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ROZDZIAL |

O nierownosciach

8§ 1. Zasadnicze wtasnosci nieréwnosci.

Przy rozwigzywaniu réwnan o jednej niewiadomej chodzi o zna-
lezienie takich wartosci zmiennej, dla ktérych dwa dane wyraze-
nia zawierajgce te zmienng sg sobie réwne. Tak np. rozwigzaé
réwnanie: [jr —f
to znaczy znalez¢ takg wartos¢ zmien ej v, dla ktorej lewa strong
rbwnania jest robwna prawej.

W niektorych zagadnieniach chodzi nam o znalezienie takich
wartosci zmiennej, dla  ktéryeh dwa danewyrazeniazawierajgce
te zmienng nie sg sobie réwne, lecz dlaktérychpierwsze  wyra-
zenie jest np. wieksze od drugiego.

Chcemy np. znalez¢ te wszystkie wartosci zmiennej .r, dla ktérych
spetnia sie warunek: 5x. 3> \x -,

gdzie > jest, jak wiadomo, znakiem wiekszosci. Warunek ten nazy-
wamy nieréwnoscig, a obliczanie tych wartosci x, dla ktérych spel-
nia sie ten warunek, nazywamy rozwigzywaniem tej nieréwnosci.

Okaze sie, ze do rozwigzywania nierdwnosci prowadzag prze-
ksztatlcenia podobne do tych, ktoérymi sie postugujemy przy roz-
wigzywaniu réwnan. Przeksztalcenia te polegajg na zasadniczych
wiasnosciach nierownosci.

Zajmiemy sie przede wszystkim tymi wilasnosciami.

. Definicje.

Liczba a jest wiekszg od liczby b, to znaczy, ze r6znica a—b
jest liczbg dodatnig, czyli wiekszg od zera; piszemy wtedy a> b,
czyli b< a

Liczba a jest mniejsza od liczby b, to znaczy, ze roznica a— b
jest liczbg ujemna, czyli mniejszg od zera; piszemy wtedy a< b,
czyli 6> a



Przykiady.

1. Zbada¢, ktora z liczb jest wieksza: 5 czy —7. Tworzymy roz-
nice 5—(—7)= 5+7 = 12. Poniewaz ta réznica jest liczba dodatnig, przeto
pierwsza liczba jest wieksza od drugiej: 5> 7.

2. Wykaza¢, ze kazda liczba dodatnia jest wieksza od kazdej liczby
ujemnej. Niechaj a oznacza dowolng liczbe dodatnia, a —b dowolng
liczbe ujemna; wobec tego b jest liczbg dodatnia. Tworzymy réznice:

a ( b)=a\b.

Réznica ta ina warto$¢ dodatnig, jest bowiem réwna sumie dwdch

liczb dodatnich, a wiec na podstawie definicji jest:
a> —h

3. Ktora z liczb: —4, 0 jest mniejsza?
Tworzymy réznice: —4—0= —4. Poniewaz ta réznica ma wartos¢
ujemna, przeto —4<0.

4, Zbada¢, ktéry z utamkow: m&, H iest wiekszy.
Tworzymy réznice: n 120_ m I
11 15 1 15 165'

Poniewaz ta rdéznica ma warto$¢ ujemng, przeto

5. Wykaza¢, ze utamek A- o dodatnim mianowniku jest wiekszy lub
mniejszy od utlamka — o dodatnim mianowniku zaleznie od tego, czy
iloczyn ad jest wiekszy czy tez mniejszy od bc.

Tworzymy réznice: a ¢ ad- ke

T~~d~ bkd
Poniewaz mianownik bd ma warto$¢ dodatnig, przetoznak otrzyma-

nego utamka zalezy od znaku licznika. Jezeli' ad>bc,to licznik jest
liczbg dodatnig, a wiec i caly, utamek jest liczbgdodatnig, a zatem

j> ~ . Podobnie gdy ad<bc, wtedy A< .

6. Wykaza¢, ze warto$¢ utamka, ktérego mianownik jest liczbg do-
datnig wieksza od licznika, powiekszysie, jezelidodamy do licznika
i mianownika te sama liczbe dodatnia. - Y

#4X &
Chodzi tu o poréwnanie ze sobg dwodch utamkow ~+ ~  i-y, przy

czym b>a, a b i x sg liczbami dodatnimi.
Tworzymy réznice:
a+Xx a ab+ bx—ab—ax (b—a)x
b +X~"b~~ KM*) ~ b(b+x)

Poniewaz b>a, przeto licznik otrzymanego wyrazenia jest liczba do-
datnig. Mianownik jest réwniez liczbg dodatnig, a zatem badana rdznica
ma warto$¢ dodatnig, to za$s dowodzi, ze:

atx a
6+*-~ b’
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Jezeli mianownik b jest liczbg dodatnia mniejsza od licznika, tj.
b<a, to réznica badanych utamkow ma warto$¢ ujemng, a zatem wtedy:

at5 a
b+x b’

Np. %(qu %j> %/ , czyli )?> y2, natormiast ?/]r)l/ < 3;3 czyli 2< )?

Wyrazenia a> b i a< 6 nazywamy nieréwnosciami, a symbole
> | <C nazywamy znakami tych nierownos$ci; znaki > i < sg
wzgledem siebie przeciwne. Podobnie jak przy rownaniach roz-
ré6zniamy dwie strony nierdbwnosci, a mianowicie pierwszg i druga
lub lewg i prawa.

Kazdg nieréwnos¢ mozna przeksztalcic na takg nierdwnosc,
ktorej druga strong jest liczba zero.

| tak a> b znaczy, ze a— b jest liczba dodatnig, czyli ze
a—b> 0.

Podobnie a<6 znaczy, ze a— b jest liczba ujemna, czyli ze
a—b< 0.

Jezeli pomiedzy trzema liczbami a, b, ¢ zachodzg dwie nieréwno-
Sci: a> bi b> ¢, to piszemy je czesto w postaci jednego wzoru :
a> b>c

i méwimy, ze liczba b lezy pomiedzy a i c.

Zbidér wszystkich liczb lezacych pomiedzy a i ¢ nazywamy

przedzialem a, c; przedziat ten oznaczamy symbolem (a, c).

* Twierdzenie I.

Jezeli do dwéch liczb nierobwnych dodamy te samg trzecia liczbe,
to otrzymamy liczby nierbwne z tym samym znakiem nieréwnosci.

Twierdzimy zatem, ze jezeli a> b, to takze a-f-c> b-fc,
gdzie c jest dowolna liczbg (dodatnig, zerem lub ujemnag).

Dowdd.

Jezeli a> b, to a—b> 0. Wartos¢ lewej strony nie zmieni
sie, jezeli do niej dodamy i odejmiemy od niej te sama liczbe c,

a wiec: ajc_c_ 6>0,
czyli: (a_|_c) _(&-fc)> 0.
To za$ znaczy, ze: a-fc>06-fc. c. b. d o

Podobnie dowodzi sie, ze z nierobwnosci a< b wynika
a--c< b c
Poniewaz odejmowanie jakiejkolwiek liczby jest réwnoznaczne
z dodawaniem jej wartosci przeciwnej, przeto w twierdzeniu 1
miesci sie nastepujace twierdzenie o odejmowaniu:



Twierdzenie II.

Jezeli od dwodch liczh nierownych odejmiemy te samg trzecig
liczbe, to otrzymamy liczby nieréwne z tym samym znakiem nie-
réwnosci.

To znaczy, ze z.nierbwnosci a> b wynika a—c>b-c,
aza< bwynika a—c< b—c.

*

Whiosek.

Kazdg liczbe znajdujgca sie po jednej stronie znaku nieréwnosci
mozna przenie$¢ na druga strone, zmieniajgc réwnoczesnie jej war-
tos¢ na przeciwng; w tym celu trzeba dbda¢ do obu stron nieréw-
nosci przeciwng wartosc tej liczby, ktéra chcemy przeniescé.

Chcemy np. w nieréwnosci

a b-f/i'
przenies¢ liczbe m na pierwsza strone. Dodajemy w tym celu do
obu stron nieréwnosci liczbe — m i otrzymujemy a— mj>.b.

Twierdzenie IlI.

Jezeli dwie liczby nierbwne pomnozymy przez te samag trzecig
liczbe dodatnig, to otrzymamy dwie liczby nierbwne z tym samym
znakiem nierownosci; jezeli zas pomnozymy dwie liczby nieréwne
przez te samg trzecig liczbe njemna, to otrzymamy dwie liczby nie-
rbwne z przeciwnym znakiem nierGwnosci.

To znaczy. jezeli a>06, ac>0, to acj>bc;

" a> 6, arf< 0,to ad< &
i podobnie dla a< b

Dowdd. Jezeli a> b, to roznica a—b jest liczbg dodatnia.
Mnozac ta liczbe przez dodatnia liczbe c otrzymujemydodat
liczhe (a— b)c= ac— bc; z tego, ze ta réznica ac — bc jestliczbg
dodatnig, wynika, ze ac> bc: Mnozgc za$s dodatnig liczhe a—b
przez ujemna liczbe d otrzymujemy ujemna liczbe (a— b)d =
= ad —bd; z tego, ze ta réznica ad— bd jest liczba ujemna, wy-
nika, ze ad< bhd. Podobnie przeprowadza sie dowdéd w przy-
padku a< h.

Poniewaz dzielenie przez jakagkolwiek r6zng od zera liczbe jest
rbwnoznaczne z mnozeniem przez odwrotnos$¢ tej liczby, przeto

w twierdzeniu Il mies$ci sie nastepujace twierdzenie o dzieleniu:
Twierdzenie IV.
Jezeli dwie liczby nierébwne podzielimy przez te samg trzeciag

liczbe dodatnig, to otrzymamy liczby nierébwne z tym samym zna-
kiem nieréwnosci; jezeli zas podzielimy dwie liczby nierobwne przez
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te sama trzecig liczbe ujemna, to otrzymamy liczby nierébwne z prze-
ciwnym znakiem nierdbwnosSci.

Przy przeksztatcaniu nieréwnosci trzeba wiec pamieta¢ o tym,
ze mnozenie lub dzielenie przez liczbe ujemng wywoluje zmiane
znaku > na '< i odwrotnie.

Przyktady.
1. Uwolnié¢ nieréwnosé: \' 3
5 4
od mianownikéw. Mnozymy w tym celu obie strony nieréwnosci przez
wspélny mianownik 20 i otrzymujemy 16>15.

2. W og6lnym przypadku mozemy uwolni¢ nieréwnos¢:

B R
od mianownikéw, mnozac obie jej strony przez iloczyn mianowni-
kow bmd .lezeli b i d majg te same znaki, to iloczyn ich jest liczbg

dodatnig. Mnozac przez bd otrzymujemy zatem nowag nieréwnos$é z tym
samalm znakiem nieréwnoSci:
ad> bc.

Jezeli zas b i d majg znaki przeciwne, to znak nieréwno$ci zmieni sie
na przeciwny i otrzymamy:

ad < bc.
3. Miedzy liczbami a, b zachodzi nieréwno$é¢ a>b; jaka nieréwnosé
zachodzi miedzy —a i —06?
Mnozac obie strony nieréwnosci a>b przez —t otrzymujemy w mysl
twierdzenia IlI: —a<—_b

Podobnie z a<b wynika —a>—h.

Jezeli wiec zmienimy znaki obu stron nieréwnosci, to musimy zmie-
ni¢ znak nierbwnosci na przeciwny.

4. Miedzy dwiema réznymi od zera liczbami a, b zachodzi nie-
rownos¢ a>b; jaka nieréwno$¢ zachodzi miedzy ich odwrotbosciaini:

a b

Podzielmy obie strony nieréwnos$ci a>6 przez iloczyn a «h. Jezeli
ai b majg te same znaki, to ab jest liczba dodatniag, a wiec utrzyma
sie ten sam znak nieréwnosci:

* 6

A1 1/\.:L

czyli” 1 a wiec -1<j

Jezeli a i b majg przeciwne znaki, to ab jest liczba ujemna, a wiec
znak nierébwnosci zmieni sie na przeciwny:
a b o 1 11
gh<ab' Czyh 7 "a’ a W?C7 7*

Np. z nieréwnosci 2 > —3 wynika — > —» natomiast z nieréwnosci

—2>—3 wynika —" ~



5. Wykaza¢, ze dla liczb X wiekszych od 1 zachodzi nier6
nos¢ jr2>.r, a dla X mniejszych od 1 lecz dodatnich zachodzi nieréw-s
nos$¢ X2<X.

Mnozymy obie strony nierdbwnosci X > 1 przez dodatnig liczbe *
i otrzymujemy Xx2>X. Jezeli za$ X jest liczbg dodatnia mniejszg od 1,
to mnozac nieréwno$¢ *<1 przez dodatnig liczbe X otrzymamy jc*<jc.
(Niechaj czytelnik okaze, ze dla ujemnych X zachodzi zawsze nieréw-
noé¢ **>*. Dla jakich liczb X zachodzi rowno$¢ Xi—x ).

Zadania.

1. Wykaza¢, ze z dwoch nieréwnosci a> b, ¢> d wynika
trzecia nierownosc¢: a z trzech nieréwnosci aj > bu
a8> ht, a3> bs wynika czwarta nier6wnosc:

ai 4" a%4- ai > 4- 63

2. Wykazac, ze jezeli od dwdch liczb réwnych odejmiemy liczby
nierbwne, to otrzymamy liczby nierbwne z przeciwnym znakiem
nieréwnosci.

8. Wykazaé, ze z dwbdch nierbwnosci a> b, c<~d wynika
trzecia nierobwnos¢: a—c> b—d.

4. Wykazaé, ze dla liczb dodatnich spetniajgcych nieréwnosci
a> b, c>d spelia sie nierbwnos¢ ac> bd. Jaka nieréwnosé
otrzymamy, gdy liczby a i d sg ujemne?

5. Wykaza¢, ze dla dodatnich liczb a,b z nieréwnosci a> b wy-
nika nierbwnos¢ a*> b2 a dla ujemnych nieré6wnos¢ a2< b2

6. Wykazaé, ze jezeli a> 6, to 2a>a + 0>20.

7. Wykaza¢é, ze jezeli a, > a2> a, to Ba! > at-f a8+ a3> 3as.

8. Wykazac, ze jezeli licby dodatnie a, b spetniaja nieréwnos¢
a> b, to speiniajg takze nierébwnosci a2> ab> b2

odwrotno$ci jest wiekszg od 2, a dla liczb ujemnych réznych

od —| suma ta jest mniejsza od —2.
Wskazéwka. Wyjs¢ z nieréwnosci (@ —1)2> 0 i (@a-f-1)s> 0.
10. Utamki - i 4- o dodatnich mianownikach nie sg sobie

rowne; wykaza¢, ze utamek A%5 jest zawsze zawarty miedzy
-j- i * tzn. jest zawsze wiekszy od jednego z tych ulamkow
a mniejszy od drugiego. »

11. Wykazaé, ze potega liczby a wiekszej od 1 wzrasta z wzro-

stem wyktadnika, tj. ze 3"+1> a", a potega liczby mniejszej od 1
maleje z wzrostem wyktadnika.

12. Wykazaé, ze za>06>c> 0 wynika a3>a6c>c8
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18. Wykazac, ze dla wszystkich r6znych od siebie liczb a. b, ¢
.spelniajg sie nieréwnosci:
. (@+ 0)2>4ab;
U. a2+ 06*>2ao0;
. a2-f b*+ c2> ab -f- ac -j- bc.
Wskazéwka. Zastosowac¢ nieréwnos$¢ Il do a, b. do a cidob, c
i skorzysta¢ z twierdzenia wypowiedzianego w zadaniu 1.
*14. Udowodni¢, ze $rednia arytmetyczna dwdch réznych od

siebie liczb, tj. jest zawsze wieksza od Sredniej harmonicznej

tych liczb, tj. od 2— (jest to odwrotnos¢ Sredniej arytmetycz-
PRy
nej z odwrotnosci danych liczb).

Wskazéwka. Podzieli¢ obie strony nieréwnosci |. w zadaniu 13
przez odpowiednio dobrane wyrazenie.

*15. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb a,, a2 a3 bu 62 bs, dla
ktérych nie zachodzg proporcje a, : 6,= a2: bt = a3: 43 spetniajg
sie nastepujace nieréwnosci, zwane nieréwnosciami Schwarza:

a) (aj2+ az) 9 > (a 6 -t-aj6j)*;
b) (a,2+ a2+ as? (V -f-bt*- V) > (a, b, bt 4- a3b j\

Jezeli zas zachodzg wyzej wymienione proporcje, to nalezy za-
stgpi¢ znak nieréwnosci znakiem réwnosci.

Wskazowka. Tworzy sie roznice pierwszej i drugiej strony nie-
rownosci i sprowadza sie jg do postaci: (aj 6s— a20j)2 lub

(@ "2 a20])*4-(ai 63— as6,)24- (a2b3— a3622
Stad zas$ wynika juz w prosty spos6b, ze badana réznica ma war-
tos¢ dodatnig lub zero.
» *16. a, b, ¢, sg liczbami wymiarowymi (dodatnimi) bokdéw tréj-
kata, przy czym a> b> c> 0; wykazaé, ze dla tych liczb spehia
sie nierownosc: + b%jc* 2 (ak£4. ac4. bc).

Ws*a*omAa. Oprze¢ sie na tym, ze rbéznica kazdej pary bokéw
jest mniejsza od trzeciego boku i zastosowaé twierdzenia z za-
dania 5 i 1.

[
8§ 2. Rozwigzywanie nier6wnosci.
Zajmiemy sie takimi nierowno$ciami, ktore zawierajg zmienng
badZz to po obu stronach, jak np. w nierownosci:

. AX + 5,
badz to po jednej stronie, jak np. *2—* > 0.
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Taka nier6bwno$¢ moze sie spetnia¢ albo dla wszystkich war-

tosci zmiennej, jak np. nieré6wnos¢: rm*
X+ 2 '>x' wil
albo nie spelnia sie dla zadnej wartosci zmiennej, jak np. L
X 3> X,
albo spetnia sie tyJko dla niektorych wartosci zmiennej, jak np.
nierownosg¢: 3x < 2x,
ktora spetiasie tylkodla ujemnych x,lub:
Xi—x> 0, na
ktora speilniasie tylkodla dodatnich, niniejszych od 1 warto

tj. dla wartosci z przedziatu (0,1) (por., przyktad 5 na str. 8).

Dwie nieréwnosci, ktére spetniajg sie dla tych samych wartosci ni
zmiennej, nazywamy réwnowaznymi. Tak np. nieréGwnosci

3* — 10< * | 3*< *-fl0 : w

sg rownowazne. Jezeli bowiem liczba v, jest jakgkolwiek wartoscig
zmiennej X spetniajgcg pierwszg nieréwnos¢, tj. 3*i —10< &, ,
to liczba ta spetlnia takze drugg nieréwnosé¢, tj. 3* < * -f 10, n
otrzymang z pierwszej przez dodanie do obu stron tej samej [
liczby 10. Odwrotnie, jezeli jakas wartos¢ x2 speinia druga nie-
rownos¢, tj. 3*s< x2-f 10, to spelnia ona takze pierwszag nieréw- |j
nos¢, tj. 3*2— 10<**, otrzymang z poprzedniej przez odjecie od
obu stron tej samej liczby 10. t

Podobnie mozna z kazdej nierownosci otrzymac¢ réwnowazng
Z nig nierdbwnos¢ przez pomnozenie lub podzielenie obu jej stron
przez te sama liczbe.

Wyznaczanie wszystkich wartosci zmiennej, dla ktérych spetnia
sie dana nierébwnos¢, nazywamy rozwigzywaniem tej nierbwnosci.

Do rozwigzania nieréwnosci dochodzi sie przeksztalcajgc jg ko-
lejno na coraz prostsze, rbwnowmzne z nig nieréwnosci. Postepo-
wanie to wyjasnimy na kilku przykladach.

1. Rozwigzaé¢ nieréwnos¢: 3* — 10< x.
Dodajgc do obu stron liczbe 10 otrzymujemy réwnowazna z hig
nierownosc: 3* < * -j- 10.
Odejmujagc od obu stron * (czyli dodajac —x) otrzymujemy dal-
sza rbwnowazng z poprzednig nierdwnosc¢:

2* < 10.

Dzielac obie strony przez dodatnig liczbe 2 otrzymujemy nowag
nieréwnos¢ rownowazng z poprzednimi, a mianowicie:
* < b,



irf Dana nierbwno$¢ spetnia sie zatem dla wszystkich wartosci
zmiennej r mniejszych od 5, a nie speinia sie dla zadnych innych
wartosci. RozwigzaliSmy wiec dang nierbwnos¢ w zupetnosci.
Widzimy, ze rozwigzaniem nierownosci jest nieskonczony zbior
liczb, a nie jaka$ jedna liczba, iak to miato miejsce np. w réwna-
niach 1 stopnia.
P* 2. Rozwigza¢ nier6wnos¢:
P — > b+ -}
Mnozac obie strony przez wspoélny mianownik 6 otrzymujemy
nastepujgca nieréwnos¢ réwnowazng z poprzednia:
r 5* —9> 2x + 3.
Dodajemy do obu stron 9 i otrzymujemy dalsza réwnowazna
linierownos¢: 5x > 2x -\-12.
Odejmujemy od obu stron 2x i otrzymujemy dalszg réwno-
wazng nieréwnos¢: 3* > 12.
a Dwa ostatnie przeksztalcenia nazywamy przenoszeniem
"wyrazow z jednej strony na druga; kazdy wyraz mozna prze-
' nieS¢ z jednej strony nieréwnosci na druga, dodajac do obu stron
i przeciwng wartos¢ tego wyrazu.
Dzielgc obie strony otrzymanej nieréwnos$ci przez 3 otrzymu-
jemy ostatecznie bardzo prostg nierdwnos¢:
1 X >4
rownowazng z wszystkimi poprzednimi nieréwnosciami.
Dana nieréwnos¢ spelnia sie zatem dla wszystkich wartosci x
1 wiekszych od 4 i tylko dla tych wartosci.
W obydwu przerobionych tu przykiadach postepowaliSmy zu-
I pelnie tak samo jak przy rozwigzywaniu rownan:
c—10= VvV i |[je— | = 4%+ |-
W nastepnych przyktadach zwrécimy uwage na pewne réznice
pomiedzy rozwigzywaniem nieréwnosci i rownan.
3. Rozwigzaé¢ nieréwnosc:
(x+ 1)2> *24- 4* -f 7.
Wykonujgc po pierwszej stronie zaznaczone dziatanie otrzy-
mujemy oczywiscie rownowazng nieréwnos¢:
X2-f2x -f 1> r2+ 4*+ 7.
Przenosimy wyrazy zawierajgce niewiadoma na pierwsza strone
a liczby stale na drugg i otrzymujemy po redukcji nierownos¢:
— 2jc> 6.
réwnowazng z poprzednia.
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Dzielimy obie strony przez —2 i otrzymujemy réwnowazni
nierébwnosgé: X _ 3 v !
yn
Otéz przy przeksztalcaniu nieréwnosci na inne réwnowazni
Z nig nieréwnosci trzeba uwazac¢ na to, ze przy dzieleniu (i mno
zeniu) przez liczbe ujemnag nalezy zmieni¢ znak nieréwnosci nto
przeciwny.
4. Rozwigza¢ nierownosg: ’I‘g

“}(+ g 'L IW‘

Nie mozna tu postepowac tak jak przy réwnaniach, tj. mnoZyt1
obu stron przez jt+ 4, albowiem nie wiemy z gory, czy jest tc
liczba dodatnia czy tez ujemna, a wobec tego nie wiemy, czy pofd
zostanie ten sam znak nieréwnosci, czy tez nalezy go zmieni¢ na
przeciwny. Mozna by roztozy¢é rozumowanie na dwie czesci i ba-
da¢ osobno przypadek * + 4> 0 a osobno x-f 4 < 0. Proscigj
jednak dochodzi sie do rozwigzania tej nierébwnosci przenoszac
liczbe 1 na pierwszag strone (ze zmienionym znakiem). Otrzymu-

jemy w ten sposéb: 2*—3 o]
J+4 1> U
2x —3—* —4
czyl: —_ — - >°
X 7 a
iub: , F+1>°- i

lloraz dwoch liczb ma warto$¢ dodatnig wtedy i tylko wtedy,t
gdy obie liczby majg ten 'sam znak. Musi wiec by¢ albo

X —7> 0 i réwnoczesnie jc-t- 4> 0,
albo X —7< 0 i rownoczes$nie jc-i- 4 < 0.

W pierwszym przypadku jest jc> 7i jeo — 4, a to dzieje sie
wtedy i tylko wtedy, gdy x > 7.

W drugim przypadku jest r<7 i x< — 4a to dzieje sie
wtedy i tylko wtedy, gdy x < — 4.

Nierownos$¢ dana spetniaja zatem wszystkie liczby wieksze od
7 i wszystkie liczby mniejsze od — 4.

Pozostawiamy czytelnikowi do stwierdzenia, ze nieréwnos¢
przeciwng: 2* —3

,X+r< 1

spetniajg tylko liczby wieksze od — 4 a mniejsze od 7, czyli liczby
Z przedzialu (—4, 7).



o L X 7 . L .
X Nieréwnos¢ utamkowg > 0 mozna zamieniC na réwno-

vazng z nig nierobwnos$¢ bez utamkoéw opierajac sie na nastepuja-
'ym twierdzeniu:

I( nierownosci ~ > 0 i a6 > 0 sg rbwnowazne

<o znaczy, ze te same liczby speiniajg obie nieréwnosci). Twier-
izenie to wynika stad, ze jezeli iloraz dwmch liczb ma wartos¢
iodatnig, to obydwie liczby majg ten sam znak, wtedy zas takze
loczyn tych liczb ma warto$¢ dodatnig; odwrotnie, jezeli iloczyn
Iwoch liczb ma warto$¢ dodatnia, to te liczby majg ten sam znak,
j zatem takze iloraz ich jest liczbg dodatnig. « 7
, Otéz na podstawie tego twierdzenia nierownos¢ x+ 4 > 0 sjest
rownowazna z nierownoscja (X —7) (e -j- 4) > 0.
i 5. Rozwigzac¢ nieréwnosc:
2> 4.
j Przenosimy 4 na pierwszg strone i otrzymujemy:
jcc— 4> 0, czyli (je.f2)Gc—2)> 0.
lloczyn dwoch czynnikéw jest dodatni wtedy i tylko wtedy,
gdy obydwa czynniki majg ten sam znak. Zatem musi by¢ albo
réwnoczesnie jc{-2> 0 i jt— 2> 0, albo réwnoczesnie x~f 2< 0
i je- 2< 0.
Pierwsza para nierbwnosci spetnia sie rownoczesnie wtedy
i tylko wtedy, gdy x> 2, druga zas wtedy i tylko wtedy, gdy
< — 2. Dana nierownos$¢ spelnia sie zatem dla wszystkich, war-
tosci jc wiekszych od 2 i dla wszystkich wartosci jc mniejszych
°d — 2, a nie spelnia sie dla zadnych innych liczb.
Ogolnie nieréwnos¢: X*> a
w ktérej a jest liczba dodatnig, spetnia sie dla:
ic> |la i dla jc< —\a,
a nierownosc¢: . jc2< a
dla: / — Va<Jf<Vva®n
tj. dla x nalezacych do przedzialu (— Va, J/a).
6. Rozwigza¢ nierownos¢:
jc2— 6x -j- 8> 0.
Uzupetniamy dwumian jcr—6jc do kwadratu dodajac do obu
stron nieréwnosci liczbe 1. Otrzymujemy:
jcc—6jc+9>1,
czyli: > _ 3)2> >
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Nieréwnos¢ ta spetnia sie tylko dla x —3> lidla x — 3<
(por. poprzednie zadanie), czyli dla:
x> 4 i dlax<2.
Dang nieréwno$¢ spetniaja wiec wszystkie wartosci zmienntyy
wieksze od 4 i wszystkie wartosci mniejsze od 2. iaz
tatwo stwierdzi¢, ze nierownos$¢ przeciwna:
X2—6jct 8< 0
spetniajg tylko wszystkie liczby wieksze od 2 a mniejsze od (.
czyli wszystkie liczby z przedzialu (2, 4). lle
7. Rozwigzaé nier6wnos¢: na
jc2—6*+ 9> 0.
Trojmian po lewej stronie znaku nieréwnosci jest zupe’myi{lg<
kwadratem dwumianu x — 3, a wiec
x 3)2> 0, A
Nieréwnos$¢ ta spetnia sie dla wszystkich x z wyjatkiem v— 30
dla ktérego (jc— 3)*= 0. Natomiast nieréwnos¢ przeciwna nit

spetnia sie dla zadnej wartosci jc i/,

8. Rozwigza¢ nierbwnosc: L-
a2—6.c-f 10> 0.

Nierowno$¢ te mozemy napisa¢ w postaci: w

(*—32-(-1> 0,
-z ktérej widzimy, ze spehnia sie ona dla wszystkich x jako sumfc;
tlodatniej liczby 1 i nieujemnej liczby (jc— 3)2

Natomiast nierébwnos¢ przeciwna nie spelia sie dla zadne]
wartosci Xx.

Nieréwnosci, ktore rozwigzalismy w przyktadach 5, 6, 7, 8, na-
zywamy nierdwnosciami drugiego stopnia. Ogolnie nierdwnoscig
drugiego stopnia nazywamy taka nieréwnos$¢, z ktorej po prze-
niesieniu wszystkich wyrazéw na jedna strone i po uporzadko-g
waniu otrzymujemy po jednej stronie tréjmian kwadratowy a po
drugiej zero, to znaczy:

ajc2-j- bx-f-¢c> 0 lub ac2+ bx-f-c< 0,

przy czym wspotczynnik a jest r6zny od zera, a b i ¢ mogg by<(

zerami. Po podzieleniu obu stron przez a otrzymuje sie: (
a2+ Pa+ (7>0... s (n
lub j2+ pjc.t 9 < 0 e (.

Aby rozwigza¢ takg nierownos$¢, uzupetniamy dwumian jc2-j- pX.



0 kwadratu dodajac i odejmujac \p*. Otrzymamy w ten sposoéb,
astepujace nieréwnosci, rownowazne z (i) i (lI):

X+i)'+I1r> 0 i )y’ +-fE=0

nWyrazenie: )= p2—4q
tazywamy wyrdznikiem tréjmianu x8-f px + &

W zaleznosci od znaku wyrdznika rozrdézniamy trzy przypadki:

a) JezeliD< O, to -- > 0. Poniewaz (c-fipY jestliczba nie-
ijemna, przeto suma (jc-fipY -j- 4 czyli tréjmian jc* px+ q
na dodatnig warto$¢ dla kazdej wartosci x. Zatem:

jezeli wyroznik D ma warto$¢ ujemng, to nierownosc¢ (1) spetnia
Se dla kazdej wartosci x, a nieréwnosé (Il) nie spetnia sie dla
madnej] wartosci x.

b) Jezeli D —0, to lewa strona badanych nieréwnosci redukuje
>8 do (*+ ?>)> a wiec ma wartos¢ dodatnia dla kazdej war-.

"Nosci X z wyjatkiem x = —\p. Zatem:
1 jezeli wyrdznik 1) jest rowny zeru, to nieréwnos¢ (I) spetnia sie
ila wszystkich wartosci x z wyjatkiem X= — £/ a nieréwnos¢ (II)

Tie spetnia sie dla zadnej wartosci x.
c) Jezeli D> 0, to mozemy przeksztalci¢ badane nieréwnosci
w nastepujacy sposéb. Rozkladamy lewe strony nieréwnosci:

+ i(*+w + 427— < O
'f.zyli: X+ £p)»- R> 0 i (x4-ipy <o
aa iloczyn sumy i réznicy, a mianowicie:
(v-f\p+ \W) (x+ iP~ hW)> 0

|* 5(*+ hP+ tfD ) (x+ IP ~ <0
A Wiadomo z algebry, ze liczby:
I X, = —Jp—iMDijc,= —\p -ffjfD

BA pierwiastkami rownania x%f- px -j- q= 0, przy czym x2>Xx,.
Mozemy wiec napisa powyzsze nieréwnosci w postaci:
(ic —jc)(X—x3> 0i (x—Xx,) (x—x,) < 0.
t Zajmijmy sie najpierw pierwszg z tych nieréwnosci. lloczyn
"dwéch czynnikbw ma wtedy i tylko wtedy warto$¢ dodatnia, gdy
obydwa czynniki majg ten sam znak, a wiec gdy speinia sie para
nierbwnosci:

(A) lx—x2>0 lub \(/B) i{ gé:gélic;.



Nieréwnosci (A) spehiajg sie, jezeli sg spetnione nieréwno$
x>X! i x>x?. Wiemy, ze aa>.r,; jezeli wiec Jtr>xs, to ty
samym X > jcx.

A zatem nierownosci (A) spelniajg sie réwnoczesnie wted
i tylko wtedy, gdy x > xt.

Podobnie okazuje sie, ze nierbwnosci (B) spetniajg sie réwn(
czes$nie wtedy i tylko wtedy, gdy *<*!. DoszliSmy zatem d
nastepujgcego wyniku:

jezeli wyréznik D ma warto$¢ dodatnig, to nieréwnos¢ (1) spetn
sie dla wszystkich x wiekszych od wiekszego pierwiastka rownani
x*+ px+ Q= 0 i dla wszystkich x niniejszych od mniejszego piel
wiastka tego réwnania.

Zbadajmy jeszcze nierobwnos$¢ x- -j- px -f-q< 0 czyli:

(x —x:)(x —j,) < 0.

Obydwa czynniki lewej strony muszg mie¢ znaki przeciwne
to zaS ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy sg spetnione réwno
czednie albo nierownosci:

© *< *' -albo (E) *>rm

Nieréwnosci (C) nie mogg sie spetnia¢ réwnoczesnie, tj. dli
tych samych wartosci .-, jezeli bowiem * jest mniejsze od mnigj*
szego z dwéch pierwiastkbw x1, xt, to nie moze by¢ réwnoczesni*
wieksze bd wiekszego z tych pierwiastkéw. Natomiast nierownosc
(E) spetniaja sie rownoczesnie dla wszystkich wartosci * z prze
dziatlu (*,, xt), czyli dla x1< x < x2. DoszliSmy zatem do naste
pujacego wyniku:

jezeli wyr6znik ma warto$¢ dodatnig, to nterownos¢ (ll) spehnit
sie dla wszystkich x wiekszych od jnniejszego pierwiastka réw
nania x3--px + <= 0 a mniejszych od wiekszego pierwiastka iegi
réwnania.

W zalgczonej tabelce sa zestawione rozwigzania nieréwnosé
() i (1) we wszystkich przypadkach.

D< O D—0 D>o0
+ px+ g> o0 wszystkie  wszystkie wartosci x X< Xiix>
wartosci x précz x = — \p

X*+ px -]-q< 0, zadna

1d zadna warto$¢ x xt< x < G
warto$é x
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Tutaj D — p* —AqQ, a jc,, jc, sa pierwiastkami réwnania
i jcc+ px+ q= Q przy czym jc, < ar,.
Zadania.
17. Rozwigzaé nieréwnosci:
jct 3>5, x—3>5, 3—je5, 3<5+jc
18. Rozwigza¢ nieréwnosci:
ajc>6, ~<b, ~<b.
Rozrézni¢ rozmaite przypadki wedlug znakoéw liczb a i b:
19. Rozwigzaé nieréwnosci:
1 a) 6jc+ 4—£jc> 2jc— 1,
b) -£jc<6-¢-0,3;
c) E(*+i)-h*-i)>*;
d x:4< (x+ 2):3;
e) (x—2)*> (c+ 5)(c—3).
20. Rozwigzaé nierdwnos¢:
(ic—a)*> (jc—a)(x + a).
21. Znalez¢ wartosci x spelniajgce rownoczes$nie dwie nierow-
nosci: 2x-f-4> c—5 i 8—jc> 3jc—4.
22. Znalez¢ wszystkie liczby catkowite spetniajgce rownoczesnie
dwie nieréwnosci: 6x | > ix + 7 i ~(8x+ 3)< 2x + 25.
23. Wykazac, ze zadna lifczba nie spetnia rownoczesnie dwdch
nieréwnosci: 8x —5> ~(15c—8) i 2(2* —3)> 5jc—E.
24. RozwigzacC nieréwnosci:

25. Dla jakich wartosci a pierwiastek rownania:

ma warto$¢ dodatnig, a dla jakich ujemng?

26. Rozwigza¢ nieréwnosc¢: jc(x —1)> 0.
27. Rozwigzaé nierbwnosci:
'X4-1—2>0 "I 2c>—5jc+ 2 >0
*) A+ I+ i>0 b) 2jcx—5*+ 3£>0.
jcc+ jc+ 1>0 | 2jc*—5c+4 > 0

28. Jak nalezy obra¢ b, aby nieréwnosc:
jcc+ 6*+ b> 3
byla spetlniona dla wszystkich wartosci
tomnicki: aigebra, 1 Kl. lic. OKREGOWA
(BIBLIOTEKA |

i'" P EDAGOG 1C 27+ 1\ 13



29. Jak nalezy obra¢ m, aby réwnanie 3** 10*+ m —O0 po
siadato dwa pierwiastki dodatnie, a jak aby réwnanie nie posia
dalo wcale pierwiastkow (rzeczywistych)?

30. Dla jakich wartosci ¢ posiada réwnanie:

c*a-f-2(c-f-)x-rc—1=0
dwa rézne pierwiastki?

31. Dla jakich wartosci x spetniajg sie rownoczesnie dwie nie
rownosci: X,  X2x _j. 32> o0 i *2—13*-f22< 0.

32. Dla jakich wartoSci x réznica miedzx utamkiem
jest zawarta w przedziale (— 0,01, 0,01)?

33. Handlarz zakupit a butelek wina po 52zt za butelke; pi
dolaniu 4 butelek wody sprzedat te mieszanine po 3 zt za butelke
Jaki warunek musi spetnia¢ liczba x, aby handlarz zyskal na te
sprzedazy ?

34. Ojciec ma lat 40, a syn 8- po ilu latach stosunek liczby la
ojca do liczby lat syna bedzie mniejszy od 27

35. Kapitat 8100 zt przynosi rocznie 6°/0 dochodu, a drugi ka

pitat 10000 zt 4% dochodu; po jakim czasie wzrosnie pierwsz;
kapitat do kwoty wyzszej anizeli drugi?

2jc4-5 &



' ROZDZIAL I

Uogdlnienie pojecia potegi. Funkcja
t wykiadnicza

; 8§ 3. Potegi o wyktadniku zerowym i ujemnym.

Dotad pojmowaliSmy potege jako iloczyn rownych czynnikéw,
th mianowicie: ama= a2 aa- a= as, ac*acaca= a* Ogoélnie:
dla kazdego naturalnego n oznacza a" iloczyn n czynnikbw row-
nych a. Dla n= 1 jest al= a.

y Powtarzajacy sie czynnik nazywamy liczba potegowang lub
podstawg potegi, liczbe naturalng podajgca, ile razy powtarza sie
ten czynnik, nazywamy wyktadnikiem potegi, a caly iloczyn potega.

Najwazniejsze reguly dziatah wykonywanych na potegach sg
zawarte w nastepujacych wzorach:

amma" — amn, (2

(a mb)n= a" mb", 2

(am"=am", ©)

a" san= am", p/)rzy czym a3=0,am n. 4)

Zastrzezenie, ze we wzorze (4) musi by¢ a=j=0, wynika stad, ze
dzielenie przez zero nie jest okreslone; zastrzezenie to utrzymamy
takze w dalszym ciggu. Natomiast postaramy sie usungézastrze-
zenie m > n.Uzyskamy to przez odpowiednieuogdlnienie  poje-
cia potegi.

1 tak, jezeli m~n, to obliczamy bezposrednio przez dzielenie,
ze w tym przypadku jest:

am:a" = am:am= 1.
Gdybysmy za$ zechcieli wykonac to dziatanie przy pomocy wzoru (4),
to otrzymaliby$Smy:
am: a" —am: am= amm= a°.
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Dotychczas nie przypisaliSsmy symbolowi a° zadnego znaczen,
Chcac, by reguta wyrazona wzorem (4) prowadzita i w tym w
padku do poprawnego wyniku, nalezy przypisa¢ temu symbolo
wartos¢ 1, a wiec przyjaé¢ nastepujgca definicje:

a°= 1.

Wyrazenie a° nazywamy i w tym przypadku potegg o wykiai ;
niku 0. Stowami wypowiadamy te definicje w nastepujgcy sposob
Kazda liczba, z wyjatkiem zera, podniesiona do potegi zero n

wartos¢ 1. \h
Uwaga. Poniewaz symbol a° nie miat dotad zadnego znaczenia, prze*(.

mogiby kto$ przypisa¢ mu dowolne inne znaczenie, np. 0. Wtedy jedna
nie wolno bytoby stosowaé¢ wzoru (4)- w przypadku m= n, a wieOi
zastrzezenie Mm”> n pozostatoby nadal w mocy przy stosowaniu tegd<
WZOoru.

W podobny sposoéb postepujemy w przypadku m<n. Obli ]
czarny ten iloraz w nastepujgcy sposob: ni

am: an= ! Ne C

Poniewaz n> m, przeto mozemy zastosowa¢ do wyrazenia
znajdujgcego sie w mianowniku regute (4) i otrzymujemy: W
i r

Prébujac za$ zastosowaé wzor (4) takze w tym przypadki
otrzymujemy: Rm. & _ a,,-,

Oznaczmy dodatnig liczbe naturalng n—m literg r, to wyni
uzyskany w pierwszy sposob napiszemy w postaci:

a-:a.= jr= (). oo
Drugi zas sposob prowadzi do wyniku: J
a”

Ot6z ten ostatni wynik zawiera symbol a~r, ktéremu nie przypifc
saliSmy dotychczas zadnego znaczenia. Chcac, by reguta wyrazonfj
wzorem (4) prowadzita i w tym przypadku do poprawnego wy
niku, nalezy przypisa¢ temu symbolowi wartos¢ —, a wiec nalez)

przyja¢ nastepujacag definicje:

e - ' - M r . <6

gdzie r jest liczba naturalng (dodatnig) a a liczbg rézng od zera
Wyrazenie a r nazywamy takze i w tym przypadku potegi
Stowami wypowiadamy przyjeta definicje -w nastepujacy sposob'
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otegowa¢ dowolng r6zng od zera liczbe przez wyktadnik ujemny
j znaczy potegowa¢ odwrotnos¢ tej liczby przez wyktadnik do-
atni o tej samej wartosci bezwzglednej.

Tak np. 2-,= (i)’ =j; 10%= -p = 0,0001; (f) “ (y)=T"

ht-G)W *

Uogdlnilismy w ten sposéb pojecie potegi na wszystkie wy-
ktadniki catkowite (dodatnie, ujemne i zero). Litera n moze zatem
«dtad oznacza¢ w symbolu a" dowolng liczbe catkowitga. Przez to
iozszerzenie pojecia potegi usuneliSmy zastrzezenie m > n, pod
dérym wolno byto uzywaé wzoru (4).

Zachodzi teraz pytanie, jakie sa reguly mnozenia, dzielenia
i potegowania dla tych poteg nowego rodzaju. Zbadajmy najpierw
mnozenie poteg o rownych zasadach. Dla naturalnych wykfadni-
kéw wyprowadziliSmy wzor (1) rozumujac w nastepujacy sposab:
r oznacza iloczyn, w ktorym m razy powtarza sie czynnik a,
W an powtarza sie ten sam czynnik jeszcze n razy; ogélem wiec
w iloczynie amman powtarza sie ten czynnik m-f n razy, a wiec
Im__ gmmn

Jezeli ktory$ z wyktadnikéw, np. m, jest liczbg ujemng lub
terem, to nie mozna uzy¢ poprzedniego rozumowania, albowiem
imnie oznacza wtedy bynajmniej iloczynu, w ktérym sie powtarza
Jzynnik a. Chcac i w takich przypadkach uzyskac jaki$ wzér na
loczyn poteg (nowego rodzaju) o rownych fasadach, sprowadzamy
najpierw wyrazenie amma" do wyrazenia, zbudowanego z poteg
n dodatnich wyktadnikach lub z jedynek, stosujgc definicje za-
warte we wzorach (6) i (5). Nastepnie stosujemy do tego wyra-
zenia reguty odnoszace sie do dodatnich wyktadnikéw.

1) | tak jezeli m jest liczbg dodatnia a n ujemna, to oznaczajgc
bezwzgledng wartos¢ liczby n literg r, mamy n= —r, przy czym r
iest liczbg dodatnia.

Wobec tego: amea" = a’ ea-r.

Do wyrazenia a~r stosujemy definicje (6) i otrzymujemy:
am. =mame— — am:ar.
ar

Poniewaz m i r sg liczbami dodatnimi, przeto mozemy zasto-
sowac regute (4) i otrzymujemy:
amea" = am~ = amH~r) — amn,
tak jak we wzorze (2).
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2) Jezeli zarbwno m jak i n saliczbami ujemnymi, np. m —
n——p, przy czym r i p sa dodatnie, to: OV
a»=a-r. -i- =
Stosujgc definicje (6) otrzymujemy: ftk
ar+p = a-(r+"). /s
a wiec: amean= a-(r+>>= a(nN+"“p= am+
tak jak we wzorze (t). 3

3) Jezeli m —0. ale n4=0, to:
amma" —1 ean= an= a°+" —amH.
4) Jezeli Ili= 0i «—0, to lewa strona wzoru (1) ma wartos¢
a"'= 1-1= 1,
prawa zas: am+n —a0+0= a°— 1,
a wiec takze teraz jest:
an<.a™= amt
Wz6r (1) jest zatem prawdziwi] ogolnie dla wszystkich catkowi
tych wyktadnikow (dodatnich, ujemnych i réwnych zeru). Widzim:
stagd, ze wprowadzenie nowego rodzaju poteg za pomoca definicj
(5) i (6) nie stato sie przyczyna jakiego$ zametu, nie zmusito na
do odr6zniania rozmaitych przypadkéw przy mnozeniu potei
o réwnych zasadach, lecz utrzymata sie wspdlna reguta dla dou
wolnych wyktadnikbw m i n.

Uwaga. Gdyby kto$ nadat symbolowi a~r, nie majgcemu pierwotnil
zadnego znaczenia, znaczenie — ar, to nie sprzeciwialoby sie to z
sadom logicznego myslenia, lecz utrudnitoby bardzo mnozenie potel
o rownych zasadach (i inne dziatania). Wtedy bowiem obowigzywatyb',
trzy nastepujgce rézne reguty:

amea" = —a~nn dla m ujemnych a n dodatnich,
amea" = a~'n~n dla ujemnych m in, a:

zamiast jednej wspolnej reguly, wyrazonej wzorem (1).

W podobny sposéb dowodzi sie, ze dla tych nowych poteg
prawdziwe takze wzory (2), (3) i (4).

Takze wz6r, zawarty w definicji (6), utrzymuje sie dla nowych,
poteg. 1

Dowdd, a) Jezeli r jest liczbg ujemna, to w mys$l definicji (6
jest ar= — >przy czym —r jest liczbg dodatnig.

Stad zas$ wynika, ze: t
a~r —



- Wzor (6) utrzymuje sie zatem takze dla ujemnych wyktadni-
ow r.
b) Jezeli o= (), to ar= a°— 1 a takze ~ —* a wisc

akze i w tym wypadku utrzymuje sie wzér a~r= —-

DoszliSmy zatem do nastepujacego wyniku: "
'la poteg, uogdlnionych za pomoca definicyj zawartych we wzorach
y) i (6), utrzymujg sie prawa dziatah, wyrazone wzorami (1), (2),
3> (4), a zastrzezenie mj>n staje sie zbyteczne.

Przyktady.

& 1) 2327= 2“s+7= 24= 16;
2 4-s°4-*—4-5<)—4-s—J — L
) * P ~ % —~ % - 48___ 64’
3) (38-*)-1= = 3= 9;
4) (a"2069-* = a*b-°;
5)10-:5-=(fP = 2- =i=1i,;

8) Kazdy czyngjk mozna przenies¢ z licznika utamka do mia-
ioiownika i na odwrét, zmieniajgc znak jego wyktadnika.

Mn 2a*fc-s - 2a*a 2 a5 n (a\s5
p_
3-1jckys _ 4tilty 16y
4-1 X"y~"' 3xi

9) Kazdy utamek mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu.

Np- 7r= 0o»-. =
W ten sposdb mozna kazde dzielenie zamieni¢ na mnozenie,
a wiec nie potrzeba obarcza¢ pamieci regutami odnoszacymi sie
do ilorazow.
A\ Tak nP- majgc wykona¢ dziatanie 128: 12® nie trzeba sie po-
oywacC na wzor am: an—amn, lecz mozna rachowac¢ w naste-
pujacy sposob:
12@: 12@= 12 «12°*= 12@°®= 12* = 144.
Szczegodlnie wazne zastosowanie znajdujg wyktadniki ujemne

1 zerowe przy rachowaniu utamkami dziesietnymi. Kazda liczbe,
2 ozonQ z czesci catkowitej i z utamka dziesietnego, mozna przed-
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stawie za pomocg sumy iloczynéw, ztozonych zliczb 0, 1, 2, 3
5 6, 7, 8, 9i z kolejnych poteg liczby 10, a mianowicie: v
10m 10m1 10m* 100101 1 % L y
Takie przedstawienie liczby nazywamy jej rozwinieciem w ukl
dzie dziesigtkowym.

Tak np 728,364 = 7 ¢10*+ 210+ 81+ 4™ + 6™ + 4

Przez wprowadzenie wyktadnikow ujemnych i wykfadnika zei
przyjmuje to rozwiniecie nastepujgca postac: |
728-364= 7 10*-f 2+104- 8 ml0°+ 3 WO 1+ 610"+ 4+10's

w ktorej nie figuruja juz zadne utamki. e

Wyktadniki poteg 10, wystepujacych przy poszczegoélnych cyfrat
rozminiecia dziesiatkowego, nazywamy rzedami Ilub cechaU
tych cyfr.

Tak np. w liczbie 728,364 cyfra 7 ma rzad czyli ceche 2, cyfi
8 ma ceche 0 a cyfra 4 ceche —3.

8§ 4. Potega o wyktadniku utamkowym.

Podobnie jak dzielenie poteg stalo sie punktem wyjscia «
wprowadzenia poteg o wykladnikach ujemnych, tak pierwiastk
wanie poteg prowadzi do dalszego uogoélnienia pojecia potes
a mianowicie do wprowadzenia poteg o wyktadnikach utamw
wych. Ograniczymy sie w tym paragrafie do poteg o dodatni<
podstawach.

Wiadomo z nauki o pierwiastkowaniu, ze pierwiastek z pote
nie zmienia swej wartosci, jézeli wyktadnik pierwiastkowy i poi
gowy podzielimy przez ich wspdlny podzielnik. Twierdzenie to w
razamy wzorem: mJ,

Yar = "ap;". /

Tak np. Y*I*= Y&6= Y*s-
Jezeli wyktadnik potegowy jest podzielny przez wyktadnik pie

wiastkowy, to stosujgc powyzsze twierdzenie otrzymujemy bard:
prosty sposOb wyciggania pierwiastka z potegi. | tak jezelip —n

to: Yap= )ap:n= "ap:n= ap:n=ar.

To znaczy: pierwiastek z potegijest rowny potedze, ktérej u)
ktadnikiem jest iloraz wyktadnika potegowego przez wyktadnik pit
wiastkowy, o ile tylko wykladnik potegowy jest podzielny prz
wyktadnik pierwiastkowy.
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3( Twierdzenie to wyrazamy za pomocg hastepujgcego wzoru:

m__ E- A
Yap= am. gdy p —r m . (8)
jzy czym m jest liczba naturalng, ap i r sg liczbami catkowitymi.

ki P . . . .
Symbol am nie ma dotagd zadnego znaczenia, o ile p nie jest

Pdzielne przez m (np. gdy £ jest utamkiem wiasciwym). Nadajmy
u takie znaczenie, aby wzo6r (8) byt prawdziwy bez ograniczenia,
Zwartego w warunku p= r mm. By to uzyska¢, wprowadzamy
astepujaca definicje:
otegowal liczbe dodatnig przez utamek, znaczy potegowac jg przez
cznik a otrzymang potege pierwiastkowa¢ przez mianownik.

ai Definicje te wyrazamy krotko za pomocg wzoru:
J Jf m

"* am—Ya" 9 .
f,Tzyjawszy te definicje, mozna stosowa¢ wzér (8) bez zadnych

graniczen, dotyczacych catkowitego wyktadnika p.
Tak np. V2= 2+, VIO= 10\ ilF3=12%

4 -~ A4n=|/N =i [O-] = VIOrT= i
;]/ r~=111 i, O-| Or |r1r0, Viooo

(asb~ | —\(a3b~")* — _

Uogdlnilismy w ten sposéb pojecie potegi na wszystkie wykiad-

niki wymierne (utamkowe i catkowite). Litera n w symbolu a"
hioze zatem odtad oznacza¢ dowolng liczbe wymierng,
i Zachodzi pytanie, czy dla tych nowych poteg utrzymujg sie te
panie reguly mnozenia, dzielenia, potegowania i pierwiastkowania,
co dla poteg o wykladnikach catkowitych. Ot6z postepujac droga
podobng jak przy potegach o wyktadnikach ujemnych i zerowych,
dowodzi sie, zedla poteg o wyktadnikach utamkowych utrzymujg
si? wszystkie prawa dziatan, omodéwione w poprzednim paragrafie,
tudziez wzory (7) i (9) z tego paragrafu.

Tak np. wzoru (1) z poprzedniego paragrafu dowodzi sie dla
utamkowych wyktadnikbw m= y» n= ~ w nastepujgcy sposob.
Na podstawie definicji jest:

o r__* A

amma” = arma'—apm ja’
Sprowadziwszy wyktadniki r i / do wspolnego wyktadnika r mtt
otrzymujemy: r, r,

amma" = Ya" eYa'r = Vap,+r*
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Stosujgc tu znow.i definicje otrzymujemy: .em
pl+ar > s ktac
am-an=a rt =ar <=am"

zgodnie z wzorem (1). Podobnie dowodzi sie regut innych dziatall¥®

pC
Przykitady.
1) 2t -2i= 2iU —2t= 2i = V2; .
3) B3F = 5= 3-= V35= «3= 32V3= 9fZ;
4) @T*— "*—atl—jTt_*+ {AT3=+ ~ A =
Apr-4r-r il L~ DL
43 4\3

Wprowadzenie poteg o utamkowych wynikach umozliwia ‘flizy
konywanie rozmaitych skomplikowanych dziatan na pierwiastka/0"
za pomocg regut dziatania potegami, a wiec odcigza pamiec i uje”k
nostajnia rachunki. 13r v

5)vTak np. chcac obliczy¢ |/V48, nie potrzebujemy uzywac r<y
guly pierwiastkowania pierwiastka, lecz mozemy wszystko sp
wadzi¢ do potegowania. | tak:

3 3 6

[N48 = |//A8i = (48%) 48-'4= 48k= ]/48.
3 3
6) Chcac obliczy¢ Y6 mY36, jiie potrzebujemy pamietac reg
mnozenia pierwiastkéw, lecz mozemy zamieni¢ je~na potegi o utam
kowych wyktadnikach i rachowa¢ w nastepujgcy sposoéb:
3 3 ( 3 3

Y6+V36 = 61 «36* = (6 +36)1=Y 6+36= Y216 = 6.

7\ Ya'Va-t *S-a”t t-f-ft i
*> 10 — ®mA —a . ‘
]g‘é ait m . i

Sprowadzajac utamki do wspdlnego mianownika i wykonujg/
zaznaczone dziatania, otrzymamy:

a “» = ald= a'= Ya2.

Uwaga. Przy okreslaniu potegi a" o wyktadniku utamkowym
ograniczyliSmy sie do dodatnich podstaw a, poniewaz dla ujem'
nych podstaw juz symbol u- czyli Va nie ma znaczenia; nie istnieje
bowiem parzysty pierwiastek z liczby ujemnej. MusielibySmy sig



:.em ogranicza¢ do* wyktadnikéw utamkowych o nieparzystych
'ktadnikach i wprowadzac to zastrzezenie we wszystkie rachunki.
Na podstawie wprowadzonych dotagd uogoélnien pojecia potegi

IziaW * co to znaczy podnies¢ dowolng liczbe dodatnig do dowol-
j potegi wymiernej. Aby mie¢ okreslong potege dla wszystkich
zb rzeczywistych, wprowadzono jeszcze jedno uogolnienie, a mia-
wicie wprowadzono takze definicje potegi o wykladniku niewy-
iernym.

Sposob, w jaki sie dochodzi do tej definicji, wyjasnimy na przykia-

le- Chcemy nada¢ jakieS znaczenie potegowaniu liczby 2 przez nie-
zmierny wyktadnik: V3. Bierzemy w tym celu pod uwage kolejne
zyblizenia wymierne liczby j'3, a mianowicie utamki wymierne:

* 0,7, 0,73, 0,732, 0,73205, 0,7320508.......

Zzymane przez znany sposOb obliczania drugiego pierwiastka z 3 z do-
katolng dokfadnoscig. Utworzmy kolejne' potegi liczby 2 o tych wiasnie
Sktadnikach, tj.: J2%45)

tyli: 7 73 737
i 2',2'),2
Wfeaczenie kazdej z tych poteg jest okreslone za pomocg wprowadzonej
Iz poprzednio definicji potegi o wyktadniku utamkowym, wymiernym.
,{6z mozna udowodni¢, ze te potegi sg kolejnymi przyblizeniami pewnej
czby i te wiasnie liczbe nazywamy potega liczby dodatniej 2 o nie-
wymiernym wyktadniku VIJ. Wartos¢ jej mozna obliczyé z dowolnym
erzyblizeniem, jezeli potrafimy obliczy¢ z dowolnym przyblizeniem war-
tosci poteg 210, 210®— o wyktadnikach wymiernych.
Udowodniono, ze do poteg o wyktadnikach niewymiernych stosujg
te same reguly dziatan, co do poteg o wyktadnikach wymiernych;
lowody te pomijamy tutaj jako zbyt trudne na tym stopniu nauki.

Z rozwazan tego i poprzedniego paragrafu wynika, ze potega
kazdej dodatniej liczby ma Scisle okreslong wartos¢ dla kazdego
wyktadnika, dodatniego i niedodatniego, wymiernego i niewy-
miernego.
< a) Potega liczby dodatniej ma zawsze warto$¢ dodatnig. | tak
jezeli wykfadnik jest liczbg naturalng, to an jest liczbg dodatnig

Ja o iloczyn n czynnikéw dodatnich; jezeli wyktadnik jest od-
1 I n
Ikrotnoscig liczby naturalnej, np. —»to a" = Va ma warto$¢ do-

datnig jako arytmetyczny pierwiastek z ljczby dodatnieji jezeli wy-

ktadnik jest dodatnig liczbg wymierng, np. to a" = Yam a wiec
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potega ma warto$¢ dodatnig jako n-ty pierwiastek arytmetyq,-ga1
z dodatniej liczby am; jezeli wyktadnik jest liczba ujemna, np. Z,
to a~u— A ma wartos¢ dodatnig jako odwrotnos¢ liczby '

datniej a“; jesli wyktadnik ma warto$¢ zero, to potega a° =13
a wiec jest liczbg dodatnia. Udowodniono, ze takze dla nie”0
miernego wyktadnika r ma ar wartos¢ dodatnig. Zawsze wiec fy
a“> 0, gdy a> 0. 1

b) Potega liczby wiekszej od 1 ma dla kazdego dodatniego
ktadnika warto$¢ wiekszg od 1, to znaczy:

jezelia> 1iw> 0,to a-> 1. k>
Dowdd. 1. Jezeli wyktadnik w jest liczbg naturalng, to mnoz ¢
m-krotnie obie strony nieréwnosci a> 1 przez obie strony nF=
rownosci a> 1, otrzymujemy liczby nierdbwne a'li 1 ztym samJ ¢
znakiem nierownosci; zatem a" > 1.
2. Jezeli w jest odwrotnoscig liczby naturalnej, np. w — —

aw— an= \'a. Arytmetyczny pierwiastek z liczby wiekszej od 1 j#?2
i I'n \'n

takze wiekszy od 1 (jezeli bowiem Va<l, toi (Ya/ < 1, c2

a <| wbrew zalozeniu; jezeli zas Ya= 1, to a= 1 wbrew zall
zeniu). A wiec i w tym przypadku jest aw> 1

3. Jezeliw jest dodatnig liczbg wymierng, czyli ilorazem dwof
liczb naturalnych m i n, to:

aw= a" = fam f
Poniewaz a> 1, to i am= 6> 1, a wiec i lja™= ~Abj> 1 a *
znaczy, Zze: am> | .
4, Wykazano, ze takze dla niewymiernych wykfadnikéw
datnich w jest aw> 1, gdy a> 1.
c) W podobny sposéb wykazuje sie, ze *

potega liczby mniejszej od 1, lecz dodatniej, ma dla kazdeL
dodatniego wyktadnika warto$¢ dodatnig mniejszg od 1.

d) Dla ujemnych wyktadnikbw zachowujg sie potegi przeciwni*

| tak: potega liczby wiekszej od 1 o wyktadniku ujemnym td
wartos¢ dodatnig mniejsza od J.

Wynika to stad, ze a'™ = " gdzie w jest liczbg do

N
datnig. Jezeli wiec a> 1, to < l1la zatem w my$l twierdzenia t

j'est {1\)1U< 1, czyli a~M< 1.



,e) Podobnie potega liczby dodatniej, lecz mniejszej od 1 o wy-

jdniku ujemnym ma warto$¢ wiekszg od 1.

Z nierbwnosci tych skorzystamy w nastepnym paragrafie.

Zadania.

' 36. Dowiesé, ze wzdér (ab)m= anbm jest prawdziwy dla ujem-
wyktadnika.

' 37. Dowies¢, ze wzor (amn= ant jest prawdziwy, gdy jeden

>obydwa wyktadniki sg ujemne.

38. Obliczy¢ wartosci wyrazen:

a) ,(-0,5)-*; b) 27; ct (j)"43 rf ((-2):T4

139, Jakie wartosci przyjmuje wyrazeniem 1"+ 2"+ 3" dla
o —1, —27?
' 40. Uwolnjé od ujemnych wyktadnikow wyrazenie: .
a2t C

5b~3

41. Przedstawi¢ jako iloczyn wyrazenie:

42. Przedstawi¢ liczbe 3,14159 jako sume iloczynéw poteg
zby io.
43. Wykona¢ dziatania:

15h*c~* :56%kr’; (Xi+ x-D)(x-x-9.
44. Rozwigza¢ rownania:
/2 \3-r-5 /3\S-2X
3x=9; b)(-2-x=-£; o (f) —() -

Wskazowka. Przedstawi¢ obie strony jako potegi o tej samej
>dstawie.

45. Dowies¢, ze wzo6r am: a" = amn jest prawdziwy takze dla
amkowych wyktadnikéw.

46. Obliczy¢ wartosci wyrazeh:

a) 0,25'; b) o,5* 0,25* -8"; C) (85)1;  rfj (msem)

47. Przedstawi¢ w postaci jednego pierwiastka wyrazenia:
a)x*-x*-x*; b) x*-"x] c)an:]a.

48. Wykazaé, ze jezeli wyktadnik jakiej$ potegi jest Srednig
ytmetyczng wyktadnikéw dwdch poteg o tej samej podstawie,
ta potega jest srednig geometryczng tych dwdch poteg.

49. Obliczy¢ 10°>m1002+10°-3¢1004.

50. Przedstawi¢ wyrazenie:

1/ 2w /2-J2«>2 jako potege liczby 2.
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i Zn\
51. Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia a, = (1 + n)ndla n= 1, Z,ej
52. Wykonac¢ nastepujgce dziatania: j e

a)Aa~3:2al; b) (**«ThH)~t; ¢) (m'1- m~** tah

53. Przedstawi¢ iloczyn:

10 103 103 fu,

myiooo * V10 V1000 TI
jako potege liczby 10. (Wynik 100323. u]
54. Obliczono, ze: |[go.3id3.... o

Przy pomocy tego réwnania przedstawi¢ liczby: 4, 16, 5, ¥
jako potegi liczby 10.
Wskazéwka: 4= 22M6= 2\ 5= @, 125= " » a
iii
8 5. Funkcja wyktadnicza. n,
Badanie poteg o rozmaitych podstawach i wyktadnikach
wadzi do dwéch rodzajéw funkcyj zaleznie od tego, czy Zzflft
niamy podstawe, zatrzymujgc staly wykladnik, czy tez, przeciwi

zmieniamy wyktadnik, zatrzymujgc stalg podetawe. n
Jezeli zmienna niezalezna jest podstawg jakiej$ potegi o sta$
wyktadniku: y _» n

to te funkcje nazywamy funkcjg potegowa lub krétko potega. »

Z takimi funkcjami spotykaliSmy sie niejednokrotnie przy re
nych sposobnosciach w nauce algebry. Tak np. w nauce o por
gowaniu omawia sie szczego6towo funkcje: [

y =.2, y= x\

poznaje sie sposoby obliczania ich wartosci dla szczegotow”
wartosci zmiennej niezaleznej oraz omawia sie ich wykre*
Podobnie w nauce o pierwiastkowaniu bada sie niewymier
funkcje:

y
czyli funkcje potegowe: ) _

y=xi, y=x8
o utamkowych wyktadnikach.

Przy badaniu proporcjonalnosci prostej i odwrotnej wystep*

funkcije: i

V=X, U=-X
ktore mozna tez przedstawi¢ jako funkcje potegowe o wykladi
kach +1 i —1: y=xi, y=x "."



Zupetnie inne funkcje otrzymuje sie zmieniajac wyktadnik przy
N'tej podstawie.
Jezeli zmienna niezalezna jest wyktadnikiem jakiej$ potegi
talej podstawie dodatniej:
y = ax, przy czym a> 0, (11)

funkcje te nazywamy funkcjg wyktadnicza.

Takich funkcji nie spotykaliSmy dotychczas w nauce algebry.
Jkilka przyktadéw funkcji wyktadniczych:

y—2X% y=lo*. y=(y)*. y= (y)x. y=
' Zajmiemy sie zbadaniem najwazniejszych wiasnos$ci takich
ikcji.

a) Przy badaniu funkcji interesuje nas przede wszystkim py-

I*e, dla jakich wartosci zmiennej niezaleznej jest ta funkcja okre-

ua. Dokad nie uog6lnilismy pojecia potegi, mogliSmy obieraé
pWartosci zmiennej niezaleznej jc we wzorze y = ax tylko liczby
rrfuralne. Przez stopniowe uogdlnianie potegi doszliSmy do tego,

zmienna niezalezna moze przybiera¢ w tym zwigzku funkcyj-
ni wszystkie wartosci rzeczywiste. Dla kazdej takiej wartosci
[/i bowiem ax Scisle okreslong wartos¢. Niezbedne jest jednak do
,?0 zastrzezenie, ze podstawa a ma warto$¢ dodatnig. Dla ujemnej
dstawy nie otrzymalibySmy np. dla ic= £, i, f zadnej okre-
>negj wartosci, albowiem nie istniejg parzyste pierwiastki z liczb
"mnych. Stwierdzamy zatem, ze
°nkcja wykladnicza (o dodatniej podstawie) jest okreslona dla
teystkich liczb rzeczywistych.

Wypowiadamy to takze w nastepujacy sposoéb: zakresem istnie-
i funkcji wyktadniczej jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych,
jowna przyczyna uogollnienia pojecia potegi byta wlasnie dgznosé
r* tego, aby funkcja wykladnicza miata okreslong wartos¢ dla
Izdej rzeczywistej wartosci zmiennej niezalezne;.

b Drugim pytaniem, na ktére staramy sie znalez¢ odpowiedz
srzybadaniu dowolnej funkcji, jest: jakie wartosci przybiera ta
inkcja dla wszystkich dopuszczalnych wartosci zmiennej nieza-
tenej, czyli jaki jest zasOb jej wartosci w zakresie jej istnienia,
i ¢P°wiedZz na to pytanie wynika z tego, ze podstawa a funkcji
'y fadniczej i*st liczbg dodatnia. Wobec tego funkcja a' ma dla
azdej wartosci zmiennej niezaleznej jc wartos¢ dodatnig, a zatem
‘akcja wykfadnicza przybiera tylko dodatnie wartosci.

cl”ujmijmy sie z kolei zbadaniem sprawy wzrastania i mate-
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nia funkcji wykfadniczej. Przy tym badaniu ograniczymy spb’
przypadku, gdy podstawa a jest liczbg wiekszg od 1. Wiemy &

przedniego paragrafu, ze funkcja al ma wtedy wartosci wi<Pa
od 1 dla dodatnich wyktadnikéw *, a mniejsze od 1 dla \fa
nych x. Wykazemy, ze w tym przypadku funkcja jest rosngcA

znaczy, ze gdy x3> Xx? to ax>> ax i |
Dowdd. Jezeli xx> x3, to rbéznica x* —Xx, jest jakas dods s
liczbg c.
Poniewaz & —xt= c, wiec & —x« c. Wobec tego: n
ax>— aXstc= a’ maxt. EZ'
Dla dodatnich c i a> 1 jest:
ac> 1. P
Pomnézmy obie strony tej nieréwnosci przez dodatnig lita
ax% wowczas otrzymamy: Itr
a*2eac> als D
czyli: a*2+c> axtf -
a to znaczy, ze: aX a-'2 c. b. (kr

A wiec dowiedlismy, ze funkcja wykladnicza o podstawie u”-
szej od 1 wzrasta z wzrostem zmiennej niezaleznej.

d) Opierajgc sie na tym, ze funkcja wykladnicza o podsta2
wiekszej od 1 stale rosnie, stwierdzamy, ze funkcja wyktadni
(o podstawie wiekszej od 1) przybiera tylko raz' kazdg ze su),
wartosci, to znaczy, ze dla ré6znych wartosci zmiennej niezalezni
przybiera funkcja y — ax r6zne wartosci vy. C

Istotnie, jezeli xt jest rézne od rg, to albo jest xt< a2, a
x1> x3 wtedy za$ musi by¢ albo ax < jIX albo ax>> a2 a zat
nie moze by¢ al — ar»

e) Przy pomocy dos¢ subtelnych rozwazan mozna dowieSc,f
funkcja wykladnicza przybiera kazdg z géry podang wartosc |
datnig dla jakiej§ wartosci zmiennej niezaleznej.

To znaczy, ze obrawszy statg podstawe a, mozemy dob
do kazdej dodatniej liczbe y taki wyktadnik x, dla ktérego ax*

Wszystkie te wilasnosci funkcji wyktadniczej wystepujg bab
jasno na jej wykresie. Na rysunku 1 przedstawiono wykresy dw
funkcji wyktadniczych, a mianowicie y = 2X i y—(f)x, o pl
stawach wiekszych od 1. Z rysunku wida¢ dobrze wzrasta
funkcyj wyktadniczych o podstawach wiekszych od 1 z wzrosterf
Wida¢ takze, ze funkcja wyktadnicza o podstawie wieksze] &
przybiera dla dodatnich x wartosci wieksze od 1 a dla ujemn!
mniejsze od 1.
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siObraz kazdej funkcji wykfadniczej przecina dodatnig czes¢ osi
y fif w odlegtosci 1 od poczatku uktadu. To znaczy: kazda funkcja
/ifitadnicza przybiera warto$¢ 1, gdy zmienna niezalezna przy-
\f& warto$¢ zero (@°= 1).
jct*braz funkcji wyktadni-

ii lezy catkowicie po jed-
ds stronie osi *-6w, a mia-

Scie po tej stronie, do kt6-

nalezag dodatnie rzedne.

Znaczy: funkcja wyktad-

maprzybiera tylko wartosci

datnie.

Posiadajac dos¢ doktadny

“kres funkcji wyktadniczej,

trafimy z nidégo odczytac

odpowiednig dokladnosciag

»rtos¢€ tej funkcji dla kazdej
Artosci zmiennej niezalez-
ni- W ten sposdb mozna

zwigzywacé droga graficzng
azmaite zagadnienia, ktére Rys. I.
7ymagaja nieraz do$¢ mo-
i/Inych i skomplikowanych rachunkéw. Tak np. z wykresu funkcji
"yktadniczej y = 2* mozna odczyta¢ nie tylko wartosci: 22 23 2*
ez takze

] 12, n, Jf2\

P» wszystko to sg bowiem wartosci funkcji wyktadniczej 2X dla
Azmaitych catkowitych, utamkowych, dodatnich i ujemnych war-
M® zmiennej niezaleznej x. Wprawdzie dokladnos$¢ wyniku uzy-
wanego w ten sposob jest zwykle niewielka, w kazdym jednak
azie otrzymuje sie szybko przynajmniej poczatkowe cyfry wyniku
ilch rzad. w zastosowaniach praktycznych wystarcza czesto taki
rzyblizony wynik.
ak”™ Wnr~reste funkcji wykladnicze] spostrzegamy raz jeszcze
a > ktory omowilismy doktadnie w poprzednich paragrafach,
‘ mianowicie, ze do kazdej wartosci zmiennej niezaleznej x, tj. do
-azdego wyktadnika x, nalezy jaka$ wartos¢ y potegi ax, np. po-
8gi 2*. Spostrzegamy ponadto, ze takze odwrotnie: do kazdej do-
niej wartosci zmiennej zaleznejy, czyli ax nalezy jakas warto$é

omnicUi: Algebra, | kl. lic. 3
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zmiennej niezaleznej x. Aby sie o tym przekonac, trzeba ]
punkt o dodatniej rzednej y, lezacy na osi y-6w, wykresli¢ pi
rownolegtg do osi x-6'w; spostrzezemy, ze przetnie ona dany w}
odpowiedniej funkcji wyktadniczej w jakim$ punkcie, ktérego
cietg mozemy odczyta¢ (w przyblizeniu) na osi jc-6w. Arytmety
treSC tego spostrzezenia mozna uja¢ w nastepujgce twierdze
jezeli y jest dowolng liczbg dodatnig, to istnieje taki wyktadni
ze ax= Y.

W nastepnym rozdziale zajmiemy sie szczeg6lowo badan
wyktadnika w zaleznosci od wartosci potegi. Jakkolwiek za(
nienie to jest na pozo6r dos¢ abstrakcyjne, to jednak ma ono
zobaczymy nadzwyczaj donioste znaczenie w rachunkach prakt;
nych i w rozmaitych zastosowaniach matematyki.

Zadania.

55. Sporzadzi¢ na papierze milimetrowym wykres funkcji y = c
i znalez¢ przy pomocy wykresu te wartosci wyktadnika x, dla 1
rych y —2, 5,

56. Sporzadzi¢ wykres funkcji t/= 1,05"' i znalez¢ z wykrl
wartos¢ x, dla ktorej y = 2.

57. Znalez¢ na wykresie funkcji y = 2X przyblizong wart*
potegi 2* 8. f

58. Wykazac¢, ze rzedna wykresu funkcji y —ax nalezgca

wartosci x = — Xx~jest réwna drugiemu pierwiastkowi z iloczj

rzednych yt i yi} nalezgcych do wartosci xt ir,. Na tym pol*
konstrukcja rzednych punktow Srodkowych przedziatu, dla ktér*
koncéw znane sg rzedne (konstrukcja Sredniej geometrycznej p*
pomocy poétkola).

59. Zbada¢ wykres funkcji y = Ix
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(@) O logarytmach

§ 6. Pojecie logarytmu.

W nauce o potegowaniu bada sie wiasnosci liczb c¢ okreslo-
HAeh wzorem; a==c¢ (12)

Liczbe ¢ nazywamy potegg podstawy a o wyktadniku b. Liczby

& sg dane.

W nauce o pierwiastkowaniu bada sie wlasnosci podstawy a,
rtly dane sa liczby c i b, tj. potega i wyktadnik. Wzér (12) pi-
;emy wtedy w postaci: »
a Vc= a . (13)

N Liczbe a (podstawe) nazywamy wtedy pierwiastkiem, liczbe c
>otege) nazywamy liczbg pierwiastkowana a b wyktadnikiem pier-
wiastkowym.

Nie zajmowaliSmy sie dotychczas jeszcze trzecim nasuwajgcym
ie tu zagadnieniem, a mianowicie badaniem wykladnika b, gdy
ana jest potega c i podstawa a.

Z wihasnosci funkcji wyktadniczej:

y = ax
viemy. Ze przy danej podstawie a dodatniej, wiekszej od 1, do
tazdej dodatniej wartosci y potegi ax nalezy jaka$ wartos¢ wy-
kladnika x. Jezeli wiec dane sg liczby a i ¢ we wzorze (12), przy
'Zym a jest liczbg dodatnia wieksza od 1, to istnieje taki wy-
kiadnik b, do ktérego podniesiona dana podstawa a jest rowna
lanej liczbie c.

Poniewaz dla ,wykladnika* uzywano dawniej greckiej nazwy:
JJogarytm*, przeto nazwano te liczbe b logarytmem liczby c przy
podstawie a. Skréconym znakiem logarytmu jest znak lg, przy

3*
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ktérym wypisuje sie u dotu podstawe. A wiec wzor (12)

napisa¢ w postaci: o

b —Ilgac. S
Czyta sie: vb jest logarytmem liczby c przy podstawie a“. WzOryitj
jest rGwnowazny z wzorem (12), jest tylko inng postacig mi<
wzoru. Wprowadzamy w ten sposéb w nasze rozwazania n
pojecie za pomocag nastepujacej definicji: §
logarytm danej liczby przy danej podstawie jest to wyktady
przez ktéry nalezy spotegowac dang podstawe, aby otrzymac te licich
Liczbe c, ktérg mamy otrzymac przez potegowanie, nazywapj
liczbg logarytmowanag, liczbe a, ktérg mamy potegowaé, nazywa*
podstawg logarytmu, a wyktadnik b, przez ktéry mamy potegov’
nazywamy logarytmem. ,

Przykiady. ' IV

1) Zwigzek 23= 8 mozna przedstawi¢ takze inaczej, a n

wicie w dwdch nastepujgcych postaciach: il
r

2=p, 3= lg,s8. Iz?

2) Znalez¢ logarytm liczby 9 przy podstawie 3. Poniewaz 32
przeto 2= lg, 9.

3) Obliczy¢ Ig* Tv. W zbiorze kolejnych poteg 21 2S 23 ...
o wykfadnikach dodatnich nie znajdziemy zadnego utamka. Prfl
diluzajac jednak ten zbidér wstecz, poza 21 otrzymujemy Kkoleja
2»= 1,2 1= i, 2~-2= 2'3= i, 2-*= *. Wobec tego:

Igi TV.  “4

4) Znalez¢ Ig51"5. Poniewaz V5= 5-, przeto Ig5Y5= Ig55"' =
10 10 .
5) Znalezé Ig0 YIO7 Poniewaz Y 107=120ft= 1007 przeto:

10 n

IgoyW = 0,7.- k

6) Znalez¢ Ig4 Poniewaz 4~= 4~= = 4 przeto st
T M or*

kany logarytm ma warto$¢ — 4. R

8

7) Znalez¢ Ig; 9*2. Logarytm ten ma wartos¢ 2 y~2, ponies$

32/2 x9Vr

8) Czy istnieje lg2(— 4) ? Kazda potega liczby 2 jest liczt
datnig, nie ma Wiec takiego wyktadnika, przez ktéry spotegow8f
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m,ba 2 databy liczbe — 4. Zatem nie istnieje logarytm liczby — 4

podstawy 2.

V/ tych przyktadéw widzimy, ze logarytm moze byé liczbg cal-
zOrhita lub utamkowa, dodatnig lub ujemng, wymierng lub nie-
ia mierna,
an

§ 7. Zasadnicze wtasnos$ci logarytmow.

"Ograniczymy sie do logarytmdéw o podstawach dodatnich, wiek-
,ic;ch od 1.
,nerwszym pytaniem, na jakie chcielibySmy mie¢ odpowiedz,
dla jakich wartosci istniejg logarytmy. Na to pytanie znajdu-
ay odpowiedz, stwierdzajgc, jakie wartosci moze przybierac y
mwzorze y = a*. Otéz wiemy, ze funkcja wyktadnicza a* o pod-
Iwie dodatniej, wiekszej od 1, przybiera tylko dodatnie warto-
Qa U>i to wszystkie dodatnie wartosci, a kazda tylko raz. Stad
mika, ze do kazdej dodatniej liczby nalezy jedna i tylko jedna
Xlos¢ logarytmu; liczby za$ ujemne nie posiadajg logarytmow o do-
inich podstawach wiekszych od 1. Logarytm jest zatem funkcja
2J-by logarytmowanej. Uwazajac liczbe logarytmowang za zmienng
mzalezng X, a logarytm jej za zmienng zalezng y, piszemy:

i/~ g *

ptfinkcjg ta nazywamy funkcja logarytmiczng. Jest ona okres$lona
leja wszystkich dodatnich wartosci zmiennej niezaleznej. Zwrdci-
>my na to uwage juz przy omawianiu wykresu funkcji wyktad-
ozej i wspomnieliSmy, w jaki spos6b mozna znalez¢ graficznie
artos¢ wyktadnika, czyli logarytmu do kazdej danej (dodatniej)
=artosci potegi, tj. do kazdej danej (dodatniej) liczby logarytmo-
anej. Obliczenie tej wartosci droga arytmetyczng, z dowolng do-
» dnoscig, wymaga badz to.bardzo zmudnych i skomplikowanych
mhunkow, badZz to znajomos$ci matematyki wyzszej. Dlatego to
mzono te logarytmy dla pewnych, najwazniejszych w praktyce
3l c unk°wej podstaw i sporzadzono obszerne tablice ich wartosci,
szym ciggU powrdcimy jeszcze do tej sprawy.

Drugim waznym pytaniem jest, jakie wartosci moze przybierac
d/arytm o podstawie dodatniej, wiekszej od 1. Tu znowu nhawig-
J"my do funkcji wyktadniczej, a mianowicie do wzoru y — ax,
frym x jest logarytmem liczby y. Otéz wiemy, ze gdy wy-

f a.nik x przebiega wszystkie liczby rzeczywiste dodatnie, zero
\ Ujemne, to potega ax przebiega wszystkie liczby dodatnie. Zatem
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logarytm liczby dodatniej moze by¢ dowolng liczba rzeczy
dodatnig, ujemng lub zerem.
W szczegolnosci dla kazdej podstawy réznej od zera jest

stad wynika, ze logarytmem liczby 1 przy kazdej podstawie rtfa

od zera jest liczba 0, a wiec: A
ijr,i=o. p

Druga szczego6towa warto$¢ logarytmu, wspélnag dla wszystlte

podstaw, znajdujemy z warunku al= a. Widzimy, ze wykladni#

(czyli logarytmem), do ktérego nalezy podnieS¢ podstawe, s-

otrzymac¢ tewtasnie podstawe, jest 1. To znaczy, zelogaryU®

podstawy jest liczba 1;wyrazamy to zapomocgawzoru: *

Igr,a = |I. L

Opierajgc sie na tym, ze funkcja wyktadnicza jest stale ros#é
dla podstawy a> 1, wykazemy, ze funkcja logarytmiczna o / {
stawie wiekszej od 1 jest w calym swym zakresie istnienia fiinfi

rosngca. Twierdzimy wiec, ze z warunku: A
n

** > 1j

wynika: " lg.x»> lg. ¢ g
Dowdd. Jezeli zachodzi réwnos¢ Ig, = Ig, xt, to oznacz®

lg*x2 litera y mamy 'a" = xt. Poniewaz za$ lIg, x1 jest roVj
lg«x2, przeto takze au= x1, a wiec x1=xi. Poniewaz to spin
ciwia sie zalozeniu, przeto nie moze by¢ Ig, = lIg,xt. $

Jezeli zachodzi nieréwnos¢ g, xs< Ig, x*,to oznaczajgc lg, =
a\gtxl =y 1 (a wiec ay —xit av'==x1, otrzymujemy nierown<
;< *ie Opierajac sie na tym, ze funkcja wyktadnicza o p'
stawie a wiekszej od 1 wzrasta z wzrostemwyktadnika, otri
mujemy z poprzedniej nierdbwnosci nierownos¢ aUi<iau ¢t

X* < , Wbrew zalozeniu. Poniewaz zatem przy zatozeniu xty
nie moze zachodzi¢ ani rownos¢ lIg, xt =lg, x1, ani nierown*
lg* < \gaXl, wiec musi by¢ Ig, > lg, A ocobod

Powolujgc sie na wzér Ig, 1= 0 wyprowadzamy z udoWk
nionej wlasnosci nastepujgcy bardzo wazny wniosek:
logarytm liczby wiekszej od 1 o podstawie wiekszej od 1, ma v
tos¢ dodatnig, liczby za$ mniejszej od 1 wartoS¢ ujemna.

Dowod. Jezeli x> 1, to Ig,x> Ig,1= 0; jezeli x< 1,
lg.x < lg, 1, czyli Ig, X< 0.



rr"uWszystkie te wilasnosci mozna $ledzi€ na wykresach funkcyj
ctadoiczych. Dogodniej jest jednak dla tych badan sporzadzi¢
<i°tras funkcji logarytmicznej. W tym' celu nie trzeba juz wyko-
i rtia¢ zadnych rachunkow, jezeli sie ma gotowy wykres funkcji
itadniczej, lecz
eksztalca sie ten
kres przy pomocy
ystltepujacej konstru-
nili  geometrycznej
e, s-2).
ijtfl Rzedng OC punk-
A, nalezacego do
razu funkcji wy-
idniczej y = ax, od-
damy na osi x-6w
) odcieta odpo-
wiedniego punktu » « S -
lezacego do obrazu
akcji logarytmicz-
. a odcietg CA
mktu A, tj. x = Ig,y
erzemy za rzedng
z%nktu A’. Podobnie
Ustepujemy z punk-
Rim B i z wszystki-
i innymi punktami. W ten sposob uzyskujemy drogg geome-
tryczng pomienianie rél zmiennej zaleznej i niezaleznej.

il Uwaga, konstrukcje te mozna wykonaé¢ takze w inny sposéb, a mia-
mbwicie przez odbicie symetryczne linii krzywej AB w prostej, poto-
wigcej kat prosty <€ COC'

Yy

i Z tego wykresu odczytuje sie wyraznie wszystkie te wilasnosci
l.ogarytmow, ktore omowiliSmy powyzej. Zapamietawszy postac
tego wykresu, bedziemy od razu wiedzieli, kiedy logarytm (o do-
latniej podstawie wiekszej od 1) ma warto$¢ dodatnig a kiedy
ujemna, kiedy przybiera wartos¢ zero i jak sie zachowuje, gdy
iczba logarytmowana wzrasta lub maleje Précz tego, posiadajgc
aki wykres wykonany z dostateczng doktadnoscig na papierze mi-
limetrowym, odczytamy z niego z odpowiednig dokladnoscig lo-



garytm kazdej liczby dodatniej dla podstawy obranej dla y
wykresu. Linie krzywg, ktdra jest obrazem funkcji logaryWma
nej, nazywamy linig logarytmiczng lub logarytmika.

J:
8§ 8. Logarytm iloczynu, ilorazu, potegi i pierwias”Z

1 Znajac logarytmy dwaoch liczb bi c.przy dowolnej podsta:
mozna w bardzo prosty sposéb obliczy¢ logarytm iloczynu 'ne
liczb. Niechaj Ilgab= m, Igac—n, to znaczy am= b, an?rz
Chcemy obliczy¢: 0

Iga(b mc) — Iga(amman) = |lgaamH. Pr

Stad widac, ze wyktadnik, przez ktoéry nalezy spotegowac
stawe a, aby otrzymac¢ am+', czyli b mc, ma wartos¢ m 4- n. Zar °

Ig, (6 «c) = m -f- n, Lt
°Zyli' lg, (b c)= Igab + Igac. jja

Wz6r ten odczytuje sie w nastepujacy sposoéb: i
logarytm iloczynu dwoch liczb rowna sie sumie logarytméw tPr
liczb.

Przykiad. Wiedzac ze Ig102= 0,30103 a tgi03= 047712, o€
czy¢ lg106.

Poniewaz 6= 2-3, przeto:

lgio6= lg«2+ Igl03= 0,30103 + 0,47712 = 0,77815. J

Twierdzenie o logarytmie iloczynu ma wazne zastosowanie pi.
obliczaniu tablicy logarytméw kolejnych liczb naturalnych. Z t«
twierdzenia wynika bowiem, ze wystarczy w tym celu oblic?
logarytmy liczb pierwszych: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,

37,— , logarytmy za$ wszystkich liczb zilozonych otrzyma
przez dodawanie tych logarytmow.
2. W podobny sposob jak logarytm iloczynu oblicza sie

rytm ilorazu dwoch liczb, ktérych logarytmy sa znane. Uzywajg
tych samych oznaczen co w poprzednim dowodzie zbadajmy lg,
Podstawiajgc za b i ¢ ich wartosci ami a", otrzymujemy:

lg*7 = Ig,J" = Ilgaamn.
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Wyktadnikiem, przez ktoéry trzeba spotegowal zasade a, aby
ftymac < czyli amn, jest oczywiscie m — n. To znaczy, ze,
|g' ~*>: m -/ n,

i: lg- = lg-b—Ig-c. (18)

iISVz6r ten odczytuje sie w nastepujgcy sposoéb:
W<°garytm ilorazu dwoch liczb rowna sie réznicy logarytmow
flnej i dzielnika.

"Przy pomocy tego twierdzenia mozna obliczy¢ logarytm kaz-
0 utamka, jezeli sie zna logarytmy liczb catkowitych.

Przyktady, a) Przy pomocy logarytméw podanych w poprzednim
"ktadzie obliczy¢ Ig10 f .
jt"tosujgc.wzo6r (18) otrzymujemy:
lg101 = Ilg102—1Ig103 = 0,30103 — 0,47712 = —0,176009.
Logarytm ten jest liczbg ujemng, poniewaz liczba logarytmo-
jest mniejsza od 1-
ty Znajac Igt0 2 obliczy¢ 1g105. Liczba 5 jest ilorazem liczb
1 2- Logarytm liczby 2 mamy podany, a Ig1010= 1 wediug
i°ru (16). Zatem:
lg’«5= Iglox = 1&0 10- Ig02= 1 - 0,30103 = 0,69897.

0°) Ig-~ = igai _ igab= 0—Ig- b. Zatem:

lg-(i)=-lg-&. (W)

DowiedliSmy w ten sposéb, ze: logarytm odwrotnosci dowolnej

*by jest rowny przeciwnej wartosci logarytmu tej liczhy.

»Np. poniewaz 1g101000 = 3, wiec IgicWw = ~ 3-

fbj Zgajazc logarytm liczby b, obliczy¢ logarytm dowolnej potegi
y b

Niechaj igay — m> t0 znaczy am— b.
: Lhcemy obliczyé¢:
Ig- bn= Ig- (@a")n= Ig- am n.
1Widzimy, ze wyktadnikiem, przez ktory nalezy spotegowaé pod-
§ a>aby otrzymac liczbe bn; czyli amn, jest m mn. To znaczy,
lg-b= men.
Podstawiajgc za m wartos¢, otrzymujemy stad nastepujgcy wzor:
lg- bn= nIg- b. (20)
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TreScig tego wzoru jest nastepujgce twierdzenie: wat
logarytm potegi otrzymuje sie, mnozac wyktadnik pot*za
przez logarytm podstawy tej potegi. 'za

Przyktady.

a) Znalez¢ logarytm liczby 2M przy podstawie 2 i przy poPre
wie 10, znajac Ig,02 = 0,30103. I
lgs264= 641gg 2= 64, poniewaz logarytm podstawy jest rowi

|gio 264= 6419102 = 64 +0,30103 = 19,26592.

Gdybysmy znalezli w do$¢ obszernych tablicach logaryt
liczbe logarytmowana, ktérej odpowiada len wiasnie logarytir
uzyskalibySmy wartos¢ tej ogromnej potegi 2M

b) Logarytmami kolejnych poteg: 1, 2, 2% 2S5 24, 253 — 2"
przy podstawie 2 sg lg,1, lg, 2, 2lg, 2, 3lgs2, 4lg, 2, 5lg, 2eir
ulg, 2, czyli: 0, 1, 2, 3, 4, 5,.... n.... b
a wiec wprost wyktadniki kolejnych poteg.

Podobnie logarytmami o podstawie 10 liczb:

0,0001, 0,001, 0,01, O,1, 1, 10, 100, 1000, .10000 ....... . f°
poteg 10-\ 10-s, 10-*, 101, 10° 10, 102, 10s, 104, 10
sg wyktadniki:

—4, -3, -2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5....,
to znaczy cechy pierwszych réznych od zera cyfr. Z wyniku 1
skorzystamy j.eszcze w dalszym ciggu. .
4, Przy pomocy twierdzenia o logarytmie potegi otrzy
od razu wzOr na logarytm pierwiastka. ]
Itak: ig.ys=ig.6" .

Stosujac tu wzér (20) otrzymujemy:

¥ v» ='-%-%e i

to znaczy: logarytm pierwiastka otrzymuje sie, dzielgc logarle
liczby pierwiastkowanej przez wyktadnik pierwiastkowy. 4
)

Przyktad. Obliczyé IgiOVE. Stosujgc wzdér (21) otrzymujeH
e- lgiov2= ~ = A~ 2 = 0,02509. j

We wszystkich 4 poznanych wzorach spostrzegamy pewng wspo
ceche, ktora utatwia zapamietanie ich i ktéra ma, jak to
zobaczymy, bardzo donioste znaczenie praktyczne. i
| tak z pierwszego wzoru wynika, ze zamiast mnozyc¢
liczby i szuka¢ logarytmu tego iloczynu, mozemy dodac¢ logary®,
tych liczb; z drugiego wynika, ze w podobny sposéb dziett
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wadza sie do odejmowania; z trzeciego, ze potegowanie spro-
ot<jza sie do mnozenia, a z czwartego, ze pierwiastkowanie spro-
za sie do dzielenia. We wszystkich wiec czterech wypadkach
ra vstopien* dziatania arytmetycznego.

P°Przyktady.

1 Przedstawi¢ logarytm wyrazenia:
3w S
Wij cdi
,{DPomocg logarytmow liczb a, b, c i d.

3._

2" lga= Ig = Ig a8+ Ig V*— (Igc+ Igds),
2em: lgx = 2lga-j-4Ig™—Igc—3lg d.

2* Przedstawi¢ wyrazenie:
3lgm —Jign-flgp —5Ilgq
(O logarytm jednego wyrazenia X.

10 lgx = 31gm —Hgn + Igp — 51g<7 =
= lgm3—Ig)n + Igp—Ilggh
lg*=1g "
| J 'Wh<

3- Rozwigzac¢ rownanie:

lg2—x)—Ig @+ 1)= Ig (jt+ 3)—Ig (4 — x).
Przedstawiamy obie strony jako logarytmy ilorazéw:

g i= I%j4L_+)?
Wyrazenia majace rowne logarytmy sg sobie réwne,
gem: 2—*  *+ 3
x 1 4—x
stad wynika: 2—x) 4 —X)= (X+ 3){x + 1),
Lyl 8 —6x+t X*= x*+ 4x + 3
— 10*= — 5
-x-=\. \

8 9. Zmiana podstawy logarytméw. Uwagi historyczne.
Majac obliczone logarytmy rozmaitych liczb dla jakiej$s jednej

stawy, mozemy w prosty sposéb otrzymac logarytmy tych liczb
N dowolnej innej podstawy. Niechaj bedzie dany Igab= m.
cemy obliczy¢ logarytm tej samej liczby przy innej podstawie c;
-naczmy ten szukany logarytm literg x, a wiec lg,, b= x.
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Obydwa wypisane tu réwnania mozna napisa¢ w rownow

Z nimi postaci: am= b\ cx=*Db. *
. . tko\

Stad wynika, ze: am= cx, du
a to znaczy, ze: m =\g acx. ach
Stosujgc tu wzdor na logarytm potegi, otrzymujemy: I, [
m = x\gac, " log

a stad otrzymujemy: kio
lga C )zn
czyli: lgcb = . usi

Znaczenie tego wzoru jest nastepujace: znajgc logarytm
liczby przy podstawie a obliczamy logarytm tej liczby przy *
podstawie c, dzielac dany logarytm. przez logarytm nowej podstgp
przy podstawie a (czyli mnozac go przez czynnik 1 :lg*c).

Tak np. znajac 1g103 —0,47712 obliczymy 1g23, dzielgc
logarytm przez Igi02. Wiemy zas, ze Ig102 = 0,30103, a wiec: ”

id o teo3 047712 . ‘e
® Igh2 0,30103 ’
Stad wynika, ze wystarczy posiadac tablice logarytmow dla jai
jednej podstawy, aby mozna uzywal w razie potrzeby takze 1?3
rytmow o dowolnych innych podstawach. W tablicach, uzywanw
w szkotach, sa podane logarytmy o podstawie 10, zwane loga-Y
mami zwyczajnymi lub brigowskimi.

Uwaga. Pierwsze tablice logarytméw obliczyt angielski mu.
matyk lord Jan Neper w r. 1614. Uzyt on jako podstawy IliCy,
E = (1,000 0001)10008>. Podstawe te zmieniono jeszcze pdzniej
Znacznie i oznaczono te zmieniong podstawe literg e; liczba e.:
wartos¢ 2,71828182846 (z dokladnoscig 11 cyfr po kropce). La
rytmy o tej podstawie e nazywamy logarytmami naturalnymi
neperowskimi. Obliczenie logarytméw dla tej skomplikowanej p
stawy jest wilasnie najlatwiejsze. Przy zastosowaniach praktys
nych okazaly sie jednak pozyteczniejsze logarytmy o podstawien
wprowadzone po raz pierwszy w r. 1617 przez Henryka Brigg:
przyjaciela Nepera Logarytmy o podstawie 10 nazywamy loo
rytmami dziesietnymi lub zwyczajnymi lub brigowskimi.

Z twierdzenia udowodnionego w tym paragrafie wynika,
obliczenie logarytmow brigowskich z logarytmoéw neperowsKr
uskutecznia sie przez pomnozenie wszystkich tych logarytiflt
przez ten sam staly czynnik: M = 1:1gc10==0,4342944819 ...



45

iow 10. Logarytmy dziesietne, czyli zwyczajne.

'0 przedstawiania liczb i do wykonywania rozmaitych ra-
tkéw liczbowych uzywamy dziesiatkowego ukiadu, tj. takiego
du, w ktérym podstawg liczenia jest liczba 10. Wobec tego
achunkach, w ktérych zachodzi potrzeba uzywania logaryt-
postugujemy sie najczesciej logarytmami o podstawie 10.

'‘Ogarytmy o podstawie 10 nazywamy logarytmami dziesietnymi
zwyczajnymi.

Oznaczamy je symbolem Ig opuszczajac u dotu znaczek, poda-
Warto$¢ podstawy, natomiast kazda podstawe ro6zng od 10
Psujemy wyraznie.

. Przy wyznaczaniu logarytmow zwyczajnych wystepujg rozmaite
r (szczenia w poréwnaniu z wyznaczaniem logarytméw o dowol-
f h innych podstawach, wynikajgce z ich zwigzku z dziesigtko-

51 uktadem liczenia.
Stwierdzilismy juz (w § 8, w przyktadzie b), ze logarytmami
jjnych poteg liczby 10 o wyktadnikach catkowitych, tj. liczb:

0,001, 0,01, 0,1, 1, 10, 100, 1000, 10000 ........... sako-
e Uczby catkowite:
ai -3, -2, -1, 0,1, 2, 3 4..cceeeeenn. .

k?arytm kazdej innej liczby, ktéra nie jest catkowitg potega pod-
mwy 10, zawiera sie miedzy dwiema sgsiednimi liczbami catko-
wymi. np ig 6285 jest wiekszy od Ig 100 a mniejszy od

100°. a zatem: 2<1g628,5<3.

garytm ten jest zatem sumg liczby catkowitej 2 i jakiej$ liczby
flatniej mniejszej od 1. Mozemy to zaznaczy¢, kladgc po tej
zbie catkowitej kropke dziesietng i zastepujgc nieznang na razie

J*e kropkami: ]g6285= 2.............

dobnie 1g4,76 jest wiekszy od Ig | a mniejszy od Ig 10 a zatem:
0< lg476< 1

rf Pn zatem sumag liczby catkowitej 0 i jakiej$ liczby dodatniej

nieiszej od I-

1 - lg 4,76 =0,.".........

OcAc zamkng¢ Ig 0,0734 miedzy dwie sasiednie liczby catkowite,

ezuniujemy w nastepujacy sposéb.

°niewaz: 0,01 < 0,0734< 0,1,

rzeto: Ilg 0,01 < 1g 0,0734 < Ig 0,1,

yli: —2<1g 0,0734 < — 1L
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Wobec tego ten logarytm jest sumag liczby catkowitej (uje*™

—2 i jakiejs liczby dodatniej mniejszej od 1, a wiec:
1CS

lg 0,0734= —2+ 0,............ =0, —2.
Piszemy to niekiedy takze w postaci: % K
lg 0,0734= 2,.......

Widzimy stad, ze logarytm liczby, ktéra nie jest catkowit
tega podstawy 10, sktada sie z czesci catkowitej (dodatniej lub iv
nej) i z dodatniej liczby mniejszej od 1. d

Logarytm jest wiec albo liczbg catkowitg, albo jest sumg 1:
catkowitej i dodatniej liczby mniejszej od I. Te liczbe calk'ef
nazywamy w obu przypadkach cecha logarytmu, a liczbe dod
mniejszg od 1 (wystepujgcg w drugim przypadku), o ktérg v
rytm jest wiekszy od swej cechy, nazywamy mantyssg logar;

Uwaga. Mozna takze powiedzie¢ krdtko: cecha jest to et
z warto$ci logarytmu. Catoscig za$ z jakiej$ liczby nazywamy,
wiekszg z liczb catkowitych, nie przekraczajacych tej liczby. i
np. calosciag z 12,36 jest 12, caloscig z 0,083 jest 0, catff
z — 1,48 jest —2, caloscig z — 0,036 jest — 1, caloscig z 8 |fig
catoscig z 0 jest O itp. Mantyssa jest rdznicg pomiedzy wari\
logarytmu a calosScig z tej wartosci. A

W omoéwionych przyktadach cechg logarytmu liczby 628,5
liczba 2, cechg logarytmu liczby 4,76 jest liczba 0, cechg za5
garytmu liczby 0,0734 jest liczbha —2. Widzimy, ze wyznacJe
cechy logarytmu jest rzeczg tatwa. SposOb wyznaczania tej ¢t
mozna uja¢ w nastepujace proste reguty.

1) Cecha logarytmu liczby wiekszej od 1 lub rownej 1jestl
den mniejsza od liczby cyfr, zawartych w catkowitej czesc
liczby. I

2) Cecha logarytmu liczby mniejszej od 1 jest liczbg ujel
ktorej warto§¢ bezwzgledna jest rowna liczbie zer, poprzedzajg
pierwszag rézng od zera, cyfre tej liczby. r

Tak np. catkowita czes¢ liczby 628,5 skfada sie z 3 cyfr, at
cecha logarytmu tej liczby, obliczona wedtug reguly 1), ma
tos¢ 3— 1= 2, zgodnie z wynikiem, uzyskanym poprzednio.

Catkowita czes¢ liczby 4,76 sklada sie z 1 cyfry, a wiec ¢
jest rbwna 1— 1= 0.

W liczbie 0,0734 pierwszg r6zng od zera cyfrg jest 7, a pop
Jzaja ja 2 zera, zatem cecha, obliczona wediug regutly 2), ma *
tos¢ — 2, zgodnie z wynikiem, uzyskanym poprzednio.
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jjeawdziwosci tych regut dowodzi sie w nastepujgcy sposob.
Jezeli czes¢ catkowita liczby /, wiekszej od 1, sktada sie z n cyfr,
Iczy to ze ta liczba jest zawarta miedzy 10"-1 a 10", a wiec:

ion-t</<ion.

d wynika, ze: lg 10" 1<lg /ClglO™",

w/j n—lI<lg I<n.

b *wiec Ig / jest wiekszy od liczby catkowitej n—1 o liczbe mniej-
d 1. Zatem jego cechag jest n—1

1Jezeli w liczbie m, mniejszej od 1, poprze.dza r zer najwyzsza
L, r6zng od zera, to liczba ta jest zawarta miedzy 10 r a 10" " **

8§c:
00) 10 _r<m <10 _r+l.
uj*nika, Ilg 10~r<lIg/n<Igl0~r+1,
cf —r<]gm<—r+1.

iyj wiec Ilg m jest wiekszy od liczby catkowitej ujemnej —r o liczbe
fiszg od 1. Zatem cecha tego logarytmu ma wartoS¢ —r.

jralszg wilasciwoscig logarytméw dziesietnych jest to, ze liczby,
rl°ne 2 tych samych cyfr, w tym samym porzadku, a rdznigce
ylko wartoscig miejscowg tych cyfr, majg te same mantyssy,
pnia sie tylko cechami.

powdéd. Dwie takie liczby a i b sg w ten sposéb od siebie za-
&' ze jedna z nich jest 10, 100, 1000 itd. razy wieksza od
ctigj- A wiec: a= 6 10n,

f czym n jest liczbg calkowita. Stad wynika, ze
lga= Ig b+ Ig 10",
N Iga = Igdé + n. '
/Logarytmy liczb a i b réznig sie wiec od siebie o liczbe cal-

\Vitd n, a wiec majg te same czesci utamkowe. To za$ znaczy,
bechy iCh sg r6zn6; a mantyssy te same.

784 "~ maiagc PO(lany logarytm liczby 784, a mianowicie:
7T 2,3943 (wartoS¢ ta jest przyblizona), obliczamy stad:

[? = 138943, Ig 7,84= 0,8943, Ig 78400 = 4,8943,

P h k4= 0,8943 ~ te °>00784 = °-8943 — 3- _
[°oa n*e 2 danei wartosci (przyblizonej) Ig 2= 0,30103 oblicza
pg . = 1>30103, Ig 2000 = 3,30103, Ig 0,02= 0,30103 — 2.

oniewaz obliczenie cechy logarytmu jest tak proste, przeto
a lIcacb logarytmicznych podane sgtylko mantyssy logarytmow.
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Jezeli np. chodzi o mantyssy liczb 3 cyfrowych, to W fw-
je poda¢ dla liczb logarytmowanych catkowitych od 100 t; n
Te same bowiem mantyssy nalezg takze do innych liczb i g
wych, np. do liczb, zawartych miedzy 10 a 100, tj. do lici S
10,2, 10,3, 99,7, 99,8, 99,9, atakze do liczb 1,01, 1,02, I,z0
9,97, 9,98, 9,99 z przedzialu od "1 do 10 i w ogdle do wszj1
liczb, ztozonych z 3 cyfr, po ktérych i przed ktérymi znajderv
dowolna liczba zer. Sy

Uwaga. Obliczanie mantyss wymaga mozolnych rachunkéw. |
jac rozwazan z matematyki wyzszej zbudowano pewne szeregi n’
czone, przy pomocy ktérych oblicza sie logarytmy naturalne z dl

doktadnoscig. Z nich za$, jak juz wspomnieliSmy, oblicza sie logyj.
zwyczajne, mnozac je przez staly czynnik.

§ 11. Czterocyfrowe tablice logarytmow i sposo* -
uzycia.* la
A. Szukanie logarytmow. L

Mantyssy wszystkich liczb- catkowitych tréjcyfrowych, tj)n
od 100 do 999, znajdujg sie w tablicy na str. 3—5. Dla skrt-
opuszczono powtarzajgcy sie przed kazdg mantyssg znak (
lezy sie go wiec domysla¢ i w razie potrzeby przy rachuS
dopisac.

Mantyssy te sg skréocone do czterech miejsc n
sietnych. Skrécenia dokonano w nastepujacy sposob: jeze
czwartym miejscu dziesietnym nastepuje cyfra 0, 1, 2, 3 &
opuszczono piata cyfre i wszystkie dalsze; jezeli zas$ piata:;
jest 5 6, 7, 8 lub 9, to powiekszono ostatnig zatrzymana::
(tj. czwartg) o 1, a dalsze cyfry opuszczono. Wskutek tef
mantyssy sg podane z bitedem b, przez nadmiar lub niedtf
.blad ten jednak nie przekracza wartosci 0,00005 (potowy jedh
czwartego miejsca po przecinku) a mianowicie:

— 0,00005 < b< + 0,00005.

e Tak np. lg 320 ma mantysse 0,5051499783......... wobec!
zatrzymano z tej mantyssy tylko 0,5051. Natomiast Ig 50>
mantysse 0,7041505168  wobec czego przy skroceniu do
rech cyfr dziesietnych powiekszono czwartg cyfre o 1, a
i pozostale opuszczono, otrzymano wiec 0,7042.

Mantysse kazdej liczby catkowitej od 100 do 999 znajdd
w tablicy w nastepujacy sposoéb: liczbe, utworzong z dwadcl

* Budowe tablic wyjasniono tutaj dla tablic pt. , Tablice matematyk
zyczne czterocyfrowe”. A. Lomnicki.
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wy)wych cyfr, znajdujemy w pierwszej kolumnie pionowej z na-
Ja ¢ n a trzeciej cyfry szukamy w pierwszym wierszu poziomym
;b g samej stronicy. Odpowiednig mantysse znajdziemy na prze-
lici siS tego wiersza (poziomego), w ktérym znajduje sie liczba,
XK jrzona z dwodch poczatkowych cyfr, z tg kolumng, w ktérej
vszAajduje trzecia cyfra. Tak np. dla Ig 285 znajdujemy liczbe 28
ajd*rwszej kolumnie na str. 3, a cyfre 5 znajdujemy na tej sa-
stronicy w wierszu gornym. Na przecieciu sie wiersza 28
w (Umng 5 znajdujemy grupe cyfr 4548, a wiec mantyssg lg 285
ri’jiP-4548. Poniewaz cechg logarytmu liczby 285 jest 2, przeto
z d lg 285= 0,4548 + 2 czyli: Ig 285 =2,4548.
log<aaga. ROwnos¢ te nalezy oczywiscie pojmowac jako réwnosé
blizong f dokladniej nalezaloby napisac:
>3EN85 = 2,4548 -j- b, przy czym —0,00005 < b < -j- 0,00005.

tantyssy liczb jednocyfrowych, tj. 1,2, 3,4,5,6,7, 8,91 dwu-
Jwych, tj. 10, 11, 12,.... 97, 98, 99 sg takie same, jak odpo-
tjJnich liczb tréjcyfrowych 100, 200, 300,-—- 900 i 100, 110, 120,
krt... 970, 980, 990. Znajdujemy je zawsze w kolumnie piono-
f ( nalezacej do cyfry 0. Tak np. Ig 73 ma te samg mantysse
huS 730, tj. 0,8633, a poniewaz cecha Ig 73 jest 1, przeto:
lg 73= 1,8633.
; irzy pomocy naszej tablicy mozemy z tatwoscig obliczy¢ man-
takze dla kazdej liczbi) niecatkowitej, zawartej miedzy 100
3 &9, chociaz taka liczba zawiera juz cztery lub wiecej cyfr zna-
a :ych. Uzywamy do tego celu interpolacji. Postepowanie to wy-
'3dmy na przyktadzie.
teChcemy obliczy¢ Ig 163,8. Logarytm ten zawiera sie miedzy
d<*3 a fg 164, tj. miedzy 2,2122 a 2,2148. Przyrostowi liczby loga-
dftiowanej o 1 odpowiada tu przyrost mantyssy o 0,0026. Jezeli
IC Przypuscimy, ze logarytm wzrasta proporcjonalnie do liczby
arytmowanej. to przyrostowi liczby logarytmowanej o 0,8 od-
Przyrost mantyssy o 0,0026 <0,8, tj. o 0,00208 lub po skro-
pjdu do czterech miejsc dziesietnych (z poprawkag) 0,0021. A wiec:
3 . lg 163,8 = 2,2122
+ 0,0021 -
= 2,2143
jj R6znice miedzy logarytmami dwoéch sasiednich liczb catkowi-
znajdujgcych sie w tablicy, nazywamy rbéznicg tablicowa
' uaszym przykladzie 0,0026). Zwykle te rdznice tablicowa pi-

nicUi: Algebra, | kl. lic 4
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szemy bez poczatkowych zer, a wiec w naszym przyktady
szemy 26 zamiast 0,0026. Po wykonaniu mnozenia 26 +0,8 z
mujemy 20,8, a po skroceniu 21. Trzeba jednak pamietaé¢ ®ls:
ze mamy tu' nie 21 jednostek zwyklych, lecz 21 dziesieciot]
nych (co mozna w skrdceniu oznaczy¢ 21 d.t) i przy doda
podpisa¢ jednostki tej liczby pod ostatnie, tj. czwarte ¢
mantyssy a dziesigtki tej liczby pod trzecie miejsce mar
Rachunek ten w skrdoceniu przedstawia sie wiec w nasteg))

sposob: lg 163,8 — 2,2122
21 26 0,8
= 2,2143 20,8 * 21
przy czym uzyliSmy znaku = jako znaku przyblizone >0

nosci. Stgd wynika nastepujgca reguta obliczania logary,m
liczb 4 i wiecej cyfrowych, zawartych miedzy 100 a 999: fti]

Wyszukujemy w tablicy logarytm liczby, otrzymanej przthj
trzymanie tylko trzech cyfr poczatkowych; pozostalty /zta
dziesietny mnozymy przez réznice tablicowa, skracamy ten ilL
do jednostek (dziesieciotysiecznych) i dodajemy te poprawi
wypisanego logarytmu.

Przy tej interpolacji uczyniliSmy przypuszczenie, ze logarytmy
stajg proporcjonalnie do liczb logarytmowych. Otéz przypuszczen
nie sprawdza sie wprawdzie SciSle, wykazano jednak, ze bigd, wJO
jacy z przyjecia tego przypuszczenia przy interpolacji pomiedzy dVjj
sagsiednimi liczbami catkowitymi w szeregu 100, 101, , 998, 991
przekracza liczby 0,000006 (doktadniej 0,000005426 ) i jest Z
dodatni (tj. przez niedomiar). Btad ten daje sie odczu¢ dopiero nad
stym miejscu po przecinku. Poniewaz za$ juz przez samo zaokralj
logarytmdw do czterech miejsc dziesietnych popetniamy biledy docho?
do 0,00005, a wiec prawie dziesie¢ razy wieksze, przeto jasnym
ze taka proporcjonalna interpolacja jest przy tej doktadnos¢
chunku dozwolona.

Zajmowalismy sie dotychczas tylko liczbami, zawartymi*
miedzy 100 a 999. Ta sama metoda stosuje sie jednak rév
do wszystkich innych liczb dodatnich.

Tak np. chcac znalez¢ Ig 1,6467 postepujemy tak, jak gdyb)'
mieli szuka¢ Ig 164,67, a tylko ceche otrzymujemy odmie,
a mianowicie tutaj 0. Wobec tego: |

lg 1,6467 = 0,2148 27m0,67
18 162
- 0,2166 189

18,09 ~ 18



advaga. lloczyny czesciowe 27 <0,6 i 27 +0,07 mozemy bra¢ go-
,8 z tablicy na str. 2, podpisujac je tylko odpowiednio.
5 filsze przykiady:

*> lg 59842600 = 7.7767 7.0,426
a = 7,7770 2,982® 3
ar —
¢)) lg 0,0007425 = 4,8704

3 605= 3
1 = 4,8707 = 0,8707 — 4
y ig ~=2,5490-1,7657.

poniewaz mantyssa odjemnika jest tu wieksza od mantyssy
ymnej, przeto trzeba odjemng tak przeksztalci¢, aby jej czesé
atnia byta wieksza od czesci dodatniej odjemnika.

| ty? celu dodajemy i odejmujemy od odjemnej 1, a wiec
Jast 2,5490, czyli 0,5490 — 2, piszemy 1,5490 — 3 i teraz do-
,° wykonujemy odejmowanie:

1,5490 — 3
—0,7657 + 1
\] - 0,7833 — 2.

"Odejmowanie logarytmu mozna zastgpi¢ dodawaniem prze-
c el wartosci logarytmu, a mianowicie:
( lga—Ig 6= Ig a-j- (—Ig b).
przeciwng warto$¢ logarytmu nazywamy kologarytmem i uzy-
?y skrécenia colg, a wiec:

colgb= —Igb.
Majac podany logarytm dziesietny dowolnej liczby b oblicza sie
kologarytm w bardzo prosty sposob. | tak jezeli ¢ jest cechg
m mantyssg danego logarytmu, to:

Igb=c+ m,

satem colg 15— —Cc—m.

?a c jest liczba catkowitg, a mantyssa m mniejszg od 1 liczbg
atnig. Chcac takze kologarytm przedstawi¢c w postaci,sumy
‘Z calk°witej ¢ (tj. cechy) i mniejszej od 1 liczby dodatnigj
vJ. mantyssy), odejmujemy i dodajemy do prawej strony kolo-
y mu liczbe 1. Otrzymujemy:

cogb= —c—1j—4—m= —(c+ !)-f <! - ni).
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Tutaj —(c+1) jest liczbg catkowitg, a 1— m liczba
mniejsza od 1, a wiec cechg kologarytmu jest liczbha ¢'= — Ch
a mantyssg liczba m = 1—m. Stad wynika nastepujgca L
wyznaczania kologarytmu dowolnej liczby, ktérej Iogarytlbje
poddany:
ceche kologarytmu otrzymuje sie, dodajgc do cechy logaryF
i zmieniajgc znak tej sumy, a mantysse otrzymuje sie, ode] .
mantysse logarytmu od 1, czyli tworzac jej dopetnienie do jed”
Tak np. a) Ig 436 = 2,6395. Cechg kologarytmu jest —(2 -tm
= —8, a mantyssg 1— 0,6395 = 0,3605, a wiec:
colg 436 = 3,3605.
Dopetnienie mantyssy do jednostki uskutecznia sie najpros’ci(%
. petniajac ostatnig jej cyfre do 10 a pozostate do 9.
b) lg 0,00745 = 3,8722, Dgi
colg 0,00745 = 2,1278,
poniewaz -(—3+ 1)= 2 a 1—0,8722 = 0,1278.
c) Uzywajac kologarytmu w przerobionym powyzej przykf '
rachujemy w nastepujgcy sposob: )

g = 2,5490 - 17657"= 2,5490 + 0,2343
= 2,7833, i )

. |

4)  IgYo000672= = MgZizi4_ 2er * "
= 09425 —2. W

Poniewaz ujemna_cecha —4 nie jest podzielna przez 3, p
przeksztalciliSmy 4,8274 czyli 0,8274 — 4 przez dodanie i odt;

2 tak, aby cecha ujemna byta podzielna przez 3. e
B) Szukanie liczby logarytmowanej. %e
(Numerus logarithmi). fi

Majac logarytm jakiej$ liczby mozemy przy pomocy nh
tablicy znalez¢ liczbe logarytmowang z dokfadnoscig czterechb
poczatkowych znaczacych (ij. takich cyfr, ktérych nie poprzefo
same zera). W tym celu nie zwracajgc poczatkowo uwagi na
szukamy w tablicy mantyssy. O ile jg znajdziemy, to dwie po”
kowe cyfry liczby logarytmowanej bierzemy z tego pozioPj
wiersza, w ktérym znalezliSmy dang mantysse a trzecig cyfre ®
sujemy z pierwszego wiersza z tej kolumny, w ktérej sie znaj]
dana mantyssa. Czwartg cyfrg jest wtedy 0; wypisujemy jg jeR
tylko wtedy, gdy zachodzi tego potrzeba.
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dtfzykiady.
—g Chcac znalez¢ liczbe n, ktorej logarytm ma wartos¢:
ytr . lg* = 2,8943,

ujemy na str. 5w wierszu 9 od gory 8943, tj. 0,8943. Do

"mlezg dwie poczatkowe cyfry 78, a koncowa 4. Wobec tego

g legarytmowana skitada sie z grupy cyfr 78 4. Poniewaz zas

,A jest liczba 2, przeto trzeba w tej grupie odcig¢ trzy miejsca
j przecinkiem dziesietnym, a wiec przecinek dziesietny jest
m wypadku zbedny i.otrzymujemy:

n o= 784,

Ji n= 0,6609. Na str. 4, znajdujemy te mantysse w wierszu
'‘Acym do 45 i w kolumnie 8, zatem szukana liczba n sklada
' grupy cyfr 458. Poniewaz cechg jest tu 0O,przetoodcinamy
3 miejsce catkowite i otrzymujemy:

n- 4,58.
D Jezeli Ign= 32625, to/i = 1830.
) Jezeli Ign = 59708, to n= 935000.

uktadniejszych tablicach znalezlibySmy tu jako nutnerus loga-
ni 934975, a wiec po zaokrggleniu do 4 cyfr 935000.

ile “ana mantyssa nie znajduje sie w tablicach, to odpo-
rng liczbe logarytmowang znajdujemy przez interpolacje,
“epowanie to wyjasnimy na przyktadzie,
ma ez¢ liczbe ktorej logarytm ma wartos¢: ,
> lg n= 2,3825.
ityssy tej nie znajdujemy w tablicach; najblizsza mantyssa
ejsza od danej jest 0,3820 a najblizszg wieksza 0,3838, z kto6-
1 Pierwsza nalezy do 241, a drugado 242. Wobec tegoman-
>a0,3825 nalezy do jakiej$ liczby posredniejpomiedzy 241 a 242.
*§ te znajdziemy, uzywajac nastepujacego wnioskowania: gdy
jyssa wzrasta od 0,3820 do 0,3838, to znaczy o 0,0018, to
a °garytmoWana wzrasta o 1 (od 241 do 242); jezeli za$
osne MZtOsSnie 0 0.0005 (tj. do wartosci danej 0,3825), o ile

, 1Z a logarytmowana ? Przyjmujac i tu podobnie jak
pnur an;u °garytméw wzrastanie proporcjonalne, otrzy-
emy nastepujacg proporcie;
0.0018 : 0,0005 = 1| :x,

o x= 0,0005 : 0,0018,
1 W= 5:18= 0,27 503
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Ten wynik dzielenia skracany zawsze do jednego tylko miejsfi®
przecinku dziesietnym, dalsze sg bowiem niedoktadne, poniewf
same logarytmy byly obarczone biedami; liczby 5 i 18 wysi
jace tu moga mie¢ biedy, dochodzace do 0,5. Obliczony przyroi

dodajemy do mniejszej liczby logarytmowanej 241 i otrzymuj' '

n= 2413. zb

Dodanie liczby 0,3 polegalo tu wprost na dopisaniu cyfry JF

przecinku, ktéry mozna bylo od razu postawi¢ po liczbie-241s
Rachunki przeprowadza sie krotko w sposob nastepujacy:

lgn= 2,3825 @
— 3820 ... 241
50 A18 = 0,27.......-0,3
140
n — 241,3"

lub jeszcze krocej piszac tylko niezbedne koncowe cyfry znak:

nej mantysy: \gh = 2,3825
O 241,3 *
5:18—0,3. I

Rozumowanie opierato sie na tym, ze cechg logarytmu jest liczfet
tylko wtedy bowiem w naszej proporcji wystepuje liczba 1 (g
réznica dwdch sasiednich liczb tréjcyfrowych catkowitych, jato
242 — 241). Jezeli dany logarytm ma inng ceche, to postepuj]
najpierw zupetlnie tak samo jak poprzednio, a wiec oblicz"
wszystko dla logarytmu o tej samej mantyssie a o cesze 2, a
piero w koncowym wyniku odcinamy tyle miejsc, ile wska*
wiasciwa cecha.

Przyktady:
1) \gn—\.9649
. VA 922,4
2:5= 04
n= 9224

Przecinka dziesietnego nie trzeba nawet bylo umieszczaé w li®
922,4, bo i tak potem musimy go odpowiednio przesungé: wys
czyto wprost dopisa¢ cyfre 4 do grupy 922 i dopiero w dfl
9224 Umiesci¢ odpowiednio orzecinek dziesietny.
2) lg n —=8,0278
R 4244
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ewaz cecha jest — 3, przeto trzeba przed pierwszag cyfrg wy-
i trzy zera i po pierwszym da¢ przecinek dziesietny:

n = 0,004244.
i) Ig i= — 1,7324.
be ujemng — 1,7324 przedstawiamy najpierw jako sume cal-
itej liczby ujemnej i liczby dodatniej mniejszej od 1 (tj. man-

y). A wiec: _
—1,7324= —2+ 0,2676 = 2,2676

sm:; g n=.22676
2 e 185
T:23=0,2

n - 0,01852

Szukanie liczby logarytmowanej do danego logarytmu, o ile
ltyssy nie ma w tablicy, mozemy stresci¢ w nastepujacej re-
3: wyszukuje sie w tablicy najblizsza mniejszag mantysse i wy-
ije sie cyfry liczby logarytmowanej nalezacej do tej mantyssy;
tepnie odejmuje sie znaleziong mantysse od danej i te réznice
°Ai sie przez rbdznice tablicowa; iloraz ten skraca sie do jednego
'i[sca dziesietnego i znaleziong cyfre dopisuje sie do trzech po-
ednio wypisanych cyfr; wreszcie wyznacza sie wartos¢ miej-
wa najwyzszej cyfry wyniku stosownie do podanej cechy.
Uwaga. Do uzytej tu interpolacji proporcjonalnej stosujg sie te same
agi, co przy szukaniu logarytméw. Ponadto nalezy pamieta¢ o tym,
przez interpolacje nie mozna tu wydoby¢ wiecej jak 4 cyfry do-
dne, ze wiec zatrzymywanie wiekszej ilosci miejsc przy dzieleniu
zty przez rbznice tablicowg nie ma uzasadnienia, albowiem dalsze
ry sg niedokfadne.

§ 12. Zastosowanie logarytmoéw do rachunkdéw liczbo-
ych.
Posiadajgc tablice logarytméw mozemy znacznie uprosci¢ wy-
nywanie skomplikowanych mnozen, dzialen, potegowan i pier-
astkowan. Uproszczenia te polegajg na obnizaniu tych dziatan
1 stopien (por. § 8).
Wyjasnimy te metode rachowania na przyktadach.
1) Obliczy¢ iloczyn:

.X = 36,384 +5,3976
'przestajgc na czterech poczatkowych cyfrach.
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t
Obliczamy najpierw logarytm lej liczby.
Igx = Ig 36,384 -fig 5,3976 (

= 1,5599
10 0,84 12
0,7316 168
6 10,08
Igx = 2,2931
“ 0,76 «8
6,08

Poniewaz chodzi nam o obliczenie liczby x, przeto szul
w tablicach numerus logarithmi do znalezionej liczby 2,2931

lg x = 2,2931
23 196
80:22* 0,4.
Stad: X — 196,4

(Doktadng wartoscig tego iloczynu jest 196,3862784, widzimy
ze po zaokragleniu do jednego miejsca po przecinku otrzymu
wiasnie 196,4).
2) Obliczy¢ iloraz: x = 6025,4 : 879,6

poprzestajgc na czterech poczatkowych cyfrach znaczacych. F
pujemy tu podobnie jak w poprzednim przyktadzie, a miano
obliczamy najpierw Igr a potem numerus logarithmi. Sch
rachunkéw przedstawia sie tu.w nastepujacy sposob:

Ig x = Ig 6025,4 —Ig 879,6

= 3,7796 054 « 7
A 3,78~ 4
3,7800
— 2,9440 0,5-6
3 3,0
lg x = 0,8357 X = 6,850

Przy uzyciu kologaeytmu obliczanie Ig x przedstawia sie \
stepujacy sposob:

3,7800 — 2,9443
3,7800

3,0557

0,8357.

Doktadniejszy wynik: 6,85016 zgadza sie z otrzymang 1
w czterech poczatkowych cyfrach.

Ig x

+ 1



-astosowanie tablic logarytmicznych do wykonywania mnozenh i dzie-
tna w dzisiejszej technice rachowania podrzedne znaczenie wskutek
owszechnienia sie doskonalych maszyn do rachowania, ktorymi wy-
ije sie te dziatania o wiele szybciej i 'doktadniej. Takze skrécone
zenie i dzielenie okazujg sie szybszym sposobem rachowania anizeli
unek logarytmiczny. Natomiast zasada tego sposobu obliczania ilo-
u i ilorazu, polegajgca na dodawaniu i odejmowaniu, postuzyta do
jtrukcji nadzwyczaj prostego przyrzadu do rachowania, zwanego SU-
'em logarytmicznym; Przyrzad ten oddaje nadzwyczaj cenne ustugi

wykonywaniu skomplikowanych rachunkéw, o ile chodzi o szybkie
kanie przyblizonego wyniku z niewielkg dokladnoscig. Totez suwak
rytmiczny jest bardzo rozpowszechniony wsrdd inzynieréw i technikow.
iD ile do wykonywania mnozen i dzielen posiadamy srodki pomocni-
;dogodniejsze od logarytmow, o tyle znowu przy obliczaniu skompli-
anych poteg i pierwiastkow sg logarytmy nie do zastgpienia.

*) Obliczy¢ wartos$¢ potegi:
100
X = 28,4Mi, tj. Y28,4UL

dostepujac taka samg droga jak przy obliczaniu iloczynéw
urazéw, obliczamy najpierw logarytm tej potegi, a mianowicie:
J lg* = 1411g28,4= 141 «1,4533

58132

14533

i 2,049153 = 2,0492.

tej liczby znajdujemy jako numerus logarithmi: x — 112,0.
rraiy, jak szybko doprowadzito tu uzycie logarytméw do wy-
dania tego bardzo skomplikowanego obliczenia:

100 -
V28,4W = 1120,
poczatkowymi cyframi dokladnymi.
4) ObliczyliSmy (na str. 42), ze:
lg 264= 19,26592
48.... 184
11,2 :24-0,5.

"Stad otrzymujemy jako numerus logarithfni liczbe o czterech
-za owych cyfrach 1845. Poniewaz cechg jest 19, przeto otrzy-
tdemy liczbe 20-cyfrowg. Zatem: 2W= 18450;00000j00000[00000.

y cyfry poczatkowe tego wyniku sg dokladne (ostatnia cyfra 5
04 ™ ona). Mozolnym rachunkiem bezposrednim otrzymuje

*§  ~— 18446 74407 37095 51616.
OMiczanie pierwiastkbw mozna zawsze sprowadzi¢ do obli-

*a poteg zamieniajgc pierwiastek na potege o utamkowym
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wyktadniku. Mozna jednak takze od razu stosowa¢ wzoér na

rytm pierwiastka.
10

Chcemy np. obliczy¢ x — YIO. Wyznaczymy najpierw
.t

lgx=" = tu= 01
0969.... 125
31:35= 0,88~ 09
Zatem: x — 1,259. 280
30

6) Obliczy¢ promien kuli o objetosci 1 ma

Z wzoru V = $ran na objetos¢ kuli otrzymujemy:

<3
112 = l/4ji
Stad: lgr=~(g3—Ig4—Ign) =
=+5 (0,4771 — 0,6021 - 0,4971) =

04771 —1 =i «(2,3779 — 3)
1,0992

0,3779
Ilgf= 0,7926 — 1
24.... 620
2:7~03
+ - 0,6203.
Przy uzyciu kologarytmow oblicza sie Ig r w nastepujacy sp
lgr=i (04771 - 0,6021 — 0,4971)
0,4771

1,3979
1,5029

= i- 1,3779.

7 Bardzo dogodne sg logarytmy przy rozmaitych zagax
dotyczacych funkcji wyktadniczej, a w szczegdlnosci przy ro
zywaniu réwnan wykitadniczych, tj. takich réwnan, w ktérycl
wiadoma wystepuje w wyktadniku. Z przykladami takich z
nieh spotykamy sie np. przy rachunku procentu sktadanego.

Chcemy np. obliczy¢ n z wzoru:

1,02" = 15
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iezeli dwie liczby sa réwne, to ich logarytmy przy dowolnej
0lnej podstawie sa tez rowne, a zatem:

g 1,02" = Ig 1,5
nig 1,02 = Ig 1,5.
Stad wynika:
n= Ig15:1g1,02= 0,1761 : 0,0086 = 20,48.
410 .
660.
Zadania.

$0. Wykazaé, ze agc= c.

jl. Wyznaczy¢ logarytmy: Ig* \32, Igiei, lg84.

52. Znalez¢ liczby, ktorych logarytmami przy podstawie 3 sg
+2, 2,01, i, -f.

3. Dla jakiej podstawy ma logarytm liczby 2 wartos¢ 3.

irytm liczby 0,1 wartos¢ — 1? logarytmliczby 125 wartos¢ f?

64. Sporzadzi¢ na papierze milimetrowym wykres funkcji:

y = lgio*-
65. Majac dane lg102 = 0,3010, Ig103 = 0,4771 i lgl07 = 0,8451,
iczy¢ logarytmy wszystkich liczb catkowitych od 1 do 10.
66. Majgc dane logarytmy z poprzedniego zadania, obliczy¢
arytmy wszystkich utamkéw o catkowitych licznikach i mia-
vnikach, w ktérych suma licznika i mianownika nie przekracza
by 9.
67. Obliczy¢ logarytmy liczb 36,4, 0,364, 36400, 0,000364, majac
fo Ig 364 = 2,5611.
68. Znajac 1g103 = 0,47712, obliczy¢ logarytm 3°°. Do jakiej
8gi nalezy podnie$¢ 10, aby ta potega byla wieksza od 3507
cyfrowa liczbg jest wobec tego 3507

69- Jak sie wyraza lg — za pomocg logarytmoéw liczb a, b,

d przy dowolnej podstawie z?
70- Zlogarytmowac wyrazenia:

A 3 5
var —I)1
o> b) C) (a+ by '

Uwaga, Ig (a-f-b) i Ig (a—b) nie dadza sie sprowadzi¢ do
>stszej postaci.



71. Przedstawi¢ kazde z wyrazen:

a) 2lg3—5Ig 4;

b) £1g5 —£1g2-f 419g7;

c) 3lg2—11g3-f-flg4—Ig5 jako logarytm z jednej liczby.
72. Znalez¢ x, jezeli:

a) lg* = 4lga—{ (lgb—2lg c);

by lga= 7Ilg(@a-fb)—flg@—»hb)-j- lgc—4lgrf;

c) lg*=Igf A-\gmn — 31g(/rc—n) —Igj/"-
73. Rozwigza¢ réwnania:
a)lgx—D+ Ig(x-f2)= 2lg
b)) lg(l- x)- lg@- 2x)=1Ig(x,+2)- lgRa+ 11);
c; 2lglo* + 1= 0.

Wskazéwka. = 1g 1010, 0= Iglol.
*74. Wykazac, ze Igac = rr—s

*gca 3
*75. Obliczy¢ logarytmy liczb 2, 4, % V2, V22 przy podstawie 2,
a nastepnie znalez¢ logarytmy tych liczb przy podstawie 10, wie-
dzac, ze 49g210= 1:1g12 i znajgc 1g]02= 0,301
76. Wyznaczy¢ cechy logarytméw dziesietnych liczb: 3,6, 405,
0,574, 0,00016, 30 000 000.
77. llucyfrowg liczba jest 21007 550?

Wskazéwka. O liczbie cyfr wnioskuje sie z cechy logarytmu.

78. Znalez¢ przy pomocy tablic logarytmy liczb: 276, 6,85,
0,0936, 57 300. _ -

79. Znalez¢ przy pomocy tablic logarytmy liczb: 126,3, 1938,
3,1415, 0,017453.

80. Wykazaé, ze jezeli logarytm jakiejs zmiennej y przybiera
wartos¢ X, to zmienna y, czyli numerus logarithmi jest funkcjg
wyktadniczg 10*.

81. Znalez¢ liczby, ktérych logarytm ma wartos¢: 2,9325, 3,7007,
1,5263, 0,238, 0,29 — 3?

82. Znalez¢ numerus logarithmi liczb: 2,9734, 3,6, 1,5, 0,453,
0,8131*- 1, 0,0062 — 3, — 3,4268.

'i&@a”Obliczy¢ przy pomocy logarytméw obwéd kota o promieniu
6370 km.
(84!; Obliczy¢ przy pomocy logarytmow: a) 245,69:3,9684;

b) sh '0672i  ¢) 5300-1,01520

85. Obliczy¢ przy pomocy logarytméw krawedz kostki o ok
tosci 36,4 dcm3



86. Obliczy¢ promieh walca rownobocznego o objetosci 11.
5 12

87. Obliczy¢: a) V00278 ; bh) *2; «¢)
88. Rozwigza¢ réwnanie wykfadniczej
a) 1,065x= 3; b) 1,05x= 3.
89. Rozwigza¢ réwnanie wyktadnicze:
40 000 000 +1,01* = 33 000 000 «1,02x.
90. Obliczy¢ powierzchnie, objetos¢ i mase kuli ziemskiej, znajgc
jej promien 6371,2 km i Srednig gesto$¢ 5,52.
91. Obliczy¢ dlugos¢ z wahadta sekundowego w Warszawie, zna-
jac przyspieszenie sity ciezkosci w Warszawie: g — 981,241 cmkek?2

Uzy¢ wzoru t= :r|/* na czas wahnienia t.

92. lle wazy stozek rownoboczny z otowiu, jezeli jego bok
s= 46,28 cm, a ciezar gatunkowy otowiu ¢ — 11,34?

93. Obliczy¢ bok tréjkgta réwnobocznego o polu réwnym polu
kota o promieniu 1m.

94. lle milimetréw ma $rednica rurki walcowej o dlugosci
253 cm, jezeli stupek rteci wypeiniajacej te rurke wazy 1,85 grama
(gestos¢ rteci wynosi 13,5955)?



ROZDZIAL IV

Postepy arytmetyczne i geometryczne

*§ 13. Ciagi liczbowe.

Podstawg catej arytmetyki jest zbidr wszystkich liczb natural-
nych, to znaczy liczb catlkowitych dodatnich. Uporzgadkujmy ten
zbioér tak, aby sie zaczynat od liczby 1 i aby kazda nastepna
liczba byla o 1 wieksza od poprzedniej. Otrzymamy w ten sposéb:

1, 2,3, 4,5 6, 7. n—21n,n--1 . @

Zbiér liczb naturalnych, uporzadkowany w ten sposéb, nazywamy
naturalnym ciggiem liczb (lub mniej wiasciwie naturalnym szere-
giem liczb). Cigg ten jest ciagiem nieskonczonym. Jest to naj-
prostszy z rozwazanych w matematyce ciggéw liczbowych. Ogdlny
cigg liczbowy otrzymamy, jezeli kazdej liczbie ciggu naturalnego
przyporzadkujemy jaka$ liczbe (dodatnig lub ujemng, catko-
witg lub utamkowa, wymierng lub niewymierng). Niechaj (czyta
sie: ,a jeden" lub ,a ze znaczkiem jeden") oznacza liczbe przy-
porzadkowang liczbie 1, a2 liczbe, przyporzgdkowang liczbie 2,
a ogolnie a, liczbe, przyporzadkowana liczbie n.
Ogdllny ciag ma zatem postac:
Oi, ai, as ..o, an_ j, a,, arti, .... (b

Liczby ax, a2 nazywamy wyrazami ciggu, a liczby u dotu napi'
sane numerami, znaczkami lub wskaznikami tych wyrazoéw.

Ciggi wystepujg w bardzo wielu rozwazaniach matematyki
czystej i w rozlicznych jej zastosowaniach.

Przyktady ciagow liczbowych.
1) Zbiér kolejnych liczb naturalnych nieparzystych-.
1,3 5 7, 9 11, 13, .. (©

jest ciggiem, a mianowicie liczbie 1 ciggu naturalnego jest przy'
porzadkowana liczba 1, liczbie 2 liczba 3, liczbie 3 liczba 5, liczbie
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4 liczba 7 itd. Zatem aj — 1, a2= 3, a3= 5, a4= 7 itd. Ciag ten
charakteryzuje sie tym, ze zaczyna sie od 1, a kazdy nastepny
wyraz jest o 2 wiekszy od poprzedniego.

2) Galileusz zbadat, ze ciato, spadajac swobodnie, przebiega
w pierwszej sekundzie okoto 5 m, w drugiej 15 m, w trzecie]
25 m itd.; liczby te tworzag ciag:

5, 15, 25, 35, 45 ,.cocceiuereenn (d)

charakteryzujgcy sie tym, ze kazda nastepna liczba jest o 10
wieksza od poprzedniej.
3) Zbidr liczb:
“1, 1,05, 1,052 1,055 1,054 ................. 1,05",.......... (e)

jest tez ciggiem, a mianowicie ax= 1, a2= 1,05, a3= 1,05*,.........
ogélnie a, = 1,05" 1L W tym ciggu kazdy nastepny wyraz jest 1,05
razy wiekszy od poprzedniego, czyli jest o # czes¢ poprzedniego
wyrgzu wiekszy od niego.

Uwaga. Z takim ciggiem mamy do czynienia przy obliczgniu kon-
cowej wartosci kapitalu, umieszczonego na procent skiadany 5%; po-
wrocimy do tego zagadnienia jeszcze w dalszym ciggu.

4) Wedlug podobnego prawajest utworzony ciag:

D /WS MO \S MMV
i, Vio,.Wio), IYIoJ, WIi0), .iiriiiiiiinennn. (f)

w ktérym tylko co dziesigty wyraz jest liczba wymierna, pozostate
zas sg liczbami niewymiernymi.

Uwaga. Ciggu tego, zwanego ciggiem Renarda, uzywa sie w tech-
nice do obliczenia ,znormalizowanych" wymiaréw maszyn i rozmaitych

przedmiotow. Uzycie tego ciggu do normalizacji jest pomystemputkow-
nika francuskiego Renarda (w r. 1881).

W przykladach powyzszych kazdy nastepny wyrazciggu jest
Wiekszy od poprzedniego; takie ciggi nazywamy ciggami rosnag-
cymi. Jezeli kazdy nastepny wyraz ciggu jest mniejszy od poprzed-
niego, to cigg nazywamy malejgcym. Oto przyktady ciagow ma-
lejacych :

5)" 1, 4. &4 4 V)
1> 43 » 4> -fa, w
ho dhla> A> < @

6) Zbiér kolejnych liczb pierwszych:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 30 ...... ()

test tez ciggiem liczcbowym. Cigg ten byt przedmiotem bardzo
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rozleglych i glebokich badan matematycznych, a pomimo to nie
odkryto dotychczas wzoru na ogélny jego wyraz an.

7) W arytmetyce elementarnej grajag wazng role kolejne przy
blizenia dziesietne utamkéw i rozmaitych liczb niewymiernych.
Zbior takich przyblizen tworzy cigg. Tak np. dla utamka f otrzy-
mujemy (przez dzielenie) ciag:

0,2, 0,22, 0,222, 0,2222 ....ccccovevivernnnnn. (k)

ktébrego wyrazy sa zbudowane wedlug bardzo prostego prawa.
Tak sie ma rzecz dla kazdej liczby wymiernej. Natomiast dla liczb
niewymiernych trzeba oblicza¢ te kolejne wyrazy za pomocg mo-

zolnych rachunkéw i otrzymuje sie utamki dziesietneo nieregu
larnym nastepstwie cyfr. Tak np. dla "2 otrzymujesie:
1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414213, (i)

a obliczanie dalszych wyraz6w wymaga wyciggania drugiego pier-
wiastka z wieksza doktadnoscig anizeli 6 cyfr po przecinku dzie-
siethnym; nie znamy za$ postaci ogélnego wyrazu tego ciagu
w formie utamka dziesietnego.

8) Bardzo interesujgce wlasnosci i zastosowania znajduje na-
stepujacy ciag:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,55 ..eereee., (nt

zwany ciggiem Fibonacci’ego. Kazdy nastepny wyraz tego
ciagu jest sumg dwoéch poprzednich.

Uwaga. Wykazano, ze ilorazy sasiednich wyrazéw ciggu (m), a mia-
nowicie §, f> f,— sg kolejnymi przyblizeniami liczby niewy-
miernej z= ~(y5 — 1), ktéra jest réowna warto$ci stosunku ziotego
podziatu. Stad wynika, ze stosunek dwoch sgsiednich wyrazéw ciggu
Fibonacci’ego przybliza stosunek podzialu ziotego.

Ciag ten znalazt zastosowanie takze w botanice. Botanik Ludwig
wykryt mianowice nastepujagce prawo: jezeli w jakim$ organie rosliny
wystepuja elementy podobne (np. ptatki w kwiecie), to liczba ich jest
najczesciej jedng z liczb ciggu Fibonacci’ego (poczgwszy od 2) lub
niewielka wielokrotnoscig takiej liczby.

9) Précz ciggébw o wyrazach dodatnich bada sie tez ciggi o w
razach rozmaitych znakéw, jak np. ciag:
—1, -f-1, —1, £4,........ (d)

o og6lnym wyrazie an= (— 1)", lub ciag:

0 0go6lnym wyrazie a,=(— ) n+l L

Z przykladu (n) widzimy, ze wyrazy ciggu nie musza byl
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Wszystkie r6zne od siebie; przeciwnie, ta sama liczba moze sie
powtarza¢ dowolnie wiele razy.

Ciagi (n) i (p) nie sg ani rosnace, ani malejace.

10) Zdarzajg sie ciggi, o ktorych trudno jest od razu rozstrzy-
gnac, czy wyrazy ich rosng, czy tez malejg. Takim jest np. cigg
0 ogdélnym wyrazie:

a" = 1-2-3-4¢_ (li—i)«*
-Poczatkowymi wyrazami sg:
10, 50, 166f, 4168, 883", (n

Mogtoby sie zdawaé, ze kolejne wyrazy tego ciggu wzrastajg
stale, nieograniczenie. Tymczasem z wzoru na a, wynika, ze wy-
razy te poczawszy od 10-go maleja, przybywajg bowiem wtedy
kolejno czynniki f?-, {-£, mniejszeodl; mozna nawet
wykaza¢, ze posuwajgc sie odpowiednio daleko w ciagu (r), mozna
sie zblizy¢ dowolnie do zera.

Zajmiemy sie tutaj doktadnie tylko dwoma rodzajami ciggéw
liczbowych: jednym, do ktérego nalezg ciagi (a), (c) i (d) i dru-
gim, do ktérego nalezg ciagi (e), (f), (h), (i), (k), (n).

\

8§ 14. Postepy arytmetyczne.

Cigg, w ktorym kazdy wyraz rdzni sie o te samg liczbe od wy-
kazu bezposrednio go poprzedzajgcego, Nnazywamy s ostcpem aryim e -
weznym . Jezeli wiec kolejnymi wyrazami takiego ciagu sa liczby:

3i, a2, a3, &, ........ ¢z, j, a,, an+l

N ar = a3 as= ai a3= = an a,.li=

= @nH a, =

| Re stalg réznice sasiednich wyrazéw postepu arytmetycznego nazy-

,“amy rdznicg postepu arytmetycznego; oznaczamy jg litera d.

tazeli znamy pierwszy wyraz a, tego postepu i réznice d, to na-

, *tepne wyrazy otrzymujemy przez dodawanie tej statej roznicy,

* mianowicie:

) as—ai + a3=a,+ rf, a = a A-d, ogdlnie a, = a, j-fd.

Do wyznaczenia postepu arytmetycznego wystarcza wiec znajo-

j 'hos¢ dwéch liczb, a mianowicie pierwszego wyrazu ali réznicy d.

Najprostszym przykladem postepu arytmetycznego jest natu-
any ciag liczb:

.1 2 3 4, n—1n, . -j-1,....

1 f»micki: Algebra, I kl. lic. 5
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Dalszymi przyktadami sg ciagi (c) i (d), podane w poprzednin
paragrafie. W ciggu (c) jest ax= 1, d = 2; w ciggu (d) jest a, =5
rf— 10. Zaréwno postep (a) jak (c) i (d) sa rosnace. Jezeli roznici
jest liczbg ujemna, to postep arytmetyczny jest malejacy, np
W postepie

301, 291,2, 2814, 2716, 261,8, 252,....
réznica ma warto$¢ d = —9,8.

Przykiad.
Wykazemy, ze jezeli zmienna niezalezna * przebiega kolejni
wyrazy naturalnego ciggu liczb, to wartosci kazdej funkcji liniowej

y= ax-j-b
tworzg postep arytmetyczny.
Jezeli x przybiera kolejno wartosci 1, 2, 3,— n, toy przy
biera wartoSci:
a-\-b, 2a+ ¢, 3aA-b, ......... . nha-fb

a te liczby tworza widocznie postep arytmetyczny o réznicy i

Ogodlniej, gdy jc przebiega kolejno wyrazy dowolnego postep
arytmetycznego o réznicy d, to y przebiega wyrazy postepu aryt
metycznego o roznicy dx= ad.

Dowdd. Jezeli x przebiega kolejno wartosci:

) A8, W3E Xp, Xofi, ........
przy czym:

*ptl —xp= d dla kazdej naturalnej liczby p, to:
t/,fi  yP= axptj--b axp b—a (-rpHi xp ad.
Wartosci zmiennej y tworzg wiec postep arytmetyczny o réznic

dl = ad.

Pierwszym zagadnieniem, ktére nas interesuje przy badani
postepow arytmetycznych, jest znalezienie takiego wzoru na wyrs
ogoélny an, przy pomocy ktérego mozna by byto obliczy¢é dowoln
wyraz, znajgc pierwszy wyraz i réznice. Dojdziemy do tego prz
pomocy nastepujacego rozumowania: aby otrzymac¢ drugi wyrai
trzeba doda¢ do pierwszego wyrazu ar roznice d, aby otrzyma
trzeci wyraz, trzeba doda¢ do pierwszego dwa razy réznice *
czwarty wyraz otrzymamy, dodajac do pierwszego trzy razy o

az2= -l-d, a3= a, + 2d, at—a, + 3d.
Ogodlnie, aby obliczy¢ wyraz o wskazniku (humerze) n, trzeba
da¢ do pierwszego wyrazu roznice d o jeden raz mniej, anizeli 1
to znaczy n— 1 razy, wiec:

a , — axA-(n — \)d $
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OtrzymaliSmy w ten sposéb wzOr na wyraz ogolny postepu aryt-
metycznego. Z tegowzoru mozng obliczy¢ dowolng z czterech
liczb a,, alt n, d, jezeli sg dane trzy pozostale. Pamieta¢ jednak
nalezy o tym, ze n jest liczbg naturalna.

Przykiady.
1) Jakg wartos¢ ma n-ta liczba nieparzysta?
Chodzi tti oobliczenie ogdlnego wyrazu w postepie arytme-

tycznym: 1, 3,5 7,9, ........
Jw ktorym aj =1, d= 2. Stosujgc wzor (23), otrzymujemy:
a, =1+ (n-1)2=2/i —I.

2) Jaka wartos¢ osiagnie po n latach kapitat K zt, umieszczony
?na procent prosty p%?

Po kazdym roku dolicza sie stalg kwote K mT-g0 ziotych, zwang
odsetkami. Kapitat ten wzrasta wiec wedlug postepu arytmetycz-
nego, w ktérym:

a ax= K-f-TnjKp, a d—y-" Kp.
'Stosujgc wzor (23), otrzymujemy:
— (#m+ rto Kp) + (n— 1) t"o Kp,
czyli: . an— K + yfo Kpn —K (1-j- TU pn).
Taka jest wartos¢ koncowa po n latach kapitatu, umieszczonego na
procent prosty p°lo.
3) Od ktérego wyrazu poczawszy wyrazy postepu:
301, 291,2, 2814, 271,6,.........

sg ujemne ?
3 Zadamy, aby bylo a, <0. Poniewaz ~ = 301, d = —9,8, przeto:
j an= 301 —(n—1)98= 3108—9,8 n.
sWarunek an< 0 przybiera wiec postac:
j 3108—9,8n<0.
&Rozwiazujac te nieréwnos$¢ otrzymujemy:

9,8 n> 310,8,

nastepnie: n>3171.....

NZatem poczgwszy od wyrazu asi wszystkie wyrazy sg ujemne.

Préba. a3i= 301 —31 «9,8= —2,8; poprzedni wyraz jest je-
ljszcze dodatni: a3l= a—d= —28+ 98= 7, a wszystkie dalsze

ujemne, poniewaz postep jest malejacy.

Z wzoru (23) wnioskujemy, ze wyrazy postepu arytmetycznego

"zrastajg z wzrostem wskaznika n, jezeli roznica jest dodatnia,
' * maleja, jezeli r6znica jest ujemna.
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Drugim waznym zagadnieniem przy postepach arytmetycznych
jest obliczenie sumy dowolnej, skonczonej liczby wyrazéw. Oznaczmj
sume n wyrazéw literg Sn, to znaczy:

a2-(- a3-j-.cceeenn. -(- a,_2-f- an_1-f-an.
Napiszmy skiadpiki tej sumy w odwrotnym porzgdku:
S,= an-f-a,, a, 2-f-..... -1~ aaH
i dodajmy do siebie obie réwnosci stronami, to otrzymamy:
2S,= (@ -j-a,) -j- (@2-j- «?_) -j- (@3-)- a,_ -j-eerevernnn -f-

+ ("n24~a3d -- (a._, - aj) + (a, -j- a)).

Kazdy nawias zawiera dwa wyrazy, rowno ,oddalone" od po:
czatku i od konca postepu, to znaczy: jezeli wskaznik jednegc
jest 1-j-p to wskaznik drugiego jest n—p. Wobec tego jeder
z nich otrzymuje sie z g przez dodanie p md a drugi z a, prze:
odjecie p *d, suma ich ma zatem zawsze wartos¢ al-{-an. Ponie
waz za$ w sumie wystepuje n takich sktadnikéw, przeto:

2S, —n (ax-f a-).

a stad wynika:
Sn = -2 (ai + 3n)- (24)

OtrzymaliSmy w ten sposob wzér na sume skoriczonego postepu

arytmetycznego. Z tego wzoru mozna obliczy¢ dowolng sposrod
czterech liczb Sn, a,, ax, n, jezeli sg dane trzy pozostalte.

Przykiady.
1) Obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazéw w naturalnym

ciggu liczb: 1, 2, 3/4,.......... .
Jest to postep arytmetyczny, w ktérym

ai= i, d= 1, aan oczywiscie jest réwne Ir
o o o Wobec tego: S, —4 (1+ n)
Dla n—t, 2, 3, 4, 5 6..... otrzymujemy
stad kolejno:
e o o s o 1, 3, 6, 10, 15, 21..........
Liczby te nazywamy liczbami trojkatowymi, otrzy'
Rys. 3. mujemy je bowiem jako liczby kropek, zawal"
tych w schemacie tréjkatnym, przedstawiony”
na rys. 3, biorgc kolejno 1 2. 3, 4, 5....... wierszy w tym rysunKki

Zbioér tych liczb, tworzy cigg, ktéry nie jest wprawdzie postepem aryl
metycznym, albowiem réznice sagsiednich wyrazéw wynosza kolejno:

jednakze ten ciag rc Mic jest juz postepem arytmetycznym.
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2) Podobne rozwazania mozna nawigza¢ do sumy n poczatko-
wych wyrazow postepu, utworzonego z kolejnych liczb nieparzy-
stych: 1 3 5 7,9 11, 13........

Poniewaz tu al = \, d= 2, an= 2n —1, jak to poprzednio obli-
czyliSmy, przeto: n
yismy. p =y @+ 2n—1)= n2

Kolejne sumy majg wiec wartosci:

12 22 32 42 52 6S .......

Wynik ten mozna tez uzasadni¢ geometrycznie, przy pomocy sche-
matu kwadratowego, przedstawionego na rys. 4. Aby otrzymaé liczby
kropek, zawartych w kolejnych kwadratach, trzeba doda¢ do 1 liczbe
3, do tej sumy nastepng liczbe nieparzysta 5, potem
7 itd. Otrzymany cigg kwadratow kolejnych liczb ciggu =« .
naturalnego nie tworzy postepu arytmetycznego, ale
réznice sasiednich wyrazéw tego ciggu, a mianowicie;

3,5 7 9,... —

tworzg postep arytmetyczny. (

3) Kwote 10000 zt rozdzieli¢ miedzy 16 oséb -
tak, aby kazda nastepna otrzymata o 50 zt Rys
wiecej od poprzednie;j.

Kwoty te muszg tworzy¢ postep arytmetyczny, ztozony zn= 16
wyrazow o roznicy d —50, a o sumie Sn= 10 000.

Do rozwigzania tego zagadnienia trzeba uzy¢ obu rownan (23)
i (24). Wstawiwszy wartos¢ an z wzoru (23) we wzor (24), otrzy-

mujemy: S,= 4 («,+ «,.+(n—1)O-

Tu wystepuje juz tylko jedna niewiadoma a,. Stad otrzymujemy
ogohiie: i
ax S, ——((n—1)d,
a wiec w danym specjalnym przypadku:
a,= ~ 10000 —i 15 +50= 250.
Szukany postep ma zatem postac:
250, 300, 350,......... 1000.
4) Znalez¢ taki postep arytmetyczny skoriczony o réznicy d = 2,
ktérego ostatni wyraz ma wartos¢ an—59 a suma Sn= 896.
Roéwnania (23) i (24) przyjmujg postac:
896 =y («! + 59)
5= g -f(n—1)2
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Eliminujemy a, i otrzymujemy po uporzgdkowaniu rownanie 2.
stopnia: n2— 60a = — 896.

Stad otrzymujemy dwa pierwiastki:n= 32, n = 28. Wobec tego
z drugiego réwnania otrzymujemy dwie warto$ci na a,, a miano-

wicie: at= —3 i a,'= b. Istniejg wiec dwa postepy arytmetyczne
spetniajgce zadane warunki, a mianowicie:
3 — 1,135 7, 50 ;
i 5., 7,9 : 59.

*§ 15. Interpolacja postepéw arytmetycznych i tablic.

Bardzo wazne zastosowanie ma nastepujgce zagadnienie: zage-
Sci¢ postep arytmetyczny, wstawiajac pomiedzy kazda pare sasied-
nich wyrazow tyle samo nowych wyrazow tak, aby wyrazy wsta-
wione tworzyly razem z danymi nowy postep arytmetyczny. Poste-
powanie to nazywamy interpolacja postepu arytmetycznego Ilub
krétko interpolacja arytmetyczna.

Niechaj r oznacza liczbe wyrazéw, ktére chcemy wstawi¢ mie-
dzy dwa sasiednie wyrazy postepu a,, a2, a3 Aby wyznaczy¢
nowy postep bt, 62, b3 , trzeba znac jego rbéznice 6. Jezeli
miedzy dwa wyrazy o odstepie d chcemy wstawi¢ r nowych wy-
razéw o rownychodstepach, to trzeba ten odstep podzieli¢ na
f-j-1 rownychczesci. Wobec tego rdéznica nowego postepu ma't
wartosé: d L

6=rTI' (25)/

Poniewaz znamy pierwszy wyraz nowego postepu, a- miano-
wicie 6, = aj i réznice jego 6, przeto postep ten jest wyznaczony.

Najprostszym przypadkiem interpolacji jest' wstawianie jednego
wyrazu miedzy kazdg pare sasiednich wyrazéw. Wtedy r =1,
a wiec wedlug wzoru (25) jest:

Wobec tego wyraz wstawiony miedzy al i a2, ma wartos¢:
bt=*1-f\d= a, --i (at—a,)= \(a -fa,),
jest wiec Srednig arytmetyczng dwoch sgsiednich wyrazow.
Podobnie ogodlnie, wyraz wstawiony miedzy ap i ap+t jest
Srednig arytmetyczng A(a,-f-ap+t) tych dwéch wyrazow.
Specjalnym przypadkiem interpolacji jest interpolacja tablic licze
bowych rdéznego rodzaju. Kazda taka tablica podaje wartosSci:

I(a,)), f@d, /(ad o,

*Materiat zawarty w tym paragrafie nie jest przewidziany, przez program
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2.jakiejs funkcji f(x), dla wartosci
> aS, 3j ceeeeeeeen

zmiennej niezaleznej a. Wartosci alf a2, as tworza zwykle
postep arytmetyczny i to najczesciej naturalny ciag liczb.

Wyjasnimy to zagadnienie na przyktadach. Posiadamy np. tablice
trzecich pierwiastkow wszystkich liczb naturalnych jedno i dwucyfro-
wych a, tj. liczb od 1 do 99, chcemy za$ gnaleic’ trzeci pierwiastek
z 3-cyfrowej liczby dziesietnej 86,4, tj. W tablicy sg po-
dane wartoSci zaokraglone do 4 cyfr po przecinku dziesietnym,
a mianowicie:

L 3
a }'a d
86 4,4140 0,0170
87 4,4310 00170
88 4,4480 ’
¢

i Obok tych liczb wypisaliSmy (posrodku) réznice d sasiednich

liczb; nazywamy je rdznicami tablicowymi. Widzimy, ze te rdznice
a Sg stale (oczywiscie w przyblizeniu, poniewaz juz same wartosci
a trzecich pierwiastkébw sg przyblizone), a wiec wartosci funkcji

)! (*) = v+ tworzg (w przyblizeniu) postep arytmetyczny o réz-
nicy d = 0,0170.

Pomiedzy 86 a 87 istnieje dziewiec 3Lcyfrowych liczb, a mia-

nowicie: 86,1, 86,2, ........ 86,9. Chcagc obliczy¢ trzecie pierwiastki
3 - 3

z tych 9 liczb, trzeba wstawi¢ pomiedzy V86=4,4140 aY87= 4,4310
dziewie¢ nowych wyrazow, tworzacych nowy postep arytmetyczny.
Réznica tego nowego postepu ma zatem w mysl wzoru (25) wartos¢:

8= d:(9 + I) = *rf.

Poniewaz 86,4 jest pigtym wyrazem postepu 86, 86,1, 86,2..., przeto
3

V86,4 bedzie piatym wyrazem nowego postepu; zatem
3
V86,4= b, = b, + 45= b, + A <= + °*4 d-

Ponipwaz = 4,4140 a d = 0,0170, przeto:
3
86,4 = 4,4140 -f 0,0170 «0;4 = 4,1208.
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Postepowanie to przedstawia sie w skroconym schemacie ra-
chunkowym w nastepujacy sposob:
3

Y86,4 = 4,4140 170 «0,4 (nje pisze sie zwykle
68" 68 zer, poprzedzajgcych
— 4,4208 znaczgce cyfry).

Aby wiec znalez¢ trzeci pierwiastek z jakiejs liczby jc, lezacej po-
miedzy dwiema liczbami a i a-j-1, znajdujgcymi sie w tablicy,

nalezy do liczby Ya doda¢ poprawke, otrzymang przez pomnoze-
nie réznicy tablicowej przez liczbe, o ktéra sie rézni jc od a

Postepowania tego, zwanego interpolacjg tablic, mozna,uzywac
przy wszystkich tablicach liczbowych, o ile badane wartosci two-
rzg przynajmniej w przyblizeniu postep arytmetyczny.

Zadania. .

95. Napisa¢ kilka poczqtkowyéh wyrazéw ciagu kolejnych poteg
liczby 3 i ciagu trzecich poteg kolejnych liczb.

96. Napisa¢ cigg kolejnych poteg: a) liczby—2; b) liczby—

97. Jakie sg poczatkowe wyrazy ciggu rosngcego wszystkich
liczb naturalnych, podzielnych przez 7? Jaka posta¢ ma ogéiny
wyraz tego ciggu?

98. Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowano sume jej cyfr;
napisa¢ kilkadziesigt wyrazéw poczatkowych tego ciggu.

99. Kazdej liczbie' naturalnej przyporzadkowano liczbe 1 lub 0,
zaleznie od tego, czy jest liczbg pierwszg czy tez nie. Napisac
kilkadziesigt wyrazow tego ciggu. Jakie znaczenie ma suma tych
wszystkich wyrazéw ? n

100. Wypisac ciag reszt, otrzymanych przy dzieleniu 2 :7 i ciag
cyfr otrzymanych w wyniku.

101. Napisa¢ kilka poczatkowych wyrazéw ciggu o wyrazie
0goIlnym = 3-)- (—E)".

102. Wypisa¢ 10 poczatkowych wyrazéw ciggu, otrzymanego
Z ciggu naturalnego przez pomnozenie pierwszego wyrazu przez
drugi, tego iloczynu przez trzeci itd.

103. Wypisa¢ tyle wyrazéw ciggu utworzonego przez dodanie
£ do 1, do tej sumy * do tej sumy \ itd., aby te wyrazy prze-
kroczyty liczbe 5.

104. Napisac¢ 40 poczatkowych wyrazéw ciggu, podajgcego war-
tosci trojmianu x* —* -j-41 dla x— 1, 2, 3__ Wedlug jakiego
prawa mozna otrzymaé wyraz nastepny tego ciggu z poprzed-
niego? Zbadaj, czy wszystkie te wyrazy sa liczbami pierwszymi
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105. Wypisa¢ kilka poczatkowych wyrazéw postepéw arytme-
tycznych, w ktérych: a) ax= 0, d—0,05; b) ax= —30, d—5;
c) a{= —15, d= —3.

106. Wyznaczy¢ w postepie arytmetycznym 1, 2£, 4.... wyraz
setny i sume 100 poczgtkowych wyrazow.

107. Wyznaczy¢ pozostate dwa sposrdéd pieciu elementéw a,,

n, S,, iezeli s dane trzy z nich, a mianowicie

a) d= n—30, a,= 50;
by d= 2, n — 30, 1000;
c) ds 2, a =7, a, = 101;
d) = - 2, ax= 7, 12;
e) d= 5, an= 100, 660;
fy n=15 a=- 6, s, = 80

ffy n—60, a—a4, a, = 10;
~ b) n= 10, dn— 25, sSn= 2;
Y — —4, an= 12, , Sn= 2000.

108. lle wyrazow naturalnego ciggu liczb trzeba dodac do siebie,
aby otrzymac-1000 405 ? lle otrzymamy, biorac o jeden wyraz mniej ?

109. Po ilu latach podwoi sie dowolny kapitat K, umieszczony
na procent prosty 5°/0? 1%? 12%'? p°jo?

110. Na jaki procent (prosty) nalezy umiesci¢ dowolny ka-
pitat K, aby sie podwoit po 10 latach? po 15 latach? po 30 latach?

111. Przy kazdym uderzeniu zegara obniza sie waga o 3 mm.
0 ile obnizy sie ta waga w ciggu 12 godzin, jezeli zegar wybija
tylko godziny? Po ilu dniach obnizy sie waga o 1Em?

112. Diug 2880 zt ma by¢ sptacony w kilku ratach, z ktérych
pierwsza wynosi 160 zt, a kazda nastepna ma by¢ o 40 zt wieksza
od poprzedniej. lle ma by¢ rat i ile wynosi ostatnia rata?

113. Suma drugiego i si6dmego wyrazu postepu arytmetycz-
nego wynosi 92, a suma czwartego i jedenastego wyrazu 71, zbu-
dowac ten postep (obliczywszy pierwszy wyraz i réznice).

114. Obliczy¢ katy tréjkata prostokatnego, wiedzgc, ze tworza
one postep arytmetyczny.

115. Obliczy¢ boki tréjkata prostokatnego, ktérego obwdd
ma 60 m, wiedzgc ze tworzg one postep arytmetyczny.

116. W pewnej grze wyptacaja w razie wygrania 14-krotng
stawke. Gracz stawia 1zt i przegrywa, w drugiej grze stawia 2 zt
1znowu przegrywa i tak ciggle zwieksza stawke o 1 zi, az wreszcie
Wygrywa gre i okazuje sie, ze zwracaja mu wszystko, co postawit.
Przy ktorej stawce to sie stanie?
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117. Dwie osoby, oddalone od siebie o 34 km, poruszajg sie
w tym samym kierunku (pierwsza ku drugiej); pierwsza przebywa
6 km w pierwszej godzinie a w kazdej nastepnej o 0,1 km mniej,
druga zas 5km w pierwszej godzinie a w kazdej nastepnej
o} km wiecej. Kiedy pierwsza osoba dogoni druga?

118. Zbudowaé taki postep arytmetyczny, ktérego suma ma dla
kazdego n wartos¢ /?(3/?-(-).

Wskazéwka. Zastosowaé wzér Sn do dwoch szczeg6étowych
przypadkow. %

119. a),Jak wielka droge przebiegnie ciato, spadajgce swo-
bodnie, w 20 sekundzie a jakg w 20 sekundach, jezeli w pierwszej
sekundzie przebiega 5m a w kazdej nastepnej o 10 m wiecej?
b) lle sekund spada bomba, wyrzucona z samolotu, lecgcego na
wysokosci 2000 m, jezeli w pierwszej sekundzie przebiega 5 m
a w kazdej nastepnej o 10 m wiecej ?

120. Przez ile sekund wznosi sie pocisk, wystrzelony pionowo
do gory z predkoscig 490 mlsek, jezeli w kazdej sekundzie traci
ze swej predkosci 9,8 mlsek? Jak wysoko wzniesie sie ten pocisk, je-
zeli w pierwszej sekundzie przebiega droge 490 m — 4,9 m = 485,11 m,
a w kazdej nastepnej o0 9,8 m mniej? Po ilu sekundach spadnie ten
pocisk na ziemie? Po ilu sekundach znajdowac sie bedzie w od-
legtosci 4310 m od ziemi? (Otrzyma sie tiwa rozwigzania; jakie
znaczenie majg te obydwa pierwiastki?).

*121. Pomiedzy liczby 10 i 100 wstawi¢ 48 wyrazéw, tworzg-
cych z tymi liczbami postep arytmetyczny. Obliczy¢ sume tych
wszystkich wyrazéw.

*122. lle liczb trzeba wstawi¢ pomiedzy 12 a 249, aby tworzyly
wraz z nimi postep arytmetyczny o sumie 52207

*123. Przy pomocy wartosci V561 = 23,6854, 7562 = 23,7065,
V563 = 23,7276 obliczy¢ przez interpolacje: v562,7, 75,6125, Y56284.

3 s

*124. Przy pomocy danych wartosci \'86 = 4,4140, V87 = 4,4310,

3 3 3 3

V88 = 4,4480 obllczyc \862 Y0J)875, f8"7285, Y85J5.

§ 16. Postepy geometryczne.

Ciag réznych od zera liczb, w ktorym iloraz kazdego wyrazu
przez wyraz bezposrednio go poprzedzajgcy ma te samg wartosc,
nazywamy postepem geometrycznym.

Jezeli zatem kolejnymi wyrazami takiego ciggu sg liczby:

ai, a*, a3, ac, ant> a,, _at, ...



Ten staly iloraz sasiednich wyrazow postepu geometrycznego
nazywamy ilorazem postepu geometrycznego; oznaczmy go literg q.
Jezeli znamy pierwszy wyraz aa tego postepu i iloraz g, to na-
stepne wyrazy otrzymujemy przez mnozenie poprzednich przez
ten staly iloraz, a mianowicie:

ai=zalq, 3s= a2¥¢, a =a.iq, ogolnie
Do wyznaczenia postepu geometrycznego wystarczy wiec zna-
jomos¢ dwach liczb, a mianowicie pierwszego wyrazu i ilorazu q.
Przyktadami postepéw geometrycznych sg ciagi (e), (f), (h),
(i), (n), podane w § 13.

| tak ciag: 1, 1,05, 1,05% I[,05s, ...

jest postepem geometrycznym o poczatkowym wyrazie a — 1
o ilorazie q — 1,05.
io no \t /10 \3
Ciag: 1, V10, |IYloj, WTo) ...

jest postepem geometrycznym, w ktorym ax= 1, q = \T(). Obydwa
te postepy sg rosnace, poniewaz q > 1.

jest postepem geometrycznym, w ktorym a, = 1. g= k
Podobnie: i, J-, e

jest postepem geometrycznym, w ktdrym a, -=1, q= \.
Obydwa te postepy sg malejace, co wynika stad, ze 0<1d< 1

Ciag: —1, +1, -I. +1....
jest postepem geometrycznym o pierwszym wyrazie a, = —1 i ilo-
razie q ——1.

Clqg 4! _21 11 _£1 +£; _£, .............

jest postepem geometrycznym; ilorazem jego jest q — aa—4.
Obydwa ostatnie postepy nie sg ani rosngce, ani malejace, wyrazy
ich sg bowiem na przemian dodatnie i ujemne. Takg posta¢é ma
kazdy postep geometryczny o ujemnym ilorazie, tj.'dla q< O.

Przyktad. Wykaza¢, ze ciag, w kioryni kazdy nastepny wyraz
jest wiekszy od poprzedniego o takg samag czes¢ tego wyrazu po-
przedniego, tworzy postep geometryczny.
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Jezeli wyraz nastepny jest wiekszy od poprzedniego stale o
czesC jego, to dla kazdego naturalnego r spetnia sie rownanie:
i
e+l &r 1 omoAr s
Stad:

ard = ar (I -f )

a wiec iloraz ar+1: ar ma stalg wartos¢ q= 1+”-. To za$ do-
wodzi, ze cigg ax, ait a3 — ar, a,.+t — jest postepem geome-
trycznym.

Podobnie ma sie rzecz, jezeli kazdy nastepny wyraz jest o takag
samg czes¢ poprzedniego mniejszy od niego.

Przy badaniu postepéw geometrycznych zajmiemy sie przede
wszystkim dwoma zagadnieniami, podobnie jak przy badaniu po-
stepow arytmetycznych, a mianowicie: wyprowadzeniem wzorow
na wyraz ogolny i na sume.

Wzér na wyraz ogollny. Z wyrazu pierwszego al otrzymujemy
drugi mnozac go przez q, trzeci mnozac jeszcze raz przez q czyli
tacznie przez g2, czwarty przez qz, ogolnie /j-ty wyraz otrzymamy
mnozac a, przez gn~l, zatem:

a,==algn- 1. (26)

W tym wzorze wystepujg cztery zmienne: a,, an, n, g. Przez
podanie dowolnych trzech z nich jest wyznaczona czwarta.

Przykiady.

1) Zbudowaé postep geometryczny skonczony, ztozony z 11
wyrazéw, ktérego pierwszym wyrazem jest 1 a ostatnim 10. We
wzorze (26) znamy a, = 10, ax= 1 i h— 11 a wiec:

10= 410
o__

Stad q —V 10. Zgdanym postepem jest:

10 /10 \2 .' /10 \3 ,10 \9 110 \10

i, Yio, (yio), (Yio) IViod, IYio.) = io.

Jest to cigg Renarda, o ktérym wspominaliSmy w § 13.
2) Zbudowac postep geometryczny, w ktdérym pierwszy wyraz
jest o 12 wiekszy od drugiego a trzeci o 3 wiekszy od czwartego.
Na wyznaczenie liczb i q, potrzebnych do zbudowania po-
stepu, mamy dwa réwnania:
a = at -f-12
/ a3= a<-j- 3
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Przez zastosowanie wzoru (26) sprowadzamy ten uktad réwnan
0 4 niewiadomych do nastepujgcego ukiadu réwnan o 2 niewia-

domych :
ja=aq4- 12
\a, g*= a 93+ 3

czyli: (a1 —q)= 12,
Vg 9*(I-(79=3

Dzielac drugie réwnanie przez pierwsze stronami otrzymujemy:
2= A =i, a stad wynikajg dwa rozne pierwiastki: q— £
1qg = —t. Wobec tego takze na a, otrzymujemy dwie wartosci
Z wzoru a2= 12 : (1 — <9, a mianowicie: a, = 24, a\ — 8.
Istniejg wiec' dwa nastepujgce postepy geometryczne o zada-
nych wilasnosciach:
24, 12, 6, 3, .§, f, i's, -4, 2 -1, £ ...

Drugim waznym zagadnieniem dotyczgcym postepOéw geome-
trycznych jest obliczanie sumy dowolnej, skohczonej liczby wyra-
z6éw. Oznaczmy sume n wyrazow literg S, to:

Sn—ai4"a a3t ... + ,
czyli: ."' S,= a”™ aq-fag--f -\-axgn~K
Utwlrzmy iloczyn: q mSn= axq+ al qi -f- axgq3-f-........ -)-a q".
Odejmijmy pierwsze réwnanie od drugiego stronami, woéwczas
otrzymamy: S, (g— 1= a " —ax,
wszystkie bowiem posrednie wyrazy: axg, axg-, axq3 al gn~
odpadng. Zatézmy, ze q nie jest rowne 1. Wtedy mozemy podzieli¢
obie strony przez q— 1 i otrzymamy w ten sposoéb:
<Sn=a, f4L. (27)

Jest to wzér na snme skoriczonego postepn geometrycznego,
gdy iloraz q jest r6zny od 1.

Dla ¥= 1, rozumowanie przedstawia sie bardzo prosto, wtedy
bowiem wszystkie wyrazy sg réwne, wiec:

Sn= fii -j- fl] -f-fli -j-...... —+-ax,
a stad wynika: Sn—nax
Przyktady.
1) Wedlug podania arabskiego wynalazca gry w szachy Sessa

zazadat od kréla indyjskiego Szer ana, ktory mu polecit, aby
sam sobie wybrat nagrode za ten wynalazek, takiej liczby ziarn



pszenicy, ktora by sie otrzymato, ktadgc na pierwszym polu sza-
chownicy 1 ziarno, na drugim dwa razy wiecej, tj. 2 ziarna, na
trzecim znowu 2 razy wiecej, tj. 4 ziarna itd. az do ostatniego,
tj. do 64. pola. lle ziarn trzeba by umiesci¢ na ostatnim polu, a ile
na catej szachownicy? lle workbw mozna by tym ziarnem napel-
ni¢ liczgc milion ziarn na worek?

Chodzi tu o ostatni wyraz i 0 sume postepu geometrycznego
skohczonego, w ktorym ax—t, g= 2, n= 64. Z wzordw (26) i (27)

otrzymujemy: 1261 1= 268

Do$¢ mozolnym rachunkiem oblicza sie, ze:
a% = 9223372036 854 775 808
SR = 18446 744 073 709 551 615.

Ostatniemu polu odpowiada zatem przeszio 9 tryliondéw ziarn, to
znaczy przeszto 9 bilionéw workow.

Aby nabraé lepszego wyobrazenia o tej ogromnej liczbie, wyobrazmy
sobie spichlerze, z ktérych kazdy zawiera 1000 komorek, mieszczacych
po 1000 workéw. Aby pomiesci¢ te ilos¢ ziarna, trzeba by napetni¢ prze-
szto 9 milionéw takich spichlerzy, a ziarno z wszystkich pél szachow-
nicy zmiescitoby sie dopiero w 18 milionach takich spichlerzy. Wyobrazmy
sobie wielkie miasto, zbudowane ze 100 000 takich spichlerzy, to na po-
mieszczenie tej ilosci ziarna trzeba by uzy¢ 180 takich miast.

2) Niechaj ai b oznaczajg dwie dowolne stale liczby rozne
siebie i rézne od zera. Utwérzmy ciag:
a"-1, an-*b, a"-3b*,........ ab"~*, bn~l.

Wykaza¢, ze ten cigg tworzy postep geometryczny (skoriczony)
i obliczy¢ jego sume.

an~7b b 5 dobni an~1bi b bn-1 b
— 7 ~ podobnie . ip a abn~i a

HOF&ZZ

lloraz ten ma stalg wartos$¢ q="=> zatem badany ciag jest po-

stepem geometrycznym. Stfma jego ma wartosc:

o J «n- 1 (iI)"'l oR=% bn—a” b"—a"
3 ,; bah=t—an
a

Stad otrzymujemy wzoOr:
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OtrzymaliSmy w ten sposéb wzér na iloraz r6znicy dowolnych
poteg dwodch liczb przez réznice tych liczb. Wzér ten ma bardzo
rozlegte zastosowania w algebrze.

Zadania.

125. Wykazaé, zeciag 1, 1, 1, 1, ...*.. mozna uwazac¢ zaréwno
za postep arytmetyczny jak i za geometryczny.

126. Liczby 2 i 6 uwaza¢ za dwa poczatkowe wyrazy postepu
arytmetycznego i geometrycznego; wypisa¢ kilka nastepnych wy-
razéw tych postepow.

127. Wypisa¢ kilka dalszych wyrazéw postepu geometrycznego
3, 4, ........

128. Znajac pierwszy wyraz ~ i iloraz 2 postepu geometrycz-
nego, obliczy¢ 13. wyraz i sume 13 wyrazow.

129. Obliczy¢ a0 i Si0 w postepie geometrycznym o pierwszym
wyrazie at= 1 a o iIorazie%= — 2

o) 0

130. W postepie 1, YIO, YIO*. YIO3 wyznaczyé¢ wyraz 11.
io
i sume 11 wyrazéw (w przyblizeniu Y 10= 1,2589).

131. Zasiano 8 ziarn pszenicy i zebrano 10 ziarn z kazdego
ktosa; otrzymany zbidr zasiano z tym samym wynikiem. lle razy
trzeba powtérzy¢ to postepowanie, aby otrzymaé 1000 workéw
pszenicy po 800000 ziarn?

<"\32) Znajgc w postepie geometrycznym a,= 2, q= f, £,=58",
oblicza¢ a,.

(133, Wyznaczy¢ iloraz i sume postepu geometrycznego, znajac
at n= 8, an— 768.

134. Zbudowaé postep geometryczny o ilorazie w  ktorym
ostatni wyraz ma wartos¢ f6, a suma 1365”.

(E35. Zbudowac-postep geometryczny, w ktorym a”A-a™ — 140,

+jla = 60. .

136. Trzy liczby tworzg postep arytmetyczny; jezeli do pierwszej
liczby" dodamy 8, to otrzymamy postep geometryczny o sumie 26.
Zbudowac te postepy.

137. Wykazaé, ze logarytmy wyrazéw dowolnego postepu geo-
metrycznego o wyrazach dodatnich tworza postep arytmetyczny.

138. Wykazaé, ze jezeli wyktadniki ciggu poteg: 06". ¢",,
0% o dodatniej podstawie tworza postep arytmetyczny, to
same potegi tworzg postep geometryczny.

139. Ludno$¢ pewnego miasta, zlozona z 50 000 ludzi, wzrasta
rocznie o sl0 cze$¢ kazdoczesnego stanu. Ille Iludnosci bedzie
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sg jeszcze blizsze zera anizeli d, to znaczy, sa zawarte pomiedzy
Oarf, czyli w przedziale (0, d). Aby dowies¢, ze tak jest istotnie,
trzeba rozwigza¢ podwdjng nieréwnosc:
0< a"< d.
Pierwsza czes¢ tej nierownos$ci jest spelniona dla wszystkich wy-
ktadnikéw n, albowiem potega liczby dodatniej jest zawsze liczbg
dodatnig. Druga czes¢ nierdwnosci najtatwiej jest rozwigzaé przez
[6garytmowanie. Wiemy (por. str. 38), ze logarytm jest funkcjg
rosnacg, a wiec z nieréwnosci:
a"< d ()
wynika, ze nilglda< Igiod * (m
i na odwrot z (1) wynika (I).

Poniewaz a< 1, wobec tego Igi, a ma ujemng wartos¢. Dzielac
obie strony nierdwnosci (Il) przez ujemng liczbe Igl0a, otrzymu-
jemy réwnowazng nierébwnos¢ z przeciwnym znakiem nieréwnosci,
a mianowicie: . ig™d

n  fffiofl ‘ :

Oznaczmy litera N liczbe, znajdujgcg sie po prawej stronie nie-
réwnosci, wtedy otrzymamy:

n>N.

Jezeli obierzemy wyktadnik n tak wielki, aby spetniat tg nie-
réownosé, czyli nieréwnoscé (lll), to speini sie takze nierownosc (1)
a zatem i nierownosc¢ (). Istnieje wiec taki wyktadnik n, dla kto-
rego a" i wszystkie dalsze potegi an+l, an~, .............. sg zawarte
miedzy 0 a d, a wiec réznig sie dowolnie mato od zera.

DowiedliSmy w ten sposoéb, ze
potega liczby dodatniej mniejszej od 1 maleje z wzrostem wy-
ktadnika zblizajac sie dowolnie do zera.

Przyktady.
1) Jak daleko nalezy sie posunaé w ciagu poteg:

b, G)2> G)3ie
aby wyrazy tego ciggu roznily sie od zera mniej niz o d = 0,0001 ?
Z nieréwnosci (Il) otrzymujemy w tym wypadku:

\ /gio0,0001 —4 <Qo

~  ifftoi -0,30108 e
Zatem poczgwszy od n= \t wszystkie potegi (i)" réznig sie od
zera nniej niz o 0,0001. Mozna stwierdzi¢ (np. przy pomocy lo
garytmoéow), ze:

(i)’4= 0,0000625......... a (£)1s= 0,000121 ....
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2) Kolejne potegi liczby dodatniej a= 0,9, mniejszej od 1, ma-

leja. Przybierajg one kolejno wartosci:
0,9, 0,81, 0,729, 0,6561, ..........

Zbadajmy, czy zbliza sie one do zera na odstep mniejszy od
d = 0,000005, to znaczy, czy znajdzie sie tak wielki wyktadnik n,
aby 0,9" i wszystkie dalsze potegi byly mniejsze od 0,000005.
Zadamy wiec, aby sie spetiata nierownosé:

« (jfo" < 0,000005 €)]
Stosujac tu nieréwnos¢é (Ill) otrzymujemy po wykonaniu ra-
chunkow: .>115.

A wiec 0< 0,9116<[ 0,000005 i podobnie dla wszystkich wiekszych
wyktadnikéw: 117, 118.................. Natomiast 0,9115> 0,000005.

b) Zbadajmy teraz z kolei potegi liczb ujemnych wiekszych
— 1, tj. liczb a spetniajacych warunek: — 1< a< 0. Cigg tych
poteg nie jest ani rosnacy, ani malejacy, lecz waha sie ustawicznie
od wartosci ujemnych do dodatnich. Sg to wahania zanikajace.
Kolejne wyrazy tego ciggu zblizajg sie dowolnie do zera ze strony
dodatniej i ujemnej. Wynika to stad, ze wartosci tych poteg bez
uwzglednienia znaku 'zblizajg sie dowolnie do zera. Jezeli wiec
obierzemy liczbe dodatnia d dowolnie bliskg zera, to mozemy
znalez¢ taki wyktadnik n, ze dla n i dla wszystkich wiekszych
wyktadnikéw potega a" bedzie zawarta miedzy liczbami —d i + d,
to znaczy: -d<a-< + d

DoszliS§my w ten sposéb do wniosku, ze

potega liczby ujemnej wiekszej od — 1. zbliza sie dowolnie do
zera z wzrostem wykladnika (przy czym to zblizanie odbywa sie
w tym przypadku na przemian, to z jednej, to z drugiej strony zera).

Zamiast moéwié, ze wyrazy jakiego$ ciggu c, zblizajg sie do-
wolnie do zer», mowimy, ze ten ciag dazy do zera, liczbe za$ 0,
do ktérej ciag ten dazy, nazywamy jego granicg. Zdgzanie do
granicy 0 okresSla sie zatem SciSle w nastepujgcy sposob:

ciagg c, dazy do zera, to znaczy, ze jezeli obierzemy dowolng
(chociazby bardzo malg) dodatnig liczbe d, to poczaibszy od pew-
nego wyrazu wszystkie jego wyrazy sg zawarte miedzy —d a -j- d.

Piszemy wtedy: HmCn= 0. (30)
i czytamy: ,granicg ciagu c, jest zero“. Symbol ,lim“ jest skro-

ceniem tacinskiego stowa ,limes1, to znaczy ,granicall
6

od
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Zdarza sie czesto, ze wyrazy jakiego$ ciagu zblizajg sie do-
wolnie do jakiej$ liczby g, niekoniecznie réwnej zeru. Znaczy to,
ze wszystkie odpowiednio dalekie wyrazy-tego ciggu rbéznig sie
dowolnie mato od tej liczby g, czyli ze:

cigg réznic cn—g dazy do zera; wtedy mowimy, ze ciag cn
dazy do liczby g, a te liczbe nazywamy jego granica.

Liczba g jest wiec granicg ciggu cn, to znaczy, ze jezeli obie-
rzemy dowolng liczbe dodatnig d jchociazby bardzo matlg), to po-
czawszy od pewnego wyrazu wszystkie rdéznice c, —g sa zawarte
miedzy —d a - d.

Piszemy wtedy: lim cn—g (31)
i czytamy: ,granicg ciggu c, jest liczba gu.

Ciag dazacy do jakiejkolwiek granicy nazywamy zbieznym do
tej granicy.

Uzywajgc tych ogélnych definicji mozemy wypowiedzie¢ udo-
wodnione powyzej twierdzenia o potegach w nastepujacy sposob:

ciag kolejnych poteg dowolnej liczby wiekszej od —la mniej-
szej od -f- 1 jest zbiezny, a granica jego jest liczba zero
albo: *

potega kazdej liczby z przedziatu (—1, -f- 1) dazy do zera, gdy
wyktadnik wzrasta nieograniczenie.

Po tych przygotowaniach mozemy zbadaé¢ zachowanie sie wy-
razéw dowolnego postepu geometrycznego i sumy tych wyrazow,
gdy liczba ich wzrasta nieograniczenie.

Wz6r na wyraz ogoélny postepu geometrycznego mozna napisac
w postaci:

Oall __ q b" .

Liczba — jest niezalezna od n. Gdywiec n wzrasta nieogra-
niczenie, to zmienia sie tylko czynnik qn.

Jezeli iloraz q postepu geometrycznego jestliczbg zawartg miedzy
— 1 a -f-1, to q" dazy do zera a stadwynika, ze takze ng"
dazy do zera’, a wiec w tym przypadku wyraz ogélny a, dazy
do zera.

Uwaga. OparliSmy sie tu na nastepujgcym dos¢ oczywistym twier-
dzeniu: jezeli cigg o wyrazie ogdlnym an dazy do zera, to takze cigg b,

0 wyrazie ogo6lnym /ea, dgzy do zera, gdy / jest dowoln| liczbg
stala, niezalezng od n.
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DoszliSmy zatem do nastepujacego wniosku:
wyraz ogoélny postepu geometrycznego, ktorego iloraz jest liczbg
zawartg miedzy — 1, a -j- 1, dazy do zera, tj.
liman—0, gdy — 1< I< 1 (32)
Zbadajmy teraz cigg sum kolejnych wyrazéw postepu geome-
trycznego nieskoniczonego, tj. ciag:
S, % S$,.... Sn,....
czyli:
#i> ai -j- a2 ax-(-a, -|-a3.... ax-j- at -(- a3-j- a,,... (I
Do dyskusji uzyjemy wzoru (27) na sume skornczonego postepu
geometrycznego, a mianowicie:

Celem wyodrebnienia gn sprowadzamy ten wzdér do postaci:

C —a\ nnl *
1—q 9 11—

i oznaczamy stalg liczbe literg S. Zatem:
S, ——Seqn-f- S,
a stad:. Sh—S= —Sqgn.
Jezeli iloraz q jest liczbg wiekszg od — 1, lecz mniejszg od -j-1,
to gn a zatem i — Sqn dazy do zera, a zatem cigg réznic Sn— S

dazy do zera. To znaczy, ze cigg S, dazy do granicy S.

DowiedliSmy wiec, ze ciag kolejnych sum wyrazéw postepu
geometrycznego, ktérego iloraz jest zawarty miedzy —1 a -\-1, jest
zbiezny, a granicg jego jest liczba:

S= A - (33)

Te granice nazywamy suma nieskoiczonego postepu geome-
trycznego.
Wzor (33) pisze sie takze w postaci:

aAT-a*"l-as+ — ~~an+ — — * (34)
Wyrazenie znajdujgce sie po lewej stronie znaku réwnosci na-
zywamy nieskonczonym szeregiem geometrycznym. Nalezy je uwa-
za¢ za skrécone pisanie catego ciggu kolejnych sum postepu (wy-
stepujacych we wzorze 1) i przypisywa¢ mu wartos¢ réwnag gra-
nicy tego ciagu, tj. rowng S. Uzywajgc tego skrécenia takze
w mowie, powiemy:
nieskohczony szereg geometryczny jest zbiezny, gdy iloraz jego
jest zawarty miedzy —1 a 7.
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Uwaga 1. Wykazano, ze szereg geometryczny jest zbiezny tylko
w tym przypadku, czyli, ze suma nieskonczonego postepu geometrycz-
nego istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy jego iloraz jest liczbg z prze-,
“dziatu (—1, + 1).

Dla innych warto$ci q cigg jego sum nie dazy do zadnej granicy.
| tak dla g>1 i dla <=1 wzrasta cigg sum nieograniczenie, gdy
pierwszy wyraz (a wiec i wszystkie nastepne) jest liczbg dodatnig,
a maleje nieograniczenie, gdy pierwszy wyraz (g wiec i wszystkie na-
stepne) jest liczbg ujemng. Gdy q = —1, to cigg sum waha sie usta-
wicznie od wartosci ax do wartosci 0. Gdy < —1, to ciag sum wyko-
nuje wahania wzrastajgce nieograniczenie.

Uwaga 2. Szereg geometryczny ax+ai+a3-f-...-\-an+ ... jest
zbiezny, gdy jego wyrazy an dazg do zera. Nie nalezy jednak sadzi¢, ze
takze wszystkie inne szeregi, ktorych wyrazy daza do zera, sg zbiezne.

Przykfady.
1) Wyznaczy¢ sume nieskoficzonego postepu geometrycznego:
S
0 pierwszym wyrazie = 4 i o ilorazie <= | . Poniewaz ten ilo-
raz jest utamkiem wtasciwym, przeto mozemy zastosowac wzor (33)
1 otrzymamy: * ,
Ss= mn=iss 2=T ==1-

A wiec: i+ i+ i+ &V eoeoe= 1-

Trzeba sobie nalezycie zda¢ sprawe ze znaczenia tego wyniku.
Nie znaczy to bynajmniej, ze dodaliSmy do siebie nieskonczenie
wiele wyrazow, albowiem takie dziatlanie matematyczne nie jest
wykonalne. Znaczy to tylko, ze mozna doda¢ do siebie tyle po-

» czatkowych wyrazow danego postepu, iz suma ich r6zni sie do-
wolnie malo od liczby S— 1. Suma skonczonej liczby wyrazéw
tego postepu ma wartosé:-

9 =1.W'~1_ 1_ [ir
J 9—1 2 i—1 2/

Poniewaz (|)n jest lifczbg dowolnie malg, gdy n jest odpo-
wiednie wielkie, przeto widoczne jest, ze Sn rézni sie od 1 do-
wolnie mato. Chcac np., aby suma czesciowa Sn réznita sie od 1
mniej niz o d — 0,001, wystarczy obra¢ n” 10. Wynika to stad,

Zze 210— 1024, a wiec (E)0= wow > zatem SO 1-— rézni sie
od 1 mniej niz o 0,001; dalsze za$ sumy Su, Sxi réznig sie
od 1 o jeszcze mniejsze liczby 20vs> Terre — Chcac, aby suma S,
réznita sie od S = 1 mniej niz o 0,000001, wystarczy obraé 20,

bo 2= 10242> 10002= 1000000 a wiec (£)!0< 0,000001.
2) Filozof grecki Zenon z Elei udowadniat w nastepujgcy sposéb,
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ze Achilles nie moze dogoni¢ uciekajacego zétwia. Na to, aby Achilles
dobiegt do punktu wyjscia z6twia, potrzeba pewnego czasu; oznaczmy
ten czas liczbg 7, W tym samym czasie zO6lw przebiegnie jakas
droge s2. Na przebiegniecie tej drogi potrzebuje Achilles czasu

W czasie t2 zélw przebiegnie znowu jaka$ droge s3 Na przebycie
drogi s3 potrzebuje Achilles czasu #3itd. bez konca. Zenon twier-
dzit, ze suma nieskonczenie wielu czaséw /, -(- t2-f- /3-f- musi
by¢ nieskonczona. Zatem na dogonienie zoOlwia trzebaby nieskon-
czenie dlugiego czasu, to za$ znaczy, ze Achilles nie moze dogoni¢
zOlwia. Tymczasem tatwo jest dowies¢, ze czasy tif i2, is,....
tworzg postep geometryczny nieskohczony o ilorazie mniejszym
od 1, a wiec o sumie skonczonej. | tak niechaj vt oznacza pred-
kos¢ ruchu Achillesa, ktora jest wieksza od predkosci v2 zo6twia.
W czasie * przebiega z6tw droge vt mit — s2 Achilles przebiega

te droge s2 w czasie i2= s*:0, = tx*" « W czasie t2 przebiega
znéw z06tw droge ss= viti; droge te  przebiegnie Achilles w cza-
sie f3—ss:vi — ~' a zO0*w posunie sie- tymczasem o —Vv2/8
i podobnie w dalszym ciggu. Czasy , A, is,,... tworzg wiec postep:

w ilorazie gq= ~ mniejszym od 1. Suma tego nieskonczonego po-
stepu ma zatem wartos¢ skonhczong:
5_ % _"U _ § .
®-D*  ®i-o*
fl
Licznik oznacza tu droge przebyta przez Achillesa w czasie U, tj.

droge dzielacg punkt wyjScia Achillesa od punktu wyjscia zo6lwia.

3) W kwadrat o boku b wpisano drugi kwadrat tgczac ze sobag
Ssrodki bokoéw, w ten drugi kwadrat wpisano podobnie trzeci itd.
Obliczy¢ sume obwodow wszystkich tych kwadratow i sume ich
pol. Bok b2 drugiego kwadratu obliczamy przy pomocy twierdze-

nia Pitagorasa: Y

+ W Te=
Wobec tego bok nastepnego kwadratu ma diugosé: fbs—%: Q
a ogolnie cigg bokoéw kolejnych kwadratéw tworzy postep geome-
tryczny nieskonczony o ilorazie -j= (mniejszym od 1). Wobec tego
cigg obwodow: Ve

u, = 4b, u2= 4bt= 4-fL. us— 446 —4-.M.......
2 2
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tworzy postep geometryczny nieskonczony o pierwszym wyrazie
U=4bioilorazieq—-L =
2

Ciag pdl kolejnych kwadratow tworzy postep geometryczny nie-
skonczony o pierwszym wyrazie = isao ilorazie q — £ (mniej-

szym od 1): . hi ,
Pi= 0. P2= <x— Paz A = N

Suma (7 pierwszego postepu geometrycznego nieskoriczonego

ma wartosc: ii 46 . 4n26

[-U-.yt) Y2-1
a suma P drugiego postepu wartosé.:

P=A = 2b>

Nieskoriczone postepy geometryczne znajdujg zastosowanie
w arytmetyce przy zamianie utamkéw zwyczajnych na dziesietne.
Zastosowaniem tym zajmiemy sie w nastepnym paragrafie.

Zadania.

144. Poda¢ taki wyktadnik n, dla ktérego jest 1,01" > 100.

145. Poda¢ taki wykladnik n, dla ktérego jest 0,99" <0,001.

146. O ile r6zni sie-suma postepu geometrycznego nieskonczo-
nego 1, A ii Ar od sumy 10 wyrazéw tego poetepu?

147. Znalez¢ sume nieskohczonego postepu geometrycznego

-y — (-y)*+ zaktadajac,zea<b .
148. Znalez¢ sume nieskonczonego postepu geometrycznego
% , é} ;:_’3, éa He wyrazow tego postepu trzeba dodac, aby

ich suma .réznita sie 6d sumy nieskohczonej mniej niz o 10“6?

149. Jaki nalezyobraciloraz dla postepu geometrycznego nie
skonczonegoo pierwszym wyrazie 32, aby suma jego wynosita 40 ?

150. Wyznaczy¢ taki postep geometryczny nieskonczony o ilo-
razie A ktérego sumg jest 100.

151. W tréjkacie réwnobocznym potgczono z sobg sSrodki bo-
kéw i otrzymano nowy trojkat rownoboczny; z tym trojkgtem po-
stgpiono tak samo i tak dalej bez konica. Obliczy¢: a sume poél
tych wszystkich tréjkatéw; b) sume pol kdt wpisanych w te tréj-
katy.

Q%SZ. Z wierzchotka kata prostego w tréjkacie prostokgtnym
wykreslono prostopadtg do przeciwprostokatnej c, z jej spodka
prostopadta do przyprostokatnej a, z jej spodka prostopadtg do
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przeciwprostokatnej i tak dalej bez konca. Znalez¢ dlugosé linii
tamanej, zilozonej z drugiej przyprostokatnej i z tych wszystkich
odcinkéw prostopadtych.

153. Wykazac¢, ze sume nieskonczonego postepu geometrycznego
ax, a2 oilorazie dodatnim mozna otrzymac graficznie w na-
stepujgcy sposob. Na dowolnej prostej odcinamy AB —a,, BC = ai
i budujemy na tych odcinkach po tej samej stronie prostej dwa
trojkaty podobne i podobnie potozone ABD i BCE; prosta, fa-
czaca ich wierzchotki D, E, przecina prosta AB w punkcie P,
ktérego odlegtos¢ od A jest rowna sumie danego postepu geome-
trycznego nieskonczonego.

Wskazéwka. DowiesS¢ proporcji AP :BP = al:ai i zastosowac
do niej twierdzenie AP : (AP— BP) = al:(al—a,).

*§ 18. O utamkach dziesietnych okresowych.

Wiadomo z arytmetyki, ze utamek zwyczajny zamienia sie na
utamek dziesietny, wykonujac dzielenie licznika przez mianownik
w ukladzie dziesigtkowym. Np.

(@) | = 7b:8 = 0,875
40

Wiadomo réwniez, ze postepowanie to nie zawsze prowadzi do
skoniczonego utamka dziesietnego, jak to widaé z nastepujacych
przyktadow:

(b) A —70:36—0,19444... (©) | = Igj_7 = 0,142857142857....
3407 30
160 ' 20
160 60
160 _40_
16... 50
10
30
20

W obu tych przyktadach dzielenie nie skonczy sie nigdy. Po-
chodzi to stad, ze poczawszy od pewnego miejsca powtarzajg sie
te same reszty dzielenia, a wskutek tego powtarzajg sie w wyniku



te same cyfry lub te same grupy cyfr. | tak, w przyktadzie (b)
powtarza sie reszta 16 a w wyniku cyfra 4, poczagwszy od trze-
ciego miejsca po przecinku dziesietnyifi; w przykladzie (c)~powta-
rza sie reszta 1 po szesciu krokach a za nig caly dalszy tancuch
reszt 3, 2, 6, 4, 5, w wyniku za$ powtarza sie grupa cyfr 142857
poczgwszy od pierwszego miejsca po przecinku.

Nie uzyskujemy wiec w podobnych przykfadach skonczonego
utamka dziesietnego, lecz otrzymujemy wyrazenie ztozone z nie-
skonczonego ciggu cyfr. W ciggu tym spostrzegamy prawi-
dlowos¢ polegajagca na tym, ze to wyrazenie sklada sie poczgwszy
od pewnego miejsca po przecinku dziesiethym z grup cyfr, powta-
rzajgcych sie w tym samym porzadku bez kohca. Takie wyrazenie
nazywamy utamkiem dziesietnym okresowym; liczbe catkowitg,
ktérej kolejnymi cyframi sa cyfry tej powtarzajgcej sie grupy, wy-
stepujace w tym samym porzadku jak w tej grupie, nazywamy
okresem tego utamka okresowego, liczbe za$ zbudowang z cyfr
poprzedzajgcych okres, nazywamy przedokresem.

W przykiadzie (b) okresem jest liczba 4 a przedokresem 19,
w przykladzie za$ (c) okresem jest liczba 142857.

Utamek okresowy nazywamy czystym, jezeli cyfry okresu roz-
poczynajg sie od razu od pierwszego miejsca po przecinku dzie-
sietnym. Jezeli okres rozpoczyna sie dopiero na dalszym miejscu
po przecinku, to utamek okresowy nazywamy mieszanym.

Utamek okresowy oznaczamy w pismie krétko, wypisujac okres
tylko raz i stawiajgc kropki nad pierwszg i ostatnig cyfrg okresu.

Tak np. ulamek okresowy z.przyktadu (b) oznaczamy krétko
0,194, a utamek z przykiadu (c) 0,142857.

Kazdy utamek zwyczajny albo daje sie zamieni¢ na skonczony
utamek dziesietny, albo prowadzi do utamka dziesietnego okre-
sowego.

Dowdd, a) Utlamek dziesietny skonczony otrzymujemy tylko
wtedy, gdy mianownik utamka zwyczajnego, sprowadzonego do
najprostszej postaci (tzw. -postaci nieprzywiedlnej), jest iloczynem
dowolnej liczby czynnikéw prostych (nieztozonych) 2 i 5, tzn-
réwna sie 2me5"; wtedy bowiem mnozac licznik przez 10" =2" 5",
gdzie n oznacza te z liczb m i p, ktéra nie jest mniejsza od dru-
giej, czyli dopisujac do licznika odpowiednig liczbe zer, uzyskamy
to, ze ten iloczyn da sie podzieli¢ bez reszty przez mianownik-
Nastepnie za$ dzielimy wynik przez 10" i otrzymujemy skonczony
utamek dziesietny, o n cyfrach po przecinku.
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b) Jezeli mianownik nieprzywiedlnego utamka zawiera jakis
czynnik prosty rézny od 2 i 5, to dzielenie nie moze sie skonczyc,
nie ma bowiem takiej potegi 10, ktéra by sie data podzieli¢ bez
reszty przez taki czynnik (a wiec dopisywanie do licznika do-
wolnej liczby zer nie doprowadzi do pozadanego wyniku). Jezeli
dzielenie nie konczy sie, to w tarnicuchu kolejnych reszt musza sie
powtarza¢ reszty, jezeli bowiem mianownik ma wartos¢ m, to
wszystkie reszty sg liczbami naturalnymi mniejszymi od m, takich
zas liczb jest tylko m — 1. A*wiec po wykonaniu co najwyzej m —1
krokéw dzielenia musi sie juz ktéras z tych reszt powtorzyé,
a wtedy powtdrzy sie dokladnie caly fancuch dzielen, nastepujacy
po takiej reszcie i otrzyma sie w wyniku te same cyfry i w tym
samym porzadku.

Nasuwa sie pytanie, czy kazdy ulamek okresowy pozostaje
w zwigzku z jakim$ utamkiem zwyczajnym. Znajdziemy odpowiedz
na to pytanie, pojmujac utamek okresowy jako granice, do ktérej
dazy ciag sum kolejnych wyrazéw pewnego postepu nieskoriczonego.

Zajmijmy sie najpierw ulamkiem okresowynh czystym i wezmy
pod uwage naprzod szczegdtowe przykiady.

Zbadajmy: 0,7 = 0,7777 .......

Zatrzymujac tylko pierwszy okres, otrzymujemy 0,7, czyli
zatrzymujgc dwa poczatkowe okresy, otrzymujemy:

0,77= 0,7+ 0,07= "+ "
postepujgc w ten sposéb dalej, otrzymujemy nastepujacy cigg sum:

1 1-1-1 i 1 ,+ liJiJLiJdL
io’ 10 ' 02" 10t o3 1 io0J io-1"io* 1 i03 ' 10*

Jest t6 cigg sum kolejnych wyrazéw postepu geometrycznego:

| 7 i -1
10’ 101’ 105" 10%
y
0 wyrazie poczagtkowym a,— + i o ilorazie q= +, dodatnim
mniejszym od 1 Suma tego nieskonczonego postepu geometryc:
nego ma zatem(wedtugwzoru 33) wartosé:
o ' * 7 7

1-* 0—1 *9

Pojmujac wiecutamekokresowy 0.7 jako sume nieskoriczonego po-
stepu geometrycznego, widzimy, ze nalez™ mu przypisa¢ warto$¢ +
a wiec jest on réwny zwyczajnemu utamkowi $.

Zatem: 0,7= £.
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Podobnie ulamek okresowy:

0,54 = 0545454 .... »_ 1(6 + 1ED*+1 rrﬁr+

ma wartos$¢ A 64
1- Au 99

a wiec:

¢ 054= U = ti:
Z tych przykiadow jest widoczne pewne prawo ogolne, ktérego
sie dowodzi w nastepujacy” sposob.

WeZzmy pod uwage utamek okresowy czysty o okresie p, zto-
zonym z r cyfr. Mozemy go zanotowa¢ w postaci:

O,PZ O,ppppoo..o-: -+ + .

Jest to suma postepu geometrycznego nieskonczonego o pierwszym

wyrazie a, — y i o ilorazie ¢.= 19 Suma ta ma zatem wartosc:

»

a wiec:

Mianownik 10r — 1 jest tu liczbg catkowita r-cyfrowa, ktorej
wszystkie cyfry sa dziewigtkami, np. 103— 1= 999. Otrzymany
wynik wypowiada sie w nastepujgcy sposoéb:

utamek okresowy czysty jest rowny ulamkowi zwyczajnemu,
ktérego licznik jest rowny okresowi, a mianownik jest liczba catko-
wita, zlozong z tylu cyfr, co okres, przy czym wszystkie te cyfry
sg dziewigtkami.

Twierdzenie to nazywamy reguta, stuzaca do zamiany utamka
okresowego czystego na utamek zwyczajny.

Nieco trudniejsza jest reguta, stuzgca do zamiany utamka okre-
sowego mieszanego na utamek zwyczajny.

Pochodzenie jej wyjasnimy na przykiadzie szczegdlowym. Zba-
dajmy utamek okresowy mieszany: 0,55297. Przedstawmy go w ta-
kiej postaci, w ktorej czes¢ okresowa wystepuje osobno, tuz po
kropce dziesietnej, a mianowicie:

0.55297 - 0,55+ 0,00297 = ~ N 00,297.



Stosujemy wzér (35) do utamka okresowego czystego 0,297
i otrzymujemy:

n -55 , 1 297 55999+ 297 _ 55(1000 - 1)+ 297
0,55297 — 10,-[- j02 999 99900  — 99900

czyli:

0,5538% = 20N 2T 555500 °° (a P° uproszczeniu |é%%3‘-

Wynik, ten mozna uzyska¢ od razu z nastepujacej reguty, stu-
zacej do zamiany utamka dziesietnego okresowego mieszanego na
utamek zwyczajny:

utamek dziesietny okresowy mieszany jest réwny utamkowi
zwyczajnemu, ktérego licznik otrzymuje sie, dopisujgc do cyfr
przedokresu cyfry okresu i odejmujgc od tej liczby przedokres,
a mianownik sktadzr sie z tylu dziewiatek, He cyfr mu okres
i z tylu zer, ile cyfr ma przedokres.

Pomijamy tu ogélny dowdd tego twierdzenia. ,

Zadania.
154. Nastepujace utamki okresowe dziesietne zamieni¢ na utamki
zwyczajne: 0,729, 0,03, 0,5400.

155. Zamieni¢ na utamki zwyczajne niewfasciwe nastepujgce
wyrazenia mieszane: 2,6, 53,81, 1,037, ktore sg sumami liczb
catkowitych i utamkéw okresowych (np. 2,6 = 2+ 0,6).

156. Zamieni¢ na utamki zwyczajne nastepujgce utamki okre-
sowe mieszane: 02¢35, 0,0711, 0,4602.

157. Jakg liczbe przedstawia utamek dziesietny okresowy 0,9?
Jak mozna wobec tego bez rachunku zamieni¢ na utamek zwy-
czajny taki utamek okresowy, w ktérym od pewnego miejsca po-
czagwszy wystepujg same dziewigtki? Czy mozna otrzymac taki
utamek przez dzielenie?

*§ 19. O procencie sktadanym.

Postepy geometryczne znalazly bardzo waznezastosowanie
praktyczne przy obliczaniu procentu sktadanego.

Widzielismy (na str. 67), ze kapitat, umieszczony na procent
prosty, wzrasta wedlug postepu arytmetycznego, a mianowicie
otrzymaliSmy nastepujacy wzo6r na warto$¢ koricowg K, po n la-
tach kapitatuK, umieszczonego na p procent:

KH=K (L + Tfopn). (36)

* Materia! zawarty w tym paragrafie nie jest przewidziany przez program



94

Oprocentowanie takie odbywa sie w ten sposob, ze co roku doli-
cza sie staly dochdéd (odsetki) d = K.j-fap, obliczany zawsze od
tej samej wartosci poczatkowej K.

Wazniejsze jest takie wzrastanie kapitatu, przy ktérym dolicza
sie co roku odsetki do kapitatu i oblicza sie doch6d od zmienionego
w ten sposob kapitatu. Takie oprocentowanie kapitalu nazywamy
procentem sktadanym. Wykazemy, ze kapitat umieszczony na pro-
cent sktadany wzrasta wedlug postepu geometrycznego.

Dowdd. Jezeli kapitat K jest umieszczony na p°/o, to jego war-
toscig koncowa po uptywie jednego roku jest:

Kt = K+ K -iio/>= A'(l + ThrP).

co zreszta wynika od razu z wzoru (36). Statg liczbe 1+ nroP
oznhaczamy literg q: 1+ dreP= <& (37)
Zatem: Kr= K mg.
Liczba q jest wiec czynnikiem, przez ktory nalezy pomnozy¢ ka-
pitat, aby otrzymac warto$¢, jakg on osiggnie po uptywie jednego
roku. Z tego powodu nazywamy liczbe q czynnikiem procentowym.

Jeszcze jasniej uwydatni sie znaczenie tego czynnika, gdy pod-
stawimy w ostatnim wzorze K — 1 Wtedy I(, = g, a wiec czynnik
procentowy przedstawia wartos¢ koncowag jednostki kapitatu po
uptywie jednego roku.

Wartos¢ koncowg Kt po uptywie2 lat otrzymamy zatem, mno-

zac otrzymany przez . a wiec:
Kt =2K} eg= Kq\
Podobnie: K3= Kqgs /¢4= Kq*, . i ogélnie:
Kn—Kaqn. (38)
OtrzymaliSmy zatem wzdr na wartos¢ koncowa kapitatuK

n latach, umieszczonego na procent sktadany p°lo. Z tego wzoru
widzimy, ze kolejne wartosci kapitalu kohcowego tworza postep
geometryczny o pierwszym wyrazie K mq a o ilorazie q.

Uwaga. Wynik ten otrzymuje sie od razu, powotujac sie na twier-
dzenie, udowodnione w przykfadzie na str. 75 i 76.

Przy uzywaniu tego wzoru potrzebne sg potegi czynnika pro-
centowego. Wartosci tych poteg dla rozmaitych p i n mozna zna-
lez¢ gotowe w wielu tablicach matematycznych. We wzorze tym
wystepujg 4 zmienne: Kn, K, g i n, a zatem przez podanie war-
tosci 3 sposrdd nich jest wyznaczona warto$¢ czwartej.
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Przyktady.

1) Do jakiej warto$ci wzrosnie kapitat 1000 zt, umieszczony na
procent sktadany 5% przez 14 lat i jak dlugo trzeba go jeszcze
potem trzymac¢ na procencie prostym, aby wzrést do dwukrotnej
wartosci poczatkowej ?

Czynnik procentowy ma tu wartos¢ 1+ ik 5 — 1-05 Zatem:

KIA= 1000 «1,05" .

Wartos¢ 1,05 znajdujemy gotowg w tablicach, np. w tablicach
4-cyfrowych podana jest nastepujaca wartos¢ skrocona do 4 cyfr
po przecinku: 1.9799. Wobec tego:

k 4= 1979,9. |
Pragnac osiggng¢ wartos¢ koncowg Kn— 2000, obliczong z tej
kwoty /fj4 procentem prostym, nalezy obliczy¢ n z wzoru (36),
a mianowicie: 20K) = 1979>9 N +

Stad: n= 0,202 roku, tj. okoto £ cze$¢ roku, czyli 72 dni.
2) Na jaki procent nalezy umiesci¢ dowolny kapitat,aby sie
podwoit w 8 latach przy procencie skladanym?
Z wzoru (38) obliczamy czynnik procentowy:

Przez trzykrotne wycigganie pierwiastka z 2 lub przy pomocy
logarytmow otrzymamy stad:
g= 1,090 ........ azatem p= (q—1)+100=9,0........... to znaczy
okoto 9%.

3) Po ilu latach potroi sie kapitat umieszczony na procent skia-
dany If/lo ?

Z wzoru (38) otrzymamy:

7 K
Jest to rownanie wykfadnicze (por. str. 58 przyktad 7) na oblicze-
nie niewiadomej n. W naszym przykfadzie:
g= 10175, K, = 3K
a wiec:

3w
1,0175" = "” = 3

Przez logarytmowanie otrzymujemy:
nlg 1,0175= Ig 3
n= 1Ig3:lg 1,0175= 04771 :0,0075 = 63,7.
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W przyblizeniu mozna wyznaczy¢ n bez uzycia logarytmow.
przy pomocy tablicy, zawierajgcej potegi czynnikdw procentowych.
Tak np. chcemy zbadaé, po ilu latach kraj o ludnospi 30 milio-
néw osiggnie liczbe ludnosci 45 miliondw przy rocznym przyro-
Scie 2%, jezeli sie przyjmie wzrastanie we'dtug procentu sktadanego.

Znamy Kn= 4510°, #=30-10° i g—\,02, a chodzi o wy-
znaczenie liczby lat n. Stosujgc wzor (38) otrzymujemy:

45 «10°= 30 +10° «1,02",
a stad: 1,02"= 15.
Szukamy w tablicach, czy istnieje taki wyktadnik, dla ktérego po-
tega 1,02" jest rowna 15. Nie znajdujemy takiego wyktadnika,
lecz odczytujemy, ze I'029= 1,4859 a 1,0221= 1,5157. Stad wnio-
skujemy, ze po 20 latach liczba ludnosci nie osiggnie 45 milionow,
lecz po 21 latach juz przekroczy te liczbe.

Wzor (38) wyprowadzono przy zatozeniu, ze odsetki dolicza sie
do kapitatu raz do roku, a mianowicie na koricu roku. W wielu
przypadkach (np. w kasach oszczednosci) odbywa sie to doliczanie
co po6t roku, przy czym oczywiscie dolicza sie potlowe rocznych od-
setek. Taki sposOb doliczania odsetek nazywamy kapitalizacjg pot-
roczng i moéwimy, ze okresem Kkapitalizacji jest \ roku. W tym
przypadku uzywa sie zatem zamiast czynnika procentowego

g= 14-t&) P innego czynnika, a mianowicie g2= 1+ * Po-
niewaz doliczanie odsetek odbywa sie wtedy w ciagu n lat 2n razy,
przeto wzdér na wartos¢ kohcowa kapitatu przyjmuje postac:

Liczba 2 u géry Kn oznacza, ze doliczanie odsetek odbywa sie
2 razy rocznie. Podobnite okresla sie kapitalizacje kwartalng, mie-
sieczng itp. Ogodlnie, jezeli rok podzielimy na s okreséw kapitali-
zacji, to wzdér na wartos¢ koncowag kapitalu ma postac:

(39)

Ten wzor mozna przedstawi¢ takze w postaci wzoru (38), za-
stepujgc czynnik procentowy q czynnikiem":

(40)

Wtedy: Km>= Kq (41)

Uwaga. Wyprowadzono takze wz6r, polegajacy na uzyciu nieskon
czenie wielu okreséw kapitalizacji w ciggu roku i wzor ten znalazt roz
legle zastosowania w naukach przyrodniczych i w fizyce.
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Przy obliczaniu procentow skfadanych znalazt zastosowanie nie
tylko wzor na wyraz ogélny postepu geometrycznego, lecz takze
wzdr na jego sume. Zobaczymy to przy rozwigzywaniu nastepu-
jacego zagadnienia.

Klo$ wktada z poczatkiem kazdego roku kwote r przez n lat
na procent skiadany; obliczy¢ sume wartosci koncowych tych
wszystkich wktadek po n latach, przyjmujgc czynnik procentowy q.
Wartoscia koncowag pierwszej wkiadki jest —rgn, drugiej
N —rqn~\ poniewaz lezy na procencie skladanym o rok krécej,
trzeciej ks= rqn 2 itd. a ostatniej k, = rqg, poniewaz procentuje
sie tylko przez jeden rok. Te .warto$ci kohcowe tworzg postep
geometryczny o ilorazie ' i o0 wyrazie poczatkowym Kk:= rq”.
Wobec tego suma u wyrazOw tego postepu ma wartosé:

czyli: (42)

Gdyby zas wktadano kwote r z koncem kazdego roku, to po
n latach uzyskanoby sume:

(43)
poniewaz pierwszy wyraz postepu miatby wtedy wartosé rgn
Przyktady.
1) Jakg sume uzyska sie po 20 latach, skladajgc rocznie z po-

czatkiem kazdego roku po 400 zt przez 20 lat w kasie, placacej
5% rocznie? Stosujac wzoér (42) otrzymuje sie:

Sm= 400 «105" ;1 -420-+26J" - 1= 13887,72 zt.

2) Jaka kwote trzeba skladac¢ z konicem kazdego roku na 4%,
aby uzyskac¢ kapitat 20000 ?/ po 15 latach?
Tutaj trzeba zastosowaé wzor (43). Z tego wzoru obliczamy r,
a mianowicie:
a(n-n  9mm.nn4 8o .
— * ow — QQfi 00
q"— 1 ~ 1,04'»-1 — 18009- 1—
Zadania
Uwaga. Przy rozwigzywaniu tych zadan dogodnie jest uzywac
tablicy, zawierajgcej wartosci koncowe jednostki kapitatu po n la-
tach na p procent. Mozna jednak takze postugiwac sie rachunkiem
logarytmicznym.

tomnicki: Algebra, | ki lic. 7
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158. Wykazaé, ze kapitat, zmniejszajacy sie rocznie o p°/0 swej
wartosci, maleje wedlug postepu geometrycznego o ilorazie
r—1 TOtf ' P-

159. Do jakiej wartosci wzrosnie kapitat 2300 zt umieszczony
na 5% na 15 lat, przy kapitalizacji rocznej, a do jakiej przy ka-
pitalizacji po6trocznej?

160. Panstwo liczy obecnie 33 milionéw ludnosci. Do jakiej
liczby wzrostaby ta ludnos¢ w ciggu 20 lat przy rocznym przy-
roscie 2°<?

161. lle kilogramoéw ziota (kilogram po 4000 zt) otrzymaloby sie
z kwoty, majgcej wartos¢ 1 zt, umieszczonej na 2% przez 100 lat?
przez 200 lat? przez 1000 lat? przez 1938 lat? (Przyja¢ w przy-
blizeniu 1,02100~7).

162. Bank wyptaca za wkiadki 6%, a obracajgc tym kapitalem
uzyskuje 10°0. Jaki bedzie czysty zysk banku po 20 latach *na
kapitale 1000 000 z#?

163. Czy wiekszy kapitat koncowy uzyskuje sie umieszczajgc
na 20 lat 10000 zt na 3% skladany, czy na 5% prosty?

164. Jakg kwote nalezy umiesci¢ w kasie, ptacgcej 5% rocznie,
by uzyska¢ po 25 latach 5000 zt? Jak sie zmieni ten wynik przy
kapitalizacji pétrocznej ?

165. Diug 15000 zt jest ptatny po 10 latach; ile nalezy zaptacié¢
dzisiaj, liczac 6°/0?

166. Jaka kwote musi ztozy¢ ojciec w kasie, dajgcej 5%, aby
zabezpieczy¢ dzieciom liczagcym 5, 10 i 14 lat po 10000 zi, gdy
dojdg do petnoletnosci ?

167. Dom zbudowany przed 20 laty przedstawiat wowczas war-
tos¢ 30 kg zilota. Jakg wartos¢ ma ten dom dzisiaj, a jaka bedzie
miat po 20 latach, jezeli sie przyjmuje roczna strate wartosci 1%
wskutek zuzycia?

Wskazoéwka. Oprze¢ sie na wyniku 1 zadania.

168. Pozyczke w kwocie 1000 zt ma sie zwréci¢ po 8 latach
w wysokosci 1600 zt; jaki procent policzono, liczac procent skia-
dany, a jaki, liczac procent prosty?

169. Za parcele kupiong przed 10 laty za 20000 zt otrzymano
dzisiaj 35000 zt; jaki procent (sktadany) przynosit wiozony w to
kapitat ?

170. Na jaki procent nalezy umiesci¢ dowolny kapitat K, aby
sie podwoit, po 15 latach? po 20 latach? po 30 latach ? Wypro-
wadzi¢ wzor ogdélny, a wartosci szczegolowe odczyta¢ z tablic
przez interpolacje.
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171. Przed 30 laty miatlo pewne panstwo 20 000 000 ludnosci,
obecnie zas ma 36 milionéw ludnosci. lle ludnosci bedzie miato
to panstwo za 20 lat, jezeli utrzyma sie ten sam procent przyrostu?

172. Odczyta¢ z tablic, po ilu latach kapitat, umieszczony na
2%, na 3%, na 5°0, przekroczy podwodjng warto$¢ poczatkowa.
Obliczajgc za utamek roku procent prosty, obliczy¢ po jakim cza-
sie kapitat koncowy' bedzie doktadnie dwa razy wiekszy od po-
czatkowego.

173. Cziowiek 30-letni, ktéry skiadat z koncem kazdego roku
w banku, dajacym 4£°/o, kwote 900 zt, umart ukonczywszy 56 lat.
Jaka kwota pozostata dla spadkobiercy?

174. Kto$ ma ptaci¢ rente po 600 zt przez 20 lat z poczatkiem
kazdego roku. Jaka kwotg wyptacong dzisiaj mogiby sie uwolnié
od tego zobowigzania, jezeli sie przyjmie oprocentowanie 5%?

*8§ 20. O indukcji zupetnej.

W calym tym rozdziale poznaliSmy rozmaite twierdzenia o cia-
gach, a w szczegélnosci o postepach arytmetycznych i geome-
trycznych i stosowaliSmy je do rozwigzywania zagadnien mate-
matycznych i praktycznych.

Obecnie zajmiemy sie pewng kwestig logicznej natury, doty-
czgcg sposobu dowodzenia twierdzen o ciggach.

Sg takie twierdzenia, ktére sg prawdziwe dla wszystkich wy-
razéw ciggu o wyrazie ogolnym an, tj. dla wszystkich natural-
nych n, sg jednak takze takie twierdzenia, ktore sg prawdziwe tylko
dla poczatkowych (nieraz bardzo wielu) wyrazéw. Przyktadami
twierdzen pierwszego rodzaju sg wzory na wyraz ogoélny postepu
arytmetycznego i geometrycznego:

a,=aj+ (n—21dian=ale"-1

oraz wszystkie prawdziwe twierdzenia arytmetyczne, w ktéryeh
figuruje zmienna n, przybierajgca wszystkie wartosci naturalne.
Przyktadem twierdzenia prawdziwego tylko dla poczatkowych wy-
razéw ciggu jest twierdzenie o wzrastaniu ciggu, omowionego
w przykiadzie 10 na str. 65, a mianowicie ciggu:
* KT
a" — 1234, . (n—I)n"
WidzieliSmy, ze to twierdzenie jest prawdziwe tylko dla 10 po-
czatkowych wyrazow, dalsze bowiem maleja.
Innym przyktadem takiego twierdzenia jest twierdzenie, ze wy-
razy ciggu: = n—n-f4l
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sg liczbami pierwszymi. Stwierdzamy z fatwoscia prawdziwosé tego
twierdzenia dla // —1, 2, 3, 4, 5 albowiem a, — 41, a2= 43,
a3= 47, ak— 53, at= 61. Utrzymuje sie ona takze dla n—#6, 7,
8, 9 itd. az do 40. Twierdzenie to nie jest jednak prawdziwe dla
wszystkich wyrazéw ciagu, albowiem dla /i = 41 jest

a,= 41*— 41 - 41 = 412
a wiec nie jest liczbg pierwsza.

Wobec tego nie wystarczy dowies¢ prawdziwosci jakiegos twier-
dzenia dla poczgtkowych, chociazby, wielu wyrazéw ciggu, lecz
nalezy upewni¢ sie w jaki$ sposob dodatkowo, ze prawdziwo$é
tego twierdzenia utrzyma sie, gdy bedziemy sie posuwaé¢ w tym
ciagu dalej, od kazdego wyrazu do nastepnego, tj. od wyrazu an
do wyrazu a,+t. Tak np. wyprowadzajac wzdér na wyraz ogoélny
postepu arytmetycznego spostrzegliSsmy, ze: a = a,, aa=—ax+ d
a3=a,+ 2d, ai = al -\-3d, a stad wnioskowalismy, ze dowolny
wyraz otrzyma sie, dodajgc do pierwszego wyrazu roznice d,
wzieta o jeden raz mniej anizeli wynosi znaczek wyrazu. Dowo-
dzenie to jest widocznie niezupelne. Nie wiemy bowiem, czy pra-
widlowos¢, spostrzezona dla czterech poczatkowych wyrazéw,
utrzyma sie dla wszystkich nastepnych. Podobng luke zostawi-
liSmy przy dowodzie wzoru na wyraz ogélny postepu geometrycz-
nego. Kazdy z tych wzoréw jest algebraicznym wyrajem pewnego
twierdzenia o ciggach.

Luke te uzupetnimy, jezeli sie nam uda dowies¢ nastepujgcego
dodatkowego twierdzenia: ,z tego, ze badany wzdér (twierdzenie)
jest prawdziwy dla dowolnej naturalnej liczby r, wynika, ze wzor
ten (to twierdzenie) jest prawdziwy takze dla nastepnej liczby
r+ |“. Wtedy bowiem bedziemy pewni, ze wzér, wyprowadzony
dla jednej liczby, np. dla r — 3, utrzyma sie] w mocy takze dla
r+1 = 4astagd dla 4+ 1=5 i w ogdble dla kazdej liczby natu-
ralnej n, poniewaz przez dodawanie jedynki skohczong liczbe razy
do liczby 3 mozna otrzymaé kazdg liczbe naturalng.

Wyjasnimy te metode dowodzenia na twierdzeniu o wyrazie
ogbélnym postepu arytmetycznego. Stwierdzilismy, ze at«= a,,
at= a, + d, a8= a, + 2d, ad= at+ 3rf. Na podstawie tego przy-
puszczamy, ze wzér na wyraz ogolny ma postac:

a,= a,+Xn —\Id.

Aby sie upewni¢, czy to przypuszczenie jest prawdziwe, trzeba
jeszcze udowodni¢ dodatkowo, ze jezeli wz6r ma te posta¢ dla do-



wolnej liczby naturalnej r, to postaé¢ ta utrzymuje sie takze dla
liczby /o f-1 To znaczy trzeba dowies¢, ze z zalozenia:

ar—a, + (r—21)r/ wynika wzér:
ar\i = # -j- rd,
gdzie r oznacza kazda liczbe naturalna.

Dowdd-
Na podstawie definicji postepu arytmetycznego jest:
a, - arr d
Podstawiamy za ar warto$¢ z wzoru, znajdujgcego sie w zalozeniu

i otrzymujemy . artl=a, + (r— 1)d -f-d, stad zas wynika, ze:
ar+, = + -j-rd. c. b. d o

Widzimy zatem, ze wz0r, spostrzezony dla r = 4, musi by¢ praw-
dziwy takze dla r+ | = 5, dla 5+ 1-6. i ogblnie, dla kazdej
naturalnej liczby n.

Ten sposéb rozumowania nazywano dawniej wnioskowaniem
zrnar + |. Dzisiaj nazywamy takie dowodzenie indukcjg zupeina.
Zasade indukcji zupelnej wypowiadamy w nastepujacy sposob:
jezeli jakie$ twierdzenie jest prawdziwe dla jednej liczby naturalnej |
i jezeli ponadto z prawdziwosci tego twierdzenia dla kazdej do-
wolnej liczby naturalnej r wynika jego prawdziwos¢ dla nastepnej
liczby r-f- 1, to twierdzenie to jest prawdziwe ogolnie, dla | i dla
wszystkich liczb naturalnych wiekszych od I.

Wz6r na wyraz ogoélny postepu arytmetycznego jest tak oczy-
wisty. ze w tym przypadku moze sie wydawac rzeczy zbyteczng
stosowmnie indukcji zupeinej. Podobnie ma sie rzecz z wzorem na
wyraz ogolny postepu geometrycznego.

Podamy jeszcze jeden przyktad, w ktorym zasada indukciji
bardzo prosto prowadzi do celu, a inne drogi dowodu sg zawilsze.
Poréwnajmy wyrazy postepu arytmetycznego:

1-+b, 1+ 2b, 1+36............ 1+nb,. ...
o dodatnim*b z odpowiednimi wyrazami nastepujagcego postepu
geometrycznego:

1+ 6 (i + O», (i + by (i + by,

Widoczne jest. ze (I + ¢)s> | + 26 albowiem (I + 6)*=|+ 26+ 6s
.a wiec roznica (1 -+by — (1 + 26) = 6* jest liczbg dodatnig. Po-
dobnie tatwo stwierdzi¢, ze (1 + 6)s> 1+ 36 Zachodzi pytanie,
czy nierébwnosg: '+ e6)">1+ /i6 (44)



102

zauwazona tu dla n—2 i n— 3 jest prawdziwa dla wszystkich
naturalnych n poczagwszy od n= 2. Wykonywanie potegowania
1+ b)" dla dowolnie wielkich n jest bardzo mozolne. Zamiast
tego sprobujmy zastosowac¢ tu indukcje zupeing. Trzeba w tym
celu udowodni¢, ze lezeli ten wzo6r jest prawdziwy dla dowolnej

liczby naturalnej r, to jest prawdziwy takze dla r-|-1, to znaczy,
ze- z zalozenia: @ (6)> 1-fré ()
wynika: @-f-6y+tl>1 (r->1b (b)

przy kazdym naturalnym r.

Dowad.
@+ 6)-+i= (i-h o(l +*>),
Obie strony nieréwnosci (a) zawartej w zalozeniu mnozymy przez
(1 -\-b) i otrzymujemy:
L+ b)re(@+ b)> @-frb)e(X+ b)y= 1+ rb+ b+ ré*=
=1+ (r+ )b+ r6*> 1+ (r+ 1)hb

Z tego tancucha rownah i nierobwnosci wynika nierownosc:
i+ Gr+i>1+(r+1)i.

A wiec istotnie z wzoru (a) wynika wzor (b). Poniewaz za$ nie-
réwnos¢ ta zostata stwierdzona bezposrednio dla n—2, 3, przeto jest
prawdziwa ogoélnie takze dla kazdego naturalnego n wiekszego od 3.

Uwaga. Indukcjg niezupelng nazywamy rozumowanie polegajgce na
tym, ze twierdzenie, ktérego prawdziwos$¢ udowodniono dla przypadkow
szczegOtowych (np. dta kilku poczgtkowych wyrazoéw ciggu), uogodlnia
sie na wszystkie przypadki, nawet niezbadane. W rozumowaniach ma-
tematycznych nalezy uzupehli¢ taka indukcje niezupelng przez omo-
wione powyzej rozumowanie z r na I + 1, awtedy indukcja niezupetna
staje sie indukcjg zupelna. Twierdzenie udowodnione przy pomocy in-
dukcji' zupelnej jest prawdziwe ogoélnie dla wszystkich n od pewnego
n = | poczawszy. Natomiast wynik, uzyskany przez indukcje niezupetna,
jest tylko przypuszczeniem, czyli hipoteza, ktéra po blizszym zbadaniu
moze sie okaza¢ prawdziwg lub falszywa, lub pozosta¢ nadal nieudo-
wodnionym domniemaniem. W naukach przyrodniczych najpospolitszg
formg rozumowania jest z koniecznosci wiasnie indukcja niezupetna.
Bada sie tam bowiem szereg przypadkéw szczegoOtowych, za pomoca
nieraz bardzo licznych obserwacji i doswiadczen i na podstawie tego
materiatlu szczegbétowego wypowiada sie rozmaite twierdzenia. Twierdze-
nia te sa jednak tylko hipotezami, czesto bardzo prawdopodobnymi,
i sg nadzwyczaj pozytecznymi narzedziami pracy. Zdarza sie jednak
bardzo czesto, ze dalsze doswiadczenia obalajg pierwotne hipotezy i zmu-
szajg do wprowadzenia nowych hipotez. Natomiast zasada indukcji zu*
petnej nie da sie zastosowa¢ do badan przyrodniczych. Jest ona wtasci-
woscig matematyki Scistej, jest pewng wilasnoscig naturalnego ciggu liczb.
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Zadania.

175. Wyprowadzi¢ przy pomocy indukcji zupelnej wzér na
ogo6lny wyraz postepu geometrycznego.

176. Wykazaé¢ przy pomocy indukcji zupetnej, ze liczba 10"—1
jest podzielna przez 9 (tj. ma posta¢ 9J, gdzie A jest liczbg na-
turalng).

177. Spostrzegamy, ze 13=13 [*+2*=9=3*, |3+23-f33=36=6:,
| 3-}- 23-f- 33+ 43= 10% i widzimy, ze wystepujace tu liczby 1, 3,
6, 10 sg kolejnymi liczbami trojkgatowymi (por. str. 68). Zbadaé
przez indukcje zupeing, czy tak jest dla sumy dowolnej liczby
trzecich poteg.

Wskazéwka. Oprzec sie na wzorze an= n(R*: - dla liczb tréj-

katowych.
178. Wykazaé¢ przez indukcje zupelng, ze
1% £ 2233 — n(n + 1)6(2n—f )

*179. Wykaza¢ przy pomocy indukcji zupelnej, ze n-ta potega
dwumianu ma postac:

(@ -j- b)n—cOan -f- gan~\b f- c4a" !é6s+ ....+ c, iaft"'1+ c, b",
gdzie cOl <v, ce, c3 c, Sa pewnymi liczbami statymi, nieza-
leznymi od a i b (mniejsza o to, jakimi).

Wskazéwka. Stwierdzi¢’to np. dla. n— 1, 2, 3, 4 a nastepnie
wnioskowa¢ z r na r+1, wykonujagc mnozenie (a b )r przez
a-j-b. W jakim zwigzku sa state wspotczynniki.é,, ¢l ¢,
dla n, z podobnymi wspdtczynnikami tfQ, .d,, tfn+l, dla n -f- 1?
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