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Kazde mierzenie jest obarczone btedem, ktérego przyczy-
ng jest wiele czynnikéw, jak niedoktadno$¢ przyrzadéw, od-
czytywani© ,na oko“ w wypadku, gdy strzatka przyrzadu
znajdzie sie miedzy kreskami podziatki itp. To zmusza eks-
perymentatora  do kilkakrotnego powtarzania pomiaru dla
dalszego opracowania tego materiatu doswiadczalnego. Za-
ktadajac, ze w gre wchodzi tylko btad przypadkowy, mozna
w oparciu o rachunek prawdopodobienstwa, statystyke i ra-
chunek wyréwnawczy wyposrodkowaé¢ wynik najbardziej pra-
wdopodobny i oceni¢ doktadnos¢ wyniku. Tg droga otrzy-
muje sie pewng skoriczong ilos¢ par wspo6hzednych, ujetych
w tabelke pomiaréw, zastepujgca szukane prawo rzadzace
zjawiskiem.

Czynnos¢ polegajgca na poszukiwaniu tego prawa czy tez
wzoru empirycznego (bedzie to bowiem tylko wzér przybli-
zony), nazywamy interpolacjg. Istniejg dwa gtéwne typy
interpolacji:

1 poszukiwanie funkcji przyblizonej, ktéra by przechodzita
przez wszystkie punkty uwidocznione w tabeli pomiaréw,

_2. poszukiwanie funkcji przyblizonej, przewijajacej sie
miedzy danymi punktami | odchylajgcej sie mozliwie niezna-
cznie od nich wszystkich w taki sposob, by byta najlepszym
przyblizeniem Scistego prawa.

Pewne szczeg6lne przypadki tego drugiego rodzaju inter-
polacji poruszone beda na przyktadzie w niniejszym artyku-
le. Ograniczenie ogolnosci spowodowane jest koniecznoscig
istnienia kilku metod, ktore trudno przedstawi¢ w ramach
jednego artykutu, gdyz moglyby one stanowi¢ tre$¢ powaz-
niejszego rozdzialu podrecznika matematyki stosowanej.

Zagadnienie: Znalez¢ wz6ér przyblizony, podajgcy zalez-
no$¢ mocy holowania N, w koniach mechanicznych od szyb-
kosci statku v w weztach na podstawie tabelki, pomiaréw
badarn modelowych:

Tabl. |

10 12 14 16 18 20

ﬁ, ! 1066 1912 3216 4951 7361 10355

Zagadnienie to rozwigzemy w zatozeniu, ze badZz na pod-
stawie teoretycznych rozwazan, badz z wykresu, na ktorym
naniesione sg te dane, zorientowaé¢ sie mozna co do charak-
teru funkcji, jak to ma miejsce w tym przykiadzie. Przyj-
uiujgc postacé

Na = a-v" @)
mamy do wyznaczenia dwa parametry a, m tak dobrane, by
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posta¢ (1) stata sie funkcjg czynigcg zado$¢ tym wymaga-
niom, jakie stawia sie przy interpolacji drugiego, typu. *
Stosowanie metody najmniejszych kwadratéw bezpo-
Srednio do funkcji postaci (1) datoby oczywiscie wynik za-
dowalajacy, lecz nastreczytoby wiele dos¢ zmudnego liczenia
ktére mozna znacznie zredukowaé przez zastosowanie skali
logarytmicznej na obu osiach uktadu wspétrzednych. Loga-
rytmujac obie strony réwnania (1) logarytmem dziesietnym

Y . tog NO —log a + m log v @
I 0znaczajac , .

loga=A

logv- X1

log NO=y | (©)]

przy czym dwa ostatnie zwigzki ukladu (3) uwazajgc za
okreslenie zmiany uktadu wspo6hzednych, mamy réwnanie

y —mx + A 4)

w miejsce dawnej postaci (1). W zwigzku z tym dane ujete
w tabl. 1 prz©jdg w inne, uwidocznione w tabl. II:

Tabl. Il
*=logv 1 1,0792  1,1461 1,2041 1,2553 1,3010
D= log A, 30277 312814 35073 3,6947 3,8670 4,0151

Gdyby pomiary pierwotne_ zmiennych v, N, nie byty obar-

czone btedem i gdyby zjawiskiem rzadzito prawo wyrazone
wzorem (1), to dane z tabl. Il, naniesione na ptaszczyznie
w ukladzie prostokatnym x, y, a wiec punkty (x., y.), uto-
zylyby sie Scisle wzdluz pewnej prostej (4), ktorg obierze-
my mozliwie najdoktadniej ,majgc do dyspozycji parame-
try a m. Bytoby btedem pochopne kierowanie sie ciggiem
perwszych réznic:
A (log_AQ)... 02537, 0,2259, 0,1874, 0,1723, 0,481 (5)
w ocenie, czy te punkty (x., y.) dos¢ blisko leza wzdtuz
Pewnej prostej, gdyz wypisany ciag liczb (5) nie jest cia-
giem pierwszych roznic, ze wzgledu na nierbwne odstepy
zmiennej x w tabl. Il, mimo ze zmienna niezalezna u nn.
siada w tabl. | staly skok h —2.

Poszukiwanej prostej mozna stawia¢ rézne wymagania
Mozna np. zada¢, zeby odlegtosci punktéw (x, ji ) od tej
prostej, mierzone prostopadle, dawaty minimalng sume kwa-
dratow (rys. 1). Takie jednak ujecie zagadnienia nie fest
brane pod uwage w statystyce i rachunku wyréwnawczym
ze wzgledu na dos¢ uciazliwe rachunki przy badaniu mL
mmum. Od prostej (4) zazadamy, zeby suma kWalLtoy
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odchylen b y .~ mxi—A punktéw (x;, y;) od, prostej by-
fa minimalna (rys. 2), czyli:

(y.—mx.—A)2= [/ (A?/') —min.

Postepujac  jak przy szukaniu ekstreméw, tworzymy
uktad rownan:
daf 0
PA dni 6
ktéry w postaci uporzadkowanej:
m Ex.2-f- A Sx. = £X, Y,
1 1 i [ (7)
m 2x. -t-An = '£$.
rozwigzany metodg wyznacznikéw, daje szukane parametry:
2V ",
2P.
2% (8
2i. m
2x. 7, i
2x 21,
2.X LX. Z,
2x

Wartos€ liczbowag parametréow m, A tatwiej bedzie zna-
lezé po uproszczeniu wzoréw (8). Wykorzystamy pewng
pwtasnosé Sredniej arytmetycznej

2x. iii/.
X = s ooy E— C)
ze algebraiczna suma wszystkich odchylen od S$redniej aryt-
metycznej jest réwna zeru, lub, co na jedno wychodzi, ze
suma odchylen dodatnich i suma odchylen ujemnych od Sre-
dniej arytmetycznej sg réwne. Jest bowiem

2(x —x)= (x —x) -f-(x, —x) f-... (x —xj=

= Xi+ x2-f-..-f-x —nx= 2x —nx=0

w my$l definicji (9) Sredniej arytmetycznej x. Wprowadza-
jac oznaczenia:
t o= X.— X H= oy — y (10
» n
mamy 2?2.=0 i I2-e|=0
i
z czego wida¢ bezposrednio, ze wzory (8), napisane
w zmiennych 2f, otrzymajg postac:
2t
m= — oraz A=0 11
v

gdyz licznik wyznacznika A we wzorze (8) posiada w drugim
wierszu tylko zera. Wprowadzenie danych i., rt, w miejsce
dawnych czesto stosowane jest w statystyce, a geometrycz-
nie oznacza przesuniecie uktadu wspotrzednych do punktu
(x, y), tak ,ze prosta (4 )przechodzi przez poczatek uktadu
i wymaga znalezienia parametru m, bedacego niezmiennikiem
przesuniecia.
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Po znalezieniu w= 1 m1643 y = 3 +5655 (12)
zbudujmy tabl. lit:
Tabl. Il
0= -
%= X .-X m=s,-» \V/ \Vj
' — 01643 — 0,5378 0,026994 0,289229 0,088360
— 0,0851 — 0,2841 0,007242 0,080713 0,024177
— 0,0182 — 0,0582 0,000331 0,003387 0,001059
0,0398 0,1292 0,001584 0.0U693 0,005142
0,0910 0,3015 0,008281 0,090902 0,027436
0,1367 0,4496 0,018687 0,202140 0,061460
suma 0,063119 0.683064 0,207634

Zsumowane kolumny tej tabeli dajg natychmiast parametr
207 634

m =r_6iT7i9” = 3,28956
wystepujacy w roéwnaniu prostej:
6 = 3,289567? (14)
Powracajgc do zmiennych x, y poprzez .wzory (10) mamy:
y — 3.,5655 = 3,28956 (x — 1,1643) = 3,28956 x — 3,830 035

czyli:
y = 3,28956 * — 0,264 535 (15)

Jest to prosta o tej wlasnosci, ze punkty z tabl. |l dajg
w stosunku do niej minimalng sume kwadratow odchylen. Na-
zywamy jg prostg regresji zmiennej y wzgledem zmienngj X,
a jej wspotczynnik kierunkowy (13) wpsoétczynnikiem re-
gresji.

Procz tej prostej istnieje jeszcze prosta regresji zmien-
nej x wzgledem zmiennej y, na ogét rézna, od prostej (15),
obliczana w spos6b zupetnie analogiczny z tg rdznica, ze od-
chylenia od niej liczone sg w kierunku poziomym (rys. 3).
Wychodzgc z warunku analogicznego do warunku (5) tatwo
wyprowadza sie jej réwnanie, ktére po dokonanym juz prze

sunieciu uktadu do punktu (x, ma postaé: ? =

(13)

2?7
gdzie podobnie p= “V” (16)
o
) ) 07 634
Wspotczynnik u = -=--m--m--—- = 0,30397 117)
683 064

nazywamy wspofczynnikiem regresji zmiennej x wzgledem
zmiennej y. Ze statystyki wiadomo, iz w wypadku, gdy dane
X, Y pozostajg w Scistej zaleznosci liniowej, to ich tzw. wspot-
czynnik korelacji r, bedacy Srednia geometryczng obu
wspotczynnikbw m, p

2V5;

(wahajacy sie W od — 1do + 1) ma WE;II:@SC
graniczng + a obie proste regresji pokrywaja
sie ze soba. Majac juz efektywnle znalezione oba paranie
try m, p otrzymamy:

r—| 3,28956 +0.30397 = |'0,99992755 Si 1

gdyz znak wielkosci r winien by¢é zgodny ze znakiem
(a takze ze znakiem p, ktora w wypadku Scistej korelacji
jest odwrotnoscig m). Otrzymana wielko$¢ na r, bardzo bli-
ska 1, dowodzi, ze posta¢ lunkcji (1) trafnie byta przyjeta,
a przeliczenie wspotczynnika korelacji jest sposobem tego
stwierdzenia szybciej do celu wiodgcym anizeli badanie, czy
réznice pierwszego rzedu majg wartos¢ stalg. Przy pomocy
tabel logarytmowych ze zwigzku A = loga —1 * 735465
znajdziemy: a = 0 « 5459, skad natychmiast:
'V, = 0 * 5439 »A-*8«8

granlcach

Zbadajmy jeszcze odchylenia posiadanych danych (tabl,
11) od prostej (15):
Tabl. IV
.3, (tabl. 111) .f- 3,29956 . IM itr8 .3i2
— 0,1643 — 0,54047 0,0027 729
— 0,0851 — 0,27994 0,0042 © 1764
— 0,0182 — 0,59869 0,0014 196
-+ 0,0398 0,13092 0,0017 289
4- 0,0910 0,29935 0,0022 484
4- 0,1367 0,44960 0,00008 2
S0;2 3464 « 10—8

Jak wida¢ z powyzszej tabelki, prosta (15) przewija sie
miedzy wszystkimi punktami dos¢ roéwnomiernie, z wyijat



kiem ostatniego punktu, do ktérego jest najbardzej zblizona,
zadnego z nich nie dotykajac.

Poszukujgc linii  prostej jakim$ innym, krotszym sposo
bem anizeli metoda najmniejszych kwadratéw, zagdajgc np.,
by ta prosta miata nachylenie bedace $rednig arytmetyczng
nachylen w poszczegdlnych odstepach:

tg Gj 2537 _ 320328
792 7
2259
tg 02 — = 3,37668
669
1874
tga3— = 3,23103
580
o 1723 )
-_ — 0,0D0z0
P 512
1481 3,24070
toa,.= =

457 16,41692

tj. by miata odchylenie:
16,41692
tga = = 3,283385
otrzymamy réwnanie prostej:
y = 3.2834*—0-2557
Obliczona dla niej tabelka odchylen:

(19)

10~3.52
Is/l ;
0 0
0,0008 481
0,0001 1
0,0031 961
0,0011 121
0,0009 81
28 2= 5788+ 10" 8
4

Wida¢ z niej w spos6b oczywisty, ze prosta (19) prze-
chodzi doktadnie przez punkt 1, ktéry zostat uzyty do zna-
lezienia wyrazu wolnego — 0,2557 1 przechodzi nieréwno-
miernie obok innych punktéw, dajac sume kwadratéw od-
chylen wiekszg niz dawata prosta (15).

Przed zastosowaniem jakiegokolwiek uproszczonego spo-
sobu znajdywania prostej nie spetniajacej warunku doty-
czacego minimum sumy kwadratow odchylen nalezy naj-
pierw wykresli¢ w uktadzie prostokatnym posiadane punkty
i wykreslnie wyposrodkowa¢ mozliwie najlepsza prostet dla
orientacji, czy punkty zbytnio sie nie rozpraszajg tory
punkt, jako najblizszy, ma postuzy¢, do ustalenia wyrazu
wolnego réwnania prostej.'W wypadku Scistej korelacji, jak
to zachodzito w powyzszym przyktadzie, prosta (19) w za-
stosowaniu praktycznym zastepowa¢ moze prostg (15) w spo-
sob zupetnie zadowalajacy.

Pozostaje jeszcze do omowienia kwestia samego wyboru
funkcji (1) oraz zagadnienie, czy inne funkcje, np. funkcja
wyktadnicza, nadawatyby sie do tego samego celu co po-
sta¢ (1). Te jednakze zagadnienia, jak réwniez sprawa omo-
wienia innych specjalnych typéw funkcyj, dajacych sie
w latwy sposéb przetransformowac¢ do roéwnania liniowego,
ze wzgledu na szczupte ramy jednego artykutu nie moga tu
by¢é poruszone. Beda one tematem rozdzialu ,Matematyki
Stosowanej“, jaki sie ukaze odrebnie’ w najblizszym czasie
w ramach planowych prac MIT.

Nowa komorka MIT

Na przetomie r. 1951/52 powstata w Instytucie Pracownia
Matematyki Stosowanej w ramach Sekcji Ogolno-Technicz-
nej. Zadania jej, w pierwszej chwili z grubsza jedynie na-
szkicowane, nalezato gruntownie przemysle¢ i sprecyzowac,
by nowa ta komérka stuzy¢ mogta skutecznie innym dzia-

Poczatkowa faza rozwojowa jest niezmiernie trudna
w Instytucie, nie posiadajagcym tradycji i wcigz jeszcze szu-
kajgcym nowych, wiasnych metod. Ten stan pogarsza jesz-

cze fakt, ze matematyka stosowana byta, niestety, dziedzing
w Polsce przedwrzesniowej niedoceniang, stabo rozpowszech-
niong i uprawiang, a w wyzszym szkolnictwie technicznym
wyktadang w minimalnym zakresie, bezwarunkowo nie wy-
starczajacym. Zupetny brak literatury i w dalszym ciggu
dotkliwy brak wykwalifikowanych sit jest wynikiem tego, ze
matematyka nasza nie powigzata dotychczas swych zainte-
resowan z problemami, jakie przynosi postep techniki i prze-
mystu, ze nie zetkneta sie bezposrednio z racjonalizatorami
i z szerokim wachlarzem zagadnien zycia spotecznego.

To wieloletnie zaniedbanie nie da sie odrobi¢ jakims$ jed-
nym zabiegiem. Pracownia Matematyki Stosowanej, na réow-
ni z dziatami technicznymi MIT, postanowita nies¢ pomoc
racjonalizatorom w matematycznym ujmowaniu ich pomys-
tow, a takze pomoc majstrom i wykonawcom rob6t w uprzy-
stepnianiu  im wzoréw wymagajacych znajomosci analizy,
czy innych galezi matematyki, przez dostarczanie empirycz-
nych i przyblizonych formut, nie wykraczajacych poza funk-
cje elementarne.

Z wielu wypowiedzi na poczatkowych naradach roboczych
wszystkich dziatow technicznych przebijato giebokie zrozu-
mienie tych niedomagali i bezwzgledna potrzeba trwalej
wspotpracy z nowozatozong pracownig oraz stworzenia plat-
formy wzajemnego zrozumienia sie fachowcéw i specjalistow
réznych dziedzin. Uzrtano na tych naradach roboczych, ze
w wielu dziatach matematyki nalezy by¢ wcale dobrze zo-
rientowanym, jesli ma sie je obraC za narzedzie badania
naukowego, i to narzedzie najprostsze z wielu mozliwych;
z drugiej strony zrozumiano, ze nie wszystko, co jest mate-
matyka, mozestuzy¢ przemystowi i technice Po wnikliwym
przeanalizowaniu 1 przedyskutowaniu trudnosci uchwalono,
dla zdobycia wspodlnego jezyka, wprowadzi¢ zwyczaj konsul-
tacji, ktérych celem ma 'by¢ wzajemne poznawanie swych
potrzeb i zagadnien. Postanowiono zapoczatkowa¢ wyktad
(2 godz. tyg.) matematyki stosowanej na tematy w pierw-
szym rzedzie aktualne, prowadzony $cisle pod katem lokal-
nych, biezacych potrzeb pracownikéw naukowych, wykiad,
w  ktorym teoria bytaby poparta dobranymi przyktadami
zI budownictwa okretowego, portowego, morskiego i z ze-
glugi.

Majac na wzgledzie zaawansowane badania laboratoryj-
ne nad wodowaniem bocznym statku,-przynoszace narasta-
jacy z dnia na dzien materiat pomiarowy, wysunieto jako po-
czatkowy temat wyktadu podstawowe wiadomosci z rachun-
ku prawdopodobienstwa, statystyki, teorii btedu itp., celem
przygotowania sie do matematycznego opracowania wynikéw
wielomiesiecznych doswiadczen. Jako drugi temat wysuwa-
jacy sie na czolo wskazano rachunek operatorowy, bedacy
nowoczesng metodg rozwigzywania rownan rézniczkowych
liniowych zwyczajnych i czastkowych; uczyniono to z uwagi
na bedacg w toku prace planowa naukowo-badawczg pt
,Drgania kutrow“ w przewidywaniu, ze praca ta wyloni po-
trzebe rozwigzania wielu réwnan rézniczkowych rzadzacych
zjawiskami drgan.

Wiaczenie tych spraw do porzadku dziennego narad ro-
boczych ma te dobrg strone, ze wyklad jest elastyczny i Sci-
Sle dostosowany do biezacych prac wszystkich dziatow tech-
nicznych. Tak np. okazato sie w marcu, ze trwajgcy od mie-
sigca cykl wyktadow statystyki Winien ustapi¢ miejsca te-
matowi bardziej w tej chwili pozadanemu z dziedziny do
bierania odpowiednich funkcyj do tabeli odczytéw empirycz-
nych, co tez juz w nastepnym wykladzie zostato zapoczatko-
wane.

Biorgc pod uwage wspomniany .wyzej brak literatury,
Pracownia Matematyki Stosowanej przystepuje do opraco-
wania dwodch podrecznikow:

1 ,Rachunek operatorowy w zastosowaniu do zagadnien
MIT* ma sklada¢ sie z 2 czesci. Cz. |. bedzie zawierata
podstawowe wtasnosci calki Laplace'a, jej zastosowanie do
rozwigzywania rownan rézniczkowych nie wymagajgcych
znajomosci  funkcyj specjalnych (f. Bessela, f. Gaussa, f.
analitycznych), ktore znajda sie w cz. Il w zakresie wyma”
ganym dla poznania dalszych, trudniejszych dziatow ra-
chunku operatorowego.

_PrszuszczaIny termln 95gdanla podrecznlka — 1 wrze-
$nia dla czesci I'i 1 6 dla cz.

2. ,Wybrane dzialy. matematykl stosowanej“ zakreslony
na okres co najmniej 2-letni, bedzie sie ukazywat w 30 —
50-stronicowych  zeszytach, zawierajacych poszczegdlne roz-

dziaty, przy czym rozdzialy te chronologicznie zwigzane be-
da z pracami naukowo-badawczymi MIT.
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