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ZAGADNIENIA M ECHANIKI OGÓLNEJ

R edakto r naukow y: S t e f a n  Z ie m b a  

A sys ten t naukow y: Z b i g n i e w  O r ł o ś





W  SPRAWIE PRĘDKOŚCI KRYTYCZNEJ G IĘTK IC H  W AŁÓW

(Przegląd Techn iczny, to m  L X I I I ,  1925 r.)

N in ie jszą  n o ta tk ę  naukow ą w yw o ła ło  dostrzeżenie przez au to ra  b łędu, ja k i ze ź ró 
de ł angie lskich w ś lizną ł się do przysw ojonego naszej lite ra tu rz e  „K u rs u  w y trz y m a 
łości m a te ria łó w " p ro f. S. P . T i m o s z e n k i .  N a s tr. 320 tego dzie ła czy tam y, „że  p rz y  
poz iom ym  po łożeniu osi w a łu  zm niejsza się w artość u>kr (wartość- k ry ty c z n a  p rę dko śc i 
ką to w e j) w  stosunku l : j / 2  w  po rów nan iu  z w artośc ią  d la  po łożenia p ionow ego". A to li 
me tru d n o  dowieść, że położenie osi w a łu  n ie  m a w  ogóle w p ły w u  godnego uw ag i na  
w artość cokr (pierwszego rzędu), co stw ie rdza rów nież A . S t o d o ł a  w  V I  w y d a n iu  swego 
klasycznego dzieła o tu rb in a c h  pa row ych  (s tr. 927).

1. W skutek ciężaru i sił bezwładności krążka, w ał A B  p ierwotn ie 
prosty, wygnie się nieco tak, że środek C przekro ju śi’odkowego, na k tó 

rym  osadzono krążek odchyli się od osi A B  o strzałkę w =O G  (rys. 1). 
P unk t O obrany za początek nieruchomego układu współrzędnych (y ,z ) 
jest śladem prostej A B  na płaszczyźnie obrotu krążka. D la  uproszczenia 
p rzyjm iem y, że to  jest zarazem główna płaszczyzna bezwładności krążka, 
(w przeciwnym razie m usielibyśm y uwzględnić zgięcie wału pod wpływem  
momentu girostatyczńego). Natom iast założymy, że środek masy krążka 8  
nie pokryw a się ze środkiem przekro ju wału C, lecz zbacza od niego o (bar
dzo m ały) mimośród e. P rzy jm iem y nadto, że masa wału gra ta k  małą rolę

1*
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wobec masy krążka M , że można pierwszą przyjąć równą zeru. Na koniec 
co do innych sił zewnętrznych, podtrzym ujących prędkość kątową obrotu co, 
k tó ra  b y  inaczej wskutek oporow stale malała — uczynim y założenie, że 
ich moment względem osi obrotu  jest stale rów ny momentowi oporów.

W  dowolnej chw ili wystarczy tedy rozważać działanie następujących 
sił zewnętrznych na w iru jący  krążek:

1) Siła sprężystości zgiętego wału, działająca na p un k t C i  skierowana 
bu O. Jej -wielkość P  jest w  granicach ważności prawa H o o k e ’a  i  p rzy 
dość małych wygięciach proporcjonalna względem wartości tychże ugięć w, 
czyli

(1) P = a w .

W artość współczynnika a zależy od sztywności zginania E J  wału, 
jego rozpiętości l i warunków podporowych. G dyby np. łożyska dzia łały 
jako przeguby kuliste, to

w  drugim  zas skra jnym  przypadku — panewek osadzonych nieruchomo 
i szczelnie obejmujących czopy — byłoby

W  każdym  razie teoria zgięcia prętów umożliw ia wyznaczenie w ar
tości a z w ielką dokładnością.

Zakładam y wr dalszym ciągu, że elipsa bezwładności przekro ju walu 
jest wszędzie kołem, że zatem sztywność zginania jest we wszystkich 
kierunkach jednakowa.

2) Ciężar własny Mg  dzia iający na p unk t S w kie runku dodatniej 
osi y (przy poziomym położeniu osi).

3) Wypadkowa oporów tłumiących drgania (opór powietrza, tarcie we
wnętrzne m ateria łu przy szybkich odkształceniach itd .), k tó rą  możemy 
ocenić sumarycznie jako siłę R  działającą na środek masy krążka 8  w k ie 
runku  przeciwnym  prędkości tego środka v. P rzy tym  dla uproszczenia 
rachunku p rzy jm iem y (jak się to czyni w teo rii drgań)

(3)

(4)
czyli składowe

(5)

jeżeli y,z  są współrzędnymi środka masy krążka, a (i stałym  współczyn
n ik iem  oporu całkowitego.
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(6 )

Siła sprężystości ma składowe

Y = - a w  sin (w,z) =  -  a{y — e sin cp), 
Z  =  — aw cos (w,y) — — a (z— e cos cp),

przy czyni cp jest kątem  obrotu prostej GS, m ierzonym od osi z (rys. 2). 
Dołączywszy do tego składowe ciężaru i oporu R, napiszemy dynamiczne 
równania ruchu środka masy krążka w po
staci

(7)

M ~  =  
dP -a(y — e sin cp)+Mg — fi dy 

d t ’

M <&z_

dP a(z—e cos cp) — /? dz 
dt '

A to li te równania zawierają k ą t obrotu 
cp, którego zależność od czasu określa d y 
namiczne równanie ruchu obrotowego

(8 ) 0 ^ - 1/  
dP 0 Rys. 2

jeżeli 0  oznacza moment bezwładności krążka względem osi S, a M 0 m o
ment sił zewnętrznych względem tejże osi. Ten moment zmienia znak 
przy każdym  obrocie i wywołu je drobne okresowe zm iany prędkości

kątowej c o = ^ ~ ,  k tóre  można pominąć w  pierwszym przybliżeniu, jeżeli

mimośród e jest bardzo m ały wobec ram ienia bezwładności krążka. To 
odpowiada przyjęciu  d f0 =  O, czyli w =  Const i cp=cot.

A  zatem równania ruchu środka masy krążka będą:

(9)

(9a)

M W  + a ( 2 / - esin<u]t) - ^ = 0 ,

d^z dz 
M ^ + ^ + a ( z - e c o s  w t)=  0.

Podstawmy w równaniu (9a)

ay—Mg(10)
to przybierze ono postać:

= « d i,

(11) \T d2 -h  JL R
M ^ P + P

dyi
dt a(y1 — e sin cot) =  0.

Tak zaś wyglądałoby równanie (9), gdyby nie było  s iły  ciężko
ści. Obydwa równania różniczkowe m ają tę samą postać, co równanie 
drgań wymuszonych układu o jednym  stopniu swobody. Z  pominięciem
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oporów b y łyb y  to  proste drgania harmoniczne około pewnego środka 
drgań. W p ływ  s iły  ciężkości objaw ia się ty lk o  tym , że środek drgań obn i
ży ł się wedłng równania

Mg  
y - — = 2/1

o wielkość f = ^ - ,  k tó ra  jest n iczym  innym  ja k  statyczną strzałką ugię

cia pod wpływem  ciężaru Mg  krążka. Charakter ruchu nie doznał zresztą 
żadnej zmiany.

Po podzieleniu obu równań ruchu przez M  i oznaczeniu

Ł - > n  —  - I f i  - - - a
M ~  ' M ~  ’ M ~ q

otrzym am y

(12)
w  +2ni ł  + * * = « s in " ‘ -

m  + 2 n Wt +  * *  =  « « »

2. Całki ogólne powyższych równań są znane. Każdą z nich można 
rozłożyć na dwie części według schematu

y i= v i+  
z—Ci +  £2-

D la pierwszych części mamy:

rj1 =  e -n,[A  sin (tyJc2—n2) + B  cos (t \/fc2 —n2)],
(13) — / .....

£1 =  e -n,[G  sin ( t ] ik2—n2) + D  cos (f y k 2—n2)],

przy czym A ,B ,C ,D  są sta łym i całkowania. Ich  wartości są określone 
położeniem i  prędkością poruszającego się środka 8  w chw ili t — 0. Euch 
przedstaw iony powyższymi równaniam i odbywa się po elipsie, k tóre j 
rozm iary maleją szybko z czasem dzięki czynnikow i e-"'. Okres tego 
ruchu T  znajdziemy z równania

^ - t = t \ / k 2 - n 2 ,

a zatem

(14) T = 2 n Yw: n
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albo po wstawieniu — =  zważywszy, że — - = /  jest s ta ty 

czną strzałką ugięcia walu w  położeniu poziomym :

(15) T = 2 :

■i

O pory ruchu są w naszym przypadku zwykle bardzo małe, a więc
K

znika wobec 1 i z dostatecznym przybliżeniem okresem rozpatrywanego 
ruchu jest

(16)

a jego częstotliwość

(17)

Jest to zarazem, ja k  wiadomo z teo rii drgań, ofcres własnych drgań 
giętnych naszego układu, rów ny okresowi wahadła matematycznego, k tó 
rego długością jest strzałka statyczna wału, wywołana ciężarem krążka 
w  położeniu poziomym.

3. D la  drugie j części rozwiązań znajdujem y:

ih = H  sin cot+L  cos cot,
(18)

C2 = S  cos cot—L  sio cot,
gdzie

q(k2—co2) _  2nqco
(fc2— co2)2-(-4?i2co2 ’ (A2—w2)2+ 4 n 2co2

Te równania określają ruch po okręgu koła o środku w początku 
układu ( t j.  w punkcie, y =  f, 2 =  0). Promieniem tego ko ła  jest

(19) q = \ / H 2+ L 2=  q - =  -7= -  ^ 6
j/(fc2 -  o,2)2 +  4n2 co2 w2)2 +  4u2 co2

Ruch przedstaw iony poprzednio pieiwszą częścią rozwiązań zanika 
rychło dzięki oporom, a pozostaje trwale ty lko  ten drugi. Środek masy 
krążka porusza się teraz po okręgu dokoła stałego punk tu  wyznaczonego 
strzałką statyczną. Prom ień tego okręgu zależy, ja k  widać z powyższego 
wyrażenia, od mimośrodu e, rosnąc i  malejąc z n im  proporcjonalnie; 
nadto od częstotliwości w łasnych drgań giętnych układu i  od prędkości 
kątowej co (czyli częstotliwości) obrotu  głównego, a wreszcie od współ
czynnika oporu n.
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Szukając m axim um  prom ienia o znajdujem y je  dla o) =  y'k2 — 2n2, 
a mianowicie

(20) ^  „ K + 2 # ) ^
2 n y  k2—n2 2 n y Tc2 — n2

P rzy dostatecznie m ałym  współczynniku oporu n może przeto q osiągnąć 
wartości bardzo w ielkie w  porównaniu do e, skoro prędkość kątowa co 
zbliża się do częstotliwości Ic własnych drgań giętnych układu. P rzy te j 
prędkości kątowej, zwanej krytyczną (cokr=  k), pojaw iają się bardzo w ie lkie 
s iły  odśrodkowe niebezpieczne dla maszyny. Gdy co jest znacznie m n ie j
sze od cnkr— k , to  q jest małe i  p rzy  n =  0 ty lko  nieznacznie przekracza e. 
W tedy p u n k ty  C i  S .są po te j samej stronie O, t j .  środka przekro ju  środko
wego wału w  stanie spoczynku. Skoro zaś co jest znacznie większe od a>kr, 
to  q maleje nawet tak, że staje się mniejszym od e. Wówczas C i  8  leżą 
po przeciwnych stronach O, a p rzy  wzrastającej prędkości kątowej lub  
giętkości wału (czyli malejącej sztywności w a łu ) środek masy krążka 
zdąża do zajęcia miejsca w  O. To zjawisko zaobserwował D e  L a v a l zanim 
je objaśniono ilościowo na drodze teoretycznej.

W  swoich znanych „Yorlesungen iiber technische Mechanik41 (tom  IV ,  
D ynam ik § 43) przedstawia A. F óppl teorię g iętkich wałów z pom i
nięciem ciężaru własnego krążka i  oporów tłum iących drgania. Uwzględnie
nie tych  w pływów nie wywołuje, ja k  widać z powyższego, uciążliwych 
kom plikac ji, zapewniając jasną in terpretację w przypadku ogólnym. Jak 
w ykazały nowsze badania, położenie wału ma ty lk o  pewien w p ływ  na 
prędkości krytyczne wyższego rzędu, m niej niebezpieczne, k tó rych  roz
patryw anie przekracza ram y niniejszego a rtyku łu .



O DRG ANIACH W Y M U SZO N Y C H  U D E R ZE N IA M I R Y T M IC Z N Y M I
(H u tn ik  N r  4, 1945 r.)

Niechaj uk ład sprężysty o jednym  stopniu swobody symbolizuje cię
żar Q zawieszony na sprężynie śrubowej, k tó re j wychylenie z położenia 
równowagi oznacza x, p rzy  czym napięcie odpowiednie S =  lcx, gdzie Tc 
jest współczynnikiem siły, dającym  się wyznaczyć doświadczalnie lub  
teoretycznie z wym iarów  sprężyny i stałych je j materiału. Przyjąwszy, 
że masa sprężyny jest tak  mała w  porównaniu do masy ciężaru Q, że je j 
bezwładność można pominąć i  że ten ciężar może wykonywać ty lko  p io 
nowe ruchy postępowe, załóżmy, że układ nasz jest pobudzony do drgań 
siłą P , k tó ra  jest okresową funkc ją  czasu P (f). Jeżeli 2T a oznacza okres 
działania siły, to P (t)= P ( t- \-2 n T 0), a równaniem różniczkowym  drgań 
wymuszonych jest w  przypadku gdy opór ruchu można uważać za p ro 
porcjonalny względem prędkości dx/dt:

gdzie r  jest doświadczalnym współczynnikiem oporu. Po podzieleniu przez 
masę Q/g napiszemy to równanie w  postaci

( 2 ) '

gdzie 2 o = ^ 9,

Przyrównując lewą stronę tego równania do zera mam y ja k  wiadomo 
równanie drgań swobodnych układu, którego całką ogólną jest

(3) x — e~e‘ [A  sin (t ] /  c2 — g2) - f  B cos (t \/c1— ę2)]

pod warunkiem , że c >  g. Stała c określa bez oporów ( t j.  gdy £> =  0) często
tliwość kątową drgań własnych. Ta częstotliwość z uwzględnieniem oporu 
staje się równa

(4 )  „ = » | / l - ( | ) \

jest więc nieco mniejsza od częstotliwości bez oporu.
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Załóżm y teraz, że zależność s iły  okresowej P  od czasu t przedstawia 
na osi t wykres złożony z prostokątów o odległości wzajemnej 2 T 0, d łu 
gości 2 t  i  wysokości P 0 i  rozw ińm y funkcję  P(t) w przedziale 0 < t< 2 T o 
na szereg trygonom etryczny

<»o i ^  i 27ft 3nt
(o) P ( t ) = j  +  a1 cos j r +-08 008-^- + a8 cos-JT- +

+  ... +  sm f f r  +  b 2 sm +  b s sm + . . .
T  o

TT
Wprowadziwszy d la wygody zmienną bezwymiarową z = 7=r t napiszemy

j- o
rozwinięcie powyższe w  postaci:

oo

(5 a) f ( z ) = ^  -\- 'S  (an cos nz -\-bn sin nz) .
n=1

W tedy przedziałem odpowiednim jest 0 < 2 < 2 ti, a współczynniki a„ i b„ 
są dla n =  0 , l,2 , . . .  określone wzorami znanym i z teorii szeregów F o u r ie r a :

2ji 2 71

(6 ) « „=  — i  f(z) cos nz (Iz, ó „=  — f / ( 0) sin nz
Tt J  7Z %)

dz

przy założeniu, że szereg po stronie prawej jest równom iernie zbieżny, 
a f(z) jest wartością jego sumy. Ponieważ f(z) jest różne od zera ty lk o  
wr przedziale środkowym między

n r n r

(6a)

i = n  — -=r , a z = n - \ - 7=r , przeto 
0 -‘-o

. nx

a „ = — P 0cos nzdz, 
n J

nr

b„— — P g& m nzdz.
71 J

A  zatem
T.

,2P0t  ’ P 0 2 , „. . n n r , A
* o = - w r - ,  - ( - 1)"1 0 n n i  o
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albo p rzy  oznaczeniu =̂r — u>0 jako częstotliwości kątowej (pulsaeji)
o '

pierwszej składowej harmonicznej s iły  wymuszającej drganie

oo

(7 a) P (t)— -  °Tft>0 +  Z ®  ^  -— — - sin nco0r  cos noj0t .
n n n

n=1

M e  trudno dowieść, że to rozwinięcie czyni zadość założeniom wym ie
n ionym  powyżej; jest więc wyrażeniem analitycznym  ścisłym dla określo
nej poprzednio s iły  okresowej.

Przejdźm y teraz do granicy, w  k tó re j ta  siła staje się siłą chwilową
uderzenia o impulsie 77. W tedy

{8) lim  2P0r= 7 7 , a więc lim  P0r  =  .\ 77
t—►O r—>J)

. n n r n m  
lim  sm
r - * 0  Y  oT„ T n

a zatem

/ \ rms 1 77 I I  nnt
(fi) P{t)   n i j  f" 7p /  (— 1) C°S ~7fT ---

-  1 o 1 o —r 1 o

77 n  v  / n7tt]
“ n h + Z * - 1' cos r r j -

rt = l 
OOd r1 , w nM]

=  P 4 2  +  Z ( - 1) °OS T-n V

gdzie P ir =  ~ .
1  0

O trzym any szereg jest wprawdzie rozbieżny, ale należy do kategorii 
szeregów sumowalnych przez średnią arytm etyczną sum częściowych 
i według twierdzenia m atem atyka węgierskiego L . F e je ra  może być 
uważany za wyrażenie analityczne ścisłe d la P{t) także i  w  ty m  przypadku 
granicznym. N ie wchodząc tu ta j w  dowody ogólne, jak ie  np. znaleźć 
można w  cennej książce K . Knoppa „Theorie und Anwendung der 
unendlichen Beihen“ , w yd. I I I ,  Berlin  1931, poprzestaniemy na spraw
dzeniu -w paru punktach. Np. dla ł — 0 i  t =  2T 0 o trzym ujem y jako w y ra 
żenie dla P(t)

OO

(10) P (( )= P ir [ i  +
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a ponieważ sumowalność przez średnią arytm etyczną sum częściowych dajie 

(lOa) y  ( - 1 ) " =  |  [ - ! + ( - !  +  ! ) + ( - !  + 1 - 1 ) +  ( - 1 + 1 - 1  +  ! )  +  . . . ]=

=  - [ - i + o - i  +  o - 1 +  o - = - 2 ;

więc jest isto tn ie  w tych  punktach P (t) =  0. Natom iast dla t — T 0 o trzym u
jem y

OO

(11) (—1)" cos n n — — [1 —(- 0 + 1 +  0 - j-1-)- 0-}-...] == —,
/  j v  z
«=i

czyli dla P (t) znajdujem y wartość P śn ja k  być powinno.
Równanie różniczkowe drgań wymuszonych (2) p rzy jm ie  zatem w  p rzy 

padku rozpatryw anym  uderzeń o impulsach równych IT = P łrT 0 w  odstę
pach czasu 2T 0 postać:

OO

n—1

gdzie M = Q /g  oznacza masę ciężaru drgającego.
Rozwiązanie ogólne tego równania liniowego o współczynnikach sta

łych jest ja k  wiadomo złożone z rozwiązania ogólnego równania o trzy 
manego przez zastąpienie prawej strony zerem, czy li równania drgań 
własnych układu i  z rozwiązań szczególnych odpowiadających równaniom, 
które  po stronie prawej m ają jeden z wyrazów szeregu przedstawiającego

siłę okresową. W yrazowi * ™  odpowiada ja k  ła two zauważyć ^  ,

a wyrazom (—1)" cos odpowiadają stosownie do teo rii drgania wy-
^  0

muszonego siłą harmoniczną w yrazy

(13) ( - ! ) ■ %  f  V T ~  < * - .< + ♦ .)  •
(c — n  a>0) - j - 4 ę> n  to

A  zatem rozwiązaniem ogólnym równania powyższego jest

(I)  x = e -» t \A  sin ( ij/c 2 — ę?)-\-B cos (t) c2 — o2)] +

+M +2 ™ , . % : ' *  > »<—*+«]■M C r LZ [c, — n  -4- ( 2 o n  a)n) J

T u ta j oznaczają A  i  B  stałe całkowania wyznaczone w arunkam i po
czątkowym i, Bir siłę zastępczą określoną ilorazem danego im pulsu uderze
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nia IJ  przez również dany półokres uderzeń T n; M  masę układu drgającego, 

e ~  ] / J  często tliw o^  kątową drgań własnych bez oporu, k współczynnik

siły  sprężystości; c =  ~ ~ , gdzie r  jest współczynnikiem oporu całkowitego

,  , ,  d x  . n
określonego przez r — ; wreszcie a>0=  ^  częstotliwość kątową uderzeń.

Część pierwsza wyrażenia na odchylenie x  dzięki współczynnikowi e~<>' 
staje się po pewnym  czasie znikomo mała. Pozostałe po tym  drgania w y 
muszone przedstawia część druga, w k tóre j ką t fazy &„ składowych harm o
nicznych jest wyznaczony równaniem

(14) t g f l „ =  ? en™ \ .
c — n oj0

W spółczynniki składowych harmonicznych określające am plitudę każ
dego n drgań składowych są zależne od stosunku nco0:e i współczynnika 
oporu o. Przedstawiwszy je w  postaci

( 1 5 ) 1 - ( n o  Je)2
2o n(o0V

[1 -{n a > 0!c)zY +  (- 

zn aj dujem y, że m axim um  tego wyrażenia zachodzi dla

< 16 ) = V
i ma wartość

4g(c —  o )

k tó ra  p rzy oporze znikającym  (@->0) rośnie nieograniczenie. Możliwość 
rezonansu w-tej harmonicznej jest więc uwarunkowana równaniem

(17) w ° /c r = ^ y

co wyraża, że rezonans zajdzie, gdy wielokrotność całkow ita częstotli
wości ojn s iły  wymuszającej drgania zbliża się do częstotliwości c drgań 
własnych układu i staje się równa
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Jak nie trudno przewidzieć, drgania rezonansowe będą ty m  większe 
(przy oporze danym) im  mniejsze jest n, a więc najniebezpieczniejsze 
dla n =  1. D la  zbadania ilościowego porównamy wyrażenia współczyn
n ików  ko le jnych trzech wyrazów szeregu nieskończonego w  równa
niu (I), t j .

(18)

- l
i -

(n t

1— (— 1)/ł+1 -1 rM[(»+i)2;rr+ir2ę L c(.+ !$■
w przypadku gdy co — a>0, czyli gdy istn ie ją w arunki rezonansu n -te j 
harmonicznej. W tedy ja k  w iem y jest

(19)
4q(c — g) M )’

wobec czego napiszemy

M ^lW w co ,
(20 ) “ nyi _

a„
N

n / \ c
i2 i

l o  wstawieniu wartości na)0/c— j / l  — 2q / c  i stosownych przekształce
niach znajdujem y

(20a)
a n

n>\± ( 2 n T l ) + ( 2 « 2T 6 »  +  3 ) ^ ~ ( « = f : ] ) 2 M ] ^  
L C c? J  C

(2»=F l)2+ ( « T l ) 2[ ± ( 2 » T l ) + ( 2 » 2T 2 n - f l ) | - ^ M j ^
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Obrawszy n =  2 ,3 ,4 ... znajdujem y kolejno 

(21)

n-

4Oj __
r3 _ i _ V ] 4 0  
L e c2 J c 4 40

“ ■ » + [  

<*s 1 i

3 +  ̂ - 4 ^ 1 i i  ~ 3 c
-  C C* J (i 

(dla ^ - > 0)/.

5 +  23 -  — 9 —
c c- \ c 4 40

2 2 5 + 9jL 5 + 1 3 < ! - 4 ? £ l ś l + 5 • 
L c c J c

(dla -
\  c

i podobnie dla n — 3
u>2 4 4p u a 9 4 p
% 5 c a3 7 c

dla » = 4 ;
a4 7 c ’ a4~  9 c ’

d la « = 1 0 : ^  i i  . ^  1 0 0  4 g
«io 19 c ’ a10~  21 c

Na tycb  przykładach liczboAvych widać, że przy tłum ien iu  słabym (tj.. 
przy bardzo małych wartościach gjc są wartości współczynników sąsiadu
jących z wyrazem a„ cos (nco0t -{-•&„) dającym  rezonans dla n  n iezbyt 
wielkiego również małe, ta k  iż am plituda drgania wymuszonego jest 
w tedy dość dokładnie wyznaczona wartością współczynnika a„.

Natom iast dla n dostatecznie wielkiego o trzym ujem y z przekształcenia.

(22) «nT 1 |
f H 1I2 l

[ ±  (2n=F 1) +  (2»*q= 6n +  3) |  -  ( n + 1 ) * ^ ] 140 
1 c

U  +  lJ ' /2n +  l l  
\ w + 1  1 [ ±  (2 « + 3 ) +  (2n2=F 2n + 1 )  |  -  n2

40-
1 c

wzór przybliżony
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k tó ry  poucza, że przy każdej wartości g/c można znaleźć n  dostatecznie 
wielkie, aby wartości sąsiednich współczynników około współczynnika a„ 
wyrazu warunkującego rezonans różniły się (bezwzględnie biorąc) ty lko  
nieznacznie od a„. Ponieważ te współczynniki są na, przemian dodatnie 
i ujemne, przeto odpowiednia am plituda drgania rezonansowego musi 
być mniejsza od am p litudy  drgania takiego przynależnego małej w ar
tości n. Jest to  w  zgodzie zupełnej z doświadczeniem, chociaż na redukcję 
am p litud  mogą się niekiedy składać jeszcze inne w p ływ y nie uwzględnione 
w  powyższej teorii.

N iechaj n jj. układem drgającym  będzie ciężkie kowadło połączone ze 
stropem budynku fabrycznego, k tó ry  oczywiście działa jako więź sprę
żysta o znanym współczynniku s iły Tc. Ezecz jasna, że masa te j więzi 
nie jest ju ż  pom ija lna wobec masy kowadła i trzeba ją  uwzględnić przy 
wyznaczeniu okresu własnych drgań układu. A le to  zagadnienie dodatkowe 
rozwiązuje się niezależnie metodami już opracowanymi wielostronnie. 
T u ta j zwrócim y przeto uwagę ty lko  na pozostałe możliwości zasadnicze 
zastosowania powyższego rozwiązania teoretycznego do badania drgań 
wymuszonych naszego układu. Otóż p rzy  kuciu przedm iotu leżącego na 
kowadle zachodzą isto tn ie  powtarzające się rytm iczn ie  impulsy m łota, 
które mogą rozkołysać układ  sprężysty złożony ze stropu i kowadła, 
jeżeli trw a ją  dostatecznie długo, ażeby drgania własne układu wygasły. 
Ale im pu lsy te nie mogą być najczęściej dokładnie równe, co oczywiście 
schemat teoretyczny pom ija. Jako p rzykład  drug i weźmy m ło t parowy 
ustaw iony na fundamencie spoczywającym na gruncie. I  tu ta j uderzenia 
nie będą w ogóle dokładnie rytm iczne i równe z powodów zrozumiałych. 
M im o to  teoria powyższa daje cenną wskazówkę, z k tó re j technika może 
skorzystać wyznaczając przy projektowaniu częstość drgań własnych 
układu.



ZAGADNIENIA DRGAŃ W BUDOWIE MASZYN ’)

(Przegląd Techn iczny, N r  17—18, 1932 r.)

§ 1. Rozważania ogólne

Przez drgania rozum iem y w  życiu potocznym wszelkie drobne ruchy 
okresowe, jak ie  dostrzegamy w  ogóle na rzeczach m ateria lnych, a także 
na zjawiskach fizycznych, leżących poza właściwą dziedziną mechaniki. 
Skoro jednakże przy jm iem y, że główną cechą drgań jest ruch okresowy, 
to  dochodzimy do przekonania, że w  teo rii drgań nie może być różnicy 
istotnej m iędzy drganiam i drobnym i, t j .  o małej am plitudzie  i  k ró tk im  
okresie a drganiam i o w ie lk ie j am plitudzie i d ługim  okresie. Dlatego 
o lbrzym ia  większość maszyn w ruchu stanowi ze stanowiska mechaniki 
uk łady drgające. A to li w  technice wyodrębniam y spośród drgań W ogóle 
tak ie  drgania, k tó re  zachodzą dzięki sprężystej odlcształcalności części 
konstrukcy jnych , a k tó rych  by  nie było wcale, gdyby te części b y ły  do
skonale sztywne. D rganiam i ty m i rządzą przede wszystkim s iły  spręży
stości, wzbudzają je  zaś bezpośrednio siły  bezwładności. Ponieważ s iły  te 
rosną zwykle z kwadratem  prędkości odnośnych części maszyn, przeto 
jasną jes t rzeczą, że zagadnienie drgań sprężystych wysunęło się na w i
downię techniczną dopiero w  związku z nowoczesnym ogromnym w zro
stem szybkości ta k  siln ików, ja k  i  maszyn roboczych. Pojm ując tedy tę 
kategorię drgań maszyn jako drgania układów sprężystych, korzystam y 
z gotowych pojęć i  w yn ików  teo rii tak ich  drgań, opracowanej już  dawno 
w celu ilościowego ujęcia i  naukowego wyjaśnienia zjaw isk akustycznych. 
Te bowiem zjawiska nie są n iczym  innym  ja k  drganiam i cia ł i  układów 
sprężystych o częstotliwości leżącej mniej więcej między 20 a 30 000 okresów 
na sekundę (rys. 1). Że stud ium  drgań maszynowych w yłon iło  nowe swoiste 
zagadnienia specjalne jest rzeczą jasną, ale ogólne m etody teoretyczne 
i doświadczalne czerpiemy wciąż jeszcze przeważnie z akustyk i. Świad
czy o ty m  już  sama term inologia teo rii drgań. A le i  druga kategoria drgań,

')  W y k ła d  w yg łoszony na zorgan izow anych w  1932 r . przez S IM P  K ursach  u z u 
p e łn ia jących  d la  inżyn ie rów .

Pisma, in  /«3r 2
o*a(ła»



jako  ruchów okresowych, które  zachodzą bez uwagi godnych odkształceń 
części maszyn, ma ważne znaczenie techniczne. 'Np. p rzy  pow olnym  na
wet obrocie ciężkiego w irn ika  osadzonego na osi poziomej zachodzi okre- 
sowa zmiana w ielkości naprężeń zginających we w łóknach skra jnych osi. 
Zmiana ta  odbywa się według tego samego prawa co odchylenie s punk tu  
poruszającego się po danym  odcinku 2a prostym  ruchem harm onicznym

s = a  sin 2

Oznaczywszy przez cr0 największą wartość naprężenia we w łóknie skra j
nym  i mierząc czas od chw ili położenia rozpatrywanego włókna, w  osi 
obojętnej, napiszemy wyrażenie na, naprężenie tegoż w łókna w  o liw ili t

____________________ V . Z A G A D N IE N IA  M E C H A N IK I OGÓLNE J
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postaci: cs— a0 sin od, jeżeli co =
,

= -y- określa prędkość kątową osi,

razem tzw. częstotliwość kołową wahań wartości naprężenia (w granicach 
od — a0 do +  a0). W  tych  warunkach 'pewność (bezpieczeństwo) przeciwko 
pęknięciu p rzy danej wartości cr0 jest, ja k  wiadomo, znacznie mniejsza 
od pewności p rzy  obciążeniu sta łym  naprężeniem a0. Podobne warunk i 
zachodzą w  trzonach korbowych siln ików  tłokow ych itp . częściach ma
szyn. Obniżenie bezpieczeństwa przeciw pęknięciu przy wahaniu, czyli 
drganiu wartości naprężenia jest znane pod ogólną nazwą zjawiska zmę
czenia m ateria łu i stanowi od czasów W ó h le ra  (1872) przedm iot badań 
w laboratoriach wytrzym ałościowych. N ie potrzeba tu ta j dowodzić w ie l
k ie j doniosłości praktycznej tych  badań. T u ta j idzie nam o odkształcenia 
i  naprężenia wywołane drganiam i sprężystym i całych części maszyn. Są 
to  w  ogóle drgania wymuszone, t j .  wzbudzone drganiam i drugie j kategorii, 
czyli, ja k  można by je  nazwać, drganiam i stereomechanicznymi.

Zagadnienie drgań wymuszonych jest oczywiście bardziej złożone od 
zagadnienia drgań własnych, t j .  drgań, jak ie  zachodzą w  układzie sprę
żystym  po jego w ytrąceniu  z położenia równowagi stosownie dobranym i 
siłam i k ró tko trw a łym i i pozostawieniu następnie samemu sobie. Na 
pierwszy rzu t oka wydaje się, że i drgania własne układu sprężystego będą
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w  ogóle niezmiernie skomplikowane, gdyż położenie układu odkształ
ca,Inego odchylone od położenia równowagi określa się nieskończenie wielu 
param etram i (współrzędnymi). W eźmy rip. tak  prosty  układ, ja k im  jest 
rozpięte cięgno (struna) lub pręt jednym  końcem zamocowany. Nawet 
gdy rozpatru jem y ty lko  drgania zachodzące w  płaszczyźnie pionowej, 
przechodzącej przez oś pręta, to i ta k  dochodzimy do nieskończonej 
rozmaitości drgań możliwych. Możemy bowiem udzielić osi pręta odchy
lenia początkowego, które  w  pewnych granicach ma postać dowolnej 
krzywej matematycznej „g ładk ie j14 i zależnie od te j postaci o trzym am y 
nieskończoną rozmaitość drgań własnych. Na szczęście odkształcenia 
układów sprężystych podlegają w  pewnych granicach zasadzie super
pozycji (przynajm niej z w ie lk im  przybliżeniem ), a w tedy można zasto- 
sować zasadę rozkładu drgań złożonych każdego elementu pręta na proste 
drgania harmoniczne (sinusowe) o okresach różnych. Drganie harmoniczne
0 najdłuższym  okresie T  nazywamy drganiem podstawowym, zasadniczym 
lub  głównym ; w  akustyce odpowiada mu ton lub  dźwięk główny, a zarazem 
najniższy. Mówi się także: drganie (ton) harmoniczne pierwsze. D rgania 
harmoniczne o okresach krótszych nazywamy drganiami (tonam i) harmo
nicznymi wyższymi. Okresy- te tworzą ciąg malejący nieskończony. Sto
sownie do tego m ów im y o drganiu harmonicznym drugim , trzecim ... 
W  zastosowaniach technicznych wysuwa się zwykle na pierwszy plan 
drganie zasadnicze. Obliczanie okresu drgań głównych stanowi zatem jedno 
z najważniejszych zadań technicznej nauki o drganiach.

W ypada tu ta j zestawić pokrótce najważniejsze podstawowe pojęcia
1 niektóre wzory teo rii drgań harmonicznych, jakko lw iek znane dobrze 
z norm alnych kursów mechaniki na politechnikach.

Jeżeli x  oznacza, odchylenie od położenia równowagi drgającego prosto
lin iow o punk tu  materialnego o masie M, jako  modelu układu o jednym  
stopniu swobody, to

a) Siłę sprężystości przedstawia wy rażenie — kx.

b) Opór ruchu p rzy  założeniu najprostszym : - a —-.

c) S iła  okresowa wymuszająca drgania w  najprostszym  przypadku
ęy • 2iJZo sm mt, p rzy  czym <0 =  -=- oznacza częstotliwość kołową wahań siły,

zas 8  stałą, przedstawiającą je j największą wartość.
Równanie różniczkowe drgań wymuszonych ma postać:

przy czym
a 8

2*
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Jego rozwiązanie ogólne jest sumą dwu ■wyrażeń. Pierwsze z nich

e~m\A sin ( ij/c 2 — n? )+ B  cos (t | c2 — )]

staje się w  przypadku idealnym  braku oporów (n — 0) wyrażeniem dla 
drgań własnych; natom iast w  przypadku gdy zachodzi opór (n ^O )  w y 
rażenie to  maleje szybko z czasem, dzięki czynnikow i e~nt.

D rugie Avyrażenie ma postać

sini? . , . - . .. i q 2nwx =  q -  sin (wt — d ), jeżeli tg  i) =  -------„
2 nco — o)

i określa drgania wymuszone o am plitudzie

_  q sin d __ q
2no  -  j/(c2 — co2) +  4n2 o2

częstotliwości tak ie j samej, ja k  częstotliwość zm iany s iły  wymuszającej, 
lecz o fazie opóźnionej o k ą t 0.

$
W prowadziwszy oznaczenia \  =  -- =  as (am plituda drgań wzbudza-

C K

jących), — — fi,  —  — y, o trzym ujem y dla am p litudy  drgań wymuszonych
c c

wyrażenie
i

a =  a. —r .
i / ( i - / ? 2)2+ /? V

Stąd wyprowadza się wniosek, że przy określonej wartości y powstanie
v2największa am plituda a, gdy /?2=  1— - - ,  czyli gdy częstotliwość co siły

wymuszającej drgania jest bliska częstotliwości c drgań własnych. M ówim y 
tedy, że zachodzi współbrzmienie, czy li rezonans.

W  p rzyp ad ku  ogólniejszym , gdy siła w ym uszająca jest dowolnie daną  
funkcją  okresową czasu t, m ożna ią  przedstawić rozwinięciem  F o tjr ieea  
w  postaci

sin (ot - f  cos cot - f  S3 sin 2cof +  S'2 cos 2a>t - f  S3 sin 3 cot +  S3 cos 3 cot +  ...

W tedy wyrażenie w  rozwiązaniu odpowiedniego równania drgań w ym u
szonych, które  określa te drgania po stłum ieniu drgań własnych przez 
opory, ma postać

x = a x sin (cot — ft1) +  a2 sin (2co< — #2) +  a3 sin (3ot — #3) - f  ...,

czy li wyraża drganie złożone z prostych drgań harmonicznych o często
tliwościach o ,2 o .,3 o
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Współbrzmienie zachodzi w  tym  przypadku w ogóle, gdy k tó rako l
w iek z tych  częstotliwości jest b liska częstotliwości drgań własnych roz
patrywanego układu o jednym  stopniu swobody. W  przypadkach technicz
nie ważnych wchodzą zwykle w  rachubę ty lko  składowe harmoniczne 
k ilk u  pierwszych rzędów.

§ 2. Obliczenie głównych drgań własnych w kilku prostych przypadkach

Zadanie upraszcza się znakomicie, gdy układ drgający możemy t ra k 
tować z dostatecznym przybliżeniem , jako układ o jednym  stopniu swo
body. Tak i przypadek zachodzi np. w  zadaniach przedstawionych na 
rys. 2 do 4. Mamy tu  do czynienia z drganiem podłużnym  sprężyny lub  
pręta sprężystego z zawieszonym nań ciężarem Q (rys. 2 a. i b); następnie

z drganiem giętnym wału obciążonego w środku ciężkim kołem (rys. 3a i b), 
wreszcie z drganiem skrętnym wału z ciężkim kołem na końcu swobodnym, 
a zamocowanego drugim  końcem.

Jeżeli we wszystkich tych  przypadkach masa części sprężyście od
kształcanej jest dość mała wobec masy z nią połączonej i  poruszającej 
się jako ciało sztywne, ażeby można pom inąć siły bezwładności masy 
pierwszej, to  małe odchylenie x  ciężaru Q od położenia równowagi wzbudza 
siłę sprężystości (w przyp. 3b  i  4 moment) proporcjonalną do x, p rzy  czym 
współczynnik proporcjonalności k da się ła two obliczyć z wym iarów  i sta
łych sprężystości m ateriału sprężyny, pręta  lub  wału. W tedy ruch Q jest 
prostym  ruchem harmonicznym p o s t ę p o w y m  w przypadkach 2a, 2b

, /

Rys. 2a Rys. 2b
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i 3 a, zaś o b r o t o w y m  w przypadkach 3b i 4. Okres drgań da się zatem 
zawsze przedstawić wzorem

rt u

znanym z teo rii prostego drgania harmonicznego punktu  materialnego 
o masie M . W  przypadkach 2a, 2b i 3a należy w  ty m  wzorze podstawić 
masę ciężaru (). zaś w przypadkach 3b i 4 moment bezwładności te j masy

W P -

W
Rys. 3b

m

R ys. 4

względem odpowiedniej osi obrotu. Na współczynnik k, k tó ry  określa siłę 
(moment), potrzebną do odchylenia o jednostkę długości (jednostkę kąta), 
o trzym ujem y w  przypadku 2b wartość

k =
E F

(F  pole przekro ju, / długość pręta). 
W  przypadku 2a:

k
C

■2.m i r  ’
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jeżeli C oznacza sztywność skręcania d ru tu , z którego zrobiono sprężynę, 
n  liczbę zwojów, zaś 7? promień walca l in i i  śrubowej.

W  przypadku 3a:

7. 48J5
P  ’

jeżeli B —E J  oznacza sztywność zginania wahi (przy założeniu przekro ju 
stałego), a l rozpiętość.

W  przypadku 3b ła two znaleźć

12.B 
  l  ?

jeżeli zamiast M  wstaw im y moment bezwładności 0  masy koła względem 
średnicy.

Wreszcie w  przypadku 4 jest

jeżeli C oznacza sztywność skręcania wału, zaś rolę M  gra moment bez
władności kola 0  względem osi pręta.

Chcąc uwzględnić masę sprężyny, pręta lub  wału, stosujemy z ko 
rzyścią prostą metodę przybliżoną R a y l e ig h a . Metoda ta  polega na 
przyjęciu , że obraz geometryczny ruchu p rzy  uwzględnieniu masy pręta 
nie ulega zmianie, a ty lk o  zajdzie pewne zwolnienie ruchu, czyli zwiększe- 
nie okresu T. Pisząc równanie, wyrażające zasadę zachowania energii 
w  dow olnym  położeniu drgającego układu, o trzym ujem y z łatwością 
wartość, o k tó rą  należy powiększyć masę M , lub  moment bezwładności 
w  równaniu na 1', ażeby znaleźć dokładniejszą wartość okresu 2). 

Sposobem R a y l e ig h a  otrzym ano w yn ik i następujące:
W  przypadku la  i b należy do masy głównej dodać 1/3 masy sprężyny 

lu b  pręta; w przypadku 3a dodać17/m masy w a łu ; w przypadku 4 do momentu 
bezwladnści ko la  obciążającego trzeba dodać 1/3 momentu bezwładności 
wa lu  (av odpowiednich wzorach).

?) Szczegóły rach un ku  znaleźć m ożna na s tr. 304 w  „K u rs ie  W y trz y m a ło ś c i M a te 
r ia łó w "  S. T i m o s z e n k i . D ru g ie  po lsk ie  w ydan ie  wyszło nakładem  „K s ią ż n ic y "  i  z a 

w ie ra  n iezm ien iony  od pierwszego w yd a n ia  rozdz ia ł o d rgan iach , da jący  podstaw owe 
w iadom ości teore tyczne, k tó re  mogą s tanow ić po części wstęp do naszych rozważań. 
Obszerniejsza m onogra fia  tegoż au to ra , k tó rą  w ypada  polecić przede w szys tk im  do 
pogłęb ien ia w iadom ości teo re tycznych  in żyn ie rów -m echa n ików  ukazała się po ang ie l
sku  w  r . 1928 p t .  „Y ib ra t io n  P rob lem s in  E ng in ee ring ".
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§ 3. Podstawy teorii drgań prętów

Ściślejsze rozwiązanie tych  zadań wymaga całkowania cząstkowych 
równań różniczkowych drgań pręta. W yprow adzim y tak ie  równanie dla 
przypadku 2b, przy jm ując, że cząsteczki leżące w  jak im ko lw iek  przekro ju  
poprzecznym pręta poruszają się ty lk o  równolegle do jego osi. B iorąc 
ściśle, zachodzi to  ty lk o  u cząsteczek leżących na osi, inne bowiem z po
wodu zwężenia poprzecznego p rzy  rozciąganiu pręta  ulegają także przesu
nięciom prostopadłym  do osi, k tó re  dla uproszczenia teo rii pom ijam y. 
Obrawszy początek układu na górnym  końcu osi pręta, jako  osi x  (rys. 5), 
i  oznaczywszy przesunięcie dowolnego przekro ju  wywołane drganiem 
podłużnym  przez u, po jm ujem y u  jako  funkcję  x  i  t i  rozpatru jem y ruch

postępowy elementu pręta o masie ~ F d x . Przyśpieszeniem tego ruchu

• + u  - i  - Ajest sną poruszającą zaś

działających na obie ściany elementu.
A  zatem

/ So \ wypadkowa z sił — oF  i |<r+ ~ d x j F ,

y _  92u „S o  , .
- F d x - ^ ~  = F ^ —d F  

9x
czyli

9t2

y 92u 
9

9a 
9x ‘

,9u
Ale o~ E e= E , a więc równanie

(a) y 92u 92u
=  Fj  -

g 9x2 9x2

Rys. 5 jest szukanym równaniem różniczkowym drgań po
dłużnych prę ta  pryzmatycznego.

Taką samą postać ma równanie drgań skrętnych, określające zależność 
ką ta  skręcenia <p od x  i  t. W tedy bowiem o trzym u ją  elementy pręta  ruch

obrotow y z przyśpieszeniem ką tow ym  pod wpływem różn icy mo-

s) N a  pozór w y d a je  się, że p rz y  w yp row adzen iu  tego rów nan ia  d la  p rę ta  w  p o ło 
żen iu p io n o w ym  na leży uw zględn ić dz ia łan ie  s iły  ciężkości, doda jąc do p raw e j s tron ie  
rów na n ia  Ciężar e lem entu y F d x . W te d y  jednakże na leża łoby w prow adz ić  zam iast o 
sumę a0-\-a , t j .  sumę naprężenia statycznego a0— ( l—x)y  i  naprężenia o określone
go odchylen iem  u z po łożenia rów now ag i. Po p raw e j s tron ie  będzie w  ta k im  razie

F  d x -\-F y  dx, ponieważ zaś =  —y, w ięc po re d u k c ji pozostan ie F ~ _ d x .
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mentów sił —( 7 ^  i  -f- jeżeli C oznacza sztywność skręcania.

To prowadzi do równania 

(b) t  T g2y  _ n 92(P 
g 9t2 3x2

różniącego się od poprzedniego ty lk o  znaczeniem stałych parametrów. 
Równanie (a) piszemy zwykle w  postaci

(a') 3°-u
=  o2 9- t f ,  p rzy  czym a = 

ma w ym iar prędkości lin iow ej. Podobnie piszemy równanie (b), t j.

(ł>,) 'i' ” '11 “ = i [ % ■

W  najw ażn ie jszym  technicznie p rzypadku  drgań skrętnych w ałów  
m am y do czynienia zw ykle  z przekro jem  kołoAvym, d la  którego

GgC = J 0G. Wówczas a =  1 /  —  .

Tego samego typu  jest wreszcie równanie drgań poprzecznych silnie 
napiętego cięgna, o ile  wolno pominąć jego sztywność zginania. N iechaj y

y(rys. 6) oznacza odchylenie elementu cięgna o masie - d x ,  napię

tego siłą W. Na przekrój x w y 
dzielonego elementu działa siła 
zewnętrzna N  o składowej

-.V
9x

x + d x  działa również N  o skla-

dowej y ( g + | S * , ) . Rys. 6

3-y
W ypadkowa tych  sił udziela elementowi przyśpieszenia , a zatem
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D la  drgań giętnych (poprzecznych) prętów  (belek) sprężystych o trzy 
m u jem y równanie innego typu , a m ianowicie:

/ n % o y „ _ / E J  q
(d) w =  i ! i =  ’ przy czym ® 1  Ey

(a ma w ym iar prędkości lin iow e j pomnożonej przez diugość). W yprow a
dzenie tego równania opiera się na znanym z teorii zginania prętów rów 
naniu różniczkowym

E j p ę = ~ M .
2x2

D w ukrotne różniczkowanie daje

WT9ty 9 * M _
2x* 5x2 V ’ . •

jeżeli p oznacza obciążenie jednostkowe pręta (prostopadle, do jego osi). 
W  naszym zadaniu jest to  obciążenie silami bezwładności, w zię tym i 
przeciwnie, stosownie do zasady d W le m b e rta . Jeżeli pom iniem y n ie
un ikn iony p rzy  zgięciu ruch obrotow y elementów i w p ływ  sił tnących 
na krzyw iznę osi pręta, to  możemy napisać:

■ T?TSiy F V °>2y
9x4 g 2t°- ’

co daje równanie (a).
We wszystkich powyższych wywodach pom inięto świadomie w p ływ  

s iły  ciężkości, gdyż w przypadkach konkretnych  ła two go uwzględnić 
dodatkowo.

§ 4. Najważniejsze rozwiązania równań drgających prętów

W racając teraz do równania (a) albo (b) i  (c) podam y najp ierw  ogólne 
rozwiązanie znalezione już  przez d ’A l e m b e r t a  dla s truny drgającej 
poprzecznie lub  pręta  o nieograniczonej długości drgającego podłużnie 
lub  skrętnie. Jeżeli stan początkowy układu (w chw ili t =  0) określają 
funkcje

F ( x )  =  ( u ) , - 0 ',

to  rozwiązanie ogólne ma postać
x-Vat

(2) u — \[F {x -\-a t)- \-F {x —a t)'\Ą -^- f  G(z)dz.
x —nt

Łatw o sprawdzić, że to rozwiązanie czyni zadość naszemu równaniu 
różniczkowemu, a ponieważ zawiera dwie funkcje  dowolne, jest rozw ią
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zaniem  ogólnym . R ozw iązanie to ■wyraża,- że jak ieko lw iek  miejscowe 
w ytrącen ie  z położenia równowagi p rę ta  lub  strony przenosi się w  obu  
kierunkach  w zdłuż osi x  z prędkością a. M am y  przeto do czynienia z ruchem  
fa low ym , p rzy  czym  a jest prędkością przenoszenia fa l i .  Prędkość ta  p rzy

oznaczeniu gęstości j  =  p  jest d la fa l podłużnych w  pręcie rórvna 1 . / — ,
U f  fi

(co wynosi np . dla stali 5180 m /sek), dla fa l skrętnych w  pręcie okrągłym  

~ | / ~  stali 3260 m /sek), zaś d la  fa l poprzecznych napiętego cięgna v \

(gdyż q = F y ,  —  =  o),- jeżeli o oznacza naprężenie w  przekro ju  cięgna.

(D la  d ru tu  stalowego n p ., napiętego naprężeniem  2000 kG /cm 2, prędkość 
przew odzenia drgań poprzecznych wynosi 158 m /sek).

D rug ie  rozw iązanie (D . B e r n o u l l i ,  J. L a g ra n g e , J . R a y le ig h )  przed
s ta w ia  ogólnie d rg an ia  ustalone (stojące), k tó re  dają  się rozłożyć na tzw . 
d rg an ia  norm alne . W  przypadku  pręta  o długości l  i końcach swobodnych, 
drgającego podłużnie lub  skrętnie, odchylenie przekro ju  (względnie k ą t  
obro tu ; określa wzór:

OO

tą , V  I ,  m na   ̂ n  . m na m n x
\3 ) u =  2_ , | cos —j  t  +  B m sm —- —  t ) cos — —̂  .

w =  1,2.3,...

J a k  la trro  się przekonać przez różniczkow anie, fun kc ja  ta  czyni zadość 
rów naniu różniczkowem u i Acarunkom krańcow ym

Su
TT— =  0 d la  . r = 0  i x = l .
Sx

P rz y  końcach ustalonych (w— 0 dla x = 0  i x = l )  jest

OO

/ a \ \  ’ / , m na  . . m na  \ . m nx
V4 ) u =  cos —7; t + B m sm - j — ł ) s,n ~ Y ~  ’

m=1

skoro zaś jeden koniec x ~ 0  jest ustalony, a  drugi swobodny, to

OO

tr.\ V  / . m na  , . m na \ . m n
b>) u =  \A m cos - 0/ t-\- B m sm 0/ t j  sm — x .

m = 1

Am  > B „  są to st ale dowolne, określające am p litud ę  i fazę każdego z drgań  
norm alnych. Przez d rg an ia  norm a lne  (także głÓAcne) rozum iem y av ogólnej 
teorii drgań tak ie  drgania proste harm oniczne, p rz y  k tó rych  w szystkie  
p u n k ty  u k ład u  drgającego zn a jd u ją  się aa- jedne j i te j samej fazie drgania.
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W szystkie zajm ują jednocześnie położenie środkowe i  jednocześnie n a j
większe odchylenia.

Z powyższego rozwiązania w yn ika  zatem np. w przypadku drgań 
skrętnych wału okrągłego o końcach swobodnych, liczba okresów na 
sekundę drgania podstawowego (tonu głównego)

P rzy  długości 1 =  10 m w ypada n  =  — -  =. 163 sek-1=  9760 m in -1 .

Zauważyć w y p a d a ,  że okres drgań skrętnych samego w ału  jest zupełnie 
niezależny od jego grubości, a ty lko  od długości oraz sprężystości i  gęstości 
materia łu. (Inaczej ma się rzecz, gdy w  drganiu bierze udzia ł masa osa
dzona na wale o momencie bezwładności w ie lk im  wobec momentu bez
władności samego walu).

Drgania giętne be lk i pryzm atycznej podlegają najprostszym  prawom 
w przypadku swobodnego (przegubowego) podparcia obu końców. W tedy 
bowiem są ustalone dwa węzły drgań norm alnych, a równaniu (d) i  w a
runkom  końcowym  czyni zadość równanie drgań ustalonych w  postaci:

Okresy T m drgań norm alnych (dla m =  1) wypadają z równania

(albowiem przy m =  1 jest ~  =  ^
t L ii

oo

przy

am2 n- 2 n

czyli

A  więc drganie podstawowe ma okres
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W zór (8) pozwala ocenić najw iększy błąd, ja k i popełniam y, stosując 
przybliżoną metodę R a y l e ig h a  w  przypadku 2a, czyli zastępując pręt

si T
rozpiętości masę skupioną, równą %  masy pręta. W tedy otrzym ujem y

o masie c iasnej ^ F l  prętem pozbawionym masy, ale niosącym w środku

<8a) r ,  =  0 , 6 3 2 P | / | - ^ ,

a więc około 0,7%  mniej.
W  innych przypadkach ustalenia końców pręta szukamy rozwiązania 

w  sposób następujący:
P rzy jm u jem y, że ruch pręta jest jednym  z drgań głównych (norm al

nych) o częstotliwości co i piszemy

(e) y = X  coś cot.

Nieznana funkc ja  X  samej zmiennej x  określa ksz ta łt krzyw ej, k tó rą  
przedstawia oś pręta  podczas drgania. W stawiwszy to  wyrażenie w  rów 
nanie różniczkowe (d) m am y na wyznaczenie funkc ji X  równanie różnicz
kowe zwyczajne

diX  co2X

Całką ogólną tego równania, zawierającą 4 stałe dowolne Clt C2, C2 i C« 
jest

(g) X=C1 |cos [x j
/ ; ) + t ' k  ( * / « ) ] +

+  C2 jcos ( * l / l ) ]  +

- f C 3 |s in  |a?1
| / ! ) + s 4 l / ? ) ]  +

+ 04 j^sin 1* 1
i 4 ) - s4 i 4 ) ] -

W arunk i krańcowe dostarczają czterech równań, z k tó rych  można wyzna
czyć stosunki % : % : % :  %  i  o trzym ać równanie przestępne do obliczenia 
częstotliwości co. Równanie to  .określa ciąg nieskończony częstotliwości 
co1<co2<co3< . . .  Każdej częstotliwości cot przynależy swoisty ty p  fu n kc ji X  
i odpowiedni ty p  drgania. Stosując zasadę superpozycji, o trzym ujem y 
przeto rozwiązanie najogólniejsze w  postaci

i=oo

(h) y =  JT  X ,(A t cos coł + B j  sin co,t)
\

czyniącej zadość wszelkim  warunkom  początkowym.
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Np. av przypadku utw ierdzenia obu końcÓAy (x — 0 i x =  T) pręta m am y 
■warunki krańcowe:

t<IX\
i dx )x=o'

3) W „ ,  =  0; 4, ( g )

1) (X )x=o— 0; o, l tlX_ 
\d x =  0 :

Z  1) i 2) Avynika, że w  rów naniu  (g) należy podstaAvie

C \= C 3= 0 .

Z 3) i 4) AYypada rÓAAnanie:

/a>
C2

Cz

[C0R (!j/f 
[Kin (lV‘i

c h i i |  

+  sh ( l
1

t [sin (!y?)_ sh h /f)]=° ’
L O. [ - cob ( ! | / ^  )  A- ch .

Różne od zera wartości C2 i C4 czynią ty m  rÓAvnaniom zadość ty lko  
w ted y , gdy w yznaczn ik  ich  AvspółezynnikÓAv róAvna się zeru, co prow adzi 
do w arunku

cos

Rozwiązując to  równanie przestępne Arzględem /?=/  j  / ~  znajdujem y w a r

tości 4)

A A A A A
4,73 7.853 10,996 14.137 17,279

p rzy  pomocy k tó rych  obliczam y częstol liwości Aczorem

/J?, /W ~g

W  przypadku utw ierdzenia ty lko  jednego końca pręta  znajdujem y 
podobnie rÓAAnanie na wyznaczenie /?,•

cos /?, ch /},=  —1 .

Oto 6 pierwszych pierw iastków  tego rÓA\mania:

A A A A A A
1,875 4,694 7,855 10,996 14,137 17,279

*) Te same w a rtośc i w yp ad a ją  d la  p rę ta  o końcach swobodnych.
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§ 5. Drgania giętne wałów z ciężkimi masami skupionymi

Jeden prosty  przypadek (rys. 3a) rozpatrzy liśm y już  pow yżej. Odpo
w iedni okres drgania podstawowego wypada (z pominięciem małej masy 
w a łu ):(

(9) 
czyli

< t o > i - U  , „ = h f

oznacza strzałkę ugięcia w ału pod ciężarem Q m asy M . N ie  trudno się 
przekonać, że ta  noAva postać wzoru obowiązuje ze znacznym  p rzy b li
żeniem we wszelkich przypadkach jednej dużej m asy osadzonej na  Avale 
av  ja k im ko lw iek  przekro ju  czy to m iędzy łożyskam i, czy też zew nątrz  
nich. N ad to  w al może być podparty  trzem a i więcej łożyskam i. W  każdym  
z tych  przypadków  jest okres drgania podstawowego rów ny okresowi 
Avahadła m atem atycznego o długości równiej strzałce ugięcia statycznego 
miejsca A\ału, obciążonego ciężarem Q. Pewien, zAvykle nieznaczny błąd, 
poAvoduje nieuwzględnienie tej okoliczności, że Arskutek ugięcia Avału 
ciężar Q ulega nie ty lk o  ruchoAvi postępoAiemu, lecz także obrotowem u.

P rzypadek drgań giętnych Avału z dwiem a masami o ciężarach Q1 i Qt , 
Avielkich w  porówmaniu do ciężaru własnego Avalu, rozAviązuje się dość 
latAvo ogólnie, d łuższym  co praAida rachunkiem , przez całkoAvanie układu  
(1avu równań różniczkowych ruchu dla każdego z ciężarÓAr.

M am y  tu ta j do czynienia z układem  o 2 stopniach SAYobody. MÓArimy 
także , że drgania obu mas są sprzężone. O kazu je  się, że każd y  z ciężarÓAr 
AvykonyAva drgania złożone z dAvu drgań harm onicznych o okresach róż
nych T i i 7'2, przedstaw ionych AA-zorem:

(1 0) J 1 [ — 271 1 /  ______________________
1 - '  ń i n  +  /  22 ±  V (f i l  — f i i f  +  4/12/21]

Tu ta j oznacza f n ugięcie statyczne przekroju obciążonego przez Qx pod 
Avpływem samego Q j; /12 ugięcie statyczne tegoż przekro ju pod wpływem  
samego Q2 itd . 5)

) lo k  rach un ku  p rzedsta iv ia  się av sposób następu jący: N iecha j yl i  y2 oznaczają 
ugięcia k ine tyczne  obu ciężarów, m ierzone od ich  położeń rów now ag i. W te d y  stoso
w n ie  do zasady d ’A i . e m b e r t a ,  są opory  bezwładności

_  Qi dlyx . _  Q, dty i ‘
g dt2 g dt2

ay rów now adze z s iła m i sprężystości P1 i  P 2, k tó ry m i w y g ię ty  w a ł dz ia ła  na obie m asy. 
S iły  te  są związane z ug ięc iam i yl i  y2 za pom ocą rów nań linioAvych o postaci

y i— anPl~\~anP9i 0-2] P l -~r a22,
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W  przypadku 3 lub  więcej mas skupionych na pręcie sprężystym 
bez masy staje się rachunek bardziej uc iąż liw y i  dlatego w  praktyce 
posługiwano się często wzorem em pirycznym D u n k e r l e y a  (Phil. Trans. 
E . S. London. 185 z r-. 1895), dostatecznie przyb liżonym  w  przypad
kach 3 lub  4 mas osadzonych na wale m iędzy końcam i swobodnie podpar
tym i. Jeżeli T 0 oznacza okres drgania głównego samego wału, zaś T 1,T 2... 
okresy takichż drgań p rzy  obciążeniu samą ty lk o  masą M 1 lub  J f2 itd .,

w  k tó ry c h  alx i  aJ2 oznaczają znane ze s ta ty k i be lek sprężystych liczby wpływowe. R oz
w iązaw szy te  rów nan ia  względem  P, i  P2, m am y po w prow adzen iu  oznaczeń skraca- 
ją cych  po,pxi p t :

Pl =  aua“ -a?2 ~ alxa2 -a \ t ^  ̂  ~  ̂  ’

A  zatem  rów nan ia  ruchu  napiszem y w  postaci:

rozw iązu jąc  pierwsze z ty c h  rów nań względem  y2 i  w staw ia jąc  w  drugie, zna jdu jem y

ja k o  rów nanie  do w yznaczenia yx w  zależności od t. T ak ie  samo rów nanie o trz y m u 
je m y  d la  y2 po w yru go w an iu  z obu poprzednich yx.

O gólną ca łką ostatn iego rów nan ia  je s t:

yx= A x cos a>xt-\-B x sin wxt-\-Gx cos a>Jl-\-Dx sin cod

ze s ta ły m i ca łkow ania  A x, B x, Gx, D x. Równanie d la  y2 m a postać tę  samą, z in n y m i 
jednakże s ta ły m i A 2, B 2, 0 2, Ą .  P a ra m e try  mx i  a>2 w yznaczam y z rów nan ia  cha rak te 
rystycznego, k tó re  o trzym u je m y , podstaw iw szy jeden z w yrazów  c a łk i ogólnej w  ró w n o - 
n ie  różn iczkow e. T ą  drogą zn a jd u je m y

M xM 2a>* -  (M xp ,+ M 2px) c ^ + f r A i  -  pl =  0,
a stąd

Po w yrażen iu  px i  ji2 na  p o w ró t przez lic zb y  w p ływ ow e an ,a 12... oraz uw zględn ien iu , 
że ug ięcia s ta tyczne określa ją  w zo ry

fxx= M xga Xl, f12= M 2ga12, f n =  4 lxga2x,

o trz y m a m y  w  końcu w zo ry  na 0* !=  7=- i  o>2=  77- ,  a stąd powyżej podany w zór nal l  -Z a
T x i  T 2.
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z pominięciem masy w a łu , to okres d rg an ia  podstawowego całego układu 
daje wzór

Prof. H a h n  z  Nancy w y jaśn ił w  roku  1918 na drodze teoretycznej 
stopień przybliżenia wzoru D u n k e r le y a  (Schweiz. Bauz. 1918, t. 72, 
str. 191. Patrz także A. S to d o ła  „D am p ftu rb inen ...“  6 wyd. z r. 1924, 
śtr. 918). N iem al jednocześnie ukazał się w Z. d. YDT (r. 1918, str. 249) 
p rzyb liżony Ayzór R t j l l a :

Npwe teoretyczne uzasadnienie tego wzoru dał O. P o p p l  w Zeitschr. 
f. ang. M ath. u. Mecbanik z r. 1927 (str. 72 do 77). We AYzorze ty m  ozna
czają / l7/ 2.... ugięcia statyczne p rzy  obciążeniu wału ciężarami Qi,Q2,..-

D r  Z i p p e r e r , k tó ry  po ró w n yw a ł oba Avzory z w y n ik a m i te o r ii ścisłej („Techn isc łie  
S c liw ingungsle łire “ . Sam m l. Goschen. N r  961 r . 1927, s tr. 105) s tw ierdza w iększą do 
k ładność w zoru  K u l l a . N ie  podobna tu ta j naw e t pobieżnie tra k to w a ć  w ażnycb t r u d 
n ie jszych  p rzyp a d kó w  wałów ' p o d p a rtych  trzem a i  więcej łożyskam i, ale w ypada p rz y 
n a jm n ie j wspom nieć, że p ro feso r P o lite c h n ik i Lw ow sk ie j, W . B o r o w ic z  da ł ju ż  w  swo- 
je j p racy  do k to rsk ie j w' P o litechn ice  M onach ijsk ie j z r. 1915 pierwszą p ra k tyczn ą  m e
todę w ykreś lną  d la  ty c h  p rzypadków , stosowaną i  zalecaną przez p ro f. S t o d o ł ę , z  p o 
w o łan iem  się na pracę B o r o w i c z a . P rzy tacza ny  dopiero co n iem ieck i a u to r nazywa 
tę  m etodę — rzecz znam ienna — sposobem St o d o l i .

§ 6. Drgania skrętne wałów z ciężkimi masami skupionymi

Od p rzypadku  najprostszego, rozpatrzonego pow yżej, prze jdziem y  
ła tw o do p rzypad ku  dwu mas o w zajem nej odległości l  (rys. 7). L iczba  
i położenie łożysk jesl d la  drgań skrętnych zupełnie obojętna. P rz y  drga
niach zachodzi n ic h  obu mas w  strony przeciwne, a  w te d y  pom iędzy m a
sami znajdu je  się p rzekró j węzłowy, t j .  pozostający w  spoczynku (w zględ
n ym ). Części w ału po obu stronach przekro ju  Ayęzłowego drgają zatem  
ta k , ja k b y  b y ły  utw ierdzone w  ty m  przekro ju . Z Awarunku rÓAwności 
okresÓAY, T , i 1 \  obu drgań zn ajdu jem y Avartość stosunku Ip-U, w  ja k im  
Avęzeł dzieli długość skręcaną w alu  7. Części Ayystające obracają się razem
P ism a, I I I  3

(11)

2tc . 1
łoA ve  co i — y  piszem y rów nanie D u n k e r le y a  ay postaciach

W Tło il'2_ (O CO o COp
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z odpowiednim i masami, ja k  ciała sztywne o momentach bezwładności 
0 X i  0 2. A  zatem:

T 2= 2 n | / ^ ,  C =  GJ0,

7 \ =  T 2, z  czego w yn ika  Z1:Z2= 0 2:0 1 oraz

0 2Z 7 O il
h - L

0 2 +  0 2 ’ ‘ 2 0 j  +  0 2

Okres drgań podstawowych układu określi przeto wzór:

(12 ) T =  2:
j /  0 J  + 0 ,

W p ły w  bezwładności skręcanej części w a łu  uw zględniam y w  p rzy b li
żeniu dostatecznym , zwiększając 0 ,  i  0 ,  o 1/ 3 m om entu bezwładności

i

T

S,
e,

33-

 /  -
Rys. 7 Rys. 8

części wału o długości i  Z,. Oznaczywszy przez 0 O moment bezwładności 
całej skręcanej części wahi napiszemy popraw iony wzór na T, zastępu
jąc 0, i 0 , przez

0O 02 , f l l 0„ ą
ą + j ą + ą  1 3 0 j- ( -0 2

W  razie gdy na długości l ma wał przekró j zmienny, to wprowadzam y 
zamiast tego w  rachunek powyższy inną długość lred sprowadzoną do wału 
cylindrycznego o obranej (zresztą dowolnie) średnicy d. Część wału o dłu-

d Vgości a i średnicy D  zastępujemy w tedy częścią o długości ared — a y ~

i średnicy d, jako dającej ta k i sam k ą t skręcenia.
D la  części w ykorb ione j wykonywa się również redukcję, zastępując ją  

kawałkiem  Arału o obranej grubości dc i  długości

(13) red (rys. 8).
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e,

rh
94

T u ta j oznacza r  promień korby,

J o = 32“) l c długość czopa, J c bie- ]

gunowy moment bezwładności
1 • T b l l Zprzekro ju czopa, J s=  —  moment

bezwładności przekro ju ram ienia 
korby.

W  przypadku trzech mas o mo- M-
mentacli bezwładności 0 ,,  0 2,0 3, 
osadzonych na wale w  odstępach l 12 hys. 9
i  U3, p rzy czym sztywności sklece
n ia odpowiednich części wału są C12 i C23, o trzym ujem y z pominięciem bez
władności samego wału następujące równanie do obliczenia częstotliwości

kołowej o i ~ ~  drgań podstawowych, oznaczywszy dla skrócenia

012
l 12-= y  i

Co

(14) o r 1
ą Go ' Go

= y2;

to2 +

i
G063 G2Qx

=  0 .

Rozwiązanie daje po stosownej dyskusji dwie różne częstotliwości, po
dobnie jak  w  przypadku drgania giętnego wału z dwiema m asam i6).

W ielką doniosłość techniczną ma przypadek dwóch walów, połączo
nych przekładnią zębatą i obciążonych masami w iru jącym i, np. tu rb in y  
i śruby okrętowej (rys. 9).

b) D o w y n ik u  powyższego dochodzim y, us taw ia jąc  rów na n ia  różn iczkow e ruchu  
w szystk ich  mas osadzonych na wale. Oznaczywszy przez M l bezwzględną w artość 
m om entu  skręcającego, przeniesionego w sku te k  sprężystości części w a łu  leżącej po 
m iędzy masą i- tą  a ( i- j- l) -s z ą , m am y

O, ,+i
-1 / ; =  r ‘-  (<Pi - < P i + i ) = Y i ( Y i - (P i+i)>h.i+i

je że li 9?. oznacza k ą t o b ro tu  m asy i- te j.  A  zatem  rów nan ia  różn iczkowe ruch u  będą:

® i< P i=  ~  h i = -  -  cpz) ,

®i?P" =  - V i - M i —  y,(<pt  - <p2) -  y 2(<p2 -  <pa) ,

- ł / „ _ 2-  - ł / „ _ l=  Y n -^ n -1  ~  ~  Yn-l(<P„-1 ~  <P J  »

Y n-^n-l-Y n) ■
3*
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Z pominięciem bezwładności wałów, a uwzględnieniem momentów 
bezwładności 6>, i 0 3 obu kó ł zębatych, zmniejszających liczbę obrotów

lewej masy w stosunku 1: n, jeżeli n =  ~ ,  o trzym ujem y na wyznaczenie
r 3

częstotliwości kołowej drgań własnych równanie

(1 7 )  , , 4 . .  ( Y i  j_  i Y *\ (/)2 . YiY* L  , 0 i  +  n * 0 A  _
0 X ' 0 2+n°-0 3 0 J  0j6»4\ 0 2+ » 20 a

N C  C
T u ta j oznaczają, ja k  poprzednio y1 =  y ł ,  y4= - i  współczynniki skręcenia

*1 *4
obu wałów.

M am y zatem znowu do czynienia z dwiema częstotliwościami drgań 
własnych 7).

W  in te resu jącym  nas p rzyp a d ku  trzech mas m am y tr z y  rów nan ia , -z k tó ry c h  d rogą  
rugow an ia  o trz y m u je m y  rów na n ia  różn iczkowe 6 -go rzędu, zaw iera jące każde ty lk o  
je dn ą  z szukanych fu n k c ji W szystk ie  t rz y  rów nan ia  m a ją  tę  samą postać
i  pozw a la ją  od razu  na obniżenie rzędu o 2. O trz y m u je m y  w  końcu:

(15) W  + l 71 ( k  +  i )  + y * ( Ł  + & ) ] j p +YiYt[0^  +  0^  +  ©^), <p= 0  .

Całką ogólną je s t (p rzy  t =  1 ,2 ,3 ):

(16) rpi= A i cos coJ-j-B, sin co j- j-d , cos sin

jeże li w a rto śc i o , i o>., ob liczym y  z rów nan ia  charakterystycznego, napisanego ju ż  p o 
w yże j.

’ ) T o k  rach un ku  je s t następu jący: Oznaczywszy przez Z  siłę styczną, p rze n ie 
sioną przez przek ładn ię  w  kole podz ia łow ym , p iszem y rów nan ia  ruchu  w szystk ich  
czterech mas w iru ją c y c h  w  postac i:

• @i<Pi= —V\(<Pi — <Pi)
&2<p"= yj(<Pi -  (fi) -  Zr„

03<p” =  -  y M z  -  <Pt)+Zr3

Ponieważ nad to  je s t <p2 zależne od <p3 na podstaw ie zw iązku  r2y 2=  r3<p3 a lbo (p3=  wp.,, 
prze to  liczba  rów nań zgadza się z liczbą  n iew iadom ych (pl ,q>2,(pa,(pi ,Z .  R ugu jąc je  k o 
le jno , dochodz im y w  końcu do rów nan ia  różniczkowego czwartego rzędu, k tó rego  ca łka 
ogólna m a postać (16), a k tó rego  rów nan iem  ch a ra k te rys tyczn ym  je s t (17). Jeże li 0 2i  0 ,  
można pom inąć wobec 0 ,  i  0 , ,  to  m nożąc cało rów nan ie  (17) przez 0 2- j-» a0 3 i  z m n ie j
szając ten w yraz  aż do zera o trz y m u je m y  kw adra tow e  rów nanie  uproszczone, z k t ó 
rego w y n ik a  w zór na częstotliwość ko łow ą :
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§ 7. Techniczne sposoby wyznaczenia częstotliwości drgań skrętnych walów
z licznymi masami skupionymi

Przy większej liczbie mas staje się droga całkowania równań różnicz
kowych ruchu, w celu otrzym ania wartości częstotliwości drgań, bardzo 
uciążliwa i dlatego obmyślono m etody uproszczone, om ijające całkowanie. 
P un k t w yjścia stanowią rozważania następujące.

Okres drgania jednej masy, osadzonej na końcu wału, którego drugi 
koniec jest utw ierdzony, określa stosownie do równania (1) w § 2 wzór:

T =
m

c

Jeżeli zmieniając mom enty bezwładności 0  i długości l p rzy te j samej 
■sztywności skręcania O sporządzimy szereg układów tegoż rodzaju o wspól
nym  okresie T, to musimy spełnić warunek

0 ^  =  0 ^ , =  . . .

Łącząc jak ieko lw iek dwa z tych układów końcami u tw ierdzonym i, przy 
założeniu, że masy obracają się w  kierunkach przeciwnych, o trzym ujem y 
drgający układ podw ójny z węzłem w przekroju złączenia.

B,

~  h  J  -  U

Rys. 10

-  L  - J

R y s . 11

Pom yślm y sobie drugi podobny układ 0 3,Z3,/4,0 4 drgający z tym  
samym okresem obok pierwszego tak, aby' ruchy 0 2 i b>rły  zgodne 
(rys. 10). K ie  się oczywiście nie zmieni w warunkach ruchu, jeżeli sobie 
pom yślim y masy 0 2 i 0 3 złączone w jedną. O t rzym aliśm y przeto układ 
p o tró jn y  z dwoma węzłami i okresem T. Podobnie łatwo zbudować układ 
poczwórny z trzema węzłami i układ n -k ro tny  z (a —1) węzłami.

Mając teraz odwrotnie dany np. układ p o tró jny  (rys. 11) i  szukając 
okresu T  jego drgań własnyuh, wiemy', że okres ten by łb y  znany, gdy- 
byśm y znali położenie węzła i ły  określone długością aą lub  x [, p rzy  czym

Do obliczania x1 dzie lim y so-x i + x'\ = h -  W tedy bowiem T = ‘2tc"i/ ^ ~ 1
(j
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bie m yśli 0 2= X 2-\-X '2 i l2 =  x2 — x2, p rzy czym x2 jest odległością węzła 
W2 od 0 3. Możemy teraz napisać następujące równania warunkowe:

(19)
J 0 1x1= x '1X 2= X '2x2 =  x20 3 

1 == J X2"l- *̂ 2 == 2̂ 5 X 2-\~X2:=  0 2 .

M am y zatem 6 równań o sześciu niewiadomych. Rugowanie prowadzi 
do następującego równania kwadratowego, wyznaczającego szukaną w ar
tość z =  @1x1= ...

(20) ( 01 +  02 +  03) 22 -  [6^i( 02 +  03) +  & M  0J +  02)]2 +  0!0203^2 =  0 .

To równanie jest, ja k  ła two się przekonać, całkiem równoważne równa
n iu  (14) i daje w ogóle dwie rzeczywiste dodatnie wartości odciętej wę
zła W 1, a więc dwa okresy podstawowych drgań harmonicznych.

W  przypadku n mas i odpowiednich odległości w kolejności:

1 02 > ̂ 2 ••• In— 1) 0/1-2 ) ln—1l G)l 

marny do czynienia z równaniam i:

(21)
*1 -f" X1 — \  ; X2-\-X2= l 2') • • • )  Xn—1JT xn-l =  2«-lj 
-^ 2 + ^ 2 = 0 2  5 -?3 +  ̂ 3 = 0 3 )  • • • ;  X „ _ i+ X ;_ i  =  ©„_!;
0 X\^X 2 — ̂ 2-  ̂2= =  ,7':i1 3 ; ... =  "g;_ 1 X  n_ L X'n_ i0 n .

Rugując połowę niewiadomych („kreskowane44 x  i  Z )  o trzym ujem y 
układ

(21a)
0!*1 =  (h -  % l)X2 =  ®2( 02 -  z2) =  (Z2 -  X2)X 3 =  ®g( 0 3 -  Z 3) =  

... X n_ 2{ 0/,—2 X n_2) — {In—2 X n—2) X n_ 1 =
=  0 n — l Z „_ 1) =  {l)i—l X n_ i )  0 „ ,

o niewiadomych «i,£r2,...a?„_i; Z 2, Z 3...Z „_ 1.
Obrawszy teraz jakąko lw iek wartość przybliżoną np. xt =  a, roz

w iązujem y bardzo łatwo po kolei równania układu aż do przedostatniego 
według schematu:

X . =
0 oa

\  — a 

x3=

{l — a )X
0,

0 . - X ,

x , =  l,
.r„

(l2 x2) X a
. . . y i „ - i — --------

3 O1 - 2 — X n- 2

2 " ̂ 2 

^n — 2 ( ®n—2 //—2)

( 0 2- X 2),

[ h - 2— X „ - 2) X „_2
0 n- 1- x n_1 •

G dyby a było  prawdziwą wartością a?x, to i ostatnie równanie 

X )i—1( 0 n—1 X n—1) =  { l „ —i  X n—i )  0 n

v. . .
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po wstawieniu już  obliczonych wartości x„_ i i X „_ i,  by łoby spełnione. 
0 „ wyrażone z tego równania przez obliczone już  wielkości fcn- i ,  X „_ j 
by łoby  rzeczywistą wartością momentu bezwładności n-tej masy. Jeżeli 
a ^ x ,  to i

/Q/ _____1( 0;i—1 X w_i) ~

" ~  7 ~ ^  " 'h i-1 — •Pn-l

D a jm y  na to, że przyjęcie a \= a  doprowadziło tą  drogą do 0 '< 0 „ .  N ie
chaj drugie przyjęcie x1 =  b prowadzi do nowej wartości 0 ń '> 0 „ .  W tedy 
prawdziwa wartość leży pomiędzy a i  b-, ła tw o ją  znaleźć z dostatecznym

Eys. 12

przybliżeniem  za pomocą in terpo lac ji rachunkowej lub  wykreślnep W  razie 
potrzeby można pow tórzyć rachunek, zamykając szukaną wartość w gra
nicach ciaśniej szych.

Pierwsze przybliżenie znajduje się najszybciej wykreślnie sposobem 
podanym  w  r. 1926 w  piśmie „Maschinenbau“  (N r 5, str. 220) przez 
P. K o h n a . Na prostej Ox (rys. 1 2 ; odmierzamy kolejno w  dowolnej 
skali 0 i , ?i, 02, • ln—i , 0« • W  początku odcinka przedstawiającego 0 1 w y 
staw iamy odcinek doń prostopadły o długości | ’0 i« , p rzy czym a jest 
przybliżoną wartością x1. Przez drugi koniec tego odcinka prowadzimy

równoległą 0 'x ’ do Ox i w  sposób widoczny na rysunku wykreślam y 
Imię łamaną, tworzącą szereg tró jką tó w  prostokątnych, k tó rych  przeciw- 
prostokątne leżą na prostej 0 'x '.  W edług znanego tw ierdzenia z geo
m e trii, iloczyn rzu tów  przyprostokątnych na przeciwprostokątną jest 
rów ny kw adra tow i wysokości na n ią  spuszczonej, a zatem równania (21a) 
są spełnione. Jeżeli przypadkowo u tra filiśm y  dokładną wartość ay p rzy  
obliczeniu odległości obu prostych Ox i  0 'x ', to ostatnia przyprostokątna 
przetnie 0 'x ' w  punkcie, którego rzu t na Ox tra fia  w  koniec odcinka,



40 V . Z A G A D N IE N IA  M E C H A N IK I OGÓLNEJ

przedstawiającego <9„. W  przeciw nym  razie o trzym am y p u n k t przesu
n ię ty  np. na lewo. W tedy wykonyw am y tak ą  samą konstrukcję, p rzy -  
jąw szy x 1— b ^ .a  i jeżeli o trzym am y now y p u n k t przesunięty  n a  p raw o , 
to uwidoczniona na rysunku 13 interpo lacja  w ykreślna daje w  p rz y b li
żeniu prawdziwą wartość | S1x1, a więc zarazem  AYartość xx i okresu 
drgania

T-.
■ - * }

§ 8. Sposoby zmniejszenia drgań niebezpiecznych

Om ówione sposoby znalezienia okresu lub  częstotliwości sprężystych  
drgań głÓAvnych m aszyn w  przypadkach najprostszych m a ją  w ażne zn a 
czenie p rzy  projektOAYaniu Avielu urządzeń maszynoAYych, poniew aż po- 
zw a la ją  z reguły zapeAvnić spokojny bieg m aszyny. M ów iąc ściślej, po- 
zw a la ją  zapobiec z góry, aby  a m p litu d y  n ieuniknionych drgań spręży
stych AYzbudzonych przez drgania stereomeclianiczne b y ły  dostatecznie  
m ałe i p raktyczn ie  nieszkodłiAYe. P rz y  projektOAYaniu m aszyny usta lam y  
boAviem norm alną i najw iększą dopuszczalną ilość obrotów  na m inutę , 
a ty m  sam ym  okresy je j drgań stereomeehanicznych T s. (D rgan ia  te  
p o jm u jem y w  najogólniejszym  znaczeniu, zaliczając do nich także ruch 
obrotOAAy np. tu rb in y , ponieważ ruch jednosta jny  po okręgu kota  o p ro 
m ieniu a  jest ruchem  wypadkoAYym z dAYu prostych drgań harm onicznych

.  2  rrl
x =  a sin —  t  i y  =  a cos ~r:A t ,  k tó rych  okresem jest T, a faza  różni się

n  . .  !
o —). NazAYijmy przez T g i okresy własnych drgań sprężystych A Y z b u 

dzonych (AYymuszonych) przez drgania stereomechaniczne. O kres -T , m oże  
być określony n ię  ty lk o  k inem atycznie, lecz często także  okresem zm ie n 
ności siły AYzbudzającej drgania (np. ay  m aszynach tłokow ych), O tóż  
AYiemy, że a m p litu d y  drgań AYymuszonych osiągają ty lk o  w te d y  Avartośc-i 
zb y t AYielkie, gdy T w{ zb liża  się do T s. D latego  konstruując m aszynę  
Avinniśmy baczyć, ażeby zawsze T w, różniło się w yraźn ie  od T s. N a  p y 
tan ie  — o ile , trudno odpowiedzieć ogólnie. W  pew nym  k o n kre tn ym  A v y -  

padku  m aszyny okrętoAYej w ystarczało  zm niejszyć lub  zAYiększyć T s 
o 7°/0 w  stosunku do T wl drgań skrętnych A\ a łu  głÓAYnego, aż d)y drgan ia  
sta ły  się p raktyczn ie  niewyczuAvalne.

W  ogóle nasm cają się następujące główne sposoby zabezpieczenia się 
od niepożądanych drgań sprężystych.

1. ZapeAYnienie, ażeby zawsze T wl było znacznie m niejsze od T s, 
czyli n w, zawsze większe od n s. To  AYymagać m oże ay ogóle bardzo szty- 
AYnych AYałÓAY, a w ięc zwiększenia kosztów m aszyny.



2. Zapewnienie, ażeby przynajm nie j p rzy  norm alnej i  maksymalnej 
liczbie obrotów maszyny było n w, dostatecznie różne od ns. W  p rz y 
padku n wł<  ns otrzym am y w ały lżejsze. W tedy p rzy  rozruchu maszyny 
może ona przechodzić przez stadium, w  k tó ry m  n s zrówna się z n wh 

może więc być pobudzona do współbrzmienia. Skoro jednakże przestrze
gać będziemy, ażeby przez to stadium  maszyna przechodziła dość szybko, 
o ile  się to da osiągnąć, to niebezpieczne am p litudy drgań nie w ytw orzą 
się, mówiąc po prostu, „z  powodu braku czasu“ . Jeżeli maszyna jest 
zaopatrzona av tachometr, to należy czerwonym znakiem uw ydatn ić  
liczbę obrotówy odpowiadającą tem u stadium.

2a. W  przypadkach, k ied y  zespół m aszyny roboczej z siln ik iem  tru -
C

dno połączyć wałem dość długim , ażeby y  miało wartość, jaka  jest po 

trzebna do wykluczenia rezonansu, stosujemy z korzyścią włączenie do 
krótkiego walu sprzęgła sprężystego. P rzy pomocy takiego sprzęgła można 
krótk iem u walowi nadać stosownie zmniejszoną wartość współczynnika 
siły sprężystości, ażeby uniknąć w ie lk ich drgań.

3. Zmniejszenie am p litud  drgań wymuszonych przez urządzenia t ł u 
miące energicznie drgania. Zastosowanie tego sposobu zaleca się zwłasz
cza p rzy  silnikach uruchamiających pojazdy i samoloty, k tó re  muszą 
pracować przez długie przedziały czasu przy różnych n ,  a dla lekkości 
nie mogą mieć bardzo sztywnych wałów.

Doniosłe znaczenie wielkości współczynnika tłum ienia  drgań u w yda- 
tn ia  dobrze wykres (rys. 14), o trzym any z teo rii drgań wymuszonych 
z tłum ieniem  proporcjonalnym  do prędkości w  przypadku układu o jed- 
m  m stopniu swobody. Oś pozioma przedstawia wartości

” >s (częstotliwość drgań w zbudzających) 
w wl (częstotliwość drgań własnych)

Na osi pionowej odmierzono wartości stosunku

a =  —  (atuPlituda  drgań wymuszonych) __ 1
as (amplituda drgań wzbudzających) | (1 — f p f  -f- /J2ył

Param etr bezwymiarowy

współczynnik tłum ienia  
co w.

Późnym wartościom tego param etru od y — 0 do y = 0 ,5  odpowiadają 
krzywe zależności a od 0. P u n k ty  szczytowi* tych  krzyw ych  odpowia- 
dają zjawisku współbrzmienia. P rzy małych wartościach współczynnika 
tłum ien ia  mogą a m p litudy  wzrastać do wartości przewyższającej dzie- 
siątJti i  setki razy a m p litudy  drgań wzbudzających; p rzy  dużych war-
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teściach tego współczynnika, np. p rzy  y = 0 ,5 , jest ten wzrost zaledwie 
dw nkro tny .

Duże drgania sprężyste, jak ie  powstają w maszynach przez wzbu
dzenie, są szkodliwe nie ty lko  ze względów wytrzym ałościowych, lecz

także energetycznych, albowiem drgania przenoszą się na podstawę lub 
fundam ent maszyny i rozpraszają bezpożytecznie część energii dostar
czonej maszynie lub  w ytw orzonej przez nią, jeżeli jest s iln ikiem . Łatwo 
to  pokazać na doświadczeniu opisanym poniżej,

§ 9. Drganie fundamentów maszyn

Osadziwszy m ały s iln ik  e lektryczny na ciężkiej podstawie i zaniO' 
cowawszy na osi niewielką masę mimośrodowo, w łączamy prąd m ierzony 
woltomierzem i amperomierzem z możnością regulowania napięcia i na->
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tężenia. Siła odśrodkowa masy w iru jące j działa za pośrednictwem łożysk 
na podstawę, pobudzając ją  do drgań o składowych poziomych i p iono
wych. W  przypadku demonstrowanym ay  r. 1912 a y  Monachium przez 
prof. A. So m m ekfeld a  pojaAYiły się bardzo silne drgania poziome pod
stawy, odpowiadające drganiom g ię tk im  je j pionoAYych fila rów , przy 
liczbie obrotÓAY u =  310 na m inutę. Ta liczba bowiem zgadza się z liczbą 
drgań AYłasnych poziomych podstaAYy. Gdy teraz zwiększono dalej szyb
kość doplyAYu energii elektrycznej, czyli moc, ażeby wyAYołać szybszy

obró t w irn ika , to stwierdzono, że obrót ten zrazu p iuw ie  nie ulega zm ia
nie, a cały przyrost energii (AYzględnie mocy) zostaje zużyty  na pod
trzym anie drgań podstawy. Dopiero przy dalszym zAYiększeniu mocy 
zaczynała się podstaAYa uspokajać, a liczba obrotÓAY siln ika AYzrastala 
bardzo silnie, aż do d rw ili,  gdy przy h =  750 nastąpiło zrÓAmanie okresu 
obrotu z okresem pionoAYych drgań giętnych podstawy. W tedy zaczęły się 
ziioavu silne drgania pionowe, k tó re  podobnie przeszkadzały zwiększeniu 
liczby obrotÓAY ponad 750 p rzy  dalszym Avzroście mocy elektrycznej. 
O trzym any p rzy  ty m  AYykres przedstawia rys. 15.

Podobnie ja k  ta  podstaAYa drgają żelbetOAYe fundam enty tu rb in  i d la 
tego AYypada również przy projektOAYaniu tego rodzaju urządzeń maszy- 
nowych poznać okresy drgań własnych fundamentów. Drgania te po
siadają oczyAYiście charakter odmienny, gdy fundament stanowi bryła.
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(blok) m un i, spoczywająca na podłożu podatnym . B ry ła  taka jest zdolna 
przede wszystkim  do drgań postępowych i obrotowych o trzech składo- 
wych kierunkach osi głównych bezwładności. A le schemat fundam entów 
w ie lk ich  s iln ików  ma najczęściej postać ko ns trukc ji ramowej (rys. 16), 
k tó re j słupy są utw ierdzone w  ciężkiej i sztywnej p łycie  dolnej. B e lk i 
poziome ram  podpierają główne łoża maszyny, wskutek czego każda 
z ram  może być pobudzona do drgań giętnych różnego rodzaju. Na pod
stawie teorii odkształceń sprężystych, p rzy  równoważnym obciążeniu sta
tycznym  tak ie j ram y można obliczyć w przybliżeniu okresy je j drgań 
własnych 8).

Jednakże w  ostatnich latach zwrócono słusznie uwagę na to, że belki 
poziome oddzielnych ram  są połączone p ły tą  „stoloAvą“  i tworzą razem

z nieruchom ym i częściami maszyny bardzo sztywną całość, tak  iż sche
mat teoretyczny fundam entu jako układu drgającego zbliża się raczej 
do dwóch ciężkich i sztywnych mas (p ły ty  stołowej i fundam entowej), 
połączonych sprężystym i słupami. Całość spoczywa p rzy  ty m  na sprę
żystym  podłożu (rys. 17). Badaniem drgań takiego układu zajął się 
A. Steinisach  w rozprawie doktorskie j P o litechn ik i Darm stadtskiej 
z r. 1030 9).

Obliczenia drgań fundam entów są jeszcze bardzo dalekie od te j do
kładności, z jaką  wyznaczamy teoretycznie drgania głównych części sa
mych maszyn. Powód tkw i po części w zbyt w ie lk ich  uproszczeniach 
modelu teoretycznego, ja k im  się posługujem y w rachunku, po w tóre zaś 
w bardzo jeszcze niedokładnej znajomości stałych sprężystości i tarcia

8) P a trz  np . a r ty k u ł A . M y .s t k o w s k ie g o  w  Przeglądzie T echn icznym  z r. 1930, 
zesz. 21 .

“ ) B au ingen ieur z r .  1931 n r  17, s tr. 29.5.
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wewnętrznego gruntu, stanowiącego podatne podłoże fundam entu. Od
nośne badania są ak tua lnym  tematem specjalnych pracowni zagranicą. 
W  kra jach bardzo uprzemysłowionych, gdzie liczne s iln ik i pracują w dziel
nicach m iast szczelnie zabudowanych, zdarzają się często p rzypadki skarg 
sądowych z powodu drgań odczuwanych nieraz przykro  nawet przez dal 
szych sąsiadów. Drgania te rozchodzą się oczywiście od fundam entu

siln ika  przez g ru n t jako  drgania, względnie fale m ikrosejsm iczne. Takie 
same drgania odczuw am y p rzy  odległych trzęsieniach ziem i lub ruchu  
ciężkich pojazdów  a y  pobliżu . Skoro jednakże ich źródłem  jest siln ik, to  
stają  się bardzo dokuczliw ym i przez SAYoją nieustaunośe. Z tego powodu  
Avykonano niedawno badania AvrażliAvości człoAvieka na proste drgania  
harm oniczne o określonej częstotliAYOści » leżącej m iędzy 3 a 70 H z i a m 
p litu d ach  a  od 10—4 do 1 cm 10).

Na p la tfo rm ie  pobudzonej do tak ich  drgań umieszczono osobę badaną 
a y  pozycji stojącej i leżącej kolejno p rzy  drganiach a y  każdym  z trzech 
k ie r u n k Ó A Y  prostokątnego układu o jednej osi pionowej. PonieAYaż przy 
obliczeniach wytrzym ałościowych budoAYli narażonych na drgania sejsm i

10) H . K e t h e r  i  F . I .  M e i s t e r ,  Y D I .  Forsehung, to m  2. 1931. n r 11.
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czne wysuwa się z n a tu ry  rzeczy na pierwszy plan przyśpieszenie drga
nia, którego ivielkość decyduje o niebezpieczeństwie, przeto przypusz
czano, że i  wrażliwość organizmu żywego będzie zależna od przyśpie
szenia. Tymczasem okazało się z licznych badań, że odczuwanie drgań 
jest zależne od iloczynu z am p litudy  i częstości, a zatem od prędkości. 
Np. przykre, ale nie zagrażające zdrow iu drgania pionowe zaczynają się 
od iloczynu n a — 45 10~3; natom iast powyżej » a = 7 0 - 1 0 ~ 3 są drgania, 
już szkodliwe i  dla zdrowia niebezpieczne.

§ 10. Pomiary odnoszące się do drgań

Nawet przy stosowaniu wzorów teoretycznych nie zawsze można ob
liczyć wartość wielkości stałych, występujących jako główne param etry
zagadnienia. Obliczenie np. momentu bezwładności koła zamacho

wego lub  w irn ika  może być niekiedy 
ta k  żmudne, a przy tym  mało dokładne, 
że korzystnie je zastąpić wyznaczeniem 
doświadczalnym. Do tego nadaje się w y
bornie sposób G a u s s a , polegający na za
wieszeniu ko la  na drucie lub  lince d ru 
cianej (rys. 18) i  dw ukro tnym  pomiarze 
okresu drgań skrętnych, raz samego koła 
(okres rI \ ) ,  drug i raz kola wraz z um o
cowanymi na wieńcu po końcach średnicy 
2E  dwoma rów nym i masami m  (okres T 2). 
Jeżeli 0  oznacza szukany moment bez
władności samego kola, a k współczynnik 
skręcenia, to

T  — 1.Z o —  -

r . = 2 * | / | i

'V0  +  2 w ie 2 +  2 0 o 

k

PyS. ig przy czym 0 O oznacza środkowy moment
bezwładności malej dodatkowej masy 

względem osi równoległej do osi obrotu układu (wielkość tę można 
zwykle pominąć). Rugując z tych  równań k, znajdujem y
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W  celu otrzym ania w yn ików  możliw ie dokładnych, należy dobrać za
wieszenie tak, aby układ w ykonyw ał 0 do 120  drgań na m inutę i liczyć 
okresy przez 5 do 10 m inu t. Dodatkowa masa m może wynosić 5 do 10°/o 
masy głównej. W ażny jest oczywiście dokładny pom iar l i .

Inne sposoby wyznaczenia doświadczalnego momentu bezwładności 
polegają na znanych własnościach wahadła fizycznego. P rzy ich stoso
waniu nie należy zapominać, że o ile drgania utrzym yw ane sitami sprę
żystości są izochroniczne, bez względu na am plitudę w  granicach dość 
obszernych, to drgania, czyli wahnienia, zależne ty lko  od siły  ciężkości, 
można traktować jako izochroniczne z dostatecznym przybliżeniem , jeżeli 
am p litudy  odchyleń nie przewyższają około 8°.

Podobnie trzeba często wyznaczyć doświadczalnie wartość współczyn
n ika  siły sprężystości, k iedy dokładne obliczenie teoretyczne staje się n ie
możliwe, np. dla drgań skrętnych wału wykorbionego s iln ika w ie locylin- 
drowego. W tedy zaopatrujem y wal na końcach w dwa dość długie i szty
wne ramiona równolegle i przeciwnie skierowane. Koniec jednego ram ie
nia opiera się na p la tform ie wagi dziesiętnej, na koniec drugiego ram ie
nia w yw ieram y nacisk prasą hydrauliczną. W  ten sposób realizu jem y 
moment skręcający o znanej wielkości. Przy pomocy zwierciadełek umiesz
czonych na- końcach wału m ierzym y jednocześnie ką t skręcenia <p. Z tych  
danych ła two obliczyć równoważną (zastępczą) długość gładkiego walu
0 danej długości d ze wzoru:

. d*n G 
red~  32

czyli w \ konać redukcję analogiczną do prostego przypadku, podanego 
już wyżej w  § 6 .

N iem niej ważne, a nawet n iekiedy niezbędne są przyrządy do bez
pośredniego pom iaru drgań. Zależnie od rodzaju drgań w  maszynach 
stosuje się przyrządy specjalne, zwykle samopiszące, zwane torsjografami'
1 w ih  ograjami. P ierwszymi m ierzy się a m p litudy  i okres drgań skrętnych 
w alów ; drugie służą do pom iaru drgań giętnych, a także składowych 
określonego k ie runku  wszelkich drgań fundam entów, g runtu  i budowli, 
wzbudzonych drganiami maszyny. Ważne znaczenie techniczne mają 
sejsmografy, stosowane od dawna w badaniach trzęsień ziemi i palłografy , 
obmyślone do mierzenia drgań korpusów- statków-. Te ostatnie bywają 
budowane także w- ten sposób, że no tu ją  wszystkie trz y  składow-e prze
strzennego drgania badanego miejsca.

Pi ócz tych  przyrządów-, polegających na zasadzie czysto mechanicznej, 
o k tóre j zaraz będzie mowa, stosują inżynierowie-badacze różne urzą
dzenia optyczne, kinofotograficzne i elektryczne do mierzenia i zapisy
wania drgań mechanicznych, na k tó rych  wymienienie nawet nie ma tu ta j



48 V . Z A G A D N IE N IA  M E C H A N IK I OGÓLNEJ

miejsca. Czyteln ikom  interesującym się szczególnie tą  sprawą można po
lecić obszerny referat H . St e u d in g a  av 2 części IV  tom u „H andbnch 
der P hys ik  und technischen Mechanik “  pod redakcją A u e r b a c h a  i H o r t a  

(L ipsk 1931).
W ym ienione przyrządy mechaniczne składają się z masy bezwładnej 

.stosownie dobranej, połączonej więzią sprężystą z miejscem układu, k tó 
rego drgania chcemy zbadać. P rosty schemat takiego urządzenia przed

stawia rys. 19, p rzy założeniu, że 
chodzi o pom iar p ionowych drgań 
przekro ju B  be lk i poziomej. Na m ięk
k ie j sprężynie 8  w is i masa M, do 
k tó re j przytw ierdzono z boku sztywny 
a lekki pręcik ab. Koniec pręcika b 
kreśli lin ię  na papierze naw inię
ty m  na bębenku, k tó ry  się obraca 
jednostajnie około osi pionowej, usta
lonej na belce. Sporządzony w  ten 

Rys. 19 sposób wykres przedstawia właści
wie ruch względny rozpatrywanego 

przekro ju B  względem masy M , k tó ra  również musi drgać. Skoro jednakże 
częstość drgania własnego masy M  jest w skutek m iękkości sprężyny 
bardzo mała wobec częstości drgań wymuszonych, w iem y, że am plituda 
drgaii masy M  będzie znikomo mała w porównaniu do am p litudy  drgań 
punk tu  zawieszenia. Z tego powodu można z dostatecznym p rzyb liże 
niem traktow ać masę M  jako nieruchomą. Ze wzoru na stosunek « am 
p litu d  drgań wymuszonych do wzbudzających, przytoczonego wyżej 
•(w § 8 ), w yn ika  istotn ie, z pominięciem korzystnego w p ływ u -współczyn
n ika  tłum ien ia  y:

1 „ w *  częstotliwość drgań belki
a =  ™ 7 > przy czym p =  = ------r-rw ---- 77—3------r—-------- 37 •fi2 — .1 ’ v>wl częstotliw ość drgań masy M

Jeżeli np. /5= 10  do 100, to  a leży m iędzy a , czy li a m p li

tu d a  drgań masy M  zmieści się w  granicach dokładności pom iaru am 
p litu d y  drgań, k tó rą  m ierzyć chcemy. Zarazem wodzimy, że przyrządy 
oparte na tej zasadzie w inny  mieć określoną najmniejszą częstotliwość 
drgań, do k tó rych  pom iaru się nadają. Tę swoistą granicę częstotliwości 
można w  n iektó rych  przyrządach obniżyć w miarę potrzeby, wym ieniając 
masę M  na większą. Nadto należy przestrzegać, ażeby masa samego 
przyrządu nie m iała wielkiego w pływ u na okres i charakter drgań, które  
m ierzyć chcemy, chyba że ten w p ływ  łatwo uwzględnić rachunkiem.
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i — r

W  torsjografie, ■ którego schemat w idz im y na rys. 20, jest masa bez
władna masą w iru jącą  o momencie bezwładności 0 , osadzoną luźno na 
wale i  połączoną sprężyną 8  z lekką 
tarczą, na tym że wale zaklinowaną, 
o znacznie mniejszym momencie bez- 
Avładnosci @0. Gdy tarcza podlega 
drganiom obrotowym  o am plitudzie 
■9o, to  koło 0  doznaje drgań wzbu
dzonych o am plitudzie  ty m  m n ie j
szej, im  większe jest 0  i  im  miększa 
jest sprężyna, przenosząca ruch na 
0. Możemy zatem znowu uzyskać 
ła tu  o warunki, wśród k tó rych  wolno 
traktow ać masę 0  jako spoczywa
jącą i  m ierzyć względem niej ką t od
chylenia <f> drgającej tarczy 0 O. Z wa
łem, którego drgania skrętne bada- 
m y> jest tarcza ta  połączona pasem 
możliw ie nierozciągliwym , tak  iż o trzym ujem y od wału ruch obrotowy 
Mraz z nałożonym nań drganiem. O brót przenosi się za pośrednictwem

Rys. 20

Rys. 21

ta rczy i  sprężyny na koło 0  jako  prawie jednosta jny; drganie zaś prze
nosi się ty lk o  na tarczę i  jest określone je j kątem  odchylenia cp względem 

oła. Do wykonania pom iaru i zapisania go ja k  powyżej na taśmie p a 
P is m a , I I I
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pierowej potrzebne jest urządzenie dodatkow e, k tó re  G e ig e r  rozw iązał 
konstrukcy jn ie  w  sposób uw idoczniony na rys. 21.

K olo  „bezwładne" a jest umieszczone wewnątrz ta rczy pasowej c 
i  połączone z n ią sprężyną spiralną e. Euch zaś względny obu tych  ciał 
określony kątem  cp przenosi się za pośrednictwem układu dźw igni ką to 
wych /  i  h na pręcik przesuwalny w  wydrążonej osi, dokoła k tó re j obie 
masy się obiacają. Przesunięcie pręcika jest z dostateczną dokładnością 
proporcjonalne do ką ta  <p, a zatem koniec pręcika może zapisywać drga
n ia  na pasku papieru, przesuwanym jednostajnie obok.

Torsjograf przekształca się na wibrograf przez zamianę ko ła  bezwład
nego na masę mimośrodowo osadzoną i ustalenie ta rczy pasowej wzglę
dem podstawy przyrządu. Skoro przym ocowujem y przyrząd do części 
drgającej, to pręcik piszący odtwarza odpowiednią składową drgania na 
poruszanym papierze. Szczegóły kons trukc ji tego i  innych przyrządów, 
powstałych w  m in ionym  dziesięcioleciu, można znaleźć np. w  przytoczo
nej ju ż  monografii S t e u d i n g a . T u ta j wypada zaznaczyć, że w  n iek tó 
rych  wypadkach brak kosztownego przyrządu może zastąpić pom ysło
wość inżyniera, k tó ry  odbył stosowną p rak tykę  labora tory jną  w  pra
cowniach fizycznych i  wytrzym ałościowych, p rzy  należytym  przygoto
waniu teoretycznym .

§ 11. Techniczne wyzyskanie zjawiska współbrzmienia

W  konstrukc ji s iln ików  występuje zjawisko współbrzmienia z reguły 
jako  czynnik szkodliwy, z k tó ry m  walczym y usiln ie p rzy  pomocy omó
w ionych obliczeń teoretycznych i badań doświadczalnych. A le pomysło
wość techniczna po tra fiła  zaprząc s iły  p rzyrody tkw iące w  ty m  zjawisku, 
także do wykonania celowej pracy użytecznej. T u ta j m usim y poprzestać 
na k ró tk im  przedstawieniu trzech przykładów  zastosowania. Jednym  
z nich są nowoczesne sita rezonansowe, np. patentu  inżyniera niemieckiego
H . SCHIEEERSTEINA 11).

Wobec dawnych urządzeń do przesiewu m ają one tę  zaletę, że nie 
przenoszą drgań na podstawę maszyny, wskutek czego nie szkodzą bu 
dynkow i fabrycznemu i zużywają znacznie m niej energii. Ic h  zasadą d y 
namiczną jest sprzężsnie dwu układów drgających podobnie ja k  w  d ru 
g im  przykładzie, k tó rym  jest maszyna wytrzym ałościowa kons trukc ji 
S c h e n k a  do p iób  na zmęczenie obustronne (rys. 22), p rzy  częstości 
zmian naprężenia 30 000 na m inutę. Dlatego objaśnim y tę zasadę na 
ma zynie S c h e n k a . Schemat układu drgającego jest ta k i: bardzo szty
wna masa C, pobudzona do drgań pionowych elektromagnetycznie, jest

u ) „M asch inenbau“  t .  7 (1928), s tr . 749, 809, 1175. — Y D I  1932, n r  4, s tr . 81 — 86 .
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połączona więzami sprężystym i 4  i  i? z dwiema masami B i l ) ,  znacznie 
od niej większymi. Każda z tych  mas jest sprężyście podparta. Stosunek 
mas i  stosunek współczynników sztywności więzów jest ta k  dobrany, że 
częstość drgań własnych uk ładu  równa się 30 000 na m in, czyli 500 na sek. 
W tedy  am plituda  drgań mas B  i  D  jest znikomo mała wobec am p litudy

R ys. 22

digań masy C. E lektromagnesy pobudzające do drgań masę C są zasilane 
prądem zm iennym o 500 okresach na sek, wobec czego zachodzi współ
brzmienie i  bardzo nieznaczny dopływ  energii e lektrycznej jest potrzebny 
do utrzym ania  stosunkowo znacznych drgań mechanicznych masy C. 
Masy zaś B  i  D  przenoszą na podstawę ty lk o  znikomo małe drgania. 
W ięź sprężystą A  stanowi próbka badanego metalu, drugą więź sprę
żystą U  — ru ra  stalowa, widoczna w  środku na obu rysunkach. Je j współ
czynnik sztywności B F  jest w ie lokrotn ie  większy od takiego współczyn
n ika  próbki.

Obok tego urządzenia napędowego posiada maszyna oczywiście urzą- 
zenie pomiarowe, k tó re  jednakże nie określa bezpośrednio siły, ja k  to  

zwykle bywa w^ maszynach wytrzym ałościowych, lecz ustala i  m ierzy 
am plitudę ■wahań wydłużenia p róbki. Naprężenie o trzym ujem y p rzy  po
mocy znanego wzoru teo rii sprężystości <y=Ee, co wymaga znajomości 

. ( ^ k t ó r z y  badacze uważają to  za słabą stronę maszyny), 
s a eme i pom iar w ielkości am p litud y  odbywa się również elektromagne

tycznie, ja k  wskazuje schematyczny rysunek pod uchw ytem  próbki. Ten 
e ektrom agnetyczny układ  pom iarowy stanowi również sprzężony układ

4*
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drgający e lektryczny z działaniem odwróconym. Drganie mechaniczne 
masy C wzbudza p rądy przemienne w  obwodzie elektrycznym , stosownie 
dostro jonym , k tó re  służą do pom iaru am plitudy. Stosowane tu ta j am p li
tu d y  nie przewyższają 0,3 mm. Badane p róbk i m ia ły, ja k  dotychczas, 
od 5 do 12 m m  grubości p rzy  stosunku 1:10, zależnie od jakości ma
te ria łu  12).

Jako trzeci i  osta tn i p rzyk ład  technicznego spożytkowania współ
brzm ienia p rzytoczym y znany już  od dość dawna tachometr rezonansowy 
F r a h m a . Przyrząd ten służy do pom iaru liczby obrotów maszyn i  składa 
się z rodzaju grzebienia, którego zęby są pręcikam i o znanej częstości 
drgań własnych, rosnącej w  kolejności pręcików. Skoro ten przyrząd 
um ocujem y na maszynie w  ruchu, to zgodność je j liczby obrotów z czę
stotliwością drgań własnych jednego z pręcików poznajemy po bardzo zna
cznych drganiach tego jedynego pręcika spośród innych, nie ob jaw ia ją 
cych drgań dostrzegalnych.

12) B liższe szczegóły zaw iera praca dok to rska  E . ‘L e h r a  z  P o lite c h n ik i S tu ttg a rd -  
skie j z r .  1925 i  zesz. 329 prac badawczych, w ydaw anych  przez V D I,  w  k tó ry m  K .  
M e m m l e r  i  K .  L a u t e  re fe ru ją  w yczerpu jąco badania dokonane p rz y  pom ocy m aszyny 
S c h e n k a  w  In s ty tu c ie : B e rlin -D ah lem .
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(Czasopismo Techniczne, 1926 r.)

Niniejsza garść uwag nasunęła m i się przy lekturze k ilk u  prac m łodych 
dyplom antów naszej P o litechnik i. Prace te przypom nia ły m i fa k t już  od 
dawna dostrzeżony w  lite ra turze  technicznej, że isto ta  ta rc ia  jest tłum a 
czona z reguły jednostronnie lub  niewłaściwie i  to  nawet przez uznanych 
autorów. Zapewne przyczyn iły  się da tego podręczniki f iz y k i elementarnej 
pielęgnujące bezkrytycznie od stulecia tzw . „praAva“  tarc ia  znalezione 
przez C. A . Cotjlom ba i  A . M obina, a m ianowicie:

1) p r o p o r c jo n a ln o ś ć  t a r c ia  w z g lę d e m  n a c is k u  n o r m a ln e g o  i
2) n ie z a le ż n o ś ć  od  w ie lk o ś c i  p o w ie r z c h n i  s t y k a n ia  s ię  c ia ł  

t r ą c y c h .
Jeżeli zgodzim y się na  to , ażeby przez „praw o" rozum ieć ty lk o  bardzo  

dokładne ilościowo ujęcie pew nej kategorii zjaw isk  p rzyro dy , a  m niej 
dokładne „praw a" nazw ać raczej p raw id łam i, to  powyższe „praw a tarc ia", 
m im o całą ich doniosłość praktyczną, nie zasługują naw et n a  to  drugie  
m iano; są to  właściw ie reguły praktyczne  odpowiadające w  grubym  p rz y 
bliżeniu rzeczywistości w  pew nych dość n ieuchw ytnych  granicach. L ic z 
b ow y w spó łczynn ik  p ropo rc jona lnośc i z pierwszej reguły  C otjlom ba, 
czyli tzw . „w sp ó łczyn n ik  ta rc ia 11 nie m a zupełnie charakteru  stałej f iz y 
ka ln e j, ja k  np. w spółczynnik sprężystości, lepkości, przeArodnictwa ciepl
nego lu b  elektrycznego itp . Jest to  raczej liczba p raktyczn a  (d la  zasto- 
sowań technicznych bardzo cenna, podobnie ja k  Avspółczynnik s tra t ciepła  
przez ściany itp .) , k tó ra  u jm u je  sum arycznie Avpływ całej grupy zjaAvisk 
zachodzących p rzy  ruchu w zględnym  dw u ciał stałych z Avywarciem w za 
jemnego nacisku. S tąd  napotykane  tu  i ówdzie p ró b y  Avyznaczenia ściśle 
rzekomego „czystego" w spółczynnika tarc ia  są m rzonką, dOAYOdzącą, że 
autorow ie nie zdają  sobie dobrze spraAyy ze w sżystkich  zjaAYisk e lem entar
nych składających się n a  w ytw orzen ie  tarc ia . B łędem  szczególnie roz- 
powszechnionym  wśród techników  jest ślepa Aviara a v  tra d y c y jn y  m odel 
ciał „chropoAvatych“ jako  cial sztjnvnych, opatrzonych geom etrycznym i 
nierównościam i. A to li m odel ten  jest z b y t uproszczonym  i jednostronnym , 
b y  mógł przyczynić  się do w yjaśn ien ia  złożonego zjaw iska  tarc ia . W  d z i
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siejszym stanie nauki można stwierdzić następujące fakty fizykalne , jakie  
zachodzą p rzy  przesuwaniu z naciskiem jednego rzeczywistego ciała sta
łego po drugim :

1 ) na jis to tn ie jszym  i na jła tw ie j uchw ytnym  objawem jest strata 
energii rosnąca w  przyb liżeniu  proporcjonalnie względem drogi, a w  dość 
ciasnych granicach wartości nacisku normalnego N , proporcjonalna w  ta- 
kimże przyb liżeniu  względem N ,

2 ) jednym  ze źródeł s tra t energii jest ścieranie dostrzegalnych lub  
niedostrzegalnych nierówności pow ierzchni obu ciał, ale

3) strata energii zachodzi nawet wówczas, gdy powierzchnie są tak  
wygładzone, że nie ma dostrzegalnego ścierania,

4) pewna część s tra ty  energii powstaje dzięki zjawiskom akustycznym, 
czyli drganiom sprężystym obu ciał. D rgania te występują z rozm aitym  
natężeniem zależnie od stopnia chropowatości powierzchni,

5) źródłem s tra ty  energii w  przypadku powierzchni bardzo gładkich 
jest po części przyleganie (  „adhezja11,) ,  czy li s iły  molekularne stykających 
się cząstek obu ciał; po części zaś

6 ) lepkość, czy li tarcie wewnętrzne powietrza, wody lub  innego p łyn 
nego ośrodka tworzącego warstewkę, k tó ra  prawie zawsze oddziela obie 
powierzchnie cia ł i  podczas ruchu względnego tychże jest zmuszona do 
płynięcia, wreszcie

7) histereza stanu odkształcenia i napięcia obu stykających się ciał. 
Stan ten bowiem zmienia się ustawicznie podczas ruchu, łagodne n ie
równości spłaszczają się i  odpłaszczają kolejno, a tarcie wewnętrzne cia ł 
stałych staje się źródłem histerezy, czyli nieodwracalnej s tra ty  energii.

W szystko to  razem daje efekt wypadkow y ta k i, że potrzeba w yko
nywać ciągle pracę, rosnącą proporcjonalnie względem drogi, ażeby

u trzym ać ciało w  ruchu postępowym jedno
sta jnym  względem drugiego, do którego jest 
przyciskane. Ogólna strata energii da się przeto 
zastąpić pracą pewnej pomyślanej s iły  zwanej 
tarciem na drodze ruchu względnego obu Ciał. 
Silę tę możemy sobie widocznie ze znaczną dokła
dnością wyobrazić jako działającą w  powierz
chniach stykania się obu ciał. Załączony rysu
nek uzmysławia wypadkową siłę tarc ia  T, 
z k tó rą  nieruchoma podstawa (ciało B ) działa 

na ciało A , poruszające się w  k ie runku  strza łk i. Równa i  wprost prze
ciwna T  siła T ' przedstawia siłę, z jaką  ciało A  działa nawzajem na 
ciało B. W  przypadku ruchu o k ie runku  przeciwnym odwracają się k ie 
ru n k i T  i  T '. O punkcie działania (zaczepienia) s iły  T  lub  T  nie możemy 
oczywiście powiedzieć nic pewnego bez założeń co do rozmieszczenia
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nacisku w  powierzchni stykania się itd . T y lko  w  szczególnie prostych 
przypadkach można ten p u n k t z dostateczną dokładnością przyjąć w  m ie j
scu, gdzie ca łkow ity  nacisk N  tra fia  powierzchnię stykania się.

Beznadziejność szukania „ścisłych p raw “  tarc ia  nie może natura ln ie  
czynić u jm y  doniosłości technicznej uproszczonych schematów myślenia 
ilościowego, ja k im i są: współczynnik tarcia, kąt tarcia  itd . Ona tłum aczy 
ty lko  niechęć przedstawicieli nauk i czystej do badań nad tarciem  i  co 
za ty m  idzie, pewne zaniedbanie te j dziedziny w  nauczaniu fiz yk i. S ku tk i 
tego zaniedbania mszczą się na szarej rzeszy techników poprzestającej 
na nauce szkolnej. M e k tó re  jednostk i z te j rzeszy nie rezygnują m im o 
to  z aspiracyj do pracy twórczej, do ja k ie j p ra k tyka  dostarcza wciąż 
tem atu, i  błądzą po manowcach tra k tu ją c  uproszczone schematy jako 
prawa elementarne na rów ni z ta k im i np. praw am i m echaniki ogólnej 
lub  term odynam iki klasycznej. T y lko  należyte zdanie sobie sprawy ze 
splotu zjaw isk składających się na pozornie p rosty schemat, jak im  jest 
„s iła  ta rc ia “ , może prowadzić do poprawnej in te rp re tac ji odnośnych do
świadczeń technicznych.



OPORY TARCIA I  IC H  ROLA W  N IEK TÓ R YC H  ZA G A D N IEN IA C H
KO LEJN IC TW A

(A rch iw u m  M echan ik i Stosowanej, to m  1, zesz. 4, 1949 r . i  to m  3, zesz. 1, 1951 r .)

§ 1. Rozważania wstępne

Kategoria sił p rzyrody rozpraszających energię mechaniczną, znana 
pod nazwą oporów tarcia, s il tarcia  lub  k ró tko  tarcia, jest tradycy jn ie  
upośledzona w  nauczaniu początków mechaniki w  fizyce. S ku tk i tego 
bywają groźne dla naukowego, racjonalnego podłoża techn ik i, ja k  świad
czą pojawiające się od czasu do czasu prace nawet w yb itnych  inżynierów, 
które  dowodzą ich niejasnego, a nawet zgoła błędnego wyobrażenia o własno
ściach ta rc ia . 1) T ra k tu ją  oni n iekiedy znalezione doświadczalnie w  w arun
kach najprostszych przybliżone praw id ła  tarc ia  jako ilościowo ścisłe prawa 
przyrody. Tymczasem na wielkość i  k ierunek ta rc ia  ma w p ływ  ty le  czyn
n ików  po części n ieuchwytnych ilościowo, a nie dających się wyodrębnić, 
iż trudno się dziwić, że fizycy  nie ob jaw ia li w  nowszych czasach zapału 
do badań tarcia, pozostawiając inżynierom  troskę o tę ta k  poAyikłaną, 
a jednak technicznie nader Avażną dziedzinę m echaniki.2)

StAyierdzam to na podstaAvie niemal półwiekowego doŚAYiadczenia p rzy 
studiowaniu piśm iennictwa teehniezo-naukowego a y  k ra ju  i  zagranicą. 
Wobec ka tas tro fy  wojennej, jaka  dotknęła niedaYtmo, po raz nie wiem 
k tó ry , naszą ku ltu rę , niszcząc dorobek dwudziestolecia między dwiema 
w ojnam i ŚAyiatowymi, zachodzi paląca potrzeba szybkiego działania av k ie 
runku  podAYyższenia poziomu naukoAvego młodego pokolenia polskich 
technik ów. W  te j in tenc ji nawiązuję do moich daAYnych i nowszych a r ty 

*) P r z y p o m n ę  t y l k o  s ł y n n y  s p ó r  z r .  1920 m ię d z y  w y b i t n y m i  p r o f e s o r a m i  n ie m ie c 

k i m i  n a  t e m a t  p o jm o w a n ia  t a r c i a  w  p r a c y  h a b i l i t a c y j n e j  S t . L o f f l e r a .

2) R ó ż n ic a  z a s a d n ic z a  w  d o ś w ia d c z a ln e j  p r a c y  b a d a iy c z e j  f i z y k a  i  i n ż y n ie r a  p o le g a  

n a  t y m ,  ż e  c h o c ia ż  o b a j  z a d a ją  o k r e ś lo n e  p y t a n ia  p r z y r o d z ie ,  t o  j e d n a k  f i z y k  d ą ż y  

u s i l n ie  d o  w y o d r ę b n ie n ia  k o n k r e t n e g o  z ja i v i s k a  o r a z  d o  ś c is ło ś c i  p o m ia r u  i  w y z w o le n ia  

g o  z  w ię z ó iv  z a le ż n o ś c i  o d  w ie l u  z m ie n n y c h ,  p o d c z a s  g d y  i n ż y n ie r  b a d a  c z ę s to  e f e k t  

z b io ro A v y  z ja w is k  b a r d z o  z ło ż o n y c h  n a  k o n k r e t n y c h  o b ie k t a c h  t e c h n i k i  l u b  u p r o s z c z o 

n y c h  m o d e la c h ,  a b y  z d o b y ć  w a r t o ś c i  l ic z b o w e  n ie z b ę d n e  p r z y  p r o j e k t o w a n iu  z  p r z y 

b l i ż e n ie m  Z A v y k le  n ie w ie l k im ,  le c z  p r a k t y c z n ie  z a z w y c z a j  w y s t a r c z a ją c y m .
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kułów  naukow ych o tarc iu  3) oraz do odpowiednich rozdziałów  ay  p u b li
kacjach moich w ykładów  w trzech politechnikach, aby  m ożliw ie jasno 
a ściśle u jąć  i przedstawić to , co Ariemy obecnie o tarc iu , a  zarazem  dać 
w skazów ki do nauczania te j Avażnej dziedziny m echaniki technicznej 
w  naszych now ych szkołach.

P rz y  te j sposobności spróboAA'ałem rzucić peAYne, ja k  się zdaje, nowe  
światło na in terpre tac ję  teoretyczną n iektórych  A Y y n ik Ó A Y  badań doświad
czalnych nad tarciem .

§ 2. Źródła tarcia

Patrząc  na otaczające nas p rzedm io ty , o d ryw am y zAvykle m ysi od 
ich rzeczywistej odkształcalności i tra k tu je m y  je  w  p ierw szym  p rz y b li
żeniu abstrakcyjn ie , ja k  gdyby b y ły  n iezm iennym i b ry ła m i geom etrycz
n y m i AYypełnionymi -m aterią  ciągłą i p ra k 
tycznie  sztywną. Zachodzi Avięc p ytan ie , 
czy ta k i uproszczony m odel ciała może 
posłużyć do zrozum ienia i u jęcia  teo re ty 
cznego zjaw isk  tarc ia  danych przez doś
wiadczenie. T ak ie  podstawowe zjawisko  
ta rc ia  dostrzegam y, ja k  w iadom o, ay  n a j
prostszym  p rzypadku  ś lizg a n ia  4), np. p ły 
tk i,  k tó rą  przesuw am y ręką  po poziom ej 
pow ierzchni stołu. P ły tk a  ta  lub  ay  ogóle 
ciało  A  spoczyAcające podstaAvą p ra k ty c z 
n ie  płaską na obszernej p łaskiej ścianie 
poziom ej ustalonego ciała B  (rys. 1), pozo
staje oczywiście w  spoczynku pod dzia ła 
n iem  ciężaru Acłasnego Q, zrÓAYnoważonego reakcją  N  ciała B  jako  n ierucho
m ej podstaw y. G dyby więc reakcja  pozostała prostopadła do powierzchni 
stołu (ciała B) także  podczas przesuw ania p ły tk i (ciała A ), to do AvpraAvienia 
je j w  ruch ze stanu spoczynku AArystarczałaby dowolnie m ała  siła P , k tó ra  
działając przez odpoAYiedni p rzedzia ł czasu ud zie liłab y  p ły tce  prędkości 
określonej v. Po usunięciu zaś te j siły p ły tk a  za trzym a łab y  tę  AYartość 
prędkości trAYale (oczywiście dopóki nie zajdzie  zm iana AYarunkÓAY ze- 
Avnętrznych). Tym czasem  doświadczenie poucza po pierwsze, że p ły tk a

3) 1. K ilk a  s1óav o is toc ie  i  tzw . praw ach ta rc ia . Czasopismo Techniczne. L avóav 

1926; 2. Refleksje  na  te m a t ta rc ia  m iędzy  c ia łam i s ta łym i. P rzeg ląd M echaniczny. 
WarszaAYa 1947, s tr. 345; 3. T arc ie  sta tyczne a k ine tyczne . P rzegląd M echan iczny. 
W arszaw a 1948.

4) T y m  w yrazem  oznaczam y ru ch  p o s tę p o A v y  prostolin ioAvy, zAvłaszcza gd y  w ys tępu je
on p rz y  s ty k a n iu  się p łaskie j ściany c ia ła  z p łaską podstaw ą.

\ N

\ A
S p

V / / / / / / / / / / / / / 7 j  V. Z / / / / / / / / / / / / / / / / /

8 \q b

R ys. 1. Stan równoAYagi z ta rc iem  
w  p rz y p a d k u  g d y  siła zew nętrzna P  
le ż y  w  płaszczyźnie p ionow e j cię
żaru  Q. Składowa p ionow a N  cał- 
koAvitej re a k c ji pods taw y B  je s t 
łiczbow o rów na  Q. Składowa po z io 
m a te j re a k c ji T  (ta rc ie  sta tyczne) 

je s t liczbow o rów na  sile P .
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nie poruszy się, dopóki siła na nią działająca jest mniejsza od pe-wnej 
w artości granicznej P 0, a po w tóre do u trzym ania  jednostajnego ślizga
nia p ły tk i już  wprawionej w  rue łi z prędkością daną v potrzeba stałej 
w artości s iły  działającej P u k tó ra  różni się w  ogóle nieznacznie od P 0.

Otóż zjawisko pierAvsze da się objaśnić łagodnym i nierównościami obu 
cia ł, k tó re  nie jako zazębiając się sprawiają, że przesunięcie ciała A  po 
ciele B  wymaga po pierwsze siły  P  (działającej w  k ie runku zamierzonego 
ślizgania), k tó ra  b y  spowodowała rozsunięcie się powierzchni obu ciał 
na odległość taką, aby dalszy ruch względny stał się m oż liw y; po w tóre 
zaś, po wytworzeniu tak ie j s iły  oscylującej co do Arartości w  bardzo ma
łych  przedziałach czasu, potrzeba siły, k tó re j wartość średnia P 1 u trz y 
m uje ciało A  w  ruchu jednostajnym . A le ta  Avartość średnia P 1 m usiałaby 
widocznie w  tak im  modelu być prawie rÓAvna P 0, podczas gdy a\ -  rzeczy
wistości jest mniejsza i  to  ty m  mniejsza, im  większa jest prędkość ślizga
nia. Model ten nie tłum aczy nadto zależności s iły  od pola powierzchni 
przylegania stwierdzonej rÓAcnież doświadczalnie. A  Acreszcie nie zgadza 
się z faktem  ścierania m ateria łu z powierzchni obu c ia ł5).

Okazuje się twięc, że model ciał sztywnych trących tłum aczy w  sposób 
dość zadoA\ralający ty lko  zjawisko oporu tarc ia  zwanego spoczynkowym 
albo statycznym a najstosoAvniej sczepnym.

Z tego Avynika, że do zrozumienia zjaw isk tarc ia  należy uwzględnić 
odksztalcalność sprężystą i  plastyczną ciał stałych, ich spójność (lub Avy- 
trzymałość), a poza ty m  te czynniki, które  z reguty m ają Avpływ na prze
bieg zjaw isk fizyka lnych, t j .  naturę i  jakość materiałÓAA', temperaturę, 
ciśnienie otaczającego pow ietrza lub  innego ośrodka płynnego. W yłączam y 
tu ta j z naszych rozAcażań p ły n y  służące jako smary, czyli rozpatru jem y 
ty lk o  tarcie na sucho. Tarcie a v  smarowanych częściach maszyn podlega 
praw id łom  odm iennym i stanowi a v  znacznej części zagadnienie hydro
dynamiczne.

R o z p a t r u j ą c  t e ż  tarcie ślizgowe z  U A c z g l ę d n i e n i e m  w y m i e n i o n y c h  w ł a s 

n o ś c i  c i a ł  s t a ł y c h ,  A v y j d z i e m y  z  d o Ś A v i a d c z e ń  n a j d a A v n i e j s z y c h ,  k t ó r e  w y 

k a z y w a ł y  z a l e ż n o ś ć  t a r c i a  o d  s t o p n i a  c h r o p o w a t o ś c i  p o A c i e r z c h n i  c i a ł  

s t y k a j ą c y c h ,  s i ę  ś c i a n a m i  p ł a s k i m i ,  a n a d t o  s t w i e r d z a ł y ,  ż e  p r z y  t e j  s a m e j

6) O  p o w ie r z c h n ia c h  c i a ł  t r ą c y c h ,  a  av s z c z e g ó ln o ś c i o  p o A ń e r z c h n ia c h  c ia ł  p ła s k ic h ,  

k t ó r e  s ię  d o t y k a ją ,  c z y n io n o  z A v y k le  z a ło ż e n ie  n a jp r o s ts z e ,  ż e  i c h  c h r o p o w a to ś ć  j a k o  

ź r ó d ło  t a r c i a  j e s t  j e d n o r o d n a  i  i z o t r o p o w a .  Z n a c z e n ie  t y c h  p r z y m io t n i k ó w  s ta je  

s ię  ja s n e ,  g d y  s o b ie  w y o b r a z im y  r ó ż n e  p r z e k r o je  p ła s k ie  p r o s t o p a d łe  d o  ś c ia n y  c h r o 

p o w a t e j .  J e ś l i  p r z e k r o je  r ó w n o le g łe  o  k i e r u n k u  w s p ó ln y m  m a ją  p o s ta ć  p r a k t y c a n ie  

t ę  s a m ą ,  t o  s tw ie r d z a m y  je d n o r o d n o ś ć  c h r o p o w a t o ś c i ,  c h o c ia ż  p r z e k r o je  n a c h y lo n e  d o  

s ie b ie  m o g ą  s ię  r ó ż n ić .  J e ż e l i  z a ś  i  t e  p r z e k r o je  s ię  n ie  r ó ż n ią ,  t o  c h r o p o w a t o ś ć  j e s t  n ie  

t y l k o  j e d n o r o d n ą ,  a le  n ie z a le ż n ą  o d  k i e r u n k u ,  c z y l i  i z o t r o p o w ą .  G d y  A y re s z c ie  

c h r o p o w a t o ś ć  j e s t  z a le ż n a  o d  k i e r u n k u ,  a  n ie z a le ż n a  o d  m ie js c a  e le m e n tu  ś c ia n y ,  t o  

j e s t  w ą ir a w A z ie  j e d n o r o d n a ,  a le  a n i z o t r o p o w a .
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chropowatości opór tarc ia  rośnie i  maleje z wielkością wzajemnego na
cisku jy  obu ciał, normalnego do płaszczyzny stykania. Ponieważ ta 
zależność empiryczna w  różnych warunkach ważnych w  technice (wówczas) 
różniła się n iezbyt znacznie od zw ykłe j proporcjonalności, przeto p rzy
ję to  jako regułę praktyczną, że tarcie przy ślizganiu, czy li tarcie suwne

T=pxr,

a współczynnik proporcjonalności tarc ia  do nacisku normalnego, t j .  p 
nazwano współczynnikiem tarcia  (m iędzy m ateria łam i ciała A  i  B). Jak
ko lw iek przekonano się doświadczalnie (C o u l o m b , M o r in  i  inn i), że 
wartość liczby p jest różna w  wypadkach, gdy zm ienim y m ateria ł jednego 
lub  obu badanych ciat, pozostawiając inne w arunki te same, (tzn. ta k i 
sam stopień chropowatości, taką  samą prędkość ślizgania, takie  same 
ciśnienie, t j .  nacisk na jednostkę pola fig u ry  stykania się itd .), to  jednak 
rozległe badania M o k i n a , stwierdzające praktyczną niezależność p od 
ciśnienia, sprawiły, że na kontynencie europejskim jeszcze prawie do 
końca w ieku X I X  w  kołach fizyków  i inżynierów podzielano poglądy 
M o r in a , że p p rzy tak ie j samej chropowatości ma charakter stałej ma
teriałowej prawie niezależnej od ciśnienia i prędkości względnej. K ie  po
mogło nawet to, że pracujący W' A n g lii równocześnie prawie z M o r in e m  

G. R e n n i e  (Trans. Soc. London 1829, t .  119, str. 143; Zeitschr. f. A rch. 
u. Ing . Wiss. Hannover 1861, t.  7, str. 315 )6) stw ierdził wyraźną zależ
ność p od ciśnienia a w  r. 1852 H . B o c h e t  we F ra n c ji stw ierdził, ja k  się 
zdaje, najp ierw  zależność p od prędkości. Obie zależności można było 
poniekąd przewidzieć teoretycznie, zważywszy, że oba ciała już  w  stanie 
spoczynku pod wpływem  nacisku wzajemnego doznają odkształceń, two- 
lząc przez to niejako przeszkodę dla s iły  dążącej do wprawienia w  ruch 
ciała A  po ciele B  (niezależnie od opora bezwładności, k tó ry  z chwilą 
ustalenia prędkości ślizgania zanika). Po pokonaniu te j przeszkody i  usta
leniu prędkości ślizgania ciała A  po ciele B, stra ta  energii na wytworzenie 
coraz to  nowych odkształceń nie znika oczywiście, lecz staje się mniejsza 
przy większej prędkości ślizgania, ponieważ jest n iejako coraz m nie j czasu 
na wytworzenie odkształcenia.

Rozważania powyższe wyjaśnia ją, dlaczego już C o u l o m b  stw ierdził 
■doświadczalnie, że współczynnik tarcia sczepnego p 0 bywa większy od

i i  ■“  0(ł  c iśn ien ia  została ok. r .  1915 zuży tkow ana  techn iczn ie  w  kon-
8 *  a ^  r ?n i, 8anioczy n n yck . Specja liści w  te j dziedzin ie  na zyw a ją  to  „e fek te m  Blisha“, 
co owo z i rów nież aktua lnośc i m o ty w ó w  p ra cy  n in ie jsze j, podobn ie ja k  praca P . W il-  
NIEWCZYCA; Zasady dz ia łan ia  b ro n i sam oczynnych (N r 1 B iu le ty n u  G łów . In s t. Me- 
c an i ,'  m . P rzem . i  H a n d lu  z r .  1948). N a  s tr . 84 te j p ra cy  c z y ta m y : „K o n s tru k c ja  
op ie ra się na z ja w isku  często n iedostateczn ie uw zg lędn ianym  w  podręczn ikach mecha- 
Ri , że w sp ó łczyn n ik  ta rc ia  p  je s t fu n k c ją  c iśn ien ia ...'1.
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współczynnika y  tarcia kinetycznego, zwłaszcza gdy ciało A  spoczywało przez 
czas dłuższy na ciele B, zanim  przystąpiono do poruszenia go z miejsca. 
Ponadto C o u l o m b  przewidywał, że gdyby dało się usunąć chropowatości 
na ścianach obu ciał, to  i  ta k  is tn ia łby  opór ta rc ia  w yn ika jący z sił mole
ku la rnych  drobin  leżących w  obu ścianach. Takie tarcie molekularne 
stw ierdzam y obecnie bez trudności na p łytkach wzorcowych J o h a n s s o n a  

przy ich przesuwaniu wzdłuż powierzchni przylegania. Dlatego C o u l o m b  

tw ierdził, że tarcie składa się z części zależnej od nacisku, k tó rą  by  dziś 
nazwać można tarciem makroskopowym lub  molarnym  i  z tarcia moleku
larnego niezależnego od tego nacisku. A le J. Y .  P o n c e l e t  (Mecaniąue 
industrie lle, wyd. 3, Paryż 1870, str. 505), k tó ry  to przytacza, odrzuca 
tę drugą część słusznie jako nie mogącą 'występować w  olbrzym iej w ięk
szości zagadnień technicznych, gdzie bezpośrednie stykanie się molekuł 
może zachodzić ty lko  w  rzadko rozsianych miejscach powierzchni p rzyle
gających obu ciał, wobec czego stanowi ty lko  znikomą część tarc ia  całko
witego.

Zjaw isko tarc ia  jest skomplikowane wreszcie przez to, że z ścian ciała 
niepodobna w  zw ykłych warunkach usunąć cieniutkie j warstewki absor
bow ane j7) otaczającego ośrodka (zwykle powietrza). W  przypadku n a j
częstszym, gdy obie stykające się ściany cia ł mają obróbkowe nierów
ności mniejsze lub  większe, nacisk wzajem ny w yw ołu je  ich odkształcenia, 
k tó re  w  w ie lu  miejscach przekraczają granicę sprężystości, a nawet w y 
trzymałości, co jest połączone ze stra tą  energii. Tej stracie odpowiada 
również pomyślana składowa nacisku, a więc zarazem opór tarcia. Nacisk 
ca łkow ity bowiem jest wypadkową z nacisku normalnego N  i  s iły  stycznej P  
równoważącej tarcie T.

§ 3. Tarcie sczepne (statyczne) a tarcie suwne (czyli kinetyczne)

Mając na m yśli prosty schemat doświadczenia, stosowany powyżej, 
przypom inam y pokrótce, ja k  go zrealizował M o r in  w  swoich badaniach. 
Ciało A  m iało postać skrzynki, k tó re j dno można było zmieniać zależnie 
od m ateria łu badanego, a wnętrze obciążać stosownie do zamierzonego 
nacisku normalnego N . Ciało B  m iało postać długiego wąskiego stołu, 
którego p ły tę  zmieniano w  zależności od badanego m ateria łu. Do dna 
skrzynki b y ł przyczepiony możliw ie blisko spodu cienki sznur przewie
szony na końcu stołu przez krążek i zakończony szalką stanowiącą wraz 
z umieszczonymi na nie j ciężarkami, ciężar napinający sznur, k tó ry  w y 
w iera ł silę P  ciągnącą ciało A . P rzy dowolnej wartości s iły  P , leżącej

7) W y ra z  adsorpcja oznacza co innego n iż  absorpcja, c z y li poch łan ian ie  gazów 
przez c ia ła  stałe. A dso rbc ja  je s t n ie ja ko  przyczepności:!, gazów do pow ie rzchn i c ia ł 
s ta łych .
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pomiędzy zerem a wartością krańcową P 0, ciało A  pozostaje w  spoczynku. 
Dopiero p rzy  wartości P  bardzo bliskie j P0 wystarcza najdrobniejsze 
wstrząśnienie (wywołane np. ruchem u licznym  pojazdów), aby ciało A  
rozpoczęło ruch, którego prędkość nie ła two jednak usta lić w  wielkości 
żądanej. To było prawdopodobnie przyczyną, że M orin  nie uchw ycił 
zmniejszania się p z wzrostem prędkości, stwierdzonego przez k ilk u  później
szych badaczy; podobnie jak  nie znalazł zależności u od ciśnienia, odgry
wającej n iekiedy rolę nader ważną.

Że znane p ra w id ła  C o u l o m b a  - M o r i n a , a raczej zalecane przez n ich  re g u ły  p ra k 
tyczne  do ob liczeń ta rc ia , u trz y m y w a ły  się ta k  d ługo w  p iśm ien n ic tw ie  d y d a k ty c z 
nym , m ożna w y tłu m a czyć  ty lk o  potęgą a u to ry te tu  sławnego C o u l o m b a , k tó ry  o d 
d z ia ły w a ł zapewne ju ż  na M o r i n a . P odobnych  w yp a d kó w  wr dz ie jac li n a u k i je s t w iele. 
Przecież do p o czą tku  bieżącego s tu lec ia  uczono w ed ług  N e w t o n a , że c ienka p ły ta  
zanurzona wr je dn o rod nym  s tru m ie n iu  p ły n u  doznaje napo ru  proporc jonalnego do 
s in2 a, je że li a oznacza (m a ły) k ą t  nachy len ia  p ły ty  do k ie ru n k u  p łyn ięc ia , g d y  ty m 
czasem napó r ten  je s t w  p rzyb liże n iu  p ro p o rc jo n a ln y  do sin a.

A le  ja k  zaznaczono pow yże j, dośw iadczenia in n y c h  badaczy naw et współczesnych 
M o r i n o w i  s tw ie rd za ły  z b y t w ie lk ie  n iezgodności g łoszonych przezeń „p ra w  ta rc ia "  
i  w y k a z a ły  uzasadniony pow yże j teo re tyczn ie  w zrost n z ciśnieniem .

Badania tarc ia  p rzy  różnych prędkościach ślizgania v wykazały dalej, 
że [x maleje ze wzrostem v, co było nader ważnym w  teo rii hamowania 
pociągów kolejowych 8). W  ty m  celu u ję to  zależność u od v twe wzory 
empiryczne, z k tó rych  p rzytoczym y dwa następujące:

1) W zór J. hi. F r a n k e g o  wybitnego profesora P o litechn ik i Lwowskiej 
z końca ubiegłego stulecia

H =  fXle-™,

gdzie i « są stałym i. W zór ten pokryw ał się wprawdzie dość dobrze 
z danym i doświadczalnymi w ich zakresie, ale ze stanowiska teoretycznego 
można mu zarzucić, że prowadził do asym ptoty cznego zanikania ,a przy 
v ->oo, co nie może odpowiadać rzeczywistości stosowmie do rozważań w  § 2 .

2) W zór B o c h e t a  zwany w  (Niemczech wzorem W ic h e r t a , gdyż ten 
badacz obliczył na nowo współczynniki wzoru z doświadczeń własnych:

1 +  av

ze s ta łym i (odm iennym i od poprzednich) /p , a i /S (przy a</3). W  p rzy
padku tarc ia  szczęk hamulcowych ze staliwa o stalowe obręcze kó ł wago
nowych zalecają podręczniki techniczne obierać: /u1 — 0,25 w stanie mo

8) H . B o c h e t , M em . de la  Soc. des In g . C iv. 1852. — S. P o i r ź e , A nn . des M ines, 
t .  13; C. R . t .  46, s tr. 802, 1858. — D . G a l t o n , E ngineering , t .  25, 26, 27; P roc. In s t .  
Mech. E ng . 1878/9.
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k rym  do 0,45 w  stanie suchym; a =  0,0.1.12, /?= 0,06, jeżeli prędkość v  
jest wyrażona w  km /h .

W racając do tarc ia  sczepnego zaznaczymy przede wszystkim , że 
zgodnie z przewidywaniem teoretycznym uwzględniającym odkształcenia 
cia ł pod wpływem  sił tarc ia  wytworzonych w  przyległych warstwach 
obu ścian stykających się, stwierdzono doświadczalnie, iż w  przypadku 
ciała A  leżącego na poziomej ścianie ciała B  w  kie runku możliwego śliz
gania, zachodzi bardzo małe, ale dające się zmierzyć odkształcenie obu 
warstw  przylegających tak, iż górne części ciała A  doznają bardzo ma
łego przesunięcia względem B. To przesunięcie (gołym okiem oczywiście 
niedostrzegalne) wzrasta z wielkością s iły  P, dopóki wartość P  nie osiągnie 
wielkości granicznej P, równoważącej tarcie p rzy  względnym spoczynku 
obu ciał. Stąd nazwa tarcie sczepne. Dopiero po osiągnięciu te j wartości 
przez siłę P  zachodzi ślizganie ciała A  po ciele B, z reguły jako ruch zrazu 
przyśpieszony, którego ujednostajnienie osiąga się przez nieznaczne zm niej
szenie wartości s iły  w porównaniu do P.

F le m in g  J e n k in  i I .  A . E w in g  w ykonali doświadczenia (Phil. 
Trans. 1877), p rzy  których przejście z tarc ia  statycznego do dynamicz
nego nie odbywało się nagle. Zdoła li oni m ierzyć siłę tarc ia  p rzy  pręd
kościach 3 do 6 m'm/sek. W  tych  granicach współczynnik tarc ia  m ala ł 
pow oli ze zwiększeniem prędkości od wartości statycznej do kinetycznej.

Tarcie sczepne jest przeto siią równoważącą jakąkolw iek siłę P , k tó ra  
spełniając warunek 0 < P < P  działa w  płaszczyźnie podstawy ciała A  
przyciskanego do ciała B, p rzy  czym nie wyw ołu je  trwałego ruchu względ
nego obu ciał, poza niewidocznym i przemieszczeniami ich środków cięż
kości spowodowanymi ich odkształcalnością. W artość P  określa zatem 
górną granicę wielkości tarc ia  statycznego, znalezioną doświadczalnie. 
Oznaczymy ją  przez T 0. Gdy P = T 0, to  róovnowaga względna obu cia ł 
jest niestateczna (chwiejna), gdyż najmniejsze wstrząśnienie zapoczątko
wuje ruch ciała A  po ciele B.

Mając na uwadze znowu w arunk i najprostsze, jak ie  zachodziły np. 
w doświadczeniach Mo r in a , dochodzimy do wniosłiu, że:

Tarcie sczepne (statyczne) n ie  m a w a r to ś c i o k re ś lo n e j ja k  
tarcie suwne (icinetyczne), le cz  m oże  p r z y ją ć  w s z e lk ą  w a r to ś ć  
w ię k s z ą  od  ze ra , a mniejszą od granicy T 0, k tó rą  analogicznie do ta rc ia  
kinetycznego p rzy jm u jem y za proporcjonalną do nacisku normalnego N  
pisząc:

T 0= y 0N ,

a współczynnik proporcjonalności //„ nazywamy współczynnikiem tarcia 
sczepnego. Chcąc przedstawić równaniem wielkość tarcia sczepnego w  ogóle, 
możemy napisać:

T = P /j,0N , gdzie 0 < /9 < l.  .
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W  przypadkach spotykanych w  różnych dziedzinach techn ik i jest 
/ ‘o >  h (przy wyłączeniu jakiegokolw iek smarowania). N ie ma więc teorii 
ciągłego przejścia od tarc ia  sczepnego do suwnego, ja k  skłonni są m nie
mać n iektó rzy autorowie prawdopodobnie przez analogię do ruchu i  spo
czynku pojmowanego jako szczególny przypadek ruchu. A to li ta  analogia 
tu ta j zawodzi z powodu odmiennych cech tarcia  sczepnego (statycznego) 
i  suwnego (kinetycznego). Ogólne prawo, którem u podlega tarcie sczepne 
wyraża się n ie ró w n o ś c ią , podczas gdy prawo tarcia  kinetycznego ró w 
n a n ie m . (E. J. R o u t h : R ig id  Dynamics. T. § 158 tra k tu ją cy  o „n ie 
ciągłości ta rc ia "). '

D latego n ie  m oże  b y ć  m o w y  o je d n o c z e s n y m  w y s tę p o w a n iu  
o bu  ro d z a jó w  ta r c ia ,  je ż e l i  ru c h  w z g lę d n y  c ia ł t r ą c y c h  je s t  
ś liz g a n ie m .

A to li gdy m am y do czynienia z ogólnym i przypadkam i ruchu względ
nego cia ł trących, to  ja k  zobaczymy poniżej istn ie je jeden przypadek 
szczególny, k tó ry  można interpretować w  ten sposób, że obydwa rodzaje 
tarc ia  zachodzą jednocześnie obok siebie.

§ 4. Tarcie sczepne w przypadku ogólniejszym

Gdy na podstawę ciała A  spoczywającego na płaskiej pow ierzchni 
ciała B  działa płaski uk ład  sił statycznie równoważny sile P  już rozpa
tryw anej i  parze sił o momencie M , to  tarcie sczepne sprowadza się 
do takiego układu sił o kierunkach wprost przeciwnych.

Zadanie znalezienia rozm ieszczenia s ił ta rc ia  na podstaw ę c ia ła  A  z danych  s ił ze
w nę trznych  je s t w  ogóle nieoznaczone, c z y li „s ta ty c z n ie  n iew yznacza lne"; na tom ia s t 
zadanie odw ro tne  da się często rozw iązać na podstaw ie  m nie j lu b  w ięcej uzasadnio
nych  założeń p rzy b liż o n y c h  o rozm ieszczeniu nacisku na  ścianę trącą . P rzy ją w szy  
np . nacisk roz łożony  rów nom ie rn ie  i  w yobraz iw szy sobie początek ru ch u  postępowego 
cia ła, o trz y m u je m y  s iły  ta rc ia  o w ypadkow e j fi0N ,  przechodzącej przez środek masy 
podstaw y. Z tego w y n ik a , że każda s iła  dążąca do w yw o ła n ia  ru ch u  posuwistego c ia ła  .4 
po ciele B,  k tó re j k ie ru n e k  przecina no rm a ln ą  do po ds taw y  w  je j ś rod ku  m asy, może 
być  zrów noważona ta rc ie m  sczepnym , je że li je s t m niejsza od /tQN .  Zarazem  w idać, że 
zwiększenie te j s iły  p ro w a dz i do ślizgan ia w  je j k ie ru n ku . Ten w y n ik  je s t oczyw iście 
ym  dok ładn ie jszy , im  ba rdz ie j sz tyw ne są o"ba c ia ła .

P rz y jm u ją c  te raz, że ru c h  p rzyg o to w a n y  c ia ła  je s t ob ro tem  oko ło środka m asy 
podstaw y, o trz y m u je m y  p rz y  założeniach poprzedn ich , że sum y algebraiczne rz u tó w  
s ił ta rc ia  są rów ne zeru na każdą z dw u  p ro s tych  w za jem n ie  p ros topad łych  po p row a
dzonych na podstaw ie, a sum a algebra iczna m om entów  względem  no rm a lne j do p o d 
s taw y  m a w a rtość  różną od zera, k tó ra  określa m om ent p a ry  mogącej zrów now ażyć 
ta rc ie . P rz y k ła d  szczególnie p ro s ty  i  znany z te o rii maszyn s tanow i m om ent ta rc ia  
czopa stopowego o podstaw ie p ie rśc ien iow ate j i  p rom ien iach  Ii, r ; zn a jd u je m y kolejno.-

nacisk (na e lem ent po la  d F  podstaw y) d N =  —r~ — — d F ,
71 ( l i 2 — 7*2)
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ta rc ie  (e lem entu dF) d T  — (iod N = ( i 0—- ~ — - d F  ,
71 [ I i2 — 7*2)

m om ent ta rc ia  (e lem entu odległego o g od środka) d M — u0    d F ,
Ti [U2 — r 2)

c a łk o w ity  m om ent s ił ta rc ia

M = n (p /-F ) /  e2nede=it*„Q R2 _ r2 =  ł  f‘«Q •

W  p rzyp a d ku  w a żn ym  w  p ra k tyce , g d y  cia ło A  d o ty k a  c ia ła  B  po d p ó rka m i p rzeno
sząc przez nie  na c isk i N 3, N 2, ... oraz ta rc ia  /i 0N 1,/i 0N 3... , m ożna znaleźć na jm n ie jszy  
m om ent p a ry  p o trze b n y  do pokonan ia  ta rc ia  p rz y jm u ją c  o b ró t oko ło nieznanego śro
d k a  x 0, i/ 0 na p łaszczyźnie i  w yraża jąc  odpow iedn ie składowe s ił tarcia, w  k ie run kach  
obu osi oraz m om ent ty c h  s ił względem  p u n k tu  (x0, y0). P rzy ją w szy  w ie lkośc i N , , N 3, ... 
ja k o  znane, co b io rąc ściśle je s t m ożliw e ty lk o  w  p rzyp a d ku  trzech  p u n k tó w  podparc ia , 
m ożna z o trzym an ych  rów na ń  rów now ag i ob liczyć szukany m om ent o b ro tu  i  w spó ł
rzędne jego środka.

G dy  m a m y do czyn ien ia  ty lk o  z trzem a p u n k ta m i podparc ia  A 1, A 2, A 3, to  szu
k a m y  p u n k tu  o b ro tu  z w a ru n ku , że t r ó jk ą t  s ił ta rc ia  T 1= n „ N l , T , .= f i„ N 3, T 3= / i „N3 
(p ros topad łych  do p ro m ie n i o b ro tu ) m usi się zam ykać, ab y  s iły  ta rc ia  tw o rz y ły  parę. 
J  eżeli w ięc p o m y ś lim y  sobie t ró jk ą t ,  k tórego b o k i przechodzą odpow iedn io przez A 1, A 3, A 3 
m a jąc k ie ru n k i p rostopad łe  do p ro m ie n i ob ro tu , to  b o k i tego t ró jk ą ta  są p ro p o rc jo 
na lne do N 3, N 3, N 3 i  m ożna te  b o k i w yk re ś lić  w  stosownej podzia łce oraz ob liczyć 
po le t ró jk ą ta  F  u tworzonego z n ich . Oznaczywszy k ą ty  w ierzcho łkow e tego tró jk ą ta  
przez f t , # 2,(33, a p rom ień  ko ła  opisanego na n im  przez I i  (m ie rzony tą  samą podz ia łką  
co N l t ]ST2, N 3), s tosu jem y znane z ge om e trii e lem entarne j zw ią zk i:

„  . N 3 . . N 3 . 0 n 3
~  4F~~ ’ Sln^ = 2B ’ sin& =  2B ’ sm^ = 2B '

K ą ty  m iędzy p ro m ie n ia m i r1, r3, r 3, łą czącym i szukany p u n k t  o b ro tu  O z p u n k ta m i 
podparc ia  A l t A 2, A 3 są oczyw iście rów ne odpow iedn io n — /3±, jr  — , n  — f}3. M a jąc ic h
w artośc i, zn a jd u je m y  n a jła tw ie j środek O, kreśląc ok rę g i ja k o  m iejsca geom etryczne 
w ie rzcho łkó w  danych  k ą tó w  obw odow ych op ie ra jących  się na  bokach t ró jk ą ta  A l , A 3, A 3 
ja k o  cięciwach. W ys ta rczą  oczyw iście dw a okręgi, trze c i s łuży do k o n tro li dokładności 
rysun ku .

O sta tn ie  p rz y k ła d y  o charakterze raczej fo rm a ln y m  w skazu ją  na osobliwe trudnośc i 
zagadnień m echan ik i z uw zględn ien iem  ta rc ia , je że li w y łą czym y  ja k ie k o lw ie k  sm aro
wanie, k tó re  często u ła tw ia  bardzo rozw iązanie, o ile  n ie  w ysuw a now ych  trudn ośc i 
innego rod za ju .

§ 5. Kierunek tarcia ślizgowego. Kąt i stożek tarcia

Jakkolw iek już  dawni badacze, ja k  Coulomb i  M o r in , znajdowali 
z swych doświadczeń np. z drewnem, że wartości współczynnika tarc ia  
są różne, zależnie od tego czy ślizganie ściany drewnianej ciała odbywa 
się równolegle, czy też prostopadle do k ie runku Ayłókien, to  jednak nie 
spotkałem się w  piśm iennictw ie z próbą ogólnego traktow an ia  zależności
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współczynnika tarc ia  od k ie runku ślizgania. Jest to  poniekąd zrozumiałe, 
ponieważ badanie tarc ia  p rzy  ślizganiu m eta li i  innych m ateriałów kon
strukcyjnych dość gładko obrobionych odbywało się p rzy  założeniu, że 
chropowatość ich powierzchni stykających się jest tego rodzaju, iż  ster
czące nad projektowaną płaską ścianą drobn iu tk ie  pagórki są równo
miernie rozsiane po całej płaszczyźnie. Taką chropowatość nazwiemy 
izotropową, gdyż opór tarcia, ja k i powoduje, może być uważany za nieza
leżny od k ie runku ślizgania9).

W  rzeczywistości zwykłe rodzaje obróbki, ja k  struganie i  toczenie 
prowadzą do chropowatości, k tó ra  nie jest izotropowa, ponieważ jest inna 
w  k ie runku  strugania, a inna w  k ie runku  poprzecznym. Taką chropo
watość można ogólnie nazwać anizotropową, a w  rozpatryw anym  tu ta j 
przypadku an izotrop ii prostokątnej (ortogonalnej) będzie nazwą odpo
wiednią: chropowatość ortotropowa.

Jako ważną cechę tarcia crtotropowego należy podnieść to, że przy 
tarciu izotropowym k ierunek tarc ia  jest w prost przeciwny kierunkow i 
ślizgania, podczas gdy p rzy  ta rc iu  ortotropow ym  zależność ta  zachodzi 
ty lko  w  dwu kierunkach głównych wzajemnie prostopadłych. W  innych 
przypadkach pośrednich kierunek tarc ia  zbacza nieco od kierunku prze
ciwnego k ierunkow i ślizgania. W tedy siła P  równoważąca tarcie T  zbacza 
również od k ie runku  ślizgania.

W  ta rc iu  o rto tropow ym  współczynnik tarc ia  jest oczywiście zależny 
od k ie runku  ślizgania i  można przyjąć, że przybiera wartości krańcowe p 
i  p "  w  dwu kierunkach głównych chropowatości. W artości te nie mogą 
różnić się zbytn io  w  przypadkach konkretnych; nadto różnica ta z reguły 
maleje z czasem na skutek tzw . docierania się powierzchni trących w  ma
szynach, k tó re  pracują dość długo. Co prawda w  maszynach m am y do 
czynienia nie z tarciem  „na  sucho“ , o ja k im  by ła  mowa dotychczas, lecz 
z tarciem  powierzchni smarowanych, którego własności różnią się znacznie 
od tarc ia  na sucho, przede wszystkim  wielkością współczynnika tarcia.

Współczynnik tarcia  jako stosunek oporu tarc ia  T  p rzy ślizganiu do 
nacisku normalnego N  wywieranego przez ciało A  na ciało B  stanowi 
tangens ką ta  nachylenia <p wypadkowrej z N  i  T  do k ie runku  normalnej. 
K ą t ten nosi nazwę kąta tarcia.

Stosownie do tego reakcja ciała B, po k tó rym  ślizga się jednostajnie 
ciało A , zbacza od norm alnej zetknięcia wstecz o ką t tarc ia  q>, k tó ry  ma 
wartość stałą niezależnie od k ie runku  ślizgania, jeżeli tarcie jest izo
tropowe.

9) W  m in io n ym  ćw ierćw ieczu opracowano sposoby po m ia ru  chropowatości, ale n ie  
w iadom o m i, czy odnośne badan ia  zuży tkow ano w  te o r i i ta rc ia  do badan ia  zw iązku  
m iędzy stopn iem  chropow atości, a w spó łczynn ik iem  ta rc ia .

P is m a , i i i 5
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W  przypadku równowagi w  spoczynku zachodzić może również zbocze
nie reakc ji od norm alnej, ale ty lk o  graniczna wartość ką ta  tego zboczenia <p0 
nazywa się kątem tarcia statycznego. P rzy  izo trop ii ta rc ia  wartość ką ta  <p0 
jest niezależna od kie runku, w  ja k im  działa siła P  dążąca do wywołania 
ślizgania. Obracając więc ką t tarc ia  około ramienia, k tóre  schodzi się 
z normalną w  miejscu stykania się c ia ł trących, o trzym am y stożek tarcia, 
k tó ry  określa miejsce geometryczne wszystkicn reakcyj, ja irie mogą wy
stąpić przy ta rc iu  statycznym . Eeakcje te muszą znajdować się wewnątrz 
stożka tarcia, k tó ry  jest stożkiem obrotowym . W  przypadkach anizotropii 
ortogonalnej, czy li ortotropii tarcia, stożek jego staje się nieobrotowy, ale 
sym etryczny względem kierunków  głównych wzajemnie prostopadłych. 
Dowiedziem y poniżej, że można go uważać za prosty  stożek e lip tyczny.

§ 6. Próba teorii zależności tarcia od prędkości ślizgania

P rzy  dużych ciśnieniach w  powierzchniach trących, jak ie  np. stosuje 
technika p rzy  hamowaniu za pomocą tarcia, jest rzeczą jasną, zwłaszcza 
w  przypadku m ałych cia ł A  przyciskanych do ściany wielkiego ciała B, 
że w  stanie spoczynku względnego ciało A  wgniata  się w  ścianę ciała B, 
odkształcając się jednocześnie, wskutek czego powierzchnia stykania 
staje się wklęsła na ciele B. Od chw ili położenia ciała A  na ciele B  po
trzeba pewnego czasu, aby ta  wklęsłość osiągnęła stan równowagi. Podczas 
ślizgania ciała A  na ciele B  powstają również podobne wklęsłości dzięki 
odkształcalności ciał, ale są one płytsze, gdyż b rak dostatecznego czasu 
na wytworzenie równie w ie lk ich odkształceń, ja k  w  stanie dłuższego spo
czynku. T ym  się tłum aczy po pierwsze fa k t doświadczalny, stwierdzony 
już  przez Coulomba, że po dłuższym spoczynku cia ł w yw ierających na 
siebie nacisk sta ły zwiększa się współczynnik tarcia statycznego. Potrzeba 
więc większej s iły  do przejścia ze stanu tarcia statycznego w  stan tarcia  
kinetycznego, gdy zachodził spoczynek d ługotrw a ły, n iż w  przypadku 
spoczynku krótkotrw ałego. Po w tóre g łów ny powód zmniejszenia współ
czynnika tarc ia  p rzy  zwiększającej się prędkości ślizgania pochodzi stąd, 
że nieodwracalna część energii odkształcenia jest ty m  mniejsza, im  krócej 
trw a  nacisk na pole stykania się obu ciał. Ograniczając się znowu do 
tarc ia  na sucho, ja k  we wszystkich rozważaniach niniejszej pracy, można 
przyjąć, że tarcie kinetyczne (przy ślizganiu) jest sumą dwóch części:

Jedną stanowi „tarcie molekularne^, k tó re  może występować na szczy
tach tych  nierówności, które  się styka ją  bezpośrednio, drugą zaś tarcie 
makroskopowe albo molarne (jak  je  można nazwać), k tó re  polega na od
kształceniach coraz nowych części powierzchniowych ciała B, gdy po 
n im  się ślizgało ciało A .
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Najprostszy związek, ja k i się tu ta j nasuwa, m ia łby postać 

(6 .1 ) p = * + J - ,

któ rą  łatwo przekształcić na przytoczony powyżej wzór B ocheta

ta o\ 1 +  ap

Zaznaczyć jednak wypada, że nie wzięto tu ta j pod uwagę zależności 
od tem peratury, k tó ra  podnosi się w  ciele A  na skutek długotrwałego 
tarcia, jeżeli ciało B  jest np. szyną kolejową, a A  kołem ślizgającym się 
z powodu odpowiedniego zahamowania obrotu po te j szynie. W  p rzy 
padku ślizgania szczęk hamulcowych po obręczy koła rozgrzewają się 
oczywiście oba ciała w  stopniu dość znacznym.

Na koniec nie brano w  rachubę ta k  ważnego technicznie skutku  ja k im  
jest ścieranie, t j .  odrywanie drobnych cząstek m ateria łu z powierzchni 
trą c y c h 10). Temu ścieraniu zapobiega w  znacznym stopniu ty lk o  odpo
wiednie smarowanie, k tóre  tu ta j wyłączam y z naszych rozważań.

§ 7. Klasyfikacja ogólna oporów tarcia

Ponieważ opory tarc ia  cia ł stałych występują ty lk o  przy ich stykaniu  
się, przeto rozpatrywane już  tarcie suwne (ślizgowe) jest jednym  z rodzajów 
oporów tarcia, ale rodzajem najważniejszym teoretycznie, gdyż ja k  to  
uw ydatn iliśm y już  w  § 4 można praw id ła tarc ia  suwnego zastosować 
w  przypadku tarcia obrotowego, k tó re  nazwiemy krócej tarciem krętnym.

Tarcie krętne zachodzi, gdy ruch względny dwu ciał, przyciskanych 
wzajemnie powierzchniami regularnie zakrzyw ionym i, siłą skierowaną 
wzdłuż normalnej zetknięcia, jest obrotem około te j norm alnej. Opór 
tarcia  m ierzy się p rzy  ty m  momentem pary sił równoważącym tarcie 
w  obrocie jednostajnym .

Trzecim wreszcie z głównych rodzajów oporów tarc ia  trak tow anym  
dawniej oddzielnie jako „opór toczenia się“ , k tó ry  obecnie nazwiemy 
kró tko  (term in wprowadzony przez prof. W. M oszyńskiego) tarciem 
tocznym, jest opór p rzy  toczeniu się ciała A  po ciele B.

N iektó rzy inżynierow ie ograniczają w  m yśli te rm in  tarc ia  ty lk o  do 
tarcia  suwnego (ślizgowego) domagając się ty m  samym w  przypadkach,

10) W  p rzyp ad kach  ścierania dostrzegalnego m a te ria łu  jednego lu b  obu  c ia ł, za
chodzi zm iana w spó łczynn ika  ta rc ia  n  w  zależności od d ługości d ro g i ś lizgan ia op isanej 
od począ tku  doświadczenia. O ile  c iśn ien ia n ie  są z b y t  w ie lk ie , to  / i  m ale je  z czasem, 
dążąc do w artośc i s ta łe j. N a  ty m  polega „do c ie ra n ie " t ło k ó w  c y lin d ró w  i tp .  w  now ych  
m aszynach, chociaż odbyw a  się ono z udz ia łem  sm aru, zm niejszającego niezależnie / i .

5 *



68 V . Z A G A D N IE N IA  M E C H A N IK I OGÓLNEJ

gdy ruch ciała A  po powierzchni ciała B  jest obrotem około wspólnej 
normalnej w  miejscu ich stykania się albo toczeniem, raczej nazwy ,,opór“ , 
a więc opór przeciw „ww iercaniu się“ i  opór przeciw toczeniu się. M ia łoby 
to  uzasadnienie, gdyby po pierwsze, obydwa rodzaje oporów nie dały 
się sprowadzić do tarc ia  suwnego elementów powierzchni stykania obu 
cia ł powstałej wskutek ich wzajemnego nacisku; po w tóre zaś, gdyby 
w  fizyce nie rozpowszechniła się nazwa tarc ia  na wszelkie opory tego 
rodzaju. Dlatego zalecam obecnie w  moich wykładach nazwy podane 
tu ta j. Trudności pojęciowe, jak ie  tu  występują, są następujące: Toczenie 
się ciał sztywnych przy ich stykaniu  się ścianami regularnie zakrzyw io
nym i, bez jednoczesnego ślizgania, jest, ja k  wiadomo z k inem atyk i, 
ciągiem obrotów chwilowych około osi stycznych do obu powierzchni. 
Takie toczenie nie powinno na pozór powodować s tra ty  energii. A le ciała 
rzeczywiste są odkształcalne, wobec czego styka ją  się zależnie od nacisku 
wzajemnego N  mniejszym lub  większym polem skończonym, przez które 
przenoszą się naprężenia odpowiednio w ielkie. Skutkiem  tych  odkształceń 
(najczęściej elastoplastycznyoh) jest, ja k  na to zwrócił uwagę najpierw  
O. R eyn o ld s , niemożliwość czystego toczenia się ciał stałych, bez ich 
jednoczesnego, chociaż bardzo małego ślizgania się wzdłuż toru . Źródłem 
oporu jest bowiem po pierwsze tarcie suwne elementów powierzchni 
stykających się kolejno, a po w tóre praca odkształceń plastycznych to 
warzyszących odkształceniom sprężystym po obu stronach miejsca zetknię
cia. Jeszcze jedno źródło oporu przeciw toczeniu się tk w i w  nierównościach 
powierzchni ciał. Toczenie się np. walca po płaszczyźnie poziomej powo
duje nieustanne następstwo drobnych podniesień i  opadań środka cięż
kości walca. Do podniesienia jest potrzebna praca, k tó re j nie można 
odzyskać w  całości p rzy  opadaniu, ponieważ wyw ołu je  uderzenie. Te 
uderzenia wraz z ko le jnym i odkształceniami powyżej w ym ienionym i zdra
dzają się zjaw iskam i akustycznym i charakterystycznym i dla toczenia się. 
W yjaśn im y to  najlep ie j na przykładzie walca toczącego się na płaskiej 
płycie. W gniatanie walca w p ły tę  wyw ołu je  w  części środkowej skrócenia 
m ateria łu w  k ie runku  jego obwodu, a wydłużenia w  stykających się ele
mentach p ły ty  w  tymże kierunku. Z tego powodu w  nńarę ruchu nastę
puje poślizg dotykających się elementów obu cia ł na skutek ich spręży
stości i  dążenia do pierwotnej postaci. M iarą tego poślizgu jest ubytek 
drogi środka walca wyw ołany tym , że promień toczenia został zm nie j
szony wskutek odkształcenia sprężystego. Poślizg ten jest oczywiście 
wsteczny. Ponadto odkształcenia części stykających się nie są symetryczne 
względem płaszczyzny pionowej przechodzącej przez oś walca. Siła P  
działająca na walec w  miejscu stykania się i  siła P  działająca na jego oś 
tworzą parę obracającą walec około tworzącej styczności jako osi chwilowej. 
Ta asymetria sprawia, że i  składowe pionowe reakcyj powierzchni stykania
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się walca z p ły tą  nie są rozmieszczone symetrycznie względem wym ienio
nej płaszczyzny pionowej i  m ają wypadkową leżącą po stronie przedniej 
walca w  jego ruc liu . Ta wypadkowa i  ciężar walca tworzą parę sił zrówno
ważoną momentem pary  sii zewnętrznych P  i  —P  (w przypadku toczenia 
się jednostajnego). W artość tego momentu na jła tw ie j wyznaczyć doświad
czalnie urządzając p ły tę , po k tóre j walec się toczy tak, aby ją  można 
było  nachylać do poziomu pod kątem  a. P rzy dostatecznie małej wartości a 
moment Q a sin a (Q — ciężar, a — promień walca) będzie zrównoważony 
momentem tarc ia  tocznego statycznego, a walec nie poruszy się. Zwiększa
jąc ostrożnie ką t a znajdziemy granicę równowagi chwiejnej np. p rzy  
a=ct, po czym staje się m ożliw y ty lk o  ruch jednostajny przy momencie 
ę d s in a ! ,  jeżeli ax jest ty lk o  nieco mniejsze od a. Pom iar momentu 
tarc ia  można wykonać także przy poziomym położeniu p ły ty  w  sposób- 
przedstawiony na rysunku 2. W tedy moment tarc ia  tocznego m ierzy się 
iloczynem Pa, jeżeli P  oznacza krańcową wartość s iły  nie wywołującą 
ruchu lub  iloczynem P xa, gdy siła P x wywołu je jednostajne toczenie się 
walca.

Nasuwa się teraz pytan ie  postawione już w  § 3, jaka  jest ro la  tarc ia  
sczepnego zachodzącego przy czystym toczeniu się ciała A  po ciele B,

np. łroła pojazdu kolejowego po szynie, skoro praca tego tarcia  p rzy  
czystym toczeniu się, co prawda abstrakcyjnych cia ł sztywnych, musi 
być uważana za równą zeru, a ty lk o  w  razie dodatkowego ślizgania ma 
■wartość skończoną. Otóż nie trudno uzasadnić, że i  z uwzględnieniem 
odkształcalności obu ciał można przyjąć z dokładnością dostateczną istn ie
nie tarc ia  sczepnego jako siły nie wykonującej pracy, ale pod warunkiem , 
że m am y do czynienia ty lko  z czystym toczeniem się np. ko ła  po szynie 
w  warunkach zupełnie ustalonych. W tedy bowiem tworząca koła tocznego 
przechodząca przez najniższy p unk t K  jest siedliskiem tarc ia  sczepnego, 
a promień w  ty m  miejscu z powodu odkształcenia nieco kró tszy od p ro 
mienia w  kole nieobciążonym, to  jednak pracą potrzebną do u trzym ania  
koła w  ruchu jednostajnym  jest praca sił równoważących opór toczny..
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W  przypadku najczęstszym są to  s iły  następujące: 1) siła P  działająca 
na środek koła w kie runku toczenia się, 2 ) reakcje szyny w  miejscu p rzy
legania do nie j obręczy koła. Eeakcje te tworzą płaski uk ład sił złożony 
z sił mniejszych leżących z ty łu  punktu  K  i  większych leżących z przodu, 
ponieważ część ty ln a  jest odciążana, a przednia obciążana w  ko le jnych ’ 
chwilach toczenia się. Ten układ jest równoważny z siłą pionową Z  równą 
i  wprost przeciwną obciążeniu koła Q-, dalej z siłą poziomą skierowaną 
wstecz i  dającą się dołączyć do tarc ia  sczepnego /x0pQ (gdzie 0 < /? < l) .  
Eazem przeto mamy do czynienia z równowagą dwu par. Jedna z nich, 
czynna, p rzy ję ta  za dodatnią, składa się z siły P  działającej na środek 
ko ła  O i  z siły określonej tarciem  sczepnym fji(iQ , dzia łającym  na p un k t K .  
Eam ieniem te j pary  jest prom ień a. Drugą parę bierną (ujemną) tw orzy 
obciążenie Q działające na O i  te j samej w ielkości reakcja pionowa wysu
nięta ku przodowi o bardzo małe ram ię /  tarc ia  tocznego.

A  zatem ta r c ie  sczepne  m oże is tn ie ć  ra z e m  z ta r c ie m  to c z 
n y m . N atom iast z w y ją tk ie m  jednego przypadku szczególnego rozpatrzo
nego w  § 9 n ie m o ż l iw a  je s t  k o m b in a c ja  t a r c ia  sczepnego  z t a r 
c ie m  k in e ty c z n y m  ś liz g o w y m  na  je d n y m  i  t y m  sa m y m  p o lu  
s ty k a n ia  s ię  c ia ł,  gdyż tarcie ma w tedy kierunek wprost przeciwny 
do k ie runku  ślizgania, a jego wartością nie jest ^ Q ,  lecz /uQ, gdzie n oznacza 
współczynnik tarc ia  kinetycznego.

§ 8. Ważny przypadek złożony tarcia suwnego

Przypadek ten zachodzi, gdy jedno z ciał C\ przesuwa się w k ie runku x  
z prędkością bezwzględną v1} a drugie C2 w k ie runku y, np. prostopadłym  
do s  z prędkością bezwzględną v2.

W tedy prędkością względną wyznaczającą tarcie jest

(8 .1 ) vw= Y v l + v l

Ta prędkość tw orzy z osią x  ką t a, p rzy czym

(8 .2 ) sin a — —  =  —- Vi .
v ”  Y r l+ v l

Pod tym  samym kątem  jest nachylona siła tarc ia  T = /x N ,  a więc jego 
składową działającą na ciało G1 jest

(8.3) I l = T  - J ł  ,
V v‘1 +  v l

zaś na ciało C2

(8.4) T z= T - J Ł = .
V v l+ v l
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Stosunek obu składowych jest przeto równy

(8.5) T 1:T 2= v 1:v2.

W idzim y stąd, że przy v2 bardzo m ałym  wobec i \  jest T 2 bardzo małe 
wobec Ty. Z tego korzystam y w technice maszynowej, aby uczynić tarcie 
ciała C2 p rzy  prędkości v2 dowolnie m ałym , stosując odpowiednio w ielką 
prędkość ciała Cv

O zjawisku ty m  piszą w  książkach jako o „ta rc iu  w  poprzek ruchu“ , 
co oczywiście zaciemnia sprawę. Ma ono ważne zastosowanie techniczne, 
gdy chodzi o to, aby pewien ruch części mechanizmu w  danym kierunku 
z daną prędkością v2 odbywał się z tarciem  tak  m ałym , aby można je  było 
zupełnie pominąć. W tedy udzielam y te j części nadto ruchu w kierunku 
prostopadłym  z prędkością % w ie lokrotnie przewyższającą v2, co powo
duje zmniejszenie się ta rc ia  w  k ierunku ruchu v2 w stosunku v2:v1, k tó ry  
możemy uczynić dowolnie małym .

N ie jest to  jednak, ja kb y  się na pozór zdawało, obejście zasadniczej 
własności tarcia, które  powoduje nieodwracalną zamianę pracy tarcia 
na energię rozproszoną, gdyż, ja k  ła tw o sprawdzić, strata energii mecha 
nicznej staje się przy ty m  większą n iżby była, gdyby zachodził ty lko  
ruch pierwszy z prędkością vv W  ty m  bowiem przypadku by łaby przy 
nacisku norm alnym  strata w  jednostce czasu /iWv2, podczas gdy w  przy
padku złożonym fiNY-v\-\-v\, co jest zawsze większe. A  zatem pożądane 
z jednego powodu zmniejszenie składowej tarc ia  w k ierunku oznaczonym 
musi być okupione ty m  większym w ydatk iem  mocy, im  oardziej chcemy 
zmniejszyć wym ienioną składową ta rc ia 11).

§ 9. Inny ważny przypadek tarcia w ruchu złożonym ze ślizgania 
po płaszczyźnie i toczenia się po niej12)

Jak ła tw o zauważyć, założenie, że toczenie odbywa się z wystarcza
jącym  przybliżeniem  tak, ja kb y  oba ciała b y ły  sztywne, nie może p ro 
wadzić do zależności znalezionej doświadczalnie. A lbowiem tarcie w  miejscu 
stykania się walca z podłożem, niezbędne do istn ienia momentu obraca
jącego walec w  przypadku najczęstszym, gdy siła znosząca opór toczenia

11) N a  tę  ważną okoliczność zw róc ił, ja k  się zdaje na jD ierw  uwagę w  naszym  p i
śm ienn ictw ie  d r  inż . K .  W o l s k i  w  „W ia d . In s t. Tee lin . L o tn ic tw a "  z początk iem  
ro k u  1948.

12) Rozważania i  w zo ry  tego pa rag ra fu  s tanow ią  treść opub likow ane j przez A u to ra  
p ra cy  p t .  „T e o ria  ta rc ia  w a lca  toczącego się po płaszczyźnie poziom ej i  ślizgającego 
się jednocześnie po n ie j w  k ie ru n k u  pop rzecznym ", A rch iw u m  M echan ik i Stosowanej 
to m  I I I ,  zeszyt 1, 1951 r .  (przyp. red.).
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się obok oporu ■wynikającego z łożyskowania osi walca działa na tę  oś, 
nie wykonywałaby pracy przy założeniu sztywności. W iadomo bowiem 
z k inem atyki ciała sztywnego, że prędkość punktów  walca dotyka jących 
podłoża, na które  tarcie działa, jest w  każdej chw ili równe 0 13).

Z tego zaś w ynika łoby, że kierunek i  wielkość oporu tarc ia  walca p rzy  
jego ślizganiu się b y łyb y  zawrze te same przy każdej wartości prędkości v, 
ślizgania się poprzecznego bez względu na prędkość vr toczenia się walca. 
Ponieważ doświadczenie wykazuje niewątp liw ą zależność od stosunku 
vs:vr , przeto m usim y przyjąć, że obok ślizgania w  kierunku y  (osi walca) 
musi zachodzić ślizganie w  k ie runku  x  toczenia się. Is tn ien ie  takiego 
ślizgania zależnego od odkształcalności obu cial, ja k  to  w ykazał już
O . R e y n o l d s , nie podlega przeto żadnej wątpliwości.

Przypadek ślizgania wzdłuż tworzących walca toczącego się jedno
cześnie b y ł przedm iotem licznych badań doświadczalnych w  ko le jn ictw ie . 
Zebrano je  w  nader interesującym sprawozdaniu ogłoszonym w  r. 1931 
w  „O rgan fu r die P ortsch ritte  des Eisenbahnwesens“  — B a u m a n n : D ie  
Reibungszahl y,' der quergleitenden Bewegung rollender Rader an Eisen- 
bahnfaliizeugen (str. 391—410). W  badaniach tych  rolę walca spełniało 
kc ło  wagonu doświadczalnego opatrzone zrazu celowo obręczą cy lin 
dryczną, a nie normalnie stosowaną stożkowatą. Zamiast po szynie koło 
toczyło się po krążku obracanym siln ik iem  koło osi poziomej dotyka jąc 
go z naciskiem dającym się mierzyć, p rzy czym powierzchnia toczenia 
się na obwodzie krążka była  bądź to cylindryczna bądź to profilow ana 
ja k  główka szyny. S tal szynowa była  w  obu przypadkach m ateria łem  
części obwodowej krążka. W  doświadczeniach mierzono wielkość s iły  P y 
(oznaczonej tam  przez K )  potrzebnej do przesuwania koła w  k ie runku 
poprzecznym z daną prędkością vs p rzy  danej prędkości obwodowej 
krążka vr jako prędkości toczenia się koła po szynie. Z pom iarów jedno
czesnych K iQ  obliczano współczynnik / /  (nazwany przez autorów „w spó ł
czynnikiem  tarc ia  p rzy  ślizganiu poprzecznym toczących się k ó ł“ ) ta k , 
ja k  gdyby prędkość względna ślizgania m iała kierunek siły  K, a więc sto
sownie do wzoru

(9.1) K = Q n '.

Możemy więc przyjąć, że tarcie ślizgowe w  ruchu ogólnym ma jednak 
obok składowej w  k ie runku tworzących składową równoległą do k ie runku 
toczenia się. W ielkość te j składowej jest określona prędkością ślizgania, 
k tó ia  będzie ty lko  drobną częścią prędkości vr . Oznaczymy zatem je j 
wartość przez cpvr , gdzie ą> jest liczbą małą, ale wystarczającą, aby w y 
wołać efekt wykazany doświadczeniami.

13) W te d y  ta rc ie  m a cha rak te r ta rc ia  sczepnego, c z y li statycznego.
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W ypadkowa prędkość ślizgania

(9.2) V = V v 2s +  (cpvr) \

Stosownie do tego odpowiadającym i składowym i oporu ta rc ia  są 
w  k ie runku  poprzecznym

(9.3) T ,= P < ź y ,  

w  k ie runku  podłużnym

(9.4) T x= p Q ~ - ,

gdzie p  jest zw yk łym  współczynnikiem tarc ia  ślizgowego m iędzy obu 
ciałam i, a Q obciążeniem. Oznaczywszy zgodnie z przytoczoną pracą 
doświadczalną przez /a' współczynnik tarc ia  przy ślizganiu poprzecznym 
toczących się kó ł, a przez K  mierzoną doświadczalnie siłę działającą 
w  k ie runku  osi walca (zestawu kołowego) napiszemy

(9.5) Ty=K =Q /A .
A  zatem

(9.6) /a' =  [ A — =  s .......... -  =  [A  -  .
Vv] +  (<pvrf  V 1 +  {<pvrjvsf

D la  drugiej składowej tarc ia  znajdu jem y współczynnik analogiczny

(9.7) p " = p - = = ^ L =  =  p
V v*+{(pvr?  V l  +  (vsl<pvr)2

Z wzoru na / a '  w yn ika , że p  maleje, gdy p rzy  sta łym  vs zwiększamy vr .
P rzy vr= 0  jest p  =  p, a p "  — 0.
Uzyskany w yn ik  wskazuje, że współczynnik redukc ji cp ( ja k  go można 

nazwać) d la prędkości toczenia się jest parametrem niezależnym od vr i  vx 
(w granicach przytoczonych doświadczeń), a więc zależy jedynie od sto
pnia odkształcalności walca i  podłoża, wyrażonego parametrem cp. Zm ie
n ia jąc obciążanie Q zm ieniamy zarazem <p, p rzy  czym należy się spo
dziewać zwiększenia cp wskutek zwiększenia Q. W zór dla p  prowadzi do 
wniosku, że to  zwiększenie w p ływ a zmniejszająco na p ,  co potw ierdza ją  
holenderskie badania doświadczalne.

W yn ik  ten, że poślizg R e y n o l d s a  (jak  go kró tko  nazwiemy) odnie
siony do jednostki prędkości toczenia się vr jest p rzy stałym  Q niezależny 
od te j prędkości, wypada uważać za ważny rezu lta t uboczny uzyskany 
z doświadczeń holenderskich przy pomocy wyprowadzonego tu ta j p ro 
stego wzoru teoretycznego.

W yn ik i liczbowe tych  doświadczeń mogą posłużyć do znalezienia 
wartości cp, co na drodze teo rii odkształceń w ydaje się nieosiągalne.
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§ 10. Badania holenderskie

Badania holenderskie b y ły  żrazu wykonywane wr sposób następujący: 
rolę powierzchni toczenia się kó ł po szynach gra ły odpowiednie powierz
chnie obręczy ze s ta li szynowej zestawu kołowego A  (rys. 4) obracalnego

około osi poziomej ustalonej w  ło 
żyskach nieruchomych, które jed
nakże pozwalały na przesuwanie 
się osiowe zestawm o k ilk a  m ili
metrów. Nad ty m  zestawem um ie
szczono zestaw ko łow y o obręczach 
na jp ierw  cylindrycznych i  bez 
obrzeży. Oś tego zestawu, rów 
noległa do osi zestawu dolnego, 
była  urządzona tak, że jego ciężar 
w łasny wraz z obciążeniem dodat

kow ym  przyciskał go do zestawu dolnego zastępującego szyny z daną 
silą Q, przypadającą na koło. Zestaw górny można było  nadto przesuwać 
w  k ie runku  osi i  m ierzyć siłę K  do tego potrzebną dynamometrem sprę
żynowym  F  oraz prędkość przesuwania vs. Zestaw^ do lny b y ł opatrzony 
w  środku kołem  pasowym, obracanym przez s iln ik  e lektryczny, usta
w iony w pewniej odległości. O brót ten przenosił się z praktyczn ie  n ie 
zmienioną prędkością obwodową vr na koła zestawu górnego, ja k  w ia 
domo, na skutek ta rc ia  sczepnego w  miejscach stykania się kół. To tarcie 
tra c i na pozór charakter statyczny z chw ilą rozpoczęcia przesuwania 
poprzecznego zestawu górnego po dolnym , ja k  to  wrykazaliśm y powyżej, 
gdyż wrtedy elementy powierzchni kó ł stykających się ślizgają się po 
sobie w  k ie runku  określonym wzoram i podanym i powyżej. Z te j p ie rw 
szej serii badań wysnuto z pewnym i zastrzeżeniami wniosek, że „współ
czynnik tarc ia  / /  zmniejsza się ze wzrostem Q p rzy  tych  samych pręd
kościach vr:vs11. To było oczywiście niespodzianką dla kierowmictwa na
ukowego doświadczeń, k tó re  pragnąc uniknąć ewentualnego w p ływ u sił 
bezwładności (przy ocenie wartości vs) zadecydowało zrealizować okre
ślone wartości vs bez pom iaru osobnego odpowiedniej s iły  tarc ia  przez 
nachylenie osi zestawu górnego względem dolnego pod m ałym  kątem  $. 
W tedy  bowiem toczeniu się górnego ko ła  z prędkością vr po kole dolnym  
m usi towrarzyszyć ślizganie poprzeczne z prędkością vs= v r ig ft .

W  ten sposób bada się zarazem zachowanie zestawu nie poruszają
cego się po torze praw idłowo, lecz tworzącego tzw. kąt nabiegu & między 
płaszczyzną pionową szyny, a płaszczyzną koła. W  pomiarach stosowano 
wartości ką tów  -9 od 3 ' do 2°15' i  znowu otrzym ano niespodziankę w  po
staci wartości \x rosnących szybko z wartością 9 p rzy  niezmiennych vT.
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W artości te mierzono p rzy  kątach przewyższających 1 ° i  ja k  brzm ią 
słowa referatu:

„Tarc ie  p rzy  ruchu poprzecznym toczącego się koła, albo,, co na jedno 
"wychodzi, p rzy toczeniu się koła stojącego ukośnie względem szyny może 
być bardzo w ie lkie  p rzy  dostateczrie w ie lk ie j prędkości przesuwania vs. 
Stwierdzono tarcie ta k  wielkie, że małe cząsteczki m etalu odryw ały się 
od jego powierzchni, k tó ra  stawała się przez to  bardziej chropowata niż 
przedtem 11.

Porównanie serii doświadczeń wykonanych na zestawach o osiach 
rÓAynoleglych z doświadczeniami wykonanym i na zestawach o osiach 
skośnych dały te same wartości p .  Dale j okazało się, że wartość licz 
bowa p  p rzy  danym  obciążeniu Q zależy ty lko  od stosunku prędkości 
Vr'-Vs (jak tego wymaga teoria powyżej wywiedziona).

W yn ik i te sk łon iły inżynierów holenderskich do ograniczenia dalszych 
badań ty lko  do pom iarów p rzy  różnych kątach & i obranej stałej w ar
tości vr , co uwalniało od 
uciążliwego i  niepewnego 
pom iaru s iły  poprzecznej.
Pom iary te wykonano już 
na zbudowanym ad łioc 
wagonie doświadczalnym 
trzyosiow ym  przedstawio
nym  schematycznie na c)
rys. 5, wyrażając w  refe
racie nadzieję, że p rzy  sto
sowanych prędkościach to 
czenia nie będzie m iała 
w p ływ u godnego uwagi za
leżność współczynnika ta r 
cia od prędkości. Pogląd 
ten wypada jednak uważać 
za zby t optym istyczny, 
a nawet prawdę lekkom yślny, gdyż według podanego wyżej wzoru Bo- 
c h eta -W ic h er ta  współczynnik tarc ia  /a przy 5 km/godz. ma wartość 
0,815 plf  a p rzy 50 km/godz. już  ty lko  0,265 czyli zmniejsza się do 1/3 
wrartości poprzedniej. W  naszym wzorze teoretycznym  na / /  nie trudno 
uwzględnić tę zależność podstawdając v =  Vv2r — v2s. O trzym am y więc

rr, ff V, =  „  1 +  0 ,0 1 1 2 ^ + 1 ? ; vs

^vt£+~®; ^  1+0,061/®;+!?; Vvf+?s’

co było niezupełnie zgodne z wnioskiem L a b r ijn a  (kierowmika doświad
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czeń holenderskich), stw ierdzającym że p  zależy wyłącznie od sto
sunku vr :vs.

Wracając do pom iarów na wagonie tró josiow ym , należy zaznaczyć,, 
że jego obciążenia przenosiły się na szynę ty lk o  za pośrednictwem osi A  i  C. 
Oś B  służyła ty lko  do prowadzenia wagonu w  torze p rzy  możliwości 
przesuwania poprzecznego osi pomiarowej C. Oś B  by ła  więc obciążona^ 
ty lk o  ciężarem własnym  swego zestawu kołowego, nie obciążała zaś p la t
fo rm y wagonu z powodu pionowej przesuwałności obu je j łożysk.

M e  wchodząc w  szczegóły urządzeń pom iarowych, przedstawionych 
schematycznie na rysunku 5, zaznaczamy ty lko , że oś pomiarowa G da
wała się ustawiać ukośnie w  granicach tych  samych ką tów  od 3 ' do 2° 15' 
tak  samo ja k  w  urządzeniu pierwszym. W yn ik i liczbowe dały (przy obrę
czach cylindrycznych) znacznie mniejsze wartości / / ,  ale po tw ierdziły  
poprzednią zależność od Q, chociaż mniej jaskrawą.

Badania D yre kc ji K o le i Państwowych w  Karlsruhe wykonywano na 
podobnym  wagonie trzyosiowym , ale modelowym, jadącym  po bardzo 
starannie w ykonanym  torze o rozstawie szyn 300 mm. Ciężar w łasny 
wagonu (bez obciążenia) w ynosił 160,9 kG.

Pom iary p , wykonywane z niemniejszą starannością ja k  holenderskie,, 
da ły  w y n ik i potwierdzające naszą postać teoretyczną krzyw e j zależności 
od stosunku vr:vs\ natom iast nie potw ierdziły  zależności p  od obciąże
n ia Q, co ja k  się zdaje dowodzi, że b y ły  wolne od tego źródła błędu, k tó ry  
tk w ił u k ry ty  w  urządzeniach badawczych holenderskich.

Badania niemieckie, k tó rych  doniosłość osłabia być może w  oczach 
inżynierów kolejowych ta  okoliczność, że b y ły  to ty lk o  badania mode
lowe, w ykazały praktyczną niezależność p  od Q, zgodnie z usta lonym i 
praw id łam i tarc ia  w  przypadkach dotychczasowych (przy n iezbyt małych 
i  n iezbyt w ie lk ich wartościach Q).

W  obu wym ienionych badaniach wykonywano także pom iary p rzy  
zastosowaniu obręczy stożkowatych według norm  środkowo europejskich, 
oraz w  przypadkach, gdy promienie toczne kó ł jednego zestawu w yka 
zują różnice od 1 do 2,5 mm. Poniżej w rócim y do tego szczegółu.

§ 11. Teoria tarcia ortotropowego

Omówiwszy w  § 5 pojęcie tarc ia  anizotropowego oraz najważnie j
szego jego rodzaju, t j .  tarcia ortotropowego, zajm iem y się ustaw ieniem  
teorń tego tarcia, k tó ra  być może przyczyni się do wyjaśnienia w yn ików  
doświadczeń zwłaszcza tego rodzaju, ja k  opisane powyżej. Trzeba bo
wiem stwierdzić, że w  nader licznych doświadczeniach nad tarciem, jak ie  
wykonano w  celach techn ik i kolejowej, przyjm owano milcząco izotropię 
tarcia m iędzy szyną a kołem. Zdaje się, że nie przyszło n ikom u do g łowy,
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że z powodu s tru k tu ry  walcowniczej szyny współczynnik tarc ia  poprze
cznego y 2 może być różny od współczynnika yy tarc ia  podłużnego.

Niechaj y 1 oznacza współczynnik tarc ia  suwnego wzdłuż osi x  równo
ległej do włókien, a y 2 tak iż  współczynnik wzdłuż osi y prostopadłej do 
w łókien (np. sta li walcowanej).

Oznaczywszy przez y a współczynnik tarc ia  przynależny ślizganiu 
w  k ie runku nachylonym  do x  pod kątem  a p rzy jm ujem y, jako na jprost
szą zależność y a od yy , y 2 i  a:

(13.1) cos2 a + ^ 2  sin2 a

Jest to  ta  sama postać zależności, k tó ra  występuje m iędzy naprężeniami 
norm a lnym i w  płaskim  stanie napięcia. Odnośną analogię wyzyskam y 
jeszcze do obliczenia teoretycznego ką ta  /?, o k tó ry  musi zbaczać k ie 
runek oporu ta rc ia  od k ie runku  ślizgania p rzy  kątach pośrednich zawar
tych  pomiędzy 0 a jt /2 , p rzy czym w inno być oczywiście /J= 0  p rzy  a= 0  
i  a—n j2 . P rzy jm iem y mianowicie, że ką t /S jest zarazem kątem , o k tó ry  
zbacza naprężenie całkowite w  płaskim  stanie napięcia, t j .

<11.2) pa= V a l  +  r 2a

od k ie runku  naprężenia normalnego aa. K ą t ten jest wyznaczony przez 
znane równanie

0131 tzB -Tâ  ł(° j— °a) sin 2a___
aa 2  ( ° " l “ 4 ~  a i )  ~ f "  2  ( ° i — H 2 )  C O S  2 ( X  '

z którego po zastąpieniu au a2 przez y l , y 2 oraz przekształceniu w y n i
ka ją  wzory:

^ t g a  =  tg (a - w> t g f -  % +
<11.4)

• , h2 s ina  , os I h cos a
s m ( a - ^ ) =  , „---- “   cos { a - j3 ) =  .

V y x cos a +  y 2 sin a V y i  cos a +  y 2 sm“ a

Stosownie do powyższego napiszemy następujące wyrażenia na skła
dowe dPx, dPy oporu ta rc ia  spowodowanego naciskiem dQ na element 
pola dF  powierzchni trących, p rzy  ślizganiu w  k ierunku a:

i-r. Ab cos2 a +  m2 sin2 a
dPx= y adQ cos (.a - p ) = —f  .  C O S  adQ  ,

\  (j«i cos a)2 +  (y2 sm a)2
(11.5) t

u, cos2 a +  //o sin2 a . J r . 
dPy= y adQ sm (a -/3 ) =  —i  1 J  ^  , - f e S m a ^  .

| /  ( ^  C O S  a f  +  {y2 sm a)2

W  przypadku, gdy nacisk norm alny na płaską ścianę trącą jest roz
łożony równomiernie, można w  tych  warunkach zastąpić dPx, dPy i  dQ 
przez skończone wartości odniesione do całej ściany trącej P x, P y i  Q.
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Uwzględniając jeszcze n iew ątp liw ą zależność /u od prędkości, można 
napisać jako uogólnienie wzoru B ocheta-W ic h er ta

m  r\ _  1 +  ai°x 1 +  a2vy(1 1 .6 ) ^ 2_ ^ 02_ _ _ _

ze s ta łym i f iQ1, / i02, ax, fit , a2, fi2 wyznaczalnym i doświadczalnie.
B iorąc pod uwagę, że vx—v cos a; vy= v  sin a, o trzym am y po pod

stawieniu wyrażeń na i  [x2 w  równania poprzednie

l+ cą -ycosa  „ , 1 -j-a2i> sin a . „
,uo i, , 0------------cos2-a +  w02 7- 7-5---- 7 sm2 aJr) ■ I  +  /S1WCOS a r “ l  +  |S2« sm aOjJT j ę   / -     ■ ■■    . , , , ~  *

, / /  1 +  a,y cos a \ 2 , /  1 + 0 ,® sin a . \ 21/  ^ 017-?—5--------cos-a + ^ 0 2 7 -7 7---■ sm aX V 1 +  fiiP cos a / \  1 +  fi2v sm a /

1 - fa ,!; cos a
* /^O l 1 j O CO S CL * }

1  +  fixv cos a ^ ’
(11.7)

1  +  <*1® cos a „ , 1  +  a2» sin a . „
01 m  ~ cos2 a + / i02 -- , - 5 — 7—  sin2 a

1 -f- fijV cos a r  1  +  fizv sm a
.. / /  1 +  a,v cos a \ 2 . /  1 +  a2i> sin a .1/  <“ 017-7 -5 ----------- cos a +  <“ 02 w , o — •------sm a\  \ ^ ull - f  fi^y cos a /  \ ™ l- f ) 5 2» s in a

14- a,?; sin a . , „
• «o2 7 7 T — :—  sm a-aQ  .‘ 021 +  y?2y s in a  ^

Oto najogólniejsze zależności tarc ia  od nacisku, k ie runku i  wielkości 
prędkości ślizgania p rzy  t a r c iu  o r to t r o p o w y m ,  które  mogą posłużyć 
do kon fron tac ji w yn ików  doświadczalnych z teorią.

W  przypadku rozpatrywanego powyżej zagadnienia tarc ia  k ó ł pojaz
dów kolejowych o szyny będzie to  możliwe dopiero po wyznaczeniu 
doświadczalnym wartości / i01, ua2, a biorąc ściśle także wartości ax, f iu
a2 ) fi 2 •

Pom iar 1i ni i  //02 na szynach da się wykonać stosunkowo łatwo. W y 
starczy sporządzić p ły tę  stalową 200 X 50 X 2 cm i  położywszy ją  na obu 
szynach to ru  prostego ciągnąć ją  dynamometrem sprężynowym pow oli 
raz w  k ie runku  szyn, d rug i raz w  k ie runku  poprzecznym.

§ 12. Złożone przypadki tarcia w mechanice ruchu kolejowego

Inżynierow ie za jm ujący się badaniam i ruchu kolejowego studiu jąc 
w arunk i bezpieczeństwa przeciw w ykole jeniu pojazdu pojedynczego, uza
leżniali te w arunk i od tarc ia  m iędzy kołem a szyną, po k tó re j koło się 
toczy, p rzy jm u jąc przy ty m  działanie s ił poziomych na zestawy kołowe 
skierowanych poprzecznie do k ie runku  jazdy.
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W  ty m  głównie celu wykonano pom iary doświadczalne wymienione 
powyżej. S ify tak ie  pojaw ia ją  się nie ty lk o  jako s iły  odśrodkowe na In 
kach, ale także na każdym  odcinku to ru  z powodu n ieun ikn ionych zbo
czeń ruchu od schematu wyidealizowanego jako ruch postępowy pojazdu 
i  obrotow y toczny k ó ł14), do czego w  lukach przybyw a nadto ruch obro
tow y  całości pojazdu około środka ko la  odpowiadającego łu k o w i15). 
Obliczeniem teoretycznym  m ia ry  niebezpieczeństwa zejścia pojazdu z szyn 
jako wartości k ry tyczne j stosunku Y :Q , gdzie Y  jest siłą poziomą p rzy 
ciskającą koło do szyny, a Q obciążeniem tego koła, zajm owały się prace 
w yb itnych  niemieckich inżynierów kolejowych. W  pracach tych  tra k to 
wano koło w a z  z jego obciążeniem jako jedno ciało sztywne o ciężarze Q, 
pom ija jąc jego połączenie bardzo, ja k  wiadomo, sztywne z drugim  kołem 
zestawu, a nadto z całym  pojazdem. Tak uproszczony, model teoretyczny 
jest zb y t p rym ityw n y , chociaż dostarczył tem atu do kunsztownych obliczeń 
B ódeckeka  16) i  H eum anna 17) z uwzględnieniem tzw . „ką ta  nabiegu11 
mierzącego nachylenie płaszczyzny toczącego się koła do k ie runku  osi szyny.

A lbowiem  z powodu stożkowatości obręczy siła Y, k tó ra  b y  działając 
na zastaw z obręczami cy lindrycznym i wyw oływ ała (ze stanu spoczynku) 
ty lk o  jego przesuwanie poziome w ykonując jedynie pracę równą liczbowo 
pracy tarc ia  kó ł o g łów ki szyn — teraz powoduje ruch zestawu złożony 
z przesunięcia i  obrotu, ponieważ, gdy jedno koło ślizgając się w  poprzek 
szyny jednocześnie się podnosi, to  drugie się obniża. Dlatego obok pracy 
na pokonanie tarc ia  siła Y  w ykonyw a nadto pracę potrzebną do pod
niesienia środka obciążenia zestawu, względnie pracę ujemną, gdy ten 
środek się obniża. USTa pozór wydaje się, że praca ta  jest praktyczn ie  
równa 0 , ale zobaczymy, że rzecz ma się nieco inaczej.

§ 13. Stopień stateczności ustalonego ruchu zestawu kołowego o obręczach
stożkowatych po torze prostym

Bozumiejąc przez ruch usta lony jednostajne toczenie się prostolin iowe 
w  k ie runku  wskazanym osią to ru  p rzy jm iem y k ry te riu m  jego statecz
ności analogicznie do k ry te riu m  stateczności równowagi. Buch nazwiemy

14) T u  na leży tz w . „w ę ż o w a ty " ru c łi po jazdu  i  całego pociągu, k tórego a m p litu d y
są ograniczone to le row anym  luzem  m iędzy szyną a obrzeżem  kó ł, n iedokładnościam i 
u łożen ia  to ru  i  sztyw nością boczną szyn.

16) P o m ija m y  tu ta j kom p lika c ję  w yw o łaną  s iłam i przen ies ionym i przez sprzęgła 
łączące po jedyncze po ja zdy , ośw ietloną g ru n tow n ie  w  rozpraw ie  do k to rsk ie j in ż . H . So
b o l e w s k i e g o  (Przegląd M echan iczny N r  7—8 z r .  1948).

16) „D ie  W irk u n g  zwischen R ad un d  Scbiene". 1887.
17) Organ f.  die F o r ts c b r it te  des Eisenbahnwesens 89, r .  1934, s tr. 366 i  n. O baj 

w ym ie n ie n i a u to rzy  t ra k tu ją  bez za rzu tu  zagadnienia rów now ag i na  w spom n ianym  
m odelu teo re tycznym .
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s ta te c z n y m , jeżeli w ywołu jąc małe chwilowe zaburzenie tego ruchu 
nie zm ieniam y jego charakteru trwale, lecz w ywotu jem y ty lko  drobne 
odchylenia malejące z czasem. N ie s ta te c z n y m  zaś jest ruch, k tó ry  
te j własności nie posiada. P rzy  badaniu s ta te c z n o ś c i ru c h u  pom i
jam y stabilizujące działanie ta rc ia  wywołanego zaburzeniem, jako siły 
mogącej n iekiedy zawieść (np. gdy przypadkiem  smar dostanie się m iędzy 
powierzchnie trące).

D latego zestaw ko łow y o obręczach cylindrycznych (jako układ  szty
wny) jest w  płaszczyźnie pionowej swojej osi niestateczny, oczywiście 
teoretycznie, bo praktyczn ie  zapewniają jego stateczność cbrzeża kół,, 
które  ograniczają ślizganie się zestawu pod wpływem  siły  zaburzającej T  
skierowanej wzdłuż te j osi. Natom iast p rzy  zastosowaniu obręczy stoż
kowatych i  odpowiedniego nachylenia powierzchni tocznych szyn staje 
się powyższy układ  statecznym, dzięki skończonej szerokości paska p rzy
legania obręczy do powierzchni tocznej szyny. Dowód polega na roz
wiązaniu zadań następujących:

a) N a  p łask ich  ścianach M O  i  N O  p rzecina jących się w  k raw ędz i poziom ej, k tó re j 
śladem na płaszczyźnie rysu n ku  je s t O, spoczywa końcam i A  i  B  c ienk i lecz s z ty w n y  
p rę t jednorodny , m ogący się poruszać ty lk o  w  płaszczyźnie rysu n ku  (p ionow e j). Zna
leźć położenie rów now ag i i  je j rodzaj z pom in ięc iem  ta rc ia , je że li ob ie śc iany są n a 
chylone do poziom u po d  ką te m  a.

E o z w ią z a n ie .  Oznaczywszy w  ob ranym  w edług rys . 6 uk ładz ie  w spółrzędnych 
końce, k ró ty m i p rę t op iera się na obu ścianach przez (x1,y1), (xi ,y i ), a środek p rę ta

przez Z(§,T]) m am y

£ = ł( * i+ z 2), (2/i+y»).
yl — m x1, yi = m x i ,

^  x  gdzie m  =  tg  a. Po w yrażen iu  z ty c h
1 '  rów nań aą, yx, x2, y2, przez f i  ?j oraz

w staw ien iu  ty c h  w yrażeń do ró w 
nan ia

• (x1- x 2)*-\-(yl+ y i Y -=4: l \

w  k tó ry m  21 oznacza długość p rę ta , o trz y m u je m y  rów nanie  m iejsca geom etrycznego 
•środków S  ( f ,  rj) w  postaci 

(a)

Jest to  elipsa o półosiach a = l / m ,  b— lm i  ś rodku  w  O. Stosownie do zasady prac
p rzyg o tow anych  p rę t je s t w  rów nowadze ty lk o  w  po łożen iu  poz iom ym , k ie d y  jego
środek ciężkości zn a jd u je  się na końcu pó łos i b w  wysokości Im nad O. To położenie 
zaś ja k o  odpow iadające m ax im um  energ ii po tenc ja lne j p rę ta  je s t w idoczn ie  n ie s ta 
teczne. (Stateczne s ta je  się oczyw iście z uw zględn ien iem  ta rc ia  w  m iejscach s ty k a n ia  
się końców  p rę ta  ze ścianą).

P odobnie n iestateczna je s t rów now aga ja k ieg oko lw iek  c ia ła  opierającego się dw om a 
p u n k ta m i na obu ścianach, jeże li te  p u n k ty  A , B  i  środek ciężkości c ia ła  S (x0,y 0) leżą
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w  płaszczyźnie obranej za płaszczyznę rysu n ku . P rzy ją w szy  np., że 8  je s t odległe od 
A B  o h i  że A S = S B ,  z n a jd u je m y  p rz y  oznaczeniu przez cp k ą ta  nachylen ia  A B  do
osi x : ;

x0 =  |  — h s in <p, y0 =  r]-Jr h ooe, cp.

Ponieważ sin m =  ^ , cos <p =  , prze to
/ m l

t i 1 hx0= S - m 1 i ,  y0= r ] + - TV.

Rozwiązawszy to  rów nan ie  względem  |  i  j; i w staw iw szy następnie do (a), o trz y 
m u je m y  ja k o  rów nan ie  m iejsca geom etrycznego 
środka 8  (x0,y 0)

(b) * » + | V f ^ J  y l— mH2,

a w ięc znowu elipsę o środku  w  O i  o półosiach

«„== — — h, b„ =  v i l - \ - h .m

b) W eźm y teraz po d  uwagę p rzypadek ogól
n ie jszy , k ie d y  środek ciężkości 8  o współrzędnych 
u, v n ie  leży na sym etra lne j odc inka  A B ,  lecz 
zbacza od n ie j o e <  l. P rz y  zboczeniu na praw o (rys. 7) zn a jd u je m y  ła tw o  zw iązk i

L.,, v =  e^ + { i

Rozwiązawszy te rów nania  względem  |  i  »/ oraz w staw iw szy w  (a) zn a jd u je m y  po 
zastąp ien iu  u, v przez x, y

( o ) p  ■ + («+ *)’ ]  * ■ -8 t( i  + » )  ■•»+[ ? + ( i  ■- f ) ']  *

Jest to  rów nan ie  środkow e e lipsy, k tó re j osie są nachylone do osi współrzędnych 
pod ką tem  /? da ją cym  się ob liczyć  w ed ług  w zorów  geom etrii ana lityczne j przecięć s toż
kow ych . Pisząc rów nan ie  powyższe e lipsy w  skrócie

< d )

m a m y na p rów nan ie

tg  2/J =

anx*-\-2au; r y + a Myi =  k 

2(1,., €

Pólosie ehpsy zna jd u je m y obracając osie x, y o k ą t /?, co spowoduje p rzekszta ł
cenie rów nan ia  (d) na rów nan ie  
(e) =

w  k tó ry m  gx, g2 są p ie rw ia s tk a m i rów nan ia

(i) »2-S(ffln+aai)+an«ia-a?S= 0 -
Pisma, I I I  «
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P rz y  oznaczeniu skraca jącym

rr ea+ fta / I  \h  , 1 / 1 , „\ 1 e2 , F1 / 1 \ Al*
H - ~ P  \m  " ' m) T+  4 f c ? + m ) ~  2 =  P +  [ 2  (m  ~ ~ ) “ f  J ’

zn a jd u je m y  po w ie lu  przekszta łceniach

(8) [ | ( i + » ) = F t » ] ’.

a stąd w zo ry  na półosie

a2= - *  =  
9 i

l ‘ [■ + ( s — )
h e *+ A 21 
i  i* :

2

, A2= *  =  
92

1
h eM -A2h
I P J

~ Y 'H + \ ,i + m) • ® + ś (
- + m
m

W zo ry  te  p rz y  e =  0 da ją , ja k  ła tw o  sprawdzić, w a rtośc i a0 i  b0 o trzym ane w  ust. (a).

§ 14. Dowód stateczności zestawu kołowego o obręczach stożkowatych

Przechodząc teraz do zastosowania powyższych rozwiązań, zauwa- 
żym y przede wszystkim , że przy najczęściej zachodzącym spłaszczeniu

g łów ki szyny o szerokości c obrę
cze stożkowate przylegają na te j 
szerokości teoretycznie ty lk o  w  jed 
nym  położeniu zestawu. To po ło 
żenie jest w warunkach norm a l
nych symetryczne względem to 
ru. Schematycznie przedstawia je  
rys. 8 , z przesadną wielkością c 
i  pominięciem obrzeży, p rzy za
łożeniu istn ienia luzów norm al

nych między obrzeżem a szyną. W  obrębie tych  luzów mogą zachodzić 
przemieszczenia zestawu w płaszczyźnie odpowiedniego przekro ju po
przecznego toru.

Gdy z położenia normalnego (w  k tó ry m  zachodzi przyleganie tw o 
rzących obu stożków do szyn) zestaw przemieści się na prawo jako układ 
sztywny, to  zamiast przylegania zajdzie ty lko  podparcie w dwu punk
tach skrajnych lewych A  i  B '. Nawzajem przy przemieszczeniu na lewo 
powstanie podparcie w dwu punktach skrajnych prawych A ' i B. Euch 
przygotowany zestawu będzie więc określony przesunięciami końców od
cinka stałego A B ' po prostych OA i OB na prawo, albo końców A 'B  
na lewo, oraz obrotem tych  odcinków o stosowny ką t.

Tor środka obciążenia S zestawu przedstawi przeto inne równanie 
wyznaczające przemieszczenia na prawo, a inne na lewo. A b y  takie  rów 
nanie napisać, zastosujemy rozwiązanie powyżej znalezione, obliczywszy

" "Ifr
tor środka masy S

A y ." c A
■------ *--- ,

\+" c

■ L...... (d ..—
K ys. 8
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położenie środka obciążenia 8  względem położenia normalnego odcinka A B ' 
(rys. 8 ), którego długość oznaczymy przez 21. M ech nadto 2s oznacza 
długość A 'B ',  a więc

4 T> O , r, » T,, 2s - f  ccos aA B  —2 s 2 c  cos a, A B  — ---------------- ,
cos y>

a ponieważ A C =  (s + c  cos a— h sin y>) cos y>, jeżeli G jest spodkiem p ro 
stopadłej spuszczonej z 8  na A B ',  a h=S C , przeto m imośród p un k tu  G 
na odcinku A B ’

1 a  i i  • 1 2 s + c c o s  ae = A C - - A B  =  * +  c cos a — h sm w— ----------------.
2 r  2 cos y>

Ale sin y  =  e a , a w naszym celu można w  przybliżeniu zupełnie 

wystarczającym  (z pow odu małości ką ta  a) zastąpić cos y> przez 1, a zatem

c l  h . \  c l  h . \
em  g (cos a — ^-sm a j I I  —^-sm a j ,

(
c \  c c

s +  -  cos a j : cos y> &  s +  ^cos a s-j- - .

N ie rozporządzamy dość dokładną znajomością wysokości 8  nad po
ziomem lin i i  toczenia się kó ł na szynach. W  rachunku p rzy jm iem y, że 
ta  wysokość jest równa li.

Torem punktu  8  p rzy przemieszczeniu układu na prawo będzie przeto 
łu k  elipsy opisany na lewo, k tó re j równanie o trzym am y z równania (c) 
podstawiwszy

- K
i  h ■ \ i i 0l  — j-sm  a j,  / = « + - .

Szukana postać to ru  rzeczywistego punktu  8  wynikającego z ruchu 
na prawo i  na lewo będzie m ia ła ostrze (rys. 8 ) skierowane w  dół, ja k  
w yn ika  z obliczenia następującego, w k tó rym  dla w ygody nie podsta
wiono znalezionych wyrażeń na e i  l.

Z równania (d) elipsy toru w yn ika , że rzędna y 0 punktu  leżącego na 
osi y  ma wartość

V 0 = YW1'  h\ A  e2

Różniczkując równanie elipsy znajdujem y

dy __ On®-!- a12y
dx ajax + a ig) ‘

6*
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Oznaczywszy współrzędne najwyższego punktu  elipsy x = x x, y =  yx 
o trzym ujem y związek a ^ i -  «12;Vi= 0, k tó ry  Avraz z równaniem elipsy daje

an r  o
* , - ± ^ 1 /  —  , , S(.=T—

^12̂ 22 ^12 1̂2
Ale

2 _
^11̂ 22 ^12 —

7 . i h\ L  h\ e2'
(1 -f~ -— 
\  m t ) l 1 -  m t ) l2

a po stosownych przekształceniach znajdujem y

ćZ (m + —) _________
a; '  w  eiJ r ( m l + h f .

\ / e 2 +  ( m l + h ) 2

P rzy ją w szy  np . s—  75 cm, c = 4  cm, li— 60 cm, m =  1/20, a więc l — s-f - c /2 = 7 7  cm, 
e =  1,922 cm , o trz y m u je m y  w a rto śc i liczbow e: i / „ =  63,85 cm, i/t =  63,91 cm, xx— 42,2 cm, 
y i - 2/ o = 0,06  cm.

Obszar stateczności sięga p rze to  dość daleko, gdyż położenie środka ciężkości S 
może zbaczać na obie s tro n y  o 42,2 cm.

W prawdzie głębokość „d o lin k i potencjalnej" (jak ją  nazywają w stu
diach nad silami m olekularnym i) jest niewielka, bo wynosi zaledwie 
0,06 cm, ale wystarcza do zapewnienia stateczności dynamicznej bez 
oglądania się na tarcie. Ta głębokość ulegnie w  rzeczywistości pewnemu 
zwiększeniu, albowiem z chw ilą przemieszczenia zestawu z położenia no r
malnego w  sposób powyżej opisany, przenosi się całkow ita reakcja po
w ierzchni tocznej szyny ku krawędzi obręczy stożkowej, co musi wyr 
wołać rosnące odkształcenie, a więc i dodatkowe obniżenie środka 8. 
Zm iana ugięć obu szyn wywołana przemieszczeniem jest widocznie skom
pensowana zmianą nacisków kó ł tak, iż nie obniża stateczności.

Dowiedziona „stateczność poprzeczna" pojazdu wynikająca ze stóż- 
kowatości obręczy kó l pociąga za sobą oczywiście zmniejszenie uderzeń 
obrzeży o szynę (w porównaniu z ko lam i cylindrycznym i o tak im  samym 
luzie norm alnym  między szyną a obrzeżem).

§ 15. Zakończenie

R ozpatru jąc teraz ja z d ę  po lu k u  przyjm iem y, że zestaw kołowy 
jest urządzony tak , aby oś nastawiała się normalnie do toru  podczas 
jazdy w' lu ku  o prom ieniu q (m ierzonym od środka toru). Z powodu szty
wności zestawu koła nie mogą toczyć się bez ślizgania. Założywszy bowiem, 
że środek zestawm porusza się po lu ku  ko la  o prom ieniu B  i  kącie środ
kow ym  fj z prędkością lin iow ą v, w idzim y, że ko la  zewnętrzne opisują 
drogę dłuższą od to ru  wymienionego środka. Samo toczenie dałoby ty lko
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drogę (j f j zamiast (p+&)/?, a więc prędkość ruchu postępowego koła 

zewnętrznego musi być większa od v o A v =  ~  v. Jest to zarazem n ie

unikniona prędkość dodatkowa ślizgania tego koła. Towarzyszy je j tarcie 
ślizgowe działające na koło w  kie runku przeciwnym do k ie runku  ruchu 
pojazdu. Podobnie zajść musi ślizganie dodatkoAce koła wewnętrznego 
z tą  samą prędkością w  k ierunku przeciAYnym, a więc tarcie ślizgowe 
działające na koło av kie runku  zgodnym z k ierunkiem  ruchu pojazdu. 
Odpowiednie s iły  tarc ia  pochodzące od szyn tAYOrzą więc ay płaszczyźnie 
poziomej parę o momencie Q ■ f j , -2b  dążącą do obrotu zestaAvu około osi 
pionowej w  k ie runku  przeciwnym obrotow i AYskazówek zegara. O brót ten 
jest częściowo zniesiony reakcjam i poziom ym i części konstrukcyjnych  
podwozia oraz szyn tak, iż pozostaje ty lk o  obrót odpowiadający pro- 
m ieniow i o opisywanego łuku  przez środek zestawu. W ypada zaznaczyć, 
że obraz poAAryższy nie uA\zględnia, odkształcalności skrętnej osi zestaAvu 
kołoAYcgo, k tó re j skutkiem  jest AYzględny obrót obu kó ł pod Avpływem 
przeciAvnie skieroAA'anych momentów tarcia  AYzględem osi geometrycznej. 
To prowadzi najprawdopodobniej do drgań skrętnych zestaAvu kołowego 
oraz wywołanych n im i drgań podłużnych w  szynach, słyszalnych w y 
r a ź n i e  p rzy jeździe w łuku np. AYagonÓAY tramwajoAYych po suchych 
szynach.

Co się zaś tyczy samych A\Tarunków bezpieczeństAYa przeciw zejściu 
koła z szyny, to p róby dotycliczasoAYe ujęcia teoretycznego polegają, 
ja k  się zdaje, Avyłącznie na schematach statycznych, podczas gdy z ja
wisko jest na tu ry  dynamicznej. Czy jednak teoria dynamiczna jest osią
galna bez uwzględnienia AA-pływm nieuniknionych zboczeń od schematu 
geometrycznego układu złożonego z szyn i zestawÓAY kołoAvycli Avraz 
z pojazdami?

Na podstaAYie doświadczenia osobistego p rzy  opracowywaniu teore
tycznym  wyboczenia termicznego torów  spaAYanych ay la tach 1936 do 
194118) sądzę, że nie. Okazało się boAYiem, że zgodność z pom iaram i do
świadczalnymi prof. Raaba w  Karlsruhe można było osiągnąć ty lko  
przez wproAATadzenie do rachunku zboczeń od prostego schematu teore-. 
tycznego i to ilościowo takich, jak ie  są w  praktyce nieuniknione.

18) M. T. H uber: U ber die AnAYendung der T lieo rie  z u r D e u tun g  der Versuchs- 
fo rsc liung  im  G le isvenverfim gsprob lem . G le is tec lin ik  u. F a lirbah nb au , 1941, N r  15/16. 
Jest to  osta tn ia  z c y k lu  p u b lik a c ji au to ra  na ten  tem at.
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Z  T E O R II BELKI CIĄGŁEJ

(Czasopismo Techniczne, 1925 r.)

Przy wyprowadzaniu równania trzech momentów be lk i ciągłej o sta
łym  przekro ju, posługiwano się dotychczas warunkiem :

ar— 0

(rys. 1 ), p rzy czym jest algebraiczną wartością ką ta  obrotu końcowego 
przekro ju przęsła A r_1A r=  l r , zaś ar takąż wartością ką ta  obrotu po
czątkowego przekro ju przęsła następnego A rA r+1=  lr+ i- Jakko lw iek ta  
najdawniejsza metoda wyróżnia się poglądowością i prostotą, to  jednak 
wydaje się celowe wypróbowanie -\V ty m  przypadku nowszej metody, 
u jm ującej w  ła tw y  sposób takie  w p ływ y, k tóre  p rzy dawnej metodzie 
wymagają znaczniejszego nakładu rachunkowej pracy.

1. Wpływ obciążeń przęsło wy ch

jEnergia potencjalna (praca odkształcenia)  belki -ciągłej, obciążonej do
w o lnym i siłam i prostopadłym i do osi belki i leżącymi w  je j płaszczyźnie 
głównej da się wyrazić wzorem:

t t  1 {' M 2dx , 1 (Q 2dx
■ u = 2 .l - T T + r )  w

Pierwszy wyraz po prawej stronie znaku równości przedstawia energię 
zginania  momentami M , a drug i energię ścinania  siłam i poprzecznymi Q. 
Nadto oznacza n współczynnik liczbowy zależny od geometrycznej po
staci przekro ju F  o momencie bezwładności J , E  moduł sprężystości, 
zaś G moduł odkształcenia postaciowego.

Ponieważ w  zw ykłe j teorii belki ciągłej nie uwzględnia się w p ływ u 
sił poprzecznych na ugięcie, przeto na razie pom iniem y energię ścinania, 
czyli zatrzym am y ty lk o  pierwszą całkę w  wyrażeniu dla U. P rzy jm iem y 
przy tym , że wszystkie podpory są doskonale sztywne i leżą w  równej
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wysokości. O braw szy teraz m om enty  podporowe M r ( r =  0 ,1 ,2 , . . .« )  jako  
wielkości hyperstatyczne, o trzym u jem y według m etody M e n a b re a -

Ca s t ig l ia n o  rów nania w a 
runkow e w  postaci:

(2) m i 1
, ,  3 M  .M  „  „  clx =

9 M r
0 .

Moment zginający [M  
w przekroju x r -go przęsła 
(rys. 1 ), wyciętego w  m yśli 
z be lk i przekro jam i na 
podporach A r_i i Mr da 
się wyrazić w  następujący 
sposób:

(3) . r ; M (Z +
Ir+  M r_1^ r ^ + M ry.

'r 'r

T u ta j oznacza M (̂ r wartość, jaką by m ia ł moment zginający w  do
w olnym  przekro ju  przęsła, gdyby nie było momentów podporowych, czyli 
gdyby to  przęsło było  belką w  obu końcach swobodnie podpartą (od
ciętą x  m ierzym y od lewego końca przęsła). 3 f®  jest zatem funkcją  
samego x, niezależną od momentów podporowych. Podobnie mamy dla 
momentu zginającego w  przekro ju  x, m ierzonym od lewego końca (r +  l)-go  
przęsła:

(4) M * +* = M % + l+ M r '-

stąd :

r<r+i) r f (0) . _l M l'+x~
łr+l

x  i n r  x   \~Mr+i  y  ,

'r+1

9 M (: ) x
V9 M r ' l r ’ 9 M r 

D la  wszystkich pozostałych przęseł jest-

W 1 
9 M
9 M r

0 , albow iem  m om enty

zginające w  tych  przęsłach są niezależne od M , . Wobec tego w ystarczy 
wykonać całkowania naznaczone równaniem (2 ) ty lko  dla przęsła r-go 
i  (r- j- l)-g o . O trzym am y wówczas:
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albo po skreśleniu czynnika E J  i rozłożeniu obu całek:

lr+1

+  I M':°l+1(lr+i - X ) d x =  0 .
lr+1 J

Ostatnie dwie całki mają proste znaczenie geometryczne. Oznaczmy 
przez Qr i Qr+1 pola wykresów momentów M f l  i  M ^ r+i na przęsłacłi 
l r i l r+i ,  zaś ar i ar+1 odcięte środków ciężkości tych  pól. W tedy jedna 
z tych  całek, przedstawiająca moment statyczny odpowiadającego pola 
momentów względem osi y wystawionej w lewym  końcu przęsła 
jest równa Qr ■ ar , druga zaś równa Qr+1(lr^ i—ar+1). W ykonawszy na
znaczone proste całkowanie, uwolniwszy pierwsze trz y  w yrazy od m ia 
nowników i podstawiwszy ?r+i — a,+i= b r+1, o trzym am y znane równanie 
trzech, momentów w  postaci: ' .

(fi) Mr_xlr+ 2Mr(lr+ lr+1)+Mr } 17,*1 4 6 t>.
<r > r + l

2. Wpływ nierównej wysokości położenia podpór

W skutek nierównej -wysokości położenia podpór obraca się prosta l r 

łącząca podpory A r_x i A , o 'k ą t  yr =  . zaś prosta l r+1= A rA r+1
'r

o ką t > v + i= ^ -y — —, czyli prosta lr+i obraca się względem prostej l r 
b+1

o ką t yr—yr+1. Ten k ą t będzie „uogóln ionym  przesunięciem" odpowia
dającym momentowi podporowemu M r jako „uogólnionej sile". Równa
nie warunkowe (2 ) przybierze przeto w  myśl zasady C a s tig lia tjo  postać-:

( o  m J M m t o - r r - r , » ,

różniącą się od poprzedniej ty lk o  tym , że po prawej stronie zamiast 0 
jest yr —yr+ i. Podobnie będzie z równaniem trzech momentów, które  z uwzglę
dnieniem poprzednich uproszczeń napiszemy w  postaci:
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3. Wpływ sił poprzecznych

Chcąc uw zględnić w p ływ  sił poprzecznych m usim y w yjść z rÓAvnania 
warunkowego, otrzym anego przez różniczkowanie zupełnego w yrażen ia  

.d la  energii potencjalnej (wzór 1) względem  M r. M am y  Avówczas:

<9> i h f M m d x + F G j Q m d ! e = ( ' '
albo

1 r  3M  , , x j ’ 3Q
E J  J M  dW r dX + E G  J Q  3 M r d X ~  7 r  y r + 1 '

zależnie od tego, czy podpo ry  są w  rÓAvnej wysokości czy też nie. W y 
rażenie d la  s iły  poprzecznej Q? w r - ty m  przęśle zna jdz iem y najprościej 
różniczkując Avyrażenie dla  M ?  względem x, czy li:

d M ?  d M ?  , M r—M r - i  _  n «i) , J f r—J f r_ i 
Q x = ~ W T ^ ~ d ^  +  V  lr

gdzie Q?r oznacza siłę poprzeczną, jaka  by powstała av  doAvolnym prze
k ro ju  przęsła, gdyby ono było belką na obu końcach swobodnie podpartą. 
Podobnie m am y dla s iły  poprzecznej ( r+ l) -e g o  przęsła:

n ,r+u _  n v» . M r+1 M r
Y* — V*,r+1T 7r̂+1

Stąd przez różniczkowanie znajdujem y:

3Q? _ 1  3Q(; +1) _  1
3M r l r ’ 3M r 1,+1'

Po wstawieniu poAvyższych wartości a v  rÓAvnanie warunkowe (9), 
av k tó ry m  wartość pierwszej ca łki pozostaje taka sama, jak  lewej strony 
rÓAvnania (5), otrzym am y:

* I

^  f  \ M r- J r  +  2 M r(lr -\- k  r l )  “ T - ^ r + l k  +  l ]  +
O Ji/J

lr
X

Wg

M r— dx

0

f ( «  +   V  !  I ,

fl
',m  , M r+x—M r \ dx
G x , r + 1  i --------------- j  I 7b +1 / b+1

=  yr - y r+ !■

Zw ażyw szy, że:
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ponieważ M ^ r znika dla a? =  0 i  dla x = l r , to i  podobnie

W if  Q Z+idx =  0.
o

Wobec tego powyższe równanie napiszemy w  postaci:

M r_ 11r-\- 2 M r(lr-\- Zr+1) -j- M r+i  Zr+x+

+ ~  M rX + iM~ ) =  6 E J {V r ' yr+l)

JE
albo po podstawieniu J = F i 2 oraz — =  2(1  -pr) i  po uporządkowaniu 

według momentów podporowych:

W
+{ 1 0 ) 1 2 * ( 1 + ^  +  2 M r(lr +  l r+1) | l  +  6 * ( l  +  r)

+  M r+1lr+1 [ l  - 12*(1  +  *) -£-1 +  +  6Qr; lbr-^ -=  G E J(yr - y r+ i) •
L  r - f  l j  < r  0 + 1

Z równania trzech momentów w  uogólnionej postaci możemy ocenić 
błąd, ja k i popełniam y przez pominięcie wpływ u sił poprzecznych na 
ugięcie belki.

W eźmy np. belkę dwuprzęsłową obciążoną równomiernie na całej 
długości 21 (przy czym Zt =Z,). W tedy J f o= J f 2= 0 ,  zaś dla M 1 znajdujem y:

8 l  +  6 x ( l  +  i-)('i/Z)2’ 

podczas gdy z pominięciem w p ływ u  sił poprzecznych jest, ja k  wiadomo,

W yraz
6 x ( l - j -  v ) ( i j l ) 2=  a ,

określający w p ływ  sił poprzecznych jest zwykle bardzo m ały wobec je 
dności. Stosunkowo dużą wartość osiąga a w  dwuteówkach o szerokiej 
półce, ale i tu ta j trzeba ze stosunkiem wysokości przekro ju do rozpię
tości (Ji:l) iść powyżej 1 : 8 , aby osiągnąć wartość 0 ,1 , czy li aby bezwzględna 
wartość momentu podporowego M 1 obniżyła się o 10°/0. Jak się zdaje, 
trudno  napotkać w praktyce przypadek, w  k tó rym  należałoby się liczyć 
z powyższym wpływem.
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(Czasopismo Techniczne, 1927 r.)

Podczas gdy teoria prostej belk i ciągłej na niepoddającyeh się pod
porach prowadzi do powszechnie znanego równania trzech momentów, 
to w przypadku podpór sprężyście podatnych analogiczne równanie za
wierać musi w  ogóle pięć kole jnych momentów podporowych M r_ łr
M r, M r+1, M r +  2 -

N iem a l na pewno m ożna tw ie rdz ić , że francu sk i in żyn ie r B e r t o t  b y ł p ierw szy, 
k tó ry  w  r . 1855 w y p ro w a d z ił równanie trzech momentów ( M r _, ,  M r , M r+1), niesłusznie 
zatem  zwrane rów nan iem  C l a p e y r o n a .

Równanie pięciu momentów u s ta w ili niezależnie od siebie w- A n g li i K . P e a r s o n  

i w  Polsce H . C z o p o w s k i  a).
N ade r liczne zastosowania tego rów na n ia  w  sta tyce  k o n s tru k c ji budow lanych o p ra 

cow ał po tem  H . M u l l e r  - B r e s l a u  3) w  2 tom ie  swego podręcznika, n ie  używ a jąc z re 
sztą nazw y pow yże j podane j. Jeże li dziś w racam  do tego tem atu , to  po części d la tego , 
ażeby na w yprow adzen iu  rów nan ia  trzech momentów- u w yd a tn ić  ko rzyśc i zastosowania 
m e tody  M e n a b r e a -C a s t i g l i a n o  w  te o r ii be lk i ciągłe j na podda jących się sprężyście 
podporach p rz y  m oż liw ie  na jogó ln ie jszych  założeniach, a nadto , ażeby pokazać na 
d w u  p rzyk ład ach  ja k im i drogam i dochodzi się do praktycznego rozw iązania zadania.

P rzyjm iem y (rys. 1 ):
a) nierówną wysokość podpór wr stanie nieobciążonym i oznaczymy 

przez yr ( r— 1,2,3,...%) rzędną /'-tej podpory mierzoną dodatnio wr dół 
od pewniej stałej poziomej osi x:

b) sprężystą podatność podpór określoną współczynnikam i podatno
ści ar o wym iarze cm/kG; a więc wskutek dodatniej reakcji A r obniża 
się podpora o A rar-,

c) zmienną sztywność zginania belki E J r w każdym  przęśle o roz
piętości l r i  tak  samo zmienną (wr zależności od odciętej x) sztywność 
ścinania GFr/x.

*) P rzypuszczaln ie  w  rozpraw ie ogłoszonej w  1890 r. na łam ach czasopisma „M e s 
senger o f M a them atics “  V o l. 19 (prżyp. red.).

a) H . C z o p o w s k i : B e lka  wdeloprzęsłowa na sprężystych podporach. „P rzeg ląd  
T echn iczny14 1897 r .

a) H . M u l l e r - B r e s l a u  : D ie  graphische S ta tik  der B a u kon s tru k tion en .
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Wówczas m am y ja to  wyrażenie całkow itej energii odkształcenia 
ok ładn :

(1)
77__1  C M 2dx , 1 f  y.Q2dx 1 2

~ 2 J E J  ~  2 J O F  2 2 j  ,a‘ ’
1 = 0

przy czym granice całkowania rozciągają się na całą długość belki. T u ta j 
oznacza *  współczynnik liczbowy zależny od postaci przekroju o polu F ,

za.ś (t moduł sprężystości postaciowej. Stąd w myśl m etody M e n a b r e a -  
C a s t ig l ia n o :

» ) H i
gdyż yr—yr+1 =

y.Q 9Q
SMr J E J  9 M r J G F SMr

Ur-y, - 1 y r+1 Vr

1 V  A 9A,
A i  g j f -  a < =  Y r - V r + 1 ,

lr V+1
jest wartością uogólnionego przesu

nięcia odpowiadającego momentowi podporowemu M r jako uogólnio
nej sile.

N ie trudno teraz zauważyć, że wielkości pod całkam i zawierają M r 
ty lko  w  dwu przęsłach l r i Zr+1; pod znakiem sumy zaś ty lk o  w A r_x, 
A r i A r+1. Mom enty podporowe M r, M r+1 tkw ią  przeto we wszyst-

Q JJ
kich trzech częściach wyrażenia dla a ty lk o  trzecia część zawiera

C' J\j. r

nadto m om enty M r_2 i M r+ i. Oznaczywszy jeszcze przez M (°l, po
myślany moment zginający i  siłę poprzeczną w dowolnym  przekro ju 
przęsła lr , gdyby ono działało ja k  belka swobodnie podparta, a przez A f^
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pomyślaną reakcję r-te j podpory w  tychże samych warunkach, o trzy 
m am y z (2 ) równanie warunkowe dla r- te j podpory:

k  <r+ 1

<3) f  + .M r^  + M r^  ^  +  f  ( j f f r+1 +  J f ,  +

K k+1
I t \ j  ^  \  ( l r + l  X)d'X I l'  (o) J M r M r_ Ą  xd,X f  /̂ (O) ,

+ m ' * i x 7,i + j  \ Q- ' + — i — ) ó ¥ j r )  r * ' + ,+

H f - i — M r\ xdx i (o) , M r — d^r-i M r_ i — M r_Ą ar_1
lr+ l I  G Fr+1lr+1 + r  +  l  TZl I T

-  ( <  -  |  +  +  { & +

-i/ r +  2 M  r +1 -tTr+1— M Ą  a.f+1
+  7   7 7  r y r - y f+ i .

<r+2 tf+1 / d+1

Po uporządkowaniu tego równania według niewiadomych pięciu momen
tów  podporowych i przeniesieniu wielkości danych na prawą stronę,
znajdujem y:

(4) Ar_2-Mr_2 +  / łrM r_ i -j- vrM r -f- f i r+ lM r+i-\r kr+iM r+ i= L r ,

p rzy  czym A, /z, v są współczynnikam i liczbowym i, a L r wielkością o w y 
miarze momentu. Do przedstawienia wyrażeń dla A,>, v wprowadzim y 
następujące wielkości pomocnicze:

jE J
B „—  ̂ — — jiewną dogodnie obraną (o jak ie jko lw iek zresztą wartości) 

wielkość staią o wym iarze kGcm.

E J
B r=  — iloraz sztywności zginania w przekroju x  przęsła r-tego przez 

długość lr-tego przęsła.

G F l
Cr=  — — wielkość porównywalną z B r (o tym  samym wymiarze).Kr

X
i = j —  w każdym  z przęseł (bez wskaźnika przy f ) . 

ir

Przy tych  oznaczeniach mamy:
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' « “ / 5 ^  '“ ) ,K -  J Łd t ~ B " ( i w i + +  l ^ w : ) ;

--= /t ?<8+ l i t /&*+/<&*+
0 0 0 0

D / a r - i + a r | 2 a ,  ! a , +  a r + i \  .

+  S T  <  y . «  C .  ) ’

£ , = £ „ [ - A f , ^ *  + , .4 !V  (i +  q )  + r , -

1 1 }
-  f  ^  M % s a e -  f  i -  j f S + i d -  f ) # -  [ /  G S w f -

i

-  I 7^ -  Q ^ + ilr+i(U
J  Or j_i

Pierwszą z ostatnich czterech całek, poinnożoną przez Vr , można p o j
mować jako moment sprowadzonej powierzchni momentów M ^ r o polu Qr 
względem pionowej lewej podpory r-tego przęsła, czyli:

i

x = L
przy czym:

A

r  bor=  J i£M &dx,
,v=0

zaś «r oznacza odległość środka sprowadzonej (zredukowanej) powierzchni 
momentów od wymienionej pionowej. Podobnie jest:

1

" ^  M  ® ,(1 -  f  ) * | =  ,
^ Pr+l b +1

jeżeli 6r+i  oznacza odległość środka sprowadzonej powierzchni momentów 
od pionowej prawej podpory przęsła (r-|- l)-g o .
P ism a, I I I
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Jeżeli końce be lk i nie są utwierdzone, to M 0 i  M „  są równe zeru, a p ierw 
sze, drugie, trzecie... z równań (4) przyb iorą  postać:

vi M , -f-//a J/ 2 +  ź2 M z =  —L 1
fi2J / j -j- v2M 2-\-/i 3M 3-\- ż3M t =  = L 2
^ J / j - j -  y,3M 2 -\~v3M 9-{- J4J f4=  —L a

ż 3 3 1 2 + / / 4 M a  +  v 4 M 4 - \ ~ ż 5 M e =  = L 4

żn-5-'W« -6 +  /'n_4J f« -6+  1V,_4 J f„_4 +  //„_3 J /j,_3 -)- A„_3 J / j,_2 =  L„ _4
ż„_4J f„_ 5-|-p„_3J f„_ 4-)- V„_ 3J f„ _ 3 +  _2J f „_ 2 -- _2J / „_ 1 —L n_ 3 

A„_3 J /j,_4 -j-//n~2*14„-3-)- )'„_2JJ„_2~r,Wn-l JJn-1  =-Z/„_2 
Ż„_2J4„_3 + ^ « - lJ J n- 2+  r„_! J f„_ l = L n_ 1

Na podstawie układu (w— 1) rÓAvnań można obliczyć niewiadome mo
m enty podporowe przy jak ichko lw iek obciążeniach be lk i tkw iących 
w  wielkościach Z,-. Oczywiście nie może być m owy o dalszym ogólnym 
traktow an iu  tych  równań. Jednakże w  najróżnorodniejszych prostych 
przypadkach, jak ie  zachodzą w  praktyce, o trzym ujem y z łatwością znaczne 
uproszczenia i dochodzimy szybko i wygodnie do rozwiązania, podobnie 
ja k  p rzy  zastosowaniu równania trzech momentów dla belek o niepod- 
dających się podporach.

ri j
Jeżeli przekrój na całej długości belki jest stały, to B 0= B r =  -LL,

i
a całki w wyrażeniach dla współczynników y r ,vr ,y r+1 przybierają wartości:

i  i i
] ’ ( £ - £ • ) # = ! ,  £ ? # = * =  J  (1
0 0 0

Przykład 1. Pod w pływem  s iły  skupionej P  (rys. 2) powstaje w  belce 
dwuprzęsłowej ty lko  moment podporowy J / j , gdyż pozostałe są równe

zeru. Równanie pięciu momentów sprowadza się w  ty m  przypadku do 
szczególnie prostej postaci: v1M 1—L 1, z k tó re j znajdujem y wprost M u
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Zakładając przypadek najprostszy równych przęseł i równej podatności 
podpór m am y p rzy  danym obciążeniu:

j  JEJ T P ( l - x 1) u , 0 P x x a l 1 P x 1(P—x i)
1— t~L  i  p  -

2 6JEJ a
Vi=3+ ~ r  p '

Stąd:

(,i> M ' - n  T-imr—  •

3 +  P

D la  X\ =  0, t j . ,  gdy ciężar P  znajduje się nad podporą A 0, będzie:

E J a

M x =  ~ P l  a &EJa  >

3 1 P

D la  xx =  I, t j . ,  gdy P  znajduje się nad podporą środkową A 1:

2E Ja
P

M 1= Jr P l —
^  6JEJa

3 1 P

W  obu tych  przypadkach b y łyb y  oczywiście te m om enty równe zeru, 
gdyby podpory b y ły  zupełnie niepodatne ( a = 0 ).

Mając wzór (6 ) dla JM1 p rzy  obciążeniu siłą skupioną w  dowolnym 
przekro ju xx znajdziemy łatwo lin ię  wpływową dla momentów w  prze
k ro ju  o odciętej u, albowiem moment ten określa równanie:

Mu=M f+M Ą,

przy czym _¥^0) oznacza moment ja k i by powstał, gdyby przęsło działało 
jak  belka swobodnie podparta.

Gdy siła P  znajduje się po lewej stronie przekro ju w, to M ^ — ^ — — ,

3  ̂  ̂ „(o) P ( l — x1)ugdy zaś po prawej, to JMU — 7 .
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J j i J a

P rzy jm ijm y  np. -=r— =  —  i szukajm y najp ierw  l in i i  wpływowej dla
t oU

momentu podporowego M 1, a raczej dla bezwymiarowego czynnika 

/  ( y )  w  wyrażeniu M t = P l f  ( y  ) . K ładąc x1j l= £  znajdujem y ze wzoru (6 ):

/ ( ^ ) =  - 4 {1 +  2 f ~ 5 -2)-

P rzy sztywmych podporach by łoby najw idoczniej:

/(£) =  - * ( £ - * • ) .

Podzieliwszy rozpiętość l każdego przęsła na 5 równych części, o b li
czono p rzy  pomocy powyższych wzorów dla każdego z odpowiadających

przekrojów ( t j.  dla y  =  ^ , | , . . . p )  rzędne przynależnej mu lin ii w p ły-
\ t O O Ol

wowej momentu zginającego. Te lin ie  wpływowe dla przęsła lewego przed-

Rys.

stawia rys. 3. Ich  odbicie zwierciadlane będzie oczywiście tvażne dla 
przęsła prawego. W artość np. momentu zginającego M u w  przekroju 
u = 0 ,A l,  wywołanego siłą P  działającą w  punkcie x ,=  0,8  Z znajdujem y 
mnożąc P I przez rzędną odpowiadającej lin ii wpływowej równą 0,0794.

Bysunek 4 um ożliw ia porównanie l in i j  wpływowych m omentów przy 
podporach sprężysty cli z lin iam i w p ływ ow ym i tych  momentów przy 
podporach stałych.

Przykład 2. Belka o stałym  przekro ju na bardzo w ielu równoodległych 
podporach o równej podatności i wysokości, p rzy obciążeniu jednego 
przęsła leżącego w  środkowej części belki.

3. L in ie  w p ływ ow e d la  m om entów  p rz y  podporach sprężystych
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Niech przęsło obciążone leży m iędzy podporam i A r_x i  A ,. Idąc od 
tego przęsła na prawo napotykam y kolejno podpory A r+1,A r+2. . .A r+m] 
zaś na lewo — podpory A r_2,A r_2, . . .A r .̂m̂ x. Stosownie do założenia jest m 
bardzo w ielkie, a więc przyjm iem y, że m->oo. Ponieważ ty lk o  przęsło 
A r_xA r jest obciążone, przeto z w y ją tk iem  J .® i, J.,0) oraz M ^ r wszystkie 
inne A m i  są równe zeru. Z tego w yn ika  zarazem, że ty lk o  wielkości

L r_ 2= E ja j ( 0)
j2 r~1 ?

L r_x= ~ { 2 A f U - A f )) ~  f  M % > (l-£ )d£  ,
0

1

L r=  ~  (2A ^ - A r h ) -  f  M (°UdŚ,

E J  a (0)
l j r+1— -----^2 A t

nie są zerami, a wszystkie pozostałe L  znikają.

Układ równań pięciu momentów upraszcza się teraz bardzo znacznie, 
gdyż współczynniki A,/i,v stają się sta łym i dla wszystkich przęseł i  p rzy 
bierają wartości:

. EJa  1 4 E J a  2 6 E Ja
> v~ 3  +  ~ i r ~ -
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W prowadzając dla wygody pomocniczą wielkość bezwymiarową
7 73

e =  — or az oznaczenia 8 £ — 4 =  {}, 3 2e + 6  =  2<5, możemy te 
48/1 48hiJa

równania napisać w  postaci:

M r_n.-3+ f5Mr-n- 2+  2 ó -1+  fiM r-n +  H f—/i-i-1— ó

M r„  5 +  —4 -j- 2<5 +  ( łM r-2 — 0

M r.  4 + +  2ÓMr-2 +  PMr- i +  J f r =  48£r_2 £

J f,_  3 +  f iM r -2 +  2(5 M r- i +  p M r +  -44̂ -i_i =  48-Łr_i e

J f , - * +  PMr-1 +  26 M r + -\-M r+ 2 =  4 8 ir e
M r_ i +  PM r +  2 ÓMr+1 +  PMr+ 2 +  -M"r+3 =  4 8 ir+i £

M r +  f}M r+i +  2dM r+z +  {5Mr+a +  -M"r+4 =  ó

M r+n.-2+  f iM r+n--1+  2(5 M r+n +  f iM r+n+l  +  -^r+n+2— 0 .

Powyższy okład  równań rozpada się na trz y  grupy, oddzielone od 
siebie poziom ym i lin iam i. Obie g rupy skrajne można wt przypadku m — oo 
traktow ać oddzielnie jako uk łady  nieskończenie w ie lu równań o nieskoń
czenie w ie lu niewiadomych. Zważywszy na b liskie pokrewieństwo naszego 
zadania ze znanym zagadnieniem zgięcia belk i spoczywającej na podłożu 
sprężystym, p rzy jm u jem y, że w  części nieobciążonej (druga skrajna grupa 
równań) zależność momentu podporowego od odciętej x, mierzonej wzdłuż 
be lk i przedstawi się podobnie, jako zależność momentu zginającego 
ay belce na sprężystym podłożu. Zależność ta  ma, ja k  wiadomo, postać:

p
J f , =  — e_cuc(sin ax — cos ax) ,

* 4a

p rzy  czym a ma znaczenie odmienne aniżeli tu ta j. Napiszemy tedy ana
logicznie:
(8 ) M r+n=  U  sin ncp+V cos n<p) ,

p rzy czym U, V, <p, y> są nieoznaczonymi jeszcze stałym i. Podstawiwszy 
powryższą wartość w  któreko lw iek z iów nań grupy trzeciej, np. w  równa
nie ( r+ n ) - te  i  wprowadziwszy dla uproszczenia funkcje  hypęrboliczne:

ch y> — i  e~v) i  sh ip — %(e*1 — e~*),

o trzym ujem y równania postaci:

(9 ) e-^CU  sin ncp-\-V cos nq>) (ch 2y> cos 2^ +  /? ch y> cos —
— cos ncp—V  sin mp) (sh 2y> sin 2ę> +  /? sh ip sin <p) =  0

dla w = 2 ,3 ,4 ,...oo .
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P rzyjm u jąc podobnie dla pierwszej g rapy równań wartość 
w  postaci:

(8a) M r_„_ j.=  e -n'f'{ TJ' sin n<p'+V  cos rup')

mamy po wstaw ieniu z k tó ry  chkołw iek z tych  równań:

(9 a) e- V (  U ' sin n<p'+V' cos rup') (ch 2tp’ cos 2cp' +  fi c h y ' cos ę?' +  ó) —
— V  cos rup'—V  sin rup') (sh 2y>' sin 2<p' +  /9 sh %p' sin 99') =  0

dla « .=2 ,3 ,4 , ...oo.
Z równań (9) i  (9a) Avidać, że wyrażenia (8 ) i  (8a) dla momentów pod

porowych czynią zadość obu skra jnym  grupom równań (7), p rzy  w ar
tościach <p =  <p' i y>=ip', k tó re  są p ierw iastkam i równań przestępnych:

(10)
j ch 2 ip cos 2<p-|- fi ch y> cos 9?+ <3 =  0 

\  sh 2yr sin 2 9 7 +  fi sh y> sin 9 9 =  0 .

Pozostaje jeszcze wyznaczyć wartości czterech stałych TJ, V, U’ , V  
. tak , ażeby uczynić zadość czterem równaniom grapy środkowej, p rzy 

czym wyrażenie (8 ) stosujemy także do M r i M r+1 ( t j.  dla n =  0 , l ) ,  a w y 
rażenie (8a) do M r_2 ( t j.  d la w — 0,1). Po wstawieniu tych  Avyrażeń
i  uporządkowaniu czterech równań podhig niewiadomych U, V. U ' i V ,  
o trzym ujem y:

( n ;

A 3U '+ B 3V ' +  V = K r_ i =  4 8 ir_2 s
A 2 W + B z y + A ,  U + B XV =  4 8 ir_i e 
A 1U '+ B 1V '+ A 2U + B 2V = K r = 4  SLr e 

V '+ A s U + B 3V = K r+1^ i 8 L r+1s.

W spółczynniki A , B przedstaAviają p rzy  tym  wyrażenia:

A x =  e - v  sin cp, B x =  e~v cos 95 +  ( i  

A 2 — e~2v sin 299 +  /3e~^  s i n  95 

(3 la ) B 2— e~2,f cos 2<p-\-f}e~v cos 9?+ 2ó
A 3— e~3v sin 3cp-\- (3e-2v sin 2<pA2be~'f sin 99 

B 3= e - 2v cos 3 9 9 +  f ie - 2̂  cos 2cp +  2óe-v cos 9 9 +  fi.

Ale równania (1 0 ) um ożliw ia ją  wyrażenie /? i S przez 99 i y> wzorami:

( 12 ) f i=  — 4 ch y> cos cp, ó =  ch 29>-|-cos 299-)-1.
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P rzy pomocy tych  związków oraz wzorów dla fun kc ji hyperbolicznych 
możemy w zory ( l la )  napisać w  uproszczonej postaci:

Przez dodawanie i  odejmowanie równań uk ładu  (1 1 ) o trzym ujem y 
z łatwością dwie pary  nowych równań o niewiadomych TJ+U ', V + V \  
U  — V ,  V ~ V \  Z ich rozwiązania w y p a d a  w końcu:

Pozostaje jeszcze wyrazić niewiadome stałe param etry <p i ip przez /?= 8 e — 4

od sztywności zginania be lk i i podatności je j podpór. W  ty m  celu m usim y 
rozwiązać układ  równań (1 0 ).

Przyjąwszy jako niewiadome sin (p i sh y>, znajdujem y bez trudności 
po cztery wartości, k tó re  czynią zadość tym  równaniom. Przedstawiają 
je  wzory:

T u ta j nie można tw ierdzić, że ty lk o  jedna jedyna para wartości odpo
wiada rozwiązaniu naszego zadania, k tó re  w inno być oczywiście jedno
znaczne. Podstawiwszy bowiem w  równania (10) wartości:

A i=  (ch y>—sh y>) sin q>, 
( l l b )  A z=  — sin 2cp,

A 3= (c h ip +  sh y>) sin q>,

B x =  (ch ip — ship) cos (p +  fi
B2 =  sh 2 f-\-ó
B 3=  — (ch xp-\- sh f )  cos <p.

(13)

oraz ó =  16 e+ 3 ,  czyli ostatecznie przez jedyną stalą s =
48EJa  ’ zależną

(14)
sin (p = ±  ] / - 4 e ± 2 | / 3 e ( l - f  e)

(14a)
sin <p= j / —4 e + 2 }/3e (1 +  e)
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oraz odpowiadające im  wartości:

cos (p= 1/1-)- 4e— 2 i/3 e ( l- f-  e)
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _

ch y>= ] / l  - f  4e +  2 ^ 3 e ( l +  e)

przekonywajem y się, że te równania spełniają się tożsamościowo pod w a
runkiem  (koniecznym i wystarczającym ), że z dwu postaci wyrażenia:

l/ l —4s+4s» =  V(1 - 2 e f  =  ]/(2fi—l ) 2

nzwględnimy ty lko  pierwszą, t j.  ( l - 2 e ) .  To zaś jest prawdziwe ty lko  
w tedy, gdy:

£<0,5.

Natom iast przyjąwszy wartości:

sin cp — j /  — 4e-f- 2 | 3 f i( l -f- £)

sh \ f =  — 1/  4 fi+  2 J 3 e ( l  +  e )
(14d)___________________________ _______

COS q>= j / l  +  4 e -  2 )/ 3 e ( l  +  e)

c h  v » =  -  ] / l +  4 e - f  2 l / 3 f i ( l +  e j

i podstawiwszy je  w rów nania (10), uczyn im y im  zadość ty lk o  pod w a 

runkiem , że w yrażen iu  j 1 — 4 e + 4 e 2 przypiszem y wartość 2e —1 odpow ia
dającą ty lko :

e>0 ,5  *).

4) O to k ró tk i rachunek uzasadnia jący powyższe tw ie rdzen ia :

I .  P rzy  wartościach (14a) i  (14a') je s t:

ch 2y )= e h 2 i/i-j-sh2y  =  l  +  8 e - f-4 p 3 e ( i +  e) 

cos 2tp — cos2<p — sin2 tpr̂ = l - j - 8e - 4 y /3e7T +e).
A zatem :

ch 2y> cos 2 ę =  1 — 32e-)-16£2.
N a d to  je s t:

ch y> cos 91 =  | / I  — 4e-j_4ea.

R ów nan ia  w a runkow e ( 10), po w staw ien iu  w artośc i 0 =  8 s — 4 , <5=  16e < 3  i p ro 
s tym  przekszta łceniu, p rzyb ie ra ją  postać:

 ̂j  Qa j ch 2y cos 2y +  (8e 4) ch y  cos <pĄ-16e-(- 3 =  0

sh y> s in  99(4 ch yj cos 9>-)-8 e — 4 ) =  0.

Po w staw ien iu  pow yższych w artośc i i  skreśleniu w  d ru g im  z rów nań (lOa) czyn 
n ik a  sh 9; sin rp ja ko  różnego od zera, gd y  s *  0 , o trz y m u je m y  ja k o  lewe s tro n y  obu 
ró w n a ń :

[  1 -  32e-f-1662! - (8 e  -  4) p T  -  4 6 + 4 ?  +  16e-(-3]

[4 ) / l - 4 f i - f 4 e a + 8 e - 4 ]  .



V I .  K O N S TR U K C JE  IN Ż Y N IE R S K IE

Ale nie koniec na tym . W yrażenia dla sin cp we wzorach (14a) i (14b) 
mają wartości rzeczywiste, dopóki:

e<3.

Teore tycznie b iorąc pa ram e tr e może p rzyb ie rać  wszelkie w artośc i doda tn ie  w  g ra 

n icach od 0 do oo. Is to tn ie  e— ~  , jeże li oznaczym y k ró tk o  przez:

11 48 E .J '

W ielkość / ,  o w ym iarze długości określa s trza łkę  ugięcia be lk i p roste j u tw orzone j 
z jednego przęsła pod obciążeniem  jednos tką  s iły  w  środku rozp ię tości Z. W ie lkość zaś a 
(tego samego w ym ia ru , co /,)  m a znaczenie ugięcia p o d p o ry  pod  naciskiem  jednos tką  
s iły . P a ra m etr e je s t prze to  w artośc ią  stosunku u g in a ln o ś c i  przęsła do u g in a ln o ś c i  
podpory . W  id ea lnym  p rzyp a d ku  po dp ór n iepoda tnych  (sztyw nych) je s t a = 0 ,  / ,  *  0, 
a w ięc e = o o ; w  p rzyp a d ku  zaś sz tyw ne j be lk i, a p o d a tn ych  podpór je s t h = 0 ,  a * 0 ,  
a  zatem  e = 0 .

Z tych  równań wynika, że dla ogólnych zastosowań rozwiązania (13) 
należy przewidzieć także przypadek:

■ e > 3 ,

w k tó rym  wartości sin <p z wzorów (14b), (gdyż ty lk o  te są ważne dla 
e > 3 ) wypadają urojone.

W tedy napiszemy te w zory w  postaci:

sin cp =  i  j /4 e  — 2 j / 3 e ( l+  e) — i sh cp',

cos <p= l / l  +  4e— 2 [//3e(l e) =  chcp',
(14c) t_______  ■

sh xp= — j / 4 £ + 2 j / 3 e ( l+  £),

ch y>— — j / . l  +  4£ +  2 j /3 e ( l+ £ ) ,

Te zaś z n ik a ją  ty lk o  w ted y , gd y  p ie rw ia s tko w i p rzyp iszem y wartość 1 — 2e odpo 
w iada jącą  £ ^ 0 ,5 .

I I .  P rz y  w artośc iach (14b) zn a jd u je m y w  ten  sam sposób d la  lew ych  s tron  ró w 
nań (lOa) w yrażen ia :

[ l  -  32e+ 10£* — (8e — 4) j / l  -  4 e - f  4e* +  1 6 6 + 3 ]

[ —4 j / l  — 4ed-e2 —4] ,

k tó re  w idoczn ie  s ta ją  się tożsamościowo rów ne zeru, jeże li w a rtośc ią  p ie rw ias tka  je s t 
2e— 1, co je s t p raw dz iw e  ty lk o  pod w a run k iem : e > 0 ,5 .
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a uwzględniwszy, że w  następstwie musi być:

sin n<p =  i  sh nę'.

przekonamy się z łatwością, iż rozwiązanie (13) przedstawi się znowu 
w  liczbach rzeczywistych. To rozwiązanie przybierze tedy postać tro jaką, 
a m ianowicid:

1) D la  e<0,5, czyli gdy:

ch rp— cos <p=2] 3e 

ch y) +  cos ę =  2 1 1 +  £

mamy przy oznaczeniach upraszczających

sin < p = j /  — 4 f i+ 2 } /3 f i ( l+  ej,
W  -  ,____  / ----------

| 3 e+ |  l  +  r +  | 4 e +  2 |/3e (1 +  e) 

następujące wyrażenia dla momentów podporowych:

( I )

M r=
3fi

y  4 fi+  2 1 3e(1 +  f) 

1

3 p
(Lr-2~\-Lr-l~\-Lr -\-LrĄ j)

| l + £
(L r_2+ L r_ i—L r—L r+i) —

8 Lv+i

M r_,
| / 4 f i+  2 ]/3 e ( l +  f) 

1

, 3fc
(Zr_2+ £ r_ i+ -Ł r+-Łr4l) +

V 1 + e
(L r- 2 Ą-Lr-1 —L r—L r+1) —

8Lr.

[-’ £  * >  (» + 1  i 1” ]

, - - i  =  „ 4 „ -  siu ( « +  “ ' ‘d :o " sm w L oj J

2) D la 3 > e > 0 ,5 , czyli gdy:

ch y — cos <p= — 2 | l + e ,  

ch y>-\- cos <p =  — 2 J 3e ,

znajdujem y przy tych  samych oznaczeniach upraszczających (la ), co 
pow yżej:
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( I I )

M r=
3 s

j / 4 e +  2 ] ' 3 f  ( 1 +  «) \ ' l + e
(L r_2~tLr_ i-\-Lr-\-Lr+i)

- ± = ( L r_ 2+ L r^ - L r - L r : 0 -  
| 3e o)

3e

] /4 e + 2 | /3 e ( l+ e )  W 1 + £
{Lr-* +-Ł’r-1 + J>r +-Zżr+l) +

8 i r_2]
H 7 = = ( I Jr - 2 - \ - I ' r - l - r L r — L r+1

y 3e (O

M ’ * - ~  (— c o )"s in y  [ " '  Sta <» +  l ) 9’ - ( 4 ! Ś 2 f ]

"  (—o>)",iny Sta <» + 1>’ -

3) D la  e > 3 ,  p rzy oznaczeniach:

s h  f f ' =  j / 4 e — 2 ] / 3 e ( l  +  £ )

(U la ) eh. <p'= j/ 1 +  4£ —2 ] / 3 e ( l +  £)

w = j / l  +  4c +  2 | /3 e ( l+ e )  +  j / l r  f  2 ] /3 a ( l +  e-)

otrzym ujem y na i¥ r i M r_! wzory te same co w ( I I ) ,  a nadto:

1

( H I )
M ' ^ =  ( - „ W  [ ” ' gh

M r = F ^ i K ?  [ * '  a“ <” +  .

Do ko n tro li ostatnich w yn ików  może posłużyć graniczny przypadek 
podpór sztywnych, t j.  gdy e co. Wówczas o trzym ujem y istotn ie z rów 
nań ( I I I )  p rzy  pomocy znanych metod rachunku granic:

(15) M  r_ „ _ i  —
1

2 +  1/3 \ 2 + j / 3
-I/m

zgodnie z w yn ik iem  bezpośrednim teo rii belki ciągłej na nieskończenie 
w ie lu równoległych podporach sztywnych.

b) To w yrażen ie d la  co je s t zresztą rów noważne w yrażen iu  w  ( la ).



W YTRZYM A ŁO ŚĆ NA CZYSTE ZG IN A N IE  PRĘTÓW  Z M ATERIAŁU
ELASTOPLASTYCZNEGO

(P rzegląd Techn iczny, N r  7, 1934 r.)

Wiadomo od dawna, że tradycy jne  obliczanie naprężeń we w łóknach 
.skrajnych prętów zginanych według wzorów teo rii sprężystości prowadzi 
ty lko  do przybliżonej oceny w ytrzym ałości na zginanie tych  prętów. Tę 
wytrzym ałość m ierzy bowiem wyższa granica tych  wartości momentu 
zginającego, któ re  odpowiadają stanom trw a łe j równowagi sił wewnętrz
nych i zewnętrznych, czyli trw a łe j równowagi zgiętego pręta, jeżeli jego 
materiałem jest stal konstrukcyjna  lub  inny m ateria ł elastoplastyczny. 
Wzór

M

określający naprężenie a we w łóknie skra jnym  pręta w zależności od mo
mentu zginającego M  i  wskaźnika zginania W , może określić ściśle ty lk o  
tę  wartość M ,  p rzy  k tó re j pojaw iają się odchylenia od prawa H o o k e ’a . 

W  przypadku m etali elastoplastycznych, ja k  np. stal, dura l itp ., wzór 
ten może także posłużyć do wcale dokładnego obliczenia wartości M ,  
p rzy k tó re j po jaw ia ją  się pierwsze odkształcenia plastyczne w  warstwie 
skrajnej. A le to bynajm nie j nie zapowiada jeszcze bliskości niebezpie
czeństwa złamania. Zwykle dopiero znacznie większa wartość momentu 
okazuje się wartością niszczącą (niebezpieczną). Z tego to powodu w y b itn i 
inżynierow ie—badacze (jak np. C. B a c h ) w prowadzili do wzoru teore
tycznego współczynniki poprawkowe, znalezione doświadczalnie dla p ro 
stych kszta łtów  przekro ju  prętów. Jednakże nie trudno rozwiązać to za
gadnienie w  sposób doskonalszy i korzystniejszy.

W ykres (e, a) m etali elastoplastycznych składa się w  pierwszym p rzy 
bliżeniu z prostej nachylonej do osi wydłużeń s pod kątem , którego tan- 
gens m ierzy m oduł sprężystości E  i prostej równoległej do osi e w  odległości 
równej naprężeniu na granicy plastyczności apI. W prawdzie przy w ięk
szych odkształceniach plastycznych lin ia  wykresu idzie znowu w  górę 
dzięki zjawisku twardnienia, ale wobec trudności ujęcia teoretycznego
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w pływ u tego zjawiska można poprzestać na prostej równoległej do osi e, 
zwłaszcza, że przez to popełniam y ty lko  błąd na korzyść pewności.

Jeżeli nadto p rzy jm iem y zgodnie z doświadczeniem, że p rzy  czystym  
zginaniu zachodzi lin io w y  rozkład wydłużeń we „w łóknach44 pręta, to  
w idzim y, że rozkład naprężeń zginających przedstawiony dwoma t ró j
kątam i na wykresie odpowiadającym odkształceniom sprężystym (rys. la )

sp, L  6pl L
n h c

Rys. 1

zamieni się w m iarę dalszego wzrostu M  na Avykres bardzo mało różniący 
się od dwóch prostokątów (rys. lc ) , ta k  że krańcową wartość momentu M  
można obliczyć z równań równowagi:

M = o pl(F 1z1+ F 2z2),
op!F 1= o plF 2,

gdzie g1 i z2 oznaczają odległości środków pól F x i F 2 od osi obojętnej, 
jako  liczby bezwzględne.

Eównania te wyznaczają zarazem położenie osi obojętnej zgięcia 
elastoplastycznego w  przypadku sym etrii przekro ju, p rzy  czym zakła
damy, że — ja k  to  zwykle bywa — płaszczyzna zgięcia pokryw a się z płasz
czyzną sym etrii. W tedy jest oczywiście

F t = F a= i2F ,

jeżeli F 1,F 2 oznaczają odpowiednie pola części przekro ju, leżące powyżej 
i poniżej osi obojętnej zgięcia elastoplastycznego.

P rzy ty m  sposobie obliczenia trac i rację b y tu  pojęcie naprężenia do
puszczalnego. A lbowiem  współczynnik pewności n jest określony stosun
kiem  momentu krańcowego M  do momentu użytkowego M=a~W- 

Obrana wartość tego stosunku p rzy  oznaczeniu

W = F Xzx + F 2z2 =  ~  (^1 +  z2)

M _ a plW 
M  aW
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prowadzi do następującego wyrażenia dla naprężenia we w łóknie skra j
nym  p rzy  obciążeniu użytkow ym :

a = EElK  
a n w  '

Otóż apl i  n są stałe, ale stosunek W :W  zmienia się z postacią przekro ju 
w  granicach dość obszernych. Np. d la koła jest rów ny ~ ł  ,7, a dla prze
k ro ju  dwuteowego o cienkim  środniku przewyższa ty lko  nieznacznie wnr- 
tość równą jedności. Oczywiście p rzy  ty m  samym bezpieczeństwie przeciw^ 
złamaniu wypadnie naprężenie skrajne pod obciążeniem użytkow ym  
znacznie większe wr przypadku przekro ju zwartego (kolo, prostokąt itp .), 
aniżeli dla przekro ju rozłożystego, ja k  np. dwuteowrego, pozwalającego 
lepiej wyzyskać m ateria ł.

W ytrzym ałość na czyste zginanie pręta z metalu elastoplastycznego 
określa więc (przy powyższych zastrzeżeniach) krańcowa wartość m o
mentu M ,  obliczona ze wrzoru

(2) M  =  aplW.

W eźmy np. przekró j kw adratow y o boku h. P rzy zgięciu w płaszczyźnie 
równoległej do boków jest

li3 — h3

Przy zgięciu zaś w płaszczyźnie przekątnej jest

W '=  ~§  h3 =  0,11785 h3, W' =  L 2 /?* =0,2357 h3.

W —WPonieważ — ——  =  0,293, więc według tradycyjnego sposobu oblicze- 
Tr

n ia  Avskaźnik zginania po p rzekątnej jest m niejszy od w skaźnika zginania  
„na p łask“ o ~ 2 9 ° /0. Tym czasem  według nowego sposobu zn a jdu jem y

g - T  =  0,26-0 ,2 3 5 7 ,
W 0,25

czyli zmniejszenie wrynosi niespełna 6°/0. Szereg doświadczeń wykonanych 
w  roku 1933 przez E. K urow skiego  w  Laboratorium  W ytrzym ałości 
M ateriałów P o litechn ik i Warszawskiej wykazał zmniejszenie rzeczywiste 
od 4 do 6°/0, co świadczy bardzo dobitn ie na korzyść nowrego sposobu.

W zględną różnicę m iędzy m om entem  niszczącym , obliczonym  Ayedług- 
Avzoru (2), a  m om entem  określonym  Ayzorem (1), podaje w yrażenie

W - W  
W
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Wyrażenie to  p rzy  zgięciu na płask daje 0,5, czyli przyrost 50°/0, p rzy 
zgięciu zaś po przekątnej 1, czyli p rzyrost 100°/0.

Podana tabela zawiera (obok wartości J  i W  dla szeregu przekrojów
_  W - W

technicznie w ażnych) także  obliczone teraz wartości W  i — — — .
W

Przez e oznaczono w  tabeli odległość w łókna skrajnego od osi obo
ję tne j zgięcia sprężystego, a przez e' — takąż odległość p rzy  zgięciu elasto- 
plastycznym .

W artośc i W um o żliw ia ją  bardziej racjonalne obliczenie w y trz y m a 
łościowe p rzy  czystym  zginaniu n iż na  podstawie wzoru (1), co proAvadzi 
do lepszego w yzyskan ia  m ateria łu , a więc do konstrukcji lżejszej.

Ważniejsze cechy powyższej prostej teorii zginania elastoplastycznego 
dają  się u jąć w  tw ierdzenia następujące.

G d y  p r z e k r ó j  (sym etryczny względem  płaszczyzny zginania) n ie  
p o s i a d a  d r u g i e j  osi  s y m e t r i i ,  t o  oś o b o j ę t n a  z g i ę c i a  e l a s t o 
p l a s t y c z n e g o  j e s t  p r z e s u n i ę t a  rÓAvnolegle  A r z g l ę d e m  osi  o b o 
j ę t n e j  z g i ę c i a  s p r ę ż y s t e g o .

W  p r z e k r o j u  o p o d w ó j n e j  osi  s y m e t r i i  o b ie  osie o b o j ę t n e  
Aypadają  w  s ieb ie .

Oś o b o j ę t n a  z g ię c ia  e l a s t o p l a s t y c z n e g o  d z i e l i  p o le  p r z e 
k r o j u  na  części  r ó w n e  bez Avzględu na  to  c z y  p r z e k r ó j  p o 
s ia d a  d w ie  os ie  s y m e t r i i ,  c z y  te ż  t y l k o  je d n ą .

StosoAvalność nowego obliczenia podlega jeszcze peAvnym ogranicze
niom, pokreAAmym zresztą tym , k tó re  występują p rzy zastosoAvaniu o b li
czenia tradycyjnego. W  przypadku boAviem przekrojÓAv niezAvartych tego 
rodzaju ja k  n r 4, 5, 6, 12, .13, 15 i 18, o ile grubości peAraych części prze
k ro ju  są bardzo małe w  porÓAAmaniu do innych AvymiarÓAv, może krańcoAva 
wartość momentu ulec znacznemu zmniejszeniu w  poróAvnaniu do poda
nych Avartości teoretycznych z poAvodu niebezpieczeństwa miejscoAvego 
Avyboczenia. W  tych  przypadkach wypadałoby uciec się raczej do Avzorów 
podanych a v  pracy: „Zginanie belek prostych o przekrojach w io tk ich " 
(TBTL. Spraw. K w a rt. 1930, n r 3).
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NIEBEZPIECZEŃSTW O USZKO DZEŃ D ŁU G IC H  KSZTAŁTOW NIKÓW  
LUB SZYN  KO LEJO W YC H P R ZY  DO STAW IE NA PLAC BUDOW Y

( In ż y n ie r ia  i  B ud ow n ic tw o  N r  2, 1951 r.)

Praktykowane często zrzucanie sm ukłych belek stalowych, tak, że 
uderzają o dwie lub  więcej podpór dość sztywnych, może w  pewnych 
warunkach spowodować ich uszkodzenie przez wygięcie plastyczne (a więc 
trwałe) naprężeniami przewyższającym i dostatecznie praktyczną granicę 
sprężystości, czy li granicę plastyczności. Te naprężenia można ocenić 
dość dokładnie uwzględniając ugięcia statyczne i  dynamiczne p rzy  zało
żeniu niekorzystnej- możliwości zginania „na  płask“ , t j .  w  płaszczyźnie 
najmniejszej sztywności. P rzy obliczaniu naprężeń dynamicznych p rz y j
m iem y z przybliżeniem  dostatecz
nym, że skrajna postać l in i i  w y- q_
gięcia jest taka, jaka  odpowiada . 11; i: i; i c n 111TTTT7TTTT 
drganiu wdasnemu belk i na podpo- ' i_
rach w  miejscach uderzenia. Nadto — * ~  — ■ / — — -1— a —•
przyjm iem y, że energia uderzenia Rys. 1

mierzona iloczynem ciężaru w łas
nego be lk i przez wysokość spadku H  zamienia się w znacznej części na 
energię sprężystą krańcowego wygięcia dynamicznego.

1. Ugięcie statyczne. Moment zgięcia między podporam i w prze
k ro ju  odległym o « od jednej z podpór wyraża wzór

i r  _  q ( l+  2a) _ q {a + x )2
m x -  x  -

z wartościam i krańcowym i:

M(X=0) =  — q~2 i -®u=//2)=  2 (4  ~  a2) •

2. Ugięcie dynamiczne. Równanie różniczkowe drgań giętnych belki 
o przekro ju sta łym  ma postać:

(1) B 5̂ L = - y ^ Ŝ -
9x* g 9t2

(Uzasadnienie znajdzie C zyte ln ik w- IY  części Stereomechaniki).
P ism a, I I I g
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T u ta j oznacza: 
y  — rzędna l in i i  ugięcia,
x  — odcięta mierzona w  naszym zadaniu od podpory lewej na prawo,
yjg — gęstość m ateria łu belki,
A  — pole przekro ju,
B —E J  — sztywność zginania.

Ugięcie y  jest p rzy  drganiach własnych harmoniczną funkcją  czasu 
i da się w yrazić równaniem

(2) y —X { A  cos o)t-\-C sin wt),

gdzie X  jest funkc ją  samego x  określającą postać lin ii ugięcia. W sta
wiwszy (2) w  (1) po podstawieniu

E J  g-7 -  -  =  a2
A  y

otrzym am y równanie różniczkowe zwyczajne dla X

d*X

albo po podstawieniu
dx* 

d2

m  S = Ł , j r -

Temu równaniu czynią zadość funkcje  sin lcx, cos kx, sh kx i eh kx, 
a rozwiązanie ogólne ma postać:

(4) X  =  C\ sin k x + C 2 cos k x + C 3 sh kx  +  Gt ch Tcx

z czterema sta łym i dowolnym i C\ , C2, C3, C4. Ich  wartości dają się 
wyznaczyć z warunków krańcowych.

N iekiedy jest dogodniejsza postać rozwiązania

X —C1(cos 1cx- j-  eh fe*) +  0 2(cos k x — ch kx)-\-G3(sin kx-\- sh kx) +
+  C4(sin k x — sh kx ) ,

gdzie stałe m ają oczywiście inne wartości od poprzednich. W arunkam i 
krańcowym i są w  naszym zadaniu

X = 0  dla a?— 0 i x — l (stałe podpory) 

d2X
= 0  dla x =  — a i a j= Z - fa  (brak momentów zginających).

Razem cztery wra runk i wystarczające do obliczenia stosunku względ
nego stałych. A le potrzebne obliczenia są bardzo zawiłe i  nieprzejrzyste,
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wobec czego poprzestaniemy na rozwiązaniu szczegółowym przypadku 
uproszczonego, gdy belka nie wysta je za podpory. W tedy otrzym ujem y 
C1 =  C'2==0, C3 =  0 4 oraz
(5) sin k l =  0.

Temu warunkow i czynią zadość

(6 ) k l= n ,  2n, 3n , ...

Częstotliwości kątowe kole jnych drgań harmonicznych są stosownie do 
znaczenia k~= mi a następujące:

,2  (i:z- i a n 2 9an2
coi — aki — —pr- > <u2 =  =  ~"p— •

Na podstawie równania (2) napiszemy tedy rozwiązanie ogólne

OO
7Z0C

(7) y — s n̂ y ~J~ (A j  cos w j t + B j  sin cojt).
j —1,2,3 ,...

Do naszego celu -wystarczy lin ia  ugięcia odpowiadająca drganiu o okresie 
najdłuższym, czyli najmniejszej częstotliwości. Przyjąwszy nadto w aru 
nek początkowy y =  0 dla t =  0 znajdujem y

(8) y — b  sin sin ~  .

A zatem największe wychylenia od położenia równowagi są

/ r \ \  7 . 7ZC0(9) y = b  sin — .

3. Obliczenie amplitudy drgania b. W ykonam y je  korzystając ze zna
nego warunku, iż w  drganiach harmonicznych (bez oporu) największa 
energia kinetyczna układu p rzy  przejściu przez położenie równowagi jest 
równa energii sprężystej w  położeniu skra jnym , a v  k tó ry m  energia k ine 
tyczna jest równa 0. Różniczkując przeto (8) wrzg]ędem czasu o trzym u 
jem y:

Sy , , . nx
v =  =  b(o1 cos w1 t ■ sin .

ot I

A więc energią kinetyczną masy elementu belki jest d la t =  0

i n  A  y  , 2  2 ■ 2 ,dEk — ——  b  coi sm — dx .
- 9  t

8*
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Całkowanie od. x — 0 do x — l  daje

t-t a 7 l u 2 2  E k—A  — -rb co i .
g ^

Przyrównawszy E k do części energii uderzenia równej A ly H ,  jeżeli H  
oznacza wysokość, z k tó re j belka spada, a v = ] /2 g H  prędkość uderzenia, 
napiszemy

J  ! , 2 2  1 Al V*A  — - b  ft>i= AA ly  —  ,
g 4 2?

gdzie A oznacza ułamek właściwy. Stąd

<10> b= ^ i r t = v i \ / 2 y i T g -

D la  momentu zginającego znajdujem y według (9)

dhi , ~r2 . nx M
d - - b T>sm

A  zatem najw iększy moment w  środku rozpiętości ( x = l / 2)

(11) M max =  b ^ - = v  j / 2 X A E J ^

Odpowiednie naprężenie we w łókn ie  skra jnym

(12) = - j b i  =  y/t, 1 / 2A-y-

podczas gdy naprężenie pod ciężarem własnym

1 ql2 A y l2
(13) J  r "  8J '■

Naprężenie dynamiczne jest więc (w pierwszym przybliżeniu) nieza
leżne od rozpiętości l, proporcjonalne do prędkości uderzenia i do p ie r
w iastka kwadratowego z m odułu sprężystości E. Natom iast naprężenie 
statyczne jest proporcjonalne do Z2, a niezależne od E.

W zór (12) przybierze jeszcze prostszą postać po podstawieniu v =  
= ]  2gH, gdzie 77 jest wysokością spadania belki, a m ianowicie:
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4. Przykład" liczbowy. Szyna ko le jow a obu końcam i po dp a rta  ta k , że się zgina 
pod ciężarem w łasnym  w  płaszczyźnie na jm n ie jsze j sztywności.

D ane: wysokość p rz e k ro ju  h =  14 cm ,
kG  kG  

ciężar je d n o s tk o w y  q = A =  4 5 - ^ - =  0,45

na jm n ie jszy  m om ent bezw ładności p rz e k ro ju  J = 2 6 0 c m 4.
Odległość w łó kn a  skrajnego od osi obo ję tne j ń , =  5,5 cm.
M od u ł sprężystości ~E= 2,1 • 10' kG /cm 2.

A  zatem :
A y tJ =  0 ,4 5 :2 6 0 =  0,0773.

adUn= 663 V 
ó „ . ,=  11,91*,

gdzie H  oznacza wysokość spadania w  cm, l długość w  m etrach , i  alM naprężenia 
dynam iczne i  sta tyczne w  kG /cm 2.

O kazu je się, że p rz y  1 =  18 m jes t

3856 kG /cm 2,
a p rzy  XH — 34,5 cm

adyn=  3752 kG /cm 2.

Jest rzeczą jasną, że te  w a rtośc i w y p a d ły b y  znacznie m niejsze, g d yb y  p u n k ty  
podparc ia , a zarazem uderzenia n ie  le ża ły  na krańcach  szyny, ale zważywszy że naprę 
żenie dynam iczne sum uje  się ze s ta tycznym , w id z im y  że p rz y  w y ła d o w yw a n iu  d ług ich  
szyn na leży zastosować szczególne ś rod k i ostrożności, ab y  zapobiec trw a ły m  w y g ię 
c iom  bardzo n iepożądanym  p rz y  u łożeniu na naw ie rzchn i.



SZTYW NOŚĆ SKRĘCANIA R A M Y  PROSTOKĄTNEJ

(Czasopismo Techniczne N r  7, 1930 r.)

!•  P rzy jm ijm y  dla uproszczenia tra fia jącą się najczęściej w  praktyce 
symetrię budowy ram y względem osi xy  prostokątnego układu współ
rzędnych (rys. 1) i załóżmy, że dana para sił P, P  o ram ieniu 2b działa
jąca na pręt ram y B C = 2 a  =  l1, równoważy się z reakcjam i I i ,  B  podpór 
umieszczonych na końcach pręta przeciwległego AD .  W szystkie te s iły  
są przy ty m  prostopadłe do płaszczyzny ram y. W tedy p rę t BC  obróci się 
względem pręta równoległego A D  o pewien ką t <ps, k tó ry  p rzy  niew ielkich

odkształceniach będzie wprost p roporcjonalny do danego momentu (skrę
cającego) M s — 2Pb =  2Ra i do długości ram y A B  =  2 c = l ,  zaś odwrotnie 
proporcjonalny do sztywności skręcania D. Możemy przeto napisać

Zadaniem naszym jest obliczenie wartości D  z danych w ym iarów  i sta
łych  m ateria łu ram y.

2. W  tym  celu m usim y przede wszystkim  znaleźć wielkości statycznie 
niewyznaczalne w stosownie w ybranym  przekro ju ram y. Jeżeli w ytn iem y 
z ram y prę t BC  przekro jam i nieskończenie b lisk im i końców B i C (rys. 2), 
to dla przywrócenia równowagi na końcu np. B potrzebna jest siła po
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przeczna Z , moment zginający M &  i  moment skręcający M s0. D la  w y 
razistości powtórzono rysunek wyciętego pręta BC  zaznaczając na p ierw 
szym ty lk o  m om enty skręcające, a na drugim  zginające.

Z powodu p rzy ję te j sym etrii muszą odpowiadające wielkości na d ru 
g im  końcu wyciętego pręta mieć te same wartości, ale przeciwnego k ie 
runku  (zwrotu) Z  i  M so.

Nadto warunek momentów około osi x  daje

M am y więc do czynienia ty lko  z dAviema wielkościami statycznie 
niewyznaczalnym i: Z  i  M so.

Skoro przetniem y prę ty A B  i  CD nieskończenie blisko końców B  i  C, 
to  oczywiście mamy znowu do czynienia z siłam i poprzecznymi o te j 
samej wielkości Z, tudzież z momentami zginającym i M g0 i  skręcają
cym i M so. Moment skręcający koniec B  pręta BC  staje się momentem 
zginającym  dla końca B  pręta A B  i  nawzajem.

Oznaczywszy teraz przez:
B x — sztywność zginania prętów  BC  i A D  w płaszczyźnie działania danych 

sił zewnętrznych;
D t — sztywność skręcania tychże prętów;
B 2 — sztywność zginania prętów A B  i CD w  płaszczyźnie prostopadłej 

do płaszczyzny ram y;
D 2 — sztywność skręcania tychże prętów,
napiszemy wyrażenia na energię odkształcenia U1 pręta BC, U2 prę
tów  A B  i  CD, U3 pręta A D  (przy pominięciu energii ścinania) w  postaci 
następującej:

2 M go+ 2 Z a - 2 P b  =  0,
a stąd

M go—P b —Za

( a -b ) a

0

a
_ (ZA - Msof a  

D,
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Różniczkowanie U = U 1+ U i -\-U3 daje:

i

g j j f '' =  ~ j ) ° — f  (—M so+ Z u )d u  +  j y  { - M so- \ -Z l )a =  0 ,

a—b a
SU 2 C 2 r
J z ^ W J  (M *o + Z v ) ( -a  +  v )dv+  —  J [Mgo+Zv -

1 O 1 a - b

l
— P (v  — a-f- b)]{—a v ) d v -1-------- ^ -----— [- —  J  ( ~ M so-\-Zu)udu  +

+  2 ( ~ M Sę + Z l ) a l  +  2_ j  (Mgoy Z v _ Rv){_ a + v )d v = :0  

1 1 o

Pierwszy z powyższych warunków daje:

M _  ZlM so ^ .

Z drugiego po wykonaniu całkowań i licznych przekształceń znaj
dujem y:

5 a * - b 2+ b ~ ± a l
V -MM- r»l 7 -U 2Z  -  =  M '0 — P b ł

8a2 +  l3 +  6 ^  a l2+ 1 2 ^  aH
i>2 ^2

3. Dążąc do celu wymienionego na wstępie p rzy jm iem y teraz, że 
siły  P  pa ry  obciążającej dzia łają w  narożnikach B  i  C, czy li że 2b =  2a =  l i , 
a więc R = P .  W tedy z powyższego rozwiązania o trzym am y z łatwością 
wzory:

1 P l l h ( h  +  3 p - h )
M s ° -  2

« + | s + 3

M m  =
i

Możemy je  sprowadzić z korzyścią do postaci następującej:
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przy czym:
B i D i

__ ą  b 2 a2y  h h 
a B . ą W

3 - ^  + A
i.

Stąd znajdujem y jeszcze:

2 J fio PZ =
L 1 +  a ’ i l 1 + a

Odpowiednie wyrażenia na energię odkształcenia ram y będą m ia ły  teraz 
postać:

r _ r  _ !  ^  „  1 I' [M g0 +  { Z - P ) v f
3_ 2 ~Bi 2 J  Bi------------------

i / ,  =  2 l  Jf«Łôt/2

A  zatem:

2 B ,

«2

/,/2

Bo

r;= = i l f f£łi  +  i ^ ł + 2  r  [ M go+ ( Z - P ) v f d v  1 2 /• ( Z u - M „ ) *  du 
B x B 2 J B1 J

1,12

b 2

Bóżniczkując to wyrażenie względem momentu M S= P \ ,  jako  zmien
nej niezależnej, k tó re j funkc jam i lin iow ym i są M so, M go, Z  i P, zna j
dujem y:

SU 
9s~  d M s

jako wartość kąta, o ja k i obróci się p rę t BC  względem pręta A D .  W y 
konując na jp ierw  całkowanie o trzym ujem y:

U = i m :
12 (1 +a ) * \ )

B r ,  A  3 B i +  JĄ3 -+  + :
i2\“ i2 ii" , „2 i l  *2

Bg B i
i* ii

+  a2 B j Ą  
il i2

3B
33/, = 9>,= J f,.1/ +>

B  6(1 +  a)2

Ą  A  R  B 2 
i2\2 i2 +  ii , .  ii +  i2
TJ - ą ą  + a --------------

i2 ij
B i Ą . 
i i  Z2

✓
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a  rozłożywszy tu ta j a2 na czynnik i a ■ a i  zastąpiwszy jeden wyrażeniem 
wyżej podanym, dochodzimy do najprostszej postaci wyTażeń na D:

D
k - 6(1+ “ > (!)

i>2 D i
h\~ h h

B i D 2 
6 ( 1 +  a) l i  l2

D i
l2 lx

3 ^1  +  :?•? 
l i +  l2

4. Rozpatrzym y jeszcze k ilk a  przypadków szczególnych ta k  ze względu 
na zastosowania, ja k  i  pożądane sprawdzenie w yników , do k tó rych  do
chodzi się dość d ługim  rachunkiem.

Oś pręta  
przed odkształceniem g '

R y s . 3

a) D a jm y na to, że w  ramie kwadratowej (/, =  /2 =  Z) jest zarazem 
B x = B 2= D x =  D2= A .

Wówczas znajdu jem y z wzorów ogólnych

M go= M so= \  PI-, D = 3 A .

b) Niechaj p rę ty  l i  m ają sztywność zginania i skręcania Bx i D x równą 
i bardzo w ielką w porównaniu do prętów  l2. W tedy otrzym ujem y

1 IU\2 
3 B,

a  zatem
(ę )‘ - " = « o + “ ) | ) ! -b . .  

| ) ! + 2 d „  ,

M so= P l , S B / i
2 6B2l l +  2D2l\

M g0= P lx Doi2̂2
6 B f i+ 2 D 2ll

. i.'
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R zu t l in i i  ugięcia każdego z prętów  na płaszczyznę prostopadłą do 
płaszczyzny ram y, tudzież odpowiedni wykres momentów zginających 
przedstawia rys. 3, ważny w  przypadku ogólniejszym omówionym w ustę
pie 3. P rę t ram y jest skręcany stałym  momentem, a nadto zginany tak.

ja k  belka obu końcami obustronnie podparta pod wpływem  działających 
zgodnie na końce dwu równych par sił.

Rozmieszczenie momentów zginających w  całej ramie przedstawia 
rys. 4. L in ie  przerywane ograniczają wykres momentów skręcających.

Na koniec wypada zaznaczyć, że otw ierając ramę dużego okna w y 
stawowego przez pociągnięcie za klam kę umieszczoną na dole narażamy 
tę  ramę w  podobny sposób, jeżeli, ja k  to  często bywa, stawia opór klam ka 
górna nienależycie o tw arta  lub  inna miejscowa przyczyna.



O NAPRĘŻENIACH DO PUSZCZALNYCH W AŁKÓW  
ŁO ŻYSK O W YC H  D ŹW IG A R Ó W  M O STO W YC H

(Przegląd Techn iczny 1931 r.)

W  dyskusjach nad oceną nowych p ro jektów  mostów w yłan ia  się n ie
jednokrotn ie  zagadnienie wielkości naprężeń dopuszczalnych w  obliczeniu 
wytrzym ałościowym  wałków  (przyciskanych do p ły ty  łożyskowej) na pod
stawie wzorów w ynika jących z rozwiązania H e r t z a . Zgodnie z poglą
dem teoretycznym , zapoczątkowanym w  moich pracach już  przed 25 la ty  
i potw ierdzonym  później bardzo dobrze doświadczeniami w  w ielu labora
toriach zagranicznych, musiałem zakwestionować zbytn ią  ostrożność, 
praktykow aną w  ty m  przypadku p rzy  obiorze naprężenia dopuszczalnego. 
A to li natra fiłem  na zwartą opozycję konstrukto rów  przeciwko podwyż
szeniu ciśnienia dopuszczalnego na l in i i  geometrycznego stykania się 
walka z p ły tą . D opóki zwiększenie średnicy w ałków  (zbędne ze wzglę
dów wytrzym ałościowych) tłumaczono argum entam i konstrukcy jnym i 
można było oczywiście zgodzić się na to. Skoro jednakże padło tw ie r
dzenie, że p rzy  bronionych przeze mnie dużych wartościach naprężeń 
miano jakoby stw ierdzić w praktyce szkodliwre odkształcenia wałków, to 
muszę w  im ię praw dy naukowej w yjaśnić sprawę dokładnie. Uczynię to 
tu ta j na tle  rozwoju historycznego odnośnego zagadnienia w ytrzym a ło 
ściowego, zajmującego stanowisko w yją tkow e i dlatego zasługującego na 
szczególną uwagę inżynierów.

Do roku 1882, kiedy się ukazała praca H .  H e r t z a  „U be r die B eriih rung  
fester elastischer K órpe r“  (Verhandl. d. Yer. f. d. Befórderung d. Ge- 
werbefl. 1882, str. 449), posługiwano się obliczeniem największego ciś
nienia w  miejscu s tyku  wałka z p ły tą , opartym  na peAvnych założeniach 
co do rozmieszczenia odkształceń, k tó re  się w ydaw ały prawdopodobne 
inżynierom -teoretykom , ja k  np. G r a s h o f  i  W i n k l e r  w  Niemczech. Ja k 
ko lw iek już wówczas zdawano sobie sprawę z tego, że sam a w a r t o ś ć  
n a p r ę ż e n i a  g łó w n e g o  n ie  d e c y d u j e  o n i e b e z p i e c z e ń s t w i e  p o 
j a w i e n i a  s ię o d k s z t a ł c e ń  p l a s t y c z n y c h  ( t r w a ł y c h )  p r z y  z ł o 
ż o n y m  s t a n ie  n a p ię c ia ,  to jednak nie można było stosować nawet 
wszechwładnie wówczas panującej hypotezy największego wydłużenia,
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ponieważ obliczenie „przyb liżone '1 dawało ty lk o  wartości jednego z na
prężeń głównych. Gdy potem zastosowano teorię H e r t z a ,  to  zrazu ude
rz y ły  inżynierów teoretyczne wartości największego ciśnienia, k tóre  w y 
padały k ilka k ro ć  Aviększe od obliczonych sposobem przyb liżonym . Nawet 
obliczenie naprężenia sprowadzonego (zastępczego) na podstawie w ym ie
n ionej hypotezy wytrzym ałościowej prowadziło do wielkości, k tó re  prze
wyższały ta k  znacznie zwykłe wartości naprężenia dopuszczalnego, że 
m usiały pobudzić inżynierów-badaczy do wyjaśnienia tych  sprzeczności. 
W a łk i bowiem dzia ła ły doskonale, chociaż według tego rachunku w y 
padało, że są znacznie przeciążone. Nasuwały się przeto dwie a lte rna
ty w y : ałbo p rzy ję ta  kypoteza wytrzym ałościowa jest błędna, albo też 
teoria H e r t z a  zawrodzi p rzy  stosunkowo znacznych spłaszczeniach (cho
ciaż sprężystych), jak ie  zachodzą wskutek obciążeń w  praktyce stosowa
nych. Zdawałoby się, że przede w szystkim  będzie uwzględniona a lterna
tyw a  pierwsza, ponieważ i  badania B a u s c h in g e ra  w  Monachium w y 
kazały dobitn ie  niezgodność doświadczenia z hypotezą największego w y 
dłużenia. W edług te j hypotezy należało się bowiem spodziewać, że na
prężenie ścinające (np. p rzy  skręcaniu) na granicy plastyczności sta li 
będzie równe około 77% odpowiedniej wartości naprężenia normalnego. 
Tymczasem doświadczenia B a u s c h in g e ra  i innych da ły wartość tego 
stosunku mniejszą o przeszło 25%. (W edług licznych nowszych badań 
wypada średnio ^ 7 = 0 , 5 8  apl). N iestety, C. B a c h  pod ją ł w znanym dziele 
„E la s tiz ita t und Festigke it“  a lternatyw ę drugą i  w ysnuł wniosek, że na
leży zaniechać stosowania wzorów H e r t z a  i  wrócić do dawnego p rzy 
bliżonego sposobn obliczenia. Błędność tego wniosku podkreślałem n ie
jednokro tn ie  w  moich odczytach i pracach polskich z r. 1904 j 1905, 
jednakże zasłużony na w ielu innych polach a u to iy te t B a c h a  zaciążył 
na długo nad tą  dziedziną. Inżynierow ie typu  B a c h a  przeszli zrazu do 
porządku nad faktem , że sam H e r t z ,  a potem F. A u e rb a c h , sprawdzili 
doświadczalnie dokładność w yn ików  teo rii co do odkształceń w granicach 
nadspodziewanie obszernych. Potrzeba było dopiero doświadczeń w  labo
ra toriach technicznych I i .  S tr ib e c k a  w  Niemczech (r. 1907) i  A . D u 
masa w  Szwajcarii (r. 1924) domagających się umieszczenia wzorów 
H e r t z a  w  książkach pisanych przez konstruktorów’. Na podstawie do
świadczeń pogodzono się powoli z faktem , że naprężenia rzeczywiste 
mogą w  ty m  przypadku osiągać bardzo w ie lkie  wartości p rzy  dostatecz
nym  bezpieczeństwie przeciw’ko powstaniu odkształceń plastycznych lub  
pęknięć. Toteż, śledząc uważnie piśm iennictwa techniczne z ostatniego 
dwudziestolecia, napotykam y coraz większe wartości naprężeń dopusz
czalnych p rzy  obliczaniu według wrzoru H e r t z a .

Tak np. W eyr au c h  zaleca w  r. 1904 (Luegers Lexikon, wyd. I ,  tom  1, 
str. 357):

/



126 V I .  K O N S TR U K C JE  IN Ż Y N IE R S K IE

D la  w a łkó w  że liw nych  obezp—  3000 do 4000 kG /cm 2,
„  „  s ta liw nych  ob„ p=  5000 do 7000 „

N atom iast przepisy niem ieckich kolei państwowych z r. 1925 idą ju ż  
dalej, ustalając dla wałków Tub innych części łożysk przenoszących na
cisk, jeżeli te części w  stanie nieobciążonym dotyka ją  się ty lko  lin iow o 
albo punktowo) następujące wartości ciśnień dopuszczalnych:

D la  ż e l iw a ............................abezp=  5000 kG /cm 2
„  s ta li z lewnej (St. 37) . abtzp—  6500 „
„  s ta l iw a ..............................< 7 ^ = 8 5 0 0
„  s ta li k u t e j  9500 „

Ale oparta na tyynikach dośmuadczeń praktycznych tendencja do 
wzrostu naprężeń dopuszczalnych w  naszym przypadku domaga się nadto 
naukowego wyjaśnienia, dlaczego te olbrzym ie wartości naprężeń, jak ie  
isto tn ie  zachodzą w  środku paska zetknięcia wałka z p ły tą , można mimo 
to  uważać za bezpieczne. Tego wyjaśnienia nie dał sam H e r t z  ani też 
wym ienieni wyżej badacze doświadczalni; tk w i ono jednakże częścią 
tv ogólnej teorii H e r t z a , częścią zaś w  hypotezie wytrzym ałościowej, 
odpowiadającej lepiej faktom  doświadczalnym od hypotezy największego 
wydłużenia. H e r t z  stojąc (jak się wydaje przy studiowaniu jego od
nośnych prac) na gruncie hypotezy najmiększego naprężenia (panującej 
niemal do końca ubiegłego stulecia w  A ng lii), poprzestał na wyszukaniu 
wzoru na naprężenie największe w środku paska zetknięcia i na udo
wodnieniu, że rozkład ciśnień w  poprzek paska jest e lip tyczny. N a to 
m iast nie w yprowadził wzorów obliczeniowych na trzy  naprężenia główne 
w  jak im ko lw iek punkcie wewnątrz ciała. W zory te ukazały się później 
w innych pracach ł ) i  pozw oliły  na obliczenie wytężenia m ateriahi w  każ
dym  punkcie oraz określenie ścisłe miejsc niebezpiecznych. Stosując w  na
szym przypadku hypotezę energii odkształcenia postaciowego albo hypo- 
tezę naprężenia stycznego, o trzym ujem y dla obu hypotez zgodnie nastę
pu jący wzór na naprężenie sprowadzone2):

(! )  a red= ( l  —  2 v ) a m a x ,

1) M . T . H u b e r : Z ur Theorie  der B e ruh rung  fester e lastischer K ó rp e r. A nn . d. P hy- 
8 ik 1904, 14, s tr . 153—163.

T . F r y z e n d o r f : Teoria  sża tja  soprikasajuszczichsia tw io rd y c li t je ł.  Petersburg 1905.
S. F u c h s : H a up tspannungstra jek to rien  bei der B e ruh rung  einer K uge l m it  einer 

P la tte . Phys. Zeitschr. 1913. s tr . 1282—1285.
M . T . H u b e r  u . S. F u c h s : S pannungsverte ilung b e i  der B e ruh rung  zweier e las ti

seher Z y lin d e r. P hys. Z e itschr. 1914, s tr. 298—303.
2) M . T . H u b e r : Nowoczesne w zo ry  w y trzym a ło śc i złożonej. Spraw. K w a rt. N r 4 

In s ty tu tu  B adań Techn icznych L o tn ic tw a . W arszawa 1930.
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jeżeli według znanego wzoru H ertza  jest:

(2)
P  E

2 n l r  1 — v2

(l — długość walka, r  — promień, P  — obciążenie, E  — m oduł sprężysto
ści, v — liczba P o is s o n a ).

P rzyjm u jąc dla sta li v  = }  otrzym ujem y a red —  |  a m a x , z czego by  
w ynikało, że ciśnienie bezpieczne w  środku paska zetknięcia, określone 
wzorem H e r t z a ,  może być trz y  razy większe od ciśnienia bezpiecznego 
w  przypadku jednoosiowego ściskania.

Już w  tym  tk w i znaczna część szukanego wyjaśnienia naukowego, 
ale jeszcze nie wszystko. Rozwiązawszy wzór (2) względem s iły  obcią
żającej wałek P  i podstawiwszy we wzorze (1) zamiast ared wartość do
puszczalną naprężenia k o trzym ujem y:

Ponieważ różne gatunki stali, różniące się znacznie wartością k, nie róż
nią się praktyczn ie  wartościam i stałych sprężystości E  i  v, przeto wzór 
powyższy poucza, że o b c i ą ż e n ie  d o p u s z c z a l n e  w a ł k a  s ta lo tueg o  
j e s t  p r o p o r c j o n a l n e  do k w a d r a t u  n a p r ę ż e n i a  d o p u s z c z a l n e g o  
m a t e r i a ł u  w a łk a .

Oto drug i moment, w yjaśnia jący dlaczego można z wartością naprę
żenia dopuszczalnego iść dalej, aniżeli w  zw ykłych norm alnych p rzy 
padkach ściskania.

W eźm y np . z w yk łą  s ta l k o n s tru k c y jn ą  o g ra n icy  p lastyczności — 2500 kG /cm 2. 
Dopuszczając w  z w y k łe j części ściskanej np . 1S00 kG /cm s, m ie lib yśm y  pewność y f$-§=4 
=  1 ,33-k ro tną  p rzec iw  odkształceniom  p las tycznym . N a to m ia s t w  w a łk u  ło żyskow ym , 
w  ty c h  sam ych w arunkach , zachodziłaby pewność 1,332=  1,78-krotna, c z y li — o d 
w ro tn ie  — chcąc stosować tę  samą pewność, m ożem y naprężenie dopuszczalne p o d 

wyższyć do w a rto śc i - =  2165 kG /cm 2. Tej zaś w a rtośc i odpow iada łoby w  środku

paska zetkn ięc ia  rzeczyw iste ciśnienie bezpieczne 3 -2 1 6 5 ^6 5 0 0  kG /cm , a w ięc dok ładn ie  
ty le , ile  dopuszczają nowsze przep isy  k o le i n iem ieckich .

Pozostaje jeszcze moment trzeci, uzasadniający dlaczego w  p rzyk ła 
dzie powyższym pewność 1,33-krotną ze względu na granicę p lastycz
ności można uważać za zupełnie bezpieczną i równoważną znacznie w ię
kszej pewności w  przypadku obliczenia prętów  narażonych ty lko  na 
proste ściskanie lub  rozciąganie.

Otóż przeciążenie konstrukc ji w  ty m  ostatn im  przypadku ma daleko 
poważniejsze sku tk i, aniżeli przeciążenie wałka. Jeżeli bowiem przecią
żym y wałek nieco powyżej granicy plastyczności, to  odkształcenie p la 
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styczne zajdzie ty lk o  w nader szczupłym obszarze, otaczającym lin ię 
zetknięcia, a reszta wałka dozna ty lko  odkształceń sprężystych. W  re
zultacie odkształcenie trwale całego wałka będzie znikomo małe w  po
równaniu do jego średnicy, podczas gdy w przypadku zwykłego ściskania 
pręta zachodzi odkształcenie plastyczne w  całej masie pręta  i wyw ołu je  
bez porównania większą trw a łą  zmianę wym iarów  pręta.

To wszystko wystarcza, ja k  sądzę, w  zupełności, ażeby uzasadnić 
słuszność żądania tak ich  wartości naprężeń dopuszczalnych p rzy  p ro jek
tow aniu w a ł k ó w  ł o ż y s k o  i v y c h  s t a l o w y c h ,  k tó re  są ty lko  niewiele 
niższe od granicy plastyczności m ateria łu, podzielonej przez 1 — 2v= \ , 
stosownie do wzoru (1) (oczywiście, jeżeli do obliczenia wytrzym ałościo
wego stosujemy wzór (2), kładąc w  n im  wartość tego zwiększonego na

prężenia dopuszczalnego w  miejsce amax). Temu odpowiadają bardzo do
brze przytoczone powyżej norm y niemieckie z r. 1925.

Co się tyczy  w a ł k ó w  ż e l i w n y c h ,  to wobec braku granicy p lastycz
ności u tego m ateria łu nie stosuje się doń żadna z wym ienionych hypotez 
w y trz  ymało ś cio w y  ch. Wobec tego nie pozostaje nic innego, ja k  usta lić 
wartość naprężenia dopuszczalnego przy obliczaniu wzorem (2) na pod
stawie bezpośrednich doświadczeń. Tą drogą bez wątpienia powstało 
abezp =  5000 kG /cm 2, zalecane przez norm y niemieckie. N orm y te bowiem 
ukazały się już  po ogłoszeniu doświadczeń prof. A . D umasa z Lozanny 
przez K om isję  Techniczną K o le i Szwajcarskich („Sur la  charge lim ite  
admissible de rouleaux en contact avec des chemins de roulement plans“ 
B u li. Techn. de la Suisse Romande, N r 12, a. 1924).

N ie rozporządzając obecnie tą  cenną pub likacją  nie mogę stwierdzić, 
czy D umas znalazł doświadczalnie ważną różnicę w  odkształcaniu się 
ściskanych wałków  i ku l, k tó ra  uszła uwagi H eetza , ja k  dowodzi jego 
rysunek l in i i  naprężeń głównych. Rysunek ten, pow tarzany w  wielu 
książkach, m iędzy in n ym i na str. 562 dzieła F r . B l e ic h a : „Theorie und 
Berechnung der eisernen B rucken“ , B erlin  1924, sporządził H ertz  kie-
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ra jąc się in tu ic ją , gdyż — ja k  wspomniałem wyżej — nie podał wzorów 
obliczeniowych dla naprężeń w  dowolnym  punkcie. W zory tak ie  w ypro 
wadziłem w  r. 1904 i przy  ich pomocy ówczesny m ój asystent d r Z. F u c h s  
sporządził później dokładne rysunk i l in i j  naprężeń głównych (rys. 1 i  2). 
Okazało się p rzy  tym , że w z o r y  t e o r e t y c z n e  p r z e w i d u j ą  n a p r ę 
ż e n ia  r o z c i ą g a j ą c e  w  n i e k t ó r y c h  m ie j s c a c h  p r z y  ś c i s k a n i u  
k u l,  n a t o m i a s t  n ie  p r z e w i d u j ą  ż a d n y c h  c i ą g n i e ń  w  m a t e r i a l e  
p r z y  ś c i s k a n i u  w a ł k ó w .  Ten osta tn i szczegół wypada uważać za 
ważny, gdyż tłum aczy on wysokie wartości naprężeń dopuszczalnych dla 
wałków  żeliwnych 3).

P rzy te j sposobności wypada na koniec uw ypuklić  korzyści, jakie  
można uzyskać przez zastosowanie m ateria łu  wyborowego na w a łk i.

Ze wzoru (3) w yn ika , że przy danych wartościach P, l, E, v jest potrzebna 
wielkość prom ienia wałka r  odwrotnie proporcjonalna do kw adratu  z na
prężenia dopuszczalnego, a zatem c ię ż a r  t v a ł k a  j e s t  o d w r o t n i e  p r o 
p o r c j o n a l n y  do c z w a r t e j  p o t ę g i  t e g o  n a p r ę ż e n ia .  Zastosowanie 
np. m ateria łu  o dwa razy wyższej granicy plastyczności prowadzi do 
wałków  16 razy lżejszych. N ie trudno stąd przewidzieć, że dla dużych 
mostów będą łożyska najtańsze p rzy  zastosowaniu na p iy ty  i  w a łk i har
towanej stali, chociażby cena jednostkowa m ateria łu by ła  w ie lokrotnie 
wyższa od ceny m iękkich gatunków sta li lub  żeliwa.

Z powyższych rozważań w yn ika , że przytoczone na wstępie tw ie r
dzenie, jakoby  w a łk i obciążone silnie w ykazały w praktyce zbyt w ielkie 
odkształcenia trwałe, mogło się chyba odnosić do jakiegoś sporadycznego 
przypadku zastosowania na w a łk i m ateria łu całkiem nieodpowiedniego. 
Z takiego zaś przypadku nie podobna wysnuwać wniosków ogólnych.

s) N a  rysunkach  przedstaw iono lin ie  c iśn ień g łów nych  lin ia m i c ią g łym i, zaś lin ie  
ciągn ień g łów nych  — lin ia m i p rze ryw a n ym i.

P is m a , I I I 9



O NAPRĘŻENIACH W  ZAPORACH C IĘ ŻK IC H
(Czasopismo Techniczne, 1931 r.)

Dyskusja na tem at rzeczywistego stanu naprężenia w  zaporach cięż
kich, trwająca od początku bieżącego stulecia, jest wciąż jeszcze żywotna. 
Świadczy o ty m  między innym i interesujący referat prof. d r K . Pomta- 
nowskiego  i d r K . W óycickiego ogłoszony w  n r 7 „Czasopisma Tech- 
nicznego11 z 1931 r. Główne tło  dyskusji stanowi niezgodność pom iarów 
doświadczalnych naprężeń u podstawy zapory z w yn ikam i obliczenia 
teoretycznego, opartego na klasycznym  rozwiązaniu matem atycznej teo rii 
sprężystości, znalezionym, ja k  się zdaje, na jp ie rw  przez inżyniera fra n 
cuskiego M. L e v y ’ego x).

W  a rtyku le  n in ie jszym  radbym  wyjaśnić powody te j niezgodności, 
albowiem zdaje m i się, że większość inżynierów-budowniczych nie do
cenia ścisłych rozwiązań teo rii sprężystości, a zarazem przecenia rozw ią
zania przybliżone, skoro one zgadzają się na pozór lepiej z pom iaram i 
doświadczalnymi w  p rzekro ju  podstawowym.

Na wytworzenie naprężeń we wnętrzu b loku betonowego, ja k im  jest 
zwykle zapora ciężka, składają się:

1) ciężar w łasny określony ciężarem właściwym m uru ym,
2) napór w ody o ciężarze w łaściwym  yw,
3) w ypór uwarunkowany przesączaniem się wrndy przez pory  betonu,
4) wykonanie zapory w  związku z tężeniem betonu i
5) zm iany tem peratury.
Stosownie do tego można rozróżniać w  zaporach naprężenia cięża

rowe, naporowe, wyporowe, budowlane i  termiczne. Rzeczywisty stan 
naprężenia w  zaporze jest w  każdej chw ili w ypadkowym  z powyższych 
pięciu stanów.

W ina te j kom p likac ji tk w i w  w yją tkow o w ie lk ich  rozmiarach i ma- 
sywmości budow li. N a jtru dn ie j uchwytne są oczywiście naprężenia budo-

C. R . 1898.
P a trz  także : N . H a p o n o w i c z : „N a tężen ia  w  t ró jk ą tn y c h  m urach o p o ro w y c h ". 

Czasopismo Techniczne z r .  1913 i  S t. B e ł z e c k i : „P rim ie n ie n je  m etodow  te o r ii up ru-» 
gos ti k ’ razszczotu p ło t in " .  P o litech . In s t. Le n ing ra d  1918.
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wlane, jednakże ła two wykazać, że ich wielkości mogą być porównywalne 
z naprężeniami ciężarowymi lnb  naporowym i, na k tó rych  opiera się głó
wnie obliczenie stałości zapory.

W yobraźm y sobie następujące różne wyidealizowane schematy spo
sobu w ykonyw ania zapory. 1) Odlanie całej zapory od razu w  stosownej 
form ie. 2) Odlewanie lub  ub ijan ie  betonu w  warstwach poziomych, p rzy  
czym każda warstwa w ykonuje się po stężeniu warstw  spodnich. 3) W y 
konanie w  warstwach pionowych podłużnych i  połączenie ich po stężeniu 
zaprawą cementową. Ezecz jasna, że wykonanie rzeczywiste zbliża się 
najw ięcej do schematu 2, a schematy 1 i  3 są ty lk o  teoretyczną fikc ją  
d la uw ydatn ienia  tego, o co nam idzie.

Nawet gdyby proces tężenia odbywał się zupełnie bez zmian obję
tości, to jest rzeczą jasną, że rozkład naprężeń w  każdym  z powyższych 
trzech schematów wykonania musi się różnić bardzo znacznie.

Gdybyśm y w  jak iś sposób p o tra fili po wykonaniu zapory znieść siłę 
ciężkości, to i  ta k  zależnie od schematu wykonania i  od skurczu betonu 
pozostałby stan naprężenia.

Naprężenia ty m  stanem określone są właśnie naprężeniami budow la
nym i. (Odpowiadają one naprężeniom zestawczym, czyli montażowym 
w konstrukcjach metalowych). Ponieważ s iły  ciężkości usunąć nie można, 
przeto obraz naprężeń ciężarowych musi być zawsze zakłócony napręże
n iam i budowlanym i.

N ie wchodząc w  kwestię obliczenia 
naprężeń wyporowych i  term icznych w ra 
camy do naszego tem atu głównego, t j .  
do rozkładu naprężeń ciężarowych i  na
porowych. Gdy zapora ma postać k lin a
0 ostrzu dotyka jącym  zwierciadła wody
1 ścianie pionowej od strony wody (rys. 1), 
to  teoria sprężystości daje następujące 
w zory dla naprężeń:

(1)

<*X= YwV,

<b> =  ( — ym ctg (p-{~ 2yw ctg3<p)x+

+  {ym- y w  c tg 2ę?)y,
T = y wctg9' q>x.

Rys. 1Uzasadnienie tych  wzorów znajdzie 
C zyte ln ik w  wym ienionym  na początku
referacie prof. K . P o m ia n o w s k ie g o  i  d r K . W ó j c ic k ie g o  (ust. I I )  
albo w a rtyku le  H a p o n o w ic z a  z  r. 1913. T u ta j zaznaczyć wypada, że 
rozwiązanie (1) zakłada nieograniczone w ym ia ry  ścian k lin a  w  prze
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k ro ju  uw idocznionym  na rysunku. W  zastosowaniu do zapory o w y 
sokości skończonej spoczywającej na fundamencie będzie to  rozw ią
zanie ściśle ważne ty lk o  pod warunkiem , że rozmieszczenie naprężeń 
na podstawie stosuje się również do drugiego i trzeciego z równań (1).

Podobnie ma się rzecz np. z belką pryzm atyczną A B  (rys. 2) jednym  
końcem utw ierdzoną, a obciążoną na drugim  końcu naprężeniami roz

łożonym i lin iow o na podstawie tak, że 
się sprowadzają do pary  sił o momen
cie M. Jak  dowiódł już d e  Sa in t -Ye - 
n a n t , równania teo rii sprężystości p ro 
wadzą w tedy do ściśle takiego samego 
rozkładu naprężeń ax w  każdym  prze
k ro ju  poprzecznym be lk i o długości
nieograniczonej. Gdy zaś belka ma d łu 
gość skończoną, to  do ważności tego 
rozkładu na całej długości potrzeba
nadto, ażeby i  utw ierdzenie w  prze-

Rys- 2 k ro ju  A  — A  zapewniało lin iow y rozkład
naprężeń w  ty m  przekro ju. W  przeciw

nym  razie może rozkład naprężeń w  pobliżu A  różnić się nawet bardzo 
znacznie od rozkładu przekro ju  B. N ic tedy dziwnego, że także u  pod
stawy zapory może rozkład naprężeń znacznie zboczyć od schematu
określonego wzorami (1), p rzy  czym jednakże wypadkowe naprężeń
bezwzględnych muszą pozostać niezmienione jako równoważące dane 
s iły  zewnętrzne naporu wody i  ciężaru własnego m uru.

Szczególnie w ie lkie zboczenia o charakterze miejscowej nadwyżki na
prężeń przew iduje teoria  sprężystości w  przypadku, gdy zapora z potęż
nym  fundam entem tworzą m onolit, a nie ma prawie zaokrąglenia ką ta  
wklęsłego m iędzy ścianą zapory a płaską górną powierzchnią fundamentu. 
Badania fotoelastyczne potw ierdzają ten wniosek teorii, ja k  w idzim y np. 
na rys. 3—5 zaczerpniętych z prac doktorskich U . F a v e e ’a  i  J . M u lle r a  
wykonanych w  labora to rium  fotoelastycznym  P o litechn ik i Zurychskiej 
pod kierownictwem  prof. d r F . Ta n k a  r . 1929 i  1930.

P rzy te j sposobności wypada też sprostować twierdzenie zaczerpnięte 
z piśm iennictwa amerykańskiego, że w yn ik  teoretyczny wyrażony równa
niem dla Gy jako lin iow e j fu n kc ji x  „je s t równoznaczny z założeniem, że 
poziome płaszczyzny (przekroju) pozostają płaskie oraz że odkształcenie 
spowodowane silam i tnącym i jest pom inięte41. Odkształcenia bowiem prze
k ro jów  płaskich są określone przesunięciami u, v trak tow anym i w  teo rii 
sprężystości jako nieskończenie małe w  porównaniu do w ym iarów  ciała; 
a przesunięcia te są związane wr naszym zadaniu dwuwym iarowym  z na
prężeniami re lacjam i:
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u ----------------- 36,8m m ---------------*-1

E ys. 3. L in ie  naprężeń g łów nych  p rz y  obciążeniu s iłą  skup ioną  na  środku  pods taw y 
gó rne j. P odstaw a do lna rozszerza się w  w ie lk i fu n d a m e n t z tego samego m a te ria łu

9u 1 ■
e* ==t e = E {ax- va>) ’

- S v  - 1  ,  \  
h — d y ~  E  (°> vaJ  >

_ d u  Sv   T
yxy =  3 j + dź =  G '

Skoro więc pochodne przesunięć względem x  i  y są lin io w ym i funkc jam i 
tych  zmiennych, to  same przesunięcia muszą być funkc jam i kw adra to 
w ym i. To dowodzi konieczności zakrzywienia przekro jów  płaskich, co 
prawda nie podług lite ry  S, gdyż krzywe rzędu drugiego nie posiadają 
punktów  przegięcia.
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Jeżeli przeto na modelu zapory „Stevenson Creek“  stwierdzono eso- 
wate wygięcia przekro jów  w  pobliżu fundam entu, to  fa k t ten świadczy 
ty lk o  o w p ływ ie  fundam entu na rozkład naprężeń w  jego bliskości, ale 
nie przeczy i  nie może przeczyć tem u, że w  górnej części zapory jest ten 
rozkład bardzo b lisk i teoretycznemu określonemu wzorami (1).

E ye. 4. L in ie  naprężeń g łów nych  p rz y  m im ośrodow ym  obciążeniu zapory  s iłą  skup ioną

To by  bowiem było w  sprzeczności z zasadą d e  Sa in t -Ven a n ta , iż 
statycznie równoważne siły zewnętrzne obciążające pole ściany o n a j
w iększym wym iarze a w yw o łu ją  praktyczn ie  jednakowe stany naprężeń 
w  punktach ciała, k tó rych  odległość od tego pola wynosi p rzynajm nie j a. 
Jakko lw iek zboczenia rozkładu naprężeń od schematu (1) w yjaśn ia ją  się 
teoretycznie wpływem  połączenia z fundamentem, n ie ła tw ym  oczywiście 
do ścisłego ujęcia ilościowego, to jednak zrozumiałe jest, że p ra k tyka

36,8mm
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dąży do posunięcia dalej dokładności obliczenia naprężeń w  ty c li właśnie 
przekrojach jako zwykle niebezpiecznych. Tym  się tłum aczy przychylne 
przyjęcie m etody E . J akobsena, przedstawionej szczegółowo, w  N r 7 
„Czasopisma Techniczne go Otrzymane przez J akobsena wzory na 
rozkład naprężeń w  poziomym najniższym  przekro ju  zapory dają w ar
tości bardziej zbliżone do znalezionych z pom iarów na modelach, aniżeli 
w zory z teo rii klasycznej. W ydawałoby się zatem, że nowa metoda o b li

czenia stanowi postęp naukowy w  stosunku do dawnej. N ieste ty ta k  nie 
jest i postaram się tego dowieść.

Przede w szystkim  metoda J akobsena posiada słabą stronę tego. sa
mego rodzaju, co metoda L e v y ’ego. Rachunek J akobsena polega bo
w iem  na założeniu, że płaszczyzna podstawy zapory przylega do funda
m entu jako ciała doskonale sztywnego. Jeżeli założeniu L e v y ’ego za
rzuca się słusznie, że rozkład naprężeń w  podstawie nie może być nie
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zależny od fundam entu, to  na ta k i sam zarzut zasługuje i  założenie 
J akobsena. Ale metoda J akobsena ma jeszcze drugą słabą stronę, 
od k tó re j wolna jest metoda L e v y ’ego. P rzy poczynionych założeniach 
daje L e v y  rozwiązanie ścisłe równań różniczkowych teorii sprężystości, 
natom iast J akobsen  ty lko  rozAviązanie przybliżone. Co gorsze stopień 
przybliżenia nie da się ocenić. Jest to  znana niedogodność m etody R itza  
(skądinąd nader cennej) stosowanej w  rachunku J akobsena.

To chyba wystarcza, ażeby uznać teorię J akobsena za ustępującą 
teorii L e v y ’ego pod względem naukowym , a w  żadnym razie nie prze
wyższającą je j. Podniesiona powyżej lepsza zgodność z doświadczeniem 
jakobsenowskiego rozkładu naprężeń w  pobliżu podstawy może być raczej 
dziełem przypadku. Obliczywszy wypadkowe naprężeń ciężarowych i  na
porowych w  ty m  przekro ju  podług L e v y ’ego otrzym am y is to tn ie  na 
ścianach wartości za małe, ale faktyczne zwiększenie naprężeń zależeć 
musi od promienia zaokrąglenia ką ta  wklęsłego m iędzy ścianą a funda
mentem. O te j zależności nie ma oczywiście m owy w  rachunku J ako b
sena. W  warunkach przytoczonych powyżej badań doświadczalnych 
J. M u lle r a  'wypada nadwyżka rzeczywistego naprężenia skrajnego w sto
sunku do obliczonego teorią klasyczną około 75°/0. Jestem przekonany, 
że w  warunkach normalnie wykonanej zapory można m niej więcej tę 
samą nadwyżkę p rzy jąć obliczając naprężenia według teo rii L e v y ’ego. 
Wszak idzie ty lk o  o możliAyie zbliżoną do rzeczywistości wielkość na
prężeń w  warstwach skrajnych, a środkowa część wykresu naprężeń 
w  przekro ju  jako m niej niebezpieczna jest dla obliczenia stałości obo
jętna. Zresztą dążenie do w ie lk ie j dokładności obliczenia nie ma p ra k 
tycznej ra c ji b y tu  wobec znacznych wahań Avartości stałych sprężystości 
w  różnych miejscach zapory i  wobec trudno uchw ytnych Avielkości na 
prężeń wyporoAvych, budowlanych i  term icznych.

Mimo to, ze stanowiska jnaukowego byłoby bardzo pożądane ścisłe 
rozw iązanie. teo rii sprężystości dla zapory tró jką tn e j Avraz z fundam en
tem  traktow anej jako  m onolit, chociażby p rzy ję to  dla u łatw ienia, że 
fundam ent zajm uje połoAvę nieograniczonej przestrzeni.

Ra tak ich  przesłankach oparto słusznie zarzut uczyniony teo rii J a 
kobsena av dyskusji ogłoszonej w  „Proceedings o f ASCE44 (Sept. 1930), 
zarzut podkreślany rÓAvnież av referacie K . Pomlanoavskiego i  K . W óy- 
c ic k le h o  („Czasopismo Techniczne44 N r  7, str. 115).

Ra zakończenie przytoczę równania teorii sprężystości ay postaci B e l-  
tbam iego i M ic h e lla  ł ), k tó re  pozA\rolą Czyteln ikom  łatAAriej spraAvdzić

b  T y lk o  tę  bow iem  postać rów nań um ieściłem  w  znanym  P od ręczn iku  In ż y n ie rs k im  
p ro f. B r y ł y , w  rozdzia le p t .  „Sprężystość i  w y trzym a ło ść " na s tr. 1087. W  dzie łach 
z ubiegłego stu lecia  rów nież tę  ty lk o  postać m ożna znaleźć, ja k  np . w  „M echan ice Teore-
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rozwiązanie L e v y ’ego, n iż to  się da wykonać na podstawie klasycznej 
fo rm y również dla przesunięć u, v, w.

Równań tych  jest sześć stosownie do sześciu składowych stanu na
prężenia ax , ay, crz; rxy, ryz, r xz. Oznaczając przez X ,  Y, Z  składowe siły  
masowej odniesionej do jednostk i masy i  uwzględniając w arunki brze- 
gOATO otrzym am y szukane równania:

1 9*0 -  ił W
-  ^-5-

Y2ay

1 +  r  3x2 (9as

■ 1 92cr
1 ”  u l

(9X
l - j -  V 8f- 1 1 — V \9x

+ 1
9*o I9XW2 1 -  -  ”  . " 1 ^  , d Y  , 3Z\  , O 3Z  A

V f f z + T + ^  +  l ^ ^  +  ^  +  s 7 ) + 2 ^  =  ° ’

, 1  92ct , /9Z , 9 Y \
T;,z+l - f i«  9y9z+ / z \9y +  9 * )  ’

w2 . 1 32°  , aV T ~ + i q r V 9 ^  +  t * [ - ^  +  - ^ )  =  o,

T 72 , 1 ^  " ,  , S * \  a

T j v + l  +  r  9a% +  /* \9® +  9y ) ’

gdzie o— ox-\- oy-f- <rz.
W  naszym zagadnieniu zapory p rzy jm u je  się ja k  wiadomo:

Gx Oj r_j,z=  Tzx“  Oj =  T J

X = 0 ,  Y =  0 ,  Y = g  — Const, 

wobec czego równania sprowadzają się do trzech następujących:

v% ' + r b S K + < ’' )=C1’
1 92

VS + I ^ ; ^ 2  ( " - + * , ) = o,

V 2 t+  1 + 7  9^9y (<7a:+ <Tj') =  0 -

Ra pierwszy rzu t oka widać, że naprężenia określone jako lin iowe 
fu n kc ji x, y  czynią ty m  równaniom zadość.

ty c z n e j11 J .  N .  F r a n k e g o  lu b  w  „T e o r i i sprężystości11 H . J e w n i e w i c z a , a lbow iem  
rów nan ia  B e l t r a m i e g o  i  M i c h e l l a  p o ja w iły  się dopiero w  la ta ch  1892 (Acc. d. L in c e i, 
Ser. 5, t .  1) i  1899 (Proc. o f L o n d . M a th . Soc. 31).
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O W ZO R A C H  O G Ó LN YC H DO TYC ZĄ C YC H  ZG IĘC IA  
BELEK PROSTYCH #

(Czasopismo Techniczne, 1932 r.)

Celem niniejszego a rtyku łu  jest przejrzyste uzasadnienie wzorów od 
dawna znanych, lecz ja k  się zdaje niedocenianych w  w ie lu książkach 
i  pracach poświęconych zagadnieniom belek zginanych. Do wyznaczania 
ką tów  nachylenia i  rzędnych l in i i  ngięcia stosnją bowiem najczęściej 
jedną z dróg następujących skombinowanych w  razie potrzeby z rów 
naniam i momentów podporowych be lk i ciągłej:

1. Całkowanie równania różniczkowego (przybliżonego) l in i i  ugięcia 
w  szczególnych warunkach danego zadania.

2. Analogia M o h r a , t j .  sposób polegający na trak tow an iu  l in i i  ugię
cia jako krzyw ej sznurowej dla obciążenia belk i powierzchnią momentów 
zgięcia.

3. Metoda Ca s t ig l ia n o , t j .  odpowiednie różniczkowanie energii od
kształcenia sprężystego jako fu n kc ji kwadratowej i  jednorodnej s ił ze
wnętrznych (uogólnionych).

Tymczasem zadanie nasze rozwiązuje się także p rzy  pomocy wzorów 
ogólnych otrzym anych przez całkowanie przybliżonego równania różnicz
kowego l in i i  ugięcia w  połączeniu z tzw. wzoram i B r e s s e ’a . W prowa
dzim y je  p rzy  założeniach następujących:

1. Belka o przekro ju  łagodnie zm iennym (czy to  w  sposób ciągły, 
czy też nie) posiada płaszczyznę główną, w  k tó re j leżą wszystkie s iły  
zewnętrzne (t j .  obciążenia i  równoważące je  reakcje podporowe).

2. Składowe sił zewnętrznych skierowane wzdłuż osi belk i w  stanie 
nieobciążonym, obranej za oś x, są ta k  małe, że ich w p ływ  na zgięcie 
osi można pom inąć w  porównaniu do w p ływ u  składowych prostopadłych 
do tejże osi.

3. Obciążenia składają się z sil skupionych P  i  momentów (czyli par 
sił) skupionych również w  dowolnej skończonej liczbie przekro jów  belki 
oraz sił rozłożonych o natężeniu q kG/cm, które  jest dowolnie daną cał
kowalną funkc ją  x. Reakcje dowolnej skończonej liczby punktów  pod
parcia osi be lk i są zależnie od kons trukc ji podpory siłam i lub  momen
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ta m i skupionym i (momentam i u tw ierdza jącym i). W tedy m om enty zg i
nające M  będą całkowalnym i funkc jam i odciętej x  przekro ju belki, a rów-

d2y M
nanie różniczkowe bardzo słabo zgiętej osi -t4- =y"=-=r= ma pierwszą(tx JijJ
i drugą całkę ogólną w  postaci:

, f  M d x
y = ) ^ r + c '

y = f  d x j  ~ * + C x + C \

jeże li dodatnie M  wygina belkę wklęsłością ku  dodatniemu k ierunkow i y. 
W arunk i:

a) V = y  o d la x = x 0,

b) y' =  ti o d la x —x 0

pozwalają wyznaczyć (względnie wyrugować) obie stałe całkowania C i  O', 
a m ianowicie:

X

‘ M d x
E J  ’

r
(i) y '- 0 0=  J ;

*0
czy li (7=??0, a więc:

y = f  d x  j  + d oX + C '.
*0

Całkując przez części napiszemy to równanie w  postaci

C M d x  f  M x d x  Q ,
* = * J  s r - J  - E j - + ^ + °  ’

x0
a stosując warunek a)

M x d x \
wt I ~  00 Ud > x=x«'  X = X 0 v ‘  X = X oAU

Odjąwszy oba ostatnie równania o trzym am y

X  X

,0. f  M d x  f  M x d x  , . . ,
(2) y - y 0= x J  - j ę j —  J E J  + t i 0{ x - x 0).

X o  x0

Stąd po wyrugowaniu # 0 z (1) i  (2) znajdziemy
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Należy pamiętać, że w  ty m  równaniu x  przed znakiem ca łk i i  jako 
górna granica całkowania oznacza koniec rozpatrywanego odcinka (x—x0), 
zaś w  fu n k c ji podcałkowej rozum iem y przez x  wielkość zmieniającą się 
od x0 do x. D la  uniknięcia nieporozumień oznaczymy tę zmienną przez £, 
wobec czego równanie (3) napiszemy w  postaci

(3a) y - y 0
x —x„ X

X

E J ^ ~ X°)d i

M
N azw ijm y momentem sprowadzonym (do sztywności zginania 

równej 1), to
.X
‘ M d x/

*0
E J

określa pole tak ich  momentÓAv sprowadzonych na odcinku belk i (x —x 0). 
Bównanie (1) wyraża zatem praw id ło  następujące:

P r z e k r ó j  p o p r z e c z n y  b e l k i  w  m i e j s c u  x  o b r a c a  się w z g l ę 
d e m  p r z e k r o j u  w  m i e j s c u  x 0 o k ą t  (d — #0) r ó w n y  p o l u  m o 
m e n t ó w  s p r o w a d z o n y c h  na  o d c i n k u  ( x —x 0).

Podobnie można odczytać
z równania (3a) praw id ło: 

K ą t  o b r o t u  s t y c z n e j  
do l i n i i  u g i ę c i a  w  k o ń c u  
x  o d c i n k a  (x —x 0) w z g l ę 
d e m  c i ę c i w y  ł ą c z ą c e j  
p u n k t  (x0,y 0) z p u n k t e m  
{x,y) j e s t  r ó w n y  p o l u  
m o m e n t ó w  s p r o w a d z o 
n y c h  na  o d c i n k u  (x —x 0) 
z m n i e j s z o n y c h  w  s to 
s u n k u  (£—x 0) : (x —x 0).

Do odpowiedniej in te r
p re tac ji geometrycznej równania ( 2 )  napiszemy je  a v  form ie:

\ C M { x - i ; )  d£
y - u  o-#o(«-®o)= J(2a)

*0
E J

A  zatem (rys. 1): Część r z ę d n e j  l i n i i  u g i ę c i a  w  p r z e k r o j u  x, 
o d c i ę t a  s t y c z n ą  w  m i e j s c u  x 0, rÓAvna się m o m e n t o w i  p o l a  
momentÓAv s p r o w a d z o n y c h  na  o d c i n k u  ( x —x 0) Avzględem r z ę 
d n e j  k o ń c o w e j  y.
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Przykład 1. D la  be lk i obu końcam i doskonale utw ierdzonej i  obcią
żonej równomiernie (rys. 2) o trzym ujem y p rzy  x 0=  0, x = l  z równa
nia (1)

-J M  dx
~e T '

albowiem oba przekroje odnośne nie obracają się wcale. Z równania tego, 
które  przybierze postać

n L
l n  u  ( i - ® ) 2- q ^ ( l - x )  +  q — — d x = 0,

można obliczyć moment utw ierdzenia M 0. Eacbunek w ykonam y p rzy  
założeniu E J  — Const. W tedy m am y

q lx  qx2'
T  +  T

d x =  0 ,

a stąd po w ykonaniu całkowania

M 0=
R ys. 2

Do obliczenia strza łk i ugięcia /
(w  środku) posłuży równanie (2a) p rzy  podstawieniu x0= 0 ,  x = l / 2 .  Po
nieważ y0= 0  i  # 0= 0 ,  więc

E J

Po wstawieniu ja k  wyżej wartości M  (jako fu n kc ji f)  i wykonaniu cał
kowania p rzy  sta łym  E J  o trzym ujem y

f -
1 ql*

384 E J  '

Przykład 2. Ażeby w belce przedstawionej na rysunku 3 znaleźć w ar
tość #2 ką ta  nachylenia stycznej na podporze B, stosujemy wzór (3a) 
p rzy  wartościach x — l, y — 0; 0; ?/o =  0-

A  zatem
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Ponieważ M =-AS, zaś reakcja A  =  - - - ,  więc
i

A l 2 P a l
3 P J  3 E J  '

Podobnie znajdu jem y k ą t podstawiając w  równaniu (3a) x — 0, y =  0^ 
x 0= l ,  y 0— 0, a więc:

i?-
> ~ f

A l
E Jf (S- l ) dS=

P a l
6 E J "

A
~ia“

Ze wzorów całkowych (1), (2) i  (3) można p rzy  pomocy tzw. równań 
B r e s s e ’a  wyprowadzić inne wzory, ogłoszone ja k  się zdaje po raz p ie rw 

szy przez wybitnego inżyniera an
gielskiego E d w i n a  C l a r k a  (bra
ta  sławniejszego odeń L a t i m e r a  

C l a r k a , e lektryka) autora dzieła 
„The  B rita nn ia  and Conway Tu- 
b u la r Bridges w ith  generał inąu i- 
ries on Beams...“  (2 t.  Londyn, 
1850).

_w*

R ys. 3

Eównanie B r e s s e ’a  zaś wyraża związek m iędzy m om entam i zg inają
cym i i/,-_ i i  M i  w  dwu dowolnie obranych przekrojach be lk i (rys. 4) 
a momentem zginającym M  w  przekro ju  x  leżącym m iędzy tam tym i. 
Połączmy końce rzędnych M t_i i  M t wykresu momentów prostą. W tedy

rzędne wykresu zakreskowanego określają widocznie m om enty M 0, ja 
k ie  by zachodziły, gdyby rozpatryw any odcinek belk i wydzie lić jako  belkę 
prostą i uwolnić od momentów działających na przekroje końcowe. Rze
czyw isty moment M  w  przekro ju  x  będzie sumą algebraiczną postaci 
następującej:

M = M i_1+  ( M ,~  J f,_ !) * ~ XJ - ± + M 0 .
Xi Xi—i
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Oznaczywszy a?,- — *,-_i =  zaś x  — #,•_i  =  u, napiszemy równanie 
B r e s s e ’a  w  form ie

U
(4) M = M i- 1+  ^  +  140 •

D la  odcinka l i + i = x i+ 1 — X j  będzie analogicznie

w+i

Po wprowadzeniu długości v =  x i+1 — x, czy li x —X i= X i+1—Xj—v =  l i+1 — v, 
napiszemy zamiast tego

M = M , +  ( j f ł+ ł- 2 f , )  ( l - ^ )  + ^ o

albo wreszcie

(5) M = M i+i + ( M j —M i+i ) j  \ -M 0 .
0+1

A b y  podkreślić, że wzór (4) stosuje się do przekrojów  leżących w  od
cinku a?/_i=Zj, zaś wzór (5) do odcinka &/+i — * /= l/+ i>  opatrzym y 
m om enty 14 i  140 stoso-wnymi wskaźnikam i u góry. M am y więc wzory 
B r e s s e ’a  w  postaci:

U f
(4a) M ‘= M i - i +  { M i—14,_i) j - + M '0,

(5a) 14,+1= 1 4 /+1+  — + l f ' +1.
W+l

Napiszemy teraz równanie (3a) dla odcinka 1/

*i-l

Ponieważ f — a?,_i =  w, d£ =  du, więc

h
\ y , - y ,_i l f  1  ,

O

a po wstaw ieniu wartości 14 z (4a)
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Podobnie napiszemy równanie (3a) d la odcinka l i+1

!.s \ -a V i - » I+1 1 r  M  _- ?.+i ?;+i J
<̂+1

ze względu zaś że f —aą+1=  — ®, d ę =  — dv o trzym am y stąd

Ó+l

! ? » * ■<7+1 <7+1 ^

W stawiwszy teraz wartości iH  z (5a) znajdziemy

^+1 Ó+l (̂+1
y — y>+1 J f i t i f  f  v*dv 1 f  M ó+1vdv

h+1 £/+i a \  ^+ i/ E J  i?+1 J E J  l j+i  J E J

Napiszemy teraz d rug i z wzorów C l a r k a  (6) i (7) dla odcinka 

dstawiając oczywiście - - - - -  zamian
W

jąc stosownie granice, a otrzym am y

podstawiając oczywiście M zamiast —- ,  — du zamiast dv i  zm ienia
li O + l

Odjąwszy to równanie od równania (6) znajdujem y

Odjąwszy zaś równanie (7) od (6) mamy

ó h t+i
yi+i—yi yi—yi-i _ M t- x r / u\udu ri r  u*du i r  v2dv 

Il+1 h li J V i j  E J  +  'L f l j  E J  + lf+1J E J
+

*»+i h h+i<9> + ff /(1-+ )w + |/T + ^J M ‘0+1vdv
E J

Równanie to  określa w  najogólniejszej postaci związek między trzema 
m om entam i , M t, M i+X w dowolnie obranych trzech przekrojach
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belki. Najważniejsze zastosowanie ma w  teo rii be lk i ciągłej, dając bez
pośrednio równanie trzech momentów podporowych w  dwu po sobie 
następujących przęsłach tak ie j be lk i nawet z uwzględnieniem nierównej 
wysokości i  podatności podpór. W  ty m  ostatn im  przypadku są y ,_ i, yt 
i y l+1 zależne nie ty lk o  od momentów podporowych Hf,-, M i+1,
lecz także w  ogóle od momentów podporowych If,-_2 i  M i+2. Z tego po
wodu m am y wówczas właściwie do czynienia z równaniem pięciu mo
mentów. Obadwa równania (8) i  (9) nazywają także równaniam i C l a p e y - 

R o n a , jakko lw iek  francuski inżyn ier B e b t o t  ogłosił równanie trzech 
momentów parę la t wcześniej od C l a p e y r o n a .

l

Pisma, III

\
10





DZIA Ł v n

KONSTRUKCJE ŻELBETOWE

R e da kto r na uko w y : J e r z y  N e c h a y  

A sys ten t na uko w y : l e o n a r d  b a r a n o w s k i





D ZIA ŁA N IE  ZBROJENIA W  BETONIE
(Czasopismo Techniczne N r  11, 1920 r.)

materiaIM1 
lżelazo)

W artyku le  ty m  pragnę podać te najważniejsze wskazówki do "wy
jaśnienia działania każdego rodzaju zbrojenia w  betonie, k tó re  można 
wydobyć ze ścisłej teo rii stanu odkształcenia i napięcia cia ł stałych przy 
uwzględnieniu znanych właściwości betonu i żelaza, te bowiem wskazówki 
bądź to uszły uwagi licznych nowoczesnych badaczy żelbetu, bądź też 
nie zostały przez nich, a nawet przez teoretyków  należycie uwzględnione 
i  oświetlone. W  szczególności 
posłużą te  wskazówki do nale
żytego wyjaśnienia działania 
strzemion.

Rozpatrzm y powierzchnię 
przylegania dwu ciał, k tó re  ja k  
beton i  żelazo odkształcają się 
razem tak, że do pewniej granicy 
można w ykluczyć możliwrość 
skończonych względnych ru- 
ckówr w  powierzchni przylega
nia. Uwzględniając ty lko  na jw a
żniejsze praktyczn ie  ksz ta łty  tej 
pow ierzchni przy zbrojeniu prę
tam i pryzm atycznym i lub  w a l
cowymi, -wyobrażamy sobie p ła 
szczyznę styczną do powierzchni 
przylegania i  dwie płaszczyzny 
normalne, jedną o k ie runku  po
przecznych przekro jów  walca, drugą zaś równoległą do jego osi. Te trzy  
płaszczyzny tworzą prostokątny układ  współrzędnych o osi x , da jm y na 
to  w  kierunku tworzących walca (kie runku zbrojenia), osi y w k ie runku  
stycznej do przekro ju  poprzecznego i  osi z w  k ie runku  norm alnej do 
powierzchni przylegania (rys. 1). W  elemencie prostopadło ściennym dxdydz 
każdego z obu ciał, przylegającym  do owej powierzchni, mamy w  n a j

Rys. 1
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ogólniejszym przypadku do czynienia z sześciu -wielkościami określają
cym i stan napięcia. Są n im i trz y  naprężenia normalne

@ x )G y ) &z

oraz trz y  naprężenia styczne

• tyz i T-ZX

dla pierwszego ciała, np. betonu i  podobnie

/  r  j  _ /
° x ) ° y  > ° z  1 T xy  j ^ y z  ? Tzx

dla ciała drugiego, w  naszym przypadku żelaza. T rzy pozostałe naprę
żenia styczne są, ja k  wiadomo, gwoli warunkom  równowagi, tam tym  
równe:

r.vy =  t y x  > yz  ==  ^z y  > ^ z x  ~  xz  •

Ze względu na prawo wzajemności działania muszą składowe naprę
żenia odpowiadające płaszczyźnie przylegania xy  d la obu ciał być odpo
wiednio równe: /

( 1 )  (Tz =  <TZ , T xz —  Txz i  T yz ~  r-yz •

N atom iast będzie w ogóle

< y x ^ ^ 'x ,  G y ^ O y ,  'tx y  t x y

W  przypadku dwuwymiarowego stanu napięcia w  płaszczyźnie równo - 
ległej do k ie runku zbrojenia, określonego naprężeniami

G x i O z 1 ^  j ) O j 1 ^

m am y w  ogóle

( 2 )  Ox  7^  u *  ,  u z =  (Xz ,  T  =  T  .

Pamiętać należy przy tym , że te w yn ik i są zupełnie ścisłe i  niezależne 
od sprężystych własności obu m ateria łów ; w  szczególności np. niezależne 
od w ielkich zboczeń betonu od prawa H o o k e ’a . W yrazim y je w  następu
jący sposób:

Ciągnienia lub  ciśnienia w  k ie runku  prostopadłym  do powierzchni 
przylegania są dla obu m ateria łów zawsze równe; w  każdym  zaś innym  
kie runku  w  ogóle różne.

Naprężenia styczne leżące w  elemencie powierzchni przylegania są 
dla obu m ateria łów  zawsze równe; ta k  samo muszą być równe odpowia
dające im  składowe naprężeń stycznych w  przekrojach norm alnych do 
powierzchni przylegania (o k ie runku  prostopad łym  do te j powierzchni);
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różnym i zaś są w  ogóle ty lk o  te składowe naprężeń stycznych w  przekro
jach norm alnych do te j powierzchni, k tóre  są do niej równolegle.

Pierwsze z powyższych tw ierdzeń jest zby t oczywiste, aby w  dotych- 
ezasoAyych rozważaniach teorń żelbetu go nie uznawano, ale, ja k  się zdaje, 
inaczej m ia ła się rzecz z twierdzeniem drugim  (o naprężeniach stycznych).

Eozpatrzm y teraz stan odkształcenia i  p rzy jm ijm y  na razie obok 
poprzedniego założenia (wykluczenie ruchu względnego po obu stronach 
powierzchni przylegania), że oba m ateria ły  podlegają prawu H o o k e ’a  

odkładając na później uwzględnienie zboczeń od tego prawa. P rzy ty m  
samym co poprzednio układzie współrzędnych stan odkształcenia określają 
trz y  wydłużenia właściwe

ex , Ey , ez dla pierwszego ciała

e‘x , Ey, e'z d la drugiego ciała

i trz y  k ą ty  odkształcenia postaciowego, albo ich tangensy, czyli posu
nięcia względne

7 xy  j  7yz i 7 z x ) 7 xy  i 7yz  ) 7zx •

Z  poprzedniego założenia w yn ika  przede wszystkim

(3) £x~  &x i £y~  i

natom iast w  ogóle
£ z ^ £ z -

Te w yn ik i są oczywiście niezależne od przyjęcia ważności prawa 
H o o k e ’a ,  a pierwszy z nich, t j .  ex =  ex, stanowi od dawna p un k t wyjścia 
dla teo rii żelbetu. Skoro pom iniem y wszystkie inne składowe odkształ
cenia i napięcia prócz ex , e 'x i  ax , a ’x , ja k  to  wolno uczynić bez wielkiego 
błędu w  licznych najprostszych i  najważniejszych praktycznych p rzy 
padkach, to  ponieważ w tedy

przeto
(4) ox:ox= E :E ' ,

czyli podłużne naprężenia normalne obu materiałÓAY są ay pieiwszym  p rzy
bliżeniu proporcjonalne względem odpowiadających modułów Avydlu- 
żenia (AYspólczynników sprężystości). Ten AAynik pozostaje ściśle ważny 
i  w  razie zboczeń od prawa H ooke ’a, jeżeli przez (oczywiście zmienny) 
m oduł wydłużenia rozum iem y wartość stosunku a: e, a nie do /de .
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W  ogóle jest, ja k  wiadomo:

(5)
£x  [ ° j c  v (&y~\~  ° z ) ]  i  ex  j j \ ;  \_Gx V (&y~\~  U ^ ) ]  5

y " J j j  CGy v (^ x ~ \~  O z )]  ; e.y—  [(T y  V (o*-)- Oz ) ]  ,

jeżeli v i  v' oznaczają odpowiednie liczby P o is s o n a  dla pierwszego i  d ru 
giego ciała. Uwzględniwszy związek

oz= o j
i  oznaczywszy

E ' : E = n

otrzym any z podzielenia dwu pierwszych z równań (5) i  dwu drugich 

n =  a'x ~ v ’ ( a ; + a z) _  a ' y - v '  (a 'x +  a z)

<yx — v ( G y - { - o z ) < J y - v ( o x + o z ) ’

a stąd

o*—o> 1-j-r J3

Z apyta jm y się teraz, pod ja k im i w arunkam i jest m ożliw y lin io w y  
stan napięcia w  obu ciałach, określony wartościam i ax i  a'x, czy li k iedy 
jednocześnie ze skończonymi wartościam i ax i  a'x może być

<Ty =  0 , o'y=Q; az— 0 i  u' =  0 .

Otóż dwa pierwsze z równań (5) dają p rzy  tych  założeniach

a' =  nax,
dwa drugie zaś

E '  v' ax , v
—  czyli ax= n - 7ax .
Mj V Ox  V

Te wry n ik i nie prowadzą do sprzeczności ty lk o  wówczas, gdy

v = v ' .

A  zatem: Ściśle lin io w y  stan napięcia w k ie runku zwykłego podłuż
nego zbrojenia b y łb y  m ożliwy, gdyby liczba P o is s o n a  dla obu m ateria łów 
m iała tę samą wartość. Wówczas by łoby dokładnie

a'x=  nax .

Ponieważ w  przypadku żelaza i betonu rzecz się ma inaczej, przeto 
po pierwsze: naprężeniom norm alnym  ax,ax o k ie runku równoległym do 
zbrojenia muszą towarzyszyć naprężenia normalne a y ,a 'y  i az,a'z nawet
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wtedy, gdy nie ma składowych sił zewnętrznych o kierunkach prosto
padłych do osi, a zarazem do k ie runku  zbrojenia (np. prostych słupów 
lub  belek żelbetowych). Po w tóre zaś: stosunek ax:ax nie jest n igdy do
kładnie rów ny stosunkowi E ' : E = n .

Ażeby się zorientować ja k  wielkie może być zboczenie wartości a'x: ax 
od n, p rzy jm ijm y  np., że

Gx• Gy =  GX \ Gy .

W tedy równanie (6) daje

I o ’x n i  +  rn  :
1 +  r ' 7

co p rzy  wartości v, leżącej m iędzy 0,10 dla bardzo m ałych, a 0,33 d la  
bardzo w ielk ich  naprężeń i v '= T3u , daje

ax:a x= 0 , S 5 n  do 1,02 n .

In n y  ważniejszy jeszcze w p ły w  różnicy stosunku P o isso na  d la be
tonu i  żelaza om ów im y poniżej.

T u ta j w ypada  zw rócić  uwagę na pewne rozpowszechnione nadużyc ie  n a zw y  lic zb a  
P oissona . C zytam y np . często, że w  doświadczeniach z b e to n o w y m i s łupam i o w ija 
n y m i znaleziono większą, w artość lic z b y  P oissona , n iż  d la  ta k ic h  sam ych zresztą s łu 
pów  bez zbro jen ia . Jeże li a u to rzy  m a ją  na m y ś li w artość te j sta łe j d la  be tonu , to  ta k ie  
zdanie n ie  m a po p ro s tu  naukowego sensu, bo w  be ton ie o w in ię ty m  rozszerzenie p o 
przeczne, w yw o łane  p o d łużnym  ściskaniem , n a tra fia  na w ie lk i opór zb ro jen ia , k tó r y  
spraw ia, że zam iast lin iow ego pow sta je  w  be ton ie  tró jw y m ia ro w y  stan napięcia , o n iezna
nej do tego w ie lkośc i naprężeń poprzecznych. G dybyśm y je  m og li zm ie rzyć, ta k  ja k  
odkształcenia, to  m ożna b y  i  w  ty m  p rzyp a d ku  z danych  dośw iadcza lnych liczbę P o is 
sona  ob liczyć i  je j w a rtość okaza łaby się z pewnością p ra k ty c z n ie  rów ną  w a rto śc i w y 
znaczonej z p o m ia ru  podłużnego skrócenia i  poprzecznego rozszerzenia s łupa z czystego 
be tonu . G d yb y  zaś ow i a u to rz y  m ie li na  m y ś li liczbę P oissona  d la  żelbetu, to  ty m  
gorzej, gdyż je s t to  m a te ria ł ca łk iem  n ie jednorodny , a liczba  P oissona  określa  stale 
odkszta łcenia m a te ria łu  jednorodnego i  rów nokierunkow ego. To co m ierzą na  słupach 
zb ro jo nych  je s t ty lk o  stosunkiem  właściwego odkszta łcenia poprzecznego do tak iego  
odkszta łcenia podłużnego be tonu  słupa, k tó ry  z liczbą  P oissona  je s t w  m n ie j lu b  w ię 
cej z łożonym  zw iązku. B yć  może, iż  n ie k tó rz y  badacze uw aża ją  liczbę P oissona  za 
skróconą nazwę powyższej -wielkości, ale tego czyn ić  n ie  w o lno choćby ty lk o  ze w zg lę 
dów  d yd a k tyczn ych .

Co się tyczy kątów" odkształcenia postaciowego, to  zw-iązki między 
wartościam i odpowiadającym i obu ciałom są określone równaniam i sta
tycznym i:

TXz —  1 Tyz ~  tyz-

Ponieważ p rzy  założeniu ważności p raw a  H o o k e ’a  jest

E
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przeto
(7) Gyxz—G'y'xz i  Gyyz= G 'y 'yz,

czy li dwa k ą ty  odkształcenia postaciowego np. żelaza, są

G' F '  l  +  v l  +  v
~g ~ e  ~ i + /  ~ n i  + y

razy mniejsze od odpowiadających ką tów  betonu.
Korzyści ze zbrojenia betonu polegają głównie na przyb liżonym  rów 

naniu
ax:ax= n .

P rę ty  zbrojenia o stosunkowo w ie lk ie j w ytrzym ałości odciążają znacznie 
słabszy beton i  pozwalają zmniejszyć ca łkow ity  przekrój żelbetowy w  sto
sunku do przekro ju  betonu niezbrojonego. Najskuteczniej działa oczy
wiście zbrojenie wzdłuż l in i i  naprężeń głównych, k tóre  to  zbrojenie redu
ku je  wartość naprężenia ab w  betonie przekro ju zbrojonego w  stosunku 
do wartości a w  pe łnym  przekro ju  n iezbrojonym  według wzoru:

(8) <r6:a=l:[l+(£-l)ę>].

Ten wzór różni się od wyprowadzonego uprzednio ty lk o  tym , że 
liczbę n  zastąpiono przez £ jako dokładną wartość stosunku ax:ax. L iczba 
zaś cp=Fz:F  określa stosunek zbrojenia (100<y jest „procentem zbro jenia"), 
t j .  stosunek pola przekro ju  żelaza do przekro ju  całkowitego.

W  ty m  miejscu należy zwrócić uwagę na dającą się teoretycznie prze
widzieć i uzasadnić w yb itną  różnicę w  działaniu zbrojenia rozciąganego 
od ściskanego na niekorzyść tego ostatniego. Ta różnica polega po pierwsze 
na możliwości wyboczenia ściskanych cienkich prętów  zbrojenia pogrą
żonych W sprężystej, a więc podatnej masie betonu. Tej kw estii nie roz
patryw ano, o ile m i wiadomo, b liże j teoretycznie, a i dane doświadczalne 
są dość skąpe. To zresztą wyboczenie, jak ie  obserwowano po odłupa
n iu  się betonowej skorupy zbrojenia słupów, nie ma z poprzednim nic 
wspólnego.

Po w tóre polega owa różnica na rozsadzającym działaniu ściskanych 
prętów  zbrojenia, k tóre  jest n ieuniknioną konsekwencją znacznie większej 
liczby Poissona dla żelaza (v— ^ )  n iż dla betonu. Teoretycznie roz
patryw ałem  tę rzecz w  ustępie 2 pracy p t. „Obliczenie w ym iarów  belek 
betonowych obustronnie zbro jonych" Czas. Techn. z r. 1906, gdzie znaleźć 
można liczbowe w yn ik i.

Toteż ła two było przewidzieć, że bez porównania korzystnie j będzie 
działać zbrojenie owijane elementów ściskanych. Wszak dostatecznie
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gęste i  szczelne owinięcie może nawet m ateria łow i sypkiemu lub  płynnemu, 
a więc pozbawionemu właściwej wytrzym ałości, udzielić zdolności zno
szenia obciążeń dzięki temu, że p rzy  wszechstronnym równom iernym  
ściskaniu m ateria łu dostatecznie jednorodnego staje się jego wytrzym ałość 
właściwa praktyczn ie  nieograniczona. Przecież nawet całkiem słabe skały 
w  łonie ziemi, k tó re  obnażamy .przy wierceniu sztolni głębokich kopalń 
lub  w ielkich tune li, nie wykazu ją  zmiażdżenia o lb rzym im  ciężarem w ierzch
n ich pokładów, a ty lk o  odłupują się ła tw o lub  zupełnie samoczynnie 
w  tzw. przedsobiu, tam  bowiem przez usunięcie m ateria łu znieśliśmy 
trzecie główne ciśnienie ogólnego stanu napięcia, ja k i panuje w  głębi 
skalnych pokładów.

P rzy  ściskaniu betonowego słupa naprężeniem ab musiałoby wystąpić

rozszerzenie poprzeczne o w zględnej wartości v ~ , gdyby nie było  owi-Hi
nięcia, k tó re  tem u rozszerzeniu przeszkadza. A le  owinięcie jest również  
sprężyste, w skutek  czego poddaje się nieco, a rozszerzenie poprzeczne  
betonu pojaAvi się w  Acarstwie zm niejszonej ty m  bardzie j, im  m nie j po
datne jest OAvinięcie. D latego OAvinięcie na rdzeniu p rostokątnym  musi 
działać bez żadnego porów nania słabiej od OAyinięcia na  rdzeniu okrągłym . 
"Wewnątrz OAyinięcia panu je  w  betonie tró jA rym iarow y stan napięcia, zb li
ża jący  się w  m iarę w zrostu obciążenia coraz więcej do idealnej granicy  
wszechstronnego równom iernego ściskania, na k tó re  Avytrzymałość m a 
teria łu  (m ierzona graniczną AAartością eśn ien ia) jest p raktyczn ie  nieogra
niczona. W  peyynym przybliżen iu , n iew ątp liw ie  znacznym  dla osiowej 
części słupa, ale wcale nieAyystarczającym dla części przylegających do 
owinięcia, da się zagadnienie rozwiązać z łatwością teoretycznie , zw a
żywszy jed nak  na zaznaczoną słabą stronę poprzestanę na odesłaniu  
C zyte ln ika  na razie  do § 51 „Teorii że lbetu11 M . T h u l l ik g o  lub  do cyto 
w anych tam że prac Sa l ig e b a .

Zm niejszenie rozszerzenia poprzecznego przez obecność OAyinięcia 
stwierdzono też n ie jednokrotn ie  doŚAviadczeniem, p rzy  czym  jednakże  
często określano błędnie stosunek tego zmierzonego rozszerzenia do po
dłużnego skurczenia jako  liczbę P o isso na .

Godna uw agi jest ro la  z b r o j e n i a  p o d ł u ż n e g o ,  ja k ie  dajem y obok  
owinięcia ay słupach. To zbrojenie m a nie ty lk o  znaczenie konstrukcyjne, 
ale teoretycznie  jest po trzebnym  uzupełnieniem  OAyinięcia. E o la  zbrojenia  
podłużnego jest podw ójna. Po pieiwsze p rę ty  tego zbro jenia  tw orzą  Avraz 
ze zAyojami owinięcia k ra tę  o otAvorach ta k  m ałych, aby „w ypłyn ięc ie14 
przez nie betonu pod w ie lk im  ciśnieniem nie było  m ożliw e przed osiągnię
ciem granicy plastyczności owinięcia. Po w tóre  samo owinięcie n ie s taw ia 
łoby praAyie zupełnie oporu przeciw  zginaniu. D o  tego są potrzebne p rę ty  
podłużne, k tó re  zw iększają  w  znacznym  stopniu sztywność zginania słu
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pów, zmniejszając jednocześnie w  ty m  samym stopniu niebezpieczeństwo 
w y  boczenia.

Powyższymi działaniam i da się wytłum aczyć doskonale w yprow a
dzona z licznych doświadczeń konieczność stosowanego doboru zbrojenia 
podłużnego p rzy  danym  owinięciu i  rozmiarach słupa.

Na podstawie poprzednich ogólnych w yn ików  spróbujem y teraz w y 
św ietlić działanie strzemion w  belce żelbetowej jako zbrojenia przeciwko 
siłom poprzecznym. Te siły  w arunkują , ja k  wiadomo, naprężenie styczne 
pionowe w  prostokątnych przekrojach poprzecznych belk i pomyślanej 
poziomo, oraz odpowiadające im  naprężenia styczne w  poziomych prze
kro jach o te j samej wielkości, w  k ie runku  równoległym  do osi belki.

O ile  rozpatryw any przekró j leży n iezbyt blisko miejsca obciążonego 
bezpośrednio siłą skupioną tego samego rzędu co siła poprzeczna, to  
przy założeniu jednorodności m ateria łu o trzym alibyśm y z w ie lk im  p rzy

bliżeniem znany paraboliczny rozkład 
naprężeń stycznych o m aksym alnym  
naprężeniu w  osi obojętnej, a więc tam, 
gdzie nie ma naprężeń norm alnych p rzy  
jak ie jko lw iek  wartości momentu zgina
jącego. Przez obecność w  betonie zbro
jenia w  postaci cienkich strzemion nie 
ulegną k ie runk i naprężeń głównych 
godnej uwagi zmianie, skoro więc po
m yślim y sobie w  warstw ie obojętnej 
element prostopadlościenny zoriento- 
w a ify  równolegle do kraAvędzi belki, to  
na ściany tego elementu dzia łają naprę
żenia styczne r  i  te j samej wielkości 

naprężenia styczne dzia łają na ściany boczne pionowych strzemion, ja k  
poprzednio ogólnie wykazano. (Ewentualne drugorzędne ciśnienia p io 
nowe, przeniesione od bezpośrednio obciążonych skra jnych warstw  be lk i 
możemy w  pierwszym przybliżeniu pominąć). O tym , ażeby naprężenia 
ścinające w  strzemieniu m ia ły  n -kro tną  wartość takichże naprężeń w  be
tonie, ja k  to  czasami przypuszczają, nie może być oczywiście mowy.

Działanie strzemion w  warstw ie obojętnej wychodzi jeszcze jaśniej 
na jaw  z rozpatrywania odkształcenia elementu zorientowanego względem 
tamtego pod kątem  45° (rys. 2). Na ściany boczne takiego elementu dzia
ła ją  ciągnienia i  ciśnienia o te j samej bezwzględnej wartości co naprę
żenia ścinające w  przekrojach przekątnych. P rzy założeniu ważności prawa 
H o o k e ’ a  wydłużenie właściwe elementu w  k ie runku  ciągnień musi 
być równe skróceniu w  kierunku ciśnień, wobec czego długość przekątnych 
nie ulegnie zmianie. N ie by łoby zatem powodu do podłużnych naprężeń
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norm alnych w  pręcie strzemienia, mającym  kierunek pionowej przekątnej 
elementu; Zważywszy jednak że beton objaw ia znaczne zboczenie od prawa 
H ooke’a  możemy się spodziewać jnż na podstawie doświadczeń z prostym  
rozciąganiem i p rostym  ściskaniem, że wydłużenie elementu w  k ie runku 
ciągnień będzie nieco większe od skrócenia w  k ie runku ciśnień poprzecz
nych, co wywołać musi zwiększenie długości przekątnej pionowej i, co 
za ty m  idzie, ciągnienie w  strzemieniu. Strzemię oddziaływając nawza
jem  na beton zmniejsza w  n im  naprężenie. Tak tedy obecność 
strzemion działa obniżająco na naprężenia ścinające w  betonie dzięki 
zboczeniom betonu od prawa H ooke’a . Jest rzeczą jasną, że z chwilą 
powstania pęknięcia w  płaszczyźnie prostopadłej do głównego ciągnienia 
przenosi się cała miejscowa siła ścinająca na przekró j strzemienia; ty lko  
ten krańcowy przypadek b y ł dotychczas uwzględniany w  teoretycznych 
rozważaniach, służących za podstawę obliczenia strzemion.

Oznaczmy przez e wartość wydłużenia właściwego w k ie runku  głównego 
ciągnienia +  a, a przez e wartość właściwego skrócenia w  k ie runku głów
nego ciśnienia —a, to  wydłużenie właściwe e przekątnej kw adratu  o bo
kach Z, zarejestrowanych w kierunkach głównych, obliczym y z równania 
wyrażającego, że kw adrat przekątnej po odkształceniu równa się sumie 
kwadratów  obu boków, czyli:

jako wyrażenie na wielkość właściwego wydłużenia przekątnej.
P rzy małej wartości naprężeń będzie różnica e— e', a więc i  i  n iew ą tp li

wie bardzo małe, wobec czego odciążające beton działanie strzemion będzie 
również znikome; dopiero gdy naprężenia betonu zbliżają się do granicy 
wytrzym ałości staje się e znacznie większe od e', a ciągnienie w  strzemio
nach może osiągnąć poważną wielkość, odciążając przez to  beton i  opóźnia
jąc znacznie p rzy  dalszym wzroście sił zewnętrznych powstanie pęknięć.

R ozpatrywany sposób działania strzemion nie jest jednakże jedynym  
powodem ich skuteczności w  k ie runku  wzmocnienia belki. D rug i polega 
na zakrzyw ieniu p ierwotnie płaskich przekrojów  poprzecznych be lk i pod 
wpływem  naprężeń ścinających. To zakrzywienie nie trudno obliczyć 
w  przypadku prostokątnego przekro ju  be lk i z m ateria łu jednorodnego 
i podlegającego prawu H o o k e ’a . W tedy, ja k  wiadomo, zależność w ie l
kości naprężenia ścinającego r  odległości y od w arstw y obojętnej określa 
równanie:

[ l /2  (1 +  e)]2 =  (1 +  e)2 +  (1 — e')2 .

Po rozw inięciu i Opuszczeniu wielkości rzędu e2 o trzym ujem y:

e = - ł ( e - £ ' )
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przy czym Q oznacza siłę poprzeczną, b—podstawę, h — wysokość prosto
kąta. Podzielm y warstwę elementarną, wydzieloną dwoma przekro jam i 
poprzecznymi w  odległości wzajemnej Ax, poziom ym i płaszczyznami 
w  odstępach Ay  na elementarne p ryzm aty o długości b prostopadłej do 
płaszczyzny rysunku 3. W skutek odkształcenia postaciowego tow arzy

szącego naprężeniom ścinającym r  zamienią się k ą ty  
proste między ścianami p ie rw otnym i bAx i  bAy na 
k ą ty  90°+  y, przy czym y =  r:G .  Jeżeli styczną do 
osi belk i po odkształceniu obierzemy za oś x, a p ro 
stopadłą do niej leżącą w płaszczyźnie obciążenia 
za oś y, to  ponieważ

A a

r

warstwa tg  y
obojętna

A

“ ł

dx 
dy ’

przeto pominąwszy znikomo drobną zmianę rzęd
nych y wskutek zakrzyAyienia przekro ju, napiszemy:

dx
dy

6Q
Gbli3 ? - » ■ )

Rys. 3 jako równanie różniczkowe śladu odkształcenia 
przekro ju  na płaszczyźnie x,y. Sam przekrój staje 

się powierzchnią walcową o tworzących prostopadłych do te j płasz
czyzny. Zróżniczkowawszy to  równanie o trzym am y

cPx 12 Q 
dy2 ~  G b ¥ y

jako  dostatecznie przybliżone wyrażenie dla k rzyw izny przekroju. Ta 
krzyw izna rośnie od wartości 0 w osi obojętnej ( y =  0) do wartości

/1\
\ Q l y = h l 2

6Q_
Gbh2'

(Moment Q -  w yw ołu je  mianowicie krzyw iznę osi belk i o te j samej wiel-

kości co największa krzyw izna przekro ju  wywołana siłą poprzeczną Q). 
Pom yślm y sobie teraz, że w  rozpatrywanej warstw ie znajduje się strzemię 
zbrojenia. G dyby ono brało całkowicie udzia ł w  opisanym odkształceniu, 
to  m usiałoby się skrzywić u  góry i u dołu promieniem Gbb?:6Q. A le sztyw 
ność strzemienia sprzeciwia się tem u; u strzemion z żelaza płaskiego 
oczywiście siln iej, n iż u  strzemion z żelaza okrągłego, p rzy  ty m  samym 
polu przekro ju, wobec czego przekrój poprzeczny be lk i zakrzyw i się pod 
wpływem  s iły  ścinającej słabiej, aniżeli wypada z powyższego rachunku, 
a naprężenia ścinające beton zmniejszają się ty m  bardziej, im  sztywniejsze
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są strzemiona i  im  gęściej rozmieszczone. Jakkolw iek trudno obliczyć 
dokładnie w  ja k im  stopniu odciąża przy ty m  strzemię naprężenia ścinające 
betonu, to  jednak pod ty m  względem skuteczniej działać będą strze
miona sięgające przez całą wysokość be lk i od krótszych. Łatw o zresztą 
przedstawić sobie przyb liżony schemat działania strzemienia jako belk i 
końcami utw ierdzonej i  obciążonej równocześnie w  połowie długości 
z jednej, a w  połowie z drugiej strony. Moment u tw ierdza jący będzie 
w każdym  razie m niejszy od momentu, k tó ry  by  w yw oła ł zgięcie strze-

mienia do krzyw izny 6Q,:Gbli2, czyli m niejszy od E SJ s , a zatem

naprężenie zginające w  strzemieniu będzie mniejsze od

6QEses 3 Q E jt  3 QEjt _ 3  Q ns_
Gbh2 ~  Gbh2 — 2(1 +  v)Ebh2 2 1 +  v bh2 '

We wzorze ty m  es oznacza odległość w łókien skra jnych od osi obojętnej 
zginanego strzemienia, a s  — szerokość strzemienia (w w idoku  belki). 
Ponieważ

3 _ i _ T
2 b h ~  max

jest wartością naprężenia ścinającego w  warstw ie obojętnej, przeto na
prężenie zginające w  strzemieniu a' musi być mniejsze od

n s
i  j ^ m a x  T  •l  +  v n

Przyjąwszy np. 1 +  v = 1 5 , a s =  ^ . , o trzym alibyśm y a ' < r max, z czego

możemy wnosić, że rozpatrywane drugie działanie strzemion będzie za
pewne znacznie słabsze od pierwszego. W  każdym  razie i  to  działanie 
okaże się silniejsze w  miarę wzrostu obciążenia z powodu zboczeń betonu 
od prawa H o o k e ’a , a ponieważ obydwa rozpatrzone działania nawzajem 
się wspierają, przeto w idzim y, że skuteczność strzemion ze względu na 
działanie s iły  poprzecznej, wykazane licznym i doświadczeniami, dała 
się przewidzieć i  wyjaśnić teoretycznie w sposób wcale zadowalający. 
Natom iast teoria nie po tra fi wskazać żadnego w pływ u strzemion na 
działanie momentu zginającego i  dlatego napotykane czasami in terpre 
tacje doświadczeń, rzekomo ten w p ływ  stwierdzające, należy uważać
stanowczo za błędne.

Pisząc n in ie jszy a rty k u ł n ie m iałem pierwotnie zamiaru praktycznego 
zużytkowania zawartych w  n im  rozważań teoretycznych, gdyż byłem  
zdania, że w  tych  przypadkach, w  k tó rych  zachodzi potrzeba obliczania 
strzemion, prawie każdy z używanych dotąd sposobów obliczenia prowadzi,
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praktyczn ie  biorąc, do celu. Chodziłoby raczej o to, aby na razie przygo
tować naukową podstawę do ustawienia racjonalnego wzoru na obliczanie 
strzemion, w  chw ili gdy będziemy rozporządzać dostatecznym materiałem 
doświadczalnym. Mam p rzy  ty m  na m yśli doświadczenia dokonywane 
w warunkach przynajm nie j zbliżonych do rzeczywistych warunków.obcią
żenia belek żelbetowych. N ie mogłem zaś do n ich zaliczyć praktykowanego 
bardzo często w  laboratoriach obciążenia jedną lub  dwiema silam i skupio
nym i. T ak i sposób obciążenia jest po pierwsze zby t n iekorzystny w  po
równaniu do obciążeń praktycznych, po w tóre zaś w yw ołu je  bardzo 
w ie lkie naprężenia drugorzędne, któ re  zakłócają do niepoznania rozkład 
„g łów nych“  odkształceń i  naprężeń. W ystarcza on zresztą, jeżeli chodzi 
o badanie działania samych momentów zginających, lecz żadną m iarą, 
jeżeli, ja k  w  rozpatryw anym  przypadku, wchodzą w  grę siły poprzeczne.



PROJEKT PRZEPISÓW  ŻELBETO W YCH  
OPRACOW ANY PR ZEZ M . T. HUBERA I  M . TH U LLIE G O

(Czasopismo Techniczne, 1919 r.)

§ 1. Określenie żelbetu

Za konstrukcje (zesklady) żelbetowe uważa się konstrukcje, w  k tórych  
żelazo jest ta k  połączone z betonem, że obydwa m ateria ły  tworzą pod 
względem statycznym  jedną całość.

§ 2. Zawartość projektu

P ro jek t ma zawierać ogólne p lany budow li i  szczegółowe p lany części 
żelbetoAvych, nadto założenia co do obciążeń, obliczenie statyczne części 
żelbetowych. D la  konstrukc ji ustro ju  niezwykłego i  niewypróboAvanego 
albo p rzy  użyciu m ateria łów o szczególnych własnościach, uzależnia się 
zezwolenie na wykonanie od należytego obliczenia i  ewentualnie badań 
doświadczalnych. Prócz tego należy podać w  projekcie jakość i stosunek 
ilościowy m ateria łów  przeznaczonych do sporządzania betonu oraz za
pewnioną kostkową wytrzym ałość betonu o tychże samych składnikach 
po 28 i  42 dniach, a wreszcie granicę plastyczności żelaza przeznaczonego 
na zbrojenie.

Do oznaczania w ytrzym ałości betonu należy-  używać kostek o d łu 
gości krawrędzi 20 cm, p rzy  czym znaleziona wartość w ytrzym ałości ma 
być średnią p rzynajm nie j z trzech doświadczeń.

§ 3. Podstawy obliczenia

1. P rzy  obliczeniu należy w  ogóle stosować ustalone naukowe zasady 
s ta tyk i oraz nauk i o sprężystości i  wytrzym ałości materiałów, ewentualnie 
innych działów technicznej fizyk i. Reguł czysto praktycznych wolno 
używać o ty le , o ile  nie są one w  sprzeczności z w ym ien ionym i zasadami 
i z inn ym i a rtyku ła m i niniejszych przepisów.
Pisma, I I I  1 1
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2. W  obliczeniu każdej części dźwigającej należy uwzględnić:
A . Następujące obciążenia:
a) obciążenie stałe, tzn. ciężar w łasny te j części wraz z in n ym i n ie 

zm iennym i częściami konstrukcy jnym i, k tó re  na n ią stale działają;
b) obciążenie zmienne, określone przeznaczeniem budow li, a nadto na- 

pór w ia tru , ziemi lub  wody, obciążenie śniegiem itd .
B . Następujące działania fizyczne:
a) w p ływ  zmian tem peratury,
b) w p ływ  kurczenia się lub  też pęcznienia betonu.
3. Ciężar w łasny betonu ubijanego należy w  obliczeniach przyjąć 

przynajm nie j 2200 kG /m 3, żelbetu 2400 kG/m3, o ile  nie uwzględnia się 
dokładniej ciężaru zbrojenia.

Ciężary innych m ateria łów należy przyjm ować według ustalonych 
norm ; w razie odstępstwa od tych  norm  należy należycie uzasadnić w ar
tość przy ję tą  ciężaru właściwego.

4. Obciążenie zmienne mostów drogowych i  kole jowych należy p rzy 
jąć według ogólnych przepisów dla obliczenia mostów.

5. D la  innych budow li należy przyjąć najniebezpieczniejsze obciążenia, 
możliwe przy ich użyciu, o ile  co do n iektórych nie wydano osobnych 
norm  obliczenia (wysokie kom iny).

6. W  budowlach narażonych dzięki swemu przeznaczeniu na w ielkie 
wahania tem peratury, ja k  np. suszarnie, kom iny, chłodnie itd . należy je  
uwzględnić, o ile  te wahania w arunku ją  powstanie naprężeń dodatko
wych, w  innych zaś budowlach ty lk o  w tedy, gdy obliczana konstrukcja  
jest zarazem wystawiona na zm iany tem pera tury pow ietrza zewnętrz
nego. P rzy tym , jeżeli się betonuje p rzy  średniej rocznej temperaturze, 
należy przyjąć wahania ±15°C  (od tejże tem peratury). Jeżeli zaś beto
nuje  się przy innej temperaturze, należy stosownie zmienić odchylenia 
od te j tem peratury tak, aby zakres wahań b y ł znowu rów ny 30° C. D la  
części, k tó rych  najm niejszy w ym iar ma 70 cm lub  więcej oraz tak ich, 
k tó re  są dostatecznie chronione nadsypką, lub  w  in n y  sposób, można 
p rzy jąć mniejsze wahania tem peratury, a m ianowicie ± 1 0 °O (od średniej 
rocznej).

W p ływ  kurczenia się betonu na pow ietrzu należy uważać za równo
ważny obniżeniu się tem peratury o 20°0, p rzy  czym p rzy jm u je  się współ
czynnik sprężystości 15/*=210000 kG /cm 2, a współczynnik wydłużenia 
cieplnego a =  0,00001 na 1°0. To zastępcze obniżenie tem peratury można 
zmniejszyć do 10°C, jeżeli się betonuje częściami, a szczeliny zamyka 
się najwcześniej po 14 dniach od ukończenia ostatniej części.

D la  stropów i  słupów wewnątrz budynków  można nie uwzględniać 
w  obliczeniu powyższych w pływów, jeżeli w  budynkach dłuższych niż 
40 m  urządzi się przerwy dyla tacyjne w  odstępach co najwyżej 30 m.
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§ 4. Wyznaczenie sił zewnętrznych

1. P rzy obliczeniu wielkości statycznie niewyznaczalnych i  p rzy  w y 
znaczaniu odkształceń wszelkich konstrukc ji należy pola i m om enty bez
władności przekro jów  złożonych z betonu i  żelaza zastąpić przekro jam i 
„sprowadzonym i44 (idealnym i) w  ten sposób, że każdemu elementowi pola 
przekro ju żelaza przypisuje się 10-krotną wartość takiegoż elementu pola 
przekro ju betonu. Przy ty m  należy przyjąć współczynnik sprężystości be
tonu ta k  dla ciągnień, ja k  i  ciśnień -2^=210000 kG/cm2. D la  wyznaczenia 
samych sił zewnętrznych można brać w  rachubę m om enty bezwładności 
bez uwzględnienia przekro ju  żelaza.

2. Jeżeli sposób podparcia nie ustala dokładnie punktów , względnie 
prostych podporowych, należy jako rozpiętość teoretyczną przyjm ow ać:

a) dla p ły t  o podpartych brzegach równoległych rozpiętość w  świetle 
zwiększoną o grubość p ły ty  w  środku;

b) d la belek w  obu końcach podpartych odstęp środków pow ierz
chni łożyskowych, w  każdym  jednak razie co najm niej 1,05 rozpiętości 
w  św ie tleJ).

3. D la  p ły t  i  belek ciągłych należy za teoretyczną rozpiętość uważać 
w  przęsłach środkowych odstęp środków podpór, a w  przęsłach skra jnych 
zastosować odpowiednio przepis z ust. 2. Jeżeli jednak w  budynkach 
szerokość podpór dochodzi lub  przekracza jedną p ią tą  odstępu środków 
podpór, a be lk i są ze słupami odpowiednio połączone lub  też nad pod
poram i wystarczająco obciążone, to  nie potrzeba ich obliczać jako be lk i 
ciągłe, lecz jako poziome utwierdzone, o rozpiętości równej 1,05 rozpię
tości w  świetle.

4. P ły tę  o silnych żebrach równoległych należy obliczać jako belkę 
ciągłą na stałych podporach, a to li p rzy  słabszych żebrach albo znacz
nym  ich  odstępie trzeba uwzględnić ugięcie żeber jako podpór.

5. B elk i ciągle należy obliczać dla najkorzystnie jszych obciążeń. W  ra 
zie ich  stałego połączenia z podporam i należy to  na żądanie urzędu bu 
dowlanego uwzględnić p rzy  obliczeniu słupów podpierających.

6. P rzy obliczeniu momentu zginającego w  środku przęsła można 
uwzględnić utw ierdzenie na końcach be lk i lub  p ły ty  ty lk o  o ty le , o ile  
odpowiedni ustró j je  zapewnia, co należy poprzeć rachunkiem. Przy w m u
rowaniu końców w  m ur ceglany nie można liczyć na utwierdzenie.

!) Z pow odu odkształca lności po dp ór m usi rozp iętość teo re tyczna  ta k ic h  p ły t  i  b e 
le k  b y ć  w iększa od rozp ię tości w  św ietle, a to li doświadczenie i  s ta tyczne rozw ażania 
pouczają, że przew yżka teo re tyczne j w a rtośc i rośn ie ty lk o  do pewnej g ra n icy  z powiększe
niem  d ługości p o d p a rtych  części b e lk i. Przepisane reg u ły  p ra k tyczn e  za m yka ją  rozpiętość, 
k tó rą  na leży braC w  rachubę p rz y  s ta tycznych  obliczeniach, w  g ra n icach , k tó ry c h  rze
czyw is ta  rozp iętość teo re tyczna  zapewne n ig d y  n ie  przekracza .
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Gdy w  obliczeniu p rzy jm u je  się podparcie końców, to  jednak należy 
przez odgięcie prętów  zbrojenia i  odpowiedni przekrój betonu uwzględnić 
możliwe częścicwe utwierdzenie.

7. Szerokość użyteczną p ły ty  c po każdej stronie żebra dźwigarów 
teowych należy przyjm ować zależnie od odstępu żeber w świetle a  i  ich 
rozpiętości l według następujące tabe lk i:

D la  a:  l  =  od 0 do 0,25 0,50 0,75 1 
c :a =  0,5 0,45 0,40 1/3

D la  pośrednich wartości należy interpolować lin iowo.
D la  « :Z>1 należy p rzy jąć c <  1/3 2).
8 .  P ł y t y  p r o s t o k ą t n e  z b r o j o n e  w  k i e r u n k a c h  o b u  r o z p i ę t o ś c i  a  i  b, 

o w s z y s t k i c h  c z t e r e c h  b r z e g a c h  p o d p a r t y c h  l u b  u t A v i e r d z o n y c h ,  n a l e ż y  

o b l i c z a ć  A v e d ł u g  n a j A v i ę k s z y c h  m o m e n t ó w  z g i ę c i a  i / ,  i  s i ł  p o p r z e c z n y c h  Qx,  

av p r z e k r o j a c h  p r o s t o p a d ł y c h  d o  w ym iaru  a,  o r a z  n a j A v i ę k s z y c h  m o m e n 

t ó w  z g i ę c i a  M 2 i  s i l  p o p r z e c z n y c h  Q2, av p r z e k r o j a c h  p r o s t o p a d ł y c h  d o  

A Y y m i a r u  b.  Te A v i e l k o ś c i  s t a t y c z n e  o d n i e s i o n e  d o  j e d n o s t k i  s z e r o k o ś c i  

p r z e k r o j u  m o ż n a  o b l i c z y ć  j a k  d l a  b e l e k  o  odpowiadających r o z p i ę t o ś c i a c l i ,  

r o z d z i e l i w s z y  c a l k o A v i t e  o b c i ą ż e n i e  p ł y t y  P  n a  d w i e  o d p c w i a d a j ą c e  c z ę ś c i  

P a i  P b w  stosunku:
p  • p  — 

a 6-~ a* ' b* ’

jeżeli J 1 i  J 2 oznaczają odpoAviednio odniesione do jednostki szerokości 
m om enty bezAvładności przekro ju prostopadłego do u i  do b,  obliczone 
Avedług ust. 1 ,  zaś liczby a  i  j i 3) m ają Avartości zależne od sposobu usta 
lenia brzegÓAY Avedług następującej tabe lk i:

K odza j usta len ia  brzegów a P

I .  C ztery brzegi podparte  a lbo : dw a brzegi sąsiednie a i  6 p o d 
pa rte , a dw a pozostałe utAvierdzone lu b  też: cz te ry  brzegi 1 1

u tw ierdzone

I I .  A ) Oba brzegi rÓAvnoległe a podparte , zaś b u tw ierdzone 5 1

B ) Oba brzegi rÓAvnoległe b podparte , zaś a  u tw ie rdzone I 5

*) Powyższe regu ły , zbaczające znacznie od w sze lk ich dotychczasow ych przepisów, 
w y n ik a ją  z teo re tycznych  rozważań zaAvartych w  p ra cy : M . T . H u b e r  „T e o ria  p ły t  
p ro s to ką tn ie  ró żn o k ie ru n ko w ych ...“  po tw ie rdzon ych  należycie in te rp re to w a n y m i d o 
św iadczeniam i C. B a c h a  i  M e l a n a .

3) W arto śc i d la  a i  fl o trz y m u je m y  ła tw o , p rzy jąw szy  w  p rzyb liże n iu , że p ły ty  
m ożna zastąp ić dw om a k rz y ż u ją c y m i się sk raw kam i, k tó re  dz ia ła ją  ja ko  b e lk i połączone 
w  m ie jscu skrzyżow ania. Z w a ru n k u  rÓAvnego ugięcia w  ty m  m ie jscu w yp a d a ją  podane 
w  tabelce liczby .
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R odzaj us ta len ia  brzegów a P

I I I .  A ) Jeden brzeg a u tw ie rd zony , reszta podparta 1 2

B ) Jeden brzeg b u tw ie rdzony , reszta po dp a rta 2 1
IV .  A ) Jeden brzeg a p o d p a rty , reszta u tw ie rdzona 5 2

B ) Jeden brzeg b p o d p a rty , reszta u tw ierdzona 2 5

Obok przybliżonego sposobu obliczania można używać dokładnych 
wzorów teoretycznych, uwzględniających różnicę w  zbrojeniu podłużnym  
i poprzecznym, a także dokładnych wzorów teoretycznych i  tab lic  dla 
zwykłych p ły t  z m ateriału rótvnokierunkowego, jeżeli w  tych  ostatnich

4 /Jo 4)
długość a będzie zastąpiona „sprowadzoną" długością p ły ty  a 1 /  .

9. Ciężary skupione 5) działające przez warstwę nadsypki należy p rzy 
jąć jako rozłożone równomiernie na szerokość powierzchni działania cię
żaru, podwójnej grubości nadsypki i  pojedynczej grubości obliczonej 
p ły ty .

Jeżeli w  przypadku działania k ilk u  ciężarów skupionych szerokość b, 
na k tó rą  się ciężar rozkłada, jest większa od odstępu ciężarów, to na
leży przyjąć jako całkow itą szerokość, na k tó rą  się rozkładają wszystkie 
ciężary, sumę odpowiadających odstępów ciężarów zwiększoną o powyż
szą szerokość b.

10. Jeżeli dźw igary jednej konstrukc ji są połączone silnie poprzeczni- 
cami, to  można uwzględnić rozkład obciążenia jednego dźwigara, na są
siednie i dalsze nawet dźwigary na podstawie ugięcia sprężystego.

11. O ile  grubość p ły ty  i  części p ły tow ej dźwigara teowego wypada 
z obliczenia mniejsza n iż 8 cm, należy ją  zaokrąglić przynajm nie j do 8 cm. 
W yjęte  spod tego przepisu są p ły ty  dachowe i zawieszone stropy, które 
służą ty lko  do zamknięcia przestrzeni i  po k tó rych  się chodzi ty lk o  dla 
czyszczenia itd ., jako  też wykonane fabrycznie, gotowe do układania, 
p ry ty  żelbetowe.

P ły ty  ściskane stropów żebrowanych aż do 0,6 m  odstępu żeber mogą 
otrzym ać grubość mniejszą niż 8 cm, jednak nie m nie j ja k  5 cm, jeżeli 
tak ie  stropy posiadają dla rozkładu obciążeń poprzeczne żebra, a to przy 
rozpiętościach od 4 do 6 m przyna jm nie j dwa.

Mniejsze grubości p ły t  są dopuszczalne pod warunkiem  przedłożenia 
dokładnego obliczenia ze względu na ciągnienie poprzeczne „w łók ien"

4) T ak ie  w zo ry  i  ta b lice  ukażą się w  pow yże j p rzy toczone j p racy, k tó ra  także  uza- 
sadnia podane w yrażen ia  d la  „sprow adzonej długości p ły ty  '.

5) Ten p u n k t i  następne odnoszą się do ob liczan ia  p ły t  tra k to w a n y c h  ja k o  b e lk i.
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betonu (ściskanych podłużnie) należących jednocześnie do p ły ty  i do 
żebra.

12. Obliczenie statyczne powinno obejmować także fila ry , przyczó łk i 
i  fundam enty z uwzględnieniem ewentualnego w yporu  hydrostatycznego 
i wyznaczeniem ciśnienia na grunt.

13. W  pełnych p ły tach  żelbetowych nie powinien odstęp prętów  zbro
jen ia  w  miejscu największego momentu przekraczać 15 cm..

§ 5. Wyznaczenie sił wewnętrznych

1. P rzy  obliczaniu naprężeń w  częściach konstrukcy j żelbetowych 
o postaci pręta, czyli be lk i należy przyjąć:

a) lin io w y  rozkład wydłużeń w  k ie runku  prostopadłym  do przekro ju  
poprzecznego (czyli proporcjonalność wydłużeń lub  skróceń względem 
odpowiadających odległości w łókien podłużnych do osi o bo ję tne j)6);

b) stosunek współczynnika sprężystości żelaza do współczynnika sprę
żystości betonu E z:E b= n = 15, p rzy  czym należy obliczać naprężenia 
w  żelazie i  ciśnienia w  betonie z zupełnym pominięciem w  betonie ciąg
nień 7).

2. D la  mostów i  tak ich  części budow li, k tó re  są wystawione na dzia
łanie dym u, lub  inne w p ływ y  szkodliwe dla żelaza w  razie powstania 
szczelin w  ciągnionej części betonu, należy wykazać, że ciągnienia w be
tonie nie przekraczają dopuszczalnej wartości. Te ciągnienia należy wów
czas obliczyć p rzy  założeniu n = 10 dla całego p rze k ro ju 8);

3. D la  słupów nie narażonych na wyboczenie oblicza się dopuszczalne 
obciążenie p rzy  zapewnionym środkowym działaniu według wzoru:

P = a b(Fb+ 1 5 F z) ,

przy  czym ob oznacza dopuszczalne ciśnienie w betonie, F b pole przekro ju 
betonu, F z pole przekro ju  podłużnych prętów  zbrojenia. A to li użycie 
tego wzoru jest dopuszczalne pod warunkiem , że pole przekro ju  żelaza F z 
wynosi co na jm nie j 0,8°/0, a najwyżej 3°/0 pola przekro ju  betonu i  że 
p rę ty  zbrojenia są połączone strzemionami w  odstępach równych poło
wie najmniejszego w ym iaru  przekro ju  słupa. Jeżeli zbrojenie podłużne 
jest silniejsze niż 3°/0, to  z nadw yżki ponad 3%  wolno uwzględnić ty lk o  
trzecią część.

D la  sklepień uważa się za m in im um  zbrojenie 0,4°/0.

6) T o  p rzy jęc ie  p o tw ie rdza ją  'bezspornie doświadczenia z b e lka m i że lbe tow ym i, 
na rażo nym i na czyste zg inan ie  lu b  zgięcia z s ilą  pod łużną , oczyw iście w  obrębie faz I  i  I I .

7) T o  odpow iada, ja k  poucza ją  liczne doświadczenia, na jlep ie j tz w . fazie  I l b ,  p rz y 
ję te j powszechnie za podstaw ę obliczenia.

8) Zm nie jszenie w a rto śc i n  na  10 odpow iada zwiększeniu w a rtośc i w spó łczynn ika  
sprężystości be tonu  p rz y  z m n ie jsze n iu  naprężeń zgodnie z w y n ik a m i doświadczeń.
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4. W  częściach kons trukc ji narażonych ty lko  na ciągnienie nie uwzglę
dnia się wcale betonu p rzy  obliczaniu przekro ju  żelaza, w  przypadkach 
ad (2) należy jednak obliczać ciągnienia, k tó re  nie pow inny przekraczać 
dopuszczalnej wartości.

5. D la  prętów ściskanych (czy to  środkowo czy też m imośrodkowo) 
należy uwzględnić niebezpieczeństwo wyboczenia, jeżeli smukłość, t j .  sto
sunek swobodnej długości pręta l  do najmniejszego prom ienia bezwład
ności przekro ju  i,  przekracza:

60 — w  wypadku zbrojenia podłużnego,
40 — w  wypadku zbrojenia owijanego,
20 — w  wypadku betonu bez zbrojenia.

W  razie  użycia  w zoru  teoretycznego E u l e r a  należy uwzględnić zm ien
ność w spółczynnika sprężystości.

6. D la  prętów  ściskanych ze zbrojeniem owiniętym  (słupy owijane) 
należy p rzy  wyznaczeniu ciśnienia w  betonie przyjąć sprowadzone (ide
alne) pole przekro ju  F t . W  przypadku rdzenia okrągłego je s t9)

F i= l , 2 5 F r+ 1 5 F z+ 3 0 F 'z ,

p rzy  czym oznacza:
F ‘r — pole przekro ju  rdzenia, t j .  betonu wewnątrz zbrojenia owinię

tego;
F z — pole p rzekro ju  zbro jenia podłużnego;
F'z — pole przekro ju  otrzymanego przez podzielenie objętości zbroje

n ia  owiniętego przez długość słupa.
W  przypadku prostokątnego rdzenia o stosunku boków leżącym mię

dzy 1 a 1,1 należy użyć wzoru:

F ,=  aFr+ 1 5 F z ,
przy  czym

dla = 0 ,8  2,0 4 ,0 ,
Jt b

a =  1,3 1,7 1 ,9 .

Owinięcie można uwzględnić p rzy  pomocy powyższych wzorów, jeżeli 
są spełnione następujące w arunki:

a) Zbrojenie poprzeczne jest utworzone z jednego pręta zawiniętego 
śrubowo lub  z szeregu pierścieni spawanych.

8) M . T h u l l i e  i  A . K u r y ł ł o : B erecłm ung der um sohnurten  E isenbetonsaulen. 
“ B e to n  u . E isen“ . 1918, s tr. 214.
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b) Skok śruby względnie odstęp pierścieni jest m niejszy od 1/5 śre
dnicy rdzenia p rzy  ab =  50 kG /cm 2, zaś mniejszy od 1/8 średnicy rdzenia 
p rzy ab =  100 kG /cm 2, a nadto mniejszy od 8 cm.

c) Zbrojenie podłużne jest (co do objętości) p rzynajm nie j jedną trze
cią zbrojenia poprzecznego.

d) F i < 2 F b .
7. Jeżeli obciążenie pręta  ściskanego działa mimośrodowo, albo gdy 

obciążeniu środkowemu P  towarzyszą m om enty zginające lub  s iły  pro
stopadłe do osi, to  należy wyznaczyć naprężenie według wzoru

P  , M  
°  F  W ’

a p rzy  długości p rę ta  l większej n iż  2 0 -k ro tn y  najm niejszy  w y m ia r prze

k ro ju  popizecznego należy nadto  m om ent -1/ zwiększyć o —- ze względu

na powiększenie ram ienia  m om entu  w skutek wygięcia.
8. Slupy żelbetowe owijane z rdzeniem  z żelaza lanego m ożna o b li

czać p rzy  założeniu, że udźw ig  całego słupa jest sumą udźwigów  zew nętrz
nej części żelbetowej i w ew nętrznej z żelaza lanego, jeżeli skok owinięcia  
będzie rów ny lub  m niejszy, n iż podAYÓjny odstęp owinięcia od w k ładk i 
z żelaza lanego. P rz y  uwzględnieniu wyboczenia należy wziąć w  rachubę  
przekró j sprowadzony (idealny)

. F i= F , -[- i,Fz+  -jLF b .
T uta j oznacza:

F i  — pole p rzekro ju  żelaza lanego,
F z — pole p rzekro ju  zbrojenia podłużnego, a
F b — pole p rzekro ju  betonu.

9. Słupów żelaznych otu lonych samym betonem nie można traktow ać 
jako słupy zbrojone, lecz należy liczyć ty lk o  na wytrzym ałość przekro ju 
żelaza. Można jednakże uwzględnić usztywniające działanie betonu w  p rzy 
padku, gdy przekrój składa się z oddzielnych części i  traktow ać ten prze
k ró j jako  całość.

10. Najmniejsza grubość w arstw y betonu otula jącej zbrojenie nie po
w inna w p łytach być mniejsza od 1 cm, a av innych konstrukcjach 2 cm.

W  celu zabezpieczenia głÓAvnych prętÓAv zbrojenia od rdzy z powodu 
pęknięć betonu zaleca się zwiększyć poAvyższą grubość do 4 cm w  bel
kach mostów i innych konstrukcjach, o ile są narażone na działanie szko
dliwych gazÓAy.

N ajm n ie jszy  odstęp ay ŚAAdetle prętów  zbro jenia pow inien być ró w n y  
2 cm, ew entualnie grubości prętów , jeże li ta  grubość przekracza 2 cm.

11. N ajm nie jsza  grubość AYSzelkich części zbro jenia  pow inna Avyno- 
sić 5 mm. •
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12. D la  zapewnienia współdziałania betonu i  żelaza należy dawać 
strzemiona w  dostatecznej ilości, a końce prętów  odginać hakowato lub  
w  inny  sposób zakotwić, aby u trudn ić  przesunięcie się prętów. Naprężeń 
p rzy przesuwaniu prętów  w  betonie nie potrzeba brać w  rachubę, jeżeli 
grubość prętów  nie przekracza 26 mm.

33. K ą t wklęsły między p ły tą  a żebrem należy zaokrąglić lub  ściąć 
dla zmniejszenia miejscoAyych naprężeń.

§ 6. Naprężenia dopuszczalne 10)

1. W artość naprężeń dopuszczalnych dla betonu norm uje się pewnym 
ułam kiem  wytrzym ałości kostkowej po 42 dniach, określonej w  § 2. Ta 
wartość zależy w  ogóle:

a) od r o d z a ju  n a p rę ż e n ia  (np. proste ciśnienie, ciągnienie, ściska
nie, ciśnienie w  dwu kierunkach wzajemnie prostopadłych itd .);

b) od z m ie n n o ś c i n a p rę ż e n ia  (im  silniejsza zmienność, ty m  m nie j
sza 'wartość naprężeń bezpiecznych);

c) od d o k ła d n o ś c i o b l ic z e n ia  (im  dokładniejsze obliczenie, tym  
większe naprężenie dopuszczalne).

2. Ułamek określający wartość stosunku naprężeń dopuszczalnych dla 
betonu do jego w ytrzym ałości kostkowej po 42 dniach podaje następu
jąca tablica:

Ciśnienie Ciągnienie Ścinanie

p rz y  zg inan iu  i  m im ośro - 
dow ym  ściskaniu 0,30

p rz y  zg inan iu  i  m im ośro- 
dow ym  ściskaniu w  w a r
s tw ie  sk ra jne j 0,15

w  w a rs tw ie  obo ję tne j be
le k  zg inanych p rz y  skrę 
can iu  i  p rzesuw aniu p rę 
tó w  zb ro je n ia  0,03

p rz y  ś rodkow ym  ściska
n iu 11), a p rz y  m im ośro - 
dow ym  w  osi 0,25

p rz y  p ro s tym  rozciąga
n iu , a p rz y  m im ośrodo- 
w ym  w  osi 0,12

10) P rz y  no rm ow an iu  naprężeń dopuszczalnych dokonano ra d yka ln e j re fo rm y , 
usta la jąc  d la  wszelkiego rodza ju  b u d o w li jednakow e w a rto śc i naprężeń dopuszczal
nych . Z am iast zm niejszać te  w a rtośc i d la  m ostów  drogow ych, ko le jo w ych  itd . ,  zależnie 
od stopn ia  wstrząśnięć, zaproponowano m nożenie obciążeń s ta tycznych  odpow iedn im i 
w spó łczynn ikam i dyn am icznym i. Jest to  hardzie j naukowe, a zarazem  na de r p ra k tyczn e , 
bo np . d la  m ostów  zw iększają się n ie jako  au tom atyczn ie  naprężenia z rozp ię tością  
dążąc do g ra n icy  odpow iada jące j s ta łem u s ta tycznem u obciążeniu. W  ten  sposób p rze 
p is y  upraszczają się znakom icie , aczko lw iek uw zg lędn ia ją  i  w p ły w  zm ia ny  naprężeń 
i  w strząśn ien ia .

u ) Tę w artość m ożna podw yższyć do 0,28, je że li zachodzi zupe łna pewność, że s iła 
ściskająca dz ia ła  środkowo.
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Dopuszczalne ciśnienie (ciągnienie) p rzy  dwustronnym  ściskaniu (roz
ciąganiu) betonu należy p rzy jąć równe dopuszczalnemu przy prostym  
ściskaniu (rozciąganiu)12).

3. D la  zbrojenia z żelaza zlewnego lub  sta li norm uje się wartość do
puszczalnego ciągnienia lub  ciśnienia na 0,45 na granicy plastyczności, 
k tó re  należy p rzy jąć dla żelaza zlewnego równe 2400 kG/cm 2, o ile  nie 
udowodniono wyższej granicy.

4. Powyższe wartości można jeszcze podwyższyć o 15°/0, jeżeli w  o b li
czeniu będzie uwzględniony w p ływ  kurczenia się betonu, a o 25°/0, jeżeli 
nadto i  napór w ia tru  będzie w zię ty  w  rachubę.

Natom iast zaleca się uwzględnienie w p ływ u  zmienności naprężenia 
przez stosowne obniżenie wartości naprężeń dopuszczalnych według re
gu ł używanych zwłaszcza w  budowie mostów.

W p ływ  wstrząśnień należy uwzględnić przez pomnożenie obciążenia 
ruchomego współczynnikiem  dynamicznym, którego wartością jest:

1,7 d la mostów kolejowych,
1,4 dla mostów drogowych, kładek, bulwarów, stropów i  słupów je  

podpierających pod salami balowym i, głównych schodów itd .
A to li można p rzy jąć w  każdym  oddzielnym  przypadku odmienną w a r

tość współczynnika dynamicznego, byleby ta  wartość by ła  należycie 
naukowo uzasadniona.

5. D la  wyznaczenia w ym iarów  słupów w  budynkach należy w  na jw yż
szym piętrze p rzy jąć pełną wartość najniekorzystniejszego obciążenia, ale 
w  następnym niższym można ją  obniżyć o 10°/0, w  dalszym o 20°/0 itd ., 
aż do największego obniżenia o 50°/013).

6. G dy naprężenie ścinające w  belkach przekracza wartość dopusz
czalną, należy całą siłę ścinającą przenieść na żelazne zbrojenie i  to  czę
ściowo na strzemiona, a częściowo na odgięte p rę ty . M im o to  powinien 
beton być w  stanie przenieść przynajm nie j 30°/o sił ścinających bez prze
kroczenia dopuszczalnego naprężenia.

§ 7. Próby obciążenia

1. D la  mostów i  konstrukcy j o większej rozpiętości, a na żądanie 
organu kontrolu jącego także i  dla zw ykłych  konstrukcy j budowlanych, 
należy oprócz prób betonu przedsiębrać p róby obciążenia lu b  w y ry w 
kowe p róby złamania poszczególnych jego części.

2. P róby powyższe należy wykonywać d la większych mostów dopiero 
po 90 dniach, mniejszych po 45 dniach, a dla stropów po 35 dniach.

u ) N a  p o d s t a w ie  w y n i k ó w  d o ś w ia d c z e ń  A . F ó p p l a  i  i n n y c h .

13) I m  b o w ie m  w ię c e j  p ię t e r  z n a jd u je  s ię  n a d  r o z p a t r y w a n y m  t y m  m n ie js z e  j e s t  

p r a w d o p o d o b ie ń s t w o  n a jn ie k o r z y s tn ie js z e g o  o b c ią ż e n ia .
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3. P rzy  próbach obciążenia mostów należy się stosować do ogólnych 
przepisów wydanych dla mostów.

Bodowie narażone na w p ływ y  atmosferyczne, dym  itd ., należy obcią
żać ciężarem p, p rzy ję tym  w  obliczeniu; inne budowle lob  ich części 
należy obciążać ciężarem 1,2 p, jeżeli ta  część bodow li może się odkształ
cić samoistnie bez współdziałania innych części bodow li. W  razie takiego 
współdziałania należy albo obciążyć wszystkie współdziałające dźw igary 
albo p rzynajm nie j pięć, tzn. oprócz danego po dwa z obu stron. Można 
jednakże zastosować obciążenie p ' jednego ty lk o  dźwigara, jeżeli ono da 
się wyznaczyć teoretycznie na podstawie pom iarów ugięcia pod ciężarem p, 
z warunku, aby ugięcie pod ciężarem p ' jednego ty lko  dźwigara było 
równe ugięciu pod obciążeniem p całej konstrukc ji.

4. Obciążenie równom iernie rozłożone należy przy próbach obcią
żenia składać tak, aby się całkowicie i  o ile  możności jednostajnie przeno
siło na badany dźwigar, a nie niosło częściowo samo siebie (jak  np. cegły 
ułożone w  suchym murze). Jeżeli w  obliczeniu p rzy ję to  ciężar śniegu, to  
należy to  uwzględnić i  p rzy  próbie.

5. Obciążenie próbne należy pozostawić ta k  długo na konstrukc ji, 
dopóki zwiększają się odkształcenia, jednak co najm niej 12 godzin. W tedy 
dopiero należy mierzyć ugięcie. Ugięcie trw a łe  należy m ierzyć dopiero 
12 godzin później. Z uwzględnieniem ewentualnego zniżenia podpór może 
ugięcie trw ałe  wynosić najwyżej 1] i  ugięcia sprężystego (czyli 1/ i  ugięcia 
całkowitego).

6. P rzy  próbach obciążenia nie pow inny się pojawiać niebezpieczne 
pęknięcia, wyboczenia oddzielnych części lub  inne groźne oznaki. Ugięcia 
mierzone nie pow inny przekraczać obliczonych więcej n iż 20%.



NOW SZE B A D A N IA  W ŁASN OŚCI W Y TR ZY M A ŁO ŚC IO W Y C H  
ŻELBETU

( I  P o lsk i Z jazd  Ż e lb e tiiików , W arszaw a 1931 r.)

W ytężona praca badawcza nad ustro jam i żelbetowymi, dokonywana 
w  ins ty tu tach  i  laboratoriach w ie lu państw, idzie w ślad za nader bu jnym  
rozwojem budownictwa żelbetowego, jako sztuki inżynierskie j, tworząc 
rozległy i  ważny dzia ł w iedzy technicznej. Badania te dotyczą nie ty lko  
obu głównych m ateria łów ustro ju , t j .  betonu i sta li zbrojenia zAvanej do 
niedawna „żełazem“ , lecz zajm ują się głównie wzajemnym stosunkiem 
ich własności mechanicznych, a zwdaszcza ich współpracą p rzy  stawianiu 
oporu obciążeniem typoAcych części konstrukcyjnych, t j .  słupów, belek, 
p ły t  lub  ścian płaskich i zakrzywionych itd . W  badaniach oddzielnych 
m ateria łów wysuwa się na pierwszy plan beton, jako m ateria ł bardziej 
niejednorodny i różniący się od m ateria łu zbrojenia, k tó rym  jest z reguły 
stal konstrukcyjna, stosowana av  niewielu odmianach o Arłasnościach 
dobrze znanych.

§ 1. Beton

Badania nad odkształcalnością betonu pod Aypływem ciągnień lub  
ciśnień Ayykonane w  m in ionym  dziesięcioleciu pogrzebały nareszcie raz 
na zawsze n ie fo rtunny ze stanoAviska naukowego pom ysł zasłużonych 
inżynierÓAv-badaczy z ubiegłego stulecia C. Bacha i  F. S chu lego, 
k tó rzy  uznali in terpo lacyjną form ułę potęgową e = a a m z em pirycznym i 
s ta łym i a i m za „p raw o“  odkształcenia betonu 1).

' )  S tosując ją  jeszcze w  ro k u  1903 do „ te o r i i  zg inan ia  be lk i p ro s to k ą tn e j"  av p racy  
ogłoszonej w  „W iadom ośc iach  M a tem a tycznych " i  w  „Z e itsch r. d. Oster. In g . u. A rch . V . “  
przeszedłem zaraz po tem  do obozu p rze c iw n ikó w  „p ra w a  potęgowego". Skrom na ich 
liczba  aż do Avojny św iatow ej g inę ła  w  t łu m ie  ty c h , k tó rz y  uznaw a li „p ra w o  po tęgow e" 
za zdobycz naukow ą pracoAm i techn icznych n iem ieck ich  i  szw ajcarskich. Teraz jednakże 
p rzedstaw ia  się sprawa od w ro tn ie  dz ięk i lic z n y m  pracom  naukow o-dośw iadcza lnym .

E . P r o b s t :  U ntersuchungen iih e r den E in fluss  w iede rho lte r Belastungen au f 
E la s tiz ita t  u n d  F e s tig k e it von  B e ton  un d  E isenheton 1925.

M . E os : D ie  D ru c k e la s tiz ita t des M órte ls  und  Betons. Z u ric k  1925.
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Badania nowsze odróżniają „dziewiczą44 lin ię  wykresu a = f{e )  (e — w y 
dłużenia jednostkowe, a naprężenia) od l in ii obciążeń powtórzonych. 
L in ia  dziewicza jest zakrzywiona wypukłością ku osi a i  obejmuje od
kształcenia sprężyste razem z trw a łym i, czyli p lastycznym i. P rzy pow tó
rzeniu obciążenia o trzym uje  się lin ie  prawie proste, a dla odkształceń 
sprężystych dość daleko sięgająca ważność prawa H ooke ’a  (rys. 1). Po

każdym  powtórzeniu obciążenia stwierdzono (przy bardzo w ie lkie j do
kładności pom iaru) nowe odkształcenie plastyczne, jakko lw iek coraz 
mniejsze, co prawda przy dość k ró tk ich  okresach obciążenia m iędzy 20 
a 180 na m inutę w  doświadczeniach Probsta i Y o s h id y . Dłuższe 
okresy obciążenia stosowane przez E isenm anna  i  jego uczniów, pozwo
l i ły  znaleźć doświadczalnie naprężenia m iędzy 20 a 30 kG/cm 2 jako gra
nicę „ustalen ia44 odkształceń sprężystych, do k tó re j te odkształcenia pod
legają bardzo dokładnie prawu H ooke ’a  i  pozwalają wyznaczyć m oduł 
sprężystości (D reves otrzym ał dla betonu 1 :2 :2 , .©=223 000 do 
224 000 kG /cm 2). Z tych  i innych doświadczeń można Wnosić, że dostrze
gane odkształcenia trwałe nie są w  całości plastyczne, lecz składają się 
z części leniwosprężystej, t j .  wymagającej dłuższego czasu do zniknięcia 
po zdjęciu obciążenia z części plastycznej.

D reyes stw ierdził nadto, że w  dość znacznym przedziale naprężeń 
powyżej granicy ustalenia obowiązuje również prawo H ooke’a  dla od

A .  M e h m e l : Untersuchungen uber den E in fluss  h iiu f ig  w ie d e rlio lte r D ru c k - 
beanspruchungen von  B eton. B e rlin  1926.

E . K n o o p : Feinmessungen fu r  Zug und D ru c k  an Betonballcen m it  M ik ro kom pa - 
ra to r. B raunschw eig 1926.

K .  E i s e n h a n n : D ru c k  und  Zugversuche an B e ton  m it  M ik ro ko m p a ra to r. B e ton  
und  Eisen. N r  14, 1926.

O. D r e v e s : U b e r das elastiscbe V e rka lten  von  B eton in fo lge  B iegungs- und  D ru c k  - 
beanspruchungen. B raunscbw eig 1929.

H . Y o s h i d a : U ber das elastiscbe V erba lten  von  B eton. B e rlin  1930.
W . A . S. S l a t e r  i  J. L y s e ;  F . E . E i c h a r t  i  G. C. S t a e h l e .  „J o u rn a l o f tbe  

A m erican  Concrete In s t itu te “ . K w iec ień  1930, lu ty  i  marzec 1931.
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kształceń sprężystych, ale z nieco mniejszą wartością współczynnika JE. 
Ten niespodziewany w yn ik  nie został jeszcze potw ierdzony przez innych 
badaczy, nie rozporządzających dotąd ta k  dokładnym  narzędziem po
m iaru ja k im  jest m ikrokom parator Zeissa .

Badania nowsze w ykazały dalej zgodnie, że skoro po pierwszym 
obciążeniu rosnącym stopniowo aż do naprężenia krańcowego, oczywiście 
mniejszego od wytrzym ałości słupowej K sł pozostawimy obciążenie przez 
czas dłuższy, to  odkształcenie plastyczne rośnie dalej bardzo długo, 
jednakże w  tem pie coraz wolniejszym. Czas dojścia do równowagi we
wnętrznej może być bardzo d ług i i  nie jest jeszcze znany. W  doświad
czeniach amerykańskich śledzono wzrost odkształcenia do końca 5 m ie
siąca obciążenia, a postanowiono pozostawić obciążenie i  m ierzyć od
kształcenia aż do te rm inu  rocznego.

Te w y n ik i przypom inają żywo dawne obserwacje p ły t  kam iennych, 
np. marmurowych, k tó re  podparte końcam i w yg ina ją  się trw a le  pod 
ciężarem własnym  w  ciągu k ilk u  la t, a prawdopodobnie odginają się 
z powrotem  przewrócone na drugą stronę i  pozostawione ta k  znowu 
przez długie la ta.

P rzy  jednym  cyk lu  obciążenia: stopniowy wzrost naprężenia od 0 
do pewnej wartości ox < K st; pozostawienie obciążenia ax przez pewien

ność tę  usta lić na podstawie otrzym anych wykresów. Przytoczę tu  dwie 
propozycje M. R oSa i  F. E m pergera.

Pierwszy zaleca wzór hyperboliczny:

6
czas i  stopniowe odciążenie aż do zera, 
otrzym ano wykres OB CD (rys. 2). Styczna

B C w  O do gałęzi OB i  styczna w  O do gałęzi CD 
są równoległe. W ie lu  badaczy p rzy jm u je , że 
styczne te  określają właściwie m oduł sprę
żystości betonu. M. Roś o trzym ał w  ten 
sposób wartości:

0 ‘ 0 £ Ponieważ ta  stała nie określa jeszcze 
związku między naprężeniem a ca łkow itym  
odkształceniem, przeto spróbowano zależ-

zależnie od składu betonu.
A S -

Rys. 2

przy  czym współczynnik liczbowy Tc ustala na razie na 0,1, d rug i zaś wzór 
paraboliczny:
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T u ta j oznacza ex krańcowe odkształcenie jednostkowe, odpowiadające 
naprężeniu na granicy wytrzym ałości słupowej.

Tak zwana wytrzym ałość słupowa K si jest prawdziwą •wytrzymałością 
betonu na proste ściskanie, k tó ra  jest mniejsza nieco od wytrzym ałości 
kostkowej K k normowanej dotychczas przepisami ze względów p rak
tycznych. P rzy  przeliczaniu p rzy jm u je  się na podstawie doświadczeń 
K si=  0,8 K k. Badania dawniejsze Y an O rnum a 2) i  nowsze P ro b s ta  
i  Mu.ttmut.a na zmęczenie jednostronne p rzy  ściskaniu w ykazały, że gra
nica ciśnienia K zm wynosi d la betonu od 0,47 do 0,60 K sł. Jako reguła 
praktyczna w yn ika  stąd K zm= 1l2K si.

W ielkość K zm jako stała wytrzym ałościowa betonu ma nadto zna
czenie następujące:

Gdy wartość krańcowa ciśnienia p rzy jednostronnie zm iennym (pulsu
jącym ) obciążeniu jest > K zm, to  beton w ytrzym a jeszcze bardzo w ie lką 
liczbę zmian, ale jego wytrzym ałość doraźna maleje, dążąc w  granicy do 
wielkości równej K zm.

W  licznych badaniach usiłowano znaleźć emipryczną zależność (śred
niego) m odułu sprężystości betonu od jego w ytrzym ałości. W y n ik i 650 prób 
wykonanych w  Stuttgarcie i  ogłoszonych w  roku 1920 10. B ach  i  O. Gr a f , 
Porschungsarb. des V D I H e ft 227) dają się przedstawić wzorem in te r
po lacyjnym :

587000 K s l, n . „
=  - J . , +  220 kG/C“  '

Podobnie wyniki 400 prób w  labora torium  szwajcarskim w  Zurychu, 
ogłoszone w  roku 1925 w  przytoczonej ju ż  p ub likac ji M. Bośa, dają wzór:

550 000 K st 
Eś' =  K sl+ 1 50

przy  granicy naprężeń <0,3 K sl.
Może to  mieć ważne zastosowanie praktyczne. Na podstawie pom iaru 

odkształceń na wykonanej budow li da się bowiem obliczyć odpowiadająca 
wartość E Sr. Eozwiązując zaś wzór powyższy względem K sl, stw ierdzamy, 
czy stosowany beton m ia ł wytrzym ałość należytą. Roś wypróbował ten 
sposób na dziewięciu budowlach że lbetow ych3).

W  jednym  przypadku (most na rzece Aar) znaleziono tą  drogą 
JC=227 kG /cm 2, podczas gdy średnia z prób labora to ry jnych  dała 
220 kG /cm 2.

*) „T h e  F a tig n c  o f Concre te". T rans. A S C E . 1907.
s) M . Roś: Das elastische Y e rh a lte n  von  ausgefuhrten B e ton- u . E isenbeton-B au- 

Werken. Z u rich  1925.
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Druga stała sprężystości betonu, jakko lw iek niezbędna do zupełnego 
określenia jego odkształceń z danych naprężeń była  do pierwszego M iędzy
narodowego Kongresu Mechaniki Technicznej w  r. 1924 w  D e lft tra k to 
wana po macoszemu przez badaczy betonu. Jest n ią  oczywiście liczba 
Poissona v. P rzy  sposobności dyskusji na ty m  Kongresie zwróciłem 
uwagę na b rak pom iarów liczby Poissona w  bardzo zresztą cennych 
badaniach przedwojennych B acha i  G rapa nad p ły ta m i żelbetowym i. 
Ja k  na zawołanie posypały się zaraz pom iary liczby Poissona w  labo
ra toriach niemieckich, wykonywane z w ielką gruntowno,ścią przez .. .  sa
m ych prawie profesorów japońskich. H . Tanabe z Kobe w  r. 1924 i  Y . Kon- 
dow  z K io to  w  r. 1927 w ykonyw ali badania w  doświadczalni P o litechn ik i 
Drezdeńskiej kierowanej przez p ro f .  W . G e h le ra , w ym ien iony zaś już 
poprzednio H . Y osh ida  z F u ku i pracował w  doświadczalni prof. E. P ro bs ta  
w  Karlsruhe.

W edług tych  badań okazało się, że liczba v wzrasta, gdy wartość 
naprężeń rośnie. D la  odkształceń całkoAwitych (sprężystych +  p lastycz
nych) jest początkowa wartość v— 1/5,5 (przy m ałych naprężeniach), 
zaś dla odkształceń sprężystych r = l / 6  do 1/7. P rzy naprężeniach bliskich 
w ytrzym ałości słupowej Avzrasta v od wartości 0,25 do 0,42. Przyrost 
wartości v z przyrostem  a jest ty m  większy, im  beton jest młodszy, im  
Aviększy jest Avspółczynnik Avodo-cementOAvy (A bramsa), im  mniejsza 
jest Avytrzymałość słupowa.

§ 2. Stal zbrojenia

S t o s o w a n e  u  n a s  g ł ó w n i e  o k r ą g ł e  p r ę t y  z b r o j e n i a  z  m i ę k k i e j  s t a l i  

k o n s t r u k c y j n e j  o d z n a c z a j ą  s i ę  z A v y k l e  A v y ż s z y m i  A v ł a s n o ś c i a m i  A y y t r z y -  

m a ł o ś c i o A v y m i  o d  k s z t a ł t o A v n i k Ó A v  z  t e g o  s a m e g o  m a t e r i a ł u ,  j a k k o l w i e k  

A v y k r e s  r o z c i ą g a n i a  p o s i a d a  t a k i  s a m  c h a r a k t e r  z  p u n k t a m i  w y b i t n y m i  

n a s t ę p u j  ą c y m i  :

1) Granica proporcjonalności (~ 2 1 50  kG /cm 2).
2) Granica plastyczności, czy li Awedług daAvnej term ino log ii francuskiej 

(praktyczna) granica sprężystości (~ 2 7 0 0  kG/cm 2).
3) W ytrzym ałość doraźna (~ 4 0 0 0  kG /cm 2).
Przy tym  osiągnięciu granicy plastyczności odpoAviada A\ydłużenie 

jednostkoAve 0,2°/0, które  wzrasta bez zm iany Avielkości naprężenia do 2°/0. 
Dalsze odkształcenie plastyczne odbywa się już  p rzy  Avzroście naprężenia 
aż do AvytAvorzenia się szyjk i, po czym p rzy  Avydłużeniu p lastycznym  
~ 2 5 ° /0 p rę t pęka.

T y lko  Avyjątkowo stosuje się m ate ria ł tAwardszy, ja k  np. w  Niem czech  
tzAv. stal 52 ( t j.  o A \ytrzym ałości doraźnej nie mniejszej od 52 kG /cm 2 
i  g ranicy plastyczności p rzyn a jm n ie j 36 k G /m m 2). Jednakże nie ulega
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Wątpliwości, że ten m ateria! na zbrojenie może niekiedy dać korzyści 
gospodarcze. M odni sprężystości sta li jest, ja k  wiadomo, praktycznie 
niezależny od wytrzym ałości i  p rzy jm u je  się go F = 2  100 000 kG/cm 2. 
Liczba Poissona vz= 3h 0, a zatem vb (v betonu) jest znacznie mniejsze 
od vz (v stali).

Z przytoczonych Avielkości charakterystycznych dla sta li zbrojenia 
najważniejszym i d la żelbetu są: granica plastyczności {apt) i  odpowiada
jące je j wydłużenie plastyczne od 0,2 do 2% . Ponieważ wydłużenie całko
w ite  betonu ściskanego naprężeniem rów nym  K si jest równe 1 °/0, przeto 
z góry da się przewidzieć fa k t stwierdzony doświadczeniami, że np. obcią
żenie słupa zbrojonego w  zw yk ły  sposób, p rzy k tó rym  ciśnienie podłużne 
w  prętach zbrojenia osiąga wartość api musi być obciążeniem niszczącym 
słup. Te wiadomości o materiale zbrojenia zawdzięczamy już dawniejszym 
badaniom. Przypom inam  je  ty lk o  w  celu ułatw ienia, potem wysnucia 
wniosków' praktycznych z nowszych badań nad betonem, przytoczonych 
powyżej. Przechodząc do nich, wypada odróżnić części zbrojone w  zw yk ły  
sposób od części ow ijanych, nadto wyodrębnić części osiowo ściskane od 
obciążonych mimoosiowo lub  zginanych.

§ 3. Beton zbrojony w zwykły sposób

Racjonalne zbrojenie powinno, ja k  wiadomo, iść o ile  możności wzdłuż 
l in ii naprężeń głównych p rzy  najniekorzystniejszym  obciążeniu odpo
wiedniej części budow li. Zadanie rozwiązuje się w  prosty  i  ścisły sposób 
dla słupów osiowo ściskanych. P rę ty  idą równolegle i  symetrycznie do 
osi słupa av odległości od jego powierzchni zewmętrznej dostatecznie w ie l
k ie j, ażeby uniknąć niebezpieczeństAwa działania rozpychającego prętów  
zbrojenia na beton. Działanie rozpychające jest skutkiem  różnicy liczb 
Poissona sta li i  betonu. W  granicach przybliżonej ważności prawa 
H ooke ’a ciągnienie obwodowe at w  betonie (dokoła przekro ju  pręta 
okrągłego) jest zaAvarte ay granicach:

vz—vb P  ^ Vz~ Vb P  ^
l  +  vb F b+ n F z ' 1 — vl F b+ n F z

Po wstawieniu
vz— 0,3, 0,17

otrzym am y
P  P

0,111 <  a, <  0,133 =r—— = - ,
’ F b +  n F z ’ F b+ n F z ’

4) W ykaza łem  to  ju ż  ay r .  1904 ay p ra c y  „O b liczen ie  w y m ia rÓ A Y  belek be tonow ych  
obustronn ie  u zb ro jo n ych 11 Czasopismo Techniczne.
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przy  czym

A  zatem poprzeczne ciągnienia w  betonie przylegającym  do prętów  
zbrojenia mogą snadnie osiągać wartości około 12°/0 ciśnienia podłużnego. 
E lem ent betonu przylegający do pręta  zbrojenia jest p rzy  ty m  w  tró jw y 
m iarowym  stanie napięcia, którego dwa naprężenia główne cr, (podłużne) 
i  a, (promieniowe) są zawsze ciśnieniami. Obecność ciągnienia a, p rzy 
czynia się n iew ątp liw ie  do zwiększania w ysiłku  (wytężenia) m ateria łu, czyli 
zwiększa niebezpieczeństwo pęknięcia bez względu na nieznaną jeszcze 
postać ogólnego w arunku wytrzymałościowego dla betonu itp . m ateriałów 
kruchych 5).

Ponieważ ciągnienia a, maleją szybko w  miarę odległości od pręta 
zbrojenia, przeto wywołane n im i niebezpieczeństwo znika praktyczn ie  
p rzy  dostatecznie grubej warstw ie betonu, otula jącej pręt.

s) Jedna  z ekspertyz dosta rczy ła  m i dobrego p rz y k ła d u  sku tk ó w  rozpycha jącego 
dz ia łan ia  ściskanych p rę tó w  zbro jen ia . W  naszkicowanej na  rys . 3 belce że lbe tow ej 
o rozp ię tości 6 m  po d trzym u jące j w  środku  słup obciążony p raw ie  56 to n n a m i, u k a z a ły  
się w  p ó łto ra  ro k u  po w yko n a n iu  i  oddan iu  b u d o w li do u ż y tk u  ry s y  biegnące w zd łuż  
p rę tó w  zb ro jen ia  A B .  R ysy  te  n ie  k o ń czy ły  się w  po b liżu  osi obo ję tne j zg ina n ia  b e lk i, 
zaczynając się od w łók ie n  rozciąganych na  dole, ja k  to  bardzo często byw a , lecz szły

| / ,=56' tonn

od samej gó ry  A  przez całą wysokość b e lk i. N ie  m ożna b y ło  prze to  ob jaśn ić ic h  sam ym  
skurczem  i  c iągn ien iam i p o d łu żn ym i od zgięcia be lk i, gdyż w  górne j części zgięcie w y 
w o łu je  ciśn ien ia poziom e. Skoro jednakże zw ażym y, że podłużne ściskanie p ionow ego 
p rę ta  zb ro jen ia  słupa m a na jw iększą w artość w  m ie jscu  A  i  m a le je  k u  B  aż do zera, 
to  m ożem y dojść do w n iosku , że uw arunkow ane dz ia łan iem  rozp ycha jącym  c ią gn ien ia  
poziom e w  be tonie osiągnęły z czasem na znacznej części w ysokości b e lk i w a rto śc i, 
k tó re  p rzew yższa ły owe ciśn ien ia poziom e. T o  w  po łączeniu z w ie lk im i c iśn ie n ia m i 
p io n o w y m i doprow adziło  do pękn ięc ia  c ienk ie j stosunkow o w a rs tw y , dzielącej p rę t od  
zew nętrznej śc iany be lk i.
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Ale i  obliczenie powyższe staje się niepewne p rzy  obciążeniach zbliżo
nych do w ytrzym ałości słupa P . Obciążenia te stanowią ja k  wiadomo 
p unk t wyjścia do racjonalnego wym iarowania przekrojów.

Przytoczona poniżej mała odksztalcalność betonu jest powodem, że 
p rzy wzroście obciążenia słupa zachodzi jednocześnie z osiągnięciem gra
n icy plastyczności prętów  zbrojenia także zgniecenie betonu, czy li osią
gnięcie jego granicy wytrzym ałości słupowej. -S tąd  bardzo proste p ra 
w id ło dodawania wytrzym ałości

P w= F M + F $ = E $ >  ( F b +  i F z) ,
jeżeli

t  „W • v (b)s — Opi . K si .

Przyjąwszy w -kro tną  pewność przy obciążeniu użytkow ym  P  m am y przeto

P = a Z ( F t + i F ' z ) ,
przy czym

o{d<jp= jeżeli m oznacza pewność.

Ten wzór ma wprawdzie taką sarną postać ja k  tradycy jny , w  k tó rym
JE

współczynnik p rzy  F z b y ł n =  ~ , ale teraz ten współczynnik £ ma zu-
Ł b

pełnie odmienne znaczenie mechaniczne. Toteż zupełnie shiszne jest żą
danie P r .  E m pergera , nestora austriackich żelbetników, ażeby zerwać 
z zakrzepłą tradycją , k tó ra  ustalała w  przepisach różnych państw nie
zmienną wartość £ równą np. 15, bez względu na jakość betonu i  stali. 
(W  stadium  b lisk im  zgniecenia słupa, ja k  w iem y z § 1, zwiększa się v be
tonu, wskutek czego działanie rozpychające prętów  zbrojenia schodzi na 
d rug i plan).

Omówiona w  §' 1 zdolność betonu do odkształceń plastycznych, rosną
cych z czasem i  mających wielkości tego samego rzędu co odkształcenia 
sprężyste, jest wbrew powierzchoAYnemu mniemaniu własnością bardzo 
korzystną. A lbow iem  zgodnie z bezpośrednimi pom iaram i w  przytoczo
nych najnowszych doświadczeniach amerykańskich prowadzi ta  własność 
do coraz lepszego rozkładu obciążenia słupa na przekró j betonu i przekró j 
zbrojenia podłużnego. P rzy pierwszym obciążeniu po w ykonaniu słupa 
jest zrazu

a b = F b + n F z ’  a * = n < rb ’

jeżeli n = F z : F b , przy czym E b odpowiada określeniu podanemu po
przednio. Od te j chw ili odkształcenie jednostkowe całego słupa rośnie 
z czasem dzięki plastyczności samego betonu. Ponieważ skrócenie jedno
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stkowe e jest z jednej strony sumą skrócenia sprężystego betonu espr 
i  skrócenia plastycznego eph a z drugiej strony równa się skróceniu ty lko  
sprężystemu pręta zbrojenia (dopóki nie dojdziem y do granicy p lastycz
ności), przeto m am y równanie

e~ E b + £ *‘ +  Wz ’
a  stąd znajdu jem y wzory

 ^ b a z  r p  (A J

ab— —g  —EbSpl >
Z

a Z   f f A + - ® z  b łp l .

W zory te wyrażają, że ciśnienie w  betonie maleje z czasem, zaś ciśnie
nie w  zbrojeniu rośnie. Tak samo ma się rzecz i  w  słupach owijanych, 
o k tórych  jeszcze będzie mowa. Zauważyć wypada, że osiowe obciążenie 
słupów żelbetowych jest, ściśle biorąc, dość rzadkie. Najczęściej działaniu 
s iły  osiowej towarzyszą m om enty przeniesione na końce słupa przez inne 
części konstrukcyjne i  mam y do czynienia z przypadkiem  statycznie 
równoważnym obciążeniu mimośrodowemu. Obliczenie na obciążenie 
osiowe Wykonywa się bardzo często ty lk o  dlatego, że m om enty końcowe 
są trudne do teoretycznego ujęcia, a przy ty m  niewielkie.

§ 4. Słupy owijane

Podczas gdy w  słupie zw yk łym  beton jest ściskany niem al wyłącznie 
t y l k o  jednokierunkowo, to  beton wewnątrz zbrojenia poprzecznego w  słu
pie ow in ię tym  jest narażony na ściskanie we wszystkich trzech kierunkach 
głównych. Ideałem owinięcia by łoby takie, p rzy  k tó ry m  wszystkie trz y  
ciśnienia główne w  betonie jądra  b y łyby  prawie równe, bo w tedy wartość 
ciśnienia m ogłaby być dowolnie wielka, a o wytrzym ałości słupa decydo
w ałaby granica plastyczności sta li owinięcia oraz jego przekró j sprowa
dzony, czyli ilość sta li bez względu na jakość betonu, byleby tenże nie b y ł 
zbytn io  ściśliwy. Im  odstęp zwojów (w świetle) jest większy w  stosunku 
do grubości d ru tów  owinięcia, ty m  bardziej oddalamy się od ideału, a zbro
jenie staje się mniej skuteczne. A . CoNsrokRE i in n i badacze żelazo- 
betonu doszli do tego w yn iku  na podstawie doświadczeń i  dlatego unor
mowano gęstość owinięcia, poniżej k tó re j nie należy uwzględniać jego 
działania wzmacniającego.

Doświadczenia ze słupami ow ijanym i wykazały, ja k  wiadomo, że przy 
stopniowym  wzroście obciążenia na jp ie rw  kruszy się i  odpada beton 
zewnętrzny, a nienaruszony przy ty m  rdzeń wraz ze zbrojeniem w ytrzy -
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mu je  jeszcze znacznie większe obciążenie. Jest to  zupełnie zgodne z prze
w idyw aniam i teoretycznym i. Podobnie jest teoretycznie jasne, że dzia
łanie wzmacniające owinięcia znika praktycznie, gdy przekrój owiniętego 
rdzenia różn i się znacznie od ko ła  6).

Skutek dobrego owinięcia objaw ia się zwiększeniem wartości niebez
piecznego ciśnienia na przekrój betonu p rzy  jednoczesnym sprowadzeniu 
przekroju skutecznego do przekro ju  rdzenia F ^ -  Obciążenie niszczące P w 
da się zatem wyrazić przy uwzględnieniu w yn ików  badań z § 1 jako suma 
z obciążenia przypadającego na p rę ty  zbrojenia podbiżnego p rzy  jego 
granicy plastyczności, t j .  F zap, i  obciążenia przypadającego na pole 
rdzenia p rzy  zwiększonej o A K  wytrzym ałości słupowej betonu na po
dłużne ściskanie, t j .

F (b0)(K sl+ A K ) .

STa podstawie znanych doświadczeń Th. K a r m a n a  z  marmurem 
i piaskowcem ściskanym naprężeniami u ,>  u2 =  można z pewnym 
przybliżeniem przyjąć, że A K  jest proporcjonalne do wielkości ciśnienia

8) P o m ija ją c  zupełn ie sztywność na zginanie d ru tu  ow in ięc ia  i  zastępując ją  w  m yś li 
rów now ażną c ienką ścianką obe jm ującą be ton rdzenia, w id z im y  od razu, że ty lk o  ścianka 
o p rze k ro ju  ok rą g łym  s taw ia  sku teczny opór ten den c ji be tonu rdzen ia  do zwiększenia 
swego p rze k ro ju . K a żd y  in n y  k s z ta łt  w yg ina  się pod naciskiem  dążąc do p rzy jęc ia  
postac i ko ła . Ponieważ ko ło  m a na jm n ie jszą  pow ierzchn ię p rz y  danym  obwodzie, p rze to  
w yg ięc iu  np . obw odu w ie lo ką ta  pod  naciskiem  w ew nę trznym  m usi tow arzyszyć zwiększe
n ie  p rz e k ro ju  rdzenia i  co za ty m  idzie , skrócenie słupa. Pewną o rien tac ję  da je  rachunek 
następu jący: Pole w ie loboku  um iarow ego o d ługości obw odu u  i  n  bokach określa w zó r

_ 1 u2 n
F = i ~  c t g - .

4  n n

Pole zaś ko ła  o ty m  sam ym  obwodzie u  je s t:

A  zatem  względna różn ica  ty c h  p ó l

F „—F  , 7i n

n | 3  | 4 5 8 10

100 (p ! 3 9 , 5 %  | 2 1 , 5 % 1 3 ,5 % 5 ,2 “/ . 3 , 3 %

p rz y  czym

Znalezione w a rtośc i okreś la ją  zarazem skrócenie słupa, ja k ie  b y  zaszło p rz y  jego 
ściśnięciu, w yw o łu ją cym  zupełne zaokrąglen ie f ik cy jn e g o  ow in ięc ia  w ie lokątnego p rz y  
założeniu upraszczającym  nieściśliwości rdzenia. W  rzeczyw istości g ran ica ca łkow itego 
skrócenia s łupa będzie podwyższona jeszcze ściśliwością be tonu  i  rozciąg liw ością  d ru tu  
ow in ięc ia , ale z d rug ie j s tro n y  obniżona ograniczoną w y trzym a łośc ią  obu m a te ria łó w .
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poprzecznego, wywartego na owinięcie. P rzy osiągnięciu granicy p lastycz
ności oPi,  k tó ra  może być różna od api zbrojenia podłużnego, średnie

F '
ciśnienie owinięcia na pobocznicę rdzenia jest równe 2 a'h zatem

Fb p

oznaczywszy doświadczalny współczynnik proporcjonalności przez ^
Z

otrzym ujem y:

AK==a§ ł ) ^ n

zaś

czyli

r . 4 * ( w « | ^ ) + 1 . , , ,

P  „ —K s iF ^  +  Gpi F z -)- aa pi F z.

Z doświadczeń wykonanych w  Stuttgarcie i  w  Daklem  z in ic ja tyw y  
prof. E . M óbscha znaleziono a = 2  do 3. Dlatego M oesch przy jm u je  
a = 2 ,5 . W spółczynnik ten określa, ile  razy dana ilość sta li w  form ie ow i
nięcia jest skuteczniejsza od te j samej ilości w  postaci zbrojenia podłużnego. 
Odnosi się to, rzecz jasna, ty lk o  do słupów krępych, nie narażonych na 
wyboczenie. P rzy w y boczeniu bowiem „p racu ją “  ty lko  pręty zbrojenia 
podłużnego.

§ 5. Belki zginane

Nowsze badania zdążają do znalezienia rzeczywistego momentu ła 
miącego w  zależności od własności wytrzym ałościowych betonu i  zbro
jen ia  oraz do zbadania możliwych korzyści z zastosowania nowych

„wyższych“  gatunków cementu 
i  stali.

Pierwsze zagadnienie porusza
no już dawno (u nas w  pracach 
M. T h u l l i e g o ), toteż najnowsze 
badania doświadczalne dają ty lko  
potwierdzenie wniosków teoretycz
nych o różnicach rzeczywistych 
wartości naprężeń od wartości 
otrzym yw anych ze znanego bar
dzo rozpowszechnionego oblicze
n ia  na zginanie.

W iadomo, że odległość x  osi obojętnej (rys. 4) od ściskanego skrajnego 
w łókna belk i o wysokości teoretycznej k, (o przekro ju  prostokątnym )

T
oś obojętna

E ys . 4
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wypada ze zwykłego obliczenia (przy n = 1 5 ) ,  w  zależności od procentu 
zbrojenia.

N p.
2

a s a -A ,  p rz y  3,3°/o, 

x fv ^ h 1 p rz y  0,31% .

Oś znaleziona doświadczalnie leży w  pierwszym przypadku około l l ° / 0 
dalej, w  drug im  zaś 25°/0 b liże j warstwy skrajnej ściskanej. Objaw ten 
tłum aczy się jasno tym , że rozkład ciśnień nie jest w  rzeczywistości lin iow y, 
lecz zbliża się raczej do parabolicznego, a nadto, że beton przenosi także 
ciągnienia, co pom ijam y w  uproszczonej teo rii praktycznej. Z tego po
wodu są końcowe ciśnienia w  betonie w  pierwszym przypadku faktycznie 
znacznie niniejsze od rachunkowych, wr drug im  zaś nieco większe.

Co się tyczy  drugiego zagadnienia, to  ilość badań nie jest jeszcze 
wystarczająca do wysnucia dość pewnych wniosków. Przytoczę tu ta j 
dane z referatu W . G e h l e r a  z  doświadczeń wykonanych w  Dreźnie na 
belkach teowych (p ły ta  z żebrem).

M a te ria ły

W y tr z y 
małość 

cem entu 
po 28 
dn iach

W y tr z y 
małość 
k o s tk o 

w a b e to 
nu  po 28 

dn iach

W y tr z y 
małość 

na c iąg
nien ie  po 
5 m -cach

G ranica
p la s ty 
czności

s ta li
zb ro jen ia

D opusz
czalne 

napręże
n ia  s ta li

N apręże
nia  w  s ta li 
p rz y  p ie r
wszych 
rysach

Stosunek

t̂dop

Cem ent z w y k ły  
i  s ta l 37

450
139
do
234

13
do
14

2950 1200 500 42%

Cement 
w ysokow . 
i  s ta l 48

545 245 15,5 3770
1500
do

1800

425
do
520

28 
do 

29 %

Cement 
specja lny 
i  s ta ł 52

775

i

374 23,6 3680 2400 1195 50%

D o rob ek n a u ko w y  p ro f. M .  T . H u b e r a  w  dziedzin ie  te o r i i p ły t  że lbe tow ych zosta ł 
zam ieszczony w  dzia le  T eo ria  p ły t ,  w  I I  to m ie  P ism  (przyp. red.).
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ZAGADNIENIA KOLEJOWE

R e da k to r na uko w y : Z b i g n i e w  W a s i u t y ń s k i





ZA G A D N IEN IE  STATECZNOŚCI PROSTEGO TO R U  O SZYNACH  
SPAW ANYCH POD W PŁYW EM  NAPRĘŻEŃ C IE P L N Y C H x)

( In ż y n ie r K o le jo w y  N r  3, 1936 r.)

§ 1. Wstęp

Stosowanie coraz dłuższych szyn bądź to  Avalcowanych w  jednej 
sztuce, bądź też spawanych po ułożeniu w  torze, ma na celu w yrugowanie 
styków, które, ja k  wiadomo, stanowią niepożądane słabe miejsca toru , 
dając nadto powód do uderzeń przez toczące się ko la  taboru kolejowego. 
Jednakże zupełne wyrugowanie styków  pociąga za sobą powstanie na
prężeń cieplnych p rzy  każdej zmianie tem peratury w  odniesieniu do tem 
pera tu ry  ułożenia to ru . D la  średnich wartości współczynnika wydłuże
n ia  cieplnego stali szynowej a =  0,0000115 i  modułu sprężystości 
E =  2,1 -106 kG /cm 2 wypada jako górna granica naprężenia cieplnego 
aEAt0 odpowiadającego zmianie tem peratury o + A t°  C

(1 ) <r==F 21,15 - A f  kG /cm 2.

Podwyższeniu tem peratury odpowiada c iś n ie n ie , a obniżeniu c ią g n ie 
n ie . Określona powyższym wzorem wartość jest oczywiście słuszna pod 
warunkiem , że naprężenia wypadkowe wskutek obciążenia taborem 
i  zm iany tem peratury pozostaną w  granicach ważności prawa H ooke’a .

Biorąc ściśle należałoby w  powyższym rachunku uwzględnić rozsze
rzalność samego podłoża, którego tem peratura , podnosi się i obniża 
razem z tem peraturą szyn t°, chociaż n iew ątp liw ie  w  stopniu znacznie 
mniejszym. D a jm y  na to , że przez pom iary na samym podłożu (t j.  po 
zdjęciu to ru ) znaleźliśmy jego wydłużenie odpowiadające podwyższeniu

i)  R e fe ra t z p ra ey  n in ie jsze j m ia ł b y ć  w yg łoszony 12 w rześnia 1935 r. w  B u d a 
peszcie na I I I  M iędzynarodow ym  K ongresie S zynow ym . Z pow odu udarem nien ia  ucze
s tn ic tw a  au to ra  w  Kongresie, k ró tk ie  n iem ieck ie  streszczenie re fe ra tu  ukazało się w  p iśm ie 
„G le is te chn ik  u n d  F a h rb ah nb au " w  B e rlin ie  (N r  18 z 15 w rześnia 1935 r.), a nieco sk ró 
cony te k s t n iem ieck i p ra cy  — w  Księdze K ongresu Szynowego.
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tem peratury o t l  i  ob liczyliśm y stąd średnią wartość współczynnika tego 
wydłużenia cą. USTie będzie to wprawdzie rzeczywisty współczynnik w yd łu 
żenia cieplnego m ateria łu podłoża, lecz ty lk o  rodzaj współczynnika spro
wadzonego z uwzględnieniem zm iany tem peratury z głębokością i  od- 
kształcalności m ateria łu podłoża; jednakowoż nie by łoby słuszne p rz y j
mować w  ogóle, że ax=  0. Ponieważ wartość naprężenia cieplnego a w szy
nie jest wyznaczona przez względne wydłużenie szyny w  odniesieniu do

podłoża, t j .  przez at0—al f i = ^ a - a 1Q jt ° = a t ° ,  przeto a wypada obliczać

ze wzoru

(la ) a = a 'E t° .

f
T u ta j a' =  0 —0! 4  oznacza wzgłędny współczynnik wydłużenia cieplnego 

t
szyny, nieco m niejszy od a. Najprawdopodobniej można zwykle p rzy jm o
wać z dostatecznym przybliżeniem  a zamiast a'.

N a ty m  kończy się rozpatrzenie przypadku ro z c ią g a n ia  szyn przez 
naprężenia cieplne, natom iast przypadek ś c is k a n ia  nasuwa interesujący, 
chociaż n ie ła tw y tem at do badania teoretycznego i  doświadczalnego. 
Jest to  zarazem przypadek niebezpieczniejszy w  ogóle dla to ru , gdyż 
w  pewnych warunkach prowadzi do jego odkształcenia trwałego, obja
wiającego się powyginaniem w  planie, a nawet w  p ro filu . Odkształcenie 
tak ie  nazywają także „wytoczeniem", oczywiście w  szerszym znaczeniu 
tego wyrazu, jako w  ogóle wygięcia pręta prostego wskutek osiowych sił 
ściskających. Nasuwało się przeto przede wszystkim  pytanie, czy wyto
czenie „ poziome“  lub  „'pionowe" to ru , jak ie  stwierdzono doświadczalnie, 
da się u jąć w  schemat teoretyczny zjawiska niestałości proste j prostaci 
równowagi sprężystej p rzy  tzw. krytycznej wartości s iły  ściskającej

W  piśm iennictw ie techniczno-naukowym niemieckim, po dłuższej 
dyskusji odpowiedziano na to  pytan ie  przecząco2), w  jednej zaś polskiej 
pracy, jaka  się na ten tem at ukazała — twierdząco 3).

W  pracy niniejszej rozpoczętej z wiosną 1934 r. postaram się wyjaśnić 
tę sprzeczność i  dać zadowalające rozwiązanie teoretyczne, poparte do
świadczeniami la b o ra to ry jn y m i4).

2) f. Kaab: D ie  S ta b ilita t  des Scbienenweges u n te r neuen G esich tspunkten. 

V D I .  1934. S. 405.
H . Meier: D ie  S ta b ilita t  des luckenlosen Vollbabngleises. V D I  1934. S. 1153.
8) F . Szelągowski: O w yboczeniu spawanych szyn ko le jow ych . „Czasopism o 

Techn iczne" 1934.
*) Eozw ażania teore tyczne (§ 2— 4) b y ły  opracowane do d ru k u  ju ż  w  k w ie tn iu  

1934 r ., jednakże z ogłoszeniem w s trzym a łem  się aż do ukończenia badań dośw iadcza l
nych , op isanych § 5.
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§ 2. Ujemne wyniki prac dotychczasowych

W  dotychczasowych próbach teoretycznego ujęcia zagadnienia wy- 
boczenia to ru  prostego posługiwano się teoretycznym  modelem ważkiego 
pręta sprężystego spoczywającego na podłożu poziomym, które  stawia 
opór tarc ia  p rzy  jak im ko lw iek  przesunięciu względnym elementarnych 
odcinków pręta po podłożu. Zakładano p rzy  tym , że opór tarc ia  T  określa 
prawo C o u l o m b a  T = / iN ,  jeżeli N  oznacza nacisk norm alny, a f i współ
czynnik tarcia. Poza ty m  uwzględniając oczywiście odkształcenia sprę
żyste osi pręta, pom ijano jednakże odkształcenia podłoża, czyli tra k to 
wano podłoże tak, ja kb y  było ciałem sztywnym . Zobaczmy jak ie  z tego 
w yn ika ją  konsekwencje p rzy  studiowaniu warunków w y b o c z e n ia  a) p o 
z io m e g o  i  b) p io n o w e g o .

a. Przyjąwszy, że prę tow i o długości bardzo -wielkiej udzie liliśm y w y 
gięcia w  płaszczyźnie poziomej w  znacznym stopniu dowolnego co do 
postaci, ale takiego, iż wszystkie p un k ty  osi odchylają się ty lko  nieskoń-

S A

Rys. 1

czenie mało od położenia pierwotnego na prostej xx  (wzdłuż k tó re j dzia
ła ją  s iły  ściskające) możemy wygięcie skończonego odcinka OA pręta 
o długości l  (rys. 1) przedstawić za pomocą wyrażenia

/ . 2m nx , , 2mmx
(2) v— \  \am s m — -  r&m cos— —̂

m
w k tó rym  am i  bm oznaczają nieskończenie małe param etry na razie nieozna
czone. D w ukro tne różniczkowanie daje kole jno:

dv \ 112mnam 2m nx 2mnbm . 2m nx  
<2a> =  dx~2j008 l  Sm

. ,, d2v V * (2m n \2 ( . 2m nx  , . 2m nx\
(2b) '  ) {"•»“ >— + » - « » — )•  

Równania (2a) i  (2b) pozwalają ustalić niezbędne w arunki krańcowe 
wydzielonego odcinka. W arunk i te w yn ika ją  z konieczności, aby p rzy 
równych wartościach rzędnych wygięcia v na obu końcach odcinka zacho
dz iły  także równe m omenty zginające, a zatem:

(3a) vx=o = v x= i= v  o

(3b) Sv0=  - E J (v ")x=0=  - E J ( v " ) x=, .

S oznacza tu  siłę ściskającą.
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W arunek (3a) jest spełniony przy wszelkich wartościach parametrów, 
a warunek (3b) daje

(4) B ^ b . ~ ^ J - ^ ( ? ^ J b , .

W skutek określonego równaniem (2) wygięcia rozpatrywanego odcinka 
pręta następuje zbliżenie jego końców, którego wielkość określa, ja k  w ia 
domo, wyrażenie

i
i f  ( v 'fd x  

o

z pominięciem m ałych rzędu wyższego nad 2. Odpowiednia praca sil S 
działających na koniec odcinka

i

(5) L s= S ± f ( v y d x  =  ~ - ^ m 2( a l+ b 2m).
0

Praca ta  w inna w  przypadku wyboczenia „ właściwego“  ( t j.  w  znaczeniu 
ściślejszym) pokryć nie ty lko  pracę zginania pręta  L g, lecz także pracę 
tarcia  L ,,  czy li powinno być:
(6) L s= L gJr L t .

Obliczenie L g daje:
1

(7) L g= l E j f ( v " ) * d x = ^ ^ £ m \ a l l + b 2m) .
o

Oznaczywszy przez q ciężar jednostki długości pręta, a przez jj, współ
czynnik tarcia, napiszemy na pracę sił ta rc ia  wyrażenie:

/ i

(8) L ,=  j  v/j,qdx =  /xą j v d x ,
o o

które  określa wielkość nieskończenie małą tego samego rzędu, co para
m e try  am i  bm. Ponieważ z wyrażeń na L s i  L g widać, że obydwie te w ie l
kości są rzędu wyższego od L t , więc warunek (6) nie może być spełniony 
przez żadną skończoną wartość s iły  8, czy li wyboczenie właściwe p rzy  
założeniach powyższych zajść nie może.

b. U dzie lm y teraz naszemu prę tow i -wygięcia w  w  płaszczyźnie p io 
nowej. W łączywszy stosownie do założeń zagłębienie pręta w  podłoże, 
co odpowiada ty lk o  dodatnim  wartościom w, możemy w przedstawić 
przez wyrażenie

/ ,  2m nx\
11 cos— jj 1.(9a)
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a więc

2^a L s o trzym am y teraz wyrażenie:

a warunek konieczny, aby wyboczenie zaszło, ma postać:

(11) L s > L g Lq ,

w  k tó re j L ą oznacza pracę potrzebną do podniesienia pręta  określoną 
równaniem:

Jak w idzim y, praca ta  jest lin iow ą jednorodną funkc ją  param etrów cm, 
podczas gdy L s i  L g są ich funkc jam i kw adratow ym i i  jednorodnym i. 
W arunkow i wyboczenia właściwego (11) nie czyni przeto zadość żadna 
skończona wartość s iły  8, a zatem i.w y b o c z e n ie  p io n o w e  n ie  je s t  
m o ż liw e  p rz y  z a ło ż e n ia c h  p o w y ż e j p o c z y n io n y c h .

Z tego wywnioskowano przedwcześnie, że ty lk o  pierwotne zakrzy
wienie osi może się stać powodem większych wygięć p rzy  dostatecznie 
w ie lkie j skończonej wartości S, czy li że zajść może ty lk o  wyboczenie 
w  znaczeniu szerszym. W  zastosowaniu do prostego to ru  kolejowego za
wyrokowano, że niebezpieczna wartość s iły  ściskającej 8  rośnie bez 
ograniczenia, gdy zboczenia od prostoliniowości maleją.

Zobaczmy teraz, co na to powiada doświadczenie. G dyby powyższe 
przypuszczenie było  słuszne, to  zważywszy, że początkowe zakrzywienie 
osi pręta (o wielkości szkodliwej) nie powtarza się w  ogóle regularnie na 
jego długości, ale pojaw ia się z reguły gdzieś w  jednym  miejscu, należa
łoby się spodziewać, że i  wygięcie pod wpływem  s iły  ściskającej 8  weźmie 
początek w  ty m  miejscu i w ytw orzy  jedną falę. Tymczasem badania 
wykonane przez F. K a a b a  na doświadczalnym torze ko le jo w ym 5) i  op i
sane poniżej moje badania doświadczalne na modelowych prętach stalo
wych spoczywających na podłożu sprężystym z m iękkie j gum y w ykazały 
pojawienie się większej liczby fa l zgodnie z teorią ulepszoną, do k tó re j 
teraz przejdziemy.

(12)
o

6) Ob. pracę pow yże j p rzy toczoną .
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§ 3. Ulepszone założenia teorii

N iew ątpliw ie  bardziej zbliżonym  do rzeczywistości modelem teore
tycznym  prostego to ru  kolejowego o szynach spawanych jest belka 
sprężysta spoczywająca na podłożu sprężyście podatnym. Ta sprężysta po
datność podłoża przejaw ia się nie ty lko  oddziaływaniam i na naciski no r
malne, k tó re  w yw o łu ją  przemieszczenia pionowe w, ale także oddziaływa
n iam i na styczne siły  tarc ia  statycznego (przyczepnego), k tó re  powodują 
przemieszczenia poziome u lub  v. Na tak im  podłożu może oczywiście 
zajść małe poziome wygięcie be lk i bez ślizgania się po podłożu, a więc 
bez p ra c y  ta r c ia .  W ygięciu takiem u towarzyszy zato praca odkształ
cenia podłoża.

Podobnie jest możliwe pionowe wygięcie be lk i bez pracy wbrew sile 
ciężkości, a ty lk o  ze stosowną pracą odkształcenia podłoża, oczywiście

dopóki w  żadnym miejscu nie 
Al________ ^  -A - x zajdzie oderwanie be lk i od po

to m  q kG/cm (szyn wraz z podkładam i i  częściami łączącymi) lub  w  ogóle 
naciskiem p kG /cm  proporcjonalnym  do wgłębienia w, czy li p =  Cw, je 
żeli C oznacza moduł sprężystej podatności podłoża.

2) Reakcje styczne przyczepności to m  do podłoża, a więc s iły  styczne 
pl kG /cm , k tó re  można też przyjąć jako proporcjonalne do m ałych prze
mieszczeń podłużnych u względnie poprzecznych v, czy li napisać px= C 1u, 
względnie p2= 0 2r .  Eeakcje te podlegają warunkom  ograniczającym, 
a m ianowicie px< T '  i  p2< T " ,  jeżeli T  i  T "  oznaczają odpowiednio siły 
tarc ia  posuwistego to ru  o podłoże p rzy  przesunięciach podłużnych i  po
przecznych, odniesione do 1 cm długości toru.

3) Reakcje tarcia posuwistego to ru  o podłoże określone wielkościam i T ' 
lub  T "  niezależnie od wielkości przemieszczenia, gdy px i  p2 przestają być 
zależne od u i v, a więc spełniają w arunk i

(przez tarcie rozum iem y tu ta j w  ogóle opór przeciw przesunięciu, składa
jący się z tarc ia  i  z oporu żAvirówki otula jącej podkłady).

N ie trudno  teraz przewidzieć, ja k i będzie przebieg zjawiska wybo- 
czenia poziomego lub  pionowego p rzy  wzrastającej sile ściskającej wskutek

dłoża (rys. 2).
Rys. 2. A 'A  — w ierzch podłoża sprężystego W idz im y więc, że s iły  w ią 

żące to r ko le jow y z podłożem 
są tro jakiego rodzaju:x'x  — spód p rę ta  wgniecionego w  p o 

dłoże ciężarem w łasnym
1) Reakcje prostopadłe, okre

ślone w  torze poziom ym  (w sta
nie idealnym ) ciężarem własnym

— spód p rę ta  wyboczonego s iłam i 
p o d łu żn ym i
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podwyższenia tem peratury. N a jp ie rw  p rzy  odpowiedniej k ry tyczne j w ar
tości s iły  zajdzie faliste Arygięcie o bardzo matych strzałkach i długości 
fa li zależnej od podatności podłoża. Zwiększenie strzałek wymaga jednakże 
bez porównania większego przyrostu siły, aniżeli w  przypadku wyboczenia 
pręta  swobodnego na całej dhigości. Gdy p rzy  wzroście s iły  s trza łk i w y 
gięcia w  planie osiągną taką wielkość, że tarcie statyczne (przyczepne) 
nie wystarcza do u trzym a n ia  równowagi, w tedy następuje miejscowe, 
dość nagłe przejście do nowego stanu równowagi o znacznie zwiększonej 
strzałce w  ty m  miejscu.

P rzy wyboczeniu w  płaszczyźnie pionowej zajdzie też szybko wzrost 
siły, jeszcze zanim nacisk be lk i na podłoże w  punktach szczytowych w y 
gięcia spadnie do zera, po czym nastąpi dalszy wzrost siły, aż do odłą
czenia się be lk i od podłoża na całej dhigości jednej fa li i zwykle dalej 
jeszcze.

K ry tyczna  wartość s iły  8, k tó ra  daje początek nieskończenie małemu 
wygięciu sprężystemu, będzie teraz czynić zadość warunkow i

jeżeli L 0 oznacza pracę odkształceń sprężystych podłoża.
a) W  przypadku w y b o c z e n ia  p o z io m e g o  możemy oczywiście p rzy 

jąć to samo wyrażenie analityczne na wychylenie v, co poprzednio, a więc 
i  równania (2) do (5) i  (7). Uwzględniając, że p2= C 2v, napiszemy na L t 
równanie

Nieoznaczone dotąd param etry am i bm (w. =  1 ,2 ,3 ...) pow inny otrzym ać 
takie  wartości, ażeby 8  wypadło możliw ie najmniejsze. Uważając przeto 8  
jako funkcję  ciągłą i  różniczkowalną 2m param etrów am i bm, znajdujem y 
je j ekstremum z warunków

(-13) L s—L g-\-L0,

(14) L 0=!, I vpsdiP=iC2 J v2(lr =  ■(C2l  .V  +  bl,).
o o m

W arunek (13) przybierze zaś postać:

Stąd

(15) 8
X  m2(a l +  b l)

(16 )

Pisma, III 13
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W  ty m  celu napiszemy równanie (15) w  następującej prostszej postaci:

m
4 n2JEJ

(15a) S = 12
r = 1

G V
Pierwszy z warunków (16) daje przy oznaczeniu skracającym - ^ ^ E J  

równanie
/n tn

2ar(r* +  y )J ^ V ( a 2+  ó2) — 2ar r 2 ̂  (r4 +  y) (a2+  ó2) =  0 .
r =  1  r = l

D rug i zaś równanie te j samej form y, ty lk o  z zamianą ar na bT i  nawzajem. 
Z obu zatem warunków o trzym ujem y zw iązki o postaci:

f-m 2(rŁ+V)(a*r+l>*r) _...y4+ y _ , Czl* 1
' j I > 2(«?+&’ ) r 2 ^  1 G ^ E J r * '

W stawiwszy to do równania (15) znajdu jem y m  różnych wartości 8  czy
niących zadość warunkom  (16), a m ianowicie:

, 4 „  4n*E J , , C2l2 1
(17sł) 8k r -  r  +  4n2 r2 '

1 C2f'jix
Zważywszy, że (-- =  /  określa długość p ó łfa li sinusoidy v =  ar zaś

równaniu (4) określającemu w arunk i na końcach odcinka l  czynimy za
dość p rzy jm u jąc  wszystkie param etry br=  0, dochodzimy do wniosku, że 
kry tyczne j wartości s iły  8  odpowiadać będzie jako wygięta postać rów no
wagi sinusoida o tak ie j długości p ó łfa li 1, k tó ra  czyni wrażenie (17a) n a j
mniejszym.

Napisawszy przeto (17a) w  postaci:

0 tJ E J  C2.2
( I fb )  8kr— -)- 1

znajdu jem y z analitycznego w arunku m in im um

(18a) k==7lV l i 7 ’ ^ = 2 ł / ^ r-

b) W  przypadku w y b o c z e n ia  p io n o w e g o  w ystarczy we wzorach 
powyższych wstaw ić odpowiednie wartości m odułu podatności podłoża C 
i  sztywności zginania (E J ), a więc:

(18b)
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Otrzymane wyrażenia s iły  kry tyczne j można przedstawić w  form ie 
jedno lite j, oznaczywszy w  ogóle sztywność zginania pręta, t j .  E J  przez B, 
a odpowiedni współczynnik podłoża przez C.

P rzy ty m  wypada zauważyć, że G maleje, gdy podatność podłoża 
rośnie, a więc C można także nazwać sztywnością podłoża. Doskonale 
sztywnemu podłożu przynależałoby C = oo. A  zatem w  obu przypadkach 
mamy:

czyli k r y t y c z n a  w a r to ś ć  s iły - ś c is k a ją c e j je s t  w p ro s t  p r o p o r 
c jo n a ln a  do p ie r w ia s tk a  k w a d ra to w e g o  z s z ty w n o ś c i z g in a 
n ia  p rę ta  i  s z ty w n o ś c i p o d ło ż a .

W  naszym zagadnieniu siła ściskająca wywołana podniesieniem tem 
peratury o At° i  p rzy  założeniu bardzo w ie lk ie j długości p rę ta  (to ru) jest 
równa a E F A t°. Z porównania tego wyrażenia ze wzorem (19) o trzym u
jem y zależność

jeżeli A = E F  oznacza sztywność pręta  p rzy  rozciąganiu lub  ściskaniu. 
Bównanie (20) wyraża, że w a r to ś ć  k r y t y c z n a  p rz y ro s tu ,  te m p e 
r a t u r y  p o n a d  te m p e ra tu r ę  p o c z ą tk o w ą  je s t  w p ro s t  p r o p o r 
c jo n a ln a  do p ie rw ia s tk a  k w a d ra to w e g o  z s z ty w n o ś c i z g in a 
n ia  i  o d p o w ie d n ie j s z ty w n o ś c i p o d ło ż a  s p rę ż y s te g o , a o d 
w r o t n ie  p r o p o r c jo n a ln a  do  s z t y w n o ś c i  p o d łu ż n e j p rę ta  
i  w s p ó łc z y n n ik a  w y d łu ż e n ia  te rm ic z n e g o .

N ie będzie może zbyteczne dowieść, że znaleziony w  powyższy sposób 
ksz ta łt osi p rzy  nieskończenie m ałym  wyboczeniu można wyznaczyć też 
przez całkowanie równania różniczkowego zgiętej osi, k tó re  w  naszym 
przypadku napiszemy w  postaci

T u ta j M  oznacza moment zginający reakcyj podłoża jako rozmieszczo
nych w  sposób ciągły obciążeń p =  C2y  odniesionych do jednostki dłu-

d2M
gości pręta. Jak wiadomo jest =  p =  C2y, a zatem dwukrotne róż

niczkowanie równania (21) daje

(19) S kr=2  \ B C

(20 )

(21)
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Temu równaniu uczyni zadość funkcja

, . 7 lX  V = f 8111 i ■ ,
X ’

albowiem po wstawieniu je j o trzym ujem y równanie
9
S + C 2 /  sin =  0 ,

które  spełni każde x, gdy dobierzemy X tak, aby czyniło zadość w a
runkow i

W zór ten poucza, że w-y boczenie jest możliwe ty lk o  przy wartości B

Stąd najmniejsza wartość 8, k tó ra  zapoczątkowuje wyboczenie, t j .  w a r
tość kry tyczna, a więc i X wypada zgodnie z wzorem (18a). Godny 
uwagi jest p rzy  ty m  fak t, że w  rachunkach powyższych strzałka ugięcia 
(o k tó re j założyliśm y ty lko , że jest bardzo mała) pozostaje nieoznaczona. 
ISTie jest to jednakże niespodzianką, albowiem teoria wyboczenia Eułe- 
rowskiego oparta na równaniu różniczkowym  wygięć nieskończenie m a
łych  prowradzi również do tego w yn iku . W artości strzałek, odpowiadające 
siłom osiowym większym od wartości k ry tyczne j, dają się obliczyć do
piero przez całkowanie równania różniczkowego skończonych wygięć osi. 
W ykonano to ja k  wiadomo w  zadaniu E u l e r a  przy pomocy całek e lip 
tycznych lub  odpowiednich rozwinięć szeregowych. W  naszym zagadnie
n iu  tego rodzaju badanie teoretycznie nie ma w idoków powmdzenia, 
albowiem już p rzy  niew ielkich strzałkach z,mieni się prawo reakcji pod
łoża (przy wyboczeniu poziomym). W  częściach najbardzie j odchylonych 
wystąpi zamiast Gy tarcie posuwiste T "  jako reakcja niezależna od w y 
chylenia. Podobnie ma się rzecz i p rzy wyboczeniu pionowym , gdzie po 
oderwaniu się od podłoża w ystąp i stała reakcja ciężaru Avłasnego pręta.

W  obu przypadkach da się ty lko  przewidzieć bez rachunku, że opór 
przeciw wygięciu siłą S po przekroczeniu przez nią obliczonej wartości 
k ry tyczne j wzrastać musi bardzo silnie ze wzrostem strzałki.

spełniającej warunek 

(23)
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We wszystkich dotychczasowych rozważaniach przyjm ow aliśm y n ie 
ograniczoną długość prostego to ru  poddanego sile podłużnej wytworzonej 
przez zmianę tem peratury. Przejdziem y teraz do przypadku skończonej 
długości prostego odcinka toru. którego końce uważamy za swobodne 
o ty le , że nie przenoszą się na nie s iły  podłużne od sąsiednich odcin
ków toru.

I

§ 4. Zachowanie się odcinka toru prostego przy równomiernym wzroście
temperatury

G dyby podłoże nie stawiało żadnego oporu przeciw przesuwaniu to ru , 
to wskutek podwyższenia tem peratury początkowej o t° o trzym ałaby 
każda połowa to ru  o długości 
całkow itej 21 p rzyrost długości

A l— a lt0.

Pom yślm y sobie przekró j 
środkowy to ru  związany z usta- - Rys. 3
lonym  względem ziemi (jako
układu odniesienia) układem  współrzędnych prostokątnych (rys. 3). D o
w olny przekrój o odciętej x  doznałby wskutek zm iany tem peratury 
przemieszczenia (małego) u o wielkości axt°. Dzięki oporowi podłoża bę

dzie to przemieszczenie mniejsze i będzie 
,  dr) z;deżne od x  w sposób dość zawiły.

Ażeby znaleźć prawo zależności u od x,

— ' r  ~ 1 ~ 1_
!

-- i--- V/////y/Ąbi "  ■
U- X

Fg- R 'dx

-  dx~-~ pom iniem y najpierw  całkowicie mimo-
Rys. 4 osiowość działania oporu podłoża wzglę

dem osi szyny. Działanie to objaw i 
się więc wystąpieniem naprężeń ściskających szynę osiowo. Niechaj 11' 
oznacza opór odniesiony do jednostki długości szyny (lub toru). W arunek 
równowagi elementu o (p ierwotnej) długości dx (rys. 4) i przekroju F  
daje:

F ~ d x - R 'd x  =  0 . 
dx

Stąd
da _  W  
d x ~  F

Ale w  granicach ważności prawa H ooke ’a wydłużenie jednostkowe wynosi

°) P rz y  za łożeniu na jp ros tszym , a w ystarcza jąco p rz y b liż o n y m , że E  n ie  zm ien ia  
się z tem pe ra tu rą , a w ięc oba odkszta łcenia pod lega ją  zasadzie superpozycji.
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A  zatem 

(25)
d2u R '
(te2 E F '

W  częściach to ru  o dostatecznie m ałych wartościach przemieszczeń u można 
przyjąć

R ' =  Cxu .

P rzy większych przemieszczeniach wypadałoby p rzy jąć R ' — T ' =  stałej, 
proporcjonalnej do ciężaru jednostki długości toru. Rozpatrzm y najp ierw  
przypadek 7) szczególny, gdy na całej długości to ru  wystarcza przyjęcie 
R ' =  0^.. W tedy  równanie różniczkowe wynikające z zależności (24)

io k  < F u _ C ^
( 6) (te2 E F

1 G
po podstawieniu ma całkę ogólną w  postaci

u = A 1exlk+ A 2e-x"c.

Z warunku u =  0 p rzy  x = 0  w yn ika

A-i= —A 2= A, 

u = A (e x'k- e - xik) .
czyli

Na wyznaczenie wartości drugie j stałej całkowania mam y jeszcze w aru
nek, że naprężenie

ax=±l =  0 ,

przy  czym korzystam y ze związku (26). O trzym ujem y łatwo

aEt°
A  =

Y  (e"kA e - ' l k) 
łc

A  zatem wprowadzając znakowanie fu n kc ji hyperbolicznych:

ex'k- e - xlk tQ ^ / E F
u = a k t  —j j j—; Tir — a t  \ / ~ p r ~e'ik+  e~l<k \  C,(27)

■ sh |
h \  E F  J

cb |

(28) ■aEt°
ch (xV S )

W  W g )
ch

7) Ten p rzypadek opracow ał także L . K a r a s i ń s k i  (P rzegląd Techn iczny N r  7 4  

r .  1935, s tr . 202).
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Znak minus po prawej stronie równania (28) wskazuje, że a jest ciśnieniem 
p rzy  dodatnich wartościach przyrostu  tem peratury f°, ponieważ wyraże
nie w  nawiasach jest na całej długości to ru  dodatnie.

Eównania (27) i  (28) są ważne p rzy  —l < x < l  pod warunkiem  ogra
niczającym, że wartości u obliczone z (27) nie wypadają większe od

u —

R y s . 5

eo by  zajść mogło p rzy dostatecz
nie w ie lk im  t°. Eozkład naprę
żeń odpowiadający równaniu (28) 
przedstawia lin ia  łańcuchowa (ka-
tenoida) (rys. 5) o w ierzchołku leżącym w  środkowym przekroju. P rzy 
bardzo w ie lk ie j długości to ru  można oczywiście środkową dość znaczną 
jego część uważać za ściskaną naprężeniem stałym  o wielkości aEt°. 

W eźmy teraz pod uwagę przypadek ogólniejszy, k iedy przy pewnej
T '

wartości x = x 1 staje się u = 7r  =  u1. W tedy przy x > x 1 wypadałoby
Ci

według teo rii powyższej ux ;>u, co być nie może. M usim y przeto złożyć 
rozwiązanie z dwu części, t j .  z ca łk i równania różniczkowego (26), ważnej 
od x =  0 do x —xx i  z ca łk i równania

(29)
d2u T ' ■ 1
t j  =  -yyh =  Const =  =- . dx2 E F  7ci

Z uwzględnieniem warunków krańcowych znajdujem y po pierwsze p rzy
0 < a ? < # i

(30) «.=
t  sh [x y ~ E F) 

! l] / ^
Ci

sh la;,

(31) o =  — a E  t° — iciaf  \  E F
sł (*■ y ® ) .

po w tóre zaś p rzy  l  >  x  >  xx
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W artość x1 wyznaczy się p rzy  ty m  z równania przestępnego:

V 1-
(34)

' E F
ctgh \ x

I
I Ł
E  F

a E F t°
r - ( l - X  i ) .

OdpoAviadająey tenm rozwiązaniu rozkład naprężeń przedstawia Avykres 
(rys. 6) złożony z ka tenoidy A B  określonej równaniem (31) i  prostej BC  
według równania (33). W  grubym  przyb liżeniu  można powyższy wykres 
zastąpić prostym i .11 ) i DC. M usim y się ty m  zadowolić w przypadkach 
nieznanej wartości Cx. W  ten sposób dochodzimy do wykresu trapezo

wego spotykanego już w  piś
m iennictw ie zagranicznym i na
szym 8).

Odciętą x2 punktu  D  okre
śla wzór:

a E F t0
(35) ■ l -

Przybliżoną ocenę tego rodzaju uspraw iedliw ia także dość małe pra
wdopodobieństwo. że pewne założenie teorii, którego dotąd nie w ym ie
niono wyraźnie, będzie w rzeczywistości spełnione. Ty lko  w yją tkow o 
tra fi się równomierne podwyższenie r/a całej długości rozpatrywanego 
odcinka, a ta k i właśnie przypadek p rzy ję liśm y milcząco. T kw i on w  za
łożeniu, że przekrój środkowy to ru  jest n ieruchom y i stanowi płaszczyznę 
sym etrii jego odkształceń.

W  każdym  razie w  torze prostym  (spawanym) o dostatecznie w ie l
k ie j długości, równomierne podwyższenie tem peratury o t° wywoła ści
skanie, p rzy  czym bezwzględną wartość największego naprężenia osio
wego w szynach określa p rosty  wzór:

a = a E t° .

Ta wartość zachodzi w  środkowej części to ru  pomiędzy odcinkam i koń
cowymi, k tó rych  długość

a E F C
T'

Z badań doświadczalnych niem ieckich i  węgierskich znamy wartość T '. 
Zależnie od kons trukc ji nawierzchni otrzymano od 600 do 1200 kG /m  
w  całym torze. Na jedną szynę przypada więc T ' =  3 do 6 kG /cm . A  za
tem  np. w  szynie o przekro ju  F — 51,5 cm2 wypada p rzy  t°— 10°.

l2=  8 7-i-147 m .

8) B .  H u m m e l : Stateczność to ró w  spawanych wobec niebezpieczeństwa w yb o - 
czenia, W arszaw a, 1935.
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Z tego w yn ika , że dopiero przy długości prostego to ru  21 przewyższają
cej 170 m  zajdzie w  środkowej jego części naprężenie a l l t ° =  960 kG /cm 2. 
P rzy mniejszych długościach (w warunkach naszego przykładu) naprę
żenie to musi być odpowiednio mniejsze.

§ 5. Doświadczalne sprawdzenie teorii wyboczenia prostego toru

W yprowadzony w  § 3 wzór (19) od dawna zresztą znany, określa 
teoretycznie wartość k ry tyczną  siły ściskającej w  przypadku nieograni
czonej długości to ru , jako prę ta  sprężystego na sprężystym podłożu. Po
nieważ badaniu doświadczalnemu podlegają ty lko  p rę ty  o długości skoń
czonej, k tó rych  końce nie są zwykle sAvobodne, gdyż przy ich obciążeniu 
siłam i ściskającymi nie mogą się przesuwać prostopadle do osi podłużnej, 
przeto do in te rp re tac ji tak ich  doświadczeń wypada stosować ogólnie j
szy wzór

n-E,J C2 1- 
l2 ' r  .-r2 r-

w k tó ry m  Z oznacza długość pręta, zaś r  liczbę pó łfa l sinusoidy, według 
k tó re j zachodzi wyboczenie. Liczbę tę należy dobrać tak, aby S wypadło 
ja k  najmniejsze. W yprowadzenie tego w zoru-znajduje się m iędzy in nym i 
na str. 338 polskiego przekładu „K u rsu  W ytrzym ałości M ateria łów " 
prof. T im o s z e n k i . Dostatecznie m ałym  wartościom 7 odpowiada oczywiście 
r — l. Począwszy od pewnej wartości ?1, aż do Z2 jest r =  2 itd . W  ogóle 
znajdziem y graniczną wartość Z z warunku

.-t 2E J  . , Gt fr tC E J  C, fr
— r “ +  “ 2 — — :2~  ( r  t - 1) i — 2 :— TLW ’

l r  7t, r  l r  7 i ( r - f l )

k tó ry  daje 

(37)

W zór ten przechodzi p rzy  bardzo w ie lk ich  wartościach r, ą zarazem i l 
w  pierwszy z wzorów (18a). Zależność długości pó łfa li wyboczenia A od 
długości pręta  l nie wyraża się przeto funkc ją  ciągłą, lecz funkcją , k tó ra  
posiada skoki p rzy  wartościach Z =  Z1,Z2... Skoki te są coraz mniejsze, 
ja k  widać na wykresie (rys. 7), ale p rzy  n iew ie lk ie j liczbie pó łfa l osią
gają wcale poważne ■wartości w  stosunku do Aoo, t j .  do długości pó łfa li 
w  pręcie nieskończenie długim . Z tego powodu w  badaniu doświadczal
nym  należy się spodziewać długości A bądź to większych, bądź też m n ie j
szych od Aoo.
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Jak zaznaczyłem na końcu § 2 sam fa k t pojaw ienia się w doświad
czeniach większej liczby fa l wyboczenia zamiast przypadkowej jednej 
budzi zaufanie do teo rii przedstawionej w § 3. Można go uważać do pe

wnego stopnia za „experi- 
mentum  crucis“  m iędzy tą  
teorią a innym i, wyłączają
cym i z góry je j stosowalność. 
Toteż poznawszy w  kw ie tn iu  
1934 r. w yn ik i wspomnia
nych już  badań prof. B a a b a  

w  Karlsruhe u jrzałem  w  nich 
od razu zjawisko wyboczenia 
to ru  w  poziomie, jako pręta 

sprężystego, otoczonego środoAviskiem sprężystym. B a a b  ogrzewał elek
tryczn ie  szyny spawane odcinka to ru  doświadczalnego o długości 46,17 m 
na podkładach drewnianych. P rzy początkowej temperaturze 17° końce 
szyn przylegały dokładnie, bez nacisku, do stalowych p ły t  k linowych, 
podwójnych, wspartych pionowo na potężnych bryłach betonowych ma-

Cg  koniec w schodni koniec zachodni

4 
Z 
0

*  ?
& 4

10
IZ
14

cm

jących stanowić nieruchome przyczółki. P rzy ogrzaniu szyn do tempe
ra tu ry  122°, czyli podwyższeniu tem peratury początkowej o 105° nastą
p iło  nagłe pofałdowanie to ru  w  planie, po czym po ostygnięciu zdjęto 
rzu t poziom y odkształconej trw a le  osi podłużnej. Obraz wyboczenia 
(rys. 8) przedstawiał wcale wyraźnie 6 pó lfa l o średniej długości 7,70 m 
i strzałkach wzrastających od wschodniego przyczółka ku  zachodniemu. 
Największa strzałka w  odległości 1,5 pó łfa li od zachodniego przyczółka 
wynosiła 14,2 cm. Ciśnienie krytyczne w  szynie m ia łoby według wzoru (1) 
wartość 2536 kG /cm 2, gdyby p u n k ty  oparcia na przyczółkach można 
uważać za bezwzględnie stałe. Z powodu nieuniknionego poddania się

Rys. 7. Zależność d ługości p ó łfa l A wyboczenia 
sprężystego p rę ta  w  środow isku sprężyście p o d a t

n y m  od d ługości l p rę ta
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przyczółków rzeczywiste ciśnienie k ry  tyczne było nieco nmiejsze, a zm nie j
szenie da się ocenić w  sposób następujący. Swobodne wydłużenie każdej 
z szyn wynosiłoby 0,0000115 • 4617-105 =  5,58 cm. Bez przesady można 
przyjąć, że wskutek sprężystych odkształceń przyczółków około 10°/0 
tego odkształcenia nie zostało zniesione przez ciśnienie podłużne, tak, iż 
jego rzeczywista wartość kry tyczna  nie przewyższała 2280 kG/cm 2. Ponie
waż pole przekro ju  szyny wynosiło 61,9 cm2, więc siła krytyczna  jednej 
szyny wynosiła najwyżej 61,9-2280 =  141100 kG. Moment bezwładności 
przekro ju szyny względem osi pionowej J  =  319 cm4. Ze względu na po
łączenia szyn z podkładam i sztywność poziomego zginania to ru  była 
W każdym  razie większa od 2 k /J = 2  - 2,2-106-319 =  1304-10fi kG/cm2. 
Ocenimy ją  na 1500 • 106 kG/cm 2. Po wstawieniu tych  wartości oraz r  =  6 
we wzór (36) i rozwiązaniu względem niewiadomej C2 o trzym ujem y

C2 — 4,3 kG /cm 2

jako wartość liczbową sztywności podłoża p rzy przesunięciu poprzecznym 
całego to ru . Jest to  wartość zupełnie prawdopodobna zważywszy, że opór 
przeciw trwałem u przesunięciu poprzecznemu toru  mierzony bezpośrednio 
waha się między 600 a 800 kG /m , czyli od 6 do 8 kG/cm, a mechaniczne 
znaczenie stałej C2 w yp ływ a z równania

P =  C2y.

To równanie wyraża w  naszym przypadku, że przy wzroście obciążenia 
bocznego to ru  od zera o każde 0,43 kG /cm  przypada zrazu przyrost prze
mieszczenia sprężystego o 1 mm. Przyrost ten maleje zapewne ze wzro
stem obciążenia tak, że przy przesunięciu k ilk u  m ilim etrów  nie ma już 
prostej proporcjonalności, a p może wzrosnąć do wartości oporu, poda
nych powyżej.

Przewidywany zarzut, że fale wyboczenia od strony wschodniego 
przyczółka b y ły  znacznie gorzej wykształcone aniżeli od strony zacho
dniej, łatwo odeprzeć, wyjaśniając ten objaw Avielce prawdopodobną róż
nicą wartości reakcyj obu przyczółków. Eóżnic-a ta  uwarunkowana ta r 
ciem statycznym  to ru  o podłoże może poAvstać wskutek nierÓAvnego pod
dania się obu przyczółkÓAW

Przechodząc teraz do opisu własnych badań doświadczalnych, jakie 
wykonano w  roku 1935 w  Laboratorium  W ytrzym ałości MateriałÓAw P o li
technik i Warszawskiej, pragnę zaznaczyć, że tw ią część pracy laborato- 
ry jne j p rzy  tym  zaprojektował i Awykonał inż. E. K urow ski, ad iunkt 
mojej katedry, p rzy dorywczej pomocy innych młodszych sił naukowych.

Celem doświadczeń było  sprawdzenie założeń i AvynikÓAv teo rii przed- 
staAAÓonej w  § 3 przez pom iary na prostym  i  tan im  modelu. Jako pręt 
sprężysty obrano staloAyy teoAynik K r  20 o wym iarach następujących:



204 V I I I .  Z A G A D N IE N IA  K O LE JO W E

długość 1= 6 )11, pole przekro ju F =  1,12 cm2, ciężar w łasny 0,88 kG /m , 
odległość środka ciężkości od podstawy pó łk i y0=  0,58 cm, moment bez
władności względem osi sym etrii J  =  0,20 cm4. -Jako podłoże sprężyste słu
żyła warstwa gumy o grubości 2 cm i szerokości ~ 1 0  cm przykle jona 
do deski spoczywającej na poziomej \vyhebloAvanej powierzchni łoża w ie l
k ie j maszyny wytrzym ałościowej, k tó ra  służyła zarazem do wywarcia 
nacisku na końce pręta położonego na podłożu i przyciskanego do pod
łoża specjalnymi ciężarkami rozmieszczonymi w  równych odstępach (rys. 9).

R y s . 9

Końce teówki b y ły  obrobione w ten sposób, ażeby p ły ty  wywierające 
nacisk s tyka ły się końcami wzdłuż lin ii pionowych przechodzących przez 
środek ciężkości przekroju. Teówkę wyprostowano bardzo starannie 
i sprawdzono, że odchylenia od. prostolinicwości w  płaszczyznach p io 
nowej i poziomej b y ły  mniejsze od 0,05 cm. Podobnie wyrównano do 
poziomu wierzch podłoża gumowego nadając mu przez raszplowanie 
równomierną szorstkość.

Dodatkowe równomierne obciążenia poprzeczne teówki przewyższa
jące je j ciężar własny w ielokrotnie (stosowano obciążenia do 28 kG /m ) 
okazały się konieczne, aby zrealizować równom ierny nacisk na podłoże 
z ja k im  tak im  przybliżeniem. Bez obciążenia dodatkowego przeniósł się



ciężar w łasny pręta na podłoże na k ilk u  stosunkowo k ró tk ich  odcinkach 
długości przeplatanych z przedziałami nie przenoszącymi wcale nacisku. 
Rzecz jasna, że w tych warunkach nie mogło być m owy nawet o grubym  
przybliżeniu do założeń teorii. Na tę trudność nie zwracałem uwagi p rzy 
omawianiu doświadczeń prof. R aaba  wykonanych na torze rzeczywistym, 
gdyż nie mogła wystąpić tam  tak  jaskrawo z powodu obciążenia szyn 
podkładam i; nie ulega jednak wątpliwości, że w pewnym stopniu zacho
dziła też nierównomiemość przylegania toru  do podłoża, co mogło p rzy
czynić się do łatwiejszego powstawania fa l wyboczeniowych. Wstępne 
próby z inną teówką nieco cięższą, bez obciążenia dodatkowego, u ja w n iły  
Wskazaną trudność całkiem wyraźnie.

Druga trudność w ystąpiła  na jaw  przy wywieraniu nacisku osiowego 
na końce pręta. Jeden koniec teówki opierał się o nieruchomą część łoża 
maszyny, a drugi naciskano za pomocą wózka uruchomianego wzdłuż 
przekładnią ślimakową. Otóż w  pierwszych próbach pomiaru u jaw n iły  
się dość znaczne poprzeczne przemieszczenia końca, na k tó ry  wywierano 
nacisk. Ażeby im zapobiec, między wałek znajdujący się naprzeciw 
końca teówki wstawiono belkę prostopadłą do osi teów ki i obracalną 
około osi pionowej dość odległej od owego końca. Dla kon tro li, czy w cza
sie doświadczenia koniec teów ki nie ma ruchów poprzecznych, ustawiono 
na stałe czujn ik z podziałką 0,01 mm dotyka jący bocznej ściany teówki 
u  je j końca.

Na koniec zrezygnowano z realizacji przegibnego podparcia końców 
pręta i zabezpieczono je od ruchów bocznych przez rodzaj częściowego 
utwierdzenia. W. ty m  celu na długości 25 cm od każdego końca nałożono 
na środniki teów ki mocne deski z odpowiednim wyżłobieniem i p rzy
mocowano je śrubami do deski, do k tó re j przyklejono gumowe podłoże. 
W  ten sposób skrócono swobodną długość pręta, ale ja k  się pokazało 
i tak w y tw o rzy ły  się 4 pełne fale 'wyboczenia sprężystego, co dowodzi, 
że ta  długość była  ze stanowiska teorii wielka.

Nacisku wywartego na końce pręta nie można było mierzyć bez
pośrednio, wobec czego mierzono tensometrami ustaw ionym i przy obu 
końcach ciśnienia podłużne w  odpowiednich przekrojach. P rzy wszyst
k ich  próbach tensometry na końcu unieruchom ionym wskazywały ~ 0 ,7 5  
do 0,80 wskazań tensometrów ustawionych na drugim  końcu bezpośre
dnio naciskanym. To dowodziło, że siła ściskająca p rę t wzdłużnie zm niej
szała się „po drodze“ , oczywiście wskutek tarcia statycznego o podłoże. 
Około 20 do 25°/0 siły wprowadzonej w p rę t równoważyło się z tarciem, 
łże to tarcie było czysto statyczne, przekonano się po odciążeniu. Tenso
m etry wracały do zera.

Ponieważ p rzy  sposobności pom iarów przy wyboczeniu cienkościen
nych kątówek w  naszym laboratorium  stwierdzono, że nacisk czujników
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zwykłych (tzw. zegarowych) może niekiedy zakłócić poważnie badane 
zjawisko mechaniczne, przeto do pom iarów wygięć teówki stosowano

przyrządy zwierciadłowe ze sprę
żynkam i naciskającymi z obu 
stron na pionowy środnik"(rys. 10). 
C zu jn ik i te p rzy  wychyleniach 
teów ki obracały się dokoła osi 
przytw ierdzonych do ciężkich 
dźwigarów ustawionych na osob
nych podstawkach obok podłoża 
teówki. O brót zwierciadełek mie
rzono lunetą ze skalą, k tóre j po- 
działka odpowiadała przesunię
ciu badanego przekro ju teówki 
o 0,01 mm. Ponadto wykonywano 
pom iary za pomocą zwykłych 

czujników Zeissa, ustawiając jednakże po dwa jednocześnie naprzeciw 
siebie, aby nie było nacisku jednostronnego. W yn ik i otrzymywane przy 
pomiarach jednym  i  drugim  typem  przyrządów zgadzały się ze sobą.

Spostrzeżenia i pom iary wykonano p rzy  następujących średnich w ar
tościach naprężenia ściskającego a i s iły  ściskającej 8:

1 2  3 4
a =  200 400 600 800 kG /cm 2
8  =  225 450 670 900 kG

.1) P rzy sile 8 =  225 kG  p o jaw iły  się wprawdzie drobne wygięcia, ale 
przeważnie jednostronne i nie przewyższające 0,035 mm  w  żadnym prze
k ro ju  pręta, ich źródłem m ogły zatem być ty lko  nieuniknione małe nie
jednolitości i  zboczenia od postaci geometrycznej, a nie stałość kształtu  
równowagi.

2) P rzy sile *Sj — 418 kG wygięcia nieco wzrosły osiągając w k ilku  
miejscach ~ 0 ,0 4  mm  i tworząc dość nieregularną lin ię  fa lis tą  (rys. 11) 
zaznaczającą niewyraźnie długość całej fa li około 1,5 m.

3) P rzy $2=  672 kG  odchylenia doszły w  jednym  miejscu do 0,07 mm 
nie przestając być sprężystymi, gdyż po odciążeniu wszystkie przemiesz
czenia zn ik ły . Jak w yn ika  z rysunku 11, można się już dopatrzeć nieco 
regularniejszej falistości p rzy wartościach 21 od 110 do 150 cm, jednakże 
nie było tendencji do powiększenia wygięć przy niezmienionej wartości 
s iły 8.

4) Tendencja taka pojaw iła  się najwyraźniej dopiero przy zwiększe
n iu  siły do 900 kG, przy k tó re j wygięta fa lis ta  postać równowagi nie 
dała się już zmierzyć, gdyż pręt nagłe’ się wyboczył bliżej końca bez
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pośrednio obciążonego. Naprężenia (wzdłużne) spadły przy ty m  z 800 
do 400 kG /cm 2 i  powyżej te j wartości ju ż  się podnieść nie dały. 

P rzy jm ując 8kr=  900 kG  obliczono z wzoru teoretycznego

£>kr— 2 ] /GJEJy ,
Po wstawieniu E J y —2,1-106- 0 ,20=  4 ,2 -105 na C2 wypadła wartość 
0,5 kG/cm 2, co wygląda dość prawdopodobnie. A le skoro tę  wartość 
Ustawiono w  drugi wzór teoretyczny (co prawda dła pręta  bardzo d łu 
giego)

k - n y  c  ̂ ,

to wypadło 21= 190  cm, a więc znacznie więcej od wartości obserwo
wanej p rzy  sile $ = 6 7 2  kG. Da się to  objaśnić okolicznością, że wskutek

mm

K ys. 11. W yg ięc ia  le lk i  na sprężystym  pod łożu pod w p ływ e m  s iły  osiowej S (m ierzone
w  płaszczyźnie poziom ej)

opisanego wyżej sposobu ustalenia końców pręta jego długość przestała 
być „bardzo w ie lka" i  fa la  teoretyczna uległa skróceniu. Dalsze badania 
w  zmienionych warunkach by łyby  przeto bardzo pożądane.

W  razie ich podjęcia należałoby zrobić próbę z k ilk u  długościami 
prętów, a także z prętam i o różnych przekrojach i z różnego m ateria łu. 
B y łoby pożądane także doprowadzenie do wyboczenia przez ogrzanie 
elektryczne przy ustaleniu końców, podobnie jak  to uczynił prof. R a a b . 

W tedy jednakże lepie j nie ustalać przekrojów końcowych przez oparcie 
o prawie sztywne ściany, ale oprzeć je  o przyrządy mierzące siłę.

Na zakończenie streszczę w yw ody niniejszej pracy w  tezach i w n io 
skach następujących:

1) Najważniejsze k ry te r ia  niebezpieczeństwa wyboczenia (pofałdowa
nia) długiego prostego toru o szynach spawanych bez przerw dają się
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ująć we wzory matematyczne na podstawie teo rii stałości równowagi 
sprężystego pręta ściskanego osiowo w  ośrodku sprężyście podatnym.

2) Mniemanie przeciwne współczesnych badaczy zagranicznych w  dzie
dzinie ko le jn ictw a powstało na skutek negatywnych w yn ików  teo rii opar
te j na założeniach w  tym  zagadnieniu niewystarczających i fizyka ln ie  
niedopuszczalnych.

3) Prawidłowo stosowana teoria stałości równowagi może prowadzić 
ty lko  do wzorów w  tekście przytoczonych i uzasadnionych 9).

4) Opisane w  tekście doświadczenia potw ierdzają dość dobrze w yw ody 
teoretyczne pracy, jakko lw iek są jeszcze zbyt nieliczne i posiadają braki, 
ta k  że nie są jeszcze wystarczające do wzbudzenia zupełnego zaufania 
do odnośnej teorii (nie wątpię jednakże, że uczynią to  dalsze badania 
doświadczalne).

5) Stosowany schemat teoretyczny dotyczy ty lko  jednego ogniwa 
z dużego łańcucha zagadnień stateczności to ru  kolejowego bez styków.

Do innych zagadnień wypadnie stosować inne metody już  używane 
przez inżynierów badaczy kolejnictwa.

9) S p ó r  o  s to s o w a ln o ś ć  t e o r i i  s ta ło ś c i  r ó w n o w a g i  d o  n a s z e g o  z a g a d n ie n ia  p r z y p o 
m in a  w a lk ę  o  w z ó r  E u l e r a ,  z a k o ń c z o n ą  j a k  w ia d o m o  je g o  z w y c ię s tw e m ,  o c z y w iś c ie  
w  g r a n ic a c h  w a ż n o ś c i  w z o r u  p r z e w id z ia n y c h  p rz e z  te o r ię .



Z  RO ZW A ŻA Ń  NAD N IEB EZPIECZEŃSTW EM  ZNIEKSZTAŁCENIA
t o r u  k o l e j o w e g o  o  s z y n a c h  s p a w a n y c h  w s k u t e k  n a p ię ć

CIEPLNYC H
(Przegląd Techn iczny N r  23, 1936 r.)

W  pracy mojej pod ty tu łe m  „Zagadnienie stateczności prostego toru  
o szynach spawanych pod wpływem  naprężeń cieplnych" uzasadniłem 
między innym i niemożliwość teoretycznego znalezienia skończonej w ar
tości. k rytycznej napięcia cieplnego ściskającego osiowo szyny p rzy zało
żeniach podłoża sztywnego z tarciem C o t j lo m b a .  Na tak im  (abstrakcyj
nym ) podłożu nie zaszłaby niestałość równowagi prostej postaci toru  
nawet przy największej wartości siły osiowej oczywiście p rzy założeniu 
nieprzekroczenia granicy plastyczności (płynności) w  materiale szyn. W ia
domo jednak, że zniekształcenie to ru  wskutek napięć cieplnych obserwo- 
wano nie jednokrotnie, chociaż ściskanie szyn nie było nawet ta k  wielkie, 
aby powodowało naprężenia powyżej granicy plastyczności. To było po
wodem, że w ielu inżynierów-badaczy porzuciło m yśl stosowania teorii 
niestałości równowagi i pojęcia s iły  krytycznej do szukania takie j w ar
tości s iły  ściskającej, k tó ra  grozi zniekształceniem toru, a zwróciło się 
do rozważań teoretycznych opartych na założeniu początkowego zakrzy
wienia osi to ru  uwarunkowanego niedokładnością wykonania lub  niestaran
nym  utrzym aniem . Rachunki takie  m ają beż wątpienia znaczenie p ra k ty 
czne, jednakże zawierając element dowolności mało się przyczyniają do 
gruntownego wyjaśnienia sprawy. Otóż na Kongresie Szynowym a v  Budape
szcie wystąpiłem  z tezą (dyskutowaną przedtem listownie z prof. R aabem  
w  Karlsruhe), że jednak można teoretycznie znaleźć skończoną wartość 
krytyczną s iły  ściskającej (któ ra  stanowi niższą granicę niebezpiecznej Avar- 
tości tej siły), p rzy jm u jąc zgodnie z doświadczeniem, że podłoże to ru  jest 
sprężyście podatne. Uzasadnieniu te j tezy, Avykonaniu odpoAviednich o b li
czeń i porÓAvnaniu z doświadczeniami w łasnym i na modelach oraz doświad
czeniami na torze oryg ina lnym  Niemieckich Kole i PaństwoAvych, wykona- 
nym i przez prof. R a a b a ,  b y ły  poŚAvięćone inne części wymienionej pracy.

Przewidując, że dalsze badania doŚAviadczalne przyczynią się do po
parcia te j tezy, uczyniłem  zadość zaproszeniu d r  B a s e e e r a ,  lcieroAvnika
Pisma, I I I  14



210 V in . Z A G A D N IE N IA  K O LE JO W E

in s ty tu tu  badawczego niemieckich kolei państwowych w Monachium i  od
byłem z okazji Międzynarodowego Kongresu Mostowmictwa i  Budow li 
Inżynierskich w  Berlin ie  szereg konferencji w  Monachium, w  Karlsruhe 
(z prof. R a a b e m ) i  w  Berlin ie  (z dr H . M e ie r e m ).

Otóż idzie tu ta j o zjawisko zaobserwowane w  doświadczeniach nie
mieckich i  węgierskich na torze oryginalnym , k tó ry  ściskano podłużnie 
przy pomocy prasy hydraulicznej, zwiększając nacisk ta k  długo, aż na
stąpiło podniesienie fa lis te  to ru . Po usunięciu prasy to r w racał do po
łożenia poziomego prawie tak, ja k  sprężyna w ygięta siłam i zewnętrznymi 
wraca do pierwotnej postaci po zniesieniu tych sił. Stosowana w  piśm ien
n ictw ie  naszym i  obcym do powyższego zjawiska nazwa wyboczenie mogła 
jednakże prowadzić do nieporozumień i  dlatego zastąpiłem ją  tu ta j w y 
razem zniekształcenie toru . D la  wyjaśnienia zaznaczę, że zniekształceniem 
nazywać będę w  ogóle zmianę zamierzonej prostej osi to ru  na wygiętą, 
bez względu na przyczyny tę zmianę wywołujące. D zięki temu będę 
mógł w  dalszym ciągu stosować wyraz wyboczenie ty lko  w  znaczeniu ciaś- 
niejszym, t j .  na oznaczenie zjawiska niestałości (niestateczności) równo
wagi prostej postaci to ru  ściskanego osiowo przy wartości s iły  ściskającej 
większej od pewnej określonej wartości zwanej kry tyczną  ( IV ) .  P rzy te j 
umowie co do nazwy staje się np. jasno zrozumiałe twierdzenie następu
jące: Teoria wyboczenia dowodzi, że wyboczenie sprężyste ciężkiego p ro 
stego pręta spoczywającego na podłożu traktow anym  jako sztywne z ta r 
ciem Co u l o m b a  nie jest możliwe p rzy  żadnej skończonej wartości s iły  
ściskającej. K ie  ma zatem mowy o P kr. Natom iast zniekształcenie takiego 
pręta wskutek innego działania sił zewnętrznych zajść może, a zniekształ
cona np. wygięta w  górę postać pręta może być utrzym yw ana w równo
wadze silam i osiowymi (P, — P), przeniesionymi przez sąsiednie poziome 
części pręta. K ie  należy jednak mówić o krytycznej wartości tych sił 
(w znaczeniu powyższym) gdyż, ja k  zobaczymy, jest ich nieskończenie 
wiele, a ty lko  spośród n ich wyróżnia się jedna najmniejsza P „„„, odpo
wiadająca zresztą jednej z postaci równowagi niestałej.

W  w ym ienionych doświadczeniach z naw ierzchnią kolejow ą zachodzić 
musiało ściskanie mimo środowe. K ażdem u bowiem , k to  m ia ł do czynie
n ia  z doświadczeniami nad w yboczeniem  prętów  (pionowych) w iadom o, 
ja k  trudno jest zm niejszyć mim ośród dzia łan ia  siły do Avartości ta k ie j, 
ażeby przebieg zjaw iska odpow iadał ilościowo przew idyw aniom  teo rii w y 
boczenia. (Pod ty m  względem  bardzo interesujących spostrzeżeń i Avyni- 
ków  należy się spodziewać po pracy doświadczalnej, k tó rą  w ykonyw a  
od paru  la t  prof. M . B ro szko ). B adania toru  oryginalnego są ta k  ko- 
sztowne, że trudno myśleć o ich Aidelokrotnym pow tarzaniu . T y lko  zaś 
w tedy doświadczenie potw ierdziłoby n iew ątp liw ie  przew idyw anie teore
tyczne, Ayykazując, że odcinki to ru  o konstrukcji identycznej m ożna do
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prowadzić do wybrzuszenia siłam i ściskającymi o bardzo różnej wielkości. 
Rozsypka wartości sił zniekształcających to r by łaby o lbrzym ia w  porów
naniu do rozsypki wartości sił k ry tycznych  przy badaniu wyboczenia 
prętówr pionowych.

Że wywołane ściskaniem prasą hydrauliczną wybrzuszenie toru  nie 
jest wyboczeniem w  znaczeniu ściślejszym, dowodzi nadto następujące 
rozważanie zbioru postaci równowagi ciężkiego prętanieograniczenie dosko
nale sprężystego prostego w  stanie nieobciążonym. P rę t ta k i może być oczy
wiście w równowadze wt postaci silnie wygiętej w górę w  sposób przed
stawiony na rysunku 1, jeżeli na jego końce działają dostatecznie w ielkie 
siły ściskające (P, —P). Zakładamy p rzy  tym , że końce A  i B  są pod

parte i  prowadzone tak, że nie mogą się obracać (około osi prostopadłej 
do rysunku), ale są swobodnie przesuwalne wzdłuż cięciwy A B . Gdy 
zmniejszymy nieco wielkość P , to p rę t p rzy jm ie  nową postać równowagi 
o mniejszej strzałce, a większym odstępie A B . Dalsze kolejne postacie 
równowagi odpowiadać będą coraz mniejszym strzałkom i siłom P , ale 
ty lko  do pewnej granicy P g, odpowiadającej jednakże dość dużej strzałce fgr. 
S trzałkom  /  mniejszym od /.,r odpowiadają teraz wartości P  > P gr i  ro 
snące do oo gdy /->(). W szystkie postaci równowagi o strzałkach 0 < f  < f gr 
są n ie s ta te c z n e , a postaci o strzałkach f > f gr s ta te c z n e . P gr jest za
tem  najmniejszą wartością s iły  (Pm,„), k tó ra  wystarcza do u trzym ania 
wybrzuszonej postaci - pręta w  równowadze. To wszystko można śledzić 
matematycznie, co praAwda z o lbrzym im  nakładem pracy, jeżeli nie rezy
gnujem y z dokładności obliczeń, ale to byłoby do naszego celu zbędne. 
Najważniejszy jest fak t, że n iektó rzy nu torow i e nazwali wartość P gr 
„wartością k ry tyczną ", przypisując je j błędnie to samo znaczenie co 
wartości kry tyczne j powyżej określanej w teorii wyboczenia. W  naszym 
zadaniu p rzy  założeniu,, że cięciwa A B  ogranicza sztywno możliwość w y 
gięcia w dół, istn ie je matem atycznie jedna wartość kry tyczna  P *r -> oo, 
co wskazuje mechanicznie na niemożliwość wyboczenia pręta z postaci 
prostej poziomej siłam i ściskającymi. Wybrzuszenie naszego pręta  leżą
cego poziomo i ściskanego siłam i P  czy to mniejszym i, czy też nawet 
większymi od P gr jest oczywiście możliwie wskutek udzielenia mu z ze-

14*
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wmątrz stosunkowo w ie lk ie j nadw yżki energii, np. przez szarpnięcie do 
góry, ale to  ze zjawiskiem wyboczenia nie ma nic wspólnego. A to li szu
kanie P gr powyższą drogą nie ma żadnego praktycznego znaczenia w  za
gadnieniu zniekształcenia toru  kolejowego jeszcze dlatego, ponieważ teo
retyczna wartość P gr odpowiada zby t w ie lk im  strzałkom, ażeby wygięcie 
mogło zajść w  granicach sprężystości.

N i c o ś ć  t e c h n i c z n a  o m a w i a n e j  k o n c e p c j i  w y c h o d z i  n a  j a w  m o ż e  n a j 

d o b i t n i e j  p r z y  o c e n i e  b i l a n s u  e n e r g e t y c z n e g o .

Rozpatrzm y falę wybrzuszenia toru o długości 2 z= 1 0  m, a wyso
kości / =  1 m i obliczm y nadwyżkę je j energii potencjalnej wywołaną 
zgięciem i  podniesieniem. Ciężar własny szyn wraz z podkładami no r
malnego toru P K P  wynosi, ja k  wiadomo 160 do 200 kG./m, a Avięc praca 
potrzebna do podniesienia środka ciężkości naszego odcinka o / =  0,5 m 
jest równa ~800  do 1000 kGm. Energia zginania da się obliczyć av p rzy
bliżeniu przy założeniu, że Avygięcie ma postać jednej fa li sinusoidy we
dług znanego wzoru:

' (2z)3 ‘

W stawiwszy wartość momentu bezwładności przekro ju obu szyn J  =  
=  3200 cm4 i E = 2 ,1 1 0 6 kG /m 2 otrzym am y

L * =  97,4 ' 2 ,11^ 6 ’ 3200 i 50!  =  1 630000 kGcm =  16 300 k G m ,
*  10003

a zatem 16 do 20 razy więcej od pracy s iły  ciężkości. Razem około 
17000 kGm.

Obliczm y jeszcze energię ściskania prostego odcinka to ru  długości 1.0 m 
i o przekroju obu szyn 117 cm2 przy naprężeniu n=2000 kG/cm 2, a Avięc 
bardzo znacznym.

l a 2 2 • 10“

L i(=  9 } ] 117 ■ 1000 =  - - y r i ó i  117000 ** 56000 kGcm = 5 60  kGm  .

Jest t o  ~  330 r a z y  m n i e j  n i ż  p o t r z e b a  do z r e a l i z o A v a n i a  A v v b r z u s z e n i a ,  

a  p r z e c i e ż  p r z y  w y g i ę c i u  w y z A v a l a  s i ę  t y l k o  c z ę ś ć  e n e r g i i  ś c i s k a n i a ,  g d y ż  

s i ł a  ś c i s k a j ą c a  n i e  s p a d a  d o  z e r a .  Z d a j e  s i ę ,  ż e  t e  p r p s t e  r o z w a ż a n i a  p r z e 

k o n a j ą  k a ż d e g o  i n ż y n i e r a  k o l e j o w e g o  o  b e z A v a r t o ś c i o A v o ś c i  o b l i c z a n i a  P kr 
d l a  o c e n y  n i e b e z p i e c z e ń s t w a  w y g i ę c i a  av g ó r ę  n a A v i e r z c h n i  p o d  A w p ł y w e m  

n a p r ę ż e ń  c i e p l n y c h .

Podobnie druzgocącej k ry tyc e  podlega także  Ayartość obliczenia P gr 
p rzy  Avygięciu n a  poziom ie 3).

l ) S z c z e g ó ło w a  a n a l iz a  te g o  z a g a d n ie n ia  z n a jd u je  s ię  w  p r a c y  p t .  „ W  s p r a iv ie  n ie -  
s ta te e z n o ś c i  d łu g ie g o  p r o s t e g o  t o r u  k o le jo w e g o  o  s z y n a c h  s p a w a n y c h  p o d  w p ły w e m  
o g r z a n ia " .



W SPRAWIE NIESTATECZNO ŚCI DŁUG IEG O  PROSTEGO TORU  
KOLEJOW EGO O SZYNACH SPAW ANYCH POD W PŁYW EM

O GRZANIA
(Czasopismo Techniczne N r  7, 1937 r.)

§ 1. Wstęp

Wiadomo, że podwyższenie tem peratury szyn o i° ponad tempera- 
turę, przy które j ułożono nawierzchnię (zwaną niekiedy tem peraturą 
obojętną), musi wywołać w  szynie o przekroju F  siłę osiową ściskającą 8
0 wielkości F F a f  (F  — oznacza m oduł sprężystości m ateria łu szyny w y 
noszący około 2,1 • 10* kG/cm 2, a a =  0,0000115 współczynnik wydłużenia 
termicznego). Pamiętać należy, że tak  proste warunki zachodzą ty lk o  
w dostatecznej odległości od końców rozpatrywanego odcinka toru, a więc 
od łuków i miejsc zaokrąglonych załomów spadku. Ty lko  do tego p ro 
stego przypadku odnoszą się przedstawione w dalszym ciągu rozważania 
teoretyczne.

Pojawienie się sił ściskających 8  wywołu je niebezpieczeństwo znie
kształcenia prostej praktycznie osi toru  tak  w  płaszczyźnie poziomej, ja k
1 pionowej, czyli ja k  zwykle mówią, niebezpieczeństwo wyboczenia toru. 
Dwa są mechaniczne powody tego niebezpieczeństwa:

1) N ieuniknione początkowe zboczenia od zamierzonej prostoliniowości 
osi toru . Te zboczenia sprawiają, że s iły  ściskające w yginają szyny coraz 
więcej w  miarę ich wzrostu, czy li w  miarę p o d w y ż s z e n ia  tem peratury, 
grożąc wyraźnym  i niebezpiecznym zniekształceniem toru.

2) Teoretyczne zjawisko niestałości ( niestateczności)  równowagi prostej 
postaci to ru , k tó ra  zachodzi p rzy  pewnej granicy wyższej s iły  ściskającej 
zwanej wartością krytyczną (8kr). Powyżej wartości krytycznej, t j .  p rzy 
8  > 8kr, prosta postać równowagi toru jako układu sprężystego jest nie
stała, a stałą staje się postać zakrzywiona.

Jest rzeczą jasną, że przy siłach ściskających o wielkości zbliżonej 
do wartości kry tyczne j staje się w p ływ  zboczeń p ierwotnych od prosto- 
liniowośei osi itp . na je j zakrzywienie szczególnie silny. Dlatego to zna
jomość Skr jest praktycznie nader ważna, chociaż je j obliczenie odnosi
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się do abstrakcyjnego modelu to n i, jako  ciężkiego doskonale prostego 
pręta  sprężystego doznającego rów nom iernych oddziaływ ań sprężystego 
podłoża. Teoria  wyboczenia takiego p rę ta  b yła  opracowana w  różnych  
celach przez szereg autorów  (E n g es se r, T im oszenko i in n i). Pewną  
noAvą form ę nadałem  je j w  pracy  ogłoszonej po niem iecku w  skrócie 
w  księdze I I I  M iędzynarodowego Kongresu Szynowego w  Budapeszcie 
(wrzesień 1935), a w  całości w  K r  3 czasopisma „ In ży n ie r K o le j ow y “ 
z r. 1936 p t. „Zagadnienie stateczności prostego to m  o szynach spawa
nych pod w p ływ em  naprężeń cieplnych14. P rz y  te j sposobności podkreśli
łem  w ażn y  wry n ik  teorii, że p rzy  założeniu doskonałej sztywności podłoża  
nie m a skończonej Avartości $ *r , co dowrodzi, że teoria  może u jąć  nale
życie interesujące nas zjaAvisko ty lko  Avtedy, gdy UAvzględnia sprężystą  
podatność podłoża. Tym czasem  av um ysłach n iektórych  poważnych in ż y 

nierów  tk w i wciąż jeszcze konce
pcja  szukania skończonej wartości 
krytyczn e j p rzy  założeniu sztyAv- 
nego podłoża, oparta  Avidocznie na  
rozum owaniu następującym :

Nieograniczenie sprężysty p rę t  
Rys. l  prosty da się (po uprzednim  w y 

gięciu go m om entam i dzia ła jący - 
ra i n a  końce) u trzym ać  av stosowniej Avygiętej postaci rÓAvnowagi siłami 
(8 , 8 ) d zia ła jącym i na  końce, podobnie ja k  to realizu jem y sporządzając  
z prostego p rę ta  łu k  przez zw iązanie jego obu końcÓAY cięciwą. K ap ię- 
cie te j cięciAvy zależy od strzałk i Aiygięcia i  rozpatru jąc  rÓAvnoAvagę 
]irę ta  położonego w  płaszczyźnie pionowej (Avygiętego Arypukłością ku  
górze), k ied y  ciężar Avłasny gra Avażną rolę (rys. 1), znajdziem y co nastę
puje: strza łkom  bardzo m ałym  odpow iadają bardzo Avielkie Avartości 8  
u trzym u jące  łu k  wr równowadze. Coraz w iększym  strzałkom  odpow ia
dają  zrazu m alejące wartości 8  aż do peAYiiej granicy 8 gr, po czym  
z dalszym  Awzrostem strza łk i znajdu jem y rosnące ivartości S > S gr. P o s 
t a c ie  ró w n o A Y ag i odpoAviadające 8 < 8 gr są n ie s t a łe  (niestateczne), 
zaś odpowiadające 8  > S gr s ta łe  (stateczne), co m ożna stAvierdzić p rzy  
pom ocy k ry te r iu m  energetycznego. W ielkość 8 gr m a zatem  cechy p o 
d o b n e  do AArartości k ry tyczn e j w  zagadnieniu E u l e r a 1). W artość ta

*) O grom ną różnicę m iędzy zagadnieniem  wyboczenia p rę ta  ustawionego p ionowo 
a leżącego poziom o na pod łożu  sz tyw nym  ilu s tru ją  d o b itn ie  w yk re sy  zw iązku  m iędzy 
Avartością s iły  ściskającej S a s trza łką  w yg ięc ia  /  (rys. 2). W  p rzyp ad ku  pierw szym  
ciężar iv łasny p rę ta  n ie zb y t w ie lk iego gra ro lę  zupełnie zn ikom ą. S trza łka  / =  0 p rzy  
wsze lk ich wartościach po czym  s trza łka  szybko wzrasta ze wzrostem  s iły
ponad w artość E u l e r a  8 e . W ykres  m a postać O A B . 4V d ru g im  p rzyp a d ku  ciężar w łasny 
p rę ta  gra ro lę  dom inu jącą, spraw ia jąc, że p rę t może w  rów nowadze sta łe j pozostać
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lozgranicza bowiem wartości s iły  odpowiadające niestałym  postaciom 
równowagi od wartości odpowiadających postaciom stałym. Mamy 
■więc niejako drugą „wartość kry tyczną" i to  skończoną w  przypadku 
naszego zagadnienia. Taka koncepcja by ła  już wygłoszona i ja k  się zdaje 
łnatema tycznie opracowana przez 
St. B e ł z e c io e g o . W  koncepcji tej 
tkw i przypuszczenie, że w  rozpa try
wanym zagadnieniu energia od
kształceń sprężystych ogrzanych szyn 
Wyzwolona przez zmniejszanie się 
siły podłużnej może mieć wartość 
przynajm niej równą sumie energii 
Uginania postaci wygiętej i  pracy po
dniesienia wygiętych części pręta.
I ł  dyby bowiem ta k  było, to  mogłaby 
zajść zmiana postaci równowagi z pro
stej na wygiętą dzięki jakiem ukol- 4* 
wiek najdrobniejszemu impulsowi 
zewnętrznemu. Tymczasem w  ogóle 
tak  nie jest. To twierdzenie posta
ram się uzasadnić ściślej, niż to 
Uczyniłem w  artyku le  umieszczonym 
w  n r 23 „Przeglądu Technicznego" 
z r. 1936 p t. „Z  rozważań nad nie
bezpieczeństwem zniekształcenia to ru  K ys. 2

kolejowego..." (W  tym  a rtyku le  bo-
w iem  przyjąłem , dowolnie z b y t w ie lką  strzałkę wygięcia). Koncepcja  
B e ł z e c k ie g o  jest w  odniesieniu do naszego zagadnienia n iefortunna  
i  prow adzi do obliczania wartości n ie mogących w żaden sposób służyć 
za m iarę niebezpieczeństwa w yboczenia 2). Pow oływ anie się zaś na p rym i-

p ro s tym  (czy li f — 0) p rz y  wsze lk ich w artościach 0<!<S< oo. W yg ię te  postacie rów now ag i 
są rów nież s ta tyczn ie  m ożliw e p rz y  w artośc iach °°- W ykres  m a postać O A A ^
A 'C 'B '. Część A 'O ' k rzyw e j w ykresu odpow iada postaciom  rów now ag i n iesta łe j, zaś 0 'B ' 
postaciom  rów now ag i s ta łe j. Ssr je s t na jm n ie jszą w artośc ią  s ił ściska jących w ys ta rcza 
ją cą  do u trzym a n ia  w  równowadze p rę ta  w  postaci w yg ię te j.

2) Poza ty m  koncepcja powyższa zamąca usta lone pojęcie siły krytycznej w  sche
macie teo re tycznym  wyboczenia. J a k  niebezpieczne je s t stosowanie te j samej nazw y 
do różnych  pojęć, dowodzą dyskusje toczone u nas w  os ta tn ich  k ilk u n a s tu  la ta ch  ną 
te m a t „w yb ocze n ia ". W  zagadnieniach stałości rów now ag i uk ład ów  sprężystych o lb rz y 
m ia  większość au to rów  nazyw a obciążeniem krytycznym (silą k ry tyczn ą ) tę  pierwszą 
z ko le jno  rosnących w artośc i obciążenia, p rz y  k tó re j zam ierzona postać rów now ag i 
uk ład u  przesta je b yć  stała. P ro f. B e ł z e c k i zaś po jm o w a ł obciążenie krytyczne ja k o  
w artość obciążenia, p rz y  k tó re j ja k a k o lw ie k  s ta tyczn ie  m ożliw a postać rów now ag i
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l y w n y  eksperym ent z paskiem  płaskiej sprężyny leżącym  na stole po
lega na niedopatrzeniu zasadniczej ilościowej różnicy m iędzy ściskaniem  
silami zew nętrznym i a  ściskaniem naprężeniam i term icznym i. Operując  
zew nętrznym i Siłami ściskającym i o wielkości S  m ożem y uważać za rzecz 
n atura lną, że nie zm ien ia ją  swojej wartości w ykonując pracę przy  zb li
żeniu końców prę ta  uw arunkow anym  jego wygięciem . N ato m iast naprę
żenia term iczne ju ż  p rzy  nieznacznym  wygięciu p rę ta  silnie m aleją. 
To wszystko w y jd zie  dobitnie na ja w  z rachunku opartego na re 
alnych podstawach i uwzględniającego wszystkie w p ły w y  ja k ie  tu  za 
chodzą.

§ 2. Warunki konieczne do istnienia wygiętej w górę postaci równowagi

G dyby isto tn ie  zaszło wyboczenie pionowe toru  traktowanego jako 
bardzo długi ciężki p rę t spoczywający na podłożu sztywnym (ze względu 
na naciski pionowe), to postacią równowagi byłaby albo jedna fala w y 
tworzona gdziekolwiek w  dostatecznej odległości od końców, albo też 
szereg identycznych fa l o skrajnych wartościach krzyw izny w  punktach 
szczytowych i najniższych (które pozostały w  poziomie pierwotnym )

przechodzi ze sta łe j w  n ies ta łą  łu b  odw ro tn ie . Nasze zagadnienie je s t doskona łym  p rz y 
k ładem  ilu s tru ją c y m  ważną różnicę obu powyższych pojęć.

C iężki p rę t A B  u ieograniczenie sprężysty, leżący na poz iom ym  sz tyw nym  podłożu 
i  ta k  po dp a rty , że może się w yg iąć  ty lk o  w  płaszczyźnie p ionow ej pod w p ływ e m  s ił (P ,P ) 
śc iska jących go osiowo, jes t w ed ług pierwszego określenia w  rów nowadze sta łe j w  p ro 
stej postaci, p rz y  każdej dow oln ie  w ie lk ie j w a rtośc i s iły  P , c z y li Ptr=  oo.

Stosując drug ie  określenie p rz y  ro zp a tryw a n iu  wsze lk ich sta tyczn ie  m oż liw ych  
zakrzyw ionych  postaci rów now ag i i  s tw ie rdz iw szy, że postacie o m a łych  s trza łkach  są 
niestale, a o w ie lk ich  s trza łkach stale, szukam y postac i rozgraniczającej stałe od n iesta
łych . O dpow iadająca te j postaci skończona wartość P  będzie teraz „w a rto śc ią  k ry ty c z n ą '1 
w edług drugiego określenia. W artość ta  je s t zgoła różna od poprzednie j. Oczywiście 
z m atem atycznego p u n k tu  w idzen ia  n ie  może b yć  tu ta j sporu o to , k tó ra  z ty c h  w a r
tości je s t p raw dziw a . Obie m a ją  teore tyczno-m echaniczną rac ję  b y tu . A to li każda z n ich  
określa coś innego. Skoro jednakże po s taw im y  py ta n ie , k tó ra  z n ich  cha rak te ryzu je  
lepie j ( t j.  zgodniej z rzeczyw istością) niebezpieczeństwo w yboczenia to ru  kole jowego, 
to  odpowiedź ścisła pow inna brzm ieć: żadna. W  ogóle bow iem  ty lk o  p rz y  uw zg lędn ien iu  
sprężystej podatności podłoża m ożem y się spodziewać ja ko  tako  przyb liżonego odzw ie r
ciedlenia m atem atycznego rzeczyw istości. F iz y k a ln a  m ożliwość wyboczenia p rz y  d ru 
gie j „w a rto śc i k ry ty c z n e j"  nie je s t a p r io r i wyłączona, dz ięk i m ożliwości oderw ania się 
od podłoża, ale podlega ciężkiem u w a ru n ko w i ograniczającem u. W arunek ten  w yraża, 
że praca po trzebna do w yg ięc ia  i  podniesien ia p rę ta  m usi być  n ie  w iększa od je dn o 
czesnego u b y tk u  energ ii sprężystej jego ściskania. O tóż w arunek ten  w  ogóle się nie 
spełnia.

3) To drug ie  założenie by ło  podstaw ą obliczeń F . S z e l ą g o w s k i e g o , ogłoszonych 
w  „Czasopiśm ie T echn icznym " z r. 1934.
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Próbne obliczenia wykazały, zgodnie z przewidywaniem, że mniejszego 
nakładu pracy potrzeba do wytworzenia jednej ty lko  fa li (rys. 3) o k rzy - 
"wiźnie po końcach równej 0, a więc przechodzącej łagodnie w części p ro 
s te4). Fala taka w inna czynić zadość koniecznym warunkom  następu
jącym :

1) Jej postać musi być określona w arunkam i rÓAvnowagi. Nie wy-
/  7T.0C \starcza tu ta j przyjęcie przybliżone y =  / ( l  —cos— | ,  albowiem ono po

ciąga za sobą równość liczbową momentów zginających na szczycie i po 
końcach fa li, gdy tymczasem te ostatnie momenty mają być równe zeru.

2) Zbliżenie wzajemne 2u0 przekrojów  pręta ograniczających długość 
fa li wyboczenia odpowiada z jednej strony zmniejszeniu siły ściskającej 
w  sąsiednich prostych częściach pręta z wartości S =  E F a t°  w  przekro
jach bardzo odległych od m ie j
sca wygięcia do wartości H  
w  obu przekrojach granicznych.

3) Z drugiej strony jedno
czesne zakrzywienie i  zmniejsze
nie sił ściskających w  części O A  
lub A B  powoduje przemieszcze
nie przekrojów O i  i? ku  środkowi. To przemieszczenie jest różnicą prze
mieszczenia ux (zależnego ty lko  od zakrzywienia bez zm iany długości) i  u2 
powstałego wskutek zmniejszenia sił ściskających.

Mamy więc warunek

(1)

s

y
a

o --------—

y'

-----B

y“

s
////////////A'// 
-------a ------

''/'///////,. X

Rys. 3

■ Uo.

Rachunek jest praktyczn ie  wykonalny przy założeniu, że strzałka wygię
cia jest mała w  porównaniu do długości fa li, co okaże się zupełnie w y
starczające. Nie potrzeba dodawać, że u0, ux i u2 tra k tu je m y jako w ie l
kości bardzo małe w  stosunku do a.

Najprostsze jest obliczenie u0. Znajdziem y je rozpatru jąc nieograni
czoną prostą część pręta na lewo od O, spoczywającą na podłożu, k tóre  
oddziaływa na przesunięcie siłą i? ' odniesioną do jednostki długości, 
proporcjonalną do przesunięcia u. Jest to wprawdzie założenie odpowia
dające podłożu oddziaływającemu sprężyście na przesunięcia poziome, 
a więc niesztywnemu, ale odzwierciedla wcale dobrze rzeczywistość, ja k  
to  wykazały badania wykonane pod kierunkiem  prof. A l . W a s i u t y ń - 

s k ie g o  na posterunku doświadczalnym PKP W łochy 5).

*) K rzyw izn a  w iększa od zera wwmaga w iększej p racy  odkształcenia, ja k  to  będzie 
dow iedzione poniże j.

5) Badan ia nad odkszta łceniam i sp rężystym i naw ie rzchn i ko le jow e j. W arszawa 1937.
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A  więc W  =  Gxu.
Wychodząc z równania różniczkowego

dhi _  CąM 1 da 
~da? KK  ~  E  dx

{wyprowadzonego w  n r 3 „Inżyn ie ra  Kolejowego4' z r. 1936) znajdujem y 
łatwo (jeżeli dodatn i k ierunek osi x p rzy jm u jem y tu ta j od O w  lewo) 
p rzy  założeniu działania w przekro ju O siły X

Y /B B
{3) ^  ~  e~xlc ’ p rzy czym c =  V  c r  •

Ponieważ w  naszym przypadku jest:

X —E F a t° —H  ,
przeto

. , E F a t ° - H
W  y 0 iB p -

§ 3. Obliczenie i/,

Przystępując teraz do obliczenia % rozwiążemy najpierw  zadanie 
pomocnicze następujące: Ciężki p rę t OB (rys. 3), p ierwotnie prosty, został 
słabo w yg ię ty  w górę. Znaleźć postać równowagi p rzy  założeniu sił pozio
m ych H ,H  działających na końce pręta i momentów M 0. Otóż całkując 
równanie różniczkowe równowagi pręta w  postaci przybliżonej

(5) E J y " = M 0+ q a x — \q x 2—H y B) 

przy oznaczeniu 

(5a)

znajdujem y

(6 )

6) N a pozór w yd a je  się, że na leża łoby w y jść  z „dok ładnego11 rów nan ia  odkszta ł-
r ir  .

conej osi p rę ta , t j .  —  = - > / ,  gdzie o oznacza p rom ień  k rz y w iz n y . B y ło b y  to  is to tn ie

potrzebne, g d yb y  chodziło o postacie rów now ag i odpow iadające s trza łko m  tego samego 
rzędu, co rozpiętość w yg ię te j w  górę części p rę ta . Tym czasem  okaże się, że s trz a łk i, 
ja k ie  tu ta j wchodzą w  rachubę, n ie  przewyższają l , 5 ° /0 rozp ię tości. W obec tego ró w n a 
n ie  p rzyb liżone  zapewnia dokładność sięgającą n iew ą tp liw ie  do czwartego m iejsca dz ie
siętnego, a w ięc do naszego celu aż nad to  wystarcza jącą.

Tc =

y =
qa-
i r

X

cosfc
a , a
i t e %

. xsm T 
Tc , x

a a
Tc
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X

<e») +
tg  ^  1 “

A  stąd wyrażenia na mom enty zginające:

( C0S T- 7.
(?) M =  — qaIc(------ — + s i n ^  — ~ ) ,

I 7- a
\ t g lc

<7a) I ,  =  ( Ą =0 =  tffc2 I —  - 1

\
<7b) M A =  {M )x^a =  qW \  1 -

Podstawiwszy a?=a do równania (6) o trzym ujem y na strzałkę 2 / wzór:

(8,

Ponieważ i l f 0 jest według założenia dodatnie, przeto we wzorze (7a) 

jest 0 <  t g j. < j . i  pociąga za sobą oczywiście warunek:

(9) • , 2 n > l > n .

71* E J
Oznaczywszy nadto przez H E~  -— 2— „wartość Eulerowską“  s iły  osio- 

wej napiszemy wzór (8) w  postaci

<8*>

albo też

w »  = 1 +<la‘ n ,  /  f l_
H e
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Przechodząc teraz do naszego przypadku, gdy i f „ — 0, w idzim y, że wa
runek ten określa zarazem wartość H,  o k tó re j dotąd można było ty lko  
powiedzieć, że w inna przewyższać znacznie H E. W tedy bowiem z (7a) 
w yn ika  bezpośrednio

(10)
, a a 

k = lc'

Rozwiązanie tego równania przestępnego daje

(11) a =  4,4934 ft, czyli H =  2,0455 H E 7)

albo też 

(H a ) H =  20,19
a2

Po wstawieniu tych  wartości we wzór (8b) o trzym ujem y

(12 ) /  =
q aĄ q(2a?

51,91 E J  830,6 E J

Teraz dopiero możemy przystąpić do obliczenia ux na podstawie znanego 
przybliżonego wzoru na różnicę między długością luku a cięciwą

(13)

u

1 ( (2 J V
dy
dx

d x .

Przenosząc początek układu do A 0 o trzym am y zamiast równania (6): 

(14) y- H
ak

la \ x 
30S s t - * ) + C O S s

-  («“ — X2)
. (a \

Sml jfc-

(15)
<ly
dx

qa
H

sin
k

• ta
m i (k -

-  7 1

Po wstawieniu te j wartości av (13) i wykonaniu całkowania znajdziemy

, \2
(16) «! =  0,8204a : 2,756a

al

Gdybyśmy naszą postać równowagi zastąpili w przybliżeniu funkcją

nx \
y =  f  1 — cos :

’ ) W y n ik  ten dowodzi tra fnośc i pew nych założeń w  p rzyb liżo n ym  ob liczen iu  
K .  F . Yetulaniego. „Czasopismo Techniczne" 1937, n r  2.
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to ja k  wiadomo otrzym alibyśm y

„ = £ 4 )  =2 ,467a ( 9 ’ , 

czyli ~ 1 0 ° /0 m nie j od powyższej wartości dokładniejszej.

§ 4. Obliczenie u .

Teraz na koniec znajdziemy u2, t j .  zmianę dhigości spowodowaną 
zmniejszeniem sił podłużnych w  każdym  przekroju x  o wielkość

E F a f - N ,

jeżeli X  oznacza silę osiową odpowiadającą położeniu równowagi, określoną 
ciężarem własnym, reakcjam i poziomymi H  i p ionowym i qa.
Otóż

C E F a f —N  , ,0 r  X
) “ * = j -------" j  E F  ’

gdyż Jds =  a. Oznaczywszy przez /? ką t, ja k i styczna do lin ii ugięcia tw o
rzy z osią x  (przy obiorze początku w A„) mamy

N  =  H  cos /J+ qx  sin /? =  H  ~  +  qx .

A  zatem:

{Hdx+<lxdv)==m J r ~ b \  x y ' < l x =o

3 ±  _  z j L  r  /  X2 _ a x _ A  \  dT=  _  1
E F  E F H J  . a E F  3 E F H  ’

co za pomocą wzorów (1.1) i (12) da się wyrazić w  postaci:

(18) Ł _  ds _  ; »? f  i _  1 M ł ^  (1 2 204 H
E F  L 3 \2 3 ,1 9 /W .  E P  l  ’ a2/

Przy małych strzałkach można oczywiście drugi wyraz pominąć i napisać
1)0 prostu .

i 'Xds Ha 
J E F  ~  E F  '(18a)
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§ 5. Równanie przedstawiające warunek konieczny wyboczenia 
w płaszczyźnie pionowej

W arunek (1 ) u0= n 1 — ti2 przybiera postać

=  2,756 ( t ) ~ a - a a t ° +  ~ ( 1 - 2 , 2 ^ ) ,
\ZC-lE F  W  E F  \ ’ a2! ’

któ ra  po wyrażeniu /  i  H  przez a według równania ( l la )  i  (12a) przek
s z ta łc a  się na równanie

/-.m 40 L  , l - m/ E F \  1 /  q \ 2 20,19jEW , ,(19) a t 1 +  - 1 /  -7=- =  U f f  «M  ffi~ 3 +
\  « \  Oi / 978

;; +20,19Ż2 1
1223

To równanie określa związek, ja k i zachodzić musi między podwyżką 
tem peratury t° a nieoznaczoną jeszcze długością a p ó łfa li postaci równo
wagi pręta. N ie trudno zauważyć, że bardzo w ie lk im  i  bardzo m ałym  
.wartościom a odpowiadają silnie rosnące wartości t°. Należy zatem w y 
szukać taką wartość a, k tó re j odpowiada najmniejsza podwyżka tempera
tu ry  t°. Ty lko  te j wartości odpowiada możliwość „wyboczenia '1 w  zna
czeniu ogólniejszym, N ie ma oczywiście mowy o rozwiązaniu ogólnym 
naszego równania, ale przy liczbowych danych można odpowiednią w a r
tość a znaleźć z wszelkim żądanym przybliżeniem. Oznaczywszy w  tym  
celu niewiadomą wartość a przez 2 napiszemy równanie (19) w postaci:

(19a) a f  =  —^  (h1z'!—}i2zB+  h3z~1 +  h4z~2) ,

przy oznaczeniach:

h _  fW L h -  J L  (JL \2 h -  ^  (1 i \ 2
X C1 ’ 1 978 \EJJ  ’ 2 1223 \E J )  ’

, , 2 0 , 1 9 E J7(3— ^0,191 , ------------/(4---------------- j= = =  .

yC 1E F

W arunek m in im um  at° jako fu n kc ji z daje:

(20) 6* ^ 0+  Thh1z9-4 :h i z * -5 h h 2z,,- 2 ł i 3zi - ( } i h 3+ 3 h i )z — 2hhi —0.

Przyjąwszy E i a  ja k  na początku oraz stałe wytrzymałościowe nawierzchni 
P K P  na lin iach g łównych:
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J  moment bezwładności przekro ju obu szyn =  3200 cm4,
F  pole przekro ju obu szyn =  117 era2,

=  5,23 cm, ciężar w łasny obu szyn wraz z podkładami 

9 = 2  kG/cm, wreszcie C1=  185 kG/cm 2
ha podstawie wym ienionych powyżej badań doświadczalnych prof. A l .  Wa- 
S iu tyń skeego (str. 122) otrzym am y

jl== =  1152,3 =  N um  lg  [3,0616] w  cm,

hi==~<m *T l,m lg  r°>9571. - 23] w  cm~*>

i h =  ( ~ j J  =  N um  lg  [0 ,6 0 20 - 20] w  cm -4,

łi3=  20,19 i2= N u m  Ig [2,7419] w  cm2,

7 2 0 , 1 9 1 0 1 7  OAOTJT 3

4== CXE F  =  g [o,8036] w  cm3.

Równanie (20) napiszemy teraz w  postaci

(20a) zlo+ [3 ,1285 ]z9-[2 ,4688].c8-[5 ,62 7 3 ]0 7-[24,3O 76]z2-
-  [27 ,6703 ]z- [30,2214] =  0 .

Tu ta j liczby u jęte w k la m ry  są logarytm am i dziesiętnymi współczynników. 
Tako szukany (jedyny rzeczyw isty dodatni) pierw iastek tego równania 
znajdujem y łatwo z dokładnością l ° / 00

z— 1168 cm,

a po wstawieniu w równanie (19a) o trzym ujem y

t — 45,3°.

Z wzorów ( l la )  i  (12) obliczym y nadto •

99450 kG, 2 /=  21,33 cm at r \ a 2a .

Znaleziona postać równowagi jest zatem możliwa statycznie przy sto
sunkowo znacznym podniesieniu tem peratury. Z tego jednakże nie w y 
nika, aby ta  postać w ytw orzyła  się przez samorzutne wyboczenie, t j . kosztem 
uby tku  energii ściskania AL  wyzwolonej np. przez drobne wstrząśnięcie 
h ib  początkowe zakrzywienie osi. O ty m  rozstrzygnie obliczenie bilansu 
energetycznego, a więc wielkości AL  pracy zginania L g i  pracy podnie
sienia środka ciężkości L„.
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§ 6. Bilans energetyczny wygiętej postaci równowagi

W ielkości powyższe odniesione do połowy fa li wygięcia w yrazim y 
wzoram i:

(21)
U  Cł

^ ^ v j f ( y " ) 2dx,

( 22)

(23)

La i j  y d x ,

AL- Ws2
J E F

ds-
1 r
2 J E F

di-.

T u ta j 8 = E F a t °  oznacza silę. ściskającą przed wyboczeniem, a N  takąż 
siłę po wyboczeniu.

A  więc:
T N 2
E F  (at°)2 — ——(23a) A L = \ [' E F

ds .

W  prostych częściach pręta określi silę osiową N  wzór:

(24) N —E F a t ° —(E F a t° —H)e~xlc

(przy czym x  oznacza bezwzględną wartość odległości przekro ju od po
czątku fa li wyboczenia).

Napiszemy A L = A L X+ A L 2, gdzie z1Xj oznacza ubytek  energii ściskania 
części prostej, a AL,, w  części wygiętej o długości a. O trzym am y więc:

(25) E F (a t° )2-
N 2
E F

dx-
e f  r

2 J d x .

Po wstawieniu wyrażenia na N  z wzoru (24) i wykonaniu całkowania 
znajdujem y:

E F  / 'E F  [3
(25a)

W  części wygiętej o długości a jest

t°)2- a f H
E F Kj i y -

E F

(26) AL2= / E F ( a f ) 2a

Ponieważ już podczas wyprowadzenia wzoru (18) okazało się, że przy 
spodziewanych małych strzałkach wygięcia w  stosunku do długości fa li 
wyboczenia można z bardzo m ałym  błędem zastąpić zmienne N  przez 
stałą wartość H,  przeto napiszemy:

(26a) A L o = l a E F ( a f )
° M > 7 f )’
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Następnie obliczym y L q wstawiwszy w równanie (22) wyrażenie (14) na y 
z uwzględnieniem ( l la ) .

M amy Avięc:

(27) _  1 q2a3 1 ql  a5 
J g = 3 ~JT =  60^57 W

Wzór ten można także napisać w  postaci:

L q— 0,857 qaf,

z które j wynika, że praca podniesienia do postaci statycznie możliwej 
jest o — 14% mniejsza od wartości qaj odpowiadającej przybliżonemu 
zastąpieniu te j postaci zwykłą sinusoidą.

Obliczając- wreszcie L g według równania (21) znajdziemy najpierw  
2 (6a) przez różniczkowanie:

x
cos-r-L rC

t g
a k $mJc a

albo

V =
qa
H

x a 
COS|k ~ &

sm -

Po wstawieniu av ( 2 1 )  i  wykonaniu całkowania otrzym ujem y najpier'AV

(28) 1
2- lg — ~ E J a m c t g ^  +  l )  !

1 a a 1 8)

a z UAvzględnieniem zw iązków  (10) i  (11), czy li

|  =  tg  |= 4 ,4 9 3 4 ,

(29) L g=  9,845 E  Ja
9,845 q2a& 1 q2 «5

41,40  Te j20,192 E J

Praca zginania jest zatem około 50% większa od pracy podnoszenia. 
Można ją  przedstawić także przez rótynanie

(29a) L g= l , 2 5 4 q a f .

8) W ys ta rczy  rz u t oka na Avyrażenie w  k lam rach , aby zauważyć, że jego wartość 

Wzrasta, g d y  j  s ta je  się większe od tg  j  , co odpow iada m om entow i zg ina jącem u naIC K
początku  fa l i  M 0> 0 .  N a jm nie jsze j p ra cy  zginania odpow iada w ięc J f 0 =  0, ja k  to  po 
wyże j p rzy ję to .

Pisma, III ig
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§ 7. Rachunek liczbowy w założeniu nawierzchni PKP

Przy tych samych co powyżej wartościach liczbowych znajdujem y teraz

a więc o 21920 kGcm więcej n iż można uzyskać z u by tku  AL  energii 
ściskania. D e ficy t energetyczny wynosi zatem ~ 4 1 % , a zarazem wynosi 
prawie dokładnie ty le , ile  praca podniesienia L q. D e ficy t ten odnosi się 
do podniesienia odpowiedniego odcinka to ru  na wysokość prawie 7 cm. 
D rgania wywołane przejazdem najcięższych parowozów nie w yw ołu ją  
miejscowych podniesień większych od k ilk u  m ilim etrów . Większe podnie
sienia mogłyby zajść ty lko  przy ka tastro fa lnym  trzęsieniu ziemi, a więc 
w  warunkach nie spotykanych w  całej środkowej i  północnej Europie. 
N ie ma zatem mowy o zastosowaniu technicznym koncepcji wyboczenia 
według B e ł z e c k e e g o . G dyby podłoże było dostatecznie sztywne (czego 
ja k  wiadomo z ważnych powodów unikam y), to  wyboczenie nawierzchni 
(z szyn spawanych) w  płaszczyźnie pionowej nie mogłoby zajść na odcinku 
prostym  nawet przy największych upałach.

D a jm y na to, że spawano szyny p rzy  0° i  że w  czasie silnej insolacji 
w  lecie tem peratura szyn (która  może być wyższa od tem peratury po
w ietrza) podniosła się właśnie do ~ 45°. W tedy według powyższych roz
ważań teoretycznych można by na upartego wywołać wyboczenie sztucznie 
podnosząc ostrożnie stosownymi dźwigniam i odcinek nawierzchni o d łu 
gości mniejszej od 23 m tak, aby powstała strzałka 2 / przewyższająca 
nieco wartość powyżej obliczoną, t j .  21,3 cm. W  chw ili rea lizacji tak ie j 
strza łk i okaże się, że nawierzchnia przestaje obciążać dźwignie, można 
je  zatem usunąć zupełnie, a wybrzuszona postać to ru  zawiśnie w  równo
wadze w powietrzu dzięki zrównoważeniu ciężaru własnego i  momentów 
zginających przez reakcje sil podłużnych w sąsiadujących prostych 
częściach nawierzchni. Ta równowaga byłaby według teo rii powyższej 
stałą przy podAvyższeniu tem peratury, ale niestałą p rzy  je j obniżeniu 
lub  jak im ko lw iek dodatkowym  obciążeniu wygiętej części nawierzchni. 
W  tych  ostatnich przypadkach zaszedłby nagły przeskok do pierwotnej 
prostej postaci. Jeszcze gorzej przedstawia się sprawa, gdy założymy, 
że wyboczona postać równio wagi składa się z szeregu identycznych fa l. 
W tedy bowiem warunek (1) p rzy jm u je  oczywiście postać:

( la )  u1 — u2=  0,
po wstawieniu wartości (16) i  (18) o trzym am y związek:

ALx =  16110 kGcm 
15350 „

L q=  21350 kGcm 
L g=  32030 „

A L =31460 kGcm razem 53380 kGcm,

(30)
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Warunek m in im um  prawej strony tego równania jako fu n kc ji długości 
Półfali a daje przy poprzednich wartościach liczbowych równanie:

(31) a3-[2 ,4688]a«  =  [24,3077].

(K lam ry wskazują, że podano logarytm y współczynników).
Rozwiązanie z pominięciem wyrazu drugiego, którego w p ływ  jest 

widocznie mały, dało a=1093. Uwzględniwszy ten wyraz znajdujem y:

a — 1092 cm; * =  41,6°; 2 /= 1 6 ,30 cm ,

a dalej (ponieważ z l i1 =  0):

A L = A L 2=  1925 kGcm 
L q=  15260 kGcm 
L g=  22325 kGcm 

razem 37585 kGcm,

tj- ~ 19 ,5  razy więcej niż wynosi ubytek energii ściskania, k tó rym  rozpo
rządzamy. Tego rodzaju „wyboczenie" by łoby więc możliwe, gdybyśmy 
dołożyli wstrząśnienie o energii odpoAAńadającej podniesieniu nawierzchni 
0 16 cm.

Jak widać z powyższego, omawiana koncepcja „pseudowyboczenia" 
zaAvodzi zupełnie av odniesieniu do naszego zagadnienia, dając wartości 
„kry tyczne", które  ze zjawiskiem Auyboczenia m ają bardzo mało wspólnego.

-Na zakończenie Avypada jeszcze rozAvażyć w p ływ  zm iany spadku to ru  
Oa rozpatryw anym  odcinku prostym  w  planie. W  miejscach zm iany 
spadku stosuje się ja k  wiadomo zaokrąglenie osi o promieniu R, Avyno- 
szącym przynajm niej 5000 m. Gdy oba spadki tAvorzą ką t wklęsły, to 
naprężenia cieplne Avywołują zwiększenie nacisku na podłoże, co jeszcze 
bardziej u trudn ia  Ayyboczenie pionowe. E fek t odAurotny zachodzi w  p rzy
padku ką ta  Avypukłego. W tedy siła wzdłużna N  wywoła oczywiście

N
/Zmniejszenie pionowej reakcji podłoża o wielkość p =  . Podstawiając

tu ta j zaokrągloną wartość N  =  100 000 kG, otrzym am y p =  2 0 k G /m =  
=  0,2 kG/cm.

Jest to .10% z q =  2 kG/cm. Stąd Acniosek, że część to ru  położona na 
tzw. załomie spadku (której długość może wynosić 125 m i  więcej) można 
w przybliżeniu traktować jako prostą zmniejszając ciężar w łasny na
wierzchni o 10°/0. W tedy równanie (19a) da ty lko  nieznacznie zmniejszoną 
Wartość tem peratury sprzyjającej Wyboczeniu, nie zmieniając praktycznie 
WnioskÓAY poprzednich.

15*



O TE O R II W YBO CZENIA TER M IC ZN EG O  SPAW ANYCH TORÓW  
KOLEJO W YCH I  BADANIACH DO ŚW IADCZALNYCH DLA JEJ

SPRAW DZENIA *)
(N akładem  A u to ra , 1937 r.)

W iadomo od dawna, że nniemożliwienie lub  choćby znaczne u tru d 
nienie termicznego Avydłużania się szyn p rzy  podAyyższeniu ich tempe
ra tu ry  ponad temperaturę ułożenia to ru  Avywołuje s iły  ściskające szyny 
wzdłużnie. S iły  te są proporcjonalne do przyrostu tem peratury i  p rzy 
pćAvnej wartości te j podAyyżki osiągają AAdelkości niebezpieczne czy li k ry 
tyczne. W artości te prowadzą do niebezpieczeństAva falistego Avy gięcia 
osi toru  i jego trAvalego zniekształcenia, czyli k róce j: wyboczenia toru. Takie 
Avyboczenie zdarzało się już nie jednokrotnie w  czasie upałów letnich na- 
Avet przed stosoAvaniem spawania szyn, kiedy wskutek zaniedbania w  kon 
serwacji szpary stykowe u legły zamknięciu na dość d ługim  odcinku p ro 
stym  to ru  jeszcze przed nastaniem upałów. W yłon iło  się przeto doniosłe 
zagadnienie techniczne, ja k  uniknąć tego niebezpieczeństwa zAvłaszcza 
p rzy nowoczesnej dążności do stosowania szyn spaAranych bardzo długich 
lub  nawet „c iąg łych14.

Kwestia techniczna proAvadzi do zagadnienia naulcoAvego, które  da 
się sformułoArać w  sposób następujący:

Jaka jest zależność tem peratury kry tyczne j od wielkości charaktery
zujących w ym iary  i  A\dasności Avytrzymałościowe to ru  i  podłoża!

OdpoAviedź może dać ty lk o  doŚAviadczenie kierowane przez teorię 
u jm ującą główne rysy  zagadnienia mechanicznego, z k tó rym  tu  mamy 
do czynienia. T ym i rysam i są przede wszystkim  o d k s z t a ł c a l n o ś ć  
s p r ę ż y s ta  tak t o r u ,  jak  i p o d ło ż a .  Ściskany wzdłużnie to r zaekoAcuje 
się ze znacznym przybliżeniem ja k  pręt sprężysty zagłębiony pod cięża
rem własnym w  sprężystym podłożu. Normalne podłoże to ru  kolejoAvego 
oddziaływa sprężyście av dość obszernych granicach nie ty lko  na naciski

!) Z p u b lik a c ji te j poda jem y je dyn ie  ustępy w yjaśn ia jące stanow isko A u to ra  w  o d 
n iesieniu do badań dośw iadcza lnych i  teo re tycznych  nad wyboczeniem  te rm icznym  
spaw anych to ró w  ko le jo w ych  (przyp. red.).
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pionowe, ale także i  na s iły  styczne przeniesione nań przez to r za po 
średnictwem tarcia  adhezyjnego. To w yn ika  między innym i z bardzo 
starannych i  obszernych badań A l .  W a s it t t y ń s k ie g o  2).

Dlatego zagadnienie wyboczenia to ru  pod wpływem sił term icznych 
prowadzi do uproszczonego schematu teoretycznego w y b o c z e n ia  b a r 
dzo d łu g ie g o  p rę ta  s p rę ż y s te g o  p o g rą ż o n e g o  w  o ś ro d k u  
°d d z ia ły A v a ją c y m  s p rę ż y ś c ie . Ten schemat ogólny nie b y ł jednakże 
zachowany w  pracach różnych autorów dążących do rozwiązania za
gadnienia. Wśród nich wyróżnia ją się trz y  grupy. Do pierwszej zaliczam 
łych , k tó rzy  u legli złudzeniu, że można znaleźć rozwiązanie teoretyczne 
z pominięciem odkształcalności podłoża, czyli p rzy traktow an iu  go jako 
sztywne. Te usiłowania b y ły  nie ty lko  bezpłodne, ale w yw oła ły  szkodliwy 
zamęt w  piśm iennictw ie techniczno-naukowym. Mam nadzieję, że p rzy 
czyniłem się do wyjaśnienia te j sprawy w  k ilk u  artykułach, zakończonych 
pracą p t. „W  sprawie niestateczności długiego prostego to ru  kolejowego
0 szynach spawanych pod wpływem  ogrzania'4. (Czasopismo Techniczne 
N r 7 z r. 1937).

Przedstawicielem drugiej g rupy jest obecnie w Niemczech H . M e i e r , 

k tó ry  w pracy „D ie  S tab ilita t des liickenlosen Yollbahngleises14 (Y D I, 
t. 78 N r 40 1934)3) wyszedł z założenia początkowego wygięcia to ru
1 szukał wartości s iły  wzdłużnej potrzebnej do wywołania odkształceń 
niedopuszczalnych.

Droga ta  może prowadzić do rozwiązania praktycznego, ale dopiero 
po nagromadzeniu d ługotrwałych i licznych doświadczeń praktycznych; 
jest więc mało zadowalająca pod względem techniczno-naukotvym.

Przechodząc do g rupy trzeciej, k tó ra  p rzy jm u je  wym ieniony powyżej 
schemat teoretyczny, zaznaczę, że przyłączyłem się do te j g rupy już 
dawno pod wpływem jednej z prac doświadczalnych E n g e s s e r a  4) i  pracy 
teoretycznej T im o s z e n k i , jednakże głos w tej sprawie zabrałem dopiero 
na skutek listownej dyskusji z prof. R a a b e m  przeprowadzonej przed 
trzema la ty .

W tedy to  zająłem się opracowaniem teoretycznym  naszego zagadnie
nia i  próbą doświadczalnego sprawdzenia wniosków teoretycznych na 
prostym  modelu. Referat szczegółowy z tych  prac ogłosiłem w  skrócie

2) Al. Wasiutyński: B adan ia nad odkszta łceniam i sp rę żys tym i naw ierzchn i k o 
le jow ej i  naprężeniam i w  szynach na posterunku dośw iadczalnym  W ło ch y  P K P  — W a r
szawa 1937. N a k ł. M in . K o m u n ik a c ji. To samo po francusku  ja k o  praca ogłoszona przez 
A kadem ię N a u k  Techn icznych w  W arszaw ie T om  I V  r . 1937.

3) Porów naj także B . Hummel: Stateczność to ró w  spawanych wobec niebezpie
czeństwa wyboczenia. W arszawa 1935.

4) Fr. Engesser: Versuche und  Untersuchungen uber den K n ickw id e rs tan d  des 
se itlich  (elastisch) gestiitz ten  Stabes. D e r E isenbau. 1918.
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po niemiecku w  księdze I I I  Międzynarodowego Kongresu Szynowego 
w  Budapeszcie (8—12 września 1935) p t. „ t jb e r  die S tab ilita t gerader 
liickenloser Gleise“  (str. 149—153), a in  extenso w  „Inżynierze Kolejo- 
w ym “  (K r 3 z r. 1936).

W  pracach tych  uw ydatn iłem  z całą otwartością n iedostatki Avłasnego 
doświadczenia modelowego, przeciwstawiając mu w yn ik i doświadczenia 
prof. B a a b a  w  Karlsruhe na torze rzeczywistym, które  postawiłem w y 
żej. A to li wskazałem przy ty m  na pewne n iedostatki i  tych  badań. K ie 
ma bowiem pracy doświadczalnej, k tó re j by  nie można byłoTzarzució 
tak ich  lub  innych braków. Dlatego naukowa k ry ty k a  prac doświadczal
nych odbywa się z reguły przy sposobności wykonywania własnych ba
dań krytyku jącego na ten sam tem at, wyjąwszy chyba przypadki ra 
żących błędów lub  sprzeczności uderzających oczy wytrawnego badacza.

Kajistotn ie jszą cechą zjawiska przewidzianego przez teorię jest w y 
tworzenie regularnych f a l  w y b o c z e n ia  po osiągnięciu wartości k ry 
tycznej przez siłę ściskającą. Dlatego chodziło m i przede wszystkim
0 stwierdzenie doświadczalne fak tu  falistego i  mniej więcej regularnego 
wygięcia pręta modelowego.

Przebieg zjawiska wyboczenia w  naszym zagadnieniu różni się za
sadniczo od przebiegu wyboczenia E u l e r a . W  wyboczeniu E u l e r a  mała 
przewyżka siły ponad wartość krytyczną  powoduje bardzo w ie lk i wzrost 
wygięć. P rzy  wyboczeniu to ru  lub  naszego modelu odpowiadają zrazu 
n iew ie lkim  przyrostom  wygięć bardzo znaczne przyrosty s iły  ponad Skr 
aż do chw ili pokonania tarcia adhezyjnego i  rozpoczęcia ślizgania. W tedy 
zaczyna się nowy stan niestałości prowadzący do przejścia postaci sinu
soidalnej w  inną, nieregularną, gdyż w  wysokim  stopniu zależną od kapry 
sów tarcia posuwistego. M am y więc w  rzeczywistości do czynienia niejako 
z dwiema wartościam i k ry tycznym i s iły S: niższą oznaczoną już  powyżej 
przez 8 kr i  określoną wzorem

(1) Skr =  2 ] /Ć E J

(E  — m oduł sprężystości, J  — moment bezwładności przekroju toru, 
C — m oduł ośrodka podatnego) oraz wyższą, k tó rą  oznaczymy przez 8kr, 
a k tó ra  usuwa się na razie spod obliczeń teoretycznych.

Doświadczenie potw ierdziło częściowo to  przewidywanie chociaż wyzna
czenie wartości Skr napotkało trudności, ja k  w yn ika  z re łacji w  mojej pracy.

Prof. B a a b  jest zdania, że teoria wyboczenia to ru  jako pręta w  ośrodku 
sprężyście podatnym  nie tłum aczy wyboczenia jego to ru  próbnego, jakie  
zaszło p rzy  podwyższeniu tem peratury o 105°, natom iast przypisuje 
właściwą przyczynę tego wyboczenia (nazywa je  ,,Verwerfung“ ) osiągnię
ciu granicy plastyczności wskutek kum ulacji naprężeń własnych szyn
1 naprężeń drugorzędnych z głównym i uwarunkowanym i osiową siłą
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ściskającą. Zastosowanie przeze mnie wzoru (1) do in terpre tac ji jego 
wyników doświadczalnych kwestionuje prof. R a a b  argumentem bardzo 
na pozór ważkim , że znalezione bezpośrednio doświadczalnie wartości 0  
i E J  prowadzą przy pomocy wzoru (1) do wartości Skr znacznie większych 
°d  obserwowanych w  rzeczywistości. Mam niepłonną nadzieję, że uda 
m i się dostarczyć argumentów" przeciwnych na korzyść stosowalności 
wzorów teoretycznych. Toteż sporu naukowego z prof. R a a b e m  nie 
uważam na zakończony, ja k  mu to  niedawno zakomunikowałem.

Eksperym entator powinien nie ty lko  znać dobrze dokładność i  czułość 
przyrządów pom iarowych, lecz także orientować się w  sprawie obioru 
stopnia dokładności w  zależności od warunków wykonywanego badania. 
Stosowanie zbyt w ie lkie j dokładności jest tak  samo niewłaściwe, ja k  zbyt 
małej.

W  wypadkach, k iedy dopiero av toku  badań daje się ustalić dokładność 
odpowiednią, można dojść do niej albo zaczynając od małej dokładności, 
albo też cofając się od zbyt dużej. Droga pierwsza musi być uznana za 
naturalniejszą i  racjonalniejszą, gdyż wykonywanie pom iarów z prze
sadną dokładnością jest uciążliwe i pochłania bardzo dużo czasu. N ie 
znaczy to  oczywiście, iż nie należy dążyć do pom iarów dokładnych; nie 
ulega jednakże w  oczach naszych wątpliwości, że dokładność pomiarów 
winna odpowiadać innym  warunkom  badania.

P rzy badaniach doświadczalnych nad statecznością prętów ściskanych 
osiowo lub  krócej — nad wyboczeniem, w yją tkow o liczne czynnik i odbi
ja ją  się na uchwyconej doświadczalnie wartości kry tycznej. Ty lko  niektóre 
z nich dają się usunąć za pomocą stosowanych zabiegów i urządzeń, 
inne natom iast pozostają. Tak więc pozostaje błąd pom iaru s iły  we wska
zaniach maszyny wytrzym ałościowej. B łąd ten nawet w dobrych nowych 
maszynach waha się około 1 °/0 i  zmienia swoją wartość nawet dla dwóch 
kole jnych obciążeń 6).

Następnie ruchy względne poszczególnych części maszyny zmieniają 
w czasie obciążenia p róbk i lin ię  działania siły, a zmiana ta  polega nie 
ty lko  na równoległym przesunięciu się te j lin ii,  lecz także na je j nachy
lan iu  się. Podobne sku tk i powoduje nierównomierne zgniatanie końców 
p róbki, niejednorodność je j materiału, początkowe miejscowe naprę
żenia, b łędy w  sporządzaniu p róbk i itp ., przy ty m  jedne wady nie mogą 
być całkowicie kompensowane przez inne. Tak np. nie można błędu z po
wodu niejednorodności prę ta  badanego lub  jego zakrzywienia początko
wego skompensować mimośrodowością przyłożenia siły, czy też p rzy ło 
żeniem dodatkowej, pary  sił na końcu pręta.

6) Gr. Sachs u. G. Fiek: D e r Zugyersuch. L ip s k  1926. (E ichung  voa  K o n t ro li- 
staben).
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Dokładność w yn ików  obniża się szczególnie p rzy  badaniu długich 
prętów, gdy nie ma mowy o zrównaniu bocznej powierzchni próbki na 
obrabiarkach. P rę ty  ze sta li walcowanej, zwłaszcza o małych przekrojach, 
są krzywe i p rzy ich prostowaniu przybyw ają obok niejednorodności, 
jaką  posiadały przy w yjściu z hu ty , jeszcze miejscowe naprężenia rozmiesz
czone nierównomiernie na długości i  przekroju.

Z powodów powyższych jest zrozumiałym, że w ielu współczesnych 
badaczy zagranicznych, k tó rzy  niewątp liw ie przeszli dobrą szkołę labora- 
to ry jną , poprzestawało na mało dokładnych przyrządach i metodach 
m iernicznych w  badaniach nad wyboczeniem i  pofałdowaniem (np. prace 
prof. W agnera nad -wyboczeniem skrętnym  kątow ników  ogłoszone 
w „Lu ftfahrtfo rschung“  t. I I ,  zesz. 6). Takie postępowanie jest szczególnie 
słuszne, gdy chodzi o badania mające dać Avyniki, które  odpowiadają 
warunkom  zbliżonym  do napotykanych w  kons trukc ji praktycznej.

Toteż nie m iałaby sensu ani naukowego, ani też praktycznego prze
sadna dokładność pomiarowa np. p rzy badaniach kątoAvników duralo- 
A v y c h  na stateczność przy ściskaniu osioAvym. Takie ką tow n ik i stosowane 
a v  konstrukcjach lotniczych sporządza się z blachy. Ich  krawędzie są 
z reguły dość znacznie pofaloAvane; przy AvyprostowyAvaniu tych  krawędzi 
powstają naprężenia, k tó rych  nie można usunąć przez Avyżarzenie, gdyż 
zm ieniłyby się pierAvotne własności materiału.

Oto są powody, dla k tó rych  Laboratorium  W ytrzym ałości MateriałÓAA* 
Politechnik i WarszaAvskiej, stosując posiadane przyrządy bardzo czułe 
ty lko  wr odpoAviednieh przypadkach, poprzestało przy wstępnych bada
niach nad wyboczeniem sześciometrowej teów ki na podłożu z gum y oraz 
przy n iektórych innych badaniach pokrewnych na metodach o dokład
ności nieAvielkiej, lecz dającej wystarczające na razie wskazówki co do 
zgodności głównych rysów teo rii z doświadczeniem.



w ł a ś c iw e  p r z y c z y n y  n ie b e z p ie c z e ń s t w a  w y b o c z e n ia
TER M IC ZN EG O  N A W IER ZC H N I CIĄGŁEJ PROSTEGO TORU

KOLEJOW EGO
(Lw ów , 1938)

1. Wiadomo, że sporadyczne wypadki silnego zniekształcenia na
wierzchni na długich prostych odcinkach to ru  zdarzały się w  dniach 
Wyjątkowo upalnych ju ż  dawniej, k iedy stosowano jeszcze szyny niezbyt 
długie i połączone łubkam i za pomocą śrub. W tedy jednakże przyp isy
wano niepożądane zjawisko głównie niedostatecznemu zabezpieczeniu 
swobodnego wydłużania się szyn pod wpływem  ogrzania, czyli brakowi 
stosownych przerw między końcami szyn. W ydawało się na pozór, że 
główna przyczyna zjawiska powyginania szyn silnie ogrzanych tk w i n ie
jako w  geometrycznej konieczności pomieszczenia zwiększonej długości 
szyny między dwoma je j punktam i końcowymi, które  unieruchomiono. 
Ale sprawa nie jest oczywiście ta k  prosta, gdyż po pierwsze nawierzchnia 
zachowuje się ja k  pręt sprężysty o znacznej sztywności zginania tak 
w płaszczyźnie poziomej, ja k  i pionowej, po wtóre zaś wygięcie osi tego 
pręta natra fia  na opory różnego rodzaju. Do n ich należą: reakcja podłoża, 
ciężar własny nawierzchni i  (przy rozważaniach kinetycznych) opory 
bezwładności. W  przypadkach całkowitego otulenia nawierzchni żwi- 
rówką lub  innym  materiałem może wchodzić av grę także ciężar Avłasny 
1 s truk tu ra  tego materiału. O ty m  materiale możemy z reguły przyjąć, 
że jest praktycznie pozbawiony spójności. StosoAimie do tego zakładamy, 
że reakcje normalne podłoża mogą być ty lko  ciśnieniami. R e a k c je  
s t y c z n e ,  które  dzie lim y na w z d ł u ż n e  i p o p r z e c z n e  (w odniesieniu 
do osi toru), mogą być sczepne albo p o ś l i z g o w e .  Pierwsze zachodzą 
między elementami poAvierzehni stykających się cial, które są we Avzględ- 
nym  spoczynku, drugie zaś występują przy Avzględnym ruchu tych  ele- 
mentóAv. Aby um ożliw ić teoretyczne ujęcie zagadnienia, traktowano pod
łoże albo jako sztywne i chropowate, co nie mogło obiecywać zadowala
jącego rozAdązania, albo też jako ciało sprężyście odksztalcalne, przy 
założeniu upraszczającym, że przemieszczenie Av miejscu działania reakcji 
elementu poAvierzehniowego zależy ty lko od wielkości te j reakcji. Gdy
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więc np. ciśnienie na podłoże p wyw ołu je  w  miejscu swego działania za
głębienie w, to p =  Cw, p rzy  czym C jest stałą właściwą podłożu. Takie 
założenie, n iew ątp liw ie  ty lk o  z grubsza przybliżone, okazało się w ystar
czające p rzy  obliczeniach wytrzym ałościowych nawierzchni pod działaniem 
obciążeń pionowych. Z tego powodu przyję to, że można je  stosować do 
obliczenia stateczności nawierzchni pod wpływem  ściskania wzdłużnego 
wskutek ogrzania.

Obliczenia tego rodzaju stały się szczególnie aktualne od czasu, kiedy 
spróbowano z powodzeniem spawania szyn zrazu na kolejach m iejskich, 
k tó rych  nawierzchnia nie podlega ta k  w ie lk im  zmianom tem peratury, 
ja k  nawierzchnia o tw artych szlaków zamiejskich. Liczne próby badań 
teoretycznych i  doświadczalnych, jak ie  się po jaw iły  w  te j dziedzinie, 
zmierzają do odpowiedzi na pytan ie : jak ie  podwyższenie tem peratury 
szyn spawanych prostego to ru  ponad temperaturę jego ułożenia grozi 
niebezpieczeństwem jego zniekształcenia przez odpowiadającą temu pod
wyższeniu siłę 8  ściskającą szyny wzdłużnie? Z tą  kwestią naukową wiąże 
się ściśle zagadnienie praktyczne: ja k  budować nawierzchnię, aby tego 
niebezpieczeństwa uniknąć?

2. Szukanie odpowiedzi na powyższe pytan ia  domaga się szczegóło
wego zbadania przyczyn sprowadzających niebezpieczeństwo zniekształ
cenia nawierzchni. Otóż słabą stroną wszystkich licznych dotychczasowych 
prac na ten tem at, nie wyłączając moich własnych, jest zbytn ie  uprasz- _ 
czanie schematu teoretycznego z pominięciem n iektórych w p ływ ów  mo
gących mieć znaczenie rozstrzygające. N iewystarczającym okazał się 
zwłaszcza schemat statyczny, k tó rym  się wyłącznie posługiwano, chociaż 
w  lite ra turze  kolejowej zwracano uwagę na okoliczność, że zniekształcenie 
silnie rozgrzanej nawierzchni ciągłej zachodziło zwykle bezpośrednio po 
przejściu pociągu. N ie ulega najmniejszej wątpliwości, że główną p rzy
czyną zniekształcenia falistego nawierzchni pod wpływem  dostatecznego 
podniesienia tem peratury jest u tra ta  stateczności prostej postaci równowagi 
nawierzchni, k tó ra  się zachowuje jako ściskany wzdłużnie p rę t spoczy
wający na sprężystym podłożu. Ta u tra ta  stateczności zajść może dopiero 
p rzy  dostatecznie w ielkiej wartości sił ściskających, czy li p rzy wartości 
nie mniejszej od wartości k ry tyczne j 8kr.

Otóż teoretyczne obliczenia 8kr opierano na uproszczonych modelach 
mechanicznych następujących:

M o d e l  a. Nawierzchnia zachowuje się ja k  p rę t sprężysty spoczywa
jący na podłożu sztywnym , do którego przylega rÓAvnomiernie, p rzy  czym 
każdemu względnemu przemieszczeniu elementu pręta względem podłoża 
towarzyszy tarcie Coulomba.

M o d e l b. Nawierzchnia stanowi p rę t sprężysty przylegający do pod
łoża sprężyście podatnego, przy czym możliwe są małe przemieszczenia
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elementów pręta bez naruszenia sczepienia z podłożem, a więc bez reakcji 
poślizgowych tarcia, właśnie dzięki sprężystej podatności podłoża. Eeakcje 
poślizgowe mogą zajść dopiero wówczas, gdy przemieszczenia elementów 
podłoża przekroczą pewną granicę.

Nadto przyjmowano milcząco w  rozważaniach teoretycznych obu 
modeli, że składowe reakcji podłoża równoległe do osi pręta są na całej 
jego długości równe 0. A to li tak ie  przyjęcie odpowiada rzeczywistości 
ty lko  w  częściach środkowych pręta bardzo długiego, a przy ty m  ogrza
nego równomiernie na całej długości.

Z rozważań teoretycznych na podstawie modelu pierwszego wynika, 
że nie ma skończonej wartości Skr, czyli że niebezpieczeństwo u tra ty  
stateczności nie zachodzi przy żadnej skończonej wartości s iły  ściska
jącej. To dowodzi, że model ten nie jest wystarczający. W prawdzie istnieje 
p rzy pewnej wartości 8  także wygięta postać równowagi, k tó ra  odpo
wiada równowadze obojętnej, ale przeskok do tak ie j postaci wym agałby 
wyłożenia dodatkowej dużej pracy z innych źródeł, aniżeli z energii od
kształcenia sprężystego przy term icznym  ściskaniu. Uzasadniłem to 
szczegółowo w  pracy p t. „W  sprawie niestateczności długiego prostego 
toru  kolejowego o szynach spawanych pod Avpływrem ogrzania'1. (Czaso
pismo Techniczne N r 7, 1937 r.). Założenie sztywności podłoża nie pozwala 
przeto objaśnić obserwowanego już  niejednokrotnie wyboczenia pozio
mego, a nawet pionowego nawierzchni o szynach ciągłych.

3. A le okazuje się, że i doskonalszy model drugi, chociaż prowadzi 
do skończonych wartości Skr, to jednak nie wystarcza do uzyskania 
zgodności wartości obliczanych teoretycznie ze znalezionymi doświad
czalnie. Stwierdziłem to  (w sposób usuwający niemal wrszelką wątpliwość) 
dopiero po ogłoszeniu a rtyku łu  „O  teo rii wyboczenia termicznego spawa
nych to iów  ko le jow ych...11 (Warszawa 1937), gdzie wyraziłem  nadzieję, 
że w  interesującej polemice z prof. F . R a a b e m  z  Karlsruhe, redaktorem 
pisma „G le istechnikund Fahibahnbau11, uda m i się dostarczyć argumentów 
na poparcie tezy postawionej w  referacie na I I I  M iędzynarodowym 
Kongresie Szynowym w  Budapeszcie r. 1935 1).

Tymczasem sprawca przedstawia się w  sposób następujący: Według 
wyników teorii wyboczeuia pręta bardzo długiego w  ośrodku sprężyście 
podatnym  wartość Skr określa rów nan ie2):

m  cr i G 32U ) o * r = —;5-----i— a" ^ -A" TT

Ł) M . T . Huber: U ber die S ta b ilita t gerader luckenloser Gleise. Obszerniej w  p racy  
p t .  „Zagadn ien ie  stateczności prostego to ru  o szynach spaw anych ..." . „ In ż y n ie r  K o le 

jo w y " ,  N r . 3 W arszawa 1936.
2) P odany tu ta j w zó r teo re tyczny  (1) zosta ł w yp row adzony p rz y  założeniu końców  

usta lonych przegubowo. Bardzie j złożony w y n ik  o trzym u je  się p rz y  za łożeniu końców
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Tuta j oznacza A długość pó łfa li sinusoidy jako wyboezonej sprężyście 
postaci równowagi osi pręta, p rzy czym:

Należy pamiętać, że w  przypadkach prętów  stosunkowo k ró tk ich  
w yn ika ją  z teo rii w  ogóle większe wartości Skr, aniżeli z powyższych 
wzorów, ale różnice są praktycznie znikome już  w tedy, gdy długość pręta 
jest 4 do 5-krotną długością A. P rzy te j sposobności przypomnę, że w  refe
racie kongresowym opisałem własne doświadczenia modelowe, które 
m ia ły  przede wszystkim  na celu sprawdzenie, czy wyboczenie sprężyste 
zachodzi według l in i i  fa lis te j, zgodnie z przewidywaniem teorii. Tak też 
było istotnie, ale zmuszony do poprzestania na jednym  modelu zazna
czyłem wyraźnie niewystarczalność Avyników doświadczalnych do w ypro
wadzenia wniosków ilościowych.

Z tego powodu spróbowałem porównać wzory teoretyczne z w yn ikam i 
doświadczenia prof. R aaba  na rzeczywistym  torze kole jow ym  o d łu 
gości 46 m dopnrwadzonym do wyboczenia (poziomego) przez podnie
sienie tem peratury o 105°. W  ty m  celu podstawiłem we wzór (1) wartość 
A=770 cm ocenioną z obrazu wyboczenia po doświadczeniu R aaba , 
wartość E J  obliczoną z w ym iarów  szyn z nieznaczną ty lko  podwyżką 
z powodu sztywności połączenia szyn z podkładam i, a wreszcie wartość S 
odpowiadającą podwyższeniu tem peratury o .105° przy założeniu, że 
przekroje szyn nie doznały uwagi godnych przemieszczeń osiowych. O b li
czona z tych  danych przy pomocy równania (1) wartość C okazała się 
równą 4,3 kG /cm 2, co uznałem wówczas za prawdopodobne, gdyż jak  
napisałem „opór przeciw trwałem u przesunięciu poprzecznemu to ru  m ie
rzony bezpośrednio waha się między 600 a 800 kG /m , czyli od 6 do 8 kG /cm “ .

Fata lna pom yłka, jaka  tu  zaszła, wyszła obecnie na jaw  przy spo
sobności użyt.koAvania Ayyników pracy doŚAviadczalnej A l . W a s iu t y ń - 
SK3EG0.

W  pracy te j nie wyznaczono Avartości C odpoAviadającej poziomym 
odkształceniom poprzecznym toru, ale znaleziono bardzo pewną wartość 
tego m odułu przynależną poziomym odkształceniom Avzdłużnym, a m ia
nowicie 370 kG /cm 2. Ponieważ zaś Aviadomo, że wartość C p rzy odkształ

utAvierdzonych, jednakże p rz y  długościach p rę ta  um ożliw ia jących  pow stan ie 4 łu b  
więcej p ó łfa l wyboczenia sta je  się długość A p ra k tyczn ie  niezależna od sposobu us ta 
len ia  końców . Ten fa k t  naukow y b y ł w idocznie na jzupe łn ie j n ieznany au to row i k r y ty k i 
m oje j p ra cy  ogłoszonej av n r  7 Przegl. Techn. z r. 1937.

(2 )

A  zatem: -
(3) 8kr=  2 }/C E J .
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ceniach pionowych wynosi około 300 kG/cm2 3), przeto w przypadku 
tu ta j nas interesującym C nie może odbiegać zbytn io  od tych  wartości, 
ezy li jest kilkadziesiąt razy większe, od obliczonych 4,3 kG/cm2. W tedy 
zaś nie można uczynić zadość równaniu (1), albo też co na jedno wychodzi, 
Po wstawieniu po stronie prawej wartości doświadczalnych prof. R aajba 
otrzym ujem y wartość Skr w ie lokrotnie  przewyższającą wartość doświad
czalną. Z tego Avynika, że prof. R aab  słusznie zaprzeczył zgodności SAvego 
doŚAciadczenia z teorią. Nieufność wzbudził we mnie ty lk o  Aimiosek R aaba , 
ze pofałdoAvanie to ru  da się w yjaśnić jedynie przekroczeniem granicy 
plastyczności m ateriału szyny, gdyż ta  granica leżała bez Avątpienia Avy- 
żej od naprężenia 2300 kG /cm 2, jak ie  zaszło bezpośrednio przed \yybo- 
czeniem.

Ale faktem  n iezbitym  jest, że teoria daje znacznie większą wartość 8 kr , 
niż doświadczenie Raaba, k tó ra  to wartość teoretyczna jeszcze bardziej 
Wzrasta, gdy zgodnie ze słusznym w y
maganiem tego badacza wstaw im y Avar- 
tość sztywności zginania E J ,  uzyskaną 
'Z pom iaru ugięcia. Z drugiej strony po
pierają teorię inne doświadczenia i za- 
stosoAvania, trzeba Avięc szukać Avyjaś- 
nienia niezgodności av samych założe
niach modelu teoretycznego.

4. Otóż doszedłem teraz do przeko
nania, że znaczne obniżenie Avartości 
rzeczywstej Skr av stosunku do obliczo
nej z wzoru (1) da się wyjaśnić eałko- 
Avicie av sposób następujący: Przedsta- 
Avmy wykreślnie zależność poprzecznego 
przesunięcia to ru  w  jako pręta na sprężystym podłożu od reakcji tego 
podłoża p zgodnie z założeniami teorii, a otrzym am y rys. 1. Przy bar
dzo m ałych przesunięciach w  <  O A ' zachodzi reakcja sczepna propor
cjonalna do w o współczynniku C, k tó ry  można przyjąć równy około 
300 kG/cm2. Znaczy to, że reakcja p =  l  kG/cm powoduje przesunięcie 
10~ ' jo l  em =0 ,033  mm. Skoro zaś reakcja osiąga wartość 6 do 8 kG/cm, 
to ja k  poucza doświadczenie, reakcja ze sczepnej staje się pośliz
gową (punkt A  wykresu) i dalsze przemieszczenia zachodzą przy 
niezmiennej lecz obniżonej Avartości reakcji tarc ia  (ną Avykresie A 0B 0). 
NajAviększe zatem przemieszczenie możliAve bez ślizgania a więc takie, 
jak ie  p rzy jm u jem y w  teorii, jest nieAviele większe od 6-0,033 =  0,2 mm

p  ł kG/cm

*) W szystk ie  dane liczbow e odnoszą się do naw ierzchn i no rm a lno to row e j ty p u  z b li
żonego do tych , ja k ie  b y ły  przedm io tem  badań p ro f. A l .  Wasiuttńskiego i  p ro f. Raaba.
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do 8-0,033 =  0^3 mm. A le takie  warunki przyjęte w  teo rii zachodzą przy 
założeniu poczynionym milcząco, że p rzy  term icznym  ściskaniu wzdłuż- 
nym  pręta nie zachodzą przesunięcia przekrojów wzdłuż osi. Czy to za
łożenie może być spełnione w  rzeczywistości? Otóż nie! N ieuniknione 
różnice tem peratur w  różnych odcinkach długości toru  oraz różnice 
oporów przeciw przesunięciu osiowemu (a w  doświadczeniu R a a b a  pod
dania się przyczółków, o które  się opierały końce szyn) muszą prowadzić 
do poślizgów wzdłużnych na długo przed tym , zanim S osiągnie obliczoną 
teoretycznie wartość Skr. W tedy zaś, ja k  wiadomo, ogromnie się zmniejsza 
opór przesunięcia poprzecznego na odpowiednim odcinku długości. To 
ma widocznie podobny skutek, ja k  bardzo silne zmniejszenie G, czyli 
prowadzi do bardzo wydatnego zmniejszenia rzeczywistej wartości 8 kr, 
k tó re j wielkość nie daje się wyznaczyć.

5. Oto jest jedna ważna przyczyna uniemożliw iająca uzgodnienie 
powyższych wzorów teoretycznych z doświadczeniem w  naszym zagadnie
niu. A le jest jeszcze druga, k to  wie czy nie ważniejsza. T kw i ona w  drga
niach poprzecznych nawierzchni wzbudzonych każdym  przejściem po
ciągu. D rgania takie  bez uwzględnienia s iły  ściskającej nawierzchnię
osiowo rozpatrywałem  w  pracy ogłoszonej w „Czasopiśmie technicznym 14
z r. 1936, N r 2. Tu ta j wypada uogólnić elementarną teorię tam  rozwiniętą 
przez wprowadzenie1 do rachunku siły  S ściskającej wzdłużnie nawierzchnię 
o sztywności zginania B  w  płaszczyźnie pionowej i ciężarze jednostkowym 
q kG/cm. Równanie różniczkowe zgiętej osi ma postać:

(4) B ^ = - M - S y ,

jeżeli M  oznacza moment sił pionowych. D w ukrotne różniczkowanie daje:

9*y _  92y 92M
9x* 9x2 9x2 -

92M
Ponieważ jest równe obciążeniu jednostki długości nawierzchni,

02

które  się składa z oporu bezwładności |  i  sprężystej reakcji podłoża

Cy, więc równanie różniczkowe pionowych drgań poprzecznych nawierzchni 
przy jm ie  postać

(5) B  3iy 1 F. Shj i q g2y i Cv n
(5) B 9<* + 8 W + g - 9 F + V y - ° -

Rzecz jasna, że to równanie dotyczy drgań o am plitudach y 0 nie prze
wyższających wartości skrajnej y0 obliczonej z warunku Cy0—q, czyli
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^  naszym zadaniu q zmienia się od 1,6 do 2 kG /cm ; (7^300 kG/cm 2 
(nawierzchnia dość ciężkiego typu  P K P  normalnotdrowych), a więc średnio 
biorąc

y < 0,006 c m =  0,06 m m .

Przy am plitudach większych musiałoby zajść miejscowe podniesienie się 
szczytów fa l wygięcia nawierzchni i  po jaw iłoby się tamże działanie cię
żaru własnego, któ re  nie wchodzi bezpośrednio w  równanie w yprowa
dzone, ponieważ przyję to, że ciężar własny jest zrównoważony częścią 
reakcji podłoża. To zaś zachodzi tak  długo, dopóki nawierzchnia p rzy
lega wszędzie do podłoża.

N ie wdając się w  rozwiązanie ogólne równania (5) można z łatwością 
znaleźć nieskończenie wiele typów* drgań harmonicznych stojących o d łu 
gościach fa li 2A i okresach T, podstawiwszy:

(6) y = y 0s i n 2 n ( ^ -  ^

co czyni zadość równaniu różniczkowemu (5) p rzy jednoczesnym speł
nianiu w arunku wiążącego T  z A:

,7> * ( i M f M ( ¥ ) !+0“ °-
Stąd:

(8) T = 2 n - 2

c + b r J B - l T ) s

Okres drgań staje się, ja k  widać z wzoru powyższego, przy w ie lkie j d łu 
gości fa l praktycznie sta ły i  równy

<1
C g '

To odpowiada pionowym  drganiom harmonicznym masy pod w p ły 

wem siły sprężystości określonej modułem G.
Dzięki obecności s iły  osiowej 8  drganie jest nie zawsze możliwe, gdyż 

przy pewnej wartości 8kr, T  może zdążać do oo. Odpowiednią wartość 
znajdujem y z równania

0 +

Czyli

(10) Bk' = ^ B + ^ C .
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W  ten sposób otrzym aliśm y równanie identyczne z równaniem (1) określa
jącym  wartość kry tyczną  siły  ściskającej ze względu na niebezpieczeń
stwo wyboczenia.

Stosownie do doświadczenia zachodzi wyboczenie ła tw ie j w  płasz
czyźnie poziomej i  to  przy siłach ściskających znacznie mniejszych od 
obliczonych z wzoru teoretycznego (3). Otóż to  zmniejszenie s iły  da się 
objaśnić jako  efekt drgań pionowych nawierzchni. W ystarczy bowiem, 
aby am plituda tych  drgań przewyższyła nieco 0,06 mm, co może nastąpić 
już  przy drganiach o niew ie lkie j energii i  aby zaszło częściowe zerwanie 
sczepienia nawierzchni z podłożem. N atu ra lnym  skutkiem  tego musi 
być znaczne zredukowanie sprężystej reakcji bocznej u trudn ia jące j w y 
boczenie w płaszczyźnie poziomej i  co za ty m  idzie odpowiednie zm niej
szenie wartości Skr. P rzy  dostatecznie dużej dłu gości fa li drgań wzbudzo
nych przez przejeżdżający pociąg, zmniejszenie Skr być może bardzo 
znaczne. Nasuwa się tu ta j wiele nowych tem atów do badań doświadczal
nych i teoretycznych, k tó re  by  rzuc iły  więcej jeszcze św iatła na tę dzie
dzinę kolejnictwa.

Rozważania pracy niniejszej stwierdzają na razie, że nie ty lko  teoria 
oparta na założeniu sztywnego podłoża nie nadaje się do należytego 
ilościowego objaśnienia zniekształceń torów  wywołanych podwyższeniem 
tem peratury, ale i lepsza od n ie j teoria wyboczenia pręta  w  ośrodku 
sprężystym zawodzi prawie zupełnie nie dając nawet przybliżonej w a r
tości k ry tyczne j s iły  ściskającej. Wyższość te j teo rii polega jedynie na 
tym , że wskazuje na znaczenie dużych wartości sztywności zginania. 
Rozważania dynamiczne tu ta j podane oświetlają nadto w p ływ  ciężaru 
własnego nawierzchni.

6. W racając jeszcze do teoretycznej in terpre tac ji doświadczeń weźmy 
najpierw  pod uwagę badania na torze doświadczalnym w  Karlsruhe. 
Omawiając w yn ik i tych  badań w  pracy z roku  1935 podkreśliłem z na
ciskiem możliwość w p ływ u poddania się przyczółków mających ustalić 
końce to ru  doświadczalnego o długości 46,17 m. W  braku danych co do 
wartości C poprzestałem na ocenie przybliżonej tego w pływ u przez obn i
żenie o 10% wartości naprężenia ściskającego w  szynach, które  przy 
danym  podwyższeniu tem peratury o 105° wynosiłoby 2536 kG/cm 2 (przy 
a =  0,0000115 i E =  2,1 -10® kG/cm 2). Wiedząc, że wartość współczynnika 
oporu sczepnego przy wzdłużnych przesunięciach nawierzchni wynosi 
około 370 kG/cm2 i przyjm ując, że średnia wartość oporu poślizgowego 
wynosi 7 kG /cm  (t j.  ty le , wiele znaleziono doświadczalnie p rzy  poprzecz
nych przesunięciach nawierzchni) o trzym ujem y na dolną granicę w ie l
kości poślizgów wzdłużnych nawierzchni względem podłoża wartość p rzy
bliżoną

3 f 0 ^  0,02 c m =  0,2 m m .
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Znaczy to, że poddaniu się przyczółków przewyższającemu 0,2 mm towa
rzyszyć musiał poślizg końcowych odcinków nawierzchni. Przyjąwsży np. 
długość tych  odcinków równią «, można obliczyć przemieszczenia uA 
Przekrojów końcowych nawierzchni na podstawie rozważań teoretycznych 
Przytoczonej pracy. Założym y więc (najpierw ogólniej), że przy zacho
waniu sym etrii względem przekro ju środkowego O (rys. 2) zachodzą na 
długości OG—a ty lko  reakcje sczepne podłoża, a na długości CA — l —a 
reakcje poślizgowe. W tedy należy przyjąć, że przesunięcie przekroju C, 
°zy li uc jest dane i  równe 0,02 cm; że nadto uo= 0 ,  a stąd obliczyć zmianę 
Wartości naprężenia w szynach przynależną temu przesunięciu.

b)
U

w
■*----a ----- -\C A

jp p p u ii- ^ 1 0

B1 
* 

, 
T k /

Rys. 2. a) soliem at to ru  doświadczalnego, b) przesunięcia p rze k ro jó w  w sku tek p o d 
dania się p rzyczó łkó w  A  i  B,  c) zm iana naprężeń w sku tek  poddan ia się p rzyczó łków

W ydłużenie jednostkowe w miejscu x  spowodowane naprężeniem a 
(zmiennym wraz z x) i ogrzaniem o t° (stałym na całej długości) określi 
równanie

( u >

Równanie równowagi elementu nawierzchni o długości dx i przekroju F  daje

(12) F d a —R 'dx ,

jeżeli R ' oznacza opór podłoża odniesiony do jednostki długości nawierzchni. 
Z obu równań w yn ika

(13)

W  części OC możemy przyjąć

d2u
dxl

R '
E F  '

R '  =  C i U ,

Pism a, I I I 16
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a zatem u czyni zadość równaniu różniczkowemu

(14) u — u
dx2 E F  k2’

przy oznaczeniu
Ce f

Cl ’
k =

Z mvzględnieniem warunków krańcowych u =  0 p rzy x = 0  i  u =  uc przy 
x —a o trzym ujem y całkę równania różniczkowego (14) w  postaci

„ i x
k

(15) u = u c ------ ,Oj

a stąd według równania (11)

(16) a— —Eat°-

A  zatem

_ ch T 
E u c k

e h -
<17,

s h i  sh i

P rzy powyższych danych, t j .  0 =  ̂ 1 5 0 0  cm, k — 786,5 cm, w założeniu 
Cx— 370 kG/cm 2, E =  2,1 • 106 kG/cm2, P = 1 0 9 c m 2, MC= 0 ,0 2 e m , znajdu
jem y

<T0— -2 5 3 6  +  16 kG/cm2 
(Tc— — 2536 + 1 07  kG/cm2.

W  części AC
T ' ( l —a)

(18) oa — ° c= F

przy czym T '  w kG/cm oznacza opór tarc ia  poślizgowego na jednostkę 
długości nawierzchni, a więc p rzy T ' =  7 kG/cm i danych powyższych

a A — ac— 51 kG/cm2, czyli
aA =  -  2536 +  107 +  51 kG/cm 2.

Wreszcie
'U

(19) nA- u c = l l- ^ ^ E a t 0+ a c +  ^

przeto

=  0,05 cm,

u 1 = u A =  0,07 cm.



Rachunek powyższy dowodzi, iż poddanie się przyczółków zaledwie
0 0,7 m m  wystarcza, aby na długości 8,10 m nastąpiło podłużne ślizganie 
unicestwiające boczny opór ta r 
cia o podłoże, wskutek czego a)
Wartość kry tyczna  siły  ściska- t°
jącej ulega znacznej redukcji.
Wyboczenie zajdzie przeto przy 
znacznie niższej wartości siły od 
obliczonej z wzoru teoretycz
nego (3).

7. Podobnie nie trudno uza
sadnić teoretycznie, że nierówno- 
niierność tem peratury nawierz
chni, jaka  w  rzeczywistych wa
runkach z reguły zachodzi, staje 
się powodem ty m  większego 
obniżenia wartości k ry tyczne j 
s iły ściskającej im  ta  nierówno- 
mierność jest większa. W  tym  
celu obierzemy model bardzo 
długiego odcinka nawierzchni 
w postaci nieograniczonego prę
ta  przylegającego do podłoża sprężystego i  obliczym y przesunięcia u
1 naprężenia a  p rzy ogrzaniu lewej połoAvy (rys. 3) do tem peratury t2 
a prawej do t1} p rzy czym t2 >  tv

Umieściwszy początek osi x  w przekro ju pręta rozgraniczającym obie 
części, o trzym ujem y po scałkowaniu równania różniczkowego (.14):
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E y s .  3 . a )  p r z e s u n ię c ia  p r z e k r o jó w  n ie o g r a 

n ic z o n e g o  p r ę t a  n a  p o d ło ż u  s p r ę ż y s t y m ,  o g r z a 

n e g o  w  le w e j  p o ło w ie  d o  t e m p e r a t u r y  i 2 , 

a  w  p r a w e j  d o  t e m p e r a t u r y  h < ł 2, 

b )  n a p r ę ż e n ia  o s io w e  w  p r z e k r ó j  a c h  te g o ż  p r ę t a

(20)
u = u 0exlk w lewej części o temperaturze t2 
u = u 0e~xlk w prawej części o temperaturze tt .

T uta j u0 oznacza przesunięcie przekro ju  0.
Po wstawieniu powyższych fu n kc ji w  równania wydłużeń jednostko

wych
du cr un ,,—  =  - + a t  2=  
dx JE Tc (w lewej części)

du a , m0 ,Ł , . , ..
d x = E  +  1 =  _ ¥  PraweJ CZ(̂ c i)

znajdujem y z w arunku a — a0, p rzy # = 0 :
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a stąd:
(21)

A  zatem:

(23)

(22) a— | E a ( t2 — t1)exlk —E a t2 (w lewej) 
a=  — i  E a  (t2 — i , ) e~xlk—E  a ć3 (w p raw ej)

°0 =  2 A (Z (^i -)- 2̂) *

Zakres ważności równań powyższych określa warunek niezachodzeoia 
poślizgu, t j .  (R ')max<7  kG/cm.

Ponieważ największe R '= R ^ = C lUo, czyli

Poślizg zajdzie już  więc przy f2 —h = 5 ° , a przy większym skoku tempera
tu ry  powstanie ślizganie na dłuższym odcinku po obu stronach skoku, 
co oczywiście prowadzi do zwiększenia niebezpieczeństwa wyboczenia, 
czyli do zmniejszenia rzeczywistej wartości Skr w stosunku do wartości 
teoretycznej (3).

8. Rozpatrzywszy stosunek teo rii do w yn ików  badań na torze doświad
czalnym w  Karlsruhe zwrócę się na koniec do własnego doświadczenia 
modelowego opisanego av przytoczonych w  odnośniku 1 publikacjach 
z r. 1935 i  1936. Jak w ynika wyraźnie z tekstu tych  prac, ideą przewodnią 
doświadczenia było przekonanie, że w yn ik  doświadczenia R a a b a  da się 
uzgodnić z teorią, k tó re j stosoivalnośó w  innych przypadkach nie podle
gała wątpliwości. K ie  mogąc wykonać kosztownego doświadczenia na torze 
rzeczywistym, obmyśliłem model złożony ze stalowej teówki o smukłości 
1420 spoczywającej na podłożu sprężystym z m iękkie j gumy. Obciążenie 
Eulerowskie takiego pręta, obliczone p rzy  założeniu podłoża idealnie 
gładkiego wynosiłoby 12 kG  w  przypadku końców przegubowo-prze- 
suwanych, a 47 kG w  przypadku doskonałego utw ierdzenia tych  końców. 
Dzięki ta rc iu  między prętem a podłożem, jak ie  zachodziło w  rzeczy
wistości można było siłę ściskającą podnieść do 900 kG, a przy obcią
żeniu 670 kG  zaobserwować dość wyraźnie faliste wygięcie sprężyste 
o długości pó łfa li 55 do 75 cm. W  tym  to fa lis tym  wygięciu osi pręta 
przewidywanym  teoretycznie upatrywałem  słusznie częściowego potw ier
dzenia teorii, podkreślając jednocześnie sprzeczności ilościowe przy p ró 
bach zastosowania wzorów teoretycznych. Dlatego na końcu kongreso
wego tekstu pracy umieściłem zdania następujące:

(24) Ró =  l a  ] /  CkE F  (<2- h )  .

P rzy tych  samych co powyżej wartościach liczbowych mamy

Ri =  1,67(<2- h )  kG /cm .



» 2. Pożądane jest wykonanie nowych doświadczeń w  innych w a
runkach. Doświadczenia te należy wykonać na prętach o różnych d łu 
gościach i przekrojach, hłajwłaściwiej byłoby wywoływać wyboczenie 
prętów przez nagrzewanie ich podobnie, ja k  to ro b ił prof. R a a b  w  swoich 
doświadczeniach. P rzy tym  należałoby jednak zaopatrzyć końce prętów 
w urządzenia do pom iaru s ił“ .

A  dalej:
„  3. Opisane tu  w yn ik i doświadczeń autora potw ierdzają niektóre 

wnioski teoretyczne, chociaż doświadczenia te nie wystarczają jeszcze 
do całkowitego uzasadnienia tych  wniosków. W yn ik i nowych badań, 
podobnie ja k  i  badań wykonanych przez prof. R a a b a  pow inny pokrywać 
się z w yn ikam i badań teoretycznych44.

Jest rzeczą jasną, że teraz, po przekonaniu się, ja k  małe odchylenia 
°d schematu teoretycznego wystarczają do bardzo znacznego obniżenia 
wartości Skr w  odniesieniu do wartości obliczonej według wzorów (1), (2), (3) 
uraz im  podobnych uwzględniających ustalenia końców, powtórzenie ba
dań doświadczalnych na modelach nie ma już  wielkiego znaczenia nauko
wego. Natom iast bardzo pożądanym byłoby powtórzenie doświadczeń 
Ua torze rzeczywistym z uwzględnieniem uwag krytycznych  sformuło
wanych w  publikacjach powyżej przytoczonych.

9. Z trzech tez, ja k im i zakończyłem- referat na Kongresie Budapesz
teńskim w r. 1935, ulegnie gruntownej zmianie ty lko  pierwsza, brzmiąca 
w sposób następujący:

„Podstawowe k ry te ria  niebezpieczeństwa skrzywienia ciągłego toru 
prostego dają wyrazić się za pomocą wzorów w ynikających z teorii sta
teczności ściskanego pręta ułożonego na podłożu sprężystym44.

Rozważania niniejszej pracy zmuszają do zastąpienia tezy powyższej 
następującą:

W  prostym  torze b szynach spawanych krytyczna wartość wzdłu
żnej s iły  ściskającej Skr wywołanej podAyyższeniem tem peratury śre
dnio o t° jest w  ogóle znacznie mniejsza od wartości obliczonej na podsta
wie teo rii pręta na podłożu sprężystym. W artość 8kr rośnie Avprawdzie 
Avraz ze sztywnością zginania i  ciężarem własnym nawierzchni, ale na 
razie nie daje obliczyć się teoretycznie 4).

Teza 2 pozostaje oczywiście bez zmiany, natomiast av tezie 3 odpada 
nadzieja, że doświadczenia prof. R a a b a  dadzą się pogodzić z teorią bez 
uwzględnienia rozpatrzonych teraz szczegółowo drobnych, lecz nader 
doniosłych zboczeń od prostego schematu teoretycznego.

4) Ro la podatności podłoża je s t nieokreślona. Z jedne j s trony  bowiem  zm niejszenie 
podatności, t j .  zwiększenie O może zw iększyć Sir p rz y  ściskaniu to ru  bez drgań ; z d ru 
giej zaś zm niejsza granicę a m p litu d  drgań naw ierzchn i nie pow odu jących  oderwania 
części od podłoża, c zy li może zm niejszyć 8 tr bezpośrednio po prze jśc iu  pociągu.
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W  okresie k ilku le tn im  mego zajmowania się kwestią sporną term icz
nego wyboczenia torów  spawanych wypadło stoczyć k ilk a  polemik. Jedna 
z n ich dotyczyła niedopuszczalności teoretycznego obliczenia Skr opartego 
na uproszczonym modelu (a) (p. 2). W  obronie te j tezy nie pozostałem 
odosobniony, gdyż w  rok  po mnie w ystąp ił z n ią prof. E aa b , zwalczając 
słusznie niektóre prace niemieckie (bez wymienienia autorów). Drugą 
polemikę podją ł prof. E aab  nie mogąc pogodzić się z moją tezą kongre
sową, a wysuwając za to  na pierwszy plan rolę granicy plastyczności 
sta li szynowej, jako stałej materiałowej decydującej przede wszystkim
0 niebezpieczeństwie wyboczenia termicznego. Trzecią polemikę sprowo
kował a tak na część doświadczalną m oje j pracy.

Pominąwszy polemikę pierwszą, wypada stwierdzić, że z dwu następ
nych ty lk o  druga okazała się płodną, w ywołu jąc główne w yn ik i n in ie j- 
szej pracy. Jest to  zupełnie zrozumiale, skoro się zważy, że prof. P. E aab 
w ystąp ił z pozytyw nym i argum entam i zaczerpniętymi z bezpośrednich 
pom iarów sztywności zginania nawierzchni (nieznanych m i przedtem)
1 w ykazał niezgodność swoich doświadczeń z wzorami teoretycznym i. 
To mnie musiało skłonić do rew iz ji moich poglądów i szukania źródeł 
niezgodności ja k  to  przedstawiłem dokładnie powyżej.

Ea  zakończenie winienem podkreślić, że wysuwana na pierwszy plan 
przez prof. F. E aaba  ro la  granicy plastyczności sta li szynowej schodzi 
raczej na plan drugi, gdyż wpływ a pośrednio ty lk o  na wartość sztywności 
zginania, tego głównego param etru wyboczenia.



p o d s t a w y  t e o r e t y c z n e  b a d a ń  d o ś w ia d c z a l n y c h  n a d
ZN IEK SZTA ŁC EN IEM  TO RÓ W  KOLEJOW YCH

(G le istechn ik und  Fahrbahnbau, zesz. 15/16, 1941 r .)

§ 1. Wstęp

W ielu badaczy usiłowało oprzeć teorię zniekształcenia torów kole
jow ych przez naprężenia termiczne na schemacie zwykłego zagadnienia 
stateczności pręta na sprężystym podłożu 1).

Jednak, ja k  wiadomo, w y n ik i wyliczonych tu  prac są sprzeczne z w y 
nikam i, zresztą nielicznych doświadczeń2).

W  k ilk u  moich pracach, opierając się na dokładnej analizie statycznej, 
wskazałem, że istotną przyczyną te j sprzeczności jest zastosowanie teorii

J) Już przed p a ru  dz ies ią tkam i la t  w ypow iadano przypuszczenie o m ożliwości w y 
jaśnien ia  za pom ocą te j te o r ii zniekształceń to ró w  ko le jow ych  przez w zd łużne s iły  ściska
jące. Jednak doprowadzone do końca opracowania tego zagadnienia są późniejsze. 
P rzy taczam y tu ta j n iek tó re  z n ich :

a) H. Zimmermann: D ie  K n ick fes tig lce it eines Stabes m it  elastischer Q uerstu tzung, 
B e rlin  1906.

b) E . C h w a l l a : D ie  S ta b il i t i i t  eines elastisch gebettcten Druckstabes. „Z e its c lir if t  
fu r  angewandte M a th e m a tik  und  M echan ik", to m  7, s tr. 276—284, 1927.

c) M .  T .  H u b e r : t lb e r  die S ta b il i t i i t  gerader luckenloser Gleise, I I I  M iędzynaro 
dow y Z jazd  Szynowy, Budapeszt 1935, s tr. 149—153.

d) M . T . H u b e r : Zagadnienie stateczności prostego to ru  o szynach spawanych 
pod w p ływ e m  naprężeń c iep lnych. „ In ż y n ie r  K o le jo w y " N r  3, 1936 r.

e) T . Inada: T heorie  der K n icku n g . „B a u te c h n ik " , s tr. 458—462, 1936 r.
f )  T h . P o s c h l : t lb e r  die S ta b ilita t  des Eisenbahngleises. „G le is techn ik  un d  F a h r- 

bahnbau" N r  17/18, 1937 r., N r  1/2, 1938 r.
P rócz tego zagadnienie to  je s t om awiane w  następu jących książkach:
g) K .  Hayashi: Theorie  des Tragers au f e lastischer Unterlage. B e rlin  1921.
h) J . R a tze r s d o r fe r : D ie  K n ic fe s tig k e it von S tiiben und Stabwerken. W ien  1936.
2) a) F . R a a b : G leisverwerfungen du rch  W iirm espannungen. „G le is te chn ik  u.

F ahrbahnbau” , N r . 9/10, 1937 r.
b) M .  T .  H u b e r : Z u r Frage der D e u tung  der G leisverwerfungen du rch  W a r m e s p a n -  

uungen. „G le is te chn ik  u. F ah rbahnbau", N r  23/24, 1937 r.
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nieprzydatnej w danym przypadku, chociaż dającej dobre rezu ltaty 
w wielu pokreAvnych zagadnieniach mechaniki technicznej3).

W  te j pracy chciałbym rzucić nowe światło na to ważne zagadnienie 
oraz dać ja k  najściślejsze podstawy teoretyczne do nowych badań doświad
czalnych i do wyprowadzenia z n ich wniosków. W  niedawno ogłoszonej 
pracy 4) przedstawiłem myśli przewodnie takiego ujęcia tego zagadnienia 
w zastosowaniu do liczbowej oceny podstawowych parametrów znanego 
doświadczenia F . R aaba . K ontynuu jąc tę myśl rozpocznę od rozpatrzenia 
próbnego odcinka to ru  bez złączy. Załóżmy, że przed nagrzaniem tego 
toru  pomierzono ja k  najdokładniej nieuniknione odchylenia obu jego szyn 
od lin ii prostych w  płaszczyznach poziomych i  pionowych. W  ten sposób 
wyznaczone lin ie  środków ciężkości przekrojów szyn mogą być określone 
z dowolną dokładnością przez następujące równania

Za oś odniesienia współrzędnych y i  z p rzyję to  prostą działania s iły  ściska
jącej szynę. Jest to oś odciętych x  Wychodząca ze środka ciężkości koń
cowego przekro ju szyny oznaczonego lite rą  A.  Długość rozpatrywanego 
odcinka szyny oznaczono przez Z.

Współrzędne środków ciężkości skrajnych przekrojów szyny A  i A '  
wg równań (1) m ają następujące wartości

s) M . T . H u b e r : W łaściwe p rzyczyn y  niebezpieczeństwa w yboczenia term icznego 
naw ie rzchn i ciągłe j prostego to ru  kolejowego. „Czasopismo Techn iczne", L w ó w  1938 r .

M . T . H u b e r : t lb e r  den E in fluss der W arm espannungen au f d ie  Verw erfungsgefahr 
eines geraden luckenlosen Gleises. Sprawozdanie z IV  M iędzynarodowego Z jazdu  Szy
nowego, Dusseldorf 1938.

W  now ych opracowaniach tego zagadnienia F . Co r in i zw ró c ił uwagę na złożone 
p rzyczyn y  zniekształcenia to ró w  ko le jow ych . P racy  jego, ogłoszonej po w łosku  w  1939 r .  
n ie  m ogłem  uzyskać. Cytow ano ją  w  „Z e n tra lb la t t  f i i r  M echan ik ", to m  9, s tr. 157. P o 
dobno w n io sk i je j są w  zasadzie zgodne z m o im i tezam i p rzeds taw ionym i w  sprawozda
n iach z M iędzynarodowego K ongresu Szynowego w  D usseldorfie . Różnice w  ocenie 
n ie k tó rych  czynn ików  podane w  m o im  sprawozdan iu i  w  ocenie ty c h  czynn ików  za
w a rte j w  p ra cy  F . Co r in i zda ją  się być  n ie is to tne  w  odniesieniu do w n iosków  ostatecznych.

i)  M . T . H u b e r : O niebezpieczeństw ie zniekszta łcenia prostego to ru  bez złączy 
i  o zw iązku  tego z jaw iska z teo rią  stateczności ciężkiego p rę ta  leżącego na podłożu 
sprężystym . „G le is techn ik  u. F ah rbahnbau", N r. 9/10 i  N r. 11/12, 1941 r.

(1 )
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Dw ukrotne różniczkowanie rótynań (1) daje przybliżone wartości k rz y 
w izny pierwotnej osi szyny w płaszczyźnie pionowej xy i w  płaszczyźnie 
poziomej xz

(3)

1
Qi

1
Qo

(Py_

dx2

d2z
dx2

rn
-J  | I dr sm

itr br sin

r n x
~ T

m x
~T

)'71X
ar cos — j—

b’r cos
1'7lX
~T~

§ 2. Teoria zniekształcenia toru wskutek wygięć pionowych

Pom ija jąc w p ływ  bardzo małycb mimośrodów sił ściskających S 
w skrajnych przekrojach szyny, s iły  te zwiększają rzędne wklęsłych fa l 
szyny wciskając szynę w  podłoże. Początkowe rzędne y tych  fa l są na ogół 
Większe od końcowych rzędnych r\ zmierzonych po przyłożeniu sił S. 
Inaczej zmienia się oddziaływanie podłoża na wypukłe fale szyny. Wzdłuż 
tych  fa l reakcja podłoża maleje dopóty, dopóki bezwzględna wartość 
różnicy y — rj nie osiągnie wartości Ay spełniającej równanie

GAf] =  q,

w k tó rym  q oznacza ciężar szyny na jednostkę długości w  kG/cm, G ozna
cza współczynnik podłoża przynależny odkształceniom pionowym. D la 

tego też równanie odkształconej, które  wyprowadzono dalej, jest słuszne 
ty lko  w przedziale, w k tó rym  s iły  ściskające 8  nie przekraczają wartości 8 t 
doprowadzającej ugięcie szyny chociażby w  jednym  punkcie fa l w y 
pukłych do wartości

\ y - n \ = A f l =  ^  )

W prowadzając oznaczenia podane na rys. 1, oraz oddziaływanie podłoża

5) W arunek ten  d o tyczy  ty lk o  m atem atycznego u jęc ia  zagadnienia, ponieważ 
w yprowadzone rów nanie różniczkowe da je ty lk o  p rzyb liżo n y  obraz przebiegu odkształceń.
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jako obciążenie poprzeczne szyny o sztywności B = E J , otrzym ujem y 
następujące równanie różniczkowe odkształconej w założeniu, że w y- 
gięcia są niewielkie

(4) B ( i  -  s )  = s &  -  w } — * 1- 0 !

Po dw ukrotnym  zróżniczkowaniu znajdujem y

da? duet B  (te2 B  

Po wyrażeniu rzędnych za pomocą wzoru (1) równanie to przybiera postaó

d^ S_dh± G y | K , 0  
(<>) da? B  da?2 B  [ \  l ) B

. m x  . , r n x \  C
ar sin —j —. +  ar cos - y —1 +  -g «o •

Jest to lin iowe równanie różniczkowa czwartego rzędu, w  k tó rym  
funkc ja  <p{x) jest wydzielona z prawej strony. Ogólne rozwiązanie tego 
równania składa się z ogólnego rozwiązania równania jednorodnego, 
bez fu n kc ji cp{x) i  z dowolnego rozwiązania szczególnego r]l (x) równa
n ia (5 )8).

Zależnie od tego, czy w yróżn ik

I S V c
\2B ) B 1

równania charakterystycznego

8 „ C
(6) P +  g * 2 + B  ~

jest u jem ny, dodatni, albo też przybiera wartość zerową, rozwiązanie 
równania jednorodnego

da? B  da? B

przybiera różne postaci. Należy przeto odróżnić trz y  przypadki wartości 8:

(7) 8 ^ 2 ^ / B C .

Rozwiązanie równania charakterystycznego daje dwie pary pierwiastków

(8)

•) W  poprzednio cytowanej pracy z roku 1937 T h . POschl daje wyczerpującą 
dyskusję rozwiązań równania jednorodnego, dlatego też nie ma potrzeby powtarzania  

je j tu ta j.
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W pierwszym przypadku, gdy

8  < 2 ) 5 0 ,

pierw iastki równania charakterystycznego mają postać 

h th = 7 >± i V>i <3><4=—<P±»V>
przy

(9) tp
- j / i / 3 + ś -

Dopisując do ogólnego rozwiązania jednorodnego przynależnego tym  
pierwiastkom prawdopodobną postać rozwiązania szczególnego równania 
zupełnego mamy

r j = A 1 ch cpx cos y>x-\-A2 ch <px sin \px-\-A 3 sh <px cos

+ A 4 sh <px sin y x - f K 0 - f  ^  | / f r sin UJjiUL -\-K'r cos - X-\r n x \

T T

Podstawiając tę postać rozwiązania do równania (5) znajdujemy, że 
spełnia ono tożsamościowo to równanie przy następujących wartościach 
parametrów 7T„, K r , K'r :

I rnA C ( m y  O

r  _  rr _  U /  B  r r> -  ' \ l  / B0— O 0) r  — Or  ■. . a , rs / /  , K r —  Orm Y  +  C ’ r r Im A  _  S /ra \2 +  G
l  ' B  \ l  B \ l  B

Ogólne rozwiązanie równania (5) ma w pierwszym przypadku nastę
pującą postać

(10) i ] = A 1 ch yx  cos y>x+At ch <px sin y jx + A 3 sh <px cos y>x +

l r jiV . C
i a w • i , V /  r n x  i / r n x \+ A 4 sh <px sm y x - f  a0+  ^  Iar sm - j -  -f- ar cos —j~ J

T) +  b
l  I /m A  G B Ir  i \ a

T)  + B~ B \ 1

Znaleziona postać rozwiązania szczególnego równania zupełnego jest ta  
sama we wszystkich trzech przypadkach wartości wyróżnika.

Stałe całkowania A 1,A 2, A 3, A i  dają się wyznaczyć w  ogólnej postaci 
ty lko  w  szczególnym przypadku, gdy skrajne przekroje szyny osadzone 
są przegubowo. M imo to można wypisać w arunki brzegowe w ogólnym
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przypadku, gdy w  skrajnych przekrojach szyny działają mom enty u tw ie r
dzenia M 1 i  M [.  W arunk i te mają następującą postać:

1) p rzy 05=  0, mamy r] =  y0-,
2) p rzy 05= Z, m am y r)=yó;
3) przy 05=0, moment zginający

oznaczając

Do wyznaczenia momentów hyperstatycznych i  M [  służą następu
jące warunki

5) p rzy 05=0, mamy y' =  0,
6) przy 05=  Z, m am y ł?' =  0.
Z tych  wszystkich warunków otrzym ujem y następujące równania, 

do k tórych  dla skrócenia zapisu wprowadzono następujące oznaczenie

M (x )— —B

jeżeli

4) przv 05= Z, znajdujem y podobnie

( U )

(11.1)

(11.2) yó—A ! ch <pl cos tp l+ A 2 ch y l  sin y>l+A3 sh (pl cos xpl-\-

V ji\4 , G
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(11.4) S(yó—y i ) = B l(y>2 — (p2) t l i  (pl cos y>l+2(ptf! sli (pl sin f l ] A j  -f-

+  [(V2 — <P2) d 1 <pi h n y i  ~  gh 9^ cos V^] ̂ -2 
A [ { f 2 — (p2) sh cpl cos f l  +  2qnp ch (pl sin f l ] A 3A  
+  [(v2 — <P2) sh ę>i-sin f l A  2q>f ch <pl cos f i ] A t A

/n r \4 +  C

(11.5) f A 2Aę>A3+  .
rn

n r l

nr

rnV  G
T l  + B

rn \

(11.6) (<p sh (pl cos f l —f c h  <pl sin f i )  A XA  {(p sh cpl sin f l A
A f  ch (pl cos f l ) A 2A  (<p ch (pl cos f l  — f  sh (pl sin f l ) A 3~\

+
ar ttc

{(p ch (pl sin f l A  f  sh cpl cos f l ) A t +  /_j (~~ 1) A T
n jA  G 
l  +  B

=  0

Z równań (11) znajdujem y wyrażenia na A 1,A 2, A 3, A i  w zależności 
od nieAviadomych momentów utw ierdzenia M 1—8 y 1, M [ = 8 y {

( 1 2 )

A l-

A a =

s_ V  (>a \2 a 'r
' B A j  \ l

A  2 —
A  sh (pl cos f l A N  ch (pl sin f l 

2<pf (ch2 (pl sin2 f l  A  sh2 (pl cos2 f l )

— A  ch (pl sin f l A ^ 7 sh (pl cos f l  
2(pf{cb? (pl sin2 f i  A  sh2 (pl cos2 f l )  ’

1 8
2(pf B «0- :v i  +

8 r2A  
Tr \ B ~ 2 B  l2

W  tych  wyrażeniach A i N  oznaczają następujące wielkości

C S lm \ 2
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W zory te są bardzo złożone nawet w przypadku przegubowego osa
dzenia końców szyny, to jest nawet gdy y1= y ' i= 0 .  W  ty m  przypadku 
wypisana postać wzorów może służyć bezpośrednio za podstawę do w y 
konania obliczeń, chociaż obliczenia te są bardzo długie i  uciążliwe. W  ogól
nym  przypadku natom iast trzeba b y  rozwiązać równania (11.5) i  (11.6) 
względem y1 i  y[,  otrzym ując jeszcze bardziej złożone wzory, Należy na 
to  zwrócić uwagę dlatego, że otrzymane równania stanowią podstawę dal
szych wniosków.

Na pionowe przesunięcia y — y  mierzone podczas doświadczeń o trzy
m ujem y następujące wyrażenie

A {  ch <px cos rpx-\-A'i ch <px+ sin rpx-\-Aź sh <px cos y x +

, . ,  , . , (rjz\2 1 /  . r n x  , , rn xX
A A i m c p x m i ' t p x - \ - w “ j H ~ \r8 in ~~Ż— h«r cos—j - \

Nowe stałe A l  są związane ze sta łym i A/ przez następujące zależności

. a , ,  
a ' ~ b a '•

Ze wzoru (14) oraz ze wzorów (12) i  (13) w yn ika ją  następujące wnioski:
1) Przesunięcia pionowe zn ika ją  wraz z 8.
2) P rzy bardzo małych wartościach 8  przesunięcia pionowe są w  p rzy 

bliżeniu proporcjonalne do 8.
3) Jeżeli m im ośrody sił 8  w  obu skrajnych przekrojach są małe wobec 

pierwotnych wygięć osi szyny i  jeżeli skrajne przekroje szyny są osadzone 
przegubowo, wówczas a0= 0 ,  a'r— 0 oraz A ’t=  0, wskutek czego wzór (14) 
przybiera postać

r n x

(14a) v - y = Ę - Y
a, sin- z

B  A j  I rn \2 , G i  l V 8  
r \Z  / B  [ r u j  B

Dopóki 8  ma wartości znacznie mniejsze od każdej z wartości 8 r sprowa
dzającej do zera m ianownik

rn \2 C / I V  8(?)I ) +  B \ r n )  B '

dopóty rząd przesunięć pionowych i  rząd początkowych rzędnych środków 
ciężkości przekrojów szyny jest ta k i sam. Jeżeli p rzy wzroście 8  wartość 
tego m ianownika dąży do zera, wówczas różnica rj — y przybiera szczegół-
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nie w ielkie wartości, nawet gdy rzędne początkowych wygięć są znikomo
małe7).

M ianownik wzoru (14a) jest rów ny zeru przy następujących wartoś
ciach S:
(15) p rzy r = l , 2 , 3 ,  ...

Są to  oczywiście wartości identyczne z wartościam i w ynika jącym i z wa
runków stateczności. Tworzą one ciąg:

^ B + l c ,  S t= * p + \ £ c ,  ...

W  rozpatryw anym  zagadnieniu ma znaczenie ty lko  najmniejsza z tych 
wartości. Oznaczając

-  =  A, 
r

znajdujem y z łatwością, że najmniejsza wartość 8r przynależy

stąd w yn ika , że 
\  (Sr)min= 2 / B C ,

a odnośna wartość r  jest jedną z liczb całkow itych, najbliższych liczbie

u ii y?.
1 j i  \  B

Jest to ten sam w yn ik, k tó ry  został znaleziony w in n y  sposób przez wielu 
autorów.

Gdyby podłoże było tak  odksztalcalne, że k ilkum ilim etrow e wygięcia 
nie po w o dowal yb y  w  żadnym przekroju oderwania szyny od podłoża, 
wówczas można by porównać doświadczalne wartości sił S z wartościam i 
k ry tycznym i w yn ika jącym i z powyższych wzorów i przynależnym i regu
larnemu, falistem u wygięciu szyny. N iestety, nie jest to możliwe w  odnie
sieniu do rzeczywistego to ru  kolejowego, albowiem graniczna wartość 
przesunięcia pionowego szyny bez oderwania się to ru  od podłoża wynosi 
w założeniu to ru  o ciężarze 2,6 kG/cm leżącego na podłożu o współczyn
n iku C =  300 kG/cm 2

■ ^ = | ^  =  °,°087 cm.

7) Jednak im  większe w a rto śc i rj—y w yn ika ją , z rów na n ia  (14a), ty m  w iększy je s t 
b łąd  za w a rty  w  w a rtośc i t]—y, ponieważ p rzyb liżone  rów nan ie  różn iczkowe (5) tra c i 
swą dokładność. D la tego na leży zacbowaó tu  ostrożność. M ożna je dn ak  p rzy jąć , że 
obliczenie to  da je  dostatecznie dokładne w y n ik i,  o ile  w artość 8  n ie  przekracza 80 % , 
a naw et 90%  w a rtośc i k ry ty c z n e j.
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Obliczenie to wskazuje, że wyprowadzona tu  teoria odkształceń toru 
pod działaniem sił osioAvych nie może służyć jako podstawa do wyzna
czania sił kry tycznych  zniekształcających tor, gdyż przyjęte założenia 
spełniają się w zbyt wąskim przedziale.

P rzy stosunkowo małych -wartościach sił S występują przesunięcia 
pionowe szyn o wartościach znacznie większych od wartości granicznej Ar] 
tak, że dość duży odcinek to ru  zostaje pozbawdony tarcia  i zaczyna prze
suwać się w  bok 8).

W raz ze wzrostem siły  S wzrasta długość uniesionego i  przesuwającego 
się na bok odcinka toru i, chociaż jego stateczność w  płaszczyźnie p io
nowej raczej wzrasta, jednak jednocześnie stateczność w  płaszczyźnie 
poziomej szybko maleje -wskutek wzrostu wolnej długości to ru  i  nieza
leżnie od możliwości przekroczenia granicy plastyczności stali. W skutek 
tego występuje wreszcie poziome Avyboczenie toru. ZAvykła teoria sta
teczności nie jest w  stanie stwierdzić liczboAAro możliwości wystąpienia 
tego zjawiska-, ponieważ jest ono bardzo silnie uzależnione od początko
wych krzyw izn  toru. Natom iast przeproAvadzone tu  rozAvażania teore
tyczne uzasadniają tę możliAvość w  sposób przekonywający.

Jakkohviek mogłoby się zdawać, że dalsza analiza jest zbędna, gdyż 
zagadnienie już zostało wyjaśnione, jednak trzeba ją  zakończyć, aby nie 
pozostaAvić żadnych wątpliwości w  wydobywaniu z teo rii Avskazań dla 
AvłaściAvego przeprowadzenia badań doŚAyiadczalnych.

Ponieważ d rugi z wyróżnionych przypadkową przypadek gran i - 
czny, gdy 8 = 2 \ / B C  n ic nie wnosi istotnego do naszego zagadnienia, 
przeto przechodzimy od razu do rozpatrzenia trzeciego przypadku, gdy 
S > 2 \ / B C .

Ogólne rozAviązania równania różniczkowego (5) ma w  tym  przypadku 
nieco prostszą postać. Na p ierw iastk i rÓA\mania charakterystycznego mamy 
następujące Avzory

(17)

Stąd

(18) rj =  O, cos ux +  C2 sin a x -f-C3 cos fix - f  0„ sin f l x +

“ ) Z począ tku  przesuwa się zapewne ty lk o  jedna  szyna, ponieważ p ie rw o tne  Avy- 
gięcia obu szyn nie  są rów ne na ty m  sam ym  odc inku  to ru . K o m p lik u je  to  nieco przebieg 
zjaw iska , ale Avpływa ty lk o  nieznacznie na jego w y n ik .



Z warunków brzegowych wypisanych w  pierwszym przypadku w yn ika ją  
Następujące wyrażenia na stałe Ct

<191) r -  P2Vo \ 1 s \ „  v
> Cl a2—/?2 a2—jS2 B I V l' 2 j /h\  V ' ) F- J '

r

f l 0 9 , ,  i  ( s r ,  , v ( - i ) r« ; / r 2^2 „2V '2^ l
(19-2) - W d \ B [ y° - y i - z  H -

r

-  cos al [/?2y 0 +  ~  |?/„-  2/x— ~  -  /?2) J j ,
r

/ i Qo\ «2?/0 1 /ST a'r f r2-i- 2\r2Jt2j
(i9 .3 ) o ,—  2  s; w “ “ j - r  ’

r

+  cos (M [a* y ,  + 1  (y.  -  *  -  £  £ -  „ * ) ] } ,
r

Bo Aryznaczenia momentów działających na skrajne przekroje lob też 
przynależnych im  mimośrodów yx i y[ służą

(19.5) «C» + /JC. +  2 , ~ t ( w + s ) = " -
r

(19.6) — aG1 sin a?-f nC2 cos al — f)Ca sin f)l-\- f}Ct cos

^  (— 1 )r ar r j i  i)Anx C

 ______________B A D A N IA  N A D  Z N IE K S Z T A Ł C E N IE M  TORÓW  K O L E JO W Y CH 2 5 7

+  Z ' - ^ r - T { i r + B ) =  ° -

Mając dane liczbowe wartości B, C, 8, y 0, ar można wyznaczyć z tych 
zależności sześć stałych równania odkształconej, ograniczając się oczy
wiście do wartości 8  dostatecznie różnych od wartości 2 j/ B  C .

Na tym  kończym y wywody, dotyczące zniekształcenia toru  wskutek 
wygięć pionowych. Jest to jedyna teoria wyjaśniająca pozytywnie zja
wisko zniekształcenia to ru  kolejowego. W  przeciwstawieniu do n ie j teoria 
poziomych wygięć torów, przedstawiona wr pracach poprzednich, dawała 
w yn ik  negatywny, stwierdzając, że tarcie toru  o podsypkę uniemożliwia 
zniekształcenia poziome.

P ism a, I I I 17



O SILE POCIĄGOW EJ PAROW OZU PRZY R O ZPĘD ZIE  POCIĄGU
(Czasopismo Techniczne, N r  18, 1924 r.)

W  obliczeniach technicznych p rzy jm u je  się z -wystarczającym p rzyb li
żeniem, że (na poziomym prostym  torze) ruch pociągu z miejsca spoczynku 
jest jednostajnie przyśpieszony, czyli że prędkość pociągu v wzrasta p ro 
porcjonalnie względem czasu t, ja k i upływ a od chw ili ruszenia z miejsca. 
Iloraz v / t = p  określa tedy stalą wartość przyśpieszenia w stadium rozpędu, 
trw ającym  i, sekund, po upływ ie k tó rych  osiąga pociąg prędkość % od 
te j chw ili stałą. A  zatem:

Siła pociągowa Z  parowozu ł ) w  stadium rozpędu jest oczywiście sumą 
siły potrzebnej do pokonania bezwładności i s iły znoszącej oporu ruchu. 
Pierwsza jest iloczynem masy pociągu M  i przyśpieszenia p, druga zaś 
jest zależna od prędkości v według wzoru doświadczalnego:

W = W „+  aQvi .
T u ta j oznacza:

Q — ciężar pociągu w tonnacli, 
v — prędkość w m/sek,
IP(l — opór pociągu przy zanikającej prędkości w kG (przyjm owany jako 

proporcjonalny względem Q), 
a — współczynnik doświadczalny.

Nadto widać, że masa pociągu (w technicznych kilogramowych jedno
stkach) określa się wzorem M —1000Q/g, jeżeli g w  m/sek2 oznacza p rzy
śpieszenie ciężkości. A  zatem równanie

(1) Z = 1 0 Q 0 % ^  +  W 0+ a Q v -
(I h

Wyraża silę pociągową w  zależności od prędkości v pociągu.

i)  Może nie  będzie zby tecznym  podkreślen ie , że s iła  pociągow a Z,  rozpa tryw ana  
tu ta j,  n ie  je s t iden tyczną  z nap ięc iem  sprzęgła m iędzy p ie rw szym  w agonem  a pa row o
zem, lecz je s t w iększa od tego napięcia (dającego się m ie rzyć dynam om etrem ) o siłę 
pociągową samego parow ozu w raz z tendrem . T a  os ta tn ia  je s t s ilą  rachunkow ą (spro
wadzoną), n ie  da jącą się m ie rzyć dokładn ie  bezpośrednio.
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Początkową wartością s iły  pociągowej jest

# o = 1 0 0 0 ^ - —  + T P 0 , 
y h

końcową zaś (t j.  po czasie tx):

Z , =  1000 ^  £  +  W 0+ a Q v l= Z 0+  a Q v \ .
U l l

W zór (1) można przeto napisać w postaci:

d a ) Z = Z 0+ a Q v 2.

Oznaczmy jeszcze przez .są długość drogi przebytej przez pociąg w cza
sie rozpędu tl f  wówczas:

•są =  },pt\ =  \ vx tx,

a praca siły  pociągowej parowozu na drodze .p w  czasie wyraża

się rów naniem :

SC= S 1  S i  5 l

£=- J' Zds =  f  (Zn+ a Q v 2)ds =  Z 0s1+ a Q  f  v2ds.
s—0 0 0

A by wykonać całkowanie trzeba zmienną v wyrazić przez .« za pomocą 

znanego zw iązku v2 — 2pn =  2 - 1 s .

W tedy
VI 51

v'1 ds =  2 -f- ( ,<tds — ^-.8x,
h J ho

a więc

d )  L  — Z 0s1 -j- aQ -~^s\—Z 0sx -f- aQ .są ,
h ^

jeżeli uwzględnimy związek v \= 2 p s x—2 —  s1.

Dzieląc, otrzymane wyrażenie pracy L  na drodze sx przez długość tej 
drogi, o trzym ujem y średnią wartość s iły  pociągowej w postaci

<3) Z t r ^ Z o + a ę ^ ^ - t f o + Z , ) .

1 o  równanie wryraża po prostu, że średnia wartość s iły  pociągowej 
przy rozruchu równa się średniej arytm etycznej z wartości początko
wej Z n i końcowej Z x.

17*

J 'o
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Ten sam w yn ik  można nzyskać i bez rachunku na podstawie nastę-
pującego rozumowania.

Całkowita siła pociągowa składa się z oporu bezwładności uważanego 
za stały na drodze rozpędu i zmiennego oporu wskutek tarc ia  i  innych 

sił rozpraszających energię. Ten drugi opór rośnie proporcjonalnie wzglę
dem v2, a ponieważ droga s, jako droga ruchu jednostajnie przyśpieszo 
nego, wzrasta także proporcjonalnie względem v2, przeto opór a z n im  
razem i siła pociągowa rośnie proporcjonalnie względem s. W ykres siły 
pociągowej w  zależności od drogi jest zatem lin ią  prostą, z czego od iazu 
wynika, że średnia wartość s iły  jest średnią arytm etyczną z wartości po-
czątkowej i końcowej.

Mimo to podręczniki techniczne (jak np. „H u tte “ lub ,,Technik“ ) 
podają od paru dziesiątków la t (podług G r o v e g o ) inny wzór na średnią 
siłę pociągową, a m ianowicie:

m  2Z 0+ ^ i  _  1000 i h ,  2 W 0 + W ,
(4) Z i r -  3 - 1UUU J ( , +  3

Zdawałoby się na pozór, że już  ze stanowiska matematycznego ty lko  
jeden z obu powyższych wzorów (3 i 4) dla Z śr może byc „prawdziwymi . 
Tymczasem — biorąc rzecz czysto matematycznie — obydwa wzory są 
równouprawnione, czyli „prawdziwe". A lbow iem  średnia wartość w ie l
kości zmiennej Z, przedstawionej jako funkcja  zmiennej niezależnej s 
jest w  ogóle różna od średniej wartości te j samej zmiennej Z, wyrażonej 
jako funkcja  innej zmiennej zależnej od s, np. zmiennej v. 1 odczas gdy 
do wartości określonej równaniem (3) doszliśmy obierając s za zmienną 
niezależną, czyli posługując się ogólnym wzorem

S — S1

Z ś r = ~  f  Zds,
•S l  Jo

to, ja k  ła two się przekonać, o trzym ujem y wzór (4) obierając za zmienną 
niezależną t albo v, czyli kładąc:

V = V \  t = = t  1

Z ir=  — [ Zdv  albo Zir= \  f Z d i.  
v1 J h Jv—0

Możemy to jeszcze kró tko  wyrazić zdaniem: W zór (3) określa średnią 
wartość s iły  pociągowej na drodze rozpędu s19 wzór (4) zaś średnią wartość
tejże s iły  w  czasie rozpędu ł v

Inaczej przedstawia się kwestia wartości wzorów ze stanowiska me
chanicznego, które w  ty m  przypadku jest oczywiście decydujące. T u ta j 
bowiem interesuje nas przede wszystkim  praca siły  pociągowej na drodze
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rozpędu, a średnią, wartość s iły  wyznaczamy w  tym  celu, aby móc w y 
godnie obliczać pracę. Średnia wartość s iły  zmiennej ze względu na czas 
nic ma znaczenia, ani z punk tu  widzenia mechaniki, ani z punktu  widze
nia zastosowań, wobec czego wzór (4) musi ustąpić przed (3).

Jest po p ro s tu  zdum iewające, ja k  d ługo podręczn ik i techniczne p o tra f ią  pielęgno - 
tvać ta k ie  zm um ifikow ane  n ie fo rtunne  pom ys ły . W id z im y  je  w  w ydan iach  17 do 21 
podręcznika „ H i i t te " ,  a zna jdą się zapewne i  w  nowszych w ydan iach , ja k ie  się u k a 
zały po w o jn ie . N aw et w  świeżo w yd an ym  u nas I  tom ie  cennego i  na poważne ro z 
m ia ry  zakrojonego dzieła p ro f. W . Mozera p t.  „B u d o w a  pa row ozów ", zna jd u je m y 
Wzór (4) z p róbą  techniczn ie-racjonalnego uzasadnienia, k tó ra  oczyw iście powieść się 
nie m ogła. P róba ta  dowodzi zresztą, iż  A u to r  w yczuw a ł dobrze podstaw owe n iedo
magania rozpowszechnionego w zoru.

Wprawdzie czysto praktyczne znaczenie obliczenia Zir jest, ja k  się 
zdaje, niewielkie, jednakże względy dydaktyczne domagały się stanowczo 
poprawnego wyjaśnienia te j sprawy.



W  SPRAWIE D ZIA ŁA N IA  PORUSZAJĄCEGO SIĘ POCIĄGU NA TOR  
I  BUDOW LE PODTOROW E
(In ż y n ie r K o le jow y , N r  4 1930 r.)

Dyskusja, jaka wywiązała się nad interesującym referatem prof. 
W . W ie r z b i c k i e g o , wygłoszonym 25  stycznia rb. w  Warszawskim T o
warzystwie P olitechn icznym 1), skłoniła mnie do napisania niniejszego 
a rtyku łu . Chciałbym w  nim  przyczynić się do wyjaśnienia kw estii ob li
czenia sił składowych, które określają działanie pociągu na to r i budowle

J lr — H __________J- '-
P r  (M +m )

T

Rys. 1

podtorowe w  kierunkach równoległych do osi toru. Pionowe składowe 
tych sił różnią się w normalnym ruchu pociągu (po poziomym torze) 
tak  nieznacznie od sil statycznych, t j.  odpowiadających obciążeniu po
ciągiem w  spoczynku, że rozpatrywanie ich można uważać za- zbędne.

Jasne jest, że miejsca bezpośredniego działania leżą na szynie, tam 
gdzie stykają się z nią koła lokom otyw y lub  wagonów. Szyna przenosi 
działanie na podkłady, te zaś na żwirówkę itd . Szukając największych, 
a zarazem najniebezpieczniejszych wartości sił, k tóre dla krót kości nazwiemy 
„poziom ym i“ , w idzim y od razu, że. te wartości wystąpią bądź to przy 
ruszaniu z miejsca, bądź też przy energicznym hamowaniu. W artości 
sil poziomych zależą przeto od wielkości przyśpieszenia, jakie  udziela 
masom tworzącym pociąg siła pociągowa lokom otyw y, albo siły hamo
wania. Pierwsza wytwarza z reguły 'przyśpieszenie dodatnie, t j .  zgodne 
z kierunkiem  prędkości (wyjąwszy rzadki przypadek hamowania przez 
..kontrparę11), drugie zaś dają zawRze przyśpieszenie ujemne („opóźnienie, 
zwolnienie").

b  P a trz  n r  2 (60) „ In ż y n ie ra  K o le jow ego", K ro n ik a  kra jow a .
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Wartość s iły  hamowania jest ograniczona od góry wartością współ - 
czynnika tarc ia  statycznego y 0 między ko łam i a szyną. Jeżeli oznaczymy 
Przez Gt nacisk i — tego koła na szynę, to //0ćr,- jest największą wartością 
fiiiy  hamującej przeniesionej przez to  koło.

W artość s iły  pociągowej l o k o m o t y w y  jest podobnie ograniczona 
"wartością y 0. Eóżnica polega na tym , że siła pociągowa 8  (rys. 1) prze
niesiona przez sprzęgła pierwszego wagonu jest zawsze mniejsza od pi0̂ Q i  
(jeśli X Q i  oznacza sumę nacisków kó ł pędnycli lokom otywy) i  to mniejsza 
0 sumę całkowitego oporu lokom otyw y i tendra R  i je j oporu bezwładności 
(siły d ’Axem beeta).

Oznaczywszy przez:
M  — masę lokom otyw y i  tendra,
m — tzw. masę sprowadzoną obracających się zestawów kołowych 

i innych ruchom ych części mechanizmu,
V — przyśpieszenie ruchu postępowego lokom otywy,
T  — tarcie spoczynkowe (zwane także ,,adliezją“ ) kó ł pędnych, 

możemy dynamiczne równanie ruchu napisać w  postaci:

(1) (M + m ) p = T - R - 8 , 
p rzy  czym

(2) Q < T < p i0^ Q i .

T u ta j interesuje nas przede wszystkim  fakt, że koła pędne lokomo
ty w y  wyw ierają na szyny siłę poziomą o wielkości:

(3) T = R + S + ( M + m ) p .

Siła ta  jest skierowana wstecz, t j .  przeciwnie aniżeli uwidoczniona 
ha rys. 1 reakcja szyny na 
koła pędne (w odniesieniu 
do kierunku jazdy zgod
nego z kierunkiem  p rzy
spieszenia) i może być co 
najwyżej równa ju0 £  CR.
Od oporu bezwładności jest 
większa o (R + S ).

Tak się przedstawia 
sprawa w  odniesieniu do 
samej lokom otywy. Biorąc teraz pod uwagę w a g o n  ham ow a n y  (lys. 2) 
należy odróżnić:

1) przypadek hamowania normalnego, p rzy k tó iy m  koła obracają się i
2) przypadek tak  silnego nacisku hamulców, że obrót kó ł jest w strzy 

many i  koła ślizgają się po szynach.

kierunek kierunek
ruchu Q przyspieszenia

s, S2S h  - i - o -

m  (W )
T T

R y s . 2
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Oznaczywszy przez M '  i  m' masę wagonu zwykłą i sprowadzoną? 
a przez p bezwzględną wartość ujemnego przyśpieszenia ruchu, spowodo
wanego hamowaniem wagonu, mam y w  pierwszym przypadku:

W  {M ' +  m ' ) p = S 2- S 1+ l ł  +  T ,
p r z y  c z y m

(5) 0 < T < p o^ G i ,

w drugim  zaś (przy unieruchom ionych kolach)

(6) M 'p = S i - S 1+ R + T ' ,  
p r z y  c z y m

(7)

P o n ie w a ż  //,, t j .  w s p ó łc z y n n ik  t a r c ia  p r z y  ś l iz g a n iu  k ó ł  o s z y n ę , je s t  

m n ie js z y  ( p r z y  d u ż y c h  p r ę d k o ś c ia c h  n a w e t  z n a c z n ie )  o d  p0, p r z e to :

(8) T = p 0^ G i

je s t  g ó r n ą  g r a n ic ą  w a r t o ś c i  s i ły  p o z io m e j  p rz e n ie s io n e j  p r z e z  w a g o n  n a  

s z y n y  w s k u t e k  h a m o w a n ia .  S i ła  t a  je s t  s k ie r o w a n a  p r z e c iw n ie ,  a n iż e l i  

u w id o c z n io n a  n a  r y s u n k u  2  r e a k c ja  s z y n y  n a  k o ła  w a g o n u .  T a  w ię c  w a r 

to ś ć  o b o k  p o p r z e d n io  o b l ic z o n e j  T  =  Qj p o w in n a  b y ć  u w z g lę d n io n a  

p r z y  o c e n ie  s ta te c z n o ś c i b u d o w l i  p o d to r o w y c h  i t p .

T u t a j  n a s u w a  s ię  u w a g a  n a t u r y  t e o r e t y c z n e j  z  p o w o d u  w z m ia n k i  

p r o f .  S t .  K u n i c k i e g o  w e  w s p o m n ia n e j  n a  w s tę p ie  d y s k u s j i  o p e w n e j'  

p r a c y  r o s y js k ie j  n a  p o r u s z o n y  t e m a t .  C h o d z i  o t o ,  c z y  r o z p a t r u ją c  w p ły w  

p o r u s z a ją c e g o  s ię  p o c ią g u  n a  s ta te c z n o ś ć  p r z y c z ó łk a  lu b  f i l a r u  m o s to 

w e g o  z n a jd z ie m y  p r z y p a d e k ,  w  k t ó r y m  w z b u d z o n a  t y m  w p ły w e m  s i ła  

p o z io m a  d z ia ła  n ie  w  p o z io m ie  s z y n y ,  le c z  w  p o z io m ie  n p .  s p r z ę g ła ,  p r z e 

n o s z ą c e g o  s iłę  p ociągO A yą lo k o m o t y w y .  T a k i  p r z y p a d e k  je s t  t e o r e t y c z n ie  

m o ż l iw y  p r z y  r u s z a n iu  z  m ie js c a  w a g o n ó w , z n a jd u ją c y c h  s ię  z a  p r z y 

c z ó łk ie m , p r z e z  s iłę  poe iągO A vą lo k o m o t y w y ,  s to ją c e j  p r z e d  p r z y c z ó łk ie m ,  

a le  t a k  d a le k o ,  a ż e b y  d z ia ła n ie  k ó ł  lo k o m o t y w y  n a  s z y n y  n ie  m o g ło  j u ż  

p rz e n ie ś ć  s ię  n a  n a s z  p r z y c z ó łe k .  K ie  w y o b r a ż a m  s o b ie , a b y  to  z a c h o 

d z iło  k ie d y  w  p r a k t y c e ,  A vyjąA vszy, ż e  lo k o m o t y w a  p r z y  j a k ie jś  n a d  z w y 

c z a jn e j  o k a z j i  (n p .  k a t a s t r o f ie )  c ią g n ę ła b y  p o c ią g  z a  p o ś r e d n ic t w e m  d łu 

g ie j  l i n y .  G d y b y  je d n a k ż e  t a k i  p r z y p a d e k  z a s z e d ł,  to  s i ła  p o c ią g o A v a , 

w y t w o r z o n a  p r z e z  lo k o m o ty w ę ,  av k r ó t k i m ,  a le  s k o ń c z o n y m  p r z e d z ia le  

c za s u  AArz r a s t a  o d  0  d o  t e j  w a r t o ś c i  $ 0 , j a k a  je s t  p o trz e b n o , d o  zrÓAAmo- 

w a ż e n ia  s p o c z y n k o w y c h  o p o r ó w  p o c ią g u ,  p o  c z y m  d o p ie r o  p r z y  d a ls z y m  

A vzroście  t e j  s i ły  r o z p o c z y n a  s ię  r u c h  p r z y ś p ie s z o n y .  O t ó ż  p r z e d  r o z p o 

c z ę c ie m  r u c h u  p o c ią g  t w o r z y  z  p r z y c z ó łk ie m  je d e n  u k ła d  n ie z m ie n n y  

i p o z o s t a ją c y  p o d  w p ły w e m  s i ły  Su d z ia ła ją c e j  av p o z io m ie  s p rz ę g ła .
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Natom iast od d rw ili rozpoczęcia ruchu, p rzy  wartości s iły pociągo
wej 8  (różnej od 8 0), mamy do czynienia z dwoma układam i: jadącym  
pociągiem i  spoczywającym przyczółkiem (oczywiście z pominięciem dro
bnych drgań sprężystych). Na przyczółek działa wówczas ty lko  bardzo 
małe stosunkowo tarcie statyczne kó ł o szyny (koła niezahamowane). 
Także więc i z tego powodu nie ma ten przypadek znaczenia p raktycz
nego dla stateczności przyczółka; wystarczy przeto zawsze brać pod uwagę 
ty lko  przypadki powyżej rozpatrzone, w k tó rych  na przyczółki, fila ry  itp . 
przenoszą się siły poziome, działające na wysokości szyny.

K tó re  z tych sił są bardziej niekorzystne dla stateczności budowli 
podtorowych?

Na to pytan ie  nie dal zdecydowanej odpowiedzi prof. W. W ierzb ic k i 
w swoim referacie. Jest to zupełnie zrozumiałe, gdyż jak  słusznie zauwa
żył av dyskusji prof. A. Pszenicki, nie łatwo ocenić zasięg wpływ u siły  
podłużnej, działającej na szyny. Sądzę, że na to pytanie m ogłyby dać 
odpowiedź ty lko  badania doświadczalne, co prawda bardzo trudne i ko 
sztowne. A to li wątpię, czy te badania należą do najpilniejszych, potrzeb 
budownictwa mostowego i kole jnictwa. Z góry przewidzieć można, że 
jakko lw iek przy większej liczbie hamowanych wagonów będzie suma sil 
poziomych / i0 znacznie większa od (i0£ Q (  dla samej lokom otyw y, to 
jednak wskutek większego skupienia sił lokom otyw y, będzie je j działanie 
av naszym zagadnieniu bardziej niekorzystne dla przyczółka lub  fila ru , 
aniżeli rozłożone na znacznej długości to ru  działanie wagonów przy ich 
hamowaniu. P rzy ocenie tego działania trzeba jednakże mieć na uwadze, 
że pewna jego część zostanie zawsze zniesiona wytrzym ałością samych 
szyn, a ty lko  reszta przeniesie się na podtorze.

Na zakończenie winienem jeszcze uprzedzić m ożliw y zarzut tych  czy
telników, k tó rzy  domagają się zupełnej ścisłości w wypadkach teoretycz
nych. Otóż przy ruchu przyśpieszonym wagonu lub  lokom otyw y zmie
n ia ją się w ogóle także i naciski prostopadłe kó ł na szyny. Jednakże 
zmiana ta  (jak zauważyłem na wstępie) jest bardzo nieznaczna, a co waż
niejsze. nie wpływa na sumę tych  nacisków, to jest na albo 
wchodzące do obliczenia s iły  podłużnej. Nieścisłość powyższych w yw o
dów jest przeto pozorna.



DRGANIA N A W IE R Z C H N I KOLEJOW EJ
(Czasopismo Techniczne N r  2, 1936 r.)

I .  Obszerny m ateria ł doświadczalny badań o wysokim  stopniu do
kładności wykonanych w  la tacłi ostatnich przez prof. A l . W a s i u t y ń - 

s k ie g o  nad odkształceniami nawierzchni pod obciążeniem przez prze
jeżdżające pociągi, pozwoli n iew ątp liw ie  posunąć naprzód kwestię tech
nicznej teorii nawierzchni, ja k  też rzucić światło na. zagadnienia jeszcze 
bardziej złożone, choć również nader wrażne. Do n ich należy zagadnienie 
drgań nawierzchni wzbudzonych ruchem pociągu. W  pracy niniejszej 
pragnę roztrząsnąć ty lk o  jeden rozdział tego zagadnienia i  spróbuję o b li
czyć z wystarczającym przybliżeniem  okres giętnych drgań własnych na
wierzchni w  płaszczyźnie pionowej.

Przyjąwrszy schemat prostego toru  poziomego o nieograniczonej d łu 
gości, oznaczmy przez

q — ciężar jednostki długości nawierzchni (t j . szyn z podkładami 
i częściami łączącymi),

B  — sztywność zginania równą w przybliżeniu sztywności obu szyn 
p rzy zgięciu w płaszczyźnie pionowej.

Zastąpmy teraz nawierzchnię modelem belki sprężystej o tych  samych 
wartościach ciężaru jednostkowego i sztywności, przylegającej do sprę
żystego podłoża tak, że nacisk w yw arty  przez belkę na podłoże, odnie
siony do jednostki je j długości, t j .  p (kG/cm) da się w przybliżeniu okre
ślić równaniem

V — k y .

T u ta j y oznacza ugięcie, a k sprowadzony współczynnik podłoża uważany 
za stały. Obrawszy dodatn i k ierunek osi y  ku  dołowi, napiszemy równa
nie różniczkowe bardzo małego wygięcia belki w  znanej postaci

przy czym M  oznacza moment zgięcia belki. Dwukrotne różniczkowanie daje

n 9*y 9ZM  _
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jeżeli p  oznacza wypadkową obciążeń pionowych odniesionych do jed 
nostki długości, p składa się z oporo bezwładności (siły d’A lem berta)

q S2y

i  nacisku podłoża —ky. (W pływ  bezwładności ro tacyjne j elementów belki 
kom pliku jący bardzo zadanie pom ijam y jako bardzo m ały; tak samo 
oczywiście w p ływ  sił poprzecznych na ugięcie).

O trzym ujem y Avięc równanie różniczkowe własnych drgań g ię tnycli 
nawierzchni z pominięciem oporów tłum iących drgania w postaci:

■«>

Nie trudno za w ażyć , że najprostszą formą mchu, jaka  może czynić 
zadość temu równaniu jest

'<2) '/ =  ;'/(. sin ,

jeżeli T  jest okresem drgania, a A długością pó łfa li sinusoidy, według 
której zgina się oś belki. Po wstawieniu bowiem tego wyrażenia za y 
'v lewą stronę równania (1) znajdujem y:

g \ T

To wyrażenie staje się równe zeru dla wszelkich wartości / i x, gdy A i T 
spełniają w arunek:

(3, ' +  *<1
Stąd

f i  1<4) T — 2rr

A  zatem okres drgań T  rośnie wraz z długością fa li 2A zdążając przy 
A -> oo  do wartości

(5)
' '  I  h  ■

Otrzymane wzory wymagają sprawdzenia doświadczalnego, zwłaszcza 
że przy ich wyprowadzeniu pom inęliśmy opór bezwładności współdrgają- 
cych cząstek podłoża. W pływ  ten można by uwzględnić a v  przybliżeniu 
przez zwiększenie q o ciężar spnrwadzony cząstek podłoża, wobec czego
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można się spodziewać, że rzeczywisty okres drgania będzie dłuższy od 
obliczonego z wzoru (5). W zór ten daje np. p rzy dość ciężkim typ ie  na
wierzchni kolei normalnotorowych

2 '=  0,012 sek do 0,018 sek.

Okresy wynikające z pom iarów A l . W asiutyńskiego  są wprawdzie 
nieco dłuższe, ale rzędu setnych części sekundy, co potw ierdza nasze 
rozumowanie.

Liczbowe wartości T  obliczono z danych następujących:
M om ent bezwładności szyny względem  osi poziom ej J =  1600 cm 4.
Sztywność zg inania obu szyn

B =  2 E J =  2 • 2,1 • 106 • 1600=  0,672 • 1010 kG /cm 2.

P rzy  A =  200, 500, 1000 cm w ypada
71H
-2A— =  410, 10, 0,65 kG /cm 2. %

Z tego w idać, że p rz y  długości p ó łfa l A > 5  m  sta je  się okres T  p ra k tyczn ie  niezależny 
od A i  da się ob liczyć z w zo ru  (5).

P od k ła dy  o d ługości 270 cm, szerokości spodniej 26 cm  m a ją  pow ierzchn ię p rze
noszącą nacisk -—'7000 cm 2. P rzy jąw szy, że są ułożone w  odstępie a = 8 0 c m ,  zna jdu - 

cm 2
jem y 7000:80=87,5“ ™'-, a więc 1 cm bieżący belki zastępczej przenosi nacisk na 87,5 cm*.

Mnożąc tę  w ielkość przez w spó łczynn ik  (znamię) podłoża C (o w ym ia rze  kG /cm 8) 
o trz y m u je m y  w artość Tc.

P rzy  0 =  3 do 5 w ypada
k— 260 do 440 kG /cm 2.

Ciężar własny, obu szyn je s t ró w n y  0,9 kG /cm .
55 kG

Ciężar w łasny podk ładu  odniesiony do 1 cm długości to ru  je s t ró w n y  od ’ ™

90
do — , czy li 0,7 do 1,1 kG /cm .

Kazem w ięc ciężar naw ie rzchn i q— 1,6 do 2 kG /cm .
N a  koniec < /=  981 cm /sek2.

W staw iw szy teraz powyższe w artośc i we w zór (5) zna jd u je m y p rzy  q =  1,6 i  fc=  440, 
T =  0,012, zaś p rz y  q =  2 i  k— 260, 2’=  0,018 sek.

11. Dowiedziemy teraz, że energia całkow ita nawierzchni drgającej 
z am plitudą y0 jest ty m  mniejsza, im  większa jest długość pó łfa li 1. Ta 
energia bowiem odniesiona do jednostki długości składa się z

1) energii kinetycznej belki zastępczej

1 q ( d y \ 2
2 y \ 9 t j  ’

2) energii kinetycznej podłoża, k tó rą  uwzględnić możemy ty  lic o 
w przybliżeniu zwiększając q,

1 /9 2v \ 2
3) energii potencjalnej zgięcia belk i - B  p  ,
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4) energii potencjalnej podłoża \  ky2.
W stawiwszy wartości z równania (2) i uwzględniwszy warunek (3) 

znajdujem y wyrażenie na energię całkow itą E c w  postaci

n więc niezależnej od fazy drgania. Po wstawieniu za T  wartości (4) o trzy 
mamy wyrażenie

Z  tego w ynika, że drgania własne będą z reguły długofalowe. Zauważyć 
trzeba, że mnogość wartości X o mocy continuum otrzym aliśm y dlatego, 
że przyję liśm y belkę zastępczą nieograniczoną w obu kierunkach. Przy- 
jąwszy skończoną długość l be lk i znaleźlibyśmy przy każdych danych 
warunkach ustalenia końców również nieskończoną liczbę wartości X, ale 
mnogość tych  wartości odpowiada mnogości liczb naturalnych l ).

TTI. W  t e o r i i  n a w i e r z c h n i  zakładamy ja k  -wiadomo, że tak  współ
czynnik (znamię) podłoża C, jak  i sprowadzony współczynnik Tc mają 
charakter stałych wartości stosunku nacisku w pewnym miejscu do ob
ciążenia w  tymże miejscu. Takie przyjęcie jest jednakże ty lko  grubym  
przybliżeniem , wystarczającym wprawdzie, aby wyprowadzić wzory do 
obliczenia wytrzymałościowego nawierzchni z dokładnością w  praktyce 
zadowalającą, ale ze stanowiska naukowego błędnym. Łatwo to zrozu
mieć, zważywszy że obciążenie P  działające na p un k t A  sprężystego 
podłoża wywołu je nie ty lko  ugięcie pod punktem  A,  ale także ugięcie 
pod każdym  innym  punktem  A r , w  odległości r  od A,  chociaż to ugięcie 
zmniejszać się musi ze wzrostem r .  Rozwiązanie B o u s s in e s q a  pozwala 
nawet obliczyć ugięcie y w  punkcie A r z dużą dokładnością, jeżeli r  jest 
dość w ielkie w  porównaniu do wym iarów lin iow ych pola, na które  prze
nosi się obciążenie P  w punkcie A. Odpowiedni wzór ma postać

v oznacza tu  liczbę P o is s o n a . W yobraźm y _ sobie teraz powierzchnię 
podłoża, obciążoną w  k ilk u  punktach A , A 1,A 2j... siłami P ,T \,  P „ , ... 
o tej samej wielkości P  przenoszącymi się na pola stosunkowo małe wobec

<6 )

które isto tn ie  maleje przy wzroście X, a p rzy dość w ielkich wartościach X 
sprowadza się do

') M . T . Huber: Zagadnienia drgań w  budow ie maszyn. „P rzeg ląd Techn iczny" 
W arszaw a 1932.
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wzajemnej odległości punktów . Ugięcie y pod siłą P  będzie sumą z ugię
cia aP  (ze stałą wartością a) jakie  by zaszło, gdyby nie było sił P, , P2,Ps 
i. ugięć

1 — r2 1 \  1 — r2 P 2
E  nrx ’ E  nr2 7

wywołanych siłami Pt ,P« położonymi w  odległościach rx, r2,... od siły P r 
czyli

1 — r2 / l  1
, yx= P 7T Pj \1 j 7 2

Pisząc to równanie w postaci
P = K y

widzim y, że

A '=  — -7 ,

1 - r 2 ' f l
a +  nE  k  r,

zatem K  nie jest sta łym  AYspółczynnikiem, ale zależy od odległości wszyst
k ich  innych obciążeń od miejsca obciążonego A.  W spółczynnik K  maleje, 
gdy liczba miejsc obciążonych avzrasta, a p rzy jm u je  największą Avartość,. 
gdy innych obciążeń nie ma.

N ic więc dziwnego, że np. z pom iaińw  ugięcia pod jednym  obciążo
nym  podkładem otrzym ujem y większą wartość współczynnika niż z po- 
miarÓAv przy obciążeniu odcinka naAvierzchni spoczywającego na k ilk u  
lub  k ilkunastu  podkładach. W artość a jest znana w  przypadku, gdy 
obciążenie przenosi się za pośrednictwem bardzo sztywnego walca o śre
dnicy b. W tedy zagłębienie się tego walca w  podłoże sprężyste (nieogra
niczone od dołu) określa wzór wyprowadzony z teorii sprężystości

i _ «2 p

(9) y•' E b ’ 
a zatem

1 — v- 
n ~  Eb  ’

zaś w przypadku układu obciążeń równych, k tó rych  odległości od roz
patrywanego obciążenia są odpowiednio r1, r2,...

1 1 — v2 , l  — v2 \ i l  l - v 2
K  ~  Eb  +  nE  A-J r t ~  Eb i + l  Wn jiLJr,

W spółczynnik K  da się przeto av naszym przypadku przedstawić av form ie

K 0
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Przy czym

A . Eb1 — V2

Weźmy teraz pod uwagę odcinek nawierzchni na ( 2 » + l)  podkładach, 
obciążony tak, że na każdy podkład przypada siła 2P. Niechaj 2F  ozna
cza pole nacisku jednego podkładu, s osiowy odstęp szyn, a takiż odstęp 
podkładów. W ykonując na razie rachunek orientacyjny, możemy zastą

pić każdy podkład dwoma „tło ka m i" okrągłym i o średnicy & = ! /  —
f r  71

"  odstępie s. A  zatem przy nacisku P  na jeden tło k  izolowany (pół pod
kładu) ugięcie określa wzór

Odpowiedni współczynnik

2 E i /F
A o = ----------------- .

( 1  —  V2 ) ] /  TT

Obliczenie sumy w m ianowniku wzoru (10) daje pod środkowym pod
kładem:

v i=2/ia a '4 : .a u u ./- i_  _)----------j----- - 4 -  1 . . .  . _ ■>   . . . 4 .
r,- \a 2a 3a na) s \ ] /a2 -j- p2

q=h y=/i
+  , - 1 — ^  ' , 1 ) - - v  1 2 V  1

v T i< lf+ r? i 1 ,,‘ l  "  ■f-j n » « —

Po wstawieniu te j wartości we wzór (10) i zastąpieniu h przez l / ¥  

o trzym am y:

I.7"  ^'0

1 U f  
1H— 1 /  —71 I 71

ł  +  2 V  1 | a V I
* * 1 s  1 / ,  +  |« ? r  “  ź i

P rzy (lanych liczbow ych z p u n k tu  I .  je s t:

F — 135- 2 6 =  3510 cm 2
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Q 1 2 3 4 5

0,8822 0,6839 0,5299 0,4244 0,3512

1: 6 1 0,5 0,3333 0,25 0,2

Na koniec
K =  * ! -  

3,171

przy 11 obciążonych podkładach. Natom iast p rzy obciążeniu ty lk o  jednego podkładu

a więc ma prawie trzykro tną  wartość.

Temu obliczeniu można poczynić następujące zarzuty:
1) Zastosowane rozwiązanie teo rii sprężystości opiera się na założeniu 

nieskończonej głębokości podłoża jednorodnego, tymczasem r z e c z y w is t e  

podłoże nawierzchni kolejowej składa się z warstw  o różnych własnoś
ciach mechanicznych.

2) W  znacznej głębokości m ateria ł podłoża jest tale zagęszczony i uszty
w niony wskutek nacisku warstw  nad n im  leżących, że należałoby p rzy jąć 
w  rachunku raczej niezmienność płaszczyzny leżącej w  te j głębokości bez 
względu na rozmieszczenie obciążeń na górze.

3) N iekiedy pod dość grubą warstwą górną podłoża zachowującą się 
sprężyście znajduje się w  głębi warstwa wodonośna tak  nasiąknięta wodą, 
że zachowuje się plastycznie, prawie płynnie.

Wszystko to prawda, ale też z góry nie liczy liśm y na w ielką dokład
ność naszego rachunku w  zastosowaniu do rozważanego zadania kon
kretnego. Uwzględnienie zaś warunku wypływającego z zarzutu (2) u tru 
dnia ogromnie rozwiązanie teoretyczna. A le nawet gdyby się to  powiodło, 
to główny w yn ik  stwierdzający, że wartość K  zmniejsza się w  miarę 
zwiększenia liczby miejsc obciążonych, pozostanie niewątpliw ie w mocy. 
Zmniejszenie K  nie będzie jednak tak  silne, ja kb y  to w ynika ło  z w y 
prowadzonych wzorów.

IV . Ponieważ okresy drgań własnych nawierzchni według pom iarów 
prof. A l .  W a s iL i t y ń s k i e g o  b y ły  często także i dłuższe od obliczonych 
powyżej, przeto nasuwa się przypuszczenie, że oprócz rozpatrywanych 
powyżej clrgań giętnych nawierzchni traktowanej jako jedno lita  belka na 
podłożu sprężystym, mogą zachodzić jeszcze drgania iimego rodzaju, 
przejawiające mniejszy zasób energii. Najprawdopodobniej nie mogą przy 
ty m  wchodzić w rachubę drgania giętne w płaszczyźnie poziomej, gdyż 
sztywność zginania w te j płaszczyźnie bywa zwykle znacznie większa od 
sztywności w płaszczyźnie pionowej, pozostaje więc do rozważenia możli-
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'"'ość d rg a ń  sk rę tn ych . Ich  własności ła two w  naszym przypadku ująć 
bez złożonych wywodów teoretycznych, p rzy jm ując oczywistą możliwość 
drgania giętnego jednej szyny według wzoru

a drugiego według
. 0 [ t  x

y - - y osm 2?Il y - 2 l

Założywszy nadto dość w ielkie wartości A, Avidzimy, że podkłady odby
wają przy tym  z w ie lk im  przybliżeniem drobne ruchy wahadłowe około 
osi podłużnej toru, tak  ja k  ciała sztywne, a każda z szyn zgina się W płasz
czyźnie pionowej. Towarzyszące tym  odkształceniom skręcenia szyn i pod
kładów można pominąć p rzy  w ie lk ich wartościach X (które podobnie jak  
poprzednio dają największe T ) . Nawierzchnia dzieli się wzdłuż niejako 
na dAvie poloAyy, z k tó rych  każda drga według lw n a n ia  różniczkoAvego (1), 
ale z innym i Ai artościam i param etrów B, q i k. Zamiast B  Avyst,ąpi teraz B /2, 
zamiast q suma z ciężaru jednostkoAiugo szyny qs i sprowadzonego cię
żaru jednostkowego połówek podkładÓAr qp; wreszcie zamiast k — spro- 
Avadzona Avartość tego współczynnika, k tórą oznaczymy przez Tc. Ponie
waż rozkład ciśnień pod poloAAą podkładu ma teraz wykres tró jką tn y ,

1 ^
zamiast poprzedniego prostokątnego, przeto należy Avstawić „  „  za

m iast k. Podobnie Ayypadnie zastąpić qp przez \ q p . A  zatem okres drgań 
drugiego rodzaju Avyznacza wzór

T =  2 n l  / ?sf Ą qp =  2.7 | / 4</6 -+ . k ^  .
I  \ g k  X  g k

P rz y  w artośc iach liczbow ych  z p rzyk ła d u  \v p. I ,  t j .

4q =  1,8 kG /cm , i q p=  0,5 — 0,7 kG /cm , h =  260-e 440 kG /cm 2

zn a jd u je m y ja ko  granicę wyższą okresu ty c h  drgań:

T~  2nV  t s r le o  “ 0-020 “ k •

Ta wartość przewyższa wartość znalezioną zaledwie o 11%, a Avięc 
jeszcze nie dosięga Avartości mierzonych doŚAviadczalnie. Niezgodność tą  
można objaśnić tro jako. N a jp ie rw  wstawieniem Ave wzór zbyt w ielkiej 
Avartości k , jako Avyprowadzonej z doświadczeń statycznych przy obcią
żeniu nieAvielkiej długości toru. W  p. I I I  uzasadniono zmniejszenie Avar- 
tości k  ze Avzrostem długości obciążonej nawierzchni; nadto jest wielce 
pratydopodobne, że k  jest jeszcze mniejsze av Ayarunkach dynamicznych.
Pisma, I I I  jg
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Po w tóre nie uwzględniono w  obliczeniu teoretycznym, że nawierzchnia 
drga razem z częścią podłoża, gdyż to trudno u jąć rachunkiem. Na ko
niec s iły  wzdłużne ściskające szyny mogą zwiększyć znacznie okres drgań 
poprzecznych, ja k  to wiadomo z teo rii drgań prętóiy sprężystych. S iły 
te powstać muszą wskutek działania kó ł napędnych parowozu, a nadto 
zachodzą przy temperaturze wyższej od te j p rzy k tó re j to r ułożono.

Znając okres drgań własnych nawierzchni możemy zdać sobie sprawę 
z niebezpieczeństwa powstania silnych drgań wymuszonych przez prze
jeżdżający pociąg, czyli z warunków re z o n a n s u .  S iły  zachodzące wsku
tek uderzeń na stykach m ają oczywiście okres zbyt długi, ażeby go brać 
w  rachubę. Drgania przenoszone przez pojazdy wskutek ich resorowania 
m ają też przeważnie okresy przewyższające bardzo okres drgań swobod
nych toru. Trzeci rodzaj sił okresowo zmiennych, ja k  się zdaje najważ
niejszy, pochodzi od zm iany nacisku kó ł napędnych przy każdym  obrocie. 
Inne koła mogą również powodować takie  zmiany, ale ty lk o  w tedy, gdy 
z powodu zużycia przestały być dokładnie okrągłe. P rzy prędkości v 
ruchu pociągu okres zm iany nacisku koła o średnicy 1) jest równy:

Dn
v

Wartość prędkości jazdy, p rzy k tóre j zachodziłoby niebezpieczeństwo 
rezonansu znajdziemy więc z równania

Diz . D tt
7 =  — , czyli vkr= - j r

albo, gdy wstaw im y D  w cm a T  w  sek, a chcemy otrzymać vkr w km /h :

^kr— 0,113 ~ .

N p . p rzy  D — 70 cm i  T — 0,02 sek w ypada

395 k m / l i .

Współczesne prędkości jazdy po torach kolejowych są jeszcze przeszło 
3-krotnie  mniejsze od wartości k ry tyczne j i dlatego w  badaniach do
świadczalnych stwierdzono ty lko  drgania o bardzo małych am plitudach.



O PRĘDKOŚCIACH K R YTYCZNYCH OBCIĄŻENIA  
PORUSZAJĄCEGO SIĘ PO BELCE M OSTOW EJ I  PO N A W IER ZC H N I 

KOLEJOW EJ NA P O D ŁO ŻU  Z IE M N Y M
(In ż y n ie r K o le jow y , N r  7, 1938 r.)

Wobec zainteresowania sprawą działania dynamicznego obciążeń na 
mosty i nawierzchnię kolejową, staranne naukowe oświetlenie związanych 
z tym  pojęć i złożonych zagadnień mechaniki jest bardzo na czasie, zwłasz
cza że w  artyku łach odnośnych pisanych przez niektórych autorów zda
rzają się pewne dość poważne błędy.

Przede wszystkim  należy ustalić pojęcie 'prędkości krytycznej w na
szych przypadkach. Otóż wskutek ruchu obciążenia z prędkością postę
pową v (k tó re j może towarzyszyć obrót kół, a zarazem okresowo zmienne 
'eh naciski uwarunkowane siłam i bezwładności mas „niezrównoważonych41 
'tp .)  powstać muszą drgania' giętne belek głównych mostu łub takież 
drgania nawierzchni *).

Każdej wartości v odpowiadać będzie oaeteris paribus inna wartość 
krańcowa am p litudy  drgań wzbudzonych. Wartością krytyczną r * r nazy
wamy tę wartość, k tó re j odpowiadają największe am p litudy drgań wybu
rzonych (wymuszonych).

Ogólna teoria małych drgań wzbudzonych w  układach sprężystych 
silami okresowo zmiennymi, oparta na rówmaniacli L a g b a n g e ’a , prowa
dzi do w yn iku , że am p litudy  tych  drgań stają się tvyjątkowo wielkie, 
Kdy okres zmian które jko lw iek z sil pobudzających do drgań staje 
się równym  którem ukolw iek z okresów' wiasnych (swobodnych) drgań 
"k ładu .

Stosownie do tej teoretycznej zasady rezonansu (współbrzmienia) na- 
leży w  każdym  przypadku szukania wartości rozpatrzyć związek mię- 
(lzy  prędkością v a okresem uwarunkowanej przez nią s iły  pobudzającej 
do drgania.

1) Mowa tu  oczywiście o drganiach giętnych w płaszczyźnie pionowej, k tó re  grają 
główną rolę obok mniej ważnych drgań poziomych i  drgań skrętnych.

18*
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Zadanie wyznaczenia vkr przedstawia się inaczej w  przypadku samego 
ty lko  ruchu postępowego ciężaru jadącego po moście lub  nawierzchni, 
a inaczej w  przypadku, gdy temu ruchow i towarzyszy nieodłącznie okre- 
sowo—zmienny nacisk jadącego ciężaru.

1. Ruch postępowy ciężaru jadącego po moście

D la  zobrazowania pierwszego przypadku rozpatrzm y most o prostych 
belkach głównych swobodnie podpartych w  obu końcach. W  założeniu 
najprostszym, że jezdnia mostu bez obciążeń ruchomych jest pozioma 
i że oś be lk i utworzonej przez most jest prostą do niej równoległą, mamy 
przed sobą zadanie następujące: po belce o sztywności zginania B =  EJ 
(w płaszczyźnie pionowej) i ciężarze w łasnym ql kG złożonym z ciężaru 
dźwigarów głównych wraz z konstrukcjam i poprzecznymi i pomostem, 
czyli stanowiącym ca łkow ity  ciężar własny mostu o rozpiętości l, prze
suwa się lub  toczy ze stałą prędkością v ciężar Q, którego nacisk P  na 
most można uważać z dostatecznym przybliżeniem  za siłę skupioną; zna
leźć lin ię  ugięcia odpowiadającą każdemu położeniu Q, czyli w  każdej 
dowolnej chw ili t (od wyruszenia Q z jednego końcowego przekro ju belld 
ku drugiemu).

O ile  m i wiadomo, zadanie to nie posiada dotąd ścisłego teoretycznego 
rozwiązania przy jakichkolw iek wartościach stosunku Q:ql naAvet przy 
założeniu upraszczającym stałej sztywności zginania i  stałego ciężaru 
jednostkowego na całej długości belki. Natom iast znamy rozwiązania 
w  dwu skrajnych przypadkach: a) gdy ql jest bardzo małe wobec Q 
i  b) gdy Q jest bardzo małe wobec ql.

a. Przypadek znikomej masy belki wobec masy obciążenia

Pom ija jąc masę, a więc i opory bezwładności ugiętej belki wobec 
działającego na nią ciężaru Q, k tó ry  podczas ruchu z prędkością v w y 
wiera na belkę nacisk P, w  ogóle różny od Q, możemy w  każdym  chw i
lowym położeniu ciężaru Q (rys. 1) zastosować znane równanie ugięcia 
statycznego pod siłą P:

P  II-
^1) 3 B I  \4

Q (Py
Nacisk P  jest wypadkową z ciężaru Q i  oporu bezwładności — — w if-

dy .
Ograniczając się do ugięć, p rzy  k tó rych  jest m ałym  ułam kiem , 
możemy oczywiście napisać

1 (Py\
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a ponieważ

więc

oraz

<iy
dt dx ’

d2y »d2y
dt2 _  dx2

- « (
v2 d2y '

' y dx2

W stawiwszy tę wartość w równanie (1) otrzym ujem y

n 11 1,2 d' yy = Q  i -  -
r-

—  X ‘

(2) :7=V V1”  i  dx2J 3 B I  \4

jako równanie miejsca geometrycznego punktów  zetknięcia ciężaru ru 
chomego Q z jezdnią na moście.

Przy prędkościach bardzo m ałych m am y jako pierwsze przybliżenie

(2a)

co daje największe ugięcie w  środku (strzałkę statyczną).

QP
fs , 48 B

z krzyw izną
ld2y \  _ Q [ W s i  
\dx*]x=0~  3 B l2

Przy większych wartościach v lin ia  wpływowa ugięcia oczywiście nie jest 
symetryczna, a strzałka ugięcia nie leży w  środku belki. Jednakże w y 
starczające drugie przybliżenie wielkości s trza łk i „dynam icznej“  znajdu
jem y wstawiwszy znalezioną przybliżoną wartość krzyw izny i\  iowna 

nie (2), czyli

(3) /d= / .« (1 +  -  3 b ) '

Równanie (2) ukazało się najpierw  w  pracy W ilu s a  z  r. 1849. Niedługo 
potem podał jego rozwiązanie G. G. S t o r e s .  Nie skorzystano zeń w p i-
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im iennictw ie  techniczno-naukowym drugiej połowy X I X  wieku, aż zna
lazł je na nowo H . Z im m e r m a n n  w  r. 1896. Z tego rozwiązania oka
zuje się, że przyb liżony wzór (3) jest wystarczający dla celów p ra k ty i z 
n y c h 2). S t o r e s  podał wzór dalszego przybliżenia, k tó ry  jednakże pominę, 
ponieważ praktyczna wartość całej teo rii jest dość mała. Powody pizy 
taczane w  lite ra turze są następujące. Po pierwsze pominięcie masy belki 
może być dopuszczalne ty lko  w  mostach bardzo lekkich o małej rozpię
tości; po w tóre zaś obliczone zwiększenie strza łk i statycznej jest stosun
kowo małe wobec zwiększenia wywołanego obciążeniami okresowo zmien
nym i u]), kó ł parowozu. T u ta j zwrócę .uwagę jeszcze na trzeci powód, 
k tó ry  sprawia, że powyższe obliczenie może bardzo odbiegać od rzeczy
wistości. W skutek nieuniknionych zboczeń wykonanej konstrukcji od 
pro jektu  geometrycznie wyidealizowanego oś belki będzie m iała przed 
o b c i ą ż e n i e m  małą co prawda krzywiznę \ jo0 dodatnią lub ujemną. W tedy 
zamiast równania (3) należy napisać

(3a) 1d=s 1* 1 + 7/ (3P ± o„)]
albo po podstawieniu

Ql 16 /„ . 1 _ 8 /o
3 B /- ' o0~  I2

l + ~ ~ ( 2 / s,± /o )(31)) 1d=U
T uta j znak +  odnosi się do przypadku, gdy wypukłość osi jest skiero
wana w  dół, a znak -  odpowiada przypadkowi odwrotnemu. Łatwo 
zauważyć, że w p ływ  krzyw izny początkowej może nie ty lko  zwiększyć 
strzałkę dynamiczną ale także zmniejszyć ją , gdy początkowa krzyw izna 
jest ujemna (t j.  gdy jezdnia jest wypukła).

b. Przypadek znikomej masy obciążenia wobec masy belki

Pom ija jąc masę ciężaru ruchomego wobec masy belki mamy jako 
schemat teoretyczny zadanie wyznaczenia ugięć belki pod wpływem  sta
łej s iły P  poruszającej się z prędkością stałą v. W  tym  celu należy scal- 
kować równanie różniczkowe drgań giętnych belki, które jak wiadomo 
(przy dopuszczalnym w naszym zadaniu pominięciu ruchu obrotowego 
i w pływ u naprężeń ścinających w  elementach belki), ma w przypadku 
ogólniejszym przekroju zmiennego postać:

?2 l u & L U  -  o
(4 ) 3 a ? ) + g 9t2

^  Oczywiście w  granicach stosowalności te o rii, t j .  w przypadkach le kk ich  m ostów 

o m ałej rozp ię tości p rzy  dużej w artości Q.
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zaś w  przypadku przekro ju stałego, ja k i ay dalszym ciągu założymy, 
postać: 3)

3*l  +  q _ 3 *y  
1 g S t 2

A. N. K k y ło w  podał w r. 1905 pierwsze zupełne rozwiązanie naszego 
zadania. Napiszemy je  w  postaci zaczerpniętej z dzieła S. P. T i m o s z e n k i  

pt. „Schwingungsprobleme der Technik“  (Berlin  1932, str. 266). P rzy 
obiorze początku współrzędnych na lewej podporze belki i oznaczeniu dla 
skrócenia

ff
mamy na ugięcie y jako  funkcję  x  i  t równanie:

n n xsin . nnm
n2 q Z j  ■n2{w27r2a ? -v H ‘i) m i ~ T ~

siu

(5)  iV _2 „ / ,  „2/^27f2aa_

2 Pl*qv  V  l  ■ n2n?at& \   tiłrł______

/?=1
n n x

2^2/
sm

ns qa j v2(v2n2a2- ^ l 2) T-n=i

Pierwszy szereg przedstawia drgania wymuszone, a drugi drgania swo
bodne belki:

y=Vw+Hs-

Gdy w celu sprawdzenia podstaw imy w  równaniu powyższym vt — 
=  Const i n = 0 ,  czyli przyjm iem y, że siła P  jest unieruchomiona, to 
o trzym am y

OO

2 P l3q \  ’  1 . n Ti c . ii,7i x
V =  - t  t  y  t  sm i sm ~T~ ’Ti q (i t r  l l1 «=i

co jest niczym innym , ja k  rozwinięciem na szereg trygonom etryczny 
znanego wyrażenia na ugięcie statyczne belk i pod siłą P  o odciętej c. 

W prowadziwszy oznaczenie

__ vl __ vl  /  q 
U ~~ na ~  7i \  ByBg

możemy równanię drgań wymuszonych napisać w  postaci:

„  . n n x  . n n v i
00 sm —r— s in -------

(6 )
2 P l3 V  l  l

z z - w  s ,B Z j  n2(n2~  a2)H = 1

a) M . T . H u b e r : Zagadnienia drgań w  budow ie maszyn. Przegląd T echn iczny, 
1932 r.
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Gdy siła ruchoma P  znajduje się na belce w  odległości c = v t  od lewej 
podpory, to chwilową postać l in i i  ugięcia określa równanie

. n j ix  . nnc  
2 PI3 y i s m ~ T ~ s m ~ r  

^ n* B  n2(n?— a2)
n—1

Równanie to  określa zarazem statyczną lin ię  ugięcia pod obciążeniem 
siłą P  w przekro ju c i siłam i S ściskającymi belkę wzdłużnie, p rzy czym

7T? jB
S = a - j ~  =  a28kr,

co można sprawdzić przy pomocy wzoru (a) na str. 227 w  „K u rs ie  w y trz y 
małości m ateria łów" Tim oszenki (wyd. 2, Książnica A tlas 1931). Po 
wstawieniu wartości a2 o trzym ujem y

s = v~q. 
<1

A  zatem działanie statyczne siły 8  ściskającej wzdłużnie belkę obciążoną 
nadto ciężarem skupionym P  w  przekro ju e daje taką samą postać równo
wagi osi belki, jaką  ta  oś przybiera bez sił S podczas drgań wymuszonych 
przez jadącą ze stalą prędkością1 v siłę P  av chw ili, gdy ta  siła znajduje

się w  przekroju e — vt, jeżeli jest spełniony warunek *S'= —  albo równo

ważny warunek v =

Przy dostatecznie w ie lk ie j prędkości v może się zdarzyć, że jeden 
z m ianowników w  obu szeregach wzoru (5) staje się rów ny zeru. W tedy 
mamy do czynienia z prędkością kry tyczną  vkr wywołującą współbrzmie
nie. Najmniejsza wartość vkr odpowiada równości a2n2 — v2l2 (przy % = 1),

a więc vkr=  . W tedy okres drgania podstawowego (głównego) jako

oj 2l2
i ó\vnv — staie sie rów ny — . Okres ten jest dwa razy dłuższy od czasu 

J v an
w k tó rym  P  przebiega długość belki.

4) Ten in te resu jący w y n ik  s ta ł się powodem  fata lnego n ieporozum ienia na s ku te k  
błędnego rozum ow ania  przez analogię i  oznaczenia tą  samą l i te rą  x  dw u różnych  w ie l
kości: odcięte j dowolnego p rze k ro ju  b e lk i i  odcięte j p rze k ro ju  obciążonego w  c h w ili t 
s iłą  P . Ponieważ dotycząca błędna praca z r .  1927 b y ła  cy tow ana niedawno w  dobre j 
wierze przez drugiego au tora , prze to  d la  ocalenia go przed ze jściem  na bezdroża w y 
jaśn ię rzecz dokładnie. A u to r  p ie rw szy po p rzytoczen iu  rów nan ia  różniczkowego (4a)

przekszta łca je  pisząc zam iast ^  wyrażen ie ~ v2 . O tóż w  zadan iu  naszym  są te

dw a w yrażen ia równoważne, jeże li x — vt oznacza odcię tą p rze k ro ju  obciążonego, gdyż
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Nie trudno zauważyć, że w  tym  przypadku współbrzmienia drgania
212 / Q

głównego mostu o okresie T =  —  1 /  —  wystarczy w  rozwiązaniu ogól-
71 f

(5) zatrzymać ty lko  pierwsze w yrazy obu szeregów, czy li napisać 
z przybliżeniem do naszego celu zupełnie wystarczającym

. 7i vt lv . n2at
( , 2P l3y . nx  Sm l m i Sm 1?~ma) y =  sm

jt2q l ?i2 a2 — v212

l'o wyrażenie przybiera formę nieoznaczoną 0:0, k tó rą  w znany sposób 
Przekształca się na następującą:

/K l> Po t 7lVt . 71X Pal . 7lVt . 7lXmb) y = ----- ?— cos -z-s m  —  +  sm - j -  sm — .
nq v l l  7i2qv2 l l

Wartości ugięć określone ty m  równaniem są w  każdej chw ili t inne. N a j

miększe wartości występują, ja k  ła two się przekonać, gdy ł =  tzn., 

gdy siła P  schodzi z belki. W tedy otrzym ujem y

(Ko\ ■ nx(°c) y =  — sm - j—.Ti qv2 l

Odpowiednia strzałka dynamiczna (w rezonansie)

(Ol , P I3 1 P I3
Tl3 31 B

" ' t e d y  d x = v d t ,  a  = v 2<~ 2 . W t e d y  je d n a k ż e  n a le ż a ło  w  p ie r w s z y m  w y r a z ie  r ó w n a n ia  

r ó ż n ic z k o w e g o  n a p is a ć  z a m ia s t  x  n p .  f ,  a  r ó w n a n ie  p r z y b r a ł o b y  p o s ta ć

( I b )  =
d £ l  g  cix-

T y m c z a s e m  p ie r w s z y  a u t o r  n a p is a ł  b e z  s k r u p u łó w  r ó w n a n ie

B p i + i + P ^ O9 x *  g  cJ'1
1 p r z e k s z t a łc i ł  j e  n a s tę p n ie  n a

° b y  s t w ie r d z ić  „ a n a lo g ię  z r ó w n a n ie m  b e lk i  z g in a n e j  i  w z d łu ż n ie  ś c is k a n e j  s i la m i  - v - “ .

“ * s t  t o  z n ie k s z ta łc o n e  f a t a ln ie  e c h o  w y n i k u  o t r z y m a n e g o  z  p r z y to c z o n e g o  p o w y ż e j  

r ° z w ią z a n ia  p o p r a w n e g o .



282 v m .  z a g a d n ie n ia  k o l e j o w e

jest większa prawie o 50% od strza łk i statycznej odpowiadającej sile P 
w środku rozpiętości, czyli od

1 P /3
48 B '

Przynależna tej strzałce pierwsza prędkość kry tyczna

(9) vkr
(171 71 /

T  X
Bej

q

przyjm uje  np. p rzy rozpiętościach 5, 15 i 50 m jednotorowego mostu 
kolejowego wartości 400, 500 i 550 m/selc, które są przeszło 10 razy większe 
od największych stosowanych w  ruchu kolejowym  5).

Nie ma zatem mowy o niebezpieczeństwie rezonansu w rozpatryw a
nym  przypadku, chociaż ruch siły  P  zwiększy nieco strzałkę ugięcia 
w stosunku do strza łki statycznej. Ogólne rozwiązanie (5) pozwala ocenie 
to  zwiększenie z wystarczającą w praktyce dokładnością, jeżeli zatrzy
m ując ty lk o  przeważające wartości pierwszych wyrazów obu szeregów 
przyjm iem y, że w przypadku skra jnym  zachodzi sumowanie am plitud 
drgań wymuszonych i swobodnych. W tedy znajdujem y bez trudności

2 P l3g / 1
( 1 9 )  V m c , x - ^  q

gdy jak  powyżej

1 \
2 P l3 1

n2 ffl2 — v2 72 ) TT4 B 1 - a

r r
n f B g •

Stąd wartość tzw. współczynnika dynamicznego

yd 2 P l 3 1 . 1 P l8 96 _ J_  ^  _
(11) ^  ~B l ^ a  : 48 B

Stosownie do danych liczbowych zawartych w  przytoczonej książce 
T i m o s z e n k i  otrzym ujem y:

^  v— 36 m /sek =  130 km /h ,

prZ* l — 18 36 108 ni

Z/A«= 1-125 1,U 1,00

Należy jednak pamiętać, że te wartości muszą być większe od rzeczy
w istych, gdyż w wywodzie teoretycznym  nie uwzględniono tłum ienia, 
które, ja k  doświadczenie poucza, pracuje na korzyść zmniejszenia am pli
tud  drgań wymuszonych.

5) Rachunek w ykona łem  na podstaw ie w artośc i liczbow ych  zaczerpniętych z p racy
p ro f. A . PszuNiCKTKGO w  „P odręczn iku  In ż y n ie rs k im ".
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2. Okresowo zmienny nacisk ciężaru toczącego się jednostajnie po moście

Przechodząc teraz do przypadku okresowo-zmiennego nacisku cię
żaru toczącego się jednostajnie po moście, przyjm iem y, że zmiana tego 
hacisku jest spowodowana niezrównoważonymi silam i bezwładności obra
cającej się pary  kó ł lokom otyw y. Ich  rvypadkowa I \  obraca się razem 
7 ko łam i z prędkością kątową w i niechaj w  chw ili t =  0 (rys. 2) będzie 
•skierowana w  dół. W tedy składowa pionowa określająca wielkość zmiany

bacisku, k tó rą  oddzielam y od nacisku P  rozpatrywanego poprzednio, 
wyrazi się przez f \  cos wt. W yw ołane w  ten  sposób drgania belki określa 
ścisłe rozw iązanie T im o szen k i (P h il. Mag. 43, 1018, r. 1922):

«=■!

. . , n j iv \  ' . n nv  
sm ( cd -| j—\t  s in i — ------- o j  11

a4— (/?-+- n a )2 )t4 — { f i— na)2

/ . ii~ r r  at . n2 n 2a t \~
— t -

\  ( n2— f i)2 — n2a2 („S +  j3 )• -*■ « ■ /_

vl 212
" =  oznacza tu ta j stosunek okresu T — —  głównego drgania wlas- 

a.a ■’ :m

hego belki jp rzy  czym « |  ^  j  do podwójnej wartości czasu 7

T
" 'k tó ry m  tocząca się oś przebędzie całą długość belki 1-, /?= —-, t j.  sto-

‘ 2
2 TMinek okresu 1' głównego drgania własnego belki do okresu 7'2=  —
O)

7m iany nacisku.
Gdy te dwa okresy są równe, czyli fi =  1. mann do czynienia z p rzy 

padkiem współbrzmienia. A m p lituda  rośnie w miarę posuwania się siły 
Po belce i podobnie ja k  w przypadku (Ib ) osiąga największą wartość 

chw ili dojścia s iły  do drugiego końca belki. W tedy bowiem pierwszy
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wyraz szeregu (12), k tó ry  z dostateczną dokładnością przedstawia lin ię 
ugięcia, sprowadza się do postaci

2 P j P . nx .
-  sm —  sm w t . 
a 71*13 I

A  zatem strzałka dynamiczna

21\ 2P1l3 :za 2 I \ l 3
(33) /„= , T 71* B  vl 71* B

zaś stosunek strza łk i dynamicznej do strza łki statycznej jaka  by powstałar 
gdyby siła T j obciążała środek belki, jest

(14) 2 n T • -
U  T  T  ’

jeżeli «. oznacza liczbę obrotów koła potrzebną do przejechania długości /, 
a T 2 czas jednego obrotu koła. W zór (14) wyraża, że w przypadku w s p ó ł
b rz m ie n ia ,  ( t j.  gdy czas obrotu koła równa się okresowi drgań własnych 
mostu) strzałka wywołana am plitudą ? j zm iany nacisku osi w  stosunku 
do strza łk i statycznej pod ciężarem rów nym  P x zwiększa się 2w-krotnie, 
p rzy czym n oznacza liczbę obrotów koła na długości równej rozpiętości 
belki l

Z tego widać o ile niebezpieczniejszy jest w p ływ  okresowych zmian 
nacisku od w p ływ u stałego obciążenia koła. Co prawda przypadek rezo
nansu może zajść przy obecnych prędkościach pociągów ty lko  przy roz
piętości około 30 m, ja k  to w yn ika  z obliczeń szczegółowych i pom iarów 
doświadczalnych k ilku  badaczy.

Odpowiadające różnym  rozpiętościom prędkości krytyczne określi 
wzór w yn ika jący z warunku

T
7/T —!•
1  2

A zatem

<i»> '

T uta j oznacza r  promień koła toczącego się.
Oprócz wartości vkr odpowiadającej głównym drganiom własnym mostu 

o najniższej częstotliwości (najdłuższym okresie), teoria wskazuje na istnienie 
szeregu wartości wyższych odpowiadających drganiom własnym o często
tliwości 4-, 9-, 16-krotnej. Zb iór wszystkich vkr w  przypadku jednostaj
nego ruchu jednej s iły okresowo-zmiennej obciążającej belkę jest określony 
równaniem
(16) v*kr= n 2vkr

( n =  1 ,2 ,3 ,. .) .
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A zatem draga prędkość kry tyczna  jest l-k ro tną  pierwszej i odpowiada 
postaci drgań własnych belki o jednym  węźle w  środku (dwie pófale 
sinusoidy). Tak i przypadek może mieć znaczenie praktyczne ty lko  przy 
■wielkiej rozpiętości be lk i mostowej, k iedy vkr jest znacznie mniejsza od 
stosowanych dziś prędkości pociągów pośpiesznych. Chociaż więc ilość 
prędkości kry tycznych  jest ze stanowiska czysto teoretycznego nieogra
niczona, to jednak z omawianych tu ta j dotąd przypadków w yłania ją 
się ty lko  trz y  jako technicznie interesujące. Określają je  wzory (9), (15) 
1 Wzór (16) p rzy  n =  2. Najdonioślejsze zaś znaczenie praktyczne ma oczy
wiście wzór (15). N ie należy jednak zapominać o tym , że powyższe schematy 
teoretyczne odbiegają znacznie od rzeczywistości, ponieważ:

1) Toczące się po moście ciężary posiadają masę, którą  pominięto 
w teoriach przedstawionych w  poprzednim ustępie Ib ) i w niniejszym.

2) Obciążenie typu rozpatrywanego powyżej występuje zawsze równo
cześnie z innym i obciążeniami, które  u trudn ia ją  w arunki powstania współ
brzmienia. Tak np. fazy okresowych zmian nacisków kó ł wywołanych ich 
nieokrągłością nie mogą być n igdy zgodne. Niezrównoważone siły masowe 
zespołu kó ł napędnych lokom otyw y wyw ierają skutek dynamiczny mniejszy 
°d  sumy, oddzielnie obliczonych skutków działania każdej osi, ponieważ 
każda z osi przechodzi w  innej chw ili przez dany przekrój belki mostowej.

3) Nieuwzględnione w teorii opory drgań powodują w rzeczywistości 
dość poważne tłum ienie, które zmniejsza am p litudy drgań wymuszonych.

4) Pociąg wjeżdżający na most obciąża go zwiększając przez to okres 
drgań własnych w miarę zajmowania coraz dłuższej części rozpiętości. 
A lbowiem w znanym wzorze na okres własnych drgań giętnych belki 
poziomej w olm końcach podpartej

X" - ^ h  (->=1 .2 ,3 ,,..)

oznacza w ogóle q ciężar własny belki wraz z leżącym na belce obciąże
niem równomiernie rozłożonym na całej długości /, oczywiście pod wa
runkiem, że podczas drgań nie zachodzi odrywanie się obciążenia od belki, 
co można przyjąć jako spełnione. Resorowanie pojazdów kom pliku je  
wprawdzie wielce sprawę w  sposób n ie łatw y do ujęcia teoretycznego, ale 
zwiększenie T wt wskutek obciążenia pociągiem nie ulega wątpliwości. 
Dzięki temu niebezpieczeństwo rezonansu nie zachodzi w ciągu całego 
trw an ia  przejazdu lokom otyw y przez most i zwiększenie •amplitudy drgań 
wynosi zaledwie część obliczonego z teorii powyższej. Stwierdzają to po
m iary  doświadczalne na kolejach w Indiach °), gdzie znaleziono strza łki 
dynamiczne około 3 razy mniejsze od obliczonych z równania (13).

6) B ridge  Sub-Com m ittee Rep. 1925, C a lcu tta ; Govern. o f In d ia  Cetr. P ub l. B ranch. 
Techn. Paper 1926, N r. 247. ź ród ła  przytoczone w  w ym ien ione j powyżej książce 
T i m o s z e n k i .
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5) P rzy wyprowadzeniu wzorów powyższych przyję to  dla uproszczenia 
stały przekrój belek mostowych. Uwzględnienie zmienności przekroju 
u trudn ia  wielce obliczenia teoretyczne nie wprowadzając zasadniczych 
zmian do fo rm y zależności od innych parametrów 7).

Ograniczając się do drgań głównych, można wyznaczyć w p rzyb li
żeniu taką średnią wartość sztywności zginania B  (wzgl. J ), iż wstawiwszy 
ją  do wzorów uproszczonych o trzym ujem y w yn ik i liczbowe dość dokładne.

3. Prędkości krytyczne przy ruchu taboru kolejowego po torze 
położonym na gruncie

Szukając teraz prędkości krytycznych ze względu na ruch taboru kole
jowego po torze położonym na gruncie wystarczy brać pod uwagę ty lk o  
działanie sił okresowo-zmiennych (jak w  p. 2). Poruszająca się jedno
stajnie po nawierzchni siła stała nie może bowiem dostarczyć powodu 
do zjawiska rezonansu.

P rzyjm ując w arunki najprostsze, t j.  to r prosty o stałym  module 
podatności podłoża i zastąpiwszy nawierzchnię belką na podłożu sprę
żystym , znajdujem y przede wszystkim  okresy drgań własnych przez 
całkowanie równania różniczkowego 8)

(i7 j * ! . ! 1f  %
odnoszącego się do nawierzchni wolnej od napięć wzdłużnych wywoływ a
nych często przez zmianę tem peratury.

W  przypadku istnienia siły 8  ściskającej wzdłużnie nawierzchnię 
(szyny) o trzym ujem y równanie ogólniejsze

<>*>
W  obu rów naniach k oznacza zastępczy m odu ł podatności podłoża, k tó ry  w ed ług  

badań p ro f. A l .  W a s iu ty ń s k ie g o  waha się m iędzy 260 a 440 kG /cm 2 w  założeniu 
naw ierzchn i no rm a lno to row e j P K P  na lin ia c h  g łów nych.

W artość k znaleziono w  sposób następu jący:
P rzy ję to  p o dk łady  drewniane o długości 270 cm, szerokości spodnie j 26 cm , 

a więc o pow ie rzchn i przenoszącej nacisk na podłoże rów ny  ~ 7000 cm 2. P rz y  odstępie 
podkładówr < i= 8 0  cm ob liczam y, że na 1 cm be lk i ciągłe j zastępczej p rzypada  nacisk 
z po la  o w ie lkości 70 00 :8 0= 87 .5  cm */cm . Mnożąc tę w ielkość przez w spó łczynn ik  p o d 
łoża C =  3 do 5 kG /cm 3 o trz y m u je m y  k— 260 do 440 kG /cm 2.

ł ) D o b ry  p rz y k ła d  uw zględnienia zm ienności p rze k ro ju  zaw iera praca P. S z k ła 
g o w s k ie g o  w  n r  3 P rzeglądu Technicznego z r. 1938.

“ ) M . T . H u b e r : D rgan ia  naw ie rzchn i ko le jow e j. „Czasopismo Techniczne" L łV ,  
n r 2, r .  1936 (rów n. 1). Jak  w idać rów nanie to  różn i się znacznie od rówm. (4a) zasto
sowanego w łaśnie w  ty m  p rzyp a d ku  przez au to ra  p racy  z r .  1927, o k tó re j b y ła  w zm ianka 
pow yże j. W  tym  tk w i d ru g i zasadniczy b łąd  te j p racy.
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Całka równania (18) obejmuje oczywiście jako przypadek szczególny 
(£ = 0 ) całkę równania (17). Przyj ą wszy, że długość prostego toru  jest 
tak wielka, że można ją  uważać za nieograniczoną, uczynim y zadość 
°bti równaniom funkcją

(19) V— Vo sin 2tt ^

°kreślającą zmienną z czasem lin ię  sinusową o długości pó łfa li /  i okresie T
Pod warunkiem, że zachodzi (odnośnie do równania 18) związek

(201 R 71* ^  « 4712 z. o

z którego w ynika, że okres drgań T jest zależny od długości fa li 2Ż w y 
ciętej osi według wzoru

m > - '• *■  i  f ’ .e •
\  k + i - s - l ? s

Wzór ten w przypadku 8 = 0  (t j.  bez siły ściskającej) przybiera postać

(2 la) T-

i *1)liczmy jeszcze energię sprężystości nagromadzoną w układzie złożonym 
z belki i z podłoża przypadającą średnio na jednostkę długości. Energia 
ta wyraża, się wzorem

k k
1

B  ( (S2y t d x  -  1 k (o \S r2) 2 ;J0 . 0
U A\yrażenia (19) i w;

(22) F ' = f (
2 ' TT4

j i  P | •

A zatem przy danej stałej wartości energii włożonej w  drgania, zm niej
szeniu długości fa li odpowiada zmniejszenie am p litudy tak, iż kw adrat 
am p litudy jest odwrotnie proporcjonalny do sumy

Jl4

& rozwiązania ogólnego okazuje się, że okres T  może mieć wszelki!) w ar
tości leżące między 0 (gdy ż->0) a

(23) T==2nV rk  (gdy A ->co)
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Przeto istnieje nieskończenie wiele okresów drgań własnych nawierzchni
0 dhigości nieograniczonej; ich zbiór jest mocy continuum . Pojęcie pręd
kości krytycznej przesuwania się s iły  okresowo-zmiennej obciążającej 
nawierzchnię trac i oczywiście swoje znaczenie określone na początku
1 należy je odpowiednio zmodyfikować. Najprostsza koncepcja wynika 
ze spostrzeżenia, że p rzy  długościach pó łfa li A >  5 m 9) drugi wyraz sumy

1 c + ~ B ,

staje się tak  m ały wobec k, że drgania, w k tó rych  A >  5 m są praktycznie 
izochroniczne, a ich okres wyznacza wzór (23). Prędkość ruchu postępo
wego oscylującego nacisku kola odpowiadająca okresowi oscylacji s iły 2

równemu 2 n ~ \ / b ę d z i e  m iała charakter vkr. A  zatem
r  k<j

- . / k g
( 24 ) Vkr— ~7jT— r y ~ q ~ ’

jeżeli r  oznacza promień toczącego się koła. Za powyższą koncepcją pręd
kości kry tyczne j w tym  zagadnieniu przemawia jeszcze ta  okoliczność, 
że przy danej am plitudzie drgań y 0 energia układu drgającego (równa
nie (22)) p rzy dość w ielkich A jest prawie niezależna od dhigości fa li i staje 
się możliw ie mała.

Uwagi godnym jest porównanie powyższego rozwiązania z rozwiąza
niem, które podaje T im o s z e n k o  w art. 48 przytoczonej powyżej książki. 
Założywszy skończoną długość l prę ta  na sprężystym podłożu i przegu
bowe ustalenie obu końców znajduje inną metodą długość pó łfa li osi 
drgającego swobodnie pręta w postaci sinusoidy

(25) A = l-  (n — 1,2,3,...)

oraz na okres drgania wzór identyczny z wzorem (2 la). Jest rzeczą jasną, 
że z powodu związku (25) wzór (21 a) określa u T im oszenki ty le  różnych 
okresów drgań własnych, ile  jest liczb naturalnych. Najdłuższy odpo
wiada ) .=  l. T u ta j pojęcie prędkości k ry tyczne j odzyskuje znaczenie d y 
namiczne i można mówić o nieskończenie w ie lu prędkościach krytycznych  
odpowiadających długościom półfa l

Jednakże p rzy ję ty  model teoretyczny nie odpowiada dobrze rzeczy
wistości w naszym zadaniu, bo końce dłuższego, czy krótszego odcinka

") W  rozpatrywanym  konkretnym  przypadku toru  P KP .
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prostego to ru  nie są bynajm nie j ustalone przegubowo. Wprawdzie po
przedni model też nie jest bez zarzutu, gdyż do wytworzenia drgań włas
nych o małej, lecz skończonej am plitudzie potrzeba przy nieskończonej 
dhigości nieskończonej energii. M imo to przyją łem  (w pracy powyżej 
przytoczonej), że wzór (24) określa jedyną praktycznie interesującą pręd
kość krytyczną, k tó ra  jednakże p rzy  danych liczbowych odnoszących 
się do warunków na głównych lin iach P K P  wynosi blisko 400 km /h, nie 
'na więc znaczenia technicznego.

Teoretyczne możliwości innych jeszcze prędkości krytycznych  nasu
wają się ze względu na fak t, że s iły  bezAtładności mechanizmu lokomo- 
tyw y  powodują nieustanne drgania je j korpusu głównego podczas jazdy. 
Drgania te przenoszą za pośrednictwem resorów okresowo-zmienne do
datkowe naciski kó ł na tor. Okresy tych  drgań nie są oczywiście iden
tyczne z okresem obrotu kó ł, co daje noAve możliwości rezonansu i nowe 
prędkości k ry ty c z n e 10).

Z s z e ś c iu  ro d z a jÓ A v  drgań, odpoAviadających 6  s t o p n io m  swobody 
k o r p u s u  l o k o m o t y w y  t r a k t o w a n e g o  ja k o  c ia ło  s z t y w n e  p o łą c z o n e  s p r ę 

ż y s t y m i  A v ię z a m i z  podwoziem, m o g ą  d a w a ć  im p u l s  d o  p io n o A v y c h  d r g a ń  

g ię t n y c h  n a A v ie r z c h n i  t y l k o  trzy , t j .  d r g a n ia  p o s tę p o A v e  p io n o w e  ( p r z y 

s ia d a n ie ) ,  k iA v a n ie  i  k o ły s a n ie .  Stosownie d o  te g o  m ie l i b y ś m y  r a z e m  

c z t e r y  p r ę d k o ś c i  k r y t y c z n e  p io n o w y c h  u g ię ć  d y n a m ic z n y c h  t o r u .  A t o l i  

W o b e c  te g o ,  ż e  o k r e s y  t y c h  t r z e c h  n o A v y c h  impulsów s ą  z n a c z n ie  d łu ż s z e  

o d  o k r e s u  d r g a ń  w ła s n y c h  nawierzchni A v y n o s z ą c e g o  p a r ę  s e t n y c h  s e 

k u n d y ,  n ie  p o d o b n a  o d n o ś n y m  p r ę d k o ś c io m  k r y t y c z n y m  p r z y p is y w a ć  

z n a c z e n ia  t e c h n ic z n e g o ,  p o m i j a j ą c  j u ż  o g r o m n e  t r u d n o ś c i  t e o r e t y c z n e g o  

u ję c ia  związków m ię d z y  p a r a m e t r a m i  z a d a n ia .

4. Drganie nawierzchni bardzo długiej pod wpływem siły okresowo-zmiennej 
działającej w przekroju środkowym

Słabą stroną rozwiązania (19) określającego drgania własne (savo- 
bodne) nieograniczonej belki na podłożu sprężystym jest zawartość energii 
układu rosnącego nieograniczenie z jego długością. Trudno sobie Aryobra- 
zić sposób wywołania tak ich  drgań. Dlatego spróbowałem znaleźć całkę 
róAvnania różniczkowego (17) odpoAviadającą drganiom u trzym yw anym  
przez obciążenie przekroju środkoAvego siłą okresowo-zmienną bez w y 
datku  energii, oczywiście poza pcAYiią nadAvyżką niezbędną na pokonanie 
oporów nie wproAcadzonych zresztą w  rachunek.

10) N ie w ą tp liw ie  to  m ia ł na m yś li w spom niany powyżej au to r p ra cy  z r. 1927 po- 
Avołując się na t r z y  rodzaje drgań lo k o m o ty w y  odpow iadające trzem  stopn iom  sw obody 
ob ro tow e j, t j .  k iw an ie  się (ob ró t oko ło poprzecznej osi poziom ej), kołysan ie się (ob ró t 
oko ło  podłużne j osi poziom ej) i  zataczanie się (wężykowanie) (ob ró t około osi p ionow e j).

P is m a , I I I 19
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W  ty m  celu należy — rzecz jasna — wyłączyć z rozwiązania przekrój 
środkowy, na k tó ry  działa siła

(26) P = P 0 s i n ^ r ,

a w  k tó rym  umieścimy początek współrzędnych. W tedy dodatnim  # 
przynależy rozwiązanie

—Hx /TC - l ? ł  , 2 7l t  7 lX \
(27) y = y 0e p V2 • sm ^  + - y - - - 

przy czym

(28) ?/o==4 ^ B < l ’
zaś częstotliwość__________________ _________

< 2 9 > ł

Nadto muszą być spełnione następnjące w arunki ograniczające:

4 /4 B  4 /4 B
(30) p °< 9 ] / _j r -

P rzy ujemnych # rozwiązanie ma postać

Bx  /TC • M  , T T * '(27a) y =  y < /  |/2  • sin ^ - +  _  +

przy tych  samych oczywiście wartościach fi, T  oraz warunkach ograni
czających.

O słuszności powyższego rozwiązania można się przekonać najpierw  
przez wstawienie wyrażenia na y  do równania różniczkowego (17). Po
nieważ siła poprzeczna w  przekro ju nieskończenie b lisk im  przekroju

p
obciążonego musi się równać —, a wielkość te j s iły określa nadto, jak

£
d3y

wiadomo, wyrażenie , przeto z równania

p - 2 b @ L

otrzym ujem y po przekształceniach

(31) P = 2 B y 0^ - s m ‘l p ,

a stąd drug i ze wzorów (28).
W arunki ograniczające ważność rozwiązania w yn ika ją  z rozważań 

następujących:
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Najp ierw  obliczona am plituda drgania y0 nie powinna przewyższać 
statycznego zagłębienia nawierzchni w podłożu, t j . inaczej bowiem
oddzieliłaby się nawierzchnia od podłoża na pewnej długości i  założenia 
teorii by łyby  naruszone. Pierwszy z warunków (30) odpowiada żądaniu, 
aby obliczony z (29) okres b y ł wielkością rzeczywistą; drugi zaś w yn ika  
z drugiego ze związków (28). W  przypadku toru  P K P  obranego w  pracach 
poprzednich znajdujem y A >294  cm, a P 0< 187kG . Przy A przewyższa
jącym  5 m staje się okres drgań praktycznie niezależny od A i  prawie 
równy znalezionemu poprzednio okresowi drgań swobodnych o energii 
równomiernie rozłożonej na całej długości. Ten interesujący w yn ik  świad
czy o tym , że skrupuły co do wartości praktycznej rozwiązania (19) b y ły  
przesadzone, a znaleziony tam  okres pozwala z dostateczną ścisłością 
obliczyć prędkość kry tyczną  kó ł wywierających siły okresowo-zmienne 
z tym  samym co poprzednio wynikiem .
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KONSTRUKCJE MASZYNOWE

R edakto r na ukow y: Z e n o b i u s z  K e ę b o w s k i  

A sys ten t naukow y: W o j c i e c h  U r b a n o w s k i





W ZÓ R  W YTRZYM A ŁO ŚCIO W Y D LA RUR STALOW YCH  
N AR AŻO NYCH NA C IŚN IEN IE  ZEW NĘTRZNE

(P rzegląd Techn iczny, 1930 r.)

1. W  „Przeglądzie Technicznym'* z r. 1926 ukazał się mój k ró tk i 
a rty k u ł pod ty tu łe m  różniącym się od powyższego jedynie tym , że za
miast „s ta low ych" było  w  n im  „żelaznych".

Podany w  owym a rtyku le  wzór określał tę krańcową wartość zewnętrz
nego ciśnienia hydrostatycznego p w  kG/cm2, powyżej k tó re j zajść musi 
zaklęśnięcie (zgniecenie) ru ry  o danej grubości ściany <5 i  średnicy zewnętrz- 
Qej  E z, wywalcowanej ze sta li o danym  module sprężystości E  i  danej 
granicy plastyczności (płynności) Rpi (w kG/cm2), jeżeli długość ru ry  
jest w ielka w  porównaniu do je j średnicy.

W zór ten ma postać
(-1 v _ 4728000a

P== x(720 p+a?)’
przy oznaczeniach

E  3200 D z
a~  2150 0 0 0 ’ l t pl ’ X~  6

(oczywiście przy jednakowych jednostkach pomiarowych dla D z i  6).
Stałe materiałowe E  i  Ept wskazują na pewne podstawy teoretyczne 

wzoru, zaś wartości liczbowe b y ły  dobrane odpowiednio do doświad
czeń amerykańskich, u ję tych  we dwa wzory czysto empiryczne o postaci

( I)  9 ^ 5  (w kG/cm2) dla x < 43 ,5 ,

(U ) p =  7 0 ,3 ^ 1 - j / l - ^ j  dla a; > 4 3 ,5 .

Materiałem ru r  w  doświadczeniach tych  (Petroleum Technology, 57, 
B u lle tin  182) by ła  stal bessemerowska o stałych E =  2 150000 kG/cm 2 
i  12p;= 32 0 0  kG /cm 2.

Nasz wzór należy przeto do kategorii wzorów półem pirycznycli, a jego 
Uzasadnienie jest przedmiotem niniejszego a rtyku łu .
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2. Na niebezpieczeństwo zaklęśnięcia ru ry  pod ciśnieniem zewnętrz
nym  składają się. dwie przyczyny: jedna tk w i w  niestateczncści kołowej 
postaci przekroju ru ry , gdy ciśnienie przewyższa tzw. wartość Icrytyczną, 
druga zaś w  ograniczonej wytrzymałości m ateria łu ru ry , a w  szczególności 
w  jego granicy plastyczności na ściskanie. Osiągnięcie granicy plastycz
ności nie prowadzi wpiuwdzie bezpośrednio do zaklęśnięcia ru r grubo- 
ściennych (t j.  p rzy małych wartościach D:6), łecz daje początek widocznym 
odkształceniom trw a łym , często tak  znacznym, iż musimy je uznawać 
za niebezpieczne i niedopuszczalne.

W  rurach cienkościennych (t j.  p rzy dużych wartościach D:ł>) wysuwa 
się na pierwszy plan kwestia stateczności p rzy ciśnieniach zewnętrznych 
nawet mniejszych od tych, jakie  by  w ywoła ły osiągnięcie granicy p la 
styczności m ateriahi p rzy założeniu niezmienności kołowej postaci prze
kro ju . Z tego powodu rozpatrzym y najpierw  sprawę stateczności postaci 
kołowej przekro ju ru ry  o ściance tak  cienkiej, że zaklęśnięcie może być 
jeszcze sprężyste. M am y tu ta j do czynienia ze zjawiskiem analogicznym 
do wyboczenia sprężystego cienkiego pręta ściskanego osiowo. Szukana w ar
tość ciśnienia krytycznego pkr odpowiada wartości obciążenia krytycznego 
pręta określonego znanym wzorem E u l e r a .

Eozwiązanie ścisłe ze stanowiska teo rii sprężystości może być znale
zione przy założeniach następujących 1).

1) E ura  jest nieskończenie długa, a więc każdy pierścień elementarny 
rury wydzielony przekrojam i poprzecznymi odkształca się jednakowo.

2) P un k ty  przekroju poprzecznego pozostają wskutek odkształcenia 
w płaszczyźnie przekroju, a zatem mamy do czynienia z zagadnieniem 
dwuwym iarowym .

3) Pierścień elementarny ru ry  zachowuje się przy odkształceniu ja k  
pręt „nieskończenie cienki“  według określenia G. K ir c h h o f f a  2).

Zadanie nasze pokryw a się z następującym:
Jednolity cienki pierścień ko łow y o sztywności zginania B  jest ściskany 

siłami rozłożonymi równomiernie na obwodzie pierścienia i  skierowanymi 
ku  jego środkowi. Przyjąwszy, że pierścień jest zabezpieczony od zwichrze
nia, t j .  wygięcia z jego płaszczyzny, i oznaczywszy przez ą (kG/cm) natę
żenie obciążenia, znaleźć jego wartość kry tyczną  qkr.

Tak nazywamy wartość graniczną, rozdzielającą te wartości q < q k r , 
p rzy których okrągła postać równowagi, jako jedynie możliwa, jest stalą, 
czyli stateczną, od tych  wartości q > q kr, p rzy których są możliwe teore
tycznie dwie lub  więcej postaci równowagi. Jedna, z nich — okrągła —

>) Oczywiście w  granicach ważności uogólnionego p raw a  H o o k e ’a  d la  e lem entów 
m a te ria łu  o w szystk ich  trzech  w ym ia rach  nieskończenie m ałych.

2) G. K i r c h i i o f f : t lb e r  das G leichgew icht und die Bewegung eines unend lich  dunnen 
elastischen Stabes, Crelle T . 56, r .  1859.
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łcst teraz niestałą, czyli niestateczną, druga zaś — spłaszczona — stałą, 
czyli stateczną. P rzy q =  qkr są jednakowo możliwe tak  okrągła, ja k  i  nie
-kończenie mało spłaszczona postać równowagi, k tó ra  ma zatem charakter 
równowagi obojętnej.

Jako natura lna droga do rozwiązania zadania nasuwa się przeto 
całkowanie równania różniczkowego odkształconej osi pierścienia p ier
wotnie zakrzywionej promieniem stałym  R, a potem zmiennym promie
niem krzyw izny o. Eównanie to ma postać ogólną

(2 )
q R ~  B ’

Przy  czym ilI  oznacza moment zginający, a B  sztywność zginania.
Tą drogą znalazł pierwszy M. L e v y  (C. E . 1883, t. 97, str. 694 i 979) 

Wzór

k tó ry  wyprowadził z równania różniczkowego wygiętej osi pierścienia bez 
dokładnego scałkowania tego równania. G. H . H a lp iie n  (C. E. 1884, 
k  98, str. 422) wykonał to  całkowanie za pomocą fu n kc ji eliptycznych, 
zaś A. G. Gr e e n h il l  (Math. Ann. 1899, t. 52, str. 465) rozw inął roz
wiązanie szczegółowe z dyskusją różnych możliwych postaci krzywej od
kształconej. Uproszczony elementarny wywód powyższego wzoru ogłasza 
J- V. B otjssinesq w  tym  samym tom ie C. E . na str. 843. Za n im  idą 
autorowie nowoczesnych kursów „w ytrzym ałości m ateria łów ", ja k  np. 
A. Póppl (Yorl. iib . techn. Mechanik Bd. 3, § 57) i S. P. T imoszenko 
(Kurs wytrzym ałości m ateria łów 1921, § 181), jakko lw iek ten ostatni 
wutor stosuje z upodobaniem do rozwiązywania w ielu innych zagadnień 
stateczności układów sprężystych metodę energetyczną, zapoczątkowaną 
W podstawowych pracach G. H . B ryana  (Proc. Cambridge Phil. Soc. 
!888, t. 6, str. 199 i  286).

Pójdziem y zatem i tu ta j drogą wskazaną przez J. Y. Boussinesqa, 
hie poprzestając jednakże na wyprowadzeniu znanego wzoru (3), lecz 
Próbując nadto uwzględnić w p ływ  pierwotnych zboczeń osi pierścienia 
°d okręgu koła o prom ieniu R. Jest bowiem rzeczą pewną, że takie  zbo
czenia, wywołane nie dającą się usunąć niedokładnością wykonania, m u
szą prowadzić do obniżenia wartości obciążenia niebezpiecznego w  po
równaniu do wartości qkr ze wzoru (3). W  tym  samym kierunku działają 
Yszelkie inne drobne zboczenia od założeń teo rii matematycznej, ja k  np. 
niejednolitość m ateria łu itd . Albowiem wszystkie te zboczenia sprawiają, 
ze nawet przy małych wartościach obciążenia q zachodzą w  pierścieniu, 
°hok podłużnych sil ściskających, także momenty zginające. Momenty te
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wzrastają nie ty lko  z powodu wzrostu q, lecz także wskutek wzrostu 
ram ion, powodują więc s ilny wzrost naprężeń, tak  iż niebezpieczne od
kształcenia trw ałe  pojaw ią się przy wzroście obciążenia znacznie wcze
śniej niż wypada ze wrzoru na naprężenia w przypadku wyidealizowanym

qD
W W ’

gdzie F  oznacza pole przekro ju pierścienia.
3. Podobnie ja k  z równania równowagi pręta prostego zginanego 

momentem M ,  danego w postaci

1 _ M  
q ~  B '

wyprowadza się równanie przybliżone

d2y _  M  
dx2 ~  B  ’

dość dokładne wre wszystkich przypadkach, k ied y  ugięcia y  w ypadają  
dostatecznie m ałe w  porównaniu do długości p rę ta , ta k  też z rów nania  
równowagi (2) p rę ta  krzyw ego wryprow adził B otjssinesq  rów nanie p rzy 
bliżone
i k \ d2y y _  M
w  ds2 B 2 B  ’

d la zamkniętego pierścienia kołowrego o promieniu B. Tu ta j oznacza s 
łukową odciętą, mierzoną od stałego punktu  na obwodzie pierścienia, 
zaś y  rzędną, mierzoną od tego obwodu w  k ie runku promienia, dodatnio 
na zewnątrz. Dokładność tego równania jest praktyczn ie  wystarczająca 
dla rzędnych ugięcia dość małych w porównaniu do B.

Uzasadnienie równania B o u s s in e s q a  znajdą Czytelnicy na str. 254 
„K u rsu  W ytrzym ałości M ateria łów '4 T im o s z e n k i w  moim  przekładzie. 
T u ta j p rzystąp im y od razu do zastosowania tego równania w  naszym 
zagadnieniu.

Przypuśćmy najpierw , że pierścień jest w stanie nieobciążonym do
skonale okrągły i że dopiero pod wpływem  obciążenia norm alnym  naci
skiem o stałym  natężeniu q kG /cm  p rzy ją ł słabo spłaszczoną postać 
równowagi przedstawioną przesadnie na rys. 1. Możemy z góry przyjąć, 
że postać ta  jest symetryczna względem osi wzajemnie prostopadłych 
OA  i  OB. Wówczas musi być spełnione równanie równowagi (5), w  k tó 
rym  należy w yrazić moment zginający M  jako funkcję  zmiennych y i  s. 
Skoro przetniem y pierścień w jednej z osi sym etrii np. OA, to  działanie 
części odciętej na rozpatrywaną zastąpi w  każdym  z obu przekrojów
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ściskająca siła podłużna o znanej wielkości qa i niewiadomy moment 
zginający o bezwzględnej wartości M 0.

Rozpatrując teraz dowolny przekrój pierścienia C, w idzim y, że na 
prawą część CA działa obok momentu — M 0, momentu s iły  qa o w a r
tości algebraicznej gaz, jeszcze 
Moment wypadkowe1] obciążeń ze
wnętrznych. Ta wypadkowa ma 
Wielkość qc (jeżeli przez c ozna
czymy cięciwę luku  AC) i  leży 
r'a symetralnej te j cięciwy. Je j 
moment ma przeto wartość alge

braiczną qc . A  zatem moment M

w dowolnym przekroju C -wyraża 
się wzorem

M -M 0~ q a z +  %-

albo

M = —M 0+ q ( i — a z j . K ys. 1

Oznaczywszy teraz przez yg algebraiczną wartość przemieszczenia prze
kro ju  A  względem środka O, napiszemy

Ze związku
OA =  a = R + y 0. 

OG2—r2— a2-\- c2 — 2az, 

napisanego dla A O A  C, znajdujem y z łatwością

- « 2 (R + y f - ( R  +  y0)2c2
— — az-

2R y - 2 R y 0+ y  - y 20
2

Stosownie do założenia bardzo m alycli y wobec R, możemy teraz 
skreślić dwa ostatnie wyrazy w liczn iku  i wskutek tego napisać w  p rzy
bliżeniu zgodnym z charakterem równania (5) po prostu

-a z = R (y  — y0) .
&
TT

Równanie różniczkowe l in ii wygięcia pierścienia przybierze więc postać

(6 )

albo też 

(6a)

B d2y x y_ 
ds2 ' R2

d2y M 0 +  q R y0 
B

= M 0+ q R (y 0~ y )

f  ( i r  + w ) y = 0
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Całkowanie w znany sposób tego równania liniowego daje

(7) y = '  —o■ 1 1R y °. +  C cos ks +  C' sin ks ,

ze sta łym i dowolnym i C i C' oraz oznaczeniem skrótowym

gJB J_
5  +  i?2 •

(lii
Z warunku, że y osiąga extrem um  w punktach i B, czyli że =  0

(to

Rti
dla s = 0  i * =  —-  , w yn ika  po pierwsze, że C" =  0, a po wtóre, że

(8) Csin(fc^Y=0.2

W arunek zaś, że y =  y f) dla s — 0 daje

M 0+ q E y 0
(9) C = y  o- Rife2

Ponieważ C musi być różne od zera, albowiem inaczej wypadłoby z równ. (7) 
y=C onst,  więc z (8) w yn ika

sin = 0 ,

czyli
f ‘~T

(10) k -7 -  =  n n ,

jeżeli w =  1 ,2 ,3 ...
Ten warunek musi spełniać wartość obciążenia q, ażeby pierścień po

zostawał w  równowadze w  postaci spłaszczonej. Rzecz jasna, że zagad
nienie nasze rozwiązuje ty lko  najmniejsza z otrzym anych wartości, od
powiadająca n — 1, a więc

7 2 .. / ^ T 7 T _ 2 *
E  ’ °Zy X B  +  E 2 E '

Stąd
3 B

( 3 )  Qkr =  i

zgodnie z wspomnianym i powyżej wywodam i, opartym i na traktow aniu  
dokładniejszego równania (2), ważnego także dla dowolnie w ielkich Avygięć.

Po wstawieniu znalezionych wartości w równ. (7), napiszemy je  
w  postaci

M 0+  q E y 0 M  M 0+ q E y 0 W2\ cQg2 s(7a) y =  M o+4^ R-Ło. e * +  (?/o-  M. ^ R y ° E ^ j<
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Kładąc tu ta j s = ^ - ,  czyli c o s ^ = —1, o trzym ujem y wartość y 

w przekroju B, t j.
R2

y i = - y o - » B  (M0+qRy0)-

Ale wartość yx jest dopóty nieoznaczona, póki nie znajdziemy w ar
tości M 0 i  y0. Do tego potrzebne są dwa warunki, dotychczas nie w y 
zyskane.

Jeden z n ich wyraża, że po wstawieniu do lewej strony równania (6) 
Wyrażenia na y z (7a) i podstawieniu następnie s =  0 musimy otrzymać 
wyrażenie równe M 0, jako wartości prawej strony.

D rug i warunek wyraża, że długość ćw ia rtk i A B  odkształconej krzywej
IŁtz

osi pręta musi być równa nieodkształconej długości —y--.

Pierwszy warunek daje po uproszczeniu równanie

B

z czego w yn ika

_  e 2 M ° ̂ q R y °\ +  M o + i R yo
r Ą Vo "  4 B  ) 4B

3 B
M 0= — -jp y 0 +  M 0-{-qRy0,

= M  o,

ożyli równanie tożsamościowe, gdyż jak stw ierdziliśm y powyżej, nowa
3 B

postać równowagi może się w ytw orzyć ty lko  przy ę =  •

Wobec tego nie zajm ujem y się już warunkiem  drugim , gdyż on sam 
hie wystarcza do wyznaczenia niewiadomych parametrów M 0 i y0.

Łatwo zauAvażyć, że rzecz ma się tu ta j podobnie jak  w  wywodzie 
wzoru E u l e r a  na obciążenie krytyczne prostego pręta podłużnie ściska
nego na podstawie przybliżonego równania l in ii ugięcia. W artość k ry 
tyczną znajdujem y wprawdzie tę samą, co z rozważania ścisłego, ale nie 
możemy obliczyć strza łk i ugięcia, wchodzącej w równanie lin ii ugięcia 
jako parametr. E. J a s i ń s k i  wyjaśnił, ja k  wiadomo, ogólnie, dlaczego 
droga przybliżona prowadzi do ścisłej wartości obciążenia krytycznego 
(Sobranje soczynienij, tom  1, 1902, str. 145 i  nast.). K ie trudno byłoby 
znaleźć teraz podobne wyjaśnienie dla naszego przypadku, ale odda lili
byśmy się od głównego tem atu, ja k im  jest zbadanie w p ływ u początko
wych małych zagięć pierścienia na jego wytrzym ałość przy obciążeniach 
nieco mniejszych lub równych wartości krytycznej.

4. Przypuśćmy teraz, że pierścień nieobciążony jest już lekko spłasz
czony i że to początkowe odkształcenie da się ująć w prosty wzór

(1.1) w =  way  — 2 sin —
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T uta j mają w i  wg to samo znaczenie, co poprzednio y i y0. D la  s =  0
JRtz ‘jest w —w0; d la  « =  —  jest w — — w0. Znaczy to, że największe z b liż e n ie

przekroju, np. A, do środka pierścienia winno być bezwzględnie biorąc 
równe największemu oddaleniu przekroju B, odległego od A  o ćw iartkę 
obwodu. Jest to oczywiście przybliżone spełnienie warunku stałej d łu 
gości obwodu, ale wystarczająco dokładne przy zastosowaniu przyb liżo
nego równania B oussinesqa (równ. 5).

P rzy dalszym spłaszczaniu pierścienia pod obciążeniem q zajdzie nowe 
przesunięcie przekro ju w  k ierunku promienia o v, tak  iż całkow ite prze
mieszczenie środka przekro ju od okręgu kola o prom ieniu R jest

y =  v +  w .

Podobnie przemieszczenie przekro ju A  będzie teraz równe

? / o = » o + w 0 .

Te wartości należy wstawić w równanie różniczkowe równowagi (6), 
ażeby otrzymać równanie różniczkowe dla niewiadomej fu n kc ji v(s). 
Uwzględniwszy przy ty m  związek w yn ika jący z (11), a mianowicie

d2w , w  w0
ds* W  =  IR ’

otrzym ujem y łatwo równanie

, /ff-R , 1 \  M 0+ q R v 0 w0 2q R w 0 s
(12) d ^  +  [ B + W j V~  B  B? i? R '

Jego całkę ogólną ze s ta łym i nieoznaczonymi i C2 znajdu jem y 
w postaci

v =  — ^ ir* + Q Rvo — + C 1! cos ks +  c 2 sin ’ks +  2w0 sin ~ .

D la  y =  v +  w mamy przeto równanie

V =  ¥  (^ ° +B  B ~  B )  + ° » cos ks +  c *»™ ks +  w0,

przy czym, jak  poprzednio

B  R2'

Do wyznaczenia stałych Cx i  C2 posłużą w arunki:

dy
przy s =  0 jest y =  v0 +  w 0 t

)



Z pierwszego znajdujem y

1 / M 0+ q R v 0 w0\
1 0  B  R2) ’

z drugiego zaś
C2= 0 .

Wstawiwszy te wartości w całkę ogólną, napiszemy ją  w prostej po
staci następującej

(13) y =  u0-\- W0+  (v0—U0) COS ks,

jeżeli nową wielkość pomocniczą u0 określimy równaniem

»3a)
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Parametr k znowu nie może być tu ta j dowolny, gdyż wartość jego ustala 

warunek: d la s = 

pie poprzednim

czyli

warunek: d la s =  jest ^  = 0 , .z  którego w yn ika  tak  samo jak  w ustę-

sin \ =  0 >

2
R ’

a więc,
S

1 =  W  ■

Uważając teraz za wielkości dane

B, R, q i  w0 , 

potrzebujem y do obliczenia wytrzymałościowego wyznaczenia

v0 i M 0.

A to li rozporządzamy już ty lko  jednym  jeszcze warunkiem, k tó ry  w y 
raża, że dhigość h iku  między przekrojam i A  i  B  nie uległa zmianie i  wy-

JRtz
nosi, ja k  przed odkształceniem, . M e  trudno dowieść, że warunek

ten jest, z ty m  samym stopniem dokładności, co równanie Boussinesqa, 
równoważny z warunkiem , że b — R = R —a, czy li że

[y ]i=0+  [y]s=Rnl2=  0 .
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M am y więc, ze względu że

h Ii7l\COS I K - — 1 =  COS J T = — 1 ,

2uo+ 2 w o= 0 ,
czyli

l ( M 0+ q B v 0 w0\  _
"i — u ?f  \ i? i?2

2 32?
a stąd po podstawieniu wartości fc =  ^  i r/ =  /j;J znajdujem y z łatwością

(14) M 0= - ~ £ (v0 +  w0).

Ważna wielkość v0 pozostaje przeto nieoznaczona. Zupełne rozwiąza
nie zadania jest widocznie możliwe ty lko  na podstawie całkowania do
kładnego równania różniczkowego (2). Znaleziony wzór przyb liżony (14) 
pozwoli jednakże ocenić wielkość momentu .110 w naszym zagadnieniu 
wytrzym ałościowym.

W  przypadku ru ry  ściskanej zewnętrznie o trzym ujem y ze wzoru (4), 
jeżeli ru ra  jest doskonale okrągła i  nie zachodzi jeszcze niebezpieczeństwo 
zaklęśnięcia, znany wzór „ko tło w y “  na naprężenia obwodowe

(15) -

T u ta j oznacza p w kG /cm 2 ciśnienie zewnętrzne, liczbowo równe ob
ciążeniu q w  kG/cm, przypadającemu na pierścień ru ry  o szerokości 1 cm.

K ry tyczną  wartość ciśnienia p znajdujem y ze wzoru (3), zastosowa
nego do takiegoż pierścienia, z uwzględnieniem działania płytowego wsku
tek połączenia pierścieni w  jedną całość. Musimy przeto w  wyrażeniu

E
B = E J  zastąpić modni E  przez - — , gdzie v oznacza liczbę Poissona,

wynoszącą, ja k  wiadomo, dla stali około 0,3.
M am y więc

E J  E  ló*
1 — r2 1 — v2 1 2 ’

a podstawiwszy nadto — otrzym ujem y

2E  l d \ 3
<T I I >

Tuta j oznacza B  średnicę kola, połowiącego grubość ściany ru ry , a więc 
7) jest mniejsze od B z o grubość te j ściany ó. W  stosowanych zwykle
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w w iertn ictw ie  rurach jest stosunek D Z:S zawrze większy od 10, wobec 
czego można w  rachunkach praktycznych zastępować D .  przez D  i na
wzajem.

Jeżeli teraz ru ra  ma początkowo spłaszczenie w0, a ciśnienie zewnę
trzne równa się pkr, to  najw iększy moment zginający pierścień ru ry  
0 szerokości 1 cm znajdziemy ze wzoru (14) po podstawieniu wartości B, 
a mianowicie

(Ua> l * . l = t r S y m  K + ”’«)-
kemu momentowi odpowiada naprężenie wre włóknach skra jnycłi o w ar
tości bezwzględnej

6 |J f0| _  6jE?ó { v 0+ w 0)

S2 l  — v2 ' D 2 •

Największe naprężenie wywołane ściskaniem i zginaniem w jednej z warstw 
skra jnycłi ma przeto wartość

^ g +  g =  ^  +  (1_ i)2)/>2(v0+ i c a) , 

albo po wystawieniu za p wartości ( I I I )

(16a i „  i 6Ed v°
 ̂ max l — r2 yl)j 1 —r2

+  w o
D2

Zwiększenie naprężenia, odpowiadające spłaszczeniu ru ry  przy ciśnie
niu kry tycznym , wynosi zatem

6 (v0+ w 0)

w stosunku do naprężenia obliczonego wzorem „ko tłow ym ". Gdyby np. 
( r0+  w0) było równe 0,1 <5, co zdaje się odpowiadać warunkom  rzeczy
w istym , to  zwiększenie wynosiłoby 0,6, czyli 60%.

Ten orientacyjny racłiunek wyjaśnia dobrze, dlaczego krzyw a em piry
czna z doświadczeń amerykańskich (rys. 2) przebiega poniżej obu krzywych 
teoretycznych, t j .  krzywiej wzoru wytrzymałościowego (,,kotłowego“ ) i  k rz y 
wej wzoru statecznościowego (oznaczonej na rysunku przez 2, a w tekście 
niniejszej pub likac ji przez I I I ) ,  które  odpowiadają ty lko  idealnemu sche
m atow i teoretycznemu ru ry  doskonale okrągłej z m ateriału doskonale 
jednolitego. Obniżający wartość niebezpiecznego ciśnienia zewnętrznego p 
w p ływ  nieuniknionych zboczeń w  rurach rzeczywistych od modelu teo
retycznego musi być szczególnie w ie lk i w  okolicy przecięcia się krzywej 
Wytrzymałościowej ze statecznościową.
P ism a, I I I  2 0
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Ezecz się ma widocznie podobnie ja k  dla obciążenia niebezpiecznego 
prętów podłużnie ściskanych, gdzie również w p ływ  ten jest największy 
w  okolicy smukło ś ci granicznej, t j .  smukłości, p rzy k tó re j prosty wzór 
wytrzym ałościowy < r=P /F  daje tę samą wartość naprężenia, co wzór state
cznościowy E u l e r a . T u ta j rolę smukłości gra oczywiście stosunek x = D :6 .

o 5 10 10 20 25 30 35 40 45 50 x=Dr <5 L0

Rys. 2

Zważywszy teraz, że zboczenia powyższe zdążają do zera ta k  dla 
wartości stosunku x —D :d  zdążającej do zera, ja k  i  zdążającej do nieskoń
czoności, w idzim y, że krzyw a rzeczywistych ciśnień niebezpiecznych (zgnia
ta jących rurę) musi mieć równanie, które  dla bardzo małych x  przechodzi 
we wzór wytrzym ałościowy, a dla bardzo w ie lkich — we wzór stateczno
ściowy. Równanie to  w inno być nadto dostatecznie proste, i dla m ateriału,
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któ ry  b y ł przedmiotem prób amerykańskich, winno oddawać dostatecznie 
dokładnie w yn ik i tych  prób.

R zut oka na rys. 2 'wystarcza, aby stwierdzić, że ogłoszony w  r. 1926 
t^zór (1) czyni zadość wszystkim  powyższym wymaganiom i  dlatego za- 
eciłem go wówczas do zastosowania praktycznego, nie przesądzając, że 

przedyskutowanie dat doświadczalnych może nieco zmienić w  przyszłości 
Współczynniki wzoru z korzyścią dla jego dokładności.

P rzy zastosowaniu wzoru (1) do ru r  w iertniczych, można poprzestać 
na stopniu pewności znacznie mniejszym od stosowanego w  innych czę
ściach konstrukc ji maszynowych lub  budowlanych, ponieważ siły  zewnę
trzne są tu ta j bardzo dokładnie znane, a wzór określa niższą granicę 
ciśnień niebezpiecznych.

Część pewności mieści się już av przyjęciu praktykow anym  w  w ie rt
nictwie, że gęstość p łynu  otaczającego rurę (t j.  wody zanieczyszczonej) 
# = 1 ,2 5  g/cm3. W ystarczy zatem obliczać w ym iary  ru r wzorem (1) przy 
stosowaniu współczynnika pewności

n = 1 ,2 5

stosowanego w  obliczeniach porównawczych inż. P a r a s z c z a k a , wykona
nych w r. .1927 dla Podkom isji R u r W iertn iczych w  P K N , pracującej 
Pod przewodnictwem prof. J. F a b ia ń s k i e g o .

Przykład. R u ra  w ie rtn icza  bez szwu ze s ta li zlewnej 10-calowa m a D , =  267 m m , 
^ = 7  m m , a w ięc a ;= 2 6 7 :7 = 3 8 ,1 4 . Ciśnienie niebezpieczne w g wzoru (1) w ynosi:

4728000 _____ 4728000 , ,
V 3 8 ,1 4 (7 2 0 + 3 8 ,142) ~  38,14- 2174,7 “  ’ kG /cm  •

Po odpow iada c iśn ien iu słupa cieczy o gęstości f t =  1,25 i  wysokości:

h =  =  8• 5 7 =  456 m .

lJrzy  pewności n =  1,25 możem y tę  ru rę  stosować do głębokości:

4 5 6 :1 ,2 5 = 3 6 5  m.

U w aga . Do bezpośredniego uży tku  praktycznego w w iertn ic tw ie  za- 
teca się proste przekształcenie wzoru (1) tak, aby podawał od razu w y 
sokość h  w  metrach słupa cieczy o gęstości 1,25, k tó ra  grozi zaklęśnię
ciem ru ry . Ze względu na to, że E  dla różnych rodzajów sta li zmienia 
się bardzo mało, można przyjąć a i= l  i  napisać wzór w postaci:

t 37824000
h =

' x (7 2 0 p + x 2) ’
32

przy czym /? = —- ,  zaś B pl oznacza granicę plastyczności m ateria łu 

^  kG /m m 2. Jak poprzednio jest x = E z:Ó.

2 0 *
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D la  /9=1  podaje liczbowe wartości h tab lica podana poniżej, a także 
wykres na rys. 2, z uwzględnieniem liczb po prawej stronie osi rzędnych.

Tablica wysokości h (w metrach słupa cieczy o gęstości 1,25) ciśnień niebezpiecznych (zgniatają cycb 
rurę) w zależności od stosunku Dt \ d = x  dla rur stalowych bez szwu o granicy plastyczności

Rpi=  32 kG mm .

* h * h * h * h * h

10 4613 20 1689 30 778,3 40 407,6 50 234,9

11 4089 21 1551 31 725,8 41 384,2 51 223,3

12 3648 22 1428 32 677,7 42 362,6 52 212,4

13 3273 23 1317 33 633,6 43 342,4 53 202,2

14 2949 24 1216 34 593,0 44 323,7 54 192,6

16 2668 25 1125 35 555,6 45 306,2 55 183,6

16 2422 26 1042 36 521,2 46 289,9 56 175,2

17 2205 27 966,8 37 489,4 47 274,8 57 167,2

18 2013 28 898,2 38 460,0 48 260,6 58 159,7

19 1842 29 835,6 39 432,8 49 247,3 59 152,6
20 1689 30 778,3 40 407,6 50 234,9 60 145,9

Przykład zastosowania tablicy. N o rm a lna  ru ra  0  4 "  m a D t=  102 m m , <5= 7 m m , 
a więc * = 1 0 2 :7 = 1 4 ,6 .  Z ta b lic y  zna jd u je m y przez in te rpo lac ję  m iędzy w a rtośc iam i 
h =  2949 (d la  * = 1 4 )  i  h = 2 6 6 8  (d la  * = 1 5 ) :

h (d la  * = 1 4 ,6 )  = 2 9 4 9 -0 ,4 (2 9 4 9 -2 6 6 8 )  =  2 9 4 9 -0 ,4 -2 8 1  =  2 9 4 9 -1 1 2  =  2837 m.

P rz y  s topn iu  bezpieczeństwa n — 1,25 =  5/4 m ożna prze to  stosować tę  ru rę  do głę
bokości:

h— 4 /5 -2 8 3 7 =  2207 m etrów .



OSOBLIW E ZG IĘC IE  PIERŚCIENIA
(Przegląd Techniczny, 1930 r.)

1. W  zagadnieniu zgięcia kołowo symetrycznego p ły ty  okrągłej roz
patru jem y zwyczajnie dwa wyidealizowane przypadki ustalenia brzegu 
p ły ty , mianowicie:

1) Swobodne podparcie brzegu, czyli w  schemacie teoretycznym usta
lenie samej ty lko  l i n i i  środkowej brzegu p ły ty .

2) Doskonale utwierdzenie (zamocowanie) brzegu, czyli ustalenie całej 
ściany brzegowej p ły ty .

A le w  zastosowaniach technicznych mamy zawsze do czynienia z p rzy 
padkami pośrednimi utw ierdzenia niedoskonałego lub  częściowego (nie
zupełnego). Zachodzi zatem potrzeba oceny stopnia utwierdzenia przez 
mniej lub  więcej dokładne w y 
znaczenie zależności momentu 
brzegowego (utwierdzającego) 
od ką ta  obrotu odpowiedniego 
przekroju. (Moment ten odno
simy, ja k  zwykle w  teo rii p ły t, 
do jednostki szerokości prze
kro ju).

W ykażemy, ja k  łatwo stosun
kowo można uzyskać odpowie
dnie wzory w  przypadku, gdy brzeg p ły ty  jest przymocowany do pierś
cienia usztywniającego w  sposób przedstawiony schematycznie na rys. 1. 
P rzy ty m  przyjm iem y najpierw  dla uproszczenia, że prom ieniowy przekrój 
pierścienia posiada płaszczyznę sym etrii równoległą do płaszczyzny p ły ty , 
a zatem prostopadłą do sił ją  obciążających. Na rysunku przedstawiono 
ten przekrój w postaci prostokąta o podstawie b i  wysokości h. Tak i pierś
cień jest zatem obciążony układem ciągłym par sił równomiernie rozłożonym 
na całym jego obwodzie. Każda para leży w  płaszczyźnie promieniowej 
pierścienia, a więc w płaszczyźnie przekroju; działanie je j zaś u jaw nia się 
obrotem elementu pierścienia w jego płaszczyźnie sym etrii. Obrotow i temu 
muszą towarzyszyć skrócenia górnych „ w łókien“  (kołowych) pierścienia
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i  wydłużenia dolnych, dopóki nie zajdzie równowaga napięć na obu ścia
nach przekrojowych elementu z powyższymi siłam i zewnętrznymi. Na -

p ięc ia 'te  sprowadzają się do pary  zginającej p ier
ścień w  każdym  przekro ju promieniowym. Ozna
czmy teraz (rys. 2) przez m0 moment pary  sił 
zewnętrznych odniesiony do jednostki długości 
obwodu wewnętrznego pierścienia o prom ieniu r; 
mx moment pary  sił wewnętrznych odniesionych 
do jednostki szerokości przekro ju pierścienia. 
W tedy m0rd a  (rys. 3) będzie wartością bezwzglę
dną momentu sił zewnętrznych, a m1 b takąż 

sił wewnętrznych. Zam knięty tró jk ą t wektorów

mg

Rys. 2

wartością momentu 
tych  par daje

a więc 

(1)

m0r d a = m 1b ■ da,

m1 =  m0-

Rys. 3 Rys. 4

Moment m0rda  możemy także zastąpić układem statycznie równoważnym 
sił Q'Bda  i  q'rda  tworzących parę (rys. 4), a więc czyniących zadość 
warunkow i

albo

(2 )
A  zatem

czyli

(3)

Q'Rda =  q 'rda  

Q 'B = q ' r . 

m0r d a = b  Q 'B d a = b  ■ q 'r  ■ da,

m,0= Q ' ^ b =  q'b.

Ażeby teraz znaleźć rozmieszczenie i  wielkość norm alnych naprężeń zgi
nających w  przekroju prom ieniowym  pierścienia bez uciekania się do
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B‘

C[

P Z}_
A'

Matematycznej teo rii sprężystości, w yjdziem y z założenia, że przekrój 
pierścienia obraca się ty lk o  nieco w  swej płaszczyźnie, bez uwagi godnej 
zmiany swej postaci i  wielkości. Jest to  założenie analogiczne do zało
żenia B e r n o u l l ie g o  w  teo rii zgięcia prętów prostych i  zakrzywionych. 
U tych  ostatnich stosujemy je, gdy zginanie zachodzi w płaszczyźnie osi 
pręta, pomyślanej jako o 
krzywa płaska. T u ta j zgię
cie zachodzi w  płaszczyź
nie prostopadłej do płasz
czyzny osi pręta i stycz
nej do tejże osi, p rzy 
czym jednakże mamy do 
czynienia z przypadkiem 
osobliwym, k iedy momen
ty  zginające nie powodują
'v'rcale zgięcia samej osi pręta. W yraz „zgięcie“  jest tu ta j u ży ty  w zna
czeniu statycznym, a nie kinetycznym, które najsiln ie j przemawia do w y 
obraźni geometrycznej technika.

Przyjąwszy na rys. 5 p unk t C jako ślad osi obrotu przekroju i oznaczy
wszy przez Acp (bardzo m ały) ką t obrotu w idzim y, że promień x  w łókna 
kołowego, odpowiadającego punktow i P  przekroju, przyrasta o małą 
wielkość u-= q ■ Acp • sin cp, czyli

u=yA(p.

A zatem wydłużenie jednostkowe tego włókna określi wzór

Rys. 5

zaś odpowiednie naprężenie

(4)

u y a A?,
X  X

a ,= E e ,— JE —  Acp. 
' x

Warunek momentów względem osi x  daje

mxb =  J  ya, • d F .
F

Po podstawieniu wartości (4) z uwzględnieniem związków (1) i (2) o trzy
m ujem y

(5) m1b=EAcp f — d F = m 0r = q 'b r = Q 'b R .
J  CC 

F

Wyrugowawszy z równań (4) i  (5) niewiadome Acp znajdziemy

V  1
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A  zatem naprężenia normalne w  przekroju pierścienia są wprost pro
porcjonalne do momentu skręcającego, a odwrotnie do „wskaźnika prze
kroju“

Te naprężenia zależą nadto lin iowo od odległości y  od osi obojętnej, 
a hyperbolicznie od odległości x  od osi pierścienia. W  obranym szcze
gólnym  przypadku prostokątnego przekro ju pierścienia obliczym y z ła 
twością

Największą wartość osiąga a, w punktach A i  A '  (rysJ5), t j .  dla

2. Ażeby teraz dowieść, że otrzymane wzory (8) i  następne są do
statecznie dokładne do obliczeń wytrzym ałościowych techn ik i konstruk
cyjnej, porównamy wzór (8) z wzorem dokładniejszym, otrzym anym  
z teo rii p ły t. Nasz pierścień bowiem zachowuje się ja k  p ły ta  okrągła 
z otworem wr środku o prom ieniu r, swmbodnie podparta na obwodzie 
zewnętrznym o prom ieniu R  i  obciążona równomiernie wzdłuż obwodu 
wewnętrznego ciężarem q' kG/cm. Jak uzasadnimy poniżej, ścisłe roz- 
wiązanie odnośnego zadania z teo rii p ły t  daje na a, wzór następujący

(6a)
F

R +hl  2

r  - h l  2

12 q 'b r y

r

(9)
r

h x —r

mianowicie

(10) O im a x =  O t —
Gq’ b

r

(U )

Tuta j'oznacza v liczbę P o is s o n a .
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D la  największego naprężenia w  warstwie równoległej do osi obojętnej 
otrzym ujem y stąd przy x = r  wzór

(12) 6 q 'r  
a' = - h T y

{ l  +  v)
B 2 B 2 , 1 — v

B 2 — r2 r2 1 +  v
,ln ^ (l ' r=  0 —— v

zamiast przybliżonego, wynikającego z (8), k tó ry  ma postać

(13) _ 6 q 'r  
a‘~ ~ ¥ ~

2 (B —r)

r  ln
B ¥  Vi

Przy czym 0  i  F  oznaczają współczynniki liczbowe, zależne głównie od 
stosunku B :r .

Podobnie znajdujem y (kładąc x = B )  wzory na najmniejsze naprężenie 
^  warstwie równoległej do osi obojętnej i odległej od tejże osi o y

(14)

(15)

6 q 'r
a‘ - n r y

( l  +  v) 

6 q 'r

—z ln
B 2 , 1 — v

¥ y

B2 — r2 r 

2 (B — r)

1 +  v
6q’ r
~W ~y '

B  ln
B ¥  *

Szereg wartości 0 , F ,  0 ’ i  W  obliczonych dla różnych wartości sto
sunku B : r  p rzy v = \  zawiera tab lica następująca

r
1,2 1,5 1,75 2

<P= 2,131 2,259 2,613 2,882 3,137

'P =  2,098 2,194 2,466 2,680 2,885

0 — W 
100 = ^ -  =  1,56% 3% 5,5 % 7% 8%

COco1—8li6. 1,771 1,530 1,390 1,282

XF '=  1,907 1,832 1,649 1,536 1,440

W' — 0 '
100 =  1,8% 3,5% 7% 9% 12%

Z liczb powyższych Widać, że wzór przyb liżony (10) może oddać dobre 
Usługi w  obliczeniach wytrzym ałościowych przy szerokościach pierścienia 
nie większych od promienia wewnętrznego. Nadto należy pamiętać, że
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przy znacznej grubości pierścienia (t j.  wysokości jego przekro ju h) w  sto
sunku do szerokości przestaje i wzór teo rii p ły t  być ścisłym. Teoria ta

bowiem opiera się na założeniu 
małej grubości p ły ty  w  porówna
n iu  do je j innych wym iarów . Ogól
niejsza zaś teoria tzw. p ły t  gru
bych prowadzi do wzorów jeszcze 
bardziej zawiłych.

3. Przytoczony powyżej wzór 
(1 1 ) wyprowadzim y tu ta j z roz
wiązania zadania nieco ogólniej

szego, a mającego również ważne znaczenie praktyczne. P rzyjm iem y 
mianowicie, że nasza p ły ta  pierścieniowa jest nadto obciążona na całej 
górnej powierzchni ciśnieniem q kG/cm 2 (rys. 6 ). W tedy równanie powie
rzchni ugięcia p ły ty  ma znaną postać ogólną1):

(16) w =  ~  (2 q' — q r)x2(hi x — 1 ) — — 0 2 ln  x + C 3,
645 8 5  4

przy czym B j ~ 1  ł es  ̂ sztywnością zginania p ły ty , a C1, C2 i C3

są sta łym i całkowania, k tó re  -wyznaczymy z następujących warunków
krańcowych

1) p rzy  x —R  jest w =  0,
2 ) p rzy x —r  jest mr=  0 (moment promieniowy),
3) p rzy  x —R  jest mr=  0.
Nadto musi być spełniony warunek równowagi

(17) 2 R q "  =  2 rq ' Ą-(RP— r 2)q.

Jeżeli 9 oznacza nachylenie względem osi x  stycznej do jirze-

k ro ju  promieniowego powierzchni ugięcia p ły ty , to  mom enty zginające 
główne mr (promieniowy) i  m, (równoleżnikowy lub  obwodowy) określają 
w  teorii p ły t  wyrażenia następujące

+  " '  =  -B ( i  +  vs ) -

Z wym ienionych powyżej warunków krańcowych znajdujem y nastę
pujące wartości stałych C1, C3 i  C3:

Ł) S . T i m o s z e n k o : K u rs  W ytrzym a ło śc i M ateria łów , s tr. 277 i  następne.
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c __3 +  v q{R2+ r 2) , 2 q ' r - q r 2 (l - v  ( R2 ln  R2- r 2 ln r 2^

l  +  v 8B  4B  \ l + »  ' R2~ r *  I

W / 3 ± ,  l ± v  2 q ' r - q r * _ ^ \

lG .g U  +  ł ’ l ~ v R2 — r2 r2)

03=  _ !L®L _  ,(.2g,.r - "gr2-)-R2 (ln J?— 1) +  —  l^  +  Oaln 42 .
64S 8 5  4

Z uwzględnieniem ty c li wartości o trzym ujem y na interesujący nas 
głównie moment obwodowy m, wyrażenie

(18) w - ^ J (3 +  v) ^ 2+ r 2 + ^ - j - ( l  +  3v)x* +

+  |  (2 q ' r - q r 2) (1 +  v)
R2r2 1 . R2 .

l n - r  +R 2 _ r 2 x 2 r 2

^ l n E ł - ^ l n ^ _ ln  1 ^ 1  
- r  ij;2 _ r2 1 + rJ

Kładąc tu ta j q =  0, znajdziemy dla naszego przypadku obciążenia 
pierścienia

(U )  ^  i  l n ^  +  ---------- - 1 + *

a stąd na podstawie wzoru

l 2m»(20 ) a - - — - y

dochodzimy wprost do wzoru (11).
4. Jeżeli przechodząca przez środek przekroju oś *  nie jest jego osią 

symetrii, to  obrót przekro ju zajdzie w  ogóle około punktu  G(x0,y 0), nie 
leżącego na te j osi. Odkształcenie e, uwarunkowane ty m  obrotem określi 
teraz wzór

a naprężenia

y ~ y «  Ame ,—  Acp,
x  r ’

(21) 0 ł_ g fL J ? 2  Acp.

Ażeby naprężenia bezwzględne tw o rzy ły  parę sił, musi się spełniać 
Warunek

j  o d F =  0,
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I
z którego, po wstawieniu powyższej wartości na a,, w yn ika

/
yd F

(22)

F X

W tedy jednakże naprężenia bezwzględne nie sprowadzają się w  ogóle 
do pary sił, leżącej w  płaszczyźnie prostopadłej do x, lecz w  płaszczyźnie 
nachylonej. Skoro tę parę rozłożym y na pary składowe wzajemnie prosto
padłe, to  o trzym am y dwie pary  zginające: jedną w płaszczyźnie prosto
padłej, a drugą w  płaszczyźnie równoległej do x. Wartość momentu 
pierwszej, oznaczonej w  p. 1 przez m1b, a teraz przez mx, znajdujemy 
z w arunku momentów względem osi x, czyli

(23) mx=  j  yo ,dF—F  Acp [  d F  .
F  F

W artość drugiej zaś — z warunku

(24) my = j x a , d F ,
F

czyli z uwzględnieniem (21)

my—FA<p J {y — y0)dF.
F

Ponieważ J y d F =  0, więc

(25) my= - F F y 0A<p, 

albo, po wstawieniu wartości za y 0 z (22):

cyd F
CG

(25a) my——EFA<pF rd F
F  X

B u g u ją c  z równań (23) i  (25) A v ie lk o ś ć  FAcp o trzym am y z w ią z e k

yd F
F  X

(26)
t Cd FS ~ d F ■ / 'F X  p  X

Przyjęte prawo rozkładu naprężeń jest zatem przy ogólniejszym 
kształcie przekro ju statycznie możliwe ty lko  w tedy, gdy momentowi 
zginającemu mx towarzyszy nadto moment my, p rzy  czym stosunek



OSO BLIW E ZG IĘ C IE  P IE R Ś C IE N IA 317

wielkości obu momentów musi czynić zadość równaniu (26). Stąd w ynika 
Potrzeba uogólnienia znanej elementarnej teo rii zgięcia prętów zakrzy
wionych param i sił, leżącymi w  płaszczyźnie osi pręta, ustalonej dotąd 
ty lko  w przypadku sym etrii przekro ju względem te j płaszczyzny. P rzy 
tak im  uogólnieniu trzeba oczywiście założyć, że dwa sąsiednie przekroje 
pręta zakrzywionego, tworzące k ą t da, nie ty lko  zmieniają wzajemne 
nachylenie o A d a , lecz także obracają się w  swych płaszczyznach o A<p.

Określone w  ten sposób prawo odkształceń prowadzi do prawa roz
kładu naprężeń, a w arunk i równowagi pozwolą znaleźć wartość para

metrów i  Acp oraz innych stałych, potrzebnych do zupełnego okre

ślenia naprężeń.
kG

5. Przykład. P ły ta  okrągła, równomiernie obciążona ciśnieniem q — -cm
i dokoła swobodnie podparta, je s t ' usztywniona na brzegu kołnierzem 
stojącym, wzmocnionym przez przyn itow any 
Pierścień (rys. 7). G dyby nie było wzmocnię- c  
nia, to ką t nachylenia powierzchni ugięcia na jr  ̂  
brzegu podpartym  m ia łby wielkość L 2 r J

qr3 2) U 2f>-

8 jg ( i+ v) ’ Ry9- 7

wskutek częściowego utw ierdzenia za pośrednictwem pierścienia usztyw
niającego ma ten ką t wartość mniejszą o wielkość

m „r 12m0r ( l  — v)

B { l  +  v) h3P

jeżeli m0 oznacza moment przeniesiony przez pierścień na jednostkę d łu 
gości obwodu.

A  zatem ką t

— 12m0r { l  — v) 3 1 — v r  .
A r = s m ------------------m — “ 2

musi być rów ny ką tow i obrotu elementów pierścienia, wyznaczonych 
Wzorem (9) z uwzględnieniem (5), czyli

E H 1 ln  —
r

2)  S . T im o s z e n k o :  K u r s  w y t r z y m a ło ś c i  m a te r ia łó w ,  s t r .  2 7 9  i  n a s tę p n e .
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Z porównania obu tych wartości znajdujem y

1 „ 1
m0=  g qr*

1 + h3

(1 - v ) H 3 ln
R

jako wartość (bezwzględną) momentu p o d p o r o w e g o  rozpatrywanej p ły ty

N iech  np . p ły ta  sta low a o p rom ien iu  r — 50 cm 
i  grubości h =  2 cm  m a brzeg p o d p a rty  u sz tyw 
n io n y  pierścieniem  o grubości S  — r =  4 cm  i  w y 
sokości H =  6 cm. W te d y  wyrażen ie

23

(1 - v ) H *  In —

A  zatem

0,7 • 63(ln  54 — ln_50)

= 0 ,5 9 -g r* ,

=  0,6874.

c z y li usz tyw n ien ie  brzegu pierścieniem  w yw o łu je  
m om ent podporow y o w ie lkości rów ne j 59%  m o
m entu , odpowiadającego u tw ie rdzen iu  doskona ' 
łem u.

U w a g a . Ważność powyższych wywodów teoretycznych jest ograni
czona zastrzeżeniem, ażeby w arstw y obojętne zgięcia p ły ty  i  pierścienia 
usztywniającego zlewały się lub  różn iły  ty lko  bardzo nieznacznie. Jeże li 
bowiem, ja k  w  przykładzie powyższym, środek przekro ju  pierścienia leży 
w  stosunkowo znacznej odległości od płaszczyzny środkowej p ły ty , to 
przekroje pierścienia nie mogą się obracać, jak; przyję to  w  p. 1. Temu 
obrotow i stoi bowiem na przeszkodzie opór sprężysty przeciwko rozcią
ganiu (lub ściskaniu) p ły ty  w  je j płaszczyźnie. D zięki temu na pierścień 
przenosi się od p ły ty  nie ty lk o  moment m0, lecz także siła promieniowa 8 
(kG/cm). W  rezultacie będzie usztywniające działanie pierścienia s iln ie j
sze, aniżeli w  przypadku środkowego złączenia go z p ły tą .



O B LICZENIE  ODKSZTAŁCEŃ R AM Y W ALCARKI
(Czasopismo Techniczne, 1935 r.) 

S t r e s z c z e n i e

Tematem pracy, wyłon ionym  z potrzeb techn ik i maszynowej, jest 
°bliczenie odkształceń ram y walcarki (rys. 1), k tó re j górna i dolna po
korna belka obciążone są na dhigości 2c obciążeniem q.

(1)

Zakładamy zmienność przekroju obu belek według prawa

1— — JL _ i_  / . !  _  1 
F ~ F ~ 0 +  ^  F~0 a ’ J Jo \J l Jo l a

We wzorach powyższych oznacza: 
a — połowę długości teoretycznej belki A B 1= A B 2,
^  i J  — pole przekro ju i geometryczny moment bezwładności przekroju 

dowolnego odległego od środka belki o x,
K  i J n — pole przekro ju i geometryczny moment bezwładności przekroju 

środkowego (największego), 
i J 1 — pole przekroju i  geometryczny moment bezwładności przekroju 

05= a (najmniejszy).
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Zagadnienie sprowadza się do obliczenia schematu przedstawionego 
na rys. 2, p rzy czym M  oznacza moment narożnikowy (dodatni, gdy 
wygina belkę wypukłością na zewnątrz), a 2P , 2P  siły pomocnicze, 
które we wzorach ostatecznych przyrównane zostają do zera.

Moment zginający w  dowolnym przekroju *  belk i poziomej i siła 
poprzeczna określone są przez wzory

(2 )

M = M + ( P  +  q c ) (a -x )  q{° X)*

T =  ^  = - { P  +  qc)\ +  q ( c - x ) .

W  obu wzorach wyrażenia po prawej stronie kreski pionowej są ważne 
dla części nieobciążonej i>rzez zaś W całości dla części obciążonej przez q 
( t j.  dla 0 <® <c).

Czwarta część energii odkształcenia całej ram y wynosi

l rr 1 C M *dx  1 f ,  T*dx , 1 JP b  , 1  (P +qc)*b  
{3) 4 2 J ~ET~  2 J GF  2 E J '  2 E F ’ *o o

Tuta j oznacza
}c — współczynnik liczbowy, zależny od kszta łtu  przekro ju i w y 

noszący np. dla przekro ju prostokątnego 1,2;
F', j ’ — pole i  geometryczny moment bezwładności przekroju

w  słupach;
E#  =  - - — moduł sprężystości postaciowej.

2(1 +  1’)



Z warunku

O B L IC Z E N IE  ODKSZTAŁCEŃ R A M T W A L C A R K I__________________ 3 2 1

9V n v  f  M  d M  a , m  oU) —— =  0, czyli -------- -——dxĄ------- — =  0
9 M  J E J  SM. E J '

obliczając -jjr- z (2) znajdujem y

(p + 9 o, / ( ± ^ : - | / J £ ^ -
(5) « ■ = _________ ! _  "  2 * '* • '

I? dx b 
J E J  +  W

co po wykonaniu całkowania i wprowadzeniu oznaczeń skracających

a ~ J 0 ’ P~ J 1 Jo

daje

(6) M  =  -  ( jP + g6') ( 2 + f ) a2~ ! ( 3 + Ś ' a ) f>J

« +  ^  j  a +  &

Podstawiwszy 2qc=Q  i P  =  0 znajdujem y

(7) i ł f =  “ 2 ' J lQ 2 u  3 a2 +  U  ^^jy1 4 a3

12 1 + ^2 - +2^2- -  
+  J j +  V  a

Strzałka ugięcia belki poziomej /  zwiększona o wydłużenie Ab połowy 
słupa o długości b wynosi

/ H . ,  , 1  SV C M  SM f  T ST
l  )  t +Ab  4  SP i  EJ  SP +  J  OF SP

. M  SM . , P + g c  . 
+  E J ' SP +  E F '

Ponieważ

P-\-ąc SM SM
A b = ~ E F r b ' a J P  =  J p - + a - x ’

Pism a, I I I  21
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to
a a

(11) E F ' f = M  j  (a  +  ^ ( a - x ) d x + ( P + q c )  J U +P ^ j
a ' n ' '

(a — x)2 dr, +

- f j  (« +  ( a - x ) ( c - x ) 2dx +  (P +  qe) J l c ~ ^ d x  +

q J h m {e~ x ) d x + w \ ^  f [ a + ^ ) da>A
SM

(P + q c ) J la  + —x) dx — ~ f (a-f/S (c — x)2dx +  .Mb

SMObliczając-g-p- z (6), kładąc E /G =  2 ( l  +  v ) ^ | ,  J ' = F ' f  i wykonując 

całkowanie znajdujem y ostatecznie

/  =
Q(2a)3 

384 E J 0 ~2+~Sa2 a3® — A —o ~ł~ ' 3 I | t ~2 «.® \ J 1
Jo

1 1 | 2 _ 5  +  B  a*l +

+  32* Jo
F  o«2 n 3 a2 F 1 \  3 a2

c2 Uo L i / °  0

+

I Jo l 9^0 Ó
+  ^  V  «

Tuta j część wymieniona w k łam racłi umieszczona w  pierwszym wierszu 
odpowiada strzałce ugięcia belki obliczonej p rzy swobodnym podparciu 
je j końców bez uwzględnienia w p ływ u sił tnących; część w  wierszu drugim  
określa w  przybliżeniu w p ływ  tych  sił; część zaś ostatnia przedstawia 
ubytek strza łk i wskutek działania momentów’ podporowych M .
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ZGINANIE BELEK PROSTYCH O PRZEKROJACH WIOTKICH

§ 1. Wstęp

Dążność do wyzyskania m ateriału i lekkości konstrukc ji prowadziła 
m  od dawna do stosowania dla belek zginanych przekrojów o coraz 
miększych wartościach stosunku wskaźnika wytrzym ałości W  do pola 
Przekroju F.  P rzy założeniu odpowiadającym ustalonej elementarnej teo- 

zgięcia w  granicach ważności prawa H o o k e ’ a  istnieje bowiem maksy- 
‘Kaina dopuszczalna wartość momentu zginającego M lUip, proporcjonalna 
do W  (przy jednym  i tym  samym materiale belki), ciężar własny zaś 
jednostki długości jest proporcjonalny do F.  A  zatem stosunek F  : W  
jest m iarą lekkości belki przenoszącej dany moment zginający. Wartość 
tego stosunku ma w ym iar L ~ x i zmienia się ze zmianą jednostki d łu 
gości L. Tej niedogodności nie posiada bezwymiarowy stosunek

7,73/2. w =0,
Posłużymy się n im  przeto przy porównaniu różnych kszta łtów  przekroju 
ze względu na lekkość. Na przykład dla p ro s to k ą ta  o podstawie h 
i wysokości li

P -H ,  w - ' ę ,

ezyli że przekrój prostokątny da belkę tym  lżejszą, im  mniejszy jest 
stosunek b : h.

Podobnie dla e lip s y  o osiach h i It znajdujem y

. =  7 ,091Ą ,

a zatem przy te j samej wartości b : h przekrój e lip tyczny daje belkę 
zdacznie cięższą od belk i o przekro ju prostokątnym .

Te i  tym  podobne przekroje zaliczym y do kategorii przekrojów zwar
tych, o ile stosunek b : li nie jest zbyt mały, co grozi jalc wiadomo nie- 
statecznością postaci belki zgiętej w płaszczyźnie osi h. Dlatego nie m o
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żem y obierać zb y t wysokich, wartości stosunku h : b. O wielkości M&p 
decyduje wówczas nie W , lecz inne wielkości przekrojoAre obok stałych 
sprężystości m ateriah i belki i rozmieszczenia sil zewnętrznych. (Patrz  
§ 15 pracy autora  p t. „S tudia nad belkam i o przekro ju  I “ . Warszarca 
1923). W  tych  przypadkach przekró j zaliczam y do kategorii p r z e k r o j ó w  

wiotkich lub  smukłych.
N a jba rdz ie j ty p o w y m i i  na jw ażn ie jszym i p rak tyczn ie  p rzekro jam i 

AAiotkimi są: przekró j dAcuteowy, skrzynkoAvy, ruroAvy itp .  (rys. la ,  b, c)-

a)
*

6

LJL 4 -  J

Zbadajm y charakterystykę lekkości belek o takich przekrojach, t j.  
liczbę P p rzy założeniu upraszczającym, że ścianki tych  przekrojów są 
bardzo cienkie av stosunku do ich Avymiarów poprzecznych. M am y wów
czas:

a) Przekrój dwuteowy o szerokości b i Ayysokości h, mierzonej między 
środkami grubości pasÓAv d. Ścianka ma grubość ó ,. A  zatem:

F = 2 b b  +  hó1 

djh*W —bóh-
6

Stąd łatwo znaleźć

l / l ] /
' b  \Ó  )

3/2

W zó r ten stosuje się do przekroju skrzynkowego po Arstawieniu 262 zam iast ó, . 
U w y d a tn ia  on w yraźn ie  korzyści tych  przekrojÓAv w  porównaniu do prze
k ro ju  prostokątnego. Jest rzeczą jasną, że i  te przekroje p rzy  zbyt da
leko idącym  zmniejszaniu i  b, a Avięc i  fi, stają się niestateczne, a wzory 
zwykłej teorii zgięcia tracą swoją Avażność, o ile  nie zapewnimy statecz
ności za pomocą żeber itp .



Z G IN A N IE  B E L E K  PROSTYCH O PRZEKRO JACH W IO T K IC H

b) Przekrój rurowy okrągły, o promieniu r  m ierzonym od środka gru
bości ścianki <5.

F = 2 m d ,  J = n r 3d, W —nr*d,

P =V  ̂  ] / e-  ~  5 y / ‘  ~  7,09 j / | r  ■•

Charakterystyka lekkości tego przekro ju jest wprawdzie mniej korzystna 
°d  poprzednich, ponieważ jednak u tra ta  stateczności dla ścianki zakrzy
wionej zachodzi p rzy znacznie większych naprężeniach ściskających, an i
żeli w  przypadku ścianek płaskich, dlatego więc w  przekroju rurowym  
możemy pójść bardzo daleko ze zmniejszeniem d.

ISTa pytan ie  „Ja k  daleko?“ spróbujemy odpowiedzieć w  niniejszej 
pracy.

§ 2. Teoria zgięcia poprzecznego

Jak wiadomo, ścisłe rozwiązania równań matematycznej teorii sprę
żystości nie wystarczają jeszcze do wyjaśnienia zachorvania się prętów 
zginanych, gdy przesunięcia ich punktów  
Wywołane odkształceniem sprężystym są 
tego samego rzędu, co najmniejszy z w y 
miarów. Dokładniejsze w yn ik i daje k la 
syczna teoria zgięcia prętów sprężystych 
prowadząca do znanego równania:

1 M
e ~  B  J  ’

gdzie E J  oznacza sztywność zginania 
w  płaszczyźnie głównej przekroju pręta 
(pierwotnie pryzmatycznego), M  — mo
ment zginający w rozpatrywanym  prze
kro ju , zaś q — promień krzyw izny zgiętej 
osi p rę ta 1).

ISTie trudno jednak wykazać, że i ta  teoria 
jest ty lko  przybliżona we wszelkich p rzy
padkach, gdy q n ic jest bardzo w ielkie w  po
równaniu do wym iarów przekroju pręta.

Wyciąwszy bowiem w  myśli ze zgiętego już pręta element „w lókna“ 
równoległego do jego osi, o dhigości ds, pom yślm y sobie w  płaszczyźnie

SdFda

1) B ardz ie j szczegółowe rozważania w  te j spraw ie zna jdzie  C zy te ln ik  w  p ra cy  a u to ra  
p t. „K ry te r ia  stałości rów now ag i", w ydane j przez A kad . N auk. Teckn. w  r . 1926, zw łasz
cza w  ustępach 14, 17 i  19.
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przekroju A B  (rys. 2) okład współrzędnych o początku O w  środku prze
kro ju  i  osi z, skierowanej w stronę włókien rozciąganych, a leżącej w  głów - 
nej płaszczyźnie zgięcia obranej na płaszczyźnie rysunku. (Oś y niech 
będzie skierowana ku  patrzącemu na rysunek). Wówczas naprężenia

elementu w łókna dają dwie s iły  adF, nachylone do siebie pod kątem  da, 
nie mogą zatem spełniać ściśle warunków równowagi tego elementu. 
Dowodzi to, że sąsiednie włókna wyw ierają nawzajem działania po
przeczne o Avypadkowej adFda, prostopadłej do osi w łókna i leżącej 
w płaszczyźnie zginania.

Wypadkowa ta  jest widocznie uwarunkowana naprężeniami poprzecz
nym i a ,  będącymi funkcjam i 2 i y, które  pom ija  klasyczna teoria zgi
nania.

Naprężenia a' czynią zadość równaniu równowagi

skąd po uproszczeniach i pominięciu małych wyższego rzędu o trzym u
jem y równanie

Zważywszy, że istnienie naprężeń poprzecznych a' m odyfiku je  działanie 
naprężeń podłużnych a p rzy zginaniu, w idzim y, że w otrzym anym  rów 
naniu nie można, biorąc ściśle, podstawić

ja k  każe klasyczna teoria zgięcia. Jednakże, uważając tę ostatnią za 
pierwsze przybliżenie i szukając przyb liżenia  drugiego, poprzestaniemy

1 . . .  z
na przyjęciu powyższej wartości dla ~ . Ponadto, uwzględniając że -

jest bardzo małe w stosunku do 1 oraz że sama wartość naprężenia a'

sób dochodzimy do równania dla naprężeń zginających poprzecznych

Mz
a — -= r- klasycznej teo rii zgięcia działające na oba przekroje d F = d y d z

1 _  I f
e ~  f j ’

jest mała, można lewą stronę równania uprościć przez opuszczenie w  na

wiasie składnika ja k  również opuszczenie składnika — . W  ten spo- 
q ‘ Q

da' aM  _  M 2z
I ż  = W ~ E J *
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W skutek obecności naprężeń a' w łókno podłużne o przekroju dydz 
doznaje nacisku skierowanego zawsze ku  warstwie obojętnej. Nacisk 
przypadający na jednostkę długości w łókna jest równy

da , , M 2z , , 
z du dz =  ——̂  du dz= 
dz E J 2

M 2z
E T d F ’

nrypadkoAva zaś z naciskÓAv działających wzdłuż cięciwy DI)', określająca 
hacisk zakreskowanej części pręta. o polu F t (rys. 3) na resztę pręta, ma 
■wartość

' - J
da' , , i\P
-(Iz E J 2

( E l )  ( E i )

J zdF-
1PS
E J 2 '

8  oznacza tu ta j moment statyczny części przekro ju odciętej cięciwą d 
równoległą do osi obojętnej, k tó ra  oddziela od siebie obie części prze
kro ju. Taką samą zależność od 8  objawia, ja k  
wiadomo, siła ścinająca T ', odniesiona do jedno
stki długości pręta w  przypadku, gdy zachodzi 
siła poprzeczna T, m ianowicie:

T ' = TiS 
J  '

W z a je m n y  n a c is k  p o p rz e c z n y  P' obu  
częśc i z g in a n e g o  p rę ta ,  u w a ru n k o w a n y  
h io m e n te m  z g in a ją c y m  M ,  o s ią ga  za te m
h a jw ię k s z ą  w a r to ś ć  w osi o b o ję tn e j,  ta k  sam o ja k  s i ła  ś c i
n a ją c a  T '  u w a ru n k o w a n a  o b e cn o śc ią  s i ły  p o p rz e c z n e j T.

Jest rzeczą jasną, że działanie obu rodzajów napięć gra w przypadku 
przekrojów zwartych rolę podrzędną i może być pominięte. Natom iast 
w przekrojach w io tk ich  mogą te działania, ja k  zobaczymy dalej, wysu
nąć się na plan pierwszy i muszą być uwzględnione p rzy  dokładniejszej 
ecenie wytrzym ałości dźwigarów lekkich o takich przekrojach.

§ 3. Przekrój skrzynkowy i dwuteowy

Skoro wyodrębnim y w myśli dwoma przekrojam i w  odstępie 1 cm 
część pręta, to będzie ona działać jako rama obciążona napięciami P' 
(jeżeli na razie nie uwzględniamy wpływu siły poprzecznej). Półk i, jako 
belki poziome te j ram y, są narażone na zginanie równomiernie rozłożo
nym  obciążeniem o wielkości
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środniki zaś są narażone na podłużne ściskanie i zginanie wskutek sz tyw  
nego połączenia z półkam i.

Na środnik przenoszą się s iły  ściskające od półek o wielkości

( a - f<h)Vo-
M 2 h

a ponadto siły

Pz-

~ E J 2 2

M 2 
~ E J 2

^ (a  +  a ,)ó0, 

dzs,

rozmieszczone w sposób ciągły wzdłuż połowy wysokości 1ily wreszcie zaś 
stały moment zginający M 1, k tó ry  występuje jako wielkość statycznie 
niewyznaczalna.

O bliczym y ją  stosując zasadę najmniejszej energii odkształcenia do 
całej ram y, przy czym poprzestaniemy na uwzględnieniu ty lko  energii 
zginania. W  tym  celu wprowadzimy następujące oznaczenia:

o)

T T tttt

_ Ł

j /

b)

TTTTP f

- 2a— -4- a,

Rys. 4

b

$

kG  cm2
cm sztywność zginania poprzecznego skrawka każdej z pólek 

o szerokości 1 cm.
kG  cm2

B x——  to samo dla skrawka środnika, z uwzględnieniem ewen-cm
tualnego usztywnienia żeberkami.

kG  cm
M '  ——  moment zginający w  skrawku pó łk i lub środnika o sze

rokości .1 cm.
Ponieważ mom enty zginające w  wystających częściach półek są nie

zależne od szukanej, statycznie niewyznaczalnej wielkości M 1, wystarczy 
wyrazić energię zginania ty lko  dla środkowej części pó łk i oraz środników. 
Mamy przeto dla pó łk i (rys. 5)
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przy czym

P2-(Pz)z=h » - - E j ,
3PÓ, hr

Q'=
3P hn
E J 2 2

dla środnika zaś po prostu 

M ’ = M X.

2  9  *

( r t+ a 1)ó0+ i

Zatem 3JT
SJf!

=  1 dla obu części, a różniczkowanie

J /  i-
a • Oi -

R y s . 5

energii zginania względem i l f ,  daje warunek: 

C M  331

ii
czyli

h
f  31. 331 , }  31 331 , A
J S^sST^+JaraBT*-.0’

uf Bo

Stąd po wstawieniu wartości i rozwiązaniu względem J fx znajdujemy:

J fx.=
i l / 2o7inón 2 a - 3 a {

6 E J 2 , J?„
2a +  -g-«°

W idzim y, że najkorzystniejsze w arunki dla środników zachodzą wówczas, 
gdy

ax — a \ I  =  0,816 a ,
czyli okrągło

«x ?«0,8n,

w tedy bowiem moment 3 I1 znika, a środnik jest ty lko  ściskany, tak  że 
siła podhiżna na końcach ma wartość

3Pho J , \ ę
2 ^ (< X + a i)o ’

w środku zaś wartość Q‘.
W  ty c li warunkach należy środnik zabezpieczyć od wyboczenia i  ob li

czyć krytyczną  wartość sił N '  i  Q'. Mamy tu ta j do czynienia z uogól
nieniem zadania J a s iń s k ie g o , prowadzącym do rachunków nader uciąż
liw ych przy rozwiązaniu ścisłym. Ze względu jednak na przybliżony cha
rakter całej teorii, możemy się zadowolić przyb liżonym  schematem pręta 
obciążonego ty lko  w  przekrojach końcowych.
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Jako wartość s iły  obciążającej można przyjąć po prostu

2
czyli że

Przy każdej wartości momentu zgięcia głównego M  muszą być spełnione 
dwa w arunki:

gdzie i \  oznacza pole przekro ju paska środnika o szerokości 1 cm, z uwzglę
dnieniem ewentualnego usztywnienia pionowym i żeberkami. Pierwszy z po
wyższych warunków sformułowany jest w sposób przybliżony i wyklucza 
możliwość wy boczenia środnika.

W ogólniejszym przypadku, gdy M 1 ^  0, wypadnie obliczać środnik 
jako pręt, na którego końce działają s iły  ściskające o wielkości N '  i mo
menty M 1. Potrzebny wskaźnik przekro ju l f ,  środnika, odniesiony do 
szerokości 1 cm fz uwzględnieniem żeber usztywniających), da -się wów
czas obliczyć z dostatecznym przybliżeniem  z równania

przy czym N'E oznacza przybliżoną wartość s iły  krytycznej dla paska 
środnika o szerokości równej 1 cm, określoną jako

Obecność s iły  poprzecznej T  w  rozpatryw anym  przekro ju nie wpływ a 
oczywiście na charakter zginania poprzecznego, wymaga jednak zm niej
szenia przyję tej wartości adop w  powyższych wzorach według stosownej 
hypotezy wytrzym ałościowej. Miejsce niebezpieczne leży w  tak im  p rzy
padku w połowie wysokości środnika.

W  tych wreszcie przypadkach, k iedy dane obciążenie przenosi się 
w znany sposób na jedną z półek, powstają jeszcze dodatkowe naprę
żenia normalne w  przekrojach podłużnych, które  dla cienkich środników 
należy również brać w rachubę. W  sprawie ich wyznaczenia musimy 
odesłać do wspomnianej p iż  pracy: „S tud ia  nad belkami o przekroju 
dwuteowym “  (§§ 4 i 3), zaznaczając jednakże, że praca ta  opiera się 
jeszcze na hypotezie wytrzym ałościowej największego naprężenia stycz
nego, k tó ra  dopiero w ostatnich latach ustępuje miejsca hypotezie na j
większej energii, odkształcenia postaciowego.
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§ 4 .  Przekrój rurowy okrągły

Pierścień wyodrębniony dwoma przekrojam i w odstępie 1 cm jest na
rażony na zgięcie poprzeczne siłam i prostopadłym i do osi obojętnej i  ku 
niej skierowanymi (rys. 6 i  7). Wielkość tych  sił w odniesieniu do ele
mentu w łókna o przekroju dF=drdcp  określa wyrażenie znalezione po
wyżej, a mianowicie:

M 2
W Z dF -

Dzieląc tę wartość przez rdq; o trzym ujem y siłę odniesioną do jednostki 
pola pobocznicy walca o promieniu r, czyli

M 2

gdzie

P z  =  - j ę j i  z6 =  Cz (w kG/cm2),

C--
M 2 

E J 2
ó (w kG/cm3) .

Odciąwszy połoAvę pierścienia osie obojętną i zastąpiwszy połączenia si
łami norm alnym i Q i  statycznie niewyznaczalnymi momentami M 0, znaj-

Rys. 7

dujem y z łatwością wyrażenie dla momentu zginającego w przekroju 
określonym kątem  <p:

M —M 0 — Q r ( l  — cos <p) +  f  Csrdy>r(coa y>-cos q>) .
Ó

łSiłę Q wyznaczymy z warunku rzutów
71 71

2Q =  J  pzrd<p= ) Cr sin cprdę, 
o ii

a więc
Q =C r* .

Po wstawieniu te j wartości we wzór na M  i wykonaniu całkowania o trzy 
m ujem y

M = i l / 0 — C r3 (3 — cos <p) -f- C r*( £ + £  cos 2<p —  cos cp) .
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Ponieważ =  1. więc warunek na wyznaczenie M 0 ma postać 
eM  o

* /2

Stąd znajdujem y

dtp =  Ó

jako obie krańcowe Avartości momentu zginającego.
Niebezpiecznym przekrojem jest oczywiście ten, w  k tó rym  działa ¥ 0? 

gdyż występuje tu ta j jednocześnie największa, siła podłużna Q. Eachunek
wykazuje, że przy dostatecznie małej wartości 
ó : r  naprężenia wywołane tym  poprzecznym 
zgięciem mogą znacznie przewyższać napręże
nia zgięcia głównego. W  tak im  przypadku 
wzmacniamy rurę wręgami, t j.  pierścieniami 
p rzytw ierdzonym i do ściany rury aa* odstępach b 
(rys. 8). Obecność wręg w pływ a na zAciększenie 
sztywności zginania poprzecznego pierścienia 
ru ry  o szerokości b.

W  najniekorzystniejszym  przypadku całkiem 
słabego połączenia wręg ze ścianami ru ry , sztyw

ność zginania pierścienia B b będzie przynajm niej rÓAvna sumie sztyw-
, . . , . ,. E  bd3 . . .

ności zginania samej ściany ru ry , t j.    ; - ---- (jeżeli v oznacza liczbę1 — v .12
. Poissona) i sztywności zginania samej wręgi B W—E J W, czyli

i .

Rys. 8

B h-
E  bd3

l - v 2 12
TE

Moment zginający M 0b rozdziela się wówczas na ścianę i na Avręgę 
w stosunku prostym  do ich sztywności, a Avięc na ścianę przypada 
moment

M'0= M 0-  1
1 + 1 2 B J l - v 2) ’ 

Ebd3

Co się tyczy s iły  ściskającej Q, to  Avprawdzie i z niej pewna część 
przeniesie się na wręgi, jednak przy założeniu słabego połączenia będzie 
ta  część bardzo mała. P rzyjm iem y przeto av dalszym rachunku, że cała 
siła Q obciąża przekrój ściany. W  tych warunkach obliczymy krańcoAce 
ciśnienie w  materiale ścianki ze wzoru:
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Zważywszy, że J = n r 2d i  oznaczywszy przez F w i J„, pole przekroju 
1 moment bezwładności jednej wręgi, znajdziemy, po podstawieniu w ar
tości następujący wzór dla krańcowego ciśnienia w  ścianie ru ry  wskutek 
zgięcia poprzecznego, wywołanego momentem M  zginania głównego:

M 2r2 / , 3 r  1
I OE J 2 \  1 2 d l  +  « 

12(1 — v2)J w
a ~  T #  ’

albo

7i2E r id2\  ' 2 ó l - j - a j

Gdy nie ma wręg trzeba w  powyższym wzorze podstawić oczywiście a =  ().
Rozpatrzmy jeszcze przypadek doskonałego połączenia wręg usztyw

niających ze ścianą ru ry . Sztywność zginania poprzecznego może być 
Wówczas mierzona podobnie ja k  sztywność zginania p ły ty  o grubości S 
z żebrami w  odstępie b. Sztywność ta  jest równa sztywności litego prze
kroju, utworzonego z żebra wraz z p ły tą , o zmniejszonej, tzw. współ
działającej szerokości V  Szerokość b1 różni się od b tym  bardziej, im  
mniejsze jest 6 w stosunku do r  i  r2 w  stosunku do b. Ra podstawie pe
wnych teoretycznych rozważań można przyjąć, że

b1 2 r, jeżeli b >  § r , 

zaś \  =  b, jeżeli b <  |  r .

Przy tych  założeniach otrzymamy" inny wzór na a*, a mianowicie:

, _ Q b _  M l  
F2 +  J 2 62 ■

2 oznacza tu ta j przekrój złożony z przekroju pierścienia ru ry  o szero
kości b i  przekroju jednej wręgi; J 2 — moment bezwładności przekroju 
ułożonego z przekroju wręgi i  przekroju pierścienia ru ry  o szerokości 
Współdziałającej /g; e2 — odległość włókna skrajnego, leżącego po stronie 
Wewnętrznej od osi obojętnej przekroju przynależnego do J 2.

Po wstawieniu wartości na Q i M 0, otrzym am y:



W SPRAWIE TZW. WSPÓŁDZIAŁANIA PODŁUŻNIC 
W SKRZYDŁACH JEDNOPŁATÓW

(Sprawozdanie N r  6 IB T L ,  W arszaw a 1931 r.)

§ 1. Genezą poniższej pracy b y ły  przejirowadzane w IB T L  doświad
czenia ze skrzydłam i o dźwigarach zbieżnych. D la  zorientowania się w si
lach wewnętrznych, jakie  działają w podłużnicach połączonych ze sobą 
odkształcalnym i żebrami, okazało się konieczne rozwiązanie następują
cego zadania uproszczonego:

Dwie podłużnice A 1B l  i  A 2B2 (rys. 1) stanowią belk i główne, u tw ie r
dzone doskonale w  przekrojach A x i  A 2, a na końcach B x i B 2 połączone 
sztywno jednym  żebrem o długości b. Osie wszystkich trzech prętów tw o 
rzą trapez A 1A 2B2B1 a v  płaszczyźnie pomyślanej jako pozioma. Układ 
przedstawia się zatem jako rama bezprzegubowa, k tó rą  obciążamy w  do-
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wolnym punkcie A  jedną pionową silą skupioną P działającą do dołu.
Przyjm iem y na razie, że obciążenie jest pionowe i  szukamy trzech w ie l
kości statycznie niewyznaczalnych w  A 2, a mianowicie:

V2= X  — odpory pionowego 
M 2= Y  — odporowego momentu zgięcia i 
9Jł2= Z  — odporowego momentu skręcenia.
Założymy p rzy  tym , że dodatni kierunek X  wskazuje ku  górze, do

datnie Y  w ygina p rę t A 2B 2 wypukłością w  górę, wreszcie dodatnie Z  
°braca p rę t A 2B 2 dla patrzącego od A 2 w  kierunku prawoskrętnym.

Oznaczając odpowiednie wielkości odporowe w  A 1 przez Vt , M 1 i 971lt  
otrzym ujem y z warunku rzutów

V1—P —X .

Z warunku momentów względem prostej, przechodzącej przez A t 
0 kierunku wektora M 1 oraz względem prostej do niej prostopadłej, 
wynika

(1) I u — X b 0 sin (p-i — Y  cos <p-\-Z sin <p
| 9Jt1= X ł> 0 cos — Y s in ę j— Z co sy ,

Przy czym

<P=<Pi +  <Pt-

Mom enty zgięcia M  i  skręcenia 9J1 w dowolnym przekroju ram y w y 
razim y w  następujący sposób:

I )  w  części A XA

9Jł=2R1;
I I )  w  części M Ą

M = M 1—V1x - \ -P (x — w); 911=911!.

W  obu częściach mam y zatem:

9 M
= — Jo S in ę ij +  a:;

£>9K
9 X 9 X — b0 cos ( f i ;

9 M S9ft
9Y =  — cos ę>;

9Y
=  — sin q>;

9 M 92J1
9Z =  sin <p;

9Z =  — COS (p .

M — Y m \(p2-\-Zcos,cp2 — X [ltg<p2Ą-x) , 
911 =  Y  cos (p2 — Z  sin <p2—X I ,

I I I )  W  części B vB 2

p ‘sma, n i 22
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a więc

9 M  „  ' SM . 9M
—  = - ( i t g c P i+ x ) - ,  <p2; -^ -= c o s ę > 2 ;

3501 7 3501 3501
9 X = ~ 1'’ g y  = c o s ^ ;  ^ - = - 8 m f t .

IV )  W  części J 2-B2

M —Y —Xx-, m = z ,

a zatem

_ _  9Jf * 9 ̂  A
3 X  ~  ® ; SY ~  ’ 9Z ~  ’

3501 £ M _ _ o
3 X  ’ 3Y  ’ 3 Z ‘

Oznaczając teraz przez B 1} B 0 i  J?2 sztywności zginania części i , B n  
2?x-Ba i B „A 21 przez D x, D 0 i  Z>2 odpowiednie sztywności skręcania, wresz
cie przez $  jakąkolw iek z trzech, wielkości statycznie niewyznaczalnych 
X , Y  i  Z , napiszemy równania warunkowe do ich obliczenia według 
schematu:

Pominęliśmy przy tym  energię ścinania jako mającą niewątpliw ie bar
dzo nieznaczny w p ływ  w interesującym nas przypadku.

Wprowadzając skrócone oznaczenia dla 12 całek określonych według 
schematu
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oraz
Cn = jgj—.2Pi 5o sin yx +  P i bl sin2 (px +  <5i bl cos2 <pr +

+  / V +  Po+  2 /?óZ t g  y 2 +  P o l2 t g 2 ^  +  < V 2 ,

C12=  — cos 99 +  /?"&„ cos 99 sin 99! — ^ 6 0  sin 9  cos yx —
-  Pi -  Po sin 992 -  Po l sin <p2 tg  y2 +  <50 l cos y2,

(4) C1 3  =  p{ sin 99 — P'i be sin 99 sin yx — b0 6 1 cos 99 cos 9 ^ +
— Pó cos (pi — Po l sin (pi +  ó0Z sin <p2,

U «  U ..
~ C (u —x)xdx  . f  ccdx , • f  <&»

0 / = -  — W ----------- b0  sm <px — -  +  b0 usm<p ^ r ,
o' /7’ ó 1 « 1

Napiszemy pierwsze z równań warunkowych typu  (2), gdy S —X ,  w postaci

(Ba) 0uX + 0 1 2r + 0 ł ^ = P 0 / .

W  podobny sposób otrzym am y drugie z równań warunkoArych (2), 
t j.  gdy S = Y ,
(Bb) Cn X  +  0 22 Y  +  C23Z = P C „ ,
gdzie

C21 — — Pi cos 9o-\-Pi b0  cos 99 sin (px — <9X b0  sin 99 cos 9^ +
— P i—Po sin (p2  —Pol sin <p2  ■ tg  (p2— 8 0l  cos (p2,

C2 2  =  Pi cos2 99 +  8 X sin2 <p+p2 +  Po sin2 y 2 + 8  0  cos2 y2,

(6) 023=  -  (P" — Si) cos 99 sin 99+  (P o - 8 0) cos 992 sin 99, ,
U

„  f  (u —x)dx
C n=  cos 99 • -— — .

Wreszcie trzecie z równań warunkowych (2) dla S = Z  ma postać:

(Be) C3 1 X + C 3 2 Y + C 3 3 Z = P C ,„ ,
przy czym

C3 1  =  — pi sin 99+  P i l>o sin 99 sin yx +  8 ^ 0  cos 99 cos 9 ^ +
+  P'o cos (p2~\~ Po l sin (p2  8 nl  sin <p2,

<9 3 2=  (Pi — 8 i) sin 99 cos 99-  (P'o — 8  0) cos q>2  sin cp2,

^  ̂  C3 3  =  —P i sin2 99 — di cos2 99 — ó2 — p i  cos2 <p2  — 8 0  sin2 y2,
U

„  . f  (u — x)dx
r . J  + + - ■

O
22*
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Z równań warunkowych (5b) i  (5e), po pomnożeniu przez sin (p, cos1 
i odjęciu, znajdujem y równanie

(5c') .
(<V>0 cos y i +  fi'ź sin <p+Pó cos (px +  /Só' l  cos q>x tg  <p2 +  d0l sin cp1)X = s 

— [/?ó' cos (p1 sin <p2+  ó0 sin <pt cos cp2+  (dx+ fe ')  sin <p\ P +
+  [p'o cos cpx cos <p2 +  <5„ sin 9̂  sin +  (Ó, +  <52) cos 9?] Z ,

które zastępuje z korzyścią równanie trzecie (5c).
§ 2. W  wrażnym przypadku szczególnym, gdy 9?1= 9?2= 9? = 0 , układ 

tworzy ramę prostokątną. Wówczas b0= b ,  l r =  l2= l ,  a równanie (5c') 
sprowadza się do uproszczonej postaci

(8) X H K + b d 1)= Z (p '0'+ d 1 +  ó2).

G dyby poza ty m  wszystkie trzy  p rę ty  układu m ia ły  sztywności sta
łe, niezależne od położenia przekrojów, to z ostatniego równi ani a w y
padłoby

(9)

21 b

Y .. v  ®
bl b2 ~ b
D  2B0

Nie trudno zauważyć, że w przypadku zmiennych sztywności wartość
2

stosunku X : Z  będzie się różniła ty lko  bardzo nieznacznie od ^ , tak

że możemy z dostatecznym przybliżeniem napisać ogólnie dla ram y pro
stokątnej

bX
(9a) czyli Z =

b ’ " T  2

Podstawiając tę wartość na X  wr równania (5a) i  (5b) znajdziemy

(10)

^ ( A + ^ 2) + ^ 0 ,+  - j -  Ó«+ ^fio~Pó\ Z -«]
u

= P J
{u — x)xdx

( f f + M + 6  o )Y ~
O 9 7

j W + K )  +  j i o z

B 1u 

u
_ p  j  (u —x)dx
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albo

(lOa)

[ a +  A +  | a  +  Z2<50-f/90 — | /? ó jx — (Pi +  0 i+  ldo) Y  — —p j j

U
( P i+ P i+ ld 0)X-- ( # ' +  p 'l-4-ó0) Y =  - P  I

J S i

{u — x)xdx

^  przypadku obciążenia belki A 1B1 układem sił skupionych P , w prze
b o jach  o odciętych u, ( i =  1,2,... tn), należy oczywiście po prawej stronie 
wstawić:
W Pierwszym równaniu (lOa)

oraz w drugim
Im —l

x)xdx

/=i  o

i = n  u :

(=1 o

(U/—x)dx

dyby zamiast belki A 1B 1 obciążyć ty lko  A 2 H2, to odpowiednie równa- 
,a f̂ ° wyznaczenia V1 i  M x m ia łyby  postać:

(U )

b2 h
A + &+Ty^-f Z2Ó0+/S0—- $ V1 — (/?! —/?2 -f- ld0)M 1 —

(u ,~ x )x d x
, 7 -i 0 2

(Pi +  P i+  l \ ) V x- ( # + # ' +  ó0)M l  =  -  P, J  .

^  przypadku obciążenia ciągłego belki A XB X o natężeniu q kG/cm, po 
a^rej stronie równań (lOa) napiszemy odpowiednio Wyrazy

i u

~ f q d u f (u — x)xdx  
~Bi 1

x)dx

o o

a Po prawej stronie równań (11) wyrażenia różniące się ty lko  wstawie- 
(irn P 2 zamiast B x.

Padł 3’ Szcze.gólnie Proste rozwiązanie równań (lOa) o trzym am y w  przy- 
l }  stałej% równej sztywności obu podłużnie (B1= B 2= B =  Const-, 

1 ~ D2=A >=  Const) oraz stałej sztywności żebra (P 0=  Comt, i D0=  Const).
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O trzym am y wówczas (przy jednej sile P  obciążającej podlużnicę A^Bi

u l  b B \  „b 2 B  , b3 B  , „ f r  B
8 — 4 ^ - ( l + y  +  T i ~̂ ~~W W  T  TTP u  u l \  l B 01 I B  l Bp l P q

albo

(12 ) M.= P u  u
I T T

, n b2 B  , b3 B  
+  l2, D  l3 B 0

8+6 » Ł  +  » Ł \ I Ł .
I2 D  l3 B 0j  l D 0

(2 +  6 ^ § + ^ ) ( 2+ y ^ )  +  6
6 2J 
l  Do

(13) m 2= P b  

Ponadto

( i) '
3|k ii1 -

U  |

T 1KS)
4 4

B  b3 B \
P> +  i3 b J

1 o ^ b B \ ^ a b B  
(2 +  l  Z>0) + 6 l B 0

M 1= P u - M t' i a w ^ a B .; y 2= 9K4 ^ 2; 7 1 = P - 7 t .

P rzy bardzo małej sztywności skręcania żebra D 0, powyższe wzory jesz
cze się upraszczają przybierając postać:

(14)

M ,= P u

m , —Pb

2 (

8 + f

(3

( 4 4 1 )

u \ u 2

* 4 ' ( 4 4 1 )

Jako stosowną miarę „współdziałania44 drugiej podłużnicy przy obcią
żeniu pierwszej, można obrać stosunek M 2:Pu. Współdziałanie w  tym  
znaczeniu, wyrażone w  odsetkach, określi się następującym wzorem:

2 3
(15) w°i „ =  100

u \  u
l / l

h_ Ł Y  
i  b J

Jak widać z powyższego równania współdziałanie jest ty m  większe im
I . . . . u \

1) s iły  obciążające leżą bliże j końca skrzydła jeży li im  większe jest j j i
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2 ) mniejsze jest y ,  czyli im  bliżej siebie leżą podłużnice;

3) większa jest sztywność skręcania podłużnie D  i  sztywność zginania 
żebra B 0 w stosunku do sztywności zginania podłużnie B.

Na przykład dla y  =  i bardzo wielkiego B 0 wypada w°/0--l 2  * -----------------  / '» -  B  ’

250 i2 D
co jest mniejsze, a eo najwyżej równe —5 — =  31°/0.

8
Jeżeli podłużnica A 1B 1 jest obciążona równomiernie przez q kG/cm, to 

(16) w°/o= 1 0 0 - ^ -  =  100
1 ----  b2
o ??2 8 + 7 0

ezyli że w najkorzystniejszych nawet warunkach „współdziałanie" dru
giej podłużnicy nie dochodzi do 3 7 ,5 %.

Przy obciążeniu nierównomiernym (np. trapezowym), rosnącym ku 
utw ierdzonym końcom podłużnie, można równie łatwo wyznaczyć w  %  od
powiednią wartość, k tó ra  będzie oczywiście nieco mniejsza od powyższej.



O W YTR ZYM A ŁO ŚC I PO D ŁU ŻN IC  W  SKRZYDŁACH  
W SPORNIKOW YCH JEDNOPŁATÓW

(Przegląd Techn iczny, 1930 r.)

§ 1. Wstęp

Obliczenie wytrzym ałości podłużnie w skrzydłach wspornikowych 
z dwiema lub  więcej podłużnicam i wykonywano zrazu w sposób nader 
uproszczony. N ie uwzględniano bowiem sztywności wzajemnego po 
łączenia tych  podłużnie za pośrednictwem żeber, czyli traktowano je 
jako be lk i wspornikowe, uginające się niezależnie od siebie. To założenie 
prowadziło oczywiście do nienależytego wyzyskania wytrzym ałości ma 
te ria łu  w  podłużnicach na niekorzyść lekkości konstrukcji, jednego z pod
stawowych warunków ekonomii lo tu.

N ic  dziwnego, że rychło ukazały się doskonalsze metody obliczenia, 
pozwalające dokładniej określić tzw. współdziałanie podłużnie, które  
polega na tym , że każde obciążenie, chociażby skupione na jednej po- 
dłużnicy, jest zrównoważone oporem wytrzymałościowym obu podłużnie, 
czyli — ja k  się wyrażają kró tko  praktycy — każde obciążenie przenosi 
się na obie podłużnice. To przeniesienie obciążenia jest oczywiście różne 
od tego, jak ie  by w yn ik ło  z założenia upraszczającego, że żebra są ty lko  
swobodnie podparte podłużnicami. W  rzeczywistości łączymy żebra bar
dzo sztywno z podłużnicami. Dzięki temu, że żebra są bardzo sztywne 
na zginanie, a podłużnice m ają mniejszą lub  większą sztywność skręcania, 
ugięcie przedniej podłużnicy musi powodować także i ugięcie ty ln e j, 
w  stopniu zależnym w  dużej mierze od wzajemnej odległości podłużnie 
oraz ich sztywności skręcania, mniej zaś od sztywności zginania żebei. 
Ty lna  podłużnica zachowuje się przeto w  ty m  przypadku tak, ja k  gdyby 
była  obciążona pewną częścią siły działającej bezpośrednio na przedmą 
podłużnicę, a ty lko  reszta siły przenosi się na tę ostatnią (i odwrotnie).

Spośród doskonalszych sposobów obliczenia względną prostotą odzna
cza się sposób przedstawiony poniżej. Jego ideę przewodnią znajdujem y 
w pracy: K . E e ie d h ic h s  u . T h .  v. K a r w a n : Zur Berechnung fre itra -



gender F liige l (Z. a. M. M. 1929, H . 4). Sposób ten demonstruje zarazem 
słuszność spostrzeżenia uczynionego »v innych pracachJ), że metoda 
Ca s t ig l ia n o  prowadzi najprościej do celu w rozwiązywaniu tego rodzaju 
zadań statycznie niewyznaczalnych.
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§ 2. Rozwiązanie z pominięciem sztywności skręcania żeber

Niechaj n żeber o liczbacn porządkowych 0 ,1 ,2 ,...*— 1, i , i + l , . . . n — 2, 
^ —1, łączy dwie równoległe podłużnice, utwierdzone w kadłubie samo
lotu w  punktach J „  i  A„  (rys. 1).

Wszystkie wielkości odnoszące się do ty lne j podłużnicy będziemy 
odróżniać od odpowiednich wielkości przedniej podłużnicy przez „na- 
krycie“  kreską poziomą.

Żebra dzielą całą rozpiętość podłużnicy na n „przęseł11 o kolejnych
długościach ■■■ ,h - i ,  h , l i+ i , ... Położenie przekroju podłużnicy
Av każdym z przęseł oznaczać będziemy albo odciętą x, mierzoną od A 0, 
'dbo też odciętą | ,  mierzoną od 
Początku odpowiedniego przęsła.
Ponieważ sztywność zginania B  
1 skręcania D  podłużnicy jest 
ogólnie biorąc zmienna, przeto 
traktować je  będziemy", jako fun 
kcje zmiennej x  lub  f .  Piszemy 
^ięc: B(x), D (x)  albo R (f), 2 )(f).

Przy założeniu upraszczającym, 
lż żebra nie stawiają oporu przy ich 
skręcaniu, lecz zachowują się jako doskonale sztywne przy zginaniu w płasz
czyźnie pionowej (prostopadłej do podłużnie), możemy w wyrażeniu dla 
Ohergii sprężystości układu złożonego z podłużnie i  żeber pominąć w y 
razy odnoszące się do tych  ostatnich. Pom ija jąc nadto energię ścinania 
w podłużnicach, o trzym ujem y całkowitą energię układu w  postaci:

/ A 0 A, A-i ■

T

I

An- i An

A i    An-t A,

f
li
i  J

A -----
Rys. 1

(1)
D (x) + I f B(x) D{x)

l’1'ta j oznacza M (x)  i  M s{x) rzeczywisty moment zginający i skręcający 
przekroju x  podłużnicy. Ponieważ Ms(x) pozostaje stały na długości 

każdego przęsła lh przeto zamiast M s(x) można napisać M si. W ielkości 
&si, M si będą przy tym  statycznie niewyznaczalne. Inne wielkości sta
tycznie niewyznaczalne wprowadzimy w sposób następujący:

b  M . T . Hubek: Z te o rii be lk i c iągłe j. Czasopismo Techniczne, Lw ów , 1925. R ów 
nanie p ięc iu  m om entów . Tam że 1927.



346 X . K O N S TR U K C JE  LO TN IC ZE

Niechaj 9Ji(a?) i  9Jł(x) oznaczają te wartości momentów zginających 
w podłużni cach, jak ie  by  zachodziły gdyby nie było  współdziałania za 
pośrednictwem żeber. Działanie żeber jest w  ty m  przypadku zupełnie 
równoważne dodatkowemu sprężystemu podparciu podłużnicy w  punk
tach A /. Odpowiadają temu dodatkowe momenty zginające grające 
tę samą rolę co mom enty odporowe be lk i ciągłej, jako wielkości statycznie 
niewyznaczalne. A  zatem napiszemy dla i-tego przęsła

M j(x )= y j l i (  x) +  Hi a  —y— 4- f i i j ,
(2) ^  ll

M ,(x )= m ,(x )  4  Ul-, l- !~ A  +  A .
ii ii

U raża jąc  momenty zginające za dodatnie, jeżeli wyginają podłużnie? 
wklęsłością do góry, usta lim y znak algebraiczny siły  poprzecznej T  sto
sownie do równania

d M
dx

T .

Znaczy to, że p rzy  momentacń rosnących z odciętą x, istnieje poprzeczna 
siła, określająca działanie lewej (prawej) odciętej części na prawą (lewą) 
skierowana w  górę (w dół).

O trzym am y zatem z równań (2) przez różniczkowanie

— T i(x )= W i(x )A H i  —  h , - i

(3) _  l,_

- T A x ) = m * ) + & = p = ± ,ii
przy czym

dW{x)
dx

Z warunku momentów (względem osi prostopadłej do x, leżącej w  płasz
czyźnie obu podłużnie) dla części skrzydła odciętej przekrojem x  w ynika 
oczywiście

(4a)

co w połączeniu z równaniem (2) daje:

(4b) h iA~ Hi— 0.

Oznaczywszy teraz przez b osiowy odstęp podłużnie, zaś przez I£(x) 
i  R(x) obciążenie odciętej części skrzydła, przypadające na podłużnieę
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przednią i  ty ln ą  (rys. 2), napiszemy warunek momentów względem osi 
przedniej podłużnicy:

M si+ M si— bRj{x) - f  b ■ T,(x) — 0.

Usta liliśm y przy ty m  znak momentów .skręcających M ti i  M si w  obu 
podłużnicach w  ten sposób, aby obrót spowodowany momentem skręca
jącym  b y ł dla patrzącego z zewnątrz zgodny z ruchem wskazówek zegara. 

Ponieważ jednak

możemy z uwzględnieniem (3) znaleźó:

M sl+ M si+  bW,(x) -  bM'i(x) -  6 =  o ,
czyli

(5a) M si-\-Msi=  — (}il—]xi-  x)~ .

Podobny w ynik otrzym am y z warunku momentów względem osi ty lne j 
podlużnicy:

<5b)

Biorąc teraz pochodne cząstkowre wyrażenia (1) na energię odkształ
cenia V  względem M si, i  uwzględniając, że według (5)

9MS, =  0
3M si

otrzym ujem y n równań warunkowych postaci

J D{x) J  D(x)
A<~1 A ,_  i

Podstawiając tu ta j
A j A t

d i  ii r  d if  ** =  li lJ D(x) D t ' J
A<-1 A ,_ t

TT 1
D(x) D i

przy czym D t i  D t mają znaczenie średnich wartości sztywności skręca
nia w i- ty m  przęśle, napiszemy:
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Z równań (5) i (6) w yn ika

(7)

, ,  . .b  D,
M si— — (n,—f i t - i ) -

31st~ (jij Hi—i)

h D i + D i ’ 
b Dj 
h D t + D i '

a zatem
3M sl b D i
9 Hi h D j+ D ,

3M S, _  b D j
3jUi li D i+ D i

Teraz już  bez trudności wykonam y różniczkowanie V  względem hi> ażeby 
otrzymaó n  równań warunkowych w postaci

3V_ =  f  M j ( x )  331, M J i  3 3 1  si 

3 ̂  J B t(x) 3 ̂  D i 3 Hi +

Th
Ai-i

•' 3 1 , ( x )  3 3 1  i  M Ą  8 M y

J  B , ( x )  3 H i  D i  3 H<

A

A

f  31i+1(x) 331 i+ i | 3 Is(f+x)li+1 3M s(i+1)
.1 B , + 1 ( x )  3 ^  ^  D i + i  ~ 3 ^  +

3 1  i + i ( x )  3 3 1  i + 1  , kj(f+i) ■ l i+ 1  3 3 1 sy + 1 )r  M i + ń ® j  d M i+ X  | M s ( i + l ) - l j + l  c > M s ( i+1)_ Q

J B i + i ( x ) 9 h i  D i + i  3 h

a,

Uwzględniając teraz, że

331^+1)   b D i+i

3 H i  h +1 B ;+1 +  D j + i

3 3 1  sy + 1) D m
3 H i  h + i  D j+1 + D i +1

stosownie [do podanych niżej równań (7a) analogicznych do (7), poza 
tym  zaś według równań (2)

3 3 1 , ( x )  _ | 3 M i+ 1 ( x )  __ ?i+i— I .

0/4,- l i  ’  3 H i  l i + l  ’



9Mj[x) _ _ l _  9 M i+i(x) =  _  h + i - £
dflj lj ’ 3[li l i+1

ponieważ — ■ -f- 1 =  0j  , napiszemy następujące równania warunkowe 

w  rozwiniętej postaci:

A j At
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Mj{x) f  M sib /’ Mi(x) £ d : ' M s,b̂  | 
B,(®) 0 D i+ D ,  J  Bi(x) l, D i+ D ,

Ai - 1

i  j

r  M i+1{x) h + i - ę  | M sy+1)b | 
J B i+1lx) 0+1 ko+l +  ńo+1B i+i(x) l i+1 Jh+i -

Ai

r 1 M i+1(x) l ,+ 1 -£  d t  | ^k/+i_fr = 0  
J B i+i(x) h+i D i+ i-\-D l+i

Ai

Po wstawieniu wartości M i,  M i  z równań (2) oraz wartości M i+1, M i+ 
z analogicznych równań

i» f ,+ i^ )= 9 f t ,+ i0 » )  + O+i O+i
2a) t

-MV+i(®)=9Wf+i(®)+/o —y  1“ ^ l+1l, , iO+l O+l

oraz wartości ń /s, , ń fJ(, 3+ ((+1), J /^ + d z równań (7)

b D ,+1
^ i( (+ l)=  — (|M/+1~  /o ) '

(7a) ^+ł  A + i+ A + i

?Cf / -  _ \ b A + i-ń^S(«+i) — — (/o+i — /o) - 7 , ’
O+i -lo+i + -ł,h-i

otrzym am y n równań na wyznaczenie pozostałych n niewiadomych [>i. 
Każde z równań zawiera nie więcej ja k  trzy niewiadome, podobnie ja k  
znane równanie trzech momentów belki wieloprzęsłowej. P rzy podanych 
poniżej oznaczeniach skracających, równania te przybierają postać:

(8) (#1 +  Si — U l)  jU i ^ i —f— (ł*/ —(— ?"/ —f- 0+1 +  Ó+1 +  w< +  0̂+1 )/0 +
+  (S/+1+  S(+1 — ul+i ) [ i t+ i+  {Pi— P i+  q i + i  — qi+i) — 0,
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(8a)

Pr-

Zr-

\  fAł—1
A,

U

9

' a,-1
As

B(x) ‘

m ( x ) (h - s )d s
B(x)

P r • I I
‘m ( x ) jd j

B(x)

B(x)

r-r-

$ i

~  f

At

4 /Ai-1

j 2d j

B ( * ) ’
r , =

i  r  m ( * ) ( h - £ W  

' V"*ł-l

r  f _ d t  
J i i in  /  b (X)

d i, 8,-
^i-1
z

B(x)
d i ,

Ui =

Ai-1 
62 1

B(x) -  fz? J
( i - i ) 2 d i

B(x)

l i  D , + D , '
U j+ i  ■■

62
itd .

h + i  B j + i + D i+ 1

Ponieważ /x0=  0, więc pierwsze z równań układu (8) będzie wyglądało 
w następujący sposób:

(8b) ( ł l + ^1 + ^2 + ^2 +  % +  ^ 2)^ 1+  (Sl + S2— Ui) Pi-d Vl — jPl +  ^2“  ?2= 0 •
Podobnie ostatnie z równań (8) (czyli n-te) przybiera postać: 

i8c) (s»+««  — «„) Złn_i +  (r„ +  F„+ « „  j pn+ — j3„ =  0 ,
ponieważ (fo+ij ^.+1, ZB+ ij «„+ i itd . musimy przyjąć równe 0, jako nale
żące do przęsła fikcyjnego (» -|- l)-go , o nieskończenie w ie lk ie j sztywności.

W  ten sposób obliczenie wytrzymałościowe podłużnie sprowadza się do 
rozwiązania układu równań (8) względem wielkości statycznie niewyzna- 
czalnych ^ , ( * 2, . pr zy czym momenty zginające i  skręcające obliczamy 
z równań (2) i  (7). P rzy obliczaniu wartości p,q,r,s ,t, można często poprze
stać na zastąpieniu w  przybliżeniu wielkości B  i  9J1 wartościam i śred
n im i dla odpowiedniego pręta. Oznaczymy je  po prostu przez B if 501,•• 

O trzym am y wówczas:



Pisząc układ równań w  postaci:

0 Ą-ll<iiL2 -f- ÓÓ.2=  0
-A /b  “t"-^2,3^2 +-^3/^2 +  ̂ 2,3 =  0 
-A ^ 2 -l_A >4/*3 4 '-A / ł4 + A ,4  =  0
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A - l  /<„_ 2 + K „ -1 ,n /ći-1 +  A l  /ći ~r A -l,n  — 0 
AjM;i-1+A,n+1,«M +  0 +  C„,»+l== 0 >

Przy czym

(9a) JA= s/ + Si— Ui, K j'l+1— r,+r,+ £,+! + Ai+ «/ + Ui+i,
l C tj+ i=J>i — P{-\- i i + i ~  ?<+i>

^  szczególności zaś

A i.n  + l  —  1 n~\~In~\~ Mn ) A . n + l "  Pn )

°trzym am y następujące przybliżone wartości współczynników:

jrlt« h ( ±  +  AA + h ( ±  + Ą\ + i2 _ A _  + »
’ 3 U  Bt) 3 \ A  BJ l, A+A k  A+A

5 2= L 2 / ± + M _ Ł 2
6 \J5, B J  12 A+A 

„ /a«x S0M . Z2 /9Jł2 9JU
C i- 2 U - i r ) + i ( Ą “ i ‘j ’
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Obliczywszy w danym konkretnym  przypadku wartości liczbowe po
wyższych współczynników, wyrażam y za pomocą pierwszego z równań (9) 
niawiadomą //, przez u2 i  wstaw iam y to  wyrażenie do równania drugiego. 
Z kolei z tego równania w yrazim y podobnie przez /ns itd . aż do przed
ostatniego równania, k tóre  da nam yn- \  wyrażone przez /*„. Po wstawieniu 
te j wartości do ostatniego równania znajdziemy oczywiście yn, a stąd 
wstecz wszystkie niewiadome aż do

§ 3. Uproszczenie równania przy stałym stosunku sztywności zginania podłużnie

Jeżeli w  każdym  przekroju x

B ( x ) : B  (x ) — Const =  a ,

to  współczynniki H  i K  przybierają postać uproszczoną:

(lOa) B i  =  Sj (1 -{- u) — Uj,

K i. i+1 =  {r i +  h+i) ( !  +  «) +  Ui +  u ,+ i.

Uproszczenie trzeciego współczynnika Cu+1 przedstawia się w  sposób 
następujący:

>_ M ( x )  l t  i  r m , { x ) - a 3 j t i x )  ,(10b) Pi - P i =  -  <v / -  — ----- ‘±-!-£d£
v ; { Jo l , lB , (x )  B,(x) l iJ  B(x)
i  podobnie

coc) q' ~ q , = T , j  —
o

Łatw o teraz zauważyć, że w  przypadku obciążenia rozłożonego w  prze
krojach poprzecznych tak, aby wszędzie

(lOd) 9W(®)-afflW®) =  0,

staje się P i - J y — 0, q'i—q i=  0, a więc Ciil+i =  0 i  wszystkie ^ ,=  0. Nie 
ma wówczas również momentów skręcających w  podłużnicach, całe zaś 
skrzydło jest ty lko  zginane, a nie skręcane. Współdziałanie podłużnie 
nie zachodzi. W ypadkowa obciążeń skrzydła, zawartych między dwoma 
sąsiednimi przekro jam i poprzecznymi, dzieli w  ty m  przypadku odstęp b 
podłużnie w stosunku l :a ,  czyli odległość te j wypadkowej od przedniej 
podłużnicy

i  _  b
1 + n "

M ówim y wówczas, że obciążenie działa na osi sprężystości skrzydła, 
t j .  na l in i i  łączącej środki sprężystości przekrojów poprzecznych skrzydła.



Środki te dzielą odstęp środków przekroju obu podłużnie w stosunku 
określonym powyżej, t j .  l :a .

W  ogólnym przypadku zacliodzą również momenty skręcające skrzy
dło. M ierzy je iloczyn obciążenia odciętej w m yśli części skrzydła przez 
odległość wypadkowej od osi 
sprężystości. Wówczas

9Jł — a 9Jł ^  0 , a więc A  0 ,

Współdziałanie zaś podłużnie 
Występuje ty m  w ydatn ie j, im  
Większe są momenty skręcające 
skrzydło.

Nie trudno przy ty m  podać 
związek między danym i mo
mentami zginającym i obu podłużnie 9J1 i 9)1 w  przekroju x  (ąlbo |)  
a momentem skręcającym M *  całego skrzydła. __

Przy założeniu obciążenia według (lOd) momenty 9)1 i 9R można przed
stawić w  postaci iloczynów wypadkowych B  i  B  (rys. 2) przez ic li odległość 
{ x ~ x ' )  od przekro ju  x (x' jest wspólną wartością odciętej miejsca dzia
łania sil B  i  B). W tedy moment skręcający

IB —Ba)b
M * =  - Bbt +  B ( b - b 1) =  — 1+~— ~ ,

ponieważ zaś
m = B { x - x ' ) ,  m = B ( x - x ' ) ,

a zatem
~r l f x —x' 9Jł—a9Jt
M s — ;—  =  — —■=—.-------•s b 1 +  a

W artość tę można by wstawić w wyrażenia (lOb) i (10c), aby otrzymać 
Współczynnik Ci>i+1, wyrażony w zależności od J f* ,  jednak przekształ
cenie to  nie ma znaczenia praktycznego.

§ 4. Uwzględnienie sztywności skręcania żeber

Moment skręcający (wewnętrzny) żebra, różny od zera, wywołuje
skok wartości momentu zginającego podłużnicy w  miejscu połączenia
z żebrem. Skok ten u jaw n i się oczywiście ty lko  w wartości momentu do
datkowego n i , k tó ra  po prawej stronie punktu  A x będzie równa /n , po 
lewej zaś y,-'. Moment skręcający żebro A, i  A t jest więc równy /4 — y," 
albo — (h ~ / u'/), ponieważ tak  ja k  w §2 musi być

(11) /n + zn —0 i  ^'i A-Hi — ̂ '
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P ism a , I I I  2 3
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Oznaczywszy przez Gf sztywność skręcania żebra, pojmowaną w  ogóle 
jako funkcja  rzędnej y, mierzonej od osi przedniej po d łużnicy wzdłuż 
żebra, mamy dla energii skręcania żebra wyrażenie

1 f  ( ^ l ) °
2 J C,(y) d y -

Oznaczając j — Pi, napiszemy to wyrażenie w  postaci uprosz

czonej :
h P i M - t f r ,

Do wyrażenia (1) na V  przybyAva zatem jeszcze

i=n— 1

(12) Y h P M - y / ) 2,
i=o

] >rzy czym /<?>' =  0 .
Zamiast równań (2) napiszemy teraz:

M ,(*) =9W, (®) +  y U  +  /i," y  ;li li
(13)

zamiast (3) zaś:

(14)

M t (x ) — 9J\i(x) +  i _ p Ł — j _  ju^j-,

- T  ,(<*)=W, (x) +  

-T t { x ) = W i {x) +

// /

7 7 "  — '/ń — /“ i - i
%

Podobnie otrzym am y zamiast równań (5)

(W) M si +  M sl — — (y” —/i',_i ; . -  =  (yZ—yi- i )  j ,

a zamiast (7) i (7a)

(17)
D W , ’ 

M si= - ( , A ' - y U ) b D ‘

(17 a-)

Z/ Ą  +  Ą

^ (i+ D  =  — {fłj+i —fi’,) b D,+1

— fi'i)

h+i D>+i  +  -0/+i

Z*____ -P<+1

Z/+i -0/+1+-D/+1
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Bóżniczkując teraz — z uwzględnieniem powyższych związków — wy- 
rażenie (1) dla energii odkształcenia układu, uzupełnione wyrazem (12), 
raz względem y,', drugi raz względem f i " , otrzym ujem y n  par równań 
na wyznaczenie 2n niewiadomych. P rzy oznaczeniach skróconych, określo
nych powyżej wzorami (8), napiszemy i - tą  parę równań w  postaci:

(18) ( 'u' i + i - p i r i + ( r i+ r i + u i + p l)/Ji Y + P i - 7P i= 0 ,
I (t/+i+t/+i+%+i+ P i)p 'i— P ip 'i '- \-  (s/+i+ś/+i—ui+1)p'i+i-\- q i+ i— Q i+ i=  0 .

Pierwsze z równań układu całkowitego otrzym ujem y wstawiając i  — 0, 
^  drugim  z równań (18), z uwzględnieniem, że ju'0'= 0 .  Ostatnie zaś o trzy
mujemy wstawiając i — n w pierwszym z równań (18), z uwzględnieniem, 

Pn= 0. A  zatem:

Ui +  h + ui~h Po) Po — 0+ (si +  «i~■ %)/*” +  2i —(7i =  0
(*i +  Sj — u-Y) pó —■ /?! +  (r j -f- f l +  % -f- Pi) p'\ +  P i  —  P i  =  0
(%  + h  + -f- ̂ i) f j , [ — p t  f i ' i ' -)- (s2-f-«2 — ̂ 2) P i  + #2 —?a = 0

(S /+  «/ — W;) f l i - 1 —  P i f l j Ą -  (X i~h ff-j- % +  /?()/!('+ P i  — P i —  0

(19) {h+i-\-it+i-\-Ui+i-\- Pi) p i—Pi/i'i' +  (s/+ i+  «/+i—%+i)i“ m + 2 /+ i—? /+ i= 0

( sn - l +  s « _ l —  U„_i)p .'n_ 2 — P n - lP n - l - \ -  ( r n -1  +  ?n - l  +  Mn - 1+  P n - \)  P n - lĄ -

+  P „_1-P „_1= 0

(Ż/I +  L +  P n - l ) P n - l  — P n - lp 'n - l - \ -  (*‘n +  ~  W „ ) / ! « - ( -  %  — % =  0

(s« +  — m«) /iń-i -  0 + (r„ + r„ + «„) /i" +  =  0 .
W  ty m  układzie 2u równań jest istotnie 2w niewiadomych, gdyż za

miast niewiadomej /z„, k tó ra  odpadła z równania ostatniego, przybywa 
Ą  pierwszym równaniu niewiadoma /zó- Metoda rozwiązania tego układu 
jest identyczna ja k  dla układu równań (9) i  wymaga niewiele więcej
trudu.

2 3 *



W YM IA R O W A N IE  PRĘTÓW  OSIOW O ŚCISKANYCH O STAŁYM  
PRZEKROJU W  KONSTRUKCJACH LEKKICH

( IT B L ,  W arszawa 1933 r.)

Streszczenie

Biorąc jako p unk t wyjścia sm ukły p rę t przenoszący obciążenie ściska
jące o krańcowej wartości P w, odpowiadającej osiągnięciu naprężeń k ry 
tycznych, uzależniono ciężar pręta G od własności fizycznych materiału 
(ciężar właściwy y, moduł sprężystości E), w ym iarów  geometrycznych

(długość l, smukłośc s) i  sposobu ustalenia końców (współczynnik a we

aE\wzorze akr— —  \ w  sposob następujący:

a = ys P , u K

D la  prętów  o małej smukłości ciężar pręta określa się jako

 y ̂  p.
& n ie b

gdzie anicb jest naprężeniem kry tycznym  odpowiadającym danej smu- 
kłości s, z założenia mniejszej od smukłości granicznej s0.

Rozważając następnie p rę ty  geometrycznie podobne uzasadniono, że 
wyzyskanie m ateria łu ściskającego pręta scharakteryzowane jest przez 
wielkość C.

0 =  (kG1/2 c m -1) .

Wielkość tę określa się przez podanie wykresu (rys. 1), w  k tó rym  na 
osi odciętych odmierza się G, na osi rzędnych zaś wielkość naprężeń k ry 
tycznych akr. W  przedziale dużych smukłości (co odpowiada m ałym  
wartościom C) wykres jest lin ią  prostą, co w yn ika  ze wzoru E u l e r a . 

D la smukłości średnich i  małych przebieg wykresu zależy od kszta łtu  
przekroju, co spowodowane jest możliwością pojawienia się wyboczenia 
miejscowego.



W Y M IA R O W A N IE  PR Ę TÓ W  OSIOW O Ś C IS K A N Y C H  W  K O N S TR U K C JA C H  L E K K IC H  357

Omawiając następnie konkre tny przykład liczbowy udowodniono za- 
tatę tej metody, oczywiście przy założeniu, że istn ie ją dane doświadczalne 
Pozwalające wykreślić akr= f(G ) .

W  przypadku gdy danych tych  nie ma lub  gdy liczba ich jest ograni
czona, pożądane jest przeprowadzenie analizy teoretycznej w  oparciu 
0 te wielkości, k tó rych  wyznaczenie nie przedstawia trudności. W  pracy 
Rozpatrzono trz y  przypadki krańcowe, a mianowicie: przypadek m ałych,

dużych i Średnich smukłości, przy czyni w  ty in  ostatnim  przypadku 
ograniczono się do prętów cienkościennych.

W  w yn iku  otrzymano, że dla prętów o małej smukłości cechą cha- 
Rakteryżującą lekkość konstrukc ji jest

Ca—Y! opii

gdzie api — jest naprężeniem odpowiadającym granicy plastyczności.
D la  prętów o dużej smukłości cecha lekkości określona jest jako

Ca= y E - ^ .

Wreszcie w przypadku smukłości średnich rozróżnia się dwie m ożli
wości, a m ianowicie: gdy przekró j składa się ze ścianek zakrzywionych
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1 wtedy, w  najkorzystniejszych warunkach, cecha CG lekkości pręta 
określona jest jako

oraz druga możliwość, gdy przekrój składa się ze ścianek płaskich i  wtedy, 
w najbardziej ko rzystnym  przypadku

CG=  y E ~ 3l&.

Zakończenie pracy stanowi porównanie cech lekkości n iektórych ma
teria łów  stosowanych w  lo tn ic tw ie  (rys. 2 i  tablica).
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Z  T E O R II S A M  O W  Z  M  A C N I A M A  LU F D ZIA ŁO W YC H
(W iadom ości T echn iczn o -A rty le ry jsk ie  N r  9, 1931 r.)

§ 1. Wstęp

Praca niniejsza jest próbą zastosowania nowoczesnej teo rii odkształ
ceń plastycznych do rozwiązania zagadnienia tzw. samowzmacnianial ) 
w sposób bardziej zadowalając}- od rozwiązań dotychczasowych/ A lbo
wiem znane m i p róby rozwiązania teoretycznego posiadają pewne braki 
i  opierają się na założeniach niedostatecznie uzasadnionych. Od wad tych 
n>e jest bynajm nie j wolna ceniona i  rozpowszechniona w  piśmiennictw ie 
techniczno-artyleryjskim  francuskim  i  naszym teoria M .  M a l a v a l a ,  k tó 
rej to teo rii autor przytoczonego właśnie polskiego dzieła poświęca dużo 
miejsca. Teoria M a ł a v a l a  daje pozornie więcej, aniżeli teoretyczny 
schemat ciała doskonale elastoplastycznego, t j .  takiego, dla którego w y 
kres naprężeń a i  wydłużeń jednostkowych s składa się z prostej O A  (rys. 1), 
wychodzącej z początku współrzędnych i  sięgającej do granicy plastycz
ności2) A  oraz prostej A jB równoległej do osi wydłużeń s.

')  T e rm in  odpow iada jący francusk iem u „a u to fre tta g e ", w prow adzony w  dziele: 
..W ytrzym a łość  lu f  dz ia ło w ych ", opracował inż. K a z im ie r z  J a k o w s k i, B ib l. „P rze 
glądu A rty le ry js k ie g o " , N r  5, W arszawa 1929. P ow ołu jąc się w  ciągu dalszym  na tę  
książkę, będziem y używ ać sk ró tu : W L D .

2) T e rm in  ten  na jle p ie j oddaje to , co A n g lic y  nazyw a ją  yield point, F rancuz i limile 
d elasticite apparante, a N iem cy Fliessgrenze a lbo Streckgrenze. U  nas co k ilk a  la t  p ro 
ponu je się nową nazwę. W  u b ie g łym  s tu lec iu  dość długo u trzym a ła  się nazwa granica 
Płynności lu b  granica płynięcia, po tem  K o m ite t K e d akcy jny  „T e ch n ika " p rz y ją ł n ie 
z b y t szczęśliwą granicę ciastowatości. Około 10 la t  tem u w prow adziłem  w  m oich  p ra 
cach, za radą p ro f. H . M ie r ze je w s k ie g o  i in n y c h  cz łonków  K o m is ji, zwołanej w  swoim  
czasie przez P K N , te rm in  granica plastyczności, ta k  że niedawno zaskoczył m nie po 
Prostu n o w y  te rm in  „g ra n ica  podatności", w p row adzony do p iśm ienn ic tw a  wojskowego. 
N ie w iem , k to  je s t au torem  tego pom ysłu , ale n iepodobna  uznać go za szczęśliwy, a lbo 
w iem  w yraz  podatność m a w  naszym  ję zyku  od dawną u ta rte  znaczenie zdolności ciała 
do odkształceń w ogóle, a w ięc n ie  ty lk o  p las tycznych ; w yra z  ten n ie  nada je się w ięc 
na oznaczenie p u n k tu  prze łom u od odkształceń sprężystych do odkształceń trw a ły c h  
czy li p las tycznych . W szak m ó w im y  często o sprężynach m nie j lu b  więcej poda tnych  
zależnie od tego, czy się m n ie j lu b  w ięcej ug ina ją  (sprężyście) pod danym  obciążeniem .
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N ajpow ażniejszy zarzu t, ja k i m ożna pozostawić teorii M a la v a la ,  do
tyczy zupełnego pom inięcia naprężeń podłużnych w  rurze poddanej 
ciśnieniu w ew nętrznem u, k tó re  ZAvłaszcza w stad ium  odkształceń p la 
stycznych, osiągają, ja k  zobaczym y, wartości bardzo znaczne i muszą 
grać doniosłą rolę. Francuski inżyn ier a rty le ry js k i ro zp atru je  równowagę  
elem entu ru ry  w  stanie p lastycznym  ta k , ja k  gdyby dzia ła ły  ty lk o  naprę
żenia obwodowe a, i  prom ieniowe aT (Por. str. 56 i  następne w  W L D ).  
N a  te j podstawie dochodzi do rów nania

je = a + & 4 »r -

określającego granicę sprężystości E  m ateria łu  ru ry  w  cylindrycznej w a r
stewce elem entarnej jako  funkcję  prom ienia r  te j w arstew ki, p rzy  czym  
a ,b ,c  oznaczają stałe zależne od własności w ytrzym ałościow ych m ateria łu .

Rys. 1. W ykres  rozciągania m a te ria łu  Rys. 2. W ykres  rozc iągania w ed ług 
doskonale e lastoplastycznego schem atu M a l a v a ł a

Stałe te  wyznacza M a la y a l  na podstawie wykresu (o, e), uproszczonego 
do schematu (rys. 2) złożonego również z dwóch prostych, ale różniącego  
się od poprzedniego w yraźn ym  nachyleniem  prostej stanu plastycznego  
do osi w ydłużeń e.

D la t e g o  to  m o ż n a  b y  m n ie m a ć ,  ż e  s c h e m a t  t e n  o d p o w ia d a  le p ie j  r z e 

c z y w is to ś c i  o d  p o p r z e d n ie g o ,  k t ó r y  b ę d z ie  s ta n o A v ił p o d s ta A y ę  n a s z y c h  

AvyAvodÓAv te o r e t y c z n y c h .  T y m c z a s e m  rz e c z  s ię  m a  p r z e c iw n ie ,  je ż e l i  c h o d z i  

o m a t e r i a ł y  m a ją c e  w y r a ź n ą  g r a n ic ę  p la s ty c z n o ś c i ,  a lb o w ie m  w z n ie s ie n ie  

s ię  d o ś w ia d c z a ln e j  l i n i i  w y k r e s u  p o z a  p u n k t e m  A  z a c h o d z i  d o p ie r o  p o  

d o ść  z n a c z n y m  o d k s z ta łc e n iu  p la s t y c z n y m ,  A y ię k s z y m  o d  te g o ,  j a k i e  Avy- 

s ta r c z a  d o  samoAArz m o c n ie n ia  r u r y  s ta lo w e j  n a  p o c z ą t k u  o s ią g n ię c ia  s ta n u  

p la s ty c z n e g o  w  c a łe j  j e j  g ru b o ś c i.  K r ó t k o  m Ó A yiąc, k o r z y s t a m y  w  t e o r i i  

s a m o w z m o c n ie n ia  t y l k o  z k r ó tk ie g o  o d c in k a  l i n i i  A v y k re s u  av s ta d iu m  

o d k s z ta łc e ń  p la s t y c z n y c h ,  a  o d c in e k  t e n  z b l i ż a  s ię  r a c z e j  d o  p r o s t e j  r ó w n o 
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ległej do osi -wydłużeń, aniżeli do prostej nachylonej, ja k  p rzy jm uje  
M a l a v a l  3).

Inaczej sprawa się przedstawia, gdy idzie o odkształcenia bardzo 
znaczne. Wówczas zachodzi dwojaka kom plikacja : jedna spowodowana 
zjawiskiem twardnienia (zwanego po francusku 
ćcrouissage, a po niemiecku Verfestigung); 
ńruga zaś tk w i w  trudnościach matematycz
nych operowania odkształceniami skończo
nym i.

Zjawisko twardnienia charakteryzuje się 
podniesieniem lin ii wykresu (a, e) począwszy 
nd pewnego punktu  C na l in i i  poziomej A B  
(rys. 3) odkształceń plastycznych. Temu pod
niesieniu towarzyszy zmiana własności w y 
trzymałościowych materiału pręta rozciąga
nego, objawiająca się przy pow tórnym  jego Rys. 3- Schemat rzeczyw istego 

obciążeniu podwyższeniem granicy plastycz- w ykresu  rozciągania

ności, czyli praktycznej granicy sprężystości.
M ateria ł staje się nieco twardszym  (stąd nazwa „tw a rd n ien ia ")4) i, co 
za tym  idzie, bardziej kruchym .

3) W  dyskus ji, ja k a  wyw iąza ła , się w  W arszaw skim  Tow arzystw ie  P o litechn icznym  
h g ru dn ia  1930 r . po referacie z n in ie jsze j p ra cy , zakw estionow ano powyższy zarzu t, 
zaznaczając, że w  nowszych pracach M a l a v a l a  je s t mowa o naprężeniach podłużnych . 
M a i .a y a l  do w ió d ł naw e t doświadczaln ie, że ta k ie  naprężenia zachodzą w  w ars tw ie  
"wewnętrznej lu fy  sam owzm ocnionej i  że mogą osiągnąć znaczne wartości.

Otóż, w  celu un ikn ięc ia  wsze lk ich n ieporozum ień, należy zaznaczyć, że w y m ie 
n io n y  zarzu t odnosi się je dyn ie  do ty c h  w yw odów  teo re tycznych M alavat ,a , k tó re  
p rzeds taw ił szczegółowo inż. J a k o w s k i  na s tr. 5 6  do 5 9  W Ł D .  Te w yw o d y  polegają 
na ro zp a tryw a n iu  dz ia łan ia  sam ych ty lk o  naprężeń p rom ien iow ych  i  obw odow ych.

ic h  w n ioskiem  g łów nym  je s t w zó r l i=a-\-b  stosowany następnie na s tr. 153 i  d a l

szych do te o r ii sam owzm ocnienia, co praw da, z zastrzeżeniem uw idoczn ionym  na s tr. 155, 
że p rz y  odkszta łceniach jednostkow ych , w iększych od 0,03 usta je  ważność tego w zoru.

P rz y  ca łym  sżacunku d la  ogrom nej p ra cy  w łożonej w  s tud ia  i  doświadczenia M a- 
i -a v a i,a  oraz uznan iu  je j trw a łe j wartości techniczno-naukow e j, n ie  można zam ykać 
oczu na słabe s tro n y  n ie k tó rych  w yw odów  teo re tycznych  ja k  powyższe zwłaszcza, 
gd y  m ożna im  przeciw staw ić teorię  pod pew nym  względem  doskonalszą. Teoria , np. 
poniże j stosowana p row adzi do w zorów  (36) na naprężenia pozostałe w  lu fie  po ope
ra c ji sam owzm ocnienia „d ru g im  ciśnieniem  k ry ty c z n y m ". 7j trzeciego z tych  w zorów , 
określającego w artość naprężenia podłużnego a, w idać w yraźnie , że p rz y  stosowaniu 
dużej w artośc i stosunku b:a s ta ją  się te  naprężenia c iśn ien iam i. C iśnienia te  mogą być 
bardzo znaczne i  m ale ją  ze wzrostem  p rom ien ia  w a rs tw y  r, podobnie ja k  ciśn ien ia 
prom ien iow e, zgodnie z p rzy toczo nym i w  dysku s ji dośw iadczeniam i M a l a y a l a .

4) T erm ino log ia  w  te j dziedzin ie jes t, zwłaszcza u nas, jeszcze bardzo chaotyczna. 
1‘oehodzi to  stąd, że odnośne własności m eta lu  in te resu ją  k ilk a  różnych g rup  speeja-
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■ Co się tyczy trudności matematycznego ujęcia dużych odkształceń, 
to  np., M a l a y a l  w  swojej teo rii samowzmacniania lu f działowych zdawał 
sobie dobrze z nich sprawę, dążąc do pokonania tych  trudności w  zakresie 
ty lko  jedynego zagadnienia. Jednakże dotyczące wywody zawierają pewne 
niedomówienia lub  niejasności, i  dlatego zamieszczam nieco uwag po
święconych kw estii dużych odkształceń, jakko lw iek w  późniejszych roz- 
ważaniach teoretycznych, poświęconych zagadnieniu samowzmocnienia, 
pozostanie ta  kwestia na uboczu.

Przy rozpatryw aniu odkształceń skończonych okazuje się pożyteczne 
określenie wielkości odkształcenia logarytm em  natura lnym  stosunku w ie l

kości odkształconej, np. L  do wielkości pierwotnej, np. /, czyli l n y ,  za-
i

miast samą wartością liczbową stosunku zm iany wielkości pierwotnej do 

tejże wielkości, czyli —j — ■ Różnica obydwu sposobów określenia jest 

widoczna z rozwinięcia

, L  ' l + L - l  . L  , L ~ l \  L —l  1 1 L - I Y  ,
T i( + t ) - ”=—i a\ i )

P rzy bardzo małych wartościach stosunku -   ̂ staje ta  różnica wiel-
i

kością małą wyższego rzędu, wobec czego stosowanie odkształceń loga
rytm icznych, ja k  je k ró tko  nazywać będziemy, jest zbędne. Korzyści 
ze stosowania odkształceń logarytm icznych wychodzą na jaw  dopiero

lis tó w . Technolog-m echanik, np., za jm u ją cy  się ob róbką m eta li, zna powyższe z jaw isko  
od dawna ja k o  sku tek  z im nej obróbki i  nazyw a je  prze to  w  przenośni zim ną obróbką- 
Szukając krótszej nazwy, cha rakte ryzu jące j lepie j z jaw isko tw a rd n ien ia  w sku te k  o d 
kształceń p lastycznych m eta li, w p row adz ił S t. A n c z y c  do naszego p iśm ienn ic tw a  
w yraz zgniot, 'p rz y ję ty  po tem  w  pracach profesorów  W . B ro n ie w s k ie g o , I .  Fesz- 
czen ko -C zop iw sk ie go  i  in n ych  au torów , p racu jących  w  dziedzin ie techno log ii m e ta li. 
N ie  uważam  te j nazw y za szczęśliwą, a lbow iem  cha rak te ryzu je  rzecz z b y t je dn os tron 
nie. W szak to  samo z jaw isko w ystępu je  rów nie dobrze p rzy  zgn ia tan iu  c z y li ściskaniu , 
ja k  p rz y  rozciąganiu, a w  ogóle p rz y  każdym  odkszta łceniu p lastyoenym , c z y li t rw a 
ły m . In ż y n ie r w y trzym a łośc io w y  znowu (jeże li wo lno m i ta k  nazwać p racow n ika  w  la 
b o ra to riu m  w y trzym a łośc io w ym ) chętn ie  nazyw a to  z jaw isko wzmocnieniem, gdyż 
przede w szys tk im  zwraca uwagę na fa k t  zwiększenia doraźnej w y trzym a ło śc i m e ta lo 
wego p rę ta  próbnego, jeże li ten p rę t b y ł uprzednio rozc iągn ię ty  poza granicę p la s ty 
czności.

Jeszcze jaśn ie j tłum a czy  pochodzenie te j nazw y w yraz moc, którego używ a ł za ło
życie l Mechanicznej S ta c ji Dośw iadczalne j we Lw ow ie , p ro f. T . F ie d le r  w  znaczeniu 
wytrzym ałości.

Jednakowoż nazwa wzmocnienie byw a  używ ana w  ty lu  rozm a itych  znaczeniach 
w  technice, że p rzydaw anie  je j tu ta j jeszcze jednego, n ie  je s t pożądane. D latego ra d - 
b ym  zalecić stosowanie w  ty m  p rzyp ad ku  ty lk o  nazw y twardnienie.
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przy rozważaniu odkształceń dowolnie w ielkich. Jeżeli bowiem, np. 
długość pierwotna 1 dozna przyrostu Al tak, że l - \ - A l= ln  a potem d łu 
gość \  dozna przyrostu A \  z w ynik iem  Al1} to  odpowiednie w y 
dłużenia jednostkowe sa

A l . A \
l  1 h '

Jednakże suma tych  częściowych wydłużeń jednostkowych ^  nie

daje końcowego wydłużenia jednostkowego, albowiem to ostatnie równa się

A l+ A k
l

Hóżniea obu tych  wielkości

A l + A l r 
l

e° nie jest równe zeru.
Tymczasem widać od razu, że

2̂   1̂ 2̂

a więc

Czy ! i  że k o ń c o A re  o d k s z t a ł c e n ie  l o g a r y t m i c z n e  j e s t  d o k ł a d n i e  
sa tn ą  o d k s z t a ł c e ń  l o g a r y t m i c z n y c h  c z ę ś c io w y c h .

Rozpatrując teraz odkształcenia prostopadłościanu o krawędziach 
a>b,c, k tó ry  się zm ienił na prostopadłościań o krawędziach

a1 — a(l-j- e1) f &!= ó(l-)-_£2), Cj=c(l-j-£3)

otrzym ujem y jako ścisłe wyrażenie -względnej zm iany objętości:

«i b1c1 — abc
abc '— (1+ ei) (1+ Ei )  (J + e a ) ~  J :

—  el  +  e2 +  e3 +  ( £1 e2 £2 s 3 +  63 el )  H-  E1 e2 £&

zamiast stosoAvanego zAvykle w  teorii sprężystości p r z y b l iż e n ia :

.  £1+ £2+ £ s >
tymczasem równanie ścisłe

=  Y i
. abc V

<Jaje po zlogarytmoAvaniu

Vi i „  «i , 1v> 1̂ , c.



368 X I .  Z A G A D N IE N IA  U Z B R O JE N IO W E

z czego Avidać, że l o g a r y t m i c z n e  w z g lę d n e  o d k s z t a ł c e n i e  o b ję 
t o ś c i o w e  j e s t  śc iś le  r ó w n e  su m ie  o d k s z t a ł c e ń  AArz g lę d n y c h  
l o g a r y t m i c z n y c h  w  t r z e c h  k i e r u n k a c h  w z a je m n ie  p r o s t o 
p a d ł y c h  5).

s) M ierzenie odkształcenia za pom ocą odkształceń lo g a ry tm iczn ych  byw a in te r 
p re tow ane n iek ie dy  w  sposób następu jący:

„Jeże li chcem y określić teore tyczną w artość w yd łużen ia  jednostkowego, to  m u
s im y  a v  każdej c h w ili odnosić p rzy ro s t e lem entarny Al do długości rzeczyw iste j l, k tó rą  
w  te j c h w ili p rę t posiada (a n ie  do w artośc i p ie rw o tne j l0), a w  ta k im  razie m us im y

odm ierzać na osi odc ię tych  poszczególne w artośc i jedne za d ru g im i; odcię ta całko-
i

w ita  będzie zatem  w ynos iła

/ I  = + -‘0
€rdy — l j  jes t bardzo małe, to  m ożna poprzestać na p ie rw szym  w yraz ie  p o w yż

szego rozw in ięc ia ...".
O toż rozum owanie powyższe nie może stanow ić dowodu, że „teo re tyczną  w a r to 

ścią" w yd łużen ia  jednostkowego je s t raczej ln  ~  n iż  ^  — 1.

M atem atyczn ie  jes t, oczyw iście, w  po rządku  rów nanie :

(1) l ■ lo}

lecz ono nie Avyraża n ic  w ięcej, ja k  ty lk o  stw ierdzenie s tanu następującego:
C a łk o w ity  bezwzględny p rzy ro s t lt — l0 d ługości p ie rw o tne j l0 je s t n iew ą tp liw ie  

sum ą przyrostów" następu jących

(® i -  h ) + ( x z  -  * i ) + ( a y -  asa) + — +  (x n -  x n_ 1) + ( l l - x a) ,
je że li

U < x l < x i <ę ~ . < x n_1< x n < l 1.

Tym czasem  c a łk o w ity  Avzględny p rzy ro s t długości

k - J  o h ,
h ’

nie je s t w idocznie id e n tyczn y  z sum ą w zg lędnych p rzy ro s tó iy  częściowych, t j .

Xi /(, jżg  ̂ — x% — Xn
H—1(1 X% Xn

ja k  rów nież z g ra n ic ą 'te j Sumy p rz y  n-4-oo w yrażoną Avzorem (1).

N ic  nas nie zmusza do nadaw ania w yrażen iu  ln  j  jakiegoś lep ie j teo re tyczn ie  uza-
‘0

sadnionego znaczenia fizyka lnego od w yrażen ia  ~ j a k o  m ia ry  w yd łużen ia  jednost- 

kowego. Jedyna rac ja  stosowania m ia ry  loga ry tm iczn e j m a cha rak te r p ra k tyczn o - 
m a tem a tyczny  i  da je ko rzyśc i ty lk o  p rz y  odkszta łceniach bardzo iv ie lk ich . Stosowanie 
je j p rz y  odkształceniach n ie  przewyższających pa ru  p rocen t k o m p lik u je  ogrom nie ra 
chunk i, zupełnie bez po trzeby.
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P rzy odkształceniach trw a łych  m etali plastycznych nie zachodzi 
jak poucza doświadczenie, godna uwzględnienia zmiana objętości. (Taka 
zmiana zachodzi p rzy odkształceniach sprężystych). Dlatego dla odkształ
ceń trw a łych  określonych głównym i wydłużeniam i jednostkowymi zwy
k łym i e1,s2,ss lub  tak im iż  wydłużeniam i logarytm icznym i ej ,£2 ,£3, mo
żemy napisać w  ogóle ściśle:

£i  +  £ 2 + £ 3 = 0
albo

ln  (1  +  £l) +  ln  (1  +  £2) +  ln  (1  +  e3) =  <>, 
a w przybliżeniu wystarczającym w  przypadku odkształceń małych

£1 ~r £2+  £3“  0 •
Po tych  uwagach przejdziem y do tem atu właściwego pracy niniejszej, 

Rozpoczynając od przytoczenia pewnych wyników  od dawna znanych dla 
ułatw ienia czytelnikom  orientacji w  wywodach następnych i naświetlenia 
znaczenia tych  w yn ików  w  teo rii wytrzym ałości i samowrzmocnienia ru r 
Pod ciśnieniem wmwnętrznym.

§ 2. Odkształcenia i naprężenia sprężyste

Przy założeniu ważności prawa H o o k e ’a  dla odkształceń bardzo 
małych określają je  znane wrzory, wynikające z rozwiązania L a m e g o  

odnośnego zagadnienia teo rii sprężystści6). Zestawimy je tu ta j dla dwóch

głównych przypadków obciążenia ru ry  grubościennej ciśnieniem Ave- 

Umętrznym p kG /cm 2: a) ru ra  zamknięta, b) ru ra  otwarta.
Przypadek a) odpowiada działaniu gazów prochowych p rzy strzale, 

zanim pocisk opuści lu fę albo działaniu ciśnienia prasy hydraulicznej

6) Porów naj np . pierwsze ustępy z W L D  albo w  książkach: S. T im o s ze n k o : K u rs  
W ytrzym ałości m ate ria łów , Lw ów -W arszaw a 1921 r „  K s iążn ica-A tlas , s tr. 247 i  nas- 
R^Pne; H . J e w n ie w ic z : Teoria  sprężystości, W arszawa 1910, s tr. 207 i  następne. 

Usma, i i i  24
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przy operacji samoAvzmocnienia przez zwiększenie ciśnienia wewnętrznego 
ponad pierwszą wartość krytyczną Pk,- Tak nazwiemy wartość ciśnienia 
odpowiadającą zapoczątkowaniu stanu plastycznego na wewnętrznej P° 
w ierzchni lu fy  lub  ru ry  w  ogóle.

Przypadek b) zachodzi w  przybliżeniu p rzy  operacji samowzmacniaiua- 
za pomocą trzp ienia rozpychającego.

D la  u ła tw ien ia  porównania w yn ików  niniejszej pracy z teorią M. iVlA' 
l a v a l a  przedstawioną obszernie w  W L D  inż. K .  J a k o a y s k ie g o , poda 
jem y oznaczenia stosowane przez A uto ra  w  I  Tomie Poradnika Technicz
nego „M echanik", wydanie trzecie, IW  SIMP, Warszawa 1948 r., notu ją1 
w  nawiasach oznaczenia stosowane przez M. M a l a y a l a . Oto najważ
niejsze spośród tych  oznaczeń:

a ( l i 0) — p ierw otny promień wewnętrzny, 
b(Rx) -  „  „  zewnętrzny,
r (B )  — „  „  dowolnego punktu  przekroju ru ry ,
u — przesunięcie (promieniowe) tego punktu  wskutek odkształ

cenia sprężystego,

— wydłużenie jednostkowe w kierunku obAvodu (prostopadłe 
do prom ienia r),

- wydłużenie jednostkowe promieniowe (w k ie runku pro
mienia r),

El _  wydłużenie jednostkowe w  kie runku osi ru ry  (prostopadle
do obydwu pierwszych wydłużeń), 

p — ciśnienie wewnętrzne,
o,(T) — naprężenie obwodowe,
ar(—P) — naprężenie promieniowe (P oznacza, oczywiście, bezwzględną 

wartość ciśnienia głównego aa kie runku promienia r ),
0/(8 ) — naprężenie podłużne,
E (M )  — m oduł sprężystości podhiżnej,

v ( i )  —  l ic z b a  P o is s o n a .
\m)

W  przypadku (a) mamy:

u

du
dr

(la )
p

u — E  b2—a2
(1 — 2v) r-

b2
- U + r ) 7

(2a)

p  d 2
E  b2—a2

1 - 2 v + ( 1  +  v ) 7 z

er =  Ł
d2

e r

E  b2 — a2

p a2 
E  b2—a2

1 —2r-
b2

■(! +  ’ > 3

(1 —2v).
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(Stąd łatwo znaleźć związek e , +  sr +  ei =  3 s , ,  z  którego później sko
rzystamy).

a2 I b2
a‘ ~'Pj)2 _ a2(1 + r2

a2 L 62'
a' = p b * - a >1l1 - *̂2

a2

W zory powyższe są ważne, biorąc ściśle, do granicy proporcjonalności, 
ze znacznym zaś przybliżeniem do granicy plastyczności m ateria łu ru ry . 
Przypadek ogólniejszy jednoczesnego działania ciśnienia wewnętrznego p 0 
i zewnętrznego p1 rozwiązuje się najprościej przez superpozycję tego roz
wiązania dla p =  p 0~2h z rozwiązaniem prostego zadania wszechstronnego 
ściskania materiału ru ry  ciśnieniem p1, które  wywołuje, oczywiście, stan 
hapięcia

o't— o'r— o'i= Px-

Odpowiedni stan odkształcenia określają wzory:

£; =  £; =  £; =  - | ( i - 2 f) ,

u1= - ^ { l - 2 v ) r .

Otrzymane przez sumowanie wzory rozwiązania ogólniejszego są Avi- 
docznie ważne także wr przypadku, gdy p 0— Pi staje się ujemne, byle 
STubość ściany była dostatecznie wielka, aby stateczność okrągłej postaci 
przekroju pod wpływem  nadwyżki ciśnienia zewnętrznego była  zapewniona.

Jeżeli z p róby rozrywania pręta próbnego z m ateriału ru ry  znaj
dziemy l i p, jako wartość naprężenia na granicy plastyczności, to warunek 
Wyrażający nieprzekroczenie te j granicy w  materiale ru ry  ma postać

O red W  U pl •

Tuta j ared oznacza naprężenie sprowadzone (zredukowane), także na
prężenie „zastępcze", którego postać jest funkcją  wszystkich składowych 
Rozpatrywanego złożonego stanu naprężenia (napięcia). Postać tej funkc ji 
określają, ja k  wiadomo, hypotezy wytrzymałościowe. Spośród hypotez 
stosowanych w  rozwoju historycznym  nauki o wytrzym ałości, okazała 
hajlepszą zgodność z w yn ikam i badań doświadczalnych minionego dzie
sięciolecia, nad metalam i n iekruchym i, hypoteza energii postaciowej, ja k  
l i i  w skrócie nazywać będziemy 7).

’ ) M . T . H u b e r : Nowoczesne w zo ry  w y trzym a ło śc i złożonej. Sprawozdanie K w a r
ta lne  In s ty tu tu  B adań Techn icznych L o tn ic tw a , W arszawa 1930 r.

2 4 *
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Dawna hypoteza C o u l o m b a  stosowana 'w  ostatnich latach oficjalnie 
w  obliczeniach wytrzym ałościowych a rty le r ii francuskiej pod wpływem 
prac M .  M a l a v a l a , ustępuje tam te j ty lko  niewiele, ta k  iż w  tych  przy
padkach (bardzo zresztą, nielicznych), w  k tó rych  prowadzi do prostych 
wzorów obliczeniowych, można ją  również zalecić.

Natom iast rozpowszechnione do niedawna hypotezy największego 
naprężenia lub  największego wydłużenia jednostkowego mają już ty lko  
znaczenie historyczne, a wzory na nich oparte należy rugować z podręczni
ków praktycznych jako niepotrzebny b a la s t8).

Hypoteza energii postaciowej prowadzi w  naszym zagadnieniu do wzoru:

(4 ) G~red— a t~\~ a r~\~ al — &rat ~  °7 °V — °7 •

Po podstawieniu wartości (3) mamy więc:

/-b~ a-v\
(5a)J O red =  1 3 w; J)2_ai  •

Hypoteza różnicy (algebraicznej) naprężeń głównych, t j .  hypoteza 
C o u l o m b a , wymaga wyszukania te j różnicy, k tó ra  ma największą w a r 

tość bezwzględną. Ze wzorów (3) widać, że

ar < a , < a ) ,

że zatem największą różnicą jest (u,— ar). Wobec tego 

(4 , O) Gred=  Gr j

a po wstawieniu wartości (3 ),

nb2 a2p
(5a, C) <*red — “ -̂ ; ^2__ a‘i  •

A  zatem m am y tu  do czynienia z przypadkiem  interesującym i wska
zującym  na bliskie pokrewieństwo obydwu hypotez; mianowicie, w ar
tości naprężenia sprowadzonego z nich obliczone różnią się jedynie czyn
n ik iem  stałym. Ten czynnik ma wartość j 3 =  1,732, przy zastosowaniu 
hypotezy energii odkształcenia postaciowego, zaś 2 na podstawie hypotezy 
C o u l o m b a . Bóżnica względna obu wartości, nie dochodząca 3 3 %  większej 
z nich, jest niemal tego samego rzędu, co niepewność w  pomiarze Bpi, 
z doświadczeń na próbkach wyciętych z różnych miejsc ru ry .

8) M . T . H u b e r : O w ytrzym a ło śc i ru r y  w alcow ej na wew nętrzne ciśnienie h y d ro 
statyczne, W arszawa, „T echn ika  C iep lna ", N r  2, 1927 r .

—: J a k im  wzorem  w y trzym a ło śc io w ym  na leży obliczać w a łk i, „P rzeg ląd  T echn i
czn y", N r  26, 1928 r.

—: Zagadnienia w y trzym a łośc iow e  nowoczesnej k o n s tru k c ji maszyn, „P rzeg ląd 
T echn iczny", 1929 r . • *
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Z obu wzorów (5a) i (5a, C) w idać nadto, że ared p rzy jm u je  najw iększą  
Wartość dla  r — a, czyli na  w ew nętrznej poAvierzclini ru ry . A  zatem  pierwsze 
ciśnienie k ry tyczn e  p kr obliczym y podstawiając av tycb  wzorach r =  a, 
ared~Jlpi i rozAriązując je  względem  p. M am y  Anęe:

(6a)

Według liypo tezy  energii postaciOAA-ej, a

(6 i* ’ c ) w ' = ( 1 - ? )  *¥  
^ d ł u g  l i y p o t e z y  C o u lo m b a .

Jak Avidzimy, ciśnienie krytyczne  według liypotezy energii postaciowej

Wypada AAriększe aat stosunku 1,155, czyli o 15,5°/0 od ciśnienia
|/3  2

krytycznego odpoAviadająeego liypotezie Coulomba.
W  przypadku (b) znajdujem y:

( lb )

(2b)

p a2nj --_______
E  b2—a2

V&21
(1 —v)r +  (1 +  r ) —j  ,

£/= -  o, p  a 2
E  b2—a2

(3b)

(5b) 

(5b, C)

a 2 /  b*\
a‘ p fe2_a2\ T i4

a2 (-i ft2\
Cr~ Vb2- a 2\  r 2) '

(7; =  0 .

°red =  P b2- a 2 X  r4+ 1  >

Gred~ V ]
a 2 2 b2

b2— a 2 r 2 ‘

Jak w idzim y, różnica wartości Avytężenia 9) Aredług obu hypotez jest 
leszcze mniejsza.

*) W  os ta tn ich  czasach spo tyka  się w  naszym  p iśm ienn ic tw ie  zam iast wytężenia 
nazwę wyńłelc, k tó ra  m a duże w id o k i powodzenia ja ko  kró tsza i  doskonale cha rak te 
ryzu jąca  w ie lkość m echaniczną o k tó rą  chodzi.
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N a d t o  w id a ć ,  ż e  w e d iu g  n o w e j  h y p o t e z y  j e s t  w y t ę ż e n ie  m a t e r ia łu  

w  p r z y p a d k u  ( b )  n ie c o  w ię k s z e  n iż  w  p r z y p a d k u  ( a ) ,  p o d c z a s  g d y  h y p o 

t e z a  C o u l o m b a  p r o w a d z i  w  o b y d w u  p r z y p a d k a c h  d o  t e j  s a m e j w a r to ś c i  

w y t ę ż e n ia .

Wreszcie dla pierwszego ciśnienia krytycznego otrzym ujem y w' na
szym przypadku zamiast wzorów (6a) i (6a, C) wzory

( 6 b )  p * ,=  ( 1 —f i )  Ep‘

K i(6b,C ) Vkr= ( i - ^

z k tórych  drug i (bez zmiany) odnosi się do hypotezy C o u l o m b a .

§ 3. Odkształcenia plastyczne i odpowiadające im naprężenia

Przy ivzroście ciśnienia ponad pkr będzie coraz grubsza warstwa we
wnętrzna poddana odkształceniu plastycznemu p rzy  niezmiennej w ar
tości wytężenia m ateriału. Zachodzi więc pytanie, ja k i będzie rozkład 
naprężeń i  odkształceń w  ty m  stadium.

Ażeby odpowiedzieć na to pytanie, musimy wyjść ze znanego ogółnego 
warunku równowagi elementu ru ry , wyrażonego równaniem: • ,

(7) | : (orr ) = o t " ) .

W arunek równowagi bowiem musi się spełniać dla każdego kon tinuum  
materialnego. Można go także napisać w- postaci:

da , at ar
( a ) dr r

Ażeby zadanie było matematycznie określone, potrzeba jeszcze da l
szych Avniosków między szukanymi naprężeniami oraz odpowiednim i 
odkształceniami. Jeden z tych  związków daje warunek plastyczności na 
podstawie hypotezy energii odkształcenia postaciowego:

(8) ( a , —  a , f  +  ( o , —  a , ) 2 (a ,~  a , ) 2 =  2R2pl u ).

10) To samo rów nanie  s tanow i p u n k t w y jśc ia  te o rii odkształceń sprężystych, oczy
w iście, w  po łączeniu ze zw iązkam i m iędzy odkszta łcen iam i e a naprężeniam i d o s ta r
czanym i przez uogólnione praw o H o o k e ’a .

u ) Ten w arunek  plastyczności p rz y  oznaczeniach M . M a l a v a l a  m a postać:

(8) ( P + T ) * + { P + S ) * + ( T - S ) '= 2 R l l ,

gdyż zgodnie z oznaczeniam i M alavaj,a  P  w ystępu je  ze znakiem  u jem nym .



Z T E O R II S A M O W Z M A C N IA X IA  L U F  D Z IA Ł O W Y C H 375

Następny związek w yn ika  z założenia potwierdzonego wcale dokładnie 
doświadczeniem, że objętość elementu nie zmienia się wskutek odkształ
c i  plastycznych. A  zatem przy założeniu małych odkształceń winno być:

^  £r-j- £,-f- £ /=  0 .

Zważywszy zaś, że er= ~  £ ,=  —, jeżeli u oznacza teraz przesunięcie
ar r

Promieniowe wskutek odkształcenia plastycznego, możemy „równanie 
ciągłości“  (9) napisać w  postaci:

«<*) f : + i + e , _ o .
ar r

(Liczba e/ ma tu ta j, oczywiście, charakter stałej niezależnej od r ) ła). 
Dalsze potrzebne związki polegają na założeniu analogicznym do za

łożeń teo rii sprężystości, że k ie runk i główne stanu odkształcenia zlewają 
Sl§ z k ierunkam i głównym i stanu napięcia, a nadto, że stosunek różnicy 
(algebraicznej) dwóch którychko lw iek naprężeń głównych do odpowiedniej 
''ćżnicy wydłużeń głównych nie zależy w  danym punkcie ciała od wyboru 
%eh naprężeń, a zatem:

(10) ar u, ai a,

1 1
£' = d a‘ ~~ 2

1 r i

1 1
Ei = q " - 2

sr— s, st—ej st— sr

A to li wartość powyższego stosunku zmienia się od punktu  do punktu  
1 A'r naszym przypadku będzie określona funkcją  r.

Nie trudno zauważyć, że równania (9) i (10) są równoważne trzem 
Następującym:

(11)

Te równania mają na pozór postać żupełnie podobną do równań teorii 
sprężystości p rzy wartości liczby P o is s o n a  równej połowie i module Q. 
■Ale ja k  już zaznaczono powyżej, nie mamy tu ta j do czynienia ze stałą, 
Sdyż Q jest funkcją  promienia r  (a w  zagadnieniach ogólniejszych będzie 
n inkcją  współrzędnych miejsca).

W  pięciu równaniach warunkowych zawartych we wzorach (7), (8),
(9) i  (11) m am y jednakże siedem niewiadomych: a,,ar ,at , e,,er ,si i D. 
Jednego z brakujących równań dostarczy niewykorzystany jeszcze drugi 
Warunek równowagi. W arunek ten wyraża, że wypadkowa nacisków na

1?) P or. pon iże j kom entarz do w y n ik u  z rów n. (24).
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dno ru ry  ( t j.  na2p) musi być równa wypadkowej naprężeń bezwzględnych 
(„napięć") w przekroju poprzecznym ru ry , czyli

b

na2p — I ar 2 n rd r
a

albo
b

2 r
(12) V =  ~2 otr d r .

CŁ J
a

Ostatnie brakujące równanie tk w i w warunkach krańcowych i jak  
zobaczymy, da się sformułować w  ogóle ty lko  wtedy, gdy mamy do czy
nienia z dwoma obszarami: jeden — stanu plastycznego a drugi — sprę
żystego. Dlatego rozwiążemy na razie układ  równań ty lko  ze względu na
niewiadome

j j U/, sr , £t i  •

pozostawiając nieoznaczone et.
Najp ierw  znajdujem y z łatwością całkę ogólną równania (9a) w postaci:

( « )  u = 9 l _ EJ r
r  2 ’

ze stałą całkowania C1, k tó rą  wyznaczymy potem z warunków krańco
wych. A  zatem:

_  d U _  C-y 1
E,~  ~ d r ~ ~ 7 2 ~ 2 Eh

(14)
_ U  Oj 1

E‘ ~ r  - + ^ ~ 2 e‘ -

Wprowadzając teraz Q  ze wzorów (11) do (10) możemy napisać:

(loa ) =  ar r . a< =  2l ~ a'  =
E,— er E,— e, s i — er 3 ’

stąd przy pomocy związków (14) znajdujem y:

4 G^D
3 r2 ’

(lo ) a, — a ,=  e/Q — -  ,

crr— <h= +  £/£?+ g --;2- .

W stawiwszy te wartości w  warunek plastyczności (8) otrzym am y:
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Ponieważ £/ musi być w każdym  przekroju ru ry  (teoretycznie nieskoń
czenie długiej) stałe i niezależne od r, przeto równanie powyższe określa 
sam współczynnik Q jako funkcję  r  w postaci:

)/3Rpi r
(16a) Q--

1^4 Oi +  3ef?'4 '

Skoro tę wartość wstaw im y w pierwsze z równań (15), to kom binując 
je z równaniem różniczkowym (7a), znajdujem y równanie:

(1 7 ) dor =  lO i-fip/ 1
dr \/3 r lU c l+ S e j

które po scałkowaniu określi wyrażenie cr, jako funkcję Podstawiwszy 
nową zmienną:

e‘ ,2 
C1r  ’

napiszemy to równanie w postaci

które j całką ogólną jest:

7 _  Bpi 
'  j/3  f j / l + f 2’

ffr==_ ^ ln ł ± V l ± l + o t .
j /3  i

W prowadziwszy jeszcze dla skrócenia wielkość

(18) a więc £=7^>
]/3  s, W

znajdujem y przy pomocy równań (15) następujące wzory:



378 X I .  Z A G A D N IE N IA  U ZB R O JE N IO W E

Dalszy rachunek w inien doprowadzić do wyznaczenia stałych Gu  C2 i  £/ 
z warunków krańcowych zagadnienia, które będą odmienne w  p rzy 
padku (a) i  w  przypadku (b).

§ 4. (Przypadek a). Rura zamknięta pod ciśnieniem wewnętrznym w stanie 
częściowo plastycznym, a częściowo sprężystym

Oznaczmy przez R  promień walca rozdzielającego obie warstwy, 
a przez ar ciśnienie promieniowe na powierzchni tego walca. Wówczas ar , 
określone pierwszym z równań (19), daje następujące równanie warun
kowe do wyznaczenia stałej C2:

określają stan napięcia w  wewnętrznej plastycznej strefie ru ry  o g ru 
bości (R — a). Rórvnania te zawierają jeszcze nieznane param etry R, ar i  h, 
w  k tó rych  tkw ią  C\ i  et. Do ich wyznaczenia rozporządzamy jeszcze 
następującym i warunkam i. Na powierzchni walca o prom ieniu R  naprę
żenia, obliczone ze wzorów (20) oraz ze wzorów analogicznych do (3a) dla 
strefy sprężystej, są sobie równe. Również muszą być tu równe_wartości u 
obliczone ze wzoru:

a zatem rórvnania

(20)
2 Rp, 1

(21)

ważnego dla strefy sprężystej — wartościom obliczonym z odpowiedniego 
wzoru dla strefy plastycznej. Naprężenia w  strefie sprężystej są określone 
wzoram i:
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(22)

E 2 (b2
ar —  O y b2- E 2 \ r2

E 2 /
a ,=  - Ó r w - E J y

E 2
at =  —or 1w-C>

- 1  >

W arunek równości naprężeń promieniowych daje równanie tożsa
mościowe, co było zresztą do przewidzenia. Z warunków rówmości naprę
żeń obwodowych i  podłużnych znajdujem y:

(23)

« + 2R‘ 
I 3

pi

V
E 4

_ JE 
' a rb2- B 2\E 2

M + i ) ,

i
l i 2

\h 2
+ k ) Epi

V
_ B 2
Or b2 —EJ

Po dodaniu do pierwszego z tych  równań — długiego, pomnożonego 
przez —2, o trzym ujem y warunek

EJ 
li2

(24)
EJ
JiJ

k tó ry  spełniony jest ty lko  dła 7i=oo. Ponieważ według wzoru (18) jest h- 
"wprost proporcjonalne do Gx, a odwrotnie do £/, Cx zaś jest różne od zera, 
a więc warunek powyższy zmusza nas do przyjęcia e, =  0 13).

is) W y n ik  ten  w yg ląda  na pozór pode jrzan ie . Jednakże p rz y  jego in te rp re ta c ji 
trzeba  m ieć na uwadze pewne uproszczenie, na ja k ie  po zw o liliśm y sobie p rz y  u k ła 
dan iu  rów nan ia  różniczkowego (9a). To rów nanie stanow i p u n k t w y jśc ia  powyższych 
W ywodów m atem a tycznych  i  odpow iada ściśle rów na n iu  (9). W  ty m  zaś rów nan iu  
oznaczają et, er , e, w łaściwe w yd łużen ia  ca łkow ite , złożone z w yd łużeń  sprężystych e 
i  p las tycznych  e". A  zatem  suma e,-\- er-\-£! n ie  jes t rów na zeru, lecz jes t rów na e('- j-  
+  < + e / =  3 al bowi em ty lk o  e,"+e"+ £j" =  ° i ako zm iana ob jętości p rz y  odkszta ł- 
oeniu p las tycznym . Z tego pow odu rów nanie  (9a) w inno  m ieć w łaściw ie postać:

<9b) du , u . .
d k + 7 + (e‘ - • 3 s , ' ) =  0 ,

a w y n ik  o trz y m a n y  z rów nan ia  (24) na leży in te rp re tow ać w  ton sposób, że w ie lkości
niezależne od r: , ’ 1

e,— 3 e , '= 0 ,
oży li po podstaw ien iu :

e,' +  e '/-3 e ;=  0 , ,
oo daje

Ei — >
oo ju ż  zupełn ie nie raz i. W id z im y  p rz y  ty m , że u oznacza przesunięcie p u n k tu  ru ry  
leżącego w  odległości r  od je j osi, w yw ołane odkształceniem  c a łko w itym , t j .  z łożonym ' 
z części sprężystej i  p las tyczne j.
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A  zatem w  strefie plastycznej napiszemy:

(25)
r

Po podstawieniu h =  oo, o trzym ujem y z obydwu równań układu (23) 
zgodnie:

a więc to samo, co można było napisać od razu na podstawie równania (6a).
Równania (22) i (26) określają stan napięcia w  strefie sprężystej t j.  

dla b > r > R .
W  strefie plastycznej o trzym ujem y z wzorów (20) po podstawieniu 

znalezionej wartości h —oo

Te wzory wraz z równaniem (26) określają stan napięcia wr strefie 
plastycznej, t j .  d la o < r < R .

Wreszcie z warunku równości przesunięć u na granicy obydwu stref 
o trzym ujem y na podstawie równań (21) i  (25):

(26)

(27)

(28)

Reasumując najważniejsze w yn ik i rachunku napiszemy teiaz 
1. D la  strefy plastycznej ( a < r < R ) .

(29)

( 3 0 )
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(31)

2. D la  strefy sprężystej ( R < r < b ) .

R r iW  
}/3 b2 

R pi  R 2

ar=

at=  —L

a,-

j/3  b2 

R p i  I R  

(3

i — —
v2

1+

(32) u Rpi n(1 — 2 v)r - f l + r )  —
}/SE b2 [

Ponieważ w obu powyższych grupach wzorów promień R  warstewki 
rozgraniczającej obie stre fy jest zależny oczywiście od ciśnienia we
wnętrznego p, więc potrzeba jeszcze równania określającego tę zależność. 
O trzym am y je  po prostu z pierwszego z wzorów (29), podstawiając po 
prawej stronie r —a, a po lewej ar— — p, czyli:

33)
b- a j

§ 5. Drugie ciśnienie krytyczne w przypadku (a) i stan napięcia po operacji
samowzmocnienia

Z równania (33) w yn ika

dp  2R p l I I  R \  _ 2 R p ,

dR ~  j/3  U  b2) '  | 3

2 Rbi b2—R2 
b2R

A  zatem, gdy R < b  rośnie, to jest ciągle dodatnie, a więc p wzra

sta. Nawzajem przy wzroście ciśnienia wewnętrznego p, rośnie i R, czyli 
granica między obu strefam i przesuwa się ku  zewnętrznej ścianie ru ry . 
Wartość ciśnienia, odpowiadająca osiągnięciu przez granicę ściany zew
nętrznej, określa drugie ciśnienie krytyczne, które oznaczamy przez p'kr 
i obliczym y ze wzoru 

(31,

Stan napięcia w rurze określają w tedy wzory otrzymane z (29) po 
podstawieniu R = b ,  c z y li11):

l ł ) T e j samej postac i w zo ry  o trz y m u je  A . N a d a i bezpośrednio, p rz y jm u ją c  z go ry  
e; =  0 bez bliższego uzasadnienia, na s tr . 134 dzie ła : ,,Der b ildsam e Zustand der W e rk - 
stoffo," Springer, B e rlin , 1927 r.
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Granice ważności wszystkich wzorów wyprowadzonych ay § 4 można 
określić warunkiem

Pkr<P<P'kr-

Przechodząc teraz do teoretycznego wyznaczenia stanu naprężenia  
(napięcia) w  rurze  po operacji samoAvzmocnienia, nie m ożem y rozwiązać  
zadania ogólnie p rzy  pom ocy wzorÓAv powyższych, lecz ty lk o  d la takich  
skrajnych Avarto,ści ciśnień weAmętrznych służących do operacji samo- 
wzm ocnienia, k tó re  leżą m iędzy pieiw szą a drugą wartością k ry tyczn ą . 
Ponieważ efekt operacji będzie ty m  większy, im  Aviększe będzie p , przeto  
uczyn im y p  równe p'kr. Chw ila osiągnięcia te j wartości ciśnienia samo- 
AYzmaeniającego u jaw n ia  się w  doświadczeniu, ja k  Aviadomo, poja-wie- 
niem  się lin ij L u d e rs a -H a r tm a n a  na powierzchni zewnętrznej ru ry , 
oczywiście należycie AYygładzonej. D z ię k i zjaw isku  tAY ar dnienia m ożna  
ciśnienie rozpychające ru rę  powiększyć jeszcze i w yw ołać stany odkształ
cenia i naprężenia (napięcia) nie objęte poAyyższą teorią. N ie  m a tego 
ograniczenia w  teorii M a la v a la ,  ale za to jest Avielee w ątp liw e, czy do- 
świadczenie w ykaże równie dobrą zgodność z obliczeniem, ja ką  stw ier
d z im y  poniżej na  w yn ikach  tu ta j w yprow adzonych .

K iedy  Avięc, po osiągnięciu przez p  AArartości p ’kr określonej wzorem  (34), 
będziem y, ciśnienie zmniejszać aż do zera, to ponieważ odkształcenia  
pow rotne odbyw ają się ze znaczną dokładnością według praw a odkształ
ceń sprężystych (reguła C oulom ba), znajdziem y końcowy stan naprę
żenia (napięcia) jako  superpozycję (nałożenie) stanu według wzorów (35) 
i stanu określonego wzoram i teo rii sprężystości (3a) po podstam eniu  za p  
Acartości — p ‘kr. A  zatem  po operacji samowzmocnienia, Avykonanej w  po
wyższy sposób, pozostanie w  ru rze  stan naprężenia (napięcia):
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§ 6. Wytężenie materiału w rurze samowzmocnionej sposobem powyższym przy 
nowym obciążeniu ciśnieniem wewnętrznym p <p'kr

W tedy naprężenia będą określone sumami odpowiednich naprężeń 
z wzorów (3a) i  3b), a więc:

(37)

v- W-ln-
)/ 3 a] b2 — a2 \r2

+ 1 j/3

2 R’pi ln
|/3 a jb 2-

a*
1 -

b2
2 — ( ln - ,
|/3

f f / =  ------
|/3 a lb 2- a 2 |/3 \  r

•stąd obliczym y wytężenie m ateriału p rzy  pomocy wzoru (4) na areJ po
danego w następującej dogodniejszej form ie:

(4a) o2,ed= i  {ot— o { f + ^ { a r— a , f  +  \ { o i—or)2.

Z wzorów (37) o trzym ujem y teraz:

(38) at - a , = [ p - Rpl ln  •
b2 , R,Pl

| 3 af b2 — a2 r2 | 3 

a oznaczywszy prawą stronę tego równania przez .F(r), mamy dalej: 

(38a) a/ — ar= F ( r )  i  o , - a r= 2 F ( r ) .

Po wstawieniu tych  wartości w  (4a) i uproszczeniu, mamy:

(39)

albo

(39a)

<4d =  J 3 p
d2 b2

b2 — a2 r2
2R„p,\b2- a 2 r2 a 2

| \  3 ]> 2Rpi ln   a2 r 2 1 l̂pI'
a2 b2

a b 2—a2

Ponieważ pierwszy wyraz po prawej stronie równania (39) jest iden
tyczny z wyrażeniem na arcd w  stanie sprężystym ru ry  przed operacją 
samowzmocnienia, które  to wyrażenie określa wzór (5a), przeto, po od
różnieniu symbolem a'red otrzymanej teraz wartości naprężenia sprowa
dzonego, czyli wytężenia materiału, napiszemy wzór (39) w  postaci:

(39b) a r e d  —  G r e d  R p l  I  r

b2
ln  ń " 1 I •- a- r

Największe wytężenie w  stanie sprężystym zachodzi, ja k  wiadomo, 
■w warstwie wewnętrznej, t j .  dla r = a .  W tedy będzie

(40)
I b 2 b2 \ 

O  (dla r  =  a) =  arej (  dla r —a )—Rpi \^2 _ a2 ^ j •

«
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Aby zorientować się tu  co do znaku i  wartości wyrazu w nawiasach 
p rzy  Rpl, wprowadzim y średni promień ru ry  R' i  grubość ściany g < 2 R '.  
W tedy

ł ) = R ’ Jr \ g ,  a = R ’ — \g ,

1 + - 2 -  , b X h 2R' 0
ln  -  =  l n ------------ =  2

a 9
9

7  + I U
2 R ' 1 31222'

2 R'
a zatem

b2 . 62
; ln  -62- « 2 a2 1 + JL +  j q [ 1 + 1. p M 2+

R ' 4R'2J 3 \2R'J

Z tego widać, że wyrażenie w  nawiasach wzoru (40) jest zawsze do
datn ie i ty m  większe, im  większa jest grubość ściany w stosunku do 
średnicy ru ry .

Zbadajm y jeszcze wytężenie w warstwie zewnętrznej, t j .  dla r = b .  
Określi je wzór:

(41) a'red{dla r = b )  =  ared (dla r = b ) —Rp
” \62 —a2 a2

T u ta j znajdujemy podobnie wartości wyrażenia:

a*
ln

62
62- « 2 a2

1_JL +  ( j _
R ’ ^  \2R ’

1 (  9
3 \2  R'

a zatem

(41a) a'red— O  r e d  R  Rpi j jp 9
2 r :

i  _ - * -  +  (J L \ 2
Rl ^  \2 R ' j
9 X

X l (  M 2+ ł ( J L
3 \2R ')  ^  5 \212'

Z obu wyrażeń (40) i (41) nie trudno odczytać, zwłaszcza przy pomocy 
przedstawionych rozwinięć, że w krańcowym  przypadku bardzo małej 
grubości ściany ru ry , jest w  przybliżeniu

(4°k ) o'rcd~ a red-

(w warstwie wewnętrznej) oraz

®red == &  red l-

Kpi 9 
R '

KPi g 
R '

(w warstwie zewnętrznej).
W  ogóle można wzory (40) i  (41) napisać w postaci:

(40a) ^  red — O red K p i /o ( ~ )\ (Jj J
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(w warstwie wewnętrznej) oraz

a'red =  GredĄ-Rplh (~

(w warstwie zewnętrznej), jeżeli

lb \  _  2b2 b
\a) ~  b2 —a2 a ’

, (b\ — 2a2 b
^ \ a )  b2 — a2 a

Obie funkcje  / 0 i f1 p rzy jm u ją  wspólną wartość 2 \  =  —/ p rzy
U  - f -  Oj  i t

^bardzo małych wartościach tego stosunku i obie rosną, gdy ten stosu

nek ~  rośnie. Skutek operacji samowzmocnienia, objaw iający się zm niej

szeniem wytężenia w  zagrożonej warstwie wewnętrznej kosztem zwięk
szenia wytężenia w  słabo obciążonej warstwie zewnętrznej, będzie przeto

tym  korzystniejszy, im  większy jest stosunek - p . Szereg liczbowych 

Wartości dla obydwu fu n kc ji podaje tabliczka następująca:

1. Tablica wartości liczbowych funkcji f 0 i  / i

a
1,25 1,5 1,75 2 2,5 3

Ł  —
2 a 1

0,125 0,250 0,375 0,5 0,75 1

/ o = 0,2397 0,4596 0,6449 0,8484 1,1817 1,4719

a = 0,2066 0,3513 0,4629 0,5379 0,6509 0,7253

§ 7. Porównanie wzorów teorii samowzmocnienia z wynikami badań
doświadczalnych

Takie badania z w ielką starannością wykonano w  Niemczech. Obszerny 
referat odnośnej pub likac ji 15) opracował inż. P. N i e w i a d o m s k i  w  na
szych „W iadomościach Techniczno-Artyleryjskich“ , N r 7, skąd zaczer
pnięto wartości liczbowe poniżej podane.

Nadto, dla porównania z wzorami teoretycznym i, opartym i na hypo- 
tezie największego naprężenia stycznego, wystarczy zauważyć, że wzory

16) I I .  K l e in : Untersucliungen an ka ltgereckten d ickw andigen Róhren..., M jt t l .  aus 
d. K a is . W ilh .- In s t itu t  fu r  E isenforschung. B d  X I ,  L ie f. 20, Dusseldorf 1929.

P is m a , i i i
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te różnią się od wyprowadzonych w  niniejszej pracy i poniżej zestawionych 
jedynie współczynnikiem liczbowym, mniejszym w  stosunku 1:1,155- 
h>o porównania posłużą wzory następujące:

1) W zór na pierwsze ciśnienie krytyczne:

2) W ózr na drugie ciśnienie krytyczne:

(34) p'kr= ^  l n - .
| 3 a

3) W zór na zwiększenie średnicy zewnętrznej B  — 2b o trzym am y 
z wzoru (32) po podstawieniu r =  b, czyli:

(42) A B = 2 A b = ( 2 u ) r=bJ ~  '%* (2 - v )  —  ,
| 3 E  b

k tó ry  w szczególnie ważnym przypadku B = b ,  tj.-  rozszerzenia strefy 
plastycznej na całą grubość ściany ru ry , przybiera postać:

(42a) A B = ^ J - ^ B .
| 3 E

Badane przez H . K i .e in a  ru ry  zam knię te m ia ły  w szystkie  średnicę w ew nętrzną 
72 m m , a zew nętrzną 141 m m . R u ra  oznaczona num erem  3, B yła  ze s ta li chro- 
m ow o-n ik low ej o g ra n icy  p lastyczności B Pi— 62 kG /m m 2, ru ra  N r  5 -  ze s ta li w ęglis te j 
o BPi =  48,6 kG /m m 2, trzecia  zaś ru ra  N r  7 — ze s ta li n ik low o-w o lfram ow e j o JSpi—' 
=  60,2 kG /m m 2. W ie lkośc i A D  m ierzone d la  począ tku  g ra n icy  p las tyczno śc i w  w a r
s tw ie  zewnętrznej i odpow iednie ciśnienie wewnętrzne p'kr m ia ły  w a rtośc i zestaw ione 
w  następującej tab liczce:

2. Tablica wielkości mierzonych

N r  ru ry  i 3 5 7

A D  \ 0,38 0,29 0,40 m m

; od 3900 
I;1 do 4260

2600
3000

4400 kG /cm 2 
4700

Podane tu  granice doświadczalnych wartości p'kr w yn ika ją  ze spo
strzeżeń czynionych w  różnych przekrojach ru ry , k tóre j długość w yno
siła 3400 mm. Te różnice dowodzą, ja k  stosunkowo znaczne są niejedno
litości wytrzymałościowe w  materiałach nawet tak  w y  s oko war to ś ci o w y  cli



Z TEORII .SAMOWZMACNIANIA LUF DZIAŁOWYCH 387

jak powyższe. Obliczone z naszych wzorów (42a) i (34) wartości teore
tyczne podaje niżej umieszczone zestawienie, p rzy założeniu E — 
=  21500 kG /m m 2. Taką wartość p rzy jm u je  się zwykle dla stali, jeżeli, 
jak ay ty m  przypadku, nie Avyznaczono modułu sprężystości oddzielnie 
'Ha każdej badanej sztuki. Zestawienie to zawiera nadto wartości teore
tyczne, wynikające z hypotezy AvytrzymałościoAvej Coulomba . oraz pro
centowe odchylenia Acartości obliczonych od mierzonych.

Z powyższego zestawienia widać nadspodzieAvanie dobrą zgodność na
szego wzoru teoretycznego na zmianę średnicy dla wszystkich rur. Hypo- 
teza C o u lo m b a  prowadzi do odchyleń przeszło dwa razy A v ię k szy c h , 

a przy tym  tego samego znaku. Natomiast wzór teoretyczny na drugie 
ciśnienie krytyczne daje ze Avspółczynnikiem odpoAYiadającym hypo- 
tezie energii postacioArej Avartości zgodną z doświadczeniem, ale tylko 
(tla rury N r 7, podczas gdy ze współczynnikiem odpowiadającym hypo- 
tezie C o u lo m b a  daje dobrą zgodność tylko dla rury N r 3. Dla rury N r 5 

wartości z obu AvzorÓAv znacznie w ię k s z e  od Avartości mierzonych.

3. Tablica wielkości obliczonych i odchyleń tych wielkości od mierzonych

N r ru ry 3 1 5  1 ______ I ______

A D  według nowego w zoru teoretycznego 
(42a), w  m m

0,391 i 0,307 0,380

O dchylenie od AYartości m ierzonej a v  0/o ° / o + 2,9 + 5 ,8 -5 ,0

dZ) według te o rii oparte j na hypotezie  
Co u lo m b a , w  m m

0 339 0,266 0,329

O dchylenie od w artośc i m ierzonej w  ° / o ° / o -1 0 ,9 - 8 ,4 -1 7 ,7

V'hr według w zoru  teoretycznego (34) 
w  kG /cm 2

4807 3770 4670

O dchylenie od AYyższej g ra n icy  AYartości 
m ierzonej w  ° / o ° / o

+  12,8 +25,7 - 0 ,6

V'kr w edług te o rii opa rte j na hypotez ie  
Co u lo m b a , a y  kG /cm 2

4160 3265 4046

O dchylenie od wyższej g ra n icy  w artośc i 
m ierzonej w  0/ 00/ 0

-2 ,1 +  8,8 
■

-1 4 ,0

Co się tyczy pierwszej wartości krytycznej ciśnienia, która była również 
°bserwoAYana ay doŚAviadczeniach niemieckich, to liczby porównaAYCze są 
zćstawione aa- tablicy 4.

2 5 *
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4. Tablica wartości pkr

N r ru ry 3 5 7

W ed ług  w zoru  teoretycznego (6a) (h y p o 
teza energ ii); kG7cm3

2646 2075 2570

W edług  w zoru  teore tycznego (6a, C) (h y 
poteza Co u l o m b a ) kG /cm 3

2290 1800 2225

W ed ług  pom ia rów  0(  ̂
do

2400
2600

1500
1900

2500
2800

Jak widać, nowa hypoteza daje dla ru r N r 3 i 7 o wiele, większą z g o d n o ś ć  

z doświadczeniem od hypotezy C o u l o m b a , k tó ra  za to  prowadzi dó 
wartości nieco zgodniejszej z doświadczeniem dla ru ry  N r 5.

Zebrawszy te wszystkie w yn ik i porównania można stwierdzić:
1) N ie w ą tp l iw ie  lep szą  z g o d n o ś ć  z p o m i a r a m i  w z o r ó w  

o p a r t y c h  n a  h y p o t e z i e  e n e r g i i  p o s t a c i o w e j  od w z o r ó w  wy
p ł y w a j ą c y c h  z h y p o t e z y  C o u l o m b a . (Inne hypotezy dają w yn ik i 
widocznie znacznie gorsze i szkoda by łoby trudu  na przeliczanie wartości 
podług nich).

2) N o w o c z e s n a  t e o r i a  o d k s z t a ł c e ń  p l a s t y c z n y c h ,  m i m o  
u p r o s z c z e n ia  za łożeń ,  p r o w a d z i  w n a s z y m  z a g a d n i e n i u  do 
w z o r ó w  w y s t a r c z a j ą c o  d o k ł a d n y c h  d la  p r a k t y k i .

3) N a l e ż y  się p r z e t o  sp o d z ie w a ć ,  że w z o r y  w y p r o w a d z o n e  
w  § 5 i  6 o d d a ją  dość w i e r n i e  s ta n  n a p r ę ż e n ia  m a t e r i a ł u  
r u r y ,  k t ó r a  p r z e b y ł a  o p e r a c ję  s a m o w z m o c n i e n ia .

Korzyści z operacji samowzmocnienia przez jednorazowe osiągnięcie 
granicy plastyczności na zewnętrznej ścianie ru ry  wskutek stosowanego 
ciśnienia wewnętrznego o wartości p'kr uw ydatn ia ją  dobrze liczby zesta
wione poniżej, a obliczone na podstawie wzorów (5a) i  (39b) na naprężenie 
m ateria łu dla ru ry  N r 3 doświadczeń niemieckich.

5. Tablica wartości areJ w kG/mm-

r ........- j y 1000 2000 3000 3178 a t

36 m m 19,51 39,02 58,53 62,00 w arstw a
wew nętrzna

40 15,80 31,61 47,41 50,22

50 „ 10,11 20,23 30,34 32,14

60 „ 7,02 14,05 21,07 22,32

70,5 „ 5,09 10,17 15,26 16,17 w arstw a
zew nętrzna



Z TEORII 8AMOWZMACNIANIA LUF DZIAŁOWYCH 389

6. Tablica wartości naprężeń W pozostałych po operacji samowzmocnienia rury

r  m m  i! 36 40 50 60 70,5

W  kG /m m * |j -5 0 ,7 4 -29 ,3 3 3,56 21,42 32,60

Przy ty m  jest
/ b2 a 2 b°~
U i p I T ^ lnW = - I ł p l(-„ ]n ~  - 1

7. Tablica wartości ared w kG/mm2

/
"* 

/

A
g 2000

'
3000 4000 5000 5780 a t

36 m m -11 ,7 3 7,78 27,30 46,80 62,03 w arstw a
wewnętrzna

40 „ 2,28 18,08 33,88 49,68 62,01

50 „
•

23,79 1 33,90 44,01 54,13
.

62,01

CO „ 35,46
■

42,48 49,51 56,53 62,01

70,5 „ 42,77 47,86 52,95 58,04
•

62,00 w arstw a
zewnętrzna

A zatem w przypadku rozpatryw anym  wytrzym ałość ru ry  nieAvzmo- 
cQionej określa Ayartośe ciśnienia Avewnęti‘znego p =  3178at, podczas 
tfdy dla ru ry  samoAAzmoenionej AYypada p =  5780 at, czyli około 82°/# 
Więcej.



TEO RIA KO ŁO W O -SYM ETRYCZNYCH ODKSZTAŁCEŃ SPRĘŻY
STYCH RUR GRUBOŚCIENNYCH W  ZASTOSOW ANIU DO ZAGAD

N IE Ń  W YTR ZYM A ŁO ŚC IO W YC H  LU F D ZIA ŁO W Y C H
(W iadom ości Techniczne U zbro jen ia , N r  31, 1935 r.)

Oznaczenia

a i b — promienie wewnętrznej i  zewnętrznej walcowej powierz
chni ru ry  lub  lu fy . 

a' i b' — takież promienie walcowej skorupy pocisku.
c — wyrażenie cechujące odkształcalność ru ry  z dnami,

' określone wzorem (83c), o wymiarze długości. 
e — podstawa logarytm ów  natura lnych.
f  i  f  — ugięcie ściany lu fy  i ściany pocisku w  przekroju płasz

czyzny pierścienia. 
y = b  — a — grubość ściany lu fy  (rury).
g' =  b' — a' — grubość walcowej części skorupy pocisku.
h — grubość dna zamykającego rurę.
h j , h2 albo h{, h‘, — grubości den zamykających skorupę pocisku.
lc0 -  param etr odkształcenia ru ry  o wymiarze długości w  § 0

określony drugim  ze wzorów (53a). 
jfc01 — analogiczny param etr wyrażony w  § 11 wzorem (69).
Ic02 albo /l/,2 — analogiczny param etr dla ty ln e j części ru ry  pocisku

określony w  § 12 ostatnim  ze wzorów (77).
Z — długość części lu fy  w  § 8 od pierścienia pocisku do

w ylo tu , w § 9 od tegoż pierścienia do ściany zamyka
jącej lufę.

Zj — długość walcowej ty lne j części pocisku od wewnętrz
nej powierzchni dna do płaszczyzny pierścienia.

Z2 — analogiczna długość przedniej części pocisku,
ln  — logarytm  natura lny.
p — ciśnienie względne gazów wewnątrz lu fy  (w kG/cm 2).
pa j ph — ciśnienie wewnętrzne i zewnętrzne ru ry  (w kG /cm 2).



<l(l  — obciążenie jednostki długości podłużnego
skrawka elementarnego ru ry , odpowiada
jącego ką tow i środkowemu dtp (w kG/cm). 

dq . . ,
^  — powyższe obciążenie odniesione do jed 

nostki szerokości mierzonej na okręgu 
o promieniu o0 (w kG/cm2).

— średni promień przekroju ru ry .

 ------------TEORIA KOŁOWO-SYMETRYCZNYCH ODKSZTAŁCEŃ SPRĘŻYSTYCH RUR_________391

r== a~\- b 
2 ~~ 

r — a'+ i> '

U)

y

— średni promień przekroju walcowej sko-

rupy  pocisku.
— rzędna wygięcia p ły ty  okrągłej zamyka

jącej rurę, mierzona dodatnio na zew
nątrz od płaszczyzny środkowej p ły ty  
przed odkształceniem.

v,i > w, _  analogiczne rzędne ty lne j i przedniej pły- 1
ty  tworzącej dno pocisku.

— przemieszczenia punktów  ru ry  leżącycli 
p ierwotnie na powierzchni walca o pro
mieniu q0 .

— odległości punktów  p ły ty  od je j warstwy 
obojętnej zginania, liczone dodatnio na 
zewnątrz.

— sztywność zginania podłużnych skraw

ków elementarnych ru ry  odniesiona do 
jednostki szerokości przekroju.

— sztywność zginania p ły ty  o grubości h

odniesiona do jednostki szerokości prze
kro ju .

>42, . . , ,0 1,(J2, . . . , f f 1, f f 8,... -  stałe całkowania lub  param etry równań
odkształcenia ru ry .

■® — moduł Y ounga.
j (fi y2 02/ l2

s — —  — moment bezwładności przekroju poprze-
12 r2 - [- y//12

cznego skrawka elementarnego ru ry  
względem osi obojętnej zginania tego 
skrawka, odniesiony do jednostki jego 
szerokości (mierzonej w  tej osi).

— moment bezwładności przekroju p ły ty  

o szerokości 1.

U J

j< E  h3i   -
l  — v2 12

h^ 
12
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K  — param etr w równaniu wygięcia p ły ty  okrągłej o k re ś la 

jący stopień utw ierdzenia sprężystego je j brzegu.
ń/ — moment zginający skrawka elementarnego ru ry  odnie

siony do jednostki jego szerokości (w kGcm/cm).
P  — nacisk pierścienia pociskowego odniesiony do jednostki

obwodu warstwy ściany lu fy  oprom ienili o0.
P a — (w kG/cm) nacisk pierścienia pociskoiyego na ścian*?

lu fy  odniesiony do jednostki długości okręgu przylega
nia pierścienia.

Q — siła poprzeczna w  skrawku.
T  — okres drgania ru ry .

(1 — r2) ln  b/a _ 1  4 / 3 ( l - r 2) ln  b\a _
4PoJ  ~  9 ]  /  i_ _  J_ 

g 12 r

— najważniejszy param etr odkształcenia ru ry .
/3 — param etr liczbowy wprowadzony w  § 10 i określony

wzorem (58).
<Y — gęstość materiału ru ry  jako iloraz z ciężaru właściwego

w kG/cm 3 i  przyśpieszenia ciężkości w  cm/sek2.
et — jednostkowe wydłużenie sprężyste w  punktach okręgu

o prom ieniu dowolnym o wzięte w  k ie runku  stycznym 
do tego okręgu (wydłużenie obwodowe).

■t) — jY T ^y ji*  ~  param etr odkształcenia ru ry  z dnem.

0j — dokładniejsza wartość param etru P określona wzo
rem (68).

,l2 oh'

(3(1—r2)ln  —
(t

— długość pó łfa li zgięcia skrawków podłużnych ru ry .
v — liczba Poissona.

2  g?
g° =  ~ ~  Pro irńeń okręgu określającego warstwę obojętną zgina-

nia skrawków podłużnych ru ry .

1 O2
<?o--r + 12 r
g — promień dowolnego punktu  przekroju ru ry  albo punktu

w arstw y środkowej okrągłej p ły ty  zamykającej.
g — promień w arstw y ściany ru ry , w k,tórej określamy na

prężenie styczne r.
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ah ar ,a, -  naprężenia normalne w ścianie ru ry  o kierunkach równoległych 
do osi ru ry , promieniowych (radialnych) i  obwodowych. 

oe,a„ — naprężenia normalne w  płycie o kierunkach promieniowych
(radialnych) (q) i obwodowych (n). 

r  — naprężenia styczne w  dowolnym punkcie ściany ru ry , okreś
lone w zagadnieniu ogólnym równaniem (13) lub  (13a). 

dtp — ką t między płaszczyznami osiowymi wydzielającym i elemen
ta rn y  podłużny skrawek ru ry . 

co —  współczynnik liczbowy odkształcenia ru ry  z dnami, określony
wzorem (83) w  § 13.

§ 1. Wstęp

Temat niniejszej pracy w y łon ił się pierwotnie z próby teoretycznego 
ujęcia w pływu, ja k i wywiera na lufę znaczne najczęściej ciśnienie p ie r
ścienia wiodącego pocisku. W pływ  ten wykazał doświadczalnie inż. J, D enk  
a moje zaznajomienie się z interesującym i wynikam i odnośnych badań 
było pobudką do głębszego teoretycznego wniknięcia w całość zagadnie
n ia wytrzymałościowego lu fy . Okazało się przy tym , ja k  ■wiele jeszcze 
pozostaje do zrobienia w teorii odkształceń i naprężeń lu fy  przy różnych 
położeniach pocisku podczas strzału, chociażby przy traktow aniu  zadania 
ty lko  jako „ s ta ty c z n e g o W s z a k  stosowany dotychczas aparat teore ty
czny obliczenia wytrzymałościowego lu fy  sprowadza się głównie do wzo
rów opartych na wzorach L amego, które tracą swą ważność w częściach 
lu fy  przylegających do zamka lub  otaczających pierścień pocisku. Po
nadto, lite ra tu ra  poświęcona wytrzym ałości lu f nie może się jeszcze w y 
zwolić z pęt nałożonych przez dawny błędny pogląd, że o wytężeniu 
m ateria łu decyduje wielkość naprężenia. Pogląd ten za czasów La mego 
prowadził do rozróżniania „poprzecznej" i „podłużnej" wytrzym ałości 
lu fy , co traci zupełnie sens ze stanowiska każdej z nowszych hypotez 
wytrzym ałościowych, albowiem hypotezy te uzależniają wytężenie m a
teria łu  od wszystkich naprężeń składowych, określających stan napręże
nia (napięcia) w badanym miejscu ciała sprężystego, a nie ty lko  od jed
nego z naprężeń. Z błędności niezależnego traktow ania wytrzym ałości 
„podłużnej" i „poprzecznej" zdają sobie wprawdzie dobrze sprawę auto- 
rowie dzieł poświęconych wytrzym ałości lu f, jak  np. u nas inż. K . J a - '  
k o w s k i  („W ytrzym ałość lu f  działowych", Warszawa .1929, rozważania 
na str. 187), jednakże upór tra dyc ji jest silniejszy i  bezpodstawne nazwy 
u trzym u ją  się nadal z niewątpliwą szkodą dla naszego zagadnienia pod 
względem dydaktycznym  i naukowym *).

*) Z a u w a ż o n e  w  p r a k t y c e  p r z y p a d k i  p o d łu ż n y c h  i  p o p r z e c z n y c h  p ę k n ię ć  l u f y  n ie  

m o g ą , b y n a jm n ie j  s łu ż y ć  d o  u s p r a w ie d l iw ie n ia  n a z w  „ w y t r z y m a ło ś c i  p o d łu ż n e j  i  p o -



3 9 -1 XI. ZAGADNIENIA UZBROJENIOWE

I d e a l n y  c e l, j a k i  p r z y ś w ie c a  s tu d io m  t e o r e t y c z n y m  n a d  w y t r z y m a 

ło ś c ią  lu f ,  d a  s ię  o k r e ś lić  ( j a k  d la  k a ż d e g o  z r e s z tą  b a d a n ia  A v y tr z y m a -  

ło ś c io w e g o  c z ę ś c i k o n s t r u k c y jn e j )  w  s p o s ó b  n a s t ę p u ją c y :  W y z n a c z e n ie  

z  m o ż l iw ą  d o k ła d n o ś c ią  s ta n u  o d k s z ta łc e n ia  i  n a p r ę ż e n ia  ( n a p ię c ia )  w  k a ż 

d y m  m ie js c u  l u f y  w  z a le ż n o ś c i o d  j e j  w y m ia r ó w ,  s ta ły c i i  s p rę ż y s to ś c i  

m a t e r ia łu ,  c iś n ie n ia  g a z ó w  p r o c h o w y c h  o ra z  s il w y w a r t y c h  n a  lu f ę  p r z e z  

p ie r ś c ie ń  p o c is k u  w  k a ż d y m  je g o  p o ło ż e n iu ,  a  n a s tę p n ie  w y s z u k a n ie  n a  

p o d s ta w ie  h y p o t e z y  w y t r z y m a ło ś c io w e j  n a j le p ie j  p o t w ie r d z o n e j  p r z e z  d o -  

ś w ia d c z e n ie  2) m ie js c  n a jw ię k s z e g o  w y t ę ż e n ia ,  c z y l i  n ie b e z p ie c z n y c h .

Miejsca te mogą być skupione w pewnych przekrojach lu fy  lub  też 
rozłożone na większych częściach je j długości. Znając wielkości wytężeń 
w tych  miejscach, można ustalić w arunk i trwałości i  bezpieczeństwa lu fy  
p rzy je j projektowaniu albo też usunąć usterk i spotykane np. p rzy re
konstrukc ji lu f  przez rdzeniowanie itp .

W  b a d a n ia c h  t e o r e t y c z n y c h  n a le ż y  m ie ć  n a  u w a d z e ,  ż e  ( w  g r a n ic a c h  

s to s o w a ln o ś c i p r a w a  H o o k e ’a )  s k ła d o w e  s ta n u  o d k s z ta łc e n ia  i  n a p r ę ż e n ia  

(n a p ię c ia )  p o d le g a ją  z a s a d z ie  s u p e r p o z y c j i ,  n a t o m ia s t  w ie lk o ś ć  w y t ę ż e n ia  

n ie  (z  w y j ą t k i e m  p r z y p a d k ó w  s z c z e g ó ln y c h ) .  D la t e g o  p r z y  je d n o c z e s n y m  

d z ia ła n iu  k i l k u  p r z y c z y n  (o b c ią ż e ń )  w y w o łu ją c y c h  o d k s z ta łc e n ia ,  je ż e l i  

t e  p r z y c z y n y  w y s t ę p u ją  z a w s z e  r a z e m , n ie  m a  p o t r z e b y  w y z n a c z a n ia  

A v y tę ż e ń  o d p o A v ia d a ją c y c h  t y l k o  je d n e j  z n ic h ,  A v y ją w s z y  p r z y p a d k i  s z c z e 

g ó ln e , g d y  in n e  p r z y c z y n y  m a j ą  z b y t  m a ł y  AArp ł y w  n a  s ta n  o d k s z ta łc e n ia  

i n a p r ę ż e n ia  w  m ie js c u  r o z p a t r y ava n y m 3).

W o b e c  w ie lk ic h  t r u d n o ś c i  ś c is łe g o  t r a k t o w a n i a  z a d a n ia  p r z e z  c a łk o -  

A vanie  r ó w n a ń  ró ż n ic z k o A Ć y c h  o g ó ln e j  t e o r i i  s p r ę ż y s to ś c i —  p o p r z e s ta n ie m y  

n a  r o z w a ż a n ia c h  p r z y b l i ż o n y c h ,  p o p a r t y c h  je d n a k ż e  s i ln ie  w n io s k a m i

p r z e c z n e j " ,  a lb o w ie m  p ła s z c z y z n a  p ę k n ię c ia  w s k a z u je  n a jc z ę ś c ie j  t y l k o  n o r m a ln y  d o  

n ie j  k ie r u n e k  je d n e g o  z  n a p r ę ż e ń  g łó w n y c h  te g o  m ie js c o w e g o  s t a n u  n a p r ę ż e n ia  ( n a 

p ię c ia ) ,  k t ó r y  s p o w o d o w a ł  p ę k n ię c ie .  H y p o t e z a  e n e r g i i  o d k s z t a łc e n ia  p o s ta c io A v e g o  w y 

k a z u ją c a  n a j le p s z ą  z g o d n o ś ć  i lo ś c io w ą  z  d o ś w ia d c z e n ie m  d la  m e t a l i  c ią g l iw y c h  n ie  

r o z s t r z y g a  i  n ie  m o ż e  r o z s t r z y g a ć  o  k i e r u n k u  p ła s z c z y z n y  p ę k n ię c ia ;  p o z w a la  o n a  t y l k o  

o k r e ś l ić  d la  k a ż d e g o  d a n e g o  s to s u n k u  n a p r ę ż e ń  g łó w n y c h  t e  i c h  w a r t o ś c i  k r a ń c o w e ,  

k t ó r y c h  p r z e k r o c z e n ie  m u s i  w y w o ła ć  o d k s z t a łc e n ia  p la s ty c z n e  m o g ą c e  p r o w a d z ić  p r z y  

d a ls z y m  A v z ro ś c ie  o b c ią ż e n ia  d o  p ę k n ię c ia .  W ie lk o ś ć  p o s z c z e g ó ln y c h  n a p r ę ż e ń  g łó w n y c h  

n ie  m a  w  p r z y p a d k a c h  z ło ż o n e g o  s ta n u  n a p r ę ż e n ia  ( n a p ię c ia )  av o g ó le  ż a d n e g o  r o z 

s t r z y g a ją c e g o  z n a c z e n ia .

2) D la  m etali zdolnych d o  odkształceń plastycznych Avykazały liczne badania labo
ratoryjne w  różnych krajach najlepszą zgodność hypotezy energii odkształcenia po
staciowego ( M .  T . I I u b e r  1904, R. v .  M is e s  1913, B .  P .  H a i g h  1919, H .  H e n c k y  

1923). Ustępuje jej niewiele hypoteza największego naprężenia stycznego (C h . A. C o u 

l o m b  1776, .1. J. G u e s t  1900, O. M o i i r  1900 i M .  M a l a v a l  1922).
3) T ak i przypadek zachodzi n iew ą tp liw ie , gd y  jedno z naprężeń g łów nych  oą, <ra, er, 

w  badanym  m iejscu je s t znacznie Aviększe od dw u innych , a lbow iem  to  Avynika ze w zoru



ze znanych wyników  badań na podstawie teorii ogólnej. Znaczne u ła tw ie
nie stanowi kołowa symetria względem osi lu fy  przemieszczeń wszystkich 
je j punktów  przy odkształceniu, k tó rą  można założyć zaniedbując m iejs
cową nieznaczną asymetrię w  pobliżu zamka itp . Mamy bowiem do czy
nienia z obciążeniami, k tó rych  rozkład jest również kołowo symetryczny.

§ 2. Równanie różniczkowe odkształcenia rury i wzory dla naprężeń

Rozpatrzm y najpierw  stan odkształcenia i naprężenia w  elemencie 
pierścieniowym ru ry  wydzielonym  dwoma przekrojam i poprzecznymi 
w  miejscu nie obciążonym bezpośrednio naciskiem pierścienia pocisko
wego P  kG/cm. Odkształcenie takiego elementu zachodzi wskutek dzia
łania nań części sąsiednich 
za pośrednictwem naprę
żeń stycznych i  norm al
nych. Jedne i drugie są od 
siebie nawzajem zależne 
i dzięki założeniu sym etrii 
kołowej są funkcjam i sa
mego ty lko  prom ienia g, 
określającego pierwotną 
odległość rozpatrywanego 
punktu  od osi ru ry . P rzy 
nieobecności zewnętrzny cli 
sił podłużnych suma bez
względnych naprężeń nor
malnych ai w  każdym  przekro ju poprzecznym musi byc równa o. a  za
tem te naprężenia muszą się składać z ciągnień i  ciśnień rozmieszczonych 
na polach dwu pierścieni, k tórych  sumą jest przekrój ru ry . W ydzielm y 
z ru ry  przekrojam i osiowymi, zamykającym i ką t d<p (rys. 1 ) skrawek ele
m entarny o szerokości obu podstaw ad<p i h dip (a i  b oznaczają promień 
wewnętrzny i zewnętrzny ru ry). Skrawek tak i jest zginany wr swej płasz-

n a  w y tę ż e n ie  m a t e r ia łu  o k r e ś lo n e  n a p r ę ż e n ie m  z r e d u k o w a n y m  artd, k t ó r y  w e d łu g  n a 

s z e j h y p o t e z y  m a  p o s ta ć

G d y  n p .
(7a=  0,2(7,, 0 3 =  ~~ 0,2(7,,

t o

Of.*™ 1.02(7,.
. S k o r o  je d n a k

<72=  0,2(7,, <73=0,2(7!,
t o
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arei =  0,8(7, .

K y s .  1
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czyźnie sym etrii. Naprężenia są zatem po stronie w ypukłe j ciągnieniami, 
a po stronie wklęsłej ciśnieniami. P rzy j ąwszy lin iow y rozkład tych na
prężeń wzdłuż przekrojów promieniowych, podobnie ja k  w  teo rii zgięcia 
belek B. dE Sa in t -Y e n a n t a , otrzym ujem y dla promienia q0 warstwy 
obojętnej wyrażenie:

(1)

I (fdgdcp

6o=zt}  ~  = :3 P ^  
j  Qdqd<p

2 b3 — a3 1  , ŁX , 1 ( b - a f
=  2 {a-+ b } + r & + b j

albo przy oznaczeniach l ( a +  b) =  r, b — a = g  (grubość ściany)

( la ) L t
12 r  '

Zgięcie skrawków elementarnych ru ry  jest nadto uwarunkowane prze
mieszczeniem y wszystkich punktów  w arstw y obojętnej w k ie runku pro

m ieniowym. To przemieszczenie jest fu n 
kc ją  odciętej przekroju x  mierzonej na 
osi ru ry  od obranego początku 0 (rys. 2 ). 
M iarą słabej krzyw izny skrawka (w naszym 
zadaniu zawsze wystarczająco przybliżoną) 

d?yjest y "  =  ~ - .  W arstwa obojętna o promie- 
•’ dxl
niu o o doznaje przeto (w kie runku prosto- 
padłym  do osi x) wydłużenia obwodowego

uo> _  V_ _ Gdyby y było niezależne od o, to 
Q o

można by dla dowolnego punktu  ru ry  Avyrazić jednostkowe wydłużenie 
obwod owe równaniem

E , =  - .

W  ogóle jednak będzie

_ y + v
,~ ~ T i

przy czym y oznacza wielkość zależną także od o, ale bardzo małą w  po
równaniu do y (podobnie ja k  y jest małe wobec grubości ru ry  g = b  — a). 
Odpowiednie naprężenie obwodowe a, jest naprężeniem głównym ; inne 
naprężenia normalne w elemencie ru ry  są: naprężenie podłużne 07 i p ro 
mieniowe ar .
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Według teo rii sprężystości jest

(2) ! [ * , - * ( * , + ar)],
O Jti

g d z ie  E  o z n a c z a  m o d u ł  Y o u n g a , a  v l ic z b ę  P o is s o n a .

Naprężenie ,a t uwarunkowane zgięciem skrawka określi równanie

(3 ) ot= ^ { g — Q o),

gdzie M  oznacza moment zginający przekro ju skrawka, J  zaś moment 
bezwładności tego przekroju, oba odniesione do jednostki szerokości 
w  warstwie obojętnej.

D la  J  znajdujem y łatwo wyrażenie:

r2 _ £
g3 2 (a + b )2 +  iab  g3 12

(4) J . .    .12 3 ( a + b f + t f  1 2 r f 4
12

W  ciągu dalszym napotkam y często iloczyn J  ■ q0, k tó ry  ma znaczenie 
momentu bezwładności przekroju skrawka elementarnego podzielonego 
przez ką t dtp. Jego wartość określa wzór:

a3
(4a) JQo~ 12 \ 12r

G dyby skrawek zginał się swobodnie, to ką t dtp nachylenia ścian bocz
ny cli u ległby zmianie. Uwarunkowana kołową symetrią odkształcenia 
niezmienność tego ką ta  wywołu je obok naprężeń podłużnych 07, dodat
kowe naprężenia obwodowe o wielkości vo>, tak samo ja k  przy zgięciu 
walcowym p ły ty  powstają obok naprężeń zginających podłużnych ax 
jeszcze naprężenia poprzeczne ay= v a x . Z tego powodu sztywność zgina
n ia B  skrawka (odniesiona do jednostki obwodu w arstw y obojętnej) 
w inna być mierzona wyrażeniem

B  =  j~~~2 'J ■.1 — v-

A  zatem moment zginający skrawek:

E J  (By
<5) 1 - v * d x 2 '

Naprężenia obwodowe a, obliczone z równania (2 ) wyrażają się wzorem

(2a) a, = E y- ^ - + v ( a i + a r)
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albo po wstawieniu kolejno tyartości z (3) i (5)

(21)) + v a r -
vE d2y

1 —1>2 da?2 ( o - 9 o ) 4).

Naprężenia bezwzględne u, ■ do działające na ściany boczne skrawka 
(rys. 3) dają wypadkową, k tó ra  odniesiona do jednostki długości skrawka 
ma wartość

(6 ) dq =  — (lep I a ,d g = — — | a,do 
J o0 J

(Tu ta j ds=Q 0d/p jest szerokością skrawka mierzoną w  warstwie obojętnej 
zginania).

A  zatem
b b

(7) d q = -
I I  ds

lni  +  i  p d 0 + i J  <rr d e + I ^p- i r"-g(e°-r )

W  przypadku siły  podłużnej N  przybywa tu ta j m iędzy k lam ram i [ ] 
vNjeszcze wyraz (por. odsyłacz wzoru 2b).

względem i

E J  dHj

2 E rn
Dw ukrotne różniczkowanie (5) względem x  daje:

d2M
dr2 1 — v2 dot?

a ponieważ
d2M  , dq 
IW

*) W  przypadku gdy zachodzi siła N  rozciągająca rurę podłużnie, należy oczy
wiście po prawej stronie wzoru (2b) dodać wyraz

 N_   N
V (b* — a2) n V igrn '
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t j.  obciążeniu jednostkowemu wyrażonemu powyżej, przeto:

b b

(3)
E J  dJy

1 — V2 d x i
E
co !' h lś + i

pdg
Q + i f

a

ardg +

vN +  JUL.
2 E r  7i 1 — r

n ' l l .  
’ dx2

W  przypadku gdy ru ra  jest pod ciśnieniem wewnętrznym pa, wynosi 
obciążenie jednostkowe skrawka

pa- adcp a 
nnd(p Pa,

Q o

podobnie przy ciśnieniu zewnętrznym pb jest tj' =  —  pb ■
Q o

Te obciążenia należy dołączyć po prawej stronie powyższego równa
nia. W ogólnym przypadku m am y w ięc:

(9)

E J  d4y vEg
+  :1 — v2 dad 1 — ,« O o /  dx2 \gn a] V

apa—bpb E  C pdg_ M  | , « L ,
q0 J  Q Q0 J *  2  g 0r7i9o

Rozwiązanie tego równania różniczkowego pozwoliłoby nam, przy 
znajomości funkcy j g i ar , obliczyć naprężenia normalne ci/i a, z wzorów:

(10)

(11)

07 =
E  . , d2y

1 — V' dot? 2 g rn  J

a t= ] y Ł t l + v ( a , +  ar) . 
e

g rn

Ponieważ w  ciągu dalszym pom ijać będziemy zwykle p i  ar , a w ob li
czeniach szczegółowych przy jm iem y często N =  0, więc równania (.10) 
i (11) stosować będziemy w postaci uproszczonej:

(lOa)

(H a)

(T,= — { Q — Q o ) y  = - j { Q — Q  o ) >1 — v

a ,=  —  +  va,. 
Q

Pozostają do wyznaczenia naprężenia styczne r. Te mają k ie runk i 
promieniowe i dają się obliczyć ze znanych wartości ah wyrażonych jako 
funkcja  g i  x. Potrzebnego równania dostarcza warunek równowagi ele-
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mentu ivyciętego ze skrawka przekrojeni walcowym o prom ieniu o i dwoma 
przekrojam i poprzecznymi w  odległości dx (rys. 4), a mianowicie

j" dx Q(kpdQ— TQdtpdx.
a

Stąd
b

1 f* O
(12) r = -  | qcI q albo

! / £ * •
W stawiwszy tu ta j powyższe wyrażenie 

dla a, (róivnanie 10) otrzym am y wzory:

' E l f  d3y
<13)

B
E  d3y 1

1  —  v 2 d a ?  o 3

Eys. 4. Schemat rozkładu na
prężeń podłużnych <r, na ele
mencie wyciętym ze skrawka 
przekrojem walcowym o pro

mieniu n

albo

(13a)
E  1 f  d3y

1  —  V2 Q
1 f  a y  . . , E  d3y 1
F J

r  eo,-2

Oznaczmy przez Q siłę poprzeczną skrawka elementarnego ru ry  od
niesioną do jednostki szerokości w  warstwie obojętnej. Do obliczenia Q 
posłuży równanie:

b b
Qg0d(p= I xQdcpdQ=dcp j  tqcIq ,

a a

czyli

Q — ( xodq ,
QoJ

Wstawiwszy tu ta j wartość r  z równania (13) lub  (13a) otrzym ujem y 
zgodnie po dłuższym rachunku:

Q-
e  d y  i  <f / i  f \

_  „ 2  /7 /v> 3  1  O  1 1  9 .  « • I  ’1 — v2 doc3 go 12 \ 12 r

czy li z uwzględnieniem wzorów ( la ) i  (4):



§ 3. Dopuszczalne uproszczenie podstawowego równania różniczkowego

Ażeby um ożliw ić rozwiązanie równania różniczkowego (9), skreślimy 
bo prawej stronie obie całki zawierające rj i ar , co spowoduje błędy bar
dzo nieznaczne. B łędy te są nadto tym  mniejsze, im  mniejsze jest g 
"wobec r. Napisawszy teraz równanie różniczkowe naszego zagadnienia 
"w postaci:

,9a>
gdzie

n - y a U  M  r _ . i - ^ , n 6
1 V V  Qol ’ ~  4J"p0 a ’

0 _  .1 -  v- ( a p a— bph Nv
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E J  \ qq 2Q0rjc) 

o trzym ujem y w znany sposób wyrażenie dla ogólnego rozwiązania:

c(14) y —A ^  cos f ix -\-A 2eax sin -f-A3e~ax cos p x Jr A ie -ax sin /$ *+  r-rC •
4 Cg

T u ta j jest

a =  j / / C 2- C 1 , / 3 = i ' ,  % + C i ,

a stałe całkowania są oznaczone przez A 1, . . . ,A 4.
Nie trudno zauważyć, że param etr G1 jest w porównaniu do | Ct 

najczęściej bardzo mały, nawet gdy stosunek g :r  dochodzi do 1, w ar
tość Cj wynosi zaledwie 0,05 \/C 2. W  dość znacznym zatem przybliżeniu 
można równanie różniczkowe (9) zastąpić następującym

(15) g  +  J p A - .
l - v 2 dx* ' \p0 a]~ g0 2ę0rn

Ponieważ to równanie ma tę samą postać analityczną co równanie 
belki na sprężystym podłożu o module podatności k, obciążonej ciężarem 
jednostkowym  q:

(16) =

przeto możemy w niektórych przypadkach skorzystać z gotowych wzo
rów teorii zgięcia takich belek zastępując ty lko :

E  b1. moduł k przez — ln  -  ,
9o a

E J2. sztywność zginania E J  przez   r-,
1 — v

3. obciążenie q przez — \a p a—bpb — - -  — ^ .
9 0 \ ^  7̂1)

Pisma, III 9#
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Jak łatwo stwierdzić przez podstawienie a y  pierwszym przybliżeniu

nie różniczkoAve spotykane a y  l ic z n y c h  pracach i  podręcznikach, którego 
sto soA van ie  d o  r u r  grubo ścieńn y ch musiałoby jednakże p r o w a d z ić  do du
ż y c h  blędÓAY.

§ 4. Działanie nacisku obrączkowego w środkowych częściach długiej rury

R o zpatrzm y teraz schemat ru ry  (lu fy ) bardzo długiej o stałej grubości 
ściany, obciążonej ty lk o  a y  przekro ju  środkowym  naciskiem  AYewnętrz- 
n ym  o wielkości P  k G /cm  5) bez ciśnienia gazÓAY itp . Zadanie odpowiada  
ściśle belce bardzo długiej na  sprężystym  podłożu, obciążonej w  środku 
siłą skupioną P  (kG ). W te d y  jest jak  Aviadomo dla dodatnich Avartości x  ,6): 
ugięcie

Pa
(17) y — — e - " £(cos a *  +  sm a x ) ;

Z rC
m om ent zginający

p
~(18V Jf== —  e_<w(cos ax— sin ax) ;
' ' ł a 
siła poprzeczna

P
(19) Q =  -  7 7  e~°* cos a x ,

p rzy  czym

Linia ugięcia jest fa lis ta  o am plitudach szybko malejących ze wzro
stem x , a o długości pó łfa li

b) T u t a j  i  a ż  d o  k o ń c a  p r a c y  o z n a c z a  P  n a c is k  o d n ie s io n y  d o  j e d n o s t k i  o b w o d u  

w a r s t w y  o b o ję tn e j  o  p r o m ie n iu  q 0 . J e ż e l i  w ię c  P a  o z n a c z a ć  b ę d z ie  n a c is k  n a  je d n o s t k ę  

o b w o d u  w e w n ę t r z n e g o ,  t o

6) D la  u je m n y c h  *  t r z e b a  t y l k o  z a s tą p ić  w e  w s z y s t k ic h  A v z o ra c h  x  p r z e z  — x .

(20 )

(21)

StosoAYiiie do tego o trzym am y dla naszego zadania:
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4 /

(17a)

(18a)

(19a)

(2la) X = ń ' ±QqJ

(1 —r2) ln  — 
a

=  ng
g 12 r  

/  3 (1 -  i'2) ln  -

y =  - e -"(cos a » +  sin « .r),
2 P  ln  -

p
M  =  —  e-“ (cos ax— sin a x ). 

4 a

Q :=  — — e~ax COS ax . 
A

Łatwo zauważyć, że największe wartości y, M  i Q zachodzą dla * — 0, 
t j.  w  miejscu obciążonym. Określają je  wzory:

V m a x  —

P 20a ^ P  Qo

22)

2
P i n -  2 

a
E  b A ln -  

a

M max =
PA
4ti

5 =
P

~ 2 '

Stąd obliczym y krańcowe wartości naprężeń w otoczeniu tego miejsca: 
a) Naprężenia zginające

(23) a,- 1 —r2

o wartościach skrajnych
p  2 JP?l

(23a,b) (o/)e=a=  — (g0—(i)j (o/)(?= t = = ^ j ; P«) •

b) Naprężenia obwodowe

71 P  Q0
(24) a,—

o wartościach skrajnych:

2 b q źtt J  
A ln -

a

, PA i i+ v Q ~~ Qoh

(24a)

(24b)

(°’,)5=a - „
n P  Qa tPA .

- r  4— j ( e o - a ) ,
A ln

b a 4 tt J

A ln  — a
26*
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c) Naprężenia styczne według wzoru (13):

f25) '  l _ l b3 W 23 , e2
4 7 o \3  2 e° 3 + 2 e°

albo

(25a)

p (b3 b2
4Jq \3 2

P U 3 a2
4Jq \3 ~  ~2

a? Q3 , Q2 \  
2" 6 o  ~  -g +  Ty Qo I

Największe r  nie występuje w warstwie obojętnej zginania, ale za
chodzi ty to  bliżej te j warstwy, im  mniejszy jest stosunek g:r.

W  przypadkach niew ielkiej grubości ściany g w porównaniu do r  i a 
można z nieznacznym błędem poprzestać na wzorach przybliżonych, które 
wyprowadzim y z powyższych wstawiając w przybliżeniu:

1) r  zamiast g0 =  r + ~ y r  z błędem wartości g0 mniejszym od 2°/0, jeżeli 
r

9 < 2-
g 3

2) -jT, zamiast J  według wzoru (4) z błędem nie przewyższającym 

~ 4 %  dla 3 < | .

b r + g
3) ^  zamiast l n - = l n  = "f ^~12 \ r )  z błędem zbliżonym

do poprzedniego. 2
1 
3P rzyjm ując nadto v =  ^  o trzym ujem y wzory następujące:

Długość pó łfa li 
(21b) A =  0,783n \ g r — 2,461i g r .

Skrajne wartości naprężeń zginających:

(23cd, „ , ^ ± 1,17  £ j / r .

Skrajne wartości naprężeń obwodowych:

(24a) =  1 2 7 8 - 1 / ^  0,306
le- fl 9 X g w ± g  ’

Największe naprężenia styczne 

< * * ,

a towarzyszące im  naprężenia obwodowe:

(26a) (a,) =  |  - i i -  ** 0,639 ~  l A  .
-  5 ln — ^ r  9Aln-

a



G dyby nie było żadnych innych sił działających na rurę w sąsiedztwie 
przekroju rozpychanego naciskiem P, to  miejsca niebezpiecznego wypa
dałoby szukać w  trzech punktach:

1) K a  powierzchni zewnętrznej, gdzie zachodzi dwuwym iarowy stan 
napięcia określony naprężeniem obwodowym według wzoru (24a) i na
prężeniem podłużnym  według wzoru (23a).

2) W  warstwie obojętnej, gdzie stan napięcia określają wzory (25b) 
i (26a).

3) Na powierzchni zewnętrznej, gdzie panuje tró jw ym iarow y stan na
pięcia, określony naprężeniem obwodowym (cr,)e=a według wzoru (24a), 
naprężeniem podłużnym  (oi)e=b według wzoru (23a) i  naprężeniem pro
mieniowym, które dałoby się obliczyć, gdyby była  znana szerokość paska 
dotyku pierścienia wywierającego nacisk P. Pom ija jąc na razie tę kwestię, 
porównamy ty lko  wytężenie m ateria łu w  purfktach 1 i 2. W  punkcie 1 jest 
■według hypotezy energii odkształcenia postaciowego

__  TEORIA KOŁOWO-SYMETRYCZNY CII ODKSZTAŁCEŃ SPRĘŻYSTYCH RUR \ 4 0 5

czyli
2 2 2 ared— Oi-f- °2— Uj<t2

» /P

A  zatem

(27)

1 ,17 *+ 1 ,2 78> (^ j  +  0,30ej’ -  

-  1 .U 1 ,278 0,306) -

“  (f ] / i ) ! 1 ’188 -  ° ’495 d n + i 1 ’™ '  i i k i j ]  ■
P 0,495r / l,2 7 8 r\»

2 r + g  \ 2 r + g ) ’/W1’
W  punkcie 2 zaś ( o 2red— o 2 p 3 T 2) jest

2
®red

A  zatem

(28) &red~ f | / o , 4 0 8 t  +  0,422(1 +  i

Obliczywszy ze wzorów (27) i (28) szereg Avartości dla różnych stosun
ków r :g  można znaleźć pewną graniczną wartość tego stosunku, powyżej 
k tóre j miejsce niebezpieczne leży na powierzchni zewnętrznej, a pon i
żej — w warstwie obojętnej.
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§ 5. Zakres stosowalności rozwiązań przy upraszczającym założeniu bardzo
długiej rury

Nasuwa się teraz pytanie, k iedy wyprowadzone wzory określają dość 
dokładnie ten stan odkształcenia i naprężenia (napięcia) w  lu fie  działo
wej, ja k i odpowiada rozprężającemu działaniu pocisku za pośrednictwem 
pierścienia. A lbow iem  lu fa  ma długość skończoną, a pierścień rozpycha
jący może się znajdować w różnych przekrojach lu fy . Otóż dyskusja w y
prowadzonych wzorów ogólnych dla lu fy  bardzo długiej poucza, że w  od
ległości > 2 /  od przekro ju obciążonego zachodzą odkształcenia i naprę
żenia znikomo małe w  porÓAvnaniu do tych, jakie  panują w  najbliższym

Aotoczeniu tego przekro ju np. 0 < a ? < -. D la  pewnych typów  lu f okazuje

się 2 A równe około 2 do 3 ka lib rom  lu fy , Avobec czego ważność naszych 
wzorów by łaby zapewniona*w obszarze 70 do 80°/o środkowej długości 
lu fy . A le po wtóre grubość g nie jest stała, lecz zmniejsza się ku  wylotow i. 
Dopóki ta  zmiana jest łagodna, możemy śmiało przyjąć, że wzory nasze 
nie dadzą nwagi godnych błędów, podobnie ja k  wzory teo rii zgięcia belek, 
wyprowadzone dla przypadku przekro ju stałego, są dostatecznie dokładne 
dla belek o przekro ju łagodnie zmiennym albo wzory Lamego, ściśle 
ważne dla ru ry  bardzo długiej i  cylindrycznej, a obciążonej sta łym  ciśnie
niem wewnętrznym  na całej długości, są wystarczająco przybliżone dla 
lu fy  rzeczywistej z wyłączeniem kró tk ich  kawałków końcowych.

Teoria ogólna, oparta na równaniu różniczkowym ściślejszym (9) albo 
przyb liżonym  (15), pozwala w  pewnych uproszczonych warunkach zna
leźć rozwiązanie ważne w  pobliżu zamkniętego lub  otwartego końca ru ry . 
Przedtem jednakże postaramy się uzupełnić rozwiązanie rozdz. IV  ob li
czeniem tych  odkształceń i  naprężeń w okolicy pierścienia rozpycha
jącego, k tóre  zachodzą wr,skutek jednostronnego ciśnienia gazów- procho
wych i tarc ia  pierścienia o rurę.

§ 6. Odkształcenia lufy wywołane tarciem pierścienia wiodącego pocisku

Niechaj T ' oznacza siłę tarcia pierścienia o wewnętrzną powierzchnię 
lu fy , odniesioną do jednostki obwodu 2an. Odpowiednia siła rozciągająca 
lu fę  w  części leżącej z ty łu  pocisku (aż do pierścienia) T = 2 a n T ' wywro- 
łu je  przede wszystkim  naprężenie podłużne

(o) 2 a n T ' a T
a> (b2 — a2)7i gr  ’

a nadto naprężenia zginające w  każdym  elementarnym skrawku ru ry  
z powodu mimośrodowości działania sił Taclcp. Odpowiedni moment zgi
nający zewnętrzny określa wzór

M 0ad<p =  T ' adq>(g0— a) ,
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czyli
M 0= T '{Q 0- a ) .

P rzy założeniu upraszczającym, że ru ra  rozciąga się po obu stronach 
przekroju obciążonego bardzo daleko, o trzym ujem y rozwiązanie równa
nia różniczkowego (15) w  postaci

(29) y-.

przy czym ja k  w  § 4

T '(p 0 — a)a2p0■ r “ smoa;,
i? ln -  

a

(1 —r2) ln  ^  

4 q0J

4/

r -

3 ( i  v2) m -

r
9

JL l
12 r

Rozwiązanie to jest ważne po stronie dodatnich x  mierzonych od 
przekroju obciążonego ku  wylotoAvi ru ry . D la  ujemnych trzeba ty lko  
zastąpić e~ax sin ax przez ecuc sin ax.

D w ukro tne różniczkowanie daje:

A  zatem

(30)

(31)

E  l n -  
a

M ~  — 

dM
Q

E J

r

y " = Y {e ° ~ a) e~axcosax’

(Q0—a)ae -M(cos aooĄ- sin ax).
dx 2

W edług równań (10) i  (11) z pominięciem r/ i ar znajdziemy wzory 
dla naprężeń

(32) at — i  ^ . (Oji— a\iR—Jl®1 cos a x ,
2 J

(33) <r, =  T ' a2go(gg— ^  sin a®+ — — — —  cos a®
p l n -  
e a

Oznaczywszy przez f  bezwzględne wartości ujemnych x, o trzym am y 
dla przekrojów ru ry  leżących po stronie ujemnych x  wzory:

(32a) o i = -  T  (e° ~ ^ ( g~ e° )e -^cos  a i +  ~ ,
Z f J  ( J  /

(33a) o « ! « * • = £ > Sin a f  +  v (g o -« ) (g ~ g o )  c08 ^  
, O

p ln  -c n

e~a( - f  v a T
gr



^ a  podstawie rozważań § 5 można powyższe wzory stosować ze zna
czną dokładnością, jeżeli przekrój obciążony jest odległy od końców

ru ry  przynajm nie j o 2Ż =  —  .
a

Znając przyśpieszenie y  ruchu wstecznego lu fy  w każdej chw ili podczas 
strzału, możemy nadto obliczyć naprężenie podłużne odpowiednich opo
rów bezwładności (sił d ’ALEMBERTA), mnożąc masę części lu fy  od prze
k ro ju  rozpatrywanego do w y lo tu  przez y  i  dzieląc iloczyn przez pole prze
kro ju . Z ty m  naprężeniem sumuje się obliczone powyżej 07 wskutek tarcia.

___________________ XI. ZAGADNIENIA UZBROJENIOWE

§ 7. Wpływ ciśnienia gazów prochowych na części lufy za pociskiem 
przy założeniu wielkiej długości obu części lufy

Ażeby teraz obliczyć odkształcenia i naprężenia w  lu fie  po obu stro
nach pierścienia pociskowego, uwarunkowane tym , że z ty łu  za pierście
niem panuje ciśnienie gazów prochowych, a z przodu tego ciśnienia nie 
ma, obierzemy znowu początek osi x  w środku przekroju dzielącego oba 
te obszary i  zakładając bardzo w ielką długość ru ry , poszukamy odpo
wiednich całek równania (15) i  równania

(15a) - 5 ^  g  +  (:?  m  h
l  — v2 dxi  \e0 a )J 2Q0rn

oraz równania:

,1 5 1 ,)  « g + ( * i , » ) , . S . J i .
1 - r 2 dxi  \ q0 a j J Qo 2Q0rn

ważnego po stronie obciążonej ciśnieniem. Po te j stronie o trzym ujem y 
(z dopuszczalnym pominięciem siły  podłużnej N )

(34) y =  (1— ke°x cos ax)... (dla. * < 0 ) .
E  ln  —

a po stronie nie obciążonej

(35) y  =  ~—P e~ax cos ax .
"  Tli UE  I n -  

a

Oba rozwiązania, jak łatwo sprawdzić, czynią zadość odpowiednim rów 
naniom różniczkowym i warunkom  krańcowym. W  równaniu (34) jest

(34a) • y — — dl a x —>oo.
E  l n -



( l  —v)e„ +  0  - +  v)~rQo

G dyby rozwiązanie nasze było ścisłe, to ta  wartość powinna być rów na  
przemieszczeniu w arstw y  o0 obliczonemu z teorii Lam ego, k tó ra  ja k  
wiadomo daje:

(36) y = ___ ............
J E { b 2- a 2)

P o r ó w n a n i e  l i c z b o w e  o b u  A v a r t o ś c i  p r z y  ó  =  l , l «  a ż  d o  b — 2 , 5 a  A v y k a z a ł o ,  

ż e  n a s z a  A v a r t o ś ć  p r z y b l i ż o n a  j e s t  co n a j w y ż e j  o k o ł o  4 ° / 0 z a  m ała, A v y n i k  

w c a l e  z a d o A A r a l a j ą c y  7 ) .

Z  rozw iązań (34) i (35) znajdu jem y kolejno p rzy  pomocy wzorów (10), 
(11) i  (13).

.1) Po stronie obciążonej ciśnieniem, t j .  d la ujem nych wartości x :

(38) oi — — a2eojc sjn ux== _  i —  (g Qo)a P  pax gjn ^  _

(1 -  v2) ln  ̂  j  /  J o 0{ 1 -  v2) ln  |

krańcowe Avartości tych  naprężeń zginających skrawki elementarne ru ry  
zachodzą przy

A 5 .  9 .
x ~  4 ’ 4 ’

zdążając oczywiście do zera,

(39) a,=  —ap (1 — i eax cos ax) -------/  . e"x sin u x ,
i b 2 j /T ^ 7 2 / ,  . bp i n -  A / J q0 \x\ -
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a

(40) —  aPr =
1 n 1 6“*
5 ( q3 — a3) — ^  ( q2 — a2) —  (coś a x +  sin ax) 
o £  J o.4 J  Q0Q

2) Po stronie nieobciążonej, t j .  dla dodatnich Avartości x:

(41) o, — — —— So)aP a2eax gin aX_  _  i (g go2 ^ . :..,— e-a* sin a x ,

(1 — v2) ln  ^  y  (1 — v2)J  g0 ln  ̂

7) P isząc w zór ścisły (36) i  nasz p rzyb liżo n y  (34a) w  postaci y — v’ , gdzie v' ozna-

cza w spó łczynn ik  liczbow y, zna jd u je m y (p rzy  r = i ) :

D la  - =  1,1 1,25 1,5 2 2,5d
D okładne v ' =  10,63 4,615 2,569 1,489 1,091
P rzyb liżone v ' =  10,49 4,481 2,466 1,443 1,091
B łąd  w  % ~ 1  ~ 3  ~ 4  ~ 3 .
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o wartościach krańcowych dla

A 5 9 .
x~~ 4 ’ 4  ’ 4 . ’

zdążających do zera.

(42) at =  a ^ -T  e~M cos a x  j ( g  6o\ amv  . e~ax sin a x ,

i

(43) r =  a *

O W/O IZw /  —
2g l n -  2 - j / ( l - r V g o l n |

4Jg0g
^ (g 3- « 3) - ^ ( g 2- « 2)

(>—ax
 (cos aa? — sin ax ) .

W szystkie powyższe rozwiązania są stosoAcalne w  częściach ru ry  odległych 
od końcÓA\r przynajm nie j o 2 1 . Zajm iem y się zatem szukaniem r o z w ią z a ń  

w częściach bezpośrednio przyległych do końców.

§ 8. Odkształcenie lufy wywołane naciskiem pierścienia i ciśnieniem gazów, 
gdy pocisk znajduje się w bliskości wylotu

W eźm y pod uwagę rurę obciążoną av przekro ju  odległym  o l  od Avy- 
lo tu  naciskiem pierścieniowym  P ,  a po lewej stronie od tego przekro ju  
ciśnieniem w ew nętrznym  p, zakładając, że l jest nieA\'iełkie av porÓAvnaniu 
do bardzo znacznej długości ru ry . Środek tego przekro ju  obieram y za 
oś x , k tóre j dodatni k ierunek wskazuje ku  wylot,OAvi.

Przemieszczenie y  punktów  Avarstwy q0 jest określone dla x > 0  równa
niem różniczkowym

(150) E J  * y  , £ l n l .  „
1 - .» » (ii-l +  <!n ’

zaś dla x < 0  równaniem .

j  M  E h i -
E J  (Py a  a p

(l® d ) 1 — v2 daP q0 ^  q0

Ogólna całka rÓAcnania (15c) jest

y —A 1eaxcos a x - \-A 2eax sin a x - \-A 3e~ax cos oixJr A l e~ax sin a x , 

zaś całka rÓAvnania (15d):
(1 fYj

(45) y  =  C1tPx cos a x + C c e ax sin ax +  C3e~ax cos a x A G t e -ax sin axĄ- - -------r  •
E  ln  — 

a
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Z warunku krańcowego, że dla a?->oo musi y zdążać do wartości stałej, 
Cynika, że (73= 6 ,4=  0. Do wyznaczenia pozostałych 6 stałych całkowania 
posłużą w arunki:

Po stronie dodatnich x\

2/"U=/ =  0 ; y " '\x=i= 0  ;

y \ x - + o = y \ - x-*Q > y ' \ x - * o ~  y ' \ - x - * o > y  \x -*o— y

JEJ ,,,
— T&y

„ Z -  = P ,
0 \  1 — r2 )x-*01 —r2 /_*_*)

Pierwsze dwa w arunki dają:

146a) A 1eal sin a l—A ^  cos a l—A 2e-al sin a lJr A l e-al cos a l— 0,

(46b) J-je^cos aZ +  sin aZ)—J.2ea,(cos aZ—sin aZ) +
—J.3e_a,(cos aZ— sin aZ)— ̂ 44e_a/(cos aZ-f sin aZ) =  0.

Z trzeciego i  czwartego w yn ika

ap(46c) A 1-\-A3— ćZj-
P ln

b ’

(46d) a . + A . - A . + A ^ ^  +  C,

Pią ty warunek prowadzi do równania:

(46e) A 2 —A 4= C ,2,
a szósty:

(46 f)
l  — v2 „  2ag0 r> 

j4 i+ -42+ ^43+ j44 +  ń,i  — ć''2=  2EJa? ~  b '
P in -

a

(47)

Z rozwiązania powyższych równań otrzym ujem y:

A 1== e~2°lą [(P ) +  (p)] (1 -  sin 2aZ) +  }  (P) (1 +  cos 2aZ)}, 
A 2 =  e~2°>{ -  J [(P ) +  (p)] (1 -  cos al) +  i  (P) (1 +  sin 2aZ)},

- A , = * [ ( P ) +  ( ? ) ] ,

A = ł ( P ) ,
0 1 = J . 1 - ^ , +  ( P ) ,

C2= A 2- - \ { P ) .

przy oznaczeniach skracających:

a Q0P
(47a) (P) =

P i n - ’
a

(P) =
ap

P in  — 
a
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W  ciągu dalszym można by wyprowadzić wzory dla naprężeń zbyt 
wiele jednak złożone, aby można myśleć o ich dyskusji. Poprzestaniemy 
przeto na zbadaniu krańcowego przypadku, gdy 0, t j.  gdy w  bardzo 
długiej lu fie  pierścień pociskp zbliża się do w ylo tu . W tedy w s p ó łc z y n n ik i

^ i - 4 ( P )  +  i( p ) ;  A ^ \ ( P ) ,

a po stronie w y lo tu  jest

(44a) y =  —— c“* cos ax-\- e°x sin ax-\-
Z ■ z

(P )+ (P ) , (P)+  — - ■ e~M cos ax -j- ~  e~ax sin ax 
Z Z

ważne oczywiście ty lko  dla bardzo małych x, czyli

(48) v / .U =  2(P) +  (p) =  •
J7 ln  -  P  ln  -  

a  «

W  drugim  przypadku krańcowym, k iedy l->  oo, znajdujem y w po
czątku współrzędnych, zgodnie z rozwiązaniami § 4 i 7,

<**) w  • “ V
2 fi ln  ^  2P  ln  -

o a

A  zatem, w miarę zbliżania się pocisku do wylotu, rośnie w p ływ  ciśnie
n ia na rozszerzenie (sprężyste) lu fy  dwukrotnie, a w p ływ  nacisku pierście
n ia czterokrotnie (oczywiście w  przekroju poprzecznym, przechodzącym 
przez pierścień pocisku).

T u ta j nasuwają się refleksje na tem at stosowanego dawniej powszech
nie zgrubienia ściany lu fy  przy wylocie. Otóż w yn ik  powyższy nie po
piera bynajm niej tego zgrubienia, ja kby  się na pozór wydawało. A lbo 
wiem nacisk P  pierścienia nie jest wielkością stalą niezależną od odkształ
ceń lu fy . Nacisk ten musi maleć wraz ze zmniejszeniem odporności lu fy  
na odkształcenia sprężyste (zależność tę zbadamy ilościowo w  § 12 i § 131; 
maleje on nadto ze zbliżeniem się do w y lo tu  (przy założeniu c y lin 
drycznego wnętrza ru ry), ponieważ grubość pierścienia zmniejsza się 
wskutek jego rosnących odkształceń plastycznych. Zgrubienie jest zatem 
zbędne ze stanowiska obliczeń wytrzym ałościowych, a nawet może być 
szkodliwe i niebezpieczne, dławiąc ruch pocisku bezpośrednio przed jego 
wyleceniem z lu fy .
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Obliczym y jeszcze naprężenie na końcu lu fy  bezpośrednio przed 
■wyjściem Z niej pierścienia pociskowego. Z pominięciem siły podłużnej W 
musi tam  być oczywiście 07= 0 . To samo wypada również ze wzoru (10) 
po wstawieniu za y "  wartości obliczonej z (44a) przy ®->0 .Wzór ( l la )  
daje dla a, p rzy * - > 0 :

(48a)
„  1 2 a QoP + a p  a2aP a +  p  

. . - T p (p ,+ ( ł ) ] - i — - r --------- -
a u

D la siły  poprzecznej podłużnych skrawków lu fy  otrzym ujem y 
z wzoru (37) po wstawieniu wartości (?/'")*_<) według (44a), Q—0, ja k  być 
powinno. Natom iast według (45) dla — «->0 znajdujem y Q—P ■ Wartość 
la  odpowiada przekrojow i, sąsiadującemu z pierścieniem po jego drugiej 
stronie. A  zatem stosownie do wzoru (13)

(4 8 b )
P

X- J q
Q2)

Miejsca niebezpiecznego wypada szukać w pobliżu warstwy o0. W  sa
mej warstwie jest

(4 8 c ) To—  ( T )e=s„
3 Pa 
2 g

l - \ 9-2 r

1 - 1 (S
1 18 I r  1 1

144 \ r

albo z w ielkim  przybliżeniem, gdy g < r

(4 8 d ) r n= 3 aP a 
2 g r

1 — 1 !<l\2
18 \r

5 (g Xi 
648 \ r

  9
1296\ r

Wytężenie m ateriału w tym  miejscu określi wzór:

2 2 1 o 2
6 red = ff/T  ̂ T0 •

§ 9. Odkształcenia lufy przy położeniach początkowych pocisku

Poszukamy teraz rozwiązania w  przypadku, gdy pocisk znajduje się 
stosunkowo daleko od w ylo tu , a blisko zamknięcia lu fy . P rzyjm iem y 
przy tvm , podobnie jak w  rozdz. § 8 po stronie zamka równomierne ciśnie
nie p kG /cm 2 na długości l , a nadto równom ierny nacisk pierścienia P kG/cm  
pom ija jąc na razie inne s iły  dodatkowe.

Całki ogólne równań różniczkowych (15 e) i  (15 d) przybiorą postać

(50) y —A l e~ax cos cuv+A2e-ax sin ax
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dla części wylotowej, uważanej za bardzo długą, czyli dla x  >  0, oraz

(51) y = C 1eax cos ax-\-C2eax sin ax-\-C3e~ax cos axJrC i e~aX sin axJt~(p) 8) 

dla ,r < 0 . p rzy czym ja k  powyżej

, . a -p
( P ) = -

* * * *  E \ n -
a

Do wyznaczenia stałych całkowania A, i Cj- mamy teraz następujące 
pierwsze cztery w arunk i krańcowe:

( i)  y\-x~*» ’ (H ) y \x-*o~v l-Ar<-o 5

(m ) . y "L o '= » "U « o ;

Pozostają jeszcze dwa w arunk i od strony zamkniętej. Jeden z nich 
można napisać w  prostej postaci bez wątpienia dostatecznie przybliżonej

(V) ?/L=/ = o,

czyli pom ija jąc zwiększenie średnicy masywnej części zamkowej pod 
wpływem  sił rozciągających ją  promieniowo, drug i zaś z przybliżeniem 
nieco mniejszym można by napisać w postaci

(V I)

Ze 'względu jednak na inne zastosowania w yn ików  przyjm ujem y, że 
lu fa  jest zamknięta p ły tą  sztywnie z n ią połączoną o grubości Ti. P ły ta  
jest na wolnej powierzchni kołowej w  prom ieniu a obciążona ciśnieniem p, 
a dokoła utw ierdzona sprężyście wskutek połączenia z rurą. Z teo rii p ły t

8) D la  u ła t w ie n ia  k o n t r o l i  d a ls z y c h  w z o r ó w  z e s ta w ia m y  k o le jn e  4  p o c h o d n e  f u n k 

c j i  ( 5 1 ) :

y '=  a [ (0 1enxJr Ci e~ax) (c o s  a * —s in  ax)-\-(O ie lx — 0 3e~ax) (c o s  aa;-)-s in  aa;)] 

y "=  2a2[— 0 1eax s in  a z Ą - G t f ? *  c o s  a x -\-0 3e~ax s in  a x — Oie~ax c o s  ax ]  

y ' " =  2a‘ [ (—C1eax-{-Ci e~ax)(coa aa:-)-s in  ax)-\-(C ieax-\-C 3e~ax) (c o s  aa; —s in  aa;)] 

y,v=  — 4a1[C\eax c o s  a x - j-0 2eIJX s in  ax-j-C 3e~ux c o s  ax-\-O te~ax s in  ax ] .
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wiadomo, że wygięcie w p ły ty  okrągłej w tych  warunkach mierzone do
datnio na zewnątrz określa równanie

(52) w =  I l { a 2~ o *)
(ffi4 — Ql )p

64

T u ta j oznacza B x sztywność zginania p ły ty , odniesioną do jednostki 
szerokości przekroju, k tó ra  się wyraża wzorem:

(tto \ T>(52a) B t =
,2 \  >1 2 (1 -  v2)

K  zaś jest stałą zależną od stopnia utwierdzenia na obwodzie p ły ty  9).
Jest to  siódma z rzędu niewiadoma obok sześciu stałych całkowania 

"w równaniach (50) i (51). Zamiast (V I) napiszemy teraz dwa warunki 
następujące:

(V I a)

( v n )  (-® 4  </

dw
V 1 Q= a

U h3 (d2w v dw\
~~ 12(1 — r2) W  e d Q J Q =a

Pierwszy z tych  warunków (V Ia ) wyraża, że ką ty  obrotu elementu 
obwodowego p ły ty  są równe kątom  obrotu elementów przyległego prze
kro ju  ru ry ; drugi zaś, że momenty zginające brzeg p ły ty  są rótvne mo
mentom zginającym w  elementach przyległego przekroju ru ry  10).

Po wstawieniu wartości z (50) i (51) znajdujemy następujące równania 
do wyznaczenia stałych:

(la ) A 1 — Cl -\-C3Jr (p )

(1 la) —A 1+ A 2= C 1+ C 2 — C3-\- C'4

( I l ia )  —J .a — (72 — 0 4

(IVa) -G 1 +  G2+ G a+ C i - A 1- A 2= - 2 ( P )

(Va) G1e~al cos a l~ G 2e~al sin al-\-G3e°' cos a\ — Gxeal sin cd-f- (p) =  0

9) T a  stała przybiera następujące wartości szczególne:

JC — i i ł i  nrzy swobodnym podparciu środka brzegu (o promieniu a),
0 l + v  32 5 , F J J

K oo=  Prz.v doskonałym utwierdzeniu tegoż brzegu.

10) Te w arunki są widocznie nieścisłe, gdyż nie uwzględniają sztywności części 
pierścieniowatej łączącej rurę z p ły tą  zamykającą. Dokładniejsze badanie w § 11.
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(Y la ) (0 1e-a,+ 0 4ea/) (cos aZ+sin «Z) +

, ,  n  1 n  i w  7  • 7 x  a i V  2 K a-\-(C2e -a,— C3ea,) ( cos aZ — sm al) =  - - f  ■---------
lo-Dj a a

(VTIa) C1e~al sin al-\-C2e~a' cos al — C3ea' sin al —

Z 4 pierwszych równań można wyrazić 4 niewiadome A x, A .2, Gt , (k  
przez C3 i Gt :

Teraz należy równania (Va) i (V I, V I I ) ,  t j .

Gt e-"1 cos al — C2e~al sin al-\-G3eal cos al — Ci eal sin a l— — (p)

Ci ko G2 +  k3 C3 -(- kt Ct — — lc0

rozwiązać względem C3 i (74 po wst awieniu w  nich za G1 i  Go wartości z (53). 
Po różnych przekształceniach i uproszczeniach otrzym ujem y:

(53)

4 i  =  0 ,  +  | [ ( P ) + ( p ) ]

A 2 =  Ct + } , (P )

G1=f i [ (P ) - ^ (p ) ]
C2= - \ ( P ) .

Bugowanie K  z Y la  i Y l la  daje:

(V I, V I I ) fei Gi - j -  lc2 C2 - j -  k3 G3 - j -  fc 4 0 4 - j -  f c 0 —  0

przy oznaczeniach

(±-^-v)ir a -j— v o b j a & tj tra

(53a)
— cos aZ-f (1 — #) sin aZ] 

lc2 =  — &) cos aZ— sin al]
fc3= e a,[( l- |- i? )  sin aZ— cos aZ] 

lci = e al[ { l  +  i?) cos aZ+sin  aZ] .
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Przy czym

(55a)

Ck'=-

(P ) 2 +  ( l  +  $) sin 2aZ — (1 — $) cos 2ctZ 
" 2  (1 +  D)e2al

2 [( l- f -$ )  cos aZ+sin al]eaI (p) 
a  +  d)e2al 2~

1 +  # cos 2aZ+sin 2aZ (p)
~  i r

■ +

+
&0ea, sin al

G i= -

( l  +  ??)e2a/

(P) (1 +  #) cos 2aZ+ (1—■&) sin 2aZ 
~2 ( l  +  d)e2a/

r ir r_  2 [(1  +  ̂ ') sin aZ — cos al^eA (p)
4 ~  ( l  +  #)e2a/ 2~ '

( l  +  ZZ)e;>2a/

+
-#  sin 2 aZ-j-cos 2 aZ (p)

~  ~2( l  +  i?)e2a/
fcoe07 cos aZ
( l  +  #)e ”.2al

(56) =  C3 +  -l [(P ) +  (p )j; A 2= <7, + *  (P ) .

Wreszcie z równania (Y la ):

(57) 3(1 —j»2) pa2 a
8

X(cos aZ-fsin aZ)+ (C2e~aI—C3eal) (cos a l—sin aZ)].

Znalezione wartości stałych całkowania pozwalają obliczyć naprę
żenia i odkształcenia w  każdym  miejscu ru ry  i  p ły ty  zamykającej ją. 
N iestety wzory są jeszcze bardziej złożone, aniżeli w  przypadku rozpa
tryw anym  w  § 8. Znacznego uproszczenia można się spodziewać w  p rzy
padku bardzo wielkiego Z.

§ 10. Odkształcenie tylnej zamkniętej części lufy, gdy pocisk znajduje się dość
daleko od zamka i od wylotu

Szukając wartości odkształceń w  pobliżu zamknięcia r u r y ,  przeuosimy 
tam  początek współrzędnych, kładąc

# = £ —Z.

Wtedy równanie (51) przybierze postać:

(51a) y = iT ł e“i  cos a tj+ H 2eaS sin a£-\-II3e -a( cos a£-fIZ« e~aS sin a f +  (p ) , 

p rzy czym
H 1 — C1e -aI cos aZ—C2 e~al sin al •
H 2 =  Cxe-°I sin al +  C2 e~al cos al(51b)

Pisma, III

H 3= G 26al cos «Z — Ct cal sin al 
H i —C3eaI sin al-\-Gi eat cos a l.

27
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Gd} l -> o o ,  to H l i  H 2 stają się zerami, zaś

(51 e)

(P)'-
ap

J E ln -
a

H a =  -
1 /  ap

i + w ; J E ln - a

przy czym, ja k  powyżej

p =

ap

1 +  ̂ J5?ln- 
a

8(1 —r) a2 . 5
~ 2 ~  S ^ ’ 5

24Jaa
a + ry /T 3'

A zatem w przypadku długiej ru ry  pod ciśnieniem wewnętrznym p, 
zamkniętej dnem o grubości Ji, mamy dla przemieszczenia y  punktów  go 
w zależności od odległości x  od dna równanie:

(58)

przy czym

y — — —t  (1 — e~“* cos ax—fie -ax sin ax) .
E \ n -

a

J/ln
l  +  ------

/? = _____ Pa

a
4 7 (1 ■— v2) ln. —

1 + 0 ■ 4 oQJ

Jeżeli dno jest bardzo sztywne, to  /? staje się b liskie 1.
Wygięcie dna przedstawia powtórzone poniżej równanie (52) z w ar

tością stałej K ,  d la k tóre j znajdujemy z (57) wyrażenie:

(59a)

albo 

(59 b)

(52)

K - 3 a  r2) P a* | a 1
8 ^ 2a 1 +  0 1

K = \ (  1 - r 2) ^

P o-P
pa

E ln  — 
a

E h 3 ( l  +  r ) ( l  +  0)
J

(1 — r2)a2ę0 ln  -
(X

w = K ( a ^ Q3) - ^  ( ± ^ Q P (a * - e*).
16 E h 3

Naprężenia w ścianie ru ry  określają teraz według (lOa) i ( l la )  wzory:

2aa2(p — p0)p 
(60) c r/= ----------- ■■ (/? cos aa:—sm ax)e~ax,

(1 — r2) ln  —



TEORIA KOŁOWO-SYMETRYCZNYCH ODKSZTAŁCEŃ SPRĘŻYSTYCH RUR 4 3  9

(61)
ap

r  ln
- [3  — e-°*(cos ax Ą- B sin cu»)j+ 
0

2v
(1 — v2) .

a2r(g  — Po)e~‘“ (/? cos ax— sin ax)

(62) ap
2 a g 0 g J

X

X r “ [ ( ^ + 1 )  cos cub+  (/?— 1) sin ax] .

Należy pamiętać, że wzór (60) nie uwzględnia naprężeń uwarunko
wanych silam i rozciągającymi rurę  wzdłuż.

Naprężenia w  płycie dennej obliczym y przy pomocy znanych wzorów 
teorii p ły t okrągłych, a mianowicie:

Naprężenie normalne od zgięcia elementu promieniowego p ły ty  we 
Włóknie odległym o z od w arstw y obojętnej:

Ez ld2w , v dw
( 6 3 «?) Oa —  r—  , „

1 — v2 \ dg2 q d o )  

u naprężenie normalne od zgięcia w k ierunku ohwodowym: 

. Ez I I  dw  , d2wVOo7t.) rr„=  —--------- I -- \-V ^—
1 — v2 \£ dg dg2

A  zatem stosownie do (52) otrzym am y:

(64)

I2K E 9 +  3r pg2\
a e = ,1 — V 4 h 3 }

<r„=
(2KE 3 +  9v pg2\
(1 — V 4 h 3 )

§ 11. Odkształcenie lufy w pobliżu zamka z dokładniejszym uwzględnieniem 
sztywności grubej płyty zamykającej

Przypadek omawiany w  § 9 został tam  rozwiązany z pominięciem 
oporu sztywności w  te j części dna, k tó ra  stanowi przedłużenie ru ry  (za- 
kreskowana na rys. 5). Dlatego w  warunku V I I  przyjęto, że wartość p ro 
mieniowych momentów zginających p ły ty  dokoła przekro ju walcowego 
0 promieniu a, uważanego za je j brzeg, jest równa momentom zgięcia 
skrawków ru ry  w przekroju przylegającym do dna. W  rzeczywistości 
momenty te nie są w  ogóle równe, albowiem zakreskowane przekroje 
prostokątne części nieuwzględnionej o kształcie pierścienia obracają się 
0 ką t

2 7 *
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jeżeli pom iniem y stosunkowo bardzo nieznaczne odkształcenia sanieg0 
przekroju prostokątnego o polu gli. O brót zaś odpowiednich wycinków 
elementarnych pierścienia, stanowiących przedłużenia skrawków rury, 
wymaga stosownych momentów skręcających pierścień. Ich  wielkość jest 
widocznie równa różnicy wyżej wym ienionych momentów zgięcia od 
strony dna i  od strony ru ry .

Przybliżoną teorię odkształcenia takiego pierścienia pod wpływem 
momentów skręcających, rozmieszczonych równomiernie dokoła pierście-

1 c* m ............1
ł pierścień pociska

L
r  ł  t

<§n 0 '< t  »

U b *  - /  -----------

yt

Rys. 5. Schemat ru ry  zamkniętej z jednej strony dnem, z drugiej zaś pierścieniem wio
dącym i  dnem pocisku, poddanej działaniu ciśnienia wewnętrznego p

nia, ja k  w  naszym przypadku, podałem w  pracy p t. „Osobliwe zgięcie 
pierścienia" (Przegląd Techniczny, 1930 r.). Według te j teo rii wyraża się 
zależność momentu skręcającego od ką ta  zły w  naszym przypadku rów
naniem:

(65)
„  E h 3, b . M — ln  -A w . 

12 a

T u ta j oznacza M  moment działający na element pierścienia w ycię ty 
kątem  środkowym dtp, podzielony przez ten k ą t (czyli wartość momentu 
przypadająca na radian). Odpowiedni moment na brzegu ru ry  M 1 określi 
równanie:

-  E J
(66)

zaś moment na brzegu ru ry :

( 6 7 )
E a h 3

12( 1 -

3 l d 2w  v d w \
v2) \ d Q 2 q d g j e=0'

A  zatem warunek (V I I )  p rzy jm ie  postać dokładniejszą
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Czyli

(vnb) E J q0 ld 2y \ E a h 3 / d?w ^ v dw\ _
l  — v2\d x2/_ x=i 12(1 — v2) \d,Q2 q dg/g^a

E h 3 b ldy\ __ E h 3 b tdw\
12 11 a \d x j-x=i 12 . a \d Q je=a

Spośród równań warunkowych (la ) do (Y lla )  w § 9 zmieni się tylko 
ostatnie, tj. (Y lla ) ,  które stosowmie do ( Y l lb )  napiszemy w  postaci:

(V II  c) E a h 3
12 (1 - v 2) 

E J  ga

(3 -\-v)a2p
1QBX

■2(1 +  v )K
E h3 b / a3p
12 a \  1 6 Ą

l - v 2
2a2(C1e~al sin al+<72e-a/ cos al — C3 eai sin a l—CieaI cos a l) .

W yri i gowaws zy K  z (V IIa )  i (V IIc )  otrzym am y równanie, różniące 
8ię od (V I, Y I I )  ty lko  wartościam i parametrów d i A'n, które należy zastąpić 
Następującymi:

(68 )

(69)

dt =  d Po 24 J  a q0

a 1 +  (1 — v) ln  -  a
h? 1 +  r - f  ( l - v 2) ln -

kr\

W  ten sposób można by od razu napisać według (55), (55a) (56) i  (57) 
Nowe wzory jeszcze dokładniejsze. Podobnie we wzorach § 10 wystarczy 
zastąpić & przez i \  i  lc0 przez Jc01 ażeby otrzymać wzory, uwzględniają- 
cc sztywność zewnętrznego pierścienia dna. P rzy ty m  ulegną zmianie 
Yzory na E i  (drugi z (51), (58), (58a), (59a) w  pierwszej postaci, (52) 
Yskutek zmiany K, (60) do (62) wskutek zmiany fi i (64) z powodu K ).

§ 12. Odkształcenie walcowej skorupy pocisku z uwzględnieniem sztywności den

Nacisk pierścienia wiodącego pocisku na wewnętrzną powierzchnię 
h ity  j odpowiednia mu reakcja na zewnętrzną powierzchnię skorupy po
cisku mają wartość zależną nie ty lko  od nadm iaru początkowego zewnętrz- 
hej średnicy pierścienia w  stosunku do ka lib ru  lu fy , ale także od poda
tności sprężystej lu fy  i pocisku. Odkształcalność sprężysta lu fy  pod 
wpływem nacisku P  określiliśm y już szeregiem Avzorów teoretycznych 
^  § 4 do § 11. Pozostaje jeszcze zbadać odkształcalność pocisku. 
Walcowa na znacznej długości skorupa pocisku jest na jednym  końcu
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t
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i
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i

i

/? /

zamknięta dnem stanowiącym płaską kołową p ły tę , a na d rug im  prze
chodzi w  kopułę szpiczastą, k tó re j odkształcalność nader trudno u jąc 
teoretycznie. Tę trudność ominiemy, zastępując kopułę p ły tą  pomyślaną

w stosownym miejscu tak , aby przez to 
nie zm ieniły się momenty zginające od
powiedni brzeg walcowej części sko
rupy. Tak zm odyfikowany pocisk (rys. 6) 
pozostaje przed opuszczeniem lu fy  pod 
działaniem sił następujących:

Rys. 6. schem at ilu s tru ją c y  zastąpię- 1- Ciśnienie p gazów p r o c h o w y c h  
nie  os tro łuku  (kop u ły ) pocisku p ły tą  na część o długości ł j  - j-  l i ,  poza pierście- 

płaską niem wiodącym.
2. Nacisk pierścienia Pl odniesiony 

do jednostki obwodu w arstw y obojętnej ściany pocisku o prom ieniu g0- 
•3. S iły  d ’A le m b eb ta  określone przyśpieszeniem ruchu postępowego 

i prędkością kątową pocisku.
4. Tarcie pierścienia o lufę.
Zważywszy, że tak  opory bezwładności ja k  i tarcie mogą mieć ty lko  

stosunkowo m ały w p ływ  na odkształcalność skorupy pocisku w  naszych 
warunkach, poprzestaniemy na uwzględnieniu ty lko  p i  P v  Licząc od
ległości x  od płaszczyzny pierścienia dodatnio w  kierunku ruchu pocisku u ), 
napiszemy równania zgięcia elementarnych skrawków ściany walcowej 
w  postaci:

<70> (dla ;c > 0 ) ,

E J  dfy , E  . b bp „  A.(71) -̂---- r  H----- ln  - y = ------— (dla x  wO).
v ' 1 — r2 dx* g0 u Qo

Ogólne całki tych  równań, t j .

(72) y — cos ax-\-A2eax sin asĄ -A ^e-^  cos ax-\-A i e~'lx sin ax (x > 0 )

(73) y — Ci cos ux+ ( \  01X sin ax 4- C3e cos ax -f-

+  Ci e~,,x sin ax— > 0»<O)
jR/ln — 

a

zawierają 8 stałycłi. Razem z 2 stałym i K t i K 2 p ły t  dennycli m am y 10 n ie
wiadomych (patrz § 11), którfe należy wyznaczyć z następujących 10 w a
runków  krańcowych

(i) y\x-*o~y\—*->-o; (U) y |*-»o—y |—*->oi
( l i i )  y"\x- * = y "  U-*>;

11) Dodatnie y jak  powyżej odpowiada oddaleniu w a r s t w y  obojętnej skrawków  
elementarnych od osi geometrycznej pocisku (rury).
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(Ty) E J  ,»\ E J  „  .
; T ~ ^ y x- ^ ~ i z r ^ y  - -^ i»

<V ) 2/1-*=/!= 0; (V I) y\x=i

<y H ) y ' \ - * = h = ^ \  ; (V I I I )  y'\x=h=  —MO jQz=a

( t*) rzf£(y")-

(X ) E J  Qo (y") _ f E 0,11,3 ( d2w2 ) = 0 .

Po podstawieniu wartości z (72) i (73), oraz z równań ugięcia obu den 
postaci

wi =  -  K ^ a 2 -  g2) +  (a4 -  g4) ,

E ah \ 1 d2w1 i v § 1— . E h l
12(1 —r2) U<?2

T 0 dg JB=a 1 12

E a li3 j'd2w2 V dw2\ | E h\
1 2 ( 1  —v2) \, de2

“T
9 1Q~a 12

=  0 ;

d w 2
dq

i

X , &
a

Id w
[dg

- ln  -  
a

(dw 2

\< k

1 2 ( 1 - r2) ’ 

w2— —K 2(a2—g2) ,

E h  %
2 12(1 —r2)

otrzym ujem y następujące równania warunkowe:

<F ) A + ^ 3- O 1- C 3 +  [p ] =  0; [p ] =  - ^ x
P in 

i i

( I I ')  J.1+ ^ 2- 4 3+ ^ 4=C '1+(72-(73 +  C4ł

( I I I ' )  J.2—J.4=(72—04,

(IV ')  A 1- ^ 2- J . 3- ^ 4^ C f1- 0 2- 0 3- Ó 4H -2 (P ),

(V ') cos aZj —(72e~a/i sin aZj-fC^e071 cos al1—Ci ea‘1 sin aZ1 =  [p ],

(V I')  cos aZ2+ y l2ea/2 sin aZ2+ J .3e-a/2 cos aZ2+ ^ 4e~“/2 sin aZ2=  0 ,

(V I I ')  Cl e~a'1 (cos a?! —sin aZ1) +  (72e_a,1 (cos aZ4 — sin aZJ-f-

— (73ea,i(cos aZj — sin aZ,) +  04ea/l(cos aZj +  sin aZ4) =  -  (2 P  n - - \
a \ lo ls j/

( V I I I ' )  J.4ea,2(cos aZ2 — sin aZ2)+ J .2ea,2(cos aZ2-j-sin aZ2) +

—A 3e~al*(cos aZ2+ s in  aZ2)-f-^ 4  0~a,2(cos aZ2 —sin aZ2) = 2/ń2a
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(I x ') y L 2<r(C1 e~a,i sin al1-\-C2e~alicos al1 — C3ea,i sin al1—Gi ea,i  cos a \)  - f

JEahl
12(1-1-2) -(3 +  v) j g j j "  + 2 (1  +  ^

_ E h 1 b ( a3p
12 o ( 1<l 165 J ’

(X ')
51 T

-r | 2 «2( —J^e"-'2 sin cos al2

+ X 3e“ a/2 sin aZ2—J.4e- a;2 cos aZ2) —
E a h 2 

1 2  (1  — v2)
2 ( 1  +  v ) K 2

E K ,  b
12 ln  -2 7 f2a • 

a

Z pierwszych czterech równań łatwo wyrazić G1...Gi  przez A 1...A i  
wzoranń:

j  C1= A 1- ^ P ) + ^ [ p ] ;  C2= A 2+ ł ( P ) ;
\  C , = A , + j ( P ) + j [ p ] ;  Gt = A t + i ( P ) .

(74)

Z równań I X '  i  X ' znajdujem y:

3 +  v -f- (.1 — v2) ln  —
(75) 2 o X j = a <rp

1 +  ^ +  (1 —r2) ln
b 1 6 5 j +

24a2p0J
7 3 hi l  +  i> +  (1 — v2) ln -

X

(76) 2ffl K 2 =

X  (G1e~a'1 sin aZ1 +  C2e -“/l cos al1—C3e’1'1 sin al1 — Ci enl» cos aZ4) , 

24a2 p0 J

K 1 +  v +  (1 — r2) ln
X

X  (A 1eal2 sin ol2—A 2eal* cos aZ2—A 3e~al* sin aZ2+ A ^ e -^  cos al2) . 

Po wstawieniu tych wyrażeń w równania V I I  i V I I I  otrzym am y: 

V I I "  ^ - “'10! + Jc'2e-°‘iC2+  fee°‘iC3+  K e ^G x=  lc02.

V I I I "  k'i'eal̂ A1-]-k2eâ A 2+  k3e-°'* A s +  lćle~a'* A t — 0

przy oznaczeniach skracających:

k{ =  cos aZj-f (1 —#2) sin aZ4; 

k2= ( l  — §2) cos aZ4 — sin aZ4; 

k3— — cos aZx+  ( l  +  i?2) sin aZ4; 

*4 =  (1 - f  ń2) cos aZ4 +  sin aZ4;

3 «3p
(̂12--

ifci =  cos a l2— ( l  — &3) sin aZ2; 

k2 =  (1 — #3) cos aZ2+  sin aZ2; 

k3 =  — cos aZ2— ( l  +  #s) sin aZ2; 

f c J '= ( l  +  # 3) cos aZ2—sin aZ2;

1 — v

2 E a k l b ’
1 +  (1 — r) ln  -  

a

02h \= l )3}Ą = 24J ” a po

1 +  r  +  (1 — v2) ln  -
(X
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(78)

Z uwzględnieniem (74) znajdujem y teraz z V ', V I ',  V I I " ,  V I I I "  na
stępujące 4 równania do wyznaczenia. A ,.. .A 4:

A ,e~a!i cos alx—A 2e~aJisin a l ,+ A 3ea!l cos aZj— A 4ea!l sin a l,—F  

A , e~a,i Tc{ + A 2 e~a,i V2 + A 3eal'  Tci+A, ea/l K  = F '

A ,eal2 cos aZ2+ -4 2ea/2 sin al2+ A 3e~â  cos aZ2+ A 4e -al̂  sin aZ2=  0 

A,ea'*Tci+A2e^F2 -\-A3e-â l3A A 4e-â lc4 =  0 .

W ielkości F  i F ' określają przy ty m  równania:

P = | { ( P )  —[p ]}e -a/i cos al,-\- 2 (P)e~al1 sin aZx +
— }j {(P) +  [p ]} e',h cos a l,+  l  (P)eal>- sin aZx+ [p ] .  

F ' = 4 f tP )  -  [p ]} « - *  K - U P )  e~ah n  - H ( P )  +  [p ]} eah H -~ i (P) ea/l U  +  Zfc„2.

Ogólne rozwiązanie układu równań (78) nie ma widoków powodzenia 
praktycznego. W ykonam y je  przeto ty lko  przy założeniu uproszczonym, 
że Z2>  2 A, wobec czego można w  rachunku przyjąć Z2->oo. W tedy A 1 =  
:= A 2=  0, a równania (78) sprowadzają się do dwu pierwszych, z których 
obliczamy (uwzględniając 74)

0 , - A + ł ( P ) * ł M - iB i4 T ^ x

(79)

- (1 +  sin 2«Zt - f  # 2 cos 2aZ,) -pX

+  ^ ( 1 - c o s  2aZj + 1% sin 2aZ1) - f  ca,l([p]Z««+ * 02 sin aZJ ,

-(.1 - f  cos 2u?i — &2 sin 2aZt) +
2 e2a,i ( l  +  «72)

~ ~ ( 1 — sin 2al, — &2 cos 2 aZi) +  e ^(k02 cos ul, — [p ] 7^)
n

§ 13. Zależność nacisku pierścienia od jego grubości oraz odksztalcalności
lufy i pocisku

Powyższe w yn ik i pozwalają już  obliczyć wartość ugięcia skorupy po
cisku pod pierścieniem f '= ( y ) x=0. Określa ją  widocznie stała A 3. Mamy 
więc:

,80, r = F P ± M  1
2 1 e ^ { l  +  &2)

(P ) - r® i
77 (4 +  sin 2al, +  i>2 cos 20 !^  -

-P ~  ZI — cos 2al, +  §2 sin 2aZj) +  e^(\p ]le i +  ^02 sin al,)
Jj
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Ze względu na w idok i ważnych zastosowań tego wzoru, zestawimy 
znaczenia wszystkich wchodzących weń wielkości wprowadzając teraz 
odróżnienie wym iarów części pocisku od odpowiednich wym iarów lu fy  
przez kreskowanie, np.:

a i  b wewnętrzny i  zewnętrzny promień lu fy
a' i  b' » 5? „  „  pocisku itd .
Stosownie do tego jest we wzorze (80)

4 V  -  v'2) ln  ~
a

±Q'oJ'
, 2 b'% — a'3 . 1 o'*

60 3b '2—a’2 ~ r  12 r ' ’
/y'3 r '2  1 „'2

ix — odległością środka pierścienia od wewnętrznej powierzchni dna po
cisku ;

h f 1 4 V  +  ( l - v '» )  ln  ^7 
a

i p \ '   a'eóP’ _  r v  b'p
b' b' ’ LPJ — •

P ' l n ^  _E' ln  -7  W  ln - ^a a a

Ponieważ P ' oznacza nacisk pierścienia na skorupę pocisku odnie
siony do jednostki obwodu o prom ieniu oó, przeto nacisk odniesiony do 
jednostki obwodu o promieniu b', k tó ry  oznaczymy przez P b> będzie 
określony równaniem

e'QP ' =  b 'P b,.

Podobnie napiszemy dla lu fy , ze względu na to, że nacisk pierścienia 
działa bezpośrednio na obwód wewnętrzny o promieniu a:

(80a) Q0P —a P a.

Oznaczywszy przez g0 tzw. „zacisk“ , t j .  przewyżkę grubości pierścienia 
w  stanie ściśniętym ponad p ierw otny luz a — b' m iędzy wewnętrzną po
wierzchnią lu fy  a zewnętrzną powierzchnią pocisku, napiszemy związek 
między naciskami Pb> a P a w  tłumaczącej się jasno postaci:

(80 b) P b'= P a
a

<*-g»



Pozostają jeszcze oznaczenia:

Icł =  (1 -j- $2) cos ot l i  +  sin o. l i  1
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Icó 2 — —
3 a'3p l  — v'
2 E 'a ’ hi 1 +

v a

Odpowiednią obliczonemu / '  wartość /  ugięcia lu fy  znajdziemy (przy 
założeniu znacznej odległości pierścienia od obu końców lu fy ), dodając 
ugięcie określone w  § 4 wzorem (17a) dla a?=0, t j .

P«go

b 7 '
2E  ln -  a

do ugięcia -— —̂—r  obliczonego według wzoru (34) lub (35) dla a?-*0.
2 E  ln  -  

a
A  zatem
(81) l  =  * ą P .  +  *P

2Eln  -  a

Teraz dopiero można przystąpić do wyznaczenia teoretycznego (przy za
łożeniach szczególnych odpowiadających stosowanym wzorom) w ar
tości P a, wzgl. P b> z danej wartości g0 na. podstawie oczywistego równania

(82) / - / ' = | o -

Po wstawieniu wyrażeń dla f  i / ',  wprowadzeniu nowych oznaczeń skraca
jących i licznych przekształceniach znajdujem y:

2(c + g 0)P  h i ^ - a p
(83) p a= p * ,^ —^  =  a,ab, E  ln  hja ■

a a + M a - g 0 W  ln  V\a '
Przy czym

, sin a'l'i j  3 a'3 ln  ó > '  w 
cos a h + . 1 +  2(83 c, o =

E ' ln -7  
a

1 — /  \  / , , 7, , 1 —cos 2a 'Z(-f sin 2a'Z(\e-a'ń
X —  F  ~ (c o s 2 «  h + -------------^ ------------- 1 —

(83w) o i= l - ( c o s  2ct'l[ +  sin 2a 'l[)e -« P  -  Uh
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Ważność uzyskanego wzoru jest widocznie ograniczona warunkiem, 
ażeby obliczona zeń wartość P a by ła  > 0 . Krańcowa wartość P a—0 od
powiada zaciskowi g0= g 0 wynikającem u z równania

2 { c + g 0) E \ n ^ - a p  =  0 .
(X

Stąd

(84) g0=  ap - c .
2E  ln  -  

a

Działanie rozpychające pierścienia pojaw ia się w tedy, gdy jego zacisk g0 
jest większy od wartości g012). Napisawszy więc

g0= g o + d  
otrzym am y nową postać wzoru (83):

h
2dE  ln  -

(83d) P a = ------------------------  —
1 -

a 'ab ' E  a
aa +  co   r  •=; -

a ~ g 0- d  E ’ ln
a

Jak widać, P a rośnie ze znacznym przybliżeniem  proporcjonalnie do <5, 
a więc wzrasta silniej, aniżeli „caeteris paribus“  zacisk.

Jak już  zaznaczono, wzory (83) i  (83 d) stosuje się w  przypadkach, 
gdy pierścień pocisku znajduje się dość daleko od obu końców lu fy . Przy 
zbliżaniu się pierścienia do w y lo tu  lu fy  (nie zgrubionej na końcu) musi P a 
zmniejszać się. W yn ika  to  isto tn ie  ze wzoru teoretycznego, k tó ry  w ypro
wadzimy w ten sam sposób, co powyższy, podstawiając za /  wartość 
obliczoną ze wzoru (48), t j.

4 2aq0P  , ap
.'0— Ł “T

E  l n -  E  l n -a a

Ta wartość bowiem odpowiada położeniu pierścienia u Avylotu lu fy . 
M am y więc:

a—  ł
(85) P a -P ,b' a 2 . b

a 'ab ' E  n a
aa f  co ——  ™  u

a - g 0 E  l n b_
a

z wartościam i c i  co według wzoru (83c) i (83w).
la) Skoro np. a =  6 cin, b— 9 cm, p — 3000 lcG/cm2, 22= 2,1 • 10°kG /cm 2, to g0<  0,07 mm. 

Nic dziwnego zatem, że z reguły występuje działanie rozpychające pierścienia.
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Do ważności wzóru potrzeba (i wystarcza), ażeby g0 było większe od

=   a P ___________n  1 3  \

g° E  ln  b/a ’ ’

Oznaczywszy znowu przez ó =  g0—g0 przewyżkę zacisku ponad jego 
dolną granicę g0 (niezbędną do uszczelnienia), napiszemy wzór (85) w po
staci

<5 • i? ln  —
(85a) Pa= \  - , h, ,, _  ln —

a ab E  a
a « +  co a - g 0- d  E ' ^

a

Ze wzorów (83d) i  (85a) wynika, że nacisk pierścienia P a, odpowiada
jący danej wartości ó przewyżki zacisku pierścienia g0 ponad jego w ar
tość g0 niezbędną do uszczelnienia w  środkowych częściach lu fy  (cy lin 
drycznej), jest około 4 razy większy od nacisku tegoż pierścienia tuż przy 
wylocie.

Jeszcze większą wartość nacisku otrzym alibyśm y na początku lu fy . 
P rzy pomocy rozwiązania z § 9 można by wyprowadzić odpowiedni 
wzór dla P a, co prawda jeszcze bardziej złożony od poprzednich. Zanie
chamy tego na razie, uzyskawszy już  we wzorach (83) do (85a) ważne 
wskazówki dla konstruktora  dział i  pocisków.

§ 14. Kołowo-symetryczne drgania rury

Drgania ru ry  jako układu sprężystego mogą być różnorodne. T rak to 
wana jako p rę t sprężysty (o przekro ju stałym) może ru ra  wykonywać 
drgania 'podłużne, giętne i  skrętne. U jm u ją  je  teoretycznie znane równania 
różniczkowe, które  wraz z rozwiązaniami szczegółowymi można znalezć
w licznych książkach i  pracach 14).

T u ta j zajm iemy się ty lko  właściwymi rurze drganiami Icołowo-syme- 
trycznymi, jak ie  powstają np. w  lu fie  działowej wskutek ruchu pocisku 
(niezależnie od drgań innego rodzaju). Drgania takie  przejaw iają się po
przecznym pofałdowaniem ściany ru ry . Ich  równanie różniczkowe napi
szemy łatwo, uzupełniając równanie zgięcia (8) lub  (9) podłużnych ele
mentarnych skrawków ru ry , w  m yśl zasady d ’A l e m b e i i t a  wyrazem od

13) P rzy  danych liczbowych poprzedniego odsyłacza otrzymalibyśmy teraz g0 około 
2 razy większe od g„.

14) M . T . Huber: Zagadnienia drgań w  budowie maszyn. Przegl. Techn., 1932.
S. Timoszenko: Schwingungsprobleme der Technik. Berlin, 1932.
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powiadającym bezwładności elementu skrawka o długości dx. Tak i ele
ment ma objętość grdcp-dx, a przy gęstości d' ma masę

d' grdcpdx.

Przy uwzględnieniu samego ty lk o  ruchu postępowego elementu z p rzy
śpieszeniem d2y/dt2 napiszemy wyrażenie dla s iły  iP A lem bee ta  w  postaci

32y
--d'grd<pdx- .

Dzieląc je  przez dx i przez g0d<p otrzym am y wyraz szukany

g r s, 8*y 
Qo ' W  ’

k tó ry  należy dołączyć po prawej stronie równania (8) lub  (9). Rozpatrując 
przede wszystkim  drgania swobodne i  pom ija jąc całki zawierające rj i ar , 
o trzym am y równanie różniczkowe tych  drgań w  postaci:

l  — v2 3x* 1 —v2 \ g0)^ x2 Po a Po dt2

Wszelkie rozwiązania tego równania będą dostatecznie przybliżone 
pod warunkam i następującymi:

1. K rzyw izna skrawków elementarnych mierzona wartością 32yj3x2 jest 
wszędzie dostatecznie mała wobec l/g „ .

2. K ą ty  wygięcia tychże skrawków określone wartością 3y/3x są bar
dzo małe wobec 1.

3. Grubość ściany ru ry  jest n iezbyt w ielka w  stosunku do promienia 
wewnętrznego (</< l,5a).

W arunki te tkw ią  już  w  wyprowadzonych poprzednio równaniach 
równowagi sprężystej ru ry ; warunek 2 jest nadto zaostrzony zaniedba
niem ruchu obrotowego elementów ru ry  podczas je j fa lis tych  drgań 
kołowo-symetrycznych.

Szczególnie prosty rodzaj drgania zachodzi w  przypadku, gdy y  jest 
niezależne od x. W tedy p un k ty  ru ry  znajdujące się w  chw ili początkowej 
na walcach współosiowych pozostają na nich nadal, a same walce doznają 
okresowej zm iany promienia, określonej oczywiście wielkością y. Ta w ie l
kość spełnia równanie różniczkowa

E , b , c) gr d2y n 
(86a) - \ n - - y + ó ‘’ -5 w = 0 ,

go ® Po dt

którego rozwiązaniem, jest ja k  Aviadomo:

• Z271, ,(87) y = y 0sin I - y t  +  ę>o
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przy czym okres drgania

(87a) T = 2 n - / u y ' 1 E  [ ln  (b2) -  ln  (a2) ] '

Nadto oznacza y0 am plitudę drgania, a <p0 k ą t fazy, którego wielkość 
jest zależna od obioru chw ili początkowej. Nasuwa się przeto p rzy
puszczenie, że w  przypadku ogólniejszym ważności równania (86) będą 
skrawki podłużne ru ry  wykonywać ruch fa low y według równania

x
2A

(88) y = y 0 sin 2tt ^

jeżeli długość 2 A oznacza długość fa li. Ta funkcja, ja k  łatwo się przekonać, 
może czynić isto tn ie  zadość równaniu różniczkowemu (86), jeżeli między 
okresem T  a długością fa li 2 A zachodzi związek

/Bft. E J  lnV vEg l  r \ h x \ \  E ,  b d' g r (2 n \2 _

Lewa strona bowiem tego równania występuje jako współczynnik w y 

rażenia y 0 sin 2 po wstawieniu za y wartości (88) w  lewą stronę 

równania (86).
W y r a z iw s z y  g0 przez g i  r, można (89) napisać w  postaci:

(89a) Ł ( - i  _ t \  l ^ Y _  'Ł l - Y  r-1-7,2 i n -
12 \  r2 \ A 12 r2 \A ' gr  a_

2 n 
~I

2

Z równania tego widać, że częstość drgania maleje gdy długość fa li 
rośnie, czyli okres T  wzrasta z długością fa li, osiągając wartość przedsta
wioną wzorem (87a), gdy A->oo. Nawzajem, mniejszym wartościom A 
odpowiadają większe częstości, czyli krótsze okresy T. Z powodu powyżej 
podanych warunków przybliżenia, nie wolno oczywiście stosować wzoru (89) 
do zbyt małych A. N ie podobna na razie określić niższej granicy wartości A, 
które z dostatecznym przybliżeniem spełniają równanie (89a), ale w  każ
dym  razie można przypuścić, że leży ona poniżej wartości A0, w yn ika 
jącej z przyrównania do zera wyrażenia

Ź_ (-[ _  _jL l— Y — —
12 r  12 W U J  12 r 2 \Aoy

znajdującego się między [ ]. Stąd

«">) (‘" “ " “ U
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Przy te j długości pó łfa li jest okres T  ta k i sam, ja k  przy A= 0 0 , a więc 
określa go wzór (87a). N ie trudno dostrzec że dla A0 <  A< 00 wypada okres I  
nieco dłuższy od wyznaczonego wzorem (87a). Najdłuższy otrzymujemy! 
ja k  ła two sprawdzić, dla A = A 0j /2 z równania:

(91) E
1 — r2 d'

v2 (j-
g r l n r _  “ ■ / 1 2

48r4( l  —^
12 r2

‘2n \2
2 W '

A  zatem 

(91a) T max=  2n grd '

a 4(1 — v2) \ r j  12 — g2\r2 

Obliczmy np. wartość T m«x przy następujących danych:

« = 5 c m ;  6 =  10 cm, a więc g =  5, r =  7,5;

6' (dla stali) =

4(1

7 85
T03!~981 =  8’005- 10" 6’ E =  2 '1 • 106 kG/cm s, 

v = l /3 ;  a zatem  

ln & /a =  0,69315,

*  l l Y  1 *  = 0 ,0 0 0 8 0 .
. —»’ ) \ r /  12 —g2/r

W idać z tego, jak  mało zmienia się 21 w  przedziale długości półfali między A0 a oo. 
W  naszym przypadku otrzym ujem y:

w _ 5 - 7 , 5 - 8 , 0 0 2 - 1 0  
F 2,1 - 10°(0,6 9 3 1 5 -0 ,

podczas gdy z wzoru (87a) wypada

sek.

T--
11085

sek.

D la  ru ry  tego samego ka lib ru  o ścianie cieńszej staje się T  jeszcze 
mniejsze. D la  większych ka lib ió w  T  wzrasta, ale np. dla lu f najcięższych 
dział nie schodzi poniżej k ilk u  dziesięciotysięcznych sekundy.

W yn ik  ten jest praktycznie nader ważny, gdyż dowodzi, że tra k to 
wanie „sta tyczne”  zagadnienia odkształceń lu fy  podczas strzału daje 
wystarczającą dokładność obliczeń, zważywszy, że działanie gazów pro
chowych na lu fę trw a  setki razy dłużej od powyższego okresu drgania. 
Ezecz ma się tu ta j podobnie ja k  z belką mostową, po k tó re j jedzie ciężar. 
Jeżeli, ja k  to  najczęściej bywa, czas jazdy na rozpiętości belki jest d ługi 
w  porównaniu do okresu je j własnych drgań giętnych, to  ugięcia belki 
obliczone statycznie są bardzo zbliżone do rzeczywistych, co sprawdzono 
doświadczalnie już niejednokrotnie. Zaznaczyć wypada, że kwestię drgań 
lu f  działowych, wzbudzonych podczas strzału, omawia dość obszernie na
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podstawie prac francuskich (F. Gossot i B . L io u v ile e  w  Móm. de 
1’A r t il.  de la Marinę z r. 1897) załącznik 1 „W ytrzym ałości lu f działowych" 
K . Jakowskiego, przytoczonej w § 1 niniejszej pracy.

§ 15. Czyste drgania promieniowe rury według teorii ścisłej

Pożądanego sprawdzenia w yn ików  niniejszej pracy, opartych na teorii 
przybliżonej ze stanowiska matematycznej teo rii sprężystości, należy się 
spodziewać przede wszystkim  od badań doświadczalnych. Nie prędko 
bowiem doczekamy się odpowiednich rozwiązań „ścisłych" dla ru r grubo- 
śeiennych, jakko lw iek dla ru r cienkościennych posiadamy już bogaty 
zasób tak ich  rozwiązań. D la  ru ry  grubościennej poza rozwiązaniem L a - 
M^go znane m i jest ty lk o  ścisłe rozwiązanie zadania drgań kołowo- 
symetrycznych w najprostszym przypadku, określonym powyżej w  p rzy
bliżeniu równaniem różniczkowym (86a). Można je  znaleźć między innym i 
w  cennej rosyjskiej monografii A . N. K rylow a , k tó re j ty tu ł francuski 
brzm i: Sur ąueląues ćąuations diffćrentielles de la physiąue mathćmatiąue 
ayant des applications dans les ąuestions techniąues (1913, B u li. de 
1’Aeademie Navale Nicolas, I I  fasc.).

Odnośne równanie różniczkowe wyprowadza się najprościej tą  samą 
drogą, co w  zadaniu statycznym  ru ry  lub  wirującego krążka, rozpatrując 
siły działające na element o postaci przedstawionej na rys. 2. W  p rzy
padku równowagi (przy odkształceniu kołowo-symetrycznym) bez sił ma
sowych dochodzimy do równania 1S)

[ar +  QS- ~  -a) jdQdcp- l  =  0.

W  przypadku ruchu przybędą jeszcze dwa wyrazy po lewej stronie, 
a mianowicie zewnętrzna siła masowa (o kierunku promienia) określona 
wyrazem

S'F(g, ł)  gdcpdg ■ 1
oraz siła d ’A le m b e r ta :

- F ^ g d t p d g l .

T u ta j ma funkcja  F(g, t )  znaczenie zewnętrznej s iły  masowej odnie
sionej do jednostki masy, a Shjldt- określa widocznie przyśpieszenie ruchu 
po promieniu. A  zatem równanie ruchu któregokolwiek elementu ru ry  
o objętości gdcpdg-1 ma postać

(ov -f  g—  — cr,j dgd(p-\-F(g,t)d' gdgd<p — ~  6' -gdgdcp—0 .

ls) „Kurs wytrzymałości materiałów" prof. S. Timoszenki przełożony i uzupeł
niony przez prof. Hubera. W yd. I I ,  1931 r. (preyp. red.).
Pisma, III oo
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Po wstawieniu wartości ar i  a, wyrażonych przez y  i o wzorami

7' = i ° > = i
E  (y +
- v2 \g

i skreśleniu czynnika dg-dcp mamy równanie:

Podzieliwszy przez q możemy je napisać w postaci:

/go\ a' d2y  -® (^2y  i i - ^ y
(92) ó • 0 ^ - i ^ f e  +  oS>e W  ( e , ) '

W  przypadku drgań swobodnych jest oczywiście wyraz po prawej 
stronie równy zeru, a więc równanie drgań swobodnych ma postać:

(93) S2y E  p ? / | 1 q
(yó> '3t2 ( l - r 2)<5 ' \V  9 ^  e2/

Możemy teraz zbadać stosunek, ja k i zachodzi między odtworzonym  
teraz równaniem ścisłym promieniowych drgań ru ry  (można by je  także 
nazywać drganiami oddechowymi), a podanym powyżej równaniem p rzy
b liżonym  (86a). Otóż w naszym równaniu przyb liżonym  oznacza y  nie 
funkcję q ja k  w  równaniu ścisłym, lecz przesunięcie warstwy g0, którego 
wartość przyjęto niejako za średnią przesunięć wszystkich warstw . W  ten 
sposób zastąpiono układ sprężysty o nieskończenie w ielu stopniach swo
body układem o jednym  stopniu, podobnie ja k  w  metodzie R a y l e i g i i a  

szukania głównego okresu drgań własnych prętów sprężystych.
c)^y Sy 1

W  konsekwencji przyję to  zatem w  równaniu (93) g ^  =  0; a ^2

zastąpiono wartością średnią, wynikającą z rozważań w  § 2 , t j .  war-
, . . ln  bla „  ln  (b2) — ln  (a2)
tością   — albo — ^ ----- 5-^—  .

g r o2 — a1
Takie uproszczenie przybliżone równania ścisłego (93) dałoby co prawda 

równanie
d2y . E  ln  bla

różniące się od (86a) obecnością m ianownika 1 — v2, a to li wobec stw ier
dzonego w  § 7 wysokiego stopnia przybliżenia równania statycznego

dla -  <  2 ,5  należy się spodziewać, że i  równanie dynamiczne (86a) nie

°  E
zyskałoby na dokładności przez wprowadzenie j — j  zamiast E.
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W racając teraz do ścisłego równania (93) swobodnych drgań prom ie
niowych ru ry , zaznaczymy, że rozwiązanie ogólne daje drganie złożone 
2 nieskończenie w ie ln prostych drgań harmonicznych, k tó rych  częstości 
określają równania przestępne między funkcjam i B e s s e l a , niewiadomych. 
Równanie przybliżone (86a) może ty lko  posłużyć do znalezienia częstości 
najmniejszej, czyli najdłuższego okresu, co zresztą dla naszego celu w y 
starcza.

✓

§ 16. Wyniki rozwiązań przybliżonych. Wnioski ogólne

W edług rozwiązań przybliżonych § 4 i  §7 (wzory 17 a, 34 i  35) spo
rządzono rysunki 7, 8 i  9 p rzy danych następiijąeych:

K a libe r ru ry  2a =  10 cm;
Grubość ściany g— b—a =  4 cm;
Ciśnienie gazów p =  3000 kG/cm2;
M oduł sprężystości sta li E =  2,1 -106 kG /cm 2;
Odpowiednia długość głównej pó łfa li odkształcenia 1 =  12,83 cm;
Inne dane umieszczono na rysunkach.
R y s u n k i  t e  p o k a z u ją  p r z e b ie g  o d k s z ta łc e n ia  w o k o l ic y  p r z e k r o ju  d z ie 

lą c e g o  o b ie  c z ę ś c i r u r y :  o b c ią ż o n ą  i n ie o b c ią ż o n ą  o r a z  z a s ię g  w y r a ź n y c h  

o d c h y le ń  o d  o d k s z ta łc e ń  

o b lic z o n y c h  w z o r e m  L a - 

UjSgo.
Rozwiązania dokład

niejsze według § 7 przy
niosłyby7 ty lko  całkiem 
nieznaczne zm iany k rzy 
wych odkształcenia na 
powyższych rysunkach.

K a zakończenie w y 
pada zaznaczyć, że rów 
nania różniczkowe (9),
(9a) i  (15) mogą stano
wić p un k t wyjścia wielu
jeszcze prac techniczno- 
naukowych, wyjaśniają- K?8- 7- Wygięcie tworzących rury walcowej pod wply-

cych kwestie w ytrzym a- wem sameg0 ciśnienia gazów v z Iewej strony Pierścienia 
łościowe lu f i  innych ru r
grubościennych pod ciśnieniem. Pom inięto tu ta j nader ważną sprawę na
prężeń term icznych w  rurach. P rzy kołowo-sym etrycznym  rozmieszczeniu 
tem peratury nie trudno będzie tą  samą drogą zbudować przybliżone rów 
nanie różniczkowe dla odkształceń sprężystych wywołanych tym  rozmiesz

28*
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czeniem. Szczególny przypadek, gdy tem peratura jest funkc ją  sam ego  

ty lko  promienia o w rurze bardzo długiej, da się traktow ać ściśle podobni®

Rys. 8. Wygięcie tworzących rury walcowej wskutek samego nacisku pierścienia P

ja k  zadanie L a m e g o  (M . T. H u b e k ,:  O naprężeniach w y w o ła n y c h  

nierównym  ogrzaniem wewnętrznej i zewnętrznej ściany ru ry . Czas.

Rys. 9. I .  Wygięcie tworzących ru ry  walcowej pod wpływem ciśnienia gazów p z lewej 
strony pierścienia i nacisku tego pierścienia

p== aP
2ag0 '

I I .  Wygięcie tworzących ru ry  walcowej pod wpływem ciśnienia gazów p z lewej strony 
pierścienia i  nacisku tego pierścienia

P =  W-
a6o '

tzn. przy nacisku dwa razy większym niż w  przypadku I .

Tech. Lwów 190G). Powyższą drogę można będzie dojść do rozważań 
wystarczająco przybliżonych w różnych przypadkach złożonych niedo
stępnych dla traktow ania  ścisłego, a Więc np. gdy tem peratura jest fu n k 
cją q i  x, ru ra  zaś jest k ró tka  lub  zamknięta dnem itp .
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Nauka, wiedza i  umiejętność
(Streszczenie, Mechanik 1947 r.)

C z a s o w n i k i :  wiedzieć i  nauczać są powszechnie zrozumiałe; każdy 
z nich. jest niemal jednoznaczny, a różnica obu pojęć jakie  wyrażają jest 
łatwo uchwytna. Inaczej rzecz się ma z pokrewnym i im  rzeczownikami: 
wiedza i  nauka.

W yrazu wiedza używam y w  tro ja k im  znaczeniu. Po pierwsze wiedza 
oznacza świadomość lub  znajomość rzeczy lub  zdarzeń. Po drugie wiedza 
(L . cognitio, ang. knowledge, fr . connaissance, niem. Wissen) oznacza 
indyw idua lny zasób um ysłowy zdobyty nauką lub  doświadczeniem (np. 
człowiek rozległej wiedzy) lub  ogół umiejętności znanych społeczeństwu 
ludzkiem u (np. wiedza ludów  pierwotnych). Wiedza (L . scientia, ang. 
science, fr . science, niem . Wissenscliaft) może oznaczać również pewien 
zbiór wiadomości uporządkowanych (np. wiedza przyrodnicza, wiedza 
filozoficzna) i  wówczas jest symbolem nauki lub  grupy nauk zbliżonych 
do siebie zakresem treści lub  charakterem.

W yraz nauka oznacza w  języku polskim  nie ty lko  wiedzę usystema
tyzowaną, lecz i  je j udzielanie. W  pierwszym znaczeniu nauka (L. scientia, 
ang. science, scientific discipline, fr . science, discipline scientifiąue, niem. 
Wissenschaft, wissenschaftliche D isziplin, Lehre) jest zbiorem prawd 
ogólnych, będących w ynik iem  poznania, usystematyzowanych i  pow ią
zanych z sobą w  pewną logiczną całość. W  drugim  znaczeniu nauka jest 
synonimem nauczania (L . disciplina, ang. teaching, fr. enseigncment,
niem. Unterrichten, Lehre).

Gwoli uniknięcia nieporozumień naukę, stanowiącą odrębną gałąź wie
dzy, nazywamy również dyscypliną naukową.

W" pierwszym  znaczeniu wyraz nauka jest stosowany w  nazwach 
in s ty tu cy j, powołanych do pielęgnowania i rozwoju nauk; w  ty m  zna
czeniu mówią np. Francuzi „Acadćmie des Sciences", N iemcy „Akademie 
der Wissenschatfen", Eosjanie „Akadem ja N auk". U  nas wprowadzono 
nazAvę „Akadem ia Nauk Technicznych".

A. PODSTAWOWE POJĘCIA NAUKOWE
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Jeżeli jedną z naszych czołowych in s ty tn cy j naukowych nazwano 
„Polską Akademią Umiejętności44 J), to  nazwa ta  — być może — w yra
żała intencje założycieli do objęcia zadaniami P A U  obok nauki, także 
i sztuk. W yraz umiejętność ma bowiem znaczenie obszerniejsze od nauki; 
obejmuje bowiem nie ty lko  w ytw ory umysłu ludzkiego, ale i  rąk ludzkich, 
a więc i rozwój rękodzieł, sztuk plastycznych i całej techniki.

O kilku wyrazach oznaczających pojęcia matematyczne, stosowane często przez
techników

(Mechanik N r 4/5, 1947 r.)

W ynik mierzenia jak ie jko lw iek wielkości mechanicznej określamy 
liczbą, w  połączeniu z mianem (naztyą), oznaczającym obraną jednostkę 
te j wielkości. Mierząc np. masę jakiegoś ciała wyrażam y w yn ik  pom iaru 
liczbą kilogramów, gramów lub  innych umownych jednostek masy. 
Wielkość pracy mechanicznej zaś wyraża się liczbą jednostek pracy, 
jednostek złożonych z jednostek siły i jednostek długości, nazwanych 
w  układzie CGS ergami, a w  układzie technicznym opatrywanych mianem 
złożonym, np. kilogramometrów. M ów im y w tedy o olcreśleniu liczbowym 
wielkości rozpatrywanej. W  czasach ostatnich czyta się lub  słyszy często 
zamiast tego o określeniu „cy frow ym 44, co jest bałamucącym czytelnika 
wyrazem, zapożyczonym bezkrytycznie z nowszego niemieckiego piśm ien
nictw a technicznego, gdzie zamiast dawnego poprawnego wyrażenia 
„zahlenmassig44 piszą teraz często „ziffernmassig44, utożsamiając niejako 
pojęcie liczby (Zahl) z pojęciem cy fry  (Ziffer). Jest to błędne ta k  pod 
względem etymologicznym, ja k  i  historycznym . A lbow iem  liczbą jest 
zarówno np. 12, ja k  0,356, 11/12, n (ludolfina), e (podstawa logarytm ów 
naturalnych), j/3  oraz nieskończona mnogość innych; a tymczasem cyfr 
stosowanych powszechnie od w ielu stuleci mamy ty lk o  dziesięć. One są 
wprawdzie zarazem znakami dla dziewięciu początkowych liczb n a tu ra l
nych (całkowitych) i  dla zera, ale wszelkie inne liczby są ty lko  wyrażone 
przez odpowiednią ilość Cyfr, stanowią Avięc uk łady cyfr, nie będąc same 
cyfram i. Takie było od czasów średniowiecza znaczenie Acyrazu cyfra  
(ang. cipher, fr . chiffre, niem. Z iffer), pochodzącego od arabskiego sifr, 
nie ma przeto żadnej podstawy do przypisywania cyfrze także a v  ogóle 
znaczenia liczby.

Nieco inaczej ma się rzecz z innym Avyrazem stosowanym w znaczeniu 
liczby, tj. z ilością, która poAcstała podobnie jak liczba z liczenia przedmio
tów, proAATadzącego do odpowiedzi na pytanie: „He44? Pojęcie ilości odpo-

*) Obecni© naczelna instytucja naukowa nosi nazwę: Polska Akademia N a u k  

(przyp. red.).
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biadało zrazu pojęciu liczby całkow itej, ale również dobrze można je  
rozszerzyć na liczby ułamkowe i  niewymierne oraz mierzone n im i w ie l
kości tak, ja k  to w  swoim czasie uczynił nasz m atem atyk W a w r z y n i e c  

Żm urko w  dziele „W yk ład  m atem atyki na podstawie ilości o dowolnych 
kierunkach14, Lwów 1864. Teraz jednak rozumiemy w  matematyce przez 
;>ilość“  raczej ty lko  liczbę całkowitą, co było zapewne powodem, że dawną 
niewłaściwą nazwę iloczynu masy i  prędkości (mv): „ilość ruchu“ , („quan- 
titas m otus" N e w t o n a )  zastąpiono pędem. .

Wobec tego można rÓAvnież dobrze mówić o „liczb ie", ja k  i  o „ilośc i" 
sił działających na ciało, zębów w kole zębatym, ogniw w  łańcuchu itd ., 
ale raczej należy unikać wyrażeń: „ilość masy", „ilość pracy" itp ., gdyż 
pom iar tych  wielkości przedstawia się w ogóle liczbą niecałkowitą, a mó- 
'wić zamiast tego o „w ie lkości" masy, pracy itp .

Rzeczownik liczba pochodzi od czasownika liczyć■ (równoznacznego 
z przyswojonym  od Niemców: „rachować", k tóre  często ma swoisty 
odcień pod względem znaczenia). Czasownik liczyć ma znaczenie ustalone 
1 powszechnie zrozumiale na całym obszarze ziem naszych, jako wyraz 
rdzennie polski. Natom iast ważne technicznie czasowniki pochodne obli
czać i  wyliczać (pozostawiając na boku „doliczać, odliczać i  przeliczać") 
są w  czasach nowszych niesłusznie traktowane jako synonimy, prawdo
podobnie dlatego, że odpowiada im  ty lko  jeden term in w  języku fran 
cuskim 1 (calculer) i  rosyjskim  (wyczislat'). W  języku polskim  epoki Ś n ia 
d e c k ic h  i  dawniejszej wyliczano ty lko  ilość czyichś zalet lub wad, albo... 
»plag na kobiercu" itp ., obliczano natomiast np. wielkość powierzchni 
figu ry  z je j wym iarów danych, albo np. wielkość (wartość) pracy danej 
siły na danej drodze, momentu bezwładności ciała o danej postaci i  gęstości 
m ateriału itp . Zamiast tego mówią także i piszą „wyrachować", co po
wstało zapewne pod wpływem  niemieckiego „ausreclinen", podobnie ja k  
>,rachunek" przyswojony w  języku polskim  od stuleci, tak  iż najzawziętsi 
Uasi puryści językow i są bezsilni.

Prawo, twierdzenie, zasada...
(Mechanik, N r  3, 1951 r.)

W naukach podstawowych dla techniki, ja k im i są przede wszystkim  
nauki matematyczno-przyrodnicze, posługujemy się często nazwami waż
nych pojęć ogólnych oderwanych, ja k  np. teza, twierdzenie, prawo, za
sada, hypoteza, postulat, aksjomat, lemrnat itd .

A r ty k u ł n in iejszy ma na celu ustalenie znaczenia tych  pojęć, zwłasz
cza, że niektóre z wym ienionych term inów są niemal doskonałymi syno
nim am i, a ty lk o  różnią się zakresem stosowalności.
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Tezą jest sąd naukowy, którego prawdziwość staram y się d ow ieść  

w toku dalszych rozważań lub  też sąd, na k tó rym  opieramy dalsze w y
wody.

Twierdzeniem w  naukach matematyczno-fizycznych nazywamy sąd 
naukowy, oparty na pewnych przesłankach rozumowych lub  doświad
czalnych; teza staje się tw ierdzeniem po przeprowadzeniu dowodu bądz 
to na drodze teoretycznej, bądź to  na drodze doświadczalnej.

Twierdzenie odnosi się najczęściej do pewnych konkretnych zagadnień 
lub  zjawisk. M ów im y np. o tw ierdzeniu P a p p u s a - G u ld in a ,  twierdzeniu 
P i t a g o r a s a ,  tw ierdzeniu C a s t ig l i a n o ,  itd .

Natom iast prawa -fizyczne stanowią tw ierdzenia o charakterze ogól
niejszym, a zatem mogące mieć zastosowanie w  w ie lu dziedzinach fizyki- 
Powiadamy, iż prawa przyrody wyrażają regularne, ogólne cechy w  zja
wiskach przyrody. Prawo stałego następstwa zjawisk po sobie przeciwsta
w iam y prawu przyczynowości. M ów im y o prawie E i n s t e i n a ,  J o u l e ’A, 

K e p l e r a ,  K i r c h h o p f a ,  O h m a , itd .
W  w ie lu jednakże przypadkach używam y wyrazów twierdzenie i  prawo 

w  odniesieniu do jednych i  tych  samych sądów naukowych. Mówimy 
i  piszemy o prawie O h m a , jakko lw iek wyraz twierdzenie b y łb y  może 
bardziej w łaściwy na ty m  miejscu. M ów im y również o prawie dźwigni, 
jakko lw iek wyrażenie twierdzenie o równowadze momentów na dźwigni 
by łoby odpowiedniejsze. P rzykładów tak ich  można by  przytoczyć sporo.

Podobne zjawisko przenikania zakresu pojęć zachodzi pomiędzy pra
wem i  zasadą.

Zasadą (L. p rinc ip ium ) nazywamy prawo stosowalne we wszystkich 
przypadkach pewnej kategorii zjawisk, ta k  iż poszczególne prawa w yn i
ka ją  jako wnioski z zasady ogólnej. Tak np. z zasady prac przygotowanych 
(w irtualnych) można wyprowadzić jako wnioski wszelkie szczegółowe 
prawa statyld drogą ścisłego (matematycznego) rozumowania.

W  fizyce spotykam y zasady rozciągające się na całą przyrodę. Do nich 
należy zasada zachowania energii, nazywana w  w ielu książkach prawem 
zachowania energii, gdyż obie nazwy są równouprawnione.

Znaczenie równie uniwersalne posiada np. ogólna zasada względności 
f iz y k i re latyw istycznej, sformułowana przez A . E i n s t e i n a .

Jeszcze jednego prostego przykładu niemal doskonałej równoważności 
obu term inów  dostarcza prawo albo zasada równoleglobolcu s ił w  mechanice 
klasycznej.

Daw ny te rm in  w zię ty z łac iny reguła (L . reguła), usuwany teraz na 
drugi plan, oznaczał zwykle prawo o mniejszym znaczeniu i  zakresie. 
B y ł używany zwłaszcza w  arytm etyce elementarnej stosowanej do za
gadnień życia praktycznego, ja k  np. reguła spółld itp . Reguła jest przeto 
przepisem praktycznym  (normą praktyczną), mniej lub  więcej ściśle
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Uzasadnionym, na rozwiązanie pewnych prostych zagadnień. Niegdyś 
nazywano złotą, regułą mechaniki maszyn to, co teraz trak tu jem y jako 
prosty wniosek z zasady pracy i  energii, k tó ry  wyrażony słowami brzm ia łby, 
np. tak : „G dy siła P  uruchamia maszynę dla wykonania pracy polega
jącej na pokonaniu samego ty lko  oporu użytkowego Q, to  z pominięciem 
oporów tarcia  możemy przy danym Q uczynić P  ty le  razy mniejszym 
od Q, ile razy droga punktu  maszyny, na k tóre j działa P  jest większa od 
drogi punktu  zaczepienia oporu użytkowego Qli. Dziś takie wysłowienie 
trąc i nieco anachronizmem i by łoby na miejscu ty lko  w nauczaniu n a j
bardziej elementarnym.

Inne znaczenie ma spotykane dość często prawidło. Mianowicie jest 
to namiastka prawa stosowana w  przypadkach, gdy prawo nie wyraża się 
twierdzeniem dającym się uzasadnić ściśle, lecz ma charakter przybliżenia.

Zamiast dzisiejszego twierdzenia używano, zwłaszcza dawniej (grec
kiego) teoremu lub  teorematu, co przechowało się np. w  języku rosyjskim  
(tieorema) i  w głównych językach zachodnio-europejskich.

Lemmat (L . lemma) stosowany niemal wyłącznie w matematyce czy- 
stej jest tw ierdzeniem pomocniczym bez znaczenia samoistnego, ale słu
żącym ty lko  do dowodzenia innych twierdzeń.

Postulat (L . postulatum ) oznacza najczęściej twierdzenie oczywiste, 
nie wymagające dowodu; postu lat p rzy jm u jem y za podstawę rozumowań, 
zmierzających do uzasadnienia pewnych twierdzeń. W  elementarnym 
nauczaniu s ta tyk i np. można traktow ać jako postulat znane prawo równo
wagi dwóch sił działających na jeden punkt. N iekiedy jednak niesłusznie 
bywają uważane za postulat pewne założenia umowne, dogodne w  bu
dowie teory j uproszczonych.

Wreszcie pewnik stanowi prawdę oczywistą, k tó ra  sama przez się 
jest widoczną i nie potrzebuje dowodu. Na tych niewzruszonych praw
dach, czy li peAynikach wzniesiono wspaniały gmach m atem atyki. Z bie
giem czasu gdy obok geometrii E u k l i d e s a  powstały nowe geometrie, 
oparte na innych założeniach, pew niki matematyczne z piedestału nie
wzruszonych prawd zeszły do ro li założeń podstawowych, czyli aksjomatów, 
które  świetny m atem atyk francuski H e n r i  P o in c a r e  ochrzcił mianem 
umów (conventions).

Materiał czy tworzywo?
(Mechanik N r 5/6, 1946 r.)

Wiadomo, że wyrazy są ty lko  odpowiednikami fonetycznym i pojęć, 
które zresztą nie zawsze dają się u jąć ściśle, zwłaszcza, gdy występują 
w  dwu lub  więcej odrębnych gałęziach wiedzy. Dlatego nieraz napoty
kam y trudności w  wysłowieniu defin ic ji, czy to  pojęcia rzeczowego (np.
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jakiegoś przedm iotu technicznego), czy też pojęcia oderwanego, nazwa
nego danym wyrazem. Wiadomo nadto, że nazwy zmieniają z biegiem 
czasu swe znaczenie i nieraz giną, ustępując miejsca nowym, albowiem 
język jest organizmem żywym  i  podlega ewolucji pod wpływem  warunków 
bytowania narodu, jego twórców w  dziedzinie lite ra tu ry , nauki i  sztuki, 
oraz pod wpływem języków innych narodów, z k tó rym i u trzym ujem y 
stosunki ku ltu ra lne  i  handlowe. Jest p rzy ty m  rzeczą jasną, że dominuje 
w p ływ  narodów- o ku ltu rze  starszej, czym się tłum aczy w  językach euro
pejskich w ielka ilość term inów, zwłaszcza techniczno-naukowych pocho
dzenia greckiego i łacińskiego. Do tak ich  należał jeszcze przed ćwierć
wieczem term in  materiał, ang. m ateria ł, fr .  m ateriel, niem. M ateria ł 
(a dopiero od I  w o jny  światowej ,,W erkstoff“ ); ros. m atieria ł; wł. ma
teriale itd .

Gdy przed paru dziesiątkami la t K om ite t W ydawniczy I  wydania 
„Technika" w Warszawie wprowadził zamiast odwiecznego i w  całe] 
Polsce powszechnie zrozumiałego materiału te rm in  „tw o rzyw o", zająłem 
stanowisko negatywne wmbec te j inowacji. Co prawda, nie b y ł to nowotwór, 
albowiem słyszało się wówczas i czytało często o „tw orzyw ie" lite rackim , 
przez co jednakże rozumiano ty lko  to, co staje się źródłem powstania 
dzieła literackiego, a nikom u nie przychodziło do głowy rozszerzenie po
jęcia rozumianego pod nazwą „tw orzyw a" na materię, z k tóre j się wyrabia, 
sporządza łub  buduje części konstrukcyjne w ytworów  techniki. Zwolennik 
tworzywa w  miejsce „m ate ria łu " rzuci tu ta j zapewme uwagę, że zwal
czając „tw orzyw o" stosuję jednocześnie bez skrupułu Avyraz „w y tw ó r", 
a więc uznaję w yrazy: „w ytw arzać", „w ytw arzan ie", „w y tw ó rn ia " itp . 
Tak jest! Uznaję je  wszystkie, ale zarazem mniemam, że zgodnie z tra 
dycją wiekową naszego języka tw orzy np. poeta u tw ór lite racki, a rch itekt 
tw orzy p ro jek t budowli, uczony przyrodn ik  łub  inżynier tw orzy teorię..., 
natomiast w ytw órcy w ytw arza ją  wytwory przemysłowe z m aterii, czyli 
z materiału dostarczonego przez przyrodę, a nie tworzą ich.

A  zatem, t w o r z y  się ty lko  z elementów duchowych, a w y t w a r z a  
(wyrabia, sporządza, fabryku je) z elementów materialnych. Przytoczony 
przykładowo poeta, a rch itekt, inżynier-badacz i  uczony należą do twórców, 
podczas gdy wytwórca jest udatnym  nowotworem oznaczającym dawnego 
producenta, czyli fabrykanta  lub  rzemieślnika, wytwarzającego dobra 
materialne. Jeden i  ten sam człowiek może być oczywiście niekiedy w y 
twórcą i zarazem twórcą, jeżeli opracuje naukowo nową metodę w ytw a 
rzania.

Stosowanie wyrazu „tw orzyw o" na oznaczenie obu pojęć powyżej 
określonych jest bezpożytecznym zubożeniem języka, podobnie ja k  p ro 
jekt; wyrugowania wyrazu „prędkość" na rzecz „szybkości" lub  od
wrotnie.
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Określanie, wyznaczanie, ustalanie
(Mechanik N r 10/11, 1948 r.)

Już niejednokrotnie zwracałem uwagę na przyczyny chwiejności te rm i
nologii polskiej, zwłaszcza w naukach technicznych. Jedną z najgłów
niejszych jest w p ływ  języków obcych, k tó ry  wprawdzie n igdy nie zaniknie 
zupełnie, ale z k tó rym  należy się liczyć we wszystkich dążeniach do usta
lenia pojęć kry jących się pod wyrazam i polskim i. T rzy wyrazy podane 
w  nagłówku oraz odpowiadające im  czasowniki: określać, wyznaczać i  usta
lać, wyrażają pojęcia pokrewne, a jednak różniące się zasadniczo.

Określanie jest przede wszystkim  powszechnie zrozumiałym odpowie
dnikiem  polskim  dla term inu filozoficznego łacińskiego definitio, spolszczo
nego już  dawno jako definicja. W  językach obcych odpowiada mu ang. 
defin ition, franc. dćfin ition , niem. D e fin ition  i ros. opriedielenje.

Natom iast czasownikowi wyznaczać wyrażającemu (między innym i) 
czynność znalezienia wartości liczbowej pewnej wielkości fizykalnej od
powiada ang. determine, franc. dćterm iner, niem. bestimmen, a ty lko  
w języku rosyjskim  znowu opredieliat'. Tu znajdujem y powód, dlaczego 
polscy inżynierowie lub  przyrodnicy znający lepiej pokrewny język ro 
syjski, n iż inne z wym ienionych, nie wyznaczają np. niewiadomej z da
nego równania, lecz „określa ją41 ją. A le ci sami autorzy mówią i piszą 
o zagadnieniach statycznie wyznaczalnych lub niewyznaczalnych, chociaż 
w  języku rosyjskim  czytam y Awszędzie „staticzeski opredielimyje i  nie- 
opredielim yje44.

Z tego w yn ika , że aby uniknąć niekonsekwencji, należy w polszczy- 
źnie (w ty m  wypadku) iść raczej za dawną tradycją  i  odróżniać określanie 
od wyznaczania. Tak np. określamy pierwiastek równania jako tę wartość 
niewiadomej, k tó ra  mu czyni zadość, a wyznaczamy ją  metodami uzasa
dnionym i W' matematyce; podobnie określamy wytrzymałość doraźną m a
teria łu  jako tę wielkość, k tó rą  wyznaczamy na podstawie zwykłej próby 
rozciągania itp .

Innego rodzaju niekonsekwencję znaczeniową spotykamy w  zdaniu, 
pojawiającym się dość często w  naszym piśmiennictw ie technicznym, ja k  
np. „N ... „u s ta lił44 wzór do obliczenia wielkości... X 44 zamiast podał albo 
znalazł, zbudował, obmyślił itp .

Term in ustalić [ang. establish, fr. fixer, niem. feststellen, ros. usta- 
now it') ma znaczenie raczej prawodawcze i nadaje się do scharakteryzo
wania w yn iku  uchwały lub  wyboru, gdy zachodzą różne w ypadki moż
liwe, a nie w yn iku  m yśli badawczej teoretyka-autora. Można więc np. 
wyrażać się, że ustalono kom isyjn ie ilość obrabiarek pewnego typu  ko 
niecznych do rozpoczęcia p rodukcji w nowej w y tw órn i; ustalono potrze
bną ilość surowca, paliwa itp .
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Własność — właściwość
(Mechanik, N r  9, 1946 r.)

W yrazy: własność i  właściwość są prawie synonimami i  m ają znacze
nie bardzo zbliżone do tego co nazywamy także cechą (m ateriału, ma
szyny lub  jakiegokolw iek przedm iotu). Zwyczajowo m ów im y o własności 
w pojęciu cechy ogólniejszej lub  podstawowej, podczas gdy wyraz wła
ściwość stosujemy raczej do cech szczegółowych lub  drugorzędnych. Po
jęcie właściwości możemy zatem uważać za równoznaczne z własnością 
szczególną, osobliwą lub  przemijającą. Własność jest nadto term inem  o za
barw ieniu naukowym, gdy tymczasem właściwość ma zabarwienie p rak
tyczne, techniczne. M ówim y więc o tak ich  własnościach materiałów, ja k  
gęstość, spójność, sprężystość lub  o własnościach termicznych (cieplnych), 
optycznych, elektrycznych itd . Natom iast połysk metaliczny, chropowatość 
powierzchni itp . uważamy za przemijające właściwości ciał. Podobnie 
w  opisie np. maszyn różnego typu , ale służących tem u samemu celowi 
w ym ieniam y właściwości każdego typu , określając jego cechy dodatnie 
lub  ujemne ze stanowiska technicznego.

Fizyczny — fizykalny
(Mechanik, N r  9, 1946 r.)

O b y d w a  p r z y m i o t n i k i  p r z y p o m in a ją  r z e c z o w n ik  „ f i z y k a 11. J e s z c z e  

p r z e d  p a r u  d z ie s ią t k a m i  l a t  m ó w i ło  s ię  n ie m a l  w y łą c z n ie  fizyczny w  z n a 

c z e n iu  d w o ja k im .  J e d n o  o d p o A v ia d a ło  r a c z e j  p r z y m io t n ik o w i  „ c ie le s n y “  

(n p .  ć w ic z e n ia  c ie le s n e  z a m ia s t  f i z y c z n e ,  k u l t u r a  f i z y c z n a ,  z a m ia s t  k u l t u r y  

c ie le s n e j i t p . ) ;  d r u g ie  z a ś  o d p o w ia d a ło  p r z y m io t n ik o w i  u t w o r z o n e m u  z  r z e 

c z o w n ik a  „ f i z y k a 11 w  s p o s ó b  p o d o b n y ,  w  j a k i  p o A v s ta ł p r z y m i o t n i k  „ m u 

z y c z n y 11 z  m u z y k i .  T a  d w u z n a c z n o ś ć  Avielce n ic A v y g o d n a  s k ło n i ła  m n ie  

d o  p r o p o z y c j i  stosoA\ra n ia  p r z y m i o t n i k a  fizykalny  z a m ia s t  f i z y c z n y ,  je ż e l i  

id z ie  o s a m ą  f i z y k ę .  Id e ę  t ę  (b y ć  m o ż e  n ie  n o w ą )  p o p a r ł  g o rą c o  p r o f .  

K .  T w a i : d o a v s k i , z m a r ły  je s z c z e  p r z e d  w o jn ą  w y b i t n y  f i lo z o f  p o ls k i  

i o d t ą d  A v p r o w a d z iłe m  j ą  av m o ic h  A v y k ła d a c h  i  p r a c a c h .  P r z y m i o t n i k  

fizykalny  je s t  z r e s z tą  u tA v o rz o n y  n a  w z ó r  in n y c h  z n a n y c h  i  u z n a n y c h ,  

j a k  n p .  k u l t u r a l n y  ( k u l t u r a ) ,  n a t u r a l n y  ( n a t u r a ) ,  s t r u k t u r a l n y  ( s t r u k t u 

r a )  i t p .  M Ó A v im y  z a t e m  ciało fizyczne, własności fizyczne, le c z  teorie fizy 
kalne, równania fizykalne, analiza fizykalna zjawisk i t p .
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fcJwagi w  odpow iedz i na a r ty k u ł dyskusyjny dra  W . K A S P E R O W IC Z A  „O  p o ls k im  s łow n ic tw ie  s tosow anym "

w  n r  1— 2 Przeglądu Technicznego z r .  1947)

(Przegląd Techniczny N r 4, 1947 r.)

Jest rzeczą zrozumiałą, że każdy inżynier o aspiracjach naukowych, 
Podobnie jak każdy tego typu lekarz lub przedstawiciel innych zawodów 
Wymagających przygotowania naukowego, interesuje się żywo słownic
twem dziedziny, w której pracuje. Olbrzymi współczesny rozwój nauk 
przyrodniczych i opartej na nich techniki zmusza do nieustannego wzbo
gacania słownictwa odnośnego nowymi terminami (nazwami), które nader 
rzadko powstają u nas samorzutnie. Najczęściej przyswajamy je z języ
ków narodów przodujących w kulturze, usiłując w miarę możności zna
leźć odpowiednik rdzennie polski. Że nie jest to rzeczą łatwą, wiedzą 
Wszyscy, którzy brali udział av komitetach redakcyjnych, komisjach sło
wnikowych, a zwłaszcza gdy kształcąc się za granicą próbowali pisać 
Prace naukowe po polsku.

Czyż bowiem warto silić się na spolszczenie terminów takich jak  
mikroskop, luneta, lupa, telefon, radio, kinematyka, dynamika, łiistereza, 
balistyka, energia kinetyczna, potencjał, regulator itp.?

P o ja w ia l i  s ię  w p r a w d z ie  d a w n ie j  lu d z ie  o z a m i ło w a n ia c h  n a u k o w y c h ,  

k t ó r z y  w  im ię  m iło ś c i  j ę z y k a  o jc z y s te g o  c h c ie li  g o  w z b o g a c ić  (? )  „ d r o b n o -  

w id z e m “ , „ d a le k o w id z e m " 1) i t p . ,  a le  o g ó ł z a c h o w a ł  s ię  n a  s zc zę ś c ie  o d 

p o r n ie  d a ją c  t y m  d o  z r o z u m ie n ia  p u r y s t o m  t a k i m ,  ż e  A vzię li s ię  d o  r o b o t y  

b e z p o ż y te c z n e j ,  a  n a w e t  d o  peA vnego s to p n ia  s z k o d l iw e j .  N a w e t  p r a c a  

S ło w o tw ó r c z a  n a s z y c h  u c z o n y c h  t e j  m ia r y ,  co  J a n  Ś n i a d e c k i ,  k tó r e g o  

A lg e b r ę  i  T r y g o n o m e t r ię  p r z e t łu m a c z o n o  av r .  1828 n a  ję z y k  n ie m ie c k i ,  

P ie  m ia ła  p e łn e g o  p o w o d z e n ia .  P r z y j ą ł  s ię  A v p ra w d z ie  je g o  wyznaczniJc 
z a m ia s t  d a A v n ie js ze g o  „ d e t e r m in a n t " ,  a le  je g o  p ię k n e  s p o ls z c z e n ie  nazAv  

f u n k c y j  g o n io m e t r y c z n y c h :  „AvstaAva“ , „ d o s t a w a " ,  „ s ty c z n a " ,  „ d o t y c z n a " ,  

» s ie c z n a “ , „ d o s ie c z n a "  z a n ik a ją  u s t ę p u ją c  d a w n y m  ła c iń s k im  s in u s , c o - 

sm u s , ta n g e n s ,  c o ta n g e n s , s e c an s , co s e c a n s .

’ ) Zam iast lu n e ty .
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Podobnie nie p rzy ją ł się umieszczony w I .  w ydaniu „Technika,“  „m ia r' 
kow n ik44 zamiast regulatora.

W  czasach najnowszych można dostrzec pojawienie się mniej lub 
więcej udanych spolszczeń i  ta k  np. piszą teraz ciało równokierunkowe 
lub  równozwrotne zamiast „cia ło  izotropowe44; ciążenie zamiast „g raw i
tac ja44; ciągnilc zamiast „ t ra k to r44 itd .

A le i  w  ogóle mam wątpliwości czy te spolszczenia b y ły  naprawdę 
pożyteczne i  potrzebne dla zadowolenia naszej am b ic ji narodowej, albo
wiem są to te rm iny  występujące w językach naukowych światowych, 
mają więc charakter międzynarodowy.

Natom iast bez zastrzeżeń głosuję za usilną dalszą pracą nad zastą
pieniem term inów technicznych i  rzemieślniczych, wziętych żywcem z ję 
zyków obcych przez w yrazy rdzennie polskie. Najbardzie j zaś razi mnie 
to, że z powodu snobizmu nawet dobrze piszący autorowie używają w y
razu obcego chociaż znają równoważnik rdzennie polski. N ie ma dnia, 
żeby się nie czytało o „ek ip ie44 (sportowej, robotniczej, inżynierskie j itp .) 
zamiast o drużynie. Czyż nikogo nie razi szkaradne brzmienie tego zbęd
nego barbaryzmu?

Toteż z radością przyją łem  wr swoim czasie do wiadomości nazwranie 
„śrubsztaka44 imadłem,; „hebla44 (Hobel) strugiem itd . M am y już  szereg 
wcale dobrych opracowań słownictwa polskiego rzemieślniczego, znisz
czonego co prawrda częściowo w  czasie w ojny, k tó ra  na dom iar złego 
zastrzyknęła nam nowe germanizmy — hitlerowskie.

Czeka nas zatem niewątp liw ie ciężka praca na ty m  polu, do które j 
wzywa słusznie a rty k u ł d r K . Jednakże trudno się pogodzić z Jego 
argumentacją i  opinią w  paru szczegółach zasadniczych. Już sam ty tu ł 
„O  polskim  słownictw ie stosowanym44 może budzić poważne wątpliwości 
nie ty lko  u  polonistów, k tó rych  współpracę d r K . wyraźnie odrzuca, ale 
u każdego inżyniera-naukowca z w yrob ionym  poczuciem języka.

P rzym iotn ikow e określenia słownictwa takiego lub  innego, ja k  np. 
słownictwo techniczne, matematyczne, chemiczne itp . są powszechnie zro
zumiałe i  znane, ale przecież wyraz słownictwo nie oznacza gałęzi nauki, 
k tó rą  dzie lim y na „czystą44 i  „stosowaną44 („pure et appliąuće44), p rzy 
czym zakres pojęcia p rzym io tn ika  „stosowany44 jest szerszy od zakresu 
pojęcia „techniczny44. A  z treści a rtyku łu  d r K . w ynika, że po prostu 
użył p rzym io tn ika  „stosowany44 zamiast „techniczny44, ja k  gdyby usiłował 
za każdą cenę zastąpić wyraz pochodzenia obcego, wyrazem polskim : 
Niechaj do objaśnienia mojej m yśli posłuży znany te rm in  mechanika sto
sowana, k tó ra  obejmuje według zrozumienia powszechnego w  nauce nie 
ty lko  mechanikę techniczną, ale także geomechanikę (jako dzia ł geofizyki) 
i  mechanikę niebios (mćcaniąue cćleste).

A le to  ty lk o  szczegół, co prawda uderzający na wstępie.
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Szersze znaczenie ma teza dr K ., że „język  stosowany nie może 
liczyć na istotną współpracę polonistów, k tó rzy  zresztą dla polonistyki 
nie znaleźli bardziej polskiego wyrazu “ . Tym  argumentem przygotowuje 
A uto r wyrażone w a rtyku le  poglądy na tworzenie rodzimego słownictwa 
■ jego rozszerzenie zalecając wzorowanie się na językach: „czeskim, jugo
słowiańskim, węgierskim i innych44, które „w  znacznym stopniu oczyściły 
nie ty lko  język lite racki i potoczny od zakorzenionych od la t nalecia
łości obcych44.

Otóż p rzykłady te są, zdaniem moim (które jak sądzę, nie będzie 
odosobnione), raczej odstraszające, albowiem głównym bodźcem do w y
siłków w celu dokładnego oczyszczenia języka z wyrazów obcego pocho
dzenia u narodów powyższych było nie ty le  umiłowanie języka ojczy
stego, ile megalomania narodowa, k tó ra  w ten naiwny sposób usiłowała 
zatrzeć ślady wpływu obcych starszych ku ltu r. Pod tym  względem da
leko mądrzejsi okazali się Rosjanie, k tó rzy  nie rugowali i nic rugują 
obcych wyrazów ze swego przebogatego języka. Wszak np. Niemcy, 
k tó rzy  pod Avielu względami prześcignęli na przełomie X I X  i X X  stu
lecia starsze ku ltu rą  narody romańskie, nie uk ry ją  młodszego wieku swej 
k u ltu ry  przez to, że wprowadzili zamiast np. „D iagramm , Dynam ik, Ka- 
r ita tio n . M ateriał, K inem atik , Y iskositat, Yolumen...44 nazwy rdzennie 
niemieckie: „Sehaubild, K raftlehre, Hohlraum bildung, W erkstoff, Bewe- 
gungslehre, Zahigkeit, R aum inha lt44 itd .

N ie mówiąc już o szkodach dydaktycznych, jakie często wyrządzają 
takie zm iany nazw ustalonych wiekowym używaniem na inne zwykle 
niezupełnie równoznaczne — przesada w oczyszczaniu języka mści się 
jeszcze tym , że u trudn ia  młodemu pokoleniu zrozumienie dzieł obco
języcznych, a więc zacieśnia horyzonty adeptów nauk technicznych.

Toteż nie odurzony megalomanią narodową m iłośnik języka ojczy
stego zachowa roztropny um iar w jego oczyszczaniu, ograniczając się do 
tępienia wyrazów obcych zbędnych, narzucanych przez dzienniki, powra
cających emigrantów lub  naiwnych snobów, k tórym  wyraz cudzoziemski 
imponuje. Jakie sku tk i pociąga za sobą rozmach słowotwórczy i pury- 
fika to rsk i techników wyłamujących się spod wpływ u językoznawców 
i przedstawicieli nauki czystej, pozwolę sobie przedstawić na dwu p rzy
kładach. Pierwszym jest term in  określający pracę w  jednostce czasu,- 
a więc jeden z podstawowych w teorii maszyn.

Term in ten brzm i w języku angielskim „ra te  of w ork44, albo „w ork ing  
power44 w zw ykłym  skrócie „power44; we francuskim „puissance44; w nie
m ieckim „A rbe itsle istung4.4 lub  w skrócie „Le istung44; w ros. „moszcznost'44; 
we włoskim  „potenza44. Ale Niemcy w drugiej połowie wieku X I X  sto- 
soArali wyraz „A rbe itse ffekt44, co spolszczono w Politechnice Lwowskiej 
za czasów J. N. F r a n k e g o  na „sku tek44 i dopiero A. W i t k o w s k i  wpro- 
P ism a, I U  2 8
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wadził w swoich świetnych wykładach f iz y k i w  K rakow ie „dzielność14 
n iewątpliw ie znacznie lepszą od „sku tku “  mającego znaczenie zbyt ogólne. 
Termin W itk o w sk ieg o  rozpowszechnił się szybko wśród fizyków  wszyst
k ich dzielnic polskich. M imo to  inżynierowie, k tó rzy  opracowali I .  w y
danie podręcznika „Techn ik“  (przekład niemieckiej „H i i t te “ ) nie poszli 
ża fizykam i i  wprowadzili wyraz moc, prawdopodobnie dlatego, ponieważ 
ma znaczenie ogólne podobne do tak ich  znaczeń w  term inach obcych 
powyżej przytoczonych z w y ją tk iem  niemieckiego. Chociaż więc trudno 
nie uznać wyrazu moc za tra fn y  i  wygodny z powodu krótkości, to  jednak 
nie by łoby pożądane aby więcej term inów naukowych brzm iało w  fizyce 
odmiennie niż w  naukach technicznych.

Jakkolw iek niepodobna odmówić słuszności zdaniu dr K ., że dla 
rozwoju słownictwa naszego należy dążyć do „odtworzenia dawnych po l
skich pn i nieraz od wieków zapomnianych44. Pniem nazywa dr K . za
pewne to, co nazywamy rdzeniem wyrazów należących do te j samej ro
dziny. K tóż  jednak jest bardziej powołany do wyszukiwania tych  rdzeni 
z starych języków słowiańskich, ja k  nie nasi językoznawcy. Ty lko  oni 
na podstawie badań przeszłości języka zdobywają obiektywne poczucie 
językowe i  po tra fią  należycie ocenić znaczenie starego wyrazu oraz wska
zać na możliwość jego zastosowania.

(N a odmiennych przesłankach oparła swe prace Komisja Słownictwa Technicz
nego P K N , wychodząc z założenia, iż twórcami nowych wyrazów i  wyrażeń technicz
nych mogą być jedynie ludzie, znający gruntownie istotę pojęć, dla których brak w ła
ściwego term inu w  języku ojczystym, a zatem w  odniesieniu do słownictwa technicz
nego w yb itn i technicy, k tó rzy jednocześnie posiadają odpowiednią kulturę lingw i
styczną.

Teza o twórczej roli techników w  dziedzinie słowotwórstwa technicznego została 
uznana za słuszną przez naszych językoznawców, którzy w  zeszycie 11/52 „Poradnika 
Językowego" stwierdzili, iż zadanie specjalisty językoznawcy powinno ograniczać się 
do sprawdzenia, czy dany wyraz odpowiada duchowi języka polskiego i  czy jest po
praw ny pod względem słowotwórczym i  morfologicznym. Przyp. red.).
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Mechanika
(Polska Encyklopedia Mechaniki. IW  S IM P , 1946 r.)

Spośród nauk przyrodniczych, k tóre  stanowią fundament wszelkich 
gałęzi techn ik i współczesnej, a zwłaszcza przemysłu maszynowego i bu
dowlanego, na pierwszy plan w yb ija  się jedna z najstarszych nauk ści
słych, zwana mecłianilcą. Z je j celu zdaje sobie każdy technik dobrze 
sprawę, ale określenie dokładne czym jest mechanika i ja k i jest je j zakres 
domaga się pewnych wyjaśnień. Wprawdzie podręczniki te j nauce po
święcone noszą zwykle ty tu ł „M echanika", opatrzony często p rzym io t
n ikiem , np. elementarna, doświadczalna, teoretyczna, techniczna itp ., ale 
spotykam y także ty tu ły  odmienne, ja k  np. „N auka o ruchu" zmarłego 
zasłużonego profesora Politechn ik i Warszawskiej Z. Straszewicza albo 
„Teoria ruchu i s ił", również ceniona dawniejsza książka profesora nie
mieckiego W. Sc iie ll a . To dowodzi, że autorzy ci usiłowali podać zwięzłe 
określenie mechaniki już w  samym ty tu le . Is to tn ie  bowiem ze stano
wiska naukowego da się mechanika określić jako nauka o ruchach ciał 
materialnych, gdyż „równowagę", określającą stan spoczynku ciała ma
terialnego (mimo działania przyczyn, dążących do wywołania ruchu), 
można pojmować jako przypadek szczególny ruchu, przy jego opisie ma
tematycznym. A le w  tym  określeniu odczuwa się brak jednego z n a j
starszych i praktycznie najważniejszych pojęć mechaniki, a mianowicie 
siły, figurującej ty lko  w  ty tu le  książki Sc h ella . Toteż m im owoli p rzy 
pom ina się dawna popularna książeczka I .  Zakrzew skiego , nieżyjącego 
już profesora Uniwersytetu Lwowskiego, p t. „O  sile, pracy i energii", 
gdyż ty tu ł ten zawierał obok siły, jeszcze dwa niezmiernie ważne pojęcia 
mechaniki klasycznej. W idać z tego, że określenie mechaniki, jako dzie
dziny naszej wiedzy o przyrodzie, może wyglądać rozmaicie, zależnie od 
stanowiska, z jakiego śledzimy mechanikę: czy ono jest więcej naukowe, 
czy też raczej techniczne. P rzy tym  wypada zaznaczyć, że z obu sta
nowisk trzeba patrzeć na mechanikę nie jako na naukę doświadczalną, 
k tó rą  była  niegdyś, ale na naukę, zawdzięczającą swoje znaczenie i o l
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brzymie rozm iary teorii, opartej na podstawach bardzo prostych, a nad
zwyczajnie wydoskonalonej przez metody matematyczne.

Otóż zarówno ze stanowiska naukowego, ja k  i technicznego teoria 
w mechanice wysuwa się na plan pierwszy. A le pojęcia podstawowe, na 
k tórych  można zbudować gmach ca łkow ity teo rii nie są identyczne w  tra k 
towaniu mechaniki czysto naukowym  i  technicznym.

W  n au ce  c z y s te j są ty m i pojęciami: czas, przestrzeń i materia. 
Odpowiadają im  trzy  jednostki podstawowe: czasu, długości i  masy. T ym 
czasem n a u k a  s to so w a n a , jaką  jest mechanika techniczna, posługuje 
się ty m i samymi jednostkam i podstawowymi czasu i  długości, ale za
m iast jednostki masy wprowadza jako trzecią jednostkę siły, od które j 
dopiero wywodzi się jednostka masy. Natom iast w  mechanice czystej 
jest siła  traktowana jako pojęcie pomocnicze, nader pożyteczne, ale 
teoretycznie zbędne.

Dlatego będzie może najodpowiedniej określić mechanikę przez ujęcie 
w słowa zagadnień ja k im i się zajmuje. Zagadnienia te są dwojakiego 
rodzaju. W  pierwszych idzie o ujęcie we wzory matematyczne ruchu 
cząstek i  ciał materialnych, traktow anych ty lko  jako p un k ty  i  b ry ły  
geometryczne bez względu na materię, jaką zawierają. Jest to dział wstę
pny mechaniki, zwany kinematyką, traktow any często oddzielnie jako 
pomocniczy i  leżący poza mechaniką właściwą, zwaną za wzorem piśmien
n ictwa angielskiego dynamiką. Zadanie dynam ik i opiewa: D any jest układ 
m ateria lny i jego początkowy stan ruchu lub  spoczynku oraz s iły nań 
działające; wyznaczyć jego ruch pod wpływem  tych  sił.

Objaśnimy to jeszcze na przykładzie znanego mechanizmu korbowego 
maszyny parowej tłokowej. Jest 0 1 1  złożony z trzonu tłokowego, mogą
cego się poruszać wraz z tłokiem  ty lko  prostoliniowo tam  i  na pow rót; 
korbowodu połączonego z jednej strony z trzonem tłokow ym  za pośred
nictwem  drąga, a z drugiej z korbą wału wykonywującą ruch obrotowy. 
Jeżeli, przyjąwszy, że znamy prędkość obrotu jednostajnego wału wraz 
z korbą, zapytamy ja k i jest odpowiedni ruch trzona tłokowego i tłoka, 
to mamy do czynienia z zadaniem kinematyki. Gdy natomiast p rz y j
m iemy jako daną siłę, w yw artą  przez parę na t ło k  w każdym  jego po
łożeniu, a zapytu jem y ja k i będzie skutek te j siły, przejawiający się w obro
cie niejednostajnym wału korbowego, to stoim y przed zadaniem dynamiki. 
W  ten sposób każde zagadnienie mechaniki w  technice maszynowej po
siada stronę kinematyczną i dynamiczną.

A le zagadnienia dynamiki dzielimy od bardzo dawna na dwie grupy. 
Do pierwszej należą takie, w  k tó rych  idzie ty lko  o warunki, pod ja k im i 
dany układ m ateria lny spoczywa, chociaż nań działają pewne siły, czyli 
ja k  się wyrażam y kró tko  o warunki równowagi. Takie zadania b y ły  roz
wiązywane teoretycznie już bardzo dawno, jako w ogóle znacznie ła tw ie j
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sze od zadań wyznaczenia ruchu wywołanego przez siły dane. W ystarczy 
podkreślić tzw. prawo dźwigni, wyrażające warunek równowagi ciała obra- 
calnego na osi stałej, na które  działają s iły  dane P  i  Q. Jego wysłowienie 
nowoczesne brzm i: Moment siły P  względem osi obrotu musi być w sta
nie równowagi równy co do wielkości a co do znaku przeciwny momen
tow i s iły  (oporu użytkowego) Q.

Ta grupa zadań należy do statyki (nauki o równowadze), stanowiącej 
zatem dział, bardzo zresztą obszerny, dynam iki pojmowanej według okre
ślenia powyższego. Wszelkie inne zadania nie statyczne należą do d ru 
giego działu dynam iki, nazwanego (jak się zdaje najpierw  w ojczyźnie 
N ew tona) kinetyką. A  zatem mechanika dzieli się na kinematykę i dy
namikę, a dynamika na statykę i  kinetykę.

Należy jednak zwrócić uwagę na to, że od czasu silnych wpływów 
w Polsce ku ltu ry-francusk ie j na przełomie wieków X V I I I  i X I X  nazy
wano samą ty lko  k ine tykę  dynamiką, wyodrębniając zupełnie statykę. 
Temu odpowiadał podział mechaniki na trzy  dzia ły: kinematykę, statykę 
i  dynamikę — podział u trzym ujący się tradycyjn ie  w wielu książkach 
polskich i  rosyjskich.

Może to  oczywiście prowadzić niekiedy do nieporozumień, ale na. 
•szczęście m niej szkodliwych od tych, jakie  w ynika ją  z nazywania k ilo 
gramem zarówno jednostki masy, ja k  i jednostki praktycznej siły. Za
radzono temu ty lko  przez stosowanie odrębnego znaku kg dla kilograma 
masy, a kG dla kilogram a siły.

Wracając teraz do przym iotn ików  wymienionych na wstępie, k tó rym i 
odróżniamy niejako rozmaite k ie runk i mechaniki jako nauki, niezależnie 
od powyższego podziału zasadniczego, nie potrzebujemy określać co to 
jest mechanika doświadczalna, k tó ra  od czasów N ew tona, założyciela 
dynam ik i ustąpiła miejsca mechanice teoretycznej, czyli matematycznej.

Francuzi nazywają ją  „racjonalną" (mćcaniąue rationelle), co w  swoim 
czasie uczony em igrant polski H e n r y k  N iew ęg ło w ski, pozostający pod 
ca łkow itym  wpływem k u ltu ry  francuskiej, przetłum aczył niefortunnie 
w ty tu le  swego cennego zresztą dzieła jako „mechanika rozumowa".

Otóż mechanika teoretyczna zajmuje się opisem matematycznym ruchu 
ciał materialnych przyrody pod postacią punktu  materialnego, ciała szty
wnego, układu punktów  m aterialnych w liczbie dowolnej oraz układu 
materialnego ciągłego, jako myślowo uproszczonych modeli (schematów, 
obrazów), pozostawiając kwestię dokładności, z jaką te modele odpowia
dają warunkom rzeczywistym, do rozstrzygnięcia doświadczeniu. Tak 
określona mechanika teoretyczna ma na oku głównie ty lko  podstawy 
naukowe rozwiązywania zagadnień mechaniki drogą obliczania, podczas 
gdy mechanika techniczna, czyli stosowana, zajmuje się głównie zagadnie
n iam i, jakie  nastręczają różne gałęzie techniki.
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Mechaniką, ogólną nazywamy naukę, zajmującą się badaniem ruchu 
ciał w przestrzeni i w czasie, bez względu na stan skupienia, w  jak im  
ciała te w  przyrodzie występują. Mechanika ogólna opierająca się na 
koncepcji przestrzeni euklidesowej (nie ograniczonej i nieskończonej) 
i  podstawowych prawach N ew tona nosi nazwę mechaniki klasycznej lub 
newtonowskiej, w odróżnieniu od mechaniki relatywistycznej E in s t e in a .

Zupełnie odmienną podstawę ma podział mechaniki według s ta n u  
s k u p ie n ia  m a te r i i ,  k tó re j ruch lub równowagę badamy. Jest to po
dział fizyka lny  na mechanikę ciał stałych, czyli stereomechanikę, ciał cie- 
k łych, czyli hydromechanikę i  ciał lotnych (gazów), czyli aeromechanikę (me
chanika par ze względu na najściślejszy związek z nauką o cieple znalazła 
miejsce w  te j właśnie gałęzi fizyk i). Każdą z tych gałęzi mechaniki dzie
lim y  znowu na częśó statyczną i kinetyczną (dynamiczną), a więc mamy 
stereostatykę i  stereokinetykę {-dynamikę), hydrostatykę i Jtydrokinetylcę {-dy
namikę), aeroslatykę i  aerokinetykę {-dynamikę).

W każdym z działów powyższych rozróżniamy jeszcze poddziały od
powiednio do własności mechanicznych, cechujących pewne m ateria ły, co 
ma doniosłość szczególną zwłaszcza w  mechanice technicznej a m ia
nowicie:

1 ) stereomechanikę, czyli mechanikę cia ł stałych, dzie lim y na mechanikę 
ciał sprężystych (teorię sprężystości), czyli elastomechanikę i mechanikę ciał 
elasto-plastycznych (jak im i są przeważnie metale), zwaną także plasto- 
mechaniką. Osobną grupą technicznie ważną materiałów sypkich za jm u je . 
się mechanika „c ia ł sproszkowanych“ , nie mająca dotąd nazwy zwię
źlej szej.

2 ) hydromechanikę i aeromechanikę dzie lim y na dwa ]>oddziały, zależ
nie od tego czy uwzględniamy tarcie wewnętrzne (lepkość), czy też je 
pom ijam y, a nadto czy uwzględniamy ściśliwość p łynu, czy też uważamy 
go w przybliżeniu za nieściśliwy.

Ostatnie wreszcie odgałęzienia mechaniki charakteryzujące różne za
stosowania techniczne stanowią np. 1 ) mechanika lotu jako jedna z pod- 
staw lo tn ic tw a  współczesnego oparta na aerodynamice, 2 ) balistyka, 
t j .  teoria ruchu pocisku strzelanego lub  miotanego, p rzy czym rozróżnia 
się balistykę wewnętrzną, opisującą ruch pocisku w lu fie  oraz balistykę 
zewnętrzną, zajmującą się ruchem pocisku po opuszczeniu lu fy , 3) nauka 
o drganiach (wibromechanika) Wyodrębniona aa czasach ostatnich jako 
obszerna gałąź dynam iki technicznej, traktu jąca  o drganiach układów 
sprężystych, jak im i są wszelkie maszyny i ustroje budowlane.

Do mechaniki zaliczamy również teologię, czyli naukę o płynięciu ciał, posiadają- 
cych jednocześnie (aczkolwiek w  różnym stopniu) następujące własności: sprężystość, 
plastyczność, lepkość i  Avytrzymałość (przyp. red.).
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Stałość, stateczność, sztywność i trwałość
(Mechanik N r 3, 1947 r.)

W yrazy powyższe oraz odpowiadające im  p rzym io tn ik i: stały, state
czny, sztywny i trwały, są dobrym i przykładam i wieloznaczności tak 
w mowie potocznej, ja k  i  w  naukach ścisłych. M ówim y np., że kawałek 
metalu, szkła, cegły itp . jest ciałem stałym, ponieważ zmiana jego po
łożenia w  zw ykłych warunkach ziemskich nie powoduje zmiany dostrze
galnej jego wymiarów i postaci geometrycznej. Stałość ma aa tym  p izy- 
padku znaczenie niezmienności postaci.

Natom iast mówiąc o stałości równowagi ciała lub w  ogóle układu ma
terialnego mamy na m yśli coś innego. AlboAviem według przyjętego w me
chanice ogólnej określenia nazywamy równowagę układu materialnego 
stałą, w  położeniu danym, jeżeli po dostatecznie małym  wytrąceniu go 
z tego położenia siłam i dodatkowym i wykonywa po usunięciu tych sił 
ty lko  ruchy bardzo małe nie oddalające go na zawsze od tego położenia.

N ic tedy dziwnego, że np. w  „Mechanice teoretycznej zasłużonego 
profesora Politechn ik i Warszawskiej H e n k y k a  Czopowskiego pojaw ił 
się przed la ty  term in  stateczność równowagi zamiast rozpowszechnionej 
przedtem w naszych podręcznikach fiz yk i i  mechaniki stałości równowagi.

Mówiąc zatem o równowadze statecznej lub  niestatecznej, zamiast stałej 
i  niestałej, un ikam y dwuznaczności powyżej wymienionej, w czym tkw i 
n iewątpliw ie korzyść dydaktyczna. T u ta j jest nadto pouczającym p o io n - 
nanie term inów w  odpowiednich językach obcych, a mianowicie, eta o 
stałe =  solid body (ang.), corps solide (franc.), fester Kórpe i (niem.),
tw iordoje tie ło (ros.), corpo solido (wł.).

Równowaga stała lub  stateczna =  stable eąuilibrium  (ang.), cqui lb ic  
stable ( f r . ) ,  stabiles (sicheres) Gleichgewicht (n iem .), ustojcziwoji law no-
wiesje (ros.), eąuilibrio  stabile (w ł.).

To wyjaśni czyteln ikow i skąd się biorą w  prasie dziwolągi takie, ja k  
„c ia ło  twarde“ , „równowaga stabilna", wzięte żywcem z języków obcych 
zamiast term inów polskich: ciało stałe i równowaga stateczna lub  stała.

W  innym  jeszcze znaczeniu stosujemy wyraz stałość, a mianowicie na 
oznaczenie niezmienności położenia, zwłaszcza określonego punktu ciała. 
Tak np. m ówim y o podporze stałej, przegubie stałym, łożysku stałym  itd ., 
jeżeli ograniczają w przestrzeni 3 , a na płaszczyźnie 2  stopnie swobody,
ciała traktowanego jako s z ty w n e .

W yraz sztywność ma znowu dwa znaczenia w mechanice, oznaczając 
albo n ie z m ie n n o ś ć  p o s t a c i  ciała (zupełną a więc fikcy jną), albo też 
o d p o r n o ś ć  m a t e r i a ł u  (a zarazem ciała) na siły, zdążające do Avywo- 
łania właśnie zmiany postaci lub Avymiarów. W pierwszym znaczeniu 
jest pojęcie sztywności oderwane (abstrakcyjne, nierealne), gdyż nie okre
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śla własności rzeczywistej ciał stałych przyrody; natom iast w  znaczeniu 
drugim  jest sztywność własnością konkretną, fizyka lną tych  ciał, mającą 
cechę przeciwieństwa do innej własności zwanej odkształcalnością. Ciała 
mniej odkształcalne są bardziej sztywne i na odwrót.

Np. wolfram jest sztywniejszy od stali, stal od żeliwa, żeliwo od mar
muru, od szkła itd . Toteż często dla uniknięcia nieporozumień stosują 
term in „sztywność doskonała", albo „idealna" na określenie s z ty w n o ś c i 

modelu abstrakcyjnego ciał stałych w  mechanice teoretycznej. Odpowie
dnim i nazwami w  językach obcych są r ig id ity  (ang.), rig id ite  ( f r . ) ,  Stei- 
figke it (n iem .), żostkost' (ros.), rigidezza (w ł.).

Od pojęcia sztywności materiału (mierzonej wielkością E  m odułu w y 
dłużenia sprężystego) odróżniamy sztywność ciała (części konstrukcyjne j) 
przy określonym sposobie obciążenia, k tó ra  jest zależna nadto od po
staci ciała. Odpowiednimi określeniami szczegółowymi posługujemy się 
z korzyścią w stereomechanice, zwanej tradycy jn ie  „wytrzym ałością 
m ateria łów ".

Na koniec trwałość, stosowana przez n iektórych autorów- zamiast sta
łości lub  stateczności w  odniesieniu do równowagi, ma pierwotne zna
czenie n ie z m ie n n o ś c i wr czas ie , wrobec czego nie zupełnie się pokrywa 
z pojęciami, jakie  wiążemy z ty m i term inam i, co w yn ika  jasno z okre
ślenia poAvyżej podanego. D rugie znaczenie trwałości, dość rozpowszech
nione, da się określić jako własność części konstrukcyjne j lub  całego 
zespołu konstrukcyjnego (maszyny, budow li itp .), polegająca na tym , że 
spełnia swoje zadanie przez dłuższy lub  krótszy przeciąg czasu. Stoso
wnie do tego mówimy o jego Aviększej lub  mniejszej trwałości. Dlatego 
lepiej zaniechać nazywania równowagi statecznej „ trw a łą ", a zachować 
p rzym io tn ik i: trwały i nietrwały ty lko  do określenia długiego lub  k ró t
kiego okresu (przedziału czasu), praw idłowej służby maszyny itp .

Synonimem przym io tn ika  trw a ły , wr znaczeniu niezmienny w czasie 
lub  niezależny od czasu, jest p rzym io tn ik  ustalony {ang. steady, fr . sta- 
tionnaire o u permanent, niem. statioriar).

Pond i kilopond
(Mechanik N r 9, 1947 r.)

Tylko  starsi w iekiem technicy pam iętają, że przodujące do pierwszej 
połowy w ieku X I X  francuskie piśmiennictwo techniczno-naukowe nazy
wało stale wielkość mechaniczną Aryrażoną symbolem 1/2m r 2 — „siłą 
żywą" układu (ciała) materialnego. Za Francją poszły nie ty lko  narody 
romańskie, ale niemal i wszystkie kra je  kontynentu  europejskiego. Ter
m in ten u trzym a ł się przez dwa stulecia, zanim, bez poróArnania lepszy 
i odpowiedniejszy, t j .  energia kinetyczna przeniknął z ojczyzny proroka
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mechaniki teoretycznej N ew tona i wyrugował powoli „siłę żywą*, zu
pełnie słusznie, gdyż nie była to ani „s iła “  w znaczeniu „p rinc ip iów * 
N ew tona , ani też „żyw a*. Tak w ielką jest siła przyzwyczajenia i potęga 
auto ryte tu  dawnych uczonych, k tó rzy  to ważne niezmiernie pojęcie cał
kiem nieszczęśliwie nazwali.

A le z tego nie wynika, aby wiele innych nazw pojęć mechanicznych, 
krytykow anych  przez licznych autorów — nadawało się z równie dobrym  
skutkiem do zm iany dlatego, że są bądź to wieloznaczne i  domagają się 
określeń przym iotn ikow ych, bądź też nie dają się uzasadnić logicznie itp .

Trzeba bowiem pamiętać zawsze, że przeważająca ilość term inów 
naukowych z każdej dziedziny wiedzy ma charakter umowny raczej niż 
logiczny, a wieloznaczność stosowanego wyrazu nie da się w  ogóle p rak
tycznie uniknąć. Czyż jednak z tej wieloznaczności dogadzającej zasadzie 
ekonomii m yśli, wygłoszonej przez filozofa E. Macha, w ynika ją  trudności 
praktyczne lub nieporozumienia? Chyba nader rzadko.

Toteż ty lko  w yją tkow o ważne m otywy mogą uzasadnić wprowadzenie 
nowej nazwy dla wyłączenia dwuznaczności. Takie m otyw y znajdujem y 
w projekcie w yją tkow o szczęśliwym, a radykalnym , aby główne techniczne 
jednostki s iły, k tó rym i operujemy na każdym  kroku nie ty lko  w nauce, 
'w laboratorium  i wytwórni, ale w życiu codziennym nazwać pondem 
i kilopondem (skróty p i  kp, zamiast dotychczasowych, wprowadzonych 
przez P K N  w celu odróżnienia G i kG). W tedy gram (g) i  kilogram  (kg) 
pozostają wyłącznie na oznaczenie jednostek masy, stosownie do znanego 
podstawowego określenia w fizyce minionego stulecia.

Oprócz w ie lkie j wygody i prosto ty wysłowienia (np. zamiast mówić 
o sile lub  obciążeniu P  kilogram ów ciężarowych, mówimy o sile lub  ob
ciążeniu P  kilopondó w) — zyskujemy olbrzym ią k o rz y ś ć  d y d a k ty c z n ą .  
Jest ona doskonale zrozumiała dla każdego, k to  nauczał początków me
chaniki. D la  przeciętnego młodocianego umysłu sprawia niemałe tru d 
ności zrozumienie, dlaczego dwie tak  odmienne a ważni' wielkości ja k  
masę i  silę m ierzy się jednostkam i, które mają nazwę tę samą, tak  że 
trzeba je  odróżniać objaśnieniem dodatkowym, mówiąc np. raz o k ilo 
gramie masy, a drugi raz o kilogram ie jako sile, tzn. o kilogram ie jako 
technicznej jednostce siły wyrażonej ciężarem jednego kilogram a masy 
w  miejscach na ziemi, gdzie przyśpieszenie spadania (natężenie siły cięż
kości względnej) g =  980,665 cm/sek2.

P rzy projektowanych nazwach obu jednostek cala niemal trudność 
znika na podstawie określeń następujących:

Kilogram  (kg) jest jednostką naukową i  praktyczną masy, k tóre j wzo
rzec ze stopu p la tyny  z irydem  jest przechowywany w  „P ay illon  de Bre- 
teu il*  tzw. „Bureau In te rna tiona l des Poids et Mesures* pod Paryżem.

Kilopond  (kp) jest jednostką praktyczną (techniczną) siły, k tóre j wzor
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cem jest ciężar powyższego wzorca masy na miejscu jego przechowywa
nia, gdzie g =  980,665 cm/sek2.

Jedna tysiączna część kilogram a nazywa się gramem.
Jedna tysiączna część kiloponda nazywa się 'pondem.
Ponieważ jednostką s iły  w układzie CGS jest dyna, przeto 1  pond =  

=  980,665 dyn (w zaokrągleniu 981 dyn).
W ystarczy jedno pokolenie, aby pojęcia te sta ły się własnością ogółu, 

k tó ry  będzie się dz iw ił wówczas, że brak nazw osobnych tolerowano tak 
długo, ja k  „żyw ą siłę“  zamiast energii ruchu lub  energii kinetycznej.

Jak widać, pondy i  Mlopondy trudności praktycznych nie napotykają 
(teoretyczno-metrologiczne „dekapondy“ , „hektopondy" itd . jako je d n o s tk i  
pochodne są praktycznie zupełnie zbędne).

Bardzo się dziwię, że p ro jek t omówiony napotkał opór zorganizowany 
w  naszym tak  zasłużonym P K N  i to, jak  się zdaje, głównie wśród inży
nierów. N ie wątpię, że odegrały tu  rolę decydującą głęboko tkwiące w  pa
mięci tradycje  nauki szkolnej, k tó ra  zużytkowała kontrowersje między 
obu dawnym i „k ilogram am i“  do pewnego rodzaju gim nastyki umysłowej. 
Ta gim nastyka była jednakże zabawą luksusową, wobec innych niezbęd
nych w dalszych etapach studiów mechaniki.

Dlatego chociaż zasadniczo jestem przeciwny zmianie nazw uświęco
nych długim  używaniem, to jednak w  tym  przypadku p o p ie ra m  n a j
u s i ln ie j  z a s tą p ie n ie  g ra m a  (G) i k i lo g ra m a  (kG) jako jednostek 
praktycznych siły przez pond (p) (L . pondus) i hilopond (kp ).1) N ie wątpię, 
że to by się przyczyniło do znakomitego ugruntowania podstaw mecha
n ik i, przede wszystkim  u techników, dla k tórych  ta  nauka jest funda
mentem wykształcenia zawodowego, a także w szerokich warstwach spo
łeczeństwa, które, ja k  świadczą a rtyku ły  dziennikarskie, term inem siła 
obdarzają cały szereg innych pojęć mechanicznych nie odróżniając ich 
najoczywiściej.

Skalarowy czy skalarny2)
(Mechanik N r 7/9, 1949 r.)

W  I  tom ie trzeciego Avydania „Poradnika technicznego M eclianik“ , 
k tó ry  wyszedł nakładem In s ty tu tu  Wydawniczego SIMP, spotykamy nie

1) Nazwa hilopond coraz bardziej rozpowszechnia się w  zagranicznej literaturze 
naukowej, przybierając charakter międzynarodowy. Nazwę tę m. in. spotykamy w  osta
tn im  wydaniu dzieła źródłowego Landolt-BOrnstein: Zahlenwerte und Funktionen  

aus Physik, Chemie, Astronomie, Geophysik und Technik. IV  Band. Technik. Hrgs 
von Ernst Schmidt. Springer-Verlag. Berlin-Gottingen-Heidelberg 1955. Pod poz. 
403261 jako międzynarodowe jednostki siły figurują: dyna (dyn), newton (N), pond (p), 
kilopond (kp), i megapond (Mp).

-) Form y przymiotnikowe od rzeczownika skalar, oznaczającego każdą wielkość 
bezkierunkową.
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spodzianie obie fo rm y przym iotnikowe, pochodzące od wyrazu skalar: 
ta la ro w y  i  skalarny. W  opracoAvanych przeze innie rozdziałach mecha
n ik i występuje ty lko  pierwsza, gdyż używam je j od la t przynajm niej 25, 
chociaż przedtem używałem dość długo przym iotn ika „ska la rny“ , zapo
życzonego od grupy naszych m atem atyków kształconych w  języku rosy j
skim. To mnie popchnęło do zasiągnięcia opin ii autoryta tyw ne j Redakcji 
»Języka Polskiego", czy słuszne jest moje poczucie językowe, które skło
niło mnie do mówienia i  pisania skalarcwy, a nie skalarny. Zdaję sobie 
wprawdzie sprawę z tego, że w takich kwestiach rozstrzygają niekiedy 
nie ty le  logicznie uzasadnione reguły gramatyczne, co przyzwyczaj cnie 
do term inu, k tó ry  choć nieprawidłowo utworzony, wdziera się do piśmien
nictwa przez prasę i podręczniki.

Porównanie u ta rtych  we współczesnej polskiej literaturze form  p rzy
m iotn ikow ych wielu rzeczowników kończących się na -ar przemawia, jak  
sądzę, za słusznością mego poczucia. Oto te wyrazy: bazar — bazarowy, 
pom iar — pomiarowy itd .

P rzy tej sposobności przejrzałem także grupę rzeczowników z koń
cówką -or lub -ór, oraz drugą grupę z końcówkami -er.

Ty lko  niektóre z nich, spośród pierwszej grupy, spotyka się w prozie 
lite rack ie j w form ie przym iotn ikow ej z końcówką odmienną od -owy, 
ja k  np. pozór — pozorny, spór — sporny. Wreszcie obok wektorowy spo
tykam y w ektoria lny (ale n igdy wektorny) od wektor.

W  drugiej grupie znajdujem y końcówkę przym iotnikową -owy jedy
nie od zacier — zacierowy; nieliczne zaś mają końcówkę -ski, np. inży
nierski.

Te przykłady jak  i wiele innych dowodzą dominującej przewagi za
kończenia na -owy form y przym iotn ikow ej pochodzącej od rzeczowników 
z końcówkami -ar, -or, -ór lub  -er. Dlatego należałoby raczej używać 
wyrazu skalarowy niż „ska larny".

W  nowym wydaniu „Poradnika Technicznego Mechanik" przymiotników: skala
rowy i wektorowy używa się w  znaczeniu: przynależny do..., mający charakter..., a przy
miotników: skalarny i wektorialny dla określenia cech pośrednich, bardziej odległych; 
mówimy więc np. iloczyn wektorowy, ale metoda wektorialna, wielkość skalarowa, 
ale mnożąc skalarnie (przyp. red.).



D. STEREOMECHANIKA

Profesor M. T . H u b e r  w  artyku le  p t. „M echanika“ , stanowiący*11 

zaczątek cyklu  a rtyku łów  z mechaniki w  „Polskie j Encyklopedii Mecha
n ik i ‘ , wprowadził wyraz stereomechanika na oznaczenie mechaniki ciał 
stałych rzeczywistych, zwanej tradycy jn ie  „wytrzym ałością materiałów *

Wprowadzenie nowej nazwy prof. H u b e r  uzasadniał w  sposób na
s tępu jący1):

„Stereomechanika jest zwięzłą nazwą mechaniki ciał stałych rzeczy
w istych, k tó rą  do niedawna wykładano na politechnikach jako „w y trzy 
małość m ateria łów“ . P rzym io tn ik  grecki aregeóę odpowiada bowiem P°^' 
skiemu. stały, ang. solid, f r . solide, n. fest, ros. tw io rdy j, wł. solido. IŚa- 
leży jednak pamiętać o drugim  znaczeniu wyrazu aregeóę, a m ia n o w ic ie -  

sztywny, ang. rig id , fr. rigide, n. starr, wł. rig ido“ .
Wprowadzony przez prof. H u b e r a  term in stereomechanika spotkał 

się z pewnymi zastrzeżeniami, mającym i swe źródło z jednej strony w ab
s trakc ji euklidesowfikiej r o aregeór — figura przestrzenna, z drugiej zaś 
strony w oboczności semantycznej wyrazu aregeóę =  sztywny.

Otóż wyraz aregeóę jest p rzym io tn ik iem  bardzo w greczyźnie rozpo
wszechnionym i  wieloznacznym; może bowiem oznaczać: stały, ustalony> 
pewny, w ierzysty, tęgi, silny, mocny, trw a ły, sztywny, gęsty itd . itd* 
W Odysei p rzym io tn ik  aregeóę związany jest z rzeczownikami: głaz i że
lazo, a więc ciałam i stałym i.

Prof. H u b e r  w  artyku le  p t. „Pond i  kilopond“ podkreśla, iż prze
ważająca ilość term inów naukowych z każdej dziedziny ma charakter 
umowny raczej niż logiczny; taką nazwą umowną jest s te re o m e c h a n ik a , 

która  ze względu na etymologiczną poprawność, zwartość i  podobieństwo 
morfologiczne do wyrazów tego typu , co hydromechanika i aeromecha- 
nika, została p rzy ję ta  przez Kom isję Słownictwa Mechaniki Teoretycznej 
i Hydromechaniki P K N  jako nazwa obowiązująca na oznaczenie mecha
n ik i cia ł stałych.

b ®®* f -  H u b e r : K ryteria  wytrzymałościowe w  stereomeohanice technicznej. iW ■ 
S IM P . Warszawa 1948.
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W  sprawie ustalenia nazw dla własności wytrzymałościowych
(Wiadomości P K N , N r 1, 1931 r.)

1. Wstęp. Nie wchodząc na razie w to, jakie przyczyny wywołały fakt, 
ż(; każdy niemal autor polski piszący w dziedzinie mechaniki technicznej 
»żywa innych nazw na najważniejsze własności wytrzymałościowe mate
riałów, spróbuję zaproponować ustalenie tych nazw. Będzie to możliwe 
j<%nie przy starannym określeniu pojęć, k tórym  te nazwy odpowiadają. 
Inaczej bowiem trudno uniknąć bezpłodnego sporu o wyrazy, ja k i obser
wowałem często u tych licznych jeszcze inżynierów naszych, k tórzy się 
kształcili wyłącznie za granicą, jeżeli np. jeden studiował po francusku, 
a drugi po niemiecku. K to  zna bodaj trochę oba te języki, to dostrzeże 
łatwo, że w iednym  z nich nie ma zupełnie nazwy na pewne pojęcia, 
k tóre taką nazwę w drugim  posiadają. Często zaś nazwy etymologiczne 
zupełnie różne służą w obu językach na oznaczenie tego samego pojęcia, 
^szak np N iemcy rozróżniają Fliessgrenze, Streclcgrenze  ̂ Stauchgrenze 
P* 7  zupełnym braku odpowiedników w  języku francuskim (a także i an
gielskim). Każda bowiem z tych nazw oznacza wartość naprężenia, przy 
którym  zachodzą pierwsze wyraźne duże odkształcenia trwałe; ty lko  
^em iec  odczuwał potrzebę osobnej nazwy na tę wartość przy prostym 
r °zciąganiu (Streclcgrenze) i osobnej przy prostym ściskaniu (Stauch- 
* * » ) ,  podkreślając tym  samym możliwość różnicy liczbowej tych war- 
tości; a nadto wprowadził nazwę ogólną dla obu razem: Fhesgrene. 
Natomiast Francuz zadowala się zupełnie jednym  terminem: Umite d cla- 
Wcitć apparente. A ng lik  mówi: yield point, k tó ry  to term in dla niewta
jemniczonego nasuwa myśl o czymś zgoła innym  niż powyższe nazwy 
Niemieckie. Tymczasem, gdyby inżynier francuski i  niemiecki razem w y
konywali próbę rozrywania notując w yn ik i, to w ich notatkach w idnia
ł y  p rzy powyższych nazwach jedna i ta  sama liczbowa wartość naprę
ż a ,  rozgraniczająca wartości niższe, przy których dostrzegamy łatwo 
ty lko  odkształcenia sprężyste, od wartości wyższyc i, p rzy t  lye  w i a 
Wyraźnie odkształcenia plastyczne (czyli trwałe).

Można by takich przykładów przytoczyć sporo. Na każdym z nich 
^ tw o  zademonstrować pom yłk i napotykane w naszym piśmiennictwie 
^ z y  przekładach z języków' obcych. Niedawno dostrzegłem np. tłum a- 
czenie angielskiego yield point przez „granicę proporcjonalności .

Dobre porozumienie inżynierów' z różnych szkól i autorów pracują
cych W  różnych gałęziach nauk technicznych może nastąpić jednakże 
ty lko  pod warunkiem  ścis łego  o k r e ś le n ia  po jęć ,  o których piszą. 
Dlatego takie  określenia wysunę na pierwszy plan przy omawianiu slo- 
^mictwa wytrzymałościowego.
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2. Wytrzymałość. Przede wszystkim  wyraz wytrzymałość, stosunkowo 
najbardzie j rozpowszechniony i rzadko bardzo kwestionowany, jest uży
wany w k ilk u  znaczeniach. S ie  ma koniecznego powodu do zm iany tego 
stanu, ale należy sobie te znaczenia dobrze uprzytom nić.

Otóż przez wytrzymałość rozum iem y po pierwsze ogólną własność 
ciał fizycznych (stosowanych jako części składowe maszyn, budow li itp .), 
polegającą na tym  że przy obciążeniach czyniących zadość pewnym wa
runkom  p rzy jm u ją  mnie] lub  więcej odkształconą postać równowagi 
trw a łe j, skoro zaś te obciążenia dostatecznie zwiększymy (rozumie się 
nie zmieniając miejsc i k ierunków działania sił), to równowaga staje się 
niemożliwa, gdyż niepodobna uzyskać tak ich  wartości sił wewnętrznych 
(międzyeząsteczkowych), jakie  b y łyb y  niezbędne do zrównoważenia sił 
zewnętrznych, czyli obciążeń.

Krócej, choć nie ta k  ściśle i jasno, można powyższe określenie wyrazić 
zdaniem: Wytrzymałością nazywamy w  ogóle zdolność ciał (określonych 
ja k  wyżej) do stawiania trwałego oporu siłom zewnętrznym (obciążeniom) 
za pośrednictwem sił wewnętrznych (międzycząstkowych).

Mówiąc, że jakaś część konstrukcyjna  w ytrzym uje  obciążenia dane, 
stwierdzamy, że przy ty m  obciążeniu zachodzi trwała równowaga tej 
części, jako układu odkształcalnego. Z tego powodu rozum iemy (po wtóre) 
przez wytrzymałość danej części konstrukcyjne j już  nie ogólną własność, 
lecz wielkość mierzącą ją , a mianowicie wyższą granicę wartości obciążenia 
(określonego typu), jak ie  ta  część zdoła unieść bez trwałego uszkodzenia 
niebezpiecznego, albo zniszczenia.

Zważywszy zaś, że bezpośrednia przyczyna uszkodzeń, trw a łych  od
kształceń, pęknięć itp . tk w i w  naturze materiału, z którego dana część 
konstrukcyjna  jest zrobiona, m ówim y (po trzecie) o wytrzym ałości mate
ria łu  mając na m yśli wyższą granicę naprężeń lub w ysiłku  (wytężenia), 
jak ie  dany m ateria ł znosi bez niepożądanych odkształceń trw a łych  lub  
pęknięć itp . uszkodzeń.

Jak w idać z powyższego, wyraz wytrzymałość jest używany od dawna 
w trzech znaczeniach bez obawy nieporozumień i  bez koniecznej potrzeby 
odrębnych nazw na trz y  odpowiednie pojęcia. A to li nazwy takie  mają 
pewną rację bytu . Zamiast mówić w  znaczeniu powyżej określonym 
o w ytrzym ałości części konstrukcyjne j, m ów im y także o obciążeniu krańco
wym albo też obciążeniu niebezpiecznym lub  wreszcie obciążeniu niszczą
cym (w przypadkach szczególnych łam iącym, rozrywającym , zgniata
jącym  itp .).

N iektó rzy stosują tu ta j wyrażenie obciążenie krytyczne, jednakże to 
wyrażenie jest może właściwsze do określenia tych  wartości obciążenia, 
k tó re  odpowiadają rozdwojeniu postaci równowagi np. w zagadnieniu 
wyboczenia. Każda z tych  nazw, może oczywiście odpowiadać nieco
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zmienionej umowie co do właściwego je j znaczenia, ale w głównej treści 
pojęcia będą równoważne. Objaśni to lepiej przykład  następujący:

Stalowa ku lka  łożyskowa znosi trwale (bez uszkodzeń) obciążenie P  
dopóki ono jest mniejsze od pewnej wartości P lt  p rzy k tó re j dokoła miejsca 
stykania się k u lk i z panewką zachodzi drobne pęknięcie prowadzące 
z czasem do odłupania się maleńkiej soczewkowatej części ku lk i, co oczy
wiście jest niebezpieczne dla łożyska. Dlatego wartości P x przysługuje 
shisznie nazwa: obciążenie niebezpieczne. Jest to zarazem obciążenie krań
cowe dla szeregu rosnących wartości obciążeń bezpiecznych, lecz nie k rań 
cowe dla szeregu wartości obciążeń, k tó re  dana ku lka  w ogóle zniesie, 
zanim p rzy  isto tn ie  krańcowym obciążeniu P 2, znacznie większym od P 1 , 
pęknie na pół, ja k  to  w ykazują doświadczenia. K tó re j z obu wartości P x 
i  P 2 odpowiada nazwa obciążenia niszczącego? Odpowiedź jest rzeczą in d y 
widualnego zapatrywania lub  umowy. Dlatego to przytoczone powyżej 
różne nazwy można praktycznie traktow ać jako synonimy wytrzymałości 
części konstrukcyjnej.

Podobnie zamiast wytrzymałości materiału można stosować z ko 
rzyścią te rm iny: wysiłek krańcowy (lub wytężenie krańcowe), bądź to 
wysiłek niebezpieczny, bądź też wreszcie wysiłek niszczący, z ty m i sa
m ym i odcieniami znaczeń co do obciążenia. Mierząc zaś wysiłek ja k  
zwykle naprężeniem sprowadzonym albo zastępczym, jeżeli mamy do czy
nienia ze złożonym stanem napięcia, dochodzimy do równo ważnych p rak
tycznie nazw: naprężenie krańcowe, naprężenie niebezpieczne i naprężenie 
niszczące.

Zaznaczyć muszę, że nazwa wysiłek, lub  je j synonim wytężenie, odpo
wiada tu ta j ty lk o  jednemu znaczeniu francuskiego i angielskiego wyrazu 
fatigue, k tó ry  określa zarówno wysiłek ja k  i  zmęczenie. Natom iast jest 
odpowiednikiem zupełnym (doskonałym) wyrazu niemieckiego die A n- 
strengung, stosowanego przez A . F oppla, O. M ohra i  innych.

Pojęcie wysiłku  lub  wytężenia określamy, jako wielkość zależną od stanu 
napięcia i  odkształcenia m ateriału, k tó ra  m ierzy niebezpieczeństwo osią
gnięcia odkształceń trw a łych  lub  pęknięcia. Zależność tę u jm u ją  w formę 
matematyczną hypotezy wytrzymałościowe. One prowadzą do znanych wzo
rów na naprężenia zastępcze lub  sprowadzone.

3. Odkształcalność. Zjaw iska wytrzym ałości są nieodłącznie zw ią
zane z własnością odkształcalności ciał, czyli ich zdolnością do odkształceń 
uwarunkowanych stanem napięcia (naprężeniami). Trzeba jednakże często 
mieć na oku także odkształcenia mogące zajść bez udziału obciążeń, 
uwarunkowane, ty lko  zmianą tem peratury. Nazwiemy pierwsze cdkształ- 
«eniami mechanicznymi (dynam icznym i), drugie zaś odkształceniami ter
micznymi (cieplnym i). Zaznaczyć wypada przy tym , że wyraz odkształ
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cenie jest tu ta j zastosowany w  najogólniejszym znaczeniu zmiany geo
metrycznej postaci ciała.

Zmiana położenia, czyli 'przemieszczenie punktów  ciała odkształcalnego 
nie musi jednakże pociągać za sobą jego odkształcenia, albowiem prze
mieszczenia punktów  mogą odpowiadać ruchow i tego ciała bez zmiany 
jego postaci, czy li ciała zachowującego się jak  układ niezmienny (układ  
doskonale sztywny).

Przechodząc do pom iaru odkształceń, napotykam y wielką różnorodność 
ich rodzajów. W  każdym  z nich rozróżniamy odkształcenia bezwzględne, 
od odkształceń względnych, czyli jednostkowych. Najważniejsze z rodzajów są:

a) Odkształcenia liniowe (wydłużenie lub  skrócenie), mierzone zmianą 
odległości określonych dwu punktów  ciała.

b) Czyste odkształcenie objętościowe, t j.  takie, p rzy k tó rym  nie zachodzi 
zmiana postaci, a p un k ty  ciała, leżące (przed odkształceniem) na po
w ierzchni k u li i  dowolnym prom ieniu, znajdują się po odkształcenia rów 
nież na powierzchni k u li o prom ieniu większym lub  mniejszym.

Czyste odkształcenie postaciowe (bez zm iany objętości), t j .  takie, przy 
k tó rym  prostopadłościan, wyodrębniony w m yśli z ciała, zamienia się na 
równoległościan ukośnokątny (a ku la  na elipsoidę) o tej samej objętości.

N ie rozpatru jąc licznych jeszcze pojęć i własności geometrycznej teorii 
odkształceń, przejdźm y do własności fizyka lnych. Według tych dzielą się 
odkształcenia na sprężyste i niesprężyste, a odkształcenia ciał rzeczywistych 
składają się najczęściej z jednych i drugich. Odkształcenia sprężyste spo
wodowane pośrednio danym obciążeniem, czyli bezpośrednio danym sta
nem napięcia ciała, znikają po usunięciu tego obciążenia. W yrażam y to 
inaczej zdaniem: sprężystość materiału jest to  zdolność nagromadzenia 
wt n im  energii odkształcenia w postaci odwracalnej. Ponieważ ciała rze
czywiste najczęściej nie oddają całkowitej nagromadzonej w nich energii 
odkształcenia wskutek stosownego obciążenia, lecz część tej energii się 
rozprasza, przeto odkształcenie znika ty lk o  częściowo po usunięciu sił 
obciążających. Część odkształcenia (niesprężysta) pozostaje t r w a le  i d la
tego nazywano ją  dotychczas zwykle odkształceniem trwałym. Ze względu 
na stosowanie poniżej p rzym io tn ika  trwały  w innym  znaczeniu (np. w y 
trzymałość trw ała), zdecydowałem się od dawna popierać nazwę: odkształ
cenie plastyczne, mającą odpowiedniki we wszystkich głównych językach 
europejskich i  wykluczającą wieloznaczność. A lbowiem wyraz plastyczność 
nie może w mechanice nic innego oznaczać, ja k  ty lko  zdolność do odkszt a ł
ceń niesprężystych.

Mając na oku wyidealizowany model ciała sprężystego, niezdolnego 
do odkształceń plastycznych, stosujemy nazwę: ciało doskonale sprężyste.

Podobnie może być mowa o ciele doskonale plastycznym, t j .  niezdolnym 
do odkształceń sprężystych, nawet przy najmniejszych wysiłkach.
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4. Sztywność. W  nowszych czasach stosuje się z pożytkiem  coraz 
częściej pojęcie sztywności ciała lub  części konstrukcy jne j, rozumiejąc 
przez sztywność własność ciała lub  materiału, polegającą na stawianiu 
oporu siłom odkształcającym. Sztywność może być najrozmaitszego ro 
dzaju, zależnie od postaci ciała i  sposobu jego obciążenia. Mówimy zatem 
o sztywności rozciągania, ściskania, zginania, skręcania itd . M ia rą  s z ty w 
n o ś c i będzie oczywiście odkształcenie odpowiadające danemu obciążeniu. 
Im  to odkształcenie jest większe, ty m  sztywność jest mniejsza i  nawzajem. 
Dlatego np. sztywność rozciągania pręta sprężystego określimy ilościowo 
iloczynem E F  (E  m oduł Y ounga, F  pole przekroju), ponieważ w yd łu 
żenie jednostkowe e tego pręta w  zależności od obciążenia P  przedstawia 
się wzorem:

P
E~ m ’

Podobnie sztywność zginania sprężystego belki określa iloczyn EJ, 
stosownie do wzoru na krzyw iznę zgiętej osi:

i - E i
Q ~  E J '

(T u ta j oznacza J  moment bezwładności przekro ju belki, a M g moment 
zginający sił zewnętrznych). Stąd widać zarazem, że m ia rą  s z ty w n o ś c i 
materiału jest w  obu przypadkach moduł E , . k tó ry  z tego powodu fizycy 
nazywali dawno już  „sztywnością prostą“ , d la odróżnienia od innych 
m iar sztywności, ja k  np. G (moduł sprężystości postaciowej), którem u 
odpowiada nazwa: „sztywność skręcania" lub  „ścinania".

Jest rzeczą jasną, że pojęcie sztywności odpowiada nie ty lko  (jak 
w powyższych przykładach) odkształceniom sprężystym, lecz także od
kształceniom sprężysto-plastycznym lub  elaslo-plastycznym, ja k  wypada 
nazwać odkształcenia w ielu materiałów poza granicami sprężystości.

Znana jest dwoistość określenia granicy sprężystości. W  rozważaniach 
teoretycznych rozum iemy pod tą nazwą wyższą granicę odkształceń łub  
też naprężeń albo wreszcie wysiłków (wytężeń) w  obszarze doskonałej 
sprężystości, poza k tó rym  pojaw iają się odkształcenia częściowo plastyczne 
(elastoplasty czne).

W  badaniach doświadczalnych zwykliśm y pojmować granicę spręży
stości jako  wyższą granicę odkształceń sprężystych, p rzy k tó rych  odkształ
cenia plastyczne, są znikomo małe.

Ale tak  określona granica sprężystości jest prawie nieuchwytna, gdyż 
wartość je j zależy w  wysokim stopniu od precyzji przyrządów pom iaro
wych i metody pom iaru. Z tego powodu stosuje się w praktyce labora
to ry jne j i p rzy próbacłi odbiorczych trzecie określenie praktycznej granicy
Pisma, III oa
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sprężystości, jako wartości naprężenia, p rzy k tóre j daje się stwierdzić 
odkształcenie plastyczne o pewnej umówionej małej wartości (np. 0 ,0 2 °/„).

W arto przypomnieć, że ścisłość wyznaczenia doświadczalnego granicy 
sprężystości cierpi niekiedy wskutek zjawiska opóźnienia sprężystego, k tó re  
polega na tym , że odkształcenie nie osiąga zaraz po zmianie wartości 
obciążenia stanu równowagi, lecz potrzebuje do tego dłuższego czasu, 
k tó rym  nie rozporządzamy do w oli w laboratoriach wytrzymałościowych.

5. Plastyczność. W  wykresie (e,o) przedstawiającym zależność w yd łu 
żenia jednostkowego e od naprężenia a przy próbie rozrywania, wyróż
n iam y jeszcze dwa p un k ty  cechujące ważne własności materiału. Pierwszy 
z nich nosi nazwę granicy proporcjonalności, t j.  granicy ważności prawu 
H ooke’a i znajduje się na końcu prostej części wykresu, wychodzącej 
z początku współrzędnych. Od tego miejsca wykres zakrzywia się lekko. 
D rug i p unk t pojaw ia się nieco dalej, jako wyraźny załom wykresu, k tó ry  
dla w ielu m etali przedstawia się za ty m  załomem w  ogólnym zarysie, 
jako prosta pozioma. Tej części wykresu odpowiadają zatem ty lko  od
kształcenia plastyczne, rosnące przy stałej wartości naprężenia, bez 
zmiany osiągniętego odkształcenia sprężystego. Ten to p unk t nazywają 
A nglicy yield point. U  nas niestety co k ilka  la t pojaw ia się nowy term in. 
W  ubiegłym  stuleciu dość długo trzym ała się, zwłaszcza w Politechnice 
Lwowskiej nazwa: „granica płynności ' 1 lub  „granica p łyn ięc ia", potem 
K om ite t Bedakcyjny I  wydania Technika p rzy ją ł brzydko brzmiącą 
„granicę ciastowatości". Około 1921 r. u prowadziłem w moich wykładach 
i pracach, zgodnie z radą prof. H . M ierzejew skiego  i innych członków 
K om is ji, zwołanej w  swoim czasie przez P K N , te rm in  granica plastycz
ności, którem u nic zarzucić nie można prócz tego, że ma charakter m iędzy
narodowy (co uważam w term ino log ii naukowej za zaletę). W  ostatnich 
czasach wprowadzono znowu nową nazwę: „granicapodatności" do piśm ien
nictwa -wojskowego. Nie wiem k to  jest autorem tego pomysm, ale trudno 
uznać go za szczęśliwy. Wyraz „podatność" ma bowiem w naszym języku 
od dawna u ta rte  znaczenie zdolności ciała do odkształceń w ogóle, a więc 
nie ty lko  plastycznych, nie nadaje się przeto do oznaczenia punktu  przeło
mowego, -w k tó rym  niejako kończą się odkształcenia sprężyste, a zaczy
nają duże odkształcenia trwałe, czyli plastyczne. Wszak m ówim y często 
o sprężynach mniej lub  więcej podatnych, zależnie od tego, czy się mniej 
łub  więcej uginają (sprężyście) pod danym obciążeniem.

6. Kruchość, udarność. M ateria ł niezdolny do odkształceń plastycz
nych nazywamy kruchym . Kruchość jest zatem także ogólną własnością 
-wytrzymałościową, zależną co prawda w  wysokim  stopniu od sposobu 
obciążenia i od tem peratury. Szczególnie ważne praktycznie są objawy
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kruchości p rzy uderzeniu, gdyż m ateria ły o znacznym stopniu plastycz
ności, a więc małej kruchości p rzy obciążeniach spokojnych, objaw iają 
niekiedy mniejszą plastyczność, a większą kruchość przy uderzeniach. 
Odnośną złożoną własność wytrzymałościową m ateria łu m ierzy się w ie l
kością energii uderzenia, potrzebnej do złamania próbk i z karbem i odnie
sionej do jednostki pola przekroju. Odpowiednia stała wytrzym ałościowa 
nosi w  Niemczech dziwaczną nazwę Kerbzdhigkeit. U  nas usiłowano ją 
przetłumaczyć mniej lub  więcej dosłownie, nie bacząc na zbędność uwzględ
nienia w  nazwie karbu, k tó ry  nie jest czymś is to tnym  dla określenia oma
wianej własności. N ie widzę powodu, ażeby nie przyjąć ogólnie nazwy 
udarność zaproponowanej przez prof. L . K arasińsictego.

7. Wytrzymałość trwała. Uporządkowawszy najogólniejsze pojęcia w y 
trzymałościowe, przejdziemy do pojęć szczegółowych. Określona powyżej 
wytrzymałość materiału , jako granica wyższa naprężeń, które  p rę t próbny 
z danego m ateria łu znosi bez niebezpieczeństwa uszkodzenia, jest ja k  
Wiadomo zależna:

1 ) od sposobu działania obciążenia (obciążenie stałe lub zmienne),
2 ) od czasu (obciążenie długotrwałe i  kró tkotrw ałe),
3) od tem peratury.
W ytrzym ałość m ateria łu znaleziona za pomocą zwykłej doraźnej próby 

rozrywania (lub zgniatania), k tó ra  trw a  nie dłużej jak k ilka  m inut, oka
zuje się prawie niezależna od czasu doświadczenia w  jego granicach p rak
tycznych i  nazywa się stosownie doraźną wytrzymałością materiału (na 
rozciąganie lub  ściskanie).

Ale niezależność w ytrzym ałości m ateria łu od czasu trwaniu obcią
żenia spełnia się u najważniejszych materiałów konstrukcyjnych jedynie 
w  temperaturach nie różniących się znacznie od pokojownj. Natom iast 
w  temperaturach, p rzy jak ich  pracują części składowe współczesnych 
silników' parowych i spalinowych, pojawia się wielka zależność w y trz y 
małości m ateria łu od czasu trw an ia  obciążenia (obok zależności od tem 
peratury). W tedy wysuwa się na pierwszy plan wytrzym ałość p rzy  dowol
nie d ługim  działaniu stałego obciążenia, czyli wytrzymałość trwała, gdyż 
ona jest p rzy wyższych temperaturach u m etali konstrukcyjnych znacznie 
mniejsza od wytrzym ałości doraźnej.

Wytrzymałość trwałą  nazywają A ng licy  creep l im it , , N iem cy Kriech- 
grenze (obok Standfestigkeit), co u nas przetłumaczono na „granicę peł- 
zania“  albo co gorzej „granicę pełznięcia ' 1 Technika Cieplna No 10, 11 i  12 
z r. 1930). Nazwy obce m ają obrazować inną, również istotną, chociaż 
mniej ważną praktycznie cechę zjawiska. Skoro np. przy temperaturze 
powyżej 250° C obciążymy pręt ze sta li węglowej tak, że naprężenie jest 
mniejsze znacznie od wytrzym ałości doraźnej, to obserwując uważnie
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przez czas dość długi, stw ierdzim y, że nie ma równowagi; p rę t wydłuża 
się ciągle chociaż bardzo nieznacznie i bardzo powoli, aż nagle pęka, 
niekiedy po k ilk u  tygodniach lub  miesiącach. Otóż ten nader powolny 
wzrost odkształceń trw a łych  bez zmiany obciążenia, nazwano „pełzaniem”  
dla odróżnienia od stosunkowo szybkiego „p łyn ięc ia ”  materiału, jakie 
zachodzi p rzy próbie doraźnej, gdy naprężenie osiągnie granicę plastycz
ności ( n. Fliessgrenze; a. yield 'point). Tak powstała dość niefortunna 
nazwa „creep l im it ”  przetłumaczona dosłownie jako „granica pełzania” .

Proponując zamiast tego nazwę wytrzymałość trwała  przewiduję pewien 
zarzut, do którego powrócę wkrótce. Teraz zaznaczę jeszcze, że dawno 
już znano metale np. cynk, k tó re  przyr zwykłej temperaturze objawiają 
wytrzym ałość trw a łą  przeszło o połowę nmiejszą od doraźnej. A le z ja 
wisko to nie m iało większego praktycznego znaczenia i dlatego wspom
niano o n im  ty lko  mimochodem w  podręcznikach. Teraz bada się je  na 
stalach i innych materiałach konstrukcyjnych przy temperaturach pary 
wysokoprężnej, ze Avzględu na w ielką doniosłość w  konstrukc ji siln ików 
parowych itp .

8 . Zmęczenie materiału. W  przypadkach obciążenia okresowo zmiennego 
obniża się ja k  wiadomo wytrzym ałość materiału w stosunku do w y trz y 
małości doraźnej. P rzy  badaniu materiału pod obciążeniem okresowo 
zmiennym szuka się wyższej granicy naprężeń, k tó re  p rę t próbny w y 
trzym uje  praktycznie przez czas nieograniczony. Na pozór wydaje się, 
że takie  badanie nie da się wykonać praktycznie, nawet przy największym 
skróceniu okresów obciążenia, jednakże studium  doświadczalne zależności 
powyższej granicy od bezwzględnej liczby zmian obciążenia, doprowa
dziło licznych badaczy do przekonania, że każdy m ateria ł posiada swoistą 
wyższą granicę naprężeń zmiennych przy odpowiedniej am plitudzie zmien
ności, k tóre  to  naprężenia w ytrzym uje  bez szkody przy dowolnie wielkiej 
liczbie zmian po sobie następujących. Taką granicę nazwiemy w  ogóle 
wytrzymałością na zmęczenie, rozróżniając przede wszystkim  znane po
wszechnie dwa główne ty p y  zmęczenia (lub znużenia) materiału-.

1. Zmęczenie skutek zmian naprężenia o ty m  samym znaku od zera, 
aż do wartości krańcowej.

2. Zmęczenie wskutek zmian naprężenia od ciągnienia do ciśnienia 
o te j samej krańcowej wartości bezwzględnej.

N ie  mogąc od dawna już  pogodzić się z nazwami „wytrzym ałość 
pierwotna”  (z [niemieckiego „Ursprungsfestigkeit” ) i  „wytrzym ałość 
drganna”  (z niem. „Schwingungsfestigkeit”  napotykanym i w  naszym

l ) Anglicy stosują nazwę bardziej złożoną, ale dobrze charakteryzującą rzecz, 
a mianowicie: 1) fatigue stress, pulsating load, 2) fatigue stress, alternating load.
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piśm iennictw ie na oznaczenie wyróżnionych dwn typów  wytrzym ałości 
na zmęczenie, proponuję nazwy:

1) Wytrzymałość na zmęczenie jednokierunkowe ( jednostronne).
2) Wytrzymałość na zmęczenie obukierunkowe (obustronne).
Otóż zarzut powyżej przew idywany mógłby polegaó na twierdzeniu, 

że wytrzym ałość na zmęczenie ma również charakter wytrzymałości trwałej 
i dlatego zarezerwowanie tego p rzym io tn ika  ty lko  dla wytrzymałości 
statycznej p rzy  obciążeniu stałym , działającym, przez czas nieograniczony, 
wydaje się nieuzasadnione. A to li podkreślanie trwałości co do czasu, 
w nazwach obu powyższych własności, wywołałoby widocznie potrzebę 
innych jeszcze przym io tn ików  dodatkowych, co prowadziłoby do dłuż
szych nazw złożonych (jak np. wytrzym ałość tr-wała statyczna, w y trzy 
małość trw a ła  na zmęczenie dwukierunkowe). Skrócenie nazw przemawia, 
ja k  sądzę, na korzyść poprzednich propozycyj.

Wiadomo, że wygląd powierzchni pęknięcia (złomu, rozłamu) u m eta li 
eiągliwych jest charakterystyczny dla sposobu wywołania pęknięcia, 
a m ianowicie:

a) P rzy  jednorazowym spokojnie działającym przeciążeniu m ateria łu 
jest pęknięcie poprzedzone znacznym odkształceniem plastycznym  (przy 
prostym  rozciąganiu np. tw orzy się znana szyjka).

b) P rzy obciążeniu okresowo-zmiennym, nie czyniącym zadość wa
runkow i wytrzym ałości na zmęczenie, zachodzi pęknięcie z reguły bez 
pojawienia się najp ierw  wyraźnych odkształceń plastycznych, sygnali- 
zujących niejako niebezpieczeństwo. W  ty m  przypadku rozłam ma wygląd 
ta k i sam, ja k  przy spokojnie działającym przeciążeniu m ateria łu kruchego, 
Niemcy nazywają tak ie  pęknięcie: Ermiidungsbruch albo Dauerbruch. N ie 
wydaje m i się, ażeby szukanie polskiego odpowiednika było konieczne, 
jakko lw iek napotykane często wyrażenie: pęknięcie wskutek zmęczenia 
nie jest szczęśliwe, a dydaktycznie nawet niebezpieczne.

Mimo to  zaryzykuję na próbę wprowadzenia nazw następujących:
a) rozłam zioyldy, t j .  pęknięcie, wzgl. jego powierzchnia, powstała 

wskutek jednorazowego, stopniowego wzrostu obciążenia ponad w y trzy 
małość doraźną i

b) rozłam zmęczeniowy, powstały wskutek naprężeń okresowo zmien
nych pierwszego lub  drugiego typu .

9. Twardość i hartowność. Odkształceniom plastycznym m etali tow a
rzyszą z reguły zm iany ich własności mechanicznych, jak ich  nie dostrze
gamy wcale, gdy odkształcenia by ły  wyłącznie sprężyste. M etal raz od
kształcony plastycznie, czy to ro  z c ią g a n y , czyteż z g n ia ta n y  wzdłuż osi
pręta próbnego (albo w  jak iko lw iek inny sposób), trac i nieco ze swej zdol
ności do nowych odkształceń plastycznych, a zyskuje natom iast drobne
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zwiększenie zdolności do odkształceń sprężystych. Jego praktyczna granica 
sprężystości się podwyższa. Jednocześnie wzrasta jego wytrzym ałość doraź
na; dzięki czemu staje się bardziej tw ardym , ale zato bardziej kruchym .

Twardość, jako nazwa pewnej własności wytrzym ałościowej materiału, 
jest tak  rozpowszechniona, że je j określenie wydaje się zbyteczne. A  jednak 
zastanowiwszy się nieco, dochodzimy do przekonania, że nie ty lko  w  m o
wie potocznej, ale także w  języku techniczno-naukowym używamy w y 
razu twardość w  różnych znaczeniach. Świadczy o ty m  już choćby fak t, 
że 'pomiary twardości różnym i przyrządam i i metodami dają dla różnych 
m ateriałów liczby dość dalekie od proporcjonalności. Dlatego m ów im y 
np. o twardości B b i n e l l a  (mierzonej przez naciskanie k u lk i stalowej), 
ticardości L u d w ik a  (mierzonej przez wciskanie stożka), twardości sldero- 
metrycznej (mierzonej przez zarysowanie ostrzem diamentów ym ) itp . 
W  warsztatach nazywają często ten m etal bardziej tw ardym , k tó ry  się 
trudn ie j obrabia, a zatem przez twardość rozumieją przy ty m  nieco inną 
własność, uiż mierzoną przez wgniatanie k u lk i lub  stożka.

Pod nasze rozważania podpada ty lko  twardość pojmowana jako szcze
gólny rodzaj wytrzym ałości, przejaw iający się przy wzajemnym nacisku 
dwu ciał, które  się stykają  bardzo małą częścią swych powierzchni.

Tak pojmowana twardość staje się określoną wielkością fizyka lną do
piero przy ustaleniu kszta łtu  stykających się powierzchni ciał i  wzorco
waniu jednego z nich, dającego się odtworzyć zawsze w  tych samych 
wymiarach, kształcie i jakości. Jest rzeczą jasną, że taka twardość musi 
zależeć od odkształcalności sprężystej i  plastycznej badanego ciała i  od 
jego 3 ta łych  wytrzym ałościowych. Twardość jest zatem kom binacją włas
ności sprężystościowych i wytrzym ałościowych. Jeżeli d la różnych ga
tunków  sta li znaleziono doświadczalnie, że twardość B r i n e l l a  jest dość 
dokładnie proporcjonalna do wytrzym ałości doraźnej, to fa k t ten nie 
przeczy bynajm nie j powyższemu określeniu, lecz tłum aczy się po prostu 
bardzo małą nieznaczną różnicą stałych sprężystościowych u tych stali, 
p rzy w ielkich różnicach stałych wytrzym ałościowych.

Zjawisko twardnienia  m eta li wrskutek odkształceń plastycznych, znane 
od dawna technologom i  m etalurgom pod ogólnym mianem skutków 
zimnej obróbki (ang. cold w ork, niem. Kaltbearbeitung), albo skutków' 
zgniotu, nazywają Francuzi ecrouissage, a N iem cy die Verfestigung. Po
nieważ doświadczenie poucza, że twardnienie występuje ty m  siln iej, im  
odkształcenie plastyczne było większe, przeto technologowie mierzą sto
pień twardnienia wielkością względnych odkształceń plastycznych, czyli 
ja k  się wyrażają stopniem zgniotu. (Ten stopień zgniotu zaś określają np. 
przy rozciąganiu pręta o przekroju p ierw otnym  F 0, a odkształconym F ,

przez wartość stosunku F ° j^ -  )• Z rozpowszechnionym już bardzo wyra-
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żenieni zgniot nie mogę się pogodzić, gdyż etymologicznie odpowiada to 
wyrażenie ty lko  odkształceniu przy ściskaniu (zgniataniu); tymczasem 
twardnienie zachodzi równie dobrze przy rozciąganiu i w ogóle przy 
każdym odkształceniu plastycznym  postaci.

Wiadomo, że twardnienie w ielu m etali zachodzi także wskutek te r
micznego procesu hartowania, zdolność tych  metali do twardnienia na
bywają tra fn ie  hartonmością. Nasuwa się przeto propozycja nazywania 
nartownością mechaniczną i hartownością termiczną własność wielu metali 
technicznych, polegającą na twardnieniu wskutek odkształceń plastycz
nych przy stałej temperaturze pokojowej lub na twardnieniu przez odpo
wiednią obróbkę termiczną. W yraz zgniot zastąpiłbym chętnie odkształ
ceniem plastycznym, przynajm niej we wszystkich przypadkach k iedy nie 
było sił zgniatających.

Natężenie, naprężenie i napięcie
(Mechanik, N r 4, 1946 r.)

Treść wyrazów stanowiących ty tu ł niniejszego a rtyku łu  ulegała 
w ciągu ostatniego pięćdziesięciolecia zmianom, które są w ynik iem  p rzy
rodzonej nam dążności do używania wyrazów, spełniających warunek 
ścisłej zależności pomiędzy terminem, a pojęciem przez nie odtwarzanym.

Ponieważ jestem zasadniczo przeciwny zmianom term inów naukowych, 
rozpowszechnionych przez w yb itnych  autorów, przeto poczuwam się do obo
wiązku przedstawienia tu ta j powodów, które  skłoniły mnie prawie przed 
ćwierćwieczem do zmiany zakresu stosowalności obu pierwszych pojęć.

Zacznę od wyrazu natężenie, odpowiadającemu najlepiej term inow i 
łacińskiemu intensitas i określającemu w ogóle ty lko  cechę ilościową 
różnych wielkości, występujących w  mechanice i całej fizyce. W  ty m  
znaczeniu mówi się bowiem o natężeniu pola sił, bądź to  pola g raw itacy j
nego, bądź też elektrycznego łub magnetycznego, albo o natężeniu prze
p ływ u w hydrodynamice. W  przypadku pola. grawitacyjnego natężenie 
tego pola wyraża się stosunkiem s iły  pola, działającego na umieszczoną 
w- nim  niezmiernie małą masę punktu  materialnego, do tejże masy, a za
tem przedstawia przyśpieszenie ciężkości g. W hydrodynamice natężenie 
przepłyAyu określa masę lub  objętość cieczy, przepływającą przez roz
patryw any przekrój w jednostce czasu.

Przed la ty  jednakże wyraz natężenie by ł również używany w tym  
znaczeniu, w ja k im  obecnie używam y wyrazu naprężenie.

Mianowicie W ł a d y s ł a w  K r u g e r , autor znakomitej „W ytrzym ałości 
materiałów, pierwszej polskiej książki z te j dziedziny, wydanej w Paryżu 
w 1870 roku, zastosował term in natężenie w znaczeniu siły wewnętrznej 
(napięcia), odniesionej do jednostki poła. N ic więc dziwnego, iż profeso
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rowie P olitechn ik i Lwowskiej z ostatniej ćwierci ubiegłego stulecia p rzy 
ję li te rm in K r u g e r a ,  gdyż język i  s ty l tego autora może służyć niemal 
po dzień dzisiejszy za wzór prozy naukowej. N ie ulega jednak w ą tp li
wości, że zapożyczenie przez K r u g e r a  te rm inu  natężenie na oznaczenie 
tego, co w  języku angielskim nazywa się stress, francuskim  — tension 
lub  contrainte, n iem ieckim  — Spannung, a rosyjsk im  -  napriażenje, nie 
było pomysłem szczęśliwym. Toteż k iedy w wychodzącym w Warszawie 
„Przeglądzie Technicznym 11 zauważyłem przed paru dziesiątkami la t 
te rm in  naprężenie, przyswoiłem go sobie rychło, jako wyraz rdzennie 
polski, m im o etym ologii wspólnej z językiem  rosyjsk im  (podobnych po
krewieństw mnóstwo w językach słowiańskich). Od tego czasu zauważy
łem coraz większe rozpowszechnienie się tego term inu we wszystkich dzie ln i
cach Polski, ta k  że obecnie w  piśm iennictw ie naszym naprężenie określa siłę 
powierzchniową, odniesioną do jednostki pola i  wyrażoną w  technicznym 
układzie jednostek m iar w  kG (kilogramach siły) na cm2, a w  układzie 
CGS w dynach na cm2. Naprężenie przy ty m  może być ciągnące lu b  
cisnące, albo wyrażając się zwięźlej może być ciągnieniem, lub  ciśnieniem.

Ostatnie z omawianych pojęć, a mianowicie napięcie możemy określić 
jako siłę wewnętrzną m iędzy obiema stronam i przekro ju — ang. total stress 
(internat force)-, fr . lorce interieure (jorce de tension)-, niem. Spannkrait 
(innere K ra ft)-, ros. usilje.

Dodam jeszcze, że paru zasłużonych autorów w dawnym  Królestw ie 
Kongresowym propagowało te rm in  obmyślony — ja k  się zdaje — przez 
fizyka  J . J. B o g u s ic ie g o , t j .  „w y s il“ , z k tó rym  jednakże nie mogłem się 
oswoić i  wprowadziłem w  moich wykładach oddawna wyraz napięcie na 
oznaczenie tego, co J an  N e p o m u c e n  F r a n k e  nazywał „natężeniem. 
bezwzględnym14, t j .  na oznaczenie całkow itej s iły  wewnętrznej, przenie
sionej przez dany przekrój ciała lub  wydzieloną część tego przekro ju.

Okoliczność, że wyraz napięcie ma inne powszechnie znane znaczenie 
w elektrotechnice (różnicy potencjałów), budzi pewne skrupuły, ale ja k  
wiadomo żaden język nie rozporządza taką ilością wyrazów, k tó ra  b y  
pozwoliła dać każdemu pojęciu odrębną nazwę jedno wyrazową.

Wytrzymałość i wytężenie
(Mechanik, N r  5/6, 1946 r.)

W ocalałym skorowidzu do obszernej „M echaniki technicznej ciał 
sta łych44, noszącej tra d ycy jn y  p o d ty tu ł „W ytrzym ałość m ateria łów44'), 
znajdujem y: wytrzymałość — strength — resistance — FestigTceit sopro- 
tiwtenje', procznost’ .

i) której rękopis wraz z 400 przeszło rysunkami, gotowy do druku w 2 egzempla
rzach, padł ofiarą Niemców podczas powstania warszawskiego.
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Wytężenie (wysiłe lt) — fatigue — jatigue — Anstrengung...
Jak w idz im y wyraz wytrzymałość ma odpowiedniki we wszystkich 

5 językach powyższych w  kolejności: polski, angielski, francuski, niem iecki, 
rosyjski; p rzy ty m  rosyjski posiada nawet dwa, niezupełnie się pokryw a
jące pod względem znaczenia. Tymczasem wytężenie ma odpowiednik 
jednoznaczny ty lko  w  term inie niem ieckim  Anstrengung, k tó ry  przyswoiłem 
przed czterema dziesięcioleciami naszemu piśm iennictwu techniczno- 
naukowemu, zajm ując się wówczas teoriam i wytrzym ałości.

W  innych językach jest to pojęcie używane zwykle w postaci dwu- 
■wyrazowej.

P rzy  term in ie wytrzymałość pominąłem rozmyślnie łączone z n im  zwykle 
wyrazy, zmieniające zakres pojęcia, t j .  wytrzymałość materiału i  wytrzy
małość ciała  (części konstrukcyjne j lub  całej konstrukcji), mając na m yśli 
następującą definicję najogólniejszą:

Wytrzymałość jest to  zdolność ciał stałych o postaci najrozmaitszej 
do znoszenia obciążeń bez uszczerbku dla działania tych  ciał, jako części 
konstrukcy jnych .

Ta defin icja wskazuje, że m am y tu  do czynienia z pojęciem na wskroś 
technicznym, które  odbiega bardzo od pojęcia spójności, określanej jako  
własność cia ł stałych, polegającą na tym , że ich cząsteczki są u trzym y
wane w  niezmiennej odległości wzajemnej przez s iły  międzycząsteczkowe 
(molekularne), sprzeciwiające się zarówno usiłowaniom ich oddalenia, ja k  
i  ich wzajemnego zbliżenia.

Obie definicje są jednak ty lko  jakościowe. Bardziej pożądane są 
określenia ilościowe. D la  wytrzymałości mamy je  w słowach następu
jących:

Przez wytrzymałość ciała (części konstrukcyjne j), obciążonego w spo
sób dany siłami, k tó rych  wartość liczbową możemy zwiększać, rozu
m iemy granicę górną wartości tych  sił, p rzy k tó re j pojaw iają się oznaki 
miejscowego rozluźnienia więzów, łączących cząsteczki ciała, czyli oznaki 
uszkodzenia lub  wreszcie zniszczenia tego ciała.

Nad ilościową defin icją  spójności zatrzymywać się nie będę, gdyż 
o ile  m i wiadomo, podano ją  dotychczas ty lko  w odniesieniu do kryształów^ 
a nie dla m ateria łów technicznych. Natom iast przejdę do wytrzymałości 
materiału. Jest to  znoAvu pojęcie czysto techniczne, zrodzone z potrzeby 
praktycznej ujęcia teoretycznego wytrzym ałości części konstrukcyjne j 
w  zależności od samego'materiału, z którego ją  sporządzono, aby ob li
czenie przy pro jektow aniu było możłiwe.

B iorąc ściśle nie można określić ilościowo wytrzymałości materiału 
przez podanie stałych wartości liczbowych znalezionych doświadczalnie 
dla tego m ateria łu, gdyż te wartości zależą w ogóle od postaci ciała i  roz
mieszczenia w  n im  naprężeń powstałych pod obciążeniem. A to li zado
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walając się przybliżeniem  wystarczającym  praktycznie w bardzo wielu 
przypadkach możemy powiedzieć że:

Wytrzymałość materiału określają ilościowo doświadczalne wartości 
krytyczne naprężeń lub  odkształceń w stanie napięcia, określonym ay ogóle 
danym  stosunkiem naprężeń głównych.

Przez wartości krytyczne rozum iem y przy tym  takie  wartości, p rzy 
k tó rych  pojaw ia ją  się albo niepożądane odkształcenia plastyczne (trwałe), 
albo też pęknięcie (w przypadku m ateriałów kruchych).

Ta defin icja ogólna jest z na tu ry  rzeczy dość złożona, ale upraszcza 
sie bardzo w  przypadkach odpowiednio prostych, a technicznie waż
nych, ja k  np.:

1) Wytrzymałość na proste rozciąganie lub ściskanie prętów — określona 
jednym  ty lko  naprężeniem głównym — jest wartością kry tyczną  tego na
prężenia (zwaną także wartością niebezpieczną).

2) Wytrzymałość na proste ścinanie (jakie zachodzi w przekrojach pręta 
narażonego ty lko  na siłę tnącą albo na moment skręcający), określona 
samym ty lko  naprężeniem stycznym r  (lub równoważnymi mu napręże
niam i norm alnym i a i — a w  przekrojach wzajemnie prostopadłych i obró
conych o 45°) jest wartością krytyczną  naprężenia tnącego (równą dla 
m etali elastoplastycznych 0,58 wartości k ry tyczne j a),

3) Wytrzymałość na zginanie, k tó ra  się sprowadza zAvykle do wyzna
czenia Avartości krytyczne j naprężeń we włóknach skra jnych , narażo
nych na proste rozciąganie lub  ściskanie.

Określenia powyższe odbiegają nieco od tych, jakie  daje zwykła p rak
tyka . Ilu s tru je  ją  dobrze np. próba wytrzym ałości na osiowe ściskanie 
pręta. W  próbie takie j zwiększamy siłę obciążającą P  aż do wartości 
krańcoAvej P w, p rzy k tóre j stany równowagi stałej pręta przechodzą 
av stan równowagi chwiejnej, po czym (o ile  nie zajdzie zupełne znisz
czenie pręta) w ytw arza ją  się noAYe stany rÓAvnowagi pręta trwale odkształ
conego p rzy sile P  mniejszej od P w. W tedy P w bywa uważane za w y trzy 
małość pręta, jakko lw iek niedopuszczalne ay konstrukc ji odkształcenia 
trwałe pojaAYiły się już  przed tym  przy wartości s iły P  mniejszej od P w.

Przechodząc do wytężenia, zaznaczę, że term in  ten stosowałem ay moich 
pracach i wykładach av znaczeniu następującym.

Przez wytężenie rozum iem y AYielkość mechaniczną (lub  zespół takich  
wielkości), k tó ra  m ierzy niebezpieczeństwo pojaw ienia  się odkształceń  
trAvałych o wartości uznanej w  p raktyce  za szkodliAYą i prowadzącą do 
pęknięcia (przy  dalszym  zAviększaniu wartości liczbowej obciążeń części 
konstrukcy jne j, danych co do k ierunku  i położenia).

Przypuszczam, że mieszanie pojęć wytrzymałość i  wytężenie, powstaje 
dlatego, ponieważ najczęstsze i najprostsze obliczenia wytrzymałościowe 
odnoszą się do zwykłego rozciągania lub  ściskania jednoosiowego. W tedy
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JKbś jest rzeczą obojętną, czy wytężenie m ierzym y tradycy jn ie  wielkością 
naprężenia, czy też wielkością wydłużenia właściwego, czy wreszcie sto
sowną funkcją  tych  wielkości, jak  np. pracą odkształcenia. Wszystkie 
bowiem rosną i maleją razem z wartością obciążenia.

A to li rzecz się ma zgoła inaczej, gdy mamy do czynienia z przypad
kam i obciążenia, k tóre  w yw ołu ją  w  materiale złożony stan nap ięc ia , okre
ślony w ogóle trzema naprężeniami głównym i ol } o2 ,cr3  o kierunkach wza
jemnie prostopadłych. W tedy zakorzenione u wszystkich techników od 
la t 150 pojęcie naprężen ia  niebezpiecznego (wzgl. bezpiecznego) trac i nieraz 
zupełnie sens i w inno być zastąpione ogólniejszym pojęciem wytężenia. 
Określiwszy dla danego m ateria łu miarę wytężenia na podstawie odpo
wiedniej hypotezy wytrzym ałościowej, możemy następnie dla wygody 
projektującego przerachować wytężenie  przy danym stosunku naprężeń 
głównych o1:o 2:o 3 na równoważne mu wytężenie  przy jednoosiowym stanie 
napięcia, czyli na tzw. naprężenie sprowadzone, czyli zastępcze. Objaśniają 
to najlepiej p rzyk łady następujące:

1) Tak zwane proste śc inan ie , występujące np. p rzy skręcaniu prętów, 
jest ja k  Aviadomo dwuwym iarowym  stanem napięcia określonym w  sposób 
dw ojaki: a) naprężen iam i s tycznym i o wspólnej wartości liczbowej r, działa
jącym i na 4 ściany kostk i elementarnej wyciętej w m yśli z m ateriału albo

b) dwoma naprężeniami g łównym i a \ —o, dzia łającym i w przekro
jach te j kostk i, p rzy czym jest o = r .

Przyjąwszy dla m etali elasto-plastycznych, że m iarą wytężenia jest 
ta  część Y f energii sprężystej, k tó ra  odpowiada samemu ty lko  odkształ
ceniu postaciowemu, o trzym ujem y dla niej p rzy prostym  rozciąganiu 
naprężeniem wyrażenie

r  3  vE

gdzie v jest liczbą  Poissona, a  p rzy  prostym  ścinaniu:

y/= J ^ lT2
1 vE

Ażeby więc w  obu przypadkach zachodziło to  samo wytężenie, winno 
być: cr®= 3 t ,  czyli naprężenie zastępcze: u1= l , 7 3 2 r .  Na odw rót niebez
pieczna wartość naprężenia p rzy  prostym  ścinaniu, t j.

r . « = ^ 3 2  5 . = ° , 5 8 5 ,

jeżeli Oy oznacza wartość niebezpieczną prostego ciągnienia2).

a) W ynik ten potwierdzają liczne badania doświadczalne z błędem daleko mniej 
szym, niż ten, który daje zastosowanie innych teorii wytrzymałościowych.
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2) P rzy wszechstronnym równom iernym  ściskaniu ( 0 4  =  a2=  <h,=i — p) 
jest według powyższej hypotezy energetycznej oczywiście F / = 0 , podczas 
gdy przy jednoosiowym stanie napięcia jest, ja k  powyżej

Z tego Avynika, że naprężenie zastępcze jest równe zeru, bez względu 
na wartość p, czy li że dowolnie w ielka wartość p nie jest niebezpieczna dla 
m ateria łu izotropowego. Także ten w yn ik  można uważać za potw ie r
dzony przez doświadczenia, np. dawniejsze A u g u s t a  F ó p p l a  a nowsze 
B r id g e m a n a  w  Ameryce, k tó ry  poddawał metale i inne m ateria ły 
ciśnieniu hydrostatycznemu kilkudziesięciu tysięcy atmosfer bez n a j
mniejszej szkody, podczas gdy kilkadziesiąt albo kilkaset razy mniejsze 
naprężenie przy jednoosiowym' ściskaniu wystarczały do wyraźnych od
kształceń tiw a łych . W  ty m  więc przypadku można sobie pozwolić na 
naprężenie bezpieczne dowolnie wielkie. Jest to, co prawda przypadek 
w y ją tkow y, ale zbliża się doń wytężenie m ateria łu w miejscach stykania 
się k u l lub  wałków łożysk tocznych z panewkami i  to właśnie wyjaśnia 
dopuszczalność tak  wielkich naprężeń w  tych  miejscach, o jak ich  się 
dawniej nie śniło technikom  współczesnym, np. C. B a c h o w i .

Granica płynności, czy granica plastyczności?
(Mechanik, N r  7/8, 1948 r.)

Będąc zasadniczym przeciwnikiem zm iany dość rozpowszechnionych 
terminÓAv naukowych, uznaję jednakże potrzebę w y ją tku  w przypadkach, 
k iedy dawną nazAvę trafniejszą zastąpiono, choćby przed kilkudziesięciu 
la ty  inną, gorszą, przyswojoną z języka obcego. Taką nazwą jest prze
tłumaczona dosłownie z niemieckiej „Fliessgrenze" przez dawnych pro- 
fesorÓAy Politechn ik i LAvoAvskiej „granica płynności".

U żyw ałem  te j nazw y przez Aviele la t, zanim  m oja  dalsza praca w  dzie
dzinie m echaniki technicznej ciał stałych, czyli stereomechaniki nie w y 
k ry ła  przypadkoATOŚci poAvstania nazAvy niem ieckiej.

Zastąpiono n ią (zapewne d la zamanifestOAvania samodzielności nauko
wej Niemców na ty m  polu, ale niesłusznie) daAvną praktyczną (wyraźną) 
granicę sprężystości, francuską „ lim ite  apparente de l ’ć lastic itć“ . Rozu
m iem y przez to, ja k  wiadomo, tę wartość naprężenia rozciągającego lub 
ściskającego podłużnie p rę t próbny, k tó re j przekroczenie wyw ołu je  po ja 
wienie się pierwszych ła tw o dostrzegalnych odkształceń niesprężystych, 
czyli plastycznych, albo także trwałych. W  stanie napięcia pręta odkształ
ceniom tak im  towarzyszą zawsze i  odkształcenia sprężyste; po usunięciu 
obciążenia znikają odkształcenia sprężyste, a pozostają ty lk o  plastyczne.
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Wielkość tych  ostatnich w  stosunku do odkształceń sprężystych byw a  
hardzo rozm aita  n  różnych m ateria łów , a ty lko  n iektóre rodzaje stali 
konstrukcyjnej zdradzają zjawisko osobliwe znacznego w yd łużen ia  p la 
stycznego ( trwałego)  rosnącego z prędkością stosunkowo w ie lką  p rzy  
zrazu stałej wartości naprężenia. Ponieważ odkształcenie w  tych  w arun
kach szczególnych przypom inało  obserwującym  badaczom niem ieckim  
znane zjawisko p łynięcia  z prędkością stałą lodowców alpejskich pod 
działaniem  stałej siły ciężkości, przeto inżynierow ie niemieccy nazw ali 
granicę Avymienioną „Fliessgrenze“ uw ażając ją  zb y t pochopnie za ogólną 
eeehę AAytrzymałościową materiałÓAY. Inżyn ierow ie  b ry ty jscy  kierow ani 
również zm ysłem  p raktyczn ym , k tó ry  nakazyw ał badać przede wszyst
k im  zw ykłą  stal konstrukcy jną , określili to zjaAvisko w y ją tko w e nieco 
tra fn ie j w yrazem  „y ie ld -p o in t“ oznaczającym  p u n kt Avykresu (a , e) od- 
poAriadająey „poddaniu się“ m ateria łu  sprężystego siłom zeAvnętrznym. 
ż  tego zapeAvne powodu zaproponoAiano u nas (prof. L . K a ra s iń s k i)  

także  nazwę „granica podatności14.
Tymczasem inne rodzaje sta li i niemal Arszystkie inne metale Avła- 

snośei opisanej nie posiadają, objawiając ty lko  rosnący przyrost odkształ
cenia plastycznego przy jednoczesnym przyroście obciążenia. Cechą ogólną 
metali jest więc pojawienie się odkształceń plastycznych po przekroczeniu 
granicy sprężystości, t j .  zgodnie z ideą term inologń francuskiej powstałej 
na podłożu naukowym, podczas gdy niemiecka „Fliessgrenze11 i angielski 
„y ie ld -p o in t11 poAvstały na gruncie czysto praktycznym .

Że ta k  się rzecz m ia ła  istotnie, doAvodzi Avprowadzenie przez inżynie- 
róiv niem ieckich umoAynej A\artości liczbowej d la „granicy płynności11 tych  
m ateria łów , k tó re  opisanej własności szczególnej nie posiadają, t j .  nie  
„p ły n ą 11 p rzy  stałej wartości siły. Cechą istotną zjaw iska jest ty lko  po
jaw ienie  się odkształceń trw a łych , czyli plastycznych i dlatego la t  tem u  
kilkanaście P K F  uchw alił na wniosek prof. H . M ie rz e je w s k ie g o  p rzy 
ję ty  jednom yślnie przez członków K o m is ji ad hoc, do k tó re j należeli 
także  profesoroAAde: M. B ro szko  i M. T. H u b e r , aby granicę pojaw ienia  
się. Avyraźnych odkształceń trw a łych  nazyw ać nie „granicą płynności11, 
lecz g ra n icą  p lastyczności zgodnie z term inologią teorii plastyczności, jako  
nowej w ażnej gałęzi m echaniki technicznej. ,

D ziś głosowałbym  naw et za Avymienioną już powyżej p iak tyczn ą  
(techniczną) granicą sprężystości, gdyby nie A\rzgląd na niebezpieczeństwo 
nieporozum ień p rzy  odróżnianiu „teoretycznej11 granicy sprężystości od 
p raktyczn ej, oraz na wygodę w  porozum iewaniu się z fizykam i i m a
teriałoznawcam i .

Tuta j muszę się zastrzec, że bynajm nie j nie oponuję przeciw ko rzy
staniu z obszerniejszego dorobku naukowego technik i niemieckiej, k tó rą  
po dziś dzień wysoko cenię. Ale sądzę, że należy patrzeć krytyczn ie  na



478 X I I .  SŁO W N IC TW O  T E C H N IC Z N E

powódź niemiecką piśm iennictwa tecłmiezno-naukowego, w  k tó re j obok 
rzeczy znakom itych, pochodzących od e lity  inżynierów-badaczy, spoty
kam y wcale dnżo ujm owanych szeroko pod hasłem nowości naukowych 
w ytw orów  dyle tantyzm u, co przypom ina modę przem ijającą i  nie zasłu
gującą na przyswojenie u nas.

Z rozważań powyższych w yp ływ a wniosek, iż w interesie naszych 
nauk technicznych leży wynigowanie term inu „granica p łynności" na 
rzecz granicy plastyczności, równouprawnionej zresztą z techniczną (p rak
tyczną) granicą sprężystości. Wszak podstawową, a ze stanowiska nauko
wego najważniejszą własnością cia ł stałych jest sprężystość, a nie od- 
kształcalność plastyczna; ta  bowiem jest własnością dodatkową nie jako, 
często ledwie dostrzegalną, chociaż praktycznie nader ważną.

Równokierunkowość, równozwrotność, bezkierunkowość czy izotropia?
(Mechanik, N r  7/8, 1948 r.)

Własności fizyczne, a więc przede wszystkim  własności mechaniczne 
m ateria łu , z którego sporządzono daną część konstrukcyjną, mogą być — 
przypadek najprostszy — niezależne od kierunku. Znaczy to, ja k  w ia 
domo, że np. przewodzenie drgań sprężystych Arzbudzonych w pewnym 
miejscu ciała odbywa się we wszystkich kierunkach z prędkością tą  samą. 
Także Avydłużalność prętów  próbnych, Avyciętych z większej b ry ty  mate
ria łu , k tó rych  osie są zorientowane rozmaicie w  te j bryle, jest Avtedy jed 
nakowa. W  nauce nazwano bardzo daiyno m ateria ł o tak ich  własnościach 
izotropowym. Natom iast m ateria ły  takie ja k  k rysz ta ły  i dreAvno naturalne, 
k tó rych  własności mechaniczne zm ieniają się zależnie od kierunku osi Avy- 
ciętej próbki, nazwano anizotropowymi. Obie nazivy utworzono sztucznie 
z p ierw iastków greckich w czasach, k iedy łacina by ła  językiem m iędzy
narodowym świata nauki, a term inologię naukową czerpano z podstaw' 
klasycznych, zbudowanych przez uczonych greckich w  starożytności.

Godne uznania umiłowanie języka ojczystego było  i  u nas bodźcem 
do spolszczenia Avielu term inów naukowych tego rodzaju (przykładem 
sprężystość zamiast „elastyczność").

N iektó rzy fizycy  i  inżynieroAvie próbowali więc pisać zamiast izotro- 
poAvy — „rów nok i er u nkow y “ , „rów nozw rotny “ , a nawet „bezkierunkow y". 
Półwiekowe doświadczenie przekonało mnie, że lepiej tych  prób zaniechać. 
A lbowiem  po pierAvsze żaden z tych  przym io tn ików  polskich nie oddaje 
wiernie pojęcia izotropii lub  izotropowości (k tó ra  może być nie ty lk o  me
chaniczna, ale także optyczna lub  term iczna); po w tóre zaś szkoda po
zbywać się term inu występującego we wszystkich prawdę językach k u l
tura lnych. Rosjanie np. piszą „ izo tro p n y j" , co odróżnia się ty lko  koń- 
cÓAvką właściwrą językow i rosyjskiemu.
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M y skrom ni pracownicy na polu polskich nauk technicznych bierzm y 
sobie raczej przykład od w ielkich twórców na arenie światowej, k tó rzy  
me b y li n igdy pochopni do rugowania term inów międzynarodowych, 
choćby powstałych niedawno. Czyż warto silić się na spolszczenie np. 
alhidady, energii kinetycznej, entropii, kom ety, k ry te rium , nutacji, para- 
laksy, p lanety, potencjału, precesji itd .? Zostańmy więc przy izotropii 
i anizotropii oraz pochodnych przym iotn ikach izotropowy i anizotropowy.

Smuklość, wiotkość
(Przegląd Techniczny N r 12, 1934 r.)

Smukłością nazywamy stosunek długości pręta do stosownie dobra
nego w ym iaru poprzecznego. Jako ten w ym iar p rzy jm u je  się ram ię bez
władności poprzecznego przekroju pręta i, zwykle najmniejsze.

Zamiast nazwy smuklość, k tó re j używa się na oznaczenie stosunku l : i, 
pojaw iła  się później wysmuklość (zupełnie synonimowa, ale mniej wygodna 
jako dłuższa), a następnie wiotkość. Nie podobna uznać te j nowej nazwy 
za szczęśliwą. Co gorzej, nazwa, ta  jest na oznaczenie stosunku l : i  zu
pełnie nieodpowiednia. W  mowie potocznej rozum iemy bowiem przez 
wiotkość (np. przedm iotów tak ich, ja k  cienkie pręty, d ru ty , blachy, tk a 
n iny itp .) własność, k tó ra  jest przeciwieństwem sztywności, a zatem 
własność zależną nie ty lko  od w ym iarów  geometrycznych, ale także od 
stałych materiałowych. W  ty m  znaczeniu jest oczywiście cienki p rę t 
drewniany bardziej w io tk i od stalowego przy równych wartościach sto-

l2
sunku 1: i. Na nazwę wiotkość zasług iw ałaby np. wartość Aeyrażenia -=-=Ji/d

lub  -- _L_ , gdyż im  ta  wartość jest większa, tym  mniejsza jest siła po- 
J

trzebna do wygięcia pręta  przez wyboczenie. Tymczasem stosunek l : i  
określa ty lko  wartość geometryczną, k tó ra  nie ma nic wspólnego z ma
teriałem. Ty lko  dla prętów z tego samego m ateria łu można wiotkość 
(twe właściwy n i tego słowa znaczeniu) mierzyć wartością l :  i.



E. HYDROMECHANIKA

Refleksje na temat hydrauliki
(Czasopismo Techniczne, 1926 r.)

Może żadna dziedzina mechaniki nie sprawia ty le  k łopotu  inżynierom, 
co dynam ika płynów. Najprostsze zjawisko ustalonego (ang. steady, fr . 
permanent, niem. stationar) i  równomiernego przepływu w  rurze lub  ko 
rycie o tw artym  nie ma po dziś dzień rozwiązania takiego, k tóre  by  po
zwoliło projektującem u technikow i obliczyć stratę energii p rzy danym 
w yda tku  ru ry  lub  natężenie przepływu przy danym spadku ko ry ta  z taką 
dokładnością, jaka  jest n iekiedy pożądana w  praktyce. Jeszcze gorzej 
przedstawia się sprawa dla ustalonego przepływu nierównomiernego jak  
np. w przypadku zwężenia ko ry ta  przez f ila ry  mostowe itp . Podczas 
gdy nauka o wytrzym ałości może się w nader w yda tny sposób posiłko
wać równaniam i matematycznej teo rii sprężystości i  ich rozwiązaniami, 
albowiem elementy konstrukcyjne zbudowane z ciał stałych podlegają 
w  pewnych, zwykle dość obszernych granicach, klasycznym prawom sprę
żystości, to  równania ruchu ustawione przez Ł . N a v te ra  i G. G. Stokesa 
dla p łynów  rzeczywistych, obdarzonych tarciem wewnętrznym (lepkością) 
dają ty lko  w bardzo nielicznych prostych przypadkach rozwiązania zgo
dne z w yn ikam i doświadczeń, pominięcie zaś lepkości, czyli posługiwanie 
Eulerowskim i równaniam i ruchu prowadzi wpraAvdzie do rozwiązań Arielu 
zadań po pokonaniu trudności matematycznych, ale rozwiązania te są 
ty lko  mniej lub  Avięcej przybliżone. Stopień przybliżenia da się przy tym  
ocenić ty lko  przez porÓAvnanie z doŚAviadczeniami. W ykonuje  się je przeto 
od daAena i  albo za ich pomocą poprawia się w zory teoretyczne współ
czynnikam i, albo też ustaAvia się według dat doświadczalnych wzory 
czysto empiryczne. W  miarę możności dąży się przy ty m  do powiązania 
danych empirycznych z rozważaniami teoretycznym i, ażeby otrzymane 
Arzory m ia ły  raczej charakter półem piryczny i  dzięki temu zyskały szer
szy zakres stosowalności. Tak powstała i rozw ija  się po dziś dzień hy
d ra u lika  jako nauka na wskroś techniczna, praktyczna, obok hydrodyna
m ik i jako gałęzi f iz y k i matematycznej, wzgl. mechaniki teoretycznej,
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podobnie ja k  w ytrzym ałość m ateria łów  ro zw ija  się obok teorii spręży
stości. N a u k i techniczne u p raw ia ją  od początku X I X  stulecia inżynie- 
rowie-badacze, m iędzy k tó ry m i znaleźć m ożna w ielu mężów głębokiej 
wiedzy, świadomych tego, że n au k i półem piryczne ja k  h yd rau lika  lub  
w ytrzym ałość muszą być oparte na podłożu odpoAviedniej nauk i czystej, 
a więc w  pierw szym  p rzypadku  hydrodynam iki, w  drugim  zaś teorii 
sprężystości. A to li nierzadko uw ażają  się za powołanych do pracy b a 
dawczej, twórczej w  dziedzinie np. h yd rau lik i, inżynierow ie, k tó rzy  nie 
opanowują dostatecznie n au k i m acierzystej t j .  hydrodynamiki teoretycznej. 
N ie podobna zaprzeczyć, że i tacy mogą działać z pożytk iem  w  te j dzie
dzinie, p rzy  wrodzonym  talencie obserwacyjnym , eksperym entatorskim  
i pracowitości, a  p rzy  ty m  gruntow nej i k ry tyczn e j znajomości dorobku  
innych badaczy; n iestety  jednak tra fia ją  się inni, u k tó rych  zam iłowanie  
do badań samodzielnych k o ja rzy  się w  dziw ny sposób z nieznajomością  
i peAvnym n aw et lekceAYażeniem prac cudzych już dokonanych. Ci pró 
bują rozw iązyw ać z n iem ałym  trudem  i mozołem zadania, k tó re  są ty lk o  
szczególnym przypadkiem  zagadnień ogólniejszych, ju ż  daAvno przez in 
nych traktoAA^anych i naw et n iekiedy rozwiązanych. N ie  znając odnoś
nych prac, tw orzą  swoiste słoAAmictAAro i nowe na pozór pojęcia w  badanej 
dziedzinie. W yo b raża ją  sobie naw et, że nadanie nowych przydom ków  
lub nazw  członkom starej rodziny pojęć naukow ych jest ju ż  samo przez 

się czynem  naukoAvym.
MimoAvoli przychodzi na  pam ięć, ja k  jeden z naszych w yb itn ych  

hydroteehnikóAv Łukasz Bodaszewski, k tó ry  u trw a lił swoje nazAvisko 
w nauce pierw szym  zaobseiwoAYaniem ruchÓAV B ro w n a  a v  gazach (po
w ie trzu ) — AYjwolał d ługotrw ały  zam ęt A\r głoAvach SAvych młodszych ko- 
legÓAY, nazw awszy „ruchem  faloAAry m “ rodzaj ruchu cieczy od dawna  
znany w  hydrom echanice pod naziyą ruchu potencjalnego albo nieAviro- 
wego. Buch ten  nie m a z ruchem  faloAvym mechanicznie nic Avspólnego 
prócz pew nej analogii m atem atycznej, ja k a  często zachodzi w  fo rm al
n ym  ujęciu różnorodnych zjaw isk. W szak Newtonowskie prawo grawitacji 
i prawo przyciągania elektrycznego Coulomba Avyrażają się a v  te j samej 
form ie; a czy m ożna stąd wnioskować, że graw itac ja  jest n a tu ry  elek
trycznej lub  nawzajem ?

Innego rodzaju nadużycie noAAryc li nazw można stwierdzić u Avielce 
zresztą zasłużonego hydrotechnika niemieckiego prof. Tu. Rehbocka 
a v  Karlsruhe. Inżyn ie r ten propaguje rozróżnianie następujących rodza
jów  ustalonego ruchu cieczy: N ajp ierw  rozróżnia „Fliessen“ , a Avięc p ły 
nięcie od „S tiirzen “ , co odpowiada polskiemu „zAcalaniu się" lub  „spa
daniu". Pieiwszą nazwą określa Rehbock przepływ a v  rurach i  korytach 
o tw artych „gdy  ciecz jest ograniczona ścianami na całym obwodzie prze
p ływ u albo jest podtrzym ywana łożyskiem p rzy  sAA'obodnym ukszta łto 



482 X I I .  S ŁO W N IC TW O  T E C H N IC Z N E

waniu się zwierciadła". Nazwę zaś „S tiirzen " stosuje w przypadku, gdy 
„ciecz obywa się bez proAvadzenia otaczającymi ścianami, poruszając się 
swobodnie w  przestrzeni próżnej lub  napełnionej gazami, p rzy czym może 
się poddawać we wszystkich kierunkach siłom zewnętrznym na nią dzia
ła jącym ".

W  ty m  przypadku pisa li dotychczas inn i autoroAvie z reguły o swobo
dnym wypływie cieczy, o strugach lub  strumieniach swobodnych av odróż
nieniu od płynięcia (przepływu) częściowo lub  zupełnie nieswobodnego 
w rurach lub  korytach, strugę stale ograniczających. Te datyne nazwy 
i ich odm iany nie dawały n igdy, powodu do nieporozumień i jako za
czerpnięte z pojęć mechaniki ogólnej o ruchu swobodnym i niesAArobod- 
nym  nie pozostawiały n ic  do życzenia.

PoAyyższa innowacja R ehbocka  nie daje AAudocznie żadnych korzyści 
naukowych lub  dydaktycznych, jest więc zupełnie zbędna.

Podobnie, chociaż może mniej niekorzystnie, ale pod względem d y 
daktycznym  niebezpiecznie przedstawia się sprawa podziału płynięcia  
według R ehbocka na trz y  kategorie, zamiast dAvu ogólnie przyjmoAya- 
nych. Pierwsza nazwana przez niego „G le iten" (dosłoAynie: ślizganie) ma 
oznaczać to  samo, co ay lite ra turze  ogólno-naukowej nazywa się ruchem 
lam inarnym  albo płynięciem uwarstwionym (ang. lam inar floAY, fr. mou- 
vement lam inaire, mouvement de P o is e u ille , niem. lam inare Strómung). 
Buch tego rodzaju czyni, ja k  wiadomo zadość klasycznym  rÓAvnaniom 
różniczkoAArym  płynÓAv z tarciem  wewnętrznym. Nadto płynięcie uwar
stwione może być r u c h e m  u s t a l o n y m  — (chociaż nie musi — w ścisłym 
tego słowa znaczeniu, t j .  geometryczny obraz ruchu może być niezmienny 
z czasem naAvet p rzy najmniejszych przedziałach czasu oddzielających 
poszczególne obserwacje. W  przeciAvieństwie do tego ruch p łynów  zwany 
powszechnie burzliwym (ang. tu rbu len t flow , fr . mouvement tu rbu len t 
ou tourb illonant, niem. turbu lente  Stromung) — nie jest, biorąc ściśle, 
n igdy ruchem ustalonym, alboAviem prędkości składoAYe av poszczególnych 
miejscach nieustannie zmieniają SAvą Avielkość wahając około peA\rnych 
wartości średnich. MÓAviąc zaś o ustaleniu się ruchu burzliwego albo 
o przepływie burzliAvym i ustalonym  mamy zawsze na m yśli ustalenie 
się OAYych średnich prędkości składowych x).

Temu wszystkiemu nowa nazwa R ehbocka „G le iten" zupełnie nie 
przeszkadza i u jm y  nie czyni, jakko lw iek nie Avidzę korzyści ay tym ,

*) W  moich wykładach używałem przez dłuższy czas nazw: „ruch (przepływ) spo
kojny" i „ruch burzliw y". A to li pierwszą nazwę trzeba będzie zapewne porzucić, jako  
dogodną i  stosowną dla innej hydrotechnicznie ważnej kategorii przepływu w  ko ry
tach otw artych, o czym poniżej. Najpraktyczniej, ja k  się zdaje, będzie stosować w  pol
skim języku nazwę ruchu (przepływu) laminarnego (uwarstwionego)  w  odróżnieniu od 
burzliwego ( turbulentnego ).
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aby inżyn ier nazywał to samo inaczej ja k  fizyk . N iepotrzebny i dydak
tycznie niebezpieczny zamęt wprowadza dopiero rozróżnianie przez niego 
„dw u rodzajów ruchu burzliwego” , nazwanych „Stróm en” i  „Schiessen” 
z powodów, które  wypada obszerniej omówić. Zaznaczyć przy ty m  trzeba, 
że  tu ta j R e i ib o c k  nie jest odosobniony. In n y  także zasłużony hydro- 
technik niem iecki A . K o c h  założyciel laboratorium  hydrotechnicznego 
Politechnik i darmsztatskiej odróżnia również te same dwie kategorie pod 
innym i i  to  szczęśliwszymi nazwami, a mianowicie „ruhiges Fliessen” 
i „reissendes Fliessen” .

Otóż obie te kategorie upa tru ją  wym ienieni hydrotechnicy ty lko  
w przepływach (praktycznie ustalonych) — przez ko ry ta  otwarte, z ja k im i 
mamy do czynienia w  kanałach, potokach i rzekach. Jak wprowadzona 
przez O. R e y n o l d s a  prędkość krytyczna oddziela wartości średniej pręd
kości przepływu, przy k tó rych  w długiej rurze lub  korycie zachodzi ruch 
lam inarny, od średnich prędkości większych od prędkości krytycznych 
odpowiadających ruchow i burzliwemu, podobnie sądzi R e h b o c k , że 
szybkość c—y gh przenoszenia się fa l w korycie o średniej głębokości h 
jest zarazem wartością graniczną te j średniej prędkości przepływu (Grenz- 
geschwindigkeit), poniżej k tóre j zachodzi „S tróm en” (przepływ spokojny) 
a Powyżej „Sckiessen“ (przepływ rwący). W zór c =  j / gh zakomunikował 
-Akademii berlińskiej J. L . L a g b a n g e  już  w r. 1786, zastrzegając jego 
"ważność ty lko  dla fa li o grzbiecie bardzo n iskim  w porównaniu do głę
bokości h i  bardzo słabo zakrzywionej. J. W. R a y l e i g i i  i  J. V. Bous- 
s in e s q  (1877) znaleźli potem wzór pierwszego przybliżenia uwzględnia
jący wysokość grzbietu h0 ponad zwierciadło niepofalowane. Wzór ten 
według B o u s s in e s q a  ma postać:

c=Vg{h+lK)
i został sprawdzony przez H . L. P a b t io t a  (1901) na falach p rzyp ływ o
wych, wnikających z oceanu do rzeki Garonne.

Oczywiście powyższa szybkość przenoszenia się fa li a\ zdłuż kanału 
odnosi się do układu poruszającego się razem z całą masą cieczy z je j 
prędkością v, czyli jest to  szybkość względna. Szybkością bezwzględną 
(av znaczeniu praktycznym ), t j .  szybkością Avzględem brzegów ko ry ta  
będzie:

c-\-v w dół ko ry ta , zaś 
c—v aa' górę koryta .

Gdy v >  c, to żadne zaburzenie miejscowe przekroju, żadna fa la nie 
może przenieść się av górę ko ry ta , a ponieważ według znanego p rzyb li
żonego wzoru A. d e  C iD ś z y ’e g o  (przypisywanego także A. T a d in ie m u  

i J. A. E y t e l w e in o a v i )  jest: /
v =  k \ /B „ i ,

31*



X I I .  S ŁO W N IC TW O  T E C H N IC Z N E

przy czym Rh oznacza promień hydrauliczny, i  — spadek, zaś k — ,,sta łą", 
k tóre j wartość wynosi około 50 m 1 ' 2 sek” 1, przeto warunek:

c = v ,  czyli \  gh =  k \  R i

pozwala obliczyć wartość spadku i,  rozgraniczającą pewne dwie ka te
gorie ko ry t. Tak np. przyjąwszy w  przybliżeniu R — h dla k o ry t szero
kich a p ły tk ich  uważanych za prostokątne, znajdujem y spadek gran i
czny i gr= źh -

Podobne rozważanie ogłosił J. B. d e  S a i n t - V e n a n t  już  w r. 1831 i  za
proponował tłumaczący się jasno podział wód bieżących na potoki (tor- 
rents) i rzeki (rhderes), zależnie od tego czy ich spadek jest większy, czy 
też mniejszy od powyższej wartości granicznej (zależnej zresztą widocznie 
od kszta łtu  i chropowatości ko ry ta . Podana wartość służy jedynie 
dla orientacji). Średnia prędkość przepływu jest przeto u „po toków " 
większa, zaś u „rzek" mniejsza od bezwzględnej szybkości przenoszenia 
się fa li.

Do tych  samych wyników  prowadzi teoria przepływu (ustalonego, lecz) 
nierównomiernego (mouvement varió) w korytach o stałym  przekroju 
i spadku (teoria krzywej spiętrzenia). Tak i przepływ  jest uwarunkowany 
budowlą spiętrzającą lub  stopniem w korycie itp . P rzy spadku ko ry ta  
większym od wartości granicznej, powstaje w  pewnej odległości od jazu 
po stronie dopływu tzw. próg wodny {ang. hydrau lic  jum p, fr .  ressaut, 
niern. Wassersprung, wł. sa lti d i Bidone) opisany na podstawie spostrze
żeń G. B i d o n e ’a  we Włoszech w  r. 1820, a uzasadniony teoretycznie 
przez J. B. B e l a n g e r a  we F ranc ji w  r. .1828. P rzy spadku‘mniejszym 
od wartości granicznej, spiętrzenie jazem nie może spowodować powsta
n ia progu (od strony dopływu), lecz zmniejszając się powoli w miarę od
ległości przekro ju od jazu w górę ko ry ta  zdąża asymptotycznie do zera. 
Uwagi godnym jest fak t, że teoria przepływu nierównomiernego, czyli 
teoria krzywej spiętrzenia prowadzi p raktyczn ie  do tak ie j samej wartości 
granicznej spadku, wzgl. średniej prędkości, co teoria przenoszenia się 
fa li samotnej wzdłuż koryta . Nadto już B o u s s in e s q  zwrócił w  r. 1877 
uwagę na to, że próg wodny może się także wytw orzyć w korycie o spadku 
mniejszym od granicznego, jeżeli strum ień o grubości h i  szerokości ko 
ry ta  wpływa doń, np. przez upust z prędkością większą od c = \ g h .  
Poniżej upustu, w pewnej odległości powstaje próg, a poza n im  dopiero 
układa się zwierciadło równolegle do dna, czyli ruch staje się równo
m ierny, o ile  oczywiście w a runk i takiego ruchu są poniżej spełnione. 
Wówczas na k ró tk ie j zwykle przestrzeni między wypływem  z upustu, 
a miejscem powstania progu wodnego („odskoku") ma przepływ, oczywiście 
w  ogóle nierównomierny, podobny charakter do równomiernego prze
p ływ u  ze spadkiem większym od grąpickńego. A to li dokładniejsze bada-
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ma teoretyczne B o u s s in e s q a , ogłoszone w  jego fundamentalnej pracy 
z r. 1877 p t. „Essai sur la  theorie des eaux courantes44 wykazały zgodnie 
z doświadczeniami B a z in a  istnienie dwu spadków i dwu prędkości gra
niczny cli, a więc nie dwu, lecz trzech rodzajów przejścia przepływu równo
miernego ac nierównomierny i  nawzajem. B o u s s in e s q  rozróżnia przeto 
»rmeres“  o spadkach i < j f o  „to rren ts de pente moderóe“  o spadkach 
2 „ i  „to rren ts  rapides“  o spadkach i > T Jako odpowiadające
nazwy polskie m ogłyby służyć: rzeki, strumienie i potoki.

Ponieważ te trz y  rodzaje przepływu mogą występować także w ka 
nałach sztucznych, przeto byłoby pożądane mieć dla nich odpowiadające 
nazwy ogólniejsze, ja k  np.: 1. przepływ łagodny (spokojny), 2 . przepływ 
umiarkowany i 3. przepływ rwący. Nazwy (1) i  (3 )-odpowiadają, ja k  w i
dzimy, wcale dobrze niemieckim nazwom K o c h a : „ruhiges u. reissendes 
Pliessen“ .

Teraz dopiero można uzasadnić skrupuły naukowe i dydaktyczne, 
,]akie nasuwa k lasyfikacja  K o c h a  i R e h b o c k a , niezależnie od samych 
nazw wprowadzonych w książkach obu tych  inżynierów-badaczy.

Przede wszystkim  nie ma żadnego związku między ty m i cechami ru 
chu cieczy, k tó re  odróżniają ruch łam inarm j od burzliwego, a cechami, 
które charakteryzują przepływ łagodny, przepływ umiarkowany i  przepływ 
rwący. Przepływ „łagodny 14 bowiem może być równie dobrze przepływem 
lam inarnym  ja k  przepływem burzliwym . Jeżeli mamy najczęściej do czy
nienia z ty m  ostatnim , to ty lko  z tego powodu, ponieważ bardzo małe 
spadki i  prędkości nie bywają w  praktyce stosowane ze względów gospo
darczych.

. Po wtóre, ja k  w yn ika  z prac B o u s s in e s q a  i B a z in a  2), pomiędzy 
typem przepływu „łagodnego44 lub „rzecznego44 („S tróm en 44 B e h b o c k a ), 
a typem  przepływu „rwącego44 („Schiessen44 R e h b o c k a  nie ma ostrej 
granicy, lecz cały obszar przepływu „umiarkowanego 44 o wyraźnych ce
chach charakterystycznych. Cechy te można (po przestudiowaniu teorii 
B o u s s in e s q a ) śledzić na licznych bardzo pięknych rysunkach i  fo to 
grafiach m onografii T h . R e h b o c k a : Betrachtungen iibe r Abfluss, Stau... 
Springer, B erlin  1917 i  w  książce A. K o c h  — M. C a r s t a n ie n : Bewegung 
des Wassers und dabei auftretenden K ra ften , Springer, B erlin  1926. 
Ażeby jednak z obu tych  książek odnieść rzetelną korzyść, należy czytać 
pierwszą ostrożnie i  k ry tyczn ie  w m yśl uwag powyższych, a z drugiej 
pominąć zupełnie część teoretyczną od str. 1—150, przedziwnie mętną 
1 mogącą ty lko  obałamucić niewytrawnego czytelnika.

2) Prace B o u s s in e s q a  dość trudno znaleźć w oryginale. Udostępnił je P h . F o r c h - 

h e i m e r  w  znakom itym  podręczniku p t. „H ydrau lik", Teubner, L ipsk 1924. Jeszcze 
bardziej wyczerpujące w omawianej dziedzinie jest dzieło włoskie: D . S p a t a r o  „Idrau- 
lica teorica esperimentale", M ila jr f łf f lf itS .
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Mohr Christian Otto (1835— 1918) 138,

394, 463
Morin Arthur Jules (1795— 1880) 53, 

59— 62, 64 
Moszyński Wacław (1892— 1953) 67 
Mozer Wilhelm 261 
Mórsch Emil 182 
Muller J. 132, 136
Muller-Breslau Heinrich (1851— 1925) 94 
Mystlcowski A . 44

N

N adai Arpad (*1883) 381
NavierLouis M arie H e n ri (1785— 1836) 480
Nechay Jerzy 147

Newton Isaac, Sir (1642— 1727) 61, 441, 
453, 457

Niewęgłowski G. Henryk (1807- 1881) 453 
Niewiadomski P. 385

O

Ohm Georg Simon (1787— 1854) 442 
Orłoś Zbigniew 1 
ran Ornum 175

P

Pappus 442
Paraszczak Stanisław 307 
Partiot H . L. 483 
Pearson K. 94
Pitagoras (582—507 a. Chr. n.) 442 
Poincare Ilenri (1854— 1912) 443 
Poirer 8. (i;1880) 61
Poiseuiłłe Jean Louis Marie (1799- -1869) 

482
Poisson Simeon-Denis, Baron (1781—  

1840) 127, 152— 155, 176— 177, 304, 
312, 370, 375, 392, 397, 475 

Pomianowski Karol (1874— 1948) 130—  
131, 136

Poncelet Jean Victor (1788— 1867) 60 
Póschl Theodor (1882— 1955) 247, 250 
Probst Erich 172— 173, 175— 176 
Pszenicki Andrzej (1869— 1940) 265, 282

R

Raab Friedrich 85, 191, 202, 205, 207—  
209, 230— 231, 235— 238, 244— 248 

RayleighJohn William, Lord (J. W. Strutt) 
(1842—1919) 23, 27, 29, 483 

Ratzersdorfer J. 247
Rehbock Theodor (1864—1950) 481— 483 

485 
Reiher H . 45 
Rennie G. 59
Reynolds Osborne, Sir (1842— 1912) 68, 

72— 73, 483 
Richart F . E. 173 
Ritz Walter (1878—1909) 136 
Ros Mirko Gottfried (*1879) 172, 174 175 
Routh Edward John (1831— 1907) 63 —
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S

Sachs Georg 231
Saint-Y enant Adhemar Jean Ola/ude, Barre 

de (1797— 1886) 132, 134, 396, 484 
Saliger Rudolf 155 
Schell W. 451 
Schenk 50, 52 
Schieferstein I I .  50 
Schmidt Ernst 458 
Schiile F . 172 
Slater W. A. S. 173 
Sobolewski Hipolit 79 
Sommerfeld Arnold (1868— 1961) 43 
Spataro Donato 485 
Staehle G. G. 173 
Steinbach A. 44 
Steuding H. 48, 50 
Stodoła Aurel (1859— 1942) 3, 33 
Stokes George Gabriel, Sir (1819— 1903) 

277— 278, 480 
Straszewicz Zygmunt (1860— 1927) 451 
Stribeck R. 124
Szelągowski Franciszek (*1898) 188, 216

Ś

Śniadecki Jan (1756— 1830) 441, 447 
Śniadecki Jędrzej (1768— 1838) 441

T

Tadini Antonio (1754— 1830) 483 
Tanabe H . 176 
TankF. 132
Thullie Maksymilian (1853— 1938) 155, 

161, 167, 182 
Timoszenko Stiepan (Timoshenko Stephen) 

(*1878) 3, 23, 201, 214, 229, 279—  
280, 283, 285, 288, 297, 314, 317, 369 

Troskolański Adam Tadeusz 437 
Turowski Adam 97
Twardowski Kazimierz (1866— f )  448

U

Urbanoiuski Wojciech 293

V

Vetulani Kazimierz 220 

W

Wagner Karl 232
Wasiutyński Aleksander (1859— 1944) 217, 

223, 229, 236— 237, 266, 268, 272, 286 
Wasiutyński Zbigniew 185 
Weyrauch 125 
Wianecki Jerzy 97 
Wichert A. 61, 75, 78 
Wierzbicki Witold 262, 265 
Willis 277
Witkowski August Wiktor (1854— 1913) 

449— 450 
Wilniewczyc P. 59 
Winkler Emil (1835— 1888) 124 
Wolski Kazimierz (*1887) 71 
Wóycicki Kazimierz (1898— 1944) 130—  

131, 136
Wóhler Friedrich (1800— 1882) 18

Y

YoshidaH. 173, 176

Young Thomas (1773—1829) 397, 465

Z

Zakrzewski Ignacy (1860— f )  451 
Ziemba Stefan 1 
Zimmermann H . 247, 278 
Zipperer L. 33

Ż

Żmurko Wawrzyniec (1824— 1889) 441 
Żukowski Stefan 361



Skorowidz rzeczowy

(Liczby oznaczają strony)

A

absorpcja (pochłanianie) 60 
adhezja (przyleganie) 54 
adsorpcja 60 
aerodynamika 454 
aerokinetyka 454 
aeromechanika 454 
aerostatyka 454 
aksjomat 441— 3
am plituda drgań 49, 51, -115, 238— 239, 

285, 288, 291 
—• —  harmonicznych prostych 45 

- —  rezonansowych 16 
~ —  skrętnych 47

—  —  sprężystych 40
—  —  wymuszonych 15, 20, 41, 282, 285 
'— —  wzbudzających 20, 41
—  wahań wydłużenia 51 
analiza fizykalna zjawisk 446 
analogia Mohra  138 
anizotropia ortogonalna 66

B

badania tarcia holenderskie 74— 76 
balistyka 454
—  wewnętrzna 454
—  zewnętrzna 454
belka bardzo długa na sprężystym pod

łożu 402 
—- ciągła 89— 93, 163
—  dwuprzęsłowa 93
—  mostowa 275— 291
— na podłożu sprężystym 102, 272, 402 
—- obu końcami doskonale utwierdzona

i obciążona równomiernie 141
—  prosta 138— '145
—  —  o przekroju w iotkim  325— 335
—  sprężysta 192, 266

—  s w o b o d n ie  p o d p a r t a  9 5 , 9 9  
-—  te o w a  1 8 3
—  w  o b u  k o ń c a c h  p o d p a r t a  9 0 , 1 6 3
—  w s p o r n ik o w a  3 4 4
—  ż e lb e to w a  1 6 0 , 1 8 2  
b e t o n  1 4 9 , 1 7 2 — 1 7 6
—  z b r o jo n y  1 7 7 — 1 8 0  
b e z k ie r u n k o w o ś ó  4 7 8
b i la n s  e n e r g e ty c z n y  w y g ię t e j  p o s ta ć  i r ó w -  

n o w a g i  2 2 4 — 2 2 5

C

c e c h a  le k k o ś c i  p r ę t a  3 5 8  
c h r o p o w a to ś ć  p o w ie r z c h n i  5 4 , 6 0
—  ,—  a n iz o t r o p o w a  5 8 , 6 5
 i z o t r o p o w a  5 8 , 6 5
 je d n o r o d n a  5 8
 o r t o t r o p o w a  6 5
c ia ło  c h r o p o w a t e  5 3
—  d o s k o n a le  e la s to p la s t y c z n e  3 6 3  
 p la s t y c z n e  4 6 4
—  —  s p r ę ż y s te  4 6 4
—  f iz y c z n e  4 4 6
—  r ó w n o k ie r u n k o w e  ( r ó w n o z w r o tn e )  4 4 8
—  s ta łe  4 5 5
—  s z t y w n e  5 3  
c ią g n ie n ie  1 8 7 , 4 7 2  
— r p r o s t e  4 7 5
—  w  b e t o n ie  1 6 6 — 1 67 , 178  
c ią ż e n ie  4 4 8
c ię g n o  1 9 , 2 5 , 27
c ię ż a r  j a d ą c y  p o  m o ś c ie  2 7 6 — 2 8 2
—  p r ę t a  w ła s n y  2 0 5
—  s k u p io n y  1 6 5 , 2 8 0
—  w ła s n y  4
■—  z a p o r y  w ła s n y  1 3 0  
c iś n ie n ie  1 8 7 , 4 7 2
—  h y d r o s t a t y c z n e  2 9 5 , 4 7 6
—  k r y t y c z n e  d r u g ie  3 8 1 — 3 8 6
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   pierwsze 386
— promieniowe 378 

wewnętrzne 371 
zewnętrzne 371 

cyfra 440 
czas 452 
częstotliwość 17
—  drgań głównych sprężystych 40 
7 skrętnych 37
—  —  własnych 21, 41

—  wzbudzających 41
—  kątowa drgań harmonicznych 114

   własnych 9, 13
-  siły wymuszającej drganie 11

—  —  uderzeń 13
—  kołowa drgań 33

   —  podstawowych 35
  własnych 36, 51

 - — wahań siły 18, 19
czujnik zw ykły  (zegarowy) 205

D

definicja 445 
długość 452
—  wału równoważna (zastępcza) 47 
 sprowadzona 34
dolinka potencjalna 84
drganie (ton) harmoniczne pierwsze 19

—  podstawowe (zasadnicze, własne) 19 
 wyższe 19
drgania belki giętue 28, 275
—  —  własne (swobodne) 279, 285, 289
—  —  wymuszone 279
— fundamentów maszyn 42— 46
— giętne 26, 43, 272

 — w  płaszczyźnie poziomej 272
—  główne (normalne) 27, 29
—  harmoniczne 31, 114
 proste 6, 19— 20, 22, 27, 40, 45
—  izochroniczne 47
—  lu f działowych 432
—  maszyny wzbudzone 47
—  mechaniczne 47, 51
—  mostu własne 284
—  nawierzchni kolejowej 266— 274, 289—  

291
 — -------   giętne 266, 275, 289
—  niebezpieczne 40— 42
—  normalne 27

o b r o t o w e  4 4 , 4 9
— -  p o d łu ż n e  2 1 , 2 4
—  p o d s ta w o w e  2 8
—  p o s tę p o w e  4 4

—  p io n o w e  2 8 9
—  p r ę t a  g ię t n e  ( p o p r z e c z n e )  2 (i

—  n o r m a ln e  2 7
- u s ta lo n e  ( s to ją c e )  2 7

—  re z o n a n s o w e  14
—  r u r y  g ię tn e  4 2 9

—  k o ło w o - s y m e t r y c z n e  4 2 9 — 4 3 3  
   p o d łu ż n e  4 2 9

-  p r o m ie n io w e  4 3 3 , 4 3 5
-  s k r ę tn e  4 2 9
-  s w o b o d n e  4 3 0 , 4 3 4

-  s k r ę tn e  4 9 , 2 7 3  
s p r ę ż y s te  17— 18, 4 0 , 4 2

w z b u d z o n e  ( w y m u s z o n e )  4 0
—  s te r e o m e c h a n ic z n e  1 8 , 4 0  

u k ła d u  s p r ę ż y s te g o  w ła s n e  7— 8, I  
18
w a łó w  g ię tn e  2 1 , 3 1 — 3 3
—  s k r ę tn e  2 1 , 2 5 , 2 8 , 3 3 — 3 7 , 4 0

-  w  b u d o w ie  m a s z y n  17— 5 2
-  w ła s n e  4 3 . 114

—  —  g łó w n e  21
-  w z b u d z o n e  ( w y m u s z o n e )  5 , 9 — 2 0 , 

2 7 5
d y n a  4 5 8
d y n a m ik a  4 5 2 — 4 5 3  
d y s c y p l in a  n a u k o w a  4 3 9  
d z ia ła n ie  p o c ią g u  n a  t o r  2 6 2 — 2 6 5  
d ź w ię k  g łó w n y  19 
d ź w ig a r  m o s to w y  1 2 4

E

e ła s to m e c h a n ik a  4 5 4  
e l ip s a  b e z w ła d n o ś c i  4  
e n e r g ia  c a łk o w i t a  2 6 8
—  k in e t y c z n a  1 1 5 , 2 6 8 , 4 5 6
—  o d k s z t a łc e n ia  1 2 1 , 3 2 0 , 3 5 5

- o d k s z ta łc e ń  s p r ę ż y s t y c h  1 3 8 , 2 1 5
—  p o s t a c io w a  3 7 1 — 3 7 2
—  p o t e n c ja ln a  8 9 , 2 6 8 — 2 6 9
—  r o z p r o s z o n a  71
—  s p r ę ż y s ta  1 1 5 , 2 8 7
—  ś c in a n ia  8 9 , 3 4 5  
— - ś c is k a n ia  2 1 2
—  z g in a n ia  8 9 , 2 1 2 , 2 1 5 , 3 3 0 , 3 3 2
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F

fale podłużne w pręcie drgającym 27 
—- skrętne w pręcie drgającym 27 

wyboczenia 202, 217, 230
—  wygięcia 224 
faza drgania 27 
filar mostowy 264 
fizyka matematyczna 480 
fundament 43— 45 
funkcje Bessela 436

G

geometria Euklidesa 443 
gram 457
granica ciastowatości vide granica pla

styczności
—  pełzania vide wytrzymałość trw ała

-  plastyczności 109, 127— 129, 176, 179, 
182, 209, 230, 237, 295— 296, 357,
363— 364, 371, 388, 466— 467, 476—  
477
płynności (granica płynięcia) vide gra
nica plastyczności 
podatności 363
proporcjonalności 176, 371, 466 
sprężystości 60, 364, 465

praktyczna 465— 466, 470, 476

H

hamowanie 263 
hartowność 469— 471 

- mechaniczna 471
—  termiczna 471 
liistereza 54 
hydraulika 480 
hydrodynamika 454, 480 
hydrodynamika teoretyczna 481 
hydrokinetyka 454 
hydromechanika 454, 480— 485 
hydrostatyka 454
—  hypoteza 441— 443

Coulomba (hypoteza różnicy algebraicz
nej naprężeń głównych) 372, 374, 387—  
388
energii odkształcenia postaciowego 126, 
332, 394, 405
— postaciowej 371— 372, 388

- największego naprężenia stycznego 126, 
332, 372, 385, 394

—  —  wydłużenia jednostkowego 124—  
125, 372
wytrzymałościowa 125, 393. 463

I

ilość 440
—  ruchu 441 
impuls uderzenia 13 
impulsy rytmiczne 13 
izotropia 478

tarcia 76 
izotropowość 478

J

jednostka masy 452, 457
—  siły 452
_  —  techniczna 457

K

kąt nabiegu 74, 79 
odchylenia 49
odkształcenia postaciowego 154 
tarcia 55, 64— 66 

  statycznego 66
-  skręcenia 47 

kierunek ślizgania 77
—  zbrojenia 150 
kilogram 457 
kilopond 456— 457 
kinem atyka 452— 453
—  ciała sztywnego 72 
kinetyka 453
kiwanie się (obrót około poprzecznej osi 

poziomej) 289 
koło bezwładne 50
—  zamachowe 46
kołysanie się (obrót około podłużnej osi 

poziomej) 289 
konstrukcje lekkie 356 

lotnicze 323— 359
—  żelbetowe 161 
kruchość 466
kryterium  stateczności równowagi 79 
krzyw a wzoru statecznościowego 305— 306
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 wytrzymałościowego 305— 306
krzywizna osi belki 158
—  przekroju 158 
kształtowniki 113— 117 
kurczenie się betonu 162, 170

L

lem m at 441— 443
lepkość (tarcie wewnętrzne) 54
liczba 440
—  Poissona 127, 152— 153, 155, 176—  

177, 269, 304, 312. 334, 370, 375, 391, 
397, 475

liczby wpływowe 32
lin ia łańcuchowa (katenoida) 199
—  naprężeń głównych 128— 129, 133—  

134, 154
—  obciążeń powtórzonych 173
—  środkowa brzegu p ły ty  309
—  ugięcia 138, 140, 280, 284, 402 
 wpływowa 100, 277
—  wygięcia 113— 115
—  zetknięcia 128
lin ie Liidersa-Hartmana 382 
lufa działowa 363— 436

Ł

łoże maszyny 44

M

masa 452, 457
maszyna wytrzymałościowa 50, 204 
m ateria 452 
m ateriał 443— 444
—  anizotropowy 478
—  elastoplastyczny 109
—  izotropowy 476, 478 
mechanika 451— 459

ciał ciekłych, hydromechanika 454
—  —  elastoplastycznych 454
 lotnych (gazów), aeromechanika 454
 sprężystych, teoria sprężystości 454
 stałych rzeczywistych, stereome-

chanika 454, 460, 476
—  doświadczalna 453
—  klasyczna (newtonowska) 451, 454

—  lotu  454
—  niebios 448
—  ogólna 454
—  racjonalna 453
—  relatywistyczna (Einsteina) 454
—  stosowana 448, 453 

techniczna 448, 452— 453
—  teoretyczna (matematyczna) 453, 457, 

480

metal elastoplastyczny 111, 475
—  plastyczny 369 
metoda Castigliano 138, 345
—  Jakobsena 135— 136
—  Levy'ego 135— 136
—  Menabrea-Castigliano 90, 94
—  liayleigba 23, 29, 434 
miano 440
m iara lekkości belki 325 
mierzenie 440
mikrokom parator Zeissa 174 
mimośrodowość przyłożenia siły 231 
mimośród wyboczenia 210 
moc 366, 450
moduł odkształcenia postaciowego 89
—  ośrodka podatnego 230
—  sprężystej podatności podłoża 192, 194. 

286

—  sprężystości 89, 109, 116, 127, 173, 
175, 213, 230, 295

—  —  postaciowej 320
—  wydłużenia (współczynnik sprężysto

ści) 151
—  Tounga 391, 397, 465
moment bezwładności 5, 23, 34— 37, 39, 

46— 47, 89, 397
   środkowy 46
 geometryczny 230, 319— 320
—  hyperstatyczny 252 
— krańcowy 110

—  łam iący rzeczywisty 182
—  narożnikowy 320
— niszczący 111 

—- obwodowy 315
— odporowy 337, 346

—- podporowy 90, 95, 98, 102, 107, 138, 
322

—  sił zewnętrznych 5
— skręcający 47, 119, 123, 312, 337, 345, 

347, 350, 353, 420
-— skręcenia odporowy 337
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—■ skupiony (utwierdzający) 139
—  sprowadzony 140
—  statyczny 329
—  tarcia tocznego 69
—  utwierdzający 141, 159
—  użytkow y 110
—  zgięcia odporowy 337
—  zginający 95, 102, 109, 113, 116, 119. 

123, 138— 139, 142, 195, 225, 266, 297, 
311, 320, 327, 329— 330, 334, 337, 
345— 346, 350, 353, 397, 402

—  —  główny (promieniowy) 314
—  —  —  (równoleżnikowy, obwodowy) 

314
—  —  zewnętrzny 406 
most 276

N

nacisk ciężaru toczącego się jednostajnie 
po moście 283— 286

—  normalny 54, 60, 65
'—  obrączkowy 402— 405
—  okresowo-zmienny 283— 286 
•— osiowy 205
napięcie 471— 472 
napięcia cieplne 209 
napór wody 130 
naprężenie 471— 472
—  bezpieczne 475— 476
—  bezwzględne 315— 316, 376 
'— budowlane 130— 131

cieplne 187, 212 
—- ciężarowe 130— 131
—  dopuszczalne 110, 124, 169— 170
—  drugorzędne 230
—  dynamiczne 113, 116
—  główne 126, 154, 396, 475
—  krańcowe 463
—  krytyczne 356
—1 na końcu lu fy  413
—  naporowe 130— 131
—  niebezpieczne 463, 475
— niszczące 463
— normalne 150
■— obwodowe 396— 397, 403— 405
—  podłużne 328, 396, 405
—  poprzeczne 328
—  promieniowe 405 
'— sprężyste 369

—  sprowadzone, zastępcze (zredukowane) 
125— 126, 371, 463, 475

—  styczne 150, 404, 475
—  ścinające 125, 156— 159
—  ściskające osiowo 197
— termiczne 130— 131, 215, 436
—  własne 230
—  w  ścianie ru ry  418
—  wyporowe 130— 131
—  zastępcze 475— 476
—  zginające 310, 403— 404, 406 
natężenie 471— 472
nauka 439— 440
—  czysta 452
—  o drganiach (wibromechanika) 454
—  o sprężystości materiałów, teoria sprę

żystości 161
—- o wytrzymałości materiałów, stereo- 

mechanika 161
—  stosowana 452
nawierzchnia ęiągla prostego toru kole

jowego 233— 246
—  kolejowa 266— 291
niebezpieczeństwo zejścia pojazdu z szyn 

79
—  zniekształcenia toru kolejowego 209—  

212, 215
nierównomierność tem peratury nawierz

chni 243
nierówności powierzchni ciała 54, 58, 68 
niestałość (niestateczność) równowagi pro

stej postaci toru 210 
niestateczność kołowej postaci przekroju  

rury 296
—  postaci belki zgiętej 325
—  toru kolejowego długiego prostego 

213— 227
niezmienność położenia 455 
niezmienność postaci ciała 455 
—■ w czasie 456

O

obciążenie 464
—  boczne 203
—  jednostkowe 26
—  krańcowe 462
—  krytyczne 215, 296, 301, 462
—  najniebezpieczniejsze 162
—  niebezpieczne 306, 462
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—  nierównomierne (trapezowe) 343
—  niszczące 462

- okresowo-zmienne 468— 469
—  osiowe 180
—  próbne 171

-  rozłożone równomiernie 171
—  ruchome 170
—  siłami bezwładności 26 

stałe 162
—  zmienne 162
obliczenia wytrzymałościowe wałków ło

żyskowych 124 

obręcz cylindryczna 80 
stożkowata 80 

obróbka zimna m etali 366 
obszar stanu plastycznego 376
—  - sprężystego 376
odkształcalność 456
—  betonu 172, 179 

ciał 463
- plastyczna 58, 470
-  sprężysta 17, 58, 470

lufy 421
—  —  podłoża 228

toru 228 
odkształcenie bezwzględne 464 
—- elasto-plastyczne 465
—  jednostkowe 464

krańcowe 175
—  kołowe-symetryczne 433 

liniowe 464
logarytmiczne 367— 368 
mechaniczne (dynamiczne) 463

-  nawierzchni kolejowej 266 
■—  niesprężysfe 464, 476

objętościowe czyste 464 
plastyczne 109, 124, 128, 173, 175,
364— 365, 374— 375, 410, 412, 461, 
464, 466, 469, 471, 476

—  postaciowe 151, 153 
—- —  czyste 464
—  ram y walcarki 319— 322
—  rury 395— 400

skorupy pocisku 421— 425 
sprężyste 110, 128, 189, 369, 464, 466

-  sprężysto-pla styczne 465
—  termiczne (cieplne) 463
— irwałe 128, 298, 461, 464, 466, 476

-  układu sprężystego 19 
względne 464

odporność m ateriału 455
odpór pionowy, reakcja pionowa 337
okres drgań 22, 287

— giętnych własnych 7, 285 
harmonicznych głównych 19

—  —  normalnych 28
 podstawowych 28, 31, 33— 34
  skrętnych 28, 46— 47
   sprężystych głównych 40
  własnych 40
 własnych 274, 288
—  wahadła matematycznego 7

- zmienności siły wzbudzającej drgania 
40

określenie 445
—  liczbowe wielkości 440
opór bezwładności, siła d'Alemberta 263, 

267, 408
— podłoża 197

—  poślizgowy 240
—  przeciw toczeniu się 68

wwiercaniu się 68
— przesunięcia poprzecznego 238 

ruchu 7, 9, 19
— spoczynkowy pociągu 258, 264
—  tarcia 56— 85, 189 
 poślizgowego 242

tłum iący drgania 4
—  toczenia 71
— -  wytrzymałościowy podłużnie 344 
opóźnienie sprężyste 466 
ortotropia tarcia 66
osadzenie przebudowę końców szyny 254 
oś obojętna 18, 182, 329
 zgięcia elastoplastycznego 112
-----------------sprężystego 112
—  sprężystości skrzydła 352 
owinięcie 155, 180— 182

P

pallograf 47 
panewka 4
pewność (bezpieczeństwo) 18, 179 
pęd 441
pierścień usztywniający 309, 317
—  wiodący pocisku 393, 395, 406, 408, 

410, 412— 413, 421, 425, 428
plastomechanika 454 
plastyczność 464, 466— 467
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płaszczyzna bezwładności główna 3
—  stykania 59 
płynięcie 482
—  nieswobodne częściowo 482
—  —  zupełnie 482
—  uwarstwione 482 
Płyta 124
—  ciągła 163
—  dachowa 165
—  okrągła 317
 z otworem w środku 312
•— o brzegach podpartych równoległych 

163
•—  o silnych żebrach równoległych 163
—  pierścieniowa 314
■—  prostokątna zbrojona 164
—  żelbetowa 166
p ły tk i wzorcowe Johanssena 60
pocisk 406, 408, 410, 413, 417, 421, 425
podatność 363
—• podłoża 193, 195
  sprężysta 216
—  podpór 94, 104 
podłoże idealnie gładkie 244
—  nawierzchni kolejowej 272 
—• podatne 44— 45
—• sprężyste 44, 191, 204, 289 
-—  sprężyście podatne 192, 234
—  sztywne 209 
~  toru 187, 189

—  normalne 228 
7— —  sprężyste 237
—  ziemne 275— 291 

Podłużnice 344— 355 
podniesienie faliste toru 210 
Podparcie brzegu p ły ty  swobodne 309 
Podpora sztywna 108, 113 
pomiary drgań 46— 50
—  twardości 470 
pond 456— 457 
poprzecznica 165
postać równowagi niestateczna (niestała) 214 

—• stała (stateczna) 214
postulat 441 443
poślizg 68, 244
—  Reynoldsa 73
—  wzdłużny 238 
potok 484— 485
powierzchnia momentów sprowadzona (zre

dukowana) 97

—  momentów zgięcia 138
—  pęknięcia 469
—  przylegania 149— 150
—  rozłamu (przełomu, złomu) 469
—  stykania się ciał 53— 54, 66, 68
—  trąca 77
—  ugięcia 314 
półka 330— 332
praca odkształcenia 192, 475
—  odkształceń plastycznych 68
—  -— sprężystych 193
—  podniesienia środka ciężkości 223, 225
—  siły pociągowej parowozu 259
—  tarcia 71, 190, 192
— zginania 190, 223, 225 
prasa hydrauliczna 47, 363 
prawidła tarcia 56 
prawo 441— 443
—  dźwigni 442, 453 
-— fizyczne 442
-—  grawitacji newtonowskie 481
—  Hooke'a 4, 109, 150— 151, 153, 156—  

157, 159, 173, 177, 187, 197, 296, 325, 
369, 374, 394, 466

—  odkształceń sprężystych 382
—  przyciągania elektrycznego Coulomba 

481
—  przyczynowości 442
—  przyrody (przyrodnicze) 442
—  rozkładu naprężeń 316— 317
— równoległobolcu sił 442
—  stałego następstwa zjawisk 442
—  statyki 442
—  tarcia 53— 55
—  wzajemności działania 150
•—  (zasada) zachowania energii 442 
prędkość kątowa 18 
  krytyczna 8
—  krytyczna 3, 27 5—291
—  obrotu kątowa 4
—  przenoszenia fa li 27
—  przepływu granicza 485 
_  —  krytyczna 483
—  ślizgania 61, 66, 73
—  toczenia się 72, 75 
pręt 19
—  drgający podłużnie 26 
  skrętnie 26
 1 swobodnie 288
—  narażony na proste ściskanie 127

Pisma, i i i 32
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 —  rozciąganie 127
—  osiowo-ściskany 356— 359

prosty nieograniczenie sprężysty 211
—  rurowy cienkościenny 357 

smukły 356
—  sprężysty doskonale prosty 214
—  spoczywający na podłożu sztywnym  

216
:— sprężysty 21, 203
 na sprężystym podłożu 201— 202 '
—- —  osiowo (środkowo) ściskany 167, 

208
—  ściskany mimośrodowo 167
— zginany 109

pręty zbrojenia 154, 177 
promień krzyw izny 218
   zgiętej osi pręta 327
prosta podporowa 163 
próba rozrywania 467 
-— zgniatania 467
próby obciążenia konstrukcji budowla

nych 170
 mostów 170— 171
próg wodny ( Bidone'a)  484 
przegub kulisty 4
przekrój belki dwuteowy 326, 329— 332
 rurowy 326
 skrzynkowy 326, 329— 332
—- —  smukły 326
 w iotki 326
 — zw arty 325
—  węzłowy 33
przemieszczenie punktów ciała odkształ- 

calnego 464
—  względne elementu pręta 234 
przepisy żelbetowe 161— 171 
przepływ łagodny (spokojny) 485

nieswobodny częściowo 482 
 zupełnie 482
— rwący 483, 485 

—• spokojny 483
—- umiarkowany 485
—  ustalony nierównomierny 480
 równomierny 480
przestrzeń 452
—  euklidesowa 454
przesunięcie nawierzchni poprzeczne 238, 

240
—  -— wzdłużne 240
—  toru 237

—  poprzeczne 203
—  uogólnione 91, 95 
przęsło 97, 101 
przyczółek mostowy 264 
przyczółki toru 202— 203, 238, 241 
przyleganie 54
—  toru do podłoża 205 
przyśpieszenie dodatnie 262
—  ujemne, opóźnienie 262 
punkt m aterialny 22
-—  podporowy 163

R

rama bezprzegubowa 336
—  kwadratowa 122 

prostokątna 118— 123, 340 
walcarki 319— 322

ramię bezwładności 5 
rdzeń 180— 182 
reakcje podłoża 195
-  tarcia posuwistego toru 192
-  toru poślizgowe 233, 237 

  prostopadłe 192
sczepne 233— 237 

- styczne 192
_   —  poprzeczne 233
 ---------------wzdłużne 233
regulator 448
reguła Coulomba 53, 382
reguła mechaniki złota 443
—  spółki 442 
reologia 454
rezonans 15— 16, 20, 41, 274. 282. 284—  

286, 289 
rozciąganie 366
—  jednoosiowe 474

materiału doskonale elastoplastycznego 
364

—  proste 475
—  szyn 188
rozkład naprężeń 132, 200, 316— 317
 zginających 110
rozłam (przełom) zmęczeniowy 469
—  (przełom) zw ykły 469 
rozpęd parowozu 258—261 
rozpiętość belki mostowej 285 
rozwiązanie Łaniego 369 
równanie Boussinesga 298, 302— 303
—  Bre88e'a 142— 143
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ciągłości 375
—  Glapeyrona 94, 145 

częstotliwości kołowej drgań własnych 
36
—  poprzecznych cięgna 25
—  swobodnych układu 9
—  ustalonych 28
—  własnych układu 12 
Dunkerleya 33 
fizykalne 446 
Lagrange'a 275
lin ii ugięcia pręta 301
momentów podporowych belki ciągłej
138

—  naprężeń zginających poprzecznych 328 
odkształconej osi pręta 218 ,

- pięciu momentów 94— 108, 145
-  powierzchni ugięcia p ły ty  314 

prętów drgających 26— 30
—  równowagi elementu nawierzchni 241
—  różniczkowe drgań giętnycli belki 113, 

278
-    podłużnych pręta 24

  skrętnych pręta 24
-—  — . wymuszonych 12, 19

—  lin ii ugięcia belki 138
 —    przybliżone 138
 —  wygięcia pierścienia 299

- małego wygięcia belki 266 
    odkształceń ru ry 395— 400

-  pionowych drgań poprzecznych na
wierzchni 238
—  równowagi pręta 218
—  śladu odkształcenia 158

- —  teorii sprężystości 136
~ —  własnych drgań giętnyeh nawierz

chni 267
—  zgiętej osi 195

- ruchu dynamiczne 263
- —  eulerowskie 480

—  obrotowego dynamiczne 5 
trzech momentów belki ciągłej 89, 91, 
93— 94, 145
---------------- wieloprzęsłowej 349

—  ugięcia statycznego belki 276 
1 ównokierunkowość 478
równowaga niestateczna (niestała) 62, 211. 

297, 455
—  stateczna (stała) 211, 296, 455

- układu materialnego 455

równozwrotność 478
ruch cieczy burzliwy (turbulentny) 482, 

485
 uwarstwiony (lam inarny) 482— 483,

485
—  niewirowy 481
—  potencjalny 481 

 ustalony 482
—  falowy 27, 481 

harmoniczny prosty 18
 prosty obrotowy 22

-------------- postępowy 21
kolejowy 78— 79' .
niestateczny 80 
obrotowy 31 
okresowy (drganie) 17

— postępowy 31
—  stateczny 80
—  ustalony 79 

wsteczny lu fy  408
ruchy Browna 481
rura cienkościenna 296, 433
—  grubościenna 296, 369, 390— 436
—  stalowa narażona na ciśnienie ze

wnętrzne 295— 308
zamknięta pod ciśnieniem wewnętrz
nym 364, 378— 381 

rzeka 484— 485

S

samowzmacnianie lu fy  363— 389 
sejsmograf 47 
siła 451, 457
—  bezwładności 17
—  ciężkości 24 

d'Alemberta 422, 430, 433
-  hamowania lokom otywy 262 

krytyczna 209, 215 
— masowa 137 

odśrodkowa 8
—  osiowa 221
—  pociągowa lokom otywy 258— 265
— podłużna 221

poprzeczna 89, 92— 93, 95, 156, 158, 
332, 346, 400, 402

—  rozpraszająca energię 56
— skupiona 138, 156
-— sprężystości 4, 17, 19, 21, 31, 47
—  styczna 60, 192

32*



—  ścinająca 329
—  ściskająca 213
 krytyczna 209— 210
 osiowo 230— 231
 podłużna 297
 wzdłużnie nawierzchnię 238
—■ tarcia 55— 85
—  statycznego 192
—  termiczna 229
—  uderzenia chwilowa 11 
 okresowa 10
—  uogólniona 91

wewnętrzna (międzycząsteczkowa) 462 
— .—  (napięcie) 310, 471— 472
—  wymuszająca drgania 13, 19— 20
—  zewnętrzna (obciążenie) 138, 163, 166—  

169, 216, 310, 462
siły molekularne 54
—  okresowo-zmienne 286, 288— 289, 291 
sito rezonansowe 50
skalar 458
składowe stanu naprężenia 137 
skorupa pocisku 421 
skrócenie 464
—- hetonn jednostkowe 180
 plastyczne 180
 sprężyste 180
—  pręta zbrojenia sprężyste 180 
skrzydła jednopłatów 336— 343 
 wspornikowe 344— 355
—  o dźwigaracłi zbieżnych 336 
słup betonowy 155
—  żelbetowy owijany 167— 168, 180— 182 
smukłość 167, 356, 479
—  graniczna 356
sposób Gaussa (obliczania momentu bez

władności koła zamachowego) 46 

spójność 58, 473 
sprężyna 9, 21
—  podatna 363 
—- spiralna 50 
sprężystość 478
—  m ateriału 464 
sprzęgło sprężyste 41 
stal zbrojenia 176— 177 
stałe sprężystości 127
—  wytrzymałościowe nawierzchni 222 
stałość 455
—  równowagi 455
stan napięcia 54, 149— 150, 378, 463— 464

—  dwuwymiarowy 150, 405
—• jednoosiowy (liniowy) 152, 476

—  - płaski (dwuwymiarowy) 77
—  trójw ym iarow y 155, 178, 405
—  w rurze po samowzmocnieniu 381—- 
385

— w strefie plastycznej 380
-----------------—  sprężystej 380
 złożony 124, 475

naprężenia (napięcia) 131, 382, 394
 *- —  złożony 371

odkształcenia 54, 149, 371, 394
—  skupienia m aterii 454
—  sprężysty 383 
stateczność 455
—  pojazdu poprzeczna 84
—• pręta na sprężystym podłożu 247
 . ściskanego osiowo 231
—- równowagi 455 
—- ruchu 80

- toru prostego 178— 209
- zestawu kołowego 82 

statyka 161, 453 
stereodynamika 454 
stereokinetyka 454 
stereomechanika 454, 456, 460— 479 
stereostatyka 454
stopień chropowatości powierzchni 54
—  swobody 9 
stosunek zbrojenia 154 
stożek tarcia 64— 66 
strata energii 54, 60, 71
—■ energii niedowracalna 54 
strefa plastyczna 380
—  sprężysta 381 
strop żebrowany 165
—  zawieszony 165
struga swobodna (strumień) 482, 485 
strumień swobodny 482, 485 
struna drgająca poprzecznie 26 
strzałka ugięcia 6, 141, 196, 214, 277, 

282, 321

—  dynamicznego 277— 278, 281, 284—  
285

 statycznego 7, 31, 282, 284
strzemię 156, 158— 159, 169 
szereg Fouriera 10 
sztywność 455, 465
—  ciała 456
—- doskonała (idealna) 456
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m ateriału 456 
podłoża 195, 203, 235 
—  sprężystego 195

—  pręta podłużna 195 
— , —• przy ściskaniu 195
 —  rozciąganiu 195
•— rozciągania 465
—  skręcania 23, 25, 35— 36, 118— 119. 

122, 338, 342— 345, 353— 355, 465
-— ścinania 94 

ściskania 465
—  zginania 4, 23, 94, 104, 114, 119, 122, 

194— 195, 266, 272, 286, 296, 314, 327, 
334, 343, 345, 352, 397, 401, 415. 465

 poprzecznego 330, 335
   sprężystego 465
szyny kolejowe 113— 117
 spawane 187
  walcowane 187
ścieranie 54, 67 
ścinanie proste 475 
ściskanie 188, 366
—  jednoosiowe 474 
—■ mimośrodowe 210
ślizganie (ruch postępowy prostoliniowy) 

57, 68, 71— 73 
środek drgań 6
—  sprężystości przekroju poprzecznego 

skrzydła 352
środnik 330— 332

T

tachometr rezonansowy Frahm a  52 
tarcie 53— 85 

'—  anizotropowe 76 
—r Coulomba 234 

izotropowe 65 
—■ kinetyczne 66 

—  ślizgowe 70 
•i— krętne 67

makroskopowe (molarne) 60, 66 
molekularne 60, 66 
na sucho 58, 65 
obrotowe 67 
ortotropowe 65, 78 
przy ślizganiu (tarcie suwne) 59 
sczepne 58, 69— 70, 74 

(statyczne) 60— 64, 72 
—  spoczynkowe (statyczne) 58, 66, 193,

203, 263
—  suwne (ślizgowe) 58, 60— 68, 70, 85
—  toczne 67, 70 

wewnętrzne (lepkość) 54, 480
tarcza pasowa 50
teorem (teoremat) 443
teoria belki ciągłej 89— 93, 108, 145
—  drgań 17, 27
 harmonicznych 19
 małych 275

prętów 24— 26
- wymuszonych 41

—  fizykalna 446 
Hertza 125 
Jakobsena 136 
krzywej spiętrzenia 484 
Lamego 409

—  Levy'ego 136 
Malavala 363, 382

—  naprężeń lu fy  393 
nawierzchni kolejowej 269

—  niestałości równowagi 209 
odkształceń lu fy 393

plastycznych 363, 388 
—• sprężystych kołowo-symetrycznych 
390— 436
odkształcenia pierścienia wiodącego po
cisku 420 
plastyczności 477 
p ły t 312, 414— 415

  grubych 314
przepływu ustalonego nierównomier
nego 484
samowzmacniania lu f działowych 363—  
389

—  sprężystości 51, 130, 132, 136, 272, 
296, 375, 394, 454

 matematyczna 311, 327, 480
—• stałości równowagi pręta sprężystego 

ściskanego osiowo 208
—  stanu napięcia ciał stałych 149
—  — odkształcenia ciał stałych 149
—  tarcia ortotropowego 76— -78 
—■ wyboczenia 210
   eulerowskiego 196

— pręta sprężystego doskonale pro
stego 214

t termicznego spawanych torów kole
jowych 228— 232 

 toru prostego 201— 208
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—  zgięcia belek 396
—  —  elementarna 325

-  poprzecznego belki 327.— 329 
 prętów 26, 311
—  — —  zakrzywionych 317

 sprężystych klasyczna 327— 328
zginania elastoplastyeznego pręta 112 
zniekształcenia torów kolejowych 247 — 
257

— żelbetu 151 
term in (nazwa) 447 
teza 441— 443 
toczenie się 68, 71— 73 
   czyste 69
ton 19
—• główny 28
tor kolejowy 187— 246
 bez złączy 248

doświadczalny 191
   prosty 233— 246
 - o  szynach spawanych 187— 232

 ściskany osiowo 210
torsjograf 47— 48, 50 
trwałość 455— 456 
twardnienie 109, 365, 470 
twardość 469— 471
—  Brinella  470
—  Ludwiku 470
—  sklerometryczna 470 
twierdzenie (teoremat) 441— 443
—  Castigliano 442
—  o równowadze momentów na dźwigni 

442
—  Pappusa-Guldina 442
—  Pitagorasa 442 
tworzywo 443—-444

U

udarność 466
uderzenia rytm iczne 9— 16 
ugięcie 89
—  dynamiczne 113 

— toru 289 
statyczne 31— 32, 113

— —  belki 279 
ugiualnośó podpory 104
—  przęsła 104
układ doskonale sztywny 464
—  drgający 13, 16— 17, 21

niezmienny 464 
o dwu stopniach swobody 31 
o jednym  stopniu swobody 19, 21, 41 
sprężysty 9 

umiejętność 439— 440 
ustalanie 445
ustalanie lin ii środkowej brzegu p ły ty  309
—  ściany brzegowej p ły ty  309 
ustroje żelbetowe 172— 176 
utwierdzenie brzegu p ły ty  częściowe (nie

zupełne) 309
---------------doskonałe 309
---------------niedoskonałe 309

W

wahadło fizyczne 47
—  matematyczne 31 
w ał g iętki 3
w ałki łożyskowe 124; 128— 129
—  •—  żeliwne 128— 129
warstwa obojętna 156— 157, 329, 336, 400, 

404
—  skrajna 136
—  wodonośna 272
wartość dopuszczalna naprężenia 127 

eulerowska siły osiowej 219 
graniczna średniej prędkości przepływu  
483

—  krytyczna ciśnienia 296, 387 
 naprężeń 474
—  — obciążenia 296
 odkształceń 474
  prędkości 275
—; —- —  kątowej 3

 siły ściskającej 188, 213, 243
maksymalna dopuszczalna momentu 
zginającego 325 

warunek momentów 346—347
—  plastyczności 376
—  równości naprężeń promieniowych 379
—  wyboczenia toru w płaszczyźnie piono

wej 222— 223
w arunki krańcowe 27, 29
—  początkowe 12
—  podporowe 4
—  równowagi 452 
wibrograf 47, 50 
'wibromeclianika 454 
wiedza 439— 440
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wielkości statycznie niewyznaozalne 163" 
345— 346 

więź sprężysta 16, 48, 51 
wiotkość 47!) 
w irnik 18 
własność 446 
własności fizyczne 446
—  mechaniczne 469
—  wytrzymałościowe materiału 364. 461
—  —  żelbetu 172 183 
właściwość 446 
włókno podłużne 329
—  skrajne 18, 109, 111 112, 116. 182
wręgi 334
Wskaźnik przekroju 312, 332 

• —  wytrzymałości 325 
zginania 109, 111 

współbrzmienie (rezonans) 41, 51 52,
280— 281, 283, 285 
Współczynnik dynamiczny 170, 282
—  oporu 7— 8

całkowitego 13
—  — , sczepnego 240 

pewności 110 
podatności 94

—  (znamię) podłoża 269
podłoża sprowadzony (zredukowany) 
266

proporcjonalności 53
—  skręcenia 36, 46

-  siły sprężystości 13, 41, 47
—  sprężystości betonu 166 

—  żelaza 166
tarcia 53, 55, 59, 64— 65, 74— 75. 190 

kinetycznego 60
—  —  poprzecznego 77

. Przy ślizganiu poprzecznym 73
  sczepnego 59, 62

statycznego 66, 263 
•—• —  suwnego 77
—  —  ślizgowego 73
•— tłum ienia drgań 41
—  wodo-cementowy 176
—  wydłużenia cieplnego 187— 188, 195, 

213

-----------------względny 188
współdziałanie podłużnie 336— 344 
wyboczenia Eulera 230
—  nawierzchni 226 
;—  pręta 211

  sprężyste 296
—  —  właściwe 190— 191 
 zbrojenia 154

termiczne nawierzchni ciągłej prostego 
toru kolejowego 233— 246 

 torów kolejowych 85, 228— 232, 246
—  toru kolejowego 188— 189, 207, 210, 

213, 228— 229, 240
   —  pionowe 188— 189, 194, 216, 222
---------------- poziome 188— 189, 193, 202, 240,

256
wybrzuszenie toru kolejowego 211— 212 
wydłużanie się szyn termiczne 228 
wydłużenie 464

jednostkowe 241, 368— 369, 465 
-  plastyczne (trwałe) 477 

właściwe 157 
wygięcie dna 418
—  faliste osi toru kolejowego 228
—  plastyczne. 113
—  sprężyste 193
wymiarowanie prętów osiowo-ściskanych 

356— 359 
w ypływ  swobodny cieczy 482 
wypór 130
wysiłek (wytężenie) materiału 178, 463, 

473
—  krańcowy 463
—  niebezpieczny 463
—  niszczący 463 
wysmukłość 479
wysokość położenia podpór 91, 94 
wytężenie 373, 463, 472—476 

materiału 126
—  -—  krańcowe 463

w rurze samowzmocnionej 383— 385 
wytrzymałość 366, 462, 472— 476
—  ciała 473
—  części konstrukcyjnej 463
—  doraźna 176, 468, 470
—  —  materiału na rozciąganie 467 
 ------------- ściskanie 467
—  kostkowa betonu 161

materiału 456, 460, 463, 467— 468, 473 
na zmęczenie 468— 469

— jednokierunkowe (jednostronne)
469

obukierunkowe (obustronne) 469
—  podłużnie 344— 355

prętów na proste rozciąganie 474



504

i   ścinanie 474
-------------------- ściskanie 474
— •'  -----   zginanie 109, 474
—  rury niewzmocnionej 389
—  słupowa 174— 175, 179
—  statyczna 469 

trw ała 467— 469
—- żelbetu 172— 183
w ytw ory przemysłowe 444
wytwórca 444
wyznaczanie 445
wyznacznik 447
wzbudzenie drgań 42
wzmocnienie 366
wzór Bocheta-Wiclierta 61, 75, 78
—  Eulera 208, 296, 301, 356
—  J. N. Frankego 61
—  Hertza 125, 127
— - kotłowy na naprężenia obwodowe 304
—  Ldmego 436
—  na drugie ciśnienie krytyczne 386
—  ■—  naprężenie sprowadzone 126
— -  pierwsze ciśnienie krytyczne 386 
 zwiększenie średnicy zewnętrznej

386
—  statecznościowy Eulera 306
—  wytrzymałościowy 306 
wzory Bresse'a 138
—  Clarka 143— 144
—  empiryczne 480
—  ogólne zgięcia belek prostych 138— 145

Z

zagadnienie Eulera 214
—  statycznie wyznaczalne 445
—  uzbrojeniowe 361— 436 
zaklęśnięcie (zgniecenie) ru ry  295, 296 
zapora ciężka 130
—  tró jkątna 136 
zasada 441— 443
—  Castigliano 91
—  d’Alemberta 31

de Saint-Venanta 134 
ekonomii myśli 457

—  najmniejszej energii odkształcenia 330

—  prac przygotowanych (w irtualnych) 442
—  rezonansu (współbrzmienia) 275
—  rozkładu drgań złożonych 19
—  równoległoboku sił 442
—  superpozycji 19, 29, 394
—  względności ogólna 442
—  zachowania energii 23, 442 
zataczanie się (wężykowanie) 289 
zboczenie od zamierzonej prostoliniowości

osi toru kolejowego 213 
zbrojenie betonu 149— 160
—  owinięte 167
—  podłużne 155— 156, 165, 168, 182,
—  poprzeczne 165, 167, 180
—  z żelaza zlewnego 170
zdolność do odkształceń plastycznych 179, 

469
 sprężystych 470

---------------w ogóle 363, 463
zestaw kołowy 74, 80, 82— 87
—  — o obręczach stożkowatych 82 
zgięcie 311

belek prostych 138— 145
—  elastoplastyczne 110— 112
—  pierścienia 309— 318
—  p ły ty  okrągłej kołowo-symetryczne 309
—  sprężyste 112
zginanie belek prostych o przekrojach 

wiotkich 325— 335
—  poprzeczne 332
—  prętów czyste 109— 112 
zgniot 366, 470— 471
zjawisko niestałości (niestateczności równo

wagi) 213
—  tarcia 56— 85
—  twardnienia 109
—  współbrzmienia 50— 52 
zmęczenie materiału 18, 468 
zmienność naprężenia 169— 170 
zniekształcenie nawierzchni 234
—  toru kolejowego 210, 213, 215, 247—  

257
-— -— —  trw ałe 228 
znużenie (zmęczenie) materiału 468 
zwichrzenie pierścienia 296 
zwiększenie średnicy zewnętrznej 386 
żelbet 172— 183
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