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SPRAWOZDANIE KOMITETU GLOWNEGO
VI OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

(1954—1955)

Zasady organizacyjne VI Olimpiady Matematycznej pozostaty te
same, co w Olimpiadach poprzednich. Wobec tego, ze w rdznych
osrodkach urzadzane byty lokalne zawody-matematyczne dla uczniéw
klas nizszych, VI Olimpiada zostata przeprowadzona tylko na
szczeblu wyzszym.

Terminy zawoddw byly nastepujgce:
Zawody stopnia | (przygotowawcze) —1 X. 1954 —10.1. 1955r.

Zawody stopnia Il (okregowe) —4 i 5 marca 1955 r.
Zawody stopnia 111 (ostateczne) —18 i 19 kwietnia 1955 r.
Rozdanie dyplomow —18 czerwca 1955 .

W roku sprawozdawczym Komitet Gtéwny Olimpiady wydat
broszure pt. Pigta Olimpiada Matematyczna (1953—1954). Sprawo-
zdanie Komitetu Glownego. PZWS, Warszawa 1955, str. 106. Broszura
ta, zawierajgca oprdcz czesci sprawozdawczej rozwigzania wszystkich
zadan V Olimpiady Matematycznej, zostata w jesieni 1955 r. rozestana
bezptatnie do wszystkich szkét Srednich ogolnoksztatcacych i za-
wodowych. Ponadto Parnstwowe Zaktady Wydawnictw .Szkolnych
wydaty osobno ksigzke: S. Straszewicz Zadania z olimpiad mate-
matycznych — jako ksigzke pomocniczg dla uczestnikéw Olimpiad
i dla kdétek matematycznych.

Skfad komitetéw Olimpiady Matematycznej

Komitet Gtéwny. Powotany przez Ministra OSwiaty Komitet
Gtowny VI Olimpiady Matematycznej miat sktad nastepujacy: prof.
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dr Stefan Straszewicz — przewodniczacy Komitetu Giownego, prof.
dr Kazimierz Zarankiewicz — kierownik Olimpiady, prof. dr Edward
Otto — czionek Komitetu, mgr Olga Turska — czlonek Komitetu,
mgr Jan Kozicki — czlonek Komitetu, mgr Melania Danitowicz -

cztonek Komitetu, przedstawiciel Ministerstwa Os$wiaty, mgr Wia-
dystaw Stojda — czionek Komitetu, kierownik Sekcji Matematyki
w Centralnym Os$rodku Doskonalenia Kadr Os$wiatowych, mgr Sta-
nistaw Kowal —cztonek Komitetu, przedstawiciel Centralnego Urzedu
Szkolenia Zawodowego, mgr Jan Wierzbowski — cztonek Komitetu,
przedstawiciel Zwigzku Miodziezy Polskiej.

Sekretarzem technicznym Komitetu Gtéwnego byt mgr inz. Kon-
stanty Fanti.

Komitet Gtowny odbyt 11 posiedzen.

Prezydium Zarzadir Polskiego Towarzystwa Matematycznego
powotato na wniosek poszczeg6inych oddziatow PTM komitety okre-
gowe, do ktérych weszli rowniez przedstawiciele wydziatow oswiaty
przy prezydiach wojewodzkich rad narodowych oraz kierownicy
o$rodkéw dydaktyczno-naukowych matematyki.

Sktad komitetéw okregowych byt nastepujac}’:

Warszawa: przewodniczacy — prof. dr Wactaw Sierpinski,
cztonkowie: prof. dr Mieczystaw Czyzykowski, prof. Stefan Kulczycki,
prof. Aleksander Biatas — przedstawiciel CODKO, czionkowie do-
kooptowani: mgr Ryszard Gagla, mgr Mieczystaw Krystosiak, prof.
Alfons Paszke.

Sekretarzem Komitetu byt mgr Ryszard Gagla.
Komitet odbyt | posiedzenia.

Krakow: przewodniczacy — prof. Jozef Jodlowski, cztonkowie:
prof. dr Zofia Krygowska — sekretarz Komitetu, prof. dr Jacek
Szarski, dr Stanistaw tojasiewicz, mgr Augustyn Mietka — przed-
stawiciel. DOSZ, czionkowie dokooptowani: mgr Janina Marosz-
kowa, mgr Jozef Jastrzebski, Andrzej Zajtz — przedstawiciel ZMP.

Komitet odbyt 8 posiedzen.



Wroctaw: przewodniczacy — ; prof. Bolestaw Iwaszkiewicz,
cztonkowie: prof. dr Hugo Steinhaus, mgr Jerzy Mioduszewski, mgr
J6zef Podemski — przedstawiciel WODKO. mgr Stefania Witek —
przedstawiciel Wydziatu Oswiaty PWRN, mgr Juliusz Skowyra —
przedstawiciel DOSZ.

Sekretarzem technicznym Komitetu byt mgr Lech Stasierski.

Komitet odbyt 6 posiedzen.

£6dz: przewodniczacy — prof. dr Wiadystaw KrysSicki, czton-
kowie: mgr Janina Waszkiewicz — sekretarz Komitetu, mgr Alina
Musiatowicz — przedstawiciel WODKO, mgr Wiadystaw Wendorff,
mgr Stanistaw Krzywanski -- przedstawiciel DOSZ, mgr Zygmunt
Zwolski przedstawiciel Wydziatu Oswiaty PWRN, Jan Maciu-
lewicz >— przedstawiciel Wydziatu O$wiaty PWRN, czionkowie
dokooptowani: mgr Aniela Ehrenfeucht, mgr Tadeusz Gerstenkorn.

Sekretarzem technicznym Komitetu byt Bolestaw" Ptodowski.

Komitet odbyt 7 posiedzen.

Poznan: przewodniczacy -- prof. dr Wiktor Jankowski, mgr
Jerzy Albrycht — sekretarz Komitetu, prof. dr Andrzej Alexiewicz,
prof: dr Zygmunt Butltewski, mgr Wanda Matuszewska, mgr Roman
Taberski, mgr Antoni Doruch — przedstawiciel Osrodka Naukowo-
-Dydaktycznego Matematyki.

Sekretarzem technicznym Komitetu byt mgr Jerzy Radecki.

Komitet odbyt 6 posiedzen.

Torun: przewodniczacy -- prof. Leon JeSmanowicz, cztonkowie:
Felicja Wisniewska — sekretarz Komitetu, przedstawiciel Wy-
dziatu Oswiaty MRN, Maksymilian Bylicki —przedstawiciel WODKO,
Maria Kroél, Jozef Stonimski, mgr Aleksander Sniatycki.

Komitet odbyt 6 posiedzen.

Lublin: przewodniczacy -- prof. dr Mieczystaw Biernacki, czton-
kowie: kand. n. mat. Jan Krzyz — sekretarz Komitetu, prof. dr
Wiodzimierz  Urbanski, mgr Tadeusz Lewicki — przedstawiciel
Wydziatu O$wiaty WRN, mgr Jerzy Rozrnej —przedstawiciel WOD-
KO, mgr Jézef Pawelec — przedstawiciel DOSZ.

Komitet odbyt 6 posiedzen.
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Zawody stopnia | (przygotowawcze)

Udziat w zawodach wzigta mtodziez ze szkot znajdujgcych sie
w nastepujacych miejscowosciach:

Okrag warszawski (obejmujgcy m. st. Warszawe oraz woje-
waddztwo warszawskie, biatostockie i olsztynskie).

Szkoty ogolInoksztatcace: Anin, Biatystok. Ciechandw, Gosty-
nin, Lochéw, tomza, Makéw Mazowiecki, Milandwek, Morag, Mszczo-
néw, Olsztyn, Ostrébw Mazowiecka, Otwock, Piastow, Ptock, Ptonsk,
Pruszkoéw, Przasnysz, Ryki, Siedlce, Sierpc. Skoliméw, Sobieszyn,
Suchowola, Sulejowek, Ursus, Warszawa, Wilanéw, Wiochy.

Szkoty zawodowe: Biatystok, Ptock, Siedlce, Starachowice,
Warszawa.

Okrag krakowski (obejmujacy wojewodztwo krakowskie i rze-
szowskie).

Szkoty ogolnoksztatcace: Andrychéw, Biecz, Bielsko-Biata, Boch-
nia, Brzozéw, Chrzanéw, Gdoéw, Iwonicz-Zdroj, Jarostaw, Jasto,
Katwaria-Zebrzydowska, Kanczuga, Krakéw, Krosno n. Wistokiem,
Krynica, Limanowa, Lubliniec, tancut, Niepotomice, Nisko, Nowy
Sacz, Nowy Targ, Olkusz, Przemysl-Zasanie, Przeworsk, Rabka-
-Zdrdj, Radtow, Rzeszow, Sanok, Stalowa Wola, Tarndw, Tuchdw,
Wieliczka, Zakopane, Zmigrod Nowy. Zywiec.

Szkoty zawodowe: Chrzanéw, Krakéw, Limanowa, Rzeszdw,
Staléwka Wola, Tarnéw, Ustron.

Okrag wroctawski (obejmujacy wojewddztwo opolskie, wroc-
fawskie, zielonogorskie i stalinogrodzkie).

Szkoty ogoélnoksztatcgce: Bedzin, Brzeg, Bytom, Chorzéw, Cie-
szyn, Czestochowa, Drezdenko, Dzierzoniow, Gliwice, Glogow, Gtub-
czyce, Jelenia Gora, Kamienna Gora, Klodzko, Legnica, Luban
Slaski, Mikotow, Nysa, Ole$nica, Opole, Otmuchéw, Piekary Slaskie,
Pszczyna, Raciborz, Rybnik, Ryduttowy, Siemianowice Sla,skie,
Sobiecin, Stalinogrod-Ligota. Strzelce Opolskie. Tarnowskie Gory,
Watbrzych, Wodzistaw Slaski, Wotéw Slaski, Wroctaw, Wschowy.
Zabrze, Zabkowice Slaskie, Ziotoryja.

Szkoty zawodowe: Brzeg, Bytom, Cieszyn. Czestochowa, Da-
browa Goérnicza, Dzierzoniow', Gorzow'Wielkopolski, Jelenia Gora,
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Nowa SOl, Opole, Stawecice, Szopienice, Tarnowskie Gory, Tychy
Slaskie, Wroctaw, Zabrze.

Okrag to6dzki (obejmujgcy wojewodztwo todzkie i Kieleckie).

Szkoty ogoélnoksztatcace: Aleksandréw koto todzi, Busko Zdrdj,
Jedrzejow, Kielce, Klementéw, kteczyca, towicz, £d6dz, Ostrowiec
Swietokrzyski, Pajeczno, Pabianice, Pionki, Piotrkdw Trybunalski,
Poddebice, Radom, Radomsko, Skarzysko-Kamienna, Skierniewice,
Smogorzéw, Tomaszoéw Mazowiecki, Wielun, Zgierz, Zychlin.

Szkoty zawodowe: Kielce, Konskie, Ostrowiec, Pabianice,
Piotrkbw, Radom, Radomsko, Sandomierz, Skarzysko, Skiernie-
wice, Starachowice.

Okrag poznanski (obejmujacy wojewodztwo poznanskie, szcze-
cinskie i koszalinskie).

Szkoty ogolnoksztatcace: Gniezno, Gostyn, Izbica Kujawska,
Kalisz, Kleczew, Koto, Koscian, Krotoszyn, Leszno, Mysliborz,
Nowa Sol, Ostrow, Ostrzeszéw, Poznan, Stupca, Stupsk, Szamotuty,
Szczecin. Srem, Sroda, Swinoujécie, Trzcianka Lubuska, Walcz,
Wolsztyn, Zlotow.

Szkoty zawodowe: Krotoszyn, Nowa Sol, Ostrow, Poznan,
Stupsk, Szczecin.

Okrag torunski (obejmujacy wojewddztwo bydgoskie i gdan-
skie).

Szkoty ogolnoksztatcgce: Aleksandrow Kujawski, Biatogard,
Bydgoszcz, Chetmza, Chojnice, Elblag, Gdansk, Gdynia, Gniewy Ino-
wroctaw, Lipno, Nakto n. Notecig, Pelplin, Pruszcz Gdanski, Puck,
Solec Kujawski, Sopot, Starogard Gda_lr’]ski, Strzelno, Tczew, Torun,
Wabrzezno, Wejherowo, Wioctawek, Znin.

Szkoty zawodowe: Bydgoszcz, Gdansk, Inowroctaw, Torun,
Wioctawek.

Okrag hibelski (obejmujacy wojewoddztwo lubelskie).

Szkoty ogolnoksztatcace: Biata Podlaska, Bitgoraj, Chetm Lu-
belski, Horodto, Hrubieszow, Krasnik, Krasnik Fabryczny, Lubar-
tow, Lublin, Lukéw, Putawy, Tomaszoéw Lubelski, Zakrzowek, Za-
mos¢.

Szkoty zawodowe: Lublin.
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Udziat miodziezy w zawodach stopnia |
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ze szkot szkot
Okrag ogolftokszt. zawodowlc_h co naj-

mniej niedosta-
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214 59 10 955 204 1159
(82,4%) (17,6%)

Warszawski 157 43 11

Krakowski 1148 52 39 5 244 58 14 920 448 1368
(67,2%) (32,8%)

Wroctawski 115 28 39 5 187 43 17 650 263 913
(71,2%) (28,8%)

Poznanski 86 35 38 2 161 31 8 700 154 854
(82,0%) (18,0%)

Lédzki 9% 33 47 1 177 35 14 739 241 980
(75,4%) (24,6%)

Torunski 103 41 9 4 157 35 6 674 161 835
(80,7%) (19,3%)

Lubelski 45 11 7 2 65 17 3 249 101 350
(71,1%) (28,9%)

Razem 750 243 190 22 1205 278 72 4887 1572 6459
(75,7%) (24,3%)

Zawody stopnia Il (okregowe)

Do zawoddéw stopnia Il zakwalifikowano 277 ucznidéw, z kto-
rych do zawodéw staneto 270. Liczby zawodnikéw z poszczeg6inych
okregow byly nastepujace:

Warszawa  Krakéw  Wroctaw PoznaA +6dz Torun Lublin

56 42 31 40 46 44 18



Oceny zadan z zawoddéw stopnia Il
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Zawody stopnia 11l (ostateczne)

Po dokonaniu oceny prac z zawodo6w stopnia |1 zakwalifikowano

do finatu Olimpiady 70 uczniéw; na zawody stawili sie wszyscy
Sktad zawodnikow wedtug okregéw byt nastepujacy:

Warszawa Wroctaw Krakéw Poznan +6dz Torun  Lublin

10.

11.
12,
13.
14.

15.
16.

17.

10

21 5 13 9 9 10 3

Lista uczestnikdw zawod6éw stopnia Il

Anusiak Jan — Olsztyn, Szkota Og6lnoksztatcaca, stopnia pod-
stawowego i licealnego )
Bata Wactaw — Znin, Liceum Ogo6lnoksztatcace im. Br. Snia-

deckich
Bekta Edward — Stupsk, Paristwowe Liceum Ogdlnoksztatcace

Bremer Bronistaw — Inowroctaw', Szkota  Ogodlnoksztatcaca
stopnia podstawowego i licealnego

Bubnicki Zdzistaw — Gliwice, 1l Liceum Ogolnoksztatcace

Chruszczewski Zbigniew — Starachowice, Technikum Budowy
Samochodéw' .-

Cichewicz Zenon — Sierpc, Szkota Ogdlnoksztatcgca stopnia
licealnego

Ciermoch Barbara — Poznan, VII Liceum Ogdlnoksztatcace
TPD

Czaporowski Krzysztof —Tarndw, | Szkota Ogolnoksztatcgca
stopnia podstawowego i licealnego im. K. Brodzinskiego

Darski Andrzej — Warszawa, Szkota Ogdlnoksztatcgca im. gen.
Sowinskiego

Budkiewicz Jerzy — ktancut, Liceum Ogolnoksztatcace TPD

Feder Szloma — Wroctaw, VIl Liceum Ogolnoksztatcagce TPD

Filipczak Mirostaw — £06dz, XV Liceum Ogdlnoksztatcace TPD

Freindl Ludwik — Tarnéw, | Szkota Ogoblnoksztatcaca stopnia
podstawowego i licealnego im. K. Brodzinskiego

Furdzik Zbigniew —Krakoéw, Technikum Chiemiczjie Nr 1

Garbowska Krystyna — Warszawa, Szkota Ogolnoksztatcgca
stopnia licealnego im. N. Zmichowskiej

Gersten Alik — Warszawa, Il Ogolnoksztatcaca Szkota TPD



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.
27.

28.

29.

30.

3L
32.

33.

35.

36.

3r.

38.
39.

40.

Hagmajer Wojciech — Warszawa, Panstwowe Liceum Ogolno-
ksztatcace im. Wiadystawa IV
Karski Andrzej  Aleksandréw Kujawski, Szkota Ogolnoksztat-

caca
Horak Teresa — Poznan, Liceum Ogdlnoksztatcace Nr 8
Iwinski Tadeusz — Warszawa, Szkota Ogoélnoksztatcgca imf
T. Reytana
Jankowski Andrzej — Gdansk, Technikum Przemystu Okreto-
wego
Jastrzebski Wiodzimierz — Warszawa, Technikum Budowy Sil-
nikow .
Jaworski Maciej — Radom, | Liceum Ogoblnoksztatcace im.

T. Chatubinskiego

Kerntopf Pawet — Warszawa, Panstwowe Liceum Ogoélnoksztat-
cace im. Wiadystawa 1V

Kietbowicz Henryk — Hrubieszow, Liceum Ogoélnoksztatcace

Kobzdej Ludomir — Stupsk, Szkota Ogolnoksztatcaca stopnia
podstawowego i licealnego TPD

Konopczynski Andrzej —Warszawa, Panstwowe Liceum Ogdlno-
ksztatcgce im. Wiadystawa 1V

Kordylewski Zbigniew — Krakéw, V Liceum Ogolnoksztatcace

Kwiatkowski Bogdan — Radom, | Liceum Ogolnoksztatcace im.
T. Chatubinskiego

Lesniak Krystyna — Biecz, Panstwowe Liceum Ogolnoksztatcace

tawrynowicz Julian —+06dz, X1 Szkota Ogolnoksztatcagca TPD
stopnia podstawowego i licealnego

Makowski Andrzej — Warszawa, Panstwowa Koedukacyjna
Szkota stopnia licealnego

Malicki Jozef — Sokédtka, Liceum Ogolnoksztatcace

Matecki Bolestaw — Krakdéw, | Liceum Ogoélnoksztatcagce TPD

Maniakowski Feliks — Gniew, Panstwowe Liceum Ogdélnoksztat-
cace

Muszyniski Zbigniew — Warszawa, Panstwowa Szkota Ogodlno-
ksztatcaca im. T. Reytana

Nazarczuk Kazimierz — Zamos$¢, | Liceum Ogoblnoksztatcgce

Onyszkiewicz Janusz — Warszawa, Szkota Ogoélnoksztatcaca
im. T. Reytana

Pawlak Andrzej — Poznan, VI Liceum Ogoblnoksztatcagce TPD

1



41.

42.

(44

45.

46.

47.

48.

49.

50.
51.

52.
53.

54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.

61.

62.

12

Piotrzkowski Ryszard — Gdansk-Wrzeszcz, 11 Szkota Ogdlno-
ksztatcaca stopnia podstawowego i licealnego TPD

Podowski Sylwester — Gdansk, | liceum TPD

Protasewicz Mirostaw — Wotdw, Szkota Ogodlnoksztatcgca stop-
nia licealnego

Przybyszewska Romana — Inowroctaw, Il Liceum Ogdlno-
ksztatcace im. M. Konopnickiej

Raczynski Stanistaw — Krakow, VI Liceum Ogélnoksztatcace
TPD

Ratynski Bogustaw — Stupsk, Szkota Ogolnoksztatcgca stopnia
podstawowego i licealnego TPD

Rayski Wojciech — Krakow, VI Panstwowa Ogolnoksztatcaca
Szkota stopnia licealnego

Romanowski Stawomir — Lublin. VI Liceum Ogo6lnoksztat-
cace TPD

Rybicki Krzysztof — Krakéw, | Liceum Ogolnoksztatcace TPD

Se Don Sik — Nowa SAl. Technikum Odlewnicze

Sendyk Andrzej — £6dZz, 111 Ogoblnoksztatcagca Szkota TPD
im. T. KosciuszKi

Stec Bronistaw — Chrzandw, Liceum Ogolnoksztatcace TPD

Strozewski Wojciech — Poznan, VI Liceum Ogdlnoksztatcgce
TPD

Strzatkowski Leonard Biatystok. Liceum Ogdlnoksztatcgce
Nr 1

Suszycki Leszek — Krakéw, Il Liceum Ogdlnoksztatcace

Suwalska Milada — Wiochy, Szkota TPD Nr 11

Szalek Marek — Warszawa, Szkota Ogoélnoksztatcaca im. gen.
Sowinskiego

Szeptycki Aleksander — Warszawa, Panstwowa Koedukacyjna
Szkota Ogolnoksztatcaca stopnia licealnego

Szmigielski Stanistaw — Tarnéw, | Szkota Ogdlnoksztatcaca
stopnia podstawowego i licealnego im. K. Brodzinskiego

Szorc Piotr — Warszawa, Szkota Ogdlnoksztatcagca TPD im.
J. Dabrowskiego

Szostak Piotr — Bielsko-Biata, Szkota Ogolnoksztatcgca stop-
nia podstawowego i licealnego

Szubert Janusz — OstrzeszOw, Szkota Ogoélnoksztatcaca stopnia
podstawkowego i licealnego



63.

65.

66.
67.

68.

69.

70.

Szumito Witold — Pruszcz Gdanski, Liceum Ogolnoksztatcace
TPD

Szydtowski Wiestaw — Warszawa, Liceum Ogdélnoksztatcgce im.

A Mickiewicza

Sniatycki Jedrzej — Torun, | Panstwowa Szkota Ogdlnoksztat-
cgca stopnia licealnego i podstawowego im. M. Kopernika

Spiewak Erazm — Stupsk, Panstwowe Liceum Pedagogiczne

Teper Wihadystaw —£.6dZ, 111 Ogolnoksztatcaca Szkota TPD im.
T. Kosciuszki

Werner Andrzej — £6dz, 111 Ogolnoksztatcaca Szkota TPD im.
T. Kosciuszki

Wojtczak Leszek — Aleksandréw t06dzki, Liceum Ogolnoksztat-
cace

Zajdel Janusz — Warszawa, Szkota Ogolnoksztatcaca im. gen.
Sowinskiego

Oceny zadan z zawoddw stopnia Il

Zadanie
Razem

1 2 3 4 ' 5 6
llos¢ zadan z*ocena
b. dobrze (5) 31 22 32 9 13 12 119
llos¢ zadan z ocena
dobrze (4) 11 23 22 27 9 15 107
Ilos¢ zadan z ocena
dostatecznie (3) 3 13 9 13 13 5 56-
llo$¢ zadan z ocena
niedostatecznie (2) 19 9 5 17 24 8 82
llo$¢ zadan
nierozpoczetych 6 3 2 4 11 30 56

70 70 70 70 70 70 420

Uchwalono przyzna¢ dyplomy Olimpiady Matematycznej 19

uczestnikom, a ponadto wyrézni¢ (bez dyploméw? dalszych 14 za-
wodnikow.
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10.
1.

12,
13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.

14

Lista nagrodzonych zawodnikéw
VI Olimpiady Matematycznej

Bekta Edward — Stupsk. Panstwowe Liceum Ogoélnoksztatcace

Filipczak Mirostaw —+£06dz, IV Liceum Ogdlnoksztatcagce TPD

Furdzik Zbigniew — Krakéw, Technikum Chemiczne Nr 1

Kerntopf Pawet — Warszawa, Panstwowe Liceum Ogoélnoksztat-
cace im. Wiadystawa IV

Sraatycki Jedrzej — Torun, | Paristwowa Szkota Ogdlnoksztat-
cgca stopnia licealnego i podstawowego im. M. Kopernika

Sendyk Andrzej —£4dz, 111 Ogdlnoksztatcaca Szkota TPD im.

T. Kosciuszki

Szalek Marek — Warszawa, Szkota Ogoélnoksztatcgca im. gen.
Sowinskiego

Feder Szloma — Wroctaw, VII Liceum Ogoblnoksztatcagce TPD

Iwinski Tadeusz — Warszawa, Szkota Ogolnoksztatcgca im.
T. Reytana

Jankowski Andrzej —Gdansk, Technikum Przemystu Okretowego

Jastrzebski Wiodzimierz — Warszawa, Technikum Budowy Sil-
nikow

Malicki Jozef — Sokdtka, Liceum Ogdlnoksztatcgce

Matecki Bolestaw — Krakow, | Liceum Ogolnoksztalcagce TPD

Muszynski Zbigniew — Warszawa, Panstwowa Szkota Ogodlno-
ksztatcgca im. T. Reytana

Rayski Wojciech — Krakéw, IV Panstwowa Ogdlnoksztatcaca
Szkota stopnia licealnego

Rybicki Krzysztof — Krakéw, | Liceum Ogolnoksztatcagce TPD

Se Don Sik — Nowa Sél, Technikum Odlewnicze

Strzatkowski Leonard —Biatystok, Liceum Ogolnoksztatcace Nr 1

Werner Andrzej —£06dz. 111 Ogdlnoksztatcaca Szkota TPD im.
T. Kosciuszki

Lista wyréznionych zawodnikow
VI Olimpiady Matematycznej

Anusiak Jan — Olsztya, Szkota Ogdlnoksztatcaca stopnia pod-
stawowego i licealnego
Bubnicki Zdzistaw Gliwice, Il Liceum Ogdlnoksztatcace



Grupa nagrodzonych. Siedzg od prawej do lewej: Se Don Sik, Sniatycki,

o~

~

10.
11.

12.

Filipczak, Bekta i Jankowski

Dar.ski Andrzej — Warszawa, Szkota Ogolnoksztatcaca im. gen.
Sowinskiego

Dudkiewicz Jerzy — tancut, Liceum Ogolnoksztalcace TPD

Garbowska Krystyna — Warszawa, Szkota Ogoélnoksztatcaca
stopnia licealnego im. N. Zmichowskiej

Jaworski Maciej — Radom, | Liceum Ogdlnoksztatcgce im.
T. Chatubinskiego

Kietbowicz Henryk Hrubieszéw, Liceum Ogolnoksztatcace

tawrynowicz Julian —+6dz, X1 Szkota OgoInoksztatcgca TPD
stopnia podstawowego i licealnego

Onyszkiewicz Janusz — Warszawa, Szkota Ogolnoksztatcagca im.
T. Reytana

Pawlak Andrzej — Poznan, VI Liceum Ogolnoksztatcace TPD

Piotrzkowski Ryszard — Gdarnsk-Wrzeszcz, 11 Szkota Ogdlno-
ksztatcagca stopnia podstawowego i licealnego TPD

Strozewski Wojciech — Poznan, VI Liceum Ogo6lnoksztatcace
TPD

4 — Szosta Olimpiada Matematyczna 15



13.

14.

Szmigielski Stanistaw — Tarnéw, | Szkota Ogdlnoksztatcaca
stopnia podstawowego i licealnego im, K. Brodzinskiego

Zajdel Janusz — Warszawa, Szkota Ogolnoksztatcgca im. gen.
Sowinskiego

Nauczyciele uczniéw nagrodzonych i wyrdznionych otrzymali

nagrody w postaci premii pienieznych.

10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.

16

Lista nagrodzonych nauczycieli

Auerbach Anna — Krakoéw, Technikum Chemiczne Nr 1

Berger Bronistawa — Krakow, | Liceum Ogoélnoksztatcagce TPD

Biskupski Franciszek — Warszawa, Technikum Budowy Silni-
kéw

Bylicki Maksymilian —Torun, | Panstwowa Szkota. Ogélnoksztat-
cgca stopnia licealnego i podstawowego im. M. Kopernika

Debski Bolestaw — £6dz, 111 Ogolnoksztatcaca Szkota TPD im.
T. Kosciuszki

Gasior Wihadystaw — Nowa Sél, Technikum Odlewnicze

Kapczynski Aleksander — £06dz, XV Liceum Ogo6lnoksztatcace
TPD

Kowalska Wanda — Poznan, VI Liceum Ogo6lnoksztatcagce TPD

Kozicki Jan — Warszawa, Panstwowa Szkota Ogolnoksztatcaca
im. T. Reytana

Koziot Kazimierz — Krakéw, | Liceum Ogolnoksztatcagce TPD

Krasinski Wtadystaw — Warszawa, Pafnstwowe Liceum Ogdlno-
ksztatcagce im. Wiadystawa IV

Kruger Henryk — Warszawa, Szkota Ogdlnoksztatcaca stopnia
licealnego im. N. Zmichowskiej

Kurliszyn Wiodzimierz — Biatystok, Liceum Ogdélnoksztatcace
Nr 1

Lewicki Kazimierz — Sokotka, Liceum Ogdlnoksztatcgce

taganow-ski Brunon — Warszawa, Szkota Ogolnoksztatcgca im.
T. Reytana

Majda Franciszek — Krakéw, 1V Panstwowa Ogolnoksztatcaca
Szkota stopnia licealnego

Marszat Jan — tancut, Liceum Ogdlnoksztatcagce TPD

Nemetti Karol — Hrubieszéw, Liceum Ogohioksztatcace



19. Osinski Antoni — Poznan, VI Liceum Ogdlnoksztatcace

20. Paszke Alfons — Warszawa, Szkota Ogolnoksztatcaca im. gen.
Sowinskiego

21. Polak Maria — Gdansk-Wrzeszcz, |11 Szkota Ogolnoksztatcgca
stopnia podstawowego i licealnego TPD

22. Soehocka Wiera — Woroctaw, VII Liceum Ogdlnoksztatcace
TPD
23. Szluma Henryka — Gdansk, Technikum Przemystu Okretowego

24. Trampczynski Wiestaw — Stupsk, Parnstwowe Liceum Ogoélno-

ksztatcace

25. Walasiak Stefan — Radom, | Liceum Ogoélnoksztatcace im.
T. Chatubinskiego

26. Wojciechowska Jézefa — Olsztyn, Szkota Ogoblnoksztatcaca

stopnia podstawowego i licealnego

27. Wojciechowska Maria —+.0dz, X1 Szkota Ogolnoksztatcgca TPD
stopnia podstawowego i licealnego

28. Zieba Zenon — Tarndéw, | Szkota Ogdlnoksztatcagca stopnia
podstawowego i licealnego im. K. Brodzifiskiego

29. Zerebecki Zdzistaw — Gliwice, 11 Liceum Ogolnoksztatcace

Uroczysto$¢ wreczenia dyplomow

VI Olimpiada Matematyczna zakonczyfa sie uroczystoscig wre-
czenia dyploméw, ktora odbyta sie dn. 18 czerwca 1955 r. w sali kon-
ferencyjnej Ministerstwa OSwiaty w Warszawie.

Oprécz dyplomoéw uprawniajagcych do wstepu na wyzsze uczelnie
bez egzaminu wstepnego zawodnicy otrzymali jeszcze nastepujgce
nagrody: 3 zegarki na reke — dar Ministra Oswiaty, 3 komplety
cyrkli —dary Zarzadu Gtéwnego ZMP i Centralnego Urzedu Szkoln.
Zawodowego, aparat fotograficzny — dar Redakcji ,,Mtodego Tech-
nika“, suwak i stypendium pieniezne — dar Rektora Politechniki
Warszawskiej, stypendium pieniezne — dar Rektora Uniwersytetu
Warszawskiego, 3 teczki skorzane —dary ZMP i Centralnego Urzedu
Szkoln. Zawodowego, wreszcie portfele, wieczne piora, stypendia pie-
niezne oraz ksigzki — od Komitetu Gtownego Olimpiady
tycznej.



Uroczysto$¢ rozdania dyploméw VI Olimpiady Matematycznej. Przemawia
dyrektor generalny Ministerstwa OS$wiaty ob. F. Bielecki

Zawodnik T. lwinski otrzymuje dyplom
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Ministerstwo Szkolnictwa Wyzszego przyznato uczniom nagro-
dzonym dwutygodniowe wczasy akademickie.

Komitet Gtowny Olimpiady Matematycznej sktada wszystkim
ofiarodawcom serdeczne podziekowanie.

Nagrodzony zawodnik Se Don Sik otrzymuje nagrode

Regulamin Olimpiady Matematycznej na rok 1955—1956

8§ 1 Celem zawodow jest: a) podniesienie poziomu wyksztat-
cenia uczniéw w zakresie matematyki, b) rozbudzenie zamitowania
do matematyki, c¢) wyszukanie jednostek o wybitnych zdolnosciach
matematycznych i ufatwienie im dalszej nauki.

8 2. Zawody organizuje Polskie Towarzystwo Matematyczne
na zlecenie Ministerstwa OS$wiaty.

83. W zawodach moze wzig¢ udziat kazdy uczen klasy X tub X1
szkoty ogdlnoksztatcacej lub roéwnorzednej klasy liceum pedago-
gicznego, lub réwnorzednych klas szk6t zawodowych. W wypadkach
wyjatkowych (stwierdzenie wybitnych zdolnosci) moga by¢ dopusz-
czeni do zawoddw uczniowie klas nizszych od wyzej wymienionych.

19



84. Zawody obejmujg trzy stopnie: I, 11, I11. Zawody stopnia |
majg charakter przygotowawczy i trwajg od 1 paZdziernika do dnia
15 stycznia. Komitet Gtowny Olimpiady Matematycznej ustala co
miesigc grupe zadan i teksty tych zadan przesyta do wszystkich szkét;
nauczyciel matematyki podaje tekst zadan do wiadomosci miodziezy
i zacheca jg do wziecia udziatu w zawodach.

8§ 5. Kazdy uczestnik zawoddw rozwigzuje te zadania w domu,
przy czym wolno mu korzysta¢ z ksigzek, naradza¢ sie z kolegami,
a nawet zwracac sie z zapytaniami do nauczyciela, ktory jednak po-
winien ograniczy¢ sie do wyjasnienia ewentualnych watpliwosci, ale
nie pomaga¢ w obmyslaniu rozwigzania zadan.

§ 6. Zawodnik, ktory rozwigzat wszystkie zadania lub niektére
zadania danej grupy, oddaje swemu nauczycielowi matematyki te
rozwigzania we wskazanym terminie.

§ 7. Wypracowania powinny zawiera¢ petne rozwigzania zadan
z potrzebnymi obliczeniami; powinny by¢ one napisane na papierze
znormalizowanym (format kancelaryjny) — kazde zadanie na osob-
nym arkuszu, jednostronnie, z podaniem na kazdym arkuszu nazwiska
i adresu ucznia, a takze nazwy i adresu szkoty.

§ 8. Nauczyciel matematyki, ktéremu uczen oddat swe rozwig-
zania, ma obowigzek:

a) opatrzy¢ kazdy arkusz krotka opinig o danym uczniu (podac
note z matematyki z ostatniego $wiadectwa rocznego oraz charak-
terystyke w rodzaju: bardzo zdolny, $rednio zdolny, staby, niezdolny,
pracowity itp.);

b) nauczyciel nie ma obowigzku poprawiania zadan, powinien
jednak przejrze¢ prace (bez zaznaczania bleddéw i czynienia uwag)
i odrzuci¢ rozwigzania wyraznie btedne lub niesamodzielne, a wszyst-
kie pozostate prace przesia¢ niezwtocznie do komitetu okregowego
wihasciwego terytorialnie dla danej szkoty.

§9. Dyrekcja szkoty powinna zachowaé w swych aktach tematy
zadan nadestanych przez Komitet Gtowny, opatrzone datg otrzymania
oraz podpisem nauczyciela matematyki, stwierdzajgcym, ze podat
zadania do wiadomosci ucznidw.

8 10. Przewodniczacy Komitetu Okregowego przydziela kazdg
prace do oceny dwdm cztonkom Komitetu; w razie niezgodnosci ich
opinii ocene ostateczng wystawia przewodniczacy lub wyznaczony
przezen trzeci recenzent w przypadku, gdy przewodniczacy nie uwaza.
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siebie za kompetentnego do rozstrzygniecia watpliwosci (jest to zobo-
wigzanie dla przewodniczacego niespecjalisty, by nie rozstrzygat wat-
pliwosci z tytutu swego urzedu, lecz potraktowat jg merytorycznie).

§ 11. Najpdzniej do dnia 15 lutego Komitet Okregowy rozesle
do wybranych kandydatoéw imienne zawiadomienia o terminie i miej-
scu zawoddéw stopnia I, a liste zawodnikdw poda do wiadomosci
Komitetu Gtdéwnego. Komitet Okregowy przesyta co miesigc spra-
wozdanie zawierajace liczbe nadestanych przez nauczycieli rozwia-
zan uczniowskich, krotkag ich charakterystyke i wiasne uwagi doty-
czace stopnia trudnosci rozestanych zadan.

§ 12. Zawody stopnia Il odbedg sie jednoczesnie we wszystkich
miastach, bedacych siedzibami Komitetow Okregowych, w dwaoch
nastepujacych po sobie dniach w konicu lutego. Techniczng organi-
zacje zawodOw przeprowadzi Komitet Okregowy w porozumieniu
z Wydziatem Os$wiaty odpowiedniej Rady Narodowej.

§ 13. Uczestnicy zawodow stopnia Il otrzymujg do piSmiennego
rozwigzania grupe zadan jednakowych dla wszystkich okregdw,
nadestang przez Komitet Gtéwny. Zawody te odbywajg sie pod kon-
trolg cztonkdw Komitetu Okregowego i trwajg do 5 godzin dziennie.
Zawodnikom nie wolno porozumiewa¢ sie pomiedzy soba, wolno jednak
korzysta¢ z przyniesionych ksigzek lub notatek. Na kazdym odda-
wanym przez ucznia arkuszu (papier znormalizowany — format
kancelaryjny) musi by¢ umieszczone jego nazwisko i imie, adres pry-
watny oraz adres i nazwa szkoty, do ktérej uczeszcza. Brulionéw
pracy moze uczen nie oddawa¢. Tematy zadan sg tajemnicg do chwili
ich ujawnienia na sali.

§ 14. Komitet Okregowy ocenia oddane pi‘ace uczniow wysta-
wiajac na kazdej pracy jedng z ocen: bardzo dobrze z wyrdznieniem,
bardzo dobrze, dobrze, dostatecznie, niedostatecznie — i wszystkie
prace opatrzone swa opinig przesyta najpdzniej w ciggu tygodnia
do Komitetu Gtownego.

§ 15. Komitet Glowny po zbadaniu nadestanych rozwigzan
ustala liste uczestnikéw dopuszczonych do zawodo6w stopnia I11 i za-
wiadamia ich imiennie o terminie oraz miejscu zawodow.

§ 16. Zawody stopnia 111 przeprowadzi Komitet Gtowny w po-
rozumieniu z Ministerstwem OS$wiaty. Zawody te odbedg sie w War-
szawie w ciggu dwoch nastepujacych po sobie dni w marcu z podobnym
przebiegiem jak zawody stopnia Il.
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§ 17. Komitet Gléwmy ocenia oddane rozwigzania, przy czym
na kazdej pracy wystawia oceny co najmniej 4 (czterech) cztonkow
Komitetu Gtéwnego. O przyznaniu nagrod decyduje plenarne zebra-
nie Komitetu.

§ 18. Nagrodzeni zawodnicy otrzymuja dyplomy i po ukonczeniu
szkoty Sredniej majg prawo wstepu bez dalszych egzaminéw na wy-
dziat matematyczno-przyrodniczy uniwersytetow lub wyzszych szkol
pedagogicznych i na dowolny wydziat wyzszych szkét technicznych
oprocz architektury, gdzie obowigzuje dodatkowy egzamin z rysunku.
W roku biezacym moze by¢ przyznanych do 20 nagréd. Nagrodzeni
beda mieli zapewnione w razie potrzeby w czasie studidw' wyzszych
stypendium panstwowe.

8 19. Nauczyciel matematyki, ktdrego uczen zostanie zwyciezca
Olimpiady, otrzymuje premie pieniezna.

820. Uczestnicy zawoddw stopnia Il i I'11 otrzymujg zwrot kosz-
tow podrézy od miejsca zamieszkania do miejsca zawodow i z powro-
tem, zakwaterowanie i wyzywienie w ciggu trzech dni. Kazdy uczest-
nik zawodow stopnia Il i 111 powinien przyby¢ na miejsce zawodow
najpozniej wieczorem dnia poprzedzajgcego dzien zawodow i ma udac
sie pod adres wskazany mu w liscie powotujgcym go do zawodow.

8 21. Okregowe Komitety Olimpiady Matematycznej znajdujg
sie:

1 dla m. st. Warszawy oraz wojewodztw warszawskiego, biato-
stockiego i olsztynskiego : Warszawa, Al. Ujazdowskie 4, Seminarium
Matematyczne Uniwersytetu Warszawskiego;

2. dla wojewodztw wroctawskiego, opolskiego i zielonogorskiego:
Wroctaw. Wybrzeze Wyspianskiego 27, Politechnika, Seminarium
Matematyczne;

3. dla wojewodztw' krakowskiego, rzeszowskiego i stalinogrodz-
kiego: Krakow, ul. $w. Jana 22, Seminarium Matematyczne Uniwer-
sytetu Jagiellonskiego;

4. dla wojewddztw poznanskiego, szczecmskiego i koszalinskiego:
Poznan, ul. Fredry 10, Seminarium Matematyczne Uniwersytetu
Poznanskiego;

5 dla m. todzi i wojewoddztw t6dzkiego i kieleckiego: £6dz,
ul. Uniwersytecka 3, Seminarium Matematyczne Uniwersytetu £6dz-
kiego;

22



6. dla wojewddztwa lubelskiego: Lublin, plac Stalina 5, Semi-
narium Matematyczne Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej;

7. dla wojewddztw bydgoskiego i gdanskiego: Torun, Semi-
narium Matematyczne Uniwersytetu Torunskiego.

§ 22. Do Komitetu Okregowego wchodzg trzy osoby powotane
przez Zarzad Polskiego Towarzystwa Matematycznego (przy czym
przynajmniej jedna z nich powinna by¢ nauczycielem akademickim),
przedstawiciel Wydziatu Os$wiaty odpowiedniej Rady Narodowej oraz
kierownik miejscowego os$rodka naukowo-dydaktycznego matema-
tyki. Komitet Okregowy wybiera ze swego grona przewodniczgcego
i sekretarza Komitetu. Komitet Okregowy ma prawo dokoopto-
waé jedng lub dwie osoby.

§ 23. Komitet Gtdwny ma siedzibe w Warszawie i sktada sie
z 8 0s0b: przedstawiciela Ministerstwa O$wiaty, przedstawiciela Cen-
tralnego. Urzedu Szkolenia Zawodowego, 5 czionkéw powotanych
przez Ministra O$wiaty na wniosek Prezydium Zarzgdu Polskiego
Towarzystwa Matematycznego oraz przedstawiciela Zwigzku Mio-
dziezy Polskiej powotanego przez Ministra O$wiaty na wniosek Za-
rzadu Glownego Zwigzku Miodziezy Polskiej. Komitet Gtowny ma
prawo dokooptowaé jedng lub dwie osoby za zgoda Ministra.

§ 24. Komitet Gtowny wybiera sposréd swego grona przewodni-
czacego Komitetu oraz kierownika Olimpiady.

§25. Komitet Gtowny dysponuje funduszami pienieznymi Olim-
piady i uchwala potrzebne wydatki.

§ 26. Kierownik Olimpiady jest organem wykonawczym Komi-
tetu Gtoéwnego i czuwa nad nalezytg organizacjg i przebiegiem za-
wodow. Kierownik Olimpiady ma do swej pomocy biuro, ktére mu
podlega; sity biurowe przyjmuje i zwalnia- Komitet Gtéwny na wnio-
sek kierownika Olimpiady.






STEFAN STRASZEWICZ

ZADANIA

Z SZOSTEJ
OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ
(1954—1955)



TEKSTY ZADAtf

Zawody stopnia |

1. Rozwigza¢ uktad réwnan

x+y+ 2-fu = 8
X2 [ y2 |22 j "2 =20
Xy f-xu+zy+ zu — 16
Xyzu — 9

2. Fabryka wysyta towar w paczkach po 3i po 6 kg. Wykazac,
ze mozna w ten sposdb wysta¢ kazdg catkowitg ilos¢ kilograméw
wieksza niz 7. Czy mozna w tym zadaniu zastgpi¢ dane liczby innymi
liczbami ?

3. Przez $rodek jednego z bokoéw nieréwnolegtych trapezu prze-
prowadzi¢ prostg, ktora dzieli trapez na dwie czeSci o rdwnych po-
lach.

4. Dowiesc, ze jezeli istnieje kula styczna do wszystkich kra-
wedzi czworo$cianu, to sumy krawedzi przeciwlegtych czworo$cianu
sg rowne i ze prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.

5. Znalez¢ wzér wyrazajgcy sume

2 22 2 2
w zaleznosci od m.

6. Jakie warunki konieczne i dostateczne powinny spetniac
liczby catkowite a i b, przy czym b.nie jest kwadratem liczby cal-
kowitej, zeby istniaty liczby catkowite x i y spetniajgce rownanie

l7a — Vb = V x — Vy.
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7. Na $rodkowej CM tréjkata ABC obrano punkt N i poprowa-
dzono prostg AN przecinajaca bok BG w punkcie Q oraz prostg BN
przecinajacg bok AC w punkcie P. Dowies¢, ze prosta PQ jest row-
nolegta do prostej AB.

8. Dowies¢, ze w trapez mozna wpisa¢ okragg wtedy i tylko
wtedy, gdy okregi, ktdrych Srednicami sg boki nieréwnolegte tra-
pezu, sg do siebie styczne zewnetrznie.

9. Przedstawi¢ wielomian a4+ x3+ x2+ x + 1 w postaci

roznicy kwadratow dwoch wielomianéw niejednakowego stopnia
0 wspotczynnikach rzeczywistych.

10. Wykazac, ze liczba 53583 — 333 jest podzielna przez 10.

11. Dowies$¢, ze w trojkacie ostrokagtnym suma odlegtosci ort-o-
centrum (tzn. punktu przeciecia wysokosci) od wierzchotkéw jest
dwa razy wieksza, od sumy promieni kot opisanego i wpisanego.

12. W jakiej czesci trojkata rownobocznego powinien leze¢
punkt P, aby z odcinkdw réwnych odlegtosciom tego punktu od bo-
kow tréjkata mozna byto zbudowaé tréjkat?

Zawody stopnia 11

13 (1). Obliczy¢ sume x4+ y4+ zAwiedzac, ze x 4-y + z= 0
1x2+ y2+ z2= a, gdzie a jest dang liczbg dodatnia.
14 (2). Znalez¢ liczbe naturalng n wiedzac, ze suma
1+2 + 3+ ... +n
jest liczbg trzycyfrowg o jednakowych cyfrach.
15 (3). Jaki powinien by¢ kat przy wierzchotku trojkata rowno-
ramiennego, zeby mozna byto zbudowal tréjkat o bokach réwnych

wysokosci, podstawie i jednemu z pozostatych bokow?tego trojkata
réwnoramiennego ?

16 (4). Wewnatrz tréjkata ABC dany jest punkt P; znalez¢
na obwodzie tego tréjkata taki punkt Q, zeby tamana APQ dzielita
trojkat na dwie czeSci o rownych polach.

17 (5). Dany jest trojkat ABC. Znalez¢ prostokat o najmniej-
szym polu zawierajgcy ten trojkat.
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18 (6). Wewnatrz kata trojSciennego OABG, ktorego katy ptaskie
AOB, BOC, COA sg réwne, obrano punkt S réwno odlegty od $cian
tego kata. Przez punkt S poprowadzono pfaszczyzne przecinajgcg
krawedzie OA, OB, OC odpowiednio w punktach M, N, P. Dowies¢,
ze suma

t a 1 1
OM + ON + OP

ma warto$¢ stalg, tzn. niezalezng od potozenia ptaszczyzny MNP,

Zawody stopnia Il

19 (1). Jakie warunki powinny spetnia¢ liczby rzeczywiste
a, bic, zeby rébwnanie

(@) x34- ax2-> bx4-c= 0
mialo trzy rozne pierwiastki rzeczywiste tworzace postep geometrycz-
ny?

20 (2). Dowies¢, ze sposréd siedmiu liczb naturalnych tworza-
cych postep arytmetyczny o rdznicy 30 jedna i tylko jedna jest po-
dzietna przez 7.

21 (3). W okrag wpisano tréjkat rownoboczny ABC; dowiesc,
ze jezeli M jest dowolnym punktem okregu, to jedna z odlegtosci
MA, MB, MC jest rwna sumie dwoch pozostatych.

22 (4). Dowiesé, ze
sina + sin2? ™ sinasin 2+ sina + sinf? —1

23 (5). Na ptaszczyznie dana jest prosta m-oraz punkty A i B
lezace po przeciwnych stronach prostej m. ZnaleZz¢ na prostej m
taki punkt M, zeby roznica odlegtosci tego punktu od punktéw A
i B byla jak najwieksza.

24 (6). Przez punkty A i B poprowadzono dwie proste skosne
m in prostopadte do prostej AB. Na prostej m obrano punkt G
(rézny od A), a na prostej n punkt D (rézny od B). Majac dane dtu-
gosci odcinkbw AB =d i CD = | oraz kat q jaki tworzg proste
skosne m in, obliczy¢é promien powierzchni kuli, przechodzacej przez
punkty A, B, C, D.
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ROZWIAZANIA ZADAN

Zawody stopnia |

1. Rozwigza¢ uktad réwnan

X+ V+ z7u = 8
@® X2-)-y24f22+ u2 =20
Xy A-Xu zyrzu =16
Xyzu =, 9

Rozwigzanie
Poniewaz

X 1y--z+uf = x2+ y2+ 722+ u2+ 2(xy + xu + zy]+
fzu) + 2(xz-fyu), xy xu ;zy izu= (x+ 2)(y+ u),

przeto wprowadzajgc oznaczenia

X zZz—m, XZ—n, y i amm, yu-=(
mozemy nktad réwnan (1) zastgpi¢ uk’radem

m+p= 8 + q=
mp= 16 ng =
rownowaznym ukfadowi
m=p-= 4, n=q= 3
czyli uktadowi
X+ z=14 yJ-u=4
(2 =3 yu =3
Uktad réwnan (2), a wiec i ukfad (1) ma 4 rozwigzania:
x1=3 i = 3 L % =i
x2 = 3, v, = 1, 2 - 1L &= 3;
=1, y3=3 %= 3 ud3= i
X4 = 1, yad= U %= 3 u3 = 3;
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2. Fabryka wysyta towar w paczkach po 3 kg i po 5 kg. Wyka:
ze mozna w ten sposob wysta¢ kazda catkowitg ilos¢ kilograméw wiekszg
niz 7. Czy mozna w tym zadaniu zastgpi¢ dane liczby innymi licz-
bami ?

Rozwigzanie

Kazda liczba catkowita wieksza niz 7 moze byé przedstawiona
w jednej z postaci 3&—1, 3k, 3&f-l, gdzie k jest liczbg catkowity
wieksza niz 2. Poniewaz 6k —1= 3(k—2) F5a 3k+ 1=3(k—3) +
+ 2-5, wiec wnioskujemy stad, ze kazda liczba catkowita wigksza
niz 7 moze by¢ przedstawiona w postaci 3x - 5y, gdzie x i y sg licz-
bami catkowitymi nieujemnymi. Istotnie wiec mozna wysta¢ kazdg
catkowita ilos¢ kilograméw towaru, wiekszg niz 7, uzywajac tylko
paczek trzy- i pieciokilogramowych. tatwo sprawdzié, ze nie mozna
wystaé w ten sposéb 7 kg.

Twierdzenie to mozna uogoIni¢ w sposéb nastepujacy. Przy-
pusémy, ze towar wysylka sie w paczkach po ai po b kilograméw. Gdy
a i b majg wspolny podzielnik d > 1, wtedy oczywiscie liczba kilogra-
moéw kazdej wystanej paczki towaru musi by¢ podzielna przez d.
Zatozmy tedy, ze liczby naturalne a i b sg pierwsze wzgledem siebie,
przy czym zadna z nich nie jest rowna 1. Dowiedziemy, ze w pacz-
kach po a kg i po b kg mozna wysta¢ kazda catkowitg ilos¢ ¢ kilo-
gramOw wiekszg niz ab —a — b. nie mozna za$ wysta¢ ab —a —b
kilogramow.

Aby to wykaza¢, wezmy pod uwage réwnanie ax - by —c, skad

c —ax

Nadajmy zmiennej x wartosci x0= 0, x1= 1, x2—2 ....
xb 1—b — 1; odpowiednie wartosci zmiennej y oznaczmy literami
y0, yv y2 mmm|/b-i mvartosci te tworzg ciag malejacy. tatwo dowies¢,
ze jedna i tylko jedna z nich jest liczbg catkowitg. Istotnie, kazda
zliczbc—axi (i = 0,1 ... h—1)daje inng reszte przy dzielniku b;
gdyby bowiem dwie z nich, np. ¢ —axt i ¢ —axk, dawaly te samg
reszte, to rdéznica

(c —axi) — (c —axk) —a (xk—ar)

bytaby podzielna przez b, co jest niemozliwe, gdyz liczba a jest pierw-
sza wzgledem b, a liczba xk —xt jest bezwzglednie mniejsza od b
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Stad wynika, ze jedna i tylko jedna z owych b reszt jest réwna
zeru, a zatem jedna i tylko jedna z liczb y0 y{ ... yk_xjest catkowita,
Aby liczba ta byta nieujemna, tzn. wieksza niz — wystarczy, zeby
najmniejsza z liczb y0, yx ... yb v tj. liczba yh 1 byfa wieksza od
—1, co daje warunek

c—a(b—1)> 1 lub ¢c> ab—a

A zatem, jesli warunek ten jest spelniony, to réwnanie ax -f-
by —c ma rozwigzanie w liczbach catkowitych nietijemnych (x, y).
JeSlic=ab4-a b, to
ab b—a(b—1
yb—+ ( ) 1
Réwnanie ax -- by =c nie ma wowczas rozwigzan catkowitych
nienjemnych, gdyz wobec tego, ze yb x jest catkowite, zadna z liczb
y0 yX...yb 2n* jest catkowita, a gdy x > h—1, wtedy y < — 1

3. Przez $rodek jednego z bokéw nieréwnolegltych trapezu prze-
prowadzi¢ prostg, ktora dzieli trapez na dwie czesci o réwnych polach.

Rozwigzanie

Mech ABCD bedzie trapezem, w ktdrym bokami réwnolegtymi
sag AB i DC i niech M bedzie $rodkiem boku AD (rys. 1). Zauwazmy,
ze pole ABM —J AB <h, pole DCM =\DC- h, pole ABCD =
— (AB + CD) mh, gdzie h
oznacza wysoko$¢ trapezu.

Kazdy z trojkatow ABM £
i DCM ma zatem pole mniej-
sze od potowy pola trapezu,
a stad wynika, ze prosta prze-
chodzaca przez punkt-M i dzie-
laca trapez na dwie czesci
0 réwnych polach musi prze-
cig¢ prostg BC w pewnym
punkcie N lezacym miedzy
punktami B i C. Mech MN

5 — Szésta Olimpiada Matematyczna 31



bedzie prosta szukang, wowczas pole ABNM = polo MNCD. Po-
prowadzmy odcinki AN i ND, wéwczas pole AMN —pole MDN.
zatem rowniez pole ABN = pole CDN. Poniewaz pole ABN =
= AB- BN-sin <£B, pole CDN = CD =CN msin < (f, a

sin N.C sin (180° - <"B) = sin B,

BN_ CD

zatem
AB mBN ;CD mCN Iu% -é -------- )

Poszukiwany punkt N musi zatem dzieli¢ odcinek BC w sto-
BN CD ( bieqai .
AR’ CN Ap' (O Przebiegajac powyzsze
rozumowanie w kierunku odwrotnym stwierdzamy, ze istotnie
pole ABNM — pole MNCD. Zadanie ma zawsze rozwigzanie i tylko
jedno.
J Zadanie mozna rozwigza¢ bez zastosowania trygonometrii opie-
rajac sie np. na twierdzeniu, ze pola tréjkatow majacych jedng pare
réwnych katéw sa w takim stosunku jak iloczyny bokéw zawieraja-
cych owe réwne katy.

Wtym celu na przedtuzeniu boku BC odmierzamy odcinek CE —
—CN. Wobwczas pole DCE = pole DCN = pole ABN, przy czym
trojkaty ABN i DCE majg przy wierzchotkach B i C katy rowne.
Stosujgc wymienione wyzej twierdzenie otrzymujemy

AB mBN = CD mCE = CD -CN,

tj. te samg réwnos¢ co poprzednio.

CD .
sunku Odwrotnie, jesli

4. Dowies¢, ze jezeli istnieje hula styczna do wszystkich kraw
czworoscianu, to sumy krawedzi 'przeciwlegtych czworoscianu sa réwne
i Ze prawdziwe jest réiuniez twierdzenie odwrotne.

Rozwigzanie

a) Dowiedziemy, ze jezeli istnieje kula styczna do wszystkich
krawedzi czworo$cianu ABCD, to AB + CD = AC + BD = AD +
-f BC. Niech O oznacza $rodek, ar — promien takiej kuli. Punkty
stycznosci kuli z krawedziami czworoscianu dzielg kazda krawedz
na dwa odcinki, przy czym kazde 3 z owych 12 odcinkow, ktore wy-
chodzg z tego samego wierzchotka czworo$cianu, sg rowne; np. kazdy



z trzech odcinkéw wychodzacych z punktu i ma dtugos¢ VAO2—r2
Oznaczmy dtugosci odcinkéw wychodzacych z wierzchotkéw O,
B, C, D odpowiednio literami x, y, z, u. Wéwczas AB mmx 4§ v,
ilD=2z+ u,zatemAB A CD A x A y ~A,zA u. Analogicznie AC +
+ BD=x+2z+y.+u AD+ BC-mx4-u+ yAz Istotnie
wiec zachodzi réwnos¢ AB -f-CD = AC + BD = AD A DC.

b) Dowiedziemy, ze jezeli w czworo$cianie ABCD jest AB A
A CD = AC + BD =AD A DC, to istnieje kula styczna do wszyst-
kich krawedzi czworoscianu (rys. 2). Wezmy pod uwage okregi Cx
i C20 $rodkach 01i O, wpisane odpo-
wiednio w tréjkaty BCD i ACD. Niech D
okrag Cx styka sie z krawedzig CD
w punkcie M, a okrag C2 — w plink-
cie il/'. Stosujac do trojkatow BCD
i ACD znane wzory na dtugo$¢ odcin-
kéw wyznaczonych na bokach tréjkata
przez koto wpisane mamy

1
<1 r (BCACD - BD),

CM' = -l(AC A CD —AD);
J Rys. 2
zatem
CM - CM' :él(BCAAD - BD- AC) =0

skad wynika, ze punkty M i M' pokrywajg sie, tj. okregi Cj i C2
sg styczne do krawedzi BC w tym samym punkcie M. W takim raz;e
istnieje kula K, ktorej powierzchnia przechodzi przez okregi Cli C2
Istotnie, punkty Ox. 02 i M nie lezg na jednej prostej, wyznaczajg
wiec ptaszczyzne Ox02M prostopadtg do prostej CD, a zatem prosto-
padta do ptaszczyzn BCD i ACD. W ptaszczyznie 010 2Al leza prosto-
padie poprowadzone do ptaszczyzn BCD i ACD odpowiednio w punk-
tach 0t i0 2;te prostopadfe nie sg rdwnolegte (gdyz ptaszczyzny BCD
i ACD przecinaja sie), majg zatem punkt wspélny O. Punkt O ma
te samg odlegtos$¢, réowng OM, od wszystkich punktéw okregéw C,
i C2 wiec powierzchnia kuli K o $rodku O i promieniu OM przechodzi
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przez okregi Cli C2 Kula K jest styczna do krawedzi BC, BD, AC,
AD, CD\ udowodnimy, ze jest ona styczna réwniez do krawedzi A B.
Otdz powierzchnia kuli K przecina ptaszczyzne ABC wedtug okregu
Co stycznego do krawedzi BC i AC w tych samych punktach co okregi
Cli C2 Twierdzenie bedzie dowiedzione, gdy wykazemy, ze okragg C3
jest okregiem wpisanym w tréjkat ABC. Oznaczajgc odcinki wyzna-
czone na krawedziach BC, BD, AC, AD, CD przez okregi Cli C2
w ten sam sposob, co w a), mamy BC = y 4-z, BD = y + u, AC —
=x+ 2z, AD —x -fw,CD = z+ u. Wedlug zatozeniaAB + CD —
= AC+ BD, skad AB —AC + BD —CD, wiec AB = (x + z) +
+ (y+u —{z+ u) = x+ y. Okragg <4 wpisany w trojkat ABC
wyznacza na bokach BC i AC przy wierzchotku C odcinki o pewnej

1 1
dtugosci 2j, przy czym - (BC + AC - AB) [y +2) +

-f (x+z) — (x-Cy)] =z; Stad wynika, ze okragg C\ pokrywa sie z okre-
giem C3i kula K jest styczna do wszystkich krawedzi czworoscianu
ABCD, c.n.d.
5. ZnaleZ¢ wzOr wyrazajgcy mme
1 2 3 n
2+ 22+ 93+ eeet+ 2"
w zaleznosci od n.
Rozwigzanie
Sposob 1. Wedtug wzoru na sume wyrazow postepu geometrycz-
nego jest
2k-f 2k=1-f ... + 2+ 1 —2k+l ~ e

Poszukiwang sume sn mozemy obliczy¢ przedstawiajac jg w postaci
sumy n skiadnikéw, z ktorych kazdy jest sumag pewnego postepu
geometrycznego

«» N2+ N+ N+ eoet A= N[ 142'2n"2+3"20 3+ ----+
+ (n- 1)e2+ n\ = jj27-1 4+ 2""24 eee + 1)+ j20 2+ 2" S+

+ oM + 1)+ eeei 2+ 1)+ I].
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Stosujac wzor wyzej podany otrzymamy
&2 D+ @Y ) @- D+ - D=

2n  2"-1+ ... + 22+ 2—n)

™ 1)1 g @F 0

i ostatecznie

2+ n
(*) 2n

Sposéb 2. Krotki dowod wzoru (*) mozemy uzyskac stosujac
indukcje zupetng. Mianowicie wzor ten jest praw dziwy dta n — 1, gdyz

e 24-k h 1
rzyjmujac, ze sk= 2 m mamy sk+l = sk +
przyimuja 2k y 2k+1

9 2+ klk+ 1 m9 412 ek—1 2+ (k-1
2 2fetl 2k+l

wzoér (*) jest zatem prawdziwy dla kazdego naturahiego n.

2

6. Jakie warunki konieczne i dostateczne powinny spetniaé liczby
catkowite a i b, przy czym b nie jest kwadratem liczby catkowitej, zeby
istniaty liczby catkowite x i y spelniajgce rownanie

1/a—Vb = Vx —Vy.

Rozwigzanie
Przypusé¢my, ze zachodzi réwnos¢

® Vx —Vy —jla —Vb,

gdzie a, b, x, y sg ticzbami catkowitymi, a przy tym b nie jest kwa-
dratem liczby catkowitej; w takim razie liczby a, b, X, y sa dodatnie,
tj. s liczbami naturalnymi i x > y. Podnoszac rownos¢ (1) do kwa-
dratu otrzymujemy réwnosé

X-\-y —2Vxy=a —Vb lub (x y a Vb =2Vxy,
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a stad przez ponowne podniesienie do kwadratu réwnosé
@2 w*+y—af+ b+ 2(*+ V- « = 4 xy.

Z réwnosci (2) wnioskujemy, ze x'+ y —a = 0; gdyby bowiem byto
X -j-y —a # 0, wtedy z rownosci (2) wynikatoby, ze
(x+ y—a)
© 2 (x+y—a)

co nie moze zachodzi¢, gdyz lewa strona rownosci (3) jest wedtug za-
tozenia liczbg niewymierng, prawa za§ — wymierna.

Zatem z + y = a, wiec na mocy (2) 4xy = h.

Rozwigzujgc ten ukiad réwnan wzgledem x iy i biorgc pod
uwage, ze X > y otrzymujemy

) X = oo m oo , y = —ee- S

Poniewaz x i y sg liczbami catkowitymi, wiec ze wzoréw (4)
wynika, ze:
1° liczba a2— b jest kwadratem liczby catkowitej, gdyz
a2—b=x—y)2
2° liczba b jest parzysta, gdyz. a i Va2—b muszg by¢ liczbami
tej samej parzystosci, oraz b —a2—(Va2—b)2

Odwrotnie, jezeli a i b sg liczbami naturalnymi spetniajgcymi
warunki 1°i 2°, to ai Va2— bsg liczbami naturalnymi tej samej pa-
rzystosci, gdyz 02- (vV —bf = b jest liczbg parzystg; zatem
liczby x iy okreslone wzorami (4) sg liczbami naturalnymi, a przy
tym spetniajg one rownosc¢ (1), gdyz wedtug wzorow (4)

7. Na $rodkowej CM trdjkata ABC obrano punkt N i popr
dzono prostg AN przecinajgcg bok BC w punkcie Q oraz prostg BN
przecinajaca bok AC w punkcie P. Dowies¢, ze prosta PQ jest réwno-
legla do prostej AB.
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Rozwigzanie

Twierdzenie moze byé dowiedzione r6znymi sposobami; podamy
dwa z nich.

Sposbéb 1. Zauwazmy, ze jezeli prosta przechodzaca przez wierz-
chotki dwoch tréjkatéow ABC i ABD o wspdlnej podstawie AB prze-
cina prostg AB w punkcie E (rys. 3), to stosunek pol trojkatow ABC
i ABD rowna sie stosunkowi odcinkéw CE i DE, gdyz te odcinki
sgq proporcjonalne do wysokosci trojkatow ABC i ABD poprowa-
dzonych z wierzchotkow C i D.

Opierajac sie na tym spostrzezeniu mozemy twierdzenie sformu-
towane w zadaniu udowodni¢ w nastepujacy prosty sposob (rys. 4):

pole ANC : poleCNB= AM : MB
pole BNA : poleANC= BQ :QC
pole CNB : poleBNA= CP :PA

lloczyn lewych stron powyzszych réwnan jest rébwny 1, zatem

AM BC CP
) ~MB'QC'RA=h
Poniewaz AM = MB, wiec rownos¢ (1) daje BQ «CP = QQ mPA
lub
AP BQ
¥c QC

a stad na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa
whnioskujemy, ze proste PQ i AB sg rownolegte.
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Uwaga. Wzér (1) otrzymaliSmy nie korzystajac wecale z zato-
zenia, ze M jest Srodkiem odcinka AB. Wzor ten jest wiec prawdziwy
réwniez wtedy, gdy M jest dowolnym punktem wewnetrznym od-
cinka AB, a N — dowolnym punktem wewnetrznym odcinka MG.
Mozemy nawet przyja¢ ogolniej, ze punkt M jest dowolnym punk-
tem prostej AB, roznym od A iod B. a N dowolnym punktem pro-
stej MC réznym od M i od C, ztym jednak, zeby prosta AN przeci-
nata prostg BC, a prosta BN - prostg AC; rozumowanie nie ulegnie
Zmianie. .

Wiasnos$¢ trojkata, wyrazong wzorem (1) mozna wypowiedzieC
jak nastepuje. Jezeli z wierzchotkow A, B, C trojkata poprowadzi¢
proste przez dowolny punkt N nie lezacy na zadnej z prostych BC,
CA, AB i jezeli proste AN, BN, CN przecinajg proste BC, CA, AB
odpowiednio w punktach Q, P, M, to iloczyn stosunkéw, w jakich
punkty Q, P, M dziela odcinki BC, CA, AB, jest rowny 1

Jest to stynne twierdzenie Cevy (patrz Zadania z olimpiad ma-
tematycznych, zadanie Nr 97).

Twierdzenie sformutowane w zadaniu otrzymujemy rozwazajac
przypadek szczegolny twierdzenia Cevy, bioragc mianowicie we wzo-
rze (1) AM = MB.

Spos6b 2. Zastosujemy metode sprowadzenia do niedorzecz-
nosci. Przypusémy, ze réwnolegta do prostej AB poprowadzona

przez punkt P przecina pro-
¢ stg BC w punkcie Q' réznym od
punktu Q (rys. 5). Prosta AQ
przecina woéwczas prostg BP
w punkcie N' roznym od punk-
tu N; prosta CN' przecina pro-
stg AB w punkcie M' r6znym
od punktu M, a prosta PQ

w punkcie £

Wnwazas
AM1:M'B = PK : KQ' (w jednoktadnosci wzgledem Srodka C),
AM' :M'B =KQ :PK (, 5 N3

Z tych rownan wynika, ze AM' : M'B = M B : AM', zatem
(AM")2= (M'B)2i AM' = M B, co jest sprzeczne z zatozeniem, z
srodkiem odcinka AB jest punkt M, a nie punkt M".
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8. Dowies¢, ze w trapez mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy,,
gdy okregi, ktorych Srednicami sg boki nieréwnolegte trapezu, sa do
siebie styczne zewnetrznie.

Rozwigzanie

W czworokat wypukty A BOD mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy sumy bokdw przeciw legltych czworokata sg rowne, tj. gdy

) AB f CI) - .AD + BC.

Gdy czworokat ABCD
jest trapezem o bokach row-
nolegtych AB i CD, to ozna-
czajgc literami M i N odpo-
wiednio $rodki bokow- AD
i BC (rys. 6) mamy AB +
-f-CD = 2MN, wobec czego
rownos¢ (1) mozemy zasta-
pi¢ réwnoscig

@ MN \ad + \bc.

Rownos¢ (2) za$ wyraza warunek konieczny i dostateczny styez-

1
nosci zewnetrznej okregéw o $rodkach M i N i promieniach AAD

i \ BC.

9. Przedstawi¢ wielomian xi + x3-)- x%j- x -~ 1 w postaci
réznicy kwadratéw' dwoch wielomianéw niejednakowego stopnia o wspot-
czynnikach rzeczywistych.

Rozwigzanie

Jezeli wielomian W (x) =x* - a3-} r2-j- x 4- 1 jest réwny
réznicy U(x)2—V(x)2 gdzie U(x) i V(x) sg wielomianami niejedna-
kowego stopnia, to wielomian U(x) musi by¢ stopnia drugiego a wielo-
mian V(x) stopnia pierwszego lub zerowego. W takim razie wielomian
V(x)2nie zawiera wyrazOw stopnia wyzszego niz drugi, wmbee czego
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pierwsze dwa wyrazy wielomianu U(x)2 muszg by¢ takie same. jak
w danym wielomianie W{x), tj. U(x)2 ma posta¢ ad 4- x3+ ....

Stad wnioskujemy, ze wielomian U(x) ma posta¢ U(x) —x2—j-%\x + a
Zatem

V{x)2= U(X)2- W(x) = (ad4-}\x+ a)2- (ad+ a3+ ad+ x+ 1) =

= @0 —lexz-j- @—Yx+ a2—1L
Z wyrazenia otrzymanego dla V(x)2 widzimy, ze F(x) nie moze
3
by¢ stopnia zerowego, gdyz nie moze by¢ jednocze$nie 2a —- = 0

ia—1=0; V(x) musi by¢ zatem stopnia pierwszego. Stad wy-
nika dalej, ze kwadrat funkcji V(x) musi by¢ trojmianem kwadrato-
wym, w ktorym wspotczynnik przy x2 jest dodatni, a wyrdznik
réwna sie 0, zatem

3 j 3
2a  ,> 0, (a—I)2—4H2a — (@ n=0
Drugi warunek daje po uproszczeniu réwnanie
@—1 @4a2+ 2a—1 = 0.

1
Réwnanie to ma trzy pierwiastki a= 1ia=- (—1z% \/5),

z ktorych tylko pierwiastek a =1 spetnia warunek 2a —- > 0.
Ostatecznie otrzymujemy rozkfad

X2+ X24-X 4-1 =(x24"2x "h i)2 V5
jako jedyne rozwigzanie zadania.

10. Wykaza¢, ze liczba 5353—33® jest podzielna przez 10.

Rozwigzanie m

Woystarczy dowies¢, ze koncowe cyfry liczb 5383 i 333 sg jedna-
kowe. Otéz koncowa cyfra iloczynu (10/.: -j-a) (10m b ) (IOra+
-pc)..., gdzie k, m, n, ... a b, c ... sg liczbami naturalnymi jest
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rowna koricowej cyfrze iloczynu abc. ... Liczba 5353 ma zatem takg
sama koricowg cyfre, jak liczba 353 Lecz 353 = 3% +3 = (81)13*3, wiec
liczba 353 ma takg samg koncowg cyfre, jak liczba 1133, tj. cyfre 3.
Podobnie liczba 33% ma takg samg koncowg cyfre jak liczba 3% =
= 332-3= (398-3= (SH3.3 tj. cyfre 3, c. n. d
Powyzszemu rozumowaniu mozna nada¢ posta¢ krotka i dobitna,
postugujac sie pojeciami i najprostszymi wihasnosciami kongruencji
(p. Zadania z olimpiad matematycznych, zadanie N r-8).
Poniewaz 53= 3 (mod 10), 33= 3 (mod 10), 34=1 (mod
10), wiec
5353= 3= (394-3 = 3(mod 10),
33x= 38= (348 -3= 3 (mod 10),
zatem
5353 —33x8= 0 (mod 10).

11. Dowies¢, ze w trojkacie ostrokatnym suma odlegtosci ortocen-
trum (tzn. punktu przeciecia wysokosci) od wierzchotkow jest dwa razy
wieksza od sumy promieni kot opisanego i icpisanego.

Rozwigzanie

Sposdéb 1. Przyjmiemy dla tréjkagta ABC zwykle oznaczenia,
a, b, c —boki, a, fi, y —katy, R i r promienie kot opisanego i Wwpisa-
nego, S — pole, 2p — obwdd; niech précz tego du d2, dz oznaczajg
odlegtosci ortocentrum H odpowiednio od wierzchotkbw A, B, C
(rys. 7). JeSli tréjkat ABC jest ostrokatny, to punkt Il lezy we-
wnatrz tego trojkata, a odcinki Ali, Bil, CU dzielg trojkat na troj-
katy AHB, BBC, CHA. W trojkacie AHB mamy <t ABH = 90° —
—a, <BAB — 90° —fi, wiec <€ ABB =a -+ (i; stosujagc do tego
tréjkata twierdzenie sinusow' otrzymujemy

AH _ ABode e
sin <€<ABB sin  AHB' cos @ Sin @+ Ji) ~
c
= . =2R,
sm'y

stgd dl= 2R cos @ i analogicznie d2— 2R cosji, ds= 2R cosy,
mamy wiec

1) A+ d2--d3= 2R (cos a -- cosfi ~ cosy).
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8
Z drugiej strony wiemy, ze r— S = 2B2sinasin/5siny
2p = 2i? (sin@fsin/i  siny), wobec czego
2sin @sin 2siny \

sin @+ sin /? + sinyj
/1 2sin asin fisin y\

2(?7+ 1 =2R 1+

2R I a_ fi_y
\ 4 cos- COSRCOS.’Z;I

y\

] .a . PR
= 21?7 1+ 4sin-sin-sm=-1

i ostatecznie
(2 2(J? fr) = 2i? (cosa + cosfi + cosy).

W powyzszym obliczeniu zastosowaliSmy znane tozsamosci
trygonometryczne: jezeli @+ B= 180° to sin@+ sin/?fsiny
a

oy . _a .
4cos-20052- cosz- i cosa@c+ cosP + cos7 4 Slnésmz-

r
Sm

Z réwnosci (1) i (2) wynika, ze
T-d2™ = 2(R +'r).

W tréjkacie rozwartokatnym istnieje zwigzek analogiczny; jesli
@> 90° a raoznacza promien kota dopisanego do boku BC, to

di + d24-dz—2(ra R).
Réwnos¢ te mozna uzasadni¢ zupetnie podobnie jak poprzednia.

Sposéb 2. Dowdd twierdzenia mozna przeprowadzi¢ bez sto-
sowania zwigzkdw trygonometrycznych. Poprowadzmy przez kazdy
wierzchotek trdjkata prosta rownolegtg do boku przeciwlegtego i oznacz-
my punkty przeciecia tych prostych literami A', B', C', jak wska-
zuje rys. 7. Trojkat AIB'C' jest podobny do tréjkata ABC w skali
2:1, punkty A, B, C sg odpowiednio $rodkami' bokéw B'C, C'A’
i A'B', wiec punkt H, jako punkt przeciecia symetralnych bokdéw
trojkata A'B'C', jest Srodkiem kota opisanego na tym tréjkacie;
promien tego kota wynosi 2R. Pole 4$ trojkata A'B'C' jest suma pol
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trojkatow B'HC', C'HA" i A'HB" o podstawach réwnych odpowiednio
2a, 2b, 2c i wysokosciach dL, d2 d3, zatem
3 adx I'bd2} =tom

WezZmy pod uwage czworokat A'BHC; ma on w wierzchotkach
B i C katy proste, wobec czego ma koto opisane o $rednicy A'H =
= 2R. Stosujac do tego czworokata twierdzenie Ptolemeusza otrzy-
mujemy :
A'G mBH + A'B mCH = A'll -BG,

czyli
@ cmi2+ bd3= 2R ma
Analogicznie
) ad3 - cdi — 2Rb,
(6) bdl + ad2= 2Rc.

Dodajmy stronami roéwnosci (3), (4), (0), (6); otrzymamy :
(a-f-6+c) (dj+d.j+dg) = 2R (a4-6-)-c) 4S;

stad
48

di -j- d2-j- d3 —2R .
| ] 2ie

i ostatecznie
d+--d2+ d3= 2R 2r.
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12. W jakiej czesci trojkata rownobocznego ‘powinien leze¢ punkt
aby z odcinkéw réwnych odlegtosciom tego punktu od bokoéw trdjkata
mozna bylo zbudowac trdjkat?

Rozwigzanie

Mech kv k2 k3 oznaczajg odlegtosci punktu P lezgcego w trdj-
kacie rownobocznym ABC odpowiednio od bokéw_BC, CA, AB
tego tréjkata. Z odcinkéw o diugosciach © k2 k3 mozna zbudowac
trojkat wtedy i tylko wtedy, gdy spetniajg one nieréwnosci:

) 'Cki bk3 Zy<Ck24-k3 k2<?K3ArKj.

Poprowadzmy przez punkt P réwnoleglg do boku AB i niech D
i E beda punktami, w ktérych przecina ona boki AC i BC (rys. 8):

W trojkacie réwnobocznym CDE
C suma Zy-fly odlegtosci punktu P leza-
cego na boku DE od bokéw pozostatych
réwna sie wysokosci CF tego tréjkata.
Istotnie pole CEP + pole CDP =
pole CDE, wiec CE mkl + CD «k2=
= DE mCF, skad 4/+ 2= CF. Wa-
runek k3< 2y - k2 mozna zatem na-
pisa¢ w postaci k3< CF, a poniewaz
k3-f- CF réwna sie wysokosci h trdj-
kata ABC, wiec warunek ten jest row-
Rys. 8 nowazny warunkowi

fc, < - h

Analogicznie nieréwnosci 2y< k2-j-k3 i /y<zy-f-Zy sg réwno-
wazne odpowiednio nieréwnosciom

h<-~h < oh

Punkt P spetnia te trzy warunki wtedy i tylko wtedy, gdy lezy
wewnatrz trojkata utworzonego przez $rodki bokéw tréjkata ABC.
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Zawody stopnia 11

13 (1). Obliczy¢ sume x4+ y4+ z4wiedzac, ze X + y+ z.= 0
i X2+ y2+ 7Z2=a, gdzie a jest dang liczbg dodatnig.

Rozwigzanie

X4 | yi+ A= R+ R+ 222- 2(xy2+ yZ2+ z2*2)
= a2—2 [(xXo + yz + zX)2— 2x7 — 2x?22 — 2?77 :

2 (X?2/+2z2+2x)2—=*xyz (x \'y v2)

= a2—2(xy+ 25+ zZV)2-m

Ex+?/+z)2—{x’r_\-y- 122)J-i- a2 a2
= er g
Uwaga. kfad rownan x+?/+z = 0i x2+ y2+ 2= a, gdzie
a > 0, ma nieskonczenie wiele rozwigzan (x, y,z). Wynik powyz-
szego zadania oznacza, ze dla kazdego z tych rozwigzan suma x4+

, | a2
+ y*+ z4 ma te samg wartos¢ Gdyby warunek x+y+z =0

nastgpi¢ warunkiem ogolniejszym x+y+z = b, gdzie b jest- dang
liczba, nie mozna by udowodni¢, ze suma x4-)- Y4+ z4 ma wartos¢
jednoznacznie okreslong przez a i b. Gdy a i b sg liczbami natural-
nymi, rownania X +y -j-z = b i x2+ y2+ 2= a mogg mie¢ nawet
rozwigzania (X, y, z) w liczbach naturalnych o réznych wartosciach
sumy x4+y4+z4. Dowodzi tego przykiad a = 5946, b = 108, gdyz

1] 43+64=8+ 29+ 71 =16+ 19+ 73 = 108,
12 p432 + 642 = 82+ 292+ 712= 162+ 192+ 732= 5946,

natomiast sumy 14+ 434+ 644, 84+ 294+ 7141 164+ 194+ 734
sg rozne.

Zeby sie o tym przekonaé, nie potrzeba oblicza¢ tych sum do-
ktadnie; wystarczy postugujac sie tablicg kwadratow liczb od 1 do
1000 sprawdzi¢, ze pierwsza z nich jest mniejsza od 21 w106 druga
jest zawarta miedzy 261061 27 +106 a trzecia jest wieksza od
28 106

Gdy a = 66, b= 10, wtedy
LD+ 4+ 7=1+1+8= 10, (— N2+ 42+ 72= 12+ 12+ &

= 66, natomiast

(— i) j a4+ 74 = 2658, a U -f 14 4-84= 4098
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14 (2). Znalez¢ liczbe naturalng n wiedzac, ze suma
1+.2+ 34
fest liczbg trzycyfrowg o jednakowych cyfrach.

Rozwigzanie

Liczba trzycyfrowa o jednakowych cyfrach ma posta¢ 111 ec =
= 337 ec, gdzie c jest jedng z liczb 1, 2, ..., 9, suma za$ pierw-
szych n liczb naturalnych wynosi \n (n + 1), wobec czego liczba n
ma czyni¢ zado$¢ warunkowi

@) n{n4-1) = 2m3- 37 ecC.

Poniewaz 37 jest liczbg pierwsza, wiec jedna z liczb nin 4-1
musi by¢ podzielna przez 37. Mozliwe sg dwa przypadki:
a) n = 37k, gdzie k jest liczbg naturalng; réwno$¢ (1) daje
wowczas
k@7k+ 1)=2+3-c

Prawa strona jest tu najwyzej rowna 54, wobec czego liczba k
moze by¢ najwyzej réwna 1, czyli n = 37. Wartos¢ ta nie jest jednak
rozwigzaniem zadania, gdyz \ n (n 4- 1) réwna sie wowczas 37 ¢ 19 =
—703.

b) nA- 1= 37k (k = liczba naturalna); réwno$¢ (1) daje
B7k —1)k = 2m3 ec.

Jedyng mozliwg wartoscig k jest podobnie jak w a) liczba 1,
wowczas n — 36 i (n4- 1) = 1837 = 666. Zatem jedynym roz-
wigzaniem zadania jest n = 36.

15 (3). Jaki powinien by¢ kat przy wierzchotku trojkata réwno-
ramiennego, zeby mozna byto zbudowacé trdjkat o bokach réwnych wy-
sokoéci, podstawie i jednemu z pozostatych bokéw tego trojkata réwno-
ramiennego ?

Rozwigzanie

Przyjmiemy oznaczenia wskazane na rys. 9.
Trojkat o bokach réwnych a, ¢, h mozna zbudowac wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnione sg nierdwnosci:

a\c>h ¢ h>a a4-h>c
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Poniewaz w trojkacie ADC mamy a > h, - + h  a, wiec pierw-

sze dwie z powyzszych nierdwnosci zachodzg zawsze, wobec czego
warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia trojkata o bokach
a, ¢, li jest nieréwnosé

(@) a-fH>c

X C X
Z trojkata ADC mamy h = acos ’s EI—asin podstawienie
do nieréwnosci (1) daje

1+ cos- > 2sin-
w Y|

lub

2 cos2 1 sin- cosx
COoS 4 Sln-COﬁZl

a poniewaz - < 90°, wiec warunek zg-

dany przybiera posta¢

X 1
tgf <i

lub
X < 4arctg

W przyblizeniu 4 arctg - sa 106° (z niedomiarem).

16 (4). Wewnatrz trojkata ABC dany jest jmnkt P ; znalezé
na obwodzie tego trojkata taki punkt Q. zeby tamana APQ dzielita
trojkat na dwie czesci o réumych polach.

Rozwigzanie

Wezmy pod uwage trojkaty APB i A PC. Mozliwe sg trzy naste-
pujace przypadki:

a) Kazdy z trojkatow APB i APC ma pole mniejsze od potowy
pola tréjkata ABC. Przypadek ten zachodzi, gdy odlegtosci punktu P
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od bokéw AB i BC sg mniejsze niz potowy odpowiednich wysokosci
trojkata, tzn. gdy punkt P lezy wewnatrz réwnolegtoboku AFDE,
ktorego wierzchotki F. D, E sg odpowiednio $rodkami bokow AB.

C

BC i CA (rys. 10).

Jezeli punkt P lezy na
tej przekatnej AD réwno-
legtoboku, ktéra jest $rod-
kowg tréjkata ABC, to po-
szukiwany punkt Q pokry-
wa sie z punktem D.

Pozostaje do rozpatrze-
nia przypadek, gdy punkt P
lezy wewnatrz  jednego
z tréjkatow AFD i AED,
na przyktad wewnatrz troj-

kata AFD. Jezeli famana APQ spetnia warunki zadania, to punkt
Q lezy wewnatrz odcinka GD, a odcinek PQ przecina $rodkowg AD
w pewnym punkcie S. Wowczas pole ABQP —pole ABD, zatem
pole ASP = pole QSD, wobec czego pole APD = pole QPD, skad
wynika, ze prosta AQ jest réwnolegta do prostej PD. Poszukiwany
punkt Q wyznaczymy wiec w tym przypadku jako punkt przeciecia
poOtprostej poprowadzonej przez punkt A réwnolegle do prostej PD
z odcinkiem DC. Punkt taki istnieje zawsze, gdyz owa pOtprosta,
jako réwnolegta do PD, lezy wewnatrz kata DAC.

b) Jeden z trjkatow
APB i APC na przykiad
A APB ma pole réwne po-
towie tréjkata ABC. Po-
szukiwang tamang jest wte-
dy tamana APB.

c) Jeden z trojkatow
APB i APC na przykfad
AAPB ma pole wieksze od
potowy pola tréjkata ABC.
Przypadek ten zachodzi,
gdy punkt P lezy wewnatrz
trojkata EDC (rys. 11).
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Jezeli famana APQ spetnia warunek zadania, to punkt Q lezy
wewnatrz boku AB, a odcinek PQ przecina odcinek AD w pewnym
punkcie S. Wbéwczas pole AQP = pole ABD, zatem pole ASP
—pole SQBD. PoprowadZmy przez punkt B prostg rownolegtg do
przekatnej QD czworokata SQBD; przetnie ona przedtuzenie boku SD
w pewnym punkcie G. Wowczas pole QDG = pole QDB zatem pole
SQBD =tpole SQG, wobec czego pole ASP =poleS~t? a pole APG =
= pole QPG, skad wynika, ze prosta PG jest rownolegta do prostej
AB. Konstrukcja famanej APQ jest wiec nastepujgca: Prowadzimy
przez punkt P prostg rownolegtg do prostej A li do przeciecia z prze-
dtuzeniem odcinka AD w punkcie G, a nastepnie przez punkt D prostg
rownolegtg do prostej GB, ktora przetnie odcinek AB w szukanym
punkcie Q. Istotnie pole APQ = pole ASQ -- pole APS =pole
ASQ + pole SQG .=.pole ASQ fpole SQBD = pole ABD =

\ pota ABC.

17 (5). Dany jest trojkat ABC. Znalez¢ prostokat o najmniejszym
polu zawierajacy ten tréjkat.

Rozwigzanie

Jezeli prostokat o polu P zawiera tréjkat ABC, to mozliwe sg
tylko przypadki nastepujace:

1 Na kazdym boku prostokata lezy jaki$ wierzchotek trojkata.
Poniewaz czworokat ma cztery boki, a tréjkat trzy wierzchotki,
wiec co najmniej jeden wierzchotek trojkata musi leze¢ na dwdch
bokach prostokata, tzn. w jednym z wierzchotkdw prostokata. Mamy
zatem dwie mozliwosci:

a) Tylko jeden wierzchotek
p C pi tréjkata jest wierzchotkiem pro-

Bys. 12 Rys. 13
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Przyjmujac oznaczenia podane na rys. 12 poprowadzmy od-
cinki BD i CE réwnolegle do bokéw AM i AP prostokata. Stwier-
dzamy. ze

pole CFB = pole CBN,gdyz A CFBi A CBN- sg pr:
pole ABC < pole AMB,gdyz GB < AM, a AD —
pole CGF< pole AGP, gdyzGF < PC i FG < AP.

Suma lewych stron powyzszych zwigzkéw réwna sie polu trojkata
ABC, zatem pole ABC < pole CBN + pole AMB -|-pole ACP.
Pole S tréjkata ABC jest zatem mniejsze od pola pozostatej
czesci prostokata..czyli
P > 2S.

b) Co najmniej dwa wierzchotki tréjkata sg wierzchotkami prosto-
kata (rys. 13). Wodwczas oczywiscie
P = 2S.

2. Przynajmniej na jednym z bokdw prostokata nie lezy zaden
wierzchotek tréjkata (rys. 14)

Rys. 14

Przesuwajac rownolegle te boki prostokata, na ktorych nie ma
wierzchotkéw tréjkata, jak pokazuje rys. 14, otrzymamy prostokat
o polu P potozony tak jak wprzypadku la) lub Ib), zatem P' >2 S,
a poniewaz P > P\ wiec

P >28.

Okazato sie wiec, ze prostokat zawierajacy dany tréjkat ma
najmniejsze pole wtedy, gdy jeden z bokéw prostokata pokrywa sie
z jednym z bokoéw trojkata, a bok przeciwlegty prostokata przechodzi
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przez trzeci wierzchotek trojkata; pole prostokata jest wowczas
rowne podwojonemu polu tréjkata. Dla trojkata ostrokatnego sa
trzy takie prostokaty, dla prostokgtnego — dwa, dla rozwartokat-
nego — jeden.

Uwaga. Dowod, ze w przypadku la) zachodzi nierownos$é P > 28
mozna réwniez uzyska¢ w sposéb nastepujacy (rys. 12)

1
P=AM AP = AB cosOmAG cose= AB mAC = [cos (d + .

1
+ €) + cos (0 —e)] =- AB ®AC [sina + cos (d —>));

poniewaz |60—ej< &+ £= 90° a, wiec cos (b—s) > sina;
z poprzedniej réwnosci wynika zatem, ze

P > AB mAC sin g, tj. P >2S.

18 (6). Wewnatrz kata trojsciennego OABC, ktorego katy 'ptas-
kie AOB, BOC, COA sa rowne, obrano punkt S roiono odlegly od $cian
tego kata. Przez punkt, S poprowadzono ptaszczyzne przecinajgcg kra-
wedzie OA, OB, OC odpowiednio w punktach M, N, P. Dowies¢, ze
suma
1 1 1
OM + ON + OP

ma wartos¢ statg, tzn. niezalezng od potozenia ptaszczyzny MNP,

Rozwigzanie

Obliczymy dwoma sposobami objetos¢ V czworo$cianu OMNP
(rys. 15).

1°. Niech PQ bedzie prostopadtg opuszczong z punktu P na
ptaszczyzne AOB i niech a oznacza kat AOB, a /I —kat nachylenia
krawedzi OP do ptaszczyzny AOB; wowczas PQ = OP esin /i oraz

pole MON mPQ ; /1|20M *ON esina <\OP esin S

6 (\M mON «OP msin asin /2.
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2°.  Czworoscian OMNP jest sumg czworoscianow SMON,
SNOP, SPOM o wspdlnym wierzchotku S i podstawach MON, NOP,
POM; wysokosci tych czworosciandéw sg réwne odlegtosci d punktu S
od Scian kata trdjSciennego. Zatem

1 = "SAQlY + "SNOP + TBPOM — 3 d ' (Pole MON +
+ pole NOP + pole POM) = %d- (OM mON +

-f ON mOP + OP mOM) msin a.
Z T°i 2° wynika, ze
\ d ;(OM mON + ON mOP + OP mOM) msin a =
= | OM =ON =mOP =sin a sin ).

0

Dzielgc obie strony tej rownosci przez - d sOM mON mOP msin a

otrzymujemy
1 1 1 sin j)
OP+OM+ON= d’

skad wynika teza twierdzenia, gdyz /Si d nie zaleza od potozenia
ptaszczyzny MNP.
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Zawody stopnia 111

19 (1). Jakie, warunki powinny spetniaC liczby rzeczywiste a,
bi ¢, zeby réwnanie
@) X2A- ax2f-bx f-c= 0

miato trzy rozne pierwiastki rzeczywiste tworzace postep geometryczny ?

Rozwigzanie

Zadanie mozna sformutowa¢ w sposéb nastepujacy: Znalezé
warunki konieczne i dostateczne, jakie powinny spetniac liczby rze-
czywiste a, b, ¢, aby istniaty liczby x1i q o nastepujacych wiasnos-
ciach:

a) liczby xv xxq, x1g2spetniajg rownanie (1),

b) liczby x1i q sg rzeczywiste,

c) xMF0,

d ahogel, € -1

Zajmiemy sie najpierw wyszukaniem warunkéw koniecznych,

a nastepnie zbadamy czy warunki te sg dostateczne.
Jezeli zachodzi a), to spetnione sg réwnania (wzory Viete'a):

X1+ xxg+ 2= —a,
) x\g+ x\g2F+ g3= b,
x\qg3= —c

Oznaczajac dla krdtkosci literg m te (jedyna) liczbe rzeczywista,
dla ktérej m3= —c zastgpimy ukiad rownan (2) uktadem

1+ 1+ )=~ «
@ x\g@-fg+ 0= b
x1lq =m.

Uktad rownan (3) jest rownowazny uktadowi

I+ 9+ )= —a
@ axxq -f- b —0,
xlq = m.
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Drugie rownanie uktadu (4) otrzymaliSmy mnozac pierwsze
z rdwnan (3) przez xxq a nastepnie odejmujac je od drugiego z tych.
rownan.

Z drugiego i trzeciego réwnania uktadu (4) wynika, ze

(«) b e« —am.

ZnalezlisSmy w ten sposéb pierwszy warunek konieczny dla wspot-
czynnikdw rownania (1). Je$li ten warunek jest spetniony, to uktad
(4) jest rownowazny ukfadowi

©) xx@+ q+ )= —a,

Xi g = ne,

Zastepujac w pierwszym rownaniu uktadu (5) xxq przez w otrzy-
mujemy ukfad réwnowazny

6) XX-p mg ——a —to,

xxq=TQ

Bioragc pod uwage warunek (c) widzimy, ze dalszym warunkiem
koniecznym dla wspotczynnikdw a, b, ¢ jest nieréwnosé

" w #0.

Rugujac xx z rdwnan (6) otrzymamy rownanie

) mg2+f (o+ a) g+ o= 0.

Aby réwnanie (7) miato pierwiastki rzeczywiste (warunek b)
musi by¢ (wobec tego, ze t 4=0) spetniony warunek

) a2+ 2am —3w@ § 0.

Uwzgledniajac wreszcie, ze wedtug d) ma by¢ g 4=1 i 94=—1
otrzymujemy z réwnania (7) jeszcze dwa warunki konieczne dla a,
b c:

(0)) a4=—3mw
(e) a &~to
Zauwazmy jednak, ze wartosci a= —3w i a=m sg tymi

wartosciami a, dla ktérych trojmian a2-f 2am -- 3«2 réwna sie
zeru. Mozemy wobec tego zastgpi¢ warunki (y), (d). (¢) jednym wa-
runkiem

iv) a2f2«w 3t > 0.



Ostatecznie otrzymaliSmy zatem trzy warunki (a), (S, @) jako
warunki konieczne dla wspotczynnikdéw a. b, ¢ réwnania (1).

Udowodnimy, ze te warunki sg dostateczne, tzn. ze jezeli spet-
nione sg warunki (@), () i (y), to istniejg liczby xt i g spetniajace
warunki a), b), c), d).

Istotnie, na mocy (B i (rf) rownanie (7) ma dwa pierwiastki

rzeczywiste; niech g oznacza jeden z nich !drugim jest !_*J\ll' Na mocy

(fi) jest q 4=0, a na mocy (y) mamy q4=1i q 4=45,1. Z drugiego
m

rownania ukfadu (6) otrzymamy wowczas Xx = — przy czym xxjest

liczbg rzeczywistg i spetnia rowniez pierwsze réwnanie uktadu (6),
a na mocy (fi) jest ay 4=0. Poniewaz uktad (6) jest przy speinieniu
warunku (a) rownowazny ukfadowi réwnan (2), wiec znalezione
wartosci x1i g spetniajg uktad (2), a wobec tego spetniajg tez row-
nanie (1).

Warunek (y) oznacza, ze m jest zawarte miedzy liczbami a

a
i —6 uwzgledniajac, ze m3= —c mozemy warunkom (a), {fi), (y)
nadaC nastepujgca ostateczng postac:

b3 = a3c,

c 4=Q

W) . . . a3
Cc jest zaw*arte miedzy ~a3i —.

Uktad warunkéw (W) stanowi rozwigzanie zadania. Uktad ten
spetniajg na przyktad liczby a = b= 4, c = |; rdwnanie
X3 Ax2.A~4tx-0r 1=0
ma pierwiastki
& 3—V5 1 - 3+ 1\

0 ’ "1 2
tw-orzagce postep geometryczny o ilorazie
20 (2). Dowies¢, ze sposréd siedmiu liczb naturalnych tworzg-
cych postep arytmetyczny o réznicy 30 jedna i tylko jedna jest po-
dzielna przez 7.
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Rozwigzanie

Siedem liczb tworzacych postep arytmetyczny o rdznicy 30
mozna napisa¢ w postaci: a, a+ 30, a*+ 2m30...af 630
Rdéznica ktorychkolwiek dwadch z tych liczb ma postaé

r @4 ke30) —@--me30) = (k--t0)+28 F (k —m) "' 2

gdzie k i m sg liczbami catkowitymi, przy czym 0 <6.0<m”" 6
k 4m. wobec czego —6”™ k —m yl 0 i k —m 4=0. Liczba (k —m) =28
jest podzielna przez 7, a liczba (k —to) *2 nie jest podzielna przez
7, gdyz jej warto$¢ bezwzgledna jest liczbg naturalng parzysta nie
wigkszg niz 12. Wobec tego suma tych liczb tj. liczba r nie jest po-
dzielna przez 7. Stad wynika, ze kazda z rozwazanych siedmiu liczb
daje inng reszte przy dzielniku 7, a zatem jedna i tylko jedna z tych
siedmiu reszt rowna sie zeru, c. n. d.

21 (3). W okrag wpisano trojkat réwnoboczny ABC; dowiesc,
ze jezeli M jest dowolnym punktem okregu, to jedna z odlegtosci MA,
MB, MC jest rowna -sumie dwdch pozostatych.

Rozwigzanie

Gdy punkt M znajduje sie w jednym z wierzchotkow tréjkata
ABC, twierdzenie jest oczywiste, gdyz wéwczas jedna z odlegtosci
MA. MB. MC réwna si¢ zeru. Pozostaje do rozpatrzenia przypadek,
gdy M lezy wewnatrz jednego z tukéw, na jakie punkty A. B, C dzielg
okrag, na przyktad wewnatrz luku BC.

Sposdéb 1 Na przedtuzeniu odcinka CM poza punkt M odmie-
rzmy MD = MB (rys. 16) i zauwazmy, ze <€£AMB = 60°, £AMC =
= 60°, wobec czego réwniez <€ BMD — 60°. Stad wynika, ze tréj-
kat BMD jest rownoboczny i <€ BDM = 60°. W takim razie troj-
katy ABM i CBD sg przystajace, gdyz AB = GB, <€ BAM =
= BCD i AMB = 60°= < BDM.

Zatem MA = CD = MC + MD, istotnie -wiec MA = MC -f
+ MB.

Sposob 2. Na przedtuzeniu odcinka MC poza punkt C odmierz-
my CE = MB (rys. 17) i zauwazmy, ze ACE = 180°— ACM =
= ABM. Wobec tego trojkaty ACE i ABM sg przystajace, gdyz
AC = AB, CE=BM i <£ACE= ABM. Stad AE = AM
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a poniewaz €AME = 60°, wiec trojkat AME jest rownoboczny
i MA° ME = MC MCE = MC + MB. c.n.d.

Sposéb 3. Natychmiastowy dowod twierdzenia uzyskujemy
stosujac twierdzenie Ptolemeusza do czworokgta A BMC:

MA =BC = MB mAC + MC mAB,
poniewaz BC = AC = AB, wiec z powyzszej rownosci wynika, ze
MA = MB + MC.
22 (b). Dowiesé, ze
sin2a M sin2j8  sin asin 3-f sin avff sin S—1

Rozwigzanie
Nieréwno$¢
sin2a -ymsin2 m sin asin f} - sina + sin (i — 1 jest rownowaz-
na nierébwnosci
sin2za —2sin asin /m+ sin2* > —sinasin 27+ sina + sin/—1
(od obu stron nierdwnosci odjelismy 2 sin a sin fi), czyli nierdwnosci
(sina —sin /?)2ja (sina —1) (1 —sin /?),
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ta za$ nierownos$¢ jest oczywiscie prawdziwa, gdyz lewa jej strona jest
A0, a prawa jest 0 (albowiem sin x — 1sj 0. a 1 - sinft ¢i 0).

Zauwazmy, ze w rozwazanej nierdbwnosci znak ~ mozna zastg-
pi¢ przez znak = wtedy i tylko wtedy, gdy sina = sin(i = 1

23 (5). Na ptaszczyznie dana jest prosta m oraz punkty A
lezace po przeciwnych stronach prostej m. ZnaleZ¢ na prostej m taki
punkt. M, Zzeby rdznica odlegtosci tego punktu od punktow A i B
byta jak najwieksza.

Rozwigzanie

Niech B' bedzie punktem symetrycznym do punktu B wzgle-
dem prostej w (rys. 18). Jezeli punkt P jest dowolnym punktem
prostej m, to

\AP —BP|= |AP —B P|< AB".

Réznica \AP —BP\
osigga zatem swg najwiek-
szg wartos¢, réwng dhu-
gosci odcinka AB', gdy
AP - BP|= AB, tzn.
gdy punkty A, B', P leza
na jednej prostej. Jesli
prosta AB' nie jest rowno-
legta do prostej to, to szu-
kany punkt M jest punktem
przeciecia prostych AB' i to.
Prosta o jest wowczas dwu-
sieczng kata AM B.  Jedli
proste AB' i to sg rownolegle, tzn. jesli punkty .4 i B sg réwno
odlegle od prostej m, wéwczas zadanie nie ma rozwigzania.

Dowiedzione twierdzenie pozwala w prosty sposéb uzasadnié
wazng wikasnos¢ hiperboli. Niech At i A2 bedg wierzchotkami, a F,
i F2 — ogniskami hiperboli (rys. 19). Hiperbola dzieli ptaszczyzne
na trzy obszary, ktére oznaczymy J, Il, 111, jak na rys. 19.

Wiadomo, ze jezeli punkt P lezy na hiperboli, to FxXP —+F2P\ —
— AXA2 jezeli P znajduje sie w obszarze I, to F, Pm F,P <
< A2 jesli zas§ P lezy w jednym z obszaréw, Il lub 1II, to
\PP —F2P\ > A2

BL
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Mech m bedzie prostg styczng do hiperboli w punkcie M, a P —
dowolnym punktem prostej m. Prosta m lezy (poza punktem M)
w obszarze | zatem réznica \FXP —F2P | jest dla kazdego punktu
P roznego od M mniejsza niz AXA 2 a w punkcie M osigga swa naj-
wiekszg warto$¢ réwng diugosci AXA2 Z dowiedzionego poprzednio
twierdzenia wynika, ze prosta m jest dwusieczng kata FXMF2 tzn.
zachodzi twierdzenie:

Styczna do hiperboli jest dwusieczng, kata utworzonego przez od-
cinki taczace punkt stycznosci z ogniskami hiperboli.

24 (6). Przez punkty A i B poprowadzono dwie proste skosne m
i n prostopadie do prostej AB. Na prostej m obrano punkt C (rézny
od A), a na prostej n punkt D (rézny od B). Majgc dane dtugosci
odcinkéiu AB —d i GD —1 oraz kat < jaki tworzg proste skosne min,
obliczy¢ promienn poicierzchni kuli przechodzacej jwzez punkty A,
B, C, D.

Rozwigzanie

Rys. 20 przedstawia rozwazang figure w rzucie prostokgtnym
na ptaszczyzne wyznaczong przez proste AB i n, wobec czego na tym
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rysunku AB j n. Dla uproszczenia oznaczamy rzuty punktow
i prostych tymi samymi literami, co same punkty i proste. Popro-
wadZzmy przez punkt A prostg p réwnolegta do prostej m, a przez
punkt C prostg réwnolegty do prostej AB; przetnie ona prostg p
w punkcie E. Niech a oznacza powierzchnie kuli czyli sfere przecho-
dzacag przez punkty ABCD; poniewaz punkty A, B, C, D nie leza
w jednej ptaszczyznie (proste mi n sg skosne), wiec taka sfera istnieje
i to tylko jedna. Czworokat ABCE jest prostokatem, gdyz AB _j_
J m CEJ mi AB \_p; poniewaz trzy wierzchotki A, B, C tego

prostokata lezg na sferze a wiec i czwarty wierzcholek E tez lezy
na a Sfera a przecina ptaszczyzne prostych nip wedtlug okregu
przechodzacego przez punkty A, D, E; $rodek 8 tego okregu jest
zatem S$rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ADE; objasnimy za
chwile, jak punkt 8 wyznaczony zostat konstrukcyjnie na rys. 20.
Srodek O sfery a lezy na prostej prostopadtej w punkcie 8 do ptasz-
czyzny ADE, a wiec na réwnolegtej do AB (gdyz AB 1 ni AB J p).
Z drugiej strony punkt O jako réwno odlegty od punktéw A i B lezy
na plaszczyznie symetralnej odcinka AB wobec czego jego odlegtosé
08 od ptaszczyzny ADE jest rowna \AB. Punkt O znajdujemy za-
tem prowadzac przez punkt 8 réwnolegty do AB i odmierzajac na
niej 80 = | d w kierunku od A do B,
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WeZzmy pod uwage trojkat ASO; kat przy wierzchotku 8 jest
prosty, przeciwprostokatna OA réwna sie szukanemu promieniowi r
sfery a, OS —~d, a SA réwna sie promieniowi okregu opisanego

DE
2sin jlc DAE
katnego DEC {CE jest prostopadte do ptaszczyzny ADE) DE2=
= DC2—EC2= 12— @ a kat DAE rdéwnia sie katowi ® prostych
V¥nr]2

2sin 9
Poniewaz w trojkacie ASO jest O/I2 =502+ SA2wiec

2_d2J_2- d2 2 d2cos2®
Fe=""" 4sin2® 45in2@

na tréjkacie ADE, wiec SA Lecz z trojkata prosto-

skosnych m in, zatem SA =

i ostatecznie
VI2- d2cos2¢

2sin 9P

Konstrukcja punktu S zaznaczona jest na rys. 20 liniami kres-
kowanymi, przebiega ona jak nastepuje. Wykonujemy kiad trdj-
kata ADE na plaszczyzne rysunku, tj. na ptaszczyzne ABD, tzn.
obracamy plaszczyzne ADE dookota prostej n tak, aby punkt E
znalazt sie w pewnym punkcie (E) ptaszczyzny rysunku. Podczas
takiego obrotu rzut prostokatny kazdego punktu ptaszczyzny ADE
porusza sie po prostej prostopadiej do n. Punkt {E) znajdujemy
W przecieciu prostopadiej opuszczonej z punktu E na prostg n i pét-
prostej poprowadzonej z punktu A i tworzacej z pdiprosta AD kat D
(w naturalnej wielkosci).

Mech (S) bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie AD{E)
i niech prosta A (S) przecina prostg D{E) w punkcie (M). Prowadzac
z punktu (M) prostopadta do prostej n do przeciecia w punkcie M
z prostg DE, a nastepnie z punktu (S) prostopadtg do prostej n znaj-
dziemy w przecieciu tej prostopadtej z prosta AM poszukiwany
punkt S.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy punkty A i B oraz proste mi n sg
dane, to istnieje nieskoriczenie wiele odcinkéw CD o danej dtugosci
Zi o koncach lezacych na prostych min. Istnieje wiec tez nieskon-
czenie wielo sfer, przechodzacych przez /' i B i przecinajacych proste
min jeszcze w takich punktach C i Z Wynik naszego
zadania pokazuje, ze promienie wszyst.
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