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PRZEDM O W A .

Pierwsza cze$¢ tego tomu ulegta jedynie nieznacznym
zmianom; przeksztatcenia wazniejsze dotyczg wylgcznie ostat-
nich rozdziatow.

W pierwszym wydaniu mogtem poswieci¢ zaledwie nie-
wielkag liczbe stronnic réwnaniom o pochodnych czgstkowych
drugiego rzedu oraz rachunkowi warjacyjnemu. Azeby osiag-
na¢ moznos$¢ wytozenia w sposéb mniej zwiezty tematéw tak
rozlegtych, postanowitem przesunaé je do tomu trzeciego, ktory
bedzie réwniez zawierat szkic nowoczesnej teorji rownan catko-
wych.  Odrzucenie ostatniego rozdziatu umozliwito dodanie
pewnych uzupetnien, z ktorych najwazniejsze dotyczg réwnan
rozniczkowych linjowych oraz réwnan, zawierajacych pochodne
czastkowe pierwszego rzedu.

17-go maja r. 1911. E- Ooursat.

Kurs analizy matematycznej.






ROZDZIAL XIII.

Funkcje elementarne zmiennej zespolonej.

. — Wiadomosci og6lne. — Funkcje monogieniczne. (F. Monogenes).

259. Okreslenia. — Liczbg £ urojong (guantite imaginaire) czyli ze-
spolong (g. complexe) nazywamy wszelkie wyrazenie o postaci a -j- bi,
gdzie a i b oznaczajg dwie jakiekolwiek liczby rzeczywiste, a i — sym-

bol szczegdlny, wprowadzony w celu osiggniecia w algebrze wigkszej
ogdblnosci. Liczba zespolona nie jest to w istocie nic innego, jak uktad
dwuch liczb rzeczywistych, wzietych w pewnym oznaczonym porzadku.
Jakkolwiek wyrazenia tego rodzaju jak a -\- bi nie posiadajg same przez
sie zadnego znaczenia konkretnego, stosujemy do nich zwykle zasady
rachunku algiebraicznego, umawiajgc sie ponad to, ze bedziemy zastepo-
wali wszedzie kwadrat iP przez — 1

Dwie liczby urojone a -f-bi i a'-j- b'i sg uwazane za réwne, gdy
mamy: a"= a, b'= b. Suma dwu liczb urojonych a -{-bi i c-j- di nazy-
wamy symbol o tej samej postaci a -(- ¢-j- i (b-f- d\ podobniez rdznica
a-}bi —(c-J-di) rowna sie a—c-{-i (b—d). Aby otrzymaé iloczyn
a -j- bi przez c -j- di, obliczamy go na zasadzie zwyklych prawidet mno-
zenia algebraicznego i zastepujemy i2 przez — 1; mamy w ten sposob:

@-)- bi) (c-j- di) = ac — bd (- i (ad -)- bc).

lloraz a-\- bi przez c-j-di jest to trzeci symbol urojony X -j- yi,
ktéry po pomnozeniu przez c-f- di daje a -j- bi.

i) Zgodnie z rozpowszechnionym u nas zwyczajem, zastepuje przektad do-
stowny ,,ilo$¢” terminu ,euantit¢”, uzytego w takim lub podobnym znaczeniu, przez
termin wiasciwszy ,liczba”. [Uw. thum.].



4 Kozdzial XI1Il. — Funkcje elementarne zmiennej zespolone;j.

Réwnosé
a+ bi= (c+ di)(x+ vyi

jest rébwnowazna, podtug prawa mnozenia, zwigzkom

cx —dy = a, dr + cy —b
skad otrzymujemy
X_ac4-bd bc — ad
<4+ dl’ ' ¢+

lloraz a + bi przez ¢ + di piszemy w zwyklej postaci utamka al-
gebraicznego
a+ bi

tryrE c+ di

aby obliczy¢ dogodnie .r iy, wystarczy pomnozy¢ oba wyrazy tego
utamka przez ¢ — di i wykona¢ wskazane mnozenia.

Wszystkie wiasnosci podstawowych dziatan algiebraicznych pozo-
stajg, w zastosowaniu do symboléw urojonych, bez zmiany; mamy tedy,
oznhaczajgc przez A, B, C,.. symbole urojone:

AB =BA. A.B.C —A.(B.C), A(B+C=AB+ AC, ..,

i tak dalej. Liczby zespolone a + bi i a—bi nazywamy sprzezonymi
(des imaginaires conjuguees). Liczby a + bi i — o — bi, o sumie réw-
nej zeru, sg wzgledem siebie przeciwny (opposees) czyli symetryczne (sy-
raetrigues).

Majac w plaszczyznie ukiad prostokatny dwuch osi 0 zwyklym
zwrocie, 'wyobrazamy liczbe zespolong a + bi zapomocg punktu M
ptaszczyzny xOy, posiadajgcego spoétrzedne x —a, y = b. Nadajemy
w ten spos6b wyrazeniom czysto symbolicznym znaczenie konkretne,
i wszelkie twierdzenie, uzasadnione dla liczb urojonych, odpowiada ja-
kiemus$ twierdzeniu planimetrycznemu. Najwazniejsze atoli korzysci
z tego odwzorowania ujawnig sie jeszcze lepiej w dalszym ciggu. Licz-
by rzeczywiste odpowiadaja punktom osi Ox, zwanej rowniez z tego po-
wodu osia rzeczywistg (ase reel). Dwie liczby sprzezone a -~bi i a — bi
odpowiadajg dwu punktom symetrycznym wzgledem O.r; dwie liczby
przeciwne a + bi i —a — bi sa wyobrazone zapomocg punktow syme-
trycznych wzgledem punktu O

Liczba o + bi, odpowiadajgca punktowi M o sp6trzednych (a, b), na-
zywa sie rowniez niekiedy afiksem (affixe) tego punktu. O ile nie be-
dzie obawy zadnego nieporozumienia, bedziemy oznaczali przez te samg
litere liczbe zespolong i punkt, ktory jg wyobraza.

m



I. — Wiadomosci ogélne. — Funkcje monogieniczne. (F. Monogodnes). 5

Potagczmy poczatek uktadu z punktem m o spoétrzednych (a, b).
Odlegtos¢ Om nazywa sie modutem (czyli wartoscig bezwzgledng — Uw.
#\ fr. module) liczby a  bi, a kat, o ktéry nalezy obrdéci¢ promien,
nakrywajacy Ox, aby przystat do Om (kat ten odmierzamy podobnie jak
w trygonometrji w Kierunku od Ox do Oy) stanowi argument czyli am-
plituded) ifr. argument) a + hi. Niech e i to oznaczajg modut i amplitu-
de liczby a + bi; miedzy liczbami rzeczywistemi a, b, e © zachodzg
zwigzki a = ecoswm b = esin o skad otrzymujemy

= -+ = = —
: b2y cos W b sin o Vaoibt
Modut, liczba z istoty swej dodatnia, jest wyznaczony bez zadnych
watpliwosci, gdy tymczasem amplituda, jako dana jedynie zapomocg
funkcji trygonometrycznych, moze przybiera¢ rézne wartosci, roznig-
ce sie o0 wielokrotnosci 24 co jest oczywiste juz ze wzgledu na samo
okreSlenie tego pojecia. Wszelka liczba urojona posiada tedy nieskonh-
czenie wiele argumentow, tworzgcych postep arytmetyczny o réznicy 26
Do tego aby dwie liczby zespolone byty rowne, potrzeba, izby byty réw-
ne ich moduly a ponad to, izby ich argumenty r6znity sie o wielokrot-
no$¢ 2rc, waruaki te sg wystarczajgce. Modut iloSci urojonej 2 oznacza
sie w ten sam sposob, jak wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej,
przez 121
Wezmy dwie liczby zespolone z = a + bi, 2 = al + b'i oraz od-
powiadajgce im punkty mim*; suma z 2! bedzie wyobrazona zapo-
mocg punktu m, stanowigcego wierzchotek roéwnolegtoboku, opartego
na Om i Om'. Boki trojkata Omm” (rys. 46) rownajg sie odpowiednio
modutom liczb z, z', z +-«\ Stad wnioskujemy, ze modut sumy dwuch liczb
jest mniejszy, niz suma modutéw obu skfadnikéw, lub co najwyzej réwny jej, a

Rys. 46.

1) Niektorzy z naszych autoréw uzywajg w tym znaczeniu nazwy: azymut (k.
Bottcher, Zasady algiebry elementarnej; J. Mihutowicz, Podrecznik arytmetyki). Uw. tt



6 Rozdziat Xni. — Funkcje elementarne zmiennej zespolonej.

trekszy lub co najmniej réwny roznicy tych modutéw. Poniewaz dwie liczby
przeciwne majg ten sam modul, przeto twierdzenie powyzsze stosuje sie
rowniez do modutu réznicy. Widzimy nareszcie w ten sam sposob, ze
modut sumy jakiejkolwiek liczby ilosci zespolonych roéwna sie co naj-
wyzej sumie ich modutéw; rownos¢ moze zachodzi¢ jedynie wtedy, Kkie-
dy wszystkie punkty, wyobrazajace te ilosci, sg potozone na tym samym
promieniu, wykreslonym z poczagtku ukiadu.

Jezeli przez punkt m przesuniemy proste mr', my', réwnolegte do
Oi i Oy, to spOtrzednemi punktu w w tym nowym ukiadzie osi beda:
a—a i b"—b (rys. 47). Punkt m' wyobraza tedy w nowym ukladzie

Rys. 47.

Z'— A\ modut liczby z'—z réwna sie dlugosci mm*, a argument — ka-
towi 0 pomiedzy nmi i ».r'. Wykresimy z punktu O odcinek Om,, row-
ny odcinkowi mm' i réwnolegly don; koniec w, tego odcinka wyobraza
réznice z' —z w ukladzie osi Or, Oy. Lecz figura jest réwno-
legtobokiem; punkt w, jest tedy symetryczny z m wzgledem $rodka c
odcinka Oni'.

Przypomnijmy sobie jeszcze wzoér, ktory daje modut i argument
iloczynu dowolnej liczby czynnikoéw. Oznaczmy je ogolnie przez

zk = ¢e*(cos iok -f i sin w¥); k=12, .,n
zasady mnozenia, tgcznie z wzorami, wyznaczajgcemi funkcje trygono-
metryczne sumy katéw, doprowadzaja do wyniku
71z3..zn= ¢ €2.. ¢,[cos (io, - w, - ... f~a3) isin(to, g2-f-..f <)),
co wskazuje, iz modut iloczynu réwna sie iloczynowi modutdw a argument
iloczynu jest réwny sumie argumentéw. Wysnuwamy stad z fatwoscig stynny

wzor Moivre’a
cos nuo -f- i sin mw = (cos w-(- i sin c@m

ktory zogniskowuje, w postaci nader zwiezlej, wszystkie wzory, wyzna-
czajgce funkcje trygonometryczne iloczyndéw.



I. — Wiadomosci og6lne. — Funkcje monogieniczne. (F. Monogones). 7

Whprowadzenie symboléw urojonych pozwolito w teorji réwnan al-
giebraicznych osiggnaé¢ doskonatg ogdlnos¢ i harmonje. Zresztg wiasnie
z powodu roéwnan drugiego stopnia wyrazenia te nasunely sie po raz
pierwszy uwadze badaczy. Ich doniosto$¢ w analizie matematycznej
jest niemniejsza — wyjasnimy tedy z poczatku w sposob doktadny, co
nalezy rozumieé¢ przez stowa: funkcja zmiennej urojonej.

260. Funkcje ciggle zmiennej zespolonej. — Gdy X iy 0znaczajg
zmienne rzeczywiste, niezalezne od siebie, to liczba zespolona z= xf-yi
stanowi tak zwang zmienng zespolona. Jezeli stowo: funkcja weZmiemy
W jego znaczeniu nhajogllniejszym, to wyda sie naturalnym orzeczenie,
iz wszelka inna liczba urojona u, ktorej warto$¢ zalezy od wartosci z,
jest funkcjg zmiennej z. Pewna liczba okreslen rozcigga sie na ten no-
wy zakres bez zadnych trudnosci. Tak np. powiemy, ze funkcja u= f(z)
jest ciggta, jezeli modut réznicy f(z + In— f{z) dazy do zera, gdy mo-
dut h dazy do zera, t.j. jezeli do kazdej liczby dodatniej e mozna do-
bra¢ takg inng liczbe dodatnig 4, izbySmy dla h | mniejszego od rj mieli;

f(z + h)y—f(z) | <e.
Szereg

ud{z) + ux(z) + =+ un(2) + =
ktérego wyrazy sa funkcjami zmiennej zespolonej z jest jednostajnie
zhiezny w pewnym obszarze A plaszczyzny, jezeli wszelkiej liczbie do-
datniej e mozna podporzadkowa¢ takg liczbe catkowitg N, izbySmy mieli
przy n;> N

i?7 — WHL(2) + Uh+2(z2) + =I<CE
dla wszystkich wartosci z, branych w obszarze A. Mozna dowies¢, jak
wyzej (I, art. 31), ze suma szeregu, ktdérego wyrazy sa funkcjami cia-
gtemi w jakim$ obszarze A, a jednostajnie zbieznego w tym obszarze,
stanowi rowniez funkcje ciggla zmiennej 2 w tym samym obszarze.
Mozna jeszcze poznaé zbiezno$¢ jednostajng szeregu po tym, ze dla
wszystkich rozwazanych "wartosci 2 modut jakiegokolwiek wyrazu \un\
jest mniejszy od wyrazu odpowiedniego vn szeregu zbieznego, ktorego
wszystkie wyrazy sa liczbami statemi i dodatniemi. Szereg jest w ta-
kim razie jednoczes$nie bezwzglednie zbiezny i jednostajnie zbiezny.

Wszelka funkcja ciggta zmiennej zespolonej 2 posiada postac¢
u= P(x,y)+ iQ(r,y), w ktérej Pi Q oznaczaja funkcje rzeczywiste
ciggte dwu zmiennych rzeczywistych x, y. GdybySmy tedy nie dodali
innych warunkéw, badanie funkcji zmiennej zespolonej 2 statoby sie
w istocie rzeczy badaniem ukladu dwu funkcji dwu zmiennych rzeczy-
wistych: uzycie symbolu i spowodowatoby jedynie pozorne upioszcze-
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nig. Aby teorja funkcji zmiennej zespolonej wykazata pewne podobien-
stwo do teorji funkcji zmiennej rzeczywistej, poszukajmy wraz z Cau-
chy’'m, jakim warunkom winny czyni¢ zado$¢ funkcje P i Q, izby wy-
razenie P -f iQ posiadalo podstawowg wiasnos¢ funkcji zmiennej rze-
czywistej, do ktorych sie stosuje rachunek nieskodczonostkowy.

261. Funkcje monogieniczne. — Jezeli /(.r) oznacza funkcje zmien-
nej rzeczywistej .r, posiadajaca pochodna, to stosunek /(I

dazy do f'(x), gdy h dazy do zera. Zbadajmy rdwniez, w jakich wy-
padkach iloraz

Am AP4sAQ

Az Ar fiAy

dazy do pewnej okreslonej granicy, gdy modut C\z dazy do zera, to jest
gdy zmierzajg niezaleznie od siebie do zera przyrosty Ar i Ay. tatwo
przewidzie¢, iz nie bedzie to zachodzito dla jakichkolwiek funkcji
P(r,y) i Q(r,y), gdyz granica rozwazanego stosunku zalezy w ogolno-

sci od granicy stosunku t. j. od sposobu, w jaki punkt, wyobraza-

jacy wartos$¢ z + h, zbliza sie do punktu, wyobrazajgcego wartos¢ z.
Pozostawmy z poczatku y bez zmiany, a zmiennej r nadajmy war-
tos¢ poblizka .r + A.r; otrzymamy

u /<>- x)y)—Pxy) .08+ ry)- QKvy)
Az Aa X

aby ten stosunek posiadat granice, potrzeba, izby funkcje P i Q posia-
daty pochodne czgstkowe wzgledem .r; w takim razie owa granica wy-
raza sie w sposob nastepujacy:
Am dP . dQ
Az drt 'dr

Uwazajmy nastepnie x za stale, a zmiennej y nadajmy wartosé
y 4 Ay; otrzymamy

Vv P(X,y4-Ay)—P(x,y) Q(ry-fAy)— Q(rY)

lim

Az ~ Ay ' Ay
stosunek ten dazy do granicy réwnej
dQ . dP
dy * dy ’

byleby funkcje P i Q posiadaty pochodne czastkowe wzgledem y. Do
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tego, aby granice stosunku byly w obu wypadkach jednakowe, po-
trzeba warunkéw

dP _ dQ dP dQ
(1) dx dy"' dy dx*

Zatézmy, ze funkcje P i Q czynig zados¢ tym warunkom i ze po-
dB. dP dQ dQ S T. .
R B sg fo funkcje ‘ciagte. JeZeli przy-
piszemy obecnie zmiennym X i y dowolne przyrosty Ar, Ay, to bedzie-
my mogli napisa¢, oznaczajgc przez 9i 9 liczby dodatnie mniejsze od
jednosci, a przez s, s', el; el' — nieskonczenie male, dgzace do zera wraz
z Ax i Ay.

AP = P(x+ Ax,y+ AN)—P(x+ Ax,y) + P(x + AXx;y) — P(x)y) =
Ay Py{x-\- Ax,y + 9Ay) + Ax PX'(x+ 9'AX,y)
Ax \PX(x,y) + ] + Ay [P/ (x,y) + S,
i podobniez

chodne czgstkowe

AQ = Ax[QX(xyj+ 3]+ Ay [Qy'(x,y) + /]
Przyrost Am—AP + iAQ mozna napisaé, zgodnie z warunkami
(1), w postaci
0Q . dP\

Am= A T 1i—  + YAiI + DA
m= AX T lax) ¥ dx ax] Y et

= (AN + iAy) + i .+ VJA* + T]'Ay.
\ dxj

bi, 1 — nieskoriczenie male].
Stad wynika
Am_ dP ~do© 4AXx + r/Ay _
Az~ dx 1dx AX + iAI/
jezeli q]i 4 sa mniejsze od jakiej$s liczby a, to modut wyrazu uzu-
petniajacego jest mniejszy niz 2a. Wyraz ten dazy tedy do zera, gdy
AX i Ay zmierzaja do zera, i mamy

. Am dpP dQ
lim Az dx ¢x

Jezeli tedy pochodne czastkowe funkcji P i Q sg ciggle, to wa-
A
runki (1) sa niezbedne i wystarczaja.ee do tego, izby stosunek -

posiadat oznaczonag granice dla kazdej wartosci z Funkcja u nazywa
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sie w takim razie funkcjg monogieniczna (monogene) czyli analityczna (ana-
lytique) zmiennej <?). jezeli jg oznaczymy przez /(z), to pochodna f*(z)
bedzie sie réwnata ktoremukolwiek z nastepujacych, roéwnowaznych
wzgledem siebie, wyrazen:

” ” dP . dQ dQ .dP dP , . dP dQ , . dQ
n dx ' Ox dy * dy dx ' dy dy ~ 1dx '

Nader zasadnicze znaczenie posiada ten wzglad, ze zadna z funkcji
P(x,y), Q(x,y) nie moze by¢ wzieta dowolnie. W istocie, zalézmy, iz
funkcje P i ¢ posiadaja pochodne drugiego rzedu; jezeli zrozniczkujemy
pierwszy ze zwigzkdéw (1) wzgledem x, a drugi wzgledem y, a nastep-
nie dodamy je, to otrzymamy

PP dPP

P dx* dy- Q

i podobniez dowodzimy, ze \ Q O. Funkcje P(x,y), Q(x,y) stano-
wig tedy rozwiazania réwnania Laplaee’a

Nawzajem, wszelkie rozwigzanie réwnania Laplace’a moze by¢
wziete za jedng z funkcji P lub Q Niech np. P(x,y) stanowi rozwig-
zanie tego rownania; zwigzki (1), w ktérych Q jest uwazane za funkcje
niewiadomg, sg zgodne z sobg, i funkcja monogieniczna o czesci rzeczy-
wistej, réwnej P(x, y), bedzie wyznaczona zapomocg nastepujacego wy-
razenia, zawierajgcego stalg dowolng C:

P(x,y) + i T \I%i Jy ((jij dxi C
Badanie funkcji analitycznych zmiennej zespolonej z staje sie tedy
w istocie rzeczy badaniem ukiadu dwu takich funkcji P(x,y) i Q(X,Y)
zmiennych rzeczywistych x iy, ktére czynig zado$¢ warunkom (1), i
moznaby rozwina¢ catg teorje bez uzycia symbolu t*). Bedziemy atoli
w dalszym ciggu postugiwali sie symbolikga Cauchyego, pamietajgc
o tym, ze rOznica pomiedzy temi dwiema metodami jest w gruncie rze-
czy* bardziej pozorna niz rzeczywista. Kazde twierdzenie, uzasadnione
dla funkcji analitycznej f(z), da sie bezposrednio wystowié¢ w postaci
twierdzenia, stosujacego sie do funkcji P i Q i nawzajem.

'Y Nazwa: monogieniczna byta czesto uzywana przez Cauchy ego. Mowi sie
rowniez niekiedy: sgnektyczna (sijnerligue). Bedziemy tu uzywali raczej terminu:
analityczny; nieco dalej okaze sie, iz powyzsze okre$lenie jest zupetnie zgodne z da-
nym poprzednio. ,1, art. 1971

2) Takie witasnie stanowisko zajmuja wogble matematycy niemieccy ze szkoty
Riemanna.



. — Wiadomosci ogdlne. — Funkcje monogieniczne. (F. Monogenes). n

PRZYKLADY. — Funkcja u = x2— y--\-2ixij jest to funkcja analityczna,
poniewaz zwiagzki (1) sg spetnione, i pochodna rowna sie 2x -j- 2iy = 2z; funkcja
owa nie jest to nic innego, jak (x -|-iyp = z2 Przeciwnie, wyrazenie v —Xx — iy

nie jest funkcjg analityczng; w istocie, mamy

AV Ac—iny _ - LAR
Az Aa: + i/\y LAY
1+ 1=

AU

i rzecz jasna, ze granica stosunku Qe zalezy od granicy stosunku
Z

Gdy zatozymy, ze r ecos Yy esin w i zastosujemy wzory, dotyczace
zamiany zmiennych (I, art. 63), zwiagzki (1) przybiorg postac;

dP dQ dQ dpP
) — =

Ow 6e ' ow 6e

i pochodna zostanie wyrazona w sposob nastepujacy

IdP  dOQ\ o
/(2 \de 4- i aé-ll (cos g — i sin qj).

Zapomocg tych wzoréw stwierdzimy tatwo, ze funkcja
zm em (cos mw -f- i sin mw)
jest funkcjg analityczng zmiennej z, o pochodnej réwnej

mzn~1(cos mw -\ i sin mw) (cos w — i Sin oj) = mzm~".

262. Funkcje holomorficzne. — Wiadomosci, wyluszczone powyzej,
sg jeszcze nieco zbyt ogolnikowe, poniewaz nie bylo dotychczas mowy
o granicach, miedzy ktéremi ma sie zmieniac z.

Czes¢ A plaszczyzny nazywa sie spojng (connexe) lub jednokrotnie
spéjng (d’'un seul tenant), jezeli dwa jakiekolwiek punkty, nalezgce do
tej czesci, mozna polgczy¢ zapomoca linji ciggtej, potozonej rowniez
catkowicie w tym obszarze. Obszar spéjny, potozony catkowicie w odle-
glosci skonczonej, moze by¢ ograniczony przez jedng lub wiecej krzy-
wych zamknietych, wséréd ktérych istnieje zawsze krzywa zamknieta,
ograniczajgca go zewnetrznie. Cze$¢ plaszczyzny, rozciagajgca sie do
nieskonczonosci, moze sie skitadaé¢ z punktow, lezacych nazewnatrz je-
dnej lub Kilku krzywych zamknietych; moze réwniez by¢ ograniczonag
przez krzywe, posiadajgce gatezie nieskonczone. Gdy nie bedzie oba-
wy zadnej dwuznacznosci, bedziemy uzywali do oznaczenia czesci spéj-
nej ptaszczyzny ktéregokolwiek ze stéw: pole (aire) lub obszar (region).

Funkcja f(z) zmiennej zespolonej z nazywa sie funkcja holomorficz-
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na (holomorphe) lub catoksztattna *) w pewnym obszarze spdjnym A pta-
szczyzny, jezeli czyni zado$¢ warunkom nastepujacym:

po 1l-sze) kazdemu punktowi z obszaru A odpowiada oznaczona
wartosé /(:?);

po 2-gie) f(z) zmienia sie w sposob ciggty, gdy z porusza sie w ob-
szarze A, to jest modut /(z + h) —/(*) dazy doz era wraz z modutem liczby A

po 3-cie) /(z) posiada w kazdym punkcie z obszaru A jedng okre-
$long pochodng /'(*), to jest kazdemu punktowi r odpowiada taka liczba
zespolona f'(z\ iz modut réznicy

/B+m- n*) _

dazy do zera, gdy A dazy do zera. Wszelkiej liczbie dodatniej s mozna
w takim razie podporzgdkowaé takg inng liczbe dodatnig 4, iz przy 'A
mniejszym od § mamy:

4 N\z+ *)—/(-)—*/'(«) SS®A.

W danej chwili nie uczynimy zadnego zalozenia co do wartosci
f(z) wzdluz zarysu, ograniczajgcego A. Gdy powiemy, ze funkcja /(2)
jest catoksztaltna wewnatrz pola A, ograniczonego przez linje zamknietg
T oraz na samym obwodzie, bedziemy przez to rozumieli, ze f(z) jest ca-
toksztaitna w obszarze A, zawierajgcym obwdd I' i obszar A

Funkcja analityczna J(z) niekoniecznie musi by¢ holomorficzng
w catym obszarze istnienia; w ogoélnosci funkcja taka posiada punkty
osobliwe, ktdére moga by¢ nader rozmaite. Szkicowanie klasyfikacji
tych punktéw osobliwych bytoby w tej chwili przedwczesne; ich istota
zostanie odstoniona wiasnie przez badanie, do ktdérego obecnie przy-
stepujemy.

«

263. Funkcje wymierne. — Przepisy, dotyczace obliczania pochod-
nej sumy, iloczynu lub ilorazu, jako wnioski logiczne z samego okresle-
nia pochodnej, stosujg sie bez zmiany do funkcji zmiennej zespolonej.
To samo zachodzi z prawidtem roézniczkowania funkcji innej funkciji.
Niech u = f(Z) oznacza funkcje analityczng zmiennej zespolonej Z; je-
zeli zastgpimy Z przez inng funkcje analityczng ty(z) zmiennej zespolo-
nej z, u okaze sie rowniez funkcjg analityczng zmiennej z.  Mamy
w istocie:

*) Sadze, te to spolszczenie wyrazu greckiego nie powinno wywota¢ zadnyeh
nieporozumien. Podobniez uzywam w dalszym ciggu nazwy: czescioksztaUna zamiast:
meromorficzna. [Cul thum.].
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Am _Am AZ
Az AZ Az’
gdy Az dazy do zera, to samo zachodzi z AZ ,i kazdy ze stosunkow

—U, zmierza do okreslonej granicy. Stosunek dazy tedy row-
AZ Az 19 y Az Y Y
niez do granicy
lim = /' (2)6' (2.
Az

StwierdziliSmy juz powyzej (art. 261), ze funkcja
ZM= %+ iy)m

jest funkcjg -analityczng zmiennej z, o pochodnej mzm~\ Mozna prze-
kona¢ sie o tym bezposrednio, podobnie jak w tym przypadku, gdy zmien-
na przybiera tylko wartosci rzeczywiste. W istocie, wzor dwumianowy
Newtona, jako oparty wylacznie na wiasnosciach mnozenia, rozcigga sie
oczywiscie na ilosci zespolone. Mozemy tedy napisa¢, oznaczajac przez
m liczbe catkowitg dodatnig

(@4 M= 2V T 2 h e o Z12R4

a przeto
(»-4)--s~ = +AFFW~4) ** + +4 ]
h L 1.2 ]

rzecz jasna, iz prawa strona tej rownosci dazy do granicy mzm-', gdy
modut h dazy do zera.

Wszelki wielomian catkowity o dowolnych spotczynnikach jest te-
dy rowniez funkcja analityczng, catoksztaltng w catym obszarze ptasz-
czyzny. Funkcja wymierna, to jest iloraz dwu wielomianéw catkowi-
tych P(z), Q(2), ktére mozna uwaza¢ za pierwsze wzgledem siebie, jest
rowniez funkcjg analityczng — funkcja taka posiada atoli pewng liczbe
punktéw osobliwych, odpowiadajgcych pierwiastkom réwnania Q) —Q
Jest to funkcja catoksztattna w kazdym obszarze ptaszczyzny, nie za-
wierajgcym zadnego z tych pierwiastkéw.

264. Badanie pewnych funkcji niewymiernych. — Gdy punkt z za-
kresla krzywa ciagla, spotrzedne ™ iy, zaréwno jak modut ¢, zmieniajg
sie w sposéb cigglty — to samo stosuje sie do argumentu, o ile przebie-
gana krzywa nie przechodzi przez poczatek ukifadu. Gdy punkt 2 za-
kresla krzywa zamknieta, x, y i e przybierajg ponownie swe wartosci
poczatkowe, lecz niezawsze zachodzi to samo z argumentem. Jezeli po-
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czatek uktadu lezy nazewnatrz obszaru, otoczonego przez krzywa zam-
knieta (rys. 4Sa), to, rzecz jasna, argument odzyskuje swg wartos¢ po-
czatkowag; dzieje sie inaczej, gdy punkt z zakre$la krzywa w rodzaju
MONPMO lub MO nmpg MO (rys. 48b).

Rys. 48a. Rys. A%

W pierwszym przypadku argument odzyskuje warto$¢ poczatkowa
powiekszong o 2-, w drugim przybiera wartos¢ poczatkowsa, powiekszo-
ng o 4;;. Rzecz jasna, ze mozna porusza¢ punkt 2 po takich krzywych
zamknietych, ze zmienianie sie w sposob ciggly argumentu wzdtuz jednej
z nich doprowadza do wartosci réznej od wartosci poczatkowej o iloczyn
liczby 2r przez dowolng liczbe catkowitg n, dodatnig lub ujemng. Ogol-
nie, gdy 2 zakresla krzywa zamknieta, argument réznicy 2 — o przybiera
warto$¢ poczatkows, jezeli punkt a lezy nazewnatrz pola. otoczonego
przez te krzywa zamknietg, lecz mozna zawsze obraé krzywa, zakreslong
przez 2, w taki sposob, izby wartos¢ ostateczna argumentu rdznicy 2 — a
byta réwna wartosci poczatkowej, powiekszonej o 2nz.

Ustaliwszy te fakty, rozwazmy rdwnanie

®) um= z,

w ktérym m oznacza liczbe catkowitg dodatnia. Zwigzek ten podpo-
rzadkowuje wszelkiej wartosci z, procz 2 = 0, m wartosci roznych
zmiennej u. Istotnie, jezeli zalozymy

2 = ¢ (cos w-f-i sinw), u=r (cos f + isin 'f),
zwigzek (5) jest roéwnowazny dwu nastepujgcym

rm= g mtp= O+ 2A~
1
Z pierwszego otrzymujemy r = ;m to jest ze r jest réwne pierwiastko-
wi arytmetycznemu m-go stopnia z liczby dodatniej ;. Mamy nastepnie
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2ki: . . . . -
- i w cela otrzymania wszystkich odmiennych wartosci u

wystarczy nadac liczbie catkowitej dowolnej k m nastepujacych po so-
bie wartosci catkowitych 0, 1, 2,..., m — 1; w ten spos6b wyrazimy m
pierwiastkéw réwnania (5) w postaci

o2& gy 2k a0 1 2, m—1);
m

m

(6) uk= em cos

ktorykolwiek z tych pierwiastkbw oznaczamy przez Z'1

Gdy punkt, odpowiadajgcy zmiennej z, zakre$la krzywa ciggia,
kazdy z tych pierwiastkbw zmienia sie réwniez w sposob ciggly. Gdy
2 przebiega krzywa zamknietg, wzgledem Kktdrej poczatek uktadu lezy
nazewnatrz, argument wprzybiera ponownie warto$¢ poczatkows, i kaz-
dy z pierwiastkbw w0, uv.. um— zakre$la rowniez krzywag zamknietg
(rys. 49a). Lecz jezeli punkt 2 zakresSla krzywg MONPMU (rys. 48b), to
w zmieaia sie w w+ 2% wartos¢ koncowa pierwiastka w rowna sie war-
tosci poczatkowej pierwiastka m+i, i krzywe, zakreSlone przez rdzne
punkty, odpowiadajgce pierwiastkom, tworzg jedng krzywag zamkniets.

Rys. 49a. Rys. 49b.

m pierwiastkbw «0, uv .., wn f ulegajg tedy przemianie kotowe;j,
gdy punkt, odpowiadajgcy zmiennej z, przebiega w zwrocie dodat-
nim) krzywa zamknietg bez punktéw podwdjnych, otaczajgcg poczatek
uktadu. Rzecz jasna, iz mozna porusza¢ ten punkt po takiej drodze
zamknietej, ze jezeli warto$¢ poczatkowa ktérego$ z pierwiastkéw row-
na sie np. n0, to jego warto$¢ koncowa bedzie rowna ktéremukolwiek
innemu [pierwiastkowi. Jezeli tedy nie chcemy wprowadzaé nieciggto-
§ci, to musimy uwaza¢ m pierwiastkOw réwnania (5) nie za tylez funkgcji

X t j. w kierunku wzrostu argumentow (Uw. U)
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osobnych zmiennej r, lecz za m odmiennych galezi (branches distinctesi
tej samej funkcji. Punkt r — O dokota ktérego zitchodzi permutacja
tych m wartosci zmiennej «, posiada nazwe punktu krytycznego (point cri-
tique) czyli puntku rozgalezienia (p. de ramifieation).

NR to aby m wartoéci u mogly by¢ uwazane za osobne funkcje
zmiennej r, nalezy przerwac ciggto$¢ tych pierwiastkdbw wzdtuz jakiej$
linji nieograniczonej, wychodzacej z poczatku ukladu. To zniesienie cia-
gtosci mozna sobie wyobrazi¢ konkretnie w sposob nastepujacy: wystaw-
my sobie, ze w plaszczyZnie, w ktérej wyobrazamy wartosci zmiennej z,
zostalo zrobione ciecie nieograniczone podiug promienia, wykre$lonego
z poczatku uktadu, np. podtug promienia OL (rys. 50), i ze rozsuneliSmy
zlekka oba otrzymane brzegi, w ten sposéb, izby droga punktu z nie mogta
przej$¢ zjednego na drugi. W tych warunkach Zadna droga zamknieta

Rys. 50.

nie moze otacza¢ poczatku ukladu; kazdej wartosci z odpowiada zupet-
nie okres$lona warto$¢ kazdego z m pierwiastkow u, , ktérg otrzymamy
nadajgc argumentowi w wartos$¢, zawartg miedzy a i a— 2z. Nalezy je.
dnak zauwazyé¢, ze wartosci u w w dwu punktach nieskoniczenie bliz-
kich m i m‘, potozonych z réznych stron ciecia, nie sg jednakowe. War-
tos¢ m w punkcie m' rowna sie wartosci m w punkcie w, pomnozonej
I 2z . . 25\
przez coS--—-- 17 sin—7}
\ m m |
Kazdy z pierwiastkow rownania (5) jest funkcjg monogieniczng. Niech
n0 stanowi warto$¢ jednego z pierwiastkow, odpowiadajgcg danej wartosci
20> wartosci z, zblizonej do 20, odpowiada warto$¢ u blizka wartosci 0.

Zamiast odnajdywania granicy stosunku mozna szukaé granicy

stosunku odwrotnego
z zg «m--um
«— M_ «— "0’
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granica owa réwna sie mu™-*, Otrzymujemy tedy nastepujgce wyra-
zenie pochodnej funkcji u
: 1 1 _Im
muml mz’
mozna je napisa¢ rowniez w postaci, zawierajacej wyktadniki ujemne

L 1o
U= —zm
m

1U . . .. Lo )
lecz posta¢ m - lepiej wzig¢ z tego wzgledu, iz unikniemy wdwczas

nieporozumienn co do wartosci pochodnej, odpowiadajacej danemu pier-
wiastkowi. Wewnatrz jakiejkolwiek krzywej zamknietej, nie otaczajgcej

m
poczatku uktadu, kazdy z m pierwiastkow yfz jest funkcjg holomorficz-
ng. Réwniez um= A (z—a) posiada podobniez m pierwiastkow, ktore
ulegaja przemianie kotowej dokota punktu krytycznego z = a.
Rozpatrzmy jeszcze réwnanie
) m= Az— Z—e¢).. 2—eN
w Kktorym el( e2, ..., e, sg to liczby, rézne od siebie. Oznaczmy przez
te same litery punkty, wyobrazajgce te n ilosci. Zatézmy
A —R (cos a4-i sin a)
z —ek= ek(cos wk-Xxi sin w¥) (k= 1,2, .., n)
u=r(cos 9--i sin 9)
w, o0znacza kat, utworzony przez kierunki prostych: Ox i e*z, tgczacej
punkt ek z punktem z. 7 réwnania (7) otrzymujemy

rJ] =Bee..en, 29 = a-fdQ+ ..+ 20T,
rownanie to posiada tedy dwa pierwiastki przeciwne
a -(-tg -j-... -j- on —
M — (2 ..en) cos 2 (AT Lsin @t Wi+ —A
(8) f w-f-w, f- -] (OMH- 2jiYy, . . {0t <Oj(-...-f- co,, -j-
' \.|.+ 1sin "

| M—(Ze,.. ) cos

Gdy punkt 2 przebiega krzywag zamknieta C, otaczajacg p z posrod
punktéw €, e,, ..,en,top argumentéw, nalezacych do ciggu ug, <, .., <,
powigksza sig 0 2tt; argument pierwiastka i podobniez argument pier-
wiastka u2wzrastaja przeto opn. Jezelip jest parzyste, oba pierwiastki
zyskuja swe wartosci poczagtkowe; jezeli p jest nieparzyste, to kazdy
chodzi w drugi. W szczegdélnosci zamiana pierwiastkow zachodzi

Kurs analizy matematycznej.
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przypadku, gdy wewnatrz obwodu jest potozony tylko jeden punkt c,.
Punkty e stanowig n punktow rozgatezienia. Do tego aby pierwiastki
u, i u. pozostawaty okreslonemi dokiadnie funkcjami zmiennej Wy-
starczy utworzy¢ taki uklad cieé, aby wszelka krzywa zamknieta ota-
czatla zawsze liczbe parzystg punktéw krytycznych. Mozna np. prze-
ciagnaé szereg cie¢ nieograniczonych podtug prostych, wychodzacych
ze wszystkich punktéw e,, w ten sposéb, by te ciecia nie krzyzowaty
sie. Lecz mozna réwniez zastosowa¢ wiele innych sposobéw. Jezeli np.
istniejg 4 punkty Kkrytyczne e2 €3 ev to mozna zrobi¢ jedno ciecie
wzdtuz odcinka prostej ete2l a drugie — wzdluz odcinka JC.

265. Funkcje jednowartoSciowe i wielowartoSciowe. — Przykiady
elementarne, rozpatrzone przed chwila, uwydatniajg pewien fakt nader
wazny. Warto$¢ funkcji f(z) zmiennej ~ niezawsze mianowicie zalezy
jedynie od samej wartosci z, lecz moze réwniez w pewnym stopniu za-
leze¢ od sposobu, w jaki nastepujg po sobie wartosci, przybierane przez
zmienng przy przejsciu od pewnej wartosci poczatkowej do wartosci
danej (actuelle), czyli innemi stowy od toru, po ktdérym sie porusza
punkt, odpowiadajgcy zmiennej.

m
Powrdéémy np. do funkcji u —\'z. Gdy bedziemy szli z punktu M,
do punktu M dwiema drogami M,NM i M,PM (rys. 4Sb). nadajac
funkcji u w obu przypadkach te samg warto$¢ poczatkowa, to w punk-
cie M nie otrzymamy tej samej wartosci, poniewaz wartosci argumentu
zmiennej N w tych dwu przypadkach r6znig sie o 2k. Musimy tedy
wprowadzi¢ jeszcze nowe rozrdznienia.

Funkcja analityczna f{z) nazywa sie jednowartosciowg (uuiforme) czyli
monodromiczng (monodrome) w obszarze A, jezeli wszystkie drogi, poto-
zone w tym obszarze, ktore tgczg jaki$ punkt z jakimkolwiek punk-
tem z, wioda do tej samej wartosci koricowej f(z). Gdy warto$¢ kon-
cowa f{z) nie jest przy wszystkich mozliwych drogach jednakowa, funk-
cja jest icielowartosciowa (multiforme). Funkcja holomorficzna w obsza-
rze A musi byé w tym obszarze jednowartosciowg. Ogolnie, do tego
by funkcja f(z) byfa funkcjg jednowartosciowg w danym obszarze, po-
trzeba i wystarcza, izby jakakolwiek droga zamknieta, zakreSlona przez
zmienna, przywracata tej funkcji jej wartosS¢ poczatkowa. W istocie,
jezeli przesuwanie sie od punktu A do punktu B po dwuch drogach
AMB i AXB (rys. 51) doprowadza do tej samej wartosci /(z), to rzecz
jasna, ze poruszajgc punkt z po obwodzie zamknietym AMBNA, odzy-
skamy w punkcie A warto$¢ poczatkowa f(z).

Nawzajem zatézmy, ze przy poruszaniu sie punktu ~ po obwodzie
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AMBXA powracamy do punktu wyjscia z wartoscig poczatkowa u0, i niech
ux oznacza warto$é, ktdrg funkcja osigga w punkcie B, gdy z przebiegto
droge AMB. Gdy 2 przebiega tuk BNA, funkcja zmienia sie od warto-
$ci ml az do wartosci u0, wiec naodwrdét droga ANB doprowadzi od war-
tosci u0 do wartosci uv t.j. do tej samej wartosci, co droga AMB.

Rys. 51.

Nalezy zauwazy¢, ze funkcja moze nie by¢ jednowartosciowa w ja-
kim$ polu, nie posiadajac bynajmniej w tym polu punktéw krytycznych.
Rozpatrzmy np. cze$¢ plaszczyzny, zawartg pomiedzy dwoma kotami

spolsrodkowemi Ci C", ktorych s$rodkiem jest poczatek ukladu. Funkcja
1

U= zm nie posiada w tym obszarze zadnego punktu krytycznego; mimo
to nie jest w nim jednowartosciowa, gdyz w razie zakreSlenia przez 2
okregu spoétsrodkowego, zawartego pomiedzy C a (7, funkcja ta zostaje

) 2z .. 2X
pomnozona @rzez cosm -fum —.

[l. — Szeregi potegowe o wyrazach zespolonych. — Elementarne

funkcje przestepne.

266. Kolo zbieznosci. — Rozumowania, uzyte przy badaniu szere-
géw potegowych w rozd. IX tomu I, dadzg sie z tatwoscig rozciggnaé
na szeregi potegowe o wyrazach zespolonych (series enti¢res k termes
imaginaires); wystarczy zastgpi¢ wartos¢ bezwzgledng (w jej dawnym zna-
czeniu — Uw. U) przez modut. Przypomnimy tutaj pokrétce bieg roz-
wazan i wyniki.

WezZmy szereg potegowy
(9) a0+ az+ az2+ .. + +

w ktorym spétczynniki i zmienna moga przybiera¢ dowolne wartosci
urojone. Rozpatrzmy jednoczes$nie, zakladajgc: Ai — a-, r = \z, sze-
reg modutéw

(10) A0 -f Ajr + A22+ ..+ Arrnf- ..
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uzasadnilismy (I, art. 1S1) istnienie takiej liczby dodatniej R, ze szereg
(10) jest zbiezny dla wszelkiej wartosci r R, a rozbiezny dla wszel-
kiej wartosci r>» R. Ta liczba R rdwna sie odwrotnosci najwiekszej

Z granic ciagu
2 3 n.
4,, VA, VAS, .., MA,,, ..,

i w przypadkach szczegolnych moze by¢ réwng zeru lub nieskonczona.

Z wihasnosci liczby R wynika bezposrednio, ze szereg (9) jest bez-
wzglednie zbiezny, gdy modut z jest mniejszy od R. Dla wattosci z,
zmiennej z o module wiekszym niz R szereg (9) nie moze by¢ zbieznym,
poniewaz w takim razie szereg modutow (10) musiatby by¢ zbieznym
dla wartosci r wiekszych niz R (I, art. 181). Jezeli, biorgc poczatek
uktadu za Srodek, zakreslimy w ptaszczyZznie zmiennej £ okrag C o pro-
mieniu R (rys. 52', to szereg catkowity (9) okaze sie bezwzglednie
zbieznym dla kazdego punktu, potozonego wewnatrz C, a rozbieznym
w kazdym punkcie zewnetrznym: stgd nazwa kofa.zbieznosci (cercie de
conrergence), nadawana temu kotu. W punkcie, potozonym na obwo-
dzie kola, szereg moze by¢ zbieznym Ilub rozbieznym, stosownie do
okolicznosci ).

Wewnatrz kola C, spétsrodkowego z pierwszym i 0 promieniu R,
mniejszym niz R, szereg (9) jest jednostajnie zbiezny, poniewaz dla kaz-
dego punktu, potozonego wewnatrz (7, mamy oczywiscie

<h+l zn+' -f .. -f a,HpP+p < A+, B'nti 4- .+ A, K)i?’n+r

i mozna znalez¢ liczbe n do$¢ wielka, by prawa strona byta przy wszel-
kim p mniejsza od wszelkiej, danej z goéry, liczby dodatniej e Stad
whnioskujemy, ze suma szeregu (9 jest to funkcja f(z) zmiennej © cia-
gla w kazdym punkcie, potozonym wewnatrz kola zbieznosci (art. 260).

Rdézniczkujgc dowolng liczbe razy, wyraz za wyrazem, szereg (9).

Y Niech /z) ~a,,zn stanowi -zereg catkowity o promieniu zbieznosci ft= 1.
Jezeli spotczynniki a0, a,, a2 ... sa liczbami dodatniemi, coraz to mniejszemi, i a,, da-
zy do zera przy n rosngcym nieograniczenie, to szereg jest zbiezny we wszystkich
punktach obwodu kola zbieznosci, oprocz, byé moze. punktu *= 1. Istotnie, szereg
X*n, w ktorym z = 1. jest. z wyjatkiem wartosci *= 1, nieoznaczony, poniewaz

modut sumy n pierwszych wyrazéw jest mniejszy niz ; wystarczy tedy zasto-

sowaé rozumowanie z artykutu 166 i oprzec¢ sie na twierdzeniu Abela uog6lnionym.
Podobniez szereg a, — a,z 4" aZ2— ..., utworzony z poprzedniego zapomocag za-
miany Z na — a, jest zbiezny we wszystkich punktach okregu z =i, oprocz, by¢
moze, punktu *= —1 (p. art. 166).
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otrzymujemy liczbe nieograniczong szeregébw potegowych /%(s), /2(z),...,
fn(z), .., posiadajacych to samo kolo zbieznosci, co pierwszy szereg
(I, art. 183). Mozna dowies¢ w taki sam sposob jak w art. 184, ze fXz)
stanowi pochodng funkcji f(z) i ogdlnie, ze fn(z) jest pochodng funkciji
fn—\(z). Wszelki szereg potegowy wyraza tedy funkcje holomorficzng wewnatrz
kota zbieznosci. Cigg pochodnych tej funkcji daje sie przedtuza¢ nieogra-
niczenie, i A”szystkie te pochodne sg réwniez funkcjami catoksztaltnemi
w tym samym Kkole.

Rys. 52.

Majac punkt z, potozony wewnatrz kola C, zakreSimy dokota tego
punktu okrag c styczny wewnetrznie do okregu C i wezmy punkt zA h,
lezgcy wewnatrz c; jezeli r i? oznaczajg moduty z i h,tor + R
(rys. 52). Suma f(z + h) szeregu jest rowna sumie szeregu podwojnego

ax + a#l+ ..+ a™ + .
afii +Bazh - ... -)- naren “h - ..

(V) + adh24 ..+ n(n—1)

1.2 anzn-2h2+ ..

obliczonej za pomocg dodawania w kolumnach pionowych. Lecz szereg
ow jest bezwzglednie zbiezny, poniewaz, zastepujgc kazdy wyraz przez
jego modul, otrzymujemy szereg podwdjny o wyrazach dodatnich, kt6-
rego suma wynosi
A0+ AX(r+ 9+ ..+ A, (r+ en+ ..
Mozna tedy dodawaé wyrazy szeregu podwojnego (11) rowniez
wzdluz wierszy (poziomych), i przeto otrzymujemy dla wszelkiego punktu
z h, lezgcego wewnatrz kota ¢, zwigzek nastepujacy:
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(1?) f(z+h) f{z)+hn\Q+~ f2z2)+ ..+1 & nin(*)+ ..

Szereg z prawej strony znaku rownosci jest napewno zbiezny,
skoro modut przyrostu h jest mniejszy od R—r. moze by¢ jednak zbieznym
w wiekszym jeszcze zakresie. Funkcje Z',(*),/*(*), —/«(*)»=" 8l rdéwne
kolejnym pochodnym funkcji /(r), a wiec wzoOr (12) utozsamia sie ze
wzorem Taylora.

Jezeli szereg (9) jest zbiezny w punkcie Z obwodu kola zbieznosci,
suma /(Z) szeregu jest granica, do ktorej dazy suma f(z), gdy punkt c
daz\ do punktu Z wzdluz promienia, zakoriczonego w tym punkcie.
Twierdzenie to nie przestaje by¢ prawdziwym, gdy z, pozostajac wcigz
wewnatrz kola, zmierza do Z wzdluz jakiej§ krzywej, nie stycznej w punkcie
Z 7 kotem zbieznoscil).

Gdy promien R jest nieskonczony, koto zbieznosci wypetnia cala
ptaszczyzne, i funkcja /(z) jest holomorficzna dla wszelkiej wartosci z.
Powiemy, ze jest to funkcja calkowita (fonction entiere); badanie tych
funkcji przestepnych stanowi jedno z najwazniejszych zadan Analizy.
W najblizszych artykutach zbadamy klasyczne przykiady funkcji prze-
stepnych elementarnych.

267. Szeregi szeregow (Series de s$ries). — Majac szereg potegowy (9) o jakich-
kolwiek spolczynnikach, powiemy, iz jaki$ inny szereg potegowy £<**" ktérego
wszystkie spolczynniki sg rzeczywiste i dodatnie, jest dla pierwszego szeregu szere-
giem twtfistajgcym (s. majorante), jezeli przy wszelkim n zachodzi zwigzek:

Wszystkie wyniki, osiagniete zapomocg uzycia funkcji zwyzszajagcych (art. 186—189),
stosujg sie bez zmian do funkcji zmiennych zespolonych. Oto jeszcze jedno za-
stosowanie:

13) JOW + i (%) + fi (%) + - + /(%) + -

stanowi szereg, ktérego kazdy wyraz jest znowuz sumg szeregu potegowego, zbiez-
nego w kole o promieniu rownym lub wiekszym od pewnej liczby R > 0.

f{(z= a0+ aitz+ ..+ ainz” + ..

Wyobrazmy sobie, ze kazdy wyraz szeregu (13) jest zastgpiony przez odpowiedni
szereg poteg zmiennej 2\ otrzymujemy w ten sposéb szereg podwodjny, ktérego kazda
kolumna jest utworzona przez rozwiniecie jednej z funkcji J-,(z). Jezeli ten szereg
jest bezwzglednie zbiezny dla jakiej$ wartosci z o module g, t.j. jezeli szereg podwoj-
ny XX iainj e" jest zbiezny, to mozna przy kazdej wartosci z o module nie wiek-

szym od ¢ dodawa¢ wyrazy pierwszego szeregu wzdtuz wierszy poziomych, i otrzy-
mujemy sume F(z) szeregu (13) w postaci szeregu poteg zmiennej z

) por. Picard, Traili d’Analyse (Kurs Analizy), t. I, str. 73.



I1.—Szeregi potegowe o wyrazach zespolonych.—Elementarne funkcje przestepne. 23

F(z) — b0-j- b"z-j- ... + bnzn-}- ..
bn = aon+ «in + - +. + - (" = > 2>em
Jest to w gruncie rzeczy to samo rozumowanie, ktore pozwolito rozwingé
f(z + h) podiug poteg liczby h.

Zatozmy np., ze szereg /=(z) posiada funkcje zwyzszajaca o postaci-—1 -
‘ r—z

i ze szereg —j Mi jest zbiezny. W szeregu podwoéjnym modut wyrazu ogoélnego jest
Zn
mniejszy niz M ----- . Byleby$my mieli zZ\c r, szereg ten jest bezwzglednie

zbiezny, poniewaz szereg modutéw jest zbiezny; jego suma jest mniejsza niz -

268. Rozwiniecie w szereg potegowy iloczynu nieskonczonego. — Wezmy iloczyn

nieskorczony'
F(z) = @ +u0@+ ul..@+ un)..,

w ktorym kazda z funkcji ut jest funkcja ciagtg zmiennej zespolonej z w pewnym
obszarze D. Jezeli szereg S£7; jest w tym obszarze jednostajnie zbiezny, F(z) réwna
sie sumie szeregu jednostajnie zbieznego w O i przeto stanowi funkcje ciagla (art.
175, 176). Jezeli funkcje ui sg funkcjami analitycznemi zmiennej z, to z pewnego
twierdzenia ogolnego, ktére zostanie dowiedzione w dalszym ciggu (art. 297), wynika,
ze to samo sie stosuje do F(z).

Naprzyktad iloczyn nieskoriczony

(1-1)
wyrazg funkcje zmiennej z, holomorficzng w dziedzinie calej 'ptaszczyzny, poniewaz
szereg jest jednostajnie zbiezny wewnatrz dowolnej krzywej zamknietej. Ten
iloczyn réwna sie zeru dla z = 0, + 1, + 2, ..., ale tylko dla tych wartosci.

Mozna dowie$¢ bezposrednio, ze iloczyn F (z) moze by¢ rozwiniety w szereg
potegowy, jezeli, rozwingwszy kazda z funkcji ui w szereg potegowy

u{(z) = ai0 + auz + .. ainzn + ... i=012.)),

otrzymujemy szereg podwojny 2 2 ain r” zbiezny przy odpowiednio dobranej war-
1 n

tosci dodatniej r.
Zatozmy, jak w art. 174

M= 1 - u0, Dh = (1 + Mo (L + M) ... (1 + un;
wystarczy okazaé, ze suma szeregu
(14) ="B + =j

rownego iloczynowi nieskonnczonemu F(z), da sie wyrazi¢ w postaci szeregu pote-
gowego. Owa0z, jezeli zatozymy jeszcze
= laibx\+ | *J* + ..+ K,,K.+



24 Rozdziat XI1I1l. — Funkcje elementarne zmiennej zespolone;j.

to rzecz jasna, ze iloczyn
r,', = 1+ u<)@ r «,... Q@ —

bedzie dla o, funkcjg zwyzszajaca. Szereg (14) moze by¢ tedy uszykowany podiug
poteg zmiennej z, jezeli mozna orzec to samo O Szeregu pomochiczym

(15) »' 0' - - K
Jezeli rozwiniemy kazdy wyraz tego szeregu w szereg potegowy, to otrzymamy
szereg podwojny o spodiczynnikach dodatnich i dla osiggniecia naszego celu wystar-

czy dowies$é, iz po zastgpieniu z przez r. 6w szereg podwojny bedzie zbiezny. Oznacz-
my przez U,,' i V,,' wartosci funkcji b," i 0, dla z "\ mamy

=(14- W)l a)..1 (@n U,

i t
i przeto W- .. +V, =0+ 1V)..U+ un)
czyli jeszcze

VO' + W+ ~+V ,, < Cr*+- +r» .

Gdy n wzrasta nieograniczenie, suma U, Un dazy do pewnej granicy,

poniewaz szereg ~j L'r | jak zatozylismy, jest zbiezny. Szereg podwéjny (15) jest te
dy bezwzglednie zbiezny, o ile z 1<; r; szereg podwojny, otrzymany zapomoca roz-
winiecia kazdego wyrazu r,, szeregu (14 jest tedy tjm bardziej bezwzglednie zbiezny
wewnatrz odpowiedniego kola C, i mozna go uszykowa¢ podiug poteg catkowitych z
8podlczynnik & przy zr w szeregu, wyrazajagcym Fit), rowna sie podiug tego
granicy, do ktérej dazy przy n rosngcym nieograniczenie spolczynnik przy *r
w sumie ¢, @ r, + .. Pn, czyli, co na jedno wychodzi, w szeregu, powstatym z roz-

winiecia iloczynu
Ph= 141 -f«).. (1 m,, );

spélczynnik ten otrzymamy przeto, stosujgc do iloczynu nieskoriczonego zwykty spo-
sob obliczania spoélczynnika jakiej$ potegi zmiennej z w iloczynie liczby skonczo-
nej wielomianéw.
Naprzyklad iloczyn nieskonczony
F{z) = (1 U<l 4 *I)(I z) ... (1 4 z27)..

tla sie rozwing¢ podtug poteg zmiennej z, byleby z < 1. Wszelka potega zmiennej z,
np. zv, wystgpi w tym szeregu ze spolezynnikiem réwnym jednosci, poniewaz wszel-
ka liczba catkowita N moze by¢ napisana w pewien jedyny spos6b w postaci sumy
poteg liczby 2. Mamy wiec, gdy 'z < 1

(16) F(Zz) = 142z- z14 .. 4 zn+ .. = T3

co moznaby réwniez uzasadni¢ nader tatwo zapomocag tozsamosci

L ="a+ MG - z)a x .. 2
=2

269. Funkcja wykladnicza. — Okre$lenie arytmetyczne funkcji
wyktadniczej (f. exponentielle) traci oczywiscie wszelkie znaczenie, gdy
wyktadnik jest urojony. Aby uogdlni¢ odpowiednio okre$lenie, potrzeba
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przeto oprze¢ sie na jakiej$ wiasnosci, dajacej sie rozciggna¢ na funk-
cje zmiennej zespolonej. Uzyjemy wiasnosci, wyrazonej przez zwigzek

funkcjonalny ax X ' = ax+x', i postaramy sie wyznaczy¢ taki szereg
potegowy7 f(z), zbiezny w kole o promieniu R, izbySmy mieli
17 f(z + z') = f(2)f{z"\

skoro moduly liczb z, z', z+ Z' sa mniejsze od B, co zachodzi napewno, gdy

z’i Z° sg mniejsze niz Jezeli uczynimy w zwigzku poprzednim

2’ = O, to otrzymamy
I(z) = /(2)/(0);

musi tedy sie spetnia¢ réwnosé /(o) = 1, i szereg szukany napiszemy
w postaci
2 2i &1—2>—f
/)= 1+t 4%t 1. 2% % 1 . n

Zastgpmy w tym szeregu 2 kolejno przez \t i \'t, oznaczajgc przez X i
X dwie state a przez t — zmienng pomocniczg, i pomnézmy oba otrzy-
mane szeregi; wypadnie

/XDEXD=1+y X+ X)t+ ..
+ i r.-.-—r-]--(ian -|-—1an—\oa X 1X - X~ \/4- <
Z drugiej strony mamy
f(U-FXQ =1+~ X+ X)t+ ..+ £ " - X+ Xp»#et+ ..

Rownosé f(kt +X'H) = f(X)f(X't) musi zachodzi¢ dla wszystkich
R
wartosci X X, t, spetniajgcych warunki 'X|< 1, X', < 1, i] < —; trzeba

tedy, izbyr oba szeregi byly identyczne, t. j. izbySmy mieli

0, X+ X)'= anX'+ aj X"-' X

”(q > D en26 8 2X23——anx"
stad wynikajg zwiagzki a,, = a,,_, ag, an= an 2a2 .., ktére mozna sfor-
mutowaé w postaci jednego warunku ogolnego
(18) ap+q — aP )

w ktorym p ij oznaczaja dowolne liczby catkowite dodatnie. Aby
znalez¢ rozwigzanie ogllne zagadnienia, zat6zmy: g = 1 i uczynmy ko-
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leinop—1,p =2 p—3, .., wypada, iz 0. = a* potym a3= a.,» —a,3
i wreszcie a, a,". Otrzymane w ten sposob wyrazenia spetniajg
warunek (1S), i szereg szukany przybiera postac

/(=1 127 4128
szereg ten jest zbiezny w dziedzinie catej ptaszczyzny i zwigzek
f{z + 2') = f(2)f(z")

jest spetniony przy wszelkich wartosciach liczb ; i zZ'.
Szereg powyzszy zalezy od statej dowolnej a zakladajgc iz at 1,
przyjmiemy

+ ..t

1+ 1 1.2 1.2.w

w ten sposob rozwigzanie ogblne postawionego zagadnienia stanowi €>\

Gdy r przybiera warto$¢ rzeczywistg x, funkcja catkowita ex wy-
raza to samo, co funkcja wykiadnicza e*, zbadana w algiebrze; przy
dowolnych z i z mamy zawsze &5+ = exX e5. Pochodna funkcji e ro6-
whna sie samej funkcji. Zgodnie z wzorem podstawowym mamy

ezH = e* e
aby modz obliczy¢ e-, gdy ™ posiada wartos¢ zespolong x -f yt, wystar-
czy umie¢ obliczy¢ e*. Otdz, tgczac z osobna wyrazy o wykladnikach
parzystych i nieparzystych, mozemy napisa¢ szereg, wyrazajacy e/.
w postaci

qQ i VY (Y y3 B\
1.2 11234 *+ Al 123 12.3.4.5

rozpoznajemy po prawej stronie znaku réwnosci wyniki rozwiniecia
funkcji cos y i sin y, a wiec, gdy y jtst rzeczywiste

@®f= cos y-)-isiny.
Gdy zastgpimy we wzorze poprzednim e” przez to wyrazenie, o

trzymamy
(19) e*+y = e?(cos y -j- t sin y);
funkcja posiada modut e* i argument y.

Wzér ten uwydatnia pewng wazng wiasnos¢ funkcji ex; gdy zmie-
niamy mianowicie z na z  2j», x nie ulega zmianie a y wzrasta o 2z,
CO nie pocigga za sobg zadnej zmiany w wartosci prawej strony wzoru
(19). Mamy tedy = ¢'; funkcja wyktadnicza exposiada okres 2~i.
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Postarajmy sie jeszcze rozwigza¢ réwnanie e = A, w ktorym A
oznacza dowolng liczbe zespolong, r6zng od zera, o module ¢ i argumen-
cie tog chcemy miec

i~ (cosy a.i siny)= z(cos g+ i sin to),
co wymaga spetnienia warunkéw
er — & y= O+t

Oznaczajgc przez symbol log logarytm naturalny liczby dodatniej, o-
trzymujemy z pierwszego zwigzku x = log € Przy wyznaczeniu y-ka ma-
my do czynienia z dowolng wielokrotnoscig 2it. Gdyby A = 0, réwna-
nie e = O doprowadzitoby do wyniku niemozliwego. A wigec rownanie
e =A przy A réznym od zera, ponada nieskoriczenie wiele pierwiastkéw, wy-
razonych przez wzor log e + i (w+ 2kri); réwnanie e%= O wie posiada zadne-
go pierwiastku rzeczywistego ani urojonego.

Jjwaga. — Moznaby rowniez okresli¢ e~ jako granice wielomianu

/1 —- | przy m rosngcym nieograniczenie. Metoda, uzyta w algiebrze
»

w celu uzasadnienia, iz ten wielomian ma za granice szereg ex, stosuje
sie rowniez w tym przypadku, gdy 2 jest zespolone.

270. Funkcje trygonometryczne. W celu okreslenia funkcji sin Oi cos 0
dla 0 zespolonego zastosujemy bezposrednio do wartosci zespolonych
szeregi potegowe, znalezione w tym przypadku, gdy zmienna byla rze-
czywista, i zatozymy

. 0 03 05
sin0 = —
1.2.3 + 1.2.3.4.5
(20) 02 04
cos0=1

1.2 f1.2.3.4 ~

Sg to funkcje przestepne catkowite, posiadajgce wszystkie wdasnosci fun-
kcji trygonometrycznych. Tak np. widzimy ze wzoréw (20), ze pochodna
funkciji sin 0 réwna sie cos 0 i ze pochodng funkcji cos 0 jest — sin 0; gdy
zmieniamy 0 na — 0, sin 0 przechodzi w — sin 0, gdy tymczasem cos 0 po-
zostaje bez zmiany.

Obie nowe funkcje przestepne dadzg sie wyrazi¢ zapomoca fun-
kcji wyktadniczej. Rozwinmy, w istocie, e* w szereg poteg zmiennej 0, tgczac
z osobna wyrazy o wykiadnikach parzystych i nieparzystych

02 04 01

exi= 1— _o e =
127 1.2.3.4 1.2.3



28 Rozdziat XIIl. — Funkcje elementarne zmiennej zespolonej.

rownos$¢ te, zgodnie z wzorami (20), mozna napisa¢ w postaci
e —c0s 24-i sin 2,
Zastepujac 2 przez —z, otrzymujemy jeszcze
e~xt= €0Sz— isin 2,
a z tych dwu zwigzkéw wynika nawzajem
/01v e*+ rf g* —T-!
2 2t

Sa to znane wzory Eulera, sprowadzajgce funkcje trygonometryczne do
funkcji wyktadniczej. Wzory te uwydatniajg okresowos$¢ obu funkcji, po-
niewaz ich prawe strony nie ulegajg zmianie, gdy z przechodzi w z + 2it.
Dodawszy je, po podniesieniu do kwadratu, otrzymujemy

cosa rf sin®2= 1.

Uzyjmy jeszcze wzoru e<Mi% = @' czyli

cos(z + z') 4-tsin (z 4- 2")
—(cos 2 + 1 sin z) (cos z* -f f sin z")
= €0Sz COSz' —sinz sinz 4-i(sinz cosz 4 sin z' cos 2);

gdy zastapimy w tym wzorze z przez —z, z* przez — z, otrzymamy
cos(z+ 2)—i sin(z4 zV)
= €0Sz coaz' —sinz sinz — i (sinz cos z' 4 sin z' COS z),
i z tych dwu wzoréw wynika

COS(24-2') = C0S2CcO0Sz —sSinz sinz
sin 24 2)= Bin2 cos 2' 4-sin z' cos 2.

Wzory, wyznaczajgce funkcje sumy, zar6wno jak wszystkie ptynace
z nich wnioski, stosujg sie tedy bez zmiany do przypadku, gdy zmienna
jest zespolona. Obliczmy np. cze$¢ rzeczywistg i spétczynnik przy i
w wyrazeniach cos (x4 yi) i sin (x 4 yi). Mamy przedewszystkim podiug
wzoréw Eulera

cos yi Y& s hip vy

~%

sinyi = "“ﬁé = i sin hip\

wzory powyzsze dajg nastepnie

cos (X 4-y*) = cosx cosyi — sinx sinyi — cos x cos hipy —i sin .vsin hipy,
sin (X yi) =sin x cosyi 4- cos x sinyi — sin x cos hipy 4- i cosx sin hipy.
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Inne funkcje trygonometryczne dajg sie okresli¢ zapomocg po-
przednich. Mamy np.
sinz_ 1 exdi— e~x
cos 2 i eM-f- e~m’

co mozna réwniez napisaé w postaci

1~ -1
tang 2 i) i

prawa strona stanowi funkcje wymierng potegi €2*; styczna posiada te-
dy okres, rowny t

271. Logarytmy. — StwierdziliSmy juz (art. 269), ze gdy 2 jest dane,
jako liczba urojona, rézna od zera, to réwnanie eu= z posiada nieskon-
czenie wiele pierwiastkow. Zat6zmy, ze u = x Aiy\ jezeli précz tego
ci ® oznaczajg modut i argument liczby z, to muszg zachodzi¢ zwigzki

g* = z, Yy = o -)- 2k

Ktoérykolwiekbgdz z tych pierwiastkbw nazywa sie logarytmem
zmiennej 2 i oznaczamy go przez Log (2. Mozemy tedy napisac
Log (2) = log e -+ i(a & 2kz),
zachowujgc symbol log dla oznaczenia zwyczajnego logarytmu nepe-
rowskiego (czyli naturalnego — Jw. t}) liczby dodatniej. Wszelka licz-
ba rzeczywista lub zespolona, rézna od zera, posiada przeto nieskoncze-
nie wiele logarytméw, tworzacych postep arytmetyczny o roznicy 2ni.
W szczegolnosci, jezeli 2 jest liczbg rzeczywistg i dodatnig x, mamy
g = 0 i biorgc T= 0, mamy do czynienia ze zwyklym logarytmem; lecz
pozatym istnieje jeszcze nieskonczenie wiele wartosci zespolonych loga-
rytmu, o postaci log x f- 2km. Jezeli 2 jest rzeczywiste i ujemne, to
mozna zatozyé w= s, i wszystkie wartosci logarytmu sg urojone.
Mech Z' oznacza inng liczbe zespolong o module z* i argumen-
cie oi. Mamy
Log (z') = logz + i(d + 2&'¢t);
dodajgc oba logarytmy, otrzymujemy
Log (2) + Log (2) = log zz' + i [a - o + 2(Jc + K)%\

Poniewaz zi" réwna sie modutowi, a o -|- ojt — argumentowi iloczy-
nu 22, wiec mozna jeszcze napisat ten wzOér w postaci
Log (9 + Log (2) = Log (2),
ktora wskazuje, ze gdy dodajemy do ktérejkolwiek z wartosci wyraze-
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Log (:) ktérakolwiek wartos¢ wyrazenia Log (r'), to otrzymana suma
stanowi jedng z wartosci wyrazenia Log (c: ).

Wyobrazmy sobie teraz, ze punkt, odpowiadajgcy zmiennej c, za-
kresSla w swej plaszczyznie jakgkolwiek krzywa ciggta, nie przechodzaca
przez poczatek ukiadu; wzdtuz tej krzywej ; i w zmieniajg sie w sposob
ciggty i to samo zachodzi z rozmaitemi wartosciami logarytmu. Lecz
jezeli punkt przebiega krzywa zamknietg, to nalezy odr6zni¢ dwa od-
mienne wypadki. Gdy z, wyszediszy z punktu z0, powraca don, zakre-
Slajgc krzywag zamknietg, nie otaczajaca poczatku ukiadu, to argument
(0 zmiennej odzyskuje warto$¢ poczatkowg nD, i rozmaite galezie loga-
rytmu wracajg ponownie do swych wartosci poczatkowych. Gdybysmy
wyobrazili wartosci logarytmu zapomocg punktow, kazdy z tych punktéw
zakres$litby krzywa zamknietg. Jezeli za$ przeciwnie punkt i zakresla
krzywg zamknietg w rodzaju krzywej MaNATP (rys. 48b), to argument
zmiennej z wzrasta o 2- i kazda galgz logarytmu przybiera warto$¢ po-
czatkowag, powiekszong o 2zi. Ogolnie, gdy z przebiega jakgkolwiek krzywg
zamknietg, warto$¢ konicowa logarytmu réwna sie wartosci poczatkowej,
powiegkszonej o 2A%; k oznacza przytym liczbe catkowita dodatnig lub
ujemng, ktérg otrzymujemy, mierzac kat, o ktéry sie odchylit promien
wodzacy, wykres$lony z poczatku ukfadu do punktu ~ (t. j. liczbe catko-
witych obrotéw promienia wodzacego, w kierunku dodatnim lub ujem-
nym — Uw. U). Nie mozna tedy, o ile nie czynimy zadnych zastrzezen
co do przebiegu zmian 5-tu, uwazac¢ rozmaitych okreslen, funkcji Log(;>
za tylez funkcji osobnych tej zmiennej, poniewaz mozna przejs¢ w spo-
sob ciggly od jednego z nich do innego. Sa to gatezie tej samej funkcji,
ktére ulegajg permutacji dokota punktu krytycznego ¢ 0.

Wewnatrz pola, ograniczonego przez jaka$ jedng krzywa zamknietg
i nie zawierajacego poczatku uktadu, kazda z gatezi Log (z) jest funk-
cja ciagla i jednowartosciowa zmiennej z.  Aby dowies¢, ze jest to funk-
cja catoksztattna, wystarczy okazaé, ze posiada w kazdym punkcie jed-
ng oznaczong pochodna. Niech r iz, oznaczajg dwie zblizone do siebie
wartosci zmiennej, a Log (a), Log (2t) odpowiednie wartosci logarytmu.
wzietego w obu przypadkach w tym samym znaczeniu; gdy zt dazy do
z, modut Log (zj) — Log (z) dazy do zera. Zat6zmy: Log (*). = ur
Log (zj = u,; otrzymamy

Log(zj- Log(z) a —u
21—z eu —e*"

otéz, gdy dazy do u, iloraz ——— zmierza do granicy, stanowigce;j
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pochodng e‘, t j. do eu czyli 0. Logarytm posiada tedy w kazdym
punkcie jedng tylko pochodng, réwna e

Ogédlnie, Log (0 — a) posiada nieskonczenie wiele wartosci, ktore
ulegaja permutacji dokota punktu krytycznego z = a; pochodna tej

funkcji rowna sie ------- :

Jezeli m jest liczbg dowolna, rzeczywista czy zespolona, to funkcja
zm da sie okresli¢ zapomocg réwnosci
_ gm Log (%).

o ile m nie jest rzeczywiste 1 wymierne, funkcja ta posiada, réwnie jak
sam logarytm, nieskonczenie wiele wartosci, ulegajgcych permutacii,
gdy 2 obraca sie dokota punktu 0= 0. Do tego, aby kazda gatgz byta
funkcjg holomorficzng w dziedzinie calej ptaszczyzny, wystarczy wy-
tkng¢ ciecie nieograniczone wzdtuz dowolnego promienia, wychodzacego
z poczatku ukladu. Pochodna posiada wyrazenie nastepujgce

m
2

rzecz jasna, iz nalezy nadawac¢ argumentowi zmiennej z te samg war-
tos¢ w funkcji i w pochodnej.

ginLog (x) — YYIZm ~

272. Funkcje odwrotne: arc sin 2, arc tang 0. — Funkcje odwrotne
wzgledem sinz, cosz tang z, okreslimy w sposob analogiczny. Tak
wiec okreslimy funkcje u = arc sin 0 zapomoca zwigzku

0 = sinuw

aby rozwigza¢ to réwnanie wggledem w napiszemy

eui_ e ui edii L
2= 4 =t —,
2i 2ieu
skad wynika réwnanie drugiego stopnia
(22) U—2izU—1=0

wzgledem niewiadomej pomocniczej V = eui. Z rdwnania tego otrzy-
mujemy

(23) U= iz + VI —z,

a przeto

i(24) u—arcsin0 = —Log (iz + VI—2z¥.
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Réwnanie ¢ = sin u posiada tedy dwa szeregi pierwiastkdw, po-
chodzacych z jednej strony z dwu wartosci pierwiastka \1 —z1, z dru-
giej zaS — z nieskoriczenie wielu wartosci logarytmu. Lecz, jezeli zna-
my jeden z tych pierwiastkdw, tatwo stad wysnué wszystkie inne.
Ocznaczmy pierwiastki réwnania (22) przez Vv —eg'eim' i L” —
zachodzi miedzy niemi zwigzek WW" 1, a zatym —1, to-fm
= (2«-f1)-. Mozna oczywiscie zatozy¢: W —- — i otrzymamy

Log{W) = loge + + 2k'z)
Log (W) = —loge + »(*—w + 2K"ic).

Wszystkie wartosci funkcji arcsinsg tedy dane zapomocg wzoréw:
arcsinz — w -~ 2k'x — ilog e, arcsinz—z+ 2A-— m + iloge,
ktére mozna jeszcze napisaé, gdy zatlozymy u w'—iloge’, w postaci
(A) arcsinz —u + 2k'z
(B) arc sinz —("2k" + 1)* —

Gdy punkt < zakre$la krzywa ciggla, rézne wartosci logarytmu
we wzorze (24) przechodza ogoélnie jedna w drugg w sposéb ciagty.
Punkty * ~ 1 sg to jedyne mozliwe punkty krytyczne; dokota tych
punktéw zachodzi kolejna przemiana dwu wartosci pierwiastka \1— z1
Wartosci zmiennej z, ktére by czynity wyrazenie iz r t 1—z1 rownym
zeru, nie istniejg, poniewaz, podnoszac do kwadratu obie strony réwnania
iz—+ \1—z otrzymujemy 1 0.

Wyobrazmy sobie, zeSmy wykreslili dwa ciecia wzdtuz osi rzeczy-
wistej, jedno od —eo do punktu — 1, drugie od punktu -f 1 do + co.
Jezeli postawimy warunek, aby zmienna w swym przebiegu nie prze-
kraczata tych cie¢, to rozmaite gatezie funkcji arc sin z beda funkcjami
jednowartosciowemi z. Istotnie, gdy punkt z zakre$la tor zamkniety,
nie przekraczajgcy zadnego z tych cieé, oba pierwiastki W, U réwna-
nia (22) zakre$lajg rowniez krzywe zamkniete. Poczatek ukladu nie
lezy wewnatrz zadnej z tych krzywych; gdyby np. krzywa, zakre$lona
przez W, otaczata poczatek uktadu, to musiataby przecig¢ co najmnigj
raz 0§ Oy w punkcie, potozonym powyzej Ox. Ot6z wartosci V 0 po-

staci ii (a> 0) zwigzek (22) podporzadkowuje wartos¢ 1 zmiennej

z, rzeczywistg i > 1 Krzywa, zakre$lona przez z, musiataby tedy prze-
kroczy¢ ciecie, idace od 1 do + oo.
Rozmaite galezie funkcji arc sin z sg ponad to funkcjami holomor-
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ficznemi zmiennej z1). W istocie, wezmy dwie wartosci poblizkie u i ux
funkcji arc sin z, odpowiadajgce dwom wartosciom poblizkim z i z1
zmiennej. Mamy

ux—u ux—u

ZX—2z ~ sin ux— sinw’

gdy modut réznicy ux— u zmierza do zera, stosunek powyzszy dazy do gra-

nicy — = —=J]:.—e Dwie warto$ci pochodnej odpowiadajg dwu szere-
COS U yT~— "2

gom (A) i (B) wartosci funkcji arc sin 2.

Gdy nie czynimy zadnych zastrzezen co do przebiegu zmian liczby z,
to mozna przej$¢ od jakiejS okreslonej wartosci poczatkowej arc sinz
do ktorejkolwiek z gatezi tej funkcji, byle dobra¢ odpowiednio krzywag
zamknietg, po ktorej ma sie porusza¢ punkt 2. Istotnie, widzimy prze-
dewszystkim, ze gdy z zakre$la dokota punktu z —1takg krzywg
zamknietg, ze punkt z —— 1 lezy zewnatrz niej, to obie wartosci pier-
wiastka V |—2z2 przechodzg jedna w druga, i jedna z wartosci, naleza-
cych do szeregu (A), przechodzi w jedng z wartosci, nalezacych do (B).
Zal6zmy nastepnie, Ze punkt 2 porusza sie po obwodzie kota o promie-
niu i? wiekszym niz 1 i o $rodku w poczatku uktadu; kazdy z punktow
U', U" przebiega krzywa zamknietg. Punktowi z = + R rownanie (22)
podporzgdkowuje wartosci U —ia, V" —i$, gdzie aip sg dodatnie;
punktowi z —— R odpowiadajg podtug tego samego rdéwnania wartosci
ji = _06", "= —i% (@ iP — liczby rowniez rzeczywiste i dodatnie).
Kazda z krzywych zamknigtych, zakreSlonych przez punkty U, U",
przecina tedy o Oy w dwu punktach, z ktérych jeden lezy powyzej,
drugi ponizej punktu O oba logarytmy Log(LP) i Log (V") powigk-
szajg sie tedy lub zmniejszajg o 2m.

Podobniez okreSlamy funkcje arctang s zapomocg zwiazku
tang w= z czyli

il Jezeli wezmiemy we wzorze U = iz + t/—1"2 te warto$¢ pierwiastka, ktdra
staje sie 1-Scig dla z= 0, to cze$¢ rzeczywista liczby U pozostaje dodatniag, gdy z nie
przekracza cieé, i mozemy zatozyé, oznaczajac przez <> liczbe zawartg pomiedzy

_ — a4-—,iz U= Re”™ . Warto$¢ odpowiednia wyrazenia — Log U
2 2 1
arcsinz = — Log U = ‘h — *log R
i

nazywa sie niekiedy wartoscig gtéwng (principale) funkcji arc sin  jest to zwykia
wartos¢ kata o wstawie z, gdy z jest rzeczywiste i zawiera sie miedzy la+ 1

Kurs analizy matematycznej. 3
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1e -1

i ez + 1°
skad otrzymujemy

oo 1 i —z

1—iz i+ z'

a przeto
arc tang z
2i

Wyrazenie to uwydatnia istnienie dwu punktéw krytycznych + >
funkcji arc tang z. Gdy z obraca sie dokota jednego z tych punktdw,

Log I | powieksza sie lub zmniejsza o 2ki, a arc tang z wzrasta
» + */

lub zmniejsza sie o z

273. Zastosowanie do rachunku catkowego. — Pochodne okreslo-
nych przed chwilg funkcji posiadajg te samg postaé, jak w przypadku,
gdy zmienna jest rzeczywista. Odwrotnie, znane przepisy co do odnaj-
dywania funkcji pierwotnych stosujg sie réwniez do funkcji elementar-

nych zmiennej zespolonej. Tak np., oznaczajgc przez j/(z)dz wszelkg

funkcje zmiennej urojonej z, ktéra ma za pochodng f(z), napiszemy

[ = — (« > 1)

J (z— a)m th—1 (z— a)m 1

IlAd. — Alog(z—a).
J z—a

Te dwa wzory pozwalajg odnalez¢ funkcje pierwotng, odpowiada-
jaca dowolnej funkcji wymiernej, o spo6iczynnikach rzeczywistych lub
urojonych, byleby byly wiadome pierwiastki mianownika.

Rozpatrzmy w szczegdélnosci funkcje wymierng, o spotczynnikach
rzeczywistych, zmiennej rzeczywistej .r. Jezeli mianownik posiada pier-
wiastki zespolone, to sg one parami sprzezone i oba pierwiastki tej sa-
mej pary wystepuja tyle samo razy. Wezmy dwa pierwiastki sprze-
zone a+ pi i a—pi, ktorych rzad wielokrotnosci réwna sie p. Jezeli
przy rozkiadzie na utamki proste bedziemy postepowali z pierwiastka-
mi urojonemi tak samo, jak z pierwiastkami rzeczywistemi. to pierwiast-
kowi n + pi bedzie odpowiadat cigg utamkdéw prostych

JIj -|- A\i Al2 - Alp — Api
Xx—a—p 1 (r—a—ptha (r—a—$i)p’
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a pierwiastek a — pi da cigg analogiczny o mianownikach, sprzezonych
z poprzedniemi. Potaczmy przy obliczaniu funkcji pierwotnej wyrazy,
pochodzace od utamkow sprzezonych; otrzymamy, gdy p > 1,
/' -~ Npi ~ r Mp Npi
(X — a— pi)P Jx—a+pi)?
1 Alp - Afpi ~ Ap Lp 1
p_1 K—a— - (x—a+ phr—
1 (Alp + Npi) (x—a + pi*-1 +
p-1 [(*— <2+ pA~i
licznik stanowi oczywiscie sume dwu wielomianéw zespolonych sprze-
zonych. Gdy p = 1, mamy

dx

744 4 Ai o, Mr—Nj_
Jx—a—pi a+ pi

= (AL+ Nji) Log [(x — a) — pi] + (AfL— f~i) Log [(x — a) + pi].

Zastagpmy logarytmy przez ich wyrazenia szczeg6towe, a otrzymamy po
prawej stronie

Mxlog [(x — a)2+ @ + 2N _arc tang —

A P /% : X —a\
wystarczy zastapi¢ jeszcze arc tang------- rzez |—— arc tang —- 1,
X— \z p /

aby odnalez¢ wynik, ktéry otrzymaliSmy byli bezposrednio, bez pomocy
symbolow urojonych.

Rozpatrzmy jeszcze catke nieoznaczong
r dx
JVvAax2+ Bx + C.

ktora stosownie do znaku spéiczynnika A wystepuje w dwuch, zasadni-
czo réznych postaciach. Wprowadzenie zmiennej zespolonej pozwala
na potaczenie obu wzordéw w jeden; istotnie, jezeli we wzorze

r dx

SVr+~x2 -

zmienimy X na ix, to wypadnie
r dr

Log (x + VI + x2

— Log (ix + V1—x2),
i

i prawa strona réwnosci wyraza Wiasnie arc sin X.
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Wprowadzenie symboléw urojonych do rachunku catkowego po-
zwala tedy stwierdzi¢ Scisty zwiagzek pomiedzy wzorami, ktérych powi-
nowactwa nie zauwazylibySmy, gdybysmy nie opuscili dziedziny liczb
rzeczywistych. Oto jeszcze przykiad uproszczen, wynikajgcych z uzy-
cia liczb zespolonych:

Mamy, gdy o i i sg rzeczywiste:

/e0+HBlrdi — — —= - e"(cos br -f i sin br);
./e( o a bi a2 + i2 ( )
przyréwnajmy czesci rzeczywiste i spoétczynniki przy t a otrzymamy

odrazu obie obliczone juz kiedys$ (I, art. 109) catki

Podobniez sprowadzamy catki

do catki j .imdttHr>*dx, ktdrg obliczamy, stosujgc kilkakrotnie catkowa-

nie przez czesci.
Ces.
274. Rozklad na elementy proste funkcji wymiernej wstawy i dosta-
wy zmiennej z. — .Jezeli, majac funkcje wymierna wstawy i dostawy
zmiennej, .F(sin2, cos 2), zastgpimy w niej sin 2 i cos 2 przez ich wyra-
zenia, dane we wzorach Eulera, to funkcja ta zmieni sie w funkcje wy-
mierng B(}) zmiennej t = exi. Funkcja B(l), po dokonaniu rozdziatu na
elementy proste, bedzie sie sktadata z czeSci catkowitej oraz z szeregu
utamkdéw, odpowiadajgcych pierwiastkom mianownika. Jezeli mianow-
nik funkcji B(t) posiada pierwiastek /= 0, to utamki, odpowiadajgce
temu pierwiastkowi, dotagczymy do czesci catkowitej, co nam da wielo-
mian lub wogéle funkcje wymierng

m moze tu przybiera¢ wartosci ujemne.
Wezmy pierwiastek mianownika t= a, rézny od zera. Pierwia-
stek taki da szereg utamkdéw prostych.
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Poniewaz a nie jest rowne zeru, przeto mozna znalez¢ liczbe a,

czynigcg zado$¢ réwnaniu eai = a\ da sie wyrazi¢ nader tatwo

Z— X
w zaleznosci od cot Z--2. W istocie
oe g P LAy, 28
2 -eal
i stad wypada nawzajem
L L 1 A s Feot2—2
f—a exl — eai 2eai

utamek wymierny /(<) przechodzi tedy w wielomian stopnia n wzgle-
dem OOt —A—

Cy , .Z—a , z —a\ ., .. lz—a
-f cot—"N—-b "2 cot2 |l ——1+ - + -4, cot”

Kolejne potegi dotycznej az do re-tef moga znowuz by¢ wyrazone zapo-
mocg kolejnych pochodnych tej funkcji, az do (n—I)-ej; istotnie, ma-
my przedewszystkim

dcotz 1
'“a%'“ T Tsihzz T 1— 02z

dcotz.

dz °’
sadni¢ bez trudnosci, iz jezeli omawiane prawo jest prawdziwe dla
wszystkich poteg, az do cot" z wigcznie, to jest rowniez prawdziwe dla

a wiec cot2z da sie wyrazi¢ w zaleznosci od dalej mozna uza-

. . . . z—a .
cot”1z. Powyzszy wielomian stopnia n wzgledem cot—— zmienia

sie tedy w funkcje linjowag wyrazenia cot— — i jego pochodnych
j”-1 z—a
‘ " n -F ) <A cot
g “T Ot + 0 dfz (Cot k) dzme1
Uczynmy to samo ze wszystkiemi pierwiastkami b, c, .., | mianownika fun-

kcji E(t), r6znemi od zera, i dodajmy wyniki, otrzymane po zastapieniu
w E1(i) zmiennej t przez €*. Rozwazana funkcja wymierna F (sina;, cos z)
bedzie sie skiadata z dwuch czesci

(25) F(sin z, cosz) = <N + 4",

funkcja (z), analogiczna do czesci catkowitej funkcji wymiernej zmien-
nej niezaleznej, posiada posta¢ nastepujaca:
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(26) <) = C+ £(*« costm -f  sin np)\

m oznacza tu liczbe catkowity, nie réwng zeru. Co do funkcji V(2),
odpowiadajacej czesci utamkowej funkcji wymiernej, jest to wyrazenie
0 postaci

d ,lz—a\ , d'~'
V(z) = @i, cot + Cr cot |Z §| (-... -J- wom cot
dz \ 2 dzn-'
(27) —j— w ” d /2 - B\ _ dP"'
dz \ 2 1 r dzP~
+
Role elementu prostego odgrywa tu funkcja podobnie jak

przy rozkiadzie funkcji wymiernej utamek e Funkcja F(sine,cos?),

roztozona w ten sposob, daje sie fatwo scatkowacé; mamy w istocie
/ d: — 2 Log

a pozostate wyrazy catkujemy bezposrednio. Azeby funkcja pierwotna
byta funkcjg okresowa, potrzeba i wystarcza, izby wszystkie spétczyn-
niki C Jtx .. byty réwne zeru.

W praktyce nadanie funkcji F(sin z cos z) postaci ostatecznej (25)
niezawsze wymaga dokonania tych wszystkich kolejnych przeksztatcen.
Niech a oznacza warto$¢ zmiennej z ktéra czyni funkcje F nieskon-
czona; mozna zawsze zapomocg zwykiego dzielenia obliczy¢ spotczyn-

niki g, w czesci, ktora sie staje nieskoriczong dla z —a.

(I art. 188). Z drugiej strony, oznaczajac przez P(z — a) odpowiedni
szereg potegowy, mamy

przyrownywujgc spotczynniki tych samych poteg utamka Z—l apo obu
stronach wzoru (25), otrzymamy tedy fatwo Jtx wn JfN.

Wezmy np. funkcje oy Ty ktoéra po podstawieniu: e%— f,

«* = a, przybiera postaé
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2at
a(t2+ 1) — Ha2+ 1)
mianownik posiada dwa pierwiastki jednokrotne t= a, t—-i-, a sto-

pien licznika jest nizszy od stopnia mianownika. Otrzymamy tedy roz-
ktad nastepujacy

__________________ = C+ o#coti——— |f 3 cot2
COS Z — COS a 2 2

Aby wyznaczy¢ Jf, pomndézmy obie strony przez z—a i uczynmy na-

stepnie z= a; otrzymamy Ji — — 5 N - . Podobniez znajdujemy
sin a

———————— . Gdy zastgpimy Jt i <3 przez te wartosci i zalozymy

2= 0, to okaze sie, iz C = 0 i osiagamy ostatecznie wzor

1 __ -AA /ol _ eot2”n)
COS z — COS a 2sina \ 2 2 7/

Zastosujmy jeszcze metode o0go6lng do poteg catkowitych wstawy i dostawy
Um i .- zi\m
zmiennej z. Mamy np. (cos z)\ = 1?7 - ) ’ ti*cz3c z sob” wZrazy> jednakowo

oddalone od obu koncow licznika, w jego postaci rozwinietej, i stosujagc wzory Eulera
otrzymujemy bezposrednio

m(m — 1)
(2 cos *)*« = 2 cosmz + 2m cos (m — 2)z + 2 —- - cos(m—4)z + ...

Jezeli m jest nieparzyste, ostatni wyraz zawiera cos z; jezeli m jest parzyste,

to wyraz koricowy nie zalezy od z i réwna sie . -
S ) (t )
Podobniez, jezeli m jest nieparzyste,
- .. . . (m_l) H
(2i sin z)m = 2isin mz — 2tm sin (m — 2)* + 2i —- - sin(m —4)*+ ...,

a przy m parzystym
(2t sin *)m= 2 cos mz —2mcos (m — 2)z + .. + (—

Wzory te wskazuja bezposrednio, iz funkcje pierwotne wzgledem poteg (sin z)™”
i (cos z)r\ sg to funkcje perjodyczne zmiennej z, gdy m jest nieparzyste, ale tylko
w tym przypadku.

Uwaga. — Jezeli funkcja i”sin z cos z) posiada okres w to moz-
na jg wyrazi¢, jako funkcje wymierng wyrazenia e2* i uzy¢ w roli ele-
mentoéw prostych cot(z—a), cot(z P), —
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275. Rozwiniecie w szereg funkcji Log (1+c).— OkresliliSmy powyzej
funkcje przestepne dwojakiego rodzaju: niektore, jakoto el, sine, cos 2,
sg caloksztaltne w dziedzinie catej plaszczyzny, gdy tymczasem inne:
Log (2), arc tang 2 .. posiadajg punkty osobliwe i nie moga by¢ wyrazo-
ne zapomocg Szeregbw potegowych, zbieznych w dziedzinie catej pta-
szczyzny. Mozna atoli tworzyé w takich razach szeregi, wazne dla
pewnych czesci ptaszczyzny; okazemy to w zastosowaniu do funkcji lo-
garytmiczne;j.

Zapomocyg zwyczajnego dzielenia otrzymujemy wzér elementarny

=1 ,+2_ "3+ ..+ (_ D«2nt
1r2 1-fs

I
jezeli 2 < 1, reszta o dazy do zera, gdy n wzrasta nieogranicze-

nie, i wewnatrz kota C o promieniu réwnym jednosci mamy

- — 1—2+ 22— 2+ ..+ (- D"2n+
1+ 2

Oznaczmy przez F (z) szereg, otrzymany zapomoca catkowania tego sze-
regu wyraz po wyrazie
-«

S T L I

szereg ten jest zbiezny w tym samym kole i wyraza funkcje cato-
ksztattng o pochodnej F'(z) = Owoz znamy juz funkcje, posia-
dajgcg taka pochodng; jest to Log (1 + 2. ROznica Log (1 4-2—F (2
musi tedy by¢ liczbg statal); aby ja wyznaczyé, nalezy sie porozumiec
dokladnie co do obranej gatezi logarytmu. Jezeli weZzmiemy wartosc,

ktéra staje sie rowng zeru przy 2= 0, to dla wszelkiego punktu, poto-
zonego wewnatrz C, zachodzi zwigzek

z 2n g3 £4
(28) Log(l + 2) = y ~ - + - 4
Poltaczmy punkt A (z = — 1) z punktem M, wyobrazajgcym 2 (rys.

53); modut liczby 1+ 2 réwna sie dtugosci odcinka r = AM, a za argu-
ment tej ilosci mozna wzigé kat a, utworzony przez AM i AO; gdy

J) Do tego aby pochodna funkcji analitycznej X + Yi réwnata sie zeru, po-

.. d dy ... dy dX .
trzeba izby (art. 261) — = 0, — = 0, a przeto réwniez: = — =0 A11
dx dx dy oy
sa tedy liczbami stalemi.
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punkt M pozostaje wewnatrz kota C, kat ten pozostaje zawarty pomie-

dzy — ~ a + Warto$¢ logarytmu, réwna zeru dla z — 0, przybie-

ra posta¢ logr + ict, i wzor (28) nie daje powodu do zadnych niepo-
rozumien.

Eys. 53.

Zastepujagc w tym wzorze z przez — z i odejmujgc otrzymany
wzOr od pierwszego, osiggamy jeszcze wynik nastepujgcy

Las (J~H) - 2 (f +. T +7 +;ee):

a zastepujac nastepnie z przez iz, odnajdujemy ponownie szereg, wyra-
Zajacy arc tang z
arc tan Log 1+ iz
z
g 2i 1—iz 1 3+ 5

Szereg (28) pozostaje zbieznym w kazdym punkcie okregu kota zbieznosci o-
procz punktu A (str. 19 odsylacz); przeto oba szeregi

cos 29 cos 3i cos 49
cos 9- — + 4 + eem
i sin29 sin31 sin 4 9
sin9 — —-— 4

sa zbiezne dla wszelkiej wartosci argumentu 9 précz 9 = (2k + 1) it (por. art. 166).
Podtug twierdzenia Abela suma szeregu w punkcie M' stanowi granice, do ktorej da-

zy suma tegoz szeregu w punkcie M, potozonym na promieniu OM'. Jezeli zaktada-
9
my, ze 9 zawiera sie pomiedzy — ira + i to kat a dazy do granicy = —, a modut
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AM ma za granicy 2 cos (. Mozemy tedy napisaé

cos2 6 cos 36 cos 4!
2 ~T~* 4
_sin 26 sin 3

5 — . (— 1< B6< s>
2 3

Jezeli zastagpimy w ostatnim wzorze 6 przez 6 — k to odnajdziemy wzér. uza-
sadniony dawniej bezposrednio. (I, art. 204",

| b cos = cos8
og ( o

276. Rozszerzenie zakresu wzoru dwumianowego. — W rozprawie,
posiadajgcej znaczenie podstawowe dla teorji szeregéw potegowych,
Abel zajal sie wyznaczeniem sumy szeregu zbieznego

: . m mw — 1) ,,
z(m,z) = 1+ -z + ____(_______)2

(29)
mm—1) .. (m—p-f 1)
*r

1.2 ..p

+ ...

dla wszelkich wartosci rzeczywistych lub urojonych m i z czyniacych
zado$¢ jedynemu warunkowi: jz < 1 Moznaby osiggna¢ ten cel zapo-
mocg réwnania rézniczkowego, jak wskazaliSmy juz, gdy chodzito o zmien-
ne rzeczywiste (I, art. 183). Uzyjemy jednak innej metody, stanowigcej
zastosowanie art. 269, a bardziej zblizonej do biegu rozumowan Abela.
Zatozymy, iz z jest dane i z;< 1, i zbadamy wiasnosci funkcji f (m, 2),
rozwazanej jako funkcja zmiennej m. Jezeli tn jest liczbg catlkowitg do-
datnia, funkcja ta staje sie oczywiscie wielomianem (I-)-r)m Jezeli w
i W’ oznaczajg dwie jakiekolwiek wartosci parametru m, to zawsze

(30) ®&m, 2) f(m*, 2 = ?(m + ©, 2.
W istocie, obliczmy zapomoca zwyklych przepiséw iloczyn szeregow
®(m, 2), ?(»)', 2); zakladajgc dla uproszczenia

mmi — 1)..(m—k+ 1

mozemy napisa¢ spotczynnik przy zp w tym iloczynie w postaci
(32) mr -f »p , 4-mf— m2 -f .. mlm'p-, + mp,
i zwiazek funkcjonalny (30) bedzie uzasadniony, gdy okazemy, ze wyra-

zenie (31) jest tozsamosciowo réwne spotczynnikowi przy 22w * (m +mr, z),
to jest (m 4 mY)p. Moznaby sprawdzi¢ bezposrednio tozsamos¢

(32) (m 4- mY)p —mp + nip-, ml' -f .4 m'p,
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lecz wykonywanie tego rachunku okaze sie zupetnie zbyteczne, jezeli
zauwazymy, ze zwigzek (30) jest napewno prawdziwy w kazdym przy-
padku, gdy m im ' sg liczbami catkowitemi dodatniemi. Obie strony
wzoru (32) sg to wielomiany catkowite wzgledem m i m', zawsze réwne
sobie, gdy m i m oznaczajg liczby catkowite dodatnie; wielomiany te sg
przeto identyczne.

Z drugiej strony funkcja <im, 2 moze byC rozwinieta w szereg
uszykowany podiug poteg rosngcych liczby m. W istocie, m, 2),
po wykonaniu wszystkich wskazanych mnozen, moze by¢ uwazana za
sume szeregu podwojnego

(m, z} = I'g L. 72 A{"'T'Z3 + Dy
1 2 3 v
%’ 223 +
(33
+ P .o
+
1.2..p

obliczong zapomocg dodawania wyrazéw wzdtuz kolumn. Ten szereg
podwojny jest bezwzglednie zbiezny. W istocie, niech \A —¢ i |m|=o0;
jezeli zastgpimy kazdy wyraz przez jego modut, suma wyrazow nowe-
go szeregu, nalezacych do (p + l)szej kolumny, bedzie réwna
q@+ 1) - (o-fp—1)
1.2.p

jest to wyraz ogolny szeregu zbieznego. Mozna tedy dodawac wyrazy
szeregu podwojnego (33) wzdtuz wierszy, i w ten sposdb rozwijamy
<P0j, z) W Szereg potegowy

,z) — 19— - °2 W2 (- o
z (m, z) )— m 1 2! (
Zgodnie ze zwiazkiem (30) i wynikami, uzasadnionemi powyzej (art.
269), szereg ten winien by¢ tozsamosciowo rownym €m Owoz spol-
czynnik przy m

a, .= Log (1 + 2,

mamy tedy, biorgc warto$¢ logarytmu, réwng zeru przy z = o,
(34) (m, z) — em Logl+:a
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Mozna jeszcze nadaé¢ temu wyrazeniu posta¢ (1 + 2* ale w celu unik-
niecia nieporozumien co do wartosci, o ktorg chodzi, lepiej odwotywaé
sie do wyrazenia em”™ 4+*>

Niech tu — T -j- vi; nadajgc liczbom r i a takie samo znaczenie, jak
w poprzednim artykule, otrzymujemy

gWlog U+ *) — g(P + vO (logr + id)
— gtMogr-va jco8 vijog | j sin{jLa -f vlog r)].

Aby skonczyé z tym zagadnieniem, zbadajmy jeszcze omawiany szereg na ob-
wodzie kota zbieznosci. Oznaczmy przez Un modut wyrazu ogélnego, dla jakiego$
punktu z tego okregu; stosunek dwu nastepujacych po sobie wyrazéw szeregu ino-

. . m—n+f&11 )
dulow réwna sig ——--—— |, t. ] jezeli m = p Vi,

V(i 1— «* - vs AP i T n ,

. n n nl
funkcja Tin) w tym wzorze pozostaje skonczona, gdy n rosnie nieograniczenie. Za-
stosowanie znanego sprawdzianu zbieznosci (I art, 163) przekonywa, ze 6w szereg
modutéw jest zbiezny, gdy p 1> l.a rozbiezny we wszystkich innych wypadkach.
Szereg (29) jest tedy bezwzglednie zbiezny we wszystkich punktach obwodu kola
zbieznosci, jezeli p jest dodatnie.

Jezeli p - 1 jest ujemne lub réwne zeru, to modut wyrazu ogoélnego nigdy nie

Ul

maleje, poniewaz stosunek N nie jest nigdy mniejszy od jednosci. A wiec, jezeli

p~ — 1, szereg (29) jest rozbiezny we wszystkich punktach okregu.
Nalezy jeszcze zbada¢ przypadek, gdy — 1< p <; 0. Rozpatrzmy szereg o wy-
razie ogdlnym Urmrr; stosunek dwu nastepujgcych po sobie wyrazéw rowna sie

P+ 1 T (nl]f _1 p(p 1) T,int

n n2 J n u2

i jezeli wezmiemy p dos$¢ wielkie, by zostat spetniony warunek p(p 1) > 1, szereg
ten bedzie zbiezny. Stad wynika, iz UJ" a wiec i modut wyrazu ogélnego Un, daza
do zera. Wobec tego wezmy z obu stron tozsamosci

f(m 2z2)@a~» = p(m + i, 2)

jedynie wyrazy stopnia nizszego niz n lub rébwnego n; oznaczajac odpowiednio przez
Sni S’n sumy (n 4 1) pierwszych wyrazéw szeregéw f im, 2\ i <v(m 1, z), otrzy-
mujemy zwigzek

m(m—1).. im—n 1)

+ )= T+ —
SAIl +,)=§, 127

Jezeli cze$¢ rzeczywista liczby m zawiera sie pomiedzy — 1 a 0, to cze$¢ rzeczywis-
ta sumy m - 1 jest dodatnia. Zatézmy, iz |s] = 1: gdy n rosnie nieograniczenie,
S\ dazy do swej granicy, a wyraz uzupetniajacy dazy do zera; stad wynika, iz S,,
zmierza réwniez do pewnej granicy, o ile tylko nie mamy 1 2 = 0. Przeto, gdy
— /< p p, szereg (29) jest zbiezny we wszystkich punktach obwodu kola zbiez-
nosci z wyjatkiem punktu z = — .
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I1l.— Wiadomosci o odwzorowaniu podobnym.

277. Znaczenie gieometryczne pochodnej. — Niech u= X + Yi sta-
nowi funkcje analityczng, zmiennej zespolonej z holomorficzng we-
wnatrz obwodu zamknietego C\ warto$¢ u wyobrazimy zapomocg pun-
ktu o spétrzednych X. Y w ukiadzie prostokgtnym; przytym dla do-
godniejszego wystowienia osigganych wynikéw zatozymy, ze osie OX i
oY, potozone w plaszczyznie xoy lub plaszczyznie réwnolegtej do pt.
x°ij, g odpowiednio réwnolegte do osi ox i oy i zgodne z niemi co do
zwrotow. Gdy punkt 2 zakre$la pole A, ograniczone przez obwdd C,
punkt u o spotrzednych (X, Y) zakre$Sla w swej ptaszczyZnie pole A
zwigzek u = f(z) okresla tedy pewien sposob podporzadkowania wza-
jemnego punktéw dwuch ptaszczyzn lub dwuch czesci ptaszczyzny.
Lecz jest to rzecz oczywista, ze z powodu zwigzkdéw pomiedzy pochod-
nemi funkcji X i Y ten sposéb podporzadkowania wzajemnego musi
posiadaé pewne szczegdlne wiasciwosci; okazemy mianowicie, ze katy sg
zachowane hez zmiany.

Niech 2 i zx oznaczajg dwa punkty sgsiednie pola A, u i ul—pun-
kty odpowiednie pola A'\ stosownie do samego okreslenia pochodnej,
iloraz W_g dazy zawsze do granicy f (2, gdy modut zx— 21 dazy do

zera, niezaleznie od tego, w jaki sposéb zx— 2 zmierza do zera. Za-
t6zmy, ze punkt zx zbliza sie do punktu 2, przebiegajac krzywa C kto-
rej styczna w punkcie 2tworzy kat az prosta, rownolegta do or; punkt
ux zakreSli wtedy krzywa C', przechodzaca przez punkt u. Nie
rozwazajac przypadku, w ktérym f (2 = 0, oznaczmy modut i argu-
ment pochodnej f (z) przez e i tg r i rx niech oznaczajg odlegtosci zzx
i uuv @ — kat utworzony przez zzx z prostg zx' réwnolegtg do or, 3—

N

kat prostej uux z prostg uX', réwnolegta do OX. Modut ilorazu P
ZX_

rébwna sie T— a argument p — a'. Mamy tedy dwa zwiagzki
r

(35) lim Y= ¢ lim @ —a) = w4- 2t

Zajmiemy sie jedynie drugim z tych zwigzkéw; mozna w nim zatozyé
k — 0, poniewaz to jest rownowazne powiekszeniu argumentu w o wie-
lokrotnos¢ liczby 27e  Gdy punkt zv przebiegajac krzywa C, zbliza sie
do punktu 2 a' dazy do a, jako do granicy, P dazy do @ i otrzymuje-
P = a-- w co wyraza, ze aby mie¢ kierunek stycznej do krzywej, zakreSlonej
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prze: punkt u, wystarczy obréci¢ o pewien kat staty @ kierunek stycznej do krzy-
wej, zakreSlonej przez z. Zakladamy, rzecz jasna, w tym twierdzeniu, ze
podporzadkowujemy sobie wzajemnie zwroty stycznych, odpowiadajgce
temu samemu kierunkowi przebiegu punktow 2 i u.

WeZmy w plaszczyZznie xoy inng krzywg D, przechodzgcg przez
punkt c, ktorej odpowiada w plaszczyZznie XOY krzywa Z¥, oznaczajgc
literami ~ i d katy, utworzone przez odpowiadajgce sobie kierunki sty-
cznych tych dwu krzywych z prostemi 2r' i uX' (rys. 54a#i 54b), ma-
my jednocze$nie

N=zaf9 5=T7-fo
astagd 6—? = T—a- Krzywe C i D' przecinajg sic pod tym samym ka-
tem, co krzywe C i D. Widzimy ponad to, ze zostat zachowany bez
zmiany zwrot katow. Nalezy zauwazy¢, ze dowod traci warto$é, gdy
t\zj = 0.

W szczegoélnosci, jezeli rozwazamy w jednej z plaszczyzn xoy i
XO0Y dwie rodziny krzywych ortogonalnych, krzywe odpowiednie utwo-
rza w drugiej ptaszczyznie réwniez dwie rodziny krzywych, przecinaja-
cych sie pod katem prostym. Np. dwie rodziny krzywych X=C, Y=C
oraz dwie inne rodziny

(36) mod f(z) = C, argf(z) —C

tworzg w plaszczyznie xoy sieci prostokatne, poniewaz krzywe, odpo-
wiadajgce im w plaszczyznie XOY, tworzg w pierwszym przypadku dwa
uktady prostych, réwnolegtych do osi spétrzednych, w drugim za$ — sa
to kola, ktorych Srodek stanowi poczatek ukiadu, oraz proste, wykre-
Slone z poczatku ukfadu.

Przyktady. — 1. Zatdézmy, iz z' = [a — liczba rzeczywista i dodatnia].
Gdy oznaczymy przez r i 6 spOlrzedne biegunowe punktu z', to zwigzek poprzedni
stanie sie rownowazny zwigzkom: r’ = ra, 9' = a9. Przechodzimy tedy od punktu z

do punktu Zz', podnoszac promiern wodzacy do potegi a i mnozac kat biegu-
nowy przez a. Katy sg zachowane, z wyjatkiem tych, ktérych wierzchotkiem jest
poczatek uktadu, a ktore sg pomnozone przez czynnik staty a
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2. Rozwazmy przeksztatcenie dwulinjowe

az + b
cz + d

(37)

a, b, ¢, d — liczby stale dowolne). W pewnych przypadkach szczegdlnych widac
bezposrednio, jak przejs¢ od punktu z do punktu z'. Wezmy np. przeksztatcenie
z'’= z —b;jezeli z= x + yi, 2" = x" + y';, 6 = a4 pe to ze zwigzku tego wynika:
X'= X -ay —y - p awiec przechodzimy od punktu z do punktu z' zapomocg
przeniesienia rownolegtego. Zalézmy podobniez z' = az; oznaczajagc przez pi iu mo-
dut i arg. liczby a, otrzymamy: r' = ot, 9" = w— 9. Przechodzimy tedy od punktu z
do punktu z' zapomocg pomnozenia promienia wodzacego przez liczbe statg p, a na-
stepnie obrotu tegoz promienia o kat stalty o;. Otrzymujemy tedy przeksztatcenie,
okre$lone przez wzor z' — az, kojarzac przeksztatcenie jednoktadne z obrotem. Roz-
patrzmy wreszcie zwiazek
' = —,

z
nadajac symbolom r, 9, r', 9' zawBze to samo znaczenie, otrzymamy w tym przypad-
ku rr;=)rS4-9' = 0. lloczyn promieni wodzacych ré-wna sie tedy jednosci, gdy
tymczasem katy biegunowe posiadajg znaki przeciwne ale sg rowne co do wartosci
bezwzglednej. Majagc dane koto C o $srodku A i promieniu R, nazwiemy inwersja
(inversioni wzgledem tego kota przeksztatcenie przez promienie odwrotne (transfor-
mation par rayons yecteurs réciprogues) o biegunie A i module Rz Otrzymujemy
tedy przeksztatcenie, okreslone przez wzér z'z = 1, wykonywujac z poczatku inwer-
sje wzgledem kota o promieniu, réwnym jednosci, majgcego Srodek w poczatku ukta-
du, a nastepnie bioragc punkt symetryczny z otrzymanym punktem wzgledem osi OXx.

Przeksztatcenie najogélniejsze o postaci (37) moze byé otrzymane jako wynik
skojarzenia przeksztatcen szczegodlnych, ktéreSmy przed chwila poznali. Jezeli ¢ = o,
to mozna zastgpi¢ przeksztatcenie (37) przez pare przeksztatcen

jezeli ¢ nie réwna sie zeru, to dzielgc licznik przez mianownik mozemy napisac

a bc — ad
c cZ + cd ’

i badane przeksztatcenie moze by¢ zastgpione przez szereg przeksztatlcen nastepuja-
cych:

a
zt = (bc — ad) *3, = %4+ -e

Kazde z tych przeksztatcen szczeg6lnych zachowuje katy i kierunek obrotu i
przemienia kola réwniez w kota; to samo tedy stosuje sie do przeksztatcenia ogdlne-
go (37), zwanego z tego powrodu przeksztatceniem kotowym {transformation circu-
lairei. Zauwazmy, ze formutujac ten wynik, uwazamy linje proste za okregi o pro-
mieniu nieskonczenie wielkim.
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3. Oznaczajac przez e,, es. ep jakiekolwiek ilosci i biorgc za wyktadniki
m,, m....... e liczby rzeczywiste, dodatnie lub ujemne, zatozymy:
2= (*—«)* (z —ef35 ... < —ep INP
Liczby z, e,, et, .., e. wyobrazmy zapomocg punktéw M, £), ..., E.: odle-
gtosci ME,, ME., .., M£r oznaczmy przezr,, r, .. rp, a katy, utworzone przez
proste EtM, E.M, ... EDM z prostemi. réwnolegtemi do Ox — przez 8, 9,, .., 8.
Modut i argument liczby z' réwnaja sie odpowiednio rMrim,9, .. mp9of;

dwie rodziny krzywych

rimr,m ... rj> = C, m,9, m,9, mpYp C
tworzg przeto sied prostokatng. Gdy wyktadniki wit, m,, .... mp sg wymierne, wszyst-
kie te krzywe sg algiebraiczne. Jezeli np. p 2, i, m, 1, to jedna z tych ro-

dzin skiada sie z kassinoid (cassinoides) o dwuch ogniskach, a druga jest utworzona
przez hiperbole réwnoboczne.

278. Badanie og6lne odwzorowan podobnych. — Roztrzgsanie twier-
dzenia odwrotnego wzgledem tego, ktoreSmy powyzej uzasadnili, nasu-
wa do zbadania zagadnienie o szerszym jeszcze zakresie. Majac dwie
powierzchnie - i -, podporzadkujmy punkty kazdej z nich punktom
drugiej w sposéb dowolny (z zachowaniem atoli pewnych warunkow,
ktére ScisSlej beda okreslone), i zbadajmy, w jakich przypadkach takie
przeksztatcenie nie zmienia wielkosci katéw. Oznaczmy przez X, vy, z
spolrzedne prostokagtne punktu powierzchui S, a przez .r', y\ z* — spot-
rzedne prostokatne punktu powierzchni I'. Zakladamy, iz spolrzedne
Iy, z xX\y', Z sg wyrazone w zaleznosci od dwu parametréw zmien-
nych mi v w ten’ sposéb, ze punkty odpowiednie obu powierzchni sg
wyznaczone przez ten sam uklad wartosSci parametrow u i v

x = /(« B X =1 (u »),
(38) y = ?(« «), y' = ¢ (mv),
« = (cam Y=o (w, M)
zakladamy ponad to, ze zaréwno funkcje /, z, .., jak ich pochodne
czgstkowe pierwszego rzedu sg ciggte, o ile punkty (x,y, 2 i (X, y', 2)
pozostajg w pewnych okreslonych obszarach powierzchni £ i Przy-
pomnijmy sobie przytym znakowanie, wprowadzone dawniej (I, art. 131)
E=sid F = (():drd_[,
'U3, * du dv
(39) B = r'\2 F gd.r* dr
« [’ du dv

ds2 = Edu2-f Fdudv -f Gdv2 ds'2= E’du- + Fdudv smG’dv2
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Obierzmy na powierzchni £ dwie krzywe C i D (rys. 55a i 55b),
przechodzgce przez punkt m tej powierzchni, ktorym odpowiadajg na
powierzchni £' krzywe G i D', przechodzgce przez punkt m'. Przy po-
ruszaniu sie wzdluz krzywej C parametry u i v stanowig funkcje jednej
zmiennej pomochiczej + — oznaczymy rozniczki tych funkcji przez du i
dA podobniez przy przebiegu wzdluz 1) ui v stanowig funkcje jednej
zmiennej f, [ktorych rézniczki oznaczymy przez Su i 8. Ogolnie be-
dziemy oznaczali przez litery d i S rézniczki, odpowiadajace przesunie-
ciu wzdtuz krzywej C i wzdluz D. Spoétczynniki kierunkowe stycznej
do krzywej C sg nastepujgce

= — N = N._ = -
dx au du + v dv, dy dudu + v dv. dz du du 4 v

podobniez wyrazimy spotczynniki kierunkowe stycznej do krzywej D
dx dx A
= - = 0 0, = ~
oX = duSU+d’\y dy d/(LJJSU"' d/g/&/, Sz OIuSu + dév.

Dostawa kata to pomiedzy stycznemi krzywych C i D da sie wyznaczy¢

zapomocg wzoru
dxhx + dySy + dzSz
Ccos O - s 2T = =
Vdx2-j- dy2 dz2 VSx2 Sy2 -j- dz2

ktory przy uwzglednieniu znakowania (39) moze by¢ napisany w postaci

EduSu + F(duSv -f- dvSu) + GdvSv

(40) Cos W =
\/E'du* -\-'l'dudv + Gdv2 \'Eoul -f~ 2 FouSv A Gow2

Rys. 55a. Rys- 55h.

Mamy podobniez, oznaczajagc przez t0 kat pomiedzy stycznemi

krzywych C i D’,
EduSu + F'{duSv + dvSu) + G’dvov

(41) cosad = "EduX + 2 F dudv + GFL? &*+ 2 VSuSv + G'Sv*

Azeby rozwazane przeksztalcenie nie zmieniato wartosci katéw, potrze-
ba. izby przy wszelkich du, dv, Su, Sv zachodzit zwigzek cos «/ = cos «@

Kurs analizy matematycznej.
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Owo6Z obie strony rownosci
cos* W = cos39

stanowig funkcje wymierne stosunkow 1, ktére musza by¢ roéwne

przy wszelkich wartosSciach tych stosunkéw. Potrzeba do tego, izby
odpowiednie spoélczynniki tych dwu funkcji utamkowych byty propor-
cjonalne, to jest izbySmy mieli, oznaczajgc przez X jaka$ funkcje para-
metrow ui p

f
@2) & p

E F G

warunki te sg oczywiscie dostateczne, gdyz np. cos to jest funkcjg jed-
norodng stopnia zerowego ilosci E, F, G.
Warunki (42) mogg by¢ zastgpione przez jeden tylko zwigzek
— Xtfo* czyli
ds' — Xifs;

zwigzek ten wyraza, ze stosunek dwu odpowiednich tukéw dazy do
granicy niezaleznej od du i dv, gdy te oba luki malejg nieograniczenie.
Taki warunek czyni wniosek, zalezny oden, niemal bezposrednio oczy-
wistym. W istocie, weZmy na pierwszej powierzchni nieskohczenie ma-
ty trojkat abc — odpowiadajacy mu trdjkat, potozony na drugiej po-
wierzchni, nazwijmy o' b'c¢. Uwazajmy te tréjkaty w przyblizeniu za
b*¢

prostoliniowe; poniewaz stosunki LS dazg do tej samej grani-

cy Xu, r), przeto w potozeniu granicznym trdjkaty sg podobne i odpo-
wiednie ich katy sg réwne.

Widzimy, ze dwie odpowiednie nieskonczenie mate figury, potozo-
ne na omawianych powierzchniach, moga by¢ uwazane za podobne, po-
niewaz dlugosci tukéw sg proporcjonalne i katy sg rowne; z tego powo-
du nadajemy wszelkiemu podporzadkowaniu, ktére zachowuje bez zmia-
ny katy, nazwe odwzorowania podobnego (representation conforme).

Majgc dwie powierzchnie - i E' i jakie$ okre$lone podporzgdkowa-
nie punktow tych powierzchni, mozemy zawsze przekonaé sie, czy wa-
runki (42) sa spetnione, a wiec czy mamy do czynienia z odwzorowa-
niem podobnym jednej powierzchni na drugiej. Moze atoli chodzi¢ o
rozwigzanie innych zagadnieh; mozemy np., gdy sg dane powierzchnie
E i 2', zajgé sie wyznaczeniem wszystkich sposobéw podporzagdkowania
wzajemnego punktow tych powierzchni, ktére zachowujg katy bez zmia-
ny. Zatézmy, ze spoétrzedne (x, y, z) punktow powierzchni E sg wyra-
zone w zaleznosci od dwu parametrow («, »), a spotrzedne (x'ty', z)
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punktow E' — w zaleznosci od dwu innych parametréw (u', V'), wyra-
zenia kwadratéw elementow linjowych sg nastepujgce:

ds2= Edul+ 2FdudvA- Gdv2 ds'2= E'du! 2 2Edu‘dv’ - G'dv'2
Zagadnienie, dane do rozwigzania, sprowadza sie do zadania: ZnaleZé

dwie takie funkcje u' = 4, fu,v), vv — (u, v), izbySmy mieli tozsamosciowo,
oznaczajac przez X junkcje dowolng zmiennych u i w

E dzfl+ 2F'dr.ldz2+ (?cfaZ = rHEdu'l-f- 2Fdudv-\- Gdv2.
Z teorji ogélnej réwnan rézniczkowych wynika, iz zadanie to posiada
zawsze nieskonczenie wiele rozwigzan, w tym miejscu roztrzg$niemy
tylko pewne przypadki szczegolne.

279. Odwzorowanie podobne plaszczyzny na plaszczyznie. — Wszel-
kie podporzadkowanie wzajemne punktéw dwuch ptaszczyzn okresla sie
zapomocg wzoréw o postaci

(44) X=P (Xv y)! Y — Q (X! y)_
zaktadamy przytym, ze rozwazane ptaszczyzny stanowig odpowiednio
podstawy uktadéw spoétrzednych prostokatnych (x,y) i (X, Y). Podiug

tego codSmy stwierdzili, do zachowania katow przy przeksztatceniu po-
trzeba i wystarcza, izby zachodzit zwiazek

dX2+ dY2= \\dx2+ dy?
X— funkcja dowolna zmiennych * i y, niezalezna od ich rdzniczek).
Rozwijajgc rézniczki dXidY i wyrazajgc warunki tozsamosci dwu stron

rownania, przekonywamy sie, ze funkcje P(x,y) i Q(X, y) winny czyni¢
zado$¢ warunkom *

dQ IdP dQV dP dP dQdQ= Q
(45) = .,
s )+ dx wW dyj ’ dx dy  dx dy
Pochodne czgstkowe vty nie moga jednoczesnie réwnac sie zeru,
y ay

gdyz pierwszy ze zwiazkow (45) wykazatby rowniez, iz ix = i
a wiec funkcje P i Q musiatyby by¢ liczbami stalemi. Mozemy tedy,
oznaczajgc przez u niewiadomg pomocniczg, napisa¢ na zasadzie dru-
giego zwigzku

0

dP _  dQ aQ = _ dP

dx  *dy dx Ndy
Podstawiajgc te wartosci do pierwszego z warunkéw (45), nadajemy mu
postac
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skad wnioskujemy, ze p= + 1. Muszg tedy zachodzi¢ juz to zwigzki

dP dQ dP dQ

(46)

dx dy dy dx
juz to inne
(47) dpP dQ dP dQ

dx dy’ dy dx

Pierwszy ukiad warunkéw wyraza, ze P 4- * Q jest funkcjg analityczng
zmiennej X + iy; co do drugiego uktadu, sprowadzamy go do pierwsze-
go zapomocg zamiany Q na — Q, to jest biorgc figure symetryczng
wzgledem osi OX z figurg przeksztatcong. Ostatecznie, wszelkiemu od-
wzorowaniu podobnemu ptaszczyzny na ptaszczyznie odpowiada jakie$
rozwigzanie ukladu (46) a zatym pewna funkcja analityczna. Jezeli za-
ktadamy, ze osie OX i OY sg odpowiednio réwnolegte do osi ox i oy,
to zwrot katow jest lub nie jest zachowany, stosownie do tego, czy fun-
kcje P i, Q czynig zado$¢ réwnaniom (46) czy tez (47).

280. Twierdzenie Riemanna. — Sa dane: w ptaszczyznie zmiennej Z pole A, ogra-
niczone przez obwdd pojedynczy (czyli obwod niezlozony — contour simple) oraz,
w plaszczyznie zmienuej U, koto C. Riemann dowiédt, ze w tych warunkach istnieje
taka funkcja analityczna u = /"(*), caloksztaltna w obszarze .4, it kazdemu punkto-
wi pola A odpowiada punkt kola i nawzajem kazdemu punktowi kota odpowiada je-
den i tylko jeden punkt pola A. Funkcja )(S) zalezy jeszcze od trzech statych do-
wolnych, ktére mozna dobraé w ten sposéb, aby $rodek kola odpowiadat jakiemus
okreslonemu punktowi pola A i ponad to jaki$ punkt, dowolnie obrany na okregu
kola, odpowiadat okreslonemu punktowi obwodu pola A.

Nie podamy tutaj dowodu tego twierdzenia, lecz wskazemy tylko niektdre przy-
ktady z zakresu jego zastosowania.

Zauwazmy, ze mozna zastgpi¢ koto C przez poétptaszezyzne. W istocie, zatdz-
my, ze okrag kota C iN ptaszczyznie zmiennej u przechodzi przez poczatek ukiadu:

przeksztatcenie u' = Z zmienia ten okrag w prostag, a kolo w czes¢ ptaszczyzny

zmiennej u', potozong z jednej strony tej prostej, przedtuzonej nieograniczenie w obu
zwrotach.
<

Przyktady. — Po 1-sze. Zatézmy, biorgc a rzeczywiste i dodatnie, ze u = za;
cze$¢ A plaszczyzny zmiennej z niech sie zawiera pomiedzy prostg ox a promieniem
nieograniczonym, wychodzacym z poczatku uktadu i tworzacym z ox kat un(@a 2).
Jezeli z = re’® u — Re'm, to
9
a’

R = ra, ta =
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gdy punkt z przebiega obszar A, r zmienia si¢ od O do + o a 9 od O do dic: R
zmienia sie tedy od O do t- co a ©od O do s. Punut u przebiega przeto potptasz-
czyzne, potozong powyzej osi OX, i kazdemu punktowi tej pdlplaszczyzny odpowiada
tylko jeden punkt pola A, poniewaz mamy nawzajem :r = Ra, 9= ap

ii ezmy jeszcze cze$¢ B plaszczyzny zmiennej z, ograniczong przez dwa prze-
cinajgce sie tuki két. Punktom przeciecia niech odpowiadajg wartosci z,, zt; jezeli
wykonamy z poczatku przeksztatcenie

pole B zostanie zastgpione przez cze$¢ A plaszczyzny zmiennej z', zawartg pomiedzy

dwoma promieniami nieograniczonemi, wychodzacemi z poczatku ukiladu, poniewaz

wzdtuz luku kota, przechodzacego przez punkty z0, zIt argument ilorazu ———zachowu-
Z - Zj

je statg warto$¢. Stosujgc nastepnie przeksztalcenie poprzednie, okreslone przez wzor
|

u = (z"a, stwierdzamy, ze funkcja

odpowiada przv a odpowiednio dobranym odwzorowaniu podobnemu pola B na pét
ptaszczyznie.

Rys. 56.
Yol
A = A
-r-
o B

Po 2-gie. u = cos z. Niech z przebiega pétpas (demi-bande) nieograniczony
R czyli AOBA’ (rys. 56), okreslony zapomocg nieréwnosci O™ x ™ i y ™~ O\ wy-
znaczmy obszar, zakre$lany przez punkt u = X + Yi. Mamy w tym przypadku
(art. 270)

(48) X = €0s X =-mmmmm—mmmeee Y — — sin X —-ooem - :

Gdy x wyrasta od 0 do k, Y jest wcigz ujemne i punkt u pezostaje w czesci
ptaszczyzny, potozonej ponizej osi X OX. Kazdemu punktowi obszaru R odpowiada
przeto pewien punkt tej pélplaszczyzny zmiennej u, a gdy punkt z lezy na obwodzie

ey __e—y
pola R, to Y = O, poniewaz jeden z dwu czynnikéw.- sinx lub ------ ---—— réwma sie
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zeru. Nawzajem kazdemu punktowi pélptaszczyzny zmiennej u. potozonej ponizej
OX, odpowiada pewien jedyny punkt pétpnsa R w piaszczyznie zmiennej z. Istotnie,
jezeli z' stanowi pierwiastek réwnania u = cos z, to wszystkie inne pierwiastki posia-
daja postaé¢ ogdlng 2kc =fti . Zzatézmy, iz spétezynnik przy | W Z jest dodatni:
w takim razie tylko jeden z punktéw, odpowiadajgcych pierwiastkom, nalezy do pasa
R, poniewaz wszystkie punkty 2Kz — z leza ponizej osi Ox. Ze istnieje zawsze
jeden z punktéw 2K - Z', nalezacy do R. wynika z tego. z« do$¢ wyznaczyé odpo-
wiednio k, aby odcieta zawierata sie pom'edzy O a 2r. Ta odcieta nie moze by¢
zawartg pomiedzy k a 2~, poniewaz w takim razie warto$¢ odpowiednia )* bylaby
dodatnia. Taki punkt jest tedy potozony w polu R.

Z wzorow (48) tatwo wywnioskowaé, ze gdy punkt z przebiega wewnatrz pasa.
R odcinek prostej, réwnolegtej do Ox. punkt u zakresla poél elipsy. Gdy punkt z
przebiega prostg, rownolegta do Oy, punkt u zakresla pot gatezi hiperboli. Wszystkie
te przekroje stozkowe majg za ogniska punkty C i C’ osi OX. o odcietych li—1

Po 3cie. Zal6zmy, nadajac parametrowi a warto$¢ rzeczywistg i dodatnia:

(43) .
2a

Azeby Ju ibyto mniejsze od jednosci, potrzeba i wystarcza — jak wskazuje
tatwy rachunek — Izby byt spetniony warunek — > 0. Zmieniajacy od—a do a,

widzimy, iz pasowi nieograniczonemu, zawartemu miedzy prostemi 'y —a iy o.
odpowiada w ptaszczyznie zmiennej u koto C o promieniu rébwnym jednos$ci, majace
za S$rodek poczatek ukitadu. Nawzajem kazdemu punktowi tego kota odpowiada
tylko jeden punkt wzmiankowanego pasa. Istotnie, wartosci zmiennej Z, odpowiadajg-
ce jakiej$ wartosci «, tworzg postep gieometryczny o réznicy 4 ai — do rozwazanego
pasa nie moze tedy naleze¢ wiecej, niz jeden punkt, wyobrazajacy takg wartos¢ z.
Z drugaej strony istnieje zawsze pierwiastek, posiadajacy spotezynnik przy i zawarty
miedzy— a i 3 a; spotezynnik ten nie moze sie zawiera¢ pomiedzy a i 3 0, poniewaz
w takim razie warto$¢ odpowiednia modutu u bylaby wieksza od jednosci.

281. Mapy. — Wykona¢ mape jakiej$ powierzchni to znaczy pod-
porzadkowac¢ punkty tej powierzchni punktom ptaszczyzny w ten spo-
séb, izby katy zostaly zachowane bez zmiany. Zatézmy, ze spo6irzedne
punktéw rozwazanej powierzchni X sa wyrazone w zaleznosci od dwu
parametrow zmiennych (u, v); kwadrat elementu linjowego

ds2—Edu2+ 2 Fdudv - Gdv2

Oznaczmy przez (a, p) spotrzedne prostokagtne punktu plaszczyzny
P, odpowiadajgcego punktowi (m, v) powierzchni £ Chodzi o wyznacze-
nie takich funkcji

« = % 2), V= 22 (a, fi),
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izbySmy mieli tozsamosciowo, oznaczajgc przez X funkcjg dowolng
zmiennych a i p, nie zawierajgca rozniczek:
E du2-f2 F dudv - Gdv2= X (<fa2+ rf).

Zagadnienie to posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan, ktore moze-
my odnalez¢, gdy sie ma jedno z nich, stosujgc zbadane juz odwzoro-
wania podobne ptaszczyzny na ptaszczyznie. W istocie, zatézmy, ze za-
chodzg jednoczesnie zwigzkKi

ds2 = X (da2 F B, ds2= X (da2 -fd[d2);
stad wynika réwniez
da2 + R= — (da’2+ <442,

a wiec a + pi lub a — pi jest funkcjg analityczng zmiennej a' -j- p'i
Twierdzenie odwrotne jest oczywiste.

Przyktady: 1. Rzut Merkatora. — Mozna narysowa¢ mape kazdej
powierzchni obrotowej w ten sposéb, izby réwnolezniki i potudniki od-
powiadaty prostym, réwnolegtym do osi spoétrzednych. W istocie, spoh-
rzedne punktéw powierzchni obrotowej o osi oz mogg by¢ wyrazone
w sposéb nastepujacy:

x = €costQ y= esinw, z=/7(8,
stad
ds2 = di2 [L+ /2] +eW =
czyli
ds- = €2 (dX2+ dY2),
jezeli zaktadamy:
X=m, Y= fjw nS) d$.

G-dy mamy do czynienia z kulg o promieniu r, to mozemy napisac
x = RSIN9cosgY y—R SiNn9sing z= R cOS 9

. , . . (f92
a2 — c®+sin D = if2 sin R (do2-f -
R2 i a = if2si ( ino2

zatozymy tedy:
_ _ v A O\
K= Y= ginyTlPg(tang o=

Otrzymujemy w ten sposob rzut zwany rzutem Merkatora (projection

de Mercator), ktory podporzadkowuje potudniki prostym, rownolegtym
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do osi OY, a rownolezniki — prostym, réwnolegtym do 0X. Aby otrzy-
mac¢ calg powierzchnie kulistg, nalezy zmienia¢ tpod O do 2*, a 0 od O
do j.; A wzrasta przy tym od O do 2ic, a Y od — oo do + co. Mapa
posiada tedy posta¢ pasa nieograniczonego o szerokosci = 2z. Krzywe,
potozone na powierzchni i przecinajgce wszystkie potudniki pod tym
samym katem, czyli linie loksodromiczne (inaczej: linie statego Kkierunku,
fr. loxodromies), sg wyobrazone na mapie zapomocg prostych.

2. Rzut stereograficzny. — Kwadrat elementu linjowego powierzchni
kulistej moze jeszcze byé napisany w postaci

0
tfo*= 4 cos* ~ (- B2
4 cos42—
czyli
ds2=4 cos4 rfwe),
jezeli zakladamy, ze ¢ —B tang —, w= ?.

Ale rf~r+e2 rftez przy uzyciu spélrzednych biegunowych (g, w) sta-
nowi kwadrat elementu linjowego ptaszczyzny; aby tedy osiggng¢ od-
wzorowanie podobne powierzchni kulistej, wystarczy podporzadkowac
punktowi (0, tp tej powierzchni punkt plaszczyzny, posiadajgcy odpo-
wiednie spotrzedne biegunowe (g, to). Wykonywujgc rysunek, widzimy
bezposrednio, ze e i w stanowiag spo6trzedne biegunowe rzutu stenogra-
ficznego punktu (0, 9 powierzchni kulistej na ptaszczyzne rownika, gdy
Srodkiem rzutu jest jeden z biegundw.

3. Mapa pierscienia. — Rozpatrzmy pierscier, utworzony przez obrét kola o
promieniu R dokota osi, potozonej w ptaszczyznie tegoz kola, w odlegtosci a od jego
$rodka (zatozymy, iz a > R). Bioragc za 05 Oz 0§ obrotu, a za ptaszczyzne Xy
ptaszczyzno $Srodkowa pierscienia, mozemy wyrazi¢ spétrzedne dowolnego punktu po-
wierzchni w sposob nastepujacy:

Xx —(a - R cos 9) cos = (a+ Rcos 9 sin? z= R siny,
i wystarczy zmienia¢ 9 i g od — s~do Z tych wzoréw otrzymujemy:
fP do»

ds* = (@ — R cos 91 [d ? * --ommommmmemem- —
(@ + R cos 9%

aby wykona¢ mape powierzchni, zatozymy:
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X=%
2e
Y= e o arc tang
l1—ecos O VI — e2
R
e= —<1
a
Powierzchnia catkowita pierscienia odpowiada przy tym sposobie podporzadko-
2ice
wania punktow powierzchni prostokata o bokach, réwnych 2- i .
Vi— e2
282. Krzywe izotermiczne. — Jezeli [U x, y) stanowi rozwigzanie réwnania
Laplace’a
Apy o dtU d~uU
Tdx* b6y?2

to krzywe, wyrazone przez réwnanie
(50) Uy = C
w ktérym C oznacza stalg dowolng, tworzg rodzine krzywych izotermicznych
(isothermes). Wszelkie rozwigzanie U (x, y) rownania Laplace’a mozna skojarzy¢
z takim innym rozwigzaniem V (x, y), izby U + i V stanowito funkcje analityczng
zmiennej x + yi\ zwigzki

d U d Vv d U _ d VvV

6x by dy dx
wskazujg, iz dwie rodziny krzywych izotermicznych

Uk,y) = C Vixy C

tworzg sie¢ prostokatna, pODiewaz spélczynniki katowe stycznych do krzywych Ci Cr
réwnaja sie odpowiednio

dL dU oV dV

dx oy ’ 0X by

Krzywe, prostopadle do rodziny krzywych izotermicznych, tworzg zatym drugg
rodzine krzywych izotermicznych. Otrzymamy wszystkie uktady sprzezone krzywych
izotermicznych, rozwazajac funkcje analityczne f (2) i biorgc krzywe, dla ktérych
zachowuje warto$¢ stalg czes$¢ rzeczywista funkcji f (z) lub spélczynnik przy i. Krzy-
we, ktdrym odpowiada staty modut R funkcji / (*), tworza réwniez wraz z krzywemi,
dla ktorych argument 9 tej funkcji zachowuje statg wartos¢, pare uktadow izotermicz-
nych sprzezonych, poniewaz log R réwna sie czesci rzeczywistej funkcji analitycznej
Log \f (2], a 9 stanowi tam spoélczynnik przy i.

Otrzrmujemy rowniez uktady izotermiczne sprzezone, nadajac zmiennej x lub
zmiennej y wartos¢ stalg i biorac krzywe, zakreslone w tych warunkach przez punkt
0 spétrzednych X, v [X + i Y =/ (*]. W istocie, wystarczy uwaza¢ nawzajem
X i y za funkcje analityczng zmiennej X i Y. Ogdlnie wszelkie przeksztatcenie
punktowe ptaszczyzny na plaszczyzne, zachowujace wielko$¢ katéw, zmienia rodzine
krzywych izotermicznych w inng rodzine krzywych izotermicznych. Niech wzory

X =p (x\y) x = q (x\y’)
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okreslajg przeksztatcenie, zachowujgce wielko$¢ katéw: oznaczmy przez F\x ,y') wynik
podstawienia do tr(x, y) funkcji p(;r\ Y\i q(x\y') zamiast x i y. Cale zadanie polega
na uzasadnieniu, ze f(x',y ) stanowi rozwigzanie réwnania Laplace'a, jezeli jest nim
17(x, y). Odpowiedni rachunek nie nastrecza zadnych trudno$ci (patrz rozdziat IlI,
¢wiczenie 8); lecz mozna réwniez okazaé prawdziwos$¢ twierdzenia bez zadnego rachun-
ku. W istocie, mozemy zatozyé, ze funkcje p[x', y) i q(X', y") spetniajg warunki

dp dq dp dq

dx' dy’ dy’' dx’
poniewaz przeksztatcenie symetryczne zmienia oczywiscie rodzine krzywych izoter-
micznych w inng rodzine krzywych izotermicznych. Funkcja X iy p iq jest
w takim razie funkcjg analityczng zmiennej zespolonej z' X' iy'. i U iV staje
sie robwniez po podstawieniu funkcjg analityczng P(x ,y) [/*fjc', y') tejze zmien-
nej z' (art. 263). Réwnania

F(x', y)= C 4>(X,y)= C

wyznaczajg tedy nowa sie¢ prostokatna, utworzong przez dwie rodziny izotermiczne
sprzezone.

Tak np. kola spétsrodkowe i promienie, wychodzace z poczatku uktadu, two-
rzg dwie rodziny izotermiczne sprzezone, jak sie przekonywamy bezposrednio z roz-
wazania funkcji analitycznej Log z Stosujgc przeksztalcenie przez promienie od-
wrotne, dochodzimy do wniosku, Zze okregi, przechodzace przez dwa punkty state,
tworzg réwniez uktad izotermiczny. Uktad sprzezony z nim skilada sie roéwniez
z okregow. *

Elipsy spotogniskowe tworza takze uklad izotermiczny. W istocie widzielismy
powyzej, ze gdy punkt z przebiega proste, réwnolegle do osi Ox, punkt u =cos z
zakresla elipsy spotogniskowe (art. 280). Uktad sprzezony sktada sie z hiperbol spél-
ogniskowycb, ortogonalnych wzgledem elips.

Uwaga. — Do tego, aby rodzina krzywych, dana przez réwnanie P (X, y) ~ C.
byta izotermiczna, nie potrzeba koniecznie, izby funkcja P(x, y) stanowita rozwigza-
nie réwnania Laplace’a. Istotnie, tym krzywym odpowiada takze rownanie
®[F\x, /)] = C, w ktérym ? moze oznacza¢ jakagkolwiek funkcje; warunek dostatecz-
ny stanowi mozno$¢ wyboru funkcji » w taki sposdb, izby funkcja L (X, y) 9(P)
czynita zado$¢ rownaniu Laplacea. Wykonywujac odpowiedni rachunek, stwierdza-
my, ze winien zachodzi¢ zwiazek

dop i/apy zapyl d? /la*p a»P\ _
dP1 [\ax7 \dy). dP \daP Oy*)

trzeba tedv, izbv stosunek

<pp a»p

dx! dy*
/dPy fdPy
w / \dy)

zalezat jedynie ,od P i jezeli ten warunek jest spelniony, to otrzymamy funkcje ?
zapomocag dwuch kwadratur.
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Cwiczenia,

1. Wyznaczy¢é funkcje analityczng f{z) = X iY o cze$¢ rzeczywistej X
réwnej
2 sin 2 X

ely —e y— 2cos2Xx’
to samo przy zatozeniu, ze podana funkcja jest réwna X + Y.

2. f(m, p = 0 stanowi réwnanie stycznosciowe krzywej algiebraicznej rzeczy-
wistej, czyli warunek, zeby prosta y = mx p byfa styczna do tej krzywej. Do-
wie$¢, ze pierwiastki réwnania f(i, — iz) —0 odpowiadajg ogniskom rzeczywistym

tej krzywe,j.
3. Jezelip i g sa liczbami catkowitemi, pierwszemi wzgledem siebie, wyraze-
/ir P &4
nia"\ z} iV zpsg réwnowazne. Co siedzieje, gdy p i q posiadaja najwiekszy wspdl-
ny dzielnik d > 1?
4. Znalezé modut i argument wyrazenia ex+yl, uwazanego zagranice, do kt6-

X —yi\m
rej dazy wielomian El y 1, gdy liczba catkowita m wzrasta meograniczeme.

5, Uzasadni¢ wzory

cosa+ cos(a+ 6) —

sin a—sin (a b) -8

6. Jaka bedzie warto$¢ koncowa funkcji arc sin z, gdy z przebiega odcinek
prostej, taczacy poczatek uktadu z punktem 1 i, a wharto$¢ poczatkowa réwna sie
zeru?

7. Uzasadni¢ ciggto$¢ szeregu potegowego zapomocg wzoru (12) (art. 266)
j(z + h) - f(z) = Ali(s) + uz) + ... Jn(z) +

Nalezy wzig¢ odpowiednig funkcje zwyzszajgca (f. majorante) wzgledem szeregu, wy-
stepujacego z prawej strony znaku rownosci],

8. Obliczy¢ catki

/ xme*1 cos bx dx , j Xme sSinbx dx,

J cot (x - a) cot (x —b) ... cot (x — I)dx
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0. Majac w plaszczyznie roy krzywag zamknieta C o dowolnej liczbie punk-
tow podwojnych, przebiegang w uméwionym zwrocie, oznaczamy, podiug przepisu
z art 97 (), kazdy z obszaréw ptaszczyzny, wyznaczonych przez te krzywa, odpo-
wiednim spo6lczynnikiem liczbowym. Z dwu obszaréw sasiednich, oddzielonych In-
kiem a b krzywej, przebieganym od a ku 6, ten, ktéry lezy na lewo. posiada spot-
czynnik wyzszy o jedno$¢, niz ten, ktdry jest potozony na prawo; obszar zewnetrzny
wzgledem ¢ posiada spolczynnik O.

Niech zo oznacza punkt, polozony w jednym z obszaréw, o spolczynniku Ar.
Dowies$¢, iz przyrost argumentu réznicy z —z0, gdy punkt z przebiega krzywg C
w umaéwionym zwrocie, réwna sie 2AV.

10. Rozwijajgc w szereg Log na obwodzie kola zhiezno$ci, dowie$é, iz
suma szeregu
sin0 sin36 sin59 sin(2n 15
1 8 5 2n 1

réwna sie x lub - stosownie do tego czy sin 9> 0 czy < 0. (l. art. 204).

11. Zbada¢ krzywe, zakre$lone przez punkt z z2, gdy punkt i przebiega
prosta lub okrag.

1 e .
12. Zwigzek 2z =1 z — — wyznacza odwzorowanie podobne pola, zawartego

miedzy dwiema elipsami spdtogniskowemi na pierscieniu kotowym, zawartym miedzy
dwoma spolsrodkowemi okregami.

[Wezmy np. z = z -f 1z- —e2 z umowg, ze w plaszczyznie zmiennej z istnie,
je ciecie prostolinjowe (—c, c), i ze obieramy warto$¢ pierwiastka, dodatnig przy
z rzeczywistym i wiekszym od e|.

13. Wszelkie przeksztalcenie kotowe z' — ~ moze byé otrzymane przez

potaczenie liczby parzystej inwersji. Uzasadni¢ twierdzenie odwrotne.

14. Wszelkie przeksztatcenie, okre$lone przez zwigzek - —. w kto-

c% d
rym z, oznacza liczbe sprzezong z liczbg z, stanowi wynik liczby nieparzysty inwer-
sji. Twierdzenie odwrotne.

15.  Przeksztalcenia Fuchsa (T. Fuchsicnnes). — Wszelkie przeksztalcenie kotowe

+ b
z' = LI —, ktérego parametry a, b, ¢, d spetniajg warunek ad —bc 1, Pod-

C .+ «
porzadkowuje kazdemu punktowi *, potozonemu powyzej Oar, punkt zZ\ potozony
Z tej samej strony.

Catki okreslone c dij2 /" f d-r dy
J oy >
stanowig niezmienniki (invariants) tych wszystkich przeksztatcen.

Omawiane przeksztalcenie daje dwa punkty podwdjne, odpowiadajace pierwiast-
kom i i $ rOwnania cz2 — (d —a)z — 6 = 0. Jezeli n i " sg rzeczywiste i nieréw-
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ne, to mozna napisa¢ rownanie Z' — --------memeem w postaci rownowaznej

r=k )
Z-p
k jest rzeczywiste i przeksztatcenie nazywa sie hiperbolicznym. Jezeli ai 6 sa licz-
bami zespolonemi sprzezonemi, to réwnanie przybiera postac
z'—a mz —a ) )
Z, p=€& ——-- Tg - liczba rzeczywista];

jest to przeksztatcenie eliptyczne. Jezeli p= a, to mozemy napisaé, oznaczajac przez
K liczbe rzeczywistg (réwnie jak a)

1
+ k.
zZ- a
Takie przeksztatcenie nazywa sie parabolicznym.
16. 7' = f(z) wyraza przeksztatcenie Fuchsa. Zaktadamy:
Zi = /(*), = [(*i), ===, zn =

Dowies¢, ze wszystkie punkty z, zv z2 ..., zn leza na pewnym okregu. Czy punkt
Z dazy do jakiego$ potozenia granicznego, gdy N wzrasta nieograniczenie?

17. Dwa punkty M i M' potozone na poiprostej, wykre$lonej ze srodka O
kota o promieniu R, nazywaja sie symetrycznemi wzgledem tego kota, jezeli
OM X OM' = R\ Zaldzmy, ze sg dane dwa kota C i C', potozone w tej samej pta-
szczyznie, oraz dowolny punkt M tej ptaszczyzny. Wezmy punkt AA; symetryczny
z M wzgledem C, nastegpnie punkt M\ symetryczny z M+ wzgledem C', potym punkt
M2 symetryczny z M\ wzgledem C i tak dalej bez konca. Zbadaé¢ rozktad punktow
Mv Mj, M,, M2, ... wich ptaszczyznie.

18, Jaka funkcja analityczna Z - f {Z) pozwala na przejScie od rzutu Merka-
tora do rzutu stereograficznego?

19*. Dowies¢, iz wszystkie rodziny izotermiczne, ztozone z okregow, sg utwo-
rzone przez okregi, przechodzace przez dwa punkty state, ré6zne lub nakrywajace sig,
rzeczywiste lub urojone.

[Rownanie 'rodziny okregbéw, zaleznych od parametru zmiennego X ktorego
funkcjami sg spélczynniki tego réwnania (a, b, C), moze byé napisane przy zatozeniu
ze z = x + iy, z0= x — iy, w postaci nastepujacej

720+ az + bzn+¢c = 0. A\
Ab}/ ta rodzina byta izotermiczna, potrzeba, izby zachodzit zwiazek E"O_Z_O: 0. Czy-

nigc odpowiedni rachunek, uzasadniamy przytoczone twierdzenie].

20*. Jezeli Q <.1, to mamy tozsamos¢

@+ @ 91 7q = (1-?) (1-?23... - q2n+)...
[E uler],
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|Dla dowodu przeksztatcamy iloczyn nieskonczony, wystepujacy z lewej strony
znaku rownosci, w iloczyn nieskoriczony o dwu wskaznikach, biorgc do pierwszego

wiersza czynniki 1 g9, 1 g\ 14 qg\,.., 1 , .... do drugiego czynniki
1 1 7 ..., 1 (eH*" , ..., 1stosujemy wzor (16) z art. 26SJ.

21. Rozwing¢ w szereg poteg zmiennej s iloczyny nieskonczone

F\s) = (1 xX) (1 x)...a X" z). ...

S (1hzh) (1 *»*)... (1 x2'+'z)....
[Mozna uzy¢ np. zwigzkéw F(xx) (1 XZ) F(x). &(xJ*j(1 xt) - 4>2J
22*, Zakiadajac iz x, < 1, uzasadni¢ wzér Eulera

1- x)@- xv(@ (1 .
3w—n 3 d«
l1—a r X* - x: ax-- . r “ - X 2

[J. Bertrand, Calcul dif/érentiel (Rachunek rézniczkowy), str. 328],

23*. Biorgc za grodek rzutu jeden z biegundéw danej kuli o promieniu réwnym
jednosci, wyznaczamy jej rzut stereograficzny na plaszczyzne réwnika. Kazdemu
punktowi M powierzchni kulistej podporzadkowujemy w ten sposéb liczbe zespolong
a X iy, oznaczajac przez x i y spotrzedne prostokagtne rzutu rm punktu M w u-
kladzie osi, potozonych w plaszczyznie réwnika i przecinajacych sie w srodku kuli.
Dwu koncom jednej $rednicy powierzchni kulistej odpowiadajg liczby zespolone

s, — %o | s— liczba sprzezona z liczbg sj. Wszelkie przeksztatcenie linjowe o po-
staci
S—a
(A)
spetniajgce warunek 1 0, wyznacza obrot kuli dokota jednej ze $rednic Gru-

pom obrotéw, ktére zmuszaja jaki$ wieloscian foremny do zajecia tego samego miej-
sca w przestrzeni (font re.venir sur lui-meme), odpowiadajg grupy rzedu skonczonego
podstawien linjowych o postaci (A). (Kiein, Das Ikosaeder .



ROZDZIAL XIV.

Teorja ogodlna funkcji analitycznych podtug
Cauchy’ego.

. — Caltki okreslone, obliczane pomiedzy granicami urojonemi.

283. Okreslenia i wiadomosci ogolne. — Wyniki, wylozone w po-
przednim rozdziale, nie sa zalezne od prac Cauchy’ego; pochodzenie ich
jest przewaznie jeszcze dawniejsze. W danej chwili rozpoczniemy na
nowo badanie funkcji analitycznych, wprowadzajgc [pewien Scisty sy-
stem i rozwijajac wnioski logiczne, wyptywajgce z samego okreslenia
tych funkcji. Przypomnijmy sobie, ze funkcja /(z) jest caloksztaltna
‘czyli holomorficzna) w jakims$ obszarze A: 1) jezeli kazdemu punkto-
wi, potozonemu w tym obszarze, odpowiada okreslona warto$¢ funkcji
/(2); 2) jezeli ta wartos¢ zmienia sie w sposéb ciagty wraz z z 3) je-
zeli dla wszelkiego punktu z, nalezgcego do A, stosunek

f(z+h) —f(z)
h

dazy do pewnej granicy f (2), gdy modut h dazy do zera.

Cauchy zapoczatkowat rozwazanie catek okreslonych, w ktérych
zmienna przechodzi przez cigg wartosci urojonych?); jest to zrédio me-
tod nowych i owocnych.

Y vMernoire sur les intigrale$ difinies, prises entre des limites imaginairesZ,
1825 (,,Rozprawa o catkach okreslonych, branych pomiedzy granicami urojonemi®).
Mozna znalez¢ przedruk tej rozprawy w tomach VII i VIII wydawn, vBulletin des
Sciences mathEmatiquesu (serja 1-szal.
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Wezmy funkcje /(z) zmiennej z, ciggtg wzdtuz luku AMB (rys. 57);
oznaczmy na tym tuku pewna liczbe punktéw podziatu z0, zu z2 z ni,
Y, nastepujgcych po sobie od punktu A do punktu B w porzadku wy-
znaczonym przez wzrost wskaZnika: przytym punkty z0 i z° majg na-
krywa¢ punkty A i B.

Rys. 57.

Wezmy nastepnie inny szereg punktow Qi .., & luku AB, poto-
zonych w ten sposob, ze puukt d nalezy do luku zk 1 zh , i utworzmy

sume

s —/C)21 ty)+ Sty —tfN)(ty )+ —

+ fM){Z tybi
gdy liczba punktéw podziatu elt ..., z,,-, wzrasta nieograniczenie w ta-
ki sposOb, iz moduty wszystkich réznic 4 —ty, z2—ty, ..., stajg sie

mniejsze od obranej dowolnej liczby dodatniej, suma 5 dazy do grani-
cy, ktérg nazywamy catkg funkcji /(z), okreSlong wzdtuz AMB, i ktorg
oznaczamy zapomocg symbolu
I f(e) dz.
1 (AVB) (e) dz
W istocie, wyodrebnijmy w wyrazeniu sumy S cze$¢ rzeczywistg
i spélczyunik przy i; w tym celu zatézmy, oznaczajac przez .Y i Y fun-
kcje ciggte wzdtuz luku AMB:
f(z)= X -f Yi, zk— + yti, Ci= Sit+ tyi-
taczac wyrazy analogiczne, mozemy napisa¢ S w postaci

S — X (2, ty) (ty — *0) + eee+ X (2}, ty) (xk—*xh_i) + ...
S X (En, ty ) (ar  Xn—

—[Y  ty) (yi— yoo+ .med- ir(u, ty) (Y- — y*-i) + o=

+ *[X @ ty) (Y] —y0 + ee]+*tl (V) ty) Ci' O+ ==
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Gdy liczba punktéw podziatlu wzrasta nieograniczenie, suma kazdego
z czterech szeregbw wyrazéw analogicznych dazy do granicy, rownej
pewnej catce krzywolinjowej, obliczonej wzdluz AMB, a wiec granica
S réwna sie sumie czterech catek krzywolinjowych K:

| f(z)dz | (Xdx— Ydi/) + i | (Ydx -f Xdy).

J (AMB) o (AilB) J (AMB)

Z samego okre$lenia wyptywa bezposrednio wniosek:

i f{z)dz + | f{z)dz = 0.
J (AMD) J (BMA)

Czesto potrzeba zna¢ jaka$ granice wyzszag modutu catki. Jezeli
s oznacza dtugos¢ tuku AM, L — dhugos¢ luku AB, sk sk, ak— dtugo-
sci tukow Az, Azk, Ak krzywej, wzdtuz ktérej catkujemy, wreszcie
F(s) = f(z) , to

/R*) @k — z:i—i) |= F(ok) zk— zk— ~ F(ak) (sk —«*—,

gdyz zk— Z-i wyraza dlugos¢ cieciwy, a (sk— sa- J — dtugos¢ tuku.
Modut sumy S jest tedy mniejszy niz suma S F(ak) (sk—sa j) lub co
najwyzej réwny jej. i po przejsciu do granicy otrzymujemy
2

I f(z)dz < { F(s)ds.

«* (AMB) . 0
Jezeli M stanowi granice wyzszg modutu j (z) wzdluz AB, to rzecz ja-
sna, ze modut drugiej catki jest mniejszy niz ML i tym bardziej

| f(z)dz <=ML.
® u MB)

284. Zamiana zmiennych. — Rozwazmy przypadek nader czesto
spotykany w zastosowaniach, gdy spoirzedne x, y punktéw tuku AB sg
takiemi funkcjami ciggtemi x = ®(), y = 4(*) parametru zmiennego t,

i, Aby uniknaé przy dowodzie niepotrzebnych zawiktan, zaktadamy, iz spot-
rzedne x, y punktéow luku AMB stanowiag funkcje ciggle * = y = >1(0 parame-
tru f, posiadajgce pomiedzy A i B liczbe skoriczong najwiekszo$ei i najmniejszosci.
Mozna w takim razie roztozy¢ droge catkowania na liczbe skonczong lukéw, z kto-
rych kazdy jest wyrazony zapomocg réwnania y — F(x), zawierajgcego funkcje h,
cia™lg w odpowiednich granicach - albo tez na liczbe skonczong lukéw, ktérym od-
powiadajg réwnania o postaci x G(y). Takie przypuszczenie nie powoduje zad-
nych niedogodnosci, poniewaz we wszystkich zastosowaniach panuje znaczny stopien
dowolnosci co do wyboru krzywej, wzdtuz ktérej funkcja ma byc catkowana. Wy-
starczytoby zresztg zatozenie, ze <At) i <1(0 sq funkcjami o zmiennosci ograniczone;j.
WidzielisSmy, ze w tym przypadku luk A MB jest sprostowalny. (t. I).

. . 5
Kurs analizy matematycznej.
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posiadajgeemi ciggle roéwniez pochodne z (/). &/ (/), iz przy zmianie } od
i. az do [i. punkt (v, y) przebiega drogg catkowania od punktu A do
punktu B. Oznaczmy przez P (/) i Q (/) funkcje zmiennej t. powstate
przez podstawienie do A'i Y zamiast zmiennych viy funkcji o (t) i 6 (/).
Podlug wzoru, uzasadnionego dla catek krzywolinjowych (I, art. 95),
otrzymujemy:

.'I[AB) X dx — Ydy .‘/a POz @®- QHf () d,

( X dy + r dx

7Pt @+ e (0] dt

Dodajmy do siebie te dwa zwigzki, pomnozywszy drugi z nich przez
t; wypadnie

(1) I(AB) t (ad) I " [P(t) + F<AQ] 2 (0 + @

Ten sam wynik otrzymalibysSmy, stosujgc bezposrednio do calki

f f(z) dz wzér, uzasadniony dla catki okreslonej w tym przypadku, gdy

zmienna i funkcje sg rzeczywiste: azeby otrzymac¢ nowa catkg, wystar-
czy zastapi¢c w f (z) dz zmienng z przez z ( fi 6 (), a dz przez

Nz (t) + i 'Y(t)J dt. Obliczenie catki f f (?) dz daje sie tedy spro-

wadzi¢ do obliczenia dwu zwyczajnych catek okreslonych. Jezeli tuk
AMB skiada sie z kilku odrebnych odcinkéw krzywej, to mozna zasto-
sowa¢ danv wzér do kazdej z tych czesci z osobna.

[+ 1dz
Zbadajmy np. catke okresSlona | T- Funkcja, dana do catkowa-

uia, staje sie nieskoriczong przy z = o, i dlatego nie mozna jej catkowac
wzdtuz osi rzeczywistej; mozna jednak obra¢ dowolng droge, nie prze-
chodzacg przez poczatek ukiadu. Przypusémy, ze ? przebiega pdtokrag
0 promieniu rownym jednosci, ktérego S$rodek stanowi poczgtek ukiadu;

w tym celu wystarczy zalozyé, ze z=e" i zmienia¢ /od s do O
Wypada
F79% . ie_udt=i [ costdt4 I sintdt——2

stosujgc wzor podstawowy rachunku catkowego do funkcji pierwotnej

(1, art. 78), otrzymalibySmy ten sam wynik.



T. — Calki okreslone, obliczane pomiedzy granicami urojonemu 67

Ogodlniej, niech z = g fu) stanowi taka funkcje ciagta nowej zmiennej zespolo-
neju= $- N, iz wtedy, gdy u przebiega w swojej plaszczyznie droge CND,
punkt z zakre$la luk A M B. Punktom podziatu luku AM B odpowiadajg na luku
CN D punkty uv «2 ... uk_v uk, ... . u". Jezeli funkcja ©(«) posiada wzdtuz
luku CSD pochodng tp'(w), to mozemy napisaé, oznaczajgc przez liczbe, dazaca do
zera, gdy uk zbliza sie po luku CND do uk j :

zk — zk—1
uk ~ uk—\
Gdy zastagpimy zk — przez wyrazenie, otrzymane z tej réwnosci i za-
tozymy ze to suma S, rozwazana powyzej, przybierze postaé¢
n n
S V. r(zk J o (uk_1i) (uk - uk_t) 2 -k f (*k-1 uk -1

=g fc=t
Pierwszy wyraz z prawej strony znaku réwnosci ma za granice catke okreslong

f > )] f du.
JI (CND) (COIRANC)

Co do drugiego wyrazu, to, oznaczajac przez yj liczbe wieksza od wszystkich
modutéw ek a przez L' dtugos¢ tuku CND, mozemy stwierdzi¢, iz modut jego
jest mniejszy niz yj M D' (M ma takie samo znaczenie, jak w art. 283  uw. t}.).
Jezeli mozna obra¢ punkty podziatu tak zblizone do siebie, izby wszystkie moduty

6j. ! byly mniejsze od dowolnej liczby dodatniej, ten wyraz uzupetniajacy dazy do
zero, i otrzymujemy wzor ogélny, dotyczacy zamiany zmiennych

9) (z) dz = f [ («)] f* (u) du.

/ / /
J (AMB) J (CND)

Wz6r ten da sie zastosowaé zawsze, gdy < (u) jest funkcjg catoksztattng; do-

wiedziemy istotnie nieco dalej, iz pochodna funkcji caloksztattnej jest rowniez funkcja
catoksztattng.’)( (p. art. 292).

() Zatozywszy istnienie tej wiasnosci, uzasadniamy z tatwoscig twierdzenie na-

stepujace:
Jezeli J (z) jest funkcjg holomorficzng w obszarze skonczonym A ptaszczyzny,

to do wszelkiej liczby dodatniej s mozna dobra¢ takg inng liczbe dodatnig yj, izby
zwigzek
1@+ h)—1¢

) 0 <e

zachodzit w kazdym przypadku, gdy ziz h oznaczajg punkty obszaru A, ktoérych
odlegtos¢ h jest mniejsza od yj.

W istocie, zatozmy ze/ (*) = P (X, y) + i Q (X, V),
h= A X+ i A Yy Podlug obliczenia, wykonanego powyzej w celu odszukania
warunkow istnienia jedynej pochodnej, mozna napisac
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285. Wzory Weierstrassa i Darbou\’a. — Dowdd twierdzenia o war-
tosci Sredniej (I art. 76) opiera sie na nierdwnosciach, ktére tracg zna-
czenie, gdy chodzi o liczby zespolone. Mimo to Weierstrass i Darboux
otrzymali w tym wzgledzie zajmujace wyniki, rozwazajgc catki, brane
wzdtuz odcinka osi rzeczywistej. WidzieliSmy powyzej, iz przy pomocy
pewnych zatozenn o charakterze nader ogélnym co do drogi catkowania,
pozatym dowolnej, mozna jg sprowadzi¢ do tego typu szczegdlnego.

Wezmy trzy funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej t, ciagte
w przedziale (a, ji) i utwdérzmy catke okreslong o postaci nastepujacej:

1= f(0 [+ it (@ ds

podiug samego okreslenia catki, mamy oczywiscie
~O , C
lw / /7@®)2®d + 0 | /(@%@ dt

Zatézmy, w celu ustalenia uwagi, iz d < fi; réznica t — a wyraza
w takim razie dilugo$¢ drogi catkowania, liczong od poczatku tej drogi,
i wzoOr ogdlny, ktérej wyznacza granice wyzszg catki okreSlonej, przy-
biera w tym przypadku postac¢
1gJI f@OIREHLI T4 d
czyli, przy zatozeniu, ze funkcja f (/) jest miedzy a i £ wcigz dodatnia

r?
| / /(0 ?2@®4 it @ d

/( h)-f(g)_/(.\) |Px(>-)§1a y)- p’ X VI A

A* PAj
+ pv(r Axy49a>y) —Pp(*,y] ay
AXx tiAj]j

Poniewaz pochodne Px . P p, Qx , Q' sgciggle w obszarze A. przeto mozna
znalez¢ takag liczbe r( izby moduty spolczynnikow przy A x i A U byly mniejsze

°d "N.&Jy VA x- A Vlest < T- Nierdwnosci, przytoczonej powyzej, stanie sig

tedy zado$é¢, gdy wezmiemy h < rt 'Wobec tego, jezeli funkcja ? (a) jest cato-
ksztaltna, w celu uczynienia wszystkich modutow mniejszemi od danej z gory
liczby dodatniej s wystarczy podzieli¢ luk ¢ x D w ten sposéb, izby odlegtosé¢ dwu
sgsiednich punktéw podziatlu byla mniejsza od odpowiedniej liczby prawdziwos¢
wzoru (2) nie ulega tedy watpliwosci.
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Stosujgc do tej nowej catki twierdzenie o wartosci Sredniej i ozna-
czajac przez £ odpowiednig warto$¢ t, zawartg pomiedzy a i @ otrzymu-
jemy réwniez :

Zaktadajac jeszcze, iz () i ¢ (t) = F (t) i oznaczajgc przez
X liczbe zespolong o module mniejszym niz jedno$¢ lub réwnym jednosci, mo-
zemy napisa¢ ten wynik w postaci

@)

jest to wiasnie wzér Darboux’a.

Wyrazenie bardziej dokiadne, ktére.mozna nawigza¢ do elemen-
tarnych rozwazan z zakresu statyki, pochodzi od Weierstrassa. Gdy t
zmienia sie od a do [3 punkt o spbtrzednych x = %o (), y = $(t) prze-
biega pewien tuk krzywej L. Przypusémy, ze wartosciom a, tv ... >

. zmiennej t odpowiadajg punkty (x0, y0), (xItyj), ... (Xk—=\ ijk—), ==
krzywej L. Napiszmy wyrazenia

£ f f(tk-1) (tk - h-1)
S 1) (fc — tk-x)
S+ (fc-i) L (~) TR )

£/ (4-i) (4 - 4-4)

podiug znanego twierdzenia A i 7 sg to spoOtrzedne $rodka ciezkosci
uktadu mas, roztozonych w punktach (x0,v,), (X,.Yj), ... , (Xk—, yk—i), -me
linji L w ten spos6b, iz masa, zesrodkowana w punkcie {xk—, yk—),
rowna sie f (tk—i) (tk — h—i)- Rzecz jasna, ze $Srodek ciezkosci lezy
wewnatrz wszelkiego obwodu wypukiego zamknigtego C, otaczajgcego
krzywa L. Gdy liczba przedziatbw wzrasta nieograniczenie, punkt (x,Yy)
dazy do granicy, ktorg stanowi punkt (u, v) o spétrzednych

potozony réwniez wewnatrz C. Mozna ztgczyé te dwa wzory w jeden
piszac

(4) 1 (u i V) |O /(<) dt
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Z oznacza tutaj punkt, potozony wewnatrz wszelkiego obwodu wypu-
klego zamknietego, otaczajgcego linje T.

Rzecz jasna, iz ogblnie czynnik Z Weierstrassa moze sie zmieniaé
w zakresie o wiele bardziej ograniczonym, niz obszar zmiennosci czyn-
nika X F (€) we wzorze Darboux’a

286. Calki, brane wzdluz obwodu zamknietego. — W poprzednich
artykutach wystarczato zalozenie, ze /(z) jest funkcjg zmiennej zespo-
lonej z, ciggta wzdluz drogi catkowania. Obecnie zatozymy jeszcze, ze
funkcja f (z) jest analityczna, i zbadamy przedewszystkim, jak wptywa
na warto$¢ catki okresSlonej wybdr drogi, wiodacej w plaszczyznie
zmiennej z od jakiego$ punktu A do innego punktu B.

Jezeli funkcja f (2) jest holomorficzna wewnatrz jakiej$ krzywej zamknietej

i na samej krzywej, to catka f f («) dz, wzieta wzdluz tej krzywej, réwna
sie zeru.

W celu dowiedzenia tego podstawowego twierdzenia, ktore za-

wdzieczamy Cauchy’emu, uzasadnimy z poczatku kilka twierdzen po-
mocniczych:

Po 1-sze. Calki / dz, ) z dz. obliczone wzdluz dowolnej krzy-
wej zamknietej, réwnajg sie zeru. Istotnie, stosownie do samego
okreslenia catka 7/ dz, wzieta wzdtluz jakiejkolwiek krzywej, tgczacej
punkty a i b, rowna sie b—o, a wiec staje sie rowna zeru, gdy tor sie
zamyka, poniewaz wtedy b = a. Co do catki f z dz, wzietej wzdluz

jakiejkolwiek krzywej, taczacej punkty a i b, sprawdzamy, zakiadajgc
kolejno: u = i a potym = zk (art. 283), iz catka ta stanowi
rowniez granice sumy

V g (Zf+t“ z,) - z,., iz, , z,) V z--1—1z32 i* - a2
T 2 2 2
jezeli tedy krzywa jest zamknieta, j z dz = 0.

Po 2-gie. Jezeli pole, ograniczone przez dowolny obwdd C, rozio-
zymy na czesci zapomocg krzywych poprzecznych, wykreslonych w do-
wolny sposob, to suma catek j fiz) dz, obliczonych wzdluz obwodow

tych wszystkich czesci z zachowaniem tego samego kierunku przebiegu,
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okaze sie rowna catce f f (z) dz, obliczonej wzdtuz ogdlnego obwodu C.

W istocie, rzecz jasna, ze kazda czes$¢ ktérejs z krzywych pomocni-
czych oddziela dwa sasiednie obszary czgstkowe i winna by¢ przebie-
zona dwa razy w przeciwnych zwrotach. Gdy wiec dodamy te
wszystkie catki, pozostang po redukcji jedynie catki, liczone wzdtuz
tukéw obwodu — suma ich réwna sie catce

Ustaliwszy te fakty, wyobrazmy sobie, zeSmy podzielili pole A na
czesci foremne, a mianowicie kwadraty o bokach réwnolegtych do osi
Ox i Oy, oraz nieforemne, utworzone przez podziat tych kwadratow,
ktére wystepuja czesciowo poza obwod C. Wszystkie te kwadraty nie-
koniecznie muszg mie¢ rowne boki. Mozna np. wyobrazi¢ sobie, ze
wykreslilismy z poczatku dwa szeregi prostych rownolegtych do Ox
i Oy, w ten sposob, iz odlegtos¢ miedzy dwiema sasiedniemi réwnolegte-
mi jest stala i réwna |, i ze nastepnie podzielilismy niektére z otrzyma-
nych przy tym kwadratow zapomocg nowych prostych réwnolegtych
do osi na mniejsze kwadraty. JakikolwiekbySmy zresztg obrali sposéb
podziatu, przypusémy, iz utworzylo sie X czesci foremnych i N' czesci
nieforemnych; oznaczmy czesci foremne, uszykowane w dowolnym po-
rzadku, zapomocag liczb od 1 do N, a czesci nieforemne — zapomocg
liczb od 1 do N'. Zatézmy, ze kwadrat o wskazniku i posiada bok |=a
czes¢ nieforemna o wskazniku k nalezy do kwadratu o boku I'u ; ze na-
stepnie obwdd C posiada diugos¢ L, a powierzchnia jakiego$ wielokata,
wewnatrz ktérego lezy C, réwna sie A

Rvs. 58.
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Jezeli z, oznacza punkt, potozony wewnagtrz kwadratu abcd o
wskazniku i (rys. 58' lub na jednym z jego bokdw, a z dowolny
punkt obwodu tego kwadratu, to mozna napisa¢ wzor

/(z) —1(2)
z—17

©) =1 (2)4E,

w ktorym wyraz s, posiada bardzo malg warto$¢ bezwzgledna, jezeli
bok kwadratu jest réwniez bardzo maty. Stad wynika

f @ =2Zf (@2, )+ /m(*()= Zif (Z,) + E J2- 2j),

i nastepnie po scatkowaniu wzdtuz obwodu r, kwadratu:
J, fi ,fW fe fr<g)/ ~(2-12 @ |/(2,)—2Zf @Z) j dz

-+ j - 2,) dz
J<l’.)EJ (2 ) az

zgodnie z pierwszym twierdzeniem pomocniczym dwa pierwsze skiadni-
ki znikajg i otrzymujemy

(6) ’/<q 1/(2)dz ’,II i) % (z zt) dz

Wezmy jeszcze cze$¢ nieforemna prjrst i oznaczmy przez z\ punkt,
potozony wewnatrz tego obszaru lub na jego obwodzie, a przez z -
punkt zmienny obwodu: mozemy podobniez napisaé, wprowadzajgc nowa
liczbe Ej , malejagca nieograniczenie wraz z

f(Z\ - /(2]
(1 Z—Z.k f (Zk) +~ £t,
stad wnioskujemy
8) I(d()fiZ)dZ , |<r.|.) Bk (2 - Z'K) dz
Obierzmy nastepnie liczbe dodatnig yj, wiekszg od modutéw wszyst-
kich czynnikdw e, i e, . Modut réznicy z 2z, jest mniejszy niz / \2,

i z wzoru (6) wynika, ze

/4y @dz <4 Fir\2 4\2mw

(too, — pole czesci foremnej o wskazniku n. Podobniez otrzymujemy ze
zwigzku (8)
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| f (g dz V 2 41k -j-tukrs = 4vjV 2w* £ 1V 2 tukrs.

(c't >
wt — pole kwadratu, zawierajgcego hit cze$¢ nieforemnagb

Dodajac te wszystkie nierdwnosci i wprowadzajgc do wzoru gra-
nice wyzszg a bokéw I'k , otrzymujemy z tym wiekszg pewnoscig

) -/(o/ 2)dz < @B V2 Soi + | o) +X V2L

Gdy liczba kwadratéw wzrasta nieograniczenie, w ten sposéb, iz
wszystkie boki i I'k dgzg do zera, suma Xw + | <tk staje sie mniej-
sza od A. Mamy tedy z prawej strony znaku nieréwnosci iloczyn wiel-
kosci, ktéra pozostaje skoniczong, przez czynnik \ ktéry moze by¢
uczyniony mniejszym od wszelkiej liczby dodatniej, z géry danej. Stad
wynika, ze lewa strona nieréwnosci (9) musi niezbednie réwnaé sie zeru:

| /(z) dz= Q
d<

237. Azeby wniosek powyzszy byt zupetnie uprawniony, potrzeba sie upewni¢,
iz mozna nada¢ kwadratom wymiary dos$¢ mate, by przy odpowiednim wyborze pun-
ktow z; i z'k moduty wszystkich liczb i byty mniejsze niz dowolna liczba do-
datnia i), z géry dana. il) Powiemy dla krotkosci, iz pole, ograniczone przez krzy
wa zamknietg f. potozong w obszarze ptaszczyzny, ograniczonym przez obwod C,
czyni zados$¢ warunkowi (0) wzgledem liczby Vj, jezeli mozna znalez¢ wewnatrz krzy-
wej ® lub na niej samej taki punkt z’, izby przy zakres$laniu przez z krzywej " stale
zachodzit zwigzek

«) I1Ac) - f[z’) - f'iz)y | l1z-z'."I

Wszystko polega na wykazaniu, iz mozna nada¢ kwadratom wymiary dos¢ ma-
i¢, by wszystkie rozwazane czesci obszaru, foremne i nieforemne, czynity zado$¢ wa-
runkowi ‘u wzgledem liczby -\

Uzasadnimy to nowe twierdzenie pomocnicze zapomocg znanej metody kolej-
nych podziatbw. Wyobrazmy sobie z poczatku, iz wykreslono dwa szeregi prostych
rownolegtych do osi Ox i Oy, tak iz odlegto$¢ miedzy dwiema sasiedniemi réwnole-
gtemi jest stata i réwna |. Ws$réd otrzymanych w ten sposob czesci niektére moga
spetnia¢ warunek (<2, gdy tymczasem inne nie czynig mu zado$é. Nie zmieniajac w ni-
czym czesci, spetniajagcych warunek («), podzielmy pozostate na mniejsze czesci zapo-
mocg potagczenia S$rodkéw bokoéw przeciwlegtych kwadratow, ktore stanowig te po-
zostate czesci lub zawierajg je. Jezeli po tym nowym podziale okazg sie jeszcze cze-
sci, nie spetniajgce warunku (a), to zastosujemy do nich to samo postepowanie i tak
samo w dalszym ciggu. Moga sie zdarzy¢ przytym tylko dwa przypadki: albo otrzy-
mamy wreszcie jedynie czesci, spetniajagce warunek (a), i twierdzenie nie bedzie WA -

(®) Transaclions of tlie American Matbcmatical Sociely. (Rozprawy Amery-
kaniskiego Towarzystwa Matematycznego). Tom 1, 1900, str. 14.
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magalo wiecej dowodoéw, albo tez, jakkolwiekbysmy sie posuneli w ciggu dziatan,
zawsze bedziemy mieli do czynienia z cze$ciami, nie czynigcemi zado$é temu wa-
runkowi.

Jezeli tak jest, to dzielagc we wskazany sposéb nieograniczenie jedng z czesci
foremnych lub nieforemnych. otrzymanych przy pierwszym podziale, nie osiggamy
nigdy tego, by wszystkie obszary czesSciowe czynity zado$¢ warunkowi (aj; nazwijmy
te cze$¢ .4,. Po dokonaniu drugiego podziatu otrzymujemy cze$¢ .4,, zawarta w 4,.
ktéra réwniez nie moze by¢ podzielong wytacznie na obszary, spetniajace warunek (ai.
Powtarzajac to rozumowanie bez konca, otrzymamy cigg obszaréw (kwadratow lub
czesci kwadratow)

4, 4, 4, ... An,

z ktorych kazdy zawiera sie w poprzednim i ktérych wymiary daza do zera, gdy n
wzrasta nieograniczenie.

Istnieje tedy punkt graniczny r0. potozony wewnatrz obwodu C lub na samym
obwodzie. Poniewaz, zgodnie z zatozeniem, funkcja /<r) posiada dla r = r, pochodng
/ (r,). przeto mozna znalez¢ taka liczbe e, izbv przy |r—z0 <e zachodzit zwigzek

I(r)y —/(r,i — (r—r.) /I'('«) 1£ 1] Jr—

Niech ¢ oznacza kolo o promieniu « zakresSlone dokota punktu r,, juko Srodka
Przy n wiekszym od pewnej odpowiedniej liczby pole d n lezy wewnatrz kola c i wszyst-
kie punkty obwodu tego pola spetniaja warunek

Ay /700 (- wefew) = < T

Skadinad jest to rzecz jasna, ze punkt r, jest potozony wewnatrz lub na obwo-
dzie pola An, a wiec obszar ten winien czyni¢ zado$¢ warunkowi (a) wzgledem vy.
Ostatecznie widzimy, ze przypuszczenie, jakoby twierdzenie pomocnicze nie byto
prawdziwe, doprowadza do sprzecznosci.

288. Czynigc odpowiednig umowe co do kierunku przebiegu, mo-
zemy rowniez zastosowal powyzsze twierdzenie do obwoddw, utworzo-
nych z kilku réznych krzywych zamknietych. Rozwazmy np. fnnkcje
/ (2), caloksztattug zaréwno wewnatrz pola A, ograniczonego przez
krzywg zamknieta C oraz dwie krzywe wewnetrzne C, C", jakotez na
tych samych krzywych (rys. 59). Obwod catkowity r pola A skiada

Rys. 59.
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sie z tych trzech osobnych krzywych, i powiemy, Zze obwodd ten jest
przebiegany w zwrocie dodatnim, gdy pole A pozostaje wcigz z lewej
strony; 6w kierunek dodatni przebiegu wzdluz kazdej z krzywych jest
oznaczony na rysunku zapoinocg wskazowek. Obliczajgc, zgodnie z ta-
ka umowa, catke funkcji wzdluz catkowitego obwodu w zwrocie do-
datnim, otrzymujemy zawsze

Mozna tu zastosowaé¢ bezposrednio taki sam dowdd, jakiegoSmy
uzyli przy rozwazaniu pola o pojedynczym obwodzie; mozna rdwniez
sprowadzi¢ ten przypadek do poprzedniego, przeciggajac poprzeczne
ab i cd i stosujgc omawiane twierdzenie do Kkrzywej zamknietej
abmbandcpcdga (I, art. 153).

Bywa niekiedy dogodnie dla celéw praktycznych pisa¢ wzor po-
WYyZ7szy W postaci

wszystkie trzy catki winny by¢ przytym liczone w tym samym zwro-
cie, a wiec dwie ostatnie — w zwrocie przeciwnym temu, ktéry ozna-
czajg wskazOowki.

Powrdémy do pytania, postawionego na poczatku artykutu 286-go;
fatwo w tej chwili da¢é na nie odpowiedz. Wezmy funkcje/(a), cato-
ksztattng w pewnym obszarze A plaszczyzny zmiennej z; dwie rdézne
drogi AMB i ANB, potozone catkowicie w tym obszarze i posiadajgce

wspdélne punkty koncowe, dajg tg samg warto$¢ catki | f{z)dz, byleby

funkcja / (z) byta caloksztaltna wszedzie wewnatrz krzywej zamknietej,
utworzonej przez droge AMB wraz z BBA. (W celu ustalenia uwagi
zatlozymy, ze ta krzywa zamknieta nie posiada punktéw podwajnych).
W istocie, skoro suma catek, branych wzdluz AMB i wzdluz BNA,
rowna sie zeru, to catki, wziete wzdluz AMB i wzdluz ANB, muszg
by¢ réwne. Mozna jeszcze sformutowaé ten wynik w sposéb naste-
pujacy:

Dwie drogi AMB i ANB, posiadajace te same punkty koricowe, wiodg do

tej samej wartosci catki f f (z) dz, jezeli mokng przejs¢ od jednej z nich do

drugiej zapomocag przeksztatcenia ciggtego, bez natkniecia sie na zaden punkt,
w ktérym funkcja przestataby by¢ catoksztattna (holomorficzng).
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Twierdzenie, wyrazone w tej postaci, daje sie zastosowaé rowniez
wtedy, gdy dwie badane drogi posiadajg oprocz punktow koncowych
dowolng liczbe punktow wspolnych (I. art. 152). Stad wnioskujemy, iz
gdy funkcja j tz) jest catoksztaltna w obszarze, ograniczonym przez

jedna fi/lko krzywg zamknieta, catka /f(z) dz, wzieta wzdluz jakiego-

kolwiek obwodu zamknietego, zawartego -w tym polu, réwna sie zeru.
Nie nalezy atoli rozcigga¢ tego wniosku ua przypadki, w ktérych
wystepujg pola, ograuiczone przez kilka osobnych krzywych zamknie-
tych. Wezmy np. funkcje /(z), catoksztaling w dziedzinie pierScie-
nia, zawartego pomiedzy dwoma okregami spd&tsrodkowymi C i C.
Oznaczmy przez C" okragg o tym samym S$rodku, zawarty pomiedzy

1 a C\ catka f /(z) dz, obliczona wzdluz C\ w ogdélnosci nie roéwna

sie zeru. Twierdzenie Oauchy ego pozwala jedynie orzec, iz wartosé
tej calki pozostaje bez zmiany, gdy zmieniamy promiern kota C". ()

(I) Do warunkéw niezbednych prawdziwosci twierdzen'a ogdlnego Caueby'ego
nie nalezy bynajmniej ani istnienie funkcji / tr) poza polem A, ograniczonym przez
obwod <, ani tez istnienie pochodnej w kazdym punkcie krzywej C. Wystarcza, iz-
by funkcja Z(z) byla catoksztaltna w kazdym punkcie wewnetrznym pola 4 i Ciggla
na obwodzie C. to jest izby wartos¢ /(Z) funkcji w punkcie Z krzywej C zmieniata
sie w sposéb cigglty wraz z potozeniem punktu Z na tym obwodzie i zeby rdznica
/(Z)—fiz) pomiedzy/(Z) i wartoscig /(r), odpowiadajaca punktowi wewnetrznemu i,
dazyta do zera jednoczesnie z Z z . W istocie, zatozmy z poczatku, ze wszelki
promien, wykre$lony z pewnego okre$lonego punktu a obszaru .1. przecina obwod C
w jednym tylko punkcie. Gdy puukt 2z przebiega C. punkt a 9(z— u) (9— jaka$
liczba rzeczywista, zawarta miedzy o a 1) zakre$la obwéd C, potozony w polu 1le
Réznica catek, wzietych wzdtuz obwodéw C i C'. réwna sie

-©
i mozua nada¢ réznicy 1—S wartos¢ dos¢ mata, izby 3 bytlo mniejsze od wszelkiej
liczby dodatniej, z géry danej, poniewaz funkcja, poddana catkowaniu, moze by¢ na-
pisana w postaci:
fir) /[r — —(nil —9] 1—9f[z—(z—a)(l 9i].

Ze wzgledu na to. ze catka wzieta wzdtuz C', rbwna sie zeru, mamy tedy
réwniez
= (C)

Majac do czynienia z obwodem C o dowolnej postaci, mozemy zapomoeg prze-
ciggniecia odpowiednio dobranych linji poprzecznych zastapi¢ ten obwod szeregiem
obwodéw zamknietych, spetniajagcych powyzszy warunek.
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289. Rozszerzenie zakresu wzoréw rachunku catkowego.—Niech f (2)
oznacza funkcje catoksztattng w obszarze A, ograniczonym przez obwod
nieztozony C. Catka okreslona

-z

N

™ ), f@)dz,
liczona wzdluz drogi, potozonej w polu A, od punktu statego z0 do
punktu zmiennego Z, stanowi stosownie do tego, co$my stwierdzili, zu-
petnie okre$lona funkcje granicy wyzszej Z. DowiedZzmy obecnie, iz ta
funkcja €(Z) jest rowniez funkcjg holomorficzng zmiennej Z i ze ma
za pochodng/(Z). Istotnie, oznaczajac przez Z A-h punkt zblizony do
punktu Z, mamy zwiazek

PZ+A— Db Iy /(z) dz,

i mozemy zalozy¢, ze catka, ktora w nim wystepuje, jest liczona wzdtuz
odcinka prostej, tgczacego punkty Z i Z 4-h. Jezeli te punkty sg po-
tozone nader blizko siebie, to f(z) wzdluz catej drogi catkowania rézni
sie bardzo mato od /(Z), i mozemy napisaé, oznaczajagc przez 3 liczbe,
ktérej warto$¢ bezwzgledna przy jAI dos¢ matym jest mniejsza od do-
wolnej liczby dodatniej
f(z) - /7(Z2) + 8.
Dzielagc pi'zez h, otrzymujemy stad

<I>(Z+fc) - {2) _ f(Z) + "zM 8 dz

modut ostatniej catki jest mniejszy od j h, a wiec gdy h dazy do zera;
lewa strona rownosci dazy do f (2).

Jezeli juz znamy jaka$ funkcje F (Z), ktéra ma za pochodng /(2),
to mozemy by¢ pewni, ze funkcje <4>(2Z) i F (2) rbéznig sie od siebie je-
dynie o liczbe stalg (art. 275, odsylaczy; stad wynika, ze réwniez w za-
stosowaniu do funkcji zmiennej zespolonej jest prawdziwym wzér pod-
stawowy rachunku catkowego

(10) J f{z)dz-~-F(zi).— F(z0).

Wz6r ten, uzasadniony przy zalozeniu, ze funkcje f(z) i F (2) sa
caloksztattne wewnatrz pola A, daje sie zastosowa¢ rdwniez w warun-
kach bardziej ogo6lnych. Moze sie zdarzyé, iz funkcja F (2) posiada
rozne gatezie albo tez ze posiadajg rézne galezie obie funkcje /(z) i F(z)
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jednoczesnie; w takim razie catka daje sie wyznaczy¢ zupetnie doktadnie,
jezeli droga catkowania nie przechodzi przez zaden z punktéw krytycz-
nych tych fuukcji. Przy stosowaniu wzoru nalezy wybra¢ warto$¢ po-
czatkowa F (z0) fuukcji pierwotnej i nastepnie baczyé, by w miare za-
kresSlania przez 2 drogi catkowania funkcja ta zmieniata sie w sposéb
ciggty; procz tego, jezeli /(z) jest réwniez funkcjg wielowartosciowa,
to pomiedzy gatezmi funkcji F(2) nalezy wybraé¢ te, ktérej odpowiada
pochodna, réwna danej odmianie funkcji f(z).

W kazdym przypadku, gdy droga catkowania daje sie pomiesci¢
wewnatrz pola o obwodzie nieztozonym, w ktérym rozwazane rozgate-
zienia funkcji /(z) i F(z) sa catoksztaltne, mozna uwaza¢ wzér za do-
wiedziony. Otdz, jakakolwiekby byta droga catkowania, mozemy jg
roztozy¢ na tuki, czyniace zado$¢ temu warunkowi, i stosowaé wzoér
(10) do kazdego z nich z osobna. Dodajgc otrzymane wyniki, stwier-
dzamy, ze wzOr ten posiada znaczenie ogoélne; nalezy jeno przy jego
stosowaniu zachowa¢ niezbedne ostroznosci.

Przypus¢my np., ze oznaczajgc przez m liczbe rzeczywistg lub ze-
spolong rézng od — I'i obierajac dowolna droge, nie przechodzacg przez

poczatek uktadu, chcemy obliczy¢ catke okreslong 'f’#z mdz. Jedng

Z mil
z funkcyi pierwotnych jest AN i wzor ogoélny (10) przybiera w tym

razie postac .

zmdz — m-f 1

aby usungé¢ wieloznaczno$é, wystepujacg w tym wzorze, gdy w nie jest
liczbg catkowita, napiszmy go w postaci
e <mJ-l) (ij _ c(m+l) Log(t,)

1dz m£ 1

Obierajac warto$¢ poczatkowg Log (z0), ustalamy przez to zaréwno
warto$¢ potegi zm wzdtuz drogi catkowania, jak warto$¢ koricowg Log (z,).
Wartos$¢ catki zalezy jednoczesnie od wartosci poczatkowej Log (z20) i od
drogi catkowania. Podobniez nie sprawia trudnosci interpretacja wzoru

r*= f\z)
I N\2) dz = Lo9 — L°9 [/(*«)!,

byleby tylko wzdluz drogi catkowania funkcja f(z) byta ciggta i nie
rownata sie nigdzie zeru. Punkt m- 7/ (z) zakreSla w swej plaszczyznie
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luk, nie przechodzacy przez poczatek ukiadu, i prawa strona réwnosci
wyraza zmiang, ktérej ulega Log (u) wzdtuz tego tuku.

Zauwazmy jeszcze, nie zatrzymujgc sie przy tym dbuzej, iz wzor,
dotyczgcy catkowania przez czesci, jako wyptywajacy z wzoru (10), sto-
suje sie z tego powodu rowniez do catek funkcji zmiennej zespolonegj.

290. Inny dowdd powyzszych wynikdéw. — Wiasnosci catek [f{z)dz

posiadajg wiele wspdlnego z wilasnosciami catek krzywolinjowych, wy-
stepujacemi w tym przypadku, gdy jest spetniony warunek catkowal-
nosci. (I, art. 152). Riemann dowiodt istotnie, ze twierdzenie Cauchy’e-
go wynika bezposrednio z analogicznego twierdzenia, dotyczacego catek
krzywolinjowych. Niech f{z)=X+i Y stanowi funkcje zmiennej z ca-
toksztattng wewnatrz pola A o obwodzie niezlozonym; catka tej funkcji,
brana wzdluz obwodu zamknietego C, potozonego w tym polu, réwna
sie sumie dwu catek krzywolinjowych:

I f(z)dz= | Xdx—Yd i Ydx + Xdy;
™7 g !
ze wzgledu na zwigzki, zachodzace pomiedzy pochodnemi funkcji X i )
dX dy dX oY
dx dy ' dy dx

obie te catki sg rowne zeru (¥ (I, art. 152).

Stad wynika, ze catka / f(z)dz, wzieta od punktu stalego z0 do
0

punktu zmiennego z, jest funkcjg jednowartosciowg w polu A; oznaczmy
ja przez 4x2 i rozpatrzmy z osobna cze$¢ rzeczywistg oraz spotczyn-
nik przy i )

Q) = P(xy) + i Qxy),

rfry) 1‘(*-«)
P(x,y)= 7/ Xdx — Ydy, Qxy = | Ydx + Xdy;
- (*0.i») «(xQy,,)
funkcje P i Q posiadajg pochodne czgstkowe
dP /;I' dP 1\/ dQ _ J\/ d Q
dx Cdy ©odx Cdy

ktoére czynig zados¢ warunkom

(i) Nalezy zauwazyé, ze dowdd Riemanna wymaga ciggtosci pochodnych

— to jest ciggtosci pochodnej/'(r'.
Ox dy
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v 0oQ ol d &
(ix dy Qy i)x
Przeto P -j- i Qjest funkcja caioksztatithg zmiennej z, ktérej pochodna
rowna sie X -+ * Y, to jest /(z).
Jezeli funkcja /(,z) jest nieciagta w pewnych punktach pola A, to
samo zachodzi z jedng co najmniej z funkcji A i V, i catki krzywo-

linjowe funkcji P (x, y), Q (x, y) posiadaja w ogolnosci okresy, pocho-
dzace z drdg, zakreslonych dokota punktéw nieciggtosci. To samo tedy

mozna orzec o calce ) f : dz. Powrdécimy do badania tych okresow
po zglebieniu istoty punktéw osobliwych, jakie moze posiadac/ (z).

Jako jeden przynajmniej przyktad, wezmy catke P oddzielajac czes¢

rzeczywistg i urojong, otrzymujemy

T Jio 1y rdX -z Vdy . N9 edif —trar
J. : ] ! iy -'(...t yI X i.
7 7 - - > - - - 7 1
Cze$C rzeczywista nie zalezy od drogi catkowania i réwna 2 log (x! irr . Codo

spokzynnika przy i stwierdziliSmy juz, iz posiada okres, rowny 2r; jest to kat obro-
tu promienia wodzacego, ktéry taczy poczatek ukitadu z punktem (v,y). Otrzymuje-
my tedy istotnie r6zne wartosci funkcji Log <>

Il. Catka Cauchy’ego. Szeregi Taylora i Laurenta. Punkty
osobliwe. Pozostatosci.

Przechodzimy obecnie do szeregu nowych i waznych wynikow,
otrzymanych przez Cauchyego zapomoca badania catek okreslonych,
branych pomiedzy granicami urojonemi.

291. Wzér podstawowy. — Wezmy funkcje /(;), caioksztaitng w po-
lu skonczonym A, o obwodzie /, utworzonym przez jedng lub kilka
roznych krzywych zamknietych, a ciggta na samym obwodzie. .Jezeli
Vv oznacza punkt (*), potozony w polu A, to funkcja

f(z)

zZ — X

jest catoksztatitna w tym samym obszarze, z wyjgtkiem punktu ? v

il) W dalszym ciagu bedziemy mieli czesto do czynienia jednocze$nie z Kilku
liczbami zespoioneini. Bedziemy je oznaczali przez ktérakolwiek z liter: x, z. u.
Z wyjatkiem przypadkéw, w ktérych to bedzie wyraznie zaznaczone, litera x nie
bedzie uzywana specjalnie do oznaczania zmiennej rzeczywistej.
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ZakreSlmy dokota punktu x okrag 7 o promieniu ¢ potozony cat-
kowicie w polu A\ wymieniona funkcja jest catoksztaltha w obszarze
ptaszczyzny, ograniczonym przez obwod F i okrgg 7, wiec mozna dp
niej zastosowac twierdzenie og6lne z art. 286. Przypus¢my, w celu
ustalenia uwagi, ze obwdd F sklada sie z dwu krzywych zamknietych
Ci C (rys. 60); w takim razie, liczac catki w kierunku, oznaczonym za-
pomocg wskazéwmk, mamy réwnosc

e f(z) dz = r f(z) dz + r f{z) dz
Jo z—x Jo z—x 1 @) Z— X
ktérg mozna napisa¢ w postaci

A f@dz _ r f(z) dz
JO z—Xx J@ z—x"’
jezeli |1 oznacza catke, brang wzdtuz catkowitego obwodu F w zwro-

J D
cie dodatnim. Jezeli promien ¢

Rys. 60.

kota 7 jest nader maly, to wartos¢ f(z) w jakimkolwiek punkcie obwo-
du tego kota rozni sie bardzo nieznacznie od f (X\

{z) = 7(x) + 8
przytym 6 jest nader mate. Zastepujac f (z) przez to wyrazenie,
otrzymujemy
© fF) dz dz r 0dz
- f(x) i J(Mis —

(V) © z—X e z- X (T) js — x

tatwo obliczy¢é pierwszg z catek, wystepujacych z prawej strony
znaku rownosci; jezeli zalozymy, ze z = x + «egi, to wypadnie

dz
zZ - X

Kurs analizy matematycznej.
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o
Catka /() 7 — x nie zalezy tedy od promienia ¢ oftregu 7; z dru-
giej strony, jezeli 2 pozostaje mniejszym od liczby dodatniej 4, to mo-
T
dut tej catki jest mniejszy niz — 2*; = 2snr. Otéz ze wzgladu na

ciggtos¢ funkcji f(z) dla 2 = x mozna uczyni¢ promien ; do$¢ matym,
by 7 bylo dowolnie mate. Omawiana catlka roéwna gie przeto zeru
i dzielgc przez 2 - i obie strony wzoru (11), otrzymujemy:

1/ /() d:

(12) /) St —x

Jest to wzér podstawowy Cauchy ego, wyrazajacy wartos¢ funke ji
/ (c) w jakim$ punkcie y, polozonym wewnatrz pewnego obwodu, w za-
leznosci od wartosci, jakie ta sama funkcja przybiera wzdtuz obwodu.

Wezmy punkt y + Ay, zblizony do x: przypus¢émy, ze punkt ten
lezy np. wewnatrz kota 7 o promieniu ¢ Mamy roéwniez

fx+ A X) 1“r /(> d*
2~ D0—X— Ay
a przeto po odjeciu stronami i podzieleniu przez A x wypada:
f(x 4- A X) - /(V 1 r f (a) de
Ay 2 I (D *—y) 8— v—a x)'

Gdy A x dazy do zera, funkcja, poddana catkowaniu, zmierza do

(zm—x)i’ . Aby dowies¢ scisle, iz mamy prawo stosowaé¢ zwykty sposob

rézniczkowania, napiszmy te catke w postaci:

" f(z) dz / f{z) dz r Ay f(z) dz
JIE@zZ—y) @—x—AYy) rru—v)- *r.(«—vle—y—AX
Oznaczmy przez Jf jaka$ granice wyzszg modutu /(;<" wzdluz 1.
przez L — dlugos¢ tego obwodu a przez 2 — granice nizsza odlegtosci
jakiegokolwiek punktu okregu 7 od dowolnego punktu krzywej T. Mo-

ML
dut ostatniej catki jest mniejszy niz A X i przeto dazy do zera

wraz z Ay m Otrzymujemy tedy po przejSciu do granicy

f(z) dz

(13) () = oy )2
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N ten sam spos6b dowodzimy, ze zwykly przepis rézniczkowania

pod znakiem ) daje sie zastosowaé (*) do catki (13) i do wszystkich

catek, ktére otrzymujemy kolejno na tej zasadzie, a wiec

! f (2 dz 1.2.3 = f(z) &
7" 5% /") = i
271 J(D 2—*) 3 2zi IO {z- x4
i wogdle
1.2...w
(14) fX) = f /1 dz

2iii ) O {z — x)n+1

Widzimy przeto, iz jezeli funkcja f(z) jest catoksztattna w pewnym
obszarze plaszczyzny, to ciag kolejnych pochodnych tej funkcji jest
nieograniczony i kazda z nich jest rowniez funkcjg eatoksztatlthg w tym
samym obszarze. Warto zauwazy¢, iz osiggneliSmy ten wynik, zakia-
dajac jedynie istnienie pierwszej pochodnej.

Uwaga. — Rozumowania, rozwiniete w tym artykule, doprowadzajg
do wnioskOéw jeszcze ogOlniejszych. Wezmy funkcje y (z2) zmiennej
zespolonej z, niekonieczrue analityczna, lecz ciggta wzdluz tuku P
zamknietego lub nie. Catka okreslona

_ ®(s) dz
F(x)-= JféD A x
posiada przy wszelkiej wartosci x, nie nalezgcej do drogi catkowania,
pewna okresSlong warto$¢. Obliczenia, dokonane przed chwilg, wyka-
FX-j-AXx) —F (X

Zujg, ze granica, do ktérej dazy stosunek A x gdy
A x zmierza do zera, jest catka okreslona
C €(@® dz
FEC

F (™)__gtanowi_ tedy funkcje analityczna, eatoksztatithng dla wszelkiegj
wartosci zmiennej x, oprécz tych, ktore odpowiadajg punktom obwodu
F, sg to w ogolnosci punkty osobliwe tej funkcji ip. nieco dalej, art.
348). Stwierdzamy, jak poprzednio, ze n-ta pochodna F <)(x) posiada
wyrazenie

(*) Przepis ogdlny rézniczkowania pod znakiem j bedzie uzasadniony poni-

zej. (Eozdz. XVII).
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J W dz

Fin)(x) = n! -I<n Z—X)n 1

292. Twierdzenie Morery. — Twierdzeniu podstawowemu Cauchy ego odpowia-
da twierdzenie odwrotne, podane przez Moren;, ktore brzmi jak nastepuje: Jezeli
funkcja fis) zmiennej zespolonej z jest ciggta w polu A i jezeli catka okreslona

| f{x) dz. liczona iczdiuz jakiegokolwiek obwodu zamknietego C, potozonego

RG]

w obszarze A, réwna sie zawsze zeru, tof z) jest funkcjag catoksztallng w polu A.
Istotnie, w tych warunkach catka okres$lona F (2) | f,t) dt, wzieta wzdtuz

dowolnej drogi, potozonej w polu A i taczacej dwa punkty tego pola z, i z, posiada
warto$¢ niezalezng od drogi catkowania; jezeli zakladamy, ze punki i0 jest staty, to
ta catka jest funkcjg zmiennej z. Rozumowanie, rozwiniete wart. 289, przekonywa, ze

mF
stosunek'A <lazv do granicy, rownej f (z, gdv A* dazy do zera. Funkcja F(z)

jest tedy funkcja ealoksztaltng zmiennej z, majacag za pochodna f (z), a przeto f (2)
jest réwniez funkcja holomorficzna.

293. Szereg Taylora. — Jezeli f (z) jest funkcja catoksztattu wewngtrz
kota C o érodku a, to wartosé tej funkcji w jakimkolwiek punkcie X, potozonym

w tym kole, réwna sie sumie szeregu zbieznego, danego we wzorze:

fix) = f(a) -r j f(d)

(15) (x-af- X—1l) "
12 @ g o P

Mozemy zatozy¢ przy dowodzie, ze funkcja f(z) jest catoksztaitna
rowniez na samym okregu C; w istocie, jezeli x oznacza jakikolwiek
punkt, potozony wewnatrz kofa, to mozna zawsze znalez¢ okrag C' o
srodku a i promieniu mniejszym niz promienn okregu C, dla ktérego
punkt x bylby réwniez punktem wewnetrznym, i zastosowa¢ do tego
okregu C' te same rozumowania, jakie zastosujemy do C Stwierdziwszy
to, wyrazamy zgodnie z wzorem podstawowym warto$¢ funkcji w punkcie
X, potozonym wewnatrz O

(12 bis)
, 1 . o
napiszmy W postaci nastepujgcej
1 1 1
z —X (z—a)—(x—a) Z—a \1
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skad otrzymujemy, po wykonaniu dzielenia az do reszty stopnia (»+ I)-go
wzgledem Xx —a

1 1 X—a x a2
Z—X 2—a {z—a)2 (z—a) 3 +
(Xx—a)n (X —a) n+l

Z—aynml T z—x) &z a)
Podstawmy to wyrazenie do wzoru (12 bis) i przenieSmy poza znak
I czynniki x —a, (x—a)2 ... , niezalezne od & otrzymamy wzor

f(X) = J04- \N(Xx—a) + e+ Jn(X—<In+ Rn;

w ktorym spotczynniki JO, Jj, ... , Jn i reszta posiadajg wartosci
nastepujace:
1/ 1@ d 1 r f{z) dz
© T 2mis02—a N 2Wboe—oy2 7w
1 r f(z) dz 1 r Ix— a\n+1f(z)dz
N= 2mage- amie N7 20buQNs—al  2—X

Gdy liczba n wzrasta nieograniczenie, reszta Rn dazy do zera.
Istotnie, oznaczmy przez M jaka$ granice wyzszag modutu funkcji f(z)
wzdtuz okregu C, przez R — promien tego okregu, a przez r — modut
réznicy x—a. Gdy 2 przebiega okragg C to j[2—Xx [~ R —r, a wiec

1
I~ g modut reszty Rn jest tedy mniejszy niz
r\n+iM MR "+1
Ar

lj U-r2ex-J37r (y) " cvikz U)
tego iloczynu dazy do zera, gdy n wzrasta nieograniczenie. Stagd wynika)
ze /(X) rowna sie sumie szeregu zbieznego

JO+ ly(x—a + .m+ Jn (X an + ee=

Owoéz, wystarczy we wzorach (12), (13) i (14) uwaza¢ okrag C za
obwod F i zalozy¢, ze x = a, aby otrzymacé

JO = f N—J @teeei Jn 12 n’ v

szereg powyzszy utozsamia sie z szeregiem (15), to jest z szeregiem

Taylora.
Koto C jest to koto o srodku a, wewnatrz ktérego funkcja jest

catoksztattna; rzecz jasna, ze otrzymamy mozliwie najwieksze kolo,
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spetniajace ten warunek, biorgc za promien odlegto$¢ punktu a od
punktu osobliwego funkcji /(c), najbardziej zblizonego do punktu a.
Bedzie to réwniez koto zbieznosci szeregu, stanowigcego prawg strone
rownosci ()
f(x) = + 7, XxX—a) + .. x—a)" +

Wazne twierdzenie, uzasadnione przed chwila, wykazuje tozsamos$¢
obu danych przez nas okre$len funkcji analitycznej (girt. 197 i 261).
W istocie, wszelki szereg potegowy wyraza funkcje caloksztattng w ko-
le zbieznosci (art. 266) i nawzajem stwierdziliSmy, ze wszelka funkcja,
caloksztattng w kole o srodku a, moze by¢ rozwinieta w szereg kolej-
nych poteg réznicy x — a, zbiezny w tym kole. Zauwazmy jeszcze, ze
niektére z otrzymanych przedtym wynikdéw stajg sie niemal oczywiste;
np. stosujgc dane twierdzenie do funkcji Log (1-fr) i (I+c)m calo-
ksztattnych w kole o promieniu rownym jednosci i o $rodku w poczatku
uktadu, odnajdujemy wzory z art. 275 i 2<6. Zbadajmy jeszcze iloraz

f(X

T(\%7 dwu szeregéw potegowych, zbieznych w tym samym kole o pro-
mieniu li; jezeli szereg s (x) nie rowna sie zeru dla x = O, to ze
wzgledu na jego ciggtos¢ mozna zakreslic okrag o promieniu r H,

f(x
wewnatrz ktérego z (x) nie staje sie rownym zeru. Funkcja R jest

w takim razie caloksztaltna w kole o promieniu r, i przeto w sasiedztwie
poczatku uktadu daje sie rozwingé w szereg catkowity (I, art. 188).
Moznaby résvniez sprawdzié¢ twierdzenie, dotyczace podstawiania jedne-
go szeregu do drugiego i t. d

liraga.— Wezmy funkcje f{z), caloksztaltng wewnatrz kota C o
srodku a i promieniu r i ciggta na samym obwodzie kota. Modut f(z) \
funkcji na okregu C jest funkcjg ciggla, ktérej najwiekszos¢ oznaczymy
przez JYI(r). Skadinad, spbtczynnik an przy (x — a) n w Sszeregu, wyra-

1
zajacym /(x), réwna sie , f {n)(a), to jest
1 f  _lii'ld:—
2i~) Q{z—a)nH "’
a wiec
1 =2~ ,,
(17) An — an < 2z rngrl) “rr rn

(') Ostatni wniosek wymaga pewnych wyjasnien co do istoty punktéw osobli-
wych—damy je w rozdziale, omawiajacym przedtuzenie analityczne.
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tak iz crmijj jest wieksze od wszystkich iloczynédw A nrn. (¥ Mozna
tedy w wyrazeniu funkcji zwyzszajgcej (I, art. 185) zastgpi¢ M przez flYtjr).

294. Twierdzenie Liouville’a. — Jezeli funkcja f (x) jest caloksztattna
dla wszelkiej wartosci skonczonej zmiennej x, to mozna ja rozwingé
w szereg Taylora, przy dowolnym a, w dziedzinie calej plaszczyzny —
taka funkcja nazywa sie funkcjg catkowitg (fonction entiere). Z wyrazenh
(17), ograniczajgcych spétczynniki, tatwo wywnioskowaé nastepujgce
twierdzenie, podane przez Liouville’a

Wszelka funkcja catkowita, ktorej modutl ‘pozostaje mniejszym od liczby
statej M, musi by¢ liczbg stafg.

Istotnie, przypusémy, iz rozwinelismy f(x) podlug poteg réznicy
X — a. | 0znaczmy spotczynnik przy (x —a)n przez an. Rzecz jasna
iz przy jakimkolwiek promieniu r najwiekszos$¢ fYl (r) jest mniejsza niz

M
jf a przeto an < . Lecz promieniowi r mozemy, nada¢ wartosé

dowolnie wielkg; otrzymujemy tedy an= O, gdy n” 1, i/ (X) rowna sie
statej f(a).
Mozna jeszcze uogolnic to twierdzenie. WeZzmy funkcje catkowitg f(x),

f(x
spetniajacg ten warunek, iz modut ilorazu u dla wartosci x o module

wiekszym od pewnej liczby dodatniej R pozostaje mniejszy niz liczba
stata M: funkcja f (X) musi by¢ wielomianem stopnia co najwyzej m-ego. Istot
nie, wyobrazmy sobie, ze rozwineliSmy f{x) podlug poteg zmiennegj X,
i an niech stanowi spo6tczynnik przy xn. Jezeli promien r kota C jest
wiekszy od R, to JTIljr) < Mr™, a zatym an < Mr Stad wy-
nika, iz an—QOQ gdy n> m, poniewaz w takim razie, obierajgc dos¢
wielkie r, mozemy uczyni¢ M r m-n dowolnie matym.

295. Szereg Laurenta.—Rozumowanie, zastosowane przez Cauchy'ego
do uzasadnienia wzoru Taylora, nadaje sie do wielostronnego uogolnie-
nia. Wezmy np. funkcje /(s), holomorficzna w pierscieniu kotowym,
zawartym miedzy dwoma okregami CM C’ o wspélnym srodku a; do-
wiedziemy, iz warto$¢ f(x) funkcji w dowolnym punkcie X tego obszaiu réwna

(i) Nieréwnosci (17) zastuguja na uwage gtownie dlatego, ze wyrazajg zwia-
zek pomiedzy rzedem wielkosci spétczynnikow szeregu catkowitego a rzedem wiel-
kosci funkcji, danej przez ten szereg; jhi (r) nie jest zreszta w ogdlnosci najmniejsza
z liczb, czynigcych zado$¢ tym nierownosciom, jak mozna stwierdzi¢ bezposrednio,
ody wszystkie spotczynniki an sg rzeczywiste i dodatnie. Nieréwnosci (17) moga
by¢ uzasadnione bez pomocy catki Cauchy’ego (MERAY, Lecons nouoelles sur
Tanalyse infinitisim ale. (Nowe wyktady analizy nieskonczonostkowej), t. I., str. 99).
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sie sumie dwu szeregéw zbieznych, z ktérych jeden jest uszykowany podiug poteg
dodatnich réznicy x — a, drugi za$ podtug poteg dodatnich jej odwrotnosci

X~a- (’)

Mozemy zalozyé, podobnie jak przed chwilg, ze funkcjal (2 jest
holomorficzna na samych okregach Ci C. Oznaczamy promienie tych
okregow przez U i If, a modut roéznicy x —a przez r: jezeli C jest
okregiem wewnetrznym, to £ '< r< /2 ZakreSimy dokota punktu x
maty okrag 7, potozony w catosci pomiedzy C a C. Biorgc catki w od-
powiednim zwrocie, otrzymujemy rownos$é

/" f(z)dz r f(z)dz i’ f (2)dz
A0 z—x 1 (@C) z—X I (X z—x"
ostatnia z tych catek, liczona wzdtuz 7, réwna sie 2-t/(x), i mozemy,

zachowujgc wecigz ten sam zwrot przy catkowaniu, napisa¢ zwigzek po-
Wyzszy W postaci

) fega* 1 r A &

z—c 2*» ./ (0) x —2
Powtarzajgc rozwazania, podane w art 293, otrzymujemy w dal
szym ciggu wzoér

19 -1 — =0, —Nx—a) f... Finx—a) ...,
2kiJ (0 z—x

w ktorym wspoétczynniki Jo, Ju .... /,, ... sg dane przez wzory (16).
Aby rozwina¢ w szereg druga catke, zauwazymy, Zze

2—a

+ -L.
(x - &
(z —a*-1 2—o)*

C—o)" (x—2 (x —af
i ze catka wyrazu uzupeiniajgcego
1 r 1z—«\" /(9) 4
2ttiJ (0 W—aj X—z
dazy do zera, gdy n wzrasta nieograniczenie. W istocie, jezeli M sta-

(Vv Comptes rendus de 1'Acadimie des Sciences. (Sprawozdania Akademji
Nauk), t. XVIIl. — P. Ocucres de Cauchg. (Dzieta Cauchv’ego), Serja I-sza.
t. VIII, str. 115.



Il.—Catka Cauchy’eg-o—Szeregi Taylora i Laurenta.—Punkty osobliwe. 9

nowi najwiekszos¢ modutu /(z) wzdluz c', to modut tej catki jest
mniejszy niz

-1/ IKY
2ic\r ) r —R' r— R" \r ]

(Rr} jest mniejszy od jednosci. Otrzymujemy tedy ro6-
wniez

(20) ~o 2 1 1 Kn

2 Kij () X— 2 [ —a (x — a)2 N (x —a)n ’

przytym spotczynnik k n rOwna sie nastepujacej calce okreslonej

(21) Kn= -1~ f (z- < -if(z)dz.
2tri J (o

Wystarczy teraz doda¢ oba szeregi (19). i (20), aby otrzymac roz-
winiecie funkcji Z(x).

Stosujagc wzory (16) i (21), wyznaczajgce spoOiczynniki Jn i Knt
mozna braé¢ catki wzdluz jakiegokolwiek okregu F o $rodku a, zawarte-
go pomiedzy Ca C, gdyz funkcje, poddane catkowaniu, sa w dziedzinie
pierscienia catoksztattne. Umowiwszy sie, ze wskaznik n ma sie zmie-
nia¢c od — oo do 4-o00, mozna w tych warunkach napisa¢ szereg, wy-
razajacy /(x), w postaci

+©
(22) /X)= ~ Jn(x~ar-,

= - O
spétczynnik Jn, niezaleznie od znaku w wyznacza sie zapomocg wzoru

(23) ! r [{1) dz
201 J \T) 2— a’+1

Przyktad. — Ta sama funkcja/ (x) moze by¢ rozwijana w rézne zupetnie sze-
regi, zaleznie od rozwazanego obszaru. Wezmy np. utamek wymierny/(ar), ktérego
mianownik posiada jedynie pierwiastki jednokrotne o réznych modutach; pierwiastki
te, uszykowane podtug wzrostu modutéw, oznaczmy przez a, f, ¢, ..., I. Odrzuca-
jac czes¢ catkowita, ktora tu nie odgrywa zadnej roli, mozemy napisac

) o

W kole o promieniu Ja], majacym za $rodek poczatek uktadu, kazdy z utam-
koéw prostych moze by¢ rozwiniety podiug poteg dodatnich zmiennej®, i szereg, wy-
razajacy w ten sposob f(x), jest tym samym, co szereg, dany przez wzér Maclaurina
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- -f1 oo t)-(S eoe a —
A
n-l r

W dziedzinie pierscienia, zawartego pomiedzy okregami o promieniachl a i

6 utamki ~_ b.~ g winny byé rozwiniete plju'r poteg dodat-
nich zmiennej ar, natomiast utamek ~ winien by¢ rozwiniety podiug poteg do-

datnich utamka ; otrzymujemy w ten sposéb

r - -
u <) \INB
- f A . M, rn + Al Aalt
u" 1 r'y — m » x5

Nastepnym pierécieniom odpowiadajg szeregi analogiczne. Woreszcie nazewnatrz ko-

ta o promieniu | mamy do czynienia jedynie z potegami odwrotnosci

fyg) * - L Aa 1A Aa"-' AU I
* ars Xn

296. Szeregi rozmaite. — Dowody, zastosowane przy wprowadzeniu szeregow
Taylora i Laureata. opierajg sie ostatecznie na rozwinieciu w pewien sposéb w sze-

reg ulamHa prostego - A . gdy punkt x lezy nawewnatrz lub zewnatrz pewnego

statego kola. Appell dowiodt, iz mozemy jeszcze uogélni¢ te wzory, rozwazajac fun-
kcje /(*), caloksztaltng wewnatrz pola A, ograniczonego przez liczbe dowolng tukow
okregu lub ciflych okregow. Wezmy np. funkcje/(a- , caloksztaltng w tréjkacie krzy-
wolinjowym PQR “rys. 61), utworzonym przez trzy luki PQ, QR. RP, nalezace odpo-
wiednio do trzech okregow C, C. C". Oznaczajac przez x jakikolwiek punkt, poto-
zony wewnatrz tego tréjkata krzywolinjowego. mamy zwigzek:

(24) 1 r f(M'ds 1 e f>2 di 1 f fiz™-dz

Gdy z przebiega wzdtuz luku PQ. to, oznaczajgc $rodek kota C przez a, moze-
my napisac

X —a
a ze w tym przypadku modut ilorazu--------- jest mniejsze od jednosci, przeto mo-

. Z—a
dul catki

') Acta mathematica, t. I, str. 145,
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dazy do zera. gdy n wzrasta nieograniczenie. Stad otrzymujemy

1 r f.zdz
(o) — e = J0-Jlx —a - ... - Jnx —a)l+ ...;
- PQZ X
spoétczynuiki Jv ... sg to stale, ktorych wyrazenia tatwo utworzyé. Przebiegowi
wzdtuz luku QR okregu C o $rodku b odpowiada wzér
1 1 z- b -0 1 1z—¢#
x—2z x—b X—b2 "7 oo X —z \a— bl

b\n
poniewaz modut potegi * b dazy do zera. gdy n wzrasta nieograniczenie, prze-

to druga catka daje sie rozwingé w szereg o postaci

1 r f.z dz K, Kz_
2 —x x—-6  (X-=1)2
Rys. 61.

Podobniez, oznaczajac przez ¢ $rodek kola C ' otrzymujemy

1 f f zdz L, Lt Ln [ |
2rUJ) RPZ—x ~ x —¢ \X — cr- "m x —e,n
Dodajac te trzv wzory (a, (H i (=(, wyrazamy f *x) w postaci sumy trzech sze-
1
regéw,. uporzadkowanych odpowiednio podtug poteg dodatnich wyrazen: x a,
— 1 . Rzecz jasna, ze mozna przeksztatci¢ te sume w szeregl ktérego wszystkie

X —c¢
wyrazy sa funkcjami wymiei*ucuii zmiennej x, np. zapomocg potaczenia wyrazéw te-
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1 1
X —b x—c
sie zastosowac do liczby dowolnej lukéw kotowych.
Zauwazmy jeszcze, ze szeregi (a), (0) i wystepujace w poprzednim przykta-
dzie, pozostajg zbieznemi, gdy punkt x znajdzie sic wewnatrz tréjkata P Q R i ze

go samego stopnia wzgledem x — a. Rozumowanie powyzsze daje

o di
suma tych szeregéw réwna sie tak samo calceJF /< di , wzietej wzdluz obwodu
3 — X

tréojkata P Q li w zwrocie dodatnim. Owo6t, gdy punkt x lezy w tréjkacie P Q'R
funkcja 2"_ N jest caloksztattna wewnatrz trojkata PQR, a wiec omawiana catka

jest rowna zeru. Otrzymujemy tedy w ten sposob szereg utamkéw wymiernych, kto6-
ry jest zbiezny, gdy x lezy wewnatrz jednego z dwu trojkatow PQR Ilub P Q R, i
posiada sumag réwng funkcji f (;n lub zeru, stosownie do tego, czy punkt <jest po-
toiony w trojkacie PQR czy tez w trojkacie P QR .

W tej samej dziedzinie badann Painlev¢ otrzyma! wyniki jeszcze ogolniejsze (1>
Poprzestajac na przypadku nader prostym, wezmy krzywa wypuklg zamknieta P,
ktorej styczna, istniejgca w kazdym punkcie, zmienia sie w spos6b ciggly, i ktorej
promien krzywizny pozostaje mniejszy od pewnej liczby statej. Mozna w takim ra-
zie, jak tatwo stwierdzi¢, dobra¢ do kazdego punktu M krzywej P kolo C styczne
w tym punkcie z T, zawierajgce wewnatrz siebie catg te krzywa i spetniajagce waru-
nek, izby jego $rodek poruszat sie w sposéb cigglty wraz z punktem M. Niech/tzi
stanowi funkcje catoksztaltng wewnatrz krzywej P i ciaggla na samym obwodzie; we
wzorze podstawowym

. 1 /7 f(z)dz
/() 2iti J zZ—Xx"’
zastosowanym do punktu X, lezagcego wewnatrz P, oznaczajac przez a $rodek kola C,
odpowiadajgcego punktowi z obwodu, mozemy zastgpié¢, podobnie jak poprzednio-

przez

X —a (x a)" 1 v —a\n+l

tz—a?2 (z- a"'+ z—x \z— aj

a nie jest state, jak w zbadanych juz przypadkach, lecz stanowi funkcje liczby z*

zmieniajaca sie w sposob ciagly, gdy punkt A przebiega krzywg T. Mimo to mo-
X —a

dut ilorazu ~~ fl>stanowiacy funkcje ciggta zmiennej z, pozostaje mniejszy od pe-

wnej liczb} statej e, mniejszej niz jednos$é¢, poniewaz nic moze nigdy osiggna¢ warto
éci — 1, a przeto catka wyrazu uzupeiniajacego dazy do zera. gdy n wzrasta nie-
ograniczenie. Mamy tedy zndéw zwigzek

(r - cif

(2 — ayns TFI* O

(25) fix) .
i X 1
2 @

M Sur les lignes singuliéres des fonctions analytigues (Annales de la Facul-
te de Toulouse, 1888). [..0 linjach osobliwych funkcji analitycznych" — Roczniki
Uniwersytetu Tufuskiego, 1888].
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i rzecz jasna, ze wyraz ogélny tego szeregu jest wielomianem catkowitym P,, (X),
stopnia co najwyzej n-go. Funkcja f <z) daje sie tedy rozwing¢ wewnatrz obwodu F
w szereg wielomianow.

Teorja przeksztatcenn podobnych umozliwia wyrazenie funkcji holomorficznych
zapomocg szeregOw innego jeszcze rodzaju. Wezmy funkcje/(a;', catoksztaltng we-
wnatrz pola A, ktdére moze sie rozcigga¢ do nieskonczonosci. Przypusémy, ze umie-
my podporzagdkowa¢ z zachowaniem katow polu A pole kola C, w ten sposoéb, iz
kazdemu punktowi pola A odpowiada tylko jeden punkt kota i nawzajem; niech
u = z z stanowi funkcje analityczng, podporzadkowujaca polu A kolo C, ktére ma
za $rodek w ptaszczyznie zmiennej u punkt u — 0. Gdy u zmienia sie w dziedzinie
tego kota. warto$¢ odpowiednia * jest funkcja catoksztaltng zmiennej u. To samo
stosnje sie do funkcji /(*m, ktéra przeto moze by¢ rozwinieta w szereg zbiezny, usta-
wiony podtug poteg zmiennej u czyli f(z1 gdy punkt z pozostaje wewnatrz pola A.

Zat6zmy np. iz pole A jest to pas nieograniczony, zawarty pomiedzy dwiema
TOwnolegtemi do osi rzeczywistej y = + a. StwierdziliSmy (art. 280), iz mozemy pod-

porzadkowaé temu pasowi zapomocg wzoru u = — - kolo o promieniu réwnym

e2Il + 1
jednosci, majace za Srodek punkt u = 0. Wszelka funkcja f(z), catoksztaltna w dzie-
dzinie rozwazanego pasa nieograniczonego, moze by¢ tedy rozwinieta w tym zakre-
sie w szereg zbiezny o postaci nastepujacej:

-CO
/% YI
n=0

297. Szeregi funkcji catoksztaitnych. — Suma szeregu jednostajnie
zbieznego, ktoérego wyrazy sa funkcjami kolomorficznemi zmiennej z,
stanowi funkcje ciggta tej zmiennej, lecz nie mozna oprze¢ na tej je-
dynie podstawie twierdzenia, iz jest to réwniez funkcja catoksztaltna.
Nalezy jeszcze dowiesé¢, iz funkcja taka posiada w kazdym punkcie je-
dnag okreslong pochodng; tatwo to uczyni¢ przy pomocy catki Cau-
chy’ego.

Zauwazmy z poczatku, ze szereg jednostajnie zbiezny, ktérego
wyrazy sag funkcjami ciggtemi zmiegnej zespolonej z, moze by¢ catko-
wany wyraz po wyrazie, réwnie jak w tym przypadku, gdy mamy do
czynienia ze zmienng rzeczywistg. Dowdd, podany dla zmiennej rze-
czywistej (I, art. 114), da sie tu zastosowac bez zadnej zmiany, byleby
droga catkowania posiadata dtugos¢ skonczona.

Twierdzenie, ktére chcemy uzasadnié, nalezy oczywiscie do zakre-
su nastepujgcego twierdzenia bardziej ogdlnego:

WeZmy szereg

(26) N@ + /2(2) + eee+ /n (2) + mee>
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ktérego wszystkie wyrazy sa funkcjami anatitycznemi, catoksztattncmi w obszarze
A, ograniczonym przez obwod zamkniety 1) i ciggletni na samym obwodzie. Jezeli
szereg (26) jest jednostajnie zbiezny wzdtuz krzywej F, to jest roéwniez zhiezny
w kazdym punkcie obszaru A, i suma tego szercgti stanowi funkcje catoksztattna
F (2), ktérej p-ia pochodna wyraza sie zapomoca Szeregu, UtwOrzonego z po-
chodnych rzedu p poszczegélnych wyrazéw.

Oznaczmy przez z (z) sume szeregu (26), odpowiadajacag jakiemus$
punktowi krzywej F; z (2) jest funkcjg zmiennej z ciagltg wzdluz tego
obwodu, a wiec, jak stwierdziliSsmy w uwadze do art. 291. catka
okreslona

co

A - —r
w ktérej x oznacza dowolny punkt obszaru A, stanowi funkcje cato-
ksztalthg w obszarze A. ktorej pochodna rzedu p jest dana przez wzér

VvV /(3
28) /'b»(.i) 1.2...p A z (z) dz 1.2 ..p V=1 dz.
2t . o — X1 2ri e <D (z — V) P+l

Lecz z powodu zbieznosci jednostajnej szeregu (26) wzdtuz F, sze-
reg, otrzymany zapomocg podzialu wszystkich wyrazéw przez z—r.
posiada te sama wiasnosé, i mozemy napisac
Tl Je@ a2

— 2% [/ z -
v—i J

F(.v)

a stad, uwzgledniajac, ze /, 9 jest funkcjg catoksztatltng wewnatrz
krzywej T, otrzymujemy [wzér <12)

f(.v) =/,(.r) + Mr) + ... + A (x) +
Wzér (28) przybiera réwniez postac
FW (.,) = ffp) (r) + ... + [, w (X) +

Zatym, jezeli szereg (26) jest jednostajnie zbiezny w obszarze A
ptaszczyzny zmiennej z a x oznacza dowolny punkt tego obszaru, wy-
starczy zastosowac poprzednie twierdzenie do jakiegokolwiek obwodu
zamknietego F, polozonego w obszarze A i otaczajagcego punkt r; w ten
sposOb otrzymujemy twierdzenie nastepujgce:
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Wszelki szereg, zbiezny jednostajnie w obszarze A plaszczyzny, ktdrego
wszystkie wyrazy sg funkcjami catoksztattnemi w polu A, wyraza funkcje F {2),
<afoksztattng w tym samym obszarze. Pochodna rzedu p funkcji F (2) réwna
sie sumie szeregu, otrzymanego zapomocg p-krotnego rdzniczkowania kazdego
wyrazu szeregu, ktory wyraza F (2). ()

298. Bieguny.— Wszelka funkcja, catoksztattna w kole o $rodku a,
réwna sie wewnatrz tego kola sumie szeregu potegowego

(29 /(z) = A0+ A, z—a) ... + AmM(@Zz—a m+

Powiemy dla krétkosci, iz funkcja jest regularna (reguliere) w punkcie
a, ktoéry stanowi dla niej punkt zwyczajny (point ordinaire); wnetrze kota
c O promieniu ¢ zakreSlonego dokota a, w ktorym daje sie zastosowac
wzor (29), nazwiemy otoczeniem punktu a (le domaine du point a).
Zauwazmy, iz niekoniecznie ma to by¢ najwieksze z ko, wewnagtrz
ktorych jest wazny wzor (29); promien c otoczenia bedzie czesto wy-
znaczony zapomocg jakiej$ innej wkasnosci szczegolnej.

Jezeli pierwszy ze spotczynnikow A0 jest réwny zeru, tof(a) = O,
i punkt a jest punktem zerowym (3 funkcji / (2. Rzad punktu zerowego
okresSlamy tak samo jak w zastosowaniu do wielomiandw: jezeli szereg,
wyrazajacy f (z), rozpoczyna sie od wyrazu stopnia m wzgledem 2— a,

f(z) = Am(z—am-f AmH (z—a)mtl +
[m> O Ami4= Q]
to
ffa) = O f @ = QO ... /(m-i)(o) = O /<»@ =4 Q

1 punkt a jest punktem zerowym rzedu m (zero d’ordre m). Moznha jeszcze,
jezeli oznaczymy przez ©(2) szereg potegowy, nie stajacy sie zerem dla
2= a, napisa¢ wzor poprzedni w postaci

@ — @—amdQ@.

Poniewaz «(2) jest funkcjg ciagla zmiennej 2 mozna uczyni¢ pro-
mien e obszaru do$¢ matym, izby « (2 nigdzie w tym obszarze nie bylo

il) Twierdzenie to jest ogdlnie przypisywane Weierstrassowi.

(-) J. Puzyna uzywa w tym znaczeniu nazw: miejsce zerowe, miejsce pier-
wiastkowe, pierwiastek (,,Teorja funkcji analitycznych“—t. I, str. 129). Tiumaczenie
bezposrednio nazwy francuskiej ,le zéro dane fonction™ przez ,,zero funkcji" powo-
dowacby mogto, jak sadze, pewne nieporozumienia. Termin ,,pierwiastek”, o ile chodzi
0 bezwgledng scisto$¢, wypada stosowac¢ do samej wartosci zmiennej zespolonej, a nie
do punktu, ktory jej odpowiada — zreszta, zgodnie z utartemi zwyczajami, skrupula-
tnosci w tym wzgledzie nie chcialbym posuwaé¢ zbyt daleko, (por. np. E. Pascala
»Repertorjum matematyki wyzszej", w przektadzie S. Dicksteina, t. ). [Uw. Ttum ]
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rowne zeru, wewnatrz takiego obszaru funkcja f (2 nie bedzie miala
innego punktu zerowego, procz punktu a. Zera funkcji catoksztattnej sa
tedy punktami odosobnionemu.

Wszelki punkt, ktéry nie jest punktem zwyczajnym funkcji jedno-
wartosciowej f(z), nazywa sie punktem osobliwym (point singulier). Punkt
osobliwy a funkcji f () nosi nazwe bieguna (pole), jezeli jest punktem

zwyczajnym dla odwrotnosci ~ . Szereg poteg roznicy r —a, w Kto-

1
ry daje sie rozwingé ;(*), nie moze zawiera¢ wyrazu stalego, ponie-
waz punkt a bytby w takim razie dlaf (:) punktem zwyczajnym. Przy-
pusémy, iz ten szereg rozpoczyna sie od wyrazu stopnia m-ego wzgledem
z—a, czyli ze mamy wzér

1
(30) f(Z) (Z - a) » € (C),

w ktérym <p(r) oznacza funkcje regularng w otoczeniu punktu a i nie
rowng zeru przy z a. Wnioskujemy stad, iz nawzajem

L L A
(31) fz) (s—a) m' 2(2) (z—a m’

() oznacza réwniez funkcje regularng w otoczeniu punktu a i nie
rowng zeru przy z = a. Mozemy napisa¢ ten wzOr w postaci réwno-
waznej

(31 bis) /(@ = Bm + —Bml + ...+ B' + P (z—o),
(z—a)m (z—a)m-1 z—a

oznaczajgc przez Bm Bm u ... Bt liczby stale, a przez P (z— a), jak

to czesto bedziemy czynili w dalszym ciggu, funkcje regularng dla

z = a. Niektére ze spoétczynnikéw Bv B2, ... , Bm— mogg by¢ réwne

zeru, lecz spotczynnik Bm jest napewno rézny od zera; liczba catkowita
m jest to rzad bieguna (I'ordre du pdle). Widzimy, ze biegun rzedu m

1
funkcji f{z) jest punktem zerowym rzedu m dla”.( ~ i nawzajem.
Szereg, wyrazajacy f {7 w otoczeniu bieguna a. sklada sie z czesci
1
regularnej P (z—a) oraz z wielomianu catkowitego wzgledem 1

nadajemy temu wielomianowi nazwe czesci gldwnej (partie principale)
funkcji f(z) w otoczeniu bieguna. Gdy modut réznicy z—a dozy do zera,
modut funkcji f{z) wzrasta nieograniczenie, niezaleznie od sposobu, w jaki punkt
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2 zbliza sie do bieguna. W istocie, korzystajgc z tego, ze funkcja <€) nie
rowna sie zeru dla z= a, uczynmy promien otoczenia do$¢ matym, by
modut 6 (2 przewyzszal wtym catym obszarze pewng liczbe dodatnig

M
M: oznaczajgc przez r modut réznicy 2—a, otrzymujemy |/ i > —

a przeto f(z) wzrasta nieograniczenie, skoro tylko r dazy do zera.
Poniewaz funkcja $(2) jest regularna dla 2= a, mozemy wyznaczy¢ kolo
C o $rodku w punkcie a, wewnatrz ktorego funkcja IH2 jest calo-
'VP)
{z—a)m
punktach tego kota, procz samego punktu a. Funkcja f(z) nie posiada
tedy w otoczeniu jakiego$ bieguna a zadnego innego punktu osobliwego
procz samego bieguna; innemi stowy, bieguny sg to -punkty osobliwe odosob-
nione.

ksztattna. lloraz jest funkcjg catoksztaltng we wszystkich

299. Funkcje meromorficzne. — Wszelka funkcja jednowarto$ciowa,
ktora nie posiada w jakim$ obszarze A innych punktow osobliwych, niz
bieguny, nazywa sie funkcjg meromorficzng czyli czescioksztattng (mero-
morphe) w tym obszarze. Funkcja czeScioksztaltng w dziedzinie catej
ptaszczyzny moze posiada¢ nieskonczenie wiele biegunéw, lecz w obsza-
rze, potozonym catkowicie w odlegtosci skonczonej, moze sie zawierac
jedynie liczba skonczona tych punktéw. Odpowiedni dowdd opiera sie
na twierdzeniu ogdélnym, do ktérego wypadnie nam rdéwniez odwotywac
sie w dalszym ciggu, a mianowicie: Jezeli w obszarze A, potozonym catko-
wicie w odlegtosci skoriczonej, istnieje nieskoriczenie wiele punktow o0 pewnej
szczegolnej wihasnosci, to zbiér tych punktow posiada co najmniej jeden punkt
graniczny, potozony w obszarze A lub na jego obwodzie. (Punktem granicznym
(point limite) nazywamy kazdy punkt, w ktérego sasiedztwie istnieje
nieskonczenie wiele punktéw, posiadajgcych omawiang wiasnos¢). Twier-
dzenie to da sie uzasadni¢ zapomocg tak czesto uzywanej metody ko-
lejnych podziatbw. Oznaczmy dla krotkosci zbiér rozwazanych punktow
przez (E) i wyobrazmy sobie, zeSmy podzielili obszar A zapomocg
rownolegtych do osi 01 i Oy na kwadraty lub czesci kwadratow; jeden
co najmniej z obszaréw czgstkowych, A, zawiera nieskonczenie wiele
punktoéw zbioru (P). Dzielagc podobniez Al i tak dalej, utwoizymy cigg
nieograniczony obszarow Al, A2 ... , An, coraz to mniejszych, z kto-
rych kazdy stanowi cze$¢ poprzedniego i zawiera nieskonczenie wiele
punktow omawianego zbioru. Wszystkie punkty obszaru An dazag do
punktu granicznego Z, potozonego wewnagtrz obszaru A lub na jego
obwodzie. Ow punkt Z musi by¢ jednym z punktéw granicznych zbioru

Kurs analizy matematycznej. 7
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(E), poniewaz wewnatrz kota o dowolnie matym promieniu, majgcego za
srodek punkt Z, zawiera sie zawsze nieskoriczenie wiele punktow
zbioru (E).

Ustaliwszy ten fakt, zal6zmy, ze funkcja f(z) jest czeScioksztattna
wewnatrz pola A, potozonego w odlegtosci skoriczonej, jak réwniez na
obwodzie I' tego pola. Gdyby ta funkcja posiadata w obszarze A nie-
skonczenie wiele biegunéw, to musiatby istnie¢, zgodnie z poprzednim
twierdzeniem, przynajmniej jeden punkt Z, potozony w tym obszarze
lub na N\ w ktérego sasiedztwie znajdowatoby sie nieskoriczenie wiele
biegunéw. Taki punkt Z nie mogiby by¢ ani biegunem (poniewaz bie-
guny sg punktami odosobnionemi — Uw. /) ani punktem zwyczajnym.
Tak samo stwierdzamy, ze funkcja f(z) moze posiadaé w omawianym
obszarze jedynie liczbe skonhczong punktow zerowych. Mozemy tedy
wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

Wszelka funkcja, czeScioksztattna (mcromor/iczna) ir obszarze A, potozonym
catkowicie w odlegtosci skohczonej, i na jego obwodzie, moze posiada¢ w lej dzie-
dzinie jedynie liczbe skonczona punktéw zerowych i liczbe skoriczona biegundw.

W otoczeniu jakiegokolwiek punktu a funkcja czescioksztattna /(;i

moze by¢ wyrazona zapomocg wzoru
(32) I(«) = (*—0)p PO)
w ktorym <@ oznacza funkcje regularnag, nie réwng zeru dla ¢ a.
Wyktadnik (i nazywa sie rzedem (I'ordre) funkcji f(z) w punkcie a. Rzad
rowna sie zeru, jezeli punkt a nie jest dla f(z) ani biegunem ani
punktem zerowym; jezeli punkt a jest punktem zerowym rzedu m
funkcji /(z), to rzad réwna sie m, a jezeli a jest biegunem rzedu n
funkcji /(z), to rzad = — n.

300. Punkty istotnie osobliwve. — Kazdy punkt osobliwy funkcji
jednowartosciowej, ktory nie jest biegunem, nazywa sie punktem istotnie
osobliwym (point singulier essentiel). Punkt istotnie osobliwy a jest odo-
sobniony, jezeli mozna zakres$li¢ okragg C o $rodku o, wewnatrz ktérego
funkcja f(z) nie posiada, oprocz punktu a, zadnego innego punktu o0so-
bliwego; w tej chwili poprzestaniemy jedynie na takich punktach.

Twierdzenie Laurenta daje bezposrednio szereg, wyrazajgcy funkcje
/(z2) w otoczeniu punktu istotnie osobliwego. Wezmy kolo C o $rodku a,
nie zawierajgce zadnego innego punktu osobliwego funkcji /(z); ¢ za$
niech oznacza koto spolsrodkowe, potozone wewngtrz C. W pierScieniu
kotowym, zawartym pomiedzy C i ¢, funkcja /(z) jest ealoksztaitna,
i przeto réwna sie sumie szeregu, uszykowanego poditug poteg dodatnich
i ujemnych réznicy z— o
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+(3
(33) /@)= ~ Amz—dm.

m—— co

To rozwiniecie w szereg jest wazne dla wszystkich punktéw, po-
tozonych wewnatrz kota C, z wyjagtkiem punktu a, poniewaz do kazde-
go punktu z lezacego wewnatrz C, a réznego od a, mozna dobra¢ pro-
mien kola ¢, mniejszy niz g—a] a spéiczynniki Am nie zaleza bynaj-
mniej od tego promienia (art. 295). Szereg (33) sktada sie z czesci re-
gularnej w punkcie a, utworzonej przez wyrazy o wyktadnikach dodat-
nich, ktérg oznaczymy przez P(z — a), oraz z drugiej strony, z szeregu

uporzadkowanego wedtug poteg ilorazu —-—
z—a

(34) AL A2 o
z—a (z—a)2 @ —am
jest to cze$¢ gtowna (partie principale) funkcji /(z) w obszarze punktu
osobliwego. Owa cze$¢ gtowna nie moze by¢é wielomianem, gdyz punkt
z= a, wbrew zalozeniu, bylby w takim razie biegunem (1). Jest to
funkcja catkowita utamka —-— . Istotnie, niech r oznacza jakgkolwiek
z—a

liczbe dodatnig, mniejszag od promienia kota C; jezeli oznaczymy przez
O kolo o promieniu r i srodku a, to spoétczynnik A-m szeregu (34) da
sie wyrazi¢ (art. 295) w postaci

—mn= o (z—a™1 dz
2Ti ) (&
Stad wynika nieréwnos¢
(35) \NA-m\< JYI(r) rm,

w ktorej JfI{r) oznacza najwiekszo$¢ modutu f(z) na okregu C'. Szereg
(34) jest tedy zbiezny, o ile tylko | — a\jest wieksze niz r, a ponie-
waz r jest liczba dodatnig, ktdrg mozemy uczyni¢ dowolnie matg, wiec
szereg (34) jest zbiezny dla wszelkiej wartosci z rd6znej od a, i moze-

(i) Aby nie pominaé zadnego przypuszczenia ,nalezatoby réwniez zbadaé przy-
padek, w ktérym szereg, wyrazajacy /(*) wewnatrz C, zawiera jedynie potegi dodat-
nie réznicy Z — a, a warto$¢ /(a) funkcji w punkcie a jest r6zna od wyrazu szere-
gu, niezaleznego od Z —a. Punkt * = a bylby w takim razie dla/(z) punktem nie-
ciggtosci (point de discontinuité). Osobliwo$é te, o charakterze zupelnie sztucznym
usuniemy z naszych rozwazan, (p. ponizej, rozdz. XVI).
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my napisa¢, oznaczajac przez P(z —a) funkcje regularng w punkcie a

a przez G j/funkcje catkowitg (+) utamka —-—:
* z—a

/()= P(z-a)+ <o, 1

Gdy modut jc —a maleje nieograniczenie, wartos¢ funkcji f (2)
nie dazy do zadnej okreSlonej granicy. Dokiadniej: wewnatrz okregu C,
zakre$lonego dokota punktu a dowolnym promieniem e, istniejg zawsze punkty z
w ktdrych f(z) rozni sie dowolnie mato od wszelkiej liczby z gory danej. (w ....-
STRASS).

Dowiedzmy z poczatku, iz przy jakichkolwiek wartosciach dwu
liczb dodatnich ; i M istniejg wartosci zmiennej 2, spetniajace jednocze-
$nie warunki |-—a < ¢ f(z) |> M Gdyby, w istocie, modut funkcji
f(z) byt co najwyzej rowny M, gdy z—a < ¢ to dla r< ¢ JYI(r) by-
toby mniejsze od M Ilub réwne M, i zgodnie z nieréwnoscig (3bj
wszystkie spoétczynniki A—m réwnalyby sie zeru, poniewaz iloczyn
cni(r) rm J/r”1 dazytby do zera wraz z r.

Wezmy nastepnie jakgkolwiek wartos¢ A. Jezeli rownanie f(z) A
posiada pierwiastki wewnatrz kota C o wszelkim, dowolnie matym pro-
mieniu ¢, to twierdzenie sprawdza sie odrazu. Jezeli rOéwnanie /(c) - A
nie posiada w sasiedztwie punktu a nieskoriczenie wielu pierwiastkéw,
to mozna wybra¢ tak maty promien ¢ iz wewnatrz kota C o tym pro-
mieniu, majacego punkt a za Srodek, omawiane réwnanie nie posiada

1
zadnego pierwiastka. Funkcja ?E)z) = (@ jest w takim razie cato-
z)—A

ksztattha w kazdym punkcie 2 potozonym wewnagtrz C, précz punktu
a, ktory moze by¢ dla y(z) jedynie punktem istotnie osobliwym, gdyz
w przeciwnym przypadku punkt ten bytby dla f(z) albo biegunem al-
bo tez punktem zwyczajnym. Przeto, zgodnie z otrzymanym przed
chwilg wynikiem, istniejg wewnatrz kota C wartosci 2, speiniajgce wa-
runek

8Q > — czyli f(Q —A < e,

przy dowolnie malej wartosci liczby dodatniej e

Wiasnos¢ ta stanowi wybitng réznice pomiedzy biegunami a punk-
tami istotnie osobliwemi. W otoczeniu bieguna modut funkcji f[z) wzra-
sta nieograniczenie, gdy tymczasem wartos¢ f(z) w punkcie istotnie

(1) Bedziemy czesto oznaczali funkcje catkowita zmiennej X przez G(X\.
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osobliwym jest zupetnie nieokreslona. Picard fl) otrzymat twierdzenie
jeszcze dokladniejsze, wykazujgc, iz kazde z réwnan f(z) = A, bez wy-
jatku lub z wyjatkiem jednego, zawierajgcego pewng szczegolng wartosé
A, posiada w sgsiedztwie punktu istotnie osobliwego nieskonczenie wie-
le pierwiastkow.

Przyktad, — Punkt z = 0 jest punktem istotnie osobliwym funkcji:

tatwo sprawdzié, iz rownanie ez = A posiada nieskonczenie wiele pierwiastkéw o
module mniejszym od dowolnie matej liczby c, o ile A nie réwna sie zeru. Zatézmy,
ze A = r(cos 0 f isin9); z rownania powyzszego wynika, j

1 .

7: logr + 1 (9+ 2/cit;
do tego, by \2\ byto < ¢ wystarcza warunek

logr)2+ (0 + 2kn)2 — .

(logr)2+ ( ) 2

Istnieje, rzecz oczywista, nieskonczenie wiele wartosci liczby catkowitej k, spet-
niajacych ten warunek. W rozwazanym przyktadzie istnieje warto$¢ wyjatkowa A,
mianowicie A = 0. Moze jednak réwniez zdarzy¢ sie, iz niema zadnej wartosci wy-

1
jatkowej, jak np., gdy mowa o funkcji sin? .

301. Pozostatosci. — Niech a oznacza biegun lub punkt istotnie

osobliwy odosobniony funkcji f(z). Obliczmy catke j f (z) dz wzdluz

okregu C o $rodku a, zakreSlonego w otoczeniu punktu a. Cze$¢ regu-
larna P(z —a) daje przy tym catkowaniu wynik réwny zeru. Co do

czesci gtownej G \z_ ), mozna jg catkowaé¢ wyraz po wyrazie; istot-

nie, jezeli punkt a jest punktem istotnie osobliwym, mamy do czynienia
z szeregiem potegowym jednostajnie zbieznym. Catka wyrazu ogoélnego
A-m dz
(z—a)m

rowna sie zeru, gdy wykiadnik m jest wiekszy od jednosci, poniewaz

p) Annales de I'Ecole Normate supcérieure, 1880. (Roczniki Wyzszej Szkoty
(Normalnej).
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funkcju pierwotna — przybiera po zakresleniu przez

w—1)(Cc—a)"~1
zmienng drogi zamknietej to samg wartos¢. Jezeli zas m 1, to catka

okreslona A -mf ~ f ~ posiada, jak wykazuje oblicze-
J (s - a)m Jz—o

nie, dokonane juz w art 291-yiu, wartos¢ 2zi A—t. Mamy tedy wzor

2ziA .~ C  f(2)dz,
J (O

ktéry stanowi zresztg w istocie rzeczy jedynie zastosowanie szczegOlne
wzoru (23), wyznaczajgcego spotczynniki szeregu Laurenta. Spoéiczyn-
nik A— nazywa sie pozostatoscig czyli residuum (residu) funkcji f(z)
wzgledem punktu osobliwego a.

Wezmy obecnie funkcje/(c), ciggla na obwodzie zamknietym T i
posiadajaca wewnatrz tego obwodu jedynie liczbe skonczong punktow
osobliwych a, b, ¢, ..., 1 Oznaczmy odpowiednie pozostatosci przez
A, B, C ..., L\ jezeli otoczymy kazdy z tych punktéw osobliwych ko-

tem o nader maltym promieniu, to catka j f (2 dz, wzieta wzdluz T

w zwrocie dodatnim, bedzie sie réwnata sumie calek, liczonych w tym
samym zwrocie wzdtuz matych okregéw — stad wzOr nader wazny8

(36) f f(z)dz= 2w(A + B+ c+ ...+ L),
J (O

ktory wyraza, ze catka j f (z)dz, brana wzdluz F w zwrocie dodatnim, jest

réwna iloczynowi liczby 2 ~i przez sume pozostatosci, odpowiadajacych punktom
osobliwym funkcji /(z), ldacych wewnatrz tego obwodu.

Rzecz jasha, iz to twierdzenie stosuje sie rowniez do obwoddéw F,
utworzonych przez kilka krzywych zamknietych.

Z powyzszych rozwazan widzimy, jak wazng role odgrywajg po-
zostatosci; pozytecznie umieé je szybko obliczaé. Jezeli punkt a jest
dla/(;) biegunem rzedu m, to iloczyn (z - a)nf(z) jest funkcjg regular-
ng w punkcie a, i pozostatos¢ funkcji /(z) roéwna sie oczywiscie spot-
czynnikowi potegi (F—a)"—1l w szeregu, wyrazajgcym ten iloczyn.
W razie, gdy mamy do czynienia z biegunem pierwszego rzedu (podle
simple), przepis sie upraszcza; pozostatos¢ réwna sie wtedy granicy ilo-
czynu (z—o0)/(:) przy z= a. Najczesciej funkcja/(z) jest dana w po-
staci
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/(2) =
Qf*)’
przytym funkcje P(z) i Q(z) sa regularne dla z = a, i P(a) nie rowna
sie zeru, dla Q(s) za$ a jest punktem zerowym pierwszego rzedu. Niech

Q) = (z—a)R(2); pozostatosé jest rowna ilorazowi P (a) czyli takze,
a

jak mozna bezposrednio sprawdzié¢, ilorazowi

Q\a)

IlIl. — Zastosowania twierdzen ogo6lnych.

Zastosowania ostatniego twierdzenia nie dadza sie zliczy¢. Poda-
my niektére z nich, dotyczace gtdwnie obliczania calek okreslonych
oraz teorji réwnan.

302. Uwagi rozmaite. — Wezmy takg funkcje /(z), iz iloczyn
(z—a)/(z) dazy do zera wraz z z—aj. Catka tej funkcji, brana
wzdtuz okregu 7, o Srodku a i promieniu ¢, dazy do zera wraz z pro-
mieniem tego okregu. W istocie mozemy napisac

/' /(z)dz = | (z-a)f(z) —
(M N0 z—a
jezeli maximum modutu (2 —a)/(z) na okregu 7 réwna sie 4 to mo-
dut catki jest mniejszy niz 2to] a przeto dazy do zera, poniewaz 4 ma-
leje rowniez nieskonczenie wraz z e Tak samo mozna stwierdzié, iz
jezeli iloczyn (z—a)/(z) dazy do zera, gdy modut réznicy 2— a nieo-
graniezenie wzrasta, to catka / f(z)dz, liczona wzdluz okregu C o
J (©)

srodku a, dazy do zera, gdy promien kota nieograniczenie wzrasta.
Uwagi powyzsze nie tracg wartosci, gdy catkujemy zamiast catego okre-
gu tylko wzdtluz pewnej jego czesci, byleby rozwazany iloczyn dazyt
do zera wzdluz tej czesci.

Czestokro¢ potrzeba znalez¢ granice wyzszg modutu catki okreslo-

nej o postaci / /(j9dv, branej wzdluz osi rzeczywistej. Zatézmy w ce-
J a
tu ustalenia biegu mysli, ze a < b, StwierdziliSmy powyzej (art. 283),

ze modut takiej catki jest réwny co najwyzej catce ( V(X)\dx, i prze-
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to mniejszy niz iloczyn M (b—o0), w ktorym M oznacza jaka$ granice
wyzszg modutu funkcji /Z(ar).

303. Obliczanie elementarnych catek okreslonych. — Catka okreslo-

na funkcji wymiernej F(.r), wzieta wzdtuz osi rzeczywistej, }{SF(x)dx

— 01

posiada okreslong warto$¢, o ile mianownik nie staje sie rownym zeru
przy zadnej wartosci rzeczywistej zmiennej .r oraz stopien licznika jest
mniejszy od stopnia mianownika co najmniej o dwie jednosci. Zakresl-
my dokota poczatku ukiadu okrgg C o promieniu B do$¢ wielkim, by
wszystkie pierwiastki mianownika funkcji A(r) bylty zawarte wewnatrz
tego okregu i catkujmy wzdluz obwodu, utworzonego ze $rednicy BA,
wykres$lonej wzdluz osi liczb rzeczywistych i z potokregu C, lezacego
powyzej tej osi. Wewnatrz tego obwodu F(e) nie posiada innych punk-
tébw osobliwych, procz biegundéw, powstajgcych z tych pierwiastkow
mianownika funkcji F (z), ktore majg przy i spoétczynnik dodatni. Mo-
zemy tedy, oznaczajagc przez | Bk sume pozostatosci, odpowiadajgcych
tym biegunom, napisa¢ wzOr

/ PF(z)d:+ f F(2)dz = 2**£/7*;
J —R (e}

gdy promienn B wzrasta nieograniczenie, catka wzdluz C dazy do zera
poniewaz iloczyn zF(z) rowna sie zeru dla z nieskoriczenie wielkiego-
i po przejsciu do granicy otrzymujemy

| F(x)dz = 2«HRK.

tatwo sprowadzi¢ do tego typu catki okreSlone funkcji wymier-
nych wielkosci trygonometrycznych sin r i cos x, nie stajgcych sie nie-
skonczonemi przy zadnej wartosci rzeczywistej x, liczone wzdtuz osi

rzeczywistej:
*

rz i
/n F(sin x, cosj)dr.

Zauwazmy przedewszystkim, ze warto$¢ catki nie ulega zmiauie,
jezeli wezmiemy za granice dowolng liczbe rzeczywistg x0 oraz TO-f2r;
mozna tedy obra¢ np. granice —- i + Ot6z klasyczne podstawie-

me tang X?= t zamienia badang catke w catke funkcji wymiernej zmien-
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nej t, brang pomiedzy granicami — oo i -foo, poniewaz tang— wzra-
sta od — 0o do f~oo, gdy x ros$nie od —r do +n
Mozna postepowal jeszcze inaczej. Gdy zalozymy: exi = z to

dx = _Z i otrzymujemy podtug wzorow Eulera
iz

badana catka przechodzi tedy w catke

2—1.22+1 dz
fFrZiz ‘2z iz
Co do nowej drogi catkowania tatwo stwierdzié, ze gdy x wzrasta
od 0 do 2u, punkt 2 przebiega w zwrocie dodatnimi okrag o promieniu
rownym jednosci, majacy za Srodek poczatek ukladu. Wystarczy tedy
obliczy¢ pozostatosci otrzymanej w ten sposob funkcji wymiernej zmien-
nej 2 wzgledem biegundéw o module mniejszym od jednosci.
/ 2% IXx— a — bi\

cot dr, ktéra posiada wartosd
N\ 2
0 | zeru. Oto:

1y a—bhi . (x —a —bi\
bi i lx 2 ) ’ ”—'(—iZ—)
COt P (x - a —bi a —bi\

e { 2 ) .- f

czyli inaczej
b| + e" b + ai
cot -1 _ e b+a

Zamiana exi = z doprowadza tedy do cafki

= 2+ e~b+a dz

,—b + ai

) 2

Funkcja do catkowania posiada dwa bieguny pierwszego rzedu
z=0 iz=e~ b+ai,i odpowiednie pozostatosci sg rowne — 1 i + 2.
Jezeli b jest dodatnie, oba te bieguny leza wewnatrz obwodu catkowania
i catka réwna sie jezeli b jest ujemne, wewnatrz obwodu lezy tylko
punkt 2= 0 i catka réwna sie — 2ni. Dana catka rowna sie tedy
+ 2izi, stosownie do tego, czy b jest dodatnie czy ujemne. — Podajemy
ponizej kilka przyktaddéw mniej elementarnych.
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304. Ro6zne przyktady rachunku catek okres$lonych. - 1) Funkcja —

posiada dwa bieguny i i —i, ktdrym odpowiadajg pozostatosci “ * i —

Zatozmy, w celu ustalenia biegu mysli, iz m jest dodatnie i rozpatrzmy obwod, utwo-
rzony z po6tokregu o promieniu R nader wielkim, majacego za srodek poczatek ukta-
du, oraz ze s$rednicy, nakrywajacej o$ rzeczywista. Wewnatrz tego obwodu funkcja
rai:

posiada tylko jeden biegun z = i, wiec catka, obliczona wzdtuz tej catej

linti zamknietej, réwna sie r.e~ m. Otéz catka, wzieta wzdluz potokregu, dazy do
zera, gdy R wzrasta nieograniczenie. poniewaz modut iloczynu

e ,m ldazv w punktach tej krzywej do zera. W istocie, jezeli zastgpimy z przez
1+ i1
R (cos 9 | sin 91 to otrzymamy

gm(* £ — mRr »n $+ imRcos Q

gdy 9 wzrasta od Odo b, modut e ~ mR ,In 9 pozostaje mniejszy od jednosci. Co

do modutu czynnika 4 . ten dla z nieskonczonego réwna sie zeru. Otrzymujemy

1+s
tedy po przejsciu do granicy
co -Mir djr -e 1
[ osr1tx
po zastgpieniu t mi T przez cos mx  tsin mx spoélczynnik przy i z lewej strony
znaku roéwnosci okazuje sie rownym zeru, gdyz elementy catki znosza sie parami.

Poniewaz mamy procz tego cos (— mx) — cos m x%przeto mozna wzorowi po-
przedniemu nadac¢ postaé

€0s m X m
<7 dx e
1 —xlI 2
2] Funkcja jest holomorficzna wewnatrz obwodu ABMBANA (rys. 62>,

utworzonego z dwu polokregow BMBt, A NA, zakreslonych dokota poczatku ukiadu
promieniami R i r, oraz z prostych AR, B'A}
Stad wynika zwigzek

] (B.MB) * ] —R X 1 (ANA) Z

ktéry mozna réwniez napisa¢ w postaci

dz Q

dx + dz f
X (BMB") J'(A'NA) S

Gdy r dazy do zera, ostatnia catka dazy do —~i; istotnie, oznaczajac przez
P d) pewng funkcje regularng w poczatku uktadu, mozemy napisac
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eu 1

, , P

| dz=/ e P(z>dz + f dz

" (A'NA) P 1 (ANA) J ((A'NA)

Catka czesci regularnej P{z) staje sie nieskonczenie matg wraz z dtugoscig
drogi catkowania, gdy tymczasem droga z tych catek réwna sie przyrostowi funkcj
Log (z), nabytemu wzdtluz A’'NA, to jest —r.i.

Eys. 62.

Catka, brana wzdtuz BMB’, dazy do zera, gdy R wzrasta nieograniczenie.
W istocie, jezeli zatozymy, ze z= R (cos 9-fi sin 9), to
—R sinfi + i R cosfi

f — dz=if e dog,
J (BMB") Z J 0

modut tej catki jest mniejszy niz

—R sin fi N__Fi qj
e sin 49 = 2 fisin e

n sin 9 . 2 .
Gdv 9 wzrasta od 0 do P stosunek e maleje od 1 do; , wiec

R sin 9 > — RY

i
i przeto

—fisin b —
e < e . N

skad wynika wypowiedziane twierdzenie.
Po przejsciu do granicy otrzymujemy zatym (p. t. I, art. 100)
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dr ~1

czyli

3] Catka funkcji catkowitej e ~ 2\ liczona wzdtuz obwodu OABO, utworzo-
nego z dwu promieni 0.4 i OB, nachylonych do siebie pod katem 45°, i z tuka
4 B okregu (rys. 63), rowna sie zeru, co mozna wyrazi¢ jak nastepuje

I e~*dx + I e~~"di = f e~"* dt.
Jo J (\B) (0B)

Rys. 63.

Gdy promien R okregu, do ktérego nalezy tuk A B, powieksza sie nieograni-
czenie, catka, brana wzdluz AB, dazy do zera. W istocie, jezeli zatozymy, ze

® *
i R (cos — i sin —), to catka ta przybierze postac¢
<{
— IV (cos<t+ isin9 2
e e df.
wiec jej modut jest mniejszy od catki — J 2 g coi ndf. W ten sam sposob,
0

jak w poprzednim przyktadzie, otrzymujemy

Ostatnia z tych catek posiada wartos¢

dazy zatym do zera, gdy R wzrasta nieograniczenie.
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Mozna zatozyé, iz wzdtuz promienia OB

3 =¢ (cosl4— + i sin 4—); stad e ~% =e ~*’§, i gdy R wzrasta nieograniczenie,
<osiggamy granice (p. 1.1, art. 135)
r+ o
/ . cos i sin I) de o e Car )

-wiec
T Qdc = YW (os — —tsin —)
/ 4 4!
Przyréwnywujge do siebie czesci rzeczywiste i spotczynniki przy i, otrzymuje-
my wartosci catek Fresneta

+© 1
(38) . cos ¢c dc = g i. f* sin e2de
/ . 2 Jo
. . M —1 dar
305. Obliczanie f (p) f (1 — pm — Catka okreslona / . X f P

(zmienna a i wyktadnik p — rzeczywiste) posiada warto$¢ skonczona, o ile p jest
dodatnie i mniejsze od jednosci; wartosé ta r_()wna sie iloczynowi P (p) T (1—pM))

P— o . . .
Aby obliczy¢ te catke, wezmy funkcje posiadajacag jeden biegun, w punkcie

X - — 1, oraz jeden punkt rozgatezienia, z= Q Wezmy obwdd abmb'a'na (rys. 64°
utworzony z dwu okregébw C i C o promieniach r i g, zakre$lonych dokota poczatku
uktadu, oraz z dwu prostych, nieskonczenie b'izkich, ab i a'b', potozonych z obu

Rys. 64.

(>) Woystarczy zastgpi¢ w tym celu we wzorze, podanym na str. 340 (t. I)

u dotu, t przez — — . W2z6r (39), uzasadniony przy zatozeniu, ze p jest rzeczywiste,
x

jest wogole prawdziwy, gdy czes¢’ rzeczywista wyktadnika p zawiera sie pomiedzy

Oa L
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3p-1
stron ciecia, wyznaczonego podiug ox. Funkcja --------- jest wewnatrz tego obwodu.
1 z

ktéry otacza tylko jeden punkt osobliwy, a mianowicie biegun z —1, funkcja
jednowartosciowa; aby okresli¢ ja w zupetnosci, uméwmy Sie, Ze nadajemy argumen-
towi zmiennej z wartos¢, zawarta pomiedzy Oa 2r. Oznaczajac przez R pozostatosé,
odpowiadajgca biegunowi z —1, otrzymujemy przeto:

Catki, brane wzdtuz okregéw C i C', dazg do zera, gdy r wzrasta nieskoncze-
nie lub e nieograniczenie maleje, poniewaz w tych warunkach zmierza réwniez do

zera iioczen 2P ,ato z powodu ze O< p < 1.
14
Wzdtuz ab z jest rzeczywiste; w celu osiggniecia wiekszej jasnoéci, oznaczmy
jego wartos¢ przez x. Wobec tego, ze argument zmiennej z réwna sie zeru, z p~ 1 jest
rowne wartosci arytmetycznej potegi X p~ 1. Wzdtuz a b' Z jest réwniez rzeczywiste,
lecz ze wzgledu na to, ze jego argument réwna sie 2 otrzymujemy:

tP-1_ e (P-D <log*+2«s.) = e i(p-1) xp-1

Suma catek, liczonych wzdtuz ab i b a, dazy tedy do granicy

. + ~
N c2«i(p-1)) ™~ X
Pozostato$¢ R jest rowna (—1) p |, t. ] e poniewaz argument

liczby — 1 uwazamy za rowny s. Stad
Ir+& x p~ | dx 2 2zi —-
Jo 1+ * 1- g2*i(P 1) t —p—t)B1l g (p—)Ki sin (p—1) i
czyli wreszcie

1+d>x p—-'
(39) . dx = ————.

I'o 1+ X sin p it

306. Zastosowanie do funkcji czescioksztattnych.— Przypusémy, ze
sg dane dwie funkcje: /(z) i rp(z), z ktoérych jedna, /(2), jest czescio-
ksztattna (meromorficzna) wewnatrz pewnego obwodu zamknietego Cr
a druga—catoksztattna (holomorficzna) wewnatrz tego samego obwodu,
i ze ponad to funkcje /(-), /'(z) i z (2 sa ciggte na samym obwodzie.

/=(z
Poszukajmy w tych warunkach punktéw osobliwych funkcji z(z) @)
zawartych wewnatrz C. Kazdy punkt a, ktéry nie jest dla f (z) anj
biegunem ani punktem zerowym, jest oczywiscie punktem zwyczajnym

I'(z4 : /}Z) o . .
dla ~ ~ a przeto i dla z (2 /() m Jezeli punkt a jest biegunem lub
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punktem zerowym funkcji /(z), to w otoczeniu tego punktu daje sie
zastosowal wzor:
/()= @—al"¥2),

w ktérym ji. oznacza liczbe catkowitg, dodatnig lub ujemna, wyrazaja-
cg rzad funkcji w tym punkcie (art. 299), a §(z) — funkcje regularna
i nie rowna zeru dla z = a. Stad wynika, przy pomocy pochodnych lo-
garytmicznych:

/'(z) = 9 f f(2)

/(z) z—a (2
Poniewaz, z drugiej strony, w otoczeniu punktu a

PR = W9+ (Z—a) P@+ ...,

zatym punkt a jest dla iloczynu m(z)y)— biegunem pierwszego rzedu,
z

ktéremu odpowiada pozostatos¢, réwna ((igp(a) to jest mp(a), jezeli punkt

a jest punktem zerowym rzedu m funkcji /(z), lub réwna — wq(a), je-

zeli punkt a jest biegunem rzedu n tej funkcji. Otrzymujemy tedy, po-

diug twierdzenia ogolnego o pozostatosciach i przy zatozeniu, ze na ob-

wodzie C niema zadnego pierwiastka funkcji /(z), wzér nastepujacy:

(40) dz= £4(a) —£ @),

w ktorym a oznacza ktérykolwiek z punktéw zerowych funkcji /(z), po-
tozonych wewnatrz obwodu C, b — ktérykolwiek z biegunéw, naleza-
cych do tegoz obszaru, a przytym kazdy z punktéw zerowych lub bie-
gundéw liczymy tyle razy, ile wymaga jego rzad. Wzor (40) dostarcza
nieskoriczenie wielu zwigzkéw, poniewaz mozemy zastapi¢ w nim sym-
bol ogolny @(z) przez dowblng funkcje catoksztaltna.

W  szczegllnosci zatdzmy, ze @(z) = 1 i oznaczmy odpowiednio
przez N i P liczbe pierwiastkow i liczbe biegunow funkcji /(z), zawar-
tych wewnatrz obwodu O\ wzoér (40) przybiera postac

41 N—P=— /
(41) 2ni J (O/(s)

Wz6r ten stanowi podstawe waznego twierdzenia. A mianowicie,
f*(Z\ jest to pochodna funkcji Log [/(z)]; aby obliczy¢ catke okreslona,

*

wystepujacag we wzorze (41) z prawej strony znaku rownosci, wystar-
czy tedy znalez¢ przyrost, ktéry otrzymuje

log If @ |+ i arg /(2.
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gdy punkt z przebiega obwdéd C w zwrocie dodatnim. Lecz f(z) !
przybiera napowro6t warto$¢ poczatkowa, gdy tymczasem argument fun-

kcji / (z2) wzrasta o0 2Kz (K — liczba catkowita, dodatnia lub ujemna).
Stad
(42) V—P= =K

21ii

to jest: roznica iV— P réwna sie ilorazowi od podzielenia prze: 2~ przyrostu,
ktory otrzymuje argument funkcji/(z), gdy punkt z przebiega obwdd C w zwro-
cie dodatnim.
Oddzielmy czesé rzeczywistg funkcji f(z) od czesci, zawierajgcej
czynnik i:
/(=) = X+ Yi

gdy punkt z —z f yi zakre$la w zwrocie dodatnim obwdd C, punkt o
spotrzednych A, V przebiega w ukladzie prostokgtnym osi, utozonych
w ten sam sposob, jak osie spétrzednych z,y, réwniez krzywg zamknie-
ta C,, ktorg wystarczy nakresli¢ bodaj w przyblizeniu, aby na zasadzie
jej wygladu wyznaczy¢ liczbe K Istotnie, potrzeba jedynie policzyé
w tym celu liczbe catkowitych obrotéw w tym lub w innym kierunku, do-
konanych przez promien wodzacy, ktory tgczy punkt (X, V) z poczat-
kiem uktadu. Wzor (42) mozna jeszcze napisa¢ w postaci

(43) N—P— 1 | darctang/~|= 1 / XdY — YdX
2*7 (@ \xj 2*lIo> Xi-f K8

ze wzgledu na to, ze funkcja )\( odzyskuje po zakresleniu przez z ob-
wodu zamknietego C te samg warto$¢, catka okre$lona

r XdY— YdX
Jo x*+ v2

rowna sie iloczynowi n przez nadmiar 1 ilorazu — na obwodzie C, czy-

li: wskaznik ilorazu Al na obwodzie C(f) (.lindice du auotient Al le

long du contour Cu), t. j. przewyzke liczby przypadkéw, w ktérych
ten iloraz staje sie nieskonczonym, przechodzac od -foo do — oo nad
liczbg przypadkéw, w ktérych przechodzi od — oo do -f (t. 1, art.

(*) J. Puzyna. Teorja funkcji analitycznych, t. Il, str. 438.
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79, 154), czyli ni |~ Mozemy tedy nadal jeszcze wzorowi (43) po-

sta¢ rownowazna;

(44)

307. Zastosowanie do teorji rownan. —Jezeli sama funkcja /(z) jest
catoksztattha wewngtrz obwodu C i nie posiada na tym obwodzie ani
bieguna ani punktu zerowego, to wzory powyzsze stosujg sie jedynie
do pierwiastkéw rownania /(z) = Q potozonych wewnagtrz C. Wzory
(42), (43) i (44) wyznaczajg liczbe N tych pierwiastkbw zapomocg przy-
rostu, nabytego przez argument funkcji /(z) wzdtuz obwodu C lub za-

pomoca nadmiaru ilorazu :( Jezeli funkcja/(z) jest wielomianem cat-

kowitym wzgledem z, o jakichkolwiek spdlczynikach, a obwod G sklada
sie z liczby skoriczonej lukéw krzywych jednobieznych (unicursales);
to mozna obliczy¢ ten nadmiar zapomocg dziatann elementarnych, t. j.
mnozenia i dzielenia wielomianéw. W istocie, niech lukowi AB obwo-
du odpowiadajg wzory:

*= ?2(*), V=+0, =

w ktérych o2 i <) oznaczajg takie funkcje wymierne parametru ft,
ze parametr ten musi sie zmienia¢ od a do p na to aby punkt (X, y)
przebiegt luk AB w zwrocie dodatnim. Zastgpiwszy w wielomianie
/(z) zmienng z przez @ + ity(t) i oznaczajgc przez B(t) i (t) funkcje
wymierne zmiennej t o spolczynnikach rzeczywistych, otrzymujemy:

I(z) = R@) f it ((m

Nadmiar ilorazu — na luku AB jest tedy rowny nadmiarowi, na-
X

bytemu przez funkcje wymierng I+\ gdy t zmienia sie od a do p ktory

nauczyliSmy sie oblicza¢ (t. I, art. 79). Jezeli przeto obwdd O skiada
sie z tukéw krzywych jednobieznych, to wystarczy, w celu otrzymania
liczby pierwiastkow rownania /(z) = 0, zawartych wewnatrz obwodu C,
obliczy¢ nadmiar, odpowiadajgcy kazdemu z tych tukdéw i wzigé¢ potowe
sumy tych wszystkich nadmiaréw.

Uwaga. — Z powyzszych rozwazan wynika bez trudnosci twierdze-
nie d’Alemberta. W tym celu uzasadnijmy przedewszystkim pewne

twierdzenie pomocnicze, ktérym bedziemy sie nieraz positkowali. Niech

Kurs analizy matematycznej. 8
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AR(E) i 4>(s) oznaczajg funkcje holomorficzne wewnatrz krzywej zam-
knietej C ciggle na samej krzywej i takie, ze mamy stale wzdluz C:
‘h(2)1< F(z) |; w tych warunkach réwnania

F(z2) 0, F(z) + ()= 0O

poxiada/n wewnatrz C kK sama liczbe pierwiastkow. W istocie

I <
F(z) + *(z2) F(z) I1+ ATT

*(*)J
gdy punkt z przebiega obwdd C, punkt Z 1 f((_)) zakresSla krzywa
s

zamknieta, potozong catkowicie wewnatrz kota o promieniu réwnym je-
dnosci, majagcego za $rodek punkt Z 1, poniewaz wzdluz catej krzy-
wej C zachodzi zwigzek Z — 1 <1. Argument tego czynnika odzys-
kuje tedy po zakre$leniu przez punkt 2 obwodu C swg warto$¢ poczat-
kowa, i przyrost argumentu sumy F () -f &(z) réwna sie przyrostowi
argumentu sktadnika F(z); oba rownania posiadajg przeto wewnatrz C
te sama liczbe pierwiastkow.
Stwierdziwszy ten fakt, wezmy wielomian f(z) stopnia mcgo o ja-
kichkolwiek spélczynnikach i zat6zmy.
i @= A0 <= At24-f... -fAmM/(2) = F{2) 2.
Obierzmy liczbe B dos$¢ wielka, by zachodzita nieréwnos¢
At 1 | A21 1
A ot < 1:
Ao B ~Q; B« R”

wzdtuz catego okregu C o promieniu wiekszym od B, zakreSlonego do-
kota poczatku ukfadu, bedziemy oczywiscie mieli nierownosc¢: ;h < 1-

Rownanie /(z) = 0 posiada zatym wewnatrz kota C takg samg liczbe
pierwiastkéw, jak réwnanie F(z) = 0, to jest m

308. Wzor Jensena. — Wezmy funkcje 7/ (1), czeScioksztattng wewnatrz okregu
C o promieniu r, zakreslonego dokota poczatku ukitadH, a catoksztaltng i pozbawio-
na punktow zerowych na C Oznaczmy przez av a,, ... an punkty zerowe, a przez
b,, b,, ... bm — bieguny funkcji /(z), zawarte wewnatrz tego okregu, liczac kazdy
z nieh tylekro¢, ile wymaga jego rzad: zatozymy précz tego, ze poczatek ukiadu nie
jest dla /(«) ani punktem zerowym ani biegunem. W tych warunkach przystgpmy
do wyznaczenia catki okreslonej

R <it
i45) | Log [f(s)\
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branej wzdtuz C w zwrocie dodatnim; niech np. punkt z rozpoczyna swa droge od
potozenia z =r na osi rzeczywistej, a przytym argument funkcji /(z) posiada
warto$¢, z gory obrang. Catkujac przez czesci, otrzymujemy

(46> I = {Log (z) Log [f(2)]) (Q~ f Log () f (2) dz;
] fiz)

©

pierwsza czes$¢ prawej strony rownosci oznacza przyrost, nabyty przez iloczyn Logl(z)
Log [/(2)] przy zakre$leniu przez punkt z okregu C. Przyrost ten, jezeli bierzemy
zero, jako warto$¢ poczatkowg argumentu zmiennej z, rowna sie

(log r + 2«i) {Log [f{r)\ f 2iti (a - m)} - log r Log [/(/»)]
= 2w Log [/(/*)] + 2ci(n —m)logr —4 (n — M) w2

Aby obliczy¢ nowa catke okreslona, rozpatrzmy obwod zamkniety T, utworzony
z okregu C, okregu C o promieniu z nieskonczenie matym, zakre$lonego dokota
poczatku uktadu, oraz dwu brzegéw ciecia, wyznaczonego wzdtuz osi rzeczywistej od
punktu z = e do punktu z = r (rys. 64). [W celu ustalenia biegu mysli zakladamy
/(*) ni© posiada na tym odcinku osi rzeczywistej ani biegunéw ani punktéw
zerowych; w przeciwnym razie wystarczytoby wyznaczenie ciecia, tworzacego z osig
rzeczywistg kat nieskonczenie maty]. Funkcja Log (z) jest catoksztattna wewnatrz
r i podtug wzoru ogolnego (40) otrzymujemy zwigzek

| Log ()~ (t) dz + / Log (*)~~" dz + ( Log dz
J (ab) 1(*) J © 1(*> a) /<>
+ dz = 2 .i Log «10z .. cn
m 6, 02 ... 6/n

Catka, wzieta wzdtuz okregu c, dazy do zera wraz z ¢, gdyz‘\iloczyn z Log (2)
maleje nieskonczenie wraz z e Z drugiej strony, jezeli argument zmiennej * jest
rowny zeru wzdluz ab, to wzdiluz ab' réwna sie 2.1, i suma dwu odpowiednich
catek zmierza do granicy

— 2tuf A dz = — 2ni Log [/(r)] + 2Tt Log [/(O)].
Jo 1(*)
Wiec ostatecznie
| Log @~ () dz = 2iti Log 2N ™ 4 5 i Log
(O /(*> 1 b, me=0n

i wzor (46) przybiera postac

Il = 2c«i(n - m)logr

2.i Log [/(O 2.i L az....ran 4
+ te — 2 — no— m tc2
i Log [/(O)] i Log b2 == bm ( )

Catkujac wzdtuz okregu C, mozemy zatozy¢: z re "~ i zmieniaé¢ ipod o do

dz
Otrzymujemy wtedy: - = idy. Zalézmy jeszcze, oznaczajac przez R i &+
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funkcje zmiennej vy, ciagte wzdtuz C, ze f(t) Re'™ Frzyrownywujac do siebie
w poprzednim wzorze spoOtczynniki przy i, otrzymujemy wzor Jensena(’).

1 (* bi 6% ... Om
47) f log R dz log f[0) log ro "i g
“® Q Il xn «= qii
w ktorym wystepuja jedynie zwyczajne log&rytmy neperowskie.
Rzecz jasna, iz w razie, gdy /(*i jest caloksztaltna wewnatrz C, nalezy zastgpic

iloczyn b, 6, ... bm przez jednos¢, i wzor Jensena przybiera postac
1 j'2~ rn
(48) ! “Tlog R dz  log /(o) log
-¥ /o0 dx fl2 eeefin

Wz6r ten zastuguje na uwago ze wzgledu na to, ze zawiera jedynie moduty
pierwiastkéw funkcji /(*), potozonych wewnatrz C. tudziez modut funkcji /(z) na
okregu C oraz w S$rodku tego okregu.

309. Wzér Lagrange’a. Wz6ér l.agrangea, uzasadniony juz po-
przednio zapomocg metody T.aplace’a (I, art. 195), moze by¢ réwniez
dowiedziony z wielkg fatwoscig zapomocy twierdzeni ogo6lnych Cauchyego.
obierzemy przytym bieg mysli, wskazany przez Hermite’a.

Niech /(z) oznacza funkcje, caloksztaltng w pewnym obszarze D,
zawierajgcym punkt a.  Rownanie

(49) f(r)—r—o— a/(r) = O

w ktérym a stanowi parametr zmienny, posiada przy a 0 pierwiastek
r a Zalbzmy, ze a4=0; niech C oznacza okrgg o $rodku a i promie-
niu r, potozony w obszarze D i taki, ze w kazdym jego punkcie
a/ () < r—a ; rOéwnanie F (z) = Q zgodnie z uzasadnionym powy-
zej (art. 307) twierdzeniem pomocniczym, posiada wewngtrz obwodu C
tylez pierwiastkdw, co réwnanie r—a 0, to jest jeden tylko pier-
wiastek. Oznaczmy ten pierwiastek przez t i wprowadZmy jeszcze
pewng funkcje Il (r), catloksztattng w kole C

HU
Funkcja ) posiada wewnatrz C tylko jeden biegun, a miano-
- n(i
wicie i odpowiednia pozostatos¢ réwna sie () Przeto, we-
dtug twierdzenia ogdlnego:
ri(g' 1 f tl(2)dz 1 1
2*t /(0 F(:) 2%y a <*/()

Acta mat/iematica, t. XXII.
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Aby rozwingC ostatnia catke w szereg poteg parametru a zasto-
sujmy zupehlie takie samo postepowanie, jak przy dowodzie wzoru
Taylora, piszac:

+  «/(*) +

*f(z) a (z— a)2
[a/()} ", o-f(z) N+l
(r— a)"+i o— al(:) z— a

podstawiajac te wartos¢ do cakki, otrzymujemy wzor

U(I) B g0 — Ay 4. . d*Jtn +u
F' (@
w ktorym
1 r n@ da /(N n @ e
* | i eco® @ -
o 2% z — a I n Zl‘i J((O (" = «nHl

W a/(rv

Rn+l = . f
n 2*I.(C) 7— a— al (2 r—a

Niech m oznacza najwiekszo$¢ modutu a/(z) 1 na okregu C, sto-
sownie do zatozenia m jest mniejsze od r. Najwiekszo$¢ modutu funkcji
n (z7 na okregu C nazwijmy M otrzymamy

1 Im\ntl 2i rM
n+l i
2* \r/ r—m
co wskazuje, ze Rn , dazy do zera, gdy n wzrasta nieograniczenie.
Pozatym, ze wzgledu na same wyrazenia spotczynnikéw AQ 74 ... ,
Jn, ... 1 zgodnie z wzorami (14)

0 N(«) e ==:1 d [[/(«))n uwi-
i/ da-” j

i ostatecznie otrzymujemy szereg nastepujacy:

11(4) a" .
F(4) n (a) \ W oda- N @ [/(@)]n
n 1

Mozna jeszcze nada¢ temu wzorowi posta¢ nieco odmienna. Ozna-
czajac przez <$(z) funkcje, caloksztattng w tym samym obszarze, za-
tozmy: 1l z) = () [1— a/'(z)]; lewa strona wzoru (50) nie bedzie
w takim razie zawierata a i zamieni sie w ‘>(E). Co do prawej strony,
zauwazmy, ze musi ona zawiera¢ dwa wyrazy stopnia wgo wzgledem a,
ktérych suma wyraza sie w sposdb nastepujacy:
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a" dn | \ a" dn~1 | \
dan @ @)]In} ~ (n_ j} 7 \ /@b 1f ()1
n> dan~1 "+ "*@f @ [AAIN1— &f @ /@)-1)
an dn~-1 i )

- 7T TN 1 >0 ,/(@)Ji*

otrzymujemy tedy ponownie wzOr Lagrangea w jego zwyklej postaci
[p. I, art. 195, wzor (52)]

(Gl &(( — <>+ 1@/ + ... + ~ ra, , [M(a) K@) + ...

Zatozylismy, iz wzdtuz kola C mamy stale a/(z) <;r; warunek
ten jest spetlniony, gdy a jest dos¢ mate. Szukajgc najwiekszosd
modutlu Ja , poprzestanmy na przypadku, w ktérym /(:) jest wielomia-
nem lub funkcjg catkowita. Niech (r) oznacza warto$¢ najwiekszg
modutu j/(z) ! na okregu C o promieniu r, zakreslonym dokota punktu a-
dowdd podany moze by¢ zastosowany do tego kola, byleby a, JIfl(r)<”r.

r
Jft ()
-f co. Stosunek ten réwna sie zeru przy r — 0, poniewaz gdyby JYI (r)
dazyto do zera \raz z r, punkt z = o bylby punktem zerowym funkcji
f(z), i funkcja F(z) bylaby podzielna przez czynnik z—a; dlar 00

Musimy tedy obliczy¢ tnaximum stosunku przy wzroscie r od 0 do

r
stosunek w  jest takze rowny zeru, gdyz inaczej funkcja /(z) bytaby

r
olf7 (r)
osigga przy pewnej wartosci r, promienia r jakg$ warto$¢ najwieksza g.
Zgodnie z poprzednim rozumowaniem réwnanie (41) posiada jeden
i tylko jeden pierwiastek o module mniejszym niz r,, oile a <[ [t
wzory (50) i (51) dajg sie tedy zastosowaé, o ile la nie przewyzsza g,
byleby funkcje Il (z) i d>(z2) byly catoksztaltne w kole C\ o promieniu r,.

wielomianem pierwszego stopnia (art. 294). Stad wynika, ze

t- —I
Przyktad. — Wezmy /(*) - ; rbwnanie (49) posiada pierwiastek
l1—V1—2aa

ktory dazy do a, gdy o dazy do zera. Niech U (*) — 1; wzor (50) przybiera postaé
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T | —i o
(52) 1 no @—in 1 V an Xn@)

dan 2
V1—2aa —a2 t n 1

X n oznacza tu n-ty wielomian Legendrea (p. I, art. 90, 189). W celu rozpoznania’
pomiedzy jakiemi granicami daje sie zastosowac ten wzor, zatozmy, ze a jest rzeczy-
wiste i wieksze od jednosci. Na okregu o promieniu r jn(r) réwna sie oczywiscie

(@+ 22— . . L A . 2r
- , 1 nalezy obliczy¢ warto$¢ najwieksza, osiggang przez 1— "przy

wzrastaniu r od 0 do  co. To maximum odpowiada wartosci r = Va2z—1 i réwna

sic a — Va2—1. Podobniez, jezeli a zawiera si¢ pomiedzy—1 a 11, znajdujemy zapo-
< -T- *

mocg nader prostego i elementarnego rachunku 7ii (r) /: fl—a2 Otoz 2Vl a2

2vi a2 12 1—a2
osigga najwiekszo$¢, réwnag jednosci, przy r VI —a2

tatwo sprawdzi¢ te wyniki. W istocie, pierwiastek \1-2ao0 + o!, rozwaza-
ny jako funkcja zmiennej a, posiada dwa punkty krytyczne a = Va2—1. Jezeli
a > 1, punktem bardziej zblizonym do poczatku uktadu jest punkt a — V a2— 1
Jezeli a zawiera sie pomiedzy — la 1, oba punkty krytyczne a +i V1 —a?2
posiadajg moduty réwne jednosci.

W kursie litografowanym Hermite’a (wydanie 4-te, str. 185) znajdzie czytelnik
nader wyczerpujace roztrzasanie, przy pomocy tej metody, réwnania Keplera

zZ— a a sin z. Potrzeba przy tym obliczy¢ pierwiastek rownania przestepnego
er(r— 1) e ~r(r 1), zawarty pomiedzy 1 a 2. Stieltjes otrzymat wartosci

r, = 1,199678640257734, p = 0,6627434193492.

310. Badanie funkcji przy wartosciach nieskoriczenie wielkich zmien-
nej. _ W celu zbadania funkcji/(:) przy wartosciach'zmiennej o module

1 , : /1
rosnagcym nieograniczenie mozna zatozy¢: r «j bada¢ funkcje /7 |,

w sgsiedztwie poczatku uktadu. tatwo jednak pomingé to przeksztal-
cenie pomocnicze. Zald6zmy z poczatku, ze mozna znalez¢ takg liczbe
dodatnig U, ze wszelka warto$¢ skohczona zmiennej 0 module wigkszym
niz R, oznacza punkt zwyczajny funkcji /{-)m Jezeli zatoczymy dokota
poczatku ukiadu okrag 6 o promieniu réwnym R, funkcja /(z) bedzie
regularna w kazdym punkcie r, potozonym w odlegtosci skonczonej
i nazewnatrz C. Dziedzine pfaszczyzny, polozong zewnatrz C nazwiemy
otoczeniem punktu w nieskonczonosci (domaine du point a linfini).

Zakre$lmy jeszcze, oprécz okregu 6, okrag spétsrodkowy C o pro-
mieniu R' > R. Funkcja /(z), jako caloksztattna w pierscieniu kotowym,
zawartym pomiedzy C a C, réwna sie, podiug twierdzenia Laurenta,
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sumie szeregu, uszykowanego wedlug poteg catkowitych, dodatnich i

ujemnych, zmiennej z
r QO

(53) I(z) = V A-"**

Spoétczyuniki A__tego szeregu nie zalezg od promienia A, ktory mo-
zna uczyni¢ dowolnie wielkim; stad wynika, ze wzor (53) daje sie za-
stosowac¢ do catego otoczenia punktu w nieskonczonosci czyli do wszel-
kiego obszaru, potozonego zewnatrz C. Ustaliwszy ten fakt, mozemy
odrézni¢ kilka przypadkéw:

po I-sze) Gdy szereg, wyrazajacy /(z), zawiera jedynie potegi
ujemne zmiennej z

(54) "2 = AOmEA ,-——-\XA2—-h e + gim— + eoej
z 7= zr

/(z) dazy przy wzroscie nieograniczonym modutu |z do A0 mdéwimy,
ze funkcja /(z) jest regularna w punkcie w nieskoriczonosci lub inaczej™ ze
punkt w nieskoriczonosci jest punktem zwyczajnym funkcji /(z). Jezeli spot-
czynniki AQ Au .... A,—t sg roéwne zeru, a Am nie jest réwne zeru,
to punkt w nieskoriczonosci jest punktem zerowym rzedu m funkcji /(z).

Po 2-gie) Gdy szereg, wyrazajacy /(z), zawiera liczbe skoriczong
poteg dodatnich zmiennej z

(55) /(z) —B,, 2" £ B,,—i i"—1 £/ z2FA0+Al £A2 .

z z
[pierwszy wspétczynnik B,, =£ 0],
to punkt w nieskonczonosci jest biegunem rzedu m funkcji /Z(z), i wielo-
mian Bmzm ... -j- i, z stanowi cze$¢ gtdwng funkcji w stosunku do te-
go bieguna. Gdy z wszrasta nieograniczenie, to samo dzieje sie z L/(2) ,
niezaleznie od sposobu poruszania sie punktu z

Po 3-cie). Woreszcie, gdy szereg, wyrazajacy /(z), zawiera liczbe
nieskonczong poteg dodatnich zmiennej z punkt w nieskorczonosci jest
punktem istotnie osobliwym funkcji /(z). Szereg, utworzony przez potegi
dodatnie zmiennej z, wyraza funkcje catkowitg G(z), stanowigcg czes¢ gtow-
ng funkcji /(z2) w otoczeniu punktu w nieskonczonosci. W szczeg6lno-
§ci widzimy, ze punkt w nieskonczonosci jest punktem istotnie osobli-
wym dla kazdej funkcji catkowitej.

Okreslenia powyzsze wyptywajg poniekad z okreslen, zastosowa-
nych poprzednio do punktéw w odlegtosci skoriczonej. W istocie, przy

zalozeniu, ze z funkcja f(z) przemienia sie w funkcje zmiennej Z,
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, 1 stwierdzamy bezposrednio, ze przeniesliSmy jedynie na

punkt w nieskonczonosci nazwy, przybierane przez punkt zZ = 0
w stosunku do funkcji <pZ). Rozumujgc przez analogje, bylibySmy
sktonni da¢ nazwa pozostatosci spétczynnikowi A—i pierwszej potegi
zmiennej z w szeregu (53); byloby to jednak mylne. Aby zachowaé
charakterystyczng wlasnos¢ tego pojecia, nazwiemy pozostatoscia, odpowiada-

jaca punktowi w nieskoriczonosci, spétczynnikprzy - , wziety ze znakiem przeci-
z

wnym, t j. — Ax Liczba ta réwna sie, jak dawniej, calce

liczonej w zwrocie dodatnim wzdluz obwodu otoczenia punktu w nie-
skonczonosci. W danym razie atoli, poniewaz otoczeniem punktu w nie-
skonczonosci jest cze$¢ plaszczyzny, potozona zewnatrz C, za zwrot do-
datni uwaza¢ nalezy zwrot, przeciwny zwyklemu. W istocie catka ta
sprowadza sie do calki

_ g A A g 2)0;

Im J < 2ni
gdy punkt z przebiega w zadanym zwrocie okrag C, argument zmien-
nej z zmniejsza sie o 2% skad wynika dla catki wartos¢ — Av

Nalezy koniecznie zauwazy¢, ze funkcja moze by¢ regularng w nie-

skoniczonosci, choéby pozostato$é nie rownata sie zeru; za przyktad mo-

ze stuzy¢ funkcja 1 H—.
z
Jezeli punkt w nieskoriczonosci jest dla/(z) biegunem lub punk-
tem zerowym, to w otoczeniu tego punktu daje sie zastosowac wzoér
I(z) = ZxX®(2),
w ktérym ji. oznacza liczbe catkowitg dodatnig lub ujemng, réwng rze-

dowi funkcji, wzietemu ze znakiem przeciwnym, a ©{z) - funkcje regu-
larng w nieskonczonosci i nie réwng zeru dla r = co. Stad wynika

m
funkcja 'LCZl jest réwniez regularna w punkcie w nieskonczonosci,

f(2

. . . . g 1
lecz szereg, ktéry jag wyraza, zaczyna sie od wyrazu, zawierajgcego -
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lub wyrazu o stopniu jeszcze wyzszym (wzgledem Uw. tf). Pozo-

f (1)
A 2)
w punkcie w nieskonczonosci, Otrzymujemy zatym to samo twierdze-
nie, co w zastosowaniu do bieguna lub punktu zerowego w odlegtosci
skoriczonej (art. 306).

Wezmy funkcje jednowarto$eiowa/(:), posiadajacg liczbe skonczo-
ng punktéw osobliwych. Umowa, zawarta co do punktu w nieskonczo-
nosci, pozwala na wystowienie w nader prostej postaci nastepujacego
twierdzenia ogdélnego:

Suma pozostatosci funkcji f (r) w calej plaszczyznie, whgcznie z punkiem
w nieskoriczonosci, réwna sie zeru.

Dowodzimy tego odrazu, zakreslajgc dokota poczatku uktadu okrag
C, otaczajacy wszystkie punkty osobliwe funkcji f(i), rézne od punktu

statos¢ fu ikcji rowna sie tedy ji, to jest rzedowi funkcji /(z)

w nieskoniczonosci. Catka f/{z)dz, wzieta wzdluz tego okregu w zwy-

klym zwrocie, jest réwna iloczynowi 2si przez sume pozostatosci, odpo-
wiadajgcych wszystkim punktom osobliwym funkcji /(z), potozonym
w odlegtosci skonczonej. Z drugiej strony ta sama catka, wzieta wzdtuz
tegoz okregu w zwrocie przeciwnym, rowna sie iloczynowi 2xi przez
pozostatos¢, odpowiadajgca punktowi w nieskoriczonosci. Poniewaz su-
ma takich dwuch catek jest réwna zeru, wiec to samo stosuje sie do
sumy pozostatosci.

Cauchy nadawat sumie pozostatosci funkcji/Z(:), odpowiadajgcych
wszystkim punktom osobliwym w odlegtosci skonczonej, nazwe, pozosta-
fos¢ catkowita (residu integral). Gdy mamy do czynienia tylko z liczbg
skonczong punktéw osobliwych, to, jak widzieliSmy, pozostatos¢ catko*
wita réwna sie pozostatosci, odpowiadajgcej punktowi w nieskoriczono-
Sci, wzietej ze znakiem przeciwnym.

Przyktad. — Wezmy iloraz
Pi-)

VQ@)
w ktérym P(z) oznacza wielomian stopnia p. Q(z>— wielomian stopnia
parzystego 2g. Nazewnatrz kota C o promieniu B, wiekszym od modu-

téw wszystkich pierwiastkow wielomianu Q(z), funkcja/(z) jest jedno-
wartosciowa, i mozemy napisac

f(z) = zp- i A0),

/<)
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oznaczajac przez <(z) funkcje regularng w nieskonczonosci, nie réwng
zeru dla z —o00. Punkt w nieskonczonosci jest dla /(z) biegunem, je-
zeli p~> g, a punktem zwyczajnym, jezeli p <=q. Pozostato$¢ réwna sie
napewno zeru, jezeli p jest mniejsze od q— 1.

IV. — Okresy catek okreslonych.

311. Okresy biegunowe. — Badanie catek krzywolinjowych wyka-
zatlo wystepujacg .w pewnych warunkach okresowos$¢ tych catek. Po-
niewaz wszelka catka funkcji f(z) zmiennej zespolonej z stanowi sume
catek krzywolinjowych, wiec rzecz jasna, ze taka catka moze rowniez
posiada¢ pewne okresy. Wezmy z poczatku funkcje analityczna/{z),
posiadajgca wewnatrz jakiej$ krzywej zamknietej C jedynie liczbe skon-
czong odosobnionych punktow osobliwych, badz biegundéw, badz punk-
tébw istotnie osobliwych. Ten przypadek jest zupelnie wspétrzedny
z przypadkiem, zbadanym juz w teorji catek krzywolinjowych (I, art.
153), i stosowa¢ mozna bez zmiany te same rozumowania. Wszystkie
drogi, potozone wewnatrz obwodu C, ktére mozna wytkngé pomiedzy
dwoma punktami z0 i Z tego obszaru, tak aby nie przechodzity przez
zaden z punktéw osobliwych funkcji /(z), daja sie zastgpi¢ przez jaka$
jedna okreslong droge, taczaca te dwa punkty i nastepujgca po pewnej
liczbie petel (lacets), zakreslonych z punktu z0 dokota punktéw osobli-
wych av a2 ..., an funkcji/(z). Niech Alt A2 ..., An oznaczajg od-

powiednie pozostatosci tej funkcji: catka j/[-) dz, wzieta wzdluz drogi,
okrgzajacej punkt al( jest rbwna + 2uiAl—i podobniez w stosunku do
innych punktéw. RoOzne wartosci catki f%(z)dz sg tedy dane przez
wzor

-Z
(56) 1 /() dz= F(2)+ 2ui (mZ, -f m2At-f ... + mnAn),

w ktérym F(z) oznacza jedng z wartosci tej catki, odpowiadajgcg pew-
nej okre$lonej drodze, a mlit m2 ... — dowolne liczby catkowite, dodat-
nie lub ujemne; okresy sa réwne

2u0i Ay 2ui A2 . *., 2ui Ay .
W wiegkszosci przypadkéw punkty alt a2 ..., a, sg to bieguny, i okre-

sy powstajg wskutek zakre$lania dokota tych biegunéw nieskoriczenie
matych obwodow, skad nazwa: okresy biegunowe (periodes polaires), nada-
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wana im zwykle w celu odr6znienia od okreséw inuego rodzaju, o kté-
rych bedzie mowa ponizej.

Zamiast obszaru, potozonego wewnatrz krzywej zamknietej, mozna
rozwaza¢ obszar plaszczyzny, rozciggajacy sie w nieskonczonosé: funk-
cja /(zi moze w takim razie posiada¢ nieskoriczenie wiele biegundw, a
catka — nieskonczenie wiele okreséw. Jezeli pozostatos¢, odpowiadaja-
ca jakiemu$ punktowi osobliwemu a funkcji /(z), réwna sie zeru, to od-
powiedni okres jest réwny zeru, i punkt a jest rowniez biegunem lub
punktem istotnie osobliwym dla Catki. Lecz jezeli ta pozostatos¢ nie
rowna sie zeru, punkt a jest dla catki punktem krytycznym logarytmicz-
nym (p. oritigue logarithmigue). Jezeli up. punkt a jest biegunem rze-
du w funkcji f{z\ to w otoczeniu tego punktu

5. B fim-1 . A+ A0FA@Z—a) F
7 @ Zam” (r—@"*—lJr' + ( )
i zatym
imdz C B + ...4B\loglz —0
e w—1){z—a)" 1
+ A,O(* —_ a)” f- A y (Z T a)* IS --.j

C oznacza W tym wzorze stala, zalezng od punktu poczatkowego Z0i od
zakre$lonej drogi.

Stosujgc te rozwazania ogo6lne do funkcji wymiernych, czynimy
pewne znane wyniki zupetnie oczywistemi. Tak np.. do tego aby catka
funkcji wymiernej byta rowniez funkcjg wymierng, potrzeba niezbednie,
izby ta catka nie posiadata okreséw czyli izby wszystkie pozostatosci
byly réwne zeru. Ten warunek jest jednoczeScie dostateczny. Catka
okreslona

o dz

- z—a
posiada tylko jeden punkt krytyczny z a i odpowiedni okres réwna

sie 2«i- a wiec wiasnie w rachunku catkowym Kkryje sie prawdziwe
zrodto wielowartosciowosci funkcji Log (z—a), jak to juz wyjasniliSmy

szczegbtowo co do | (art. 289). Wezmy jeszcze catke okreSlong
Ji z
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catka ta posiada dwa punkty krytyczne logarytmiczne + i i —i, ale
tylko jeden okres, rowny it. Jezeli poprzestajemy na wartosciach rze-
czywistych zmiennej, rézne gatezie funkcji arc tang x wydajg sie tyluz
odmiennemi funkcjami zmiennej x. Whbrew temu widzimy, jak mysl
Cauchy ego zniewala nas do uwazania ich za tylez r6znych odndg tej
samej funkcji analityczne;j.

Uwaga. —6dy nany wigre] nii troy okresy, wertose catki okrelone] w ja-
kim$ punkeie z moie byt zupebnie nieoznaczong. Proypomaijmy sobie 2 poctzatkuy

twierdzenie, nalezgce do zakresu teorji uwbtamkow ciggbyeh 11 Gdy jest dang dowol-
na lictba niewymierna &, to moina zawsze tnaledd takie dwie liceby catkowite pi g,
dodatnie lub wvjemne, it p+t qga < § (s - liceha dodatnia dowolna).

Obrawszy w ten spostb liceby p i g wyobraimy sobie, 1¢ tworzymy cigg wie-
lokrotno§ci wyraienia p - qa. Wsrelka licoba rrecoywiste A rdwna sie jednej 2 tych
Wielokrotnodei, Tub zawiera sie pomiedzy dwiema wielokrotnosciami, kolejno po so-
bie nastepujacenmu  Moina tedy znaleft rownier takie dwie liczby cetkowite min,
iT m na - A jest moniejsie nizos. Stwierdziwszy to, weimy fuDkeje

1 /71 « i tB \
.\ = ' o .
) - \s - foyg z-c z - dl’
a, b.c i doznatzajg tu cotery roine bieguny, @ a i jl- litzby rreczywiste niewy-

mierne. Catke j f(z)dz posiada cotery okresy: [ a, i, jfb Niech 1(z) stanowi war-

to§e tej catki, gdy jq liczymy wodbur pewnej okreSlonej drogi, fatzace] zo1 z, a
M Ni niech oznacza dowolng liczbe zespolong, Mozna rawsze znalelt tekie litzby
tatkowite m, n, m', n', iiby modul roinicy

I(z) —m -na - i(m" A ns$)- (M + Ni)

byl moniejszy od dowolnej liczby dodatniej s Do tego wystarczy, by zachodzily
wigrki
R - £
\m - na — A i« —2 } m* n't - B < 2-
Woktoryeh A 06 sy dane przer zatolenie:s M Ni - [(«) = A Bi. Moina tedy

obrat dla tmiennej take droge, taozgcs dwa, 2 gbry dane, punkty zoi z i1 wartofs
vatkio jf(z) dz. o woriete] wadbtuz tej drogi, rozni sie dowolnie mato od wszelkiej liczby,

gy o danej. Stwierdzamy woten spostb rar jesicie pierwszorzedne rnaczenie, ja-
kie posiads droga, zakreSlona proer punkt z dle wartosci kodcowej funkeji anali-

tyoinej.

312. Badanie catki / - =. — Rachunek catkowy wyjasnia ro.
Jo \ff— t2

whniez w sposob najprostszy wielowartosciowo$¢ funkcji arc sin z; rézne
jej wartosci pochodza z obliczania catki okreslonej

O Nieco dalej podamy dowod bezposredni [art, 324)
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wzdtuz drog, wiodacych do réznych wynikéw. W celu ustalenia biegu
mysli, zatozmy, iz rozpoczynamy catkowanie od poczatku ukladu, na-
dajgc pierwiastkowi warto$¢ poczatkowa 1, i oznaczmy przez 1 war-
tos¢ tej catki, osiggnietg wzdluz pewnej okreslonej drogi tczvli drogi
bezpos$redniej, franc. chemin direct), np. wzdluz prostej, gdy punkt 2
nie lezy na osi rzeczywistej, poza odcinkiem #gczagcym punkty — 1 i
-f 1, gdy * jest rzeczywiste i z > 1, wezmiemy za droge bezposrednia
droge, potozong ponad osig rzeczywists.

Rys. <A

Uczyniwszy te zatozenia, mozemy, ze wzgledu na to, ze punktami
krytycznemi funkcji v 1—  sg jedynie punkty z= -fli; = —J, za-
stgpi¢ wszelkg droge, wiodacg od poczatku ukladu do punktu I przez
szereg petel (lacets), zakre$lonych dokota punktow krytycznych 1i
— |l z dodatkiem drogi bezposredniej. Musimy tedy zbadaé wartosc,
osiggang przy catkowaniu wzdluz jednej z petel. Wezmy np. pet-
le Oarna Q zakre$long dokota punktu z = 1 i skladajgca sie z od-
cinka Oa, przeciggnietego od poczatku uktadu do punktu 1—s, okregu
arna o promieniu s, zakresSlonego dokota 2 =1 oraz z odcinka aO. Cal-

ka, liczona wzdluz tej drogi, rowna sie tedy sumie catek

catka, wzieta wzdluz malego okregu, dazy do zera wraz z e poniewaz
iloczyn (r — 1)/(r) dazy rOwniez do zera. Z drugiej strony, po zakre-
Sleniu przez 2tego okregu pierwiastek \'1— X2 zmienia znak, i przy cal-
kowaniu wzdtuz odcinka a O nalezy mu nadawaé¢ warto$¢ ujemng. Cal-
ka, wzieta wzdluz drogi OamaO réwna sie tedy granicy, do ktorej

. ['i—s dx . . . :
zmierza 2 1 - ,0dy e dgzv do zera, t. j. n. Zauwazmy, zZe

Jo VI —
wartos¢ tej catki nie zalezy od zwrotu, w Kktorym jest przebiegana
petla Oamao, lecz ze powracamy zawsze do punktu wyjscia z war-

toscig — 1 pierwiastka.
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Gdybysmy catkowali wzdluz tego samego obwodu, okrgzajacego
punkt 2= + 1, nadawszy pierwiastkowi warto$¢ poczatkowg — 1, to
wartos¢ catki bytaby —u, i powrdcilibySmy do punktu wyjscia z war-
tosSciag —1 pierwiastka. W ten sam sposéb stwierdzamy, ze pe-
tli. zakreSlonej dokota punktu krytycznego z = — 1, odpowiada
wartos¢ catki, réwna — « lub - rt stosownie do tego, czy w poczatku
ukladu nadajemy pierwiastkowi warto$¢ poczatkows, réwnag -f 1 czy
— 1.

Catkujac kolejno wzdluz dwu petlic (t j. wzdluz dwu ré6-
znych takich drég lub dwa razy kolejno wzdluz tej samej, — Dod. thum,.),
odzyskujemy w poczatku ukladu warto$¢ poczatkowg -f 1 (lub — 1, sto-
sownie do zalozenia — Uw. tlum.)), a whrto$¢ ogoélna catki rowna sie
w takim razie -{-2%, O lub — 2% stosownie do porzadku, w jakim sg
przebiegane te drogi. Liczba parzysta petel nadaje tedy catce
wartos¢ o postaci 2/« a pierwiastkowi przywraca jego wartos¢ po-
czatkowg + 1 Liczba nieparzysta petel nadaje natomiast catce
warto$¢ o postaci (2m + I)n, a wartos¢ koncowa pierwiastka w po-
czatku ukladu réwna sie w takim razie — 1. Stad wynika, ze wartos¢
catki F(z) posiada jedng z dwu postaci

1N2md  (2m - 1) %—1,

stosownie do tego, czy droga, zakre$lona przez zmienng, moze by¢ za-
stgpiona przez droge prostg, poprzedzong przez liczbe parzystg czy nie-

parzysta petlic.

313. Okresy catek ultraeliptycznych. — Mozna bada¢ w ten sam
sposOb rozne wartosci catki okreslonej
P(dz
58 F(z) =
(58) (2) VB(2)

zaleznej od dwu wielomianéw catkowitych P(z) i B(z), z ktorych i?(2),
stopnia rc-tego, staje sie rownym zeru przy n réznych wartosciach
zmiennej z,

B(z) = A@z—eX(z—e€d ... (z—en).

Zatézmy, ze pun\t z0 nie nalezy do punktéow ex ed ..., en\rdwnanie
ul— P(zQ posiada w takim razie dwa nieréwne pierwiastki + nQ i —w)
u0 ma oznacza¢ warto$¢ poczatkowa pierwiastka VR{z). Jezeli punkt z
przebiega droge o jakiejkolwiek postaci, nie przechodzacg przez zaden
Zz punktéw krytycznych ev e2 , en, to warto$¢ pierwiastka VB (2)
w kazdym punkcie tej drogi jest wyznaczona przez ciggtosé. Wyobraz-
my sobie, ze z kazdego z punktéw eV €2 .... en zostato wykreslone cie-
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cie nieograniczone, w ten sposob, iz te ciecia nie krzyzuja sie ze soba.
Catka, liczona od r0 az do jakiegokolwiek punktu : wzdtuz drogi, ktora
nie przekracza zadnego z tych cie¢ (czyli drogi bezposredniej — fr. che-
min direct), posiada warto$¢ 1{:) zupelnie okre$long, zalezng jedynie od
z. Nalezy jeszcze zbada¢ wplyw na wartos¢ catki petli, zakre-
Slonej z punktu rO dokota ktoregokolwiek z punktow krytycznych e,
Oznaczmy przez 2E, warto$¢ catki, wzietej wzdluz obwodu zamknietego,-
rozpoczynajacego sie od punktu rO i otaczajgcego jaki$ jeden punkt
krytyczny e-, przy zalozeniu, ze warto$¢ poczatkowa pierwiastka jest
rowna nQ, warto$¢ 2£’ nie zalezy od kierunku, w ktéorym jest zakresla-
ny ten obwodd, lecz jedynie od wartosci poczgtkowe] pierwiastka w pun-
kcie r0. Istotnie, oznaczmy przez 2Et" wartos¢ calki, wzietej wzdluz
tego samego obwodu w zwrocie przeciwnym, przy tej samej wartosci
poczatkowej n0 pierwiastka. Jezeli przesuniemy punkt z wzdluz rozwa-
zanego obwodu dwa razy po kolei, w dwu przeciwnych zwrotach, to
rzecz jasna, ze suma otrzymanych catek musi by¢ réwna zeru. Owoéz
catka, otrzymana przy pierwszym przesunieciu, réwna sie 2Ej, a do

punktu powracamy z wartoscig — ua pierwiastka catka, wzie-
ta wzdluz obwodu, przebieganego po raz drugi w zwrocie przeciwnym,
rowna sie tedy — 2Et i ostatecznie E," —E,. Rozwazany obwodd zam-

kniety mozna zastgpi¢ petlg, ztozona z prostej r0a, okregu G o promie-
niu nieskonczenie matym, zakre$lonego dokota e oraz prostej azO\catka,

Ryg. 66.

dazy do zera wraz z modutem roznicy z—e, . Co do calek, liczonych
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wzdtuz z0a i a z0 ich cze$ci skladowe powtarzajg sie dwukrotnie, i osta-
tecznie

przy zatozeniu, ze catka zostala wzieta wzdtuz prostej, a wartos¢ po-
czatkowa pierwiastka rowna sie ul.

Wskutek tego catka, wzieta wzdluz drogi, ktérg mozna zastgpic
dwiema nastepujgcemi po sobie kolejno  petlami, zakresSlone-
mi dokota punktéw ea, ep, jest rowna 2Ea — 2Eg, poniewaz po za-
kreSleniu  pierwszej petli powracamy do punktu 20 wartoscig
— u0 pierwiastka, i catka, wzieta wzdluz drugiej petli musi sie
rowna¢c — 2 Eo . Po zakreSleniu tej drugiej drogi okdlnej zostaje od-
zyskana w punkcie z0 pierwotna wartos¢ poczatkowa uQ. Jezeli
droga, zakreSlona przez z sprowadza sie do liczby parzystej
petel, zakreslonych kolejno dokota punktéw @A, ep, , eg,
ey, ex (wskazniki a, p, ..., * Xsg wziete z posrdd liczb 1, 2, ..., n)
oraz drogi bezposredniej, wiodacej od z0 do z, to wartos¢ catki, obliczo-
nej wzdtuz tej drogi, rowna sie, zgodnie z powyzszemi rozwazaniami

F(z) = 1+ 2(Ea- A) +8 (Er-E h)+ .. .+ 2(E% EX).

Jezeli za$ droga, ktora przebiega z, moze by¢ zastapiona przez
liczbe nieparzystg petlic, zakreslonych kolejno dokota punktow
krytycznych ea, ep, ..., ey, e® e (tudziez, jak poprzednio, droge bez-
posrednig — dod. ttum.), to warto$¢ catki wynosi

F(z) = 2(Ea-E ?2)+ ... + 2(E% E k) + E~-1.

Okresami badanej catki sg tedy wszystkie wyrazenia 2 (Et — Eh); wszyst-
kie te okresy dajg sie jednak sprowadzi¢ do (n — 1) takich okreséw:

w istocie, rzecz jasna, ze mozna napisa¢ ogdlnie:
2(Ei —Eh) = 2(Ei —En) —2(Eh—En) = & — vA
Poniewaz z drugiej strony 2E” = ay + 2En, przeto stwierdzamy, ze

wszyst. ie wartosci, jakie moze przybieraé w punkcie z catka okreslona
F(z), sa dane przez wzory

F@=/+«?'W .. ..+ M,
F@=2En— 1+ mx(@o+ ...+ m,iuwni,
w ktorych mx, m2 ..., mn~\ oznaczajg liczby catkowite dowolne.

Kurs analizy matematycznej.
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Otrzymany wynik nasuwa pewne wazne uwagi. Jest to rzecz nie-
mal oczywista, ze okresy winny by¢ niezalezne od punktu r0, obranego
za poczatek drogi catkowania; fatwo to sprawdzic. Wezmy np. okres
2Ei — 2E*, rowny wartosci catki, wzietej wzdtuz obwodu zamknietego
T, przechodzacego przez punkt rOi otaczajgcego tylko dwa punkty kry.
tyczne e i e*. Jezeli zalozymy, w celu ustalenia biegu mysli, ze we-
wnatrz trdjkata o wierzchotkach rQ e, , ¢* niema Zzadnego innego pun-
ktu krytycznego, to ten obwodd zamkniety moze by¢ zastgpiony przez
obwdd bh’nc'cmb irys. fi6), i zmniejszajgc nieograniczenie promienie
dwu matych okregéw, stwierdzamy, ze omawiany okres réwna sie pod-
wadjnej calce

r*k P (2)dz

\] *i 72(*)

liczonej wzdluz prostej, ktora taczy punkty krytyczne &i e, .
Moze sie zdarzy¢, iz (« — 1) okreséw 03, W2 nie sg nieza-
lezne od siebie. Ta okoliczno$¢ zachodzi zawsze, gdy wielomian R(z)

posiada utopien parzysty, a stopien wielomianu P(z) jest mniejszy od — — L

Aby to wykaza¢, zakreslmy dokota punktu gl okrgg C o promieniu
dos¢ wielkim, by wewnatrz tego kota zawieraly sie wszystkie punkty
krytyczne. i wyobrazmy sobie, w celu uproszczenia zadania, iz ponume-
rowaliSmy te punkty zapomoca liczb od 1 do n. biorgc je w tym po-
rzadku, w jakim sg spotykane przez promieh nieograniczony, obracaja-
ca sie dokota z0 w zwrocie dodatnim.
Obliczajac catke
/ P(2d:

J VR(@)

wzdtuz obwodu zamknietego z0AM A:0, utworzonego z promienia :04.
okregu C oraz promienia Ar, (zakreSlonego w przeciwnym zwrocie),
otrzymujemy wynik, réwny zeru. Istotnie, calki, wziete wzdluz A
wzdtuz znoszg sie wzajemnie, gdyz koto C zawiera liczbe parzysta
punktéw krytycznych, i po zakreSleniu jego obwodu przez * pierwiastek
odzyskuje te samg wartos¢. Z drugiej strony catka, wzieta wzdluz C
dazy do zera, gdy promien kota wzrasta nieograniczenie, poniewaz, zgo-
dnie z zalozeniem co do stopnia wielomianu P(z). to samo zachodzi
zP (2
\R(z2)
przeto musi by¢ réwng zeru.

z ﬂoczynem ; a ze ta calka me zalezy od promienia okregu C
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Owoéz, rozwazany obwdd z0OA M A z0 moze by¢ zastgpionynym
przez szereg petlic, zakreSlonych dokota punktow krytycznych ev
€2, en w porzadku, odpowiadajgcym wskaznikom. Stad wyptywa
zwigzek

2E1— 2E2— 2E3— 2Eg—.. =- 2ZEn\A—2En= 0

ktéry mozna jeszcze napisaé w postaci
— W2+ WB— Wi+ meet+ W = O

widzimy tedy, ze w— 1 okreséw catki sprowadza sie do n — 2 okreséw
Wo Wl e @) th-2e

Zbadajmy jeszcze catke o postaci hardziej ogdlnej

P (z) dz
Q(«) JR(*)

zalezng od trzech wielomianéw P, Q, R, z ktérych ostatni R (z) posiada jedynie pier-
wiastki jednokrotne. Niektore z posrod pierwiastkéw wielomianu Q{z) moga nale-
ze¢ do R{z); oznaczmy przez ou a2 .... as pierwiastki, ktore nie czynig R (z) rownym
zeru. Catka F\z) posiada, podobnie jak powyzej, okresy 2(Et — Eh), przyczym 2E{
oznacza zawsze catke, wzietg wzdtuz obwodu zamknietego, przeciggnietego od punk
tu z0 i nie otaczajagcego zadnych pierwiastkow wielomianéw Q(i) i R(z), procz et.
Ale catka ta posiada ponad to pewng liczbe okreséw biegunowych, pochodzacych od
petel, zakreSlonych dokota biegunéw ax a2 ..., as. Liczba ogolna tych
okreséw zmniejsza sie o jedno$é, gdy R(z) posiada stopien parzysty n i przytym za-
chodzi zwigzek 1

P< 9+ ——bD

w ktorym p i q oznaczajg stopnie wielomianéw P i Q.
Pryyklad. — Niech R (z) oznacza wielomian czwartego stopnia, posiadajacy
pierwiastek wielokrotny. Poszukajmy liczby okreséw catki

rx dz
J% 1R
Jezeli R {z) posiada pierwiastek podwdjny ex oraz dwa Pierwiastki pojedyncze

, to catka
dz

F(2) z—eX)<IAz—ed(z—e,)

posiada okres 2E, -2 E, i oprocz tego okres biegunowy, pochodzacy od drogi, za
kre$lonej dokota bieguna ex zgodnie z uczyniong przed chwilg uwagg, okresy te sg
rowne. Jezeli R(z) posiada dwa pierwiastki podwojne, to wida¢ odrazu, ze catka po

siada tylko jeden okres biegunowy.
Jezeli jeden z pierwiastkow R (z) jest potréjny, to catka

dz
(z- Q) y/Az-erjlz- <)
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posiada okres 2£, — 2Et. ktéry stosownie do uwagi ogoélnej réwna sie zeru. To
samo zachodzi, gdy R(i) ma pierwiastek poczworny. Ostatecznie: jcieli R (s) posia-
da jeden pierwiastek podwojni/ lub dwa pieneiastki podwojne, to catka posiada je-
den okres-, jcielt R(s) posiada pierwiastek potrojny lub poczwérny, to catka nie ma
okreséw.

tatwo sprawdzi¢ te wszystkie wyniki bezposrednio zapomocag catkowania.

314. Okresy catki eliptycznej gatunku pierwszego. Niech R (z)
oznacza wielomian trzeciego lub czwartego stopnia, pierwszy wzgledem
swej pochodnej; catka eliptyczna gatunku pierwszego (lintegrale elli-
ptique de preraicre espéce)

dz
\/?(*)
zgodnie z wylozona poprzednio teorjg ogolng, posiada dwa okresy. Do-
wiedzmy, ze stosunek tych dwu dkresdw jest liczba zespolong,

Nie zmniejszajac ogolnosci rozwazan, mozemy zatozy¢, iz R(z) jest
wielomianem trzeciego stopnia. W istocie, niech Rx(z) stanowi wielo-
mian czwartego stopuia; jezeli a jest jednym z pierwiastkow tego wie-

F

lomianu, to zakladajgc, iz z= a-f 1 , otrzymujemy (t. I, art. 105)

y

az dy
/ f \ Riy)
i rzecz oczywista, ze obie catki posiadajg te same okresy.

Jezeli R(z) jest wielomianem trzeciego stopnia, to mozna zatozyd,
iz posiada pierwiastki 0 i 1, poniewaz wystarczy odpowiednie podsta-
wienie linjowe Z a-\-$y, aby przej$¢ do tego przypadku. Ostatecz-
nie, wszystko polega na uzasadnieniu, ze catka

dz
Vz (l—2) (a—2)
w ktorej a jest rézne od zera i od jednosci, posiada dwa okresy, kto-
rych stosunek jest urojony.

Jezeli a jest rzeczywiste, wiasno$¢ ta daje sie stwierdzi¢ odrazu
jezeli np. a jest wieksze od jednosci, to catka posiada okresy

oz ra az
Vz(l —2) (a —2) Ji M(l—(@—2

z ktérych pierwszy jest rzeczywisty, drugi za$ rowna sie iloczynowi

1/2(y) — wielomian trzeciego stopnia],

(59)
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jednostki urojonej i przez liczbe rzeczywista. Zaden z tych okreséw
nie moze by¢ réwnym zeru.

Zatézmy nastepnie, ze a jest liczbg zespolona, taka np., ze spdt-
czynnik przy i jest dodatni. Mozna znéw wzigé za jeden z okreséw

ril dz

fii 2/ ;
Jo Vz{1—2(a— 2

zastosujmy do tej catki wzér Weierstrassa (art. 285). Gdy z zmienia

siec od 0 do 1, czynnik 1 pozostaje dodatni, i punkt, ozna-
\z(1—2)

czaja,cy\ 1 , zakre$la krzywa L, o ktorej fatwo wytworzy¢ sobie

pojecie. Niech A stanowi punkt, wyobrazajacy liczbe a; gdy z wzrasta
od 0 do 1, punkt a —z przebiega odcinek AB réwnoleglty do 0Ox, kto-
rego dtugosé réwna sie jednosci (rys. 67).

Rys. 67.

Oznaczmy przez Op i Og dwusieczne katdéw, utworzonych przez
proste OA i OB z osig Ox, przez Op' i Qg proste symetryczne z temi
dwusiecznemi wzgledem Ox. Jezeli weZmiemy te warto$¢ pierwiastka

T
Va —z, ktérej argument zawiera sie pomiedzy Oa , to punktya—2
zakresli tuk ap, biegnacy od punktu a na Op do punktu p na Q\ punkt

zakres$li tedy luk a'[i', ktory potaczy punkt a' na Op" z punk-
\a—z

tern p, nalezacym do Oq¢'. Jezeli oznaczymy przez odpowiednik licz-
bowy (affise) pewnego punktu, potozonego wewnatrz wszelkiego obwo-
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du wypukiego, otaczajacego tuk al}’, to stosujac wzdér Weierstrassa,
otrzymamy

»i=2Z, r = 2sZ.

0 Vz(Ia— 2)
Rzecz jasha, ze punkt Z, lezy w kacie p'Oq" i ze nie moze znalez¢
sie w poczatku ukfadu; jego argument zawiera sie tedy miedzy — a Q

Jako drugi okres, mozna wzigé

f l,: 2 f $
oa VA(I—Z)(a—z) \]O V*(I—z)(a—*
czyli, przy zalozeniu, ze r at
dt
B,=21" i
Jo wvtil H 1 at

Aby zastosowaé do tej catki wzOr Weierstrassa, zauwazmy, ze
przy wzroscie zmiennej t od 0 do.l punkt at zakresla odcinek OA, a
punkt, wyobrazajacy liczbe 1— at, zakre$la odcinek réwny i réwnole-
gly, przeciggniety od punktu z 1 do punktu C. Obierajgc odpowied-
nio warto$¢ pierwiastka, stwierdzamy podobnie jak poprzednio, ze mo-
zemy napisac, oznaczajac przez Zi pewng liczbe zespolong r6zng od ze-

ra, 0 argumencie zawartym pomiedzy O a

dt
N\

2*7 2.
a* 2 JrOo Vé%—t)

Stosunek okreséw So czyli ;f jest przeto liczba zespolona.

Cwiczenia,
1. Rozwina¢ funkcje
y ol I —1) (@ —dx- — 1)

w szereg poteg catkowitych zmiennej .r. Liczba m - dowolna.

Rozwiazanie (dod. ttum.). Dla x <1:

y =/(*) = /(0) J'(0,x- ~ - I-(O). Jf (0). a3
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Y /0 x4 1;,“"* — o

m2m2—4) ... Im-— (2n - 2)2]

m2(mi —

2 I(O) xi -

+ (- i (m2—1) (m2—91 ... [m2—(2n —I)Z]f (O)X?lﬂ

(2n 1)!
noi= Jpo - (- s/icc=—Tpma  (C Om+lj
2. Znalez¢ szeregi poteg* dodatnich lub ujemnych zmiennej z, wyrazajace fun-
1
keje ~ n N PrzJ rozmaitych potozeniach punktu * w ptaszczyznie.
[Wskazowka ttum. — Najdogodniej uzy¢ metody, wskazanej przy koncu art.

295 (,,Przyktad1)].
3. Obliczy¢ catke okreslona j z- Log ™ N dz wzdtluz okregu o promie-

niu, rownym 2, zakre$lonego dokota poczatku ukiadu, przy zatozeniu, ze wartos¢ po-
czatkowa logarytmu w punkcie £ 2 jest rzeczywista. Obliczy¢ wzdluz tego same-
go obwodu catke

dz
f wzl«(-z -1

(Rozwiagzanie [dod. ttum.]. 1J 459 2) 2ni (o ile w punkcie z = 0 nadaje-
my pierwiastkowi wartos¢ + 1).

4. f(zi oznacza funkcje catoksztattng wewnatrz krzywej zamknietej C, otacza-
jacej poczatek uktadu. Obliczy¢ catke okreslona | f'(z) Log z dz, rozpoczyna-
jac droge catkowania od wartosci poczatkowej z0. 7O

5. Uzasadni¢ wzor

+0 g 1.3.5... (2n—1)
[/ @ ton+1 2.4.6...2n
uzy¢ go do obliczenia catek okreslonych
r +cc dt P dt
' 00 [« = %k + ain+1 fi (w< 2Bt C)n+l

6. Obliczy¢ zapomocg metody pozostatosci nastepujace catki okreslone:

C' sinmx dx
X(x- + a2
/ +@ cos aa;

_O'l a4

przy m i a — rzeczywistych,

przy a rzeczywistym
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’ dx przy a i p— rzeczywistych
L s Sy 1 ,
J ® |7‘SCOSX dx 4>

3

4 +® X log X dr
X, '
Jo d+¥ fo aros
* cos ax — cos hx przy a i 6 — rzeczywistych i dodatnich.
/. £<iiz gbiz

(Aby wyznaczy¢ wartos$¢ ostatniej catki, mozemy catkowac funkcje

wzdtuz obwodu, podanego "na rys. 62-im'.

dy
iedé. 7 & réwna sie, o ile
7. Dowies¢, ze catka okreslona / a C— (A —C) cos €

ma warto$¢ skonczong, iloczynowi / , w ktorym czynnik t jest rowny + 1 i do-

2yiiC

tiJAC L.
brany w ten spos6b, azeby spoélczynnik przy i w wyrazeniu ———ebyl dodatni.

8. Niech F(z) i G(*t oznaczajg funkcje holomorficzne, a z  a niech stanowi

pierwiastek podwojny réwnania G 0, taki, ze F(a)~0\ odpowiednia pozosta-
o F<s) . 6F (@ G" (ai —2F(a)'G "(a)
lo$¢ ilorazu rowna sie . [ -
G () 8IG («1I*
fz)

Podobniez pozostatos¢ ilorazu wzgledem pierwiastka pojedynczego o

[Gt2)]s
F'(a G'(d —F (@ G" (al

rownania G(*) - 0 ljest réwna

9. Uzasadnié wzor

41 dx
t @—ai/i —5*

w ktérym a oznacza liczbe zespolong lub rzeczywistg o module, wiekszym od jedno-

sci, a pierwiastkowi — x*‘ nadajemy przy catkowaniu (wzdtuz osi rzeczywistej)
wartos¢ dodatnia.
Okresli¢ doktadnie wartosé, ktorg nalezy przypisa¢ pierwiastkowi — a-.
10. Wezmy catki: / i/ , w ktérych S i 5, ozna-
)~ Im Rl

czajg obwody, utworzone w sposéb nastepujacy: obwédd 5 skiada sie z prostej 0,4
("ktorg przedtuzamy nieograniczenie). przeciagnietej wzdtuz Oi, z okregu o $rodku 0
i promieniu OA, wreszcie z prostej AO; obwod S, — z trzech petel, otaczajacych
punkty a, b, c, ktore odpowiadajg pierwiastkom réwnania z3+ 1 0. Sformuto-
wac zwigzek pomiedzy catkami
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dr
m)l -+ x06

wynikajacy z poréwnania tamtych catek.

11. Zapomocg catkowania funkcji e z wzdluz obwodu prostokata, utworzo-
nego przez proste y = 0,y —b, x = + R, xm — R i powiekszania nieograniczone-
go odlegtosci R, uzasadni¢ zwigzek
)
/ cos2bx dx = Jk e 0
12. Scatkowac funkcje e * zn 1 \n— 1 rzeczywista i dodatnia] wzdtuz obwo-

du, utworzonego przez promien OA, nakrywajacy Ox, luk AB kota o promieniu OA,
zakreslonego dokota punktu 0, oraz takiego promienia BO, ze kat a = AOB jest za-

warty pomiedzy O a Uzy¢ otrzymanego wyniku, w ktérym nalezy w tym celu

powieksza¢ nieograniczenie OA, do obliczenia catek okreslonych

+ CO
un 1le cos budu, | unte a
—@ Jo

[a i b — liczby rzeczywiste i dodatnie],
K
Otrzymane wzory sa wazne rowniez dla a -, byleby n spetniato warunek
n< 1

13. m, m', n oznaczajg liczby catkowite dodatnie; men, m en (jedna
z nich moze by¢é — 0 — Uus tl.) Uzasadni¢ wzér

14. Wysnué¢ z poprzedniego wzoru wzér Eulera

rf®  fmd .
Jo o4

i +fn .
2n sin

15. Jezeli cze$¢ rzeczywista parametru a jest dodatnia i mniejsza od jednos-
ci, to
/m+* eaxdx
) _ 1l-e* sin a ji

[Mozna to wywnioskowaé¢ z wzoru (39) (art. 3Q5), albo tez scatkowaé w tym

4a
celu funkcje ) wzdtuz obwodu prostokata, utworzonego przez proste y Q

y 2t X - R. x - — R, a nastepnie zatozy¢, ze R wzrasta nieograniczenie],

16. Podobniez uzasadni¢ wzor
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4@ "X T
/ , * (cot ar. cot bKk),
—© ’ N
w ktérym a i 6 sg to liczby o czeSciach rzeczywistych dodatnich i mniejszych od je-
dnosci.
(Mozna obra¢ za droge catkowania obwdd prostokata, utworzonego przez pro
stey —0,y ~ Vv R.x — Ri zastosowa¢ poprzednie ¢wiczenie].

17. Z wzoru
1 i — — i
EJ q: 27 n <n 1)... (n k i>
O 1.2 ...k
w ktérym n i k oznaczajg liczby catkowite dodatnie a C — okrgg, majacy za $rodek
poczatek uktadu, wysnué¢ wzorv

/

(@\(ZCOSU *cos in — Audu it lim £2)..(n +K

1.2 ... A
+ X" dx 1.3.K... <on—1
, , —x 2.4.6 ...21
[zatozmy s €2, , nastepnie ces U X i zastgpmy n przez n k ak

przez n].

*18. Catka okresSlona

a?

< . . )
aix 4- Jxi— lcos 4

jest réwna, o ile posiada warto$¢ skonczona, stosownie do po-
\Y

/1 —2«x - al
tozenia wzglednego punktéw oi X. Otrzymaé stad wyrazenie n-tego wielomianu Le-
gendre’a, podane przez Jacobiego

/ ix /*»—1cosfi"df.
R."o

dp

19. Zbada¢ rowniez catko okre$lona / i z otrzr-
Jo Xx~ aa Jx‘— 1cosf

manego wyniku wysnu¢ wzér Laplace’a

dp

X,
ro (x Jx'— 1cos

FHo»
w ktérym i _ 1 lub — 1. stosownie do tego, czy cze$¢ rzeczywista zmiennej x jest
dodatnia czy ujemna.

*20. Uzasadni¢ ostatni wzor zapomocg catkowania funkcji

1

2nt1) 1 — 2X2Z 1*
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wzdtuz okregu o promieniu rosngcym nieograniczenie, majacego za $rodek poczatek
uktadu.

2 TCis2 *
*21. Sumy Gaussa. — Niech Ts= € n (n i s — catkowitej; oznaczmy
przez Sn sume T04- T1 TA_ v Uzasadni¢ wzér

g QFDA+I)
2KIXL

n
(Zastosujmy twierdzenie o pozostatosciach do funkcji ofz) = g;_ﬂ% A~ ;7 bio-

rac za obwdd catkowania boki prostokata, utworzonego przez proste x = 0, x = n,
w= - RrR,Y= —r,z dodatkiem dwu poétokregébw o promieniu e, zakresSlonych do-
kota punktéw x = 0, * = n, w celu unikniecia biegunéw z — 0, z — n funkcji Q2);
zat6zmy nastepnie, ze R wzrasta nieograniczenie].

22. Jezeli /(z) oznacza funkcje holomorficzng wewnatrz obwodu zamknietego
T, otaczajgcego punkty a, b, ¢, ..., I, a «, p, ..., i — liczby catkowite dodatnie, to
suma pozostatosci funkcji
0@) = !/ (zj Ix —a\0 Ix —

odpowiadajacych biegunom a, b, c,... , I, stanowi wielomian stopnia a+ g X—1,
F(x), spetniajacy warunki

F(a) /'(Qj, F'(a) = I'(O), ..., F(aH(0) =/ (a_1)<0),

~ (o) =J(b), F'(b) = 7&), .... F~A\Db) =f$-»(b),

[Mozna sie oprze¢ na zwigzku F (x) = f{x) + —

- J/(r>f(21dz],

'23. Niech/iz i oznacza funkcje caloksztattng wewnatrz kota C o $rodku a.
Jest dany réwniez cigg nieograniczony punktébw av a a n, ...; przy n wzra-
stajacym nieograniczenie punkt an zmierza do punktu a, jako do granicy. Zat6zmy:

Fn(@z) = (z—alxz —a2)... (z—an)i
dla kazdego punktu z, potozonego wewnatrz C, jest wazne rozwiniecie w szereg

. f'ah)
f =fal Z—0O)@EZz—0,) ... (Z 1 -
(z) al ( ) ( ) .o ( FJ (ahi

[Laurent ,Journal de MathSmatiquesu. serja 5a, t. VIII, str. 325]. |JUzy¢
nastepujacego wzoru, tatwego do sprawdzenia:
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1 1 X — a.
. 4 ese
*— X zZ —a, I* —a,u* —a,i
(x—at)...(x  <*,_) 1 (x—0,1... (x a,)
i a,>,..(* o, z x (*—0,1 —0,1

i postepowad, jak przy uzasadnieniu wzoru Taylora].

24, Niech z0 a + bi stanowi pierwiastek rzedu n réwnania A\Z\ X Yi Q
w ktérym /< «t oznacza funkcje caloksztattng w sasiedztwie tego punktu Punkt
X =0,y =6 jest dla obu krzywych X oY O punktem wielokrotnym rzedu
n; styczne w tym punkcie do kazdej z tych krzywych tworza rodzaj ,,rézy wiatrow*
(rose de vents>, przytym promienie jednego z tych pekéw sg dwusiecznemi katow,
otworzonych przez promienie drugiego.

25. Wezmy wielomian stopnia m o dowolnych spdlezynnikach

I(«) = X iy Axm A, *ml1l ...+ An.
Dowies¢, iz wszystkie asymptoty krzywych X oY O przechodzag przez punkt
Al 9
e i sa utozone tak «smo jak proste z poprzedniego ¢wiczenia.
mA,
26. Szereg Burmanna. Gdy mamy dane dwie funkcje/(xt i F<xi zmienne

X, wzoOr Burmanna pozwala na rozwiniecie jednej z nich wedtug poteg drugiej. Aby
nada¢ zagadnieniu posta¢ Scislejsza, wezmy pierwiastek pojedynczy a réwnania
F(x) = Oi zat6zmy, ze obie funkcje f(xii P (x) sa catoksztattne w otoczeniu pun-
ktu a. W tym obszarze zachodzi zwigzek

w ktorym ? fx> oznacza funkcje regularng dla x a (o ile a jest pierwiastkiem po-
jedynczym réwnania F(x» 0). Zastepujac F(xi przez y, otrzymujemy zamiast po-
przedniego zwigzku zwigzek réwnowazny

X—a Yyyixi 0,

nalezy rozwing¢ J z wedtug poteg zmiennej y iwzér Lagrange'ai.

27. Réwnanie Keplera. Réwnanie z a- esinz 0. w ktérym a i
oznaczajg liczby dodatnie, przytym a < c. e < 1, posiada jeden pierwiastek rzeczy-
wisty, zawarty pomiedzy Oa -. oraz dwa pierwiastki o czesciach rzeczywistych, za-
wartych pomiedzy mts a tm -t 11k, o ile m jest liczba dodatnig parzysta lub ujemna
nieparzysta; jezeli m oznacza liczbe dodatnig nieparzystg lub ujemng parzysta, to nie-
ma zadnego pierwiastka, ktérego cze$¢ rzeczywista bytaby zawarta pomiedzy m- a
im - 1 [Briot et BoUQLET , Theorie des fonetions elliptigues® i.Teorja funkcji
eliptycznych”, wyd. 2-gie, str. 199).

[Nalezy zbada¢ krzywa, zakre$long przez punkt u z a e sin z gdy
zmienna z przebiega po kolei boki prostokata, utworzonego przez proste x m -
X =Im list, y + Ry R, R oznacza tu liczbe bardzo wielka].
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28. Przy nader wielkich wartosciach 'liczby m, pierwiastki, oméwione w po-
przednim ¢wiczeniu, ktérych cze$¢ rzeczywista zawiera sie¢ pomiedzy 2m i a
(2m + 1iTg sg w przyblizeniu réwne

_ [
2mit + -é---l*l log (“) + log

[Goukier, ,Annales de I'Ecole Normale* (Roczniki Szkoly Normalnej), serja
2-ga, t. VII, str. 73].



ROZDZIAL XV.

Funkcje jedno wartosSciowe.

Pierwsza cze$¢ tego rozdziata jest poswiecona udowodnieniu twier-
dzenn ogllnych Weierstrassa (') i Mittag-Lefftera o funkcjach catkowitych
oraz funkcjach jednowartosciowych, posiadajgcych nieskonczenie wiele
rzeczy osobliwych. Twierdzeuia te zastosowuje nastepnie do funkcji
eliptycznych. Przeznaczywszy na te teorje niewielkg liczbe stronnic,
nie moglem marzy¢ o rozwinieciu jej w sposdb o tyle o ile zupetny;
poprzestatem tedy jedynie na zaznaczeniu w grubszych zarysach
rzeczy najbardziej zasadniczych, tak izby czytelnik mogt bodaj zdac
sobie sprawe z wagi tych funkcji. Tym, ktérzyby pragneli posungé
dalej badania nad funkcjami eliptycznemi lub zajaé sie zastosowaniem
ich, nie wystarczy zwykly kurs analizy matematycznej; tacy bedg zmusze-
ni zawsze do positkowania sie traktatami specjalnemu

Czynniki pierwsze Weierstrassa. — Twierdzenie
IYlittag - Lefflera.

315. Wyrazanie funkcji catkowitej w postaci iloczynu czynnikow
pierwszych.—Wszelki wielomian stopnia m-ego rowna sie iloczynowi liczby
statej przez m czynnikbw o postaci x — a, réwnych lub nieréwnych,

(') Twierdzenia Weierstrassa, ktére mamy wytozy¢, zogtaly ogtoszone drukiem
w jego .Rozprawie o funkcjach jcdnowartosciowych jednej zmiennej“. iRozprawy
\Mimoires\ Akademji Berlinskiej, r. 1876 > Prof. Picard umiescit w ..Rocznikach
wyzszej Szkoty Normalnej* (Annales de 1'Ecole Normale superieure'. w r. 1879,
przektad tej rozprawy. Ogol badan Mittag-Lefftera znajdziemy w rozprawie, ogtoszo-
nej w 9%A\cta mathematica® itom I1).
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i rozklad ten ujawnia pierwiastki wielomianu. Euler pierwszy rozwinat
sin z w podobny iloczyn nieskonczony, skiladajgcy sie atoli, jak zoba-
czymy ponizej, z czynnikdw drugiego stopnia wzgledem z. Cauchy
stwierdzit, iz w pewnych przypadkach jest sie zmuszonym do skojarze-
nia z kazdym czynnikiem dwumiennym, o postaci x — a, odpowiedniego
czynnika wykladniczego. Atoli dopiero Weierstrass opanowat to zagad-
nienie w jego postaci najogdlniejszej, okazujgc, ze wszelka funkcja
catkowita o nieskonczenie wielu pierwiastkach moze by¢ wyrazong jako
iloczyn liczby nieskonczonej czynnikéw, z ktérych kazdy staje sie
rowny zeru jedynie przy pewnej okre$lonej wartosci zmiennej.

Znamy juz funkcje catkowitg, ktdra sie nie staje réwng zeru przy
zadne] wartosci zmiennej O: jest to ez; to samo dzieje sie z funkcja

o ile g (2 oznacza wielomian lub funkcje catkowita. Nawzajem,
wszelka funkcja calkowita, ktdra nie staje sie rowng zeru dla zadnej
wartosci z, posiada ten wiasnie ksztalt. Istotnie, jezeli funkcja catko-
wita G {z) nie rébwna sie zeru przy zadnej wartosci zmiennej z, punkt,
odpowiadajgcy dowolnej wartosci z —a, jest punktem zwyczajnym dla

G'(z
funkcji Q e)); jest to tedy funkcja catkowita, ktorg oznaczymy przez
9 (*): 5 @ |
G(Z) = 9I(2)’

catkujgc obie strony réwnosci pomiedzy granicami z0 i z i oznaczajac
przez g (20 pewng nowg funkcje catkowitg zmiennej z, otrzymujemy:

L 6 i(2dz 9 0

og G(*0 I 9i(2 @ —290,)

i stad .
G(z) = G(z0 '— o ¥@ —{ @ + Log [G@L

Prawa strona réwnos$ci tej posiada istotnie zgdang postac.
Jezeli funkcja catkowita G (z) posiada tylko n pierwiastkbw av a2
. an, odmiennych Ilub nie, to oczywiscie nalezy jejjl) przypisac
posta¢c (0O—a™ (z—ad ... 0—an) e'l(2):

G@ = {z—aj) 0 a2 ... (0— an) e»<2).

t1) Poniewaz iloraz
G a)

(0—ad-(z—a2>... (*—an)
winien by¢ funkcjg catkowitg, nie stajgca sie zerem, a wiec posiadaé¢, jak uzasadni-
iSmy powyzej, ksztatt [Uw. tlum\.
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Rozwazmy teraz przypadek, gdy réwnanie G (z) — 0 posiada nie-
skonczenie wiele pierwiastkdw. Poniewaz moze istnieé¢ tylko skorhczona
liczba pierwiastkbw o module réwnym jakiejkolwiek liczbie R lub
mniejszym od niej (art. 299), przeto, jezeli uszykujemy wszystkie pier-
wiastki w ten sposob, izby modut nigdy nie malal, to kazdy z nich
otrzyma okre$lone miejsce w otrzymanym, zgodnie z tym zalozeniem,

ciggu:
(1) U flj, ... , ®janfli j
w ktorym an an+a i an wzrasta uieograniczenie wraz ze

wskaznikiem n.  Przypus¢my, ze kazdy z tych pierwiastkow wystepuje
w ciggu tyle razy, ile wymaga jego stopien wielokrotnosci, i ze tam
nie wchodzi pierwiastek z 0, jezeli G (Q 0. Okazemy z poczatku,
jak mozna utworzy¢ funkcje catkowitg <? (c), majacag za pierwiastki
wyrazy ciggu (1) i nie posiadajacg innych pierwiastkow.

lloczyn — je OV&\ w ktérym Qv(z) oznacza jaki$ wielomian,

stanowi funkcje catkowitg, réwna zeru jedynie przy 2= an. lloczyn
ten mozemy napisa¢ w postaci

. OV() + u—* ).*

jezeli zastgpimy Log (1--- -1 przez szereg catkowity, w ktéry da sie

a nl

rozwingé to wyrazenie, to szereg w wykladniku rozpocznie sie od wy-
razu stopnia v+ 1, bylebySmy zatozyli
z z . oz 1

Qv(@) + o vawn

'l a,

W ten sposéb wiasnie obierzemy wielomian stopnia v, Qy{2).
Liczba catkowita v jest na razie nieoznaczona. Dowiedziemy, ze
mozna obra¢ jg w zaleznosci od ww ten sposéb, izby iloczyn nieskon-

czony

+* 2\
(2) n a - e’ vw
n—i1 °n'

byt bezwzglednie i jednostajnie zbiezny we wszelkim kole o promieniu
R, zakresSlonym dokota poczatku uktadu, chociazby R byto nieskoncze-
nie wielkie. Ustaliwszy liczbe R, oznaczmy przez a liczbe dodatnia,
mniejszg od jednosci. Odsunmy na bok czynniki iloczynu (2), odpowia-

dajgce pierwiastkom an o modutach, nie przewyzszajacych . Przy-
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pus¢my, ze ten warunek spetnia g pierwiastkéw. lloczyn q czyn-
nikéw )
i

*i(«) = n (!

n=1

stanowi oczywiscie funkcje catkowitg, zmiennej z; rozpatrzmy iloczyn
czynnikéw dalszych, poczynajac od (q + 1)e*

+ @ \

HOY (T oW

Gdy punkt 2 lezy wewnatrz kota o promieniu R, to zj<lR, a

. . R .
poniewaz an < gdy n”>q, przeto mamy réwniez a < a anl|

Dowolny czynnik (1------ ) eOw<ii tego iloczynu, zgodnie ze sposobem,
mv jaki obraliSmy Qv(z), moze by¢ napisany w postaci
1 /2\W1_ 1 /2\v+2

V+ 1\ an/ V+2 | “n/
i jezeli go oznaczymy przez 1+ to
1 i-iwl 1 /£\v+2
V+ 3 Van/ v+ 2 \an)
Lth= ¢ — 1.

Wszystko polega obecnie na uzasadnieniu, ze przy odpowiednim
wyborze liczby v szereg o wyrazie ogolnym Un= ‘un\jest jednostajnie
zbiezny w kole o promieniu R. (T. I, art. 176). Owo6z mamy ogolnie,
dla wszelkiej liczby rzeczywistej lub urojonej m:

1 <e'm—1;
tym bardziej tedy

V+1 , V+ 1 V+ 1 z
v+ 1 man N+v+ 2 “n + v+ 3 n _)
Th < e
czyli, ze wzgledu na to, ze zZ\<™a. an gdy z <"R:
f£1 1
v+ 1 an 1—a -
Un< e - i

Lecz przy x rzeczywistym i dodatnim, ex— 1 jest mniejsze od xex\
otrzymujemy przeto jeszcze

1 2 a1 g v+l an l—a 1 vl e

N oviiawm 1—a viian  l-a

Kurs analizy matematyczne;. 10
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Do lego. aby szereg o wyrazie ogélnym Un byt jednostajnie zbiezny

w kole o promieniu li, wystarczy, izby to samo sie stosowalo do szere-
2 vft

gu, ktérego wyrazem ogdélnym jest . Jezeli istnieje taka liczba

catkowita p, ze szereg jest Ebiezny, to wystarczy wzigé

v P —1 Jezeli niema liczby catkowitej p, posiadajacej te wiasnosc,(*)
to wystarczy wzig¢ v n- | Istotnie, szereg o0 wyrazie ogolnym

z n
jest zbiezny jednostajnie w kole o promieniu R, poniewaz jego

wyrazy sg mniejsze od wyrazéw szeregu pierwiastek »-ego

R
stopnia z wyrazu ogolnego tego wiasnie szeregu, to jest dazy; do
zera, gdy « wzrasta nieograniczeniej*)

Mozna tedy zawsze obra¢ liczbe catkowita v w ten sposéb, izby
iloczyn nieskonczony Ft (*) byt w kole o promieniu i? jednostajnie
i bezwzglednie zbiezny; iloczyn ten moze byC¢ zastapiony przez sume
szeregu jednostajnie zbieznego (art. 176), ktorego wyrazy sg holomor-
ficzne. Jest on przeto sam funkcjg catoksztaltng w tym kole (art. 297).
Mnozac F, (z2) przez iloczyn F, (z), ktéry zawiera tylko skonczong
liczbe czynnikéw catoksztattnych, stwierdzamy, ze iloczyn nieskonczony

+ «

(3) @ na 6PVW

jest réwniez bezwzglednie i jednostajnie zbiezny wewnatrz kota C o
promieniu R i wyraza funkcje catoksztattng w tym kole. Poniewaz
promien li moze by¢ obrany dowolnie a liczba v nie zalezy oden. wiec
iloczyn ten jest funkcjg catkowita, majaca za pierwiastki wyrazy
ciagu (1) i nie posiadajaca innych pierwiastkow.

<i Wezmy np an logn n3:2'. Szereg o wyrazie og6lnym dog n ~ p
jest rozbiezny przy jakiejkolwiek wartosci dodatniej liczby p, poniewaz suma in - li

pierwszych wyrazéw jest wieksza niz ( 0 a wyrazenie to wzrasta nieogranicze-
0g ntp

nie wraz z n.

i-l Borel zwréci! uwage na to, ze wystarczy wziaé taka liczbe v, izby v - 1

. .. log n
byto wigksze niz log n. W istocie. szereg \Y oR d jest zbiezny, poniewaz
n
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Jezeli dla funkcji catkowitej G (z) jest ponad to punktem ze-

G{z :
rowym rzedu p punkt z = 0, to iloczyn zP cj: )’\ iest funkcja analitycz-

ng, nie posiadajgcg w dziedzinie calej plaszczyzny ani biegundw, ani
punktéw zerowych. Jest to tedy funkcja catkowita o postaci e«G (g (z)—
wielomian lub funkcja catkowita), i funkcja G (z) daje sie wyrazi¢ w po-
staci nastepujace;j:

G (Z) = eaM zp Y\(l an rovo() -

TiI— 1

Funkcja catlkowita g (z) moze znowuz by¢ zastgpiong nieskonhczenie
wielu sposobami przez sume szeregu jednostajnie zbieznego wielo-
mianéw

9(z) = gx(2) + g*@) + ==+ gn(z) + ==,

i wzorowi poprzedniemu mozemy jeszcze nada¢ ksztatt
G() -2zpfj( eGv()+«n O]

czynniki tego iloczynu, z ktorych kazdy staje sie rownym zeru tylko
przy pewnej jednej wartosci :, nazywajg sie czynnikami pierwszemi lub
pieruotnemi (facteurs primaires).

Wobec zbieznosci bezwzglednej iloczynu (4) mozna ustawia¢ czyn-
niki pierwsze w dowolnym porzadku lub tez dowolnie tgczy¢ je ze so-
ba. Wystepujace w tym iloczynie wielomiany Qv (z), skoro tylko zo-
stato wybrane prawo, wyznaczajgce liczbe v w zaleznosci od n, zalezg
jedynie od samych pierwiastkdw. Lecz czynnik wykladniczy e»(@@ nie
moze by¢ wyznaczonym, o ile znamy tylko pierwiastki funkcji G (2).
Wezmy np. funkcje sin nz Kktorej pierwiastkami pojedynczemu sg
wszystkie liczby calkowite, dodatnie i ujemne. W tym przypadku szereg

jest zbiezny;* mozna tedy wzig¢ v - 1, i funkcja

logn log on log

wyraz ogélny moze byé¢ napisany w postaci € - Poczyna

an
jac od pewnej, dos¢ wielkiej, wartosci n, jest wieksze od e», wiec wyraz ogol-

nv — mniejszy niz n
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«<o> -n'<g -

—
w ktdorej symbolu kreska, umieszczona na prawo od n. oznacza, ze
wskazuikowi n nie nalezy nadawaé wartosci zerowej (*), bedzie posia-
data te same pierwiastki, co sin -z Przeto sin zz e #E>G (M), lecz
powyzsze rozumowanie nie poucza nas bynajmniej co do czynnika
Dowiedziemy ponizej, ze czynnikiem tym jest poprostu -

316. Rodzaj funkcji catkowitej. — UjrzeliSmy, w jaki sposéb — gdy
jest dany jakikolwiek cigg nieskohczony a, (2 ..., a 0 wyrazie
ogbélnym, ktérego wartos¢ bezwzgledna an wzrasta nieograniczenie
wraz z fi — mozna utworzy¢ nieskonczenie wiele funkcji catkowitych,
majacych za punkty zerowe wszystkie wyrazy tego ciggu i nie posia-
dajacych innych punktéw zerowych. Jezeli istuieje taka liczba catko-
wita p, ze szereg | an ~p jest zbiezny, to wszystkie wielomiany
Qv (2 moga posiada¢ stopien p — 1.

Gdy mamy funkcje catkowitg o postaci

+@ \ P+ 1/_\\2 1(*\p~

0 2) z'e Pwn<! -l o« - °«

z tym zastrzezeniem, ze P (z oznacza wielomian stopnia co najwyzej
(p — D-ego. to nazywamy Iiczb(-;- {p— 1) rodzajem (genre) tej funkcji.

+ CD

Tak np. funkcja FI (1 —~) jest funkcjg rodzaju zerowego, funkcja

sLn_ﬁz, wyrazona powyzej — funkcja rodzaju pierwszego. Badanie ro-
dzaju funkcji catkowitej spowodowalo w ciggu kilku ostatuieh lat
powstanie wielkiej liczby prac naukowych. (2)

317. Funkcje jednowartosciowe o liczbie skoriczonej punktéw osobli-
wych.— Gdy funkcja jednowarto$ciowa F (z posiada w dziedzinie catej
ptaszczyzny tylko liczbe skonczonag punktow osobliwych, wéwczas muszg
to by¢ punkty osobliwe odosobnione (isoles): bieguny lub punkty istotnie

(*) (idy ten wyjatek ma by¢ zastrzezony w jakim wzorze, przypominamy o tym,
umieszczajac kreske ' po znaku charakterystycznym iloczynu lub 6umy.
(2) Por. rozprawe E. Borela ,.Lekcje ofunkcjach catkowitych Legom sur
Lee fonctions entieres® — 1900 i najnowsza prace Blumentbala ,Ofunkcjach catko-
witych rodzaju nieskohczonego®“ (,,Sur les fonctions entieres de genre inflni
1910).
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osobliwe. Punkt z = co jest réwniez punktem zwyczajnym lub punktem
osobliwym odosobnionym art. 3101 Nawzajem, jezeli funkcja jednowarto-
§ciowa posiada w dziedzinie catej ptaszczijzny (z punktem w nieskonczonosci
wiacznie) jedynie punkty osobliwe odosobnione, to liczba tych punktéw musi byé
skonczona.  Istotnie, punkt w nieskonczonosci jest dla funkcji punktem
zwyczajnym lub punktem osobliwym odosobnionym. W obu przypad-
kach mozna zakresli¢ okrag c o promieniu dos¢ wielkim, by naze-
wnatrz tego okregu dana funkcja nie posiadata zadnych punktow oso-
bliwych, précz samego punktu w nieskoriczonosci. Wewnatrz kota c
moze sie zawieraC jedynie liczba skoriczona punktow osobliwych; gdyby
bowiem funkcja posiadata ich tam nieskonczenie wiele, istniatby przy-
najmniej jeden punkt osobliwy graniczny (art. 299), a ten nie byitby
juz punktem osobliwym odosobnionym. Tak tedy funkcja jednowartosciowa,
posiadajgca tylko bieguny, moze posiada¢ tylko skoriczong ich liczbe, poniewaz
biegun jest punktem osobliwym odosobnionym.

Wszelka funkcja jednowartosciowa, regularna dla wszelkiej wartosci skon-
czonej. z i dla z = OC, jest liczbg stata. — Istotnie, gdyby taka funkcja
byta czym$ innym, to ze wzgledu na to, ze jest regularna dla
wszelkiej wartosci  skoriczonej z, musiataby by¢ wielomianem lub
funkcja catkowitg — w takim razie atoli wbrew zalozeniu, punkt w nie-
skonczonosci bytby dla niej biegunem lub punktem istotnie osobliwym.

Stwierdziwszy to, wezmy funkcje jednowartosciowa r {z), posiada-
jaca n roznych punktéw osobliwych g a2 . ., an, w odleglosci skor
czonej; czes¢ gtdbwnag postaci rozwinietej funkcji F (z) w otoczeniu punktu

a, oznaczmy' przez c, | j= C, jest tu symbolem wielomianu lub

funkcji catkowitej — w obu przypadkach ta cze$¢ gtdbwna jest regularna
dla wszelkiej wartosci z (whgcznie z wartoscig 2= 00), oprocz 2= a,-.
Niech réwniez p (z) oznacza czeSC gtdbwng postaci rozwinietej funkcji
F (zy W otoczeniu punktu w nieskonczonosci; jezeli punkt w nieskonczo-
nosci jest dla r (zy punktem zwyczajnym, to p (z) rObwna sie zeru.
Réznica
U=F@—P{@®-2 Gi (-—*
i=1 :

jest oczywiscie funkcjg regularng dla wszelkiej wartosci zmiennej z
wlgczpie z wartoscig z = 00; jest to tedy stata Ci otrzymujemy rownosc

( 1 Osiggamy takze ten wzoér zapomocg przyréwnania do zera sumy pozosta-

/1 1\ .
losci funkcji F >x } , RN uwazajac i | z0 za stale, a @za zmienng (pOI’,
o — _

art. 31Qj.
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co wskazuje, ze funkcja F () jest zupetnie okre$lona - z pominieciem
pewnego statego skladnika — gdy znamy czesci gtdwne w otoczeniu
kazdego z punktéw osobliwych. Te czesci gtdwne, rownie jak same
punkty osobliwve, moga byC¢ zreszta obrane dowolnie.

Gdy wszystkie punkty osobliwve sg biegunami, czesci gtbwne Q, sg
to wielomiany; P(s), o ile nie réwna sie zeru, jest réwniez wielomianem-
i prawa strona wzoru (5) staje sie utamkiem wymiernym. Poniewaz
z drugiej strony funkcja jednowartosciowa, ktéra posiada z punktéw
osobliwych jedynie bieguny, ma je w liczbie skoriczonej, przeto funkcja
jednowartosciona. ktorej wszystkie punkty csdblive sa biegunami, nie jest niczym
innym tylko ularmkiem wwymiemym

318. Funkcje jednowartosciowe z liczbg nieskoriczong punktéw oso-
bliwych. — Jezeli funkcja jednowartosciowa posiada nieskorczenie wiele
punktéw osobliwych w jakim$ obszarze skoriczonym, to istnieje co
najmniej jeden punkt graniczny tego zbioru, potozony wewngtrz obszaru

1
lub na jego ograniczenia. Np. biegunami funkgcji ( sa wszystkie

sin

punkty, odpowiadajgce pierwiastkom réwnani@a sin | j 0, to jest
*1

wszystkie punkty, odpowiadajgce wartosciom Kk & — dowolna

liczba catkowita); punktem granicznym jest tu poczatek ukiadu.
1

Punkty osobliwe funkgji ( 1 sg réwniez wyznaczone, jako
sin .1
sin
odpowiadajace pierwiastkom réwnania sin , do ktérych na
lezg wszystkie wartosci . zalezne od dwu

2 kx -f arc sity U

liczb catkowitych dowolnych ki K. Wszystkie punkty K B punk-

tami granicznemi, gdyz wyrazenie poprzednie, przy k rosnacym nie-
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1
ograniczenie a statym k' zmierza do granicy tatwo, zapomocg

uwielokrotniania znaku sin tworzy¢ coraz to bardziej ztozone przykiady
tego rodzaju. Istniejg réwniez, jak stwierdzimy nieco dalej, funkcje, dla
ktérych punktami osobliwemi sg wszystkie punkty pewnej linji.

Moze sie zdarzy¢, ze funkcja jednowartosciowa ma tylko liczbe
skonczong punktéw osobliwych w kazdym skoriczonym obszarze plasz-
czyzny, chociaz posiada ich nieskonczenie wiele w dziedzinie calej
ptaszczyzny. Nazewnatrz kazdego kota c, jakkolwiek wielki bytby jego
promien, lezy nieskoriczenie wiele punktow osobliwych, i powiemy z te-
go powodu, ze punkt w nieskoriczonosci jest punktem granicznym (zbio-
ru punktéw osobliwych— dod. ttum). W nastepnych artykutach zajmie-
my sie funkcjami jednowartoSciowemi, posiadajagcemi nieskoriczenie
wiele punktéw osobliwych odosobnionych, ktérych jedjnym punktem
granicznym jest punkt w nieskonczonosci.

319. Twierdzenie Mittag-Lefflera. — Jezeli v kazdej czesci ptaszczy-
zny w odlegtosci skonczonej lezy tylko liczba skonczona punktéw aso
bliwych. to mozna, jak juz zauwazyliSmy co do punktow zerowych
funkcji catkowitej, ustawi¢ te punkty osobliwe w cigg
6 @l' a2> e=nl
w ten sposob, izbySmy mieli a, ™ an+l ,i rzecz jasna, ze a, be
dzie w takim razie wzrastalo nieograniczenie wraz z n. Mozemy
oprécz tego zatozyC, ze wszystkie wyrazy tego ciggu sg rézne. Kazde-
mu wyrazowi ciggu (tl) podporzadkujmy wielomian Ilub funkcje
catkowita wzgledem ~ 1 > G- ( y* obrang w sposob zupel-

nie dowolny. Twierdzenie Mittag-Lefflera moze by¢ wystowione w spo-
sO6b nastepujacy:
Istnieje funkcja analityczna jednowartosSciowa, regularna dla wszelkiej

wartosci z, nie nalezacej do ciagu (6), a ktorej czescia 'gtdbwng w otoczeniu

punktu z = a- jest G;

W celu udowodnienia tego twierdzenia Okazemy, ze jest rzeczg
mozliwa dotaczy¢ do kazdej funkcji 6; | ;| taki wielomian P- )
izby szereg

aQ + P.(9
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wyrazat funkcje analityczng, posiadajgcg te wiasnosci. Jezeli punkt
z= 0 nalezy do ciggu (6), to wezmiemy dlain wielomian roéwny zeru.
Kazdemu z innych punktéw at podporzadkujmy takg liczbe dodatnig
e izby szereg -s, byl zbiezny; oznaczmy procz tego przez a liczbe
dodatnig mniejszg od jednosci. Niech C, oznacza okrag kola o srodku
w poczatku ukladu, przechodzacy przez punkt at, a C, okrag, spdt-
srodkowy z tamtym, o promieniu réwnym a a, . Poniewaz funkcja

_ jest caloksztaltna w kole C,, przeto w kazdym punkcie
«l

wewnetrznym tego kota

Gj I = «>0 + ®i12 + ... + ®n 3" +

Szereg catkowity z prawej strony znaku réwnosci jest jednostajnie
zbiezny w kole C(, mozna tedy znalez¢ liczbe catkowitg v. do§ wiel-
ka, by wewnatrz kola C*, zachodzita nieréwnos¢:

) G |—a]—a(0 —«ll*— —ax*v £i)

wyznaczywszy W ten sposob liczbe v, wezmiemy za P, (¢) wielomian
— »i0 — ®11 2 - e — ®i» V.

Ustaliwszy to, wezmy koto C o promieniu 2?, majgce za S$rodek
punkt z 0. Odsunmy na bok w ciggu (6) punkty osobliwe a,, kto-

rych modut nie przewyzsza . Oznaczajac liczbe ich przez 7, za-
t6zmy:
+ P (2

Co do szeregu

jest on bezwzglednie i jednostajnie zbiezny w kole C. gdyz dla kazdego
punktu, wzietego w tym kole, (< \ o ile wskaznik i jest
wiekszy od 7. Ze wzgledu na nieréwno$¢ (7) i sposéb, w ktorySmy
obrali wielomian P, (z), modul wyrazu ogolnego tego drugiego szeregu
jest mniejszy od s,-, gdy punkt 2 lezy wewngtrz C. Funkcja P, (2
jest tedy funkcjg holomorficzng w tym kole, i rzecz jasna, iz, gdy
dodamy do niej Fx{z), suma

0
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@) f{ =y G

i=1L
bedzie miata w kole C te same punkty osobliwe co Fx(z), wraz z temi
samemi czeSciami gltownemi. Te punkty osobliwe sg to wiasnie wyrazy
ciaggu (6) o modutach mniejszych niz R, i czesciag gtdwnag w otoczeniu

Poniewaz promien R jest dowolny, przeto

funkcja F (2) spetnia wszystkie warunki twierdzenia.

Ezecz jasna, iz dodajgc do F (2) jakikolwiek wielomian lub funkcje
catkowitg G (2), otrzymujemy sume F (z2) + G (2), posiadajaca te same
punkty osobliwe co F (2 wraz z temi samemi czeSciami gtdwnemi.
Nawzajem, powstaje w ten sposdb wyrazenie ogdlne funkcji jednowarto-
sciowych, posiadajgcych dane punkty osobliwe wraz z danemi czeScia-
mi gtéwnemi, odpowiadajgcemi tym punktom, gdyz réznica dwu takich
funkciji, bedac regularng dla wszelkiej wartosci skoriczonej z, jest wie-
lomianem lub funkcja catkowitg. Wobec tego, ze funkcja G (zZ) moze
rowniez by¢ wyrazong w postaci sumy wielomiandw, funkcja F (2)
— G (2 moze z kolei by¢ wyrazong w postaci sumy szeregu, ktérego
kazdy wyraz da sie otrzymac¢ przez dodanie do czesci gtownej

odpowiedniego wielomianu.

Jezeli wszystkie czesci gtowne (?; sag wielomianami, funkcja jest
czeScioksztattna (meromorficzna) we wszelkim obszarze ptaszczyzny
w odlegtosci skoriczonej i nawzajem. Widzimy tedy, iz wszelka funkcja
meromorficzna moze by¢ przedstawiong w postaci sumy szeregu, ktérego
kazdy wyraz jest utamkiem wymiernym, przybierajgcym warto$¢ nie-
skonczong tylko przy jednej wartosci skoriczonej zmiennej z. To upo-
staciowanie jest podobne do rozkladu utamka wymiernego na elementy
proste. Wszelka funkcja czeScioksztaltha 4>(2) moze réwniez by¢ wyra-
zong przez iloraz dwu funkcji catkowitych. W istocie, zatlozmy, ze
bieguny funkcji <(z) stanowig wyrazy ciggu (6), w ten sposob, ze
uwzgledniamy stopien wielokrotnosci kazdego z nich. Przypus¢my, ze
G (z» oznacza funkcje catkowita, posiadajgcg te wihasnie zera; iloczyn
$(z) G {:) nie posiada zadnych biegunow. Jest to tedy funkcja catko-
wita Gx(2), i otrzymujemy réwnosé

G (2
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320. Badanie pewnych przypadkéw szczeg6lnych. Dowdd powyzszy
twierdzenia og6lnego niezawsze daje sposéb najprostszy tworzenia
funkcji jednowartosciowej, spetniajgcej postawione warunki. Przypusc-
my np., ze chodzi o wyznaczenie funkcji ‘b (:), dla ktérej wszystkie
punkty ciggu (6) sa biegunami o pozostatosciach réwnych jednosci:

zatlozymy przytym, ze punkt : = O nie jest biegunem. Cze$¢ gtéwna,
odpowiadajgca biegunowi at. réwna sie ai’ i mozemy napisac:
1 1
=— 3,

jezeli bierzemy
2\~
Pt (s)
(ri
to wszystko sie sprowadza do wyznaczenia w zaleznosci od wskaznika
i liczby catkowitej v w ten sposob, izby szereg

X +@® yAY,

\V/ 1 1
J— t Ovrl
T =1 (lii

byt bezwzglednie i jednostajnie zbiezny we wszelkim kole, majgcym za
Srodek poczatek ukiadu, po odrzuceniu dostatecznej liczby wyrazow

poczatkowych. Woystarczy, by sam szereg X <4 }Vﬂ byt bezwzgle-

dnie i jednostajnie zbiezny w tym samym obszarze. Jezeli istnieje taka
N

r
liczba p, ze szereg jest zbiezny, to wystarczy wzig¢ v= p—1.
Jezeli nie istnieje zadna liczba catkowita, posiadajgca te wihasnosé, to
mozna wzig¢, jak powyzej (art. 315) v~ i— 1, albo v+ 1> log i. Po
odpowiednim wyborze liczby v funkcja meromorficzna
y\ 1

(9) ©2) .Vl

1=

bedzie miala za bieguny wszystkie punkty ciggu (6), oraz pozostatosci
rowne jednosci.

tatwo wysnué stgd nowy dowod twierdzenia Weierstrassa o roz-
ktadzie funkcji catkowitej na czynniki pierwotne. W istocie, mozna
catkowa¢ szereg (9) wyraz po wyrazie wzdluz dowolnej drogi, nie
przechodzacej przez zaden z biegundw, gdyz skoro ta droga jest za-
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warta w kole O majacym za srodek poczatek ukladu, szereg (9) moze
by¢ zastapiony przez szereg jednostajnie zbiezny w tym kole z do-
datkiem sumy liczby skonczonej funkcji czescioksztattnych [wynika to
z samego uzasadnienia wzoru (9)J. Biorgc przy catkowaniu punkt
z = 0 za granice nizszg, otrzymamy

27
Io (2) dz 2 Log (1
a przeto
0(z)dz +X jv
(10) eln f| (1 ail v

i=1

tatwo sprawdzi¢, iz lewa strona tego wzoru jest funkcjg catko-
wita zmiennej z W sasiedztwie wartosci a tej zmiennej, nie nalezacej

1 <D(z) dz

do ciggu (6), catka J/O $(2) dz jest caloksztaitna; funkcja e ~0

jest réwniez catoksztattna i rézna od zera przy z—a. W otoczeniu
punktu a, mamy, oznaczajac przez P i Q pewne funkcje holomorficzne,

() = —-  +*P (z —ai),
2— ai
JIO$ (2) dz = Log (z —ai) + Q(z —ai),

f O,z) dz
Jo
= (2 —a,)eO(z ail.

Widzimy, ze ta funkcja catkowita ma za pierwiastki wyrazy ciagu
(6), i wzor (10) wyraza to samo, co wzér (3), uzasadniony dawniej.

Ten sam dowdd daje sie zastosowa¢ do funkcji catkowitych
o pierwiastkach wielokrotnych. Jezeli < jest pierwiastkiem wielokrot-
nym rzedu r, to wystarczy zalozy¢, iz <4(z) posiada biegun z = af{.
z pozostatoscig réwng r.

Postarajmy sie jeszcze utworzy¢ funkcje meromorficzng, ktorej
biegunami drugiego rzedu bylyby wszystkie punkty ciggu (6\ tak izby

czes¢ gtbwna w otoczeniu punktu a, miata ksztalt | “ ] e Przy-
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pus¢my, ze punkt : — O jest punktem zwyczajnym i Zze szereg

\4 jest zbiezny; rzecz jasna, ze to samo stosuje sie do szeregu

v Koniczac rozwiniecie utamka W szereg poteg zmien-

nej z na pierwszym wyrazie, mozemy napisac:

1 2
(--a, ame ar(z—a,)- <i,4(l
i szereg
i |1 +* 2aiz-
H(z \Y
(D @ . (c- ai)2 «r,2) A . M
i 1 t=i ail

bedzie spelnial postawione warunki, byleby tylko byt jednostajnie
zbiezny w dowolnym kole. C zakreslonym dokota poczatku ukifadu, przy
pominieciu dostatecznej liczby wyrazéw poczgtkowych. Ot6z, jezeli
uwzglednimy tylko wyrazy szeregu, pochodzace od biegunéw of, spel-

p
majacych warunek <i, >> , w ktorym R oznacza promien kola C a

a — liczbe dodatnig mniejsza od jednosci, modut potegi (1 N be-

dzie pozostawal wcigz mniejszym od pewnej granicy, i szereg o0 wyrazie

ogolnym 53 — 7. zgodnie z zalozeniami, uczynionemi co do bie-

gunow a i, bedzie bezwzglednie i jednostajnie zbiezny w kole C

321. Metoda Cauchy’ego. — Twierdzenie Mittag Lefflera pozwala,
gdy jest dana funkcja meromorficzna F (z), utworzy¢ szereg o wyrazach
wymiernych, ktérego suma Ft(z) posiada te same bieguny, co F (2)
z temi sarnemi czeSciami gtdbwnemu Pozostaje atoli jeszcze do wyzna-
czenia funkcja catkowita, réwna réznicy F (22 — Fx(2). Na dlugo przed
pracami Weierstrassa Cauchy wysnut metode rozktadu funkcji czescio-
ksztattnej na liczbe nieskonczong sktadnikow wymiernych, przy pe-
wnych zatozeniach nader ogoélnych co do tej funkcji, z teorji pozosta-
tosci. tatwo zresztg wytozyé owa metode w jej postaci najogoélniejszej.

Niech F (z) oznacza funkcje czescioksztaltng, regularng w otocze-
niu poczatku uktadu, a C, C, ..., C,, ,... — cigg nieograniczony
obwodow zamknietych, otaczajgcych punkt z = 0, nie przechodzacych
przez zaden z biegundéw i takich, ze poczynajgc od dos¢ wielkiej war-
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tosci wskaznika n, odlegtos¢ poczatku ukiadu od jakiegokolwiek punktu
zarysu Cn pozostaje wiekszg od wszelkiej liczby danej. Rzecz jasna,
ze kazdy biegun funkcji F (2 musi sie znaleZz¢ wewnatrz wszystkich ko
lejnych obwodéw Cn, Cn+X, ..., byleby tylko n bylo do$¢ wielkie.
Calka okreslona

J @)z - X

w ktorej x oznacza jakikolwiek punkt, potozony wewnatrz Cn i rdzny,
od biegunéw, rowna sie wartosci F(x), powiekszonej o sume pozostato-
$ci, odpowiadajgcych rozmaitym biegunom funkcji F(z), potozonym we-
wnatrz Cnm WezZzmy jeden z tych biegunéw ak; odpowiednia cze$é gio-

wna Gk (---------- " )] jest funkcja wymierng, i w otoczeniu punktu ak
z—a
Am-
F(2) (2 — ak)m 1 S (;;;——VBO—\-B){Z-- ak)~r ...

W zastosowaniu do otoczenia tegoz punktu mozna réwniez napisac

1 1 _ 1 _ z—ak __ (z—a)2_
z—z X —ak —{z—ak) x—ak- {x—ak)i (x—ak)3
i wykonywujgc mnozenie, stwierdzamy, ze pozostatos¢ funkcji
zZ — X
wzgledem bieguna ak jest réwna
AN Ain— At _ i
x —Ct ' (X — ah)m-~I (x — ak)" X —ak

Otrzymujemy tedy zwigzek
1 F@dz

(12) F(x) = ¥j Gk Wt oom Je z—x

Cn

w ktérym znak ~ wskazuje sumowanie, rozciggajace sie na wszyst-

kie bieguny ak, potozone wewnatrz obwodu G,, Z drugiej strony, mo-
zemy zastgpi¢ —— przez
zZ—X

2 z2 7P+ 1 Z- X\Z}

i napisa¢ wzoOr poprzedni w postaci
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(13) Fix) V Gk L 1 r F(z)de
X - a*
x? F(z), <k+-L f
+ z) <k+ -
2] (@) zp¥1  “F Acn)z -x\ z]
Catka -i_ / rowna sie wartosci F(O), powiekszonej
2" -(C,))

0 sume pozostatosci funkcji L /-'(), odpowiadajgcych biegunom funkcji F [2\

potozonym wewnatrz Cn. Ogdlnie, catka okreSlona 1 / F(z'dz

) 2k *Mc,,> -

) 2F|r—HO) D wiecej suma pozostatosci funkcji z~T F(z2),
. Soooyr —

odpowiadajacych biegunom funkcji F (z), potozonym wewnatrz C,,.

Oznaczajgc przez st 'r_l) pozostatos¢ funkcji F(z) z-r wzgledem bieguna

ak, mozemy napisa¢ wzor (13) w postaci

réwna sie

(14) F(x) = iro) + X F*(0) + ... -f Vv 7> (o)
1 1.2 ... p

i - j -f *Hme+ m&h x -f ... -f*"
+ 2 Qlkx—akjl X f*1'P xp
i_ r £N.
2s* J (C,) 2- rvV2/

Aby otrzymaé granice wyzszg wyrazu uzupetniajgcego, napiszmy
ten wyraz w postaci

XP+1 r IT(2)
2+t J (c,) & s(c — x)
. . (¢ o
zatozmy, ze wzdhuz Cn modut funkcji —— pozostaje wcigz mniejszym

od M, a modut zmiennej z wiekszym od 8. Poniewaz liczba n ma wzra-
staC nieograniczenie, mozemy przypusci¢, iz wzieto dos¢ wielkg war-
tos¢ tej liczby, izby £ bylo wieksze od x, i wzdluz Cn bedziemy mieli
71y < j x "
Otrzymujemy przeto, jezeli Sn jest to dtugos¢ obwodu Cn:

KPL 6
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Mozna twierdzié, iz ten wyraz uzupetniajgcy dazy do zera przy n
wzrastajacym nieograniczenie, jezeli mozna znalez¢ cigg obwoddw zam-
knietych CI7 Cit ..., Cn, ..., oraz liczbe catlkowita dodatnig p, spetnia-
jace warunki nastepujace:

po 1-sze). Wzdluz tych wszystkich obwodéw modut iloczynu
F(2z—p pozostaje mniejszym od pewnej liczby statej M.

po 2-giey Stosunek 5 dlugosci obwodu Cn do odlegtosci naj-

mniejszej 5 poczatku ukladu od punktu obwodu pozostaje mniejszg od
pewnej granicy L. gdy n wzrasta nieograniczenie.

Jezeli te warunki sa spetnione, Rn jest mniejsze od ilorazu pe-
wnej liczby stalej przez liczbe S— xj, rosngca nieograniczenie wraz
zn Owa reszta Rn dazy przeto do zera, i mamy po przejsciu do
granicy

(15)  F(x) = F(0) + X F'(0) + ... Heeeomeieeees /() (0)
1.

K ------------------ ). -f «ato) + 8K@Wx j- ... -f- Ktp).1p
X — 0k’j
Funkcja F(x) zostata tedy rozwinieta w szereg, ziozony z nieskoncze-
nie wielu wyrazéw wymiernych. Porzadek, w jakim nastepuja po so-
bie, jest wyznaczony przez prawo kolejnego nastepstwa obwodéw CI7
Ct, — Cn...... Jezeli otrzymany szereg jest bezwzglednie zbiezny,
mozna je ustawi¢ w dowolnym porzadku.

Lwcfya — Jezeli punkt z = 0 jest dla F{z) biegunem o czesci gt6-

wnej G |---1, to wystarczy zastosowaé¢ powyzszg metode do funkcji

Cesl e (1)

322. lloczyny nieskoriczone, wyrazajgce cot X i sin x. — Zastosujmy
te metode do funkcji F(z) —cotz— , Kktdrej biegunami pierwszego

rzedu sg punkty z = kn (k — dowolna liczba catkowita, rézna od zera);
odpowiednie pozostato$ci rownajg sie jednosci. Wezmy za obwdd Cn
obwod takiego kwadratu, jak BCB'C' na rysunku, ktérego $rodkiem jest
poczatek ukiladu, a ktérego boki, rownolegte do osi, posiadajg dtugosé
2nr. + T\ na zarysie tym nie lezy zaden biegun, a stosunek jego dtugo-
§ci Sn do odlegtosci najmniejszej § od poczatku ukiadu jest staty i ro-
wny 8. Kwadrat modutu funkcji cot (x 4-yi) réwna sie
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& + e~*i + 2 cos 2x
e+ e-2—2cos2r

Rys. 68.
S
5
CL-
Na bokach BC i B'C" mamy cos 2r — 1,i modut funkcji jest mniej-

szy od jednosci. Na bokach BB' i CC' kwadrat tego modutu jest
mniejszy od
2 | i <®EM %
& A <r2x — 2 \ i — C > 1’
we wzorze tym nalezy zastgpi¢ 2y przez + (2n -F 1)~; otrzymane wy-
razenie dazy do jednosci, gdy w wzrasta nieograniczenie. Poniewaz

modut odwrotnosci  ~ na obwodzie Cn dazy do zera, gdy w rosnie
z

nieograniczenie, modut funkcji cot z— 1 na obwodzie Cn pozostaje przy
z

wszelkiej wartosci n mniejszym od dowolnej liczby statej M.  Mozemy
tedy stosowac do tej funkcji wzor (15), zaktadajac, ze p = O. Mamy tu
AO) = lim /X cos x_— sinx \_ ¢
x=0 \  Xxsinx /

a wyraz s'0), stanowigcy pozostatosé funkcji > cot z ----- o w biegunie
k~, rowna sie o Otrzymujemy tedy
(16) cotx-—-—-- — lim N f— - £ -V

X n=* \Xx — kz kr. j

przytym wartos¢ k = 0 zostata wylgczona przy *sumowaniu. Szereg,
powstajgcy przy nieograniczonym wzroscie wskaznika w jest bezwgled-
nie zbiezny, gdyz wyraz ogdlny moze by¢ napisany w postaci
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1 X 1 X
Nk kit (kit— x) k 2it2 j X
k it
a modut czynnika — - pozostaje wcigz mniejszym od pewnej gra-
1 - —
k ic

nicy, byleby x nie bylo wielokrotnoscig liczby it. Otrzymujemy tedy
ostatecznie

17 cot x

Gdy sie scatkuje obie czesci tej réwnosci wzdtuz drogi, wychodza-
cej z poczatku ukfadu i nie przechodzacej przez zaden z biegundéw, to

wypadnie

+ o0

Log (3~ ) =2 'L°g d

skad wynika

(18) sinx=x H @

X

Czynnik e a (X) jest w tym przypadku réwny jednosci. Kojarzac we wzorze (17)

pary wyrazéw, danych przez wartosci przeciwne liczby k, otrzymujemy wzor:
+ X
‘(17{ cot x = -)-(—---h 2r “2 — K1it2

\ Podobniez kojarzac ze soba pary czynnikow iloczynu (18), odpowiadajacych
wartosciom przeciwnym liczby k, otrzymamy nowy wzér. (1)

+ X c2 \
.18) sinx = x nn

mozemy tedy jeszcze napisaé, zastepujac X przez n x:
+ X
sin xx X-
nl:

i, Ten rozkiad funkcji sin x na nieskoriczenie wiele czynnikéw zawdzieczamy
Eulerowi, ktéry go otrzymat w sposéb elementarny (Jntroductio in Analysin

infinitorum?®).
Kurs analizy matematyczaej. H
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Uicagi rozmaite. — Po 1-sze. Ostatnie wzory uwydatniajg okresowos$¢ funkcji
sin X, ktora sie nie ujawnia przy rozwinieciu w szereg potegowy. Widzimy istotnie*

te N K stanowi granice, do kidrej dazy przy n rosngcym nieograniczenie wielomian

2, x) = (1 n]I(l_ n__l)/ L (l=x)y)x 1+ a) ... 1+ —/]

zmieniajgc X na a 1, stwierdzamy z fatwoscia, ze

) > 2 <F> []_i_}__/_\_)f

X

skad. powiekszajac n nieograniczenie, otrzymujemy wynik
sin (tex + it) = sin na*

czyli sin (z «) = — sin i, a przeto 6in (@ 2r) sin a.

Po 2-gie. Przy rozwazaniu tego przyktadu szczeg6lnego tatwo zdaé¢ sobie
sprawe z koniecznosci dotgczania do kazdego z czynnikéw dwumiennych o postaci

1 — XK odpowiedniego czynnika wyktadniczego, gdy chcemy otrzyma¢ iloczyn
bezwzglednie zbiezny. Zalézmy, w celu ustalenia biegu mysli, ze X jest rzeczywiste

i dodatnie. Ze wzgledu na to, te szereg > ~ jest rozbiezny, iloczyn

Pm=*(1+7 d t)

wzrasta nieograniczenie wraz z m. gdy tymczasem iloczyn

QOn« (1-*) @- 1) ... @- %

dazy do zera, gdy n wzrasta nieograniczenie (t. I, art. 177). Gdy bierzemy m n,

iloczyn PmQn — PmQmdazy do granicy ft7?; lecz gdy mi n majg wzrasta¢

niezaleznie od siebie, granica tego iloczynu staje sie zupetnie nieokre$long. tatwo
to stwierdzi¢ dla wszelkiej wartosci liczby x przy pomocy czynnikéw pierwszych
Weierstrassa. Zauwazmy przedcwEzystkim, ze oba iloczyny nieskonczone

+@® + X
e Eoi . "\ n
.() * n < o IX = 'I a n) e
n=| n=1

sg bezwzglednie zbiezne, a ich iloczyn F, (x) Ft (x) réwna sie

Napiszmy teraz iloczyn PmQn w postaci nastepujacej:
m X n
—_ L x
— 1).
pOSM>+7% ' N0%):. - )

Gdy obie liczby m i n wzrastajg nieograniczenie, iloczyn wszystkich czynnikow
po prawej stronie znaku réwnosci, précz ostatniego, dgzy do granicy F1>\F, ix)-—-
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Sin x x
- m Co do pominietego czynnika, stwierdziliSmy, ze wyrazenie
1
+
n

dazy do granicy, réwnej log w; jezeli w» oznacza granice stosunku (t. 1, art. 161).
Granicg iloczynu Pm Qn jest zatym sin — e* lo~ ; widzimy, w jaki spos6b granica

ta zalezy od prawa, poditug ktérego rosng nieograniczenie liczby min.

Po 3-cie. Mozna zastosowaé¢ zupetnie podobne uwagi do rozwiniecia w szereg
funkcji cot x. Wskazemy tu jedynie, jak mozna z szeregu (17) wyciggna¢ wniosek
co do okresowosci tej funkcji. Zauwazmy przedewszystkim, ze szereg o wyrazie
ogbélnym — okre$lonym przy zatozeniu, iz wskaz-

k x (rz 1j K K 17T
nik k przybiera wszelkie wartosci catkowite od @ do + o0, procz k= 0i k=1,
jest bezwzglednie zbiezny i ze jego suma = --—-- o 0 znajdujemy, zmieniajac k z po-
T
czatku od 2 do - x, nastepnie od 1 do 00. Mozemy tedy, uwazajac wartosci
k —0, k = 1 za wylaczone przy sumowaniu co oznaczamy zapomoca” — Uio. ttum.),
napisa¢ szereg, wyrazajacy cot x, w postaci
+@®

N J

1
cot X
X X X kx (k 1,

Wszystko polega na odjeciu od kazdego wyrazu szeregu (17) odpowiedniego
wyrazu szeregu zbieznego, utworzonego z szeregu, przytoczonego powyzej, przez

dodanie — . Zmieniajac x aa X X, otrzymujemy:
+
‘ " +
cot (x X + 2 (k — 1,
czyli wreszcie
+@®
1 1 N
cot (X + It) = - 2 ' I KoL - * 1)

k 1 ma tu przybiera¢ wszystkie wartosci catkowite, précz zera. Prawa strona
ostatniej réownosci wyraza witasnie cot x.

II. Funkcje podwdjnie okresowe. Funkcje eliptyczne.

323. Funkcje okresowe. Ich rozwijanie w szeregi. — Funkcja anali-
tyczna jednowartosciowa f(z) nazywa sie perjodyczna (periodigue) czyli
okresowa, jezeli istnieje taka liczba o, rzeczywista lub zespolona, ze przy
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wszelkiej wartosci 2 jest spetniony warunek f(z + w) 1 ;). Zaznaczmy
na plaszczyznie punkt, odpowiadajgcy liczbie w i na prostej nieograni-
czonej, przechodzacej przez poczatek ukiadu i przez ten punkt, od-
mierzmy dowolnie wiele razy w tym lub innym zwrocie, poczynajgc
od poczatku ukfadu, odcinek o dtugosci, rownej w. Otrzymamy w ten
sposdb punkty w, 2to, 3w , wio, ... , i punkty —a& —2<, ... ,
— wio, ... . Przez te wszystkie punkty i przez poczatek ukladu prze-
ciggnijmy réwnolegle o dowolnym kierunku, r6znym od kierunku prostej
ot; W ten sposob ptaszczyzna zostaje podzielona na nieskoriczenie wiele
pasow o jednakowe] szerokosci (rys. 69).

Rys. C9.

Przeciagnijmy jeszcze przez jakikolwiek punkt 2 réwnolegta do
prostej Ow otrzymamy wszystkie jej punkty zapomocg zmiany para-
metru rzeczywistego x w wyrazeniu 2 4- xu> 0d — oo dO + co. w SzCze-
golnosci, jezeli punkt 2 zakreSla pierwszy pas AA BB', punkt odpo-
wiedni 2-f-io musi zakres$la¢ pas przylegty BB CC’, punkt 2+ 2 10— pas
trzeci z kolei i tak dalej. Wszystkie wartosci funkcji /(z), odpowiada-
jace punktom pierwszego pasa, beda sie odtwarzaty perjodycznie wr in-
nych pasach.

Niech LL' i MM' oznaczajg dwie

proste nieograniczone, rowno-
2i* z

legle do prostej Oto. Zalézmy: u= e © i zbadajmy, jaki obszar pta-
szczyzny zmiennej u zakre$la punkt u, gdy punkt 2 pozostaje w obrebie
pasa hieskonczonego, zawartego pomiedzy dwiema rownoleglemi LL*
i MM'. Jezeli a + pi jesf liczba, odpowiadajacg punktowi prostej LL ,
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to otrzymamy wszystkie inne punkty tej prostej, zaktadajac, ze z = a+
m M — X0 i zmieniajagc X od — 00 do + 0o. Otrzymamy wowczas:

E.Q°“\/a-'-§t - Xu)) _ 2T X 2tu— ' s

u=-=e € €

gdy Xwzrasta od — <o do + o, punkt u zakresla okrag Cv ktérego
Srodkiem jest poczatek ukiadu. Stwierdzamy réwniez, iz, gdy punkt z
zakre$la prosta MM, punkt u pozostaje na okregu C2 spétSrodkowym
z C{, gdy punkt z zakreSla pas nieograniczony, zawarty pomiedzy
prostemi LL" i MM’ punkt u zakreSla pierscien, zawarty pomiedzy
dwoma okregami Cli C2 Gdy atoli kazdej wartosci zmiennej 2 odpo-
wiada tylko jedna warto$¢ zmiennej u, kazdej wartos¢i zmiennej u od-
powiada nieskonczenie wiele wartosci zmiennej z, tworzacych postep
arytmetyczny o réznicy @ nieograniczony z obu stron.

Funkcja perjodyczna f(z), posiadajgca okres @i catoksztaltna w pa-
sie nieograniczonym, zawartym pomiedzy prostemi LL" i MM’ jest
rowna funkcji (u) nowej zmiennej u, caloksztaltnej w dziedzinie pier-
$cienia, zawartego pomiedzy okregami GLi C2 W istocie, kazdej war-
tosci u odpowiada wprawdzie nieskonczenie wiele wartosci zmiennej z,
lecz wszystkie te wartosci zmiennej 2 dajg, z powodu okresowosci, te
samg wartos¢ funkcji f(z). Z drugiej strony, jezeli «0 oznacza wartosé
szczegOlng zmiennej u, a z0 jedng z wartosci odpowiednich zmienngj z,
to wartos¢ z, dazgca do z0 jest funkcjg caloksztaltng zmiennej u w oto-
czeniu punktu v to samo sie tedy stosuje do ¢¥«). Mozemy przeto za-
stosowa¢ do tej funkcji <p(u) twierdzenie Laurenta; w pierscieniu, za-
wartym pomiedzy okregami Cxi C2 funkcja ta réwna sie sumie szere-
gu o postaci nastepujgcej:

-i- CO
Py = N Am u™>
m= &
powracajac do zmiennej z, wnioskujemy stad, ze funkcja okresowa f(z)
+ 00 2mi ez
rOwna sie wewnatrz rozwazanego pasa sumie szeregu ~ Ame @

co

+ 2mitz
f(z) =~ A»e
()
Jezeli funkcja /(z) jest caloksztaltna w dziedzinie catej ptaszczyz-
ny, to mozna przypusci¢, ze proste LL i MM, ograniczajgce pas,
oddalajg sie nieograniczenie, jedna ku go6rze, druga w doét.  Wszelka
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funkcja okresowa catkowita daje sie tedy rozwinag¢ w szereg, uporzgdkowany we-

2 «is

dtug poteg dodatnich i ujemnych funkcji wyktadniczej e “ i zbiezny dla wszel-
kiej wartosci skonczonej zmiennej z.

34. Niemozliwos¢ istnienia funkcji jednowartosciowej o trzech okresach. -
Wedtug stynnego twierdzenia Jacobiego funkcja jednowarto$ciowa nie moze posiadac
wiecej niz dwa okresy, rozne od siebie. Aby to wykaza¢, wystarczy oczywiscie
dowiesc, iz funkcja jednowartosciowa nie moze posiada¢ trzech odmiennych okresow.
Uzasadnijmy z poczatku twierdzenie pomocnicze nastepujace:

Niech a, b, ¢, oznaczajg trzy ilosci dowolne, rzeczywiste lub urojone, a m, n, p
—trzy liczby catkowite dowolne, dodatnie lub ujemne, s ktérych jedna co najmniej
jest r6zna od sera. Jezeli uwzglednimy takie uktady wszystkich mozliwych warto-
sci catkowitych, précz m n p Q to kraniec nisssy wyrazenia ma nb pc
bfdsie réwny seru.

Wyobrazmy sobie zbiér (Ei punktéw plaszczyzny, odpowiadajgcych liczbom
0 postaci ma nb pc. Jezeli dwa punkty, odpowiadajgce dwu réznym ukiadom,
nakrywajg sig, to mamy np.

ma nb pc m,a+ n,6 p, C

1 przeto

(m—nt,i a in—nthb (p—p.)Cc o
przy zatozeniu, ze jedna co najmniej z liczb m mv n—n, p—p, nie rbwna sie
zeru. W tym przypadku twierdzenie jest oczywiste. Jezeli wszystkie punkty zbioru
(/i) sa odmienne, oznaczmy przez 28 kraniec nizszy wyrazenia \ma nb pc;;
owa liczba 28 jest rowniez krancem nizszym odlegtosci pomiedzy dwoma jakieini
kolwiek punktami zbioru (E). W istocie odlegtos¢ dwu punktow, wyobrazajacych
ma nb pc i ma n,b p, e réwna sie (m—mpa thn—n,)b ip—p, C.
Dowiedziemy, ze zatozenie 8> O prowadzi do wniosku niedorzecznego.

Wezmy jaka$ liczbe catkowita dodatnig N i utworzmy wszelkie mozliwe pota-
czenia wartosci liczb m, n i p, branych z ciagu:

s, — (N—=1)........ O ..., N—1, N.
Otrzymamy w ten sposéb (2 .V 1) punktoéw (V zbioru (22>, i zgodnie z zato-
zeniem, wszystkie te. punkty sg rézne od siebie. Przypus¢émy, ze a b c ;

odlegtos¢ ktoregokolwiek z tych punktow od poczatku ukitadu réwna sie co najwyzej
3 Al a m Wszystkie te punkty sg tedy potozone wewnatrz kola C o promieniu
3 N a i $rodku w poczatku uktadu, lub tez na samym obwodzie kota. Jezeli do-
kota kazdego z ty h punktow jako $rodka zatoczymy kolo o promieniu 5 wszystkie
te kola bedg lezaty wewnatrz kota Cv o $rodku w poczatku ukiadu i promieniu
rownym 3 .V la 8, jedno nazewnatrz drugiego, gdyz odlegtos¢ pomiedzy Srodkami
jakichkolwiek dwu z nich nie moze byé mniejszg od 28 Suma podl tych wszystkich
kot jest tedy mniejsza od pola kota C,, i otrzymujemy:

® Scislej: (2 N 4-1)3- 1, gdyz wylaczamy uktad m~n p Q zgodnie z ta
'"3N a

poprawka, otrzymamy wzolr: 8< ------—— — .

@ N+ )* —2

tych samych wnioskéw. (Uw. ttum.).

uprawniajacy, rzecz oczywista, do



Il.  Funkcje podwojnie okresowe. — Funkcje eliptyczne. 167

. < N,a + 8)2> (2iVv+1)2S2
czyli
3 N\a'

@N+ 1)’ —1

8<

Prawa strona tej nierownosci dazy do zera, gdy N rosnie nieograniczenie; za-
tym zadna liczba dodatnia 3 nie czyni jej zado$¢ przy wszelkim N. Stad wynika,
ze krancem nizszym wyrazenia \ma + nb + pc\ nie moze by¢ Zzadna‘liczba do-
datnia, kraniec 6w musi sie tedy réwna¢ zeru, i twierdzenie pomocnicze jest uza-
sadnione.

Widzimy przeto, iz jezeli nie istniejg takie ukitady liczb catkowitych m, n i p
(procz m=n =p =0), iz ma nb +pe = Q to mozna zawsze nada¢ tym liczbom
catkowitym takie wartos$ci, izby wyrazenie |ma - nb pe \ bylo mniejsze od do-
wolnej liczby dodatniej ee W tym razie funkcja jednowartosciowa f(z) nie moze
posiada¢ jednocze$nie trzech okreséw a, 6 i e. W istocie, niech z0 oznacza punkt
zwyczajny funkcji f(z]-, dokota tego punktu, jako srodka, zatoczmy kolo o promieniu
s tak matym, izby réwnanie f (z) = /(*,,) nie mialo wewnatrz tego kola zadnych
pierwiastkéw procz z = z0 (art. 298). Jezeli a,b,c sa to okresy funkcji f(z), to rzecz
jasna, ze ma nb pc jest réwniez, przy dowolnych wartosciach liczb m, n i p,
je] okresem, i ze przeto

f(zO+ ma + nb + pc)="f (z,)

Gdyby mozna bylo obra¢ m, n i p w ten sposob, azeby \ma + nb + pc\ bylo
mniejsze niz s, to réwnanie f(z) = f(z0) miatoby pierwiastek zv rézny od z, i taki,
ze zr — zf: < e co jest niemozliwe.

Gdy pomiedzy liczbami a, b i c istnieje zwigzek o postaci

(20) ma A nb + pa= Q

w ktorym m, n i p nie robwnajg sie jednocze$nie zeru, to funkcja jednowartosSciowa
f(z) moze posiada¢ okresy a, b, c, lecz te trzy okresy sprowadzajg sie do dwu lub
do jednego. Mozemy istotnie zatozy¢, ze liczby catkowite m, n i p, brane wszystkie
trzy jednoczesnie, nie posiadajg wspolnych czynnikéw. Niech D oznacza najwiekszy
wspoélny czynnik liczb min, m= Z)m', n= Dn’. Poniewaz liczby m' i n' sag
pierwsze wzgledem siebie, przeto mozna znalez¢ takie dwie inne liczby catkowite m"
in", izmn" —m”’n'" — 1 Zatbézmy:
ma n'b = a’, m"a + n”b = b

otrzymamy nawzajem a = n"a'—nb', b= m'b' — m"a'. Jezeli a i b stanowiag
okresy funkcji f(z), to samo sie stosuje do a' i b' i nawzajem. Mozna tedy zastgpic
uktad z dwu okreséw a i b przez ukiad okreséw a' i b'. Zwiazek (20) przybiera
posta¢ Da' pe O obierzmy teraz, co jest mozliwe wobec tego, ze D ip s3
pierwsze wzgledem siebie, dwie inne liczby catkowite D' i p', spetniajace warunek
Dp’— D'p = 1, i zatézmy, ze D a' p'c = c¢'. Otrzymujemy z tych zwigzkow
a' = — pc', ¢ - Dc', i stwierdzamy w ten sposob, ze trzy okresy a, b, ¢ stanowiag
kombinacje dwu okreséw b' i c'.

Uwaga. — Z powyzszego twierdzenia pomocniczego wysnuwamy wniosek na-
stepujacy: jezeli a i fi oznaczajg dwie liczby rzeczywiste, a mi n — dowolne liczby
catkowite (z ktérych jedna przynajmniej nie jest réwna zeru), to kres nizszy modutu

ma + nfi | réwna sie zeru. Istotnie, wystarczy zatozyé a—a b —fi, c= i i za-
uwazy¢, ze modut sumy ma nfi pi moze byé mniejszym od liczby e < 1 jedy-
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nie wtedy, gdy p o, ma. nfi]<». Stad wynika, ze funkcja jednowarto$ciowa
f (s) nie moze posiadaé dwu réznych okresow rzeczywistych o , fi. Jezeli stosunek

P jest niewymierny, to mozna wyznaczy¢ takie dwie liczby m i n (catkowite), ze
a
ma ntE | <= « i rozumowanie da sie skonczy¢ jak przed chwila. Jezeli stosunek

ft m
— jest wymierny i rowny utamkowi nieskracalnemu , to obierzmy dwie takie licz-
a

n

by m' i nr, izby byl spetniony warunek m n —mn li zatézmy, iz ma nP .
Liczba y jest réowniez okresem, i ze zwigzkéw ma — n$ Q m'a n/ft y otrzy-
mujemy. a ~ ny. p= my, tak iz a i p sg to wielokrotnosci jedynego okresu vy.

Ogolniej, funkcja jednowartosciowa / is) nie moze posiada¢ dwu réznych okreséw
a i 6, ktérych stosunek bytby rzeczywisty, gdyz w takim razie funkcja /iaz> posia-

databy dwa odmienne okresy rzeczywiste 1 i -
325. Funkcje podwojnie okresowe. — Funkcja podwdjnie okresowa
czyli podwéjnie pajodycena, u krdcej: dwuokresowa lub dwuperjodyezna (f.
doubleraent periodigue) jest to fdénkcja jednowartosciowa, posiadajgca
dwa okresy, ktorych stosunek jest urojony. Aby sie uzgodni¢ ze zna-
kowaniem Weierstrassa, oznaczmy zmienng niezalezng przez u, a okre-

sy przez 2w i 2to, i zalézmy, ze spoélczynnik przy i w stosunku

jest dodatni. Zaznaczmy na plaszczyZznie punkty 2w 40>, 6w .-
1 punkty 2w. 4t0, 6t0, ... ; przez punkty 2 wto wykresimy rownolegte
do prostej Oto', a przez punkty 2»tV — réwnolegte do Oto. Otrzymu-
jemy w ten sposob na ptaszczyznie sie¢ réwnych rownolegtobokow (rys.
70). Wezmy funkcje jeduowartosciowag /(«), posiadajagcg dwa okresy
20 i 210, ze zwiazkéw /(u -f 2©) = /(u), /(u -f 21D) = /(u)
wnioskujemy natychmiast, ze f(u -f 2ZmoD+ 2mV) = /(W), tak iz
2D 4 2mD jest to réwniez okres, przy jakichkolwiek wartosciach
catkowitych m i m\ oznaczmy ten okres przez 2w

Punkty, wyobrazajgce okresy, sg to wiasnie wierzchotki wzmian-
kowanej sieci rownolegtobokéw. Gdy punkt u zakre$la réwnolegtobok
OABC, o wierzchotkach Q 2tg 2to-f 2to, 2t0, punkt m+ 2te zakre$la
rownoleglobok, ktérego wierzchotkami sg punkty 2w, 2w + 2tg
2w+ 2t - 2w, 2w -)- 2td, i funkcja /(u) przybiera w punktach
odpowiednich tych dwu réwnolegtobokéw te same wartosci. Wszelki
rownolegtobok o wierzchotkach w), nD -f 2t W0 + 2t0, u0 -f 2to -f 2to,
nazwiemy réwnolegtobokiem okresowosci lub réwnolegtobokiem elementarnym )

(’) Termin .réwnolegtobok perjodycznosci* napotkatem w tomie Il istr. 503)
»reorji funkcji analitycznych* J. Puzyny; S. Dickstein w przektadzie dzieta E. Pascala
.Repertorjum matematyki wyzszej* uzywa nazw .wielokat tworzacy*, .réwnolegtobok
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(parallelogramme des periodes); bierzemy zwykle réwnolegtobok OABC,
lecz mozna zastgpi¢ poczatek uktadu przez dowolny punkt ptaszczyzny.
Okres 2<0+ 2td oznaczymy dla krotkosci przez 2co', punkt od jest
srodkiem réwnolegtoboku OABC, a punkty ®i o stanowig srodki bo-
kéw OA i OC.

Wszelka funkcja dwuokresowa catkowita jest stalg. W istocie, niech
/(«) oznacza funkcje dwuokresows; jezeli funkcja ta jest catkowita, to

Rys, 70.

jest holomorficzna w rownolegtoboku OABC, i modut \f(u)\ pozostaje
wszedzie wewnatrz tego réwnolegtoboku mniejszym od pewnej liczby
statej M. Lecz warto$¢ funkcji f (u) w jakimkolwiek punkcie pta-
szczyzny jest rowna, z powodu podwdjnej okresowosci, wartosci tej
funkcji w odpowiednim punkcie réwnolegtoboku OABC. Modut jej po-
zostaje tedy mniejszy od liczby statej Jf;, jest to wiec, wedtug twier-
dzenia Liouville’a, liczba stata.

326. Funkcje eliptyczne. Wiasnosci ogdlne. — Z powyzszego twier-
dzenia wynika, ze funkcja dwuokresowa, o ile nie ma by¢ stata, musi
posiada¢ punkty osobliwe w odlegtosci skonczonej. Funkcje dwuokre-
sowe czescioksztaltne (= meromorficzne) nazywamy funkcjami eliptyczne-
mi (fonctions elliptigues). W kazdym rownolegtoboku elementarnym
funkcja eliptyczna posiada pewng grupe biegunéw; liczbe tych biegu-
noéw, wyznaczong przy uwzglednieniu ich stppnia wielokrotnosci, nazy-

elementarny* (t. I, str. 321). Obaj ci polscy autorzy wprowadzajg rowniez nazwe ,,rowno-
leglobok zasadniczy* dla odr6znienia pewnych réwnolegtobokéw szczegdlnych, kazdy
zresztg w innym znaczeniu. (,,T. f. an.* t I, str. 506, ,,Rep. m. w. t. I, str. 321).
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wamy rzedem (ordre) funkcji. Zauwazmy, iz jezeli funkcja eliptyczna
/ () posiada biegun kO na boku OC, to punkt «04- 2w potozony na bo-
ku przeciwlegtym AB, jest rowniez biegunem; obliczajgc jednak liczbe
biegunéw, zawartych w OABC, nalezy uwzglednia¢ tylko jeden z tych
biegunéw. Podobniez, jezeli poczatek ukladu jest biegunem, to wszyst-
kie wierzchotki siatki sg réwniez biegunami funkgcji fiu), lecz w kazdym
rownolegtoboku nalezy liczy¢ tylko jeden z nich. Wystarczytoby na-
przyklad przesuna¢ nieskonczenie blizko wierzchotek sieci, |otozony
w poczatku ulladu, azeby rozwazana funkcja fiu) nie posiadata juz
zadnego bieguna na obwodzie réwnolegloboku. Gdy bedziemy mieli
catkowac funkcje eliptyczng /(w) wzdluz obwodu réwnolegtoboku ele-
mentarnego, bedziemy zawsze zakladali, iz rdéwnolegtobok ten, o ile
zachodzi potrzeba, zostal przesuniety w ten sposéb, izby funkcja fiu)
nie posiadata biegundéw na jego obwodzie. Stosujgc twierdzenia ogolne
teorji funkcji analitycznych, uzasadnimy z fatwoscig nastepujgce twier-
dzenia podstawowve:

1. Suma pozostatosci Junkcji eliptycznej, odpowiadajacych biegunom, pota-
zonym w jednym réwnolegtoboku elementarnym, réwna sie zeru.

Zatozmy, w celu ustalenia biegu mysli, ze / (u) nie posiada zadnego
bieguna na obwodzie OABC O. Suma pozostatosci, odpowiadajacych bie-
gunom, potozonym wewnatrz obwodu, jest rdéwna iloczynowi
) // /(u) du, w ktorym catka jest wzieta wzdluz OABCO. Calka ta

ra .
rowna sie zeru, gdyz suma catek, wzietych wzdtuz dwu przeciwlegtych
bokdéw, jest zerem. Mamy np.

p2at D
I f{u) du / f(u) du, /7 fiu) du f(u) dN\
J (0.4) o) J (80

jezeli zastagpimy w drugiej catce u przez m+ 2c, otrzymamy

C ® /fo b
/  /(u) du — / fiuf 2t0)du= 1 fiu)du= — 7/ /(«) du.
3 (BO . 20 < 20> - (0.4)

W podobny sposob stwierdzilibysmy, ze suma catek, wzietych
wzdtuz AB i CO, rOowna sie zeru. Zreszta, fakt ten wydaje sie niemal
oczywistym, gdy spogladamy na rysunek (rys. 71); zwroémy np. uwage
na dwa odpowiadajgce sobie elementy dwu catek, branych wzdiuz OA
i wzdluz BC. W punktach m i m' wartosci funkcji /(w) sa takie same,
gdy tymczasem wartosci rézniczki du sg przeciwne.

Z dowiedzionego twierdzenia wynika, ze funkcja eliptyczna f (u)
nie moze posiada¢é w réwnolegtoboku elementarnym tylko jednego
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Rys. 71

bieguna pierwszego rzadu. Funkcja eliptyczna musi by¢ co najmniej funkcja
drugiego rzedu.

2. Liczba punktow zerowych funkcji eliptycznej w réwnolegloboku elemen-
tarnym réwna sie rzedowi funkcji (kazdy z punktéw zerowych liczymy
przytym z uwzglednieniem jego stopnia wielokrotnosci).

u
Wezmy funkcjg eliptyczng /(«); iloraz — = 9 (W jest réwniez

funkcjg eliptyczng, i suma pozostatosci funkcji 9 W w rownolegtoboku
rowna sig liczbie punktéw zerowych funkcji f(u), zmniejszonej o liczbg
biegunéw (art. 306). Stosujgc do funkcji 9(u) twierdzenie poprzednie,
wywnioskowujemy stad twierdzenie, o ktérym mowa w tej chwili.
Ogolnie, liczba pierwiastkbw rownaniaZ(m = C w jakim$ rownolegto-
boku okresowosci jest rowna rzadowi funkcji, gdyzf (u) C posiada,

przy wszelkiej wartosci statej C, te same bieguny, co Z(w).

3. Boznica pomiedzy sumg wartosci zerowych, a sumg biegunéw funkcji

eliptycznej, nalezacych do jednego réwnolegtoboku elementarnego, réwna sie
jednemu z okreséw.

Zbadajmy catkg 2V f u du, brang wzdtluz obwodu réwno-

legtoboku OABC. Jak juz sie przekonaliSmy w art. 306, catka ta jest
rowna sumie wartosci, odpowiadajacych punktom zerowym funkgcji f(u),
potozonym wewnatrz tego roéwnolegtoboku, zmniejszonej o sumg liczb
zespolonych, odpowiadajacych biegunom funkcji wewnatrz tegoz obwo-
du. Obliczmy sumg catek, powstajagcych na dwu bokach przeciwlegtych
OA i BC:

gdy zmienimy w drugiej z tych catek u na u+ 2oy, suma ta przybie-
rze postac:
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-t/ ua 20)f@T20
I

2iu /(« + 200
czyli ze wzgledu na okresowos¢ funkcji f(u)
2@ flU) du.
I »)
2" f
Catka ; __(_u) du réwna sie przyrostowi, nabytemu przez

Jo /(«)
Log (/(«)!, gdy punkt m przebiega bok QA\ /(u) odzyskuje wowczas
warto$¢ poczatkowa, i przeto przyrost funkcji Log [Z(U)] jest réwny
iloczynowi - 2»is jti, w ktorym m2 oznacza liczbe catkowity. Suma
catek, liczonych wzdtuz bokéw przeciwlegtych OA i BC, réwna sie tedy

O-j —2 »liod. W podobny sposob stwierdzilibysmy, ze suma

catek, wzietych wzdluz AB i CO, ma posta¢t 2ml @ Badana rdznica
rowna sie tedy 2 w, ©o-f 2 o, t. j. jednemu z okresow.

Twierdzenie to stosuje sie rowniez do pierwiastkdw réwnania
/(«) = C, zawartych wewnatrz jednego z réwnolegtobokéw elementar-
nych, przy dowolnej wartosci statej C,a to na mocy tego samego argu-
mentu.

4, Pomiedzy dwiema funkcjami eliptycznemi o tych samych okresac
istnieje zwigzek algiebraiczny.

Niech /(«) i fx(u) oznaczajg dwie funkcje eliptyczne, posiadajgce
te same okresy 2@ 20. Wezmy w jednym z réwnolegtobokéw ele-
mentarnych punkty u, fl2 ... , am, stanowigce bieguny jednej z tych
dwu funkcji /(«), /] («) lub obu jednoczesnie, i niech jg oznacza wyzszy ze
stopni wielokrotnosci bieguna o- w stosunku do tych dwu funkgcji: zatézmy:
I*a+ m+ e=+ tl* — N Niech z drugiej strony F(x,y) oznacza wielo-
mian catkowity stopnia n o spoéiczynnikach statych: jezeli zastgpimy
w tym wielomianie x przez /(w) a y przez fy(«), to wynikiem bedzie
nowa funkcja eliptyczna <L(u), ktdérej biegunami mogg by¢ tylko
punkty aj, a2 .. , am, oraz punkty, otrzymane przez dodanie okresu.
Azeby ta funkcja <>«) zamienita sie na liczbe stala, potrzeba i wy-
starcza, izby znikly czesci gtdbwne w otoczeniu kazdego z punktéw
0, a2 .. ,am. Owodz punkt a, jest dla 4>(u) biegunem rzedu co naj-
wyzej rownego MJi( Wyrazajac tedy, ze wszystkie wspdtczynniki czesci
gtdwnych sg réwne zeru, otrzymamy cO najwyzej

* + m+ ee=s+ Pni
zwigzkow linjowych i jednorodnych pomiedzy spétczynnikami wielomia-
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nu F (x,y), w ktérych nie bedzie wystepowat wyraz niezalezny od x iy.
Liczba tych spdtczynnikébw wynosi n A N . jezeli obierzemy liczbe

n dos¢ wielka, by zostat spelniony warunek n (w+3) > 2 Nn czyli
»+3 > 2 N, to otrzymamy uklad réwnan linjowych i jednorodnych,
0 liczbie niewiadomych wiekszej od liczby rownan. RoOwnania takie
posiadajg zawsze uklad rozwigzan, nie rownych jednoczesnie zeru.
Jezeli F (x,y) jest wielomianem, otrzymanym wiasnie w ten sposob,
funkcje eliptyczne /(w), fX(u) czynig zado$¢ zwigzkowi algiebraicznemu:

FIICPAQ = <
w ktérym C oznacza liczbe stata.

Uwagi. — Zanim skonczymy z temi wiadomosciami ogolnemi, zro-
bimy jeszcze kilka uwag, ktore beda potrzebne w dalszym ciggu.

Funkcja jednowartosciowa f(u) jest ‘parzysta (paire), jezeli /(— u)
= f(u : nieparzysta (impaire), jezeli /(— u) = — /(w). Pochodna funkcji
parzystej jest funkcja nieparzysta, a pochodna funkcji nieparzystej —
funkcja parzysta. Ogolnie, pochodne rzedu parzystego funkcji parzy-
stej sg to réwniez funkcje parzyste, a pochodne rzedu nieparzystego —
funkcje nieparzyste. Przeciwnie, pochodne rzedu parzystego funkcji
nieparzystej sg to funkcje nieparzyste, a pochodne rzedu nieparzystego
— funkcje parzyste.

WezZmy funkcje eliptyczng nieparzystg /(w); jezeli w jest potowa
okresu, to musza by¢ jednoczesnie spelnione warunki f(w) = — f(—w)
1f(w) = /(—w), poniewaz w= — w-\-2w. Potrzeba tedy, azeby war-
toS¢ f{w) byta rowna zeru lub nieskonczona, t j. azeby punkt w byt
punktem zerowym lub biegunem funkcji /(w). Stopiern wielokrotnosci
tego punktu zerowego lub bieguna musi by¢ koniecznie nieparzysty.
Istotnie, gdyby punkt w byt punktem zerowym rzedu parzystego 2n
funkcji'f (u), to pochodna /(21 (u), jako funkcja nieparzysta, bytaby
holomorficzna i r6zna od zera dla u= w. Gdyby punkt w byt biegunem
rzedu parzystego funkcji /(«), bytby to punkt zerowy rzedu parzystego

odwrotnosci — . Ostatecznie, wszelki potokres funkeji eliptycznej nieparzystej
stanowi jej waﬁtgs?é zerowg lub biegunowg rzedu nieparzystego.

Jezeli funkcja eliptyczna parzysta f{u) ma za biegun lub punkt
zerowy jeden z punktéw, odpowiadajacych potokresom, to rzad tego
bieguna lub tego punktu zerowego jest liczbg parzysta. W istocie, gdyby np.
punkt w byt punktem zerowym rzedu nieparzystego 2w+|, to bytby
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to punkt zerowy rzedu parzystego pochodnej /'(«), bedacej'funkcjg
nieparzysta, i to samo stosowatoby sie do biegunéw. Poniewaz okres
podwojony jest réwniez okresem, .przeto wszystko, coSmy powiedzieli
0 pélokresach stosuje sie rowniez do samych okresow.

327. Funkcja p u.—Zauwazylismy juz, ze wszelka funkcja eliptyczna
posiada w kazdym réwnolegloboku elementarnym co najmniej dwa biegu-
ny pierwszego rzedu lub jeden biegun podwdjny. W symbolice Jaco-
biego wzieto za elementy pierwotne funkcje o dwu biegunach jedno-
krotnj-ch; uzywajac znakowania Weierstrassa, uwazamy natomiast za
element prosty funkcje eliptyczna, posiadajgca jeden tylko biegun
podwdjny w réwnolegloboku elementarnym. Poniewaz pozostatos¢ winna
by¢ zerem, cze$¢ gtdwna w otoczeniu bieguna a winna posiada¢ ksztatt
W o)L Aby ujg¢ dos¢ Scisle zagadnienie, wystarczy wzig¢ A 1
1 zalozyé, ze biegunami funkcji sa: poczatek uktadu u.=0 i wszystkie
punkty, odpowiadajace okresom 2ir = 2tnw-f 2m’cd. W ten sposéb
nasuwa si¢ nam z poczatku potrzeba rozwigzania zagadnienia na-
stepujacego:

i tworzy¢ funkcje eliptyczna, mejaca™ za bieguny drugiego rzedu wszystkie
punkty 2 W ~ 2m 0o+ 2Mc (m im — dwie dowolne liczby catkowite) i nie
posiadajgca innych biegunéw, w ten sposdb, izby czes¢ gtéwna w otoczeniu

Przed zastosowaniem do tego zagadnienia metody ogoélnej z art.
320 dowiedziemy z poczatku, ze szereg podwodjny

1) \& L-..
We — m v er,

w ktérym tn i tn' przybierajg wszelkie wartosci catkowite od —co do

-f o0 (z =zastrzezeniem, ze wylgczamy skojarzenie th=»«'= 0), jest

zbiezny, byleby wyktadnik ja byt liczba dodatnig wiekszg od 2.

Wezmy tréjkat, ktérego wierzchotkami bytyby punkty u= 0,
u—mao u= mo--m’co; boki tego trojkata sa odpowiednio réwne
wo , hod|, mofmd Mamy tedy, oznaczajgc przez 0 kat dwu
prostych Oai Oa (0<9<”s;', zwigzek nastepujacy:

[no-)-tdco' b s M24 2-- 2 c0iz & 2Woat O C€OS 9.

Zatozmy dla krétkosci: 1o \= a, ad ;= b, i przypusémy, ze a <,b
Zwigzek poprzedni moze by¢ réwniez napisany w postaci:
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mw—m'ad 2= »x2+ 2fc2+ 2mm" ab cos O,
przy zatozeniu, ze kat 0 = 9 jezeli 9 sS ? ait—9 jezeli 9 ?; ow

kat 0 nie moze sie réwna¢ zeru, poniewaz punkty 0, cgod nie lezg na
jednej prostej, i zatym 0 cos O0<[l. Otrzymujemy tedy jeszcze:

mw—ma 2= (1 —cos0) (m-a2-- m'2bd + cos 0 (»za+ m'b)2
i przeto
fno —»i'cd’ 23; (1 —cos ©; (M202-F-m'262 Sg (1 =—cos 0 ) a2 (m2-f m'2.

Stad wynikag, ze wyrazy szeregu (21) sa odpowiednio mniejsze od
P _
wyrazéw szeregu 'S" | --—--—-- I 2. pomnozonych przez pewien czynnik

staly (lub co najwyzej réwne), a wiemy, ze ten wiasnie szereg jest

zbiezny, jezeli wykladnik ~ jest wiekszy od 1 (tom I, art. 172b

Szereg (21) jest tedy zbiezny, gdy bierzemy p=3 lub p= 4

Zgodnie z osiggnietym juz dawniej wynikiem (art. 320), szereg
1

u W = nco -|-mco’

() e ( |-mco)

wyraza funkcje czescioksztattng, posiadajacg te same bieguny wraz

z temi samemi czeSciami gtéwnemi, co szukana funkcja eliptyczna.

Wykazemy, ze ta funkcja () posiada wiasnie dwa okresy 2mi 2 ad.

Zbadajmy z poczatku szereg

n 1 1
2] LeWr2m2 (2 <’

w ktérym 2w= 2m g + 2»i'w/, a sumowanie rozcigga sie na wszystkie
wartosci catkowite m i m', procz m=w=0 i m= —1 m —0.
Szereg ten jest bezwzglednie zbiezny, gdyz jest to szereg W), w ktd-
rym, po usunieciu dwu wyrazéw, zastgpiono u przez —2m tatwo
stwierdzimy, uwazajgc ten szereg za podwdjny i obliczajagc z osobna
sume kazdego wiersza, ze suma jego réwna sie zeru; mozemy tedy,
odjagwszy go od «(u), napisaé jeszcze

1

2w\ 2a)

zachowujemy przytym wcigz to zastrzezenie, ze skojarzenia (m= m'—Q0),
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(m=—1, *n'= 0) 84 przy sumowaniu wytaczone, ZmieAmy teraz u na
u—2u; wypadnie:
<pu_2td -1 - 1 1
u- #/—2i0o—2tcp (2wa-21to,2
przyczym jest wylgczone jedynie skojarzenie m= — 1, m'=0. Lecz

prawa strona tej réwnosci jest tozsamosciowo réwna ¢ u\ Funkcja ta
posiada przeto okres 2w i podobniez stwierdzilibySmy, ze posiada takze
okres 2w. Jest to funkcja, ktéra Weierstrass oznaczyt przez pu, i kto-
ra daje sie tedy okresli¢ zapomoca réwnosci:

1 1
(22) pu — 1 (tc = nito+»»'«").
u- —2 M2 4w
Jezeli w roznicy pu— uczynimy u réwnym zeru, wszystkie

wyrazy podwdjnej sumy stang sie zerami i sama rdznica stanie sie
rowng zeru. Funkcja pu posiada tedy wiasnosci nastepujace: -

po 1szc) jest ona podwdjnie okresowa i biegunami jej sa
wszystkie punkty 2», ale nie zadne inne;

po 2-gie) czes¢ gtdwna w otoczeniu poczatku ukladu réwna sie 2;
u

po 3-ciei réznica pu — ) rOwna sie zeru przy u -0.
u
Te wiasnosci znamionujg wylgcznie funkcje pu. W istocie, wszel-

ka funkcja /(«), posiadajgca druga i trzecig, rozni sie od pu jedynie
o liczbe stata, gdyz roznica jest funkcjag dwuokresowg bez biegundw.

Jezeli taka funkcja spetnia procz tego warunek, ze fu) — - =0 dla
u-...
u= Q to/(u) —pu réwna sie zeru przy u= 0; zatym f(u —pu.
Funkcja i—pu) posiada oczywiscie wszystkie te trzy wiasnosci;

przeto /(—u) = pu, i funkcja pu jest parzysta, co rowniez da sie
stwierdzi¢ bez trudnosci bezposrednio zapomocg wzoru (22).

WeZmy okres o najmniejszym module i oznaczmy ten modut przez §
W kole @y o promieniu 3, zakreSlonym dokota poczatku ukfadu, jako

$rodka, réznica pu— — jest catoksztaltna i moze by¢é rozwinieta w sze-
u_

reg wedlug poteg dodatnich zmiennej u. Wyraz ogdélny szeregu (22;
da sie rozwing¢ podlug poteg zmiennej u w spos6b nastepujacy
1 | 2u ™ Hu2 »~ N w+ 1) un
u—2wp 4w (2K05 (2«04 (2 w2
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i tatwo sie upewnié, iz funkcjg zwyzszajgcg dla tego szeregu bedzie
5 a —, a tym bardziej wyraZenie,’ otrzymane zapomoca za
16 w3 4 U

w

stgpienia ilorazu 1— H przez 1— -mU. Poniewaz szereg

ue 0 - w3
jest zbiezny, przeto mamy prawo dodawac do siebie wyraz po wyrazie
otrzymane szeregi (art. 257). Spéiczynniki poteg nieparzystych zmien-
nej u okaza sie rowne zeru, gdyz wyrazy, pochodzace od okresOw prze-
ciwnych, znosza sie wzajemnie, i mozemy, zaktadajac:

=3y -1, =5y J. 1]
2w 2iv)"
(24) 2wy 2V
H=@2X—1)y —L-, ...
—  (QU)-
napisa¢ szereg, wyrazajagcy pu, w postaci:
(23) Pu= _l+ W+ g ui+ ...+ QU2+ -
u

Wzor (23) jest wazny tylko wewnatrz okregu c¢?, majgcego za
Srodek poczatek ukladu i przechodzacego przez najblizszy z punktéw,
wyobrazajgcych okresy (point -periode), gdy tymczasem wzor (22) sto-
suje sie do catej ptaszczyzny.

Pochodna p'u jest takze funkcjg eliptyczna, ktérej biegunami trze-
ciego rzedu sg wszystkie punkty 2\ daje sie ona wyrazi¢ w zakresie
catej ptaszczyzny zapomocg szeregu
2 é V' 1
uA — (u— 2tv,3

W ogdlnosci, pochodna rzedu- n, p'nu, jest funkcjg eliptyczng, kto-
rej biegunami rzedu n + 2 sg wszystkie punkt\ u  2w.

(25) pu=

26) p)« = (—/" """, Si

Polecamy czytelnikowi stwierdzenie prawowitosci tych sposobéw
rozwiniecia w szeregi, co nie powinno, przy uwzglednieniu twierdzen,
uzasadnionych powyzej (art. 297 i 319), nasung¢ zadnych trudnosci.

323. Zwigzek algiebraiczny pomiedzy pa a p'u. —Zgodnie z twier-
dzeniem ogélnym, podanym w art. 326, istnieje pomiedzy pu a / u za-

. . 12
Kurs analizy matematycznej.
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leznos¢ algiebraiezna. Otrzymujemy ja z tatwoscig w sposdb nastepu,
jacy: w otoczeniu poczatku ukiadu, wedtug wzoru (23 :

m'u 2 + 2CSU + 4c, «* +
2
(p’u2 4 8—r-—1603 +
U~ u*

1 3%, Oy
* : + ej +
(P Y P ]
przyczyni wszystkie wyrazy pominiete sg réwne zeru przy u 0. RO-
znica />*(«>— 4pxu jest tedy funkcjg, dla ktérej poczatek ukiadu jest
biegunem drugiego rzedu, i w otoczeniu tego punktu mamy

p'lu) —4p3u ~ —Iz—ora----ZSrS-f cee s
s
wyrazy pominiete rdwnajg sie przytym zeru dla u O
Funkcja eliptyczna — 20ctp u — 28c, posiada tedy te same bieguny
z temi samemi czesciami gtdwnemi, co funkcja eliptyczna /'* — 4/*
i réznica tych funkcji rowna sie zeru przy u 0. Owe dwie funkcje
eliptyczne sg tedy identyczne, i zaktadajac:

g2r 202 60 V |zx-J°, 9l « 28c, = 140 V'

otrzymujemy zwiazek szukany w postaci
(27) (P'u*—4p*u—g2p u —9l.

Zwigzek (27» posiada w teorji funkcji eliptycznych znaczenie pod-
stawowe; liczby g2 i gt nazywajg sie niezmiennikami (inrariants).

Wszystkie spoétczynniki ¢, szeregu (23) sg to funkcje catkowite
niezmiennikOw g2 i gz\ istotnie, ze zwigzku (27), biorac pochodne obu
stron i dzielgc przez 2p'u, wnioskujemy, ze

(28) p'u - 6/>« —i*-.
Z drugiej strony, w otoczeniu poczatku ukitadu:

/"« = —4+ 2¢c, + 12¢,«@+ ...+ (Qi- 22X —3 ¢ + ...
u

mZastepujac w zwigzku 128) pu i p" u przez wyrazajace je szeregi i utoz
samiajgc ze sobg obie strony, otrzymujemy wzOr zwrotny
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- 3 -

ST OXFTHXTE Z; VY LT 23 22
ktéry ~pozwala oblicza¢ kolejno wszystkie spéiczynniki Q w zaleznoSci
od c2i ¢3, a przeto od g, i g3\znajdujemy w ten sposob

— 2

C,
24.3 .52 24.5.7 .11

Ten rachunek uwydatnia fakt godny uwagi, iz wszystkie sumy

2w dajg sie wyrazi¢ w postaci funkcji catkowitych dwu pierw-

W,
szych sum.

Pierwiastki funkcji p'u znamy z goéry. Poniewaz jest to funkcja
trzeciego rzedu, wiec posiada w kazdym réwnolegtoboku trzy pierwiast-
ki. Ze wezgledu na nieparzysto$¢ tej funkcji, pierwiastkami jej sg
wartosci u= w u u=wl= w-f© (art. 326, Uwagi'. Wedtug
wzoru (27), pierwiastki réwnania 4/ 3— g2 —gz = 0 sg zatym 'wartos-
ciami funkcji 7 « przy v = oj, w, o' Oznacza¢ bedziemy te trzy pier-
wiastki przez eu e2 e3

=/ w, e2= P 3=/

Sg to trzy wartosci odmienne, gdyby bowiem np. el réwnato sie e2 to
rownanie pu = ”~posiadatoby w jednym rowmolegtoboku elementarnym
dwa pierwiastki podwdjne @i od, co jest niemozliwe, gdyz pu jest fun
kejg drugiego rzedu. Mozemy tedy napisac:

4 p*u—g2pu —g3 = 4[t>u —ex){pu —e{pu— e3\

a wiec pomiedzy niezmiennikami g2 g3 i pierwiastkami elt e2 e3 zacho-
dza zwigzkKi

ei + €2 +m €3 — o0 7 + eie3 + ' e20 — >eie2e3~~4~-

4

Wyréznik ?3 ‘gp - -27"3) jest niewatpliwie rézny od zera.

329. Funkcja — Catkujac funkcje pu wzdtuz jakiejkol-

wiek drogi, wychodzgcej z poczatku ukiadu i nie przechodzacej przez
zaden z biegundw, otrzymujemy zwigzek

pyau - N fu—'2W+ -I;W’
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Szereg z prawej strony znaku réwnosci wyraza funkcje czescioksztalt-
tng, ktorej biegunami pierwszego rzedu sg wszystkie punkty u  2u

précz u 0. Zmieniajgc znak i dodajac utamek ' , zatéozmy:
u

\ 1 u

29 u=1+
@) Y u—2w 21  (2wp

wobec tego poprzedni zwigzek moze by¢ napisany w postaci

(39) / \pa— 1Wu= — Gn+t —;
Jo ns/ u

po zrézniczkowaniu obu stron, otrzymujemy

(=31) Cu= —/u

tatwo stwierdzi¢ zaporuoeg ktéregokolwiek z tych wzordéw, ze fun-
kcja Cmjest nieparzysta. W otoczeniu poczatku ukfadu mamy, zgodnie
Z rozwinieciem w szereg (23) i wzorem (30),

CM--—-=-m-- gua— G‘MM-_
M 3 5
Funkcja Gmnie moze mie¢ okresow 2Ap i 2w, gdyz posiadataby w ta-
kim razie tylko jeden biegun pierwszego rzedu w réwnolegloboku ele-
mentarnym. Atoli, poniewaz funkcje Clu+ 2m) i C« posiadajg te samg
pochodng — pu, te dwie funkcje réznig sie od siebie tylko o liczbe
statg; funkcja C« wzrasta zatym o liczbe statg, gdy zmienna u powie-
ksza sie o jeden okres. tatwo otrzymac¢ wyrazenie, wyznaczajgce te
stalg. Napiszmy, dla wigkszej jasnosci, wzor (30) w postaci

I I/v— 1\dv= ——Cm;
Jo b/ M
po zamianie u na u -f 2wi odjeciu od siebie obu wzoréw, otrzymamy:
[+

Cm+f 2o)—Cu= — 1 pvdv.
Zatézmy n )

U+ 20> /=u+2u>’

~ — | pvdv, /= — / P vdv\

U J U

1§ | ¢/ sg to stale, niezalezne od granicy dolnej u i drogi catkowania.
Niezalezno$¢ od drogi catkowania jest oczywista a priori, poniewaz
wszystkie |Jozostatosci funkcji p v sg rowne zeru. Funkcja lu czyni te-
dy zado$¢ dwu warunkom
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Z(u -f- 20>) = eu -)- 2, Z(u -f- 28V = em-f "2Yj.
Czyniac w tych wzorach u rownym — w lub v — — o, otrzymujemy
Y= ca, '« — cqg'.

Pomiedzy czterema ilosciami 4, g, g, r{ istnieje zwigzek nader pro-
sty. Azeby go uzasadni¢, wystarczy obliczy¢ dwoma sposobami catke

I zudu, brang wzdluz obwodu réwnolegtoboku o wierzchotkach uo,

u0 — 2g, uo + 2g + 24, uo + 2g. Zatozymy przytym, ze Zu nie posia-
da naf tym obwodzie zadnego bieguna i ze spoiczynnik przy i w ilora-
zie — jest dodatni, tak iz przy przebieganiu obwodu w zwrocie dodat-
Q
nim napotykamy wierzchotki w takim porzadku, w jakim zostaty tu
napisane. Wewnatrz tego obwodu istnieje tylko jeden biegun funkcji
Zu, z pozostatoscia rowng + 1; badana catka réwna sie tedy 2xi.
Z drugiej strony, suma catek, wzietych wzdtuz boku, taczacego wierz-
chotki W0 i uo + 249 oraz boku przeciwlegtego, jest réwna (p. art. 326)
tce:
catce Jag+2m i

/ [Zu — Z(u + 2u>")Ildu = — 449V,

i stwierdzamy podobniez, ze suma catek, pochodzgcych z dwu innych
bokéw, jest rowna 4 g'yj. Otrzymujemy przeto zapowiedziany zwigzek
w postaci

(32) q-')a— ojy/ = i
A 2Ar
Obliczmy jeszcze catke okre$long F(u) = Zvdv, biorac jaka-
Ju
kolwiek droge catkowania, nie przechodzacg przez zaden z biegunéw.
Otrzymujemy *

F'(u) = Z(u+ 24) — C« = 21j,

tak iz F(u) ma posta¢ 2yjm+ K-, przytym stata K daje sie wyznaczyc¢
z pominieciem wielokrotnosci iloczynu 2m, gdyz mozna zawsze zmienié
droge catkowania bez zmiany jej koncéw w ten sposéb, izby catka zo-

stata powiekszona o dowolng wielokrotnos¢ liczby 2m. Aby ja wyzna-

i 1\
czy¢ — z tym zastrzezeniem — obliczmy catke okre$long / (2&v— \dv

wzdtuz drogi nader zblizonej do odcinka prostej, taczgcego punkty g i
— w. Catka ta réwna sie zeru, gdyz mozna zastapi¢ droge catkowania
przez droge prostolinjowa; i wowczas elementy calki beda sie parami
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znosity. Lecz, zastepujac u przez — w we wzorze, wyznaczajacym F\u).
otrzymujemy:

f ™ zvav — 2 FwWL K,

J [ee]

/- J
a catka | dv jest rowna + zi, tak iz mozna wzig¢ K —24w+ z\
J —w v

nie czynigc tedy zadnego przypuszczenia co do drogi catkowania, mo-
zemy napisa¢ ogllnie

(33) / Zvdv — 2¢(m-f @ -f @nt -f 1)~£

u

[m  Liczba catkowita];

Y nlied
podobny wzér stosuje sie do catki 1 Cidv.

330. Funkcja om. — Catkujgc funkcje Zu — — wzdluz jakiejkol-
u
wiek drogi, wychodzacej z poczatku uktadu a nie przechodzacej przez
zaden z biogundéw, otrzymujemy

71 T

(4

8ir

Funkcja catkowita z prawej strony .znaku réwnosci jest najprost-
szg z funkcji catkowitych, ktorych pierwiastkami jednokrotnemi sg
wszystkie okresy 2ie; jest to funkcja om

(35)

Rownos¢ (34) moze by¢ napisana w postaci

fe(Qu- - "M
(34 bis) on= uc'0

i gdy wezmiemy pochodne logarytmiczne obu stron, to wypadnie;

(36) o'm 1 + M _______1_-. = rZ U.
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I ankcja nu, jako funkcja calkowita, nie moze by¢ dwuokresows;
gdy zmienna wzrasta o jeden okres, funkcja ta zostaje pomnozona przez
czynnik wyktadniczy, ktéry mozna wyznaczy¢ w sposdb nastepujacy;

Whnioskujemy np. z wzoru (34 bis)

/ W24 . 2. f

Cudu
u r - = y u J
ou u
czynnik ten byt juz wyliczony powyzej, i ostatecznie
(37) s(ut 20) = eP«+QY+2nt+ni bu — — e[« HPGU_
Podobniez dochodzimy do wzoru
(38) n(u -f 200) = — eV <+ ) nu.

Oba wzory (35) i (34 bis) uwydatniajg ten fakt, iz aw jest funkcjg nie-
parzysta.

Jezeli rozwiniemy te funkcje wedlug poteg zmiennej u, to otrzy-
many szereg bedzie wazny w dziedzinie catej ptaszczyzny. tatwo wy-
kaza¢, ze wszystkie wspotczynniki sg funkcjami catkowitemi liczb g2 i
3. Istotnie

/4 TSSO S — T,
Jo u 3.4 5.6 2X(2X — 1)

- EF - Ji- e,
nu= ue 314 5-G
Widzimy, iz niema wyrazu, ktoryby zawieral u*i ze kazdy ze spol-
czynnikéw jest funkcja catkowitg ticzb ck a przez to i niezmiennikéw
y2 i g3\ pierwsze pie¢ wyrazéw majg ksztatt nastepujacy:

g2ua g3u7 a.a.ull
24.3.5 23.3.5.7 2».32.5.7 2£.385*.7.11

38 oii —u

Trzy funkcje pu, Lu, nu stanowig pierwiastki zasadnicze teorji funkcji
eliptycznych. Dwie pierwsze mozna uzalezni¢ od nu zapomocag zwigz-
. nmu
kébw Lu = — , pu = — L'u.

nu

33k  Woyrazenia ogoélne funkcji eliptycznych.—Wszelka funkcja elip-
tyczna /(u) moze by¢ wyrazong juz to zapomoca jednej tylko funkcji
nu, juz to zapomoca funkcji Lu i jej pochodnych, juz to wreszcie zapo
mocg dwu funkcji pu ip'u. Wylozymy zwueZle wszystkie te trzy me-
tody.
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1 Wyrazanie funkcji/ (u) zapotnocg funkcji 3u. — Niech alt ait ...,
oznaczaja punkty zerowe funkcji/(u) w jednym réwnolegloboku ele-
mentarnym, a bt, b,, ..., b, —jej bieguny w tym samym réwnoleglobo-
ku; kazdy z punktow zerowych i biegunoéw liczymy przy tym tyle ra-
zy, ile wymaga jego stopiern wielokrotnosci. Pomiedzy temi punktami
zerowerui a temi biegunami istnieje zwigzek.

(40) al mat-J...j-on--bO\+ ij+ . e+ + 2u,

w ktérym 2U oznacza jeden z okreséw. Stwierdziwszy to, wezmy fun-
keje:
om —0,) ...0U —a,)

3u~bt)... ou—k, —2)

Funkcja ta posiada te same bieguny i te same punkty zerowe, co fun-
kcja /(m), gdyz wartosciami zerowemi czynnika a(u —a, ) sg tylko war-
tosci u -- G oraz wartosci zmiennej u, rézne od a, o jeden okres.
Z drugiej strony funkcja f(u) jest funkcjg podwdjnie okresowa, jezeli
bowiem zmienimy up. una u + 200, to na mocy zwigzku (37) licznik i
mianownik tej funkcji zostang pomnozone odpowiednio przez czynniki

- D (_]1"gc+no—"i— - — 21>t
ktore wedtlug zwigzku (40, sg réwne sobie. StwierdzilibySmy podob-
niez, ze e(K + 2w) 3 u. lloraz 7/( ('(') stanowi tedy funkcje dwuokre-
sowag zmiennej u, nie posiadajgcg zadnych wartosci nieskoriczonych, a
wiec jest to liczba stata, i mozemy napisaé
—o0,) - u— af .. ./tfu — a,)

.41 fu
) ) by\ [u —b,) ...-(m — b, —2U]

Azeby wyznaczy¢ statg C, wystarczy nada¢ zmiennej u wartosc,
ktéraby nie odpowiadata ani biegunowi ani punktowi zerowemu.
Ogolniej, azeby wyrazi¢ funkcje eliptyczng f u) o znanych biegu-
nach i punktach zerowych w zaleznosci od funkcji au, wystarczy
obra¢ n punktéw zerowych (a,, az, ..., a,') oraz n biegunéw (bf bZ,
. b,") w taki sposob, izby kazdy z pierwiastkow funkcji /(«) mogt
by¢ otrzymany zapomocg dodania jednego z okreséw do jednej z liczb
a,, a wszelki biegun funkcji/{u) — przez dodanie jednego z okreséw
do jednej z liczb b\, i zeby ponad to byt spetniony warunek 1a', — :
Owe bieguny i punkty zerowe mogg zresztg by¢ potozone w plaszczy-
Zznie w sposob dowolny, byleby czynity zados¢ powyzszym warunkom.
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2. Wyrazanie funkcji f{u) w zaleznosci od funkcji Qu i jej pochodnych —
Nezmy k takich biegunéw alt a2 .. ., ak funkcji /(w), iz wszelki inny
biegun moze by¢ otrzymany przez dodanie do jednej z tych wartosci
jednego z okresow. Mozna wzigé np. bieguny, potozone w tym samym
rownolegloboku, ale to nie jest niezbedne. Niech wyrazenie

AD_4 a4 AT
u— a, (u—ai)2 ' (o—=a,)
stanowi cze$¢ gltowng funkcji f(u) w otoczeniu punktu a,-.
Ro6znica
.k
/(«) — .2 M— ai) —AX £ (u—ot)...
— 1)"i
+ 7(___5_2 ____________ (f Gni—) (u—ai))]
i.2...(Mm—i

jest funkcjg holomorficzng w dziedzinie catej plaszczyzny; jest to ponad
to funkcja dwuokresowa, gdyz jezeli zmieniamy u na u+ 2a; funkcja ta
wzrasta 0 — 2))XAlo)j t. j. o 'liczbe, ktéra rowna sie zeru ze wzgledu

na to, ze wyraza sume pozostatosci w jednym rownolegloboku
Badana rdznica jest tedy liczbg stalg i ostatecznie
k
I(«) = C+ 2 Q«— ot) cw— Q...
42) 1=l 4 ©

MRS v et TR RO D)

Wz6r powyzszy zawdzieczamy Hermite’'owi. Azeby go moc zastosowad,
nalezy zna¢ bieguny funkcji eliptycznej/(u) i odpowiednie czesci gtow-
ne. Podobnie jak wzér (41) jest analogiczny z wzorem, wyrazajgcym
funkcje wymierng w postaci ilorazu dwu wielomianéw, roztozonych na
swe czynniki linjowe, tak wzér (42) odpowiada wzorowi, dajgcemu roz-
kltad utamka wymiernego na skladniki proste. W tyra razie role elemen-
tu prostego odgrywa funkcja £(m— a).

3. Wyrazanie funkcji f(u) w zaleznosci od pu i p'u. —Wezmy prze-
dewszystkim funkcje eliptyczng parzysta/(w). Wartosci zerowe tej funk-
cji, ktére nie sa okresami, sg parami przeciwne sobie; mozemy tedy zna-
lez¢ n takich punktow zerowych (av a2 ..., an), iz wszystkie wartosci
zerowe, rozne od okresow, bedg dane przez wzory
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Mozna wzigé np. rownolegitobok, ktérego wierzchotkami bytyby
punkty w-f w, w — o — w— w, w— o, i uwzgledni¢ w tym réwnole-
globoku punkty zerowe, polozone z tej samej strony jakiej$ prostej,
przechodzacej przez poczatek uktadu. Jezeli ktéry$ z pierwiastkow u,
nie jest polokresem, powtdérzymy go w ciggu a,, a2 ..., a, tyle razy,
ile jednos$ci zawiera jego stopiern wielokrotnosci. Jezeli jaki$ pierwia-
stek, np. a, jest polokresem, must to by¢ pierwiastek rzedu parzystego
2r (326, Uiragi)] powtérzymy taki punkt zerowy w ciggu au av .. ., an
tylko r razy. Przy tych umowach iloczyn

(fiu —fiaj(fiu —fiat) ... (fiu - fia,, )
posiada tylez pierwiastkow i tego samego rzedu, co /(u), o ile*tylko nie
mamy /(0) —0. Utwdrzmy podobniez drugi iloczyn

(fiu —fibjifiu fib2 ... (fiu —fibm),
ktérego punktami zerowemi, z zastrzezeniem, ze stopnie wielokrotnosci

sg odpowiednio takie same. sa wszystkie bieguny funkcji /(W) précz
punktéw, odpowiadajgcych okresom. Zal6zmy:

[fiu —fia™)(fiu —fiat) ... {fiu —fian)
(pu —pbi)(pu—pb2) ... (pu —pbm)’
iloraz q;(l} jest funkcjg eliptyczna, posiadajgca przy wszelkiej warto-

z{u

§ci zmiennej u. nie rownej okresowi, wartos¢ skonczong i rézna od zera.
Taka funkcja eliptyczna nie jest niczym innym, tylko liczbg stalg, gdyz
biegunami jej moga by¢ tylko okresy, a gdyby nawet tak byio, jej od-
wrotnos¢ nie posiadataby biegunéw. Otrzymujemy tedy:

u) c (=" A — fiot) - (fiu — fian)

(fiu -fil\)(fiu —fib2 .. .(fiu —fibn)
Jezeli /] (m jest funkcja eliptyczng nieparzysta, = jest funkcjg
i"u

parzystg, i przeto ten iloraz stanowi funkcje wymierng funkcji fiu.
Wreszcie dowolna funkcja eliptyczna F (u) moze by¢ uwazana za sume
funkcji parzystej i funkcji nieparzystej:

2 : 2
zastosowujac poprzednie wyniki, stwierdzamy, ze wszelkiej funkcji eli
ptycznej mozna nada¢ postac
43) . F(u) U(fiu)g fi'uR, (fiu

[R i h\ — funkcje wymiernej.
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332.  Wzory, wyznaczajgce funkcje sumy. —Wzor elementarny, doty-
czacy funkcji sin x, pozwala wyrazi¢ sin (a -f- b) w zaleznosci od wartosci
tej funkcji i jej pochodnej dla x = a i x = b. Istnieje wzér podobny
dla funkcji p m ale wyrazenie, wyznaczajgce p(u Vv) w zaleznosci od
Puipv, p'U p'V jest nieco bardziej ztozone, z powodu obecnosci mianow-
nika.

Zastosujmy z poczatku wzor ogolny (41), w ktéorym wystepuje fun-
kcja ou, do funkcji eliptycznej pu —pv. Widzimy odrazu, ze

a(m-f-u) a(u—V)
a2u

jest funkcjg eliptyczng, posiadajacg te same punkty zerowe i te same
bieguny, co i pu,—pv, Otrzymujemy tedy:

v=C u-fvyau—v)

u_
p p &U

azeby wyznaczy¢ stalg C, wystarczy pomnozy¢é obie strony przez aiw
i zalozy¢, ze u dazy do zera. Dochodzimy w ten sposéb do zwigzku
1= — Ca2*, skad wnioskujemy

au vau—v)

44 u—pv
(44) p p QU a2

WezZmy pochodne logarytmiczne obu stron, uwazajgc przytym v za sta-
ta a u za zmienna niezalezng. Wypada

-------------- -CWw v+ -(u—r—2Cu;

pu —pv
wzOr ten, po przestawieniu liczb u i v, przybiera postaé
TP o ()= Cw—v) — 28v;
pu —mv
wreszcie, dodajgc do siebie oba te wzory, otrzymujemy zwigzek
1 p'u—p'v
45 C(m -f «) = -0 = =
(45) (nofe) - Qu 5 by —py

ktory stanowi wiasnie wzér poszukiwany dla funkcji Cm
Ro6zniczkujgc obie strony wzgledem w otrzymalibySmy wyrazenie
funkcji p{u-\- W\ prawa strona zawierataby druga pochodng/"w, ktorg

nalezatoby zastgpi¢ przez 6/2w— fZ—' Rachunek ten bytby nieco przy
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dhtugi, i dojdziemy do zgdanego wyniku w sposéb bardziej wytworny,
uzasadniajgc z poczatku wzor

(40) + + Cw+v) —on 5%

Uwazajmy wciaz u za zmienng niezalezng; obie strony stanowia funk-
cje eliptyczne, ktérych biegunami drugiego rzedu sg punkty m—Q0,

— v oraz wszystkie inne, ktére dadza sie otrzymac przez dodanie
do tych wartosci jednego z okreséw. W otoczeniu poczatku ukitadu

cw4® cm——LC c®FuQvj ... —CQu—cv
— %——j—MCtH—aM*
M
a przeto
Cm(-v Gn C — 2Cv—2«uU....

Cze$¢ gtdwng tego wyrazenia, réwnie jak pierwszej strony wzoru (46 ,
stanowi Poréwnajmy podobniez czesci gtdéwne w otoczeniu biegu-

na u V. Zakladajgc, te U —v -f h. otrzymujemy
gi Q v-fh) Cr= r} her -f - ...,
fih cHK v) -Cif -h1— 2?2v +

Cze$¢ gtéwna prawej strony wzoru (46) w otoczeniu punktu u —v,

rowna sie tedy ™ o7 rownie jak czes¢ gtowna lewej strony. ROzni-
~r !

ca nie moze tedy by¢ niczym innym, tylko liczbg stalg. Aby wyzna-

czyC te stalg, porownajmy naprzykiad szeregi, stanowigce wyniki roz-

winiecia w otoczeniu poczatku uktadu; mamy w tym otoczeniu:

PU-V pUd4pr — +2p\ up'VA ....
«2
Poréwnywujac to rozwiniecie z rozwinieciem funkcji [C(n-e) Cm— Cejs
stwierdzamy, ze przy u = 0 roznica réwna sie zeru. Wzor {46) jest te
dy uzasadniony. Zestawiajagc oba wzory (45) i (46), otrzymujemy wzér
na dodawanie dla funkcji p u
lipra P

47, p W+ v, + pu -fpv
4\PM -pv
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333. Calkowanie funkcji eliptycznych. — Wz6r rozkiadowy Hermi-
te'a nadaje sie bezposrednio do catkowania funkcji eliptycznej. W isto-
cie, wnioskujemy z wzoru (42)

/ f(u)du = Cu ~ {A()Log[a'u—a;)]—A,0NCu—a;)-j-...
48 " i=l

B G 1 JE e —— Ani ~ 2{U —a; )}

Widzimy, ze catka funkcji eliptycznej daje sie wyrazi¢ w zalezno-
Sci od tych samych funkcji przestepnych o, £ p, od ktérych zalezy sa-
ma funkcja; lecz funkcja au moze tam wystepowaé pod znakiem Log.
Azeby catka funkcji eliptycznej byla réwniez funkcjg eliptyczna, trzeba
przedewszystkim, izby catka nie posiadata punktéw krytycznych loga-
rytmicznych, to jest izby wszystkie pozostatosci Aj® byly réwne zeru.
Jezeli tak jest, catka jest funkcjg czesScioksztaltng (meromorficzng); do
tego, aby byta funkcjg eliptyczna, wystarczy, by nie ulegata zmianie
przy dodaniu okresu, t. j. izby byly spetnione warunki:

2Ca—2)y A2A= o, 2Co/—2tf ~ =0;
i T
skad wynika: C= 0, ZA.~ — 0. Jezeli te warunki sg spetnione, catka
przybiera sama przez sie posta¢, wskazang we wzorze Hermite'a
Gdy funkcja eliptyczna, ktérg chcemy catkowaé, jest wyrazona przy pomocy
funkcji pu i p"u, bywa czesto dogodnie opiera¢ sie na tym wzorze zamiast uzywaé

metody ogélnej. Niech bedzie dana do catkowania funkcja eliptyczna A (/; li)
- p’u R1(ju), przyczyni R i Rt oznaczajg funkcje wymierne. Nie mamy potrzeby

zajmowaé sie catkg j R1(pu)pudu, ktéra przy pomocy zamiany zmiennej, okreslonej
przez wzor pu = t daje sie sprowadzi¢ do typu catki funkcji wymiernej. Co do cat

ki J r (Pu)du, moznaby zapomoca dziatah wymiernych, potaczonych z obraDemi od-

powiednio catkowaniami przez czesci, sprowadzi¢ jg do pewnej liczby catek typo-
wych, lecz toby polegato na przerobieniu ponownym pod inng postacig obliczen,
dawniej juz wykonanych. (Rozdz. V, str, 257 - 262 oryginatu). Istotnie, jezeli wy-
konamy zamiane zmiennej: pu = t skad p'u du = dt, czyli
dt dt
du pu /43— gA— g3

to catka jR(pu)du przybierze postac

R (t) dt
1 A%43—g,t—g3



190 Rozdziat XV. — Funkcje jednowartosciowe.

Widzielismy, w jaki sposob ta catka rozklada sie na funkcje wymierna zmien
ncj t i pierwiastka Jit* —yA — vy, . na pewng liczbe catek o postaci

/’ €' di
v - gt- |
i wreszcie na pewng liczbe catek o postaci
I Q>

I P(V JA' - §t(- g,

w ktérych P(t) oznacza wielomian pierwszy wzgledem swej pochodnej i trojmianu
At' —g,t — a Q(t) — wielomian pierwszy wzgledem P (t), o stopniu nizszym
niz /1’ (<).

Powracajac do zmiennej u, stwierdzamy tedy, iz catka j Itlpudu réwna sie

sumie fnnkcji wymiernej funkcji pu i p’u. pewnej liczby catek o postaci j (pu)ndu
oraz innych catek typu

(49» / Q(pU)dU

P(pu)

i cala ta redukcja moze by¢ dokonana zapomocg dziatari wymiernych (mnozenie j
dzielenie wielomianéw), potgczonych z pewnemi calkowaniami przez czesci.

tatwo otrzymac¢ wzér zwrotny do obliczania catek In j (pu)n du. W zwigzku

du \(pu)n ‘'pu) n—1) (/«)" 2p 2 (pu>" '"p"u

zastgpmy p t« i p”u odpowiednio przez 4/« —pif" —gq, i 6p2u — ) vy,; otrzy-
mamy, porzadkujac wzgledem fu:

-NMfuf-Apul”n

= (4n + 2)(fu)H+l — (n — ~-jy,(pa)n 1— (n — 1) g, (fu) -2

skad, zapomocg catkowania obu stron, wnioskujemy

(50) Pw* 1p’u= (4n + 2y /n+1- (n--mMm g, fn_Il- («- Ny, /7, 2.
Czynigc kolejno w tym wzorze n réwnym 1, 2, 3, ..., potrafimy oblicza¢ stopniowo
wszystkie catki In w zaleznosci od dwu pierwszych 10 —u, I} —— 'u.

Azeby moédz wyrazi¢ przy pomocy bardziej znanych tjpéw catki o postaci (49),
nalezy zna¢ pierwiastki wielomianu P(f). Jezeli znamy te pierwiastki, to wszystko
polega na obliczeniu pewnej liczby catek o postaci

du
fu —af v
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Woktoryeh v ojest roine od elt e, ioed, gdyl wielomizny P[t) i 4(I- gj — g3 54
pierwsze wrgleden siebie. Wartost o nie jest tedy Zadnym polokresen, ipro nit
rhwane sie zeru. Wbt

S{u+ v) —tu- vy- Lliv,

Uzasadniony powyiej fart. 332), daje nam wobec tego

C du -1
(51) J1 s - -~ logsut ovy- Logoo{u v) - lutt]+ C.

3300 Funkeja bo- Stereqi, raponmocyg ktoryeh okreSlilidmy funkceje pu Cu, 0u,
Vraz o szereq potegowy, wazny wo driedzinie catej plaszeryzny, w o ktéry rorwineglismy
du, nienazhyt sie nadaja do owyliceed. Zatozyciele teorji funkeji eliptycznyeh, Abel
Polacobd, woprowadzili tam jeszeze jedng funkoje preestepna, godng vwagi, ktérg Fou-
rier onapothkat juz byt owo oswyeh pracach oo teorji ciepta, & ktors mozna rozwingt
Woszereq bardzo stybko zbieiny; jest to toozw. funkeja §. Uzasadnimy pokrotee gb>
wone whasnoSei tej funkeji iowskazeny, wojaki spostb moina preejSi ood niej 1 tatwo-
Seig do funkeji cu Weierstrassa,

Nieoh coznacza licebe zespolong r o —si, w ktorej spotezynnik sprzy ijest do-
datni, & v - mienng zespolong; funkeje o(o) okreSlimy zapomocyg szeregu

(51 \g: kT,

ktory mozng uwetab 14 szereq Lavrenta, w ktorym z jest rastapione prrez ¢i" f
Srereq ten jest berwzglednie zbiezny, gdyz modut Un wyrazu ogbflnego posiads wy-
refenie

— wS(n+ -*) — (2N + 1)

;
0ile v:= a pi; stUN G2y doozera, gdy onowozrasta nieogranivzenie, prrechodigey

n

przer wartoSci dodatnie, i to samo sig stosuje do -Ju_n . Funkeja Y (o) jest zatym
funkeja proestepnd catkowity zmiennej o Jest to funktje nieparzyste; istotnie, jeie-
Hopotgezymy wyrazy szeregu, odpowiadajace wartoscion n i n- 1 wskatnika
(proy zmianie liczby o ood 0 do - co), to szereq (52) bedzie 1astapiony priez inny:

(0]
toowskazuje, it
Y- o) —- §(1), 0(0) = 0.

Gly v opowieksza sie o jednoSt, wyraz ogblny szerequ (52) ulegs pomnozeniu
prier g(la+ 1)t = L0 Mamy tedy: V(oo ) - Yfo). Imieniajac vni v ot,nit
spostroegamy odrazu jakiego$ prostego zwigzku pomiedzy dwoma szeregami. Lecz
molemy napisat

@2n + 1)iiiv.

9 (¢ v
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zamienmy w tym szeregu n ua n 1, a wyraz ogdllny nowego szeregu

LV
( hn_1 Y 192+ e—2Kir

okaze sie réwnym wyrazowi ogdélnemu szeregu pierwotnego (52), pomnozonemu
przez — g~ 1 Funkcja 9(c) czyni tedy zado$¢ dwu zwigzkom:

(54) 9opi; = —9(0), 9(r + t) = — q~1le~2"ir 9(c);

poniewaz poczatek ukiadu jest punktem zerowym funkcji 9(r), przeto zwigzki te
wskazujg, ze wogole punktami zerowemi tej funkcji sg punkty, dane przez wyraze"
nie »«, mg, w ktérym ml i m, oznaczajg liczby catkowite dowolne, dodatnie lub
ujemne.

Sa to jedyne pierwiastki réwnania 9tc) 0. Istotnie, rozpatrzmy réwnoleglo-
bok, ktérego wierzchotkami sa punkty r,, r0 1, o0 1 t, o, t, zaktadajac, ze
wierzchotek r0 zostat obrany w ten sposob, izby zaden z punktéw zerowych funkcji
9(o) nie byt potozony na obwodzie réwnolegloboku. Dowiedziemy, ze réwnanie
9iP O posiada w tym réwnolegloboku jeden tylko pierwiastek. Wystarczy w tym
eelu obliczy¢ catke J 9((?)) dc wzdtluz obwodu réwnolegloboku w zwrocie dodat-
nim; zgodnie z zatozeniem co do z napotkamy przytym wierzchotki w takim porzad-

ku, w jakim zostaty napisane.
Ze zwigzkow (54) wnioskujemy:

9 o 1) 9' (0) 90O v 9'<p) I
9r 1 9.0 : ¢ 9\0) '
Rys. 72.

‘(.1 +>

Pierwszy z tych zwigzkéw wskazuje, ze w puktach odpowiednich n irys. 72) i n

9
bokéw AD i BC funkcja -—(— przybiera te samg warto$¢. Poniewaz te dwa bo-

ki sg przebiegane w zwrotach przeciwnych, suma odpowiednich catek jest réwna ze-
ru. Jezeli za§ wezmiemy dwa punkty odpowiednie m i m’ na bokach AB i DC, to

9 (oi
wartos$¢ funkcji —-(----W punkcie m réwna sie wartosci tej funkcji w puntaie m,
zmniejszonej o 2rd. Suma catek, ktora powstataby na tych dwu bokach, réwna sie

tedy | —2-idc, t. j. 2-r. Poniewaz w rownolegloboku ABCD istnieje, rzfecz

1 {D

oczywista, jeden i tylko jeden punkt, ktérego odpowiednik liczbowy ma postac¢
m, m,z, przeto funkcja 9 o) nie posiada zadnych innych punktéow zerowych.
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Ostatecznie lunkcja O (o) jest funkcjg catkowitg nieparzysta, spetniajgcg wa-
runki (54) i taka, ze jej punktami zerowemi pierwszego rzedu sg wszystkie punkty
Oi~r m2~ ale nie zadne inne. Wezmy teraz takie dwa okresy 2to i 2to, ze spot-

t
czynnik przy i w ilorazie — jest dodatni. Zastgpmy w funkcji 0 (v) zmienng v
03
przez 21~. a tprzez & i oznaczmy przez z (W funkcje 0
[ee] 03
(66) , (4 =e(2'-).

--(ii) est to funkcja catkowita nieparzysta, ktérej punktami zerowemi sg wszyst-
kie punkty, odpowiadajgce okresom

2w= 2mto— 2 tri tu,

zamiast zwigzkéw (54) wystepujg teraz nastepujace:

(56) f(u .- 2to) = — P(u). Nu+ 2w)

Wiasnosci te sg nader zblizone do wiasnosci funkcji au. Aby przejs¢ do
-m. nalezy pomnozy ¢ -ui) przez Dewien czynnik wyktadniczy. W istocie, zat6zmy,
oznaczajac jak poprzednio przez r( funkcje okreséw to i tu, okreslong w art. 329-ym:

(57) ek« = 0'(0)

(u) jest réwniez funkcjg catkowita nieparzysta, posiadajaca te same punkty
zdrowe, co f(u). Pierwszy ze zwigzkéw (56) przybiera postaé

2« v o -j-2 - 2t (i
68 s = - - e 26 C T g = e BT G

Otrzymujemy nastepnie

2w ‘ -j-21t0"3 — (m-i- tor
i(a-j-2to) = m 000 e by (U-i-2t0)3 o (mej- ' e (u)
czyli ze wzgledu na zwigzek r/to' — r/to
) 2/ («+ 1)
(59) .(w-j-2to') = —e y <l(«)®

Zwiagzki (58) i (59) wyrazaja to samo,' co zwigzki, uzasadnione powyzej dla
(U
funkcji cm. lloraz () posiada zatym dwa okresy 2to i 2to', poniewaz oba wy-

razy tego stosunku ulegajg pomnozeniu przez ten sam czynnik, gdy u wzrasta o je-
den okres. Poniewaz obie funkcje posiadajg te same punkty zerowe, przeto ten sto-
sunek jest staty; zresztg spotczynnik pierwszej potegi zmiennej n w obu szeregach
rowna sie jednosci. A wiec zu = d(ii) czyli

20
(60) Cu eww

i funkcja cm zostata uzalezniona od funkcji 0, jakeSmy zapowiedzieli byli. Gdy sie
nadaje zmiennej niezaleznej v wartosci rzeczywiste, przy module liczby q mniejszym

Knrs analizy matematycznej. 13
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od jednosci, szereg (53) jest nader szybko zbiezny. Nie bedziemy wiecej rozwijali tych
wskazéwek, ktore w uwzglednionym zakresie wystarcza do okazania podstawowej roli
funkcji K w zastosowaniach funkcji eliptycznych.

I1l. — Odwracanie. — Krzywe pierwszego rodzaju.

385. Zwigzek pomiedzy okresami a niezmiennikami. — Wszelkie-
mu ukfadowi dwu liczb zespolonych w; w, ktérych stosunek 1 nie jest

rzeczywisty, odpowiada funkcja eliptyczna /=¢ najzupetniej okre$/ona, po-
siadajgca dwa okresy 2™ i 2io, regularna dla wszystkich wartosci
zmiennej /, ktére nie majg postaci

2mw-f 2miw

i majaca za bieguny drugiego rzedu wszystkie okresy. Funkcje Ca i -a.
ktére otrzymujemy z /u za pomocg jednego lub dwu catkowan, dajg sie
rowniez wyznaczy¢ przez uklad okresow (2 @ 2u>). Gdy chodzi o uwy-
datnienie tych okresow, mozna uzy¢ do oznaczenia trzech funkcji podsta-
wowych symboléw

B@lw ) £U Ju ) i 3H!® o).

Nalezy atoli zauwazy¢, ze mozna zastgpi¢ uklad (to, od) przez nie-
skonczenie wiele innych ukladéw (12 12), tak iz funkcja f>u nie ulegnie
zmianie. Wezmy. w istocie, cztery liczby catkowite nt, m*, n, ri, dodat-
nie lub ujemne, spetniajace warunek

mri—m'n= + 1,
Jezeli zatozymy, ze
P= mo-j-nood, 2= m'to-j-rioad,
to otrzymamy nawzajem:
0= (rik— n 12) o= im12 — tri 12

i rzecz jasna, ze wszystkie okres}- funkcji eliptycznej Au sg réwnie do-
brze kombinacjami dwu okreséw 212, 212", jak pan okresow 2to 200

Powiemy, ze dwa uklady okreséw (2m 2mw) i (212 212) sg réw-
nowazne. Funkcja f>{uJ12 12) posiada te same okresy i te same
bieguny z temi samemi czesciami gtdwnemi, co funkcja />(u |to c0),
1 roznica tych funkcji rowna sie zeru dla u= 0. Sg one przeto identycz-
ne, co wynika réwniez z rozwiniecia w szereg (22), gdyz zbior liczb
2muw——2iri i zbior liczb 2mil -f-2m'12 sg tym samym. Z tegoz
powodu

Cul2 12)= :(a| o co), aU| 2 12)= 3(u|to, toj.
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funkcje fiu, zu, ~u dajg sie rowniez doktadnie okresli¢ zapomoca
niezmiennikdéw g2, g3. Istotnie, widzieliSmy, ze funkcja ou wyraza sie
-zapomocg Sszeregu potegowego, ktérego wszystkie spotczynniki sg wielo-

mianami  wzgledem g2 i @g3; mamy nastepnie Cu= aGuU. a wreszcie

fiu = —Zu Aby oznaczy¢ funkcje, odpowiadajgce niezmiennikom g.,
i gx uzywac¢ bedziemy symboléw

P(«j 82, g»), CiIm; 02,033, o (m; g2, g3

W tym miejscu nasuwa sie zagadnienie o0 znaczeniu podstawowym.
Jezeli jest to oczywiste, ze wzgledu na sam sposéb tworzenia sie funkcji
fiu, ze kazdemu uktadowi (to, to) odpowiada funkcja eliptyczna fiu, byleby

tylko stosunek o nie bjd rzeczywisty, nic nie przekonywa z goéry, ze

wszelkiemu ukfadowi g2, g3 wartosci niezmiennikow odpowiada réwniez
pewna funkcja eliptyczna. Wiemy wprawdzie, ze wyrazenie gy — 27 g3
winno by¢ rézne od zera, niema jednak pewnosci, czy ten warunek jest
wystarczajgcy. Zagadnienie, o ktore tu chodzi, polega w swej istocie na
rozwigzaniu uzasadnionj-ch powyzej réwnan przestepnych

\% 1

= 60 > —,
02 mto+ 2m' to )4

(61)

B """ N omto-j- 2m'to)s

wzgledem niewiadomych t i to, lub przynajmniej na rozpoznaniu, czy
w tym przypadku, gdy g2%— 27 g32 nie jest réwne zeru, réwnania te

posiadajg taki uklad rozwigzan, izby stosunek ~ nie byt rzeczywisty.

Jezeli istnieje jeden uklad rozwigzan, to istnieje roOwniez nieskonczenie
wiele innych uktadéw, lecz zbadanie bezposrednie powyzszych réwnan
wydaje sie niedostepnym. Osiggamy rozwigzanie zagadnienia w sposob
uboczny, badajgc z poczatku zagadnienie co do odwracania catki eliptycz-
nej pierwszego gatunku.

Uy
Uwaga. — Wezmy dwie takie liczby zespolone tu i u/, iz stosunek — nie jest

rzeczywisty. Odpowiednia funkcja fi (u « «') czyni zado$é réwnaniu rézniczkowemu

*pL) =1 - ,fi-g3,
Caer= e o
ktorym g2 i g3 majg wartosci, wyznaczone przez réwnanie (61). lrzy u "t
wartos$é p 0 funkcji pu jest réwna jednemu z pierwiastkow, rownania

4/>'7 gtp — g»-= O
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F>dy u zmienia sie 4 O d> < /u zakre$la linje L ciagnaca sie ad nieskonczo-
nosci <o punktu c,: ze zwigzku

, dp\
- p*-g".p-gi
wnioskujemy, ze polokres w réwna sie calce okreslonej

J U 1+*Pl~gt P~St
wzietej wzdtuz tinji L Dla w' otrzymujemy wyrazenie analogiczne, zastepujac w tej
ralce e, przez c..
Wyrazamy w ten sposéb oba pdlokresy < i <v w zaleznosci od niezmiennikdéw
St *Cs Aby niédz wysnué stad rozwigzanie zajmujgcego nas zagadnienia, nalezatoby
uzasadni¢, ze ten nowy ukiad jest rownowazny uktadowi (61), t j. iz okreSla £s i gt
jako funkcje jednowartosciowe polokreséow m ™.

iiiltl.  Funkcja odwrotna wzgledem catki eliptycznej pierwszego
gatunku. Niech Riz) oznacza wielomian trzeciego hth czwartego sto-
pnia. pierwszy wzgledem swej pochodne;j.

Mozemy go napisa¢ ogolnie w postaci

Rizi—A(z—a,) (z—as) iz—a,) (z — ad;

przytym ait <4 oznaczajg cztery rozne pierwiastki, gdy Riz)
jest wielomianem czwartego stopnia; gdy za$ R (z) jest wielomianem
trzeciego stopnia, to oznacza¢ bedziemy jego trzy pierwiastki przez alf
a2 a, i zaklada¢ ponad to, ze at— v, z tym zastrzezeniem, ze w wy-
razeniu powyzszym z — ™ ma byC¢ zastgpione przez jednos¢, (lalka
eliptyczna pierwszego gatunku posiada ksztait:

zakladamy przytym, w celu ustalenia uwagi, ze poczatek drogi catkowa-
nia z0 jest rozny od punktéw zerowych funkcji R (z) i potozony' w odleg-
tosci skonczonej, i ze pierwiastkowi zostata nadana okreslona wartos$¢ po-
czatkowa. Gdy Riz) jest wielomianem czwartego stopnia, pierwiastek

t R (20 posiada cztery punkty krytyczne a], a2, o, i «4, i dla kazdej
wartosci tego pierwiastka punkt z — >t jest biegunem drugiego rzedu.
Gdy R(Z) jest wielomianem trzeciego stopnia, pierwiastek 1Riz) posiada
juz tylko trzy punkty krytyczne al, a2, a, w odlegtosci skoriczonej;

lecz gdy punkt z zakre$la okrag, otaczajgcy punkty av av av dwie
wartosci pierwiastka przechodza nawzajem jedna w drugg. Punkt z = sl

jest tedy w tym przypadku punktem rozgatezienia funkcji 1Rizi.
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Prz3pomnijmy sobie jeszcze uzasadnione juz wihasnosci catki eliptycz-
nej u (art. 313). Jezeli u(z) oznacza jedng z wartosci,. przybieranych
przez te catke, gdj- sie idzie po pewnej okreslonej drodze od punktu zy
do punktu z, to catka ta moze przybra¢ w tjun samym punkcie u nie-
skoniczenie wiele wartosci, zawartych we wzorach:

(63" z=u(@@)+2 wvi+2mo, u=|l—u(2-j-2mto-j- 2m o.

We wzorach tych m i m oznaczajg dwie liczby catkowite, zupetnie
dowolne, 2w i 2o/ — dwa okres}, ktorych stosunek nie jest rzeczywi-
sty, a 1— stalg, ktéra mozna np. uwaza¢ za rowng calce, wzietej wzdhuz
petli, zakre$lonej dokota punktu ax.

Wezmy funkcje eliptyczng p (U joi. oi), Wyznaczong przez okresy
20i, 2o catki eliptycznej (62). Zastgpmy w tej funkcji zmienng u

przez samag catke (62), zmniejszong o , i oznaczm)’ funkcje, otrzyma-
ng w ten sposob, przez <(z):

6  (p@—p\y  ~Lia o =plu—- la

o 1/%z2) 2
Owa funkcja <€(z) jest funkcjag jednowartoSciowg zmiennej z.
W istocie, gdy zastgpimy u przez ktorgkolwiek z wartosci (63), otrzyma-
my zawsze, przy dowolnych wartosciach m i m'

&) -=p UZ)——— o of czyli O(@=p m(2)

czyli wcigz te samg warto$¢ <D(2).

Poszukajmy punktow osobliwych tej funkcji ~(z). WeZzmy z poczat-
ku warto$¢ skonczong Zj zmiennej z, nie odpowiadajagcg punktowi rozga-
tezienia, i przypus¢my, ze idziemy po pewnej okre$lonej drodze od punktu
z0 do punktu z(. W punkcie tym otrzymujemy pewng okre$long war-
tos¢ pierwiastka i pewng wartos¢ ut- catki. W otoczeniu punktu z,

j,-t funkcjg catoksztaltng zmiennej z, i mozemy jg rozwinac
VR(z2)
W szereg O postaci nastepujacej:
- = a0-j- at(z — zj) f-a2(z—zj-fr ..., K %
R (2
skad wynika i

(65) it= «i+ ao(z—zj) + =J2 Q— +
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Jezeli a,— ~ nie réwna sie zadnemu z okreséw, to funkcja
> Ju — ' | jest ealoksztaltha w otoczeniu punktu i przeto funkcja
dMz) jest ealoksztaltna w otoczeniu punktu zIl. Jezeli uv— ' stanowi
okres, to punkt / jest dla /& ]Ju— | biegunem drugiego rzedu, i za-

tym punkt z, jest biegunem drugiego rzedu dla <>2\ gdyz w otocze-
niu punktu a,, przy oznaczeniu przez P pewnej funkcji catoksztaltnej.
mamy w tyra przypadku zwigzek:

fila— ']
2/, (a—

Zatozmy dalej, ze punkt z dazy do punktu krytycznego a,. W oto-
czeniu punktu a,

{RI*] *= (z- a)~" Pi{z- a)

[ Pi — funkcja ealoksztaltna dla z = a, j
czyli

I R(Z) Vz - a | *«+ *j (*, «*/)+ *i (*_ «<)’ +°I0], [«0:,'.:0];

catkujgc wyraz po wyrazie, otrzymujemy stad:

(fifi) u= uvi-\-vz—a [22,-f " 7, (z—

Jezeli N nie jest okresem, f/~Ju— ' | stanowi funkcje cato-

ksztatltng zmiennej u w otoczeniu punktu a,. Gdy zastapimy w szeregu
poteg réznicy u— u,, wyrazajgcym te funkcje, u— u, przez wartosc tej
roznicy, otrzymang z wzoru (fifi), to potegi utamkowe rézniej’ z — a, be-
da musial} znikna¢, gdyz, jak wiemy, lewa strona jest funkcjg jednowar-
tosciowg zmiennej z, i funkcja tf>(z) okaze sie catoksztatltng w otoczeniu
punktu a, Jest to wskazOwkg — co zauwazmj przj' sposobnosci — ze

réznica «, — ' musi by¢ rowng pdtokresowi. Stwierdzamy w podobny spo-

sob, iz jezeli #//— ' rOwna sie jednemu z okresdw’, punkt a, jest dla €(z

biegunem pierwszego rzedu.
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Zbadajmy wreszcie zachowanie sie funkcji <5(z) przy wartosciach
nieskonczonych zmiennej z. Musimy tu odrézni¢ dwa przypadki, stosow-
nie do tego, czy R (z) jest wielomianem czwartego czy trzeciego stopnia.
Jezeli jest to -wielomian czwartego stopnia, to nazewnatrz kota C, zakre-
Slonego dokota poczatku ukladu i zawierajgcego wszystkie cztery pier-

wiastki, kazda z wartosci wyrazenia stanowi funkcje catoksztattng
1-R(2)
utamka . Mamy np., dla jednej z nich
z
1 —
[a0==0].
I R\29

i wystarczy tylko zmieni¢ wszystkie znaki, azeby otrzymac¢ szereg, wyra-
zajgcy drugg wartos¢. Jezeli modut zmiennej z wazrasta nieograniczenie,
a pierwiastkowi nadajemy warto$¢, wyrazong przed chwilg, to

1R {2)
c|a+ka u dazy do pewnej wartosci skonczonej ux, i w otoczeniu punktu

w nieskonczonosci

(67) u= ua 242

Jezeli ux — 1 nie jest jednym z okreséw, funkcja p Ju— -- jest
w punkcie ux regularna, a wiec punkt z = oo jest dla <4>(z) punktem
zwyczajnym. Jezeli wartos¢ ux — jest okresem, to punkt ux jest
dla p Ju— 7j biegunem drugiego rzedu, i, poniewaz mozemy napisac

dla otoczenia punktu z = co

punkt z = co jest rOéwniez biegunem drugiego rzedu funkcji <4>(2).

Jezeli R(z> jest wielomianem trzeciego stopnia, to zewnatrz Kkola,
majacego za $rodek poczatek ukladu i zawierajgcego trzy punkty krytycz-
ne Oj, a2, as, jest wazne rozwiniecie w szereg 0 postaci nastepujacej

[«o2=0],
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a przeto

(6S) u—u

Rozumujgc tak samo. jak powyzej, stwierdzamy, ze punkt w nie-
skonczonosci jest dla (f(z) punktem zwyczajnym lub biegunem pierwszego
rzedu. Ostatecznie funkcja ">(z ma z punktéw osobliwych tylko biegu-
ny: jest to tedy funkcja wymierna zmiennej z, i catka eliptyczna pierw-
szego gatunku (62) spetnia zwigzek o postaci

(60)

w ktorym d>(z) jest funkcjg wymierng. Nie znamy jeszcze stopnia tej
funkcji; okazemy, ze stopienn ten rowna sie jednosci, i w tym celu bedzie-
my badali funkcje odwrotng. Innemi stowy, bedziemy teraz uwazali u
za zmienng hiezalezna i poszukiwali whasnosci granicy wyzszej z catki (62),
uwazanej za funkcje tej catki. Podzielimy to badanie, dos¢ trudne, rta
kilka czesci:

<l. Wszelkiej wartosci skonczonej zmiennej u odpowiada m war-
tosci zmiennej z, jeieli m réwna sie stopniowi funkcji wymiernej <(z).

Niech, istotnie, uv oznacza pewng warto$¢ skonczong zmiennej u;
réwnanie

wyznacza m wartosci zmiennej z, w ogoélnosci réznych i skonczonych,
acz moze sie zdarzy¢ przy pewnych szczeg6lnych wartosciach «, . iz nie-
ktore z tych pierwiastkbw stang sie réwnemi sobie lub nieskohczonemi.
Niech z, oznacza jedng z tych wartosci zmiennej z; wartosci catki elip-
tycznej u, odpowiadajace tej wartosci zmiennej z, czynig zados¢ rownaniu:

Mamy tedy jeden z dwu zwigzkow:

U= wj-j- 2 wijw -j- 2 o/, u=/ — -f-2/8jt04*2 m/:

w obu przypadkach punkt z moze zakre$li¢ takg droge, idaca od punk-
tu z0 do Zj, izby wartos¢ catki, wzieta wzdluz tej drogi, byla ré-
wna wiasnie ul. Jezeli tedyr <I>z) iest funkcjg stopnia m, to istnie-
je m wartosci zmiennej z, dla ktorych catka (62) przybiera dang war-
tos¢ «.
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2. Wezmy warto$¢ skonczong ux zmiennej h, ktoérej odpowiada war-
tos¢ skonczona zx zmiennej z; warto$¢ zmiennej z, dgzaca do zv gdy u
dazy do Uj, stanowi funkcje catoksztattng zmiennej u w otoczeniu
punktu

W istocie, jezeli punkt zx nie jest punktem krytycznym, wartosci
zmiennych u i z, dazace odpowiednio do ux i zY, sa zwigzane przez wzor
(65), uzasadniony przed chwilg, w ktorym spoélczynnik «0 nie réwna sie
zeru. Wedlug twierdzenia ogolnego o funkcjach uwikfanych (t. J, art. 193),
wysnuwamy stgd nawzajem rozwiniecie roznicy z — z: w szereg poteg cal-
kowitych i dodatnich réznicy u — ux.

Gdyby przy jakiej$ wartosci szczegélnej «, zmienna z przybierala
warto$¢ krytyczng a-, to moznaby réwniez uwazaC prawg strone wzoru
®6) za szereg poteg pierwiastka 1z—a,; poniewaz a0 nie roéwna sie
zeru, otrzymani}' stgd nawzajem rozwiniecie pierwiastka 1z —u-, a wiec
i réznicy z — a, w szereg poteg catkowitych réznicy u—

3. Niech ux oznacza jedng z wartosci, ktore przybiera catka u,
gdy |z ! wzrasta nieograniczenie; punkt u” jest biegunem dla wartoSci
zmiennej z. ktérej modut wzrasta nieograniczenie.

Istotnie, wartos¢ catki u, ktora dazy do , Wyraza sie w otoczeniu
punktu w nieskonczonosci przez jeden lub drugi z szeregoéw (67) i (68).

W pierwszym przypadku otrzymamy rozwiniecie odwrotnosci ~ w szereg,

uporzadkowany wzgledem poteg roznicy u — ux

; — a (w 1“H 2 3i " 1ND)" “H === [l ~ ®]i

w drugim mozna bedzie rozwingé w ten sam sposéb a przeto:

5 {u— «x)2fjh 22 (U— W) ~h *m-]2-
Punkt ux jest tedy biegunem pierwszego lub drugiego rzedu, sto-
sownie do tego, czy R(z) jest wielomianem czwartego czy trzeciego

stopnia.
4, Uzasadnijmy wreszcie, ze jednej wartosci zmiennej u nie moze
odpowiadaé wiecej niz jedna warto$¢ zmiennej z. W istocie, przypusémy,
ze przy zakreSlaniu przez punki z dwu drég, wiodacych od punktu z0
do dwu roznych punktéw zt i z2, otrzymujemy rowne wartosci catki.
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Moznaby w takim razie znalez¢ droge L, taczacg punkty g, i r, i takar

zby catka | bvia rowna zeru. Przy wyobrazaniu catki"
1 | R{9
u= X +iY

przez punkt o spétrzednych (V, K) w ukladzie osi spotrzednych OX, O)
punkt u zakre$litby krzywg zamknieta I, gdy punkt z zakre$la krzywag
niezamknietg L. Owdéz jest to niezgodne z wiasnosciami, uzasadnionemi
przed chwilg, jak zaraz dowiedziemy.

Kazdej warto$ci zmiennej u zwigzek

AU"‘ Ay = <

podporzadkowuije liczbe skohczong wartosci zmiennej z, z ktérych kazda
Zmienia sie wraz z u w sposob ciaggly, o ile tylko droga, zakreslana
przez u, nie przechodzi przez Zzaden z punktéw, odpowiadajacych war-
tosci z — b (1> Wedtlug tego, coSmy zatozyli, gdy punkt u przebiega
w swej plaszczyznie krzywa zamknietg 1. wychodzac z punktu A(u0)
i wracajgc do tego samego miejsca, punkt z zakreSla tuk ciggly i nie-
zamkniety, wiodacy od punktu 2z, do punktu zs. Wezmy na krzywej |
wa pun kty M i P (rys. 73), i niech zZ\ z" oznaczajg wartosci, ktore sie

Rys. 73.

u

osigga w tych punktach, gdy przy wartosci poczatkowej z, zmiennej z
punkt u zakre$la odpowiednio drogi .-hH i AMNP. Oznaczmy jeszcze
przez z" warto$¢, osiggang w punkcie P w tym przypadku, gdy u zakre-
Sla tuk AQP\ zgodnie z zalozeniem, z" i zt" sg rézne. Polgczmy punkty
Af i P linjg poprzeczng MP, zawartg wewnatrz obwodu 1 i wyobrazmy
sobie, ze punkt u zakre$la z poczatku tuk AmM, a potym poprzeczng
MP\ niech z2' oznacza warto$¢, z ktéra sie przybywa do punktu P.

(') Uznajemy tu za prawdziwe wiasnosci tunkrji uwiktanych, ktére zostang
uzasadnione poézniej (w rozdz. XVII).
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Wartos¢ ta musi by¢ rozng albo od z" albo od z/'. Jezeli jest rozna
od z", to drogi Am MP i AQP nie wioda do tej samej wartosci z
w punkcie P. Jezeli z" i z2' nie sg réwne, to drogi AmMP
i Am MNP nie wiodg do tej samej wartosci w punkcie P; wiec gdy
sie wychodzi z punktu M z wartoscia z' zmiennej z i podaza do P
droaig M P lub droga MNP, otrzymuje sie rézne wartosci zmiennej z.

W obu przypadkach stwierdzam}?7, iz mozna zastgpi¢ obwod zamknieg-
ty T przez mniejszy obwdd zamkniety 1\, zawarty czesciowo wewnatrz P
i taki, ze gdy u =zakreSla go, punkt z przebiega luk niezamkniety. Po-
wtarzajac to samo postepowanie w stosunku do obwodu !\, i tak dalej
nieouraniczenie, otrzymalibysSmy ciag nieograniczony obwodéw zamknie-
tych F, I\, P2,..., posiadajgcych te samg wiasnos¢, co pierwszy ob-
wod P. Mozna oczywiscie uczyni¢ to w taki sposob, izby -wymiary tych
nastepujacych po sobie kolejno obwoddéw malaty nieograniczenie, a w ta-
kim razie obwod I dazy do punktu granicznego X Stosownie do spo-
sobu, w ktory zostat okresSlony ten punkt, wewngtrz wszelkiego kota
o promieniu s, dowolnie matym, i Srodku w punkcie X istniataby zawsze
jaka$ droga zamknieta, nie przywracajgca zmiennej z jej wartosci poczat-
kowej. Owoz jest to niemozliwe, gdyz punkt X jest dla r6znych wartosci
zmiennej z punktem zwyczajnym lub biegunem; w obu przypadkach
z jest funkcjg jednowartosciowg zmiennej u w sasiedztwie punktu X Przy-

puszczajgc tedy, ze catka jC dz , wzieta wzdluz linji niezamknietej L,

moze by¢ rowng zeru lub, co wychodzi na jedno, ze jednej wartosci
zmiennej u odpowiadajg dwie rdzne wartosci zmiennej z, dochodzimy do
sprzecznosci. =

ZauwazyliSmy juz powyzej, iz jezeli dla dwu wartosci odmiennych
zZ, i z2 zmiennej z zachodzi réwnosé: >(zj = d>(z2, wdwczas mozna

znalez¢ taka droge L, wiodacg od zt do z2, izby catka j ./ revna’a

sie zeru. Potrzeba tedy, izby funkcja wymierna 4>(z) nie mogta przybraé
tej samej wartosci przy dwu réznych wartosciach zmiennej z, t j. izby
byta to funkcja pierwszego stopnia:

Wobec tego ze zwigzku (69) wynika co nastepuje:

(70)
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i dochodzimy do takiego waznego twierdzenia: Granica wyzsza cafki
eliptycznej pierwszego gatunku, brana jako funkcja tej catki, jest funkcjg
eliptyczng drugiego rzedu.

Teorja calek eliptycznych byfa zglebiana przez Legendre a: odwra-
cajac to zagadnienie, Abel i .lacobi doszli do odkrycia funkcji elip-
tycznych.

Rzeczywiste wyznaczanie funkcji eliptycznej z —f{ui stanowi za-
gadnienie, zwane =odwracaniem czyli inwersjg (probleme de I'inversion).

Ze zwigzku (621 wynika
liz= 1R (2,
Iz @)

a przeto | A(z) =/'(«). Widzimy, iz sam pierwiastek) R (z) jest réw-
niez funkcja eliptyczng zmiennej u. W jezyku gieometrycznym mozna
streSci¢ wszystkie poprzednie wyniki w spos6b nastepujacy:

Niech R (x) oznacza wielomian trzeciego Iub czwartego stopnia,
pierwszy wzgledem swej pochodnej; spoirzedne jakiegokolwiek punktu
krzywej C,

(71) v2= R (W),
dajg sie wyrazie zapomocg funkcji eliptycznych catki pietwszego ga-
tunku
Cxdx iM dx
.y J iR@®
w taki sposob, iz kazdemu punktowi \, y) tej krzywej odpowiada tylko

jedna warto$¢ u, o ile sie nie zwaza na roznice, réwng dowolnemu
okresowi.

Azeby uzasadni¢ cze$¢ ostatnig twierdzenia, wystarczy zauwazyc,
ze wszystkie wartosci catki u, odpowiadajgce danej wartosci v, sg dane
przez wzory

un-f- 2ml « -j- 2m?»>, /— a0+ 2mx« -f- 2m2

u_

Wszystkie wartosci catki u, zawarte w pierwszym wzorze, pochodzg
od liczby parzystej petli, zakreslonych dokota punktéw krytycznych, wraz
z droga bezposrednia, wiodgcg od MO do v, i odpowiadajg tej samej war-

tosci pierwiastka) R{x). Wartosci catki u, dane przez drugi wzér, po-
wstajg za pomocg zakre$lenia dokota punktéw krytycznych liczby niepa-
rzystej petli oraz drogi bezposredniej od M0 do x: odpowiednia warto$¢

pierwiastka | R (x) jest przeciwna wzgledem pierwszej. Jezeli tedy maym
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dane jednoczesnie x i y, odpowiednich wartosci szuka¢ nalezy tylko
w jednym z tych wzordw,

Z obliczenn, wykonanych powyzej, wynika, ze funkcja eliptyczna
x = f u) posiada w réwnolegtoboku elementarnym jeden biegun podwdj-
ny, jezeli R(x) jest wielomianem trzeciego stopnia, a dwa bieguny pierw-
szego rzedu, jezeli R (x) jest wielomianem czwartego stopnia; y = /' ()
jest tedy funkcja trzeciego lub czwartego rzedu stosownie do stopnia
wielomianu R(X).

Uwaga. — Zatézmy, iz spotrzedne x, V) punktu krzywej y2= R (x)
zostaly w jakikolwiek sposéb wyrazone zapomocg funkcji eliptycznych
parametru v, a mianowicie x = 's(v:, y = ©Bl(v). Calka eliptyczna pierw-
szego gatunku przybiera woéwczas postac:

rU (v) dv .

sV

funkcja eliptyczna nie moze posiada¢ biegundw, poniewaz u winno

zachowywa¢ wartos¢ skonczong przy wszelkiej wartosci skoriczonej zmien-
nej v,; jest to tedy stata k, i u= kv + 1. Stala 1 zalezy oczywiscie
od wartosci, obranej jako granica nizsza catki u; co do spolczynnika «,
wystarczy we celu wyznaczenia tegoz nada¢ zmiennej v jaka$ wartosé
szczegolna.

837. Nowe okres$lenie funkcji /~u za pomocg niezmiennikéw. —
Bardzo tatwo obecnie odpowiedzie¢ na pytanie, postawione powyzej (art.
325). Przypusémy, ze sg dane dwie takie liczby g2i gy, iz g2 — ™~ &~
nie réwna sie zeru: istnieje zawsze taka funkcja eliptyczna p u, ktorej
niezmiennikami sg g2 i g3« Istotnie, wielomian

R(z) = 4z3—g2z g3,
jest pierwszy wzgledem swej pochodnej, i catka eliptyczna JF \/R_()
z
posiada dwa okresy 2w 2w, ktérych stosunek jest liczbg urojona.
Niech p(u \oj, o#) o0znacza odpowiednig funkcje eliptyczng. Zastagpmy

w tej funkcji li przez catke f —H\
J I R(z)
dz
u _
Vr {z)

H ma tu oznacza¢ stala, obrang w ten sposéb, izby jedna z wartosci
funkcji u przy z = byta réwna zeru. Mozna wzig¢ np. pétprostg
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nieograniczona L, wychodzacg z punktu *0 i nada¢ liczbie H wartos¢ calki

JI 1 "\ wziete] wzdhuz tej pbtprostej L. Wykazmy przedewszystkim,
R

ze funkcja, otrzymana w ten sposob, jest funkcjg jeduowartosciowa

Rys 71

zmiennej z. Wezmy dowolny punkt ptaszczyzny Z: Oznaczmy przez v
i v' wartosci catek

r dz dz
- » 1R©® 9 («nz IR

branych z tg samg wartoscig poczatkows pierwiastka 1 R (z) wzdiuz
dwu drég ZQnz, z0«z, ktére tworzg figcznie obwod zamkniety, ota-
czajacy trzy punkty Krytyczne , es pierwiastka. Wezmy obwdd
zamkniety mznz,ZMNZz0, utworzony przez obwdd z0mnzzQ
odcinek z,Z, okrgg C o promieniu bardzo wielkim i odcinek Zz0.

Wewnatrz tego obwodu funkcja L jest catoksztattna, i mamy
R(z)

dz dz
IR@Z) " TQ 1R@) = olR(i

ktory przy wzroscie nieskonczonym promienia kota C przybiera postac:

zwigzek

V-j-vi—2H = 0.

Wartosci catki u, otrzymane na dwu drogach zgmz, zgnz. czynig
iedy zado$¢ warunkowi UA-uU'— 0. Whnioskujemy stad, ze funkcja

dz
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jest funkcja jednowartosciowg zmiennej z. StwierdziliSmy juz, ze jest to

funkcja linjowa o postaci az ' . Azeby wyznaczyC a, b, ¢ i d, wy-
cz -|-d

starcz}- zbada¢ rozwiniecie tej funkcji w otoczeniu punktu w nieskornczo-

nosci. OwoOz w tym obszarze

1 1 j_ g2/ o3 1 SR
"R (z) Foss 4z2 423 227 16 7*

wartos¢ catki a, rowna zeru dla z nieskoriczonego, wyraza sie tedy
apomocy szeregu

1r 1 ny
z- 40 22
Otrzymujemy stad
L. : 1+ 92 ~ 92
4022 202

tak iz roznica pu— z réwna sSie zeru przy z= 7> Lecz rbznica
a~—bt - z moze sie staC zerem przy wartosci nieskonczonej zmiennej z
cz -j- d

jedynie wtedy, gdy ¢= o b= 0 a= d, i funkcja p u\w «d) po
zastgpieniu zmiennej u przez catke (72) staje sie tozsamosciono rowng  z.
Biorgc za granice nizszg tej calki sam punkt w nieskoriczonosci, mozem}
ja jeszcze napisaC w postaci
(720 « = |

' J «} R(2)

i zwigzek ten pocigga za sobg zwiazek pa = z, przy zatozeniu, ze funkcja
pa zostala utworzona w ten sposob, iz jej okresami sg okresy 2w, 2w

catki | dz . Poréwnywujgc wartosci pochodnej , wysnute z tych
I VR(z)" ' dz
zwigzkdéw, otrzymujemy p'a = \ R(z) czyli po podniesieniu do kwadratu

.(73) p‘2u = R(z) = +P3u— g2pa— g3.

Liczby g2, g3 sa niezmiennikami funkcji eliptycznej pa, wyznaczonegj
przez okresy 203 2tU. W ten spos6b zagadnienie, postawione wyzej
(art. 335), zostaje rozwigzane, .lezeli gZB— 2793 nie réwna sie zeru,
rOwnania (61) sa spetlnione przez nieskonczenie wiele ukladoéw wartosci
W tu. Niech ev e2 e3 0znaczajg pierwiastki réwnania

R(z) — 4Zz— g2z —gi =
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otrzymamy jeden uklad rozwigzan, hioi-ac np.
di
< \R(2) I R(2\

stad za$S dadzg sie wyznaczyé, jak zostalo wyjasnione, wszystkie inne
ukfady rozwigzan.

(74)

W zastosowaniach tourji funkcji eliptycznych tunkeja pu bywa najczesmej
okreslono przez swe niezmienniki. Azeby wykona¢ rachunki liczbowe, nalezy umie¢
obliczy¢ prze pormocy i gt Jeden uklad okresow i ponadto umie¢ znalezé jeden
Z pienniastkdéw rownania pu —.4, gdy jest dana stata A Co do szczegolow metody,
ktorej sie tu uzywa, zarGwno ink co do wszystkiego, co dotyczy zastosowania tablic,
mozeny jedynie poleci¢ czytelnikom udanie sie do dziet specjalnych (1).

AHs. Zastosowanie do krzywych ptaskich trzeciego rzedu. — le-
zeli wyrazenie g**— 27 g2' nie jest réwne zeru, to réwnanie
(75) y*= 4v*—g2x — gt

odpowiada krzywej trzeciego rzedu bez punktu podwodjnego. Czynimy za-
dos¢ temu réwnaniu, zakladajgc- x —fiu, y = p u, z warunkiem, ze
niezmiennikami uzytej funkcji fiu sg wiasnie dane liczby g2 i g3 Kazde-
mu punktowi krzywej odpowiada w kazdym réwnolegtoboku elementarnym
jedna warto$¢ zmiennej u. Istotnie, rownanie fiii = x posiada w téwno-
tegtoboku dwa pierwiastki u, i ut\suma /, -f- stanowi okres i wartosci
fi'ul, fi'uj sa przeciwne. Wartosci te rdéwnajg sie zatyni odpowiednio
dwu wartosciom spotrzednej y, odpowiadajacym tej samej wartosci spot-
rzednej Xx.

Ogodlnie, spoétrzedne punktu krzywej plaskiej trzeciego rzedu bez
punktu podwdjnego dajg sie wyrazic zapomocg funkcji eliptycznych .je-
dnego parametru. Wiemy, w istocie, iz przy pomocy przeksztatcenia ho-
mograficznego mozna nada¢ réwnaniu krzywej trzeciego rzedu posta¢ 75),
lecz przeksztatcenie to moze by¢ wykonane tylko wowczas, gdy znamy
jeden z punktéw przegiecia krzywej, ktorych wyznaczenie zalezy od ioz-
wigzania pewnego rownania dziewiatego stopnia, 0 szczegdlnej postaci.
Wykazemy, iz mozna otrzymac réwnania parametryczne krzywej trzeciego
rzedu, zawierajgce funkcje eliptyczne, bez rozwigzywania zadnego réwna-
nia, byleby$Smy tylko znali spétrzedne jednego punktu krzywej.

(i) Wz6r (39), wyrazajacy NU w postaci szeregu potegowego, OFaZ wzory,
ktére otrzymamy zen przez rézniczkowanie, umozliwiajg, bodaj teoretycznie, "blieza-
nie funkcji -u,” =/ n"u, a zatym i funkcji Ui i pu, dla wszystkich uktadow
wartosci u, g?. gim
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Zatdzmy z poczatku, ze réwnanie krzywej trzeciego rzedu ma postaé

(76) y2= b0x3\- 3\ x2-f- 3b2x -\$ih3,

co wymaga, by punkt w nieskonczonosci byt punktem przegiecia. RoOw-
naniu temu mozemy nada¢ posta¢ poprzednia, zaktadajac:

H H 4 H
y=-1Y, X = __by+ X,
bo bo o

skad powstaje réwnanie
/ 2= 4x'3—gX' —g3,
W ktorym Niezmienniki g2 i £3 posiadajg odpowiednio wartosci;

12 (by2— bOb2) _ 3bnbyb2— 2by3—b 2b3

g2= 16 gt = 16
Dla sp6trzednych punktu krzywej trzeciego rzedu (76) otrzymujemy
tedy wyrazenia:
Pl
* = + — /«.
N0

Wezmy teraz jakas dowolng krzywa trzeciego rzedu ¢3, i niech
a. pi oznaczajg spotrzedne pewnego jej punktu. Styczna do krzywej
w tym punkcie (a, p) spotyka jg jeszcze w innym punkcie (a', p), kto-
rego spotrzedne mozna otrzymaé w postaci wymiernej. Jezeli ten punkt
(V, p) jest wziety za poczatek ukladu spétrzednych, to, oznaczajgc ogol-
nie przez <fi(x, y) wielomian jednorodny stopnia i (1= 1, 2, 3), mozemy
napisa¢ réwnanie krzywej szeSciennej w sposob nastepujgcy

23(x, y) + ?2Cy) + 2% (X, y>= °-

WprowadZzmy sieczng y = tx\ odciete dwu punktéw przeciecia

sg wyznaczone przez réwnanie drugiego stopnia
Xx-e3(1, t) --X'2(L, t)-j- 9 (L, t) = 0,
skad, oznaczajgc przez R (t) wielomian
2321, t) —4 qm(l, t) T (1, 1),

w ogolnosci czwartego stopnia, otrzymujemy

—© L H+ VR®
203 (1, 1)

y = tx.
1

Knrs analizy matematycznej.
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Pierwiastki wielomianu R(t) sg to wilasnie spotczynniki katowe stycz-
nych do krzywej trzeciego rzedu, przechodzacych przez poczatek ukiadu.
Jeden z tych pierwiastkbw znamy z goéry, a mianowicie spolczynnik ka-
towy t, prostej, tgczacej poczatek ukiadu z punktem (a, Jj). Zaktadajac

t , otrzymujemy
| R{f) = lAziO:
i

/2 (f  jest tu wielomianem trzeciego stopnia.  Spéirzedne tic, V)
punktu biezgcego krzywej trzeciego rzedu Cs dajg sie tedy wyrazié
w sposob wymierny w zaleznosci od parametru t' i pierwiastka kwadra-
towego z wielomianu trzeciego stopnia Rft'). WidzieliSmy juz, w jaki

sposéb mozna wyrazi¢ / i 1 zapomocg funkcji eliptycznych pe-
wnego parametru «; wiec X i y otrzyma¢ mozemy réwniez w postaci
funkcji eliptycznych tegoz parametru u.

Zgodnie z uzytym sposobem postepowania punktowi <v y) krzywej
trzeciego rzedu odpowiadajg: jedna tylko wartos¢ zmiennej t i doktadnie
okreslona warto$¢ pierwiastka | R <), a przeto i doktadnie okreslone war-
tosci zmiennej t i pierwiastka 1Rx(t"). Owo6z kazdemu ukladowi war-
tosci t' i 1/?2 ((") odpowiada, jak juz zauwazyliSmy, tylko jedna wartos¢
parametru u w rownolegtoboku elementarnym. Wyrazenia x — f (uU)
e y —fi («), otrzymane dla spoirzednych punktu biezgcego krzywej C,,
sg tedy takie, ze wszystkie wartosSci parametru u. wyznaczajgce ten sam
punkt tej krzywej trzeciego rzedu, dajg sie otrzyma¢ zapomocg dodania
do jednej z nich tego lub innego okresu.

To przedstawienie parametryczne krzywych ptaskich trzeciego rzedu zapomocg
funkcji eliptycznych jest nader wazne ("). Dla przyktadu wykazemy, w jaki sposob
pozwala ono wyznaczy¢ punkty przegiecia. Niech spéirzedne beda dane w postaci

x=/() y=/7(«

argumenty punktéw przeciecia krzywej z prosta3 Ax -f-By -f-C= 0 sg to pier-
wiastki réwnania

Af(U)-\- BF, Ui 4 c = 0

(") Ciebsch, Ueber diejenigen Cun<en deren Coordinaten sich ais elliptische Fun-
ktionen eines Parameter darstellen lassen. (,0 krzywych, ktérych spétrzedne dajg sie

wyrazi¢ w postaci funkcji eliptycznych jednego parametru”). (Journal de Crelle
t. LXIV).
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Poniewaz punktowi (X, y) odpowiada tylko jedna warto$¢ zmiennej u w réwno-
legloboku elementarnym, przeto funkcja eliptyczna

Af{a) + Bf,(u) + C

winna by¢ funkcjg trzeciego rzadu. Bieguny jej sg oczywiscie niezalezne od A, B, C
jezeli tedy uu u.. u3 oznaczajg trzy wartosci, odpowiadajgce trzem punktom przecie-
cia sie krzywej trzeciego rzedu z prostg, musimy mie¢ zwigzek (art. 326)

u, u, -j- u3= K -j- 2 m, tr-j- 2 m2to,
w ktorym K oznalcSza sume wartosci biegunowych w réwnolegtoboku. Zastepujac

«/ i/, u przez - + mozemy napisac ten- zwigzek w postaci prostszej
u, -(- «2+ u3 = okresowi.

Nawzajem, ten warunek wystarcza do tego, by trzy punkty M, (u,), M2(u2,
M3 (u8) byty potozone na jednej prostej. W istocie, niech M's oznacza trzeci punkt,
w ktorym prosta M, M2 spotyka krzywa trzeciego rzedu, a u'3- odpowiedni argu-
ment. Ze wzgledu na to, ze suma «i + «2+ Ih' réwna sie okresowi, u3 i u3
moga sie réznié¢ tylko o okres, i przeto M'3 nakrywa M3,

Jezeli u odpowiada punktowi przegiecia, styczna w tym punkcie spotyka krzy-
wg w trzech punktach zbiegajacych sie, i iloczyn 3u winien sie réwna¢ jednemu
z okresow. Winnismy tedy miec:

2m, g -f-2m2w

i wystarczy oczywiscie nada¢ liczbom catkowitym m, i m, wartosci 0, 1, 2
aby otrzymaé wszystkie punkty.przegiecia; a wiec istnieje dziewie¢ punktoéw prze-
giecia. Prosta, przechodzaca przez dwa punkty przegiecia

2m, w+ 2 triguw/ 2m,'(u-j-2 w2
e 3 ] 3__'
przecina krzywa trzeciego rzedu w trzecim punkcie, ktérego argument

2(m,--m") 0-j-2MWwW2 m3)
3

stanowi znowuz trzecig cze$¢ /okresu, a wiec w jeszcze jednym punkcie przegiecia.
Liczba prostych, spotykajgcych w ten spos6b krzywg trzeciego rzedu w 3 punktach

8 9
przegiecia, réwna sie - ~, to jest dwunastu.

- Uwaga. — Punkty przeciecia krzywej normalnej trzeciego rzedu (75) z prostg
Yy — mx n dajg sie wyznaczy¢ zapomoca réwnania

p'u—mpu—n=0

ktérego lewa strona posiada biegun potréjny u= 0. Suma wartoéci zmiennej u,
odpowiadajgcych punktom przeciecia, jest tedy réwna jednemu z okreséw. Jezeli
u, i u2 oznaczajg argumenty dwu z tych punktéw, to mozna uwaza¢é —u, —wa
za argument trzeciego punktu przeciecia, i odciete tych punktéow bedg wyznaczone

e
W postacl Pu, P2, P(U 4 <.
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Motna wysnué -lad nowy dowud twierdzenia o dodawaeniu, dotyczacego funk-
cji pu Istotnie, odciete punktdw przeciecia sg to pierwiastki rownania:
i 4 ®=—e. v—"] —(mx - Hif;
otrzymujemy przeto

R-fyv—v-pu+ Appu-fgn=

Z drugigj strony, poniewez prosta y —mXx- n przechodza przez punkty
Hup (o BTy 2wigzk

'u, — mpii, -f- n,, 'n3= mp us4- n
stad wynika, 2 P P P
i Pi—~ul
pH—f U
otrzymujenmy w len sposdéb zwigzek, juz wwykryty tart. 332)
pu — p«, -fpu, + «)= " PB ﬁ»|>
Wozory inwersyjnc ogélno. — Niech R (X) oznacza wielomian

czwartego stopnia, pierwszy wzgledem swej pochodnej. Zbadajmy krzy-
wa CA dang przez réwnanie

(77) y2= R(X) —a0X*-f- 4a, V3-j- fia2x 24- 4a3x -}- at;

chcemy przytym wskazaé, w jaki sposdb mozna wyrazi¢ spélrzedne v i v
jakiego$ punktu tej krzywej zapomocg funkcji eliptycznych parametru.
Jezeli znamy jeden pierwiastek a réwnania- R(x) = 0, to wiemy juz,

na zasadzie poprzedniego badania krzywych trzeciego rzedu, jak nalezy
1
postepowaé. Gdy zatlozymy x = a 4- v’ to zwigzek 77) przybiera

postac

[/?,(*) — wielomian trzeciego stopnia).

Punkty danej krzywej Ct odpowiadajg tedy punktom krzywej trze-
ciego rzedu C,' o réwnaniu y 'm= /?,(*), i przeksztalcenie to jest okre-
Slone zapomocg wWzorow:

o1 y
x—a-1~x,> y=37-
Owdz mozemy wyrazic X' i y' w zaleznosci od jednego para-
metru u zapomocg wzoréw o postaci:
x'—dfiud-p = NS

przy odpowiednim wyborze spotczynnikbw a i jj oraz niezmiennikow
funkgji fiu.
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Otrzymujemy stad dla X iy wzory nastepujace:

1 ap'u

(78» X —a~\ y =
°pu+ $ (aZ«+p)»

z wzorow tych wynika, ze du — — ' |, tak iz parametr u jest tym
L y . .

s?kmym, z pominieciem znaku, co catka eliptyczna gatunku pierwszego

i ™M __ i wzory (78) stanowia zupeine rozwigzanie zagadnienia odwraca-

nia funkcji.

Przejdzmy teraz do przypadku ogo6lnego, w ktorym nie znamy zad-
nego pierwiastka réwnania R {x) = 0. Wykazemy, ze bez wprowadza-
nia zadnej niewymiernosci précz pierwiastka kwadratowego, mozna wy-
razi¢ wymiernie x i y zapomocag funkcji eliptycznej p u o znanych
niezmiennikach oraz jej pochodnej /'u.

Zastgpmy na chwile x i y odpowiednio przez t i v, tak iz zwig-
zek (77) przybierze postaé

(77 bis) v2= R (t) = aOr -j-' 4alr -f- Ca2t2-\- 4dast a4,

Wielomianowi R (t mozna nieskonhczenie wielu sposobami nadaé
i Q 7fltt
R{t) = [P2(oH12- v () (0,

Z umowa, ze €g, ?2, oznaczajg wielomiany stopnia, roéwnego wskazni-
kowi. Istotnie, niech (a, (9 o0znaczajg wspoirzedne dowolnego punktu
krzywej C\. Wezmy taki wielomian <2((), iz q2(@) = p, co mozna
osiagng¢ nieskonczenie wielu sposobami; réwnanie
K@O-[7?. =0

posiada w takim razie pierwiastek t= u i mozna wzig¢ “i(t) —1 *e

Nadawszy wielomianowi /?(() wskazang posta¢, rozpatrzmy krzywa
pomocniczg trzeciego rzedu C3, dang przez réwnanie

jezeli jg przetniemy sieczng y = tx, to odciete dwu zmiennych punk-
tow przeciecia bedg stanowity pierwiastki l6wnania

x 2<p3 (1) + 2 *(<)m+ ?i(0 = O
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beda przeto wyznaczone przez wzor:

o —fIE+ VvV,
rS(0
w ktorym wystepuje warto$¢ v, wyznaczona przez réwnanie (77 bis).
Widzimy, ze nawzajem t i v dajg sie wyrazic w sposéb wymier-

ny w zaleznosci od spotrzednych a, y punktu krzywej C\ zapomocg
WZOrow

Ot6z A i y potrafimy wyrazi¢ zapomocg funkcji eliptycznych
parametru a, poniewaz znamy jeden punkt krzywej szesciennej C3,
a mianowicie poczatek ukfadu. To samo sie tedy stosuje do zmiennych
n i v. Mozna oczywiscie wielu sposobami urozmaicaé to postepo-
wanie; wprowadzamy przytym jedno tylko wyrazenie niewymierne

B= 1 /72(*), zalezne od liczby dowolnej i.

Wykonamy dokladnie odpowiednie obliczenie, zaktadajgc, co moze
by¢ zawsze uczynione, ze usuneliSmy przedewszystkini spétczynnik a,
przy t* w wielomianie R(t). Mozemy wodwczas napisa¢

R(t) — 12)2-r- 6 a0a2l--f 4
i zalozyc

2i(0= —I- »<*)= a0 ?s (0 — »><a2R-j~ mia0ast-j-a0ai.
Krzywa pomocnicza trzeciego rzedu Cs otrzyma rownanie:
(SH rra0aJxy2-f- 4a0a, x*y -j- alatx*-f 2a0y- — x — 0.

Wedlug metody ogdllnej przetnijmy te krzywg sieczng y = tx;
otrzymane réwnanie mozna napisa¢ w postaci

(1) —2a0t2 1 —i6al0attr-f-4a0a, t-f-a0at)= 0,
"X X

skad wynika:
1= a0V-4-1 a, RU).
X

Nawzajem, mozemy wyrazi¢c t i | alR (t) w zaleznosci od x iy

(82) aOR(0=y —a,( |-
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Z drugiej strony, rozwigzujgc rownanie (81) wzgledem vy, otrzy-
mujemj’
= — 1430 a32x*— %(glaix2— 1) (6a0n2x +2 a0
6 a0a2x 2a0

Wielomian pod znakiem pierwiastka posiada pierwiastek x = 0;
stosujagc  wytozona przed chwilg metode, bedziemy tedy mogli wyrazi¢
x 1y zapomocg funkcji eliptycznych jednego parametru. Po dokona-
niu obliczen dojdziemy do wzoréw:

alp'u — a3
2 alpu — &i w 2(cOpu+ ad (2apu—ad’

zawierajgcych funkcje eliptyczng p a, ktérej niezmiennikom g2 i g3 nada¢
wypadnie wartosci nastepujgce:

83  x=

i -5 a0a2ad4— a2i— ala3
(84) 92~ aoai+ 3az -
a,r als

Zastepujac we wzorach (82) x i y przez te wyrazenia, otrzy-
mujemy

pu—

an
puA- %3
a0
(85)
pn—
R@M= 140 2py. ...t 0
O 4 puj-
| ao

Wzory te mozna napisa¢ w postaci nieco prostszej, ze wzgledu na
zgodnos$¢ zwigzkow

(86)

wobec danych wartosci niezmiennikbw ¢g2 i g3 Z drugiej strony mo-
Zna zastgpic
Lipji—pv I przez p (ji j_ _j_pn _[p
4 \pu— pvVvj
taczac ze sobg te wyniki i zastepujac odpowiednio « i 1r (f) przez
X 1y, dochodzimy do sformutowania twierdzenia nastepujgcego:
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Spotrzedne (x, y) dowolnego punktu krzywej C4, okreslonej przez
réwnanie (77) (w ktéorym a, = 0), dajg sie wyrazie w zaleznosci od pa-
rametru zmiennego ii zapomocg wzorow

@87 * v= 17U : V= la,[pu—pu--?)]
2 pu—pv
prz2\< zatozeniu, ze g, i gs posiadajg wartosci dane przez wzory (84),

a p'\ i pv zostaly wyznaczone przez réwnania zgodne (84 .

Z wzoru (45), uzasadnionego powyzej (art. 582), otrzymujemy zapo-
mocg rézniczkowania obu stron

1 d ipii—p'v\\_PU o

2 du \pil —pvj' » (™),

to jest
Xy ol du—1a 9X
du
Parametr u réwna sie tedy calce eliptycznej pierwszego gatunku
'odx
1
G >R (X)’
i wzory (87) stanowig rozwigzanie zagadnienia odwracania funkgcji.
540. Krzywe rodzaju pierwszego. — Krzywa plaska algiebraiczna
In—1) (n—2)

Cn rzedu n-go me moze posiada¢ wiecej niz punktow po-

dwojnych, o ile nie rozklada sie na kilka osobnych krzywych. Jezeli
krzywa C, jest nierozkladalna i posiada d punktow podwojnych, to réznice

_o—Dw—2_,

p

nazywamy rodzajem (genrei tej krzywej. Krzywe rodzaju zerowego sa to
krzywe jednobiezne, ktérych spétrzedne dajg sie wyrazaé w postaci funk-
cji wymiernych jednego parametru. Krzywe najmniej ztozone po tamtych
sg to krzywe rodzaju 1 (de genre un) czyli rodzaju pierwszego: krzy-
wa Cn rodzaju pierwszego posiada
n—Y Mn—2_ _ n{nh—23
2 2

punktow podwajnych.

Spotrzedne punktu krzywej rodzaju pierwszego moga by¢ wyrazone
przez funkcje eliptyczne jednego parametru.
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Abj* dowie$¢ tego twierdzenia, wprowadzmy krzywe dotgczone (cour-
bes adjointes) rzedu n— 2, to jest krzywe Cn 2 przechodzace przez

n— ~ — punktéw podwdjnych krzywej Cn. Poniewaz do wyznaczenia
krzywej rzedu n — 2 potrzeba —----punktéw, przeto krzy-
we dotgczone 2 zalezg jeszcze od

(«—2) h-FfL)—nnh—3)=n_ 1.
2

parametréw dowolnych. Jezeli poddamy te krzywe temu warunkowi, by
przechodzity jeszcze przez n — 3 punkty zwyczajne, obrane dowolnie
na Cn, to otrzymamy sie¢ krzywych dotgczonych, przechodzacych przez

3~ |-=  punktow podwdjnych i n— 3 punkty zwyczajne krzywej Cn.
Niech F (x, y) = 0 stanowi rownanie krzywej C,,, a réwnanie
AKXy + > xy+ Uiy =0,

w ktorym / i u oznaczajg dwa parametry dowolne, niech bedzie réw-
naniem wzmiankowanej sieci krzywych C,-i- Kazda krzywa tej sieci
spotyka Cn tylko w trzech punktach zmiennych, gdyz kazdy punkt po-
dwadjne winien by¢ liczony jako dwa punkty wspdllne, a mamy zwiazek:

nn—3)-f-n—3=n{hnh—2 —3
Zatézmy obecnie:

(88) A_ X, y) 1 o« y).

fi (x,y)" fi (x, y)°
gdy punkt (x, y) przebiega krzywag c.. punkt {x\ /) zakreSla krzywa
algiebraiczng C, ktorej réwnanie otrzymalibySmy zapomocg rugowania
zmiennych x iy z réwnan (88) i réwnania F (x, y) = 0. Krzywe
¢+ 1 cn odpowiadajg sobie wzajemnie tak, iz pokrewienistwo punktowe
pomiedzy niemi jest pokrewiefistwem dwuwymiernym (transformation
birationelle), gdyz nawzajem spotrzedne (X, y) punktu krzywej Cn wyra-
Zaja sie w sposdb wymierny w zaleznosci od spétrzednych (xX\ /) punktu
odpowiedniego krzywej c-. Azeby dowies¢ tego, wystarczy okazac, ze
punktowi (x, /) krzywej c¢- moze odpowiada¢ tylko jeden punkt krzy-
wej Cn, lub ze réwnania (88), przylaczone do réwnania F (X, y) = 0,
posiadajg, jako rownania wzgledem x iy, tylko jeden uklad rozwigzan,
zmieniajacych sie wraz z x’ iy’
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Istotnie, przypusémy, ze punktowi krzywej C odpowiadajg dwa
punkty (a, »y i ¢, vy krzywej Cn, nie nalezace do punktow wezio-
wych (points de hase) sieci krzywych C,,_2. Otrzymalismy:

fi (ax by _ fj (@\br)y _/, (a\ b")

A (<H ) A (a>b) /, <, 6)

i wszystkie krzywe sieci, przechodzace przez punkt (*a /), przechodzitby
réwniez przez punkt (@\ b’). Krzywe, nalezace do sieci i przechodzace
przez te dwa punkty, zalezatyby jeszcze linjowo od jednego parametru
zmiennego i spotykatyby krzywa C,, w jednym punkcie zmiennym. $Spol-
rzedne Jego widasnie punktu przeciecia z C,, bylyby tedy funkcjami wy-
miernemi pewnego parametru zmiennego, i krzywa C,, bylaby jednobiez-

na: jest lo za$ niemozliwe, gdyz posiada ona tylko " Ino punktéw
podwajnych.

Kazdemu punktowi (V, y') krzywej C odpowiada zatym tylko jeden
punkt (= y) krzywej Cn, i spétrzedne tego punktu, wedtug teorji elimi-
nacji. sg funkcjami wymiernemi zmiennych V, V'

($=) =2 (*7), y— (& 7).

Azeby wyznaczy¢ rzad krzywej C, poszukajmy liczby punktow
wspolnych tej krzywej i prostej dowolnej

a A'j—by" - ¢ — 0.

Sprowadza sie¢ to do wyznaczenia punktéw przeciecia sie krzywej
Cn z krzywa
aA (Vv V)-fbA (vy)d-cA(y) —o

poniewaz kazdemu punktowi krzywej C odpowiada tylko jeden punkt
krzywej C, i nawzajem. Owo0z istniejg tylko trzy punkty przeciecia,
zmieniajgce sie wraz z a, ». ¢ c- jest tedy krzywa trzeciego rzedu.
Zatym spoétrzedne punktu krzywej Cn dajg sie wyrazi¢ wymiernie w za-
leznosci od spoétrzednych krzywej plaskiej trzeciego rzedu, a poniewaz
spotrzedne takiej krzywej stanowig funkcje eliptyczne pewnego parametru,
to samo sie stosuje do spétrzednych punktu krzywej c..

Z podanego dowodu i z tego, coSmy powyzej stwierdzili co da
krzywych trzeciego rzedu wynika, ze mozna ustali¢ to uzaleznienie
w ten sposdb, izby kazdemu punktowi krzywej c. odpowiadata tyl-
ko jedna warto$¢ parametru u w kazdym réwnolegloboku elemen-
tarnym.
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Niech jc i y beda dane przez wzory

X = L(u), y = (a);
wszelka catka abelowa

w = f R(x, y) dx,

zwigzana z krzywag C, (t. I, art. 10Bi, przechodzi przy tej zamianie zmien-
nej w catke funkcji eliptjcznej;, taka catka w wyraza sie tedy rowniez
zapomocg funkcji eliptycznych p, G a  Wprowadzenie tych funkcji
przestepnych do Analiz} podwoito potege rachunku catkowego.

PRZYKLAD. — Krzywe czwartego rzedu dwukotowe (Quartiques bicirculai-
res). — Krzywa czwartego rzedu o dwu punktach podwdéjnych jest krzywa rodzaju
pierwszego. Gdy punktami podwdjnemi krzywej C, sa punkty kotowe w nieskonczo-
nosci, jest to krzywa czwartego rzedu dwukotowa (quartique bicirculaire).

Gdy bierzemy za poczatek uktadu jaki$s punkt tej krzywej, to za krzywe dota-
czone Cn-2 moga nam stuzy¢ okregi, przechodzace przez poczatek ukiadu

x2-f-y2-j- /x -j-\iy= 0:

azeby otrzymacé krzywa szesScienng, odpowiadajacg punkt za punktem krzywej czwar-
tego rzedu C4, wystarczy wedtug metody ogoélnej zatozyé:

y
X-+y- X2ry2'

Nawzajem
X —
x'2+y'2’

i wzory te okreslajg inwersje (przeksztatcenie przez promienie odwrotne) wsgtedem
kota o promieniu = jednoS$ci, posiadajagcego Srodek w poczatku uktadu. Azeby otrzy-
mac¢ réwnanie krzywej trzeciego rzedu C3, wystarczy zastgpi¢ w rownaniu krzywej
Ct x i y przez wyrazenia, dane powyzej. Przypusémy np. ze krzywa czwartego
rzedu Ct posiada réwnanie

(x2-f-y21—ay — 0;

rownaniem krzywej szeSciennej C3' bedzie:

ay'(y"J+x'2 - 1= 0.

Uwaga. — Jezeli jaka$ krzywa ptaska Cn posiada punkty osobliwe o charak-
terze bardziej ztozonym, !o jest ona krzywa rodzaju pierwszego, o ile te wszystkie

punkty osobliwe sg réwnowazne ——  zwyklym punktom podwdéjnym. Naprzy-

ktad krzywa czwartego rzedu, posiadajaca jeden tylko punkt podwoéjny, w ktérym
obie jej galezie sg styczne do siebie, bez innych zresztg witasnosci osobliwych, jest
rodzaju pierwszego; azeby to stwierdzié, wystarczy przecig¢ te krzywg siecig
stozkowych, stycznych do obu gatezi w punkcie podwdjnym i przechodzacych
przez pewien inny punkt danej krzywej. Jezeli <?®') oznacza wielomian czwartego
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stopnia, pierwszy wzgledem swej pochodnej, to krzywa y- R(X) posiada w nie-
skonczonosci wiasciwos¢ tego wiasnie rodzaju Zastepujemy jg przez krzywa sze
$cienng zapomoca przekszialeonia dwuwymiernego, danego przez wzory

= x\ v—y' ‘ lu, V*,

co pozwala z fatwoscig odnalez¢ ponownie wzory inwersyjne ($.).

¢ W I1C Z E N IA

1 Dowiesé, ze funkcja dwuokresowa catkowita jest to liczba stata przy pomo-
cy rozwiniecia w szereg:
+a 2ni T
Am* " -
—X

| Warunek /(z ~<u)= /(z) wymaga, iibySmy mieli An 0, gdy n }10].

2 lezeli i nie jest wielokrotnoscig liczby r, to

| J e

| Zmieniamy we wzorze, .tajgcym rozwiniecie w szereg funkcji rotz, z na
z A a a nastepnie catkujemy pomiedzy granicami 0 i ‘1

3. Wysnué¢ z wzoru poprzedniego wzory, zawierajgce nowe iloczy ny* nieskon-
czone:

P

* i -
cos a \ ZfF# rl |IYI“ﬁ ' 2a—\/|n—11~J\en

sin a— sin z

sin * :@L_'I)(. ;o'n <".'j,,'i trd.-t

cos z— )
1 . n i [ I

-y -

Przeksztatci¢ te iloczyny w iloczyny, nie zawierajgce juz czynnikow wyktad-
niczych, takie, jak np.:



¢wiczenia. 22 1

4.  Udowodni¢ wzory:

tang z= 'lz 1 1 1
T S et (Zj'i'l)'A_ + o
1 1
sin Z 2 L- — zm - Z-— n-rj J

J:

Uzasadni¢ podobne wzory dla : :
sinz —sina’ COSZ— cos a

5. Uzasadni¢ wzor

SiA 1 £0,2(z—1y_ 221 & 9 ,

-z 1 (@1.2)2 (1.2.H
[z (Z'—l)...(z-—n—)
CD T2 (]

6. Roztozy¢ na elementy proste funkcje ﬂrﬁ- d‘ljh-

7. Gdy g¢,= 0, a a oznacza jeden z pierwiastkéw, szeSciennych z jednosci,

P*dog)="p@E0d pPOUog)=pPwodgs.

Oprze¢ na tym rozkiad na elementy proste funkcji F-)ru-prv gdy g¢2= 0.

8. Sg dane catki

/ af + 6. rax-+b ,
J IX—D1x8—1 X Jil} v*'X

fo*= f j.
/ VvV .,r'-t J 1(i —-t]) (1— fts*s)

wyrazi¢ zmienng Vv i ktérgkolwiek z tych catek zapomoca funkcji przestepnych

A C <«
). Uzasadni¢ wzor rozktadowy Hermite’a (art. 331) zapomocg przyréwnania do
zera sumy pozostatosci funkcji

o) i c (x tx0-2]

w jednym réwnolegtoboku elementarnym, przy zatozeniu, ze F(.r)
eliptyczna, a r i .r0 sg tiwazane za state.

jest to funkcja

10. Wywnioskowaé z wzoru (60) zwigzek

@)" ()
r— 200 0

[ Zauwazmy", ze szereg cu nie posiada wyrazu, zawierajgcego u31lm
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U*. Wil\razie w postaci funkcji eliptycznych jednego parametru spoélrzedne
Vv iy ktorej$ i krzywych nastepujacych:

y*—= A[(v—a) (v b (v- ¢\ y = A10c- a) (X- bW
vv= A (X u)(r A (x— o)\ y = A(r— a) (r- b).

- A (X - a) (v-— by,

y*— A (r  a)* (X — by (r— o~ y = 4(r— a) (x — b\
/= A{x- ay (v- by, y = A(x - a) (x - by,
y* a5 f-m X -f «) y*+ A 1(v-— a) fr— b) (v— ¢))'= o0,

, 3* A'v5
W 1XY Hrx» (fl.Lt 1 & 4R) =0y + -4*y + J<(B*'+vVv ?2&)'=

. / 4 A>S
y‘+ Ary - (Bxt+ a4, | = o, Yi+ 4ty -f x*(Bx - 51 iH)-= 0,

/ 4 A*\-
y> \V AXy<+(Bx>-p 47m7-0 .

dx
Parametr zmienny ma sie réwna¢, z pominieciem -nalej, calec P "

[ HRtoT et BouyiKT, Théoric des fonctions doublcment prriodigues (Teorja funk-
cji dwuokresowych), wyd. 2-gie, sir. tli8—41211



ROZDZIAL XVI.

Przedtuzanie analityczne.

I. — Okres$lanie fukcji analitycznej przy pomocy jednego

z jej elementow.

341. Pierwsze pojecie o przedtuzaniu analitycznym. — Niech f(z)
oznacza funkcje catoksztatltng w obszarze spéjnym a plaszczyzny, ograni-
czonym przez jednag albo kilka krzywych, zamknietych lub niezamknie-
tych: stowa ,krzywe" uzywamy przy tym zawsze w jego zwyklym zna-
czeniu elementarnym, jak to czyniliSmy dotychczas.

Jezeli znamy warto$¢ funkcji f (z) i wszystkich jej kolejnych po-
chodnych w jakim$ okre$lonym punkcie a obszaru a, to potrafimy otrzy-
maé stad wartos¢ tej funkcji w jakimkolwiek innym punkcie b tegoz
obszaru. Aby tego dowiesé, potagczmy punkty a i b linjg L, za-
wartg catkowicie w obszarze A np. linja tamang lub tez krzywg o dowol-
nej postaci. Niech o0 oznacza granice nizszg odlegtosci dowolnego punktu
drogi L od jakiegokolwiek punktu obwodu obszaru A, tak izby kolo
o promieniu 5, majgce za Srodek jakikolwiek punkt linji L, bylo potozone
catkowicie w tym obszarze. Jak zatozyliSmy, znamy wartos¢ f (a) funk-
cji oraz wartosci jej kolejnych pochodnych,

/'(a), f"@)-— dla z—a.

Mozemy tedy napisaC szereg potegowy, wyrazajagcy funkcje f(z)
w otoczeniu punktu a:

(1j f{z) ~ f(@)+ Z"—f (a) + eeet N () () + eee
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'sPromien kota zbieznoSci tego szeregu réwna sie co najmniej i. lecz
moze byé¢ wigkszym. Jezeli punkt b jest potozony w kole zbieznosci QO
szeregu (1), to wystarczy zastapi¢ w nim z przez ». aby otrzymac f(b).

Przypusémy, iz punkt b lezy poza CO, i niech a, o0znacza punkt,
w ktorym .droga L wychodzi z tego kota (! (rys. 75). \a drodze tej,

Rys. 75.

wewnatrz kota G0 wezmy punkt Z, blizki punktu a, i taki. izby odleg-
to$¢ miedzy tenii punktami z, i a, byla mniejsza od . Szereg (1)

i szeregi, ktore sie dadzg zen otrzymac przez kolejne rézniczkowanie, wy-
znaczajg wartosci funkcji fiz) i wszystkich jej pochodnych dla z = z,:

JG). L'<), /2, (2.

Spotczynniki szeregu, wyrazajacego funkcje f\z) w otoczeniu punk-
tu z., moga by¢ tedy wyznaczone, gdy znamy spoitczynniki szeregu (1),
i w sasiedztwie punktu z,:

Q) S(@)—/@)+ remf(z04 - LN L) +

Promien kota zbieznosci C, tego szeregu jest réwny co najmniej ©;
punkt a, nalezy zatym do punktéw wewnetrznych tego kota. skad wyni-
ka, ze musi ono by¢ polozonym czesciowo poza pierwszym kotem CO.
Jezeli punkt b lez}7 w tym nowym kole C., to wystarczy, w celu otrzy-
mania wartosci f bl uczyni€ w szeregu (2) z rownym b. Przy-

(*) Poniewaz warto$¢ funkcji f(:\ w punkcie b nie zalezy od drotri L o ile
ta droga nie wychodzi poza obszar A. przeto mozna zatozy¢. ;ak to 7 -tai. wyobra-
zone na rysunku, iz ta droga przecina tylko w jednym punkcie okragg kola C.. a co
najwyzej w dwu punktach okregi nastepne Cj, Cj,.... Sprowadza sie to, jezeli
kio chce, do obrania za -z ostatniego punktu przeciecia sie drogi L z , 1 podob-
niez dla innych kol.
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pusémy, ze punkt b lezy réwniez nazewnatrz kota Cj, i niech d2 oznacza
punkt, w ktérym droga zxb wykracza poza to koto. Wezmy na linji
L punkt z2, potozony wewnatrz kota Cj i taki, ze odlegto$¢ pomiedzy

nim a punktem a2 jest mniejsza od 2 Szereg (2) i szeregi, ktore otrzy-

mujemy zen przez kolejne rézniczkowanie, wyznaczajg wartosci
[(**). I'(*«). " (z%).e0o»

funkcji f (z) i jej pochodnych w punkcie za. Mozna tedy utworzy¢
nowy szereg

— N V(KK * o

® /@)=/@+ "~ L)+, /WA e,

ktéry bedzie wyrazat funkcje /(z) w nowym kole C2 o promieniu
wiekszym od o lub rownym o. Jezeli punkt b jest potozony w tym kole,
to wij'starczy zastgpi¢ w powyzszej rownosci (B) z przez b\ jezeli nie,
to musimy ciggna¢ dalej to samo postepowanie. Po liczbie skoriczongj
dziatan dojdziem]' wreszcie do tego, ze otrzjunamy koto, zawierajgce
punkt b, jako punkt wewnetrzny; na naszym rysunku punkt b lezy we-
wnatrz kota C% W istocie, mozna zawsze dobra¢ punkty zx, . Z,
w ten sposob, izby odlegtos¢ pomiedzy dwu nastepujacemi po sobie punk-

tami byla mniejsza od < z drugiej strony, niech oznacza dlugosé

drogi L. Diugos¢ linji tamanej a zxz2...zpizpb jest zawsze mniej-
sza niz 5; przeto

P~ + 1?7p "< &

Wezmy taka liczbe catkowitag p, izby byla spetniona nieréwnosé

(f+1)1p-
Nieréwnos$¢ poprzednia wskazuje, ze co najwyzej po p dzialaniach otrzy-
mamy punkt zp drogi L, ktérego odlegtosé od punktu b bedzie mniejsza od 8
punkt b okaze sie wowczas potozonym wewnatrz kota zbieznosci Qo sze-
regu potegowego, wij-razajgcego funkcje f(z) w otoczeniu punktu zp,
i wystarczy zastapi¢ w tym szeregu z przez b, azeby otrzymaé¢ f (b).
W ten sam spos6b zdotamy obliczy¢ wszystkie pochodne f (b), " (b),...

Rozumowanie powyzsze wskazuje mozliwos$¢, przynajmniej teoretyczna,
obliczenia wartosci funkcji, catoksztattnej w pewnym obszarze A, oraz

. . 15
Kurs analizy matematycznej.
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wszystkich jej pochodnych, w dowolnym punkcie tego obszaru, bylebysSmy
tylko znali ciag wartosci

4 /(a), /<Q

funkcji i jej kolejnych pochodnych w jednym okreslonym punkcie o tego
obszaru. Stad wynika, ze wszelka funkcja, catoksztaitha w obszarze A,
jest najzupetniej okreSlona w tym calym obszarze, jezeli jest znana
w obszarze tak matym, jak tylko zechcemy, otaczajacym jakikolwiek
punkt a, nalezacy do obszaru A, a nawet, jezeli znamy jej wartosci
wzdtuz luku jakiej$ krzywej, tak malego, jak tylko zechcemy, konczgcego
sie w punkcie a. Istotnie, jezeli sg dane wartosci, przybierane przez
f (z2 wzdluz pewnego #tuku, wodwczas to samo sie stosuje do pochod-
nej /'12, gdyz wartos¢ /'(z,) w dowolnym punkcie tego fuku roé-

wnia sie granicy, do ktorej dazy stosunek — 5 fStU, gdy punkt z,
22—z,

zbliza sie wzdtuz rozwazanego tuku do punktu zt; znajac pochodng f*(z),

wyznaczymy W ten sam sposob f" (z), potem /"' (z),.... Wszystkie

kolejne pochodne funkcji /(z) moga ,by¢ tedy wyznaczone dla z — a.
Powiemy dla krotkosci, ze znajgc wartosci liczbowe wszystkich wyrazéw
ciggu (4), mamy element funkcji /(z) (I). Wynik otrzymany moze tedy
by¢ wystowionym w sposéb nastepujacy: Funkcja, catoksztaitna w obsza-
rze A, jest najzupetniej okreSlona, jezeli znamy jaki$s jeden z jej ele-
mentdéw. Mozna jeszcze stwierdzié, ze dwie funkcje, catoksztaltne w tym
samym obszarze, nie mogg mie¢ elementu wspolnego, o ile nie sg iden-
tyczne.

ZatozyliSmy, w celu ustalenia biegu mysli, iz chodzi o funkcje ca-
toksztaltng /(z); lecz to samo rozumowanie moze by¢ zastosowane do
dowolnej funkcji analitycznej, byleby droga L, po ktorej punkt, odpowia-
dajg”™ zmiennej, porusza sie od a do b, nie przechodzita przez zaden
punkt osobliwy funkcji. Wystarczy w tym celu, jakeSmy to juz czynili
byli w art. 289, podzieli¢ te droge na takie tuki, izby kazdy z nich mogt
byé otoczony przez obwdd zamkniety, wewnatrz ktérego badana galgz
funkcji /(z) b}#aby holomorficzna. Znajomo$¢ elementu poczatkowego
i drogi, zakre$lanej przez zmienng, wystarcza, przynajmniej teoretycznie}

(*) Por. E. Pascal ,Repcrtorjum matematyki wyzszej" (wyd =z 1900) t I
str. 201, J. Puzyna ,Teorja funkcji analitycznych" (wyd. z r. 1898) t. I, str. 506.
Elementem funkcji nazwano w drugim dziele szereg potegowy i t. d., jak powyzej
szereg (1).
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do wyznaczenia elementu koncowego, to jest wartosci liczbowych wszyst-
kich wyrazéw ciggu analogicznego

®) f(b), /<»>(%),....

342. Nowe okreslenie funkcji analitycznych. — Funkcje anali-
tyczne, ktéreSmy badali dotychczas, byly okreSlone przez wyrazenia, po-
zwalajagce na obliczanie wartosci tych funkcji przy wszelkiej wartosci
zmiennej, nalezgcej do obszaru, w ktorym dana funkcja byla badana.
Pojmujemy- obecnie, zgodnie z powyzszemi wyjasnieniami, iz mozna okre-
§lic funkcje analityczna dla dowolnej wartosci zmiennej, skoro tylko zna-
my jeden element tej funkcji. Azeby jednak wytozyé naszg teorje przy
zastosowaniu tego nowego punktu widzenia, w sposéb bardziej zupeiny,
musimy dorzuci¢ do okreslenia funkcji analitycznych wedlug Cauchy’ego
nowag umowe, ktorej jasne sformutowanie wydaje nam sie tu pozy-
tecznym. :

Wezmy dwie funkcje fx(z) i f2(z), caloksztaltne w dwu od-
powiednich obszarach Ax i A2, posiadajagcych jedng i tylko jedng
czes¢ wspdlng A (rys. 76).

Rys. 76.

Jezeli w czesci wspodlnej A
U@ =7i{2),

co musi nastgpi¢, jezeli te dwie funkcje posiadaja bodaj jeden element
wspolny w tym obszarze, to bedziemy uwazali fx(z) i /2(z) za two-
rzace jedng funkcje catoksztattng F(z), okreSlona w obszarze Ax-j- A2
przez réwnosci:

F(z)=fl(z) w obszarze Ax i F(z)=f2{z) w A2

Powiemy rowniez, ze f2(z) jest przedtuzeniem czyli dalszym cig-
giem analitycznym (prolongement analytigue) w obszarze A2— A funkgji
catoksztaltnej f x(z), ktéra byta okreSlona wedtug zatozenia, tylko w obsza-
rze Ax. Rzecz jasna, ze przedtuzenie analityczne funkcji fx(z) w czesci
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obszaru A7, potozonej zewnatrz .4~ da sie uskuteczni¢ tylko w jeden

sposob ().
Wezmy teraz cigg nieskoniczony liczb rzeczywistych lub zespo-

lonych

(6) floi wii djl " 1*" "«iees)
poddanych temu tylko warunkowi, ze szereg

(7) <*e+<* «+ + ... + a,zn+ ...,

ma by¢ zbiezny przy jakiej§ wartosci zmiennej <z, rdéznej od zera. (Bie-
rzemy za wartos¢ poczatkowg zmiennej z — 0) co nie zmniejsza ogdl-
nosci).

Zgodnie z tym zalozeniem szereg (7) posiada koto zbieznosci CO
0 promieniu R, nie rownym zeru. Jezeli R jest nieskonczone, szereg ten
jest zbiezny dla wszelkiej wartosci zmiennej z i stanowi funkcje catkowitg
zmiennej niezaleznej. Gdy promien R ma warto$¢ skonczong, rozng od
zera, suma szeregu (7) jest funkcjg catoksztaltng wewnatrz kota CO.
Poniewaz atoli znamy tylko cigg spoétczynnikéw (6), nie wiemy nic z gory

(') Azeby dowies¢, ze powyzsza umowa jest odmienna od okre$lenia funkcji
analitycznych, wystarczy zauwazy¢, ze pocigga ona za sobg bezposrednio wynik na-
stepujacy: jezeli jakas funkcja f (z) jest caloksztattna w obszarze A, wszelka inna
funkcja (z), przybierajgca te same wartosci, co ffz) w pewnej czesci obszaru A,
réwna sie totsamosciowo funkcji ffz) w calym obszarze A. Owoz, wezmy funkcje
Ffz), okreslong dla wszystkich wartosci zmiennej zespolonej z w sposéb na

stepujacy:
Ffz) — sin z; jezeli z4="; fr(~)=0.

Aczkolwiek ta umowa wydaje sie nader dziwaczng, niema w niej nic sprzecz-
nego z okresleniem dawniejszym funkcji analitycznych. Funkcja F(r), okreslona
w ten sposob, bytaby caloksztattna dla wszelkiej wartosci zmiennej z procz wartos-

ci z =s —, ktoraby byta punktem osobliwym szczegbélnego rodzaju. Lecz wias-
nosci tej funkcji Ffz) bylyby niezgodne z umowa, ktérg przyjelismy, gdyz iunkcje
Ffz) i sin z bytyby, identyczne dla wszystkich wartosci zmiennej 2z, procz war-
tosci z= ~, dajacej punkt osobliwy jednej tylko z nich.

Weierstrass w Niemczech, a Meray we Francji rozwineli teorje funkcji anali-
tycznych, opartg wytacznie na wiasnosciach szeregdw potegowych; ich badania sg
zresztg zupetnie niezalezne. Teorja Meray’a zostata wytozona w jego wielkim dzieie
,Leeons nouocelles sur iAnaiise infinitisimale* (.Nowe wyktady z dziedziny Analizy
nieskonczonosciowej"). Wykazemy w teksScie, w jaki sposéb mozna okresla¢ stopnio
wo funkcje analityczng, gdy mamy dany jeden z jej elementéw; bedziemy przytym
zawsze uwazali za znane twierdzenie Cauchy’ego o funkcjach holomorficznych.
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o istocie tej funkcji zewnagtrz kota Cj. Nie wiemy, czy mozna dotaczy¢
do kota co obszar, ktéryby tworzyt z tym kolem takie pole spojne A,
izby istniata funkcja, catoksztaltna w A a rowna tozsamosciono / (z) we-
wnatrz co. Metoda z poprzedniego artykutu pozwala rozpoznaé, czy tak
jest istotnie. Wezmy w kole CO punkt a, rézny od poczatku ukiadu;
zapomocg szeregu (7) i szeregow, ktore powstajg z rézniczkowania tegoz
wyraz po wyrazie, mozemy otrzymac element funkcji /(z), odpowiadajacy
punktowi a, i przeto utworzy¢ szereg potegowy

(8) /@+ -7--fw + .=+ /@) + ===

wyrazajacy funkcje f(z) w otoczeniu punktu a. Szereg 6w jest napew-
no zbiezny w kole o $rodku a i promieniu rR — |a | (art. 266), lecz
moze by¢ réwniez zbieznym w wiekszym kole, ktérego promien nie moze
zresztg przewyzszy¢ R -j- |a |; gdyby bowiem byt zbiezny w kole
0 promieniu /?— |a |{o, to wynikatoby stad, wbrew zatozeniu, jako-
by szereg (1) byt zbiezny w kole o promieniu Rr -j- 8, zakreSlonym do-
kota poczatku ukiadu.

Przypusémy przedewszystkim, iz promien zbieznoSci szeregu (8)
rébwna sie zamsze R — |a |, niezaleznie od tego, jaki punkt a bierze-
my wewnatrz kola CO. Wowczas niema zadnego sposobu przediuzenia
analitycznego funkcji f(z) nazewnatrz kola, przynajmniej o ile uzywa-
my tylko szeregbw potegowych. Mozemy twierdzi¢, iz nie istnieje zadna
funkcja caloksztattna Fr {z), okreSlona w obszarze ptaszczyzny A, wiek-
szym niz kolo co, i rébwna tozsamosciono funkcji /(z) w tym kole, po-
niewaz metoda przedtuzania analitycznego pozwolitaby, jak stwierdziliSmy,
na wyznaczenie wartosci tej funkcji w punkcie, potozonym zewnatrz ko-
fa co. Mowimy w takim razie, ze czeS¢ plaszczyzny, potozona poza ko-
tem cg, stanowi dla funkcji f (z) przestrzen prézng (espace lacunaire).
Odpowiednie przyktady spotkamy nieco dalej.

Przypusémy nastepnie, ze przy odpowiednim cbiorze punktu a
w kole cg kolo zbieznosci Cj szeregu (8) posiada promienn wiekszy niz
R— Ja|]. To kolo Cj posiada czest, lezacg zewnatrz CO (rys. 77),
1 suma szeregu (8) jest w kole Cj funkcjg caloksztaltng fx {z). Wewnatrz
kota y 0 $rodku a, stycznego wewnetrznie do kota CO, /j(z) =/(.?)
(art. 266); rownos¢ ta jest tedy spelniona dla calego obszaru, wspdlnego
obu kolom c, i Cj. Szereg (8) daje nam dalszy ciag analityczny
tunkcji f(z) w czesci kola Cj, potozonej poza kotem CO.

Niech a' oznacza inny punkt, wziety w tym wiasnie obszarze;
postepujac w ten sam spos6b, utworzymy nowy szereg, uporzadkowany
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wedtug poteg réznicy z — a', a zbiezny w pewnym kole C,. Jezeli to
koto nie lezy catkowicie wewnatrz CIt nowy szereg postuzy do przediu-
zenia funkcji /(z), tak iz zostanie okreSlona w obszarze jeszcze rozle-
glejszym — i podobniez w dalszym ciggu. Widzimy tedy, iz mozna w ten
sposéb rozszerza¢ kolejno obszar istnienia funkcji /(z), okreSlonej po-
czatkowo jedynie wewnatrz kota CO.

Rys. 77.

Rzecz jasna, iz mozna wykona¢ opisane dziatania nieskonczenie
wielu sposobami. Azeby zda¢ sobie z tego sprawe, musimy okresli¢ Sci-
Sle droge, przebiegang przez zmienng. Przypusmy, ze mozna otrzymaé
w sposdb, wyjasniony przed chwilg, dalszy cigg analityczny funkciji,
okreslonej przez szereg (7) wzdtuz drogi L. Kazdy punkt x drogi L jest
Srodkiem kota o promieniu r, wewnatrz ktérego funkcja daje sie wyrazi¢
zapomocg szeregu zhieznego, uporzadkowanego wedlug poteg roznicy
z — X. PromieA r tego kota zmienia sie w sposob ciggty wraz z x

Istotnie, niech x i x! oznaczajg dwa punkt}' poblizkie drogi L,
a r i f — odpowiednie promienie zbieznosci; jezeli punkt Xl lezy do$¢
blizkb punktu x, aby byt spelniony warunek

Ix—x]<r
to promienn r' zawiera sie pomiedzy
r—|x—x| a r-(-\xx'—x|,
jak zauwazyliSmy przed chwilag. RéOznica r'— r dazy tedy do zera wraz
Z x’— x . Wezmy teraz okrag CO' o0 promieniu —, zatoczony dokota po-

czatku ukiadu, jako Srodka; jezeli a oznacza jakikolwiek punkt tego okregu,
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to promien zbieznosci szeregu (8) réwna sie co najmniej —, ale moze

by¢ wiekszym. Poniewaz ten promieri zmienia sie w spos6b ciggly
wraz z potozeniem punktu a, osiaga tedy w pewnym punkcie okregu CO'

minimum —j- r. Nie mozna przytym otrzymac¢ wartosci r > 0.

Istotnie, gdyby r bylo dodatnie, to istniataby funkcja F(z), ca-
toksztaltna w kole o promieniu R -j- r, majacym za S$rodek poczatek
ukfadu, i identyczna wewnatrz kola CO z funkcjg f (z). Przy wartosci
zmiennej z o module, zawartym pomiedzy R a R -)-r, funkcja F (2)
bytaby réwna sumie ktoregokolwiek z szeregow (8), przy zatozeniu, ze a
oznacza taki punkt okregu CO, ze

lz—a'l< —R———kr
2
Wedtug twierdzenia Cauchy’ego funkcja F{z) bytaby réwna sumie
szeregu potegowego, zbieznego w kole o promieniu R -j-r, i szereg

ten musiatby by¢ tozsamosciowo réwnym szeregowi (7), co jest nie-
mozliwe.
Istnieje zatym na okregu CO przynajmniej jeden taki punkt a,

iz kolo zbieznosci szeregu (8) ma za promien —, i kolo to jest styczne

do kota CO w punkcie a, w ktéorym promieri Oa przecina okragg kota Cn.
Punkt a jest to punkt osobliwy (singulier) funkcji /(z) na okregu ko-
fa C0. W Zzadnym Kkole c, dla ktérego punkt a jest Srodkiem, jakkolwiek
matym bylby jego promien, nie moze istnie¢ zadna funkcja catoksztaltna,
rowna tozsamosciowo funkcji 7/ (z) w czesci wspodlnej obu kotom CO i c.
Rzecz jasna rowniez, ze kolo zbieznosci szeregu (8), ktdére ma za Srodek
punkt dowolny promienia On, musi by¢ styczne wewnetrznie w punkcie
a do okregu kota CO ().

(V Jezeli wszystkie spoétczynniki szeregu (7) sa rzeczywiste i dodatnie, to punkt
z= R musi by¢ koniecznie punktem osobliwym okregu Cn Istotnie, gdyby tak nie byto,
szereg potegowy

1 1 ( = S r
(f) 'I'(*—f)< I "I"- n m/«(D + -.
wyrazajacy f(z) w sasiedztwie punktu 2 — , miatby promien zbieznosci wigk

szy niz B To samo stosowatoby sie tym bardziej do szeregu:
u
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WeZzmy teraz droge Z, wychodzacg z poczatku uktadu i konczacy
sie w jakimkolwiek punkcie Z, potozonym poza kotem CO, i wyobrazmy
sobie ciato ruchome, przebiegajace te droge zawsze w tym samym zwro-
cie od O ku Z Niech a, oznacza punkt, w ktorym to cialo rucho-
me wychodzi poza obreb kota: gdyby ten punkt a, byl punktem oso-
bliwym, posuwanie sie dalsze wzdluz drogi L byloby niemozliwe.
Przypuscimy, Zze nie jest to punkt osobliwy; mozna woéwczas utwo-
rzy¢ taki szereg, uporzadkowany wedtug poteg roznicy z — a, i zbiez-
ny w kole Cj o $rodku a,, ze jego suma réwna sie tozsamosciowo funk-
cji /(z) w czesci, wspolnej obu kotom CO i Cj. Azeby obliczy¢

mozna bedzie uzy¢ np. punktu posredniego na promieniu Oa,. Sumo-
wanie drugiego szeregu daje nam dalszy cigg analityczny funkcji f (2)
wzdluz drogi L, poczynajac od o ile ciato ruchome, zakreslajac te dro-
ge, nie wychodzi z kota Cj. W szczegolnosci, jezeli cata ta droga od a,
lezy wewnatrz kota C,, to ten szereg da warto$¢ funkcji w punkcie Z
Jezeli droga L wychodzi z kota C, w punkcie 54, to potrzeba utworzyé
podobniez nowy szereg, zbiezny w kole Cc2 o $rodku o0, i podobniez
w dalszym ciggu.

Przypusémy z poczatku, ze po liczbie skoriczonej takich dziatah do-
chodzimy do kota Cp o $rodku zp, zawierajgcego catg cze$¢ drogi L,
nastepujacg po ap, a w szczegolnosci punkt Z. Wystarczy zastgpi¢ z
przez Z w ostatnim z uzytych szeregébw oraz w szeregach, ktére dajg
sie zen otrzymac przez rozniczkowanie wyraz po wyrazie, azeby wyzna-
czy¢ wartosci funkcji m

/(2), /'(2), /" (Z),...,

osiggane w punkcie Z, t. j. element korcowy funkcji badanej.

Rzecz jasna, ze do punktu jakiegokolwiek drogi L przybywamy
Z zupetnie okreslonemi wartosciami funkcji i wszystkich jej pochodnych.
Zauwazmy réwniez, ze moznaby zastgpi¢ kota CO0, Cj, Cj, ..., Cp

przy dowolnej wartosci argumentu «, gdyz mamy oczywiscie, ze wzgledu na to, ze
wszystkie spétczynniki an sg dodatnie
JE/«(?)
Minimum, osiggane przez r])cromier'] zbieznosci szeregu (8), gdy a zakresla
|

okragg C  byloby tedy wigksze niz —.
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przez ciagg kot, okreslonych w ten sam sposéb, ktérych srodkami bytyby
punkty dowolne zv z2 ...zq drogi L, byleby koto o érodku Zi zawierato
cze$¢ drogi L od zi do zl+i. Mozemy réwniez zmieni¢ droge L, zacho-
wujic jg§ punkty koncowe, w taki sposdb, azeby nie ulegty zmianie war-
tosci koricowe funkcji f (2), f (2), " (2),.... W istocie, kota CO,
Cv , Cp nakrywajg czes$¢ ptaszczyzny, stanowiagcg rodzaj pasa, w kto-
rym lez}’ droga L; droge te mozna zastgpi¢ przez wszelkg inng droge L',
idacga od z= O do punktu Z, .i polozong w tym samym pasie. Za-
t6zmy, w celu ustalenia biegu mysli, ze byliSmy zmuszeni do uzycia trzech
nastepujacych po sobie kolejno k& CO, C\, C2 (rys. 78). Niech L'

Rys. 78.

oznacza nowg droge, potozong w pasie, utworzonym przez te trzy kola;
potagczmy punkty m i n. Rzecz jasha, ze, idgc od o do m z po-
czatku po drodze O m, a nastepnie po drodze Onm, otrzymamy
w punkcie m ten sam element, poniewaz mamy do czynienia z funkcja,
catoksztattng w obszarze, utworzonym przez CO i Cj. Podobniez, idac
od m do Z podrodze ma2Z Ilub po drodze mnZ, przybywamy
do punktu Z z- tym samym elementem. Droga L jest tedy réwno-
znaczna drodze onmnz, t j. drodze L'. Metoda nie ulega zmianie
przy liczbie dowolnej nastepujgcych po sobie k&t W szczegolnosci moz-
na zawsze zastgpi¢ droge dowolnego ksztaltu przez linje tamang (J).

343. Punkty osobliwe. — Przy wyjasnionym powyzej postepowa-
niu moze sie zdarzyé, iz chotbySmy posuwali jakkolwiekbgdZ daleko wska-
zane dzialania, nie zdotamy otrzymac kola, zawierajgcego calg czes¢ dro-

(Y Rozumowanie powyzsze wymaga nieco wiecej uwagi, gdy droga L posiada
punkty podwdjne, gdyz woOwczas pas, utworzony przez nastepujace po sobie kola
C0, Cu C2..., moze czeSciowo nakrywac¢ sam siebie. W istocie rzeczy jednak nie-
ma tu zadnej prawdziwej trudnosci.
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gi L, ktéra ma by¢ jeszcze zakreSlona. Nie otrzymamy go, gdy punkt
< bedzie punktem osobliwym okregu Cp~j, poniewaz bedziemy zmu-
szeni wowczas do zatrzymania sie. Jezeli mozna powtarza¢ wskazane dzia-
fania nieograniczenie bez osiagniecia kola, ktéreby zawieralo catg czesé
drogi L, ktéra ma by¢ jeszcze zakre$lona, to punkty <p-\, *p, ap+\,...,
daza do punktu granicznego X potozonego na drodze L, ktérym moze by¢ badz
sam punkt Z, badZ jaki$ punkt, potozony pomiedzy O i Z. Punkt X jest
réwniez punktem osobliwym (point singulier), i przedtuzanie analityczne funk-
cji /(z) wzdluz drogi L poza punkt X jest niemozliwe. Jezeli jednak X
jest rézne od Z, okoliczno$¢ ta nie dowodzi, izby sam punkt Z byt punk-
tem osobliwym, i izby nie mozna bylo przej¢ od O do Z inng droga.

Wezmy np. funkcje 1 1-j-z Ilub Log(l-f-z); od poczatku ukiadu do
punktu z— —2 nie mozna sie posuwaé wzdtuz osi rzeczywistej, gdyz
nie zdofalibySmy przekroczy¢ punktu osobliwego z — — 1. Atoli jest to
rzecz jasna, iz jezeli kazemy punktowi z przebiega¢ droge, nie przecho-
dzacg przez ten punkt, to punkt z = — 2 zostanie osiggniety po liczbie
skoriczonej dziatan, gdyz wszystkie kofa, kolejno po sobie nastepujace,
przejdg przez punkt z= — 1 Zauwazmy, ze powyzsze okreSlenie punk-
téw osobliwych zawrera uzaleznienie od drogi, zakresSlanej przez zmienng;
punkt X moze by¢ punktem osobliwym dla jakiej$ okreSlonej drogi i nie
by¢ nim dla innej, jezeli funkcja posiada kilka odmiennych galezi.

Gdy dwie drogi Lx L'v idgce od poczatku ukfadu do punktu Z,
dajg w punkcie Z rozne element}, to istnieje przynajmniej jeden punkt
osobliwy wewnatrz obszaru, ktory bytby zakreSlony przez jedng z tych
drog, np. Zn gdybySmy przeksztalcali jg w sposob ciggly, zachowujgc
punkty koncowe, tak by przystat do Lx. Przypusémy, co zawsze mozna
uczyni¢, iz obie drogi Lx i L\ sg to linje famane o tej samej liczbie
bokdw;

Oaxblcl ... IxZ i Oaxb\cx... I'xz

(rys. 79). Oznaczmy przez

az, b2, C,..., 2
Srodki odcinkow
axux, bxbx, ... , IXIX,

droga Ls wzdluz linji tamanej
Oa2b2... 12Z

nie moze by¢ rownowazna jednoczesnie dwlu drogom Lx i Lx, o ile
nie zawiera punktow osobliwych. Jezeli ta droga L2 zawiera punkt
osobliwy, twierdzenie nie wymaga dalszego dowodu. Jezeli dwie drogi
Lx i L2, nie sg rownowazne, mozna bedzie wten sam sposéb otrzymac
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nowg droge Z3, =zawartg pomiedzy L1 i L2 Postepujgc tak samo
w dalszym ciggu, albo dojdziemy do jakiej$ drogi Lp z punktem osobli-
wym, albo otrzymamy cigg nieograniczony drog Lx, L2,... . Drogi te
bedg dazyly do pewnej drogi granicznej A, gdyz punkty al, a2, a3, ...
bedg zmierzalty do punktu granicznego, zawartego pomiedzy au a ax,...,

Rys. 79.

i podobniez inne punkty. Owa droga graniczna \ musi przechodzi¢
niezbednie przez punkt osobliwy, gdyz mozna wykresli¢ po dwu stronach
drogi A drogi, nieograniczenie zblizone do A i dajagce r6zne elementy
funkcji w punkcie Z. Nie byloby to mozliwe, gdyby droga A nie za.
wierata zadnego punktu osobliwego, gdyz drogi nieograniczenie blizkie tej
drogi winnyby by¢ jej réwnowazne.

Okreslenie powyzsze punktéw osobliwych posiada charakter czysto
negatywny i nie poucza nas zupelnie o istocie funkcji w sgsiedztwie ta-
kich punktow. Zadne przypuszczenie co do nich samych, ani tez co do
ich rozkladu w plaszczyznie nie moze by¢é z géry usuniete, o ile nie
chcemy narazi¢ sie na sprzecznosci. Jedynie badanie przedluzenia anali-
tycznego moze nas doprowadzi¢ do poznania réznych mozliwych oko-
licznosci (.

() Niech f(X) oznacza funkcje analityczna, catoksztattng wzdhuz odcinka ab
osi rzeczywistej. W sasiedztwie jakiegokolwiek punktu a tego odcinka funkcja moze
by¢ wyrazona przez szereg potegowy o promieniu zbieznosci R (a), nie robwnym zeru.
Ow promien R, jako funkcja ciagta zmiennej «, osigga najmniejszo$¢ dodatnig r.
Niech p oznacza liczbe dodatnig, mniejszg od r, a E — pole, zamiatane przez koto
o promieniu p, ktérego srodek przebiega odcinek ab. Funkcja f(x) jest catoksztah-
na w obszarze E i na jego obwodzie; oznaczmy przez M granice wyzsza modutu tej
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343. Zagadnienie ogoOlne. — Z poprzedniego wynika, ze funkcja
analityczna jest teoretycznie okreSlona (virtuellement dctermincée), gdy
znamy jeden z jej elementow, t. j. gdy znamy taki ciag spétczynnikow

&l' L X X X J N"' oo e)
ze szereg

al<il(x —a) ... -f-a* (jc— a)"+

posiada promienn zbieznosci rézny od zera. Przypus¢my, ze te spoiczyn-
niki sg dane; wypada sobie w takim razie postawi¢ zagadnienie og6lne
nastepujace: wyznaczy¢ warto$é, ktérg funkcja przybiera w dowolnym
punkcie £ plaszczyzny, gdy kazemy zmiennej przebiega¢ pewng okreslo-
ng droge, wiodacg od punktu a do punktu @ Mozna réwniez dazyé
do wyznaczenia z gory punktéw osobliwych funkcji analitycznej; rzecz
jasna zreszta,™ze oba te zagadnienia Scisle sie wigzg ze sobg. Sama me-
toda przedtuzania analitycznego daje rozwigzanie, przynajmniej teoretycz-
ne, obu tych zagadnienn, mozna jg jednak zastosowa¢ w praktyce jedynie
w nielicznych przypadkach szczeg6lnych. Poniewaz np. nic nie wyzna-
cza a priori liczby szeregébw posrednich, ktérych nalezy uzy¢, aby przejs¢
od punktu a do punktu [B i poniewaz sumy tych szeregdw mozna
obliczy¢ jedynie z pewnym przyblizeniem, zdanie sobie sprawy ze stopnia
przyblizenia, ktéry otrzymamy w koncu, wydaje sie rzeczg niemozliwa.
Przeto na.ezalo koniecznie poszukiwac rozwigzan prostszych, przynajmniej
w przypadkach szczegélnych. Atoli dopiero od lat kilku to zagadnienie
poczeto by¢ badane w pracach systematycznych, ktére juz dostarczyty po-
waznych Whynikow fl). Jezeli te badania sg tak niedawne, nie nalezy tego
przypisywac jedynie trudnosci zagadnienia, acz istotnie wielkiej. W isto-
cie, funkcje, zbadane kolejno przez matematykdéw, nie byly przez nich
wybierane w sposéb dowolny; badanie tych funkcji narzucalo sie samo
przez sie ze wzgledu na istote zadan, wymagajacych ich wysitkdw. Owdz,
poza malg liczbg funkcji przestepnych, wszystkie te funkcje zostaty

funkcji; z wzoréw ogélnych (14) art. 291 wynika, ze dla dowolnego punktu x odcin-
ka ab jest wazna nier6wnos¢:

/@(X) < -y =

(Por. t. I, str. 484).

(") Co do wszystkiego, dotyczacego tego zagadnienia, odesle czytelnika do do-
skonatej rozprawy Hadamard’a: La série de Taylor et son prolongement analytigue
(Szereg Taylora i jego przedtuzanie analityczne). (Naud, 1901). Mozna tam znalez¢
bardzo wyczerpujace wskazowki bibljograficzne.
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okreslone po funkcjach wyraZznych elementarnych badZ jako pierwiastki ro-
wnan, nie dajgcych sie formalnie rozwigzaé, badz jako catki réwnan roz-
niczkowych algiebraicznych. tatwo tedy pojgé, ze badanie funkcji uwi-
ktanych i funkcji, okreSlonych przez te réwnania rézniczkowe, musiato ze
wzgledow logicznych poprzedzi¢ zbadanie zagadnienia ogdlnego, ktdrego
postaciami nader szczegOlnemi sg wiasciwie w istocie rzeczy tamte dwa
zagadnienia.

tatwo okaza¢, w jaki sposéb badanie réwnan rézniczkowych algie-
braicznych wigze sie z teorja przediuzania analitycznego Wezmy, w ce-
lu ustalenia biegu mysli, dwa szeregi y (X), z(x), uporzadkowane we-
dtug poteg dodatnich zmiennej x i zbiezne w kole C o promieniu R,
zakreSlonym dokota punktu x = 0, jako srodka. Niech z drugiej strony

FOX,y, Yy yroom, y(\ 2z, 2,..., %o

oznacza wielomian catkowity wzgledem

y, yp\ z, z',..., <>
Przypusémy, ze sie zastepuje w tym wielomianie y i z przez
szeregi powyzsze,
/.y -y (p\

przez pochodne szeregu z(x); wynik stanowi¢ bedzie rowniez szereg,
zbiezny w kole C. Jezeli wszystkie spolczynniki tego szeregu sg rowne

zeru, to funkcje catoksztaltne y(x) i z(x) czynig zados¢, w kole C,
warunkowi:
9 F (x, vy, y(\ z, z",..., zW) = 0.

Uzasadnimy teraz, ze funkcje, otrzymane zapomocag przedtuzania
analitycznego szeregdw y(x) i z(x), spetniajg ten sam warunek w calym
obszarze swego istnienia. Dokladniej: jezeli punkt x przebiega droge
wychodzacg z poczatku ukiadu, wykraczajacg poza koto C i konhczacg
sie w jakimkolwiek punkcie a ptaszczyzny, i jezeli mozna tworzy¢ dalszy
cigg analityczny obu szeregdw y(x) i * (*) wzdluz tej drogi bez na-
potkania zadnego punktu osobliwego, to szeregi potegowe

Y(x—a) i Z\x—a),

do ktérych dochodzimy w punkcie a, wyrazajg w otoczeniu tego punk-
tu funkcje catoksztaltne, spetniajgce zwigzek (9).
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Niech, w istocie, ., oznacza punkt drogi L, potozony wewnatrz
kola C i blizki punktu, w ktérym ta droga L wychodzi poza koto C\
dokota punktu v, jako $rodka mozna zakresli¢c koto C,, potozone
czesciowo zewnatrz kota C, i istniejg dwa szeregi potegowe

y(x — JG), z(x — X,i,

zbiezne w kole Cv i takie, ze ich sumy sg tozsamosciowo réwne sumom
szeregbw y (X) i z(X) w czesci wspodlnej obu kolom C i C]. Wy-
nikiem zastgpienia w F funkcji y i z przez te dwa szeregi bedzie
szereg potegowy P (x —.v,), zbiezny w kole Ct. Owo6z, w czesci
wspolnej dwu kotom C i Ct P(x—x,) = 0; szereg P(x —.M) po-
siada tedy wszystkie spolczynniki réwne zeru, i dwa nowe szeregi

y (x—x,) i zX—X)

czynig zado$¢ warunkowi (9) w kole Ct. Postepujac tak samo w dalszym
ciggu, stwierdzamy, ze ten warunek nie przestaje by¢ nigdy spetnionym—
jakakolwiek bytaby droga zmiennej — przez dalsze ciggi analityczne sze-
regbw y (X) i z(x); twierdzenie tedy jest dowiedzione.

Badanie funkcji, okreslonej przez rownanie rézniczkowe, jest tedy
w istocie rzeczy tylko odmiang szczegblng zagadnienia ogdlnego co do
przedtuzenia analitycznego. Z drugiej strony atoli tatwo zrozumiec, ze
znajomos¢ pewnego szczegllnego zwigzku pomiedzy funkcjg analitycznag
i niektéremi jej pochodnemi moze w pewnych przypadkach utatwic¢ roz-
wigzanie zadania. Wypadnie nam wréci¢ do tego punktu przy badaniu
rownan rézniczkowych.

Il. — Przestrzenie prézne. — Ciecia.

Badanie funkcji modutowych eliptycznych dato Hermite owi pierwszy
przykitad funkcji analitycznej, okre$lonej tylko w pewnej czesci plaszczyz-
ny. Wskazemy tu bardzo prosty sposob otrzymywania funkcji analitycz-
nych, dla ktérych przestrzenn prézng stanowi dowolny obszar plaszczyzny,
odpowiadajac} pewnym zalozeniom o charakterze nader ogolnym co do
krzywej, ktora go ogranicza.

345. Linje osobliwe. Przestrzenie prézne. — Uzasadnijmy prze-

dewszystkim pewne twierdzenie pomocnicze ().

(") Poincare, Acta Societatis Fennicae, t. XIIl, 1881l. — Goursat, Bulletin des
Sciences math$matiques, serja 2, t. XI, str. 109 i t. XVII, str. 247.
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WeZmy dwa szeregi

ai-r a2+ eee+ «/>teee | (X-f c2-f-...-j-cn-f-. ..

o wyrazach dowolnych i zat6zmy, ze drugi z nich jest bezwzglednie zbiez-
ny i ze kazdy jego wyraz jest rozny od zera; niech C oznacza okrag
o Srodku z0, nie otaczajagcy zadnego z punktow a- i przechodzacy
przez jeden tylko z tych punktow; szereg

+®
co) =

't? a-'~z

wyraza w kole C funkcje -catoksztaltng, ktéra moze by¢ rozwinieta
w szereg, uporzadkowany wzgledem poteg réznicy z — z0. Kotem, zbiez-
nosci tego szeregu jest wiasnie koto C.

Mozna, rzecz oczywista, zatozyé, ze z0— 0, gdyz przy zamianie
zmiennej z na z0 z', a, zostaje zastgpione przez av— z0, i Gn
nie ulega zmianie. Zalozymy réwniez, oznaczajgc przez R promien

kota C, ze
|l |I= R, oraz Jat]> R przy /> 1

W kole C wyraz ogolny &z moze by¢ rozwiniety w szereg
potegowy, dla ktorego funkcjg zwyzszajaca, jak tatwo stwierdzi¢, bedzie

M 1

R 1— —
R

Wedtug twierdzenia ogolnego, dowiedzionego wyzej (art. 267), przy
zbieznosci  szeregu I\ funkcja F (z2) moze by¢ rozwinigeta w ko-

le C w szereg potegowy, ktory mozemy otrzymaé, dodajac wyraz po
wyrazie szeregi, wyrazajgce poszczegllne wyrazy. Otrzymamy tedy,
w tym kole C

(10) F{z) = M0+ Mlz+M 2z2+ ...+ A,z*+. ..,
+@
X" *
_,oav'
v =1 +®
Obierzmy takag liczbe catkowita p, izby suma 2 ~|Gn] byla
\=RH

mniejsza niz — Jg } co jest mozliwe, gdyz ¢, nie rdéwna sie zeru,
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Wt
a szereg A\ jest zbiezny. Obrawszy w ten sposéb p i za-
ktadajac:
N& =y , r, {Z) = + \ jETt_\“Z_l
\/_
=2 v=P+I

mozemy napisac:
Fiz) = F, (2 + F, (2.

Fi@®) jest to funkcja wymierna, posiadajgca bieguny jedynie ze-
wnatrz kota C, mozna jg tedy rozwingé w szereg potegowy 0 promie-
niu R"> R. Co do Ft(z), mamy
(V) fi(*)=A+a* + ...+ £, %=+
zaktadajgc, ze

B-=mp i f L — QR _J
i fpHin T Rp o+

Mozna jeszcze napisa¢ ten spétczynnik w postaci

\=H

lecz zgodnie z zalozeniem i—, 1, i modut sumy

> |

. ft{orv!r ’

y=p+I
jest ze wzgledu na sposdb, w jaki zostata obrana liczba p, mniejszy
niz —;d . Modut spétczynnika Bn zawiera sie tedy pomiedzy7

2R+ 2R+

i modut wyrazu ogolnego szeregu 11) jest zawarty pomiedzy

o 4 na 3 ¢ z,n
2R R 2R R |

szereg ten jest zatyrm rozbiezny, gdy |z |> R
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Rzecz oczywista, ze dodajagc do szeregu F2(z), zbieznego w kole
o promieniu R, szereg FL(z) zbiezny w kole o promieniu R'> R, otrzy-
mamy sume F (z), dla ktorej kolem zbieznosci bedzie kolo C o pro-
mieniu /2 wypowiedziane twierdzenie jest juz tedy dowiedzione.

Wezmy teraz jaka$ krzywag L, zamknietg lub nie, ktoraby posia-
dala w kazdym punkcie okreSlony promieh krzywizny. Pamietajac, ze

szereg bezwzglednie zbiezny, zatézmy, ze wszystkie punk-

ty, nalezace do ciggu al, a2 =me @i, mm leza na krzywej L
i to w taki sposéb, ze na kazdym tuku skonczonym tej krzywej miesci
sie nieskonczenie wiele tych punktéw. Szereg

jest zbiezny we wszelkim punkcie z0 nie nalezacym do krzywej L,
i wyraza funkcje, catoksztalthg w otoczeniu takiego punktu: w celu uza-
sadnienia tego wystarczytoby podja¢ na nowo pierwszg czeS¢ poprzednie-
go dowodu z warunkiem zastgpienia kota C dowolnym kolem o $rod-
ku z0 nie zawierajacym zadnego punktu a,-. Jezeli krzywa L nie
jest zamknieta i nie posiada punktow podwojnych, szereg (12) wyraza
funkcje, catoksztaltng w dziedzinie catej ptaszczyzny, z wyjagtkiem punk-
tow krzywej L. Nie mozemy jeszcze stad wnioskowaé, ze ta krzywa jest
linjg osobliwg; nalezatoby jeszcze upewni¢ sig, ze przedtuzenie funkcji F(z)
poprzez jaka$ cze$¢, bodaj najmniejsza, krzywej L, jest niemozliwe.
Woystarczy do tego stwierdzenie, ze kolo zbieznosci szeregu potegowego,
ktory wyraza F(z) w otoczeniu jakiegokolwiek punktu z0 nie potozo-
nego na L, nie moze nigdy zawiera¢ zadnego #fuku tej linji, chocby
najmniejszego.  Istotnie, zat6zmy, ze kolo C o Srodku z0 zawiera
tuk aP linji L Na tym tuku a@ wezmy punkt at, a na normal-
nej do tuku w punkcie <& punkt 2z’, tak blizki punktu a- izby
okrag Ci o promieniu z'— di |, zatoczony dokota punktu z, jako
srodka, lezat catkowicie wewnatrz . C i nie posiadal zadnych punktéw
wspoélnych z tukiem ap procz samego punktu h,. Wedlug uzasadnio-
nego przed chwilg twierdzenia koto C, byloby kotem zbieznosci szeregu
potegowego, wyrazajagcego F (z) w otoczeniu punktu z . Lecz byloby
to sprzeczne z wiasnosciami ogdélnemi szeregébw potegowych, gdyz to koto
zbieznosci nie moze by¢ mniejsze od kola o $rodku z, stycznego we-

wnetrznie do kota C.

Kurs analizy matematycznej. 16
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Jezeli linja L jest zamknieta, szereg (12) wyraza dwie odrebne
funkcje analityczne, z ktorych jedna istnieje tylko w obszarze .4, polto-
zonym wewnatrz linji L, tak Zze obszar plaszczyzny, zewnetrzny wzgle-
dem tej linji, stanowi dla tej funkcji przestrzen prézng (espace lacunaire);
druga za$, przeciwnie, istnieje zewnatrz linji L, i przestrzenig prézng
jest dla niej obszar wewnetrzny. Mowi sie rowniez, iz linja L jest dla
kazdej z tych funkcji "cieciem istotnym (coupure essentielle).

Gd}- mamy kilka linji, zamknietych lub nie, Lv Li, , Lr,
mozna utworzy¢ w ten sposob szeregi 0 postaci szeregu (12), dla ktorych
te linje stanowig odpowiednio ciecia istotne: dla sumy owych szeregéw
cieciami bedg wszystkie te linje razem.

PRZYKLADY. — Niech AB oznacza odcinek prostej, a a i ,$— od-
powiedniki liczbowe koncéw A i B. Wszystkie punkty

mi -j-nj

1 m-f- n
przy zatozeniu, ze m | n sg to liczby catkowite dodatnie, zmieniajace sie od 1
do -j-os, 84 potozone na odcinku AB, i na kazdej czesci tego odcinka lezy nie-

skonczenie wiele punktow tego rodzaju, poniewaz punkt 7 dzieli AB w sto-
sunku m  Niech z drugiej strony C oznacza wyraz ogoélny szeregu o dwu
n

wskaznikach, bezwzglednie zbieznego Szereg podwoéjny

‘m. n

Ftz) mi
m n

wyraza funkcje analityczna, dla ktérej odcinek A B jest cieciem istotnym. Mozna
w istocie nieskonczenie wielu sposobami przeksztatci¢ ten szereg w szereg o jednym
wskazniku. Rzecz oczywista, ze dodajac do siebie Kkilka szeregéw takiego rodzaju
mozna utworzy¢ funkcje analityczng, ktorej przestrzenia prézng bytby dowolny
wielokat.

Oto jeszcze drugi przykfad, w ktérym linia L bedzie okregiem. Niech 1 ozna-
cza jaka$ liczbe dodatnig niewymierng. . liczbe dodatniag catkowitg. Zat6zmy:

2t~7. 2ir.:

wszystkie punkty ov sg rozne i lezag na okregu C o promieniu 1, zakre$lonym
dokota poczatku uktadu. Ponad to, jak wiemy, mozna wyznaczy¢ takie dwie liczby
catkow-ite m i n, izby réznica 2s (n« — m) byla mniejsza co do wartosci bez-
wzglednej od liczby e dowolnie mate;j.

Istniejg tedy potegi liczby- a, Kktorych modut jest tak blizki zera, jak tylko
zechcemy, i przeto na kazdym Iluku skoriczonym okregu lezy nieskornczenie wiele
punktow a‘. Zatézmy nastepnie, ze

ov
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szereg

mwyraza wedlug twierdzenia ogé6lnego funkcje caioksztattng w kole C, dla ktorej
przestrzen pr6zng stanowi caly obszar ptaszczyzny, potozony zewnatrz tego kota.
Rozwijajagc kazdy wyraz wedtug poteg zmiennej z, otrzymujemy jako wynik rozwi-
niecia funkcji F (z) szereg potegowy s

z

(13) ot a1

tatwo sprawdzi¢ bezposrednio, ze funkcja, wyrazona przez ten szereg potego-
wy, nie moze by¢ przedtuzona analitycznie poza koto C. Istotnie, jezeli dodamy do

mej szereg . , to otrzymamy
z

'('K-ji-z=2 N - )+emm-(yyL rk me= 270@2)
e | 11
Faz) = - F(z) ---m —

Zmieniajac w tym zwigzku Z na az potym na a-z, ..., dochodzimy do
zwigzku ogélnego

1 1 . 1
(14) F{anz) — 2, F (Z)+ 2na __7)+ 9«-1(I—GZ) -+ 2 1 — an~I 2)

ktéry wskazuje, ze r6znica
2" F(anz) — F (2

jest -to funkcja wymierna o (z), posiadajgca n biegunéw pierwszego rzedu

1 1
j a .. fir-r

Mzér (14) zostat uzasadniony przy zatozeniu, ze
Izl<1 i la]=1

Jezeli argument liczby a jest wspOtmierny z n, to z wzoru tego wynika, ze F(z)
jest funkcjg wymierng; wystarczy wzigé za n taka liczbe catkowita, izby 1
Jezeli argument liczby a jest niewspotmierny z «, to jest niemozliwoscia, izby
funkcja F(z) byta catoksztattna na jakim$ tuku skonczonym AB okreau, chociaz-
by dowolnie matym. W istocie, niech a-p i an—p oznaczajg dwa punkty, poto-
zone na tuku AB (n> p). Obrawszy w ten sposob liczby n i p, wyobrazmy
sobie, ze z zmierza do a-P\ wowczas iloczyn a"z bedzie dazyt do a»-p,
i obie funkcje F(z) i F(anz) musialyby dazy¢ do granic skonczonych  Otéz
zwigzek (14) wskazuje, ze jest to niemozliwe, gdyz funkcja (z) posiada biegun a-p.
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Podobna metoda da sie zastosowac, jak wykazat Iadamard. do szeregu bada-
nego przez Welerstrassa

05)

w ktorym a oznacza liczbe catkowita dodatniag, a b — -tatg o module mniejszym
oil Jednosci. Szereg ten jest zbiezny, o ile iz | nie przekracza jednosci, a rozbiez-
ny,gdy |z |]> 1 Kolo C 0 promieniu =m1 jest tedy kotem zbieznosci. Okrag
tego kola Jest cieciem Istotnym funkcji F(z). Zat6zmy, w istocie, ze na jakims$
luku skonczonym a? lego okregu nic lezy zaden punkt osobliwy funkcji. Jezeli

ZIR
zastagpimy zmienng z w F(z) przez zc fl° , przy zatozeniu, ze * i ft s3 to
dwie liczby catkowite dodatnie, a ¢ jest to dzielnik liczby n, lo wszystkie wyra-
zy szeregu (15), poczynajagc od wyrazu o wskazniku pozostaja bez zmiany,
i réznica

musi byé wielomianem. Funkcja F(z) nic posiadataby tedy réwniez zadnego punk-

tu osobliwego na hiku ik powstajacym z luku przez obrét o kat —

dokola poczatku uktadu. S\ezmy U dos¢ wielkie, by iloraz ~ byl mniejszv od

luku * rzecz jasna, ze luki *iPi, J [ P— otrzymywane kolejno przy

nakrytyby w zupetnosci okrag. Funkcja F (z) nie posiadataby tedy na nim zadne-
go punktu osobliwego, co Jest niedorzeczne (art 3*2).

W przyktadzie tym wystepuje nastepujacy objaw szczeg6lny, zastugujacy na
uwage: szereg (15) jest wzdtuz okregu C bezwzglednie i jednostajnie zbiezny. Wy-
raza tedy na tyin okregu funkcje ciagta argumentu « ().

(") Fredholm dowiédt, ze suma szeregu

T.

O

w ktorym a oznacza liczbe dodatnia mniejszg od jednosci, nie moze by¢ przedtuzo-
na poza koto zbieznosci (Comptes rendus, d. 24 marca r. 1890). Przyktad ton pro-
wadzi do wniosku, ktéry zastuguje na zaznaczenie. Na okregu o promieniu = 1
szereg jest zbiezny i suma

jest funkcjg ciggta argumentu A, posiadajagcag nieskonczenie wiele pochodnych
Mimo to owa funkcja ~(9) nie moze byé rozwinigta zapomocg wzoru Taylora,
w zadnym przedziale, cho¢by dowolnie matym.
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34?. Osobliwosci, wystepujgce przy badaniu wyrazen analitycz-
nych. — Wszelkie wyrazenie analityczne o typie szeregu, ktérego wyrazy
-stanowig funkcje zmiennej z, lub calki oznaczonej, w ktérej ta zmienna
wystepuje jako parametr, wyraza przy zachowaniu pewnych warunkéw
funkcje caloksztaltng w sasiedztwie kazdej wartosci zmiennej z, dla kt6-
rej da sie woglle obliczy¢. Jezeli og6t takich wartosci zmiennej z na-
krywa w zupelnosci pewien obszar spojny A plaszczyzny, dane wyra-
zenie stanowi funkcje holomorficzng w tym obszarze A.  Lecz jezeli zbior
tych wartosci zmiennej z tworzy dwa lub wiecej obszarow osobnych
i oddzielonych od siebie (Separees), to moze sie przydarzy¢, ze dane wy-
razenie analityczne wyznacza w tych réznych obszarach funkcje zupetnie
rézne. NapotkaliSmy juz taki przyktad w art. 296-ym.

WidzieliSmy, w istocie, w jaki sposOb mozna utworzyC szereg O wy-
razach wymiernych, zbiezny w dwu trgjkatach krzywolinjowych p qQ R,
P'Q'R' (rys. 61), ktérego suma réwna sie w trojkacie p @ R  funkcji
catoksztattnej /(z), a w trojkacie p'Q'rR'— zeru. Dodajac dwa takie
szeregi, mozemy otrzymaC szereg 0 wyrazach wymiernych, ktérego suma
bedzie réwna /(z) w trgjkacie p @ r, a inngj funkcji caloksztaltngj
¢ (z), jak najzupelniej dowolnej, w trojkacie p'Q'rR'. Rzecz jasna, ze
wobec dowolnosci -obu funkcji -/(z) i &@(z) suma szeregu w trojkacie
P'Q R nie bedzie miata w ogdlnosci zadnego zwigzku z dalszym ciggiem
analitycznym sumy tegoz szeregu w trojkacie pQR.

Oto jeszcze przyktad nader prosty, podobny do przykiadu, podanego
przez Schrbdera i Tannerv’ego. Wyrazenie 11_;22:, w ktorym n ozna-

mza liczbe catkowita dodatnia, wzrastajgcg nieograniczenie, dgzy do gra-

tstotnie. przypusémy, ze w pewnym przedziale (00—s, 0o(-a)
F(«) = AO+ A, (0—0,)+ ...+ An(0- O0On+ --—---
Szereg z prawej strony znaku roéwnosci wyraza w kole ¢ o promieniu a i $rodku

w punkcie 0,, funkcje catoksztattng zmiennej zespolonej H Zwigzek z = e U
podporzadkowuje temu kotu w ptaszczyznie zmiennej z pole zamkniete A, Kktore
zawiera tuk y okregu o promieniu = 1, tgczacy punkt o argumencie 00— a
z punktem o argumencie <9+ a W polu A databy sie zatym okresli¢ funkcja
catoksztaltna zmiennej 2z, rdéwna tozsamosciowo sumie szeregu

wzdtuz y; jest to atoli niemozliwe, gdyz sumy tego szeregu nie mozna przedtuzyé
poza kolo zhieznosci.
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nicy = -+ 1 jezeli jz |< 1 a-1, jezeli jz > 1 jezeli Jzij= 1«
wyrazenie to nie posiada granicy, chyba ze z— \ Owdz suma n pierw-
szych wyrazen szeregu

rébwna sie temuz wyrazeniu. Szereg Ow jest tedy zbiezny, o ile tylko
wartos¢ bezwzgledna |r | jest rézna od jednosci, i suma jego réwna sie
-f- 1 wewnatrz kola C o promieniu réwnym jednosci i Srodku w po-
czatku ukiadu, a — 1 zewnatrz tego kota. Ustaliwszy to, wezmy dwie
jakiekolwiek funkcje analityczne, np. dwie funkcje catkowite, f (z) i z 2\
wyrazenie

1) — 0 WD+ r(n1+  $@ [/(2) —2(*>1

jest réwne funkcji /(z) wewnatrz kola C, a z(z) zewnatrz tego
kola. Sam obwdd kotfa jest dla tego wyrazenia cieciem, lecz zupeinie in-
nego rodzaju, niz ciecia istotne, o ktorych przed chwila moéwilismy. Funk-
cja, rowna 06 (z) wewnatrz tego kota C, moze by¢ przedtuzona anali-
tycznie poza to koto, i podobniez funkcja, rowna 06 (r) zewnatrz C,
moze by¢ przedtuzona analitycznie wewnatrz kola.

Podobne osobliwosci wystepuja, gdy mowa o funkcjach, wyrazonych
przez catki oznaczone. Przyklad najprostszy stanowi catka Cauchy’ego;
jezeli f(z) jest funkcjg caloksztalthg wewnatrz obwodu zamknietego T
i na samym obwodzie, catka

1 F f( dz
2rilJr z—wv

rowna sie /(x), gdy punkt Vv lezy wewngtrz F; ta sama catka réw-
na sie zeru, gdy punkt x jest potozony zewnatrz obwodu r, gdyz

funkcja jest wobweczas caloksztattna wewnatrz obwodu. Linja 7/
z—V

jest dla catki réwniez cieciem nieistotnym. Podobniez -dla catki ozna-
czonej

atfi')

jest cieciem 0$ rzeczywista, catka ta jest rowna 2~/ lub — 2z,
stosownie do tego, czy punkt v lezy nad tym cieciem lub tez pod nim.
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348. Wzé6r Hennite’a. — Z tym samym biegiem mys$li mozna skojarzyé pe-
wien zajmujacy wynik, ktory zawdzieczamy Hermiteuwi (). Niech F (t,z) i G(t 2)
oznaczajg dwie funkcje caloksztattne dwu zmiennych t i 2z, np. wielomiany lub

szeregi potegowe, zbiezne przy wszystkich wartosciach tych zmiennych.

Catka oznaczona

i'? F(t2
(16) 0(z)= —- - dt
* G(t,2)
wzieta wzdtuz odcinka prostej, taczacego punkty a i p  stanowi, jak uzasadnimy

dalej (art. 353) funkcje zmiennej z, wogdle ealoksztaltng, z wyjatkiem jednak tych
wartosci tej zmiennej, ktore sg pierwiastkami rownania G (t, z) = 0, rozumianego
w ten spos6b, ze t jest odpowiednikiem liczbowym jakiego$ punktu odcinka ap.
Rownanie to wyznacza przeto liczbe skoriczong lub nieskohczong krzywych, dla kto-
rych catka (Ib) traci okre$lone znaczenie. Niech AB oznacza jedna z tych krzy-
wych, nie posiadajagcg punktéw podwoéjnych; aby znalez¢ sie w warunkach S$cisle
"kresSlonych, zatézmy, iz przy zakre$laniu przez punkt t odcinka ap jeden z pier-
wiastkow réwnania G (t, z) = 0 zakresla tuk A B, i ze wszystkie inne pierwiast-
ki tego rownania, o ile istnieja, sa potozone zewnatrz pewnego obwodu zamknietego,
odpowiednio dobranego, otaczajgcego luk AB, tak iz odcinek ap i tuk AB od-
powiadajg sobie wzajemnie punkt za punktem. Catka (16) traci wszelka tresé, gdy
punkt z dostaje sie na luk AB; postarajmy sie obliczy¢ réznice wartosci, ktére
przybiera funkcja (z) w punktach N i NI nieskonhczenie blizkich punktu M
linji AB, a wzietych z obu stron tej linji. Niech S ?-fe C+ s' stanowiag
odpowiedniki liczbowe tych trzech punktéw. Zwigzek G (t, z) = 0 podporzadkowu-
je tym trzem punktom w ptaszczyznie zmiennej t punkt m na af i dwa punk-
ty nieskonczenie blizkie n i n't potozone po obu stronach odcinka ap; niech
h, hU-th 6 -f-r/ oznaczajg wartosci odpowiednie zmiennej t. Wezmy w sgsiedzt-
wie odcinka ap punkt y do$¢ zblizony, by wewnatrz trojkata «Py (rys. 80),
rownanie G (t, ™-j- ) = 0, miato tylko jeden pierwiastek t = 0 -j- rt. « Funkcja

Ft, ; + »
G(t , i o
posiada zatym wewnatrz trojkata epy tylko jeden biegun W r, i stosownie do

uczynionych zatozen, jest to biegun jednokrotny. Stosujgc twierdzenie Cauch”™ ego.
otrzymamy tedy zwigzek:

) F(t,é-ert
G r+ 0 G :+ 0
()
G(t, : + i) G'iCH-g, ; + §)

(') Hkrmitk, Sur quelques points de la theorie des fonctions. (70 pewnych tema-
tach z teorji funkcji”). (Journal de Crelle. t. 91).
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Obie catki I(., j . maja te samg postaé, co <f>(c); stanowig one tedr

funkcje <, (z), «s(*), caloksztaline, o ile tylko punkt zmienny nie jest potozony

na pewnych cieciach. Oznaczmy przez AC i RC ciecia, odpowiadajgce odcinkom
®T ~ Hy ptaszczyzny zmiennej t i potozone nieskonczenie blizko ciecia AR
funkcji < (2).
Rys. SO
Y

Nadajmy nastepnie zmiennej z wartos¢ . 1 i": wartoscig odpowiednig zmien-

nej t bedzie wartos$¢, h X wyobrazona przez punkt n' i funkcﬁa n
G(f, CF >
zmienne] t jest catoksztattna wewnatrz trojkata 0~7. Mamy tedy zwiagzek:
(19 fu.; 4—@ gt FU. Z-f ) dt 7 F(t, g-H*) dt—o0:
t G, 6) I~ gt 4-1) l. gu,:-fd)

odejmowanie stronami wzoréw (17) i (18) daje nam wynik, ktory mozemy* napisaé
w postaci nastepujacej:

* < -f-0 — <P(*4-0 G40 _ <3G 0)14

FH 1. ¢

41 @+ 4— g so oy

Atoli funkcje 7,(z) i ”~(z), dla ktéorych AR nie jest cieciem, sg eato-
ksztattne W sagsiedztwie punktu z = 7, i przy dazeniu liczb j i € do zera, otrzy-
mamy. jako granice, réznice wartosci funkcji <P(z) w dwu punktach nieskonczenie
zblizonych z jednej i drugiej strony do AR. Napiszemy ten wynik w postaci
skréconej
10 +H(K) — 4> A°) - mi- [
(10) (K) — 4> (A7) 4G H 9

dh

jest to wzor llermite’a. Stwierdzamy, iz wzo6r ten wigze sie w sposéb nader prosty
z twierdzeniem Cauchy'cgo (‘). Dowdd wskazuje wyraznie, w jaki sposéb nalezy
wzigé punkty Ar i A punkt A(1-}i) winien by¢ potozony w taki sposob, izby
punkt odpowiedni H4*7d lezat na lewo od widza, przebiegajagcego odcinek ap.

0), Goirsat, Sur un théoreme dr Al. Hermite. (O pewnym twierdzeniu Her-
mite’a). (Acta mathematica, t. 1).
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Nalezy zauwazy¢, ze linja AB nie jest dla funkcji 0(2) cieciem istotnym.
W sgsiedztwie punktu N' mozna zastgpi¢, wedtug wzoru (18), <>(z) przez

[<&,()+ < ()],

ow6z suma <3 (2) I (z) jest funkcjg caloksztattng w tréjkacie krzywolinjo-
wym ACB i na samej prostej AR, roéwnie jak w sasiedztwie punktu N'. Zmien-
na z moze tedy przekroczyé¢ linje AB w jakimkolwiek jej punkcie M, réznym
od krancow A i B, bez napotkania zadnej przeszkody do przedtuzania analitycz-
nego Rzecz oczywista, to samo dziatoby sie przy przechodzeniu przez punkt z
linji AB w kierunku przeciwnym.

Przyktad. — Zbadajmy catke

/ U) At
(20) t
brang wzdtuz odcinka AB osi liczb rzeczywistych, z warunkiem, ze /(z) oznacza
funkcje caloksztattng wzdtuz tegoz odcinka AB. Wpyobrazajmy zmienng z na tej
samej ptaszczyznie, co t Funkcja 0(2) jest funkcjg zmiennej 2, caloksztattng
w sgsiedztwie wszelkiego punktu, nie potozonego na samym odcinku A B, Kktory
stanowi dla catki ciecie. Ro6znica <+(N) — <(N') rdéwna sie tu

- 2=i/(0
C odpowiada pewnemu punktowi odcinka AB\. Gdy zmienna 2 przekracza li-
nje A B, dalszym ciggiem analitycznym funkcji (z) staje sie suma

@) +2-i f(z2).

‘Przyktad ten nasuwa nam wazng uwage. Funkcja O (z) jest funkcjg cato-
ksztattng zmiennej 2 roéwniez wewczas, gdy /(z) nie jest funkcjg analityczna
zmiennej t, byleby funkcja ta byta ciggta miedzy a i % (art. 291). Lecz w tym
przypadku rozumowania powyzsze nie moga by¢ zastosowane, i odcinek AB bedzie
w ogolnosci dla funkcji <>(z) cieciem istotnym.

CW ICZENIA

1 Woyznaczy¢ linje nieciggtosci catek okreslonych

z dt _dt
Fa ~1 1r-2" t 1+ iz

branych wzdtuz prostej, tgczacej punkty (Q 1) lub (a b): okresli¢ Scisle wartos¢
kazdej z tych calek w punkcie 2, nic potozonym na cieciach.
1 . . .
2. Wezmy cztery kota o promieniu ktorych Srodkami bytyby punkty

L +/, -
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Przestrzen, potozona zewnatrz tych czterech kol, sktada sie z pola skoriczonego -i,,
zawierajgcego poczatek uktadu, oraz z pola nieograniczonego .4,. Utworzy¢ zapo-
mocg metody z art. 200 szereg funkcji wymiernych, zbiezny w tych obszarach, kt6-
rego suma bylaby réowna --Lw A, a O w A.. Sprawdzi¢ wynik, obliczajagc sume
otrzymanego szeregu.

3. Zbada¢ to samo zagadnienie w stosunku do dwu po6l, potozonych wewnagtrz
kola o promieniu - 2, majacego za S$rodek poczatek uktadu, a zewngtrz dwu kot
o promieniu = 1, ktérych $rodkami sg odpowiednio punkty U1 i — 1

[APPELL, Acta mathematica, t 1],

4. Dla catki okreslonej

t sin z
« 7) = | dt
@) /| o 1+2 tcosz+/5

branej wzdtuz osi rzeczywistej, cieciami sg proste

x = (2* - I)c
[k -catkowite). Niech
RN
oznacza punkt na Jednym z tych cieé. Roéznica pomiedzy wartosciami catki w dwu
punktach, nieskonczenie zblizonych do tego punktu i potozonych z réznych stron
ciecia, réwna sie
-(*"e+ e~"°l).

[Hekmite, Journal de Crelle. t. 91],

5. Dla catek okreslonych, branych wzdtuz osi liczb rzeczywistych

/= gHt-2) -W-2)
' : : dt.
| =z at> f t—;
stanowi ciecie 0$ liczb rzeczywistych w ptaszczyznie zmiennej z  Nad tg osig
J—2is, /,,=0, apodnig ./ -0, JO= 2i*. Wysnué z tych wzoréw wartosci
catek okreslonych
<] X it
dt. cos (t-z)
t—2Z t—z
dt sin (t—zi dt
t—z '

|[Hkrmite, Journal de Crelle, t. 91)

n. | zasadnie zapomoca eiec wzor (Rozdz. XIV, ¢w. 15)

’dt: -
1 -e sin a-

|Hkrmite, Journal de Crelle. t 1]
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Bierzemy catke (t+i)
ea (t+i

| + et+z
dla ktorej sg cieciami wszystkie proste
y= (2%+1) »
i ktéra zachowuje stalg warto$¢ w pasie, zawartym pomiedzy dwoma kolejnemi cie-

ciami. Potym, oznaczajgc przez
z i z4-2i-

dwa punkty, oddzielone od siebie przez ciecie y = -. uzasadniamy zwigzki

<&(z+ 2i-) = dzZr)+ 2ixel"a, O(z4-2i*) = e21"a +(2).
~ m Wezmy funkcje analityczng caloksztaltng w otoczeniu poczatku uktadu

/(z) ="~V 71

i oznaczmy przez F(z) funkcje catkowita skojarzong (assoCiee), réwng

Stwierdzamy tatwo, ze

ARAON

1
(D) F(az) = - ; e du,

2~13(Q

jezeli obwod C, wzdtuz ktérego obliczamy catke, otacza poczatek uktadu w ten spo-
sob, iz funkcja 7/ (z) jest catoksztattna w ograniczonym przezen obszarze; wniosku-

jemy stad, oznaczajac przez | liczbe rzeczywista i dodatnia:
1
(2) e—a F (az) da = i Jl’ mu
R,
eJezeli cze$¢ rzeczywista stosunku — pozostaje mniejsza od 1—£ (s—do-

datnie) przy zakres$laniu przez punkt u obwodu C, to catka

f dai
0
dazy jednostajnie do u , gdy 1 wzrasta nieograniczenie, i wzér (2) przybiera
posta¢ graniczng
31 " ea Fazda= 1. ( ZLddu_ gy
J O - —Aj) u z

Wz6r ten daje sie zastosowa¢ do wszystkich punktéw, potozonych wewnatrz
linji spodkowej ujemnej (podaire negative) krzywej C.

[Ob. Borel, Leeons sur les séries diuergentes, (Wy-
ktady o szeregach rozbieznych)].
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8*. Wezmy dwa szeregi potegowe

1(;! a" z" i ?2@i="S t'z"
ktorych promienie zbieznosci sg réwne odpowiednio r i Szereg
A(z) N aHhn

posiada promien zbieznosci, réwny co najmniej ro, i funkcja <(z) posiada tylko
takie punkty osobliwe, ktére mozna otrzymaé przez mnozenie odpowiednikéw liczbo-
wych réznych punktéw osobliwych funkcji f (z) przez odpowiedniki liczbowe punk-
tow osobliwych funkcji < (r)

(H aDamaRD, Acta mathematica, t. XXIII, str. 65).



ROZDZIAL XVII.

Funkcje analityczne wielu zmiennych.

I.— Wtasnosci ogélne.

Zajmiemy sie w tym rozdziale funkcjami wielu niezaleznych zmien-
nych zespolonych. Azeby uprosci¢c wyktad i wzory, zatozymy, ze chodzi
tylko o dwie zmienne; rozciggniecie jednak wiasnosci ogolnych na funkcje
dowolnej liczby zmiennych nie stanowi nic trudnego.

dHi). Okre$lenia. — WeZzmy dwie zmienne zespolone niezalezne
Z= u-J-iv, z"—w -f-it\

wszelka inna liczba zespolona Z, ktorej warto$¢ zalezy od wartosci
zmiennych z i z', moze by¢ nazwana funkcjg dwu zmiennych z i z.
Wyobrazmy wartosci tych zmiennych zapomocg punktow, posiadajgcych
odpowiednio w dwu ukladach spoétrzednych prostokgtnych, potozonych
w dwu ptaszczyznach P i P\ spoétrzedne (u, v) oraz (w, i) i oznacz-
my przez A i A' dwa jakiekolwiek obszary tych dwu ptaszczyzn. Po-
wiemy, ze funkcja Z = /(z, zj jest holomorficzna (holomorphe) czyli
catoksztattna w obszarach A i A', jezeli wszelkiemu ukladowi dwu
punktéw 2z, z', potozonych odpowiednio w polach A i A’, odpowiada
zupetnie okreslona warto$¢ /(z, zj, zmieniajgca sie w sposob ciggly

wraz z z iz, ijezeli kazdy ze stosunkéw
/(z+ h,zj —1(z, zj f{z, z-\-k) —f(z, zj
h k

dazy do pewnej okre$lonej granicy, gdy przy statych wartosciach z i z'
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modut}- przyrostow h i k dazg do zera. Granice te sg to pochodne
czastkowe funkcji f(z, z'), i uzywamy do nich tego samego znakowania,
ktore stosowaliSmy do zmiennych rzeczywistych.
Rozroznijmy w f (z. z') cze$¢ rzeczywistg i spolczynnik przy /,
piszac
f(z, *)= *+ /K;
Vi Y sg to funkcje rzeczywiste czterech zmiennych niezaleznych rze-
czywistych u, v,w,t, spehniajace cztery warunki nastepujgce
dX &Y dX _dY dX _ dy dX _ dy

du dv dv du dw dt dt dw

ktorych znaczenie jest oczywiste [j.

Przechodzac do pochodnych drugiego rzedu, mozemy wyrugowaé Y
szesciu réznemi sposobami; lecz sze$¢ otrzymanych przy tym zwigzkow
sprowadza sie tylko do czterech réwnan (niezaleznych)

X _ d3X d- X

" = 0.
du dt dvdw du dw dv
<»
d3X  &X _ 4 d*X  dIX _
du2  dvi ' dw7 T dp

Znaczna liczba tych zwigzkéw jest zrozumiatym powodem, dla kto-
rego mato sie niemi positkowano dotychczas przy badaniu funkcji anali-
tycznych dwu zmiennych.

350. Kota zbieznosci skojarzone. Wihasnosci  szeregbdw potego-
wych, zaleznych od dwu zmiennych rzeczywistych (t. I, art. 190 — 192),
dajg sie z tatwoscig rozciggna¢ na przypadek, gdy spétczynniki i zmienne
przybierajg wartosci zespolone. Wezmy szereg podwojny o spotczynni-
kach dowolnych

(2) F(z, ) am, zmzn.

() Jezeli 2 Z' sg to funkcje analityczne inngj zmienngj X, to 2wigzki powyzsze
pozwalajg fatwo uzasadnié, ze pochodna funkgji /(z, ) wezgledem x da sie otrzy-
maé przez zastosowanie 2wyklego przepisu, dajgcego pochodng funkcji  zlozone).
Wzory rachunku rézniczkowego, a w szczegolnosci wzory, dotyczace zamiany zmier:
nych, stosujg sie tedy rowniez do funkcji analitycznych zmiennych zespolonych.
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Oznaczmy |am,, | przez Am,,; stwierdziliSmy byli (tom |, art. 190),
ze istnieje w ogoélnosci nieskonczenie wiele takich ukfadéw dwu liczb
dodatnich R i R\ izby szereg modutéw

3) y 'AmnZ<"Z'%

byt zbiezny, gdy jednoczesnie
z< R z < R\

z>R i Z'>R.

a rozbiezny, gdy

Niech C oznacza okrag o promieniu R, zakre$Slony w plaszczyz-
nie zmiennej z dokota poczatku ukladu, jako $rodka; podobniez O niech
oznacza okrag, zakreSlony w ptaszczyZznie zmiennej z' dokota punktu
Z — 0, jako $rodka, promieniem — R' (rys. 81). Szereg podwojny (1)
jest bezwzglednie zbiezny, gdy punkt}7 odpowiadajace zmiennym z i Z°

lezg odpowiednio wewnatrz k6t C i C’, a rozbiezny gdy punkty te sg
potozone odpowiednio zewnatrz tych kot (t. I, art. 191). Mobwimy, ze ko-
ta C i C' tworzg ukilad kot zbieznosci skojarzonych (associes). Ta
para kot odgrywa tu te samg role, co kolo zbieznosci w stosunku do sze-
regu poteg jednej zmiennej; lecz zamiast jednego kota dla szeregu pote-
gowego, zaleznego od dwu zmiennych, istnieje w ogdlnosci nieskonczenie
wiele ukladéw kot skojarzonych. Naprzyktad szereg

jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |z - |z |<1.
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Wszelki uktad két C i C\ ktorych promienie R i R spetniaja
warunek R R = 1 jest ukladem kot zbieznosci skojarzonych. Moze
sie zdarzy¢, iz wystarczy wprowadzenie jednego tylko ukiladu k&t zbiez-
nosci skojarzonych; dzieje sie tak np. z szeregiem

X" m

ktory jest zbiezny jedynie wtedy, gdy jednocze$nie
ui<i, m<i-

Niech C\ oznacza koto o promieniu RI<”R, spotrodkowe z C,
a Ci — kolo o promieniu /?' -< R, spotsrodkowe z C'; gdy punkty
z i z' pozostajg odpowiednio wewnatrz k6t C, i Cj, szereg (2) jest
jednostajnie zbiezny (p. art. 1911 i suma tegoz stanowi przeto wewnatrz
dwu k&t C i C' funkcje ciggta F(z, z') dwu zmiennych z i z'.

RoOzniczkujgc wyraz po wyrazie szereg (2), np. wzgledem zmien-
nej z. otrzymujemy nowy szereg

ma,,,, zm-l z ",

ktory jest réwniez bezwzglednie zbiezny, gdy z i z' pozostajg odpo-

wiednio wewnatrz k6t C i C' i ktorego sumg jest pochodna (’j\ funkgji
z

F(z, z’) wzgledem z. Dowdd bytby zupetnie podobny do dowodu, poda-

nego dla zmiennych rzeczywistych (t. 1, art. 191). Podobniez F (z, z)

posiada pochodng czastkowag wzgledem 2z, a\ wyrazajacg Sie zapomo-
z

cg szeregu podwojnego, ktory otrzymujemy, rézniczkujac wyraz po wyra-
zie szereg (2) wzgledem z'. Funkcja F (z, z \jest tedy w omawianej
dziedzinie funkcjg analityczng dwu zmiennych z i z'. To samo sie sto-

suje oczywiscie do dwu pochodnych g i’ i przeto funkcja Fiz, z")
z 7

moze by¢ rézniczkowang wyraz po wyrazie ilekolwiek razy; wszystkie jej
pochodne czastkowe sg to réwniez funkcje analit3*czne.

Wezmy wewnatrz kota C jakikolwiek punkt z o module r, i do-
kota tego punktu, jako $rodka, zakreSimy okrgg ¢ o promieniu R — .
styczny wewnetrznie do kota C. Niech réwniez 2z' oznacza punkt ja-
kikolwiek 0 module F< R, a c¢'— okrag, zatoczony dokola tego punk-
tu promieniem R — F. Niech wreszcie z h i z'-f-k oznaczajg dwa
dowolne punkty, potozone odpowiednio w kotach ¢ i ¢\ tak iz

lzj+ |h |Is: /7 Iz b+ '* JCR.
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Jezeli zastapimy w szeregu (2) z i z' przez
z -f-h i z’ K,

to mozna bedzie rozwinaé¢ kazdj' wyraz w szereg, uporzadkowany wedtug
poteg przyrostow h i k, i szereg podwdjny, otrzymany w ten sposob,
bedzie bezwzglednie zbiezny. Ustawiajgc ten szereg wedlug poteg przy-
rostow h i k, otrzymamy wzér Taylora

fim+n p

‘m.172 _n mkn

351. Calki podwdjne. — Gdy chcemy rozciggna¢ na funkcje wielu
zmiennych zespolonych twierdzenia ogdlne, ktore Gauchy wysnut z bada-
nia catek okreslonych, branych pomiedzy granicami urojonemi, spotykamy
trudnosci, ktére zostaty w zupelnosci wyswietlone przez H. Poincarego.
Zbadamy tutaj tylko jeden przypadek bardzo prosty, ktéry nam wystarczy
do dalszego wykiadu. Niech f (z, z') oznacza funkcje, ktora jest cato-
ksztattna, gdy punkty z i 2z' pozostajg odpowiednio w obrebie dwu
pol A i A" (rys. 82). WeZmy krzywg ab, potozong w obszarze A

Rys. 82.

1 krzywag a'b', nalezagcg do obszaru A", i podzielmy kazdg z tych
krzywych na mniejsze tuki zapomocg dowolnej liczby punktéw granicz-
nych: oznaczmy przez

zo, Llj, lo . cvnr, Zk\l zi, . ., zZn-. Z

(') Poinccrii Sur les residus des integrales doubles (0 pozostatosciach calek
podwojnych), (Acta mathemntica, . )],

Kurs analiry matematyczne] 17
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punkty podziatu luku ab, 2z zastrzezeniem, ze punkty z0 i Z utoz-

samiajg sie z punktami a i b, a przez
o xi* Yaeet Ni—1i M Z
punkty podziatu tuku a b, przytym punkty sf, i Zz' majg nakrywac
a" i b. Suma o dwu wskaznikach:
(5) 5 = Al (Zk 1, zr ) (ZKk O Zk 1) (ZTh— =/A-0
dazy do pewnej granicy, gdy obie liczby m i n wzrastaja nieograni-

czenie w taki sposob, ze wszystkie moduty
i k zZk—J i jzh~—~Zz/)j

zmierzajg do zera. Zaldézmy, ze
f(z, 2= X+ i K
gdzie .V i Y sg to funkcje rzeczywiste czterech zmiennych u, v, w, t;
zalézmy réwniez, ze
zk=/*-f- iVK, zZ\—VWh-j-itt,.
Wyraz ogolny szeregu 5 moze by¢ napisany w postaci

[X U W afi+, th-)4" it W\ > )

. [uk— Uel -j- i (vk — f*-i)}[Wh —w*-\+ i V*—1tn-i) b
i wykonywujac wskazane mnozenia, otrzymamy osiem iloczynéw czescio-
wych. DowiedZzmy np,, ze suma iloczynéw czesciowych

n m
(6) N X (iJ U Akt thH (M— uk—]) Wh — Wh-)),

f,-=1 h- 1
dazy do pewnej granicy. Zatézmy zgodnie z rysunkiem, ze krzywa ab
wszelka prosta, réwnolegta do osi Ov, przecina w jednym tylko punkcie,
i ze podobniez prosta, rownolegta do osi Ot, spotyka tylko w jednym
puukcie krzywa a’b’. Niech

V=7 (), t= (®)

stanowig réwnania tych dwu krzywych, n i U — granice, miedzy kto-
remi zmienia sie u, w0 i W — granice, pomiedzy ktéremi zmienia sie w.
Jezeli zastgpimy w wyrazeniu X zmienne v i t odpowiednio przez
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4(«) i P(wi, to wyrazenie to stanie sie funkcjg ciggla P («, w) zmien-
nych u i w.
Sumie (6) mozemy tedy jeszcze nada¢ postac
u m
(6)' , P (Uk-l, Wit-i) (Uk—-Uk-i) (Wh — Wh-1).
k—I h—I *
Gdy m i n rosng nieograniczenie, suma ta dazy do granicy, ktorg
stanowi catka podwojna

| IP (x, te) dudv,

wzieta w prostokacie, ograniczonym przez proste
u= «00 u— U, w= w0 w= W
i\lozna napisa¢ réwniez te catke w postaci

u rw
du P {u, w) dw,
JW J VW

albo tez wreszcie, przy uwzglednieniu catek krzywolinjowych

I du ( X («, v; w, t) dw.
0 J@y Jan
Go do ostatniego wyrazenia, zakladamy, ze u i v sg to spéhrzed-
ne jakiegokolwiek punktu tuku ab, a w i t— spdtrzedne dowolnego
punktu luku a'b‘. Zakladajgc, ze punkt («, v) jest staty, kazemy punk-
towi (w, t) zakreSla¢ tuk a'b’ i bierzemy catke krzywolinjowa

I X dw wzdluz a'b'. Otrzymujemy funkcje liczb u i v, ktorg ozna-

czymy np. przez R(u, V)\ nastepnie obliczamy wzdluz tuku ab catke
krzywolinjowg J R (u, v) du.

Ostatnie (7) z otrzymanych wyrazen granicy sumy (6) moze by¢ za-
stosowane przy jakichkolwiek drogach ab i a'b. X ystarczy, jak to
juz wielokrotnie czyniliSmy, podzieli¢ kazdg z krzywych ab i a b na
luki dos¢ male, azeby spetniatly zadane warunki, skojarzy¢ wszelkiemi mo-
zliwemi sposobami czesSci tuku ab z czeSciami tuku a b' a nastepnie
dodaé otrzymane wyniki. Postepujgc w ten sam sposéb ze wszystkiemi
sumami iloczyndw czesciowych, analogicznemi do sumy (6), stwierdzimy,
ze granicg sumy 5 jest suma osmiu calek podwojnych, podobnych do
catki (7).
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Oznaczmy te granice przez

C1I'F(z. z") dz, dz'-

mamy réwnosc:

'= 1|1 dul xdw—| dv, Xdt
S@) (@b (@) @ab)

—1 duf Ydt-\Jr

dv.l Yodw
J @) '(ab-) J@b

(ab) )
(8) _
fi1 dqul Ydw—il dv1 Ydt
@) tab) @  '(ab)

f xXdt+i 1 dvl Xadw,

+ *|  _du
i J@ @b @) '(@b)

ktorg mozna jeszcze napisa¢ w postaci skroconej
| |F(z, Z)dzdz=1 (@u-f/av) I XF<V) @dw-fidb

lub wreszcie

@) (fF(z, 2)dzdz=f dzl F(z 2)dz

Wz6r (9) jest zupetnie podobny do wzoru, ktéry pozwala obliczy¢
zapomocg dwu kolejnych kwadratur zwyklg catke podwojna, rozciggnieta
na powierzchnie prostokata (t. I, art. 120). Obliczamy z poczatku catke

f F(z, z) dz

wzdtuz tuku a'b’, uwazajac Z za state; wynik stanowi funkcje '>(2)
zmienngj Z. ktérg catkujemy nastepnie wzdluz tuku ab. Poniewaz obie
drogi ab i a'b" odgrywajg podobng role, mozna oczywiscie odwracac
porzadek catkowali.

Niech M oznacza liczbe dodatnig wieksza od wartosci, przybiera-
nych przez modut funkcji F (z, z), gdy z i z' przebiegaja fuki nb
i ab'; jezeli L i L' oznaczajg odpowiednio dtugosci tych tukow, to
modut catki podwdjnej jest mniejszy niz MLL" (art. 283). Gdy jedna
z tych drég, np. a'b" jest krzywag zamknietg, catka

F{z, z) dz*
] <dv)
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rowna sie zeru, jezeli funkcja F(z, z') jest catoksztattna dla wartosci z',
odpowiadajgcych punktom, potozonym wewnatrz tej krzywej i dla war-
tosci zmiennej z, odpowiadajgcych punktom tuku ab. To samo tedy
stosuje sie do catki podwdjnej.

352. Uogodlnienie twierdzen Caucliy‘'ego. — Niech C i C
oznaczajg dwie krzywe zamkniete bez punktow podwojnych, potozone
odpowiednio w plaszczyznach zmiennnych z i z', a F (z, z') — funkcje,
ktorg jest caloksztaltna, gdy punkty =z i z' pozostajg w obszarach, ogra-
niczonych przez te krzywe i na samych krzywych. Wezmy catke po-
dwajng

/= * f F(z,z)d+ ~
J (© J© (z=Xx) (Z- X))

w Kktérej & oznacza punkt, potozony wewngtrz obwodu C, a x'—
punkt wewnetrzny wzgledem obwodu C\ i przypus¢my, ze oba te obwo-
dy sg przebiegane w zwrocie dodatnim. Jezeli z oznacza punkt staty
obwodu C, to catka

/ F(z, 2) dz'
7O @Z—x) Z—Xx)’
jest rowna
2ZiF(Z X)nm
z—%
Otrzymujemy tedy
1=22Zif dz,

10z X
a nastepnie, stosujac raz jeszcze wzor Cauchy’ego
/= —4-2F (x, X,
skad wynika wzor
F(z, z) dz’

(10) P x) = — (z—x) @—x9)

podobny zupetnie do wzoru Cauchy'ego i upowazniajgcy do podobnych
wnioskdéw.  Przekonywamy sie przy pomocy tego wzoru o istnieniu w roz-
wazanych polach pochodnych czastkowych wszystkich rzedéw funkgji
F (z, z") i otrzymujemy dla pochodnegj

fint+n p
dxm dx"*
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wzOr ogélny
I 0" -F \.17...m.\.1T...n | (z, z) dsf
OX"dx* 4 s* JO J« ,(2 a it W1
W celu otrzymania wzoru Taylora zatézmy, ze obwody C i C

sa okregami; niech a oznacza $rodek a R — promien kota C, b za$
i R’—$rodek i promien kola c'. Gdy bierzemy punkty Vv i x, po-
tozone odpowiednio wewnatrz tych okregow, to

|jic- a | r< R i J|Ja—b\—r< R\

i utamek wymierny

I 1
(z—a)i2—ai lIz—a (X—a)] [s—b—(a'—bu
moze by¢ rozwiniety wediug poteg réznic x —a i x"—b
1 v Ol {x b
ii- X a) r“ —T1 <1 i w

szereg z prawej strony znaku rownosci jest jednostajnie zbiezny, gdy
punkty z i z' przebiegajg odpowiednio okregi C i C', poniewaz
modut wyrazu ogdélnego jest rowny

Mozna tedy we wzorze (10) zastgpic
1

(z—x) @"—x)
przez ten szereg i calkowa¢ wyraz po wyrazie, co nam da:
F(z, z") d
F(X, X')= === N (x—a)m(X - (2 Z)I /Z\ ,
4-2120 =0 —a)»+, (2—")"+
uwzgledniajgc wzory, powstajgce przez podstawienie do zwigzkéw (10)
i (11) liczb a i b =zamiast x i x’ odnajduijemy”™ wzér Taylora
On-nf _ -
(12)  F{x,X)= F(a, 6)+V (x —a)m (x*—Db)n
=0 dam dbn m! n!

w ktorym skojarzenie m = n — 0 zostaje przy sumowaniu wylgczone.
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Uwaga. — Spoélczynnik amm przy (x—a)m(x'— b)n w szeregu
powyzszym rowna sie calce podwadjnej

‘ F(z, ") dz'
.Q <O (z—a)ym+l(z—b)n+1’

jezeli M jest granicg wyzsza modutu |F (z, z’) | na okregach C
i c\ to zgodnie z pewng znana uwaga 0golng

n M 2-R.2-R"= — —
4-2 Rm+K R'ntl RmR’n
Funkcja
M
X —a I_x'—b\ ’
R R

est zatym dla F (x, x") funkcja zwyzszajacg (t. I, art. 192).

354. Funkcje, dane w postaci catek okreslonych. — Azeby zbadaé
niektore funkcje, staramy sie czesto wyrazi¢ je w postaci catek okreslo-
nych, w ktérych zmienna niezalezna wystepowataby pod znakiem catko-
wania jako parametr. PodaliSmy juz warunki dostateczne do tego, izby
mozna bylo stosowa¢ zwykly sposdb rézniczkowania, gdy zmienne sg rze-
czywiste (t. I, art. 98, 100).

Poruszmy na nowo to zagadnienie w zakresie zmiennych zespolonych.
Niech F(z, z’) oznacza funkcje dwu zmiennych z i 2Z', caloksztaitng,
gdy punkt}, odpowiadajgce tym zmiennym, lezg odpowiednio w obszarach
A i A. Wezmy w obszarze A jaka$ okreslong droge L o dtugosci
skonczonej i zbadajmy catke okres$long

(13) <& (x)=j" F(z, x) dz,

przy zatozeniu, ze x oznacza dowolny punkt obszaru A'. Azeby do-
wies¢, ze ta funkcja <€(x) jest funkcjg catoksztaltng zmiennej x/ za-
kresimy dokota punktu jako s$rodka, okrgg o promieniu R, potozo-
ny catkowicie w obszarze A'. Poniewaz funkcja F {z, z’) jest calo-
ksztaltna, przeto wedlug wzoru podstawowego Cauchy’ego:

F(z, 2) dz

F(z, x) = \] Q S
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i catka (13) moze by¢ napisana w postaci

WeZzmy w kole C punkt zblizony do punktu x, ma
my podobniez:
D gect ix) = 1 r dz r z "' dz

2-i Ja) J<o Z'—Xx — A*

i przeto, zapomocg rachunku, wykonanego juz kiedy$ (art. 21*1), otrzy-
mujemy:

i\ A/ Wivi | I - F(z, ) dz'
Av 2-/ 3 .n (a (z'' = -viI5
4-— ) rz | F(z, z’) dz:--------

J O B X)* 22— X— A%

Niech Af oznacza liczbe dodatnig, wiekszg od wartosci, przybiera-
nych prlPez modut funkcji F(Z Z), gdy punkty z i z' zakreélajg
odpowiednio linje L i C, S —dlgos$¢ linji Z a p— modut przy-
rostu Av. Modut drugiej catki jest mniejszy niz

P n 2ZR S _  MS
2z R2(R—p) R(R—p)
i przeto dazy do zera, gdy punkt zbliza sie nieograniczenie do
punktu x. Funkcja 4>(x) posiada tedy jedna okreslona pochodna;
F(z, z!) dz’
(z*-xy

Atoli istnieje réwniez zwigzek (art. 291)
df 1 r F{z, z) dz'
d 2nid@G (—x)2
wzér poprzedni moze by¢ napisany w postaci
r dF
(14) $‘(*)=J a) I dz-

Odnajdujemy zwykly wzdr, dotyczacy rézniczkowania pod znakiem
catki.
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Rozumowanie powyzsze nie da sie zastosowaé, gdy droga catkowa-
nia L rozcigga sie w nieskonczonosé. Zatdzmy, w celu ustalenia biegu
mysli, ze L jest to pdlprosta nieograniczona, wychodzaca z punktu an
i tworzaca z osig liczb rzeczywistych kat 0. Powiemy, ze catka

pCD

€(x) = F (z, x) dz,
J

jest jednostajnie zbiezna, jezeli wszelkiej liczbie dodatniej e mozna pod-
porzadkowa¢ takg liczbe dodatnig Al, izby przy wszelkim polozeniu
punktu x w A" byt spelniony warunek

.CO

F [z, x) dz e

< ao+Pe’
o ile tylko o jest wieksze niz Al Dzielac droge catkowania na nieskon-
czenie wiele odcinkéw prostolinjowych, uzasadnimy, Ze wszelka catka je-
dnostajnie zbiezna jest réwna sumie szeregu jednostajnie zbieznego, ktore-
go wyrazami sa catki, brane wzdtuz pewnych odcinkéw pétprostej nieograni-
czonej L. Wszystkie te catki sg funkcjami catoksztaltnemi zmiennej x;
to samo da sie tedy orzec o calce

F(z, x) dz

fart. 297).
Stwierdzamy rdéwniez, ze mozna stosowa¢ zwykly sposdb rozniczko-
wania, byleby otrzymana catka

O dF dz.

a, CX

byla takze jednostajnie’ zbiezna.

Przypus¢my, ze funkcja F(z, z’) staje sie nieskoriczong dla jednej
z granic a0 linji catkowania: powiemy podobniez, ze catka jest jednostaj-
nie zbiezna w pewnym obszarze, jezeli do kazdej liczby dodatniej e mo-
zna dobra¢ taki punkt ao0.+y linji L, izby przy wszelkim potozeniu
punktu x w danym obszarze dowolny punkt b linji L, zawarty po-
miedzy punktami a0 i aO-j- czynit zado$¢ warunkowi:l

| A{z, x) dz 6.
1) ao+’l
Mozna zwigza¢ z tym okreSleniem takie same wnioski, jak w przy-
padku, gdy jedna z granic catki oddala sie¢ w nieskoriczonos¢, i uzasadnic¢
je w taki sam sposob.
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«Ul. Zastopowanie do funkgcji —i alka, okreslona wzdtuz osi liczb rze-
czywistych
(15) rz= (* ¥~le~"dt,
o
ktorg zbadaliSmy byli tylko dla wartosci rzeczywistych i dodatnich zmiennej z

(t. I, art. 9t), przybiera wartosci skoriczone, gdy cze$¢ rzeczywista tej zmiennej,
klérg oznaczymy przez TJ(z), jest dodatnia. Wezmy w istocie, z ~ X iv\ stad
wynika, te

Jti~le~" |= t'~le~!.

Poniewaz catka

| V-» e<dt
)0

posiada warto$¢ skotlczong, gdy x jest dodatnie,-to samo sie stosuje do catki (lat,
(t. I, art. 91. 92). Catka ta jest jednostajnie zbiezna we wszelkim obszarze, okreslo-

nym przez warunki
N> ~(z)>r(

przy zatozeniu, ze N i r, oznaczajg dwie dowolne liczby dodatnie. Istotnie,
mozemy napisacé

=1 /e dtA- I V-» e~ dt,
0 /i

i wystarczy dowies¢, ze kazda z calek z prawej strony znaku réwnosci jest jedno-

stajnie zbiezna. Dowiedzmy tego np. co do drugiej. Niech | oznacza liczbe do-
datnig wieksza od jednosci; jezeli 7?(z) N, to

fr+* [f+QC

|_ e~ dt < |__ tN~-1 e~ dt,

J J

i mozna wyznaczy¢ liczbe dodatnia A lak wielka, izby ostatnia catka byla mniejsza
od wszelkiej liczby dodatniej e byleby byt spetniony warunek / A Funkcja
F (z), okreslona przez catke (15), jest zatym funkcja, cagtoksztattng w kazdym obsza-
rze ptaszczyzny, potozonym na prawo od osi Oy. Funkcja r(z) czyni jeszcze
précz tego zado$¢ warunkowi

(16) r(z+ i)=zrw,

ktory da sie otrzyma¢ zapomocag catkowania przez czeSci, a przeto i warunkowi
bardziej ogélnemu

@an r(z-(-ny=z(@--1) .. .z-fn—1) F(2),
ktory stanowi bezposredni wynik poprzedniego.
Wiasnos$¢ ta pozwala rozciggngé¢ okreslenie funkcji T {z) réwniez na wartosci
zmiennej z, ktorych czesci rzeczywiste sa ujemne. Wezmy, w istocie, funkcje
Tz n)
(15) 1).”(*_'_”_!) )
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oznaczajac przez n liczbe catkowitg dodatnig; licznik 1 (z -1-n) jest funkcja ca-
loksztatng zmiennej 1z, okreslong dla wartosci, spetniajacych warunek

funkcja -i(z) jest to tedy funkcja czesScioksztaltna, okreslona dla wszystkich war-
tosci zmiennej, ktérych czes$é rzeczywista jest wieksza, niz —n. Owodz ta funkcja
«(z) na prawo od osi Oy rowna sie tozsamosciowo, wedtug wzoru (17), funkcji
catoksztattnej T(z); jest to tedy wihasnie-, w pasie zawartym miedzy prostemi

Ti(z) —0 i n (2= —n,

dalszy ciag analityczny funkcji catoksztattnej T (z). Poniewaz atoli liczba catko-
wita n jest dowolna, wnioskujemy stad, iz istnieje funkcja czescioksztaltna, ktérej
biegunami pierwszego rzedu sg wszystkie punkty

z=0 z= —1, z z= —n, ...,

i ktéra na prawo od osi Oy rdéwna sie catce (15). Oznaczamy réwniez te funkcje
czeScioksztattng przez T(z), lecz wzér (15) pozwala wyznaczy¢ jej warto$¢ liczbowag
tylko wowczas, gdy Ti(z) > 0. Gdy 71(z) < 0, nalezy w celu otrzymania wartosci
liczbowej tej funkcji stosowaé procz tego zwiazek (17).

Podamy tu wyrazenie funkcji T (z), wazne przy wszelkiej wartosci zmien-

nej z.

Wezmy funkcje catkowitg

+3
ktorej punktami zerowemi sg bieguny funkcji P(z). lHoczyn 5 (z) r(z) musi by¢
funkcjg catkowitg. Mozna dowies¢, ze ta funkcja catkowita réwna sie e , gdzie
C oznacza stalg Eulera (), (t. I, str. 42), i stad wysnuwamy wzér
1 Cz
19 - e n,
(19) z T (2) r@ea-1) H K )
ktory wskazuje, ze 1 jest to funkcja przestgpna catkowita.
rtz-+-i)

855. Przedtuzanie analityczne funkcji dwu zmiennych. — Niech n= F(z,z")

oznacza funkcje dwu zmiennych z i z', caloksztaltng, gdy punkty, wyobrazajace

te dwie zmienne, pozostajg w dwu obszarach spoéjnych A i A' odpowiednich pta-
szczyzn. Mozna dowies¢, podobnie jak w stosunku do jednej zmiennej (art. ->41), ze
warto$¢ tej funkcji dla dowolnego ukladu punktéw z i Zz', nalezacych do obsza-
row A i A', moze byé wyznaczona, gdy znamy wartosci funkcji F i wszystkich
jej pochodnych czastkowych, odpowiadajace uktadowi dwu punktéw z a, z b,
nalezacych do tych samych obszaréw. Wobec tego wydaje sie rzecza tatwa zastoso-1

(1) hermite, Cours d Analyse, (kurs Analizy), wyd. 4, str. 142
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wanie pojecia przedtuzenia analitycznego réwniez do funkcji dwu zmiennych zespo-

Jmn, iz istniejg dwie liczby do-

datnie r i r\ posiadajgce wiasnos¢ nastepujaca: szereg
(20) Fz. 2) =V 7n
jest zbiezny, gdy jednocze$nie
I- 1<, Iz |I< f,
a rozbiezny, gdy jednoczes$nie
lz|> r, |z 1>
Szereg ten okresla zatym funkcje F(z, ktora jest ealoksztaltna, gdy
punkty z, z' pozostaja odpowiednio w kotach C i C o promieniach r i r'

nie poucza’nas jednak bynajmniej o sposobie istnienia tej funkcji, gdy
lz|>r luli 1z |> F.

Wyobrazmy sobie, w celu ustalenia biegu mysli, ze punki z przebiega dro-
ge L. idacg od poczatku ukiadu do punktu Z. potozonego zewnatrz kola Cj
a punkt Zz' inng droge L\ ktdéra sie zaczyna w punkcie z'= 0, a koriczy w pew-
nym punkcie z', zewnetrznym wzgledem kola C. Wezmy dwa punkty a i fi
potozone odpowiednio na dwu drogach L i L’ wewnatrz k&t C i C. Szereg
(20) i szeregi, ktore otrzymujemy zen przez wielokrotne rézniczkowanie, pozwalajg
utworzy¢ nowy szereg potegowy

(21) (Z -ar (*—2)",

ktory jest bezwzglednie zbiezny, gdy moduty

1*—“1 i u'- ™M
sg odpowiednio mniejsze od dwu dobranych stosowni* liczb dodatnich r, i r,"
lz—al <ru IZ—?]< r\

Oznaczmy przez Cj okrag o promieniu r,. zakreslony w ptaszczyznie z-6w
dokota punktu i, jako $rodka, a przez Cj' — okrag o promieniu r,', zakreSlony
w ptaszczyznie zmiennej z' dokota punktu jt Gdy punkt z lezy w czes$ci wspol-
nej dwu k&t C i Cj, a punkt z' w czesci wspolnej kot C' i Cj', suma szeregu
(21) réwna sie tozsamosciowo sumie szeregu (20). Jezeli mozna obra¢ liczby r, ir,
w ten sposdb, izby koto Cj wykraczato czesciowo poza koto C lub koto C,' poza
kolo C'. to okreslenie funkcji F(z, z') zostaje rozciggniete na obszar, wystepuja-
cy czesciowo poza poprzedni. tatwo zrozumie¢, iz postepujac dalej w ten sposéb,
mozemy stopniowo przedituzaé¢ coraz dalej funkcje F(z, z'). Lecz tu wystepuje nowy
wazny pierwiastek. W istocie, naleiy koniecznie uwzglednia¢ spolzaletnos¢ sposobow
poruszania sie obu punktéw zmiennych po ich drogach. Oto przykitad nader prosty,
ktory zawdzieczamy Sauvage’owi ()=

() Sauyage, Premiers principcs de la Thiorie géncrale des fonctions de plu-
sieurs rariables (Pierwsze zasady teorji o0gdlnej funkcji wielu zmiennych). (Annales
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Mamy dane:
u= \z —z' f-1;

wezmy wartosci poczatkowe nastepujace:
z= 2'= 0, u—1

i okre$lmy drogi punktéw zmiennych z i z' w taki spos6b: po 1-sze) droga, za-
kreSlang przez z', ma by¢ odcinek prostolinjowy, rozciggajacy sie od poczatku
uktadu do punktu z'— 1; po 2-gie) droga, zakreslana przez z, ma sie skiadac
z trzech poélokregéw: pierwszego OMA (rys. 83), o $rodku na osi liczb rzeczywi-

stych, na lewo od poczatku uktadu, i promieniu mniejszym od drugiego ANB,

2 7
o $rodku, potozonym réwniez na osi liczb rzeczywistych, w ten spos6b, izby punkt —1
nalezatl jeszcze do $rednicy AB\ wreszcie trzeciego, PBC, ktorego $rodkiem bytby

Rys. 83.

srodek odcinka, tgczacego punkt B z punktem C(z — 1). Pierwszy i trzeci pdl -
okrag niech bedag potozone powyzej osi liczb rzeczywistych, a drugi — ponizej, tak
izby obwod OMANBPCO otaczat punkt z= — 1. Obierzmy teraz przebieg na-
stepujacy:

1) Zz' pozostaje rownym zeru, a punkt z zakre$la catg droge OABC;

2) z .pozostaje rownym 1, a punkt z* zakresla catg swa droge.

Biorgc zmienng pomocnicza += z — z', stwierdzamy tatwo, ze droga, prze-
biegana przez punkt, wyobrazajagcy zmienng t w plaszczyznie z-6w, jest wihasnie
obwéd OABCO, ktory otacza punkt krytyczny t= — 1 pierwiastka \t -f- 1. War-
tos¢ koncowa funkcji u rowna sie zatym — 1

de la Faculte de Sciences de Marseille — Roczniki wydzialu nauk $cistych w Mar-
syiji _ t. XVI). Rozprawa ta jest doskonatym wstepem do badan nad funkcjami ana-

litycznemi wielu zmiennych.
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Obierzmy natomiast przebieg nastepujacy:

1) z pozostaje rbwnym zeru, a zmienia sie od O do L t (c— liczba
dodatnia nader mata);

2) tl1 pozostaje rownym 1- C i punkt - zakreSla caty droge OARC;

3) - pozostaje réwnym 1 a 2 zmienia si¢ od 1—t do 1
«idy zmienia sie od O do 1—t, punkt pomocniczy t zakresla droge
ktéra sie konczy w punkcic O nader hlizkim punktu — 1 osi liczb rzeczy-

wistych  Ody - zakre$la nastgpnie droge OARC, t przebiega droge 0'A'R'C.
nakladalna na poprzednig i konczaca sie w punkcie C osi liczb rzeczywistych,
takim zc OC —t. Wreszcie, gdy z' zmienia sie od 1—t do 1, punkt t wra-
ca z C’ do poczatku uktadu. Punkt pomocniczy t przebiega tedy obwod zamknie-
ty 00'A'KCO, wzgledem ktérego punkt 1 lozy ze strony zewnetrznej, byle-
bysSmy obrali dos<; intlo « Wartos¢ koncowa funkcji u bedzie tedy réwna -J- 1
Istota osobliwosci funkcji analitycznych wielu zmiennych jest o wiele mnigj
znana, niz istota osobliwosci funkcji jednej zmiennej. Jedna z najwiekszych trud-
nosci tego zagadnienia stanowi to, ze pary wartosci osobliwych nie sa odosobnione (').

Il. — Funkcje uwiktane. Funkcje algiebraiczne.

356. Twierdzenie Weierstrnssa. — JuzeSmy uzasadnili (t. I, art. 193)
istnienie funkcji uwiktanych, okreSlonych przez réwnania, ktorych lewa
strona moze by¢ rozwinieta w szereg, uporzadkowany wedlug poteg do-
datnich rosngcych dwu zmiennych. Rozumowania, uzyte przy zatozeniu,
ze zmienne i spdlczynniki sg rzeczywiste, dajg sie zastosowaé bez zmiany,
gdy zmienne i spotczynniki przybierajg jakiekolwiek wartosci rzeczywiste
lub urojone, byleby zostaly zachowane inne zalozenia. Uzasadnimy teraz
wzoér bardziej ogolny, zachowujgc znakowanie, uzyte poprzednio przy tym
badaniu; zmienne zespolone oznaczymy przez x i vy.

Niech F(x, y) oznacza funkcje, catoksztalthg w otoczeniu ukiadu
wartosci ,v—a, y = ? i takg, ze F(a, |i)=0; =zaldzmy, do czego
jesteSmy zawsze uprawnieni, ze a= p= 0. Roéwnanie F @O vy)= 0
posiada pierwiastek y = 0, jedno Ilub wielokrotny. ZbadaliSmy przypa-
dek, gdy y — 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym; zbadajmy obecnie za-
wozenie ogolne, ze y = 0 jest pierwiastkiem wielokrotnym rzedu n ro6-
wnania MO,y = 0. Jezeli uporzadkujemy wzgledem poteg zmiennej y
szereg, wyrazajagcy F(x,y) w otoczeniu punktu x —y = 0, to sze-
reg ten przybierze postac:

(') Wszystko, co dotyczy tego zagadnienia, znajdzie czytelnik w rozprawie
Toincare'go w czasopismie .Acta mathematica’ (t. XXVIJ i w pracy P. Cousina
(tamze, t. XIX).
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(22) F(x, y) = AO-j-Aiy + ... + Any ‘+ An+iy™ + ..

spélczi nniki A, w tym wzorze sg to szeregi poteg zmiennej x, z kto-
rych n pierwszych rowna sie zeru przy x = o, lecz (n -f I)-szy, An,
nie jest réwni zeru przy x = o. Niech ¢ i c o0znaczajg dwa okre-
gi o plomieniu rR i rR, zakreSlone odpowiednio w plaszczyznach x-Ow
i y-ow dokola poczgtku ukladu, jako Srodka. Zatézmy, ze funkcja
F(x, Y) jest caloksztaltna w obszarze, okreSlonym przez te dwa kota
oraz na karnych obwodach tych kot;, ze wzgledu na to, ze An nie rowna
sie zeru przy x — o, mozemy zatlozyC, ze promien r kola c jest tak
maly, ze funkcja An nie staje sie zerem ani wewnatrz kolta ¢ ani na
jego obwodzie. Niech m stanowi granice wyzszg modulu  |F(x, y) |
w omawianym obszarze, a B — granice nizszg modulu |a., \. Wedlug
wzoru podstawowego Cauchy’ego, przy oznaczaniu przez % i y dwu
dowolnych punktéw, potozonych wewnatrz k&t ¢ i c, mamy

F
FIX,y) - o . (x /) e
~ e oy

wnioskujemy stad, ze modut spétczynnika Am przy ym we wzorze (22)
jest mniejsz}- od _RI\'/I a to przy dowolnej wartosci x wewnatrz
kota C.

Po stwierdzeniu tego mozemy napisaé
(23) F(x, y) = Any" 1+ P+ Q)

zaktadajac, ze
p=Antly nAnt2_y i

An An y A
_ __ + ...+ —
Anyn An y

Niech p oznacza modut zmiennej y\ otrzymujemy

P
5 M 2 R*
BRMMW "R'21 BR'N ;.
i jezeli R'
B R'n

24 ,
(24) P <R BR'at2M

modut ten musi by¢ mniejszym od
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Oznaczmy z drugiej strony przez g(r) warto$¢ najwiekszg mo-
dutdéw funkcji
A **M U

dla wszystkich wartosci zmiennej . ktérych moduly nie przewyzszajg
liczby dodatniej r < R. Poniewaz le n funkcji réwnajg sie zeru przy
V= 0, przeto u(rl dazy do zera wraz z r. i mozna zawsze obra¢
dos¢ mate r, izby, przy oznaczeniu przez p jakiej$ okreslonej liczby
dodatniej, byt spetniony warunek

o5 |Mr) 1

Obrawszy liczby r i p, czynigce zado$¢ wskazanym warunkom
(24) i 125), zastgpmy kolo C w plaszczyZznie jc-ow kolem cr o $rod-
ku w punkcie x = 0 i promieniu r, i podobniez kolo C w pia-

szczyznie zmiennej y kotem spotsrodkowym Cy o promieniu p. Je-
zeli nadajemy zmiennej Vv takg wartos¢, ze |X |< r i kazemy pun-
ktowi y przebiega¢ okrag Cp, otrzymujemy wzdluz tego catego okre-
gu, ze wzgledu na sposéb, w ktory obraliSmy liczby r i p:

IP\<~, IQl<

a przeto |P-f-Q |< 1 Gdy punkt y przebiega okrag Cd w zwro-
cie dodatnim, argument sumy 1-J-p -]- Q odzyskuje warto$¢ poczatko-
wa, gdy tymczasem argument czynnika A,y" wzrasta o 2n~. Roéwna-
nie F(x, y)= 0, w ktorym|x | r, posiada tedy n i tylko n
pierwiastkbw o module mniejszym od p.

Wszystkie inne pierwiastki réwnania F (x, y) = 0, o ile istnieja,
posiadaja moduly wieksze od p. Otéz liczbe pmozna zastapi¢ przez
liczbe dowolnie matg, mniejsza niz p, byleby rbylo zastgpione je-
dnocze$nie przez liczbe mniejsza, a spetniajgcg zawsze warunek (251
stwierdzamy tedy, ze roOwnanie F iv,y) — 0 posiadajg nie mnigj i nie
wiecej, niz n pierwiastkow, ktére dazg do zera wraz z x.

Gdy punkt x pozostaje wewnatrz kota Cr Ilub na jego obwodzie,
n punktow, odpowiadajgcych pierwiastkom ylt y',, ..., yn o module
mniejszym niz p, pozostaje  wewnagtrz kota Cp.Pierwiastki te nie sg
w 0goélnosci  funkcjami caloksztattnemi zmiennej X w: kole CM lecz
wszelka funkcja symetryczna catkowita tych n pierwiastkow jest taka
funkcjg. Woystarcz.}- oczywiscie uzasadni¢ to dla sumy

V¥ + V + eemt
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w ktorej k oznacza jakakolwiek liczbe catkowitag dodatniag. Zbadajmy
w tym celu catke podwdjna

6 F(x\ /)
y 'k ¢y " dx "' t

(Cr) F (X" /) X

przy zatozeniu, ze \x \< . Jezeli |Jy' |= p, to funkcja F(x', y")
nie moze sie staé rowna zeru przy zadnej wartosci zmiennej X'

w obszarze Cr i na obwodzie tegoz, i jedynym biegunem funkcji pod-
catkowej wewnatrz kota Cr jest punkt x'= x. Otrzymamy tedy
dF(x /) dF(x, /)
dy dx'
F(x,y) x'—x (X, y)
a przeto
dF(x, /)
Y__ dy".
F(x, y)

Zgodnie z pewnym twierdzeniem ogdlnym (art. 306), catka ta réwna
sie wyrazeniu
— 4 -2(ifir+ YK+ eee+ y«*F),
w ktorym

yi>  Wo>mei y»

oznaczajg n pierwiastkbw réwnania F{x,y)= 0, ktorych moduty
sg mniejsze od p. Z drugiej strony catka / jest funkcjg catoksztattng
zmiennej X w obszarze zmiennosci Cr (), gdyz mozna rozwingé

_-1— w szereg jednostajnie zbiezny, uporzadkowany wedtug poteg zmien-

(i) Oczywiscie, oznaczamy tutaj, jak w wielu innych miejscach, tg samg literg
zarowno pewien okreslony zbiér wartosci liczbowych czyli obszar zmiennosci, jak od-
powiadajacy mu obszar ptaszczyzny (koto i t. p.). /Oo0 wigcej, nie odrézniamy czesto
dla krotkosci tych poje¢, méwigc o poruszaniu sie zmiennej, zawieraniu sie zmiennej
wewnatrz kola i t p, co na danym poziomie naukowym nie powinno powodowac
zadnych nieporozumien. Oryginal odznacza sie w tym wzgledzie jeszcze wiekszg

swoboda, [Uw. thum.

1S

Kurs analizy matematycznej
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nej v i catkowat nastepnie wyraz po wyrazie. Poniewaz rozmaite su-
my ~ yik stanowig funkcje caloksztaltne w kole Cr, to samo sto-

suje sie do sumy tych pierwiastkéw, sumy iloczynéw par tych pierwiast-
kéw i t d.; wiec ostatecznie pierwiastki

sg jednoczesnie pierwiastkami réwnania stopnia n

(26) dy -* --Qgy" 2+ ...+ a,-xy -fa,= 0,
ktorego spétczynnikami

* Nt Nji eeet
sg funkcje zmiennej x, caloksztaltne w kole Cr i réwne zeru przy
x = 0.

Obie funkcje

F(x,y) " /(=% y) alyml+ atym + ... + a,-ly + a,,

stajg sie rowne zeru dla tych samych ukladéw zmiennych x, y, wazie-

tych wewnatrz obszarbw Cr i CV DowiedZmy, ze stosunek ’/\((A' ')*
AVARY,
jest funkcjg catoksztaltng w tej dziedzinie. Wezmy w tym celu takie

okreslone wartosci tych zmiennych, ze
Ix < Iy I<np
i zbadajmy catke podwojng

j= f rf/f f S | —
g€y e /(x ) (Y=X)(Y'—Y)

Po ustaleniu jakiej§ wartosci y* o module p funkcja f(x’,y)
zmiennej A nie moze sie sta¢ zerem przy zadnej wartosci tej zmiennej,
nalezacej do kota Cr Ilub jego obwodu. Funkcja podcatkowa posiada
tedy wewnatrz Cr jeden tylko biegun x'— x, i odpowiednia pozosta-
to$¢ rowna sie

F(x /) 1
/7)) y-y’©

Otrzymujemy przeto

Fx,y) dy
f(x, /) y —y
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Atoli obie funkcje catoksztaitne F (x, /) i f(x,y') zmiennej /
posiadajga wewnatrz ©), te same punkty zerowe o tych samych stopniach
wielokrotnosci; stosunek tych funkcji jest tedy w kole ¢}/ funkcjg cato-
Ksztalthg zmiennej y*, i jedynym biegunem funkcji, danej do catkowania,
jest w tym kole punkt y1= y\ wiec

= -4 L.

y
/7{x,y)
Z drugiej strony mozna zastgpi¢ w calce iloraz
1
(X—x) (y—y)
przez szereg jednostajnie zbiezny, uporzadkowany wedtug poteg dodatnich
zmiennych x iy. Catkujgc wyraz po wyrazie, stwierdzamy, ze ta catka
rowna sie sumie szeregu potegowego, uporzadkowanego wedlug poteg

zmiennych x \vy i zbieznego w kotach Cr, ' Mozemy tedy napi-
sa¢, oznaczajgc przez H (x, y) funkcje catoksztaltng w kotach Cr i C\:

: F&xy =f(x,y) HXxY)
czyli

27 F X y)={yn-faxymx+ ...+ a,) mH (X V).

Spotczynnik  An przy yn w F(x,y) zawiera wyraz staly, réz
ny od zera; poniewaz

sg roéwne zeru przy %= 0, przeto posta¢ rozwinieta funkcji H (x, y)
musi zawiera¢ wyraz stalty, rézny od zera, i rozktad, dany przez wzor
(27), uwydatnia ten fakt, ze wszystkie pierwiastki réwnania F (x, y) — 0,
dazgce do zera wraz z dadzg sie otrzymaé zapomocg przyréwnania
do zera pierwszego czynnika.

Wazne twierdzenie, wytozone przed chwilg, zawdzieczamy Weierstas-
sowi (Y. Twierdzenie to stanowi — o ile to.tylko mozliwe w stosunku do
funkcji dwu zmiennych — uogdlnienie rozkladu na czynniki funkcji jednej

zmiennej.

(') Abhandlungen aus der Funktionenlehre von K Weierstrass. (K. Weierstrass,
Rozprawy z dziedziny teorji funkcji). — llcrlin, 1860. Mozemy réwniez uzasadni¢ to
twierdzenie, opierajac sie jedynie na wiasnosciach szeregéw potegowych i na twier-
dzeniu o istnieniu funkcji uwiktanej (Butletin de la Societe mathematigue. t. XXXVI,

1908, str. 209—215).



278 Rozdziat XVII. Funkcjo analityczne wielu zmiennych.

d>7. Punkty krytyczue. — Badanie n pierwiastkbw rownania
F (X, y) = Q nieskonczenie matych wraz z x, sprowadza sie tedy do
badania przy wartosciach zmiennej X, blizkieh zera, pierwiastkow row-
nania o postaci

(28) f{x, y)=y" -frty"'~t-fay™-2-f...-fa,,y+ an= 0,
w ktorym a, ait.. ., a,

sg to funkcje catoksztattne, réwne zeru przy a= 0. Gdy n> 1 (je-
dyny przypadek, ktérym mamy sie zajgé) punkt x — 0 jest w ogolnosci
punktem Kkrytycznym (point critigue). Wyrugujmy z réwnan

zmienng y: rugownik i (v) stanowi wielomian catkowity wzgledem
spétczynnikow
®1» aiieeet &ni

a wiec funkcje catoksztaltng as otoczeniu poczatku uktadu. Ow rugow-
nik (') staje sie rownym zeru przy A= 0, i ze wzgledu na to, ze punk-
ty zerowe funkcji jednoksztattnej tworzg uklad punktéw odosobnionych,
mozemy przypusci¢, ze obraliSmy tak maly promien r kola C, iz
wewnatrz tego kola réwnanie A (a) = O nie ma innych pierwiastkdw,
tylko A= 0.

Kazdemu punktowi A0, wzietemu w tym kole, a r6znemu od po-
czatku ukladu, bedzie odpowiadatlo n réznych pierwiastkbw réwnania

f(Xo y) = =°;

zgodnie z poprzedniemi badaniami (t. I, art. 194), n pierwiastkdbw row-
nania (28) stanowi w otoczeniu punktu x0 tylez funkcji catoksztaltnych
zmienngj x. Wewnatrz kola Cr nie moze zatym istnie¢ Zzaden punkt
krytyczny, oprécz poczatku uktadu.

Oznaczmy n pierwiastkow réwnania

/(*o>y) = 0 Przez yv yvam .y,

0) Odsuwamy na bok przypadek, w ktérym rugownik bytby tozsamosciowo
rowny zeru. Woéwczas funkcja / (x, y) bylaby podzielna przez czynnik

V. (=5 y) 1*m w ktorym k> 1,
a fi(x, y) posiadataby te samg postac, co / (r,y).
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Xiech zmienna x zakresSla petle dokola punktu x = 0O, poczynajac od
punktu xQ wzdiuz tej petli wszystkie pierwiastki rownania

/I (*,n)= o
sg rozne i zmieniajg sie w sposdb ciagly. Jezeli sie wychodzi np. z punk-
tu xo z wartoscig y1 i zachowuje ciagtoS¢ w zmianie tego pierwiastka
wzdtuz petli, to sie powraca do punktu wyjscia z wartoscig korcowa, row-
ng jednemu z pierwiaskdéw rownania

/(*o y) = 0
Jezeli tg wartoscig koncowag jest yu to badany pierwiastek jest
funkcjg jednowartosciowg w otoczeniu poczatku ukladu. Przypusémy, ze
wartos¢ koncowa jest rozna od y1 i rébwna sie y2. ZakreSlanie ponow-
ne petli w tym samym zwrocie spowoduje zastgpienie pierwiastka vy 2,
ktoryms$ innym z pierwiastkow
yi, y2 mmm yn

Nie moze to by¢ 2 gdyz droga odwrotna winna prowadzi¢ od vy2
do yv Nowa wartoscig koricowg winien tedy by¢ jeden z pierwiastkow

y i> y31°°°) yn>

jezeli jest to y 1, to stwierdzamy, ze pierwiastki y1 i y2 ulegajg per-
mutacji, gdy punkt zmienny zakreSla petle dokota poczatku ukiadu. Je-
zeli tg wartoscig koricowg nie jest yu to jest nig jeden z (« — 2)
pozostalych pierwiastkow; niech to bedzie np. y2. Ponowne zakreSlenie
w tym samym zwrocie doprowadzi od pierwiastka y3 do jednego z pier-
wiastkow

Ni> n2> yv Wi eee> n«
Nie moze to by¢, z tg samg] przyczyny, co poprzednio, pierwiastek /3
nie jest to réwniez y-i, poniewaz droga odwrotna powodowataby zamiane
tego pierwiastka y2 na yv Wartoscig koricowg jest zatym teraz
lub tez jeden z (n — 3) pozostalych pierwiastkow

Nu [\B) ooe> y N

Jezeli (0 jest yv to trzy pierwiastki yu y2 V8 ulegajg prze-
mianie kolowej, gdy punkt zmienny Xx przebiega petle dokola poczatku
uktadu. Jezeli wartos¢ koncowa jest rozna od yir to bedziemy obracali
w dalszym ciggu punkt zmienny dokola poczatku ukladu i po pewnej
skonczonej liczbie dziatanh powrdci¢ musimy niezbednie do jednego z pier-
wiastkéw juz otrzymanych, a mianowicie do pierwiastka y,. Przypusémy
np., ze to nastgpi po p obrotach; p otrzymanych pierwiastkow

Nu N2>eee; N/
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ulega przemianie kotowej, gdy punkt zmienny v przebiega petle dokota
poczatku ukiadu; méwimy, ze tworzg one uklad kotowy p pierwiastkow
(systeme circulaire de p racines). Jezeli p —n, to wszystkie n pier-
wiastkéw tworzg jeden tylko uklad kotowy. Jezeli p <. n, to zacznienn
na nowo to samo rozumowanie, poczynajgc od jednego z n—p pozo-
statych pierwiastkow i t. d.; rzecz jasna, ze postepujac wcigz w ten spo-
sdb, wyczerpiemy wreszcie wszystkie pierwiastki, i ze mozna wypowiedzie¢
twierdzenie nastepujace: n pierwiastkéw réwnania F(x, y)= 0, row-
nych zeru przy x = 0, tworzy w otoczeniu poczatku ukfadu jeden lub
wiecej uktadoéw kotowych.

Ula ogolnosci wystarczy uméwic sie. ze uklad kotowy moze sie skia-
da¢ z jednego tylko pierwiastka; pierwiastek 6w jest wodwczas funkcjg
jednowartosciowg w otoczeniu poczatku uktadu.

Pierwiastki, nalezace do tego samego uktadu kotowego, moga byé
wyrazone przez ten sam szereg. Oznaczmy p pierwiastkbw z jednego
ukiadu kotowego przez

| eee> yp

i zatbzmy, ze x —x'p. Kazdy z tych pierwiastkow staje sie funkcjg
catoksztaltng zmiennej vV dla wszelkiej wartosci tej zmiennej, rdznej od
x'—f); z drugiej strony, gdy V zakreSla petle dokota punktu ,v'— O,
punkt v zakre$la kolejno w tym samym zwrocie p petli dokota po-
czatku ukladu. Kazdy z pierwiastkow

yi- |'3. eee, yP

odzyskuje tedy swag warto$¢ poczatkowa: sa to, w otoczeniu poczatku
uktadu funkcje jednowartosciowe zmiennej a'; poniewaz te pierwiastki
daza do zera, gdy X' dazy do zera, poczatek ukladu xJ= 0 moze by¢
tylko punktem zwyczajnym, i jeden z tych pierwiastkbw da sie wyrazic¢
zapomoca Szeregu O postaci

(29) y = K * 4w x72-4- .. -Fimx'm\- L L.

czyli, po zastgpieniu zmiennej x przez xp:
(38<) y = a,xp -f a2 -f ... -LamPs)o-j- L

Twierdze obecnie, ze szereg (JO) stanowi wynik rozwiniecia -wszyst-
kich pierwiastkow, nalezacych do tego samego uktadu kotowego, o ile
i
tylko nadajemy przytym potedze xp jej p roéznych wartosci W isto-

cie, przypusémy, ze, nadajgc pierwiastkowi | x jedng z jego wartosci.
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otrzymaliSmy rozwiniecie pierwiastka yt; gdy punkt X przebiega
w z2wrocie dodatnim petle dokola poczatku ukladu, yt zamienia sie

na y2, a Xp ulega pomnozeniu przez e p. Stwierdzamy podobniez,
i

ze yq powstaje przez zamiane we wzorze (30) pierwiastka xp przez

1 2q-~i
xpe p . Ten wspodlny szereg dobrze uwydatnia przemiane kotowg p
pierwiastkow.

Nalezatoby jeszcze wskazaC, w jaki sposob mozna podzieli¢ n pier-
wiastkéw rownania F(x, y) = 0 na uklady kolowe i jak oblicza¢ spol-
czynniki a szeregbw (30). RozpatrzyliSmy juz przypadek, gdy punkt
x=y = 0 jest punktem podwéjnym (t. I, art. 199). Rozwazmy inny
jeszcze przypadek szczegolny.

Jezeli przy x =y = 0 pochodna 3—': nie jest réwna zeru, to sze-

X

reg, wyrazajacy F (x, y), zawiera wyraz pierwszego stopnia wzgledem Xx;
wowczas mozemy zastosowaé wzor

(31) F(X, y).= AX -j- By'14- .., (<45=U0)
w ktorym wyrazy nienapisane sg podzielne przez jeden z czynnikdéw
X2 Xy, yn+l.

Uwazajmy na chwile y za zmienng niezalezng, rownanie F(x, y) = O
posiada jeden tylko pierwiastek, dazacy do zera wraz z y, i piermiastek
ten jest funkcjg catoksztaltng w otoczeniu poczatku ukiadu. Szereg, kté-
ry nauczyliSmy sie ukiadac (t. I, art. 35 193), posiada postac

(32) X = yn(fl0+ aiy + =9 (a0 2=°).
Wyciagajac pierwiastek n-go stopnia z obu czesci rdwnania, otrzy
mujemy

J n,
(33) XT=y Va0+ axy + ...

Przy y = 0 rdéwnanie pomocnicze
un= a0+ a,y +

posiada n roznych pierwiastkw, z ktérych kazdy daje sie rozwingC

W szereg poteg zmiennej y. Poniewaz te pierwiastki stanowig iloczyny
2~i

jednego z nich przez kolejne potegi wyrazenia ¢ n ? przeto mozna wzig¢

jako n.

[ a0+ Yy + eee-
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we wzorze (33) ktorykolwiek z tych pierwiastkéw, pod warunkiem, ze

nadamy kolejno potedze x" wszystkie jej n wartosci.

Mozna tedy napisa¢ réwnanie (33) w postaci:
i

*M= >y + p2y2-f. .. (*,4=0),
skad vvysnutwamy nawzajem rozwiniecie zmiennej y wedlug poteg pier-
wiastka .vn:

(34) y=g¢

Szereg ten, gdy nadajemy kolejno pierwiastkowi xn jego n  war-
tosci, wyraza n pierwiastkdw, dazacych wraz ze zmienng v do zera
Pierwiastki te tworzg przeto jeden ukiad kotowy.

O ile. chodzi o zbadanie ogdllne zagadnienia, musimy odwota¢ sie do
dziel, poswieconych specjalnie teorji funkcji algiebraicznych (’).

358. Funkcje algiebraicznc. — Funkcjami uwiklanemi, zbadanemi
dotychczas najlepiej, sa funkcje algiebraicznc (fonctions algebrigues),
okreSlone przez réwnanie F (x, y) = 0, ktérego lewa strona jest to wie-
lomian nicrozkladalny (indécomposable) wzgledem x i y. Mowimy, ze
wielomian catkowity jest nierozkitadalny, jezeli nie mozna znalez¢ dwu ta-
kich wielomianéw catkowitych stopnia nizszego

Fy(x, y) 1 F (#y).
izby funkcja F(x, y) rownala sie tozsamosciowe ich iloczynowi:
F(x, y) = Fx(x, y) X Fi(x, y).

Gdyby wielomian F(x, y) rownal sie iloczynowi tego rodzaju, to
rownanie F (x, y) = 0 mogloby by¢, rzecz jasna, zastgpione przez dwa

osobne réwnania
F{(X1 y) - 01 F2(Xl y) - 0

Wezmy tedy réwnanie stopnia «-tego wzgledem vy, w ktdérym

20N ?1» eee» m
oznaczajg wielomiany catkowite wzgledem x:

(35) F(x,y)= @X)yn-f § (x)yn' + ®_Ky-f (=0

C) Ob. réwniez stynna rozprawe pr. Puisen\ o funkcjach algiebraicznych
(Journal de Mathematigues, t XV, 1850).
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Rugujac y ze zwigzkéw
N dF 0
dy
otrzymujemy jako wynik wielomian A(x), ktory nie moze by¢ tozsamo-
sciowo réwnym zeru, gdyz zatozyliSmy, ze wielomian F (X, y) jest nie-
rozkladalny. Oznaczmy w ptaszczyznie punkty

ai> *2,-.., @n,
odpowiadajgce pierwiastkom réwnania A(x) = 0 i punkty

O O q
Pl> P2J*+**> Pht

odpowiadajace rownaniu gd(x) = 0; niektére z pierwiastkbw moga przy-
tym naleze¢ réwniez do pierwiastkbw réwnania @(x) = 0. W punk-
cie a, réznym od punktow a- B, réwnanie F (a, y) — 0 posia-
da n pierwiastkbw réznych i skonczonych

bx, N eeei bn.

W otoczeniu punktu a roéwnanie (35) posiada zatym n pierwiastkow
catoksztaltnych (holomorphes), dazacych odpowiednio do

b\i b% eem, bn,

gdj- x dazy do a. Niech ae= oznacza jeden z pierwiastkbw réwna-
nia A(X) = 0; réwnanie F(ai, y) = 0 posiada pewna liczbe pierwiast-
kéw réwnych. Zalozmy np., ze posiada ono / pierwiastkow, rownych b.
p pierwiastkow, ktére dazg do b, gdy x zmierza do a- dzieli sie
na pewng hczbe ukladow kotowych, i pierwiastki, nalezgce do tego same-
go ukiadu kotowego, dajg sie wyrazi¢ w postaci szeregu, uporzgdkowane-
go wedtlug poteg utamkowych réznicy x — a,-. Jezeli dla wartosci a-
funkcja ?0(x) nie staje sie rowna zeru, wszystkie pierwiastki réwnania
(35) w otoczeniu punktu a, tworzg tedy pewng liczbe ukladéw kotowych;
niektére z tych ukladéw mogg zawieraé tylko jeden pierwiastek. Przy
wartosci  fy, czynigcej funkcje <D(x) réwnag zeru, niektére z pierwiast-
kéw réwnania (35) stajg sie nieskonczone; aby zbada¢ te pierwiastki,

zakladamy ze y = * i przystepujemy do badania pierwiastkbw réw-

y

FI(x, y)=y'nF(x, \)= 0,
y
ktore stajg sie réwnemi zeru przy Xx — jty lierwiastki te dzielg sie
rowniez na pewng liczbe ukladéw kotowych, takich ze pierwiastki te-

nania
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go samego ukladu dajg sie wyrazi¢ zapomocg Szeregu O postaci naste-
pujace;j: m 1

30 [/ = a, [x — amA\ (X—Tfy) p + ...; \am4=0),

odpowiednie pierwiastki réwnania wzgledem y bedg wyznaczone przez

szere
9 m 1

37) (*—fo) r ‘m<fum (X- h)”Hr.

ktory mozna uporzadkowac wedtug poteg rosngcych wyrazenia
r

zawierajgcy na poczatku liczbe- skonczong wyrazéw o wykladnikach
ujemnych.

Azeby zbada¢ wartosci funkcji y, odpowiadajace wartosciom nie-

skoficzonym zmiennej X, uzywamy podstawienia X— ', iw  ten

X
sposdb sprowadzamy zadanie do badania pierwiastkdw réwnania o tej sa-
mej postaci w otoczeniu poczatku ukiadu. Ostatecznie w otoczeniu jakie-
gokolwiek punktu x = a n pierwiastkbw réwnania (35) wyraza sie za-
pomocag pewnej liczby szeregdw, uporzadkowanych wedtug wzrostu poteg
wyrazen: , i
x—a lub (x —a)p;

szeregi te moga zawiera¢ liczbe skoriczong wyrazéw o wykladnikach
ujemnych. To samo sie stosuje réwniez do wartosci nieskonczonych
zmiennej X, z tg zmiang, ze zastepujemy

1
X — 20 przez —
X

Nalezy zauwazy¢, ze potegi utamkowe lub wyktadniki ujemne wy-
stepujg tylko wtedy, gdy mowa o punktach wyjgtkowych. Punktami oso-
bliwemi pierwiastkébw réwnania sg tedy punkty krytyczne, dokota ktorych
niektore z tych pierwiastkdw ulegajg przestawieniu kolowemu, i bieguny,
w ktérych pewne pierwiastki stajg sie nieskonczone; zresztg zaden punkt
nie moze by¢ jednoczes$nie biegunem i punktem krytycznym. Te dwa ro-
dzaje punktow osobliwych nazywa sie czesto punktami osobliwemi algie-
braicznemi (points singuliers algebrigues).

BadaliSmy dotychczas pierwiastki danego réwnania jedynie w oto-
czeniu jakiego$ okreSlonego punktu. Zatd6zmy obecnie, ze dwa punkty
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X —a i Xx—b, z ktérych kazdemu odpowiada n pierwiastkéw réz-
nych i skoniczonych réwnania (35), zostaty polaczone zapomocg linji AB,
nie przechodzacej przez zaden punkt osobliwy réwnania. Niech yl ozna-
cza jeden z pierwiastkbw réwnania F(a,y) = 0; pierwiastek y=f(x),
ktéry sie staje rownym yx przy X = a, jest wyznaczony w otoczeniu
punktu a przez szereg poteg catkowitych P {x-a), i mozna szukaé
jego dalszego ciagu analitycznego przy zakreSlaniu przez punkt zmienny
luku AB. Jest to przypadek szczegdlny zagadnienia ogélnego, i wiemy
Z gory, ze w punkcie B zostanie osiggnieta warto$¢ koncowa, stanowia-
ca jeden z pierwiastkow réwnania F (b, y) — 0 (art. 344). Przybedzie-
my napewno do punktu b po liczbie skorficzonej dziatan; w istocie, pro-
mienie kot zbieznosci szeregdw, wyrazajacych rézne pierwiastki réwnania
F (X, y) = 0— przy zatlozeniu, ze $rodkami tych kot sg rozmaite punkty
drogi AB — posiadajg kraniec nizszy () 3> 0, poniewaz ta droga nie
zawiera zadnego punktu Krytycznego, i rzecz jasna, ze mozna bedzie
zawsze wzigé promienie kot, ktorych sie uzyje przy przediuzaniu anali-
tycznym, conajmniej réwne 3.

Pomiedzy wszystkiemi drogami, taczgcemi punkty A i B, mozna
zawsze znalez¢ taka, ktora prowadzi od pierwiastka yx do ktoregokol-
wiek z pierwiastkow rownania F(b, y) = 0, jako do wartosci koricowej.
Aby dowies¢ tego, opieramy sie na twierdzeniu nastepujacym: Jezeli
funkcja analityczna z zmiennej x przybiera przy kazdej wartosci tej
zmiennej tylko p réznych wartosci i posiada w dziedzinie catej ptasz-
czyzny (wraz z punktami w nieskoriczonosci) jedynie punkty osobliwe
algiebraiczne, to wartosci tej funkcji stanowig pierwiastki réwnania sto-
pnia p, ktérego spo6lczyunikami sg funkcje wymierne zmiennej x.

Niech
2\ »e' ®» 7

oznaczajg p wartosci funkcji z; gdy punkt x zakreSla krzywg zam-
knieta, owe wartosci
2> B..., D

moga tylko przechodzi¢ jedna w druga. Funkcja symetryczna
uk= zf-{- Zof-f...zpk,

(k — liczba catkowita dodatnia) jest tedy funkcjg jednowarto$ciowa.

(") W celu dowiedzenia tego 1 taty ScistoStia wystarcey rastosowat rozumo-
Wanie podobne do rozumowania 2 art. 340,
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Funkcja ta zresztg moze posiada¢ jedynie miejsca osobliwe o charakterze
biegunowym (des singularités polaires). W istocie szeregi, wyrazajgce

Zf, Z, ..., Zp

w otoczeniu punktu dowolnego w odlegtosci skoriczonej x —a, zawie-
rajg tylko liczbe skonczong wyrazéw o wykiadnikach ujemnych. To sa-
mo sie zatym stosuje do szeregu, wyrazajgcego W-. Z drugiej strony,
szereg, wyrazajacy // nie moze zawiera¢ poteg ulamkowych, gdyz
funkcja ta jest jednowarto$ciowa. Punkt a jest tedy dla «* biegunem
lub punktem zwyczajnym, i to samo sie stosuje do punktu w nieskonczo-
nosci. Fukcja u* jest przeto, przy wszelkiej wartosci liczby catkowi-
tej A funkcja wymierng zmiennej .v; to samo sie stosuje do funkcji
symetrycznych niezlozonych jakoto

N" z, NTz(zk ...,

i w ten sposéb dowdd wypowiedzianego twierdzenia zostaje ukorczony.

Przypusémy teraz, ze idgc wszelkiemi mozliwemi drogami od punktu
a do jakiegokolwiek innego punktu v plaszczyzny otrzymujemy jako
wartosci koricowe jedynie p pierwiastkbw réwnania

F(x,y) =0 (1?<«).
Owe pierwiastki

V,, y»- ee yP

moga, rzecz oczywista, tylko przechodzi¢ w siebie wzajemnie, gdy punkt
X zakresla obwod zamkniety; posiadajg one wszystkie wiasnosci p ga-
fezi

i, L, Zp

funkcji analitycznej z, ktorg przed chwilg zbadaliSmy. Stad wniosku-
jemy, ze
yv N2 ee > y*
bytyby pierwiastkami réwnania stopnia p o spoélczynnikach wymiernych:
Ft(x, y) = 0. Roéwnaniu F (x,y) — 0 czynityby tedy zado$¢ przy
wszelkiej wartosci X  wszystkie pierwiastki rownania  Fx(v,y) = 0,
i wielomian F(x, y) nie bytby, wbrew zalozeniu, nierozkladalnym.
n pierwiastkbw réwnania 351 nalezy przeto uwazac— jezeli nie czyni-
my zadnych zastrzezenn co do drogi, zakre$lanej przez punkt x — za osob-
ne gatezie jednej funkcji analitycznej, podobnie jak juz zauwazyliSmy z po-
wodu pewnych prostych przykladow (art. 264).
Wyobrazmy sobie, ze z kazdego punktu Kkrytycznego zostato wy-
kreSlone ciecie nieograniczone, w taki sposéb, iz ciecia te nie przecinajg



Il. — Funkcje uwiktane. —Funkcje algiebraiezur. 285

sie wzajemnie. Jezeli droga punktu x spelnia ten warunek, by nie
przekroczy¢ zadnego ciecia, to pienwiastki stanowig funkcje jednowar-
toscione w dziedzinie calej ptaszczyzny, gdyz kazda z dwu drég o tych
samych punktach koncowych moze przej$¢ w druga bez przekraczania
zadnego punktu krytycznego (art. 343], Azeby bylo mozliwe zdanie so-
bie sprawy ze zmiennosci jakiego$ pierwiastka wzdiuz jakiejkolwiek drogi,
wystarczy znajomos$¢ prawa przemiany tych pierwiastkdéw przy zakreslaniu
przez zmienng petli dokota kazdego z punktéw krytycznych.

Uwaga. — Badanie funkcji algiebrakznych czyni stosunkowo tatwym ta oko-
liczno$¢, iz mozna wyznaczy¢ z géry, zapomoeg obliczen algiebraicznych, punkty oso-
bliwe tych funkcji. Nie tak sie dzieje w ogélnosci z funkcjami uwiktanemi niealgie-
braicznemi, ktére moga posiada¢ punkty osobliwe przestepne (p. singuliers transcen-
dants). Np. funkcja uwiktana y(x), okreslona przez réwnanie ey — x — 1=0
nie posiada zadnpgo punktu krytycznego algiebraicznego, ale ma punkt osobliwy
przestepny x —— 1

359. Calki abelowe. — Niech y oznacza funkcje algiebraiczna,
okreslong przez réwnanie F (X,y)= 0, a R (x,y) funkcje, wymier-
ng wzgledem x i y\ wszelka catka o postaci

/= 1 R(x,y) dx

jest catka abelowg (integrale abelienne), zwigzang z tg krzywa. Azebj
wyznaczy¢ ostatecznie te catke, musimy jeszcze mie¢: granice dolng x0
oraz odpowiednig wartos¢ yB wybrang z posrod pierwiastkbw réwnania
F(xGy) — 0. Podamy tu niektére z ogdlnych i najwazniejszych wilas-
nosci tych catek. Gdy sie idzie od punktu x0 do jakiegokolwiek punk-
tu x po wszystkich mozliwych drogach, to otrzymane przy tym war-
tosci catki / dajg sie wyznaczy¢é zapomocg jednego z wzoréw

(39) [ = [*-]- mxg-f- tn2<sR4“ eee  mr°v (A=1,2

oznaczajg wartosci catki, odpowiadajgce pewnym okreslonym drogom,
mx, m2 ..., tnr—

liczb} catkowite dowolne, a
a, o2 ..., w

okresy. Istnieja dwa rodzaje tych okreséw. Niektére pochodzg z zakre-
Slania petel dokota biegundéw funkcji R (X, Y)\ sa to okresy biegunowe
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(périodes polaires). Inne powstajg na obwodach zamknietych, zwanych
cyklami icyc.les , otaczajgcych pewnag liczbe punktow krytycznych; sg to
okresy cykliczne (p. cycligues). Liczba réznych okreséw cyklicznych za-
lezy tylko od badanego zwigzku algiebraicznego Fx, y) —0; jezeli p
oznacza rodzaj tej krzywej art. 840), to liczba ta réwna sie 2p. Liczba
okreséw biegunowych moze by¢, przeciwnie, dowolna.

Co do miejsc osobliwych, odrézniamy trzy klasy calek abelowych.
Nazywamy catkami gatunku pierwszego (de premiere espece) takie, ktore
w sgsiedztwie wszelkiej wartosci zmiennej X pozostajg skonhczone: jezeli
ich modut wzrasta nieograniczenie, to tylko z powodu dodania nieskoriczo-
nej liczby okreséw. Calki gatunku drugiego (de deuxieme espece) sg to
takie catki, ktore posiadajg jeden tylko biegun: catki gatunku trzeciego
(de troisieme espece) posiadajg dwa punkty osobliwe logarytmiczne. Kaz-
da catka abelowa stanowi sume calek trzech gatunkow, i liczba réznych
calek pierwszego gatunku réwna sie rodzajowi.

Badanie tych catek mozna uskuteczni¢ bardzo fatwo zapomocg po-
wierzchni ptaskich o wielu lisciach (feuillets), zwanych powierzchniami
Riemanna. Nie bedziemy jednak niemi sie tutaj zajmowali. Podamy tyl-
ko, a to ze wzgledu na charakter zupetnie elementarny, dowod pewnego
podstawowego twierdzenia, odkrytego przez Abela.

300. Twierdzenie Abela. — Aby fatwiej wystowi¢ wyniki, wezmy
krzywg ptaska C, wyrazong przez rownanie F(x, y) — 0; rdéwnaniem
drugiej krzywej plaskiej algiebraicznej niech bedzie *1I' (x, y) = 0. Te
dwie krzywe posiadajg N punktéw wspolnych

(*H TI)' (*Z»Ta)- e (XV, TV)

(N jest rowne iloczynowi stopni obu krzywych). Niech jeszcze R (X, )
oznacza jaka$ funkcje wymierna;, rozwazmy sume nastepujgca:

N -
Y. a  N*/, Y0

(39) Il — % I R (*, y) dx,
T m <*0.\O)
w ktorej .
r(*i.y.)
R (X, y) dx
J (%o, >0

oznacza catke abelowag, brang od punktu stalego x0 az do punktu X,
wzdtuz drogi, ktéra, co do y, prowadzi od wartosci poczatkowej VO do
wartosci  koncowej yr, wartos¢ poczagtkowa yO0 zmiennej y ma byé
jednakowa dla tych wszystkich catek. Rzecz jasna, ze suma / daje sie
wyznaczy¢ jedynie z pominieciem okresu, rownie jak kazda z calek.
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Wyobrazmy sobie teraz, ze niektére ze spolczynnikdw
d2, ..., dk
wielomianu <(x, y) sg zmienne. Gdy te spolczynniki zmieniajg sie

w spos6b ciggly*, punkty x- zmieniajg sie rowniez w sposob ciagly, i je-
zeli zaden z nich nie przechodzi przez jedno z miejsc nieciagtosci catki

i R(x,y) dx,

suma / zmienia sie takze w sposob ciggty. Zakladamy przy tym, ze sie
podaza za zmiang ciggla kazdej z calek, wystepujacych w tej sumie,
wzdtuz drogi, zakreslonej przez odpowiednig granice wyzsza. Suma | jest
tedy funkcjg parametrow

leecey >

ktorej postaci analitycznej bedziemy obecnie szukali.
Oznaczmy ogdlnie przez oV rozniczke zupelng jakiejkolwiek funk-
cji V wzgledem zmiennych an a2,.m.,
dv ~ . . dv
aaj odk
Zgodnie z wzorem (39) otrzymujemy:
N
S I ="sy'R (xuyi) Sx
i=1
Ze zwigzkéw
F(x,-, yi) = 0, (X, yi)= 0

wynika

. I e»= 0.' N n + *e -«

e, <, M
i przelo, oznaczajgc przez T (e~ y,) funkcje wymierng zmiennych
i piszac 45 zamiast O V) otrzymujemy
ox-= M(X, yi) 0>,
Stad:

AT
* SI='V' (Xivy,) tte,vy)
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spolczynnik przy 5a, w drugiej czesci rownosci jest funkcjg wymierng
symetryczna spolrzednych A punktow (v, V), wspoélnych obu Kkrzy-
wym C mi C\ teorja eliminacji wykazuje, iz jest to funkcja .wymierna
spétczynnikéw dwu wielomianbw F(x, y) i "F(v.y) a przeto funkcja
wymierna parametréw

o <eeeot /e

To samo sie stosuje oczywiscie do spotczynnikéw przy odas, ..., oa*,
i / mozna otrzyma¢ zapomocg catkowania rézniczki zupelnej, zawiera-
jacej funkcje wymierne

ar zmiennych i e, ak

l= |*"ai+ 3"ai+ = tak.

Owo6z catkowanie to nie moze wprowadzi¢ zadnych funkcji przestep-
nych procz logarytmow. Suma | réwna sie tedy funkcji wymiernej
spotczynnikow

W dj,...,

powiekszonej o sume wyrazéw, z ktdrych kazdy jest réowny logarytmo-
wi funkcji wymiernej tych samych spdtczynnikéw, pomnozonemu przez
czynnik staly. To jest wiasnie sformutowanie twierdzenia Abela w posta-
ci najogdlniejszej. W jezyku gieometrycznym mozna rzec réwniez, ze
suma wartosci jakiejkolwiek catki abelowej, branej od wspdlnego poczat-
ku az do N punktow przeciecia danej krzywej z krzywag zmienng
stopnia m o roéwnaniu (X, y) — 0, jest rowna sumie funkcji wy-
miernej spétczynnikéw funkcji  d><x, y) i liczby skonczonej sktadnikow,
z ktérych kazdy jest utworzony z logarytmu funkcji wymiernej tych sa-
mych spoétczynnikdéw i pewnego czynnika statego.

Druga redakcja wydaje sie na pierwazy rzut oka bardziej interesu-
jaca; lecz gdy chodzi o zastosowania, nalezy zawsze odwolywaé sie w my-
$li do analitycznego sposobu wystowienia, aby oceni¢ zmiany cigtrle su-
my /, odpowiadajace zmianom cigglym parametrow

eeeof -

Twierdzenie nabiera okres$lonej doktadnie tresci dopiero wowczas,
gdy sie uwzglednia drogi, zakreSlane przez N punktéw

X,, X2,..., Xs

w plaszczyznie zmiennej X.
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Twierdzenie staje sie ogromnie prostym, gdy mamy catke gatunku
pierwszego. W istocie, gdyby

"1j "\2»* ee>
nie byt}- rowne tozsamosciowo zeru, moznaby znalez¢ uklad wartosci
AN--d ... j dk-- dK

przy ktérym suma / stalaby sie nieskoriczong. Niech punktami prze-
ciecia krzywej C z krzywg C', odpowiadajgcg wartosciom

di,. ..s dk
parametrow bedg punkty
(Xi, yi)ye--, x'm, y'N).
Catka
r(x
| ) R(x, y) dx
I 0=

wzrastalaby nieogramczenie, gdyby granica wyzsza dazyla do jednego
Z punktow (x i, y'i); jest to za$ niemozliwe dla catki gatunku pier-
wszego. Przeto ol= 0 i gdy

zmieniajg sie w sposob ciggly, / pozostaje state; twierdzenie Abela
mozna wypowiedzie¢ w spos6b nastepujacy:

Gdy sg dane krzywa stata C i krzywa zmienna C' stopnia m,
suma przyrostow catki abelowej gatunku pierwszego, zwigzanej z krzy-
wg C, nabytych wzdtuz linji ciggtych, zakreSlonych przez punkty prze-
ciecia krzywych C i C', jest réwna zeru.

Uwaga. — Przypuszczamy, ze stopienn krzywej C’ pozostaje sta-
tym i rbwnym m. Gdyby przy pewnych szczegllnych wartosciach spot-
czynnikow

M1 @>ee)) ]

stopien tej krzywej ulegt obnizeniu, niektére z punktéw przeciecia krzy-
wej C z C winnyby byé uwazane za odrzucone w nieskonczonosc,
i nalezaloby to uwzgledni¢ przy stosowaniu twierdzenia.  Dotgczmy
jeszcze te, niemal oczywista, uwage, ze gdy niektore z punktow przecie-
cia krzywych C i C' sg stale, niema potrzeby uwzgledniania odpo-
wiednich catek w sumie /.

19

Kurs analizy matematycznej.
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361. Zastosowanie <o calek ultraeliptycziiych. Zastosowania
twierdzenia Abela do analizy i gieometrji sg nader liczne i wazne.
Obliczmy wyraznie o/ dla catek ultraeliptycznych (ul'ra-eliptiques).

WeZzmy zwigzek algebraiczny
(40) Yy = R(x) = AOX*P+i+ A Ix*r+'+ ...+ A2p+2,

w ktorym R(x) oznacza wielomian pierwszy wzgledem swej pochodnej;
zatozmy, iz spotczynnik 40 moze by¢ réwnym zeru lecz ze A0 i .4,
nie sg jednoczesnie réowne zeru, tak iz R(x) jest wielomianem stopnia

2p-j-1 lub 2p - 2.

Niech Q(x) oznacza jakikolwiek wielomian stopnia g\ wezmj'
za poczatek warto$¢ x,, zmiennej X, nie czynigcg wielomianu /?(X)
rbwnym zeru, i oznaczmy przez yO0 jeden z pierwiastkow réwnania

f = R D).
Catkujgc wzdtuz drani, tgczacej x0 z X, i oznaczajgc przez y war-

tos¢ koncowsg pierwiastka | R(x), gdy sie wychodzi z punktu x0 zwar-

toscig yn napiszemy
xy)
Q(x) dx
V(X y) =
I R(X)
(*»Jo

W celu zbadania punktéw przeciecia krzywej ¢, odpowiadajacej
réwnaniu (40), z inng krzywa algiebraiczng C’ mozna oczywiscie zastag-
pi¢ wt réwnaniu krzywej C’ kazda potege parzysta y 2r zmiennej y
przez [/?(X)]", a potege nieparzysta y2r+l przez y[/?(x)]r. Po
dokonaniu tych podstawienn otrzymamy réwnanie, zawierajgce y jedynie
w pierwszej potedze, i mozemy tedy, oznaczajac przez /(X) i mM<X)
dara wielomiany pierwsze wzgledem siebie, stopnia / i stopnia a, kto-
rych niektore spétczynniki bedziemy uwazali za zmienne, nada¢ réwnaniu
krzywej C' postac

(41) y 9(x) —/(x) = 0.

Odcietemi punktow przeciecia krzywych C i C’ sg pierwiastki
rbwnania stopnia N
(42) x)=7/72(x) —R(x) ?2(x) = 0.

Przy pewnych szczegdlnych ukladach wartosci spétczynnikéw zmien-
nych w dwu wielomianach f(x) i ®(X) moze sie zdarzyC, ze stopien
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rownania bedzie nizszy od N; niektore z punktow przeciecia beda
wowczas odrzucone w nieskoriczono$¢, lecz odpowiednie catki winny wy-
stepowaé w sumie, ktora bedziemy badali. Wszelkiemu pierwiastkowi
rownania (42) odpowiada dokladnie okreslona wartosé

zmiennej y. Po tych zastrzezeniach rozwazmy sume

N N (xi, yi)

. Q (x) dx
| v (xi, yi)
: . VR(x)
esi i=i (ay0
otéz
N N ]
/ Qi) 0§ _ Q) 4(x) 8x~
5 YR e/ (xd
gdyz warto$¢ koncowa pierwiastka w punkcie winna by¢ rowna v,
t . - . Z drugiej strony z réwnania 6(Xj = 0 wynika
? (/)
/(x,) oXi2R (X) @(X) 8(fi— 2f (x) ofi= 0O,
a przeto

Q) ®ixj  2f () 8fi — 2RW) lx) 0@
Y e f ¢

czyli ze wzgledu na samo réwnanie (42):

(43) =y 2Q«m (11 81_‘|—f| &
'V (*1)

Obliczmy np, oznaczajgc przez a* spolczynnik przy xk w wie-
lomianie f{x), uwazany za zmienny, spoéiczynnik przy oak w S/,
off* nie wystepuje w 5 a w 8f, jest pomnozone przez xf. Spoét
czynnik poszukiwany przy 8ak jest tedy réwny

Q (xi) () XiK
¥ ()

przy zatozeniu, ze

- (%) = QK) ®(x) xk.
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Sumowanie to winno by¢ rozciggniete na wszystkie pierwiastki réw-
nania

otrzymujemy funkcje wymierng i symetryczng pierwiastkow, a wiec fun-
kcje wymierng spétczynnikow dwu  wielomianéw 7/ V) i (M. Mozna
utatwic¢ obliczenie tej sumy zapomocg uwagi, zZe

- si(x)

—~ f (%0
réwna sie sumie pozostatosci funkcji wymierngj , odpowiadajacych
N biegunom w odlegtosci skoriczonej

> /9] eeej

Wedlug pewnego twierdzenia ogdélnego suma ta jest takze réwna pozo-
statosci, odpowiadajacej punktowi w nieskonczonosci, ze znakiem zmienio-
nym (art. 310). Otrzymamy tedy spétczynnik przy oa* zapomocg zwy-
kiego dzielenia.

tatwo sprawdzi¢, iz ten spolczynnik jest réwny zeru, jezeli catka
v (v, y) jest calkg gatunku pierwszego. Zakladamy, ze q< p — 1,
stopien wielomianu ¢(x) réwna sie <-f-11-f-~ i

<I-\r't + k”iV-+ k+P — -
Wyznaczmy stopienn funkcji  A(x). Jezeli wyrazy najwyzszego stop-
nia wielomianéw
/?2(x) eJ(x) i /2(x)
nie znosza sie, to
2>< N, 2p -j- 14- 2ji < N,
skad
1< A
i tym bardziej
fc-ft™-+-p + tsw.
Gdyby te dwa wyrazy sie znosity, to mielibySmy zwigzek:
). r=[X-j- 75 -j- 15
poniewaz jednak wyraz ak xK+k .nie moze ulec redukcji z zadnym in-

nym. wiec otrzymaliby$Smy
X+ k< N,

a stad te sama nierownos¢, co przed chwilag. Zawsze tedy

q pFfFk<N—2
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Pozostatos¢ funkcji wymiernej — , odpowiadajgca punktowi w nie-
t(x)
skoniczonosci, jest tedy rowna zeru, gdyz szereg sie rozpocznie od wyra-
Zu, zawierajgcego o lub wyrazu stopnia jeszcze wyzszego. Stwierdzi-
X

my podobniez, ze spélczynnik przy obp w 3/ — pizy zalozeniu,
ze b), jest jednym ze zmiennych spélczynnikéw wielomianu o (X) —
jest rowny zeru, gdy Q(x) jest wielomianem stopnia p — 1 lub niz-
szego. Wynik ten jest zupetlnie zgodny z teorjg ogdlna.

Wezmy np. ®(x) = 1 i napiszmy, oznaczajac przez

N> @l>eeel @
p I spoéiczynnikéw zmiennych:

/ (X) = VAOxp+x-|]- ap xpA- ap-i x™-]1-f- ... ayx -f- a0.

Krzywe
yt= R(x), y=1f(x)
przecinajg sie w 2p \ punktach zmiennych, i suma wartosci cafki
v{x, y), branej od wspdlnego poczatku az do tych 2p -(-1 punktéw
przeciecia jest funkcjg algiebraiczno-logarytmiczng (algebrico-logaritmigue)
spotczynnikow
a0, A\>eee>

Ot6z mozna dobra¢ p + 1 spotczynnikbw w ten sposob, izby p -J-1
z liczby tych punktéw przeciecia byly jakiemikolwiek, z gory danemi,
punktami krzywej y2= R (x); spolrzedne p punktow pozostatych be-
da wowczas funkcjami algiebraicznemi spétrzednych p -j- 1 punktow
danych.

Suma p -f- 1 calek
V(Xj, F "0y 1*ee ] N(Xpt] yP+O

branych od poczatku wspdlnego az do p -j- 1 punktéw dowolnych, jest
tedy roéwna sumie p calek, ktorych granicami sg funkcje algiebraiczne
spotrzednych (xlty j,..., (XP+h yp+), oraz wyrazen algiebraiczno-lo-
garytmicznych. Rzecz jasna, ze zapomocg kolejnych redukcji mozna za-
stosowaé twierdzenie do sumy liczby catkowite] jakiejkolwiek tv, wiek-
szej od p, calek. W szczegolnosci suma jakiejkolwiek liczby catek ga-
tunku pierwszego daje sie zastapi¢ przez sume lylko p calek. Wiasnosé
ta, ktdrg posiadajg najogdlniejsze catki abelowe gatunku pierwszego, sta-
nowi tres¢ twierdzenia o dodawaniu tych calek.
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(tdy chodzi o catki eliptyczne gatunku pierwszego, twierdzenie Abela prowadzi
wiasnie do twierdzenia o dodawaniu, dotyczacego funkcji pu. WezZmy w istocie
krzywa normalng trzeciego rzedu

y'= *xt—gt* —
W (x,,y,), 4L Y., Al (X]j, yi)

stanowig punkty przeciecia sie tej krzywej z pewnag prostg /). Wedlug twierdzenia
0go6lnego suma

i mech

[*(h.yd dx ['(*«. yi) dx

e X .\}:4x»:—gi,x—g, + Jlx V4x>—g,x —g,
[=(*>. yi) dx
A a I 4x»—g,X — £,

jest réwna okresowi, gdyz punkty
M, M, M,

zostajg odsuniete w nieskonczonos¢, gdy prosta D oddala sie w nieskoriczonosé.
Owoz, gdy sie uzywa do okreslenia krzywej szesciennej réwnan parametrycznych

X=pu, y= pu,
parametr u réwna sie wiasnie catce -
RalY)) dx
N Axre.&* _ga

i wzOr powyzszy wyraza, ze suma argumentow
«i! (61 ui
M, M, Af,

odpowiadajacych trzem punktom

jest rowna okresowi. WidzieliSmy juz powyzej, w jaki spos6b zwigzek ten jest ro-
wnowazny twierdzeniu o dodawaniu, dotyczagcemu funkcji pu (art. 338).

3(12. rosrdlnicnie wzoru Lagrnnge‘a. — Twierdzenie og6lne o funkcjach uwi-
ktanych, okreslonych przez uklad roéwnan (t. I, art. 194), stosuje sie rowniez do
zmiennych zespolonych, bylebySmy zachowali inne zatozenia, wystepujace w nim.
Rozwazmy np. dwa réwnania wspoétczesne

(44) P(x, vyasx —a—«/(x,y)= 0; Q(x, vy —y — b —p?(x, y) =*0,
w ktorych x i y o0znaczajg zmienne zespolone, a
! (X, y) i ? (X, V)
funkcje tych zmiennych, catoksztattne w sgsiedztwie ukiadu wartosci
X = a y =
Przy
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rownania (44) posiadajg uktad rozwigzan
X = a, y=b

i wyznacznik g((P )Q staje sie rownym jednosci. Przeto réwnania (44), zgodnie
X,y

z Twierdzeniem ogo6lnym, posiadajg jeden i tylko jeden ukfad pierwiastkdw, dazacych

odpowiednio do a i b, gdy a i J daza do zera, i pierwiastki te sa funkcjami

catoksztattnemi zmiennych « i p. laplace pierwszy zastosowat do tego ukiadu
rownan wzor Lagrange’a (art. 309).

Przypusémy, w celu ustalenia biegu mysli, iz dokota punktow a i b jako
Ssrodkéw zostaty zakreSlone w ptaszczyznach zmiennych x i v okregi C i C'
o promieniach r i F dos¢ matych, azeby funkcje

Iy 1 oxy)
byty catoksztattne, gdy punkty x i y pozostajg odpowiednio wewnatrz tych okre-
gébw lub na samych okregach; niech M i M' oznaczajg wartosci najwieksze
funkgji )
fFxyl i 19xyl
w tym obszarze. Zatézmy ponadto, ze stalte a i # spelniajg warunki
Mbi <, M! |%]<y.

Nadajmy teraz zmiennej x jakgkolwiek warto$¢, potozong wewnagtrz C lub
na samym okregu; réwnanie
Q(x y) =0

sprawdza sie przy jednej tylko wartosci zmiennej y wewnatrz kota C', gdyz
argument funkcji

y _ b— &3(x,y)
wzrasta o 2-, gdy y =zakresla C w zwrocie dodatnim (art. 307). Pierwiastek
ten jest tedy w kole C funkcjg catoksztattng

yi= >(x)
zmiennej Jezeli Zzastapimy y w P(x,y) przez ten pierwiastek vy, otrzy-
mang réwnanie
¢ r—a—if(xy)=0
bedzie posiadato wewnatrz kola C 2z tego samego powodu co poprzednio, jeden
i tylko jeden pierwiastek.
Oznaczmy len pierwiastek przez = a przez . odpowiednig wartos¢ zmien-

0

Uogoélniony wzér Lagrange’a stuzy do rozwiniecia wedlug poteg liczb a i
wszelkiej funkcji F (S, (b catoksztattnej w obszarze, ktory teraz okreslilismy.
Zbadajmy w tym celu catke podwoéjng;, <
F(x, y) dy
(45) P(X,y) Q(xy)
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gdy x jesl punktom okregu C, P (x, y) mc mole sie sta¢ zerom Hla zadnei war-
tosci y, wewnetrznej wzgledem C. gdyz argument funkcji

X —a—nf(@ry)

musi koniecznie-odzyska¢ swa warto$¢ poczatkowa. gd\ y zakre$la C', a x jest
punktem statym okregu C. Jedynym biegunem funkcji podcatkowej, uwaz.anej za
funkcje jednej zmiennej y, jest zatym biegun y y,, wyznaczony jako pier-
wiastek réwnania

Q(x, v) = 0.
odpowiadajacy wartosci v na okregu C, i otrzymujemy po pierwszym catkowaniu
F(ary) dy : F(x,y)
(© P y)Q(ry) POy do\
wte),

Druga cze$¢ tej réwnosci przy zatozeniu, ze y, zostato w niej zastgpione
przez funkcje caloksztattng -t(or), okre$long powyzej, posiada réwniez wewnatrz C
jeden tylko biegun pierwszego rzedu, a mianowicie punkt ar= 5 ktéremu odpo-
wfada warto$¢ y, = e, i odpowiednia pozostatos¢, jak wykazuje tatwe obliczenie,
iest rdwna

O >)ly=t

Catka podwojna / posiada tedy wartos$é

1= —4 FG, )

DjP. Q - e
Py y—
Z drugiej strony mozna rozwing¢ -~ w ~zereg jednostajnie zbiezny
1 "N 0, fm™
(r—a—al) (y p—(3 (ar— (y _/Ir
skad otrzymujemy
/= Jmn im

zaktadajac, ze
e 1 dc OOV U@y vy A
o J© (X — o)ym+1 (y — B)n+t

Catke te juz obliczaliSmy (aft. 352) i przekonalismy sie, zc jest réwna

J 0 [F(a, b) /"»(a, b) 8", b)]

ml n! dam dbn
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Przyrownywujgc do siebie dwie wartosci catki / otrzymujemy wzér szukany,
ktory posiada oczywiste podobienistwo do wzoru (50) (art. 309)

FG A
(46) D(P, ()
D (x,y)

om °n dm+n [F(a, b) f m(a, b) (p({a, b)]

1 2 m! n! dam dbn

MoglibySmy otrzymac¢ réwniez drugi wzér, analogiczny do wzoru (51) z art.
309, zaktadajac, ze
DP Q

F(xy) = eV D (x, y) °

lecz spétczynniki tego wzoru sg bardziej ziozone niz woéwczas, gdy chodzi o jedng
zmienna

CWICZENIA.

1. Wszelka krzywa algiebraiczna Cn stopnia n i rodzaju p moze byc
zmieniona zapomocg przeksztatcenia dwuwymiernego na krzywa stopnia p.

[Postepujemy podobnie jak w art. 340, przecinajagc dang krzywa pekiem krzy-
wych Cn—2, przechodzacych przez

3
2
punkty krzywej Cn, do ktérych nalezy
{n—1) (« —2)

2
punkt' w podwaéjnych, i zaktadajac:

fi
przy umowie, ze réwnaniem peku jest

fi(Xy) + Xq{x, y)-f @f3(X y) = 0].

2. Wywnioskowa¢ z poprzedniego ¢éwiczenia, ze spoOtrzedne punktu krzywej
rodzaju 2-go dajg sie wyrazi¢ zapomocag funkcji wymiernych parametru t i pier-
wiastka kwadratowego z wielomianu R (t), pigtego lub széstego stopnia, pierwszego
wzgledem swej pochodnej.

[Mozna zacza¢ od wykazania, ze krzywa przechodzi przy pomocy przeksztat-
cenia punktowego w krzywa czwartego stopnia z jednym punktem podwoéjnymi.
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3*. Niech y=ax-(-s,jrd--. ..

oznacza szereg potegowy, wyrazajacy funkcje algiebraiczng, okreslong jako pier
wiastek réwnania F (x,y)= 0, w ktorym F (x,y) jest takim wielomianem
0 spotczynnikach catkowitych, ze punkt o spétrzednych x = 0. y = 0, jest punktem
zwyczajnym krzywej, danej przez réwnanie F (x,y) = 0. Wszystkie spolczynniki
a,, sg to utamki, i wystarczy zmienic x na Kx (K — liczba catkowita
odpowiednio dobrana), azeby te wszystkie spolczynniki staty sie liczbami catko-
witemu
|Eisenstein |.
|Zauwazmy, ze wystarczy przeksztatcenie o postaci
X = y — ky\

azeby spolczynnik przy y' w pierwszej czesci nowego zwigzku stat sie réwnym
jednosci, a wszystkie inne — liczbami catkowitemi |















