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WSTEP.

§ 1. Ktokolwiek miat do czynienia z utworami geometrycz-
nemi, wie, Ze istnieje zalezno$¢ miedzy bokami i katami tréj-
kata. Jezeli np. mamy dane dwa boki a, b tréjkata i kat C,
miedzy niemi zawarty, mozemy z tych trzech elementéw zbu-
dowa¢ jeden i tylko jeden tréjkat, niewatpliwie wiec zachodzi
zwigzek miedzy danemi elementami a, b, C z jednej strony,
a trzema szukanemi elementami A, B, c—z drugiej.

To samo zjawisko dostrzegamy w catym szeregu zadan
konstrukcyjnych. Istotnie, jezeli z trzech jakich$ elementéw da-
nych (odcinkéw lub katéw) udato sie zbudowaé tréjkat, t.j. wy-
znaczy¢ graficznie wszystkie niewiadome jego boki i katy,
w takim razie musi istnie¢ jaka$ zalezno$¢ miedzy elementami
danemi z jednej strony, a niewiadomemi bokami i katami —
z drugiej.

Narazie poza stwierdzeniem faktu, Ze zalezno$¢ istnieje,
nic prawie o niej powiedzie¢ nie potrafimy. Dla przyktadu wezmy
proste zadanie:

W kole o promieniu r wykresli¢ cie-
ciwe, odlegla od $rodka kota o odcinek d.

ile tylko d<.r, mozemy z tatwoscia
rozwigzaé to zadanie (w jaki spos6b?);
mozemy nawet na mocy twierdzenia Pita-
gorasa obliczy¢ dtugos¢ cieciwy, natomiast
nie potrafimy odpowiedzie¢ na pytanie: jak
wielki jest kat $rodkowy, podparty przez
nasza cigciwe? Nie ulega watpliwosci, ze Rys. 1.
W. Wojtowicz. Trygonometria.
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kat ten jest funkcjg dtugosci cieciwy; co wiecej — zbudowalismy
go czyli wyznaczyliSmy zapomoca konstrukcji geometrycznej,
a jednak nie mozemy obliczy¢ jego miary.

Widzimy tedy, ze w naszych wiadomosciach geometrycz
nych istnieje luka, ktérg wypadnie zapetni¢. Luka ta jest tem
dotkliwsza, ze w wielu zagadnieniach praktycznych zachodzi
réwniez potrzeba doktadnej znajomosci zwigzku miedzy bokami
i katami tréjkata. Wyobrazmy sobie np., ze chcemy rozwigzac
nastepujace zagadnienie praktyczne:

Znalez¢ odlegtos¢ punktu niedostepnego A od punktéw B
i C, zaktadajacy Ze odcinek BC mozemy zmierzy¢ bezposrednio.

Jezeli zmierzyliSmy bok a oraz
katy B i C(rys. 2), wowczas potra-
fimy zbudowaé tréjkat ~ A B C,
nie umiemy jednak obliczy¢ dhugosci

jego bokéw b i c.
Mégtby nam kto$ zarzuci¢, ze
w zagadnieniach praktycznych po-
trzebne i mozliwe sa tylko rozwia-
zania przyblizone (dlaczego?), Ze
wiec i w danym przykfadzie mozna
trudnosci oming¢, a to np. przez wy-
Rys 2 kreslenie tréjkata A A B C w odpo-
wiedniej skali i zmierzenie jego bokéw
bi c. Takie rozwigzanie sprawy nie moze nas jednak zadowoli¢,
gdyz na tej drodze osiagna¢ mozna tylko pewien stopien przy-
blizenia, (ktéry w jednym wypadku moze by¢ wystarczajacy,
w innym — nie), matematykowi natomiast, ktory pragnatby
wiedze swojg zastosowa¢ do zagadnien praktycznych, musi cho-
dzi¢ o stworzenie metody rozwigzywania tréojkatéow
czyli obliczania z dowolng doktadnoscig niezna-
nych elementéw tréjkata, jezeli mamy dane trzy ele-

menty, wyznaczajace tréjkat.

Tak wiec zaréwno rozwazania teoretyczne, jak potrzeby
praktyczne doprowadzaja nas do nastepujacego zagadnienia:

Zbada¢ zwiazki funkcjonalne, zachodzace miedzy bokami
i katami tréjkata.

") Uczeri wskaze kilka innych przykiadéw (zwiaszcza z posréd naj-
piostszyeh twierdzen o trojkatach), dowodzacych istnienia zaleznosci medzv
bokami i. katami tréjkata.
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Jest to pierwsze pytanie, jakie stawia sobie dziat matema-
tyki szkolnej, zwany trygonometrja

§ 2. Aby to pytanie dogodnie rozwigza¢, musimy je spro-
wadzi¢ do postaci jak najprostszej. W tym celu zauwazmy, Ze
jesli tréjkaty A ABC, A A'B'C majg mie¢ réwne katy czyli
majg by¢ podobne, wéwczas trzeba i wystarcza, zeby boki tych
tréjkatéw byty do siebie proporcjonalne, czyli zeby zachodzity
dwa réwnania:

Widzimy, ze w tréjkacie ogdlnym katy zalezne sg od dwéch
zmiennych stosunkéw ” i Badanie nasze bytoby znakomicie

uproszczone, gdyby istniaty trojkaty, w ktérych wielkos¢ katéw
bytaby zalezna tylko od jednego stosunku bokéw. Otéz warun-
kowi temu czynig zado$¢ zaréwno trojkaty prostokathe, jak
i réwnoramienne, gdyz tréjkaty kazdego z tych dwéch rodzajow
sg do siebie podobne, jezeli stosunek dwéch bokéw jednego tréj-
kata réwna sie stosunkowi odpowiednich bokéw drugiego.

Stad whniosek, Ze badania nalezy rozpocza¢ badz.(od tréj-
katéw prostokatnych, badz od réwnoramiennych. Chwila zastano-
wienia wystarczy, aby przekonac sig, ze oba te sposoby badania
sa w gruncie rzeczy identyczne. Istotnie, kazdy trojkat réwno-
ramienny mozemy uwaza¢ za ztozony z dwoéch réwnych tréj-
katéw prostokatnych, a poniewaz kaz ty trojkat, bez wzgledu na
jego ksztatt, mozemy podzieli¢ na dwa tréjkaty prostokatne, za-
tem mozemy oczekiwac, ze doktadne zbadanie zaleznosci miedzy
bokami i katami tréjkata prostokatnego da nam klucz do roz-
wiazania ogélnego zagadnienia, ktére sobie postawili$my.

Tak wiec rozpoczniemy od badania zwigzkéw miedzy bo-
kami a katami tréjkata prostokatnego.



ROZDZIAL L

Funkcje trygonometryczne kata ostrego i ich zastosowania.

O uktadzie spétrzednych prostokatnych.

§ 3. Pofozenie kazdego punktu na ptaszczyznie mozemy
wyznaczy¢ zapomocg dwéch liczb, zwanych spétrzednemi tego
punktu.

Niech beda dane na ptaszczyznie dwie prostopadte do sie-

bie proste (np. XOX', YOY na
~ A rys. 3), .zwane osiami spotrzed-
nych.

Potozenie dowolnego punk-
tu A ptaszczyzny jest w zupet-
X nodci wyznaczone, jezeli znamy
droge OMA, ktéra prowadzi
z punktu O do A najpierw po
osi 0X, nastgpnie za$ réwnolegle

y do osi OY.
Rys. 3 Na pierwszy rzut oka mo-
globy sie wydawa¢, ze wystar-
czy zmierzy¢ diugos¢ odcinkéw OM, MA, Zzeby wyznaczy¢
potozenie punktu A. Przekonamy si¢ zaraz, ze tak nie jest.
Wyobrazmy sobie, iz, majac dane osie spétrzednych, szukamy
punktu A, do ktérego prowadzi droga, sktadajaca sie z odcinkéw
o dtugosci 3 cm i 5 cm. Przekonamy sie, ze zamiast jednego
punktu znajdziemy cztery, czynigce zado$¢ temu warunkowi,



np.punkty A,, A2, A3A4 J
na rys. 4. Istotnie, odci- A
nek réwnajacy sie 3 cm.
mozemy odmierzy¢ naosi
0X badZ w prawo, badz
w lewo od punktu O;
w ten sposéb otrzymamy
na osi albo punkt M, x' M 0 M X
albo M. Dalej, druga
czes$¢ drogi, réwnajaca
sig 5 cm., mozemy od
punktéw M i M’ odmie-
rzy¢ badz wgore (réw- 1As A«
nolegle do osi OY), badZ y
wdot.

Widzimy tedy, ze
procz dtugosci odcinkéw, z ktérych sktada sie droga, wiodaca
z punktu O do A, musimy znaé¢ zwroty tych odcinkéw. Aby raz
na zawsze ustali¢ te zwroty, uméwmy sig, Ze na osiach spétrzed-
nych bedziemy uwazali za dodatnie te zwroty, ktére na rys. 4 zo-
staty oznaczone strzatkami. Wobec tego powiemy, ze OM= 3 cm.,
OM'— — 3cm., MAX--5cm., MA4= —5 cm, it d

W ten sposéb usuneli$my wszelka dwuznacznos$¢. Jakoz
do punktu A, prowadzi droga, sktadajaca sie z odcinkéw 3 i 5,

Rys. 4.

« « Az « « « « —3i5,
« - A3 « « «—3i—5
« A4 « - « c « « 3i—5

Liczby w~zgledne, zamieszczone w powyzszej tabelce,
nazywamy spotrzednemi prostokgtnemi odpowiednich punktéw.
Np. spétrzednemi punktu As sg liczby —3 i — 5. Pierwsza
z tych liczb, ktéra jest miarg odcinka OM', lezacego na osi OX,
z uwzglednieniem zwrotu tego odcinka, nazywamy odcieta
punktu A3 Druga spdlrzedna jest miarg odcinka M'ASz uwzgled-
nieniem zwrotu tego odcinka i nazywa sie rzedng punktu A3

Chcac zaznaczy¢, ze spétrzedne, powiedzmy, punktu P réw-
naja sie 7 i —2, bedziemy nieraz pisali krétko P (7; — 2),
wymieniajac zawsze najpierw odcigta punktu, potem za$ jego
rzedna.

Punkt przeciecia sig osi nazywac bedziemy punktem zero-
wym, albo tez poczatkiem uktadu spétrzednych.



0§ OX nazywa¢ bedziemy osig odcietych, 0§ 0 Y osig rzed-
nych.
Osie spétrzednych dziela ptaszczyzne na cztery czesci, ktore
nazwiemy ¢wiartkami i ponume-
¥ jemy tak, jak na rys. 5.

Cwiczenia I. 1. W ktorej cwiartce
rzedna i odcieta kazdego punktu maja
te same znaki? W ktérej cwiartce maja
znaki przeciwne? Jakie sg wsp6trzedne
punktu zerowego? Jakie sg odciete i rzed-

ni w ne punktéw, lezacych na pétprostej 0X?
na potprostej 0X'? na péiprostej OY?
na potprostej OY'!
2. Na papierze
Rys. 5 osie wsp6hrzednych i, przyjmujac szero-
kos¢ kratki za jednostke miary, wyzna-
czyé punkty o spotrzedriych (4; — 1), (—3; 7), (—8; —$). (—6; 0), (0: —5).

3. Obliczy¢ odlegiosé punktu K (4; 9) od punktu zerowego. To samo
dla punktu L {—5; — I0j. To samo ogélniej: dla punktu M (a; b).

4. Obliczy¢ odlegtosci miedzy nastepujacemi parami punktow:

a) (1; 6).i 49 b) (—8 —5) i (37

0 (—6,—3)i (10; —4) d) (m:n) i (m'nn, gdzie tn, n, m', n'
sa to liczby wzgledne.

§ 4. Niech beda dane dwie osie spétrzedinych XO X. YOY
(rys. 6) Z punktu zerowego poprowadZmy w pierwszej ¢wiartce
potprosta, tworzaca kat
ostry, a z dodatnim zwro-
tem osi OX. Jezeli na tej pé6t-
prostej obierzemy dowolne
punkty Aj, A2 As, ... i po-
prowadzimy z nich prostopa-
dte do osi OX, otrzymamy
szereg trojkatéw prostokatnych po-
dobnych, z ktérych wynika, ze

* c albl a2b2 a3p3

ys.6' . 8l ~0B,~OBs
Tak wigc, jezeli potprosta OM przechodzi przez poczatek
uktadu i tworzy kat ostry d z dodatnim zwrotem osi oX, to
stosunek rzednej kazdego punktu tej pétprostej od odcietej tego



samego punktu jest liczbg stata. Te statg liczbe nazywamy
tangensem kata a (lub kata XOM) i oznaczamy symbolem

tg a lub tg (XOM).

Mamy tedy réwnanie
tg a= ~! 0]

ktore stanowi okre$lenie tangensa.

Tangens kata ostrego jest liczbg dodatnia, gdyz spélrzedne
X, y kazdego punktu, lezacego w pierwszej ¢wiartce ptaszczy-
zny, sq liczbami dodatniemi.

§ 5. Musimy teraz zbadaé, w jaki sposéb zmienia
sie tg a, gdy zmieniamy kat ostry a

Tangens okreslilismy jako stosunek dwdch liczb (— czyli

stosunek rzednej do odcietej); zmiany tego stosunku fatwiej
bytoby bada¢, gdyby jeden z jego wyrazéw byt staty, najtatwiej
za$ dalibySmy sobie rade z postawionem zagadnieniem, gdyby

jeden z wyrazéw stosunku ~ réwnat sig jednosci. W tym celu

mozemy na osi x-6w odtozy¢ odcinek OB= 1, wystawi¢ pro-
stopadta BC i badac, jak zmieniajg sie rzedne punktéw prze-
ciecia sie prostej BC t ramieniem 'OM kata ostrego jj XOM,
gdy zmieniamy ten kat (np. obracajac OM dokota punktu O
w zwrocie, zaznaczonym strzatka na rys. 7).

Wskaza¢ sposéb zbudowania ta-
kiego kata XOM, zeby byto

A

tg (XOM)= \; 1; 2; 5; 10.
Dowie$¢ zapomoca rys. 7, ze
1) jezeli kat ostry a rosnie, to

tg a rosnie, jezeli zas a maleje, to
maleje réwniez tg a.

2) tg a moze by¢ dowolng liczbg
dodatnia (dowolnie wielkg lub do-
wolnie mata), jezeli a jest katem
ostrym.
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Cwiczenia 1l 1. Przypusémy, ze zamiast odcinka OB= 1 (rys. 7 od-
tozylismy na osi x-6w odcinek OB= 3; w jaki sposéb otrzyma¢ mozemy
kat XOM, czynigcy zado$¢ réwnaniu tg (XOM) = i? tg (XOM) = 72

2. Czy rozumowanie nasze w § 5 byto dostatecznie ogolne? Czy mie-
lismy prawo odtozy¢ odcinek OB=1?

Powtérzy¢ badanie, o ktérem mowa w § 4, zaktadajac, ze OB = a,
gdzie a jest jakakolwiek statg liczba dodatnia.

3. Zbudowaé kat ostry a, wiedzac, ze tg a = —, gdzie mi nsa licz
bami dodatniemi
4. Zbudowa kat ostry a, majac dane, ze

o tga= V2 -
di)
5. W jaki sposéb zbudowa¢ mozna kat ostry a, czynigcy zados¢

réwnaniu
tga= 01; 0,01; 0001?
tg a= 10; 100: 10000?

6. Opierajac sie na znanych wlasnosciach tréjkata prostokatnego,
obliczyé tg 45°; tg 30°; tg 60°.

7. Postugujac sie katomierzem i papierem milimetrowym, znalez¢
tg 25°% tg 55°.

8. Postepujac tak, jak w poprzedniem zadaniu, uozy¢ tabliczke tan-
genséw dla katéw 5°, 10°, 15°, 20°,—; 60"

[Nalezy tak obra¢ odcinek na osi x-6w, zeby kazdy tangens mozna
byto odrazu z rysunku odczytaé wrpostaci utamka dziesigtnego o mianow-
niku 100. Poréwnaé otrzymane liczby z kupng tablicg tangenséw. Czy ten
sposéb graficzuy uktadania tablicy tangenséw daje dobre wyniki dla ka
tow wigkszych od 70°? Dlaczego?]

9. Aby ufatwié sobie badanie zmian tangensa, uczyniliémy mianow-

nik utamka — liczba stata. Rownie dobrze moglismy obraé staty licznik
i bada¢ zmiany tangensa
w zaleznosci od zmian mia-
nownika. Przeprowadzi¢ to
badanie (rys. 8).

10. Niech na rysun-
ku 9 bedzie <€ BOAX =
= < AcMs = < AtOAa=
= AD44= a

Opierajac sie nawiasno-

0 $ciach dwusiecznej w tréjka-
cie, zbada¢, ktéra z dwoch
Rys. 8. liczb jest wieksza:'



tg2a czy 2tga?
tg3a » 3tga?

tg3a » tga+ tg2«?
tg4a » tga-ttg 3a?

Czy wobec tego tangens nosnie propor-
cjonalnie do kata?

Poréwnac ten wynik z tabliczka tangen-
sow (zadanie 8).

§ 6. Z badan, przeprowadzonych
w 88 45, wynika, Ze kazdemu katowi
ostremu odpowiada liczba dodatniaw zu-
petnosci  oznaczona, zwana tangensem
tego kata, i odwrotnie: kazda liczbe dodatnia uwaza¢ mozemy
za tangens kata ostrego, ktéry potrafimy zawsze wyznaczyé
(wjaki spos6b?). Wobec tego mamy prawo twierdzi¢, ze tan-
gens kata ostrego jest funkcja tego kata. Funkcja ta rosnie stale
wraz z katem i przybieraé moze wszelkie wartosci dodatnie, za-
réwno dowolnie wielkie, jak dowolnie mate.

§ 7. Zdobyte wiadomosciJatwo jest zastosowac do rozwia-
zywania tréjkatow prostokatnych. Niech bedzie dane np.
Zadanie. Rozwiazaé trojkat prostokatny ABC (rys. 10), ma-
jac dane: A =35°, AC= b= 40 m.
Z katami nie mamy trudnosci, gdyz
C= 90°, 5= 55

Chcac obliczy¢ dtugosci bokéw, za-
t6zmy, Ze wierzchotek A jest poczatkiem
uktadu spétrzednych, AC za$ lezy na osi
x-0w tak, Ze spétrzednemi punktu B sa
BC=y i AC=b = x.

Wiemy, ze _y
tn x '
zatem tg 35°=
skad y= 40 .tg 35°

Przeciwprostokatng ¢ mozemy obliczy¢ na zasadzie twier-
dzenia Pitagorasa.
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Z powyzszego zadania mozemy wysnu¢ nastepujaca regute:

Reguta I Dtugos¢ przyprostokatnej réwna sie iloczynowi
z tangensa przeciwlegtego kata przez diugosé¢ drugiej przy-
prostokatnej.

Funkcja kotangens.

§ 8. Przy rozwiazywaniu zadan zachodzi nieraz potrzeba
dzielenia pewnych liczb przez tangens kata. Gdyby$Smy np. w po-
przedniem zadaniu (rys. 10) mieli dana przyprostokatna a i kat
A, woéwczas moglibySmy znaleZ¢é przyprostokatna b, nie oblicza-
jac drugiego kata ostrego. Jakoz na zasadzie ustalonej co tylko
reguty mamy

a= b.t%A,

skad

Dzielenie jest dziataniem praktycznie trudniejszem od mno-
Zzenia, chcac wiec uniknaé¢ dzielenia przez tangens, wprowadzamy:
nowa funkcje trygonometryczna, zwanag kotangesem (po tacinie
cotangens).

Kotangens okreslamy jako odwrotno$¢ tangensa i oznaczamy
symbolem

, ctg a albo ctg (XOM)

Mamy tedy na mocy okreslenia
(ID

Stosujac pojecie kotangensa do rozwiazywania tréjkatow
prostokatnych, mamy
a

mozemy tedy sformutowaé nastepujaca

Regute 1l. Dtugo$¢ przyprostokat-
nej réwna si¢ kotangensowi kata przy-
legtego,pomnozonemu przez dtugo$¢ dru-
Rys. 11. giej przyprostokatnej.
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S 9. Z poréwnania obu regut wynika, ze w tréjkacie pro-
stokatnym
ctg A= tgB,
90° —A,

a poniewaz.
zatem mamy wzor ogélny
ctg A= tg (91T-A)

czyli
tangens kata ostrego réowna sie kotangensowi kata dopetnia-
jacego®.
¢wiczenia Ill. 1. Zbudowa¢ kaw a, 3 y, czyniace zados¢ réwnaniom
ctg a=2 ctg b= 45 ctgy= 072

2. Czy wobec znalezionego w § 9 zwiazku potrzebna jest specjalna
tablica kotangenséw? Zapomoca zbudowanej poprzednio tablicy tangen-
séw znalezé

ctg 40°, ctg 65°, ctg 90°.
3. Opierajac sie na znanych twierdzeniach geometrycznych, obliczy¢
ctg 45°, ctg 60°, ctg 30°.

4. 7 okreslenia kotangensa wynika, ze tg a .ctg a= 1. Sprawdzic,
czy wartosci tangensa i kotangensa, odczytane z tabliczki, czynia zadosé
temu réwnaniu. Jezeli wynik nie jest doktadny, to dlaczego?

5. W jaki sposéb zmienia sie ctg a, gdy kat a roénie od 0° do 90°?
Czy kotangens moze byc liczbg dowolnie mata? dowolnie wielkg?

6. W jaki sposob zbudowaé mozna kat a, czyniacy zadosé réwnaniom

ctg a= 01; 0,001V 0,00001
ctg a= 100; 1000; 100.000?
7. Postugujac sie rysunkiem 9 na str. 9, zbadaé, ktéra z dwoch liczb
jest wigksza
ctg2a czy 2ctga
ctg3a , 3ctga
ctg3a ctg a-j-ctg 2 a?
Poréwnaé z wynikami éwiczenia 11, 10 (str. 8).
8. Zbudowaé katy < XOM, < XOP takie, zeby byto
< XOP= 90°- < XOM.
odtozyé OM= OP i dowies¢ geometrycznie, ze tg (XOP) = ctg (XOM)
i odwrotnie.

9. Na papierze milimetrowym zbudowaé wykresy obu funkcyj tg a
i ctg a, odkiadajac na osi aréw odcinki, ktérych dtugosci miatyby sie do
siebie tak, jak wielkosci odpowiednich katéw. Wykres przedstawia tuki
krzywych, zwanych tangensoidu i kntangensoida.

nam pochodzenie nazwy »kotangens«
skich; tangens complementi czyli: tan-

‘) Spostrzezenie to wyjas
jest to skrét dwoch wyrazéw ta
gens kata dopetniajacego.
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Rozwiazaé tréjkat prostokatny ABC, majac dane:
10. A= 25° a= 16 * 11. B —15°, a= 22
12. a= 7, b= 10. 13 a= 9, 5= 25
14. Promienie storica padaja pod katem 15° wzgledem ptaszczyzny
poziomej; obliczyé diugosé cienia, ktére rzuca drzewo, majace 9,5 m. wy-
sokoéci i znajdujace sie na tej ptaszczy?i
15. Rozwiazaé tréjkat réwnoramienny, ktérego kat przy podstawie
ma 55°, wysokosé za$ ma 4,8 m.
16. Mniejsza przekatna rombu réwna sie 12 m., jeden z jego katéw
ma 130°. Rozwiazaé romb.
17. Boki prostokata réwnaja sie odpowiednio 42 m. i 50 m. Obliczyé
nachylenie jego przekatnej wzgledem bokow.
18. Wiedzac, ze tg 60°= [’ i opierajac sie na wiasnosciach dwu-
siecznej kata w tréjkacie, obliczyé tg 30°, a stad obliczyé t 15"
19. Wiedzac, ze tg 45°= 1, obliczy¢ tg 22°30'.

Tablice czterocyfrowe. Spos6b postugiwania sig¢ niemi. *

§ 10. Chcac rozwigzywaé wszelkie zadania praktyczne,
wymagajace zastosowania funkcyj tg a i ctg a, musimy posiadac
obszerniejsze tablice niz te, ktére zbudowalismy graficznie. Ist-
nieje wiele tablic, podajacych wartosci funkcyj trygonometrycz-
nych z wieksza lub mniejsza liczba znakéw dziesietnych; pod
wzgledem sposobu uzycia tablice te niewiele od siebie réznig
sig, poprzestaniemy tedy na wskazaniu, jak nalezy postugiwac
sie danemi, zawartemi w ksiazeczce: Wojtowicz. Tablice ma-
tematyczno-fizyczne czterocyfrowe.

Przypus¢my, ze chcemy znalezé wartos$¢ tg 40° 10. W ta-
blicy IX (str. 19) szukamy najpierw w kolumnie pierwszej "p°
stronie lewej kata 40°; na skrzyzowaniu wiersza, odpowiadaja-
cego temu katowi, z kolumna, majaca u gory napis. 10, znajdu-
jemy liczbe 0,8441. Tak wiec

tg40° 10'= 0,841,

W taki sam sposéb znajdujemy, ze

tg 41° 40'= 078899,
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Gdyby chodzito o warto$¢ tg 41° 43' moglibysmy znalez¢

ja przez interpolacje. Poniewaz

tg 41° 50'— tg 41° 40'= 0,0053,
zatem, zakladajac, ze w przedziale od 41° 40' do 41° 50' przy-
rosty tangensa sg proporcjonalne do przyrostéw kata, obliczyli-
byémy, ze, gdy kat wzrosnie w tym przedziale o 3, tangens
winien wzrosna¢ o 0,00159 (czyli, po zaokragleniu, o 0,0016), tak,
iz ostatecznie
tg 41°43'= 0,8915.

Ten sam wynik- otrzymamy predzej, postugujac sie ta-
bliczka «poprawek». Na skrzyzowaniu wiersza, odpowiadajacego
katowi 41°, z kolumng poprawek, majaca napis 3, znajdujemy
liczbe 16, ktéra nalezy rozumie¢ jako 0,0016. Liczbe te doda-
jemy do odczytanej poprzednio wartosci tg 40° 40', poniewaz
tangens ro$nie, gdy rosnie kat.

Z tej samej tablicy odczytywa¢ mozna wartosci kotangen-
séw. W tym celu szukamy liczby stopni w kolumnie po stronie
prawej. Jezeli np. chcemy pozna¢ warto$¢ ctg 49° 46', wowczas
w kolumnie prawej szukamy kata 49°, nastepnie za$ odczytujemy
liczbe, lezacq na skrzyzowaniu tego wiersza z kolumna, ktora ma
u dotu napis 40. Znajdujemy w ten sposoéb liczbe 0,8491, tak, iz

ctg 49° 40'= 0,8491.

Teraz musimy wprowadzi¢ poprawke, odpowiadajacg ka-
towi 6. Poprawki szukamy w tym samym wierszu. Znajdujemy
liczbe 30, ktéra nalezy rozumie¢ jako 0,0030. Poprawke te odej-
mujemy od wartosci ctg 49° 40", gdyz kotangens maleje, gdy
kat rosnie. Mamy tedy ostatecznie

ctg 49° 46'= 0,8461.

Zadanie odwrotne, t j. znajdowanie kata, gdy dany jest
jego tangens lub kotangens, nie przedstawia trudnosci. Jezeli np.
wiemy, iz

ctg a= 0,8710,
woéwczas z tablicy odczytujemy

ctg 49°= 0,8693;
tabliczka poprawek (w tym samym wierszu) nie zawiera potrzeb-
nej nam poprawki 0,0017, zawiera natomiast poprawke 0,0015,
ktéra odpowiada katowi 3. Poniewaz kat maleje, gdy jego ko-
tangens ro$nie, zatem

ctg 48° 57'= 0,8708.
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Mozemy tedy twierdzi¢
a= 48° 57 (z doktadnoscig do 1')
przyczem kat obliczyliSmy z nadmiarem.

Dziatania na wartosciach przyblizonych.

§11. W zastosowaniach matematyki operujemy liczbami,
ktore sa wynikiem pomiaréw i, jako takie, obarczone sa mniej-
szym lub wiekszym bfedem. Wobec tego w zagadnieniach prak-
tycznych musimy jasno zdawaé sobie sprawe ze stopnia doktad-
nosci, ktérg osiggneliSmy w tym czy innym rachunku.

Oznaczmy przez A iB dwie liczby dodatnie, ktére znamy
tylko z pewnem przyblizeniem, i niech przyblizone (i dane nam)
wartosci tych liczb beda a i b. Mech bedde dalej

A—a=a #—6=p

Liczby a i B nazywac.bedziemy btedami (bezwzgled-
nemi) wartosci przyblizonych. Liczby te moga by¢ dodatnie lub
ujemne, w praktyce jednak nie wiemy zazwyczaj, jakiego znaku
sg btedy a i [ to znaczy nie wiemy, czy wartosci przyblizone
dane sg z nadmiarem czy z niedomiarem.

Liczbe'dodatnia, wieksza od wartosci bezwzglednej btedu,
nazywac bedziemy gérny mkresem btedui oznacza¢ literg
gotycka.

Jesli -wiec mamy

iai<'<, 1P 1< b,
to a, b sa gérnemi kresami btedéw a i B

Zauwazy¢ nalezy, ze w praktyce nie znamy doktadnie wiel-
kosci btedéw, natomiast staramy sie zawrze poznac ich goérne
kresy. Jezeli np. dokonaliSmy pomiaru jakiej$ dtugosci, to nie
wiemy, oczywiscie, jak wielki popetniliSmy btad, mozemy jednak
oceni¢, czy jest on mniejszy czy wigkszy od 1m, od 1cm. ub t.p.

Dodawanie i odejmowanie wartosci przyblizonych. Poniewaz
mamy
(4-f5)-(a + 6= a+ p
d—h
zatem mamy prawo twierdzi¢, ze btad sumy dwéch wartosci
przyblizonych jest mniejszy od sumy gérnych kreséw bledéw
obu sktadnikow.
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Uczeri rozszerzy sam te regute na 3, 4, ... . skfadnikow.
Tak samo mamy
(A—B)—(@a—J)= a—0
<a + bh
czyli btad réznicy jest mniejszy od sumy gérnych kreséw bie-
doéw odjemnej i odjemnika.
Jezeli np. chcemy obliczy¢ sume lub réznice liczb
7,415+ 3,7920,
z ktérych pierwsza podana jest z'doktadnoscia do 0,001, druga
za$ z doktadnoscig do 0,0003, woéwczas mozemy tylko tyle twier-
dzi¢, ze btad tej sumy lub réznicy jest mniejszy od 0,0013. Wo-
bec tego w wyniku ostatecznym mozemy poda¢ co najwyzej trzy
znaki dziesigtne: podawanie czwartego znaku bytoby bezcelowe.

Mnozenie wartosci przyblizonych.
I. Jezeli jeden czynnik (nazwijmy go N) jest liczbg do-
ktadna, wéwczas
AN — aN=a.lSI
<Oi\r

a wiec btad iloczynu jest mniejszy od iloczynu z gérnego kresu
btedu jednego czynnika przez drugi czynnik.
Il. Jezeli oba czynniki sa wartosciami, przyblizonemi, to
AB —ab= (a-fa) (b-f B—ab
= a|3f aé-j-aj3
< &-foat+ ab
W praktyce mozemy czesto uprosci¢ ten wzor, gdyz zazwy-
czaj a i b sa bardzo matemi liczbami w poréwnaniu z a i b,
wobec czego iloczyn ich ab jest bardzo maty w poréwnaniu
z ab -f- ba, tak, iz tréjmian ab -f- ba-}- ab zastapi¢ mozemy przez
dwumian ab-\-bad.

1 Nie mamy prawa twierdzi¢, ze a —{j < a — b. Zbudowa¢ przyktad
liczbowy, stwierdzajacy fatszywosc tej nieréwno:

) Wyrazenie «mata liezba» nie jest Scislem pojeciem matema-
tycznem, ta sama bowiem liczba moze byé w jednym wypadku tiwazana
za wielka, w drugim za mata. Btad 0.01 gr., popetniony przy pomiarze fi-
2zycznym, moze pozbawi¢ wszelkiej wartosci pomiar i wnioski z niego wy
snute, natomiast mozemy _zupetnie pominaé btad o 10 gr. (a wiec 1000 razy
wiekszy), popetniony przy wazeniu kg. masta na targu. Jesli wiec powia-
damy, ze biad jaki$ jest «maty», chcemy tylko tyle powiedzieé, ze w da-
netn zagadnieniu nie ma on praktycznego znaczenia i ze mozemy nie bra¢
go w rachube.
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Jezeli np. mamy do obliczenia iloczyn
4531.0,7239
przyczem pierwszy czynnik dany jest z doktadnoscia do 1, drugi
za$ z doktadnoscig do 0,0001, wéwczas mamy prawo powiedzieé¢
tylko tyle, Zze blad iloczynu jest na pewno mniejszy, niz
4531.0,0001 -f 0,7239. 1+ 1.0,0001
a wiec tern bardziej jest mniejszy, niz 05-f 0,7, czyli mniejszy
niz 1,2. Napiszemy tedy
4531.0,7239 = 3280 (z doktadnoscia do 1.2).

Dzielenie wartosci przyblizonych. Mamy
A a_ Ab—Ba
B~~b~ Bb
@4xkpb—0b Pa
JtfT +pj---
ab— pa
~6(6+ B
~ ab {-ba
< b(b—b)

Ostatni utamek mozemy przeksztatci¢ tak, aby otrzymac
tatwa regute obliczania gérnego kresu bfedu ilorazu. Zauwa-
zywszy, ze wszystkie liczby zaréwno w liczniku, jak w miano-
whniku tego utamka sa dodatnie, zbadamy trzy przypadki:

I. Jezeli a<”b, to

ab + ba” ab -f-bb

& (6-b)< 6(6 —6)
_a+ b
~b—b

Il. Jezeli a= b, to

ab-f-ba a-fb
b(b - bi 67T)

1. Jezeli i jezeli iloraz a:b zawiera sie migdzy ko-
lejnemi liczbami naturalnemi n oraz n-fi, wtedy niewatpliwie
a< (» + 1) b, wobec czego mamy prawo twierdzi¢, ze

ab+ ba™ab+ b(n-f-1)b
b(b—b)< b(b — b)
_a+b(n+l)
b—b
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Tak wiec jezeli a<&, to btad ilorazujest mniejszy od a"iﬁ,

jezeli b> a, to btad ilorazu jest mniejszy od

§ 12. Chcac zastosowaé¢ poznane wzory do obliczen trygo-
nometrycznych, musimy zapamietac, Ze tablice nasze podajg war-
tosci tangenséw z doktadnoscig do 0,0001, jezeli kat nie jest
wiekszy od 60°. Jezeli kat jest wiekszy od 60°, lecz mniejszy
od 85°, mozemy odczyta¢ jego tangens z doktadnoscig do 0,001;
wreszcie tangensy katéw wiekszych od 85° podane sa tylko
z doktadnoscig do 0,01.

Dla przyktadu rozwigzmy nastepujace

Zadanie I. W tréjkacie prostokatnym ABC mamy dane

B= 56°14', b= 42,65 m.

Obliczy¢ przyprostokatna a, zaktadajac: 1) ze B i b dane
sa doktadnie; 2) ze kat B dany jest z doktadnoscia do 1', bok
b za$ z doktadnoscig do 0,01 m.

Mamy najpierw

a= b ectg B
= 42,65 =ctg 56°14'
= 42,65 =0,6686.

I. Jezeli 42,65 jest doktadng wartoscia boku b, to btad
iloczynu jest mniejszy od

42.65 = 0,0001
zatem iloczyn mozemy poda¢ z dwoma znakami dziesigtnemi.
Mamy tedy
a= 2852 (z doktadnosciag do 0,01)

I1. Z tablic widzimy, Ze jesli kat Z?=56°13', to ctgB=0,6690;
jezeli za$ B = 57°15', to ctg B = 0,6682.

Tak wigc w iloczynie

42.65 «0,6686

gérne kresy btedéw wynosza: 001 dla pierwszego czynnika
i 0,0004 dla drugiego czynnika. Wobec tego mamy prawo twier-
dzi¢, Zze biad iloczynu jest mniejszy, niz

42,65 = 00004 + 0,6686 «0,01+ 0,01 «0,0004
a wiec tern bardziej jest mniejszy, niz

43 <4 dziesigciotysigcznych -|- 67 dziesigciotysigcznych

zatem na pewno mniejszy, niz

W. Wojtowicz. Trygonometria.
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Zadanie 1l. Stojac w odlegtosci 83 m od podndza wiezy,
mierzymy elewacje jej wiwzchotka t). Obliczy¢ wysoko$¢ wiezyr
jezeli eleicacja=27°, aprzyrzad,
zapomoca ktérego mierzylismy
kat, znajdowat sie na wysokosci
1,5 m nad ziemia.

Z jaka doktadnoscig mo-
zemy podla¢ wysoko$¢ wiezy, je-
zeli przy pomiarze kata btad
nie dochodzit do 30" a przy po-
miarze odlegtosci moglismy omy-
li¢ sie nie wiecej, niz o ¥2m?

Jezeli na rys. 13 (ktory nie
jest zrobiony w skali) PM ozna-
cza wysoko$¢ wiezy, KN — od-
legto$¢ obserwatora od wiezy,
KL —wysoko$¢ przyrzadu nad
ziemia, wéwczas

NM= KL= 15m.

Z tréjkata prostokatnego
KPN wynika, ze

k=p =tg (PKN)
= 83 -tg 27°
= 83-0, 5095.

Btad, zawierajacy sie w pierwszym czynniku, jest mniejszy
od 0,5. Btad, zawarty w drugim czynniku, ustali¢ mozemy na
podstawie tablic. Jakoz zgodnie z warunkami zadania, mamy

26°30'< < PKN < 27°30
zatem 04986 < tg (PKN) < 0,5206.
Jezeli potozymy
tg (PKN) = 05095
popetnimy btad, mniejszy od 0,0111.

Stosujac regute na obliczenie gérnego kresu btedu iloczynu,

dochodzimy do wniosku, ze btad iloczynu jest mniejszy, niz
83 «0,0111+ 05 «0,5095+ 05 =0,0111
a wiec tern bardziej mniejszy, niz 1,2.

1) Jesli prosta OB (rys. 12) jest pozioma, AC za$ pionowa i jezeli
w punkcie O znajduje sie oko obserwatora, wéwczas kat AOB= a
nazywa sie elewacja albo katem wzniesienia punktu A, natomiast kat
<€BOC= P nazywa si¢ depresja punktu C.

A

Rys. 12



Poniewaz
83.0,5095 = 42,28 ....
a btad, zawarty w tym iloczynie, jest mniejszy od 12, zatem
mozemy tylko tyle twierdzi¢, ze
41,08_ < k<43,48
wobec czego, jezeli chcemy podaé odeW|edz w liczbach zaokra-
glonych, powiemy, ze
4= 42 m (z doktadnoscig do 1,5 m)

PM= 435 m (« « « o«
Cwiczenia IV. 1. Znalezé w tablicach nastepujace funkcje:
tg 48° 10' tg 62° 40° tg 157 16' tg 50° 08"
ctg 10° 20" ctg 6 30" ctg 32° 18' ctg 59° 05'

2. Znalez¢ z dokiadnoscia do 1' Katy, czyniace zado$é nastepujacym
réwnaniom:
tg a= 02931 tg a'= 0,8899 tg p= 16426 tg y= 11041
tg = 16233 tg w= 11092 tg<p'= 1,1610 tg (0'= 0,2075
3. Znalezé z doktadnoscia do 1'katy, czyniace zado§6 réwnaniom:
ctg a= 03411 ctg 0,6577 ctg y = 3,606 ctg 5= 4113
ctg @= 1,3001  ctg ®= 1,4010 ctg. = 03326  ctg = 2867

4. Zapomoca tablic znalezé z doktadnoscia do 1' katy, czyniace za-

do$é nastepujacym réwnaniom:
tg 2a= 14388 tg 50 = 1,6458 tg (p-f 109 = 1,4820
ctg 4a= 09545 ctg (2§+ 5»10) = 0,3574 ctg (49° —q)= 15419
5. Obliczy¢ katy ostre miedzy zwrotem dodatnim osi x-6w a kazda
2 prostych, taczacych nastepujace pary punktow:
(1) punkt (3; 4) z punktem (2; 1)
(1) punkt (7; 8) z punktem (—2; 5)
(1) punkt (3; —4) z punktem (—2; —8).

6. Drzewo, majace 125 m wysokosci i rosnace na réwninie, rzuca
cien diugosci 168 m. Pod jakim katem padaja promienie storica na pia-
szczyzne pozioma?

7. Stojac nad jeziorem na wysokosci 14 m nad jego poziomem, mie-
rzymy depresje a lodzi, ptynacej po jeziorze. Obliczy¢ odlegosé todzi od
brzegu, jezeli a= 18°20'

8. Kat waniesienia wiezy, zmierzony w odleghosci 65 m od jej pod-
42° o ile metréw wieza musiataby by¢ wyzsza, zeby Kat

6 e 58°20"
rzeki, mierzymy
dwukrotnie: raz w punkcie A nad brzegiem rzeki, drugi raz w punkcie B,
odleglym od A 025 m. Drzewo znajduje sie na prostej AB. Obliczyé wy-
sokos¢ drzewa i odlegtos¢ od A do drzewa, jezeli znalezione elewacje réw-
naja sie odpowiednio 62° i 48°2

10. Stojac na wzgoérzu na wysokosci 230 m nad réwnina, mierzymy
depresje szczytu i podnoza wiezy koscielnej, stojacej na tej réwninie. Ob-




liczy¢ wysoko¢ wiezy, jezeli katy depresji réwnaja sie odpowiednio 24°
i 457

11. Z okna domu, znajdujacego sie na wysokosci h nad réwnina, mie-
rzymy kat wzniesienia a szczytu i kat depresji (3 podnéza wiezy, ktora
wznosi sie na tej samej réwninie. Obliczy¢ wysokosé wiezy. Czy otrzymany
wz6r ulegtby zmianie, gdyby obserwator znajdowat sie na wysokosci wiek-
szej od wysokosci wiezy?

12. Obserwator widzi dwa samoloty pod katami wzniesienia a i B
i ma wrazenie, ze oba samoloty znajduja si¢ na tej samej prostej pionowej.
Obliczy¢ wysokosé samolotéw nad ziemia, jezeli wiadomo, iz naprawde leca
one na tej samej wysokosci i ze odlegtosé miedzy niemi wynosi a metrow.

Zastosowanie: a= 15°30', B= 11° a= 500.

13, W $ciane pionowa wmurowano poziomy pret diugosci 45 cm. Jak

diugi cien rzuca ten pret na Sciane w chwili, gdy promienie storica padaja
pod katem 23°20' do poziomu?

14. Balon wznosi sie pionowo. W chwili, gdy znajduje sie on na wyso-
kosci h metréw nad ziemia, lotnik mierzy kat depresji pewnego przedmiotu
na ziemi. Po uplywie t sekund powtarza ten pomiar. Z jaka predkoscia
$rednig wznosi si¢ balon, jezeli pierwszy kat= a, drugi= (2

15. Kolej zebata, wiodaca na szczyt Bigi w Szwajcarji, ma w naj-
bardziej stromem miejscu 25% spadku. Obliczy¢ kat, pod ktérym wznosi
sie w tem miejscu kolej. (Spadkiem nazywamy stosunek wysokosci do od-
legtosci poziomej),

16. Chcac zmierzyé $rednice rurki, wsuwamy w nig tréjkat ABC
(rys. 14), ktérego kat B = 25°, i mierzymy dtugosé odcinka BZ). Obliczyé
$rednice rurki, jezeli BD = 52 cm.

Czy mozna zastosowaé ten sposéb mierzenia, jezeli brzegi rurki nie
sa réwno obciete?

17. Rozpiecie dachu réwna sie 15 m, wysokosé dachu -wynosi 35 m;
jaki kat tworza ptaszczyzny dachu z poziomem?

f 18. Rurke barometru nachylono pod katem 40° 20" do pionu. Jak dbugi
jest stupek rteci w barometrze, jezeli w chwili do$wiadczenia cisnienie
atmosferyczne = 766 mm rteci?

10, Z jaka ia poda¢ mozna jiedz w zadaniu pourze

niem, jezeli przy pomiarze kata moglismy popetni¢ btad nie wiekszy od 40'?
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20. Z jaka doktadnoscia podaé mozna odpowiedz w zadaniu 13, jezeli
diugos¢ preta znamy z Scig do 0,1cm, a kos¢ storica— z do-
Ktadnoscia do 57

21. Cesarz chifiski Czu-Kong (XII w. przed Chr) znalazt, ze pret
pionowy, majacy 8 jednostek dtugosci, rzuca o potudniu najdtuzszego dnia
ciert dhugosci 1,54 jednostek, o potudniu za$ najkrétszego dnia cieri miat
13,12 jednostek diugosci. Na zasadzie tych spostrzezen obliczyt on nachy-
lenie ektiptyki ktore réwna sie $redniej -arytmetycznej wysokosci storica
o potudniu najdtuzszego i najkrétszego dnia). Powtrzyé to obliczenie i wynik
poréwnaé ze znanem z kursu geografji na-
chyleniem ektiptyki.

22. 7 jaka doktadnoscia mozna bytoby
poda¢ odpowied? w zadaniu poprzedniem,
gdyby dtugosé preta mozna byto wyznaczyé
z doktadnoscia do 1%, diugos¢ zas cienia
z doktadnosciag do 37%,?
23. Rys. 15 wyobraza przyrzad, zwany
kwadrantem i uzywany gdzie niegdzie
w wiekach $rednich (opisuje go np. w X111 w.
matematyk wioski Leonard Pizaficzyk zwany
pospolicie Fibonacci). Kat bge jest pro-
sty; w punkcie g zawieszony jest na nitce
ciezarek: chcac zmierzy¢ kat, celujemy wzdtuz prostej ge. Jak widaé z ry-
sunku, gidli jest kwadratem. Objasni¢: 1) w jaki sposob mierzyé mozna
tym przyrzadem depresje? 2 w jaki sposéb, nie majac tablic pod reka,
mozemy na tym przyrzadzie
odczyta¢ tangens kata de-
presji? 3) jak nalezatoby
zmieni¢ budowe kwadrantu,
seby méc mierzyé nim z réw-
na tatwoscia elewacje i de-
presje? 4) jaka podzialka na
bokach kwadratu bytaby naj-
dogodniejsza do odczytywa-
nia tangenséw?
24. Rys. 16 wyobraza
t. zw. Kwadrat Peurbacha
(XVI w}. Celujemy wzdiuz
pretaAE, ktéry osadzony jest
nazawiasie w punkcie A i $li-
2ga sie po bokach kwadratu.
Dwa boki kwadratu podzie-
lone sa kazdy na 1200 czesci
réwnych. Wyjasni¢ na przy-
ktadzie liczbowym sposob mierzenia katéw zapomoca kwadratu Peurbacha.
25. W wielu szkotach angielskich przy nauce trygonometrji dokony-
6 przyrzadu, wy: 1ego na rysunku 17




22

i sktadajacego sie z katomierza z ruchoma celownica i lusterkiem. Wyja-
$ni¢, w jaki sposéb mozna tym przyrzadem zmierzy¢ kat  BCD.

B

26. Dwie proste drogi, biegnace pomiedzy wysokiemi murami, prze-
cinaja sie pod katem a. Dwaj cyklisci, jadacy kazdy $rodkiem tych drég,
w kierunku ich skrzyzowania, dostrzec moga jeden drugiego w chwili, gdy
sa w jednakowej odlegtosci od punktu, w ktérym krzyzuja sie $rodki drég.
Jak wielka jest wtedy $¢ miedzy  jezeli $6 Kazdej
drogi= a m.

Zastosowanie: a=25 m, a= 52°.

27. Cialo W zostato zawieszone na sznurku
umocowanym w punkcie P. Na sznurek dziata w punk-
cie A sita, réwnajaca cigzarowi 20 kg, i skiero-

wana poziomo. Pod dziataniem tej sity- czesé AP

sznurka odchylita sie od pionu o 35°. 1) Obliczy¢

ciezar ciata W. 2) To samo zadanie rozwiaza¢ gra-

ficznie (rysunek 18) i poréwnaé z poprzednio otrzy-
I manym wynikiem. 3) O ile wypadnie zwiekszyé sile

pozioma, jezeli chcemy odchyli¢ AP o kat 11, 2 razy
Rys. 18. wiekszy?

iSmy o interpolacji, ktéra postugujemy
sie przy obliczaniu tangenséw i kotangenséw. OparliSmy nasze
obliczenia na zatozeniu, ze w pewnym przedziale przyrosty kata
i jego tangensy sg do siebie wprost proporcjonalne. Zatozenie to
jest fatszywe (skad o tern wiemy?), a jednak w praktyce od-
daje nam znakomite ustugi. W jaki sposob mozemy sobie ten
fakt wyjasnic?

Niech beda dane dwde wielkosci zmienne a; i y, ktérych
przyrosty (dowolnej wielkosci i dowolnego znaku —a wiec za-
réwno ujemne, jak dodatnie) oznaczamy odpowiednio przez \ x i Ay
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Zalézmy, ze przyrosty tych zmiennych sa do siebie zawsze
wprost proporcjonalne, t. j. ze

A=
he_c0015l'

i sprébujmy przedstawi¢ to zagadnienie graficznie.

Niech A, Bx A2B2 A3B3 beda trzema.warto$ciami pewnej

funkeji
V= fies),

odpowiadajgcemi wartosciom O0BU OB2 OBs zmiennej niezalez-
nej. W takim razie zaréwno A, C, jak A2D sg przyrostami
zmiennej niezaleznej i moga by¢ oznaczone przez A ec. Tak
samo CA2 oraz DA3 sa odpowiedniemi przyrostami funkcji
i moga by¢ oznaczone przez A =

tatwo dostrzec, ze

Ze="e(AAOHm
U.,AD),
jesli wiec twierdzimy, ze stosunek przyrostow Jst dla na-

szej funkcji liczbg stata, znaczy to, ze
tg fA2A, C)= tg (AsA2D),
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zatem jfA 2AxC =$fA 3A2D
i punkty Au A2 As lezg na jednej prostej.
I odwrotnie: jezeli punkty Au A2 As leza na jednej pro-
stej, wowczas
tg (A2AxC)= tg (A3A2D),

czyli = const.

Dowiedlismy tedy, ze jesli "przyrosty funkcji sa proporcjo-
nalne do przyrostéw zmiennej niezaleznej, to obrazem funkcji
jest linja prosta.

A teraz wezmy pod uwage dowolng funkcje

y = F{x),
ktérej obrazem jest jaka$ krzywa (rys. 20). Jezeli zatozymy, ze
w pewnym przedziale (np. odpowiadajacym tukowi AB tej krzy-
wej) przyrosty funkcji sa proporcjo-
nalne do przyrostéw zmiennej nieza-
leznej, znaczy to, ze obraz funkcji uwa-
zamyw tym przedziale zaodcinek linji
prostej, czyli, ze luk AB krzywej za-
stepujemy cieciwg AB. Jezeli na za-
sadzie naszego zatozenia zechcemy
obliczy¢ wartos$¢ funkgcji (t. j. rzedna),
odpowiadajaca wartosci OM zmiennej
niezaleznej, to zamiast rzednej ML
(jak by¢ powinno) otrzymamy rzedna
MK odpowiedniego punktu cieciwy.
Popetniony btad réwna sie diu-
gosci odcinka LK. Na rys. 20 btad
ten jest dodatni. Jaki ksztatt musia-
taby mie¢ krzywa, zeby btad byt
ujemny?’)

") Przypadkowo moze sie zdarzy¢, ze
biad ten réwna sie zeru, jak np. na rys.
20a. Czy mozna pomysleé sobie inny
ksztatt krzywej, przy ktérym réwniez biad
przy interpolacji w jakim$ punkcie bytby

Rys. 20a.
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Rysunki 21 i 22 wyobrazajg luki tangensoidy: pierwszy
w przedziale od 45° do 46° drugi w przedziale od 87° do 8s°.

W ktérym z tych przedziatéw interpolacja daje lepsze wyniki?
Czy na tym samym luku doktadno$¢ wynikéw, osiggnietych
przez interpolacje, zalezy od wielkosci przedziatu, w ktérym
interpolujemy?

Interpolacja, o ktérej dotad moéwilismy, nazywa sie linjowa, ponie-
waz polega na zastapieniu rzednych punktéw na luku przez rzedne odpo-
wiednich punktéw, potozonych na cieciwie tego luku, t.j. na odcinku linji
prostej. Doktadnosé, ktéra osiagna¢ mozna przy interpolacji linjowej, cze-
sto nie wystarcza, zwlaszcza, jesli krzywizna luku jest znaczna. Radzimy
sobie w takim wypadku inaczej: zamiast zastepowaé tuk przez cieciwe,
zastepujemy go przez tuk innej krzywej, fatwiejszej do obliczenia lub do
wykreslenia. Mamy wtedy do czynienia z interpolacja wyzszego stopnia.

Funkcje sinus i kosinus.

§ 14. Funkcja tangens wystarcza zupetnie do rozwiazywa-
nia tréjkatow prostokatnych, niemniej jednak postugujemy sie
w praktyce innemi jeszcze funkcjami trygonometrycznemi w celu
uproszczenia rachunkéw.

Niech bedzie dany dowolny kat ostry jfZXOM = a (rys. 23).
Uczeri dowiedzie sam, ze jakkolwiek obierzemy na drugiem ramie-
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Ot6z pierwszy z tych stosunkéw nazywamy sinusem kata;
oznaczamy go symbolem
sina lub sin (XOM).
drugi za$ nazywamy kosinusem (po facinie: cosinus) i oznaczamy
symbolem
cos a lub cos (XOM’).
Mamy tedy nastepujace okre$lenie sinusa i kosinusa:

sin a=Y cosa= % (1

§ 15. Liczby, ktore nazwali$my sinusem i kosinusem, sa
state dla danego kata, nasuwajg sie tu jednak dwa pytania:

1) czy liczby te sg zalezne od wielkosci kata ostrego a?

2) jezeli tak, to w jaki sposéb zmieniajg si¢ one wraz ze
zmiang kata?

Innemi stowy, bedziemy musieli zbadaé, czy zmieniajg sie
i w jaki sposéb zmieniajg sie stosunki

gdy zmieniamy kat ostry a.

Aby utatwic to badanie, najwtasciwiej bedzie uczyni¢ jeden
z wyrazéw kazdego stosunku statym. Jezeli np. zdecydujemy
si¢ uwaza¢ d za liczbe stata, wowczas zagadnienie nasze spro-
wadzi si¢ do nastepujacego:

W tréjkacie prostokatnym przeciwpro*sto-
katna pozostaje stata; w jaki sposéb zmieniaj[a
sie przy prostokatne, jezeli jeden z katéw ostrych
maleje lub rosnie?

Niech bedzie dany tréjkat pro-
stokatny MNP (rys. 24), na ktéorym
opisaliSmy poétkole. Jezeli zmniej-
szymy kat ostry M, otrzymamy
nowy tréjkat prostokgtny MNP',
przyczem pétprosta MP* musi leze¢ N
wewnatrz kata NMP. Wobec Rys. 24
tego musi by¢
w FKN < PKN a wiec réwniez FN <P N (dlaczego?)

Jezeli zmniejszyliSmy jeden kat ostry tréjkata, to drugi
musiat wzrosna¢, mamy tedy nieréwnosé¢

<P[NM> PNM,



a stad wynika, ze
P'Mj>PM (dlaczego?)

Widzimy tedy, Ze je$li przeciioprostokatna pozostaje stata,
kat za$ ostry maleje, to przeciwlegta temu katowi przyprosto-
katna réowniez maleje, przylegta rosnie.

(Uczen odpowie sam na pytanie, co sie dzieje z bokami,
jezeli kat ostry rosnie).

Teraz juz odpowiedZ na pytanie, dotyczace zmian sinusa
i kosinusa, nie przedstawia trudnosci.

Mech bedzie dany jakikolwiek kat ostry a (rys. 25). Wy-
obrazmy sobie, ze jedno jego ramig lezy na osi x-6w, drugie
za$ ramie obraca sig dokota wierzchotka O, bedacego zarazem
punktem zerowym uktadu spélrzednych. Na tern drugiem ra-
mieniu obierzmy punkt A o spélrzednych x, y i niech bedzie
OA = d wielkoscig stalag. Wiemy, ze

sina= cos a— %-
d &

A

Jezeli zwieksza¢ bedziemy kat ostry a (tak, iz drugie jego
ramie przybiera¢ bedzie potozenia OA, OA’, OA™ i t. d)), wéwczas
przeciwkatna d pozostanie stata, natomiast przyprostokatna
OB = x bedzie stale male¢ i moze sta¢ si¢ dowolnie mata, a jed-
noczesnie przyprostokatna A B —y musi stale rosna¢, pozostajac
jednak mniejsza od d. Wynika stad, ze gdy kat ostry a ro$nie, to
sin a rosnie, lecz pozostaje mniejszy od 1,
cos a maleje i moze sta¢ sie dowolnie matg liczbg dodatnia.

Jezeli, przeciwnie kat a maleje, to

sin a maleje i moze sta¢ si¢ dowolnie mata liczbg dodatnia,
cos a rosnie, pozostajgc mniejszym od 1 (dlaczego?)
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§ 16. Z powyzszego widzimy, ze sinus i kosinus kata ostrego
przybiera¢ moga wszelkie wartosci od o do 1, przyczem kazdemu
ostremu katowi odpowiada okres$lona w zupetnosci warto$¢ sinusa
i kosinusa. | odwrotnie: kazda liczbe, zawarta miedzy o i 1, uwa-
za¢ mozemy za sinus albo za Kosinus jakiego$ kata ostrego. Kat
ten jest w zupetnosci wyznaczony, jezeli mamy dany jego sinus
albo tez kosinus.

Tak wiec sinus i kosinus sg funkcjami kata.

§ 17. Pokazemy teraz, w jaki sposob zastosowa¢ mozna te
dwie funkcje do rozwigzywania tréjkatéw prostokatnych.

Zadanie. Rozwigzaé trojkat prostokatny ABC (rys. 26), ma-
jac dana przeciwprostokatna 'c i kat ostry A.

Jezeliwyobrazimy sobie, ze wierz-
chotek” jest punktem zerowym, aprzy-
prostokatna AC lezy na dodatnim
zwrocie osi w-6w, wowczas spétrzed-
nemi punktu B sa dtugosci odcinkéw
bia. Na mocy okre$lenia sinusa i ko-

sinusa mamy réwnanie:

SinA = ,skad a= c esin A

cosA= ”, skad b—c =cosA.

Mamy tedy nastepujaca:

Regute Ill. Diugos¢ przyprostokatnej réwna sie sinusowi
kata przeciwlegtego, pomnozonemu przez dtugo$¢ przeciwprosto-
katnej oraz dtugos¢ przyprostokatnej réwna sie kosinusowi kata
przylegtego, pomnozonemu przez dtugo$¢ przeciwprostokatnej.

§ 18. Stosujac powyzsza regute do sinusa i kosinusa kata B

w tym samym tréjkacie, mamy

a= ¢ =cos B-

b= ¢ esin B,
poréwnywajac za$ te wzory z otrzymanemi w paragrafie po-
przednim, widzimy, ze

sin A= cos B

cos A= sin B
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Poniewaz miedzy katami ostremi A i B zachodzi zwigzek

B = 90°—A,
zatem mozemy napisaé, ze
sin cos (90 —
cos A—sin (90°—

Zestawiajac te wzory z anaiogicznemi wzorami dla tan-
genséw i kotangenséw katéw dopetniajgcych, mozemy powie-
dzie¢ ogdlnie, ze funkcje kata ostrego réwnaja sie kofunkcjom
kata dopetniajacego.

/Cwiczenia V. 1. Zbudowa¢ katy a. @ . 8, 94 W, czynigce zadosé na-
stepujacym réwnaniom:
sinp= g siny= 092
cos8= f; cos = 0,46; cos u= pf.
2. W tréjkacie prostokatnym ABC przyprostokatna 6= 10 m.: jak

wielka musi by¢ przeciwprostokatna c, zeby sin (ABC) byi wigkszy od 0,97
od 0,997 od 0,999?

Zeby sin (ABC) byt mniejszy od 0,1? od 0,01? od 0,001?

3. Rozwiaza¢ analogiczne pytaniej> kosinnsie kata A

4. Zbudowa¢ graficznie tabelke sinuséw dla katéw od0° do 90° w od-
stepach co 10°

Czy tabelka ta moze stuzy¢ do znajdowania kosinusow katow ostrych?

5. Kat ostry a rosnie; ktéra z dwoch funkeyj rosnie predzej: sin a
czy tg a? Ktora predzej maleje: cos a czy ctg a?

6. Opierajac si¢ na znanych twierdzeniach geometrycznych, obliczy¢
sinusy i kosinusy katéw 30°, 45°, 60°,

7. W § 15 przy badaniu zmian sinusa i kosinusa zakiadalismy, ze

we wzorach sin @ cos a=% mianownik d jest liczb stala. Powto-

rzy¢ te badania, zaktadajac, ze mianownik ten jest zmienny, natomiast

albo x jest stale, albo y jest stale. [Wskazowka: poréwnaj Cwiczenia I1, 9]

8. Obliczy¢ wszystkie funkcje trygonometryczne katéw ostrych A i B

w tréjkacie prostokatnym ABC, majac dane nastepujace diugosci jego bo-
kéw a, b, c

@) 9; 40: 41 @y 1%

5 2£ (1) 05; 1,2; 1.3
9. Obliczy¢ wszystkie funkcje trygonometryczne katéw ostrych A iB
w tréjkacie prostokatnym ABC, w ktérym miedzy bokami zachodzi jeden
2z nastepujacych zwiazkéw:
(i/ffl =

26 (1)5a=4c (in) 4 (a+ 6)= 5¢c
10. Zapomoea tablic czterocyfrowych znalezé
sin 15° 20° sin 48°17' sin 72°39"

cos 8°40 cos 35°05" cos 84°42",
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11. Zualezé katy, czyniace zadosé nastepujacym réwnaniom:
sin a= 08418 sin @= 0,9540 sin w= 0,3211
cos 3= 09805 cos i = 0,6766 cos y = 0,5560

12. Rozwigza¢ tréjkat prostokatny ABC (gdzie C= 90°); majac dane:

15, A=42°12 228,A= 66°40"
45, B = 9°10' 521;B= 74°35'
(V) c= 119: a= 50 (V) c= 942:b= 3L5

13. Z jaka dokladnoscia obliczy¢ mozna boki a, bw przyktadach (1)
i 11) poprzedniego zadania, jezeli ¢ dane jest z dokladnoscia do 0.1 a kat
A—z dokladnoscia do 2'?

14. Droga wznosi sie pod katem 14°35. Na ile metréw wznieslismy
sie po przebyciu 2 kim tej drogi?

15. Droga wznosi sie pod katem 14°10. Jak dtuga droge musimy
przebyé, zeby wzniesé sie o 300 m?

16. Koo o promieniu 125 cm toczy si¢ po plaszczyznie poziomej.
W pewnej chwili punkt A okregu znaj-
dowat sie w polozeniu najwyzszem. Na
jakiej wysokosci nad ptaszczyzna pozio-
ma znajdnje sie obecnie punkt A, jezeli
koto obrécito sie o 67°?

Z jaka doktadnoscia podaé mozna
odpowiedz, jezeli przy pomiarze kata mo-
glismy popetnié biad nie wigkszy od 10',
a promieri zmierzylismy z doktadnoscia
do 0,17

W rombie ABCD mamy dane

a=16,2: ~4=104° 20". Obliczy¢ dhugosci

przekatnych.]
18. W réwnolegioboku ABCD mamy
dane a=18; b= 45; A — 62° 18'. Obliczy¢ obie jego wysokosci
19 Przekatna rombu jest £ razy wigksza od jego boku; obliczy¢
katy rombu.

20. Torpedowiec, ptynac z predkoscia 380H’Z‘ — w kierunku N 48° E
czyli w kierunku, ktéry 048° odchyla sie na wschéd od péinocy, spostrzega
0 godz. 10-¢j na swej drodze w odlegtosci 14 mil morskich okret. Okret
ten plynie z predkoscig 10 - - wprost na wschod. Kiedy torpedowiec
znajdowac sie bedzie doktadnie na péinoc od okretu? Z jaka doktadnoscia
oznaczy¢é mozna te chwile, jezeli wszystkie dane w zadaniu liczby uwa-
zamy za doktadne?

21.  Zapomoca tablic rozwiazaé réwnania:

sin (39~Ir12°) = 0,7009
sin (2w - 5°18" 0,5534.




22. Zbudowac katy ostre a, 3y, czyniace zados¢ réwnaniom
sin a= 2 cos a

tg @= 3etgp
tgy=2siny.
Otrzymane katy zmierzy¢ z mozliwa doktadnoscia i poréwnaé wynik
2 wartosciami jiednich funkeyj tr yeznych, podanemi w ta-

23. Opierajac sie na okresleniach funkcyj trygonometrycznych, wy-
kazaé, ze dla kazdego kata ostrego a zachodza nastepujace dwie nie-
réwnoscei :

() sina-f-cosa> 1 (N tga+ ctga» 2
wartosci kata a mamy
tga + ctga= 2?

Przy jal

24. W taki sam sposéb, jak w zadaniu poprzedniem, zbada¢, czy
prawdziwa jest nieréwnosé
(sin a —cos a)8> 1.

25. Zbadaé, czy liczby dodatnie a i 6 moga czyni¢ zadosé réwnaniom

26. Gzy réwnania ,
(1) sinx = 2sin (k. (11) cos x =2 cos ©
mozliwe 'sa przy wszelkich wartosciach katow ostrych @i o2

27. Przedstawié graficznie przebieg zmiennosci funkcji
y = sinx
gdy x zmienia si¢ od 0° do 90°.
28. To samo dla funkcji y — cos x.
Czy te dwie krzywe (zwane sinusoida i kosinusoida) przecietyby sie
i w jakim punkcie, gdyby byly wykreslone na tym samym rysunku?
29. W jaki spos6b zmieniaja sie funkcje

Naszkicowa¢ odpowiednie krzywe.
30. Zapomoca wykresu krzywych y = sin x oraz y X rozwigzaé
(w przyblizeniu) réwnanie
sinx —cos x = 0,5.
Wynik sprawdzi¢ zapomoca tablic.
31. W jaki sposéb zmienia sig funkcja y —1-)- ¢
od 0° do 90°?

32 To samo pytanie w zastosowaniu o funkeji y = e
Zeinx

33. W rachunkach przyblizonych postuguja sie niekiedy nastepujaca
reguta: Sinus kata nie wiekszego od 30° zastapié mozna w rachunku przez
Ve czg$¢ liczby stopni tego kata. Jaki jest sens geometryczny tej reguty?

Zbadaé, jak wielki btad popetniamy przy x = 5°, 10°, 15° i t. d.
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Owiczenia VI. 1 Plac tenisowy winien mieé¢ ksztatt prostokata o wy-
miarach 78 x 36 st6p. Przy zakiadaniu takiego placu odmierzono przez
pomyike bok AB = 36,5 stop, SC = 78 st, CD = 36 st, katy B i C odmie-
rzono poprawnie. O ile kat A rézni sie wskutek tego od 90°?

2. Mechanizm, przedstawiony schematycznie na rys. 28, skiada sie
2 nieruchomego preta AD i dwéch pretéw ruchomych AB i BC. Pret AB
obraca sie dokota A, pret
BC zostat w punkcie B B
potaczony zawiasemz pre-
tem AB, drugi za$ jego
koniec C zmuszony jest
do Slizgania sie po AD.
Jaka jest najwigksza moz-
liwa wartos¢ kata-AiBAC.
jezeli AB = 90 cm, BC =

3. Dwaj marynarze ®ys- 28.
wiaza po linach na maszt,

majacy 30 st6p wysokosci. Pierwszy porusza sie z predkoscia 1 P

linie, tworzacej z masztem kat 45°, drugi — z predkoscia 1,25 po linie,

nachylonej do masztu pod katem 49°. Ktéry z nich pierwszy dosiegnie
wierzchotka, jezeli wyruszyli jednoczeénie?

4. W poprzedniem zadaniu niech beda ©, i @ predkosci obu mary-
narzy. przyczem i\= 2@ Jaki zwiazek zachodzi miedzy katami a i [3
ktére liny tworza z masztem, jezeli majtkowie, wyruszajac jednoczesnie,
dosiegaja réwniez jednoczesnie szczytu?

Jakie wartosci przybiera¢ moze wiekszy z tych dwu katow?

Znalez¢ Kat j, jezeli a= 70°

5. Statek, plynacy wprost na potudnie z predkoscig 22 — , widzi
o0 godzinie 10-¢j latarnie morska o 24° na wschéd od potudnia, w pét go-
dziny za$ potem widzi ja o 37° na wschéd od potudnia. O ktérej godzinie
statek znajdowaé sie bedzie w najmniejszej odlegiosci od latarni?

Obliczy¢ te odlegtosé, jak rowniez odlegtosé statku od latarni w chwili
pierwszej i drugiej obserwacii.

6. lle czasu trzeba, aby przej$¢ na draga strone ulicy, jezeli poru-

szamy sie z predkoscia v 77 -, szerokosé ulicy réwna sie 5m ,a droga nasza

tworzy z chodnikiem kat a?
7. Dwa samochody jada jeden za drugim w odstepie d m, przyczem

oba poruszaja sie z predkoscig w i oba maja te samg szeroko$¢= 5 m.
Przechodzien zaledwie zdazyt przemknaé sie¢ pomiedzy temi dwoma samo-
chodami. Z jaka predkoscia musiat biec przechodzien, jezeli droga jego

tworzyta kat a z droga samochodéw?

W. Wojtowicz. Trygonometria. 3




8. Rys. 29 przedstawia przek

wigzania dachu. Krokwie ACiBC na-
chylone sa pod katem 36° do linji po-
ziomej AB i maja po 85 m dtugosci.
CD ma 35 m. diugosci. Obliczyé:
Rys. 29. (1) rozpiecie AB-, (2) wysoko$¢ dachu;
(3) dtugosé krokwi AD; (4) kat nachy-
lenia krokwi AC wzgledem poziomu (z doktadnoscia do 1°).
9. Na stole stoi naczynie, majace ksztatt péikuli o promieniu 8 cm.
Do naczynia nalewamy wody do wysokosci 3 cm. Jaki jest najwiekszy
Kat, o ktéry mozna przechylié¢ naczynie tak, by woda nie wylewata sie?
10. Na ptaszczyznie poziomej lezy otworem do géry pétkula zelazna,
wewnatrz prézna; promieri otworu pétkuli= 6 cm, a Scianki maja V, cm,
grubosci. W pétkuli tej lezy cienki prosty drucik, diugosci 13 cm, tak, ze
czesé drucika wystaje nazewnatrz, czesé zas, znajdujaca sie wewnatrz
potkuli, widziana jest z jej srodka pod katem 100°. Na jakiej wysokosci
nad stotem znajduja sie gérny i dolny koniec drucika?
11. Rys. 30 przed-
stawia rzut walca, ktéry
lezy na ziemi i opierasie
© mur AB. Chcac pod-
nies¢ tenwalec nieco wy-
7ej, podsuwamy pod niego
réwniepochyta CDE. Wie-
my, ze <€ CDE = 25°30',
a promieri podstawy wal-
ca= 145 m; obliczyc,
0 jaka wysokosé podnie-
siemy walec, jezeli réwnie
wsuniemy mozliwie naj-
glebiej
12. Dwie prostopadie do siebie sity /, i f2 dziataja na ten sam punkt.
Obliczy¢ wielkosé i kierunek sity wypadkowej
Zastosowanie: /i = 20 dyn, /i =45 dyn.
13. Rysunek 31 wyobraza lampke, zawieszona u sufitu na gietkim
drucie DCBA; drut zostat umocowany w punkcie A i przerzucony przez blo-
czek C, ktérego wymiaréw nie uwzgled-
niamy w rachunku. B jest to naczynie,
do ktérego w miare potrzeby nasypujemy
$rétu, aby zréwnowazyé ciezar lampki.
Ukfad sit jest w rownowadze, gdy
AB = AC= BC= ¢s m Lampka wazy
500 gr. 1) He wazy $rét w naczyniu B,
jezeli samo naczynie wazy 80 gr.? 2)
podniesie sie B, jezeli lampke opuscimy
030 cm? 3) He potrzeba $rétu wtern dru-
giem potozeniu do zréwnowazenia lampki?
Rys. 31. (Ciezaruddrutu nie bierzemy w rachube).
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14. Dwie kulki zaczynaja spadaé jednoczesnie: jedna po prostej pio-
nowej AO, draga po prostej pochytej BO. Obliczy¢ kat miedzy temi dwiema
prostemi, jezeli wiadomo, ze AO= 2BO i ze obie kulki jednoczesnie do-
siegaja punktu O

15. W ptaszczyznie pionowej lezy kolo, ktérego $rednica AB jest
prostopadta do ptaszczyzny poziomej, Z punktu A spadaja pod dziataniem
sity ciezkosci punkty materjalne: jeden z nich spada po $rednicy AB, inne —
po cigciwach AC, AD, ..... Ktéry z tych punkéw predzej dosiegnie dru-
giego korica cieciwy? Czy predkoéci tych punktéw w chwili, gdy kazdy
2 nich dosiega korica swej cieciwy, s jednakowe? Jezeli nie, to jaki mie-
dzy niemi zachodzi stosunek.

16. Opierajac si¢ na poprzedniem zadaniu, rozwiazaé¢ konstrukcyjnie
nastepujace zadanie: w ptaszczyznie pionowej dana jest prosta PQ (nie po-
zioma) i punkt A. nie lezacy na tej prostej. Po jakiej prostej winien spa-
daé z A punkt materjalny, aby mégt dosiegna¢ prostej PQ w czasie jak
najkrotszym?

17. To samo zadanie w zalozeniu, ze zamiast prostej PQ dany jest
okrag kota, nie przechodzacy przez A.

18. Samochéd jedzie z predkoscia 40 — podczas deszczu. Krople de-

szczu padaja pionowo, podroznym jednak wydaje sie, ze deszcz pada pod
katem 60° do poziomu. Z jaka predkoscia spadaja krople deszczu?

19. Niech CD bedzie wysokoscia w tréjkacie prostokatnym A ABC.
Dowiesé znanych twierdzen geometrycznych

AC*= AB.AD oraz CD*= AD .DB

wyrazajac w dwojaki sposob cos A i tg A

20. Zapomoca trygonometrji dowiesé, ze suma prostopadiych, po-
prowadzonych w tréjkacie réwnoramiennym z dowolnego punktu podstawy
do obu réwnych bokéw, réwna sie wysokosci, poprowadzonej do jednego
z tych bokéw.

21. Jezeli w poprzedniem zadaniu D jest punktem na podstawie, jak
wielka jest suma rzutéw odcinkéw AD, DB podstawy na réwne boki?

22. Dwa nieréwnolegle boki AB, CD trapezu réwnaja sie odpowied-
nio a cm i ¢ cm. Obliczyé Katy trapezu,
jezeli wiemy, ze przediuzenia tych bokéw
przecinaja sie pod katem prostym.

23. W tréjkacie réwnoramiennym
A ABC obliczy¢ (1) promieri p kota wpisa-
nego, (2) promieni B kota opisanego, majac
dane: podstawe ¢ tréjkata i kat ostry A

24. W trapezie réwnoramiennym ma-
my dane obie podstawy b, d i kat ostry A.
Obliczyé: (1) pole trapezu; (2) przekatne e, f;
(3 rowne boki a, c

25. Obliczyé szerokosé AB prostokata
ABCD (rys. 32), majac dane, ze FG = GE =
= 17 cm GH=230 cm, < GHD= 64° i ze
GH*_FE Rys. 32.
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26 Bok rombu= 20 cm, kat ostry rombu= 44°. Obliczy¢ <) prze
Katne; (2) promieri kota wpisanego,

[ 27.i0bliczy¢ bok dwudziestokata foremnego, wpisanego w kolo o pro-
mieninJfo cm,

28. Bok dziewieciokata foremnego = 8 cm; obliczyé (1) pole wielo-
Kata; (2) promieni kola opisanego.

29. W praktyce bywa uzywana nastepujaca konstrukcja przyblizona

wielokata foremnego o danym boku a. Niech bedzie (rys. 33) AB = a Bu-
dujemy tréjkat foremny A ABAe, kre-
$limy AeCJ_AB i po obie strony od
punktu As odktadamy dowolng ilo$¢
razy odcinki, réwnajace sie \a. Korice
tych odcinkéw numerujemy, jak na
rysunku. Jezeli z punktu An, jako ze
srodka, zakreslimy kolo promieniem
AnRA, wéwczas cieciwa AB  bedzie,
mniej wiegcej, bokiem «-kata forem-
nego, wpisanego w to kolo. Zbada¢ do-
Ktadnos¢ tej konstrukcji w sposob na-
stepujacy: obliczyé katy Srodkowe,
odpowiadajace bokom wielokatow fo-
remnych 0 7,9, 13, 17 bokach, i poréw-
nac je z katami $rodkowemi, wspiera-
jacemi sie na cigeciwie AB w zbudo-
wanych przez nas kolach.

30. Bardzo prosta jest nastepujaca konstrukcja przyblizona siedmio-
kata foremnego. Majac dane kolo o promieniu r, odktadamy, poczynajac
od dowolnego punktuA okregu, cieciwe AB = r, poczem kreslimy BCJ_OA. m
Odcinek BC bardzo mato rézni sie od boku siedmiokata foremnego, wpisa-
nego w dane kolo,

Wykazaé, ze jesli r= 100 cm, to odcinek BC rézni sie mniej, niz
00,2 cm od boku siedmiokata wpisanego.

31. Mamy dane kolo o promieniu r. Obliczyé kat a migdzy stycznemi,
wychodzacemi z punktu A, jezeli odleglos¢ tego punktu od Srodka kota

Zastosowani™: r= 16 cm, d= 25 ¢
32. Kolo o promieniu 20 cm
obraca sie dokota punktu B, od-
legtego 0 10 cm od jego $rod-
ka C (rys. 34). Pret AD obraca
sie dokota punktu A i pozo-
staje zawsze styczny do Kola.
AB = 50 cm. Wykresli¢ w skali
1:5 figury, odpowiadajace naj-
wyzszemu i najnizszemu poto-
zeniu preta, i obliczy¢ w obu
Rys. 34. przypadkach kat -"DAB. A
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33. Niech prosta AB w zadaniu 32 przecina okrag w punkcie E. Jak
wielki jest kat. <€cBAB w chwili, gdy E znajduje sie w najwyzszem lub
najnizszem potozeniu wzgledem prostej AB'?

34. Tarcza zegara t iona jest pionowo; 6wki maja 12 cm
i 8 cm diugosci. Obliczy¢ odlegtosci koricow wskazéwek od prostej pozio-
mej, poprowadzonej przez $rodek tarczy, jezeli zegar wskazuje 2 g. 10 m.

35, Z pokoju prowadza na kurytarz =drzwi, ktérych szerokosé = d.
Szerékosé kurytarza=p - Z pokoju chcemy przesunaé na kurytarz stoh, kt6-
rego szeroko$é = b. Jaka jest najwieksza diugosé a stotu, przy ktérej mozna
przesunaé go, nie podnoszac i nie przechylajac?

36. W oknie na wysokosci 11 m nad ulica stoi piaskie lustro. Storice
chowa sie w tej chwili za przeciwlegta kamienice i ostatnie jego promienie,
odbiwszy sie od lustra, trafiaja w podnéze kamienicy. Obliczy¢ szerokos¢ x
ulicy i wysokos¢ h kamienicy, jezeli promienie storica padaja pod katem 25°
wzgledem poziomu, a lustro tworzy kat 7° z pionem.

37. W jakich granicach zawiera¢ sie moze biad popetniony przy obli-
czaniu wysokosci kamienicy (zad. 36), jezeli, mierzac kat, ktory IUstro two-
rzy z pionem, moglismy omy-
li¢ sie nie wiecej, niz u 12

38. Na rys. 35 punkt O
oznacza maty otwér w okien-
nicy, przez ktéry wpada do po-
koju promieny storica. Wiedzac,

e promien obraca sie w ciagu
godziny o 15° dokota O i ze
AB - 2 m, CA GB= 25 m,
0@= 22 m, obliczyé: 1) w cia-
gu jakiego czasu promieri prze-
sunie sie od OA do OB? 2) jak
wielkie sa katy, pod ktéremi OA
i OB sa nachylone do podtogi?

39. Obliczyé diugosé pot-
cienia, jaki rzuca slup, majacy
3 m wysokosci, w chwili, gdy wysokos¢ érodka tarczy stonecznej réwna sie
37°. (Tarcze stoneczna widzimy pod katem 30').

40. Pewien mechanizm sktada sie z pretéw AB, CD, obracajacych
sie dokota punktow A i C, przyczem koniec D drugiego preta $lizga sie po
pierwszym precie. Obliczyé kat <€.BAC=§ w zaleznosci od kata<Z>CA = 9
od diugosci preta CD= b oraz odcinka AC = a

41. Po jednej stronie rzeki znajduja sie dwa punkty obserwacyjne
A i B, po drugiej stronie — drzewo D. Zmierzono odcinek AB = d oraz
katy < DAB = a, < DBA = §. Obliczy¢ szerokos¢ rzeki.

42. Majac dane trzy wymiary prostopadioscianu a, b, ¢, obliczy¢
li kat a, pod ktérym przekatna nachylona jest do podstawy; (2) kat @
.miedzy przekatnemi prostopadtoscianu.

43. Chcac obliczyé pojemnosé sali, zmierzono dhugosé jej a, szero-
ko6 b, kat a miedzy przekatna sciany bocznej; i podioga; wreszcie kat B
miedzy przekatna $ciany przedniej i podioga.

-
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(1) Wykazaé, ze'jeden z tych pomiaréw byt zbyteczny;
(2) wykonaé obliczenie, kiadac a = 184; h= 118 a = 31°48'
@B= 44°01%
(3) sprawdzi¢ rachunek zapomocq tej z posrod powyzszych czterech
liczb, ktéra nie postugiwalismy, sie przy obliczaniu pojemnosci sali
44. Obliczy¢ kat, pod ktérym nachylona jest do podstawy $ciana
boczna pa prostego o i j, jezeli bok pod
« = 40 cm, wysokos$¢ ostrostupa h= 65 cm.
45. W ostrostupie prostym o podstawie kwadratowej dana jest kra-
wedZ boczna a i kat a miedzy krawedzia boczng a krawedzia podstawy.
Obliczyé wysokosé ostro-
P stupa
46.W czworoscianie
foremnym obliczy¢: -
(11 kat nachylenia
Kkrawedzi bocznej do pod-
stawy;
(2) kat miedzy Scia-
na boczna a podstawa,
47. W graniastostu-
Rys. 36. pie prostym o podstawie
tréjkatnej (rys. 36) obli-

czy¢ kat  PAC = x, majac dane:

< PCB= 90°. < QAD= a, oraz <DdC = @
8. Obliczy¢ promien ziemskiego réwnoleznika, na ktérym lezy F
znari. Szerokos¢ geograficzna Poznania 9 = 52° 25'; promieri kuli ziemskiej
i?= 63774 km.

[Szerokoscia geograficzng danego miej-
sca nazywamy kat miedzy paszczyzna réwnika
a promieniem ziemskim, przechodzacym przez
to miejsce; np. kat AOC na rys. 37].

49. Szerokosé geograficz
= 52°13' (z doki. do 1). Obliczyé dlugoséj
drogi, ktéra mieszkaniec Warszawy przebytby
w ciagu 1 godziny skutkiem obrotu ziemi do-
kota wiasnej osi, gdyby ziemia nie posiadata
2adnego innego ruchu,

ay 50. Dwaj obserwatorowie A i B, znajdu-
jacy sie na rowninie i odlegli od Siebie o m
metrow*, dostrzegaja balon Ci obaj znajduja, ze kat elewacji balonu= a;
précz tego pierwszy obserwator widzi odcinek BC pod katem {3 Obliczyé
wysokosé balonu nad réwnina,
Zastosowanie: »a= 3500 m; a = 38°15" B= 47° 10"
51. Z punktu K, lezacego na prostej PP', widzimy pod tym sam
katem wzniesienia a wierzchotki A, A" dmoch masztéw pionowych PA = h
i P'A'= li. Katy wzniesienia tych samych wierzchotow masztow, zmie-
rzone w punkcie B, réwnaja sie odpowiednio [3 i a'. Dowiesé, ze jesli
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punkty P, P, K, R lezaw jednej ptaszczyznie poziomej i jezeli <€ PRP" = 90°
wowezas musi byé
{h-f- 'Y ctg2 @= h2 ctg2 P-f- k'2 ctg2 P.

52. Stojac na réwninie, na potudnie od pewnej wiezy, mierzymy jej
kat wzniesienia a. Nastgpnie posuwamy sie¢ 0 32 m na zachéd i znéw mie-
rzymy jej kat wzniesienia p. Obliczyé wysokosé wiezy, jezeli tg a= 2,5,
«®P—fe

53. Do naczynia, na stole i ksztalt pr
$cianu, nalano tyle wody, ze jesli, obracajac naczynie dokota krawedzi AB
podstawy, nachylimy je tak, iz krawedz BC podstawy tworzyé bedzie kat a
z ptaszczyzna pozioma, woéwczas woda siega¢ bedzie krawedzi CD pod-
stawy. Do jakiej wysokosci nalano wody, jezeli BC = a cm?

54. Dane s3 dwie plaszczyzny a i p, przecinajace sie wedtug pro-
stej AB. Na ptaszczyznie a dany jest tréjkat A MNP, ktéry rzutujemy na
ptaszczyzne p. Dowiesé, ze pole rzutu réwna sie polu rzutowanego tréj-
kata, pomnozonemu przez kosinus kata miedzy ptaszczyznami a i p.

[Wskazéwka: Rozwazy¢ najpierw przypadek szczegélny, gdy jeden
2 bokéw tréjkata A MNP jest réwnolegly do AB.

55. Grani Ip prosty o i 3 j foremnej prze-
cieto ptaszczyzna, nachylong do podstawy pod katem 32°. Obliczyé pole
przekroju, jezeli bok podstawy graniastostupa= 6 cm.

Konstrukcyjne rozwigzywanie réwnan
trygonometrycznych.

§ 19. W zadaniach poprzedniego paragrafu mieli$my nie-
raz do czynienia z réwnaniami trygonon”etrycsnemi, t. j. z row-
noéciami, w ktérych sktad wchodzity funkcje trygonometryczne
niewiadomego kata, przyczem réwnosci te sprawdzaly sie tylko
przy pewnej oznaczonej wartosci tego kata J. Te warto$¢ nazy-
wamy rozwigzaniem albo pierwiastkiem réwnania. Np. réwnanie
trygonometryczne

sin a= k,

w ktorem o < k<[ 1 potrafimy rozwigza¢ w przyblizeniu, a cza-
sem doktadnie, zapomoca tablic, przyczem znajdziemy jeden
tylko kat ostry a, czynigcy mu zado$c.¥

* Pozniej, gdy poznamy funkcje trygonometryczne katow wigkszych
od ostrego, przekonamy sie, ze kazde réwnanie trygonometryczne — o ile
posiada rozwiazania —ma ich nieskoriczenie wiele.
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W praktyce zachodzi nieraz potrzeba rozwigzania réwnan
trygonometrycznych konstrukcyjnie, nie za$ zapomoca
tablic.

Zadanie 1. Rozwigza¢ konstrukcyjnie nastepujace réwnanie,
_zachodzace miedzy katami ostremi,

sin x = tga.

Chodzi o zbudowanie kata ostrego x, ktérego sinus row-
natby sie tangensowi danego kata ostrego a. Jest to o tyle tylko
mozliwe, o ile prawa strona réwnania jest mniejsza od 1,

czyli o ile tg a<Cl,
skad warunek, ze a<45°.

Zatozmy, ze warunek ten jest spetniony, i pomnézmy obie
mczedci réwnania przez stalg liczbe b, ktéra uwaza¢ bedziemy
za dhugo$¢ pewnego odcinka.

Mamy tedy bsinx = btga

Oznaczmy kazda z dwdch czesci réwnania przez y, czyli

zastgpmy dane réwnanie przez dwa nastepujace:
y= 6sina (1)
y=btga @)

Z réwnania (2) widzimy, ze y jest przyprostokatna, prze-
ciwlegta katowi a w'tréjkacie, ktérego druga przyprostokatng

jest odcinek b. Mozemy z tatwoscia
B  zbudowaé taki tréjkat, a wiec i,odci-

nek y. Narys. 38 mamy CAB= a,
y AC=b, BC=y.

Ale z réwnania (1) wynika, ze ten
sam odcinek y ma by¢ przyprostokat-
na, przeciwlegta niewiadomemu kato-
wi @ w innym tréjkacie, ktérego prze-
ciwprostokatna jest odcinek b.

W celu wiegc znalezienia kata x budujemy pélokrag na
$rednicy AC = b, z Okreslimy luk promieniem CB —y i otrzy-
mujemy zadany tréjkat prostokatny A ACD, w ktérym

DAC = x.
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Zadanie 1l. Rozwigzaé¢ konstrukcyjnie réwnanie
cos = 1— (@a>mo0, b> o).

Chodzi o zbudowanie kata ostrego p, czynigcego zado$¢
powyzszemu réwnaniu, przyczem a i b uwazamy jako dtugosci
pewnych odcinkéw. Narazie kat taki potrafimy zbudowac tylko
wtedy, gdy (dlaczego?)].

Mnozac obie czesci réwnania przez b, mamy

b cos = b—a,
oznaczajac za$ kazda cze$¢ réwnania przez y, mamy
y = b cos @ (=)
y=b—a @)

Poniewaz odcinki b i a sa nam dane, zatem na podstawie
réwnania (2) mozemy zbudowaé¢ odcinek y. Po zbudowaniu tego
odcinka wystarczy zauwazy¢, ze na mocy réwnania (1) jest on
przyprostokatna przylegta niewiadomemu katowi @w tréjkacie,
ktérego przeciwprostokatna = b.

Uczen wykona sam konstrukcje.

Cwiczenia VIl. 1. Rozwiaza¢ zapomoca konstrukcji nastepujace row-
nania trygonometryczne, w ktérych @ jest katem niewiadomym:
(1) cos = tg a; @) sin@= ctga; (3 tgep= I+~
@) sine= sina-j-cosa; (5 tg@= sina+ cosa,

2. W tréjkacie prostokatnym ABC obliczy¢ jako funkcje przeeiw-
prostokatnej c i kata ostrego A

(1) wysokosé hc,

(2) rzuty przyprostokatnych na przeciwprostokatna.

3. Z punktu A (ponad ulica) widzimy pod katem prostym wysoko$é
h domu, lezacego po drugiej stronieulicy. W tym samym punkcie kat wznie-
sienia szczytu domu= a. Obliczyé wysokos6 h, jezeli szerokos ulicy = m.

4. Zbudowaé katy ostre a, czyniace zado$¢ réwnaniom:

(1sina= $ (2) sina cosa = f.

5. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktorym a= b, wyrazi¢ pod-

stawe ¢ oraz wysokosé ha jako funkcje boku a i kata ostrego A.

1) Gdy poznamy funkcje trygonometryczne katéw dowolnie wielkich,
przekonamy sig, ze mozna rozwiazaé to samo réwnanie w przypadku ogél-
niejszym, mianowicie kiedy



(2) Opierajac sie na znalezionej zaleznosci, rozwiazaé konstrukcyjnie
réwnanie
7 sina cosa= 5,
w ktérym a oznacza kat] ostry.
6. Opierajac sie na zadaniu 2, rozwiaza¢ réwnanie:
(1) sintp= sina cosa; (2) tg9 = sina cosa;
@ sineg=j ; (@ sin2p= sina cosa.

7. Zbada¢ geometrycznie, czy jest prawdziwa nierownos¢

w ktérej a oznacza kat ostry.
Czy moze by¢ kiedykolwiek
.sma cosa=]?
Czy moze byé¢ . sina cosa> |?

8. Zbada¢ geometrycznie, w jaki sposéb zmienia sie funkcja

gdy kat ostry a rosnie i przybiera wszystkie wartosci miedzy 0° a 90°.
9. Rozwiazaé réwnanie

to~— cos2a—1"
Jak wielki musi by¢ kat a, zeby mozna byto zbudowaé kat ostry 4
[Wskazéwka: czy tg @ moze by liczba ujemna?]
10. Rozwiazaé konstrukcyjnie r réwnania
sprawdzi¢ zapomoca tablic, obierajac na a jakakolwiek wartosc:
(1) tg9 = sin2d cosa (2) ctg = cosz2a =sina.
11. Zbudowaé na tej samej figurze odcinki 0% xs,
czynigce zado$¢ réwnaniom
xl= asina, x2= asinfa, x*= asin3a, ...
12. Zbudowa odcinki a., a as, czyniace zado$é réwnaniom
Xi= atga, xt= atg2a a‘= o tgra.

13. Rozwiazaé konstrukcyjniej"analitycznie nastepujace dwa réwna-
w ktérych a oznacza kat ostry:

i 7
(1) sin'a-j- cosJad

[Wskazéwka: jaki sens mozem
r4+ ccos A7
14, Dwoma sposobami zbadaé, czy] prawdziwa jest nierownos¢

Gw tréjkacie prostokatnym suma

a mianowicie (1) podstawiajac zamiast sina, ctga ich okreslenia, (2) zapo-
moca zwiazkéw, poznanych w zadaniu 2.
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15.  Zbada¢, czy prawdziwa jest nierownosé

16. Majac dana przeciwprostokatna c i kat ostry A, obliczy¢ odcinl
u, v. ktére dwusieczna kata prostego wyznacza na przeciwprostokatnej. Zba-
dag, jak zmieniaja sie te odcinki, gdy kat A rosnie. Sprawdzi¢ geometrycznie

17. Majac dane odcinki u, v (zad. 16),

(1) zbudowaé tréjkat prostokatny;

(2) rozwiazaé ten tréjkat.

18. Dane jest koto o promieniu r= 18 cm i w nim $rednica AOB.
Na przedtuzeniu $rednicy obieramy punkt C i kreslimy styczng CD. Obli-
czy¢ diugosci odcinkéw CD, OC, jezeli wiadomo, ze <€ DAO = a= 252

19. Na zasadzie poprzedniego zadania zbudowa kat a (a < 45°) jez
mamy dane

1) tg 2 2 2a; @ —i—
Mtg2Q (@ cos 2a ® i

20, Jakiemu warunkowi powinien czyni¢ zados¢ Kat ostiy a, zeby
przy wszelkich wartosciach rzeczywistych zmiennej x zachodzita nieréwnos¢
X*+ X+ tg«>f?

Zwiagzki miedzy funkcjami trygonometryczuemi tego
samego kata ostrego. Tozsamosci trygonometryczne.

§ 20. Widzielis$my, ze, majac dang ktorakolwiek z czterech
funkcyj trygonometrycznych sin a, cos a, tg a, ctg a, mozemy
znalez¢ kat ostry a badZz zapomoca tablic, badZ zapomocg kon-
strukcji. Dowodzi to, ze te cztery funkcje nie sg od siebie nie-
zalezne, ze muszg zachodzi¢ miedzy niemi jakie$ zwigzki tak,
iz jesli znamy jedna z nich, wéwczas trzy pozostate funkcje
powinny byé w zupetnosci wyznaczone.

Zwigzki te wynikaja bezposrednio z okreslenia funkcyj
trygonometrycznych.

Istotnie, poniewaz

sina= -j, cos«= ~,

zatem rachunek wskazuje, ze musi by¢
sina )
@\
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Réwnie tatwo jest ustali¢ zwigzek miedzy sinusem i kosi-
nusem tego samego kata. Z rys. 23 na str. 26 mamy
oc2-\-y2= d2

skad

czyli sinza+ cos2a= 1. ™.

Wzory Vi V sg tozsamos$ciami trygonometrycznemi, gdyz
pozostaja prawdziwe, jakakolwiek warto$¢ przypiszemy katowi
ostremu a.

§ 21. Majac dana ktérakolwiek funkcje kata ostrego a,
mozemy obliczy¢ trzy pozostate jego funkcje. Niech bedzie dane
np. nastepujace

Zadanie 1. Wiedzac, ze sina= m, obliczy¢ cos a, tg a, ctga.

Musimy zacza¢ od obliczenia kosinusa (dlaczego?).
Z tozsamosci V wynika, ze

cosa= + /1 —sinza
—*V 1—m2

Otrzymali$my dwie wartosci na cos a, poniewaz jednak
kosinus kata ostrego jest zawsze liczbg dodatnia, zatem tylko
jednaz tych dwéch odpowiedzi czyni zado$¢ warunkom zadania I).

Mamy tedy

cosa= y1—mz

Z tozsamosci IV wynika, ze

Zadanie 1. Wiedzac, ze ctga —m, obliczy¢ trzy pozostate
funkcje kata ostrego a.
Z tozsamosci IV wiemy, ze
cos a
sina
Vi—sinza ik
sina (tozsamos¢ V)

ctg

1) Pézniej, gdy poznamy funkcje katéw dowolnej wielkosci, prze-
konamy sie, ze wartos¢ ujemna kosinusa ma réwniez sens, nie odpowiada
ona jednak katowi ostremu, o ktéry nam w danym wypadku chodzi
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zatem

skad
sina= +
'yl A-m2
Znéw otrzymalismy dwie wartosci na sin a, z ktérych tylko
dodatnia czyni zado$¢ warunkom zadania. Mamy tedy

1
sma= -—= »
I +7»2
tga= — =
9 m

Uwaga. Te same wzory mozna w nastepujacy sposob
otrzymac na drodze geometrycznej. Mamy
Hetg d— m
_m
- T
kat wiec a jest katem ostrym tréjkata
prostokatnego, ktérego jedna przyprosto-
katna= m, druga za$=1 (rys. 39). Na
mocy twierdzenia Pitagorasa przeciw-
prostokatna= ]1+ m2 Stosujac teraz
do naszego trojkata okreslenia funkcyj
trygonometrycznych, otrzymamy te same Eys. 39,
wyniki, co poprzednio.
§ 22. Zwiazki, zachodzace miedzy funkcjami trygonome-
trycznemi, stanowig niewyczerpane zrédto tozsamosci, ktére
sprawdzamy w taki sam sposob, jak tozsamosci algebraiczne.

Zadanie I. Sprawdzi¢ tozsamosc

Przeksztatcamy lewa czg$¢ tozsamosci w sposéb nastepujacy:

sinz a

cos2a . »
(tozsamos¢ V)
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a poniewaz tozsamo$¢ IV (str. 42) orzeka, ze

zatem istotnie
ctgz a.

sm* a

Zadanie Il. Sprawdzi¢ tozsamost

Przeksztatcajac lewa czes¢ tozsamosci, mamy

sin2a -j- cos2 a

= (sina+ cosa) .
sina cosa

= (sina-f-cos a).

sma cos a
~ Sma cosa

Zadanie Ill. Sprawdzi¢ tozsamo$é
tg2 — sinz2 q)—--S'm @

Mamy

=S G~

.2 1—cos2@

sing g
c0s29"

Cwiczenia VIII. 1. Obliczy¢ wartos¢ sin a, cos a, ctg a, jezeli tga= m,
2. (bliczy¢ x = sina cos @-]-cosa sin [3 jezeli sina= £

3 cosa= —; obliczy¢ trzy pozostate funkcje.

4. Jaka zaleznoé¢ zachodzi miedzy liczbami m i p, jezeli
(1) cosa= wi; tga—p

(@ tga+ ctga= w; tg*a—ctgsa=p°-
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5. Mamy dane, ze y = cos-p — sin-p; wyrazi¢y jako funkcje kosi-
nnsa kata p i obliczyé wartosé tej funkcji, gdy = 307, 60°, 45°.

6. Mamy dane, zey = £~ ~; wyrazi¢ y jako funkcje kosinusa

kata d i obliczyé wartosé tej*funkcji, gdy'a = 10°, 30°,'60°

W jaki spos6b zmienia sie y, gdy kat ostry a ro$nie?

7. Wiemy, ze y = cos' @— sind gp wyrazié y jako funkcje sinusa
kata q Jak zmienia sie y, gdy Kat ostry @ roénie? Czy y moze réwnaé
sie zeru? Czy moze byé liczba ujemna?

8. Jezeli liczby @ i a sa dodatnie i jezeli

toa= @&
Sprawdzi¢ nastepujace tozsamosci:

sina-j- cos a
9. I+ ctgaZ™ 2

10. cos*a+ sinda =

— 2 sinza cos2a.
11. (tg a+ ctga)*'= sin, g g-

12. sin2@-(- cos4p — cos2p + sinap.

13. tgp —ctgp = (tgp —1) (ctgp + 1).

14 ctS'? + i+ co” = ii5"-
i5-W + sin») fe h -H =co,a-

, 1+ cosa_ 2

16. 1 j_cosa. sin a

17 gt g™ o« 1o

L9 (si*a _ coi-a) sina cos = ctSa— a-
2-(sb-ari) » *?*+«*«!=b b cSr'-
21.1-2

22. — cosaj —sina) (St + ctsa)=1<

23. Dowiesc, ze wartosci x = a cosy, y = b sinp czynia zadosé row-
naniu bz a2+ a2 Jo= «262
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24. Dowiesé, ze x = a cos2p, y — a sin @ cos @ czynia zadosé row-
naniu x2-f-y- = ax,

25. Dowiesé, ze x = ~ y = b tg#m czynia zados¢ réwnaniu
b2x2—a2y‘= a2i2

26. Dowiesé, ze, jezeli x = r sina cos f,y = rsinasinjgs= rcosa,
wowczas musi byé

X = to2a oraz x24-«2-47* —r2

27 Dowiesé, ze, jezeli boki tréjkata prostokatnego tworzg post

arytmetyczny, wowczas sinusy jego katéw ostrych réwnaja sie f i y

Zastosowanie rachunku logarytmicznego do

trygonometrii.

§ 23. We wszystkich naszych rachunkach obchodzilismy
sig dotad bez logarytméw, jezeli jednak mamy do czynienia
z liczbami nieco wiekszemi, wéwczas dogodniej jest zastosowac
rachunek logarytmiczny. To tez praktycy, majacy ciagle do czy-
nienia z dtugiemi i czgsto zawitemi rachunkami trygonometrycz-
nemi, postuguja sie logarytmami. Dla wygody takich rach-
mistrzéw zostaty obliczone specjalne tablice, podajace odrazu
wartosci logarytméw funkceyj trygonometrycznych poszczegél-
nych katéw. Majac pod reka takie tablice i chcac np. znaleié

Ig sin 34°20,
nie mamy potrzeby szuka¢ najpierw wartosci sin 34° 20", nastegp-
nie odnajdywac jej logarytm, lecz, znajac kat, odczytujemy od-
razu logarytm jego sinusa. | odwrotnie: znajac logarytm sinusa
lub tangensa, odrazu odczytujemy Kat.

Budowa takich tablic w naszej ksigzeczce jest zupetnie po-
dobna do budowy tych tablic funkcyj trygonometrycznych, kté-
remi dotad postugiwalismy sie. Nie bedziemy tedy wdawali sie
w opisywanie tablic, przypomnimy tylko, ze poniewaz sinus i ko-
sinus sg utamkami, zatem logarytmy ich sg liczbami ujemnemi.
W celu unikniecia ujemnych mantys, tablice podaja odrazu dopet-
nienia tych logarytméw, a wiec logarytmy sinuséw i kosinuséw
podane sa w tablicach z ujemng cecha i dodatniag mantysa. To
samo dotyczy logarytméw tangenséw katéw mniejszych od 45°,

Jezeli szukamy logurytmu sinusa lub tangensa, odczytu-
jemy stopnie kata w pierwszej kolumnie po stronie lewej, mi-
nuty odczytujemy u goéry, a poprawki dodajemy;
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jezeli natomiast mamy do czynienia z logarytmem kosi-
nnsa lub kotangensa, woéwczas stopnie kata odczytujemy wpier-
wszej kolumnie po stronie prawej; minuty odczytujemy u dotu,
a poprawki odejmujemy (dlaczego odejmujemy?)

Pamigtajac o tych regutach i postugujac sie tablicg 1V,
majaca u goéry napis Lg- sin, znajdujemy, ze

Ig sin 34° 20'= 2,7513.

Tak samo, jezeli tg A =1,8345,
to A —34°20.

Btad, jaki mogli$my popetni¢, jest napewno mniejszy od 1'.

g 24. Pokazemy jeszcze na przyktadach, jak nalezy ukta-

dac¢ rachunki logarytmiczne przy rozwigzywaniu tréjkatéw pro-
stokatnych.

Zadanie I. Rozwigzaé tréjkat prostokatny, majac dane
b= 2501 m, B= 65°10.

DANE: b= 2501 ZNALEZIONE: A = 24° 50’
B = 65°10 a= 1157
c= 27,56
OBLICZENIE BOKU a OBLICZENIE BOKU c.
a= bmctg B c_ N .
sin B
lga = Igé + Igctg.B Ig c= Ig b-f- colg sin B
lg 25,01 = 1,3981 Ig 25,01 = 1,3981
Ig ctg 65°10'=1,6654 colg sin 85° 10'= 0,0421
lga= 10635 Igc= 14402
a=11,57 c= 27,56

SPRAWDZENIE.
62= c2—a2= (c+ a) (c—a)

2 Ilgb= Ig(c-fa)-j-lg (c—a)
c+ a= 39,13 c—a= 1599
g 39,13= 1,5925 Ig 2501 = 1,3981
Ig 15,99= 1,2038 21g 2501= 2,7962.
21g 6= 2,7963

W. Wojtowicz. Trygonometria- 4
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Zgodno$¢ wynikoéw otrzymanych przy sprawdzeniu mozemy
uwaza¢ za dostateczna. Istotnie kazdy logarytm w tablicach za-
wiera btad mniejszy od 0,0001; poniewaz Ig 24,01 mnozylismy
przez 2 i skutkiem tego zwiekszyliSmy dwukrotnie zawarty
w nim btad, a z drugiej strony, przy dodawaniu logarytméw
Ig 39,13+1g 15,99 btedy wrnich zawarte mogty rowniez zsumowac
sig, zatem zrozumiata jest rzecza, ze obliczajgc dwoma sposobami
1g(629, mogli$my otrzymac¢ wyniki, rézniace sie¢ od siebie 0 0,0001.

Zadanie Il. W tréjkacie prostokatnym mamy dang przy-
prostokatng a= 34,83 m i kat B= 48°35. Obliczyé: 1) bok b;
2) o ile zwiekszy¢ trzeba kat B, zeby przy statym boku a, bok b
wzrést o 20 m.

1) OBLICZENIE BOKU b.
b= a mtgB, zatem Igb= Iga+ IgtgB
Ig 34,83= 15420

Ig tg 48° 35'= 0,0545
lg6= 15965
b= 3949.

2) OBLICZFNIE KATA B+ w.

tg(B+ x)= 1lgtg (B + o)—Ig (6 + 20)+ colg a

Ig 59,49 = 17745

colg 34,83 = 2,4580
Igtg (B + jo= 0,2325
B+ x = 59°39

x — 11°04"

Owiczenie IX 1. Rozwiazaé tréjkaty prostokatne:

DANE: SZUKANE:

c= 8795 B= 31°23 a= 7508 6= 4579 A = 53°37
¢ = 51,67 A= 41°33 0= 3427 6= 3866 B = 48°27"
0= 3217 6= 19,35 A= 5828 B= 31°02 e= 3754
0= 296 b= 386 A= 37°29° B= 52°31' c= 4864
b=852 B = 42°48 A= 47°12° 0= 9201 c= 1254
6=34,27 B —41°32' A= 48°28'" 0= 3869 = 51,69
c= 301 6= 272 A=25°21" B= 64°39'" a= 1289
c= 91,42 a= 1219 A=7°40" B= 82°20" 6= 906
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2. Obliczy¢ pole tréjkata prostokatnego, majac dane A = 35°29°

3. Obliczy¢ pole o$miokata foremnego, ktérego bok = 6,45 m.
4. Znale#¢ promienie dwéch ko, jezeli mamy dane: odlegiosé ich
$rodkéw a= 714, kat miedzy wspélnemi stycznemi zewngtrznemi 2a = 36° 08"
i kat miedzy wspélnemi stycznemi wewnetrznemi 2 B= 104° 12"
5. W tréjkacie ukosnokatnym A ABC mamy dane dwie wysokosci
lu i hb oraz kat C. Obliczyé boki a i b, ktadac C—32°18" h,= 19,27;
kb= 23,65,
6. Odcinek CD promienia, przechodza-
cego przez $rodek tukn, nazywamy strzatka,
iadajaca katowi $r | AOB
Znalez¢ wzér na diugosé strzatki w zalez-
nosci od promienia r i od kata $rodkowego a
(rys. 40).
7. Utozyé tabelke strzatek, odpowia-
dajacych katem $rodkowym 10°, 20°, 30°, 40°,
50°, 60° w kote o promieniu r= 100 m.
8. Rozwiaza¢ tréjkat prostokatny, ma-
jac dane pole jego S= 20525 cm- i bok
a= 256 cm.

Rozwiaza¢ romb, majac dane:

9. e= 2,046; = 85°05'" 10. e= 112,3; f= 347
p= 1048. 12. p==128; A= 68°40"
S= 2682 14. p= 88; S= 6275

Rozwiaza¢ tréjkat réwnoramienny, majac dane:
924 =

16. p= 625 B= 72°14.
18~ = 1562, A= 49°27T.

19. W tréjkacie ABC mamy dane: c= 2000; A = 3318 B — 105°21".
Obliczy¢ pole S tréjkata ABC i diugosé boku a.

20. W ostrostup prosty o podstawie kwadratowej wpisano kule. Zna-
jac promieri p kuli i kat a, pod ktérym $ciana boczna jest nachylona do
podstawy, obliczyé: 1) bok a podstawy: 2) wysoko$é h ostrostupa; 3) kat 3,
pod ktérym krawedZ boczna iest nachylona do podstawy.

Zastosowal a= 166 cm; a= 52°14'.

21. W kule o promieniu R wpisano ostrostup prosty o podstawie
kwadratowej. Majac dany bok a podstawy, obliczyé: 1) wysoko$¢ li ostro-
stupa: 2) kat a miedzy $ciang boczng i podstawa; 3) Kat J8 miedzy krawe-
dzig boczna i podstawa.

Zastosowanie: R = 1285 cm.; a= 46,7 cm.

§ 25. W poprzednich zadaniach rozwigzywalismy tréjkaty
prostokatne oraz obliczaliSmy katy i odcinki w takich figurach,
ktore dajg sie odrazu sprowadzi¢ do tréjkatéw prostokatnych.
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tatwo jest przekona¢ sig, Ze dotychczasowe nasze wiadomosci
wystarczy¢ moga do rozwigzywania tréjkatéw dowolnych. Isto-
tnie, kazdy tréjkat mozemy podzieli¢ zapomoca wysokosci na
trojkaty prostokatne. Dla przyktadu rozwigzemy dwa nastepu-
jace zadania.
Zadanie |. Rozwierac¢ tréjkat ABC, majac dane: c, b, A
c Zatézmy najpierw, Ze kat A
jest ostry (rys. 41). Jezeli popro-
wadziliSmy wysoko$¢ CD= h,
woéwczas w tréjkacie prostokat-
nym ACD znamy bok AC = b
oraz kat CAB =A. Mam tedy
h= bsinA, AD= bcosA.
Wynika stad, ze
DB= c—bcosA.
Znamy tedy obie prostokatne w tréjkacie prostokatnym
CBD, tak iz mozemy go rozwiaza¢. Jakoz
- 5sinA c—bcos A
° c—bcos A cos B
Rzecz jasna, ze mogliby$my obliczy¢ dtugos¢ boku a na mocy
twierdzeniaPitagorasa,aleracbunek bytby wéwczas dos¢ ucigzliwy
C Gdyby kat A byt rozwarty, punkt
D upadtby na przedtuzenie boku c.
Z A\ ACD (rys. 42) mielibySmy woéw-
czas, oznaczajac CD przez h:
li—b. sin (180° —A),
AD = b.cos (180°— A).
Poniewaz BD = BA -f- AD
= c+ bcos (180° — A),
zatem, rozwigzujac trojkat prosto-
katny CBD, mamy

Rys. 41

b.sin (180° — A)
c+ b cos (180° — A)"
BD
cos B
c+ bcos (180°— At
cos B

oraz
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Zadanie 1l. Bozwigzaé tr6jJi t, majac dane trzy jego boki
a, b, c

Zatézmy, ze najwiekszym
katem trojkata jest MEB, i popro-
wadZmy wysoko$¢ BD J) (rys. 43).

W tréjkacie prostokgtnym
A ABD mamy dany jeden tylko
element, mianowicie bok c, chcac
tedy rozwigzac ten tréjkat, mu-
simy wpierw obliczy¢ jaki$ drugi
element, np. bok AB. Na mocy zn iego twierdzenia geometrycz-
nego (jakiego?) mamy

a2= b2+ c2 2b.AB,

B

Rys. 43.

skad AD = b2-(- c2— a2
Teraz juz tatwo obliczy¢ mozemy kat A. Istotnie
. AD
<*sA= AB
62+ c2— a2
- 2Tc
Z tego samego tréjkata wynika, ze
h= c.sinA,
zatem mozemy juz rozwigzaé trojkat prostokatny A BCD {dla-
czego?)
Otrzymujemy
e h
smC --
a
c.sin A

Trzeci kat trojkata obliczymy z réwnania
B — 180° — (A-{- C).

§ 26. Jak widzimy, wiadomosci nasze z trygonometrji wy-
starczy¢ mogg do rozwigzywania tréjkatéw ogélnych, ale ra-
chunki sg dos¢ ktopotliwe, gdyz

1) musimy rozréznia¢ w poszczegdlnych przypadkach katy
ostre i rozwarte, nie majac wzoréw ogdlnych, ktére datyby sie
zastosowaé do wszelkich katow;

) Dlaczego wygodniej jest prowadzi¢ wysokosé z wierzchotka naj-
wigkszego kata w trojkacie?
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2) otrzymujemy wzory, nie nadajace sie do rachunku loga-
rytmicznego.

W celu usuniecia tych niedogodno$ci musimy najpierw za-
stanowic¢ sig, czy okreslenia funkcyj trygonometrycznych dadza
sie rozciggna¢ na katy wigksze od prostego i jakie moga by¢
whasnosci funkcyj katéw dowolnie wielkich. Sprawa ta zajmiemy
sie w rozdziale 1.

Procz tego bedziemy musieli zaja¢ sie szerzej przeksztat-
caniem wzoréw trygonometrycznych i doprowadzaniem ich do
postaci, jakiej wymaga rachunek logarytmiczny.

Cwiczenia do rozdziatu .

1. Dwa okregi 0 promieniach r i r' s zewnetrznie do siebie styczne.
Obliczyé kat 2 a miedzy ich wspélnemi stycznemi zewnetrznemi

Zbada¢, w jaki sposb zmienia sie sin a, jezeli r-f-r' jest wielkoscia
stata, natomiast réznica r — r' jest zmienna

W szczegélnosci obliczy, jak wielka musi by¢ réznica r— r, jezeli
r+ / = 1000, a 2a= 90°, 120°,

2. Przez wlerzcholkl A, B kwadratu poprowadzono okrag kola, Ktéry
przecina bok CD (lub jego przedtuzenie) pod katem a. Obliczyé promieri
kola jako funkcje boku arkwadratu i kata a. Zbada¢ otrzymane réwnanie.

3. W téjkacie prostokatnym A ABC poprowadzono wysokos¢é AD.
Obliczy¢ katy tréjkata, jezeli pole A ADC jest $rednia geometryczna pol
tréjkatéw A ABC i A ABD.

4. Majac dany kat ostry < BCB'= 2 a, odktadamy na jednem jego
ramieniu dowolny odcinek CB = a, na przedtuzeniu zas$ drugiego ramienia

CA. B= a.— Wyrazi¢ dwoma sposo-

B bami pole A ABC: raz jako funkcje kata
2 a, drugi raz jako funkcje kata a iw ten
sposéb znalezé zaleznosé miedzy sin 2 a

a funkcjami trygonometrycznemu kata a.

(rys. 44).
Zapomoca tablic sprawdzi¢ ten wz6r
A c g+ dla jakiejkolwiek wartosci szczegdlnej
Eys. 44, kata 2a. Z wzoru wyczytac, co rosnie

predzej: kat zmienny a czy jego sinus?

5. Z tej samej iigury otrzymaé zwiazek miedzy cos 2a a funkcjami
kata a, wyrazajac odcinek CB' raz jako funkcje kata 2a, drugi raz jako
funkcje kata a.

6. Z réwnan, otrzymanych w dwéch poprzednich zadaniach, wysnué
analogiczne réwnanie dla tg 2 a.

7. Stosunek pol dwich wielokatéw foremnych o n bokach, z ktérych
jeden jest opisany na kole, drugi wpisany w to kolo, réwna sie }. Znalezé
liczbe n.
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8. Znalez¢ z doktadnoscia do 10" kat ostry 9, czyniacy zadosé

réwnaniu
tgp—ctg9 = 2

9. Oznaczmy trzy krawedzie prostopadioscianu przez a, b, ¢, katy
za$ miedzy kr iami a przekatna pr ianu przez a, 3y. Do-
wiesé, ze mamy zawsze

cos2a (- cos2@  coszy = 1.

10. Mamy dane koto o promieniu r i punkt A, lezacy zewnatrz pa-
szczyzny koka. Rzut A’ punktu A na te plaszczyzne odlegly jest o d od
srodka kota, (1) Zbudowaé najkrétszy i najdtuzszy z posréd odcinkow, fa-
czacych punkt A z punktami okregu. (2) Obliczyé katy miedzy temi odcin-
kami a ptaszczyzna kota.

11. Wykazaé, Ze réznica miedzy funkcja 3 sinda — 2 sinéa a funk-
cja 2 cossa— 3 cosda jest wielkoscia stata (tj. nie zalezy od kata a).

e+ o«

15 S onaast » WOWEZAS musi by

12. Jezeli cos9 =

_ sina sin|3
T cosa-Pcosp

13. Jezeli tg 5-= L, wéwczas musi by¢
cos a — cos p
oraz cosii= 8
1—cosacos ( 1—cosacosp'

14. Jezeli tgza= 1-j- 2 tg2@@ wowczas coss 2 cos2a.
15. Jezeli mamy a cos9 — b sin9 = 0

asing + 5cos9 = e
(a2— 522
Az b2
[Wskazéwka: z danych dwéch réwnan wyznaczamy s
16. Jezeli X —a cos &-f-b sin-O= a' cosD+ V sin3-

woéwczas c2=

achodza trzy réwnania
a cos29 + 2k sin9 cos9 + 5 sin29
K (cos29 — sin29) — (@a— b) sin9 cos9
a sin29 —2k sin9 cos9 -\-b cos29
woéwczas musza zachodzié dwa nastepujace réwnania:
a+ b
ab— k-.
18, Na ptaszczyZnie dana jest nieruchoma pétprosta OA i punkt ru-
chomy M. Niech M' bedzie rzutem punktu M na OA. Wprowadzmy naste-
pujace oznaczenia: OM=d, OM'=x, M'M = y. Co kresli punkt M, jezeli

stosunek ~ pozostaje staty? jezeli jest staly? jezeli ~ jest staty?

18 a. Dowies¢ trygonometrji, ze miej geometrycznem
punktéw, ktorych odlegtosci od ramion danego kata saw stalym do siebie
stosunku, jest prosta, przechodzaca przez wierzcholek kata.
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18 b. Dany kat a podzieli¢ na dwa katy fi i y tak, by bylo sinp:
siny = m\n, gdzie m, n sa to liczby state.

19. Przez $rodek O danego kota prowadzimy dwie postopadie do sie-
bie proste OX, OY. Styczna ruchoma przecina te proste odpowiedniow punk-
tach A i B. Przez A kreslimy réwnolegia do OY, przez B réwnolegta do
OX. Niech M bedzie punktem przeciecia sie tych prostych. Jezeli przez
$rodek kota poprowadzimy pétprosta, symetryczng z prosta OX wzgledem
prostej OM\ i na niej odtozymy OK— OM. wéwczas miejscem punktu K
musi byé prosta, réwnolegta do 0X. [Wskazéwka: kat <EBAO ozna-
czamy przez a; prowadzimy promien do punktu stycznosci; niech K* bedzie
rzutem K na 0X\ jak wielki jest kat KOK'! Uwzgledni¢ wzér z zada-
nia 4, str. 54].

20. Z punktéw Oi 0' promieniem r zakreslono dwa kota, styczne do
siebie zewnetrznie w punkcie A. Przez A kreslimy sieczna, ktéra przecina
pierwsze koto w punkcie B, drugie —wC.Na BC, jako na $rednicy, budu-
jemy trzecie koto, przecinajace drugie koto w B. W tréjkat krzywolinjowy,
ograniczony przez luki AB, BID, DA, wpisujemy czwarte kolo. Wykazaé,
e promieri p tego czwartego kota wyraza sie wzorem

2r'cosrc =
P 1+2 cosa’
gdzie a jest katem miedzy BC i 00'.

21. Dowie$¢ zapomoca trygonometrji, ze jesli koto (0) r przechodzi
przez $rodek kota (Ff)r i jezeli spélne styczne tych két dotykaja pierwszego
kota w punktach A i A’, wéwczas prosta AA’ jest styczna do drugiego kola.

[Wskazowka: <EAOO'= o jak wielki jest odcinek OB, gdzie B
jest punktem przecigcia sie prostych AA" i 00'?].

22. Jezeli w koto wpiszemy czworokat i z dowolnego punktu M okregu
poprowadzimy prostopadie do jego bokéw, wéwczas iloczyn prostopadiych,
poprowadzonych do dwoéch bokéw przeciwleglych, réwnaé sie musi iloczy-
nowi dwoch drugich prostopadtych.

[Wskazéwka: punkt M potaczyé z dwoma przeciwleglemi wierz-
chotkami i zbadaé, czy nie powstaly na figurze katy réwne]

23. Ostrostup pochyly ma za podstawe tréjkat foremny. Krawedzie
boczne tworza z podstawa Katy a, fi, y takie, ze

v3 tgp =
Dowiesé, ze wysoko$é ostrostupa réwna sie krawedzi podstawy.

24. Na bilardzie prostokatnym ABCD (AB= a BC= Si leza dwie
kule: jedna w $rodku bilardu, druga — w odlegtosci jp od brzegu AB
i w odleglosci q od brzegu BC. Druga kula zostaje uderzona tak, ze od-
biwszy sie pod katem a od brzegu AB, a nastepnie odbiwszy sie kolejno
od brzegéw AD, DC, CB, trafia wreszcie w pierwsza kule. Dowiesé, ze musi

_ 36+

byc tga= Sa—fZQ
25. Z punktu A, pofozonego na wschdd od pewnej wiezy, widac jej
wierzchotek pod katem wzniesienia 60°. Posuwajac sie na potudnie od A,

mierzymy w punktach B i C kat wzniesienia wierzchotka wiezy i znajdu-
jemy, ze w punkcie B kat ten = 45°, w punkcie C za$= 30°. Wykazaé, ze
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jesli punkty .4, B, C, leza w ptaszczyznie poziomej, przechodzacej przez
podnéze wiezy, wowczas musi by¢ AB
26. W jakich granicach zmienia¢ si¢ moze parametr a w réwnaniu

27. Dowies¢ zapomoca rozwazari geometrycznych, ze jesli A, B s
katami ostremi w tréjkacie prostokatnym, przyczem A > B, woéwczas

Sin(~-5) =574 ;, cos{A-B)~J -~

28. Kule o promieniu B przecieto ptaszczyzna w odlegiosci d od
$rodka, w przekr6j wpisano kwadrat i na nim zbudowano ostrostup prosty,
wpisany w wigkszy odcinek kuli. Pod jakiemi katami widac bok podstawy
i przekatna podstawy z wierzchotka S ostrostupa?

29. Graniastostup prosty o podstawie kwadratowej ABCD przecieto
praszczyzna, przechodzaca przez wierzcholek A podstawy. Siad AX tej pa-
szczyzny na plaszczyznie podstawy jest prostopadty do przekatnej AC
kwadratu. Bok kwadratu = a; objetos¢ bryly, odcietej przez ptaszezyzne=c
Dowiesé, ze jesli przez a oznaczamy kat miedzy ta ptaszczyzna a podstawa
graniastostupa, wéwczas musi by¢

30. Oznaczmy przez S pole wielokata foremnego wpisanego w koo,
przez ' pole podobnego wielokata opisanego na tern samem kole. Dowies¢:
1 zapomoca rachunku trygonometrycznego, 2) zapomoca rozwazar czysto
geometrycznych, ze roznica tych pél S'— S réwna sie zaréwno polu wie-
lokata podobnego wpisanego w koto, kiérego srednica jest bok wielokata S',
jak polu wielokata podobnego, opisanego na kole, majacem za $rednice
bok wielokata S.

31 W czworoscianie foremnym ABCD niech K bedzie $rodkiem wy-
sokosci AA' czworoscianu, Dowiesé, 7a w jednym z narozy czworoscianu
KBCD wszystkie Sciany sg katami prostemi. Obliczy¢ nachylenie krawedzi
KB do ptaszczyzny BCD oraz promien kuli. opisanej na czworoscianie KBCD.

32. Po réwni pochykej, nachylonej pod katem a do poziomego stotu,
stacza sie krazek o srednicy d. W pewnej chwili punkt zetkniecia sie
krazka z réwnig znajduje sie w odleglosci k od dolnego brzegu réwni.
Na jakiej wysokosci nad stotem znajduje sie wéwczas $rodek krazka?

Na jakiej wysokosci znajdowac sie bedzie $rodek krazka, gdy krazek
jeszcze o qF?

Obliczy¢ wartosci znalezionych wzoréw, ktadac <7=6,0 cm, k=15 cm,
a= 36° 9 = 20

Jaka jest dokiadnosé otrzymanego wyniku, jezeli diugosci znamy
z doktadnoscig do 1 mm, katy za$ z doktadnoscig do 12?2

33. Lotnik leci na wysokosci 2700 m i, widzac wprost pod soba
szczyt wiezy koscielnej, puszcza w ruch chronoskop. Po uplywie 12 sek
spostrzega, ze kat depresji wiezy = 80°. Z jaka predkoscig porusza si¢ sa-
molot? Lecac dalej po prostej z jednostajna predkoscia, lotnik zmierza do

obréci
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nieprzyjacielskiej stacji, w ktéra ma rzucié bombe. Jaki powinien byé kat

depresji stacji w chwili, gdy lotnik opuszcza bombe? Nie uwzgledniamy

oporu powietrza i zaktadamy, ze wiatru niema.

(Egzamin do nizszej szkoty tectmiezrio-wojskowej w Anglji).
34. Mechanizm (rys. 45) skiada sie z pretéw AB i BC, potaczonycl

zawiasem w B. Koniec A pierwszego preta obraca sie dokota punktu A,
koniec C drugiego preta $lizga sie po prostej CD.
W pewnej chwili prosta AC jest prostopadta do
CD. Gdy koniec C przesunat sie o acm, zawias B
znalazt sie w potozeniu B’. Obliczy¢ dtugosé od-
cinka BB', wiedzac, ze AB = BC i ze prostopadta

AC= ¢ cm
35. Dana jest poiprosta O
D .4 w odlegtosci 10 cm od O. Pélprosta obraca sie
Rys. 45. dokota O, a jednoczesnie punkt A porusza sie po

niej w ten sposéb, ze odcinek OA réwna sie zawsze
pierwotnej swej wartosci, pomnozonej przez kosinus kata, o ktory obrécita
sie potprosta. Jaka linje zakresla punkt A?

36. Kwadratowy arkusz sztywnego papieru DCFE przetamano wzdhu
prostej AB, réwnolegtej do bokéw CD, EF i dzielacej na potowy dwa drugie

boki kwadratu. Dwie potowki arkusza nachylone sa do siebie pod katem

Papier ten potozono na biurku, ktérego blat nachylony jest do poziomu

pod katem a (rys. 46). Niech AB lezy wzdtuz prostej najwiekszego spadku

blatu; obliczy¢ kat, ktéry prosta AE tworzy z ptaszczyzng pozioma, i wy-

kazaé, ze AE jest pozioma, jezeli zachodzi réwnosé sin = 2 tg a.
[Egzamin wstepny do szkoty wojskowej w Sandhurst).

ROZDZIAL 1.
Funkcje trygonometryczne katéw dowolnych.
Uog6lnienie pojeeia kata.
§ 27. W geometrji szkolnej mamy przewaznie do czynienia
z katami mniejszemi od 180°. Stosunkowo bardzo rzadko zacho-
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dzi w szkole potrzeba rozwazania katéw wklestych, a wiec za-
wartych w przedziale od 180° do 360°. Jako przyktad przytoczy¢
mozna twierdzenie elementarne o su-

mie katéw przeciwlegtych w czwo-

roboku wpisanym. Twierdzenia te-

go dowodzi sie zazwyczaj w ten spo-

sob, ze taczymy $rodek kota z dwo-

ma wierzchotkami czworoboku (rys.

47), poczem mamy:

<* = <P, ~§ = d<r>
poniewaz jednak z dwdch katéw
P i y jeden jest wklesty, zatem
twierdzenie, na ktérem opieramy
rozumowanie, 'mianowicie twierdzenie, ze kat wpisany jest dwa
razy mniejszy od S$rodkowego wspartego na tym samym tuku)
musiato by¢ poprzednio dowiedzione i dla przypadku, gdy kat
$rodkowy jest wklesty.

W wielu badaniach matematycznych, jak réwniez w za-
stosowaniach matematyki musimy posuna¢ sie o krok dalej i roz-
wazac¢ katy dowolnej wielkosci, a wigc zaréwno wigksze od 360°,
jak i katy ujemne.

Niech bedzie dany uktad wspétrzednych prostokatnych iniech
potprosta OA obraca sie dokota punktu zerowego O w zwrocie,
zaznaczonym strzatka na rys. 48. Jezeli w swem potozeniu po-
czatkowem ruchoma pétprosta zle-
wata sie z potprosta OX, to, obra-
cajac sie dokota O, wykresli¢ moze
kazdy kat, ktérego ramieniem po-
czatkowem jest OX. Jezeli OA wy-
kona obrét zupetny, wykresli kat
petny, jezeli za$ po wykonaniu
obrotu zupetnego obréci sie jeszcze
o 50°, wykresli kat, majacy

360°+ 50° czyli 410°.

Gdyby pétprosta OA po wy- Rys. 48.
konaniu 2, 3, n obrotéw zupet-
nych obrdcita si¢ jeszcze o 50°, mogliby$my powiedzie¢, ze wy-
kreslita kat, majacy 2.360°-f- 50° lub 3.360° -f- 50°, ...
ogélnie: n. 360°+ 50°.
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rtzecz prosta, ze na rysunku nie potrafimy odrézni¢ kata
a od kata a+ n. 360°

Nie do$¢ na tem. Pétprosta OA mogtaby obraca¢ sie w zwro-
cie przeciwnym, jak to zaznaczone zostato strzatka na rys. 49.
Chcac te dwa przypadki rozro-
zni¢, mozemy kazdy kat, zakre-
$lony w zwrocie przeciwnym ru-
chowi wskazéwek zegara, uwa-
za¢ za dodatni, aw takim razie
kat ~ XOA narys. 49 wypadnie
uznaé za ujemny,

I znéw, przypuszczajac, ze
potprosta OA po wykonaniu obro-
tu zupetnego nie zatrzymuje sie,
lecz obraca sie dalej, mozemy

Rys. 49. rozwazy¢ katy ujemne dowolnie
wielkie co do wartosci bezwzgle-
dnej. Jezeli np. potprosta OA po wykonaniu 6 obrotow zupet-
nych w zwrocie ujemnym obrécita sie jeszcze o 25° w tym sa-
mym zwrocie, powiemy, ze wykreslita kat, ktéry ma
— (6.360° + 25°)= — 2185°.

Oczywista rzecz, ze pojecie kata
dowolnie wielkiego (dodatniego czy
ujemnego) opiera si¢ na pewnej umo-
wie, ktéra moze sie nam wydawac
zupetnie sztucznag. Umowa ta wtedy
tylko nabierze w naszych oczach real-
nej wartosci, jezeli potrafimy wskaza¢
jakie$ zagadnienia, w ktdrych jest ona
naprawde uzyteczna. Jakoz nietrudno
jest znalez¢ takie zagadnienia.

Wyobrazmy sobie np., ze mamy
dany walec i linje $rubowa, wykre-
Slong na jego powierzchni (rys. 50).
Niech punkt jaki$ porusza sie po linji
Srubowej i niech A bedzie jego potoze-
niem poczatkowem. Wezmy pod uwage
dowolne potozenie B punktu rucho-

mego i niech C bedzie rzutem punktu B na podstawe walca.

Gdy punkt ruchomy kresli $rubowa, promieri OC podstawy

—x
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obraca sie dokota $rodka O, przyczem dokona on n razy obrotu
zupetnego, jezeli $rubowa przecina n-\-1 razy tworzaca AK
walca. Przypus¢my teraz, ze znamy kat AOC= a, o ktory
obrécit sie¢ promiern OC: czy mozemy wyznaczy¢ potozenie ru-
chomego punktu? Jezeli uwzgledniamy tylko katy nie wigksze od
360°, odpowiedZz wypadnie przeczaca. lIstotnie, o ile w punkcie
C wystawimy prostopadta do podstawy walca, bedziemy mogli
twierdzi¢, ze punkt ruchomy znajduje si¢ na przecieciu sig¢ tej
prostopadtej z linja $rubowa; ale punktéw przecigcia sie mamy
n i nie wiemy, ktéry z nich wybraé. Jezeli natomiast uwzgle-
dniamy katy wieksze od 360°, wéwczas odpowiedZz na nasze
pytanie bedzie bardzo tatwa. Niech bedzie dane np., ze promieri
OC obrdcit sie o kat a= 470°. Poniewaz 470°= 360°+ 110° za-
tem punkt ruchomy znajduje sie niewatpliwie na tuku MN
Srubowej. Wystarczy tedy zbudowa¢ na podstawie walca kat
<MAOC= 110° i wystawi¢ prostopadta w punkcie C. Punkt B',
w ktérym prostopadta przecina tuk MN, jest punktem szukanym.

Na tym samym przyktadzie mozemy wykazaé¢ uzytecznos$c
pojecia katéw dodatnich i ujemnych. Wyobrazmy sobie, ze na
powierzchni walca mamy dane dwie linje $rubowe, nie za$ jedna,
a mianowicie ta druga $rubowa niech bedzie krzywa, symetry-
czna z linja ABMB'NK wzgledem ptaszczyzny, przesunietej
przez o$ walca i przez tworzaca A K 1. Chcac teraz wyznaczy¢
potozenie ruchomego punktu, musimy wiedzie¢, ktéra z dwoéch
Srubowych punkt ten przebiega, t. j. musimy wiedzie¢, w jakim
zwrocie obraca sie promiet OC (czy w tym, ktéry odpowiada
rysunkowi 50, czy w przeciwnym), a wigc musimy wiedzie¢, czy
mamy budowaé¢ dodatni kat AOC, czy tez ujemny.

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata.

§ 28. W rozdziale | okreslilismy funkcje trygonometryczne
kata ostrego zapomoca wzoréw:

©

> Nie chcac zaciemnia¢ rysunku, nie umiescilismy drugiej $rubowej
na rys. 50. Uczer moze ja sam wykresli¢ otéwkiem, tak by dwie te linje
wyraznie dawaty sie odréznic.
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tatwo jest przekonac sig, ze okredlenia te majg sens row-
niez dla katéw dowolnej wielkosci. Istotnie, jezeli pétprosta ru-
choma, obracajac si¢ dokota pun-
ML(5 ) ktu zerowe_go: zakredla kat, kto-
y rego ramieniem poczatkowem
mc.y)
kiekolwiek bytoby potozenie ru-
chomego ramienia, a wiec jak-

$lony, zawsze istniejg i maja sens
stosunki, stanowigce prawe cze-
$ci wzoréw (I).

Stosuje sie to zaréwno do
katéow ujemnych, jak dodatnich,
zaréwno do takich, ktérych war-

Rys 51 to$¢ bezwzgledna jest mniejsza
od 360° jak ido takich, ktérych
warto$¢ bezwzgledna jest od 360° wigksza /dlaczego?).

Wobec tego mozemy rozszerzy¢ pojecie funkcyj trygono-
metrycznych na katy dowolne, uznajac wzory (1) za okre$lenia
tych czterech funkcyj.

v

§ 29. Przygladajac sie rys. 51. mozemy odrazu zauwazy¢,
ze jesli rozwazamy katy dowolnej wielkosci, wéwczas funkcje
trygonometryczne przybiera¢ moga zaréwno wartosci dodatnie,
jak i ujemne.

Gdyby chodzito tylko o funkcje tangens i kotangens, to
ustalenie ich znakéw nie przedstawiatoby trudnosci (dlaczego?),
jezeli natomiast chodzi o sinus i kosinus, to musimy wiedzie¢,
jaki znak przypisujemy mianownikowi d we wzorach (1). W tym
celu wprowadzamy:

Umowe. Odlegto$é punktu na ramieniu ruchomem kata od
punktu zerowego (ktérg oznaczyli$my przez d) uwazacé bedziemy
zawsze za liczbe dodatnia.

Teraz mozemy z tatwoscia rozwiaza¢ postawione zagadnie-
nie. Istotnie, sinus musi by¢ dodatni w tych ¢éwiartkach, w kté-
rych spétrzedna y jest dodatnia (t. j. w | i w 13 ¢wiartce), na-
tomiast ujemny tam, gdzie spétrzedna y jest ujemna (t.j. w EU
i IV ¢éwiartce).

Kosinus jest dodatni tam, gdzie spétrzedna x jest dodatnia
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(t. j.w I iw IV ¢wiartce), ujemny za$ tam, gdzie spétrzedna
X jest ujemna (t. j. w Il i w m ¢éwiartce).

Tangens jest dodatni, jezeli x iy maja znaki zgodne (t. j.
w li w Il éwiartce), natomiast ujemny tam, gdzie x iy maja
znaki przeciwne (t. j. w Il i IV ¢wiartce).

To samo, rzecz prosta, dotyczy kontangensa.

(Uczen wykona rysunki, ilustrujace wszystkie
te przypadki i uzasadni wypowiedziane twierdzenia).

§ 30. Nie bralismy dotad pod uwage tych przypadkéw, gdy
ramige ruchome kata zlewa sie z osig spétrzednych.
Najpierw przypusémy, ze mamy dany jakikolwiek kat ostry
KOM= d i ze ramie OM, obracajac si¢ dokota punktu O,
zbliza sie wcigz do ramienia OKJ. Kat a stale maleje, a wraz
z nim maleje rzedna y punktu M, ze za$ odcinek OM=d po-
zostaje staty, zatem sin a stale maleje. Widocznem jest, ze sin a
moze sta¢ sie dowolnie matg liczbg dodatnia, jezeli odpowiednio
zmniejszymy kat a, innemi stowami: ze «sin a dazy do zera,
gdy kat a dazy do zera«. [Poréw, ¢wiczenia V, 2, 3 na str. 30],
co wyrazamy symbolem
sin a->0.
a-) 0
W chwili, gdy ramie OM upadio na ~péiprosta OX, kat
$~XOM przestat istnie¢, czesto jednak bywa rzecza dogodng
moéwi¢, ze kat *XO M ma w tym wypadku 0°. Sinusowi tego
kata przypisujemy warto$¢ o, t j. tg¢ warto$¢, do ktérej dazy
sinus, gdy kat maleje nieogranicznie. Piszemy tedy
sino0°= 0.
W analogiczny sposéb mozemy ustali¢ warto$¢ cos 0°

Wiemy, ze cosa= ~; gdy kat maleje nieograniczenie, odcieta

x stale roénie, dazac do wartosci d. Co sie tyczy funkcji cos a,
to dazy ona do 1, co wyrazamy symbolem.
cos a-wi.

Istotnie, jakkolwiek matq obierzemy liczbe dodatnig a mozemy

zawsze tak dobra¢ odcigta x punktu M (a wiec zbudowac taki
kat al= "XOM), zeby byto

1) Uczeri wykona sam odpowiedni rysunek.
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W tym celu wystarczy obra¢ x tak, zeby byto

x>d @—ys).

Przy dalszem zmniejszaniu kata odcieta x stale rosnie
(patrz str. 28), zatem nieréwno$¢ nasza pozostaje prawdziwa dla
wszystkich katéw mniejszych od a,. Tak wiec 1 jest istotnie
granicg funkcji cos a, gdy a—o°.

Te warto$¢ graniczng (czyli 1) mozemy przypisa¢ kosinu-
sowi kata, majacego 0°. Piszemy tedy

€0S 0°— 1.

Poniewaz z wzoréw (I) wynika, ze

sina

zatem, jezeli wzér ten ma pozosta¢ prawdziwym i dla kata ze-
rowego, musimy mie¢

o~ o

Inaczej przedstawia sig sprawa z funkcjg ctg a. Jak wiadomo,
1
ctg ga
Jezeli przypuscimy, ze kat ostry a dazy do zera (co wy-
razamy symbolem a-»0), wéwczas tga 0, a wiec ctg a musi
rosna¢ nieograniczenie, przybierajac wartosci dodatnie.
Wyrazamy to symbolem
ctga—-f oo

ktory czytamy tak: Cotangens kata a jest dodatni i rosnie nie-
ograniczenie, gdy kat ostry a dazy do zera*, albo tez: Cotan-
gens dazy do nieskoriczonosci przez wartosci dodatnie, gdy kat
ostry a dazy do zera*.

W chwili, gdy ruchome ramig OM pada na OX, mamy

a= 0° tga= o,
natomiast funkcja ctga przestaje istnie¢, gdyz nie istnieje liczba
1

o
Streszczajac wyniki, do ktérych doszli$my, powiemy:
gdy a—o,

woéwczas sin a-»0, cos a—1, tg a—o0, ctg a” -4 oo;



gdya= Q
woéwczas sino°= 0, cos = 1, tgo°= o0,
natomiast ctg 0° nie istnieje.

§ 31. Przypusémy teraz, ze obracamy ramie¢ OM w zwro-
cie przeciwnym ruchowi wskazéwek zegara, tak iz kat ostry a
stale rosnie, dgzac do 90°.

Wiemy, ze wéwczas

sina-» 1, cosa—o0, ctga 0, tg a-m+ oo0.

W chwili, gdy rami¢ OM pada na pdtprosta OY, kat a=90°,
odcieta x punktu M staje sie rowna zeru, rzedna y tegoz punktu
réwna sie d, a wiec

sin 90° = A(l,— 1

o= A=
cos 90 4 0

ctg 90°=~=0,

natomiast funkcja tg a przestaje istnie¢, gdyz nie istnieje liczba
d

0"
§ 32. Jezeli ramie OM obraca¢ bedziemy dalej w tym

samym zwrocie, tak iz powstanie

kat rozwarty XOM= a (rys.52),

woéwczas sin a pozostanie liczbg do-

datnig, natomiast cos a, tg a, ctg a

muszg by¢ liczbami ujemnemi.
Gdy ramie OM zbliza sie

nieograniczenie do pétprostej 0X',

sinus maleje nieograniczenie (dia-

czego?), natomiast warto$¢ bez-

wzgledna kosinusa rosnie, pozosta-

jac jednak mniejsza od 1 (dla-

czego?). W chwili, gdy OM pada

OX', mamy a= 180°. Spélrzedna x punktu M przybiera warto$¢

—d, spélrzedna y staje sie réwna zeru. Zatem

sin 180°= ~-= o,
d

cos 180°= N = —1.
a

W. Wojtowicz. TrygOLometrja.



66

_ a
" cosa
zatem warto$¢ bezwzgledna tg a maleje nieograniczenie, gdy
a—180°. Przy a= 180° mamy
tg 180°= o.
Co sie tyczy kotangensa, to mamy zawsze ,

Poniewaz eg

ctgas o

zatem warto$¢ bezwzgledna kotangensa ro$nie nieograniczenie.
gdy kat rozwarty a rosnie i dazy do 180°.
Przy a= 180° mamy tg 180°= 0, a wiec na ctg 180°
otrzymujemy znéw wyrazenie pozbawione sensu
1

o
Wobec tego powiadamy, ze ctg 180° nie istnieje, natomiast
mozemy twierdzi¢, ze
ctg a-> — oo,

co czytamy: «kotangens kata a dazy do nieskoriczonosci przez
wartosci ujemne, gdy kat a dazy do 180°» *.

§ 33. Uczen sprawdzi sam, obracajac dalej ramie OM
w tym samym zwrocie (rys. 53), ze

jy 1) sin 270°= —1, cos 270°= O,
ctg 270°= o,m tg 270° nie istnieje,
natomiast
tg a-»-f oo,
a—» 20
2) , sin 360 0, cos 360°= 1,

tg 360°= 0, ctg 360° nie istnieje,
natomiast

Rys. 53

I) Gdyby$my postapili wrecz przeciwnie i zaczeli zmniejszac
kat rozwarty a, wowczas wartosé bezwzgledna tangensa stale by ro-
sta, przyczem tg a pozostawatby liczba ujemna. Uczer sprawdzi sam, ze
tg a dazy do nieskoriczonosci przez wartosci ujemne, gdy kat rozwarty a,
malejac, dazy do 90°, natomiast ctg a dazy w tym wypadku przez war-
tosci ujemne do zera.



cwiczenie X. 1. Jak wielki kat zakreslity wskazéwki zegara pomiedzy
godzing <n 20" a godz. 14* 15" tego samego dnia? pomiedzy 5* a 17% 30m
nastepnego dnia? pomiedzy 47 10 jednego dnia a 8* 35" jakiegokolwiek
innego dnia?
2. Zbudowaé wszystkie katy <€ XOM= a (i przewidzie¢ z gory,
w ktérej ¢wiartce lezy drugie ramie kazdego z tych katéw), czynigce za-
doéé jednemu z nastepujacych warunkéw:
a)sina=f; b) sin <= f; c)cosa= |
d)cosa= —i; e)tg«=-f ) c tga =7.
3. W ktérej cwiartce znajduje sie drugie ramie kata <€ XOM= a,
jezeli wiemy, ze

a) sin a i cos a sa liczbami ujemnemi,
b) sinaitga »

o sinaictga » »  dodatniemi,
d tgaictga » > »
e cosaictgan» » ujemnemi

f) sina< o, cos a> o

4. Na odcinku Mi?= 12 cm, jako na $rednicy, zakreslamy potkole,
poczem wykreslamy dwa promienie OC, OC ktérych C i C' odlegte sa od
srednicy AB o 5 cm. Obliczy¢ katy <€ AOC,  AOC' z dokiadnoscia do 1'

5. W poprzedniem zadaniu obliczy¢ kosinusy, tangensy i kotan-
gensy obu katéwAZAOC i -*AOC".

6. Podaé rézne wartosci kata §u czyniace zado$é nastepujacym
réwnaniom:

a) sin ¢ = 0,4358, b) cos = 0,8245,
©) tg = 3,2425, d) tg = — 1,6270.

7. Jak wielki musi by¢ kat rozwarty d, zeby bylo cos a)> —0,8?
Czy istnieja katy wieksze od 180°, czyniace zados tej nier6wnosci?

8. Rozwigza¢ zaréwno zapomoca konstrukcji, jak zapomoca tablic
nastepujace nieréwnosci (uwzgledniajac, ze te sama warto$é sinusa posia-
daja katy lezace w dwoch réznych cwiartkach):

a) 05<sina < 075
b) —03> sina> —05
9. Jak wielki musi byé kat d, zeby byto
sinza> 0? sin2a<0? cosza> 02 cos2a<0? tg2a> 02

10. Jak wielki moze by¢ kat q jezeli wiemy, ze
sinj>0? sinj<o0o? tg]<0? ctgj>0?

11. Mamy dany kat ostry a. W jakich granicach zawierac sie musi
Kat p, zeby byla spetniona nieréwnos¢

12. Jak wielki musi by¢ kat rozwarty a, zeby funkcja sin a
réznita sie od zera mniej niz o 0,17 mniej niz 0 0,017 mniej niz o 0,001?
mniej niz o 0,0001

12a. Jak zbudowaékat a tak, zeby cos a réznitsie od1 mniej, iz 00,0001



Jak zbudowac kat Btak, zeby cos Broznit sie od—1 mniej, niz 00,00001?

13. Jak wielki jest kat a, ktéry speinia nieréwnosc tg a > 1?
tg a> 2? tg a> 3? Czy kat ten moze nie by¢ ostry?

W jaki sposéb wyznaczyé mozna wszystkie katy a, czyniace zadosé
nieréwnosciom tg a> 107 tg a > 100? Ctg a > 100007

14. W jaki sposéb zmienia sie funkcja sin (180°— a), gdy a rosnie
od 0° do 90°? od 90° do 180°?

15. Przeeiwprostokatna c=24 cm, kat B = 72°. Obliczyé dtugosc odcinka
przeciwprostokatnej, zawartego miedzy spodkami wysokosci i srodkowej

W jaki sposéb zmienia sie diugosé tego odcinka, jezeli kat B jest
zmienny i rosnie od 0° do 90°? W szczegolnosci, czy odcinek ten osiaga
Kkiedykolwiek wartosé najwieksza? najmniejsza?

16. W tréjkacie prostokatnym dane sa bok a i kat ostry B. Wyra-

zi¢ promieri p kota wpisanego w zaleznosci od a i od  Zakladajac, ze

bok a iest staly, kat B za$ zmienny, zbada¢: 1) jak zmienia si¢ p, gdy B
rosnie? 2) jak przesuwa sie przytem punkt stycznosci M? 3) Czy p dazy
do jakiejkolwiek granicy, gdy 5-—»90°?

Obliczy¢ p dla wartosci .5= 88°, 89°, 89°20", 89°30'.

17. W poprzedniem zadaniu obliczyé kat B. gdy p rézni sie od swej

granicy 0 0 50’ 0 i00’

Z jaka doktadnoscia obliczyé mozna B zapomoca tablic czterocyfro-
wych?

18. W tréjkacie prostokatnym wyrazi¢ promier p, kota zawpisa-
nego w zaleznosci od boku a i kata ostrego B. Zakiadajac, ze bok a jest
staly, kat B zmienny, zbada¢: 1) jak zmienia sie p,, gdy B-* 0°? 2) gdy
B —» 90°? 3) jak wielki musi by¢ kat B, zeby bylo p.= 09a? p,= 0,99a?
4) jak przesuwa sie punkt stycznosci N, gdy B —»0° lub B —a90°?

19. Przy tych samych danych, co w zadaniu poprzedniem, zbadaé
zmienno$¢ promienia p, kota zawpisanego.

20. W tréjkacie réwnoramiennym ABC wyrazié wysoko$é, poprowa-
dzona z wierzchotka A. w zaleznoscitod kata 4 i podstawy.c. Jak zmie-
nia sie ta ¢, gdy je stata, kat za$ 4 rosnie?
Czy daty ona do granicy, gdy 4 -» govv Jak wielka musiataby byé wyso-
kosé, poprowadzona z C, aby wysokosé, poprowadzona z 4, réznita sie od
swej granicy mniej, niz 0 0,01 ¢? mniej niz 0,001 ¢?

Zastosowanie do réwnania linji prostej.

§ 34. W elementarnym kursie algebry poznali$my do$wiad-
czalnie fakt, ze linja prosta jest obrazem funkcji pierwszego
stopnia_(ktéra nawet z tego powodu nazywaja czesto fuiga
li . Oczywista rzecz, ze doSwiadczalne poznanie faktu ma-
tematycznego nie wystarcza, nie mozemy bowiem mie¢ pewno-
4ci, czy nie istniejg wyjatki, ktére mogly ujs¢ naszej uwagi.
Obecnie, gdy poznalismy funkcje trygonometryczne dowolnych



katéw, mozemy sprobowac dowie$¢ tego, co na podstawie do-
$wiadczenia mozna byto uwazac¢ tylko za rzecz prawdopodobna.

Przedewszystkiem zastanéwmy sig, co znaczy powiedzenie:
linja prosta jest obrazem funkcji pierwszego
stopnia? W zdaniu tern zawierajg si¢ dwa twierdzenia (kto-
rych prawdziwo$¢ wypadnie zbadac):

1)’jezell many darg linje pro-
Wonczas

stopria pienszego z dwiea. zmien
remi, (albo inaczej: ynig zad e /
U savenu rdaneniu stopniapier-  /
weeg);,

2 sphrzedre Zadregp inmegp

nie czynig zacst fivs
tej ft,rk:p (lub: temu rdnnaniy 4
Niech bedzie dana jakakolwiek prosta, przecinajaca 0$ x
w punkcle Ci nachylona do tej osi pod katem a# (rys. 54).
Niech bedzie OK=N. Obieramy na prostej dowolny punkt A,
ktérego spétrzedne oznaczymy przez X i Y.
Widzimy przedewszystkiem, ze

y= AL-\-n;
z AKL mamy
AL= Xtga
zatem y—Xtga-f-n @)

1. Jezeli odbierzemy dowolny punkt
P ptaszczyzny, nie lezacy na naszej pro-
stej, i jezeli spotrzedne jego oznaczymy
przez X' i Y, wéwczas bedziemy mieli
(rys. 55).
Yy~ n-fXtgay

# Jak widzimy, mamy dowie$¢ dwoch twierdzen: prostego i przeciw-
nego. Wiadomo, ze badanie twierdzenia przeciwnego zastapié mozna przez
badanie twierdzenia odwrotnego. Uczeri moze sprébowaé to uczynic.

Kazdemu, kto jest obeznany z pojeciem miejsca geometrycznego, na-
sunag sie musi spostrzezenie, ze powiedzenie, ktére zamierzamy zbadad, jest
rownoznaczne z powiedzeniem: linja prosta jest miejscem geometrycznem
punktéw ptaszczyzny, ktérych spétrzedne czynia zadoéé funkcji stopnia
pierwszego z 2 zmiennemi (dlaczego?)

2 Kat miedzy dwiema prostemi nazywamy kat miedzy dodatniemi
zwrotami tych prostych.



70

zaleznie od tego, czy P lezy nad prosta CA czy pod nig; albo
$cislej méwigc: zaleznie od tego, czy punkt P i punkt zerowy O
leza po réznych stronach prostej CA, czy po jednej stronie.

§ 35. Teraz, gdy oba nasze twierdzenia zostaty dowiedzione,
tatwo jest wykazac, ze ogélne réwnanie stopnia pierwszego

aoc+ by+ c= 0 @)
jest réwnaniem prostej.

Istotnie, o ile b =£0, mozemy je zawsze przedstawi¢ w postaci

a poniewaz zaréwno tg a, jak n w réwnaniu (1) poprzedniego
paragrafu moga przybiera¢ wszelkie wartosci dodatnie i ujemne,
zatem mamy prawo zatozyc, iz

Jezeli b= 0, réwnanie (2) przybiera posta¢
ax-\-c= 0;
jest to réwnanie prostej réwnolegtej do osi rzednych, gdyz czy-
nig mu zado$¢ wszystkie punkty i tylko te punkty, ktérych

odcigta réwna sie —

Cwiczenia XI. 1. Wykaza¢, ze réwnania prostych CA i CA' na rys. 56
majg ksztatt y = x tga

2. Co dzieje si¢ z prosta,

jezeli w réwnaniu jej

y = X tgat+n
zmieniamy spéiczynnik n, na-
tomiast tg a zachowuje stala
wartosé? jezeli zmieniamy tg a

lecz n pozostaje stale? M

3. Napisac¢ réwnanie wszyst-
kich prostych (f j. peku pro-
stych), nachylonych do osi a>6w
pod katem 115°. Napisaé réw-
nanie tej prostej peku, ktéra
przechodzi przez punkt (3; 5j.

") Uktady prostych, ktére w ten sposob otrzymujemy, nazywam,
pekami prostych. Spoiny punkt wszystkich prostych jednego peku nazywa
sie wierzchotkiem peku.
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4. Obliczy¢ z dokfadnoscia do 1' kat miedzy osia a-6w i prostg
Uy+ 9x—3=0

5. Napisa¢ réwnanie peku prostych, przechodzacych przez punkt
(0; — 4). Napisa¢ réwnanie tej prostej peku, ktéra tworzy z osig a>ow kat
106°12".

6. W jakim punkcie znajduje si¢ wierzchotek peku prostych 2y —
— ax-f-3= 07 Wykresli¢ te czes¢ peku, ktéra otrzymamy, jezeli spéiczyn-
nikowi a nadawac bedziemy wszelkie wartosci od 1 do 6

7. Napisaé réwnanie peku prostych, przechodzacych przez punkt
—2: —7). Jak wielki kat z osig a-6w tworzy ta prosta peku, kiéra prze-
chodzi précz tego przez punkt (5; 1)?

§ 36. Przy rozwiazywaniu zadan poprzednich paragraféw
przekonaliémy sie, ze rézne katy (mniejsze od 360°) moga mie¢
ten sam sinus, ten sam kosinus lub ten sam tangens. Spostrzezenie
to moze miec¢ praktyczne zastosowanie, jezeli uda si¢ nam wykry¢
proste, tatwe do spamietania zaleznosci miedzy katami, posiadaja-
cemi te same funkcje trygonometryczne. Istotnie, gdyby tak bylo,
nie potrzebowaliby$my uktadac¢ tablic trygonometrycznych dla
wszystkich katéw od 0° do 360°, lecz poprzestabby$my na znacznie
krotszych tablicach. Tak wiec najblizszem naszem zadaniem be-
dzie ustalenie, ktére katy maja te same funkcje trygonometryczne.

Katy posiadajace ten sam sinus.

$ 37. Weimy pod uwage pétprosta OP, obracajaca sie
dokota punktd O, i na niej punkt M w statej odlegtosci

OM=d od punktu zerowego O. Jezeli prosta OP zakresli kat
petny, punkt M zakreéli okrag kota. Rézne potozenia punktu M
oznacza¢ bedziemy wskaZnikami, tak iz Mu M2 M3... uwaza¢
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bedziemy za rézne potozenia tego samego punktu M, kreslacego
okrag kota. Spétrzedne tych punktéw oznaczymy odpowiednio
przez to; ya, @% ys),...

Wiadomo, ze sinus kazdego kata réwna sig  poniewaz za$
zatozyliémy, ze liczba d pozostaje stata, zatem w badaniu naszem
sinus zaleze¢ bedzie tylko od rzednej y ruchomego punktu M.

Wezmy pod uwage jakiekolwiek oznaczone potozenie pét-
prostej OP, przy ktérem tworzy ona z osig oc-6w kat

XOM1= a

Chcac znalezé wszystkie katy, ktérych sinusy réwnaja sie
sin a, wystarczy znalez¢ na okregu kota, zakre$lonego z O pro-
mieniem OM=d, wszystkie punkty, majace te sama rzedna, co
punkt My. Widzimy (rys. 57), ze bez wzgledu na wielko$¢ kata a
istnieje jeden tylko taki punkt M2 na okregu, dla ktérego mamy

y2=y1
zatem sin (Xoj[fs)= 8ill (XOMy).

tatwo jest przekona¢ si¢ na rysunku, ze zawsze
<€ XOM2= 180°— < XOMy,
a wigc mamy zwigzek szukany
sin 1180°—a)= sina,
bez wzgledu na wielko$¢ kata a, a nawet bez wzgledu na to,
czy a jest katem dodatnim czy ujemnym.
Uczen wykaze na tym samym rysunku, ze
cos 180° -a)= - cosa,
wobec czego musi by¢
tg (180°—a)= —tga
ctg (180°— a)==—rctg a.
Wezmy znéw pod uwage dowolny kat a, mniejszy od 360°
i obréémy ramie jego OM o 360° (w zwrocie dodatnim lub ujem-
nym). Rzecz prosta, ze OM powréci do tego samego potozenia,
zatem spétrzedne x, y punktu M nie ulegng zmianie, jezeli kat a
zwigkszymy
o0 360° 2.360° 3.360°..
Mamy tedy sina= sin (a-f- 360°.n),



gdzie N jest dowolng liczbg catkowita (dodatnig czy ujemna)
lub tez zerem. Widzimy stad, ze
sina = sin (180°— a) — sin (360° -f- a) = sin (540° —a) =
= sin(720°-f a) = sin(— 180°— a)= sin (— 360°+ a)=
-=sin (—540°—a) =
Ten cigg réwnosci mozemy napisa¢ w postaci
sina= sin180°—a) = sin(2.180°-f-a)= sin(3.180°—a)=
=sin(4.180°+a)=sin(—180°—a)=sin(—2.180°+a) =
= sin(—3.180°—a) =
Przygladajac sie uwaznie tym réwnosciom, mozemy z ta-
twoscig napisa¢ nastepujacy

Weor ogdlny: sina= sin [n 180° + (—1)“a], ktéry powiada,
ze jesli kat a czyni zado$¢ réwnaniu ksztattu Y — sin X, wéwczas
czynig mu zado$¢ wszystkie katy, dane przez wzor

Ne-180°+ (—1)" a, (n=o,+ 1,%2,..)
Z powyzszego badania wynika, ze |str1eje nieskoczenie
wiele katow x, czyniagych zadoéE rdnneniu
= sin X.
Najrmigjszg, licdke x, cayniacg zadb temu rdaneniu
mejeca BN sam 2Bk @y, neawieny pierwiastkiem
gtéwnym réwnania
y= sina&

Np. réwnaniu sin X= \

czynig zado$¢ katy dodatnie

oraz katy ujemne Xz fo" 150_' Q&

Wsréd nich istnieje jeden najmniejszy i majacy ten sam
znak, co prawa strona réwnania (1); jest to kat 30°. Tak wiec
pierwiastkiem gtéwnym réwnania (1) jest

X'=30°

Katy majace ten sam kosinus.

§ 38. Rozumujac tak samo, jak § 37, uczen dowiedzie,
ze jedli mamy jakikolwiek dany kat jC XOM1—a, przyczem
a< 360°, woéwczas wsrod katéw mniejszych od 360° istnieje
tylko jeden (nazwijmy go XOM?2) taki, ze miedzy odcietemi
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punktéw Mx i M2 obracanych na ich ramionach, OM1= OM2 za-
chodzi réwnosc¢

—™u
a wiec taki kat, ze

Kys. 58

Jak wida¢ z rysunku 58, miedzy temi dwoma katami za-

chodzi zwigzek o
XOM2= 360°— XOMx,
a wiec cos a= cos (360°— a).

A teraz wyobraZmy sobie, ze ramig OM kata a zostato
obrécone o N<360° w zwrocie dodatnim lub ujemnym, gdzie
N jest dowolng liczbg catkowity (dodatnig czy ujemna) albo tez
zerem. Wrécito ono do swego potozenia, tak iz spétrzedne punktu
M nie ulegly zmianie wskutek obrotu, a wiec i kosinus kata nie
ulegt zmianie. Mamy tedy réwnosci

cos a= cos (360°—a)= cos (360°-f a)= cos (720° a»=...

= cos (—a)= cos (—360°+ a)= cos (— 720°—a) =

skad wynika

Wedr ogdlny: cos a= cos n w360° + a),
ktéry powiada, ze jesli kat a czyni zado$¢ réwnaniu Y= cos &,
woéwczas wszystkie katy, cayniace zado$¢ temu réwnaniu, wy-
razajq si¢ wzorem
N-360+ a, =0+ 1+ 2,.).
znéw dochodzimy do wniosku, ze m/\mey_ &6

pxﬂata nieskortzenie wiele roanigzant Werod pierwiastkow
e ronrenialistnieje jecen codatni, kidry posiada. nejnmiejsza,
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wartoét pierwiastek ten nezwa siepierwiastkiem gtownym
réwnania
y = COS X.
Np. réwnaniu cos X ——I-
czynig zado$¢ katy dodatnie
x = 120°, 240°, 480°, 600°, ..
oraz katy ujemne
A —120°, — 240°, —480°,...
Wéréd tych katéw jeden dodatni, mianowicie kat 120° po-
siada warto$¢ najmniejsza, zatem
X = 120°
jest pierwiastkiem gtéwnym réwnania (1).
§ 39. Jezeli we wzorze ogélnym, dajacym wszystkie rozwia-
zania réwnania y = cos X, potozymy N— o, bedziemy mieli
COS a==C0S —a).
Uczen dowiedzie sam, ze
sina= —sin (—a)
tga= —tg(—a)

Katy. majace ten sam tangens lub kotangens.
§ 40. Azeby dwa katy miaty ten sam tangens lub kotan-
gens, trzeba i wystarcza, zeby byto
xl_x2
Hi _ y*
gdzie xly yx sa spoétrzednemi punktu Mx na drugiem ramieniu
jednego kata, a x2 y2 sa spétrzednemi punktu M2 na ramieniu
drugiego kata, przyczem OM, — OM2

Rys. 59,
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Zeby spotrzedne dwéch réznych punktéw Mu M2 czynity
zado$¢ powyzszej réownosci, trzeba i wystarcza, zeby punkty
i M2 byty symetryczne wzgledem punktu zerowego.
Mamy w takim razie
- =¥
a wiec istotnie
X, X2

Miedzy katami «j*XOM1, ~ XOM2 zachodzi zwigzek
< XOM2= 180°+ < XOM1,
mamy tedy wzory
tg (180°+ a)= tga
ctg 180°+ a =ctga
Uczen sam wykaze prawdziwo$¢ wzoréw
sin (180°+ a)==—sina
cos (180°+ a)= —cosa.

Poniewaz, jak wida¢ z rysunku, dodanie do kata lub odjecie
od niego 180° nie zmienia jego tangensa ani kotangensa, zatem
mamy

Weory ogdlne: tga = tg n . 180°f a);

ctga= ctg n.180%- a),
ktére powiadaja, ze romenia
y= tgX, y= ctga
meja, nieskorzenie wigle mzwazen i z2jedli kat a cani za
ot jedrenu z tych rowren o wezystkie katy, dgete weorem
Nn. 180°+ a,

gikie n jest albo zerem allo condmg licd, calkonita, (b
chinig, czy uienme) cynig, rdnniez zadb temu roareniu

Wared tych roewiagan jest jedno. mejace nejnmiejsza
Wartox beargledg, i ten sam znek @ lickay . Roawiaganie
© neaned mozenTy pierwiastkiem gtéwnym réwnania

y=tgx Iub Y= ctgx.

Uczen sprawdzi sam, ze pierwiastkiem gtdwnym réwnania

tgX= —1
jest # = —45°.
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Okresowos$¢ funkcyj trygonometrycznych.

§ 41. Przy powyzszych badaniach uwydatnita si¢ bardzo

wazna wihasnosé funkeyj trygonometrycznych: sa to furkgje
Jezeli np. kat a zmienia¢ bedziemy w sjeoséb ciagty
od 0° do 360° funkcja sin a przel nie wszystkie wartosci
od — 1 do + 1; jezeli kat a zmienia¢ sie bedzie dalej od 360°
do 720°, sin a przebiegnie znéw te same wartosci i w takim
samym porzadku. Taki wiasnie jest sens wzoru
sina= sin (360°+ a).
Powiadamy, ze 360° jest okresem funkcji sina.
Uczen wyznaczy okresy trzech pozostatych fnnkcyj.

Redukcja katéow do pierwszej c¢wiartki.

§ 42. Wzory, ktore otrzymaliSmy w poprzednich paragra-
fach, dajg nam mozno$¢ zastgpienia funkcyj dowolnego kata
przez funkcje kata ostrego dodatniego.

Mamy np.

tg 485° = tg (360° + 125°)
1) = tg 125°

= tg (180° - 55°)

= —tg 55°.
— sin 512°
= - sin(360° -f 152°)
= — sin 152°
= — sin (180° — 28°)
= — sin 28°.

2) sin (— 512°)

Cwiczenia XIl. 1. Podane ponizej funkcje trygonometryczne zastapic
przez réwne im funkcje katow ostrych dodatnich:

cos 605°. tg 290°, sin 240" sin 765°
ctg 317°, cos (—670°), sin H 812°).  tg (— 214°).

2. Nastepujace funkcje zastapi¢ przez rowne im funkcje kata gx
sin (260° — o), tg (260° — ), cos (248" — ),
ctg (560" — o), cos (@- 200°), tg (540°+ ).

3. Opierajac si¢ na temn, ze
90°+ a= 180°- (90— a),
znalezé wzory redukcyjne dla funkeyj
sin (0’ + a), cos (90°+a), tg (90°+ a)
i sprawdzi¢ te wzory geometrycznie w przypadku, gdy kat a jest, katem
ostrym.
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4. W SDostib analogiczny znalezé wzory redukcyjne dla funkcyj
sin (270°+ a), cos (270°+ a), tg (270°+ a).
5. Przedstawi¢ nastepujace wyrazenia w postaci najprostszej:
sin (180°— A). cos (270°— A)
C) sin (180°+ A).cos (270°+ A)
cos (180° — A).sin (160° A) . ctg (90°+ A)
tg (180°+ A).cos (—.4). tg (90° — A)
cos (90°-.A) mcos (180°— A) . tg (180°+ A)
1 Isin (90° + A) .sin (180°—A) . tg (180°— A)
6. Sprawdzié nastepujace rownosci:
"4 cos (90°+ A)+ cos (0B— A) + sin (1800+ A)+ sin4= O,
(I1) ctg @709— A) + ctg (ZIGD+ A)= tgA + tg (—4)
(IH) cos (180B+ + + sin (1800+ A)+ sin (270B+ A).
= sin (2708—4) + cos (1808— A) + sin (— A).
7. Sprawdzi¢ nastepujace rownosci, w. ktérych przez 4. B, C, ozna-
ezono katy tréjkata:

8. Znalezé z doktadnoscia do 1' wszystkie katy z, By, czyniace za-
dosé nastepujacym réwnaniom i mniejsze od 360°
sina= —0,4237, cos 3= — 0,8215 ctgy = — 1,6667.
9. Jakie sa og6lne wzory dla katéw a, (3 y, czyniacych zado$¢ na-
stepujacym réwnaniom:
sina= 05725 cos @= — 0,8524 tgy= —I3
Jakie sa pierwiastki giéwne tych réwnan?

10. Dowies¢, ze wzor
sin a= cos (0®— a)
pozostaje prawdziwy, gdy a” 90&

11. Przez srodek kwadratu o boku = 1 przechodzi prosta, ktéra prze-
cina dwa jego boki w punktach A iB, przedtuzenia za$ dwu drugich bokéw
w punktach Cii). Obliczy¢ dtugosci odcinkéw AB i CD w zaleznosci od
Kata a miedzy prosta CD a przekatna kwadratu; zbadac i wykreslié otrzy-
mane funkcje. Czy cale krzywe, czy tylko pewne ich luki odpowiadaja
tresci geometrycznej zadania? Czy funkcje te sa okresowe? Jezeli tak, to
jak wielkie sa ich okresy?

12. To samo zadanie, jezeli zamiast kwadratu mamy dany szescio-
kat foremny.
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13. Dokota $rodka ciezkosci tréjkata foremnego obraca sie prosta,
ktora przecina jego boki w punktach A i B. DIngos¢ odcinka AB wyra-
zi¢ jako funkje kata y miedzy ta prosta a wysokoscia tréjkata. Z rozwa-
zar geometrycznych wysnué, jaki winien byé okres tej funkcji, i spraw-
dzi¢, czy otrzymany okres zgadza si¢ z wzorem, ktorym wyrazilismy nasza
funkcje.

Opierajac sie na wzorach redukcyjnych, mozemy rozwia-
zywac niektére proste réwnania trygonometryczne.

Przyktad . sin 2a = sin (a-|-x),
gdzie a jest katem danym, x za$ katem szukanym.

Z réwnania wynika bezposrednio, ze

albo a-f-x — 2a-(- n «360°

czyli xx= d-f-n «360° (1)
albo tez a+ x=180°—2a+ w-360°

skad x2= (2n-f-1) 180°—3a )

Otrzymali$my dwie serje rozwigzan, z'ktérych kazda sktada
sie z nieograniczonej liczby pierwiastkéw. Obie te serje (1) i (2)
mozemy uja¢ razem zapomoca wzoru ogélnego (str. 73). Mozemy
mianowicie napisac¢
a-)-x —n =180° + (— 1)° =24,
skad X = n- 180°+ a2 (— 1)'— 1].

Przyktad 1. sin @-f- 9= cos 5<p; sraleXC kat o
Przeksztatcamy réwnanie tak, by w obu jego cze$ciach
miec¢ te sama funkcje trygonometryczng, np. kosinus. Mamy tedy
cos [90°— a— q]= cos 59,
a wiec 5@— n «360° + (90°—a— @
zatem musi by¢

albo @ = 1.900._ |

albo = —90° +

Otrzymalismy znéw dwie serje pierwiastkéw, kazda za$
sktada sie z nieograniczonej liczby pierwiastkéw.

Uczen rozwiagze ten sam przyktad, zastepujac kosinus przez
sinus.



Przyktad Il cosa-Acos3a= 0
cos3a= —cosa
- cos (180° + a)
Sa = n 360°+ (180°-f a),

zatem albo

albo tez

Znéw mamy dwie serje pierwiastkéw, z ktérych kazda
sktada sie z nieograniczonej liczby pierwiastkow.

Rozwigza¢ nastgpujace réwnania:
14. tg 2= tg (Gp— a).

15. tg (x—a) + ctg 3x— @= 0.

16. sin {x + 459 = cos (90° — |J.
7. sin (270° J-e)-3cos 3x = Q

18. tg (* + 60°) + ctg (90°—3x) = O.
9. tg2 (*+a) —tg2~= 0.

20—22. Rozwiazaé¢ ukiady réwnan:

.

=

20. sin (2x+ y) —}; tg(x+ 2y) —1,
21.tg (x—y) =% V3; ctg (x+ y)= 0,
22. cos (2x-\-y) = 4; sin (x-\-y) = h

23. Znalezé wzér ogélny dla katéw, ktérych sinus (albo kosinus,
albo tangens) réwna sie odpowiednio sinusowi (alko kosinusowi, albo thu-
gensowi) kata a, wzietemu ze znakiem przeciwnym,

24—27. Katy & i a s3 oba dodatnie i mniejsze od 180°. W jakich
granicach musza by¢ zawarte te katy, zeby byty spetnione nieréwnosci:

24, cos x -f-cos a> 0. 26. cos x + cosa < 0.
25. tgsx — tgza > 0 28. tg4x —tgza < 0.

§ 43. W rozdziale-1 mielismy nieraz sposobnos¢ do wy-
znaczania sinusa kata, gdy dany byt jego kosinus, lub odwrotnie.
Postugiwalismy sie przytem tozsamoscia

sin8a -(- cos2a = 1 )
lecz z dwéch pierwiastkéw, wynikajacych z tej tozsamosci,
uwzglednialiSmy zawsze tylko pierwiastek dodatni, chodzito bo-
wiem o funkcje kata ostrego. Obecnie mozemy juz zrozumie”™
znaczenie drugiego pierwiastku.
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Przyktad 1. Obliczy¢ cos < majac dane, ze sina= f, i
ktadajac, ze 0°< a < 360°.
Poniewaz €S2 iy i,

zatem cos a =
Mamy tedy dwie odpowiedzi
smaj 3 1
I czyli ax= 41° 49" (z doktadnoscig do 1)

cosoj = L- |
smee= 2 1
oraz ilK ( czyli a2 = 138° 11' (z dokfadnoscig do 17.
cosa2z= —

Przyktad 1. tg a = 3; obliczy¢ sina i cos a zaktadajac,
ze 0°< a< 360°
Postugujac sie sposobem, wskazanym na str. 45, mamy
(rys. 60).

310
czyli a1= 71°34' (z dokt. do 10
Yio
cosal= I o
albo tez
sina2m 3/10)
czyli a2= 251° 34' (z dokt. do vy.
cos a2 vio
n’y
iol Rys. 60.
Przyktad 1ll. Rozwigza¢ réwnanie.

4 c0s20-— 8 sin6-+ 1= 0.
Chcac mie¢ w réwnaniu jedna tylko funkcje kata o- za-
stepujemy cos20 przez 1— sinz-4k Mamy tedy

4 sin20--f 8 sino-— 5= 0. (1)
Ktadac sino-= x, mamy réwnanie kwadratowe
4X*-f8x —5= 0 * @

z warunkiem, ze — 17" X 1.

W Wojtowicz. Trygonometrja. 6
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Rozwiazujac réwnanie (2), otrzymujemy.
Xj= —f
X2—

Tylko drugi pierwiastek réwnania czyni zado$¢ postawio-
nemu warunkowi, zatem
sin&= \
czyli <»,=»=360°+ 30°
Q= (2» + ])180°—30.

Przyktad IV. Rozwigzaé¢ réwnanie 6 cos2x -j-sinx —5= o.

Mamy po przeksztatceniu réwnania danego:

6 silex —sin&?—1= o,
skad albo sinx = £

albo sinx = —
zatem
b X1=n- 360°+ 30° 1
albo = (2n+ 1) 180° - 30° |

, an= n «360°— 19°28' \

albo tez

X4= (2n+ 1)180°+19° 28' ]

Cwiczenia XIll. 1—12. Rozwigza¢ nastepujace réwnania:

1. tg2x —ctgax = 0. 2. tg*—4tgec-|-3= 1
3. tg3-+ ctgd-= V- 4. cos3--sin 3-= |
5 tgPp= cosq 6. tg@= cosg+ 1
7. sin2a—2cosa+ £= 0 8. 2\3.cos2@= sina
9. tgza+ ctga= 2 10. ctg(P—abtgp= a

1= cos
1. tg a—j _ sinx'

Sin2<pcos2 @ siN2x cos2x
“a2sin2g-}-b-cos2  a- <os 2a--|-izsinza"

Réwnania jednorodne wzgledem sinusa i kosinusa daja sie sprowa-
dzi¢ do prostszej postaci, jezeli przeksztatcimy je tak, by sinus i kosinus
zastapic¢ przez tangens Iub kotangens.

13—15. Rozwiazac nastepujace rownania:

13. cos* 3 —f y3 =sin3 cos3 —sin23-= 0.

14. 2sin2q4- sin cos P— cos2= 1.

15. 7sin2<H-3sin [ cos — 4 cos2
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15—20. Rozwiazac nastepujace uktady rownari:

15. tg (@— 18. tgx tgy = 1
tg(a:+2)= 0 tg2x + tg2y = 2.

16. cos (x-j-y) = ~ 19. sinx + siny =
ctg (x-\~y) = ~ sin2x + sin2y = 2.

17. + 20. cos (ai—y)—\"-
tg(3'x—y) = L sin (x —y) = cos (X-)-y).

Wykresy funkcyj trygonometrycznych.

§ 44. Majac pod reka tablice wartosci naturalnych funkcyj
trygonometrycznych, mozemy juz obecnie zbudowaé wykresy
funkcyj dla dowolnego argumentu. Chcac np. zbudowa¢ wykres
funkeji

y = sinx,

mozemy na osi odcietych odmierzy¢ w dowolnej skali odcinki,
ktorych dtugosci wyobraza¢ beda wielkosci katéw wyrazone
w stopniach; rzednemi bedg w takim razie wartosci sinusa, do-
powiadajgce tym katom. Poniewaz funkcja sin x jest okresowa
a mianowicie:

sinx = sin (360°-(- x) = sin (2 *360° x) = ....

= sin (—360°+ x)= sin(—2*360°+ x) M _,
zatem zg6éry przewidzie¢ mozna, ze wykres naszej funkeji sktadaé
sie musi z nieograniczonej liczby identycznych gatezi krzywej,

Rys. 61.
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ktore powtarzajg sie co 860°, cata za$ krzywa ciggnie sie nie-
ograniczenie zaréwno w lewo, jak w prawo od osi y-6w (gdyz
zmienna x przybiera¢ moze dowolnie wielkie wartosci dodatnie
i ujemne). Natomiast krzywa musi by¢ ograniczona zaréwno nad
osig, jak i pod osig x-im, gdyz y moze zmienia¢ sig tylko od — 1
do -f 1 (dlaczego?)

Na rys. 61 mamy cze$¢ wykresu funkcji y = smx. |Wi-
dzimy, ze powtarzajaca sie gataz krzywej (ktérg zakresla punkt
o spétrzednycb x, y, gdy x zmienia si¢ od 0° do 360°, 0d"360°
do 720°,.... od 0° do —360°...) ma ksztatt fali. Krzywa ta
zwie sig¢ sinusoida.

Rys. 62

Uczen wykresli jaka$ wigksza cze$¢ sinusoidy, np. dla x,
zmieniajacego si¢ w granicach od — 180° do 540°.

Rys. 62 jest wykresem funkcji y = cos#. Krzywa ta zwie
sie kosinusoida. Inaczej przedstawia sie wykres funkcji

y = tgx.

Tu mozna zgdry przewidziec, ze krzywa sktada si¢ z nieogra-
niczonej liczby gatezi, powtarzajacych sie co 180° (dlaczego?’,
przyczem kazda z tych gatezi ciggnie si¢ nieograniczenie zaréwno
w kierunku y-6\v dodatnich, jak ujemnych (dlaczego?).

Wykres na rys. 63 daje pojecie o ksztalcie kazdej gatezi
tangensoidy. Na dwa wazne szczegéty musimy zwréci¢ uwage.
Wiemy, ze tg 90°, tg 270°, tg 450°,... nie istniejg; wobec tego, jezeli
w punktach osi x-6w, odpowiadajacych ... — 90°, 90°, 270°,. ..
wystawimy do tej osi prostopadte, nie natrafimy na zaden punkt
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tangensoidy. Jezeli natomiast taka prostopadta przesuniemy do-
wolnie mato w prawo lub w lewo, przetnie ona tangensoide
w jednym punkcie. Prostopadte do osi x-6w, wystawione w wy-
mienionych punktach, sa asymptotami tangensoidy. (Poréwna¢
z asymptotami hiperboli! Ile asymptot posiada tangensoida?)

Rys. 64.

Powtore, funkcja y = tgx posiada w punktach x = —90°,
90°, 270°,... przerwy ciggtosci, a mianowicie

1) wymienionym warto$ciom zmiennej niezaleznej x nie od-
powiada zadna warto$¢ zmiennej y;

2) jezeli na x wezmiemy np. dwie wartosci dowolnie mato
rézniace sie od 90°, lecz potozone po dwéch stronach punktu
x = 90°, a wiec wartosci

90°-J-s, 90°—s, (s> 0, lecz dowolnie mate),
wowczas pierwszej wartosci odpowiada bardzo duza ujemna war-
toé¢ tangensa, drugiej za$ bardzo duza warto$¢ dodatnia tangensa.



Woyrazajac sie popularnie, lecz nie $cisle, mozemy powie-
dzie¢: gdy x, rosnac w sposéb ciagty, przechodzi przez warto$¢
x = 90° funkcja tgx skacze raptownie od wartoéci dodatnich
do ujemnych, przyczem w chwili, gdy x = 90°, funkcja prze-
staje istnie¢.

Wykres doskonale uzmystoy nam moze ten fakt przerwy
ciggtosci: w przeciwienstwie do sinusoidy, ktérej poszczegéine
gatezie tacza si¢ w jedng nieprzerwang linje krzywa, tangen-
soida sktada sie z szeregu oderwanych od siebie gatezi.

Rys. 64 jest czescig wykresu funkcji

y = ctgx.

Ile asymptot posiada kotangensoida?

Czem rézni sie kosinusoida od sinusoidy? tangensoida od
kotangensoidy? W jaki sposéb mozemy jedng krzywa otrzymac
z drugiej? Poréwnaé¢ z wzorami na str. 30 i 11.

Wskazac, gdzie zachodza przerwy ciagtosci funkcji y=ctg x.

CGwiczenie XIV. 1 Na wykresie funkcji 7= sina znalez¢ rozwiazania
réwnania sin x —

2. Rozwiaza¢ graficznie réwnania:

(1) cosx = — an tgx = 15.
4. Czem funkcja ~ = 1— sina: rézni sie od funkcji 2 = sin
Naszkicowaé krzywa, wyobrazajaca zmiany pierwszej funkcji.

5. Naszkicowaé krzywe, ilustrujace zmiany funkcyj
y = 1-j-cosa;; = 2—tgx\ y=1-fctgx

6. Naszkicowac krzywe

y= sin(x}-90°);  y= sin(x-f 1809 y= cos{x-f 450°).

7. Czem krzyway — 2= sin (x — 15°) rézni sie od krzywej y = sinx?

8. Wykazaé, iz krzyway = sinx posiada nieskoriczenie wiele $rod-
k6w symetrji.

Czy mozna to samo powiedzie¢ o kosinusoidzie i tangensoidzie?

Jak obra¢ nalezy stala c, zeby poczatek spélrzednych byt $rodkiem
symetrji krzywej y = asin (bxc)'?

9. Dana jest krzywa y = asin (bx -|- ¢); wykaza¢: 1) ze ma ona nie-
skoriczenie wiele osi symetrji: 2) ze punkt krzywej, jednakowo odlegty od
dwoch sasiednich osi symetrji, jest $rodkiem symetrji tej krzywej.

10. Wykreslié krzywe: () y = sinx — cosa,

)y = sin*+ cos*
dwoma sposobami: albo przez dodawanie rzednych sinusoidy i kosinusoidy;
albo przez obliczenie wartosci y dla x = 0°, 30°, 60q ...
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Czy krzywe te przecinaja 0§ a:-6w?
11 Naszkicowaé krzywa y = gn x , a nastepnie sprawdzié swoje

roznmowanie przez doktadne wykreslenie tej krzywej.
inx mtg x.

12. Naszkicowaé krzywa y =
13. Naszkicowaé krzywa y = sinXx =cosX.
14. Naszkicowaé krzywa y = tg2x — L.

ROZDZIAL 1L

Zwigzki miedzy elementami tréjkata dowolnego. Cztery
zasadnicze przypadki rozwigzywania tréjkatow.
Pole tréjkata.
§ 45. Pojecie funkcyj kata dowolnego daje nam moznos$c¢
otrzymania prostego i dogodnego w zastosowaniach praktycznych

wzoru na pole tréjkata.
Niech bedzie dany jakikolwiek tréjkat ABC (rys. 65 i 66).
Jezeli poprowadzimy w nim wysoko$¢ BD, spodek jej D leze¢

B

Rys. 65 i 66.

bedzie badZz na boku AC, badZ na jego przedtuzeniu. Wiemy
z geometrji elementarnej, ze w obu wypadkach mamy

gdzie S oznacza pole trojkata, h— dtugosé jego wysokosci BD.
Z trojkata BCD mamy h = a sin (BCD);
w pierwszym przypadku
~ BCD=C

w drugim za$ przypadku
<EBCD=\W>-C,
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w obu jednak przypadkach mamy

sin (BCD) = sinC (dlaczego?)
Wobec tego musi by¢ h= asinC
_ absinC
oraz G= —g =

Czyli pole tréjkaia réwna sie potowie iloczynu z dtugosci
dwoéch jego bokéw przez sinus kata, zawartego miedzy niemi.

Wz6r sinuséw.

§ 46. 1. Niech bedzie dany tréjkat ostrokatny AIH:
(rys. 67). Wiemy, ze miedzy bokami tréjkata a przeciwlegtemi
katami zachodzi jaka$ zalezno$¢ (z jakich twierdzen geo-
metrycznych wnosi¢é mozna o istnieniu tej zalez-
noéci?); chcac ja wyrazi¢ zapomoca wzoru, musimy uciec si¢
do figury, ktérg juz doktadnie zbadalismy, t.j. do trojkata pro-
stokatnego. Musimy mianowicie utworzy¢ tréjkat prostokatny
w ten sposob, zeby jednym jego bokiem byt np. bok a tréjkata
danego, a zarazem tak, zeby jeden z jego katéw ostrych réwnat
sie katowi A danego tréjkata. Aby taki tréjkat prostokatny zbu-
dowa¢, wystarczy na danym trdjkacie opisa¢ kolo, przez wierz-
chotek B poprowadzi¢ $rednice BD i punkt D potaczy¢ z trze-
cim wierzchotkiem, t j. z punktem C. Promiert kola oznaczmy
przez R, a wiec BD przez 2R.

Mamy wtedy

(dlaczego?)



z tréjkata zas A BDC wnosimy, ze
a= 2Resin A
co mozemy napisac postaci

a o
sin A
Uczen fatwo sprawdzi, Ze ten sam wynik otrzymujemy dla
pozostatych bokéw i katéw tréjkata. Tak wiec
— ¢
snA snB sinc” 2R amn

czyli stosurek boku trgjketa o sinusa przecivdeglego kata jest
wielcécig stalg a mianowicie rdnna sie diugoéa $rechicy kola
gpisanegp e trgjkagie
U. Jezeli trojkat dany A ABC jest rozwartokatny (np.
A> 90°, jak na rys. 68), wéwczas z tatwoscia sprawdzi¢ mozna,
ze wzér (1ll) pozostaje prawdziwy dla katéw ostrych Bi C Co
sie tyczy kata rozwartego A, to, prowadzac $rednice BD. otrzy-
mamy trojkat prostokatny A BDC, w ktérym
<Z>= 180°— jJEA (dlaczego?)
a wiec sin D= sin A
1 znéw mamy z A CBD
a= 2Bsini?
= 2RsinA
zatem wzor sinuséw jest prawdziwy réwniez w zastosowaniu do
trojkata rozwartokatnego.
Uczeri sprawdzi sam, czy wzdr ten pozostaje prawdziwy
i wéwczas, gdy A= 90°.
Mamy tedy nastepujace

Twierdzenie. BOKI T kaly kazobgp trgjketa spelnigja, ner
stepujacy uikded ronnen
A+ B-\-C=180°
a_ b _ ¢
sihA sinB sinC
§ 47. Twierdzenie odwrotne: Jezeli I’T'H’TVCBESES: lich
codatnich, mianonicie dhugoécl trzech ockinkow g b ¢ oreez
marylrzerhlqo/vA. B Ci jezeli licdy te sprandzaja nex
stepujacy ukdad ronren
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A\-B\-Cc=180° [©)

sin% silr?B sir(1:C
\I,'\gt\ym istnigje trgkat, w ktdrym miarami elerentdwvsa dare
| 4
Istotnie, z réwnania (1) wida¢, ze mozemy zbudowac tréjkat,
w ktorym katy rownaja sie A B, G bok zas przeciwlegty katowi
A réwna sie @ Oznaczmy przez Bic dwa pozostate boki tego
tréjkata. Na mocy wzoru (l11) musi by¢
Bre a K]
sinB  sin Csin A
z poréwnania za$ zwigzkéw (3) i (2) widaé, ze musi by¢
b=B; c=c
tak iz sze$¢ danych liczb mozemy uwazaé za miary elementéw
zbudowanego przez nas tréjkata.

Zastosowanie wzoru sinuséw do rozwigzywania tréjka-
téw ogdlnych.
§ 48. WidzieliSmy, ze w kazdym tréjkacie zachodzi zwigzek
a b
sinA  sinB'
W skiad tej réwnosci wchodza cztery elementy tréjkata @ b
A B; jesli wiec znamy trzy z posrod nich, mozemy obliczy¢
czwarty.
Zwrécmy jeszcze uwage na to, ze
N+ 5+ 0= 180°
t. j. ze jesli mamy dane dwa katy tréjkata, to znamy réwniez
trzeci.
Wobec tego zapomoca wzoru sinuséw mozemy rozwigzac
trojkat w ktorym mamy dane
albo 1) A G htj. dwa katy i jeden bok,
» 1) &l A tj. dwa boki i kat przeciwlegty jednemu z nich.

Pierwszy przypadek rozwigzywania tréojkatow.

b§49 Rozwiggad trgjkat, mejec dere dina katy A, Coraz
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SPOSOB PIERWSZY.

Mamy najpierw B= 180°— (A -j- C),

zatem .sin_S= sin(A+ C).
Wobec tego z wzoru sinuséw wynika, ze
a b
zatem sin(A+ C)
_ bmsinA
. ~sin(A+ O
Dalej mamy
inc"
skad sin
aesin C
sin.4 ’

Aby zadanie byto mozliwe do rozwigzania, trzeba i wy-
starcza, zeby byto
A+ C<180°.
SPOSOB DRUGI.
Rachunek moglibySmy wykona¢ inaczej. Mozemy np. obli-
czy¢ najpierw $rednice kota opisanego (lub jej logarytm)

_ i
sin(A+ Cf

nastepnie obliczy¢ boki a, ¢ ze wzoréw
a= 2B esinA
c¢= 2R-sin C.

Ta druga posta¢ rachunku jest wtedy dogodniejsza, gdy
do jakich$ dalszych obliczeri potrzebny nam jest promien kota
opisanego.

Pokazemy na przyktadzie, jak nalezy uktada¢ rachunki.

Przyktad. Rozwigza¢ trojkat, majac dane
A= 42°17", C=71°10, a= 3357 cm.

DANE: OBLICZONE:
A= 42017 B = 66°33
c= 71°10 6= 4577

a= 3357 c= 47,22
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Rachunek pomocniczy: A -f- C = 113°27'
B = 180°— 113°27'

= 66°33.
OBLICZENIE BOKU b. OBLICZENIE BOKU c.
a=sinB a=sin C
sin A sin A

a= 3357 lga= 15259 lga= 15259
B= 66°33 IgsinB — 19626 C=71°10"
A = 42°17" colgsinA = 0,1721

lgb= 1,6606 lgc= 16741

b= 4577 am c= 47,2k

Uwagi. 1. Logarytm liczby czterocyfrowej, podany w na-
szych tablicach, zawiera¢ moze btad, ktéry zawsze jest mniejszy
od 0,00005 (co do wartosci bezwzglednej).
Poniewaz, obliczajgc boki b i c, dodawali$my do siebie po
trzy logarytmy, zatem obliczone przez nas wartosci Ig bilg c
zawiera¢ moga btedy, ktére jednak sa mniejsze (co do wartosci
bezwzglednej) od 0,00015. Mozemy tedy twierdzi¢, ze
1,6604<1g 6 <1,6608
1,6739< lgc< 16743

stad za$ wynika (poréwnaj dane w tablicach!), ze
45,75< 6 <45,79
47,20 < c< 47,24.

Widzimy, ze btad, zawarty w znalezionych wartoéciach bic,
jest na pewno mniejszy od 0,02 jezeli dane w zadaniu wartosci
A, C, a uwazamy za doktadne.

2. Rachunek nasz nalezatoby sprawdzi¢, racjonalnego j
sprawdzenia dokonywaé¢ mozna tylko zapomocg wzoréw, ktéremi
w danym rachunku nie postugiwalis$my sie. Otéz na razie nie
znamy jeszcze najodpowiedniejszego do tego celu wzoru, zwanego
wzorem Newtona.

Drugi przypadek rozwigzywania tréjkatow.

§ 50. Jezeli z dwoch katéw i boku budujemy tréjkat, otrzy-
mujemy zawsze tylko jedno rozwigzanie, o ile zadanie jest wogdle
mozliwe czyli o ile suma dwu danych katéw jest mniejsza od 180°.
Dowdd to, ze dwa katy i bok wyznaczaja jednoznacznie tréjkat.
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Tak jednak nie jest, jezeli chcemy zbudowac tréjkat, majac dane
dwa boki i kat, przeciwlegty jednemu z nich. Z kursu geometrji
wiemy, ze zadanie to nie zawsze jest mozliwe, jezeli za$ jest
mozliwe, to moze mie¢ badZ jedno, badZ dwa rozwigzania.
Uczen przedewszystkiem rozwigze i przedyskutuje szcze-
gétowo zadanie konstrukcyjne
Zoudoned trgjket, mejec dare @ b A
nastepnie za$ poréwna otrzymane na drodze geometrycznej wy-
niki z podana ponizej dyskusja zadania:
raenigged trgjket, mejec dare g b A
Z poséréd trzech nieznanych elementow B, G C obliczamy
najpierw katy. A wiec
besin A
a @
C= 180°— (A-\-B) @

sinB=

wreszcie 3

DYSKUSJA. Przedewszystkiem z réwnania (1) wynika, ze
sin B wéwczas tylko moze istnie¢, jezeli
bsinA<;a
(Jaki jest sens geometryczny tej nieréwnosci? Co oznacza
geometrycznie bsin AT).
Co sie tyczy kata A to moze on by¢ ostry, prosty lub roz-
warty. Po kolei rozwazymy te trzy przypadki.

I. A= 90°. W takim razie sin A= 1, a wiec
sin B= a

Zadanie nie posiada rozwigzania, jezeli bj> a(dlaczego?)
lub jesli b= a, gdyz w tym wypadku mielibysmy B= 90°.

Jezeli b<C.a, wowczas sin B 1; zadanie posiada jedno
rozwigzanie, gdyz z dwu katéw B, majacych ten sam sinus do-
datni i mniejszych od 360°, jeden tylko jest ostry, drugi za$
rozwarty, a wiec nie czyni zado$¢ postawionemu warunkowi,
ze A= 90°.

U. A> 90°. Zadanie nie posiada rozwiazan, jezeli mamy
b~a, gdyz w takim razie bytloby B~ A, a wiec mielibySmy
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w tréjkacie dwa katy rozwarte. Jezeli mamy 6<[«, woéwczas
tembardziej musi byé 6 sin A @ czyli sin B< 1 Zadanie jest
mozliwe i posiada tylko jedno rozwiazanie, gdyz z dwéch katéw B,
majacych ten sam sinus dodatni i mniejszych od 360°, jeden jest
rozwarty i nie czyni zado$¢ warunkowi .4>90°.

m A< 90°. Jezeli b @ wowczas bsin A 3 a wiec
sin B<1. Zadanie jest mozliwe do rozwiazania i posiada tylko
jedno rozwiazanie. Istotnie, z dwéch katow B, majacych ten sam
sinus, tylko kat ostry czyni zado$¢ warunkom zadania, gdyz
z warunku b wynika, ze musi byé B~ A < jooe.

Jezeli wreszcie przy A< 90° mamy b> @ wéwczas mu-
simy odrézni¢ trzy przypadki:

a) albo bsin A> @ w takim razie rozwigzania niema,

P » bsin A=a; wtedy i?=90° i mamy jedno rozwiazanie,

y) » 6sinA<;a; wtedy na B otrzymujemy dwie war-

tosci, mianowicie Bx< 90° i B 180°— Bt Obie
sg mozliwe i zadanie ma dwa rozwigzania.

Wynik dyskusji stresci¢ mozna w nastepujacej tabliczce:

A>90° 6>a 0 rozwiazan
6<a 1 rozwigzanie
A< 900 6>a 1 rozwiazanie
6sinA> & o rozwigzan
b>a\  bsinA= a 1 rozwigzanie

1bsinA<Za 2 rozwiazania
Jak widzimy, tylko w przypadku, gdy A<£90° a zarazem
a< 6, musimy obliczy¢ kat B, jesli chcemy ustali¢ liczbe roz-
wigzan; we wszystkich innych wypadkach liczbe i rodzaj roz-
wiazan mozna z goéry przewidziec.

g51. Przykiad 1. RoanigzaC trdjkat mejacdarea= 5,386 m,
b= 2687 m, A= 102°32.
Poniewaz A>90°, 6 0 , zatem zadanie ma jedno rozwigzanie.

DANE: OBLICZONE:
a= 5386 B= 29°09
6=2,687 C= 48°19
A= 102°32 c= 4121
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RACHUNEK POMOCNICZY: sin A= sin (180°— A) = sin 77°28".

OBLICZENIE KATA B

sin5 = basin A
a
b=2,687 1gb= 04293
A=102°32' IgsinA = 1,9895
a=5,386 colg a--1,2687
Igsin B= 1,6875
B= 29°09'

OBLICZENIE BOKU c.

e _sin Cm
~ sinA
C = 48°19' Igsin C = 1,8732
colgsin A= 0,0105
lga= 07313
lgc= 0,6150
c= 4121

C= 180°—131°41'

= 48°19'

Uwaga. Sprawdzi¢ rachunku nie mozemy, nie znajac jeszcze

WZOrow

Przyktad 11. Rozwigzal trgjkat mejec darea= 177, b =216,

A= 35°26.

Poniewaz Ae<90°, bj>a zatem o liczbie rozwigzan be-
dziemy mogli sadzi¢ dopiero po obliczeniu kata B.

OBLICZENIE KATA B.

RACHUNEK POMOCNICZY.

sng = LSINA A+ 51= 80°36'
a A+ 52= 170°16'
&= 216,5 IgJ= 23355 OBLICZENIE KATA C.
A=35°26" Igsin A = 1,7633 C= 180°— (A-\-B)
a= 177 col#a= 37520 | Cy= 180°— 80°36'
Igsin 5 = i,8508 = 9924
5,= 45°10 C2= 180°— 170° 16
52= 134°50' = 9044
OBLICZENIE BOKU ¢ OBLICZENIE BOKU ga.
c. aminC
T Tsmi
a= 177 lga= 2,2480 lga = 22480
(71=99°24' Igsin = 19941 c2= 944  Igsin C2= 1,2281
A= 3526 colgsin A = 0,2367 colgsin A= 0,2367
lga= 24788 lge2= 17128
a= 3012 2= 51,62
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Cwiczenie XV. 1. Ze wzoru na pole tréjkata wysnué wzor sinusow.

2. Dwa boki tréjkata sa statej diugosci, kat za$ miedzy niemi za-
warty jest zmienny; kiedy pole tego tréjkata jest najwieksze?

Otrzymac ten sam wynik zapomoca rozwazar geometrycznych,

3. Dany jest rownolegtobok o bokach a, d i kacie miedzy niemi
zawartym A. O ile wzrosnie jego pole, jezeli boki zwiekszymy odpo-
wiednio o x iy?

4. Mamy dane dwa trokaty A ABC, A A'BC', przyczemA=180°"—A'";
jaki jest stosunek pol tych tréjkatow?

5. Dowiesé, ze pole tréjkata réwna sie A~ > gdzie R jest promie-
niem kola opisanego.

6. Opierajac sie¢ na poprzedniem zadaniu, wyrazi¢ pole tréjkata za-
pomoca promienia R i sinuséw wszystkich trzech katéw tréjkata.

7. Wyrazic pole trojka(a zapomoca promienia kola wpisanego i sumy
trzech bokéw, a nastepnie opierajac sie na zad. 6, wyrazi¢ promier kota
wpisanego jako funkcje promienia kola opisanego oraz trzech katow
tréjkata.

8. Srodek Kkota opisanego na A ABC faczymy z wierzchotkiem A
i kreslimy promien, prostopadty do boku b. Dowiesé na tej figurze wzoru
sinuséw: 1) w przypadku, gdy B < 90°, 2) w przypadku, gdy B > 90°.

9. $rodek kola opisanego potaczyé z trzema wierzchotkami tréjkata
ostrokatnego i dowiesé, ze pole tréjkata wyrazié mozna wzorem

Y («cosA -j-600sB + ccos C).

Czy wzr jest prawdziwy dla tréjkata rozwartokatnego?
10. Jezeli przez oznaczymy diugosé dwusiecznej wewnetrznej
kata A w tréjkacie A ABC, wowczas mamy

Pa (6+ c)-sin4 = 6c sinA”

11. M jest dowolnym punktem na boku a tréjkata ABC, przyczem
<€AMB wyrazi¢ diugosé odcinka AM jako funkcje kata 3. boku a
i pola tréjkata. Jak zmienia sie AM, jezeli A porusza sie po réwnolegtej
do BC, bok za$ a jest staly? Naszkicowaé obraz tej funckji

12. Uzasadnié nastepujacy sposob graficzny mierze
roboku.

Dany jest dowolny czworobok ABCD, ktérego boki mierzymy jaka-
kolwiek jednostka, np. calami. Przez C kreslimy réwnolegta do BD, ktéra
przecina w punkcie E przedtuzenie boku AB. Ze $rodka E promieniem
= 2 jednostkom miary kreélimy kolo i prowadzimy styczng AM. Przez
wierzchotek D prowadzimy réwnolegta do AB, kt6ra przecina prosta AM
w punkcie X. Odcinek AX ma tyle jednostek dtugosci, ile jednostek kwa-
dratowych zawiera dany czworobok.

iEgzamin wstgpny do szkoty wojskowej w Woolwich).
13. Jezeli miedzy katami tréjkata zachodzi zwiazek
SiN2A = sin2B -|-sin2C,
woweczas trojkat jest prostokatny.

pola czwo-
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14. Jezeli w tréjkatach ABC, A'B'C' mamy
A= A, B+ B'= 180,
woéwczas boki, miedzy ktoremi zawieraja sie katy C i C, tworza proporcie.

15. Majac dany tréjkat ABC, obliczy¢ boki i katy kréjkata A'B'C',
gdzie AA', BB', CC' sa wysokosciami tréjkata danego.

16. w tréjkacie ABC, w ktérym C> 90°, prowadzimy wysokos¢ CD
oraz DE JAC. Rozwiaza¢ tréjkat BDE, majac dane a= 415, A = 35°10'
C= 108°45.

17. Rozwiazaé nastepujace trojkaty:

a) a= 1491 A = 29249 B = 46°06'
1884 B = 28°12 C = 95°36'
54,49 A= 18°23" B = 126° 12"
458,3 A= 18°18" B = 129°48"
0,1798 B = 129°06' C= 34°45'

18. obliczy¢ dwusieczne wewnetrzne W tréjkatach a) i. (3 poprzed-
niego zdania.

19. Obliczy¢ dwusieczne zewnetrzne, poprowadzone z wierzchotkéw
B i C do przedtuzenia przeciwleglych bokéw w tréjkatach y) i S) zadanie 17.

20. Rozwiazat nastepujace tréjkaty:

3,73 =63°20"
3164 A= 22018
0,507 B = 157°14'
7712 C= 64°52'
£ 6= 6811 C= 45°55.

21. Zbudowa¢ tréjkat, majac dane a, 6, R. Rozwiazac tréjkat, majac
dane a= 40,15, 6= 5218, R= 4912

22. Jezeli A’ jest $rodkiem boku BC w tréjkacie ABC, woéwczas
musi by¢

6 . sin {A'AC) = c . sin {BAA").

23. Mechanizm, przedstawiony na rys. 69, B
sktada sie z preta AX, osadzonego na zawiasie
w punkcie A, i z pretaBP, osadzonego na zawiasie
w punkcie B, przyczem wzajemne potozenie punk-
t6w A i B nie zmienia sie. Koniec preta BP slizga
sie po AX.

1) W pewnej chwili <€ BAP = 40° 22'. Obli- . gn
czyé  PBA, jezeli

AB= 245 .BP=1,65.

2) O jaki kat obréci sig pret BP, jezeli
pret AX, obracajac sie dokota A, zblizy sie
0 20° do prostej AB?

24. W czworoboku przegt
mamy AB = AD= 6,75, BC= CD = 455,
4CBAD = 50°. O ile wzrosnie odlogtos¢ mie-
dzy punktami A i C, jezeli czworobok zfo-

Rys. 70. 2ymy tak, ze B upadnie na D?

W. Wojtowicz. Trygonometria.



25, Pret AB na rys. 71 obraca sie dokota A, pret CD obraca
dokota C, pierscien za$ D $lizga si¢ po AB. W punkcie E przyczepiony
jest-ciezar W. Pierwotnie ¢; BAC = 35°

A O ile centymetréw podniesie sie ciezar TF,
jezeli sita P, dziatajac na pret AB, obréci ten
pret o 10

*AC= 114 cm, CD= 146 cm, CE= 3,9 cm.

_ 26. Dany jest tréjkat ABC wpisany,w Kofo.
Niech A', B\ C beda $rodkami tukéw, podpartych
przez jego boki. Dowiesé, ze pole tréjkata A'B' C

ADCSB(X)SC.

p réwna sfe 28: cos
27.  Jezeli w tréjkacie zachodzi zwigzek

woéwczas tréjkat jest réwnoramienny.

28. W tréjkacie ABC znalezé na boku c taki punkt M, zeby bylo
ML sMK = amBK, gdzie ML, ALK s3 to prostopadle, poprowadzone odpo-
wiednio do bokéw ) i a.

[Wskazowka: Obliczy¢ najpierw w najprostszej postaci odcinek
MA = x, nastepnie znale#¢ spossb skonstruowania tego odcinkal,

29. Rozwiazaé poprzednie zadanie w zatozeniu, ze punkt M spenia
warunek ML aM K = ¢ msBM.

30. Zbudowaé tréjkat ABC i rozwigza¢ ten tréjkat, majac dane:
B, C, ha

31 Przez wierzchotek A tréjkata prowadzimy dowolna poprzeczna
AX do boku BC, kiéra dzieli tréjkat ABC na dwa tréjkaty: T, i T..
1) Wykaza, ze stosunek promieni két, opisanych na T, i Ts réwna sie b:c.
2) Co dzieje sig¢ z dtugosécia poprzecznej, gdy X zbliza sie nieograniczenie
do C? Co dzieje sie wéwczas z promieniem Kota, opisanego na T.? Jaki
stad wynika wzér na promien kola, stycznego do BC w punkcie C i prze-
chodzacego przez punkt A?

32. Sile 120 dyn rozlozy¢ na dwie sktadowe, nachylone do niej pod
katami 35° 30" 2° 10°.

33. Obliczy¢ z doktadnoscia do 0,1 metra wysokos¢ wiezy AB, jezeli
obserwujac ja z punktu O, oddalonego od podnézaA o 2153 m, znalezlismy,
e kat depresji punktu A wynosi 6° 14', kat wzniesienia punktu B réwna
sie 12°08".

34. W chwili, gdy wysokos¢ storica nad horyzontem= a, wieza AB
rzuca ri dbugosci | m na droge, prowadzaca wprost do jej podnéza.
Obliczyé wysokosé wiezy, jezeli droga znajduje sie pod ptaszczyzna po-
zioma, przechodzaca przez podnoze wiezy i tworzy z ta praszczyzng kat fi
(a= 36°30, G= 28°40, |— 84,75 m).

-35. Dwa statki, jadace z jednostajna predkoscia, opuszczaja jedno-
czesnie ten sam port, lecz skierowuja sie w rézne strony. Drogi statkéw
tworza z soba kat a; predkosé jednego statku jest ©°5; jaka jest pred-
ko$é drugiego statku, jezeli po uptywie N godzin odlegtosé miedzy niemi
wynosi d kilometréw? Jaki jest warunek mozliwosci zadania?
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36. Katy w tréjkacie maja sie do siebie tak, jak 3:4:5; obliczy€ sto-
sunek bokow.

37. Rys. 72 przedstawia mape z trzema wzgérzami A, B, C, z kto-
rych najwyzszem jest C. Szczyty A i B wznosza sie odpowiednio na
510 m. i 630 m. nad poziomem morza. Kat elewacji wierzchotka C, obser-

wowany z punktu A, réwna sie 22°, odleglos¢ AB = 4500m. w rzucie
poziomym <E CAB = 50°, w takim ze rzucie <€ CBA =46".
Dwoma naczy¢ kos¢ C nad i morza oraz
elewacje wierzchotka C, zmlerzonqw punkcie B. a mianowi
1) zapomoca konstrukcji geometrycznej w skali 1:10000,
2) zapomoca rachunku.
(Egzamin do szkoly wojskowej w Sandhurst).

38. Dwaj obserwatorowie A i B znajduja sie od siebie w odlegtosci
100 m. i obserwuja ten sam punkt C. Obserwator A konstatuje, ze wzgle-
dem niego C lezy o 13° na wschéd od pétnocy, B za$ znajduje sig¢ o 83°
na wschéd od péinocy. Obserwator B stwierdza, ze C znajduje sie wzgle-
dem niego o 17° na zachéd od péinocy.

Znale#¢ odlegiosé od B do C w dwojaki sposb:

1) zapomocg rysunku w skali 1:500,

2) zapomoca rachunku

39. Jadac po prostej drodze PQR, obserwujemy dwa wzgérza A i B,
potozone oba po jednej stronie drogi. Gdy znajdujemy sie w P, spostrze-
gamy. ze < BPA = 25°, < RPB = 42°-W chwili gdy znajdujemy sie w Q
jedno wzgérze zakrywa drugie i spostrzegamy, ze RQA = 62°30. Jak
wielka jest odlegtosé od A do B, jezeli PQ = 5 kim.?

40. Cyklista wyrusza z punktu A i jedzie na pétnoc z predkoscia

jednostajna 7,5 Z punktu B, potozonego o 10 kim. od A w Kierunku
N. 41° E. (t zn. <o 41° na wschod od péinocy®), wyrusza jednoczesnie
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piechur, z predkoscia 5Pp. W jakim kierunku winien i¢ piechur, jesli

chee spnlkac sie z cyklista? 2) kiedy to spotkanie nastapi?
Statek opuszcza port o 12-¢j godz. i plynie z predkoscia jed
stajng 15— najpierw w kierunku N. 35° W (t. j. 35° na zachéd od pot-
nocy), a 0 13 g. 50 m. zmienia kurs i plynie z ta sama predkoscia w Kie-
runku E. 40° N. (t j. 40° na pétnoc od wschodu). Drugi statek opuszcza
ten sam port o 12 g. 45 m. i piynie z predkoscia 20 w kierunku
E. 20° IV, a oddaliwszy sie od portu o 25 mil, zmienia kurs i plynie z ta
samg predkoscia w kierunku N. 15° W. Dowodcy statkéw uméwili sie, ze
spotkaja sie tam, gdzie ich kursy przetna sie. Ktéry statek przybedzie
pierwszy na miejsce spotkania i jak diugo bedzie musiat czekaé na drugi
statek?

Wz6r kosinus6w.

§ 52. Z kursu geometrji wiemy, Zze twierdzenie Pitagorasa =
daje sie uogélni¢ na dowolne trojkaty, ze mianowicie w kazdym
tréjkacie zachodzi miedzy bokami zwigzek

a?= b2-f-c2— 2bp (1)
(gdzie p oznacza rzut boku ¢ na bok b) albo tez zwigzek
a2— b2-\-c2— 2bp @)

zaleznie od tego, czy kat A jest ostry czy.rozwarty. Zapomoca
funkcyj trygonometrycznych mozemy oba wzory uja¢ w jeden,
a to w spos6b nastepujacy.

Kys. 73. Rys. 74.

Bez wzgledu na wielko$¢ kata A mamy zawsze
AD =p ==c =cos (BAD),
a wiec jezeli A < 90°, mamy
p =V mos A,
jezeli zas A > 90°, wowczas
p= —cCeCosA.
Wobec tego zaréwno wzér (1), jak (2) przybieraja posta¢
a2= -f c2— 27>c cos A )
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Uczen wypisze odpowiednie wzory dla cos B i cos CJ.
Mamy tedy nastepujace
Twierdzenie. TU kazdym, trdjkacie boki i katy spetniaja
nastepujacy uktad réwnan:
a2= b2-f c2— 2bc cos A
b2= a2-(- c2— 2ac cos B
c2= ct2-\-b2— 2ab cos C
Wzory te, zwane wzorami kosinuséw, daja nam mozno$¢
rozwigzywania tréjkatow w przypadku Il i 1V, a mianowicie:
gdy mamy dane
1) trzy boki a, b, c;
IV dwa boki i kat miedzy niemi zawarty, np. a, b, C.

Przyktad. Rozwigza¢ tréjkat, majac dane a — 2517
b= 105,8; c = 305,1.

Wiemy, ze a2+ €2 _ b2
ons R= i - —

Postugujac sie tablica kwadratéw, znajdujemy nastepujace
wartosci przyblizone (z doktadnoscia do 10):

a2= 63350
c2= 93090 I {a2+ c2— b2 = 72620
. «z+ c2= 156440 ' ac= 76800 (dokt. do 10
b2= 11200
a2+ c2—b2= 145240
= 0,9456
5= 18°59'

‘) Wzory, odnoszace sie do jednako-
wych elementéw tréjkata, np. do bokéw, do
katéw, do $rodkowych it. d., daja sie otrzy-
mac jedne z drugich zapomocg przemian
kotowych. W celu utatwienia sobie- odpo-
wiednich zmian we wzorach, wypisujemy na
okregu kota w réwnych odstepach elementy,
o ktére chodzi (w naszym przyktadzie boki
a. b, e); jezeli wyobrazimy sobie, ze obréci-
lismy okrag kota o 120° w zwrocie, wska-
zanym przez strzatke, wowczas A zostanie Hvs- 75.
zastgpione przez C, C przez B, wreszcie B
przez A i tak samo u zostanie zastapione przez c, ¢ przez b, b przez a. Po
tej pierwszej przemianie mozemy otrzymaé druga przez dalszy obrot o 120°.
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Widzimy, Zze rozwigzywanie tréjkatéw zapomoea wzoru
kosinuséw jest do$¢ kiopotliwe, nawet przy uzyciu tablicy kwa-
dratéw, zwtaszcza jezeli mamy do czynienia z liczbami wigkszem
Bedziemy tedy musieli poszuka¢ innych zwiazkéw miedzy ele-
mentami tréjkata, dogodnych do rachunku logarytmicznego. Nie-
mniej jednak wzér kosinuséw oddawaé nam nieraz bedzie wielkie
ustugi, badz jako ogniwo posrednie w rachunku, badz w zada-
niach, nie wymagajacych obliczeri logarytmicznych.

Cwiczenia XVI. 1. Czy wzér kosinusow jest prawdziwy w zastosowa-
niu do tréjkata prostokatnego?

2. Z nieréwnosci — 1 < cos A < 1z wzoru na cos A wysnué,
7e suma dwoch bokéw tréjkata jest wieksza, réznica zas mniejsza od trze-
ciego boku.

3. Dwa punkty poruszaja sie ruchem jednostajnym po okregach spol-
srodkowych, ktérych promienie réwnaja sie odpowiednio 5m. i 9 m. Pro-
mienie, poprowadzone do tych punktéw, obracaja sie dokota $rodka z pred-
koscia: mniejszy 30° na minute, wigkszy 40° na minute. W pewnej chwili
oba punkty znajduja sie na jednym promieniu wiekszego kola. Po ilu se-
kundach odlegtosé miedzy niemi wynosi¢ bedzie 6 m., jezeli ruch obu
punktéw odbywa sie w tym samym zwrocie?

4. Wykazaé, ze katy dwuscienne foremnego czworoscianu i forem-
nego osmioscianu spetniaja sie. Obliczy¢ nastepnie te katy z doktadno-
Scig do 1"

[Wskazowka: przez krawedz’ caworoscianu  poprowadzic  pra-
szczyzne, pre do

5. ObliGzy¢ kat dwuscienny w dwudzleslosclanle foremnym.

6. Czworoscian foremny ABCD przecieto ptaszczyzna, przesunieta
przez AB i prostopadta do CD. Pole przekroju réwna sie 5. Obliczy¢ obje-
tos¢ czworoscianu.

7. Dany jest ostrostup prosty o podstawie szesciokatnej foremnej
Bok = a pa =h. Obliczy¢ kosinus kata, pod
ktérym $ciana boczna jest nachylona do podstawy.

8. Dany jest lro]kql ABC, w ktérym A = 30°. W wierzchotku A wy-

pr y tréjkata i na niej obieramy taki
punkt D, ze < BDA = 60“, < CDA = 45°. Dowies¢, ze AD = BC.

9. Sity 16 dyn i 42 dyn, dziatajace na ten sam punkt, tworza kat
35°20". Obliczy¢ ich wypadkowa.

10. Rozwiaza¢ tréjkat, majac dane A= 45°, b= 4. c= [2.

11. Katy tréjkata tworza postep arytmetyczny; znaleié prosta za-
leznosé miedzy jego bokami

12. Jezeli w tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym, w ktérym
C= 90°, obierzemy dowolny pnnkt D na przediuzeniu boku AB, wéwczas
musi by¢

2 CD-= AD--(- BD2
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Czy zwiazek ten pozostanie prawdziwy, jezeli punkt D znajdzie sie
w wierzchotku B? jezeli znajdzie si¢ na boku AB?

13. Dane sa dwa kola (rys. 76), z kt6-
rych jedno ma promieri r, drugie \r. Odle-
gtosci ich $rodkéw= \r. Po okregach kot
poruszaja sie w tym samym zwrocie i
chem jednostajnym dwa punkty, ktére wy-
ruszaja jednoczesnie z potozei A i BAw t'
samym czasie dokonywaja catkowitego obie-
gu. Wyrazi¢ kazdorazowa odlegiosé miedzy
punktami jako funkcje kata a, o ktéry obrocit
sie promieri AO. Z wzoru tego odczytaé,
kiedy odlegtos¢ miedzy niemi jest najwieksza
lub najmniejsza. Rys. 76.

14. Jezeli punkty A, B, C leza na jed-
nej prostej, punkt za$ O nie lezy na niej, wéwczas mamy zwiazek

OA 1BC+ OC-1AB = OB21ACA-AB 1BC I1AC.

Jest to t. zw. Ucierdzenie Stewarta.

- Czy twierdzenie pozostanie prawdziwe, jezeli O obierzemy na pro-
stej AC?

15. Jezeli boki tréjkata ABC tworza postep geometryczny, wowczas
tréjkat, zbudowany z trzech jego wysokosci, jest podobny do tréjkata ABC.

16. Dwa kota o promieniu r i ' przecinaja sie pod katem a; obli-
czyé odlegiosé d ich srodkéw oraz ich spoing cieciwe m.

17. Dane sa dwie proste, przecinajace sie w pnrikeie O pod katem a.
Na jednej z nich obieramy; po obu stronach punktu O dwa punkt} A i B
takie, ze AO= a, BO—b, gdzie$ i b sa to liczby dane. Ile mozna zna-
lezé na drugiej prostej takich punktéw M, zeby bylo <€AMO = <Y BMO?

18. Punkty A i B na kuli ziemskiej leza 6ba na réwnolezniku 52°,
réznica zas ich diugosci geograficznych wynosi 32°15'. Obliczyé: 1) pro-
mienrt réwnoleznika: 2) dtugo$¢ odcinka AB prostej: 3) dhugosé luku kota

ielkiego na ziemi, przect przez punkty A i B.

Promien kuli ziemskiej = 6350 km.

19. Dowiesé, ze w tréjkacie mamy

a“= (bwacf —xbc cos2~

a*= {b— c)2-h4 5¢c sin2"-

[Wskazéwka: wprowadzi¢ do rysunku odcinek i+ d,

20.  Opierajac sie na whasnosciach funkcyj jednorodnych’), dowies¢, ze
n 1,1 2 cosA
V*a-Vib+ Vic VbVe'

i) Funkcja jednorodna M-tego stopnia zmiennych x, y, z . . . posiada
te whasnosé charakterystyczng, ze jesli zmienne x,y,z, . . . zastapimy przez
wielkosci proporcjonalne, t.j. jezeli potozymy x = XX, y = \Y, z= XZ,.,.
wowczas funkcja nie zmieni ksztattu, lecz zostanie pomnozona przez X,
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gdzie przez V,, Vb, V« oznaczylismy objetosci bryh, ktére tréjkat ABC
zakreéla, jezeli obracamy go dokota bokéw a, b, c.

21. Jezeli tréjkaty ABC, A'B'C' sa sobie rowne i jezeli zachodzi
zwiazek

ctgA -f ctgA' —0 @

to zachodzi réwniez zwiazek
a*+ a-= 6*+ V-+ c-fc'-..
1 odwrotnie: z (2) wynika zwiazek (1).
22. Dowiesé, ze pole S dowolnego czworoboku wypukiego wyraza
sie wzorem

2.

S2= {p—a) (p—b) (p—c) (p —d) —abed cos2a,
gdzie 2a=4+C. »
[Wskazéwka: wyrazié¢ dwoma sposobami przekatna BD zapomoca
bokéw i katéw czworobokul]
23. W jaki sposéb zmieni sie wzor powyzszy, jezeli na czworoboku
mozna opisaé koto?
24. Pole czworoboku opisanego wyraza sie wzorem:
S*= abcd sin2a.
25. Jezeli czworobok jest tego rodzaju, ze mozna zaréwno wpisaé
w niego koto, jak na nim opisa¢ koto, wéwczas pole czworoboku wyraza
sie wzorem
S2= abcd, promieri za$ kola= — " l/abcd—
a+b-hc+ d
26. Dany jest czworobok przegubowy o bokach a, b, ¢, d (statej
dtugosci). Opierajac sie na zadaniu 22, odpowiedzieé na nastepujace pyta-
nia: (1) czy pole jego jest zmienne czy state? (I1); jezeli pole zmienia
to w jaki sposéb? czy osiaga kiedykolwiek wartos¢ najwigksza lub naj-
mniejsza?
27. W czworoboku wpisanym mamy
2+ 62- c2- d2

cos B -

2 (ab -mcd)
! vip—a) ip — b
m SNB =57 bahod
Q) ef= ac + bel
e ad+ be
™ f - ab-t-cd

S 53. Twierdzenie odwrotne wzgledem § 52). Jezeli mamy
dane szeé¢ liczb dodatnich, mianowicie miary trzech odcinkéw

gdzie n oznacza stopier funkcji. Np. funkcja jednorodna cx- — ax>j- -+ by-
Zzamieni sig po podstawieniu w X- icX2— aX Y -+bY3.

Opierajac sie na tej whasnosci, mozemy zastapi¢ w réwnaniu jedno-
rodnem wszystkie zmienne przez wielkosci proporcjonalne — nie zmieni to
pierwiastkéw réwnania.
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a, b, c oraz miary trzech katéw A, B, C, sprawdzajace uktad
réwnan

a2= b2-\-c2— 2cbhcosA @
b2= a2-j-c2— 2accosB ()
c2==b2-f- a2— 2ba cos C )]

i jezeli przytem kazdy z katéw A, B, C, jest mniejszy od 180°,
woéwczas istnieje tréjkat, w ktérym miarami elementéw sa
dane liczby.
Z ¢wiczenia XVI, 2 na str. 102 wiemy, ze z naszych row-
nan wynika, iz
\b—c | <a<s-)c,
zatem z odcinkéw a, b, ¢ mozemy zbudowa¢ tréjkat. Oznaczmy
przez A', B, C' Kkaty jego, przeciwlegte odpowiednio bokom a,
b, c. Na mocy wzoru (1v) musi by¢
a2= b2-\-c2— 2bccosA". @
Poréwnywajac réwnanie (1) i (4) widzimy, ze cos A = cos A’,
poniewaz za$ oba te katy sa mniejsze od 180°, zatem
A= A"
Tak samo dowodzimy, ze B= B' i C= C"

Uwaga. Z twierdzen odwrotnych, dowiedzionych w 88§ 4T
i 53 wynika, ze jezeli przy rozwigzywaniu tréjkata postugiwa-
lismy sie wzorem sinuséw lub kosinuséw (albo jakim$ réwnowaz-
nym im uktadem), wéwczas przy dyskusji wystarczy sprawdzic,,
czy znalezione wartosci bokéw sa dodatnie i czy kazdy ze zna-
lezionych katéw zawiera sig miedzy 0° a 180°.

§ 54. Zwiagzki, wyrazone wzorami 1 i Iv sg réwnowazneT
jezeli a, b, ¢ sa liczbami dodatniemi, katy za$ A, B, C zawie-
rajg sig miedzy 0° a 180°

Istotnie, jezeli np. zachodzi uktad réwnan z § 53, wéwczas,
mozemy zbudowac¢ tréjkat, w ktérym miarami elementéw sg liczby
a,b,c,A,B, C. Ale w zbudowanym tréjkacie zachodza zwigzki
(1) 1 odwrotnie: jezeli mamy dany uktad taki, jak w § 47, mo-
zemy zbudowaé tréjkat ABC, odpowiadajacy temu uktadowi,
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a miedzy elementami tego tréjkata zachodzi€é musza zwigzki,
wyrazone wzorem (IV).

Uwaga. Widzimy, ze uktady réwnan §§ 47 i 53 nie sg od
siebie niezalezne, ze kazdy z nich powinien by¢ konsekwencja
drugiego. Jakoz wkrétce poznamy przeksztatcenia trygonome-
tryczne, ktére pozwolg nam otrzymac ktoérykolwiek z tych ukta-
déw, jezeli mamy dany drugi ukiad.

Wzory Newtona.

§ 55. W celu otrzymania innych zwiazkéw miedzy elemen-
tami tréjkata, dogodniejszych do rachunku logarytmicznego,
wezmy pod uwage figure, ktorg nieraz postugiwalismy sie przy
rozwigzywaniu zadan konstrukcyjnych w kursie geometrji.

Niech bedzie dany tréjkat A ABC. Na przedtuzeniu boku CB
odtézmy BD = BA; wéwczas musi by¢ jCBAD - BDA = "
fdlaczego?)

Zauwazmy dalej, ze

<CAZ?= zt+ |

Stosujac wzor sinuséw do tréjkata
CDA, mamy

Rys. 76 a
sin

ze wzgledu za$ na to, ze

oraz, ze sin (90°+ X) —cos X (dlaczego?)
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otrzymujemy ostatecznie
A-C

a—[—)c_ in2 -~

Jezeli w tréjkacie ABC odtozymy bok ¢ na boku a, nie
za$ na jego przedtuzeniu (zakladajac, ze a> c), wowczas otrzy-
mamy (rys. 77) tréjkat CEA, w ktérym

a—c__sin(CAE)

A -C
an T -
A+ C\

czyli ostatecznie
. A—<C
sin £~
. 2
n A+ C

it 2

Uczen napisze odpowiednie wzory, w ktérych sktad wcho-
dzityby sinusy i kosinusy katow
A—B A-j-B B—C B+C
2 2 2 2

Uwaga. Wzory (1) i (2) odznaczajg sie tem, ze kazdy z nich
zawiera wszystkie sze$¢ elementéw trojkata. Wskutek tego nadaja
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sie one doskonale do sprawdzania wynikéw, otrzymanych przy
rozwigzywaniu tréjkatéw (dlaczego?')d.
Wzér tangensoéw.
§ 56, Dzielac przez siebie wzory Newtona, otrzymujemy
-B i+ B

CCtb =
%— b A+ B . A-B

g-I-B A+ B

Jest to najdogodniejszy wzér do rozwiazywania trojkatow,
gdy mamy dane dwa boki i kat miedzy niemi zawarty.

czyli

Trzeci przypadek rozwigzywania tréjkatow.

§ 57. Dane sa a, b, C; rozwigza¢ tréjkat.
Stosujg wzoér tangenséw i pamigtajac, ze

A—B a—b 4C
*8— — S+ S-0tg2’
B - A - R . A+ B
Obliczywszy zapomoca tablic kat i znajac kat

znajdujemy A i B.

") Wzory te nazywaja czesto wzorami Mollweidego od imienia ma-
tematyka niemieckiego, ktory na poczatku XIX wieku przypomniat je
$wiatu naukowemu. Nazwa jest niestuszna, gdyz wzory te znajdujemy juz
w jednym z dziel Newtona.
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Bok c obliczy¢ mozemy zapomoca wzoru sinusow.
Sprawdzamy rachunek zapomoca wzoru Newtona.

Przyidad.  Rozwiazac tréjkat, majac dane A = 72°40,

b= 5234, c= 86,75.

DANE. OBLICZONE.
A = T2°40 = 36°04
6= 52,34 C= 72°16'
c= 86,75 a= 8695

RACHUNKI POMOCNICZE.

6]- c= 139,09

36

B+z-C=

"OBLICZENIE KATOW B i C.

90°—

c—&= 3441

°20"

n =

53° 40"

OBLICZENIE BOKU a

c—B c.sinM
L] c+ a sinC
c— &= 34,411 Ig(c—¢)==1,5367 = 8675 19 c= 1,9383
c+ 6 =139,09 colg(c+b)=3,8567 M= 72°40' 1g sinM= 19798
gl_ 36°20" 1g ctg~ =0,1335 C= 72°16' coig SiNnC = 0,0211
Igtg— B — 1,52601 Ig®— 1,9392
2 a= 86,95

—-AN=18° 36

AE-A=53° 40

C= 72° 16
5= 35°04";
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SPRAWDZENIE.

c—b
a
2

lg (c- b)= 15367 lgsinA-A-=1,5037

colg @ — 2,0608
colg sin C~"B = 0,0939
1,5975

1,5976

Promien kota wpisanego i wzér Herona.

§ 58. Niech W bedzie srodkiem kola, wpisanego w trojkat
ABC] Wa, W/,, W, niech beda $rodkami kol zawpisanych, leza-
d w katach A, B, C. 0znaczmy przez p promieni
pi. pc promienie kot zawpisanych.

cych odpo

kola wpisanego, przez
Wreszcie przez 2P oznaczmy obwéd trojkata ABC, przez S jego

pole.

Rys. 78

Jezeli C' jest punktem stycznosci boku C z kotem wpisa-
nem, C" za$ punktem stycznosci przedtuzenia tegoz boku z kotem

zawpisanem (rys. 78), wowczas, jak wiadomo »)

® Uczen, ktéryby tych wzoréw nie znal, otrzyma pierwszy z nich
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AC'=p —a,
BC"=p
AC"=p —c
Z rysunku 78 widzimy, ze

A WAG'~ A WtAC" (dlaczego?)

czyli
PP»=(P—0¢) (p—a).
Z podobienstwa tréjkatow
ABWC~/ABWhC
wynika, ze
p_p—b
. P

7 rownan (13 i (2) wynika, ze
5 (p—a) -V (P—C-
czyli
P aPE-AP-c)
P

Poniewaz mamy (dlaczego?)

S=p.p 3
zatem musi byé

S= 1P<P—a)(p—A) (p —0).

Jest to t. zw. WzOr Herona na pole tréjkata.
Rzecz prosta, ze gdybysmy nie postugujac sie promieniami

K6t w trojkacie, wz6r Herona otrzymali na innej drodze (jak to

2 tatwoscia, uktadajac trzy réwnania linjowe, w ktérych niewiadomemi sa
odcinki, wyznaczone na bokach tréjkata przez kolo wpisane.
Drugi wzér wynika z pierwszego, jezeli zwazymy, ze
AC"+ CA"= b (dlaczego?)

awiec
BA"+ BC'= a+ b+ c
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Aczesto robia w kursach geometi-ji), wéwczas z wzoru Herona

i z rownania (3) mogliby$my odrazu otrzymaé wzér na promien

-kota wpisanego

Wzoér potéwkowy.

8§ 59. z rys. 78 wida¢ odrazu, ze

Jestto t. zw. wz6r potéwkowy, ktory daje dogodny sposéb

rozwiazywania trojkata, gdy znamy trzy jego boki

Czwarty przypadek rozwigzywania tréjkatow.

§ 60. Przyktad. Rozwigzaé tréjkat, majac dane a— 4584.
5140, c= 3624.

DANE. OBLICZONE,
a= 4584 A= 60°10

- 5140 B- 76°34
- 3624 C'=43°16\

RACHUNKI POMOCNICZE.

«+ 6+ c= 13348 p= 6674
p—a= 2090 p—6= 1534 p— c= 3050.

OBLICZENIE PROMIENIA p.
. —ap-b(p—0

p-jlt b

p—a= 2090 1g(P~ «)= 33201

p— b= 1532 1g (p - b)= 31858

p —c= 3050 (P— c)= 3,4843

>= 6674 colgjo= 4,757

Ig p2= 6,1659

lgp =3,0829
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OBLICZENIE KATA A. OBLICZENIE KATA B.
g2 p—a s2 p—b
Ig p= 3,0829 Ig p= 3,0829
colg (p —a)= 4,6799 colg (p —b)= 48142
lgtg” = 1,7628
Y = 30°05'
A = 60° 10
OBLICZENIE KATA C SPRAWDZENIE.
Ig p= 3,0829 A+ B+ (7=180°.

colg (p —c)= 45157

= 21°38
C==43° 16",

Powyzsze rachunki dadza sig utozy¢ w sposéb zwiezlejszy,
jezeli zwrécimy uwage na to, ze logarytmy lub kologarytmy
pewnych liczb powtarzajg sie przy obliczaniu poszczegélnych
elementéw. Schemat rachunku mégtby by¢ np. nastepujacy:

p A B c
p—a=200 Ig(p—a)= 3301 colg (p—a)= 4679
QOlg (p—) = 48142

colg (p-c) = 45157

p=67  COgp= 41757

Igp* = 6,165
Igp= 3089 Igp= 3089 Igp= 30829 Ig P= 30820
lgtgy =7,6287  Igtgy = 1871  Igtg-y= 1566

0 f= 380ir y = 238

4 = @10 5= 763 C=43°16'

SPRAWDZENIE: A + B -\-C = 180°.

Wyzszo$¢ praktyczna drugiego schematu jest oczywista.
W. Wojtowicz. Trygonometria. £
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Oniczenia XVIIl. 1. Wyrazi¢ promienie kél zawpisanych jako funkcje
bokéw tréjkata.

2. Wyrazi¢ sin A jako funkcje trzech bokéw tréjkata.

Dlaczego otrzymany wzér jest mniej dogodny od wzoru potéwko-
wego, jesli chodzi o czwarty przypadek rozwiazywania tréjkatow?

3. Zbadaé, czy prawdziwe sa wzory nastepujace:

2.
ha'
() pa+Pé+Pe— P—4R:
cv).tg | =iln
2! Epipc
Vi) p= 4-Ssin L=, (VIII) ppc= papj= ab;
(IX) papi+pipctpopa=. () pa (P+ Po)= ap.
4. Wyrazi¢ pole tréjkata w zaleznosci od promienia p, i odcinka
p—a

5. Stosunek pola tréjkata do pola kota wpisanego réwna sie stosun-
kowi obwodéw tych figur.

6. Obliczyé odlegtosé miedzy $rodkiem W a $rodkami Wa, Wb, W o

7. Obliczy¢ pole i boki tréjkata Wa Wj We.

8. Rozwiaza¢ nastepujace tréjkaty:

b—19,17 c= 68°15

c= 3519 A= 105° 17

a= 57,14 B= 10°23

c= 6617 B = 80°04'

c= 9206 A= 78°35.

9. Rozwiaza¢ nastepujace tréjkaty:

a) a= 1925 b= 2213 c= 3527
- b= 66,22 c= 1026
y) a= 8452 b= 1207 c= 1562
0) 2931 b= 4207 c= 5852
e a= 385 b= 56,04 c= 69,41

10. Oznaczajac przez a, b, ¢, d kolejne boki czworoboku wpisanego
w kolo, wykaza¢, ze pole jego rowna sie

11. Wyrazajac w dwojaki sposob dtugosci przekatnej czworok
wpisanego, znalezé wzér na cosA, a stad otrzymacé wzér na sin A, wreszcie
wykazac, ze pole czworoboku daje sie wyrazi¢ wzorem

— (>—b) (P —0) (>—d).
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12. W jaki sposob z wzoru poprzedniego zadania otrzyma¢ mozna
wzér Herona?
13 Tréjkat jest réwnoramienny, jezeli mamy

(p—b) ctgj=ptg-".
14. Rozwigzac tréjkat, majac dane:

21,94
1825
= 4230

<(«,
=248 <(c,

16,42
a= 2534 b+

15.  Zbudowac

rozwiazaé tréjkaty, w ktérych mamy dane:
a) a, ha A
P a hb p
Y) «. b-i-c, @
5 a, A, <(&, sa).

16. Cyrkiel, ktérego nézki - (liczac od osi obrotu) maja po 14,5 cm,
zaopatrzony jest w oléwnik, osadzony na zawiasie. Dtugosé otéwnika réwna
sie 6,5 cm. Chcac wykreslié koo promieniem 11 cm, ustawiamy otéwnik
prostopadle do papieru. Jak wielki kat tworzy otéwnik z dalszym ciagiem
nézki, do ktérej jest przytwierdzony, i jak wielki jest kat miedzy nézkami

cyrkla?
17. Sternik skierowuje t6dz pod katem 108°24' wzgledem kierunku
pradu rzeki. £6dz plynie z predkoscia 1,25y, predkos¢ pradu wynosi 0,74y

jaka jest predkosé wiasna todzi (predkosé w wodzie stojacej)?

18. Predko$¢ pradu w rzece réwna sig 0,85y, predko$¢ wiasna todzi
1,82—. Pod jakim katem wzgledem kierunku pradu nalezy skierowaé #6dz,
zeby mogta ona ptyna¢ z predkoscia 2,12y ?

19. Wioslarz przeprawia sie przez rzeke, majaca 315 m szerokosci.
Predkosé fodzi w wodzie stojacej réwna sie 1,05 y. Pod jakim katem wzgle-
dem kierunku pradu sternik skierowuje 6dz, 1) jezeli ¥6dz ptynie po pro-
stej, tworzacej z kierunkiem pradu kat 53, a predkosé pradu réwna sie
141 —2 2) jezeli po uplywie 6 minut 6dz dotarta do przeciwnego brzegu
w punkcie lezacym o 280 m ponizej punktu, z Ktérego wyruszyta?

20. Ciezki pret OA zwisa pionowo, osadzony na zawiasie w punkcie
0. Do poziomego preta OB przytwierdzony jest w punkcie B bloczek, przez
Kktéry przerzuciliémy sznurek BA. Obciazylismy sznur ciezarem C, wsku-
tek czego pret OA obrocit sie tak, ze ciezarek opuscit sie 0 9 cm. O jaki
kat obrécit sie pret OA, jezeli OA = 24 cm, AB = 30 cm?
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21. Czlowiek ktérego wzrost
452 m od stupa, ktorego wysoko!
ten widzi stup?
22. Boki tréjkata réwnaja sie
a= 475 em, b= 1036 cm. c= 121,7 cm.

172 m, znajduje sie w odleglosci
938 m. Pod jakim katem czlowiek

Obliczy¢ odlegtos¢ wierzchotka C od srodka kwadratu, zbudowanego
na boku c.

23. Jezeli boki tréjkata tworzg postep arytmetyczny, wéwczas odle-
gtos¢ srodka kota opisanego od boku $redniego réwna sie B — p.

24. Wysoko$é BA ostrostupa przechodzi przez wierzcholek A jego
podstawy. Podstawa ta ma ksztait tréjkata, w ktérym A = 80° 20,
b= 58,15 cm, c= 34,17. Obliczy¢ kat <€ BBC, jezeli BA = 15 cm?

25. W czworoboku ABCB mamy AB = AB = 42 cm, BC= 325 cm,
CB= 55 ém, BAB= 120° W érodku O przekatnej BB wystawiamy
prostopadta do ptaszczyzny czworoboku i odktadamy na niej odcinek
OK= 18 cm. Obliczy¢: 1) objetosé ostrostupa KABCB-, 2) kat miedzy kra-
wedzig KA i 3) katy miedzy a $cianami BKA, BKA;
4) kat dwuscienny miedzy temi dwiema Scianami

26. Obliczyé objetosé graniastostupa o podstawie czworokatnej, ma-
jac dane boki a, b, ¢, d podstawy, kat- A tej podstawie, krawed? boczna |
i kat @ pod ktérym krawed? ta jest nachylona do podstawy.

Zastosowanie: a = 10, b= 11, c= 12, <7=7, 7=39, A= 60°29"
®= 30°04".

27. W katnej mamy dane: krawedz
boczng KA = |, krawedzle podstawy AC = b AB = c. katy <€BAC= 4,

KAB —a, KAC=p. Obliczyé: 1) objetos¢ ostostupa; 2) kat dwu-
scienny o krawedzi KA.

28. $rodek Sciany szescianu, ktérego krawedz = a, pokaczono z wierz-
chotkami przeciwlegiej $ciany. Obliczyé katy ptaskie na scianach powsta-
tego ostrostupa oraz jego dwusciany.

29. W ostoslupie tréjkatnym $ciana KAB jest prostopadta do pod-
stawy ABC. Majac eane krwawedzie podstawy a, b, ¢ oraz katy <EK AB=d,
=$iKBA = $, obliczy¢: 1) objetos¢ ostrostupa, 2) krawedzie boczne, 3) pole
powierzchni bocznej

30. Ostrostup, o ktérym mowa w poprzedniem zadaniu, przecigto
ptaszczyzna, przesunieta przez krawed? AB i nachylona do podstawy pod
katem q Obliczyé pole przekroju.

31. Opierajac sie na wzorach Newtona, rozwiazaé nastepujace zaga-
dnienie: w tréjkacie ABC bok a i kat A s3 stale, boki zas ¢ i b sa zmienne;
jaki zwiazek powinien zachodzi¢ miedzy katami B i C, zeby obwéd tréj-
kata byt mozliwie najwiekszy?

32. Tréjkat ma stalg podstawe a i staty obwod 2p, diugosci zas
bokéw i i ¢ sg zmienne. Zbadaé: 1) kiedy kat A jest najwiekszy? 2) jak
zmieniaja sie promienie p i pa; w szczegélnosci — kiedy sa najwieksze?
3) jak zmieniaja si¢ promienie ps i pc?
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33 W wielu najj i 1 maszynach mechanizm
przegubowy, przedstawiony na rys. 79. Sktada sie on z preta AB, Ktory
porusza si¢ w prawo i w lewo po prostej AO, z preta OC, ktory obraca sig

dokota O, i z*preta BC, potaczonego zawiasami w punktach B i C z pierw-
szemi dwoma pretami. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
CBO= x, COB= q@qBC=I, OC= |,AB= a

(1 W jakich granicach zmienia sie a?

2 Ma pret AB dziata sitap dyn, skierowana od B do 0. Obliczyé
sitep’, ktéra dziata na pret BC, i zbada¢ jej zmiany w zaleznosci od zmian
kata @

3) Obliczyé te skiadowa sity p , ktora wywoluje ruch obrotowy preta
OC, i zbada¢ jej zmiany, wyrazajac ja jako funkcje sity p i kata a.

4 Kiadac p = cigzarowi 100 kg, a— 10°, 30°, 50, 60°, 90°, obliczy¢
p' oraz te jej skiadowa, ktéra obraca pret OC, i naszkicowaé obrazy tych
funkeyj.

(5) Ktadac r= 1, 1= 3, BO= 32, obliczy¢ katy a i ¢

O Kiadac r— 1, 1= 3, obliczy¢ wartosé kata @ przy kilku réznych
potozeniach punktu B i naszkicowaé krzywa, wyobrazajaca zmiany kata @
w zaleznosci od przesuniecia preta AB.

(1 Wskazaé podobny mechanizm w parowozie i wyjasnié, w jaki
sposéb ruch obrotowy przedniej pary duzych kot paj-owozu przenosi sie na
tylna pare duzych K6l.

Rys. 80.
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ROZDZIAL IV.
0 funkcjach sum i réznic katow.

§ 60. W poprzednim rozdziale poznaliémy zasadnicze sposoby
rozwigzywania trojkatéw oraz rozmaite zwigzki miedzy elemen-
tami tréjkata. Aby utatwi¢ sobie stosowanie tych wzoréw do
zagadnien trudniejszych, wymagajacych dtuzszych i nieraz za-
witych rachunkéw, musimy pozna¢ pewne dalsze wtasnosci funk-
cyj trygonometrycznych.

Sinus i kosinus sumy lub réznicy dwéch katéw.

§ 61. Niech beda dane dwa jakiekolwiek katy XOM = a,
XOM* = p. Na drugich ramionach tych katéw obierzmy punkty

Jezeli potgczymy M z M', otrzymamy tréjkat réwnoramienny
MOM', w ktérym mamy zawsze

albo <EMOM'= a—p
albo tez jC MOM' — 360° — (a — fi)
a zaréwno w jednym, jak w drugim przypadku mamy
cos (MOM") = cos (a—fi) _ @

Niech x, y bedg spétrzednemi punktu M, za$ x', y spol-
rzednemi punktu M'. Wéwczas przedewszystkiem, na zasadzie
¢wiczenia |, 4, str. 6, mamy

MM2= (Be—oc)2+ (y —y')- (€]
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Précz tego uczen do edznisa%}e musi by¢
gjgzxt&y

Stosujac do tréjkata MOM' wzér kosinuséw, mamy
MM'2= OM2+ OM'2— 20M. OM".cos (MOM),

skad
. 9\@' QM2 5012
cos (MOM

Podstawiajac do tego wzoru wartosci, wynikajace z wzoréw
D). @ @) i @, otrzymujemy
cos(,- b - ”'+y+

2 {xx + yy)
~ 2d2

f S

X My oy
d ' 'd~~d'd
= cosa.cosp+ sina.sinp
Wzoru tego dowiedliSmy w sposéb zupetnie ogélny, tak iz
stosuje sie on do katéw dowolnej wielkosci. Skorzystamy z tego,
aby go przeksztatci¢ i otrzymaé inne, analogiczne wzory.
Mamy prawo do wzoru
cos'(a— P)= cosa cosp-f sina sinp [0}
wstawi¢ — P zamiast p (ze wzgledu na to, ze wzor nasz jest
prawdziwy réwniez dla katéw ujemnych); otrzymamy
cos(a+ P)= cosa.cos(— P)+ sina.sin(—P)
= cosacos p—sinasinp (1
Jezeli we wzorze (1) zastapimy kat a przez kat 90°— a,
otrzymamy
cos [(90°— a) — p] = cos (90° —a) cos p -(- sin (90° — a) sin p,
a poniewaz
cos [(90° — a) — PJ= cos [90° — (a + P)]
= sin(a+ P),
zatem
sin(a+ P)= sinacos P+ cosasinp (m
Wzér (TTT) jest zupetnie ogélny, t. j. katy a i p moga w nim
przybiera¢ wartosci dowolne, zatem mamy prawo zastapi¢ w nim
kat p przez kat — p. Uczyniwszy to, otrzymujemy
sin (@a— p)= sinacos (— P)+ cos a sin(— P)
= sinacosp—cosasinp av)
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Otrzymali$my wiec cztery nastgpujace wzory
sin(@a+ p)=sinacosp+ cosasinp |
sin (a—p>=sina cos p—cosasinp |
cos a-f-P)=cosacosp —sin asinp |
cos (a—P)= cosacosp+ sinasinp j

Tangens sumy lub réznicy dwéch katéw.

§ 62. Z poprzednich wzoréw™ wynika odrazu, ze

+
tg@+ P= 1tg_«tg atgtgpP'
Istotnie tga+ p)= :g; E:: g)

sin a cos p-f-cos « sinp
cosacos p-j-sinasinp

Dzielac licznik i mianownik przez cosa cosp, otrzymujemy
wz6r w postaci powyzej wskazanej.
Postepujac analogicznie, uczeri dowiedzie sam, ze

) tgg-tgp
P 1+ tgatgp'

Funkcje kata podwojonego.

§ 63. Jezeli we wzorach nasin (a-f- P), cos (a-f- P), tg (@-j- P,
potozymy a= p, otrzymamy nastepujace wzory:
sin2a = 2sina cosa
cos 2a= cos-a  sinZa
_ 2tga
g2a= 1—tg2a’

J Rachunek, zapomoeg ktérego otrzymaliémy wzory na tg ya + P),
nie da sie zastosowaé jezeli ktorykolwiek z czterech katow a, p, a-(- p,
a—pma ksztait n 180°-)-90q gdyz kosinus takiego kata jest zerem, a wiec
musielibyémy dzieli¢ przez zero. W tych jednak wypadkach zadane war-
tosci tangenséw otrzymaé mozna o wiele fatwiej na podstawie wzoréw re-
dukeyjnych. Jezeli np. a=90°, mamy odrazu tg (a-)-p) = tg (90°-]-P)=—ctg p.
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Cwiczenia XVIIl. 1. Majac dane, ze sin a=$, sin b= obliczy¢
sin (a+ P)i cos (a+P).

2. Jezeli katy a i P sa ostre, przyczem cosa = }, cosp= ff wow-
czas a— p= 60°

3. Jezeli a, p sa katami ostremi, przyczem tga = £, tg P=|, wow-

sin 30°+ A -[-sin (30a— A) — cos A
cos (30°— A) —cos (30°-+ A) = sin A
5. Dowie$é, ze  tg (45°+ A) —tg (45°—A)= 2 tg 2A
6. Dowiesc, ze
(1)  cos A+ cos (1200+ + + cos (1200—A)=0
(1) sin A -j-sin (120°+ ") —sin (120° — A) = 0.
7. Jezeli a+ p= 60°, wowczas
sin (120°— a)= sin (1208~ P).
8. Dowies¢, ze
sin (A+ B)+ sin (A—B) _
M) cos (A+ B)+ CM (A -B )
sin (A+ fly—rin (A-B) .
cos (j4-]-5)--cos {A—B)

tgnL

9. Dowiesc, ze
sin (A-B) .

10. Dowies¢, ze

cos 3a= 4 cos3a—4 ¢
3tg'a—tg'ad
tg 3a 1-3 tg21
11 Wyrazié ctg (a+ P) zapomoca ctga i ctgp.
12. Sprawdzi¢ nastepujace réwnosci:

a+ s (2P
v =
1+ cos £ M e
sin 2a
1+cos 2p

-
viny fg2p- twp P

- —tga= VII) — _ctg! cos
IV) ctga—tga= 2 ctg 2a 5 )tg Pt s 2P

. sin 2cp cos & " -
(IX) sin@ 1+ cos2(v fXI) sin 2a (ctg 2a+ tga)= 1

(X) cos2a I+tgatg2a)=1  (XIl) cos (135°+ a)+ sin(135°—a)= O



13. Zbadac, czy prawdziwe sa nastepujace tozsamosci
(1) sin (@+ P sin (@- P)= sima- sin2p

{11) cos (a-f P) cos (a— P)= cos2a — sin2p

= cos2p— sin2a

{111) cosa cos (a-j-[3-]-sina sin (aj-P) = cosP

(1Y) cosp sin (a- P)+ sinp cos (a- i
(V) cos (a—P)+ sin (a-f P= (cosa+ sina) (cos P-f sinp)

(Y1) cos ia—P)—sin ia-f-P)= (cosa— sinai (cosp — sin pi

14. Jezeli katy ostre a, P sa oba mniejsze albo oba wigksze od 45°,

woéwczas
cos (@a— P)>sin @a+ P.
15. Jezeli tga= tgp=
to a—P= 45°.
16. Jezeli tga= ), tgP = 4, tgY = |sBsj
to a+ p+ T= 45,

Tozsamosci, z ktéremi dotad mieliSmy do czynienia czy to
w algebrze, czy w trygonometrii, byty to réwnosci, w ktérych mo-
gliSmy nadawaé¢ zmiennym wszelkie mozliwe wartosci. Pakt ten
dowodzi, ze pomiedzy wielkosciami zmiennemi, wchodzacemu
w sktad takich tozsamosci, niema absolutnie zadnej zaleznosci.
Tozsamosci te nazywamy bezwzglednemi. Takiemi sg np. réwnosci

{x+ y)ye= xi-fy--f2xy
sin (a-f- P) nacosp+ cosasinp

W pierwszej tozsamosci zmienne x, y, w drugiej zmienne a, p
sg od siebie niezalezne: jezeli na a obraliémy jaka$ wartos¢, nie
straciliSmy przez to prawa rozporzadzania sie dowolnie katem p:
przeciwnie — mozemy nada¢ zmiennej p dowolng warto$¢, a jed-
nak réwno$é¢ nasza sprawdzi sie zawsze.

Istniejg ednak réwniez tOZSAMOEC WaIUNKDAE, ktére spraw-
dzaja sie o tyle tylko, o ile zmienne spetniajg pewien jaki$ waru-
nek, a wiec nie sg catkowicie od siebie niezalezne. Chcac dowies¢
takiej tozsamosci, musimy na podstawie tego warunku wyrugo-
wac jedna lub wigcej zmiennych, a wtedy powinnismy otrzymac
tozsamo$¢ bezwzgledng pomiedzy pozostalemi zmiennemi.

preykiad. Jezeli A B+ €= 180°, Wonwzas zadhodd to

samos¢

tg.4+ tg5 + tgC= tg”4.tg5 .tgC.
tatwo jest przekonac sie, ze tozsamo$¢ ta nie jest bezwzgle-
dna. Wystarczy np. zatozy¢, ze A= B = 180°, C= 45°, aby prze-
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konac sig, ze réwnosé nie sprawdza sie. Natomiast réwnie tatwo
mozemy dowie$¢ jej prawdziwosci przy postawionym warunku.
Istotnie, mamy
A= 180°— (B ©)
czyli tgA= —tg{B+ O
Pamigtajac, ze dowiedliSmy tozsamosci bezwzglednej

A 1—tgatgp!
mozemy napisac
tgA + tg]B+ tgC=tgB + tSC-tg(B + O)
—tgB 4-teC__ tg C
g +g 1—tg”.tgC
—tgi?tg C(tgi? + tg e,
1 —tgB.tg C

- I&g g .Eerc j91dB15c

= —tg5.tgC.tg(5+ C)
=tg~.tg5.tga

Sprawdzi¢ trzy nastepujace tozsamosci warunkowe, w ktorych 5, C
oznaczaja katy tréjkata.

17. ctgA . ctgB -]-ctgB .ctg C-pctgC. ctgA= 1

18. cos-A + COS2B + C0S2C-p2 COSA COSB cosC= 1

19. CtgA + ctgB + ctg C—sin” sinff sing = CtSA ctgB ctg C.

20. Jezeli mamy A+ B+ D= 90» lub A+ B-\-C = 270",
to tgi tgB+ tgB tgC+ tgC tgA= 1

21. Jezeli mamy cos (a+ [3= cosa cos B
wowczas musi byé réwniez
sin2 (@-p jd= (sina + sin @V
22. Jezeli w tréjkacie mamy
a _ b
cos A ~ cos B’
woéwezas tréjkat jest réwnoramienny.

23. Doprowadzié do postaci logarytmicznej (t j. nadajacej sie do
rachunku logarytmicznego) sume tg a + tg [3 oraz réznice tga —tg @

24. Dany jest kwadrat ABCD o boku a. Przez wierzchotek A pro-
wadzimy prosta, ktéra przecina boki BC, CD lub ich przedtuzenia odpo-
wiednio w punktach N, M. Jak zmienia si¢ iloczyn AM. AN, gdy prosta,
obracajac sie dokota A, wykonywa obrét zupetny?
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25. W tréjkacie réwnoramiennym ABC (AB = AC) ze $rodka boku
AC zakreslono kolo, styczne do dwu drugich bokéw tréjkata. Wyrazié pole
i boki tréjkata wzaleznosci od promienia r tego kota i od kata A. Zbadaé jak
zmieniaja sie te trzywielkosci, gdy przy stalym promieniu zmienia sie kat 4-

26. Ze szczytu géry A obserwujemy szczyt B géry, lezacej na dru-
gim brzegu jezioza. Kat wzniesienia szczytu B rowna sie a, kat depresji
obrazu tego szczytu, odbitego w jeziorze, réwna sie 3 Obliczy¢ wysokosé
obu gér, znajac odlegios¢ d miedzy ich szczytami.

Zastosowanie: d= 580 m, a= 15°10, § = 38"

27. Dwa kominy fabryczne PA i QB sa jednakowej wysokosci
W punkcie M, lezacym na prostej PQ, wzniesienie pierwszego komina réwna
sie a; w punkcie N, lezacym na prostej MNJ_PQ, wzniesienie pierwszego
komina réwna sie [3 wzniesienie drugiego komina réwna sie y. Obliczy¢
wysokosé obu kominéw i odlegtosé miedzy niemi w zaleznosci od a, @y
i odcinka MN = d, jezeli punkty P, Q N leza na jednej paszczyznie i je-
zeli wzrost obserwatora = |

Zastosowanie: tf=30,6 m, a= 58°49', 3= 45°, y=30°02", 1= 1,65 iu.

28. Ze szczytu wiezy spostrzegamy, ze odleglosé d tej wiezy od
brzegu rzeki oraz szerokosé x rzeki widzimy pod tym samym katem. Zna-
jac wysokosé h wiezy, obliczy¢ szerokos$é rzeki.

20. Na szczycie wiezy zatknieto sztandar. Znajac wysokost h wiezy
i dtugosé | drzewca sztandaru, obliczy¢ odlegtosé od podnéza 7y do
punktu A, z ktérego widaé wieze i sztandar pod réwnemi katami. Zakia-
damy, ze A lezy na snie poziomej, pr acej przez podnéze

30. Stojac w odlegtosci 130 m od wiezy, zmierzono kat wzniesienia
jej wierzchotka. Drugi pomiar, dokonany w odlegtosci 30 m od wiezy, dal
kat wzniesienia dwa razy wiekszy. Notatka, zawierajaca doktadne wartosci
Kkatéw, zostata zgubiona; czy mozna mimo to obliczy¢ wysokos¢ wiezy?

31. Prostokatny arkusz papieru przetamano wzdtuz przekatnej i zio-
zono we dwoje. Tréjkaty, na ktére prostokat zostat podzielony, czesciowo
nakrywaja sie. Nalezy: 1) w zaleznosci od mniejszego boku a prostokata
i kata g miedzy tym bokiem a przekatna wyrazi¢ pole figury spélnej obu
tréjkatom: 2) zbada¢, jak zmienia sie to pole, gdy przy statym boku et
zmieniamy dtugo$é drugiego boku prostokata.

32. Przez punkt M o spolrzednych (a, b) poprowadzono prosta, ktéra
przecina osie OX. OY ‘odpowiednio w punktach N, P. Wyrazi¢ pole tréj-
kata WOP w zaleznosci od kata <X W P =a i zbada¢ zmiany pola, gdy
prosta NP obracamy dokota M.

33. Dany jest prostokat OABC. Przez O prowadzimy dwie proste,
2 ktérych jedna przecina bok AB w punkcie A', druga — bok BC w punkcie
B, przyczem < 40A'— < COB'. Jak wielki jest kat <404°, jezeli

A A'OB'= AOB'C+ A 0.147

34. W poprzedniem zadaniu zbadaé zmiany pola A A'B'B w zalez-
nosci od kata <404

35. Dane sa trzy katy a, j3 y takie, ze

tga= i tg$= 2 gy= 3.
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1 Czy moze istnie¢ tréjkat ABC, ktérego katy réwnatyby sie od-
powiednio katom a, p, f2

(2) Obliczyé, w jakim stosunku ortocentr tréjkata ABC dzi
szczeg6lne jego wysokosci

(3 Wykaza¢, ze prosta, faczaca ten ortocentr ze $rodkiem ciezkosci
tréjkata ABC, jest réwnolegia do boku AC.

36. Na jednem ramieniu kata prostego odktadamy odcinek OA = a,
na drugiem ramieniu — odcinki OB= a, OB'= 2a' OB"= 3a Obliczy¢
sume katéw <t-ABO -f- C AB'0-\-<fi AB"O.

37. W tréjkacie ABC zachodzi zwiazek

i po-

tgA — 2 3
Jaki jest stosunek bokéw tréjkata?
38. Majac dane, ze
a-b
smx-g + B\ 7

obliczyé tg2(15° — gj-

39, Majac dane w tréjkacie: kat A oraz zwigzek tgB + tgC— 2,
obliczyé katy B i C oraz podaé warunek mozliwosci zadania.

40. Obliczy¢ katy tréjkata ABC, majac dane, ze tgA tgB = m,
tgB tgC=p.

41. Dany jest odcinek AB i na nim punkt C. W punkcie C wysta-
wiamy prostopadta i na niej obieramy ruchomy punkt M. Wyrazié kat

4 U7? w zaleznosci od odcinkéw AC=a, CB=b, M C=x i zbada¢, w jaki
sposéb zmienia sig kat ten, gdy M kredli cala prostopadta.

42. Rozwigzaé poprzednie zadanie w przypuszczeniu, ze punkt C lezy
na przedtuzeniu odcinka AB.

43. Dany jest kat prosty JfiACB \'state punkty 4 i fi na jego ra-
mionach. Przez C prowadzimy prosta, z punktéw za$ A i B kreslimy odcinl
AB. BE, prostopadle do tej prostej. Jak zmienia si¢ suma pél tréjkatow
A CBE i A CAB, gdy prosta obraca si¢ dokota punktu C?

44, Na prostej odktadamy nieograniczony ciag odcinkéw réwnych

OA = A,A2= A2A3

W punkcie O i pr ina dowolny punkt
X. Wiedzac, ze tg (OXAI)=p, obliczyé tangensy katéw, pod ktéremi z punktu
X wida¢ odcinki AiA2, A2A3, . . An-i An.

45. Dowies¢, ze | 1+ cosd—2 cos2”; (Il) 1—cosa = 2 sin2

46. W tréjkacie ABC, w ktérym C'=90», mamy

«m -
47. Jezeli dwa katy tréjkata ABC sa zwiazane zaleznoscia
tgi? sin2C= tg C sin“B
wowezas tréojkat jest albo réwnoramienny, albo prostokatny.
43. W kole (0)r dane sa dwie prostopadte $rednice XOX', YOY* oraz
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ruchoma styczna, ktéra przecina OX w punkcie A, OY zaé w punkcie B.
Kreslimy BM\\ OX, AM JOY, budujemy prostg symetrycznq z 0X wzgle-
dem OM i na niej 0K=021. geome-
trycznem punktu K sg dwie proste, réwnolegle do OX [<EMOX= a].

49. Jezeli w A ABC mamy C= 2A, to rzut boku a na dwusieczng
wewnetrzng kata C réwna sig 4c.

50. Jezeli w tréjkatach ABC, A'B'C’ kqu sq zwlqzane réwnaniami

51. W A ABC mamy a= b >2, dowies¢, ze musi by¢
€0s?A = eos 2B.

52. Jezeli w tréjkacie ABC mamy A = 2B, wéwczas musi byé
«2= 62+ be.

Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

53. Jezeliw A ABC mamy A= 3B, to (a—b)7(@a b)=bc2 Czy
twierdzenie odwrotne jest prawdziwe.

54. Katy tréjkata maja sie, jak 1:2:4; dowiesé, ze

55. Zwierciadto wkleste ma ksztatt potkuli o Srednicy AB. Promier
atta, wychodzacy z A, tworzy ze $rednicg AB kat y. Promieni ten odl
sie w punkcie C i po odbiciu przecina w punkcie D $rednice AB. Obliczy¢
dhugosé odcinka AD, jezeli wiadomo, ze promienie padajacy i odbity two-
rza réwne katy z promieniem kuli, poprowadzonym do punktu O

56. Jezeli w A ABC mamy C= 90°, wéwczas musi by¢

cos 2A —B)= ~ (3c2—4ad

57. Rozwiaza¢ tréjkat ABC, w ktorym mamy dany obwod 2p, jeze
précz tego wiemy, ze katv jego tworza postep arytmetyczny i ze

58. W tréjkacie ABC mamy
(1) p=4i?sin~sin]sin]|

()~ = cosA-f-cosB+ cosC—1

50. W kwadracie ABCD punkt E jest $rodkiem boku CZ>; prosta BE
i AC przecinaja sie w punkcie F. Dowiesé ze w tréjkacie ECF mamy:
tgc= 1, tgE= 2, tgF= 3

60. Jezeli przez 2, oznaczymy sume odleglosci ortocentru tréjkata
od jego wierzchotkéw, przez 2a sume odleglosci $rodka kota opisanego od
bok6w, wéwczas mamy

li+la=i7e P

61. W tréjkacie réwnoramiennym oznaczamy kat przy wierzchotku
przez 6<p. Kat ten zostat podzielony na trzy réwne czesci. Jaki jest sto-
sunek odcinkéw, ktore tréjsieczne wyznaczaja na podstawie tréjkata? Jak
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zmienia sie ten stosunek, gdy 6 g zmienia sie od 0° do 180°? W szczegdl-
nosci, co sie dzieje z tym stosunkiem, gdy 6tp-*=0°, lub gdy 6 @—* 180°?

62 Jezeli w tréjkacie ABC poprowadzimy dwusieczne i w $rodkach
odcinkéw AW, BW, CW do nich pr pr te
wyznacza nowy tréjkat MNP, przyczem kota opisane na tréjkatach MNPr
ABC musza byc sobie réwne. 8

63. Na podstawie AC budujemy tréjkat réwnoramienny ABC; przez
C prowadzimy styczna do kota opisanego, ktéra przecinaw punkcie E prosta
AB. Dowies¢, ze < AEC= + (180°— 3A) i zwiasnosci figury wysnué wzory
na sin 3a i cos 3d.

64. Jezeli kotangensy katéw tréjkata tworza postep arytmetyczny,,
woéwczas to samo mozna powiedzie¢ o kwadratach jego bokéw.

65. Na ptaszczyznie poziomej lezy krazek szklany. Promien $wiatta
poziomy pada na krazek i po zatamaniu sie w nim, odbija sie tak, ze pro-
mier wychodzacy jest réwnolegly do padajacego. Pod jakim katem pada
promieri na krazek? Spéiczynnik zatamania szkta wzgledem powietrza—f.

66. Dany jest trojkat ABC, w ktérym C= 90°. Kreslimy prosta CL,
nie przecinajaca konturu tréjkata i nachylona pod katem a do boku b, po-
czem kreslimy AA'+ CL i BB'J_CL. Jak nalezy obracaé kat d, zeby
suma pol tréjkatéw AA'C i BB'C réwnata sie danej liczbie k2? Jakie sg
warunki mozliwosci zadania? Czemu réwna sie k2 jezeli a= B?

67. Jezeli w kwadrat wpiszemy kolo i oznaczymy przez a i @ Katy,,
pod ktéremi widaé przekatne kwadratu z dowolnego punktu okregu, wow-
czas tg2a + tg* B jest wielkoscia stala.

Jak zmienia si¢ suma tangenséw tg a -f- tg [3 gdy punkt porusza sig;
po okregu? W szczegdlnosci, kiedy suma ta jest najwigksza?

68. Dane sa dwie réwnolegte i pomiedzy niemi punkt A. Zbudowaé
trojkat prostokatny ABC tak, zeby wierzchotek kata prostego lezat w A
oraz zeby dwa "inne wierzchotki lezaly na réwnoleglych. Zbadaé zmiany
pola tego tréjkata w zaleznosci od kata <CXAB = d, gdzie XA oznacza
prosta, prostopadia do obu danych réwnolegtych.

Kiedy pole to osiaga wartosé najmniejsza?

69. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w kiérym C= 90°. Tréjkat
ten obraca sie dokota prostej, przechodzacej przez wierzchotek C, lezacej
w ptaszczyznie tréjkata, nie przecinajacej konturu jego i tworzacej z bokiem.
b kat a Wyrazi¢ pole powierzchni bocznej bryly w zaleznosci od ar, b, A.
Zbada¢, wjaki sposéb zmienia sie to pole, jezeli przy statych b i A katar
jest zmienny. W szczegélnosci wyznaczyé maximum pola.

70 Dane sa dwa pétkola, wykreslone na $rednicach AB i AB" i we-
wnetrznie do siebie styczne w punkcie A. Przez punkt A prowadzimy
sieczna, ktéra przecina jedno pétkole w C, drugie w D. Przez AB ozna-
czamy' $rednice wigkszego pétkola. Zbadaé w jaki sposéb zmienia sie pole
tréjkata BCD i kiedy jest ono najwigksze.

71. W tréjkacie ABC wysokos¢ CC' potowi wysoko$¢é AA

1) Dowie$é, ze mamy tgB tgC =

2, Majac dany kat A, obliczy¢ katy B i C. Przedyskutowa¢ roz-
wiazania.
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72. Funkcje

2= sin* (@a+ P)+i> sin (a+ P) cos (@+p)+ ? cos* (@a+ p)
mwyrazié w zaleznosci tylko od p i g, majac dane, ze tga i tg§ sa pier-
wiastkami réwnania

X*+px + A= 0
73. Boki tréjkata sa proporcjonalne do liczb 4, 5, 6. Wykazaé, ze
cosB = cos2A i Ze C= 2A.

74. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktorym <€A = 90°. Jezeli
z wierzchotka B poprowadzimy srodkowa i dwusieczng i jezeli kat miedzy
temi dwiema prostemi oznaczymy przez w, wowczas musi byé

tgep= tg*].

Oprze¢ na tem graiiczny sposéb podnoszenia do szescianu.

Fuukcje potowy kata.

§ 64. lezeli we wzorze
cosza—sinza= cosza

potozymy a= ", awiec2a= a,
bedziemy miel c0s2" — sin2~ = CoS X,
a poniewaz cos2~ + sin2 = 1,

mamy uktad réwnan, z ktérych znajdujemy, ze

Wzory te sa dwuznaczne, co daje sie tatwo wytlémaczy¢.
Istotnie, w zadaniu mamy dany nie kat x, lecz jego kosinus. Otéz
nie jeden kat odpowiada tej wartosci kosinusa, lecz dowolna liczba
katéw, objetych wzorem n.360°+ x. Przypusémy np., ze dany
nam kosinus jest dodatni. Niech "XOM (rys. 83) bedzie naj-
mniejszym katem, ktérego kosinus réwna sie cos,r. Jak wiadomo,
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kat wklesty ~ XuM ma ten sam kosinus. Wszystkie katy do-
datnie, objete wzorem n.360°+ x zlewajg si¢ na rysunku badz
z katem ostrym  XOM,

badZz z katem wklestym

AXOM'. Taksamowszyst-

kie katy ujemne, ktérych

kosinusy réwnaja sie cos &,

zlewaja sie¢ na rysunku

badz z katem ostrym ujem-

nym jC XOM', badZ z ka-

tem wklestym ujemnym

$iXOM. Jesli teraz wy-

kreslimy dwusieczne za-

réwno katéw ostrych, jak

wklestych, o ktérych byta Rys.

mowa, przekonamy sie, ze

jedne z otrzymanych katéw (np.j*XOP —~ lub XOQ= —~j
maja kosinus dodatni, inne za$

(jat = lub
maja kosinus ujemny.

Z wzoréw powyzszych mogliby$my odrazu otrzymac wzér

natg|p Dogodniej jednak bedzie postapi¢ inaczej. Mianowicie

. i n. x X
z to2samosci sm* = 2sin-" cos—
wynika, ze
. & sin, x
czyli -

A2 1+cosa?"
Wzér ten nie jest dwuznaczny, gdyz jes$li mamy dane nie-
tylko cos x, lecz i sinx, woéwczas zupetnie doktadnie oznaczy¢
mozemy wielko$¢ kata x, a przez to samo i wielko$¢ kata jezeli

mamy na mysli kat x nie wiekszy od 360°.
W. Wojtowicz. Trygonometria. 9
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Cwiczenia XIX. 1. Przeksztatci¢ wzor na tg-—, mnozac licznik i mia-

nownik przez 1— cosx
2. Obliczy¢ funkcje katéw 15° i 22°30'.
3. Majac dane réwnanie 4 sinx -J-3 cosx = 3, obliczyé tg-".
Sprawdzi¢ nastepujace tozsamosci (4 — 10):

1+ cos2a 1+ cosa— ®2°

5. 2tga+tg | = ctg| - 4 ctga

6 tg(450-f)+tg(45c¢+f) =~

3 (45@+7) _ 1
3@s°- f) cos2p ctg2(@

@M ) (@ is = tSEBH) 'S

11 Jezeli 0°< a < 180°, wéwezas ctg A > 1+ ctga. Czy nier6wnosé

jest prawdziwa, gdy 180° < a < 360°?
12. Wykazaé¢, ze zagadnienie: -majac dane sina lub cos a, obliczy¢

funkcje kata- prowadzi do réwnania 3-go stopnia.
A
13. Z wzoréw kosinuséw otrzymac zaleznosé miedzy cos  a bokami

tréjkata oraz wzoér potéwkowy. [Wskazéwka: do obu czesci wzoru na
cosA dodaé po 1]
14. W tréjkacie ABC dane sa liczby

tgf=] oraztg]= Y-

1) Obliczy¢ tg ~ w zaleznosci od [5i Y-
2) Jaki zwiazek zachodzi¢ powinien miedzy § i zeby bok, prze-
ciwlegly Katowi A, byt $rednia arytmetyczna dwu drugich bokéw tréjkata?
3) Rozwiazac trojkat, ktadac
P=1t Y=+4 N=1-
15. Wykazaé, ze sina oraz cosa wyrazaja sie wymiernie zapomoca

funkcji tg
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16,  Majac dane, e sina:-{-cosx

1) Obliczyé tgx

2) Przedyskutowaé otrzymane réwnanie, uwazajac m za parametr
zmienny.

3) Na podstawie tej dyskusji ustali¢c maxima i minima funkcji
sinx -]-cosx, gdy x zmienia si¢ od 0° do 360°.

m,

Zamiana sum i réznic funkcji na iloczyny.

§ 65. W niektérych zadaniach poprzednich rozdziatéw na-
trafiliSmy na wzory, ktére nie nadawaty sie do rachunku logaryt-
micznego, poniewaz miaty ksztatt dwumianéw lub wielomianéw.
Obecnie zajmiemy sie sposobami przeksztatcenia takich wielo-
mianéw na jednomiany, t j. jak niekiedy méwig — sprowadza-
niem wzoréw trygonometrycznych do postaci logarytmicznej.

Punktem wyjscia naszych rozwazan beda wzory

sin (a-f- P)==sinacos p-f-cosasin 8 1
sin (a— p)= sinacosp—cosasin P | ~
cos (a-f-P)= cosacosp—sinasinp |
cos(@—P)= cosacosp sinasinp J
Dodajac do siebie pierwsze dwie tozsamosci, mamy.
sin Qa-f- p)-f sin (@a— p)= 2sinacos p.
Jezeli potozymy
a+ p=~
a—p= "N
bedziemy mieli a= , P=X~ m

Podstawiajac te wartoéci do poprzednio otrzymanej tozsa-

mosci, mamy

sS\nNx-\-s\ny=2s\nX-Y ~ cos - ~ ™.

Odejmujac od siebie pierwsze dwie tozsamosci (I), otrzy-
mujemy !
sinx —siny=2cos™ ~ “sinx g
Postepujac w podobny sposéb z trzeciag i czwarta tozsamo-
Scig (1), t j. raz dodajac je do siebie, to znéw odejmujac, otrzy-

mujemy
9
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. AN
cos X+ cosjr= 2cos cos - g,
C0S X —cos+m=  2sin X sin
h wzoréw pr sumy algebraiczne

sinuséw i kosinuséw, sprowadzajac je do postaci logarytmicznej. Wzory te
jednak znane byly przed wynalezieniem Iogarytméw. Autorem ich byt wy-
bitny matematyk niemiecki XV w. Werner, proboszcz z Norymbergi
W owych czasach postugiwano sig niemi w.sposdb wrecz odwrotny: prze-
ksztalcano mianowicie iloczyny na sumy algebraiczne, co utatwiato racho-
wanie zapomoca tablic wartosci naturalnych funkcji. Majac np. do obli-
czenia iloczyn

_ sin 62° 10" mcos 40° 50'
mozemy napisa¢

sin 62°10" =cos 40°50'= ; (sin 103°+ sin 21°20")
= 1(sin 77°-j-sio 21°20°)
A (09744 + 0,3688)
= 6,6691

Przyktad 1. Dowiesc, ze
sina+ sinj3+ siny = 4cos *cos cos”,
jezeli mamy a+ [B+ y= 180°.
Sprowadzamy, jak zwykle, tozsamo$¢ warunkowg do bez-
wzglednej. Mamy kolejno
sina-f sif3+ siny= sina+ sin B+ sin(a+ @

=2sin”~"cos”™ +2sin”~cos”
= 2sin@ 3 |cos + coS

... a+B a
= 45in—g-t cus—cosa,E

= i as¥cos 2eos B.

Przyktad 1. Sproicadzi¢ do postaci logarytmicznej funkcje
1+ cos X
1—cos a
Mamy kolejno
1+ cosx _ €0S0°+ cosa;
1—C0SX  C0S0°—COSX
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0 X 1ox\
2oy WCOSi— 211
DemX.sm't %
—2sm-sm |-y

2X
cos™,_
in2 X
sint%
X
= tng .
Wynik ten mozna byto otrzymac jeszcze predzej zapomoca
wzoréw § 64 (str. 127).

§ 66. Nawigzujac do poznanych wzoréw, mozemy dowies¢
faktu, ktéry niewatpliwie musiat uderzy¢ kazdego ucznia, postu-
gujacego sie tablicami trygonometrycznemu Mozemy mianowicie
dowies¢, ze

I. Tangmsy katéw ostrych rosna predzej od sinuséw, a lo-
garytmy tangenséw rosng predzej od logarytméw sinuséw.

a) Jezeli mamy x A 0°, A x ]>0°oraz x -|- A x =<90°, gdzie
A x oznacza przyrost kata, wéwczas chodzi o dowiedzenie, ze

sin(x -f A x)—sinx < tgix-j- A x)—tga? ()

s (A* NAM . sin (A x)
czyli, ze 2sin (A*) cos \x-\ " cosx.eos(x + /%)
lub, co na jedno wychodzi, ze

(AA

cos ix -f < cosx. cos (x-\-7\x)

Otéz ostatnia nieréwno$¢ jest oczywista, gdyz kosinusy ka-
téw ostrych malejg przy wzrastaniu kata, czyli musi by¢ -
cosfa:+A f)< cos (™),

a mianownik w czedci pralnej nieréwnosci (2) jest < 1.
b) Przy tych samych zatozeniach mamy

lgtg (x + Ax)~ Igtgx = [tgsin(x + A x)—Igsinx\ *
-f-[lgcosx —Igcos[x + A x\
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a poniewaz oba skiadniki czeéci prawej réwnania sa liczbami
dodatniemi (dlaczego?), zatem

lgtg(x + A a)— Igtgx > Igsin(s+ A x)~ Igsinx.

Il. Zaréwno sinusy jak logarytmy simiséw katéw ostrych
rosng tem wolniej, im kat jest wiekszy.

a) Niech bedzie znéw xj>0°, /jx~>0°, ~+ A ~ 90°
Chcemy dowiesc, ze

sin (@?-f2 A @) —sinf{so+ A x)'< sin(x+ A'&—sina; (1)
czyli ze sin(x+ 2A + sinx < 2sinfcc-f- A x)
albo sin (@ + A*)-cos(AN)<sin(a;+A")
albo wreszcie cos (A x)< 1
co jest oczywiste. Wszystkie ogniwa naszego rozumowania sa
odwracalne (t. j. wychodzac z nieréwnosci cos (A x) < I>mozemy
otrzymac kolejno wszystkie poprzednie), a wigc nieréwnos¢ (li
zostata dowiedziona.

b) Wychodzac z oczywistej nieréwnosci

cos 2A«)<1
mamy kolejno cos (2 A x)—cos.(2a; + 2A~)<1 —cos (2x -f-2A &)
sin[x 2 A &).sinx < sin2[x+ A &
a poniewaz wszystkie czynniki sa tu dodatnie, zatem
Igsin (x-\-2 A x)+ Igsinx < 2 lgsin(x -\- A x)

czyli ostatecznie
Igsin(x + 2 A#) —Igsin (x + A x) < Igsin(x -f j\x) —Ig sinx.

Z dwoéch powyzszych twierdzen wynikaja nastgpujace wnio-
ski praktyczne:

(I) Jezeli dane w zadaniu liczby mozemy uwaza¢ za do-
ktadne," wowczas kat ostry mozemy doktadniej obliczy¢ zapo-
moca tangensa niz zapomocg sinusa. Réznica doktadnosci obu
sposobéw obliczania jest tern wigksza, im kat ostry jest wiekszy.

Poniewaz cosa= sin(90° —a),
zatem kat ostry mozemy doktadniej obliczy¢ zapomocg tangensa
niz zapomoca kosinusa i réznica doktadnosci jest tem icieksza,
im kat jest mniejszy.

(1 . Jezeli, przeciwnie, dane w zadaniu wartosci
sg obarczone btedami, wéwczas tem mniejszy stosunkowo

kat¢
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popetnimy btad w dalszym rachunku, im wolniej zmienia sig
uzyta w tym rachunku funkcja, nalezy wiec w takich razach
postugiwac sie sinusami przy katach wiekszych od 45°, kosinu-

sami za$ przy katach mniejszych od 45°

Cwiczenia XX. Przedstawi¢ w postaci jednomianu mozliwie najprost-
szego nastepujace wzory (1—18):
sin 7a—sin 5a . cos 6a—cos 4a
+*sin 7a-f sin 5a” sin6a-fsinda
sin a-fsin 2«-fsin 3a+ sin 4a
‘ cosa-fcos 2a+ cos 3a-j-cos 4«
sina4-sin 3a4-sin 5a+ sin 7a
cosa4-cos 3a4"cos 5a+ cos 7a’
5. sin2a — sing0. 6. cos2a — cos8@

na- cosO0.

7. sina 4- cos 0. 8.
9. 1+ sina. 10. 1—2 sina.

11. 2 sina4-sin 2a. 12. 1-j- cos @-Fcos 2 @
13. 14-2 sina—cos 2a 14, 1+ sina+ cosa.

15. sin 2 a sin @—sina sin 20. 16. sin 3a sin0—sina sin
17. V24- 2 sin@ 18. V38— 2 costp.
Sprawdzi¢ tozsamosci (19—23), w ktorych A 4-B + C= 180».

19. SinA -sinyl —sinC= 4 sin| sin| cosJ

20. cosA+ a™B+ co,C= 4sin|sinfsin|4-1
21. eosyb-f-c()sB —cos 0= 4cosy cos sin + 1

22. sin Sln?,,inE— 1+ 4sing 1L . Nx 4

23. sin (BA-C—A) + sin (C+ A- B)+ sin (A+ B— Q) -
sin(il+54-C)= 4 sinA sinB sinC
24. Sprawdzi¢ nastepujace tozsamosci
sin* + sin (x4- 1209 + sin (x 4- 240») = 0.
cos X 4- cos (x-f 120°) + cos (X -j- 240°) = 0.
25. Opierajac sie nawtasnosciach proporcji sktadanej, otrzymaé z wzoru
sinuséw wzor tangenséw oraz wzory Newtona.
Jezeli w trojkacie katy A, B, C sa proporcjonalne do liczb 2, 3, 4,

wéwczas musi byé

A <+
2~ 2b

a+
27. Trojkat jest prostokatny, jezeli mamy ctgj =
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28. Jezeli miedzy katami dwoch tréjkatéow zachodza zwiazki

180°, B = B', wéwczas miedzy ich bokami zachodzi zwiazek
aa'=bV + cc.

29. W kazdym tréjkacie zachodzi zwiazek

(@a+ b+ ¢ (tg] + tg]j = 2e -ctg~".

A-\-A

30. Sumy algebraiczne tg A + tg B oraz ctgA + ctgB przeksztaicié
na jednomiany.

31. Sumy algebraiczne sinA + tgA, cos4 + ctgA przeksztaicié na
jednomiany.

32. Sprowadzié do postaci logarytmicznej dwumiany

CosA + sinB. '
33. Sprowadzi¢ do postaci logarytmicznej wyrazenie
sina+ sinB  siny
cosa+ cosfj-f-cosy- 1

gdzie a, [iy sa katami tréjkata.

34. Jezeli zachodzi zwiagzek

wowczas trokat A ABC jest prostokatny.

35. Drabina, oparta o parapet okna, tworzy z ziemia kat a. Jezeli
cofniemy jej dolny koniec o d metréw, drabina nachylona bedzie do ziemi
pod katem [3 a gérny jej koniec oprze sie 9 parapet okna, potozonego
o jedno pigtro nizej. Obliczy¢ odlegtos¢ miedzy oknami.

36. Jezeli 0° < a < 180°. O» < § < 180°, to musi by¢

@) sina+ sinp> sin(a+ o)

(1) mdnadispr@<2sinA:£.

am sina 30

37. Jezeli boki tréjkata tworza postep arytmetyci
nie moga tworzy¢ postepu arytmetycznego.
38. W kazdym tréjkacie mamy

cosA cosBA G .
W jakim wypadku zachodzi réwnosé?
39. Jezeli »- =
ezeli s t0tg]45m-]]
Rozwiazaé nastepujace réwnania (40—55):
40. cos 4x -)-00S 2X = 2 COSX. 46. (x+ a) ina+ sina:.
41 sin10a—sin6x = 2sin2x.  47. sin(a:+a)-sin(a:-a) =2\3sina.
42. 2sin2a- sina= sin3a. 48. sinx -j-sin 2x -j-sin Ba =
3x

43. cosx —COji 2x = sin 3x = 4 cosa cos” co,

44. sinA -)-sinl3”1 sin5M
45. cos™l+ cos3M+ c°s5.

49. 2 sina sin 3a= 1
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51. sin2 (x-\-A) —sin2 {x —A) = sin 2A.
52. sin2 nx — sin (N— 1) x — sin2x

53. 2 sina: sin 3x = | 54. 4 sina; sin 3a;= 1.

55. Dane jest potkole o $rednicy AB i w niem promieri OB, prosto-
padty do AB. Przez A prowadzimy cieciwe AC, ktéra przecina OB w punk-
cie E. Jak wielki musi by¢ kat AZBAC = a, zeby w czworobok OECR
mozna byto wpisa¢ koto?

(Egzamin ustny do szkoly wojskowej w Saint- Cyr.)

56. Rownania (I) cosa— cos 2a;= 0. (Il) sina-{sin 2ar=0 roz
wiazaé trzema sposobami: 1) zapomeca wzorow redukcyjnych; 2) zapomoca
wzoréw na funkcje podwojonego kata: 3) zapomoca przeksztakcenia na
jednomian. Sprawdzic, ze wszystkie trzy metody daja te same rozwigzania-

57. Rownania (I) sin a—cosa= 0, (I) sina+ cosa= 0, rozwiazac
trzema sposobami, wskazanemi w zadaniu poprzedniem, a précz tego czwar-

tym sposobem — przez wprowadzenie funkcji tg —.

58. Jakim warunkom musi czyni¢ zado$é parametr a, zeby réwnanie-
sintp sin 3= a posiadato rozwiazania?

59. Roztozy¢ na czynniki tréjmian

sin 2NnA \-sin 2nB -{- sin 2nC,
w ktérym n oznacza dowolna liczbe catkowita, katy za$ spetniaja warunek
A+ BA- (7=180°.
60. Przy jakiej wartosci kata x funkcja
y = sin (a-f x) — sin (a—x)
osiaga najmniejsza (najwigksza) wartosc?
61. To samo pytanie w zastosowaniu do funkcji
y = sinx -f- cos x.

62. W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna c jest stata; jak
zmienia si¢ suma przyprostokatnych b+ c, gdy kat A przybiera wszelkie
mozliwe wartosci?

63. W tréjkacie przeciwprostokatna c jest stata; jak zmienia sie sto-
sunek jego obwodu do przeciwprostokatnej w zaleznosci od zmian kata A?
W szczegélnosci: czy stosunek ten dazy do jakiejkolwiek granicy, gdy
A -» 90°?

64. Katy x iy sa zmienne, lecz suma ich jest stata (= a) i mniejsza
od 180° stopni. Przeksztalcié iloczyn 2 sina: siny na sume i z otrzymanej
tozsamosci odczytaé, kiedy iloczyn sinuséw osiaga wartosé najwieksza.

. 2 cosa
65. Dowiesé, ze tg* .tgy= 1- - g(g_ 2al)+ cosa

gdzie a= x-\-y. Zakladajac, ze a jest wielkose stata, mniejsza od 90°r
odczytaé z tej tozsamosci, kiedy iloczyn tangenséw osiaga maximum.

66. Katy x, y sa zmienne, lecz suma ich pozostaje stata (= a). Kiedy
funkcje sinx + siny, cosx + cosy osiagaja najwieksza (najmniejsza)
warto$é?
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67. Zbada¢ i przedstawi¢ graficznie przebieg zmiennosci funkcji
3/= cos (a+ as).cos(a—x), gdzieajest katem statym, natomiast x zawiera
sie miedzy — 90° i +90°.

[Wskazéwka: przeksztatcié iloczyn na sume]

68. To samo zadanie o funkcji y = sin (a-\-x) sin (a—aj). Czem
r6zni sie obraz tej funkcji od obrazu funkcji poprzedniego zadania?

69. Obliczyé diugo$é podstaw trapezu réwnoramiennego, wpisanego
w kolo o promieniu R, jezeli jeden z réwnych bokéw = a, pole za$ tra-
pezu= S.

[Wskazéwka: potaczyé wierzchotki ze $rodkiem kota i wprowadzi¢
do rachunku katy, pod ktéremi widaé ze $rodka kota dwa kolejne boki].

70. Przez punkt M przeciecia sie k6t o promieniach r, i r. prowa-
dzimy sieczng. Jak nalezy wykreslic¢ te sieczna, zeby iloczyn cieciw MA .MB,
wyznaczonych przez nia w obu kotach, miat wartos¢ mozliwie najwieksza?

[Wskazéwka: jako niewiadome mozna ohra¢ katy 2a i 2(3, pod
ktérem ze $rodkéw kot widaé odpowiednio cieciwy MA i MB}

71. Rozwigza¢ ukiad réwnan

sinx  siny = 2p sina

cosx cosy = 2p cosa,
w ktérymp i a sa dane. Jakiemu warunkowi musi czyni¢ zadosé liczbap,
zeby réwnania byly mozliwe do rozwiazania?

[Egzamin dojrzatosci (baccataureat) w Paryzu]

Inne przyktady przeksztatcenia dwumianéw na
jednomiany. Kat pomocniczy.

§ 67. Kazdy dwumian y ma jedna z dwéch postaci
() y= A+ B, an y=A—8,
gdzie A i B sag to jednomiany dodatnie. Mozemy zatozy¢, ze
IA]> IB |

I. Pierwszy dwumian mozemy napisa¢ w postaci

y=A(1+j)-
Poniewaz tangens przybiera¢ moze wszelkie wartosci, mamy

prawo wprowadzi¢ do rachunku t zw. kat pomocniczy (lub
positkowy) @ okreslony zapomoca réwnania

@
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Wobec tego réwnanie (1) przybiera postac¢
y= A{l + tg2q)
A
c0s29
W ten sposéb sprowadziliSmy dwumian do postaci loga-
rytmicznej.
Il. Drugi dwumian mozemy napisa¢ w postaci

poniewaz za§ — < 1, zatem mamy prawo potozy¢
. B
sm 29 = - @)
Stad wynika, ze y= A (l— sin29)
= A cos29

§ 68. Metoda postepowania, wylozona w poprzednim pa-
ragrafie jest ogélna, zdarza sie jednak, ze inne jakie$ prze-
ksztatcenie lub wprowadzenie innego kata pomocniczego pro-
wadzi tatwiej do pozadanego wyniku.

Przyktad 1. Przeksztatci¢ na jednomian funkcje

y = A sinx -f- B cos x.
Zamiast stosowa¢ metode ogélng, lepiej jest postapi¢ tak:
A

ktadac tgo = —»

mamy y=B sinx + cos

B (tg 9 sinx + cos x)

—7?— (sin psin X-\- cos 9 cos X)
cos 9 T

B cos (9 —X)
ad cos 9
Przeksztatcenie to daje fiam mozno$¢ rozwigzania nowego
i dos$¢ czesto spotykanego typu réwnan trygonometrycznych.

Przyktad 1. Rozwigzaé¢ réwnanie
asinx + bcosac=c¢ . . . {A)
Zastosowanie:
a= —3, b= 2 ¢c= —35.
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Zaktadajac, ze wszystkie spotczynniki sg od zera rézne,
i ktadac

s [«
mamy
ginx -f-tgpcosx — ~
sin(@+ 9) ¢
cos P a @
Aby otrzymaé rozwigzanie, wystarczy z réwnania (1) obli-
czy¢ kat @ z réwnania za$ (2) kat x -f- @@ Oba rachunki wyko-
na¢ mozemy zapomoca logarytmoéw.
Warunkiem mozliwosci rozwigzania jest nieréwno$é

kin(x+ PI< 1,

czyli
% cos2@< 1,
a2

a poniewaz z réwnania (1) wynika, ze

a2+ 62
zatem warunek mozliwosci przybiera posta¢
c2<az2+ 062
Uczeri sam zbada, jak rozwigzuje sie réwnanie (A), gdy
ktorykolwiek ze wspétczynnikéw a, b i ¢ réwna sie zeru.
Jezeli potozymy a= —3, b= 2, ¢c= —35, réwnanie dane
przybiera posta¢
2 cos—3sinx = 35,
Ktadac
tg o= 4, czyli p= 56°19,
mamy
cos(x -j- 56° 19)= — 1,75cos 56° 19.
Chcac unikna¢ ujemnego czynnika — 1,75, mozemy ostat-
nie réwnanie napisa¢ w postaci
c0s(180°— x — 56°19')= 1,75 - cos 56° 19'
czyli
c0s (123°41'—x )= 1,75 =cos 56° 19,
Ig cos (123°41'— x) = 1,0871

123°41'—x = + 13°54

= 109°47'-j- n «360°
x» = 137°35'+ » «360°.
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Uwagi: 1. Réwnanie typu a sin x-\-b cos x = ¢ mozna roz-
wigza¢, nie postugujac sie katem pomocniczym. Wystarczy mia-
nowicie zastgpi¢ sina; i cos x przez tg ~. Uczerh wykona od-

powiednie rachunki zaréwno w réwnaniu ogélnem, jak i w przy-
ktadzie liczbowym i znajdzie warunek mozliwosci zadania.

2. Kiadac
sinx = X, cos x — Y, A)
mozemy zadane réwnanie napisa¢ w postaci
aX+bY=c. @
Jest to réwnanie linji prostej, poniewaz jednak, w mysl
powyzszych oznaczeri, mamy oraz Y\ 1, zatem nie

cata prosta, lecz tylko pewien jej odcinek wchodzi w gre w danem
zadaniu. Poniewaz mamy dalej
sin2x -f-cos2x = 1,

Rys. 84.
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zatem mozemy napisa¢ drugie réwnanie
X2-j-Y2= 1. @)
Jest to réwnanie kola o promieniu= 1 (Gdzie lezy $rodek kola?)

Widzimy z tego, ze rozwigzanie zadanego réwnania trygono-
metrycznego jest tern samem, co rozwigzanie uktadu, ztozonego
z réwnan (1) i (2), czyli tern samem, co znalezienie punktéw
.przecigcia si¢ pewnej prostej z kotem.

Rozwigzan mamy dwa, jedno lub zadne, zaleznie od liczby
punktéw spoinych prostej (1) z kotem (2) czyli zaleznie od tego,
czy prostopadta, poprowadzona ze $rodka kola do prostej, jest
mniejsza, réwna, czy wigksza od promienia. Uczen przeprowadzi
odpowiedni rachunek i otrzyma warunek istnienia jednego lub
dwdch rozwigzan oraz warunek niemozliwosci zadania.

Rysunek 84 odpowiada rozwigzanemu powyzej przyktadowi
liczbowemu.

Ewiczenia XXI. 1. Sprowadzi¢ do postaci logarytmicznej funkcje I-j-tg 3ol
oraz I-(-tg4a.
2. Sprowadzi¢ do postaci logarytmicznej wyrazenia
y«+ b\ yas—b-
3. Sprowadzi¢ do postaci logarytmicznej wyrazenia
. Tet *+ \a—b
4. Przeksztalcié na jednoinian funkcje
a- bsina
A fa-|-bycos @
5. Dowies¢, ze jezeli a i b sg to liczby dodatnie, przyczem b <"a
i jezeli sin= b:a, wéwczas mamy
Ig (< b)= Iga+ Ig2+ 21g sin D

= Igb—Ig tge + Igtg |450—
6. Sprowadzi¢ do postaci logarytmiczej funkcie
Y= yed—  COs*A.

7. Pierwszy wyraz postepu geometrycznego = sinx, wyktadnik po-
stepu = 2 cosx. Kiedy postep jest malejacy?

Zaktadajac, ze 0 < x < 90°, obliczy¢ katx, jezeli mamy dane dwa
warunki: 1) ze postep jest nieograniczenie malejacy; 2) ze granica jego
jest liczba 2 y2.

8. W wierzchotku O tréjkata OBC wystawiamy prostopadta do jego
plaszczyzny i na tej prostopadiej obieramy punkt it. Obliczyé odcinek
OA jako funkcje nastepujacych danych: BC = a, <€ABO= j3 <€ACO = '(,
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BOC= o Otrzymany wzér doprowadzi¢ do postaci logarytmicznej przez
wprowadzenie kata pomocniczego
(Egzamin ustny do szkoly wojskowej w Saint-Cyr.).
o. Rozwiaza¢ zapomoca logarytméw réwnanie
atga+ | ctgy = ¢
w ktérem a= 1577, 5= 2765, 0=4,897
10. Katy dodatnie a i (3 zawarte migdzy 0° i 360°, spetniaja rowna-
nie a sinx + 5 cosa; = c; w zaleznosci od a, 5, ¢ obliczy¢ funkcje
sin @+ @ cos (a+ PY
11. Jaki warunek musi by¢ speiniony, zeby réwnanie a sinx -)-
+ 6 cosx -f-c= 0 posiadalo dwa rozwiazania, rézniace sie od siebie o 30°?
12, Jaki jest warunek konieczny i wystarczajacy, aby réwnania

a' sinx + 5 cosx = ¢
posiadaty wspéIne'rozwiazanie?

13. Dokota poczatku spétrzednych obraca sie prosta OM. Na osi OX
mamy dany odcinek OA= a, na osi OY odcinek OB = b. Oznaczamy przez
A’ i B' rzuty punktéw i i fi na ruchoma prosta OM.

1; Wyrazié sume odcinkow OA'+ OB' jako funkcje kata < X OM =a
i zbada¢ zmiany tej sumy.

2) To samo dla sumy AA’\-BB'.

3) Czy punkty A’ i B' moga zlewac sie i kiedy?

Rozwiazanie dwoch nastepnych zadan polega na rugowaniu
zmiennego kata z uktadu réwnan.

14. Punkt M porusza sie po ptaszczyinie tak, ze jego spotrzedne
czynig zawsze zados¢ warunkom

x = sina; y = sin2a,

gdzie d zmienia sie od 0° do 360°. Znalezé réwnanie krzywej, ktora za-
kresla punkt M. Wykreslic ja na papierze milimetrowym, obierajac 10 cm
jako jednostke dtugosci.

15. Ze statego punktu O na prostej 02f prowadzimy péprosta i na
niej odktadamy OP = a tg q gdzie a jest wielkoscia stala, za$ = <E XOP.
Co kresli punkt P, gdy pétprosta obracamy dokota O?

ROZDZIAL V.

Réwnania trygonometryczne.

§ 69. Réwnania trygonometryczne bywaja dwdch rodzajow:
1) takie, ktére zawieraja tylko funkcje trygonometryczne
oraz wielkosci state,
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2) takie, ktére procz funkcyj trygonometrycznych i wyrazéw
statych zawierajg argumenty funkcy;j.
Do drugiego rodzaju nalezy np. réwnanie
atgx-\-b cos x = ¢x-\-d,
ktére oprécz funkcyj tgx, cos x z ich spétczynnikami oraz wy-
razu wolnego d zawiera jeszcze argument tych funkcji w postaci
wyrazu cx.

Rozwigzywanie réwnan pierwszego rodzaju.

§ 70. Mozemy z tatwoécia obmysle¢ metode ogdlng roz-
wigzywania réwnan pierwszego rodzaju. Staramy sie mianowicie
wszystkie funkcje, wystepujace w réwnaniu, zastapi¢ jedng jakas
funkcja. Majac dane np. réwnanie

cosX -j-mtgx —a,
mozemy zastapi¢ najpierw tgx przez sinx i cos X, nhastepnie
za$ sinx przez cos x, co daje
_myi—cos2x _

ktadac za$ cos x = y, mamy réwnanie algebraiczne

Tego rodzaju przeksztatcenie jest zawsze mozliwe. Istotnie,
z c¢wiczenia XIX, 15 (str. 130) wiemy, ze wszystkie funkcje

kata x dajg sie wyrazic wymiernie przez tg mozemy

tedy uciec sie do tego podstawienia, jezeli nie nasuwa si¢ nam
zad ne prostsze przeksztatcenie. Po wykonaniu tego podstawienia

wystarczy zatozy¢, ze tg ~ =y, aby otrzymac réwnanie alge-

braiczne wzgledemy. Podstawienie to, jako wymierne, nie wpro-
wadza do réwnania obcych pierwiastkéw.

Czesto jednak metoda ogélna prowadzi do zawitych ra-
chunkéw lub, co gorsza, do réwnania algebraicznego wyzszego
stopnia, ktérego wcale rozwigza¢ nie umiemy. Zachodzi tedy
potrzeba stworzenia rozmaitych szczegdlnych sposobéw rozwia-
zywania réwnan. Najczesciej uzywane sposoby poznalisSmy w po-
przednich rozdziatach, tak iz wystarczy przypomnie¢ je na
przyktadach.
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(A) Wiele réwnan daje sie sprowadzi¢ do postaci
sin« = + siiii/
lub tgx = ttgy,

ktére umiemy rozwiazywac.
PRZYKELAD. Rozwigza¢ wzgledem x réwnanie
sin{cc— a)= sinx_— sina.
Poniewaz sina= sinx — sin(x — a)

= Zsini cos%faj—

zatem
skad x1=n 1360°
X2= n «360°+ a.
® Czesto iidaje sie zapomoca réznych przeksztatcen roz-

tozy¢ lewg cze$¢ réwnania na czynniki. Po przyréwnaniu do
zera czynnikéw zawierajacych niewiadome, otrzymujemy pier-
wiastki réwnania.
PRZYKLAD. Rozwigzaé réwnanie
sinX -j-sin2x -f-sin3x = 4cosXx cos%cos%x.

Przeksztatcajac lewa cze$¢ réwnania, mamy kolejno

sinX -j-sin2X -j-sin3x = 2 sin—cos —-f 2 sin — cos—
2 2 2 2

. X .. 3X
= 4c0s=sm=" gosX.
2 2
Wobec tego réwnanie nasze przybiera posta¢
4cosx cos X {s'|n£3->-<----cos—3)<}= 0,
2\ 2 7
zatem mamy
cosx = 0 czyli XX—n 1360° + 90°
COSE =0 « X2= (4n - 1) 180°
3x _ 3x
n

wreszcie sin="= cos—
2 2

W. Wojtowicz. Trygonometria. 10
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czyli tgnh=1,
skad A3 = N.120°+ 30°

Jezeli réwnanie jest jednorodne wzgledem sina; i cos ac
woéwczas zastepujemy obie te funkcje przez tga.

PRZYKLAD. Rozwigza¢ réwnanie

sin2x + mcos2x — 2msinx cosx = 2.

Réwnanie to nie jest wprawdzie jednorodne, ale moze by¢
z fatwoscig uczynione jednorodnem, jezeli uprzytomnimy sobie, ze
mamy prawo zastagpi¢ 1 przez sinzx -j~cos2x. Otrzymamy tedy

sinzx + mcos2x — 2 msinx cosx = 2(sin2x -f- cos2x),
dzielagc za$ obie cze$ci réwnania przez cos2a (co mamy prawo
uczyni¢, gdyz, jak wida¢ odrazu z réwnania, cos4=0), mamy

tgex -f-2mtga; + (2 +-m)—0 (1)

Ktadac y = tgx,
otrzymujemy réwnanie algebraiczne kwadratowe z parametrem
zmiennym nr.

y2+ 2my+ (2- m)= 0. @)

Poniewaz tga? przybiera¢ moze dowolne wartosci dodatnie
i ujemne, zatem jedyny warunek mozliwosci zadania jest ten,
zeby byto

i A= m2\-m—2~0,
czyli m~—2 lub 1.

Jezeli przez 1i S oznaczymy odpowiednio iloczyn i sume
pierwiastkéw réwnania (2), bedziemy mogli utozy¢ tabelke na-
stepujaca, w ktorej przez y1) y2 oznaczyliSmy pierwiastki row-
nania (2), przez a za$ i j3 pierwiastki gtéwne réwnania (1), od-
powiadajace yliy2

>2 2 1 -2 L<-2
<0 0 >0 <>0 >0 >0
<0 <0 <0 <0 >0 >0
Vi>0 «/i=0 y.<o  2i= 2sNiemavi— 1 2.>0
y*<o 2/><0 25<0  =-| pier- =2 23>0
0°<a<9 a= 0" —90°<a<0® = p wiast « = p 0,<a<90%

—90°<P<0° —90»<p<0» —90°< P<0° = —45° kéw =63°26" 0°<§<90*
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Tabelke te musimy jeszcze uzupetni¢ przez zbadanie, co
dzieje sie z pierwiastkami réwnania (2), gdy m ro$nie nieograni-
czenie, badz przez wartosci dodatnie, badZ przez ujemne. W tym
celu musimy nieco przeksztatci¢ réwnanie (2), ktadac

LR
K

Dzieki temu podstawieniu sprowadzimy badanie nasze do
znanego z algebry przypadku, gdy w réwnaniu kwadratowem
spotczynniki daza do zera (poniewaz k -» 0, jezeli |m 00j.

Po tem przeksztatceniu réwnanie (2) przybiera posta¢

ky2+ 2y-\-2k— 1= 0 @)
z ktorej wynika odrazu, ze gdy k ->o0,toyl 4,y2-» — oo, zatem
a 45° jB->—90° jezeli m->-f-o0°; jezeli za§ m-»— oo, to
a-* 45°, p->90°.

©) Réwnanie typu asinx + bcosx = ¢ rozwigzaliSmy na
str. 139.

Rozwigzywanie réwnan drugiego rodzaju.

§ 71. Do réwnan drugiego rodzaju nie mozemy zastosowac
zadnych metod ogélnych i wszystko polega tu na znalezieniu od-
powiedniego przeksztatcenia, co nie zawsze jest mozliwe, tak iz
wielu réwnan drugiego rodzaju nie umiemy wcale rozwigza¢ do-
ktadnie i musimy poprzesta¢ na rozwiazaniach przyblizonych,
np. graficznych. Bywaja jednak uktady réwnan, ktére tylko po-
zornie sa uktadami drugiego rodzaju i daja sie z tatwoscia spro-
wadzi¢ do typu réwnan rodzaju pierwszego. Dla przyktadu roz-
wigzemy kilka takich uktadéw.

Zadanie |. Rozwigzaé uktad réwnan

x-\-y = a [e))
sinx siny=b (%)

Korzyst *jac z tego, ze znamy sume katéw a?-fy, posta-
ramy sie znaleZ¢ ich réznice x —y, a wéwczas zadanie bedzie
rozwigzane.

Przeksztatcajagc lewa cze$¢ réwnania (2), otrzymujemy

\
|
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Mamy tedy réwnanie
2sinfcosX ~ = b @)
czyli
X —y [
as 2 2 sind

skad obliczamy zapomocg tablic kat x —y, a znajac sume x-\-y,
znajdujemy pierwiastki gtéwne uktadu réwnan (1) i (2).
Warunek mozliwosci zadania wyrazamy zapomoca nie-
réwnosci
i b<

Zadanie Il. Dane sg na
ptaszczyznie cztery punkty
A, B, C, D. Zbudowac prosto-
kat KLMN, ktérego kolejne
boki przechodzityby przez te
punkty, przyczem boki KL
i LM winny byé do siebie
v w stosunku m:n.
Rys. 85. Przypusémy, ze prosto-
kat KMNL na rys. 85 czyni
zado$¢ warunkom zadania. Dane nam sa odcinki AC, BD, prze-
cinajace si¢ w punkcie O, i kat jZAOB = a.

Prostokat potrafimy zbudowag, o ile bedziemy wiedzieli, pod
jakiemi katami wzgledem prostych AC, BD prowadzi¢ nalezy
boki prostokata. Wobec tego niewiadomemi w zadaniu sa katy

JCKAC=@ <EKDB = u.

Jezeli boki KL, LM oznaczymy odpowiednio przez k, 1, od-
cinki AC, BD przez aib, wnhwczas z tréjkatéw prostokatnych
(jakich?) mamy

k= bsinw
I= asinqm
zatem bsinco_m

asin@ n°'
Dalej w czworoboku AKDO mamy
9 + w= 270°— (180° — a).
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UzalezniliSmy tedy rozwigzanie zadania od rozwigzania
uktadu réwnan:

@+ Y= 90°+ a ay t
sinw am
sincp  bn ® )

Przeksztatcamy réwnanie (2) w sposéb nastepujacy:
sinw (~sincp_am bn
sinu—sin@ am—bn’
czyli
em* am-\-bn
=2 Pin am—bn

skad ostatecznie mamy
wty
Y 2 am-(-bn @
19

tatwo mogliby$Smy teraz obliczy¢ katy @i w (jak?), w da-
nym razie jednak chodzi o konstrukcje, a wigc o czysto geome-
tryczne rozwigzanie uktadu réwnan (1) i (2). Otéz wystarczy za-
uwazy¢, ze rownanie (2) ma ksztatt wzoru sinuséw i ze czynig mu
zado$¢ zaréwno katy @i w jak i ich spetnienia 180° — @ oraz
180°—io. Jezeli katy g i w sa tego rodzaju, ze ¢-f- < 180°
mozemy uwazac je za katy tréjkata, w ktéorym dwa boki réwnaja
sie am i bn; jezeli za$, jak na rys. 85, mamy @-j- w;> 180°, mo-
zemy rozwazaé tréjkat, ktérego katami sg ich spetnienia.
Zadanie wtedy sprowadziliémy do nastepujacego
Zadania pomocniczego: Zbudowa¢é tréjkat, majac dane dwa
iego boki am, bn oraz kat miedzy niemi zawarty = 180°—(@+ )
czyli =90°—a.
Rozwigzanie nasze nie obejmuje przypadku, gdy a= 90°
(dlaczego?) Ale wtedy mamy z réwnania (2)
am__ sin®
bn  sin (180°—w)

Zadanie jest w tym wypadku albo niemozliwe jjezeli -
albo nieoznaczone (dlaczego?).
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Zadanie 1. Dany jest trojkat ABC. Wykresli¢ prostg CX
zv taki spos6b, zeby iloczyn prostopadtych, poprowadzonych
z A iz B do tej prostej, réwnat sie dawnej liczbie k2

Niech figura na rys. 86 odpowiada
warunkom zadania, tak iz

AK *BL = k2

Oznaczmy katy $jACX, jpBCN od-
powiednio przez o i w
Poniewaz

AAT=&sin<f, BL = asinw

zatem zadanie nasze sprowadza sie do roz-

*e wigzania ukfadu réwnan
Rys. 86. P+ v C @ \
absing sinw= k2 @) f

Rozwiagzanie tego ukiadu nie przedstawia trudnosci. Jakoz
réwnanie (2) mozemy napisa¢ w postaci

sino sinwe 2
czyli cos (9 -f W—cos (9 —w)= _ 2k2
2R
albo cos (9 —wW= — -j-cosC.

Z ostatniego réwnania i z réwnania (1) mozemy obliczy¢
katy 9 i w
W danym jednak razie analityczne rozwigzanie uktadu nie
jest potrzebne. Istotnie, jezeli w tréjkacie MNP (rys. 87) mamy
M=cp, P =mi jezeli jest NSJ MP,

woéwczas musi byé

m= 2BIsing
NS= msinw
= 2R sing sinw [€)]

Jezeli rownaniu (2) nadamy posta¢
k2
bsing sinw= —, @" Rys. 87,

wowczas, poréwnywujac z soba réwnosci (2j i (3), dojdziemy do
wniosku, ze 9 i <53 to katy tréjkata, wpisanego w kolo o $rednicy
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= b, przyczem wysoko$¢, poprowadzona w trzecim kacie troj-

kata réwna sie k72

W ten sposob zadanie nasze sprowadzimy do

Zadania pomocniczego: Wkoto o $rednicy b wpisa¢ tri
kat, majac dany jego kat [= 180°— (9 + W] oraz wysoko$
poprowadzong z wierzchotka tego kata.

Uczen sam rozwigze to zadanie i zbada liczbe rozwigzan.
W szczegdlnosci za$ wyznaczy dwoma sposobami warunek roz-
wigzalnosci zadania: czysto geometrycznie i analitycznie.

Cwiczenia XXIl. 1. Z wierzchotka C tréjkata ABC poprowadzi¢ prosta,
tak. by byto BL = CK, gdzie K i Z sa spodkami prostopadtych, popro-
wadzonych do tej prostej z wierzchotow A i B.

2. Z punktu A poprowadzono do kota styczne ASLAS'. Na mniej-
szym z dwéch tukéw SS' znalezé taki punkt X, zeby bylo SQ:S'Q" — m:n,
gdzie m i n sa to liczby (lub odcinki) dane, punkty zas Qi @ sa spodkami
prostopadtych, poprowadzonych z X odpowiednio do stycznych AS i A»S.

3. Dane sa dwie réwnolegte i punkt A miedzy niemi. Przez A po-
prowadzi¢ dwie proste, z ktérych jedna przecigtaby réwnolegte w punktach
B i B', druga za$ odpowiednio w punktach C i C, przyczem ma by¢ spet-
niony warunek: BB' CC'= m, gdzie m jest odcinkiem danym.

4. Rozwiazaé poprzednie zadanie w przypuszczeniu, ze dany jest
mwarunek: BB mCC' = k-, gdzie K2 jest dang liczba,

5. Zbudowaé tréjkat, majac dany kat C oraz odcinki A\V=m,
BW =n, gdzie W jest $rodkiem kola wpisanego. Poda¢ dwa rozwiazania:
czysto geume(ryczne i analityczne.

Zhudowac tréjkat, majac dany promieri R kota opisanego i odle-
ghosci smdka tego kota od dwéch bokéw tréjkata.

7. Zbudowaé tréjkat, majac dany kat C i odlegtosci m, n $rodka
kola opisanego od dwéch bokéw tréjkata.

8. IV kole dana jest cigciwa AB. Poprowadzi¢ cigciwe AX tak, zeby
tréjkat ABX byt réwnowazny kwadratowi, zbudowanemu na boku BX.

9. Rozwiaza¢ zadanie 111 (§ 713 w zalozeniu, ze dany jest warunek

AK CL m
CKmBL n

10. Dane sa dwie réwnolegte i punkt A, miedzy' niemi lezacy. Zna-
lezé na rownoleglych takie dwa punkty B, C, zeby tréjkat ABC byt po-
dobny do tréjkata danego. Rozwigzaé zadanie dwoma sposobami: geome-
trycznie i analityczni

11. Rozwiaza¢ poprzednie zadanie w zatozeniu, ze tréjkat ABC ma
mie¢ dane pole S.

12. Przez punkt A przeciecia sie dwéch danych két (O) r i (O r'
poprowadzi¢ prosta tak, by iloczyn odcinkéw AX-AX', wyznaczonych na
niej przez te kola, rownat sie danej liczbie m2
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13. Rozwiazaé zadanie Il (§ 71) w zatozen
dane pole.

14, Dane jest kolo i w niem cieciwa AB. Poprowadzi¢ promieri 0X
tak, zeby bylo XY =D Y, gdzie D jest $rodkiem cieciwy AB, punkt zas Y
jest punktem przeciecia sie promienia OX z ta cieciwa,

15. Rozwiaza¢ poprzednie zadanie w zatozeniu, ze

CY:XY=AY: YD.

16. Dany jest tréjkat ABC wpisany w koto. Wysokosé CD przecina
okrag w punkcie JE Poprowadzi¢ przez E cieciwe EF, ktéraby przecieta
boki AB, BC w takich punktach X, Y, ze XY= YF. [Wskazo wkar
Kat <€ CXE obraé jako niewiadoma].

17. Dany jest wycinek katowy AOB, w ktérym AJ AOB = a. Popro-
wadzi¢ sieczng réwnolegta do promienia OA tak, zeby promieri OB, cig-
ciwa AB i luk AB podzielity te sieczna na potowy. Jak wielki musi by¢
kat a zeby zadanie byto mozliwe?

(Egzamin ustny do szkoly wojskowej w Saint-Cyr).

18. Obliczy¢ katy tréjkata, wiedzac, ze tworza one postep arytme-
tyczny i ze najwiekszy bok c jest dwa razy wiekszy od najmniejszego-
boku a.

19. Rozwigzaé tréjkat ABC, majac dany kat A oraz stosunek= k
dwoéch wysokosci, poprowadzonych z wierzchotkéw B i C.

20. Wyrazi¢ obwdd prostokata w zaleznosci od jego przekatnej
i kata x miedzy bokiem a przekatna. Zbada¢, jak zmienia sie obwod, gdy
przy stakej przekatnej zmieniamy katx\ w szczegdlnosci znalezé masimum
obwodu.

21. Bierzemy pod uwage wszystkie trojkaty ABC majace te wias-
nosé, ze wysokosé AA' = i BC. 1) Jaka zaleznosé istnieje miedzy tangen-
sami katéow B i C? 2) Obliczy¢é katy B i Cw zalozeniu, ze kat .4 jest
dany. Przedyskutowaé. Zbada¢ przypadek szczegélny, gdy tg 4= 2. 3) Za-
kiadajac, ze B = 2C, obliczy¢ tangensy wszystkich katow tréjkata.

(Egzamin baccalaureat w Paryzu).

22. Dana jest prosta -1X i punkt B, nie lezacy na niej. Na .4X zna-
lez6 taki punkt C, zeby prostokat, zbudowany z rzutéw odcinkéw AC, CR
na dwusieczng kata AJ-4CB byt réwnowazny danemu kwadratowi k-

23. Rozwiaza¢ (wzgledem x i y) uktad réwnan

sin x-tgcp +sin y = tgcp
cos ajtgep-j-cos y = \

, ze prostokat ma mie¢

Przyktady zastosowania wzoréw trygonometrycznych
i dyskusji zagadnien.

§ 72. zadanie 1. Dane jest koto oraz dwie proste OA, OB
przechodzace przez jego $rodek. Znalez¢ na tuku AB takipunkt
M, zeby byto

MP2+ MQ2= P,
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gdzie MP, MQ sa to prostopadte do OA i OB, a 1jest odcinkiem
danym. Zbada¢ rozwiazanie.
[Egzamin dojrzatosci (baccalaureat) w Paryzu].

Oznaczmy przy r promien kota
iniech bedzie 4 AOB=2<x. Jezeli OL
jest dwusieczng tego kata, woéwczas
punkt M bedzie w zupetnosci wy-
znaczony, o ile bedziemy znali kat

jfiLOM =x.
Sens naszego zdania jest naste-
pujacy:

Pomiedzy katem x a liczbg I*
istnieje pewna zalezno$¢; trzeba: po
pierwsze, znalezé te zaleznos¢; po rvs. 8.
wtére, zbadacja ; po trzecie, wskazac
konstrukcje, zapomoca ktérej mozna bytoby wyznaczy¢ punkt M
na tuku AB.
Zaczniemy od pytania pierwszego.

Poniewaz MP = rsin(a—x),
MQ, — rsin (@ -(- x),
zatem r2sin2ia—4 4 r2sinz(as x)=
12
czyli sinz(a+ x>4 sin2(a—x)= (1)

Lewa cze$¢ réwnania 11j mozemy przeksztatci¢ tak, by wy-
odrebni¢ funkcje kata X; np. w sposéb nastepujacy:
sinz <a— Xt-\e sin2 la\X)— sin2 (@ — X) — cos2 (@ AX)-\- \
= [sin-a—x) -f cosia4- X)\[sln (@a—x) —cos(@-(-x\+ 1
= [sin (@X)-\-sm (90°-a-X)\ [«in (a— X)—sin(90°—* — &)+ |
= _ sin("90°— 2x).sin(90°—2a)4 1
——cos2x.cos2a4 1-
Wobec tego réwnanie (1) mozemy nalpzisac' w postaci

cos2a.c0S2X— 1= — ©

W ten sposéb znaleZliémy prosty zwigzek miedzy katem x
a liczba 12czyli rozwigzaliSmy pytanie pierwsze. Co sie tyczy py-
tania drugiego, t. j. badania tego zwigzku, to zauwazmy najpierw,
ze dwusieczna OL jest osig symetrji figury, wobec czego wystarczy
zbadac¢ zmiany katax w przedziale od 0° do a. Istotnie, jesli jaki$
punkt M na tuku LA odpowiada warunkom zadania, to natuku LB
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istnieje na pewno taki punkt M (symetryczny z M wzgledem
osi (l), ktory réwniez czyni zado$¢ tym warunkom. Tak wiec
zadanie, o ile wogdle posiada rozwigzania, ma ich zawsze liczbe
parzysta, z wyjatkiem jednego tylko przypadku, gdy M zlewa
sie z L czyli gdy X= 0"

Nastepnie zauwazmy, ze bez ujmy dla ogélnosci rozumowania
mamy prawo zatozy¢, iz kat 2 a nie jest wiekszy od 180° (patrz
L rys. 89), a wiec iz X < 90°. Wobec tego
z réwnania (1), majac dane I, Z cos 2a,
otrzymamy zawsze tylko jedng warto$¢
na X. Mozemy tedy twierdzi¢, ze zadanie
nasze posiada zawsze co najwyzej dwie

odpowiedzi.

Szczegotowe badanie polega na roz-
wiazaniu nastepujacego pytania: przy
jakich wartosciach zmiennej 2 zadanie
posiada rozwigzania, czyli jaklm war-
tofciom 12 odponiackja, wartodai katax

zanarte wprzedziale od 0° cb & zgéry przewidujemy, ze te
wartosci zmiennej 22 moga by¢ zalezne od parametru zmiennego
cos 2a

Aby na powyzsze pytanie odpowiedzie¢, mamy do wyboru
dwie drogi:

1) mozemy uwaza¢ Z za zmienng niezalezna, kat X za jej
funkecje;

2) ale tez mozemy, odwrotnie, uwaza¢ X za zmienng nie-
zalezng, a 22 za funkcje, przyczem — jak wida¢ z réwnania (I') —
kazdej wartosci X odpowiada jedna i tylko jedna wartos¢ 1-.

Pierwszy sposéb badania.
Z réwnania (1) mamy
COS2#=-f— ®

Moéwilismy juz, ze 0°<a;<a czyli 0°<2«<2a. Wynika
stad, ze jakikolwiek bytby kat 2 a w przedziale od 0° do 180°
zawsze zachodzi nieréwnos¢

cos2a< cos 2X< 1 ®
czyli cos 2a Z 1 @)

r2cosza
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Podwoéjna ta nieréwno$¢ wyraza warunek rozwigzalnosci
zadania. Musimy tu odrézni¢ trzy przypadki:

I. Jezeli 0°-<2a< 90° to cos2a> 0 i z nieréwnosci (3)
motrzymujemy

r2cos2za<;r2—2 racos2a
uczyli rasinzza>Z2> 2rzsin2a (4)
Taki jest (przy ostrym kacie 2a) przedziat zmiennosci dla 22
przy ktérym zadanie jest mozliwe do rozwigzania. Ma ono wtedy
zawsze dwa rozwigzania symetryczne wzgledem OL, z wyjatkiem
wartosci 2= 2rzsinza, ktéra daje tylko jedno rozwiazanie.

1. Jezeli '2oc= 90°, nieréwnosci (3) traca sens, gdyz mia-
nownik nigdy nie moze by¢ zerem, ale wtedy odrazu z figury
wida¢, ze MP2 MQ2= 12= r2 Jedli wiec 2a jest katem pro-
stym, wéwczas na 22 mozemy wzia¢ tylko jedng wartos¢, przy
ktérej zreszta zadanie jest nieoznaczone: punkt M moze przy-
biera¢ dowolne potozenia na luku ALB.

UL Jezeli 90°<2a<ri80°, to cos2a<(0 i z nieréwnosci (3)
otrzymujemy kolejno

racosz2ai r2— 2>-r*cos2a
czyli rzsinz2a 2 2rzsinza 5
Whioski te same, co w przypadku I.

Drugi spos6b badania.
Z réwnania (1) mamy
2= r2(l —cos2a-cos 2c) ©)

I znéw odrézniamy trzy przypadki:

L Jezeli 00<2a<90° czyli cos2a>0, wtedy 2 stale
ro$nie od wartosci 2r2sin2a do wartoéci r2sinz2a (wkaczajac
krance tego przedziatu), gdy 2x ro$nie od 0° do 2a. Wnioski
jak poprzednio.

U. Jezeli 2a= 90°, to 2= r2

1U. Jezeli 90°<2a<180Q to cos2a<0,

a wtedy 2 stale maleje od 2r2sinza do r2 gdy 2x ro$nie od 0°
do 90° (gdyz wtedy cos2«>0j; 2= r2 przy 2# = 90° 2 stale
maleje od r2 do r2sinz2a, gdy 2x rosnie od 90° do 2a (gdyz
wtedy cos 2x < 0).

Jak widzimy, drugi sposéb badania, cho¢ pozornie okélny,
okazat sie prostszy i szybszy od pierwszego.
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Co sie tyczy konstrukcji kata 2x, to mozna ja wykonaé
rozmaitemi sposobami. Mozemy np. napisa¢ réwnanie (2) w postaci
rcos2a rcosza;

r+ 1 = r—I 2>
i zbudowa¢ odcinek r cos 2x jako czwarty proporcjonalny do
odcinkéw r cos 2a, rA-l, r—%, a stad — majac dany odcinek /y
znajdziemy odrazu kat 2x.

Zadanie Il. W dany wycinek kotowy A OB tcpisaé prosto-
kat o mozliwie najwiekszem polu tak, by dwa jego boki byty
réwnolegte do cieciwy AB.

K Oznaczamy promien kola przez.
r i niech bedzie<EMOQi?= 2a. Wy-
kreslmy o$ symetrji figury czyli dwu-
sieczng OK. Prostokat zbudujemy
z ftatwoscia, jezeli bedziemy znali
potozenie wierzchotka jego 1>, to za$
mozemy wyznaczy¢ zapomocg kata
j~K OD = x. Pole S prostokata obli-
czymy z wzoru S= CD mDF. <>

Poniewaz CD= 2r sinx,
az A DOF wynika, ze -jCDFO= 180°—a, oraz, ze

DF r
sin (ct—x) sin(180° —od
czyli DFE=" sin»(a—x)
sina

g = 2r2sina; sinia—x)
sina
Zmiany pola prostokata zalezg wytacznie od iloczynu
sinx msin(@a— x).

Zmiany te tatwiej bedzie bada¢, jezeli uda si¢ wyrazi¢
pole jako prostsza funkcje jednej zmiennej. W tym celu iloczyn
przeksztatcimy na sume dwdch funkcyj. Jakoz wzér (2) napisa¢
mozemy w postaci

$ =1 7-2s™x.sincc-x)

- [cos (2x — @) —cos a].
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W ten sposéb uzalezniliSmy pole od jednej tylko zmiennej,
mianowicie od cos (2 a?— a).

Gdy x rodnie od 0° do  to cos(2x—a) ro$nie od wartosci
<ios<— a)= cosa do 1 pole zas$ S ro$nie od zera do wartosci

r- tg ~' Gdy x roénie od | do a, to cos(2x —a) maleje do 1

do cosa, pole za§ S maleje do r2tg~ do zera.

Tak wiec pole osiaga najwieksza wartos$¢

przy X = -

Chcac tedy znaleZ¢ wierzchotek D prostokata, wystarczy
wykresli¢ dwusieczng kata ~jBOK.

Zadanie 1ll. Na podstawie poziomej spoczywa ciato, ktérego
ciezar réwna sig p dynom. Chcac ciatlo wprawi¢ w ruch, dzia-
tamy na nie sitg r dyn, ktérej kierunek przechodziprzez $rodek
cigzkosci ciata i ktorajest nachylona do ptaszczyzny poziomej
pod katem z. Zaktadajac, ze spétczynnik tarcia (statycznego)
Jest f, znalez¢, jak wielka sita r wyztarcza do wprawienia ciata
w ruch i jaki jest najdogodniejszy kierunek dziatania sity.

Niech wektor OP wyobraza siter. Rozktadajac
go na sktadowa poziomg OU i pionowg OV, mamy [
OU=rcoscp, OV=rsin<p,

Sktadowa pionowa przeciwdziata sile ciez-
kosci, zmniejsza wigc parcie ciata na podstawe,
tak iz parcie wynosi “przy dziataniu sity r) tylko

p —rsing dyn.

Chcemy, zeby sktadowa pozioma zréwnowa- Rys. 91.
zyta sife tarcia, ktéra, jak wiemy z fizyki, jest
wprost proporcjonalna do parcia, wywieranego przez ciato na
podstawe, czyli w naszym przypadku réwna sie

f(p —rsing) dynom.

Wobec tego musi zachodzi¢ réwnanie

rcos9 = f{p —rsinog),

skad r—cos9+ /sing nn
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O ile sita r przekroczy te warto$¢, ciato zostanie wpra-
wione w ruch.

Chcac wyznaczy¢ najdogodniejszy kierunek dziatania sityr
musimy znalezé minimum funkcji (1). Otéz f ip sa state, zatem
sita r jest funkcja jednej tylko zmiennej @i wyraza sie utamkiem
o statym liczniku i zmiennym mianowniku. Wobec tego r osigga,
minimum wtedy, gdy mianownik utamka czyli funkcja

y= cos9 + /sin @
osigga maximum.

W celu wyznaczenia tego maximum wprowadzmy kat
pomocniczy, a mianowicie potézmy

/= tgw

cos (@ .
y coswW

Poniewaz mianownik cos jest staty, zatemy osiaga ma-
ximum wtedy, gd;

Mamy woéwczas @>

0—9 = 0° (dlaczego?)
czyli, gdy f= tgmm

Zadanie IV. Tréjkat prostokatny ABC, w ktérym C= 90°r
obraca sig¢ dokota osi, réwnolegtej do prseciwprostokatnej i odlegtej
od niej o - O$ obrotu i punkt C lezg po przeciwnych stronach
boku AB. Zbada¢, jak zmienia si¢ objeto$¢ bryty obrotoivejr
jezeli przeciwprostokatna c pozostaje stata, natomiast zmienia
sie kat ostry A tréjkata. W szczegélnosci zbadag, kiedy objetosé
ta osigga najwieksza lub najmniejsza wartos¢.

Oznaczajac wysoko$¢ CD przez li, objeto$¢ bryty obrotowej
przez V, mamy

7 csin 2A

AL

[ +i)+f+i(+D] 4

T pR1en

7;% sin22 A -j-3sin 2Al.



Objetos¢ V mozemy uwazac za funkcje kwadratowa zmien-
nej sin2A, najwlasciwiej tedy bedzie oznaczy¢ sin2A przez &,
co da nam

V=" (E2+ 3a9). 1)

Kys. 92.

Poniewaz w zadaniu chodzi tylko o ogélny przebieg zmien-
nosci funkcji, nie za$ o obliczenie poszczegélnych jej wartosci,
zatem wzér (1), zastapi¢ mozemy przez prostszy

Y =X2+ 3X 7))

Zaréwno réwnanie (2) jak i (1) jest réwnaniem paraboli.
Chcac jednak z obrazu paraboli wnosi¢ o tern, jak zmienia
sie objetoé¢, musimy doktadnie
uprzytomnic¢ sobie, w jaki sposéb
zmienia si¢ X w réwnaniu (2).

Otéz, po pierwsze, X moze
w zadaniu naszem zmienia¢
sie tylko o 0 do 1, gdyz w tych
tylko granicach zmienia¢ sie
moze sin2 A. Powtére, poniewaz
kat A zmienia¢ si¢ moze tylko
w przedziale od 0° do 90° z wy-
taczeniem krancéw przedziatu,
zatem kat 2A zmienia sigw prze-
dziale od 0° do 180° z wytacze-
niem krancéw przedziatu, a wo-
bec tego sin2 A (czyli X) ro$nie
najpierw od wartosci dowolnie
bliskich 0 do 1, nastgpnie za$ maleje znéw do wartosci dowolnie
bliskich zera. Jesli wigc rys. 93 wyobraza parabole, odpowiada-
jaca réwnaniu (2), to tylko tuk ON tej paraboli odpowiada
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warunkom zadania i mianowicie w rozwazanym przedziale
funkcja

sin22A -j- 3sin 2A
dwukrotnie kresli ten luk: raz od O do N, drugi raz od N do O,
przyczem jednak nie dosiega nigdy punktu O, jakkolwiek moze
dowolnie zblizy¢ sie do niego.

Jak widzimy, najwigekszg warto$¢ osiaga ta funkcja wéwczas,
gdy sin2A =1 czyli A= 45° natomiast warto$¢ najmniejsza
nie istnieje: funkcja przybiera¢ moze wartosci dowolnie mate
dodatnie.

Cale badanie datoby sie o wiele prosciej przeprowadzi¢
czysto geometrycznie: gdy A jest dowolnie bliskie zera, to samo
powiedzie¢ mozna o wysokosci li tréjkata, a wiec i o objetosci
bryty; gdy -4 rosnie, wzrasta réwniez wysoko$¢ i objetos¢, do-
poki A nie stanie si¢ réwne 45°; nastepnie wysoko$¢ zaczyna
male¢ i maleje nieograniczenie wraz z objetoscig bryty iz katem B.

Zadanie V. Dane jest potkole o $rednicy AB= 2r. W do-
wolnym punkcie M pétkola kreslimy styczna, ktéra pizecina
odpowiednio w punktach C i D styczne, poprowadzone przez
punkty A i B. Jak nalezy wykresli¢ pierwsza styczna, zeby
objetos¢ bryty, zakreslonej przez obrét trapezu ABCD dokota AB,
byta m razy wigksza od objetosci kuli, zakreslonej przez obrét

pétkola? Zbadaé rozwigzanie.
(Egzamin dojrzatosci w szkotach warszawskich).

Na pierwszy rzut oka zdawatoby sig, ze za niewiadomag
nalezy obra¢é A OAL Jezeli jednak przyjrzymy sie figurze,
dostrzezemy odrazu, ze bez wzgledu
napotozenie punktu M, kat COD
jest zawsze prosty.
Istotnie,
~ABDC+$~ACD = 180°
(dlaczego?) a poniewaz OD
i OC sa dwusiecznemi tych katow,
zatem
< ODC+ <£OCD= 90°
<Z>0C=90a
Wobec tego tatwo jest przewidzie¢, ze rachunki uproszcza
sig, jezeli jako niewiadoma obierzemy <jjAOC= a.
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Mamy wtedy bezposrednio z warunkéw zadania

m4iwr' = 271r [AC2+ BD2+ AC-BD]

czyli 2w = tgea-fctgea+1l,
skad tgFa —(2m— 11tgza-|-1= o. (1)
Ktadagc w réwnaniu tern tgza —x, otrzymamy
X-—(@m—1x -(-1= 0. (2)
Poniew;iz z zadania wynika, ze musi by¢
0°< a< 90° ®

zatem warunkom zadania moga czyni¢ zado$¢ dowolne wartosci
na x, byle tylko dodatnie (dlaczego?)

Warunkiem rozwigzania (2) jest

A —@m—I2—4
= (2»+ lj(2¢« —3)>0,
skad m~ i albo tez m> |.

Liczba m z natury rzeczy musi by¢ dodatnia, zatem jeden
tylko warunek rozwiazalnosci réwnania odpowiada warunkom
zadania, a mianowicie musi by¢

m¥> @

O ile warunek(4) jest spetniony, rownanie (2) ma pierwiastki
dodatnie, a mianowicie

réwnanie ma 2 pierwiastki dodatnie, jezeli m >

« « 1 pierwiastek «  [podwéjny), jezeli m = f.

Tak wiec przy m> f na tg2a otrzymujemy dwie odpowiedzi
dodatnie, a kazda z nich daje wobec warunku (3) po jednej odpo-
wiedzi na tga i na kata.

Jezeli m= i, wowczas tg2a= | i a—45°.

Zadanie VI. Obliczy¢ boki b, ¢ tréjkgta ABC, majac dane:
bok a. kat A oraz iloczyn b (b+ ¢) = k* Przeprowadzi¢ szczegd-

towe badanie. (Egzamin wstepny do szkoty wojskowej w Saint Cyr).
Z warunkéw zadania wynika odrazu uktad réwnan
blb+ &= k2 @ 1
62+ c2— 2bccos A = a- @ )

w ktérym niewiadomemi sa b i c.
Z réwnania (1) znajdujemy, ze 2 2
6c= *2-6 2 c= .

W Wojtowicz. Trygonometria. n
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wstawiajac za$ te wartosci do réwnania (2), mamy
@2 __ 722
b2+ AN 1—2(A2- bhcos A —a2= 0,
a mnozac przez b2 otrzymujemy
2b*11+ cos A)— b2{a2+ 2A2+ 2A2cosJ)+ k*==0

czyh 46*cos2 £ — 62]a2+ 4A2cos2 j+ A*=*0 3)

Aby réwnanie to byto rozwigzalne, trzeba i wystarcza, zeby
wyréznik jego nie byt ujemny. Mamy wiec

A = |«2+ 4A2c0S2 — 16A4cos2 ~

= la2+ 4A2cos2~ -f4A:xos [a2-f- 4A2cos2™ —4A20s > 0.

Pierwszy z tych dwéch czynnikéw jest zawsze dodatni, pozo-
staje.tedy jedna nieréwnos¢, ktéra musi by¢ spetniona, mianowicie

a2—4A2cos” |l—cos N O

czyli a2n gA2cos Asinzﬁ 4>

Jezeli pierwiastki réwnania (3) majg czyni¢ zado$¢ warun-

kom zadania, trzeba, zeby byto b2> 0 oraz c> 0. Ale z réwnania
£2__ 5

c= — 7"~ wynika, ze w takim razie musi by¢ b2e<A2 Tak wiec

ostatecznie musi by¢
0< 68<Az2 5

Otéz pierwszy warunek (b2> 0) jest zawsze spetniony przez
réwnanie (3), o ile tylko spetniony jest warunek (4), czyli jezeli to
réwnanie posiada wogoéle pierwiastki- Istotnie zaréwno suma jak
iloczyn pierwiastkéw réwnania (3) sg dodatnie.

Co sie tyczy drugiego warunku (62<A:2), to powiada on
innemi stowami, ze jezeli punkty zerowe paraboli

y = #x2cos™—x{a2-\-Ak2cos2=j -J-A" ®)
czyli punkty jej przeciecia sig z osig x-0\v maja czyni¢ zado$¢
warunkom zadania, muszg one leze¢ wr lewo od punktu iA2 0).

Jedli tedy przesuniemy osie spélrzednyck réwnolegle do punktu
(k2 0) czyli z réwnania (s) otrzymamy réwnanie przeksztatcone

y = 4X2c052A — X |« 2—4&2c0s2™j -)- A2(A2— ad 17)
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to dojdziemy do wniosku, ze

parabola (7) przecina o$ x-6w raz jeden w lewo od nowego punktu
zerowego t. j. parabola (6) przecina raz jeden te o§ w lewo od
punktu (7% 0), jezeli mamy &< a 2 zadanie nasze ma wtedy
1 rozwigzanie;

parabola (7) przecina o0$ cc-6w dwa razy w lewo od nowego punktu
zerowego, t.j. parabola (6) przecina te 0§ dwa razy w lewo od
punktu (A2 0), jezeli mamy jednocze$nie

A
k2j> a- oraz a2< k2cos czyli

> -—aa , ; zadanie ma wéwczas 2 rozwigzania:
4cos2A

parabola (7) nie przecina osi w-6w w zadnym punkcie lezagcym
w lewo od punktu zerowego,
jezeli mamy jednoczesnie
k2> a2 oraz k2< 4cos2A
2
zadanie nasze nie ma wtedy rozwigzan.

Zadanie M. Zbudowa¢ i rozwigza¢ tréjkat ABC, majac
dane: bok a, kat A i srodkowa s, poprowadzong do boku a. Zba-
daé rozwigzanie. (Egzamin dojrzatosci io Poitiers).

Na mocy znanego twierdzenia o sumie
kwadratéw bokéw réwnolegloboku mamy

4s2+ az2= 2(62+ c2,
stosujac za$ wzor kosinuséw, otrzymujemy
a2= b2-f-c2— 2bccos A,

Réwnania te mozemy napisa¢ w po-

staci nastepujacej:

4s2+ a2 4s2—a2
2.cos .4 @
4s2+ a2 4s2—a2

—c?=
b—c? 2 4cos A @
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Z réwnan (3) i (4) potrafimy obliczy¢ boki bic, wolno tedy
uwazaé tréjkat za rozwigzany. Mozemy przystapi¢ do dyskusji.
Réwnania (3) i (4) maja sens tylko wtedy, gdy cos A =0
<czyli gdy A =£90°. Zatézmy, ze warunek ten jest spetniony:
pézniej rozwazymy przypadek, gdy A = 90°.
Réwnania nasze posiadajg rozwigzania wtedy i tylko wtedy,
gdy prawe ich czesci nie sa liczbami ujemnemi (dlaczego?./.
I. Jezeli A <90°, t.j. cos A > 0, to rownanie (2) moze odpo-
wiada¢ tresci geometrycznej zadania tylko pod warunkiem, ze
gdyz tylko wtedy b i cmoga by¢ liczbami dodat-
niemu Ale w takim razie prawm cze$¢ réwnania (3) jest liczbg
dodatnig i pozostaje do zbadania tylko jedna nieréwnos$c
4s2-f-a2  4s*—

2 2c0s A 8
4 s52(cos A — I)-j-rtz2(cosA-f= 1 >0
~ - — ----2 COS A

Zgodnie z zatozeniem, mianownik czesci lewej jest dodatni,
zatem nieréwno$¢ sprowadza sie do prostej postaci

4s2(cosA — 1) a2(cosA+ 11~ 0 '5')
li , 1+ cosA
czyli cil 551 —CosA
albo 452 _cpgh ©)

I1. Jezeli A >90° czyli cosA <0, woéwczas z réwnania (2)
my taki sam sposob wynika, ze musi by¢ 4s2—a2-<0. | znéw
prawa cze$¢ réwnania (3) jest liczbg dodatnig, tak iz znéw mamy
do rozwigzania tylko nieréwno$¢ (5). Ale teraz, zwazywszy po-
czynione zafozenia, marny

—1)—+4az(cosA-)-1) 0 (6)
4s2” 1+ cosA ©)
a2 ""1—cosA

4s2_ WA ")

" . 4s! .
musi by¢ 1 <~Af < ctg- ~

JA L 4s2

A> 90" x c12<-Br< 1
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a poniewaz s, a, i ctg A sa liczbami dodatniemi, zatem wyniki
dotychczasowej dyskusji mozna uja¢ w forme nastepujaca:’

A
przy .4<90° musi by¢ a< s< ;—JBCIQ >

« A> 90° » » “ctgnh<s<-| (8>

Zauwazmy jeszcze, ze réwnania (3) i (4j, jak réwniez pier-

wotne réwnania (1) i (2) sa symetryczne wzgledem bie; to zna-
czy, ze jezeli czyni im zado$¢ pewien uktad wartosci

b=k, c=1
to musi im réwniez czyni¢ zado$¢ uktad nastepujacy:
c—k, b= 1

Z tego spostrzezenia wynika, ze je$li spetnione sg nie-
réwnosci (711 "8} to zadanie nasze posiada dwa rozwigzania.,
t.j. daja sie zbudowaé dwa tréjkaty, odpowiadajace warunkom
zadania, zreszta trojkaty te sa symetryczne (wzgledem jakiej$

. . . o

0si?). Wyjatek stanowi przypadek, gdy s= -gCtgji; wtedy
mamy tylko jedno rozwigzanie.

1. Jezeli wreszcie A = 90°, wowczas réwnania (3) i (4), jak
moéwilismy, traca sens. Wiemy skadinad, ze w tréjkacie prosto-

katnym musi by¢ zawsze s= ~; jesli wiec warunek ten nie jest

spetniony, zadanie jest niemozliwe do rozwiazania, a jesli jest
spetniony, to zadanie jest nieoznaczone (dlaczego?).

Rozwigzanie geometryczne zadania jest oczywiste i wy-
maga tylko elementarnych wiadomosci. Uczer poréwna powyzsze
wyniki badania z temi, ktére otrzymujemy na drodze czysto
geometrycznej.

zadanie VIII. Rozwazamy wszystkie tréjkaty, majace wspéing
stata podstawe i staty obwéd. W ktérym z tych tréjkatow kat
przeciwlegty podstawie jest najwiekszy?

Wspdlng podstawe oznaczmy przez a, dwa za$ zmienne boki
trojkata przez x iy. Poniewaz obwéd ma by¢ staty, zatem musi
by¢ réwniez stata suma bokéw

x-\-y = m. @)

Musimy znalez¢ zwigzek miedzy bokami tréjkata i katem A

(zmiennym), przeciwlegtym podstawie. Mamy tedy
a2= cc'--\-y2— 2xy cos A. )]
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Réwnanie (2) mozemy napisa¢ w postaci =
at= (x-\-yf— 2xy"{\ -(-cos~i

= ippMy)2—4xy cos2 ™ .
uwzgledniajac za$ réwnanie (li. otrzymujemy stad warto$¢ na

c0s2--, mianowicie

Pamigtajac, ze im kat ostry — jest wiekszy, tern mniejszy jest
jego kosinus, awiec réwniez cos2—. mozemy powiedzie¢, ze zada-
me polega na znalezieniu warunku, przy ktérym cos2— osigga mi-
nimum. Ale coszéwyrazilis'my w postaci utamka o statym liczniku

i zmiennym mianowniku, zatem cos2— osiagnie minimum woéw-
czas, gdy mianownik 4xy lub, co na jedno wychodzi, gdy funk-
cja dwoéch zmiennych

z= Xy i4)
osiagnie maximum.

Otéz z algebry wiemy, ze. je$li x iy przybieraja
tylko wartosci dodatnie, wdéwczas funkcja ta osiaga
maximum wtedy, gdy

X =yY).

Tak wiec kat — a co za tern idzie i katAd, osigga maxi-

mum wtedy, gJy tréjkat staje sie réwnoramiennym.

zadanie IX. Dany jest stozek kotowy prosty, ktérego pro-
mienA podstawy - r, tworzaca za$ jest nachylona do podstawy
pod katem a. W stozek wpisano walec prosty. Wyrazi¢ pole po-
wierzchni catkowitej icalc¢a jako funkcje promienia x jego pocl-
staiby i zbadaé, jak zmienia si¢ to pole, jezeli przy statem r
zmieniamy w stozku kat a.

{Egzamin do szkoty marynarki w Lwornoi.y

* Gdyby kto nie znal tego twierdzenia, moze je odiazu odczyta¢
2 tozsamosci axy = @-ly)-—ix—y

Z tej samej tozsamosci wywnioskuje czytelnik, kiedy suma dwoch
zmiennych dodatnich osiaga minimum, jezeli iloczyn zmienmch ma stala
wartosc.
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Oznaczajac wysoko$¢ walca przez z, pole jego powierzchni
catkowitej przez y, mamy
y = 23tx 2A-2iz ccs:
z—(r—x) tga;
zatem 7/= 2rc(1 —tga).x*rf?7crtg«.x (1)

Widzimy, Ze pole y jest funkcjg kwadratowa zmiennej x.,
przyczem tg a jest parametrem zmiennym. W naszem zadaniu mo-
zemy poprzestaé na zmianach kata a w przedziale od 0° do 90°,
z wykaczeniem krancéw tego przedziatu. Istotnie, przy a= 0°
lub a= 90° stozek przestaje istnie¢ i zadanie traci sens; przy
90°<a<180° otrzymujemy figure symetryczng z poprzednia
wzgledem ptaszczyzny podstawy stozka: przy a= 180° stozek nie
istnieje; przy 180°<a<270( mamy te samg figure, co w przy-
padku, gdy 0°<Ca<90°,-it.d

Przy statej wartosci kata a obrazem funkcji (1) jest, wogéle
biorac, parabola w zupetnosci oznaczona: gdy zmieniamy kat a,
parabola zmienia ksztatt (staje si¢ mniej lub wiecej stroma) oraz
potozenie na ptaszczyznie-). W kazdym jednak razie parabola ta
przechodzi stale przez punkt zerowy (dlaczego?).

Chcac zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji (1) musimy od-
rézni¢ trzy przypadki, zalezne od tego, czy spétczynnik przy x 2
jest liczba dodatnia, ujemng czy tez zerem, a wiec zaleznie od
tego, czy mamy

o<tga<l, czy tga= 1, czy wreszcie tga> 1.

Przypadek I. JezeliO<tga<1 (awieckat rozwarcig stozka
jest wiekszy od 90° a wysoko$¢ stozka jest mniejsza od r), wéwczas
w réwnaniu <1) spétczynnik przy a2 jest dodatni. Wobec tego
przy kazdej wartosci tg a, zawartej w przedziale od 0 do 1, obra-
zem funkcji jest parabola, zwrécona wierzchotkiem na dél. Pier-
wiastkami (zerami; funkcji sg liczby

rtgoc
XXZ 05 XZ ) gran-
parabola tedy lezy tak, jak na rys. 96.

1 Abv lepiej uswiadomi¢ sobie wplyw tego zmiennego parametru,
uczer powinien wykreslié obraz funkcji (1) przy jakiems statem r, np.
przy r= i przy dwéch lub trzech réznych wartosciach kata a, np.

a= 20°, 30°, 40°,
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Jezeli nie chcemy uogélnia¢ naszego zadania i termin «wa-
lec wpisany® rozumiemy jako «walec, zawarty wewnatrz stozka
i dotykajacy goérna podstawa po-
wierzchni bocznej stozka*, w takim
razie uwzgledniamy tylko te war-
todci x, ktére czynig zados$¢ nieréw-
nosciom
0< X <Cr,
awtedy warunkom zadaniaodpowiada,
tylko luk OB paraboli z wyjatkiem
punktéw konicowych tego luku 1>
Funkcja (1) w tym przedziale stale ro$nie od wartosci 0 (przy
x = 0) do wartosci 2nr2 (przy x = r); przyczem ta jej czes¢,
ktéra odpowiada tresci geometrycznej zadania, nie posiada ani
najmniejszej wartosci, ani najwiekszej.

Przypadek U. Jezeli tga= | (a wiec kat rozwarcia
stozka jest prosty i wysokos¢ stozka réwna sier), wéwczas funkcja
nasza przybiera posta¢

y = 2@rx,

zatem obrazem jej jest linja prosta. Znéw* jednak nie cala prosta od-
powiada tresci geometrycznej zadania, lecz tylko odcinek OB z wy-
taczeniem koricéw odcinka (rys. 97). Tak -ty
samo, jak wprzypadku I, pole powierzchni
catkowitej walca stale rosnie odo do 2nr*
(nie posiadajac wartosci najmniejszej ani
najwiekszej), gdy promief x jego pod-
stawy rosnie od 0 do r, z wytgczeniem
krancéw przedziatu.

Przypadek Ill. Jezeli tga> 1 Rys. 97.
(a wiec kat rozwrarcia stozka jest ostry
i wysoko$¢ stozka wieksza od r), wéwczas w réwnaniu

y = 2ti(l —tga).um™-t2e ‘a.x il)

spélczynnik przy x- jest liczbg ujemna. Obrazem funkcji jest para-
# Uczen moze. sprobowac uogélnic zadanie, rozwazajac stozek dwu-
powldkowy i uwazajac za «wpisany» kazdy walec, ktorego dolna podstawa

lezy na podstawie stozka, gérna zas dotyka jednej lub drugiej powtoki
stozka. Jaka czes¢ paraboli odpowiada wtedy zadaniu?
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bola, zwrécona wierzchotkiem ku gérze i przecinajaca 0$ x-6w
w punktach

*] A
!ga % 0.
Oznaczmy odcietg wierzchotka paraboli przez x,c

rtga.

2(1 - tga; @

Jak wiadomo

Teraz dadzg sie pomysle¢ dwie mozliwosci: albo x,c™r,
albo tez x,c< r. (rys. 98 99).

1) Jezeli xw™ r czyli tga '2, woéwczas pole powierzchni
walca stale rosnie od 0 do 2tzv2; treSci geometrycznej zadania,
odpowiada na rys. 98 luk OB z wytaczeniem jego korncow.

Pole, jak w przypadkach 1 i Il, nie posiada wartosci naj-
mniejszej ani najwigkszej.

2) Jezeli xw< r czyli tga>2, to warunkom zadania odpo-
wiada luk OB na rys. 99 z wytgczeniem koricowych punktéw

i . . T2tgea .
Qi B. Pole rosnie od 0 do wartosciy,r—2 ,tga_ \f a nast<?Pnie

maleje az do wartosci 2izr2 przyczem ta ostatnia warto$¢ nic
odpowiada juz tresci geometrycznej zadania.

W tym wigc jedynym przypadku pole powierzchni catko-
witej naszego walca posiada maximum.

Zadanie X Dane jest poétkole o $rednicy AB= 2R. Przez
koniec A $rednicy poprowadzono prosta, nachylong do niej pod
katem a i przecinajaca potkole w punkcie C, oraz cigciwe AD.
Niech prostopadta, poprowadzona z D do $rednicy, przecina
w punkcie E $rednice, wpunkcie za$ ¥ prostag AC. Jak wielki wi-
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mnien by¢ kat <€ BAD = x, aby suma odcinkéw DE -(-FE réwnata
sie danemu odcinkowi DI?  (Egzamin dojrzat, ic okregu Warszawskim).

Mamy AE=2 Rcos2w,
FE —2R.tga.eoVXx,
D E = 2Rsinx cosx\
zatem
272tga .c0s2z;-|-27?sina;e0SEr=w? (1)
(Czy otrzymamy to sarno réwna-
Rys. 100. nie, jezeli x <Ca?).
Dyskusje, jakwzadaniul (str.151)
przeprowadzimy dwoma sposobami: raz bedziemy uwazali liczbe m
za zmienng niezalezng, kat za$a; za jej funkcje, drugi raz — od-
wrotnie—kat x traktowa¢ bedziemy jako zmienng niezalezna,
m za$ jako funkcje.

A £ B

Sposéb I. Aby rozwigza¢ réwnanie (1 wzgledem x, za-
uwazmy, ze mozemy je uczyni¢ jednorodnem wzgledem sin x
i cos x (patrz str. 145), mnozac m przez sin2x + CcOS2X.

2Rtga .cos2x-\-2R sinx cosx = m (sin2x + €0s2X )
skad mtg*x —2R.tgx — (272.tgc—m)= 0 @i

Z warunkoéw zadaniawynika, ze musi by¢ 0; wobec tego
z wyréznika mozemy wysnu¢ nastepujacy przedziat zmiennosci
dla m: 0<m R 1+ siga

cos

Zgodnie z trescig geometryczng zadania winno by¢ tga”~oO,
zatem wszelkie pierwiastki dodatnie mle tylko dodatniei réw-
nania (2) czynig zado$¢ warunkom zadania. Wida¢ odrazu,
ze przy m < 272.tga réwnanie (2) posiada tylko jeden pier-
wiastek, dodatni, a poniewaz 2 7 2 .tga <27 2 0ile tym™
0°< a< 90°, zatem

mv0<m <272taa zadanie ma 1 rozwiagzanie;
m= 272tga
przyczem xx= 0°, x2> 0°%
272tga<m <7? 1 sina ma 2 rozwigzania;
cos a
przyczem xx> 0° Xx2> 0°
m=R 1-ksina ma 1 rozwigzanie (podwdj-
- cosa

ne) tj. x1=x2



Uwaga. Moglismy, rzecz prosta, rozwiaza¢ réwnanie (li inaczej, zaste-
pujac w niem cos x przez VI —sin-x i podnoszac réwnanie do kwadratu,
ale otrzymane w ten sposéb réwnanie dwukwadratowe wzgledem sin x za-
wieratoby obce pierwiastki. Istotnie,odpowiadatoby ono nie tylko zadaniu

DE+ EF —m
~czyli réwnaniu 2Rtga— 2R tgasn-x-\-2R sinx \1—sin2x —m =0. (1)
ale réwnie dobrzri zadaniu DE —EF=m _
czyli réwnaniu 2R tga+ 2R tgasin2a;-|-2i2sina; | 1— sin'x —ni==0 (1),

Poniewaz oddzielanie pierwiastkéw, odpowiadajacych réwnaniu (1).
<od tych, kt6re odpowiadaja’ réwnaniu (1'), bytoby bardzo kiopotliwe, zatem
icypadloby dyskusje zadaniaprowadzi¢ nie na réicnaniu dwukweidratowem,
lecz na pierwotnem réwnaniu (1L

Oznaczajac symbolem f(x) lewa czesé, réwnania (1), mamy

f(0j-2i2 tga-m; /90°)= - m
zatem (00) ="(90°) < 0, jezeli m < 2Rtga,
natomiast fioj wf (90°) > 0, jezeli m> 2R tga.

Poniewaz z wyr6znika réwnania dwukwadratowego i z warunku
inj>o otrzemujemy ten sam przedziat zmiennosci dla m, co poprzednio,
zatem fatwo juz jest wysnué¢ wnioski co do liczby rozwiazan.

Sposéb Il. Uwazamy m za funkcje katax, zwigzang z nim
réwnaniem
2i2tgacoszar-f 2i?sina?cos &= ra @]
ktére mozemy tez napisa¢, w postaci
2R cosar(tgacosx -f sinx) —m
albo w postaci
27?.cosa-.sin'a + ati__
cos a
Aby utatwi¢ sobie badanie tej funkcji, mozemy licznik przed-
stawi¢ jako sume dwoch sinuséw. Jakoz mamy

L ein (air 2a0)f i
cosa[sm(a\-qr..ZaL) f sina] =—m (C]

Wiemy, ze x zmienia¢ si¢ moze od 0° do 90°, zatem a + 2x
zmienia¢ si¢ moze od a do 180°+ a.

Gdy x = 0°, mamy m= 2i?tga; punkty D i E (rys. 100)
zlewajg si¢ z B, natomiast F lezy w punkie K.

Gdy a-J-2x rosnie od wartosci a do 90°, czyli gdy x ro$nie

od 0° do 45°— funkcja m stale rosnie.
Przy x = 45°— funkcja m osigga warto$¢ najwieksza,
i1+sina =

mianowicie m = K~z =



Gdy x ro$nie dalej, sin ia-f- 2x\ stale maleje, a wiec maleje
i funkcja m, przechodzac znéw przez te same wartosci, co poprzed-
nio, dopéty, dopéki nie stanie sie sin >a 2x\ = sina czyli
a+ 2"= 180°—a, tj. x=90°-cc.
Przy x = 90°—a mamy znéw m= 2Rtga
Gdy x rosnie od 90° — a do 90°, sin -a -f- 2x) przybiera war-
tosci ujemne, co do wartosci bezwzglednej coraz wieksze, zatem
funkcja m stale maleje, przybierajac jednak zawsze wartosci
dodatni
Wreszcie przy x = 90° zadanie traci sens.
Zbierajac teraz wyniki naszego badania, powiemy, ze m
obiera¢ tylko mozna w przedziale
I-f-sina
cosa

0< m< R

Jezeli 0< m < 2R tga, wéwczas zadaniu czyni zado$¢ tylko
jedna warto$¢ kata x, zawarta w-przedziale 90°— a <ix<, 90°
jezeli m= 2Rtga, woéwczas x, = 0° x2= 90°— a:

jezeli2Rtga<Cm < R ’\cog’ga. woéwczas zadaniu czynig zado_éé
dwa katy xx i x2 takie, ze

000 ,<450—", 45°-“<a%<90°—a,
przyczem x1 i x2 zwigzane sg zaleznoscig X Xx-j-x.,= 90°— a;

jezeli m= RILSNA
cosa

, wowczas X =% = 40°-— X

cwiczenia XXIIl. 1. Dane jest kolo o $rednicy AB. Z punktu A wy-
chodzi promien $wiatta, ktéry w C odbija sie od okregu, i w D przecina
prosta AB. Nalezy:

1) wyrazi¢ OD = y jako funkcje kata< BAC= aizbada¢ te funkcje,
a w szczegélnosci ustalié, co dzieje sie z y, gdy a —m0J lub gdy a 907

2) w otrzymanem réwnaniu potozy¢ sina = .r, wykresli¢ odpowied-
nia krzywa i wskazag te jej czesé, kiéra odpowiada uczynionemu zatozeniu.

(Egzamin ustny do szkoly wojskowej w Saint-Cyr)

2. Na danem poHkolu, ktrego Srednica .15 = 2. obieramy ruchome
punkt ib. Zbadaé, w jaki sposéb zmienia sie suma odcinkow MB -f- MC,
gdzie MC jest p do stycznej, popr j przez punkt A

3. Przy tych samych warunkach, co w zadaniu poprzedniem, zba-
dac, jak zmienia si¢ suma 2M CM B. Wykresli¢ odpowiednia krzywa.




a. Dane jest poikole o $rednicy AB i styczna, poprowadzona do
niego przez punkt B. Przez A wykreslié sieczna, ktoraby przecieta pol-
kole w C. styczna za$ w D tak, zeby bylo
2ACIl+ AD"=4:k-,

gdzie h jest liczba dana,

6. Dane jest koo (O)r i na niem punkt A. Przez .4 prowadzimy
styczna, na niej obieramy punkt B i kreslimy sieczng BPQ. Zbadaé, w jaki.
spos6b zmienia si¢ suma AP *A#j* w zaleznosci od kata ABM = X,
gdzie M jest $rodkiem cieciwy PQ.

6. Rozwiaza¢ tréjkat prostokatny, majac dany obwoéd jego 2p i wy-
sokoéé li. poprowadzong do przeeiwprostokatnej.

7. Kule dana o promieniu r przecinamy ptaszczyzng i na przekroju,
jako na podstawie, budujemy stozek opisany na kuli.

Jaki powinien byé Kat 2x, pod ktérym ze $rodka kuli widaé $rednice
przekroju, jezeli objetoéé stozka ma byé m razy wieksza od objetosci za-
wartego w nim odcinka kulistego?

8. Na przedtuzeniu $rednicy BC kola obieramy punkt S, kreslimy
styczng 5-4 i prowadzimy AP prostopadle do BC. Jak nalezy dobrac kat
srodkowy ~ 40S= x, zeby przy obrocie figury dokota OS powierzchnia
boczna stozka, zakreslonego przez tréjkat SAP, miata sie do powierzchni
czaszy, zakre$lonej przez luk AC, jak m:n?

(Egzamin ustny do szkoty wojskowej w Saint-Cyr).

9. W kole o promieniu r dany jest punkt P, lezacy na $rednicy AB.
Poprowadzi¢ taka prosta PC. zeby przy obrocie figury dokota AB obie
czesci, na ktére zostalo podzielone potkole™4Ci?, zakreslity bryly o row-
nych objetosciach. Odlegiosé P od $rodka kota oznaczy¢ przez d.

10. Dane jest koto i w niem $rednica AB oraz druga $rednica CD,
nachylona do pierwszej pod katem a. Poprowadzié przez -4 cieciwe tak,
by $rednica CD podzielita ja w stosunku k: 1.

11. W pétkole o danym promieniu r wpisaé trapez ABCD tak, by
dwa jego boki byly prostopadte do $rednicy, trzeci bok CD widziany byt
ze érodka kola pod katem 60° i zeby pole jego réwnato sie 5. Zbadaé
rozwiazanie. Za niewiadoma obra¢é kat <CCOB= x i obliczyé ten kat
w przypadku, gdy S osiaga wartos¢ najwieksza.

(Baccalaureat).

12. Zbudowac i rozwiaza¢ tréjkat, majac dany kat 4, przeciwlegly
bok u oraz réznice kwadratéw dtféeh drugich bokéw = Kz

Zbada¢ rozwiazanie i zastosowaé do przypadku, gdy a= 23,37;
I*= 207,1; -4= 81°47.

(Egzamin dojrzatosci w Dijon)

13. Zbudowad i rozwiazaé tréjkat, majac dany bok a. przeciwlegly
kat A i sume kwadratéw dwoch drugich bokéw = k*

(Egzamin dojrzatosci w Montpellier).

14. Dany jest wielokat foremny AiAtA%. A, o boku= a. Obcho-
dzac obwod wielokata w jednym zwrocie, odktadamy na bokach jego od-
cinki AiBi = AtB; " =

1) Dowiesé, ze wielokat B, B2JB ... /2, jest foremny.
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2) Wyrazié jako funkcje wielkosci danych te wartosé odcinka =>
przy kiérej otrzymany wielokat ma pole S.

3) Przy jakiej wartosci .r pole to jest najmniejsze?

(Egzamin dojrzatosci to Dijon). _

15, Dane jest kolo o nromieniu r iw niem kat $rodkowy ALAOB=
Wpisaé w kolo trapez o daneirf polu S tak, zeby réwnolegle jego boki
przechodzity przez A i B. Zbada¢ rozwiazanie i wykazaé, ze wéréd tra-
pezéw, czyniacych zados¢ tym warunkom, prostokat ma najwieksze pole_

(Egzamin dojrzatosci w Montpellier).

16. Dane jest kolo o $rodku O i promieniu r, w niem srednica sta
na $rednicy punkt A, na jej przedtuzeniu punkt B. Niech bedzie OA= «
OB= b. Przez A prowadzimy cieciwe MN, ktéra obraca sie dokota JU
Zbadaé, w jaki sposéb’zmienia sig pole 5 tréjkata MNB.
(Egzamin dojrzatoéci to gimnazjach wioskich).

17. Dane jest kolo (O) r i kat prosty < MNO oraz trzy liczby a. b. c.
Znalezé na okregu (wewnatrz kata < MON) taki punkt X, ze jesli popro-
wadzimy przez X styczna, przecinajaca ramiona kata w punktach P i Q,
bedziemy mieli axPHHXQ = oor.

Za niewiadomg obra¢ kat <€t KOP = q

18. W tréjkacie ABC, ktérym 4= 90°, prowadzimy dwie $rodkowe

BB’, CC'. Wyrazi¢ ich stosunek y = jako funkcje tangensa kata B

i wyznaczy¢ maximum i minimum tego stosunku przy zmianie kata B
19. Tréjkat ABC przecia¢ prosta DE réwnolegta do BC tak, zeby
pole tréjkata BDE réwnato sie danej liczbie k* — Zbada¢ rozwiazanie.
20. Dane jest bolo (0)r i wewnatrz niego punkt P w odlegtosci
OP_ a0d érodka. Przez P prowadzimy dwie prostopadie do siebie cie-
ciwy AB i'CD. Obierajac jako niewiadoma kat <€ POA = x, 1) obliczy¢
diugosc obu cieciw, 2) wyznaczy¢ x tak. zeby suma cieciw réwnata-sie 2 m.

Zbadaé rozwiazanie. (Egzamin dojrzatosci to Lilia.
21. Dane jest kolo (O)r, érednica X'OX oraz dwa punkty okregu A |
symetry OX. WKkoto wpi: trapez réwnoramienny AA'B'B.

Znalez¢ w postaci logarytmicznej wzér na pole trapezu w zaleznosci od r,
a i @ gdzie a= <€AOX, @= < BOA, przyczem kat a uwazamy za staly,
Kkat 9 za zmienny.

Jezeli a= 45", jak wielki musi by¢ kat q zeby pole trapezu byto
najwigksze lub najmniejsze? Jaki jest w tych szczegélnych przypadkach
ksztalt trapezu? (Egzamin dojrzatosci w Paryzu).

[Wskazéwka: przy badaniu najwiekszosci i najmniejszosci ozna-
czy¢ pole przez y, sin@ przez x i wykreséli¢ odpowiednia krzywa, pamig-
tajac o wskazéwkach na str. 159. Mozna nastepnie sprawdzié wyniki ba-
dania, wykreslajac te sama funkcje, ale obierajac jako zmienng niezalezna
kat q nie za$ jego sinus].

22 W danv wycinek kotowy o kacie $rodkowym -a wpisano r
nolegtobok, majacy kat wspélny z wycinkiem i jeden wierzchotek na luku,
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wycinka. Obliczyé pole réwnolegloboku, zbadaé zmiennosé teg'é pola i zna-
le2¢ warunek, przy ktérym ono osiega maximum,

23. Dane jest kolo, promiei OM i na nim odcinek OA = a. Znalez¢
najwiekszy z katéw wpisanych, ktérych ramiona przechodza przez O i A.

24. Dany luk 4C.kola podzieli¢ na dwie czesci AB i BC tak, zeby:
1) suma cieciw ABA-BC, 2) iloczyn tych cieciw AB . BC, 3) suma kwa-
dratéw cieciw byly najwieksze.

25. Rozwazamy wszystkie tréjkaty réwnoramienne, wpisane w dane
kolo. Ktéry z h ma: 1) najwigkszy obwdd? 2) najwieksze pole?

26. Na osi wspéirzednych OX znalezé punkt, z ktérego pod najwiek-
szym katem wida¢ odcifiek KL = a, lezacy na osi OY, jezeli OK=b.

27. Z punktu ruchomego M, lezacego na boku BC tréjkata ABC,
poprowadzono MP i MQ prostopadle do bokéw b i c. Znalezé najmniejsza
wartoéé funkcji MP°—+ MQ\

28. AY kolo wpisujemy czworoboki o zmiennym ksztalcie i zmiennej
wielkosci, ktére jednak spetniaja dwa warunki: przekatne kazdego czworo-
boku sa do siebie prostopadie i odlegiosé punktu ich przeciecia sie od srodka
kola jest stata i réwna sie d. Ktéry z tych czworobokéw ma najwieksze pole?

[Wskazéwka: jako niewiadoma obra¢ kat miedzy przekatna i pro-
mieniem, poprowadzonym do punktu przecigcia sie przekatuych].

20. Dwa kota sa do siebie styczne w punkcie A. Przez A prowa-
dzimy cieciwg AB w jednem kole i ciwg AC w drugiem, przyczem kat
<€BAC= a jest staly, same za$ cieciwy zmienne. -Jak zmienia sie pole
tréjkata ABC i kiedy ono osiega maximum?

30. Pétkole o $rednicy AB przecinamy ruchoma cieciwa CD, rowno-
legta do AB. Oznaczajac kat -< COD przez 2a, wyrazi¢ w zalezno: od
niego stosunek objetosci bryt, zakreslonych przez obrét odcinka kotowego,
opartego na cigciwie CD, i tréjkata CDO dokota $rednicy AC. W jal
spos6b zmienia sie ten stosunek, jezeli zmieniamy kat a? W szczegélnosci,
kiedy stosunek ten jest > 1, <C1, = 1?

31. Dany jest kwadrat ABCD. Znalezé na boku CD i na jego prze-
diuzeniu takie dwa punkty E, F, zeby odcinek EF widaé byto z wierz-
chotka -4 pod katem 90°, z wierzchotka za$ B pod katem a. W jakich gra-
nicach zmienia¢ sie moze kat a?

(Egzamin baccalaureat ic Paryzu).

32. Na dwusiecznej kata 2a obieramy punkt A w odlegtosci m od
wierzchotka kata. Znalez¢é na ramionach kata takie dwa punkty B, B', zeby
tréjkat BAB' byt réwnoramienny i miat obwod, réwnajacy sie danemu od-
cinkowi 2p. Przedyskutowaé rozwigzanie.

33. Dany jest kat dwuscienny i trzy punkty A, B, C na jego kra-
wedzi, przyczem AB = BC = 2r. Przez A krelimy na jednej
sta AD. nachylong do krawedzi dwuscianu pod katem a. Na drugiej cianie
kredlimy pétkole, ktérego $rednica jest odcinek BC. Niech O bedzie $rod-
kiem tego odcinka, M dowolnym punktem tego pélokregu, wreszcie niech
bedzie < COM=x. Z punktu M pr imy odcinek MP, prostopacity do
BC, oraz odcinek MQ prostopacty do AD

1°. Obliczy¢ objetos¢ czworoscianu AMPQ i zbadaé, w jaki sposob
zmienia sie ona, gdy M przebiega potokrag.




2°. Jakie sa miejsca geometryczne $rodka kuli, opisanej na czworo-
$cianie, oraz $rodkow bokéw tréjkata MPQ, gdy M przebiega pélokrag.
(Egzamin baccalaureat w Bordeau.r .

34. Dane jest potkole o $rednicy AB i w niem cigciwa ruchoma AK.
Budujemy tréjkat foremny AKL. Niech M bedzie $rodkiem boku KL, MN
za$ niech bedzie odcinkiem prostopadiym do Srednicy AB. Zbadaé, w jaki

MN .
-spdsob stosunek —— zmienia sie w zaleznosci od kata <€ KAB = x.

35. Dana jest prosta m i punkt .4, odlegly od niej o d. Po prostej m
przesuwa si¢ odcinek AB o statej dtugosci «. Jak zinienia-si¢ kat g BAC=a -
W szczegélnosci, czy osiega on raasimum lub minimum?

36. Dane jest state kolo (0)r i staly punkt .4 w jego piaszczyznie.
Zbadaé, jak zmienia sie kat, pod kt6rym z .4 widzimy ruchomy promieri kola.

37. Stosunek objetosci stozka do objetosci kuli wpisanej wyrazié
w zaleznosci od kata 2a, pod ktérym tworzaca stozka jest nachylona do
podstawy. Zbadaé otrzymang funkcie.

38. W kole o promieniu r dana jest cieciwa 472 = a. Na okregu obie-
ramy punkt X. Jak zmienia sie suma XA*-)- XB- w zaleznosci od zmian
kata < 54.Y= €9

39. Dany jest kat <€ XOZ = a oraz punkt .4 na jego ramieniu OX.
Pomiedzy puuktami 0 i A porusza sie po ramieniu kata punkt M: h
MP bedzie odcinkiem, prostopadtym do OZ. Zbadaé przebieg zmiennosci
funkeji y= 10A1.J/A+ 2MP1

(Egzamin do szkoty wojskowej w Saint-Cyr.).

40. W tréjkacie prostokatnym ABC z wierzchotka C kata prostego
zatoczono kolo promieniem r. Po okregu porusza si¢ punkt M. Wielkosé
BM- —AM- wyrazi¢ jako funkcje kata <€MCA i zbada¢ otrzymana fun-
Keje. (Zakladamy, ze boki a. b tréjkata sa stale i dane .

(Egzamin do belgijskiej szkoly artylerji i saperow w 1921 r.).

41. W wycinek kotowy AOB, w ktérym  AOB = 60°, wpisano pro-
stokat DEFG w ten sposéb, ze wierzchotki D. E leza na promieniu OA.
wierzchotek F na luku AB, wierzchotek G na promieniu OB. Przekatng m
prostokata przedstawi¢ jako funkcje kata <€ FOA = i zbadag, jak zmie-
nia sie przekatna, gdy zmieniamy kat x.
{Egzamin do szkoly techniczno wojskowej to Anglji).

42. W kule o promieniu R wpisano walec. Zbadaé zmiany pola jego
powierzchni catkowitej w zaleznosci od kata, pod ktérym ze $rodka kuli
widaé promien walca.

43. Majac dane réwnanie

@+ Xa) cosx (- (b-j- Xbj sinx = ¢+ Xc'

gdzie X jest parametrem zmiennym, wykazac:

1) ze istniejg wartosci parametru X, przy ktérych réwnanie posiada
rozwiazanie;

2) ze jesli <€ XOM, <€ XOM" sa dwoma rozwiazaniami, odpowiadaja-
cemi tej samej wartosci X i jezeli OM= OM', to prosta MM*, przechodzi
przez staty punkt, gdy parametr X zmienia sie.
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44, Na $rednicy AB zakreslono pétkole, na przedtuzeniu za$ $rednicy
mobrano punkt C taki, ze CO— m. gdzie 0 jest $rodkiem kota, m za$ od-
cinkiem danym.
Wyznaczyé na pétkolu taki punkt M, zeby w tréjkacie OMC kat O
byt dwa razy wiekszy od kata <€ M.
Zbadaé jak sie przesuwa punkt M, gdy przy statej dtugosci $rednicy
AB. punkt C porusza sie po prostej AB.

ROZDZIAL VI

Przyktady zastosowari funkcyj trygonometrycznych do
geometrji praktycznej.

i; 73. W poprzednich rozdziatach rozwigzywalismy niejedno-
krotnie zadania z geometrji praktycznej (miernictwa, ktére pole-
gaty przewaznie na obliczeniu wysokosci rozmaitych przedmiotéw
lub ich odlegtosci. Nie mozemy tu podawac opisu przyrzadéw
mierniczych i metod mierzenia, gdyz zaden opis nie zastapi prak-
tycznego zapoznania sie z przyrzadem. Poprzestaniemy wiec na
zaznaczeniu, ze doktadne ppmiary dtugosci sg bardzo mozolne, na-
tomiast pomiary katéw sa wzglednie tatwe, wobec czego w prak-
tyce staramy sie mierzy¢ jak najwigcej katéw i poprzestajemy
zwykle na mierzeniu dtugosci jednego tylko lub dwéch odcinkéw.

zadanie 1. Znalez¢ wysoko$¢ gory, wznoszacej sie na ptasz-
czyznie poziomej.

Obieramy na ptasz- A
czyznie punkty Ciit tak, ze-
by mozna byto zmierzy¢ od-
legto$¢ miedzy niemi= a
i zeby z tych punktéw widaé¢
byto gore. Mierzymy katy
ZEAEG = a, <jiAFE=§,
jf€AEF = y. (Odcinki CF,

ED wyobrazaja na rys. 101

wysoko$¢ przyrzadu mier-

niczego. Wysoko$¢ ta jest, Rys ~
oczywiscie, narysunku prze

sadnie wielka).

Poniewaz E F= CD= a, zatem w tréjkacie AEF znamy
dwa katy i bok, mozemy go wigc rozwiaza¢, a znalaztszy bok AE
i znajgc kat AEG = a, obliczymy odcinek AG, poczem pozo-

W. Wojtowicz. Trygonometrja.



178

stanie juz tylko jedno dziatanie: dodanie wysokosci BG przyrzadu
mierniczego do znalezionego odcinka AG.
a=sing sing_
smp+ T)
Zadanie II. Obliczy¢ odlegto$¢ miedzy dwoma niedostepnemi
punktami.

fnaj’d'ujémy, e AG=

Jezeli Ci C' sg dwoma punktami tak
potozonemi, ze odcinka CC' bezposrednia
zmierzy¢ nie mozemy, woéwczas obieramy
punkty A, B tak, zeby mozna byto z nich
widzie¢ punkty Ci C' i zeby mozna byta
zmierzy¢ odcinek AB = ¢. W celu uprosz-

Rys. 102. czenia zadania przypus¢my, ze punkty
A, B, C, C' leza w jednej ptaszczyznie.
Zagadnienie rozwiazemy, o ile zmierzymy katy
< CAB=a, ~C'AC=a" CBA= 0, "CBC'=$"..
Jakoz trojkat AC'B mozemy rozwigzaé (dlaczego?) i obli-
czy¢ bok AC'=d1l Tak samo z tréjkgta ACB mozemy obliczyé
bok AC=a, wobec czego z tréjkata CAC' znajdziemy CC'= x.
W celu sprawdzenia rachunku obliczamy réwniez
BC'=b i CB= d2
poczem raz jeszcze znajdujemy x, ale z tréjkata CBC'.

Zadanie Ill. Znajac potozenie wzajemne trzech punktéw
A, B, C, wyznaczy¢ potozenie czwartego punktu X, lezgcego
w tej samej ptaszczyznie (T.zw. zagadnienie Pothenotal).
Rzecz prosta, ze potozenie punktuX
powinnismy wyznaczy¢ wytacznie przez
zmierzenie pewnych katéw. W tym celu
wystarczy zmierzy¢ dwa katy:
<EAXC=oc i
(rys. 103). Istotnie, z warunkéw zadania
wynika, ze znamy
AC=a, CB= b, jjBCA=y.
Jezeli potozymy
<EXAC = x, XBC=y,

‘) Whasciwie zagadnienie to powinno nazywac sie zagadnieniem Snel~
Husa (XVI1w.), ktéry postawitje i rozwiazat okilka lat wezesniej, niz Pothenot.



woéwczas bedziemy mieli
AX=a'sinfa+ aQ

sina
B X _ b-sinegp+y)
sinfi -
__asmx __ bsmy
sina """ sinp

Znajac katy x iy, obliczyliby$my z tatwoscig AX, BX i CX.
Widzimy tedy, Ze zadanie sprowadzilibySmy do rozwigzania
nastepujacego

Zadania pomocniczego. Rozicigza¢ uktad réwnan
x-\-y = 360°—(a+ 8-)-y) @y
sina?__&sina
siny asinp
Ten typ uktadu réwnar trygonometrycznych jest nam
znany: na str. 142 natrafiliSmy na podobny ukfad, tam jednak
chodzito o konstrukcje geometyczna, tu za$ pokazemy, w jaki
spos6b zastosowa¢ mozna rachunek logarytmiczny do jego
rozwigzania.
tad 6sina _ ¢
Kiadac asinfi - 9%
otrzymamy z réwnania (2)
sinx + siny tgg>+ |
tg9—1
czyli

tg ~ctg = ctg (9 —45°),
skad
tg = tg |180°— a+ 2~ ~ T)ts (P— 45°);

Z réwnania tego znajdujemy kthTy, a zna]acﬁy

obliczamy katy x iy.

Uwaga. Rozwigzanie powyzsze przypuszcza, ze sin4=siny

czyli =1.
yli tgp=| 1
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Pojecie o zagadnieniu triangulacji.

§ 74. Zapomnijmy na chwile, ze powierzchnia ziemi nie
jest ptaszczyzna, i wyobrazmy sobie, ze kraj jaki$ pokrylismy
siecig tréjkatéw (rys. 104).

Jest rzecza zrozumiata, ze jesli
zmierzymy bok jednego z tréjkatow sieci,
np. bok AB, woéwczas boki wszystkich
pozostatych trojkatéw potrafimy obli-
czyé kolejno, o ile zmierzymy katy tych
trojkatow. Np. zmierzywszy -C CAB
i ™ ABC, obliczymy bok BC; zmie-
rzywszy katy < BBC i BCD, obliczymy
boki BD, CD i t.d. Ten sposob poste-
powania przypuszcza, ze stojac w wierz-
chotku jakiego$ trojkata, widzimy wy-

raznie wierzchotki tréjkatow sasiednich tak, iz mozemy celowac
do tych wierzchotkéw z naszego przyrzadu mierniczego.

Widzimy tedy, ze do wyznaczenia potozenia wszystkich
wierzchotkéw sieci triangulacyjnej wystarczy zmierzenie jednego
odcinka (zwanego baza albo podstawa sieci), wszystkie za$
dalsze pomiary polegaja na mierzeniu katow.

Przypusémy teraz, ze po obliczeniu sieci triangulacyjnej
chcemy wyznaczy¢ potozenie punktu M, lezacego wewnatrz
jednego z tréjkatéw sieci, np. tréjkata CDE (rys. 105). Mamy
w takim razie do czynienia z zagadnieniem
Pothenota, o ktérem przed chwila byta
mowa. Widzieli$my, ze do jego rozwigzania
wystarcza pomiar dwéch katéw np. CMD
i < CME.

W  rzeczywistosci sprawa pomiaru
kraju, a wiec sprawa, sporzadzenia jego
mapy nie przedstawia sie tak prosto. Po- Rys. 105.
mijajac juz nieréwnosci gruntu i potrzebe
uwzglednienia ich na mapie, nie mozemy zapomina¢ o tern,
ze ziemia ma ksztatt bryty, zblizonej nieco do elipsojdy obro-
towej J, ze zatem boki tréjkatéw sieci sa lukami pewnych krzy-
wych, zakredlonych na powierzchni ziemi, wobec czego dof

* Elipsojda obrotowa nazywamy bryle, utworzona przez obrét elipsy
dokota jednej lub drugiej osi.
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rozwigzywania tych tréjkatéw nie mozemy stosowaé wzoréw try-
gonometrii ptaskiej. Natomiast wzory te stosowa¢ mozna do pomia-
réw, dokonywanych na matych przestrzeniach, gdyz popetnione
przy tem btedy beda, praktycznie rzecz biorac, nieznaczne.

Cwiczenia XXIV. 1. Chcac znalezé odlegtosé od .4 do niedostepnego’
punktu B, ktérego przytem z A dojrze¢ nie. mozna, zmierZ&no odcinki,
(rys. 106)

AP = 2367 PQ= 2159, < APB = 142°37', < AQB = 76° 14"
Obliczy¢ AB

2. Rozwiazaé zadanie 11 (str. 177), kiadac

¢= 500, a= 35°17", a'= 70013,

@= 47°32", ( 48°18"

3. Rozwiazaé zagadnienie Pethenota, kta-

dac (rys. 103) 0 = 2332, b= 453,6. a= 32°13,
B= 48°12, y= 177°25-

4. Na przeciwleglych brzegach rzeki
zmierzono dwa réwne i réwnolegle odcinki
AB = CD= a Obliczy¢ szerokos¢ rzeki, jezeli
odcinek AB widzimy z punktéw C i D pod
katami a i

5. Na plaszczyznie poziomej wznosi sie wieza okragta. Chcac obli-
czy¢ jej $rednicg, zmierzono na tejze ptaszczyznie odcinek AB = a oraz
katy <CBAJI= a, BAM'= a', «cABN = fi, <€ABN'= (3, zawarte mig-
dzy AB i stycznemi do wiezy, poprowadzonemi z punktéw A i B. Obli-
czyé $rednice wiezy i wykazaé, ze

6. Chcac obliczy¢ odleglosé miedzy dwoma niedostepnemi punktami
P. Q wytknieto prosta APQB i zmierzono odcinki AP —a, BQ= b,
< AGP=7.. < POQ= P, < QOB=  Obliczy¢ PQ= x.
oP
Wskazowka: w dwojaki sposth obliczyé stosunek 2 |

7. Elewacja géry, widzianej z punktéw A, B, C, réwna si¢ a. Do-
wiesé, ze wysokosé jej réwna sie *

a  tga
2 ' sinA”
jezeli punkty A, B, C tworza tréjkat.

8. Z trzech punktéw A, B, C, lezacych w tej samej ptaszczyznie po-
ziomej, obserwujemy kat wzniesienia szczytu gérskiego i znajdujemy, ze
w pierwszych dwéch punktach kat ten réwna sie a, w punkcie za$ ¢ kat
ten réwna sie @ Dowiesé, ze wysokoSé li gory wyraza sie wzorem

\IP(ctg2p — ctg2a) — ab cos C\ = 62sin2.4 (4 1P ctg2a — 2.
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ROZDZIAL VII.
Miara teoretyczna katow.
Radjan.

§ 75. We wszystkich zagadnieniach, z ktéremi mielismy
dotad do -czynienia, za jednostke miary katéw uwazaliémy kat
prosty. Kat ten dzielilismy na 90 réwnych czesci, zwanych
stopniami; stopnie dzielilimy na minuty, te za$ na sekundy.
Obok takiego podziatu kata prostego uzywaja we Francji po-
dziatu innego: dziela mianowicie kat prosty na 100 réwnych
czeéci,- zwanych po francusku <grades», te za$ na czesci dzie-
sigte i setne. Niektérzy znéw uczeni postuguja sig¢ systemem
mieszanym: kat prosty dziela na 90 stopni, lecz zamiast minut
i sekund wprowadzajg setne czesci stopnia.

Wszystkiemi trzema uktadami postuguja sie badacze przy
pomiarach —sa to uktady t zw. praktyczne, natomiast w za-
gadnieniach teoretycznych uzywamy innej jednostki miary, zwa-
nej jednostka teoretyczng albo radjanem.

Okreslenie. Radjanem nazywamy kat $rodkowy, ktory
wspiera si¢ na tukn, réwnajacym sie promieniowi kota.
Jednostka miary powinna by¢ wielko$cig stala, jezeli ma
mie¢ warto$¢ praktyczng. Musimy tedy zbada¢, czy radjan
czyni zado$¢ temu warunkowi. W tym celu oprzemy sie na dwéch
twierdzeniach geometrycznych:
(1) dtugos¢ okregu kola wyraza sie wzorem
C— 2Tur,
gdzie Ti jest liczbg stalg:
(1) luki tego samego kola sa proporcjonalne do katéw
Srodkowych, ktére si¢ na nich wspieraja.
Przypusémy, ze AjJAOB na rys. 107
jest radjanem, czyli ze dhugos$¢ luku AB
rowna sie dtugosci promienia OA= r.
Na mocy twierdzenia(ll) mamy proporcje:
<£A OB __ dbugoé¢ luku AB
cztery katy proste dtugosé okregu

Rys. 107.
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Z réwnania tego wynika, ze radjan jest istotnie wielko$cia
stalg i ze réwna si¢ on stopniom. Poniewaz n jest liczbag
niewymierng, zatem ilo$¢ jednostek praktycznych (stopni lub
gradéw), zawartych, w radjanie, musi wyraza¢ sie liczba nie-
wymierng. Biorac na &z odpowiednig warto$¢ przyblizong, tatwo
jest obliczy¢, ze w przyblizeniu

1 radjan= 57°17'45" (z nadmiarem)

Zapomocg réwnosci

. 180
1 radjan = (D

mozemy z tatwoscia przechodzi¢ od jednostki praktycznej do
teoretycznej lub odwrotnie. W szczegdlnosci z rownosci (1) widaé

odrazu, ze A
kat petny ma 2t radjandéw

« polpetny « & «
« prosty « N

§ 76. zauwazmy odrazu, ze zaréwno pole wycinka koto-
wego, jak dtugos¢ jego luku wyrazajq sie bardzo prostemi wzo-
rami, jezeli kat wycinka dany jest w radjanach.

Niech bedzie dany jakikolwiek wy-
cinek kotowy COD, ktérego kat jC COD
ma pradjanéw. Opierajac sie na znanych
twierdzeniach geometrycznych, mamy
dwie proporcje

pole wycinka COD__kat jCCOD

pole kota kat petny’
dtugos¢ tuku CD _ katjeCOD
dtugos¢ okregu — kat petny

Jezeli przez S i £ oznaczymy odpowiednio pole wy-
cinka i dtugos¢ jego #tuku, woéwczas z powyzszych proporcyj
wyniknie, ze

Rys. 108,

s=n.
£ 2

Wobec prostoty tych wzoréw postugiwanie sie miarg teore-
tyczna kata jest wskazane w zagadnieniach, w ktérych mamy cia-
gle do czynienia badZ z dtugoscia tukéw, badz z polami wycinkéw
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kotowych. Tak postepuje np. fizyk, gdy bada ruch obrotowy. Je-

zeli krazek jaki$ obraca sie dokota osi, prostopadiej do jego pta-

szczyzny i przechodzacej przez $rodek O

B\ (rys- 109), to punkty A, B, C,... lezgce

! A7 \\ na jednym promieniu, maja rézne pred-

f / \ \ kosci linjowe (w ciagu tego samego czasu

| ——--kresla drogi réznej dtugosci), lecz wszyst-

\ /kie majg te sama predkos¢ katowa: jesli

\ ! punkt A zakreélit luk kota, odpowiada-

\. N jacy katowi srodkowemu a, to wszystkie

n punkty promienia OA zakre$lity luki,

Rys. 109. odpowiadajace temu samemu katowi

$rodkowemu. Jezeli obrét ciata jest je-

dnostajny, woéwczas predkos¢ katowa jest stata i mozemy ja

mierzy¢ liczbg radjanéw, zakreslonych w ciggu sekundy przez:
jakikolwiek punt ciata.

Owiczenia XXV. 1. Obliczyé miare teoretyczna nastepujacych katow:
45°, 30°, 60°, 75°, 10°, 1° 1', 1" 6°12"
2. lle stopni, minut i sekund maja katy. zawierajace an,

~  radjanéw?
3. lle radjanéw ma kat srodkowy, ktérego luk = 25 cm., jezeli pro-
mier kola = 36 cm.

4. Pole odcinka kotowego réwna sie , (@—sintp). gdzie wozna-

cza miare teoretyczng kata srodkowego, wspartego na luku odcinka.
" " i d.
5. Kolo obraca si¢ dokota osi z predkoscia katowa o =3 '
lle obrotéw wykona kolo w ciagu minuty?
6. Mechanicy mierza czesto predkosé kol w maszynie liczba obrotow
na sekunde. Ilu jednostkom predkosci katowej (ilu radjanom na sekunde)
odpowiada predko$é n obrotéw na sekunde?

7. Cyklista jedzie z predkoscia 12 --Uh. Jaka jest predkos¢ katowa

kola roweru, jezeli $rednica kola réwna si¢ 1 m?

8. Jak wielka musiataby by¢ srednica kota roweru, zeby liczba obro-
téw, wykonanych przez kolo w ciagu 10 sekund, réwnata sie liczbie kilo-
metréw, ktére cyklista robi na godzine, w zatozeniu, ze ruch cyklisty jest
jednostajny?

9. Droga przebiega miedzy puuktami .4 i B po luku kola. ldac ta
droga i obserwujac kompas, spostrzegliémy, ze w .4 igietka wskazywata
kierunek drogi jako N, w B za$ jako NE. Jak wielki jest promieri kola
jezeli dtugosé drogi od 4 do B wynosi 150 m.?
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10. Na kolo o promieniu 15 cm nawinigto nitke diugosci 10 cm.
Jak wielka jest (z doki. do 0,01), odlegtosé miedzy koricami nitki?

11. Kawat prostokatny blachy diugosci 72 cm. zgieto w ksztatt cze-
4ci powierzchni walca kotowego o promieniu 12 cm. Blachy tej uzyto jako
reflektora, umieszczajac zrodio $wiatla na osi walca. Reflektor obraca sig
dokota osi walca z predkoscia 10 obrotéw na minute. Obliczyé, jak dtugo-
w ciagu jednego obrotu reflektora oéwietlony bedzie kazdy punkt w polu
dziatania przyrzadu.

12. Po okregu nieruchomego kola, ktérego promieri =90 cm., toczy
sie drugie kolo o promieniu 30 cm. Poczatkowo punkt A, lezacy na okregu
mniejszego kola, byt punktem stycznosci két. W chwile potem punktem
stycznosci stal sie punkt B mniejszego kofa, $rednicowo przeciwlegly pun-
Ktowi .4. Jakajest $¢ miedzy pier 1 i drugiem potozenii nktuA?

13. Na sznurze dtugosci 50 cm. wisi ciezarek. Sznurek wprawiono
w ruch w taki sposéb, ze ciezarek zakre$la koto, sznurek za$ kresli po-
wierzchnie stozkowa. Sznurek wykonywa dokota osi stozka 2|2 obroty na
sekunde, ciezarek za$ przebiega 4 metry na sekunde. Obliczy¢ kat roz-
warcia stozka.

14. Walec o $rednicy 15 cali plywa po wodzie' tak, ze 0§ walca jest
pozioma, a najwyzsze punkty jego powierzchni znajduja sie o 4 cale nad
powierzchnig wody. Obliczy¢ ciezar whasciwy walca.

15, W danem kole poprowadzié cieciwe tak, by pole jego zostato
podzielone W' stosunku 1: 2.

16. Ulozyé réwnanie, wyrazajace nastepujacy zwiazek: w kole o sred-
nicy 12 cm. kat $rodkowy ~ AOB jest tak wielki, ze suma luku AB i cig-
ciwy AB réwna sie 16 cm. Rozwiazaé to réwnanie graficznie.

17. Dane $3 dwa kota Oi O, przyczem kolo O' przechodzi przez.
$rodek O drugiego kola i przecina jego okrag w punktach .4 i B. Oznaczmy
kat 4; AOB przez 2 9. Dowies¢, ze stosunek lukéw, wyznaczony na obu
kolach przez ramiona kata AOB, réwna sie cos @

Zwigzki miedzy miarg teoretyczng kata ostrego a.jego
funkcjami trygonometrycznemu
§ 77. Niech bedzie dane koto oraz kat ostry $rodkowy
AOB, ktérego miarg teoretyczng niech bedzie liczba 9.

Przez punkt B prowadzimy styczng do

kota, ktéra w punkcie A’ przecina przedtuzenie

promienia OA. Pole wycinka kotowego AOB

jest wieksze od pola tréjkata A OB, lecz mniej-

sze od pola trojkata AOB. Wyrazajac te trzy

pola w zaleznosci od promienia r i od kata @

mamy nieréwnosci

r2., r2 r2
>sin < —@< gtge
skad wynika, ze sin9< @< tg9.
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Uczen powinien pamieta¢, ze te wazna nieréwnos¢ otrzyma-

lismy, zaktadajac, ze @jest miarg teoretyczng kata i ze @

Orzeka wigc ona, ze sinus kata ostrego jest mniejszy od liczby

radjanéw tego kata, ta za$ jest mniejsza od tangensa kata.
Nastepujaca tabliczka moze dac niejakie pojecie o tem, jak

przedstawia sie nieréwnos¢ (1) dla réznych katéw.

stopnie sinus miara_teoretyczna tangens
0° 0 0 0
1° 0,0174524 0,0174533 0,017455
2° 0,034900 0,034907 0,03492
3 0,05234 0,05236 0,052408
4° 0,06976 0,06981 0,06993
5° 0,08716 0,08727 0,08749
10° 0,17365 0,17453 0,17633
20° 0,34202 0,34907 0,36397
.30° 0,50000 0,52360 0,57736

Uczen zilustruje te zwiazki graficznie, budujac na jednym
rysunku wykresy trzech funkcyj ~= tgd-, = 1, y = sinn.

i? 78. Chcac zrobi¢ uzytek praktyczny ze znalezionej nie-
réwnosci, musimy zastanowi¢ sie nad pytaniem: jak wielki
btad popetnimy, zastepujac sinus jakiego$ kata
ostrego przez jego miare teoretyczng.

Rvs. 111

4B = 2rsin™],

OdpowiedZ na to pytanie moze
nam da¢ figura 111. Réznica miedzy
polem wycinka kotowego AOB a po-
lem tréjkata A OB jest niewatpliwie
mniejsza od pola prostokata ACDB,
ktorego jeden bok réwna sie cieciwie
AB, drugi za$ réwna sie strzatce KL.
Otéz, oznaczajac przez @miare teore-
tyczng kata jJAOB, mamy

KL = r~ —cos

= 2r sim
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pole ~ AOB= —sin9, pole wycinka 40?= "9

pole prostokata ~ CZ>Z?= 4r2sin  sin2|,
zatem
5;2(9 —sing) <4r-sin ﬂginzq.), L}
mskad wynika, ze
9 —sing < gsin  sin2/,
Jezeli w prawej czesci tej nieréwnosci zastapimy sinusy przez
miary teoretyczne odpowiednich katéw, zwiekszymy przez to cze$¢

prawa nieréwnosci, wobec czego nieréwno$¢ pozostanie prawdziwa.
Mamy wigc prawo twierdzi¢, ze

9-sin9<8fe()*
=czyli, ze

9—sing< & any

Do tego samego wyniku moglibyémy dojé¢ na drodze czysto anali-
tycznej, wychodzac np. z tozsamosci

Jezeli w prawej czesci tej tozsamosci zastapimy zaréwno tangens,
jak sinus, przez miare teoretyczna kata, wowczas na mocy nierownosci
(1) musi byé

tgf>J, l-sin*|>l-g,

~wobec czego z tozsamosci wyniknie nier6wnos¢

skad 9 —sin9 <

§ 79. Poniewaz

cos 9= 1—2simE



zatem COS9 >e1—2

czyli
4 cos9 > 1—"

Dowéd tej nieréwnosci oparli$my na tern, Ze sin9 < 9, za-

tem nieréwno$¢ (IV) zostata dowiedziona przy tych samych za-

tozeniach, co poprzednia (mianowicie, ze 9 jest miara teoretyczna

kata i ze 9 <

§ 80. Z nieréwnosci (UD i 'IV- wynika najpierw, ze im
mniejszy jest kat ostry, tern sinus jego mniej rézni sie od miary
teoretycznej, a kosinus od jednosci.

Poniewaz

I°=y” radjanéw, zatem

1°= 0,017453... radjanéw
3°= 0,052359... radjan6w.

Jesli wiec na sin 3° weZmiemy warto$¢ 0,052359 ..., popet-
nimy btad mniejszy od j (0,052359 ... (\ tatwo jest obliczy¢, ze
btad ten jest mniejszy od 0,00004. Jezeli zamiast sini0 wez-
miemy 0,017453..., popetnimy btagd mniejszy od 0,000002. Jezeli
sin 1' zastgpimy liczbg radjanéw, btad wystapi dopierow dwu-
nastym znaku dziesietnym.

Tak samo, jezeli cos 2°30" zastgpimy przez 1, popelnimy

btad mniejszy od ~  0,017454...j czyli mniejszy od

Réwnie fatwo jest dowies¢, ze cos 9 — 11 — |

9 9 93

Istotnie
Shi > 2 32

zatem sit

a wiec tembardziej musi byé

Jezeli w tozsamosé

cos9 = 1 —sin'E
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mzastapimy sin2 A przez 5L—p,
~otrzymamy zadana nieréwnosé w postaci

cos?<l-e+g. - @

s 8l. oOpierajac si¢ na rozwazaniach poprzedniego paragrafu, mozna
obliczy¢ sin 1' z jedenastoma dokladnemi znakami dziesietnemi i cos 1'
z pigtnastoma dokladnemi znakami. Otrzymamy mianowicie

sin 1' = 0,00029088820
cos 1' = 0.999999957692025.

Stosujac wzory na sin (a+ [ i cos (a+ (3, mozna obliczy¢ kolejno
sin 2, cos 2", sin 3", cos 3, i t d. i ulozyé w ten sposdb tablice sinusow
i kosinusow.

Rachunki mozemy ujednostajni¢ i uprosci¢, jezeli w tozsamosciach

sin>a+ P+ sin(a- p) = 2sinacosp
cos(a+ P+ cos(a- P)= 2cosacosp
potozymy
«=*?m
Otrzymamy wzory
sin(m+ 1)@= 2 cos© sjn mp — sin (w — 1) P
cos (m-f 1) P= 2 cos cos mp — cos (W — 1 @

Zapomoca tych wzoréw Jerzy Joachim (zwany Retius) oblri
-czvt w XVI w. tablice, zawierajaca wartosci funkcyj trygonometrycznych
w odstepach 10"

Analiza wyzsza daje nam dzi$ bez poréwnania prostsze sposoby obli-
czania wartosci funkcyj trygonometrycznych, przytem niezaleznie od tego,
-czy znamy wartosci funkcyj katéw mniejszych.

§. 82 Nierownos¢ (V) ktorej mozemy nadaé postaé
1— cos P<
powiada nam, ze gdy kat @ maleje nieograniczenie, ¢os @przy-
biera wartosci dowolnie bliskie do 1.
Istotnie, niech bedzie dana jakkolwiek mata liczba do-

datnia a Jezeli chcemy, by cos @ réznit sie od 1 mniej, niz o a
wystarcza tak dobra¢ kat qy zeby byto

czyli P= + /2a
Np. gdyby cos @ miat rézni¢ si¢ od 1 mniej, niz o0 2qqaq wéwczas

wystarczytoby obra¢ na @ wartos¢
®= 001
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Latwo jest obliczyé, ze kat, majacy za miare teoretyczng 001 ma 0° 3AT23"
(z doktadnoscia do 1").

Rzecz jasna, ze jedli dla jakiejs liczby dodatniej ©, zachodzi
nieréwnosé

to dla kazdej liczby q® spetniajacej warunek
[l <
musi tembardziej zachodzi¢ nieréwnosé

Dowodzi to, ze jesli udato sie nam znalez¢ kat @ spetniajacy

nieréwnos¢

1 —cos©O< s,
woéwczas nieréwno$¢ ta pozostanie prawdziwa, jezeli zamiast
kata 9 wezmiemy jakikolwiek kat, ktorego warto$¢ bezwgledna-
jest mniejsza od wartosci bezwzglednej kata ©

Mozemy tedy twierdzi¢, ze

cos9 —1, gdy 9 —Q

Innemi stowami: gdy kat 9 dasy do sera esy to prses
wartosci dodatnie esy prses ujemne, funkcja cos9 dasy do
granicy 1.

Istotnie, dowiedlismy, ze spetnione sa wszystkie warunki istnienia
granicy, a mianowicie:

1) istnieje stafa liczba 1;

2) funkcja kosinus zbliza si¢ do tej statej liczby w taki spogéb, ze
jakkolwiek maia zadanoby nam liczbe dodatnia 9, potrafimy znalez¢ taka,
wartos¢ 9, kata 9, ktéra spetnia nieréwnosé

1—cos9 < e

" 3) jezeli zmniejszac wartosé 3 kata t j. na 9
obiera¢ bedziemy wartosci 92, 93, 8*... mniejsze od 9, réznica miedzy
cos 9 a1 pozostanie zawsze mniejsza od s.

§ 83. W poprzednim paragrafie podalismy tylko dowod
analityczny faktu, ktory ustaliliSmy poprzednio na drodze geo-
metrycznej (§ 30, str. 64). Teraz poznamy nowa wiasnos$¢ funkcji
sinus.

Z nieréwnosci

9 —sing <
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wynika, ze

0 «?< ~

Powiadam, ze jesli ©

Q to Sméjp > .
Jakoz
1) jakkolwiek mata bytaby liczba dodatnia s, mozemy
znalez¢ taki kat dodatni 9, ze
sin @ <s,
5

poniewaz w tym celu wystarczy obra¢ © tak, zeby byto

czyli
9= 277.
2) Jezeli znaleZlismy taki kat o, ze
I_sinf£<

©
to kazdy kat dodatni ¢p'< ¢d musi czyni¢ zados¢ tej nieréwnosci,
gdyz

§ 84. Nieréwnosci
sing < 9< tg9

dowiedlismy dla0< 9 Wobec tego wszystkie wyrazy tej
nieréwnosci sg liczbami dodatniemi. Jezeli podzielimy nieréwnosci
przez tgo9, otrzymamy

Dowiedlismy poprzednio, ze réznica miedzy 1 i cos9 moze
by¢ uczyniona mniejsza od jakiejkolwiek z géry zadanej liczby

dodatniej s. Poniewaz liczba zawiera sie zawsze miedzy

cos9 i 1, zatem jezeli dobierzemy kat 9 tak, by bylo
1—Cos9 < s,



to tembardziej musi by¢

Jezeli jakikolwiek kat @ spelnia te nierowno$¢, to spetnia ja
takze kazdy kat dodatni o< ¢
Dowodzi to, ze

A%
0o lgdveo O

Cwiczenia XXVI. 1 Dowies¢, ze jezeli x jest miarg teoretyczng matego
kata, A zas jest miara znacznie wigkszego kata ostrego, wowczas zachodzi
przyblizona réwnos¢

sin (d-j-x) k A-)-x cosA

‘Wskazaé kres gorny biedu.

2. Zastosowaé poprzedni wzér do obliczenia sin 30° 1\

3. Przy tych samych zatozeniach, co w zadaniu 1, znalez¢ przyblizone
Wz6r na cos (.4 + x).

4, Downeéé‘ ze przy tych samych zatozeniach mamy przyl
rownosé

sin(A+ x) —sinA .
cosH—cos(A\X) &

5. Jezeli w trojkacie ABC boki b ic s stale, kat za$ .4 wzrést 0 1°
woéwczas bok a wzrést w przyblizeniu o gdzie h oznacza wysokosc,

poprowadzona z wierzchotka A.

6. Boki a i b trojkata zostaly zmierzone dokfadnie, natomiast przy
pomiarza kata C popetniono drobny btad, wynoszacy h radjanéw. Wyka-
zaé, ze wskutek tego biad, popetniony przy obliczeniu pola tréjkata, réwna

sie¢ w 'przyblizeniu 2 abh cosC.

Sprawdzi¢ ten wynik, zakiadajac, ze a= 325 m, 5=245 m, c= 60°
mblad za$ przy pomiarze kata C réwna sie 6.

7. Na rys. 112 kat AOB — d zostat podzielony na cztery réwne

tern, ze suma pol prostokatow ACHB i DEFG

jest wieksza od pola odcinka kotowe-

go AKB, znalezé kres gérny réznicy

8. Zastosowaé .rozumowanie |
przedniego zadania do przypadku, gdy
kat a zostat podzielony na 6 lub 8 row-
nych czesci. Czy moznaw ten sposob stwo-
rzy¢ metode dowolnie doktadnego wyzna-
czenia bledu, ktéry popeiniamy, zaste-
pujac sinus przez miare teoretyczng kata?
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9. dany jest wycinek kolowy AOB, w ktorym <EAOB = a, przyczem
a<  Niech C bedzie $rodkiem luku AB, D érodkiem tuku AC, E $rod-

kiem tuku AD i t.d.
(1) Wykaza¢, ze suma ilukolwiek sktadnikow
AACB+ 20 ADC+ 2°A AED -j-...
jest mniejsza od pola odcinka kolowego ACB.

(1) Dowiesé, ze | ACB A ADC
i opierajac sie¢ na tern wykazac, ze

pole odcinka ACB < A~ |1+ ~s

stad za$ wysnué nieréwnosé
a-sina<f
10. Dowies¢ geometycznie (nie postugujac sie wzorem na pole od-
cinka kolowego), ze
A ACB > 7a odcinka ACB
AADCy Ik odcinka ADC,

i t.d. do nieskoriczonosci.
Opierajac sie na tern, dowiesé, ze granica sumy pol
} ACB-f2f ADC+ 22A AED + ...
jest pole odcinka kotowego ACB.
11. Dowies¢, ze jesli a, b, ¢ sg utamkami wiasciwemi to
(I-«) (1-6)>1-(« +1i)
(1—a) (1—b) 1—c)>1— (a-kb+ 0
i t.d. dla dowolnej liczby czynnikéw.
Na podstawie tego twierdzenia oraz nieréwnosci cosa > 1— do-
ol 3e i a3
wies¢, ze sina > a— G-
12. Dowies¢ ze t9a g o
13. Dowies¢, ze 0,174533 < tg 1° < 0,17455.
14. Obliczy¢ odlegtosé ziemi od ksiezyca, zaktadajac, ze promien kuli
ziemskiej ma 6350 km i ze z ksiezyca widaé go pod katem 57'02".
15. Wieze, odlegta o 3 km. widac pod katem 1°05'. Obliczyé jej przy-
blizona wysokosé.

Przypuszczajac, ze najmniejszy kat, pod ktérym oko nasze wi-
dzie¢ moze wyraznie przedmiot jakis, réwna sie 40", obliczyé srednice ku-
listego przedmiotu, znajdujacego sie¢ na ksiezycu i ledwie dostrzegalnego
golem okiem z ziemi. Zatozyé, ze odlegiosé ziemi od ksiezyca= 384.000

17. Zaktadajac, ze metr réwna sie (w przyblizeniu) jednej czterdzis
stomiljonowej czesci potudnika zi iego, obliczyé naj
z ktorej widac szczyt wiezy Eifla w Paryzu. Wysoko$¢ wiezy = 300 m.

W. Wojtowicz. Trygonometria, 13
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18. Ze szczytu masztu, ktérego wysoko$é = 20,1 m, zaledwie dostrz
gamy na horyzoncie szczyt skaly odlegtej od statku o 32,19 kilometra. Zba-
da¢, czy skata jest wyzsza czy nizsza od masztu.

Przyktady zastosowan poprzednich wzoréw.

§ 85. Przyktad 1. Obliczy¢ kat depresji horyzontu, majac
dany promiert R kuli ziemskiej i wysokos$¢ h punktu obserwacji.
Mech rys. 113 przedstawia przekr6j kuli ziemskiej; BO
niech bedzie jej promieniem, A za$ punktem obserwacji. Chodzi
o obliczenie kata 8, gdy mamy dane OB= B, AB — h. Poniewaz,

w trojkacie prostokatnym AOP mamy
$jAOP = 3jXAP=I (dlaczego?)

zatem cosg =" (1)

Gdyby chodzito 0 mo-
zliwie najdoktadniejsze
obliczenie kata 8 w zato-
zeniu, ze dane w zada-
niu liczby R ih sg zna-
ne doktadnie, nalezatoby
w réwnaniu (1) zastapic¢

cos 8 przeztg  gdyz 8

jest zawsze matym ka-
tem, a (jak wiemy z §66r1
str. 132) przy obliczaniu
matych katéw popetnia-
my mniejsze btedy, po-
stugujac sie tangensami,
niz wéwczas, gdy postu-
gujemy sie sinusami lub
kosinusami.
W praktyce jednak wystarcza najzupetniej rozwiazanie
przyblizone.
Podzielmy we wzorze (1) licznik i mianownik przez R;
bedziemy mieli

coss =



195

Zauwazmy dalej, ze prawa cze$¢ réwnosci (2) mozemy
uwaza¢ za granice postepu nieskoriczonego geometrycznego

*-UMs;j-U!+ls)

wobec czego mamy

®

Ot6z powiadam, ze jeéli we wzorze (3) poprzestaniemy na

pierwszych dwoéch wyrazach szeregu, albo innemi stowami: jezeli
wzor (3) zastgpimy przez réwnos¢ przyblizong

cos8? @
popetnimy btad mniejszy, niz

Istotnie, granicg postepu nieskoriczonego

jest liczba

ktéra jest mniejsza, (dlaczego?)

Przy uzyciu tablic czterocyfrowych tego rodzaju przybli-
Zzenie wystarcza we wszystkich przypadkach, z jakiemi mozemy
w praktyce mie¢ do czynienia. Istotnie, niech bedzie np. h=
1200 m; poniewaz R = 6350 km, zatem

(+iv_/ 1200 \2
\6350 *1000J

tern bardziej wiec popetniony btad musi by¢ mniejszy od TI....

Wzér (4), jakkolwiek prosty, wymaga jednak posiadania
tablicy kosinuséw dla matych katéw. To tez marynarze, ktorzy
maja do czynienia z malemi wartosciami h, postuguja sie innym
wzorem, dajacym wprawdzie gorsze przyblizenie, ale dla ich
potrzeb praktycznych wystarczajacym. -Pamigtajac, ze



mozemy napisa¢ réwnos$¢ przyblizong

h
£
skad

E
poniewaz chodzi tu o kat ostry dodatni.

Jak wida¢ z naszego rozumowania, 8 oznacza miare teo-
retyczng kata. Poniewaz jednak przyrzady miernicze tak sa
zbudowane, ze dajg wielko$¢ kata, wyrazong w stopniach, zatem
wz6r (5) musimy jeszcze przeksztatcic. Wiemy, ze

1 radjan= 180 stopni,
py 57,29578 stopni,
zatem oznaczajac przez i miare kata w minutach i ktadac
i? = 6350 km, bedziemy mieli
i Pf1,9267 fh,
przyczem li jest wyrazone w metrach

Przyktad 1. Z punktu A, znajdujacego sie na wysokosci
AP = h nad poziomem morza, obserwujemy gore A ™, ktérej
podnoéze lezy pod horyzontem. Obliczy¢ wysokos¢ h, gory, majac
dany promied R kuli ziemskiej, kat wzniesienia a punktu A,,
zmierzony w punkcie A, oraz kat 8 miedzy promieniami kuli
ziemskiej, poprowadzonemi do A i do A,.
A Niech prosta AH (rys. 114i lezy w pta-
szczyznie poziomej, poprowadzonej przez A.
H Z tréjkata ACA, mamy
v\ A-j-121 _ sin(CMNAL
E-\-h  sin(CAJIi -\-ACA,)

Katy a i 8 sg bardzo mate, wobec czego réwnanie po-
wyzsze mozemy zastgpi¢ réwnoscig przyblizong
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R+h!
-(-h
- S
+2 S2 A LA~ + 32 (2052 84 o
Jezeli li i \ sa bardzo mate w poréwnaniu z promieniem R

kuli ziemskiej (co zwykle zachodzi), wéwczas powyzszg réwnosé
przyblizong mozna znacznie uprosci¢, odrzucajac wyrazy
ig+ 8)2 az

Otrzymamy
th+ R f28+ S2
Gdyby, przeciwnie, chodzito o doktadne obliczenie wyso-
kosci h1} wéwczas w réwnaniu
R-\-\ _  cosa
R-\-h ~ cos(a-)-8)
wypadtoby zastgpi¢ kosinus przez tangens (dlaczego?)
Po przeksztatceniach, ktére uczeh sam wykona, otrzymali-
by$my réwnanie
Ih—h 8, [ ,8\
2R+ (h+ hl) —tg2tS(a + 2j' ®
W réwnosciach przyblizonych (1) i (2) katy a i 8, jak widac¢
ze sposobu otrzymania tych réwnosci, wyrazone sa w radjanach,
natomiast w rozumowaniu, ktére nas doprowadzito do réwnania
(3), nie czyniliSmy tego zatozenia tak, iz a i 8 moga w réwnaniu
(3> oznacza¢ zaréwno liczbe radjandéw, jak liczbe stopni.

Uogé6lnienie pojecia funkcji trygonometryczne;j.

§ 86. JesteSmy juz prawie u kresu naszych rozwazan.
Warto jest teraz rzuci¢ okiem wstecz i uswiadomi¢ sobie droge,
ktéra przebiegliSmy. Badania nasze wziely poczatek z zagadnienia
czysto praktycznego:

I. Znalez¢ spos6b liczbowego wyrazania za-
leznos$ci miedzy bokami i katami trdjkata.
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W celu uproszczenia badania rozpoczeliSmy je od trojkatow
prostokatnych, wprowadzajac pojecie funkcji trygonometrycznej
kata ostrego. Chcac jednak zdobyte wiadomosci zastosowaé do
trojkata ogdlnego, bylismy zmuszeni uczyni¢ dalszy krok w bu-
dowaniu teorji, mianowicie rozszerzy¢ pojecie funkcji trygono-
metrycznej na katy dowolne.

Wiasciwie méwigc do naszego pierwotnego celu — badania
tréjkatow — wystarczytoby rozszerzenie pojecia funkcyj trygo-
nometrycznych na katy rozwarte. Tu jednak zaszedt fakt czesto
spotykany w nauce: pojecie, utworzone do pewnego bardzo spe-
cjalnego celu, dato sie z najwieksza tatwoscig zastosowa¢ do
zupetnie innych zagadnien. Istotnie, jezeli np. tga okreslimy

jako stosunek rzednej do odcietej dowolnego punktu, lezacego

na drugiem ramieniu kata a, wéwczas okaze sie, ze to okreslenie
daje sie zastowaé nie tylko do kata 0°<a<180°, ale do kata
dowolnego iczyli réwniez wtedy, gdy mamy a>180° lub a < 0°,
a wiec moze by¢ zastosowane wszedzie, gdzie mamy do czy-
nienia z katami dowolnej wielkosci.

Opierajac sie na rozszerzonem pojeciu funkcyj trygono-
metrycznych, zdotalis$my rozwigzac¢ zagadnienie praktyczne, ktére
sobie postawiliSmy. Na tern jednak nie mogli$my poprzestac,
zaszedt bowiem znéw fakt bardzo pospolity w matematyce ispo-
tykany zreszta i w innych naukach): oto okazato sig, ze wy-
myslone przez nas pojecie ifunkcja trygonometryczna) posiada
wiasnosci zupetne nowe, zgota nieoczekiwane — jak np. okreso-
wos¢, _ktérej nie spotykaliSmy u funkcyj algebraicznych. To
musiato skfoni¢ nas do postawienia sobie dalszego zagadnienia:

Il. Zbada¢ wtasnosci funkcyj trygonometrycznych.

Temu zagadnieniu po$wiecony byt rozdziat IV. Okazato sie,
ze précz okresowosci funkcje te posiadajg oryginalng wiasnos¢,
ktérej wyrazem jest wzér na sin(a  fi). Przez wprowadzenie
miary teoretycznej kata udato sie nam pozna¢ nieco doktadniej
sposéb, w jaki te funkcje zachowujg sie, gdy zmienna niezalezna
(kat oa dgzy do zera.

Badania te o charakterze czysto teoretycznym znalazly
jednak réwniez zastosowanie praktyczne, (np. do zagadnien
z dziedziny miernictwa i do uktadania tablic trygonometrycznych),
co réwniez nalezy do najpospolitszych zjawisk w rozwoju nauki.
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Teraz musimy uczyni¢ jeszcze jeden krok naprzéd, a mia-
nowicie:

. Uwolnié¢ sie przy rozwazaniu funkcyj try-
gonometrycznych odpojecia kata, jako zmiennej
niezaleznej.

Objasnijmy na przyktadzie, o co tu moze chodzi¢. Wobrazmy
sobie, ze kto$, nie znajacy funkcji kwadratowej, zajmuje sie
badaniem ruchu prostolinjowego jednostajnie przyspieszonego i na
podstawie tych czy innych rozwazan dochodzi do wzoru

s= vOt-\-\at2
gdzie s oznacza droge punktu vO—jego predko$¢ poczatkowa,
a— state przyspieszenie, t— czas.

Zbudowawszy taka funkcje, (w ktorej zmienng niezalezng
jest czas t), mégiby nasz fikcyjny uczony zaja¢ sie badaniem
jej wiasnosci i stworzy¢ catkowita teorje tego,-co my nazywamy
tréjmianem kwadratowym albo funkcjg kwadratowa jednej zmien-
nej. Po rozpoznaniu jednak charakterystycznych jej wiasnosci
(np. istnienia dwoéch pierwiastkéw, istnienia maximum albo mi-
nimum i t.p., musiatby on niewatpliwie postawic sobie pytan
<czy funkcja ta jest czems$, co spotyka sie tylko w dziedzinie
mechaniki, czy tez istniejg inne zjawiska, dajace sie opisa¢ za-
pomoca tego samego wzoru? Albo innemi stowami: czy istnieja
zjawiska rozne od zjawisk ruchu, w ktérych jednak wystepuje
ta sama forma zalezno$ci miedzy wielkoSciami zmien-
nemi? Rzecz prosta, ze odpowiedZ wypadtaby twierdzaca, a wtedy
w umysle uczonego pozostataby funkcja kwadratowa ze wszyst-
kiemi jej wiasnosciami jako pewien typ zaleznosci, przyczem
zmienna niezalezna t przestataby dla niego oznacza¢ czas, lecz
mogtaby oznacza¢ jakakolwiek wielko$¢ zmienna.

Otéz zachodzi pytanie: czy nie mozna tego samego powie-
dzie¢ o funkcjach trygonometrycznych?-czy sinus, tangens
itd nie sg rowniez tylko pewnemi typami zalez-
nosci, bynajmniej nie zwigzanemi z katem? Innemi sto-
wami: czy w funkcji $m x zmienna niezalezna ¢ musi by¢ ko-
niecznie katem, czy tez moze by¢ jakakolwiek wielko$cig zmienng?

Zgéry nalezatoby przypuszczaé, ze to jest mozliwe: wszak
mozemy pomysle¢ dwie wielkosci zmienne A i B takie, ze gdy A
ro$nie lub maleje, B zmienia sie okresowo i to w taki sam sposéb,
w jaki musiataby zmienia¢ si¢ funkcja'sin A albo tgA, gdyby
wielko$¢ A byta katem.
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Godne uwagi jest to, ze w mnéstwie najpospolitszych i naj-
wazniejszych zjawisk fizycznych natrafiamy na zalezno$¢ miedzy
wielko$ciami zmiennemi,
ktéra daje sie wyrazi¢
matematycznie zapomo-
ca funkcyj trygonome-
trycznych, przyczem ar-
gumentem tych funkcyj
(zmienna niezalezna) nie
jest bynajmniej kat. Dla
przyktadu zastanowimy
sie nad ruchem harmo-
nicznym prostym.

Niech punkt P po-
rusza sie po kole z pred-
koscia jednostajna i niech
< bedzie predkoscia ka-
towy, z ktéra promiert OP

obraca si¢ dokota punktu O. Sprébujmy zbada¢, jak porusza sie
punkt M, bedacy rzutem punktu P na o$ y-6\x.

Po uptywie czasu tpromieri OP zakreéli kat POP'= ot
radjanéw, jesli wiec w potozeniu poczatkowym promien ten two-
rzyt z osig a?-6w kat 3CXoP =a radjanéw, wéwczas musi by¢

XOP'= oi—{=e radjanéw

oraz OM'= rsint+ a).
Tak wiec réwmanie ruchu punktu M ma ksztatt
s= rsin@t-f-a) ()

Gdybysmy badali ruch punktu N, bedacego rzutem punktu P na o$
er-6w, otrzymalibysmy
s= I cos (@t a) .
= rsin — @t-(- a]] @)
Zauwazmy, ze w réwnaniu tern wi a sa liczbami stalemi,
zatem funkcjg (zmienng zalezng) jest t. zw. wychylenie s, argu-
mentem za$ (zmienng niezalezna) jest t, a wigc nie kat, lecz czas-
Funkcja sinus jest, jak wiemy, okresowy, okresem zas$ jest
liczba 2t Tak wiec
sin (o#-(- @)= Sin (tot-\- a -f- 2ro).

= sin o -f -f aj.
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Widzimy tedy, ze jeéli w réwnaniu (1) zwigkszymy lub
. . . . 21T . .
zmiejszymy zmienng niezalezng t o —, funkcja, a (wychylenie

punktu M) przybiera te samg warto$¢. Tak wigc okresem funkcji

s jest liczba ~  Oznaczmy okres literg T. Z powyzszego wy-
nika, ze
T=—
czyli
2wz
T

tak iz réwnanie (1) napisa¢ mozemy réwniez w postaci

s= rsin + aj @

Fizycy nazywaja r amplitudg wahan albo drgan, liczbe zas
A+ a fasg drgan.
Mozemy na funkcji s wykonywa¢ rachunki liczbowe albo tez

wykresli¢ ja zapomoca tablic trygonometrycznych, opierajac si¢ na
tern, ze wychylenie s powinno mie¢ taka sama wartos¢ liczbowa,.

jakgdyby faza drgan byta katem, majacym + a radjandéw.

2 Tif
Nalezy tedy najpierw obliczy¢, ilu stopniom odpowiada -+ a
radjanéw, poczem mozna postugiwac sie tablica wartosci sinusa™
Obrazem funkcji s musi by¢, oczywiscie, sinusoida, ktéra,
jednak w poréwnaniu z sinusoidg normalng o réwnaniu
y = sinx
moze by¢ mniej lub wigcej stroma, moze posiada¢ okres mniejszy
lub wiekszy od okresu sinusoidy normalnej (t.j. od 2n), moze by¢
przesunigta w prawo lub w lewo wzdtuz osi tc-6w it p.
Na rys. 116 linja kropkowana przedstawia sinusoide
y = sinx,
natomiast linja ciagta jest obrazem funkcji
y= 2sin2x
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t. j. obrazem funkcji y=rs
2

w ktérej potozyliSmy r= 2, a= o0, oraz

2.

Gdyby$my, przeciwnie, przypuscili, ze a4 =0, woéwczas krzywa
nasza zostataby przesunieta o a wzdtuz osi #-6w w prawo lub
w lewo, zaleznie od znaku liczby a. Obie sinusoidy na rys. 116

Rys. 116.

maja ksztatt linij falistych, jednak dtugosci fal sa utych krzywych
rézne: dtugos$¢ fali jednej z nich = 2n, dtugoé¢ fali drugiej =
Uczen sprébuje sam okresli¢, co nazywamy dtugosciag fali.

Owiczenia XML 1. Jakie sa okresy fuukcyj sin ilaj-j-0), sin (,ra-]-c)
—cos (aa;-|-e, tg aa, tg iax -f- &?

2. Czem powinien réznic sie wykres funkcji y = a sinx od wykresu
funkcji y = sinx? od wykresu funkcji y = a sinta-?

3. Krzywa y = sina’ zostata przesunigeta o 2 w goére i o 3 w prawo;
napisaé réwnanie tej drugiej krzywej. Jakie sa jej maxima i minima?

4. Amplituda pewnej sinusoidy réwna sie 3; okres jej réwna sie 2,5;

przy .r= 0 mamy y = —3 sin—. Napisa¢ réwnanie sinosoidy.
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5. Najwigksze rzedne pewnej kosinusoidy réwnaja sie 5; przy x = 0
mamy y = 4,1265; przy x = | mamy y = — 1,6168. Napisa¢ rownanie ko-
sinusoidy.

6 Czy funkcjay = tgpx posiada maxima i minima? Czy jest ciagta?
Jezeli nie, to gdzie zachodza przerwy ciagtosci?

7. Wykazaé, ze krzywa y = sinx -f-cosx jest sinusoida. Obliczy¢ jej
~amplitude i okres.

8. Pukt P na rys. 115 obiega okrag kota 5 razy na sekunde. Napisaé
réwnanie ruchu punktu M, ktadac r= 2 i zaktadajac, ze poczatkowo punkt P
znajdowat sie na osi a-6w. Znalezé potozenie punktu M po uptywie 3 se-
kund od poczatku ruchu.

9. Rozwiazaé graficznie réwnanie #= siné [Wskazéwka: wziaé
pod uwage prosta y -t)

Tematy do obszerniejszych rozprawek.
TROJKAT SPODKOWY | KOLO DZIEWIECIU PUNKTOW.

Niech bedzie dany tréjkat ABC i niech A', B\ C' bedg
spodkami jego wysokosci. Tréjkat A’ B' C' nazywa si¢ spodkowym
trojkata danego. Koto opisane na tréjkacie spodkowym, nazyiva
sie kotem dziewieciu punktéw tréjkata danego ABC.

1. Zaréwno tréjkat spodkowy, jak kolo dziewieciu punktéw
majg mnéstwo ciekawych wiasnosci, ktére uczen wykryje, opiera-
jac sie zaleznie od potrzeby, badZ na rachunku trygonometrycz-
nym, badz na rozwazaniach czysto geometrycznych. W tym celu
nalezy:

1. zbada¢, czem jest w tréjkacie spodkowym wysoko$¢ troj-
kata danego ABC;

2. zbada¢ wielko$¢ katéw i bokéw tréjkata spodkowego;

3. znalez¢ prosty zwiazek miedzy promieniem R kota opisa-
nego na tréjkacie ABC i promieniem R' kota dziewieciu punktéw;

4. wykazaé, ze kolo dziewieciu punktéw przechodzi przez
$rodki Au Bu Cx bokéw a, b, ¢ i przez $rodki Mu M2 Ms od-
cinkéw AH. BH, CH, gdzie I+ jest ortocentrem tréjkata ABC")
(w tym celu mozna zbadaé, jakiego rodzaju jest czworobok
M; M2AxBt>

zbada¢ potozenie $rodka N kola dziewieciu punktéw

‘) Ortrocentrem nazywamy punkt przeciecia sie wysokosci tréjkata.
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wzgledem ortocentru H i $rodka O kota, opisanego na trojka-
cie ABC;
6. przez obliczenie odcinkéw OW, WH (lub w inny jaki$-

sposob) przekona¢ si¢, ze W N = ~ —p, gdzie W jest $rodkiem

kota wpisanego w A ABC, a stad otrzymac¢ najwazniejszg wta-
sno$¢ kota dziewieciu punktéw, mianowicie, ze jest ono styczne-
do kota wpisanego;

7. w analogiczny sposéb ustali¢ potozenie kola dziewieciu
punktéw wzgledem két zawpisanych.

Il. Précz wymienionych podstawowych wiasnosci mozna
otrzymaé¢ mnéstwo innych prostych zwigzkéw, np.

1. pomiedzy polami tréjkatéw A'B* G, A'B' C, AB* C' a po-
lem tréjkata ABC;

2. miedzy promieniami R, p, pa p8, pc tréjkata ABC a pro-
mieniami p', pa, p8, pc tréjkata spodkowego;

3. miedzy odcinkami NA, NB, NC, NH z jednej strony,,
a promieniem R z drugiej.

I1l. Opierajac sie na fakcie, ze dla kazdego tréjkata ABC
istnieje trojkat spodkowy (ktérego katy i boki uczer poprzednio-
juz znalazt), mozna z znanych wzoréw trygonometrycznych, od-
noszacych sig do tréjkata ABC, otrzymywac nowe zwiazki mie-
dzy bokami i katami dowolnego tréjkata. Np. z wzoru tangenséw
.mozna otrzymac wzoér

acosA —bcosB __tg (A —B)

acosA+ bcosB tg (A-|-B)
zastepujac boki i katy trojkata ABC przez boki i katy trojkata
spodkowego. Czy mozna tego rodzaju podstawienia wykona¢ po-
raz drugi, trzeci...?

Uczen moze w analogiczny sposéb przeksztatci¢ inne znane-
mu wzory, dotyczace trojkatow.

PUNKTY BROGARDA.

Stawiamy sobie zagadnienie nastgpujace:

esy w tréjkacie ABC mokna snale$¢ taki punkt tt (zwany
punktem Brocarda) zeby bylo A OAB — £ &BC= m(QCA?

Chcac zbudowacé punkt Q, wystarczy zbada¢ katy <€ AO.B,
wkBUC, < COA
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Czy istnieje drugi analogiczny punkt Q?

Jak sa potozone boki tréjkata ABC wzgledem tukéw kot
AOB, AO'B?

Oznaczajac przez w réwne katy miedzy bokami trojkata
-a prostemi, taczaeemi wierzchotki z punktami Qi £', szukac na-
lezy prostych zwigzkéw miedzy ctg wz jednej strony, z drugiej
za$ katami A, B, C lub bokami a, b, ¢ i polem S tréjkata.

Proste wzory mozna réwniez znaleZ¢ na i na cos*w

Po obliczeniu odcinkéw AO, AO', Bil i t. d., pdl tréjkatéw
BOC, BO.'C i t. d, promieni két AOB it d. wykry¢ mozna mie-
dzy niemi rozmaite zwigzki.

SUMOWANIE PEWNYCH SZEREGOW UCH ZASTOSOWANIE.

I. Sumy n wyrazéw szeregéw (skoriczonych)
sina -f-sin (@a-j- B+ sin fa-(- 28)-f-...
cosa+ cosa -}-j3-f-cos(a+ 2ji)+...
mozna znalez¢, rozkiadajac poszczegdélne wyrazy ich na dwa
sktadniki tak, by otrzymac¢ szereg ksztattu
(a0—a,)j-'a, —ad)-f- (fig— a3 (e + @i —o)m
Aby utatwic¢ sobie to przeksztatcenie, mozna wszystkie wy-
razy szeregu pomnozy¢ i podzieli¢ przez 2 sin
Mozna tez znalez¢ inny sposéb sumowania.
Il. Zastosowanie. Niech bedzie dana sinusoiday = sinx, na
ktérej rozwazamy tuk OM, odpowiadajgcy wartosciom zmiennej
niezaleznej w przedziale od 0 do ~. Jezeli z punktu M poprowa-

dzimy rzedng MN, otrzymamy tréjkat krzywolinjowy OMN.
Intuicja sktania nas do przypisania temu tréjkatowi oznaczonego
pola, faktycznie jednak nie wiemy nawet, co moznaby nazwac
polem takiej figury. JesteSmy w tym samem potozeniu, co przy
pomiarze kota lub bryt obrotowych. Mamy tez analogiczne wyjscie

z tej trudnosci. Mozemy mianowicie odcinek ON= podzieli¢
na n réwnych czesci, w punktach podziatu wystawi¢ rzedne, zbu-

dowaé szereg prostokatow o réznych podstawach ~ i wysoko-
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Sciach, réwnajacych sie odpowiednim rzednym, i rozwazaé¢ sume
wszystkich prostokatéw ‘wystajacych oraz sume wszystkich pro-
stokatéw, mieszczacych sie pod krzywa. Gdyby sie okazato, ze
sumy te przy nieograniczonem zwiekszaniu liczby n daza do tej
samej granicy, moglibySmy owa granice nazwac polem tréj-
kata krzywolinjowego OMN.

Po wprowadzeniu tej definicji pola mozna obliczy¢
warto$¢ pola, opierajac si¢ na dodatkowym zatozeniu, ze jesli
wielkosci A i B daza odpowiednio do granic ai$, to iloczyn AB
dazy do granicy aje *).

*) Uczeri moze sprobowaé dowies¢ tego twierdzenia,















