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Rozdziat 1

WSTEP

Od ponad wieku korzystamy z dobrodziejstw, jakie niesie opanowanie energii elektrycz-
nej. Z energia elektryczna jest zwiazane pole elektromagnetyczne. Poznanie wiasnosci tego
pola, umiejgtnos¢ obliczen coraz bardziej ztozonych urzadzen elektrycznych, powstanie teorii
obwodowych, wszystko to ztozyto sie na rozwoj elektrotechniki. Pole elektromagnetyczne,
wyrazone réwnaniami Maxwella, obejmuje szerokie widmo czestotliwosci od zerowej odpo-
wiadajacej pradowi statemu az do czestotliwosci rzedu 10?2 Hz odpowiadajacej promienio-
waniu y. Tak szerokie widmo pokrywa czestotliwosci przemystowe, stosowane w telekomu-
nikacji, $wiatto widzialne, promieniowanie rentgenowskie i wreszcie promieniowanie y.
W zakresie kazdej z tych czestotliwosci buduje sie urzadzenia wykorzystujace pole elektro-
magnetyczne. Zadaniem inzyniera jest umiejgtnos¢ projektowania i eksploatacji takich urza-
dzen. Bez elementarnej znajomosci zasad fizyki pola elektromagnetycznego jest bardzo trudno
wnies¢ postep, eksploatowaé czy konstruowaé nowe urzadzenia wykorzystujace pole elek-
tromagnetyczne. Obecne trendy rozwojowe w kierunku miniaturyzacji wielu urzadzen wy-
magaja bardzo dobrej znajomosci fizyki, a od konstruktora urzadzen elektrycznych szczegélnie
dobrej znajomosci fizyki pola elektromagnetycznego. Czegsto wykorzystuje sie sprzgzenie po-
la elektromagnetycznego z innymi polami fizycznymi, szczegélnie jest to powszechne
w urzadzeniach z zakresu szybko rozwijajacej sie nanotechnologii i tutaj rowniez zjawiska
fizyczne sa opisywane réwnaniami Maxwella. Na podstawie badan eksperymentalnych i ob-
serwacji kosmologicznych wykazano, ze réwnania te opisuja zjawiska fizyczne od skali
wymiaréw jadra atomowego do wymiaréw galaktycznych.

Literatura dotyczaca pola elektromagnetycznego jest bardzo obszerna, co oczywiscie
powoduje trudnosci z wyborem. Dobrym wstgpem do poznania pola elektromagnetycznego
jest zapoznanie si¢ z podrecznikami fizyki dotyczacymi pola elektromagnetycznego.
W pierwszym czytaniu lepiej wybiera¢ podreczniki napisane z zastosowaniem migdzynaro-
dowego ukiadu jednostek. Bardzo dobrym podrecznikiem, wznowionym w ostatnich latach,
jest ,,Feynmana wyktady z fizyki”, autorzy: Feynman R. P., Leighton R. B., Sands M., ktore-
go tom Il dotyczy pola elektromagnetycznego. Podrgczniki napisane specjalnie dla inzynie-
row, gdzie wyktad z pola elektromagnetycznego czesto nazywa sie wyktadem z elektrodyna-
miki badz elektrodynamiki technicznej, odpowiednie dla wstepnego kursu to: ,,Elektrycznosé
i magnetyzm w technice” profesora H. Rawy, ,Elektrotechnika teoretyczna”, tom II, ,,Pole
elektromagnetyczne” profesora M. Krakowskiego. Bardziej zaawansowane podreczniki, ra-
czej trudne w pierwszym czytaniu, to: Sikora R. ,,Teoria pola elektromagnetycznego”, Zahn
M. ,,Pole elektromagnetyczne”, Griffiths D. J ,,Podstawy elektrodynamiki”.

Trzeba rowniez zwrdci¢ uwagg, ze teoria pola elektromagnetycznego wymaga znajo-
mosci aparatu matematycznego dotyczacego: algebry i analizy wektorowej, obliczania ca-
tek po krzywej, powierzchniowych i objetosciowych, elementéw geometrii rozniczkowe;j.
Wskazanym jest przypomnienie odpowiednich wiadomosci z kursu matematyki.

Na zakonczenie krotkiego wstepu dzigkuje Panu Profesorowi Kazimierzowi Jakubiu-
kowi, ktory podjat sie niewdziecznego trudu recenzji skryptu. Bardzo dziekuje za zyczliwe
wskazanie usterek, co pozwolito znacznie poprawi¢ jakos¢ skryptu.



Rozdziat 2

POJECIA PODSTAWOWE: JEDNOSTKI, t ADUNEK,
ZASADA ZACHOWANIA £t ADUNKU

2.1. Jednostki

Przed przystapieniem do zasadniczej tematyki naszego wyktadu przyjmiemy umowe,
ze bedziemy stosowali miedzynarodowy ukiad jednostek SI (Systéme International), ktore-
go wielkosci podstawowe podano w tab. 2.1.

Tabela 2.1
Wielkos¢ Nazwa Oznaczenie
diugosé metr m
masa kilogram kg
czas sekunda s
natezenie pradu elektrycznego amper A
temperatura kelwin K
Swiatto$¢ zrodta Swiatta kandela cd

W elektrodynamice bedziemy praktycznie stosowali cztery pierwsze jednostki pod-
stawowe i stad czesto spotykamy sie z okresleniem ukfad jednostek MKSA.

Znajomos¢ jednostek odgrywa bardzo wazna role w pracy inzyniera, co wynika z pod-
stawowego prawa stwierdzajacego, ze wszystkie prawa fizyczne zapisane w postaci formut
matematycznych musza mie¢ taka posta¢, aby wystepowata zgodnos¢ jednostek po obu
stronach rdwnania.

Jako przykfad rozpatrzmy zagadnienie wyznaczania okresu drgan wahadta matema-
tycznego. Na niewazkiej nici o dtugosci L [m] wisi masa o wielkosci M [kg] i przeprowa-
dzamy eksperyment w polu o przyspieszeniu grawitacyjnym g [ms™]. Naszym celem jest
okreslenie, jak zalezy okres drgan wahadta T [s] od tych wielkosci, ktore decyduja o ruchu
wahadta. Sprobujemy zapisa¢ zwiazek migdzy okresem wahadta a przewidywanymi wiel-
kosciami fizycznymi L, M, g, ktére decyduja o tym okresie w postaci zaleznosci:

T=aM%Pg” (2.1)

gdzie a jest bezwymiarowa stata podlegajaca okresleniu na drodze eksperymentalnej; «, 3, y
to bezwymiarowe wyktadniki potegowe, ktére nalezy dobrac tak, aby réwnanie (2.1) miato
identyczne jednostki po obu stronach réwnania. Do réwnania (2.1) w miejsce wielkosci T,
L, M, g podstawiamy jednostki podstawowego uktadu jednostek, a wigc mamy réwnanie:



Ve
[s]=[kgl” (m)” | 3
S
[s]=[kg]” [m]#*" [s]""

Zgodnie z podanym powyzej prawem, ze réwnanie (2.1) musi by¢ jednorodne ze wzgledu
na jednostki podstawowe, mozemy zapisa¢ ukfad rownan dla wyznaczenia liczb a, B, y:

a=0
p+y=0
—2y=1.

Po rozwiazaniu powyzszego uktadu réwnan znajdujemy: « = 0, y = =1/2, # = 1/2 i otrzymu-
jemy wzor wyrazajacy okres wahadta matematycznego:

T=a\/£.
g

Warto zwrdéci¢ uwage na fakt, ze na podstawie analizy wymiarowej wyeliminowalismy za-
leznos¢ okresu wahadta matematycznego od jego masy i wystarczy przeprowadzi¢ prosty
eksperyment fizyczny, aby wyznaczy¢ bezwymiarowy wspoétczynnik a. Mozna stwierdzi¢,
ze na bazie analizy wymiarowej uzyskalismy bardzo cenna wskazéwke na podstawie, kt6-
rej mozemy zaprojektowaé eksperyment pozwalajacy okresli¢ okres wahadta matematycz-
nego.

Czesto jednostki podstawowe sa zbyt wielkie lub zbyt mate dla okreslenia danej wiel-
kosci fizycznej i wtedy stosujemy odpowiednie przedrostki oznaczajace, ze jednostka danej
wielkosci fizycznej zostata pomnozona przez 10°, gdzie wyktadnik p okresla nazwa przed-
rostka (tab. 2.2).

Tabela 2.2
. Liczba .
Przedrostek Skrot przez kiéra mnozymy jednostke Przyktad uzycia

atto a 1078 as - attosekunda
femto f 107" fs  —femtosekunda
piko p 107 ps - pikosekunda
nano n 107° ns —nanosekunda
mikro u 107 pus  —mikrosekunda
mili m 107 ms — milisekunda
kilo k 10° kHz - kilohertz
mega M 10° MHz — megahertz
giga G 10° GHz - gigahertz
tera T 10" THz - terahertz
peta P 10" PHz — petahertz
exa E 10'® EHz - exahertz




2.2. Ladunek elektryczny

W przyrodzie obserwujemy wystepowanie wielkosci zwanych tadunkami elektrycz-
nymi. Charakterystyczna cecha fadunkéw jest wystepowanie dwdéch rodzajow tadunkéw
elektrycznych. Jeden rodzaj okreslamy jako fadunki dodatnie, a drugi jako ujemne. Fakt, ze
fadunki posiadaja rozne znaki stwierdzamy na drodze eksperymentalnej, mierzac sity wy-
stepujace miedzy tadunkami. Stwierdzono, ze fadunki tego samego znaku si¢ odpychaja
a fadunki znakéw przeciwnych si¢ przyciagaja. Bardzo czesto wprowadzamy pojecie tzw.
tadunku probnego, ktdry definiujemy jako bardzo maty tadunek dodatni i mierzac site dzia-
fajaca na ten fadunek, okreslamy wielkos¢ tadunku badanego. Oczywiscie okreslenie bar-
dzo maty nie jest precyzyjne i dlatego w dalszych rozwazaniach bedziemy starali si¢ uwol-
ni¢ od precyzowania tego pojecia. Powstaje jednak pytanie, jaki moze by¢ najmniejszy
fadunek? Odpowiadajac na to pytanie, mozna stwierdzi¢, ze kazdy tadunek ma strukture
»Ziarnista”, w ktorej podstawowym ,,ziarenkiem” jest fadunek pojedynczego elektronu, nie-
podzielny i wynoszacy okoto 1,6022:10™° C = 0,16 aC. Przyjmuije sie, ze jest to tadunek
ujemny. Jednostka fadunku jest nazywana kulombem i jest zwigzana z jednostkami pod-
stawowymi zaleznoscia:

1C=1As (2.2)

Identyczny tadunek dodatni posiada proton i mozna powiedzie¢, ze caty tadunek ma-
kroskopowy stanowi mieszaning olbrzymiej liczby tych elementarnych tadunkéw. W na-
szych rozwazaniach bedziemy zajmowali sie efektami wywotanymi przez tadunki ztozone
z wielkiej liczby fadunkéw elementarnych i dlatego bedziemy traktowac tadunek znajduja-
cy si¢ w pewnym obszarze przestrzeni V (rys. 2.1) jako wielkos¢ fizycznie ciagla, co ozna-
cza, ze W rozwazanym obszarze V znajduje sie tak duza liczba tadunkdéw, ze dokonujac
pomiardéw, nie obserwujemy wspomnianej wyzej ,,ziarnistosci” fadunku.

Whprowadzimy pojecie tadunku punktowego, ktdry najczesciej bedziemy oznaczali li-
tera Q. Pojecie tadunku punktowego jest wygodne w obliczeniach w sytuacjach, kiedy nie
jestesmy zainteresowani wielkosciami fizycznymi w obszarze, gdzie znajduje sie tadunek
czy wykonujemy pomiary w odlegtosciach na tyle duzych w stosunku do obszaru zajmo-
wanego przez tadunek, ze mozemy praktycznie nie bra¢ pod uwage jego rozkitadu prze-
strzennego. W sytuacji, kiedy rozktad przestrzenny fadunku odgrywa istotna role, wprowa-
dzamy pojecie objetosciowej gestosci tadunku p, ktora definiujemy:

_im [ AR
P= AI\}TO[ AV J @3)

gdzie AQ to tadunek zawarty w obszarze AV (rys. 2.1). Przyjmujemy, ze obszar AV jest na
tyle duzy, ze wystepujacy w nim tadunek AQ nie wykazuje ,,ziarnistosci” czyli jest opisy-
wany3 funkcja ciagta. Wymiarem tadunku objetosciowego zgodnie ze wzorem (2.3) jest
[Cm™].

tadunek objetosciowy moze by¢ zalezny od potozenia w przestrzeni jak réwniez od
czasu. Generalnie, dla opisania tadunku przestrzennego nalezy przyja¢ odpowiedni uktad
wspbtrzednych przestrzennych, np. uktad wspétrzednych prostokatnych x, y, z, w ktérym
rozktad gestosci objetosciowej opisuje funkcja p(x,y, z t). Jezeli gestos¢ fadunku jest nieza-
lezna od czasu, to bedziemy moéwili o statycznym rozktadzie tadunku i opisywali funkcja
p(X.Y, 2).



o

Rys. 2.1. Obszar o objetosci V zawierajacy tadunek Q

Jezeli znany jest rozkiad fadunku objgtosciowego p(x, Y, z t), to fadunek Q(t) zawarty
w obszarze V obliczamy z zaleznosci:

Q(t) = m p(x v, z,t)dV . (2.4)
\

Przyktad 2.1

Wewnatrz kuli o promieniu R znajduje sie fadunek objetosciowy okreslony zalezno-
scia: p(r, 1) = pusin(wt)[1 - (r/R)?], gdzie p, to amplituda fadunku objetosciowego, r jest
odlegtoscia od $rodka kuli, w = 2xnf to pulsacja gestosci tadunku, a f to czestotliwosé.

Dla obliczenia tadunku kuli korzystamy z zaleznosci (2.4):

Q) = jv{jpmsin(ax)ll—(%jz}dv

gdzie Vg jest objetoscia kuli. Ze wzgledu na ksztatt obszaru w postaci kuli przyjmujemy
uktad wspotrzednych sferycznych p, 6, ¢ (rys.2.2) i wylaczajac przed znak catki sktadniki
niezalezne od zmiennych catkowania mamy:

Q(t) = pmsin(ax)z'ﬁﬂl—(LjT r2 sin &dgd 6dr

R
000

gdzie czynnik r’sind jest jakobianem wynikajacym z przyjecia uktadu wspétrzednych sfe-
rycznych.

z

0

Rys. 2.2. Uktad wspdtrzednych sferycznychrr, 6, ¢
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Dzieki przyjeciu uktadu wspdtrzednych sferycznych mamy do obliczenia trzy niezalezne
catki i po wykonaniu catkowania i podstawieniu granic mamy:

Q(t) =0,4Q,, sin(et)

gdzie Q= 4/3(nR%py,). Warto zwrdcié¢ uwage na fakt, ze fadunek Qy, reprezentuje maksy-
malny tadunek zawarty w kuli o promieniu R natadowanej rownomiernie fadunkiem o ge-
stosci pm. Ze wzgledu na nieréwnomierny rozktad maksymalny tadunek znajdujacy sie
w kuli jest 2.5 razy mniejszy jak to pokazuje wspdtczynnik 0,4 we wzorze okreslajacym
catkowity tadunek kuli.

2.3. Zasada zachowania tadunku elektrycznego

Istotna wiasnoscia fadunku elektrycznego jest fakt, ze w przyrodzie wystepuje idealna
rownowaga tadunkéw elektrycznych dodatnich i ujemnych. Innymi stowy, jezeli wytwo-
rzymy tadunek ujemny, to jednoczesnie powstanie dokfadnie taka sama ilos¢ fadunku do-
datniego. Wyrazem tej wihasnosci przyrody jest zasada zachowania tadunku, ktéra mozna
wyrazi¢ nastepujaco:

Catkowity tadunek elektryczny uktadu odosobnionego, tzn. algebraiczna suma dodatnich
i ujemnych tadunkéw wystepujacych w dowolnej chwili, nie moze ulec zmianie.

Przez uktad odosobniony rozumiemy uklad, ktérego granic nie przenika materia
w zadnej postaci. Oznaczajac objetos¢ uktadu odosobnionego przez V(t), a jego tadunek
przez Q(t), mozemy zasade zachowania tadunku zapisa¢ w postaci:

dQ(®) _
T— 0. (2.5)

Rys. 2.3. Obszar odosobniony V(t)

lub biorac pod uwage (2.4) mamy:

% = %ij(;'!p(x y,zt)dV .

W przypadku ogélnym, kiedy objetos¢ V(t) zmienia sie z czasem, nie mozna zmienié¢
kolejnosci catkowania i rézniczkowania, co oznacza, ze nie mozemy przejs¢ z rdzniczko-
waniem pod znak catki, nie biorac pod uwage zmiennosci w czasie granic jej obszaru V(t).
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W celu obliczenia pochodnej w tym przypadku skorzystamy z definicji pochodnej, przyj-
mujac, ze obszar catkowania w chwili t wynosi V, a w chwili t+ At wynosi V + AV

(rys.2.3):
d_Q_AltHO{At[J‘J‘J‘p XY, Z t+At dV I”p XY, 2zt dV]}

Zapisujac pierwsza z catek w powyzszej zaleznosci w postaci sumy dwaoch catek, mamy:

”jp XY, Zt+At)dV = ”.jp X, Y, Z,t+At dV+”.[’0 X, Y,z t+At)dV

V+AV

i zbierajac razem catki po obszarze V(t), mamy:

dQ '{AJ”[PXW”N (X,y,Z,t)]dV—igjp(x,y,z,um)dv} (2.6)

At—0

Pierwsza catka jest catka obliczana po ustalonym w chwili t obszarze V(t) i mozemy przejsé¢
do granicy wzgledem At, otrzymujac:

lim {At ”ﬂp X Y, Z,t+At) - p(x,y, z,t)]dv}=

At—0

= lim
At—0

_ i_!;‘)[ap(xai/ z,t) dv

Element objetosci dV w drugiej z catek we wzorze (2.6) mozemy zapisa¢ w postaci
dV =dl dS ale biorac pod uwage, ze dl = v,At dla matych czaséw At mamy:

J‘”p X, ¥, z,t+At)- p(x, y, z,t)dv _

AItILnolAt ” p(x, Y,z t+At dv}_AI:TO[A ”p X, Y, z,t+At)v, AtdS | =
- [Jobenziigs
S(t)

Zbierajac razem wyniki przeprowadzonych obliczen, mamy zasade zachowania tadunku
w postaci zaleznosci:

dQ IjjapdV+IJW'”dS=0’ 2.7)

gdzie sktadowa normalna predkosci v zapisano w postaci iloczynu skalarnego wektora
normalnej n i predkosci v, a mianowicie v, = v - n.

Zapisana w postaci catkowej (2.7) zasada zachowania tadunku jest zwiazana z catko-
waniem po catym obszarze V(t), ktéry moze by¢ nieskonczony, co powoduje najczesciej
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powazne ktopoty obliczeniowe. Bardziej odpowiednia postacia jest podanie zasady zacho-
wania w postaci rdwnania rézniczkowego, jak moéwimy w postaci lokalnej. Dla dokonania
tego przejscia, korzystajac z twierdzenia Gaussa, zapiszemy druga z catek w réwnaniu (2.7)

w postaci:
”pv-ndS= ”jdiv(pv)dv
S \%
0
gdzie div(pv)= a(apvx)+ (gvy)+a(§\/z) jest operacja dywergencji na polu wektorowym pv
X y Z

w ukfadzie wspétrzednych prostokatnych.
W literaturze bardzo czesto wprowadza sie tzw. symbol nabla V, ktéry w ukladzie
wspdtrzednych prostokatnych mozna zapisa¢ symbolicznie:
0 d d

+e,—+e

V=e, > 2
o Yoy ‘oz

(2.8)

gdzie wektory e, g, e, sa wektorami jednostkowymi uktadu wspotrzednych prostokatnych
dla osi x,y, z odpowiednio. Wektory jednostkowe uktadu osi wspotrzednych nazywa sie
czesto wersorami odpowiednich osi wspotrzednych.

Korzystajac z operatora nabla, operacje dywergencji mozna symbolicznie zapisa¢
W postaci:

div(pv) =V - (pv).

Przeksztatcajac na mocy twierdzenia Gaussa catke objetosciowa na catke powierzch-
niowa, zapisujemy réwnanie (2.7) w postaci:

;maa_fw.(m)]dv -0

Powyzsza zaleznosc¢ jest spetniona dla dowolnego obszaru V, a wigc warunkiem, ze bedzie
spetniona jest zerowanie sie wyrazenia wystepujacego w nawiasie prostokatnym pod catka,
skad wynika zasada zachowania tadunku w postaci réwnania rézniczkowego:

a—pﬁuv.(,ov)zo (2.9)
ot

Lub, jak czesto méwimy, w postaci lokalnej. Interpretacja fizyczna réwnania (2.9) wynika
z zapisu (2.7). Jezeli wyobrazimy sobie obszar V jako prostopadtoscian o wymiarach
V = AXAyAz, to stwierdzamy, ze zmiany gegstosci tadunku w tym obszarze wywotuja prze-
ptyw strumienia tadunku pv, przez $ciany tego prostopadtoscianu. Jezeli op/ot >0, to stru-

mien tadunku musi by¢ skierowany do wnetrza prostopadtoscianu, czyli v-n < 0, gdzie n to
wektor normalnej zewnetrznej dla prostopadtoscianu V. Tak wiec wzrost fadunku wewnatrz
obszaru jest wytwarzany na skutek istnienia zrddet zewnetrznych, a nie na skutek jego ge-
neracji wewnatrz obszaru.

Zapis prawa zachowania tadunku w postaci (2.9) ma jeszcze jedna drobna niedogod-
nos¢, a mianowicie w réwnaniu wystepuje wektor predkosci v, mozna powiedzieé¢ opisuja-
cy mechaniczne wiasnosci ,,chmury” fadunku o gestosci p. Jest to zadowalajace ujecie przy
opisie dynamiki gazéw, ale niezbyt wygodne przy opisie transportu fadunkdw w cieczach
i ciatach statych, a nawet w gazach, jezeli opisujemy gaz jako osrodek ciagty. Celowym jest
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odseparowanie si¢ od mechaniki i dlatego wprowadza sie pojecie strumienia fadunkoéw,
ktory nazywamy wektorem gestosci pradu i definiuje go zaleznos¢:

Jezeli wystepuje K-typdw tadunkéw o gestosciach py, ktore poruszaja si¢ z predkosciami vy
(k=1,2, .., K),to:

=

=K

1= peve (2.12)
k=1

gdzie suma jest suma wektorowa. Jest oczywistym, ze réwniez gestos¢ p w réwnaniu (2.9)
jest w tym przypadku obliczana z zaleznosci pzztlepk, Jak wynika z definicji (2.10),

(2.11) gestosé pradu jest wektorem i ma wymiar Am=. Po wprowadzeniu wektora gestosci
pradu zasada zachowania fadunku (2.9) przyjmuje postac:

ap .

g +V-j=0 (2.12)
Zasada zachowania tadunku (2.12) jest jednym z fundamentalnych réwnan pola elektroma-
gnetycznego i czgsto bedziemy sig do niej odwotywac.

W praktyce czesto mamy do czynienia z obiektami, w ktdrych dominujacymi sa dwa
wymiary, jak w przypadku cienkich ptyt badZ powtok, dla ktérych ich grubosé jest prak-
tycznie do pominigcia. Jezeli obliczamy efekty wywotane obecnoscia tadunku na ptycie, to
mozna praktycznie zaniedba¢ rozktad tadunku wzdtuz grubosci ptyty badz powtoki. Po-
dobna sytuacja wystepuje w przypadku obiektéw wykonanych z materiatow przewodza-
cych, gdzie tadunek gromadzi si¢ w warstwie powierzchniowej o grubosci kilku warstw
atomowych. W takiej sytuacji obliczenia z uwzglednieniem objetosciowego rozktadu ta-
dunku bytyby bardzo trudne, a czesto wrecz niemozliwe, gdyz nie potrafimy tego rozktadu
objetosciowego obliczy¢. Dla uniknigcia tych trudnosci wprowadzamy pojgcie powierzch-
niowej gestosci tadunku (X, y, z t), ktora definiujemy:

o(xy,zt)= lim AQxy.zt)

2.13
AS—0 AS ( )

gdzie AS jest elementarna powierzchnia, a AQ(X, Y, z t) to tadunek znajdujacy sie na po-
wierzchni ASw chwili t (rys. 2.4). Jednostka tadunku powierzchniowego jest Cm™. Catko-
wity tadunek znajdujacy sie na powierzchni Sobliczamy z zaleznosci:

Qlt)= ”a(x, y, z,1)dS. (2.13)

Podobna sytuacja wystepuje dla obiektéw, ktérych jeden wymiar jest znacznie wigk-
szy od dwdch pozostatych. Jako dobry przyktad moga tutaj stuzy¢ przewody napowietrznej
linii energetycznej.
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AL, AQ(t)

T(X,y,z,t

AS, AQ(t) |

Rys. 2.4. Ladunek powierzchniowy (X, Y, z t) i liniowy z(X, y, z t)

Dla przyrzadu pomiarowego znajdujacego sie na powierzchni ziemi pod linia, czyli
kilka, a czesto kilkanascie metréw od osi przewodow tworzacych linie ich $rednica jest
praktycznie bez znaczenia. W takiej sytuacji wygodnym modelem matematycznym jest
przyjecie rozktadu tadunku w postaci tzw. fadunku liniowego (X, y, z, t), ktory definiujemy:

_AQ(x,y, zt)
7(x,y, zt)= Jim n (2.15)
gdzie AQ(X,Y, z t) — tadunek znajdujacy sie na elemencie liniowym o dtugosci AL w chwili
t. Czesto mowiac o tadunku liniowym, bedziemy brali pod uwage tylko 0§ obiektu
(rys. 2.4) i bedziemy mowili, ze tadunek znajduje sie na krzywej (nici), ktorej potozenie w
przestrzeni opisuja rownania opisujace 0$ naszego obiektu. Dla obliczenia catkowitego ta-
dunku zwiazanego z obiektem o dtugosci L nalezy obliczy¢ catke krzywoliniowa:

Q) = j 7(x y, z,t)dL. (2.16)
L



Rozdziat 3

PRAWO COULOMBA, POLE ELEKTRYCZNE

3.1. Prawo Coulomba

Umieszczajac dwa punktowe tadunki elektryczne Q;, Q, odpowiednio w punktach
P1(X1, V1, 1), P2(Xe, Y2, 22) stwierdzimy, ze na kazdy z tadunkdéw dziata sita. Kierunek tej sity
wyznacza prosta przechodzaca przez punkty Py i P,, a jej zwrot zalezy od znakéw obu fa-
dunkéw. Jezeli fadunki sa tego samego znaku, jak méwimy jednoimienne, to wystapi odpy-
chanie sie fadunkow (rys. 3.1a), a jezeli beda miaty rézne znaki (réznoimienne), to wystapi
przyciaganie migdzy tadunkami (rys. 3.1b).

a) b) Q
2
<F1 (31 I, (}22 F‘ F, i)z
P, p, 0
& F,
Fl 'Fz Pl

Rys. 3.1. Sity dziatajace migdzy dwoma jednoimiennymi (a) i réznoimiennymi tadunkami (b)

Warto$¢ sity dziatajacej na tadunki zostata wyznaczona eksperymentalnie przez
Coulomba i w systemie jednostek Sl okresla ja zaleznosé:

QQ

F=F=h
&Y,

(3.1)

gdzie: Qi, Q, — wartosci bezwzgledne tadunkdw,
ro — odlegtos¢ miedzy punktami Pi(X;, Y1, 1), Pa(Xo, Y2, 22) | W uktadzie wspétrzednych
prostokatnych (x, y, 2) odlegtos¢ obliczamy z zaleznosci:

My = \/(Xz _Xl)z +(Y2 - yl)z +(Zz _21)2 ,

o — przenikalnosé elektryczna prozni jest zdefiniowane jako: & = 107/ 4nc® F/m gdzie
c predkosé $wiatha, ktora praktycznie mozna przyja¢ ¢ = 3-108 m/s. Podstawiajac
predkos¢ $wiatta, otrzymujemy dla przenikalnosci elektrycznej prozni wartosé
& =107/ 36m F/m.

Przenikalnos$¢ elektryczna prézni jest wielkoscia mianowana, a jej jednostka jest
farad/metr. W systemie Sl na mocy zaleznosci (3.1) mamy:

_ kulomb?>  c? A%t
niuton-metr?> N-m? kg-m®’

€o
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Wzor (3.1) wyznacza tylko wartos¢ sity dziakajacej na tadunki. Chcac zapisac te site
w postaci wektorowej wprowadzamy do réwnania (3.1) dodatkowo bezwymiarowy wektor
jednostkowy ey, lezacy na prostej taczacej fadunki o zwrocie od tadunku Q, do Q; i wzor
(3.1) wyznaczajacy wektor sity ma postac:

- A% o (3.2)

F
L 12 P

Nalezy pamietac, ze do zaleznosci (3.2) podstawiamy wzgledne wartosci fadunkéw, tzn. fa-
dunki wraz ze znakami. Spotkamy si¢ rowniez w literaturze z zapisem, w ktdrym zamiast
wektora jednostkowego e, wprowadza si¢ wektor r,. Wektor rq, jest wektorem lezacym
na prostej taczacej fadunki o zwrocie od fadunku Q, do Q; i wartosci réwnej odlegtosci ry,
miedzy tadunkami, a wiec wielkosciag mianowana o wymiarze odlegtosci. Przy takim zapi-
sie wzor (3.2) przyjmuje postac:

F _ QlQ2

= r,=-F,. (3.3)
Yoaneyd PP

3.2. Pole elektryczne

Warto zauwazy¢, ze sita oddziatywania migdzy tadunkami elektrycznymi nie jest wy-
wotana faktem bezposredniego ,,dotykania si¢” tadunkow, ale powstaje, mimo ze miedzy
fadunkami wystepuje pewna odlegtosé ri,. Uwazamy, ze wokét kazdego tadunku, w prze-
strzeni go otaczajacej, istnieje pole elektryczne E, ktdre przenosi informacje o tadunku do
kazdego punktu w przestrzeni otaczajacej tadunek zrddtowy. Pole elektryczne jest najcze-
sciej niewyczuwalne przez nasze zmysty i dopiero umieszczajac inny fadunek, tzw. tadunek
prébny i mierzac site na niego dziatajaca mozemy wykry¢ obecnosé¢ pola elektrycznego
w punkcie, gdzie znajduje sie tadunek probny. Oczywiscie takie tadunki probne moga si¢
znajdowac réwniez na naszym ciele i wtedy wyczuwamy obecno$¢ pola elektrycznego, do-
znajac niekiedy bolesnego porazenia zwiazanego z przeptywem tadunkéw elektrycznych.

Dla ilosciowego okreslenia pola elektrycznego wywotanego w punkcie P; obecnoscia
fadunku Q, w punkcie P, podzielimy obie strony wzoru (3.2) przez tadunek Q; i definiuje-
my wynik dzielenia sity F; przez tadunek Q; jako natgzenie pola elektrycznego
E(x1, V1, z1) = E(1) zaleznoscia:

EQ=t=-—2 e,

2
Q]_ 47[80 rlz

Jednostka natezenia pola elektrycznego jest V/m. Generalnie pomijajac indeks przy tadun-
ku zrodtowym, a wiec ktadac Q, = Q, pole elektryczne w punkcie Pi(X;, Y1, z1), wywotane
obecnoscia tadunku Q w punkcie Py(x,, Yo, 22),Wyraza sie zaleznoscia:

E)=—2e, (3.4)

2
4Anegry

Jak powiedziano powyzej obecnos¢ pola elektrycznego w punkcie P; mozemy stwier-
dzi¢, umieszczajac w tym punkcie tadunek i mierzac dziatajaca na niego site. Ten tzw. ta-
dunek prébny powinien by¢ maty w stosunku do tadunku zrédtowego, aby nie zaktocat je-
go pola i przyjmujemy umowe, ze jest to tadunek dodatni. Przyjecie tadunku dodatniego
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jest wygodne, gdyz pozwala nam bezposrednio z pomiaru sity dziatajacej na tadunek préb-
ny wyznaczy¢ natezenie pola elektrycznego w punkcie, gdzie znajduje sie tadunek.

Warto zwrdcié¢ uwage na fakt, ze wzdr (3.4) jest zapisem wektorowym, a wiec, obli-
czajac natezenie pola elektrycznego w uktadzie wspotrzednych prostokatnych, musimy wy-
znaczy¢ generalnie trzy sktadowe tego pola Ex(1), Ey(1) i EA1), kt6re opisuja zaleznosci:

E, (4, ¥1.2,) = Q% ~%) ;
dne, [()<1—x2)2 +(y, - YZ)2 +(z - 22)2]2

Ey(xl’ y17 21) — Q(yl B yZ) § (35)
4“50[()(1_)(2)2 +(y, =¥, f +(21_22)2]2

E,(4,%1,2) = Qz-2) .

4ne, [(Xi _Xz)z +(y, - y2)2 +(z - 22)2]E

Fakt, ze wokot tadunku punktowego Q istnieje pole elektryczne mozemy przedstawic¢
obrazowo za pomoca strzatek, ktérych kierunek pokrywa sie z kierunkiem pola w punkcie,
gdzie znajduje sie srodek strzatki (punkt obserwacji). Dtugosc strzatki jest proporcjonalna
do wartosci pola elektrycznego w punkcie obserwacji, a jej zwrot pokazuje zwrot wektora
pola elektrycznego w tym punkcie. Jest to obecnie czesto stosowany sposéb przy prowa-
dzeniu obliczen rozktadu pola elektrycznego za pomoca maszyn cyfrowych i jego wizual-
nej prezentacji.

Rysunki 3.2 i 3.3 przedstawiaja symbolicznie obraz rozkfadu pola wokot tadunku
punktowego dodatniego i ujemnego odpowiednio w ptaszczyznie z= 0. Rysunki tego typu
stuza jako pomocnicze narzedzie dla fatwiejszego wyobrazenia sobie rozktadu pola elek-
trycznego. Na podstawie wielkosci i zaggszczenia strzatek mozna okresli¢ miejsca, gdzie
natezenie pola elektrycznego osiaga najwigksze wartosci. Nie sa one w zadnym przypadku
materiatem, na podstawie ktérego, mierzac dtugos¢ strzatek, odczytujemy wartosci pola.
Na takie pytania odpowiada program obliczeniowy, podajac wyniki w postaci liczbowe;j.

A
~ “

e ~ g 7
A3 =z
RRTﬂz
< € <« & > > >
V4 ~N
e ¥INT g
L A
v ¥ N
b ~
v

Rys. 3.2. Obraz pola elektrycznego wokét dodatniego tadunku punktowego
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Rys. 3.3. Obraz pola elektrycznego wokét ujemnego fadunku punktowego

Z definicji natezenia pola elektrycznego tadunku punktowego (3.4) wynika, ze pole
jest liniowa funkcja tadunku, a wiec w jego obliczeniach dla zbioru K tadunkéw punkto-
wych Q¢ (k=1, 2, ..., K) mozna zastosowa¢ zasade superpozycji, obliczajac natezenie pola
Ex od poszczegblnych tadunkdw, a nastepnie sumujac pola poszczegélnych sktadowych,
obliczamy pole wypadkowe E(Pg) w punkcie Po(X, Y, 2):

E(xy,z)= € (3.6)

2
ko 4mEgTo

gdzie rOk=J(x—xk)2+(y—yk)2+(z—zk)2 to odlegtos¢ miedzy punktem obserwacji P,

a punktem Py(X, Vi Z0), W ktorym znajduje sie tadunek Q, natomiast ey jest wektorem jed-
nostkowym skierowanym od punktu Py do punktu Py (rys. 3.4).

Rys. 3.4. Zasada superpozycji dla wektora natezenia pola elektrycznego K fadunkéw punktowych

Korzystajac z zasady superpozycji, mozemy obliczy¢ rozktad natezenia pola elek-
trycznego wywotany dowolnym znanym rozktadem gestosci objetosciowej tadunku p badz
gestosci powierzchniowej o badz liniowej 7.

Rozpatrzmy objetos¢ V wypetniona znanym tadunkiem o gestosci objetosciowej
p(XY, 2 (rys. 3.5).
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Rys. 3.5. Ladunek objetosciowy p(x, Y, 2) w objetosci V

Tworzac prostopadtoscian o elementarnej objetosci dV, zgodnie z definicja tadunku
objetosciowego zawarty w niej tadunek jest dQ = pdV. Jezeli jest to tadunek punktowy,
wektor  natezenia  pola  elektrycznego dE  w  punkcie  P;  wynosi:
dE(1) = [(pdVs)/(4rer?iz)]er. Sumujac wszystkie tadunki elementarne dQ w objetosci V,
natezenie pola elektrycznego w punkcie P;(xq, Y1, z)) mozemy zapisa¢ w postaci catki obje-
tosciowej:

1 X5, Y,,2,)€e
E(Xl, yl, 21) — > J:[ p( 2 ):22 2) 12 dV2 (37)
0"y 12

gdzie rlz:\/(xz—xl)z+(y2—y1)2+(22—zl)2 — odlegtos¢ miedzy punktem Pa(Xz,Ys, 22) we-
wnatrz obszaru V, w ktérym obliczamy gestos¢ p(x,¥2,2) a punktem obserwacji
P1(xt, Y1, z1), wektor jednostkowy e, w uktadzie wspdtrzednych prostokatnych ma sktado-
we: [XI_XZ Y 21_2le

L) ) L)

W wyrazeniu podcatkowym we wzorze (3.7) wystepuja funkcje wektorowe e;, i mimo
eleganckiego krétkiego zapisu niestety, obliczajac te catke, musimy obliczy¢ generalnie
trzy calki dla sktadowych wektora jednostkowego. Przyczyna tego postepowania jest ba-
nalna i wynika z konstrukcji matematycznej catki jako sumy wielkosci skalarnych. Chcac
obliczy¢ taka symboliczna catke jak (3.7), musimy wybra¢ uktad wspotrzednych, najwy-
godniej ukfad wspdtrzednych prostokatnych, i rozpisaé trzy sktadowe wektora jednostko-
Wego erx(€r2x €12y, €127). Tym trzem sktadowym wektora jednostkowego odpowiadaja trzy
sktadowe natezenia pola elektrycznego E(E,, E,, E;,) w punkcie obserwacji.

Stosujac podobne rozumowanie, jak powyzej, mozemy wyznaczy¢ rozkiad pola elek-
trycznego wywotanego przez tadunek powierzchniowy o umieszczony na powierzchni S

_ 1 (%, Y2: %) €
B0, %,8) = jsj : ds,

12

badzZ fadunek liniowy T umieszczony na krzywej L:

1 T(Xzy y21 22)e12
E 1 ’ =

dl, .
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Podobnie, jak w przypadku tadunku objetosciowego, obliczenie rozktadu natezenia pola
elektrycznego za pomoca powyzszych catek generalnie wymaga obliczenia trzech niezalez-
nych catek dla poszczegdlnych sktadowych wektora natezenia pola elektrycznego.

Wydaje sig, ze majac mozliwos$¢ obliczenia pola elektrycznego za pomoca powyz-
szych wzorow catkowych, zakonczylismy problem elektrostatyki przynajmniej dla prézni.
Nawet najbardziej ztozone catki potrafimy obliczy¢ numerycznie. Nic wigc nie stoi na
przeszkodzie, aby napisa¢ program obliczania catek wielowymiarowych, korzystajac ze
znanych metod numerycznych i liczy¢ rozklad pola elektrycznego. Niestety, jak to si¢ cze-
sto moéwi, nasz problem jest ukryty w szczegdtach. Tym szczegotem jest fakt, ze praktycz-
nie, oprocz kilku mato istotnych przypadkdw, nie znamy rozkiadu fadunku czy to objeto-
sciowego, czy powierzchniowego, czy liniowego. Jezeli mamy w przestrzeni pewien roz-
ktad przestrzenny fadunku elektrycznego, to pole elektryczne wywotane przez fadunki two-
rzace ten rozkiad wystepuje rdwniez w obszarze, gdzie znajduja si¢ fadunki. Wiemy z defi-
nicji pola, ze jezeli tadunek Q znajdzie si¢ w polu elektrycznym E, to dziata na niego sita
QE, ktora powoduje, ze tadunki sie przemieszczaja. Nie potrafimy bez wykonania obliczen
uwzgledniajacych wiezy natozone na rozktad tadunku przewidzie¢ jego rozktadu. Wyko-
rzystamy zaleznoé¢ (3.7) dla uzyskania rezultatéw, ktore pozwola nam lepiej zrozumie¢ na-
ture pola elektrostatycznego i utatwia nam obliczenia jego rozktadu mimo nieznajomosci
rozktadu tadunkdw, ktore to pole generuja.

3.3. Prawo Gaussa

Na poczatek wykorzystamy konsekwencje faktu, ze w prawie Coulomba sita miedzy
fadunkami jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci miedzy nimi. Z tego
i z zasady superpozycji wynika, ze pole elektryczne, wywotane przez objgtosciowy rozkiad
fadunku p w objetosci V, jest opisane wzorem (3.7). Rozwazmy zamknigta powierzchnie S
znajdujaca Sie wewnatrz obszaru V (rys. 3.6).

Rys. 3.6. Wyprowadzenie prawa Gaussa

Obszar znajdujacy si¢ wewnatrz powierzchni S oznaczymy przez Ve, @ obszar
Vzew = V = Vew. Na podstawie wzoru (3.7) obliczymy pole elektryczne E; w punkcie P(1)
znajdujacym sie na powierzchni Si obliczymy strumien pola przez powierzchnie Si mamy:

U n, - EQAS = | Sj - nlgo U P(Z)rnzl €2 gy ds,

12
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gdzie n; jest wektorem normalnej zewnetrznej do powierzchni S w punkcie Py (rys. 3.6).
Przystapimy do obliczenia catki znajdujacej si¢ po prawej stronie powyzszej réwnosci.
Zmieniajac kolejnoéc’ catkowania i biorac pod uwagg, ze V =V, + V, mamy:

[, 0P o2 o= I 22 22amove - [ 221 B s,

12

Biorac pod uwagg, ze punkt P(1) lezy w obszarze Vi do catki powierzchniowej w drugim
skfadniku, mozemy zastosowa¢ znane z matematyki twierdzenie Gaussa:

H%dgz_mdw{%}%
S Vo,

12

gdzie oznaczenie div; 0znacza, ze obliczamy dywergencje wzgledem wsp6trzednych punk-
tu P(1). Znak minus w réwnosci wynika z faktu, ze n; jest normalna wewnetrzna dla obsza-
ru V,ew. Zapisujac w uktadzie wsp6trzednych prostokatnych wektor ey5/r1,%, mamy:

o _, X% Y1~ )
2 X y z
V. n r12 n

gdzie r12:\/(XZ_XI)Z+(y2_y1)2+(22_21)2’ a e, e, e — wektory jednostkowe ukladu

wspdtrzednych prostokatnych odpowiednio osi X, y i z Obliczajqc dywergencje wektora
e/, wzgledem zmiennych Xy, yi1, i, otrzymujemy divl(elz/rlz) a wiec obliczana catka

jest rowna zeru i pozostaje do obliczenia catka J‘” ”nl 1 ds,dv, - Niestety z obli-

4ne, re
czeniem tej catki mamy drobny klopot zwiazany z faktem, ze punkt P; lezy wewnatrz ob-
szaru View, CO powoduje, ze funkcja podcatkowa posiada w tym punkcie osobliwos¢ zwia-
zana z zerowaniem si¢ odlegtosci rq,. Dla uniknigcia tej trudnosci w matematyce stosuje sig
zabieg polegajacy na otoczeniu punktu P; kula o matym, a w granicy zmierzajacym do ze-
ra, promieniem r (rys. 3.6). Po wprowadzeniu tej matej kuli o powierzchni S zapiszemy
catke powierzchniowa w postaci:

n,-e n,-e n,-e n,-e

J’J' erlzdSl:,” 1r212dsl+“' 1r212dsl_“' 1r212 ds,
S 12 S 12 S 12 S 12

Suma dwéch pierwszych catek po lewej stronie powyzszej rownosci ogranicza objetosé

ograniczona powierzchniami Si S i rowna Vo = View — V. Wewnatrz tej objetosci funkcja

podcatkowa nie jest osobliwa, a wigc mozemy zastosowa¢ twierdzenie Gaussa, przeksztat-

cajac catke powierzchniowa na catke po objetosci:

e e

12
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Dywergencje wektora ey,/ri, obliczylismy dla Ve, i mozemy skorzysta¢ z tego wyniku,
PR 2 . ffny-€ n,-e ; ; ;
czyli divy(er/r1,?), a tym samym mamy: ”%d% =—”%d51 . Obliczenie ostatnie
S

12 S 12
catki po powierzchni matej kuli o promieniu r zmierzajacym do zera jest nietrudne. Wektor jed-
nostkowy ey, jest skierowany zgodnie z umowa na zewnatrz kuli i pokrywa sie z kierunkiem jej
promienia. Jednostkowy wektor normalnej n, jest skierowany do wnetrza kuli i pokrywa sig
z kierunkiem promienia, a wiec iloczyn skalarny ny-e;; = -1, gdyz kat miedzy obu wektorami
wynosi 180°. Odlegtos¢ ri, migdzy powierzchnia kuli a jej srodkiem wynosi r i jest stata. Obli-

2
czajac catke powierzchniowa, mamy: J' J‘ @dsl - J J‘ Lzelz ds = 4% — 47 . Reasumujac
r r
S S

r

12 12

u

przeprowadzone obliczenia, otrzymujemy prawo Gaussa dla pola elektrycznego w prozni:

HnEdS:ijciv (3.8)
S v 0

Otrzymany przez nas wynik stwierdza, ze strumien wektora natezenia pola elektrycznego
przez powierzchnig zamknieta S jest rowny catkowitemu tadunkowi zawartemu w objetosci
V ograniczonej przez powierzchnig S podzielonemu przez &, a wigc jeszcze raz mamy po-
twierdzenie, ze pole elektryczne jest polem zrodtowym. Zrédiem strumienia pola elek-
trycznego przez powierzchnig ograniczajaca pewien obszar przestrzeni jest tadunek istnie-
jacy w tym obszarze. Jezeli fadunek zawarty w obszarze ograniczonym powierzchnia Sbe-
dzie rowny zeru, to strumien przeptywajacy przez te powierzchnie musi by¢ réwny zeru.
Nie oznacza to, ze pole elektryczne na powierzchni S jest rowne zeru, a jedynie stwierdza,
ze rozktad pola w przestrzeni musi by¢ w tym wypadku taki, aby catka ze sktadowej nor-
malnej pola elektrycznego po powierzchni Sbyta réwna zeru. Nalezy pamietac, ze prawo
Gaussa odnosi sie tylko do strumienia pola elektrycznego przez powierzchnie zamknieta.
Podobnie jak przeksztatcilismy zasade zachowania fadunku z postaci catkowej na lo-
kalng posta¢ rézniczkowa rowniez mozemy przeksztatci¢ prawo Gaussa (3.8), korzystajac

z twierdzenia Gaussa: J”divAdV - “n-AdS stusznego dla dowolnego ciagtego pola wek-
\ S

torowego A. Korzystajac z tego twierdzenia mozemy réwnanie (3.8) zapisa¢ w postaci:

J.”{divE——p(x‘;y’ Z)}dv 0
v 0

i stosujac klasyczne postepowanie, ze warunkiem spetnienia powyzszej rownosci dla do-
wolnej objgtosci V jest zerowanie si¢ funkcji podcatkowej otrzymujemy jedno z czterech
rownan Maxwella;

dive =2 (3.9)
&o

Otrzymane réwnanie jest stuszne zaréwno dla pola statycznego, jak réwniez dla pola elek-
trycznego i tadunku bedacych funkcja czasu, czyli dla p6l dynamicznych lub, jak méwimy,
dla pola elektromagnetycznego.

Wykorzystanie prawa Gaussa w postaci (3.8) do wyznaczenia rozkladu pola elek-
trycznego praktycznie jest mozliwe tylko w kilku przypadkach. Gtéwna przyczyna jest
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zwiazana z nasza bardzo ograniczong umiejetnoscia rozwiazywania réwnan catkowych,
a réwnanie (3.8) przy zadanym rozktadzie gestosci objetosciowej stanowi rownanie catko-
we, z ktérego nalezatoby wyznaczy¢ wektor natezenia pola elektrycznego E. Mamy jednak
takie przypadki, gdzie na drodze rozwazan fizycznych wynikajacych z symetrii obiektu, po-
trafimy przewidzie¢ rozktad pola elektrycznego w przestrzeni i pozostaje nam tylko obli-
czy¢ jego wartos¢ liczbowa.

Wyznaczymy rozkiad pola elektrycznego wywotanego przez tadunek objetosciowy
p(r) znajdujacy si¢ wewnatrz kuli o promieniu R. Rozktad tadunku objetosciowego w kuli
jest zalezny tylko od odlegtosci r od srodka kuli. Rozwazymy dwa przypadki, a mianowi-
cie:

1) rozkiad réwnomierny p(r) = po,
2) rozktad opisany zaleznoscia p(r) = po(r/R)>.

Na podstawie symetrii sferycznej obiektu (kula) wybieramy uktad wspotrzednych sferycz-
nych r, 0, ¢ (rys. 3.7). Ggsto$¢ objetosciowa jest wielkoscia niezalezna od wsp6trzednych
katowych 6 i ¢, a wigc nie ma zadnej przyczyny, aby pole elektryczne zalezato od tych
wspotrzednych, czyli mozemy przyjaé, ze pole zalezy tylko od odlegtosci od srodka kuli r.
Ze wzgledu na symetrig sferyczna rozkiadu i jego niezaleznos¢ od zmiennych 6, ¢ nateze-
nie pola elektrycznego powinno mie¢ tylko sktadowa promieniowa, ktora oznaczymy jak
E(r) (rys. 3.7). Przyjmujemy powierzchni¢ sferyczna o promieniu r i srodku w poczatku
uktadu wspétrzednych i na mocy prawa Gaussa mamy:

IS.[n-Eds:J'VI p(xé—:'z)dv.

Z
E=eE(r)
L ew r
P(r,0,¢)
B
€y y

Rys. 3.7. Uktad wspotrzednych sferycznych r, 6, ¢; &, &, e, — wektory jednostkowe osi r, 6, ¢
odpowiednio. Pole elektryczne w punkcie P wywotane obecnoscia fadunku punktowego
w poczatku uktadu wspdtrzednych

Catka powierzchniowa jest tatwa do obliczenia, gdyz ze wzgledu na fakt, ze nat¢zenie pola
elektrycznego E ma tylko skfadowa promieniowa E(r), a kierunek normalnej pokrywa sie

z kierunkiem wektora jednostkowego €, mozemy zapisaé ”n-EdS=HE(r)dS- Wartosé
Sf ST

sktadowej E(r) jest wielkoscia stata na powierzchni kuli o promieniu r, stad mamy

J‘J’n.EdszﬂE(r)dszE(r)“'d5=4m2|g(r), gdyz catka powierzchniowa po powierzchni

S S S

kuli jest réwna jej powierzchni.
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W przypadku catki objetosciowej z gestosci tadunku elektrycznego musimy nie tylko
rozwazy¢, ze mamy dwa rozne rozktady, ale réwniez uwzgledni¢, czy promien r po-
wierzchni obliczeniowej jest mniejszy, czy wigkszy od promienia R kuli, we wnetrzu ktorej
znajduje si¢ tadunek. Jak wspomniano przy opisie prawa Gaussa, jedynie fadunek wewnatrz
powierzchni S wytwarza pole na tej powierzchni. W przypadku r < R catka objetosciowa
w przypadku 1 przyjmuje postac:

L] Molv=zjird(pfsinmaiﬂrzdr=fnr3&,
v & 5 % 5 €0 3 &

a w przypadku 2 gestosci bedacej kwadratowa funkcja promienia mamy:
2r 4 r 2
p(xlyvz) - po(rj 2 4 5100
2. =22 dV = | de|sin@do| —| — | rdr=——ar’>—.
.U.[ £ .([ (p! !50 R 5R2n

€o

Dlar > Rw przypadku 1 bedzie:

1. IJ' MdV:Td(p]{sinajejs&rzdr:inRS&,
v, & 0 0 0

& 3 &
aw drugim:
(X V,2) T g r\’ 4
2, ” %dv#d(pjsinedej&[—j r2dr =2 7R 0
& &\ R 5 &
v, 0 0 0
Na mocy prawa Gaussa otrzymujemy dla statej gestosci:
Lot dlar<R
1 E(r)=]%
. —_ R3
pg dlar >R.
3g,r

Warto zauwazy¢, ze pole wewnatrz kuli zawierajacej rdwnomiernie roztozony tadunek
przestrzenny zmienia sie liniowo w funkcji odlegtosci od srodka kuli. Natomiast dla r > R,
czyli na zewnatrz kuli, mamy E(r) = Q/4n&r?, a wicc pole ma rozktad identyczny z rozkta-
dem tadunku punktowego Q = (4nR’py)/3, ktéry znajduje si¢ w srodku kuli. Réwnie waz-
nym wynikiem jest ciagtos¢ pola dlar = R Czy obliczamy pole elektryczne ze strony r <R,
czy ze strony r > R, to dla r = Rwynik jest identyczny. Jest to wazna cecha ciagtosci skia-
dowej normalnej wektora natgzenia pola elektrycznego.
Dla gestosci objgtosciowej zaleznej od kwadratu odlegtosci r mamy:

Lzr3 dlar <R
5¢,R
0 dlar>R.
Se,r

Natezenie pola elektrycznego wewnatrz kuli zmienia sig¢ z trzecia potgga promienia dla
rozktadu gestosci fadunku objetosciowego bedacego kwadratowa funkcja promienia. Na-
tomiast na zewnatrz mozemy napisa¢ E(r > R) = 0,6Q/4n&r?, a wiec jezeli tadunek obli-
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czymy tak jak przy rozkladzie réwnomiernym z zaleznosci Q = (4nR’p,)/3, to pole na ze-
wnatrz jest mniejsze i jego maksymalna wartos¢ osiagana na powierzchni kuli wynosi tylko
0,6 wartosci pola dla réwnomiernego rozktadu tadunku.

Z naszych obliczen wynika wniosek, ze obliczajac pole elektryczne wywotane przez
fadunek objetosciowy musimy zna¢ jego rozktad w przestrzeni, gdyz sposob rozmieszcze-
nia fadunku wplywa istotnie na wartos¢ pola. Powstaje pytanie, czy mierzac rozktad pola na
zewnatrz obszaru zajetego przez tadunek objetosciowy, jesteSmy w stanie odtworzy¢ roz-
ktad przestrzenny tego fadunku? Postawione pytanie nalezy do bardzo trudnych proble-
mow, gdyz jak wida¢ z poréwnania rozktadu pola elektrycznego dla r > R, w obu przypad-
kach charakter zmiennos$ci pola jest identyczny, czyli pole maleje z kwadratem odlegtosci.
Analizujac przebieg zmian pola w funkcji odlegtosci, nie uzyskamy zadnych uzytecznych
informacji na podstawie znajomosci charakteru jego zmiennosci na zewnatrz obszaru, gdzie
znajduje si¢ tadunek. Oczywiscie mozemy stwierdzi¢, ze maksymalna wartos¢ natezenia
pola elektrycznego jest mniejsza, ale aby to oceni¢ musimy zna¢ natgzenie pola przy roz-
ktadzie réwnomiernym i mdc rozsadnie przyja¢ po w obu przypadkach. Dla prostej geome-
trii sferycznej juz wida¢ trudnosci, jakie mamy z identyfikacja rozktadu tadunku, a dodat-
kowe komplikacje beda zwiazane z ksztattem obszaru, w ktérym jest roztozony tadunek.
Przedstawiony problem nalezy do grupy tzw. probleméw odwrotnych i jest jednym z naj-
trudniejszych zadan, jakie czesto inzynier musi rozwiazac.



Rozdziat 4

POLE CENTRALNE, POTENCJAL,
PRACA W POLU ELEKTRYCZNYM

4.1. Pole elektrostatyczne jako pole centralne

Obecnie zbadamy wnioski wynikajace z faktu, ze pole elektryczne generowane przez
wiele zrddet spetnia zasade superpozycji. Na podstawie tej wlasnosci pola elektrycznego
wyznaczamy pole elektryczne dla poszczeg6lnych Zrédet, a nastepnie wyznaczamy wypad-
kowe pole, sumujac pola sktadowe. Oznacza to, ze jezeli udowodnimy pewna og6lna wiha-
snos¢ pola elektrycznego dla pojedynczego tadunku elektrycznego, to za pomoca zasady
superpozycji bedziemy mogli przeniesé¢ te whasnosé na uktad tadunkéw (3.6) badz ciagty
rozktad fadunku (3.7).

Pole elektryczne w punkcie P; wywotane przez tadunek punktowy Q znajdujacy si¢
w punkcie P, okresla zaleznos¢ (3.4). Pole okreslone taka zaleznoscia nazywamy polem
centralnym. Mowimy, ze statyczne pole elektryczne, podobnie jak pole grawitacyjne, jest
polem centralnym. Pole centralne ma fundamentalna wiasnos¢, a mianowicie, praca wyko-
nana w takim polu miedzy dwoma punktami A i B jest niezalezna od drogi, po jakiej przej-
dziemy z punktu A do B. W celu wykazania, ze praca Wxg miedzy punktami A, B jest nie-
zalezna od sposobu przejscia z punktu A do punktu B w polu elektrostatycznym rozpocz-
niemy od analizy sytuacji dla tadunku punktowego, a nastepnie, korzystajac z zasady su-
perpozycji, uogéinimy nasz wynik na dowolny rozktad tadunkéw.

Rys. 4.1. Interpolacja krzywej catkowania we wzorze (4.1)

W polu elektrycznym wytworzonym przez fadunek punktowy Q rozpatrzymy prace
wykonang przy przemieszczaniu fadunku prébnego g po krzywej zamknietej L (rys. 4.1).
Praca Wwykonana przez sit¢ F po krzywej L jest dana zaleznoscia:

W:jF.ou
L
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gdzie wektor dl — pokrywa si¢ z kierunkiem stycznej do krzywej L, jego zwrot jest wybrany
w ten sposob, ze obchodzimy krzywa tak, aby jej wnetrze mie¢ po lewej stronie, a jego
wartos¢ jest rowna elementarnej dtugosci tuku di. Obliczamy pracg wykonang przy prze-
mieszczaniu tadunku prébnego g. Zgodnie z definicja natezenia pola elektrycznego E, wy-
wotanego przez tadunek Q, na fadunek prébny q dziata sita F = qE. Podstawiajac do po-
wyzszej catki i wylaczajac przed znak catki staty tadunek prébny g, mamy:

wzﬁEm (4.1)
L

Dla obliczenia catki (4.1) aproksymujemy krzywa L tukami okregdw o $rodku w punkcie,
gdzie znajduje sie tadunek Q i konce tukéw potaczymy odcinkami, ktdre pokrywaja sie
z promieniem tuku (rys. 4.1). Jezeli bedziemy stosowali coraz krdtsze tuki, to jest oczywi-
ste, ze w granicy otrzymamy wartos¢ catki (4.1). Taka aproksymacja catkowania ma te za-
lete, ze pole elektryczne na tukach jest prostopadte do stycznej do tego tuku, co wynika
z konstrukcji tuku. Przemieszczajac tadunek prébny po tuku, nie wykonujemy zadnej pra-
cy, gdyz iloczyn skalarny E-dl jest réwny zeru, poniewaz na tuku oba wektory sa wzajem-
nie prostopadte. Wynika to z faktu, ze pole elektryczne E jest polem centralnym, a srodek
tuku znajduje sie¢ w centrum pola. Pozostaje nam do policzenia catka po odcinkach tacza-
cych kolejne tuki i pokrywajacych sie z promieniem wodzacym tuku. Na tych odcinkach
kierunek pola elektrycznego pokrywa sig¢ z kierunkiem odcinka stanowiacego droge catko-
wania wigc E-dl = Eq,, gdzie E jest wartoscia pola na odcinku, a dr elementem diugosci.
Biorac pod uwage definicje pola elektrycznego dla fadunku punktowego (3.4) dla k-tego

Mes1
odcinka o koncach w punktach k, k+1 mamy J‘Ldr:& 11
Y Amegr? dneg (e Ten
k

Sumujac udziaty wszystkich odcinkéw od pierwszego do ostatniego, mamy:

[Ea--9 [1_1 11, L_i+i_i+m+i_LJ
i dmngg (1 T, 1, T 1 " T Tkn ks Tk
Sumujac wszystkie sktadniki, otrzymujemy: J'E.d|s Qi_1 ,alery =rg (rys.4.1), co
1 dney\r T

oznaczaJ'E.d| ~ 0 . Ostatecznie po przejsciu do granicy otrzymujemy bardzo istotny wynik:
L
j5m=o (4.2)
L

Wynik powyzszy otrzymalismy, co prawda, dla pola elektrostatycznego tadunku punkto-
wego, ale zasada superpozycji, ktéra pole elektryczne spetnia, pozwala nam uog6lni¢ ten
wynik dla dowolnego rozktadu tadunkéw. Warto osiagniety przez nas wynik podsumowac
W postaci stwierdzenia:

Przemieszczajac tadunek w polu elektrostatycznym po drodze zamknigtej,
nie wykonujemy zadnej pracy.

Dowod, ze praca przy przemieszczaniu fadunku z punktu A do punktu B nie zalezy od dro-
gi po jakiej przejdziemy z punktu A do B jest prosta konsekwencja powyzszego stwierdze-
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nia. Wezmy dowolna krzywa zamknigta L przechodzaca przez punkty A i B (rys. 4.1) i roz-
t6zmy ja na dwie krzywe Lag i Lga. Zachodzi oczywisty zwiazek wynikajacy z wlasnosci

catki krzywoliniowej, a mianowicie: J.E-dlz IE~dI+ IE-dI:O- Biorac pod uwagg, ze
L LAB LBA
zmiana kierunku catkowania na tuku Lga zmienia znak catki mamy: jE~d| =— IEdl,

LBA LABO
gdzie dla podkreslenia, ze tuk Lago jest rézny od tuku Lag wprowadzono wskaznik O (rys.
4.1). Ostatecznie otrzymujemy j E-dl = I E-dl - Otrzymany wynik potwierdza, ze nieza-

LAB LABO
leznie od drogi, jaka dojdziemy z punktu A do B, wartos¢ catki bedzie tylko funkcja poto-
zenia punktow koncowych drogi. Mozemy wigc zapisa¢ catke jako roznice jej wartosci
w punktach koncowych A i B:
B

[E-di=p(B)-0(n) (4.3)

4.2. Potencjat elektryczny

Funkcje skalarna ¢(A), ¢(B) nazywamy potencjatem elektrycznym w punkcie odpowied-
nio A, B i méwimy o polu skalarnym potencjatu elektrycznego ¢(x,y, 2). Jednostka potencjatu
elektrycznego jest volt [V]. Potencjat elektryczny zdefiniowany wzorem (4.3) nie jest okreslony
jednoznacznie, gdyz wartos¢ catki zawsze zalezy od réznicy potencjatu w punktach koncowych
krzywej catkowania. Jezeli dodamy do wartosci potencjatu ¢(x, Y, 2) dowolna stata C i utworzy-
my nowy potencjat w(x,y,2) = p(x,y,2) + C, to wartos¢ catki (4.3) nie ulegnie zmianie, gdyz

B
JE-dI =p(A)-9(B)= p(A)+C—[p(B)+C]=w(A)-w(B)- Dla jednoznacznego okreslenia po-
A

tencjatu elektrycznego trzeba wprowadzi¢ dodatkowy warunek, przyjmujac tak zwany po-
tencjat odniesienia. Sposob przyjecia potencjatu odniesienia nie jest sprawa bardzo istotna
gdyz naszym zasadniczym celem jest obliczenie rozktadu pola elektrycznego, a to jest zaw-
sze funkcja réznicy potencjatéw.

Wykazemy obecnie, ze jezeli znamy rozktad potencjatu elektrycznego w pewnym ob-
szarze przestrzeni V, czyli znamy wynik catkowania wektora natezenia pola elektryczne-

B
gOIE-dI dla dwdch dowolnych punktéw bedacych koncami dowolnej drogi miedzy tymi
A

punktami, to potrafimy wyznaczy¢ pole elektryczne E w obszarze V. Innymi stowy, roz-
wiazemy rownanie catkowe (4.3) przy danej wartosci prawej strony.
Rozpatrzmy dwa punkty A(l) i B(I +dlI) (rys. 4.2) znajdujace si¢ w niewielkiej odle-

B
gtosci dl od siebie. Obliczajac catke I E.dI po linii prostej taczacej oba punkty i korzystajac
A

z twierdzenia o wartosci $redniej w rachunku catkowym, mozemy napisac:

TE-dI = Eg(m)d = o(1)-o(l +dI),
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gdzie punkt # lezy na odcinku migdzy punktami A, B. Dzielac przez dl i przechodzac do
granicy, otrzymujemy:
do
EqA)=—T,
L(r)=-5

gdzie dg/dl oznacza pochodna kierunkowa wzdtuz prostej | przechodzacej przez punkt A.
Znak minus w powyzszym réwnaniu wynika z przyjetej umowy, ze tadunkiem probnym
jest tadunek dodatni.

E B(l+dl
PO

A(l E,
A

Rys. 4.2. Obliczenie natgzenia pola elektrycznego

Przyjmujac uktad wspotrzednych prostokatnych X, y, z i kierujac prosta | wzdtuz od-
powiednich osi mamy:

9
E =—2%
X X
dg
E, =—2% 4.4
v = oy (4.4)
__9¢
z 0z

czyli znajac rozkiad potencjatu elektrycznego ¢(X,y, 2) w objetosci V, mozemy wyznaczy¢
sktadowe wektora natezenia pola elektrycznego E,, E,, E, w tym obszarze, obliczajac od-
powiednie pochodne potencjatu (4.4). Ze wzgledu na fakt, ze pole elektryczne jest wekto-
rem, mozemy wnioskowa¢, ze rowniez trzy pochodne czastkowe potencjatu tworza wektor.
Wektor ten nazywamy gradientem i uktad réwnan (4.4) zapisujemy krotko:

E=—gradg (4.5)
lub, korzystajac z operatora nabla, mamy:
E=-Vg.

Otrzymany przez nas wynik jest bardzo wazny, gdyz pozwala on w istotny sposob
zmniejszy¢ wysitek zwiazany z obliczaniem pola elektrycznego. Jezeli bedziemy potrafili
wyznaczy¢ skalarne pole potencjatu elektrycznego dla danego rozkitadu tadunku, co ozna-
cza koniecznos¢ wyznaczenia tylko jednej funkcji skalarnej, to obliczenie pola jest juz bar-
dzo proste. Na podstawie zaleznosci (4.4) musimy tylko generalnie obliczy¢ trzy pochodne
czastkowe odpowiednio w kierunku osi X, y i z, co jest znacznie prostsze nizeli obliczanie
trzech catek. Pozostaje nam tylko zbudowanie odpowiednich wzoréw i rozpoczniemy, jak
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zwykle, od tadunku punktowego, a nastepnie, korzystajac z zasady superpozycji, uogélni-
my dla dowolnego rozkfadu.

B(r,) !

Rys. 4.3. Potencjat fadunku punktowego

Dla tadunku punktowego Q (rys. 4.3) jego pole elektryczne E ma w uktadzie wspot-
rzednych sferycznych r, 6, y tylko sktadowa promieniowa E(r) = Q/(4meor?), gdzie r — od-
legtos¢ od punktu, w ktérym znajduje si¢ fadunek. Wybieramy droge catkowania pokrywa-
jaca si¢ z promieniem r i catkujac od punktu A(r;) do punktu B(r,), otrzymujemy:

) fy
E-dl = [E(r)dr = Q _Q
) Ame,r,  Ame,r,

gdzie potencjat w punkcie A jest ¢(A) = Q/(4n&ry), a w punkcie B — ¢(B) = Q/(4me&yry).
Dla usunigcia niejednoznacznosci w okresleniu potencjatu wystarczy natozy¢ logiczny fi-
zycznie warunek, ze potencjat w nieskonczonej odlegtosci od tadunku zrodtowego jest
rowny zeru. Oznacza to, ze umieszczajac punkt B w nieskonczonosci, co jak widac z zalez-
nosci ¢(B) = Q/(4n&r,) prowadzi do zerowania si¢ potencjatu, nie mozna do potencjatu
w punkcie A i B dopisa¢ dowolnej statej. Tak wiec, przyjmujac umowe 0 zerowaniu sie po-
tencjatu w nieskonczonej odlegtosci od Zrédta dla tadunku punktowego, mamy jedno-
znacznie okreslony potencjat, ktory w odlegtosci r od tadunku wyznaczony wzorem:

o(r)=—2 4.6)

Aneyr

Powierzchnig, na ktdrej wartos¢ potencjatu jest stata, nazywamy powierzchnia ekwi-
potencjalna. Wyznaczamy te powierzchnie, rozwiazujac rownanie:

(p(X, y! Z) = qu: (47)

gdzie @, jest potencjatem danej powierzchni ekwipotencjalnej. Przyjmujac r6zne wartosci
@, otrzymujemy rodzing powierzchni ekwipotencjalnych dla pola skalarnego potencjatu
elektrycznego o(x, Y, 2). W przypadku tadunku punktowego powierzchnie ekwipotencjalne
sa wspotsrodkowymi powtokami kulistymi o promieniu R; = Q/(4ng®), i=1,2, ..., 1.
Rozktad powierzchni ekwipotencjalnych dla dodatniego tadunku punktowego o wartosci
Q = 1n C przedstawiono na rys. 4.4, a dla tadunku ujemnego Q =-1nC na rys. 4.5. Jedno-
czesnie na rysunkach narysowano wektor pola elektrycznego E, ktory jest styczny do linii
wychodzacych z punktu, gdzie znajduje sie tadunek i prostopadty do powierzchni ekwipo-
tencjalne;j.

Czesto przedstawia sie pole elektryczne, rysujac powierzchnie ekwipotencjalne i linie
sit, do ktorych jest styczny wektor natezenia pola elektrycznego. Linie sit rysujemy zawsze
prostopadle do powierzchni ekwipotencjalnych. Wynika to z faktu, ze wektor pola elek-
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trycznego jest gradientem potencjatu (4.5), a wiec jego skfadowe sa obliczane jako pochod-
ne potencjatu. Poniewaz powierzchnia ekwipotencjalna charakteryzuje sie statym potencja-
tem, wiegc pochodne potencjatlu w kierunku stycznych do powierzchni sa réwne zeru ze
wzgledu wihasnie na statos¢ potencjatu. Jedyna rézna od zera pochodna potencjatu jest po-
chodna normalna do powierzchni, co oznacza, ze pole elektryczne jest prostopadte do po-
wierzchni ekwipotencjalnej.

O, wV
10

—20
40
—80

Rys. 4.5. Powierzchnie ekwipotencjalne fadunku punktowego Q =-1nC

Matematycznie mozemy potwierdzi¢ nasze rozumowanie, obliczajac normalna do po-
wierzchni (4.7). Sktadowe normalnej n(ny, ny, n,) do powierzchni ekwipotencjalnej w ukta-
dzie wspdtrzednych prostokatnych wyrazaja si¢ wzorami:

Pix

e V@02 40,2 +(9.,)?
n, = Py
V@02 +(0,)? +(p,,)?
?,

n, =
V@02 +(0,)? +(9.,)?

gdzie dla skrocenia zapisu pochodne czastkowe o0znaczono 0@/ox= @y 0@y = @,;
0¢loz= ¢, Ale zgodnie z (45) mamy: E=-¢x E=-¢y E=-¢;
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i E= \/((/,,X )2 +(¢.,)? +(p,,)? Jest modutem natezenia pola elektrycznego, a wigc kierunek

wektora normalnej do powierzchni ekwipotencjalnej pokrywa sie z kierunkiem natezenia
pola elektrycznego na tej powierzchni poniewaz sktadowe obu wektoréw sa jednakowe co
do wartosci bezwzglednej.

Powrd¢émy do naszego problemu poczatkowego, a mianowicie stwierdzilismy, ze jeze-
li wyznaczymy pole tadunku punktowego, to korzystajac z zasady superpozycji, ktora row-
niez spetnia potencjat elektryczny, wyznaczymy rozkiad potencjatu elektrycznego dla do-
wolnego rozkfadu tadunku o gestosci objgtosciowej p(X,y, 2). Postgpowanie nasze niczym
nie rozni si¢ od postepowania przy obliczaniu pola elektrycznego dla znanego rozktadu ta-
dunku objetosciowego p w obszarze V z tym, ze teraz mamy pole skalarne, a wigc oblicze-
nia sa znacznie prostsze (rys. 4.6).

o(P)
PI(XDYUZI)

Rys. 4.6. Ladunek objetosciowy p(x, y, 2) w obszarze V

Podobnie jak przy obliczaniu pola elektrycznego, wycinamy w obszarze V niewielka
kostke o objetosci dV; i traktujac tadunek dQ = p(x,y, 2dV, jako tadunek punktowy, znaj-
dujemy potencjat dp(xy, y1, 1) W punkcie P;. Zgodnie z réwnaniem (4.6) mamy:

(x2 Y5, 2, )dV

dolx, v;,2)="2 o
0'12

i sumujac zgodnie z zasada superpozycji udziaty wszystkich tadunkéw znajdujacych sie
w objetosci V, otrzymujemy potencjat elektryczny'

ol v,z ﬂ £l v 2N, (48)

4dmeyl,

gdzie jak zwykle r, =\/(x1—x2) +(y,—y,F +(z —2)* odlegtos¢ migdzy punktami Py i P,.

Stosujac analogiczne postepowanie dla tadunku powierzchniowego o znajdujacego sie na
powierzchni S mamy potencjat elektryczny:

P Xz yzvzz
, 4.9
o, 1.2 f yEm—— (4.9)

i dla tadunku liniowego z roztozonego na krzywej L.:
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pXZ'yZ'ZZ

4.10
4neyly, ( )

X1 Y4

W przypadku fadunku liniowego warto osobno rozpatrzy¢ przypadek fadunku umiesz-
czonego na dtugiej prostoliniowej nici. W ten spos6b najczesciej modelujemy przewody
energetycznej linii napowietrznej. Okreslenie, ze linia jest dluga oznacza pominigcie wpty-
wu koncdw linii na rozktad pola elektrycznego. Pomijajac te, jak médwimy, efekty kranco-
we zakladamy, ze linia jest nieskonczenie dtuga. Taki model daje zadowalajace wyniki, je-
zeli nie odsuwamy sie na od linii na odlegtos¢ nie wigksza niz 1-2 dtugosci linii, co w
praktyce czesto jest spetnione. W przypadku linii napowietrznej jako dtugosé linii przyjmu-
jemy odstep miedzy dwoma kolejnymi stupami podporowymi linii.

Rozpatrujemy nieskonczenie dtuga ni¢ natadowana statym tadunkiem liniowym z.
Przyjmujemy uktad wsp6trzednych cylindrycznych r, 6, z (rys. 4.7), ktdrego o$ z pokrywa
si¢ z nicia. Rozk}ad tadunku liniowego 7 jest niezalezny od kata @ ze wzgledu na symetrig
cylindryczna nici oraz wspdtrzednej z ze wzgledu na nieskonczong dtugosé nici. Pole elek-
tryczne wywotane przez ten tadunek nie zalezy ani od 0, ani od z Pole elektryczne jest je-
dynie funkcja wspdtrzednej r bedacej odlegtoscia od nici.

Z /N

Rys. 4.7. Ladunek liniowy roztozony wzdtuz prostej

Ze wzgledu na nieskonczona dtugos¢ nici natadowanej statym tadunkiem z i jej syme-
trie cylindryczna pole elektryczne wokot nici jest skierowane wzdtuz promienia r (rys. 4.7),
€O 0znacza, ze w uktadzie wspdtrzednych cylindrycznych, w ktérym dowolny wektor A ma
trzy sktadowe A, Ay i A, pole elektryczne ma tylko sktadowa promieniowa E, oznaczana
dalej jako E. Jezeli wiemy, ze pole elektryczne nici ma tylko sktadowa promieniowa i jest
ona zalezna tylko od r, to do obliczenia pola elektrycznego najwygodniej zastosowac prawo
Gaussa. Budujemy walec o osi pokrywajacej si¢ z nicia i dtugosci tworzacej L, promieniu r.
Stosujac prawo Gaussa, mamy:

&

J'SJ' E-ndS= IdzTE(r)rda =2nLr E(r) = Ig_fo Y

i obliczajac E(r):
E(r) =

4.11
2n€0 ( )
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Obliczajac catke (4.3), w ktdrej droge catkowania przyjmujemy w postaci linii pokrywajacy
sig z promieniem r, mamy:

iE~dI:TE(r)dr: ‘ |n(iJ— ‘ In[iJ:(/}(A)—(p(B).

2ney, \rp) 2mgy \rg

Niestety nie mamy tak prostej sytuacji jak w przypadku tadunku punktowego. Teraz skiad-
nik In(l/rg) dazy do +o lub —o w zaleznosci czy rg zmierza do zera czy do nieskonczono-
sci. To, ze potencjat jest nieograniczony w nieskonczonosci jest zwiazane z modelem nie-
skonczenie dtugiej nici. Jednak catka, ktora zalezy od stosunku odlegtosci In(rg/ra) ma
okreslona warto$¢ i nie sprawia ktopotow z wymiarami (nie obliczamy In z metréw), gdyz
zawsze wystepuje stosunek odlegtosci.

Wiemy z poprzednich rozwazan, ze potencjat mozemy okresli¢ z doktadnoscia do sta-
tej, ktéra eliminujemy, przyjmujac potencjat odniesienia. Dla zachowania wzoru (4.3)
przyjmiemy, ze potencjat nieskonczenie dtugiej nici natadowanej tadunkiem liniowym z
w punkcie odlegtym o r od nici okresla zaleznos¢:

o(r)=—"- In(lj (4.12)

2neg, \r

Dla uniknigcia ktopotéw wymiarowych mozemy przyjmowac, ze w liczniku wyrazenia pod
logarytmem mamy 1 metr. Zaleznos¢ (4.12) okreslajaca potencjat elektryczny natadowanej
linii wykorzystujemy, rozwiazujac tzw. zadania dwuwymiarowe. Zadanie dwuwymiarowe,
to takie, gdzie potencjat jest funkcja dwdch zmiennych. Rozpatrzymy przyktad demonstru-
jacy zastosowanie potencjatu opisanego wzorem (4.12).

Dana jest cienka, nieskonczenie diuga tasma o szerokosci 2a natadowana tadunkiem
powierzchniowym o(x) = oy, gdzie X — jest wsp6trzedna liczona od $rodka tasmy (rys. 4.8).
Postawione przez nas zadanie jest technicznie wazne, gdyz opisuje rozktad pola elektrycz-
nego wokét dtugiego pasa transmisyjnego. Przyjmijmy uktad wspdtrzednych prostokatnych
XY, zjak narys. 4.8. Poniewaz tasma jest nieskonczenie dtuga potencjat elektryczny wokot
niej nie bedzie zalezat od zmiennej z, co oznacza, ze jest tylko funkcja zmiennych X i vy,
czyli nasze zadanie jest zadaniem dwuwymiarowym.

VA P(xy)
r
x,. 9%
—] >
X
2a
1=0dX,

Rys. 4.8. Dtuga tasma natadowana fadunkiem powierzchniowym o

tadunek liniowy 7 = adX, znajdujacy si¢ na nieskonczenie diugiej nici generuje w punkcie
P(x, y) potencjat dp okreslany zaleznoscia:
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o (Xy)dx, In 1
ey | J(x=x, F +y?

Sumujac potencjat od wszystkich nici, otrzymujemy:

do(xy) =

Taodxo In 1

o(xy) =
2270 | Jlxx fory?

a po wykonaniu catkowania mamy potencjat wokét tasmy:

In

o(xy) S .

2 2
a — —
9|, X aln[ (x—a)’ +y ]_x+a
a

= 2
2ne, a

Y amg[ﬂj_amtg[ﬂj
a y y )

gdzie dla uzyskania bezwymiarowych wyrazen pod znakiem logarytmu do potencjatu do-
dano stata C = (0pa)/(2ng) [(x - a)/a] In(1/a) — [(x + a)/a] In(1/a). Znajac rozkiad potencija-
tu wokét tasmy, wyznaczymy pole elektryczne, co jest zasadniczym celem naszych obli-
czen. Poniewaz potencjat zalezy tylko od dwdch zmiennych x, y w ukfadzie wspétrzednych
prostokatnych, wigc pole elektryczne ma tylko dwie sktadowe E, i E,. Sktadowa natgzenia
pola elektrycznego na o$ x jest:

2 2
E =g o, In{ (x+a) +y }

2ne, |\ (x-a) +y?

a sktadowa na 0s$ y okresla wyrazenie:

E,=-0,,= % arctg| X2 |—arctg| 222
2ne, y y

Obliczmy natezenie pola elektrycznego na linii y = 0. Podstawiajac do powyzszych wzoréw
dla sktadowej na 0§ x: Ex = (ov)/(2n&) In|(x + @)/(x— a)|, a sktadowa na o$ y: E,=0 dla
x ¢ [-a, a]. Jezeli bedziemy zblizali sie do krancow tasmy x = +a, to pole elektryczne be-
dzie osiagato bardzo duze wartosci. Oczywiscie, jezeli musimy policzy¢ pole doktadnie na
brzegu tasmy x = £a, to obliczajac sktadowa E, znajdujemy wartos¢ oo dla dowolnego sta-
tego tadunku powierzchniowego na tasmie. W rzeczywistosci sytuacja nie wyglada tak tra-
gicznie, poniewaz przy zblizaniu sie do brzegdw tasmy istotna role zaczyna odgrywac gru-
bos¢ tasmy i krzywizna jej brzegu na koncu.

Dla zobrazowania na rys. 4.9 narysowano rozktad linii ekwipotencjalnych. Dla nary-
sowania tego rozkfad przeksztatcono wzor opisujacy potencjat do postaci bezwymiarowej,
wprowadzajac wspotrzedne bezwymiarowe X = ay i y = a oraz wprowadzajac bezwymia-
rowy potencjat @ zaleznoscia @ = ¢ (21n&)/(0va). Zaleta wykonania rysunku w zmiennych
bezwymiarowych jest to, ze rysunek jest prawdziwy dla dowolnej gestosci powierzchnio-
wej i dowolnej szerokosci tasmy.
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Rys. 4.9. Rozktad linii ekwipotencjalnych bezwymiarowego potencjatu @.
Linia pogrubiong oznaczono potozenie tasmy

Jezeli chcemy mie¢ rysunek dla konkretnych danych wystarczy odpowiednie przeskalowa-
nie bezwymiarowego potencjatu @ i wspdtrzednych #, &

Z wykazanego powyzej prawa, ze catka z wektora natezenia pola elektrycznego
w elektrostatyce jest niezalezna od drogi (4.2), wynika drugie z podstawowych réwnan réz-
niczkowych Maxwella w elektrostatyce.

Dla wyprowadzenia tego rdwnania rozpatrzmy krzywa zamknigta L i na tej krzywej
rozpinamy powierzchnig S(rys. 4.10).

Rys. 4.10. Powierzchnia w twierdzeniu Stokesa

W analizie wektorowej mamy twierdzenie Stokesa, kt6re stwierdza, ze dla pola wekto-
rowego A posiadajacego ciagte pochodne zachodzi:

jA-on :”n-rotAds (4.13)
L S

gdzie n — wektor normalnej jednostkowej do powierzchni S Zwrot wektora normalnej n
jest zgodny z ruchem postepowym $ruby prawoskretnej obracanej zgodnie z obiegiem
krzywej L. Obieg krzywej L przyjmujemy w ten sposéb, ze obchodzac krzywa L obszar S
mamy po lewej stronie. W wyniku operacji rotacji otrzymujemy wektor, ktéry w uktadzie
wspbtrzednych prostokatnych wyraza si¢ zaleznoscia:

rotA =e {ai—aij+e [ai—ai]+e [ai—aij (4.14)
“lay 9z ) Yoy ox) “lox oy
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gdzie A, A, A, sktadowe wektora A odpowiednio na osie X, y, z o wektorach jednostko-
wych e, g,, €, odpowiednio. W symbolicznym zapisie za pomoca operatora nabla zapisu-
jemy rotacje w postaci symbolicznego iloczynu wektorowego:

rotA =VxA. (4.15)

Zastosujemy twierdzenie Stokesa do cafki liniowej ze sktadowej stycznej wektora na-
tezenia pola elektrycznego:

IEdhi”nmeB (4.16)
L S

Jak to zostato wykazane praca pola elektrostatycznego wykonana przy przemieszczaniu ta-
dunku po drodze zamknietej jest réwna zeru (4.2). Uwzgledniajac (4.2), mamy:

”n -rotEdS=0
S

a poniewaz powierzchnia Shyfa wybrana dowolnie, to powyzsza réwnos¢ bedzie spetniona,
jezeli wyrazenie podcatkowe bedzie réwne zeru. Jednostkowy wektor normalnej do po-
wierzchni nie jest rébwny zeru, a wiec przyjmujemy, ze:

rotE =0 (4.17)

lub symbolicznie: VxXE =0.
Otrzymane drugie z rdwnan Maxwella dla elektrostatyki jest réwnaniem wektorowym i ge-
neralnie sa to trzy réwnania wynikajace z przyréwnania do zera odpowiednich sktadowych
rotacji.

Podsumowujac, mozemy poda¢ dwa réwnania rézniczkowe dla wektora natezenia po-
la elektrostatycznego w prézni:

rotE=0
i divE=2.
&

Mamy cztery réwnania rozniczkowe dla okreslenia trzech nieznanych sktadowych pola
elektrycznego, gdyz gestos¢ objetosciowa p bedaca zrédtem pola traktujemy jako wielkosé
znana. Mozna powiedzie¢, ze mamy nadmiar rownan rézniczkowych, gdyz dla okreslenia
trzech niewiadomych sktadowych natezenia pola elektrycznego mamy cztery réwnania
rézniczkowe, a wigc 0 jedno za duzo. W rozwiazaniu tej trudnosci jest nam pomocna toz-
samos¢ dotyczaca gradientu dowolnego pola skalarnego. Tozsamos¢ ta stwierdza, ze rota-
cja gradientu dowolnego pola skalarnego ¢ jest zawsze réwna zeru, czyli:

rot(grad ¢) =0 (4.18)

a wiec kazda ze sktadowych jest rowna zeru.

Wykazalismy, ze pole elektrostatyczne jest polem potencjalnym (4.5). Z tozsamosci
(4.18) wynika, ze réwnanie (4.17) dla natezenie pola elektrostatycznego, jako pola poten-
cjalnego, jest spetnione, gdyz

rotE = rot(—gradg) =0
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czyli przyjmujac natezenie pola elektrostatycznego jako E =—gradeg spetniamy pierwsze
trzy rownania dotyczace rotacji. Pozostaje do spetnienia ostatnie rownanie, ktére po pod-
stawieniu gradientu potencjatu przyjmuje postaé:

div(gradg) = —-£- . (4.19)
&

W ukfadzie wspotrzednych prostokatnych x, y, zréwnanie (4.19) przyjmuje postac:

2 2 2
P9 99 d¢9__p (4.20)
o2 oy ¢ &
Jest to réwnanie rozniczkowe czastkowe w matematyce nazywane réwnaniem eliptycznym,
natomiast w fizyce najczesciej jest nazywane rownaniem Laplace’a, jezeli p = 0. Jezeli
p # 0, to rdwnanie nazywamy réwnaniem Poissona.

Metody rozwiazania tych czastkowych réwnan rézniczkowych sa dobrze opanowane,
obecnie sa to gtéwnie metody numeryczne z wykorzystaniem maszyn cyfrowych. Na rynku
jest oferowanych wiele programéw komercyjnych, ktérych uproszczone wersje mozna zna-
lez¢ bezptatnie w Internecie.



Rozdziat 5

PRZEWODNIKI | IZOLATORY.
POLE ELEKTROSTATYCZNE I?RZEWODNIKOW.
POJEMNOSC

5.1. Pole elektrostatyczne przewodnikéw

W poprzednich rozdziatach opisywali$my pole elektryczne w prozni, a obecnie zba-
damy wptyw osrodka materialnego na pole elektryczne. Z punktu widzenia pola elektrosta-
tycznego, osrodki materialne dzieli si¢ na dwa zasadnicze rodzaje. Pierwszy rodzaj nazy-
wamy przewodnikami a drugi izolatorami badz dielektrykami. Zasadnicza réznica miedzy
obu rodzajami materiatéw polega na zdolnosci przewodzenia pradu elektrycznego. Gene-
ralnie przewodnikiem nazywamy osrodek, w ktérym istnieja tadunki mogace sie swobodnie
przemieszczac. Najbardziej znanym przyktadem przewodnikow sa metale, w ktorych elek-
trony maja znaczna swobode w przemieszczaniu sie. Jednak klasa materiatow przewodza-
cych jest znacznie szersza, gdyz naleza do niej np. elektrolity oraz zjonizowane gazy. W ta-
kich materiatach jak elektrolity czy zjonizowane gazy w ruchu fadunkéw uczestnicza nie
tylko elektrony ale réwniez jony zaréwno dodatnie, jak i i ujemne. Z punktu widzenia elek-
trostatyki, do przewodnikéw zaliczamy rdwniez materiaty pétprzewodnikowe.

Zdolnos¢ do przeptywu strumienia fadunkéw w osrodku materialnym jest charaktery-
zowana wielkoscia zwana przewodnoscia elektryczna oznaczana w elektrotechnice najcze-
sciej litera o. Jednostka przewodnosci elektrycznej jest simens/metr [S/m] = [A/(Vm)].
W tabeli 5.1 podano wartos¢ przewodnosci elektrycznej dla kilku wybranych przewodnikéw.

Tabela 5.1
Materiat [S(/jm] [Z]
aluminium 34,5.10° 2,56-107"°
miedz 58,8:10° 1,50-107"°
zelazo 10,4-10° 8,50-107
srebro 62,5-10° 1,41.107™
platyna 9,1-10° 9,72.107"
rteé 1.10° 88,4.107"
roztwér kwasu siarkowego 5% 20 4,42.107
roztwor kwasu siarkowego 30% 73,9 1,20-10™
roztwér NaCl 5% 6,7 1,32.10™
roztwoér NaCl 20% 19,6 4,51-10'12
woda morska 0,1+4 (8,84+0,22)-107"°
grunt 0,1+10 (8,84+0,09)-107*°

Poréwnujac wartosci przewodnosci réznych materiatow podanych w tablicy 5.1, wi-
da¢ w jak szerokich granicach zmienia si¢ przewodnos¢ elektryczna. Nie mozna réwniez
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powiedzie¢, ze izolatory to materialy o zerowej przewodnosci elektrycznej, gdyz bytoby to
nieprawdziwe stwierdzenie. Najczesciej do izolatorow zaliczamy materiaty, ktérych prze-
wodnos¢ elektryczna jest mniejsza od okoto 1uS/m = 107°S/m.

Jezeli osrodek materialny posiada rozna od zera przewodnos¢ elektryczna, to w polu
elektrycznym na swobodne fadunki g w nim sig¢ znajdujace dziata sita F = gE. Jako, ze ta-
dunki sa swobodne, to pod wptywem tej sity zaczna sig one poruszac i bedzie to z pewno-
$cia ruch uporzadkowany, ktdry mozemy opisa¢ za pomoca wektora gestosci pradu j. Jak
wynika z tego prostego opisu migdzy polem elektrycznym a gestoscia pradu bedzie istniat
zwiazek i przy praktycznie stosowanych polach spodziewamy sig, ze bedzie to zwiazek li-
niowy. Badania przeptywu pradu byly przeprowadzone przez Ohma i zwiazek miedzy ge-
stoscia pradu a natezeniem pola elektrycznego nosi nazwe prawa Ohma;

j =oE (5.1)

Niekiedy jest tez stosowana nazwa rozniczkowe prawo Ohma. Oczywiscie, dla scistosci
powinnismy podaé precyzyjnie warunki, w ktérych powyzsze prawo jest prawdziwe. Jed-
nak w dalszym wykladzie bedziemy si¢ czesto odwotywaé do prawa Ohma i bedziemy
omawia¢ rézne czynniki mogace by¢ zrédiem uporzadkowanego ruchu tadunkéw. Z tych
rozwazan wyrobimy sobie poglad pod koniec naszego wyktadu, jakie warunki powinny by¢
spetnione dla zapisania prawa Ohma w postaci (5.1).

W celu zbadania zachowania si¢ fluktuacji w rozktadzie fadunkéw wewnatrz osrodka
materialnego rozwazmy nastepujacy problem:

W chwili t = 0 wewnatrz jednorodnego izotropowego osrodka materialnego wystepuje
pewien objetosciowy rozktad tadunku po(V), gdzie V objetos¢ rozwazanego osrodka.
Chcemy zbada¢ sytuacje, co dzieje sie z tym rozktadem gestosci objetosciowej dla nastep-
nych chwil czasowych. Znalezienie odpowiedzi na to pytanie jest bardzo istotne. Ta odpo-
wiedz pozwala nam oceni¢, czy powstate zaburzenie w rozkfadzie tadunku wewnatrz
osrodka materialnego utrzyma sig, a wiec, czy bedziemy musieli wyznaczaé pole elektrycz-
ne wywolane przez ten rozkkad tadunku.

Dla znalezienia odpowiedzi na nasze pytanie skorzystamy z réwnania Maxwella:

divE - £
&

oraz zasady zachowania fadunku w postaci réwnania:

divj =~ 22

ot
i prawa Ohma w postaci (5.1). Podstawiajac z prawa Ohma zamiast gestosci pradu pole
elektryczne do réwnania opisujacego ciagtos¢ tadunku, mamy: div (oE) = —0p/ot. Biorac
pod uwage, ze osrodek jest jednorodny, co oznacza, ze jego przewodnos¢ elektryczna o jest
wielkoscia niezalezna od zmiennych przestrzennych oraz ze wzgledu na osrodek izotropo-
wy jest niezalezna od sposobu wyboru kierunkow osi uktadu wspétrzednych, mozemy wy-
taczy¢ o spod operatora dywergencji, otrzymujac: odiv E = -9p/ét. Podstawiajac za dywe-
rgencje pola elektrycznego tadunek objetosciowy z réwnania Maxwella, otrzymujemy row-
nanie rézniczkowe pierwszego rzedu dla objetosciowej gestosci fadunku w postaci:
dp o

= 5=0 5.2
m+%p (5.2)
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Rozwiazaniem rdéwnania rozniczkowego (5.2) spetniajacym warunek poczatkowy
p(t=0,V) = po(V) jest:

paV)= o )ess{ -1 53

gdzie stata czasowa T = gy/o.

Z otrzymanego rozwiazania (5.3) wynika, ze kazda fluktuacja w rozktadzie tadunku
objetosciowego w osrodku materialnym bedzie zanikata wedtug krzywej wyktadniczej.
Oceng czasu zanikania podaje nam stata czasowa T. W praktyce mozemy przyjac, ze po
3+5 statych czasowych zaburzenie zanika. Z podanych w tabeli 5.1 wartosci statej czasowej
T wynika, ze dla metali badz ich stopdw bedacych dobrymi przewodnikami jest ona rzedu
10 5, a dla stabych przewodnikéw jak roztwory elektrolitéw czy grunt stata czasowa jest
rzedu 10™%s. Model, w ktdrym stosujemy obliczenia oparte na ztozeniach elektrostatyki,
a wiec fadunki sa nieruchome i pole niezmienne w czasie, mozna praktycznie stosowac dla
czasOw po ustabilizowaniu sie rozkiadu tadunku przestrzennego. Jak wynika z przytoczo-
nych liczb, nawet w przypadku najgorszych przewodnikow o przewodnosci elektrycznej
rzedu 0,1 S sa to czasy rzedu utamkoéw nanosekund.

Reasumujac powyzsze obliczenia, mozemy stwierdzi¢, ze nawet w najgorszych prze-
wodnikach nie bedzie rozktadu tadunku objetosciowego, jezeli tylko nie beda nas intereso-
waly stany pola elektromagnetycznego w czasach krotszych nizeli utamki nanosekund.
W praktyce stosujemy opis elektrostatyczny pola elektromagnetycznego dla sytuacji ustabi-
lizowanych, a wiec po zakonczeniu proceséw przejsciowych zwiazanych z istnieniem obje-
tosciowego rozktadu fadunku, czyli dla czaséw wiekszych od utamkdédw nanosekund.
W dalszym ciagu bedziemy przyjmowali, ze wewnatrz osrodka przewodzacego nie wyste-
puje tadunek objetosciowy.

Odmienna jest sytuacja przy powierzchni przewodnika, gdyz tutaj tadunki moga zo-
sta¢ zwiazane przez pole elektryczne. Dla zbadania tej sytuacji rozwazmy zachowanie pola
elektrycznego w obecnosci przewodnika. Stawiamy teze, ze:

Pole elektrostatyczne wewnatrz przewodnika jest réwne zeru.

Nasza tez¢ mozemy krotko argumentowac przez rozumowanie zwane w matematyce do-
wodem przez sprowadzenie do sprzecznosci. Przed przystapieniem do dowodu jeszcze raz
przypomnijmy zatozenie elektrostatyki, ktore sformutowalismy, a mianowicie model pola
elektrostatycznego opisuje sytuacje nieruchomych fadunkéw.

Zatozmy, ze postawiona powyzej teza jest nieprawdziwa i pole elektrostatyczne E
whnika do przewodnika. Zgodnie z prawem Ohma (5.1) wewnatrz przewodnika ptynie prad
elektryczny o gestosci j, co oznacza, jak wiemy, ze wystepuje ruch fadunkéw. Mys$my zato-
zyli, ze model elektrostatyczny opisuje tadunki nieruchome, a wiec mamy sprzecznosé
z ztozeniem i udowodnilismy tym samym prawdziwos¢ naszej tezy: Pole elektrostatyczne
wewnatrz przewodnikéw jest rowne zeru.

Twierdzenie o braku pola wewnatrz przewodnikéw w przypadku elektrostatyki jest
o tyle istotne, ze warto rowniez przesledzi¢ argumenty termodynamiczne. Jezeli pole elek-
trostatyczne wytwarzane przez nieruchome uktady tadunkéw wnikatoby do wnetrza prze-
wodnika, to zgodnie z prawem Ohma (5.1) w przewodniku poptynie prad elektryczny o ge-
stosci j. Wiemy na podstawie badan eksperymentalnych, ze skonczona wartos¢ przewodno-
sci elektrycznej wynika ze zderzen fadunkow tworzacych prad elektryczny z innymi czast-
kami osrodka przewodzacego. Skutek tych zderzen obserwujemy w postaci wzrostu tempe-
ratury przewodnika. Przeprowadzmy nastepujacy eksperyment myslowy. Do pola elektro-
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statycznego wprowadzamy przewodnik, co wymaga wykonania pewnej pracy zgodnie
z (4.1). Po wykonaniu tej pracy pozostawiamy przewodnik nieruchomy i odczekujemy do-
statecznie dtugi czas, aby wszystkie procesy przejsciowe zwiazane z wprowadzeniem prze-
wodnika w pole elektrostatyczne zostaty zakonczone, a wzrost temperatury zwigzany z tym
wprowadzeniem w pole skompensowany dostatecznie diugim czasem dla wyréwnania
temperatury z otoczenie. Jak wynika z opisu naszego eksperymentu po wprowadzeniu
przewodnika w pole elektrostatyczne nie dostarczamy do uktadu przewodnik — pole elek-
trostatyczne zadnej energii mechanicznej. Jednak jezeli dopuscimy, ze pole elektrostatycz-
ne wchodzi do wnetrza przewodnika, to tadunki, zgodnie z prawem Ohma, poruszaja Sig,
aw zwiazku z tym rosnie temperatura przewodnika zwiazana z wydzielajacym sie w prze-
wodniku cieptem Joule’a. Mozemy to ciepto wykorzysta¢, przetwarzajac je na energie me-
chaniczna, co oznacza, ze mozemy zbudowaé perpetuum mobile. Zasady termodynamiki
stwierdzaja, ze budowa takiego urzadzenia jest niemozliwa. Tak wiec, aby elektrostatyka
nie obalata podstawowych zasad fizyki, nalezy przyjac, ze pole elektrostatyczne wewnatrz
przewodnika jest rowne zeru. Warto zauwazy¢, ze poniewaz pole elektryczne wewnatrz
przewodnika jest rowne zeru, a wiec potencjat elektryczny tego pola E = —grady musi by¢
staty, czyli wewnatrz przewodnika ¢ = const.

5.2. Warunki brzegowe na granicy przewodnik — izolator
Powstaje bardzo interesujace pytanie, co powoduje, ze pole elektrostatyczne wewnatrz

przewodnika nie wystepuje? Dla znalezienia odpowiedzi na to bardzo wazne pytanie roz-
wazmy sytuacje wystepujaca na granicy migdzy osrodkiem przewodzacym a izolatorem

(rys. 5.1).
f Ey
izolator AL
E)
przewodnik E—0 Ah

Rys. 5.1. Droga catkowania dla okreslenia sktadowej stycznej wektora natezenia pola elektrycznego
miegdzy izolatorem a przewodnikiem

Zastosujemy rownanie Maxwella (4.2), wybierajac droge catkowania L jako brzeg prosto-
kata lezacego w plaszczyznie prostopadiej do granicy miedzy izolatorem a przewodnikiem
(rys. 5.1). Zakladajac, ze Al >> Ah jest mate, mozemy zastosowa¢ twierdzenie o wartosci
sredniej i otrzymujemy:
IE-dI =E,Al = 0
1 Ah—0

—

Jako wniosek z prawa Maxwella wynika, ze na granicy miedzy przewodnikiem a izolato-
rem skfadowa styczna natezenia pola elektrycznego jest rowna zeru, czyli pole elektryczne
musi by¢ prostopadte do powierzchni przewodnika. Jezeli sktadowa styczna natezenia pola
elektrycznego na powierzchni przewodnika jest rowna zeru, to 0 = Eq =t-E = -t-grade =
—-0glot = 0, gdzie t jest wektorem jednostkowym dowolnej stycznej do powierzchni prze-
wodnika, a deg/dt jest pochodna kierunkowa potencjatu elektrycznego izolatora w kierunku
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stycznej t. Poniewaz kierunek stycznej jest wybrany dowolnie, wiec potencjat jego po-
wierzchni musi by¢ staty i rowny potencjatowi wewnatrz przewodnika. Mozemy to sformu-
towaé w postaci twierdzenia:

Kazda powierzchnia przewodzaca w elektrostatyce jest powierzchnia ekwipotencjalna.

Z naszych rozwazan wynika, ze pole elektryczne na powierzchni przewodnika ma tyl-
ko sktadowa normalna do tej powierzchni i powstaje pytanie, co ekranuje wnetrze prze-
wodnika, uniemozliwiajac polu wnikanie do niego? Jedynym zrodtem tego ,,przeciw-pola”
wytwarzanego przez przewodnik moze by¢ tadunek wewnatrz przewodnika. Wiemy jed-
nak, ze fadunek objetosciowy wewnatrz przewodnika jest w idealnej rownowadze i nie mo-
ze wywota¢ zadnego pola elektrycznego. Jedynie w cienkiej warstwie przypowierzchnio-
wej o grubosci kilku warstw atomowych moze nastapi¢ zaktocenie w rozktadzie tadunku.
Zaktdcenie to musi zanika¢ bardzo szybko przy oddalaniu si¢ od powierzchni w glab prze-
wodnika. Dok}adne obliczenie grubosci tej warstwy z makrokopowego punku widzenia jest
nieistotne, gdyz grubos¢ ta nie wptywa w znaczacy sposdb na rozkkad pola elektrycznego
na powierzchni przewodnika. W tej sytuacji wygodnym rozwiazaniem jest wprowadzenie
fadunku powierzchniowego os, ktéry znajduje sie na powierzchni przewodnika i jego roz-
ktad jest taki, ze ekranuje wnetrze przewodnika przed polem zewnetrznym, wytwarzajac
takie pole, ze wypadkowe pole elektryczne wewnatrz przewodnika jest réwne zeru.

Korzystajac z prawa Gaussa wyznaczymy rozktad fadunku na powierzchni przewod-
nika (rys. 5.2).

izolator

przewodnik E=0

Rys. 5.2. Cylinder na granicy miedzy izolatorem a przewodnikiem

W celu zastosowania prawa Gaussa budujemy powierzchnie walcowa. Przyjmujemy walec
0 osi prostopadtej do powierzchni przewodnika. Zaktadajac, ze tworzaca tak otrzymanego
walca Ah jest mata, mozemy na podstawie prawa Gaussa zapisac:

[[E-nos=[[E s~ 55, -5
o

S S

i po podzieleniu przez Sotrzymujemy warunek dla sktadowej normalnej pola elektrycznego

na powierzchni przewodnika graniczacego z izolatorem o przenikalnosci &:

£ _Os

, (5.4)
&o

S

Biorac pod uwage, ze E, = -0¢/on, gdzie n okresla kierunek normalnej zewnetrznej do po-
wierzchni przewodnika, zapisujemy warunek (5.4) w postaci:
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99 __%s (5.5)
on &g

W praktyce najczesciej rozktad fadunku powierzchniowego nie jest znany i warunki
(5.4) badz (5.5) wykorzystujemy dla obliczenia rozktadu tadunku powierzchniowego os
Tylko w wyjatkowych przypadkach potrafimy przewidzie¢ rozktad tadunku powierzchnio-
wego. Sa to takie przypadki jak nieskonczona piyta, kula czy nieskonczenie diugi walec
metalowy.

5.3. Pojemnosé. Przyktady obliczen pola elektrycznego przewodnikow

Rozpatrzmy proste przyktady, w ktorych wykorzystamy zdobyte wiadomosci. Jako
pierwszy rozpatrzmy samotna elektrodg metalowa w ksztatcie kuli o promieniu R, do ktdrej
przytozono potencjat U. Okreslenie ,elektroda samotna” oznacza, ze nie istnieja w poblizu
inne przewodniki wptywajace na rozklad pola elektrycznego kuli. Zaktadamy, ze kula znaj-
duje si¢ w powietrzu, dla ktorego dopuszczalne natezenie pola elektrycznego wynosi
Eqop = 30 kV/cm, chcemy okreslic maksymalne napigcie, jakie mozna przytozy¢ do elek-
trody, aby nie nastapito wytadowanie. Za dopuszczalne uwaza si¢ takie natezenie pola elek-
trycznego, po przekroczeniu ktérego nastepuje wytadowanie elektryczne.

Z obliczen pola dla tadunku punktowego Q wiemy, ze pole elektryczne ma tylko skta-
dowa promieniowa w uktadzie wspdtrzednych sferycznych o $rodku pokrywajacym sie
z potozeniem fadunku, a powierzchnie ekwipotencjalne sa kulami wspétsrodkowymi z po-
czatkiem uktadu wspétrzednych. Jak stwierdzilismy powyzej, powierzchnia metalowa jest
zawsze powierzchnig ekwipotencjalna, a wiec nasza elektroda kulista bedzie powierzchnia
ekwipotencjalna o potencjale wynoszacym U i bedzie sie¢ pokrywata z powierzchnia ekwi-
potencjalna tadunku punktowego Q/(4ngR) =U, czyli tadunek Q potrzebny do powstania
potencjatu U wynosi: Q = 4neoRU. Na podstawie przeprowadzonych powyzej rozwazan
wiemy, ze tadunek w metalowej kuli, niezaleznie, czy bedzie to petna kula czy cienka po-
wioka sferyczna, nie moze znalez¢ sie wewnatrz metalu, a musi roztozy¢ sie na powierzch-
ni w postaci fadunku powierzchniowego. Poniewaz zatozylismy elektrodg samotna, nie ma
przyczyn, ktére powodowatyby nierbwnomierny rozktad fadunku na powierzchni kuli. Mo-
zemy w takim badz razie przyja¢, ze rozktad tadunku powierzchniowego na kuli jest réw-
nomierny i réwny ox. Catkowity tadunek zgromadzony na kuli jest rowny 4nRoy i jest
rowny fadunkowi Q, jaki umiescilismy wewnatrz kuli dla uzyskania potencjatu U na po-
wierzchni kuli. Podstawiajac fadunek Q, znajdujemy tadunek powierzchniowy na kuli
ok = &U/R. Potencjat elektryczny w obszarze wewnatrz i na zewnatrz kuli okresla wzor:

U dlar<R
?0=1uR gia r>r
r
Warto zauwazy¢, ze potencjat elektryczny jest funkcja ciagta, a jego pochodna normalna na
powierzchni kuli (8g/on)|s= (0¢lor)|,=r= —U/R i zgodnie ze wzorem (5.5) tadunek po-
wierzchniowy jest ox = &U/R. Natezenie pola elektrycznego mozemy okresli¢, korzystajac

z wzoru dla pola tadunku punktowego, pamictajac jednak, ze wewnatrz kuli pole elektrycz-
ne jest rowne zeru, badz korzystajac z zaleznosci E = —gradgp. W uktadzie wsp6trzednych
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sferycznych pole ma tylko sktadowa promieniowa, ktéra okresla zaleznos¢ E, = -d¢)or.
Podstawiajac potencjat, obliczajac pochodna, otrzymujemy:

0 dla r<R
E)= UB2 dlar>R-

r

Pole elektryczne osiaga najwicksza wartos¢ na powierzchni elektrody kulistej i jest ona
réowna Ena = U/R. Maksymalne napiecie Uy, jakie mozna podaé na elektrode, jest rowne
Umax = Edop R

Dla oceny rzedu wielkosci przyjmijmy kulg o promieniu R=0,1 m. Napigcie, jakie
mozna poda¢ na taka elektrode jest Uma. = 30-10 = 300 kV. Zakfadajac, ze przytozylismy
do kuli napiecie maksymalne, wyznaczamy tadunek kuli Q = 4nR%sy = 4neRU = 33,3 pC.
Otrzymany wynik pokazuje, ze maksymalny tadunek, jaki mozemy wprowadzi¢ na kulg
aby nie nastapito wytadowanie, jest niewielki, rzedu kilkudziesieciu mikrokulombéw i nie-
mozliwym jest zwigkszenie tadunku, gdyz po przekroczeniu dopuszczalnej wartosci pola
elektrycznego nastapi wytadowanie elektryczne.

Mozemy na nasz przyktad spojrze¢ inaczej, a mianowicie potraktujmy nasza kule
o0 promieniu R jako jedna elektrode, a jako druga przyjmijmy elektrode metalowa o pro-
mieniu nieskonczenie wielkim i zerowym potencjale. Potencjat U kuli po dodaniu drugiej
elektrody jest rdznica potencjatow migdzy obu elektrodami. Ten dwuelektrodowy uktad jest
uktadem zamknietym, a wiec jego catkowity fadunek musi by¢ rowny zeru, co oznacza, ze
na elektrodzie o promieniu nieskonczonym catkowity fadunek wynosi —Q. Warto zauwa-
zy¢, ze przy tej interpretacji napigcie migdzy elektrodami jest proporcjonalne do fadunku
znajdujacego sig na nich U = Q/4ngR. Wspdtczynnik proporcjonalnosci zalezy tylko od
geometrii, wymiaréw elektrod i statych materiatowych osrodka. W tej sytuacji optaca sie
obliczenie takich wspdtczynnikéw, gdyz w ztozonych konfiguracjach elektrod mozemy
unikna¢ stosowania teorii polowej, a wystarczy nam prosta teoria ocbwodowa.

W ukfadzie dwdch metalowych elektrod wspotczynnik proporcjonalnosci migdzy fa-
dunkiem Q, a napigciem miedzy elektrodami U bedziemy nazywaé pojemnoscia:

Q
c=3 (5.6)
Jednostka pojemnosci jest farad [F]. Pojemnos¢ zawsze jest wielkoscia dodatnia.

Dla kuli pojemnos¢ wynosi C = 4nggR. W rozpatrywanym powyzej przypadku pojem-
nos¢ kuli o promieniu R=0,1 m wynosi C=1 1,1 pF.

Jako nastepny przyktad rozpatrzmy uktad dwoch ptaskich réwnolegtych elektrod.
Przyjmujemy, ze powierzchnia kazdej z elektrod jest S a odstep migdzy elektrodami wyno-
si h (rys. 5.3). Przyjmujemy, ze elektrody sa prostokatne o wymiarach axb i mniejszy
z wymiaréw liniowych jest o wiele wigkszy od h czyli min(a, b) >> h. Taki uktad nazywa-
my kondensatorem ptaskim, a bardzo czesto realizujemy, zwijajac dwie folie metalowe od-
dzielone od siebie cienka warstwa dielektryka. Wptywem dielektryka na pojemnos¢ zaj-
miemy sie po omoéwieniu pola elektrycznego w dielektrykach.

Jezeli zatozenie min(a, b) >> h, to mozemy praktycznie przyjac¢ ptyty nieograniczone
i potencjat miedzy ptytami bedzie tylko zalezny od wspotrzednej x, ktéra przyjmiemy jako
odlegtos¢ od dolnej ptyty (rys. 5.3) liczona wzdtuz osi prostopadiej do ptyt. Rozpatrujemy
tylko obszar miedzy ptytami, gdyz przy poczynionych zatozeniach pole dlax < 0 i x> h jest
rowne zeru. Potencjat pola ¢ migdzy ptytami jest tylko funkcja x i spetnia rownanie Lapla-
ce’a (4.20), ktére ma w rozpatrywanym przypadku posta¢:
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Rys. 5.3. Kondensator ptaski

Rozwiazanie powyzszego réwnania jest postaci: ¢(x) = C;x + C,, gdzie C,, C, stale, ktore
wyznaczamy z tzw. warunkow brzegowych. W rozpatrywanym przypadku mamy okreslony
potencjat elektrod, a mianowicie dla elektrody dolnej x =0 (rys. 5.3) potencjat wynosi U,
czyli C,=U. Dla elektrody goérnej x=h potencjat elektrody jest réwny zeru, czyli
C;h+ U =0istad C; = U/h. Rozkfad potencjatu miedzy elektrodami opisuje funkcja:

o(x)=U (1-%

h

Powierzchniami ekwipotencjalnymi sa ptaszczyzny x = const. réwnolegte do phyt. Wektor
natezenia pola elektrycznego miedzy ptytami ma tylko sktadowa wzdtuz osi x oznaczana
dalej jako E réwna:
g-_do
dx

E=—
h
tadunek powierzchniowy na dolnej ptycie jest rowny o = &E = U/h, natomiast dla gornej
pyty tadunek powierzchniowy ¢ = —goU/h. Znak ujemny tadunku gérnej ptyt wynika z fak-
tu, ze pole elektryczne konczy si¢ na tej ptycie (rys. 5.3), a z formalizmu matematycznego
mamy E, = n.-E = —E bo zwroty wektora normalnej do powierzchni wewngtrznej pyty i na-
tezenia pola elektrycznego sa przeciwne. Catkowity tadunek ptyty dolnej wynosi
Q = S5 = UgeSh. Gornej ma identyczna wartosé bezwzgledna, ale przeciwny znak. Pojem-
nos¢ uktadu dwaéch réwnolegtych ptaskich elektrod o powierzchni Sznajdujacych sie w od-
legtosci h (rys. 5.3) jest okreslona z dobrym przyblizeniem wzorem:
_ &S
C " (5.7)
Dla zapoznania sie z uzyskiwanymi rzedami wielkosci obliczymy pojemnos¢ ptaskiego
kondensatora powietrznego dla elektrod o powierzchni S= 1 m?. Odlegtosé h miedzy ply-
tami niech wynosi 1 mm. Pojemnos¢ takiego kondensatora jest rdwna 8,84 nF. Napiecie
mozliwe do przylozenia miedzy elektrodami kondensatora obliczymy, przyjmujac dopusz-
czalne natgzenie pola w powietrzu Eqqp = 30 kV/cm. Natgzenie pola elektrycznego migdzy
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elektrodami obliczylismy jako réwne E = U/h, a wiec dopuszczalne napiecie, jakie mozna
podac na elektrody kondensatora, jest Ugo, = hEqop | podstawiajac dane, mamy Uge, = 3 KV.
Przyjmujac, ze napigcie na kondensatorze wynosi 3 kV, obliczymy tadunek Q znajdujacy
sie, jak méwimy, w kondensatorze. Z definicji pojemnosci mamy Q = UC, a wiec tadunek
kondensatora jest 26,5 uC. Obliczmy cisnienie p wywierane na powierzchnig elektrod przez
tadunek powierzchniowy, ktéry znajduje sie w polu elektrycznym. Zmiana cisnienia wy-
wieranego na ptyte o dp wymaga dla zréwnowazenia ptyty przyrostu pola elektrycznego
o dE, co wywota cisnienie odE i poréwnujac mamy:

dp = odE,

ale na mocy warunku brzegowego ¢ = gE. Po podstawieniu do powyzszego rownania i wy-
konujac catkowanie, otrzymujemy:

£E?
= 5.8
5 (5.8)
lub, podstawiajac tadunek powierzchniowy:
ot
== 5.9
P=- (5.9)

Warto podkresli¢, ze zaleznos¢ (5.9), gdzie E jest natezeniem pola elektrycznego na po-
wierzchni przewodnika obowiazuje generalnie niezaleznie od ksztattu powierzchni prze-
wodnika i dziata na zewnatrz przewodnika.

Podstawiajac o = Q/S= 26,5 uC/m? i pole elektryczne E = 30 kV/cm, otrzymujemy ci-
snienie dziatajace na ptyte okoto 40 Pa, co oznacza, ze sita dziatajaca na ptyte F = pSwy-
nosi okoto 40 N.

Rozpatrzmy nastepujace zadanie: dana jest kulista kropla przewodzacej cieczy o pro-
mieniu R i wspétczynniku napiecia powierzchniowego a. Jaki maksymalny tadunek mozna
wprowadzi¢ na krople, aby nie ulegta rozerwaniu?

Po wprowadzeniu na kule tadunku Q = 4nR%s, gdzie o — fadunek powierzchniowy na
kuli, pole elektryczne na jej powierzchni bedzie E = Q/4ngR?, a cisnienie p. wywotane
przez pole elektryczne i rozrywajace kule zgodnie z (5.9) bedzie p.= (1/2&)(Q/4nRR)%
Jednoczesnie ciecz jest utrzymywana w postaci kropli przez cisnienie p wynikajace z na-
pigcia powierzchniowego. Wielko$¢ cisnienia napiecia powierzchniowego okresla wzor
podany przez Laplace’a: p= a(1/R; + 1/Ry), gdzie R, i R, to promienie gtéwne krzywizny
powierzchni. W przypadku kuli oba promienie sa jednakowe i réwne promieniowi R kuli.
Cisnienie powierzchniowe dla kuli jest p=2a/R. Poréwnujac te cisnienia i wyznaczajac
z tej rownosci tadunek maksymalny Qpax, mamy:

Quax =8my/5,0 R .

Powyzszy wzdr zostat otrzymany po raz pierwszy przez Rayleigha.

Obliczmy, jaki maksymalny tadunek mozna wprowadzi¢ na krople o promieniu
R =1 mm. Przeprowadzimy obliczenia dla wody o wspotczynniku napigcia powierzchnio-
Wego apzo = 72800 N/m i rteci 0 ang = 491200 N/m. Po podstawieniu i wykonaniu obliczen
znajdujemy:
— dla WOdy: Qmatzo =225nC,
— dlarteci: Qmaxtg = 586 nC.
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Maksymalne natezenie pola elektrycznego wywotane tym fadunkiem wystapi na po-
wierzchni kropli i bedzie wynosito:

— dla wody: Emaxtizo = 2 kV/m

— dlarteci: Emaxtig = 5,26 kV/m.

Wynik, ktory uzyskalismy jest wykorzystywany w praktyce dla uzyskania dobrego
o niewielkich kroplach rozpylenia, np. wody w ogrodnictwie. W urzadzeniu wytwarza si¢
odpowiednio wysokie pole elektryczne, a krople wody przy przelocie przez to pole ulegaja
natadowaniu i po przekroczeniu tadunku maksymalnego na kroplach ulegaja one rozerwa-
niu. Przedstawione powyzej obliczenia sa bardzo uproszczone, ale mamy wazny wniosek,
ze wystarczy umiarkowane pole elektryczne rzedu 20 V/cm dla uzyskania kropli o promie-
niu ponizej 1 mm, a wigksze wartosci pola spowoduja zmniejszenie kropli.

Nastepny przykiad, ktéry rozpatrzymy, ma istotne znaczenie w obliczeniach energe-
tycznych linii napowietrznych. Rozpoczniemy od rozwiazania zadania pozornie nie maja-
cego wiele wspdlnego z celem naszych obliczen. Rozpatrzmy dwie diugie rdwnolegte nici
natadowane jedna fadunkiem liniowym +z, a druga — (rys. 5.4). Odlegtos¢ miedzy linio-
wymi tadunkami wynosi 2H.

o (x,y)

—1(-H.0) +1(H,0)

Rys. 5.4. Dwie réwnolegte nici natadowane fadunkiem liniowym

Korzystajac z superpozycji, potencjat w punkcie (x, y) obliczamy ze wzoru:

gdzie 1, =y(x=H)*+y?,ar_ = /(x+H)* +y*.

Celem naszych obliczen jest okreslenie rodziny powierzchni ekwipotencjalnych dla
uktadu dwdch tadunkéw liniowych. Przyjmujac potencjat powierzchni ekwipotencjalnej
rowny V dla jej wyznaczenia, mamy rdwnanie:

r
L ==V
2ney |1,
ktorego rozwiazaniem jest rodzina walcéw o osi rownolegtej do tadunkéw liniowych, a ich
przecigcie z plaszczyzna xy stanowi dla V # 0 rodzina okrgg6w:




49

2 2
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gdzie K=exp(4ngV/7). Natomiast dla V=0 powierzchnia ekwipotencjalna jest po-
wierzchnia x =0, a na plaszczyznie xy o$ y. Okregi (5.10) nazywamy liniami ekwipoten-
cjalnymi i ich obraz przedstawiono narys. 5.5dlaz=100nCi2H=2m.

Ve TGN
IS\
s —/ 0

~4 -2 0 2 4

Rys. 5.5. Linie ekwipotencjalne dwdch fadunkéw liniowych. Wartosci potencjatu podano w kV

Otrzymana rodzing powierzchni ekwipotencjalnych mozemy wykorzysta¢ dla rozwia-
zania réznych praktycznych zadan. Mozliwos¢ taka wynika z faktu, ze jezeli dowolna po-
wierzchnie ekwipotencjalna zastapimy powierzchnia metalowa o identycznym potencjale
jak powierzchnia ekwipotencjalna, to rozktad pola na zewnatrz tej powierzchni metalowej
bedzie identyczny jak na zewnatrz odpowiadajacej jej powierzchni ekwipotencjalnej. Za-
stosowana metoda jest nazywana metoda odbi¢ zwierciadlanych.

Jako pierwszy przyktad rozwazmy model przewodu energetycznej linii napowietrznej.
Rozwazamy dtugi przewdd cylindryczny o srednicy 2R. O$ przewodu jest rownolegta do
przewodzacej potprzestrzeni i odlegtosé miedzy osia przewodu, a przewodzaca powierzch-
nig wynosi h (rys. 5.6). Przyjmujemy potencjat pdtprzestrzeni jako zerowy, a réznica po-
tencjatow miedzy przewodem, a powierzchnia potprzestrzni wynosi U. Przedstawiony mo-
del reprezentuje przewodd znajdujacy sie¢ na wysokosci h nad powierzchnia Ziemi, ktéra
traktujemy jako przewodnik. Dla skrdcenia opisow bedziemy przewodzaca pOtprzestrzen
krétko nazywali ziemia.

Poréwnujac rys. 5.6 z rys. 5.5, wida¢, ze umieszczajac dwa tadunki liniowe +z na wy-
sokosci H nad ziemia i — w odlegtosci H w gtab ziemi otrzymamy dla x> 0 rozkiad linii
ekwipotencjalnych w postaci rodziny okregéw i wystarczy tak dobra¢ H i z, aby spetni¢ wa-
runki zadania, tzn. linia ekwipotencjalna o potencjale U jest okregiem o srednicy 2R, srod-
ku potozonym w odlegtosci h od ziemi i potencjale U. Okrag o rownaniu (x— h)? + y* = R
musi si¢ pokrywac z okregiem (5.10).
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y H
=1

Rys. 5.6. Dtugi przewdd cylindryczny i potprzestrzen przewodzaca

Porédwnujac potozenie $rodka i promienie, otrzymujemy ukfad réwnan:

heH K+1
K-1
LIS

K-
Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan, otrzymujemy:

K- 1+41-7°

1-1-72

H =hy1-7?

gdzie 7 = R/h <1 Znajac K i potencjat powierzchni ekwipotencjalnej U, wyznaczamy tadu-
nek r z zaleznosci K = exp(4ngU/7). Rozwiazujac ostatnie réwnanie, znajdujemy tadunek
liniowy:

_AneU

CIn(K)

Podstawiajac otrzymane wartosci do wzoru okreslajacego potencjat, otrzymujemy roz-
kfad potencjatu w obszarze x > 0 na zewnatrz przewodu:

U In{(x+H)z+y2}

~In(K) (x—HP+y?

p(xy)

Natezenie pola elektrycznego wyznaczymy, obliczajac gradient potencjatu i mamy:

_ 2U X—H _ X+H
CK)| (x=HP+y? (x+HP+y?
(5.12)

E = 2U y 3 y
VoK) (x=HP+y? (x+H)P+y?
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Z poprzednich rozwazan wiemy, ze na powierzchni przewodnika sktadowa styczna wektora
natezenia pola elektrycznego musi by¢ réwna zeru, a wiec sprawdzamy, czy otrzymane
powyzej rozwiazanie spetnia ten warunek. Sktadowa E, jest styczna do powierzchni ziemi
dla x=0 i musi by¢ E/(x=0, y) = 0. Rzeczywiscie, podstawiajac x = 0 do drugiego z row-
nan (5.11), stwierdzamy, ze warunek zerowania si¢ skladowej stycznej na powierzchni
ziemi jest spelniony. ROwniez na powierzchni cylindrycznego przewodnika sktadowa
styczna E, musi by¢ rowna zeru. Skladowa styczna do powierzchni przewodu wyznacza-
my z zaleznosci (rys. 5.7):
E, = -Esing + Ejcose .

Na powierzchni przewodu mamy: x=h+ Rcosp, y=Rsing i podstawiajac do réwnan
(5.11), obliczamy sktadowa styczna E, na powierzchni przewodu. Po wykonaniu odpo-
wiednich rachunkow stwierdzamy, ze sktadowa styczna E, na powierzchni przewodu jest
réwna zeru.

Wiemy, ze na powierzchni przewodnika powstaje tadunek powierzchniowy i w rozpa-
trywanym przypadku nie potrafimy tego rozktadu przewidzie¢. Rozkiad tadunku po-
wierzchniowego obliczamy z warunku (5.4) i na powierzchni ziemi mamy:

4HeU

o,=&E =
270 X|X:° (H?+y*)In(K)

a wiec maksymalny tadunek powierzchniowy wystapi pod przewodem i z kwadratem odle-

gtosci malej przy oddalaniu si¢ od przewodu. Réwniez pod przewodem wystapi maksymal-

na warto$é¢ natezenia pola elektrycznego wynoszaca E = 4U/H In(K). Rozkfad pola elek-

trycznego na powierzchni ziemi przedstawiono na rys. 5.8 5.9.

2R

Rys. 5.7. Uktad wspétrzednych cylindrycznych przewodu

Poréwnujac wartosci maksymalne modutu natezenia pola elektrycznego (rys. 5.8 i 5.9)
wida¢ ponad szesciokrotny wzrost natgzenia pola, mimo ze napigcie przytozone do prze-
wodu zmalato tysiac razy. Fakt, ze zblizenie elektrod powoduje istotny wzrost natezenia
pola elektrycznego jest wykorzystywany w mikrositownikach elektrycznych.

Dla obliczenia tadunku powierzchniowego na powierzchni przewodu wyznaczamy
sktadowa normalna pola elektrycznego E; do powierzchni przewodu z zaleznosci (rys. 5.7):

E, =E,cosp+Esing

i po wykonaniu obliczen otrzymujemy fadunek powierzchniowy na przewodzie:
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Rys.5.8. Rozktad wartosci bezwzglednej sktadowej normalnej natezenia pola elektrycznego
na powierzchni ziemi w kV/m. Wspétrzedna y w m. Przewod o srednicy 30 mm jest zawieszony
na wysokosci h = 10 m. Napiecie przewodu 100 kV
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Rys. 5.9. Rozkfad wartosci bezwzglednej sktadowej normalnej natezenia pola elektrycznego
na powierzchni ziemi w kV/m. Wsp6étrzedna y w m. Przewdd o $rednicy 30 mm jest zawieszony
na wysokosci h = 20 mm. Napigcie przewodu 100 V

Rozktad tadunku zmienia sig¢ w funkcji kata ¢ i maksymalna warto$¢ opmax 0siaga dla ¢ = n
i wynosi ona:

2eU 1+7
O-pmax = ’ :
RIN(K) \1-7

Podobnie, jak zmienia si¢ tadunek powierzchniowy, tak zmienia si¢ pole elektryczne na

powierzchni przewodu:
U 1-77
E,= - (5.12)
RIn(K) 1+ncose

Rozktad pola elektrycznego na powierzchni przewodu w funkcji kata ¢ pokazano na rys.
5.10i5.11.
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Rys. 5.10. Rozkfad sktadowej normalnej wektora natgzenia pola elektrycznego na powierzchni
przewodu w kV/cm. Przewdd o $rednicy 30 mm jest zawieszony na wysokosci h =10 m.
Potencjat przewodu 100 kV

Warto zauwazy¢, ze stosunek wartosci maksymalnej pola do wartosci minimalnej na po-
wierzchni przewodu jest rowny 1,003, a to oznacza prawie stata wartos¢ sktadowej normal-
nej pola elektrycznego na powierzchni przewodu. Dla bliskiego usytuowania elektrod (rys.
5.11) stosunek wartosci maksymalnej do minimalnej pola elektrycznego na powierzchni
przewodu wynosi okoto 7, koniecznym jest uwzglednienie tego nieréwnomiernego rozkta-
du w obliczeniach.

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia pojemnosci uktadu przewdd cylindryczny — ply-
ta. Bedziemy liczyli pojemnos¢ na jednostkg diugosci. tadunek przewodu na jednostke
dtugosci wynosi 7= 4ngU/In(K), czyli pojemnosé na jednostke dtugosci jest:

C=1= 4neg, '
U In(K)

(5.13)

20 /TN
. /N
Erte) / \

10 / \

0
0 0.628 1.257 1.885 2.513 3.142 3.77 4.398 5.027 5.655 6.283
9

Rys. 5.11. Rozktad wartosci bezwzglednej sktadowej normalnej wektora natezenia pola
elektrycznego na powierzchni przewodu w kV/m. Przewdd o $rednicy 30 mm jest zawieszony
na wysokosci h = 20 mm. Potencjat przewodu 100 V

Dla przewoddw linii energetycznych gdzie 7 = R/h << 1 mamy:
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1+41-77 . 4 2 -
K= nz =~ 2 5 =i2 i stad C=n—g°2=n—zo. Po podstawieniu warto-
1-1-p? 1-1+057% 7 o2 'n(j
n
$ci n otrzymujemy ostatecznie:
C=ﬂ (5.14)

)

In| —

R

Pojemnos¢ obliczona z doktadnego wzoru (5.13) r6zni si¢ od wartosci obliczonej z (5.14)

mniej niz 0,1% dla # = 0,1. Dla typowych linii energetycznych stosunek # = R/h jest mniej-

szy niz 0,01 i dlatego wzor (5.14) jest dobrym przyblizeniem dla praktycznych zastosowan.
Przedstawiony powyzej przyktad obliczen w ztozonym uktadzie elektrod pokazuje

mozliwosci, jakie daje metoda odbi¢ zwierciadlanych. Na bazie uzyskanego rozktadu linii

ekwipotencjalnych dwoch réwnolegtych tadunkéw liniowych mozna obliczy¢ rézne uktady

elektrod walcowych i jest wskazanym, aby czytelnik sprébowat samodzielnie rozwiaza¢ ta-
kie przyktady.



Rozdziat 6

POLE ELEKTRYCZNE W DIELEKTRYKACH

6.1. Polaryzacja dielektrykow

Praktycznie w kazdym urzadzeniu elektrycznym stosowane sa materiaty izolacyjne.
Celem ich zastosowania jest uniemozliwienie przeptywu tadunkéw elektrycznych w niepo-
zadanych kierunkach. Jednym z najlepszych materiatow izolacyjnych jest préznia i moze-
my powiedzie¢, ze nasza dotychczasowa analiza ukfadow elektrod przewodzacych byta
oparta na zatozeniu prozni miedzy nimi. Pr6znia, niestety, jest jednym z najdrozszych izo-
lator6w, co jest zwiazane z kosztami jej wytworzenia, a dla uzyskania dobrych wiasnosci
izolacyjnych powinnismy uzyska¢ préznie prawie doskonata. Kazdy atom czy czastka, ktd-
ra pozostaje, jest potencjalnym zrodiem tadunku na skutek jonizacji i moze utatwié prze-
ptyw pradu.

Gtéwnie ze wzgledu na koszty stosujemy inne materiaty izolacyjne zaréwno w postaci
gazowej, cieczy czy ciat statych. Materiaty te bedziemy nazywali dielektrykami badz, jezeli
nie bedzie to powodowato nieporozumien, izolatorami. Juz w poprzednim rozdziale powie-
dziano, ze w dielektrykach nie wystepuja swobodne tadunki, a ich przewodno$¢ elektryczna
jest mniejsza niz 10~° S/m. Brak swobodnych tadunkéw elektrycznych prowadzi do tego, ze
pod wptywem pola elektrycznego wytwarzanego przez uklady elektrod w dielektryku po-
wstaje pewien objetosciowy rozktad fadunku, ktory okreslimy jako gestosé objetosciowa
tadunku polaryzacyjnego ppo i dopGty dziata zewngtrzne pole ten rozktad gestosci sig
utrzymuje. Po zdjeciu zewnetrznego pola elektrycznego materia wraca do stanu poprzed-
niego i fadunek polaryzacyjny zanika. Oczywistym jest podstawowe pytanie o zrodta ta-
dunku polaryzacyjnego. Mozna wymieni¢ zasadnicze trzy mechanizmy bedace zrodtem ta-
dunku. Najbardziej oczywistym zrédiem jest istnienie tzw. czastek polarnych. Nie wszyst-
kie czastki sa zbudowane w taki sposob, ze sa elektrycznie obojetne. Najbardziej moze
znanym przyktadem jest czastka wody (rys. 6.1), ktdrej uktad atoméw wodoru i tlenu po-
woduje, ze wypadkowy tadunek ujemny i dodatni nie pokrywaja sie. Wzajemne przesunie-
cie fadunkéw powoduje, ze czastka ma staty moment dipolowy p.

+

Rys. 6.1. Model czastki wody
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Moment dipolowy dwdch fadunkéw punktowych +Q, miedzy ktérymi odlegtosé wy-
nosi d, definiujemy jako wektor posiadajacy kierunek prostej taczacej tadunki, zwrot od ta-
dunku ujemnego do dodatniego i wartosci:

p=Qd (6.1)

Jezeli czastka polarna znajdzie sie w polu elektrycznym o natezeniu E, to na dipol
dziata para sit powodujaca powstanie momentu obrotowego T = p x E (rys. 6.2). Pod wply-
wem dziatajacego momentu obrotowego dipole obracaja sig, dazac do pokrycia si¢ kierun-
ku dipola z kierunkiem pola elektrycznego, a jednoczesnie ruchy cieplne powoduja zabu-
rzenia w tym ustawieniu. W wyniku dziatania tych dwu mechanizméw nastepuje czgsciowe
uporzadkowanie dipoli i powstaje pole wiasne tych tadunkow przeciwdziatajace polu ze-
wnetrznemu. Do typowych dielektrykéw polarnych naleza: woda, amoniak, alkohole i wie-

le innych.
F=QFE -Q

+Q F=+QE
Rys. 6.2. Sity dziatajace na dipol elektryczny w polu elektrycznym

Opisany mechanizm jest nazywany polaryzacja orientacyjna i wystepuje w gazach
i cieczach, gdzie jest mozliwy ruch czastek. W ciatach statych, gdzie czastki sa zwiazane
przez sie¢ krystaliczng i nie moga si¢ porusza¢, wystepuja inne mechanizmy. Podstawo-
wym mechanizmem jest polaryzacja nazywana elektronowa (rys. 6.3).

a) b)

Rys. 6.3. Model atomu: a) bez pola elektrycznego, b) znajdujacy si¢ w polu elektrycznym o natezeniu E

Klasyczny model atomu to dodatnie jadro otoczone ujemnymi elektronami. Jezeli nie
ma zewnetrznego pola elektrycznego, to przyjmujemy zaréwno rozktad tadunkéw dodat-
nich, jak i ujemnych w postaci kul, ktdrych srodki si¢ pokrywaja (rys. 6.3a). Wypadkowy
fadunek takiego uktadu tadunkdw jest réwny zeru i nie powstaje wihasne pole elektryczne
atomu. Jezeli jednak atom zostanie umieszczony w polu elektrycznym, to na fadunki ujem-
ne i dodatnie dziataja sity Coulomba powodujace rozsuniecie tadunkéw na odlegtos¢ d
(rys. 6.3b). Na skutek tego przemieszczenia sie tadunkdw powstaje moment dipolowy p
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i zwiazane z nim pole elektryczne, jak méwimy wiasne, ktére przeciwdziata polu ze-
wnetrznemu.

Trzeci rodzaj polaryzacji jest nazywany polaryzacja jonowa. Prostym przykfadem sa
molekuty soli NaCl, gdzie jeden elektron walencyjny Na(11) uzupetnia zewnetrzna orbite
CI(17), gdzie brakuje tego jednego elektronu. W ten sposéb sdd, ktéry pozbawiony jednego
elektronu staje si¢ jonem dodatnim, a chlor, ktory zyskat elektron staje si¢ jonem ujemnym.
Takie wiazanie miedzy atomami jest nazywane wiazaniem jonowym. Bez zewnetrznego
pola molekuty sa elektrycznie obojetne. Po przytozeniu zewnetrznego pola elektrycznego,
na skutek jego oddziatywania z tadunkami, powstaja sity prowadzace do przemieszczenia
fadunkoéw i powstania indukowanego momentu dipolowego.

Z przedstawionego powyzej krotkiego omoéwienia réznych mechanizmoéw polaryzacji
wynika, ze w obecnosci zewnetrznego pola elektrycznego powstaje indukowany moment
dipolowy wewnatrz materii znajdujacej si¢ w polu elektrycznym. Z makroskopowego
punktu widzenia nie jest wygodne postugiwanie si¢ momentem dipolowym poszczegélnych
czastek, a znacznie wygodniejszym jest podejscie statystyczne. Wprowadzamy wektor po-
laryzacji P, ktory definiujemy:

P=Np (6.2)

gdzie N - liczba dipoli na jednostke objetosci materii. Wymiarem wektora polaryzacii jest C/m?.

Przesledzmy zmiany, jakie musimy wprowadzi¢ do rownan elektrostatyki:

jEdI -0 (6.3)
L

J’J’nEdS:”jg%dv (6.4)
S \%

W réwnaniu (6.3) obecnos¢ dodatkowych tadunkéw i wywotanego przez te tadunki pola
nie wptynie na wartos¢ catki z sumarycznego pola po dowolnej krzywej zamknigtej L. Wy-
nika to z faktu, ze pole elektryczne spetnia zasade superpozycji, ktdra wykorzystalismy,
wyprowadzajac réwnanie (6.3). Nie ma zadnego powodu, jezeli tylko fadunki sa nierucho-
me czyli obowiazuje elektrostatyka, aby rownanie (6.3) byto niespetnione przy dowolnym
uktadzie nieruchomych tadunkéw. Jezeli obowiazuje réwnanie (6.3), to oczywiscie obo-
wiazuja konsekwencje wynikajace z tego rownania, a wigc pole jest polem potencjalnym
i nadal mozemy postugiwac si¢ pojeciem potencjatu elektrycznego. Potencjat elektryczny ¢
jest zwiazany z natezeniem pola elektrycznego znana nam zaleznoscia:

E=—grade (6.5)

Sytuacja komplikuje si¢ w przypadku réwnania (6.4), gdyz wiaze ono natezenie pola
elektrycznego z jego zrédtem, jakim jest fadunek elektryczny. Umieszczenie materii w ze-
wnetrznym polu elektrycznym powoduje, ze pole, wnikajac do niej powoduje powstanie
indukowanego tadunku o gestosci objetosciowej pyo. Mechanizmy powodujace powstanie
tego fadunku zostaty omoéwione powyzej. Gdybysmy znali rozktad objetosciowego tadunku
polaryzacyjnego réwnanie (6.4) pozwalatoby obliczy¢ natezenie pola elektrycznego wywo-
fane tym fadunkiem i po dodaniu do pola wywotanego przez elektrody zewnetrzne znaliby-
smy wypadkowy rozktad natezenia pola elektrycznego. Niestety sytuacja jest ztozona z tej
przyczyny, ze rozktad tadunku polaryzacyjnego zalezy od pola zewngtrznego, co powoduje
duze trudnosci obliczeniowe, gdyz musimy, liczac pole, liczy¢ jednoczesnie rozktad tadun-



58

ku polaryzacyjnego. Obliczenia rozktadu fadunku polaryzacyjnego wymagatoby ztozonej
analizy co najmniej na poziomie fizyki statystycznej z uwzglednieniem modelu osrodka.
Dla unikniecia tych trudnosci przyjmujemy, ze tadunek objetosciowy pey generujacy pole
elektryczne jest ztozony z dwdch sktadowych: objetosciowego tadunku polaryzacyjnego
Ppol | ZNanego fadunku objgtosciowego p wprowadzonego przez zrodta zewngtrzne, czyli

Pea =P+ Py (6.6)

Podstawiajac catkowity fadunek w postaci (6.6) do réwnania (6.4) po wymnozeniu przez &y
otrzymujemy:
[[n-(eo)as=[[[ eV + [[[ ppav
S \ \%
Gestos¢ objetosciowa tadunku polaryzacyjnego jest zwiazana z wektorem polaryzacji

P zaleznoscia:
[[n-Pas=—[[[ppmav 6.7)
s v

Zastepujac w prawie Gaussa catkeg objetosciowa z tadunku polaryzacyjnego catka po-
wierzchniowa z wektora polaryzacji P i sumujac z polem elektrycznym, otrzymujemy:

”n-(gOE+ P)dS:” pdV (6.8)
S \%
Wprowadzajac howy wektor
D=gE+P (6.9)
zwany wektorem indukcji elektryczne i majacy wymiar C/m? zapiszemy prawo Gaussa
W postaci zaleznosci:
n-DAS= ||| pdV (6.10)
ffn-00s- I

Niestety wyglada na to, ze zamiast uprosci¢ sytuacje pogorszylismy ja w istotny sposéb.
Whprowadzilismy nowe pole wektorowe indukcji elektrycznej i mamy dwa réwnania (6.3)
i (6.10), ktore musza by¢ spetnione przez wektory D i E. Musimy te dwa pola ze soba po-
wiaza¢ i odpowiedzi poszukujemy w badaniach doswiadczalnych. Na podstawie oszacowan
analitycznych i badan laboratoryjnych wiemy, ze w polach elektrycznych, jakie praktycznie
osiagamy w laboratoriach, dla wigkszosci materiatéw dielektrycznych jednorodnych i izo-
tropowych polaryzacja jest proporcjonalna do pola elektrycznego, czyli

P = yeoE (6.11)

gdzie y jest nazywana podatnoscia dielektryczna i najczesciej jest ona otrzymywana na
drodze pomiar6w laboratoryjnych. Podstawiajac zaleznos¢ (6.11) do réwnania (6.9),
otrzymujemy:

D=(1+y)eE

Definiujac wzgledna przenikalnos¢ dielektryczna jako:
ew= 1 +X (612)
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Wzgledna przenikalnos¢ dielektryczna, jak wynika z definicji (6.12), jest liczba niemiano-
wana.

Po wprowadzeniu wzglednej przenikalnosci dielektrycznej mozemy zwiazek migdzy
indukcja elektryczna a natezeniem pola elektrycznego zapisa¢ w postaci zwiazku konstytu-
tywnego:

D=¢E (6.13)

gdzie przenikalnos¢ dielektryczna e = &, .

Dla orientacji w wielko$ciach, jakie osiaga wzgledna przenikalnosci dielektrycznej
przytoczymy kilka wartosci dla typowych materiatdw w tym stosowanych w elektrotechni-
ce i tak: woda destylowana — 80, nitrobenzen — 35, metanol — 33, etanol — 24, polietylen —
2.2, polichlorek winylu — 6.1, teflon — 2.1, pleksiglas — 3.4 i tytanian baru > 2100. Z poda-
nych liczb wida¢, ze duze wartosci wzglednej przenikalnosci dielektrycznej wystepuja dla
materiatdw o orientacyjnej polaryzacji. Wyjatek stanowi tytanian baru nalezacy do tzw. fer-
roelektrykéw, dla ktorych réwnanie konstytutywne (6.13) jest nieliniowe i wystepuje petla
histerezy (rys. 6.4). Typowe materiaty ferroelektryczne to: tytanian baru — BaTiOs, tytanian
otowiu — PbTiOj i niobian potasu — KNbO;. Charakterystyczna cecha materiatow ferroelek-
trycznych jest wystepowanie tzw. temperatury Curie. Przekroczenie temperatury Curie po-
woduje utrate whasnosci ferroelektrycznych. Temperatury Curie dla wymienionych ferro-
elektrykow sa 120°C, 490°C i 435°C odpowiednio.

PA

Rys. 6.4. Petla histerezy dla ferroelektryka

Warto réwniez wspomnie¢ o innych interesujacych wiasnosciach materiatow dielek-
trycznych. Istnieje grupa materiatdw dielektrycznych zwanych elektretami, ktore potrafia
przechowa¢ tadunek elektryczny przez diugi okres czasu. Do najwczesniej otrzymanych
elektretdw naleza tzw. termoelektrety, ktore otrzymano, zestalajac odpowiednie mieszaniny
woskow w statym polu elektrycznym. Po usunieciu zewnetrznego pola obserwowano pole
wiasne elektretu utrzymujace si¢ przez kilka lat. Elektrety znajduja szerokie zastosowanie
w budowie mikrofonéw.

Podaobnie, jak wspomniano, omawiajac prawo Ohma, tak réwniez w dielektrykach in-
ne czynniki moga powodowa¢ powstanie pola elektrycznego. Zjawisko piezoelektrycznosci
jest zwiazane z powstaniem pola elektrycznego pod wplywem naprezen mechanicznych
i jest szeroko wykorzystywane do budowy réznego typu czujnikéw naprezen badz prze-
mieszczen. Odwrotnym efektem do zjawiska piezoelektrycznosci jest elektrostrykcja. Elek-
trostrykcja jest to zjawisko polegajace na tym, ze po przytozeniu do dielektryka pola elek-
trycznego nastepuje jego odksztatcenie i wystepuja w nim naprezenia mechaniczne. Zjawi-
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sko to jest wykorzystywane do budowy sitownikéw i akustycznych generatoréw ultradz-
wiekowych. Podobnie jak naprezenia mechaniczne, réwniez temperatura moze powodowac
polaryzacje dielektryka i zjawisko to jest nazywane piroelektrycznoscia.

W naszych dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do praktycznie stosowanych
w elektrotechnice materiatow izolacyjnych, ktore sa izotropowe i jednorodne dobrze opisa-
ne zaleznoscia liniowa (6.13). Rozpatrzmy obecnie, jakich zmian musimy dokona¢ w na-
szych poprzednich rozwazaniach, gdzie zaktadalismy proznie. Jezeli rozpatrujemy sytuacje,
gdzie elektrody generujace pole elektryczne znajduja sie w jednorodnym osrodku o przeni-
kalnosci elektrycznej €, np. uktad elektrod w powietrzu czy w innym gazie, to odpowiedz
na postawione pytanie jest prosta. Korzystajac ze zwiazku miedzy indukcja elektryczna,
a natezeniem pola elektrycznego (6.13) i podstawiajac do prawa Gaussa (6.10), otrzymuje-

[ = [

a poniewaz przenikalnos¢ elektryczna jest stata w catym osrodku, to mozemy podzieli¢
obie strony rdwnania przez ¢ i mamy:

”nEdS:J'”gdv (6.14)
S \%

Otrzymany wynik w potaczeniu z rownaniem (6.3) pokazuje, ze we wszystkich oblicze-
niach nalezy zastapi¢ przenikalnos¢ elektryczna prdzni g, przez przenikalnosé elektryczna ¢
danego osrodka i mozemy wykorzysta¢ otrzymane poprzednio rezultaty, np. pojemnosé
kondensatora ptaskiego wypetnionego dielektrykiem o przenikalnosci ¢ bedzie C = £Sh.

Obowiazujace sa wyniki uzyskane dla przewodnikéw, gdzie doszlismy do wniosku, ze
w elektrostatyce pole elektryczne wewnatrz przewodnika musi by¢ zawsze réwne zeru, a na
jego powierzchni pole elektryczne na zewnatrz przewodnika musi by¢ do tej powierzchni
prostopadte. Jedyna zmiana polega na tym, ze w warunku brzegowym (5.4) zastepujemy &q
przez ¢ i otrzymujemy:

o

ne=2 (6.15)
€ls

badz n-D=0] (6.16)

gdzie n jednostkowy wektor normalnej zewngtrznej do powierzchni Sprzewodnika.

Rozwazmy nastepujacy przykfad: Dany jest diugi jednozylowy kabel elektryczny
o srednicy zyty 2R; = 30 mm i $rednicy wewnetrznej metalowego ekranu 2R, = 50 mm oraz
zewnetrznej 2R; =52 mm. Miedzy zyla a ekranem znajduje si¢ izolacja polietylenowa
o wzglednej przenikalnosci elektrycznej e, = 2,3 i wytrzymatosci elektrycznej 25 kvV/mm.
Nalezy obliczy¢ maksymalne napiecie U, jakie mozna przytozy¢ miedzy zyta a ekranem
i wyznaczy¢ pojemnosé na jednostke diugosci kabla. Poprzeczny przekréj kabla przedsta-
wia rys. 6.5.

Ze wzgledu na symetrig walcowa kabla przyjmujemy uktad wspdtrzednych cylin-
drycznych, ktérego o$ z pokrywa sie z osia kabla, a wspdtrzedne r i 0 oznaczono na rys.
6.5. Rozwazajac pole elektryczne wokot fadunku liniowego z, stwierdzilismy, ze natgzenie
pola elektrycznego wokdt tadunku w uktadzie wspdtrzednych cylindrycznych ma tylko
sktadowa promieniowa E zalezna tylko od odlegtosci r od tadunku liniowego. Rozwiazanie
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to doskonale pasuje do naszego zadania. Umieszczamy w osi zyty tadunek liniowy z i pa-
mictajac, ze pole elektryczne wystapi tylko w obszarze R, < r < R, a jego przenikalnos¢
elektryczna izolacji jest e mamy:

Rys. 6.5. Poprzeczny przekroj jednozytowego kabla elektrycznego

T

E(r) = 2mer

Dla wyznaczenia fadunku liniowego korzystamy ze znanego wzoru na potencjat elektrycz-
ny wokdt fadunku liniowego:

¢(r)=i[0—ln(r)]

i przyjmujac potencjat ekranu réwny zeru, a zyty rowny U, wyznaczamy stata C i tadunek ¢
z warunkow:

plr=R)=U
olr=R,)=0
znajdujemy:
2nel
T=

In(RZ]
R
C=In(R,)

Natezenie pola elektrycznego dla Ry <1 < R; jest:

E(r)= Y

Zarowno dlar < Ry jak i r > R, pole elektryczne jest rowne zeru. Maksymalne natezenie po-
la elektrycznego wystepuje na zyle kabla i wynosi:



62

E . = v

max —R2
Inl "2
Rl”(RlJ

a poniewaz nie moze ono przekracza¢ dopuszczalnego natezenia pola elektrycznego Egop,
wigc maksymalne napigcie Una, jakie mozemy podac na zytg kabla wynosi:

U = Edopaln(%)

Podstawiajac dane naszego zadania otrzymujemy Una = 191,5 kV. Dla poréwnania, gdyby
izolacja kabla byto powietrze, dla ktdrego Egqp = 30 kV/cm to mozliwe napigcie zyty byto-
by okoto 23 kV. Z poréwnania tych napie¢ jasno wynika koniecznos¢ stosowania materia-
tow izolacyjnych. Wyzsze napiecie zyly pozwala przesta¢ za pomoca kabla proporcjonalnie
wigksza moc przy zatozeniu, ze prad przesylany, ktdrego wartos¢ zalezy od przekroju zyty
kabla, w obu przypadkach bedzie ten sam.

Obliczmy pojemnos$¢ kabla na jednostke dtugosci. adunek na jednostke dtugosci ob-
liczylismy powyzej 7= 2neU/In(Ry/R,) i dzielac przez roznice potencjatdw U miedzy elek-
trodami otrzymujemy zaleznos¢ na jednostkowa pojemnos¢ kabla:

c=_2"_ (6.17)

3

i dla danych zadania mamy C = 0,25 nF/m. Najczesciej podajemy pojemnos¢ jednostkowa
1 km i mamy C = 0,25 pF/km.

dh

i

d

Rys. 6.6. Prostokat przyjety na granicy dwaéch dielektrykow

Niestety sytuacja sie komplikuje znacznie, jezeli pole jest wytwarzane w obszarze
gdzie znajduja sie dielektryki o réznych przenikalnosciach elektrycznych. Dla zapoznania
sie z przyczyna trudnosci rozwazmy granice rozdzielajaca dwa dielektryki o przenikalno-
sciach odpowiednio & i &,. Zaktadamy, ze w niewielkim obszarze mozemy przyja¢, ze gra-
nica rozdziatu jest ptaszczyzna i korzystajac z rownania (6.3) zbadamy zachowanie si¢ na-
tezenia pola elektrycznego przy przejsciu przez granicg (rys. 6.6). W ptaszczyznie prosto-
padtej do granicy rozdzielajacej oba osrodki wybieramy jako droge catkowania w réwnaniu
(6.3) prostokat o bokach dixdh. Bok dh jest prostopadly do granicy podziatu i zmierza
w granicy do zera. Poniewaz bok dl jest maty, wigc na mocy twierdzenia o wartosci $red-
niej przy dh—0 mozemy catke (6.3) zapisac:
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Eg,dl —Eg,d =0

i dzielac przez dl otrzymujemy warunek spetniany przez natezenie pola elektrycznego przy
przejsciu przez granicg migdzy dielektrykami:

Ea1=Eg2 s (6.18)

Powyzszy warunek brzegowy stwierdza, ze na granicy Srozdzielajacej dwa rézne dielek-
tryki sktadowa styczna wektora natezenia pola elektrycznego jest ciagta.

Dla odpowiedzi, co dzieje si¢ z wektorem pola elektrycznego musimy réwniez odpo-
wiedzie¢ na pytanie o skfadowa normalna.

AS

AS

1

AS n,

v

Rys. 6.7. Walec na granicy miedzy dielektrykami

Dla okreslenia sktadowej normalnej na granicy migdzy dwoma dielektrykami wyko-
rzystamy prawo Gaussa (6.10). Zbudujemy walec o osi prostopadiej do ptaszczyzny roz-
dzielajacej izolatory (rys. 6.7). Podstawa walca wynosi AS a jego wysokos¢ dh i zaktada-
my, ze w granicy dh—0. Korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej catki dla matych AS
i dh—0, mozemy zapisa¢ prawo Gaussa (6.10) w postaci:

n,-D;AS+n,-D,AS=ASAhp.
W przypadku granicy przewodnika, zgodnie z definicja lim (Ahp) = ¢, mielismy tadunek
Ah—0

powierzchniowy o, gdyz istnieja fadunki swobodne, ktére sa przemieszczane na po-
wierzchnig przewodnika. W przypadku granicy migdzy izolatorami taka sytuacja jest nie-
mozliwa, gdyz nie ma swobodnych fadunkéw, a jedynie wystepuja dipole elektryczne, kto-
re nie wytwarzaja warstwy fadunku powierzchniowego. Mozemy przyja¢, ze dla granicy
miedzy izolatorami zachodzi:

AIP!TO(Ahp) =0
Ostatecznie, biorac pod uwagg, ze n, = —ny (rys. 6.7) otrzymujemy:

n,-(D,-D,)=0| (6.19)
lub (rys. 6.7) Dy, = Dyl (6.20)

Réwnania (6.19) lub (6.20) nazywamy warunkami granicznymi i wynika z nich ciagtos¢
sktadowej normalnej indukcji elektrycznej na granicy Smiedzy dwoma izolatorami.
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Rozwazmy zachowanie wektora natezenia pola elektrycznego na granicy miedzy
dwoma jednorodnymi izotropowymi izolatorami o przenikalnosci wzglednej ey, ewe 0dpo-
wiednio (rys. 6.8).

Rys. 6.8. Wektor natezenia pola elektrycznego na granicy miedzy dielektrykami
o0 przenikalnosci elektrycznej ¢; i &, odpowiednio

Na mocy warunku brzegowego (6.18) stwierdzajacego ciagtos¢ sktadowych stycznych na-
tezenia pola elektrycznego na granicy migdzy osrodkami mamy:

Ei = Ex
lub E; sina; = E> sinay,

gdzie E;, E;, modut wektora natezenia pola odpowiednio w dielektryku o przenikalnosci
elektrycznej e, o, @ a1, ap Kat miedzy wektorem natezenia pola elektrycznego, a normal-
na do granicy odpowiednio w osrodku 1 i 2. Z warunku ciagtosci sktadowej normalnej in-
dukgji elektrycznej (6.20), biorac pod uwage D; = &E; gdzie i = 1, 2, otrzymujemy:

g1 Ein= &2 Enn
lub &1E1 cosay = &,E, cosa,.

Dzielac stronami drugie z réwnan warunkdw brzegowych otrzymujemy:

tger, = 292 tgqy . (6.20)
fm

6.2. Przyktady obliczen pola elektrostatycznego w dielektrykach

Rozpatrzmy kilka przyktadéw obliczen pola elektrycznego w uktadach wielowar-
stwowych izolatoréw. Pierwszy przyktad to kondensator ptaski o powierzchni elektrod
S=10,5 m?. Odlegtos¢ miedzy elektrodami kondensatora wynosi h = 0,1 mm. Miedzy elek-
trodami znajduje sie warstwa dielektryka o grubosci hy; = 99 um, przenikalnosci wzglednej
ew = 5,5 1 dopuszczalnej wartosci natgzenia pola elektrycznego Egqp = 28 kV/mm. Migdzy
dielektrykiem a elektroda znajduje si¢ warstwa powietrza o przenikalnosci wzglednej
ewz = 1 1 dopuszczalnej wartosci natgzenia pola elektrycznego Egqpe = 30 kV/em. Obliczy¢
maksymalne napigcie jakie mozna podac¢ na elektrody kondensatora. Czy warstwa powie-
trza w kondensatorze pogarsza jego wiasnosci i dlaczego?
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a) b)
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Rys. 6.9. Przekroj kondensatora ptaskiego (a) i jego model obwodowy (b)

Rysunek powyzej w czesci a przedstawia model dwuwarstwowego kondensatora pta-
skiego, a w czesci b jego obwodowy schemat zastepczy. Korzystajac ze wzoru na pojem-
nos¢ kondensatora dla warstwy o grubosci h; i przenikalnosci elektrycznej &, = ey60, Obli-
czamy pojemnosé C,; zastepczego kondensatora C; = £Sh,. Dla kondensatora C, reprezen-
tujacego zastepcza pojemnos¢ kondensatora powietrznego o przenikalnosci ¢, = ¢ i grubo-
$ci warstwy h, = h—h; mamy: C, = &5/h,. Kondensatory C, i C, sa potaczone szeregowo,
a wiec pojemnos¢ zastepcza C,, Wyznaczamy ze znanej z teorii obwodow elektrycznych
zaleznosci: C, = C1Cy/(Cy + C,). Podstawiajac dane naszego zadania, otrzymujemy:
C;=245,6 nF, C, = 4,421 uF, C, = 232,7 nF. Jezeli nie byloby warstwy powietrza, to po-
jemno$¢ kondensatora C, 0 grubosci warstwy h i przenikalnosci elektrycznej ¢; bylaby
Co = &5/h = 243,2 nF. Poréwnujac obie wartosci pojemnosci otrzymujemy, ze pojem-
nos$¢ kondensatora dwuwarstwowego jest o okoto 4% mniejsza od pojemnosci kondensato-
ra z wypetnieniem jednorodnym. Mozemy wnioskowaé, ze zmniejszenie pojemnosci
w przypadku, gdy chcemy uzyska¢ duze pojemnosci, bedzie pierwszym negatywnym skut-
kiem.

Przejdziemy do obliczenia spadkéw napie¢ na poszczegdlnych kondensatorach. tadu-
nek obu kondensatoréw jest jednakowy i oznaczajac ten fadunek jako Q, mamy Q = UC,.
Spadek napiecia na kondensatorze C; to U; = Q/C, = C,U/(C, + C,), a na kondensatorze C,
to U, = Q/C, = C,U/(C, + C,) Natezenie pola elektrycznego, cel naszych obliczen, wyzna-
czamy z zaleznosci otrzymanej w zadaniu rozwigzanym w poprzednim rozdziale, gdzie
otrzymalismy rezultat E = U/h. Dla kondensatora C, natezenie pola elektrycznego wynosi
E; = Uy/hy, a dla kondensatora C, mamy E, = U,/h,. Podstawiajac wyznaczone w zalezno-
sci od napiecia U wartosci napie¢ U; i Uy, a za pole elektryczne podstawiajac dopuszczalne
natezenia pola elektrycznego dla danej warstwy, wyznaczamy maksymalne dopuszczalne
napiecie Umax1, Umaxz:

U max1 — [1+ C&J Edoplll

2

UmaxZ = [1+%jEdop2h2

Podstawiajac dane zadania i obliczone pojemnosci otrzymujemy: Upaa = 2,93 kV
i Unaxe = 0,575 kV. Dla zapewnienia bezawaryjnej pracy tego dwuwarstwowego kondensa-
tora mozemy na jego elektrody poda¢ maksymalne napiecie rowne mniejszemu z powyzej
obliczonych, a wiec mozemy poda¢ maksymalnie napiecie 575 V.
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Jezeli kondensator bytby jednowarstwowy o odlegtosci miedzy elektrodami wynosza-
cej h i wypetniony izolatorem o dopuszczalnym natezeniu pola elektrycznego Egeps, t0 jego
napigcie dopuszczalne U, wynositoby: Uy = Egepih = 2,8 KV. Wynik ten pokazuje, ze obec-
nos$¢ warstwy powietrza powoduje obnizenie dopuszczalnego napiecia, pod jakim konden-
sator moze pracowaé. Jest to bardzo niekorzystny wynik z punktu widzenia eksploatacji
kondensatora.

Drugi przyktad, ktory zostanie rozpatrzony, to kula metalowa o promieniu 10 cm znajduja-
ca si¢ w powietrzu o dopuszczalnym natezeniu pola elektrycznego Egqep = 30 kV/em. Kula zo-
stata powleczona réwnomierna warstwa dielektryka o grubosci Imm. Wzgledna przenikalnosé
elektryczna dielektryka wynosi 10, a jego dopuszczalne natezenie pola elektrycznego wynosi
Edopi = 20 kKV/mm. Nalezy wyznaczy¢ pojemnos¢ kuli i poréwnaé¢ z pojemnoscia kuli bez po-
wioki oraz obliczy¢ maksymalne napiecie jakie mozna poda¢ na kule z powtoka i bez powtoki.

Dla kuli bez powtoki dielektryka znamy juz z poprzedniego rozdziatu jej pojemnosc¢
C,, ktéra wynosi Cy = 4neoR. Dopuszczalne napiecie Uy obliczalismy réwniez i wynosi ono
Uo = EgoppR. PO podstawieniu danych zadania bedzie: Cy = 11,1 pF i Ug = 300 kV.

Dla rozwigzania zadania kuli z powtoka postuzymy si¢ metoda polowa. Wiemy z po-
przednich rozwazan, ze ze wzgledu na sferyczna symetri¢ obiektu wektor natezenia pola
elektrycznego w uktadzie wspotrzednych sferycznych zwiazanych ze srodkiem kuli posiada
tylko sktadowa promieniowa, ktora bedziemy oznaczali jako E. Skfadowa ta jest tylko
funkcja promienia r (rys. 6.10). Obecnos¢ warstwy dielektryka o statej grubosci na po-
wierzchni kuli nie zmienia symetrii i powyzsze wnioski sa nadal obowiazujace. Zadanie
rozwiazemy, korzystajac z elektrycznego potencjatu ¢(r), ktéry tez jest tylko funkcja pro-
mienia. Jednak teraz przestrzen wokét kuli nie jest jednorodna, a dwuwarstwowa i dlatego
wprowadzamy potencjat dla kazdej z warstw. W warstwie izolatora R<r <R oznaczamy
potencjat jako ¢;i(r), a dla r > R, czyli na zewnatrz warstwy izolacyjnej, oznaczamy jako

op(r)-

Rys. 6.10. Kula przewodzaca pokryta rownomierna warstwa izolacji

W kazdym z obszardw potencjat spetnia réwnanie Laplace’a, ktore we wspotrzednych
sferycznych dla potencjatu bedacego tylko funkcja r ma postac:
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odpowiednio dla warstwy izolatora i powietrza. Rozwiazania obu réwnan otrzymujemy
wykonujac catkowanie i mamy:

C
@ (r) =TI1+Ci2

C
__pl
¢p(r)_ r +Cp2

gdzie Ci;, Cip, Cpi i Cp, to state, ktore musimy tak dobrac, aby potencjat spetniat okreslone
fizycznie warunki. Dla wyznaczenia czterech statych nalezy zada¢ cztery warunki, ktore
nazywamy warunkami brzegowymi lub granicznymi. Pierwsze dwa sa tatwe, gdyz dotycza
wartosci potencjatu na elektrodach. Pierwsza elektroda to powierzchnia kuli metalowej
0 potencjale U, a wigc mamy warunek:

(l’i(r =R)=U.

Druga elektroda jest w nieskonczonosci i jej potencjat zgodnie z umowa przyjmujemy za
rowny zeru i stad drugi warunek brzegowy:

gop(r —>oo)%0.

Nastepne dwa warunki formutujemy dla granicy miedzy dielektrykami. Przyjmujemy, ze
potencjat elektryczny jest funkcja ciagta r, a stad otrzymujemy trzeci warunek brzegowy:

o(r=R)=0,(r=R,)

Ostatni warunek wynika z ciagtosci sktadowej normalnej indukcji elektrycznej na granicy
dwéch dielektrykdéw. Poniewaz indukcja elektryczna podobnie jak natezenie pola elek-
trycznego ma tylko skfadowa promieniowa, ktéra jest prostopadta do granicy miedzy die-
lektrykami, w zwiazku z tym czwarty warunek brzegowy jest:

dg _, 9%

£ ———=
[ p
dr dr <R,

Z drugiego warunku brzegowego wynika, ze Cy, =0, a na podstawie pozostatych
otrzymujemy ukiad réwnan:

C.
—L+c,=U
R
C C
_Il+Ci2 :_pl
R, R,
giCilzngpl

Rozwiazujac powyzszy ukitad réwnan, wyznaczamy state i podstawiajac do wzordw na po-

tencjat, mamy:
_ U R.J& _,|R
p(r)= (6} }R[r{g 1}%] dlaR<r<R,
1+ +-1|—
R,

p
p
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Sy
Ep R

Pp(r) =
1+ & - R '
€ R,

p

dlar2R,.

Natezenie pola elektrycznego okreslamy ze zwiazku E = —grad ¢. W rozpatrywanym przy-
padku mamy tylko sktadowa promieniowa, ktéra obliczamy z zaleznosci: E=-dg/dr
i otrzymujemy:

R
U z dla r<R,
=g
1+(ey —1) = |&i— dlar>R,
r

gdzie uwzgledniono, ze &/g = &v&feo = &i- W dielektryku maksymalne natezenie pola
Enmaxi Wystepuje na elektrodzie metalowej i wynosi Enaxi = [1 + (&4 — 1) R/R2]™ U/R. Mak-
symalne natgzenie pola nie moze przekroczy¢ dopuszczalnego natezenia pola Eyqpi dla die-
lektryka, a wiec maksymalne napiecie ze wzgledu na przebicie dielektryka jest:

U maxi — |:1+ (gwi _1)E:| REmaxi
Ry

Maksymalne napigcie Unmax p, jakie mozna przytozy¢ do kuli ze wzgledu na przebicie powie-
trza, obliczamy z zaleznosci:

2
E
Umax p~ |:1+ (gwi _1)3}%
wi

Podstawiajac dane naszego zadania, otrzymamy: Upeyi =19,8 MV i Upap = 0,303 MV, a wige
przebicie nie wystapi, jezeli napigcie podawane na kulg nie przekroczy 303 kV. Pokrywajac ku-
I¢ dielektrykiem, zyskalismy mozliwos¢ zwigkszenia napigcia o okoto 3 kV. Zauwazmy jednak,
ze zgodnie z ostatnim ze wzordw mozemy zwiekszy¢ napigcie, zwiekszajac grubos¢ izolacji, np.
dla warstwy o grubosci 1 cm mamy Unap = 333 KV. Przyktad pokazuje, dlaczego w uktadach
izolacyjnych wysokiego napigcia grubos¢ izolacji odgrywa istotna rolg.

W celu wyznaczenia pojemnosci kuli pokrytej izolacja wyznaczymy tadunek kuli. Za-
czynamy od wyznaczenia fadunku powierzchniowego na kuli z zaleznosci o = & E(r = R)
i podstawiajac pole, mamy:

&

v
_1) R

R

Catkowity tadunek kuli Q otrzymamy, mnozac tadunek powierzchniowy przez powierzch-
ni¢ kuli 47R2 i po podzieleniu fadunku Q przez napiecie U znajdujemy pojemnosé¢ C; kuli
pokrytej warstwa izolacyjna:

4ngR

Podstawiajac dane zadania, otrzymujemy: C;=11,2 pF, co oznacza, ze pojemnos¢ kuli
zmieni si¢ w niewielkim stopniu.



Rozdziat 7

ENERGIA | SILY W POLU ELEKTROSTATYCZNYM

Przeprowadzimy obecnie obliczenia energii zgromadzonej w polu elektrostatycznym.
Rozpoczniemy od prostego przykfadu trzech tadunkéw Q;, Q, i Qs. Rozmiescimy tadunki
w przestrzeni w trzech kolejnych krokach, obliczajac wykonana przy tym prace. Zatdzmy,
ze mamy tylko tadunek Qq, ktéry umieszczamy w punkcie P; 0 promieniu wodzacym ry. Te
operacje wykonujemy bez wkiadu energii. Nastepnym krokiem jest umieszczenie tadunku
Q. w punkcie P, o promieniu wodzacym r,. tadunek Q, przemieszcza sie¢ w polu tadunku
Q.. a wiec praca, jaka musimy wykona¢ jest rowna (Q.Q,)/(4rer1,), gdzie ry, jest odlegto-
scia miedzy tadunkami Q; i Q.. Na koncu przemieszczamy do punktu P; 0 promieniu wo-
dzacym r; fadunek Qs. £adunek przemieszczony zostaje w polu elektrycznym wywotanym
przez tadunki Q; i Q, a wiec wykonana praca jest rowna (Q:Qs)/(4mers) +
(Q:Qs)/(4mer,s). Catkowita praca W wykonana przy przenoszeniu tadunkéw do punktow
P1, Py, P WynOSi:

w_Q% . QQ Q0

Aner, Aner, And,, '
Ostatni wzér zapisujemy w postaci:

W:g[&+&}&[&+ Q Jg[ Q ., Q j

2\ Aner, Aner, 2 | dne, Ana,, 2 | dner,  Ana,,

ale @(P,) = Q. /4ner, + Qs /4merys jest potencjatem w punkcie P; wywotanym przez ta-
dunki Q, i Q; Podobnie @(P,) = Qy/4mer, + Qs /4mery; jest potencjatlem w punkcie P,
wywotanym przez tadunki Q; i Qs, a @(Ps) = Qi/4ners + Q, /4mers, — potencjatem
w punkcie P; wywotanym obecnoscia tadunkéw Q; i Q.. Energie zawarta w ukladzie ta-
dunkéw zapisujemy w bardziej eleganckiej formie:

w=§mmm+@m@+%ﬂ@]

Ostatnia zaleznos¢ tatwo w drodze indukcji matematycznej uogolni¢ do energii w ukladzie
N fadunkow:

1 &
W—E%:Qi(/’i (7.1)

gdzie dla skrocenia zapisu oznaczono ¢; = ¢(P;). Dla ciagtego rozktadu tadunku o gestosci
objetosciowej p znajdujacego si¢ w obszarze o objetosci V wzor (7.1) przyjmuje postaé:

W :% _U.J.pgodv . (7.2)
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Uwazamy, ze energia jest zgromadzona w polu elektrycznym w calej przestrzeni wypetnio-
nej przez pole i dlatego wzor (7.2) przeksztatca sig tak, aby wyeliminowaé objetosciowa
gestos¢ fadunku p i potencjat ¢, a wprowadzi¢ wielkosci polowe. Po kilku przeksztatce-
niach matematycznych otrzymuje sie:

W:J.\J/.J.%dv (7.3)

zaleznos$¢, w ktorej wystepuja tylko wielkosci zwiazane z polem elektrycznym, indukcja
i natezenie. Wielko$¢ znajdujaca sie pod catka nazywamy gestoscia energii pola elektrycz-
nego i oznaczajac te wielkos¢ jako w, mamy:
D-E

w 5 (7.4)
Gestosé energii pola elektrycznego wyrazamy w J/m°. Definicja (7.4) pokazuje, ze pole
elektryczne jest nosnikiem energii, ktéra jest rozmieszczona w przestrzeni tak jak jest roz-
mieszczone pole elektryczne. Istotne jest, ze we wzorze (7.4) nie ma tadunkdéw, a wiec no-
snikiem energii jest pole elektryczne.

Dla oceny rzedu wielkosci tej energii rozwazmy prosta sytuacje, a mianowicie pole
elektryczne w powietrzu, czyli D = gFE, i gestosé energii jest W= gE?/2. Przyjmujac do-
puszczalna wartos¢ pola elektrycznego dla powietrza, czyli E = 30 kV/cm, znajdujemy, ze
gestosé energii wynosi okoto 40 J/m®. Niestety nie jest to zbyt duza wielkosé i dlatego ra-
czej nie buduje sig silnikow elektrycznych.

Korzystajac z zaleznosci (7.2) obliczymy energie zgromadzona w kondensatorze.
Krétko przypomnijmy, ze kondensator to uktad dwdch metalowych elektrod, miedzy ktd-
rymi znajduje sie dielektryk. Na elektrodach znajduja sie jednakowe tadunki o przeciwnych
znakach +Q i —Q. tadunki elektrod sa tadunkami powierzchniowymi zgromadzonymi na
elektrodach metalowych o powierzchniach S, i S, ktdre sa powierzchniami ekwipotencjal-
nymi o potencjale V. i V_ odpowiednio. Energia Wc tego uktadu elektrod jest:

Wc:% i oV, dS+ £ o V.dS

ale IJ6+V+dS=V+j.[0+dS=V+Q oraz HG_V_dSzV_”O‘_dSz—V_Q,
s, s, s s

wiec po podstawieniu znajdujemy, ze W = Q(V, — V.)/2. Réznice potencjatdw miedzy
elektrodami kondensatora nazywamy napigciem i oznaczajac ja jako U = V. — V_, zapisze-
my energi¢ zgromadzona w kondensatorze zaleznoscia:

QU
=

Korzystajac z definicji pojemnosci C = Q/U i eliminujac tadunek kondensatora, zapisujemy
(7.5) w najczesciej stosowanej postaci:

W, = (7.5)

cu?
W, = > (7.6)
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Przejdziemy obecnie do obliczenia sit dziatajacych w polu elektrostatycznym. Zakta-
damy, ze przemieszczenie obiektu jest mate i wynosi dx. Przemieszczenie dx; bedziemy
nazywali przemieszczeniem uog6lnionym, gdyz nie musi to by¢ konieczne przemieszczenie
liniowe, ale na przyktad przemieszczenie katowe. Energia potencjalna ukladu zacho-
wawczego U, jakim jest pole elektrostatyczne, jest funkcja tylko tadunkéw Q; oraz prze-
mieszczen uogolnionych dx. Rézniczke zupetna energii opisuje zaleznos¢:

i=1 i=1

gdzie: ¢; — potencjat w punkcie gdzie znajduje sig tadunek Q,
F; — skladowa uogdlnionej sity,
N - liczba tadunkéw,
K - liczba niezaleznych wspo6trzednych uog6inionych.

Poniewaz energia potencjalna U(Q;, %), jak wspomniano powyzej, jest tylko funkcja tadun-
kow i przemieszczen uogolnionych, wigc jej rozniczka zupetna ma postac:

- U SEL,
du = ;a—ql szdq + .Z;& Q:constd)ﬁ
Poréwnujac w obu rozniczkach wspotczynniki przy niezaleznych przyrostach, znajdujemy:
Q' X=const
i cel naszych obliczen — i-ta sktadowa sity:
F= —g% (7.7)
Q=const

Otrzymana zalezno$¢ (7.7) stwierdza, ze aby wyznaczy¢ site dziatajaca, na przyktad na
elektrody, nalezy obliczy¢ energie zgromadzona w polu elektrycznym, korzystajac z zalez-
nosci (7.3) badz (7.4). Sity dziakajace w uktadzie obliczamy pod warunkiem, ze tadunki
ukfadu nie ulegaja zmianie. Oznacza to, ze w przypadku kondensatora, zostat on natadowa-
ny i nastepnie odtaczony od Zrédta tadunku. Po odtaczeniu tadunek kondensatora nie ulega
zmianie i mozemy wykona¢ mate przemieszczenie elektrod. Jako prosty przyktad rozpa-
trzmy plaski kondensator powietrzny o powierzchni elektrod Si odlegtosci migdzy elektro-
dami wynoszacej h. Pojemnos¢ kondensatora jest C = g Sh. Zatoézmy, ze wprowadzilismy
do kondensatora tadunek Q i odtaczylismy go od zasilania. Energia elektryczna zgroma-
dzona w kondensatorze (7.5) jest We = QU/2 = Q%/2C = Q?h/2&, S Naszym celem jest obli-
czenie sity dziatajacej na elektrode kondensatora, a w zwiazku z tym przyjmujemy jako
wspotrzedna uogolniona odlegtos¢ miedzy elektrodami h i obliczamy site dziakajaca na
elektrode (7.7):

2
F:—ZSS . (7.8)
0

Sita przeciwdziata wzrostowi odlegtosci h migdzy elektrodami i dlatego znak minus w po-
wyzszej zaleznosci. Warto wroci¢ do otrzymanej w poprzednim rozdziale formuty (5.9)
wyrazajacej cisnienie dziatajace na elektrode. Podstawiajac tadunek powierzchniowy okta-
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dziny dla ptaskiego kondensatora ¢ = Q/Si pamietajac, ze natezenie pola elektrycznego E
w kondensatorze jest E = g/eo , mamy:
F--%s,
2

a poniewaz cisnienie p = F/S, wiec otrzymujemy wzor (5.9).

Sita obliczona wedtug zaleznosci (7.8) jest liczona przy zatozeniu statych tadunkéw,
CO 0znacza, ze przemieszczenie powoduje zmiane potencjatu elektrod. Inna sytuacja wyste-
puje w przypadku potaczenia elektrod kondensatora ze zrodtem, ktére utrzymuje stata roz-
nice potencjatow U miedzy elektrodami. W tej sytuacji przemieszczenie elektrod kondensa-
tora powodujace zmiane jego pojemnosci powoduje przeptyw tadunku, a wiec tadunek
elektrod nie jest wielkoscia stata. Dla rozpatrzenia przypadku statego potencjatu elektrod

N N N
dokonamy przeksztatcenia: Zf/’ldQl =Zd(¢’.Q.)—ZQ.d¢’. » gdzie pierwsza suma jest roz-
i=1 i=1 i=1
niczka zupetna, co pozwala wprowadzi¢ energie potencjalna U nazywana koenergia, za-
leznoscia:
N
i=1
Biorac pod uwagg (7.9) mamy:

dU'=—ZN:Q,d(pI —ZK:Fidxi
i-1 i=1

i poréwnujac z rézniczka zupetna funkcji U {¢, X):

N ’ K ’
oU ou
du’=>" dg +>° dx,
i=1 a(pl x=const i=1 axl @=const
otrzymujemy:
F--Y (7.10)
ax' @=const

Biorac pod uwagg, ze przy braku przemieszczen energia w polu elektrycznym wyraza sig zalez-
. 1 , 1 . . .

noscig U = qu(p, z (7.9) mamy U’ = —Eizﬂlq(p, =-U i po podstawieniu do (7.10) bedzie:

_u
9%

E

(7.11)

@=const

Z poréwnania zaleznosci (7.7) i (7.11) wynika, ze obliczona za ich pomoca wartos¢ si-
ty bedzie miata identyczna wartos¢ bezwzgledna, a jedynie wystapi réznica w znaku.

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad: dany jest ptaski kondensator o elektrodach
w ksztalcie potkola o promieniu R (rys. 7.1). Odlegtos¢ miedzy elektrodami wynosi h
i przytozono do nich napiecie U. Miedzy elektrody wsuwamy ptytke dielektryka o wzgled-
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nej przenikalnosci elektrycznej &,. Grubos¢ phytki wynosi h. Obliczy¢ moment dziatajacy
na ptytke dielektryka.

Rys. 7.1. Model kondensatora obrotowego i jego obwodowy schemat zastepczy

Obwodowy schemat zastepczy kondensatora czesciowo wypetnionego dielektrykiem przed-
stawiono na rys. 7.1. Stanowia go dwa réwnolegle potaczone kondensatory o pojemnosci:

c & (n-o)R?
P 2h
dla kondensatora powietrznego oraz
2
c, - £,E,0R
2h

dla kondensatora z dielektrykiem. Pojemnos¢ zastepcza C,. potaczenia rownolegtego obu
kondensatordw jest:

[n+ (e, ~Derle,R?
zast = 2h :

Energia zastepczego kondensatora przy statym napigciu jest:

C

[z+ (e, -Dale,R?
2h

U2

W, =

Jezeli zrézniczkujemy energie kondensatora po kacie a, to otrzymamy moment M obracaja-
cy ptytke dielektryka:

_ oW _ (e —D&(RU)?

M =20
Ja 2h

U =const

Poniewaz przenikalnos¢ wzgledna dielektryka jest wigksza od jednosci, wigc moment dzia-
ta na ptytke dielektryka w kierunku zwigkszenia kata o, co 0znacza wciaganie ptytki dielek-
tryka do wnetrza kondensatora. Wykorzystujac ten prosty model, mozna zbudowa¢ silnik
elektrostatyczny badz generator. Silniki elektrostatyczne sa budowane jako miniaturowe
urzadzenia w tzw. mikro- badz nanotechnologiach.



Rozdziat 8

POLE PRZEPLYWOWE. REZYSTANCJA.
MOC W POLU PRZEPLYWOWYM

8.1. Pole przeptywowe

W poprzednich rozdziatach opisywali$my stan, jaki obserwujemy wok6t nierucho-
mych i statych w czasie fadunkéw elektrycznych. Nadszedt czas, aby zastanowic¢ sie, jakie
beda konsekwencje, jezeli tadunki beda si¢ porusza¢. Rozpoczniemy znowu od najprostszej
sytuacji, zaktadajac, ze tadunki, a wiec i gestos¢ tadunku p, sa niezmienne w czasie, ale
moga Sie poruszac ze stata predkoscia v. W rozdziale 2 dla gestosci tadunku p poruszajace-
go sie w spos6b uporzadkowany z predkoscia v wprowadzilismy wektor gestosci pradu |
zaleznosciami (2.10), ktora jeszcze raz przypomnimy:

j=pv. (8.1).

Jezeli gestos¢ fadunku i predkosé jego ruchu sa niezalezne od czasu, to rowniez wektor ge-
stosci pradu jest niezalezny od czasu, natomiast moze by¢ funkcja zmiennych przestrzen-
nych. Pole gestosci pradu niezalezne od czasu nazywamy polem przeptywowym. Biorac
pod uwage (8.1) i niezalezna od czasu gestos¢ tadunku zasade zachowania tadunku (2.9),
zapiszemy w postaci rownania dla wektora gestosci pradu:

divj=0 (8.2)
badz, korzystajac z symbolu nabla:
V.j=0. (8.3)

Catkows posta¢ zasady zachowania tadunku na mocy (2.7) zapiszemy w postaci analogicz-
nej do prawa Gaussa dla pola elektrycznego, a mianowicie:

ij-ndszo (8.4)

gdzie Sjest dowolna powierzchnia zamknieta, a n jednostkowym wektorem normalnej ze-
wngtrznej do tej powierzchni. Warto zauwazy¢, ze konsekwencja zasady zachowania fa-
dunku (8.4) jest pradowe prawo Kirchhoffa w obwodach elektrycznych.

Z poprzednich rozwazan wiemy, ze fadunek jest zrédtem pola elektrycznego i jedno-
czesnie to samo pole, dziatajac na tadunek objetosciowy, powoduje jego ruch. W polu
przeptywowym pole elektryczne istnieje we wnetrzu przewodnika i wptywa na ruch tadun-
kow elektrycznych, a wiec jest zrodtem gestosci pradu. Bedziemy rozpatrywali tylko mate-
riaty izotropowe i jednorodne, w ktorych zwiazek miedzy gestoscia pradu a polem elek-
trycznym jest opisany prawem Ohma (5.1), ktére jeszcze raz warto przypomniec:

j =oE (8.5)
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gdzie o jest przewodnoscia elektryczna materiatu dla osrodka jednorodnego niezalezna od
zmiennych przestrzennych. Natezenie pola elektrycznego jest rowniez niezalezne od czasu,
a wiec spetnia réwnania elektrostatyki w postaci:

divE=0 (8.6)
i rot E=0. (8.7)

Ze wzgledu na zasade zachowania fadunku (8.2) w obszarze przewodnika nie wystepuje ta-
dunek objgtosciowy p i dlatego dywergencja pola elektrycznego jest rowna zeru (8.6). Mo-
ze wydawac sig dziwne, ze zdefiniowalismy gestos¢ pradu jako poruszajaca si¢ chmure ta-
dunkéw o gestosci p, a w réwnaniu (8.6) ktadziemy p = 0. Pokazalismy w rozdziale 5, ze
kazde zaburzenie w rozkladzie gestosci wewnatrz przewodnika zanika ze stata czasowa
T = g/eo, a Wigc wewnatrz przewodnika jest praktycznie idealna réwnowaga, jezeli nie ana-
lizujemy procesdw czasowych. Natomiast w przewodniku istnieja rozne nosniki tadunku
elektrycznego, ktére moga sie przemieszcza¢ wzgledem siebie, dajac strumien tadunkéw,
mimo to zachowujac makroskopowa gestos¢ tadunku elektrycznego réwna zeru. Dobrym
przykiadem sa metale. Zgodnie z elektronowa teoria przewodnictwa atom metalu posiada
na zewnetrznej walencyjnej powtoce elektrony, ktére sa stosunkowo stabo zwiazane z ja-
drem. W metalu mamy sytuacje taka, ze atomy sa nieruchomo zwiazane miedzy soba i nie
moga sie¢ swobodnie porusza¢. Jednak ich elektrony walencyjne maja duza swobode i pod
wptywem pola elektrycznego moga sie przemieszcza¢, mimo ze tadunek objetosciowy we-
whnatrz przewodnika jest réwny zeru. Jedyne zaburzenie wystepuje na powierzchni metalu,
gdzie pole zaburza réwnowage i nie doptywaja tadunki kompensujace. Wynikiem tego jest
powstanie powierzchniowej gestosci tadunku, ktéry wytworzy pole elektryczne na ze-
wnatrz przewodnika. Polem na zewnatrz przewodnikéw zajmowalismy sie w elektrostatyce
i gdybysmy chcieli je obliczy¢, to nadal obowiazuje model elektrostatyczny i na jego bazie
liczymy pole na zewnatrz przewodnikdow.

Rdwnanie (8.7) stwierdza, ze jezeli pole elektryczne jest niezalezne od czasu, to catka
po dowolnej drodze zamknigtej jest rowna zeru, a wigc rotacja tego pola jest zerowa. Jezeli
rotacja pola elektrycznego jest zerowa, to pole elektryczne jest polem potencjalnym i mo-
zemy wprowadzi¢ potencjat elektryczny ¢:

E=-grade. (8.8)

Potencjat elektryczny pozwala nam unikna¢ trudnosci zwiazanych z bezposrednim oblicza-
niem pola wektorowego.

Podobnie jak w elektrostatyce, rowniez w polu przeptywowym dla obliczenia rozktadu
wektoréw natezenia pola elektrycznego i gestosci pradu musimy okresli¢ warunki brzego-
we, ktore nalezy spetni¢ na granicy dwodch obszardw o roznych przewodnosciach elek-
trycznych.

Zatdzmy, jak zwykle, ze mamy dwa przewodniki o przewodnosciach odpowiednio o;
i o2 Przyjmujemy, ze przewodniki si¢ stykaja i budujemy walec o podstawie ASi osi po-
krywajacej sie z normalna do powierzchni styku. Wysokos¢ walca dh w granicy bedzie
zmierzata do zera (rys. 8.1).

Na mocy zasady zachowania tadunku (8.4), biorac pod uwage, ze powierzchnie ASsa
male i stosujac twierdzenie o wartosci sredniej rachunku catkowego, otrzymujemy:

jp N AS+j,-n,AS=0.
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Rys. 8.1. Walec na granicy rozdziatu migdzy dwoma przewodnikami

Dzielac przez ASi biorac pod uwagg, ze n; = —n, na granicy otrzymujemy warunek brze-
gowy: o

nr(1—j2) =0. (8.9)
Warunek (8.9) mozemy zapisaé réwniez w postaci:

jog = jn2|brzeg : (8.10)
W przypadku, gdy mamy granice miedzy przewodnikiem i izolatorem, ktorego przewod-
nos¢ elektryczna jest najczesciej o kilka rzedéw wielkosci mniejsza od przewodnosci prze-
wodnika wtedy przyjmujemy, ze gestos¢ pradu j, w materiale izolacyjnym jest rdwna zeru i
warunek (8.10) przyjmuje postac:

Jm =0 przewodnik —izolator (8.11)
Warunek (8.11) pozwala nam przyja¢, ze jezeli przewodnik styka si¢ z izolatorem o znacz-
nie mniejszej przewodnosci, to wewnatrz przewodnika nie bedzie sktadowej gestosci pro-
stopadtej do granicy miedzy izolatorem a przewodnikiem.

8.2. Rezystancja

Przeanalizujemy prosty przyktad w postaci cylindrycznego przewodnika o promieniu
podstawy R i dtugosci tworzacej L (rys. 8.2). Przewodnos¢ elektryczna przewodnika jest o.
Do podstaw cylindra przytozono potencjaty Vi i V, odpowiednio. Celem naszych obliczen
jest okreslenie pola elektrycznego i gestosci pradu istniejacych w przewodniku pod wpty-
wem przytozonej réznicy potencjatow U = V; — V,.

L |

Rys. 8.2. Przewodnik walcowy
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Ze wzgledu na walcowa symetrie przewodnika przyjmujemy cylindryczny uktad
wspotrzednych r, 0, z, ktdrego 0$ z pokrywa si¢ z jego osia (rys. 8.2). Rozpatrujemy prze-
wodnik jednorodny o symetrii cylindrycznej, ktdrego przewodnosé elektryczna jest nieza-
lezna od wspbtrzednych r, 6, z w zwiazku z tym rozkiad potencjatu elektrycznego ¢ we
whnetrzu przewodnika nie moze zaleze¢ przy statych potencjatach elektrod od kata 6.

Do podstaw naszego walca przytozylismy potencjaty Vi i V; (rys. 8.2), co oznacza fi-
zycznie potaczenie przewodnika z idealnym zrédtem o napieciu zrédtowym U =V, -V,
przy zatozeniu V; > V,. Zauwazmy, ze w przypadku pola przeptywowego sytuacja jest inna
niz w elektrostatyce. W przewodniku ptyna fadunki i musi istnie¢ zrédto, ktére je dostarcza.
Jezeli takiego zrodta nie ma, to wracamy do elektrostatyki, co oznacza, ze w czasie okre-
slonym stata czasowa o/e, tadunki przemieszcza sie na powierzchnig walca i na powierzch-
ni powstanie taki rozkiad tadunku powierzchniowego, ze pole elektryczne wewnatrz prze-
wodnika bedzie rowne zeru. Oczywiscie przy zerowym polu rowniez gestos¢ pradu we-
wnatrz przewodnika bedzie réwna zeru. Nalezy wiec pamigtaé, ze w przypadku pola prze-
ptywowego elektrody wywotujace przeptyw tadunkéw musza koniecznie tworzyé obwod
zamkniety ze zrédtem napieciowym badz pradowym generujacym ten przeptyw. Najcze-
sciej w obliczeniach nie interesuja nas procesy zachodzace w zrédle i dlatego zaktadamy,
pomijajac zrédto, ze mamy okreslone potencjaty elektrod.

Mimo, ze w zadaniu nie powiedziano tego wyraznie, przyjmujemy, ze wokédt po-
wierzchni bocznej rozpatrywanego przewodnika znajduje si¢ izolacja o przewodnosci elek-
trycznej o kilka rzedow wielkosci mniejszej od przewodnosci przewodnika, co powoduje,
ze praktycznie wyptyw tadunkéw przez powierzchnie boczna walca przyjmujemy za réwny
zeru. Oznacza to, ze na powierzchni bocznej przewodnika jest spetniony warunek brzego-
wy (8.11). W przy jetym ukfadzie wspotrzednych cylindrycznych prostopadta wsp6trzedna
do powierzchni bocznej przewodnika jest wspotrzedna r, ktdrej odpowiada sktadowa pro-
mieniowa gestosci pradu j,. W takim badz razie z (8.11) wynika, ze sktadowa promieniowa
gestosci pradu zeruje sie na powierzchni bocznej przewodnika. Nie ma zadnych fizycznych
powoddéw przy materiatowo jednorodnym przewodniku, aby sktadowa promieniowa gesto-
$ci pradu istniata wewnatrz przewodnika, co oznacza, ze ze wzgledu na prawo Ohma (8.5)
rowniez sktadowa promieniowa pola elektrycznego wewnatrz przewodnika jest réwna zeru.
Poniewaz sktadowa promieniowa natezenia pola elektrycznego E, = dg/or = 0, gdzie ¢ jest
potencjatem elektrycznym, wigc potencjat musi by¢ niezalezny od wspdtrzednej r. Poten-
cjat elektryczny wewnatrz przewodnika moze by¢ tylko funkcja zmiennej z i pole elek-
tryczne ma tylko sktadowa E, = 6¢/6z Na mocy prawa Ohma (8.5) znajdujemy, ze wektor
gestosci pradu ma rowniez tylko sktadowa osiows j, = oE, = —o(0¢@/02). Podstawiajac do
prawa zachowania fadunku (8.3), otrzymujemy:

i[_o'aij =0.
0z 0z

Biorac pod uwage, ze przewodnik jest jednorodny, co oznacza niezalezno$¢ przewodnosci
elektryczne od z oraz uwzgledniajac, ze potencjat ¢(2) jest tylko funkcja zmiennej z moze-
my powyzsze rownanie zapisa¢ w postaci:

2
&,
dz

ktérego rozwiazaniem jest ¢(z) = C,z+ C,, gdzie Cy, C, to state. Mamy dwie stale, a wiec
dla ich okreslenia sa konieczne dwa warunki brzegowe, ktére wynikaja z podania na pod-
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stawy walca potencjatéw V; dla z=0 i V, dla z=L. Obliczony potencjat ¢(2) musi by¢
rowny na V; dlaz=0i V, dla z= L. Wyznaczajac z tych warunkdw state C; i C,, otrzymu-
jemy: C;= (V.= V,)/L i C, =V,. Podstawiajac state do zaleznosci okreslajacej potencjat,
mamy:

z
o(z)=-U E+V1

gdzie wprowadzono réznice potencjatow U = V; — V,. Pole elektryczne wewnatrz przewod-
nika obliczamy jako gradient potencjatu ¢(2) i mamy:

EZ ZT .
Pole elektryczne wewnatrz przewodnika jest state i jego wartos¢ jest rowna spadkowi na-
piecia na przewodniku podzielonemu przez dtugos¢ przewodnika. Jest to typowa sytuacja
w obwodach elektrycznych, szczegdlnie, jezeli przekrdj poprzeczny przewodu jest niewiel-
ki, mozemy te zalezno$¢ stosowac niezaleznie od ksztattu przekroju poprzecznego.

Gestos¢ pradu ma rowniez tylko sktadowa osiowa j, okreslona zaleznoscia:

=0
z L
wynikajaca z prawa Ohma (8.5).

Jak wynika z przeprowadzonych powyzej obliczen, wektor gestosci pradu j jest skie-
rowany wzdtuz osi z i jego wartos¢ jest stata w przekroju poprzecznym przewodnika.
Z punktu widzenia praktycznego postugiwanie si¢ wielkoscia wektorowa nie jest wygodne,
gdyz trzeba ja opisywac za pomoca jej sktadowych, definiujac odpowiedni uktad wsp6t-
rzednych. Jezeli tylko jest to mozliwe, wygodniejszym rozwiazaniem jest opis za pomoca
wielkosci skalarnych. Typowa wielkos¢ skalarna dla wektora jest zwana strumieniem. De-
finicja strumienia dla dowolnego pola wektorowego jest nastepujaca:

Strumieniem @ wektora A przez powierzchni¢ S nazywamy catke powierzchniowa ze
sktadowej normalnej wektora A po powierzchni S co mozemy zapisa¢ w postaci formuty:

QS:ISInAdS. (8.12)

W okresleniu strumienia niestety wystepuje powierzchnia, co powoduje, ze nie zawsze
jest optacalne wprowadzanie strumienia ze wzgledu na koniecznos¢ precyzyjnego definio-
wania powierzchni S W polu przeptywowym, szczegdlnie, jezeli, jak w powyzszym przy-
kladzie, gestos¢ pradu ma tylko jedna sktadowa skierowana wzdtuz osi przewodnika, wy-
korzystanie pojecia strumienia jest oczywiste. Powierzchnia S jest bardzo dobrze zdefinio-
wana, gdyz sktadowa osiowa jest prostopadta do przekroju poprzecznego przewodnika.
Przez przekrdj poprzeczny rozumiemy przekréj prostopadty do osi przewodnika, w kierun-
ku ktorej jest skierowany wektor gestosci pradu. Przyjeto sie tak zdefiniowany strumien
nazywac natezeniem pradu I. Na mocy generalnej definicji strumienia (8.12) natezenie pra-
du | jest zdefiniowane:

|=Ljn-jds. (8.13)

W rozpatrywanym przyktadzie przewodu walcowego przekrdj poprzeczny jest prosto-
padty do osi z pokrywajacej sie z osiag walca. Gestos¢ pradu posiada tylko sktadowa j,, kto-
ra jest stata w przekroju poprzecznym, a wigc (8.13) mozna ja zapisa¢ jako:
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2
| = a%u . (8.14)

Zwiazek miedzy natezeniem pradu a spadkiem napiecia na przewodniku jest liniowy,
a wspotczynnik proporcjonalnosci jest zalezny tylko od geometrii przewodnika i jego prze-
wodnosci elektrycznej. Podobnie jak zrobilismy to w elektrostatyce, gdzie w ukladzie
dwdch elektrod miedzy tadunkiem elektrod a réznica potencjatdw miedzy nimi wystepowa-
ta proporcjonalnos¢ i wprowadzilismy pojemnosé, tak samo w polu przeptywowym wpro-
wadzamy pojecie rezystancji R, definiujac jako:

R:LIJ—. (8.15)
Rezystancje mierzymy w omach [Q].
W przypadku przewodu cylindrycznego z (8.14) znajdujemy:

L

R= .
onR?

(8.16)

Odwrotnosé rezystancji nazywamy przewodnoscia G = 1/Ri mierzymy w simensach [S].
Na podstawie zaleznosci (8.16) mozemy z dobrym przyblizeniem obliczy¢ rezystancje
przewodu o statym przekroju poprzecznym S, dtugosci L i przewodnosci o:

L

R < (8.17)
Skorzystamy z przeprowadzonych powyzej obliczen dla przewodu cylindrycznego dla
oceny wielkosci pola elektrycznego wystgpujacego w dobrych przewodnikach. Obliczenia
rozpoczniemy nie od spadku napiecia, ale odczytujemy z poradnika inzyniera elektryka tzw.
dopuszczalna gestos¢ pradu, ktdra jest oczywiscie rozna dla przewoddw elektrycznych w r6z-
nych warunkach eksploatacyjnych. Przyjmujemy gestos¢ dopuszczalng jgop = 5 A/mm?, ktéra
jest gorna dopuszczalna wartoscia dla takich materiatow jak miedz czy aluminium. Przyjmij-
my przewdd miedziany o przewodnosci ¢ =56 MS/m i dla natezenia pola w przewodniku
mamy E = 0,1 V/m. Otrzymany wynik pokazuje, ze w przypadku dobrych przewodnikéw na-
tezenie pola wewnatrz przewodnika jest niewielkie. Wynik ten ma istotne znaczenie dla obli-
czen pola elektrostatycznego na zewnatrz przewod6éw. Pole elektrostatyczne na powierzchni
przewodu ma skfadowa normalna do jego powierzchni rzgdu okoto 20 kV/cm w powietrzu.
Tak wiec pole elektryczne o wielkosci mV/em nie wptywa praktycznie na rozktad pola na
zewnatrz przewodu. Oznacza to, ze mimo, ze w przewodach ptyna prady state o dopuszczal-
nych gestosciach, rozkiad pola elektrycznego na zewnatrz tych przewoddw, a wiec obliczenia
izolacji, wykonujemy, stosujac elektrostatyke. Whniosek jest bardzo wazny, gdyz pozwala na

projektowanie izolacji, bazujac na prostych obliczeniach rozktadu pola elektrostatycznego.
Powyzej podalismy definicje rezystancji w bardzo prostym przypadku. Ogolna defini-
cja rezystancji dla uktadu dwdch elektrod i znajdujacej sie miedzy nimi dowolnej kombina-

cji przewodnikdw (rys. 8.3) mozemy sformutowa¢ dla pola przeptywowego zaleznoscia:

IE-dI

R=m (8.18)
Se
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gdzie droga catkowania L moze by¢ wybrana w dowolny sposéb miedzy elektrodami Sy
i S pod warunkiem, ze znajduje si¢ we wngtrzu przewodnikow (rys. 8.3).

Rys. 8.3. Model do obliczenia rezystancji uktadu przewodnikéw

Elektrody S, i S, musza by¢ dostatecznie grube, aby mozna pomina¢ wptyw rozktadu pola
elektrycznego w elektrodach na rezystancje. Wybdr powierzchni elektrody S, w catce po-
wierzchniowej w mianowniku wyrazenia (8.18) nie ma znaczenia, gdyz wynik catkowania
czy to po powierzchni Sy, czy po powierzchni S, musi dawac prad I.

8.3. Moc w polu przeptywowym

Przeptyw pradu elektrycznego w osrodku jest zwiazany z cieptem, ktére powstaje na
skutek zderzen tadunkéw bedacych nosnikami pradu z neutralnymi atomami lub migdzy
soba. Obliczymy zwiazana z tymi procesami moc, kKorzystajac z sity dziatajacej w polu
elektrycznym o natezeniu E na fadunek o gestosci objetosciowej p. Sita na jednostke obje-
tosci f zgodnie z definicja pola elektrycznego jest:

f = E. (8.19)

Jezeli fadunki poruszaja sie ze srednia predkoscia v, to gestos¢ mocy p otrzymamy, mnozac
skalarnie gestos¢ sity f przez predkosc v, czyli

p=vf=pvE

ale zgodnie z (8.1) zamiast pv mozemy podstawi¢ gestos¢ pradu j i ostatecznie otrzymuje-
my wzér na gestosé mocy:
p=jE. (8.20)

Dla obszaru o objgtosci V znajdujemy catkowita moc P wydzielana w tym obszarze, obli-
czajac catke objetosciowa po objgtosci V:

p=jvﬁj.Edv. (8:21)

Moc mierzymy w watach [W], a gestosé¢ mocy w W/m?.

Moc (8.21), badz gestos¢ mocy (8.20) jest obliczana jako iloczyn skalarny gestosci
pradu i natezenia pola elektrycznego. Moga wiec wystapi¢ sytuacje, w ktérych kat miedzy
wektorami gestosci pradu i natezenia pola elektrycznego bedzie w przedziale (n/2, 31/2)
i iloczyn skalarny obu wektoréw bedzie ujemny. Oznacza, to osrodek aktywny, w ktdrym
nastepuje generacja mocy. Zrodtem tej mocy moga by¢ rézne czynniki, ktére wymusza
przeptyw fadunku w okreslonym kierunku, np. zjonizowany gaz pod wptywem cisnienia
bedzie poruszat sie w polu elektrycznym. Oczywiscie sytuacja taka nie jest mozliwa, jezeli
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gestos¢ pradu jest powiazana z polem elektrycznym prawem Ohma (8.5). W osrodku prze-
wodzacym, w ktorym zwiazek miedzy gestoscia pradu a polem elektrycznym opisuje pra-
wo Ohma w postaci (7.5) bedzie:

po jvnogzdv _ jvﬂgdv (8.22)

gdzie E, j modut natgzenia pola elektrycznego i gestosci pradu odpowiednio. Moc P wy-
dzielana w przewodniku powoduje jego nagrzewanie, a wiec z punktu widzenia elektro-
techniki jest moca tracona, dlatego czesto stosuje sie okreslenie moc strat na ciepto Joule’a.

Jezeli obliczymy moc tracona w objetosci przewodnika przy przeptywie pradu I, to
mozemy obliczy¢ zastepcza rezystancje R obszaru o objetosci V z zaleznosci:

R=Ii2 j V”oEzdv . (8.23)

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad: W potprzestrzeni przewodzacej o przewodnosci o,
znajduje sie elektroda metalowa w ksztatcie potkuli o promieniu Ry (rys. 8.4). Przewodno$é¢
metalowej elektrody o jest znacznie wigksza od przewodnosci potprzestrzeni. Naszym ce-
lem jest obliczenie zastepczej rezystancji uktadu elektroda, potprzestrzen przewodzaca.

Y1
PA) q  oB)

Rys. 8.4. Model uziomu

Ze wzgledu na zatozenie, ze o >>0, mozemy pomina¢ obliczenia rozkiadu gestosci pradu
wewnatrz pétkulistej elektrody i przyja¢, ze wyptywajaca z elektrody gestos¢ pradu jest
prostopadta do powierzchni elektrody. Przyjmujac sferyczny uktad wspétrzednych o po-
czatku w $rodku pétkuli, mozemy ze wzgledu na symetrie uktadu przyjaé, ze gestos¢ pradu
w potprzestrzeni przestrzeni przewodzacej ma tylko sktadowa promieniowa j(r) skierowana
wzdbuz promienia r i bedaca tylko funkcja r. Stosujac zasade zachowania tadunku (8.4) do
kuli o promieniu r i srodku pokrywajacym sie ze srodkiem elektrody mamy:

Hn-jds=”n-jds+ﬂj(r)ds=o.
s S, Sy

Catka po gornej potkuli o powierzchni §; jest rowna —I. Znak minus wynika z faktu, ze prad
doptywa do kuli, a wiec jego Kierunek jest przeciwny do normalnej zewnetrznej do po-
wierzchni S, Natomiast catka po powierzchni dolnej jest 2nr?j(r) i po podstawieniu do
prawa zachowania fadunku otrzymujemy:
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iM=5— (8.24)

Moc P wydzielona w pé%przestrzeni jest:
P=1|dé|sinvdd dr .
I J I (o)

Po wykonaniu catkowania znajdujemy moc wydzielona w pGtprzestrzeni:
| 2
2no,R, '

Korzystajac z zaleznosci (8.23), znajdujemy zastepcza rezystancje R pOtprzestrzeni z elek-
troda o promieniu Ry

!
2no,R,

Uktad metalowa elektroda potkulista i potprzestrzen przewodzaca jest czesto stosowa-
ny jako prosty model uziomu. Dla oceny rezystancji zastepczej takiego uziomu przyjmijmy
promien uziomu R=0,5m i przewodnos¢ gruntu o, =10 S/m. Po wykonaniu obliczen
znajdujemy rezystancje zastepcza R = 31,8 mQ.

Jezeli rozpatrujemy powyzszy uktad jako model uziomu, to, ze wzgledéw bezpieczen-
stwa, istotne jest pytanie o rozktad potencjatu na powierzchni pétprzestrzeni. Odpowiedz
ma istotne znaczenie np. ze wzgledu na mozliwos¢ porazenia ludzi podczas wytadowan
atmosferycznych.

Rozk}ad potencjatu w potprzestrzeni mozemy okresli¢ z zaleznosci:

(p(r)=jE(r)dr .

(8.25)

Biorac pod uwage, ze E(r) =j(r)/o;, znajdujemy rozktad potencjatu elektrycznego w prze-
wodzacej pdtprzestrzeni:

o(r)= dla r > R«
2no.r

z

Réznica potencjatow Uag na powierzchni pdtprzestrzeni miedzy punktami A i B (rys. 8.4)

jest:
I r
Upp = 1-—A |, 8.26
A8 Znaer( rA+d] (8.26)

Jezeli przyja¢, ze d jest dhugoscia kroku cztowieka, to napiecie jest nazywane napieciem
krokowym. Dla poznania wielkosci napiecia krokowego przyjmijmy prad wytadowania at-
mosferycznego | = 50 kA, odlegtos¢ od uziomu rp =1 m, dtugos¢ kroku d = 0,75 m i przy
przewodnosci gruntu 10 S/m otrzymujemy napigcie krokowe Uag = 341 V. Jest to napigcie,
ktére moze by¢ niebezpieczne dla ludzi lub zwierzat.




Rozdziat 9

STACJONARNE POLE MAGNETYCZNE

9.1. Sita dziatajgca na tadunek w polu elektromagnetycznym

Badajac eksperymentalnie ruch tadunku elektrycznego Q z predkoscia v, stwierdzono,
ze nawet jezeli predkos¢ jest stata i natezenie pola elektrycznego E jest state, to sita F dzia-
fajaca na tadunek jest inna od sity F. = QE wynikajacej z prawa Coulomba. Wielkos¢ sity
dziatajacej na fadunek bedacy w ruchu zostata wyznaczona przez Lorentza, stad czgsto na-
zywana jest sita Lorentza. Site Lorentza opisuje zaleznos¢:

F=Q(E+vxB) (9.1)

We wzorze (9.1) oprocz pierwszego sktadnika QE reprezentujacego site kulombowska ist-
nieje drugi sktadnik Qv x B, w ktérym wystepuje nowe pole wektorowe oznaczone litera B.
Pole to nazywamy indukcja magnetyczna. Jednostka indukcji magnetycznej jest tesla:

Vs
1T=1—. (9.2)
m

Pola elektryczne i magnetyczne sa ze soba powiazane i dlatego tworza jedno pole
elektromagnetyczne, ktdre opisujemy za pomoca dwdch p6l sktadowych E, B. Oczywiscie
analiza zjawisk z uwzglednieniem oddziatywania obu pol tacznie jest bardzo trudna i dlate-
go rozpatrujemy sytuacje, w ktorych mozna rozpatrzy¢ oba pola niezaleznie. Udato sie
nam, korzystajac z zatozenia, ze tadunki sa nieruchome i niezalezne od czasu, uzyskac¢ cen-
ne rezultaty dotyczace rozktadu pola elektrycznego wokot przewodnikéw i metod zabez-
pieczania przed wyltadowaniami elektrycznymi. Podobnie, analizujac pole przeptywowe,
czyli niezalezna od czasu gestos¢ pradu i pole elektryczne, wprowadzilismy pojecie rezy-
stancji i obliczylismy gestos¢ mocy wydzielanej w osrodku. W tym miejscu u czytelnika
powinny powsta¢ watpliwosci dotyczace gestosci mocy opisanej zaleznoscia (8.20). Wy-
prowadzajac te zaleznos¢ skorzystalismy z sity kulombowskiej, a przeciez tadunki porusza-
ja sie z predkoscia v i powinnismy uwzglednic¢ petna site Lorentza.

Dla wyjasnienia naszych watpliwosci rozpatrujemy fadunek o gestosci objetosciowej p
poruszajacy si¢ z predkoscia v w polu elektromagnetycznym E, B. Uogo6lniajac wzor Lo-
rentza (9.1) dla tadunku objetosciowego, obliczamy gestosé sity f z zaleznosci:

f = p(E+vxB) (9.3)
Gestos¢ mocy p otrzymamy, mnozac skalarnie gestos¢ sity (9.3) przez predkosé v:
p=v-f=pv-(E+VvxB)
ale zgodnie z definicja gestosci pradu j = pv czyli po podstawieniu p=j-E +j - vxB. Drugi
skfadnik w ostatniej sumie jest réwny zeru, czyli j-vxB =0, poniewaz wynik iloczynu
wektorowego v x B jest wektorem prostopadtym do powierzchni wyznaczonej przez wekto-

ry v i B, a wigc jest prostopadly do kazdego z wektoréw v i B (rys. 9.1). Wektor gegstosci
pradu na mocy swej definicji j = pv ma kierunek pokrywajacy si¢ z wektorem predkosci v,
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a zatem jest prostopadty do wektora vxB, co oznacza, ze j - vx B = 0. Biorac pod uwage
otrzymany wynik, stwierdzamy, ze gestos¢ mocy w polu elektromagnetycznym wyraza sie
zaleznoscia:

p=j-E (9.4)

identyczna z zaleznoscia (8.20) otrzymana dla pola przeptywowego.

Rys. 9.1. Relacja miedzy wektorami j, v, B

Warto zwr6ci¢ uwage, ze nie stawialismy zadnych zatozen dotyczacych niezaleznosci
od czasu zarowno predkosci v, jak rdwniez pola elektromagnetycznego (E, B). Oznacza to,
ze otrzymany wynik jest stuszny ogoélnie i w dalszych rozwazaniach bedziemy mogli go
wykorzysta¢ rowniez dla pola elektromagnetycznego zaleznego od czasu.

W celu poznania wptywu sity Lorentza na ruch fadunku elektrycznego rozpatrzymy
czastke o masie mi tadunku q. Zat6zmy, ze znajduje sie ona w jednorodnym polu elek-
trycznym o natezeniu E i w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B. Niech kierunki
pola elektrycznego i magnetycznego beda wzajemnie prostopadie. Zaktadajac, ze dla cza-
sOw t <0 czastka jest utrzymywana nieruchomo, bedziemy badali jej trajektori¢ ruchu po
zwolnieniu z wiezdw w chwili t =0 dla czaséw t > 0. Przyjmujemy ukiad wspétrzednych
prostokatnych X, y, z, ktérego poczatek pokrywa sie z potozeniem czastki w chwili t = 0.
Osie uktadu wybieramy w ten sposéb, ze 0§ x pokrywa si¢ z kierunkiem natezenia pola
elektrycznego E, a kierunek osi y pokrywa sie z kierunkiem indukcji magnetycznej B (rys.
9.2). Zaktadajac, ze predkosci beda znacznie mniejsze od predkosci $wiatta, skorzystamy
z praw dynamiki Newtona do opisu ruchu czastki, zgodnie z ktérymi ruch czastki opisuje
réwnanie:

mz—\t/:q(EJrva) (9.5)
Zatozmy, ze predkosc czastki v posiada trzy sktadowe vy, vy, v, odpowiednio na osie X, y, z
prostokatnego uktadu wsp6trzednych i biorac pod uwage, ze natezenie pola elektrycznego
E ma tylko skfadowa E na 0$ X, a indukcja magnetyczna B tylko sktadowsa B na 0§y, rozpi-
sujemy rownanie rézniczkowe (8.5) dla poszczegolnych wspotrzednych:

dv.

m dtx =q(E —vZB)
vy 0 (9.6)
m—=-= .
dt
mdd\;z =qv,B



85

Rys. 9.2. Ladunek g w skrzyzowanych polach E i B

Dla okreslenia trajektorii, po ktorej bedzie sie poruszata czastka dla czaséw t > 0 wyrazamy
skfadowe predkosci za pomoca jej potozenia w chwili t. Przyjmujac, ze w chwili t>0
czastka znajduje sie¢ w punkcie X(t), y(t), z(t) mamy: vy = dx/dt, v, = dy/dt, v, = dz/dt. Pod-
stawiajac do uktadu réwnan (9.6) otrzymujemy ukitad trzech réwnan drugiego rzedu:

d?x dz
m— =q E-—B
dt? q( dt j

d?y

m—-=0 9.7
i 9.7
2o
dt?  dt

Dla rozwiazania ukfadu trzech réwnan rézniczkowych drugiego rzedu (9.7) potrzebujemy
szesciu warunkéw poczatkowych. Warunki poczatkowe okreslaja wartos¢ wspdtrzednych
w chwili t =0, a poniewaz przyjelismy, ze czastka znajduje sie w chwili t =0 w poczatku
uktadu, wiec x(t=0) =0, y(t=0) =0 i z(t=0) = 0. Nastepne trzy warunki poczatkowe wy-
nikaja ze sposobu zwolnienia czastki w chwili t = 0. Zatozylismy, ze czastka zostanie pusz-
czona swobodnie, co 0znacza, ze nie nadajemy jej predkosci poczatkowej w kierunku zad-
nej z osi uktadu wspétrzednych, a wiec: ax =0 , dy =0 i gz =0 .
dt oo dt o, dt i

Przy tak okreslonych warunkach poczatkowych najtatwiej rozwiazac¢ drugie z réwnan
(9.7) i otrzymujemy, ze y(t) = 0 dla t > 0, co oznacza, ze czastka nie porusza si¢ w kierunku
0si y, a trajektoria jej ruchu lezy w ptaszczyznie (X, 2).

Do rozwiazania pozostaja nam réwnania pierwsze i trzecie uktadu (9.7), ktdre sa ze soba
sprzezone. Mozna oczywiscie zastosowac rozne techniki rozwiazania tego uktadu réwnan, ale
najbardziej eleganckie jest skorzystanie z liczb zespolonych. Niech Z(t) = x(t) + iz(t), gdzie i jed-
nostka urojona i uktad réwnan (9.7) mozemy zapisac:

2
Re d_Z -9 E—-Im d_Z B
dt? | m dt
2
Im az :EBRe ax
dt?> | m dt
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gdzie Re(2) i Im(2) oznacza czes¢ rzeczywista i czes¢ urojona liczby Z odpowiednio. Mno-
zac drugie z rdwnan przez i, a nastepnie dodajac do pierwszego mamy:

2
d—f=ﬂ E+i%p|. 9.8)
dt m dt
Rozwiazanie réwnania (9.8) jest:
Z(t)=C, +C,exp(im t) +ivyt
gdzie: ey = qB/m— jest nazywana predkoscia katowa Larmora,
vg=E/B - jest nazywana predkoscia dryftu,
C. C, — state wyznaczane z warunkéw poczatkowych.
Na mocy warunkéw poczatkowych i okreslenia Z(t) mamy, ze Z(t=0)=0
i dZ/dt = 0], a wiec dla statych otrzymujemy: C; = vyq/@_ oraz C, = vg/a1. Rozwiazanie
rownania (9.8), spetniajace warunki poczatkowe, jest:

Z(t) = 21— exp(ieo t)]+iv,t .
o8
Pamietajac, ze funkcja Z(t) = x(t) + iz(t) otrzymujemy trajektorie ruchu czastki w postaci:

X(t) = ;’)—d[1— cos(a, b))
L

9.9)
2(t) = vyt — 9 sin(e t)
o
Trajektorie mozemy zapisa¢ w postaci:
2 2
{x(t) —V—d} +[zt) - vt]? = [V—d] (9.10)
o o
z ktorej wynika, ze trajektorig czastki stanowi okrag o promieniu:
Vy E
=_4d__= 9.11
R o, obB G.11)

nazywanym promieniem Larmora. Srodek okregu lezy w punkcie (R, vgt), co oznacza, ze
okrag toczy sig po osi z ze stata predkoscia vy = E/B i stad nazwa predkos¢ dryftu. Trajekto-
ria fadunku jest krzywa, po ktdrej porusza si¢ punkt znajdujacy sie¢ na obwodzie toczacego
sig po osi z okregu i jest nazywana cykloida (rys. 9.3).

Jezeli wyobrazi¢ sobie, ze ruch tadunku elektrycznego reprezentuje gestos¢ pradu, to
trajektoria fadunku nie pokrywa si¢ z kierunkiem natezenia pola, co oznacza, ze w prawie
Ohma (8.5) musza pojawi¢ si¢ dodatkowe sktadniki zwiazane z polem magnetycznym.
Fakt, ze pole magnetyczne wptywa na przeptyw pradu wykorzystuje si¢ do pomiaru wekto-
ra indukcji za pomoca czujnikéw Halla.
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Rys. 9.3. Trajektoria ruchu fadunku q

9.2. Prawo Ampére’a

Przejdziemy obecnie do poznania praw rzadzacych rozktadem pola magnetycznego
i podobnie, jak w przypadkach poprzednio rozpatrywanych, rozpoczniemy od pola statycz-
nego w prozni. R6znica miedzy statycznym polem magnetycznym, a elektrostatyka jest ta-
ka, ze obecnie tadunki moga sie poruszac ze stata predkoscia, a wiec mamy stata w czasie
gestos¢ pradu badz ptyna prady state.

W wyniku badan eksperymentalnych Ampeére stwierdzit, ze zrédtem pola magnetycz-
nego sa ptynace w osrodku prady. Jezeli rozwazymy ukfad K réwnolegltych przewoddw,
w ktérych ptyna prady state I (k=1, 2, ..., K), to przecinajac te przewody ptaszczyzna pro-
stopadta do osi przewodOw i prowadzac na tej ptaszczyznie krzywa zamknigta L (rys. 9.4),
zachodzi:

k=K
IB-dlzﬂOZIK (9.12)
L k=1

gdzie stata 1 = 1/(&C%) = 4rn- 10~ H/m i jest nazywana przenikalnoscia magnetyczna prézni.

® dodatni
® yjemny

Rys. 9.4. Demonstracja prawa Ampeére’a

Kierunek obiegu krzywej L wybieramy w ten sposob, ze obchodzac krzywa jej wnetrze
mamy po lewej stronie. Dodatni kierunek wektora jednostkowego normalnej n do powierzch-
ni ograniczonej przez krzywa L okresla prawoskretnosé uktadu wspotrzednych lub reguta
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sruby prawo skretnej. Reguta sruby prawoskretnej oznacza, ze obracajac $rube prawoskretna
zgodnie z obiegiem krzywej L, jej ruch postepowy wskazuje kierunek normalnej.

Dodatnie prady oznaczamy umownie za pomoca kropki, a ujemne krzyzyka (rys. 9.4).
Suma pradow w (9.12) jest suma algebraiczna, co oznacza, ze ze znakiem plus wchodza
prady o zwrocie zgodnym z kierunkiem normalnej, a ze znakiem minus prady majace zwrot
przeciwny (rys. 9.4). Suma wystepujaca po prawej stronie prawa Ampere’a obejmuje tylko
prady objete przez krzywa L i dlatego prad Iy, ktorego krzywa L nie obejmuje, nie jest
sumowany.

Z prawa Ampére’a wynika, ze pole magnetyczne spetnia zasade superpozycji, czyli
mozemy obliczy¢ indukcje magnetyczna generowana przez kazdy z pradéw niezaleznie od
pozostatych, a nastepnie obliczy¢ wypadkowa, sumujac wektorowo indukcje pochodzace
od poszczeg6lnych pradéw. Prawo Ampeére’a pozwala obliczy¢ rozkiad indukcji magne-
tycznej, jezeli potrafimy rozwiazaé¢ rownanie catkowe (9.12). Podobnie, jak byto z prawem
Gaussa, obiekty, dla ktérych potrafimy to wykona¢ musza charakteryzowa¢ sie prosta geo-
metria.

9.3. Przykiady obliczen pola magnetycznego

Prosty przyktad stanowi pole magnetyczne generowane przez prad | ptynacy w nie-
skonczenie dtugim przewodzie walcowym. Promien przekroju poprzecznego walca wynosi
R (rys. 9.5). Celem naszych obliczen jest wyznaczenie rozktadu indukcji magnetycznej
w funkcji odlegtosci r od osi przewodu.

Ze wzgledu na walcowa geometrie obiektu, jakim jest przewod wiodacy prad I,
przyjmujemy uktad wspdtrzednych cylindrycznych r, ¢, z, ktdrego 0§ z pokrywa si¢ z 0sia
przewodu (rys. 9.5).

Rys. 9.5. Poprzeczny przekrdj przewodnika walcowego

Zanim przystapimy do obliczen indukcji magnetycznej ze wzoru (9.12) musimy zna-
lez¢ odpowiedz na przynajmniej dwa podstawowe pytania. Po pierwsze, jakie sa sktadowe
indukcji magnetycznej w przyjetym uktadzie wspdtrzednych i po drugie, od ktorych zmien-
nych zalezy indukcja magnetyczna? Odpowiedz na drugie pytanie jest tatwiejsza, gdyz mo-
zemy stwierdzi¢, ze poniewaz przewdd jest nieskonczenie dtugi, to indukcja magnetyczna
nie moze zaleze¢ od zmiennej z. Symetria cylindryczna przewodu powoduje, ze indukcja
magnetyczna w uktadzie wspotrzednych cylindrycznych nie moze zaleze¢ od zmiennej ka-
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towej ¢. Oznacza to, ze indukcja magnetyczna jest jedynie funkcja zmiennej promieniowej
r wyrazajaca odlegtos¢ od srodka przewodu. Jest to bardzo istotna informacja dla rozwiaza-
nia rownania catkowego (9.12), gdyz jezeli wybierzemy, jako krzywa catkowania w zalez-
nosci (9.12), okrag o srodku w poczatku uktadu wsp6trzednych i promieniu r, to indukcja
magnetyczna bedzie wielkoscia stata na tak wybranej drodze catkowania. Wektorowy ele-
ment drogi dl jest styczny do okregu o promieniu r i mozemy go przedstawi¢, korzystajac
z wektora jednostkowego osi ¢ w postaci dl = e, rdg (rys. 9.5).

W kazdym ortogonalnym ukfadzie wspétrzednych, a takim jest uktad wspotrzednych
cylindrycznych, iloczyn skalarny dwoch wektoréw zapisuje sie jako sume iloczynu ich
sktadowych, wigc iloczyn B-dl = By(r)rde i catka w rownaniu (9.12) jest tatwa do oblicze-
nia:

2z
J.B-dl = IB(P(r)rd(p:anB(p(r).
L 0

Tak wigc, dzigki symetrii cylindrycznej obiektu i wyborowi odpowiedniego dla tej symetrii
uktadu wspdtrzednych, udato sie przejs¢ od rownania catkowego do zwyklego tatwego
rownania algebraicznego z niewiadoma B,(r). Pozostaje tylko obliczenie prawej strony
réwnania (9.12), gdyz jak powiedziano prady nie objete przez krzywa catkowania nie
wchodza w sktad sumy pradéw. W tej sytuacji musimy rozpatrzy¢ dwa warianty drogi cal-
kowania: pierwszy wariant to okrag o promieniu r < R, a drugi wariant to okrag o promie-
niur >R

W pierwszym wariancie prad ptynacy przez przewdd o powierzchni r® wyznaczymy fa-

two, obliczajac gestos¢ pradu j w rozpatrywanym przewodzie:
i = I
aR?

a wiec prad |, ptynacy przez przewdd o przekroju nr? jest:

2

. r

I =jnri=1|—
=T [R]

Podstawiajac otrzymane wyniki obliczen do prawa Ampére’a (9.12), otrzymujemy, ze skia-
dowa katowa indukcji magnetycznej wewnatrz przewodu wyraza si¢ zaleznoscia:

B, () =

2‘:)'er dlar <R (9.13)

Dla r > R obliczenia sa tatwiejsze, gdyz przez powierzchnig ograniczona przez okrag o pro-
mieniu r przeptywa caty prad I, a wigc mamy:

B, (r) A GlarsRr (9.14)
2nr

Zapiszemy sktadowa katowa indukcji magnetycznej w postaci:
# °|r2 dlar<R
B,(r)={ "R (9.15)

ﬂ—ol dlar>R
2nr
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z ktoérej wyrazniej wida¢, ze dla r = R, czyli na brzegu przewodu, indukcja magnetyczna
jest funkcja ciagta.

Obliczylismy sktadowa katowsa indukcji magnetycznej, ale generalnie wektor w ukta-
dzie wspdtrzednych cylindrycznych ma trzy sktadowe, a mianowicie sktadowa promienio-
wa B;, sktadowa katowa B, i sktadowa osiowa B,. Wiemy jedynie, ze ze wzglgdu na syme-
trig cylindryczna wszystkie sktadowe indukcji magnetycznej sa tylko funkcja zmiennej r.

Dla wyznaczenia pozostatych sktadowych niestety samo prawo Ampere’a nie wystar-
cza. Potrzebne jest jeszcze dodatkowe prawo, podobnie jak to bylo w elektrostatyce, gdzie
mielismy dwa réwnania Maxwella opisujace pole elektryczne. Na podstawie badan ekspe-
rymentalnych, w ktérych nie stwierdzono istnienia tadunku magnetycznego mozna stwier-
dzi¢, ze pole magnetyczne jest polem bezzréddtowym i indukcja magnetyczna spetnia prawo
Gaussa:

Lj'n ‘BdS=0 (9.16)

gdzie Sto dowolna zamknigta powierzchnia, a n jest wektorem jednostkowym normalnej
zewnetrznej do powierzchni S Prawo Gaussa (9.16) stwierdza, ze strumien indukcji ma-
gnetycznej przez dowolna zamknieta powierzchnie jest zawsze réwny zeru, co 0znacza, ze
wewnatrz dowolnej zamknietej powierzchni Snie istnieje tadunek magnetyczny. Podobnie,
jak to zostato zrobione w elektrostatyce, skorzystamy z twierdzenia Gaussa i zamieniamy
catke powierzchniowa ze sktadowej normalnej indukcji magnetycznej na catke objetoscio-
wa z dywergencji wektora indukcji magnetycznej po objetosci V ograniczonej powierzch-

nia S
J-”dideV -0.
\

Objetos¢ V jest wybrana dowolnie, a wigc warunkiem aby catka po dowolnej objetosci byta
réwna zeru jest zerowanie si¢ funkcji podcatkowej czyli:

divB=0 (9.17)
lub w postaci z operatorem nabla:
V-B=0 (9.18)

Réwnanie Maxwella stwierdzajace, ze dywergencja indukcji magnetycznej jest réwna
zeru jest stuszne zaréwno dla pola niezaleznego od czasu jak i pola zmiennego w czasie.

Wracajac do zadania, musimy odpowiedzie¢ na pytanie, co ze sktadowymi B; i B, in-
dukcji magnetycznej. Dla wyznaczenia sktadowej B, napiszmy dywergencje wektora in-
dukcji magnetycznej B(By, B,, B,) w uktadzie wspotrzgdnych cylindrycznych:

oB
19 (rBr)+1 ¢+E:O (9.19)
ror rop oz

Pamigtajac, ze ze wzgledu na nieskonczona dtugos¢ przewodu i jego symetrig cylindryczna
pole magnetyczne, a wiec i wszystkie jego sktadowe, moze by¢ tylko funkcja wspotrzednej
r bedaca odlegtoscia od osi przewodu. W takim badz razie pochodne 0B, /d¢ i 0B, [0z sa
réwne zeru i z rdwnania (9.19) mamy:

19
Fa—r(rBr) =0. (9.20)
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Rozwiazanie réwnania (9.20) jest postaci: B,(r) = C/r, gdzie C jest stata. Takie rozwiazanie
dla skiadowej promieniowej indukcji magnetycznej jest nie do przyjecia ze wzgledu na
fakt, ze jej wartos¢ przy r zmierzajacym do zera dazy do nieskonczonosci. W badaniach
eksperymentalnych nie obserwujemy nieskonczenie wielkich wartosci indukcji magnetycz-
nej, a wiec jedynym rozsadnym rozwiazaniem, zgodnym z obserwacjami eksperymental-
nymi, jest przyjecie C =0, co oznacza, ze sktadowa promieniowa indukcji magnetycznej
B, = 0 w calej przestrzeni.

Dla wyznaczenia skfadowej B, indukcji magnetycznej wybieramy droge w postaci
prostokata potozonego na ptaszczyznie r, z(rys. 9.6).

AL

Bz(rl)

A I, B (r
ez I’] Zr( 2)
“e B0

Rys. 9.6. Droga catkowania dla wyznaczenia sktadowej B, indukcji magnetycznej

Na mocy (9.12), wykonujac catkowanie po drodze pokazanej na rys. 9.6, otrzymujemy:

jB dl = TBZ(rZ)dz+ TBZ(rl)dz: 0
L

7z Z

gdyz przez powierzchnie ¢ = const nie przeptywa zaden prad. Biorac pod uwage, ze

% a
[B.(r)dz+ [ B,(r)dz= (2, - 2)[B,(r,) - B,(1)]= 0
z 2

po podzieleniu przez z-z otrzymujemy:

B,(r)—-B,(r,)=0

dla dowolnie wybranych ry i r,, co prowadzi do wniosku, ze sktadowa osiowa indukcji ma-
gnetycznej generowanej przez prad staty ptynacy w jednorodnym dtugim przewodzie wal-
cowym jest niezalezna od promienia r, a wigc moze by¢ tylko wielkoscia stata. Przyjecie,
ze B, = const. prowadzi do wniosku sprzecznego z rzeczywistoscia, gdyz oznacza, ze in-
dukcja magnetyczna dtugiego przewodu cylindrycznego nie zanika w nieskonczonosci. Je-
dynym mozliwym rozwiazaniem jest przyjecie zerowania si¢ skfadowej osiowej indukcji
magnetycznej czyli B,=0.

Tak wigc wykazalismy, ze indukcja magnetyczna dtugiego jednorodnego przewodu wal-
cowego ma tylko sktadowa katowa B, zalezng tylko od odlegtosci od osi przewodu wedtug
zaleznosci (9.15). Poniewaz wystepuje tylko jedna sktadowa indukcji magnetycznej, w dal-
szym ciagu bedziemy pomijali indeks ¢ i méwili o indukcji B wokdt cylindrycznego dtugiego
przewodu. Jej rozktad w funkcji odlegtosci od osi przewodu pokazuije rys. 9.7.
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p

Rys. 9.7. Rozktad bezwymiarowej indukcji magnetycznej wewnatrz i na zewnatrz dtugiego przewodu
cylindrycznego w funkcji p = r/R, odniesieniowa wartos¢ indukcji By = ol /27R

Dla inzyniera bardzo duze znaczenie maja rzedy wielkosci fizycznych, z jakimi spoty-
ka si¢ w urzadzeniach elektrycznych. Oszacujmy maksymalng wartos¢ indukcji magne-
tycznej dla przewodu cylindrycznego. Jezeli chcemy, aby nie wystapity zbyt wysokie tem-
peratury, mozemy dopusci¢ w przewodach prady o gestosci dopuszczalnej. Przyjmijmy
wartos¢ gestosci dopuszczalngj joop = 5 A/mm? Prad maksymalny Im., jaki mozemy bez
chtodzenia dopusci¢ w przewodzie walcowym o srednicy d, bedzie:

. qd?
max = Jaop =, (9.21)

Maksymalna wartos¢ indukcji zgodnie z (9.15) osiagamy na powierzchni przewodu
i wynosi ona:

:uolmax
B =—",
max Tl:d

Podstawiajac maksymalna wartos$¢ pradu z (9.21), otrzymujemy wartos¢ indukcji:

B _ 'uojdopd

nax 1 (9.22)
jaka osiagamy na powierzchni cylindrycznego przewodu. Dla przewodu o érednicy 1 mm
indukcja maksymalna wynosi okoto 1,6 mT, a dla grubego przewodu o srednicy 5 cm in-
dukcja osiaga wartos¢ okoto 80 mT. Dla poréwnania wartos¢ indukcji ziemskiego pola ma-
gnetycznego w naszej szerokosci geograficznej ma wartos¢ w przyblizeniu rowna 50 pT.

Interesujace jest pytanie: jaka $rednice powinien mie¢ przewdd, aby indukcja na jego
powierzchni wynosita 1 T? Z zaleznosci (9.22) znajdujemy, ze $rednica takiego przewodu
powinna wynosi¢ okoto 64 cm i w przewodzie powinien ptyna¢ prad okoto 1,6 MA.

Jak wynika z przytoczonych powyzej liczb, w codziennej praktyce spotkamy sie z po-
lami magnetycznymi najczesciej znacznie mniejszymi od 1 T, jezeli nie zostang zastosowa-
ne specjalne materiaty magnetyczne zwane ferromagnetykami.

Znajac pole magnetyczne dtugiego walcowego przewodu, mozemy, korzystajac z za-
sady superpozycji obliczy¢ rozktad pola generowany przez bardziej ztozone uktady dtugich
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przewodow. Jako przyktad znajdziemy rozkiad pola magnetycznego w uktadzie dwoch diu-
gich przewoddw walcowych o réwnolegtych osiach. Przewody maja jednakowe $rednice
2R i ptyna w nich prady | o kierunkach pokazanych na rys. 9.8. Odlegtos¢ migdzy osiami
przewodow jest rowna 2H > 2R.

~Y
@
1% ?
i X
=&
2H

Rys. 9.8. Uktad dwdch réwnolegtych przewodow

Znajomos¢ indukcji magnetycznej pojedynczego diugiego przewodu walcowego po-
zwala nam stwierdzi¢, ze pole kazdego przewodu z osobna znamy doskonale. Niestety jest
to pole obliczone w uktadzie wspotrzednych cylindrycznych zwiazanym z osia przewodu
i aby moc ten wynik wykorzysta¢ musimy po pierwsze wybra¢ wspélny uktad wsp6trzed-
nych dla obu przewoddw, a nastepnie obliczy¢ sktadowe indukcji magnetycznej w nowym
ukfadzie wspbtrzednych. Wybierzemy uktad wspétrzednych prostokatnych x, y, z O$ x po-
prowadzimy przez srodki okregéw bedacych przekrojem poprzecznym przewodéw. O$ y
poprowadzimy przez srodek odlegtosci miedzy srodkami przekroi poprzecznych, a 0§ z jest
prostopadta do ptaszczyzny xy i rownolegta do osi przewodow. Kierunek osi z wynika
z prawoskretnosci uktadu wspotrzednych i jest zgodny z dodatnim kierunkiem pradu (rys.
9.8). Osie przewodow przechodza przez punkty O.(H,0) i O_(-H,0) odpowiednio dla prze-
wodu z pradem dodatnim i ujemnym.

Znamy, jak powiedziano wyzej, rozktad indukcji magnetycznej pojedynczego dtugie-
go przewodu w uktadzie wsp6trzednych cylindrycznych r, ¢, z zwiazanych z przewodem.
Obecnie musimy przejs¢ ze wspbtrzednymi do okreslonego powyzej uktadu wspétrzednych
X, Yy, z i przetransformowa¢ odpowiednio sktadowe wektora indukcji. Transformacje dla
wspdtrzednych wyznaczaja zwiazki geometryczne wynikajace z rys. 9.8. Odlegtosé r. od
osi przewodu z dodatnim pradem wyraza sie zaleznoscia:

r,o=4/(x-H)?+ y2
a odlegtos¢ r_ od osi przewodu z ujemnym pradem jest:

r_=y(x+H)%+y?

Sktadowe indukcji magnetycznej przewodu cylindrycznego w uktadzie wspdtrzednych
prostokatnych okreslaja zaleznosci (rys. 9.8):

By =-Bsing
By = Bcosp.
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Korzystajac z obliczonego powyzej rozktadu indukcji dla pojedynczego przewodu cylin-
drycznego (9.15), mamy:

_ Mo dla (x=Hf +y?*<R?
=2 (x-H)Y+y*<
e I (9.23)
-2 dla (x=H P +y?>>R?
2m (x=H) +y? bh)
Ml 2 2R
x—H dla (x—-H)"+y“ <R
A fh) e ey
Bey=1 H (9.24)
#o ——— dla (x-H}+y* >R
2n (x—H) +y
dla przewodu wiodacego prad dodatni i
ley dla (x+H)? +y?<R?
B, = fflR (9.25)
0 yz > dla (x+Hf+y* >R
2n (x+H) +vy
- #OIZ(X+H) dla (x+HY +y*<R?
B,={ 2™ (9.26)
Hy X+H

- dla (x+H)P +y?>R?
2n (x+H) +y? ( Jry

dla przewodu wiodacego ujemny prad. Wypadkowy rozktad indukcji magnetycznej gene-
rowany przez uktad przewoddw (rys. 9.8) otrzymujemy, sumujac odpowiednie skfadowe,
a wiec:

Bx(X Y) = Bix(X,y) + Bx(x,Y)

By(X,y) = By (X,y) + By (X, ).

Dla zobrazowania rozktadu indukcji magnetycznej Maxwell zaproponowat przedsta-
wianie graficzne rozktadu pola magnetycznego w postaci linii sit. Linia sity jest krzywa, do
ktérej wektor indukcji jest styczny. Oznaczajac elementarny wektor stycznej do krzywej
jako dl mamy réwnanie wyznaczajace linie sit w postaci:

Bxdl =0 (9.27)

Réwnanie rézniczkowe (9.27) jest rownaniem wektorowym i w ogélnym przypadku pro-
wadzi do uktadu trzech réwnan rézniczkowych trudnych do rozwiazania. W rozpatrywa-
nym przypadku elementarny wektor dl ma tylko dwie sktadowe dx, dy i po obliczeniu ilo-
czynu wektorowego w (9.27) otrzymujemy rownanie rézniczkowe linii sit w postaci:

Bydx — B.dy = 0. (9.28)

Rdwnanie (9.28) rozwiazujemy osobno w poszczegélnych podobszarach jakimi sa:
1) wnetrze przewodu z dodatnim pradem (dodatni przew6d) (x—H)? +y? < R? réwnanie
linii sit ma posta¢:



95

R2
x-H)?+y?+RIn[—————|=C
(x=H)"+y l:(x+H)2+y2:| !

gdzie C; stala.
2) wnetrze przewodu z ujemnym pradem (ujemny przew6d) (x + H)? + y? < R rdwnanie
linii sit ma posta¢:

2,2, 2 R*
(x+H)*+y"+R°In| —————|=C,

(x=H)?+y?
gdzie C, stata.
3) zewnetrze przewodéw [(x—H)? +y*> R i [(x+ H)? + y* > R] réwnanie linii sit ma
postac:
2 2
o CHRS Yo
(x=H}+y
gdzie C; stala.

Obraz linii sit przedstawia rys. 9.9. Wektor indukcji magnetycznej jest styczny do linii po-
kazanych na rys. 9.9.

Rys. 9.9 Linie sit indukcji magnetycznej wokot dwéch réwnolegtych przewodow.
Prady w przewodach sa jednakowe o przeciwnych zwrotach. Pogrubiona linia czerowona i czarna
oznaczono brzeg przekroju poprzecznego przewodow

Ze wzgledu na zastosowania praktyczne rozpatrzymy diuga cewke cylindryczna
o srednicy 2R. Okreslenie dtuga cewka oznacza, ze stosunek dtugosci L cewki do srednicy
jest wiekszy od 10. Bedziemy pomija¢ wptyw koncdw cewki na rozktad pola magnetycz-
nego wewnatrz i na zewnatrz cewki. Przy powyzszych zatozeniach mozemy przyja¢ cewke
nieskonczenie dluga. Przyjmiemy, ze uzwojenie cewki jest cienkie i dla uniknigcia obliczen
rozktadu pola magnetycznego wewnatrz uzwojenia przyjmiemy, ze jest nieskonczenie
cienkie. Taka cewke bedziemy nazywali solenoidem.

Oznaczmy liczbg zwojéw na jednostke dtugosci cewki przez N [zwojow/m]. lloczyn
pradu | ptynacego w uzwojeniu przez liczbe zwojéw N nazywamy oktadem pradowym NI.
Jednostka oktadu pradowego jest A/m lub czesto stosowany w elektrotechnice zapis Az/m,
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co wyrazamy jako amperozwoje/metr. Jako jednostka amperozwoje sa amperami, a dodanie
okreslenia zwoje ma podkresla¢ fakt, ze o polu magnetycznym decyduje nie tylko wartosé¢
pradu, ale réwniez liczba zwojow cewki.

Przyjmujemy ukfad wsp6trzednych cylindrycznych r, ¢, z ktérego 0§ z pokrywa si¢
z 0sig cewki (rys. 9.10). Z przyjecia nieskonczenie dtugiej cewki cylindrycznej wynika, ze
pole magnetyczne nie zalezy od wspo6trzednych walcowych ¢ i z Indukcja magnetyczna
moze by¢ tylko funkcja wspotrzednej r bedacej odlegtoscia od osi cewki.

A\

V4
B, .
b dl B,(r;)
. (r.) B,(r.) A1)
dr T »
 ——

Rys. 9.10. Cewka cylindryczna i przyjety uktad wspotrzednych walcowychr, ¢, z

Na mocy réwnania Maxwella (9.19) dla dywergencji indukcji magnetycznej w ukta-
dzie wspdtrzednych cylindrycznych i ze wzgledu na jej niezaleznos¢ od wspéirzednych ¢

oraz z otrzymujemy, ze sktadowa B, musi spetnia¢ rownanie (9.20) l;
p

p
jak w przypadku dtugiego przewodu cylindrycznego, indukcja na osi solenoidu musi by¢
ograniczona, co oznacza, ze skfadowa promieniowa pola solenoidu jest réwna zeru, czyli
B:(r) =0.

Dla wyznaczenia sktadowej osiowej B, indukcji magnetycznej skorzystamy z prawa
Ampere’a (9.12), przyjmujac droge catkowania w postaci prostokata o boku dr réwnole-
gtym do osi r i dl réwnolegtym do osi z Zastosujemy réwnanie (9.12) do trzech réznych
drég (rys. 9.10). Uwzgledniajac zerowanie sie sktadowej B, dla pierwszego prostokata ma-
my:

(rBr )=0. Podobnie,

By(r2)dl — B(r:)dl =0

skad wynika, ze B,(r;) = B,(r,), a poniewaz r; < Ri r, < R sa wybrane dowolnie z przedzia-
tu [0, R), wiec wewnatrz solenoidu sktadowa B, jest niezalezna od r czyli ma stata wartos¢
Bo.

Dla drugiego z kolei prostokata mamy:

B(r4)dl — Bodl = oI Ndl
i dla trzeciego: B,(rs)dl — By(rs)dl = 0.

Z ostatniego réwnania wynika, ze na zewnatrz solenoidu B,(rs) = B,(r¢), co 0znacza, ze
sktadowa B, indukcji magnetycznej na zewnatrz solenoidu jest stata niezaleznie od odlegto-
$ci od osi cewki. Z obserwacji doswiadczalnych wiadomo, ze nie istnieja uktady pradow
generujacych pole magnetyczne, ktére nie zanika w nieskonczenie wielkiej odlegtosci od
tych pradéw. Dla spetnienia fizycznego warunku zanikania pola magnetycznego do zera
przy oddalaniu si¢ do nieskonczonosci musimy przyja¢, ze sktadowa osiowa indukcji ma-
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gnetycznej na zewnatrz cewki jest rdwna zeru, czyli Br > R) = 0. Biorac pod uwage wynik
uzyskany z prawa Ampere’a dla drugiego z prostokatéw, wyznaczamy stata By = uoNI.
Sktadowa osiowa indukcji magnetycznej dtugiej cewki opisuje zaleznosc:

dla r <
Bz(r)={/‘8”\‘ ouaarr >< FF: (9:29)
e‘P
IN Z
B, (1))
(Pr : I.2 d(P (p(rZ)
—>
B0

Rys. 9.11. Przyjeta droga catkowania dla wyznaczenia sktadowej B, indukcji magnetycznej

Pozostata do wyznaczenia ostatnia ze sktadowych indukcji magnetycznej, a mianowi-
cie sktadowa katowa B,,. Wybierajac droge catkowania w postaci brzegu wycinka kota (rys.
9.11) otrzymujemy:

Bq,(rz)rzd(p - Bw(rl)rld(p =0

dla dowolnych ry i r,. Dla spetnienia warunkow wymagajacych, aby sktadowa katowa B, in-
dukcji magnetycznej byta ograniczona na osi solenoidu i zmierzata do zera przy oddalaniu si¢
od osi musimy przyjac, ze sktadowa ta jest rowna zeru, czyli B,(r) = 0 dla dowolnego r.
Ostatecznie stwierdzamy, ze indukcja magnetyczna solenoidu jest wektorem skiero-
wanym wzdtuz jego osi i jest rozna od zera tylko wewnatrz cewki. Dla skrocenia zapisu,
poniewaz indukcja ma tylko sktadowa osiowa, bedziemy pomijali indeks z i dla indukcji

mamy:
IN dlar<R
B(r):{'uo ar (9.30)

0 dlar >R

Na podstawie obliczonej wartosci indukcji magnetycznej nieskonczenie dtugiego so-
lenoidu (9.30) szacujemy wartos¢ indukcji magnetycznej w dostatecznie duzej odlegtosci
od koncow diugiej cewki (L/2R = 10) w jej wnetrzu.

9.4. Réwnania Maxwella dla magnetostatyki

Prawo Ampére’a w postaci (9.12) dotyczy bardzo ograniczonej sytuacji, gdy mamy
prady I ptynace w przewodach i przewody sa prostopadte do powierzchni rozpietej na
krzywej catkowania L. Dokonamy uogélnienia, ktére polega na zastapieniu pradéw przez
gestos¢ pradu zgodnie z (8.13) mamy:
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k=K

Ik:J.J.n-de (9.31)

k=1 S

k=K

gdzie SZZ% — suma powierzchni otrzymanych z przeciecia przewodéw wiodacych
k=1

prady |, przez powierzchnie S_ rozpieta na krzywej brzegowej L (rys. 9.12).

Rys. 9.12. Przyjete oznaczenia do uogdlnienia prawa Ampeére’a

Podstawiajac (9.31) do prawa Ampeére’a (9.12) otrzymujemy bardziej ogdlna posta¢
tego prawa:

J'B-ou =ﬂ0”n-jd5 (9.32)
L S

Korzystajac z twierdzenia Stokesa, zastepujemy catke po linii zamknietej L ze sktadowej
stycznej do linii L wektora indukcji magnetycznej catka powierzchniowa ze sktadowej nor-
malnej wektora rotacji indukcji magnetycznej po powierzchni Sograniczonej linia L. Prze-
noszac catke z gestosci pradu na lewa strong rownania, otrzymujemy:

”n : (rotB —yoj)dS: 0

Powyzsze rownanie zostato zapisane dla dowolnej powierzchni S a wiec warunkiem, aby
byto spetnione jest zerowanie si¢ roznicy znajdujacej si¢ w nawiasie. W jego wyniku otrzy-
mujemy réwnanie Maxwella dla pola magnetostatycznego w postaci rdzniczkoweyj:

rotB = 1o} (9.33)
lub, korzystajac z zapisu symbolicznego z operatorem nabla, mamy:
VxB = ] (9.34)

Réwnanie (9.33) lub (9.34) wraz z rownaniem Maxwella dotyczacym dywergencji (9.17)
lub (9.18) stanowia komplet rownan Maxwella opisujacych statyczne pole magnetyczne. Sa
to generalnie po rozpisaniu na wspétrzedne trzy réwnania wynikajace z (9.33) i jedno row-
nanie (9.17) dotyczace dywergencji indukcji magnetycznej.

Pole wektorowe nazywamy polem wirowym, jezeli jego rotacja jest rozna od zera. Po-
le wektorowe indukcji magnetycznej jest polem wirowym, jak wynika z réwnania (9.33)
i polem bezzrédtowym, co wynika z réwnania (9.17). Pole wirowe charakteryzuje sie tym,
ze linie sit sa krzywymi zamknietymi. Warto poréwnac to z polem elektrostatycznym, ktére
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jak pamietamy, byto bezwirowym polem zrédtowym. Linie sit pola elektrycznego zawsze
miaty poczatek i koniec, a mianowicie zaczynaly si¢ na fadunku dodatnim, a konczyly na
ujemnym.
Z poréwnania opisu pola magnetostatycznego i pola elektrostatycznego mozna wniosko-
wac, ze obliczenia rozktadu pola magnetycznego sa trudniejsze niz obliczenia pola elek-
trycznego.

9.5. Wz4r Biota-Savarta i przyktady jego zastosowan

W bezwirowym polu elektrostatycznym wprowadzenie potencjatu skalarnego uprosci-
to bardzo istotnie obliczenia, gdyz wystarczyto obliczy¢ rozkiad potencjatu skalarnego,
czyli tylko jednej funkcji, aby nastepnie obliczy¢ pole elektryczne. W stacjonarnym polu
magnetycznym generalnie skalarnego potencjatu wprowadzi¢ nie mozna, gdyz rotacja tego
pola jest rézna od zera (9.33). Dla unikniecia trudnych probleméw z catkowaniem réwnan
rézniczkowych (9.33) i (9.17) znaleziono ich rozwiazanie ogolne, ktére pozwala obliczy¢
indukcje magnetyczna dla dowolnego rozkiadu gestosci pradu j pod warunkiem, ze w zad-
nym punkcie obszaru nie wystepuja materiaty ferromagnetyczne. Rozwiazanie to ma po-
stac:

oua(l):%@dv2 . (9.35)
T rlz

W przypadkach praktycznych prad elektryczny ptynie w przewodach, jego kierunek
pokrywa si¢ z 0sia przewodu, a rozkfad gestosci jest staty w przekroju poprzecznym prze-
wodu. Zakfadajac, ze przewod jest cienki, a jego przekroj poprzeczny jest dS zapiszemy
iloczyn j,dV, w postaci j,dSdl,. Poniewaz przewod jest cienki, mozemy zapisaé, ze
j2dS, = 1dl,, gdzie | jest natgzeniem pradu ptynacego w przewodzie. Dla zachowania wekto-
rowej postaci iloczynu j,dV, wprowadzimy wektor dl,, ktory definiujemy jako wektor
o0 kierunku stycznym do osi przewodu, zwrocie zgodnym ze zwrotem gestosci pradu i dhu-
goscia dl,. Biorac pod uwage wprowadzone uproszczenia, mozemy zapisa¢, ze wektor in-
dukcji magnetycznej dB obliczamy z réwnania nazywanego prawem Biota-Savarta:

| dl, xe
dB(l):%% (9.36)
P}

gdzie: I - prad ptynacy w elemencie przewodu o dtugosci dl,,
dl, — wektor styczny do osi przewodu o wartosci Idl, skierowany zgodnie z kierunkiem pradu,
e» — wektor jednostkowy skierowany od punktu P(2), w ktorym znajduje si¢ element prado-
wy, do punktu P(1), w ktérym obliczana jest indukcja magnetyczna dB(1) (rys. 9.13),

M, = \/(X1 %)+ (¥~ ¥,)? +(z —2,)* —odlegtosc migdzy punktami P(1), P(2).

Wzér Biota-Savarta mozemy zapisa¢ rowniez w postaci catki liniowej:

| cd
B(L) :%J%%g (9.37)

12

gdzie krzywa L pokrywa sie z osia przewodu. Wzor w postaci (9.36) moze by¢ stosowany
dla przewoddéw cienkich, co oznacza, ze $rednica przewodu o przekroju kotowym jest
znacznie mniejsza od odlegtosci ry,, w ktérej obliczamy pole magnetyczne. Jezeli ten wa-
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runek nie jest spetniony mozna przewod podzieli¢ na cienkie rurki pradowe i sumowac
wektorowo pole od poszczegolnych rurek pradowych. Mozna réwniez skorzysta¢ z prawa
Biota-Savarta (9.35), w ktérym nie zastosowano uproszczen zwiazanych z zatozeniem
cienkich przewodéw. W postaci catkowej prawo to ma postac:

M j(2)xe
BO) =12 jvﬁ T%lv2 (9.38)

gdzie j jest wektorem gestosci pradu ptynacego w objetosci V.

Rys. 9.13. Rysunek pomocniczy do prawa Biota-Savarta

Jako przyktad zastosowania prawa Biota-Savarta wyznaczymy rozktad indukcji na ze-
whnatrz cienkiego prostoliniowego przewodu o dtugosci 2L, w ktérym ptynie prad o nateze-
niu | (rys. 9.14). Ze wzgledu na symetri¢ cylindryczna odcinka przewodu przyjmujemy
uktad wspbtrzedny r, ¢, z (rys. 9.14). O$ z skierujemy wzdtuz osi przewodu zgodnie z kie-
runkiem pradu | ptynacego w przewodzie, a poczatek uktadu wspotrzednych walcowych
w $rodku odcinka przewodu. Przyjmujemy element przewodu o dtugosci dz, umieszczony
w punkcie zy na osi przewodu. Element pradowy Idl, we wzorze (9.36) jest skierowany
zgodnie z pradem | a jego dtugos¢ wynosi dz, (rys. 9.14). Kat migdzy wektorem jednost-
kowym e, a wektorem elementu pradowego jest réwny « i modut iloczynu wektorowego
[Idl, % ey, = 1dzy siner = |dzy cosf (rys. 9.14).

@ (p
dB gl (1,2)

B

-L g dz , L

Rys. 9.14. Obliczenie indukcji magnetycznej prostoliniowego odcinka z pradem |

Wektor bedacy wynikiem iloczynu wektorowego Idl, x ey, jest prostopadty do ptasz-
czyzny (r,2) i jego zwrot pokrywa sie ze wspotrzedna ¢, co oznacza, ze indukcja magne-
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tyczna w punkcie P; ma tylko sktadowa katowa dB,. Odlegtosc ri, migdzy elementem pra-
dowym a punktem P; jest ri; =r/cosf, a z—2z,=rtgp stad, rézniczkujac, znajdujemy
dz, = - rdfcos’ 3 Uwzgledniajac otrzymane wyniki, mozemy zapisac:

fol d2,008° B pyy]
B (1)=——""——"—=-"""—cosfd
w( ) dn r? Agr pap

i po obliczeniu catki w przedziale [, 5] otrzymujemy:
Ml :
B,(1)= H(Sm B,—sin 3,)
lub wyrazajac katy przez wspétrzedne punktu P, i dtugos¢ odcinka, mamy:
ol ( z+L L-z

4”L\/r2+(z+ LY +\/r2+(L—z)2 .

Poréwnajmy otrzymane rozwiazanie (9.39) z indukcja magnetyczna B, nieskonczenie
diugiego przewodu, ktére ma posta¢ (9.14). Obliczmy rozktad bledu wzglednego &(r, 2),
ktory zdefiniujemy wzorem:

B (r)—B(p(r,z).

£(r,z)=100—= 5.0

Dla otrzymania og6lnych wynikéw wprowadzimy zmienne bezwymiarowe okreslone za-
leznosciami: r = Lp, z=L{. Po podstawieniu i dokonaniu przeksztatcen otrzymujemy pro-
centowy btad wzgledny w postaci:

1 14¢ 1-¢
£)=1001-1 (9.40)
) 2Lpﬂ(ﬁf)z +Jp2+(1—§)2}

Rozktad btedu na ptaszczyznie (p, &) przedstawia rys.9.15.

B(p(r,z) =

(9.39)

27.5

100

2

Rys. 9.15. Rozktad btedu wzglednego (9.40) na ptaszczyznie (p, &)
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Z pokazanych na rys. 9.15 obliczen, wynika ze jezeli bedziemy obliczali indukcje ma-
gnetyczna za pomoca wzoru (9.14), ktory otrzymano dla nieskonczenie dtugiego przewodu,
to praktycznie btedy nie przekrocza 10% w obszarze +0,2L, liczac od $rodka przewodu i w
odlegtosci nie przekraczajacej 0,4L od osi przewodu. W praktyce jest to czesto wystarcza-
jaca dokfadnosc.

Jako drugi przyklad rozwazymy rozkiad indukcji magnetycznej wytwarzanej przez cy-
lindryczna cewke o $rednicy 2R i diugosci 2L. Przyjmiemy, ze warstwa uzwojenia jest
cienka i pominiemy obliczenia rozktadu indukcji magnetycznej wewnatrz uzwojenia. Cew-
ka ma z zwojéw réwnomiernie nawinigtych na dtugosci 2L i w uzwojeniu ptynie prad I.
Zgodnie z naszym zatozeniem warstwa okfadu pradowego @ jest nieskonczenie cienka
i wynosi:

o=2 (9.41)
2L '

Ze wzgledu na walcowa symetri¢ obiektu wybieramy cylindryczny uktad wspotrzed-
nych r, ¢, z, ktérego o$ z pokrywa sig z osia cewki (rys. 9.16). Obliczenia pola magnetycz-
nego cewki roztozymy na dwa etapy. W pierwszym etapie przecinamy cewke dwoma
ptaszczyznami prostopadtymi do osi z (rys. 9.16). Odlegtos¢ migdzy ptaszczyznami wynosi
dz;. W wyniku przeciecia otrzymujemy okrag o promieniu R, w ktérym ptynie prad
dl = 6dz, i obliczamy indukcje magnetyczna dB wokot tego okregu (rys. 9.17). Obliczenia
sktadowych indukcji magnetycznej w punkcie P(X,y, Z2) wykonamy najpierw w ukfadzie
wspdtrzednych prostokatnych x, y, z, gdyz w tym uktadzie wsp6trzednych tatwo obliczymy
iloczyn wektorowy i odlegtos¢ miedzy punktami Py(Xo, Yo, Z0) We wzorze (9.36), a nastgpnie
dokonamy transformacji do uktadu wspétrzednych cylindrycznych.

z

dZL

Z, P

2L

-L

Rys. 9.16. Cewka cylindryczna o oktadzie pradowym 6

Z
r P
z) @
—
elZ y
Po P
di

Rys. 9.17. Zwoj kotowy wyciety z cewki z pradem 6dz,
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W ukladzie wspbtrzednych prostokatnych elementarny wektor stycznej dl ma sktadowe
(dxo, dyo, 0). Natomiast wektor jednostkowy e, ma sktadowe (e, e, €,) gdzie:

X=X
eX =
Mo
o YV
Mo
Z_
eZ = ZO
r
12

a odlegtos¢ ri, migdzy punktami P, P wyraza sig zaleznoscia:

o =y (=% + (=Y +(z-2,f (9.42)

Obliczajac iloczyn wektorowy dl x e, i podstawiajac do (9.36) dla sktadowych (dB,, dBy,
dB,) wektora indukcji magnetycznej dB, znajdujemy:

dB, = Moz, (Z— 75)dy,

3
4n s

0B, = HotHizy (2 7))dx,

9.43
An rlz ( )

i - Ho88Z [(y = yo)dy — (x= %)y,

3
4n rs

Dokonujac przejscia do uktadu wspdtrzednych cylindrycznych dla wsp6trzednych punktu
Po. mamy (rys. 9.17):

Xo = Rcosgg
Yo = Rsingg
a dla punktu P: X =rcosg
y = rsing.
Po podstawieniu do (9.43) i wykonaniu przeksztatcen otrzymujemy:

R
dB, = '“0_3(2_ Z,) cos(p — @) dz,des,

{11 6P

R .
dB, —_Ho 5 (2= z5)sin(p — ¢,)dz,dg,
4nry,

dB, = @[R— rcos(¢— %)]dzod%
4mry,

gdzie odlegtosé ry, we wspdtrzednych cylindrycznych wyraza si¢ wzorem:
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My :\/R2+r2—2Rr cos(p—@y) +(z—2,)% . (9.44)

Sktadowe indukcji magnetyczne pierscienia o grubosci dz, obliczamy, catkujac indukcjg po
kacie ¢q i otrzymujemy:

a8, =% - z)az, j—m@ ) ag,
T

0 12
2n .
R sin(p—
dB, = AR (7 7))z, IM(’%
4n 0 I

a8, = uoeRdzo I[R—rcos(qo o)

r12

de,

Druga z powyzszych catek jest tatwa do obliczenia, gdyz

2n
2n

sin(¢ — ¢,)dg, _ 1
3
0 [R2 +1?2 —2Rrcos(p— @) + (- zO)ZF [R2 +r?—2Rrcos(p— g,

co oznacza, ze sktadowa B, = 0. Dla tego wtasnie wyniku wybieramy uktad wspo6trzednych
cylindrycznych, w ktérym indukcja cewki cylindrycznej ma tylko dwie sktadowe: promie-
niowa B; i osiowa B,. Znajac pole pierscienia, mozemy zsumowac¢ pola od wszystkich pier-
scieni i otrzymujemy indukcje magnetyczna cewki cylindrycznej:

:0’

B, - ﬂo ”(Z 20)005(40 %)

L0 12

dg,dz,
(8.45)

JI: T _r cos((ﬂ %)]d(podzo

12
Wykazemy, ze indukcja magnetyczna nie zalezy od kata ¢. W tym celu dokonujemy
podstawienia: ¢ — go = —a i Otrzymujemy:

2r 22—

J‘ cos(p—,)dg, cosodo

3= 3
o[RZ+r2—2chos((p—(00)+(Z—Zo)2F -p [R2+r2—2chosa+(z—zo)2F

ale funkcja podcatkowa jest funkcja okresowa o okresie 2w, wiec jej wartos¢ nie ulega
zmianie niezaleznie od wartosci granicy dolnej i gérnej, jezeli dtugos¢ przedziatu catkowa-
nia jest rbwna 2m, co 0znacza, ze po wykonaniu catkowania wzgledem z, sktadowa promie-
niowa indukcji magnetycznej wyraza zaleznosé:
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27
LR 1
B (r,2) =--2 I — —+
4n 0 \/R +r°—2Rrcosa+(z-L)
(9.46)
- ! cosodor
\/R2+r2—2chosoz+(z+L)2
a sktadowa osiowa:
RT  (R-rcosa) L-z
B,(r,2)= J. > — 2+
4n o RT+r1°—2Rrcosar \/R +r?—2Rrcosa+(L—-2)
(9.47)
+ z+L dor

x/R2 +r2—2Rrcosa+(z+L)?

Calki (9.46) sa catkami eliptycznymi i nie mozna ich wyrazi¢ za pomoca funkcji elemen-
tarnych. Nie musimy jednak ich oblicza¢, gdyz dysponujemy wspaniatym narzgdziem, ja-
kim jest maszyna cyfrowa i mamy bardzo dobre algorytmy liczenia catek.

Rys. 9.19. Rozkfad linii sit indukcji magnetycznej dla cewki krétkiej 2R/2L = 10
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Korzystajac z metod numerycznych, obliczono rozktad linii sit indukcji magnetycznej
dla cewki dtugiej (rys. 9.18) o stosunku srednicy do dtugosci cewki rownym 0,1. Obraz
linii sit pokazuje, ze w ponad 90% dtugosci cewki jej pole wewnatrz cewki jest polem jed-
norodnym i z dobrym przyblizeniem mozemy przyja¢ B, =0 we wnetrzu takiej cewki,
a skfadowa osiowa wewnatrz wyraza si¢ zaleznoscia (9.30). Oczywiscie pole magnetyczne
na zewnatrz jest rézne od zera.

W przypadku cewki krdtkiej, dla ktorej stosunek jej srednicy do dtugosci jest rowny
10, pole wewnatrz cewki jest niejednorodne (rys. 9.19), co oznacza rézna od zera sktadowa
promieniowa indukcji magnetycznej wewnatrz cewki.

9.6. Strumien magnetyczny. Indukcyjnosé wzajemna i wiasna

Przed rozpatrzeniem wptywu osrodka materialnego na statyczne pole magnetyczne
wprowadzimy definicje strumienia magnetycznego. Zgodnie z 0g6lIna definicja strumienia
definiujemy strumien magnetyczny @, jako catkg po powierzchni Sze sktadowej normalnej
indukcji magnetycznej (rys. 9.20):

®= I Sj n-BdS (9.47)

gdzie n jednostkowy wektor normalnej zewnetrznej do powierzchni S Jednostka strumie-
nia magnetycznego w miedzynarodowym ukladzie jednostek jest weber, oznaczany skré-
tem Wh.

B,=n-B B
n,

Rys. 9.20. Powierzchnia S dla ktérej wyznaczamy strumien magnetyczny

Podstawiajac do definicji strumienia indukcje obliczona za pomoca prawa Biota-Savarta
(9.37) otrzymujemy:

@ =”—°'J"|'—”1'dlgxelz ds (9.49)
4n a1 rs

gdzie wektor normalnej n; jest prostopadty do powierzchni S Krzywa brzegowa L jest
zwiazana z przewodnikiem generujacym pole magnetyczne, natomiast powierzchnia S jest
od niej niezalezna i oznacza powierzchnie obliczeniowa strumienia magnetycznego. Warto
zwréci¢ uwage, ze jezeli spetnione sa zatozenia dotyczace obliczen indukcji magnetycznej
za pomoca prawa Biota-Savarta, to zwiazek miedzy strumieniem magnetycznym a pradem
generujacym pole magnetyczne moze by¢ zapisany w postaci:

@ = Lyl (8.50)
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gdzie wspotczynnik Lo zalezy tylko od geometrii krzywej generujacej pole i powierzchni
obliczeniowej strumienia magnetycznego. Podobnie jak wprowadzilismy pojemnosc¢ i rezy-
stancje, rowniez teraz celowe jest wprowadzenie specjalnego wspotczynnika, ktory wiaze
strumien magnetyczny z pradem generujacym ten strumien. Ze wzgledu na fakt, ze po-
wierzchni¢ S dla ktdrej obliczamy strumiefi magnetyczny mozna wybraé¢ na dwa sposoby,
a mianowicie jako powierzchnig rozpigta na krzywej L przewodnika z pradem |, drugi spo-
sob to powierzchnia niezalezna od krzywej L rozpieta na przyktad na innym przewodniku
wprowadzamy dwie rozne wielkosci. Jezeli powierzchnia obliczeniowa strumienia magne-
tycznego Sjest rozpieta na krzywej L, wzdtuz ktdrej ptynie prad | generujacy pole magne-
tyczne, to wspdtczynnik Lo bedziemy nazywali wspdtczynnikiem indukcyjnosci wihasnej
badzZ indukcyjnoscia whasna. Wspotczynnik indukcyjnosci whasnej wyznaczamy ze wzoru:

Mo [[ny-dliyxe,
=—||———=d 9.51
4n J.v[ I’lz2 2 (250

gdzie dla podkreslenia, ze powierzchnia obliczania strumienia jest rozpigta na krzywej L
0zNnaczono ja symbolem §..

W przypadku, gdy powierzchnia S jest niezalezna od L wsp6tczynnik nazywamy in-
dukcyjnoscia wzajemna badz wspdtczynnikiem indukcyjnosci wzajemnej i oznaczamy naj-
czesciej litera My, gdzie indeks pierwszy oznacza obwdd generujacy strumien i 0znaczymy
krzywa catkowania jako L,. Natomiast indeks drugi wskazuje powierzchnig catkowania,
ktora oznaczymy S i dla wspotczynnika indukcyjnosci wzajemnej mozemy zapisaé wzor:

n,-dl,xe
j j 1 4 D2 "% 4g (9.52)

Jezeli prad generujacy strumien magnetyczny ptynie wzdtuz brzegu L; powierzchni S, i ob-
liczamy strumien przechodzacy przez powierzchnig S, rozpigta na krzywej L,, to wspot-
czynnik indukcyjnosci wzajemnej My, obliczany ze wzoru:

_[_[nz dl, xe, ds, (953)
s

jest identyczny ze wspétczynnikiem My, tzn. zachodzi:
M12 = M21 (954)

Jak wynika ze wzordw (9.50)+(9.52) jednostka wspdtczynnika indukcyjnosci whasnej jak
i wzajemnej jest henr — oznaczenie 1 H.

Wykazemy, ze wspoétczynnik indukcyjnosci wzajemnej spetnia zaleznosé¢ (9.53). Do-
wéd rozpoczniemy od obliczenia iloczynu wektorowego (dl, x e,)/r%, w catce (9.51).

Wektor elementarny dl, ma sktadowe (dx,, dy,, dz), a wektor elz[xl T WY, 475 j .

) LLP) M2

Obliczajac iloczyn wektorowy mamy:
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dl, x - — —X —
: 2912 :eX(Zl 322dy2_y1 3y2 dzzJ”Ley(Xlrs Zdzz_z1 322dxzj+

P 12 P) 12 P)
Yi— Y X%
+ ez[ 3 dx, — 3 dy,
P P

gdzie g, g, e, wektory jednostkowe osi prostokatnego uktadu wspétrzednych x, y, z odpowied-

nio. Sktadniki powy:szej zaleznosci zapiszemy, korzystajac, ze 21_322 dyzz_ai[dﬁ]
r z

12

i podobnie dla pozostatych skfadnikow mamy:

dipxe {i[dij_i(d_zzﬂ e{ (dzzJ i(dﬁ]}
s 192\ ry ) oy my 0% 9z 1y,
ool 2)
ay; 9% Iy

W ostatnim réwnaniu po jego prawej stronie mamy rotacje wektora dl,)/r%, o sktadowych

[d><2’dy2|dz2] obliczona wzgledem zmiennych xq, yi, z. Dla zaznaczenia, ze rotacja jest
, M2 T2

obliczona wzgledem zmiennych oznaczonych indeksem 1 oznaczymy symbol nabla réw-
niez indeksem 1 i mozemy ostatnie réwnanie zapisac:

dl, xe di
oy )

M2 "2

Podstawiajac uzyskany wynik do (9.51) i zmieniajac kolejnos¢ obliczania catek, mamy:

j”nl v x[ J S . (9.55)

Na mocy twierdzenia Stokesa mamy:

gnl ) Vl(%]dsl = J‘dllr'dl 2

L 12
gdzie L, jest brzegiem powierzchni S. Podstawiajqc uzyskany wynik do (9.54) otrzymujemy:
dl, -dl,
My =50 j j (9.56)
LL,

Uzyskalismy nie tylko istotne uproszczenie wzoréw (9.50)+(9.52), gdyz liczymy miast
catki powierzchniowej i liniowej tylko dwie catki liniowe, ale réwniez wykazalismy zalez-
nos¢ (9.53). Wynika to z niezaleznosci iloczynu skalarnego od kolejnosci czynnikow.
Uwzgledniajac otrzymany wynik, mozemy rowniez wspétczynnik indukcyjnosci wiasnej
zapisa¢ W postaci:
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Ho dly-dl,
L. =29 , 9.57
0 47‘CJ.I [ ( )
L

z ktorej, co jeszcze raz warto podkresli¢, wynika, ze wspotczynnik indukcyjnosci wiasnej,
podobnie jak i wspdtczynnik indukcyjnosci wzajemnej (9.55) zaleza tylko od geometrii
krzywych catkowania i ich potozenia wzgledem siebie w przypadku indukcyjnosci wza-
jemnej.

W polu elektrostatycznym obliczylismy sity dziatajace migdzy elektrodami i stwier-
dzilismy, ze sity te nie osiagaja zbyt wielkich wartosci. Inaczej wyglada sytuacja w przy-
padku oddziatywania miedzy ptynacymi pradami a polem magnetycznym. Sity wystepujace
w tym przypadku osiagaja znaczne wartosci i moga by¢ wykorzystane uzytkowo badz mo-
ga powodowac zniszczenie urzadzen elektrycznych. Sity te nazywamy sitami elektrodyna-
micznymi i umiejetnos¢ ich obliczania jest w praktyce inzynierskiej bardzo istotna.

9.7. Sity elektrodynamiczne

We wzorze Lorentza (9.3) okreslajacym gestos¢ objgtosciowej sity dziatajacej na fa-
dunki o gegstosci objetosciowej p poruszajace si¢ z predkoscia v wystepuja dwa skiadniki
PE + pvxB. Biorac pod uwagg definicje wektora gestosci pradu j = pv, drugi sktadnik su-
my zapisuje si¢ w postaci j x B. Pierwszy sktadnik pE reprezentuje site kulombowska i ze
wzgledu na réwnowage fadunku w osrodkach przewodzacych moze by¢ pominigty. Drugi
skfadnik reprezentuje gestos¢ objgtosciowa f sit elektrodynamicznych:

f=jxB (9.58)

Rysunek 9.21 przedstawia przekroj poprzeczny dtugiego cylindrycznego przewodnika,
w ktorym plynie prad o gestosci j w kierunku zgodnym z osia przewodnika.

Rys. 9.21. Poprzeczny przewdd cylindryczny

Przeptyw pradu powoduje, ze wewnatrz przewodnika powstaje pole magnetyczne o in-
dukcji B = ujr/2 stycznej do wspétrzednej ¢ cylindrycznego uktadu wspétrzednychr, ¢, z
W wyniku oddziatywania strumienia tadunkéw, wyrazonego poprzez gestosé pradu j, z in-
dukcja pola magnetycznego powstaje sita objetosciowa prostopadta do ptaszczyzny wyzna-
czonej przez kierunki wektoréw j i B w danym punkcie. W przyjetym ukfadzie wspotrzed-
nych cylindrycznych sita jest skierowana wzdtuz wspétrzednej r (rys. 9.21). Jej zwrot wy-
nika z reguly sruby prawoskretnej i powoduje ona zgniatanie przewodu. Poniewaz jest
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réwnomiernie roztozona na obwodzie okregu o promieniu r, wiec nie powoduje przemiesz-
czenia przewodu.

Oszacujmy wielkosé tej sity dla dopuszczalnej gestosci pradu j =5 A/mm?, ktéra na
powierzchni przewodu daje maksymalna indukcje magnetyczna B = ujR/2 = 3,14R [T].
Przyjmujac przewdd o srednicy 1 mm, znajdujemy site objetosciowa na powierzchni prze-
wodu wynoszaca okoto 7850 N/m?. Jezeli przewodnik jest ciatem statym, to wynikiem
dziatania tej sity sa naprezenia powstajace w materiale przewodnika. Jednak przy tej wiel-
kosci sity objetosciowej sa one niewielkie. Dla poréwnania cisnienie na powierzchni prze-
wodu wynosi 2zRf, ~ 25 N/m?, a modut Younga dla miedzi okoto 10 N/m?, co oznacza, ze
deformacje przewodnika typu miedz nie zachodza w normalnych warunkach eksploatacyj-
nych. Jest jasne, ze sytuacja ulegnie radykalnej zmianie w warunkach awaryjnych, gdy
przez taki przewodnik poptynie prad zwarciowy rzedu kilku kKA. Inaczej sytuacja wyglada,
jezeli przewodnik jest ciecza czy gazem, wtedy nawet niewielkie sity objgtosciowe moga
powodowac odksztatcenie przewodzacej strugi. Zauwazmy, ze sita jest skierowana do wng-
trza przewodzacej strugi i bedzie powodowata jej sciskanie. Zjawisko takie obserwujemy
podczas wytadowania elektrycznego w gazach i jest nazywane pinchem. Obliczenia
uwzgledniajace oddziatywanie pola elektromagnetycznego poprzez sity objetosciowe
(9.57) w osrodku i badajace jego dynamike czy nawet tylko statyke sa bardzo ztozone, gdyz
obok réwnan Maxwella nalezy jednoczesnie rozpatrywaé¢ réwnania opisujace dany osrodek.

Rozwazmy moze bardziej interesujaca dla praktyki sytuacje, w ktérej obliczamy sity
elektrodynamiczne dziatajace na odcinek przewodu o dtugosci dl, w ktorym ptynie prad |
i znajduje si¢ on w zewngtrznym polu magnetycznym o indukcji B (rys. 9.22).

4 Idl

B

A ® a8
I >

dl

Rys. 9.22. Odcinek przewodu z pradem | w zewnetrznym polu magnetycznym o indukcji B

W celu obliczenia sity dF dziatajacej na odcinek przewodu o dtugosci dl catkujemy si-
e objetosciowa po przekroju poprzecznym przewodu i mnozymy przez elementarna diu-
gosc¢ dl:
dF = I j x Bdsdl (8.59)
S

gdzie S jest powierzchnig przekroju poprzecznego elementu dl. Otrzymany wzor pozwala
nam obliczy¢ site dziatajaca na element przewodu o dtugosci dl dla dowolnego rozktadu
gestosci pradu j w tym elemencie i dowolnej indukcji B.

Przyjmujemy uproszczenia, ktore najczesciej sa dobrze spetnione w praktyce. Zakia-
damy, ze przewdd jest cienki i kierunek gestosci pradu pokrywa sie z kierunkiem osi prze-
wodu oraz jest ona rGwnomiernie roztozona na przekroju poprzecznym, co oznacza, z& mo-
dut gestosci pradu jest zwiazany z natezeniem pradu | zaleznoscia:
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j s (9.60)

Dla zapisu wektora gestosci pradu j wprowadzamy symboliczny wektor dl, co do dhu-

gosci réwny elementarnej dtugosci dl. Jego kierunek pokrywa sie z kierunkiem gestosci

pradu i jest styczny do osi odcinka dl, a jego zwrot jest zgodny ze zwrotem gestosci pradu

i oczywiscie kierunkiem natgzenia pradu (rys. 9.22). Biorac powyzsze pod uwagg, zapi-
szemy wz0r (9.58) w postaci:

dF = I—Sdl «BdS (9.61)
S

Zgodnie z zatozeniem, ze przewdd jest cienki, przyjmujemy, ze wektor indukcji magne-
tycznej B jest polem wywotanym przez prady zewnetrzne i jest praktycznie staty na prze-
kroju poprzecznym odcinka dl, co pozwala wytaczy¢ go spod catki powierzchniowej i zapi-
sa¢ wzOr na elementarna site elektrodynamiczna dF dziatajaca na odcinek dl z pradem |
w polu o indukcji magnetycznej B w postaci:

dF=IdIxB (9.62)

Biorac pod uwage prawo Biota-Savarta w postaci (9.36), mozemy zapisa¢ site miedzy
dwoma pradami, ktére ptyna w dostatecznie cienkich przewodach, w stosunku do odlegto-
$ci miedzy przewodami, w postaci wzoru:

dl:(:L)z,uolllzdI1><dI22><e12 (9.62)
4 PP

Wygodniej jest obliczy¢ najpierw wektor indukcji magnetycznej B, korzystajac w za-
leznosci od sytuacji czy to z prawa Ampere’a, czy z prawa Biota-Savarta, a nastepnie na
podstawie wzoru (9.62) wyznaczy¢ site dziatajaca na przewodnik.

Jako prosty przyktad rozwazmy site wystepujaca migdzy nieskonczenie dtugim prze-
wodem, w ktdrym ptynie prad o nat¢zeniu |, i odcinkiem z pradem |, o dtugosci L. Osie
przewodow leza w jednej ptaszczyznie i tworza kat o (rys. 9.23). Pozostate wymiary poda-
no narys. 9.23.

Przyjmujemy uktad wspétrzednych prostokatnych x, y, z, ktérego ptaszczyzna x, y jest
wyznaczona przez ptaszczyzne osi przewodow (rys. 9.23). Indukcja magnetyczna wywota-
na przez prad |, ptynacy w nieskonczenie dtugim przewodzie i dziatajaca na odcinek dy
jest:

Holy
2n(a+ ysine)

B.(y) = (9.64)

i jest prostopadta do ptaszczyzny X, y 0 zwrocie pokazanym na rys. 9.23. Sifa dziatajaca na
odcinek dy ma tylko sktadowsa na o$ x, ktéra jest prostopadta do ptaszczyzny wyznaczonej
przez wektory 1,dl = g,1,dy i B1, gdzie wektor e, to wektor jednostkowy osi y. Sita Fy dzia-
tajaca na odcinek L jest:
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L
E _ﬂolllzj' dy
X 2 :
n Ja+tysina
0 (9.65)
E = Holils In(aJr Lsma).
a

2nsino

Rys. 9.23. Nieskonczenie dtugi przewdd z pradem I, i odcinek przewodu o dtugosci L z pradem I,

W przypadku przewodéw o réwnolegtych osiach dokonujemy przejscia granicznego
z o zmierzajacym do zera i po obliczeniu granicy otrzymujemy:

_Hlly ) (9.66)

Frao = 2na

Obliczymy moment M dziatajacy na odcinek przewodu z zaleznosci:
dM =r xdF (9.67)

gdzie wektor r reprezentuje odlegtos¢ sity dF od punktu wzgledem, ktérego obliczymy
moment. Przyjmujac poczatek uktadu x, y, z jako punkt wzgledem, ktérego obliczymy
moment mamy r = g,y i moment ma tylko sktadowa M, prostopadta do powierzchni X, y,
a jej wartosc jest:
L, ¢ yd
M. =l 2J‘ ydy

z 2n Ja+ysina
0 (9.68)
|\/|Z=—'u0|l_|2L 1- f"‘ inl &t Lsina
2nsino Lsinax a

Moment M, wzgledem poczatku ukfadu stara si¢ obroci¢ odcinek L w kierunku nieskon-
czenie dtugiego przewodu w taki sposob, aby prady w obu przewodach miaty ten sam
zwrot.

W drugim przyktadzie obliczymy site dzialajaca na jednostke dtugiej cienkiej tasmy
0 szerokosci 2a, w ktdrej ptynie prad o natezeniu I;. Grubos¢ tasmy wynosi 2h i zalozenie,
ze tasma jest cienka oznacza, ze h << a. W plaszczyznie tasmy znajduje sie dtugi przewdéd
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o0 przekroju kotowym, ktérego srednica wynosi 2R. O$ przewodu jest rownolegta do osi ta-
smy (rys. 9.24) i w przewodzie ptynie prad o natezeniu I,.

M

>
Ja *Bz
d

Rys. 9.24. Uklad tasma — przewdd o przekroju kotowym

Przyjmujemy ukfad wspotrzednych prostokatnych zgodnie z rys. 9.24. Przy zatozeniu
h << a rozpatrujemy foli¢ jako obiekt o zerowej grubosci i przyjmujemy, ze dziata na nia
pole magnetyczne B, obliczone dla y = 0. Sita dziatajaca miedzy przewodem o przekroju
kotowym i przewodem o szerokosci dx i grubosci 2h obliczona na jednostke dtugosci
zgodnie ze wzorem (9.65) jest:

dF, = ol N opgy
2n(d - x) 4ah

E _ Hlil, In(d+a].
X Ana d-a

(9.69)



Rozdziat 10

POLE MAGNETYCZNE W OSRODKACH MATERIALNYCH

10.1. Osrodki nieferromagnetyczne

Dotad opisywalismy pole magnetostatyczne w prézni, obecnie zbadamy wptyw mate-
rii na pole magnetyczne. Wptyw materii na pole magnetyczne wynika z faktu, ze jest ona
zbudowana z atomow. W klasycznym modelu atomu wokét nieruchomego jadra kraza elek-
trony, a zgodnie z definicja gestosci pradu elektrycznego, poruszajacy sie tadunek stanowi
prad elektryczny. Rozpatrzmy prosty model w postaci pradu ptynacego po okregu o pro-
mieniu R (rys. 10.1). Korzystajac z obliczen przeprowadzonych w rozdz. 9 (9.45), po
wprowadzeniu uproszczen polegajacych na przyjeciu zamiast okfadu pradowego 8 pradu |
ptynacego po okregu o promieniu R oraz przyjmujac poczatek ukiadu wspétrzednych
w srodku uktadu wspotrzednych walcowych r, ¢, z, co oznacza przyjecie z, = 0, otrzymu-
jemy:

Rys. 10.1. Zwoj kotowy z pradem |

2n
B - H4IR J‘ zcos(r)

3
I

da

2 (10.1)
5 :,uOIRJ-[R—pcosa]da

z 3
47 I

0

gdzie 1, =y R? + p2 - 2pRcos o+ 22.

Obliczamy pole pradu ptynacego po okregu o promieniu R, ktéry w analizowanym
przypadku jest znacznie mniejszy od odlegtosci r punktu obserwacji P od poczatku ukfadu
wsp6irzednych. Biorac pod uwage, zer =+ p? +z° (rys. 10.1) i r >> Rmozemy z dobrym
przyblizeniem zapisac:
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N, = r,f1—2R£2cosa
r

i korzystajac z rozwiniecia 41— x =1-0,5x dla x << 1 mamy:
M, = r[l—p—chosaJ (10.2)
r

Podstawiajac (10.2) do (10.1) otrzymujemy:

2n

4IRT  zcos(a)
B, = 40 5 I R do
™ 91-35 cosar
r
2n

IR -
B zuo J‘ R-pcosa da

z 3
anrs g 1—3'0—2Rcosa
r
gdzie podniesiono (10.2) do trzeciej potegi i pominigto mate rzedu (R/r)? i (R/r)* wobec
jednosci, a korzystajac z aproksymacji 1/(1 — x) = 1 + x dla x << 1 po wykonaniu catkowa-
nia mamy sktadowe indukcji magnetycznej:
_ 3ugm

" ogurd

sin(26)

9.3
Hom
B =
* 2mr®

gdzie wielkos¢ m= IzRé = IS nazywamy momentem magnetycznym obwodu z pradem |.
Sjest powierzchnia rozpigta na obwodzie. Moment magnetyczny obwodu z pradem | defi-
niujemy jako wielko$¢ wektorowa, przyjmujac jego kierunek pokrywajacy sie z kierunkiem
normalnej do powierzchni S rozpigtej na obwodzie, a zwrot okresla reguta sruby prawo-
skretnej, tzn. obracajac srube prawoskretna o osi pokrywajacej sie z kierunkiem normalnej
do Szgodnie z pradem ptynacym w obwodzie, ruch postepowy $ruby wskazuje zwrot wek-
tora momentu magnetycznego. Sktadowa promieniowa indukcji magnetycznej jest znacznie
mniejsza od sktadowej osiowej i pomijajac te sktadowa, zapiszemy:

B
2ar®

(10.4)

uniezalezniajac si¢ od uktadu wspdtrzednych cylindrycznych zwiazanego z geometria petli
pradowej.

Otrzymany wynik (10.4) pokazuje, ze atomy, w ktorych elektrony poruszaja sie po or-
bitach kotowych tworza momenty magnetyczne generujace pole magnetyczne. Podobnie
jak zrobilismy w elektrostatyce, wprowadzimy wektor M nazywany wektorem magnetyza-
cji, ktéry makroskopowo reprezentuje atomowe i czasteczkowe momenty magnetyczne.
Oznaczajac liczbe momentéw magnetycznych m na jednostke objetosci materii jako n defi-
niujemy wektor magnetyzacji M wzorem:

M =nm (10.5)
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Z wektorem magnetyzacji M zwiazemy wektor gestosci pradu magnetyzacji jy zalezno-
$cia:
im =VxM (10.6)

i podobnie jak to byto w elektrostatyce z fadunkiem polaryzacyjnym, tak i w magnetostaty-
ce, gdybysmy znali rozktad gestosci pradu magnetyzacji w materii, moglibysmy stosowaé
bez zmian réwnanie Maxwella (9.34):

VxB :luoj (10.7)

Jezeli nie znamy rozktadu gestosci pradu magnetyzacji, to rozt6zmy gestosé pradu j na dwa
sktadniki jwym — gestosé pradu wymuszona przez zrodta zewnetrzne, ktéra potrafimy obli-
czy¢, stosujac metody pola przeptywowego i jy — gestosé pradu magnetyzacji, czyli:

J = Jwym *m (10.8)
Podstawiajac gestos¢ pradu (10.8) do (10.7) i dzielac przez o, otrzymujemy:

B . .
Vx[ﬂ_ojz’wym v
Biorac pod uwage definicje gestosci pradu magnetyzacji (10.6) i przenoszac na jedna strone
réwnania rotacje mamy:

VX(E—M]:jWym (10.9)
Ho

Wprowadzamy nowy wektor H nazywany wektorem natg¢zenia pola magnetycznego,
ktory definiujemy wzorem:

H=2 _M (10.10)

Ho
Wymiarem natezenia pola magnetycznego jest A/m. Rdwnanie (10.10) zapiszemy w postaci:
B = uo(H + M) (10.12)

Dla wigkszosci osrodkow materialnych wektor magnetyzacji jest proporcjonalny do wekto-
ra natezenia pola magnetycznego i wprowadzajac dla osrodkéw izotropowych podatnosé
magnetyczna yy, mamy:

M = ywH (10.12)

Podatnos¢ magnetyczna jest wielkoscia bezwymiarowa i jest okreslana na drodze ekspery-
mentalnej. Podstawiajac (10.12) do (10.11) i oznaczajac:

=14+ ym (10.13)
otrzymujemy:
B = pwpoH (10.14)

gdzie u, nazywamy wzgledna przenikalnoscia magnetyczna. Czesto dla skrdcenia zapisu
wprowadza sie przenikalnos¢ magnetyczna u zdefiniowana jako:

M=t o (10.15)
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Podstawiajac (10.11) do réwnania (10.9), otrzymujemy réwnanie Maxwella dla osrod-
kéw materialnych:

VxH (10.16)

Drugie z rownan Maxwella dla pola magnetycznego dotyczace dywergencji indukcji ma-
gnetycznej nie ulega zmianie i ma postac (9.18):

V-B=0 (10.17)

Indukcja magnetyczna i natezenie pola magnetycznego dla osrodka izotropowego sa po-
wiazane zwiazkiem konstytutywnym (10.14).
Odpowiednikiem rownania (10.16) w postaci catkowej jest prawo Ampére’a:

jH i :”n-jwymds (10.18)
L S

stwierdzajace, ze catka liniowa po krzywej ze skkadowej stycznej wektora natezenia pola
jest rowna catce powierzchniowej po powierzchni S rozpietej na krzywej L ze skfadowej
normalnej do powierzchni Swektora gestosci pradu. Jezeli prady I, ptyna w przewodnikach
0 osi prostopadtej do powierzchni S to mozemy catke po prawej stronie réwnania (10.18)
zastapi¢ suma i zapisa¢ rownanie (10.18) w postaci:

k=K
IH»dI:ZIk. (10.19)
L k=1

W dalszym zapisie réwnan (10.16) i (10.18) bedziemy pomija¢ indeks oznaczajacy gestosé
pradéw wymuszana przez zrodta zewnetrznego i pisa¢ krétko jako wektor gestosci pradu j.
Ze wzgledu na wartos¢ podatnosci magnetycznej ym rozrézniamy trzy rodzaje materia-
tow. Pierwsza grupe stanowia materiaty diamagnetyczne, ktére charakteryzuja sie ujemna
wartoscia podatnosci magnetycznej. Ujemna podatnos¢ magnetyczna wynika z faktu, ze
pole magnetyczne wptywa na zmiane predkosci katowej, z jaka elektrony poruszaja sie po
orbicie atomu. Wptyw pola magnetycznego na te predkosé jest niewielki i zawsze podat-
nos¢ magnetyczna materiatu diamagnetycznego jest wigksza od —1. Przyktadowe wartosci
podatnosci magnetycznej dla typowych materiatdw diamagnetycznych podaje tabela 10.1.
Z podanych w tabeli 10.1 wartosci podatnosci magnetycznej wynika, ze w obliczeniach
praktycznych mozemy przyjaé, ze wzgledna przenikalnos¢ magnetyczna u,, materiatu dia-
magnetycznego jest rowna jednosci i zwiazek konstytutywny (10.14) ma posta¢:

B = yoH (10.20)

Wsrod wymienionych materiatdw diamagnetycznych najwyzsza wartos¢ bezwgledna
podatnosci magnetycznej posiada bizmut, ktory jest czesto uzywany do demonstrowania
wypierania diamagnetyka z pola magnetycznego. Eksperyment polega na umieszczeniu
cienkiej ptytki bizmutowej w silnie niejednorodnym polu magnetycznym uzyskanym przez
odpowiednie uksztattowanie nabiegunnikéw elektromagnesu. Obserwujemy wypieranie
ptytki bizmutowej z obszaru migdzy biegunami elektromagnesu.
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Tabela 10.1
Materiat Podatno$¢ magnetyczna
Xm
azot -0,42.10°
argon -0,4810°°
hel -0,47-10°°
bizmut -1,38.10°°
german -0,12-10°°
kwarc -0,49-10°
miedz -0,09-10°°
reé -0,19-10°
srebro -0,20-107°

Druga grupe materiatdbw magnetycznych stanowia paramagnetyki. W materiale para-
magnetycznym pod wpltywem zewnetrznego pola magnetycznego o indukcji B na momenty
magnetyczne m dziata moment obrotowy T réwny:

T=mxB (10.21)

porzadkujacy momenty magnetyczne. Przeciw temu uporzadkowaniu dziata energia kine-
tyczna atomow, co powoduje silng zaleznosé paramagnetyzmu od temperatury i zmniejsza-
nie si¢ podatnosci magnetycznej ze wzrostem temperatury. W temperaturach T > 273 K po-
datnos¢ magnetyczna z dobrym przyblizeniem okresla zaleznos¢:

_ MmN
=TT

gdzie:m — moment magnetyczny atomu o wartosci rzedu magnetonu Bohra mg = 9,3-10%Am?,
N - liczba momentdw na metr szescienny,
k = 1,38:102%J/K — stata Boltzmanna.

Z podanej zaleznosci wida¢, ze wraz z wzrostem temperatury bezwzglednej T podatnosé
diamagnetyczna maleje. Wartos¢ podatnosci magnetycznej jest rzedu 107*. Dla materiatow
paramagnetycznych praktycznie, podobnie jak dla diamagnetycznych, przyjmujemy s, =1
i rbwnanie konstytutywne w postaci (10.20).

10.2. Materiaty ferromagnetyczne

Trzecia grupe materiatdbw magnetycznych generalnie nazywamy ferromagnetykami.
W materiatach ferromagnetycznych momenty magnetyczne tworza obszary, w ktdrych sa
one uporzadkowane. Obszary te sa nazywane domenami magnetycznymi. Pod wplywem
zewngtrznego pola magnetycznego nastgpuje porzadkowanie nie pojedynczych momentow
magnetycznych, ale domen magnetycznych, co daje znacznie wigkszy efekt i nieliniowa za-
leznos¢ migdzy natgzeniem pola magnetycznego a magnetyzacja lub indukcja. Typowa
charakterystyke magnesowania przedstawia rys. 10.2.
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Rys. 10.2. Petla histerezy — czarna, pierwotna krzywa magnesowania — czerwona.
Hs, Bs— natezenie i indukcja w punkcie nasycenia odpowiednio, B, — pozostatos¢ magnetyczna
(remanencja), H. — natezenie powsciagajace (koercyjne)

Krzywa narysowana kolorem czerwonym jest nazywana pierwotna krzywa magneso-
wania. Pierwotna krzywa magnesowania zdejmuje sie eksperymentalnie z prébki, ktéra jest
catkowicie rozmagnesowana. Proces demagnetyzacji probki mozna przeprowadzi¢, wyko-
rzystujac fakt, ze materiaty ferromagnetyczne traca wiasnosci ferromagnetyczne powyzej
temperatury Curie. Dla typowych materiatdw ferromagnetycznych temperatury Curie sa:
kobalt — 1120°C, nikiel — 358°C i zelazo — 770°C. Wraz ze wzrostem natezenia pola, in-
dukcja magnetyczna rosnie praktycznie proporcjonalnie, pomijajac niewielki odcinek po-
czatkowy. Po wyczerpaniu sie¢ domen, ktére stosunkowo fatwo ustawiaja sie zgodnie z Kie-
runkiem pola magnetycznego nastepuje wolniejszy wzrost krzywej magnesowania i wyste-
puje tzw. nasycenie. Po ustawieniu praktycznie wszystkich domen zgodnie z kierunkiem
przytozonego pola nastgpuje nasycenie okreslone przez natgzenie pola magnetycznego na-
sycenia Hsi indukcje magnetyczna nasycenia Bs. Wartos$¢ indukcji magnetycznej nasycenia
dla wigkszosci materiatdw magnetycznych jest mniejsza od 2,2T.

Jezeli po osiagnigciu nasycenia rozpoczniemy proces rozmagnesowania polegajacy na
stopniowym zmniejszaniu natezenia pola magnetycznego H, to indukcja magnetyczna be-
dzie reprezentowana przez krzywa w kolorze czarnym na rys. 10.2. Krzywa reprezentujaca
proces rozmagnesowania przebiega powyzej krzywej pierwotnej (rys. 10.2), co jest zwiaza-
ne z bezwtadnoscia domen i energia potrzebna do zmiany ich kierunku. W punkcie, gdzie
natezenie pola magnetycznego jest rdwne zeru indukcja magnetyczna zwana pozostatoscia
magnetyczna lub remanencja ma wartos$¢ rézna od zera i dopiero zmiana kierunku natgze-
nia pola magnetycznego i osiagnigcie wartosci natgzenia powsciagajacego (koercyjnego)
sprowadza indukcje w probce do wartosci zerowej. Jezeli bedziemy nadal zmieniali nateze-
nie pola w kierunku ujemnych wartosci, to osiagniemy ujemna warto$¢ indukcji nasycenia
rowna, co do wartosci bezwzglednej, indukcji nasycenia dla dodatnich natezen pola magne-
tycznego. Po osiagnigciu natgzenia nasycenia w kierunku ujemnym rozpoczynamy proces
rozmagnesowania, zmniejszajac wartos¢ bezwzgledna natezenia pola do zera, a nastepnie
powtarzamy proces magnesowania, podnoszac warto$¢ nat¢zenia pola magnetycznego
stopniowo az do osiagnigcia wartosci natgzenia nasycenia. W wyniku tego postgpowania
otrzymujemy dolna czes¢ petli histerezy. Petla histerezy charakteryzuje sie symetria zardw-
no wzgledem osi natezenia pola magnetycznego H, jak i indukcji magnetycznej B. Pole
ograniczone przez petle histerezy jest zwiazane z energia potrzebna na mechaniczna zamia-
ne kierunk6w domen magnetycznych, a wiec reprezentuje straty energii, ktore powoduja
wzrost temperatury probki. Wystepowanie tych strat powoduje, ze dla zastosowan materia-
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tow ferromagnetycznych w urzadzeniach, gdzie wystepuje przemienne w czasie pole ma-
gnetyczne petla histerezy powinna ogranicza¢ jak najmniejsza powierzchnig. Materiaty po-
siadajace, jak mowimy, waska petle histerezy nazywamy magnetycznie miekkimi (rys.
10.3). Dla materiatow magnetycznie migkkich pomijamy w obliczeniach petle histerezy
i bierzemy pod uwagg tylko pierwotng krzywa magnesowania.

W tabeli 10.2 podano kilka typowych materiatdw magnetycznie migkkich i ich para-
metry charakterystyczne. Tabela 10.3 podaje przykiad krzywej magnesowania typowej bla-
chy elektrotechnicznej. Materiaty te stosuje sie w przypadku umieszczenia ferromagnetyka
w polu zmiennym w czasie.

B
)

miekki

J

Rys. 10.3. Pe¢tla histerezy ferromagnetyka migkkiego — czerwona, ferromagnetyka twardego — czarna

Tabela 10.2

Material mo B | ee | T o
Permendur 2,45 800 5000 160 1,4 0,7-107
Zelazo(0,2%) 2,15 250 9000 80 0,77 10”7
Zelazo czyste 2,15 104 2. 105 4 0,45 107
Stal krzem. 2,00 7500 55000 8 0,95 5107
Permaloj 1,08 8000 105 20 0,6 1,6-107
Superpermaloj 0,79 105 106 0,16 0,5 6107
Ferryt 0,34 1500 2500 16 - 0,2

W tabeli 10.2 oznaczono: Bs — indukcja nasycenia, u,, — poczatkowa wzgledna przenikal-
nos¢ magnetyczna, urm— maksymalna wzgledna przenikalnos¢ magnetyczna, Hc — natgzenie
powsciagajace, B, — pozostatos¢ magnetyczna. W ostatniej kolumnie podano odwrotnos¢
przewodnosci elektrycznej materiatu.

Ze wzgledu na zastosowanie w zmiennych polach magnetycznych przewodnos¢ elek-
tryczna miekkiego ferromagnetyka powinna by¢ jak najmniejsza. Powody, dla ktérych wy-
bieramy materiaty magnetycznie miekkie, o jak najmniejszej przewodnosci elektrycznej,
zostana wyjasnione przy omawianiu pola elektromagnetycznego zmiennego w czasie.

W przypadku zastosowania ferromagnetyka jako zrédia pola magnetycznego, tzw.
magnesy state, dazymy do jak najwigkszej indukcji remanencji i jak najwiekszego nateze-
nia koercyjnego, czyli materiat powinien charakteryzowac sig jak najwigksza powierzchnia
petli histerezy (rys. 10.3). Takie materiaty ferromagnetyczne nazywamy ferromagnetykami
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twardymi. Sa to materiaty stosowane na magnesy state. Zestawienie parametréw charakte-
rystycznych dla kilku materiatdbw magnetycznie twardych podano w tabeli 10.4.

Tabela 10.3
H[A/m] | 5,03 | 8,43 | 11,1 | 13,3 | 15,1 | 16,7 18,0 | 19,2 | 20,4 | 21,6 | 229 | 24,3
B [T] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2
H[A/m] | 26,0 | 28,2 | 31,5 | 37,8 | 54,6 | 132,5 | 649,3
B [T] 13 1,4 15 1,6 1,7 1,8 1,9
Tabela 10.4
Materiat [ A|7rcn] [I_3r,] (B/Br?q%ix
Stal weglowa 4000 1,0 2200
Stal chromowa 4800 0,9 850
Stal kobaltowa 19000 0,92 3700
Alnico (Ni,Co,Al,Cu,Ti) 126000 1,04 44000
Ferryt barowy (ferodur) 120000 0,2 8000
Stop Pt-Co 208000 0,45 15000
Stop Co-Sm 560000 0,54 128000

Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze wszystkie materiaty diamagnetyczne i para-
magnetyczne w zastosowaniach technicznych mozemy praktycznie traktowa¢ jako materia-
ty o przenikalnosci magnetycznej uo. Wynika stad bardzo istotny wniosek, ze w oblicze-
niach stacjonarnego pola magnetycznego mozemy pomija¢ istnienie tych materiatdw i trak-
towac osrodek jako jednorodny i izotropowy o przenikalnosci magnetycznej uo. W opisie
takich osrodkéw mozemy pomina¢ wektor natezenia pola magnetycznego H i ograniczy¢
sie tylko do wektora indukcji magnetycznej B.

Zupetnie inna sytuacja wystepuje, jezeli obliczenia pola magnetycznego wykonujemy
w obszarze zawierajacym materiaty ferromagnetyczne. Obecno$¢ ferromagnetyka wywiera
istotny wplyw na rozkiad pola magnetycznego i konieczne jest uwzglednienie tego wptywu
w obliczeniach. Konieczne staje si¢ wprowadzenie opisu pola magnetycznego za pomoca
wektora natezenia pola magnetycznego H i wektora indukcji magnetycznej B, a zwiazki
konstytutywne migdzy tymi wektorami sa najczesciej nieliniowe, co oczywiscie powoduje
duze utrudnienia w obliczeniach rozktadu pola magnetycznego. Obecne metody rozwiazy-
wania tych zagadnien sa oparte na metodach numerycznych z zastosowaniem techniki cy-
frowej. Na rynku sa oferowane dobre programy komercyjne, ktére pozwalaja wykonaé
z duza doktadnoscia obliczenia nawet bardzo ztozonych obiektow. Niestety dobre progra-
my sa drogie, co powoduje, ze jeszcze ciagle wiele zagadnien rozwiazuje sie, stosujac kla-
syczne metody opracowane w pierwszej potowie XX wieku.

W celu zbadania sposobéw obliczania rozktadu pola magnetycznego w obecnosci fer-
romagnetykdw rozpoczniemy od zbadania zachowania si¢ pola magnetycznego na granicy
migdzy osrodkiem ferromagnetycznym — 1, a nieferromagnetykiem — 2. Niech oba osrodki
na dtugosci di rozdziela powierzchnia, ktora przyjmujemy jako ptaszczyzne (rys. 10.4).
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W ptaszczyznie prostopadtej do powierzchni rozdziatu rysujemy prostokat o bokach dl i dh
(rys. 10.4) i stosujac prawo Ampere’a w postaci (10.18):

J'H dl :”n-jds
LP SP
gdzie: L, — brzeg prostokata,

S, — powierzchnia ograniczona tym brzegiem.
Biorac pod uwagg, ze dl i dh sa mate, mozemy zapisa¢ ostatnie rdwnanie w postaci:
Hi-dl; + Hydl; = jdidh (10.21)

ale Hy°dl; = Hygdl, a Hyo dl, = —Hoqdl, gdzie Hig i Hog skfadowe styczne wektora natezenia
pola magnetycznego do powierzchni rozdzielajacej oba obszary (rys. 10.4). Prawa strona
réwnania (10.21) przedstawia prad ptynacy prostopadle do powierzchni prostokata i przy
dh—0 iloczyn jdidh przy ograniczonej gestosci pradu réwniez zmierza do zera. Jednak
w sytuacji, kiedy na powierzchni rozdziatu znajduje si¢ uzwojenie wzbudzajace i nie jeste-
smy zainteresowani analiza rozkfadu indukcji magnetycznej w tym uzwojeniu wygodnie
jest wprowadzi¢ wektor gestos$¢ pradu powierzchniowego js, ktorego sktadowa normalna
do powierzchni prostokata js, jest zdefiniowana wzorem:

i = lim(j- 10.22
Jsn d'h'To(‘ ndh) (10.22)

gdzie wektor jednostkowy n reprezentuje normalna do powierzchni prostokata o zwrocie
zdefiniowanym zgodnie z regula $ruby prawoskretnej. Wektor gestosci powierzchniowej
pradu jest styczny do powierzchni rozdziatu i jego jednostka jest A/m. Jezeli sa to ampe-
rozwoje p uzwojenia roztozonego na powierzchni, to gestos¢ powierzchniowa nazywamy
oktadem pradowym.

dh

H,. dl,
.

@ /H, di

Rys. 10.4. Krzywa catkowania na granicy miedzy obszarami o réznych wiasnosciach magnetycznych

Dzielac obie strony réwnania (10.21) przez dl i przechodzac do granicy dh—0, otrzy-
mujemy warunek brzegowy dla sktadowej stycznej wektora natezenia pola magnetycznego
na granicy miedzy ferromagnetykiem a nieferromagnetykiem w postaci:

Hist = Hast = jsn (10.23).

jezeli na powierzchni rozdzielajacej ptynie prad o gestosci powierzchniowej js, prostopa-
diej do kierunku stycznej, wzgledem ktorej obliczamy sktadowa styczna natezenia pola
magnetycznego. Jezeli na powierzchni nie wystepuje gestos¢ powierzchniowa warunek
brzegowy przyjmuje postac:
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Hist = Host (10.24)

Warunek (10.24) stwierdza, ze na powierzchni rozdzielajacej materiat ferromagnetyczny od
nieferromagnetyka zachodzi ciagtos¢ sktadowej stycznej wektora natezenia pola magne-
tycznego. Warunek (10.24) obowiazuje réwniez na granicy rozdziatu miedzy dwoma réz-
nymi ferromagnetykami.

Dla zbadania, jak zachowuje si¢ sktadowa normalna przy przejsciu przez granicg roz-
dziatu, zastosujemy prawo Gaussa dla indukcji magnetycznej:

L j n-BdS=0 (10.25)

dla dowolnej powierzchni zamknigtej S

o

s
-1 |
2

dh

®

nl
Rys. 10.5. Walec na powierzchni rozdziatu

Wybierajac powierzchnie walcowa o osi prostopadtej do powierzchni rozdziatu obu
osrodkow (rys. 10.5), przy dh—0, mozemy réwnanie (10.25) zapisac:

—BlndS+ BanS= 0
a po podzieleniu przez dSotrzymujemy warunek brzegowy:
Bin = Ban (10.26)

Z réwnania (10.26) wynika, ze na powierzchni rozdziatu miedzy dwoma materiatami o réz-
nych wiasnosciach magnetycznych sktadowa normalna indukcji magnetycznej zachowuje
ciagtosc.

Zbadajmy przebieg linii sit indukcji magnetycznej na granicy miedzy ferromagnety-
kiem (1) (rys. 10.6) o wzglednej przenikalnosci magnetycznej uwre @ 0$rodkiem (2) o prze-
nikalnosci magnetycznej uo.

Na mocy warunku brzegowego (10.24) sktadowe styczne pola magnetycznego zacho-
Wuja ciagtosé i mamy:

Hlst = H25t-
Zaktadajac, ze osrodki sg izotropowe i ferromagnetyk mozemy opisac¢ liniowym zwiazkiem

konstytutywnym By = uyre stoH1 Warunek brzegowy dotyczacy ciagtosci sktadowych stycz-
nych natezenia pola magnetycznych zapiszemy w postaci:

A = % . (10.27)
Hyrelly Ho
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Rys. 10.6. Granica migdzy o$rodkiem o przenikalnosci magnetycznej ur. (2)
a osrodkiem o przenikalnosci magnetycznej u (1)

Z warunku brzegowego (10.26) stwierdzajacego ciagtos¢ sktadowej normalnej indukcji
magnetycznej na granicy miedzy dwoma osrodkami otrzymujemy:
Bln = BZn . (1028)

Dzielac stronami réwnanie (10.27) przez (10.28) i uwzgledniajac, ze tgo = Big/Bin
i tgon = Bog/Bon (rys. 10.6), otrzymujemy:

tg oy

~tga, (10.29)

wFe

Wzgledna przenikalnos¢ magnetyczna ferromagnetyka moze osiaga¢ znaczne wartosci rzg-
du nawet do 10°. Z réwnania (10.29) wynika, ze przy duzych wartosciach wzglednej prze-
nikalnosci magnetycznej linie sit indukcji magnetycznej beda praktycznie prostopadte do
powierzchni ferromagnetyka. Rysunek 10.7 prezentuje rozktad linii sit wokét rdzenia fer-
romagnetycznego z uzwojeniem wzbudzajacym nawinietym na jednej z kolumn i duza
szczeling powietrzna. Przyjeto celowo duza szczeline powietrzna dla lepszego pokazania
wptywu szczeliny powietrznej na rozkiad indukcji magnetycznej w rdzeniu i otaczajacym
obszarze nieferromagnetycznym. Obliczenia wykonano numerycznie, korzystajac z pro-
gramu komercyjnego.
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Rys. 10.7. Obraz linii sit indukcji magnetycznej w dwuwymiarowy modelu rdzenia
ferromagnetycznego (pogrubione linie w kolorze czarnym) z uzwojeniem
(pogrubione linie w kolorze czerwonym)
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Obraz linii sit, jaki obserwujemy na rys. 10.7, pokazuje wyraznie, ze indukcja magne-
tyczna ze strony powietrza otaczajacego rdzen czy miedzi uzwojen jest praktycznie prosto-
padta do powierzchni ferromagnetycznego rdzenia. Warto zwréci¢ rowniez uwage, ze prak-
tycznie wszystkie linie sit indukcji magnetycznej sa prowadzone wewnatrz rdzenia ferro-
magnetycznego, a dopiero jego przerwanie w postaci szczeliny powietrznej powoduje
zwigkszenie obszaru zajmowanego przez linie sit indukcji magnetycznej. W analizowanym
modelu przyjeto celowo wielka szczeling powietrzna, aby mozna wyrazniej obserwowac jej
wptyw na rozktad indukcji magnetycznej. W praktyce szczeliny powietrzne, szczeg6lnie
w rdzeniach transformatoréw, sa mate i rozktad indukcji magnetycznej jest znacznie lepszy.
Uktad linii sit indukcji magnetycznej dla rdzenia o takich samych parametrach jak na rys.
10.7 tylko bez szczeliny powietrznej pokazuje rys. 10.8.

I RRRER RS ERREERRARRRRRRRERN

Rys. 10.8. Rozk#ad linii sit indukcji magnetycznej w rdzeniu ferromagnetycznym
bez szczeliny powietrznej

Z pokazanego na rys. 10.8 obrazu linii sit wida¢, ze praktycznie pole magnetyczne ge-
nerowane przez amperozwoje cewki jest prowadzone w rdzeniu magnetycznym stad czegsto
stosowana nazwa magnetowod. Rola magnetowodu jest podobna jak przewodéw elektrycz-
nych stuzacych, mozna powiedzie¢, prowadzeniu pradu elektrycznego. Tak odpowiednie
uksztattowanie magnetowodu ma zapewni¢ doprowadzenie indukcji magnetycznej o okre-
slonej wielkosci, najlepiej jak najwickszej, w okreslone miejsce. Niestety, ferromagnetycz-
ny przewodnik pola magnetycznego nie posiada tak dobrych wiasnosci jak miedz czy na-
wet aluminium w przypadku pola elektrycznego. Przyczyna tkwi oczywiscie w tym, ze fi-
zyka obu zjawisk jest inna, ale z punktu makroskopowego spojrzenia, réznica jest po
pierwsze w wielkosci przewodnosci elektrycznej dla przewodnikéw rzedu 107 i wzglednej
przenikalnosci magnetycznej rzedu 10° dla miekkich ferromagnetykéw (rys. 10.9).

Druga zasadnicza réznica miedzy przewodnoscia elektryczna a przenikalnoscia ma-
gnetyczna ferromagnetyka jest zalezno$¢ przenikalnosci od indukcji magnetycznej ze
wzgledu na nieliniowos¢ zwiazku migdzy natezeniem pola magnetycznego a indukcja ma-
gnetyczna. Wykres przedstawiony na rys. 10.9 dla typowych blach elektrotechnicznych po-
kazuje, ze ze wzrostem indukcji powyzej okoto 1,5 T nastepuje szybki spadek wzglednej
przenikalnosci magnetycznej. Oznacza to, ze pogarsza si¢ zdolnos¢ magnetowodu do ste-
rowania polem magnetycznym, ktore zaczyna szuka¢ drég konkurencyjnych. W oblicze-
niach, przy wartosciach indukcji wewnatrz ferromagnetyka wchodzacych w obszar nasyce-
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nia, zatozenie o prowadzeniu pola przez magnetowo6d prowadzi czesto do duzych btedow
obliczeniowych.

100000

10000

Rys. 10.9. logu, w funkcji indukcji magnetycznej B [T] dla dwdéch typowych blach
elektrotechnicznych

10.3. Obwody magnetyczne

W praktyce urzadzenia elektryczne wykorzystujace ferromagnetyki, jak maszyny wi-
rujace, transformatory i wiele innych, pracuja przy indukcjach pozwalajacych uzyskaé
optymalna wartos¢ przenikalnosci magnetycznej, a wiec do okoto 1,5+1,6 T. Jezeli induk-
cja magnetyczna w ferromagnetyku bedzie w powyzszym zakresie, mozna przyja¢ zatoze-
nie, ze pole magnetyczne jest prowadzone przez magnetowdd, a co wiecej mozemy przyjaé,
ze praktycznie linie sit indukcji magnetycznej sa do siebie réwnolegte (rys. 10.8).

Rys. 10.10. Rozkfad modutu indukcji magnetycznej w potowie rdzenia prostokatnego

Co wigcej, jak wida¢ z rys. 10.10, rozktad indukcji magnetycznej w rdzeniu jest praktycz-
nie staty (kolor czerwony), tylko w narozach wystepuja nierébwnomiernosci rozktadu in-
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dukcji magnetycznej. Jezeli pomina¢ naroza, to z wystarczajaca dla praktyki doktadnoscia,
ktéra mozna szacowa¢ na +(10+15)%, mozemy przyja¢, ze indukcja w magnetowodzie jest
stata a jej kierunek pokrywa sie z kierunkiem magnetowodu i mozemy obliczy¢ strumien
magnetyczny z zaleznosci:

®=BS (10.30)

gdzie Sjest przekrojem poprzecznym magnetowodu.

Na mocy przedstawionych zatozen upraszczajacych przeksztalcimy prawo Gaussa
(10.25) i prawo Ampere’a (10.19) w prawa obwodowe. Podobnie jak w obwodach elek-
trycznych sa one nazywane prawami Kirchhoffa dla obwodéw magnetycznych. Jezeli
uwaznie jeszcze raz przemyslimy nasze zatozenia, to bedzie dla nas jasne, ze nie mozemy
sig spodziewac takiej doktadnosci, jaka osiagamy, stosujac prawa Kirchhoffa dla obwoddw
elektrycznych szczegdlnie niskich czgstotliwosci. W przypadku omawianych obwoddéw
magnetycznych rozpatrujemy pole niezalezne od czasu, jak jednak zobaczymy w nastep-
nych rozdziatach, w zakresie niskich czestotliwosci do rzedu kilkunastu kH model, ktéry
obecnie tworzymy, moze by¢ z powodzeniem stosowany.

Rozpoczynamy budowanie naszego modelu obwodowego od rozwazenia sytuacji we
fragmencie magnetowodu, w ktérym zbiega sie kilka fragmentéw o réznych przekrojach S
(rys. 10.11). Podobnie jak w obwodach elektrycznych bedziemy nazywali taki fragment
magnetowodu weztem. Otoczymy rozpatrywany fragment magnetowodu zamknieta po-
wierzchnia S ktora bedziemy konstruowali w ten sposdb, aby jej przeciecie z poszczegél-
nymi gateziami magnetowodu dochodzacymi do wezta pokrywalo si¢ z przekrojem po-
przecznym S tych gatezi. Na mocy zatozenia, ze indukcja magnetyczna jest w catosci sku-
piona tylko w magnetowodzie zapiszemy prawo Gaussa dla pola magnetycznego w postaci:

K
”n-BdS:Z”anS:O (10.31)
S k=1 S,
gdzie:n — jednostkowy wektor normalnej zewngtrznej do powierzchni,
S S - poprzeczny przekrdj k-tej gatezi (k=1, 2, ..., K),
K —liczba gatezi magnetowodu w analizowanym wezle.
n

Rys. 10.11. Wezet obwodu magnetycznego

Na mocy zatozenia o statosci indukcji magnetycznej w przekroju poprzecznym magneto-
wodu i wynikajacej stad zaleznosci (10.30) mozemy zapisac:

Hn-BdS:insK =+, (10.32)
5
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gdzie znak ,,+” wybieramy dla indukcji skierowanej zgodnie z normalna zewnetrzna,
a znak ,,—,, zwrot indukcji przeciwny do kierunku normalnej zewnetrznej. Na podstawie
(10.31) i (10.32) mozemy sformutowaé prawo Kirchhoffa dla strumieni magnetycznych
w weztach magnetowodu:

=~

=K
o, =0 (10.33)
k=1
stwierdzajace:

Suma algebraiczna strumieni magnetycznych w wezle magnetowodu jest réwna zeru.

Dla wezta przedstawionego na rys. 10.11 z pierwszego prawa Kirchhoffa wynika:
D1+ Dy— D3 — Dy =0

Drugie prawo Kirchhoffa dla obwoddéw magnetycznych otrzymamy na bazie prawa
Ampere’a (10.19). Przed przejsciem do obliczen musimy przyja¢ pewne umowy i nazew-
nictwo. Przyjmujemy umowg, ze amperozwoje cewki lw, gdzie: | to prad cewki, a w — licz-
ba zwojow cewki, nazywamy sita magnetomotoryczna i oznaczamy skrétem SMM. Krzy-
wa catkowania (10.19) nazywamy droga magnetyczna I i dzielimy ja na czesci lge. Po-
dziatu drogi magnetycznej na czesci dokonujemy w taki sposéb, aby wartos¢ natezenia pola
magnetycznego miata stata Hre Wartos¢ wzdtuz odcinka drogi . Droge magnetyczna
tworzymy w taki sposob, aby przebiegata po osi geometrycznej magnetowodu. Najczesciej
obliczamy elementy drogi, jako $rednia arytmetyczna odpowiednich wymiardéw. Osobnym
elementem drogi jest szczelina powietrzna i dtugos¢ drogi w powietrzu, bedaca odpowied-
nim wymiarem szczeliny (rys. 10.12).

jan

uzwojenie/

. ‘ kel HFC4

A 7 \ 4

reo

Rys. 10.12. Magnetowdd z oznaczonymi drogami magnetycznymi

Odrebnego oméwienia wymagaja naroza, a mianowicie czy aproksymujemy droge
magnetyczna tukiem, czy prostopadtymi odcinkami jak na rys.10.12. Mozna powiedzie¢, ze
sa zwolennicy obu tych sposobdw. Mysle, ze prowadzenie drogi po tukach w narozach
stwarza pozory doktadnych obliczen, a w rzeczywistosci omawianymi metodami nie jeste-
smy w stanie zwigkszy¢ dokladnosci. By¢ moze we wielkich obiektach o wymiarach kilku
metréw, jak duze transformatory, ma to znaczenie. Jednak trzeba sobie zdawaé sprawe, ze
liczac tak odpowiedzialna konstrukcje, jak wielki transformator, nikt obecnie nie stosuje
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metody obwodéw magnetycznych, gdyz biura konstrukcyjne maja mocne narzedzia w po-
staci specjalistycznych programéw, ktére wykonuja obliczenia za pomoca zaawansowa-
nych technik numerycznych. Obecnie stosujemy metody obwoddw magnetycznych do ma-
gnetowodow o niewielkich wymiarach, najczesciej rzedu kilkudziesieciu centymetrow
i wykonywanych jako pojedyncze egzemplarze. Sadze, ze nie uzyskamy wynikéw, ktére
sie istotnie roznia, niezaleznie czy zastosujemy tuki czy katy proste w narozach magneto-
wodu i dlatego proponujg tworzy¢ droge magnetyczna, przyjmujac odcinki linii prostej.
Jest oczywiste, ze w przypadku magnetowodow toroidalnych stosuje sie droge w postaci
okregu o0 $rednim promieniu.

W elektrotechnice magnetowdd najczesciej nazywamy rdzeniem. Pionowe partie
rdzenia nazywamy kolumnami, a partie poziome jarzmami badz, jezeli jarzmo jest oddzie-
lone szczelinami powietrznymi nazywamy je zwora.

Na mocy prawa Ampére’a (10.19) i ztozen przyjetych dla elementow g drogi magne-
tycznej wybieramy odpowiednia krzywa zamknigta, jako droge magnetyczna Ly, i otrzy-
mujemy:

jH i =I§jH dl (10.34)
Ly k=11,

Zgodnie z zatozeniem przyjetym przy tworzeniu drég elementarnych Iy, natezenie pola ma-
gnetycznego na tych odcinkach jest state a jego kierunek pokrywa sie z kierunkiem drogi.
W takiej sytuacji mozemy dla kazdego z odcink6w zapisa¢:

ij dl=H,, (10.35)
I

Wynik catkowania przyjeto jako dodatni, zaktadajac, ze zwrot wektora natezenia pola i kie-
runek obiegu drogi magnetycznej sa takie same. W przeciwnym przypadku nalezy przyjaé¢
znak minus przed iloczynem Hyly. lloczyn HJy nazywamy napigeciem magnetycznym
i oznaczamy Upwk = Hylk. Jednostka napiecia magnetycznego jest amper. Na mocy (10.34)
i (10.35) zapisujemy prawo Ampére’a w postaci:

=

=K =N
Hl, =) 0

k=1 n=1

=}

(10.36)

n

gdzie @, = l,w, to sita magnetomotoryczna n-tej cewki obejmowanej przez drogg L.

Rdwnanie (10.36) nazywamy drugim prawem Kirchhoffa badZ prawem Kirchhoffa dla
spadkéw napie¢ magnetycznych. Prawo spadkw napie¢ mozemy wyrazi¢ stownie nastepujaco:

Suma algebraiczna spadkéw napie¢ magnetycznych po drodze zamknietej
jest rowna sumie algebraicznej SMM obejmowanych przez droge.

Jako przyktad zastosowania zapiszemy drugie prawo Kirchhoffa dla magnetowodu przed-
stawionego na rys. 10.12. Wybieramy droge Ly = lres + Irep + lre7 + lres + J, przyjmujac kie-
runek obiegu zgodnie ze strzatka Hr;. Na podstawie (10.36) i biorac pod uwage oznaczenia
pokazane na rys. 10.12 otrzymujemy:

Hret lre1 + Heeo lreo + Ho 0 + Heer lrer + Hees lres = IW (10.37)
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Wybierajac droge magnetyczng Ly = lrez + lres + Ires + Ire7 + 0 1 przyjmujac kierunek obie-
gu wskazany strzatka Hee3 na podstawie (10.36), otrzymujemy:

Hres lres + Hrea Ires + Hees Ires — Hrer lper —H;0 = 0 (10.38)

Pierwsze prawo Kirchhoffa (10.33) dotyczy strumieni magnetycznych i ze wzgledu na
(10.30) fatwo je wyrazi¢ przez indukcje magnetyczna, a drugie dotyczy spadkdw napigé
magnetycznych i jest zwiazane z natezeniem pola magnetycznego. Dodatkowymi réwna-
niami wiazacymi indukcje magnetyczna i natezenie pola magnetycznego sa zwiazki konsty-
tutywne, ktore dla szczeliny powietrznej maja posta¢ (10.20):

B; = toH, (10.39)

gdzie B; i Hs odpowiednio modut indukcji i natezenia pola magnetycznego w szczelinie
powietrznej. Natomiast w czesci ferromagnetycznej zwiazki sa nieliniowe i dane albo w po-
staci tabelarycznej (tabela 10.3), albo w postaci zaleznosci graficznej B, = f(Hge). Niestety
doktadnej postaci analitycznej zwiazku konstytutywnego miedzy indukcja magnetyczna
a natezeniem nie znamy i w postaci analitycznej mozemy stosowac tylko lepsze lub gorsze
interpolacje badZ aproksymacije krzywych zmierzonych eksperymentalnie.

W celu obliczenia rozktadu indukcji magnetycznej w ztozonym magnetowodzie naj-
wygodniej jest zastapi¢ go, bazujac na prawach Kirchhoffa, rownowaznym obwodem elek-
trycznym. Zwiazek konstytutywny dla k-tej czesci ferromagnetycznego magnetowodu zapi-
Szemy W postaci:

Hrek = v(Brek) Brex (10.40)
gdzie v(B) = 1/u(B). Podstawiajac (10.40) do (10.36), otrzymujemy:
k=K n=N
> V(BB =0, (10.41)
k=1 n=1
a korzystajac z (10.30), mozemy (10.41) zapisa¢ w postaci:
k=K n=N
R,(B)®y =Y 6, (10.42)
k=1 =1
. I
gdzie R k (10.43)

T (B,)S,

jest nazywana opornoscia magnetyczna badz reluktancja magnetyczna drogi o dtugosci Iy,
przekroju poprzecznym S i przenikalnosci magnetycznej u(By), zaleznej od indukcji ma-
gnetycznej w k-tym fragmencie magnetowodu. Jezeli odcinkiem jest materiat nieferroma-
gnetyczny, to jego przenikalno$¢ magnetyczna jest réwna .

Poréwnujac réwnania Kirchhoffa dla obwodéw magnetycznych w postaci (10.33)
i (10.42) z prawami Kirchhoffa dla obwodéw pradu statego:

k=K
I, =0 (10.44)
k=

n=N
R =D E, (10.45)
n=1

[N

k=K

K=

uN
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widzimy, ze wystarczy zmieni¢ nazwe strumien magnetyczny @ na prad |, site magnetomo-
toryczna na elektromotoryczna i mamy identyczne réwnania jak dla nieliniowego obwodu
elektrycznego. W sytuacji tej petnej analogii obowiazuja wszystkie metody stosowane
w nieliniowych obwodach pradu statego. Stosujemy w takim razie t¢ sama nomenklature,
czyli mamy gatezie obwodu, wezty i oczka. Jezeli liczba gatezi wynosi G, liczba weztow
W, to na podstawie (10.33) uktadamy W-1 niezaleznych rdwnan weztowych. Liczbe oczek
niezaleznych O koniecznych do petnego opisu obwodu za pomoca réwnan Kirchhoffa wy-
znaczmy z zaleznosci:

0=G-W+1 (10.46)

Obwody magnetyczne sa obwodami nieliniowymi i dlatego obliczenia nalezy zorganizo-
wac¢ bardzo starannie, najlepiej wykorzystujac komputer. Nie bedziemy omawia¢ metod grafo-
analitycznych, ktdre sa niedokfadne i nie stanowia konkurencji dla metod numerycznych.

10.4. Przykiady obliczen obwodéw magnetycznych

Zademonstrujemy metode modelowania magnetowodu obwodem reluktancyjnym na
przyktadach. Obliczenia rozpoczniemy od prostego przyktadu magnetowodu typu CI (rys.
10.13). Naszym celem bedzie wyznaczenie wspdtczynnika indukcyjnosci wiasnej uzwoje-
nia o liczbie zwojéw w = 1000. Krzywa magnesowania rdzenia przyjmujemy zgodnie z ta-
belg 10.3.

g
wy

40 120 |40
/7 /7

s( ([

1

200

Rys. 10.13. Wszystkie wymiary rdzenia podano w mm.
Kolorem czerwonym o0znaczono uzwojenie

Pierwsze kroki to przygotowanie danych do obliczen. Najpierw nalezy wyznaczy¢
drogi magnetyczne. W rozpatrywanym przypadku mamy cztery fragmenty: dwie szczeliny
powietrzne, cze$¢ rdzenia o przekroju 40x40 i zwora o przekroju 50x40 (rys. 10.14).

£ A

1l'el

Rys. 10.14. Drogi magnetyczne w rdzeniu z rys. 10.13
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Wyznaczamy dtugos¢ drog (rys. 10.14):
[res =200 — 25 -20 + 200 — 20 — 20 + 200 — 25 — 20 =470 mm = 0,47 m,
[re2 =200 — 20 — 20 = 160 mm = 0,16 m,
szczelina powietrzna 6 = 1 mm = 10 m.

Przekroje poprzeczne drég magnetycznych wyznaczamy na podstawie rys. 10.13:
Sre1 =40 - 40 = 1600 mm? = 1,6-107° m?,
Sre2 = 40 - 50 = 2000 mm? = 2:10-3 m°.

Rdzen jest zbudowany z blach, powierzchnia ktérych jest pokryta warstwa izolacyjna,
dlatego niekiedy wprowadza si¢ wspotczynnik zmniejszajacy przekroj geometryczny i wy-
znacza przekrdj czynny rdzenia. Jednak obliczenia sa obarczone tak duzymi btedami, ze ich
poprawianie wspotczynnikami rzedu 0,95+0,99 jest niecelowe i dlatego w dalszych obli-
czeniach bedziemy przyjmowali, ze przekrdj geometryczny wynikajacy z geometrycznych
wymiaréw rdzenia jest réwny przekrojowi ferromagnetyka.

Inaczej wyglada problem przyjecia aktywnego przekroju poprzecznego szczeliny po-
wietrznej Ss. Jak pokazuje rys. 10.7 rozkfad indukcji magnetycznej w powietrzu jest bardzo
nierownomierny i zatozenia o statej wartosci indukcji w przekroju poprzecznym magneto-
wodu sa dalekie od rzeczywistosci. Co gorsza, to najczesciej wiasnie spadek napiecia ma-
gnetycznego na reluktancji szczeliny powietrznej decyduje o wielkosci indukcji w magne-
towodzie. Mozna przypuszczaé, ze btad przy ocenie przekroju szczeliny powoduje propor-
cjonalne btedy w obliczeniach wielkosci polowych. Dla zmniejszenia btgdéw spowodowa-
nych przyjeciem zbyt matego przekroju poprzecznego szczeliny powietrznej ratujemy sig,
wprowadzajac wiekszy od jednosci wspdtczynnik k; wyrazajacy stosunek przekroju szcze-
liny powietrznej S; do przekroju ferromagnetyka Sg, bedacego w bezposrednim kontakcie
ze szczelina. Czesto szacuje sie wspotczynnik ks, obliczajac stosunek powierzchni prosto-
padtoscianu ograniczonego $cianami szczeliny do jego powierzchni bocznej. W analizowa-
nym obwodzie magnetycznym wspdtczynnik dla obu szczelin jest jednakowy i wyznacza-
my go z zaleznosci:

 2.40-40+4-40-1

1,05
2-40-40

Ks

a wiec przekroj szczeliny powietrznej wyznaczamy z zaleznosci:
S = ks Srer = 1,05 - 1600 = 1680 mm? = 1,68-10° m?.

Zastepczy schemat obwodowy rozpatrywanego magnetowodu przedstawia rys. 10.15a.
Zgodnie elementarnymi zasadami obwodoéw elektrycznych mozemy przestawi¢ kolejnosé
rezystoréw i sit elektromotorycznych w potaczeniu szeregowym. Doktadnie to samo mo-
zemy zrobi¢ z reluktancjami. Szeregowo potaczone liniowe reluktancje R; reprezentujace
szczeling powietrzna zastepujemy reluktancja zastepcza 2R; (rys. 10.15b). Po wykonaniu
tych ,,kosmetycznych zabiegéw” mozemy przystapi¢ do obliczen. Dla wyjasnienia taktyKki
obliczen przedstawimy ich kolejne etapy.

Celem naszych obliczen jest wyznaczenie wspétczynnika indukcyjnosci wiasnej
uzwojenia w funkcji pradu | wzbudzenia cewki. Wspotczynnik ten okreslamy z zalez-
nosci:

7(1)

L) == (10.47)
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gdzie ¥(1) = wa(l) — nazywamy strumieniem skojarzonym z cewka rowny iloczynowi licz-
by zwojéw cewki w i strumienia wytworzonego przez amperozwoje @ = wl. Mnozac licz-
nik i mianownik przez liczbe zwojéw cewki, otrzymujemy dla indukcyjnosci zaleznos¢:

_w2 20
L) =w" = (10.48)

ktdra wyraznie pokazuje zaleznos¢ wspotczynnika indukcyjnosci whasnej od kwadratu licz-
by zwojow. Ze wzoru (10.48) wynika spos6b przeprowadzenia obliczen, a mianowicie
przyjmujemy wartos¢ strumienia i wyznaczamy SMM @ potrzebna do wytworzenia zato-
Z0Nego strumienia.

b) R

Fe2

2R,

&

SMM SMM
Rys. 10.15. Schemat elektryczny obwodu magnetycznego z rys.10.13

Rozpoczynamy obliczenia od wyznaczenia wartosci reluktancji. Reluktancja powie-
trza na mocy (10.43) jest: Rs=107%/(4m - 107 - 1,68 - 10°) = 0,47368 - 10° H™". W nastep-
nym kroku obliczamy przenikalnos¢ magnetyczna rdzenia ure W funkcji indukcji magne-
tycznej, korzystajac z tabeli 10.3. Przenikalno$¢ obliczamy, interpolujac odcinkami linii
prostej krzywa magnesowania i obliczamy nachylenie n-go odcinka z zaleznosci:

BFe(n+1) —Bren

(10.49)
H Fe(n+1) — Heen

Heen =

gdzie n=0, 1, ..., 19. Wyniki obliczen przedstawia tabela 10.5. Pozostate obliczenia zorga-
nizowano w programie Mathcad w postaci petli:
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SMM:= | for i€ 0,1..18

@ < do +Rfelj ;

Bfele%

Bp<« KM o

for me1,2..19
Bk <~ KMm o

fel « Mi Mi ! 1Bf1 B if B Bfel < Bk
e im1+—————(Bfel- i el <
* ! Bk-Bp ( ) P
Bp « Bk

Ifel

fele ———
et e ufel -Sfel

Bfe2  —
Sfe2

Bp « KMQ,O
for ke 1,2..19
Bk <~ KMk o

Miy — Mig_1

ufe2 « Mig_1 + 0 -(Bfe2—Bp) if Bp < Bfe2 < Bk

Bk-B
Bp « Bk

Ife2
ufe2 -Sfe2

rm « 2-Rp + rfel + rfe2

rfe2 «

SMMijy1 0 ¢ M-@

smmi+1ylecp~103

smm

Oznaczenia przyjete w powyzszym programie sa nastepujace:

d® = (Rfel; ; — Rfely,)/2 — staty krok obliczeniowy dla strumienia,

Rfel — tablica zawierajaca w kolumnie pierwszej reluktancje magnetyczna dla drogi lge;
aw kolumnie drugiej strumien magnetyczny liczone dla indukcji magnetycznej
w n-tym kroku,

KM - tablica zawierajaca krzywa magnesowania w pierwszej kolumnie indukcje magne-
tyczna, w drugiej natezenie pola magnetycznego,

Mi - tablica przenikalnosci magnetycznej zelaza liczona z zaleznosci (10.49),

Sfel - przekrdj zelaza S,

Ifel - droga magnetyczna lg;,

Sfe2 - przekréj zelaza S,
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Ife2 — droga magnetyczna I,
Rp - reluktancja szczeliny powietrznej Rs.

Tabela 10.5

Bre Ure SMM ¢ L I
(7] [H/m] [Az] [mWh] [H] [Al
0,1 0,0198626 78,96 0,08 1,013 0,079
0,2 0,0294628 231,1 0,24 1,038 0,231
0,3 0,0376121 383,5 0,4 1,043 0,384
0,4 0,045916 535,7 0,56 1,045 0,536
0,5 0,0539776 687,7 0,72 1,047 0,688
0,6 0,0620269 839,6 0,88 1,048 0,840
0,7 0,076033 991,2 1,04 1,049 0,991
0,8 0,0851936 1142 1,2 1,050 1,143
0,9 0,0872971 1295 1,36 1,051 1,295

1 0,083189 1447 1,52 1,051 1,447
1,1 0,077704 1599 1,68 1,050 1,599
1,2 0,0700106 1752 1,84 1,050 1,752
1,3 0,0594207 1906 2 1,049 1,906
1,4 0,0456198 2061 2,16 1,048 2,061
1,5 0,0302182 2218 2,32 1,046 2,218
1,6 0,01589 2384 2,48 1,040 2,384
1,7 0,0059421 2576 2,64 1,025 2,576
1,8 0,001284 2885 2,8 0,970 2,885
1,9 0,0001967 3986 2,96 0,743 3,986

Rozwazmy najwazniejsze wnioski wynikajace z naszych obliczen. Po pierwsze, po-
réwnajmy reluktancje szczelin powietrznych wynoszaca 947360 H™ z wartosciami reluk-
tancji ferromagnetycznej czesci drogi. Dla indukcji w rdzeniu wynoszacej 1,7 T reluktan-
cja Ree1 = 49440 H?, a reluktancja Re dla tego samego strumienia magnetycznego
Ree» = 1750 H™. Catkowita reluktancja zelaza wynosi okoto 51200 H™, co stanowi 5,4%
reluktancji powietrza. Wynik ten pokazuje, ze mozna bylo wykona¢ obliczenia, nie
uwzgledniajac reluktancji zelaza, gdyz btad modelu, jakim jest obwod magnetyczny jest
prawdopodobnie znacznie wigkszy. Koniecznos¢ uwzglednienia reluktancji zelaza wida¢
dopiero w dwdch ostatnich wierszach, ale wtedy w rdzeniu wystgpuje nasycenie i pogarsza
sie jeszcze bardziej doktadno$é modelu obwodowego. Na podstawie tych wynikéw moze-
my obliczenia obwodow magnetycznych prowadzi¢ w ten sposob, ze w pierwszym etapie
tworzymy zastepczy schemat zawierajacy tylko szczeliny powietrzne i obliczamy indukcje
magnetyczna w rdzeniu. Jezeli ta indukcja nie przekracza 1,5 T, to mozemy pominaé
wplyw zelaza na wyniki obliczen, co oznacza ich zakonczenie na etapie modelu ztozonego
tylko ze szczelin powietrznych.

Po drugie wspotczynnik indukcyjnosci wasnej cewki jest praktycznie staty w zakresie
indukcji od 0+1,6 T w granicach btedu modelu obwodowego. Obliczajac wspétczynnik in-
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dukcji whasnej uzwojenia tylko na podstawie reluktancji szczelin powietrznych, mamy dla
rozpatrywanego magnetowodu zalezno$¢:

0 =2R;dD
2 2
Ls :W_QDZW_ (10.51)
0] 2Ry
L= u0W285
s=——2
20

i po podstawieniu danych do ostatniej zaleznosci mamy: Ls= 1,056 H. Otrzymana wartos¢
wspotczynnika indukcji whasnej jest zawyzona, co jest oczywiste, bo pominigto spadki
w zelazie. Jednak popetniony btad nie przekracza 10% i dla tego w praktyce nie warto obli-
cza¢ wspotczynnika indukcyjnosci wiasnej, biorac pod uwage spadki w zelazie w zakresie
dookoto 1,5 T.

Warto réwniez zapamietac, ze, jak wynika z obliczen przedstawionych w tablicy 10.5,
wspdtczynnik indukcyjnosci whasnej maleje, gdy amplituda pradu jest na tyle duza, ze po-
woduje nasycenie rdzenia. Efekt sterowania wspdtczynnikiem indukcyjnosci wiasnej przez
podmagnesowanie rdzenia i przesuniecie jego punktu pracy w obszar nasycenia jest niekie-
dy wykorzystywany. Jeszcze w ubiegtym wieku budowano, wykorzystujac ten efekt, urza-
dzenia zwane wzmacniaczami magnetycznymi. Byly one stosowane w zakresie niskich
czestotliwosci. Obecnie zostaly wyparte przez urzadzenia energoelektroniczne, ktére sa
znacznie tansze, a przede wszystkim Izejsze i zajmujace mniej miejsca.

Drugim przyktadem, jaki rozwazymy, bedzie magnetowdd tréjkolumnowy (rys.
10.16), w ktérym znane sa amperozwoje lw = 3000 A. Celem obliczen jest wyznaczenie si-
ty dziatajacej na zwore. Krzywa magnesowania rdzenia jest dana w tabeli 10.3.

Site F przyciagajaca zwore elektromagnesu, o dtugosci szczeliny powietrznej J, prze-
kroju szczeliny S;, wyznaczamy z zaleznosci:

_BSs
214,

F (10.52)

gdzie Bs jest wartoscia indukcji magnetycznej w szczelinie powietrznej.

360

A-A

0.5.,40

250

40_ 100 80 100 140

Rys. 10.16. Magnetowdd tréjkolumnowy

Zastepczy schemat elektryczny magnetowodu (rys. 10.16) bioracy pod uwage tylko
szczeliny powietrzne przedstawia rys. 10.17.
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SMM

Rys. 10.17. Schemat zastgpczy magnetowodu z rys. 10.16 uwzgledniajacy tylko szczeliny powietrzne

W celu wyznaczenia reluktancji poszczegdlnych szczelin powietrznych wyznaczamy
ich przekroje zastepcze. Wsp6tczynnik przekroju dla kolumn bocznych wyznaczamy z za-
leznosci:

_ 05-(2-40+2-50)+2-40-50

Ky =Ky, = =1,0225
L= "p3 2-40-50
i dla kolumny srodkowej:
K :0,5-(2-80+2-50)+2-80.50=L01625_

P2 2-80-50
Przekrdj powietrza dla kolumn bocznych jest:
S = S = Kog - Srer = 1,0225 - 40 - 50 = 2045 mm? = 2,045-107° m?
i dla kolumny srodkowej:
Sio = Kp2 - Srez = 1,01625 - 80 - 50 = 4065 mm? = 4,065°107> m*.
Reluktancja szczelin powietrznych dla kolumn bocznych jest:

) 0,5-107°

Rs1 = Rys = = ~194566 H™*
T 1ySy  4n-1077.2,045.107
i dla kolumny srodkowej:
-3
Rs, = J 05-10 ~97881H™.

1S,  4m-1077-4,065-10

Obliczamy reluktancje zastepcza R;:
_ _RaRss

= + R, =0,5R;, + Rs, =0,5-194566 + 97881
Rs+ Rss

pA

R, =195164 H™

i ostatecznie strumien w kolumnie srodkowej jest:

Ilw 3000

27 R 195164

pA
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®, ~0,0154 Wh

a dla kolumn bocznych:
&, =d, =050,

®, = &, ~0,00769 Wh

Indukcja magnetyczna w ferromagnetyku w kolumnach bocznych i srodkowej wynosi:

Bres = = = =By
© Srer 2Sra Sra
0,00769
B = B = = P D
Fel Fe2 Fe3 40-50 .10—6

Bre = Brep = Breg =384 T.

Otrzymana wartos¢ indukcji jest zbyt wielka i musimy powtdrzy¢ obliczenia, uwzglednia-
jac spadki magnetyczne w zelazie.

Obwdd magnetyczny z uwzglednieniem spadkdéw magnetycznych w zelazie rdzenia
przedstawia rys. 10.18. Ze wzgledu na symetri¢ obwodu reluktancje kolumn bocznych za-
réwno dla szczelin powietrznych, jak réwniez dla zelaza sa jednakowe i mozemy zastoso-
wac wzory dla potaczenia rownolegtego, otrzymujac schemat pokazany na rys. 10.19a.

Rm R52 RE3

SMM

RFc] RFe}
RFC2

Rys. 10.18. Schemat zastepczy magnetowodu z rys. 10.16
z uwzglednieniem reluktancji ferromagnetyka

Biorac pod uwagg, ze przez oba elementy nieliniowe ptynie ten sam strumien i induk-
cja magnetyczna w zelazie kolumny $rodkowej jest identyczna z indukcja kolumn bocz-
nych, gdyz przekroj zelaza kolumny srodkowej jest dwukrotnie wiekszy od przekroju ko-
lumny bocznej, a wiec mozemy je potaczy¢ szeregowo (rys. 10.19b).
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)\ 4

a) ) RFc2+0'5 RFcI
b)
0.5R,,

SMM

SMM
R, 0.5R,,,

Rys. 10.19. Schemat zastepczy uwzgledniajacy rownos¢ przekroi poprzecznych kolumn bocznych

Zastepcza reluktancje szczelin powietrznych obliczono powyzej i jest ona réwna okoto
R, = 195200 H'. W celu wyznaczenia zastepczej reluktancji ferromagnetyka obliczamy
dtugos¢ drogi magnetycznej dla kolumny bocznej mamy:

lpe1 =2:160 + 210 =530 mm = 0,53 m

a dla kolumny srodkowej:
lpe2 =210 mm = 0,21 m.

Przekroj zelaza dla kolumny bocznej jest:
Srer = 40 - 50 = 2000 mm? = 2.10°
i dla kolumny srodkowej:
Sre2 = 80 - 50 = 4000 mm?*= 4-107° m°.

Reluktancje zastepcza ferromagnetyka okresla zaleznos¢:

RF =05 IFEl + IFBZ
“ /uFe(BFe)SFel /uFe(BFe)SFe2

a poniewaz S, = 2S; mozemy te reluktancje zapisa¢ w postaci:

)
* ,Ll( BFe ) SFel

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze dla otrzymania zaleznosci (10.53) wystarczyto wyko-
rzysta¢ symetrie rdzenia oraz fakt, ze przekréj kolumny srodkowej jest dwukrotnie wiekszy
od przekroju jarzma, zwory i kolumn bocznych, co pozwala rozpatrzy¢ tylko potowe rdze-
nia o statym przekroju réwnym przekrojowi kolumn bocznych.

Jezeli nie dysponujemy dostepem do programowalnego kalkulatora, proponuje naste-
pujacy tok postepowania. Dla schematu z samymi szczelinami powietrznymi otrzymalismy
indukcj¢ magnetyczna w zelazie okoto 3,8 T. Prawdopodobnie po uwzglednieniu zelaza in-
dukcja spadnie do okoto 1,9 T. Korzystajac z obliczen przenikalnosci magnetycznej ferro-
magnetyka w poprzednim zadaniu, przyjmujemy g(1,9) = 0,0001967 H/m. Reluktancja za-
stepcza zelaza wynosi:

(10.53)

Ree; ~ 940520 HY,
a catkowita reluktancja obwodu jest:

R, = Ry + Ree; = 1,136-10° H™.
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Indukcji 1,9 T odpowiada strumien @,:
@, =19 4107°=7,6 mWhb,
dla osiagnigcia takiej wartosci strumienia potrzebujemy SMM
6(1,9) = &R, = 8632 Az.

W obwodzie mamy do dyspozycji tylko 3000 Az, z wigc musimy przyja¢ mniejsza wartosé
indukcji w zelazie. Przyjmiemy B=1,7 T, kt6rej odpowiada przenikalnos¢ magnetyczna
okoto 1 =~ 0,005942 H/m i reluktancja ferromagnetyka:

Ree;~ 31134 H™
a reluktancja zastepcza jest:
R,~226-10° H™.
Strumien odpowiadajacy indukcji 1,7 T wynosi 6,8 mWhb i SVIM potrzebna do wytworzenia
indukcji 1,7 T jest:
O(1,7) = 1538 Az.
Rozwiazanie przy SMM wynoszacej 3000 Az znajduje sie miedzy tymi dwoma punktami.
Korzystajac z interpolacji liniowej, wyznaczamy spodziewana wartos¢ indukcji:
©(B)-8632 B-19
1538-8632 1,7-19

Przy wymuszeniu @(B) = 3000 Az obliczamy z powyzszej réwnosci potrzebna indukcje

magnetyczna:

N 3000-8632
1538-8632

B~174T
®, = 6,96 MWb.

B=19 (1,7-19)

Sprawdzamy doktadnos¢ naszego przewidywania. Przenikalno$¢ magnetyczna zelaza obli-
czamy na podstawie interpolacji liniowej migdzy punktami 1,7 T i 1,8 T na podstawie za-
leznosci:

B-17

. 10.54
18-17 ( )

Hee = 1LT)+[u(L8) — u(L7)]

Po podstawieniu danych z tablicy 10.3 otrzymujemy ue = 0,004079 H/m. Reluktancja zela-
za dla powyzszej wartosci us Wynosi 45354 H™. Catkowita reluktancja po dodaniu reluk-
tancji szczeliny powietrznej jest R, = 240520 H™ i przeptyw potrzebny do otrzymania stru-
mienia 6,96 mWhb wynosi:

O(1,74)=1674 Az

Amperozwoje potrzebne do uzyskania w zelazie rdzenia indukcji wynoszacej 1,74 T sa
©(1,83) = 1670 Az, co oznacza zbyt duzy btad i koniecznos¢ powtérzenia obliczen. Roz-
wiazanie znajduje si¢ miedzy punktami 1,74 T i 1,9 T, a wiec nastepne przyblizenie wyzna-
czamy znowu z reguta falsi:
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O(B)-8632  B-19
1674-8632 174-19

©(B) =3000
B=177T
®, =7,08 mWh.

W celu wyznaczenia reluktancji zelaza z zaleznosci (10.54) dla B = 1,77 T znajdujemy
wartos¢ przenikalnosci magnetycznej zelaza ur = 0,002681 H/m. Reluktancja zelaza dla
obliczonej wartosci s, Wynosi Re, = 68993 H™, a po dodaniu zastepczej reluktanciji szcze-
liny powietrznej otrzymujemy reluktancje zastepcza R,~ 264160 H™. Dla uzyskania stru-
mienia 7,08 mWb przy obliczonej reluktancji R, potrzebny jest przeptyw 1870 Az. Biad jest
zbyt duzy i powtarzamy obliczenia, wyliczajac z metody reguta falsi migdzy punktami
1,77 T a 1,9 T nowa wartos¢ indukcji:

©(B)-8632 _ B-19
1870-8632 1,77-19
A(B) =3000
B=179T
®, =717 mWh,

Powtarzamy obliczenia przenikalnosci magnetycznej i na podstawie wzoru (10.54) otrzy-
mujemy ure = 0.0017498 H/m i reluktancja zelaza Re, = 105730 H™. Reluktancja zastepcza
catego obwodu jest R, = 300890 H™. Dla wymuszenia strumienia 7,17 mWhb przy obliczo-
nej wartosci reluktancji R, potrzebny jest przeptyw 2160 Az. Biad jest ciagle zbyt duzy
i obliczenia nalezy powtorzyc.

Wyniki obliczen za pomoca krdtkiego programu w Mathcadzie, w ktérym zastosowa-
no szybciej zbiezng metodg siecznych, przytoczono w tab. 10.5, a sam program jest naste-
pujacy:

1. Procedura realizujaca interpolacje przenikalnosci magnetycznej w funkcji indukcji ma-
gnetycznej na podstawie danej krzywej magnesowania (tab. 10.3). Rysunek 10.20
przedstawia funkcje u(B) interpolujaca przenikalnos¢ magnetyczna.

0.1
0.08 N

0.06 / \\

« (B) ) \
0.04 /' \

0.02 \

0

0 03 06 09 12 15 18 21 24 2.7 3
B

Rys. 10.20. Funkcja interpolujaca przenikalnos¢ magnetyczna w funkcji indukcji B
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w(B) = |ufe «<~u0 if B> KMy o
otherwise

Bp <« KMg o

for ie1,2..22

Bk < KM; o

if Bp<B< Bk
ufel « KM »
ufe2 < KMj_1 2

(B-Bp)
fi fe2 fel —ufe2) ———
ufe < ufe2 + (ufel —ufe2) BK— Bp

return pfe
Bp « Bk

ufe

2. Obliczenie dwdch punktéw startowych do metody siecznych:
— reluktancja powietrza kolumny I:

R,=—"—,
s Ho - Spl
— reluktancja powietrza kolumny srodkowej:
I
R,=—"—,
P Hy- Sp2

— zastepcza reluktancja szczelin powietrznych:
Ry, =05R; +R;,

— strumien &, jezeli w obwodzie sa brane pod uwage tylko szczeliny powietrzne:

2y
pz
— indukcja w zelazie:
_@p
fep _ﬁ’

— czynnik zalezny tylko od parametréw geometrycznych magnetowodu we wzorze
(10.53),

0514
leo = s
fe
Bo=19T, B, =18 T przyjete dwa punkty startowe wyrazajace wartos¢ indukcji magne-
tycznej w zelazie konieczne do uruchomienia metody siecznych. W tabeli 10.5 wyniki obli-

czen dla tych wartosci indukcji przedstawia odpowiednio wiersz 1 i 2.
Procedura metody siecznych.
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b0 « By

=

60 «<— o
bl « Bg
0l — o1
for ke 2,3..30
b e b0+ (b1 — bo). W= %0)
ol — 60
b0 « bl
60 « ol
¢ <« b-Sfe2
rfo
6 e<p~(sz+H(b))
bleDb
6l <o
Wk o« b
Wk,1¢ ¢
Wk, 2¢=6

w0 |

Wk, 3¢ -100

(return w) if wy 3<0.1

w

Obliczenia zostaja zatrzymane, jezeli wartos¢ procentowa btedu wzglednego ¢ zdefiniowa-

nego:

|lw—6|
w

e= 100

jest mniejsza od 0,1%.

Warto zwrdci¢ uwage, ze przy dobrze wybranych punktach startowych metoda siecz-
nych jest szybko zbiezna. Jej organizacja jest bardzo prosta, jak pokazuja cytowane frag-
menty programu w Mathcadzie.

Naszym celem byto obliczenie sity dzialajacej na zwore, dla obliczenia ktorej zgodnie
ze wzorem (10.52) nalezy obliczy¢ indukcje w szczelinach powietrznych. Strumien w po-
wietrzu i w odpowiedniej kolumnie jest identyczny, a wigc mamy:

BreSe=Bs S

B
stad By =—2 (10.55)
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gdzie ks wspotczynnik przekroju powietrza. Uwzgledniajac obliczone powyzej wspot-
czynniki przekroju powietrza, wyznaczono warto$¢ indukcji w powietrzu poszczegdlnych
szczelin:

B,)‘l B B(53 = 1,8 T i Bgz = 1,81 T.

Tabela 10.5
B ® SMM 3

[T] [mWh] [AZ] [%]

1,9 7,6 8630,0978 | 187,66993

1,8 7,2 2442,554 18,581533
1,8090092 7,236 2540,8833 15,303889
1,8510745 7,4043 3324,8614 | 10,828715
1,8336437 7,3346 2909,2057 3,0264772
1,8374512 7,3498 2985,1638 0,4945394
1,8381949 7,3528 3000,812 0,0270678

Sita dziatajaca na zwore jest suma trzech sit powstajacych w trzech szczelinach po-
wietrznych i wynosi:

2 2 2
_ Bj1551 n B525s2 n B53Ss3
244y 214y 244y
F =10,6 kN.

=

Nawet dla tak niewielkiego rdzenia sita dziatajaca na zwore jest znaczna i dlatego elektro-
magnesy znajduja szerokie zastosowanie w roznych dziedzinach przemystu.

Przedstawiono dwa typowe zadania z jakimi spotykamy sie w praktyce. Z przedsta-
wionych obliczen wynika, ze jezeli staramy si¢ wykona¢ obliczenia z wigksza doktadno-
scia, nalezy wykorzysta¢ maksymalnie mozliwosci stwarzane przez wspdtczesne narzedzia
obliczeniowe, korzystajac z metod numerycznych i prowadzac obliczenia z wykorzysta-
niem komputera.



Rozdziat 11

POLE ELEKTROMAGNETYCZNE

11.1. Prawo Faradaya

W rozdziatach poprzednich rozpatrzono pole elektryczne i magnetyczne state w czasie.
Stwierdzilismy, ze uporzadkowany ruch tfadunkéw elektrycznych ze stata predkoscia powoduje
powstanie statego pola magnetycznego. Naszym nastepnym celem jest zbadanie efektow wywo-
fanych przez procesy zmienne w czasie. Pierwsze systematyczne eksperymenty badajace efekty
wywotane zmianami pola elektromagnetycznego w czasie przeprowadzit Faraday w XIX w.
Nie dysponowat on zrédlem zmiennego w czasie pola elektromagnetycznego i dlatego badat
efekty wystepujace przy ruchu magnesu statego wzgledem cewki badz ruchomego przewodza-
cego zwoju w polu magnesu statego. W wyniku tych eksperymentoéw Faraday stwierdzit, ze za-
rowno w pierwszym, jak i w drugim przypadku w uzwojeniu powstaje sita elektromotoryczna e,
a wielkos¢ tej sity zalezy od strumienia magnetycznego @ zwiazanego z uzwojeniem i szybko-
$ci jego zmian w czasie, co zapisujemy w postaci zaleznosci:

do

e(t) it (11.1)
zwanej prawem Faradaya. Site elektromotoryczna e(t) nazywamy sita elektromotoryczna
indukowana, gdyz powstaje ona tylko na skutek zmian pola elektromagnetycznego bez do-
prowadzania energii za pomoca przewodnikéw z zewnetrznych zrodet sity elektromoto-
rycznej. Znak minus w zaleznosci (11.1) wynika z tzw. reguly Lenza, ktora stwierdza, ze
sita elektromotoryczna e(t) ma taki kierunek, ze ptynacy pod jej wptywem prad elektryczny
w uzwojeniu wytwarza pole magnetyczne przeciwdziatajace zmianom pola magnetyczne-
go. To przeciwdziatanie zmianom oznacza, ze jezeli strumien zwiazany z obwodem nara-
sta, to indukowana sita elektromotoryczna powoduje przeptyw pradu, ktory z kolei wytwa-
rza pole magnetyczne dazace do zmniejszenia strumienia indukujacego site elektromoto-
ryczna. W sytuacji odwrotnej, kiedy strumien maleje, prad wywotany przez indukowana si-
fe elektromotoryczng stara sie podtrzymac malejacy strumien.

Dla zapoznania si¢ z efektami zwiazanymi z przewodnikiem poruszajacym si¢ w polu
magnetycznym rozpatrzmy przyktad, w ktérym pole magnetyczne jest wytwarzane przez
prad staty | ptynacy w dtugim prostoliniowym przewodzie. W odlegtosci d od przewodu
znajduje sie prostokatna ramka o wymiarach podanych na rys. 11.1 potozona w jednej
ptaszczyznie z przewodem. Ramka jest zbudowana z w zwojéw cienkiego drutu i podta-
czona do zaciskéw woltomierza o wielkiej rezystancji wejsciowej. W chwili t =0 ramka
zaczyna wykonywaé¢ drgania o amplitudzie opisanej zaleznoscia X(t) =d + X,sin(wt)
i Xm+ 0,5a<d. Naszym celem jest wyznaczenie wskazan woltomierza.

Indukcje magnetyczna na zewnatrz diugiego przewodu, w ktérym ptynie prad | okre-
$la zaleznos¢:

p=tol (11.2)
2nr

gdzie r odlegtos¢ od osi przewodu (rys. 11.1).
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x(t)

Rys. 11.1. Uklad nieskonczenie dtugi przewdd — cewka prostokatna

Przy zatozeniu, ze ramka jest zbudowana z cienkiego drutu, mozemy przyja¢, ze wek-
tor indukcji magnetycznej jest prostopadty do powierzchni ramki. Strumien d® obejmowa-
ny przez prostokat o bokach b i dr jest réwny:

Hylb Ib
2nr

d® = Bbdr = dr.

Strumief magnetyczny przenikajacy jeden zwdj ramki otrzymujemy, catkujac ostatnia za-
leznos¢ w granicach [x(t) — 0,5a, x(t) + 0,5a]:

ol g b, ( X+ 0,5aj

dr = .
2mnr 27 x—0,5a

@:

(11.3)
x-0.5a

Obliczony strumien @ jest zwiazany z jednym zwojem ramki, a posiada ona takich zwojow
w, wiec strumien skojarzony z ramka ¥ jest rowny wa, czyli:

,uolwbln x+0,5a
2n x—05a )

W= (11.4)

Na skutek drgan ramki strumien magnetyczny przenikajacy ramke zmienia si¢ w czasie
zgodnie z zaleznoscia:

P(t) =

yolwbln(dnL Xmsm(wt)+0,5aJ (115)

2n d+X,,sin(at)-05a |
Zmieniajacy sie¢ w czasie strumien magnetyczny powoduje powstanie w ramce sity

elektromotorycznej, ktéra zmierzy woltomierz, o wartosci wynikajacej z prawa Faradaya
(12.2):

e()__d_yl 'uObe a)cos(ax){ L - 1 }

dt 2n d+ X, sin(at)-05a d+ X, sin(at)-05a

Warto zauwazy¢, ze wielkos¢ v(t) = X cos(wt) jest predkoscia ruchu w kierunku osi X
i powyzszy wzOr mozemy zapisa¢ w postaci:

1
e(t)= 2n (){x(t) 05a X(t) - OSa} (11.6)
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o0 ktdrej mozna powiedzie¢, ze czas zostat ukryty, a sita elektromotoryczna jest efektem ru-
chu z predkoscia v. Taka ,,dwoistos¢” interpretacji wynika ze wzglednosci obserwatora. Dla
obserwatora zwiazanego z ramka — pole magnetyczne zmienia sie¢ w czasie, a dla nieru-
chomego zwiazanego z przewodem generujacym pole magnetyczne — ramka porusza sie
w tym polu z predkoscia v(t). Oczywiscie wynik w postaci sity elektromotorycznej mierzo-
nej przez woltomierz jest identyczny.

Z punktu widzenia formalnego aparatu matematycznego mamy do czynienia z funkcja
ztozona zalezna od czasu, ale za posrednictwem zmieniajacych sie w czasie wspétrzednych
potozenia. Przyjmujac generalnie, ze strumien jest funkcja ztozona w postaci:

DIX(1), y(V), ). 1]
mamy nastepujaca regute obliczania tzw. pochodnej zupetnej wzgledem czasu:
do _3® dx o dy obdz o

—= + + +— (11.7)
dt ox dt dy dt oz dt ot

ale pochodne po czasie wspotrzednych potozenia x, vy, z to nic innego jak sktadowe wektora
dx dy dz
@Y

predkosci v odpowiednio na te osie: >
t

v, v,. Na tej podstawie mozemy

“odt Y
(11.7) zapisa¢ w postaci:
do foL<] oD 0@ J®

— =V, —+V, —+V, —+ 11.8
gt *ox Yoy Yoz ot (118)

lub w postaci wektorowej, biorac pod uwage, 7e grada = e, 22 +e. 9% e 2% mamy:

*ox Yoy ‘oz

d—qﬁ:v~gradq5+a—¢. (11.9)
dt ot

Wzébr na pochodna strumienia w postaci (11.8) lub (11.9) nazywa sie czesto pochodna sub-
stancjalna strumienia magnetycznego.
Biorac pod uwage zalezno$¢ (11.9), zapiszemy prawo Faradaya (11.1) w postaci:

et) = —v-gradd)—aa—f . (11.10)

Fizycznie mozemy interpretowac oba sktadniki sity elektromotorycznej we wzorze (11.10),
jako dwie sity elektromotoryczne powstajace w rozny sposéb. Pierwszy sktadnik reprezen-
tuje ruch obwodu i jest nazywany sita elektromotoryczna rotacji:

€t = -V - gradd. (11.11)

Natomiast drugi sktadnik wynika ze zmian strumienia magnetycznego w czasie i powstaje

niezaleznie od tego, czy obwdd si¢ porusza, czy jest nieruchomy. Jest nazywany sita elek-

tromotoryczna indukowana i okresla ja wzor:

_92
ot

Podziat sity elektromotorycznej w prawie Faradaya na te dwie sktadowe jest kwestia czysto

umowna, gdyz, jak widzielismy we wzorze (11.6), wynik zalezy od obserwatora. Jednak

€y = (11.12)
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w praktyce ten podziat jest czesto stosowany ze wzgledu na wskazanie zrodia sity elektro-
motorycznej.

Rozpatrzymy jako przyktad diuga cewkg cylindryczna o srednicy 2R i diugosci
L >>2R. Okfad pradowy cewki wynosi Nlsin(wt), gdzie N — liczba zwojéw na jednostke
dhugosci. Wewnatrz solenoidu znajduje sie prostokatna cewka o wymiarach axb (rys. 11.2).
Cewka ma w zwojow. Jej rezystancja wynosi R; a wspotczynnik indukcyjnosci wiasnej L.
Cewka jest zwarta i obraca si¢ z predkoscia katowa 2 wokot symetralnej boku a, ktora jest
prostopadta do osi solenoidu.

Naszym celem jest wyznaczenie pradu ptynacego w cewce i obliczenie momentu ob-
rotowego dziatajacego na cewke.

Rys. 11.2. Cewka prostokatna wewnatrz cewki cylindrycznej

Indukcja magnetyczna solenoidu zostata wyznaczona w rozdziale 8, a zaleznos¢ ampe-
rozwojow od czasu nie wptywa na prawo Ampere’a, przynajmniej w zakresie niskich cze-
stotliwosci. Indukcja magnetyczna wyraza sig zaleznoscia:

B(t) = s0luNSin(aot) (11.13)

Wektor indukcji jest skierowany wzdtuz osi solenoidu. Dla wyznaczenia strumienia ma-
gnetycznego zwiazanego z ruchoma cewka obliczamy sktadowa normalna B,(t) wektora
indukcji magnetycznej do powierzchni cewki (rys. 11.2):

B, (t) = B(t) cos(g—aj .

Strumien magnetyczny przenikajacy przez cewkg obliczamy, mnozac sktadowa normalna
indukcji magnetycznej solenoidu przez pole powierzchni zwoju cewki, gdyz indukcja ma-
gnetyczna wewnatrz solenoidu jest jednorodna przestrzennie, a wiec réwniez jej sktadowa
normalna jest jednorodna przestrzennie. Strumien zwiazany z jednym zwojem cewki jest
rowny:

D(t) =yl Nabsin(e) sin(at)

a strumien skojarzony z ruchoma cewka przy jej w zwojach wynosi:
P (t) = uowl ,Nabsin(a)sin(at) . (11.14)

Warto zauwazy¢, ze dzielac strumien skojarzony przez prad solenoidu I ,sin(wt), obliczymy
wspotczynnik indukcyjnosci wzajemnej M(a) miedzy solenoidem a ruchoma cewka:
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M (@) = 1, WNabsin(c) (11.15)

Przypomnimy, ze wspdtczynnik indukcyjnosci wzajemnej migdzy ruchoma cewka a sole-
noidem jest identyczny, co wykazano w rozdz. 9., natomiast jego obliczenie nie jest zada-
niem tak prostym jak wyzej.
Sitg elektromotoryczng powstajaca w cewce mozemy obliczy¢ na dwa sposoby.
W pierwszym sposobie uwzgledniamy, ze ramka obraca si¢ z predkoscia katowa Q i mo-
zemy zapisac, ze
a=0Qt+a, (11.16)

gdzie oy jest katem poczatkowym. Podstawiajac do (11.14) i korzystajac z prawa Faradaya
(11.1), znajdujemy site elektromotoryczna powstajaca w ruchomej cewce:

e(t) = —uywl , NablQ cos(Qt + oy ) sin(at) + wsin(Qt + o) cos(at)|  (11.17)

Tak obliczy site elektromotoryczna obserwator obracajacy sie wraz ramka.
Drugi sposob wykorzystuje pochodna zupetna funkcji ztozonej (11.7), gdzie argument
a jest funkcja czasu i, rozniczkujac zaleznosé¢ 11.14, mamy:

e(t) = Wi mNab[(ij—?cos(a) sin(at) + wsin(a) cos(ax)} (11.18)

gdzie wida¢ wyraznie, ze pierwszy skiadnik w nawiasie wyraza site elektromotoryczna
zwiazana z ruchem obrotowym ramki i stad nazwa SEM rotacji, a drugi sktadnik wyraza
site elektromotoryczna wywotana zmiennym w czasie polem solenoidu i stad nazwa SEM
indukowana lub transformacji. Taki rezultat obserwuje obserwator nieruchomy zwiazany z
solenoidem. Oczywiscie biorac pod uwagg zaleznosé¢ (11.16), po wykonaniu rézniczkowa-
nia i podstawieniu do (11.18) otrzymujemy (11.17).

Zwrdémy uwage, ze podobny rezultat mozemy otrzymacé na drodze rozumowania ko-
rzystajacego z modelu obwodowego, ktéry dla uktadu ramka-solenoid przedstawiono na
rys. 11.3.

R L. M(av) L R,

i

Rys. 11.3. Model obwodowy ukfadu ramka prostokatna — solenoid

Model obwodowy rozbudowano przez dodanie schematu zastepczego dla solenoidu
z zasilaniem przez zrédio napieciowe e,(t). Natomiast w rozpatrywanym zadaniu odcinamy
sie od proceséw zachodzacych w cewce solenoidu, przyjmujac zrddto pradowe w obwodzie
zastepczym solenoidu i(t) = I,sin(wt) (rys. 11.4).
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0~

Rys. 11.4. Model obwodowy ze zrédtem pradowym

Niewatpliwie model obwodowy przedstawiony na rys. 11.3 jest bardziej zblizony do
rzeczywistosci, ale ograniczymy nasza analize tylko do proceséw w ramce, pozostajac przy
zrodle pradowym i schemacie z rysunku 11.4. Chociaz wyznaczenie przyblizonej indukcyj-
nosci whasnej dugiej cewki jest dosy¢ proste i wynosi ona Ls = uom(RN)’L, gdzie L jest dbu-
goscia cewki. Proponujemy czytelnikowi rozpatrzenie petnego modelu z rys. 11.3 po przy-
jeciu rezystancji solenoidu Rs jako danej.

Na podstawie schematu (rys. 11.4) obliczamy site elektromotoryczna powstajaca
w ramce na skutek sprzezenia ze zrodtem pradowym:

_dM@ i)

et) = ot
M (@) ¢ G (11.19)
. o (04 |
=A==, M@

Porownujac rezultat otrzymany w drugim wierszu (11.19) ze wzorem (11.18) stwierdzamy,
ze SEM rotacji zwiazana jest ze zmianami indukcyjnosci wzajemnej w wyniku ruchu obro-
towego cewki, a SEM transformacji powstaje na skutek zmian w czasie pradu zrodta pra-
dowego i(t). Jednym z bardzo waznych wynikéw tych rozwazan, wartym zapamietania,
jest, ze jezeli wspétczynnik indukcyjnosci whasnej badz wzajemnej ulega zmianie w czasie,
to sita elektromotoryczna musi by¢ obliczana z zaleznosci:

et) = —%[M ) i) (11.20)

Celem naszych obliczen jest wyznaczenie pradu ptynacego w cewce i dla wykonania
tego zadania dokonamy przeksztatcenia wzoru (11.17), korzystajac z tozsamosci trygono-
metrycznych i zastepujac iloczyn funkcji sinus i cosinus odpowiednimi sumami. Po upo-
rzadkowaniu mamy:

e(t) = —E,, [(2— 9)sin[(2 - )t + o, |- ssin(sat — )| (11.21)
gdzie En=0,5uwWNI, ab jest amplituda sity elektromotorycznej generowanej w ramce,
natomiast s:“’;g jest poslizgiem.

w

Ze wzoru (11.21) wynika, ze w ramce dzialaja dwie sity elektromotoryczne, jedna o czesto-
tliwosci f,, = sf i druga o czestotliwosci f, = (2 — 9)f, gdzie f = @/2n. Obwod ramki jest ob-
wodem liniowym ztozonym z indukcyjnosci L. i rezystancji R;, a wigc mozna zastosowac
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superpozycje, obliczajac osobno prad dla kazdego ze zrodet. Dla zrodta o czestotliwosci f,,
otrzymujemy:

(1) =M in(sat—ay —,) (11.22)

R+ (sal,)?

. sal
gdzie ¢, =arctg R ,
a dla zrodtem o czgstotliwosci f, jest:
(2-9)E,,
2 2
JRE+[2-9aL,]

gdzie ¢, = arctg{%]
R

Catkowity prad i(t) ptynacy w ramce jest réwny sumie obu pradéw:
i(t) = iw(t) + ip(t). (11.24)

Dla obliczenia momentu dziatajacego na ramke obliczymy sity dziatajace na poszcze-
g6lne boki ramki. Sita dziatajaca na odcinek z pradem i(t) o dtugosci dl znajdujacy sie
w polu magnetycznym o indukcji B wynosi:

dF =i(t)dIxB (11.25)

(1) =- sinj(2-s)at+ap -0, ] (11.23)

gdzie wektor dl jest wektorem o kierunku dl i zwrocie zgodnym ze zwrotem pradu i(t).

a) | b)

a | Fooi
Rys. 11.5. Sity dziatajace na ramke

Kazdy bok ramki sktada sie z w przewoddw i ptynie w nich ten sam prad i(t). Ramka
znajduje sie¢ w jednorodnym polu magnetycznym solenoidu i kat migdzy bokiem ramki,
a kierunkiem wektora indukcji magnetycznej jest staty wzdtuz kazdego z bokow ramki
(rys. 11.5). Na tej podstawie mozemy zaleznos¢ (11.25) scatkowa¢ wzdtuz poszczeg6lnych
bokéw i korzystajac z rysunku 11.5a mozemy stwierdzié, ze sita dziatajaca na bok a ramki
jest prostopadta do tego boku i jej kierunek lezy w ptaszczyznie ramki, a wiec powoduje
ona tylko deformacje ramki, nie dajac momentu wzgledem osi obrotu, ktéra jest symetralna
boku a. Moment obrotowy daje para sit dziatajaca na boki b (rys. 11.5b) wynoszaca:
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F, = whi(t) B(t) (11.26)

w ktorym B(t) okresla wzdr (11.13) a prad i(t) wzor (11.24).
Moment obrotowy wynikajacy z dziatania tej pary sit wynosi:

M = wabi(t) B(t) cos(r) (11.27)

11.2. Réwnania Maxwella dla pola elektromagnetycznego

Rozpatrzymy, jakie zmiany wprowadza do réwnan Maxwella zaleznos¢ pola elektro-
magnetycznego od czasu. Na poczatek pominiemy wptyw osrodka i przeprowadzimy roz-
wazania dla prozni. Rozpatrujac krzywa zamknigta L i obliczajac catke ze sktadowej pola
elektrycznego, nie mozemy obecnie powiedzie¢, ze catka ta, jak to bylo w elektrostatyce,
jest rowna zeru.

Prawo Faraday’a powoduje, ze wynik catkowania sktadowej stycznej zaleznego od
czasu pola elektrycznego miedzy dwoma punktami zalezy od wyboru drogi catkowania,
gdyz wptywa na to pochodna strumienia magnetycznego, ktéra moze by¢ rézna dla po-
szczegblnych drdg. Pierwsze réwnanie Maxwella wynikajace z prawa Faraday’a przyjmuje
postac:

j E-dl=—"2 (11.28)

€O 0znacza, ze sitg elektromotoryczna definiujemy nastepujaco:

e= J.E'dl . (11.29)
L

Biorac pod uwage definicje strumienia magnetycznego @ przenikajacego przez po-
wierzchnig Srozpigta na krzywej L, mamy:

gb:”n-BdS
S

i podstawiajac do (11.28), otrzymujemy pierwsze z rownan Maxwella:
d
.I':E-dl _—aLjn-BdS. (11.30)

Réwnanie (11.30) jest niezalezne od wiasnosci osrodka i dlatego obowiazuje réwniez
w osrodkach materialnych.

Z punktu widzenia obliczen wygodniejszy jest zapis rownania (11.30) w postaci row-
nania rézniczkowego. Dokonamy tego przy zatozeniu, ze kontur L i rozpieta na nim po-
wierzchnia sa nieruchome w przestrzeni. Przy tym zalozeniu mozemy zmieni¢ kolejnosc¢
rozniczkowania i catkowania po prawej stronie réwnania (11.30), a do catki po lewej stro-
nie réwnania zastosujemy twierdzenie Stokesa, uzyskujac réwnanie:

Ljn-(rotE+%—?de=0.
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Poniewaz powierzchnig Swybralismy w sposob dowolny, wigc powyzsze rownanie bedzie
spetnione, jezeli wyrazenie zawarte w nawiasie bedzie réwne zeru, czyli:

rote = —a—B. (11.31)
ot

Réwnanie (11.31) zapisane z zastosowaniem symbolicznego operatora nabla ma postac:
_98
ot

Drugie z réwnan Maxwella, bedace rézniczkowym odpowiednikiem prawa Ampére’a
ma postac:

VxE= (11.32)

rotB =t . (11.33)

Dla dowolnego pola wektorowego A zachodzi tozsamos¢ div(rot A) =0, a wigc obli-
czajac dywergencje rownania (11.33) otrzymujemy, ze:

divj =0,

ale dla gestosci pradu zaleznej od czasu musimy uwzgledni¢ zasade zachowania tadunku,
ktdra stwierdza:

.. dp
divj =-— 11.34
Vj=-= (11.34)

i nie mozemy generalnie przyja¢, ze pochodna gestosci objetosciowej tadunku jest réwna
zeru.

Genialnos¢ Maxwella polegata na tym, ze idac przeciwko opiniom 6wczesnego $ro-
dowiska naukowego, doprowadzit do uzupetnienia réwnan o dodatkowy czion. Hipoteza
Maxwella znalazta potwierdzenie dopiero po jego $mierci dzigki eksperymentom Hertza,
ktére potwierdzity istnienie fale elektromagnetycznych przewidywane teoretycznie przez
Maxwella.

Idac sciezka wytyczona przez Maxwella, skorzystajmy z trzeciego z jego réwnan, kto-
re zapiszemy w postaci:

gdiVE = p

i po zr6zniczkowaniu powyzszego réwnania po czasie mamy:

Po podstawieniu do réwnania (11.34) otrzymujemy:

. . (0E
divj = —g,div] — 11.35
ivj =—¢, |v( Bt) ( )

i stwierdzamy, ze tozsamos¢ matematyczna div(rot B) = 0 bedzie spetniona, jezeli do réw-
nania (11.33) dodamy sk#adnik ﬂogo%'tz. Biorac pod uwage, ze uo& = 1/c? zapisujemy dru-

gie z rownan Maxwella w postaci:
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1 aE
rotB = uyj +—- 70 (11.36)
gdzie c jest predkoscia $wiatta w prézni. Czton i%E jest czesto nazywany gestoscia pra-
£y ot

du Maxwella. Odpowiednikiem réwnania (11.36) w postaci catkowej jest tzw. uogélnione
prawo Ampeére’a, ktére ma postaé:

IB di = ﬂo” ( e S jds (11.37)

Dwa pozostate rownania Maxwella dotyczace dywergencji nie ulegaja zmianie w polu
elektromagnetycznym zmiennym w czasie. Jeszcze raz przytoczymy komplet réwnan
Maxwella dla prozni:

rotg = B
ot

rotB = 1] +ia—E
e at (11.38)

dive = £
&y

divB =0.

Uktad réwnan (11.38) stanowi uktad osmiu rownan rézniczkowych dla trzech skfadowych
pola elektrycznego i trzech sktadowych indukcji magnetycznej. Gestos¢ objetosciowa ta-
dunku i wektor gestosci pradu przyjmuje sie jako dane zrodta pola elektromagnetycznego.

11.3. Réwnania Maxwella dla pola elektromagnetycznego w materii

Analiza rownan zajmiemy si¢ w dalszej czesci, a obecnie rozpatrzymy zmiany, jakie
nalezy wprowadzi¢ w obecnosci materii. Model osrodka materialnego zbudowalismy
w elektrostatyce i magnetostatyce. Zmienno$¢ pola elektromagnetycznego w czasie nie po-
winna wprowadzi¢ istotnych zmian koncepcyjnych do tych modeli. Przyjmujemy, ze cal-
kowita gestos¢ objetosciowa tadunku p. wystepujaca w trzecim z réwnan Maxwella (11.38)
jest suma gestosci objetosciowe]j tadunku p wprowadzonej przez zrédta zewnetrzne i ta ge-
stos¢ jest znana oraz gestosci objetosciowej pp fadunku polaryzacyjnego czyli:

pe=p+pp. (11.39)

Nadal zachodzi relacja migdzy wektorem polaryzacji P a gestoscia objetosciowa tadunku
polaryzacyjnego dana réwnaniem:
pp = —divP (11.40)

Biorac pod uwage zwiazki (11.39), (11.40) i podstawiajac do trzeciego z réwnan (11.38),
otrzymujemy:
div(g,E) = p+ pp = p—divP

div(g,E+P) = p.
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Podobnie, jak to zrobiono w elektrostatyce, wprowadzamy wektor indukcji elektrycznej:
D=¢gE+P (11.41)
i trzecie z rownan Maxwella przyjmuje postaé:
divD =p (11.42)

Czwarte z rownan Maxwella stwierdzajace brak tadunkow magnetycznych pozostaje
bez zmian, gdyz dotad nie potwierdzono eksperymentalnie hipotezy Diraca o istnieniu jed-
noimiennych tadunkéw magnetycznych.

Zanim przejdziemy do analizy drugiego z rdwnan Maxwella, rozwazmy konsekwen-
cje, jakie wystapia w zasadzie zachowania tadunku. Jezeli podstawimy (11.39) do réwnania
tej zasady:

e

divj=-
ot ot

to, biorac pod uwage réwnanie (11.40), otrzymujemy:

div[j —a—Pj __9% (11.43)
ot at

a wigc w gestosci pradu pojawia sig sktadnik zwany gestoscia pradu polaryzacji jpol, Ktory
wynika ze zmiennosci w czasie momentéw dipolowych i zwiazanego z nimi wektora pola-
ryzacji. Uwzgledniajac wprowadzona w magnetostatyce gestos¢ pradu magnetyzacji jmag,
zapisujemy wektor gestosci pradu w postaci sumy trzech sktadnikéw:

j = jz + jpol‘+ jmag (11.44)
gdzie: j, — wektor gestosci pradu wywotany przez zrodta zewnetrzne,
ol = a(_TP — gestos¢ pradu polaryzacji,
t
jmag = rotM  — gestos¢ pradu magnetyzacji,
M — wektor magnetyzacji.

Po podstawieniu (11.44) do réwnania (11.43), biorac pod uwage tozsamos¢ div(rotM) = 0,
prawo zachowania tadunku przyjmuje postac:

divj, =—%—f. (11.45)

Prawo zachowania tadunku w postaci (11.45) wiaze ze soba wielkosci wymuszane przez
zrédta zewnetrzne niezalezne od materiatu osrodka.

Podstawiajac gestos¢ pradu dana zaleznoscia (11.44) do drugiego z uktadu réwnan
(11.38), otrzymujemy:

rotE =], mag T +ea—E
A z mag pol 0 ot :

Wyrazajac gestosci pradu magnetyzacji i polaryzacji za pomoca wektora magnetyzacji i po-
laryzacji, odpowiednio przeksztatcamy ostatnie réwnanie do postaci:
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rot[%—MJ=j2+%(goE+ P).

Biorac pod uwagg definicje wektora indukcji elektrycznej (11.41) i wektora natgzenia pola
magnetycznego:

H=L2 _Mm (11.46)
Hy
zapiszemy drugie z réwnan Maxwella w postaci:
rotH = j +aa—|tD (11.47)

gdzie dla skrdcenia zapisu gestosé pradu j, zapisano jako j.

Jak to juz wspomniano wyzej, pierwsze z réwnan Maxwella (11.38) nie zmienia swej
postaci w obecnosci osrodka materialnego. Jeszcze raz zapiszemy komplet réwnan
Maxwella w osrodku materialnym:

roté :_B_B

ot
. dD
rotH = j +—
] o (11.48)

divD=p
divB =0.

W uktadzie réwnan (11.48) mamy cztery wektory niewiadome, co w ogdélnym przypadku
daje dwanascie niewiadomych. Dodatkowych réwnan dostarczaja zwiazki konstytutywne
migdzy wektorami D i E oraz B i H. W osrodkach przewodzacych gestosé pradu jest czesto
dodatkowa niewiadoma. Eliminujemy ja, korzystajac z prawa Ohma:

j=oE (11.49)

Rozwiazanie uktadu réwnan (11.48) w przypadku ogdlnym, nawet z zastosowaniem
wspditczesnych technik numerycznych i maszyn cyfrowych, jest bardzo trudne i dlatego
stosujemy r6zne uproszczenia. Takimi wiasnie uproszczeniem byto zatozenie o polu elek-
tromagnetycznym niezaleznym od czasu, co pozwolito znalez¢ rozwiazanie wielu interesu-
jacych technicznie przypadkow, a w szczegolnosci wprowadzi¢ takie zastepcze elementy
jak rezystancja, pojemnos¢ i indukcyjnosé. Za pomoca tych elementdw bardzo czesto za-
stepujemy ztozone rozktady pola elektromagnetycznego obwodami elektrycznymi, ktérych
analiza jest znacznie prostsza. Niestety nie ma ogélnych regut tworzenia schematow za-
stepczych za pomoca obwoddw elektrycznych i wiasciwie jedynym sposobem jest do-
Swiadczenie i intuicja inzyniera. Dla wyrobienia takiej wtasnie intuicji badamy pole elek-
tromagnetyczne w roznych warunkach, stosujac rézne uproszczenia w ukladzie réwnan
(11.48).
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11.4. Pole elektromagnetyczne sinusoidalnie zmienne

Kolejnym modelem, ktory pozwoli nam uprosci¢ analize rownan Maxwella jest przy-
jecie zatozenia, ze zrodta pola sa sinusoidalnie zmienne. Przy takim wymuszeniu analizu-
jemy osrodki jednorodne i izotropowe opisywane liniowymi réwnaniami konstytutywnymi,
CO 0znacza, ze mozemy przyjaé:

D=¢E

11.50
B = uH (11.50)

gdzie przenikalnos¢ elektryczna € i przenikalnos¢ magnetyczna p sa niezalezne od czasu
i zmiennych przestrzennych.

Nastepne zatozenie, ktdre przyjmujemy w celu uproszczenia analizy, to przyjecie, ze
nie rozpatrujemy proceséw przejsciowych zwiazanych z wiaczeniem zrodet pola elektro-
magnetycznego, ale dopiero po czasie dostatecznie dtugim, aby zanikty stany przejsciowe
zwiazane z procesem wiaczania zrodet. Oznacza to, ze analizujemy stan ustalony. W takiej
sytuacji, podobnie jak w stanach ustalonych liniowych obwodéw elektrycznych zasilanych
ze zrodet sinusoidalnie zmiennych, odpowiedz w postaci pola elektromagnetycznego, opi-
sywanego wektorami E, D, B, H, jest wielkoscia sinusoidalnie zmienna o tej samej czesto-
tliwosci. Wniosek ten wynika z faktu, ze rdwnania Maxwella (11.48) sa liniowe i jezeli tyl-
ko osrodek materialny nie wprowadza nieliniowosci badz jego wiasnosci nie zmieniaja sig
w funkcji czasu, to nie istnieja przyczyny, ktre powoduja zmiang czestotliwosci pola elek-
tromagnetycznego. Wykorzystuja bardzo owocne doswiadczenie zdobyte w analizie stanow
ustalonych w obwodach pradéw sinusoidalnie zmiennych wprowadzamy metode amplitud
zespolonych. Oczywiscie w przypadku pola elektromagnetycznego trudnosci sa znacznie
wieksze, ale warto je pokona¢ dla uniknigcia bardzo trudnej analizy czasowej. Zasadnicza
réznica w przypadku pola elektromagnetycznego polega na tym, ze jest ono opisane za po-
moca wektoréw, ktére maja generalnie po trzy skfadowe przestrzenne, ktére oczywiscie
zmieniaja si¢ w czasie sinusoidalnie z ta sama czestotliwoscia f. Przyjmujemy, ze rzeczywi-
ste sinusoidalnie zmienne w czasie pole elektromagnetyczne mozemy zapisa¢ jako czesé
rzeczywista w postaci:

E(x,Y,zt) = Re[E(x, y, Z) exp(i at)]
D(x,y,zt)= Re[D(x, y, z)exp(i wt)]
B(x Y, zt) = Re[B(x, y, 2) exp(i at)]
H(x Y, zt) = Re[H(x, y, Z) exp(i at)]
j(x y,zt) =Relj(x, y, 2) exp(iat)]
p(x ¥, 2,t) = Re[p(x, Y, 2) exp(iat)]

gdzie wektory E(xy,2), D(x,y,2), B(xy,2), H(Xy,2), j(X,y,2) maja generalnie trzy sktadowe
bedace amplitudami zespolonymi, w = 2=f — pulsacja sygnatu sinusoidalnie zmiennego,
i =+/—1 — jednostka urojona. Podstawiajac zaleznosci (11.51) do réwnan Maxwella (11.48)
i majac na uwadze, ze w operacji rézniczkowania mozemy zmieni¢ kolejnos¢ obliczania
czesci rzeczywistej i rézniczkowania, otrzymujemy ukfad réwnan dotyczacy amplitud ze-
spolonych w postaci:

(11.51)
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rotE = —iwB
rotH = j+iawD
(11.52)
divD=p
divB =0.

Zwiazki konstytutywne (11.50) i prawo Ohma (11.49) ze wzgledu na ich liniowo$¢ zapisu-
jemy jako zwiazki migdzy amplitudami zespolonymi:

D=¢E (11.53)
B=uH (11.54)
j=oE (11.55)

W uktadzie réwnan (11.52) dla amplitud zespolonych najwigksze trudnosci powoduje
gestos¢ pradu Maxwella iwD. W przypadku przewodnikow, uwzgledniajac prawo Ohma
i zwiazek (11.53), mamy:

j+ia)D:(0'+ia)€0)E

Sktadnik wey nawet dla czestotliwosci rzedu GH mozna pomina¢ wobec przewodnosci
elektrycznej o. Oznacza to, ze wewnatrz przewodnikéw mozna pomina¢ gestos¢ pradu
Maxwella wobec gestosci pradow indukowanych. Niestety nie mozna rozpatrywaé pola
elektromagnetycznego wewnatrz przewodnikdw niezaleznie od otoczenia zewngtrznego, co
powoduje istotna komplikacje. Obecno$¢ skiadnika iweE w drugim z réwnan Maxwella
(11.52) jest zwiazana z istnieniem fal elektromagnetycznych. Fale elektromagnetyczne mo-
zemy sobie wyobrazi¢ w postaci sinusoidalnego rozktadu przestrzennego, ktérego zmien-
nos$¢ w przestrzeni okresla dtugos¢ fali A zwiazana z czestotliwoscia f zaleznoscia:

/1:% (11.56)

gdzie ¢~ 3-10° m/s.

Dla czestotliwosci przemystowej 50 Hz dtugos¢ fali wynosi 6000 km, co oznacza, ze
pole w odlegtosciach rzedu kilku km od urzadzenia elektrycznego ma praktycznie wartosé¢
nie zmieniona przez procesy falowe. Pamietamy, ze pole tadunku elektrycznego zanika jak
kwadrat odlegtosci od tego tadunku i podobnie szybko zanika pole indukcji magnetycznej
generowane przez element pradowy. Jezeli nawet obiekt ma duze wymiary rzedu kilkuset
kilometrow, jak linie przesylowe, to nie zaobserwujemy efektow falowych dla czestotliwo-
sci 50Hz. Oznacza to, ze mozemy pomina¢ gestos¢ pradu Maxwella w drugim z rdwnan
(11.48) i (11.52). Oczywiscie ze wzrostem czestotliwosci maleje dtugos¢ fali elektromagne-
tycznej, ktdra dla czestotliwosci 1 MHz wynosi 300 m. Urzadzeniami o wymiarach rzedu
dziesiatek metréw przy czestotliwosciach MHz sa w zasadzie tylko linie przesytowe sygna-
tow wysokiej czestotliwosci i tam uwzgledniamy falowy charakter pola elektromagnetycz-
nego. Natomiast w urzadzeniach, ktérych wymiary sa najczesciej rzedu kilku centymetréw,
mozna roéwniez pomina¢ procesy falowe, co oznacza pominiecie pradu Maxwella.

Pomijajac sktadnik iwD w drugim z réwnan Maxwella, musimy konsekwentnie przy-
ja¢, ze réwniez objetosciowa gestos¢ tadunku p jest réwna zeru dla uzyskania zgodnosci
uktadu réwnan (11.52) i zasady zachowania tadunku. Pole elektromagnetyczne opisywane
przy pominieciu pradu Maxwella jest opisywane uktadem réwnan:
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rotE = —iwB
rotH =j
divD=0
divB =0.

i nazywa si¢ czesto polem quasi stacjonarnym czyli prawie stacjonarnym. Wynika to stad,
ze w obszarach gdzie nie ptyna prady, a wiec w zasadzie na zewnatrz przewodnikdéw, uklad
rownan (11.57) mozna rozwiazaé niezaleznie dla pola elektrycznego i magnetycznego. Naj-
czesciej pola elektrycznego na zewnatrz przewodnikéw nie obliczamy z pierwszego z réw-
nan (11.57), gdyz w izolatorach osiaga ono mate wartosci w poréwnaniu z polem elek-
trycznym wynikajacym z tadunku powierzchniowego wystepujacego na powierzchni prze-
wodnikéw. Obliczamy to pole elektryczne, korzystajac z metod elektrostatyki.

(11.57)

11.5. Pole elektromagnetyczne quasi-stacjonarne w przewodniku

Dla zapoznania si¢ z quasi stacjonarnym polem elektromagnetycznym rozpatrzymy
duza ptyte metalowa znajdujaca si¢ w sinusoidalnie zmiennym polu magnetycznym. Dla
uproszczenia modelu zatozymy, ze ptyta o grubosci H ma nieograniczone pozostate dwa
wymiary. Niech przewodnos¢ elektryczna ptyty wynosi o, a jej przenikalnos¢ magnetyczna
u. Zatozmy, ze pole na zewnatrz plyty jest styczne do powierzchni plyty skierowane
wzdbuz osi y i opisane zaleznoscia:

B(t) = Bicos(wt) . (11.58)

Pominiemy oddziatywanie pradéw indukowanych w ptycie na zewnetrzne pole wzbudzajace.
Przyjmujemy ukiad wspotrzednych prostokatnych X, y, z (rys. 11.6).

A
zZ

Xy W] y

Rys. 11.6. Plyta metalowa w zewngtrznym polu magnetycznym

Ze wzgledu na przyjete zatozenie o nieograniczonych wymiarach piyty, pole magne-
tyczne i elektryczne wewnatrz plyty nie moze zaleze¢ od zmiennych x i y. Ze wzgledu na
warunek brzegowy, wyrazajacy ciagtos¢ sktadowej stycznej wektora natezenia pola magne-
tycznego na granicy dwdch obszaréw (rozdz. 10), pole magnetyczne w ptycie ma tylko
sktadowa w kierunku osi y, a jego amplituda zespolona jest funkcja zmiennej z Zgodnie
z reguta Lentza w phycie poptynie prad o gestosci j, ktéry wytworzy pole przeciwdziatajace
zmianom pola wnikajacego do wnetrza ptyty. Dla wytworzenia pola zgodnego z reguta
Lentza w ptycie gestos¢ pradu musi mie¢ kierunek osi X i jej amplituda zespolona jest funk-
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Cja zmiennej z Oczywiscie przedstawione powyzej wyniki dotyczace sktadowych pola
elektromagnetycznego wewnatrz ptyty mozna otrzymaé bezposrednio z ukadu réwnan
Maxwella (11.57). Przypusémy, ze pole elektromagnetyczne wewnatrz ptyty ma wszystkie
sktadowe zalezne od zmiennej z i zapisujemy uktad rownan (11.57), (11.54), (11.55):

oE E oH H
__y=_iaBX| a X=_IaB ’ __y_jxl a X=J
0z 0z y 0z oz 7 (11.59)
jy=0E,, ,=0F, B,=uH, B,=uH,

Biorac pod uwage zwiazki konstytutywne i rézniczkujac réwnania trzecie i czwarte po wy-
eliminowaniu pola elektrycznego, korzystajac z rownania pierwszego i drugiego, otrzymu-
jemy:

d’B, .

dzzx =lauoB,,

B (11.60)
y o

72 wu,uaBy

dwa niezalezne réwnania rozniczkowe drugiego rzedu. Dla ich jednoznacznego rozwiaza-
nia nalezy dotaczy¢ warunki brzegowe, ktére jak wspomniano wyzej wyrazaja ciagtosé¢
sktadowej stycznej wektora natezenia pola magnetycznego na obu powierzchniach phyty.
Dla sktadowej na 0$ x wektora natezenia pola magnetycznego H, = B, /u mamy:

B =0 (11.61)

M pio5H

Jedynym rozwiazaniem pierwszego z réwnan (11.60) przy warunku (11.61) jest B, =0,
czyli otrzymalismy wynik przewidywany na podstawie rozwazan fizycznych.
Warunki brzegowe dla drugiego z réwnan (11.60) sa:

B,

U

=" (11.62)
051 Ho

Rozwiazanie drugiego z rownan (11.60) przy warunkach (11.62) ma posta¢:

B,(2) =~ B, —ooSh(2) (11.63)
Mo cosh(0,5H)
Z trzeciego z réwnan (11.59) wyznaczamy gestos¢ pradu w ptycie:

. __ 7 sinh(yz)
x(2= “ Bm—cosh(O,S ) (11.64)

gdzie oznaczono * = iwuo. Rzeczywista indukcja magnetyczna w plycie na podstawie de-
finicji (11.51) jest:

B,(zt) = Re[By(z) exp(i a)t)]
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Zapisujac w postaci By(z) = |B,(2)|exp{iarg[By(2)]} po podstawieniu do powyzszej defini-
cji i obliczeniu czesci rzeczywistej, znajdujemy rozkfad indukcji w ptycie w czasie i prze-
strzeni:

B,(zt) = ‘By(z)‘cos{a)t + arg[By(z)]} (11.65)

Z zaleznosci (11.65) wynika, ze o rozktadzie indukcji magnetycznej w ptycie decyduje mo-
dut indukcji By(2). Argument By(2) powoduje jedynie zmiang fazy, zalezna od z, w rozkia-
dzie indukcji magnetycznej w ptycie. W celu przedstawienia charakteru rozktadu indukcji
magnetycznej wewnatrz ptyty wykonamy wykres zaleznosci modutu indukcji magnetycz-
nej |By(2)|. Dla uogdlnienia naszych wynikow zapiszemy (11.63) w postaci bezwymiarowej:

b(f.2)= cosh[(1+i)er(f)¢]
’ cosh[(L+i)ex(f)]

gdzie o(f)=05H /muof i &=2/0,5H. Na rysunku 11.7 pokazano rozktad modutu indukcji

by(f,2 w ptycie ferromagnetycznej o grubosci H =10 mm, wzglednej przenikalnosci ma-
gnetycznej u, = 10° i przewodnosci o = 7 MS, a na rys. 11.8 rozktad indukcji magnetycznej
w plycie o grubosci H = 0,23 mm stosowanej w rdzeniach transformatoréw. Rozkiad in-
dukcji magnetycznej w ptycie o grubosci 1cm jest nierbwnomierny i dla czestotliwosci
wiekszych od 5 Hz materiat ptyty jest niewykorzystany. Wynik ten pokazuje, ze tak gru-
bych blach nie nalezy stosowa¢ na rdzenie w magnetowodach, dlatego, szczeg6lnie w du-
zych transformatorach energetycznych, stosuje si¢ blachy o grubosciach 0,23 mm, a nawet
ciensze. Rozktad indukcji magnetycznej w takich blachach, praktycznie do czestotliwosci
500 Hz, mozna przyja¢ jako réwnomierny, co oznacza wykorzystanie petnego przekroju

blachy (rys. 11.8).
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Rys. 11.7. Rozktad modutu indukcji magnetycznej w ptycie o grubosci 10 mm

Dla czestotliwosci 5 kHz i wyzszych nalezy zastosowac jeszcze ciensze blachy lub
materiaty o znacznie obnizonej przewodnosci elektrycznej, do jakich naleza materiaty fer-
rytowe utworzone z mieszaniny dielektryka i niewielkich czastek ferromagnetyka.

Waznym whnioskiem wynikajacym z rozktadu indukcji magnetycznej w blachach jest
stwierdzenie, ze jezeli rozktad indukcji w blachach rdzenia ferromagnetycznego jest réw-
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nomierny, jak na rys. 11.8, to mozna taki rdzen oblicza¢ metodami stosowanymi w magne-
tostatyce. Mozna wigc zastosowa¢ reluktancje magnetyczne i obliczy¢ rozktad indukcji
w rdzeniu oraz takie wielkosci, jak wspotczynniki indukcyjnosci wiasnej i wzajemnej. Nalezy
jedynie pamieta¢ 0 wykonywaniu obliczen, stosujac wielkosci maksymalne ze wzgledu na
nieliniowos¢ krzywej magnesowania i odpowiednie odczytanie wartosci z tej krzywej.

1 M e e P e e =

b(5,¢) 0.9 \ /
b(50,¢) 0.8
b(500,¢)
""" 0.7 \ /

b(5000,¢)

0.6 N /

0.5
-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 0.8 1

¢

Rys. 11.8. Rozktad modutu indukcji magnetycznej w blasze o grubosci 0,23 mm

Ze zmiennym w czasie polem magnetycznym jest zwiazany indukowany w przewo-
dzacym materiale prad o gestosci okreslonej wzorem (11.64). Rysunki 11.9 i 11.10 pokazu-
ja rozktad modutu bezwymiarowej gestosci pradu j zdefiniowanej wzorem:

sinh[(L+i)e()¢] (11.66)

i(f,2) = =sign(§)V2a(f) cosh[(L+1)e()]

gdzie dla otrzymania rzeczywistej gestosci pradu nalezy pomnozy¢ gestos¢ otrzymana
z réwnania (11.66) przez czynnik 2B, /uH. Dla lepszego pokazania rozktadu rzeczywistej
gestosci pradu w ptycie pozostawiono znak minus ze wzoru (11.64) i wprowadzono funk-
cje:
-1dlaé<0
sign(£)=40 dlaé=0
1 dlaé>0

w celu pokazania, ze rozktad gestosci pradu w ptycie jest funkcja nieparzysta, co oznacza,
ze jednej potowie ptynie w kierunku osi X, a w druga w strone przeciwna. Mozna powie-
dzie¢, ze prad w plycie tworzy wir i stad czesto stosowana nazwa prady wirowe. Prady in-
dukowane przez pole magnetyczne w ptycie sa nazywane rowniez pradami Foucault od na-
zwiska ich odkrywcy.
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Rys. 11.9. Rozkiad gestosci pradu (11.66) w plycie o grubosci 10 mm
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Rys. 11.10. Rozktad gestosci pradu (11.66) w blasze o grubosci 0,23 mm

Gestos¢ pradéw wirowych w ptycie obliczano dla tych samych danych materiatowych
ptyty i jak pokazuje rys. 11.9 dla ptyty o grubosci 10 mm juz dla czestotliwosci 50 Hz ge-
stos¢ pradu rozklada sie w niewielkim obszarze przy brzegach ptyty. Grubos¢ tego obszaru

& oceniamy z zaleznosci:
o= fi . (11.67)
HoW

Jak wynika z (11.67) i pokazuje to wykres rozkiadu gestosci pradu na rys. 11.9 warstwa,
w ktorej ptynie dominujaca czes$¢ pradu ze wzrostem czestotliwosci maleje. Warstwe te
czesto nazywa si¢ warstwa naskorkowa, a jej grubosé 6 nazywamy gruboscia warstwy na-
skérkowej.

Wykres z rys. 11.9 pokazuje réwniez, ze wraz ze wzrostem czgstotliwosci rosnie gestosé
pradu w phycie, osiagajac znaczne wartosci. W przypadku cienkiej blachy H=0,23 mm
(rys. 11.10) gestos¢ pradu jest znacznie mniejsza i prad nawet przy 5 kHz ptynie praktycz-
nie catym przekrojem blachy.
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Ze zjawiskiem indukowania si¢ pradow wirowych w przewodniku znajdujacym sig
w zmiennym polu magnetycznym nieuchronnie sa zwiazane straty powodujace nagrzewa-
nie si¢ przewodnika. Z jednej strony zjawisko jest wykorzystywane w grzejnikach induk-
cyjnych, takich jak piece indukcyjne w hutnictwie czy kuchnie indukcyjne w gospodar-
stwach domowych oraz w wielu innych zastosowaniach. Z drugiej strony, jest to zjawisko
niekorzystne, gdyz w magnetowodach urzadzen elektrycznych, jak maszyny wirujace czy
transformatory, powoduje dodatkowe straty osiagajace znaczne wartosci.

Dla oceny mocy wydzielanej w ptycie przez prady wirowe obliczymy t¢ moc wydzie-
lana na jednostke powierzchni plyty, korzystajac z zaleznosci dla gestosci mocy p wyzna-
czonej w rozdziale 8:

p=1_. (11.68)
o

Amplituda zespolona gestosci pradu wyraza sie zaleznoscia (11.64), a dla obliczenia mocy
jest potrzebna rzeczywista gestos¢ pradu, ktora zapiszemy, korzystajac z (11.51) w postaci:
iy (1) =i, (2| cosfot +argj, (2] (11.69)

gdzie |jy(2)| jest modutem amplitudy zespolonej gestosci pradu (11.64), arg[j(2)] jej argu-
mentem. Podstawiajac (11.69) do wzoru (11.68) i usredniajac za okres T = 2r/w, dla wy-
znaczenia sredniej gestosci mocy czynnej otrzymujemy:

—|||—\

]"J (Z)‘ oS ax+arg[1 (z)]}dt ‘J (Z)‘ (11.70)
0

Moc czynna P wydzielona na jednostke powierzchni ptyty jest okreslona zaleznoscia:

) 0.5H Mdz

11.71
20 ( )

—-0.5H

Po podstawieniu gestosci pradu ze wzoru (11.64) i wykonaniu catkowania otrzymujemy:

2
B . o
p_|Bm /Zya) s.|nh§2a) sm(22a) (11.72)
24, o sinh“(a)+cos® (a)
gdzie o =0,5H ./ uow/2. Wprowadzajac oznaczenie Py = (1/0H)(Bu/ i), mozemy zapisaé

moc wzgledna P, w postaci wygodniejszej do przedstawienia w postaci graficznej,
a mianowicie:

(11.73)

P sinh(2e) —sin(2«)
Pv=5 =0 2
R sinh“ () + cos” («x)

Wykres wzglednej mocy P, w funkcji o =0,5H ./ gow/2 przedstawiono na rys. 11.11.

Z wykresu tego wynika, ze ze wzrostem wspétczynnika o, co moze by¢ spowodowane
wzrostem czestotliwosci w = 2xf lub wzrostem grubosci phyty, rosna straty mocy w plycie.
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Rys. 11.11. Wzgledna moc wydzielana na jednostke powierzchni plyty

Dla uzyskania bardziej wyraznych zaleznosci od parametréw materiatowych i wymia-
réw geometrycznych rozwazmy sytuacje a << 1. Jezeli przyjmiemy to zatozenie, to korzy-
stajac z rozwinie¢ funkcji hiperbolicznych i trygonometrycznych w szereg Taylora i pomi-
jajac mate wyzszych rzedéw, mozemy oblicza¢ licznik i mianownik w (11.72) odpowiednio
z zaleznosci:

sinh(2a) —sin(2cx) = 2a+@{2a-ﬁ} 8,0
3 3l 3

sinh? (@) + cos? (@) = a® +1=1.

Biorac powyzsze zaleznosci pod uwagg, przeksztatcamy (11.72) do postaci:

2
_n

3/8

gdzie uure jest wzgledna przenikalnoscia magnetyczna plyty.

P 12, £ 208 H? (11.74)

Na podstawie otrzymanego wyniku (11.74) mozemy poda¢ wytyczne doboru blach do
budowy rdzeni ferromagnetycznych. W praktyce nie mozemy obnizy¢ ani wzglednej prze-
nikalnosci magnetycznej uyre, ani maksymalnej indukcji By, gdyz pogorszymy prowadzenie
strumienia magnetycznego przez ferromagnetyk i obnizymy jego efektywnosé¢. Jedynymi
wielkosciami, ktére mozemy obnizy¢, bo zalezy nam na obnizeniu strat, jest przewodnos¢
elektryczna o ferromagnetyka i grubos¢ blach H. W praktyce obniza sie przewodnosé
blach, stosujac domieszkowanie zelaza krzemem i blachy anizotropowe.

Istotnie na wielkos¢ strat wpltywa grubosc¢ blach, gdyz jest to zaleznosé¢ od trzeciej po-
tegi grubosci blachy. Wynika stad dazenie do stosowania jak najcienszych blach. Obecnie
stosuje sie nawet blachy o grubosci 0,1 mm. Te najciensze stosuje si¢ w urzadzeniach pra-
cujacych przy podwyzszonych czgstotliwosciach w stosunku do czgstotliwosci 50 Hz.

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage, ze nasze wnioski mozemy réwniez rozszerzyé
na urzadzenia pracujace w warunkach przebiegdw niesinusoidalnych czy impulséw. Wy-
starczy pamicta¢, ze praktycznie kazdy przebieg okresowy mozemy przedstawi¢ w postaci
szeregu Fouriera i korzystajac z wyprowadzonych powyzej zaleznosci, przeanalizowaé po-
szczegblne harmoniczne. Zalezno$¢ (11.74) pokazuje, dlaczego stosujemy rdézne zabiegi,



166

ktorych celem jest wyeliminowanie wyzszych harmonicznych w sieciach energetycznych.
Jezeli wymuszenie jest impulsowe, to mozemy podobna analize przeprowadzi¢, stosujac
transformate Fouriera i badajac widmo sygnatu w dziedzinie czestotliwosci.

Wz6r (11.74) zostat wyprowadzony przy zatozeniu a<<1 i pozostaje nam tylko
sprawdzi¢, dla jakich grubosci blach i jakich czestotliwosci mozna byto skorzystac¢ z tego
zatozenia. Warunek, ze ptyta jest cienka mozemy zapisac:

He< |2 (11.75)

UO®

W celu wykonania przyblizonej analizy pordwnamy krytyczne grubosci dla ptyt ferroma-
gnetycznych o przenikalnosci wzglednej s = 10° i przewodnosci og, = 3,2 MS z krytycz-
na gruboscia ptyty miedzianej o przenikalnosci magnetycznej uo i przewodnosci
ocy = 56 MS. Poréwnanie przedstawia tab. 11.1. Krytyczne grubosci ptyt obliczono na pod-
stawie zaleznosci (11.75) przyjmujac

1 . 1
H =|— i1 H = |——.
krCu krFe
TiyO, | Tl e O pe f
Tabela 11.1

f [Hz] 50 500 5000 50-10°
Hocu  [mm] 9,5 3 0,95 0,3
Here  [mm] 1,3 0,4 0,13 0,04

Z tabeli 11.1 wynika, ze dla czestotliwosci rzedu 500 Hz mozna z dobrym przyblize-
niem stosowa¢ zalezno$¢ (11.74). Otrzymane krytyczne grubosci ptyt maja znaczenie bar-
dziej ogolne nizeli wynika z rozwiazania rozkfadu pola magnetycznego w ptycie.

Z rozwazan, ktére przeprowadzili$my w poprzednich rozdziatach wynika, ze prad pty-
nacy w przewodniku generuje pole magnetyczne zaréwno wewnatrz przewodnika jak i na
zewnatrz. Generowane wewnatrz przewodnika pole magnetyczne powoduje indukowanie
gestosci pradu w tym przewodniku. Ta indukowana gestos¢ pradu powoduje powstanie po-
la magnetycznego, ktore zgodnie z reguta Lentza przeciwdziata polu magnetycznemu
przewodnika, powodujac jego zmniejszenie i wypieranie pola magnetycznego oraz gestosci
pradu z wnetrza przewodnika na jego powierzchnie. Praktycznie cata gestos¢ pradu i pole
magnetyczne w przewodniku skupia sie w warstwie 0 grubosci 6 danej wzorem (11.67).
W?z6r ten pozwala nam oceni¢ wykorzystanie przewodu i jak wynika z tab. 11.1 dla wyso-
kich czestotliwosci nie jest celowe stosowanie przewodéw o promieniu wiekszym od war-
tosci podanych w tablicy. Rozktad modutu gestosci pradu w diugim przewodzie miedzia-
nym o przekroju kotowym pokazano na rys. 11.12 i 11.13. Srednica przewodu wynosi 1cm
i 5 cm odpowiednio.

Rozktad modutu gestosci pradu narysowano, przyjmujac na osi odcietych bezwymia-
rowa odlegtos¢ od osi przewodu p = r/R. Jak wynika z przytoczonych wykreséw dla prze-
wodu o $rednicy 1 cm dla czestotliwosci do 500 Hz mozna z dobrym przyblizeniem obli-
czac natezenie pradu w przewodzie podobnie jak dla pradu statego, a wiec zaktadajac stala,
niezalezna od promienia, gestos¢ pradu w przewodniku. Sytuacja ulega istotnej zmianie
w przypadku przewodnika o srednicy 5 cm. Jezeli dla 50 Hz mozna z pewnym przyblize-
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niem przyja¢, ze rozktad jest réwnomierny, to dla wyzszych czestotliwosci nalezy
uwzgledni¢ nierbwnomiernos¢ rozktadu gestosci pradu.

4
3.2
,50
lg(p . 50)] )4
lg(p .500)]
lg(p .5000)| | ¢
——//
0.8
//
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p

Rys. 11.12. Rozktad modutu gestosci pradu w przewodzie o przekroju kotowym.
Srednica przewodu réwna jest 1 cm
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Rys. 11.13. Rozktad modutu gestosci pradu w przewodzie o przekroju kotowym.
Srednica przewodu réwna jest 5 cm

Zjawisko wypierania pradu w kierunku powierzchni przewodu nazywamy efektem na-
skérkowosci. Bardzo wyraznie wida¢ to dla czestotliwosci 5 kHz, dla ktorej w przyblizeniu
caty prad ptynie obszarze 15% promienia, liczac od powierzchni przewodu. Zmiana rozkia-
du gestosci pradu w funkcji czestotliwosci powoduje, ze zmianie ulega rezystancja prze-
wodnika, ktora rosnie wraz ze wzrostem czestotliwosci. Jest to zwiazane z faktem, ze prad
ptynie przez zmniejszony, na skutek zjawiska naskérkowosci, przekréj przewodu.

Jak pokazano powyzej, umieszczenie materiatu przewodzacego w zmiennym w czasie
polu magnetycznym powoduje indukowanie sie praddw wirowych w tym przewodniku
i moze by¢ zrodtem roznych pozytecznych zastosowan, jak rdwniez moze prowadzi¢ do
niekorzystnych efektow. Nie nalezy zapominaé, ze dla pola elektromagnetycznego materia,
z ktorej zbudowany jest cztowiek jest materia przewodzaca o co prawda niewielkiej prze-
wodnosci elektrycznej, ale jednak ciato ludzkie stanowi materiat przewodzacy i zmienne
pole elektromagnetyczne, szczeg6lnie o wysokiej czestotliwosci, moze powodowaé nisz-
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czenie termiczne zywych organizmoéw na skutek indukowanych pradéw wirowych. Mozna
powiedzie¢, ze mamy pewna wiedze na temat oddziatywania pola elektromagnetycznego
0 bardzo wysokiej czestotliwosci, gdyz wystarczy przypomniec sobie efekty przedtuzonego
wystawiania sie na promieniowanie stoneczne, ktore jest niczym innym, jak fala pola elek-
tromagnetycznego. Warto zwrdci¢ uwage na ostrzezenia lekarzy dotyczace raka skory,
wywotywanego wedtug wielu specjalistow przez promieniowanie stoneczne. Jak na organi-
zmy zywe dziata pole elektromagnetyczne o niskich czestotliwosciach, a w szczegdlnosci
0 czestotliwosci przemystowej 50 Hz, posiadamy niewielka wiedze. W wielu laboratoriach
na $wiecie sa prowadzone intensywne badania dotyczace wptywu pdl elektromagnetycz-
nych o niskiej czestotliwosci na organizmy zywe. Z pewnoscia nalezy unika¢ dtugotrwate-
go przebywania w silnych polach elektromagnetycznych, nawet o czestotliwosci przemy-
stowej.



Rozdziat 12

FALE ELEKTROMAGNETYCZNE

Dzigki swemu geniuszowi Maxwell teoretycznie przewidziat istnienie fal elektroma-
gnetycznych. Eksperymentalne potwierdzenie istnienia tych fal przez Hertza zapoczatko-
wato ich wykorzystanie w zastosowaniach praktycznych. Powstaty nowe dziedziny techni-
ki, ktorych dynamiczny rozwdj obserwujemy, a pole elektromagnetyczne znajduje coraz to
nowe zastosowania w réznych dziedzinach dziatalnosci cztowieka. Zakres widma czesto-
tliwosci pola elektromagnetycznego wystepujacy w otaczajacym nas $wiecie jest olbrzymi.
Zakres przedstawia tabela 12.1.

Tabela 12.1
Dhugosc¢ fali w prozni Czestotliwos¢ Obszar Uproszczony
[m] [Hz] zastosowan model matematyczny
>3.10° 0+100 energetyka teoria obwodoéw
. teoria obwodoéw,
>3 <10® radio, obwody o parametrach
telewizja, roztozonych
telefonia -
>0.03 <10© komérkowa mikrofale,

réwnania Maxwella

promieniowanie

> —6 <3. 14 3 .
>10 <3:10 podczerwone réwnania Maxwella
7,6:107+4.107 3,9-10"+7,5.10* $wiatlo widzialne réwnania Maxwella
>107° <10 nadfiolet réwnania Maxwella

-12 20 promieniowanie . .
>10 <10 rentgenowskie réwnania Maxwella
>10™" <10% promieniowanie y réwnania Maxwella

W ostatniej kolumnie tabeli 12.1 podano najczesciej stosowane modele matematyczne
w podanych zakresach czgstotliwosci. Nie oznacza to, ze réwnania Maxwella nie opisuja
zjawisk zachodzacych w tym zakresie widma fal elektromagnetycznych. Jedynym celem
byto pokazanie, ze w podanych zakresach udato si¢ zbudowac proste modele pozwalajace
z zadowalajaca doktadnoscia dokona¢ opisu zjawisk zachodzacych w urzadzeniach elek-
trycznych.

W poprzednim rozdziale omawiano model quasi stacjonarny pola elektromagnetycz-
nego, ktory w pewnych, praktycznie waznych przypadkach, nalezy zastosowaé¢ w postaci
réwnan czastkowych, dla uzyskania opisu pola elektromagnetycznego nawet dla bardzo ni-
skich czestotliwosci. Podobna sytuacja wystepuje w przypadku obliczen pola elektroma-
gnetycznego.

W celu zapoznania si¢ z elementarnymi zjawiskami zwiazanymi z propagacja fal elek-
tromagnetycznych rozwazymy rozwiazanie rownan Maxwella w prézni, przy zalozeniu nie
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wystepowania zrodet, co oznacza przyjecie p=0 i j =0 i ukfad rdwnan Maxwella przyj-
muje postac:

rotk = —a—B
ot
1 oE
rotB " (12.1)
divE=0
divB=0
gdzie
1
c= (12.2)

Vo€

jest predkoscia $wiatta w prozni. Rozpatrzymy propagacje fal w ukladzie wsp6trzednych
prostokatnych, przyjmujac, ze skltadowe pola elektromagnetycznego sa jedynie funkcjami
czasu t i zmiennej przestrzennej z, a wigc natezenie pola elektrycznego E(zt) ma sktadowe
Ezt), El(zt), E{zt) i wektor indukcji magnetycznej B(zt) ma sktadowe B,(zt), By(zt),
B,(zt). Z réwnan zawierajacych dywergencje otrzymujemy:

aaEZ o

. z (12.3)
B, o,

0z

Jedynym mozliwym rozwiazaniem ukfadu réwnan (12.3) jest niezaleznos¢ sktadowych E,
wektora natezenia pola elektrycznego i B, wektora indukcji magnetycznej od zmiennej z
Ten wynik oznacza, ze w calej przestrzeni sktadowa na 0s$ z pola elektromagnetycznego jest
stata niezalezna od z Mozna powiedzie¢, ze nie jest to interesujace nas rozwiazanie i przyj-
mujemy E, =0, B,=0. Pole elektromagnetyczne ma tylko skltadowe w ptaszczyznie x, y.
Takie pole nazywamy polem ptaskim. Po przyjeciu zerowania si¢ sktadowych na o$ z pola
elektromagnetycznego mozemy przesta¢ zajmowac sig¢ réwnaniami zwierajacymi dywer-
gencje, gdyz sa one przy przyjetych zatozeniach spetnione. Dalsze wnioski otrzymamy
z pierwszych dwoch rownan Maxwella (12.1). Po ich rozpisaniu na poszczego6lne osie ukia-
du wspdtrzednych, przy uwzglednieniu zerowania sie sktadowych na 0§ z, mamy:

oE, _ 9B,

oz ot

oE, __aBy

oz ot

(12.4)

9By _ 10§,

0z ¢c? ot

9B, _ 1 JE,

9z ¢? ot
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Rdzniczkujac pierwsze z réwnan ukfadu (12.4) wzglgdem z, a czwarte wzgledem t,
mozemy wyeliminowa¢ indukcje magnetyczna. Podobnie mozemy wyeliminowa¢ indukcje
magnetyczna z trzeciego i drugiego réwnania, otrzymujac:

J9°E, _ 1 0%E,

P 2 T2 8’[2

azz ¢ e, (12.5)
1

2 8t2 '

Dokonujac eliminacji natezenia pola elektrycznego, w podobny sposéb, otrzymujemy iden-
tyczne réwnania dotyczace sktadowych indukcji magnetycznej:

9°B, 1 9°B,

022 c? ot? 196

0°B 1 0° B, (129
y =

0z c? at?

Otrzymane przez nas réwnania sa nazywane rownaniami falowymi. Korzystajac z podsta-
wowej wiasnosci rownan rézniczkowych stwierdzajacej, ze to samo réwnanie ma to samo
rozwiazanie, niezaleznie jak nazywa sie zmienna niezalezna, wystarczy znalez¢ rozwiaza-
nie jednego z réwnan (12.5), (12.6). Dla oszczednosci zapisu napiszemy ogdlng posta¢ jed-
nowymiarowego réwnania falowego w postaci:

9°f _ 1 9°f
0z c¢? ot?
gdzie funkcja f(zt) jest jedna ze sktadowych wystepujacych w réwnaniach (12.5), (12.6).

W celu znalezienia og6lnego rozwiazania réwnania (12.7) dokonamy zamiany zmiennych
podstawiajac:

(12.7)

n=z-ct

E=z+ct

Obliczajac pochodne w nowych zmiennych mamy:
a_f afan df 9& a_f of b 877 1i £=1;

dz Jn 0z af 0z on of' 0z

02 f a(afj a[af afjan a(af afjag 90%f _ 0%f  9%f
= + + + 2 +

97 d9z\az) an\on 9 )az 9&\an o)z on?  “omié g2’
A Gon A A on 0
ot dn ot 9& ot on o9&’ ot

of aJn

9% f a[af) o(of of Yoz _o(of of Yoz ,9°f , 9%f L, 9%f
—_—= =C— =C —-2C +cC
& a7

o atlat) “anlog om)an og & o o o
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Podstawiajac pochodne obliczone w nowych zmiennych do réwnania (12.7) po wykonaniu
redukcji, otrzymujemy:

o2 f
=0 12.8
0 (12.8)
Ogolne rozwiazania réwnania (12.8) ma postac:
f(#.8) = h(n) + 9(9) (12.9)

gdzie h(r) i g(¢) dowolne dwukrotnie rézniczkowalne funkcje odpowiednio zmiennej 7 i &
Posta¢ funkcji h i g wyznacza sie¢ na podstawie odpowiednich warunkéw brzegowych i po-
czatkowych. Dla przedyskutowania ogdlnych wiasnosci rozwiazania réwnania falowego
nie musimy zna¢ konkretnej postaci funkcji h i g, dlatego nie bedziemy rozpatrywac tych
warunkow.

Wracajac do zmiennych z, t, otrzymujemy rozwiazanie réwnania falowego w postaci:

f(zt) = h(z-ct) + g(z + ct) (12.10)

Przeprowadzimy analize obu sktadnikéw rozwiazania rozpatrujac funkcje r(x) zdefiniowa-
na wzorem:

T
r(x) = cos(E xj dla xe[-1]] (12.11)
0 dla xe[-1]]

ktéry przedstawia impuls w postaci potowy cosinusoidy w przedziale [-1,1]. Analizujac
pierwszy skiadnik dla h(z- ct) = r(z- ct), uzyskuje si¢ wykres funkcji h(z- ct) dla réznych
chwil czasowych przedstawiony na rys. 12.1. Z przedstawionego obrazu funkcji h(z- ct)
wynika, ze impuls, ktéry w chwili t=0 znajdowat si¢ na odcinku [-1,1] w nastgpnych
chwilach czasowych ulega przemieszczeniu w kierunku rosnacych z. Predkos¢ przemiesz-
czania sie obrazu mozemy wyznaczy¢, obliczajac pochodna po czasie ze statej wartosci ar-
gumentu, czyli:

d
—(z—ct) = const
dt( )

i po zrézniczkowaniu obu stron réwnosci znajdujemy, ze impuls przemieszcza sie z pred-
koscia:
dz
™ c (12.12)
w kierunku wzrostu wspotrzednej z
Pierwszy skiadnik rozwiazania (12.10) réwnania falowego opisuje falg wedrujaca
w kierunku rosnacych z z predkoscia c. Bedziemy te falg oznaczali indeksem ,,+” i nazywa-
li fala wspothiezna lub padajaca.
Drugi sktadnik po przyjeciu g(z + ct) = r(z + ct) dla roznych chwil czasowych przed-
stawiono na rysunku 12.2.
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Rys. 12.1 Obraz impulsu h(z— ct) dla réznych chwil czasowych

. VAV =0
O Y ARV B Y AR
ez A O WY DL U
— v

Rys. 12.2. Obraz impulsu g(z + ct) dla réznych chwil czasowych

Rozwiazanie reprezentowane przez sktadnik zalezny od argumentu z + ct reprezentuje
fale poruszajaca sie w kierunku malejacych z Predko$¢ przemieszczania sie znajdujemy,
rézniczkujac po czasie rownanie:

Z+ ct = const.
stad
dz
—=—C 12.13
o (12.13)
Fale o argumencie z+ ct bedziemy oznaczali indeksem ,—" i nazywali fala przeciwbiezna

badZ odbita.
Korzystajac z otrzymanego rozwiazania rdwnania falowego (12.10), zapiszemy roz-
wigzanie rdwnania (12.5) dla pola elektrycznego w postaci:

E,(zt)=E,, (z-ct)+E,_(z+ct)

(12.14)
E,(zt)=E,, (z-ct)+E,_(z+ct)
i podobnie rozwiazania rownan (12.6) dla indukcji magnetycznej:
B,(zt)=B,, (z-ct)+B, (z+ct)
(12.15)

By(z,t) = By+(z—ct)+ By_(z+ct)
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Jednak funkcje Ex, Ey+, Ex i E,- oraz funkcje By., By+, B« i By nie moga by¢ wybrane
catkowicie niezaleznie od siebie, gdyz musza spetnia¢ rownania Maxwella (12.4). Dla
okreslenia warunkow, jakie musza spetnia¢ funkcje opisujace pole elektryczne i magne-
tyczne, najwygodniej jest zapisa¢ poszczegolne funkcje w zaleznosci od argumentéw 7, &,
co utatwia obliczenie pochodnych. Z pierwszego z réwnan (12.4) wynikaja zwiazki:

JE, 9B,
9z ot
J an . é‘
%[EW ) +E, OIS+ : 2, +E, Ol
_9 o, 9 af
=57 B +B. B (O1L+ 37 B+ B @5
dE,, (17) .\ dE, () _ 9B, () OE, ()
dn dé dn dé

Poréwnujac ze soba wielkosci dla tych samych argumentéw, po wykonaniu catkowania,
otrzymujemy zwiazki, jakie musza spetnia¢ sktadowe pola elektromagnetycznego:

Ey+ = _CBx+
(12.16)
Ey_ =cB, _
Podobnie na mocy drugiego z rownan (12.4) otrzymujemy:
EX+ = CBy+
(12.17)
E. =—cB,_

Warto zwréci¢ uwage, ze czesto zamiast wektora indukcji magnetycznej stosuje si¢ opis za
pomoca wektora natezenia pola magnetycznego. Biorac pod uwage, ze dla prézni zachodzi

B = uoH (12.18)
réwnania (12.16) i (12.17), zapisujemy w postaci:
Ey+ =1 H X+
Ey_ =z;H,_
(12.19)
Ex+ = Zf H y+
E, =-z;H y-
gdzie
_ |
z; = |[—=377Q (11.20)
&

jest nazywana impedancja falowa prézni.
Na podstawie réwnan (12.14)+(12.17) mozemy sobie wyobrazi¢, jak propaguje si¢
ptaska fala elektromagnetyczna. Fala przemieszcza si¢ w kierunku osi z, a pole elektroma-
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gnetyczne ma skladowe w ptaszczyznie x, y prostopadtej do kierunku propagacji. W czasie
procesu propagacji nastepuje wymiana energii miedzy polem elektrycznym i prostopadtym
do niego polem magnetycznym. W osrodku bezstratnym, jakim jest proznia lub niezjoni-
zowane gazy, fale elektromagnetyczne nie ulegaja odksztatceniu (rys. 12.1), (12.2).

Taka fale, w ktdrej sktadowe pola elektromagnetycznego sa prostopadte do kierunku
propagacji, nazywamy fala poprzeczna i czesto oznaczamy skrotem TEM (ang. Transverse
ElectroMagnetic).

Moze si¢ wydawac, ze przyjety przez nas model jest modelem czysto teoretycznym
nieistniejacym w realnym $wiecie. Nie jest to jednak catkowicie prawdziwe, gdyz w dosta-
tecznie duzej odlegtosci od zrodta pola praktycznie wszystkie obserwowane przez nas fale
sa falami ptaskimi dobrze opisywanymi przez przedstawiony model, w szczeg6lnosci taka
fala jest $wiatto stoneczne czy sygnat telekomunikacyjny z oddalonej anteny.
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