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$rednica zbioru X w metryce d, strona 12

metryka skojarzeniowa dla drzew ukorzenionych, def. 3.3,
strona 41.

metoda konstrukcji drzew filogenetycznych wykorzystujaca
kryterium najwiekszej wiarygodnosci, strona 7.

metryka skojarzeniowa dla drzew nieukorzenionych, def. 3.2,
strona 40.

sasiedztwo punktu x € X w zbiorze X z metryka d, strona
12.

zbior punktéw z X w odlegloéci dokladnie § od z € X,
strona 12.

metryka weztowa dla drzew nieukorzenionych, def. 2.4, stro-
na 24.

metoda konstrukcji drzew filogenetycznych nazywana meto-
da przytaczania sasiada, strona 6.

operacja edycyjna Nearest Neighbour Interchange, strona 26.
metryka Sciezkowa, def. 2.3, strona 23.

metryka kwartetowa, def. 2.6, strona 25.

metryka Robinsona-Fouldsa dla drzew nieukorzenionych,
def. 2.1, strona 22.

metryka Robinsona-Fouldsa dla drzew ukorzenionych, def.
2.2, strona 23.

rodziny ukorzenionych drzew filogenetycznych nad zbiorami
lisci odpowiednio L i {1,...,n}.



vi Wykaz skrétow i oznaczen

RB | RB rodziny ukorzenionych drzew filogenetycznych binarnych
nad zbiorami lici odpowiednio L i {1,...,n}.

SN metryka wezlowa dla drzew ukorzenionych z norma L2, def.
2.5, strona 25.

SPR operacja edycyjna Subtree Prune and Regraft, strona 27.

TBR operacja edycyjna Tree Bisection and Reconnection, strona
29.

TT metryka tripletowa, def. 2.7, strona 26.

Ur, Uy rodziny nieukorzenionych drzew filogenetycznych nad zbio-
rami lisci odpowiednio L i {1,...,n}.

UuB  upB rodziny nieukorzenionych drzew filogenetycznych binarnych
nad zbiorami lici odpowiednio L i {1,...,n}.

UM model generacji losowych drzew filogenetycznych, w ktérym
prawdopodobienstwo powstania kazdego drzewa jest jedna-
kowe, strona 103.

YM model Yule’a generacji losowych drzew filogenetycznych,

strona 103.



1 Wprowadzenie

Tematyka niniejszej pracy miesci sie w przedmiocie badan wzglednie no-
wej dziedziny nauki jaka jest bioinformatyka. Istnieje wiele definicji tej
dyscypliny. Ponizej przytoczony jest jeden z wariantéw [60]:

, Bioinformatyka jest interdyscyplinarng dziedzing nauki obejmujgcg wy-
korzystanie metod obliczeniowych do badania danych biologicznych”

Scislej méwiac, rozwazania zaprezentowane w pracy dotyczg filogene-
tyki, nauki wchodzacej w sktad dyscypliny zwanej ewolucjg molekularna.
Ewolucja molekularna jest Scisle zwiazana z bioinformatyka. Za jej naro-
dziny jako nowej dziedziny nauki uznaje si¢ czasami opublikowanie artyku-
tu [117] Zauckerkandla i Paulinga w 1965 roku, gdzie po raz pierwszy wy-
korzystano sekwencje biatek do konstrukeji drzewa filogenetycznego [60].
Warto zaznaczy¢, ze rowniez w 1965 roku sformutowano prawo Moore’a
[77], a komputery zaczely odgrywaé istotna role w badaniach naukowych.

1.1 Istota filogenetyki

Filogenetyka jest nauka o relacjach ewolucyjnych. Celem analizy filogene-
tycznej jest wysuwanie wnioskow na temat tych relacji lub ich szacowanie
[11]. Historia ewolucyjna, odtwarzana dzieki analizie filogenetycznej, na
ogot przedstawiana jest w postaci diagraméw przypominajacych drzewa,
okredlanych jako drzewa filogenetyczne. Obiekty te obrazuja ewolucyjne
relacje podobienstwa pomiedzy gatunkami. Liscie drzewa filogenetyczne-
go odpowiadaja istniejacym gatunkom, pozostate wierzchotki reprezentuja
ich hipotetycznych przodkéw (rysunki 1.1, 1.2, 1.3). Dodatkowo, w przy-
padku drzew ukorzenionych jeden z wierzchotkow niebedacy lisciem jest
wyrézniony jako korzen i reprezentuje wspolnego przodka wszystkich ga-
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tunkéw z analizowanej grupy. Na ogdt w procesie analizy filogenetycznej
gatunki reprezentowane sa przez sekwencje aminokwasow (biatka) lub nu-
kleotydow (DNA).

1.2 Metody tworzenia drzew filogenetycznych

Istnieje wiele metod konstrukcji drzew filogenetycznych, np. metody od-
legtosciowe, parsymonii, najwiekszej wiarygodnosci lub metody bayesow-
skie (por. [49]). Ponizej przedstawiona zostanie ich kréotka charakterysty-
ka. W wigkszosci metod niezbedna jest umiejetno$¢ wyznaczenia odlegto-
sci ewolucyjnych pomiedzy sekwencjami lub ocena wiarygodnosci danego
drzewa filogenetycznego. Aby moc ilosciowo okredli¢ te wartosci, wprowa-
dza sie rézne modele substytucji okreslajace koszt zwigzany z podstawie-
niem danego elementu sekwencji przez inny. Wyboér modelu podstawien
wplywa na ksztalt tworzonego drzewa.

1.2.1 Metody odlegtosciowe

W odleglosciowych metodach filogenetycznych w pierwszym kroku od-
powiedniego algorytmu wyznaczana jest macierz odlegtosci ewolucyjnych
(wedtug wybranego modelu substytucji) dla kazdej pary sekwencji z ana-
lizowanego zbioru. Posiadajac wyznaczong w ten sposoéb macierz mozna
przystapi¢ od budowy drzewa filogenetycznego na wiele sposobéw. Wspdl-
nym celem wszystkich algorytméw odlegtosciowych jest konstrukcja drze-
wa posiadajacego dodatnie wagi na krawedziach, ktére najlepiej odzwier-
ciedla odlegltosci zawarte w macierzy, czyli takiego by dla dowolnych dwdch
gatunkow ich odlegtos¢ liczona wzdtuz Sciezki taczacej je w drzewie byta
w przyblizeniu réwna odpowiedniej wartosci w macierzy.

Najprostszym algorytmem stosowanym w tym celu jest metoda srednich
potaczan (UPGMA), ktérej idea polega na hierarchicznej analizie skupisk
sekwencji (klastrow) przy zatozeniu statego tempa ewolucji réznych orga-
nizméw (tzw. hipoteza zegara molekularnego). W pierwszym kroku tego
algorytmu taczone sa skupiska zawierajace najblizej spokrewnione ewolu-
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RYSUNEK 1.1: Drzewo filogenetyczne wirusa $winskiej grypy A(HIN1) zbudo-
wane na podstawie 42 sekwencji biatkowych hemaglutyniny wyizolo-
wanych w latach 1990-2009 [100].
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RYSUNEK 1.2: Przyklad drzewa filogenetycznego roslin ladowych [68].
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RYSUNEK 1.3: Drzewo filogenetyczne wybranych gatunkéw zab [75].

cyjnie sekwencje. W nastepnym kroku obliczana jest odlegto$¢ nowo utwo-
rzonego klastra od pozostatych i ponownie dwa najblizsze klastry taczone
sg w nowe skupisko. Procedura ta powtarzana jest do momentu otrzy-
mania jednego skupiska. W UPGMA odlegto$é¢ pomiedzy dwoma skupi-
skami definiuje sie jako $rednig odlegto$é¢ ewolucyjng miedzy sekwencjami
z jednego i drugiego skupiska. Poniewaz hipoteza zegara molekularnego
jest rzadko spelniona dla rzeczywistych sekwencji, metoda UPGMA cze-
sto daje btedne wyniki. Drzewa konstruowane przy uzyciu UPGMA sg
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ukorzenione.

Kolejnym algorytmem z tej grupy jest metoda przytaczania sgsiada
(NJ), w ktérej drzewa sa konstruowane przy zalozeniu addytywnosci ma-
cierzy wejsciowej. Macierz odlegtosci jest addytywna, jesli mozliwe jest
wyznaczenie dla niej drzewa, w ktérym sumaryczna waga krawedzi tacza-
cych dwa dowolne gatunki jest rowna odlegtosci ewolucyjnej miedzy tymi
gatunkami. Jesli wejSciowa macierz jest addytywna, to metoda NJ gwa-
rantuje wyznaczenie dla niej poprawnego drzewa. W rzeczywistosci jednak
macierze odlegtosci nie sg doktadnie addytywne, stad drzewa skonstruowa-
ne ta metoda maja przyblizony charakter. Metoda NJ konstruuje drzewa
nieukorzenione.

1.2.2 Metoda parsymonii

Metoda parsymonii (MP), inaczej oszczednosci, stanowi kryterium opty-
malizacyjne opierajace si¢ na zasadzie, ze najlepsze rozwiazanie jest naj-
prostsze. W odniesieniu do zbioru sekwencji kryterium parsymonii umoz-
liwia wyznaczenie drzew, ktére opisuja zmiennos$¢ sekwencji za pomoca
najmniejszej mozliwej liczby podstawienn. W modelu parsymonii z gatun-
kami sg skojarzone zbiory cech. Kazda cecha ma okreslong liczbe stanow.
Dany gatunek jest reprezentowany za pomoca wektora zawierajacego war-
tosci stanow przyjetych przez kazda z cech. Zamiana stanu cechy wzdtuz
pewnej krawedzi drzewa odpowiada zmianie ewolucyjnej. Problem wyzna-
czenia topologii drzewa, ktére minimalizuje catkowita liczbe zmian stanow
wzdhuz swoich krawedzi, jest w ogélnosci NP-trudny, nawet gdy wszystkie
cechy posiadaja tylko dwa stany [41]. Istnieje jednak wiele algorytméw
heurystycznych dla MP. Istotny jest fakt, ze metoda MP prowadzi do
konstrukcji nie jednego drzewa, lecz zbioru drzew o jednakowej wartosci
funkcji jakosci.

1.2.3 Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Na podstawie przyjetego modelu ewolucji sekwencji dla danego drzewa
mozna obliczy¢ jego wiarygodnosé, czyli prawdopodobienstwo, ze para-
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metry tego drzewa opisuja ewolucyjne zwiagzki miedzy poszczegdlnymi se-
kwencjami. Istota metody wykorzystujacej kryterium najwigkszej wiary-
godnoéci (ang. Maximum Likelihood, ML) sprowadza sie do wyboru takie-
go drzewa, dla ktérego wiarygodnos¢ bedzie najwieksza. Jednak podobnie
jak w przypadku metody parsymonii, znalezienie najbardziej wiarygodne-
go drzewa jest problemem NP-trudnym [35]. W praktyce w celu imple-
mentacji idei ML z powodzeniem stosuje si¢ algorytmy heurystyczne.

1.2.4 Metody bayesowskie

Idea metod bayesowskich polega na przeszukiwaniu przestrzeni drzew fi-
logenetycznych, podobnie jak w przypadku ML, lecz przy uzyciu innego
kryterium optymalizacji. Celem jest tu znalezienie drzewa 7', ktére mak-
symalizuje prawdopodobienistwo warunkowe Pr(T'|D), gdzie D odpowiada
zdarzeniu polegajacemu na pojawieniu si¢ analizowanego zbioru sekwencji.
W praktyce do wyznaczenia prawdopodobienstwa a posteriori wykorzy-
stuje sie metode Monte Carlo dla tancuchéw Markowa (MCMC). Metoda
MCMC umozliwia wygenerowanie zbioru drzew, w ktérym czestosé wy-
stepowania drzewa o okreslonej topologii jest proporcjonalna do wartosci
Pr(T'|D). Podobnie jak w przypadku MP produktem metod bayesowskich
sg zbiory drzew.

1.3 Zastosowania

Gtéwnym celem tworzenia drzew filogenetycznych jest poznanie i zrozu-
mienie historii ewolucji badanej grupy organizméw. Drzewa filogenetyczne
sg jednak rowniez wykorzystywane w biologii do innych celéw, np. znajo-
mos¢ procesu ewolucji wirusa HIV moze by¢ wykorzystana do przewidy-
wania jego reakcji na szczepionki lub nowe leki [91]. Wirus HIV charak-
teryzuje sie duza zmienno$cia, co oznacza, ze wirusy nawet tego samego
szczepu pochodzace od innych gospodarzy moga posiadaé istotnie rozne
genomy. W konsekwencji potencjalna szczepionka otrzymana na podsta-
wie jednego materiatu genetycznego moze nie by¢ skuteczna w przypadku
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wirusow o innych genomach. Techniki filogenetyczne pozwalaja jednak na
znalezienie wspolnego przodka dla danej grupy wiruséw, mogacego by¢
lepszym kandydatem do projektowania szczepionki [53, 80]. Warto zauwa-
zy¢, ze stosunkowo niedawne badania (z 2010 roku) ewolucji wirusa HIV,
przeprowadzone réwniez za pomoca technik filogenetycznych, ujawnity ist-
nienie zwigzku miedzy genotypem wirusa a czasem trwania rozwoju infek-
cji w jej ostateczne stadium — AIDS [4]. Fakt ten stanowi istotny krok
zblizajacy badaczy do pelnego zrozumienia patogenezy wirusa HIV [4].

Ztozonos¢ zagadnienia rekonstrukcji nie pozwala jednak ciagle na wyto-
nienie lub okreslenie danej metody jako optymalnej, stad tez nadal rozwija-
ne i testowane sa nowe podejscia i implementacje (np. aplikacja FastTree2
[89]), opierajace sie czesto w swojej idei na wspominanych klasycznych
algorytmach. Poniewaz istnieje wiele metod i czesto zdarza sie, ze zwra-
caja one rozne drzewa dla tych samych danych wejsciowych, pojawia sie
potrzeba ilosciowego okreslenia podobienstwa réznych drzew obrazujacych
historie ewolucji tej samej grupy gatunkéw. Naturalnym rozwigzaniem jest
zdefiniowanie metryki w zbiorze wszystkich mozliwych drzew filogenetycz-
nych dla danego zbioru gatunkéw (lisci). Stad tez wynika jedno z pod-
stawowych zastosowan metryk filogenetycznych w biologii obliczeniowej
— ilosciowe okreslanie i poréwnywanie doktadnosci metod rekonstrukceji
(70, 109]. Warto tu réwniez wspomnieé¢ pozycje [84], bedaca jedna z pierw-
szych prac prezentujacych zastosowanie metryk filogenetycznych, w ktérej
autorzy na podstawie poréwnywania drzew filogenetycznych otrzymanych
z analizy sekwencji 5 biatek dla 11 gatunkéw metodami dystansowymi
potwierdzaja poprawnos¢ tez teorii ewolucji.

Niektére z metod rekonstrukeji (np. jedna z bardziej popularnych —
metoda bayesowska) nie wyznaczaja jednego drzewa, lecz zbiory drzew.
W takim przypadku, w celu uzyskania biologicznie istotnych informacji,
wykonuje sie kolejne fazy przetwarzania. Istnieje wiele metod ekstrakcji
wspolnej informacji reprezentowanej przez otrzymany zbior drzew, po-
legajacych w gtéwnej mierze na tworzeniu jednego drzewa konsensusu.
W ostatniej dekadzie rozwinety sie réowniez inne metody analizy wspo-
mnianych zbiorow, u podstaw ktorych leza metryki, tj. metody wyko-
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rzystujace klasteryzacje zbioru drzew [107] oraz metody wizualizacji tej
przestrzeni [62]. Szczegblowy przeglad zastosowan metryk w biologii jest
przedstawiony w [85]. Umiejetnosé ilosciowego okreslania podobieristwa
drzew filogenetycznych okazuje sie réwniez nieodzowna przy przeszukiwa-
niu filogenetycznych baz danych (np. bazy TreeBASE) [111].

Zarowno drzewa filogenetyczne jak i metody ich poréwnywania okazu-
ja sie bardzo przydatne takze w innych dziedzinach nauki niezwigzanych
z biologia. Techniki filogenetyczne znalazty zastosowanie w gatezi informa-
tyki zajmujacej sie badaniem i rozpoznawaniem wiruséw komputerowych
[67]. Metryki filogenetyczne moga stuzy¢ réwniez do poréwnywania hierar-
chicznych klasteryzacji, pojawiajacych si¢ np. przy analizie danych z baz
czasteczek zwiazkéw chemicznych [93]. W konicu metody i metryki filoge-
netyczne okazuja sie by¢ wygodnymi narzedziami w badaniach zwigzanych
z lingwistyka i historig literatury, np. w [9] skonstruowano drzewo filoge-
netyczne obrazujace zwiazki miedzy 58 zachowanymi wersjami fragmentu
»Opowiesci kanterberyjskich” (ang. ,The Canterbury Tales”), na podsta-
wie ktorego potwierdzono przypuszczenia, ze oryginalne dzieto mogto ni-
gdy nie by¢ kompletne i istnie¢ wytacznie w wersji roboczej (zwierajacej
notatki, komentarze i przypisy autora). W [86, 87] wspomniane metody
pozwolily natomiast na konstrukcje i analizy drzew ewolucji jezykow.

Teza pracy

Istnieje ogolna, efektywna obliczeniowo metoda konstrukcji metryk w zbio-
rze drzew filogenetycznych, wykorzystujgca wazone skojarzenia w grafach
dwudzielnych, ktora umoZzliwia definiowanie odlegtosci o intuicyjnych i po-
zgdanych wlasnosciach.






2 Definicje i pojecia podstawowe

Podstawowe pojecia i oznaczenia matematyczne przyjete w pracy sa zgod-
ne z powszechnie stosowanym standardem (por. [92]):

e () — zbiér pusty,

e |A| — liczba elementéw zbioru A,

e Ax B={(a,b):a€ Abe B} — iloczyn kartezjanski zbioréw,
o f: A— B — funkcja ze zbioru A w B.

Roznica symetryczna zbiorow A, B jest oznaczona w pracy przez A® B,
tj. A® B=(A\ B)U(B\ A). Dla zbioru A zbiér 24 = {B: B C A} jest
rodzing wszystkich podzbiorow A.

Zasadnicze znaczenie dla rozwazan prowadzonych w kolejnych rozdzia-
tach maja pojecia metryki i przestrzeni metrycznej. Niech X bedzie danym
zbiorem. Funkcja d : X x X — Ry jest metrykg w X wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnia ponizsze warunki:

1. dla kazdego x,y € X zachodzi d(z,y) =0< = =y,
2. dla kazdego x,y € X jest spelnione d(z,y) = d(y,z) — symetria,

3. dla kazdego x,y, 2z € X prawdziwa jest zalezno$¢ d(x,y) + d(y, z) >
d(x, z) — nierownosé trojkata.

Pare (X, d), gdzie d jest metryka w X, nazywamy przestrzeniq metryczng.
Wartosé metryki d dla pary punktéow x,y € X jest okreslana jako ich
odleglosc.
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Pod pojeciem sgsiadéow w przestrzeni metrycznej bedziemy rozumiec
dwa elementy tej przestrzeni znajdujace si¢ wzgledem siebie w najmniej-
szej mozliwej dodatniej odleglosci. Sgsiedztwem punktu x € X w prze-
strzeni metrycznej (X, d) jest zbior Ny(x) wszystkich elementéow X, ktore
sa sasiadami z. Dodatkowo niech Ny(z,d) = {y € X : d(x,y) = §} bedzie
zbiorem punktéw z X w odlegtosci doktadnie 6 od x.

Srednicg Ag(X) zbioru X w metryce d nazywamy maksymalng mozliwa,
odlegtos¢ pomiedzy dwoma elementami zbioru X.

2.1 Podstawowe pojecia teorii grafow

Podstawowe pojecia i oznaczenia z zakresu teorii graféw uzywane w pracy
sa zgodne z powszechnie przyjeta terminologia proponowana np. w [112].

Przez G = (V, E) bedziemy oznaczaé graf prosty (tj. bez petli i kra-
wedzi wielokrotnych) o zbiorze wierzcholkéw V' i zbiorze krawedzi E. Kra-
wedZ miedzy dwoma wierzchotkami u,v € V reprezentowana jest jako
dwuelementowy zbiér {u,v}. Jesli w grafie istnieje krawedz {u,v}, to
wierzchotki u, v sa sgsiadami; oraz krawedz ta jest incydentna do u i v.
Dla grafu G symbolem V(G) bedziemy oznaczaé zbior jego wierzchol-
kéw, za$ symbolem F(G) jego zbiér krawedzi. Liczbe wierzcholtkéw gra-
fu G oznaczamy jako n(G), za$ liczbe krawedzi jako m(G). Dla wierz-
chotka v € V jego stopien deg,(v) w G jest zdefiniowany jako liczba
krawedzi w E incydentnych z v; minimalny stopien wierzchotka w gra-
fie G oznaczamy przez 0(G) = minyey(¢) degq(v), zas maksymalny przez
A(G) = maxyey(g) degg(v) (por. rysunek 2.1).

Marszrutg o dtugosci k£ — 1 w grafie nazywamy sekwencje wierzchotkdw
(v1,v9,...,0;), taka ze {v;,v; 1} € Edlai=1,... k— 1. Marszruta za-
mknieta to marszruta konczaca sie w punkcie wyjscia, czyli taka, w ktorej
v, = vg. Cykl to marszruta zamknieta, w ktorej jedynym powtarzajacym
sie wierzchotkiem jest jej poczatek (bedacy réwniez jej koncem). Mar-
szruta bez powtarzajacych sie wierzchotkéw nazywana jest $ciezkqg. Dla
dowolnej pary wierzchotkéw u,v € V odlegtosé distg{u,v} pomiedzy u
i v jest rowna dlugosci najkrotszej sciezki w G taczacej u i v lub oo, jesli
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Sciezka taczaca te wierzchotki nie istnieje.

Graf nazywamy spdjnym, jesli dla kazdej pary wierzchotkéw istnieje tg-
czaca je Sciezka. Drzewem nazywamy graf spojny bez cykli. Wierzchotki
drzewa posiadajace stopien rowny 1 sa okreslane jako liscie. Graf G na-
zywamy dwudzielnym, jesli jego zbiér wierzchotkéw V' mozna rozdzielié
na dwa roztaczne podzbiory (partycje) Vi, Vs, takie ze Vi U Vo =V oraz
wszystkie krawedzie G posiadajg jeden wierzchotek w zbiorze Vi, a drugi
w Vo (rysunek 2.1). Graf dwudzielny G o partycjach Vi i V, bedziemy tez
oznaczaé jako trojke G = (Vi, Vs, E). Graf dwudzielny G = (Vi, Vs, E),
gdzie ny = |Vi|, ny = |Va|, nazywamy pelnym grafem dwudzielnym i ozna-
czamy przez K, »,, jesli kazdy wierzcholek z jednej partycji potaczony
jest krawedzia z kazdym z wierzchotkow drugiej partycji.

Vv,

V3 i
Vi Vy Vi

Vs

G, G,

RYSUNEK 2.1: Dla grafu G zachodzi: n(G1) = 5, m(Gy) = 6, degg, (v3) = 3,
0(G1) =1, A(Gy) = 3, distg, {v1, v3} = 2. Graf G2 jest grafem dwu-
dzielnym, w ktérym wyrdznione krawedzie tworzg doskonale skoja-

rzenie.

Definicja 2.1. Skojarzeniem w grafie G = (V, F) nazywamy dowolny
niezalezny zbior krawedzi M C E| tzn. taki, ze dla dowolnych e # f € M
krawedzie e i f nie maja wspdlnego wierzchotka (por. rysunek 2.1).

Skojarzenie jest doskonale jesli pokrywa wszystkie wierzchotki grafu. Je-
sli z krawedziami grafu G zwiazemy funkcje wagowa w : E' — R, to naj-
lZejsze doskonate skojarzenie definiowane jest jako doskonale skojarzenie
0 najmniejszej mozliwej sumie wag krawedzi. Mimo ze ilos¢ doskonatych
skojarzen w grafie dwudzielnym G = (Vi, Va, E), |Vi| = |V2| moze wyno-
si¢ nawet | V1!, wyznaczenie najlzejszego doskonatego skojarzenia moze by¢
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dokonane efektywnie w czasie wielomianowym, np. za pomoca algorytméow

o ztozonosci wynoszacej O(|E|/|V]log(|V|max.cgw(e)) [52, 83].

2.2 Podstawowe pojecia z zakresu filogenetyki

2.2.1 Drzewa filogenetyczne

Definicja 2.2. Nieukorzenione drzewo filogenetyczne T nad zbiorem ga-
tunkow L jest drzewem bez wierzchotkow stopnia 2, ktorego liscie poety-
kietowane sa wzajemnie jednoznacznie elementami zbioru L, a pozostate
wierzchotki zwane wewnetrznymi nie posiadaja etykiet. Nieukorzenione
drzewo filogenetyczne nazywamy binarnym, jesli dodatkowo wszystkie je-
go wierzchotki wewnetrzne posiadaja stopien rowny 3.

Dla uproszczenia w pracy utozsamia sie zbiér L etykiet drzewa T' z jego
li$¢émi, tj. L C V(7). Liscie reprezentuja gatunki wspodlczesne, natomiast
wierzchotki wewnetrzne odpowiadaja ich przodkom. Drzewo nieukorzenio-
ne stanowi zatem graficzng ilustracje relacji pokrewienstwa.

Definicja 2.3. Ukorzenione drzewo filogenetyczne T nad zbiorem gatun-
kow L jest definiowane analogicznie jak drzewo nieukorzenione, z ta tylko
roznica, ze w drzewie ukorzenionym istnieje doktadnie jeden wyrdzniony
wierzchotek wewnetrzny r zwany korzeniem, mogacy posiadaé stopien réw-
ny 2. Ukorzenione drzewo filogenetyczne nazywamy binarnym, jesli jego
korzen posiada stopien 2 oraz wszystkie pozostate wierzchotki wewnetrzne
maja stopien réwny 3.

Poprzez obecnosé korzenienia drzewo to oprocz wzajemnych relacji po-
krewienstwa obrazuje porzadek zwiazany z przeptywem czasu. Wiekszos¢
metod filogenetycznych umozliwia jednak wyznaczanie drzew nieukorze-
nionych. Transformacje polegajaca na przeksztatceniu drzewa nieukorze-
nionego w ukorzenione nazywamy ukorzenianiem. Operacja ta moze by¢
wykonana na dwa sposoby. Pierwszy sposob polega na wyréznieniu jedne-
go z wierzchotkow wewnetrznych jako korzenia, w drugim zas przypadku
korzen wprowadzany jest jako nowy wierzchotek stopnia dwa, rozdzielajac
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wybrang krawedz drzewa. Istnieje wiele metod pozwalajacych na usta-
lenie najlepszego miejsca dla wprowadzenia korzenia, np. metoda grupy
zewnetrznej (ang. outgroup) lub metoda punktu srodkowego (ang. midpo-
int method). Szerszy ich opis wraz z poréwnaniem i analizg mozna znalez¢
w pracy [24].

Obecnosé w drzewie wierzchotkéw o stopniu wiekszym niz 3 (oraz wiek-
szym niz 2 w przypadku korzenia drzewa), zwanych tez multifurkacjami,
swiadczy na ogoél o braku dostatecznej informacji niezbednej do doktad-
nego okreslenia sposobu rozdzielania sie linii ewolucyjnych (tj. specjaciji).
Zauwazmy zatem, ze najwiecej informacji filogenetycznej przedstawiaja
drzewa binarne, najmniej zas, drzewa nazywane gwiazdami, ktére posia-
daja tylko jeden wierzchotek wewnetrzny.

Tl b T2
c d
a c
b e
f d
a f
e

1(Ts) r(T,)

m m
a b ¢ d e f

a bc de f

RYSUNEK 2.2: Przyktady drzew filogenetycznych: T7 — nieukorzenione niebi-
narne, 75 — nieukorzenione binarne, T3 — ukorzenione niebinarne,
T, — ukorzenione binarne.

Pod pojeciem topologii drzewa filogenetycznego bedziemy rozumieli wy-
tacznie graf zwiany z danym drzewem, bez etykiet na lisciach. Krawedzie,
ktorych jeden z koncow jest liSciem nazywane sg wiszgcymi, zas pozostate
tworza zbiér krawedzi wewnetrznych.
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Jednym ze standardowych przyktadéow binarnych drzew filogenetycz-
nych sa gasienice. Nieukorzenione drzewo binarne nazywamy ggsienicg,
jesli wszystkie jego wierzchotki wewnetrzne lezag na jednej wspoélnej Sciez-
ce. Ggsienica ukorzeniona jest drzewem ukorzenionym binarnym, ktore
powstaje z gasienicy nieukorzenionej w wyniku wstawienia korzenia w po-
staci nowego wierzchotka stopnia 2 na jednej z czterech zewnetrznych kra-
wedzi wiszacych (tj. takich, ktérych jednym z koncéw jest wierzchotek
wewnetrzny sasiadujacy z dwoma li$¢mi).

r(T,)

T T.
a ! h 2
b c d e f 9

RysuNEK 2.3: Przyklady gasienic: nieukorzenionej 7T oraz ukorzenionej 75.

Zbiory Uy oraz UP oznaczaja odpowiednio zbiér wszystkich drzew fi-
logenetycznych nieukorzenionych oraz zbiér wszystkich drzew filogene-
tycznych nieukorzenionych binarnych nad zbiorem lisci L. Dla uprosz-
czenia rozwazan wygodnie jest ponumerowaé badane gatunki kolejnymi

liczbami naturalnymi, tj. L = {1,...,n}; w takiej sytuacji stosowany be-
dzie skrécony zapis U, oraz UP. W przypadku drzew binarnych mamy

2n—4)! noo
UP=1-3-...-2n=35) = 20— 5)!l = Gty ~ ;L (2) 2

98]. Kazde drzewo T' € UP posiada |L| — 2 wierzcholkéw wewnetrznych
i |L| — 3 wewnetrznych krawedzi, dla drzew niebinarnych wielkosci te sa
mniejsze, osiagajac w skrajnym przypadku (tj. dla gwiazdy) odpowiednio
110.

Podobnie jak w przypadku drzew nieukorzenionych, Ry i R? oznacza-
ja odpowiednio zbior wszystkich drzew ukorzenionych oraz zbiér wszyst-
kich drzew ukorzenionych binarnych nad zbiorem lisci L. W ukorzenionym
drzewie filogenetycznym binarnym 7' € RP znajduje si¢ |L| — 2 krawedzi
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wewnetrznych oraz |L| — 1 wierzchotkéw wewnetrznych. Dla drzew niebi-
narnych obie te liczby sa mniejsze. Podobnie jak dla drzew nieukorzenio-
nych, w przypadku gdy L = {1,...,n} stosuje sie notacje uproszczona, tj.
R, oraz RZ gdzie |RB| = (2n — 3)!!.

2.2.2 Rozbicia i klastry

W drzewie nieukorzenionym wprowadza si¢ relacje miedzy krawedziami
a rozbiciami zbioru lisci. Nieuporzadkowana para niepustych podzbio-
réw A, B C L oznaczana jako A|B (symbol ten traktujemy jako sy-
metryczny, tj. A|B = B|A) jest rozbiciem zbioru L, jesli L = AU B
i AN B = (). Rodzina wszystkich rozbi¢ L jest oznaczona jako Splits(L).
Niech min(A|B) = min{|A],|B|}. Jesli min(A|B) = 1, wowczas rozbi-
cie A|B nazywamy rozbiciem trywialnym; w przeciwnym przypadku roz-
bicie jest nietrywialne [26]. Zbiér robié trywialnych L oznaczamy jako
Bo(L) = {z|L\ {z}:x € L}.

Usuniecie krawedzi e € E(T) w drzewie T' € Uy, powoduje powstanie
dwoch sktadowych spojnosci. Niech zbiory A i B oznaczaja zbiory lisci
w obu tych sktadowych. Wéwczas rozbicie A|B jest rozbiciem odpowiada-
jacym krawedzi e. Zbior rozbi¢ odpowiadajacych wszystkim krawedziom
drzewa T' € Uy, jest oznaczony przez 3(T') [26], zatem zawiera on doktadnie
|L| rozbié¢ trywialnych oraz |3(T")| < 2|L| — 3. Podzbiér B(T") zawierajacy
wylacznie rozbicia nietrywialne oznacza sie przez [.(T). Dla drzewa T}
na rysunku 2.2 mamy [3(77) = {a|bcdef,blacdef,clabdef, d|abeef, e|abedf,
flabcde, abeldef}, B.(T1) = {abe|def}.

Definicja 2.4 ([98]). Dwa rozbicia A;|B; i Ay| By zbioru L sa kompatybil-
ne, jesli jeden ze zbiorow: A; N Ay, A1 N By, By N Ay, By N By jest zbiorem
pustym.

Zwiazek miedzy zbiorami rozbi¢ a drzewami obrazuje nastepujace twier-
dzenie, dajace podstawe do stosowania §(T") jako niegrafowego opisu nie-
ukorzenionego drzewa filogenetycznego.

Twierdzenie 2.1 ([29]). Niech A C Splits(L) bedzie pewng rodzing rozbié
zbioru L. Istnieje drzewo T' € Uy, takie ze AU By(L) = B(T') wtedy i tylko
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wtedy, gdy rozbicia z A sq parami kompatybilne. Co wiecej, moZze istniec
co najwyzej jedno takie drzewo.

Dowdd tego twierdzenia mozna réwniez znalezé w [98] (tw. 3.1.4). Drze-
wo filogenetyczne nieukorzenione moze by¢ odtworzone na podstawie zbio-
ru swoich rozbi¢ w czasie liniowym [29, 57].

Ukorzenione drzewo T definiuje relacje czesciowego porzadku (bycia
przodkiem i potomkiem) na swoich wierzchotkach oznaczona przez <r.
Dla a,b € V(T) zachodzi a <r b, czyli a jest potomkiem b (réwnowaznie b
jest przodkiem a), jesli éciezka w T taczaca a z korzeniem r(7T") przechodzi
przez wierzchotek b. W szczegdélnoéci v <p r(7T') oraz v <r v dla kazde-
go v € V(T). Najnizszym wspdlnym przodkiem (ang. the Lowest Common
Ancestor) LC A(A) zbioru wierzchotkéw A C V(T') jest wierzchotek, ktéry
jest przodkiem wszystkich v € A, taki ze $ciezka laczaca go z korzeniem
posiada maksymalna dtugosé, inaczej méwiac LC'A(A) jest kresem gérnym
A wzgledem porzadku <r.

Drzewa ukorzenione podobnie jak nieukorzenione mozna opisa¢ bez po-
stugiwania sie grafami. Z kazdym wierzchotkiem v w drzewie ukorzenio-
nym 7" € Ry, kojarzymy zbiér c(v) C L nazywany klastrem (lub kladem)
zawierajacy liscie (gatunki), ktére sa potomkami v. W drzewie T € R,
znajduje sie |L| + 1 klastréw trywialnych, |L| z nich jest zwiazanych z li-
§émi u € L (wéwezas c(u) = {u}), jeden za$ odpowiada korzeniowi
c(r(T)) = L(T). Pozostate klastry okreslane sa jako nietrywialne. Zbiér
wszystkich klastréow w 7' oznaczany jest jako o(7T'), zas zbiér wszystkich
klastréw nietrywialnych w T' przez o.(T). Zatem dla 7' € R; mamy
lo(T)| < 2|L| — 1, |o.(T)| < |L| — 2. Obie te nier6wnosci staja sie réwno-
Sciami dla drzew binarnych. Dla drzewa T3 na rysunku 2.2 mamy o(73) =
{{a} {0} {ch Ad} {e} {f} {a, 0} {c d e} 1 0u(T5) = {{a,b},{c.d e}}.
Dodatkowo przez oo(L) = {{z} : © € L} U{L} oznaczymy zbiér kla-
strow trywialnych w T' € Ry.

Definicja 2.5. Dwa zbiory (klastry) B, C C L sa kompatybilne, jesli za-
chodzi BN C € {0, B,C}.

Kazde drzewo ukorzenione T jest jednoznacznie wyznaczone przez zbior
0.(T). Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 2.2 ([98] tw. 3.5.2). Niech A C 2L bedzie pewng rodzing
niepustych podzbioréw L. Istnieje drzewo T € Ry, takie ze AU oo(L) =
o(T) wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dwa zbiory (klastry) z A sq parami
kompatybilne. Co wiecej, moze istniec co najwyzej jedno takie drzewo.

Warunek podany w powyzszym twierdzeniu jest okreslany jako warunek
kompatybilnosci zbioru klastréw. Transformacja pomiedzy reprezentacja-
mi drzewa w postaci jawnej oraz jako zbior klastrow moze by¢ wykonana
w czasie liniowym [57] (oraz [98] podrozdzial 3.5).

2.2.3 Poddrzewa nad podzbiorami lisci

W celu utatwienia opisu przeksztatcen dokonywanych na drzewach filoge-
netycznych T zdefiniujemy ponizej dwie wzajemnie odwrotne operacje dla
wierzchotkéw v o stopniu dwa:

1. wprowadzenie wierzcholtka v na krawedzi e = {u, w} polega na usu-
nieciu e z T i zastapieniu jej dwoma krawedziami {u,v}, {v, w},

2. zdjecie lub Sciggniecie wierzchotka v stopnia dwa incydentnego do
krawedzi f = {u,v}, g = {v,w} polega na usunieciu v i zastapieniu
f i g jedng nowa krawedzia {u,w}.

Rozwazmy dowolne drzewo T' o zbiorze lisci L oraz zbiér A C L. Przez
T(A) oznaczymy najmniejszy spojny podgraf T', ktéry zawiera wszystkie
liscie z A. W przypadku gdy T jest drzewem ukorzenionym, korzeniem
w T'(A) jest jego wierzchotek najblizszy (7). Przez Tja oznaczymy pod-
drzewo T indukowane przez A, tzn. powstajace z T'(A) w wyniku sekwencji
operacji Sciggniecia kolejno wszystkich wierzchotkéw stopnia dwa (z wy-
jatkiem korzenia, jesli operujemy na drzewach ukorzenionych) [26]. Ob-
razowo: zdejmujemy kolejno wierzchotki stopnia dwa z T'(A) za kazdym
razem ,sklejajac” wychodzace zen krawedzie w jedna nowa krawedz (por.
rysunek 2.4). Drzewo T]4 reprezentuje te same informacje odno$nie relacji
pokrewienstwa co T, lecz tylko w obrebie zbioru lisci A. Nie nalezy utozsa-
miac¢ pojecia poddrzewa indukowanego z podgrafem indukowanym znanym
z teorii grafow.
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RYSUNEK 2.4: Konstrukcja poddrzew indukowanych: A = {a,c,e,g}, B =
{a,c,d,e}. Dla drzewa nieukorzenionego T przedstawiony zostal

réwniez stan posredni w tej operacji.

Drzewo T nad zbiorem lisci A C L jest poddrzewem zgodnym dla Ty, T, €
Up (lub T, Ty € Ry), jedli T = T4 = Tya. Maksymalnym zgodnym pod-
drzewem, w skrocie MAST (ang. Mazimum Agreement Subtree), nazywa-
my poddrzewo zgodne posiadajace maksymalna liczbe lisci. MAST pozwa-
la intuicyjnie zobrazowac i wyrdznié te informacje dotyczace filogenezy ga-
tunkow, ktore sa wspélne dla danego zbioru drzew. Przez M AST(11,T5)
oznaczymy liczbe liSci maksymalnego poddrzewa zgodnego dla T i T5.
Problem polegajacy na wyznaczeniu MAST dla trzech lub wiecej drzew
jest NP-trudny [7]. Wyznaczenia MAST dla dwéch drzew nieukorzenio-
nych (jak rowniez i ukorzenionych) mozna dokonaé¢ w czasie O(|L|'*) [65],
natomiast w przypadku, gdy drzewa te sa binarne i ukorzenione znany jest
szybszy algorytm O(|L|log|L|) [66, 37].
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Dla danego drzewa T rozwazmy drzewa posiadajace mniej informacji
filogenetycznej. Niech e = {u, v} bedzie krawedzia wewnetrzna w 7. gci@—
gniecie krawedzi e w 1" jest operacja, ktora przeksztatca T'w T, polegajaca
na usunieciu krawedzi e i utozsamieniu wierzchotkéw w oraz v. Zauwaz-
my, ze wskutek tej transformacji ilo$é rozbié (lub klastrow, jesli T jest
ukorzenione) maleje o 1. Operacja odwrotna do Sciagniecia jest opera-
cja wprowadzenia krawedzi, ktéra odpowiada dotaczaniu nowego rozbicia
(lub klastra) kompatybilnego z pozostatymi. Drzewo T" jest rozszerzeniem
drzewa T, jesli T" moze byé¢ otrzymane z T wskutek sekwencji operacji
wprowadzenia krawedzi.

[stnieje doktadnie jedno drzewo nieukorzenione o trzech lisciach oraz
cztery drzewa posiadajace 4 liscie, ktore zostaly przedstawione na rysunku
2.5. Trzy z nich sa binarne, nazywamy je kwartetami binarnymi, natomiast
drzewo niebinarne bedziemy okresla¢ jako kwartet nierozwigzany. Kwartet

d
b b 4 ¢ agpd ¢ 9 adpe ¢ P abcd

RYSUNEK 2.5: Drzewa nieukorzenione o 4 lidciach.

q nad pewnym 4-elementowym podzbiorem A C L wystepuje w drzewie
T € Uy, jesli poddrzewo T}, jest tozsame z q.

Zbiér kwartetéw binarnych (inaczej rozwigzanych) wystepujacych w nie-
ukorzenionym drzewie T oznaczymy przez q,(T'), za$ zbiér kwartetow nie-
rozwiazanych w T przez q,(T). Ponadto zbiér wszystkich kwartetéw w T
oznaczymy przez qt(1) = q,(T") U ¢, (T"). Nieukorzenione drzewo filogene-
tyczne T € Up jest jednoznacznie okreslone przez zbior jego kwartetow
binarnych ¢,(7") [57].

W przypadku drzew ukorzenionych mamy jedno drzewo dwulistne oraz 4
mozliwe drzewa trzylistne (rysunek 2.6). Konsekwentnie, trzylistne drzewa
binarne nazywane sg tripletamsi binarnymi, drzewo niebinarne za$ bedzie-
my okresla¢ jako triplet nierozwigzany. Triplet t nad pewnym 3-elemento-
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a b c a c b b c c a b c

ab|c ac|b bcla abc

RYSUNEK 2.6: Drzewa ukorzenione o 3 liSciach.

wym podzbiorem A C L wystepuje w drzewie ukorzenionym 1" € Ry, jesli
poddrzewo T}, jest tozsame z t. Zbiér wszystkich tripletow drzewa uko-
rzenionego 1" oznaczymy przez tt(T'), zbiér tripletéw binarnych (inaczej
rozwigzanych) przez t,(T'), a tripletéw nierozwiazanych w T przez t,(T).

2.3 Klasyczne metryki filogenetyczne

Jedng z najczesciej uzywanych metod mierzenia podobienstwa drzew filo-
genetycznych jest odlegtosé Robinsona-Fouldsa (RF) [95]. Istota tej meto-
dy polega na okresleniu rozbi¢, ktére wystepuja tylko w jednym z analizo-
wanych drzew. Za wartos¢ metryki RF' dla drzew nad tym samym zbiorem
lidci przyjmuje sie albo wprost moc zbioru S(77) @ 5(13) lub warto$¢ ta
przeskalowang przez 5. Zatem jesli Ty, Ty € Uy, to wartosé |3(Th) & B(T2)]
moze by¢ interpretowana jako minimalna ilo$¢ operacji Sciggniecia i wpro-
wadzania krawedzi, ktéra jest potrzebna do przeksztatcenia drzewa T}
w T5. Dla drzew binarnych wartos¢ ta jest zawsze liczba parzysta, stad
wygodnie jest stosowaé¢ w tym przypadku skalowanie przez % Cho¢ w pra-
cy rozwazane sa zarowno drzewa binarne, jak i niebinarne, metryke RF
bedziemy definiowa¢ konsekwentnie jako przeskalowana.

Definicja 2.6. Metryka Robinsona-Fouldsa (RF) [95] dla drzew nieuko-
rzenionych T, Ty € Uy jest zdefiniowana nastepujaco:

e (T3, Ty) = 516(T3) @ 5(T,)|. 2.1)

Dla drzew przedstawionych na rysunku 2.7 otrzymujemy: dgp (11, T2) =
2, dRF(TlaTZS) - 15
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RYSUNEK 2.7: Przyktady drzew nieukorzenionych binarnych i niebinarnych.

Analogicznie definiuje sie¢ metryke RF dla drzew ukorzenionych. Jedyna
roznica w tym przypadku polega na uzyciu w definicji zbioru klastrow
w miejsce rozbic.

Definicja 2.7. Metryka Robinsona-Fouldsa (RFC) [95] dla drzew ukorze-
nionych 1,15 € Ry, jest zdefiniowana nastepujaco:

dRF(j(Tl,TQ) = %|O’(T1) D 0(T2)| (22)

Ty T, Ts

RYSUNEK 2.8: Przyktady drzew ukorzenionych binarnych i niebinarnych.

Odlegtosci dla drzew przedstawionych na rysunku 2.8 sa nastepujace:
drrc(Th, To) = 2, drre (11, T3) = 1.5. Istotna zaleta metryki Robinsona-
Fouldsa jest efektywnos¢ jej wyznaczania. Istnieje bowiem algorytm o zto-
zonosci O(|L|) podany przez Day’a w [40].

Idea konstrukeji kolejnych metryk opiera sie na wykorzystaniu réznic
w odlegtosci miedzy parami lisci w analizowanych drzewach. Niech =1 (i, )
oznacza liczbe krawedzi na Sciezce pomiedzy lisSémi ¢ oraz j w drzewie
T € U, a Z(T) bedzie W—elementowym wektorem tych odlegtosci
miedzy wszystkimi parami lisci w 1" o ustalonym porzadku.

Definicja 2.8. Metryka Sciezkowa (PD — Path Difference) [106] dla
drzew nieukorzenionych 77,7, € Uy, jest zdefiniowana nastepujaco:

dpp(T1, T2) = |[E(T1) — E(T2)||2- (2.3)
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Zatem dpp(Ty,Ty) to pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratéw réz-
nic odlegtosci miedzy poszczegdlnymi parami lisci w poréwnywanych drze-
wach. Przyktadowe odlegtosci dla drzew na rysunku 2.7 sa nastepujace:
dpp(Ty,Ty) = /14, dpp(Ty,T3) = /12. Poprawnoéé tej definicji zapew-
nia twierdzenie Smolenskii’ego (1963 rok) [102], méwiace, ze dwa drzewa
nieukorzenione T, T" € Uy, sa izomorficzne (T = T") wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej pary lidci 4, j odlegtosci miedzy 7 oraz j w T i T” sa rowne.
Twierdzenie to zostalo pdézniej rozszerzone przez Zaretskii’ego (1965 rok)
[116], gdzie wprowadzono charakterystyke wektoréw odlegtosci miedzy li-
$¢mi drzewa nieukorzenionego w postaci tzw. warunku czterech punktow.
Z1ozono$¢ obliczeniowa wyznaczania warto$ci PD wynosi O(|L|?) [106].

Bardzo zblizona metoda definiowania odlegtosci, rézniaca sie jedynie
uzyta przy poréwnywaniu wektoréw norma, zostata zaproponowana w pra-
cy [47], natomiast algorytm wraz z podstawowa analizg whasnosci tej me-
tryki pojawia sie w [13].

Definicja 2.9. Metryka weztowa (ND — Nodal Distance) [47], [13] dla
drzew nieukorzenionych 17,7, € Uy, jest zdefiniowana nastepujaco:

dnp(Th, T2) = [|E(Th) — E(T2)[ |- (2.4)

W miejsce normy L? pojawia sie tu L!. Odlegtos¢é ND jest zatem réwna
sumie wartosci bezwzglednych réznic w odlegtosciach pomiedzy parami li-
sci w analizowanych drzewach. Wartosci metryki ND dla drzew na rysunku
2.7 sa nastepujace: dyp(T1,T2) = 10, dyp(11,T3) = 8.

Przeniesienie opisanej idei poréwnywania odlegtosci migedzy parami lisci
na drzewa ukorzenione jest bardziej skomplikowane. W pracy [33] z 2010
roku wykazano, ze za pomoca wektora =(7") mozna jednoznacznie opi-
sa¢ tylko drzewa ukorzenione binarne. W przypadku drzew niebinarnych
funkcje analogiczne do PD i ND nie sg wiec metrykami. Podejscie zapro-
ponowane w [33], polegajace na rozbiciu dtugosci $ciezki miedzy dwoma
liS¢émi ¢ oraz j w drzewie ukorzenionym na dwie czesci, z ktorych jedna
stanowi odlegto$é od i do najblizszego wspdlnego przodka LC'A({i,j}),
a druga odlegtos¢ LC'A({i, j}) do j, pozwala na unikniecie tego problemu.
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Niech Z3(i, j) oznacza odlegtoéé miedzy lisciem i a LCA({i,j}) w T, czy-
li zachodzi zaleznos$¢ Zr (i, j) = Z5.(4, ) + =7(4,4). Z dowolnym drzewem
ukorzenionym 7' € R,, mozemy zatem skojarzy¢ nastepujaca macierz:

=3(2,1 0 e Z3(2,n
sy | EHED i)

Definicja 2.10. Rodzina metryk weztowych (SN — Splitted Nodal Me-
trics) [33] dla drzew ukorzenionych 71,7y € Ry, jest zdefiniowana naste-
pujaco:

don(Th, T2) = ||Z°(Th) — E¥(Ty)]],, (2.5)

gdzie ||.||, jest p-norma macierzy, p € Rs;, zdefiniowana dla macierzy

ko1 1/p
M = [m;;] o wymiarach k x [ jako ||M][, = (ZZ |mz~j|p> :
i=1i=j
Role reprezentanta powyzszej rodziny metryk w dalszych rozwazaniach
bedzie petnié¢ funkcja d%,, oznaczana dalej jako odlegtosé SN. Wartosci
odlegtosci SN dla drzew na rysunku 2.8 sa nastepujace: d%y (11, Tz) = V/8,
din (T, Ty) = VT,
Kolejne dwie zblizone w swojej konstrukeji metryki opieraja sie na zlicza-
niu réznych poddrzew 3- lub 4-listnych wystepujacych w poréwnywanych
drzewach.

Definicja 2.11. Metryka kwartetowa (QT) [45] dla drzew nieukorzenio-
nych 11,1, € Uy, jest zdefiniowana nastepujaco:

dor(T1, T5) = 31at(Ty) & gi(Ty)|. (2.6)

Dla drzew przedstawionych na rysunku 2.7 otrzymujemy: dor(71,15) =
dor(T1,T5) = 4. Dla drzew binarnych warto$¢ metryki QT mozna wyzna-
czy¢ w czasie O(|L|log |L|) [25]. W przypadku drzew dowolnych najlepszy
znany do tej pory algorytm, o ztoZzonosci niezaleznej od stopni wierzchot-

|L|2.688

kéw wynoszacej O( ), zostal podany stosunkowo niedawno (2011

rok) w pracy [81].
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Definicja 2.12. Metryka tripletowa (TT) [38] dla drzew ukorzenionych
T1, T, € Ry, jest zdefiniowana jako

drp(T1, T) = %\tt(Tl) & t#(T)|. (2.7)

Wartosci odlegtosci T'T dla drzew przedstawionych na rysunku 2.8 sa
nastepujace: drr (11, Tz) = 4, dpp (T, T3) = 3. Warto$é metryki TT mozna
wyznaczy¢ w czasie O(|L|?), zaréwno w przypadku drzew binarnych, dla
ktorych mozemy wykorzystac stosunkowo prosty algorytm zaprezentowany
w [38], jak i dla drzew dowolnych, uzywajac w tym przypadku nowszego
(2011 rok) i duzo bardziej skomplikowanego algorytmu przedstawionego
w [8].

2.4 Operacje edycyjne i indukowane przez nie
metryki

Operacje edycyjne sa powszechnie stosowane w heurystykach przeszuku-
jacych zbiory drzew filogenetycznych uzywanych do przyblizonego rozwia-
zania wielu problemdéw optymalizacyjnych dotyczacych filogenetyki. Za
pomoca wspomnianych przeksztatcen mozna réwniez okresla¢ odlegtosci
w zbiorach UP i RB.

Jedna z trzech podstawowych operacji edycyjnych definiowanych dla
drzew filogenetycznych binarnych jest operacja NNI (ang. Nearest Neigh-
bour Interchange), por. [6, 34]. Polega ona na zamianie miejscami dwéch
poddrzew znajdujacych sie po przeciwnych stronach wspolnej krawedzi
wewnetrznej (rys. 2.9, 2.10). Dla danej krawedzi wewnetrznej e mozliwe
sa zawsze 2 operacje NNI tworzace rézne drzewa.

Przez dunni(Tu1, Tu1) (odpowiednio d.yni(T1,Tre)), gdzie Ty, Tue €
UB (T,1,T,» € R?) oznaczymy minimalna liczbe operacji uNNI (rNNT)
niezbedna do transformacji drzewa T, (T1) w Tyo (T}2). Poniewaz wyko-
nujac kolejno operacje NNI kazde drzewo mozna przeksztatcié w dowol-
ne inne [94], to funkcje dyyns 1 d-yns sa dobrze okreslonymi metrykami
w zbiorach odpowiednio UZ i RP. Niestety wyznaczanie wartodci metryk
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RYSUNEK 2.9: Schemat operacji uNNI dla drzew nieukorzenionych. Kota repre-

zentuja pojedyncze liscie lub wieksze poddrzewa.

RYSUNEK 2.10: Schemat operacji rNNI dla drzew ukorzenionych. Trojkaty re-
prezentuja pojedyncze licie lub wigksze poddrzewa ukorzenione.
Wierzchotek umieszczony najwyzej w 1.1, Tro, T3 moze byé réw-
niez korzeniem.

opartach na operacji NNI jest problemem NP-trudnym zaréwno dla drzew
nieukorzenionych jak i ukorzenionych [39].

Kolejna istotna transformacja edycyjna jest operacja SPR (ang. Subtree
Prune and Regraft). Niech e = {u,v} bedzie pewna krawedzia w T €
UB, taka ze u jest wierzchotkiem wewnetrznym. Idea operacji uSPR jest
nastepujaca:

1. Usuwamy krawedz e. Powoduje to rozpad drzewa T' na dwie sktadowe
T" 1TV zawierajace odpowiednio wierzchotki u i v.

2. Sciggamy wierzcholtek u w T tworzac krawedz f.
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3. Wybieramy dowolng krawedz w T (rézna od f) i wprowadzamy na
niej nowy wierzchotek u’.

4. Dotaczamy poddrzewo T, tworzac krawedz {v, u'}.

RYSUNEK 2.11: Drzewo T5 powstaje z drzewa 17 w wyniku pojedynczej ope-
racji uSPR (SPR dla drzew nieukorzenionych). Kota reprezentuja
pojedyncze liscie lub wieksze poddrzewa.

Podobnie jak NNI operacja SPR dla drzew nieukorzenionych (uSPR)
ma swoj odpowiednik dla drzew z korzeniem — rSPR. W przypadku ope-
racji rSPR wygodnie jest rozszerzy¢ drzewo T o dodatkowy wierzchotek r/
(pelniacy wytacznie role pomocnicza w definicji operacji rSPR) potaczony
krawedzig z r(T"). Niech e = {u,v} bedzie dowolng krawedzia, ktéra nie
jest incydentna z ', takag ze wierzcholek u wystepuje na Sciezce taczacej
v z r'. Operacja rSPR przebiega nastepujaco (rys. 2.12):

1. Usuwamy krawedz e. Powoduje to rozpad drzewa 7" na dwie sktadowe
T" 1TV zawierajace odpowiednio wierzchotki u i v.

2. Wybieramy dowolng krawedz w T" i wprowadzamy na niej nowy
wierzchotek u'.

3. Dotaczamy T" taczac wierzchotek v z v/ nowa krawedzig f.

4. Sciagamy u. Jesli uw = r, to korzen drzewa ulegnie Sciggnieciu, role
korzenia w drzewie po transformacji bedzie wéwczas petni¢ wierz-
chotek potaczony krawedzig z r'.

5. Usuwamy wierzcholek pomocniczy r’
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RYSUNEK 2.12: Drzewo T, powstaje z drzewa 1] w wyniku pojedynczej operacji
rSPR (SPR dla drzew ukorzenionych). Wierzcholek " ma znaczenie
pomocnicze.

Przez dyspr(Tu1, Tuz) oraz d.spr(Tr1, Tro) oznaczymy minimalna liczbe
odpowiednich operacji niezbedng do transformacji drzewa T,; w T2 oraz
T,1 w T,9. Podobnie jak w przypadku operacji NNI, d,spr oraz d,spr sa
metrykami w zbiorach odpowiednio UP i RE. Warto zauwazy¢, ze ope-
racja SPR jest szeroko wykorzystywana do modelowania i wykrywania
horyzontalnego transferu genéw (HGT) [12, 61, 15, 113]. Jedak obliczanie
warto$ci metryki SPR jest problemem NP-trudnym, zaréwno dla uSPR
[59], jak i rSPR [23].

Wsrod standardowych operacji edycyjnych oprocz NNI i SPR wymienia
sie réwniez transformacje TBR (ang. Tree Bisection and Reconnection).
Niech ¢ = {u,v} bedzie pewna krawedzia w T € UP, taka ze u jest
wierzchotkiem wewnetrznym. Operacja TBR dla drzewa nieukorzenionego
T (uTBR) przebiega nastepujaco (rys. 2.13):

1. Usuwamy krawedz e. Powoduje to rozpad drzewa 7' na dwie sktadowe
T" 1TV zawierajace odpowiednio wierzchotki u i v.

2. Sciggamy wierzcholek u w T* oraz, o ile to mozliwe, wierzchotek v
(tj., gdy v ma stopien dwa).

3. Wybieramy dowolng krawedz w T" i wprowadzamy na niej nowy
wierzchotek u'.
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4. Jedli TV jest pojedynczym lisciem, wéwcezas v/ = v, w przeciwnym
razie wybieramy dowolng krawedz w T i wprowadzamy na niej nowy
wierzchotek v'.

5. Laczymy sktadowe TV i T" tworzac krawedz {v’, u'}.

RYSUNEK 2.13: Drzewo 15 powstaje z drzewa 17 w wyniku pojedynczej operacji
uTBR (TBR dla drzew nieukorzenionych).

Operacje TBR dla drzew ukorzenionych (rTBR) definiuje sie podobnie
jak rSPR z ta réznica, ze dopuszcza sie mozliwos¢ $ciagniecia v i wprowa-
dzenia nowego wierzchotka v" stopnia dwa jako korzenia w przemieszcza-
nym poddrzewie Z (rysunk 2.12). Wéwcezas krawedz f taczy wierzchotek
u' z v'. Wyznaczanie metryk d,rgr, d,rr, ktérych wartos$¢ jest zdefinio-
wana jako najmniejsza ilos¢ operacji odpowiedniego typu dzielaca dane
dwa drzewa, jest podobnie jak w poprzednich przypadkach problemem
NP-trudnym [6].

Miedzy opisanymi operacjami edycyjnymi zachodza nastepujace relacje:

Lemat 2.3 ([72, 6]).

1. Operacja NNI jest szczegolnym przypadkiem SPR, a SPR jest szcze-
golnym przypadkiem operacji TBR. [72]
2. Dla dowolnych drzew Ty, Ty € UP zachodzi:
(a) durpr(T1,To) < duspr(Th, Tz) < dunni(Th, T2) (6],
(b) duspr(T1,T2) <2 - durpr(T1,T2) [6].
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2.5 Podsumowanie

Metryki NNI; SPR i TBR, opierajace si¢ na operacjach edycyjnych, po-
siadaja intuicyjng interpretacje filogenetyczna, lecz ich wyznaczanie jest
nieefektywne obliczeniowo. Metryki tatwe obliczeniowo, np. PD, NS, TT,
QT, nie posiadaja juz tak jasnej interpretacji jak odleglosci wymienione
poprzednio. Metryka RF ma do$¢ intuicyjne uzasadnienie biologiczne, lecz
jak zostanie to wykazane w kolejnych cze$ciach pracy, ma réwniez pewne
istotne wady, wynikajace gtéwnie z prostoty jej konstrukeji.

W literaturze ciggle pojawiaja sie nowe definicje odlegtosci, np. metryka
algebraiczna dla drzew z korzeniem o liniowym wzgledem liczby lisci czasie
wyznaczania [110, 2], metryki ,podzialowa” i ,$ciezkowa” zaproponowane
w [20], czy metryka edycyjna dla drzew o dowolnym (niekoniecznie jedna-
kowym) zbiorze lisci [69]; niestety w przypadku trzech ostatnich efektyw-
ne algorytmy nie sg znane. Niegasnace zainteresowanie badaczy metodami
definiowania odlegtosci w przestrzeni drzew filogenetycznych potwierdza
aktualnos¢ problemu i dowodzi niemalejacego zapotrzebowania na nowe
efektywne metody pomiaru.

Celem niniejszej pracy jest skonstruowanie metryk tatwych obliczenio-
wo, uogdblniajacych odlegtosci RF oraz RFC, lecz wolnych od ich podsta-
wowych wad. Idea zaproponowanego rozwiazania polega na konstrukcji
metryki miedzy podzbiorami pewnej rodziny D, postugujac sie dowolna
odlegtoscia h zdefiniowana na jej elementach. Dla nieukorzenionych drzew
filogenetycznych o etykietach lisci z L zbiorem D bedzie rodzina rozbi¢
L, natomiast dla drzew z korzeniem bedzie to rodzina podzbiorow L, czy-
li klastréw. Wykorzystujac wtasnosci najlzejszego doskonatego skojarzenia
w grafach dwudzielnych, dowolna metryka h zdefiniowana na zbiorach roz-
bi¢ lub klastréw L moze by¢ rozszerzona na odpowiednie rodziny drzew
filogenetycznych. Niezbedne pojecia formalizujace powyzsza idee zostana
wprowadzone w nastepnym rozdziale.






3 Definicja metryk
skojarzeniowych

3.1 Odlegtos$¢ podzbiorow przestrzeni
metrycznej

Do okreslenia metryk skojarzeniowych na Uy, i Ry, przydatna bedzie ogol-
na metoda definiowania odlegtosci miedzy podzbiorami, pozwalajaca na
przeniesienie metryki z punkéw na ich zbiory.

Lemat 3.1 ([17, 19]). Dana jest przestrzen metryczna (X, d), petny graf
dwudzielny G(Vi, Vo, E), gdzie |Vi| = |Va| = n oraz funkcja 1 : V3 U Vy —
X etykietujgca wierzchotki G elementami tej przestrzeni. Krawedziom G
przypisujemy wagi liczbowe w taki sposob, ze w({a,b}) = d(l(a), (b)) dla
a€ Vi, beVy Niechay,...,a, € Vi, by, ... by € Vo Jeslil(a;) = U(b;) dla
1 <1 <k, to istnieje najlzejsze doskonate skojarzenie M C E spelniajgce
{ai,b;} € M dla 1 <i<k.

Dowaod. Niech i bedzie najmniejsza liczbg 1 < @ < k, taka ze krawedz
{a;,b;} nie nalezy do najlzejszego doskonatego skojarzenia M. Istnieja
zatem z € Vi \ {a,...,a;}, y € Vo \ {b1,...,b;}, takie ze krawedzie
{a;,y}, {x,b;} naleza do M. Tworzymy nowe skojarzenie M’ = M \
{{ai, v}, {x,b;}} U {{z,y},{a;,b;}}. Na mocy nier6wnosci tréjkata mamy
w({ay}) + w(fz,b}) > w({e,y}) = wile,y}) + wi{asb}). Stad M
podobnie jak M jest rowniez najlzejszym doskonalym skojarzeniem. Jesli
istnieje taka potrzeba, opisana transformacja moze by¢ powtérzona dla
kolejnych wigkszych i < k. O
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Definicja 3.1 ([16, 18, 17, 19]). Dane sa: skoniczony zbiér D, wyrdzniony
element pomocniczy O ¢ D oraz metryka h w zbiorze D U {O}. Defi-
niujemy metryke dj, : 2P x 2P — R, gdzie odlegtosé¢ dj,(A, B) pomiedzy
zbiorami A, B € 2P jest réwna wadze najlzejszego doskonatego skojarzenia
w grafie dwudzielnym G(Vi, Vs, E), |Vi| = |Va| = n okreslonym nastepuja-
Co:

e dla dowolnych s, ¢, takich ze s —t = |A| — | B| zbiory

‘/1 - {ala s QAL QA+ - - '7a\A|+t}7
Vo = {bla---ab|B|:b\B\+17-nab\B\+s}

tworza partycje grafu G(Vq, Vs, E),

e etykiety wierzchotkéw wyznaczone sa przez funkcje [ : V; UV, —
DU{O}, tak e A= {i(a): 1 <i< |}, B=1{i(b): 1< < |BJ}
illa;)) =10b;)=0dla|A|+1<i<n, |B[+1<j<n,

e wagi krawedzi okreslone sg przez metryke h dla 1 <, 5 < n jako

w({ai, b;}) = h(l(a:),l(b;))

Lemat 3.2 ([19]). Funkcja d;, jest metrykg nad 2P oraz warto$é d,(A, B)
nie zalezy od wyboru s it (dla s —t =|A| — |B|).

Dowaod. Poniewaz liczby t i s okreslaja ilosci wierzchotkéw zwigzanych
z elementem pomocniczym O odpowiednio w V; i V5, to na mocy lematu
3.1 wartos¢ dj, nie zalezy od wyboru s it .

Zauwazmy, ze dp(A, B) = 0, w przypadku gdy wszystkie krawedzie naj-
1zejszego doskonatego skojarzenia tacza wierzchotki o rownych etykietach,
tzn., gdy A = B. Symetria funkcji d;, jawnie wynika z definicji 3.1. Pozo-
staje zatem wykazanie nierownosci tréjkata. Dane sg zbiory X, Xo, X5 €
2P Niech Gi; = (V,,V;,Eyj), 1 < i < j < 3 beda grafami uzytymi
do obliczania wartosci dj, miedzy zbiorami X;, X;. Na mocy wtasnosci
udowodnionej powyzej mozemy zalozyé, ze n = |Vi| = |V = |V3] =



ot
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max{|Xq|, | Xz, | X5} 1 Vi = {a1,...,a,}, Vo = {b1,...,b,}, oraz V3 =
{c1,...,¢cn}. Co wigcej, mozemy réwniez przyjaé, ze {{a;,b;i}}iz1,..n C
Eis i {{bi,ci}}izr, C FEy3 sa najlzejszymi doskonalymi skojarzeniami
w odpowiednich grafach. Z faktu, ze h jest metryka w zbiorze D U {O}
wynika, iz dp (X1, Xo) + dn(Xo, X3) = Y0 (w({as, bi}) + w({bi,¢})) >
Yimiw({ai, ¢i}) = dp( X1, X3). O

Na mocy powyzszego lematu mozemy zawsze przyjaé, ze min{s,t} =0
i max{s,t} = ||A| — |B||. Odlegto$¢ d;,(A, B) miedzy zbiorami A i B mo-
ze by¢ interpretowana jako koszt najlepszego dopasowania (sparowania)
elementéw z obu zbioréw. Natomiast wartosé¢ h(O,x) jest kosztem pozo-
stawienia elementu x bez pary. W przypadku gdy moce obu zbioréw sa
rowne, okreslenie odlegtosci do elementu O jest zbedne.

Zauwazmy tez, ze na mocy lematu 3.1 konstrukcje z definicji 3.1 wystar-
czy stosowaé¢ dla zbioréw o niepustym przekroju, poniewaz dla A, B € 27,
AN B D C mamy

dn(A, B) = dy(A\ C, B\ C). (3.1)

3.2 Metryki skojarzeniowe wykorzystujace
rozbicia i klastry

Przedstawiona w poprzednim punkcie metoda pozwala wygodne konstru-
owa¢ metryki dla drzew filogenetycznych, zaréwno w zbiorze drzew nie-
ukorzenionych Uy, jak i ukorzenionych R .

Niech Splits(L)o = Splits(L) U {O} i hg : Splits(L)o x Splits(L)o —
R>o bedzie dowolng metryka w zbiorze rozbi¢ L uzupelnionym o element
pomocniczy O. Wéwezas funkcja dfs : U x U, = R okreSlona zalezno-
Scia:

g (Th, To) = dig (B(Th), B(T2)) = dig (B:(T1), Bu(T2)), (3.2)
na mocy lematu 3.1 oraz faktu, ze zbiér 5(T) jednoznacznie opisuje T' €
Up, jest metryka w zbiorze nieukorzenionych drzew filogenetycznych Uyp.
Druga réwnosé¢ wynika z (3.1).



36 Definicja metryk skojarzeniowych

RYSUNEK 3.1: Ilustracja definicji metryki skojarzeniowej. Strzatki narysowa-
ne liniami przerywanymi odpowiadaja etykietowaniu wierzchotkéw
grafu wprowadzanemu przez funkcje [. Zbiory A i B moga zawie-
ra¢ wspolne elementy, lecz dla przejrzystosci rysunku umieszczono je
osobno, po lewej i prawej stronie.

Zauwazmy, iz za pomoca formuty (3.2) mozna tatwo opisa¢ metryke RF.
W tym celu jako funkcje poréwnujacg rozbicia wystarczy przyjaé¢ metryke
hrr : Splits(L)o x Splits(L)o — {0, %, 1} zdefiniowana nastepujaco:

0, dla s; = s9,

hir(s1, 82) = 1, dla sy # s 1 81,89 € Splits(L), (3.3)

1
3 w pozostatych przypadkach.
Whniosek 3.3. Niech 11,15 € U, wowczas:

drp(T1, Tz) = diyp (Th, Ta) = die (Be(T1), Bu(T3)).- (3.4)

Dowdd. Graf dwudzielny G(V;, Vs, E) umozliwiajacy wyznaczanie warto-
Sci dppp (B4 (T1), Bi(Ty)) mozemy zgodnie z definicja 3.1 skonstruowaé na-

stepujaco:
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e partycje Vi tworzy |B.(711)| wierzchotkéw odpowiadajacych nietry-
wialnym rozbiciom w T oraz dodatkowo |B.(1%)| — |5.(11) N B (T3)|
wierzchotkéw zwiazanych z elementem O,

e w partycji Vs znajduje sie |5,(T3)| wierzchotkéw odpowiadajacych
nietrywialnym rozbiciom z Ty 1 |5.(T1)| — |5«(T1) N Bi(Ty)| wierz-
chotkéow odpowiadajacych elementowi O.

Niech k = |5.(T1)| +|5:«(T2)| — | 5« (T1) N .(T2)|. Konstruujemy sparowanie
M = {(si,t:)}, si € B(Th) U{O}, t; € Bu(T2) U{O} dla i = 1,... k,
w ktérym identyczne rozbicia sg sparowane ze soba, natomiast pozostate
wystepuja w parze z elementem O. Zauwazmy, ze koszt sparowania M
jest réwny wadze najlzejszego doskonatego skojarzenia w GG, gdyz dla kaz-
dej pary (s;,t;) € M zwiazanej w wierzchotkami u; € Vi, v; € V4, mamy
w({ug, v;}) = mingey, w({u;, x}) = mingey, w({zr,v;}). Pozostaje wyzna-
czy¢ koszt M, ktory wynosi 5 (|8.(Th)| — |8:(T7) N Bu(T2)]) + 3 (|8 (T2)| —
BT NB(To)]) = 218 (T)|+18. (1) ~218.(T)NBT)]) = die(T3, Ts)
i na mocy lematu 3.2 odpowiada wartosci dj (1, Tb). O

Przyjmijmy nastepnie za element pomocniczy zbiér pusty O = (). Niech
he @ 28 x 28 — Ry bedzie dowolng metryka. Wéwczas funkcja df | -
R;, x Rp, — R okreslona zaleznoscia:

d;{c (T17 T2) = dhc (U(T1)> U(T2)) - dhc (0* (Tl)v 0*(T2))7 (35)

na mocy lematu 3.2, jest metryka w zbiorze ukorzenionych drzew filoge-
netycznych Rjp. Analogicznie jak w przypadku RF metryke RFC moze-
my opisaé¢ za pomoca zaleznosci (3.5). W tym celu wystarczy zdefiniowaé

funkcje hppe @ 28 x 28 — {0, 2

. 5, 1} nastepujaco:

0, dla ¢; = ¢,
hRFC(ChC2) - 117 e Zetoee 2 \ {Q)}’ (3-6)
2 w pozostatych przypadkach.

Wnhniosek 3.4. Niech 11,15 € Ry, wowczas:

dRFC(Tla TZ) - d,]Z;RFC(Tla TZ) == thFc(a*(T1)7 a*(TQ)) (37)
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Dowaod. Konstrukcja przebiega analogicznie jak w przypadku wniosku 3.3.
O

Przedstawiona metoda definiowania odlegtosci posiada wiele zalet, z kto-
rych podstawowa i bardzo istotna w praktycznych zastosowaniach jest
mozliwos$é konstrukeji metryk tatwych obliczeniowo (pod warunkiem, ze
mozna efektywnie wyznaczyé warto$é funkeji h). Ponadto zauwazmy, ze
odpowiednio definiujac funkcje ho oraz hg mozemy modyfikowaé¢ wlasno-
sci powiazanych metryk na drzewach filogenetycznych, wptywajac na takie
cechy jak:

e zakres przyjmowanych wartosci majacy istotny wpltyw na ,rozdziel-
czos¢” metryki, np. maksymalna odlegto$¢ w RF wynosi |L| — 3; zas
w dalszej czedci pracy zdefiniujemy metryke, w ktérej maksymalna
warto$¢ bedzie wynosi¢ O(|L?|),

e sposob ilosciowego okreslania podobienstwa klastréw lub rozbi¢, kto-
ry np. w przypadku metryk RF i RFC jest bardzo uproszczony (bi-
narny),

e sposéb reakcji na modyfikacje topologii w zaleznosci od ich umiej-
scowienia w drzewie, np. dla metryki RF wykonanie operacji uNNI
zawsze oddala o 1, niezaleznie od tego czy przemieszczane sg tylko
pojedyncze liscie, czy duze poddrzewa.

Zauwazmy réwniez, ze wprowadzenie koncepcji elementu dodatkowego po-
zwala na tatwe rozszerzanie definicji odlegtosci na drzewa niebinarne.

W dalszej czedci pracy przebadany zostanie szczegdlny przypadek obu
definicji ogélnych (3.2) i (3.5). Najbardziej naturalne wydaje sie okreslenie
funkcji h poprzez liczbe réznic w rozmieszczeniu elementéw z L w porow-
nywanych rozbiciach lub klastrach.

Zdefiniujemy teraz dwie metryki: po jednej dla drzew nieukorzenionych
i ukorzenionych, ktérych zalety i wlasnosci zostana szczegdétowo omoéwione
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w dwoch nastepnych rozdziatach pracy. W mysl definicji okreslimy naj-
pierw metryke hpss @ Splits(L)o x Splits(L)o — Z>¢ mierzaca podobieri-
stwo miedzy rozbiciami jako

r .
th(A1|B1,A2|BQ) = 5 m1n{|A1 @ A2| + |Bl @ Bg|7

|A1 @ Bs| + |By @ As|}
= min{|A; & As|, |41 & Ba|}
= min{|A;| + |As] — 2|A; N Ay,
|| = (JAu| + |A2] — 2[A1 N Az[) },
has(AlB,O) = min{|A|, |B|}. (3.8)

Wartosé funkeji hys(A|B, C|D) jest réwna minimalnej liczbie operacji
polegajacych na przeniesieniu pojedynczego liscia miedzy zbiorami two-
rzacymi rozbicie, ktéra wystarcza na przeksztalcenie rozbicia A|B w C|D,
np. hys(abelde,acd|be) = 2, poniewaz wymagane sa przynajmniej dwie
takie operacje abc|de — ac|bde — acd|be.

Fakt 3.5. Niech s1, sy € Splits(L)o oraz min(O) = 0, wéwczas:

| min(s;) — min(sg)| < harg(s1, s2) < min(sy) + min(sy), (3.9)
_ |1
817826%1;%’5?%8([,)0 hMS(ShSQ) — \\ 2 . (310)

Lemat 3.6. Funkcja hys jest metrykq w zbiorze Splits(L)o.

Dowod. Zauwazmy, ze funkcje hysg mozemy otrzymacé uzywajac definicji
3.1 w nastepujacy sposéb. W celu unikniecia niejednoznacznosci element
dodatkowy wystepujacy w definicji funkcji hyg na potrzeby tego dowodu
oznaczymy jako Op,,,. Kazdemu elementowi s € Splits(L) U {Op,,,} od-
powiada partycja grafu G z definicji 3.1 posiadajaca dwa wierzchotki vy
i vy o nastepujacych etykietach: I(vi) = A, l(ve) = B, jesli s = A|B
jest rozbiciem L oraz l(vy) = 0, l(ve) = L, jeSli s = Op,,s. Metry-
ka h : 28 x 28 — Ry jest zdefiniowana nastepujaco: dla A,B C L,
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h(A,B) = %\A @ B|. Definicja ta jest poprawna na mocy (3.8) i réwnosci
has(A|B,Op,ys) = s min{|A® 0|+ |Bo L|, [A® L| + |B®0|}. Zauwazmy
rowniez, ze w definicji funkcji h nie ma potrzeby uwzgledniania elemen-
tu dodatkowego, gdyz w skonstruowanych grafach partycje sa réwnoliczne
i zawsze posiadaja doktadnie dwa wierzchotki. Zatem na mocy lematu 3.2
funkcja hjsg jest metryka. O

Definicja 3.2 ([16, 18, 17, 19]). Niech T, Ty € Up. Odlegtosé MS (ang.
Matching Split distance) pomiedzy drzewami T} i T, jest okreslona naste-
pujaco:

dys(Th, 1) = dZMS(Tla To) = dpy,s (B (Th), Bu(T3)). (3.11)

T T2
c e -

T, ablcde /a2 2\ aclbde
dys(Ty, T2)=3 ! X !
—_— P S
b e abc|de’ & e / acd|be
T, a d b N\ 2 N
: : 1 T3
C e ey ety
a ¢ d Ts dys(T,, To)=3 ablode /L1 24 cdlabe
p T xv 4
abc|de?, e

d a 2

_|

RYSUNEK 3.2: Przyktad obliczania metryki MS.

W rozdziale 2 opisany zostal zwiazek miedzy drzewami ukorzenionymi
a zbiorami klastréw zwigzanych z ich wierzchotkami. Przy formutowaniu
kolejnej metryki, tym razem dla drzew z Ry, naturalnym wydaje sie wy-
korzystanie tej zaleznosci. W celu okreslenia stopnia podobienstwa dwoch
klastrow A, B C L wykorzystamy ich réznice symetryczng, czyli suma-
ryczng liczbe lisci, ktére wystepuja w jednym ze zbiorow, a nie wystepuja
w drugim. Poniewaz moc réznicy symetrycznej A @ B, dla A, B € 2F jest
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metryka w zbiorze 2°, odlegloéé skojarzeniowa dla drzew ukorzenionych
mozemy zdefiniowaé nastepujaco:

Definicja 3.3. Niech T1,T, € Ry, funkcja hyc : 28 x 21 — Z>o bedzie
zdefiniowana jako hyc(A, B) = |A @ B| oraz O = (). Zgodnie z definicja
3.1 odlegtos¢ MC' (ang. Matching Cluster distance) dyc @ Rp X R, — Z>q
jest okreslona nastepujaca zaleznoscia:

nd(Tl,TQ) = d?;MC(Tl,TQ) == thC (O'*(Tl), O'*(TQ)) (312)

Tl TZ
2N 2 TN
T duc(Ty, To)=4 {a’b};X ek
_— D G
A2 [ba)
X>\ S
T, T.

3

,

F 2 N o
T3 Auc(Ty, T5)=3 {avb}i: “.: O=0
{c.d, HHab.c}

a b c d

P
R

RYSUNEK 3.3: Przyktad obliczania metryki MC.

3.3 Ztozonos$¢ czasowa wyznaczania wartosci
MS i MC

Rozwazmy graf dwudzielny G = (Vi, Vs, E) stuzacy do wyznaczania war-
tosci odlegtosci MS dla drzew T1,Ty € Up. Mozemy przyjaé, ze |Vi| =
Vol < |L| — 3, wiec |E| < (JL| — 3)%. Na zlozono$¢ czasowa wyzna-
czania wartosci MS sktada sie zatem koszt zwiazany z wyznaczeniem
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wag krawedzi grafu G oraz koszt znalezienia wartosci najlzejszego do-
skonatego skojarzenia w G. Pokazemy, ze graf G mozna skonstruowac
w czasie O(|L|*). Najlzejsze doskonale skojarzenie mozna w nim znalezé
w czasie O(|E)| mlog(\\/\ max.cp w(e)) uzywajac algorytméw opisanych
w [52, 83]. Poniewaz maksymalna waga krawedzi w G jest O(|L|), otrzyma-
my wéwezas algorytm o ztozonosci O(|L|*? log|L|). W przypadku metryki
MC sytuacja jest analogiczna.

Niech T" € Uy bedzie dowolnym drzewem réznym od gwiazdy oraz
T' € R; bedzie drzewem powstalym z T w wyniku jego ukorzenienia
w dowolnym wierzchotku wewnetrznym. 7 kazdym rozbiciem s w 7" mo-
zemy skojarzy¢ wzajemnie jednoznacznie klaster ¢ # L w T', taki ze
s = ¢|L \ ¢. Rozwazmy teraz dwa rozbicia s1,sy € Splits(L), takie ze
istnieja ¢1,c0 C L, dla ktérych zachodzi sy = ¢i|L \ ¢1, s2 = co|L\ ca.

Otrzymujemy wéwczas zaleznosé:

hMS(Sla 52) = hMS(leL \ C1, CQ\L \ 02)
= min{|ci| + [e2| — 2|1 Neal, |L| = ([ea] + |ca| = 2]er Neal)}
= min{hMC(cl, Cg), |L| - hMC(Cla Cg)}. (313)

W celu wyznaczenia wag krawedzi w grafie G wystarczy zatem skon-
struowa¢ drzewa ukorzenione 17, T3 € Ry, odpowiadajace drzewom 17, 75,
nastepnie wyznaczy¢ moce klastréw w zbiorach o(77), o(T3) oraz macierz
I mocy przecie¢ klastréw z tych zbioréw. Obliczanie wartosci hy,¢ sprowa-
dza sie do tego samego. Wyznaczenia mocy klastréw z o(17), o(13) moz-
na dokona¢ w czasie O(|L|) odwiedzajac wierzchotki drzewa w porzadku
postorder (tj. w momencie odwiedzania danego wierzchotka, odwiedzo-
ne zostaly juz wszystkie wierzchotki w jego poddrzewach) i korzystajac
z uprzednio wyznaczonych wartosci dla wszystkich dzieci danego wierz-
chotka. Wyznaczenia macierzy I mozna dokona¢ w czasie O(|L|*) wyko-
rzystujac algorytm 1 przedstawiony w [8]. Wyznaczenie mocy przeciecia
dwoéch jednoelementowych klastréw jest oczywiste. W przypadku wiek-
szych klastrow ¢; € o(T7), c2 € o(T}) korzystamy ze znanych juz wartosci
mocy przecie¢ dla wierzchotkéow bedacych dzieé¢mi ¢y lub ¢y, ktore zostaty
wyznaczone w poprzednich krokach algorytmu. Wykorzystanie wczesniej
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obliczonych wartosci jest mozliwe dzieki specjalnej kolejnosci odwiedza-
nia wierzchotkéw drzew. Dla danego wierzchotka v; € V(7T}) wybranego
z T} wedtug porzadku postorder odwiedzane sg nastepnie kolejno wszystkie
wierzchotki w T5, réwniez wedtug tej kolejnosci. Zatem ztozonosé opisanego
algorytmu obliczania metryk MS i MC wynosi O(|L|*®log|L|).

Algorytm 1 Wyznaczanie mocy przecie¢ pomiedzy klastrami z T7 i T
Wejscie: 11,1, € Ry,
Wyjscie: tablica I o wymiarach k x [, k = |o(T})|, | = |o(T3)|

1: 1 + wierzcholki drzewa 17 w porzadku postorder

2: )y < wierzcholtki drzewa T, w porzadku postorder
3: for i < 1 to |@;] do

4w Q]

5. for j < 1to |Q.| do

6: v+ QaJ]

7 if |c(u)| =1 and |¢(v)| =1 then

8 /* wierzchotki w i v sa lisémi */

9: if c(u) = c¢(v) then

10: ITi)[j] «+ 1

11: else

12: I1i][j] < 0

13: end if

14: else if |c(u)| =1 and |c¢(v)| > 1 then

15: /* wierzchotek u jest liSciem, lecz v nie jest */
16: /* C'h(x) oznacza zbidér dzieci wierzchotka = */
17: /* Qid(z) zwraca indeks z w Qg */

8 16 Saeone TIQE)]

19: else /* wierzcholek u nie jest liSciem */
20: /* Qid(z) zwraca indeks x w Q; */
2 I Saconn Q@I
22: end if

23:  end for
24: end for







4 Struktura przestrzeni
metrycznej MS

W niniejszym rozdziale gruntownie przebadamy przestrzenie metryczne
drzew nieukorzenionych binarnych i niebinarnych. Zaprezentowane zosta-
na podstawowe wtasnosci metryki MS, m. in. rozmiar sgsiedztwa i oszaco-
wanie Srednicy przestrzeni. Szczegdtowo przeanalizowany zostanie rowniez
zwiazek odlegtosci MS z metryka RF.

4.1 Podstawowe wtasnosci odlegtosci MS

Przyjrzyjmy sie teraz podstawowym wtasnosciom MS przyjmujac za punkt
odniesienia metryke RF.

Lemat 4.1 ([17, 19]). Niech Ty, Ty € UP, gdzie |L| = n, wéwczas jesli
dRF(Tl,TQ) = 1, to

n
2 <dys(T1,T3) < {EJ
oraz oba ograniczenia w pewnych przypadkach sq osiggalne.

Dowdéd. Zauwazmy, ze drp(11,Ts) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy drze-
wa T7 i Ty dzieli doktadnie jedna operacja uNNI [28]. Drzewa te zostaly
schematycznie przedstawione na rysunku 4.1. Mamy zatem dys(77,73) =
min{|B|+|D|, |A|+|C|}. Latwo zauwazy¢, ze maksymalna wartos¢ odlegto-

Sci MS pomiedzy Ty i To wynosi bJ, minimalna za$ 2 (gdy |B| = |D| =1

lub [A| = |C] = 1). O
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RYSUNEK 4.1: Drzewo T, powstaje z drzewa 17 w wyniku pojedynczej ope-
racji uNNI przestawiajacej poddrzewa B i D. Okregi reprezentuja
poddrzewa binarne nad zbiorami lisci A, B, C' i D.

Twierdzenie 4.2 ([19]). Niech T\, Ty € Uy, gdzie |L| = n, wowczas za-
chodzi nastepujgca nierownosc:

drr(T1, Ty) < dys(Th, To) < n drp(Th, o). (4.1)

Dowdéd. Petne graty dwudzielne wystepujace w definicji 3.1 i pojawiajace
sie przy obliczaniu wartosci dgp(T},Ts) oraz dys(T,Ts) réznia sie wy-
lacznie wagami na krawedziach (por. wniosek 3.3). Wagi te sa wyznaczone
przez odpowiednie metryki na Splits(L)U{O}, ktére spetniaja nastepujace
zaleznosci: hrp(s1, $2) < hars(s1, 82) < {%J hrr(s1,$2) < nhrp(sy,sz) dla
s1,82 € Splits(L) oraz 5 = hgp(s,0) < hys(s, 0) < {%J < n hgr(s,O)
dla s € Splits(L). Analogiczna relacja zachodzi wiec réwniez pomiedzy
odpowiednimi wagami krawedzi, zatem jest ona prawdziwa takze dla wag
najlzejszych doskonatych skojarzen w rozwazanych grafach. O

Dla drzew binarnych mozna poda¢ doktadniejsze oszacowanie.

Twierdzenie 4.3 ([19]). Niech Ty # Ty € UP, gdzie |L| = n, wéwczas:

n
dpr(T1,Ty) + 1 < dpys(Th, Tn) < {§J drp(T1, Ts). (4.2)

Dowdd. Uzywajac metody zastosowanej w dowodzie twierdzenia 4.2, z ta
tylko réznica, ze dla drzew binarnych 77,7, nie musimy rozwazaé odle-
glodci do elementu O, mamy hys(sy, s2) < {%J hrr(s1,s2) dla sq,s9 €
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Splits(L). Zatem ta sama relacja wystepuje dla odpowiednich odlegtosci
miedzy drzewami 77 i T5.

W celu pokazania poprawnosci ograniczenia dolnego przeprowadzimy
dowdd nie wprost. Zalézmy przeciwnie, ze zachodzi sytuacja, w ktorej

dMs(Tl,TQ) = dRF(Tl,TQ) >0 (43)

dla T}, Ty € UP oraz n > 4 jest najmniejsze mozliwe. Jedli istnieja dwa
lidcie (gatunki) z,y, ktére wraz z wierzchotkiem bedacym ich wspélnym
sasiadem tworza tzw. wisnie w obu drzewach (czyli takie, ze xy|L \ xy €
B(Ty) N B(Ty)), to zastepujemy te wisnie nowym lisciem z ¢ L zaréwno
w 17, jak i w Th. Zauwazmy, ze operacja ta nie zmienia wartosci RF oraz
nie zwieksza odlegtosci MS (waga krawedzi w grafie z definicji 3.1 moze sie
tylko zmniejszy¢ lub pozostaé bez zmian), stad (4.3) jest nadal prawdzie,
lecz rozmiar drzew zmalat do n—1 lisci. Poniewaz n byto minimalne, to nie
moze istnie¢ rozbicie s o min(s) = 2 w zbiorze 5(11) N B(1z). Z (4.3) wy-
nika réwniez, iz istnieje takie sparowanie wszystkich rozbié¢ z B(T7) \ f(12)
z rozbiciami z (1) \ 5(11), ze dla kazdej pary odlegtosé hprs wynosi 1.
Niech zatem s; = ab|L \ ab € [(T1) bedzie sparowane z pewnym roz-
biciem t; € B(T3), gdzie t; = abd|L \ abd ¢ [(11). Stad jedno z rozbié
to = ad|L \ ad lub ty = bd|L \ bd musi naleze¢ do 5(T5). Rozwazmy pierw-
szy przypadek, drugi jest analogiczny. Zat6zmy, ze rozbicie ty = ad|L \ ad
jest sparowane z sy = acd|L \ acd € S(T1), ¢ # b. W ten sposéb otrzy-
mujemy sprzeczno$é (taka sytuacja nie jest mozliwa), poniewaz s, nie jest
kompatybilne z s; (por. def. 2.4 oraz tw. 2.1). O

Przyktadem osiggania réwnosci z dolnego ograniczenia sa dwie gasieni-
ce Ty, Ty € UP| takie ze Ty powstaje z T) w wyniku operacji przeniesienia
wybranego liscia z jednego konca drzewa na drugi (por. rysunek 4.8). Gér-
ne ograniczenie jest spelnione dla drzew przedstawionych na rysunku 4.1,
jesli np. |A] = |B| = |C| = |D| = 1.

Konsekwencja twierdzenia 4.3 jest nastepujacy fakt.

Whiosek 4.4. Niech Ty, Ty € UB. Jesli dys(Ty, To) = 2, wéwczas drze-

wa Ty @ Ty réiniq sie dokladnie jednym rozbiciem, czyli dynni(T1,To) =
dRF(Tl,TQ) = 1.
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4.2 Rozmiar sgsiedztwa

Rozmiar sasiedztwa moze stuzy¢ jako pewna miara regularnosci przestrze-
ni. W pierwszej kolejnoéci przedstawimy rozwazania dotyczace przestrzeni
drzew binarnych.

Zgodnie z definicja drzewa Ty, Ty € UP sa sasiadami w metryce RF
(Scislej, w przestrzeni z metryka RF), jesli dgp(T},T2) = 1, natomiast sa
sasiadami w metryce MS, jesli dys(T1,T2) = 2.

Wtasnosci sgsiedztwa w przypadku metryk opartych na operacjach edy-
cyjnych podsumowuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.5 (94, 6]). Rozmiar sqsiedztwa drzewa T € UB, |L| =n
WYNOSL:

1. 2n — 6 dla metryki uNNI [94],
2. 2(n —3)(2n —7) dla metryki uSPR [6],

3. co najwyzej (2n — 3)(n — 3)* zaleznie od topologii T dla uTBR [6].

Dla sasiedztwa w metryce uTBR doktadniejsze oszacowanie zostato nie-
dawno (2010 rok) podane w pracy [63].

Twierdzenie 4.6 ([63]). Rozmiar sqsiedztwa drzewa T € UP, |L| = n
w metryce wTBR spetnia warunki:
n—4

2 16
2n* —8n+2+2> (i) < |Nurpr(T)| < gn?’ —4n® + SNt
i=1

gdzie 1(1) = 0 oraz (i) = 2+ 4 Y2} [log, j .

W przypadku metryki RF kazde drzewo T € UP podobnie jak dla
ulNNI posiada doktadnie 2n — 6 sgsiadow. Wynika to z faktu, ze drzewo
sasiednie w RF powstaje wskutek operacji uNNI, a dla kazdej krawedzi
wewnetrznej w T° mozliwe sa dwie takie operacje. Niestety w literaturze

trudno jest odnalez¢ analogiczne informacje odnosnie pozostatych metryk
wielomianowych, tj. PD, ND i QT.
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Przechodzac do rozwazan dotyczacych sasiedztwa w metryce MS za-
uwazmy, ze na podstawie wniosku 4.4 oraz dowodu lematu 4.1 tatwo opi-
sa¢ operacje edycyjna, w wyniku ktérej powstaja drzewa sasiednie w UP.
Operacja ta jest specyficznym typem transformacji uNNI, w ktérej prze-
mieszczane poddrzewa sg pojedynczymi liSémi.

Twierdzenie 4.7 ([19]). Rozmiar sgsiedztwa drzewa T € UB, |L| = n
w metryce MS wynosi co najwyzej n — 1 1 jest zalezny od topologii T'.

Dowad. Yatwo zweryfikowaé poprawnosé twierdzenia dla n = 4,5,6. Dla
n > 7 rozwazmy cztery mozliwe sposoby rozmieszczenia lisci wzgledem
krawedzi wewnetrznej przedstawione na rysunku 4.2. Dla krawedzi we-
wnetrznej e znajdujacej sie w konfiguracji a) lub b) nie mozna wykonaé
operacji pozwalajacej na utworzenie drzewa sasiedniego. W sytuacji c)
mozna wykonaé jedna taka operacje, natomiast w konfiguracji d) dwie.
Niech m;, i = 1,2, 3,4 odpowiada ilo$ci krawedzi w T € UP znajdujacych
sie odpowiednio w konfiguracjach a), b), ¢) i d). Mamy zatem

|Nars(T)| = ms + 2ma. (4.4)

Zliczajac liscie w T' w nastepujacy sposob: lidcie ay, ay w konfiguracji b)
oraz ay, az w sytuacji d) liczone sa pojedynczo, gdyz nie sa incydent-
ne z zadng inng krawedzig wewnetrzna w T', natomiast pozostate liscie
uwzgledniane sg z waga %, poniewaz sgsiadujg one z doktadnie dwiema
krawedziami wewnetrznymi, otrzymujemy

%ml +2mg + ma + gm4 =n. (4.5)
Wyznaczajac z (4.5) my i podstawiajac do (4.4) dostajemy |Nys(T)| =
$(4n + m3) — £(2my + 8my). Poniewaz mz < n — 5, stad ostatecznie
INys(T)| <n—1.

Drzewo o maksymalnej liczbie sasiadéw powinno zatem zawiera¢ moz-
liwie duzo lisci w konfiguracji ¢). Takim drzewem jest gasienica T} € UP
przedstawiona na rysunku 4.3, gdzie mamy mozliwo$¢ wykonania jednej
operacji tworzacej drzewo sasiednie dla kazdej z krawedzi e, . . ., e,_4 oraz
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dwdch takich operacji dla krawedzi e; i e,,_3, stad T} posiada n—1 sasiadéw
w UB. 7 drugiej strony zauwazmy, ze istnieja drzewa nieposiadajace sasia-
dow w MS, np. 8-listne drzewo T przedstawione na rysunku 4.3. Drzewa
o tej wlasnosci mogg by¢ skonstruowane w podobny sposob dla dowolnej
liczby lisci wigkszej od 8 oraz dla n = 6. O

a

) b)
a, a
>L< >i<
a,
c) d)
a, a, a, a,
e e
ag
RYSUNEK 4.2: Mozliwe sposoby rozmieszczenia lisci wzgledem krawedzi we-
wnetrznej w drzewach ze zbioru U, gdzie n > 7.

W dalszej czedci pracy zostanie wykazane, ze pomimo faktu, iz istnieja
w MS drzewa bez sasiadow, przestrzen ta nie posiada izolowanych wysp,
czyli obszaréw znacznie oddalonych od pozostatych punktéw. Doktadna
analiza tej wlasnosci wraz z formalng definicjg jest umieszczona w pod-
rozdziale 4.5.

Twierdzenie 4.7 ilustruje jedna z kolejnych réznic miedzy metrykami MS
i RF. W przypadku odlegtoéci RF bowiem, rozmiar sasiedztwa nie zalezy
od topologii drzewa.

Rozwazymy teraz parametry analogiczne do opisanych powyzej dla zbio-
ru wszystkich drzew Uy, a nie tylko binarnych. Jedna z podstawowych r6z-
nic w stosunku do sytuacji w zbiorze UP przejawia si¢ w tym, ze drzewa
Ty i Ty sa sasiadami w Uy, gdy dys(T1,T2) = 1. Podstawowe wlasnosci
dotyczace sasiedztwa w zbiorze Uy zostaly podsumowane w ponizszym
wniosku.
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RYSUNEK 4.3: Gasienica 77 ma najwiecej sasiadow w metryce MS. Drzewo 15

jest przyktadem drzewa bez sasiadéw w MS.

Whniosek 4.8.

1. Jesli dys(Th, To) = 1, wowczas oba drzewa nie sq binarne oraz jedno

z nich powstaje z drugiego w wyniku odczepienia liscia potlgczonego
z pewnym wierzchotkiem wewnetrznym v i przylgczeniu go do wierz-
chotka bedgcego sqsiadem v. Przykiad takiej operacji zostatl przedsta-
wiony na rysunku 4.4.

. Jedli Ty € UB | wéwczas nie istnieje Ty € Uy, takie Ze dys(Th, To) =
1 (tj. drzewa binarne nie majq sgsiadow w Up).

. Niech Ty € Uy. Liczba drzew Ty € Uy, dla ktorych zachodzi réuwnosé
d]V[S(Tl,TQ) =1 jest O(‘L‘Q)

. Rownos$é dpp(T1, Ty) = dys(Th, Tz) moze zachodzié dla dowolnie du-
zych wartosci drp(Ty, T3).

Dowad.

1-2. Zauwazmy, ze dla drzew T3, Ty € U, ré6wnos¢ dys(T7,T) = 1 moze

zachodzi¢ wytacznie gdy |B.(T1)| = |B«(T2)|, w przeciwnym bowiem
razie w wyrazeniu opisujacym wartosé¢ odlegtosci MS miedzy tymi
drzewami wystepowalby sktadnik hys(O,s) > 2 dla pewnego nie-
trywialnego rozbicia s € [.(T1) U B.(T,). Poniewaz, na podstawie
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twierdzenia 4.3, minimalna odlegtos¢ réznych drzew binarnych wy-
nosi 2 oraz z uwagi na wymagang rownolicznos¢ zbiorow nietrywial-
nych klastréw, zadne z drzew nie moze by¢ drzewem binarnym (stad
otrzymujemy punkt 2). Drzewa te zatem musza réznié sie doktadnie
jedna para rozbié¢ s; € B.(T1), s2 € B4«(T3), $1 # Sz, a rozbicia 1,59
z kolei muszg sie r6zni¢ potozeniem doktadnie jednego elementu z L.

3. Zauwazmy, ze liczba mozliwych operacji opisanych w punkcie pierw-
szym dla danego drzewa T € Uy, jest nie wieksza niz liczba par (x, u),
gdzie x € L oraz u jest sasiadem sgsiada licia x, czyli O(|L|?). Przy-
ktadem sytuacji, gdy moc sasiedztwa jest Q(|L|?), jest rodzina drzew
T5 na rysunku 4.5.

4. Usuniecie kazdego z nastepujacych lisci aq, ..., a; drzewa T3 przed-
stawionego na rysunku 4.5 i przytaczenie go do odpowiedniego wierz-
chotka wewnetrznego vy, . .., v, powoduje utworzenie drzewa 775 be-
dacego w odlegtosci drp(T3,T5) = dys(T3,T5) = k.

RYSUNEK 4.4: Niebinarne drzewa T} i T5 sg sasiadami w Uy, z metryka MS.

4.3 Lokalne modyfikacje drzewa

Rozwazane w niniejszym podrozdziale przeksztalcenia polegaja na wpro-
wadzeniu niewielkich zmian w poréwnywanych drzewach, tzn. na utworze-
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Qs

RYSUNEK 4.5: Dla 3k-listnego drzewa T3 istnieje k% drzew oddalonych od T3
o 1 (w metryce MS). Odleglo$¢ MS miedzy drzewami T3 i T4 wynosi
k.

niu lub Sciggnieciu pojedynczej krawedzi oraz dotaczeniu nowego wierz-
chotka. Poniewaz analizowane modyfikacje dotycza pojedynczych elemen-
téw, nie powinny znaczaco wplywaé¢ na zmiane odlegtosci powstatych
w ten sposob drzew.

Twierdzenie 4.9 ([19]). Dane sq¢ dwa drzewa T,T, € Uy, |L| = n, takie
ze T, powstaje z T w wyniku Sciggniecia krawedzi wewnetrznej e odpowia-
dajgcej rozbiciu A|B, tj. B(T.) = B(1T1) \ {A|B}, wowczas:

dus(T,T.) = hars(A|B, 0) = min(A|B) < EJ .

Dowaod. Podana nieréwno$é wynika bezposrednio z lematu 3.1 oraz faktu
3.5, gdyz drzewa T'i T, réznig sie wylacznie jednym rozbiciem zwigzanym
z krawedzig e. O

W dalszej czesci podrozdziatu rozwazymy wptyw dotaczenia nowego li-
Scia do porownywanych drzew na zmiane ich odlegto$ci w metryce MS.

Twierdzenie 4.10 ([19]). Niech T\, T, € Uy, gdzie |L| =n > 5 oraz zbior
A G L bedzie o jeden element mniejszy od L, czyli |A| =n — 1. Zachodzg
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wowczas ponizsze zaleznosci:

n
dMS(Tl,TQ) < dMS(T1|A,T2\A) +n—4+ \‘gJ ’

n—1
dus(Th, Ty) > dMS(TllAaT2A>_{ 5 J

Dowdd. Niech L = AU {z}. Rozbicia s € Splits(A) oraz s' € Splits(L)
nazywamy odpowiadajgcymi (wéwezas s odpowiada ' oraz s' odpowiada s),
jesli rozbicie s = C|D € Splits(A) jest nietrywialne oraz zachodzi jedna
z nastepujacych réownosci: ' = CU{x}|D lub ¢ = C|DU{z}. Zauwazmy,
ze w przypadku dotaczenia krawedzi wiszacej z nowym lisciem do $rodka
istniejacej krawedzi w T4 powstaje nowe rozbicie s, € B.(T1). W zalez-
nosci od sposobu dotaczenia lisScia x mozliwe sg dwie sytuacje. Lis¢ x jest
dotaczony do krawedzi wiszacej zwiazanej z liSciem y. Powstaje wéwczas
rozbicie xy|L \ xy, ktore nie posiada rozbicia odpowiadajacego w B, (T1)4).
W drugim przypadku li$¢ z jest dotaczony do krawedzi wewnetrznej zwia-
zanej z rozbiciem B|C' € (,(T1), wowczas dla B|C' pojawia sie dwa rozbicia
odpowiadajace B U {z}|C, B|C' U {z} € B(T}1). Uwzgledniajac obie te sy-
tuacje zdefiniujmy formalnie pojecie nowego rozbicia s, € .(T;), gdzie
i = 1,2, jako rozbicia wybranego tak, ze dla kazdego s € ,(7;4) istnieje
doktadnie jedno rozbicie odpowiadajace w zbiorze 3, (T;)\{s.}. Przyjmijmy
rowniez, ze dodatkowy element O odpowiada sobie samemu. Jesli elementy
st € Splits(L)U{O} odpowiadaja elementom s,t € Splits(A)U{O}, to
hMS(S, t) < hMS(Sl,t,) < hMS(S, t) + 1.

Rozwazmy nastepujace sparowanie P = {(s;,t;) : i = 1,... k}, gdzie
si € Bu(T114)U{0}, t; € Bu(Toa)U{O}, k = max—y 2 |B.(Tija)| < n—4, po-
wstate w wyniku wyznaczenia wartodci dars(Tha, Toja) = K has(sisti).
Konstruujemy sparowanie sktadajace sie z par elementéw s; € 5, (T)U{O}
it € B.(Ty) U{O} odpowiadajacych elementom sparowanym w P oraz
(jesli to konieczne) pary rozbi¢ (Spew, tnew), jesli oba zbiory 5.(17) 1 5.(13)
zawieraja nowe rozbicia lub z pary (Spew,O) ewentualnie (O, t,.,), jesli
doktadnie jeden ze zbioréw (,(T1), f.(Ts) zawiera nowe rozbicie. Ponie-
waz koszt skonstruowanego sparowania wyznacza goérne ograniczenie dla
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odlegtosci dyss (14, T3), otrzymujemy stad dars(T1,T%) < dars(Thja, Toja) +
n—4+ {%J

Rozwazmy sparowanie M elementéw 3, (71)U{O} z elementami f3,(73)U
{O} analogiczne do najlzejszego doskonatego skojarzenia definiujacego od-
legtosé MS miedzy drzewami 17 i Ty. Przeksztatcamy M w sparowanie M’
pomiedzy elementami zbioréw S, (T14) U{O} i B (T54) U{O}, zastepujac
elementy we wszystkich parach, w ktorych nie wystepuja nowe rozbicia,
elementami im odpowiadajacymi (pary zawierajace nowe rozbicia sg po-
mijane przy transformacji, stad nie wystepuja one w M’). Mozliwe sa
nastepujace cztery sytuacje.

Przypadek 1. Istnieja dwa nowe rozbicia spew € Bi(T1), thew € Be(T2),
ktére tworza pare (Spew,tnew) € M. Wowcezas zachodzi dys(T1,Ts) =
S syem Pars(8,t) > Y5 nemr hars(s,t) > dars(Thja, Toja).

Przypadek 2. Nowe rozbicia nie wystepuja ani w 5,(T}), ani 5.(T3),
wowezas dars(Th,T2) > dars(Thja, Toja) podobnie jak w powyzszym przy-
padku.

Przypadek 3. Wystepuja dwa nowe rozbicia Spew € 04(T1), thew €
0.(Ty), lecz nie tworza one pary w M, tj. (Spew, T2), (Z1, thew) € M. WoOW-
czas rozszerzamy M' o pare (x),2)), gdzie 2} jest elementem odpowiada-
jacym i, stad dys(Th, 1) = Ysyen hus(s,t) > Xispenr hus(s,t) —
hars(xy, x5) > dars(Thja, Toja) — {"TAJ

Przypadek 4. Istnieje doktadnie jedno nowe rozbicie. Bez straty ogol-
noéci mozemy zatozy¢, ze wystepuje ono w drzewie 11, tj. Spew € 04(17)
oraz (Spew, ) € M. Wowezas rozszerzamy M’ o pare (O, x'), gdzie 2’ jest
elementem odpowiadajacym x, stad das(Th,T2) = X (s pem hus(s,t) >

S syem hs(s,t) — hars(a', 0) > dprs(Thja, Toja) — VTAJ O

W przypadku gdy oba drzewa 17 oraz T, powstaja ze wspolnego drzewa
binarnego Ty4 = T4 W wyniku operacji dofgczenia liscia, gérne ograni-
czenie moze by¢ poprawione.

Twierdzenie 4.11 ([19]). Jesli Ty, Ty € UP, |L| = n i MAST(T1,Ts) =
n — 1, wowczas
dMS(TlaTQ) S n—2 (46)
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oraz warto$¢ ograniczenia n — 2 moze byc osiggalna.

Dowéd. Rozwazmy drzewa Ty, Ty, € UP przedstawione schematycznie na
rysunku 4.6 i roéznigce si¢ wylacznie umiejscowieniem jednego liscia x.
Zauwazmy, ze drzewa te réznig sie wytacznie rozbiciami s;, t; dla ¢ =
0,...,k — 1. Ponadto mamy hys(s;,t;) < 1 dlai # 0 oraz hyrs(So, to) =
min{|C|+1,n—|C|—1}. Zatem dyrs(T1, To) < X871 hg(s, t;)+hs(so, to) <
n—2+k—|C| <n— 2. Przykladem osiggania przez (4.6) wartosci n — 2
sa gasienice przedstawione na rysunku 4.8. U

RYSUNEK 4.6: Okregi reprezentuja dowolne binarne poddrzewa nad zbiorami
lisci A i B. Zbiér C odpowiada zbiorowi liéci w rodzinie poddrzew
znajdujacych sie w wyréznionym obszarze.

Mozna postawi¢ hipoteze, ze gérne ograniczenie z tw. 4.10 dla drzew
binarnych moze by¢ poprawione do nastepujacej postaci:

dars(Th,To) < dars(Thja, Toja) +n — 2.

Zauwazmy, ze dotgczenie nowego liscia do drzew moze zmniejszy¢ ich
odlegtos¢ w metryce MS. Przyklad takiej sytuacji jest przedstawiony na
rysunku 4.7. Drzewa T34 oraz Tp 4 roznig si¢ doktadnie jednym rozbi-
ciem, zatem latwo mozemy wyznaczy¢ ich odlegtosé dass(T'ja, Toa) =
hys(Dx|CB, Cx|BD) = min{|C|+|D|, |B|+1}. Dystans drzew 7T} i 75 na-
tomiast mozemy oszacowaé jako dys(T1,To) < hys(Cy|BDz, Cx|BDy)+
hys(Dx|BCy, Dy|BCx) < 4. Jedli zatem przyjmiemy, ze |B| = 8, |C| =
|D| = 3, to otrzymamy zmniejszenie odleglosci z 6 do 4.



4.3 Lokalne modyfikacje drzewa Y

Jest to kolejna wlasnosé¢, ktora odréznia metryke MS od RF, gdyz przy-
padku tej ostatniej mamy zawsze drp(Thja, Toa) < drp(Th,T5). Zauwazmy
jednak, ze mozliwos¢ zmniejszenia odlegtosci wystepuje rowniez dla innych
metryk, czego przyktadem moze by¢ odlegtosé weztowa (ND) lub $ciezkowa
(PD). Dla drzew na rysunku 4.7 mamy: dyp(Tija, Toa) = (|B| + 1)(|C| +
[DD), dpn(Tija; Toa) = /(IBI+ 1D)(|IC| + [D]), dno(Th, T2) = 4(C|+ D),
dpp(T1,T3) = /8(|C| + |D]). W przypadku rozmiaréw poddrzew okreslo-
nych tak samo jak powyzej otrzymujemy: dyp(Tija, Toja) = 54 > 24 =
dnp(Th,T3) oraz dpp( Tl\A7T2|A V54 > /48 = dpp(T, T3).

fomasy ¢

Tija T T,

RYSUNEK 4.7: Przyktad konstrukcji drzew, dla ktérych dodanie liscia powoduje
zmniejszenie odleglosci MS. Okregi reprezentuja poddrzewa o zbio-
rach lisci B, C'i D.

Oszacowania przedstawione w twierdzeniach 4.9-4.11 ilustrujg kluczowsa
ceche metryki MS. Zauwazmy, ze dla dowolnej statej k € Z~q, uzywajac
k razy tw. 4.9 lub tw. 4.10, otrzymujemy, ze przemieszczenie dowolnej
ustalonej liczby k lisci lub $ciagniecie i wprowadzenie k krawedzi moze
zmieni¢ odlegtosé MS o wartosé rzedu O(n) i jest to asymptotycznie nie-
wiele w poréwnaniu do maksymalnej odlegtosci w metryce MS osigganej
w zbiorze U,, ktéra jest rzedu O(n?) (dowéd tego faktu jest przedstawio-
ny w podrozdziale 4.4). Zatem w przypadku poréwnywania duzych drzew
filogenetycznych przemieszczanie ograniczonej (niewielkiej w stosunku do
rozmiaru drzewa) liczby lidci nie powoduje istotnych zmian wartosci MS.

Wtasnosé ta stanowi jedna z podstawowych zalet MS w odniesieniu do
metryki RE. W celu zilustrowania tego faktu rozwazmy drzewa przedsta-
wione na rysunku 4.8. Drzewo T, powstaje z 17 w wyniku usuniecia liscia
a i dotaczenia go do krawedzi zwiazanej z lisciem d. Jest to znany przyktad
(pojawia sie np. w [85]) prezentujacy nieintuicyjne zachowanie sie odleglo-
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sci RF. W wyniku opisanej operacji, ktora zmienia pozycje tylko jednego
liscia, pozostawiajac wzgledne relacje pokrewienstwa dla znacznej wiekszo-
sci gatunkow bez zmian, otrzymujemy bowiem dwa drzewa maksymalnie
rézne od siebie, tj. dgrp(T1,To) = n — 3 (metryka RF osiaga maksymalna
mozliwa wartos¢ dla drzew z UP). Natomiast w przypadku metryki MS
mamy dys(T1,Ts) = n — 2, co jest asymptotycznie duzo mniejsza war-
togcia w poréwnaniu do maksymalnej odlegloéci wynoszacej O(n?). Juz
np. dla n = 8 mamy dys(7,T2) = 6, podczas gdy maksymalna wartosé
odlegtosci MS wynosi 16.

RYSUNEK 4.8: Przyktad obrazujacy jedna z podstawowych zalet metryki MS
w stosunku do RF. Strzaltki narysowane linia ciagla wskazuja sparo-
wanie rozbi¢ wyznaczajace warto$é¢ odlegloéci MS.

Zbadajmy teraz jak na zmiane odlegtosci w MS wplywaja podstawowe
operacje edycyjne. Niech T, T" € UP. Jedli dynni(T,T") = 1, wéwczas na
podstawie lematu 4.1 mamy, ze dys(1T,T") < {%J . Pozostate dwie operacje
moga spowodowaé wieksza zmiane.

Fakt 4.12. Istniejg drzewa T, T' € UP, |L| = n, takie ze:
1. duspr(T,T") =1 oraz dys(T,T") = O(n?),

2. duTBR(Ta T/) =1 oraz dMs(T, T,) = @(712)
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Dowod. Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia 4.10 wystarczy pokaza¢ kon-
strukcje takich drzew dla n = 3k, k € Z>5. W celu pokazania prawdzi-
wosci punktu pierwszego rozwazmy drzewa Ty, Ty € UP, |L| = 3k przed-
stawione na rysunku 4.9. Drzewo T, powstaje z T} w wyniku pojedyn-
czej operacji uSPR, polegajacej na odczepieniu poddrzewa zawierajace-
go liscie A = {ay,...,a;} 1 przylaczeniu go w $rodek krawedzi e. Niech
B; = {b1,by,...,b;} oraz s;, = (AU B;)|L\ (AUB;) it; = Bix1|L\ Bi1
dla ¢ = 1,...,k — 1. Mamy zatem 5,(T}) \ S«(T2) = {si}iz1.. k-1 = Xa
oraz f.(Ts) \ Bu(T1) = {ti}i=1,. k-1 = Xo. Na podstawie lematu 3.1 od-
legtosé dyrs (11, T5) jest réwna sparowaniu o najmniejszej wadze rozbi¢ ze
zbioréw X 1 Xo. Zauwazmy, ze hys(s;, t;) = min{|A|+|B; & Bj|, |L| —
|A| — |B; ® Bjy1|} dla1l < 4,5 <k —1. Poniewaz dla 1 <i,j < k—1
zachodzi |B; @ Bji1| < k, stad has(s, t;) > k. OtrzymaliSmy zatem, ze
dyrs(Ty, To) > k(k — 1) = O(n?).

Punkt drugi wynika z pierwszego oraz z faktu, ze operacja uSPR jest
szczegbdlnym przypadkiem uTBR (por. lemat 2.3). O

4.4 Srednica przestrzeni z metryka MS

Srednice zbioréw U, UB w metrykach filogenetycznych wyznaczaja zakres,
w jakim dana metryka mierzy odlegtosci miedzy drzewami. W przypadku
metryk filogenetycznych wartosci te rzadko sg znane doktadnie, wprawdzie
Ay, (UB) = n—3, lecz np. dla metryk opartych na operacjach edycyjnych
znamy juz tylko asymptotyczne oszacowania.

Twierdzenie 4.13 ([71, 6]).

L. Zlogyn —o(nlogn) < Ay, (UP) < nlogyn+ O(n) [71],

2. % - O(n) < AduSPR(UnB) <n-3 [6]7

3. % - O(n) < AduTBR(UnB) <n-—-3 [6]

W niniejszym podrozdziale zostanie wykazane, ze srednica zbioréw U,
i UB w metryce MS wynosi %nQ + O(n). W przeprowadzeniu dowodu tego
faktu przydatne beda ponizsze lematy.
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RYSUNEK 4.9: Drzewo Ty € UPB, gdzie |L| = 3k, powstaje z drzewa Ty € UP
w wyniku pojedynczej operacji uSPR.

Lemat 4.14 ([19]). W dowolnym ukorzenionym drzewie binarnym T €
RB liczba wierzcholkéw wewnetrznych posiadajgcych klastry o mocy nie
wiekszej niz k € {1,...,n} wynosi co najmniej k — 1.

Dowadd. Yatwo zweryfikowaé poprawnosé lematu dla k& = n. Niech £ < n
oraz u bedzie wierzchotkiem wewnetrznym, takim ze u nie spelnia wa-
runku wymaganego w lemacie (tj. |c(u)| > k), lecz wszystkie wierzchotki
wewnetrzne bedace potomkami u speilniaja ten warunek. Zauwazmy, ze
zawsze taki wierzchotek istnieje, gdyz wystarczy jako u przyja¢ dowol-
ny wierzchotek wewnetrzny posiadajacy klaster o mocy ming,ey iy {|c(v)] :
le(v)| > k}. Wierzchotek u wraz ze swoimi potomkami indukuje podgraf
postaci ukorzenionego poddrzewa w 1" posiadajacy co najmniej k& + 1 li-
Sci. Poddrzewo to ma zatem co najmniej k wierzchotkéw wewnetrznych,
z ktorych k — 1 spetnia warunki lematu. O

Dla n € Zs1, niech G,, € RZ bedzie ukorzeniona binarna gasienica.
W szczegdlnosei przyjmujemy, ze drzewa ukorzenione binarne posiadajace
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2 lub 3 lidcie sg réwniez gasienicami. Niech S(n) = Y1 ,i = ”22+ L —1 dla
n > 2 oraz S(1) =0.

Lemat 4.15 ([19]).

1. Suma mocy klastrow odpowiadajgcych wierzchotkom wewnetrznym
w gasienicy G, wynosi S(a).

2. Dla a < b zachodzi S(a) + S(b) < S(a— 1)+ S(b+1).

3. Suma mocy klastrow zwigzanych z wierzchotkami wewnetrznymi w bi-
narnym ukorzenionym drzewie n-listnym osigga maksymalng war-
tosc dla G,,.

Dowdd. Fakty 1, 2 oraz 3 dla n < 4 sa prostymi obserwacjami. Niech
T € RP bedzie dowolnym ukorzenionym drzewem binarnym niebedacym
gasienica. W celu uzasadnienia prawdziwosci faktu 3 dla n > 4 pokazemy,
ze T mozna przeksztatci¢ w drzewo o topologii gasienicy G, za pomoca
operacji przenoszenia pojedynczego liscia, tak by nie zmniejszy¢ sumy mo-
cy jego klastrow. Proces transformacji dotyczy ukorzenionych poddrzew
i odbywa sie w porzadku ,jod dotu do géry” (bottom-up). Zauwazmy, ze
jezeli korzen takiego poddrzewa jest potaczony z dwoma ukorzenionymi
gasienicami posiadajacymi odpowiednio n; oraz ny lidci (1 < ny < ng),
to zgodnie z punktem 2 wartos¢ analizowanej sumy wskutek przeniesienia
liScia z pierwszego poddrzewa do drugiego nie zmaleje. Opisang operacje
powtarzamy do momentu uzyskania ukorzenionej gasienicy. O

Lemat 4.16 ([19]). Dla n podzielnego przez 4 liczba krawedzi wewnetrz-
nych w drzewie T € U, ktérym odpowiadajq rozbicia A|B, takie ze za-

chodzi min(A|B) < %, wynosi co najmniej 5 — 2.

Dowod. Wprowadzamy orientacje krawedzi drzewa T' w kierunku wyzna-
czonym przez potozenie w drzewie mniejszej sktadowej rozbicia zwigzane-
go z dana krawedzia. W ten sposob co najwyzej jedna krawedz moze nie
otrzymac orientacji (taka, ktora odpowiada rozbiciu A|B, gdzie |A| = |B|).



62 Struktura przestrzeni metrycznej MS

Przez stopien wejsciowy (wyjsciowy) wierzchotka rozumiemy liczbe krawe-
dzi incydentnych z danym wierzchotkiem i skierowanych do (od) niego. Po
wprowadzeniu wspomnianej orientacji dla kazdego wierzchotka w T' jego
stopien wejsciowy moze wynosi¢ 0 lub 1. Mozliwe sa dwie sytuacje.

1. Doktadnie jedna krawedz {uq,us} zostala nieskierowana. Drzewo T
moze by¢ zatem rozwazane jako dwa drzewa binarne T} oraz T, uko-
rzenione odpowiednio w uy i ug, gdzie |L(T1)| = |L(13)| = 5. Na pod-
stawie lematu 4.14, w T; (i = 1,2) istnieje co najmniej 7 — 1 wierz-
chotkéw wewnetrznych u posiadajacych klastry o mocy |c(u)| < 7.

2. Wszystkie krawedzie zostaty skierowane. Istnieje zatem jeden wierz-
chotek u posiadajacy stopien wejsciowy 0 i 1" moze by¢ rozwazane
jako suma trzech drzew binarnych ukorzenionych w wierzchotkach
sasiadujacych z u. Co najwyzej jedno z tych drzew moze posiadac
mniej niz 7§ lisci, stad pozostate dwa drzewa T; oraz T, spetniaja
|L(T3)| > % dlai = 1,2, a to z kolei pozwala na powtérzenie dla nich
rozumowania z punktu 1.

0

Lemat 4.17 ([19]). Niechn bedzie podzielne przez 4 oraz T € UP. Wszyst-
kie rozbicia A|B z 3.(T) sortujemy w porzedku niemalejgcym wedlug war-
toscimin(A|B). Suma wartosci min(A|B) pierwszych § rozbic w tym ciggu
jest mniejsza niz 71’—; + O(n).

Dowdd. Na podstawie lematu 4.16 wszystkie wybrane rozbicia A|B, z wy-
jatkiem co najwyzej dwoch, ktorych nie bedziemy dalej rozwazac, spet-
niaja warunek min(A|B) < %. Wprowadzamy orientacje krawedzi drzewa
T w kierunku wyznaczonym przez potozenie w drzewie mniejszej sktado-
wej rozbicia zwiazanego z dang krawedzia. Nastepnie usuwamy wszystkie
wierzchotki, do ktorych nie wchodzi zadna z krawedzi odpowiadajacych
rozwazanym rozbiciom. Usuwamy rowniez wszystkie wierzchotki izolowa-
ne. W rezultacie T' rozpada si¢ na sume x roztacznych ukorzenionych drzew
binarnych posiadajacych n; wierzchotkéw wewnetrznych (i = 1,..., ). Su-
ma szacowana w niniejszym lemacie, oznaczona dalej jako S, odpowiada
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sumie mocy klastrow zwigzanych z wierzchotkami wewnetrznymi otrzy-
manych w ten sposéb drzew. Mamy wiec Y37 n; < § (kazdy wierzchotek
wewnetrzny odpowiada pewnemu z wybranych rozbi¢) oraz n; < § — 1
dla 7 = 1,...,2z. Na podstawie lematu 4.15 otrzymujemy ostatecznie, ze

S <YL S(n+1) <25(2 4 1). O

Twierdzenie 4.18 ([19]). Srednice zbioréw n-listnych nieukorzenionych
drzew filogenetycznych w metryce MS wynoszq:

Auyis (UF) = S0 % 0(n),

AWAMQ:%inm)

Dowéd. Dla kazdego n mamy n = 8k +1[, [ = 0,...,7, gdzie k € Z>.
Na podstawie twierdzenia 4.10 mozemy zatem ograniczy¢ rozwazania do
przypadku n = 8k, poniewaz ewentualna zmiana odlegtosci spowodowana
dodaniem [ lidci jest nie wigksza niz (EJ +n — 4)l. Na podstawie lematu
3.1 warto$¢ dars(Th,Ty) dla Ty, Ty € UP jest réwna najlzejszemu doskona-
temu skojarzeniu n — 3 rozbi¢ z 5,(17) z n — 3 rozbiciami z B.(T). W ce-
lu otrzymania ograniczenia gérnego sortujemy elementy zbioréw [,(T7)
i B.(T3) (osobno elementy z kazdego ze zbioréw) w porzadku niemaleja-
cym wzgledem rozmiaru mniejszej partycji rozbicia, tworzac dwie sekwen-
cje. Nastepnie, taczac elementy wystepujace na zgodnych pozycjach w obu
sekwencjach, tworzymy pewne sparowanie. Waga odpowiadajacego przed-
stawionemu sparowaniu skojarzenia na podstawie lematu 4.17 moze by¢
oszacowana przez 2(75n® 4+ O(n)) + (£ — 3) {%J = 2n? + O(n), poniewaz
dla dowolnych rozbié¢ s i ¢t zbioru n-elementowego zachodzi hyss(s,t) <
min {min(s) + min(?), {%J }

Pokazemy teraz, ze oszacowanie to jest rowniez prawdziwe dla dowol-
nych (niekoniecznie binarnych) drzew 77,75 € U,. Na podstawie drzew
Ty, Ty poprzez rozwigzywanie multifurkacji (czyli wprowadzanie nowych
krawedzi rozdzielajacych wierzchotki o stopniu wiekszym niz 3) w dowol-
ny sposéb konstruujemy odpowiednie drzewa binarne T}, Ty € UZ. Mamy
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zatem (.(T;) C B.(T}), dla i = 1,2. Sortujemy elementy zbioréw [,(77)
i B.(Ty) podobnie jak powyzej, tj. w porzadku niemalejacym wzgledem roz-
miaru mniejszej partycji rozbicia. Niech M" = {(s},t}): i =1,...,n — 3},
gdzie s € B.(T7)), t; € B.(T3) bedzie sparowaniem rozbi¢ wystepujacych
na tych samych pozycjach w posortowanych sekwencjach. Na podstawie
M’ skonstruujemy teraz sparowanie M = {(s;,t;) i =1,...,n—3}, gdzie
s; € Bu(Th) U{O}, t; € B.(T) U{O}, zastepujac rozbicia niewystepujace
w zbiorach £,(T)) i B.(T3) elementem O. Zauwazmy, ze kazdy z elemen-
téw zbioréw B,(T1) 1 f.(Ts) wystepuje w M doktadnie raz. Przyjmujac
min(O) = 0, na podstawie lematu 4.17 otrzymujemy:

dars(Th, Ty) < Z hars(s,t) < f: (min(s;) + min(¢;)) + (ﬁ — 3) {EJ

(s,t)eM i=1
z : n n 3

<Y min(s}) + > min(t) + (5 - 3> {gJ < §n2 + O(n).
i=1 ;

Ograniczenie dolne otrzymamy konstruujac dwa drzewa Ty, Ty € UB | ta-
kie ze dys(Th, To) = 2n* — O(n). Niech S(T) = {s € f.(T) : min(s) < 2}
bedzie zbiorem malych nietrywialnych rozbi¢ w T'i D(T') = p.(T) \ S(T)
bedzie zbiorem duzych rozbi¢ w T'. Konstrukcja wspomnianych drzew zo-
stata przedstawiona na rysunku 4.10. Zauwazmy, ze dla rozbi¢ s € 5,(11),
t € B.(13) zachodza nastepujace relacje:

hars(s,t) =min(s) + min(t), gdzie s € S(T1) it € S(Tz), (4.7)
hass(s, 1) 2% 2, gdzie s € D(T1) it € D(T3), (4.8)
hars(s,t) 2% +min(t) — 1, gdzie s € D(T}) it € S(1), (4.9)
hars(s, t) z% 4 min(s) — 1, gdzie s € S(T1) it € D(Ty).  (4.10)

Definiujemy funkcje f na zbiorze nietrywialnych rozbi¢ w nastepujacy
sposéb: f(s) = min(s) dla s € S(T1) U S(13) oraz f(s) = § — 1 dla
s € D(T1) U D(Ty). Wowczas z (4.7) - (4.10) otrzymujemy hg(si, s2) >
f(s1) + f(s2) dla kazdego rozbicia s; € 5.(T;), gdzie i = 1,2. Poniewaz
w doskonatym skojarzeniu musi znalez¢ sie kazde z rozbic¢ z B,(T7)US.(T3),
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jego waga (zatem rowniez i warto$¢ dys(77,7T»)) jest nie mniejsza niz

Yep s f(8) =40 +2(5 = 1)(5 1) = §n® —n — 2. O
T,

ay Qi1 Qi Pl tfz Doc1 boi | Cox Coxr €2 5;1 o s d;
a2> d2

S(T) D(T) S(T)

T,

b, c;
02>11¢111111.b11<b2

Doer Coiiar  dy @ Oyl i@y dyg 8  diiiby Cug

RYSUNEK 4.10: Konstrukcja odlegtych drzew w metryce MS.

4.5 Regularnos$¢ przestrzeni z metrykg MS

W tym podrozdziale rozwazymy problem wystepowania izolowanych wysp
w zbiorach UP i Uy z metryka MS. Wystapienie izolowanej wyspy ma
miejsce wtedy, gdy ponizsza wtasnos¢ nie jest spelniona:

Definicja 4.1. Niech dla kazdego n > 4 funkcje d : X,, x X,, — Rxg
beda metrykami w zbiorach n-listnych drzew filogenetycznych X,,. Me-
tryki dX nie tworzq izolowanych wysp, jedli istnieje taka stala § € Rsg
niezalezna od n, ze dla kazdej pary T,,T, € X, istnieje ciag drzew T, =
T, Toy...., T, Ty =Ty, T, € X,, dla 1 < i <k, taki ze d1 (T}, Tj41) <6
dlal1<j<k-—1.

Izolowanych wysp, w sensie powyzszej definicji w zbiorach Uy, oraz UZ,
nie posiada oczywiscie metryka RF. Dla UP wystarczy przyja¢ d = 11 wy-
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konywa¢ operacje uNNI aby zalez¢ sekwencje bliskich binarnych drzew po-
srednich. W przypadku drzew dowolnych T},T, € Uy, wtasnos¢ ta wynika
z faktu, ze warto$¢ 2dgp(T7,T,) okre$la minimalna liczbe operacji Scia-
gniecia lub wprowadzenia krawedzi niezbedna do przeksztalcenia drzewa
Ty w Ty [95]. Szukana sekwencja drzew powstaje zatem w wyniku tych
wlasnie operacji.

Dla metryk uNNT, uSPR i uTBR w zbiorze UP wtasnoé¢ braku izolowa-
nych wysp wynika wprost z ich definicji. Wspomniane wyspy nie wystepuja
rowniez w przypadku metryki MS. Fakt ten jest konsekwencja ponizszego
twierdzenia.

Twierdzenie 4.19 ([19]). Dla dowolnych T,, T, € Uy istnieje sekwencja
drzew T, = T\, Ts,..., T, 1, T, =T, T; € Up dla i+ = 1,...,k, taka
ze dys(Tj,Tj41) < 4, gdzie j = 1,...,k — 1. Ponadto jesli dodatkowo
T,, T, € UP, wéwczas istnieje sekwencja o opisanych powyzej wlasnosciach
sktadajgca sie wylgcznie z drzew binarnych.

Dowdéd. Sekwencja drzew posrednich wystepujaca w twierdzeniu powsta-
je w wyniku wykonywania operacji przedstawionych na rysunku 4.11, za
pomoca ktérych mozna przeksztatcié dowolne drzewo T, € U, w dowol-
ne drzewo T, € Up. W celu wyznaczenia kolejnosci wykonywania operacji
wybieramy dowolny 1is¢ z T}, tymczasowo go usuwamy i nastepnie uko-
rzeniamy w wierzchotku, ktéry sasiadowal z usunietym liSciem. Proces
transformacji dotyczy ukorzenionych poddrzew i odbywa sie w porzadku
,0d dotu do géry” (bottom-up). Usuniecie wybranego liscia ma na celu wy-
tacznie ustalenie kolejnosci wykonywania operacji, tj. ustalenie porzadku
,od dotu do goéry”, ktéry mozemy zapamietac, np. wprowadzajac orienta-
cje krawedzi w kierunku wierzchotka petniacego role korzenia. W procesie
transformacji uczestniczy wiec nieukorzenione drzewo 1.

Proces ten polega na przenoszeniu liscia w obrebie poddrzewa, tak by
przeksztalci¢ je w binarng gasienice, co moze by¢ wykonane za pomoca
operacji 1 oraz 2. Jesli w trakcie transformacji pojawi sie w danym drzewie
wierzchotek wewnetrzny o stopniu wigkszym niz 3 potaczony z co najmnie;j
dwoma lis¢mi, wykonujemy wowczas operacje 4. Dla drzew binarnych T,
T, operacja 4 jest zbedna. Podobnie w binarna gasienice transformujemy
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drzewo T,. Sekwencje drzew posrednich taczacg powstate gasienice otrzy-
mujemy poprzez sortowanie lisci jednej z nich za pomoca operacji 3. U

Mimo zmiennej liczby sasiadéw, wynoszacej w niektorych przypadkach
nawet 0, przestrzeni z metryka MS zaréwno dla UP, jak i Uy, posiada wiec
pewne cechy regularnosci.

Operacja T T dys
(@)
1 y 4
k21
2 3
k21
3 2
) » ) .
4 : : 2
y y
2 () ()

RYSUNEK 4.11: Lokalne modyfikacje w metryce MS. Literami s, ¢, v’ oznaczo-
no rozbicia, ktorych catkowity koszt sparowania odpowiednio z s, ¢
i u definiuje odlegtos¢ MS miedzy danymi drzewami.
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a ag

RYSUNEK 4.12: Przyklad drzewa, dla ktérego nie istnieje drzewo binarne w od-
legtosci 3 w metryce MS.

TABELA 4.1: Liczby drzew |Ny(T, )| ze zbioru UZ lezacych w poblizu drzewa T
przedstawionego na rysunku 4.12 dla pieciu najmniejszych osiggalnych
wartosci 6.

Nr |6 [Nus(T.0)|]6 [Nep(T.0)|| 6 [Nep(T,0)|] 6 [Nor(T.5)l

12 6 1 12 V14 6 6 6
2 4 45 2 96 V20 12 12
315 72 3 724 V28 12 18 14
416 241 4 5082 V32 9 24 36
517 432 5 26904 |34 24 28 12

Odlegtos¢ MS wynoszaca 4 jest jednoczesnie najmniejsza wartoscia dla
UB,

w nim drzewa posrednie wystepujace w def. 4.1. W podrozdziale 4.1 wy-
kazane zostato, ze w UP nie istnieja drzewa odlegle o 1 oraz istnieja drze-

n > 4, ktéra wyznacza sasiedztwo, takie ze zawsze mozna znalezé

wa, ktore nie maja sasiadéw (czyli drzew w odlegtosci 2). Na rysunku 4.12
przedstawione zostalo drzewo T' € UZ, dla ktérego nie istnieje w U drze-
wo w odlegtoséci 3. W tabeli 4.1 przedstawiono moce zbioréw Ny(T, d) dla
drzewa T dla pieciu najmniejszych warto$ci 0 osiggalnych w poszczegdl-
nych metrykach.

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze w przypadku innych powszechnie
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stosowanych metryk wielomianowych, tj. metryki kwartetowej, $ciezko-
wej (PD) lub weztowej (ND), izolowane wyspy wystepuja. W przypadku
metryki kwartetowej i zbioru UP wynika to wprost z faktu, ze juz mini-
malna odlegto$¢ w QT miedzy réznymi drzewami rosnie proporcjonalnie
do liczby lisci n i wynosi n — 3 [106]. W przypadku pozostatych dwdch
metryk PD, ND i zbioru U, wystarczy zauwazy¢, ze odlegtos¢ dowolnego
drzewa od gwiazdy T" € U, rosnie wyraz ze wzrostem n, gdyz wprowa-
dzanie kazdej nowej krawedzi wewnetrznej wydtuza wzajemne odlegtosci
o 1 miedzy co najmniej 2(n — 2) parami wierzchotkéw. Zatem dla do-
wolnego drzewa 7" € U,, T" # T mamy dyp(T,T') > 2(n — 2) oraz
dpp(T,T") > +/2(n — 2).

4.6 Podsumowanie

Wtasnosci metryki MS dla drzew binarnych:

1. oszacowanie przez RF, tw. 4.3:

n
dpr(T1,T5) + 1 < dys(Th,Ts) < {gJ dpr(Th,Ty), dla Ty # T,

2. minimalna dodatnia odlegtosé, tw. 4.3

min d Ty, T5) =2
ey ms(Th, 1)) )

3. rozmiar sasiedztwa, tw. 4.7: co najwyzej n — 1, zalezny od topologii
drzewa,

4. $rednica, tw. 4.18:

3
max  dys(T1,Ty) = §n2 + O(n).

Ty, TeUB
Wtasnosci metryki MS dla drzew dowolnych:

1. oszacowanie przez RF, tw. 4.2:

drr(Th, 1) < dys(Th,To) < n dpp(Th, Ts),
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2. minimalna dodatnia odlegtos¢, wniosek 4.8:

i d T,.T5) =1
o0 us(Th, Tp) =1,

3. rozmiar sasiedztwa, wniosek 4.8: O(n?), zalezny od topologii drzewa,

4. $rednica, tw. 4.18:

3

Wybér sposobu poréwnywania rozbi¢ za pomoca funkcji hysg jest dosé
naturalny. Dla drzew niebinarnych zachodzi jednak potrzeba zdefiniowa-
nia odlegtosci h(O, s) rozbicia s do elementu O. Przyjeta w rozwazaniach
definicja hprs(s, O) = min(s) powoduje, ze duza czes¢ whasnosci prawdzi-
wych dla drzew binarnych przenosi si¢ rowniez na drzewa dowolne, np.
oszacowanie srednicy, reakcja na dodanie nowego wierzchotka, czy wla-
sno$¢ braku izolowanych wysp. Warto zauwazy¢, ze dosé¢ tatwo jest podaé
inne sposoby definiowania tej odlegtosci gwarantujace metrycznosé h, np.
dla s € Splits(L) warto$¢ ta mozemy zdefiniowaé jako h(s,O) = H%J /2]
[18]. Otrzymujemy wowczas jednak pewne ostabienie wlasnosci w zbiorze
Uy w stosunku do drzew binarnych, objawiajace si¢ m.in. powstaniem izo-
lowanych wysp, ktorych przyktadem jest gwiazda.

Trzeba zaznaczy¢, ze metoda mierzenia odlegtosci o zblizonej naturze
do MS pojawia sie w pracy Nye i in. [82]. Zaproponowany tam algo-
rytm jest przedstawiony jako miara podobienstwa drzew filogenetycznych
(w szczegdlnosei nie spetnia aksjomatéw przestrzeni metrycznej), w zwiaz-
ku z czym opiera sie on na wadze najciezszego skojarzenia w grafie dwu-
dzielnym, ktorego partycje podobnie jak w MS, odpowiadaja zbiorom nie-
trywialnych rozbi¢ w poréwnywanych drzewach. Metoda ta wykorzystuje

jednak inng niz w przypadku MS miare podobienstwa rozbic, zdefiniowang,

. B . (lAnC| |BnD . [lAnD| |BNC]|
jako s(A|B,C|D) = max {mm{‘AUc', ‘BUD|} ,mln{|AUD|, |BU0|}}. Auto-

rzy pracy [82] wspominaja takze, ze ich algorytm moze by¢ stosowany row-

niez dla drzew o réznej liczbie krawedzi wewnetrznych, jednak jasno nie
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precyzuja jak w takim przypadku powinno odbywaé si¢ obliczanie warto-
Sci podobienstwa. Praca [82] nie zawiera zadnych rozwazan teoretycznych
ani statystycznych dotyczacych wlasnosci prezentowanej tam metody.






5 Przestrzen metryczna MC dla
drzew z korzeniem

5.1 Dopasowanie wierzchotkéw drzew za
pomocg metryki MC

Dopasowanie wierzchotkéw poréwnywanych drzew jest istotnym zagad-
nieniem w analizie zgodnosci historii ewolucji [79]. Oprécz iloSciowego
okreslenia stopnia podobienstwa realizowanego przez metryki, dopasowa-
nie wierzchotkéw pozwala na strukturalne zobrazowanie ksztattu i potoze-
nia najbardziej zblizonych do siebie obszaréw drzew. Jedna z najbardziej
popularnych metod umozliwiajacych skonstruowanie i zobrazowanie opi-
sanego dopasowania jest podejscie polegajace na wyszukiwaniu wierzchot-
kéw wewnetrznych najbardziej zblizonych do danego, wedtug okreslonej
miary podobienstwa, wraz z interaktywna wizualizacja otrzymanych wy-
nikéw [79]. Funkcjonalno$é ta jest dostepna np. w aplikacji TreeJuxtapo-
ser [79].

Warto zauwazy¢, ze pewnego rodzaju dopasowanie, wyznaczone przez
odpowiadajace najlzejszemu skojarzeniu sparowanie wierzchotkow drzew
Ty, T; € Ry, pojawia sie jako element dodatkowy przy obliczaniu odlegto-
sci MC miedzy drzewami 77 i T5. Oczywiscie takie sparowanie wystepuje
dla dowolnej metryki skonstruowanej za pomoca definicji 3.1, lecz w przy-
padku odlegtosci MC posiada ono dodatkowe wtlasnosci, ktére zostana
oméwione w niniejszym podrozdziale.

Opisane dopasowanie odpowiadajace najlzejszemu doskonatemu skoja-
rzeniu nie musi by¢ unikatowe, czego przyktadem sa sparowania M; =

{{si, tisa} iz, m—3U{{sn—2,t1}} oraz My = {{s;,t;} }i=1,.n—2 0 minimal-
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nej wadze réwnej 2n—4 przedstawione na rysunku 5.1. Niemniej jednak dla
MC zawsze mozliwe jest znalezienie takiego skojarzenia, ktére zachowuje
relacje miedzy przodkami i potomkami. Rozwazmy dwa dowolne drzewa
T1,T, € Ry. Niech a € V(11), b € V(13) oraz wierzchotki ¢ € V(1),
d € V(T,) beda dowolnymi przodkami odpowiednio a i b, tj. a <7, ¢,
b <p, d. Zachowanie wspomnianej relacji polega na tym, ze zawsze mo-
zemy znalezé takie najlzejsze skojarzenie definiujace wartosé MC, w kto-
rym nie bedzie ,skrzyzowanego” sparowania wierzchotkéw, czyli potomka
z przodkiem i przodka z potomkiem, tj. a z d oraz b z ¢ (np. sparowanie
M, na rysunku 5.1). Warto zauwazy¢, ze analogiczna wtasnosé dla metryki
MS nie jest znana.

RYSUNEK 5.1: Drzewo T, powstaje z T1 w wyniku przeniesienia liScia a; ponad
lis¢ a, i polaczenia go z korzeniem. Sparowania klastrow drzew Tj
i Ty, zaznaczone liniami przerywanymi i oznaczone jako M7 oraz Mo,
posiadaja minimalng wage réwng 2n — 4.

Twierdzenie 5.1 (o zachowaniu relacji przodek-potomek). Niech Ty, T, €
Ry, |[V(T))| < |V(T3)| oraz V; = V(T) \ (LU{r(T})}) dlai=1,2 oznacza
zbior wierzchotkow wewnetrznych bez korzenia w T;. Istnieje iniekcja f :
Vi = Vi o calkowitym koszcie Yvery |c(V) @ e(f (V)| + Xuevp\ rony le(w)| =
dyeo(T1, Ty), taka ze dla wszystkich wierzcholkéow wewnetrznych (z wyjgt-
kiem korzenia) a,b € V(TI) spetnione sqg nastepujgce zaleznosci:

1. jesli a <p, b, wowczas wierzcholki sparowane z a i b w Ty spelniajg
fla) <g, f(b) lub sq¢ <p,-nieporéwnywalne,
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2. jesli f(a) <p, f(b), wéwczas wierzchotki a, b spetniajg a <p, b lub
sq <p, -nieporownywalne.

Dowdd. Niech a <p, b,a # borazb = f(b) <p, ' = f(a), gdzie f oznacza
dowolne sparowanie klastréw, ktére definiuje wartosé dpyso (11, 73). Wow-
czas A=cla) S c(b)=B=X®Aoraz B =c(V/) G c(d)=A' =B X'
dla pewnych zbioréw X, X'. Mamy zatem |[A@ A’|+|B@ B'| = |[A® B'|+
| B A'|+2|XNX'|, stad po wykonaniu modyfikacji w f, tak aby f(a) := ¥/,
F(b) 2= a rowenosé ey, |e() ©c(F ()] + Zoevi iy )| = dyso (T3, )
nadal jest prawdziwa, lecz |A||B'| + |B||A'| = |A||4’| + |B||B'| + | X|| X"].
Zatem po uwzglednieniu opisanej modyfikacji wartos¢ parametru zdefi-
niowanego jako Y- cy. |c(v)|[e(f(v))| wzrosta. Otrzymujemy wiec, Ze co
najwyzej O(|L|*) kolejnych operacji tego typu jest mozliwych do wykona-
nia, po uwzglednieniu ktérych otrzymamy f spelniajace pierwszy punkt
twierdzenia. Drugi punkt jest wnioskiem z pierwszego. O

Niech T, dla v bedacego wierzchotkiem wewnetrznym w T € Ry, oznacza
poddrzewo w T ukorzenione w v oraz I(T) = V(T') \ L(T) bedzie zbiorem
wierzchotkéw wewnetrznych T'. Ponizszy wniosek ilustruje pewna wlasnoscé
pozwalajaca zwiekszy¢ efektywnos$é wyznaczania odlegtosci MC dla drzew
silnie niezbalansowanych, np. gasienic.

Wniosek 5.2. Niech T\, T, € Ry, oraz |o.(T1)| > |0.(T2)|. Ponadto niech
GV, Vo, E), V1| = |Va| = |0.(T1)| bedzie grafem umozliwiajgcym wyzna-
czenie odlegltosci dyo (11, Ty) z lematu 3.2, a wierzcholki u € Vi, v € Vj
odpowiadajg wierzchotkom wewnetrznym w, v rézZnym od korzenia w drze-
wach odpowiednio T @ T5. Zbior krawedzi w G, ktorych jednym z koncow
jest wierzchotek odpowiadajgcy elementowi pomocniczemu O oznaczymy
jako Eo.

Konstruujemy podgraf G postaci G’ = (Vy, Vo, E'), gdzie E' = E"UEgo C
E, E"NEg =0, taki ze dla kazdej krawedzi {u,0} € E", gdzie u, v nie
sq korzeniami Ty, Ty, spetnione sq nastepujgce warunki:

[[(Th,)| < |ow(Th)| — distr, (v, 7(T2)) + 1,
[ [(T3,)] < |ow(Th)| — disty, (u, 7(T1)) + 1,
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wowczas waga najlzejszeqo doskonatego skojarzenia w G’ réowniez wyno-
si dyre(T1,Ty). Ponadto jedyng krawedzig w E' zawierajgcq wierzcholek
odpowiadajgcy korzeniowi Ty lub Ty jest {7(11),7(13)}.

Dowdéd. Niech M C E bedzie skojarzeniem w grafie GG spelniajacym twier-
dzenie 5.1. Pokazemy, ze wszystkie krawedzie nalezace do M spetiajg po-
dane zaleznosci. Zatézmy, ze w M istnieje krawedz e = {1, v} odpowiada-
jaca sparowaniu wierzchotkéw wewnetrznych u € I(Ty) \ {r(71)} oraz v €
I(Ty)\ {r(T»)} jak na rysunku 5.2. Poniewaz M spelnia warunki twierdze-
nia 5.1 zaden z wierzchotkéw wewnetrznych = € I(77,,) \ {u} nie moze by¢
sparowany z disty, (v, 7(7T3)) — 1 wierzchotkami lezacymi na $ciezce pomie-
dzy v oraz r(Ty). Zatem, aby w M mogta istnie¢ wspomniana krawedz musi
by¢ spetniona nieréwnosé I(Ty,) —1 < |o.(T1)| — 1 — (distg, (v, r(Ts)) — 1).
Analogiczna sytuacja musi zachodzi dla wierzchotkéw wewnetrznych znaj-
dujacych sie w poddrzewie T5,. Poniewaz takie skojarzenie M istnieje za-
wsze, mozemy z grafu G usunaé te krawedzie o koncach odpowiadajacych
wierzchotkom wewnetrznym drzew T}, T5, ktére nie spetniajg przynajmniej

jednej z podanych zalezno$ci. O
r(T,) %z,lﬂ,lr(r &Y ()

)

RYSUNEK 5.2: Ilustracja do wniosku 5.2.

Zauwazmy, ze jesli T' € RP jest gasienica, to dla kazdego x € I(T) zacho-
dzi |I(T,)| + distr(x,r(T)) = n — 1. Zatem w przypadku, gdy oba drzewa
Ty, Ty € RP sa gasienicami, na mocy wniosku 5.2 mamy |I(71,,)| < [I(T},)]
oraz |I(Ty,)| < [I(Ty,)|, czyli I|(Th,)| = [1(T1,)]- W celu wyznaczenia od-
legtosci MC miedzy T} i T, wystarczy wiec skonstruowaé graf G’ posiada-
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jacy tylko n — 2 krawedzi, ktore jednoczesnie tworza najlzejsze doskonate
skojarzenie w G'.

Niestety uzytecznos¢ przedstawionej wtasnosci do redukcji ilosci krawe-
dzi w grafie konstruowanym przy wyznaczeniu metryki MC maleje wraz
ze wzrostem zbalansowania porownywanych drzew.

5.2 Podstawowe wtasnosci metryki MC

Ponizszy lemat przedstawia prosta zalezno$é miedzy odlegtosciami drzew
ukorzenionych i drzew bez korzenia.

Lemat 5.3. Niech T, Ty € Ry, T € Ry, gdzie LNL =0 i |L'| > |L]|
oraz drzewo T} € Uy, i = 1,2 powstaje w wyniku polgczenia korzenia
drzewa T; z korzeniem 'T'. Zachodzq nastepujgce rownosci:

dRFC(Tla TZ) - dRF(T1/7 T2/>7
dyve(Ty, To) = dus(T7, Ty).

Dowdd. Definiujemy iniekcje ¢ : o(Ty) — B(T7), taka ze klaster A C L
przechodzi na t(A) = A|L’U(L\ A). W analogiczny sposéb wprowadzamy
iniekcje o @ o(T2) — B(T3). Pozostate rozbicia sa identyczne w obu drze-
wach T7, Ty. Stad, dgr(T,T2) = dgrr(1}],Ty). Skoro |L'| > |L|, wiec dla
Aeo(Ty), B € o(Ty) mamy hg(t1(A),o(B)) = min{|A® B|,|L| + |L'| —
|A @ B|} = hye(A, B) oraz hys(t1(A),0) = |Al = hue(A, O), zatem
druga réwnos¢ zachodzi na mocy lematu 3.1. O

Uogolnienie lematu nie jest prawdziwe, jesli zamiast wspolnego drzewa
T € Ry uzylibysmy réznych drzew z Rp.. Jako kontrprzyktad rozwazmy
drzewa przedstawione na rysunku 5.3, gdzie L = AUBUCUD, L' =
EUFUG,|L| =|L| =14, T1,Ty € R?, T3, T, € RE, Ty3,Toy € UE ;..
Zachodzi wéwcezas dyro(Th, T2) + dyre(Ts, Ty) = 10 > dyrs (T, Toy) = 8.

Twierdzenie 5.4. Niech Ty, Ty € Ry, gdzie |L| = n, wowczas:

drre(T1,T2) < dye(T1,T2) < 2(n— 1) drpe(T1, T3). (5.1)
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RYSUNEK 5.3: Litery reprezentuja zbiory liSci w odpowiednich poddrzewach
o nastepujacych liczbach elementéw: |A| = 3, |B| = |C| = |E| =
|F| =1, |D| =2, |G| =5.

Dowdd. Zauwazmy, ze pelne grafy dwudzielne stuzace do wyznaczania
wartosci drp(Ty,Ty) oraz dye(Ty,Ts) réznia sie jedynie wagami na kra-
wedziach. Dla klastréw c¢q,co & L zachodzi hrpeo(cr, co) < hye(cr, ) <
n - hgre(cr,c2) < 2(n — 1)hgpe(cr, ¢2), podobnie § = hgrpe(c,0) <
hae(c,O) = |c| < 2(n — 1)hgre(c, O) dla klastra ¢ & L. O

Przyktadem osiagania rownosci z dolnego ograniczenia sa drzewa T3
i T4 przedstawione na rysunku 5.7. Gérne ograniczenie natomiast staje
sie réwnoscia dla drzew T,T" € Ry, gdzie T jest gwiazda, a T" posiada
doktadnie jeden nietrywialny klaster o mocy |L| — 1.

Dla drzew binarnych oszacowanie mozna poprawic.

Twierdzenie 5.5. Niech Ty # Ty € RP, gdzie |L| = n, wéwczas:

drre(Th, 1) + 1 < dye(Th, T2) < (n— 1)dgpe(Th,T5). (5.2)

Dowdéd. W przypadku dowodu dolnego ograniczenia wykorzystamy twier-
dzenie 4.3 dla metryki MS. Niech T" € R bedzie dowolnym drzewem,
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takim ze LN L' =, |L'| = |L|. Na podstawie T}, Ty oraz T poprzez pota-
czenie krawedzia korzeni drzew 17, Ty z wierzchotkiem r(7") konstruujemy
dwa drzewa nieukorzenione 77, Ty € UE ;.. Na mocy twierdzenia 4.3 otrzy-
mujmy drro(T7,T3) + 1 < dys(T],Ty). Stad postugujac sie lematem 5.3
dostajemy dpp(T1,T5) + 1 < dye(Th, Tz).

Odnosnie gérnego ograniczenia zauwazmy, ze klastry cj, co tego samego
drzewa spelniaja warunek kompatybilnosci (por. tw. 2.2), tj. ¢; C ¢y lub
c2 C ¢y lub ¢; Ny = 0. Niech klastry Ay, Ao, ..., Adppe (1) tWorza zbior
0.(T1) \ 0.(T3) oraz |A;] < |A;] dlai < j. W ten sam sposéb sortujemy
elementy By, By, ..., Biype(mi, ) tworzace zbiér o, (T3)\ 0. (1}). Pokazemy,
ze e M) | Ay B < (L] —1)dgp(Th, Ty). Jesli dla kazdego i zachodzi
A, # L\ B;, to |A; @ B;| < |L| i teza jest spelniona. W przeciwnym
przepadku niech i bedzie najmniejszym indeksem, takim ze A; = L\ B;.
Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze |B;| > |L|/2. Rozwazymy dwa
przypadki.

Przypadek 1. i < dgpc(T1,Ts), wowezas dla j > i na mocy warunku
kompatybilnoéci mamy B; & B; lub B; N B; = (. Jednak B; N B; # 0,
gdyz w przeciwnym przypadku |B;| > |B;| > |L|/2, a stad musialaby
zachodzi¢ réwnosé¢ |B;| = |L|/2, co nie jest mozliwe, poniewaz wéwczas
B; = L\ B; = A; — sprzecznos¢ z definicja B; i A;. Stad otrzymujemy, ze
B; G Bj oraz zachodzi A; & A; albo A;NA; = 0. Zauwazmy, ze A;NA; = ()
implikuje A; & B; & B;. Dla kazdej z obu tych sytuacji, tj. A; & A; lub
A; ¢ B; & B;, mamy |A; & Bj| < |L| — 2. Poniewaz dla j < ¢ zachodzi
|A; @ B;| < |L| — 1, wiec otrzymujemy teze.

Przypadek 2. i = dgpc (11, T,). Zatbézmy, ze istnieje zbior B € 0.(13),
taki ze B; & B. Wéwczas B € 0,(T1), lecz B nie jest kompatybilne z A;.
Zatem taki zbior B nie istnieje, co oznacza, ze B; musi by¢ klastrem o mak-
symalnej mocy sposréd klastréw z o,(T5). Poniewaz Ty jest drzewem bi-
narnym, dla takiego B; musi zachodzi¢ L\ B; = A; € 0.(T5). Otrzymujemy
sprzecznosé z definicjg zbioru A;. Mozliwy zatem jest wylacznie rozwazony
powyzej przypadek 1. O

Sytuacje, w ktorej osiagane jest gérne ograniczenie ilustruje pierwszy
punkt ponizszego wniosku.
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‘Whniosek 5.6.

1. Istniejg drzewa Ty, Ty € RB, dla ktérych dppc(Ty,Ty) = 1 oraz
dMC(Tl, Tg) =n — 1.

2. Jesli Ty, Ty € RB oraz dye(Th, Ty) = 2, wéwczas drpo(Ty, To) = 1.
Dowdad.
1. Konstrukcja takich drzew jest przedstawiona na rysunku 5.4.
2. Zaleznos¢ ta wynika bezposrednio z twierdzenia 5.5.
O

Rozwazmy teraz doktadniej wtasnosci przestrzeni metrycznej genero-
wanej przez metryke MC, skupiajac sie w pierwszej kolejnosci na zbiorze
drzew binarnych. Bezposrednia konsekwencja twierdzenia 5.5 jest definicja
sasiadow w metryce MC. Mianowicie, sasiadami w zbiorach RP i Ry, beda
drzewa odleglte odpowiednio o 2 i 1. Podobnie jak w przypadku metryki
MS, drzewa sasiednie w MC w zbiorze R? powstaja w wyniku operacji
zamiany lisci znajdujacych sie po przeciwnych koncach wspélnej krawedzi
wewnetrznej (np. liscie ap oraz ag drzewa Ty z rysunku 5.5). Drzewa sa-
siednie w zbiorze RP sg zatem przykladem osiggania réwnoéci dla dolnego
ograniczenia z tw. 5.5.

Twierdzenie 5.7. Dia drzewa Ty € RP liczba drzew Ty € RZ, takich ze
dyc(Th, Ty) = 2, wynosi co najwyiej n — 1. Dla n > 4 istnieje Ty € RB,
takie ze dla dowolnego Ty € Rf zachodzi dyro(Th, Ty) > 2.

Dowdd. Pokazemy, ze podobnie jak w przypadku metryki MS drzewo bi-
narne o topologii gasienicy posiada najwicksza mozliwg liczbe sasiadow
w MC. Rozwazmy drzewa przedstawione na rysunku 5.5. Dla drzewa
Ty € RB dla kazdej krawedzi es, ..., e, » mozemy wykonaé¢ jedna opera-
cje zamiany miejscami incydentnych z nig lisci, pozwalajaca na utworze-
nie drzewa sasiedniego. W przypadku krawedzi e; mozliwe sa dwie takie
operacje, zatem dla Tj istnieje n — 1 drzew sasiednich w RZ. Z drugiej
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strony zauwazmy, ze T, jest przyktadem drzewa, ktore nie posiada zad-
nej z powyzszych konfiguracji lisci, stad nie posiada ono sasiadéow w RE.
Konstrukcja drzew o wiekszej liczbie lisci przebiega w analogiczny spo-
sob. Dodatkowo jesli usuniemy liS¢ ag oraz ag i as, otrzymamy drzewa 5-
i 4-listne o tej samej wtasnosci. O

A

RYSUNEK 5.4: Drzewa 17 i Tb réznia sie jednym klastrem. Odlegtos¢ w metryce
MC miedzy tymi drzewami wynosi |L| — 1.

AN KRN

an an1 4 Q a azg a4 g

RYSUNEK 5.5: Gasienica posiada najwieksza liczbe sasiadéw w Rf .

Rozwazmy teraz zblizone wtasnosci dla zbioru wszystkich drzew Rj.
Wtasnosci te podsumowane sa w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 5.8.

1. Jesli dyo (T, Ty) = 1, wéwcezas oba drzewa nie sq binarne oraz jedno
z nich powstaje z drugiego w wyniku usuniecia liscia polgczonego z
pewnym wierzchotkiem wewnetrznym v © przylgczenia go do wierz-
chotka bedgcego sqsiadem v. Przykiad takiej sytuacji zostal przedsta-
wiany na rysunku 5.6.

2. Jesli'T, € Rf, wowezas nie istnieje Ty € Ry, takie ze dyc(Ty, To) =
1.



82 Przestrzen metryczna MC dla drzew z korzeniem

3. NiechT| € Ry,. Liczba drzew Ty € Ry, dla ktorych zachodzi rownosé
nd(Tl,TQ) =1 j€8t O(’LP)

4. Réwnosé drpc(T1,Ts) = dye(T1,Ty) moze zachodzi¢ dla dowolnie
duzej wartosci drro(Th, T3).

Dowdad.

1. Przedstawiona konfiguracja jest jedyng mozliwa sytuacja, w ktorej
zbiory 0.(T}) i 0.(T3) réznia sie doktadnie jedna para klastréw ¢; €
0.(Th), c2 € 0.(T3), ¢1 # ¢ oraz dodatkowo klastry ¢; i ¢y r6Znia sie
tylko jednym elementem z L.

2. Zauwazmy, ze na podstawie punktu pierwszego, aby opisana sytu-
acja byta mozliwa w T} musi istnie¢ wierzchotek o stopniu co naj-
mniej 4 (lub co najmniej 3, w przypadku gdyby wierzchotek ten byt
korzeniem). Poniewaz drzewo T} jest binarne, nie mozna dla niego
przeprowadzi¢ opisanej transformacji.

3. Liczba mozliwych operacji opisanych w punkcie pierwszym dla dane-
go drzewa T} € Ry, jest nie wigksza niz liczba par (z,u), gdzie z € L
oraz u jest sasiadem sasiada licia x, stad oszacowanie O(|L|?). Przy-
ktadem opisanej sytuacji jest drzewo 73 na rysunku 5.7.

4. Usuniecie kazdego z nastepujacych liSci aggiq,...,az, drzewa Tj
(rysunek 5.7) i przylaczenie go do odpowiedniego wierzchotka we-
wnetrznego vy, . .., v powoduje utworzenie drzewa 714 znajdujacego
sie w odlegtosci drpe (T3, T5) = dys(T5,T4) = k.

O

Podsumowujac, podobnie jak w przypadku odlegtosci MS liczba drzew
w sasiedztwie wybranego drzewa w metryce MC zalezy od jego topologii.
Moze si¢ ona waha¢ w granicach od 0 do ©(n?) w przypadku ogdlnym oraz
pomiedzy 010 (n) dla binarnych drzew n-listnych. Rozmiar sasiedztwa jest
zalezny od topologii réwniez dla odlegtosci rSPR [103] (w przeciwienistwie
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VNNV =N/ Y- NS Y o NN

RYSUNEK 5.6: Odlegtos¢ w metryce MC miedzy drzewami 77 i To wynosi 1.

a; a; a8z a4 Axaq ax Qopsr  Aopan Ay

Q; 8y Ay 94 Az Az Ay Ak Az

RYSUNEK 5.7: W odlegtoéci MC wynoszacej 1 od 3k-listnego drzewa T3 znaj-
duje sie k? innych drzew. Odlegtoéci MC i RF miedzy drzewami T3
i T3 wynosza k.

do uSPR, por. tw. 4.5). Inaczej jest w przypadku metryki RFC, gdzie
w zbiorze RP rozmiar sasiedztwa nie zalezy od topologii drzewa i wynosi
zawsze 2n — 4. Jednak w zbiorze drzew dowolnych R,, podobnie jak dla
MC, réwniez i w RFC pojawia sie zwigzek miedzy topologia drzewa a liczbg
jego sasiadow. Zauwazmy, ze sgsiadem gwiazdy T € R,, w metryce RFC
jest kazde drzewo posiadajace doktadnie jeden nietrywialny klaster, stad

wzgledem n. W metryce MC natomiast gwiazda jest przyktadem drzewa

liczba jej sasiadéw wynosi 377 (") = 2" —n — 2 i rosnie wyktadniczo
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nieposiadajacego sasiadow. Niemniej jednak, podobnie jak w przypadku
MS, w przestrzeniach Ry i RP nie wystepuja izolowane wyspy. Wiasno$é
ta zostanie doktadniej oméwiona w podrozdziale 5.4.

5.3 Nieznaczne modyfikacje drzewa a Srednica
przestrzeni MC

Twierdzenie 5.9. Niech T € Ry, |L| = n, e bedzie krawedzig wewnetrzng
wT oraz T, € Ry bedzie drzewem powstalym z T w wyniku Sciggniecia
krawedzi e, wowczas dye(T,T,) <n — 1.

Dowdd. Zauwazmy, ze T, posiada jeden klaster mniej niz T. Niech ¢ €
0.(T)\0.(T.). Na podstawie lematu 3.1 otrzymujemy zatem dy;c(7,T.) =
hye(e,0) = | <n—1. O

Twierdzenie 5.10. Niech Ty, T € Ry, |L| =n, A& L oraz |A] =n —1,
wowczas zachodzq zalezZnosci:

dye(Th, To) < dyc(Thja, Toja) +2n — 4,
dyo (T, Ta) = dye(Thya, Toa) — n+ 1.

Dowdd. Niech L = AU {z}. Rozwazmy zmiany w zbiorze nietrywialnych
klastrow pojawiajace si¢ po dolgczeniu nowego liscia z do drzewa T7j)4.
Klaster s € 0,(T1a) przeksztalca sie w klaster s" € 0,(T7), gdy s’ = s lub
s' = sU{z}, w przypadku jesli s ¢ o0.(T1). Klastry s i s’ bedziemy nazywaé
odpowiadajgcymi. Ponadto dodatkowy element O = ) odpowiada sam so-
bie. Jesli  jest dotaczony w srodku pewnej krawedzi drzewa T4, wowezas
pojawia sie jeden nowy klaster s,e., € 0.(17), ktéry nie jest klasterem od-
powiadajacym. Transformacja drzewa Ty 4 w T5 odbywa si¢ w analogiczny
sposob. Stad, jesli s,t C A oraz s',t' C L sa klastrami odpowiadajgcymi
s, t w Ty iTy, to hye(s,t) < hyo(s',t) < hyo(s,t) + 1.
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Rozwazmy sparowanie P = {(s;,t;) 11 =1,...,k}, gdzie s; € 0,.(T114)U
{0}, ti € 0.(Tya) U {0}, k = max—12|0.(Tja)] < n — 3, powstaja-
ce przy wyznaczaniu dystansu dyo(Tija, Tha) = ¥ hae(si, ). Kon-
struujemy sparowanie skladajace sie z par elementéw s, € o,.(77) U{O}
it, € 0.(Ty)U{O} odpowiadajacych elementom sparowanym w P oraz, je-
sli to konieczne, z pary Klastrow (Syew, tnew ), jesli oba zbiory o, (11) i 0.(13)
zawieraja nowe klastry, lub z pary (Spew, O) ewentualnie (O, t,e.), jesli do-
ktadnie jeden ze zbioréw o.(1}), 0.(T3) zawiera nowy klaster. Zauwazmy,
ze jesli zachodzi sytuacja, w ktérej wystepuje para Klastréw (Spew, tnew )
wowezas T € Spew N tnew, Stad Ay (Snew thew) < n — 1. Podobnie jest
w przypadkach, gdy wystepuje jeden nowy klaster: hyc(Spew, O) < n—1,
hMc(tnew, O) <n — 1. Zatem nd(Tl, Tg) < dMC(Tl‘A,TQLA) + 2n — 4.

Rozwazmy teraz sparowanie M elementéw o, (71) U {O} z elementami
0.(T5) U{O} analogiczne do najlzejszego doskonatego skojarzenia definiu-
jacego odlegtos¢ MC miedzy drzewami 17 i Ts. Przeksztatcamy M w spa-
rowanie M’ pomiedzy elementami zbioréw o, (T14) U{O} i 04(T54) U{O},
zastepujac elementy we wszystkich parach, w ktorych nie wystepuja nowe
klastry, elementami im odpowiadajacymi (pary zawierajace nowe klastry
sa pomijane przy transformacji, stad nie wystepuja one w M’). Mozliwe
sa nastepujace cztery sytuacje.

Przypadek 1. Istniejg dwa nowe klastry Spew € 04(T1), thew € 0+(T2),
ktére tworza pare (Spew,tnew) € M. Wowcezas zachodzi dyc(Ty,Ts) =
Z(s,t)EM hMC(57 t) > Z(s,t)EM’ hMC(Sv t) = dMC(Tl\A’ T2|A)'

Przypadek 2. Nowe klastry nie wystepuja ani w o, (71), ani 0.(T3),
wowcezas dyo(Th, o) > dyie(Th)a, Toja) podobnie jak w powyzszym przy-
padku.

Przypadek 3. Wystepuja dwa nowe klastry Spew € 04(T1), thew €
0.(Ty), lecz nie tworza one pary w M, tj. (Spew, U2), (U1, thew) € M. WoOW-
czas rozszerzamy M' o pare (uf,u)), gdzie u} jest elementem odpowiada-
jacym wy, stad dyo(Th,T2) = Xsnem buc(s,t) = X pnem huc(s,t) —
hore(uh, uh) > dye(Thya, Toja) —n 41

Przypadek 4. Istnieje doktadnie jeden nowy klaster. Bez straty ogol-
noéci mozemy zalozyé¢, ze wystepuje on w drzewie 77, tj. Spew € 04(17)
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oraz (Spew,w) € M. Wowezas rozszerzamy M’ o pare (O, ), gdzie v’ jest
elementem odpowiadajacym u, stad dyc(Th, To) = X(spem hauco(s,t) >
Ssyem hc(s,t) — hye(W'; O) = dyo(Thya, Toja) — 1+ 2. O

Podobnie jak w przypadku metryki MS, takze dla MC obserwujemy
mozliwo$¢ zmniejszenia dystansu miedzy drzewami po dotgczeniu nowe-
go licia. Sytuacja taka nie ma miejsca w przypadku metryki RFC, lecz
wystepuje ona jednak dla odlegtosci weztowych dla drzew ukorzenionych.

W celu zilustrowania tej wlasnosci rozwazmy drzewa przedstawione na
rysunku 5.8. Odlegtoé¢ RFC wazrosta dppe(Tha, Toja) = 1, drpc(Th,Ts) =
2, odlegtos¢ MC zmalata niezaleznie od liczby lisci w poddrzewie D, tj.
dyce(Tija, Toa) = 6, lecz dye(Th,T:) = 4. Wartosé odlegtosci SN dla
drzew Ty i Th 4 zalezy od liczby lisci w poddrzewie D, d%N(Tl‘A, Toja) =
\/6| D] + 24. W przypadku drzew T} i T» natomiast otrzymujemy wartosé
niezalezna od |D| wynoszaca v/24.

Tia Toa
b, b, b X ¢, ¢, c5 b, b, b X ¢, ¢, ¢4
b, b, by x y ¢ ¢, c; b, b, by y x ¢ ¢ ¢

RYSUNEK 5.8: Drzewa, dla ktérych dodanie liscia powoduje zmniejszenie odle-
glosci MC.

Lemat 5.11. Rozwazmy sekwencje nietrywialnych klastrow drzewa T €
RE posortowang niemalejgco wedlug ich mocy. Suma mocy pierwszych {%J



5.3 Nieznaczne modyfikacje drzewa a Srednica przestrzeni MC 87

klastrow w tym ciggu wynosi co najwyzej %2 + O(n).

Dowdéd. Na podstawie lematu 4.16 wszystkie wybrane (tj. pierwsze {%J

w ciagu) klastry A, z wyjatkiem co najwyzej jednego, ktérego nie bedzie-
my dalej rozwazaé, spelniaja warunek |A| < {gJ Usuwamy z 1" wszyst-
kie wierzchotki wewnetrzne, ktorych klastry nie beda rozwazane. Usuwa-
my réwniez wszystkie wierzchotki izolowane. W rezultacie T' rozpada sie
na sume x roztacznych ukorzenionych drzew binarnych posiadajacych n;
wierzchotkéw wewnetrznych (i = 1,...,x). Suma szacowana w niniejszym
lemacie, oznaczona dalej jako S, odpowiada sumie mocy klastrow zwig-
zanych z wierzchotkami wewnetrznymi otrzymanych w ten sposob drzew.
Mamy wiec 27 ;1 n; < {%J oraz n; < {%J —1dlas=1,...,2. Na pod-
stawie lematu 4.15 otrzymujemy ostatecznie, ze S < 37, S(n; + 1) <
S(|5|+1) =% +0(n). O

Twierdzenie 5.12. Maksymalna odlegtosé w metryce MC spetnia ponizsze
zaleznosci:
n? —4 — (n mod 2)

3
< AOlMc (Rff) < And (Rn} < ZnQ + O(n)

Dowaéd. Dolne ograniczenie jest realizowane przez dwie ukorzenione bi-
narne gasienice 71,7y € RZ otrzymane z tej samej nieukorzenionej ga-
sienicy T € UP w wyniku jej ukorzenienia na najbardziej odlegtych od
siebie krawedziach, tj. na krawedziach tworzacych dwie wisnie w T' (ry-
sunek 5.9). Zauwazmy, ze w tym przypadku na mocy wniosku 5.2 ist-
nieje tylko jedno sparowanie klastrow M = {{s;,t;}}i=1,. n—2 spelniaja-
ce warunki twierdzenia 5.1, stad za$ latwo mozemy wyznaczy¢ wartosé
dye(Ty, Ty) = 2527 4 1) + 25217 > (02 — 4 — (0 mod 2))/2.

Niech T3, T, € RZ beda dowolnymi ukorzenionymi drzewami binarny-
mi. W celu otrzymania ograniczenia gornego sortujemy elementy zbiorow
0.(T3) i 0.(Ty) w porzadku niemalejacym wzgledem ich mocy, tworzac
dwie sekwencje. Nastepnie, taczac elementy wystepujace na zgodnych po-
zycjach w obu sekwencjach, tworzymy pewne sparowanie. Waga odpowia-
dajacego przedstawionemu sparowaniu skojarzenia na podstawie lematu
5.11 moze by¢ oszacowana przez 2(%2+O(n))+(n—2— {%J n = 3n?+0(n).
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Podobnie jak w przypadku twierdzenia 4.18 pokazemy teraz, ze gorne
ograniczenie jest rowniez prawdziwe dla dowolnych drzew 75,7y € R,.
Na podstawie Tx, Tg, poprzez rozwiazywanie multifurkacji w dowolny spo-
sob, konstruujemy odpowiednie drzewa binarne T¢, Ty, € RZ. Mamy zatem
0.(T;) C 0.(T}) dla i = 5,6. Sortujemy elementy zbioréw o, (7%) i 0.(Tf)
w porzadku niemalejacym wzgledem ich mocy. Niech M’ = {(s},t}) : i =
L,...,n—2}, gdzie s, € 0.(1T%), t; € 0.(T) bedzie sparowaniem klastréw
wystepujacych na tych samych pozycjach w posortowanych sekwencjach.
Na podstawie M’ skonstruujemy teraz sparowanie M = {(s;,t;) : i =
1,...,n—2}, gdze s; € 0.(T5) U{0}, t; € 0.(Ts) U{D}, zastepujac klastry
niewystepujace w zbiorach o.(75) i o, (Tﬁ) zbiorem pustym. Zatem

<. T et e o2 2

(s tyeM i=1

S§\3§\+§]tﬂ+(n—2—{ZJ>n<in + O(n).

Ang np 8 A A

RYSUNEK 5.9: Przyktad odlegtych drzew w metryce MC.

Zauwazmy, ze srednica zbioru n-listnych drzew ukorzenionych w metryce
MC jest wieksza niz érednica zbioru drzew nieukorzenionych w MS, ktéra
Wynosi 3712 + O(n) (por. tw. 4.18). Mozna postawi¢ hipoteze, ze zachodzi
réwnos¢ maxrpy ner, dve(11,1h) = —n + O(n).

Metryka MC wykazuje podobne zalety jak MS, tj. zmiana odlegtosci
spowodowana niewielkimi modyfikacjami drzewa, polegajacymi np. na do-
daniu liscia czy sciagnieciu krawedzi, jest mata w poréwnaniu do $rednicy.
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Zachowanie to obrazuje jednoczeénie istotng zalete metryki MC w stosun-
ku do RFC, w ktérej, podobnie jak dla RF, nawet dotaczenie jednego liscia
moze spowodowaé wzrost odlegtosci do poziomu wartosci maksymalne;j.
Przyktadem opisanej sytuacji sa drzewa przedstawione na rysunku 5.1,
gdzie dyo(Ty, Ty) = 2n — 4, podezas gdy dppe(Th,To) = Aprc(RE) =
n — 2.

5.4 Regularnosc¢ przestrzeni z metrykg MC

W niniejszym podrozdziale rozwazymy problem dotyczacy istnienia izolo-
wanych wysp dla metryki MC. Podobnie jak dla odlegtosci MS, w metryce
MC izolowane wyspy nie wystepuja.

Twierdzenie 5.13. Dla dowolnych T,,T, € Ry, istnieje sekwencja drzew
T, =TT, ..., Th 1, T, =T,, T; € Uy, © = 1,...,k, taka ze zacho-
dzi dye(T5,Tj41) < 4, gdzie j = 1,...,k — 1. Ponadto, jesli dodatko-
wo T,, Ty, € RP, wéwczas istnieje sekwencja o opisanych powyziej wlasno-
sciach, skiadajgca sie wylgeznie z drzew binarnych.

Dowod. Dowdd przebiega sie analogicznie jak dla twierdzenia 4.19 z ta
réznica, ze nie ma potrzeby wprowadzania do drzew korzenia (drzewa sa
juz ukorzenione). Transformacja odbywa sie w porzadku ,,od dotu do gé-
ry” za pomoca operacji zaprezentowanych na rysunku 5.10. W przypadku
drzew binarnych T,, T, € R? operacja 4 nie jest wykorzystywana. O

[zolowane wyspy nie wystepuja réwniez w przypadku metryki RFC oraz
dla metryk opartych na operacjach edycyjnych (z tych samych wzgledéw,
dla ktorych nie wystepuja one dla nieukorzenionych odpowiednikéw po-
danych odleglosci, por. podrozdziat 4.5).

Wyspy wystepuja jednak w przypadku metryki tripletowej oraz odle-
gtoéci SN. Przyktadem wyspy w obu tych metrykach jest ukorzenione
drzewo T' € R, o topologii gwiazdy. Zauwazmy, iz wprowadzenie wierz-
chotka wewnetrznego powoduje, ze odlegto$¢é miedzy co najmniej 2(n — 2)
parami lici wzrosnie o 1. Stad za$ mamy, ze odlegtos¢ w metryce SN
miedzy T a dowolnym innym drzewem T’ € R, réznym od T spelnia
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Operacja T T dyc
1 4
k=0
2 3
k=0
3 2
4 2
k21

RYSUNEK 5.10: Lokalne modyfikacje w metryce MC.

din(T,T") > 1/2(n — 2) i ros$nie wraz ze wzrostem n. Ta sama gwiazda
jest rowniez wyspa w przypadku metryki tripletowej, poniewaz wskutek
wprowadzenia wierzchotka wewnetrznego co najmniej n — 2 nierozwiaza-
nych tripletéw staje sie rozwiazanymi, stad dpp(T,7") > n — 2.
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5.5 Zwigzek metryki MC z MS

Twierdzenie 5.14. Dane sq drzewa Ty, Ty € UB. Niech T], Ty € R bedg
drzewamsi otrzymanymi odpowiednio z T1 i Ty w wyniku operacji ukorze-
niania, wowczas zachodzi zalezZno$c:

dye(T],Ty) > dys(Th, T3).

Dowéd. Rozwazmy drzewa Ty,T, € UP oraz ich ukorzenienia w $rodku
krawedzi e;, es odpowiadajacych kolejno rozbiciom A|B i C|D. Zauwazmy,
ze kazdej krawedzi e € E(T1) \ {e1} odpowiada doktadnie jeden klaster
ze zbioru o (T]) \ {A, B, L}, gdzie elementami odpowiadajacymi sa klaster
X i rozbicie X|L \ X. Analogiczna relacja moze by¢ wprowadzona dla
klastrow Y € o(T5)\{C, D, L} irozbi¢ Y|L\Y € B(13)\{C|D}. Ponadto
zachodzi | X @ Y| > hys(X|L\ X, Y|L\Y).

Rozwazmy sparowanie M’ pomiedzy klastrami ze zbioréw o(77) \ {L}
oraz o(T%) \ {L}, ktéore odpowiada najlzejszemu doskonatemu skojarze-
niu definiujacemu odlegtod¢ do(T7,T5) = X yem |c @ | oraz spetnia
warunki twierdzenia 5.1. Celem jest skonstruowanie sparowania M roz-
bi¢ ze zbioru B(T1) z rozbiciami z 5(T3) o wadze X syenr hars(s, s') <
dye(T],T3). W pierwszym kroku dla kazdej pary (X, Xo) € M’ takiej ze
X, ¢ {A, B} oraz Xy ¢ {C, D}, dotaczmy do M pare (X |L\ X1, Xo| L\ X>)
sktadajaca sie z rozbi¢ odpowiadajacych wybranym klastrom. W zaleznosci
od pozostatych elementéw w M’, tzn. par zawierajacych klastry A, B, C, D
w M’, mozliwe sg nastepujace trzy sytuacje.

Przypadek 1. Kazdy z klastrow A, B jest sparowany z pewnym kla-
strem ze zbioru {C, D}. Powickszamy M o pare (A|B,C|D), co koiiczy
dowdd.

Przypadek 2. Tylko jeden klaster z {A, B} jest sparowany z klastrem
z {C,D}, np. (A,C) € M'. Stad mamy (B,Y), (X,D) € M', gdzie X €
o(Th), Y € o(Ty). W tej sytuacji dotaczamy do M dwie pary: (A|B,Y|L\
Y)i(X|L\ X,C|D).
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Przypadek 3. Zaden z klastréw A, B nie jest sparowany z klastrami
z {C, D}. Poniewaz M’ spelnia warunki twierdzenia 5.1, mozliwe sa wy-
lacznie nastepujace dwa sparowania: m’ = {(4, ¢), (a, D), (B, d), (b,C)} C
M’ lub wariant symetryczny {(A4,d), (a,C), (B,c),(b,D)} C M’', gdzie
a G A bS B, c& Corazd & D. Rozwazmy pierwszy przypadek, drugi
jest analogiczny. Konstruujemy dwa sparowania rozbi¢:

mp = {(a|L \ CL,C|L \ C)v (b|L \ b, O|D)> (A|B>d|L \ d)}v
my = {(a|L \ a,C|D), (b|L\ b,d|L \ d), (A|B, c|L\ ¢)}

oraz dwa sparowania klastrow:

Dla 7 = 1, 2 zachodzi:

> hus(s,s) <D0 huele, d).

(s,s")eEm; (c,cyem!,

Na podstawie obliczen catkowitych wag sparowan m', m/, m/ umiesz-
czonych w tabeli 5.1 (por. réwniez diagram Venna na rysunku 5.11) otrzy-
mujemy, ze zawsze przynajmniej jedna z nieréwnosci Y oyem ¢ @® | <
Yeyem [c® |, 1= 1,2 jest prawdziwa. Wynika to z faktu, ze w kolum-
nie Am/ jest tylko jedna dodatnia warto$¢, ktéra znajduje sie w wierszu
10, za$ jedyna dodatnia warto$¢ w kolumnie Am), jest umieszczona w in-
nym wierszu: u,q. Zatem mozemy rozszerzy¢ M’ o lzejsze sposrod dwoch
sparowan mq i mo. OJ

Nieréwno$¢ z twierdzenia 5.14 moze by¢ ostra. Przyktadem takiej sytu-
acji sa drzewa przedstawione na rysunku 5.12.

Zauwazmy, ze zalezno$é¢ ta pozwala na wprowadzenie interesujacej in-
terpretacji odlegltosci dy;e (17, Ty) dla drzew binarnych, ktérej wartosé mo-
zemy przedstawié¢ jako sume dwoch sktadnikéw. Pierwszy sktadnik rowny
dys(Ty, Ty), gdzie Ty, Ty sa drzewami powstatymi z T}, Ty w wyniku usu-
niecia korzenia i utozsamienia krawedzi z nim incydentnych, mierzy roz-
nice w topologii nieukorzenionych odpowiednikow poréwnywanych drzew,
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A B
A A
4 Y4 \
& a i b
e
c < f1 | To1 : tor | ta

\Y4

D :
< S11 | Soz i Upr | Unr

—

RYSUNEK 5.11: Diagram Venna zbioru L obrazujacy mozliwe przeciecia zbio-
row: A, B, C, D, a, b, ¢, d.

drugi zas dye (17, Ty) —d s (17, To) wprowadza dodatkowa warto$é zwiaza-
ng z réoznicag w kierunku przeptywu czasu wzdtuz krawedzi, wprowadzona
w drzewa 17, T podczas operacji ukorzeniania. Drugi sktadnik moze przyj-
mowa¢ duze wartosci, zblizone nawet do wartosci $rednicy, np. dla dwdoch
identycznych nieukorzenionych gasienic (bedacych zatem w odlegtosci 0
w MS) po wprowadzeniu korzenia na skrajnych krawedziach wiszacych
otrzymamy odlegtos¢ MC rzedu ~ %nQ (por. dowdd twierdzenia 5.12).

7 drugiej strony, dla danych drzew 11,7, € UP, mozliwe jest na ogot
ustalenie kierunku przeplywu czasu, tj. umiejscowienie korzenia w taki
sposob, ze sktadnik dyc(T7,Ty) — dys(Th, To) przyjmuje niewielka war-
tos¢. Eksperymenty komputerowe przy uzyciu losowych drzew nieukorze-
nionych (kazde drzewo ma jednakowe prawdopodobiefistwo wylosowania)
wykazuja, ze wartos¢ Ay (11, Ty) = mindy (17, Ty) — dys(Th, Tz), gdzie
minimum jest brane po wszystkich mozliwych miejscach ukorzenienia (ko-
rzen jako nowy wierzchotek jest wprowadzany na krawedziach T3 1 T3), jest
mata w porownaniu do wartosci sredniej odlegtosci MC tych drzew. Wyni-
ki eksperymentu zostaly przedstawione w tabeli 5.2. W przypadku drzew
o rozmiarze nieprzekraczajacym 8 lidci (pierwsza cze$¢ tabeli) prezentowa-
ne wartosci sa wyznaczone na podstawie porownan wszystkich mozliwych



94 Przestrzen metryczna MC dla drzew z korzeniem

TABELA 5.1: Calkowity koszt sparowan m/, m/, m}. Liczby w wierszach odpo-
wiadaja krotnosci, z ktéra moc danego zbioru wystepuje w catkowitym
koszcie analizowanych sparowan, np. wartos¢ 2 w wierszu rgg, w kolum-
nie m’ oznacza, ze skladnik 2|rgg| wystepuje w wyrazeniu opisujacym
wage m/. Kolumny Am/ = m)—m'i Aml, = mb,—m’ zawieraja réznice
pomiedzy odpowiednimi wierszami w kolumnie m’ oraz odpowiednio

m) 1 mb.

Zbior  Definicja zbioru m' m) m, Am}| Amj

700 alc 2 1 1 -1 -1
ror  (anC)\(anc¢) 3 2 2 -1 -1
ro (ANe)\(ane) 1 2 0 1 -1
i (ANC)\(aUc) 2 1 1 -1 -1
S00 and 2 2 2 0 0
s (anD)\(and) 1 1 1 0 0
sio (And)\(end) 3 1 3 -2 0
si1 (AnD)\(aeUd) 2 0 2 -2 0
too b c 2 2 2 0 0
to1 bNnC)\(bne 1 1 1 0 0
t10 (Bne)\(bne 3 3 1 0 -2
tyu  (BNC)\(bUe) 2 2 0 0 -2
Woo bOd 2 1 1 -1 -1
upr  (bND)\ (bNd) 3 2 2 -1 -1
uwo (Bnd)\(bnd) 1 0 2 -1 1
un  (BND)\(bud) 2 1 1 -1 -1

par Ty, Ty € UB. W przypadku wiekszych drzew (druga czesé tabeli) wyni-
ki zamieszczone w kazdym z wierszy pochodza z analizy 10000 par drzew
losowych.

Twierdzenie 5.14 nie jest jednak prawdziwe, gdy zrezygnujemy z ogra-
niczania sie do drzew binarnych. Kontrprzyktadem w takiej sytuacji sa

drzewa przedstawiane na rysunku 5.13, gdzie dy5(71,T2) = 2, podczas
gdy nd(Tll,Té) =1.
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TABELA 5.2: Wartosci parametru Apye (71, Ts).

n  Srednie Aye(Th,Te) max Aye(T1,Ty)  $rednie dye(T7,T5)

4 0 0 3.360

5 0 0 5.971

6 0.032 1 9.105

7 0.054 1 12.822
8 0.029 2 16.922
10 0.058 2 26.570
20 0.333 4 97.205
30 0.691 4 198.785
40 0.965 5 325.445
90 1.173 5 474.145

a d eb ¢ f e ¢ a bd f

RYSUNEK 5.12: Para najmniejszych drzew 17, T5, dla ktérych nieréwnosé z tw.
5.14 jest ostra: dys(Th,To) = 6, ale mindy e (T7,T5) wziete po
wszystkich mozliwych ukorzenieniach Ty i T wynosi dyco(TY, 1Y) =
7.

Zaprezentowana wtasnosé (w odniesieniu do drzew binarnych) jest bar-
dzo interesujaca i motywuje do szukania odpowiedzi na pytanie o istnienie
innych przyktadow par metryk posiadajacych podobna ceche. Kolejne py-
tanie moze dotyczy¢ istnienia metryk, dla ktorych wtasnosé ta jest praw-
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dziwa réwniez w przypadku drzew dowolnych (niekoniecznie binarnych)
lub takich par, dla ktorych zawsze istnieje takie ukorzenienie, ze wartosci
odlegtosci miedzy drzewami nieukorzenionymi i pewnymi ich ukorzeniony-

mi odpowiednikami sg réwne.

b: T, :c b T, e
d

a e a: cI :d

a b c d e a bcd e

RYSUNEK 5.13: Przyktad drzew niebinarnych, dla ktérych zachodzi relacja
dus(Th, To) > due (17, T3).

5.6 Podsumowanie wtasnosci przestrzeni
metrycznej MC

Z uwagi na zblizony charakter definicji oraz podobne zachowanie w prze-
analizowanych sytuacjach, odlegto$¢ MC moze by¢ traktowana jako uko-
rzeniony odpowiednik metryki MS.

Wtasnosci metryki MC dla drzew binarnych:

1. oszacowanie przez RFC, tw. 5.5:

drre(T1,15) + 1 < dpye(Th, 1) < (n— 1)dgre(Th,T3), dla Ty # T,

2. minimalna dodatnia odlegtos¢, tw. 5.5:

min d Ty, T5) =2
AR ve(Th, 1)) )
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3. rozmiar sasiedztwa, tw. 5.7: co najwyzej n — 1, zalezny od topologii
drzewa,

4. $rednica, tw. 5.12:

n* —4 — (n mod 2)

3
< dyo(Ty, Ty) < =n? .
_TLI%B&C%E me(T, 1) < " +O(n)

Wtasnosci metryki MC dla drzew dowolnych:
1. oszacowanie przez RFC, tw. 5.4:

drro(T1,T2) < dye(Th, T2) < 2(n — 1) drpe(Th, 1),

2. minimalna dodatnia odlegtos¢, tw. 5.8:

| T, T5) =1
Té%feannd( 15 2) )

3. rozmiar sasiedztwa, wniosek 5.8: O(n?), zalezny od topologii drzewa,

4. $rednica, tw. 5.12:

2
n 4 (QTL mod 2) < Tlr,%ae)%n dMC(T17T2) < ZnQ + O(n)

Metryka MC w zbiorze drzew binarnych wykazuje ciekawe powigzanie
z odlegtoécig MS, tj. odlegtosé MC dowolnych drzew z R? jest co najmniej
réwna odlegtosci ich nieukorzenionych odpowiednikéw (tw. 5.14). Dodat-
kowo, w odréznieniu od MS, posiada ona bardzo interesujaca wtasnosc:
sparowanie wierzchotkéw w poréwnywanych drzewach wyznaczone przez
metryke MC charakteryzuje sie bardzo intuicyjnymi cechami przedstawio-
nymi szczegdtowo w tw. 5.1.

W literaturze (praca [22] Boormana i Oliviera) obecna jest definicja dy-
stansu zblizona do MC. Obie te metryki sa tozsame w zbiorze ukorzenio-
nych drzew binarnych, lecz réznia si¢ istotnie w sposobie poréwnywania
drzew niebinarnych. Definicja zaproponowana w pracy [22] nie korzysta
z koncepcji elementu dodatkowego, w miejsce ktoérej pojawia sie podejscie
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polegajace na powielaniu klastra zwigzanego z danym weztem v posiada-
jacym k dzieci k — 1 razy.

Pierwsze wyniki i publikacje odnosnie metryk skojarzeniowych (wyko-
nane w ramach pracy nad niniejsza rozprawa) ukazaly sie jeszcze przed po-
zyskaniem informacji o tematyce i zawartosci pozycji [22]. Metryki w pra-
cy Boormana i Oliviera pojawiaja sie gtéwnie w kontekscie zwigzanym
z hierarchicznymi metodami klasteryzacji. Zastosowanie tych metod dla
drzew filogenetycznych nie zostato tam wspomniane. Proponowane w [22]
metryki dotycza wylacznie drzew ukorzenionych. Jedyng czeScia wspolna
analizy tam zawartej z wynikami prezentowanymi w niniejszej pracy (poza
definicja odlegtosci MC dla drzew binarnych) jest odpowiednik lematu 3.1
dla MC.

5.7 Problem mediany dla metryki MC

Jak juz zostalo wspomniane w pierwszym rozdziale pracy, istnieje wie-
le metod tworzenia drzew filogenetycznych i czesto zdarza sie, ze rdézne
algorytmy generuja rézne drzewa dla tych samych danych wejsciowych.
Z drugiej strony juz niektore metody rekonstrukeji, np. metoda maksymal-
nej parsymonii, generuja wyniki w postaci nie jednego, lecz zbioru drzew.
Jedna z metod analizy i interpretacji wynikow zawartych w zbiorze drzew
filogenetycznych jest konstruowanie jednego drzewa, ktore, wg ustalone-
go kryterium, najlepiej reprezentuje informacje zgromadzone w drzewach
wejsciowych. Problem ten, wraz z metoda wyznaczania drzewa o poda-
nych wlasnosciach, zostal po raz pierwszy sformutowany przez Edwarda
N. Adamsa III w pracy [1]. Podazajac za [1] drzewo posiadajace opisana
ceche nazywamy drzewem konsensusu lub krocej konsensusem.

W literaturze zaproponowano wiele metod wyznaczania konsensusu,
ktérych wyczerpujacy i usystematyzowany opis mozna znalezé w [27].
Obecnie pojawiaja sie takze rozne modyfikacje tego zagadnienia, pole-
gajace na wyborze pewnego niewielkiego podzbioru drzew najlepiej repre-
zentujacego informacje zgromadzone w wiekszym zbiorze, wykorzystujac
do tego celu np. algorytmy kolorowania graféw [21] lub metody klastery-
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zacji [107].

Ponizej przedstawione zostang trzy wzglednie proste i podstawowe po-
dejscia do standardowego zagadnienia konsensusu oraz ich relacje z proble-
mem mediany w metryce MC. Ogét drzew bedacych wejsciem dla algoryt-
mu wyznaczania konsensusu okresla sie mianem profilu P = {Ty, ..., T}},
gdzie T; € Ry dla ¢ = 1,..., k. Drzewa tworzace profil P nie musza by¢
rozne, stad P nie jest zbiorem lecz multizbiorem.

Definicja 5.1 (Konsensus scisty). Dany jest profil P drzew z Ry. Drzewo
T € Ry, jest konsensusem Scistym (ang. Strict Consenus Tree) dla P, jesli
zbiér o(T) zawiera dokltadnie wszystkie te klastry, ktore sa wspélne dla
drzew z P.

Zatem wszystkie drzewa profilu P rozszerzaja konsensus Scisty dla P.

Definicja 5.2 (Konsensus wiekszosciowy). Dany jest profil P drzew z Ry,
Niech ¢ons(P) bedzie zbiorem wszystkich tych klastréw, ktére wystepu-
ja w wiecej niz potowie drzew z P. Drzewo T € Ry jest konsensusem
wigkszosciowym (ang. Majority Rule Tree) dla P, jesli o(T) = 0eons(P)-

Definicja 5.3. Dany jest profil P = {Ti,..., Ty}, gdzie T; € Ry, dla
v =1,...,k. Niech d : R, x R, — R>( bedzie metryka w R;. Drzewo
T € Ry, jest mediang dla P w metryce d, jesli T" minimalizuje sume

k

Dy(T, P) = Zd(T,Ti).

i=1
Zbiér My(P) = {T : Dyg(T, P) = mingreg, Dyg(T', P)} jest zbiorem median
dla P w metryce d.

Definicja 5.4 (Mediana standardowa). Dany jest profil P drzew z Ry.
Drzewo T' € Ry, jest mediang (ang. Median Consensus Tree) dla P, jesli
T jest mediang dla P w metryce RFC.

Mediana zdefiniowana za pomocg metryki RFC jest $cidle zwigzana
z konsensusem wigkszosciowym. Jesli liczba drzew k& w profilu P jest nie-
parzysta, wowczas drzewo konsensusu wiekszosciowego dla P jest roéwno-
czesnie jego mediang. Jesli zas k jest parzyste, wtedy drzewo konsensusu
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wigkszosciowego T’ jest nadal mediang oraz mediang jest takze kazde inne
drzewo, ktére zawiera klastry ze zbioru o(7T) oraz dowolne klastry wyste-
pujace w doktadnie potowie drzew z P [10].

Jesli profil P sktada si¢ z co najmniej trzech drzew binarnych oraz wyma-
gamy by mediana byta réwniez drzewem binarnym (tj. szukamy mediany
w zbiorze RP a nie Rp), problem ten staje sie¢ NP-trudny [74]. Istnieje
jednak algorytm wielomianowy, jesli P posiada doktadnie dwa elementy
26].

W dalszej czesci podrozdziatu zaprezentowane zostana wstepne rozwa-
zania dotyczace wtasnosci mediany w metryce MC.

Twierdzenie 5.15. Dla |L| > 4 istniejq profile P skladajgce sie z drzew
z Ry, takie ze drzewo T' € My;c(P) zawiera klastry niewystepujgce w drze-
wach z P.

Dowdd. Rozwazmy zbiér A = {ay,...,ar} & L, taki ze 3 < |A| < |L| —1
oraz k zbioréw A; = A\ {a;}. Konstruujemy k drzew T}, z ktérych kazde
posiada doktadnie jeden nietrywialny klaster A; oraz drzewo T, takie ze
0.(T) = {A}. Niech P = {T...,T;}. Wykazemy, ze jedynym elementem
zbioru My (P) jest T. Zauwazmy, ze dyo(T,T;) = 1 dlai = 1,... k.
Mamy wiec Dyo(T, P) = k oraz Dye(T;, P) =2k —2 dlai = 1,... k.
Zatem jedynym drzewem bedgcym mediang dla P w metryce MC jest
T. O

Problemem otwartym pozostaje rozstrzygniecie prawdziwosci powyzsze-
go twierdzenia w przypadku, gdy ograniczymy P wytacznie do drzew bi-
narnych. Kolejne interesujace i powigzane pytanie otwarte brzmi nastepu-
jaco: czy mediana w MC dla profilu sktadajacego sie z drzew binarnych
musi by¢ rowniez drzewem binarnym?

Ponizsze twierdzenia ilustruja pewne podstawowe cechy mediany w me-
tryce MC. W szczegolnosci tw. 5.17 dowodzi faktu, ze mediana w tej me-
tryce moze agregowac informacje zawarte w profilu w sposéb odmienny
niz standardowe metody konstrukcji konsensusu.

Twierdzenie 5.16. Dla |L| > 4 istniejq profile P skladajgce sie z drzew
z Ry, takie ze |Myc(P)| = Q(2IF).
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Dowdd. Rozwazmy zbior A = {ay,...,a,} C L, taki ze |A| > 4 i jego roz-
bicie na co najmniej dwuelementowe zbiory B, C'. Niech D ¢ A, |D| > 2,
wowezas D\ C' = DN B oraz D\ B = DNC, zatem zbiory B&D i C & D
réwniez tworzg rozbicie A. Stad hyo(B, D)+hye(C, D) = x. Konstruuje-
my dwa drzewa: T} € Rj, posiadajace doktadnie jeden nietrywialny klaster
B oraz podobnie T, € R, z jednym nietrywialnym klastrem C. Zauwazmy,
ze kazde drzewo T' € R, posiadajace doktadnie jeden nietrywialny klaster
D ¢ A jest mediana dla P = {1}, Ty}, gdyz dye (T, Th) + dye (T, Ts) = x,
a skoro zachodzi dy;c(T1,Tz) = x, to x jest mozliwie najmniejsze. OJ

a a8 a3 a4 8 a4y & & 8 @ a4 8 Ay ay

Q @ 83 a4 d A A & @ ag & 38 Ay 4,

RYSUNEK 5.14: Drzewo T, jest $cistym konsensusem dla P = {T1,T>}; T jest
mediang dla P w metryce MC.

Twierdzenie 5.17. Rozwazmy profile sktadajgce sie z drzew z Ry, gdzie
|L| > 5, wowczas:

1. istniejg profile P, takie Ze mediana dla P w metryce MC nie musi
byc rozszerzeniem Scistego konsensusu dla P,

2. istniejq profile P, takie Ze dla kazdego T € My (P), T nie jest
rozszerzeniem konsensusu wiekszoSciowego dla P.
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Dowdad.

1. Definiujemy zbiory A; = {a1,as,...,a;} & L dlai = 23,4 oraz dwa
drzewa T} € Ry posiadajace doktadnie dwa nietrywialne klastry A
i As oraz Ty € Ry, gdzie 0.(13) = {As, A4} (rysunek 5.14, |L| = n).
Drzewo T,. € R posiada doktadnie jeden nietrywialny klaster As
i jest konsensusem $cistym dla P = {T},T3}. Drzewo T € Ry, takie
ze 0.(T) = {Az, Ay} jest mediana dla P w MC, gdyz dye(T1, Ts) =
dye(T,Th) + dye(T, Tz) = 2, lecz nie jest rozszerzeniem T..

2. Dla k > 2 rozwazmy profil P ztozony z 2k 4+ 1 drzew zdefiniowanych
w poprzednim punkcie, zawierajacy k kopii drzewa T, k kopii drzewa
T, oraz drzewo T'. Jedyna mediang w MC dla P jest drzewo T', gdyz
minimalizuje ono sume odlegtosci do drzew T}, T, oraz jako jedyne
jest w odlegtosci 0 od T'. Drzewo T nie zawiera jednak klastra As
obecnego we wszystkich, z wyjatkiem jednego, drzewach z P, stad
nie jest ono rozszerzeniem konsensusu wiekszosciowego dla P.

0

Drzewa Ty i T, uzyte w dowodzie punktu drugiego sa réwniez media-
nami dla P = {7, 1>} w MC, lecz oba zawieraja klaster Aj, zatem sa
rozszerzeniami drzewa $cistego konsensusu T.. Fakt ten motywuje do po-
stawienia pytania o istnienie takiego zestawu danych, dla ktérego zadne
z drzew bedacych medina w MC nie rozszerzatoby Scistego konsensusu.

Przedstawione konstrukcje moga by¢ tatwo przeniesione i zastosowane
dla metryki MS. W takim przypadku budowa odpowiednich drzew nie-
ukorzenionych polega w gtéwnej mierze na dotaczaniu jednego lub wielu
nowych lisci do korzenia analizowanych w tym podrozdziale przyktadow.
Skonstruowany w opisany sposob odpowiednik twierdzenia 5.15 dla metry-
ki MS mozna znalezé w pracy [18]. Istotnym problemem otwartym pozosta-
je okredlenie statusu (tj. wielomianowosci lub NP-trudnosci) zagadnienia
wyznaczania mediany w metryce MC.



6 Wtasnosci metryk MC i MS
dla drzew losowych

6.1 Modele losowe drzew filogenetycznych

Modele losowe generacji drzew filogenetycznych sg istotna czescia anali-
zy filogenetycznej. Znajomo$¢ rozktadu odlegtosci w danej metryce dla
drzew losowych wygenerowanych wedtug konkretnego modelu umozliwia
lepsza interpretacje dystansu miedzy badana para drzew. W szczegdlnosci
czesto istotne jest czy odlegtosé miedzy danymi drzewami jest mniejsza,
zblizona, czy tez wigksza niz $rednia odlegtos¢ dla drzew losowych. Przy-
datna jest takze znajomos$¢ prawdopodobienstwa wygenerowania dwoch
losowych drzew bedacych w odlegtosci mniejszej lub réwnej zadanej war-
tosci, gdyz pozwala to okresli¢ na ile otrzymana wartos¢ dystansu wskazuje
na wyzsze niz tylko przypadkowe podobienstwo.

W analizie filogenetycznej najczesciej spotyka sie dwa modele generowa-
nia drzew binarnych [73]: model drzew jednakowo prawdopodobnych (ang.
the Uniform Model — UM, okre§lany tez w biologii jako model PDA)
oraz model Yule’a (ang. the Yule Model — YM), zwany réwniez mode-
lem Yule’a-Hardinga [98]. W modelu drzew jednakowo prawdopodobnych
(UM) prawdopodobienstwo wylosowania drzewa nie zalezy od jego topo-
logii, tj. dla T'€ UP, T" € RZ wynosi ono odpowiednio Pr(X =T) = \U—lﬁ
oraz Pr(X =1") = ﬁ. W modelu Yule’a (YM) natomiast prawdopodo-
bienstwa wylosowania réznych drzew moga by¢ inne.

Generacja n-listnego (n > 2) binarnego drzewa ukorzenionego w mode-
lu Yule’a przebiega nastepujaco. Zaktadamy, ze etykietami lisci generowa-
nego drzewa sa liczby ze zbioru {1,...,n}. Proces generacji rozpoczyna
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si¢ od utworzenia ukorzenionego drzewa 2-listnego, ktorego liscie posiada-
ja rozne etykiety wybrane losowo (z jednakowym prawdopodobienstwem)
z{1,...,n}. Do momentu otrzymania drzewa n-listnego, powtarzana jest
nastepujaca procedura: w skonstruowanym do tej pory drzewie losujemy
(z jednakowym prawdopodobienstwem) krawedz wiszaca, nastepnie do no-
wo utworzonego wierzchotka stopnia dwa na tej krawedzi dotaczamy ko-
lejng krawedzia iS¢ o etykiecie wylosowanej (z jednakowym prawdopodo-
biefistwem) z {1,...,n} niewystepujacej jeszcze w drzewie. W przypadku
generacji drzewa nieukorzenionego postepujemy w ten sam sposob z ta
tylko réznica, ze w ostatnim kroku w utworzonym drzewie ukorzenionym
usuwamy ($ciggamy) korzen.

Sposéb generacji drzew jednakowo prawdopodobnych wygodniej jest
opisa¢ na przyktadzie generacji binarnych drzew nieukorzenionych. Proce-
dura generacji przebiega podobnie jak w modelu Yule’a. Rozpoczynamy od
drzewa trzylistnego o losowo wybranych niepowtarzajacych sie etykietach
z {1,...,n}. Do momentu uzyskania drzewa n-listnego, w kazdym kro-
ku dotaczamy nowa wiszaca krawedz do losowo wybranej (z jednakowym
prawdopodobieristwem) krawedzi sposrod wszystkich (a nie tylko wisza-
cych, jak to byto w YM) istniejacych krawedzi w drzewie. Etykieta nowego
licia jest wybierana ze zbioru {1,...,n} pomniejszonego o elementy juz
wystepujace w drzewie.

W celu wygenerowania n-listnego drzewa ukorzenionego, wygodnie jest
wygenerowa¢ (n + 1)-listne drzewo nieukorzenione, nastepnie ukorzeni¢
drzewo w wierzchotku wewnetrznym sasiadujacym z lisciem o etykiecie
n+1 i ostatecznie usunaé ten 1is¢ wraz z krawedzia taczaca go z korzeniem.

Ustalanie etykiet kolejnych lisci w modelu Yule’a powinno odbywac si¢
w porzadku losowym. W przypadku modelu UM, kolejnos¢ ta moze by¢
zaréwno losowa, jak i ustalona arbitralnie [73].

Drzewa wygenerowane wedtug modelu Yule’a sa bardziej zbalansowane
niz drzewa w modelu UM. Scislej (na podstawie [73]), $rednio ~ 2n lisci
w drzewach wygenerowanych wg modelu YM znajduje sie w konfigura-
cji tworzacej tzw. wisnie (dwa liScie sasiaduja ze wspdlnym wierzchotkiem
wewnetrznym), podczas gdy w drzewach wygenerowanych zgodnie z mo-
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delem UM wartos¢ ta wynosi §rednio tylko ~ 2; przy czym najmniej lisci
w opisanej konfiguracji posiada gasienica (4 lidcie), najwiecej za$ drzewo
doskonale zréwnowazone (n lidci, dla n parzystego).

Definicja 6.1 ([106]). Rozklad prawdopodobienstwa w zbiorze A n-list-
nych drzew filogenetycznych opisany przez zmienng losowa X jest nieza-
lezny od permutacyi etykiet, jesli dla kazdego drzewa T € A zachodzi

Pr( X =T)=Pr(X =T,
gdzie T" € A jest dowolnym drzewem o tej samej topologii co T

Zarowno model Yule'a, jak i UM generuje drzewa z rozktadem niezalez-
nym od permutacji etykiet [106].

Wiele analiz, np. [50, 3, 76], ujawnia pewna prawidlowo$é¢ dotyczaca
ksztattu rzeczywistych drzew filogenetycznych, mianowicie ich topologia
na og6t jest bardziej zbalansowana (symetryczna) niz dla drzew wygene-
rowanych wedtug modelu UM, lecz mniej niz w przypadku modelu Yule’a.

W kolejnych podrozdziatach przedstawione zostana wtasno$ci metryk
MS i MC dla drzew losowych w obu opisanych powyzej modelach. Aby
lepiej zobrazowaé¢ i poréwna¢ omawiane cechy, w rozwazaniach zostanie
dodatkowo uwzglednionych 6 klasycznych metryk. Dla drzew nieukorze-
nionych bedzie to metryka Robinsona Foulds’a (dla rozbi¢) — RF, me-
tryka $ciezkowa — PD, metryka kwartetowa — QT, zas dla drzew uko-
rzenionych: metryka Robinsona Foulds’a (dla klastréw) — RFC, metryka
weztowa z normg L? — SN oraz metryka tripletowa — TT.

6.2 Odlegfosci drzew nieukorzenionych

6.2.1 Rozktady odlegtosci

W tym podrozdziale zaprezentowane zostana rozktady odlegltosci w po-
szczegolnych metrykach w dwéch opisanych powyzej podstawowych mo-
delach generacji drzew losowych. W celu wyznaczenia rozktadow odlegltosci
przedstawionych na rysunkach 6.1 i 6.2 losowo wygenerowano 10000 par
drzew o 50 lidciach (dla kazdego z modeli osobno).
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W przypadku metryk MS, PD, QT stupki na histogramach reprezentu-
ja przedziaty o szerokosci odpowiadajacej 1/25 réznicy pomiedzy warto-
Scig maksymalna i minimalna. W przypadku odlegtosci RF kazdy stupek
odpowiada jednej wartosci metryki. Parametry charakterystyczne dla po-
szczegolnych rozktadow, takie jak warto$¢ srednia, odchylenie standardo-

we, liczba réznych wartosci oraz kwartyle, zostaty umieszczone w tabelach
6.116.2.

TABELA 6.1: Parametry rozkladéw odleglosci w modelu UM.

MS RF PD QT
Liczba wartosci 236 4 8670 6455
Srednia 413.327 46.864 269.076 153538.838
Odchylenie std.  37.075  0.373  35.795 3170.604
Min 304 44  162.136 134429
Kwartyl 1 387 47  243.302 151987
Mediana 411 47  266.349 154085.5
Kwartyl 3 437 47 292.076  155764.75
Max 575 47  420.373 160544

TABELA 6.2: Parametry rozkltadéw odleglosci w modelu YM.

MS RF PD QT
Liczba wartosci 121 5 5862 6580
Srednia 304.012 46.772 162.100 153550.788
Odchylenie std.  16.383  0.485  14.289 3245.354
Min 250 43 120.449 132014
Kwartyl 1 293 47 151.938 151744.5
Mediana 303 47 161 154002.5
Kwartyl 3 315 47 171.045 155833

Max 375 A7 232.433 161362
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RYSUNEK 6.1: Rozktady odlegtosci miedzy losowymi drzewami nieukorzenio-
nymi o 50 liSciach w modelu UM.
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Analizujac ksztalt prezentowanych histograméw mozna tatwo zauwa-
zy¢, ze najbardziej stromy rozktad posiada metryka RF. Dla pary drzew
losowych, niezaleznie od modelu, przyjmuje ona na ogét swoja maksymal-
ng mozliwg warto$¢, czyli 47 (por. mediana i warto$¢ srednia w tablach
6.116.2). Rozklad RF jako jedyny z przedstawionych w znacznym stopniu
skupiony jest przy swojej wartosci maksymalnej.

Metryka MS podobnie jak RF bazuje na porownywaniu rozbié, lecz jej
rozktad znacznie rozni sie od rozktadu RF. Jest on zdecydowanie bardziej
zbalansowany. Warto réwniez zauwazy¢, ze mimo iz ksztaltt rozktadow od-
legtosci MS w obu modelach jest zblizony, to ich parametry wykazuja istot-
ne roznice w zaleznoéci od modelu, np. wartosé¢ srednia w YM (304.012)
jest znacznie mniejsza od analogicznej wartosci w modelu UM (413.327).
Podobna zalezno$é¢ wystepuje rowniez dla metryki PD, natomiast nie wy-
stepuje dla odlegtosci RF i QT, w przypadku ktérych parametry rozkta-
déw w obu modelach sa do siebie zblizone. Cecha ta zostanie doktadniej
przedstawiona w nastepnym podrozdziale.

Zaprezentowane wyniki potwierdzaja teoretyczne rozwazania przedsta-
wione w [106], gdzie wykazano, ze rozktady odlegtosci RF w obu modelach
zblizaja sie asymptotycznie do rozktadu Poissona, a wartosé¢ oczekiwana
zmierza do n — 3.

Twierdzenie 6.1 ([106]). Dla wartosci oczekiwanej odleglosci RF drzew
nieukorzenionych Ty,, Ty, wylosowanych niezaleznie z UP 2 dowolnym
rozktadem niezaleinym od permutacji etykiet zachodzi
Eldrr(T] , T,
lim [RF( 1n 2n)]

n—00 n—3

=1

Twierdzenie 6.2 ([106]). Niech p.,, oraz o, oznaczajg odpowiednio war-
tos¢ oczekiwang i odchylenie standardowe liczby wisni w drzewie wyloso-
wanym z UP z dowolnym rozktadem Y niezaleznym od permutacji etykiet.
Wowczas rozktad odlegtosci RF drzew nieukorzenionych T, T, wyloso-

. . . . e em
wanych niezaleinie 2 UP zgodnie 2Y , pod warunkiem, ze h_)m — —=c>0
n—oo N

. g . . . .
oraz lgm —% 5 0, jest asymptotycznie opisany rozktadem Poissona.
n—oo n,

Dla metryki QT warto$¢ érednia réwniez nie zalezy od modelu [106].
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Twierdzenie 6.3 ([106]). Wartos¢ oczekiwana odleglosci QT dla drzew
nieukorzenionych Ty, , Ty, wylosowanych niezaleznie z UP z dowolnym
rozkladem niezaleinym od permutacji etykiet wynosi

Blder(, 131 = 3 ;)

Wartosci otrzymane eksperymentalne wynosza: 153538.838 (UM) oraz
153550.788 (YM) i sa bardzo zblizone do teoretycznej wartosci réwnej
~ 153533.34.

Dla metryki PD w modelu UM teoretyczna warto$¢ Srednia wynosi
~ 271.58; wartos¢ otrzymana eksperymentalnie jest réwniez zblizona i wy-
nosi 269.076. Doktadny wzér wyrazajacy wartosé srednig odleglosci PD
w modelu UM jest dos¢ skomplikowany.

Twierdzenie 6.4 ([106]). Wartosé oczekiwana odleglosci PD dla drzew
nieukorzenionych 11, , T, wylosowanych niezaleinie z rozkladem réwno-
miernym z UB | tj. wedtug modelu UM, wynosi

2
) ) B n . 22(n—2) B 922(n—2)
E[dPD(Tlnv T2n)] = |2 <2> dn —6 (2(n—2)) (2(n—2))

n—2 n—2

~ \/n(n —1) ((4—7r)n— \/ﬁ)

Na podstawie powyzszych rozwazan mozna przypuszczaé, ze sposoOb
okreslania odlegtosci miedzy drzewami filogenetycznymi wyrazony przez
metryke MS jest najbardziej zblizony do odlegtosci PD. Wskazuje na to
cho¢by podobny ksztatt rozktadéw odlegtosci oraz zaleznosé parametrow
rozktadu od modelu generowania drzew. W celu weryfikacji tego przypusz-
czenia mozemy postuzyé¢ sie wspolczynnikami korelacji zamieszczonymi
w tabeli 6.3.

Wspotezynnik korelacji rangowej Spearmana [104] okresla stopie mono-
tonicznej zaleznosci dwoch ciggdéw wartosci. Przyjmuje on wartosci z prze-
dzialu [—1, 1] o nastepujacej interpretacji: wartos¢ 1 oznacza doskonaly
korelacje dodatnia (oba ciagi sa jednakowo monotoniczne), —1 oznacza
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TABELA 6.3: Wspolezynniki korelacji rangowej Spearmana analizowanych me-
tryk dla drzew nieukorzenionych.

Model UM Model YM

MS — RF 0.0485 0.1267
MS — PD 0.9351 0.8395
MS — QT 0.2856 0.4903
RF — PD 0.0100 0.0304
RF — QT 0.1019 0.1026
PD — QT 0.0465 0.1037

doskonaly korelacje ujemna (oba ciggi sa przeciwnie monotoniczne), im
wartosci sa blizsze zeru tym zaleznos¢ monotoniczna jest mniejsza. Wspot-
czynnik Spearmana operuje nie na bezwzglednych warto$ciach wystepuja-
cych w wejsciowych ciggach, lecz na ich wzglednych pozycjach, na ktérych
pojawiaja sie one w porzadku rosnacym w ramach jednego ciggu, np. dla
warto$ci niepowtarzajacych sie najmniejsza z nich otrzymuje range 1, dru-
ga z kolei 2 itd. W przypadku wystepowania identycznych wartosci kazde
z wystapienn ma przypisang te sama range réwna sredniej arytmetycznej
pozycji w porzadku rosngcym. Z uwagi na ten fakt wspotczynnik Spear-
mana wydaje sie by¢ bardziej odpowiedni do analizy podobienstwa metod
mierzenia odlegto$ci niz np. wspoétezynnik korelacji Pearsona, operujacy
wprost na wartosciach wystepujacych w sekwencjach.

Analiza wynikoéw przedstawionych w tabeli 6.3 wskazuje na duze po-
dobienstwo metryk MS i PD (0.9351, 0.8395), potwierdzajac tym samym
wysuniete przypuszczenie. Widzimy tez, ze podobienstwo MS do metryki
QT (0.2856, 0.4903) jest wieksze niz podobienstwo do QT odlegtosci PD
(0.0465, 0.1037). Metryka RF moze by¢ natomiast okreslona jako najbar-
dziej ,wyrdzniajaca” sie sposrod badanych odlegtosci, gdyz wartosci jej
korelacji z innymi metrykami sg niewielkie.
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6.2.2 Wartosc¢ srednia i odchylenie standardowe

Wartos¢ srednia odlegtosci miedzy drzewami losowymi moze by¢ trakto-
wana jako punkt odniesienia w ocenie stopnia podobienstwa poréwnywa-
nych drzew. Na rysunkach 6.3-6.6 przedstawione zostaly wykresy wartosci
sredniej odlegtosci w danej metryce w obu rozpatrywanych modelach. Li-
nie przerywane odpowiadaja wartosciom = + 30, gdzie T oznacza Srednig
z wynikow otrzymanych w eksperymencie dla ustalonej liczby lisci n, na-
tomiast o jest odchyleniem standardowym od tej sredniej. Prezentowane
wyniki pochodza z analizy 1000 losowych par drzew n-listnych (dla kaz-
dego z modeli), dla n przyjmujacego wartosci 10, 20, ..., 1000.
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RYSUNEK 6.3: Warto$¢ érednia i odchylnie standardowe w metryce MS.

Analiza przedstawionych wykreséw potwierdza wnioski zasygnalizowa-
ne w poprzednim podrozdziale dotyczace silnej zaleznosci wartosci me-
tryk MS i PD od modelu generowania drzew oraz braku tej zaleznosci
w przypadku pozostatych dwoch metryk. Ponadto wartosé srednia w mo-
delu Yule’a, jak réwniez i odchylenie standardowe dla MS i PD, sa znacznie
mniejsze niz w modelu UM. Jednocze$nie warto zauwazy¢, ze warto$é¢ od-
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RYSUNEK 6.6: Warto$¢ $rednia i odchylnie standardowe w metryce QT.

chylenia standardowego w stosunku do wartosci $redniej, niezaleznie od
modelu dla RF i QT jest bardzo mala (nie jest widoczna na wykresach).
Fakt ten wskazuje na duze skoncentrowanie wartosci tych metryk w pobli-
zu Sredniej. Najwiekszy rozrzut wartosci ma miejsce w przypadku metryki
PD w modelu UM. Metryka MS pod wzgledem tego kryterium zajmuje
drugie miejsce.

6.3 Odlegtosci drzew ukorzenionych

W niniejszym podrozdziale zaprezentowane zostang rozktady odlegtosci
dla drzew ukorzenionych w metrykach RFC, MC, SN oraz TT. Podob-
nie jak w przypadku drzew nieukorzenionych, w eksperymentach zostaty
uwzglednione dwa najbardziej popularne modele generacji drzew losowych:
model drzew jednakowo prawdopodobnych (UM) i model Yule’a (YM).
W celu wyznaczenia rozktadow odlegtosci przedstawionych na rysunkach
6.7 i 6.8 losowo wygenerowane zostato 10000 par drzew ukorzenionych
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binarnych o 50 liSciach (dla kazdego z modeli osobno).

6.3.1 Rozktady odlegtosci

Podobnie jak w przypadku metryk dla drzew nieukorzenionych, stupki
na histogramach dla odlegtosci MC, SN oraz T'T reprezentuja przedziaty
o szerokosci odpowiadajacej 1/25 réznicy pomiedzy wartoécia maksymal-
na i minimalna. W przypadku odlegtosci RFC kazdy shupek odpowiada
doktadnie jednej wartosci metryki. Parametry charakterystyczne dla po-
szczegolnych rozktadow, takie jak warto$¢ srednia, odchylenie standardo-
we, liczba réznych wartosci oraz kwartyle, zostaty umieszczone w tabelach
6.4 oraz 6.5.

TABELA 6.4: Parametry rozkladéw odleglosci w modelu UM.

MC  RFC SN TT
Liczba wartosci 339 4 9571 2852
Srednia 474.245 47.863 317.021 13081.914
Odchylenie std.  54.660  0.368  52.382 681.575
Min 312 45 179.053 9654
Kwartyl 1 436 48 279.812 12694
Mediana 468 48 312.977 13137
Kwartyl 3 507 48  349.391 13511
Max 805 48 612.949 15938

Latwo zauwazy¢, ze histogram metryki RFC jest najbardziej stromy
i odlegtosé ta przyjmuje tylko 4 lub 5 réznych wartosci (w zaleznosci od
modelu). Najwiecej réznych wartoéci przyjmuje metryka SN i w odréz-
nieniu od blisko spokrewnionej metryki PD dla drzew nieukorzenionych
liczba ta jest najwieksza w kazdym z rozpatrywanych modeli. Za najbar-
dziej zréwnowazony mozna uznadé rozktad wartosci odlegtosci TT, ktérego
ksztatt nie jest zalezny od modelu i asymptotycznie moze by¢ opisany
rozkladem normalnym [38].
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TABELA 6.5: Parametry rozkltadéw odleglosci w modelu YM.

MC  RFC SN TT
Liczba wartosci 215 5 8612 2900
Srednia 347.639 47.773 193.837 13067.694
Odchylenie std.  32.002  0.480  24.862 711.337
Min 264 44 116.722 9336
Kwartyl 1 325 48 176.376 12642
Mediana 342 48 192.171 13114
Kwartyl 3 365 48  209.439  13557.25
Max 545 48  319.620 15349

Twierdzenie 6.5 ([38]). Wartos¢ oczekiwana odlegtosci TT dla drzew
ukorzenionych T, , Ty, wylosowanych niezaleznie 2 R z dowolnym roz-
ktadem niezaleznym od permutacji etykiet wynosi

Blars (11,75, = 33

Twierdzenie 6.6 ([38]). Rozklad standaryzowanej zmiennej losowej opi-
sujacej odlegtos¢ T'T dla drzew ukorzenionych Ti, , Ts, wylosowanych nie-
zaleinie z RB 2 dowolnym rozkladem niezaleinym od permutacji etykiet
dla n — 0o zbiega (wzgledem rozkladu) do rozkladu normalnego.

Od modelu generacji drzew nie zalezy réwniez ksztatt rozktadu RFC.
Srednie wartoéci odlegtoéci dla TT wyznaczone eksperymentalnie sg bar-
dzo zblizone do teoretycznej wartosci wynoszacej ~ 13066.67.

Przyjrzyjmy sie teraz blizej wzajemnym relacjom zachodzacym pomie-
dzy analizowanymi metrykami (tabela 6.6). Metryka MC zaréwno dla
drzew generowanych wedtug modelu UM, jak i YM jest najbardziej zblizo-
na do SN, lecz odpowiednie wspotezynniki korelacji przyjmujace wartosci
0.7608 1 0.4998 sa znacznie nizsze niz w przypadku pary metryk MS — PD
(0.9351, 0.8395). Zauwazmy réwniez, ze metryka MC posiada najwieksze
wartosci wspotezynnikéw korelacji w stosunku do dowolnej innej metryki
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(w kazdym z modeli), tzn. jest ,najbardziej podobna” do kazdej z pozo-
statych metryk. Mozna powiedzie¢, ze stanowi pewnego rodzaju konsensus
pomiedzy nimi. Fakt ten jest tym bardziej interesujacy, ze opisana wta-
snos¢ dla odlegtosci MS wystepuje tylko w modelu Yule’a; w modelu UM
jej wspotezynnik korelacji wzgledem RFE wynosi 0.0485, podczas gdy dla
pary metryk QT, RF przyjmuje on wartos¢ wieksza, réwng 0.1019.

TABELA 6.6: Wspolezynniki korelacji rangowej Spearmana analizowanych me-
tryk dla drzew ukorzenionych.

Model UM  Model YM

MC — RFC 0.0730 0.0644
MC — SN 0.7608 0.4998
MC —TT 0.2575 0.2807
RFC — SN 0.0417 0.0080
RFC —TT 0.0515 0.0132
SN —TT 0.1895 0.2488

6.3.2 Wartosc¢ srednia i odchylenie standardowe

Na rysunkach 6.9-6.12 przedstawione zostaly wykresy wartosci $redniej
odlegtosci w danej metryce w obu rozpatrywanych modelach. Podobnie
jak w przypadku metryk dla drzew nieukorzenionych, linie przerywane
odpowiadaja wartosciom  + 3o0. Zbiory danych testowych zostaty skon-
struowane analogicznie jak w podrozdziale 6.2.2.

Przedstawione wykresy sa bardzo zblizone do wykreséw dla odpowied-
nich metryk dla drzew nieukorzenionych. Najwiekszy stosunek odchylenia
standardowego do wartosci $redniej obserwujemy dla metryki SN, w na-
stepnej kolejnosci cecha ta uwidacznia sie dla odlegtosci MC. W obu tych
przypadkach zaréwno wartos¢ srednia, jak i odchylenie standardowe moc-
no uzaleznione sa od modelu generacji drzew losowych. W rezultacie, war-
tosci obu tych parametrow sg znacznie mniejsze w modelu Yule’a. W przy-
padku pozostatych metryk opisana zaleznos¢ nie wystepuje.
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6.4 Asymptotyka wartosci oczekiwanej
odlegtosci w MS i MC

Niech S(T') bedzie zdefiniowane jako Y.c, ) |c|, gdzie T € R, oraz jako
Yseperymin(s), jesli T' € UB. Definicja sumy S(7T'), dla T' bedacego drze-
wem ukorzenionym, jest bardzo zblizona do formuty opisujacej wartosé
indeksu Sackina Si,q(T) traktowanego jako miara zbalansowania drzewa
96, 99]. W szczegdlnodei dla T' € RP zachodzi S(T') = Sina(T) +n. W celu
uzyskania asymptotycznego oszacowania tempa wzrostu wartosci sredniej
odlegltosci miedzy drzewami w metrykach MS i MC w modelu UM wyko-
rzystamy nastepujace dwa silne fakty podane przez Blum’a i in. w [14].

Twierdzenie 6.7 ([14]). Niech T, bedzie drzewem wybranym losowo z roz-
kladem réwnomiernym z R5.

1. Dystrybuanta zmiennej losowej i@;) jest punktowo zbieina do dys-

trybuanty zmiennej losowej rozkladu Airy (A).

2. Zachodzi réuwnosc
L E[S(T)

Jim == = N
Ponizsze twierdzenie odpowiada na pytanie o asymptotyczne tempo
wzrostu wartosci sredniej odlegtosci w metryce MS postawione w [19].

Twierdzenie 6.8.

1. Wartosc oczekiwana odlegtosci MC dla drzew ukorzenionych T, , T5,
wylosowanych niezaleinie z rozkladem réwnomiernym z RE spelnia
zalezZnosc:

Eldyc(Th,, Ts,)] = O(n*?).

2. Warto$¢ oczekiwana odlegtosci MS dla drzew nieukorzenionych T ,
15 wylosowanych niezaleznie z rozktadem réwnomiernym z UB spel-
nia zaleznos$c:

Eldus(Ti,,T3,)] = ©(n*?).
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Dowad. Niech drzewa 17, T, beda wybrane niezaleznie z rozktadem réwno-
miernym z RZ oraz M bedzie sparowaniem ich klastréw (wlacznie z kla-
strami trywialnymi zwiazanymi z lis§émi i korzeniem), takim ze zacho-
dzi 34 pyem |A ® Bl = dye(T1,Tz). Wowezas drzewa 17, T, utworzone
na podstawie T} oraz Ty poprzez dotaczenie nowego liscia n + 1 do ich
korzeni, sg drzewami wylosowanymi z rozktadem réwnomiernym z U7§+1
(por. [98], wniosek 2.2.3). Definiujemy dwa sparowania rozbi¢ drzew 77,
Ty M ={(A{1,...,n+1}\ A, B{1,...,n+1}\ B) : (A, B) € M} oraz
sparowanie M" jako takie, ktére wyznacza warto$¢ dys(T7, Ty). Korzysta-
jac z (3.9) mamy zatem

[S(T)) = S(T)| < > |min(s;) — min(sy)|

(s1,82)eM"

< Z hMS(Sl,SQ) = dMS(TllaT2/>

(s1,82)eM"

< > hus(st,s2) < dye(Th, Tn)

(s1,52)EM’
< > (JAl+|B|) = S(Th) + S(T2). (6.1)
(A,B)eM
Stad, na podstawie twierdzenia 6.7, otrzymujemy gérne oszacowanie dla
wartosci oczekiwanej w obu przypadkach.

Pozostaje wykazaé, ze E[|S(T}) — S(T3)|] = Q(n*/?). Zauwazmy, ze kaz-
demu klastrowi A € o(T7) odpowiada rozbicie A|{1,...,n+1}\ A € B(T7),
stad

S(Ty) < S(Th). (6.2)

Niech T' € UP bedzie n-listnym nieukorzenionym drzewem binarnym.
Wprowadzamy orientacje krawedzi 7" w kierunku mniej licznej partycji
rozbicia zwiazanego z dang krawedzia. W ten sposéb co najwyzej jedna
z krawedzi nie otrzyma orientacji (tj. taka, ktora jest zwiazana z rozbiciem
o réwnolicznych partycjach). Wejéciowy stopien kazdego z wierzchotkow
drzewa wynosi zatem 0 lub 1. Mozliwe sa dwie sytuacje.

Przypadek 1. Dokladnie jedna krawedz {u,us} zostata nieskierowa-
na. Drzewo T" moze by¢ w tym przypadku traktowane jako suma dwdch
drzew binarnych 7T;,, oraz T,,,, ukorzenionych odpowiednio w u; i ug, gdzie
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|L(T,,)| = |L(T.,)| = 5. W tej sytuacji okreslamy T" jako zwigzane z roz-
biciem {L(T,,), L(T,,)} zbioru L.

Przypadek 2. Wszystkie krawedzie zostaty skierowane. Wéwcezas ist-
nieje jeden wierzchotek u posiadajacy stopien wejsciowy réwny 0. Drzewo
T moze by¢ w tym przypadku traktowane jako suma trzech drzew bi-
narnych 1., , Ty, Tu,, ukorzenionych odpowiednio w wierzchotkach w,
ug, uz. W tej sytuacji bedziemy okresla¢ T' jako zwigzane z 3-rozbiciem
{L(T,,), L(T.,), L(T,;)} zbioru L, gdzie rozbicie {L(T,,), L(T.,), L(T.;)}
jest rozumiane jako nieuporzadkowana trojka.

Niech T bedzie drzewem wybranym z UZ z rozkladem réwnomiernym.
S(T)
n3/2

duzych wartosci n (takich, ze E {i (3%) } < 2), na podstawie nieréwnosci

Na podstawie (6.2) mamy nlggloE < /7. Stad, dla wystarczajaco

Markowa otrzymujemy:

Pr(S(T) <4n*?) > 1 - Pr(S(T) > 2E[S(T)]) > 5. (6.3)

N | —

Niech p > 0 bedzie mniejsze niz prawdopodobienstwo, ze zmienna loso-
wa Airy A przyjmie warto$é¢ wieksza niz 5-3%2. Wybrane losowo drzewo T
jest zwiazane z pewnym 2- lub 3-rozbiciem zbioru L, ktérego najwicksza
z partycji A & L spehia nieréwno$é¢ |A| > n/3. Niech Ty € RE bedzie
ukorzenionym poddrzewem T zwigzanym z A. Dla wystarczajaco duzych
warto$ci n ukorzenione drzewo T, gdzie |A| > n/3, spetnia ﬂ‘T;}Q) > 5.3%/2
3/2

z prawdopodobienistwem wiekszym niz p. Wowcezas S(T4) > 5n/? i osta-

tecznie:

Pr (S(T) > 5n3/2) > p. (6.4)

baczac (6.3) z (6.4) otrzymujemy, ze dla niezaleznie wylosowanych drzew
T) i Ty z prawdopodobienstwem co najmniej p jedno z nich spelnia wa-
runek (6.3), podczas gdy drugie spetnia (6.4). Stad za$ mamy E[|S(7]) —
S(T)]] = Q(n*?). 0

7 twierdzenia 6.8 wynika kolejna pozadana wlasno$¢ metryk MS i MC,
dla ktérych wprawdzie srednia odlegtos¢ w modelu UM jest asymptotycz-
nie mniejsza od Srednicy, lecz zarazem jest ona wigksza niz zmiana, ktora
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moze spowodowaé niewielka modyfikacja drzewa (np. przeniesienie poje-
dynczego liscia). Fakt ten odréznia metryki MS, MC od RF i RFC, gdzie
zar6wno warto$¢ oczekiwana, jak i srednica jest ©(n), a ponadto réwniez
przemieszczenie liScia moze powodowaé¢ zmiany odleglosci tego samego
rzedu.

[lustracja oszacowania z twierdzenia 6.8 jest przedstawiona na rysun-
kach 6.13 oraz 6.14. Wartos¢ dla ustalonego n jest srednia wyznaczona
dla 1000 losowych par drzew. Latwo zauwazy¢, ze jesli na osi odcietych
umiescimy wartosci n%/2, to otrzymamy ksztatt wykresu bardzo zblizony
do odcinka prostej. Aproksymacja rownania tej prostej metoda najmniej-
szych kwadratow prowadzi do nastepujacych relacji:

MS: y(x) ~ 1.6414x — 574.6, R? ~ 0.9998,
MC: y(x) ~ 1.7747x — 523.41, R* ~ 0.9998,

gdzie R? oznacza kwadrat wspoélezynnika korelacji liniowej Pearsona.

Jesli natomiast wykreslimy warto$¢ srednia odlegtosci przeskalowanag
przez n’/? (rysunek 6.14), wowczas wyraznie uwidacznia si¢ rosnacy cha-
rakter tego ilorazu, zmierzajacy do wartosci okoto 1.8 w przypadku MC
i okoto 1.65 dla MS.
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Jednym z podstawowych zastosowan metryk filogenetycznych jest iloscio-
we okreslanie jakosci metod konstrukceji drzew. W tej czesci przedstawiona
zostanie analiza jakosci 10 popularnych metod rekonstrukcji. Poniewaz na
og6t zrekonstruowane drzewo jest nieukorzenione (do ustalania miejsca
korzenia stosowane sa inne metody), w analizie jakosci zostana wykorzy-
stane metryki RF, PD, QT i MS. Wszystkie te odlegtosci, wraz z czterema
ich odpowiednikami dla drzew ukorzenionych, zostaly zaimplementowane
w opisanej ponizej aplikacji TreeCmp [118], wykonanej w ramach pracy
nad niniejsza rozprawa.

7.1 Aplikacja TreeCmp

Aplikacja TreeCmp zostata wykorzystana w eksperymentach opisanych
w dalszej czesci rozdziatu oraz w badaniach dotyczacych drzew losowych
zamieszczonych w rozdziale 6. Program ten, napisany w jezyku Java,
umozliwia wygodne przeprowadzanie analiz podobienistwa dowolnych (nie-
koniecznie binarnych) drzew filogenetycznych za pomoca wszystkich osmiu
metryk rozwazanych w niniejszej pracy.

Danymi wejsciowymi dla TreeCmp sg pliki tekstowe zawierajace defini-
cje drzew filogenetycznych w formacie Newick (okreslanym tez jako New
Hampshire). Formalny opis sktadni Newick jest dostepny na stronach in-
ternetowych Uniwersytetu w Waszyngtonie:

® http://evolution.genetics.washington.edu/phylip/newicktree.html,

e http://evolution.genetics.washington.edu/phylip/newick_doc.html.


http://evolution.genetics.washington.edu/phylip/newicktree.html
http://evolution.genetics.washington.edu/phylip/newick_doc.html
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Newick jest powszechnie stosowany w aplikacjach operujacych na drze-
wach filogenetycznych. Idea tego formatu opiera sie na wykorzystaniu no-
tacji nawiasowej, za pomoca ktoérej hierarchicznie grupuje sie wezlty bedace
potomkami danego wierzchotka (por. rysunek 7.1). Ciag znakéw kodu-
jacych pojedyncze drzewo jest zakonczony srednikiem. Newick pozwata
rowniez na zapisanie dtugosci krawedzi. W tym przypadku ich wartosci
umieszczane sa po znaku ,,:”.

T

a bc de f

(((a,b),(c,d)),(e,D); ((a:1,b:2):3,(c:1,d:2,e:3):2);

RYSUNEK 7.1: Przyktady zapisu drzew filogenetycznych w formacie Newick.

Przetwarzanie notacji tekstowej drzewa na obiekt w pamieci, na ktorym
przeprowadzane sa dalsze operacje w TreeCmp, odbywa sie za pomoca
biblioteki PAL (Phylogenetic Analysis Library) [44].

Wymniki generowane przez aplikacje sa zapisywane w plikach tekstowych
o strukturze tabelarycznej (TSV, ang. Tab Separated Values). Format
ten umozliwia wygodny eksport rezultatow obliczen do innych programow
(np. MS Excel, R) w celu dalszego ich przetwarzania. Aplikacja pozwala
réwniez na wyznaczenie optymalnego dopasowania drzew, zwracajac li-
ste sktadajaca sie z par elementow, tj. rozbi¢, klastrow lub elementu O,
tworzacych najlzejsze doskonale skojarzenie (por. definicja 3.1 oraz pod-
rozdziat 5.1).

Jedna z gtéwnych zalet TreeCmp jest réznorodnos$é¢ dostepnych metod
przy réwnoczesnej efektywnej ich implementacji. Stad tez aplikacja ta po-
zwala na analizowanie duzych drzew filogenetycznych, posiadajacych np.
5000 lisci. Wykorzystanie TreeCmp mozliwe jest rowniez, w przypadku
gdy poréownywane drzewa posiadajg roézne zbiory lisci Ly # Lo. W takiej



7.1 Aplikacja TreeCmp 129

sytuacji przed wyznaczeniem wartosci danej metryki drzewa te zostaja za-
stapione poddrzewami indukowanymi nad wspolnym zbiorem lisci LN Ls.

Oproécz raportowania bezwzglednych wartosci odlegtosci, TreeCmp pre-
zentuje réwniez odlegtosci znormalizowane. Normalizacja ta polega na wy-
znaczeniu ilorazu wartosci dystansu obliczonego w danej metryce przez
empiryczng warto$¢ srednig tej odlegtosci pomiedzy drzewami losowymi.
W celu dokonania opisanej operacji aplikacja wykorzystuje uprzednio wy-
liczone i dotaczone do programu dane, w sktad ktoérych wchodza pod-
stawowe parametry rozktadow dla kazdej z metryk w obu, rozwazanych
w niniejszej pracy, modelach generacji drzew losowych. Obliczenia te zo-
staly przeprowadzone dla drzew o liczbie lisci n, dla kazdego n z zakresu
4,...,1000, na podstawie 1000 par drzew losowych. Wybrane poczatkowe
wartosci dostepnych paramentéw dla metryk MS i MC znajduja sie w ta-
belach 7.9-7.12. Szerszy zestaw wynikow statystycznych mozna znalezé na
stronie internetowej [118].

Przy wyznaczaniu wartosci odlegtosci RF i RFC w aplikacji TreeCmp
zastosowano technike hashingu. Pozwolilo to na optymalizacje procesu
wyszukiwania identycznych rozbié (lub klastréw) reprezentowanych jako
obiekty klasy BitSet w jezyku Java. Mimo ze otrzymany w ten sposob
algorytm posiada gorsza niz liniowa ztozono$¢ obliczeniowa, bardzo dobrze
sprawdza sie w praktyce (por. wykres 7.2).

Metryki SN i PD sa wyznaczane algorytmem o ztozonosci kwadratowe;j.
W przypadku metryki QT w TreeCmp zaadaptowano i usprawniono imple-
mentacje algorytmu dostepna w aplikacji QuartetDist [36]. Czas obliczania
metryki QT zalezy od stopni wierzchotkéw wewnetrznych poréwnywanych
drzew (jest kwadratowy dla drzew binarnych — przypadek optymistyczny,
za$ szeScienny w najgorszym przypadku) [36].

W celu wyznaczania wartosci metryki T'T aplikacja uzywa dwéch roz-
nych algorytméw o ztozonosci kwadratowej: stosunkowo prostej metody
dla drzew binarnych [38] i duzo bardziej skomplikowanej nowszej metody
dla drzew niebinarnych [8].

Wyszukiwanie najlzejszego doskonatego skojarzenia w grafach dwudziel-
nych, bedace najbardziej kosztowna obliczeniowo fazg wyznaczania war-
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tosci metryk MS i MC, odbywa sie za pomoca algorytmu podanego przez
Jonkera i Volgenant’a [64] (okreslanego czesto jako LAPJV). Wedlug ana-
liz por6wnawczych przeprowadzonych w pracach [42] oraz [30] efektywnosé
algorytmu LAPJV w poréwnaniu do innych dostepnych implementacji jest
wysoka, dzieki czemu dobrze nadaje sie on do praktycznych zastosowan.
Gdy poréwnywane drzewa sa do siebie podobne, np. w sytuacji opisanej
w dalszej czesci rozdziatu, gdzie poréwnujemy drzewo wzorcowe z drze-
wem zrekonstruowanym pewna metoda, wspétdziela one na ogédt duza
czes¢ swoich rozbi¢. Korzystajac z tego faktu i postugujac sie formutlg
(3.1) mozemy znacznie przyspieszy¢ wyznaczanie metryk skojarzeniowych
w takich przypadkach. Dla drzew o 5000 lisciach otrzymujemy wowczas
nawet dziesieciokrotne zmniejszenie czasu obliczen (por. tabela 7.1).

TABELA 7.1: Sredni czas jednego poréwnania dla metryk MS i MC w przypad-
ku drzew podobnych (kolumna sim) oraz losowych (kolumna rand).
Wartosci dla drzew losowych sa wyznaczone na podstawie 100 poréw-
nan. W przypadku drzew podobnych wartosci te sa $§rednimi z odpo-
wiednio: 3080 poréwnan dla drzew o 250 liSciach (na podstawie odle-
glosci dla 308 przypadkéw testowych i 10 metod rekonstrukeji), 784
poréwnan dla 1250 lisci (92 przypadki testowe, 8 metod rekonstruk-
cji), oraz 56 poréwnan dla 5000 lisci (7 zestawéw testowych, 8 metod

rekonstrukeji).
. . Metryka MS Metryka MC
Liczba lisci , .
rand [ms] sim [ms] rand [ms] sim [ms]
250 12.2 2.16 19.66 2.9
1250 248.37 224 286.27 28.3
5000 6287.87 565.1 8644.62 549.04

Sredni czas obliczeni dla poszczegélnych metryk, wyznaczony na pod-
stawie 100 porownan, jest przedstawiony na rysunkach 7.2, 7.3 i 7.4.

Warto zauwazy¢, ze dostepne sa rowniez inne aplikacje pozwalajace wy-
znacza¢ wartosci odlegtosci drzew filogenetycznych w klasycznych metry-
kach. Implementuja one na ogét podzbiér metod rozwazanych w niniejszej
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RYSUNEK 7.2: Sredni czas jednego poréwnania w metrykach RF i RFC.
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RYSUNEK 7.3: Sredni czas jednego poréwnania w metrykach MS, MC, PD, SN
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RYSUNEK 7.4: Sredni czas jednego poréwnania w metryce QT.

pracy, np. aplikacja COMPONENT 2.0 [101] pozwala na wyznaczanie me-
tryk RF, TT, QT. Niestety dla poprawnego dziatania programu COMPO-
NENT rozmiar drzew wejéciowych nie moze przekracza¢ 100 lisci.

Kolejnym programem o zblizonej funkcjonalnosci, umozliwiajacym obli-
czanie odlegtosci RF, PD, QT oraz TT, jest TOPD/FMTS [90]. Aplikacja
ta jest jednak istotnie wolniejsza od TreeCmp, np. pojedyncze poréwnanie
pary drzew o 5000 lisciach przy uzyciu metryki RF w TOPD/FMTS trwa
ok. 2 min, w TreeCmp natomiast wynik otrzymujemy w czasie ponizej 1s;
podobnie jest dla pozostatych metryk (por. tabela 7.2). Testy efektywnosci
zostaly przeprowadzone na serwerze o nastepujacych parametrach: proce-
sor Intel Core i7 920, 2.66GHz, pamie¢ 12GB RAM, system operacyjny
Ubuntu 10.10.

7.2 Opis eksperymentu

Motywacja do przeprowadzenia ponizszej analizy pochodzi z pracy [89],
w ktorej opisano nowa heurystyke dla problemu rekonstrukcji drzew fi-
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TABELA 7.2: Poréwnanie efektywnosci aplikacji TOPD/FMTS i TreeCmp.
Metryka Liczba lisci  TOPD/FMTS TreeCmp

RF 5000 /A 2min < 1s
PD 1250 > 1h < 1s
TT 100 > 30min < 1s
QT 100 > 20h < 1s

logenetycznych. Skuteczno$¢ zaproponowanej tam metody, zaimplemento-
wanej w aplikacji FastTree 2, zostata potwierdzona eksperymentalnie przy
uzyciu miary jakosci odpowiadajacej ilorazowi poprawnie odtworzonych
rozbi¢ do ich catkowitej liczby w danym drzewie. Uzyta metoda pomiaru
wykorzystuje wiec to samo podejscie, ktére pojawia sie w definicji metryki
RF. Poniewaz metryka ta posiada pewne stabe punkty, wykazane w po-
przednich rozdziatach, zasadne jest przeprowadzenie pelniejszej analizy
wykorzystujacej rowniez inne dostepne metody mierzenia podobienstwa
drzew filogenetycznych (w szczegélnosci metryke MS).

Wsrod poréwnywanych metod rekonstrukeji znajduja sie nastepujace
algorytmy:

e RAXML 7 [105] z operacja SPR,

e PhyML 3 [55], [56] — dwa warianty, z ktérych jeden uzywa operacji
SPR (oznaczony dalej jako PhyML-SPR), natomiast drugi nie,

e BIONJ [54], gdzie odlegtosci sekwencji zostaly wyznaczone za po-
moca aplikacji PROTDIST, ktéra jest czedcia pakietu PHYLIP [48],

e FastTree 2 [89] — dwa warianty, z ktérych jeden uzywa transformacji
NNI do poprawy drzewa (oznaczony dalej jako FT-NNI), w drugim
przypadku za$ stosowane sa wylacznie operacje SPR (FT),

e FastME 2.06 [43],

e metoda maksymalnej parsymonii (MP) zaimplementowana w apli-
kacji RAxML 7.2.5,
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e metoda przylaczania sasiada (NJ) [97],

e bardziej efektywny wariant powyzszej metody zaimplementowany
w aplikacji Clearcut [46].

Zauwazmy, ze aby ocenié¢ jakos¢ metod rekonstrukcji musimy znaé drze-
wo wzorcowe. Powszechnie stosowana metoda tworzenia takich zestawow
jest symulowanie ewolucji sekwencji przebiegajacej wzdtuz znanego drze-
wa. Istnieje wiele aplikacji pozwalajacych na wykonanie takich symulacji,
np. aplikacja Evolver z pakietu PAML [114], czy aplikacja Rose [108] uzyta
do wygenerowania danych opisywanych ponizej.

Zbiory sekwencji, drzew testowych i wzorcowych wykorzystane w prze-
prowadzonych eksperymentach pochodza z pracy opisujacej nowa heury-
styke FastTree [88]. Te same dane zostaly réwniez uzyte w testowaniu
udoskonalonej wersji tej aplikacji: FastTree 2 [89]. Danymi wejSciowymi
dla analizowanych metod sa symulowane sekwencje aminokwasow, w kto-
rych sktad wchodzi: 308 réznych zestawien po 250 sekwencji, 92 zestawien
zawierajacych 1250 sekwencji oraz 7 zestawian majacych 5000 sekwencji.

7.3 Metody pomiaru

W celu okreslenia doktadnosci badanych metod rekonstrukeji i wykazania
zalet heurystyki FastTree 2, w pracy [89] wykorzystano stosunek liczby roz-
bi¢ poprawnie zrekonstruowanych (tj. takich, ktére sa obecne w drzewie
wzorcowym) do ich catkowitej liczby. Podejscie to bazuje na idei zaczerp-
nietej z konstrukcji metryki RF i gwarantuje, ze otrzymany iloraz bedzie
w przedziale od 0 do 1. W przypadku pozostatych metryk wybdér me-
tody normalizacji jest mniej oczywisty. Za punkt odniesienia przyjmijmy
wiec $rednig odlegtosé w danej metryce dla drzew wygenerowanych wedtug
modelu Yule'a [115, 58]. Model ten wg [14] jest najbardziej popularnym
modelem generacji drzew losowych uzywanym w literaturze.

Niech T, € U, bedzie drzewem wzorcowym, za$ T, € U, drzewem zre-
konstruowanym pewng metoda. Zdefiniujmy parametr bedacy wspdlczyn-
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nikiem podobienstwa drzew T, T, nastepujaco:

avg,(n) —d(T,, T.)

avgy(n)

TAYT., T.) = (7.1)

gdzie avg,(n) oznacza empiryczna Srednia odlegto$¢ miedzy n-listnymi
drzewami w modelu Yule’a. Parametr T'Ay(7,,T,) moze by¢ traktowa-
ny jako znormalizowana miara jakosci danej metody rekonstrukcji. W ta-
beli 7.3 umieszczone zostaly wartodci avg,(n) dla n = 250, 1250, 5000,
wyznaczone na podstawie odlegtosci dla 10000 par drzew losowych. Za-
uwazmy, ze z faktu, iz warto$é srednia metryki RF bardzo szybko zmierza
do érednicy [106] wynika, ze wartosci parametru T Arp sa bardzo zblizone
do miary podobienstwa opartej na wzglednej liczbie rozbi¢ odtworzonych
poprawnie, zastosowanej w [89].

TABELA 7.3: Wartodci $rednie odleglosci w modelu Yule’a.

Liczba lisci MS RF PD QT
250 2939.20  246.78  1112.62 105924513.79
1250 22606.81 1246.78  6608.38 67492177209.29
5000 118474.06 4996.78 29197.47 17340286310252.20

Zanim przystapimy do analizy jako$ci wymienionych metod rekonstruk-
cji, przyjrzyjmy sie blizej dos¢ skomplikowanemu zagadnieniu jakim jest
iloéciowa ocena podobienstwa dwéch drzew. Rozwazmy dla przyktadu
drzewa przedstawione na rysunku 7.5. Mozemy postawi¢ pytanie: ktore
z drzew T} czy T3 jest bardziej podobne do drzewa 157

Postugujac sie¢ metryka RF otrzymujemy, Ze stopien podobienstwa obu
drzew do T, jest identyczny. Jednak wedlug kazdej z pozostatych me-
tryk podobienstwo 717 do 75 jest wieksze niz w przypadku drzew T i T5.
Druga odpowiedz, sugerowana przez trzy metryki, jest bardziej intuicyj-
na, gdyz w przypadku drzew T} i Ty wystarczy usunaé tylko jeden 1is¢ e,
aby otrzymaé drzewa identyczne, podczas gdy podobna operacja nie ma
zastosowania dla pary 75 i T5.
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a c a c a d
b e d b e d c e b
dre(T1,T) =2 = dpp(T,,Tg) =2

Aus(T1,T2) =3 < Aus(T2 Ts) = 4
Uop(Te,To) =3.7417 < dop(TpTs) =4
dor(Ty,Ty) =4 < dor(T2T3) =5

RYSUNEK 7.5: Przyktady drzew wraz z ich wzajemnymi odlegtoSciami w roz-
patrywanych metrykach.

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz przypadkowi gasienic zasygnalizowanemu
w podrozdziale 4.3, z ktérych jedna powstaje z drugiej w wyniku przenie-
sienia skrajnego lidcia a; na przeciwng strone drzewa (por. rysunek 4.8).
Wspétezynniki podobienstwa tych drzew zostaly przedstawione w tabe-
li 7.4. Otrzymane wyniki mozemy podzieli¢ na trzy kategorie:

1. wartos¢ T'App znacznie ponizej 0 wskazuje, ze badane drzewa réznia
sie bardziej niz drzewa wygenerowane losowo,

2. warto$¢ T Arp w okolicy 0 wskazuje, ze badane drzewa rdznig sie
w podobnym stopniu co drzewa wygenerowane losowo,

3. wartosci parametrow T'Ays i T'Agr znajduja sie w zakresie powy-
zej 90%, co mozemy interpretowaé jako stwierdzenie, ze analizowane
drzewa sa do siebie bardzo podobne (tzn. znacznie bardziej niz drze-
wa losowe).

Zauwazamy, ze w obu przypadkach najbardziej intuicyjng interpretacje
podobienstwa otrzymujemy za pomoca metryk MS i QT. Powyzsze réznice
potwierdzaja zasadnos¢ stosowania w analizach wielu metod pomiaru.



7.4 Wyniki analizy

137

TABELA 7.4: Wartoéci parametru T'A; dla dwdch gasienic, z ktérych jedna po-

wstaje z drugiej w wyniku przeniesienia skrajnego liScia na drugi koniec

(rysunek 4.8).

TA; n=250 n=1250 n = 5000
TAgr  -0.09% -0.02% 0.00%
TApp -103.88% -285.64% -598.91%
TAys  91.56% 94.48% 95.78%
TAgr 97.60% 99.52% 99.88%

7.4 Woyniki analizy

Wyniki eksperymentu przedstawione sa w tabelach 7.5-7.8. Wiersze sg po-

sortowane wzgledem wartosci Sredniej odlegtosci w odpowiedniej metryce

dla drzew o 250 lisciach. Z powodu niskiej efektywnosci aplikacji PhyML

przeprowadzanie obliczen przy jej wykorzystaniu byto mozliwe tylko dla

najmniejszych drzew.

TABELA 7.5: Srednie odleglo$ci i wartosci wspélezynnika T Ay (w %) dla me-

tryki MS.
n = 250 n = 1250 n = 5000
Nt Metoda dys TAns dyvys TAms dys TAns
1 RAxML 222.98 92.41 2256.15 90.02 12410.0 89.53
2  PhyML-SPR 234.31 92.03 - - - -
3 FT-NNI 293.95 90.00 3325.75 85.29 19830.4 83.26
4 PhyML 313.62 89.33 - - - -
5 BIONJ 482.04 83.60 4418.58 80.45 20555.4 82.65
6 FT 499.15 83.02 4402.59 80.53 23219.1 80.40
7 MP 510.11 82.64 4418.33 80.46 27135.7 77.10
8 FastME 510.89 82.62 4501.62 80.09 23796.0 79.91
9 NJ 556.27 81.07 5086.80 77.50 25391.6 78.57
10 Clearcut 610.25 79.24 5183.72 77.07  25276.9 78.66
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TABELA 7.6: Srednie odlegloéci i wartoéci wspélezynnika T Ay (w %) dla me-
tryki RF.

n = 250 n = 1250 n = 5000

Nr Metoda
drr TAgr drr TApgr drr TApgr

1 RAxML 2355  90.46 145.03 88.37 5774  88.44
2 PhyML-SPR 24.85  89.93 - - - -
3 FT-NNI 32.28 86.92 203.48 83.68 786.0 84.27
4 PhyML 34.55  86.00 - - - -
5 FastME 48.06  80.52 264.09  78.82 1148.0 77.03
6 FT 48.36 80.41 270.71  78.29 1168.1  76.62
7 MP 52.33 78.80 268.85 78.44 14294  71.39
8 BIONJ 55.19  77.63 328.57 73.65 13434 73.11
9 NJ 59.23  76.00 3419 7258 1420.7  T71.57

10 Clearcut 60.57  75.45 346.08 7224 14234 71.51

TABELA 7.7: Srednie odleglosci i wartosci wspélezynnika TAy (w %) dla me-
tryki PD.

n = 250 n = 1250 n = 5000

Nr Metoda
dpp TApp dpp TApp dpp TApp

1 RAxML 24542 7794 1982.16  70.01 10844.4  62.86
2 PhyML-SPR 254.38  77.14 - - - -
3 FT-NNI 303.92  72.68 2603.88  60.60 17695.3  39.39
4 PhyML 32541 70.75 - - - -
) BIONJ 438.70  60.57 3326.51  49.66 14568.2  50.10
6 FT 440.38  60.42 3243.49  50.92 14911.7  48.93
7 FastME 449.37  59.61 3420.10  48.25 15564.0  46.69
8 MP 452.24  59.35 3284.08  50.30 18126.6  37.92
9 NJ 483.03  56.59 3749.12  43.27 16207.2  44.49
10 Clearcut 541.15  51.36 3927.25  40.57 15842.3  45.74
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TABELA 7.8: Srednie odleglo$ci i wartosci wspélezynnika T Ay (w %) dla me-
tryki QT.

n = 250 n = 1250 n = 5000

Nr Metoda
dQT TAQT dQT TAQT dQT TAQT

1 RAxML 4.35-10% 95.89 5.67-10° 91.60 1.75-10'2  89.90
2  PhyML-SPR 4.76-10%  95.50 - - - -
3 FT-NNI 8.16-10 9229 1.01-10'9 85.01 2.87-10'2 83.44
4 PhyML 8.86-10 91.63 - - - -
5 BIONJ 1.40-107 86.77 1.30-10'° 80.74 2.89-10'2 83.34
6 MP 1.57-107 8521 1.39-10'° 79.36 5.47-10'2  68.46
7 FT 1.64-107 84.56 1.46-10'9 7839 4.48-10'2 74.16
8 FastME 1.70-107 83.99 1.51-10° 77.68 3.94-10'2 77.28
9 NJ 1.81-107 8293 1.64-10° 7571 4.94-102 71.51

10 Clearcut 1.95-107 81.63 1.64-10° 7569 4.94-10*2  71.53

Zauwazmy, ze w wiekszosci przypadkow klasyfikacja jakosci rozpatry-
wanych metod rekonstrukeji wedtug uzytych metryk jest zgodna. Otrzy-
mujemy bowiem te sama kolejno$¢ na pozycjach 1-4 oraz 9-10. Roznice
pojawiaja sie w klasyfikacji czterech pozostatych metod: BIONJ, FastTree
2.0.0, FastME oraz maksymalnej parysmonii (MP). Po pierwsze wedtug
kazdej z metryk metoda maksymalnej parsymonii dla bardzo duzych drzew
(5000 lisci) daje najgorsze rezultaty. Po drugie, na podstawie odlegtosci
MS, QT i PD (z wyjatkiem przypadku 1250 lisci) sposréd wspomnianych
czterech metod, BIONJ rekonstruuje drzewa najlepiej. Pomijajac przypa-
dek QT dla 5000 lisci, wszystkie metryki z wyjatkiem RF wskazuja, ze
doktadnosé rekonstrukeji FastTree 2.0.0 jest wyzsza niz FastME.

Kolejna obserwacja dotyczy wartosci parametru T'Ay. W przypadku me-
tryki PD warto$ci te sa znacznie nizsze niz dla pozostatych trzech odle-
glodci. Znajdujg sie one w przedziale 37.92 — 77.94%, podczas gdy dla
odlegtosci RF mamy 71.39 — 90.46%, za$ dla metryk MS i QT odpowied-
nio 77.10 — 92.41% oraz 68.46 — 95.89%.
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TABELA 7.9: Parametry rozkladéw odleglosci w metryce MS w modelu UM,

gdzie * — warto$¢ srednia, 0 — odchylenie standardowe.
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TABELA 7.10: Parametry rozktadéw odlegtosci w metryce MS w modelu YM,

gdzie * — warto$¢ Srednia, 0 — odchylenie standardowe.
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TABELA 7.11: Parametry rozktadéw odlegtosci w metryce MC w modelu UM,

gdzie * — warto$¢ $rednia, o - odchylenie standardowe.
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TABELA 7.12: Parametry rozkladéw odlegloéci w metryce MC w modelu YM,

gdzie * — warto$¢ Srednia, 0 — odchylenie standardowe.
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8 Podsumowanie

W pracy sformutowano ogdlng metode konstrukeji metryk dla dowolnych
drzew filogenetycznych, tj. nieukorzenionych, ukorzenionych, binarnych
oraz posiadajacych multifurkacje (rozdziat 3). Na szczegblng uwage za-
stuguje fakt wykorzystania w tej metodzie nowatorskiej koncepcji elemen-
tu dodatkowego, ktora umozliwia tatwe i zarazem elastyczne budowanie
metryk dla drzew niebinarnych. Wykorzystujac opisang metode, zapropo-
nowano dwie metryki MS i MC. Metryka MS jest nowg metoda, ktorej
definicja pojawila sie po raz pierwszy w pracy [16].

Oryginalnym wktadem jest réwniez szczegdtowa analiza wtasnosci me-
tryk MS i MC, przedstawiona w rozdziatach 4-7, wraz z aplikacja TreeCmp
umozliwiajaca wygodne wyznaczanie podobienstwa drzew filogenetycz-
nych za pomoca odleglosci rozwazanych w pracy (tj. MS, MC, RF, RFC,
PD, SN, QT, TT). Przeprowadzona analiza wskazuje, ze zaproponowane
metody posiadajg wiele cech, ktore wydaja sie by¢ intuicyjne i pozadane
przy ocenie podobienstwa drzew filogenetycznych. Co wiecej, przedstawio-
ne odleglosci moga by¢ traktowane jako rozszerzenie klasycznych metryk,
tj. RF i RFC, gdyz w swoich definicjach wykorzystuja one te same fun-
damentalne elementy, czyli rozbicia i klastry. W przypadku metryk MS
i MC wzajemne podobienstwo wspomnianych elementéw jest jednak oce-
niane bardziej precyzyjnie (tzn. niebinarnie).

Kierunki dalszych badan moga obejmowac rozszerzenie zaproponowa-
nych metod na inne obiekty, takie jak:

e drzewa filogenetyczne z dodatnimi wagami liczbowymi na krawe-
dziach. Takie drzewa wazone przedstawiaja pekliejszy, niz drzewa
nieobcigzone, obraz historii ewolucji, gdyz wagi przyjmujg na ogdt
wartosci proporcjonalne do czasu jaki uptynat miedzy poszczegdlny-
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mi specjacjami. Przyblizonych dtugosci krawedzi dostarczaja, m.in.
metody bayesowskie, NJ lub ML.

sieci filogenetyczne. Zjawiska takie jak np. ponowne krzyzowanie sie
osobnych linii gatunkowych lub horyzontalny transfer genéw spra-
wiaja, ze popularnym staje sie opisywanie historii ewolucji za pomo-
ca struktur ogdlniejszych niz drzewa, nazywanych sieciams filogene-
tycznymi. Sieci te sg skierowanymi ukorzenionymi grafami acyklicz-
nymi o zbiorze lisci L, ktére odpowiadaja wspotczesnym gatunkom.
Na strukture sieci filogenetycznych czesto naktadane sa dodatkowe
ograniczenia. Proponowane sg takze rézne sposoby ich poréwnywa-
nia poprzez wprowadzanie struktury przestrzeni metrycznej w rodzi-
nie sieci o danym zbiorze lisci L. Metody te w wielu przypadkach
opierajg sie na uogdlnieniach znanych metryk filogenetycznych dla
drzew (takich jak np. RF czy odlegtosci weztowe [31], [32]). Warto
zwréci¢ uwage, ze definicja 3.1 (przy wykorzystaniu metryki hys¢o)
okresla odlegtos¢ miedzy dowolnymi rodzinami niepustych podzbio-
row L, jest to wiec takze metryka dla sieci filogenetycznych w kaz-
dym modelu, w ktorym sie¢ taka jest jednoznacznie wyznaczona
przez rodzine klastréw jej weztéw wewnetrznych, czyli np. dla sieci
typu Tree-Child Time Consistent [32].

drugorzedowe struktury RNA. Kwas rybonukleinowy RNA wystepu-
je na ogot w postaci jednoniciowej. Jego pierwszorzedowa struktura,
tj. sekwencja nukleotydéw jest przedstawiana jako cigg liter nad alfa-
betem {A, C, G, U}. Natomiast struktura RNA okreslana jako drugo-
rzedowa zawiera dodatkowo informacje odno$nie lokalizacji w tej se-
kwencji zasad sparowanych. Porownywanie drugorzedowych struktur
RNA jest jednym z podstawowych probleméw obliczeniowych towa-
rzyszacych analizie RNA [5]. Poniewaz struktury te moga by¢ repre-
zentowane jako ukorzenione drzewa uporzadkowane [78, 5, 51], ocena,
przydatnosci oraz ewentualna adaptacja zaproponowanego w pracy
podejscia skojarzeniowego do porownywania obiektéw tego typu wy-
daja sie by¢ interesujacymi obszarami dalszych badan.



147

e drzewa filogenetyczne o réznych zbiorach lisci [69]. Niekiedy koniecz-
ne jest agregowanie i porownywanie informacji z wynikéw badan fi-
logenetycznych drzew 17 i Ty dotyczacych réznych (tylko czesciowo
pokrywajacych sie) zbioréw gatunkéw (lisci) Ly i Lo. Tradycyjne
podejscie polega tu na wykorzystaniu klasycznych metryk filogene-
tycznych dla drzew indukowanych przez wspélny zbidr lisci, tj. dla
Tyrinr, 1 TojpinL,- W literaturze pojawiajq si¢ takze podejscia pole-
gajace na konstruowaniu wspolnej przestrzeni metrycznej w zbiorze
wszystkich drzew, czyli w Ujcqzo0 R, 1 < |L| < oo dla drzew uko-
rzenionych i w Uy cqz-0 U, 2 < |L| < 0o dla nieukorzenionych [69].
W przypadku drzew ukorzenionych definicja metryki MC moze by¢
przeniesiona bez zmian. Rozszerzenie odlegto$ci MS na zbior wszyst-
kich drzew nieukorzenionych wymaga dalszych badan.

Dane pochodzace z metod filogenetycznych generujacych duze zbiory
drzew o znacznej wiarygodnosci (np. metody bayesowskie) moga by¢ w na-
stepnej kolejnosci przetwarzane za pomoca klasteryzacji, majacej na celu
wyznaczenie osobnych skupisk ztozonych z podobnych drzew. Skupiska te
maja okresla¢ alternatywne mozliwe rozwiazania [107]. Zastosowanie do
tego problemu popularnych metod klasteryzacji zbiorow punktéw z R”
(np. algorytm k-érednich) utrudnia fakt, iz nie jest tatwe okreslenie ,$rod-
ka ciezkosci” czy ,Sredniego drzewa” dla podzbioru niekompatybilnych
drzew tworzacych jeden klaster. W pracy [107] zaproponowano adaptacje
algorytmu k-$rednich, gdzie drzewa porownywane sg przy uzyciu metryki
RF, za$ funkcje érodka rodziny drzew petni odpowiednio wybrany zbior
rozbi¢ (niekoniecznie kompatybilnych ze soba) wystepujacych w danej ro-
dzinie. Te metode postepowania w naturalny sposéb mozna zastosowaé dla
metryk okreslonych zgodnie definicjg 3.1, ktéra pozwala poréwnywacé do-
wolne podzbiory 2¥ lub Splits(L), réwniez nietworzace drzew. Weryfikacja
skutecznosci tego podejscia wymaga dalszych badan eksperymentalnych.

Bardzo interesujace wydaje sie réwniez zbadanie przydatnosci zapro-
ponowanych metryk do konstrukeji efektywnych heurystyk dla problemu
identyfikacji horyzontalnego transferu genéw (HGT), gdyz wzglednie nie-
dawno (2010 rok) w pracy [15] przedstawiono heurystyke dla tego proble-
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mu jawnie korzystajaca z informacji dostarczanych przez miary odlegtosci
w przestrzeni drzew. Sposérod przebadanych w [15] metod (tj. RF, PD, QT,
BD) najlepsze wyniki otrzymano dla miary BD (zdefiniowanej w tej samej
pracy), opierajacej sie na metryce w zbiorze rozbi¢ hjsg. Niestety, zapro-
ponowana miara BD nie jest metryka, stad z racji zblizonego charakteru
definicji naturalne wydaje sie pytanie o okreslenie stopnia przydatnosci
metryki MS w tym zagadnieniu.
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