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1. Przeplyw ustalony niejednostajny - przedstawienie problemu, cel
| zakres pracy

W wielu przypadkach spotykanych w praktyce inzynierskiej przeptyw w kanatach lub
sieciach kanatow otwartych moze by¢ traktowany jak przeptyw niezmienny w czasie i

zmienny w przestrzeni, czyli klasyfikowany jako przeptyw ustalony niejednostajny.
Przyktadami takiego przepltywu moga by¢:
e przeptyw w kanale przegrodzonym budowla pigtrzaca (rys. 1.1),

e wyplyw spod zasuwy (rys. 1.2),
e przeplyw na odcinku wylotowym kolektora $ciekowego (rys. 1.3)

przy ustalonym w czasie nat¢zeniu przeptywu.

Rys. 1.1. Krzywa spietrzenia (H,, — gleboko$¢ normalna).

Rys. 1.2. Wyptyw spod zasuwy.

Rys. 1.3. Wylot kolektora $ciekowego.



W literaturze poswigconej zagadnieniu modelowania przeptywu ustalonego
niejednostajnego w kanatach otwartych zauwaza si¢ Wyrazny podziat na metody stosowane
w przypadku kanatéw pryzmatycznych oraz na metody stosowane w przypadku kanatéw
naturalnych (Venkataraman et. al., 1982; French, 1985; Chanson, 2004a; Chaudhry, 2008).

Jesli chodzi o kanaly pryzmatyczne, to do wyznaczania uktadu zwierciadta wody
stosuje si¢ nastepujace réwnanie (Czetwertynski i Utrysko 1969; French, 1985; Sawicki
1998; Chadwick i Morfett, 1999; Sturm, 2001; Chanson, 2004a; Chaudhry, 2008):

dH  s-S

dx  1-a-Fr? (1)

Rys. 1.4. Schemat odcinka kanatu.

gdzie:

H — glebokosc¢,

Z —rze¢dna dna ponad przyjetym poziomem poréwnawczym,

X —zmienna przestrzenna,

s — spadek dna kanatu,

S — spadek linii energii,

Fr — liczba Froude’a,

a - wspotczynnik korygujacy energig kinetyczna wynikajaca z usrednionej w przekroju

predkosci przeptywu, wyrazony wzorem (Chaudhry, 2008):

”u3(x, y,z,t)dA

A | (1.2)

us-A

w ktorym:
A - pole przekroju czynnego,

u(x,y,z,t) - predkosc lokalna w kierunku x w przekroju,



U - predko$¢ srednia wyrazona wzorem:

uun=%”dxma0ﬂ=%- (1.3)

W powyzszym réwnaniu Q oznacza obj¢tosciowe nat¢zenie przeptywu.

W przypadku modelowania przeptywu ustalonego nicjednostajnego w kanatach
naturalnych wykorzystywana jest zapisana w dyskretnej postaci zasada zachowania energii
mechanicznej (French, 1985; Mays, 1999; Kubrak, 1998) lub réwnanie Bernoulliego z
cztonem uwzgledniajagcym straty energii (Chanson, 2004a). W obu przypadkach do
obliczen uzywa si¢ ponizszego rownania:

2 2

hl+a1l;;]:h2+a2L2Jéj+Ax-S, (1.4)

w ktorym indeksy 1 i 2 okre$laja odpowiednio poczatkowy i koncowy przekroj
rozpatrywanego odcinka kanatu (rys. 1.5), zas:

a,,a, —wspdlczynniki korekcyjne energii kinetycznej,

Ui, Uy — predkosci $rednie w przekrojach,

h1, hy — rzedne zwierciadta wody,

g — przyspieszenie ziemskie,

AX — odleglo$¢ miedzy przekrojami,

S — éredni spadek linii energii miedzy przekrojami utozsamiany z wysokoscig strat energii

powstatych na skutek tarcia.

Geometryczng interpretacje rownania przedstawiono na rysunku 1.5. Sredni spadek linii
energii mozna okresla¢ zgodnie z jednym z ponizszych wzorow (Mays, 1999; Chaudhry,

2008):

g _ Q1 + Qz 2 (1.56.)
K, +K,
= S +5S,
S=—7— (1.5b)



§-25"S; (1.5¢)
S, +5S,

§:4/81'Sz y (15d)

gdzie K oznacza modut przeptywu zalezny tylko od geometrii i wlasciwos$ci

hydraulicznych koryta:

K:lkRm, (1.6)
n
w ktorym:
n — wspotczynnik szorstkosci wg Manninga,

R — promien hydrauliczny.

Rys. 1.5. Schemat obliczeniowy do réwnania (1.4) .

Jak wynika z réwnan (1.5a)-(1.5d) $redni spadek mozna oblicza¢ jako kwadrat ilorazu
sumy wydatkow i sumy modutow przeptywu oraz jako $rednig arytmetyczng, harmoniczng
lub geometryczng ze spadkow linii energii w przekrojach 11 2.

O ile rownanie (1.4) mozna stosowaé zarowno dla kanalow naturalnych jak i dla
kanatéw pryzmatycznych, o tyle réwnanie (1.1) nie moze by¢ stosowane dla kanatow
naturalnych. Ponadto réwnanie (1.1) w trakcie rozwigzywania moze sprawia¢ dodatkowe
trudnosci. W sytuacji wystgpienia przeptywu krytycznego (lub zblizonego) mianownik
prawej strony réwnania rowny jest zeru, przez co staje si¢ 0no nicokreslone. Mozliwe
przyczyny nieokreslonosci rownania (1.1) wraz z ich interpretacja fizyczng podaje

Chanson (2004a):



Tab. 1.1. Przyczyny i interpretacja nieokreslono$ci rownania (1.1) wg. Chansona.

Przyczyna, nieok_reélonoéci Interpretacja fizyczna
rownania
1 dH _ 0 Spadek dna rc')wny_/_jest spadkowi linii
dx energil:s =S
Spadek dna réwny jest spadkowi

2 Fr=1 krytycznemu:s =s,,

dH Wystagpienie obu wyzej wymienionych
3 ax 0 oraz Fr=1 g 2|?)1:zypadk(’)w: sy:JS iys =5, ’

Rownanie (1.4) umozliwia wyznaczenie ukladu zwierciadta wody w kanale o
dowolnej geometrii, w tym w kanale pryzmatycznym. Przyktad obliczonej krzywej
spietrzenia w kanale prostokatnym przedstawiono na rysunku 1.6. W trakcie
rozwigzywania tego przyktadu nie wystapily zadne problemy natury numeryczne;j.
Obliczone glebokosci zmieniajg si¢ w sposob ciagly od zadanej w przekroju budowli
pietrzacej do glebokosci normalnej Hy. Jednak przy prdbie obliczenia uktadu zwierciadta
wody powstajacego przy wyptywie spod zasuwy pojawiaja si¢ trudnosci. Ich charakter
ilustruje rysunek 1.7. Jak wida¢ otrzymane rozwigzanie zdecydowanie odbiega od
oczekiwanego. Chociaz w trakcie obliczen nie wystgpilty zadne problemy natury
numerycznej to jest ono niepoprawne z punktu widzenia fizyki zjawiska. Fakt ten sugeruje
istnienie pewnych wlasciwosci rozwigzywanego rownania (1.4) ujawniajacych swoja

obecnos$¢ w szczegoOlnych przypadkach.

Rys. 1.6. Krzywa spi¢trzenia (H, — glgbokos$¢ normalna).

Zastosowana powyzej metoda obliczania uktadu zwierciadta wody bazujaca na rownaniu
(1.4) w literaturze anglosaskiej funkcjonuje pod nazwa ,,the standard step method” (Chow
1959; French, 1985).



Rys. 1.7. Obliczony uktad zwierciadta wody wyptywajacej spod zasuwy.

Oprocz kanatéw pojedynczych przeptyw ustalony niejednostajny wystepuje
powszechnie rowniez w sieciach kanalow otwartych, zaréwno naturalnych (rys. 1.8) jak i

sztucznych (rys. 1.9).

Rys. 1.8. Sie¢ kanatow naturalnych (przyktad sieci dendrycznej).

Rys. 1.9. Sie¢ kanatéw sztucznych (przyktad sieci pierscieniowej).

Przeptyw tego typu spotykamy w systemach rzecznych, kanalizacyjnych oraz w sieciach
kanatéw odwadniajgcych lub nawadniajgcych. Mimo istotnego znaczenia praktycznego
tego zagadnienia, jak dotad nie istnieje jednolita i spojna metodologia rozwigzywania tego
problemu. W literaturze mozna znalezé wiele réznych propozycji algorytméw
wyznaczania uktadu zwierciadta wody w sieciach kanatéw. Mozliwosci praktycznego
zastosowania tych metod sg ograniczone. Z tego powodu ich zastosowanie jest mozliwe

tylko w przypadkach szczegélnych, np. jedynie w sieciach dendrycznych (rys. 1.8).



Z drugiej strony, proponowane algorytmy obliczeniowe sg zwykle skomplikowane i trudne
w implementacji. Nalezy zauwazy¢, ze bardzo czesto parametry przeplywu ustalonego
wyznacza si¢ rozwigzujac rownania przeptywu nieustalonego z ustalonymi w czasie
warunkami brzegowymi (Cunge, Holly i Vervey, 1979).

Biorgc pod uwage trudnosci i problemy wystepujace w trakcie rozwigzywania
r6znych przypadkéw przeptywu ustalonego niejednostajnego, naturalnym wydaje si¢
pytanie o mozliwo$¢ opracowania jednolitego, w miar¢ ogdlnego i wolnego od ograniczen
podejsécia do rozwigzywania zagadnienia przepltywu ustalonego niejednostajnego zaréwno
w naturalnych jak i sztucznych kanatach pojedynczych oraz w sieciach kanatow. Wydaje
sie, ze opracowanie takiego ujednoliconego podejscia jest mozliwe. W rzeczywistosci
bowiem podzial metod obliczeniowych w zalezno$ci od rodzaju kanalu wydaje si¢ by¢
sztucznym.

Opracowanie ujednoliconego podejscia wymaga rozstrzygniecia dwoch kwestii:

- ktére z mozliwych réwnan nalezy przyjac za podstawowe?

- jakie metody numeryczne nalezy stosowac do jego rozwigzania?

Waznym aspektem problemu jest proces numerycznego rozwigzania rownania
przeptywu. Szymkiewicz (2010) wykazat, iz dyskretna posta¢ rOwnania energii moze miec¢
wigcej niz jeden pierwiastek. W zwigzku z tym pojawia si¢ kwestia wyboru wlasciwego
pierwiastka. Istotne jest takze wyjasnienie zwigzku pomigdzy liczbg 1 potozeniem
pierwiastkow a zastosowang metodg aproksymacji rownan.

Celem niniejszej pracy doktorskiej jest opracowanie propozycji jednolitego podejscia
do modelowania przeptywu ustalonego niejednostajnego w kanatach otwartych. Realizujac
powyzszy cel:

e wykonano analiz¢ mozliwych modeli matematycznych opisujacych ruch ustalony
niejednostajny w kanatach otwartych,

e zaproponowano jednolite podejscie do rozwigzywania zagadnien formutowanych dla
kanatéw pojedynczych i sieci kanalow otwartych,

e przeprowadzono dyskusje réznych aspektdéw numerycznego rozwigzywania roéwnan
wybranymi metodami,

¢ wykonano stanowiska laboratoryjne i przeprowadzono eksperymenty,

e skonfrontowano wyniki obliczen z wynikami eksperymentow.



Wszystkie obliczenia wykonano wiasnymi programami opracowanymi w jezyku

Scilab.

2. Rbwnania przeptywu ustalonego niejednostajnego

Opracowanie jednolitej metodologii obliczen uktadu zwierciadta wody w kanatach

otwartych wymaga wyjscia od ogdlnych roéwnan opisujacych przeptyw nieustalony.

Modelem opisujacym nieustalony ruch cieczy w kanalach otwartych jest uktad réwnan de

Saint-Venanta sktadajacy si¢ z rownania ciagtosci oraz rownania dynamicznego. Réwnania

te mozna wyprowadzi¢ z réwnan Naviera-Stokesa z uwzglednieniem usrednienia

Reynoldsa (French, 1985; Kubrak, 1998; Sawicki 1998; Szymkiewicz, 2000).

2.1. Uproszczone réwnania de Saint-Venanta

W roku 1871 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant wyprowadzit réwnania

przeptywu nieustalonego w kanatach otwartych. Zaktadajac, ze:

ruch wody w kanale jest wolnozmienny,

przeplyw jest jednowymiarowy,

rozkltad ci$nienia w przekroju jest hydrostatyczny,

jedyna sita masowa jest sita ciezkosci,

spadek dna kanatu jest na tyle maly, iz r6znica migdzy glebokoscia mierzong wzdtuz
osi pionowe] ukladu odniesienia, a glebokoscia mierzong prostopadle do dna jest
nieznaczna,

rozktad predkosci w pionie jest jednostajny,

opory ruchu obliczane sg jak dla przeptywu ustalonego jednostajnego,

uwzglednia si¢ doptyw boczny w réwnaniu cigglosci lecz pomija si¢ jego wplyw na

dynamike przeptywu

zaproponowat on uktad réwnan rozniczkowych o pochodnych czastkowych I rzedu w

postaci rownania ciaglosci i roOwnania dynamicznego. Uktad ten nazywa si¢ zwykle

uktadem roéwnan de Saint-Venanta.

W uktadzie rownan de Saint-Venanta mogg wystepowac rézne kombinacje zmiennych

zaleznych. Ich zestawienie podaje na przyktad Chanson (2004a). Poniewaz wybor zestawu

zmiennych zaleznych w rownaniach decyduje 0 mozliwoséci jego zapisu w formie

zachowawczej lub niezachowawczej w dalszej czeSci pracy jako zmienne zalezne



przyjmuje si¢ natezenie przeptywu i rzedng zwierciadta wody. Uzycie tych zmiennych

umozliwia zapisanie rownan w nast¢pujacej formie zachowawczej:

A Q. 1
ot oOx
Q o(p-Q? oh
—t+ +9-A—=-g-A-S.
ot ax( A )T Y (2.2)
gdzie:
t — czas,
g — doptyw boczny,
S — wspolczynnik korekeyjny pedu zdefiniowany wzorem:
”uz (x,y,z,t)dA
(2.3)

ﬂ:A

Uz2-A

Wspotezynnik S koryguje btad wielkosci pedu spowodowany wprowadzeniem predkosci
sredniej. Okresla on stosunek pedu strumienia przy rzeczywistym rozktadzie predkosci do
pedu przy usrednionej predkosci. Dyskusje na temat jego roli podajg m.in. Chanson
(2004a) oraz Sturm (2001).

Spadek linii energii w rownaniu (2.2) mozna wyrazi¢ przy pomocy formuty:

S QZ'nZ

TR A2 (2.4)

wynikajacej ze wzoru Manninga.
W przypadku, gdy rozwazany przeptyw jest ustalony w czasie, w rownaniach (2.1) i

(2.2) pochodne wzgledem czasu sg rOwne zeru:

oA oh_,
ot ot

W konsekwencji uktad (2.1) i (2.2) przyjmie prostsza forme:

aQ _
dx

] 29)



d(B-Q° dh
dx(Aj+9'Adx—‘9'A'S- (26)

Otrzymane rownania stanowig uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, poniewaz po
eliminacji czasu wystepujace w nich zmienne sg funkcjami jedynie potozenia. Rownania
(2.5) i (2.6) opisuja ustalony przeptyw niejednostajny w dowolnym kanale. Mozna
przypuszczaé, ze ich rozwigzanie bedzie tozsame z rozwigzaniem réwnan de Saint-

Venanta (2.1) i (2.2) przy ustalonych w czasie warunkach brzegowych.

2.2. Rézniczkowe rownanie energii mechanicznej

Uktad rownan (2.5) i (2.6) mozna przeksztatci¢ do innej postaci. W tym celu rownanie

(2.6) dzielimy przez g ‘A:

1d(p-Q° |, dh__
gAdx[ A Jerx S. (2.7)
Poniewaz:

1 d(pQ ) _18d G )18(y9Q,du

g-Adx( A J_gAdx(Q U)_gA(U derQ dxj (28)

rownanie (2.7) przyjmie postaé:

ﬁgdiQ+£9d7U+%=_S.

gAdx g Adx dx (29)
Po uwzglednieniu uproszczonego rownania cigglosci (2.5) otrzymujemy zaleznos¢:
U du dh
PO AR g, (2.10)
gA g Adx dx
z ktorej po uporzadkowaniu wynika rownanie:
d p-Q* B-Q
—|h+ =-S-— : 2.11
dx( Zg-Azj g-AZq (2-11)

Mozna zauwazy¢, ze wyjsciowe roéwnanie dynamiczne (2.6) reprezentujgce zasade

zachowania pedu, po zastosowanych przeksztatceniach reprezentuje zasad¢ zachowania

10



energii mechanicznej. W zwigzku z tym wspotczynnik korekeyjny pedu [ nalezy zastapic

wspoltczynnikiem korekcyjnym energii Kinetycznej « . Ostatecznie wyj$ciowe rownanie

(2.6) przyjmie postacé:

d a-Q? a-Q
= —-5- , .
dx{ +29-A2j g-A2q (2.12)

w ktérym wspdlczynnik o zdefiniowany jest zaleznoscig (1.2).

Jesli do réwnania (2.12) wprowadzimy wyrazenie:

a-Q?

E=h+ 5
20-A

(2.13)

reprezentujace wysokos¢ energii mechanicznej, to uktad réwnan opisujacych ustalony

przepltyw niejednostajny (rownania (2.5) i (2.12)) przyjmie postaé:

a€Q _

) 2.14
o 214)
dE a-Q

e ,

™ e (2.15)

2.3. Standardowe réwnanie dla kanatu pryzmatycznego

W  przypadku kanatu pryzmatycznego zalezno$¢ (2.12) mozna poddaé
przeksztatceniom prowadzacym do znanej standardowej w hydraulice koryt otwartych
postaci. W tym celu rzedng zwierciadta wody wyraza si¢ poprzez gleboko$¢ strumienia H i

rzedng dna Z: h=H +Z . Rozniczkujac zaleznos¢ (2.13) otrzymujemy:

(2.16)

2 2 2
a h+ a-Q2 _d4 H+Z+OC'Q2 :d—H+d—Z+a'qu—a'Q3d—A.
dx 20-A dx 20-A dx. dx g-A g-A° dx

Poniewaz powierzchnia przekroju A jest funkcja glebokosci, a ta z kolei jest funkcja

potozenia, zatem mozna zapisac:

dA_dAdH _dH
dx dH dx  dx '

(2.17)

11



gdzie B jest szerokos$cig kanalu na poziomie zwierciadta wody. Wstawiajgc (2.17) do
rownania (2.16) otrzymujemy zalezno$¢:

2
dH dZ «-Q  «a-Q BdH :_S_aQ

dx  dx g-AZq g-A®>  dx g- A

q, (2.18)

ktora po uporzadkowaniu prowadzi do rOwnania 0 postaci:

_dl_g_z a-Q
dH  dx g-A° (2.19)
- . , '
dx {1_a-Q ;Bj
g-A

Wprowadzenie definicji podtuznego spadku dna kanatu

dz

S=—— 2.20
dx (2.20)
umozliwia zapisanie rownania (2.19) w nastepujacej postaci:
s—s-2% QZ q
dH _ 9-A (2.21)
dx 1@ .Q*-B '
g-A’

Do rownania (2.21) wprowadzmy liczb¢ Froude’a zdefiniowang wzorem (Chanson,
2004a):

Ton (2.22)

(2.23)

dx 1—a-Fr?

Opisuje ono uktad zwierciadta wody w kanale pryzmatycznym z uwzglednieniem doptywu
bocznego q. W przypadku, gdy doptyw boczny nie wystepuje, czyli q=0, rownanie (2.23)

upraszcza si¢ do postaci klasycznej:

12



dH  s-S
dx 1-a-Fr?’

(2.24)

Jest to dobrze znane rdéwnanie opisujgce uklad zwierciadta wody w kanale
pryzmatycznym. Réwnanie, ktdre wyprowadzono tutaj z ogoélnych rownan przeptywu
nieustalonego, zwykle wyprowadzane jest w inny sposob (Czetwerynski i Utrysko, 1969).
Réwnanie (2.24) jest podstawg analizy charakterystycznych przypadkow uktadu
zwierciadta wody w zalezno$ci od warunkéw w jakich odbywa si¢ przeptyw. Przyktady
wynikow tej analizy podajg np. Chow (1959), French (1985), Kubrak (1998), Chanson
(2004a). Niektére typowe uktady zwierciadta wody wynikajace z rownania (2.24)
przedstawiono na rysunkach 2.1a i 2.1b. Nalezy pamigta¢, ze wyniki zamieszczone na

rysunkach majg raczej jakosciowy charakter.

Rys. 2.1a. Uktad zwierciadta wody w zaleznosci od warunkow przeptywu.
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Rys. 2.1b. Uktad zwierciadta wody w zaleznosci od warunkow przeptywu.

Na przedstawionych rysunkach H jest glebokoscia wody, H,, Hy odpowiednio
glebokoscig normalng i krytyczng, S 0znacza spadek dna, a sy krytyczny spadek dna, czyli
takie nachylenie dna kanatu, przy ktérym uksztaltowalby sie przeplyw krytyczny.
Wowczas energia przeptywu bylaby minimalna (Kubrak, 1998).
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2.4. Typy formutowanych zagadnien

Rozpatrzmy problem rozwigzania uktadu réwnan (2.14) 1 (2.15):

d_Qqu (2.25)
dx

d a-Q? _ < aQ

dx[ng-Az]_ gt (2.26)

Powyzsze réwnania tworzg uklad réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Problem ich
rozwigzania mozna sformutowa¢ dwojako. Zaleznie od konkretnej sytuacji dla rownan
(2.25) 1 (2.26) mozna sformulowa¢ albo zagadnienie poczatkowe albo zagadnienie
brzegowe.

Zatozmy, ze znane jest natezenie przeplywu w przekroju poczatkowym oraz doptyw

boczny. W takiej sytuacji rozwigzanie rownania (2.25) ma postac:
Q) =Q, + [a(X) dX , (2.27)
0

gdzie X jest zmienng catlkowania, za§ Qo jest natezeniem przeptywu w przekroju
poczatkowym x=0. Znajac nat¢zenie przepltywu wzdtuz osi kanatu Q(x), uktad zwierciadta
wody otrzymamy rozwigzujac rownanie (2.26). W tym celu formutuje si¢ tzw. zagadnienie

poczatkowe, dla ktérego dziedzing rozwigzania jest odcinek kanatu o dtugosci L (rys. 2.2).

Rys. 2.2. Obszar rozwigzania rGwnan opisujgcych przeptyw ustalony niejednostajny.
Zagadnienie poczatkowe réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu pierwszego:

d
d—i =T (xy) (2.28)
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ma nastgpujaca postaé¢ (Dziubinski i Swiatkowski, 1985): poszukuje sie funkcji, ktora w
dziedzinie rozwigzania spelnia rownanie (2.28) oraz dodatkowy warunek, nazywany
warunkiem poczatkowym: Y(Xo)=Yo.

Istnienia rozwigzania dowodzi twierdzenie Cauchy’ego o istnieniu catki (Bronsztejn,

Siemiendiajew, 1968): Jezeli funkcja f(x,y) jest ciggla w otoczeniu punktu (xo,Yo), tzn. w

obszarze ‘X— XO‘ <a i \y— yo\ <b to istnieje przynajmniej jedno rozwigzanie réownania
(2.28). Jednoznaczno$¢ rozwigzania w obszarze ‘X—XO‘ <a i ‘y—yo‘ <b wynika ze

spelnienia nierownos$ci Lipschitza (Bronsztejn i Siemiendiajew, 1968; Kincaid i Cheney,

2002). Jezeli istnieje takie L, ze zachodzi:

| f(X, yl)_ f(X1 yz) |S L| yl - yz |r (2-29)

wowczas rozwigzanie zagadnienia jest jedyne i jest funkcjg ciaglta wzgledem Yp.

Poprawne postawienie zagadnienia poczatkowego rownania (2.26) wymaga zadania
dodatkowego warunku na jednym z krancéow dziedziny rozwigzania, CO W praktyce
oznacza zadanie natgzenia przeptywu i rz¢dnej zwierciadta wody na poczatku lub na koncu
kanalu. Warunek poczatkowy zadany w poczatkowym przekroju kanalu bedzie miat

ponizsza postac:

2
a- QX:O

h,_,+ .
° 29'Af=0

x=0 — 'x=

(2.30)

Umiejscowienie tego warunku w obszarze rozwigzania zaznaczono na rysunku 2.3.

Rys. 2.3. Warunek poczatkowy zadany na poczatku kanatu.

Warunek poczatkowy zadany na koncu obszaru rozwigzania bedzie miat postac

analogiczng do (2.30):
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2
a- QX:L

=h_, + .
) Zg'szzL

x=L X=

(2.31)

Umiejscowienie warunku (2.31) przedstawia rysunek 2.4.

Rys. 2.4. Warunek poczatkowy zadany na koncu kanatu.

Kierunek catkowania réwnania (2.26) oraz miejsce zadania warunku poczgtkowego
okreslone jest zwykle przez praktyczng mozliwo$¢é uzyskania wymaganej informacji oraz
przez czynniki determinujace uktad zwierciadta wody (Chanson, 2004b). Przyktadowo do
okreslenia krzywej spigtrzenia miejscem, w ktoérym nalezy zada¢ warunek poczatkowy jest
przekroj zapory, co przedstawiono na rysunku 2.5. Natomiast rysunek 2.6 przedstawia
miejsce zadania warunku poczatkowego przy obliczaniu uktadu zwierciadta wody przy

wyptywie spod zasuwy.

Rys. 2.5. Miejsce zadania warunku poczatkowego w przypadku kanatu przegrodzonego budowla pietrzaca.
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Rys. 2.6. Miejsce zadania warunku poczatkowego przy wyptywie spod zasuwy.

Rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego jest wiec krzywa h(x), ktora przechodzi przez
punkt o zadanych wspoétrzednych (Xo, h(Xo)) lub (X, h(xL)).

Drugim typem zagadnienia formutowanego dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych
jest zagadnienie brzegowe. Zagadnienie to mozna formutowaé¢ dla rownania
rozniczkowego zwyczajnego rzedu wyzszego niz 1, badz dla uktadu réwnan
r6zniczkowych I rzedu. Poniewaz kazde rownanie rzedu N mozna zastapi¢ rownowaznym
uktadem N réwnan I rzgdu wystarczy rozpatrzy¢ tylko problem rozwigzania zagadnienia
brzegowego dla uktadu réwnan.

Zagadnienie brzegowe dla uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego

rzedu w przedziale <a, b> ma nastgpujacg postac:

y'=f(x,y), (2.32)

y@=y,, yb)=y,, (2.33a,b)
gdzie:
y' - wektor pochodnych funkcji y,
f=(f,f,,..., f,)" -wektor funkcyjny,

Y..Y, - wektory warto$ci funkcji y na poczatku 1 koncu obszaru rozwigzania.

Poszukiwane rozwigzanie zagadnienia brzegowego musi spetnia¢ rownanie (2.32) oraz
warunki (2.33a) i (2.33b) zadane na krancach dziedziny rozwigzania. O ile rozwigzanie
zagadnienia poczatkowego dla réwnan rdézniczkowych zwyczajnych udaje si¢ uzyskaé
prawie zawsze, to w przypadku zagadnienia brzegowego znalezienie rozwiazania moze

by¢ niemozliwe.
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Jesli chodzi o przeptywy w kanatach otwartych to zagadnienie brzegowe dla rownan
(2.25) i (2.26) formutuje si¢ wowczas, gdy oprocz wyznaczenia uktadu zwierciadta wody
konieczne jest obliczenie warto$ci natezenia przeptywu lub wspdtczynnika szorstkosci. W
przypadku zagadnienia brzegowego, poszukuje si¢ takiej funkcji, ktora spelnia zaréwno
rownania jak 1 dodatkowe warunki zadane na obu brzegach dziedziny rozwigzania.
Oznacza to, ze poszukiwany jest taki uktad zwierciadta wody, przy ktorym spetnione sg
oba warunki (2.30) i (2.31) oraz spelnione sg rownania (2.25) i (2.26). Przyktadem
zagadnienia brzegowego jest problem wyznaczenia uktadu zwierciadta wody w kanale
taczacym dwa zbiorniki o staltych poziomach wody (rys. 2.7). Miejsce zadania warunkow
brzegowych dla tych réwnan przedstawiono na rysunku 2.7b.

a)

b)

Rys. 2.7. Kanat tgczacy dwa zbiorniki: a) widok z gory, b) przekrdj wzdtuz osi kanatu.

Jesli w réwnaniu rézniczkowym zwyczajnym | rzedu wystgpuje parametr o, to
mozliwe jest sformutowanie zagadnienia brzegowego dzigki mozliwosci wprowadzenia
dodatkowego rownania rézniczkowego zwigzanego z tym parametrem (Ascher i Petzold,
1998). Mozna zatozy¢, ze w rozpatrywanej dziedzinie parametr ten zachowuje stalg

wartos¢, czyli:

=2 o, (2.34)
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gdzie o jest parametrem 0 nieznanej wartosci. Dzieki takiemu postgpowaniu mozliwe staje
si¢ sformutowanie i rozwigzanie zagadnienia brzegowego dla uktadu rownan, sktadajacego
si¢ z réwnania wyjsciowego I rzedu oraz z dodatkowego réwnania umozliwiajacego
wyznaczenie poszukiwane] warto$ci parametru. W przypadku przeplywu w kanale
otwartym sytuacja taka wystapi, gdy oprocz uktadu zwierciadta wody nieznane jest

natezenie przepltywu w kanale Q lub wspotczynnik szorstkosci kanatu n.

2.5. Réwnanie energii mechanicznej jako ogélny model przeptywu ustalonego
niejednostajnego

Aby rozwigza¢ zagadnienie poczatkowe dla ktéregokolwiek z przedstawionych
uktadéw rownan opisujacych przeplyw ustalony niejednostajny nalezy postuzy¢ sig
metodami przyblizonego rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych. W praktyce
najczesciej stosowane sg metody jednokrokowe, gdyz nie wymagaja one Stosowania
statego kroku catkowania. Jest to istotna zaleta, gdyz w ciekach naturalnych uzyskanie
danych opisujagcych geometrie koryta w rownych odstgpach wzdluz osi kanatu jest
niemozliwe. Chow (1959), French (1985) oraz Chanson (2004a) opisuja standardowa
metode krokowa (the standard step method), ktora jak si¢ okazuje jest tozsama z
rozwigzaniem rownania rézniczkowego (2.26) niejawng metoda trapezowa (Szymkiewicz,
2010). Jak wynika z przegladu literatury, do rozwigzania rOwnan przeptywu ustalonego
niejednostajnego czg¢sto stosowana jest roOwniez jawna metoda Rungego-Kutty rzedu
czwartego (Misra, 1998; Szymkiewicz, 2000). Poniewaz bez wzgledu na to, czy do
dyskretyzacji rownania (2.26) zastosowane zostang metody jawne czy niejawne, w kazdym
kroku obliczen konieczne jest rozwigzanie algebraicznego rdwnania nieliniowego. Zatem
ze wzgledow praktycznych korzystniej jest stosowa¢ metody niejawne. Umozliwiajg one
osiggniecie lepszej doktadnosci obliczen, a ze wzgledu na charakter rownan opisujacych
przeplyw ustalony niejednostajny, nie powoduja zwigkszenia kosztu obliczen.

Rozwigzmy kolejno trzy wczesniej przedstawione rdéwnania opisujace przeptyw
ustalony niejednostajny, tzn.: réwnanie dynamiczne (2.6), rownanie energii w postaci
(2.24) oraz rownanie (2.26). Do rozwigzania zastosujmy niejawny schemat trapezowy
(Ascher i Petzold, 1998):

AX
Yia =Yi +7(f (X, Yi) + (X, yi+l))’ (2.35)
w ktorym i oznacza indeks przekroju obliczeniowego, a Ax jest krokiem catkowania.
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Rozpatrzmy rownania de Saint-Venanta w warunkach przeptywu ustalonego.
Zaktadajac, ze natezenie przeptywu Q oraz wspotczynnik korekcyjny pedu £ nie zmieniajg
si¢ wzdtuz osi kanatu, rownanie dynamiczne (2.6) mozna zapisaé nastepujaco:

B-Q? .dA’l+@_
g-A dx dx

-s. (2.36)

Aproksymacj¢ powyzszego rownania wykonamy schematem trapezowym niejawnym,

zapisanym w postaci formuty rownowaznej do (2.35):

Yia =i _ FOGY)+ F(XgYia) .

= 2.37
AX 2 (2:37)
W rezultacie otrzymuje si¢ roznicowg posta¢ rOwnania dynamicznego:
2 -1 .—1 - _h
lﬂ Q . Ai+lAXA| + h|+1AX hl — _%(Si + Si+1) , (238)
g- 5 (A| + Ai+l)
ktore po uporzadkowaniu przyjmie forme:
23-Q? 1 1 AX
£-Q ( __j+hi+l_hi +_(Si +Si+1):0' (2.39)
g (Ai+l + A|) Ai+1 AI 2

W réwnaniu (2.39) jedyng niewiadomg jest rzedna zwierciadta wody hj+; wiec
rozwigzanie mozna uzyskac¢ bez potrzeby formutowania uktadu rownan, jak to ma miejsce
w przypadku rozwigzywania uktadu réwnan de Saint-Venanta. Informacje umozliwiajaca
rozpoczgcie obliczen dostarcza warunek poczatkowy (2.30) Iub (2.31). Rownanie (2.39)
jest nieliniowe wzgledem hi:; w zwigzku z czym, do jego rozwigzywania konieczne jest
stosowanie metod przyblizonego poszukiwania pierwiastkow rownan nieliniowych, takich
jak metoda Newtona, metoda bisekciji, itp.

W przypadku, gdy calkowanie odbywa si¢ zgodnie z kierunkiem przeptywu, we
wzorach roznicowych szukang jest rzedna zwierciadta wody indeksowana jako i+1.
Natomiast, gdy catkowanie odbywa si¢ w kierunku przeciwnym do przepltywu wody,
szukane sg wartosci z indeksem 1.

Jesli chodzi o rozwigzanie zagadnienia poczatkowego réwnania energii mechanicznej

to dla uproszczenia rozwazan zaldézmy, ze doptyw boczny nie wystepuje. W takiej sytuacji
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aproksymacja rownania (2.26) metodg trapezowa niejawng prowadzi do ponizszej

zaleznosci:

2 2
Xin Q2 :hi+ai Q _ﬂ(3i+sm)_ (2.40)
ZQ’AHI

+ 2
29-A2 2

i+1

Jej graficzng interpretacj¢ przedstawia rysunek 2.8. Zauwazmy, ze otrzymana formuta jest
tozsama z przytoczong w rozdziale 1 formutg (1.4), czyli z dyskretnym rdéwnaniem

zachowania energii mechanicznej.

Rys. 2.8. llustracja aproksymacji rownania energii (2.26) nicjawna metoda trapezowa (2.35).

Przyjety warunek poczatkowy informuje nas o rzgdnej zwierciadta wody w przekroju i,
zatem w réwnaniu (2.40) wystepuje tylko jedna niewiadoma, ktorg jest rzedna zwierciadta
wody hi+1. Poniewaz parametry przekroju sa funkcja rzednej zwierciadta wody to
rownanie jest rownaniem algebraicznym nieliniowym. W zwigzku z tym, tak jak w
przypadku dyskretnej postaci rownania dynamicznego, rowniez do rozwigzania rownania
(2.40) nalezy zastosowac jedng z metod przyblizonego obliczania pierwiastkow réwnan
nieliniowych (np. metoda bisekcji, siecznych, iteracji prostej, czy Newtona).

Trzecim réwnaniem opisujacym przeptyw ustalony niejednostajny jest standardowe
rownanie wazne dla kanatow pryzmatycznych. W wyniku aproksymacji schematem

trapezowym niejawnym réwnanie (2.24) przyjmuje nastepujgcg forme:

AX[  s-=S; S-S,
H,,=H +=— L+ | 241
' 2 (1—ai~Fri2 l-a, ~|=er (241)

i+1 i+1
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Analogicznie do réwnania dynamicznego (2.36) i rownania energii (2.26), rowniez w tym
przypadku w kazdym kroku obliczen konieczne jest rozwigzanie rOwnania nieliniowego.
Jednak jest to konieczne tylko w przypadku stosowania schematéw niejawnych, takich jak
zastosowana tutaj metoda (2.35). W sytuacji, gdy rownanie (2.24) jest aproksymowane
schematem jawnym, jego dyskretna posta¢ jest rdwnaniem algebraicznym liniowym,
dzieki czemu wprost mozna obliczy¢ glgbokos¢ w szukanym przekroju.

Jak wynika z wczesniejszych analiz przeptyw ustalony niejednostajny w kanatach
otwartych moze by¢ opisany w trojaki sposéb. W zwigzku z tym interesujagcym wydaje si¢
porownanie wynikow otrzymanych wskutek zastosowania niejawnej metody trapezowej do
rozwigzania numerycznego omawianych wyzej trzech réoznych rownan rézniczkowych.

W tym celu rozwazmy ponizszy przyktad.

Przyktad 2.1.

Rozpatrzmy przepltyw ustalony niejednostajny w kanale prostokatnym o szerokosci
B=5 m, dtugosci 3750 m i o staltym spadku dna wynoszacym s=0,001 [-], w ktorym
natgzenie przeptywu wynosi Q=5 m?/s. Zaldzmy, iz na koncu kanatu znajduje si¢ budowla
pigtrzaca, w wyniku czego glgbokos¢ wody w przekroju koncowym wynosi H =2,25 m.
Jest ona wigksza od glebokosci normalnej odpowiadajacej przyjetemu natgzeniu
przeptywu w rozpatrywanym kanale. Wspotczynnik szorstkosci wg Manninga wynosi
n=0,03 s/m"3. Krok catkowania przyjeto réwny Ax=50 m. Réwnanie nieliniowe
rozwigzywano metoda Newtona z doktadnoscia réowna &, =0,00001 m okreslajaca
maksymalng dopuszczalng réznice dwoch kolejnych przyblizen rzednej zwierciadta wody
w przekroju obliczeniowym.

Rysunek 2.9 przedstawia rozwigzanie rownania dynamicznego, rOwnania energii oraz
rownania standardowego stosowanego dla kanatéw pryzmatycznych dla przyjetych wyzej
danych. Maksymalna réznica mi¢dzy rozwigzaniem réwnania energii a rozwigzaniem
rownania dynamicznego wyniosta & =0,0059 m. Jak mozna zauwazy¢ na rysunku 2.9, w
przypadku krzywej spietrzenia w kanale prostokagtnym wyniki obliczen otrzymane wskutek

wykorzystania oméwionych roéwnan sg praktycznie identyczne.
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Rys. 2.9. Krzywe spietrzenia otrzymane w wyniku uzycia réznych modeli: a) réwnanie energii, b) réwnanie
dynamiczne, ¢) réwnanie standardowe.

Przyktad 2.2.

Rozwazmy przeptyw w kanale prostokatnym o dtugosci L=250 m, szerokosci dna B=5

m 1 szorstkosci wynoszacej n=0,03 s/im'?

. Dno kanatu ma staty spadek s=0,001 [-]. Kanat
podzielono na 100 odcinkéw obliczeniowych o dlugosci Ax =2,5 m. Natezenie przeptywu
w kanale ma warto$¢ Q=5 m®/s. Warunkiem poczatkowym do obliczen jest gtebokos¢ w
koncowym przekroju wynoszaca H; =0,6 m. Glebokos$¢ ta jest mniejsza od gltebokosci
normalnej odpowiadajacej przyjetemu natezeniu przeplywu w rozpatrywanym kanale.
Uktad zwierciadta wody h(x) bedacy rozwigzaniem przykladu 2.2 przedstawiono na
rysunku 2.10.

Jak mozna zauwazy¢, roznice pomiedzy rozwigzaniami rownan energii i

dynamicznego oraz rdwnania standardowego sg wyrazniejSze.

Rys. 2.10. Krzywe depresji otrzymane w wyniku uzycia réznych modeli: a) réwnanie energii, b) réwnanie
standardowe, c) réwnanie dynamiczne.
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Kolejny przyktad ilustruje znaczne zréznicowanie wynikow uzyskane w przypadku

wyptywu spod zasuwy.

Przyktad 2.3.

Rozwazmy poziomy odcinek kanatu prostokatnego o szerokosci B=2 m i
wspdtezynniku szorstkosci rownym n=0,03 s/m'?, ktory przegrodzony jest $luza. Zasuwa
otwarta jest na wysokos¢ Ho= 0,3 m, ktorg to warto$¢ zadano jako warunek poczatkowy
do obliczen. Warto$¢ nat¢zenia przeptywu rowna jest Q=2 m?/s. Krok catkowania Wwynosi

Ax =0,02 m. Otrzymane krzywe przedstawia rysunek 2.11.

Rys. 2.11. Uklad zwierciadta wody dla zagadnienia wyptywu spod zasuwy: a) réwnanie energii,
b) réwnanie standardowe, ¢) réwnanie dynamiczne.

W  przypadku zastosowania rozpatrywanych réwnan przeptywu  ustalonego
niejednostajnego do zagadnienia wyplywu spod zasuwy widoczne jest, w przeciwienstwie
do przyktadu 2.1, wyrazne zr6znicowanie wynikow.

Przedstawione powyzej przyktady wykazujg, iz r6zne rownania mogg prowadzi¢ do
r6znych wynikéw w zalezno$ci od analizowanego przypadku przeptywu. Rozwigzania
rébwnania dynamicznego oraz rOwnania energii roéznig si¢, gdyz ich aproksymacje
réznicowe nie sg identyczne. Fakt ten byt sygnalizowany przez Cunge, Holly i Verwey
(1979). Natomiast réznice migdzy rozwigzaniem rownania energii oraz rownania
standardowego dla kanalow pryzmatycznych sa tym wigksze im bardziej rozpatrywany
przeptyw jest zblizony do krytycznego. Sugeruje to, iz przyczyna roznic jest fakt, iz
standardowe rownanie stosowane do obliczen w kanatach pryzmatycznych posiada

asymptote pionowg w punkcie glebokosci krytyczne;.
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Z uzyskanych rozwigzan wynika, ze chociaz do modelowania przeptywu ustalonego
niejednostajnego mozna wykorzysta¢ dowolne z rozwazanych réwnan, to otrzymane
rezultaty roznig si¢ w zaleznosci od warunkow przeptywu. ROwnanie (2.24) standardowo
stosowane dla koryt pryzmatycznych staje si¢ nieokreslone, gdy przeptyw jest zblizony do
krytycznego. Jest to duza niedogodnosé¢, gdyz w pewnych warunkach uzyskanie
rozwigzania jest niemozliwe. Kolejng wada tego rownania jest to, iz nie nadaje si¢ ono do
obliczen w kanatach naturalnych przez co jego zastosowanie w praktyce jest ograniczone.
Z tego punktu widzenia réwnanie energii (2.26) i rownanie dynamiczne (2.36) maja lepsze
wlasciwosci. Po pierwsze niecigglosci nie pojawiajg si¢, a po drugie mogg one byc
stosowane dla dowolnego typu kanatow.

Istotnego argumentu decydujacego o wyborze réwnania dostarcza jego fizyczna
interpretacja. Rownanie energii (2.26) w sposob oczywisty gwarantuje spetnienie zasady
zachowania energii. Fakt ten mozna wykaza¢ catkujagc réwnanie na odcinku kanatu

ograniczonym dwoma przekrojami 0 odcigtych x; oraz X»:

E, Xy
jdE:—js dx . (2.42)
E; X

Obliczenie caltki po lewej stronie rownania daje zalezno$¢

Ez—Elz—js dx. (2.43)

Xy

Po podstawieniu zaleznosci (2.13) otrzymuje si¢ rOwnanie

2 2

h2+aQ2— h1+OtQ2 =-S-AX. (2.44)
29- A, 29-A

Powyzszy wynik interpretuje si¢ nastepujaco: réznica wysokosci energii W dwoch

przekrojach jest rowna stratom energii na tym odcinku. Postepujgc identycznie z

rownaniem (2.24), otrzymuje si¢ nastepujacg postac¢ catkowa:

[aH = J._S;de. (2.45)

Po scatkowaniu jego lewej strony mamy:

T s-=5S
HZ—HFIWU'X- (2.46)

Xy
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Dla réwnania (2.46) nie mozemy poda¢ tak oczywistej fizycznej interpretacji catkowe;j
formy réwnania wyjsciowego, jak to miato miejsce w przypadku réwnania energii (2.26).
Jest to istotny argument przemawiajacy za stosowaniem rownania (2.26) jako
podstawowego jednowymiarowego modelu przeptywu.

Z kolei rownanie dynamiczne nie wykazuje zadnych istotnych zalet w poréwnaniu z
rownaniem energii. W zwigzku z tym, przyjecie rOwnania energii jako ogélnego modelu
przeplywu ustalonego niejednostajnego w kanatach otwartych wydaje si¢ catkowicie
uzasadnione. Z tego powodu dalsze analizy ustalonego niejednostajnego przeptywu w

kanatach otwartych beda odniesione wytacznie do tego rownania.

3. Numeryczne rozwigzanie zagadnienia poczatkowego
rozniczkowego réwnania energii mechanicznej opisujacego
ustalony przeptyw niejednostajny

Rozwigzanie rOwnania (2.26) mozna otrzymaé stosujgc rézne metody numerycznego
rozwigzywania réwnan rozniczkowych zwyczajnych. W rozdziale 2 do rozwigzania
zastosowano niejawng metod¢ trapezowa. Chociaz wlasciwosci tej metody w szczegolny
sposob predestynuja ja do rozwigzania rOwnania (2.26), to teoretycznie nie ma zadnych
przeszkod, aby zastosowa¢ dowolng sposrdéd bardzo licznych metod numerycznego
rozwigzania zagadnienia poczatkowego rownania rézniczkowego zwyczajnego. Jednak z
powodéw praktycznych najlepsze sa metody, ktore operuja jedynie warto$ciami
weztowymi 1 nie wymagaja interpolacji parametrow w przekrojach posrednich kanatu
pomiedzy weztami. Ten aspekt problemu praktycznie eliminuje z rozwazan metody
wielokrokowe oraz metody jednokrokowe typu Rungego-Kutty. Jesli chodzi o metode
Rungego-Kutty to nalezy stwierdzi¢, ze bardzo dobrze nadaje si¢ ona do obliczen w
kanatach pryzmatycznych. Jednak w przypadku kanatéw naturalnych, ktérych geometrig
znamy tylko w miejscach pomiaru przekrojow poprzecznych, wymagana jest interpolacja
parametrow kanaldow w przekrojach posrednich. Wprowadza to dodatkowy, trudny do
0szacowania, btad lokalny. Zastosowanie metody Rungego-Kutty do rozwigzania rownania

(2.26) zostanie przedstawione dalej w podrozdziale 3.3.
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3.1. Og6lna metoda dwupoziomowa

Jesli chodzi o wspomniang niejawng metod¢ trapezowa, opisang i zastosowang w
rozdziale 2, to mozna jg potraktowac jako szczegdlny przypadek rodziny metod, do ktorej
nalezy takze jawna i niejawna metoda Eulera oraz metoda Galerkina. Metody te sa
szczegOlnymi przypadkami ogolnej metody dwupoziomowej, ktora mozna zapisaé

nastgpujaco:
Yia=Yi+ AX((]-_ ‘9) f (Xi ' Yi ) +0-f (Xi+11 yi+1))’ (3-1)

gdzie @ jest parametrem wagowym o warto$ci z przedziatu (0,1). Zauwazmy, ze dla

szczegoOlnych wartosci tego parametru otrzymujemy poszczegdlne metody. I tak:
e dla 8=0 réwnanie (3.1) staje si¢ jawnym schematem Eulera;
e dla #=1/2 rownanie (3.1) staje si¢ niejawnym schematem trapezowym;
e dla #=2/3 rownanie (3.1) staje si¢ metodg Galerkina;

e dla #=1rownanie (3.1) staje si¢ niejawnym schematem Eulera.

Zastosujmy formute (3.1) do rozwigzania réwnania (2.26). Otrzymamy nastepujaca

aproksymacje tego réwnania:

[hm +ﬁ]—(n o '%zjmx[(l—e) i IR } 0. @2

i+1

Przy znanym (z warunku poczatkowego lub poprzedniego kroku obliczen) poziomie
zwierciadla wody w przekroju i+1 jedyng niewiadomg w rownaniu (3.2) jest rz¢dna
zwierciadla wody w przekroju sgsiednim i. Jednakze rownanie (3.2) jest rOwnaniem
nieliniowym wzglgdem h;. Jego rozwigzanie jest wigc problemem znalezienia

pierwiastkow funkcji:

F(hi):(hnl"‘a”l‘QzZ]—(hi + i sz+

(3.3)

I‘]Z QZ +6 ni2+1 'Q2 ]
2 RY3. A2 |
i AI i+1 Ai+1

+Ax((1—9) R.‘i’3-

Jak pokazano w rozdziale 1 rozwigzanie rownania (3.2) z 8=1/2, czyli niejawng metoda

trapezowa, w niektorych sytuacjach zapewnia rozwigzanie niebudzace watpliwosci, za§ w
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innych generuje rozwigzania niefizyczne. Ilustracjg tych przypadkow sg rysunki 1.6 oraz

1.7. Mozna przypuszczaé, ze przyczyna tego sa wtasciwosci funkcji F(h;).

3.2. Analiza wtasnosci funkcji F(h;)

W celu przeprowadzenia analizy dyskretnej formy réwnania energii przyjmijmy

schemat obliczeniowy przedstawiony na rysunku 3.1.

Rys. 3.1. Schemat obliczeniowy do réwnania (3.2).

Aproksymacja réwnania energii ogélng metoda dwupoziomowa ma posta¢ (3.2). W
zwigzku z tym, iz przeplyw odbywa si¢ zgodnie z kierunkiem rosngcych wartosci osi X,
warto$¢ natezenia przeptywu mozna przyja¢ jako dodatnig. Dla uproszczenia rozwazmy
jedynie dwa sgsiadujace ze sobg przekroje obliczeniowe, ktére oznaczymy indeksami 1

oraz 2. Zatem rownanie (3.2) przyjmie postac:

(h2+a2'Q2]—(hl+al'Q2}+Ax((1—9) n;-Q° +0 n;-Q° j=0- (3.4)

2045 ) (" "2g- a7 R R A

W réwnaniu tym niewiadomg jest rzedna zwierciadta wody w przekroju indeksowanym
jako 1. W dalszej analizie dla wygody postuzymy si¢ gl¢boko$cig zamiast rzg¢dnej.
Schemat obliczeniowy dla tego przypadku ilustruje rysunek 3.1. Ponadto zalozmy stalg
warto$¢ wspoélczynnika korekcyjnego energii « . Ostatecznie badana funkcja przyjmie

postac:
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F(Hl):[Hz_AX'S‘f‘ a.szj_(H1+ 0!-sz]+
29-A; 29-A

3.5
n2.Q? ) n2.Q2 ] (3.5)

+AX((1_9) R AZ + RIS A2

Znajac potozenie zwierciadta wody w przekroju na koncu odcinka kanalu (indeks 2),

potozenie zwierciadta wody w przekroju 1 otrzymujemy rozwigzujac rownanie:
F(H,)=0. (3.6)

Jak pokazano w rozdziale 1, niekiedy uzyskane rozwigzanie jest niefizyczne i
zdecydowanie odbiega od spodziewanego. Aby wyjasni¢ przyczyne tego faktu nalezy
wykonac i zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji (3.5). W tym celu rozpatrzmy hipotetyczne
zadanie.

Zatozmy, ze przeptyw o natezeniu Q=2 m®/s odbywa si¢ w kanale prostokatnym o
spadku dna réwnym s=0,001 [-], szeroko$ci B=5 m i wspotczynniku szorstkosci wg

Manninga n=0,03 s/m*”

. W przekroju koncowym zadana jest giebokos¢ H = H,=0,75 m.
Zatézmy dodatkowo #=1/2 co oznacza, ze rOwnanie ruchu ustalonego niejednostajnego
rozwigzujemy niejawnym schematem trapezowym. Dla powyzszych danych stablicujmy
funkcje (3.5) przyjmujac rézne wartosci odlegtosci pomigdzy przekrojami Ax . Na rysunku
3.2 przedstawione sg wykresy funkcji (3.5) odpowiadajace réoznym wartoSciom Kroku

catkowania AX.

Rys. 3.2. Wykres funkcji (3.6) dla roznych wartosci kroku catkowania.

Mozna zauwazyC, ze wraz ze zmiang wartoSci AX zmienia si¢ ksztalt funkcji F(H1). Z
rysunku wynika, ze pierwiastek o najwigkszej wartosci wystepuje zawsze, niezaleznie od

przyjetej wartosci kroku catkowania AX . Natomiast dla matych warto$ci AX pojawiajg si¢
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dwa dodatkowe pierwiastki. Fakt ten oznacza, ze roéwnanie posiada wigcej niz jedno
rozwiagzanie. Konsekwencja tego s3 wspomniane wczesniej 1 przedstawione na rysunku 1.7
rozwigzania niefizyczne. Wydaje sig, ze otrzymano je w wyniku przypadkowego wyboru
pierwiastka rownania. Wspomniany przyktad rozwigzywano metoda Newtona, ktora dla
funkcji posiadajgcych wigcej niz jedno miejsce zerowe, tzn. gdy funkcja nie jest
monotoniczna, moze prowadzi¢ do przypadkowego rozwigzania. Do podobnego wyniku
moga prowadzi¢ wszystkie znane metody rozwigzywania rownan nieliniowych.
Interesujgce jest takze odniesienie warto$ci pierwiastkow fizycznych do wartosci
glebokosci krytycznej. Dla rozpatrywanego przypadku glebokos¢ krytyczna wynosi
H=0,26 m, zatem jak wynika z rysunku pierwiastki rozlozone sa po obu stronach tej
wartosci.

W zwigzku z powyzsza wilasnoscig pojawia si¢ problem wyboru odpowiedniego
pierwiastka w trakcie rozwigzywania réwnania (3.5). Przebieg funkcji sugeruje, ze
sukcesywnie wybierajac pierwiastek po lewej stronie glebokosci krytycznej (gdzie
H(x)<Hy) otrzymamy uktad zwierciadta wody odpowiadajacy krzywej spigtrzenia
odzwierciedlajacej np. wyptyw spod zasuwy (rys. 2.1b), natomiast wybér pierwiastka o
wartosci wickszej od glebokosci krytycznej (gdzie H(X)>Hy) pozwoli uzyska¢ krzywa
depresji lub spigtrzenia odpowiadajaca odpowiednio swobodnemu wyptywowi z kanatu
lub cofce (rys. 2.1a). Mozna wigc przypuszczaé, ze rownanie ruchu ustalonego
niejednostajnego (2.26) mozna wykorzystywa¢ do obliczen ukladu zwierciadta wody
zarowno dla przeptywu rwacego jak i przeplywu spokojnego. Jednak jak wynika z
wykresow przedstawionych na rysunku 3.2, aby mozliwe bylo otrzymanie rozwigzania
odpowiadajacego ruchowi rwacemu konieczne jest stosowanie malych warto$ci AX.
Wydaje sig¢, iz wyjasnieniem tego faktu moze by¢ to, ze ruch rwacy w kanatach otwartych,
poza przypadkami szczegblnymi, zwykle wystgpuje lokalnie na stosunkowo krdtkich
odcinkach kanatu, przez co i1 krok catkowania musi by¢ odpowiednio maty, aby mozliwe
bylo odwzorowanie tego zjawiska.

Poniewaz rownanie (3.4) jest wynikiem aproksymacji rownania réozniczkowego mozna
przypuszczac, ze posta¢ funkcji F(H1) (3.5) wynika z przyjetej metody rozwigzania, czyli
zalezy od sposobu wykonania jej aproksymacji. W zwigzku z tym uzasadnione jest
przypuszczenie, ze jej ksztalt bedzie w pewnym stopniu zalezny takze od przyjetej
warto§ci parametru 0. Zalezno$¢ taka dla zestawu poprzednio przyjetych danych

przedstawiono na rysunkach 3.3 oraz 3.4.
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Rys. 3.3. Wykres funkcji (3.2) przy kroku catkowania rownym Ax=0,5 m.

Rys. 3.4. Wykres funkcji (3.2) przy kroku catkowania rownym Ax=25 m.

Rysunek 3.3. przedstawia przebieg zmiennosci funkcji (3.5) przy réznych wartosciach
parametru @ dla kroku catkowania Ax =0,5 m, natomiast rysunek 3.4 przy wartosci kroku
catkowania wynoszacym AX =25 m.

Mozna zauwazy¢, ze charakter funkcji wyraznie zalezy od przyjetego sposobu
aproksymacji. W przypadku, gdy rownanie energii aproksymowane jest formula jawna
(=0 - jawny schemat Eulera) badana funkcja ma dwa miejsca zerowe, a jej ksztalt
praktycznie nie zalezy od wielkosci kroku catkowania. Natomiast rownania réznicowe
otrzymane w wyniku aproksymacji schematami niejawnymi (6=1/2 — metoda trapezowa
niejawna, =1 — niejawny schemat Eulera) majg inne wlasnosci. Liczba miejsc zerowych
funkcji F(H1) zmieniajaca si¢ od jeden do trzy wynika z nieliniowo$ci cztonu strat energii.
Dokonajmy proby wyjasnienia zmiennego ksztaltu funkcji F(Hi) zaleznie od typu
zastosowanej metody rozwigzania.

W wyniku aproksymacji réwnania energii zaréwno schematami jawnymi jak i

niejawnymi otrzymuje si¢ algebraiczne rOwnania nieliniowe. Jednak charakter tych rownan
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rozni si¢ istotnie. Stosowanie schematow jawnych skutkuje powstaniem algebraicznych
réwnan nieliniowych, w ktérych nieliniowos¢ wynika tylko z charakteru zalezno$ci

opisujacej wysokos¢ energii whasciwej w przekroju (rys. 3.5) opisanej wzorem:

2
E=H,+ 29 3.7)
29-A
I ‘“‘
|
|
|
|
0 5 -
A 11,

Rys. 3.5. Przykladowy wykres zaleznosci wysokos$ci energii wlasciwej od glebokosci w przekroju.

Natomiast nieliniowo$¢ rownan roznicowych otrzymanych na skutek aproksymacji
schematami niejawnymi jest wynikiem zaro6wno nieliniowosci cztonu energii wtasciwej
jak i nieliniowosci cztonu strat energii (rys. 3.6) wyrazonego ponizsza formuta:

AE = Ax-((1-6)S, +6-S,). (3.8)

Rys. 3.6. Przyktadowy wykres wysokosci energii wlasciwej (kolor czarny) oraz wysokosci strat AE (kolor
czerwony) w zalezno$ci od glgbokosci w przekroju.

Ogoélny wzoér wynikajacy z aproksymacji rdwnania energii schematami jawnymi

mozna przedstawi¢ jako sume rzgdnej dna, energii wlasciwej oraz cztonu, ktéry nie zalezy
od szukanej gtebokosci:
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Dla jawnego schematu Eulera (6=0) czton ® bedzie opisany nastgpujaca zaleznoscia:

2
d=2,+ H2+0‘27Q2 +AX-S,. (3.10)
29 - Az
Jak wida¢ jego wartos$¢ nie zalezy od szukanej rzednej w przekroju indeksowanym jako 1.
Natomiast w przypadku stosowania formut niejawnych pojawia si¢ dodatkowy czton

zalezny od szukanej glebokosci, ktory jest silnie nieliniowy. Dla formuly trapezowe;j

niejawnej, analogiczna zalezno$¢ do (3.9) bedzie nastepujaca:

2
|z 4| H + & Qz o+ s -0, (3.12)
29 A’ 2
przy czym:
a, Q%) Ax
(D=Zz+(H2+2;.A22j+2-SZ. (3.12)

Liczba miejsc zerowych rownania réznicowego (3.5) powstatego na skutek aproksymac;ji

schematem trapezowym niejawnym (6=1/2) zalezy od wzajemnej relacji jego

sktadowych:
F(H,)=E, -E, +AE, (3.13)
gdzie:
2
E =2 +H, +% QZ, (3.14)
29- A
a, -Q°
E2222+H2+2;'A22' (3.15)
AX

Uwzgledniajac wzor (2.4) opisujacy spadek linii energii w przekroju, mozna zapisac, ze

strata energii wynosi:
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AX n2_Q2 n2'Q2
AE =—| — +—2 . 17
2 [Rlll/:i.AlZ R;IS'AZZ (3 )

Rownanie (3.13) mozna interpretowaé jako bilans energii wtasciwej dla odcinka kanatu
ograniczonego przekrojami 1-2, natomiast rownanie (3.17) jest oszacowaniem wysokosSci
straty energii pomiedzy przekrojami.

Miejsca zerowe funkcji znajduja si¢ w punktach przecigcia wykresow jej sktadowych
E,-Eq oraz AE. W przypadku, gdy istnieje tylko jeden pierwiastek funkcja opisujaca straty
ro$nie szybciej w kierunku malejacych glebokos$ci niz funkcja opisujaca energi¢ wlasciwa.
Woweczas istnieje tylko jeden punkt przecigcia, co przedstawia rysunek 3.7a. Rysunek 3.7b
przedstawia wykres funkcji F(H1) oraz jej pochodnej. Jak mozna zauwazy¢, funkcja ta w

calej dziedzinie jest monotoniczna, a pochodna nie ma miejsc zerowych.

Rys. 3.7. Przyktadowy wykres: a) sktadowych funkcji F(H), b) funkcji F(H,) oraz jej pochodnej
w przypadku wystepowania jednego miejsca zerowego.

Jesli funkcja opisujaca wysokos¢ strat (3.17), dla glebokosci mniejszych od krytyczne;,
lokalnie ma wartosci mniejsze niz funkcja E,-E1, wowczas wystepuja trzy pierwiastki (rys.
3.8a), a pochodna funkcji ma dwa miejsca zerowe odpowiadajace lokalnemu maksimum i

minimum funkgcji (rys. 3.8b).
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Rys. 3.8. Przyktadowy wykres: a) sktadowych funkcji F(H;), b) funkcji F(H,) oraz jej pochodnej
w przypadku wystepowania trzech miejsc zerowych.

Te wlasno$¢ mozna wykorzysta¢ do okreslenia liczby miejsc zerowych funkcji (3.5) dla
takich wartosci parametru &, przy ktorych otrzymuje si¢ schemat niejawny. Wniosek
dotyczacy liczby miejsc zerowych mozna sformutowaé nastepujaco: jesli dla jakiejkolwiek
glebokosci mniejszej od gtebokosci krytycznej, wartos¢ funkcji (3.17) opisujacej straty
energii jest mniejsza lub rowna wartosci funkcji opisujacej wysokos$¢ energii, to funkcja
(3.5) ma dwa lub trzy miejsca zerowe.

Jak powyzej wykazano zasadniczy wptyw na charakter funkcji F(H;) ma numeryczna
metoda rozwigzania roOwnania, ktorg definiuje parametr wagowy @. Jesli przyjmuje on
wartosci wieksze od zera, oznacza to, ze w roGwnaniu aproksymujacym uwzgledniany jest
silnie nieliniowy czlon strat energii. Warto zatem zbadaé, czy zastosowana formula
opisujaca wysokos¢ strat energii rowniez wptywa na ksztatt funkcji. W tym celu strate

energii wyrazmy wzorem Darcy-Weisbacha:

i Q?

= iR 20 A7 (3.18)

gdzie A jest wspotczynnikiem opordéw, natomiast R jest promieniem hydraulicznym. Do

oszacowania wspotczynnika oporow A mozna zastosowaé formule Colebrooka-White’a

(Kubrak, 1998; Chanson, 2004b):
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R [ 2,51 Ky ) (3.19)
JA Re. /4 371.4-R)’ '

gdzie ks 0znacza chropowatos¢ absolutng $cian kanatu, natomiast Re jest liczba Reynoldsa.
Wzor opisujacy liczbe Reynoldsa w kanatach otwartych ma nastepujaca forme:
4.-Q-R

Re = , 3.20
v-A ( )

gdzie v jest wspotczynnikiem lepkosci kinematyczne;j.
Funkcja (3.5) z cztonem strat energii opisanym za pomocg formuty Darcy-Weisbacha

ma postac:

F(H,) = [H ~AX-s+ QZZJ (Hl @Q ]
29 - A 29 A

(3.21)
+ Ax[(l 9)

QZ ﬂ”l 0 QZ .1‘2 ]

A1 ‘R, 89 - A22 ‘R,
Aby mozliwe bylo poréwnywanie funkcji (3.5) oraz (3.21) konieczne jest obliczenie
wartosci chropowatosci absolutnej kanatu odpowiadajacej danej wartosci wspotczynnika

szorstkosci wg Manninga. Jak podaje Kubrak (1998), odpowiadajaca warto§¢ mozna

obliczy¢ na podstawie zaleznosci:

1y
n
Ju

Zgodnie z powyzszym wzorem warto$¢ chropowatosci absolutnej odpowiadajgca
13

~82. (3.22)

wspotczynnikowi szorstkosci n=0,03 s/m™ wyniesie ks=4,78 mm. Na rysunku 3.9
przedstawiono wykres funkcji (3.21) otrzymany dla identycznych danych wykorzystanych

wczesniej dla funkcji (3.5).
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Rys. 3.9. Wykres funkcji (3.21) dla roznych wartosci kroku catkowania (€ =1/2).

Jak mozna zauwazy¢, pomimo uzycia innej formuty do opisu strat energii, ksztatt funkcji
nie ulegt zmianie. W celu lepszego porownania funkcji (3.5) oraz (3.21) ich wykresy dla
dwoch skrajnych wartosci kroku catkowania Ax zestawiono na jednym rysunku 3.10. Jak
wida¢, badane funkcje maja bardzo podobny przebieg dla takich samych wartosci kroku

catkowania i odpowiadajacych sobie danych opisujacych szorstkos¢.

Rys. 3.10. Wykresy funkcji (3.5) — kolor czarny oraz (3.21) — kolor czerwony. Linia ciagta oznacza wykres
stworzony dla warto$ci Ax=0,5 m, natomiast linia przerywana dla Ax=25 m.

Zatem mozna wnioskowac, ze formuta opisujgca straty energii praktycznie nie wptywa na
ksztalt funkcji, a tym samym na ilo$¢ miejsc zerowych, ktore ta funkcja posiada.

Mozna wykaza¢, ze wpltyw wspotczynnika szorstko$ci wg Manniga na ksztatt funkcji
(3.5) jest podobny do wptywu wielkosci kroku catkowania Ax. Wniosek ten z
praktycznego punktu widzenia ma niewielkg warto$¢, gdyz szorstko§¢ kanalu jest

parametrem fizycznym, natomiast krok catkowania AX moze by¢ przyjmowany dowolnie.
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Stosowanie matego kroku catkowania sprawia, ze dyskretna posta¢ funkcji opisujace;j
przeplyw ustalony niejednostajny moze posiada¢ wigcej niz jedno miejsce zerowe. Jest to
przyczyna wspomnianych w rozdziale 1 trudno$ci pojawiajacych si¢ w trakcie
rozwigzywania roOwnania energii. W sytuacji, gdy funkcja posiada wigcej niz jedno miejsce
zerowe, algorytmy numerycznego rozwigzywania algebraicznych roéwnan nieliniowych
moga prowadzi¢ do przypadkowego wyboru pierwiastkow tego réwnania. Warunkiem
otrzymania poprawnego rozwigzana jest wybor odpowiedniego pierwiastka. Musi to by¢
pierwiastek odpowiadajacy rozpatrywanemu rodzajowi ruchu. O ile w przypadku
przeplywow rwacych catkowanie rOwnania ruchu wymaga stosowania wzglednie matych
wartos$ci AX to rozwigzanie tego samego roOwnania w warunkach przeptywu spokojnego
otrzymujemy niezaleznie od przyjetej wartosci AX pod warunkiem, ze W trakcie
rozwigzywania rownania wybierany bedzie pierwiastek potozony na prawo od glgbokosci

krytycznej (rys. 3.2). Fakt ten mozna zilustrowac ponizszym przyktadem obliczeniowym.

Przyktad 3.1.

Rozwazmy przeptyw o natgzeniu Q=3 m*/s w pryzmatycznym kanale o przekroju
prostokatnym, ktorego dtugo$¢ wynosi L=1500 m. Spadek dna kanatu rowny jest s=0,001
[-], a wspotczynnik szorstkosci wg Manninga n=0,03 s/im*3. Szeroko§¢ dna kanatu réwna
jest B=4 m. W kanale tym poszukiwany jest uktad zwierciadta wody przy warunku

zadanym w koncowym przekroju kanatu H; =1,5 m.

Rys. 3.11. Obliczone uktady zwierciadta wody dla r6znych warto$ci kroku catkowania Ax.

Na rysunku 3.11 przedstawiono rozwiagzania otrzymane dla Ax=0,5 m, Ax=5 m i Ax=25m.
Jak wida¢ rd6znice pomigdzy poszczegdlnymi rozwigzaniami sg praktycznie

niezauwazalne, a uktad zwierciadta wody jest zgodny z oczekiwanym.
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3.3. Dyskusja istnienia rozwigzania i jego jednoznacznosci

W zwigzku z faktem, iz nieliniowe réwnania algebraiczne otrzymane w wyniku
aproksymacji réwnania roézniczkowego moga mie¢ od jednego do trzech pierwiastkow,
interesujgce jest pytanie o powdd takiej sytuacji. Czy jest to wiasno$¢ rownania
algebraicznego czy rownania rézniczkowego? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie nalezy
zbadaé, czy rownanie energii opisujace przeptyw ustalony niejednostajny spetnia warunek
Lipschitza, ktéry gwarantuje jednoznaczno$¢ rozwigzania (Kincaid i Cheney, 2002).

Rozwazmy zatem rozwigzywane rownanie w postaci:

dE

de_ o 3.23
™ (3.23)

Zatozmy, ze przeptyw odbywa si¢ na poziomym odcinku kanatu prostokatnego 0 znacznej
szerokosci. W takiej sytuacji promien hydrauliczny w przyblizeniu jest rowny glebokos$ci
(Czetwertynski i Utrysko, 1969; Aivazian, 1998):

R~H. (3.24)

Wykorzystajmy do okre$lenia spadku linii energii formute Darcy-Weisbacha:

Q*-4

S= B AR (3.25)

gdzie A=B-H jest powierzchnig przekroju czynnego. Uwzgledniajac warunek (3.24)
wzor (3.25) uprosci sie do nastepujacej postaci:

AL
8g-B H®

O

S:

(3.26)

Zatozmy nastepnie, ze analizujemy dwa przekroje potozone blisko siebie, a chropowato$¢

kanatu jest stata zard6wno na jego dtugosci jak i gtebokosci (rys. 3.12).
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Rys. 3.12. Rozwazany odcinek kanatu.

Poniewaz rozwazamy przeplyw wolnozmienny, wspotczynnik oporow w obu
analizowanych przekrojach powinien mie¢ bardzo zblizone wartosci. Zatem zasadne jest
zatozenie, iz wspotczynnik oporow miedzy dwoma blisko potozonymi przekrojami jest
stalty A =const. Przy powyzszych zatozeniach nierownos$¢ Lipschitza (Kincaid i Cheney,

2002) przyjmie postac:

| 0, H) = F0G Hy) IS L

(3.27)

2 2
H1+a Yi —[H2+a UZJ.
29 29

Przy matej odlegto$ci miedzy przekrojami mozna przyjaé, ze srednie predkosci w nich nie

roznig si¢ istotnie. Mozna wigc zatozyc¢, ze:

2 2
a-U a-U,

29 29

0. (3.28)

W rezultacie nierownos¢ Lipschitza upraszcza sie:
| f(x,,H,)—f(x,,H,)IKL|H,-H, [, (3.29)
a po uwzglednieniu definicji prawej strony réwnania energii (3.23) przyjmuje postaé:
|-S, —(-S,)IKL|H,—H,|. (3.30)

Po wstawieniu wzoru opisujacego spadek linii energii otrzymujemy relacje:

<L|H,-H,]|. (3.31)

Q21 ([ Q*a1
8g-B H;} 8g-B H;

Jej interpretacja bedzie latwiejsza jesli dokonamy dalszych przeksztalcen. W tym celu

Wytaczamy wartos$ci stale przed modut oraz porzadkujemy:
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Q*al1 1| B
39-8 |12 Hf‘sL|Fh H, |. (3.32)

Po sprowadzeniu do wspolnego mianownika wyrazenia objetego symbolem wartosci

bezwzglednej otrzymujemy:

Q*-A[H! —H;
8g-B|H:-H}

%SLHﬂ—HZL (3.33)

Zgodnie ze wzorem skroconego mnozenia
a®-b®=(a-b)a®+a-b+b? (3.34)
rownanie (3.33) przepisujemy w postaci:

Q2'ﬂ|(H1_H2)(H12+H1'H2+H22)|<|_|H -H, . (3.35)
8B | H3-H; m |

Poniewaz z definicji glebokosci wody H; oraz H, sg zawsze dodatnie , to wyrazenie

(H12+H1'H2+H22)
HS-H;}

(3.36)

rowniez bedzie zawsze dodatnie. Dzieki temu rownanie (3.35) mozemy zapisa¢ w formie:

Q%4 (H+H,-H,+H))
8g-B H?.H?

|H1_H2|SL|H1_H2|' (3-37)

Dzielac powyzsza nier6wno$¢ obustronnie przez |H,-H,| i dokonujac prostych

przeksztalcen otrzymuje sig:

) 1 1 1
2 T 1T (3.39)
89-B\H, -H} H>-HZ H}H,

Biorgc pod uwage mozliwe wartosci parametrow wystepujacych po lewej stronie
powyzszej nierownosci mozna stwierdzi¢, ze nie istnieje taka stala L, ktéra ja spelnia.
Lewa strona nierownos$ci (3.38) nie jest stata, ani ograniczona co dowodzi, ze warunek
Lipschitza nie jest spelniony. Spelnienie przez funkcje tego warunku gwarantuje, ze

rozwigzanie zagadnienia poczatkowego réwnania rdzniczkowego istnieje 1 jest
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jednoznaczne (Kincaid i Cheney, 2002). Natomiast w przypadku, gdy warunek ten nie jest
spelniony, zagadnienie poczatkowe moze nie mie¢ rozwigzania lub moze ich mie¢ wigcej
niz jedno. W przypadku analizowanej funkcji nalezy sktania¢ si¢ ku wnioskowi, iz
zagadnienie poczatkowe sformutowane dla roOwnania ruchu ustalonego niejednostajnego

moze mie¢ wiecej niz jedno rozwigzanie.

3.4. Aproksymacja rownania energii metodami Rungego-Kutty

Metoda Rungego-Kutty, a doktadniej rodzina metod Rungego-Kutty to najwazniejszy
jawny algorytm jednokrokowego rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Polega ona na uwzglednieniu w formule aproksymacyjnej zmiennej liczby czlondéw
szeregu Taylora, jednak bez konieczno$ci obliczania pochodnych wyzszych rzedow.
Istnieje szereg wariantow tej metody roznigcych si¢ doktadnoscig (od rzedu II do VIII)
(Legras, 1974). Chociaz metoda Rungego-Kutty jest metoda jednokrokowa, to jednak
obliczenie przyblizenia w nastgpnym przekroju wymaga wykonania szeregu obliczen —
etapéw posrednich. Ich liczba zwigzana jest z rzegdem metody. Jesli chodzi o hydraulike
kanaléw otwartych to metoda moze by¢ stosowana tylko dla kanaléw pryzmatycznych.
Ograniczenie to wynika z konieczno$ci obliczania parametréw przekroju poprzecznego
kanatu w przekrojach posrednich pomig¢dzy przekrojami pomierzonymi. Wymaga to
zastosowania interpolacji, w celu okreslenia parametrow przekroju posredniego. W
praktyce szczeg6lnie popularng i ch¢tnie stosowang jest metoda Rungego-Kutty IV rzedu.

Metoda rzedu IV wykorzystuje ponizszy schemat aproksymacji réwnan (Legras,

1974):

Yia=Yi t Asx(kl + 2k2 + 2k3 + k4)’ (3:39)
w ktorym:

k,=f(X,Y;), (5408

A A
= 100+ y + 2k, (3405)

2 2

A A
=10+ 2y + 2y, (340

2 2
k, = (X, +AX, Y, + AX-K,). (3.40d)
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Jak wynika z powyzszych formul, realizacja rozwigzania numerycznego wymaga
obliczenia warto$ci funkcji f(X,y) nie tylko w przekroju o wspotrzednej X; oraz Xj+Ax ale
takze w przekroju posrednim o wspotrzednej X;+Ax/2. Ta cecha charakteryzuje praktycznie
wszystkie warianty metody Rungego-Kutty, szczegoélnie za$ warianty o rzedzie
doktadno$ci wyzszym niz dwa.

Dyskretna posta¢ roéwnania energii wynikajaca z uzycia schematu (3.39) jest

nastepujaca:
2 2
AL SR AL S Y P DI T § (3.41)
gdzie:
kl = S(Xi ' hi) , (3.422)
K, =S(x + X b+ Xy, (3.42b)
2 2

k, = S(x, +A2X,hi +A2Xk2) : (3.42c)

Pomimo, ze zastosowana metoda Rungego-Kutty jest metoda jawng, to rownanie (3.41)
jest rébwnaniem algebraicznym nieliniowym. Przenoszac wszystkie cztony tego réwnania

na jedng strong otrzymujemy funkcje:

a-Q? a-Q? ) Ax
F(H) :(H2 —AX-S+ Zg-AZZ]_[Hl+ Zg-Af]Jr?(kl +2k, + 2k, +k, ). (3.43)
Rozwigzanie rownania (3.41), tak jak uprzednio, begdzie polegato na znalezieniu miejsc
zerowych funkcji zdefiniowanej wzorem (3.43). W zwigzku z tym, zbadajmy przebieg tej
funkcji. Wykres funkcji (3.43) wykonano dla danych przyjetych w przyktadzie 3.1 i

przedstawiono na rysunku 3.13.
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Rys. 3.13. Przebieg zmiennos$ci funkcji (3.43) przy kroku catkowania a) Ax=0,5m, b) Ax=25m.

Jak wynika z rysunku 3.13 ksztatt funkcji (3.43) jest bardzo zblizony do ksztaltu
funkcji powstalej wskutek aproksymacji rownania energii jawnym schematem
dwupoziomowym. Rowniez w tym przypadku funkcja ma dwa pierwiastki dodatnie, a jej
ksztatt nie zalezy od wielkos$ci kroku catkowania AX. Jest sprawa oczywista, ze rowniez W
tym przypadku wystapi problem wyboru wtasciwego pierwiastka. Podobne wyniki mozna
uzyskac dla innych wariantow metody Rungego-Kutty.

Pewnym wyjatkiem w$rod metod tej rodziny jest metoda Rungego-Kutty II rzedu,
nazywana czg¢sto metodg Eulera-Cauchy. W przeciwienstwie do innych wariantow metody,
wymieniony wariant wykorzystuje wytgcznie dane z pomierzonych przekrojow kanatu i
oraz i+1, bez konieczno$ci dodatkowej interpolacji. Formuta Rungego-Kutty rzedu II ma

postac (Legras, 1974):

AX
Yin =Yi +7(k1 +ky), (3.44)
gdzie:
k1 = f (Xi ) yi) ) (3.45a)
k, = f (X, + AX,y;, + AX-K,). (3.45b)

Aproksymacja rownania ruchu ustalonego niejednostajnego (2.26) prowadzi do zaleznoSci:

a-Q* a-Q°  Ax

hi++7_hi+ -
TogA, 2N 2

(ky +k,). (3.46)

Wspotczynniki K; i Ko wyrazone sg nast¢pujgco:

k, =S(x,h), (3.47a)
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k, =S(X; + Ax,h, + AX-K;) . (3.47b)

Przenoszac wszystkie cztony rownania (3.46) na jedna strong znaku réwnos$ci otrzymuje

sie badang funkcje:

(H, axessr 2 g @@ ), A
F,,(Hl)—[Hz AX S+29-A§j (H1+29-Afj+ 2(k1+k2). (3.48)

Rys. 3.14. Przebieg zmienno$ci funkcji (3.48) przy kroku catkowania a) Ax=0,5m, b) Ax=25m.

Jak mozna zauwazy¢ na wykresach (rys. 3.13 i 3.14), ksztatt funkcji (3.43) oraz (3.48)
jest identyczny jak tej powstatej wskutek aproksymacji rownania energii ogdlnym
schematem dwupoziomowym przy wartosci parametru =0 (jawny schemat Eulera). Fakt
ten potwierdza wczesniej sformutowany wniosek, ze ksztatt funkcji F(H1) zalezy przede

wszystkim od typu metody rozwigzywania - czy jest to metoda jawna, czy niejawna.

4. Analiza numerycznego rozwigzania zagadnienia brzegowego
rézniczkowego réwnania energii mechanicznej

4.1. Rozwigzanie zagadnienia brzegowego metodg strzatu

W hydraulice koryt otwartych zagadnienie brzegowe formutuje si¢, gdy konieczne jest
wyznaczenie uktadu zwierciadta wody oraz parametru réwnania przeptywu ustalonego
niejednostajnego. Poszukiwanym parametrem jest zwykle natezenie przeptywu lub $redni
wspotezynnik szorstkosci kanatu. W takim przypadku, do rozwigzania problemu konieczne
jest zadanie dwodch warunkow brzegowych — na poczatku i na koncu rozpatrywanego
odcinka kanatu. Otrzymuje si¢ wowczas zagadnienie brzegowe w postaci (2.32) z
warunkami (2.33a,b), w ktorym pojawia si¢ dodatkowe réwnanie opisujgce zmiennosé
szukanego parametru wzdtuz kanatu (2.34). Dla rozwazanego tu rdwnania energii (2.26)

problem brzegowy mozna rozwigza¢ stosujac znane metody rozwigzywania tego typu
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zagadnien. Ich opis podajg Stoer i Bulirsch (1980), Press i in. (1992) oraz Kincaid i
Cheney (2002). Jesli rozpatrujemy przeplyw w pojedynczym kanale otwartym bardzo
skuteczng jest metoda strzalu. Polega ona na rozwigzywaniu ciggu zagadnien
poczatkowych w postaci (2.28) z warunkiem poczatkowym w postaci pierwszego warunku
brzegowego i wyborze takiego rozwigzania, ktore spetnia drugi warunek brzegowy.

Rozpatrzmy uktad rownan opisujacych przeptyw ustalony niejednostajny:

g€ _ g (4.2)
dx

dQ

w F (4.2)

Energia mechaniczna przeptywu E opisana jest ponizszg formulg:

a-Q’

E=h+ 5
20-A

(4.3)
Zatozmy, ze na rozpatrywanym odcinku kanatu nie ma doptywu bocznego, czyli q=0. W
takiej sytuacji rozwigzanie réwnania (4.2) ma postac:

Q = const. (4.4)

przy czym Q traktujemy jako niewiadoma. Jesli z kolei zatlozymy, Ze znane jest natezenie
przeptywu Q, a nieznany jest staty na dlugosci kanatu wspotczynnik szorstkosci n, to

roOwnania opisujace ten przypadek przeptywu przyjma nastepujaca postac:

€ _ s (4.5)
dx

dn

Pl (4.6)

Rozwigzanie réwnania (4.6) jest podobne do rozwigzania réwnania (4.2). Przy stalym

wspotczynniku szorstko$ci ma ono postaé:
n = const. 4.7)

przy czym, jak wyzej wspomniano, jego wartos¢ jest nieznana. Podsumowujac, w trakcie
rozwigzywania zagadnienia brzegowego dla roéwnan ruchu ustalonego niejednostajnego

rozwigzujemy roéwnanie energii oraz jedno z dodatkowo wprowadzonych rownan typu
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(2.34) opisujgcych wzdtuz osi x albo natezenie przeptywu Q czyli rbwnanie cigglosci, albo
$redni wspotezynnik szorstkosci kanatu n.

Rozpatrzmy problem rozwigzania zagadnienia brzegowego (4.1), (4.2) przy nieznanej
wartosci wydatku Q. W przypadku rozpatrywanej metody strzatu dla zadanego warunku na

brzegu x=0

E(x=0)=E, =h, Q. 48
(x=0) * R 48)

poszukujemy takiej funkcji h(x) dla x e<0,L > oraz takiej warto$ci wydatku Q, dla ktdrej

spelniony zostanie drugi warunek brzegowy:

a-Q?
E(x=L)=E,  =h  + : .
(x=L)=E =ho+ 5 #9)

Poniewaz potozenie linii energii E(X) (i linii ci$nien h(x)) jest zalezne od warto$ci

natezenia przeptywu Q:
E=E(x,Q), (4.10)

to rozwigzaniem bedzie taka funkcja E(X) oraz takie nat¢zenie przeptywu Q, dla ktdrego

bedzie spetniony warunek
E(x=LQ)-E_=0. (4.11)

Inaczej mowige Q nalezy tak dobraé, aby obliczona funkcja E(X) spetniata w punkcie x=L
zadany warunek brzegowy (4.9).

Podobny tok postepowania stosujemy, gdy zadane jest natezenie przepltywu Q, a
nieznany jest wspolczynnik szorstkos$ci kanatu n. W tym przypadku od funkcji E(X)
bedacej rozwigzaniem réwnania (4.1) wymagamy, aby dla danej warto$ci n i zadanego
warunku (4.8) spetniata drugi warunek brzegowy (4.9). Inaczej méwigc n nalezy tak
dobra¢, aby obliczona funkcja E(X) spelniata w punkcie x=L warunek analogiczny do
(4.11), czyli aby

E(x=L,n)—E_  =0. (4.12)
W celu wyznaczenia takiej wartosci Q, dla ktorej spetniony zostanie warunek (4.11)

(lub (4.12) dla n) wprowadzmy funkcj¢ opisujaca roznice miedzy obliczona wysokos$cia
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energii w koncowym przekroju a wartoscig, ktora zostata zadana jako warunek brzegowy.

Funkcja taka w zaleznosci od szukanej niewiadomej bedzie miata postaé:
F(Q)=E(LQ)-E., (4.13)
gdy nieznane jest natezenie przeptywu lub
F(n)=E(L,n)-E_, (4.14)

gdy nieznany jest wspotczynnik szorstkosci n.

Sposob  postepowania w metodzie strzalu przy rozwigzywaniu zagadnienia
brzegowego polega na zatozeniu pewnej wartosci natezenia przeptywu lub wspotczynnika
szorstko$ci 1 wyznaczeniu uktadu zwierciadta wody. Jesli warto§¢ funkcji (4.13) lub
odpowiednio (4.14) jest dostatecznie bliska zeru oznacza to, ze otrzymany uktad
zwierciadta wody oraz przyjeta warto§¢ poszukiwanego parametru sg rozwigzaniem
rozwazanego zagadnienia brzegowego. W przeciwnym wypadku, nalezy przyja¢ inng
warto$¢ szukanego parametru i powtdrzy¢ postgpowanie. Graficzng interpretacj¢ tego

postepowania przedstawiajg rysunki 4.1 1 4.2,

Rys. 4.1. Ilustracja metody strzatu w przypadku nieznanego nat¢zenia przeptywu Q.

E(x,n?)

I+ - ===k
Y

x=0 X

Rys. 4.2. Tlustracja metody strzatu w przypadku nieznanego wspolczynnika szorstkosci n.
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Proces poszukiwania miejsca zerowego nieliniowej funkcji F(Q) lub F(n) mozna
usprawni¢. Zamiast metody prob 1 bledow nalezy zastosowa¢ jedng z metod
rozwigzywania algebraicznych rownan nieliniowych jednej zmiennej, taka jak metoda

bisekcji, metoda Newtona itp.

4.2. Rozwiazanie zagadnienia brzegowego metoda réznicowa

Oprécz opisanej wyzej metody strzalu do rozwigzywania zagadnienia brzegowego
uktadu rownan rozniczkowych zwyczajnych mozna zastosowa¢ metode réznicowg. W
metodzie tej rozpatrywany kanal o dlugoséci L, opisany przez N znanych przekrojow

poprzecznych, dzielimy na N-1 odcinkow obliczeniowych (rys. 4.3) o dtugosci Ax;.

AXr'- I AX.’

< >

I I
| ! | Il | |
{ | |

1 2 i-1 i i+l

Rys. 4.3. Podziat kanatu na odcinki obliczeniowe.

Nastepnie w $rodku kazdego odcinka dokonuje si¢ dyskretyzacji réwnan (4.1) i (4.2)
stosujac aproksymacj¢ réznicowym ilorazem centralnym. Jest to podej$cie rownowazne
niejawnej metodzie trapezowej. W wyniku aproksymacji otrzymuje si¢ nast¢pujgca

formute:

E.-E 1 :
i =4 2(S.+S...)=0, (i=1.., N=-1). .
AX- 2( i |+1) ( ) (415)

Poniewaz wczesniej pominigto doptyw boczny przyjmujac q=0, z rownania ciagtosci (4.2)
wynika warunek (4.4). Wykorzystujac dalej znane zaleznosci opisujace energi¢ (4.3) oraz
jej straty powstate wskutek tarcia (2.4), rownania (4.15) mozna przedstawi¢ W znanej

postaci:
a;, 'QZ ai'QZ AXi n|2|Q|Q n|2+|Q|Q
(hi+l+2 1' 2 j_[hi"‘z ] 2]"' 2 (R4/3_ 2 + Rzlua_ 2 =0,
g-A, g-A DA w1 A
(i=1.., N-1)

(4.16)

Réwnania typu (4.16) obowigzujg dla kazdego odcinka obliczeniowego kanatu. W ten
sposob otrzymuje si¢ uktad N-1 réwnan. Tymczasem z opisu wynika, ze w zadaniu

wystgpi N niewiadomych wartosci rzednych zwierciadta wody w kolejnych przekrojach
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kanalu oraz nieznane nate¢zenie przeptywu Q, czyli tgcznie N+1 niewiadomych. Aby

zamkng¢ powyzszy uklad rownan nalezy wprowadzi¢ dwa dodatkowe rdwnania

wynikajace z zadanych warunkéw na brzegach rozpatrywanego odcinka kanatu. Sg one

nastepujace

E,=E,,
E, =E,.

W odniesieniu do rownania energii przyjma one postac

2
Ey=h + ¢ QZ.
29 - A

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Dodajac do uktadu (4.16) rownania opisujgce warunki brzegowe (4.17) i (4.18) otrzymuje

si¢ zamkniety uklad algebraicznych rownan nieliniowych o wymiarze (N+1)x(N+1).

W notacji macierzowej uktad ten mozna zapisa¢ nastepujaco:
a-x=>b,

gdzie: a jest macierzg wspotczynnikéw o nastepujgcych elementach:

a; =1, CIVEY =1,
a,=1,8,,=-1, (i=2..,N+1)

2 2
AN =~ S ? + o QZ + AXH[ n‘i‘7l3 |Q2| + n;/lelz],
29 . Ai—l 2g . Al 2 Ri—l . Ai—l Ri . A|

dlai=1, 2, ..., N+1.

Elementy wektora prawych stron b sg rowne:

(4.21)

(4.22a,b)

(4.22c¢,d)

(4.22¢)

(4.23a)
(4.23b)

(4.23c)

Wektor niewiadomych x sktada si¢ z poszukiwanych rzednych zwierciadta wody w

kazdym przekroju oraz niewiadomej be¢dacej natezeniem przeptywu:
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x={h,h,,....h,,Q}, (4.24)

gdzie T jest symbolem transpozycji. Dla jasniejszej ilustracji struktury uktadu (4.21) i jego

macierzy wspotczynnikow uklad rozpisano w ponizszej postaci:

a;; A1 N4 h, E,
;. Ay Ay N4t h, 0
= .| (4.25)
anan  Anana aAn_1 N+ 0
ayn an N+ hy =
L Anin-t Ansan aN+1,N+1_ L Q 1 L 0 i

Poniewaz elementy macierzy wspotczynnikéw sa zalezne od rozwigzania, to otrzymany
uktad roéwnan (4.21) jest nieliniowy. Zauwazmy, ze dodatkowa nieliniowo$¢ zawarta jest w
przyjetych warunkach brzegowych. Do rozwigzania uktadu (4.21) nalezy zastosowac
metode iteracyjng. Okazuje si¢ jednak, ze powszechnie uzywane standardowe wersje
znanych metod takich jak metoda gradientowa, metoda Picarda, czy metoda Newtona nie
zawsze zapewniaja sukces. Na przyklad metoda Newtona pozwala czasami uzyskaé
rozwigzanie, lecz wymaga bardzo dobrego przyblizenia poczatkowego, co w praktyce
trudno jest zapewni¢. Skutecznym narzgdziem rozwigzania wspomnianego uktadu moze
by¢ pewna modyfikacja metody Picarda (Szymkiewicz, 2000). Modyfikacja ta polega na
tym, ze zamiast oryginalnego uktadu réwnan rozwigzuje si¢ uktad, ze zmodyfikowang

macierzg wspotczynnikow a*, czyli:
a*-x* = p® (4.26)

gdzie k oznacza indeks iteracji. Zmodyfikowana macierz wyrazona jest nastepujgco:

x () 4 3 (D)
a* = a(zj . (4.27)

Wprowadzenie powyzsze] modyfikacji powoduje, iz otrzymany algorytm umozliwia

osiggniecie zbieznosci praktycznie zawsze, dla dowolnego przyblizenia poczatkowego.
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Jak wynika z rownania (4.26), w kazdej iteracji konieczne jest rozwigzanie uktadu
réwnan liniowych. Uktad ten nalezy rozwigzywa¢ metodami dokladnymi, gdyz
powszechnie stosowane metody iteracyjne moga by¢ rozbiezne. Warto rowniez zauwazyc¢,
ze macierz uktadu jest rzadka w zwigzku z czym nalezy stosowa¢ metode operujaca tylko
na niezerowych elementach macierzy. Proces iteracyjny jest konczony, gdy jednoczes$nie

spetnione sg ponizsze warunki:
| hi(k) _ hi(k—l) < & (4.28)

(k) (k-1)
QY -Q" 7 < &g, (4.29)

gdzie i=1,..., N jest indeksem przekroju obliczeniowego. Wartoéci &, | &g oznaczaja
odpowiednio maksymalng dopuszczalng roznice w dwoch kolejnych iteracjach warto$ci
rzednych zwierciadta wody oraz natgzenia przeptywu.

Metod¢ réznicowa mozna zZ powodzeniem wykorzystaé rowniez do rozwigzania
zagadnienia brzegowego w przypadku, gdy nieznany jest wspotczynnik szorstkosci kanatu
n. Uktad rownan, ktory wowczas powstanie bedzie bardzo podobny do uktadu (4.21).

Elementy macierzy uktadu bedg wyrazone nastepujaco:

a,=1, a,, =1, (4.30a,b)
a;=1,a8,;,=-1,(=2..,N+J) (4.30c,d)
.M (n-Q1Ql n-QlQ
i,N+1 — 2 R-4/3 . Ai2 R-4/3 A Ai2 !
ot (4.30e)
dlai=1, 2, ..., N+1.
Wektor prawych stron ma elementy opisane ponizszymi formutami:
b, =E,, (4.313)
a Q.
=— -— i=2,...,N-1),
=29 AL 29 A2 ( ) (4.31b)
by =Ey. (4.310)

Z kolei wektor niewiadomych x sktada si¢ z poszukiwanych rzgdnych zwierciadta wody,
lecz tym razem ostatnim elementem tego wektora jest zamiast poszukiwanej warto$ci

natezenia przeptywu Q, nieznany wspotczynnik szorstkosci kanatu.
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x={h, h,, ..., hy,n} . (4.32)

Struktura tak sformutowanego uktadu rownan jest nastepujaca:

A1 AN h, E,
a,; Q,, 8y N1 h, b,
=l . | 433
Anan 8NN AN-1N+ by
an,n an N+ hy E,
L Anana Ansan Anana | LD [ 0 i

Do rozwigzania tego uktadu, mozna zastosowac rowniez zmodyfikowang metodg Picarda.
W tym wypadku warunkiem konca obliczen jest spelnienie nierdwnosci (4.28) oraz

nierownosci:
| n® — kD e, (4.34)

gdzie &, jest dodatnig liczbg okreslajacg doktadno$¢ okreslenia wspotczynnika szorstko$ci
n. Przyktady wykorzystania metody strzalu oraz metody roznicowej do wyznaczenia

uktadu zwierciadta wody 1 ilustrujg przyktady 4.1 oraz 4.2.

Przyktad 4.1.

Rozwazmy przeplyw w pryzmatycznym kanale o przekroju trapezowym, ktoérego
dhugos¢ wynosi L=3000 m. Spadek dna kanatu réwny jest $=0,00025 [-], a wspotczynnik
szorstkosei wg Manninga n=0,03 s/m'®. Szeroko$¢ dna kanalu réwna jest B=5 m, a
nachylenie $cian kanatu m=1,5 [-]. Znane sa wysokoS$ci energii W pierwszym i ostatnim
przekroju, ktore wynosza odpowiednio Eq=0,5 m i E =0,9 m. W kanale tym poszukiwany
jest uktad zwierciadta wody oraz nat¢zenie przeptywu. Kanal podzielono na 100 odcinkow

obliczeniowych o dlugos$ci Ax=30m.
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Rys. 4.4. Uktad zwierciadta wody otrzymany jako rozwigzanie zagadnienia brzegowego z przyktadu 4.1.

Do rozwigzania zadania uzyto metody strzalu oraz metody réznicowej. W metodzie strzalu

rownanie (4.13) rozwigzano metodg bisekcji. Granice przedzialu startowego przyjeto

rowne <0,001; 10> m3/s. Rozwiazanie otrzymano po 17 iteracjach, przy dokladnosci

€0=0,00001 m?®/s. Natezenie przeplywu obliczone metoda strzalu wyniosto Q=0,7948 m?s.
Otrzymany uktad zwierciadta wody przedstawiono na rysunku 4.4 kolorem niebieskim.
Zadanie to rozwigzano roOwniez metodg roznicowg przyjmujgc warto$¢ startowg natezenia
przeptywu rowna Q=2 36 m%/s, wyznaczona jak dla przeplywu ustalonego jednostajnego.
Obliczenia rozpoczgto przyjmujac W pierwszej iteracji w kazdym przekroju gltebokos$ci
rowne glebokosci normalnej H,=0,47 m. Dokladnos¢ rozwigzania przyjeto jako
&=0,00001 m dla rzednych zwierciadta wody i £,=0,00001 m®s dla wydatku.
Rozwiazanie otrzymano po 17 iteracjach, a obliczony wydatek wyniost Q=0,7947 m®s.
Uktad zwierciadta wody otrzymany w wyniku obliczen metoda réznicowa na rysunku 4.4

zaznaczono kolorem czerwonym.

Przyktad 4.2.

Rozwazmy przeplyw o wydatku Q=1 m%s w kanale o przekroju prostokatnym,
ktorego dtugos¢ wynosi L=3000 m. Szerokos¢ kanatu rowna jest B=2,5 m, a jego spadek
wynosi $=0,00012 [-]. W kanale tym poszukiwany jest uktad zwierciadta wody oraz $redni
wspolczynnik szorstkosci wg Manninga. Znane sg glebokosci wody w pierwszym 1
ostatnim przekroju, ktore wynoszg odpowiednio Hp=1,14 m i H_ =0,9 m. Kanat podzielono

na 500 odcinkéw obliczeniowych o dtugosci AXx=6 m.
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Rys. 4.5. Uktad zwierciadta wody otrzymany jako rozwigzanie zagadnienia brzegowego z przyktadu 4.2.

Identycznie jak w przyktadzie poprzednim do rozwigzania zadania uzyto metody strzatu
oraz metody roznicowej. W metodzie strzatu, do wyznaczenia miejsca zerowego funkcji
(4.14) wykorzystano metode bisekcji. Przedzial startowy metody potowienia przyjeto

rowny <0,001;0,04> sim*?. Rozwigzanie otrzymano po 9 iteracjach, przy doktadnosci

€,=0,0001 m™%s. Obliczony wspotczynnik szorstkosci wynidst n=0,0315 sim™?.

Otrzymany uktad zwierciadta wody narysowano niebieska linig na rysunku 4.5. W wyniku
uzycia metody réznicowej rozwigzanie otrzymano po 5 iteracjach, przyjmujac jako punkt
startowy do obliczen wspofczynnika szorstkosci wartosé n®=0,03 s/m*®. Obliczona

warto§¢ wspotczynnika szorstkosci wynosi n=0,0316 s/m*?

. Uktad zwierciadta wody
otrzymany w wyniku aplikacji metody ré6znicowej 0znaczono linig czerwona.
Z przyktadoéw 4.1 oraz 4.2 wynika, ze w przypadku kanatu pojedynczego metoda

strzatu jak 1 metoda r6znicowa daja niemal identyczne rozwigzania.

. Rozwiagzanie réwnania przeptywu ustalonego niejednostajnego w
sieciach kanaléw otwartych

Chociaz przedstawione wczesniej obydwie metody rozwigzywania zagadnienia
brzegowego w kanatach pojedynczych mozna uogoélni¢ i zastosowac¢ do analizy przeptywu
ustalonego niejednostajnego w sieciach kanatéw otwartych, to jednak okazuje sig, ze
bardziej uniwersalng jest metoda réznicowa.

Schemat przyktadowej sieci kanatow otwartych przedstawia rysunek 5.1.
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Rys. 5.1. Przyklad sieci kanaléw otwartych (Strzatki oznaczajg zatozony kierunek przeptywu).

Gdy rozwazana jest sie¢ kanatdéw otwartych, to oprocz warunkdéw brzegowych
zadawanych w punktach skrajnych kanatéw (oznaczonych na rysunku 5.1 literami A-F)
nalezy zada¢ dodatkowe warunki obowigzujace w wezlach, w ktorych lacza si¢ kanaty
(rys. 5.2). Strzalki oznaczajg zatozony kierunek przeptywu. Dzigki tym rownaniom,
nazywanym czg¢sto rownaniami zgodno$ci albo wewnetrznymi warunkami brzegowymi,
uktady rownan zbudowane dla poszczegoélnych gal¢zi w sposob opisany w poprzednim

podrozdziale, mozna powigzac ze soba tworzac globalny uktad réwnan dla calej sieci.

Rys. 5.2. Polaczenie trzech kanatow.

Dodatkowe rownania wynikaja z warunku zgodno$ci wysoko$ci energii oraz z zasady
zachowania masy w polaczeniach kanaléw. Przy stalej gestosci wody zasada zachowania
masy prowadzi do rownania bilansu objetosci wody. Jesli zatozymy brak retencji w wezle,
suma wydatkéw w kanatach wchodzacych w sktad potaczenia jest rowna zeru. Warunek

ten dla potaczenia przedstawionego na rysunku 5.2 zapisuje si¢ nastgpujaco:
Qi =Qy; + Qx> (5.1)

gdzie duze litery (I, J, K) oznaczajg indeksy kanatéw, natomiast mate litery (i, j, k)
oznaczaja indeksy przekrojow tworzacych potaczenie. Z kolei przy braku strat lokalnych w
potaczeniu kanatoéw rownanie gwarantujace zgodnos¢ wysokosci energii mozna zapisaé

nastepujaco:
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2 2 2
h +al,i'QI,i _ ay;-Qy | _ Ay - Qi
R ) g Kk xKk

: =h, . = + 5.2
YAl T 2geAl Y 200 AG 2

Rownania (5.1) i (5.2) opisuja przypadek, kiedy w polaczeniu zbiegaja si¢ trzy kanaty.
Podejécie to mozna uogolni¢ i zastosowaé¢ do opisania potgczenia sktadajacego si¢ z
dowolnej liczby kanatow. Zapisanie powyzszych roéwnan oraz umowne okreslenie
kierunku, w ktorym przeptyw traktowany jest jako dodatni, umozliwia formalny opis
jednowymiarowego przeptywu ustalonego niejednostajnego w dowolnej sieci kanatow
otwartych.

W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ proby zastosowania metody strzalu oraz
metody roznicowej do rozwigzania zagadnienia brzegowego w sieciach kanatow
otwartych. Okazuje si¢, iz metoda strzalu z powodzeniem moze by¢ stosowana do analizy
przeptywu w sieciach dendrycznych (U.S. Army Corps of Engineers, 1993; Misra, 1995).
Przyktadowo jest ona stosowana w popularnym oprogramowaniu do analizy przepltywu w
sieciach kanatéw otwartych HEC-RAS. Jednak generalnie nie nadaje si¢ ona do analizy
przeplywu w sieciach pierscieniowych. Przyktady rozwigzania zagadnienia brzegowego
pewng modyfikacjg metody strzatu w przypadku szczeg6lnym, jakim jest tzw. optyw
wyspy podajg Chow (1959) i French (1985).

Bardziej ogolne podejscie do analizy przeptywu ustalonego niejednostajnego w
sieciach kanatow otwartych umozliwia metoda réznicowa. W odrdznieniu od metody
strzalu metoda réznicowa oferuje elegancki pod wzgledem formalnym zapis problemu,
oraz pozwala formulowaé¢ problem w jednakowy sposdb niezaleznie od rodzaju
rozwazanej Sieci. Jednak podejscie takie wymaga rozwigzania uktadu réwnan
algebraicznych nieliniowych, ktérego rozmiar moze by¢ znaczny.

Okazuje si¢, ze proste przeniesienie algorytmu metody rdznicowej z kanatu
pojedynczego na sie¢ kanaléw nie moze by¢ wykonane w sposob mechaniczny. Przy
zalozeniu, ze w kazdym kanale sieci przeptyw jest staly metoda Newtona zwykle jest
zawodna. Celem ominigcia wymienionych trudno$ci Schulte i Chaudhry (1987)
przedstawili sposob rozwigzania zagadnienia brzegowego dla dowolnej sieci kanatow, w
ktorym globalny uktad rownan opisujacych przeptyw w calej sieci kanatéw zawiera
zarOwno rownania aproksymujgce roOwnanie energii jak 1 rOwnanie cigglosci. Powstaty
uktad rownan nieliniowych rozwigzano metoda Newtona. Autorzy zapisali réwnania

przeplywu ustalonego niejednostajnego w ponizszej postaci:
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;i Q|2. al,i+1'Q|2,i+1
— 5 TLi=Yamt————
29-A; 29 Al

Xl,i+l - Xl,i Q|2,i+1 | Ql,i+1 | 'nlz,i+1 Q|2| | Ql,i | 'nlz,i
+ 2 ) CZA2 RM® + CZAZ RL3 '
oM il o MRy

i tZigt

(5.3)

gdzie:

| - indeks kanatu,

I — indeks przekroju w I-tym kanale,

Y1 - gtebokose,

Z)i - rzedna dna,

X1i - potozenie przekroju,

Co - stata stuzaca do wyrazania wynikéw obliczen w réznych jednostkach, dla uktadu SI
Co =1,0.

Ponadto autorzy ci potraktowali wydatek w kazdym przekroju obliczeniowym jako
nieznany. W tym celu wykorzystali nastgpujaca aproksymacje rOwnania zachowania masy
(4.2):

Ql,i+1 - Ql,i =0. (5.4)

Nalezy zaznaczy¢, ze podejscie takie zwigksza liczbg niewiadomych i chociaz z rdGwnania
(5.4) wynikaja takie same wartosci przeptywu we wszystkich przekrojach danego kanatu,
to w omawianym podejsciu otrzymujemy je jako rozwigzanie uktadu. Rownania (5.3) i
(5.4) mozna zapisa¢ dla kazdego z N, -1 odcinkéw kanatow, przy czym N, oznacza liczbe
przekrojow w I-tym kanale. Natomiast indeks 1=1,2, ..., M, gdzie M oznacza liczbe
kanatéw wchodzacych w sktad sieci. W celu zamknigcia uktadu, konieczne jest

wprowadzenie réwnan wynikajacych z warunkdéw brzegowych:

Yii=VYio: (55)

Yin, =YL (5.6)

ktore zadawane sg w tym przekroju poczatkowym lub koncowym, ktory nie wchodzi w
sktad zadnego z polaczen. Przyktadami takich przekrojow sg te 0znaczone literami A-F na
rysunku 5.1. Po uwzglednieniu rownan (5.1) i (5.2) opisujacych potaczenia sieci otrzymuje

si¢ zamknigty uktad nieliniowych rownan algebraicznych:
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A-X=B, (5.7)

w ktorym A jest macierza uktadu, B jest wektorem prawych stron, a X jest wektorem

niewiadomych wyrazonym nastepujaco:

Xi :{yl,i’Ql,i’yl,i+1’QI,i+1}T )
dlal=1,2,...,M, (5.8)
i=1,2, ..., N, -1.

Jak wykazali autorzy omawianego tu podejscia, uktad ten moze by¢ rozwigzany
metodg Newtona. W metodzie tej poszukuje si¢ miejsca zerowego funkcji F(X), czyli
takiego wektora X, dla ktérego zachodzi:

F(X)=A-X-B=0, (5.9)
a kolejne przyblizenia rozwigzania oblicza si¢ na podstawie wzorow:

JW L AX® = _F(X®) (5.10)
(k1) _ 3 () ()
X =X + AX , (511)
gdzie k oznacza indeks iteracji, J jest jakobianem, a AX oznacza wektor odchytek metody
Newtona. Nie ma zatem konieczno$ci budowania uktadu réwnan (5.7), a jedynie konieczne

jest obliczanie wektora rezydualnego F(X). Funkcje skalarne bedgce sktadowymi wektora

F(X) wynikaja z rownan (5.3) oraz (5.4). Sg one nast¢pujace:

o .02 o, . - 2
Fm = yl,i+l_yl,i +Zl,i+1_zl,i +i( e QI,Hl o QI'J +

Zg Alz,i+1 AI2|
(5.12)
N X = X1 | ‘Ql,i+1 Qi n|2,i+1 N ‘Ql,i Qi 'n|2,i
2 CiAlLRIT:  CIALREE )
Faa = Qi — Qi (5.13)

Rownania powyzsze sg zapisywane naprzemiennie dla glebokosci i dla natgzen przeptywu,

przy czym funkcje oznaczone nieparzystym indeksem
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M
m=1,3,..,2-> (N, -1)-1.
1=1

reprezentujg rownanie dynamiczne (5.3) za$ funkcje oznaczone parzysta wartoscig indeksu
reprezentujg rownanie (5.4).
RdOwnanie bilansu objetosci (5.1) w potaczeniu sktadajacym si¢ z trzech kanatow

zapisuje sie¢ w formie:
Fm :Ql,i +QJ,j +QK,k’ (5.14)

a warunek zgodnosci wysokosci energii (5.2) przyjmuje posta¢ rownan:

.02 a. . - 2
Fm+1:h|’i+LQ2|v'_ J’j_‘]'JiQZJJ, (515)
Zg.ALi 2g.AJ1j
=h .+LQ'2"_ _M
m+2 1 29A|2, K.k ngék ) (516)

gdzie i, j oraz k sg indeksami przekrojow, natomiast |, J oraz K sg indeksami kanatow
wchodzgcych w sktad potaczenia, zawierajgcymi odpowiednio przekrdj i, j lub k. Indeks

rownania m bedzie przyjmowat nastepujace wartosci

mzz-i(NI -1, .., Z-i(N, ~1)+P,

1=1

gdzie P jest liczba potaczen. ROwnania skalarne opisujace zadane warunki brzegowe

zapisuje si¢ jako:

Fo=Yii=Yio (5.17)
jezeli warunek zadano w pierwszym przekroju kanatu o indeksie | lub

Fo =Yin, — Vi (5.18)

jezeli warunek zostat zadany w ostatnim przekroju tego kanatu, dla

mzz-i(N, ~D+P, ., 2D N,

1=1 1=1

61



Zatozenie nieznanego wydatku w kazdym z przekrojow obliczeniowych pozwolito
uzyska¢ macierz Jacobiego o pasmowej strukturze. Dzigki temu uktad ten ma dobre
wlasnosci jesli chodzi o zbiezno$¢ metody Newtona. Wada tego podejscia jest koniecznos¢
rozwigzania uktadu réwnan nieliniowych, w ktorym liczba niewiadomych rowna jest
podwojonej liczbie przekrojow w catej sieci. Poniewaz zalozono state wydatki Q; w
kazdym z kanatow, to zastosowane podejscie w Sposob nieuzasadniony zwigksza rozmiary
uktadu rownan.

Dla sieci kanaldéw, tak samo jak dla kanatu pojedynczego mozna zastosowac podejscie
zaproponowane przez Szymkiewicza i Szymkiewicza (2004). Wydaje si¢ ono bardziej
efektywne, gdyz pozwala zmniejszy¢ liczb¢ niewiadomych do wartosci rownej sumie
liczby przekrojow obliczeniowych oraz liczby kanaléw tworzacych sie¢ i nie wymaga
obliczania macierzy Jacobiego.

W celu utworzenia uktadu rownan dla sieci kanatow otwartych nalezy dla kazdego z
kanalow tworzacych sie¢ zapisa¢ uktad (4.21). Zeby zamknaé uktad konieczne jest
zapisanie rOwnan opisujacych polaczenia kanatow (5.1) i (5.2), a takze rownan opisujacych
zadane warunki brzegowe (4.17) i (4.18) zgodnie z procedurg opisang w podrozdziale 4.2.
W rezultacie, podobnie jak w przypadku zastosowania poprzedniego wariantu metody

réznicowej do jednego kanatu otrzymuje si¢ uktad rownan algebraicznych nieliniowych:
A-X=B. (5.19)

Jego rozwigzaniem jest uktad zwierciadta wody, czyli funkcje h(x) w poszczegblnych
kanatach oraz nat¢zenie przeptywu Q dla kazdego kanalu w sieci. Macierz uktadu réwnan
A sktada si¢ z podmacierzy a, opisanych wzorem (4.21), gdzie | oznacza indeks kanatu,
dla ktorego zostala zbudowana dana podmacierz. Wektor prawych stron B zawiera
warunki brzegowe zadane w poczatkowych lub koncowych przekrojach kanatow, ktdre nie
wchodza w sktad potaczen. Wektor niewiadomych X sktada si¢ z rzednych zwierciadta
wody w przekrojach oraz natgzen przeptywu w kazdym z kanatow wchodzacych w sktad
sieci.
X={hy, Ny g Qpueshiy gy ey

_ (620)
LT RO | U, W | ORI RV o Y L

Rozwigzanie uktadu rownan (5.19) mozna uzyskaé stosujac zmodyfikowang metode

Picarda przedstawiong w podrozdziale 4.2. Metoda ta jest zbiezna liniowo do rozwigzania.
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Interesujace jest zatem pytanie o mozliwos¢ uzyskania szybszej zbieznosci do rozwigzania
niz liniowa. Metoda Newtona gwarantuje kwadratowa zbiezno$¢ do rozwigzania, ale tylko
w przypadku, gdy pierwsze przyblizenie rozwigzania znajduje si¢ w jej tzw. promieniu
zbieznosci, czyli jest dostatecznie bliskie rozwigzaniu (Argyros, 2008). W przeciwnym
wypadku metoda Newtona nie gwarantuje zbieznosci do rozwigzania i prowadzac zwykle
do zatamania obliczen.

Aby rozwigza¢ uktad (5.19) metoda Newtona, konieczne jest zapisanie go jako funkcji

wektorowej:
F(X)=AX-B. (5.21)
Poszukiwane jest miejsce zerowe tej funkcji, czyli taki wektor X, dla ktérego zachodzi
F(X)=0. (5.22)

Celem zapewnienia zbieznos$ci rozwigzania metoda Newtona wymaga dobrego punktu
startowego. W przypadku problemu brzegowego dla sieci kanaléw, okreSlenie
wystarczajagco dobrego przyblizenia poczatkowego jest trudne. Dodatkowo, od
obliczonego w kazdej iteracji wektora odchytek AX® wymaga sie, aby spemial on

ponizszg nierowno$¢ (Kelly, 2003):

[9x®) - AX® + F(X®)| < 5| F (X)), (5.23)

gdzie |.| jest norma euklidesows, czyli dlugoscia wektora, a 7 oznacza biad

wprowadzany przez niedoktadno$¢ rozwigzania uktadu rownan liniowych powstajacego w
kazdej iteracji oraz niedoktadno$¢ oszacowania jakobianu. Uzycie metody doktadnej do
rozwigzania uktadu réwnan liniowych oraz analityczne wyznaczenie jakobianu uzasadnia
przyjecie 17=0. Jak pokazuje praktyka, nierownos¢ (5.23) zwykle jest spelniona wigc nie
ma formalnych przeszkod, azeby otrzymac rozwigzanie przy uzyciu metody Newtona.

Aby poprawi¢ zbiezno$¢ metody Newtona konieczne jest wprowadzenie pewnych
modyfikacji. Wigkszos¢ znanych modyfikacji majacych na celu poprawienie zbieznoscli
procedury obliczeniowej polega na ograniczeniu wiclkosci wektora poprawek AX.
Najwickszym jednak problemem jest to, iz funkcja F jest okreslona tylko dla wartosci
rzednych zwierciadta wody wigkszych od rzednej dna. W zwigzku z tym w sytuacji, gdy w
trakcie procesu iteracyjnego ktora§ z poszukiwanych rzednych zwierciadta wody osiggnie

warto$¢ mniejszg od rzednej dna powoduje to zatamanie obliczen i brak mozliwosci
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uzyskania rozwigzania. Wyrazng poprawe zbieznos$ci procesu iteracyjnego otrzymuje si¢
przez znaczne zmniejszenie wektora poprawek AX® na co pozwala wprowadzenie

wspolczynnika skalujgcego A:
XD w4 A0 (5.24)

Testy numeryczne wykazaty, ze przy dwudziestokrotnym zmniejszeniu wektora odchytek
(A=0,01) otrzymano algorytm, ktéry pozwolit uzyskaé zbiezno$¢ wiasciwie dla kazdego
zadania testowego. Jednak tempo zbieznosci procesu iteracyjnego jest tak wolne, ze
stosowanie metody Newtona w takiej formie staje si¢ nieatrakcyjne.

Warto doda¢, ze niekiedy mozliwe jest otrzymanie rozwigzania uktadu rownan (5.19)
metodg Newtona, bez wprowadzania zadnej modyfikacji, co obrazuje ponizszy przyktad

5.1

Przyktad 5.1.

Rozwazmy przeptyw w sieci zlozonej z czterech kanatow, ktorej schemat
przedstawiono na rysunku 5.3. Sie¢ ta odzwierciedla przypadek tzw. optywu wyspy.
Pierwszy i czwarty kanat maja szeroko§¢ B=5 m, a drugi i trzeci kanat B=2 m. Pozostale
parametry kanalow sg identyczne i maja nastepujace wartosci: spadek dna s=0,00015 [-],
nachylenie skarp m=1,5 [-], dtugo$¢ kanatu L=3000 m, wspotczynnik szorstkosci n=0,03
s/m¥®. W pierwszym i czwartym kanale jako warunki brzegowe zadano glebokosci rowne
Ha=1,0 i Hg=0,8 m. Jako przyblizenie poczatkowe w kazdym z kanalow zadano stala
glebokosé H® wynikajaca wprost z zadanych warunkéw brzegowych. Wartos¢ kroku

przyjeto rowng AXx=100 m.

Tab. 5.1. Przyblizenie poczatkowe.

Kanat Giebokos¢ Wvdatek
1 1,0 0,223
2 1,0 0,750
3 1,0 0,750
4 0,8 0,813
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Rys. 5.3. Schemat sieci kanatow optyw wyspy (strzatki oznaczajg dodatni kierunek przeptywu).

Stosujac metode Newtona rozwigzanie otrzymano po zaledwie 5 iteracjach, natomiast
wykorzystujac zmodyfikowang metode Picarda, do uzyskania rozwigzania o tej samej
doktadnosci konieczne byto wykonanie 15 iteracji. Test konca obliczen oprocz spetnienia

warunkow (4.28) i (4.29) wymaga rowniez Spetnienia ponizszej nierownosci:
| F(X®) i< &, (5.25)

gdzie &g, oznacza dopuszczalng dlugos¢ wektora rezydualnego. Wymagana doktadnosé
rozwigzania byla okreslona poprzez wartosci €£=0,0001 [-]. £4=0,001 m oraz £,=0,001
m?/s.

Zbieznos$¢ wartosci natezenia przeptywu dla metody Picarda oraz metody Newtona
przedstawiaja rysunki 5.4-5.6. Natomiast rysunki 5.7 i 5.8 przedstawiaja uktad zwierciadta

wody otrzymywany w procesie iteracyjnym metody Newtona i metody Picarda.

Rys. 5.4. Proces zbieznos$ci warto$ci natgzenia przeptywu w kanale nr 1:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.
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Rys. 5.5. Proces zbiezno$ci warto$ci natezenia przeptywu w kanale nr 2 i 3:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Rys. 5.6. Proces zbiezno$ci wartosci nat¢zenia przeptywu w kanale nr 4:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Rys. 5.7. Proces zbieznosci linii zwierciadta wody w kanatach 1, 2 i 4 w metodzie Picarda,
rozne kolory oznaczaja indeks iteracji podany w legendzie.
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Rys. 5.8. Proces zbiezno$ci linii zwierciadta wody w kanatach nr 1, 2 i 4 w metodzie Newtona,
rozne kolory oznaczajg indeks iteracji podany w legendzie.

W przypadkach, w ktérych metoda Newtona w standardowej postaci zawodzi, znaczng
poprawe¢ zbiezno$ci procesu iteracyjnego mozna uzyskaé poprzez zmniejszanie wektora
AX. Jednak zbyt mata dlugos¢ wektora odchylek powoduje, ze proces iteracyjny staje si¢
mniej efektywny. Zatem rozsadng koncepcja jest stosowanie zmiennej dtugosci wektora
odchylek (przy zachowaniu jego kierunku) w zaleznosci od wiasnosci funkcji w
sasiedztwie danego punktu x®, Koncepcje takag wykorzystuje algorytm zwany zasada
Armijo. Jesli funkcja, ktorej miejsca zerowego si¢ poszukuje spelnia szereg zalozen, z
ktorych najwazniejszym jest ciagto§¢ w sensie Lipschitza, to zasada Armijo powinna
pozwoli¢ na uzyskanie rozwigzania (Kelly, 2003). Jest to algorytm bedacy modyfikacja
metody Newtona, w ktérej wspotczynnik skalujacy A oblicza si¢ jako warto$§¢ bedaca

lokalnym minimum funkcji:
#(2) = [F(X9 + 2-AX9)|" (5.26)
W przyjetym a priori przedziale:

1, 1
Ze<2/10, 10/10>. (5.27)

Symbol Ao oznacza poczatkowo przyjeta warto§¢ czynnika skalujacego (zwykle Ao=1).

Zmniejszanie wartosci wspotczynnika skalujagcego prowadzi si¢ tak dlugo, az spelniona

ZOstanie nierownosc¢:

67



[FX® +2-AX9)| < @-5- A)F(XY), (5.28)

gdzie & jest arbitralnie przyjmowana wartoscia, zwykle rowna =10 W celu znalezienia
minimum funkcji (5.26) w przedziale (5.27), funkcje tg interpoluje si¢ wielomianem
kwadratowym dla trzech ostatnio obliczonych wartosci wspotczynnika skalujacego A.
Nastepnie z pewnym krokiem oblicza si¢ wartosci wielomianu interpolujgcego w
przedziale (5.27) i wybiera si¢ taki wspotczynnik skalujacy A, dla ktorego wartosé
obliczonej funkcji okazala si¢ najmniejsza. Jednak przytoczona tu modyfikacja metody
Newtona gwarantuje zbiezno$¢ tylko w przypadku, gdy funkcja F spelnia wszystkie
zalozenia wymagane przez metode Newtona (w szczegolnosci cigglosé), a jedynie punkt
startowy X nie znajduje sic w promieniu zbieznosci. W innym przypadku, modyfikacja

ta moze zapewni¢ sukces lub nie.

Przyktad 5.2.
Rozwazmy przyktad identyczny jak 5.1, ale wprowadzmy inne przyblizenie

poczatkowe poszukiwanej warto$ci natezenia przeptywu.

Tab. 5.2. Przyblizenie poczatkowe.

Kanat Glebokos¢ Wydatek
HO [m] Q(O [m3/s]
1 1,0 4,0
2 1,0 2.0
3 1,0 2,0
4 0,8 4,0

Zbiezno$¢ wydatku w kanatach nr 1 oraz nr 2 ilustrujg rysunki 5.9 oraz 5.10.
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Rys. 5.9. Proces zbiezno$ci wartosci natgzenia przeptywu w kanale nr 1:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Rys. 5.10. Proces zbieznos$ci warto$ci natezenia przeptywu w kanale nr 2:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Zmiana przyjetego punktu startowego spowodowata, 1z wspotczynnik skalujacy
wektora poprawek osiagnal bardzo mata warto$é (A1~107) przez co proces iteracyjny
metody Newtona ulegl stagnacji. Natomiast zastosowanie metody Picarda pozwolito
zakonczy¢ obliczenia sukcesem.

Przyjmujac nastgpnie punkt startowy, odbiegajacy jeszcze bardziej niz poprzednio od
poszukiwanego rozwigzania, metoda Newtona, prowadzi do zalamania obliczen juz w

drugiej iteracji. Przyjete przyblizenie poczatkowe przedstawiono w tabeli 5.3.
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Tab. 5.3. Przyblizenie poczgtkowe.

Kanat Glebokos¢ Wvdatek
H® [m] QO [m¥s]

1 1,0 5,0

2 1,0 25

3 1,0 25

4 0,8 5.0

Rysunki 5.11 i 5.12 przedstawiajg zbieznos¢ dla tego przypadku. Zatamanie obliczen

metoda Newtona nastgpito przy probie wykonania drugiej iteracji.

Rys. 5.11. Proces zbieznosci warto$ci nat¢zenia przeptywu w kanale nr 1:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Rys. 5.12. Proces zbieznos$ci wartosci natezenia przeptywu w kanale nr 2.
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.
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Przyktad 5.2 pokazuje, ze w przypadku rozwazanego tu uktadu rownan (5.19) zasada

Armijo nie daje gwarancji sukcesu. Przyktad kolejny potwierdza tg uwagg.

Przyktad 5.3.
Rozwazmy przeptyw w sieci przedstawionej na rysunku 5.13. Wiasnosci kanatow

tworzacych sie¢ przedstawiono w tabeli 5.4.

Rys. 5.13. Sie¢ kanalow (strzatki oznaczajg zatozony kierunek przeptywu).

Tab. 5.4. Wiasno$ci kanatéw tworzgcych sie¢ z przyktadu 5.3.

Nr Spadek dna | Szeroko$¢ dna | Dlugos¢ | Wsp. szorstkosci
kanatu s[-] B [m] L [m] n [s/m"?]
1 0,00002 2,0 1000 0,020
2 0,00001 2,0 1000 0,025
3 0,00001 3,0 1500 0,030
4 0,00001 6,0 2000 0,030
5 0,00002 2,0 1000 0,025
6 0,00002 1,0 800 0,020
7 0,00002 2,0 1200 0,030
8 0,00001 1,0 1000 0,030
9 0,00002 2,0 1000 0,028
10 0,00002 2,0 1000 0,020

Rzedne dna kanatow w polaczeniach sa zgodne, a wigc nie wystepujg tam nagle skokowe
zmiany potozenia dna. We wszystkich przekrojach skrajnych nie tworzacych potaczen,
jako warunek brzegowy zadano gleboko$¢ wynoszaca Ha=Hg=Hc=Hp=Hg=1 m.
Doktadno$¢ rozwigzania okreslona jest wartosciami &-=0,001 [-], &4=0,001 m oraz
£0=0,001 m3/s. W tym przypadku, metoda Newtona prowadzi do uzyskania rozwiazania
juz po dwdch iteracjach. Zbieznos¢ warto$ci natgzenia przeptywu w kanatach pierwszym i

szOstym przedstawiono na rysunkach 5.14 i 5.15.
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Rys. 5.14. Proces zbieznosci warto$ci natezenia przeptywu w kanale nr 1:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Rys. 5.15. Proces zbieznos$ci warto$ci natezenia przeptywu w kanale nr 6:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Po zmianie warunkéw brzegowych Ha=Hg=1,6 m, Hc=1,4 m, Hp=1,5 m, He=1,4 m ciag
iteracyjny metody Newtona staje si¢ niezbiezny, a wprowadzona modyfikacja algorytmu
prowadzi do obliczenia bardzo matych wartosci wspdtczynnika skalujacego (/1~10'6), co
powoduje ze proces iteracyjny wiasciwie nie powoduje poprawiania wektora rozwigzan w
kolejnych iteracjach. Wartosci natezenia przeptywu w kolejnych iteracjach przedstawiaja
rysunki 5.16 i 5.17. Jak mozna zauwazy¢ warto$ci otrzymane przy pomocy metody Picarda
1 metody Newtona sg rézne. Wynika to z tego, iz w metodzie Newtona nie udato si¢
zakonczy¢ procesu iteracyjnego, a niezmieniajace si¢ wartosci natgzenia przeplywu sa

wynikiem jego stagnacji.
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Rys. 5.16. Proces zbieznosci warto$ci nat¢zenia przeptywu w kanale nr 1:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Rys. 5.17. Proces zbieznosci warto$ci nat¢zenia przeptywu w kanale nr 6:
a) metoda Newtona, b) zmodyfikowana metoda Picarda.

Pomimo tego, ze niekiedy metoda Newtona pozwala uzyskaé¢ rozwigzanie, nawet
znacznie szybciej niz metoda Picarda, to nie ma zadnej gwarancji, iz doprowadzi ona w
ogoble do rozwigzania. Podstawowym wymogiem zbiezno$ci metody Newtona, jest to, iz
funkcja musi by¢ ciggla w sensie warunku Lipschitza. Bez koniecznosci przytaczania
dowodu na to, iz funkcja F(X) jest nieciggla w sensie Lipschitza, mozna stwierdzi¢, ze nie
jest ciagla jesli zawiera wyrazenia takie jak warto$¢ bezwzgledna, norma wektora, czy
niecatkowita potgga niewiadomej lub funkcje interpolowane na podstawie tabeli danych
(Kelly, 2003). Sugeruje to, ze funkcja wektorowa (5.21) nie jest ciagta w sensie Lipschitza,
gdyz zawiera prawie wszystkie wymienione cechy. Jesli tak jest, proces iteracyjny metody
Newtona moze by¢ nieprzewidywalny nawet pomimo speinienia nieréwnosci (5.23) i
(5.28) (Kelly, 2003). Nalezy zatem uzna¢ zmodyfikowang metode Picarda jako bardziej

skuteczng alternatywe dla metody Newtona przy rozwigzywaniu uktadu rownan (5.19).
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6. Weryfikacja rozwigzan numerycznych

W celu sprawdzenia poprawnosci matematycznego modelu przeptywu w kanatach
otwartych i ich sieciach oraz poprawnosci hipotezy dotyczacej charakteru pierwiastkow
dyskretnej formy réwnania przeptywu ustalonego niejednostajnego, model poddano
weryfikacji. W zwigzku z tym przeprowadzono szereg eksperymentow fizycznych
majacych na celu odwzorowanie modelowanych zjawisk. Badania laboratoryjne dotyczyty
tylko niektérych przypadkow przeptywu ustalonego niejednostajnego, a mianowicie
takich, ktorych odtworzenie byto mozliwe w warunkach wystepujacych w laboratorium.
Pierwsza cze$¢ badan fizycznych miata na celu weryfikacje rownania energii jako modelu
przeplywu ustalonego niejednostajnego w kanatach otwartych oraz sieciach kanatow
otwartych. Weryfikacji poddano metody rozwigzywania zagadnienia poczatkowego oraz
brzegowego dla kanatow pojedynczych, a takze zagadnienia brzegowego dla sieci
kanatow. Druga cze$¢ ecksperymentow miala na celu umozliwienie interpretacji
pierwiastkow dyskretnej postaci réwnania energii, ktorego analize¢ przeprowadzono w
rozdziale 3. Ocena stopnia zgodno$ci migdzy wynikami obliczen, a pomiarami ma na celu
weryfikacje modelu zar6wno pod wzgledem jako$ciowym jak i ilosciowym.

Badania przeprowadzono w laboratorium hydraulicznym Wydziatu Inzynierii
Ladowej i Srodowiska Politechniki Gdanskiej. W celu przeprowadzenia eksperymentow
fizycznych zaprojektowano 1 zbudowano badz wykorzystano istniejagce Stanowiska
umozliwiajace odtworzenie zjawisk hydraulicznych, ktére byly przedmiotem analizy w
niniejszej pracy. W ponizszych podrozdziatach przedstawiono opis stanowisk, wyniki

pomiaréw oraz wyniki obliczen.

6.1. Przeptyw ustalony niejednostajny w pryzmatycznym kanale prostokatnym

Pierwszy eksperyment dotyczyt przeptywu ustalonego niejednostajnego w kanale
uchylnym. Dhugo$¢ kanatu wynosi L=10 m, szerokos¢ jego dna B=0,4 m a maksymalna
glebokos¢ 10 Hpax=0,5 m. Dno kanalu wykonane jest ze stali pokrytej czgsciowo farbg
emaliowang, a jego $Sciany wykonane sg ze szkta. W kanale tym mozna regulowa¢ spadek
dna, co umozliwia odwzorowanie réznych warunkow przeptywu. Schemat stanowiska
badawczego przedstawiono na rysunku 6.1, a zdjecie stanowiska przedstawiono na

fotografii 6.1.
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Rys. 6.1. Schemat kanatu uchylnego.

Fot. 6.1. Kanat uchylny w laboratorium WILIS PG.

Kanat zakonczony jest przelewem o ostrej krawedzi z mozliwo$cig regulowania
nachylenia, czyli potozenia jego krawedzi. Dzigki temu mozliwa jest regulacja pigtrzenia
wody na koncu kanatu.

Pomiar glebokosci byl wykonywany przy pomocy szpilki wodowskazowej
umieszczonej na stalowym stelazu, ktéry mozna przemieszcza¢ wzdtuz kanatu (fot. 6.2).
Do pomiaru natgzenia przeplywu wykorzystano cechowany przelew Thomsona znajdujacy
si¢ w skrzyni odplywowej za koncem kanalu uchylnego. Do wyznaczenia nachylenia

kanatu (spadku dna) uzyto poziomicy elektronicznej DNM 60L firmy Bosch.
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Fot. 6.2. Szpilka wodowskazowa do pomiardw rzednych zwierciadta wody w kanale uchylnym.

W pierwszej kolejnosci wyznaczono usredniony wspotczynnik szorstkos$ci kanatu,
ktory nastepnie zostat wykorzystany do obliczen krzywej spietrzenia i krzywej depresji. W
celu wyznaczenia wspotczynnika szorstkosci wg Manninga zmierzono spadek dna kanatu
uchylnego, wydatek oraz rzedne zwierciadta wody. Spadek dna rowny byt s=0,00175 [-],
a natezenie przeptywu wynosito Q=38,444 dm?/s. Rzedna zwierciadla wody w pierwszym
przekroju kanatu wynosita hy=1,160 m co odpowiada glebokosci Hp=0,160 m. W
przekroju koncowym rzedna zwierciadta wody byta réwna h; =1,09 m co odpowiada
glebokosci H =0,106 m. W wyniku rozwigzania zagadnienia brzegowego (4.5), (4.6)
otrzymano wspolezynnik szorstkosci réwny n=0,0187 s/m*3. Obliczenia wykonano z
krokiem przestrzennym wynoszacym Ax=0,25 m. Otrzymany uktad zwierciadta wody

przedstawiono na rys 6.2.

Rys. 6.2. Uktad zwierciadta wody otrzymany wyniku rozwigzania zagadnienia wyznaczenia $redniego
wspotczynnika szorstkos$ci: a) wyniki obliczen, b) pomiary, ¢) dno.
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Jak wida¢ na rysunku 6.2 obliczony uktad zwierciadta wody oraz rzedne otrzymane w
wyniku dokonanych pomiardw prezentuja bardzo duza zgodnos¢.

W ramach weryfikacji poprawno$ci wyznaczonego wspoOlczynnika szorstkosci wg
Manninga przeprowadzono eksperyment 1 obliczenia majace odwzorowaé krzywa
spietrzenia w kanale uchylnym. Eksperyment przeprowadzono przy spadku dna réwnym
$=0,00175 [-] i natezeniu przeptywu wynoszacym Q=8,364 dm®/s. W przekroju koficowym
rzgdna zwierciadta wody réwna byta hy =1,127 m co odpowiada glgbokosci H =0,141 m.
Warto$¢ t¢ przyjeto jako warunek poczatkowy do catkowania rownania energii.
Pomierzona rzedna zwierciadta wody w pierwszym przekroju wyniosta hp=1,130 m, co
odpowiada glebokosci Hp=0,131 m. Gigbokos¢ otrzymana w wyniku obliczen wyniosta
Ho=0,129 m, zatem w pierwszym przekroju wyniki obliczen sg wzgledem pomiardéw
niedoszacowane o warto$¢ AH= 0,002 m. Zadanie rozwiazano z krokiem rownym Ax=0,25

m. Wyniki pomiaréw oraz obliczen przedstawiono na rysunku 6.3.

Rys. 6.3. Uktad zwierciadta wody otrzymany wyniku rozwigzania zagadnienia poczatkowego:
a) wyniki obliczen, b) pomiary, c¢) dno.

Srednia arytmetyczna réznicy miedzy wartosciami gleboko$ci otrzymanymi w wyniku
pomiaréw, a wartosciami wynikajacymi z przeprowadzonych obliczen wyniosta 0,0025 m,
przy czym roznica maksymalna rowna jest 0,004 m. Glebokos¢ wody w kanale jest rzedu
wielkosci 0,138 m. Daje to maksymalny btagd miedzy wynikami obliczen, a pomiarami
wynoszacy 2,9%. Wydaje si¢ zatem, ze obliczona warto$§¢ wspotczynnika szorstkosci jest
akceptowalna i nadaje si¢ do wykorzystania jako jeden z parametrow modeli uzytych w
kolejnych eksperymentach.

Aby zbada¢ mozliwo$¢ uzycia rownania energii do symulowania przeptywu w kanale,

W ktérym wystepuje nagta zmiana szerokosci przekroju, w kanale uchylnym umieszczono
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przeszkode. Obiekt ten powoduje naglte zwezenie kanatu z 40 cm do 26,5 cm. Przeszkoda
ma dlugos¢ L=1,5 m. Schemat modelu przedstawiono na rysunku 6.4, a jego zdjecie na
fotografii 6.3.

Wspotczynnik szorstko$ci materiatu, z ktorego wykonane jest zwezenie kanatu

(prawa $ciana kanatu) wynosi n=0,010 s/m*?

. Warto$¢ te przyjeto za Chow (1959).
Szorstko$¢ dna oraz lewej Sciany kanalu przyjeto rowng wyznaczonej poprzez rozwigzanie
zagadnienia brzegowego, czyli n=0,0187 s/m*®. Sredni wspotczynnik szorstkosci

obliczano na podstawie wzoru (Kubrak i Nachlik 2003):
Z ni3/2Pi 2/3
(2R -

gdzie ng. oznacza usredniong wartos¢ wspotczynnika szorstkosci w przekroju. Symbol P
oznacza obwod zwilzony catego przekroju, natomiast P; jest obwodem zwilzonym, czgsci

przekroju o szorstkos$ci nj.

0,4m e 1.5 m »

0,135 m 1

10 m

<

Y

Rys. 6.4. Widok z gory na kanat uchylny wraz ze zw¢zeniem.

Fot. 6.3. Zdjecie kanatu o uchylnego wraz z przeszkoda — nagte zwezenia kanatu.
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Eksperymenty przeprowadzono przy spadku dna rownym s=0,00175 [-] i natezeniu
przeptywu wynoszacym Q=5,845 dm®s. Warunki przeptywu regulowano za pomoca
przelewu o zmiennym nachyleniu znajdujacym si¢ na koncu kanatu uchylnego. W
pierwszym eksperymencie rz¢dna zwierciadta wody w przekroju koncowym wyniosta
h.=1,067 m, co odpowiada gtebokosci H =0,078 m. Wartosci te przyjeto jako dane do
przeprowadzenia symulacji przeplywu. Krok catkowania przyjeto Ax=0,1 m,
a wspoétczynnik strat na zwezeniu kanatu przyjeto rowny 0,3 [-]. Wyniki pomiaréw oraz

obliczen przedstawiono na rysunku 6.5.

Rys. 6.5. Uktad zwierciadta wody otrzymany W wyniku rozwigzania zagadnienia poczatkowego:
a) wyniki obliczen, b) pomiary, c¢) dno.

Srednia réznica miedzy pomierzonymi, a obliczonymi rzednymi zwierciadta wody
wyniosta 0,0009 m, natomiast roznica maksymalna 0,002 m, co daje wzgledny biad
maksymalny wynoszacy 2,9%. W drugim eksperymencie rzedna zwierciadta wody w
koncowym przekroju wynosita h; =1,136 m, co odpowiada glebokosci H_ =0,136 m.

Wyniki pomiaréw oraz obliczen przedstawiono na rysunku 6.6.

Rys. 6.6. Uktad zwierciadta wody otrzymany W wyniku rozwigzania zagadnienia poczatkowego:
a) wyniki obliczen, b) pomiary, c¢) dno.
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Podobnie jak w pierwszym eksperymencie, $rednia odchylka wartosci obliczonych od
warto$ci pomierzonych wyniosta 0,0009 m, a réznica maksymalna 0,002 m, co w tym
przypadku daje maksymalny btad wzgledny rzgdu 1,03%.

W obu przypadkach model zapewnil poprawne odwzorowanie uktadu zwierciadta
wody. W pierwszym eksperymencie predkosci przeptywu byty wieksze niz w drugim,
przez co rdéznice s bardziej wyrazne, gdyz obnizenie zwierciadla wody spowodowanego
przeszkoda jest bardziej znaczace. W drugim przypadku, przy wigkszej glebokosci
przepltywu predkosci sg mniejsze. Konsekwentnie mniejsze tez sg wysokosci predkosci. W
rezultacie roznice poziomu zwierciadta wody przy przeptywie przez zwezong czes$¢ kanatu
$3 rOwniez nieznaczne.

Jak mozna zauwazy¢ na rysunkach 6.5 oraz 6.6 model w postaci réwnania energii
zapewnia bardzo dobrg zgodno$¢ wynikéw obliczen oraz pomiarow. Na tej podstawie
mozna uznac, ze model ten bardzo dobrze nadaje si¢ do symulacji przeptywu w kanatach

otwartych, nawet wowczas, gdy nastgpuje nagta zmiana parametrow kanatu.

6.2. Przeptyw ustalony niejednostajny w kanale prostokagtnym o zmiennym
spadku dna

Eksperyment ten dotyczy symulacji przeptywu w kanale, w ktorym spadek dna ulega
naglemu istotnemu zwigkszeniu. W warunkach takich charakter przeplywu w sposéb
tagodny przechodzi ze spokojnego w rwacy. Eksperyment przeprowadzono na odcinku
kanatu w cato$ci wykonanym ze sklejki szlifowanej, co miato na celu wyeliminowanie
wplywu zmienno$ci wspotczynnika szorstkosci z glebokoscig wody. Zmodyfikowany
odcinek umieszczono w kanale o poziomym dnie. Szeroko$¢ dna modelu wynosita B=0,38
m, a jego wspotezynnik szorstkosci przyjeto za Chow (1959) jako n=0,010 s/m**. Schemat
stanowiska przedstawiono na rysunku 6.7, a samo stanowisko przedstawiono na fotografii
6.4.
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Rys. 6.7. Schemat modelu kanatu o zmiennym spadku dna.

Fot. 6.4. Zdjecie kanatu o zmiennym spadku dna: po lewej konstrukcja stanowiska,
po prawej stanowisko w trakcie dziatania.

Eksperyment fizyczny przeprowadzono dla trzech rdéznych warto$ci natezenia
przeptywu. Warunek poczatkowy do rozwigzania réwnania energii otrzymano poprzez
pomiar glebokosci wody w odcigtej X=0,6 m, liczac od poczatku modelu zgodnie z
kierunkiem przeptywu. Natezenie przeptywu wyznaczono za pomoca przelewu Thomsona.
Dane uzyte w obliczeniach zestawiono w tabeli 6.1. W celu numerycznego rozwigzania
zagadnienia poczatkowego rownanie energii aproksymowano metoda trapezowa niejawna,
natomiast obszar rozwigzania dyskretyzowano z krokiem Ax=0,0125 m. W trakcie
symulacji zalozono, ze na pierwszym odcinku kanalu o spadku dna S; przeptyw jest
spokojny, przez co jako rozwigzanie nieliniowego rownania algebraicznego wybierano

pierwiastek po prawej stronie giebokosci krytycznej. Natomiast na odcinkach kanalu o

81



spadku s, i S3 zatozono, ze przeptyw jest rwacy i jako poprawne rozwigzanie wybierano

pierwiastek znajdujacy sie po lewej stronie glebokosci krytyczne;.

Tab. 6.1. Dane do symulacji przeptywu w modelu.

Lp. Wydatek | Rzedna zw. wody | Gl¢bokos¢ Gleboko$¢ krytyczna
Q [dm*/s] ho [cm] Ho [cm] Hy [cm]
1 37,362 21,9 10,9 10,3
2 16,903 16,4 6,5 6,0
3 14,887 15,9 6,0 5,6

Rys. 6.8. Wyniki a) obliczen oraz b) pomiaréw wykonanych dla do§wiadczenia 1.

W  doswiadczeniu pierwszym S$rednia réznica miedzy rzednymi obliczonymi, a
pomierzonymi wyniosta 0,004 m, a réznica maksymalna 0,012 m, przy czym glebokos¢
maksymalna rowna byta wartosci 0,108 m, a minimalna 0,069 m. Maksymalna odchytka

wartosci obliczonej od pomierzonej wystgpita w miejscu zmiany spadku dna kanatu.

Rys. 6.9. Wyniki a) obliczen oraz b) pomiaréw wykonanych dla dos§wiadczenia 2.
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W doswiadczeniu drugim S$rednia réznica migdzy wartoSciami pomierzonymi, a
obliczonymi wyniosta 0,0026 m, a maksymalna réznica rowna byta 0,007 m i jak

poprzednio wystapita w miejscu zmiany nachylenia dna kanatu.

Rys. 6.10. Wyniki a) obliczen oraz b) pomiar6w wykonanych dla do§wiadczenia 3.

W doswiadczeniu trzecim $rednia odchytka wartosci obliczonych od pomierzonych
wyniosta 0,0033 m, a odchytka maksymalna rowna byta 0,007 m.

Rysunki 6.8-6.10 przedstawiaja pomiary oraz otrzymane wyniki obliczen. Jak mozna
zauwazy¢ na tych rysunkach, otrzymano bardzo duzg zgodnos$¢ zarowno pod wzgledem
jakosciowym jak 1 ilosciowym wynikow obliczen 1 pomiarow. Moze to §wiadczy¢ o tym,
iz zaproponowana interpretacja pierwiastkow dyskretnej postaci rownania energii jest
poprawna. Nalezy zauwazy¢, ze najwigksza rdznica migdzy warto$ciami pomierzonymi, a
obliczonymi wystepowata w miejscu naglej zmiany spadku dna. Wynika to z faktu, ze
pierwiastek odpowiadajacy przeptywowi rwacemu wybierano poczgwszy od miejsca, w
ktérym kanat zmienia spadek na znacznie wigkszy. Jednak w rzeczywistosci przeplyw

zmienia charakter ze spokojnego w rwacy wczesnie;.

6.3. Wyptyw spod zasuwy

W badaniu tym poréwnano wyniki obliczen oraz pomiary otrzymane z badania
zjawiska wyptywu spod zasuwy. Podobnie jak eksperyment poprzedni, ten ma na celu
umozliwienie interpretacji pierwiastkow dyskretnej postaci rOwnania energii.

Stanowisko utworzono poprzez przegrodzenie kanatu uchylnego drewniang zasuwg z

frezowang dolng krawedzig (fot. 6.5).
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Fot. 6.5. Odcinek kanatu z zasuwa: po lewej widok z boku, po prawej spojrzenie na wngtrze stanowiska.

Jako warunek poczatkowy do obliczen przyjmowano najmniejsza glebokosé za

zasuwa, gdyz przyjety model matematyczny nie ma mozliwos$ci odwzorowania uktadu

zwierciadta wody za zasuwg w cato$ci. Stopien otwarcia zasuwy oraz przyjete warunki

poczatkowe zestawiono w tabeli 6.2. Wszystkie krzywe otrzymano przy wydatku rownym

Q=0,039 dm®/s i kroku catkowania wynoszacym Ax=0,05 m.

Tab. 6.2. Dane do symulacji wyptywu spod zasuwy.

Lp. Wysokos¢ otworu Giebokos¢
Hz [m] Ho [m]
1 0,10 0,077
2 0,11 0,079
3 0,12 0,082

Rysunki 6.11-6.13 przedstawiaja wyniki pomiar6w i obliczen.
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Rys. 6.11. Wyniki a) obliczen oraz b) pomiar6w wykonanych dla do§wiadczenia 1.

Rys. 6.12. Wyniki a) obliczen oraz b) pomiar6w wykonanych dla do§wiadczenia 2.

Rys. 6.13. Wyniki a) obliczen oraz b) pomiaréw wykonanych dla do$wiadczenia 3.

Jak mozna zauwazy¢ na wyzej przedstawionych wykresach, zgodno$¢ wynikow
obliczen z pomiarami pod wzgledem jakosciowym nie budzi watpliwosci, co potwierdza
hipotez¢ na temat charakteru pierwiastkow dyskretnej formy rownania energii |

mozliwosci ich alternatywnego wyboru w zaleznos$ci od rodzaju przeptywu. Jesli chodzi o
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zgodno$¢ wynikéw obliczen i pomiarow pod wzgledem ilosciowym, to mozna zauwazyc,
ze krzywe i1 punkty rozbiegaja si¢ w koncowej czesSci. Wydaje sig, ze rozbiezno$¢ ta ma
zwigzek z poczatkiem zmiany charakteru przeptywu w kanale. Wzrost rzednych
zwierciadla wody zwigzany jest z formowaniem si¢ odskoku hydraulicznego. Jednakze
odwzorowanie odskoku hydraulicznego przez stosowane w pracy réwnanie przepltywu

ustalonego niejednostajnego nie jest mozliwe.

6.3. Przeptyw ustalony niejednostajny w kanale o przekroju kotowym

Kolejne badania wykonano na prostym odcinku kanatu o przekroju kotowym, ktory
zostal wykonany z rur PVC @110 mm firmy Armakan PVC. Wspoétczynnik szorstko$ci
materialu, z ktérego wykonana jest rura oszacowano rozwigzujac zagadnienie brzegowe z
nieznanym wspotczynnikiem n. Wyznaczony wspotczynnik szorstkoSci  zostat
wykorzystany do obliczen przeptywu w sieciach kanatéw. Schemat stanowiska
przedstawiono na rysunkach 6.14 i 6.15.

Rys. 6.14. Schemat stanowiska wykorzystanego do oszacowania wspotczynnika szorstkosci.

Rys. 6.15. Schemat stanowiska pomiarowego uzytego do oszacowania wspotczynnika szorstkosci.

Pod wptywem obcigzenia, rura ulegata odksztatceniu w ptaszczyznie pionowej, przez co
jej dno deformowato si¢. Fakt ten uwzgledniono w obliczeniach przyjmujac pomierzone
rzedne dna, czyli takie ktore odzwierciedlajg wspomniane odksztatcenia. Pomiar rzednych

zwierciadla wody oraz dna wykonano przy uzyciu szpilki wodowskazowej. Pomiar
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natezenia przeplywu wykonano metodg objgtosciowa przy pomocy menzury o pojemnosci
5 dm®.

Sredni wspotczynnik szorstkoéci kanahu wyznaczono na podstawie serii sktadajacej sie
z sze$ciu pomiaréw. Dla kazdego z przypadkow krok catkowania byt rowny Ax=0,1 m.

Dane do obliczen uzyskane na podstawie eksperymentu przedstawiono w tabeli 6.3.

Tab. 6.3. Dane do obliczen $redniego wspotczynnika szorstkosci kanatu o przekroju kotowym.

Lp. | hofem] | he[em] | Ho[em] | Hi[em] | Q [dm?/s] n [s/m*?]
1 38,4 38,3 4,0 5,2 0,625 0,0119717
2 37,8 37,7 3,9 4,7 0,423 0,0102141
3 37,2 37,2 3,3 41 0,196 0,0094329
4 39,3 39,1 5,4 6,0 1,087 0,0176749
5 34,5 34,3 4,2 45 0,404 0,0167045
6 34,4 34,2 41 4,3 0,344 0,0166313

n= 0,0137716

Warto$¢ wspotczynnika szorstkosci wyznaczano metodg bisekcji z doktadnoscia
£,=0,00000001 s/m*®. Te warto§¢ wspolczynnika szorstkoéci przyjeto do dalszych
obliczen. Na rysunku 6.16 przedstawiono wyniki obliczen oraz pomiary rzednych
zwierciadla wody dla przypadku nr 1 z tabeli 6.3, po przyjeciu do obliczen usrednionego

wspotczynnika szorstkosci.

Rys. 6.16. Por6wnanie obliczonych i pomierzonych rzednych zwierciadta wody:
a) wartosci obliczone, b) pomiar, c¢) rzedne dna kanatu.
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Jak mozna zauwazy¢ wyniki pomiaréw oraz obliczen prezentuja dobra zgodnos¢, przez co

przyjeta warto$¢ wspotczynnika szorstkosci wydaje si¢ by¢ poprawna.

6.4. Przeptyw ustalony niejednostajny w sieciach kanatéw otwartych

W ramach analizy przeplywu w sieciach kanaléw otwartych przeprowadzono
eksperymenty na dwadch stanowiskach wykonanych z rur kanalizacyjnych firmy Armakan
PVC. Schemat pierwszego stanowiska przedstawia rysunek 6.17, a jego widok
przedstawiono na fotografii 6.6.

Pierwsza sie¢ sktada si¢ z dwoch kanatow o przekroju kotowym: kanatu gtdwnego o
srednicy @110 mm oraz kanatu bocznego o $rednicy @70 mm. Sytuacja ta imituje istnienie
wyspy, ktora powoduje rozdzielenie przeptywu na dwa asymetryczne kanaty. Jest to jedno
z klasycznych zagadnien hydrauliki koryt otwartych.

Rys. 6.17. Schemat pierwszego stanowiska badawczego.
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Fot. 6.6. Zdjecie pierwszej sieci kanatow.

W trakcie przeptywu mierzono rzedne dna kanatdéw, rzedne zwierciadta wody, oraz
wydatek u ujscia kanatu glownego. Jako warunki brzegowe do rozwigzania réwnania
energii przyjeto rzedne zwierciadta wody w poczatkowym i koncowym przekroju kanatu
glownego. Rzedne zwierciadta wody zadane jako warunki brzegowe rowne byty
odpowiednio ho=0,372 m i h =0,3705 m. Wartosci te odpowiadajg gtebokosciom réwnym
Ho=0,041 m i H_.=0,048 m. Obliczone natezenia przeptywu w kanale gtdwnym i bocznym
wynosza odpowiednio Qg=0,305 dm®/s oraz Qyp=0,163 dm®s. Pomierzone natezenie
przeptywu w przekroju wylotowym kanatu gléwnego wynosi Qpom=0,483 dm*/s natomiast
wydatek obliczony wynosi Qux=0,468 dm?®/s, co daje to biad wzgledny obliczony na

podstawie ponizszej formuty:

Q pom Qobl

pom

AQ = :100% (6.2)

wynoszacy AQ=3,1%. Zadanie rozwigzano z krokiem Ax=0,02 m. Poréwnanie obliczonych

oraz pomierzonych rzgdnych zwierciadta wody w obu kanatach przedstawiajg rysunki 6.18

oraz 6.19.
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Rys. 6.18. Poréwnanie obliczonych i pomierzonych rzgdnych zwierciadta wody w kanale gtéwnym:
a) wartosci obliczone, b) pomiar, c¢) rzedne dna kanatu.

Rys. 6.19. Poréwnanie obliczonych i pomierzonych rzednych zwierciadta wody w kanale bocznym:
a) wartosci obliczone, b) pomiar, ¢) rzedne dna kanatu.

Druga z badanych sieci jest odzwierciedleniem bifurkacji punktowej czgsto spotykanej
w analizie przeptywu w kanatach otwartych. Schemat stanowiska przedstawiony jest na

rysunku 6.20, a wykonane stanowisko widoczne jest na fotografii 6.7.

Rys. 6.20. Schemat drugiego stanowiska badawczego (litery A, B, C sa oznaczeniami jednoznacznie
identyfikujacymi przekrdj).
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Fot. 6.7. Zdjecie drugiego stanowiska badawczego.

Do przeprowadzenia symulacji w tym eksperymencie, tak jak dla poprzedniej sieci
zadano warunki brzegowe w postaci rzednych zwierciadta wody.

W tym eksperymencie zadana rzg¢dna zwierciadta wody w przekroju A wynosita ha=
0,376 m, co odpowiada glgbokosci Ha=0,036 m, natomiast w przekroju oznaczonym litera
B zadano rzedng réwng hg=0,373 m odpowiadajacg glgbokosci Hg=0,047 m. W kanale
bocznym (przekréj C) zadano rzedng zwierciadta wody wynoszacg hc=0,372 m co
odpowiada gtebokosci Hc=0,046 m.

Pomierzone warto$ci nat¢zenia przeptywu w kanale glownym wynosza Qg=0,340
dm®s oraz Q,=0,437 dm%s, natomiast wartosci otrzymane w wyniku obliczen to
Quon=0,300 dm%s w kanale gtownym i Qpon=0,434 dm’/s w kanale bocznym.
Odpowiada to btedom wzglednym obliczonym na podstawie formuly (6.2) o wartosciach
wynoszacych w kanale glownym AQ,=11,92% i AQ,=0,71% w kanale bocznym.
Wydatek w odcinku kanalu przed bifurkacja jest rowny sumie nat¢zenia przeptywu w
kanatach za bifurkacja i wynosi Q+,=0,777 dm?/s, co daje btad wzgledny na tym odcinku
kanatu wynoszacy AQgi40,=5,62%. Obliczone oraz pomierzone warto$ci rzednych

zwierciadta wody przedstawiono na rysunkach 6.21 i 6.22.
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Rys. 6.21. Porownanie obliczonych i pomierzonych rzgdnych zwierciadta wody w kanale glownym.
a) wartosci obliczone, b) pomiar, ¢) rzgdne dna kanahu.

Rys. 6.22. Poréwnanie obliczonych i pomierzonych rzgdnych zwierciadta wody w kanale bocznym.
a) wartosci obliczone, b) pomiar, c) rzgdne dna kanatu.

Jak mozna zauwazy¢ na podstawie przeprowadzonych eksperymentow, przedstawiony
model przeptywu w sieciach kanalow otwartych oraz zaproponowany sposob obliczen
pozwalaja na uzyskanie wiarygodnych wynikéw. Wyniki obliczen i pomiardw sa bardzo
zgodne pod wzgledem jako$ciowym, jednakze pod wzglgdem ilosciowym zgodnos$¢ nie
jest tak dobra. Przyczyng tego jest fakt, iz mozliwosci techniczne wykonania stanowiska
nie pozwolily na wyeliminowanie czynnikow zaburzajacych przeptyw. W wyniku tego,
lokalne zaburzenia wynikajace miedzy innymi ze sposobu potaczenia rur niekiedy istotnie

wplywaly na warto$ci mierzonych rzednych zwierciadta wody.
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7. Wnioski

Tematem wykonanej pracy sa problemy numerycznej symulacji jednowymiarowego
przeptywu ustalonego niejednostajnego w kanatach otwartych. Chociaz przeptyw ustalony
niejednostajny jest jednym z klasycznych i jak si¢ wydawato, dobrze rozpoznanych
zagadnien hydrauliki, to okazuje sie, ze niektore jego aspekty nie sg oczywiste.

Jednym z problemdw jest ciggle obowigzujacy w literaturze podziat na metody analizy
tego rodzaju przeplywu w kanalach pryzmatycznych oraz w kanatach naturalnych. W
pracy zaproponowano przyjecie roOwnania energii jako 0g6lnego modelu przeptywu
ustalonego niejednostajnego w kanatach otwartych. ROwnanie to posiada nastepujgce
zalety:

e ma klarowng interpretacje¢ fizyczna,

e moze by¢ stosowane dla kanatow naturalnych i kanatéw pryzmatycznych,

e moze by¢ stosowane zarOwno dla kanatow pojedynczych jak i dla sieci kanatow,

e jest okreslone dla kazdej formy przeptywu, w tym dla przeptywu krytycznego.

Jest ono zatem modelem najlepiej nadajagcym si¢ do analizy przeptywu ustalonego
niejednostajnego i umozliwia realizacj¢ wymienionego w celach pracy postulatu
ujednolicenia podejscia do modelowania przeplywu ustalonego niejednostajnego.
Spostrzezenie to likwiduje dysonans pomig¢dzy metodami obliczania przeplywu w
kanatach pryzmatycznych i naturalnych. Ponadto okazuje si¢, ze stosowana zwykle tzw.
standardowa metoda krokowa jest tozsama z aproksymacja przyjetego rozniczkowego
rownania energii niejawnym schematem trapezowym.

Drugg grupeg istotnych wnioskow mozna wyciagna¢ z wykonanej w rozprawie analizy
warunkéw numerycznego rozwigzania przyjetego rézniczkowego rownania przeptywu
ustalonego niejednostajnego. Wynika z niej, ze algebraiczne rownanie nieliniowe
otrzymane w wyniku aproksymacji rdwnania ré6zniczkowego moze mie¢ zmienng liczbe
pierwiastkow. Zaleznie od przyjetej wartosci przestrzennego kroku catkowania AX moze
ono mie¢ od jednego do trzech pierwiastkdw, przy czym co najmniej jeden lub dwa z nich
sa fizycznie dopuszczalne. Pierwiastki lezag po obu stronach glebokosci krytycznej co
oznacza, ze jeden z nich jest zwigzany z przeptywem spokojnym za$§ drugi — z rwacym.
Fakt ten implikuje sposob postgpowania w trakcie rozwigzywania rownania nieliniowego.
Wybor pierwiastka powinien odbywaé sie¢ z duza ostroznoscig i uwzglednieniem

charakteru modelowanego przeptywu. Ta wlasciwo$¢ rownania umozliwia numeryczne
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odtworzenie wszystkich typdw uktadu zwierciadta wody (krzywych h(x)), ktére mogg by¢
fizycznie zrealizowane w kanale otwartym.

W pracy wykazano, ze mozliwe rozwigzania rownania energii koresponduja z
pojeciem energii wlasciwiej w przekroju kanatu, przy czym jedno odpowiada przeptywowi
rwacemu, drugie odpowiada przeplywowi spokojnemu. Na ilo$¢ mozliwych rozwigzan
wplyw ma takze uzyty schemat aproksymacji réwnania. W przypadku stosowania
schematow jawnych takich jak metoda Eulera czy metody Rungego-Kutty réwnanie ma
zawsze dwa rozwigzania. Je§li rébwnanie aproksymuje si¢ schematem niejawnym (np.
niejawna metoda Eulera, schemat trapezowy niejawny) réwnanie moze mie¢ od jednego
do trzech pierwiastkow, przy czym ich liczba moze si¢ zmienia¢ w zaleznosci od wielko$ci
kroku catkowania. Przyczyng tego jest wplyw nieliniowosci cztonu strat. W takim
przypadku, jeden z pierwiastkdw jest rozwigzaniem niefizycznym.

Powyzsze wlasciwosci numerycznego rozwigzania réwnania rozniczkowego
opisujacego ustalony przeptyw niejednostajny znalazty uzasadnienie teoretyczne. W pracy
wykazano, ze rownanie t0 nie spetnia nierdbwnosci Lipschitza, ktora gwarantuje istnienie i
jednoznaczno$¢ rozwigzania. Jest zatem mozliwe, aby réwnanie mialo wiecej niz jedno
poprawne pod wzgledem matematycznym rozwigzanie.

Innym istotnym problemem podjetym w pracy jest symulacja przeptywu ustalonego
niejednostajnego w sieciach kanalow otwartych. Jak wynika z literatury przedmiotu,
brakuje ujednoliconego ogoélnego podejscia pozwalajagcego przeprowadzi¢ obliczenia bez
wzgledu na rodzaj sieci. Okazuje si¢, ze takie ujednolicenie jest mozliwe w sytuacji, gdy
przyjmiemy rOwnanie energii mechanicznej jako obowigzujacy opis przeptywu ustalonego
niejednostajnego a metod¢ réznicowa jako sposdb numerycznego rozwigzania tego
rownania. Dzieki temu podejsciu po uwzglednieniu warunkow zgodnosci w potaczeniach
kanaléw mozliwa jest symulacja przeptywu w sieciach dowolnego typu i o dowolnej
konfiguracji, jak rowniez z dowolnie zadawanymi wymuszeniami na koncach kanatow.
Takie podejscie skutkuje powstaniem uktadu algebraicznych réwnan nieliniowych 0
bardzo rzadkiej macierzy wspotczynnikéw, czasami o znacznych rozmiarach. Wykazano,
ze najskuteczniejszym sposobem rozwigzania tego uktadu jest zmodyfikowana metoda
Picarda.

Eksperymenty wykonane w ramach rozprawy w duzej czesci potwierdzity skutecznosé
zaproponowanego sposobu analizy przeptywu ustalonego niejednostajnego w kanatach
otwartych. Miedzy innymi dobra zgodno$¢ pomierzonych i obliczonych uktadoéw

zwierciadta wody potwierdza przyjeta hipoteze na temat interpretacji fizycznych
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pierwiastkOw rownania energii mowiacg, ze jeden z dwdch pierwiastkOw zwigzany jest z

rozwigzaniem odpowiadajacym przeptywowi rwacemu, a drugi - przeptywowi

spokojnemu.

Symbole uzyte w pracy

a-

EL-

EF -

&h -

(c;n'

wspotczynnik korekcyjny energii

pole przekroju czynnego

macierz uktadu (4.21)

zmodyfikowana macierz uktadu (4.21)

pole przekroju czynnego w i-tym przekroju kanatu

wspotczynnik korekcyjny pedu

wektor prawych stron uktadu (5.7) lub (5.19)

szerokos$¢ zwierciadta wody, szerokos$¢ dna kanatu

wektor prawych stron uktadu (4.21)

I-ty element wektora b

wspotczynnik do przeliczania jednostek

wspotczynnik metody Armijo

wysokos$¢ strat energii

btad wzgledny oszacowania wydatku

odlegtos¢ migdzy przekrojami, krok przestrzenny catkowania
wektor odchylek metody Newtona

wysoko$¢ energii

wysoko$¢ energii w pierwszym przekroju kanatu

wysoko$¢ energii w ostatnim przekroju kanatu

wysokos¢ energii zadana jako warunek poczatkowy lub brzegowy w
pierwszym przekroju kanatu

wysoko$¢ energii zadana jako warunek poczatkowy lub brzegowy w ostatnim
przekroju kanatu

dopuszczalna dlugo$¢ wektora rezydualnego

dopuszczalna réznica migdzy dwoma kolejnymi przyblizeniami rzednych
zwierciadla wody

dopuszczalna r6znica migdzy dwoma kolejnymi przyblizeniami
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Hi -

wspotczynnika szorstkosci kanatu

dopuszczalna r6znica migdzy dwoma kolejnymi przyblizeniami natezenia
przeptywu

funkcja do obliczania warto$ci wspotczynnika skalujacego 4

stata cze$¢ dyskretnej postaci rOwnania energii, Srednica rury

funkcja wektorowa

funkcja skalarna

m-ty element wektora funkcyjnego F

liczba Froude’a

przyspieszenie ziemskie

btad numeryczny w zasadzie Armijo

glebokosé

rzedna zwierciadta wody

glebokos§¢ w pierwszym przekroju kanatu zadana jako warunek poczatkowy
lub brzegowy

glebokos¢ w ostatnim przekroju kanatu zadana jako warunek poczatkowy lub
brzegowy

gleboko$¢ w pierwszym przekroju analizowanego odcinka kanatlu
glebokos$¢ w drugim (ostatnim) przekroju analizowanego odcinka kanatu
glebokos¢ w przekroju kanatu oznaczonym jako A (zadana jako warunek
brzegowy)

glebokos$¢ w przekroju kanatu oznaczonym jako B (zadana jako warunek
brzegowy)

glebokos§¢ w przekroju kanalu oznaczonym jako C (zadana jako warunek
brzegowy)

glebokos¢ krytyczna

gleboko$¢ normalna

wysokos$¢ strat migdzy dwoma przekrojami

indeks przekroju

indeksy przekrojéw w kanatach I, J, K tworzacych sie¢

indeksy kanatow tworzacych sie¢

macierz Jacobiego

modut przeptywu
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(K) -

Qb -
Qgi -
Qgi+b, obl -

Q gi+b, pom ~

Qobi -
Qpom -
R -
Re -

indeks iteracji

chropowato$¢ absolutna

wspotczynnik oporow, wspodtczynnik skalujacy w metodzie Armijo
dhugos¢ kanatu, stata Lipschitza

indeks rownania, nachylenie skarp kanatu

liczba kanatow wchodzacych w sktad sieci

liczba przekrojow kanatu

wspotczynnik szorstko$ci wg Manninga

wspotczynnik lepkosci kinematycznej wody

sredni wspoétezynnik szorstko$ci wg Manninga w kanale

sredni wspotczynnik szorstko$ci w przekroju o niejednorodnej chropowatosci
liczba przekrojow w I-tym kanale

wspotczynnik szorstkosci i-tego odcinka przekroju o niejednorodnej
chropowatos$ci

liczba potaczen kanatow wchodzacych w skiad sieci, obwod zwilzony
obwdd zwilzony i-tego odcinka przekroju o niejednorodnej chropowatosci
wspotczynnik wagowy ogolnej metody dwupoziomowe;j

obj¢tosciowe natezenie przeptywu

doptyw boczny

natezenie przeptywu w przekroju poczatkowym

natgzenie przeptyw w kanale bocznym

natezenie przeptywu w kanale gtéwnym

obliczone sumaryczne nat¢zenie przeplywu w kanale gtownym i bocznym
pomierzone sumaryczne nat¢zenie przeplywu w kanale gtownym i bocznym
obliczone sumaryczne natgzenie przeptywu

pomierzone natezenie przeptywu

promien hydrauliczny

liczba Reynoldsa

promien hydrauliczny i-tego przekroju

spadek dna kanatu

spadek linii energii

$redni spadek linii energii

krytyczny spadek dna
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t- czas
T - symbol transpozycji
U - predkos¢ srednia w przekroju w kierunku X

U(x,t) - predkosc¢ srednia w przekroju w kierunku X

u(x,y,z,t) - predkosc lokalna w przekroju w kierunku X

X - zmienna przestrzenna
X - zmienna catkowania
X - wektor niewiadomych uktadu rownan (4.21)
X - wektor niewiadomych uktadu réwnan (5.7) lub (5.19)
przyblizenie rozwigzania uktadu (4.21) w k-tej iteracji
X® - przyblizenie rozwiazania ukltadu (5.7) lub (5.19) w k-tej iteracji
y - zmienna zalezna
y - wektor funkcji
y’ - pochodna wektora funkcji
Ya - warunek brzegowy w punkcie a
Yp - warunek brzegowy w punkcie b
yii- glebokos¢ w i-tym przekroju I-tego kanatu
Z - r1zedna dna

)i - rzedna dna w i-tym przekroju I-tego kanatu
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