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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Podstawowe prawa zachowania

Tematem niniejszej rozprawy doktorskiej jest ogrzewanie wywotane przez nie-
liniowe straty energii dZzwicku w plynach. Ogrzewanie akustyczne bedzie tu
rozumiane jako wzrost temperatury osrodka, spowodowany stratami energii
fali dzwiekowej w nim sie rozchodzacej. Punktem wyjscia do wszystkich anali-
tycznych rozwazan, ktore zostang przedstawione w niniejszej pracy beda pod-
stawowe rownania zachowania. W niniejszym rozdziale zostana przedstawione
prawa zachowania masy, pedu i energii, a takze zostana wyprowadzone réwna-
nia zachowania w postaci rézniczkowej, ktore beda uzywane w dalszej czesci
pracy.

Mase zawarta w pewnej ustalonej objetosci ptynnej V' mozna zdefiniowaé
jako nastepujaca calke:

M:/VpdV, (1.1)

gdzie p jest gestoscia ptynu, bedaca funkcja promienia wodzacego opisujacego
obszar zajmowany przez ptyn 7 i czasu t, p(7,t). Mozna wowczas sformutowaé
nastepujace prawo [46]:

LZmiana w czasie masy w objetosci ptynnej jest rowna zero”’

dp -
/ (—p +pV - U) dv =0, (1.2)
N7

W réwnaniu (1.2) operator d/dt jest operatorem pochodnej substancjalnej:

ktore mozna zapisac:

d 0 -
4. 1.
i at+v V, (1.3)



gdzie ¥ jest wektorem predkosci ptynu. Korzystajac z (1.3) i prostych prze-
ksztatcenn matematycznych, otrzymano rézniczkowa posta¢ zachowania masy:
dp =

E +V. (0'17) = 0. (1'4)

Prawo zachowania pedu mozna sformutowaé nastepujaco [46]:

,Ozybkosé zmian pedu w dowolnej ustalonej objetosci ptynnej V jest rowna
sumie sit masowych, dziatajgcych na te objetosé oraz sit powierzchniowych,
dziatajgcych na powierzchnie ptynng S.”

Prawo to mozna zapisa¢ w postaci:
d - =
—/ pﬁdV:FV—f-Fs. (15)
dt Jy

Symbolem F‘_; w rownaniu (1.5) oznaczono sity masowe dzialajace na objetosé
ptynna. Do takich sit zalicza sie sity dzialajace na elementy ptynu i propor-
cjonalne do masy ptynu, np. sily grawitacyjne. Jezeli wyrazi¢ je gestoscig
rozkladu sit [46]:

P AR 1 AR 1dF (L6)
= lim = — lim = - .
Am—0 Am pavoo AV p dV
to otrzymujemy:
— —
sz/pde. (1.7)
v

%
Z kolei symbol Fg w rownaniu (1.5) oznacza sity powierzchniowe dzialajace na
powierzchnie plynna S, ktorych gestosé mozna zdefiniowaé nastepujaco [46]:

— —
7= lm 25 _ 4 (1.8)
" AsS0 AS ds’
czyli
_>
Fg= [ prdS. (1.9)

S

Wektor p_n) zalezy nie tylko od punktu w przestrzeni, ale réwniez od zorien-
towania elementu powierzchni wektorem normalnym 7. Przez dany punkt
w przestrzeni moze przechodzi¢ nieskonczenie wiele elementéw powierzchni
AS, ktorym beda odpowiadaly rézne wektory p_n> Jesli za element ptynu przyj-
mie sie¢ element ptynu w ksztalcie czworoscianu o wymiarach dz, dy, dz we
wspotrzednych kartezjanskich na tyle matych, ze mozna gesto$é¢ rozktadu sit



powierzchniowych na kazdej ze $cian potraktowac jako state, to wowczas ozna-
czajac objetos¢ czworoscianu jako dV, jego mase jako pdV', mozna réwnanie
(1.5) zapisa¢ w postaci:
d/l7 —
prdV = pfdV + pndS, — prdS, — pydS, — p1dS.. (1.10)

Ujemne wartoéci wektorow e, ]7;, [ wynikaja ze skierowania wersoroéw nor-
malnych n, 77;, n odpowiednich elementéw powierzchni S, S,, S, przeciw-
nie do kierunku osi z, y, z. W granicy dVV — 0 otrzymano lokalng zaleznos¢:

pndS, = padS, + pydS, + pLdS.. (1.11)
Wektor p—,z mozna zapisa¢ w postaci:
D :ﬁnx+@>ny+@>nz = T, (1.12)

gdzie T jest tensorem naprezenia, 7 = ngi+n,j+n,k jest wersorem normalnym
do powierzchni. Zatem réwnanie (1.5) mozna zapisa¢ w postaci:

d

- pﬁdV:/pfdv+/p?ds. (1.13)
dt Jy v s

Nastepnie korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego:

/ prdS = / TidS = / DivTdV, (1.14)
s s 1%
gdzie przez Div oznaczono dywergencje tensora, otrzymujemy:
dv - .
/ (p— —pf — DwT) av =0, (1.15)
v U dt

co prowadzi do rézniczkowej postaci réwnania zachowania pedu:

—

d o
'Od_: = pf + DivT. (1.16)

Gdy nie ma naprezen stycznych, a istnieje tylko naprezenie normalne, tensor
naprezen ma wartosci niezerowe tylko na gltéwnej przekatnej i mozna zapisac
nastepujaca roOwnosc:

Dn = —pi, (1.17)
gdzie przez p oznaczano cisnienie. Wowcezas rownanie (1.16) przybiera postac:

—

d’U — —
— = — 1.18
pgp = Pf=Vp, (1.18)



znane jako rdwnanie Eulera [4].
W modelu ptynu lepkiego newtonowskiego wystepuje ,lepki tensor naprezen”
w nastepujacej postaci [19], zapisany w konwencji Einteina:

ov; Ovr 2. Oy oy
— S, P it = 1.19
n(axk+8xi 3 k@xl) 6 kaflfz ( )
gdzie n, ¢ to odpowiednio wspotczynniki lepkosci kinetycznej i dynamiczne;j.
Uwzgledniajac, ze: dv,/0x; = V - ¥, 0%*v;/0xi = Av;, réwnanie (1.16) przyj-
muje nastepujaca posta¢ dla ptynu lepkiego newtonowskiego:
dv - . oo
P = —Vp +nAv+ <C + g) V(V - 7). (1.20)
Przy zatozeniu niescisliwosci cieczy, otrzymuje sie dobrze znane réwnanie Naviera-
Stokesa:

dv =
pd—: — —Vp + AT, (1.21)
Lepki tensor naprezeni dla cieczy niescisliwej przybiera nastepujaca postac:
81)2‘ 8vk
4= + _ 1.22

Oczywiscie istnieje szereg ptynow, ktorych tensoréw naprezen lepkich nie da
sie opisa¢ za pomoca wzordéw (1.22) czy (1.19), np. plyny reologiczne takie
jak krew, czy tkanki biologiczne. W rozdziale 3 niniejszej pracy rozwazono
przyktad takiego nienewtonowskiego ptynu, ktory jest dobrym modelem tkanek
biologicznych.

Prawo zachowania energii mozna sformutowac nastepujaco [46]:

Zmiana w czasie catkowitej energit wewnetrznej w objetosci ptynnej V jest
rowna sumie mocy sit masowych, mocy sit powierzchniowych oraz
strumieniowt energit wyptywajgecemu z objetosci ptynney,

co mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego rownania zachowania energii:

d % . .
2 p(“—+e) dvz/pfﬁdv+/ﬁﬁd5—/mds, (1.23)
dt 1% 2 \4 S S

gdzie wektor J jest natezeniem strumienia ciepta, przez e oznaczono energie
wewnetrzna. Po zamianie calek powierzchniowych na objetosSciowe:

-

/ povdS = / (TR)7dS = / (TD)AdS = / V- (T7)dV,
S S S

\%

10



/fﬁds—/ﬁ-fdv,
S 1%

mozemy roéwnanie (1.23) zapisa¢ w nastepujacej postaci:

d ’DQ =, - 5 — —
p— | —=+4+e| —pfi—=V - (T0)+V-J|dV =0, (1.24)
v | dt\ 2
co prowadzi do rézniczkowej postaci rownania zachowania energii:
d /l_}Q -, — _» — -
PE 34‘6 :pfv—l—V-(Tv)—V-J. (125)

Po pomnozeniu skalarnie przez ¢ rownania (1.16) i odjeciu go stronami od
rownania (1.25) otrzymuje sie:
de - Lo
pd—j —V - (T%) — GDivT -V - J. (1.26)
przy czym:
V- (T%) — 0DwT = T : Vi + ¢DivT — ¢DivT = T : V7,

7

gdzie symbolem ,:” oznaczono iloczyn wewnetrzny Frobeniusa. Korzystajac z
prawa Fouriera dla strumienia cieplnego:

J = —xVT, (1.27)
gdzie y jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego, a T' oznacza tempera-
ture, mozna rownanie (1.26) zapisa¢ w nastepujacej postaci:

de
Pt
gdzie A oznacza operator Laplace’a. Réwnanie zachowania energii w formie

(1.28) zostalo wykorzystane na przykltad w rozdziale 3. Ostatecznie uktad
rOwnan zachowania przyjmuje nastepujaca postac:

=T :Vi+ AT, (1.28)

0 o
P45 (p7) = 0,

ot

dv -

por = pf+ DT, (1.29)
de =
— = T :Vi+ xyAT.

P Vv + x

Uktad rownan (1.29) nalezy uzupelnié o termiczne i kaloryczne rownania stanu:

T = T(pp),
e = e(pp) (1.30)

11



1.2 Podstawowe réwnania akustyki

1.2.1 Fale proste

Pojeciem ,fali prostej” definiuje sie jednowymiarows fale rozchodzaca sie w ga-
zie doskonatym, bez lepkosci. Zatem w niniejszym rozdziale bedzie rozwazany
nielepki, jednowymiarowy przeplyw wzdtuz osi OX. Wowczas pierwsze dwa
rownania z uktadu réwnan (1.29) przyjmuja nastepujaca postac:

dp ov dp

ot " Por Ty =0

ov ov  Op

pa+pv%+% = 0. (1.31)

Energic wewnetrzna gazu doskonatego mozna wyrazi¢ wzorem:

D
e= o1y (1.32)

gdzie v oznacza wyktadnik adiabaty. Zatem:

d d
. S (1.33)

p(y—1)  p*y—1).

W przemianie adiabatycznej zachodzi rownosé:

O:Tds:de%—pdv:de—]ﬂ (1.34)

p*’

gdzie s oznacza entropie. Z réwnan (1.33) oraz (1.34) otrzymano nastepujaca
zaleznosé na predkosé dzwicku w gazie doskonatym:

op Po
° ap s=const pO ’y ( )

Definiujac nastepujaca funkcje [47]:

P P
o= | Lap= [ L (1.36)
po P po PCO
z rownania (1.36) otrzymano nastepujace rownoscei:
9] 0 9] 0 0 0
op _pd¢ Op_p0p Op_ 0% (1.37)

ot oot Or  cydz’ or "oz

12



Wstawiajac te rownosci do (1.31) otrzymano uktad dwoch réownan:

o0 96 v
§+U%+CO% = O,
ov ov 0¢

1 1
Yy = §(¢+Co)7 Yo = §(¢_CO)7 (1.39)
prowadzi do nastepujacych réwnan:
o oy _
5 + (v + ) % 0,
oY oy

Rownania (1.40) sa to rownania opisujace fale proste propagujace bez zmiany
ksztattu wzdtuz osi x z predkosciami v+cq i v—cy. Wielkosci ¢, ¥_ przedsta-
wione rownosciami (1.39) zostaly wprowadzone przez Riemanna w roku 1860
(stosowal on oznaczenia r i s) [47] 1 nosza nazwe niezmiennikéw Riemanna.

1.2.2 Rownanie Earnshawa

Dla gazow doskonatych z adiabatycznym réwnaniem stanu:

pzpo<p>7, (1.41)

Po

funkcja ¢ przedstawiona przez Riemanna [47] przyjmuje nastepujaca postac:

~y—1 =1
p Ty P T g
po Po P po \P0 cop

gdzie ¢y zdefiniowane rownaniem (1.35) jest predkoscia dZwieku o nieskoniczenie
malej amplitudzie (tak zwana liniowa predkoscia dzwieku). Z réwnania (1.42)
otrzymuje sie nastepujace réwnosci:

O _p(p\ T Op_p(p\ T O (p\F O
ot ¢ \ po ot 0x ¢y \ po ox’ Oz 0 0o ox’

13



Wstawiajac te rownosci do (1.31) otrzymuje sie uktad dwoch rownan:

of of p\ 2 ov

ot ' +C°(p0) or U

ov Ov p > of

E_FU%‘FCO (@) % = 0. (143)

Mozna zalozy¢, ze gesto$é plynu zmienia sie o niewielkg wartosé¢ p/ w porow-
naniu do wielkosci stacjonarnej po (p) << po): p = po + p. Wowczas:

y—1

R 1,
(£> ~l+ =L (1.44)
Po 2 po

Ponadto rowniez ci$nienie zmienia si¢ o niewielka wielkosé p’ (p' << py), zatem
z (1.41) otrzymano:

p=po+p ~po(1+cp). (1.45)
Korzystajac z zaleznosci: p’ =~ pocov iz (1.45, 1.44) otrzymano z uktadu (1.43):

of of ov  y—1 0dv
n + v% + Coa_x + 5 U% = 0,
ov + va—z + cog + 'y_—lv(?_]; = 0. (1.46)

Przy zastosowaniu niezmiennikow Riemanna (1.39) uklad (1.46) prowadzi do:

My T—1 Ny
W*(“*C“T“)W =9

o y—1\oyp-

W‘{‘(U—CO— 5 U)% = 0. (147)

Gdy jeden z niezmiennikéw Riemanna jest staty, na przyktad, jesli ptyn w ob-
szarze x > x¢ jest wolny od wszelkich zaburzen dla wszystkich czasow t < iy,
wowczas ¥_ = 0. Wowczas 1, = f = v i uktad (1.47) prowadzi do réwnania

FEarnshawa [8]:
v ov y+1 Ov
- - — =0. 1.4
ot Tt T2 Vo T (1.48)

1.2.3 Rownanie Burgersa

W tym podrozdziale rozwazony zostanie bardziej fizyczny przypadek, ktory
zaktada absorpcje fali spowodowang lepkoscia ptynu i przewodnoscia cieplng.
Rozwazany ptyn jest newtonowski i jednorodny, to znaczy, ze niezaburzone

14



wielkosci gestosei i cisnienia (pg, po) sa stale.
Ogolne réwnanie przenoszenia ciepta dla ptynu lepkiego, wyprowadzone do-
ktadnie w [20], ma nastepujaca postac:

Js ov; Ovy 2. Oy 2 S \2
T — = yAT — =0 — . 1.4
P <6t +WS> Xat+s (8xk * om 35”“3:1;1) +C(V0) (49

Rownania zachowania pedu i masy z uktadu (1.29) w przypadku jednowymia-
rowym, przy uwzglednieniu ich cztonéw nieliniowych mozna zapisa¢ w postaci:

Jpv 0 9 4 Jv
ET [P“ tp- (:ﬂ’“) ]
dp  Opv
-+ =— 0. 1.50
ot " ox (1.50)
Nastepnie rozniczkujac pierwsze rownanie w uktadzie (1.50) po z, a drugie po
t otrzymano
d*pv 0? 5 4 v
oior  oa? {fﬂ’ P (WC) %}
9?p dpv
— = - . 1.51
ot? Otox (151)

Natomiast rozwijajac w szereg Taylora rownanie stanu p(s, p) wzgledem stanu
stacjonarnego (pg, So) otrzymano [13, 29]:

07 1 12 ap 83
= —_ — ] —. 1.52

Po dodaniu réownan (1.51) i wstawieniu za p rownania (1.52), otrzymano:

Pp ,0%p 07 5 O 007 1, op\ Os 4
oz gz T T M) g | T *(a;;) oz ("7 4)

(1.53)
%)p gs z rownania (1.53) wykorzystano liniowe przy-

blizenie réwnania (1.49) (w jednym wymiarze) prowadzi do nastepujacej za-
leznosci [13]:

Aby wyprowadzié¢ czton (

T 0s' o0*T
Po 05; = Xw
Dla malych zaburzen entropii, rozwazajac tylko fale propagujaca w dodatnim
kierunku osi OX, mozna zamieni¢ pochodna czastkowa wzgledem czasu na

pochodng czastkowa wzgledem x, zatem:

o _ o1
ox X(%U?'

(1.54)

_COPOTO (155)
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Nastepnie uzycie nastepujacej relacji termodynamicznej [29]:

T 2
= D%, (1.56)

PoCp

(gdzie S to wspolezynnik rozszerzalnosci cieplnej, a ¢, cieplo wlasciwe przy
stalym ci$nieniu) prowadzi do:

98" xBey Oy
or  pic, 02’

(1.57)

Przy pomocy nastepujacej relacji termodynamicznej:

Jp cpfey — 1
os ) Tﬂo,
P
gdzie ¢y to ciepto wtasciwe przy statej objetosci, ostatecznie otrzymano:
0 0s' 1 1\ 029
~ <_p) 05 _ % <_ _ _) e (1.58)
0s ) ox po \cv ¢ ) Ox

Wstawiajac (1.58) do (1.53) i korzystajac z v = cop’/po przy zalozeniu, ze fala
propaguje w kierunku dodatnim osi OX, otrzymano:

0% 20 G190 (1.50)
ot? 00s2 " py 2 0x2  py Ox3’ '

b:%n+g+x<i—i).

3 v G

Zastosowanie nowych zmiennych: ¢ = ut, £ = x—cot (gdzie p = max(M,b) <<
1) prowadzi do nastepujacego réwnania:

gdzie:

o) coy+1 ,0p b 0

= — . 1.60
ot e 2 PO 2p 02 (1.60)
za$ zastosowanie zmiennych: 7 =t — x/cy, 2’ = px do:
op’ 1 1 ,0p b 0%
P _ _i 1P P (1.61)

oxr'  copy 2 Por = 2pocy 02

Rownania (1.60, 1.61) sa znane jako réwnanie Burgersa.
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Rozdzial 2

Metoda matematyczna

W niniejszym rozdziale zostanie pokrotce przedstawiona metoda matematyczna,
zastosowana w rozprawie doktorskiej. Metoda ta pozwala na wyprowadzenie
rOwnan opisujacych rézne typy ruchu np. akustyczny, entropowy lub wirowy.
Co wiecej, dzieki tej metodzie mozliwe jest wyprowadzenie rownania opisuja-
cego oddzialywanie pomiedzy tymi typami. Wyprowadzenie réwnania opisuja-
cego interakcje pomiedzy akustycznym i entropowym typem ruchu jest gtow-
nym tematem rozprawy doktorskiej. Jest to réwnanie opisujace ogrzewanie
akustyczne.

Ponizej przedstawiono uktad rownan, opisujacy zaburzenia zmiennych hy-
drodynamicznych w ogélnej formie:

0
§¢ + Ly = o, (2.1)

gdzie 1 jest wektorem zawierajacym zmienne hydrodynamiczne, L jest linio-
wym, macierzowym operatorem dziatajacym na wektor v, zas ¢ jest wektorem
zawierajacym czlony nieliniowe ukladu réownan. Dla liniowej wersji uktadu
rownan (2.1):

0
— Ly =0 2.2
mozliwe jest znalezienie rozwiazania w postaci sumy fal ptaskich:
F7 ) = / 1) exp(—iFT)dF + cc, (2.3)

gdzie k = (ky, ky,, k) jest liczbg falowa, f (K)e™ jest transformata Fourier’a.
Wartosci wlasne operatora L z (2.2) wyznaczaja zwiazki dyspersyjne: wZ(E)
i determinuja odpowiadajace im wektory wtasne 1);. Wektor wlasny odpowia-
dajacy danej wartosci wlasnej nazywamy modem. W przypadku jednowymia-
rowym mozna wyr6ézni¢ dwa mody akustyczne, odpowiadajace fali propaguja-
cej zgodnie ze zwrotem osi i fali propagujacej przeciwnie do zwrotu osi, a takze
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mody niefalowe, np.mod entropowy.

Za pomocy wektorow wtasnych definiuje sie macierzowe operatory rzutowe,
czyli projektory. Po dzialaniu projektorem na ogélny wektor ¢ otrzymuje sie
okreslony wektor wtasny:

Prp = ;. (2.4)

Macierzowe operatory rzutu spetniaja nastepujace wtasciwosci:

PP =0(i#j), P'=PF, Y P=1I (2.5)

gdzie przez I oznaczono macierz jednostkowa. Dziatajac okreslonym projekto-
rem na liniowy uktad rownan (2.2), otrzymuje si¢ rownanie dla poszczegdlnych

modow: 3 p 9
P; (E@/J + L¢> = (a + L) P = <a + L) (0 (2.6)

Wyzej wymieniong metode mozna przedstawi¢ na prostym przyktadzie. Roz-
wazono uktad dwoch rownan:

dv  Op

o "o

dp Ov

— — . 2-
ot "o Y (27)

Uktad réwnan (2.7) mozna przedstawi¢ w ogolnej formie:

B
0+ L =0, (2.8)

=(3) ()

Nalezy szuka¢ rozwiazania w postaci fal ptaskich ~ exp(iwt — ikx) z amplitu-
dami 0(k), p(k). Wartosci wtasne operatora L w przestrzeni Fouriera, spelniaja
nastepujace rownanie:

gdzie:

w  —ik
‘ —ik  dw | 0 (2.9)
i wynosza odpowiednio:
w1 = k‘, Wy = —k (210)

Sa to relacje dyspersji dla fal propagujacych w kierunku dodatnim i ujem-
nym osi x z predkoscia réwna 1. Relacjom dyspersji odpowiadaja nastepujace

wektory wlasne:
1 —1
wl = ( 1 ) P1, w2 - < 1 > P2 (211)
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Zatem mozna zapisa¢ nastepujace relacje dla nowych zmiennych:

V=01 F+ V2 =p1—p2, p=p1+po. (2.12)
Korzystajac z definicji projektora (2.4) i uzywajac relacji (2.12), okreslono

operatory rzutu:
L _1
2 2

Projektory P, i P, spelniaja wtasnosci 2.5. Nastepnie dziatajac okreslonym
projektorem na uklad réwnan (2.7) otrzymano réwnania dla poszczegdlnych
modow:

IS NI
NN |

dpr | Op1

o " ow

Opy  Op2

— — —==0. 2.14
ot ox ( )

Pierwsze rownanie z uktadu (2.14) opisuje fale akustyczna propagujaca sie bez
zmiany ksztaltu w kierunku dodatnim osi 0X ze stata predkoscia réwna 1, zas
drugie fale akustyczng propagujaca w kierunku przeciwnym.

W wyzej wymienionym przyktadzie wystepowaly tylko dwie gatezie akustyczne.
Jednakze w przypadku bardziej ogélnym, gdy rozwaza sie trzy réwnania za-
chowania, otrzymuje sie oprocz modoéow akustycznych rowniez mod niefalowy
(nazywany entropowym) odpowiadajacy stacjonarnym, izobarycznym zmia-
nom gestodci i odpowiednio zmianom temperatury. Dziatanie projektorami
na liniowy uktad rownan pozwala uzyskaé¢ réwnania dla poszczegédlnych mo-
dow. Aby wyprowadzi¢ rownanie opisujace interakcje pomiedzy modami na-
lezy rozwazy¢ przeplyw stabo nieliniowy. Kazda ze zmiennych hydrodynamicz-
nych mozna przedstawié¢ jako sume pewnej statej wielkosci w stanie réwnowagi
(oznaczonej indeksem ,0”) i niewielkiego zaburzenia owej zmiennej (oznaczone;
sprimem”), np: p = po + o, itd. Wowczas czlony nieliniowe w prawej czesci
uktadu rownan (2.1) mozna rozwina¢ w szeregi wzgledem poteg matych zabu-
rzen. Nastepnie pozostawia sie cztony stabonieliniowe, czyli rzedu kwadratu
liczby Macha (M = wvy/co, gdzie vy jest amplitudowa predkoscia czasteczek
plynu, a ¢ jest predkoscia dzwicku o nieskoriczenie matej amplitudzie i czesto-
tliwosci (liniowa predkoscia dzwieku)). Dziatanie wybranym operatorem rzutu
na og6lny uktad rownan (2.1) ze stabo nieliniowymi cztonami pozwala uzyska¢
z lewej strony réwnanie dla okreslonego modu, za$ z prawej kombinacje nieli-
niowych czlonéw wszystkich modéw. Przy zalozeniu, ze modem dominujgcym
jest mod akustyczny, propagujacy w kierunku dodatnim osi 0X, dziatajac pro-
jektorem wyodrebniajacym w czesci liniowej mod entropowy, w czesci nielinio-
wej zostaja tylko cztony odpowiadajace modowi akustycznemu, okreslane jako
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zrodlo akustyczne. Mod entropowy mozna powiazac z temperatura i otrzymac
W ten sposob réwnanie opisujace ogrzewanie akustyczne, ktorego wyprowadze-
nie i zbadanie w r6znych osrodkach jest gtdwnym tematem niniejszej rozprawy
doktorskiej.
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Rozdzial 3

Ogrzewanie akustyczne w plynie
z maxwellowskim lepkim tensorem
naprezen

W niniejszym rozdziale wyprowadzono i zbadano réwnanie, opisujace ogrze-
wanie akustyczne w termolepkim ptynie, w ktérym zachodza procesy relaksa-
cyjne. Do takich ptynéw naleza, miedzy innymi, osrodki biologiczne opisywane
przez maxwellowski tensor naprezen lepkich. Przedstawione w niniejszym roz-
dziale wyniki zostaty opublikowane w [40)].

3.1 Roéwnania opisujace termolepki przeplyw w ply-
nie z relaksacja

Rownania cigglosci, bilansu pedu i energii w termolepkim przepltywie bez sit
masowych, przybieraja postac:

ap B
EJr?‘(P?)—O,

%—?+(7-?)7:%<—7p+DwP>,

0 1
a—j + (7 - ?)e = - (—p(? - V) + AT + P : Grad 7) . (3.1

p
v oznacza predkosé¢ pltynu, p,p sa odpowiednio gestoscig i ciSnieniem ptynu,
e,T" oznaczaja energie wewnetrzna na jednostke masy i temperature, y jest

przewodno$cia cieplna, a x;,t oznaczaja wspolrzedne przestrzenne i czas. Ope-
rator Grad oznacza gradient pola wektorowego. Litera P oznaczono lepki
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tensor naprezen. W niniejszym rozdziale do opisu lepkiego tensora naprezen
zastosowano model Maxwell’a, ktéry jest najbardziej powszechnym modelem
stosowanym w akustyce medycznej [16]. Rownanie taczace lepki tensor na-
prezen z przemieszczeniem czasteczki w osrodku w danym punkcie przestrzeni
i czasu, mozna zapisa¢ w dwoch rownowaznych formach [1], [20]:

ot R R Ko oz Ox; )’
Erov Oug /
R ¢ 2ok ==t /TR g4
P M/oo (&Uk + 8(17,) e dt'. (3.2)

W réwnaniu (3.2) 7 nazywano makswelowskim czasem relaksacji, za$ 1 ozna-
cza modut Sciskania, u to przesuniecie ptynu. W przypadku, gdy wrg — oo
to tensor naprezen lepkich z rownania (3.2) przybiera postaé¢ lepkiego tensora
naprezen dla niescisliwego, lepkiego ptynu newtonowskiego (réwnanie (1.22)
z rozdziatu 1).

Uktad rownan (3.1) nalezy uzupelni¢ o funkcje stanu termodynamicznego, ka-
loryczna i termiczna e(p, p) 1 T(p, p). Energia wewnetrzna i temperatura ptynu
zmieniaja sie o male zmiany (e = eg+¢€', T =Ty +T"), ktore mozna rozwinaé

w szereg wzgledem poteg zmian cisnienia i gestosci (p' =p —po, P/ =p — po):
E E. E E E
e = —1p’ + 250,0/ + 3 p’2 + 4§)Opl2 + —;p/p, + ..., (33)
Po Po Popo Po Po
) ) S ) )
T — 1 o+ 22p0p/ + 3 p/z + 34p0p,2 - 5 o+ (3.4)
PoCv PoCv PopoCv PoCv PoCv

gdzie F ...0O5 s3 bezwymiarowymi wspotczynnikami, ¢y oznacza pojemnosé
cieplng przy stalej objetosci. Rownania (3.3, 3.4) pozwalaja opisa¢ w ogolnej
formie szeroki zakres ptynéw. Za rozbiezno$¢ w termodynamicznych wlasno-
Sciach pltynéw odpowiedzialne sa wtasnie bezwymiarowe wspotczynniki rézne
dla r6znych pltynéw. Ponizej wyprowadzono zaleznosci dla wspotczynnikow Ey
i By. Zgodnie z (3.3):

Oe Oe
E1 = fPo <—) 5 p—gEQ = (—) . (35)
o), Py ),
Korzystajac z definicji pojemnosci cieplnej przy statej objetosci:
cydT = §q = de, (3.6)

otrzymano nastepujaca relacje (V = 1/p):

Be-@m,
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Funkcje termodynamiczne spetniajg nastepujaca tozsamosé:

@@ e

Wprost z rownarni:(3.7), (3.8) i (3.5) uzyskano:

c oT 0
E1 = pgpv = —pPoCv (a—) (a—p) . (39)
(ﬁ)p p p p T

W ten sposob uzyskano ostateczne wyrazenie dla wspotczynnika Fj:

By = ”OZV“, (3.10)

gdzie k 1 0 sa odpowiednio: wspoélczynnikami Scisliwosci izotermicznej i roz-
szerzalno$ci izobarycznej:

. = _1(3_‘/) J(@)
V\op)r p\Op/;
1 [oV 1 (0p
- (=) =-=(Z%) . 11
p V(@T)p p(@T)p (3.11)

Aby obliczy¢ postacé drugiego wspotczynnika Ey skorzystano z definicji pojem-
nosci cieplnej przy statym cignieniu:

c,dT = (de +d <i—j>)p : (3.12)

(9N _p (Op
oo () -1 (). o1

Korzystajac z rownaniem (3.13) uzyskano:

(), (). (), (-2 () - 502
o), \or ) \&5), =72 \ar), )\&), = 5 T
(3.14)

gdzie (3 jest wspotczynnikiem rozszerzalnosci termicznej opisanym réwnaniem

(3.11). Korzystajac z:
Po 5)6)
—FEy=(=1, 3.15

iR (3p » (3.15)

z czego wynika, ze:
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wyprowadzono ostateczng zaleznos¢ dla wspotczynnika Eo:

CpPo
Ey,=—-2"41. 3.16
? ﬁpo ( )

Doktadne zmiany entropii sa rézniczka zupetna:
Tds = de + pdV = de — 2.dp. (3.17)
p

Korzystajac bezposrednio z definicji rézniczki zupelnej i wybierajac za nieza-
lezne wielkosci termodynamiczne p i p otrzymano:

ds ds 1 Oe 1 (0e p
—dp+ —dp = —=— — d
9pp+3pp TﬁperT( >p

5 7 (3.18)

Wyliczajac pochodna mieszana z (3.18):

0% _ 0 (lde\ _ 0 (1 (de p (3.19)
opdp  Op \Top) op\T \0p p2))° '

i korzystajac z szeregow (3.3) i (3.4), otrzymano:

1O Ex 1 ©1 Espp 1 1lpo O
To p3ev  po T8 pocv  pi Topd  T¢po pocv’

(3.20)

co po uproszczeniach prowadzi do ostatecznej zaleznosci miedzy wspotczynni-
kami @2 i @12
cv polo _ (1-Ep)0,

E1po E;

0, = (3.21)
3.2 Definicje modéw w przeplywie plaskim o in-
finitezymalnej amplitudzie

Rozwazono jednowymiarowy przeptyw wzdtuz osi 0X. Nastepnie przedsta-
wiono nowe, bezwymiarowe zmienne:

v ww
p* = 2p 7p* = ﬂav* = —,ZC* = _7t* = wtaT* = WTR. (322)
Co " Po Po €o Co

Powszechna praktyka stosowana w akustyce nieliniowej, jest koncentrowanie
sie na przyblizonych réwnaniach drugiego rzedu wzgledem liczby Macha, ¢y =

\/ (1;3?;3” ¢ = CVC:po jest predkoscia dzwieku o nieskonczenie malej amplitu-
dzie i czestotliwosci (liniowa predkoscia dzwieku), w jest charakterystyczna
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czestotliwosdcia dzwieku. Roéwniez w niniejszej rozprawie przyblizone réwna-
nia beda wyprowadzone z taks doktadnoscia, dlatego cztony w prawej czesci
uktadu réwnan rozwinieto w szeregi Taylora wzgledem poteg wielkosci zabu-
rzonych i zachowano tylko cztony nieliniowe drugiego rzedu wzgledem liczby
Macha. Uwzgledniajac zaleznosci (3.2), (3.3), (3.4) mozna przedstawié¢ kom-
pletny uklad réwnan (3.1) w zmiennych bezwymiarowych (dla klarownosci
zapisu pominieto w dalszej czesci tekstu gwiazdki przy zmiennych bezwymia-
rowych):

o ov _ _op_ o
ot  Ox ox ox
%4‘%-2/\% = —v%+p§—i—2p2%, (3.23)
%+%—%¥—%¥::ﬂ%H@m+mm%+%%é%
- 6Tl T

Gdzie A oznacza bezwymiarowy operator dziatajacy na funkcje skalarna ¢(x, t):
t
Ap=m / pe= Ty (3.24)

m = pu/(pocd) = ¢ /c2 — 1 jest bezwymiarowa dyspersja (cs jest predkoscia
dzwieku o nieskonczenie malej amplitudzie przy infinitezymalnie duzej czesto-
tliwosci, wrtg >> 1), a uklad rownaii w zmiennych bezwymiarowych (3.23)
zawiera réowniez nastepujace bezwymiarowe wspotczynniki:

xO1w XOow
51 = D) 762 = P) )
pocycv En pociev (1 — E)
Osxw 1— FEs O4xw O5xw

5 0y = (3.25)

B Eipocic, FE; (1 — Ey)pociie,’ 5 Eipociey’

1 1-FE 1 1-E
Dl——(—1+2 2E3+E5),D2— <1+E2+2E4+ 7 2E5)-

Ey Ey 1 — Es 1
Poniewaz:
oT 2 oT
0, — (_> v (_> Ly v (3.26)
9/, po ov ), Po pof
wspotczynnik 9, przyjmuje postac:
Xw
09 = — 3.27
2 ,OOC(%Cp’ ( )
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i jest ujemny dla kazdego ptynu. Suma dwoch pierwszych wspoétezynnikow w
(3.25), jest wspotezynnikiem liniowego ttumienia, spowodowanego przewodno-

Scig cieplng:
w (1 1
5= 0140y = XQC———>.
PoCy \ Cv Cp

Rozwazono zlinearyzowana wersje uktadu (3.23), opisujaca przeptyw o infini-
tezymalnie malej amplitudzie, gdy M — 0:

dp Ov
o "o Y
v dp 0%
T + — e A@ 0, (3.28)
op Ov 0*p Ip
o or &32_®5§_Q

Jak zostalo zreferowane w rozdziale (2), nalezy szukaé¢ rozwiazania w postaci
superpozycji fal ptaskich:

v(x,t) :/ 0(w) exp(iwt — tkx)dw + cc,

p(z,t) :/ P(w) exp(iwt — ikx)dw + cc, (3.29)
p(x,t) :/ p(w) exp(iwt — ikx)dw + cc,

gdzie cc. oznacza sprzezenie zespolone. Dla operatora A otrzymano:

AU — m/ 27 t —(t—t") /Tdt m/ </ ezwt zkxdw) tft/)/rdtl —
. t eith
m/ @(w)efzkxdw (/ zwt —(t—t') /Tdt/) o TTL/ 77,]?)1’ — ' dw
oo _ 14wt

Wartosci wlasne wyznaczono przyréwnujac wyznacznik macierzy do zera:

tw —ik 0
0 iw — 28 (—ik)? —ik =0. (3.30)

Liniowe, hydrodynamiczne pole reprezentuja dwa mody akustyczne, propagu-
jace w kierunku dodatnim i ujemnym osi 0X i mod entropowy. Kazdy typ
ruchu jest zdeterminowany przez jeden ze zwiazkow dyspersyjnych w(k). Roz-
wiazujac rownanie (3.30) i uwzgledniajac tylko cztony drugiego rzedu wzgledem
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liczby Macha, otrzymano relacje dyspersyjne dla modu akustycznego propagu-
jacego w kierunku dodatnim osi 0X (oznaczony indeksem a, 1), propagujacego
w kierunku ujemnym osi 0X (oznaczony indeksem a,2) i dla modu entropo-
wego (oznaczonego indeksem e):

mk37? ik? mk?T
=k Ty T 3.31
Car =R T e T 0 T T R (8:31)
kS 2 >k2 ]{Z2
Wa,2 = —k mrT ! 0 +1 mrT We = —ik252.

TTreeE 2 T T e

Wartosci wlasne (3.31) wyznaczaja jednoznacznie wektory wlasne, wyznaczone
dla dowolnego czasu:

pa,l 1 .
wa,l = Vqa,1 == 1-— <%5 + A(%:) Pa,1,
0

Pa,1 1— (5%

1
Yap=| —1— (%5 + A%) Pa,2s
1+62
1
Ve = | 0 | pe- (3.32)

0

Za pomoca wektorow wlasnych (3.32) zdefiniowano macierzowe operatory rzutu
Plu P27 P3:

S+i(3-A) 2 L1+ng)  —ied
P = 1 F+3(A-30+6) 2 —162 |, (333)
Ta+62) Tpl(A+i6+6,) 2 16,2
P(0-A) g eed) i
Py= -1 1-1(A-15+406) 2 162 |,(334)
—1(1+02)  L-(A+io+n)E i6d
0 —6hZ &2
Py= 0 0 0 : (3.35)
-5 -1 1

Rzutujac uktad rownaii (3.23) na odpowiednie podprzestrzenie otrzymano row-
nania dla poszczegélnych typoéw ruchow. I tak réwnanie opisujace akustyczna

27



zmiane gestosci w fali, propagujacej w kierunku dodatnim osi 0X wyglada

nastepujaco:
Opar  Opar ~ 0 ®paa
: — — A+ = — =0 3.36
ot * Ox * 2) 0x? ’ (3.:36)
za$ zaburzenia gestosci dla ruchu entropowego spelniajg rownanie dyfuzji:
Ope | . 0pe
0. = 0. 3.37
ot % (3:37)

3.3 Rownania dynamiczne w przeplywie stabo
nieliniowym

3.3.1 Stabo nieliniowe réwnanie dynamiczne dla dzwieku

W stabo nieliniowym przeptywie nieliniowe cztony, rzedu drugiego wzgledem
liczby Macha, w kazdym réownaniu zachowania z prawej strony uktadu (3.23),
zawieraja w ogolnosci poprawki od kazdego modu. Nalezaloby poprawi¢ wiel-
kosci v,1 1 pa,1 Okreslajace mod akustyczny (3.32), tak aby uwzgledni¢ cztony
nieliniowe rzedu M?. Zalozono zatem, ze:

~ 5\ O 0
Va,1 = Pa,1 — (A + —) = Pa1 + Apz,p Pa,1 = Pai — 5@/7@,1 - Bpi,p (3.38)

2) Ox
gdzie A, B sa poszukiwanymi stalymi wspotczynnikami. Wstawiono rozwia-
zania (3.38) do uktadu réownan (3.23), przy czym z prawej strony ukladu
zostawiono tylko cztony tego samego rzedu ~ pg’l. Nastepnie tak dobrano
wspotczynniki A, B, aby otrzymaé trzy tozsamosci. W ten sposob otrzymano
stosowne poprawki dla poszczegblnych modow:

~0 6 0 1
Va,1 = Pa,1 — A%Pa,l - 5%%1 - 1(3 + Dy + Dz)Pg,p
0 1
Par = Pa1 =05 -Pa1 — 5(1 + Dy + Dy)py ;. (3.39)

Rownosci (3.39) podobne sa do tych, okreslajacych fale Riemanna w gazie do-
skonalym. Mozna to tatwo wykaza¢ dokonujac przejécia do gazu doskonalego.
Energie wewnetrzna gazu doskonalego (1.32) mozna zapisa¢ nastepujaco:

Po (1 + 5—;)
e=¢ey+e = ~ (3.40)
poly—1) (1+£)
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a nastepnie rozwijajac w szereg wzgledem poteg p'/po 1 p'/po otrzymac:
/ 2 ! N

QZL(1_£+p_2+p__pp +) (3.41)
po(v—1) po Po Po DPoPo

Poréwnanie (3.41) z (3.3) prowadzi do nastepujacych zaleznosci:

1 1 1 1
By=——\ By=———\ F3=0, Ej=— FEj=——,
v -1 v -1 71 v -1
(3.42)
ktore po wstawieniu do (3.25) daja nastepujace relacje: Dy = —v, Dy = 0.
Dla Dy = —v, Dy = 01 wrg — oo relacje dla zaburzen w fali maja postac
[49]:
0 o 0 1
a,1 = Pa,l — M5 Pal — 553 FPa N -3 2 )
Vg, 1 = Pa,l mamp 1 2ax;0 1t 4(7 )pa,l
0 1
01 = Pa1 — 0=—par + = (v = 1)l ;. 3.43
Pa,1 = Pa1 = 05 Pl + 2(7 )Pan (3.43)

Rzutujac uktad rownan (3.23) z uwzglednieniem tych poprawek, i zatrzymujac
w prawej czesci uktadu tylko cztony zwiazane z modem akustycznym propagu-
jacym w kierunku dodatnim osi 0.X, jako modem dominujacym, mozna tatwo
wyprowadzié¢ réwnanie uzupetnione o czlon zwigzany z dyspersja:

8[)@71 Aazpml ) 82pa71 _ 1-— D1 — D2 8

810(11
, B _ 9 44
or ot 922 2 0a? 5 ParggPar  (344)

Powyzsza procedura jest poszerzeniem liniowej metody rzutowania. Poprawia-
jac liniowe relacje, mozna uzyska¢ réwnania nieliniowe z coraz wieksza doktad-
noscig.

3.3.2 Generacja modu entropowego przez dzwiek domi-
nujacy. Ogrzewanie akustyczne.

Stosowana metoda matematyczna pozwala na wyliczenie nieliniowych réwnan
dla poszczegbdlnych modéw. W przypadku ogrzewania akustycznego, wielko-
Sci zmian gestosci wiasciwe dla modu entropowego sa niewielkie w poréw-
naniu z tymi wlasciwymi dla dzwieku. Drzialajac na uktad réwnan (3.23)
projektorem Pj, otrzymano z lewej strony rownanie dla modu entropowego,
a z prawej zachowano tylko czlony nieliniowe, zwiazane z modem akustycznym
propagujacym w kierunku dodatnim osi 0X, poniewaz ten mod jest domi-
nujacy w poréwnaniu z innymi modami. Dla utatwienia, wielkosci zwigzane
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z dzwickiem propagujacym w kierunku dodatnim osi 0.X, oznaczono nastepu-
jaco: pa = p1, Pa = pP1,Vq = V1, a wielkosci zwigzane z modem entropowym,
beda indeksowane przez ent. W wyniku rzutowania otrzymano réwnanie opi-
sujace dynamike modu entropowego, pobudzonego przez dzwiek:

R, 922 Opa 8072\
a 5282—Z(3+D1+D2)ax2+(1+D1+D2)< paax+§ax2)—
apa 2 0 ~0 8pa 82,0(1
_<1+D1+D2)(,0a8—$ - E%Paz‘l%/)a+5 <D1 <8x> ~Pags
&*p;
— (05 + 04 + 05) < o ) (3.45)

i tak po pewnych uproszczeniach otrzymano réwnanie opisujace ogrzewanie
akustyczne:

) 8%p, 289 -0
Epe + 52 12 - E axpaAa Pa
0?p,

o
+ ((— —02)(1 4+ Dy + D) —2(63 + 64 + 55)) Pagz

2

5 9py \ 2
+ (5(301 + Dy +3) — 03(1 + Dy + Ds) _2(53+54+55)) <a/;) (3.46)

Rownanie ogrzewania akustycznego (3.46) jest rezultatem kombinacji rownania
transportu ciepta i ciggtosci. Czlony w prawej cze$ci rownania nazywane sa
zrodlem akustycznym.

3.4 Przyklady

Rozwiazanie rownania (3.46) jest bardzo skomplikowane, zwtaszcza ze zmiana
gestosci akustycznej p, powinna spetnia¢ rownanie (3.44), ktore jest nieliniowe.
Warto przypomnieé, ze p. nie jest wielkoscig falowa. Cztony akustyczne petnig
role nieliniowego Zrodta ogrzewania i odzwierciedlajg fakt, ze zjawisko jest spo-
wodowane nieliniowscia i lepkoscia. W istocie, rownanie dyfuzji (3.46) zawiera
po prawej stronie Zrodto akustyczne. Opisuje ono dynamike modu cieplnego
w kazdym czasie i opisuje ogrzewanie powstajace na skutek lepkosci, przewod-
nosci cieplnej i relaksacji. Niech w rownaniu (3.46) zostana rozwazone tylko
cztony dyspersyjne, aby zbadaé¢ ogrzewanie powstajace wytacznie na skutek
relaksacji. Bezwymiarowe roéwnanie ogrzewania akustycznego, obliczone na
podstawie rownarn (3.4) i (3.46) wyglada nastepujaco:

OT.  ©Oopodp.  209pom Ipa " Opa
ot pC, 0t  pCuEy 0x ) . Ox

exp(—(t —t")/7)dt'. (3.47)
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Uwzgledniajac, ze:

Do dp P’

rownanie (3.47) przyjmuje postac:
OT.  2m Op, /t 0pa
ot BE, 0x | . Ox

t

2
@2 — pOC'U <8_T) — _pOC”U (348)
p

exp(—(t —¢)/7)dt' =

Opa
poCuk Oz J_ Ox

2m  0pa

exp(—(t — ') /7)dt. (3.49)

Rownanie ogrzewania akustycznego (3.49), wraz z rownaniem dla modu aku-
stycznego propagujacego w kierunku dodatnim osi 0X (3.44), wyprowadzone
dla ptynéw opisanych maxwellowskim tensorem naprezen, jest jednym z gtow-
nych rezultatow przedstawionych w niniejszej rozprawie doktorskie;j.

3.4.1 Ogrzewanie akustyczne spowodowane dZzwiekiem sta-
cjonarnym

Stacjonarne rozwiazanie rownania (3.44) z 6 = 0 przyjmuje nastepujaca postac[13]:

pa(n) = M tanh (n/2GT), (3.50)

gdzie n =t — x jest czasem opdznionym, G = (1—D12+D2)]\4 jest wspolczynni-

kiem okreslajacym stosunek efektoéw relaksacyjnych do efektéw nieliniowych.
Na rys.(3.1) przedstawiono fale stacjonarng i bezwymiarows temperature T
(P = 2’”?\402”2 = QJ@EZIWL jest mierzona w K~ ), obliczong przy pomocy programu
Mathematica, jako funkcje (n/2G7) (lub (t — x/co) /2GTR W zmiennych wymia-
rowych ¢, xz, Tr). Stata wartos¢, jaka przyjmuje temperatura dla nieskoriczenie
duzych wartosci 7 jest sladem, jaki po swoim przejsciu, zostawia fala. Jest to
wartos¢ dodatnia, spowodowana nieliniowymi przeptywami akustycznej energii

do modu cieplnego.

3.4.2 Efektywnosé ogrzewania akustycznego, spowodowa-
nego przez impulsy falowe

Niech p, zostanie rozwazona w postaci trzech pojedynczych impulséw stacjo-
narnych:

pa(n) = V2Mexp (—1%) . pa(n) = Mexp (—n?/4),
pa(n) = 2V2Mnexp (—n%) . (3.51)
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Rysunek 3.1: Fala stacjonarna (linia pogrubiona) i odpowiadajacy jej wzrost
temperatury (linia normalna).

Zaleznosci (3.51) sa rozwiazaniem liniowego réwnania falowego (3.36) z § = 0.
Energia dla kazdego ksztaltu fali, proporcjonalna do ffooo pa(n)?dn, jest réwna
dla wszystkich trzech impulséw. Na rysunkach (3.2b, 3.2¢, 3.2d) pokazano
temperature, wyliczona na podstawie rownania (3.49), dla réznych czasow
relaksacji. Na rysunku (3.2a) pokazano poczatkowe formy impulsow, okre-
slone rownaniem (3.51). Na rysunku (3.2) zaprezentowano bezwymiarowy czas
i temperature, w oznacza charakterystyczny, odwrotny czas trwania poczatko-
wego ksztaltu fali. Pomimo faktu, ze wszystkie fale opisane rownaniami (3.51)
maja ta samg energie, trzeci impuls wywoluje najbardziej efektywne ogrzewa-
nie, powodujac powstanie najwyzszej temperatury po przejsciu fali.
Nastepnie niech fale zostang przedstawione w postaci paczek falowych:

pa(n) = L351LM exp(—ny - 7°) sin(n),  pa(n) = M exp(—nz - 1°) sin(n),
pa(n) = 0.6815M exp(—ngz - n*) sin(n), (3.52)

gdzie: n; = 0.01, ny = 0.003, n3 = 0.0005, aby energia wszystkich fal byla
taka sama, bez wzgledu na ksztalt. Poczatkowe ksztalty fal przedstawione
sa na rysunkach (3.3a, 3.3c, 3.3e). Na rysunkach (3.3b, 3.3d, 3.3f) przedsta-
wiono bezwymiarowa temperature T, dla réznych czasow relaksacji. Mozna
zaobserwowaé wzrastanie ogrzewania akustycznego wraz ze zmniejszaniem sie
warto$ci wspotczynnika n. Konkretne wartosci zmian temperatury sa zalezne
od liczby Macha M, parametru dyspersyjnego m, odwrotnego czasu trwania
impulsu w i wlasnosci termodynamicznych ptynu. W przypadku gazu dosko-
natego SE; = 1/(To(y — 1)), natomiast dla cieczy (za wyjatkiem metalicz-
nych) jest to wielko$¢ duzo mniejsza niz w przypadku gazéow. Wspotezynnik
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O M? = % zalezy od molekularnych wtasnosci ptynu. Na przyktad lepko-
elastyczny ptyn gliceryna, ktéra moze by¢ opisana za pomoca maxwellowskiego
tensora naprezen, ma ® - M? = 22207K . Wspolczynnik ten zostal obliczony
na podstawie danych eksperymentalnych [10], [15], [23]. Trudno oczekiwac,
aby pojedynczy impuls powodowal duzy wzrost temperatury, jednakze jego
krzywizna gra znaczacg role w efektywnosci akustycznego ogrzewania.

Podsumowujac, ogrzewanie akustyczne wzrasta wraz ze zwickszeniem sie
akustycznej liczby Macha M i parametru dyspersyjnego m. Wzrasta réwniez
wraz ze spadkiem bezwymiarowego czasu relaksacji wrg. Mniejsza wartos¢ wrg
powoduje wicksza efektywnosé ogrzewania. Problem efektywnosci ogrzewania
akustycznego, wywotanego przez rozne impulsy o tej samej energii, ma znacze-
nie w medycznych i technicznych zastosowaniach ultradzwiekéw, gdzie stosuje
sie rozne typy fal, takze fale w ksztalcie impulsow [14, 48]. W niniejszej pracy
badanie owej efektywnosci zostato przeprowadzone na podstawie chwilowego
rownania ogrzewania akustycznego (3.46). Rysunki (3.2) oraz (3.3) pokazuja,
ze efektywnosé ogrzewania akustycznego zalezy od ksztattu fali. Co istotne,
obliczenia moga by¢ powtorzone dla innych typoéow fal przyjetych jako zrodto
ogrzewania. Ponadto zastosowanie w niniejszym rozdziale modelu Maxwella
do opisu lepkiego tensora naprezen przybliza otrzymane wyniki analityczne do
rzeczywistosci. Model ten opisuje bowiem dobrze tkanki biologiczne i lepkie
pltyny takie jak krew.
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w(t-X/c)

W(t=X/Cp)

t-X/cq) — ;
) 7 2 4 6

Rysunek 3.2: a) Poczatkowe ksztalty fali (Na podstawie rownania 3.51).
b),c),d) Zmiany temperatury, wywotane przez przez fale z punktu a), dla roz-
nych wartosci wspoétczynnika 7 = w7g.
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W(t-X/Co)

w(t=X/Co)

W(t-X/Co)

Rysunek 3.3: a), c), e) Poczatkowe ksztalty fal, wyznaczone na podstawie
rownania (3.52). b), d), e) Zmiany temperatury spowodowane przez fale z
przykladow a), c), e), dla réznych wartosci wspotezynnika 7 = wrp.
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Rozdzial 4

Ogrzewanie akustyczne w gazie,
w ktorym zachodzi reakcja
chemiczna

W niniejszym rozdziale omoéwiono stabo nieliniows generacje modéw nieaku-
stycznych w gazie, w ktorym zachodzi reakcja chemiczna. Jest ona typu
A — B, co oznacza reakcje, w ktorej substrat A tworzy produkt B, przy czym
moze by¢ odwracalna lub nie. Przykladem takiej reakcji pierwszego rzedu
jest: Cyklopropan — propen [2|. Rozwazono dwa przypadki dzwieku: wysoko
i niskoczestotliwosciowy. Dla obydwu tych przypadkéw wyprowadzono réwna-
nia opisujace oddziatywanie modéw nieakustycznych z dzwickiem, jak rowniez
wyciagnieto wnioski na temat efektywnosci nieliniowej generacji modéw nie-
akustycznych. Zawarte w niniejszym rozdziale wyniki zostaly opublikowane
w [41].

4.1 Podstawowe rownania

Ponizej przedstawiono réwnania zachowania pedu, energii i ciaglosci w gazie,
w ktorym zachodzi reakcja chemiczna typu A — B:

dv

p% = _vp7
CV,oo dT . po . Q
R dt pdt %
dp -
— - o= 0. 4.1
i +pV v (4.1)

Gdzie:
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7, p, p oznaczaja odpowiednio: predkosé, gestosé i ciSnienie gazu;

T jest temperatura mierzona w dzulach na czasteczke;

Cveo, Cpoo sa odpowiednio pojemnoscia cieplng przy stalej objetosci
i przy stalym cisnieniu, dla przypadku nieskonczenie wysokiej czestotli-
wosci dzwieku, to znaczy gdy iloczyn czestotliwosci dzwieku i charakte-
rystycznego czasu trwania reakcji chemicznej jest duzo wiekszy od jeden;

o R =Cpy — Cy to uniwersalna stata gazowa dla gazu doskonalego;

QQ = HmW/p jest cieptem wytworzonym w osrodku w czasie reakcji
chemicznej, przypadajacym na jedng czasteczke;

W jest szybkoscia reakcji pomnozona przez mase molowa;
e H oznacza entalpie reakcji na jednostke masy reagenta A;
e m jest srednia masa molowa gazu.

Roéwnanie dynamiczne dla utamka masowego Y reagenta A i rownanie stanu,
uzupelniaja uktad réwnan (4.1):
av W pT

or _ W _r 4.2
yr = (4.2)

4.2 Zwiazki dyspersyjne w jednowymiarowym prze-
plywie

W niniejszym rozdziale rozwazono jednowymiarowy przeptyw wzdtuz osi 0.X.
Kazdg zmienng w uktadzie rownan (4.1), mozna przedstawi¢ jako sume dwoch
wielkosci: pierwsza, oznaczona indeksem 707, to dana wielko$¢ w stanie row-
nowagi, tak zwany parametr tta, natomiast wielkos¢ indeksowana ”primem”
oznacza niewielkie zaburzenie z tego stanu réwnowagi, na przyktad: T =
To + T (gdzie w stabo nieliniowym przeptywie |77| << Tp), itd. Podobnie
jak w [25, 26|, zalozono, ze stacjonarne wielkosci Yy, Ty, Py, po, vo = 0 sa
utrzymywane poprzez poprzeczne pompowania energii, tak ze w podtuznym
kierunku wskazanym przez o§ 0.X, stacjonarny oérodek jest jednorodny. Uktad
rownan (4.1), wraz z (4.2), z doktadnoscia do cztonéw drugiego rzedu wzgledem
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liczby Macha, przyjmuje postac:

o Tyoy 10T _ o0 Tyoy T of
ot mpydr m Or dr | mp:dr  mpy Oz’
ar’ v
o + (V0 — 1) (Toa——QT% QpQO p— Qv %Y)
o1’ o'’
o/ _ 1 T/
Y or ~ (e = 1) o’
8Y’ 1 Q Q Q 8Y’
L (QT—OT’ +Q, %y 1+ Qrty) =
o' o'’ ,0p ,81}
N +Poa =V P ar (4.3)
gdzie Vo = g"j—: oznacza wyktadnik adiabaty, dla przypadku wysokoczesto-

tliwosciowego. Bezwymiarowe wielkosci Qr, @,, Qy sa zdefiniowane przez na-
stegpujadce réwnosci:

) @~ 00 (5) o (o)
9r= QO < To,p0,Yo 7 Qp Qo \ Jp To,p0,Yo = QO To,p0,Y0 '
(4.4)

Aby wyprowadzi¢ zwiazki dyspersyjne w(k), nalezy rozwazy¢ liniowa wersje
uktadu réwnan (4.3):

0
gdzie:
v
T
b=y | (4.6)
p/
0 Lai 0 Ty 9
m Ox mpo Ox
L = (’700 - 1)T0(% (’700 - 1) - QT%? _(’700 - 1)QYQTS ( )QP
- 1 1 1
0 mQT%? m@yg—g me 2
podL 0 0 0

Jak zostalo zreferowane w rozdziale 2, poszukiwane sa rozwiazania w postaci
superpozycji fal ptaskich. 7 réwnania trzeciego, w uktadzie rownan (4.5),
otrzymano nastepujace rownosci:

oY Qr Yo
<8_T> v - _Qy(l + iwT,) Ty
LA B .
dp T (2) ov T QY(1+Z'WTc)PO7 .
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gdzie V = 1/p oznacza objetos¢ wlasciwa gazu, a
_ HmY,
QoQy

jest charakterystycznym czasem trwania reakcji chemicznej mierzonym w se-
kundach. Z réownania stanu (drugie z réwnan(4.2)) otrzymano:

ov 1

za$ wraz z tozsamoscig termodynamiczna:

3, @@, o

otrzymano nastepujace wyrazenie:
(Q_Y) _ _(@=0Qr) Yo (4.11)
T ), Qv(l+iwr)Ty '

Obliczajac wartosci wlasne operatora L z (4.5), otrzymano relacje dyspersji dla
trzech nietermicznych modow (dwa akustyczne i jeden nie-akustyczny) i dla

modu entropowego:
el (Q 7Q )Tc
%& — ]{;QE CP’OO + mH ( )P _ sz CPvOO + 1p+iwic %
)V om Cyoo — 2L Do ’

(4.8)

Te

~

=S

m Cy m

CV:OO +mH (8 1+iwTe To
w=0. (4.12)

~

Po raz pierwszy przyblizone réwnania opisujace relacje dyspersji dla dwoch
akustycznych modow, zostaly wyprowadzone w [26]. W niniejszej pracy, zo-
stang wyprowadzone cztery pierwiastki dyspersyjne w dwoch skrajnych przy-
padkach: kiedy czestotliwos¢ dzwieku jest duza, czyli iloczyn czestotliwosci
dzwieku i charakterystycznego czasu trwania reakcji chemicznej 7. jest duzo
wiekszy od 1: wr. &~ |k|lusT. > 1 1 kiedy czestotliwosé dzwieku jest mata:
wTe & |k|upTe € 1 (Uoo, up to odpowiednio: predkosé dzwieku przy nieskoricze-
nie duzej i malej czestotliwosci). W obydwu przypadkach zatozono powolna
zaleznos¢, wydzielanego w czasie reakcji chemicznej, ciepta od temperatury
i gestosci (|Q,| < 1, |Qr| < 1).

4.3 Przypadek wysokoczestotliwosciowy

W niniejszym paragrafie, bedzie rozwazany przypadek gdy czestotliwosé dzwicku
jest wysoka: wt, & |k|usT. > 1. Przy takim zalozeniu mozna z réwnan (4.12)
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wyprowadzié¢ przyblizone réwnania dla relacji dyspersji. 7 dokladnoscia do
cztonow drugiego rzedu, wzgledem @, i Qr, przyjmuja nastepujaca postac:

w1 = uoo(k - iBoo)7 Wy = Uoo(_k — iBoo), w3 =1 (l + (,YOO — I)QO(QP — QT)) :

T, uzm

wy =0, (4.13)

gdzie
Qo(Yos — (@ + (1 — 1)@1)

3
2us.m

Boo = : (4.14)

A Usp = @/%o% jest predkoscia dzwieku przy nieskonczenie duzych czestotli-
wosciach, ktora bedzie w dalszej czesci pracy nazywana ”zamrozona’ predko-
Scia dzwieku. W procesach falowych, wzmocnienie lub ttumienie dzwigcku jest
mate w poréwnaniu z liczba falowa, | B | < |k, to z kolei determinuje fakt, ze
|Q,l, |@Qr| < 1. Pierwsze dwie relacje dyspersji wystepujace w ukladzie row-
nan (4.13) wy, we dotycza modow akustycznych, zas czwarty wy zwiazany jest
z modem entropowym. Te rodzaje modoéw obserwowalismy réwniez w ptynach
o maksweloskim tensorze naprezen (rozdziat 3.). Natomiast wartos¢ wlasna
ws jest charakterystyczna dla osrodka, jakim jest gaz, w ktorym wystepuje
reakcja chemiczna i opisuje nie-falowe zmiany w utamku masowym reagenta
A. Istnienie modu trzeciego wynika z obecnosci relaksacji termodynamicznej
o$rodka. Ten mod mozna nazwa¢ modem relaksacyjnym. Z dwoch pierwszych
rownosci z (4.13) wynika miedzy innymi, ze w zaleznosci od znaku wspotczyn-
nika B,, mozna mie¢ do czynienia nie tylko z tlumieniem dzwieku (gdy Bo
jest ujemna wielkoscia), co jest typowe dla plynéow newtonowskich, ale row-
niez ze wzmocnieniem dzwieku (gdy B, jest wielkoscia dodatnia). Zjawisko
wzmocnienia dZzwieku wystepuje w nieréwnowagowych osrodkach, miedzy in-
nymi takimi jak rozwazany tutaj gaz, w ktérym ma miejsce reakcja chemiczna,
ale rowniez np. w gazach z pobudzonymi wewnetrznymi stopniami swobody
czasteczek.

4.3.1 Seperacja rO6wnan
Roéwnania liniowe opisujace akustyczne i nieakustyczne mody

Relacje dyspers;ji (4.13) wyznaczaja jednoznacznie cztery wektory wlasne: ¢ =
Y1 + Yo + Y5 + 4. Pamietajac, ze (—ik)~' odpowiada operatorowi [ du,
wyprowadzono przyblizone wartosci wtasne operatora L z (4.5), z doktadnoscia
do poteg drugiego rzedu wzgledem |Q,| i |@r| i otrzymano nastepujace wektory
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wlasne:

U Uoo Boo
’ Uoco
! (YooDTo T{de
/ Yoo — 0 _ 4Yoc0l0Do
¢1 - Tl/ = po 2B, 2 o fdx /1
Y, o, )
,1 (Yoo—1)H po fdx
P1 1

'700_1§T0 + 2'YooTOBoo fdm

— po
Yo = _ 2Boul, f du P2;
'Yoo_l)HPO

((%o—l)Qo(Qp Qr) + )fdx
TePO

P0ToYoo
~-h /
w3 = ufo IO37
H(v00—1)po
1
0
_To
Yy = _TCQU(CPQ(;_QT) /021' (4.15)
Hmpo
1

Przedzialy catkowania dla catek wystepujacych w (4.15) musza by¢ wyzna-
czone z konkretnych warunkéw zagadnienia. 7 kolei wektory wtasne wyzna-
czaja projektory: Py, P, P3, P;. Rzutujac zatem liniowy uktad réwnan (4.5)
na odpowiednie podprzestrzenie otrzymano liniowe réwnania dla poszczegol-
nych modéw. Roéwnania opisujace zmiany gestosci w fali akustycznej pro-
pagujacej w kierunku dodatnim osi OX, mod entropowy i mod chemiczny,
przyjmuja nastepujaca postac:

op} 8P’1 _ I
a ax Boopl - 07
9y _
o "
dpy Qo(1ec — D(Qp — Q1) 1 -
ot < TYoo )l (410

Rownania (4.16) zgadzaja sie z relacjami dyspersyjnymi (4.13).

Nieliniowe poprawki do modu akustycznego

Analogicznie jak w rozdziale 3 nalezy uzupetnic liniowe relacje dla fali akustycz-
nej rozchodzacej sie w kierunku dodatnim osi OX o czlony stabo nieliniowe.
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Postepujac analogicznie jak w przypadku pltynéow o maxwelowskim tensorze
naprezeni, otrzymano nastepujace, najwieksze (rzedu M?) nieliniowe poprawki
do pierwszego modu:

u Uso B (Yoo — 3)Uso
v = 2, - 222 /p’dx—i— R 4.17
N P 1 102 1 (4.17)
= (Yoo — )T p_ Zum /p’lda:+ (v )(72 ) 02
Po Po 2p5

Uwzglednienie nieliniowych poprawek w réwnosciach (4.17) ustanawia relacje
charakterystyczne dla fali ptaskiej Riemann’a [49], [47|, propagujacej w gazie
idealnym. Biorgc pod uwage nieliniowe cztony w réwnaniu dla dzwieku, mozna
tatwo wykazac, ze zaburzenie gestodci fali akustycznej spetnia nastepujace row-
nanie:

Ipy p, (Yoo + Vs , 9p)
ot e ox * 200 e

ktore wyglada analogicznie do réwnania Earnshaw’a [49], za wyjatkiem cztonu:
—Boopy, ktory jest odpowiedzialny za thumienie badZ wzmocnienie dzwicku,
w zaleznosci od znaku B,,. Analogiczne do réwnania (4.18) wyglada réwna-
nie dla modu akustycznego w gazach, gdzie zachodza inne nieréwnowagowe
procesy termodynamiczne, na przyktad w gazach z pobudzonymi stopniami
swobody czasteczek [39]. Wystepujacy w tym réwnaniu czton odpowiedzialny
za thumienie badZ wzmocnienie dzwieku zawiera nastepujacy wspotczynnik B:

(v (Cy e —eggdr
B = T ? + - ﬁ ) (419)

— Booply =0, (4.18)

gdzie: v jest wyktadnikiem adiabaty (odpowiada 7., w rownaniu 4.18), ¢ jest
predkoscia dzwicku przy nieskonczenie matej amplitudzie, € jest energia wibra-

cyjna, €4 jest wartodcig w stanie rownowagowym energii wibracjnej, 7 oznacza
deeq
ar

czas relaksacji oscylacyjnych stopni swobody czasteczek, C, =

Zmiany w temperaturze wywolane wysokoczestotliwosciowym dzwie-
kiem

Aby wyznaczy¢ rownanie opisujgce zmiany temperatury, wywotane dzwiekiem,
nalezy podziata¢ odpowiednim projektorem na ogélny uktad rownan (4.3). In-
nymi stowy, nalezy pomnozy¢ pierwsze réwnanie ukladu réwnan (4.3) przez
zero, a odpowiednio drugie, trzecie i czwarte rownanie przez nastepujace czyn-
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niki:

Po n PoQo(Qp — Qr) (Yoo — 1)Te

mu2, m2ul, ’
poH (Yoo = 1) (=mauig, + Qo(Qp — Q1) (Yoo — D7)
mul, 7
Lo L e = DPQo(@ — Qr)Te
Yoo MUZ Yoo 7

(te czynniki tworza czwarty wers projektora Py), a nastepnie zsumowac wszyst-
kie rownania, redukujac tym samym wszystkie cztony zwiazane z modami in-
nymi niz entropowy, w liniowej czedci ostatecznego réwnania. Zas w nieliniowe;
czescl koricowego réwnania uwzgledniono tylko akustyczne czlony pierwszego
rzedu. To prowadzi do ostatecznego rownania opisujacego zmiany tempera-
tury, zwiazany z modem entropowym:

= 2Uoo (Yoo — 1) Boo—5 —— fdax. 4.20
5 = 2l ~ 03 O [ (1.20)
Rownanie (4.20) opisuje ogrzewanie badz chlodzenie akustyczne. Wywolane
jest ono zréodiem akustycznym, ktore reprezentuja nieliniowe czlony w prawej
czesei rownania (4.20). Analogicznie wyglada rownanie ogrzewania akustycz-
nego w gazach z pobudzonymi stopniami swobody, rézni sie ono tylko postacia
wspolezynnika By, (patrz rownanie 4.19). Podobna do réwnania (4.20) po-
sta¢ przyjmuje réwnanie ogrzewania akustycznego w gazach z pobudzonymi
stopniami swobody czasteczek [38]:

po 9T}

———— = 22U (Voo — 1) Boo—5 — dz. 4.21
T, 0t (Yoo — 1) 2or )" (4.21)
Natomiast aby zredukowa¢ wszystkie czlony, poza tymi zwiazanymi z trze-

cim modem, w liniowej czesci, nalezy na ukltad rownan (4.3) podziataé¢ trzecim
wersem projektora Pj:

Qe = 1@ =000) [, 7000~ @1 =)
Yoo U ’ 75%To
CHm(e 1) nQoH(rme — D*Qr—Q,)  7.Qo(1e — D*(Qr — Q)
Vs Yoolid ’ V20
Ponownie sumujac réwnania i zatrzymujac tylko akustyczne, kwadratowe cztony
w nieliniowej czesci ostatecznego réwnania, otrzymano:

Ty (1+ Qoo — 1>(Qp—QT>) T =

TO 8p/1 /

9

o\ Yoo To
Qo0 = 1) (7 473)[6;2%,) (e = V°Qr] > (4.22)
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Rownanie (4.22) opisuje relaksacje temperatury z czasem relaksacji okoto 7.

4.4 Przypadek niskoczestotliwosciowy

W tym podrozdziale, relacje dyspersji, mody i wszystkie dotyczace ich réwna-
nia, wyznaczone beda w sposob analogiczny jak w podrozdziale 4.3, z tym ze
rozwazajac przypadek niskoczestotliwo$ciowy, przyjeto nastepujace zalozenie:
wt. ~ |klugtr, < 1. Przyblizone rownania dyspersji dla przypadku nisko-
czestotliwego dzwieku, przyjmuja nastepujaca postac:

i iRQuQr

w1 = Uo(k’ — iBo), Wy = Uo(—k‘ — iBo), w3 = 7 CMOTO , Wy = 0, (423)
gdzie
k*Rr? -1
BO — RTC QO (Qp + (70 )QT) uO, (424>
2CpoTh
gdzie ug = ’yo% jest predkoscig dzwicku, przy nieskoriczenie malej czestotli-
wodci, gdzie:
Cpo U Boo T,
N = R Voo ———mm . 4.25
0 CV,O Voo ( )

zas Cpo, Cyp to odpowiednio réwnowagowe (niskoczestotliwosciowe) ciepto
wlasciwe przy stalym ci$nieniu i statej objetosci. Do wyliczenia Cpy oraz Cy
skorzystano z rownosci przedstawionych w [26]:

Oe oYy Oh )4
= (57), = vttt (55), - 0= (5r), = ot (7).

(4.26)
gdzie e i h = e+ p/p to odpowiednio energia wewnetrzna i entalpia osrodka na
jedna czasteczke. Wstawiajac do (4.26) zaleznosci (4.7) oraz (4.11) otrzymano
nastepujace relacje:

Qo Qr QoTc(Qp - QT)
Cy=Cyoo—77+—— Cp=0Cp , , 4.27
v Y To(1 + iwT,) F Poo+ To(1 + iwT,) (427)
co przy zalozeniu wt. — 0 prowadzi do nastepujacych zaleznosci:
RQoT.(Q, — RQoT.
C(P,O - CYP,oo + QOT (gp QT), CV70 = CV,oo — % (428)
0 0

Wowezas relacje z (4.27) sa rownowazne do tych przedstawionych w [26]:

C WTCv oo
Cy — vo + wt.Cy,

C WTCp oo
Cp = Po + 1WT, p7.

1+ 1w, 1+ wT,

(4.29)
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4.4.1 Separacja réwnan
Roéwnania liniowe opisujace akustyczne i nieakustyczne mody

Relacje dyspersji, opisane rownaniami (4.23), wyznaczaja liniowe rownania dla
poszczegblnych modow. Wobec tego mozna od razu zapisa¢ réwnania opisu-
jace zaburzenie gestosci w modzie akustycznym (propagujacym sie w kierunku
dodatnim osi OX) i w modach nieakustycznych:

Ipi Ipy
=0
ot + ox ’
Ip}
M1 _
ot ’

o, (1 RQuQr
81% Te C\/@Tg

) ps =0, (4.30)
lub uzyskaé te réwnania metoda rzutowania.

Nieliniowe poprawki do modu akustycznego

Analogicznie jak w podrozdziale 4.3, uzupetniono pierwszy mod akustyczny
o poprawki stabo nieliniowe:

U U —-3)
o= gy ol gy

mug(yo — 1) , . (o = Do — 2)T0p'2
1
Po 405 YoPo 205

1

(4.31)

i otrzymano stabo nieliniowe réwnanie opisujace zaburzenie gesto$ci w modzie
akustycznym:

Ipy Ipy

+u

a "

('70 + 1)u0 / ap,l
= 0. 4.32
Ox + 2p0 Prog ( )

Zmiany w temperaturze wywolane niskoczestotliwo$ciowym dzwie-
kiem

Aby wyprowadzi¢ réwnanie dla zmian temperatury modu entropowego w przy-
padku niskoczestotliwosciowym, nalezy podziata¢ na uktad rownan (4.3) odpo-
wiednim wierszem projektora P, wyznaczonego na podstawie wektorow wta-
snych. Czwarty wers projektora P, dla przypadku niskoczestotliwosciowego
ma nastepujaca postac:

po  poQoQrRt.  poHmR R

Oa - ’ ) .
Tovo CPOTO2 ToCpo Cpo
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Postepujac analogicznie jak dla przypadku wysokoczestotliwosciowego, otrzy-
mano nastepujace, przyblizone réwnanie opisujace ogrzewanie (badz chlodze-
nie, w zaleznosci od znaku prawej czesci rownania):

0Ty _ RrQoug[(0 +3)Qp + (0 — 1)(30 — 3)Q1] , 9ph
o1 202Cpo Prog

Na podstawie rownania (4.33) od razu mozna wyciagna¢ wniosek, ze generacja
modu entropowego przez niskoczestotliwosciowy dzwiek (zar6wno okresowy,
jak i nieokresowy) jest nieefektywna, poniewaz zrodlo akustyczne (prawa czesé
rownania (4.33)) jest rzedu M -max(|Q,|, |Qr|)-kuoT.. Ponadto, dla okresowych
fal, proporcjonalnych do sin(w(t —z/uy)), czton ,0'1%—’2 wyniesie zero, po usred-
nieniu po okresie dzwicku 27/w. W gazach z pobudzonymi wewnetrznymi
stopniami swobody czasteczek réwnanie ogrzewania akustycznego przyjmuje

nastepujaca postac [38|:

(4.33)

Ipl po OT; (Yoo — 1)*Toon / /
4 = d 4.34
ot To ot poCST P Pras ( )
gdzie:
Cy €—€edr
n = (7 T dT)O
Co do modu trzeciego, wykorzystujac odpowiedni wiersz projektora Pj:
0 RrQoQr  RHm  R1.QoQ,
’ CvoTo Cvo ' Cvopo
otrzymano nastepujace rOwnanie:
o7 1 RQoQr QrQo(v0 —1)* (70 —2)
— - T; = > 4.35
8t + (Tc CV70T0 3 2pg pl ( )

Zrodlo akustyczne w prawej czesci réwnania (4.35) jest rzedu M - Qr. Na
przykladzie rownania (4.35) mozna wyciagna¢ wniosek, ze réwniez niskocze-
stotliwosciowy dzwick moze wywotaé efektywnie ogrzewanie.

4.5 Przyklady

4.5.1 Zmiany temperatury zwigzane z modem entropo-
wym wywolanym przez okresowy, wysokoczestotli-
wosciowy dzwiek

Rownanie (4.20) mozna zapisa¢ w postaci:

ot
d(wt)

Ty Op)
= (Yoo — 1) B =2 | prdz, (4.36)

~ 29 | 7
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7

gdzie indeksem ” *” oznaczono wielkosci bezwymiarowe: B BO‘:U““’ a prze-
dzialy catkowania musza by¢ wyznaczone z konkretnych warunkéw zagadnie-
nia. Wystepujace w rownaniu (4.36) zaburzenie gestosci p} spelnia rownanie
(4.18). Przy zastosowaniu zmiennych 7 = t — x/uy 1 11 = px (gdzie p jest
malym parametrem), rownanie (4.18) przyjmuje postac:

Iph Yoo+ 1p Ipl
0r1  2polse Lor

— Boopy =0, (4.37)

ktore z kolei, przy zastosowaniu podstawienia Z = p}exp(—Bsx1), mozna
doprowadzi¢ do nastepujacej postaci:

07
ve Voo + 16BOO:E28_Z
0r1  2pplso or

=0. (4.38)

Stosujac kolejne podstawienie: X = eP~% — 1 otrzymujemy réwnanie:

o fe - =0 4.39
0X  2ppuscBes  OT ’ (4.39)

ktore posiada rozwiazanie Bessela-Fubiniego dla przypadku przed ksztattowa-
niem sie¢ fali uderzeniowej [49]:

00 2J < ’Yoo-i-l)wMX)

2Us0 Boo

Z ST sin(nwT), (4.40)

2Uo0 Boo

gdzie M oznacza akustyczna liczbe Macha. Na podstawie (4.40), po przejsciu
do podstawowych zmiennych x, 7, otrzymano rozwiazanie réwnania (4.18)
w zmiennych bezwymiarowych przy zalozeniu okresowego dzwicku na nadaj-
niku pf (z = 0,t) = M pysin(wt), w postaci nastepujacej sumy:

> 2J,(nK (exp(B: x*) — 1)) sin(nf)

(e, t) = Mpoexp(Blx >; nK (exp(Bz,z*) — 1) oA
gdzie:
1M
K= %, O = W(t — 2/Us), " =wx/ux (4.42)

Przy warunku Kz, = 1 nastepuje ksztaltowanie sie czota fali, dlatego rowna-
nie (4.41) jest prawidtowe dla pewnej odlegtosci od nadajnika, mniejszej od
charakterystycznej odlegtosci xy:

2o In(l+1/K), (4.43)

o0

Ty =
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przy ktorej nastepuje ”ztamanie” fali i powstanie nieciggtosci. W zwiazku
z tym, ze B, jest maltym parametrem w poréwnaniu z akustyczng liczba falowsg
k, rozsadnie jest zapisa¢ calke z rownania (4.36) w nastepujacy, przyblizony
sposob:

/ F(B 2" F(0.0)de* ~ f(B-a") / F(0.0)da". (4.44)

Ponadto zrédlo akustyczne z réwnania (4.36) usredniono po okresie dzwigku.
Na rysunku (4.1) przedstawiono zmiany temperatury (9(7"/T,)/0(wt)) przy
réznych wartosciach B . Nawiasami typu: ”<> " oznaczono usrednianie po
okresie dzwicku, (f) = 5= :Hﬂ/ ¥ fdt. Przy obliczaniu zmian w temperatu-
rze, zaprezentowanych na Rys.(4.14), uzyto nastepujacych wspotczynnikow:
M =0.01, 7o = 1.4.

Na podstawie rysunku(4.1) wywnioskowano, ze temperatura osrodka rosnie

(AT oot T Tt

‘\H‘\“\\www\ww“X*/xb0.004
02 04 06 08 10

B =0.008
-0.005 \ 0.003F

-0.010-

0.002
-0015+

0.001+
-0020+

-0025+

Rysunek 4.1: Bezwymiarowe zmiany temperatury dla dodatnich i ujemnych
wartosci B_.

z czasem, gdy B’ jest ujemna wielkoscia, a w przeciwnym wypadku, maleje.
Tempo wzrostu (lub spadku) temperatury zalezy od wartosci B, i od odlegto-
sci od nadajnika. W przypadku ujemnych B, energia akustyczna fali maleje
i nieliniowe ttumienie dZzwieku powoduje powstanie modu termicznego, po-
dobnie jak ma to miejsce w standardowych, termo-lepkich ptynach. Jednakze,
B > 0 umozliwia chtodzenie akustyczne. Po raz pierwszy o mozliwosci wyste-
powania chlodzenia akustycznego, zamiast ogrzewania, wspomniata Molevich
[26], w odniesieniu do innego przeplywu w gazie z pobudzonymi stopniami
swobody czasteczek.
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4.5.2 Zmiany temperatury zwigzane z modem entropo-
wym wywolanym przez impulsy o ro6wnej energii

Za przyblizone rozwiazanie rownania (4.18) (kiedy pominiete zostana dwa jego
ostatnie cztony, odpowiedzialne za nieliniowos¢ i ttumienie, badZ wzmocnienie
dzwicku) mozna przyjaé fale akustyczna, poruszajaca sie ze stata predkoscia
Us bez zmiany ksztaltu. Rozwazono zatem nastepujace trzy impulsy aku-
styczne:

Py = Mpyexp(—62 /0.1%), phy = 1.8857M pof>, /0.15% exp(—62 /0.15?),
Py = 1.414Mpofs /0.2 exp(—02 /0.2%). (4.45)

Energia kinetyczna wszystkich trzech impulséw, proporcjonalna do [ fooo (P (0s0))*dOs,
jest jednakowa. Na rysunku(4.2a) przedstawiono poczatkowe ksztatty tych fal.
Na Rys.(4.2b) pokazany jest wzrost temperatury dla B = —0.005 , wyliczony
na podstawie rownania (4.36).
Na podstawie rysunkoéw (4.2) mozna wyciagna¢ wniosek, ze efektywnosé

o = 0(t-X/Us)
10

3\ BT 05 N/ E 05 o = utoHe)

Rysunek 4.2: a) Poczatkowe ksztalty fal zgodne z rownaniem (4.45) i b) bezwy-
miarowe zmiany temperatury otoczenia, wywotany przez trzy impulsy z row-

nania (4.45), kiedy B% = —0.005 .

ogrzewania (badz chtodzenia) akustycznego, niezaleznie od znaku B, nie za-
lezy od ksztalttu fali akustycznej zwigzanej z modem entropowym, jesli energia
fal jest taka sama. Wynika to z ksztattu zréodta akustycznego i moze byé ta-
two udowodnione. Aby wyznaczy¢ temperature scatkowano po czasie rownanie
(4.36): ,

T = 2(vo0 — 1)B—°°5/ dt%’; / oz, (4.46)

2
Uoo :00 —00 o]
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nastepnie korzystajac z zaleznosci: [ dt ~ —(1/ue) [ dz zapisano réwnanie
(4.46) w nastepujacej postaci:

T oo a / o
Tzi = 2(700 - 1)300_3/ —dx 8101 / plldx =
Po J—

(o] X —0o0
TO > / > /
_2(7w - 1)300? dpl p1d$. (447)
0 J—o0 —00

Po scatkowaniu przez czesci rownania (4.47) otrzymano:

TO > 00 TO >
Ty = —Q(Wm—l)BooF/ prdz - py |2 +2(%o—1)Boo—2/ pidz. (4.48)
0 J—oo 0 J—o0
Poniewaz pierwszy czton z prawej strony rownania (4.48) zawsze zeruje sie dla
fal w ksztalcie impulséw, natomiast drugi czlon odpowiada energii fali aku-
stycznej, otrzymano nastepujaca zaleznos¢ dowodzaca, ze temperatura zawsze
jest proporcjonalna do energii fali akustycznej:

T o]
T! = 2(7eo — 1)300—2/ p2de = T} ~ Eipp. (4.49)

0 00

Jednakze, jak wykazano w rozdziale 3, w osrodkach, w ktoérych zachodza inne
procesy relaksacyjne, np. lepko-elastycznych, biologicznych osrodkach, efek-
tywnos¢ ogrzewania moze zaleze¢ od ksztattu fali [40].

4.5.3 Zmiany temperatury zwigzane z modem chemicz-
nym

Obydwa rownania (4.22), (4.35), opisujace efekty niskoczestotliwosciowego
i wysokoczestotliwo$ciowego dzwieku, maja nastepujaca forme:

T3 P
Ty = aTy— 4.50
ot + B 3 Qlg p(Q) ) ( )
gdzie w przypadku niskoczestotliwosciowym:
. 1 RQQr 1 QuQr(y —1)  QrQo(—1)%(v0—2)
B=fo=—— o L QoQrlo=1)
Te CV,OTO Te T() 2T0
(4.51)
a dla przypadku wysokoczestotliwo$ciowego:
1 o — 1 —
Te ’yooTO
-1 — — —1)?
4700T0
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Ponizej przedstawiono réwnanie (4.50) po scatkowaniu:

a* T a /

7= © P exp(-6) [ exp(3e )it (4.53)
0 —0o0

gdzie: o = a/w, f* = f/w,t* = wt s bezwymiarowymi wielkosciami, z* =

1w /U lub 2* = zw/ug. W przypadku wysokoczestotliwosciowym (5* < 1),

réwnanie (4.53) przyjmuje nastepujaca postac:

T t* ,
T~ & 0/ PRt at)dt, (4.54)

Po Joo
a w przypadku niskoczestotliwosciowym (8* > 1):

Oé*To 9

T3 ~ pr(t°,x"). (4.55)

Bt
Glownym wnioskiem, ptynacym z powyzszych rownan jest to, ze zmiany tem-
peratury powodowane niskoczestotliwosciowym dzwiekiem sg znacznie mniej
efektywne niz te powodowane dzwickiem wysokoczestotliwo$ciowym.

4.6 Wnioski

Powstawanie nieliniowych modéw (takich jak entropowy) w gazie doskonalym
ze standardowa, absorpcja zostato przestudiowane miedzy innymi w [24, 49].
Natomiast przebadanie nieliniowych efektow dzwicku w gazie, w ktorym za-
chodzi reakcja chemiczna jest oryginalnym efektem niniejszej pracy. Bada-
nie owych efektéow w gazach, w ktorych zachodza nieréwnowagowe procesy
termodynamiczne, jest istotne ze wzgledu na ich zastosowanie w medycynie
1 technice.

Omawiana w tym rozdziale reakcja chemiczna zachodzgca w gazie, po-
woduje nie tylko liniowe wzmocnienie (B, > 0) lub tlumienie sie dzwieku
(Bs < 0), ale rowniez wplywa na charakter nieliniowej interakcji pomiedzy
dzwiekiem i nie-akustycznymi modami. Co do modu termicznego, to zmiany
temperatury z nim zwiazane, zawsze rosnie w ptynach ze standardowym ttu-
mieniem. Natomiast nieodwracalnos¢ reakcji chemicznej prowadzi nie tylko do
wzmocnienia dzwieku, czego nie obserwuje sic w ptynach newtonowskich, lecz
rowniez powoduje chtodzenie o$rodka, w ktorym rozchodzi sie dzwiek. Zjawi-
sko chlodzenia obserwujemy réowniez w gazach, w ktorych zachodza inne nie-
rownowagowe procesy termodynamiczne, na przyktad pobudzenie wewnetrz-
nych stopni swobody czasteczek [38, 44, 39|. Efektywnos$¢ ogrzewania badz
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chtodzenia akustycznego powodowanego niskoczestotliwosciowym dzwieckiem
jest znikoma. Rowniez liniowe ttumienie sie niskoczestotliwosciowego dzwieku
jest stabe. Obliczenia wykonane dla pewnych ksztattow fal o tej samej energii,
wykazaly niezaleznosé akustycznego ogrzewania (badz chlodzenia) od ksztattu
fali. Co do modu chemicznego, to ten nie-akustyczny mod istnieje z powodu
obecnosci reakcji chemicznej. Charakterystyczny czas trwania reakcji chemicz-
nej zalezy od ), i Qr, i nieco rézni sie od 7., patrz réwnanie (4.51) dla przy-
padku niskoczestotliwosciowego i réwnanie (4.52) dla przypadku wysokocze-
stotliwosciowego. W niniejszej pracy nie wzieto pod uwage ani standardowego
ttumienia, ani przewodno$ci cieplnej gazu. Réwnanie opisujace zmiany tempe-
ratury zwiazane z modem chemicznym, wyglada podobnie dla obydwu rozwa-
zanych tu przypadkéw, niskoczestotliwo$ciowego i wysokoczestotliwosciowego
dzwigku. Znak zmiany temperatury zalezy od ), i 7 w przypadku wyso-
koczestotliwosciowym, a tylko od (7 dla przypadku niskoczestotliwo$ciowego
dzwieku. Mozliwo$é¢ sterowania temperatura otoczenia przez dzwiek niskocze-
stotliwosciowy jest znacznie stabsza, niz w przypadku dzwieku wysokoczesto-
tliwosciowy.
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Rozdzial 5

Ogrzewanie (chtodzenie)
akustyczne w rezonatorze
wypelnionym gazem chemicznie
reaktywnym

Wtasnosci é§rodowiska, jakim jest gaz, w ktorym zachodzi reakcja chemiczna
typu A — B, a takze wystepujace w nim ogrzewanie (chtodzenie) akustyczne
omoéwiono juz w rozdziale 4. W niniejszym rozdziale zagadnienie z rozdziatu
4 zostanie poszerzone o uwzglednienie warunkéw brzegowych. Przedmiotem
rozwazan zostang fale stojace i ogrzewanie (chlodzenie) akustyczne w jedno-
wymiarowym rezonatorze. Przebadanie akustycznych oscylacji w takim rezo-
natorze ma duze znaczenie, poniewaz w rzeczywistosci fale akustyczne zawsze
propaguja w ograniczonych przestrzeniach. W ponizszych wyliczeniach roz-
wazono tylko przypadek wysokoczestotliwosciowy z rozdziatu 4, jako ze efek-
tywnosé¢ ogrzewania (chlodzenia) przy tym zalozenia przewyzszata znacznie
efektywnosé ogrzewania (chlodzenia) w przypadku niskoczestotliwosciowym.

5.1 Podstawowe ré6wnania. Definicje modéw w prze-
plywie liniowym

Roéwnania zachowania pedu, energii i ciagtosci dla gazu, w ktérym zachodzi
reakcja chemiczna typu A — B zostaly juz przedstawione w rozdziale 4. Po-
niewaz w niniejszym rozdziale rozwazono tylko przypadek wysokoczestotliwo-
Sciowym, wszystkie wielkosci odnoszace sie do tego przypadku i oznaczone
indeksem dolnym ”o00” w rozdziale 4, beda tutaj przedstawione bez zadnego
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indeksu. Na przyktad v w niniejszym rozdziale to v, w uktadzie rownan (4.3),
itd.

Przypomnijmy, ze wzmocnienie lub ttumienie dzwieku powinno by¢ mate w po-
rownaniu z liczba falowa, | B| < |k|, to z kolei determinuje fakt, ze |Q,|, |Qr| <
1. Wyliczone na podstawie relacji dyspersji wektory wlasne i projektory, przy-
bieraja ta sama posta¢, co w rozdziale 4. Réwnania opisujace zmiany gestosci
w fali akustycznej propagujacej w kierunku dodatnim i ujemnym osi OX, mod
entropowy i mod chemiczny, przyjmuja nastepujaca, znang juz postac:

dp1 | Oph p_ o Opy  Oph ;o
Opy o 0Py [ Qo(y—1)(Q,—Qr) 1Y ,
o~ o T Ty )=t 52)

5.2 Roéwnania dynamiczne w slabo nieliniowym
przepltywie

Do tej pory uzywano do obliczen metody projektoréw. W niniejszym roz-
dziale, aby opisa¢ pole dzwiekowe w rezonatorze, zostanie ona uzupeiniona
o metode "roznych skali” [17, 49]. Metoda ta wykorzystuje idee stabej zmiany
z czasem ksztaltu modow akustycznych, powodowanej nieliniowoscig i ttumie-
niem. Zatem pole akustyczne zostanie przedstawione w nowych zmiennych:
n =x—ut, £ = x+ut, (odpowiadajacym falom propagujacym w kierunku do-
datnim i ujemnym osi 0X) i w zmiennej ut, gdzie p = max(B, M) (M - liczba
Macha). W linowym, nielepkim przeplywie zaburzenia akustyczne sa wylacz-
nie funkcjami zmiennych opdznionych p)(n), p5(€). Uwzgledniajac nieliniowe
poprawki do dwoch modéw akustycznych, a nastepnie dziatajac odpowiednimi
projektorami na uktad réwnan (4.3) otrzymano réwnania dla dwoch modow
akustycznych (patrz rozdziat 4). Ponadto zalozono, ze mody akustyczne sa
dominujace w poréwnaniu z modami nie-akustycznymi i ich amplitudy sa jed-
nakowe. Dlatego w nieliniowej czedci réwnan zostawiamy czlony zwigzane
z modami akustycznymi, takze te mieszane. Réwnania dynamiczne dla oby-
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dwu akustycznych galezi przyjmuja nastepujaca postac:

e o ).
o 2_7: 4 (p’z %’;’1 + p) (98/;;1) : (5.3)

Niech p} i py beda funkcjami okresowymi zmiennych 7 i €. Ponadto niech ich
usrednienie po okresie daje zero: p)(n) =0, p5(&) = 0. Wowcezas tatwo wyka-
zacé, ze usrednienie pierwszego rownania po okresie &, a drugiego po okresie 7,
prowadzi do réwnan opisujacych nieoddziatywajace ze sobg akustyczne mody
rozchodzace sie w roznych kierunkach,

opy u(y+1) ,0p dphy ,u(y+1) , 00
SN A o6 S —uBp, — L —0. (54

—uBp} +

5.3 Pole akustyczne i zwigzane z nim zjawiska
nieliniowe

W nielinowym rezonatorze akustycznym, zaburzenia gesto$ci i predkosci sa
sumy czesci wladciwych dla dwoch akustycznych fal:

p = pi+ pa (5.5)
u
v = vy + vy %(p’l — 1), (5.6)

gdzie pl, pl sa rozwiazaniami réwnan (5.4). Zalozono zerowe poczatkowe za-
burzenie gestosci p)(z,t = 0) = 0, a poczatkowe zaburzenie predkosci wynosi:

V'(z,t = 0) = 2Musin(wx/u). Mozna przedstawi¢ réownania w zmiennych
bezwymiarowych:
b=DBu/w, X =wz/u,r=wt,n=X—7,§=X+71, 0 =exp(br) — 1, (5.7)
P P (y+ 1M
= —b = —br), K = ~——+"—.
Ry Moo exp(—b7), Ry Mo exp(—br), 5
W nowych zmiennych (5.7), rownania (5.4) przyjmuja nastepujaca forme:
OR, OR, OR; OR;
— 4+ KRi— =0 —/f — KRy,— =0. 5.8
a0 M, 0 2" 5¢ (58)
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Oczywistym jest fakt, ze skoro Ry(60,n) jest rozwiazaniem pierwszego z wyzej
wymienionych rownan, to Ry = —R1(0, ) jest rowniez rozwigzaniem drugiego
z rownan w uktadzie (5.8). Predkos¢ w ptaskim rezonatorze spelnia nastepu-
jace warunki brzegowe: v'|x—¢ = v'|x=r = 0. Zatem bezwymiarowa dlugos¢
rezonatora L jest m-krotna.

Dzialajac czwartym wierszem projektora Py na uktad rownan (4.3) i zostawia-
jac z prawej strony tylko kwadratowe cztony akustyczne otrzymano réwnanie
opisujace ogrzewanie akustyczne:

9 _ <U(v —D(v=2) 7Qu(Qp—Qr)(y —1)*(v - 2))

ot YPo may po *
<p’1%€7/1 - p&%’? +p28€71 - p’z%’?) -
—2Bu(:0_1> (%f;l/p’ldn %pl pod€ — 75 prdn + 885/ P/2d§) -
B0 _pji(v -2 (b2 + 2000 + p2) (5.9)

Po usrednieniu po okresie 1 i £, rownanie (5.9) upraszcza sie do:

Opy _ 2Bu(y—1) (9p; / Oph _uB(y —1)(y —2)
5 po on | P 1dn+ —= o XS e (m + Py )
(5.10)

W zmiennych bezwymiarowych (5.7) réwnanie (5.10) przyjmuje postac:

8021 o aTzi/To B
or  or (5.11)
0R1 8R2 Y — 2 [— —
bM?(y — 1 2b7) | 2 d d —— (R} + R?
(v = 1) exp T>< (an/R”” 5w | ® §>+ . (R1+R2)),
co dla dzwieku okresowego prowadzi do:
T} /Ty ) (v=D(v+2) BT

5.3.1 Fale stojace i zwigzane z nimi ogrzewanie przed for-
mowaniem sie nieciaglosci fali

Aby wyznaczy¢ rozwigzanie rownania (5.4) dla czasé6w mniejszych niz charak-

terystyczny czas formowania si¢ nieciagtosci 1: T' = % In(1+1/K), analogicznie

jak w rozdziale 4 sprowadzono réwnanie (5.4) do réwnania, ktore posiada roz-

wiazanie Bessela-Fubiniego, rownanie (5.8). Wowczas okresowe rozwiazania
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rownan (5.8) przyjmuja postac:

Ri— Z 2J,(nK0) sin my Z nK@ sm(nf)

1
nk6 (5.13)

n=1
gdzie J, jest funkcja Bessela n-tego rzedu. Pola zaburzen predkoscei i gestosci w
rezonatorze dla réznych czaséw mniejszych od 1" sa zaprezentowane na rysunku
(5.1). Gestosé¢ caltkowitej energii sumy fal Riemann’a (5.8) jest stala, a jej

Rysunek 5.1: Predkosé i zmiany gestosci w fali stojacej powstajacej w rezona-
torze wypelionym gazem, w ktorym zachodzi reakcja chemiczna, dla réznych
czasOw mniejszych od charakterystycznego czasu powstania nieciggtosci.

bezwymiarowa warto$¢ rowna sie 0.5L7! fOL (R1+ Ro)?* + (Vi + V3)?) dX =
0.5L7" [ (Ry + Ro)? + (Ry — Ro)?)dX = L' [} (R} + R2)dX = 1. Zatem
akustyczna energia w rezonatorze E zmienia si¢ z czasem jak exp(2b7). Row-
nanie (5.12) moze by¢ zmienione na:

OTYTy M2y~ 1) +2)
obr) vy

exp(2b7). (5.14)
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Scatkowanie go z nastepujacym warunkiem poczatkowym T (7 = 0) = 0, daje:

2 T4 — -V +2) (exp(2bT) —1). (5.15)

M-
TQ 2’)/

Wazna wielkoscia charakteryzujaca rezonator, ktora opisuje straty energii aku-

stycznej, jest dobro¢:
E

1= 0E/or|

Dobro¢ przed formowaniem sie nieciggloci przyjmuje prosta forme g = 2671,

(5.16)

5.3.2 Fale w ksztalcie "zeb6w pily” i zwigzane z nimi
ogrzewanie

Dla czaséw wiekszych niz charakterystyczny czas, przy ktérym formuje sie fala
o ksztalcie "zebow pity”, K6 > 7/2, Ry i Ry przybieraja ksztalty ”zebow pity”

__n
1+ K0’

Ry jesli —m < & <, (5.17)

o £
jesii T™T="n ™, 2 1—|—K€’

i s okresowe odpowiednio w 7 lub £. Fale w ksztalcie "zebow pity” Ry i Rs
sa pokazane na rysunku 5.2. Pola zaburzeni predkosci i gestosci w rezonatorze

Ri(-Ry)
10+ =0
Ko
n@ 05 2
1+K6
i )
-05F
-10r

Rysunek 5.2: Fale w ksztalcie "zebow pily” wyznaczone na podstawie rownan
(5.17)

dla réznych czaséw wiekszych od czasu wystapienia niecigglosci sa zaprezen-
towane na rysunku 5.3. Dla dodatnich wartosci wspotczynnika b, wzrasta
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Mpg Mpq
4,
2FTTT T T N 0.03+
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Rysunek 5.3: Predkosé i zmiany gestosci w fali stojacej powstajacej w rezona-
torze wypetlionym gazem, w ktorym zachodzi reakcja chemiczna, dla réznych
czasow wickszych od charakterystycznego czasu powstania nieciggtosci i dla
roznych wartosci wspotezynnika b.
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wartos¢ piku fali, a zmniejsza sie dla b < 0. Ogrzewanie akustyczne opisane
jest nastepujacym roéwnaniem:
YTy 2MPr(y—1)(7+2)

90r) 3901+ Klexp(or) — 1))z SR (5.18)

)

Dobro¢ @) po formowaniu sie fali w ksztalcie

1 K exp(bT)
7 ol we

czasOw wiekszych od charakterystycznego czasu formowania sie niecigglosci,
przyjmuje nastepujaca forme:

‘zebow pity” jest zalezna od

czasu i rOwna sie )‘ Energia akustyczna w rezonatorze dla

E 2bT
= = - ;- (5.19)
Ey  (1+K(ef”—1))
gdzie
2.0

Rysunek 5.4 przedstawia bezwymiarowa energie dla réznych wartosci wspol-
czynnikow b.

E/Ey
0201
0.15

010+

005+

Rysunek 5.4: Ewolucja bezwymiarowej energii dla réznych wspotezynnikow b.

5.4 Podsumowanie

W akustyce teoretycznej i doswiadczalnej doktadnie zbadano pole akustyczne
w rezonatorach wypemionych plynem newtonowskim, na przyklad w |3, 27].
Pokazano, ze nieliniowo$¢ dla intensywnych zaburzen w rezonatorach, moze

60



prowadzi¢ do powstania okresowych fal uderzeniowych [6], Ockenendon i in. [33]).
Kaner i in. [17] jako pierwsi przedstawili analitycznag metode ”réznych skali”
do opisu pola akustycznego w zamknietych przestrzeniach. Jednakze wiek-
szo$¢ wezesniejszych analitycznych rozwazan wymagata okresowosci dzwicku
[17, 32|. Rowniez fale stojace w nieréwnowagowym osrodku, takim jak gaz
z reakcja chemiczna, nie byty dotad przedmiotem rozwazan.

W niniejszym rozdziale zbadano ptaski rezonator wypetniony gazem, w kto-
rym zachodzi reakcja chemiczna. Metode projektorow, uzywana w poprzednich
rozdziatach uzupetiono tu o metode "réznych skali”. Aby wykluczy¢ interak-
cje pomiedzy modami akustycznymi zatozono okresowos¢ zaburzen akustycz-
nych, jak réwniez, ze ich wartos¢ wynosi zero po usrednieniu. Jednakze wyzna-
czone za pomoca projektorow gtowne rownania (5.3) nie wymagaja w ogolno-
Sci zastosowania dzwieku okresowego. W osrodku opisanym w niniejszym roz-
dziale krzywe predkosci w falach stojacych maja wezly rozmieszczone w bezwy-
miarowej odleglosci 7 od siebie nawzajem. Zaobserwowano réwniez, ze krzywe
predkosci posiadaja dodatkowe wezty, ktére przemieszczaja sie pomiedzy tymi
staltymi (patrz rysunek 5.1). Ksztalt fal predkosci po utworzeniu sie nieciagto-
sci wyglada podobnie do krzywych obserwowanych do$wiadczalnie w ptynie
newtonowskim [3]. W niniejszej pracy wyprowadzono rowniez rownania (5.14)
and (5.18), ktore opisuja ogrzewanie (badz chtodzenie) akustyczne przed i po
utworzeniu fali w ksztaltcie "zebow pity”. W przypadku nieodwracalnosci re-
akcji chemicznej A — B w gazie, nastepuje wzmocnienie dzwieku przed utwo-
rzeniem sie nieciaglosci (b > 0) i srodowisko ochtadza sie. Nie obserwuje sie
takiego zjawiska w rezonatorach wypelnionych ptynem newtonowskim. Po
utworzeniu sie nieciggtosci, thumienie czota fali uderzeniowej powoduje, ze pik
ci$nienia zmniejsza sie albo zwieksza zaleznie od znaku b. Energia akustyczna
w rezonatorze, dla czasow wickszych od charakterystycznego czasu tworze-
nia sie fali w ksztalcie "zebow pity”, dazy do zera dla ujemnych wartosci
wspotczynnika b. Dla b > 0, energia dazy do wartosci %EO, rownanie
(5.19). Odzwierciedla to rownowage pomiedzy nieliniowym tlumieniem czota
fali w ksztalcie "zebow pity” a zwiekszeniem jej wartoéci. Temperatura zwia-
zana z modem entropowym wzrasta dla b < 0 i zmniejsza si¢ dla b > 0. Dobro¢
rezonatora wypelnionego gazem, w ktorym zachodzi reakcja chemiczna réwniez
zalezy od bezwymiarowego wspotczynnika b. Jest stata przed utworzeniem sie
nieciaglosci, a potem zalezy od czasu. Efektywnosé ogrzewania (badz chlodze-
nia) akustycznego zalezy od liczby Macha i wspotezynnika b, rownania (5.14),

(5.18).
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Rozdzial 6

Plyn z pecherzami. Nieliniowy
wzrost promieni pecherzy
wywolany dzwiekiem

W niniejszym rozdziale przedstawiono nieliniows interakcje pomiedzy entropo-
wym i akustycznymi modami w pltynie z pecherzami gazowymi. Wyrdzniono
dwa czynniki tej interakcji, nieliniowos¢ i dyspersje. Wykazano, ze nieliniowa
interakcja pomiedzy modami powoduje wzrost promieni pecherzy spowodo-
wanego dzwiekiem. Przedyskutowano przyktad zmiany w gestosci mieszaniny
i promieni pecherzy na skutek propagacji solitonu akustycznego. Opisane w ni-
niejszym rozdziale wyniki zostaty opublikowane w [43] oraz w [42].

6.1 Roéwnania opisujace plyn z pecherzami

W niniejszym rozdziale rozwazany bedzie przypadek jednowymiarowy, czyli
propagacja fali akustycznej wzdtuz osi 0.X. Rozwazana mieszanina sktada sie
ze Scisliwej cieczy zawierajacej identyczne, sferyczne pecherze idealnego gazu.
W stanie réwnowagi, wszystkie pecherze maja ten sam promieri i nie ma wy-
miany ciepta i masy pomiedzy ciecza a gazem. Ponadto zatozono, ze pecherze
sa dobrze rozdzielone, czyli ich ruchy nie wplywaja na siebie nawzajem i pulsuja
one w ich najnizszym, radialnie symetrycznym modzie, a natezenie pecherzy
jest jednorodne. Poniewaz charakterystyczna skala zaburzen w mieszaninie
jest znacznie wieksza niz promieni pecherzy, w zwiazku z tym mieszanina jako
calo$¢ moze by¢ traktowana jako osrodek jednorodny ciggly. Cidnienie w mie-
szaninie rowna sie cisnieniu cieczy [51, 45|. Indeksami dolnymi: g, [ i m
oznaczane beda odpowiednio wielkosci zwiazane z gazem, cieczg i calg miesza-
ning. 7 kolei wielkosci niezaburzone oznaczane beda indeksem dolnym zero,
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a te zaburzone indeksem gornym, tak zwanym 7 primem”. Gesto$¢ mieszanki
opisuje nastepujace rOwWnNosc¢:

PgPl
SmPl + (1 - Sm)ﬂg’

P = (6.1)

gdzie s, jest stalym stezeniem masowym gazu w mieszaninie. Moze by¢ ono
roOwniez wyrazone przy pomocy poczatkowego objetosciowego stezenia gazu
W mieszaninie, «p,

Sm = a()@. (6.2)

Pmo

Akustyka niescisliwych cieczy zawierajacych pecherze zostalta przebadana przez
Wijngaarden’a [51]. Rozwazenie $cisliwosci cieczy pozwala uwzgledni¢ wplyw
skoriczonej predkosci dzwieku w czystej cieczy ¢; na nieliniowe zjawiska zwia-
zane z dzwiekiem. W szczegoélnosci koryguje to nieliniowy parametr dZzwicku
[13, 35]. Zalozenie, ze mieszanina jako calosé jest osrodkiem jednorodnym cia-
gltym pozwala na uzycie rownan zachowania w formie rézniczkowej. Réwnania
zachowania pedu, energii i masy przedstawiaja sie nastepujaco:

ov ov 1 a_p’

I i T -0
ot " Vor T o or ’

R BT Y R

o T PP
Ol Do)
Lo 2l _y, (6.3)

gdzie v, p oznaczaja predkosé i cinienie w mieszaninie. Drugie réwnanie w 6.3
jest wlasciwie rezultatem liniowej kombinacji réwnan ciagtosci i energii dla czy-

. Coi pio ( Opu
ste) cleczy, z v = =&

J Y, 2 Cvipo \ 901 ) p_const
przy stalym cisnieniu i gestosci. Dla wody w warunkach normalnych, v; wynosi

w przyblizeniu 7. Uklad rownan (6.3) nalezy uzupelnié¢ kolejnymi rownaniami.
Pierwsze z nich odzwierciedla zachowanie masy wewnatrz sferycznego peche-
rza:

, Cp 1 Cy oznaczaja pojemnosci cieplne

Rgpg = Rgnga (6.4)

kolejne opisuje adiabatyczne zachowanie gazu:

PePy " = DgoPy0 (6.5)

gdzie v, = gsz . Rownanie (6.4) narzuca rowniez stala gesto$s¢ w objeto-

ci pecherza, a rownanie (6.5) narzuca, pomiedzy przestrzenie jednorodnego
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rozktadu gestosci i cisnienia w pecherzu, brak wymiany energii pomiedzy pe-
cherzem, a otaczajaca go cieczg. Pulsowanie kazdego pecherza opisane jest
rownaniem Rayleigh’a-Plesset’a:

PR 3 (OR\" 1 [,0R ORO'R OR\*\ 1, — 1
W (3) -5 (R o 63@%”(5))——@ (00

Przy pomocy rownan (6.4), (6.5), (6.6) mozna przeliczy¢ drugie réwnanie
z uktadu (6.3) tak, aby zawieratlo wielkos$ci zwiazane z mieszaning p, pp,, v
Uktad réwnan (6.3) w zmiennych bezwymiarowych:
g Vv g v pd:p;n a_ T a_ tem
Cm 2 Pmo’ Pmo’ A A
gdzie X oznacza charakterystyczng skale zaburzenia, a ¢, jest predkoscia dZzwicku
w plynie z pecherzami [51],

1 (- ap)? n ao(1 — ag)pio

(6.7)

= , 6.8
01271 012 ’nggO ( )
przyjmuje nastepujaca postaé [35]:
ov  0Jp Bv dp
o o Vor Por
@ @ _ ap(1 — aO)ROPIOCiL@ _
ot Oz 3(V4P40)? o
+1 81} ao(1 — ap)piy(v, +1) Ov 8,0 v
1 2 n ov 9 10\ 7g ov
( @o)c ( cl2 8x “m (VgPg0)? pf)x 8x + p@x
dp 8?} B 8p ov

Poczawszy od ukladu réwnarni (6.9) zostang pominiete w tekscie indeksy gorne
"d", oznaczajace wielkosci bezwymiarowe. W prawej czesci uktadu (6.9) za-
trzymano tylko najwieksze, kwadratowe cztony. Rownania (6.9) opisuja dyna-
mike czystej cieczy gdy ay — 0.

6.2 Rozdzielenie dZzwieku i modu entropowego
w przeplywie o nieskonczenie maltej wielko-
Sci

Liniowa wersje uktadu réwnan (6.9) mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

Ov
— 4+ LU = 1
s 0, (6.10)
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gdzie\I/:(v D p)T,a

2]
0 2
L= 3+Dax3 0 0 (6.11)
2 0 0
8:(:

to liniowy operator macierzowy, zawierajacy pochodne czastkowe, natomiast

ap(l — O‘O)R(Q)P?OC%L
3(Vgpg0)2A?

to niewielki parametr odpowiedzialny za dyspersje. W przyblizeniu zastapiono
D% przez —Da 3 zgodnie z pierwszym i drugim réwnaniem w uktadzie (6.9).
Jak zostalo przedstavvlone w rozdziale 2, nalezy teraz wyznaczy¢ zwiazki dys-
persyjne. Dwie z nich zwiazane sg z propagacja dzwicku w kierunku dodatnim
i ujemnym osi OX (oznaczono je indeksami 11 2), a trzeci pierwiastek dysper-
syjny opisuje stacjonarny (lub ”entropowy”) mod:

wl:]{?\/l—Dk2, wgz—kvl—DkQ, (Ug:O. (613)

Okreslaja one jednoznacznie relacje zaburzen charakterystyczne dla poszcze-
gblnych modow:

D= (6.12)

V1 — DE? —+v/1 — Dk? 0
v, = 1—-Dk* | p1, VUy= 1 — Dk? p2, Y3= | 0 | ps,
1 1 1

14)
gdzie p, (n = 1,2, 3) sa zaburzeniami gestosci cieczy z pecherzami odpowiada-
jacymi poszczegolnym modom. Roéwnania (6.13), (6.14) moga by¢ rozwinicte
w szereg wzgledem parametru D, jako ze zalozono, ze jest niewielki. To znacz-
nie upraszcza obliczenie projektorow. Wyliczone przy tym zalozeniu projek-
tory dla cieczy z pecherzami, przyjmuja nastepujaca, przyblizona postac:

1 1 D 9? 1 D 9?2
2, 27 402 0 2 —3+ 352 0
Pi=|s+39e 3 0 R=| -9 > 0]
1_D#% 1_D& | _1,D% 1_D&
2 4 9xz2 2 2 Ox? 2 4 Ox? 2 2 Oz2
0 0
P=1|0 0 (6.15)
0 —1+D 1

W projektorach (6.15) zatrzymano tylko dwa pierwsze cztony w szeregu Tay-
lor’a wzgledem parametru D (tzn. te proporcjonalne do D i D).
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6.3 Sprzezone réwnania dynamiczne w przepty-
wie nieliniowym

Nieliniowe poprawki do modéw akustycznych maja nastepujaca postac:

1_0? 1—ag) (v +1 ctag(l — ag)?p (v, + 1
v =p1+ =D P21 n (( 0) n2L<’Yl ) 4 Sm of 0) Plg(’Yg ) _ 1) %’
27 Ox 4Cl 4('}/ng0)
0? 1—ap)c (v +1 c ag(l —ap)?p(v, + 1
pi=pi+ D 021 X (( 0) n;(’Yz ) 0o 0) Pzg(’Yg ) B 1) pf,
Oz 2¢ 2(74Pg0)
oy L0 ((L—ag)u(ut 1), cnao(l—aolpip(rg +1) | o
2 P2 2 8$2 4cl2 4(%;1790)2 p2:
9?ps (1—w)cZ,(v+1)  chao(l—ao)pip(yy +1)
— 0o+ D + m 4 m 01 J9 — 1) p%6.16
D2 = P2 12 2012 2('79]790)2 p2( )

Relacje (6.16) prowadza, miedzy innymi, do réwnania opisujacego dzwiek roz-
chodzacy sie w kierunku dodatnim osi 0.X:

op1  O; op Dagpl
PE— — p— -1
ot Tar Ty tage Y (6.17)

gdzie przez e:

£ = ((1 — o)y, (n+1) n Cm@(1 — a0)*pj (7 + 1))
2cf 2(7gPg0)?

(6.18)

oznaczono parametr nieliniowosci dzwieku w cieczy z pecherzami. W réwna-
niu (6.17) zalozono, ze mod akustyczny propagujacy w dodatnim kierunku
osi 0X, jest dominujacy w poréwnaniu z innymi modami. To réwnanie jest
dobrze znane jako rownanie Kortewega-de Vries’a i dla cieczy z pecherzami zo-
stato doktadnie przedyskutowane miedzy innymi w [28, 31, 51|. Jak juz zostalo
wspomniane w poprzednich rozdziatach, uktad réwnan, ktory opisuje interak-
cje pomiedzy poszczegdlnymi modami, moze zosta¢ wyprowadzony bezposred-
nio z uktadu (6.9) przy uzyciu projektoréw (6.15). Podzialanie projektorem
na uktad réwnan spowoduje redukcje wszystkich pozostatych modéw w czesci
liniowej rownan, a w czedci nieliniowej pozostang nieliniowe cztony zwigzane
z poszczegdlnymi modami. W poprzednich rozdzialach, z prawej czesci row-
nania pozostawiono tylko cztony zwiazane z modem akustycznym propaguja-
cym w kierunku dodatnim osi 0X, jako modem dominujacym. W ogodlnosci
jednak mozliwe jest wyprowadzenie stabo nieliniowych czlonéw, uwzglednia-
jacych poprawne oddzialywanie wszystkich modow. W ten sposéb otrzymano
uktad rownan, uwzgledniajacy stabo nieliniowe dodatkowe cztony dla kazdego
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modu:

Opn 0pn, ’ DPp; . M, 0p,
T e, p i i “nl Pl (619
Wspotezynniki 7% 1 n7; zostaty przedstawione w tabelach: (6.1) i (6.2), gdzie

a=—-ca=10c=0F=—(1—-a)c}% it = —M; =D, M3 =0. Roz-
sadnie jet zalozy¢, ze mod akustyczny Jest domlnujaccy w poréwnaniu z innymi
modami przy rozwazaniu nieliniowej generacji nie-akustycznych modéw w polu
dzwiekowym, takich jak ogrzewanie akustyczne. Wowczas rozchodzenie sie fali
akustycznej opisuje rownanie (6.17), ktore jest przyblizeniem pierwszego row-
nania z ukltadu (6.19) gdy ignorujemy cztony zwiazane z innymi modami poza
pierwszym.

Tablica 6.1: Wspolezynniki f;'; w rownaniu fali akustycznej propagujacej
w plynie z pecherzami

T 2
. ,LJ . /L’]
) 1 9 3 ) 1 9 3
1 1
1 € —& % 1 0 2—c %
2 ce—2 0 % 2 € —c —%
3 |—3(F+2 iF 0| 3 |—3F 3(F+2) 0

3
]

o 1 9 3

1

1 0 2-2 0
2 — 2¢ 0 0

3 | F+2 —(F+2) 0
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Tablica 6.2: Wspotezynniki 77, w réwnaniu fali akustycznej propagujacej
w plynie z pecherzami

772‘1]' n@?ﬂ
. 1 2 3 | 1 2 3
1 D(e—6) 3D(e—2) —iD 1 ID(3s—4) iD(e—1) —-iD
2 sD(1—¢) iD(4—-3¢) 3D iD(2—¢) D(6—¢) 1D
3 iDF —iD(F+2) 0 3 | iDWF+2) —iDF 0
U9
) 1 2 3
1
1 D(2 —¢) sD(3—4e) D
2 +D(4e — 3) D(e—-2) -D
3 | —iD@2F+1) iID@RF+1) 0

6.4 Wozrost promienia pecherza spowodowany dzwie-
kiem

Aby wyprowadzi¢ réwnanie opisujace generacje modu entropowego w polu
intensywnego dzwicku, nalezy podziataé¢ trzecim wierszem projektora P; na
uktad rownan (6.9), co prowadzi do redukeji wszystkich cztonow zwiazanych
z modami akustycznymi w linowej czesSci rownania. Pozostawienie w czesci
nieliniowej tylko najwickszych cztonéow zwigzanych z fala akustyczna propagu-
jaca w kierunku dodatnim osi OX, prowadzi do ostatecznej postaci rownania
opisujacego zmiany gestosci modu entropowego:

& p

Ops 9
pl ax:g )

ot
gdzie € 1 D sa stalymi opisanymi odpowiednio przez réwnosci: (6.18) i (6.12).
Zaburzenie gestosei fali akustycznej w prawej czesci rownania (6.20) musi by¢
rozwiazaniem réownania (6.17). Forma rownania (6.20) wskazuje, ze powodem
ekscytacji modu entropowego przez dzwick jest zaréwno nieliniowo$é¢ jak i dys-
persja. W przypadku standardowych termolepkich ptynéw przyczyna ogrze-
wania akustycznego sa nieliniowo$¢ i catkowite ttumienie, ktére powoduja nie-
liniowe straty w energii akustycznej. W osrodkach dyspersyjnych takich jak
ciecz z pecherzami, to dyspersja jest warunkiem interakcji pomiedzy modami

= —D(c—2) (6.20)
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oprocz ttumienia. W niniejszej pracy nie uwzgledniono ani lepkosci obydwu
czystych faz, ani przewodnosci cieplnej gazu (co jest istotne w przypadku ma-
tych pecherzy)[18], [22], ani ttumienia promieniowania zwiazanego z dynamika
pecherza, a uwzgledniono tylko dyspersje.

Zmiany gestosci w prawej cze$ci rownania (6.20) musi by¢ rozwiazaniem
rownania (6.17). Mozna skorzystac z metody zaburzen [29] aby wyznaczy¢ roz-
wiazanie rownania (6.17) przy warunku poczatkowym p;(t = 0, 2) = M sin(wx)
(M - liczba Macha):

D 3
p1 = M sin (wx—{— <Tw —w) t) +
M? Duw? Dw3
3€Dw2 sin (3 2“ t) sin <2wx + (5 2(” ) t) . (6.21)

Na rysunku (6.1 a) przedstawiono ksztalt fali opisany rownaniem (6.21), wy-
liczony dla ¢ = 0.01. Zmiany gestosci dla modu entropowego wyznaczone na
podstawie rownania (6.20) przedstawiono na rysunku (6.1 b). Wida¢, ze za-
burzenia gestosci ps sa ujemne. W obliczeniach uzyto nastepujacych wartosci
zmiennych: Ry = 0.002m, ppo = 10°kg/m?, p,o = 10°Pa, v, = 1.4, v =
7, ¢ = 1500m/s, w = 10kHz, oy = 107*

Interesujace rezultaty uzyskuje si¢ réwniez stosujac stacjonarne rozwiazanie
rownania (6.17), ktore dazy do zera przy = dazacym do nieskoriczonosci (i mi-
nus nieskoriczonosci), przybieraja dobrze znang postaé solitonéw zaleznych od

1 + cosh ( @ g)] : (6.22)

Cy.

gdzie ¢; jest predkoscig fali stacjonarnej ¢; > 1, £ = x — ¢;t. Zmienne bez-
wymiarowe sa dobierane tak, aby bezwymiarowa szerokos¢ impulsu wynosita
jeden, co determinuje c;:

6(c1 —1)
£

P1(f) =

_ D
a=1+7. (6.23)

Rownania (6.20), (6.22) mozna przeksztalci¢ na:

B
a3

¢, ¢(&) =[1+cosh (&)™

(6.24)
Na rysunku (6.2) przedstawiono akustyczny soliton i wywotany przez niego
mod entropowy. Zaburzenia gestosci ps sa ujemne (w wodzie z pecherzami, &
moze osiggaé¢ wartosé 10* przy ag ~ 107%, za$§ wartosci mniejsze od 10 przyj-
muje tylko przy bardzo wysokich stezeniach objetosciowych gazu w mieszaninie

n© =200, pie) =572 [
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ap ~ 1 [12], dlatego czynnik przed caltka jest dodatni). Poniewaz ciecz ma niska
Scidliwos¢ w porownaniu z gazem, promien pecherzy wzrasta. Przyrost steze-
nia objetosciowego pecherzy Aa mozna wyliczy¢ korzystajac z nastepujgcej
zaleznosci:

pm = (1 —a)p, (6.25)

gdzie a to stezenie objetosciowe pecherzy. Poczatkowa gestosé mieszaniny
potaczona jest z poczatkowa gestoscia cieczy nastepujaca zaleznoscia:

Pm,0 = (1 - a/O)pl,D- (626)

Nastepnie korzystajac z:

Pmo + p3 = (1 = (o + Aa))pio, (6.27)
otrzymano:
ps 1= (a+ Aa)
Pm,0 11— (&%)

co prowadzi do wyrazenia na stezenie objetosciowe pecherzy:

1+

~1— Aq, (6.28)

Nam -2 (6.29)
Pm,0

Nastepnie korzystajac z rownosci:

% Gt Do (1 + AR>3 _ %t ha (6.30)

(Ro)* (Ro+ AR)3 Ro

%)

i rozwijajac obie jej strony w szeregi wzgledem poteg malych zaburzen, otrzy-
mano:

3=t _ 2 (6.31)

Zatem przyrost stezenia objetosciowego pecherzy A« i promienia pecherzy AR
wynosi w przyblizeniu

|
Ao~ —ps, AR~ —gﬁRO. (6.32)

o
Powyzsze oszacowania sa doktadne w przypadku niescisliwej cieczy. Pomimo
ze efektywnos$é powstawania modu entropowego w polu akustycznego solitonu
jest niska (amplituda modu entropowego jest w przyblizeniu D? razy wicksza
w poréwnaniu z solitonem ), przypadek akustycznego solitonu jest znaczacy
gdyz jest doktadnym rozwiazaniem réownania (6.17). W ogdlnosci trudno ocze-
kiwa¢ aby efekty nieliniowe byly duze, jesli s powodowane pojedyncza falg.
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-0.005

-0.010

Rysunek 6.1: a) Rozwiazanie rownania (6.17), dlat = 0.01. b) Zmiany gestosci
modu entropowego opisany przez rownanie (6.20), dla ¢ = 0.01.

Natomiast moga by¢ zauwazalne w przypadku gdy Zrédto akustyczne jest dosé
poszerzone w czasie, jak na przykltad paczki falowe. Przypadek akustycznego
solitonu jest rowniez wazny ze wzgledu na to, ze w osrodku dyspersyjnym
kazdy poczatkowy ksztalt fali przeksztalca sie z czasem w zbior solitonow [18],
[21], [49].

2 p® 2 p6)
9D3(e-2)

-10 -5 5 10

Rysunek 6.2: a) Stacjonarne rozwigzanie rownania (6.17), 5501(§) = ¢(§),
b) zmiany gestosci modu entropowego, Wﬁ_mpg(f) = ffo gb%dﬁ (réwnanie
6.24).
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6.5 Wnioski

W niniejszym rozdziale przedstawiono powstawanie nieliniowych modéw w pty-
nie z pecherzami gazowymi. Nawet niewielka koncentracja pecherzy w plynie
znacznie znacznie zwieksza Scisliwosé cieczy i redukuje predkoéé dzwieku. Nie-
liniowe efekty dzwicku w takich osrodkach znacznie si¢ réznia od standar-
dowych ptynéw Newtonowskich. Rezultaty niniejszych badan moga znalezé
zastosowanie w diagnostyce, np. metody diagnostyczne wykorzystujace srodki
kontrastowe w postaci pecherzykow gazowych w solance, ktore wstrzykuje sie
do naczyn krwionosnych |11, 48].

Rownanie (6.20) ujawnia nowa przyczyne wzrostu pecherzy w polu aku-
stycznym, mianowicie nieliniowa generacje modu ”entropowego” w polu dzwie-
kowym. Powiekszanie sie pecherzy zostato doktadnie przebadane eksperymen-
talnie [18]. Dyfuzja gazu rozpuszczonego w cieczy nastepuje do wnetrza peche-
rza podczas jego rozszerzania i w kierunku na zewnatrz podczas jego zmniej-
szania. Skoro powierzchnia pecherza jest mniejsza, a grubo$é¢ warstwy cieczy
jest wieksza podczas jego kompresji w poréwnaniu z ekspansja, to usredniony
po okresie przepltyw gazu odbywa sie do wnetrza pecherza. To powoduje jego
wzrost. Okazuje sie , ze predko$é¢ wzrostu masy pecherza jest proporcjonalna
do kwadratu ciénienia dzwicku. Jednakze odkryty w niniejszych badaniach
wzrost promienia pecherza w polu akustycznym ma odmienne zrédto od wy-
jasnionej wyzej dyfuzji. Powodem owego wzrostu jest nieliniowa interakcja
modow entropowego i dzwickowego, ktora moze mieé¢ miejsce nawet bez dy-
fuzji i nie jest powiazana ze wzrostem masy pecherza. Jest to zjawisko ana-
logiczne do wystepujacego w standardowych termolepkich ptynach izobarycz-
nego ogrzewania akustycznego. Wzrost masy pecherza m w jednostce czasu
dd—’? jest spowodowany dyfuzja i zostal wyliczony przez Neppiras’a [30]. Jest
on proporcjonalny do promienia pecherza Ry, kwadratu akustycznego cisnie-
nia i do czynnika zalezacego od czestotliwosci dzwicku, ((1 — Q2)? + Q2d?)~ 1,
gdzie € jest ilorazem czestotliwosci dzwieku i czestotliwo$ci wlasnej pecherza

3Y9Pg0
pioR3 "’
i zazwyczaj wynosi okoto 10. Zatem, tempo wariacji masy osiaga maksimum
w przyblizeniu przy czestotliwosci rezonansowej. Zas jesli chodzi o nieliniowsg
generacje modu entropowego, to jej efektywnosé rowniez jest proporcjonalna do
promienia pecherza i kwadratu ci$nienia akustycznego. Warto zwréci¢ uwage,
ze jest réwniez proporcjonalna do w?, podczas gdy w standardowych, termo-
lepkich ptynach, efektywnosé ogrzewania akustycznego jest proporcjonalna do
w?. To zgadza sie z ogélnym wnioskiem akustyki nieliniowej, Ze nieliniowe
efekty dzwieku sg wieksze przy duzych czestotliwosciach.

Mod entropowy w jednolitych ptynach okresla sie przez izobaryczne zmiany

Wy = Q = w/wy, d jest odwrotnoscia dobroci pecherza jako oscylatora
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gestodci 1 przez odpowiednie zmiany w temperaturze. W przypadku cieczy
z pecherzami, wariacje temperatury sg rézne wewnatrz pecherza w porownaniu
z tymi w otaczajacej go cieczy. W niniejszej pracy nie uwzgledniono strumieni
ciepta przez Sciane pecherza. Jednakze, mod ”entropowy” istnieje w cieczy
z pecherzami nawet jesli sama ciecz jest niescisliwa i nie obserwuje sie w niej
zadnych zmian temperatury. W takim przypadku, gestos¢ catej mieszaniny za-
lezy wytacznie od stezenia objetosciowego pecherzy. W przeplywie liniowym
bez zewnetrznego zrodta ciepta mod entropowy jest stacjonarny. To nielinio-
wos¢ i dyspersja sa powodem powolnego wzbudzenia tego modu. Nastepstwem
tego jest zmniejszenie gestosci mieszaniny i zwiazane z tym zwickszenie promie-
nia pecherzy. W rozdziale 6.4 rozwazono miedzy innymi, przyktad akustycz-
nego solitonu i nieliniowego wzbudzenia modu entropowego w jego polu. Za-
uwazono niska efektywnos¢ modu entropowego wygenerowanego przez dzwiek
okresowy. Proste obliczenia, polegajace na usrednieniu po okresie dzwicku
(2r w zmiennych bezwymiarowych) zaburzen gestosci, prowadza z réwnania
(6.20):

t+27
Ops\ _ o\ L (€—2) (9p1\’
<E>“‘D(€_Q) <P1 o0 )~ P \at) |

gdzie nawiasy typu ”<> 7 oznaczaja usrednienie po okresie dzwieku, (f) =

=0, (6.33)

% ;Hﬂ fdt. W jednolitych ptynach ze standardowym tlumieniem, dzwiek

okresowy produkuje pewna niezerowa, ujemna warto$¢. Prawa strona odpo-
wiedniego rownania zawiera przy catkowitym tlumieniu czton p, %2;’21 ~ Py a;tp;
[36] jak zaobserwowano réwniez w rozdziale 3. Wowczas usrednienie po okresie
dzwieku zmniejszajace gestos¢ w osrodku prowadzi do zwickszenia jego tem-
peratury, czyli ogrzewania akustycznego.

Wyniki niniejszych badan wyliczono przy zatozeniu $cidliwosci cieczy. Gra-
nica niescisliwosci (¢; — 00) nie pozwala, miedzy innymi, na wyliczenie nieli-
niowych wtasnosci ruchu fal w cieczy. Natomiast nie uwzgledniono ani prze-
plywu masy i ciepta miedzy pecherzem i otaczajaca go ciecza, ani niejedno-
rodnosci cisnienia i temperatury wewnatrz pecherza, ani rowniez parowania
w przypadku pecherzy zawierajacych pare. Istnieja jednakze badania nume-
ryczne, ktore biora pod uwage wszystkie te zjawiska [31], [22] i doskonale obja-
$niajg wywotane przez nie wlasnosci. Uwzglednienie ich za$ w niniejszej pracy
znacznie skomplikowatoby obliczenia matematyczne bez znaczacego udoskona-
lenia wynikéw. Poniewaz przewodno$é cieplna powinna zosta¢ uwzgledniona
w przypadku malych pecherzy (ktorych promien jest mniejszy od rezonan-
sowego) [18, 22|, ale nie zostala wzieta pod uwage w niniejszych badaniach,
nalezy w konkretnych obliczeniach zastosowaé¢ odpowiednio duze wielkosci pro-
mieni. Jesli charakterystyczna dtugosé fali cieplnej w gazie jest wieksza niz pro-
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przewodnoscia cieplna gazu). W przypadku duzych pecherzy, Ry > 4/ pgoé’; ok

zaczynaja by¢ wazne zaréwno straty lepkosci jak i promieniowanie powodo-
wane $cidliwodcia ptynu. Udowodniono doswiadczalnie, ze Scisliwosé pltynu
zaczynha by¢ dominujaca w poréwnaniu z lepkoscia przy czestotliwosciach 10
KHz i Ry > 2mm. Dla prostych obliczenn wody z pecherzami moga by¢ uzyte
nastepujace dane: Ry = 2mm, pyo = 10°kg/m?, po = 10°Pa, v, = 14, v, =T,
¢ = 1500m/s. Wartos¢é poczatkowej, objetosciowej koncentracji gazu w mie-
szaninie oy = 10~* powoduje okolo szesnastoprocentowe zwiekszenie promieni
pecherzy, spowodowane akustycznym solitonem. Z kolei ag = 107> prowadzi
do 3.6% zwiekszenia.

mien pecherza, > Ry, to zaczynaja by¢ wazne straty lepkosci (y jest
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Rozdzial 7

Podsumowanie

Zainteresowanie akustyka nieliniows znacznie wzrosto w ostatnich latach, ze
wzgledu na jej szerokie zastosowania w medycynie, zaréwno w diagnostyce
[5, 14, 34] jak i w terapii |7, 9, 48]. Glownym tego powodem jest zdolnosé
fal ultradzwickowych do gtebokiej penetracji ludzkiego ciata. Ponadto charak-
terystyki pola mozna tatwo kontrolowa¢ poprzez skupianie fal na wybranym
organie, modulacje ciaglego sygnalu, czy zmiane parametréw akustycznych
impulsu. W dodatku urzadzenia akustyczne sa z reguly bezpieczne i tanie.
Jak pisze Rudenko [48], okoto roku 2000 akustyczne techniki diagnostyczne
zajety drugie miejsce na swiatowym rynku pod wzgledem wielko$ci sprzedazy.
Fale ultradZwickowe o duzej mocy moga rowniez wytwarzaé¢ lokalne ogrzewa-
nie, ktore moze okazywaé dzialanie lecznicze, a nawet by¢ wykorzystane do
niszczenia tkanek, czy nawet pojedynczych komorek |7, 9].

Ogrzewanie akustyczne w standardowych, lepkich przeptywach, gdzie zré-
dlem jest dzwick okresowy, byto juz dobrze zbadane teoretycznie i eksperymen-
talnie |24, 29, 49]. Wymienione prace dotyczg usrednionych w czasie charakte-
rystyk ogrzewania, to znaczy, ze nie mozna za pomoca przedstawionych w nich
rownan opisa¢ powstawania ogrzewania w czasie. W niniejszej rozprawie za-
stosowano opracowang przez Anne Perelomova metode operatoréw rzutowych
pozwalajaca wyprowadzi¢ rownania spetnione dla kazdego typu fali, nie tylko
dla fal okresowych [36, 37|. Podstawa metody jest rozdzielenie rownan za-
chowania na podstawie wlasnosci wszystkich modéw istniejacych w o$rodku.
Metoda byta sprawdzona w wypadku ptynéw ze standardowa lepkoscia, w wy-
padku okresowego dzwicku na tle gazu doskonalego doprowadza ona do zna-
nych rownan akustyki nieliniowej. W niniejszej pracy zastosowano owa metode
w osrodkach rézniacych sie od pltynéow newtonowskich, jakimi jest wickszosé
plynéw biologicznych i technicznych.

W rozdziale 3 przedstawiono réwnanie ogrzewania akustycznego, a takze
jego efektywnos$é¢ w zaleznosci od ksztaltu fali, w osrodkach opisanych maxwe-
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lowskim tensorem naprezen lepkich. Jest to dobry model tkanek biologicznych.
Rezultaty przedstawione w wyzej wymienionym rozdziale moga by¢ przydatne
w medycynie rowniez ze wzgledu na wykorzystanie fal w ksztalcie impulsow
[14, 48|. Ponadto zbadanie efektywnosci ogrzewania w ptynach nienewtonow-
skich pozwala okresli¢é mozliwo$é kontrolowania procesu za pomoca ksztattu
fali. Moze to znalezé zastosowanie zaréwno w terapii ("ultrasonic thermal
surgery") [9], jak i w diagnostyce, bo ogrzewanie zalezy od lepkosci pltynu,
to znaczy, od jego zawartosci [14]. Wiazki ultradzwiekow o wysokiej energii
stosuje sie miedzy innymi do nieinwazyjnych operacji guzéw mozgu, do opera-
cji tagodnych nowotworéw nerek czy watroby, do zatrzymania wewnetrznego
krwawienia (,acoustic hemostasis”) [50]. Jak rowniez do kardiochirurgi, w chi-
rurgi plastycznej czy w dostarczeniu leku do konkretnego organu przy uzyciu
srodkow kontrastowych.

W rozdziale 4 rozwazono gaz, w ktérym zachodzi reakcja chemiczna. Za-
stosowana metoda projektoréw pozwolita miedzy innymi na wyprowadzenie
rownania opisujacego oddziatywanie fali akustycznej z modem odpowiedzial-
nym za rozpad reagenta. Ten problem wychodzi poza ramy ogrzewania aku-
stycznego. Badanie réwnania pozwala okresli¢, jaki wpltyw na przebieg reakcji
ma wybor ksztaltu lub czestotliwosci fali akustycznej. Na podstawie rownania
ogrzewania akustycznego wyciagnieto wniosek, ze w pewnym nieréwnowago-
wym obszarze wydzielenia sie ciepta podczas reakcji chemicznej, osrodek sie
ochtadza, zamiast sie ogrzewa¢. Rownania i odpowiednie rozwigzania moga
znalez¢ zastosowanie w inzynierii laserowej i aerodynamice plazmy.

Zagadnienie z rozdziatu 4 poszerzono w rozdziale 5 o uwzglednienie wa-
runkéw brzegowych. Rozwazono rezonator wypetniony gazem, w ktérym za-
chodzi reakcja chemiczna. Przedstawiono pole akustyczne w takim osrodku,
zbadano rownanie ogrzewania (badz chtodzenia) akustycznego. W rozdziale
5 uwzglednienie warunkoéw brzegowych przyblizyto rozwazane zagadnienie do
rzeczywistosci, jako ze fale akustyczne rozchodza sie w zamknictej przestrzeni.

Tematem poruszonym w rozdziale 6 jest badanie oddzialtywania miedzy
modami w ptynach z pecherzykami gazowymi. Dotychczasowe badania nad
pltynem z pecherzami dotyczyly rozpraszania sie fali akustycznej na pecher-
zach w cieczy niescisliwej [45, 51|. W niniejszej pracy uwzgledniono $cisliwosé
cieczy. Wyprowadzanie rownan opisujacych poruszanie sie fali akustycznej
w takim osrodku, czy réwnania opisujacego ogrzewanie znajdzie zastosowanie
w diagnostyce. Istnieja metody diagnostyczne wykorzystujace do wizualizacji
srodki kontrastowe w postaci pecherzykéw gazowych w solance, ktore wstrzy-
kuje sie do naczyn krwionosnych. Wowczas wykorzystujac rozpraszanie ultra-
dzwiekow otrzymuje sie obrazy przeptywu krwi [11]. Jak tlumaczy Rudenko
w [48], w przypadku tej metody nieliniowo$¢ zaczyna odgrywaé znaczaca role.
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Ponadto zawartos¢ nawet malej ilosci pecherzykéw w ptynie gwaltownie zmie-
nia cechy propagacji dzwieku, co jest wskaznikiem koncentracji fazy gazowe;
w cieczy. Ciecz z pecherzami modeluje niektére ptyny biologiczne, wiec zakres
zastosowan metody jest taki sam, jak w plynach nie-newtonowskich. Ciecz
z pecherzami modeluje rowniez produkty przemyshu spozywczego. Efektyw-
nos¢ ogrzewania spozywczego, lub badanie akustyczne zawartosci produktu
tez naleza do dziedzin zastosowania metody.
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