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Rozdziaª 1

Wst¦p, cel pracy i tezy

W dysertacji opracowano nast¦puj¡ce cele:

� motywacj¦ przedmiotu pracy doktorskiej,

� opis metody wymiany dynamicznej (ang. dynamic replacement method, DR) i
przegl¡d stanu wiedzy na temat wymiarowania kolumn formowanych t¡ metod¡,

� state-of-the-art dot. metody Smooth Particle Hydrodynamics wykorzystanej w nu-
merycznej symulacji wpªywu procesu formowania kolumny na otaczaj¡ce podªo»e
gruntowe,

� opis matematyczny wybranego prawa konstytutywnego wraz z walidacj¡,

� matematyczny opis uwarunkowa« powstawania i propagacji fal uderzeniowych, ob-
j¦to±ciowych i powierzchniowych w o±rodku gruntowym,

� opis numerycznej procedury symulacji procesu DR wraz z walidacj¡ wybranych
bada« polowych.

Tez¡ pracy jest stwierdzenie: �Wykorzystywane aktualnie metody projektowania ko-

lumn formowanych metod¡ wymiany dynamicznej nie uwzgl¦dniaj¡ lokalnego wzmocnienia

o±rodka gruntowego wokóª kolumny i niecylindrycznego ksztaªtu formowanej kolumny�.
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Rozdziaª 2

Motywacja przedmiotu pracy

doktorskiej

Rozprawa doktorska dotyczy numerycznej symulacji wpªywu procesu formowania ko-
lumny metod¡ wymiany dynamicznej, na otaczaj¡ce podªo»e gruntowe. Pomimo, »e me-
tod¦ wymiany dynamicznej zaproponowano pod koniec lat siedemdziesi¡tych ubiegªego
wieku, oraz pomimo ogromnej popularno±ci, nale»y ona wci¡», do metod niedostatecznie
rozpoznanych szczególnie pod wzgl¦dem teoretycznym. Wykorzystywane w projektowaniu
analityczne metody obliczeniowe dla kolumn formowanych metod¡ wymiany dynamicz-
nej, pierwotnie opracowano dla kolumn formowanych metodami nie uwzgl¦dniaj¡cymi
specy�ki tej metody, np. metoda wibrowymiany. Z tego wzgl¦du pomijano intuicyjnie
wyczuwalny fakt lokalnego wzmocnienia gruntu wokóª formowanej kolumny, co w rezulta-
cie, podczas projektowania, cz¦sto prowadzi do niedoszacowania no±no±ci. Aktualny stan
wiedzy, szczególnie teoretycznej, nie pozwalaª na potwierdzenie adekwatno±ci wykorzy-
stywanych metod w odniesieniu do specy�ki kolumn formowanych poprzez uderzenia.
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Rozdziaª 3

Technologia wymiany dynamicznej

Mody�kacja podªo»a gruntowego w celu ulepszenia jego wªa±ciwo±ci geotechnicznych
mo»e by¢ realizowana na wiele sposobów. Analizowana w pracy metoda wymiany dy-
namicznej (ang. dynamic replacement, DR) jest poª¡czeniem metod stosowanych do
zag¦szczenia gruntu, a szczególnie metod udarowych z metod¡ wymiany gruntów, której
koncepcja polega na zwi¦kszeniu no±no±ci sªabego gruntu przez wykonanie w nim kolumn
kamiennych, »wirowych czy piaskowych.

Metoda wymiany dynamicznej sªu»y do wzmacniania podªo»a gruntowego gdy nie
jest wymagana du»a mi¡»szo±¢ wzmacnianego podªo»a (5-6m) i najlepiej sprawdza si¦
do wzmacniania gruntów organicznych, nawodnionych gruntów spoistych oraz gruntów
antropogenicznych. Technologia ta polega na dynamicznym formowaniu no±nych kolumn
»wirowych lub kolumn wykonanych z kruszywa (kruszony beton, »u»el wielkopiecowy,
itp.) za pomoc¡ ubijaków (najcz¦±ciej o masie 8-15 ton) zrzucanych grawitacyjnie z wyso-
ko±ci najcz¦±ciej okoªo 15-30m. Ubijanie powoduje powstanie nadci±nienia wody w porach
gruntu, które dyssypuje powoduj¡c odpªyw wody �ltruj¡cej do kolumny peªni¡cej funkcj¦
drena»ow¡. Zalety tej metody to: prostota wykonania, stosunkowo niskie koszty realiza-

Rysunek 3.1: Etapy technologii formowania kolumny kamiennej metod¡ wymiany dyna-
micznej, [1].
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3. TECHNOLOGIA WYMIANY DYNAMICZNEJ 9

cji w porównaniu z klasyczn¡ wymian¡ gruntu i innymi metodami wzmacniania podªo»a
gruntowego oraz stosunkowo krótki czas realizacji. Sam proces zag¦szczania wymaga kon-
troli i odpowiedniego projektu dla uzyskania wymaganego stanu zag¦szczenia. Problem
ten, z naukowo-in»ynierskiego punktu widzenia pozostaje problemem otwartym, który
wymaga odpowiednich procedur obliczeniowych.

Poprawne projektowanie wymiany dynamicznej wymaga znajomo±ci pro�lu geotech-
nicznego podªo»a, poprawno±ci dobrania masy ubijaka, jego ksztaªtu i rozmiarów, liczby
uderze« w ka»dym w¦¹le zag¦szczania oraz innych powi¡zanych informacji, jak energii
na jednostk¦ powierzchni upadaj¡cej masy, b¡d¹ pr¦dko±ci ubijaka w chwili uderzenia w
podªo»e. Indywidualne warunki ka»dego projektu wymuszaj¡ projektowanie wzmocnie-
nia uwzgl¦dniaj¡c zró»nicowanie faz zag¦szczenia, poziomów energii, a tak»e przedziaªów
czasowych w jakich zostanie ona dostarczona. Dobranie odpowiedniego rodzaju metody
mo»liwe jest po dokªadnej analizie parametrów ulepszanego gruntu, a tak»e gª¦boko±ci
zalegania i uwarstwienia podªo»a. Rozmieszczenie punktów uderze« oraz dobór innych
parametrów technologicznych nast¦puje na etapie projektu wst¦pnego, ostatecznie jed-
nak projekt zag¦szczania jest wery�kowany dopiero w wyniku prób przeprowadzonych w
terenie.

Rysunek 3.2: Urz¡dzenie wykorzystywane do formowania kolumn w technologii DR �rmy
Polbud-Pomorze, fot. wªasna.
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Wykorzystywane analityczne metody obliczeniowe w projektowaniu kolumn metod¡
wymiany dynamicznej, byªy pierwotnie opracowane dla kolumn formowanych innymi me-
todami, nie uwzgl¦dniaj¡cymi specy�ki metody DR (jak na przykªad metoda wibrowy-
miany). Z tego wzgl¦du pomijany jest intuicyjnie wyczuwalny fakt lokalnego zag¦szczenia
(wzmocnienia) gruntu wokóª formowanej kolumny. Efekty zag¦szczenia gruntu w wyniku
dynamicznego uderzenia upadaj¡cej du»ej masy s¡ wykorzystywane w innych znanych me-
todach zwanych Zag¦szczaniem Dynamicznym, oraz Zag¦szczaniem Impulsowym, jednak
stosowane obecnie w projektowaniu DR metody obliczeniowe nie uwzgl¦dniaj¡ specy�ki
dynamicznego formowania kolumn i w konsekwencji prowadz¡ do przeszacowania no±no-
±ci. St¡d te» zasadniczym celem niniejszej pracy jest numeryczne okre±lenie wpªywu
formowania wbijanej kolumny kamiennej na zmian¦ parametrów otaczaj¡cego j¡ sªabego
podªo»a gruntowego.

Wymiana dynamiczna jest jedn¡ z najcz¦±ciej stosowanych metod wzmocnienia sªabego
podªo»a gruntowego. Brak uwzgl¦dnienia wpªywu procesu formowania kolumny t¡ metod¡
na otaczaj¡ce podªo»e w efekcie prowadzi do przeszacowania no±no±ci podªo»a.

3.1 Konsolidacja dynamiczna

Wymiana dynamiczna posiada wspólne cechy z metod¡ zwan¡ Konsolidacj¡ Dyna-
miczn¡, chocia»by poprzez wykorzystanie bardzo podobnego sprz¦tu. Konsolidacja Dy-
namiczna zostaªa zaproponowana przez Louisa Menarda w latach siedemdziesi¡tych XX
wieku [19].

Rysunek 3.3: Etapy technologii zag¦szczania dynamicznego metod¡ dynamicznej konso-
lidacji, [1].
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Technologia ta polega na wielokrotnym zrzucaniu z cz¦stotliwo±ci¡ uderze« 1-3 na mi-
nut¦, ze znacznej wysoko±ci (najcz¦±ciej 10-40m) ci¦»kiego ubijaka (10-50 ton), w wyniku
czego w sªabym podªo»u powstaje poni»ej krateru bryªa wzmocnionego gruntu. Wcze±niej
uwa»ano, »e zag¦szczanie nawodnionych gruntów spoistych nie jest mo»liwe z powodu po-
wstawania zjawiska tzw. �poduszki kauczukowej�. W metodzie dynamicznej konsolidacji
wprowadzono zatem nowatorsk¡ technik¦ ubijania polegaj¡c¡ na wymuszeniu poprzez
du»¡ energi¦ opadaj¡cej masy ubijaka zjawiska utraty wytrzymaªo±ci gruntu. W wyniku
nast¦puj¡cych po sobie uderze« ubijaka powietrze znajduj¡ce si¦ w porach gruntu ulega
spr¦»eniu, a po osi¡gni¦ciu pewnej minimalnej obj¦to±ci grunt ulega upªynnieniu. Ener-
gia wymagana do osi¡gni¦cia opisywanego zjawiska nazywa si¦ energi¡ upªynnienia, [50].
Opadaj¡cy grawitacyjnie ubijak powoduje wytworzenie nadci±nienia wody w porach oraz
powstawanie fal obj¦to±ciowych, poprzecznej i podªu»nej, oraz fal powierzchniowych. Po
serii uderze« ci±nienie wody w porach gruntu zwi¦ksza si¦ do poziomu odpowiadaj¡cemu
stanowi upªynnienia gruntu. Kolejna faza powoduje dyssypacj¦ nadci±nienia wody oraz
zag¦szczenie gruntu - ±ci±lejszy kontakt pomi¦dzy ziarnami.

Rysunek 3.4: Przykªad zag¦szczania dynamicznego w Al-Falah, Zjednoczone Emiraty
Arabskie, [66].

Po zako«czeniu procesu ubijania nast¦puje wyrównanie powierzchni i przyst¦puje si¦
do zag¦szczania w kolejnych punktach. Po zako«czeniu wyrównuje si¦ i dog¦szcza przy-
powierzchniow¡ warstw¦ gruntu (ang. ironing).

Do poprawnego zaprojektowania dynamicznego zag¦szczania wymagana jest znajo-
mo±¢ rozpoznania podªo»a gruntowego, a na tej podstawie nast¦puje ustalenie ci¦»aru
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ubijaka, wysoko±ci jego spadku, liczby uderze« na dany punkt, rozmieszczenia punktów
uderze« w siatce, okre±lenie liczby faz oraz interwaªów pomi¦dzy nimi.

Mas¦ ubijaka mb oraz wysoko±¢ jego spadku hb ustala si¦ w zale»no±ci od gª¦boko±ci
hz i rodzaju gruntu zalegaj¡cego w warstwie poddawanej zag¦szczeniu. Do okre±lenia
gª¦boko±ci hz (w metrach) w przypadku lu¹nych gruntów niespoistych wyst¦puj¡cych do
znacznej gª¦boko±ci wykorzystuje si¦ wzór [50]:

hz = ks
√
mbhb , (3.1)

gdzie wspóªczynnik ks przyjmuje warto±¢ z przedziaªu (0.35, 1). Do okre±lenia okre±lenia
gª¦boko±ci hz (w metrach) w przypadku gruntów spoistych wykorzystuje si¦ zale»no±¢:

hz = 0.4

√
mbhbB

Apcu
, (3.2)

gdzie B jest ±rednic¡ b¡d¹ szeroko±ci¡ wykorzystywanego kafara, Ap jest powierzchni¡
kontaktu kafara z gruntem, natomiast cu jest spójno±ci¡ gruntu, [61].

Mo»liwe jest te» oszacowanie gª¦boko±ci zag¦szczania poprzez wyznaczanie (za pomoc¡
monogramów) energii zag¦szczania, porównuj¡c wykresy energii i skªadowych pionowych
napr¦»e« uzyskanych z bada« edometrycznych, [50].

3.2 Wymiarowanie kolumn kamiennych

Zwi¦kszenie no±no±ci podªo»a pod fundamentem mo»liwe jest przez uformowanie odpo-
wiednich kolumn kamiennych czy »wirowych. Kolumny takie zag¦szczaj¡ podªo»e oraz s¡
równie» cz¦±ciow¡ wymian¡ gruntu. Projektuj¡c posadowienie na podªo»u wzmocnionym
kolumnami kamiennymi, nale»y rozwa»a¢ dwa stany graniczne, [21]:

- graniczny stan no±no±ci, którego niespeªnienie jest równoznaczne z utrat¡ statecz-
no±ci przez kolumny

p
′

k 6 mp
′

kf , (3.3)

gdzie p
′

k to pionowy nacisk na kolumn¦ (obliczeniowy), p
′

kf to efektywny nacisk na
kolumn¦, m to wspóªczynnik korekcyjny (m = 0.5 wedªug Ghionny i Jamioªkow-
skiego [20]),

- drugi stan graniczny wymaga speªnienia dwóch warunków; pierwszym jest graniczny
stan ukªadu przemieszczenia, mówi¡cy o nieprzekroczeniu przez budowl¦ osiadania
dopuszczalnego sdop:

smax 6 sdop, (3.4)
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gdzie smax jest maksymalnym osiadaniem podªo»a wzmocnionego (od obci¡»e« cha-
rakterystycznych); drugi warunek powi¡zany jest z odksztaªceniem k¡towym:

β∗
max 6 β∗

dop, (3.5)

gdzie β∗
max = (∆s

l
)max to odksztaªcenie k¡towe czyli maksymalna ró»nica osiadania

dwóch punktów podzielona przez odlegªo±¢ mi¦dzy nimi. β∗
dop = (∆s

l
)dop to dopusz-

czalne odksztaªcenie k¡towe (wedªug Eurocodu 7 warto±¢ ta wynosi 1/500).

Szacowanie no±no±ci kolumny zale»y od jej smukªo±ci, a dokªadniej od mechanizmu
utraty stateczno±ci przez kolumn¦. W przypadku kolumn o dªugo±ci Hk, dochodz¡cej do
stropu warstwy no±nej, utrata stateczno±ci nast¦puje w wyniku:

- sp¦cznienia górnej cz¦±ci kolumny (Rys.3.5a); jest to mechanizm charakterystyczny
dla kolumn smukªych (Hk > 4Dk),

- osi¡gni¦cia stanu granicznego no±no±ci w otoczeniu gªowicy kolumny (Rys.3.5b); jest
to mechanizm charakterystyczny dla kolumn kr¦pych (Hk < 4Dk).

Rysunek 3.5: Mechanizmy utraty stateczno±ci ukªadu kolumna-grunt: a) kolumna smukªa
- sp¦cznienie kolumny; b) kolumna kr¦pa - stan graniczny w otoczeniu gªowicy, [21].

3.2.1 Szacowanie no±no±ci kolumn smukªych

Hughes i Withers [29] na podstawie bada« modelowych wykazali, i» mechanizm utraty
no±no±ci kolumn smukªych (Hk > 4Dk) polega przede wszystkim na utracie no±no±ci po-



3. TECHNOLOGIA WYMIANY DYNAMICZNEJ 14

przez p¦cznienie kolumny. P¦czniej¡ca kolumna wywiera napr¦»enie na podªo»e gruntowe
w kierunku radialnym od swej osi.

Cytuj¡c za Gryczma«skim, [21], obci¡»enie graniczne kolumny smukªej mo»na wyzna-
czy¢ korzystaj¡c ze wzoru:

p′kf = (σ′
h0 + kcu)Kpk , (3.6)

gdzie:

σ′
h0 � skªadowa pozioma napr¦»enia efektywnego [kPa] w ulepszonym gruncie na

gª¦boko±ci najwi¦kszego sp¦cznienia kolumny równej w przybli»eniu 1.5Dk,

σ′
h0 = K0(γ

′z + p′), (3.7)

k � wspóªczynnik korekcyjny:

k = 1 + ln
(G0u

cu

)
,

cu � wytrzymaªo±¢ gruntu na ±cinanie w warunkach bez drena»u, [kPa],

Kpk � wspóªczynnik parcia biernego materiaªu kolumny:

Kpk = tg2
(
45 +

ϕk

2

)
=

1 + sinϕk

1− sinϕk

, (3.8)

G0u � moduª ±cinania [kPa] gruntu wzmacnianego,

K0 � wspóªczynnik parcia spoczynkowego sªabego gruntu,

γ′ � ci¦»ar obj¦to±ciowy gruntu z uwzgl¦dnieniem wyporu wody [kN/m3],

ϕk � k¡t tarcia wewn¦trznego materiaªu kolumny.

We wzorze (3.7) Gryczma«ski uwzgl¦dniª wpªyw nacisku p′ na grunt otaczaj¡cy kolumn¦.
Jamioªkowski i Ghionna [20] zaproponowali zmian¦ (wzrost) wytrzymaªo±ci na ±cinanie
gruntu otaczaj¡cego kolumn¦ spowodowan¡ procesem formowania kolumny kamiennej (za-
g¦szczenie i konsolidacj¡ w warunkach z przy±pieszonym drena»em):

c∗u = cu +∆cu. (3.9)

3.2.2 Szacowanie no±no±ci kolumn kr¦pych

W przypadku kolumn kr¦pych (Hk < 4Dk) no±no±¢ graniczn¡ mo»na oszacowa¢ ze
wzoru Braunsa, [12]:

p′kf =
(
p′ +

2cu
sinδ

)(
1 +

√
Kpk

tgδ

)
Kpk, (3.10)

gdzie:
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Rysunek 3.6: Zaªo»enia do szacowania no±no±ci granicznej w metodzie Braunsa, [21].

Rysunek 3.7: Nomogramy do wyznaczania k¡ta δ w metodzie Braunsa: a) p ̸= 0;
b) p′ = 0, [21].

cu � spójno±¢ gruntu ulepszonego w warunkach bez drena»u, [kPa],

Kpk � wspóªczynnik parcia biernego materiaªu kolumny:

Kpk = tg2
(
45 +

ϕk

2

)
=

1 + sinϕk

1− sinϕk

,

p′ � nacisk pionowy [kPa] od fundamentu na grunt otaczaj¡cy kolumn¦, (3.8),
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p0 � ±redni nacisk przekazywany przez fundament na grunt [kPa],

δ � k¡t nachylenia linii po±lizgu do poziomu, odczytywany z nomogramów Braunsa
(Rys. 3.7).

3.2.3 Szacowanie osiadania

Najpopularniejsze siatki rozstawu kolumn, wykorzystywane przy projektowaniu wzmo-
cnienia sªabego podªo»a gruntowego kolumnami kamiennymi, formowanymi ró»nymi me-
todami wykorzystuj¡ geometri¦ sze±ciok¡tn¡, trójk¡tn¡ i czworok¡tn¡ (Rys. 3.8). Zaªo-

Rysunek 3.8: Schemat konstrukcji komórki jednostkowej: a) siatki i ±rednice równowa»ne,
b) przekrój osiowy komórki.

»eniem komórki jednostkowej jest sprowadzenie analizy do przypadku zagadnienia osiowo-
symetrycznego poprzez zast¡pienie �gur geometrycznych koªami o tej samej powierzchni.

We wzorze (3.3) warunkuj¡cym graniczny stan no±no±ci, obliczeniowy pionowy nacisk
na kolumn¦ wyznacza si¦ ze wzoru, [50]:

p′k =
n

β
p0, (3.11)

gdzie:
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n jest bezwymiarowym wspóªczynnikiem koncentracji obci¡»enia:

n = 1 +
β − 1

α
,

α jest bezwymiarowym wspóªczynnikiem wymiany:

α =
Ak

Ae

=
(Dk

De

)2
, (3.12)

β jest wspóªczynnikiem efektywno±ci ulepszania (zwanym te» wspóªczynnikiem re-
dukcji), którego znajomo±¢ jest wystarczaj¡ca do okre±lenia efektywno±ci wzmoc-
nienia gruntu.

Osiadanie wyznacza si¦ ze wzoru, [50]:

s =
s0
β
, (3.13)

gdzie:

s0 =
p0β(1− ν20)ωh

E0

, (3.14)

natomiast ωh jest wspóªczynnikiem wpªywu wedªug monogramu z Rys. 3.9.

Rysunek 3.9: Nomogram sªu»¡cy do wyznaczania wspóªczynników ωh.

Sprawdzenie warunku (3.5) wymaga obliczenia osiadania w minimum trzech komór-
kach jednostkowych o pro�lach tak dobranych aby ∆s

l
byªo jak najwi¦ksze, [50].
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Metoda Priebego

W metodzie Priebego zagadnienie równowagi komórki jednostkowej jest sprowadzone
do osiowo symetrycznego problemu Lamego rury grubo±ciennej obci¡»onej wewn¡trz ci-
±nieniem p′ � Rys. 3.10, [51].

Rysunek 3.10: Metoda Priebego: a) schemat statyczny komórki jednostkowej, b) nomo-
gram wyznaczania wspóªczynnika efektywno±ci β.

Wspóªczynnik efektywno±ci ulepszenia podªo»a mo»na wyznaczy¢ z nomogramu
(Rys. 3.10b), b¡d¹ z zale»no±ci, [51]:

β = 1 + α
(1 + 2f

2kakf
− 1
)
, (3.15)

gdzie:

f =
(1− ν0)(1− α)

1 + α− 2ν0
,

ν0 � wspóªczynnik rozszerzalno±ci bocznej (Poissona) podªo»a sªabego,

Kak � wspóªczynnik parcia czynnego materiaªu kolumny:

Kak = tg2
(
45− ϕk

2

)
,

ϕk � k¡t tarcia wewn¦trznego materiaªu kolumny,

α � wspóªczynnik wymiany wedªug wzoru (3.12).
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Metoda Balaama-Bookera

Balaam i Booker (cyt. za: [35]) zaproponowali wyznaczenie wspóªczynnika redukcji
wedªug wzoru:

β = βelβpl. (3.16)

Autorzy przyj¦li numeryczny model obliczeniowy wykorzystuj¡cy do opisu zachowania si¦
kolumny spr¦»ysto-idealnie plastyczne prawo konstytutywne z warunkiem plastyczno±ci
Coulomba-Mohra, natomiast do opisu zachowania si¦ gruntu liniowe prawo spr¦»yste.
Równanie (3.16) wymaga obliczenia wspóªczynnika redukcji osiadania ze wzoru:

βel =
1

M0

(
(λk + 2Gk)α+ (λo + 2Go)(1− λ)− 2(λk − λo)αF

)
, (3.17)

gdzie

F =
(λk − λ)(1− α)

2
(
(λo +Go − λk −Gk)α + (λk +Gk +Go)

) . (3.18)

λk i Gk s¡ staªymi Lamego dla materiaªu kolumny, natomiast λo, Go, M0 s¡ staªymi
Lamego i edometrycznym moduªem ±ci±liwo±ci dla sªabego podªo»a gruntowego. βel jest
wspóªczynnikiem redukcji osiadania spr¦»ystego, natomiast βpl oznacza wspóªczynnik re-
dukcji osiadania plastycznego wyznaczanym za pomoc¡ nomogramów, cyt. za: [35].



Rozdziaª 4

Model konstytutywny

4.1 Niezmienniki tensora napr¦»enia

Rozwa»my tensor napr¦»enia Cauchy'ego σ w postaci wektorowej zapisany w formie:

σ =
{
σ11 σ22 σ33 σ12 σ13 σ23 σ21 σ31 σ32

}T

, (4.1)

oraz wektor n zde�niowany nast¦puj¡co:

n =
{
1 1 1 0 0 0 0 0 0

}T

. (4.2)

Przyjmuje si¦ zgodnie z konwencj¡ znaków mechaniki klasycznej, »e dodatnie warto±ci
skªadowych normalnych oznaczaj¡ rozci¡ganie, natomiast ujemne warto±ci skªadowych
normalnych oznaczaj¡ ±ciskanie.

Warto±ci skªadowych gªównych tensora napr¦»enia nie zmieniaj¡ si¦ wraz ze zmian¡
ukªadu odniesienia dlatego nazywa si¦ je niezmiennikami gªównymi. Tensor napr¦»enia σ
speªnia twierdzenie Cayley'a-Hamiltona1:

σ3
ij − Iσσ

2
ij + IIσσij − IIIσIij = 0. (4.3)

Równanie (4.3) ma trzy pierwiastki rzeczywiste, którym odpowiadaj¡ kierunki nk b¦d¡ce
kierunkami gªównymi:

Iσ = σii

IIσ = 1
2
(σijσji − σiiσjj)

IIIσ = det(σij)

. (4.4)

Dewiator tensora napr¦»enia otrzymuje si¦ odejmuj¡c od tensora napr¦»enia jego cz¦±¢
kulist¡ (aksjator), czyli ±redni¡ warto±¢ skªadowych normalnych napr¦»enia nazywan¡ te»

1Twierdzenie Cayley'a-Hamiltona: wielomian charakterystyczny W (λ) macierzy A ma nast¦puj¡c¡

wªasno±¢: W (A) = 0.

20



4. MODEL KONSTYTUTYWNY 21

ci±nieniem hydrostatycznym:

sij = σij −
1

3
σkkδij = σij − pδij. (4.5)

Niezmienniki podstawowe dewiatora tensora napr¦»enia b¦d¡ce pierwiastkami równania
charakterystycznego:

s3ij − Iss
2
ij + IIssij − IIIsIij = 0 (4.6)

wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡co:
Is = sii = 0

IIs = 1
2
sijsji

IIIs = 1
3
sijsjkski

. (4.7)

4.2 Matematyczny opis prawa konstytutywnego

Jednym z pionierów zastosowania teorii spr¦»ysto-plastyczno±ci do opisu zachowa«
mechanicznych gruntów, a w zasadzie skaª, byª Drucker. Zaimplementowaª on model
hyperspr¦»ysty z powierzchni¡ plastyczno±ci podobn¡ w sformuªowaniu do tej prezento-
wanej poni»ej. Poziom oceny odksztaªce« maªych lub du»ych reguluje odpowiedni (staªy)
zwi¡zek stowarzyszony z warunkiem plastyczno±ci wa»ny dla pewnej cz¦±ci o±rodka grun-
towego. Dalej przyjmuje si¦, »e w warunkach obci¡»enia ±ciskaj¡cego, zniszczenie stowa-
rzyszone jest z generacj¡ wytrzymaªo±ci reprezentuj¡cej spójno±¢ o±rodka, a mianowicie
w takim sensie, »e wytrzymaªo±¢ caªkowita na ±cinanie pozostaje niezmienna, w czasie
kiedy element o±rodka jest w fazie zniszczenia (tj. speªniony jest warunek plastyczno±ci),
jednak»e lokalna wytrzymaªo±¢ na ±cinanie ro±nie wraz ze wzrostem napr¦»enia ±redniego.
Opisywany model konstytutywny zaproponowany przez Krieg'a [33] posiada powierzchni¦
plastyczno±ci, któr¡ mo»na opisa¢ paraboloid¡ obrotow¡2 �przykryt¡� elipsoid¡ obrotow¡
(ang. planar cap), która to w czasie obci¡»enia mo»e si¦ przemieszcza¢. Powy»sze mo»na
przedstawi¢ wzorem, [33]:

F (σij) = (p− f)
(
IIs − (a0 + a1p+ a2p

2)
)
= 0, (4.8)

gdzie f jest funkcj¡ zale»n¡ od aksjatora tensora odksztaªcenia, IIs jest drugim nie-
zmiennikiem dewiatora tensora napr¦»enia, (4.7), natomiast p jest ±rednim ci±nieniem
zwi¡zanym z napr¦»eniem nast¦puj¡c¡ relacj¡:

p = δijσij/3. (4.9)

Funkcji plastyczno±ci (4.8) jest iloczynem dwóch funkcji. Pierwsza opisuje cz¦±¢ parabo-
2Ogólna posta¢ powierzchni plastyczno±ci w postaci wielomianu stopnia drugiego w zale»no±ci od

napr¦»enia ±redniego p jest dobr¡ aproksymacj¡, nie mniej jednak mo»na pokaza¢, »e paraboloid dla

a2 = 0 stanowi dostateczny stopie« aproksymacji, jaki mo»na wykorzysta¢ w procedurze walidacji na

podstawie porównania z eksperymentem, np. test edometrycznej ±ci±liwo±ci lub w warunkach trójosiowej

±ci±liwo±ci, niniejszego prawa plastycznego pªyni¦cia.
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Rysunek 4.1: Przykªadowa powierzchnia plastyczno±ci z zaznaczon¡ osi¡ hydrostatyczn¡
w przestrzeni napr¦»e« Haigh-Westergaard'a.

liczn¡ powierzchni plastyczno±ci, a druga powierzchni¦ normaln¡ do osi hydrostatycznej:

Fs(sij) = IIs − (a0 + a1p+ a2p
2), (4.10)

Fp(σ
ax
ij ) = p− f. (4.11)

Kryterium plastyczno±ci jest okre±lon¡ funkcj¡ stanu napr¦»enia, co mo»na zapisa¢ jako
warunek:

F (σij) = 0, (4.12)

natomiast z procesem czynnym (na powierzchni plastyczno±ci) mamy do czynienia gdy:

F (σij) = 0 ∧ ∂F

∂σij
σ̇ij = 0. (4.13)

Tensor pr¦dko±ci odksztaªcenia, jako tensor drugiej walencji, mo»na przedstawi¢ w postaci
sumy dwóch tensorów - aksjatora ϵ̇M i dewiatora ėdevij . Po przeksztaªceniach otrzymujemy:

ėdevij = ϵ̇ij − ϵ̇Mδij, (4.14)
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gdzie:

ϵ̇M =
ϵ̇kk
3
. (4.15)

Deformacj¦ plastyczn¡ dzieli si¦ na cz¦±ci: obj¦to±ciow¡ i dewiatorow¡ zgodnie z (4.14) i
teoretycznie mo»na je rozpatrywa¢ oddzielnie.

4.2.1 Plastyczna deformacja obj¦to±ciowa

Jako pierwsze wymaganie w procedurze obliczeniowej stanowi warunek, na podstawie
którego sprawdza si¦ czy pocz¡tkowy stan napr¦»enia znajduje si¦ wewn¡trz powierzchni
plastyczno±ci i nie przekracza pewnej granicy (opisanej parametrem h) wytrzymaªo±ci na
rozci¡ganie. Tutaj granic¦ wytrzymaªo±ci na ±cinanie stanowi (dla gruntów spoistych)
h = cu, spójno±¢ w warunkach bez odpªywu. Poniewa» powierzchnia plastyczno±ci (z
zamkni¦ciem) jest wypukªa wystarczy sprawdzi¢ warunek:

F (σij) < 0 ∧ p > h. (4.16)

Rozwa»my teori¦ plastyczno±ci zwi¡zan¡ z aksjatorem tensora pr¦dko±ci odksztaªcenia.
W tym przypadku warunek (4.13) ma posta¢:

Fp(σ
ax
ij ) = 0 ∧ ∂Fp

∂σax
ij

σ̇ax
ij = 0. (4.17)

Deformacj¦ plastyczn¡ obj¦to±ciow¡ mo»na opisa¢ w dwojaki sposób, a mianowicie przy
pomocy klasycznej deformacyjnej teorii plastyczno±ci lub przyrostowo, natomiast je»eli
warunki (4.17) nie s¡ speªnione, wówczas odpowied¹ ukªadu jest spr¦»ysta,tj.:

ṗ = −3K0ϵ̇M , (4.18)

gdzie K0 jest moduªem odksztaªcalno±ci obj¦to±ciowej dla obci¡»enia. Je»eli warunek
(4.17) jest speªniony, to równanie (4.11) po zró»niczkowaniu ma posta¢:

ṗ =


f ′(ϵM)ϵ̇M dla Fp(σ

ax
ij ) = 0, ṗ > 0

−3K0ϵ̇M dla Fp(σ
ax
ij ) < 0 ∨ Fp(σ

ax
ij ) = 0, ṗ < 0

0 dla p = h, ṗ < 0

. (4.19)

Deformacyjna teoria plastyczno±ci jest równowa»na z przedstawion¡ powy»ej przyrostow¡
teori¡ plastyczno±ci (4.19):

p =


f(ϵM) dla Fp(σ

ax
ij ) = 0, ϵ̇M 6 0

p(tu)− 3K0

∫ t

tu
ϵ̇Mdt dla Fp(σ

ax
ij ) < 0

h dla p = h, ϵ̇M > 0

. (4.20)

Równowa»no±¢ przyrostowej i deformacyjnej teorii plastyczno±ci zostaªa wykazana przez
Budiansky'ego [13]. W praktyce deformacyjna teoria plastyczno±ci wymaga caªkowania
ϵ̇M po czasie, podczas gdy przyrostowa teoria plastyczno±ci wymaga caªkowania po f ′ϵ̇M .
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4.2.2 Deformacja plastyczna postaciowa

Zachowania plastyczne s¡ formuªowane dla dewiatora tensora napr¦»enia sij oraz dewia-
tora tensora pr¦dko±ci odksztaªcenia ˙ϵij. Cz¦±¢ dewiatorow¡ teorii plastyczno±ci mo»na
opisa¢ wykorzystuj¡c klasyczn¡ teori¦ plastyczno±ci. Je»eli:

Fs(sij) < 0 ∨ Fs(sij) = 0 oraz Ḟs(sij) < 0, (4.21)

wówczas materiaª zachowuje si¦ spr¦»y±cie, tj. w opisie wykorzystuj¡c dewiator:

ṡij = 2G ėij. (4.22)

Je»eli stan napr¦»enia osi¡ga powierzchni¦ plastyczno±ci, a obci¡»enie nadal post¦puje,
tzn. gdy:

Fs(sij) = 0 ∧ ∂Fs(sij)

∂sij
ṡij > 0, (4.23)

wówczas opis cz¦±ci dewiatorowej procesu plastyczno±ci musi by¢ odpowiednio zde�nio-
wany.

Z zaªo»enia, przyjmuje si¦ dekompozycj¦ addytywn¡ dewiatora tensora pr¦dko±ci od-
ksztaªcenia na cz¦±¢ spr¦»yst¡ i plastyczn¡:

ėij = ėelij + ėplij . (4.24)

Cz¦±¢ spr¦»yst¡ dewiatora tensora pr¦dko±ci odksztaªcenia de�niuje si¦ jako:

ėelij = ṡij
1

2G
. (4.25)

Potencjaª plastyczny

Teoria plastycznego pªyni¦cia zakªada istnienie potencjaªu plastycznego G(σij) zde�nio-
wanego w hiperprzestrzeni napr¦»e«. R. von Mises [63] zaproponowaª relacj¦ wi¡»¡c¡
dewiator pr¦dko±ci odksztaªcenia z funkcj¡ potencjaªu plastycznego, tj.:

deij = dλ
∂G(σij)

∂σij
, lub ėij = λ̇

∂G(σij)

∂σij
. (4.26)

Parametry λ oraz dλ zale»¡ odpowiednio od energii odksztaªcenia plastycznego. Funkcj¦
potencjaªu plastycznego w przestrzeni napr¦»enia przedstawia si¦ jako hiperpowierzchni¦
G(σij) = 0, natomiast jej gradient jest wektorem normalnym do tej powierzchni, [6]. Za-
równo dewiator pr¦dko±ci odksztaªcenia jak i dewiator przyrostu odksztaªcenia s¡ wspóª-
liniowe z gradientem potencjaªu plastycznego � wi¦c s¡ ortogonalne do powierzchni G(σij).

Stowarzyszone prawo pªyni¦cia w przestrzeni napr¦»enia mo»e by¢ interpretowane jako
warunek ortogonalno±ci dewiatora pr¦dko±ci odksztaªcenia (lub dewiatora przyrostu od-
ksztaªcenia) do powierzchni plastyczno±ci:

ėplij = λ̇
∂Fs(sij)

∂sij
, (4.27)



4. MODEL KONSTYTUTYWNY 25

gdzie λ jest nieujemn¡ staª¡ wyznaczan¡ z równania (4.23) z uwzgl¦dnieniem równania
(4.10).

Rozwa»a si¦ pochodn¡:

Ḟs(sij) =
∂Fs(sij)

∂sij
: ṡij +

∂Fs(sij)

∂p
ṗ = 0, (4.28)

wykorzystuj¡c de�nicj¦ drugiego niezmiennika dewiatora tensora napr¦»enia IIs = 1
2
sijsji

otrzymujemy:
∂Fs(sij)

∂sij
=
∂IIs
∂sij

= sij. (4.29)

Wykorzystuj¡c powy»sze, tj. (4.28), (4.29) wraz z (4.10) otrzymujemy:

sij : ṡij = (a1 + 2a2p)ṗ. (4.30)

W celu wyznaczenia ṡij dokonuje si¦ rozkªadu dewiatora tensora pr¦dko±ci odksztaªce-
nia na cz¦±¢ spr¦»yst¡ i plastyczn¡ (4.24), oraz wykorzystuj¡c de�nicje tych skªadowych:
(4.25) i (4.27), otrzymujemy:

ṡij = 2Gėelij = 2G(ėij − ėplij) = 2G(ėij − λsij). (4.31)

Podstawiaj¡c (4.31) do (4.30) oraz po przeksztaªceniu, wyznacza si¦ λ:

λ =
sij : eij − (a1 + 2a2p)

ṗ
2G

sij : sij
. (4.32)

Dewiator pr¦dko±ci napr¦»enia otrzymuje si¦ podstawiaj¡c (4.32) do (4.31):

ṡij = 2Gėij −
(2Gsij : eij − (a1 + 2a2p)ṗ

sij : sij

)
sij. (4.33)

4.3 Implementacja

Dla uªatwienia zapisu i przeksztaªce«, nie trac¡c niczego z ogólno±ci zapisu, przyjmuje
si¦ wektorow¡ reprezentacj¦ tensora pr¦dko±ci napr¦»enia oraz tensora pr¦dko±ci odksztaª-
cenia. Z uwagi na zasad¦ dekompozycji deformacji na cz¦±¢ obj¦to±ciow¡ i dewiatorow¡,
zgodnie z (4.14) i (4.15), macierz sztywno±ci E otrzymuje si¦ z równania:

σ̇ = Eϵ̇ (4.34)

co wygodnie jest przedstawi¢ w postaci sumy:

E =
S

E +
V

E, (4.35)
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gdzie:
σ̇ = ṡ+ ṗn, (4.36)

ṡ =
S

E ėdev, (4.37)

ṗn =
V

E nϵ̇M . (4.38)

Zatem:
σ̇ =

( S

E +
V

E
)(
ėdev + ϵ̇Mn

)
. (4.39)

Z zaªo»enia, niech w czasie t0 w punkcie materialnym ciaªa (gruntu) istnieje napr¦»enie
σ
(0)
ij i stowarzyszona z nim pr¦dko±¢ odksztaªcenia ϵ̇(0)ij . Wykorzystuj¡c wzory (4.5) i (4.9),

dekompozycj¦ tensora napr¦»enia na cz¦±¢ aksjatorow¡ i dewiatorow¡ mo»na przedstawi¢
nast¦puj¡cym wzorem:

p(0) = −(σ
(0)
11 + σ

(0)
22 + σ

(0)
33 )/3, (4.40)

s
(0)
11 = σ

(0)
11 + p(0); s

(0)
12 = s

(0)
21 = σ

(0)
12

s
(0)
22 = σ

(0)
22 + p(0); s

(0)
13 = s

(0)
31 = σ

(0)
13

s
(0)
33 = σ

(0)
33 + p(0); s

(0)
23 = s

(0)
32 = σ

(0)
23

(4.41)

Wykorzystuj¡c wzory (4.14) i (4.15) dekompozycja tensora pr¦dko±ci odksztaªcenia
ma posta¢:

ϵ̇M = ϵ̇11 + ϵ̇22 + ϵ̇33, (4.42)
ė11 = ϵ̇11 − ϵM/3; ė12 = ė21 = ϵ̇12

ė22 = ϵ̇22 − ϵM/3; ė13 = ė31 = ϵ̇13

ė33 = ϵ̇33 − ϵM/3; ė23 = ė32 = ϵ̇23

(4.43)

Rozwa»a si¦ deformacj¦ obj¦to±ciow¡. Wykorzystuj¡c wzór prostego caªkowania Eulera
otrzymuje si¦:

ϵ
(1)
M = ϵ

(0)
M + ϵ̇M∆t. (4.44)

Deformacj¦ obj¦to±ciow¡ z zaªo»enia przyjmuje si¦, »e pozostaje w zakresie odksztaªce«
spr¦»ystych, zatem:

trp(1) = p(0) −K0ϵ̇M∆t, (4.45)

gdzie trp(1) jest predyktorem spr¦»ystym. Zakªadaj¡c prawdziwo±¢ warunku (4.16), otrzy-
muje si¦:

trp(1) > h wówczas p(1) = h = c, (4.46)

gdzie c jest spójno±ci¡ gruntu. W takim przypadku stan napr¦»enia znajduje si¦ geo-
metrycznie w wierzchoªku powierzchni obrotowej, a dewiator napr¦»enia jest równy zeru.
Skªadowe macierzy sztywno±ci maj¡ wówczas posta¢:

E11 = E12 = E13 = E21 = E22 = E23 = E31 = E32 = E33 =
p(0) − p(1)

ϵ̇M∆t
, (4.47)
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oraz Eij = 0 dla pozostaªych ij.
W przypadku gdy warunek (4.16) nie jest speªniony nale»y sprawdzi¢ czy stan aktualnego
napr¦»enia znajduje si¦ na �domkni¦ciu� powierzchni plastyczno±ci (ang. cap surface).
Je»eli:

ϵ
(1)
M > ϵu, (4.48)

gdzie ϵu jest caªkowitym odksztaªceniem ±rednim dla kroku gdy domkni¦cie cap po-
wierzchni plastyczno±ci zostaªo osi¡gni¦te. Odksztaªcenie obj¦to±ciowe jest wtedy spr¦-
»yste. Now¡ warto±¢ ci±nienia i cz¦±ci obj¦to±ciowej macierzy sztywno±ci otrzymuje si¦ z
(4.45), tj.:

trp(1) = p(1), (4.49)
V

E11=
V

E12=
V

E13=
V

E21=
V

E22=
V

E23=
V

E31=
V

E32=
V

E33= K0, (4.50)

oraz
V

Eij= 0 dla pozostaªych ij.
Je»eli nierówno±¢ (4.48) nie jest speªniona, wówczas ma miejsce stan plastycznej defor-

macji obj¦to±ciowej. Warto±¢ caªkowitego odksztaªcenia ±redniego zast¦puje si¦ warto±ci¡
aksjatora tensora odksztaªcenia:

ϵu = ϵ
(1)
M . (4.51)

Ci±nienie wyznacza si¦ z równania (4.20):

p(1) = f(ϵ
(1)
M ). (4.52)

Obj¦to±ciowa cz¦±¢ macierzy sztywno±ci przyjmuje wówczas posta¢:

V

E11=
V

E12=
V

E13=
V

E21=
V

E22=
V

E23=
V

E31=
V

E32=
V

E33=
p(0) − p(1)

3ϵ̇M∆t
, (4.53)

oraz
V

Eij= 0 dla pozostaªych ij.

Analizie poddaje si¦ teraz oszacowanie napr¦»enia dewiatorowego. Spr¦»ysty predyk-
tor dewiatora napr¦»enia wyznacza si¦ z (4.18), natomiast funkcj¦ plastyczno±ci trFs(sij)

wyprowadza si¦ z (4.25) oraz z (4.10):

trs(1)ij = s
(0)
ij +∆sij, ij = 1, 2, 3 (4.54)

gdzie3:
△s11 = 2Gė11∆t △s12 = Gė12∆t

△s22 = 2Gė22∆t △s13 = Gė13∆t

△s33 = 2Gė33∆t △s23 = Gė23∆t

(4.55)

3W opisie wykorzystano in»ynierskie odksztaªcenia ±cinaj¡ce. W przypadku tensora odksztaªcenia

wszystkie przyrosty dewiatora napr¦»enia przyjmuj¡ posta¢ ∆sij = 2Gėij∆t
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trII2 =
1

2

[
(trs11)

2 + (trs22)
2 + (trs33)

2 + 2(trs12)
2 + 2(trs13)

2 + 2(trs23)
2
]

(4.56)

trFs(sij) =
trII2 −

1

2
R2, (4.57)

gdzie:
R2 = 2(a0 + a1p

(1) + a2(p
(1))2). (4.58)

Sprawdzenie czy predyktor dewiatora napr¦»enia okre±la stan spr¦»ysty polega na okre-
±leniu jego pozycji geometrycznej, tzn. na sprawdzeniu czy znajduje si¦ wewn¡trz po-
wierzchni plastyczno±ci. Je»eli nierówno±¢:

Fs(
trsij) 6 0 (4.59)

jest prawdziwa, to proces deformacji przebiega w zakresie spr¦»ystym oraz:

trs
(1)
11 = s

(1)
11 ,

trs
(1)
12 = s

(1)
12 , ... ,tr s

(1)
33 = s

(1)
33 . (4.60)

Wówczas:
ṡ = 2Gė, (4.61)

natomiast dewiatorowa macierz sztywno±ci dla cz¦±ci spr¦»ystej ma posta¢:

S

Eel= 2G



2
3

−1
3

−1
3

0 0 0

−1
3

2
3

−1
3

0 0 0

−1
3

−1
3

2
3

0 0 0

0 0 0 1
2

0 0

0 0 0 0 1
2

0

0 0 0 0 0 1
2


. (4.62)

Je»eli nierówno±¢ (4.59) nie jest prawdziwa wówczas proces deformacji dewiatorowej jest
cz¦±ciowo spr¦»ysty i cz¦±ciowo plastyczny. Geometrycznie miejsce stanu napr¦»enia w
przestrzeni napr¦»enia nie mo»e wykracza¢ poza powierzchni¦ plastyczno±ci, nale»y wów-
czas dokona¢ procesu relaksacji obliczaj¡c odpowiedni przyrost kroku czasowego. Cz¦±¢
tego kroku czasowego (k∆t) wymagana do relaksacji napr¦»enia na powierzchni¦ plastycz-
no±ci jest nast¦puj¡ca:

k =
s(1) ·∆s−

√
(trs(1) ·∆s)2 − 2Fs(s)∆s ·∆s

∆s ·∆s
, (4.63)

gdzie:

s(1) ·∆s =tr s
(1)
11 ∆s11+

trs
(1)
22 ∆s22+

trs
(1)
33 ∆s33+2trs

(1)
12 ∆s12+2trs

(1)
13 ∆s13+

trs
(1)
23 ∆s23, (4.64)

∆s ·∆s = (∆s11)
2 + (∆s22)

2 + (∆s33)
2 + 2(∆s12)

2 + 2(∆s13)
2 + (∆s23)

2. (4.65)

Stan napr¦»enia w miejscu �wyj±cia� poza powierzchni¦ plastyczno±ci ma posta¢:

csij =
tr s

(1)
ij − k∆sij, i, j = 1, 2, 3. (4.66)
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Proces odksztaªcenia plastycznego rozpatruje si¦ nast¦pnie na pozostaªej cz¦±ci kroku cza-
sowego k∆t. Relaksacja odbywa si¦ przy pomocy metody tzw. radialnego powrotu na
powierzchni¦ plastyczno±ci (ang. radial return method). Wyznaczenia wymagaj¡ nast¦-
puj¡ce parametry (w przedstawionej kolejno±ci):

cosψ =
cs · k∆s

|cs||k∆s|
=

s(1) ·∆s− k∆s ·∆s√
∆s ·∆sR

, (4.67)

c = exp
(
− k

√
∆s ·∆s

R

)
, (4.68)

r =
R

2c k
√
∆s ·∆s

[
1− c2 + (1− c2cosψ0)

]
. (4.69)

Mo»na zatem zde�niowa¢ tzw. �pseudo� napr¦»enie lub korektor napr¦»enia o postaci:

psij =
csij + r∆sij =

trs
(1)
ij + (r − k)∆sij. (4.70)

Ostatecznie stan napr¦»enia wyznacza si¦ przy pomocy radialnego powrotu na powierzch-
ni¦ plastyczno±ci, de�niuj¡c:

1

2
(mps) · (mps) =

1

2
R2, (4.71)

gdzie:

m =
R√

ps · ps
, (4.72)

oraz wykorzystuj¡c (4.70):

ps · ps = trs(1) · trs(1) + 2(r − k)∆s · trs(1) + (r − k)2∆s ·∆s, (4.73)

stan napr¦»enia dewiatorowego ma posta¢:

s
(1)
ij = m

(tr
s
(1)
ij + (r − k)∆sij

)
(4.74)

Dewiatorow¡ macierz sztywno±ci dla cz¦±ci plastycznej wyznacza si¦ przy u»yciu (4.33),
tj.:

ṡ =
[
2G
(
I− 1

3
n⊗ n

)
− 2Gs⊗ s

s · s
+

aṗ s⊗ ė

(s · s)(ė · ė)

]
ė.

Zatem:
S

E= 2G
(
I− 1

3
n⊗ n

)
− 2G

s · s
s⊗ s+

aṗ s⊗ ė

(s · s)(ė · ė)
. (4.75)

Sekwencja opisanych powy»ej kroków obliczeniowych pozwala wyznaczy¢ ko«cowy
stan napr¦»enia dla spr¦»ysto-plastycznego procesu dewiatorowej deformacji przy zaªo»e-
niu staªej pr¦dko±ci odksztaªcenia dla danego kroku czasowego. Ko«cowy stan napr¦»enia
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w kroku czasowym t1 przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

σ
(1)
11 = s

(1)
11 − p(1), σ

(1)
12 = s

(1)
12 ,

σ
(1)
22 = s

(1)
22 − p(1), σ

(1)
13 = s

(1)
13 ,

σ
(1)
33 = s

(1)
33 − p(1), σ

(1)
23 = s

(1)
23 .

(4.76)

Z równania (4.38) otrzymuje si¦:
V

E= − ṗ
ϵ̇
n⊗ n. (4.77)

Macierz sztywno±ci ma posta¢:

E =
V

E+
S

E. (4.78)

Dla kodów obliczeniowych wymagaj¡cych macierzy E, napr¦»enie w kolejnym kroku cza-
sowym t1 mo»e by¢ wyznaczone przy pomocy równania:

σ(1) = σ̆(0) + Eϵ∆t, (4.79)

gdzie napr¦»enie σ̆(0) wyznacza si¦ za pomoc¡ równania:

σ̆
(0)
11

σ̆
(0)
22

σ̆
(0)
33

σ̆
(0)
12

σ̆
(0)
13

σ̆
(0)
23


=



σ
(1)
11

σ
(1)
22

σ
(1)
33

σ
(1)
12

σ
(1)
13

σ
(1)
23


− E



ϵ
(1)
11

ϵ
(1)
22

ϵ
(1)
33

ϵ
(1)
12

ϵ
(1)
13

ϵ
(1)
23


∆t. (4.80)



Rozdziaª 5

Metoda Smoothed Particle

Hydrodynamics (SPH)

5.1 Historia rozwoju metod bezsiatkowych

Metoda Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) jest metod¡ numeryczn¡ stosowan¡
do rozwi¡zywania zagadnie« pocz¡tkowo-brzegowych. Metoda ta wykorzystuje okre±lony
rodzaj dyskretyzacji, w której nie wymaga si¦ podziaªu kontinuum na siatk¦, tj. taki
rodzaj dyskretyzacji, w której s¡siaduj¡ce w¦zªy z pocz¡tkowej kon�guracji pozostaj¡ we
wzajemnym s¡siedztwie podczas przebiegu oblicze«. Metoda SPH znalazªa swój pocz¡tek
w astro�zyce, gdzie rozwini¦to j¡ w celu symulacji ruchu i kolizji chmur gazów mi¦dzy-
gwiezdnych. Twórcami tej metody s¡ Lucy 1977 [41] oraz Gingold i Monaghan 1977
[45]. W 1990 roku metod¦ SPH rozszerzono do zastosowa« w zagadnieniach dynamiki
ciaªa staªego. Libersky i Petschek [38] oraz Benz [9] zaimplementowali w tej metodzie
prawa konstytutywne. Motywacj¡ dla rozwoju metody SPH w rozwi¡zywaniu struktural-
nych zagadnie« dynamicznych byªy ograniczenia istniej¡cych metod numerycznych (wy-
korzystuj¡cych dyskretyzacj¦ obj¦to±ci w postaci siatki). Ograniczenia takie dotyczyªy
problemów z du»¡ degradacj¡ siatki spowodowan¡ du»ymi deformacjami, modelowaniem
propagacji p¦kania, fragmentacji oraz mo»liwych zmian faz ciaªa - staªa-ciekªa-gazowa.
Metoda SPH jest efektywn¡ metod¡ stosowan¡ w symulacjach typu FSI (ang. Fluide-

Structure-Interaction) w przypadku zªo»onych i zmiennych w czasie stref kontaktowych.
Zalety te przekonaªy wielu badaczy i programistów do stosowania metody SPH, jednak
liczne problemy natury matematycznej spowodowaªy konieczno±¢ bardziej szczegóªowej
analizy w ci¡gªym rozwoju i udoskonalaniu tej metody, [26].

Metoda SPH nale»y do rodziny metod bezsiatkowych i chronologicznie jest jej pierw-
sz¡ reprezentacj¡. SPH wykorzystuje aproksymacj¦ j¡dra z tzw. funkcj¡ j¡dra, któr¡
mo»na rozumie¢ jako pewien rodzaj funkcji wagowej. Identy�kacja problemów zwi¡za-

31
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nych mi¦dzy innymi ze stabilno±ci¡ (patrz podrozdziaª 5.8) daªa pocz¡tki innych metod z
rodziny metod bezsiatkowych, np. takich jak Element-Free-Galerkin (EFG) [8] lub Mesh
Less Local Petrov-Galerkin Methods (MLPG) [4], [3]. Jednak zarówno EFG jak i MLPG
wymagaj¡ dyskretyzacji o postaci pewnego rodzaju siatki (ang. background mesh) w celu
wykonania caªkowania, przez co utraciªy cz¦±ciowo najwi¦ksz¡ zalet¦ jak¡ ma np. SPH,
czyli zdolno±¢ opisu du»ych deformacji i fragmentacji. Dalszy rozwój SPH wyeliminowaª
pocz¡tkowe wady opisywanej metody.

Metoda SPH zostaªa wyprowadzona dla zagadnie« opisywanych przez równania ró-
»niczkowe cz¡stkowe w przestrzeni zmiennych takich jak g¦sto±¢, pr¦dko±¢, energia itd.
Uzyskanie rozwi¡zania analitycznego takiego ukªadu równa« ró»niczkowych jest najcz¦-
±ciej niemo»liwe. Numeryczne rozwi¡zywanie wymaga w pierwszej kolejno±ci dyskrety-
zacji dziedziny, na której równania zostaªy zde�niowane. Nast¦pnie metoda numeryczna
aproksymuje dla ka»dego punktu ka»d¡ zmienn¡ z dopuszczalnej przestrzeni funkcji oraz
jej pochodne. Funkcja aproksymuj¡ca jest wykorzystana aby przedstawi¢ równania ró»-
niczkowe cz¡stkowe w postaci ukªadu równa« ró»niczkowych zwyczajnych w dyskretnej
formie, ze zmienn¡ czasu. Taki ukªad mo»e by¢ rozwi¡zany przy pomocy jednego z wielu
schematów caªkowania numerycznego. W metodzie SPH wymienione powy»ej cele reali-
zowane s¡ przez, [40]:

1. dyskretyzacj¦ dziedziny na zbiór niepoª¡czonych ze sob¡ cz¡stek (meshfree),

2. wykorzystanie caªkowych reprezentacji dla aproksymacji pola funkcji (aproksyma-
cja j¡dra) - zapewnia to stabilno±¢ numeryczn¡ metody SPH, jako »e caªkowa re-
prezentacja w SPH ma efekt wygªadzaj¡cy. W rezultacie otrzymuje si¦ zachowanie
podobne jak w sformuªowaniu sªabym, które to jest stabilne o ile caªkowanie nu-
meryczne jest wykonywane przy wykorzystaniu odpowiednio oszacowanych kroków
czasowych,

3. aproksymacj¦ j¡dra zast¦puje si¦ aproksymacj¡ cz¡stek - zast¡pienie caªkowania
w caªkowej reprezentacji funkcji postaci¡ dyskretn¡ z sumowaniem po wszystkich
odpowiednich warto±ciach w s¡siednich cz¡stkach z zakresu 2h - zwartego no±nika
funkcji 1 - Compact Support. W rezultacie dostajemy macierze rzadkie, co jest
istotne z uwagi na czasochªonno±¢ oblicze«,

4. adaptacyjno±¢ - aproksymacja cz¡stek w odpowiednim kroku czasowym - u»ycie
odpowiednich cz¡stek zale»y od ich aktualnego geometrycznego poªo»enia,

1No±nik funkcji � domkni¦cie zbioru argumentów funkcji, dla których ma ona warto±¢ ró»n¡ od zera.

Je»eli X jest zbiorem zwartym, oraz f : X → C, to zbiór suppf := cl{x ∈ X : f(x) ̸= 0} nazywamy

zwartym no±nikiem funkcji.
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5. aproksymacj¦ cz¡stek wykonuje si¦ dla ka»dej zmiennej w przestrzeni funkcji, co
daje w rezultacie ukªad równa« ró»niczkowych zwyczajnych ze zmienn¡ czasow¡,

6. rozwi¡zanie ukªadu równa« ró»niczkowych zwyczajnych iteracyjn¡ metod¡ typu jaw-
nego.

5.2 Aproksymacja SPH

5.2.1 Caªkowa reprezentacja funkcji

Numeryczna dyskretyzacja w metodzie SPH polega na aproksymacji odpowiednich
funkcji, pochodnych i caªek w danej cz¡stce-elemencie SPH wykorzystuj¡c informacje z
s¡siednich cz¡stek SPH, które na ni¡ oddziaªuj¡.

Metoda SPH wykorzystuje w teorii aproksymacji, tzw. radialn¡ funkcj¦ bazow¡2 (ang.
Radial Basis Function, RBF). RBF jest funkcj¡ zmiennej rzeczywistej, której warto±¢
zale»y od odlegªo±ci od okre±lonego punktu. Ka»da funkcja maj¡ca wªa±ciwo±¢

u(x) = u(||x||), (5.1)

jest funkcj¡ radialn¡, przy czym jako norm¦ przyjmuje si¦ zwykle metryk¦ euklidesow¡.
Ci¡gªe zmiany rozkªadów poszukiwanych wielko±ci zast¦puje si¦ odpowiednimi esty-

matami przy wcze±niej zaªo»onym j¡drze aproksymacji. Aproksymacja opiera si¦ na na-
st¦puj¡cej koncepcji reprezentacji dowolnej funkcji u(x):

u(x) =

∫
Rd

u(x′)δ(x− x′)dx′, ∀x ∈ Rd, (5.2)

gdzie δ(x) jest delt¡ Dirac'a zde�niowan¡ nast¦puj¡co:

δ(x− x′) =

{
1 dla x = x′

0 dla x ̸= x′ (5.3)

Zastosowanie delty Dirac'a nie jest wygodne w zastosowaniach do zagadnie« mechaniki
kontinuum (bo δ nie jest funkcj¡ w sensie matematycznym). W celu aproksymacji równa-
nia (5.2) zast¦puje si¦ niewiadom¡ funkcj¦ odpowiedni¡ radialn¡ funkcj¡ bazow¡ (ci¡gª¡
funkcj¡ gªadk¡). Radialn¡ funkcj¦ bazow¡ dla i−tej cz¡stki SPH zapisuje si¦ równowa»n¡
postaci¡ zapisuj¡c:

Wij = Wh(xi − xj) = W (xi − xj, h) = W (|xi − xj|, h) = W (Rij, h), (5.4)

2RBF u»ywane s¡ te» w teorii prognozy, sterowania oraz w sztucznych sieciach neuronowych typu

RBF
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gdzie

Rij =
rij
h

=
|xi − xj|

h
(5.5)

jest wzgl¦dn¡ odlegªo±ci¡ mi¦dzy cz¡steczkami i oraz j, a rij jest odlegªo±ci¡ pomi¦dzy
nimi. Funkcja Wij nazywa si¦ funkcj¡ j¡dra aproksymacji, funkcj¡ wagow¡ lub z ang.
broadening function, gdzie h jest tzw. dªugo±ci¡ wygªadzania (ang. smoothing length).
Dªugo±¢ wygªadzania jest wielko±ci¡ okre±laj¡c¡ odlegªo±¢ oddziaªywania rozpatrywanej
cz¡stki na cz¡stki s¡siednie. W promieniu 2h powinna znale¹¢ si¦ liczba s¡siednich cz¡stek
z przedziaªu zale»nego mi¦dzy innymi, od tzw. "wymiaru"(jednego, dwóch lub trzech)
symulacji.

5.2.2 J¡dro aproksymacji

Wymaga si¦ aby aproksymuj¡ca funkcja j¡dra speªniaªa nast¦puj¡ce warunki:∫
R3

W (xi − xj, h)dΩxj
= 1 (5.6)

lim
h→∞

W (xi − xj, h) = δ(xi − xj) (5.7)

i posiadaªa zwarty no±nik funkcji, tj.:

W (xi − xj) = 0 dla |xi − xj| > kh, k ≥ 1. (5.8)

Funkcja W (xi − xj, h) jest funkcj¡ dodatni¡ oraz malej¡c¡ wraz ze wzrostem odlegªo±ci
od geometrycznego poªo»enia danej cz¡stki.

Kilka przykªadowych funkcji j¡dra:

1. Funkcja Gaussa zaproponowana przez [45]:

Wh(u) =
1

(πh2)n/2
exp[−u2/h2] (5.9)

2. Funkcja sklejana 3-go stopnia (ang. cubic B-spline):

W
( r
h

)
=
C

hd


1− 3

2
q2 + 3

4
q3; 0 ≤ q ≤ 1

1
4
(2− q)3; 1 ≤ q ≤ 2

0; q > 2

, (5.10)

gdzie q = r/h i skalowanie r = |xi − xi| zapewnia jedn¡ cz¡stk¦ SPH dla dªugo±ci
wygªadzania h ze staª¡ C zale»n¡ od wymiaru d, tj.:

C =


2
3

dla d = 1
10
7π

dla d = 2
1
π

dla d = 3

(5.11)
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Jest to jedna z najcz¦±ciej stosowanych aproksymacji j¡dra. W porównaniu do
funkcji Gaussa, B-spline automatycznie speªnia warunek (5.8) oraz jest klasy C2.
Funkcj¦ tak¡ zaproponowali Monaghan i Lattanzio [48].

3. Li oraz Liu zaproponowali now¡ funkcj¦ j¡dra 4-tego stopnia, [40]:

Wh(r) =
C

hd

{
1− 6q2 + 8q3 − 3q4; 0 < q < 1

0; q > 2,
(5.12)

gdzie staª¡ C wyznacza si¦ z równania (5.6). Funkcja ta poprawia stabilno±¢ oraz
dokªadno±¢ metody SPH w porównaniu do funkcji sklejanej 3-go stopnia. Wad¡ jej
jest fakt, i» jej druga pochodna nie zeruje si¦ na brzegu jej no±nika.

Rysunek 5.1: Przykªadowy wykres funkcji j¡dra Wh(r) w R3, [26]

5.2.3 Wybór dªugo±ci wygªadzania h

Dªugo±¢ wygªadzania h mo»na powi¡za¢ z promieniem no±nika funkcji j¡dra. Liczba
cz¡stek SPH w danym no±niku funkcji reguluje dokªadno±¢ aproksymacji. W procesie
dynamicznej deformacji mo»e doj±¢ do zbyt du»ego zag¦szczenia cz¡stek b¦d¡cych ze sob¡
w interakcji lub do sytuacji caªkowitej utraty s¡siedztwa. Aby zapobiec takim przypadkom
stosuje si¦ zmienn¡ dªugo±¢ wygªadzania h. Jednym ze sposobów jest powi¡zanie dªugo±ci
wygªadzania z g¦sto±ci¡, [26]:

h = h0

(
ρ0
ρ

) 1
d

, (5.13)
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gdzie d jest wymiarem analizy, natomiast h0 i ρ0 oznaczaj¡ odpowiednio dªugo±¢ wygªa-
dzania oraz g¦sto±¢ w kon�guracji pocz¡tkowej.

Benz [9] zaproponowaª rozwini¦cie polegaj¡ce na powi¡zaniu dªugo±ci wygªadzania h
z równaniem ci¡gªo±ci poprzez dywergencj¦ wektora pr¦dko±ci:

ḣ =
h

d
▽ ·v. (5.14)

Dla zadanej dokªadno±ci interpolacji, liczba cz¡stek w promieniu h powinna by¢ staªa.
Je»eli jednak g¦sto±¢ jest zmienna w przestrzeni, oraz dodatkowo podczas analizy dyna-
micznej zmienia si¦ równie» i w czasie, to dªugo±¢ wygªadzania h powinna si¦ równie»
odpowiednio zmienia¢ aby zapewni¢ staª¡ liczb¦ cz¡stek w no±niku funkcji j¡dra. Wybór
dªugo±ci wygªadzania h jest kluczowy aby zapewni¢ odpowiedni¡ dokªadno±¢ i efektywno±¢
oblicze« numerycznych z wykorzystaniem metody SPH.

5.2.4 Symetryzacja j¡dra aproksymacji

Metod¦ symetryzacji stosuje si¦ aby zapobiec sytuacjom, w których dªugo±ci wygªadza-
nia dwóch cz¡stek oddziaªuj¡cych na siebie s¡ od siebie ró»ne. Sytuacja taka ma miejsce
gdy jedna cz¡stka, o danej (mniejszej) dªugo±ci wygªadzania h, znajduje si¦ w obszarze
oddziaªywania drugiej (o innej�wi¦kszej dªugo±ci wygªadzania). Zatem pierwsza jest w
zasi¦gu oddziaªywania drugiej ale nie na odwrót (zaprzeczenie trzeciej zasady dynamiki
Newtona). Najprostszym rozwi¡zaniem takiego problemu jest zast¡pienie aktualnych dªu-
go±ci wygªadzania poprzez ich ±redni¡ arytmetyczn¡. Rozwi¡zanie to zaproponowaª Benz
[9]:

hij =
hi + hj

2
. (5.15)

Inne podej±cia wykorzystuj¡:

� ±redni¡ geometryczn¡: hij =
2hihj

hi+hj
,

� warto±¢ maksymaln¡: hij = max(hi, hj),

� warto±¢ minimaln¡: hij = min(hi, hj).

Funkcja j¡dra aproksymacji (5.4) przyjmuje wówczas posta¢:

Wij =W (|xi − xj|/hij). (5.16)

Wy»ej wymienione podej±cia maj¡ jednak swoje zalety i wady. Podej±cie ±redniej arytme-
tycznej i warto±ci maksymalnej mo»e prowadzi¢ do u»ycia �zbyt� wielu s¡siednich cz¡stek
SPH, natomiast podej±cie ±redniej geometrycznej i warto±ci minimalnej mo»e prowadzi¢
do u»ycia �zbyt� maªej ich liczby.
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Inne podej±cie, cz¦sto implementowane w rozwi¡zaniach numerycznych, wykorzystuje
bezpo±rednio j¡dro aproksymacji, a dokªadniej jego warto±¢ ±redni¡, [23]:

Wij =
Wi +Wj

2
, (5.17)

gdzie Wi = W (|xi − xj|/hi) oraz Wj = W (|xi − xj|/hj) s¡ odpowiednio funkcjami j¡dra
dla i-tej i j-tej cz¡stki SPH.

5.2.5 Operator aproksymuj¡cy SPH

Estymat¦ SPH dowolnej funkcji < u(xi) > w punkcie i (tzw. cz¡stki dyskretnej)
wykonuje si¦ z wykorzystaniem funkcji aproksymuj¡cej W (|xi − xj|/h), któr¡ w SPH
nazywa si¦ funkcj¡ j¡dra, [26]:

< u(xi, t) >=
∫
Rd

u(xj, t)W
( |xi − xj|

h

)
dxj. (5.18)

Zakªadaj¡c, »e kontinuum jest jednorodne wzgl¦dem rozkªadu g¦sto±ci, wówczas mo»na je
podzieli¢ na NP �maªych� obj¦to±ci z przypisanymi odpowiednio masamim1,m2, ...,mNP .
Ka»da z obj¦to±ci, z odpowiadaj¡c¡ jej mas¡, mo»e by¢ przypisana do cz¡stki SPH. Zatem
przyjmuj¡c dxj =

mj

ρj
mo»na zapisa¢ wersj¦ dyskretn¡ równania (5.18) w postaci:

< ui >=
NP∑
j

ujW
( |xi − xj|

h

)mj

ρj
. (5.19)

Liczba NP s¡siednich cz¡stek SPH zale»y od wspóªczynnika wygªadzania h i jest to
warto±¢ zmienna dla ka»dej cz¡stki SPH w ka»dym kroku czasowym.

Stosuj¡c (5.19) bezpo±rednio do g¦sto±ci (A(x) = ρ(x)) otrzymuje si¦ nast¦puj¡ce
równanie (ang. summation density):

< ρ(x) >=
NP∑
j

Wh(|xi − xj|)ρ(xj)
mj

ρj
=

NP∑
j

Wh(|xi − xj|)mj. (5.20)

Kolejn¡ wa»n¡ wªa±ciwo±ci¡ aproksymacji SPH jest:

< ▽u >= ▽ < u > −u < ▽W > . (5.21)

Powy»sza wªa±ciwo±¢ wynika z faktu, i»:

< ▽W >≈ ▽ < W >= ▽
∑
j

Wh(xi − xj)
mj

ρj
= ▽(1) = 0. (5.22)
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5.2.6 Ró»niczkowalno±¢ estymaty SPH

Aproksymacj¦ pochodnej▽u(x) wykonujemy poprzez podstawienie w równaniu (5.18)
wyra»enia:

< ▽u(x, t) >=
∫
Rd

[▽u(x′, t)]Wh(|x− x′|)dx′. (5.23)

Poniewa»:

[▽u(x′, t)]Wh(|x− x′|) = ▽[u(x′, t)]Wh(|x− x′|)]− u(x′, t)▽Wh(|x− x′|), (5.24)

i po podstawieniu do (5.23) i zastosowaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego otrzymuje
si¦:

< ▽u(x, t) >=
∫
S

[u(x′, t)]Wh(|x− x′|)]ndS−
∫
Rd

u(x′, t)▽Wh(|x− x′|)dx′, (5.25)

a korzystaj¡c z wªa±ciwo±ci (5.8), z którego wynika »e caªka powierzchniowa zeruje si¦
(funkcja j¡dra zeruje si¦ na brzegu), wówczas w rezultacie tego otrzymuje si¦:

< ▽u(x, t) >= −
∫
Rd

u(x′, t)▽Wh(|x− x′|)dx′. (5.26)

Z równania (5.26) zauwa»a si¦, i» operator ró»niczkowy dziaªaj¡cy na funkcj¦ �przechodzi�
na funkcj¦ j¡draW (x, h), zatem gradient liczy si¦ z warto±ci funkcji j¡dra i jej pochodnej, a
nie z samej funkcji. Dzi¦ki temu speªniony jest wymóg zgodno±ci numerycznej, co w przy-
padku stabilno±ci schematu gwarantuje numeryczn¡ zbie»no±¢ (tw. Lax'a-Richtmyer'a).
Nale»y pami¦ta¢ »e no±nik funkcji Wh(r) powinien znajdowa¢ si¦ wewn¡trz obszaru Ω,
tzn. warunek brzegowy problemu nie mo»e si¦ znale¹¢ wewn¡trz jakiegokolwiek no±nika
funkcji Wh(r). Sytuacja taka stwarzaªa problemy obliczeniowe, o których b¦dzie mowa w
rozdziale 5.3. Dyskretna forma równania (5.26) przyjmuje zatem posta¢:

< ▽ui >= −
NP∑
j

uj ▽Wh(|xi − xj|)
mj

ρj
. (5.27)

W metodzie SPH g¦sto±¢ odgrywa bardzo istotn¡ rol¦. W celu uzyskania formuª
gradientów daj¡cych dokªadniejsze wyniki gradient pola skalarnego zapisuje si¦ w postaci:

ρ▽+u▽ ρ = ▽(ρu),

▽u = ▽(ρu)−u▽ρ
ρ

.
(5.28)

Gradient funkcji interpolacyjnej SPH mo»na aproksymowa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

< ▽u >i= −
NP∑
j

mj

ρj
uij ▽i Wij. (5.29)
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5.3 Warunki brzegowe w uj¦ciu SPH

Fakt, »e caªkowanie funkcji w aproksymacji SPH dla danej i -tej cz¡stki odbywa si¦ w
no±niku jej funkcji mogªo prowadzi¢ do trudno±ci obliczeniowych wynikaj¡cych z braku
odpowiedniej liczby cz¡stek w promieniu κh w przypadku elementów SPH le»¡cych na
brzegu lub w promieniu κh. Libersky i Petschek [39] zaproponowali koncepcj¦ Ghost

Particles (Rys. 5.2) pierwotnie do modelowania powierzchni swobodnych, która polegaªa
na lustrzanym odbiciu cz¡stek SPH przez brzeg problemu, w taki sposób aby w no±niku
funkcji j¡dra dla ka»dej cz¡stki SPH le»¡cej w promieniu κh od brzegu znalazªa si¦ odpo-
wiednia liczba cz¡stek�s¡siadów. Operacja ta jest powtarzana w ka»dym kroku czasowym.
Randles i Libersky [53] zaproponowali inne, bardziej ogólne podej±cie. Polega ono na przy-
pisaniu tej samej warto±ci (pr¦dko±ci i g¦sto±ci) do pola zmiennych wszystkich wirtualnych
cz¡stek SPH, a nast¦pnie uzyskaniu warunku brzegowego poprzez interpolacj¦ warto±ci w
wirtualnych cz¡stkach oraz w cz¡stkach znajduj¡cych si¦ wewn¡trz obszaru problemu.

Metodologia post¦powania jest nast¦puj¡ca: dla danej i -tej cz¡stki SPH znajduj¡cej
si¦ w odlegªo±ci κh od warunku brzegowego, wirtualne cz¡stki SPH s¡ umieszczane syme-
trycznie po drugiej stronie warunku brzegowego. Wirtualnym SPH przypisujemy te same
warto±ci g¦sto±ci co ich �prawdziwym� reprezentantom, ale wektory pr¦dko±ci z przeciw-
nym zwrotem. Jednak»e, aby w peªni zapobiec nierealnym penetracjom - przemieszcze-
niom cz¡stek przez brzeg, na cz¡stki SPH znajduj¡ce si¦ na brzegu analizowanego pro-
blemu dodatkowo jest nakªadana odpowiednia siªa odpychaj¡ca, kiedy tylko �wewn¦trzne�
SPH zbli»aj¡ si¦ do brzegu. Siª¦ t¡ oblicza si¦ podobnie jak potencjaª Lennarda-Jones'a3.

Podsumowuj¡c, podej±cie takie jest stabilne i efektywne, zapobiega nierealnym pene-
tracjom i dodatkowo zwi¦ksza dokªadno±¢ metody (Liu 2002).

3Potencjaª Lennarda-Jones'a ma zastosowanie gªównie w chemii molekularnej. Skªada si¦ z cz¦±ci

repulsywnej i atraktywnej i wprowadza mi¦dzy innymi siªy odpychaj¡ce przy maªych odlegªo±ciach.
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Rysunek 5.2: Koncepcja Ghost Particles, [39]

5.4 Sortowanie

Wmetodzie SPH, w obszarze zwartego no±nika funkcji wygªadzaj¡cej dla danej cz¡stki
SPH, znajduje si¦ zawsze sko«czona liczba s¡siednich cz¡stek SPH. W odró»nieniu od
metod z dyskretyzacj¡ w postaci siatki, gdzie poªo»enie s¡siednich w¦zªów jest z góry
okre±lone, najbli»sze s¡siednie cz¡stki SPH dla danej cz¡stki mog¡ si¦ zmienia¢ w czasie.
Najpopularniejsze algorytmy poszukuj¡ce s¡siaduj¡ce cz¡stki to, [40]:

� All-pair search algorytm,

� Linked-list search algorytm,

� Tree search algorytm.

5.5 Równania zachowania w uj¦ciu SPH

Równania zachowania w mechanice kontinuum

Równania zachowania stosowane w mechanice kontinuum, przy zaªo»eniu braku siª ma-
sowych, braku ¹ródeª ciepªa, dyfuzji i przewodnictwa cieplnego maj¡ posta¢:

� równanie zachowania masy:
dρ

dt
= −ρ▽ ·v, (5.30)

gdzie ρ jest g¦sto±ci¡, v jest polem pr¦dko±ci de�niowanym nast¦puj¡co v := ∂x
∂t
,
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� równanie zachowania p¦du:
dv

dt
= −1

ρ
▽ ·σ, (5.31)

gdzie σ jest napr¦»eniem Cauchy'ego z ujemnym znakiem4 (tj. w klasycznej kon-
wencji znaków w mechanice - rozci¡ganie ma znak dodatni);

� równanie zachowania energii:

de

dt
= −1

ρ
σ : ▽v, (5.32)

gdzie e jest g¦sto±ci¡ energii wewn¦trznej.

Równanie ci¡gªo±ci w uj¦ciu SPH

G¦sto±¢ w sformuªowaniu SPH odgrywa istotn¡ rol¦, poniewa» wpªywa na dystrybucj¦
cz¡stek oraz zmian¦ dªugo±ci wygªadzania h. Równanie (5.20) dla danej i-tej cz¡stki
(summation density) ma posta¢:

ρi =
NP∑
j

mjWij,

gdzie Wij rozumie si¦ jako funkcj¦ j¡dra dla i−tej cz¡stki. Równanie to przedstawia
g¦sto±¢ cz¡stki aproksymowan¡ ±redni¡ wa»on¡ g¦sto±ci¡ cz¡stek znajduj¡cych si¦ w ob-
szarze o promieniu κh (no±nik funkcji Wij).

Zastosowanie metody do przypadków problemów brzegowych z wyst¦puj¡c¡ powierzch-
ni¡ swobodn¡, oraz w zagadnieniach kontaktowych, w których bior¡ udziaª ró»ne mate-
riaªy, szczególnie gdy sumowanie cz¡stek wyst¦puje tylko po cz¡stkach z danego materiaªu,
proponuje si¦ mody�kacj¦ polegaj¡c¡ na normalizacji prawej strony równania (5.20) po-
przez sformuªowanie SPH funkcji j¡dra dla s¡siednich cz¡stek, [53]:

ρi =

∑NP
j mjWij∑NP
j (

mj

ρj
)Wij

. (5.33)

Ró»ne formy prawej strony równania (5.30) mog¡ prowadzi¢ do ró»nych form równania
ci¡gªo±ci w sformuªowaniu SPH. Jedn¡ z mo»liwych opcji jest zastosowanie aproksyma-
cji SPH tylko dla dywergencji pr¦dko±ci (wykorzystuj¡c (5.19)), podczas gdy g¦sto±¢ po
prawej stronie równania (5.30) szacuje si¦ w cz¡stkach, w których wyznacza si¦ gradient,
[40], tj. continuity density :

dρi
dt

= −ρi
NP∑
j=1

mj

ρj
vj
∂Wij

∂xi
, (5.34)

4Ogólnie przyj¦ty zapis w literaturze dotycz¡cej metody SPH.
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gdzie sumowanie po i nie wyst¦puje.
Stosuj¡c wªa±ciwo±¢ (5.22), praw¡ stron¦ równania (5.34) mo»na przedstawi¢ w postaci:

ρi

NP∑
j=1

mj

ρj
vi
∂Wij

∂xi

= ρivi

(
NP∑
j=1

mj

ρj

∂Wij

∂xi

)
= 0. (5.35)

Po dodaniu prawej strony równania (5.35) do prawej strony (5.34) otrzymuje si¦ kolejn¡
aproksymacj¦ SPH równania ci¡gªo±ci:

dρi
dt

= ρi

NP∑
j=1

mj

ρj
vij
∂Wij

∂xi
, (5.36)

gdzie:
vij = (vi − vj). (5.37)

Sformuªowanie to wprowadza ró»nic¦ pr¦dko±ci do dyskretnego sformuªowania aproksy-
macji SPH.

Wykorzystuj¡c aproksymacj¦ (5.29) otrzymuje si¦ alternatywn¡ form¦ równania ci¡-
gªo±ci w uj¦ciu SPH w postaci:

dρi
dt

= ρi

NP∑
j=1

mj

ρi
vij
∂Wij

∂xi
=

NP∑
j=1

mjvij
∂Wij

∂xi
. (5.38)

Z powy»szego wynika, »e zmiana g¦sto±ci w czasie jest ±ci±le zwi¡zana ze wzgl¦dnymi pr¦d-
ko±ciami pomi¦dzy rozwa»an¡ cz¡stk¡ SPH, a wszystkimi innymi cz¡stkami znajduj¡cymi
si¦ w obszarze no±nika funkcji j¡dra.

Oba podej±cia � summation density i continuity density maj¡ swoje wady i zalety.
W praktyce, w szczególno±ci w zagadnieniach z mechaniki pªynów, cz¦±ciej stosuje si¦
podej±cie pierwsze, pomimo i» wymaga ono wi¦kszych nakªadów obliczeniowych wynika-
j¡cych z faktu, i» g¦sto±¢ musi by¢ obliczona zanim inne parametry zostan¡ oszacowane,
a nast¦pnie dopiero obliczana jest funkcja wygªadzaj¡ca. W analizach problemów, w któ-
rych wyst¦puj¡ du»e nieci¡gªo±ci (eksplozje, penetracje z du»¡ pr¦dko±ci¡ jednego ciaªa w
drugie) preferuje si¦ podej±cie continuity density.

Równanie zachowania p¦du w uj¦ciu SPH

Analogicznie jak w równaniach zachowania masy, ró»ne formy równania zachowania
p¦du w uj¦ciu SPH zale»¡ od przyj¦tych metod aproksymacji.

Stosuj¡c aproksymacj¦ SPH (5.22) bezpo±rednio do gradientu w równaniu (5.31), oraz
korzystaj¡c z (5.19) otrzymuje si¦ nast¦puj¡ce równanie:

dvi
dt

= − 1

ρi

NP∑
j

mj
σj
ρj

∂Wij

∂xi
, (5.39)
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a w celu symetryzacji dodaje si¦ nast¦puj¡c¡ zale»no±¢:

NP∑
j

mj
σi
ρiρj

∂Wij

∂xi
=
σi
ρi

( NP∑
j

mj

ρj

∂Wij

∂xi

)
= 0 (5.40)

i otrzymuje najcz¦±ciej spotykane sformuªowanie równania zachowania p¦du w uj¦ciu SPH
o postaci:

dvi
dt

= − 1

ρi

NP∑
j

mj
σi + σj
ρiρj

∂Wij

∂xi
. (5.41)

Inne, równie» symetryczne sformuªowanie, mo»na uzyska¢ zaczynaj¡c od przeksztaª-
cenia reguªy ilorazu:

▽
(σ
ρ

)
=
ρ▽ σ − σ▽ ρ

ρ2
, (5.42)

−▽
(σ
ρ

)
= −ρ▽ σ

ρ2
+
σ▽ ρ

ρ2
, (5.43)

1

ρ
▽ σ = ▽

(σ
ρ

)
+
σ

ρ2
▽ ρ, (5.44)

co jest równoznaczne z:
1

ρ

∂σ

∂x
=

∂

∂x

(σ
ρ

)
+
σ

ρ2
∂ρ

∂x
. (5.45)

Nast¦pnie wykorzystuj¡c równanie (5.45) i stosuj¡c aproksymacj¦ SPH do gradientów
otrzymujemy:

dvi
dt

= −
( NP∑

j

mj

ρj

(σj
ρj

∂Wij

∂xi

)
+
σi
ρ2i

NP∑
j

mj

ρj

(
ρj
∂Wij

∂xi

))
, (5.46)

co po przeksztaªceniu mo»na przedstawi¢ w postaci:

dvi
dt

= −
NP∑
j

mj

(σi
ρ2i

+
σj
ρ2j

)∂Wij

∂xi
. (5.47)

Równanie zachowania energii w uj¦ciu SPH

W zale»no±ci od zastosowanej metody aproksymacyjnej otrzymuje si¦ alternatywne
formy równania zachowania energii w uj¦ciu SPH. Stosuj¡c do równania (5.32) reguªy
aproksymaty SPH otrzymuje si¦:

<
de

dt
>= − <

1

ρ
σ▽ v >≈ − <

1

ρ2
σ : (ρ▽ v) >≈ − 1

< ρ2 >
< σ >:< ρ▽ v > . (5.48)

Korzystaj¡c z (5.38) otrzymuje si¦:

−σ
ρ
▽ vi =

σi
ρ2i

NP∑
j

mjvij
∂Wij

∂xi
. (5.49)
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Wykorzystanie zale»no±ci:

−σ
ρ
▽ v = −▽ (

σv

ρ
) + v▽ (

σ

ρ
), (5.50)

prowadzi do:

−σ
ρ
▽ vi =

NP∑
j

mj
σj
ρ2j
vij
∂Wij

∂xi
. (5.51)

Sumuj¡c równania (5.49) oraz (5.51) otrzymuje si¦, [37]:

dei
dt

=
1

2

NP∑
j

mj

(σi
ρ2i

+
σj
ρ2j

)
vij
∂Wij

∂xi
(5.52)

Innym podej±ciem jest wykorzystanie (5.48) oraz (5.38), co prowadzi do:

−σ
ρ
▽ v =

σi
ρi

NP∑
j

mj

ρj
vij
∂Wij

∂xi
. (5.53)

Dzi¦ki zale»no±ci:

−σ
ρ
▽ v = −1

ρ

(
▽ (σv)− v▽ σ

)
, (5.54)

mo»na uzyska¢:

−σ
ρ
▽ vi =

1

ρi

NP∑
j

mj
σj
ρj
vij
∂Wij

∂xi
. (5.55)

Analogicznie, sumuj¡c równania (5.53) oraz (5.55) uzyskuje si¦ alternatywn¡ form¦ ró-
wnania zachowania energii w uj¦ciu SPH, [37]:

dei
dt

=
1

2

NP∑
j

mj
σi + σj
ρiρj

vij
∂Wij

∂xi
(5.56)

5.6 Sztuczna lepko±¢

W rozwi¡zywaniu zagadnie« maj¡cych na celu symulacj¦ propagacji fali uderzeniowej
wymagane s¡ dodatkowe mody�kacje metody SPH. Wynikaj¡ one z faktu powstawania
podczas oblicze« (nie�zycznych) oscylacji w polu pr¦dko±ci i ci±nie« za fal¡ uderzeniow¡.
Równania zachowania, równania konstytutywne i równania stanu nie odzwierciedlaj¡ dy-
sypacyjnej natury fal uderzeniowych, [26]. Niestabilno±¢ numeryczna, b¦d¡ca wynikiem
tych oscylacji, ma swoje ¹ródªo w nieci¡gªo±ci pola pr¦dko±ci, jak równie» w wyst¦puj¡-
cych osobliwo±ciach w aproksymacji ukªadów równa« ró»niczkowych typu parabolicznego
lub hiperbolicznego. W metodzie ró»nic sko«czonych, jak równie» w metodzie elementów
sko«czonych, problem niestabilno±ci numerycznej rozwi¡zuje si¦ poprzez dodanie tzw.
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sztucznej lepko±ci. Poj¦cie sztucznej lepko±ci ma �zyczne wytªumaczenie. W zjawisku
fali uderzeniowej, zawsze cz¦±¢ energii kinetycznej zamienia si¦ w energi¦ ciepln¡. Im
mocniejsza jest fala uderzeniowa, tym wi¦cej energii kinetycznej podlega transformacji.
Fizycznie, ta zamiana energii mo»e by¢ rozumiana jako lepkie tªumienie. Dodanie sztucz-
nej lepko±ci w metodzie SPH pomaga �wygªadzi¢� numeryczne oscylacje pól pr¦dko±ci i
ci±nienia wywoªanych fal¡ uderzeniow¡, [48]. Odbywa si¦ to poprzez dodanie do rów-
na« zachowania równa« sztucznej lepko±ci obliczonych z gradientów pr¦dko±ci. Takie
podej±cie �rozci¡ga� fal¦ uderzeniow¡ na obszar kilku s¡siednich punktów dyskretyzacji.
Przedstawione metodologie wykorzystuj¡ce sztuczn¡ lepko±¢ w celu tªumienia oscylacji
numerycznych w analizach problemów dynamicznych s¡ powszechnie stosowane w meto-
dach takich jak Metoda Elementów Sko«czonych, Metoda Obj¦to±ci Sko«czonych, czy te»
Metoda Elementów Dyskretnych.

Poj¦cie sztucznej lepko±ci zaproponowali von Neumann i Richtmayer w 1950 roku,
[64]:

qnlin =

{
αρh2(▽v)2 ▽v < 0

0 ▽v > 0.
(5.57)

Równanie to jest nieliniowe z kwadratowym czªonem w dywergencji pr¦dko±ci pomi¦dzy
dwoma w¦zªami dyskretyzacji. q jest sztuczn¡ lepko±ci¡ Neumann'a-Richtmyer'a wyst¦-
puj¡c¡ tylko w warunkach ±ciskania. α to bezwymiarowy wspóªczynnik (warto±¢ skalarna)
gwarantuj¡ca speªnienie warunku qnlin ̸= 0 podczas ±ciskania i reguluj¡cy �rozci¡gni¦cie�
fali uderzeniowej na kilka w¦zªów dyskretyzacji.

Wykorzystanie qnlin w modelowaniu silnych fal uderzeniowych nie wygªadza jednak
caªkowicie oscylacji za fal¡ uderzeniow¡, dlatego Landsho� [36] wprowadziª dodatkowy
liniowy czªon w celu ich dalszego wygªadzenia. Czªon ten ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

qlin =

{
βρhc▽ v ▽v < 0

0 ▽v > 0
, (5.58)

gdzie c jest pr¦dko±ci¡ rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku (dla gruntów jest to warto±¢ rz¦du 450-
600m/s), β jest wspóªczynnikiem kontroluj¡cym dyssypacj¦ numerycznych oscylacji i jest
odpowiedzialny za kontrol¦ wzajemnych penetracji cz¡stek SPH.

Podstawowy wzór de�niuj¡cy sztuczn¡ lepko±¢ jest sum¡ czªonu nieliniowego i linio-
wego:

q = qnlin + qlin. (5.59)

Implementacja sztucznej lepko±ci do równa« zachowania sprowadza si¦ do dodania q,
jako czªonu ci±nienia do tensora napr¦»enia.
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Metoda SPH, w pocz¡tkowej wersji sªu»yªa do symulacji zjawisk, w których przej±cie
fali uderzeniowej nie wyst¦powaªo lub nie wpªywaªo na wynik oblicze«. Sztuczn¡ lepko±¢
w metodzie SPH po raz pierwszy zastosowaª Monaghan i Gingold, [46]. Zaproponowana
przez nich sztuczna lepko±¢ dla metody SPH rozwi¡zuje problem dysypacyjnej natury
fal uderzeniowych wynikaj¡cej z transformacji energii kinetycznej w ciepln¡ oraz dodat-
kowo zapobiega nie�zycznym wzajemnym penetracjom cz¡stek SPH. Sztuczn¡ lepko±¢ w
metodzie SPH przedstawia si¦ jako:

Πij =

{−αΠc̄ijµij+βΠµ2
ij

ρ̄ij
vij · xij < 0

0 vij · xij > 0
, (5.60)

gdzie:

µij =
hvij · xij
x2ij + ϵ0h2ij

; (5.61)

hij =
1

2
(hi + hj); (5.62)

c̄ij =
1

2
(ci + cj); (5.63)

ρ̄ij =
1

2
(ρi + ρj); (5.64)

vij = vi − vj; xij = xi − xj. (5.65)

Wspóªczynnik ϵ0, w praktyce jest najcz¦±ciej warto±ci¡ rz¦du 0.01, a wprowadza si¦ go w
celu unikni¦cia matematycznych osobliwo±ci Πij pojawiaj¡cych si¦ w przypadku maªych
odst¦pów pomi¦dzy cz¡steczkami SPH, [47]. Czªon lepko±ci powi¡zany z αΠ generuje
lepko±¢ obj¦to±ciow¡ (tzw. drug¡ lepko±¢), podczas gdy czªon powi¡zany z βΠ nie do-
puszcza do wzajemnych penetracji cz¡stek SPH przy du»ych warto±ciach liczby Macha
(jego wpªyw jest ograniczony w przypadku gdy pr¦dko±¢ cz¡stek SPH jest du»o ni»sza
od pr¦dko±ci rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku w analizowanym o±rodku). Monaghan, [46] propo-
nuje warto±ci αΠ = 0.01 oraz βΠ = 0 dla zagadnie« ze swobodn¡ powierzchni¡, Libersky
[39] warto±ci αΠ = 2.5 oraz βΠ = 2.5 dla pozostaªych zagadnie« w mechanice o±rodków
ci¡gªych, natomiast Bui, Sako i Fukagawa [14] sugeruj¡ dla o±rodków porowatych w tym
gruntów αΠ = 1 oraz βΠ = 1.

Równanie zachowania p¦du (5.47), uwzgl¦dniaj¡ce sztuczn¡ lepko±¢ w uj¦ciu SPH,
przyjmuje zatem posta¢ [40]:

vi
Dt

= −
NP∑
j

mj

(σi
ρ2i

+
σj
ρ2j

+Πij

)∂Wij

∂xi
, (5.66)

natomiast równanie zachowania energii (5.52) przyjmuje posta¢, [40]:

dEi

dt
=

1

2

NP∑
j=1

mj

( pi
ρ2i

+
pj
ρ2j

+Πij

)(
vi − vj

)∂Wij

∂xi
+

1

ρi
τiϵi +Hi. (5.67)
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5.7 Caªkowanie po czasie w uj¦ciu SPH

Metoda SPH podobnie jak inne metody stosowane w symulacji zagadnie« dynamicz-
nych, do caªkowania po czasie wykorzystuje metody jawne explicit takie jak¡ jest algorytm
Verleta, a dokªadniej wariant skokowy Störmera-Verleta czyli metod¦ �»abiego skoku�
LF (ang. Leap-Frog), zaliczan¡ do algorytmów o dokªadno±ci rz¦du drugiego, metod¦
Rungego-Kutty, czy metod¦ predyktor-korektor.

Metoda Leap-Frog jest jawn¡ metod¡ drugiego rz¦du, która wymaga jednokrotnego
obliczenia poszukiwanej warto±ci w jednym kroku czasowym. Jest metod¡ odwracaln¡
w czasie i symplektyczn¡ (tj. zachowuj¡c¡ caªk¦ ruchu). Nie zachowuje energii, ale za-
chowuje warto±¢ zaburzonego hamiltonianu H ′, wi¦c caªkowita energia ukªadu podczas
symulacji �uktuuje wokóª zadanej warto±ci. Leap-Frog nie jest algorytmem ogólnym. Al-
gorytm ten ma zastosowanie w rozwi¡zywaniu problemów, które da si¦ zapisa¢ w postaci
równa« ró»niczkowych zwyczajnych rz¦du drugiego. Zalet¡ tego algorytmu jest maªe za-
potrzebowanie na pami¦¢ komputerow¡ podczas oblicze«. Metoda ta jednak mo»e by¢
niestabilna dla nieodpowiednio dobranych � du»ych kroków czasowych.

Algorytm metody Leap-Frog realizuje si¦ w nast¦puj¡cych krokach obliczeniowych,
[37]:

ρn+1
i = ρni (1−Dn

i △ tn), (5.68)

v
n+1/2
i = v

n−1/2
i +

1

2
(△tn +△tn−1)Fn

i , (5.69)

En+1
i = En

i +△tnGn
i , (5.70)

Sn+1
i = Sn

i +△tnHn
i , (5.71)

xn+1
i = xn

i + v
n+1/2
i △ tn, (5.72)

gdzie:

Dn
i =

NP∑
j=1

mj

ρj

(
vi(tn)− vj(tn)

)
· ▽iWij, (5.73)

Fn
i = −

NP∑
j=1

mj

( σσσn
i

ρ2i (t
n)

+
σσσn
j

ρ2j(t
n)

+ Πn
ijI
)
· ▽iWij, (5.74)

Gn
i = −

NP∑
j=1

mjv
n
ij ·
( σσσn

i

ρ2i (t
n)

+
1

2
Πn

ijI
)
· ▽iWij, (5.75)

Hn
i =

∇
Si (tn) + Si(tn) ·Wi(tn) + Si(tn) ·WT

i (tn), (5.76)

natomiast:
vn
i =

1

2

(
v
n+1/2
i + v

n−1/2
i

)
. (5.77)
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Stabilno±¢ schematu kontroluj¦ si¦ wykorzystuj¡c warunek Couranta-Friedrichsa-Lewy'ego
(CFL). Fizyczne znaczenie tego warunku, dla zagadnienia propagacji fali jest nast¦puj¡ce:
dla przypadku modelu opisuj¡cego propagacj¦ fali z punktow¡ dyskretyzacj¡ przestrzeni,
maksymalny czas propagacji fali z jednego punktu dyskretyzacji do drugiego, uzyskany
numerycznie, nie mo»e by¢ dªu»szy ni» maksymalny czas potrzebny rzeczywistej fali na
pokonanie tego samego dystansu ([2], [27]).
Zalecany krok czasowy powinien speªnia¢ warunek:

△t 6 CCFL
h

c+ s
, (5.78)

gdzie c jest pr¦dko±ci¡ rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku w o±rodku, s jest pr¦dko±ci¡ cz¡stki
(lub maksymaln¡ pr¦dko±ci¡ cz¡stki w zbiorze wszystkich cz¡stek SPH). Parametr CCFL

jest zale»ny od dªugo±ci wygªadzania h i przyjmuje warto±¢ z przedziaªu < 0, 0.2 >.
Warunek ten wymaga aby krok czasowy byª proporcjonalny do najmniejszej odlegªo±ci
pomi¦dzy cz¡stkami SPH, co w metodzie SPH jest reprezentowane przez najmniejsz¡
dªugo±¢ wygªadzania h.

Bior¡c pod uwag¦ dyssypacj¦ lepko±ci oraz siªy zewn¦trzne, Monaghan [44] zapropono-
waª wzór na obliczanie maksymalnego kroku czasowego w metodzie SPH, wykorzystuj¡c
algorytm LF:

△tcv = min
( hi
ci + 0.6(αΠci + βΠmax(Wij))

)
, (5.79)

△tf = min
(hi
fi

) 1
2
, (5.80)

gdzie fi jest wielko±ci¡ siªy na jednostk¦ masy cz¡stki SPH.
Morris i Monagnan [49] zaproponowali równie» inne wyra»enie na wyznaczenie warto±ci

kroku czasowego, uwzgl¦dniaj¡c dyfuzj¦ lepko±ci:

△tcv = 0.125
h2i
ν
, (5.81)

gdzie ν = µ
ρ
jest lepko±ci¡ kinematyczn¡.

Podsumowuj¡c, krok czasowy △t, przy uwzgl¦dnieniu dodatkowych wspóªczynników
bezpiecze«stwa λ1 i λ2, wyznacza si¦ w procedurze obliczeniowej z poni»szego warunku:

△t = min
(
λ1 △ tcv, λ2 △ tf

)
. (5.82)

Monaghan, [47] sugeruje przyj¦cie nast¦puj¡cych warto±ci: λ1 = 0.4 i λ2 = 0.25.

5.8 Zagadnienie stabilno±ci numerycznej SPH
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Rysunek 5.3: Funkcja j¡dra W (|xj − xi|) wraz ze swoj¡ pierwsz¡ i drug¡ pochodn¡, oraz
obszary I i II, dla których warunek (5.83) wyznacza stabilno±¢ lub niestabilno±¢ ukªadu
w zale»no±ci od ±ciskanie czy rozci¡gania, [26].

Swegle, [57], [58] wykazaª istnienie pewnych specy�cznych niestabilno±ci numerycznych
w metodzie SPH - ang. tensile instability, ujawniaj¡cych si¦ jako (nie�zyczne) oscylacje w
energii wewn¦trznej poszczególnych cz¡stek, które w wyniku tego mog¡ prowadzi¢ do za-
burze« caªego ukªadu. Swegle, [58] wykazaª i» zaburzenie w danej cz¡stce mo»e prowadzi¢
do zaburze« zarówno podczas obci¡»e« ±ciskaj¡cych jak i rozci¡gaj¡cych. Wyznaczona za-
le»no±¢ warunkuj¡ca niestabilno±¢ (wi¡»¡ca ze sob¡ kombinacj¦ odlegªo±ci cz¡stek, funkcj¦
j¡dra oraz znak skªadowych tensora napr¦»enia) zostaªa zaproponowana w postaci nierów-
no±ci:

W ′′σ > 0. (5.83)

Powy»szy warunek dzieli no±nik funkcji j¡dra na dwie strefy I oraz II (Rys. 5.3). Nie-
stabilno±ci mog¡ si¦ pojawi¢ w przypadku gdy dana cz¡stka b¦dzie si¦ znajdowa¢ si¦ w
cz¦±ci ukªadu poddanego procesowi rozci¡gania (σ > 0), natomiast jej s¡siednie cz¡stki
znajdowa¢ si¦ b¦d¡ w procesie ±ciskania.

Zaproponowano kilka usprawnie« metody SPH, jednak»e wi¦kszo±¢ z nich nie rozwi¡-
zywaªa problemu - dziaªaªy albo dla przypadków jednowymiarowych, albo wprowadzaªy
dodatkow¡ siatk¦ punktów Gaussa, co niestety prowadziªo do utraty najwi¦kszej zalety
metody SPH - bezsiatkowo±ci. Konsekwentnie, metod¦ gwarantuj¡c¡ stabilno±¢ metody
SPH wprowadziª Rabczuk, [52]. Zaproponowaª on funkcj¦ j¡dra wykorzystuj¡c¡ wspóª-
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rz¦dne materiaªowe, (Total Lagrangean SPH Formulation):

Wij =W
(Xj − Xi

h

)
. (5.84)

5.9 Hourglassing i shearlocking

Standardowe - najcz¦±ciej wykorzystywane procedury caªkowania numerycznego w
metodzie elementów sko«czonych (np. metoda Gaussa) w przypadku materiaªów nie-
±ci±liwych maj¡ pewn¡ wad¦ polegaj¡c¡ na tym i» przemieszczenia w siatce elementów
sko«czonych s¡ o rz¡d mniejsze ni» w rzeczywisto±ci. Zjawisko to nosi nazw¦ �volumetric

locking�. Rozwi¡zaniem tego problemu jest wykorzystanie procedury caªkowania nume-
rycznego ze zredukowan¡ liczb¡ punktów Gaussa. Niestety, procedura ta wprowadza
kolejny problem numeryczny zwany z ang. �hourglassing� lub �zero energy mode� b¦-
d¡cy (nie�zyczn¡) deformacj¡ produkuj¡c¡ zerowe odksztaªcenia oraz zerowe napr¦»enia.
Mo»e si¦ pojawi¢ wyª¡cznie w przypadku elementów sko«czonych z jednym punktem caª-
kowania Gaussa. Przykªadem mo»e by¢ nast¦puj¡cy problem dotycz¡cy deformacji ciaªa
zdyskretyzowanego siatk¡ elementów sko«czonych. Rozwa»my pªaski 4-w¦zªowy element
sko«czony. Rozsu«my w¦zªy w dolnej kraw¦dzi i jednocze±nie przysu«my w¦zªy z gór-
nej kraw¦dzi o t¡ sam¡ warto±¢. W wyniku tych operacji otrzymamy trapez. Jednak»e
w przypadku jednego punktu Gaussa znajduj¡cego si¦ w centrum elementu sko«czonego
(czyli tam gdzie liczy si¦ odksztaªcenie) mamy do czynienia z deformacj¡ daj¡c¡ w wyniku
zerowe odksztaªcenie, a co za tym idzie zerowe napr¦»enie. Aby rozwi¡za¢ ten problem
wprowadza odpowiedni¡ lepko±¢ aby w rezultacie otrzyma¢ sztuczn¡ sztywno±¢ ukªadu.
Wi¦cej na ten temat mo»na znale¹¢ w pracach Swegle [56], oraz Belytschko [7].

Analogiczny problem mo»e si¦ pojawi¢ w metodzie SPH. W jednowymiarowym przy-
kªadzie mo»na to zilustrowa¢ sytuacj¡ gdy pochodna funkcji j¡dra jest równa zeru, nato-
miast dla s¡siednich cz¡stek znajduj¡cych si¦ po przeciwnych stronach jest równa pewnym
warto±ciom, lecz o przeciwnych znakach. Rozwi¡zaniem jest wykorzystanie dwóch rodza-
jów cz¡stek: pierwszego b¦d¡cego punktami, w których oblicza si¦ równanie zachowania
p¦du, oraz drugiego sªu»¡cego do wyznaczania napr¦»enia.

Okazuje si¦ jednak i» problem zero energy mode w metodzie SPH nie jest tak powa»ny
jak w metodzie elementów sko«czonych lub metodzie ró»nic sko«czonych z powodu wi¦k-
szej nieregularno±ci rozmieszczenia cz¡stek w SPH ni» w¦zªów w MES czy MRS.

5.10 Poª¡czenie SPH i MES
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Poª¡czenie ró»nych rodzajów dyskretyzacji wymaga szczególnego podej±cia do zagad-
nienia interfejsu kontaktowego. Mo»na wyró»ni¢ nast¦puj¡ce metody, [26]:

1. Wykorzystanie algorytmu kontaktowego typu Master-Slave zaproponowane przez
Attaway'a, Heinstein'a i Swegle'a, [5] w 1993 roku. Podobnie do wielu algorytmów
kontaktowych wMetodzie Elementów Sko«czonych podej±cie to wykorzystuje pewn¡
zde�niowan¡ odlegªo±¢ de�niuj¡c¡ rozdzielony obszar mi¦dzy elementami b¦d¡cymi
w kontakcie (ang. gap space). W przypadku tej pracy s¡ to elementy sko«czone
oraz SPH. Element SPH wchodz¡cy w obszar gap poddany jest dziaªaniu siªy od-
pychaj¡cej FS, jednocze±nie siªy balansuj¡ce FM1 i FM2 dziaªaj¡ na s¡siednie w¦zªy
na brzegu elementu sko«czonego (Rys. 5.4).

Rysunek 5.4: Wykorzystanie algorytmu Master-Slave w poª¡czeniu dyskretyzacji MES
i SPH, [55].

2. �Pªynne przej±cie� elementów sko«czonych w cz¡stki SPH, tj. w¦zªy znajduj¡ce si¦
na brzegu elementu sko«czonego s¡ jednocze±nie elementami SPH. Tylko elementy
SPH oraz cz¡stki znajduj¡ce si¦ w no±niku funkcji j¡dra b¦d¡ce jednocze±nie w¦zªami
na brzegu elementu sko«czonego, bior¡ udziaª w obliczaniu przyrostów deformacji
cz¡stek znajduj¡cych si¦ na brzegu (Rys. 5.5), (Johnson [31], [32]).

3. �Podej±cie hybrydowe�, w którym w¦zªy znajduj¡ce si¦ w no±niku funkcji j¡dra ele-
mentów SPH wykorzystywane s¡ procesie aproksymacji. Je±li element SPH ma
w zasi¦gu swojego no±nika w¦zªy z elementów sko«czonych, wówczas wyznaczane
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Rysunek 5.5: Podej±cie �pªynnego przej±cia� dyskretyzacji MES w SPH, [55].

pole pr¦dko±ci i pole napr¦»enia z tych w¦zªów wykorzystywane s¡ w aproksymacji
w sformuªowaniu bezsiatkowym podczas wyznaczania dyskretnych form problemu
pocz¡tkowo-brzegowego.

Rysunek 5.6: �Podej±cie hybrydowe� poª¡czenia dyskretyzacji MES z SPH, Sauer, [55].



Rozdziaª 6

Zagadnienie rozchodzenia si¦ fal

w o±rodku gruntowym

Informacj¦ o obci¡»eniu przekazuje si¦ w o±rodku gruntowym poprzez fale. W przy-
padku obci¡»e« statycznych oraz quasi-statycznych, efekt wpªywu fal nie jest rozwa»any
z uwagi na fakt, i» czas obci¡»enia jest dªugi w porównaniu do czasu transmisji fali. W
przypadku gdy wywoªane fale przyjmuj¡ ksztaªt i amplitud¦ tzw. fal uderzeniowych,
lub pr¦dko±¢ obci¡»enia jest zbli»ona do pr¦dko±ci rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku w o±rodku,
wówczas propagacja oraz efekt tych fal na o±rodek oblicza si¦ na podstawie równa« caª-
kowanych odpowiednio w czasie i przestrzeni, [26].

6.1 Fale spr¦»yste

Fale s¡ pewnego rodzaju perturbacjami w polu pr¦dko±ci, przemieszczaj¡cymi si¦ przez
o±rodek, przyjmuj¡c ró»ne formy oraz ró»ne pr¦dko±ci. Najwa»niejsze rodzaje fal wielo-
krotnie opisano w literaturze krajowej i ±wiatowej, a zaliczaj¡ si¦ do nich:

1. fale obj¦to±ciowe:

� fale podªu»ne (zwane te» falami dylatacyjnymi, falami typu p, lub z ang. pri-
mary waves) - s¡ to najszybsze z fal (st¡d ich angielska nazwa primary waves,
poniewa» najszybciej docieraj¡ z epicentrum na powierzchni¦). Fale te powo-
duj¡ odchylenia�drgania w kierunku równolegªym do kierunku rozchodzenia si¦
fal. Powoduj¡ ±ciskanie i rozci¡ganie o±rodka, przez który przechodz¡; pr¦dko±¢
z jak¡ si¦ przemieszczaj¡ oznacza si¦ symbolem cL;

� fale poprzeczne (zwane te» falami typu s, falami torsjonalnymi lub z ang. se-
condary waves - poniewa» jako drugie, po falach podªu»nych docieraj¡ z epicen-
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trum na powierzchni¦). Pr¦dko±¢ przemieszczania si¦ fal poprzecznych oznacza
si¦ symbolem cS;

2. fale powierzchniowe:

� fale Rayleigh'a - fale opisane przez Rayleigh'a w 1885 roku. S¡ to fale typu
powierzchniowego, w których ruch cz¡stek odbywa si¦ po elipsie zorientowanej
pionowo i która jest prostopadªa do kierunku biegu fali;

� fale Love'a - fale, w których ruch cz¡stek odbywa si¦ po elipsie zorientowanej
prostopadle do elipsy rozchodzenia si¦ fal Rayleigh'a.

Rysunek 6.1: Wykres przyspiesze« (w mm
s2

) podczas trz¦sienia ziemi w Kobe w Japonii w
1995r., wykonany przy pomocy danych zarejestrowanych sejsmografem w Tasmanii. Plik
z danymi pochodzi z Data Management Centre, Washington University.

6.2 Równania falowe

W celu wyznaczenia jednowymiarowego równania fali rozwa»a si¦ nast¦puj¡ce równa-
nie równowagi:

∂σx
∂x

= ρ
d2ux
dt2

. (6.1)

Wykorzystuj¡c liniowo spr¦»yste równanie konstytutywne Hooke'a:

σx = Eϵx, (6.2)
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W OŚRODKU GRUNTOWYM 55

oraz zakªadaj¡c liniow¡ zale»no±¢ w równaniu geometrycznym:

ϵx =
∂ux
∂x

, (6.3)

otrzymuje si¦ jednowymiarowe równanie fali spr¦»ystej w postaci:

∂2ux
∂x

=
ρ

E

d2ux
dt2

. (6.4)

Podstawiaj¡c do powy»szego równania zale»no±¢ opisuj¡c¡ pr¦dko±¢ fali dylatacyjnej:

cL =

√
E

ρ
, (6.5)

otrzymuje si¦ równanie opisuj¡ce jednowymiarow¡ fal¦ dylatacyjn¡:

∂2ux
∂x2

=
1

c2L

d2ux
dt2

. (6.6)

Pr¦dko±¢ fali dystorsyjnej przedstawia si¦ jako:

cS =

√
G

ρ
. (6.7)

Równanie to (w przypadku jednowymiarowym) ma szeroko rozpowszechnione w literatu-
rze rozwi¡zanie analityczne [62], [65].

Rysunek 6.2: Propagacja fali spr¦»ystej przez o±rodek gruntowy opisany prawem Hooke'a.

W przypadku nieliniowych praw konstytutywnych moduª spr¦»ysto±ci E zast¦puje si¦
∂σ
∂ϵ

dla danego stanu obci¡»enia. Jednowymiarowe równanie pr¦dko±ci fali dylatacyjnej w
tym przypadku ma posta¢:

cL =

√
1

ρ

∂σx
∂ϵx

. (6.8)

Zakªadaj¡c przemian¦ adiabatyczn¡ dla zmiany energii wewn¦trznej e w danej obj¦to±ci
V i ci±nienia p:

de = −pdV
ds = 0

(6.9)
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otrzymujemy:

c2 =
∂p

∂ρ

∣∣∣
s
=
∂p

∂ρ

∣∣∣
e
+

p

ρ2
∂p

∂e

∣∣∣
ρ
. (6.10)

Powy»sze równanie opisuje zale»no±¢ pr¦dko±ci propagacji fali od ci±nienia w przypadku
nieliniowych praw konstytutywnych.

6.3 Fale Uderzeniowe

Charakterystyczn¡ cech¡ fal uderzeniowych jest bardzo krótki okres ich trwania, jak
równie» du»e amplitudy ci±nie«, temperatury oraz g¦sto±ci. Przej±cie fali uderzeniowej
przez o±rodek trwale zmienia jego wªa±ciwo±ci �zyczne. Mog¡ si¦ one pojawi¢ jako konse-
kwencja naªo»enia si¦ (superpozycji) fal w przypadku gdy pr¦dko±¢ obci¡»enia jest równa
lub wi¦ksza pr¦dko±ci rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku w o±rodku (czyli dla warto±ci Liczby Ma-
cha 1 M > 1). Zjawisko to zostaªo odkryte i opisane najpierw przez Dopplera, a pó¹niej
przez Macha. W tym przypadku nakªadanie si¦ fal (zaburze« w polu ci±nie«) powoduje
wzrost amplitudy oraz gradientu ci±nienia, co w efekcie prowadzi do powstania fali ude-
rzeniowej. Przyczyn¡ ich powstawania jest efekt dyspersji. Efekt ten pojawia si¦ dla
nieliniowej relacji ci±nienia i g¦sto±ci, gdy szybsza fala wyprzedza fal¦ powstaª¡ wcze±niej,
lecz poruszaj¡c¡ si¦ z mniejsz¡ pr¦dko±ci¡. Na rysunku 6.3, dla danego stanu p(V ) mate-
riaª ma okre±lon¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku, proporcjonaln¡ do moduªu spr¦»ysto±ci obj¦to±ciowej
∂p/∂V . W przypadku szybkiego przej±cia z punktu (po, V0) do (p3, V3) mo»na zauwa»y¢
zamian¦ pr¦dko±ci rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku dla kolejnych fal. Prowadzi to do zjawiska
dyspersji. W pierwszej fazie (po, V0) materiaª pozostaje w zakresie spr¦»ystym (pr¦dko±¢
rozchodzenia si¦ fal odpowiada pr¦dko±ci fal spr¦»ystych), a powstaªe w tym zakresie fale
nazywamy prekursorami spr¦»ystymi, [26]. Gdy dalej post¦puj¡ce obci¡»enie powoduje
zwi¦kszenie ci±nienia (p0, p1), materiaª znajduje si¦ w zakresie plastycznym, natomiast
gradient, a zatem równie» pr¦dko±ci propagacji fali, maleje. Po mini¦ciu punktu p1 gra-
dient ro±nie, a co za tym idzie równie» i pr¦dko±ci propagacji fal. Fale wywoªane dla tych
stanów obci¡»enia przemieszczaj¡ si¦ przez o±rodek szybciej ni» fale wywoªane wcze±niej.
W rezultacie dochodzi do superpozycji fal i w nast¦pstwie do powstania fali uderzeniowej.

Matematyczny zapis warunku powstania fali uderzeniowej jest nast¦puj¡cy, [26]:

∂p

∂V
< 0 ∧ ∂2p

∂V 2
> 0. (6.11)

Nale»y mie¢ na uwadze i» pomimo speªnienia warunku (6.11) fala uderzeniowa nie musi
powsta¢. Sytuacja taka ma miejsce w przypadku gdy pr¦dko±¢ obci¡»enia nie jest wystar-
czaj¡co du»a (np. obci¡»enia quasi-statyczne). Powstaj¡ce wówczas fale nie s¡ w stanie
�dogoni¢� fal powstaªych wcze±niej i poruszaj¡cych si¦ z mniejsz¡ pr¦dko±ci¡.

1Liczba Macha okre±la stosunek pr¦dko±ci obiektu poruszaj¡cego si¦ w danym o±rodku do pr¦dko±ci

rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku w tym o±rodku: M = v
c
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Rysunek 6.3: Krzywa ±ci±liwo±ci dla materiaªu spr¦»ysto-plastycznego, [26].

Równania Rankine-Hugoniot'a

Równania Rankine-Hugoniot'a ([54], [30]) opisuj¡ relacj¦ pomi¦dzy zmiennymi opisu-
j¡cymi dany o±rodek po obu stronach fali uderzeniowej. S¡ to równania zachowania dla
fal uderzeniowych. Metodyka bada« propagacji pªaskich fal uderzeniowych nosi nazw¦
problemu Riemanna. Polega ona na badaniu zamian nast¦puj¡cych zmiennych: ci±nie-
nia, g¦sto±ci i energii wewn¦trznej (p0, ρ0, e0) przed czoªem fali uderzeniowej oraz za ni¡
(p1, ρ1, e1), oraz przy zaªo»eniu v0 = 0, p0 = const, ρo = const dla o±rodka znajduj¡cego
si¦ przed czoªem fali. Fal¦ uderzeniow¡ traktuje si¦ jak cienk¡ stref¦ nagªej zmiany (w
czasie dt) warto±ci zmiennych stanu, a obszar � obj¦to±¢ jak¡ zajmuje propaguj¡ca fala
mo»na obliczy¢ z Avsdt, oraz A(vs − v1)dt, gdzie A jest powierzchni¡ przekroju o±rodka,
przez który propaguje fala, a vS to jej pr¦dko±¢. Równanie zachowania masy przy
zaªo»eniu v0 = 0 przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

ρ0vS = ρ1(vS − v1). (6.12)
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Zmian¦ przyrostu p¦du dla danego przedziaªu czasowego mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

ρ1A(vS − v1)dtv1 − ρ0A(vS − v0)dtv0, (6.13)

co przy zaªo»eniu v0 = 0 prowadzi to do równania zachowania p¦du:

ρ1A(vS − v1)dtv1 = (p1 − p0)Adt (6.14)

Wykorzystuj¡c (6.12) równanie (6.14) mo»na przedstawi¢ w postaci:

ρ0vSv1 = p1 − p0. (6.15)

Powy»sze równanie mo»na rozumie¢ jako relacj¦ pomi¦dzy zmian¡ (skokiem ci±nienia) a
pr¦dko±ci¡ v1 po przej±ciu przez o±rodek o g¦sto±ci ρ0 fali uderzeniowej o pr¦dko±ci vS.
Przyrost energii kinetycznej i wewn¦trznej w o±rodku, przez który przeszªa fala uderze-
niowa mo»na zapisa¢ w postaci:

e1ρ1A(vS − v1)dt− e0ρ0A(vS − v0)dt+
1

2
ρ1A(vS − v1)dtv21 −

1

2
ρ0A(vS − v0)dtv20. (6.16)

Uwzgl¦dniaj¡c prac¦ W wykonan¡ przez zmian¦ ci±nie«:

W = p1Av1dt− p0Av0dt, (6.17)

otrzymujemy równanie zachowania energii:

p1v1 = e1ρ1(vS − v1)− e0ρ0vS +
1

2
ρ1(vS − v1)v

2
1. (6.18)

Wykorzystuj¡c (6.12) równanie (6.18) mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

p1v1 = (e1 − e0) ρ0vS +
1

2
ρ0vSv

2
1. (6.19)

Równania stanu fal uderzeniowych dla o±rodków porowatych

Z wykresu na Rys. 6.3, a co za tym idzie z warunków (6.11), wynika i» równania stanu
opisuj¡ce powstawanie i propagacj¦ fal uderzeniowych musz¡ by¢ nieliniowe. Propagacja
fal jest tªumiona przez trwaªe deformacje. W tym procesie energia kinetyczna zamienia
si¦ w odksztaªcenia plastyczne, jak równie» odpowiada za zmian¦�zniszczenie struktury.
Zªo»ono±¢ opisu propagacji fal uderzeniowych przez o±rodek porowaty wynika ze zmian
sztywno±ci materiaªu w ró»nych stadiach przej±cia fali uderzeniowej. W pierwszej kolej-
no±ci mo»na wyró»ni¢ faz¦ spr¦»yst¡. Nast¦pnie pory �zapadaj¡ si¦�, o±rodek wykazuje
niewielk¡ sztywno±¢, a post¦puj¡ca deformacja przebiega dla zbli»onego poziomu napr¦-
»enia. W fazie trzeciej, której odpowiada o±rodek zag¦szczony, sztywno±¢ ro±nie. Zmiany
te wpªywaj¡ na pr¦dko±¢ rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku w o±rodku porowatym.
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W OŚRODKU GRUNTOWYM 59

Rysunek 6.4: Schemat przebiegu krzywej ±ci±liwo±ci dla o±rodków porowatych, [26].

W pierwszej fazie, gdy o±rodek znajduje si¦ w zakresie spr¦»ystym, pr¦dko±¢ rozcho-
dzenia si¦ d¹wi¦ku zale»y od moduªu spr¦»ysto±ci obj¦to±ciowej K = ρdp

dρ
i przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

c =

√
K

ρ
. (6.20)

W trzeciej fazie pr¦dko±¢ rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku mo»na analogicznie zapisa¢ wykorzy-
stuj¡c moduª odksztaªcalno±ci obj¦to±ciowej dla o±rodka zag¦szczonego.

Do opisu przej±cia z fazy I do III wykorzystuje si¦ porowato±¢, a dokªadniej parametr
α b¦d¡cy odwróceniem wspóªczynnika porowato±ci:

ϕ =
Vp
V

= α−1, (6.21)

gdzie Vp jest obj¦to±ci¡ przestrzeni porowej, a V jest obj¦to±ci¡ caªkowit¡ o±rodka.
Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku dla o±rodka porowatego znajduj¡cego si¦ w II fazie obci¡»enia za-

pisuje si¦ wykorzystuj¡c porowato±¢ w stanie naturalnym αP :

c = cP + (cM − cP )
(α− αP

1− αP

)
, (6.22)

gdzie cM jest pr¦dko±ci¡ rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku w szkielecie, a cP jest pr¦dko±ci¡
rozchodzenia si¦ d¹wi¦ku w przestrzeni porowej.

Pierwsze sformuªowanie równania stanu opisuj¡cego propagacj¦ fali uderzeniowej w
o±rodku porowatym zostaªo przedstawione przez Herrmann'a, [24]. Przedstawiª on rów-
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nanie stanu p − α, w którym funkcja ci±nienia zale»y od porowato±ci:

p = p(nV, e). (6.23)

Carrol i Holt [28] zmody�kowali zale»no±¢ Herrmann'a u±redniaj¡c ci±nienie przez ob-
j¦to±¢ porów, co pozwoliªo unikn¡¢ nie�zycznych - wi¦kszych pr¦dko±ci fal obj¦to±cio-
wych w o±rodkach porowatych, Swegle [59]. Spójn¡ zale»no±¢ równa« stanu dla o±rodków
porowatych przedstawili Meniko� i Kober [43], wykorzystuj¡c dekompozycj¦ potencjaªu
Helmholtz'a2 na cz¦±¢ odpowiadaj¡c¡ szkieletowi ψs, oraz cz¦±¢ powi¡zan¡ z porowato±ci¡
ψp:

ψ(V, T, n) = ψs(nV, T ) + ψp(n), (6.24)

gdzie n to porowato±¢. Równanie stanu dla o±rodka porowatego ma posta¢:

neq(pV ) = 1− (1− n0)e
− pV −p0V0

pcV0 , (6.25)

gdzie pc jest ci±nieniem (w procesie ±ciskania), w którym nast¦puje caªkowite zamkni¦cie
porów, 1 − n0 jest porowato±ci¡ pocz¡tkow¡. W celu znalezienia porowato±ci w stanie
równowagi neq, minimalizuje si¦ energi¦ swobodn¡ otrzymuj¡c:

pV − neq
dψp

dn
(neq) = 0. (6.26)

Równanie (6.26), ª¡cznie z równaniem równowagi ci±nienia peq:

peq(V, e) = −neq
∂ψ(Vs, es)

∂V
, (6.27)

tworz¡ podstawowy ukªad równa« równowagi, gdzie Vs = neqV jest obj¦to±ci¡ szkieletu
oraz es = e − ϕp(neq) jest energi¡ wewn¦trzn¡ szkieletu. Powy»sze równanie jest równo-
znaczne z równaniem Herrmanna p−α z dodan¡ zale»no±ci¡ pomi¦dzy energi¡ wewn¦trzn¡
o±rodka porowatego e, a energi¡ wewn¦trzn¡ jego szkieletu es.

6.3.1 Aproksymacja obszaru nieograniczonego - tªumienie fal na

brzegu

Nieograniczony obszar póªprzestrzeni podªo»a gruntowego w problemach geotechnicz-
nych prowadzi do okre±lonych trudno±ci numerycznych, szczególnie w modelowaniu za-
gadnie« dynamicznych. Rozwi¡zaniem jest zastosowanie specjalnych elementów na brzegu
obszaru, które w przypadku metod MES w zagadnieniach statycznych maj¡ za zadanie

2Energia swobodna Helmholtz'a ψ jest funkcj¡ stanu i potencjaªem termodynamicznym odpowiadaj¡-

cym cz¦±ci energii wewn¦trznej, która potencjalnie mo»e by¢ w danym procesie uwolniona w formie pracy

lub ciepªa, dla danej temperatury i obj¦to±ci.
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�wytªumienie� przemieszcze«, a w zagadnieniach dynamicznych wytªumienie pr¦dko±ci i
przy±pieszenia. W zagadnieniach dynamicznych elementy maj¡ce na celu wytªumienie fal
nosz¡ nazw¦ z ang. non re�ecting boundaries condition NRBC. Zaªo»eniem NRBC jest
wytªumienie fal, aby nie mogªy one zosta¢ odbite od brzegu i tym samym zaburzy¢ rozwi¡-
zania problemu. Najcz¦±ciej spotykanymi metodami s¡: wykorzystanie metody elementów
brzegowych na brzegu obszaru modelowanego przy pomocy metody elementów sko«czo-
nych, tzw. sztuczne warunki brzegowe, schematy �ltruj¡ce oraz elementy niesko«czone,
[65].

Rozwa»my obszar, w którym σn jest napr¦»eniem normalnym na brzegu, τs jest na-
pr¦»eniem stycznym na brzegu, ρ jest g¦sto±ci¡, cL jest pr¦dko±ci¡ fali dylatacyjnej, a
cS jest pr¦dko±ci¡ fali dystorsyjnej. Stosuj¡c metod¦ �brzegu lepkiego tªumienia� (ang.
Viscous Boundary Condition), skªadowe normalne i styczne napr¦»enia, w ka»dym w¦¹le
na brzegu obszaru obliczane s¡ dla danego ci±nienia (fali) tak aby wypadkowe napr¦»enie
si¦ zerowaªo, [42]:

σn = −ρcSvn,
τs = −ρcLvs.

(6.28)

Podej±cie takie nale»y do metod zwanych w krajowej literaturze metodami bezpo±red-
nimi [65] i polega na dodaniu na brzegu obszaru elementów pochªaniaj¡cych fale (nie
dopuszczaj¡c do ich odbicia czy zaªamania). Podej±cie takie prowadzi do pewnych �ak-
ceptowalnych� bª¦dów wynikaj¡cych z niedokªadnego speªnienia warunków brzegowych w
obszarze tzw. elementów pochªaniaj¡cych. Innymi metodami bezpo±rednimi s¡, [65]:

� podej±cie superposition boundary, w którym u±rednienie dwóch rozwi¡za« brzego-
wych - symetrycznego (z brzegiem zamocowanym) i antysymetrycznego (z brzegiem
swobodnym) eliminuje odbicie fali,

� podej±cie paraxial boundary wykorzystuj¡ce dodatkowe równanie wygªadzaj¡ce fal¦,

� podej±cie z podwójnym przybli»eniem double-asymptotic boundary,

� podej±cie z brzegiem z ekstrapolacj¡, w którym przemieszczenie na sztucznym brzegu
wyznaczane jest na podstawie szacowania pr¦dko±ci fali w s¡siednich w¦zªach.



Rozdziaª 7

Numeryczna symulacja wpªywu

procesu formowania kolumny kamiennej

metod¡ DR

Kolumny formowane metod¡ wymiany dynamicznej, (ang. dynamic replacement - DR)
pomimo wielu efektywnych realizacji w kraju i za granic¡ wci¡» nale»¡ do metod niedosta-
tecznie rozpoznanych, szczególnie pod wzgl¦dem teoretycznym. W kraju pierwsze badania
w tej tematyce przeprowadzaª Gryczma«ski [21]. Wi¦kszo±¢ bada« nad opisywan¡ metod¡
dotyczyªo modelowych bada« laboratoryjnych, b¡d¹ bada« terenowych. Analizy nume-
ryczne natomiast, w znacznej mierze dotyczyªy prób odwzorowania wspóªpracy gotowej
ju» kolumny z otaczaj¡cym j¡ podªo»em gruntowym (np. Kwiecie« [35]). Jedn¡ z nie-
licznych prób numerycznej symulacji formownia kolumny kamiennej metod¡ DR opisaª
w swoim artykule Thialakasiri i inni [60] (w oparciu o rozpraw¦ doktorsk¡ pierwszego
autora). Podj¦ta przez tych autorów dwuwymiarowa próba odwzorowania procesu DR
ograniczyªa si¦ do zmiany wªa±ciwo±ci materiaªu podczas operacji aktualizacji siatki (ang.
re-meshing) w okolicy miejsca uderze« kafara. Po pierwszym uderzeniu, nast¦powaªa ope-
racja aktualizacji siatki wraz z lokaln¡ zmian¡ parametrów materiaªowych, a nast¦pnie
nast¦powaªo kolejne uderzenie i operacja byªa kilkukrotnie powtarzana.

Najwi¦kszym problemem z jakimi spotykano si¦ podczas prób numerycznego odwzoro-
wania wp¦du kafara w podªo»e gruntowe byªy du»e przemieszczenia prowadz¡ce do degra-
dacji siatki w przypadku wzgl¦dnie g¦stej siatki dobrze odwzorowuj¡cej geometri¦ gruntu
i kafara, b¡d¹ z drugiej strony, nierealne wyniki w przypadku wykorzystania siatki o zbyt
du»ej dyskretyzacji, co uniemo»liwiaªo realne odzwierciedlenie zachowania si¦ podªo»a w
bliskim s¡siedztwie kafara.

W dysertacji wykorzystano komercyjne oprogramowanie LS-DYNA, b¦d¡ce kompute-
rowym pakietem oprogramowania do analizy zjawisk szybkozmiennych metod¡ elementów

62
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sko«czonych (równie» metod¡ elementów dyskretnych DEM, metod¡ SPH, bezsiatkowymi
metodami typu Element Free Galerkin EFG i podobnymi). System komputerowy LS-
Dyna opracowano w Livermore Software Technology Corporation (LSTC) w Livermore
w Kalifornii wykorzystuj¡c sformuªowanie caªkowania jawnego. Oprogramowanie to pier-
wotnie powstaªo w laboratoriach Lawrence Livermore National Laboratory Departamentu
Energii Stanów Zjednoczonych. Pierwsza wersja programu pod nazw¡ DYNA3D zostaªa
opracowano w zespole dr John'a Hallquist'a. Oprogramowanie LS-DYNA rozwijane na
przestrzeni lat znalazªo zastosowanie równie» w dynamicznych zagadnieniach geotechnicz-
nych. Przykªadem mo»e by¢ wykorzystanie oprogramowania przez Narodow¡ Agencj¦
Aeronautyki i Przestrzeni Kosmicznej USA (NASA) w symulacji l¡dowania l¡downika
marsja«skiego, [25]. Liczne s¡ te» zastosowania w symulacji podziemnych wybuchów (np.
min), b¡d¹ uderze«, penetracji i wybuchów pocisków w gruncie czy skaªach, np. [18].
Zastosowanie metody Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) zaimplementownej i rozwi-
janej w oprogramowaniu LS-DYNA wykazaªo swoj¡ wysok¡ przydatno±¢ w opisie du»ych
deformacji w gruncie w pracach prowadzonych mi¦dzy innymi przez: Schwer'a, Kuªaka i
Bojanowskiego w Arogonne National Laboratory USA (laboratorium Departamentu Ener-
gii USA), [34], [10], [11], jak równie» w badaniach przedstawionych w niniejszej dysertacji.

7.1 Kalibracja i walidacja prawa konstytutywnego

W obliczeniach wykorzystuje si¦ model MAT005 (MAT_SOIL_AND_FOAM) z bi-
blioteki programu LS-DYNA oparty na prawie konstytutywnym opracowanym przez Kriega
w 1972 roku, [33]. W modelu konstytutywnym wymaga si¦ kalibracji maªej liczby sta-
ªych materiaªowych i nie wymaga to du»ych nakªadów mocy obliczeniowej. Zasadno±¢
wykorzystania tego modelu do modelowania zagadnie« dynamicznego obci¡»enia o±rodka
gruntowego, obci¡»eniem typu �impact� wykazano w pracach [15], [17], [25], [34].
Prawo konstytutywne zapisane w modelu MAT005 wykorzystuje nieliniow¡, zale»n¡ od
ci±nienia, funkcj¦ plastyczno±ci Druckera-Pragera φ, któr¡ mo»na zapisa¢ wykorzystuj¡c
drugi niezmiennik IIs dewiatora tensora napr¦»enia, [22]. Drugi niezmiennik dewiatora
napr¦»enia odgrywa istotn¡ rol¦ w mechanice plastycznego pªyni¦cia. Kalibracja modelu
MAT005 dotyczy nast¦puj¡cych parametrów materiaªowych:

- g¦sto±ci, ρ,

- moduªu Kirchho�a, G,

- moduªu odksztaªcenia obj¦to±ciowego (dla odci¡»enia) Ku,

- a0, a1, a2 staªych (bezwymiarowych) opisuj¡cych funkcj¦ plastyczno±ci,
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Rysunek 7.1: Schematyczne przedstawienie zale»no±ci ci±nienia od odksztaªcenia obj¦to-
±ciowego dla Mat005.

- od 2 do 10 par danych opisuj¡cych zale»no±¢ logarytmicznego odksztaªcenia ob-
j¦to±ciowego wzgl¦dem ci±nienia (uzyskanych np. w badaniu laboratoryjnym izo-
tropowego ±ciskania; mo»liwe jest te» (w uproszczonych warunkach) wykorzystanie
liniowej zale»no±ci uzyskanej przy pomocy moduªu K), opisuj¡cych zachowanie si¦
materiaªu dla zakresu obci¡»enia wyst¦puj¡cego w analizie, Rys. 1. Z analizy za-
uwa»a si¦, »e logarytmiczne odksztaªcenie jest warto±ci¡ ujemn¡ dla ±ciskania.

Powy»sze dane uzyskuje si¦ w nast¦puj¡cych badaniach laboratoryjnych:

1. Badanie trójosiowego ±ciskania (Triaxial Compression TXC).
W badaniu tym zakªada si¦, »e skªadowe napr¦»enia σ2 = σ3 = const, podczas
gdy warto±¢ skªadowej (osiowej) napr¦»enia σ1 ro±nie. Przeprowadza si¦ seri¦ bada«
w aparacie trójosiowego ±ciskania do chwili utraty wytrzymaªo±ci (±ci¦cia) próbki
gruntu. Uzyskane dane przedstawione w przestrzeni p'-q1 aproksymuje si¦ wzgl¦dem
prostej stanu krytycznego (ang. Critical State Line CSL) a to sªu»y dopasowaniu
(obliczeniu) warto±ci staªych a0, a1, a2. Ci±nienie p′, oraz staªe a0, a1, a2 w modelu

1Przestrze« p'-q w rozumieniu tzw. zapisu Cambridge zaproponowanego przez Roscoe, Scho�eld

i Wroth'a w 1958r. w opisie modelu Cam-Clay:

p′ =
σ′
1+2σ′

3

3

q = σ′
1 − σ′

3.
(7.1)
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MAT005 wyznacza si¦ z badania trójosiowego ±ciskania przy u»yciu relacji:

σeff = σ′
1 − σ′

3 =
√

3II ′
s, (7.2)

gdzie σeff jest napr¦»eniem efektywnym (Cauchy'ego). Z równania (4.8) otrzymu-
jemy:

IIs =
1

2
sijsij = (a0 + a1p

′ + a2p
′2). (7.3)

Na pªaszczy¹nie dewiatorowej zachodzi IIs = 1
3
(σ′

1 − σ′
3)

2, wi¦c:

σ′
1 − σ′

3 =
(
3(a0 + a1p

′ + a2p
′2)
)1/2

. (7.4)

Niech:
q = mp′ + c (7.5)

przedstawia liniow¡ aproksymacj¦ wykresu p′ − q z badania trójosiowego ±ciskania.
Podnosz¡c obustronnie do pot¦gi drugiej otrzymujemy:

1

3
q2 =

1

3
m2p′2 +

2

3
mcp′ +

1

3
c2 = a2p

′2 + a1p
′ + a0, (7.6)

zatem: 
a0 = 1

3
c2

a1 = 2
3
mc

a2 = 1
3
m2

(7.7)

2. Badanie izotropowego ±ciskania (HSC - Hydrostatic Compression Tests).

a) Gdy próbka jest poddana hydrostatycznemu ±ciskaniu

σ1 = σ2 = σ3,

o warto±ci ci±nienia p = (σ1+2σ3)
3

napr¦»enia ±cinaj¡ce si¦ nie pojawiaj¡. Ba-
danie to jest niezb¦dne w celu okre±lenia zale»no±ci ci±nienia wzgl¦dem lo-
garytmicznego odksztaªcenia obj¦to±ciowego � takiego rodzaju odksztaªcenia
wymaga si¦ w kalibracji prawa konstytutywnego wykorzystanego w pracy pro-
gramu obliczeniowego LS-DYNA.

b) Inny system kalibracji mo»e wykorzysta¢ wyniki badania jednoosiowego ±ci-
skania w aparacie trójosiowego ±ciskania, polegaj¡ce na takim dopasowywaniu
skªadowych radialnych napr¦»enia, w trakcie zwi¦kszania skªadowej osiowej na-
pr¦»enia, aby odksztaªcenia promieniowe nie wyst¡piªy. W takiej sytuacji skªa-
dowe ±cinaj¡ce napr¦»enia nie wyst¦puj¡, wi¦c znajomo±¢ warto±ci skªadowej
osiowej napr¦»enia oraz odksztaªcenia osiowego, daje mo»liwo±¢ wyznaczenia
zale»no±ci p(ln V

V0
).
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Pocz¡tkowe nachylenie krzywej w badaniu HSC de�niuje moduª odksztaªcenia
obj¦to±ciowego KL (w warunkach obci¡»enia), natomiast krzywa odci¡»enia
de�niuje moduª odksztaªcenia obj¦to±ciowego (dla odci¡»enia) Ku, tj.:

KL =
E

3(1− 2ν)
, (7.8)

G =
E

2(1 + ν)
=

3KL(1− 2ν)

2(1 + ν)
. (7.9)

W celu kalibracji prawa konstytutywnego MAT_005 wykonano seri¦ bada« laborato-
ryjnych opisanych powy»ej. Dodatkowo wykonano badania ±ci±liwo±ci w aparacie edome-
trycznej ±ci±liwo±ci w celu wyznaczenia charakterystyki zmiany wska¹nika porowato±ci w
zale»no±ci od odksztaªcenia wzgl¦dnego, oraz charakterystyki zmiany wska¹nika porowa-
to±ci w zale»no±ci od efektywnego napr¦»enia pionowego σ

′
v.

Rysunek 7.2: Zamontowana próbka typu NNS przed przeprowadzeniem bada« ±cinania w
aparacie trójosiowego ±ciskania.
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W badaniach wykorzystano sprz¦t i aparatur¦ dost¦pn¡ w Katedrze Geotechniki, Geo-
logii i Budownictwa Morskiego Politechniki Gda«skiej, a w szczególno±ci aparat trójosio-
wego ±ciskania (badania ±cinania gruntu w celu wyznaczenia krzywej stanu krytycznego,
oraz badania izotropowego ±ciskania), (Rys. 7.2), (Rys. 7.3), oraz edometr.

W badaniach laboratoryjnych analizowano sªabe grunty (torf/namuª (Or), oraz na-
muª piaszczysty (saOr)), dla których metoda formowania kolumn kamiennych metod¡
DR ma cz¦ste zastosowanie. Odpowiednio pobrane w terenie próbki typu NNS (o niena-
ruszonej strukturze), zostaªy odpowiednio zabezpieczone i przewiezione do laboratorium
w celu dalszych bada«. Ogóln¡ charakterystyk¦ wybranych próbek gruntu przedstawiono
w tabeli 7.1

Tablica 7.1: Ogólna charakterystyka próbek gruntu poddanych badaniom laboratoryjnym
Rodzaj gruntu Gª¦boko±¢ G¦sto±¢ wilgotno±¢

pobrania obj¦to±ciowa [ g
cm3 ]

[
%
]

Torf/Namuª (Or) 4 � 4.5m 1.236 � 1.268 123 � 148
Namuª Piaszczysty (saOr) 6 � 6.5m 1.796 � 1.831 28.9 � 34.7

7.1.1 Badanie trójosiowego ±ciskania

W badaniach trójosiowego ±ciskania ka»d¡ z badanych próbek poddano wst¦pnie na-
s¡czaniu, a w kolejnym kroku, wst¦pnej konsolidacji. Dla zadanych ci±nie« σ3 w komorze
aparatu próbka byªa ±ciskana w warunkach bez drena»u. Osiowe ±ciskanie próbki powo-
duje ró»nic¦ napr¦»e« i powstanie napr¦»e« ±cinaj¡cych. Napr¦»enia ±cinaj¡ce w gruntach
zale»¡ od poziomu napr¦»e« normalnych. W gruntach organicznych mechanizm ±ci¦cia
jest zgoªa inny ni» w gruntach np. niespoistych lub spoistych mineralnych i nie obser-
wuje si¦ w próbce pªaszczyzny ±ci¦cia. Z wykresów p− ϵ (wykresy 7.4 i 7.5), wyznaczono
warunki utraty wytrzymaªo±ci gruntu na ±cinanie.

Wykonuj¡c seri¦ bada« trójosiowego ±ciskania dla danego rodzaju gruntu, dla zde�-
niowanego zakresu napr¦»enia σ3 (ci±nienie w komorze), mo»na opisa¢ powierzchni¦ pla-
styczno±ci kalibrowanego prawa konstytutywnego (tj. wyznaczenie warto±ci parametrów
a0, a1, a2) zgodnie z równaniami (7.3) � (7.7).

Na podstawie przeprowadzoych bada« potwierdzono maª¡ wytrzymaªo±¢ na ±cinanie
badanych próbek. Uzyskane parametry wytrzymaªo±ciowe przedstawiono w tabeli 6.2,
natomiast krzywe de�niuj¡ce obwiednie prawa konstutywnego MAT005 skalibrowanego
dla danych gruntów i wykorzystanego w dalszych obliczeniach przedstawiono na rysunkach
(7.6) i (7.7).



7. NUMERYCZNA SYMULACJA WPŁYWU PROCESU FORMOWANIA KOLUMNY KAMIENNEJ METODĄ DR 68

Tablica 7.2: Parametry wytrzymaªo±ciowe, oraz parametry kalibruj¡ce prawo konstytu-
tywne MAT005 (badaniach trójosiowego ±ciskania).

Rodzaj gruntu c [kPa] ϕ [◦] a0 a1 a2

Torf/Namuª (Or) 11 7 0.012 -0.94 18.63
Namuª Piaszczysty (saOr) 5 10 0.045 -2.02 22.78

W praktyce geotechnicznej podstawowymi parametrami wytrzymaªo±ciowymi wyko-
rzystywanymi w projektowaniu s¡ efektywny k¡t tarcia wewn¦trznego ϕ′ oraz efektywna
spójno±¢ c′, ewentualnie równie» spójno±¢ w warunkach bez drena»u cu (su). Wspomniane
parametry wytrzymaªo±ciowe otrzymuje si¦ równie» wykonuj¡c odpowiednie badania po-
lowe np. badania sondowania statycznego. Autor proponuje procedur¦ kalibracji prawa

Rysunek 7.3: Zamontowana próbka typu NNS przed przeprowadzeniem bada« izotro-
powego ±ciskania w aparacie trójosiowego ±ciskania. Na pierwszym planie elektroniczny
kontroler obj¦to±ci.
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Rysunek 7.4: Przykªadowe wykresy p − ϵ dla ró»nych σ3 w komorze w badaniach trójo-
siowego ±ciskania dla próbek torfu/namuªu

Rysunek 7.5: Przykªadowe wykresy q− ϵ dla ró»nych warto±ci σ3 w komorze w badaniach
trójosiowego ±ciskania dla próbek namuªu piaszczystego.

konstytutywnego MAT005, przy zaªo»eniu znajomo±ci warto±ci k¡ta tarcia wewn¦trznego
i spójno±ci gruntu, dzi¦ki czemu jest mo»liwe wyznaczenie parametrów modelu na pod-
stawie bada« in-situ (p. Zaª¡cznik B).

7.1.2 Badania izotropowego ±ciskania

Pobrane próbki o nienaruszonej strukturze zostaªy odpowiednio przetransportowane
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Rysunek 7.6: Zale»no±¢ drugiego niezmiennika dewiatora tensora napr¦»enia od ci±nienia
de�niuj¡ca parametry wykorzystywanego w obliczeniach prawa konstytutywnego MAT005
z biblioteki programu LS-DYNA dla próbek namuªu/torfu.

Rysunek 7.7: Zale»no±¢ drugiego niezmiennika dewiatora tensora napr¦»enia od ci±nienia
de�niuj¡ca parametry wykorzytywanego w obliczeniach prawa konstytutywnego MAT005
z biblioteki programu LS-DYNA dla próbek namuªu piaszczystego.

do Laboratorium Geotechniki. Podstawowe informacje o próbkach przedstawiono w tabeli
7.1. Umieszczone próbki w komorze aparatu trójosiowego ±ciskania w pierwszej kolejno-
±ci nasycono wod¡ (do warto±ci wska¹nika Skemptona B bliskiemu jedno±ci), a nast¦pnie
zwi¦kszaj¡c ci±nienie w komorze mierzono obj¦to±¢ wody wypªywaj¡cej z próbki przy po-
mocy automatycznego cyfrowego kontrolera obj¦to±ci. Zgodnie z propozycj¡ Donaghe i
Townsend'a [16] przyj¦to minimum 24 godzinny czas hydrostatycznego ±ciskania dla ka»dej
z dwunastu warto±ci ci±nie« w komorze. Otrzymane punkty naniesiono na wykres przed-
stawiaj¡cy zale»no±¢ logarytmicznego odksztaªcenia obj¦to±ciowego wzgl¦dem ci±nienia,



7. NUMERYCZNA SYMULACJA WPŁYWU PROCESU FORMOWANIA KOLUMNY KAMIENNEJ METODĄ DR 71

p. Rys. 7.8 i Rys. 7.9.

Rysunek 7.8: Zale»no±¢ odksztaªcenia obj¦to±ciowego od ci±nienia badanej próbki namuªu
piaszczystego.

Rysunek 7.9: Zale»no±¢ odksztaªcenia obj¦to±ciowego od ci±nienia badanej próbki
torfu/namuªu.
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7.1.3 Walidacja z badaniami izotropowego ±ciskania

W celu walidacji prawa konstytutywnego wykonano numeryczne badania izotropowego
±ciskania. Sze±cienny element sko«czony z 8 w¦zªami caªkowania Gaussa poddano quasi-
statycznemu izotropowemu ±ciskaniu do poziomu 15% odksztaªcenia obj¦to±ciowego ϵV .
Wykorzystuj¡c model MAT005 odtworzono wyniki eksperymentu dla obu analizowanych
rodzajów gruntu (Rys. 7.10). Spowodowane jest to faktem, i» dane z krzywej izotropo-
wego ±ciskania (a dokªadniej 10 kolejnych punktów de�niuj¡cych t¦ krzyw¡) s¡ cz¦±ci¡
danych wej±ciowych dla modelu MAT005. Numeryczna procedura walidacji izotropowego
±ciskania, mo»e sªu»y¢ równie» do kalibracji prawa MAT005 wykorzystuj¡c analiz¦ oblicze«
�wstecz�. Porównanie modelu MAT005 do innych praw konstytutywnych dost¦pnych w
bibliotece programu LS-DYNA wykorzystywanych do opisu zachowania si¦ gruntu mo»na
znale¹¢ w pracy Kulaka i Schwera [34].

Rysunek 7.10: Porównanie badania laboratoryjnego (znaczniki czerwone) z numerycz-
nym testem izotropowego ±ciskania dla dwóch rodzajów próbek gruntu (wykresy zielony
i niebieski).

7.2 Opis bada« terenowych

Badania polowe wykonano przy wspóªpracy z �rm¡ Polbud-Pomorze Sp. z o.o. na
poletku do±wiadczalnym w miejscu realizowanej inwestycji drogowej, zlokalizowanej przy
drodze krajowej numer 90 w okolicach Kwidzynia.

Prace przeprowadzono poprzez w nast¦puj¡cych etapach:

� rozpoznanie podªo»a gruntowego sondowaniem statycznym CPTu,
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Rysunek 7.11: Plan poletka do±wiadczalnego.
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� monta» inklinometrów,

� formowanie kolumny w etapach,

� badania sondowania statycznego CPTu w okolicy kolumny.

Rysunek 7.12: Pro�l geotechniczny (w¦zeª sondowania numer 9, p. Rys. 7.11), oraz
warto±ci charakterystyczne parametrów geotechnicznych.

Rozpoznanie podªo»a gruntowego

Na poletku do±wiadczalnym (Rys. 7.11) wykonano 16 kolumn wbijanych, 9 sondowa«
statycznych metod¡ CPTu i 12 bada« dylatometrycznych DMT. Pro�l geotechniczny wraz
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z warto±ciami charakterystycznymi parametrów geotechniczniych przedstawiono na Rys.
7.12.

Monta» inklinometrów

Wokóª jednej z kolumn zainstalowano inklinometry umieszczaj¡c je w wykonanych
wiertnic¡ otworach w rurach z tworzywa sztucznego zabezpieczonych od góry. Przestrze«
pomi¦dzy ±cian¡ rury, a ±cian¡ otworu wypeªniono zaczynem cementowo-gruntowym.
Plan monta»u przedstawiono na Rys. 7.13.

Rysunek 7.13: Plan rozmieszczenia inklinometrów wokóª rozwa»anej kolumny.

In»ynierskie formowanie kolumny w procesie wzmacniania sªabego podªo»a

gruntowego

Formowanie kolumny podzielono na dwa etapy. Pierwszy etap obejmowaª formowanie
krateru poprzez wykonanie dwóch wst¦pnych uderze« � zrzutów z wysoko±ci okoªo 5-6
metrów. Podczas formowania kolumn w gruntach spoistych i organicznych istotn¡ spraw¡
jest poprawne dobranie pierwszych energii uderze«, tj. wysoko±ci zrzutów. Zrzut ze
�zbyt�2 du»ej wysoko±ci, a co za tym idzie pocz¡tkowe formowanie kolumny ze �zbyt�
du»¡ energi¡ mo»e spowodowa¢ trudno±ci w ponownym wyci¡gni¦ciu na powierzchni¦
ubijaka, z powodu powstania du»ych siª ss¡cych, a w najgorszym razie jego utopienie.

2Poziom okre±lenia energii w etapie pierwszym wyznacza si¦ na podstawie do±wiadczenia in»ynier-

skiego, które zdobywa si¦ w realizacji DR w ró»nych warunkach geotechnicznych.
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Drugi etap obejmowaª formowanie z wykorzystaniem wi¦kszej energii. Wykonano 32
zrzuty i 12 zasypów. Wysoko±¢ zrzutu i moment zasypu przedstawiono na Rys. 7.14.
Materiaª wykorzystany do formowania kolumny to mieszanina piasku ±redniego i grubego.

Rysunek 7.14: Etapy formowania kolumny. Sªupki niebieskie przedstawiaj¡ wysoko±¢
zrzutu, natomiast znaczniki czerwone moment zasypu.

7.3 Numeryczna symulacja tworzenia krateru

Po wst¦pnych analizach, zdecydowano si¦ na wybór hybrydowej metody SPH+MES.
Uzasadnienie wyboru tej metody w symulacji tworzenia krateru pod obc¡»eniem typu
�impact� mo»na znale¹¢ w pracy autora [15]. Obliczenia wykonano dla 1/4 cylindrycz-
nego modelu. Obszar gruntu poddany analizie obejmowaª obj¦to±¢ o gª¦boko±ci 7 metrów
i promieniu 5 metrów. W celu optymalizacji rozmiarów modelu, a co za tym idzie i czasu
oblicze«, wykonano wst¦pne obliczenia i wyznaczono w ten sposób stref¦ du»ych prze-
mieszcze«. Miejsce wp¦du kafara i formowania kolumny (do 3.5m p.p.t.) jest obszarem
du»ych przemieszcze«. W tym celu obszar ten zamodelowano przy pomocy sformuªowania
SPH. W celu zagwarantowania braku odbicia ewentualnych fal (co mogªoby prowadzi¢ do
zaburze« rozwi¡zania) zamodelowano dodatkowo obszar ograniczaj¡cy, maj¡cy na celu
wytªumienie propaguj¡cej fali. Warunki gruntowe przyj¦to jak na Rys. 7.12. Przyj¦to
uproszczenie polegaj¡ce na braku tarcia pomi¦dzy ubijakiem a gruntem. Z analizy wst¦p-
nych oblicze« potwierdzono, »e aby zapewni¢ stabilno±¢ algorytmów kontaktowych wy-
maga s¡ minimum czterech cz¡stek SPH na powierzchni¦ boczn¡ jednego elementu sko«-
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czonego. Zapotrzebowanie metody SPH na moc obliczeniow¡, tj. skalowalno±¢ programu
LS-DYNA, oraz wymogi algorytmów kontaktowych spowodowaªy znaczne uproszczenie
geometrii ubijaka. Geometri¦ modelu przedstawiono na Rys. 7.15.

Rysunek 7.15: Geometria modelu numerycznego

7.4 Numeryczna symulacja tworzenia kolumny

W celu wykonania symulacji formowania kolumny wykonano wieloetapow¡ analiz¦
(ang. multistage analysis). Oprogramowanie LS-DYNA umo»liwia wykonanie tego ro-
dzaju analiz w dwojaki sposób.

Pierwszym sposobem jest zde�niowanie pliku wej±ciowego dla wszystkich etapów od
razu. Wymaga si¦ wówczas z góry zde�niowania wszystkich warunków brzegowych, ob-
ci¡»e«, algorytmów kontaktowych i czasu ich trwania w trakcie symulacji.

Drugi sposób polega na generacji przez program pliku dynain, po jednym z etapów i
u»ycie go jako dane wej±ciowe podczas de�niowania kolejnego etapu. W pliku dynain za-
warte s¡ wszystkie niezb¦dne informacje dla oblicze« takie jak np. zdeformowana siatka,
skªadowe napr¦»enia czy odksztaªcenia, równie» przemieszczenia, pr¦dko±ci i przy±piesze-
nia, a w przypadku cz¡stek SPH dodatkowo jeszcze pole g¦sto±ci. Po ka»dym z etapów
obliczeniowych niezb¦dny jest etap relaksacji dynamicznej w celu wytªumienia oscylacji
dynamicznych. W kolejnym etapie mo»liwe jest zde�niowanie nowych warunków brzego-
wych, dodanie nowych skªadowych symulacji (w tym przypadku materiaªu zasypowego).

Przed ka»dym wypeªnieniem krateru, sprawdza si¦ ostatni wp¦d ubijaka a w pre-
procesorze programu modeluje si¦ geometri¦ materiaªu zasypowego, która to odpowiada
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Rysunek 7.16: Porównanie wp¦du kafara po pierwszym (rys. po lewej stronie) � wp¦d
okoªo 0.74 m, oraz drugim uderzeniu (rys. po prawej stronie) � wp¦d okoªo 1.72 m.

geometrii ubijaka (ewentualnie jest pomniejszona o cz¦±¢ powy»ej powierzchni terenu).
Na Rys. 7.17 przedstawiono map¦ pól przemieszcze« po 2 uderzeniu wraz z naªo»on¡ w
celu ilustracji geometri¡ materiaªu zasypowego.

Rysunek 7.17: Mapa izopól przemieszczenia po 2 uderzeniu ubijaka wraz z geometri¡
materiaªu zasypowego.

Nale»y podkre±li¢ i» dla uproszczenia procesu obliczeniowego i skrócenia czasu oblicze«
nie symulowano procesu wyci¡gania ubijaka, co z pewno±ci¡ ma wpªyw na ksztaªt krateru
i proces formowania kolumny. W takiej sytuacji bryªa materiaªu zasypowego ma ksztaªt
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odpowiadaj¡cy ksztaªtowi ubijaka.
Geometri¦ uformowanej kolumny przedstawiono na Rys. 7.18.

Rysunek 7.18: Geometria uformowanej kolumny.

Rysunek 7.19: Skªadowe poziome przemieszczenia inklinometru I2 oraz skªadowe poziome
przemieszczenia obliczeniowe.

W wyniku symulacji numerycznej uformowano kolumn¦ o dªugo±ci 2.93 m, ±rednicy w



7. NUMERYCZNA SYMULACJA WPŁYWU PROCESU FORMOWANIA KOLUMNY KAMIENNEJ METODĄ DR 80

najszerszym miejscu okoªo 2.1 m i ksztaªcie dzbana. Klasy�kuje to kolumn¦ do grupy tzw.
kolumn kr¦pych. Ksztaªt kolumny wynika z istniej¡cego nasypu budowlanego o mi¡»szo±ci
okoªo 1.9 m i zalegaj¡cej poni»ej warstwie gruntów sªabych. Niestety nie byªo mo»liwo±ci
wykonania odkrywki kolumny w terenie. Przemieszczenia poziome zainstalowanych in-
klinometrów oraz przemieszczenia otrzymane w modelu numerycznym przedstawiono na
Rys. 7.19.

Ró»nice w przemieszczeniach mo»na tªumaczy¢ uproszczeniami w geometrii kafara
oraz brakiem tarcia pomi¦dzy ubijakiem a gruntem. Przemieszczenia maj¡ zwi¡zek z
otrzymanym ksztaªtem kolumny � w górnej cz¦±ci, gdzie wyst¦powaª nasyp budowlany
na znacznie mniejsze ni» w najszerszym miejscu kolumny.

Wynik I1�2m i porównanie analizy numerycznej dobrze odpowiada postawionemu ce-
lowi pracy.



Rozdziaª 8

Podsumowanie

W dysertacji zaproponowano wykorzystanie hybrydowego poª¡czenia metody bezsiat-
kowej Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) z Metod¡ Elementów Sko«czonych, co w
wyniku pozwoliªo rozwi¡za¢ problem du»ych przemieszcze« i degradacji siatki elementów
sko«czonych. Metoda SPH ma liczne zastosowania w tym szczególnie w zagadnieniach,
w których wyst¦puj¡ skomplikowane i zmienne w czasie algorytmy kontaktowe. Taka
cecha metody pozwala na jej wykorzystanie w symulacji formowania kolumny przez wbi-
janie i rozpychanie materiaªu zasypowego. W pracy opisano wybrane, szczególne, prawo
konstytutywne oraz zaproponowano procedur¦ kalibracji na podstawie bada« polowych
metod¡ sondowania statycznego CPTu. Przedstawiono matematyczny opis uwarunko-
wa« powstawania fal obj¦to±ciowych, powierzchniowych, a w szczególno±ci fal uderzenio-
wych w gruncie, wraz ze wskazówkami post¦powania podczas modelowania numerycznego.
Przeprowadzono walidacyjne badania polowe formowania kolumn kamiennych na poletku
do±wiadczalnym, a nast¦pnie wykonano symulacj¦ numeryczn¡ formowania wybranej ko-
lumny. Stosowane powszechnie metody wymiarowania kolumn formowanych wymian¡
dynamiczn¡ nie uwzgl¦dniaj¡ realnego �beczkowatego� ksztaªtu kolumn. Badania nu-
meryczne pozwoliªy okre±li¢ ksztaªt kolumny oraz wpªyw jej formowania na otaczaj¡ce
podªo»e gruntowe. Sformuªowane wnioski, przyczyni¡ si¦ do lepszego rozpoznania pro-
cesu i zjawiska wymiany dynamicznej, co w konsekwencji pozwoli efektywniej projektowa¢
kolumny, posiªkuj¡c si¦ metodami komputerowymi.

Oryginalne osi¡gni¦cia autora uzyskane w czasie realizacji pracy doktorskiej dotycz¡
ni»ej przedstawionych zagadnie«.

1. Autor pioniersko wykorzystaª hybrydowe poª¡cznie metod numerycznych, a dokªad-
niej bezsiatkowej metody Smooth Particle Hydrodynamics i Metody Elementów
Sko«czonych wkomputerowej symulacji wgª¦bnego formowania kolumn w procesie
wzmocnienia o±rodka gruntowego.

2. W dysertacji zawarto porównania, rekomendacje oraz zalecenia wynikaj¡ce z prze-
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prowadzonych prób i bada« z wykorzystaniem innych sformuªowa«, takich jak np.
sformuªowanie Lagrange'a. Wybrane podej±cie pozwoliªo rozwi¡za¢ problem du»ych
przemieszcze« oraz degradacji siatki elementów sko«czonych, jak równie» pozwo-
liªo na modelowanie przenikania si¦ (wciskania/wstrzykiwania) dwóch materiaªów,
jak to ma miejsce podczas rozpychania materiaªu kolumny wywoªanego kolejnymi
upadkami kafara.

3. Zaproponowano procedur¦ wyznaczania parametrów kalibruj¡cych wybrane prawo
konstytutywne za pomoc¡ bada« in-situ, szczególnie wykorzystuj¡c sondowanie sta-
tyczne metod¡ CPTu.

4. Potwierdzono tez¦ o niecylindrycznym ksztaªcie kolumny kamiennej.

5. Potwierdzono tez¦ o lokalnym wzmocnieniu gruntu wokóª formowanej kolumny.

6. Zaproponowano metodologi¦ oblicze«, która pozwala z pomoc¡ analizy numerycznej,
przewidywa¢ ksztaªt kolumn, co jest istotn¡ spraw¡ podczas szacowanie no±no±ci
kolumny w okre±lonym podªo»u gruntowym.

Takie sformuªowanie tre±ci dysertacji pozwala stwierdzi¢, »e teza pracy doktorskiej
zostaªa udowodniona.

Poprzez wykonanie wielokierunkowych bada« naukowych potwierdzono zasadno±¢ za-
proponowanej metodologii post¦powania, co w efekcie stworzyªo wygodne narz¦dzie nu-
meryczne do komputerowej symulacji jednej z tradycyjnych, aczkolwiek teoretycznie do
ko«ca nierozpoznanych, metod wzmacniania podªo»a gruntowego. Komputerowa symu-
lacja procesu formowania kolumny w podªo»u gruntowym poprzez ubijanie materiaªu za-
sypowego, pozwala na przewidywanie ksztaªtu formowanych kolumn, oraz zmiany stanu
gruntu w otoczeniu kolumny. Mo»liwe staje si¦ precyzyjne dobranie energii uderzenia, tj.
masy ubijaka i wysoko±ci jego zrzutu w celu efektywnego zaprojektowania i przeprowa-
dzenia procesu formowania kolumn w rzeczywisto±ci. Zatem, po obowi¡zkowym procesie
rozpoznania geotechnicznego podªo»a gruntowego (wiercenia, sondowania, itp.) staje si¦
mo»liwe komputerowe rozpoznanie wzmocnienia przedmiotowego sªabego podªo»a grun-
towego. Hybrydowe podej±cie modelowania du»ych przemieszcze«, pozwala wykorzysta¢
autorsk¡ metodologi¦ w wielu dziedzinach geotechniki, jak na przykªad przy symulacji
konsolidacji dynamicznej, wysoko strumieniowej iniekcji cementowej, procesu formowania
pali i innych. Autor widzi potrzeb¦ przyszªych bada« w nast¦puj¡cych kierunkach:

� analiza ksztaªtu kolumn formowanych z ró»nych kruszyw i w ró»nych warunkach
gruntowych,

� analiza wpªywu formowania kolumn w przypadku ró»nych komórek jednostkowych,
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� analiza obci¡»e« statycznych uformowanych kolumn (próbne obci¡»enia),

� propozycje zmodernizowanych metod numerycznych pozwalaj¡cych na przy±piesze-
nie czasochªonno±ci oblicze«,

� nowe techniki walidacji wybranych zagadnie« brzegowych,

� i inne.
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Rozdziaª 9

Streszczenie

Metoda wymiany dynamicznej, inaczej mówi¡c kolumny formowane metod¡ wymiany
dynamicznej jest to metoda wzmacniania sªabego podªo»a gruntowego. Polega ona na
formowaniu kolumn poprzez zrzucanie ci¦»kiego ubijaka (10-30 ton) ze znacznej wyso-
ko±ci (15-30m). W wyniku uderzenia tworzy si¦ krater który zasypuje si¦ wytrzymaªym
kruszywem takim jak np. kruszony beton, kamienie, »wir czy piasek. W miejscu zasypu
nast¦puj¡ kolejne uderzenia wpychaj¡c kruszywo w gª¡b gruntu. Procedura jest powta-
rzana wielokrotnie, a» energia uderzenia nie jest w stanie przepchn¡¢ kruszywa/uformowa¢
krateru. W efekcie otrzymuje si¦ kolumn¦ kamienn¡ o du»ej no±no±ci osiowej. Pomimo,
»e metoda zostaªa zaproponowana pod koniec lat siedemdzisi¡tych ubiegªego wieku, oraz
pomimo ogromnej popularno±ci, nale»y ona wci¡» do metod niedostatecznie rozpoznanych
szczególnie pod wzgl¦dem teoretycznym. Wykorzystywane w projektowaniu kolumn for-
mowanych metod¡ wymiany dynamicznej analityczne metody obliczeniowe, zostaªy pier-
wotnie opracowane dla kolumn formowanych metodami nie uwzgl¦dniaj¡cymi specyfki tej
metody. Z tego wzgl¦du pomijany jest intuicyjnie wyczuwalny fakt lokalnego zag¦szcze-
nia (wzmocnienia) gruntu wokóª formowanej kolumny, co w rezultacie cz¦sto prowadzi do
niedoszacowania no±no±ci. Prowadzone w o±rodkach badawczych badania laboratoryjne
borykaj¡ si¦ z problemem skali, natomiast dotychczasowe próby modelownaia numerycz-
nego ograniczaªy si¦ albo do analizy wspóªpracy ju» uformowanej kolumny z podªo»em
grntowym, a podj¦te próby modelowania formowania kolumy, nie uwzgl¦dniaªy jednak
specy�ki formowania poprzez uderzenia. Autor zaproponowaª wykorzystanie hybrydowej
motody poª¡czenia metody bezsiatkowej Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) z Me-
tod¡ Elementów Sko«czonych co w rezultacie pozwoliªo rozwi¡za¢ problem du»ych prze-
mieszcze« i degradacji siatki. Metoda SPH ma zastosowania równie» w zagadnieniach w
których wyst¦puj¡ skomplikowane i zmienne w czasie algorytmy kontaktowe co pozwoliªo
na jej wykorzystanie w symulacji formowania kolumny przez wbijanie i rozpychanie mate-
riaªu zasypowego. Przedstawiono wskazówki do przygotowania symulacji numerycznej z
wykorzystaniem metody SPH i poª¡czonych metod SPH+MES, jak równie» ograniczenia
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wy»ej wspomnianych podej±¢. Autor opisaª wybrane prawo konstytutywne. Wykonano
seri¦ bada« laboratoryjnych trójosiowego ±ciskania i izotropowego ±ciskania na popranych
próbkach gruntu celu kalibracji wybranych materiaªów. Stosowno±¢ wyboru analizowa-
nego prawa konstytutywnego dla o±rodka gruntowego i materiaªu kolumny potwierdzono
w serii numerycznych testów elementarnych. Zaproponowano równie» procedur¦ kalibra-
cji prawa konstytutywnego na podstawie testu polowego sondowania statycznego CPTu.
Zaprezentowano matematyczny opis uwarunkowa« powstawania fal obj¦to±ciowych, po-
wierzchniowych a w szczególno±ci uderzeniowych w gruncie, wraz z wskazówkami post¦-
powania podczas modelowania numerycznego opisanych zjawisk. Przeprowadzono testy
polowe formowania kolumn na poletku do±wiadczalnym, a nast¦pnie wykonano symula-
cj¦ numeryczn¡ formowania wybranej kolumny. Badanie to pozwoliªo okre±li¢ ksztaªt
kolumny, oraz wpªyw jej formowania na otaczaj¡ce podªo»e gruntowe.

Wyci¡gni¦te wnioski, wedªug autora przyczyniªy si¦ do dokªadniejszego rozpoznania
procesu wymiany dynamicznej, co w konsekwencji pozwoli efektywniej projektowa¢ wspo-
mniane kolumny w przyszªo±ci. Przedstawione wy»ej cz¦±ci dysertacji, numeryczna i eks-
perymentalna s¡ wedªug autora oryginalne i dowodz¡ tez postawionych w pracy doktor-
skiej.

Abstract

Dynamic Replacement method (DR), in other words the columns molded in the dy-
namic replacement, is a method of strengthening of the weak subsoil. It involves the
formation of columns by dropping a large mass (10-30 tons) from a considerable height
(15-30m). The impact creates a crater that is buried by tough aggregates such as cru-
shed concrete, stones, gravel or sand. The place of �lling is followed by another impact,
pushing the aggregate deeper into the ground. The procedure is repeated several times
until the impact energy is not able to push down the aggregate or to shape the crater.
The result is a column with a high axial load capacity. Although the method was pro-
posed in the late seventies of the last century, despite the huge popularity, it is still to
be one of the most under-recognized methods especially in terms of the theory. Analy-
tical calculation methods used in the design process of the dynamic replacement formed
columns were originally developed for the columns formed by methods of the di�erent
kind (like Vibro-Replacement). Therefore, the intuitively felt local density (gain) formed
around the ground column is usually overlooked what often leads to underestimation of
the columns capacity in the design. The actual state of the art of column formed by Dy-
namic Replacement Method is presented. Calculation methods such as Brauns method
for stocky column or Hughes and Withers method for slender column, assume cylindrical
shape of column, when in fact, column are mostly barrel-shaped or bell-shaped. In rese-
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arch centers, laboratory tests are facing the problem of scale. Found in literature previous
attempts in numerical modeling were limited to analyze the cooperation of already formed
column with subsoil. Numerical attempts to model formation of column, did not address
to the speci�cs of the formation process caused by impact. By the methods proposed to
use, there is a hybrid method connecting meshless Smooth Particle Hydrodynamics (SPH)
with Finite Element Method (FEM) which as a result helps to solve the problem of large
displacements and degradation of the discretization of mesh elements. SPH method is
also used in matters in which there are complicated and time-varying contact algorithms.
This allows for its use in simulation of forming a column by hammering and stretching
the material hopper. The author described the chosen selected constitutive law and has
proposed procedure for its calibration based on popular �eld test like CPTu test. There is
a mathematical description of conditions of formation shock waves and also volume and
surface waves, along with the guidelines to be followed during the numerical modeling of
the described phenomena. Field tests of the columns forming were carried out on the pre-
pared experimental �eld. Laboratory tests such as triaxial compression tests, hydrostatic
compression tests were performed to calibrate chosen constitutive law. The numerical
simulation (performed with the LS-DYNA solver) of the formation of the selected column
was performed. This study helped to determine the shape of the column and the impact
of the formation on the surrounding subsoil. Numerical simulation results were validated
with the �eld tests. Chosen methodology con�rmed its ability to numerical modeling of
large deformation and material mixing process. In conclusion, the results contributed to
the accurate diagnosis of a dynamic exchange process, which will cause the more e�ective
design of these columns in the future. The above mentioned parts of PhD research, both
the numerical works as well as the experimental ones are original and they have been
helpful to prove the thesis of this dissertation.



Dodatek A

Kod wej±ciowy programu LS-DYNA do

bada« elementarnych trójosiowego

±ciskania

*KEYWORD

*TITLE

$# title

1 element TX MAT005 fully int.

units: t mm s

*PART

$# title

one element

$# pid secid mid eosid hgid grav adpopt tmid

1 1 1 0 0 0 0 0

$--------+---------+---------+---------+---------+---------+---------+---------+

*SECTION_SOLID

$# secid elform aet

1 2 0

$--------+---------+---------+---------+---------+---------+---------+---------+

*MAT_SOIL_AND_FOAM

$# mid ro g bulk a0 a1 a2 pc

1 2.3500E-9 34470 15024 1.0000E-9 0.000 0.602000 0.000

$# vcr ref lcid

0.000 0.000 0

$# eps1 eps2 eps3 eps4 eps5 eps6 eps7 eps8

0.000 0.025 0.040 0.060 0.070 0.080 0.089 0.101

$# eps9 eps10
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0.112 0.128

$# p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8

0.000 0.08E+6 0.14E+6 0.26E+6 0.33E+6 0.415E+6 0.49E+6 0.61E+6

$# p9 p10

0.697E+6 0.9E+6

*ELEMENT_SOLID

$# eid pid n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8

1 1 1 2 3 4 5 6 7 8

*NODE

$# nid x y z tc rc

1 0.000 0.000 0.000 7 7

2 1.000000 0.000 0.000 3 7

3 1.000000 1.000000 0.000 3 7

4 0.000 1.000000 0.000 3 7

5 0.000 0.000 1.000000 0 7

6 1.000000 0.000 1.000000 0 7

7 1.000000 1.000000 1.000000 0 7

8 0.000 1.000000 1.000000 0 7

$------+---------------+---------------+---------------+-------+-------+-------+

*BOUNDARY_PRESCRIBED_MOTION_NODE

$# nid dof vad lcid sf vid death birth

5 3 2 2 1.000000 01.0000E+28 0.000

$# nid dof vad lcid sf vid death birth

6 3 2 2 1.000000 01.0000E+28 0.000

$# nid dof vad lcid sf vid death birth

7 3 2 2 1.000000 01.0000E+28 0.000

$# nid dof vad lcid sf vid death birth

8 3 2 2 1.000000 01.0000E+28 0.000

*CONTROL_TERMINATION

$# endtim endcyc dtmin endeng endmas

1.000000 0 0.000 0.000 0.000

*DATABASE_ELOUT

$# dt binary lcur ioopt option1 option2 option3 option4

0.0100000 0 0 1 0 0 0 0

*DATABASE_GLSTAT

$# dt binary lcur ioopt

5.0000E-2 0 0 1

*DATABASE_BINARY_D3PLOT

$# dt lcdt beam npltc psetid
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5.0000E-2 0 0 0 0

$# ioopt

0

*DATABASE_EXTENT_BINARY

$# neiph neips maxint strflg sigflg epsflg rltflg engflg

0 0 3 0 1 1 1 1

$# cmpflg ieverp beamip dcomp shge stssz n3thdt ialemat

0 0 0 1 1 1 2 1

$# nintsld pkp_sen sclp hydro msscl therm intout nodout

0 0 1.000000 0 0 0ALL STRESS

$# dtdt resplt

0 0

*DATABASE_HISTORY_SOLID

$# id1 id2 id3 id4 id5 id6 id7 id8

1 0 0 0 0 0 0 0

*DEFINE_CURVE_TITLE

side pressure loading

$# lcid sidr sfa sfo offa offo dattyp

1 0 1.000000 1.000000 0.000 0.000 0

$# a1 o1

0.000 0.000

1.000000 7.000000e+005

*DEFINE_CURVE_TITLE

top loading

$# lcid sidr sfa sfo offa offo dattyp

2 0 1.000000 1.000000 0.000 0.000 0

$# a1 o1

0.000 0.000

1.000000 -0.050000

10.000000 -0.050000

*LOAD_SEGMENT_ID

$# id heading

1

$# lcid sf at n1 n2 n3 n4 n5

1 0.000 0.000 1 2 6 5 0

*LOAD_SEGMENT_ID

$# id heading

2

$# lcid sf at n1 n2 n3 n4 n5
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1 0.000 0.000 2 3 7 6 0

*LOAD_SEGMENT_ID

$# id heading

3

$# lcid sf at n1 n2 n3 n4 n5

1 0.000 0.000 3 4 8 7 0

*LOAD_SEGMENT_ID

$# id heading

4

$# lcid sf at n1 n2 n3 n4 n5

1 0.000 0.000 4 1 5 8 0

*END



Dodatek B

Kod programu Mathematica do

kalibracji modelu MAT005

Przy zaªo»eniu znanych parametrów wytrzymaªo±ciowych gruntu dla modelu Coulomba-
Mohra, tj. k¡t tarcia wewn¦trznego oraz spójno±¢, mo»liwe jest wyznaczenie warto±ci
wspóªczynników a0, a1, a2 kalibruj¡cych prawo MAT005 przy pomocy poni»szej procedury
napisanej w pakiecie Mathematica.

ClearAll;

phi := 10*Pi/180;

c := 5;

sigma3a := 50;

sigma3b := 100;

temp1 = Flatten[

Solve[(sigma1a - sigma3a) - (sigma1a + sigma3a) Sin[phi] -

2*c*Cos[phi] == 0, sigma1a]];

temp2 = Flatten[

Solve[(sigma1b - sigma3b) - (sigma1b + sigma3b) Sin[phi] -

2*c*Cos[phi] == 0, sigma1b]];

sigma1a = sigma1a /. Flatten[temp1[[1]]];

sigma1b = sigma1b /. Flatten[temp2[[1]]];

q1 = (sigma1a - sigma3a) .1;

p1 = ((sigma1a + 2*sigma3a)/3) .1;

q2 = (sigma1b - sigma3b) .1;

p2 = ((sigma1b + 2*sigma3b)/3) .1;

temp3 = Flatten[Solve[a*p1 + b == p1 && a*p2 + b == q2, {a, b}]];

a = a /. Flatten[temp3[[1]]];

b = b /. Flatten[temp3[[2]]];

a0 = (a^2)/3

92
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a1 = (2*a*b)/3

a2 = (b^2)/3
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Mgr inż. Andrzej Danilewicz 

 

 

Streszczenie pracy doktorskiej 

Numeryczna symulacji procesu formowania kolumny kamiennej metodą wymiany 
dynamicznej 

 

 Metoda wymiany dynamicznej, inaczej mówiąc kolumny formowane metodą 
wymiany dynamicznej jest to metoda wzmacniania słabego podłoża gruntowego. Polega ona 
na formowaniu kolumn poprzez zrzucanie ciężkiego ubijaka (10-30 ton) ze znacznej 
wysokości (15-30m). W wyniku uderzenia tworzy się krater który zasypuje się wytrzymałym 
kruszywem takim jak np. kruszony beton, kamienie, żwir czy piasek. W miejscu zasypu 
następują kolejne uderzenia wpychając kruszywo w głąb gruntu. Procedura jest powtarzana 
wielokrotnie, aż energia uderzenia nie jest w stanie przepchnąć kruszywa/uformować krateru. 
W efekcie otrzymuje się kolumnę kamienną o dużej nośności osiowej. Pomimo, że metoda 
została zaproponowana pod koniec lat siedemdzisiątych ubiegłego wieku, oraz pomimo 
ogromnej popularności, należy ona wciąż do metod niedostatecznie rozpoznanych 
szczególnie pod względem teoretycznym. Wykorzystywane w projektowaniu kolumn 
formowanych metodą wymiany dynamicznej analityczne metody obliczeniowe, zostały 
pierwotnie opracowane dla kolumn formowanych metodami nie uwzględniającymi specyfki 
tej metody. Z tego względu pomijany jest intuicyjnie wyczuwalny fakt lokalnego 
zagęszczenia (wzmocnienia) gruntu wokół formowanej kolumny, co w rezultacie często 
prowadzi do niedoszacowania nośności. Prowadzone w ośrodkach badawczych badania 
laboratoryjne borykają się z problemem skali, natomiast dotychczasowe próby modelownaia 
numerycznego ograniczały się albo do analizy współpracy już uformowanej kolumny z 
podłożem grntowym, a podjęte próby modelowania formowania kolumy, nie uwzględniały 
jednak specyfiki formowania poprzez uderzenia. Autor zaproponował wykorzystanie 
hybrydowej motody połączenia metody bezsiatkowej Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) 
z Metodą Elementów Skończonych co w rezultacie pozwoliło rozwiązać problem dużych 
przemieszczeń i degradacji siatki. Metoda SPH ma zastosowania również w zagadnieniach w 
których występują skomplikowane i zmienne w czasie algorytmy kontaktowe co pozwoliło na 
jej wykorzystanie w symulacji formowania kolumny przez wbijanie i rozpychanie materiału 
zasypowego. Przedstawiono wskazówki do przygotowania symulacji numerycznej z 
wykorzystaniem metody SPH i połączonych metod SPH+MES, jak również ograniczenia 
wyżej wspomnianych podejść. Autor opisał wybrane prawo konstytutywne. Wykonano serię 
badań laboratoryjnych trójosiowego ściskania i izotropowego ściskania na popranych 
próbkach gruntu celu kalibracji wybranych materiałów. Stosowność wyboru analizowanego 
prawa konstytutywnego dla ośrodka gruntowego i materiału kolumny potwierdzono w serii 
numerycznych testów elementarnych. Zaproponowano również procedurę kalibracji prawa 
konstytutywnego na podstawie testu polowego sondowania statycznego CPTu. 



Zaprezentowano matematyczny opis uwarunkowań powstawania fal objętościowych, 
powierzchniowych a w szczególności uderzeniowych w gruncie, wraz z wskazówkami 
postępowania podczas modelowania numerycznego opisanych zjawisk. Przeprowadzono testy 
polowe formowania kolumn na poletku doświadczalnym, a następnie wykonano symulację 
numeryczną formowania wybranej kolumny. Badanie to pozwoliło określić kształt kolumny, 
oraz wpływ jej formowania na otaczające podłoże gruntowe. Wyciągnięte wnioski, według 
autora przyczyniły się do dokładniejszego rozpoznania procesu wymiany dynamicznej, co w 
konsekwencji pozwoli efektywniej projektować wspomniane kolumny w przyszłości. 
 Przedstawione wyżej części dysertacji, numeryczna i eksperymentalna są według 
autora oryginalne i dowodzą tez postawionych w pracy doktorskiej.   
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Numeryczna symulacja procesu formowania kolumny kamiennej metodą wymiany dynamicznej 
do celów naukowych lub dydaktycznych.1 
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związanej z nadaniem stopnia doktora.  
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i ochrony przed przywłaszczaniem jej autorstwa. 
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podpis doktoranta 

*) niepotrzebne skreślić 
 

                                                 
1  Zarządzenie Rektora Politechniki Gdańskiej nr 34/2009 z 9 listopada 2009 r., załącznik nr 8 do instrukcji archiwalnej PG. 
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OPIS ROZPRAWY DOKTORSKIEJ 

 

Autor rozprawy doktorskiej : Andrzej Danilewicz 

Tytuł rozprawy doktorskiej w j ęzyku polskim : Numeryczna symulacja procesu formowania 
kolumny kamiennej metodą wymiany dynamicznej 

Tytuł rozprawy w j ęzyku angielskim : Numerical simulation of column creating process by 
dynamic replacement method 

Język rozprawy doktorskiej : polski 

Promotor rozprawy doktorskiej : Zbigniew Sikora 

Drugi promotor rozprawy doktorskiej *:  

Promotor pomocniczy rozprawy doktorskiej *:  

Kopromotor rozprawy doktorskie j*:  

Data obrony : 21.04.2015 

Słowa kluczowe rozprawy doktorskiej w j ęzyku polski : metoda wymiany dynamicznej, 
geomechanika, metoda SPH 

Słowa kluczowe rozprawy doktorskiej w j ęzyku angielskim : dynamic replacement method, 
geomechanics, SPH method 

Streszczenie rozprawy w j ęzyku polskim : Metoda wymiany dynamicznej, inaczej mówiąc 
kolumny formowane metodą wymiany dynamicznej jest to metoda wzmacniania słabego podłoża 
gruntowego. Polega ona na formowaniu kolumn poprzez zrzucanie ciężkiego ubijaka (10-30 ton) 
ze znacznej wysokości (15-30m). W wyniku uderzenia tworzy się krater który zasypuje się 
wytrzymałym kruszywem takim jak np. kruszony beton, kamienie, żwir czy piasek. W miejscu 
zasypu następują kolejne uderzenia wpychając kruszywo w głąb gruntu. Procedura jest 
powtarzana wielokrotnie, aż energia uderzenia nie jest w stanie przepchnąć kruszywa/uformować 
krateru. W efekcie otrzymuje się kolumnę kamienną o dużej nośności osiowej. Pomimo, że 
metoda została zaproponowana pod koniec lat siedemdziesiątych ubiegłego wieku, oraz pomimo 
ogromnej popularności, należy ona wciąż do metod niedostatecznie rozpoznanych szczególnie 
pod względem teoretycznym. Wykorzystywane w projektowaniu kolumn formowanych metodą 
wymiany dynamicznej analityczne metody obliczeniowe, zostały pierwotnie opracowane dla 
kolumn formowanych metodami nie uwzględniającymi specyfiki tej metody. Z tego względu 
pomijany jest intuicyjnie wyczuwalny fakt lokalnego zagęszczenia (wzmocnienia) gruntu wokół 
formowanej kolumny, co w rezultacie często prowadzi do niedoszacowania nośności. Prowadzone 
w ośrodkach badawczych badania laboratoryjne borykają się z problemem skali, natomiast 
dotychczasowe próby modelownia numerycznego ograniczały się albo do analizy współpracy już 
uformowanej kolumny z podłożem gruntowym, a podjęte próby modelowania formowania 
kolumny, nie uwzględniały jednak specyfiki formowania poprzez uderzenia. Autor zaproponował 
wykorzystanie hybrydowej metody połączenia metody bezsiatkowej Smooth Particle 
Hydrodynamics (SPH) z Metodą Elementów Skończonych co w rezultacie pozwoliło rozwiązać 
problem dużych przemieszczeń i degradacji siatki. Metoda SPH ma zastosowania również w 
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zagadnieniach w których występują skomplikowane i zmienne w czasie algorytmy kontaktowe co 
pozwoliło na jej wykorzystanie w symulacji formowania kolumny przez wbijanie i rozpychanie 
materiału zasypowego. Przedstawiono wskazówki do przygotowania symulacji numerycznej z 
wykorzystaniem metody SPH i połączonych metod SPH+MES, jak również ograniczenia wyżej 
wspomnianych podejść. Autor opisał wybrane prawo konstytutywne. Wykonano serię badań 
laboratoryjnych trójosiowego ściskania i izotropowego ściskania na popranych próbkach gruntu 
celu kalibracji wybranych materiałów. Stosowność wyboru analizowanego prawa konstytutywnego 
dla ośrodka gruntowego i materiału kolumny potwierdzono w serii numerycznych testów 
elementarnych. Zaproponowano również procedurę kalibracji prawa konstytutywnego na 
podstawie testu polowego sondowania statycznego CPTu. Zaprezentowano matematyczny opis 
uwarunkowań powstawania fal objętościowych, powierzchniowych a w szczególności 
uderzeniowych w gruncie, wraz z wskazówkami postępowania podczas modelowania 
numerycznego opisanych zjawisk. Przeprowadzono testy polowe formowania kolumn na poletku 
doświadczalnym, a następnie wykonano symulację numeryczną formowania wybranej kolumny. 
Badanie to pozwoliło określić kształt kolumny, oraz wpływ jej formowania na otaczające podłoże 
gruntowe. Wyciągnięte wnioski, według autora przyczyniły się do dokładniejszego rozpoznania 
procesu wymiany dynamicznej, co w konsekwencji pozwoli efektywniej projektować wspomniane 
kolumny w przyszłości. Przedstawione wyżej części dysertacji, numeryczna i eksperymentalna są 
według autora oryginalne i dowodzą tez postawionych w pracy doktorskiej.   

Streszczenie rozprawy w j ęzyku angielskim : Dynamic Replacement method (DR), in other 
words the columns molded in the dynamic replacement, is a method of strengthening of the weak 
subsoil. It involves the formation of columns by dropping a large mass (10-30 tons) from a 
considerable height (15-30m). The impact creates a crater that is buried by tough aggregates 
such as crushed concrete, stones, gravel or sand. The place of filling is followed by another 
impact, pushing the aggregate deeper into the ground. The procedure is repeated several times 
until the impact energy is not able to push down the aggregate or to shape the crater. The result is 
a column with a high axial load capacity. Although the method was proposed in the late seventies 
of the last century, despite the huge popularity, it is still to be one of the most under-recognized 
methods especially in terms of the theory. Analytical calculation methods used in the design 
process of  the dynamic replacement formed columns were originally developed for the columns 
formed by methods of the different kind (like Vibro-Replacement). Therefore, the intuitively felt 
local density (gain) formed around the ground column is usually overlooked what often leads to 
underestimation of the columns capacity in the design. The actual state of the art of column 
formed by Dynamic Replacement Method is presented. Calculation methods such as Brauns 
method for stocky column or Hughes and Withers method for slender column, assume cylindrical 
shape of column, when in fact, column are mostly barrel-shaped or bell-shaped. In research 
centers, laboratory tests are facing the problem of scale. Found in literature  previous attempts in 
numerical modeling were limited to analyze the cooperation of already formed column with 
subsoil. Numerical attempts to model formation of column, did not address to the specifics of the 
formation process caused by impact. By the methods proposed to use, there is a hybrid method 
connecting meshless Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) with Finite Element Method (FEM) 
which as a result helps to solve the problem of large displacements and degradation of the 
discretization of mesh elements. SPH method is also used in matters in which there are 
complicated and time-varying contact algorithms. This allows for its use in simulation of forming a 
column by hammering and stretching the material hopper. The author described the chosen 
selected constitutive law and has  proposed procedure for its calibration based on popular field 
test like CPTu test. There is a mathematical description of conditions of formation shock waves 
and also volume and surface waves, along with the guidelines to be followed during the numerical 
modeling of the described phenomena. Field tests of the columns forming were carried out on the 
prepared experimental field. Laboratory tests such as triaxial compression tests, hydrostatic 
compression tests were performed to calibrate chosen constitutive law. The numerical simulation 
(performed with the LS-DYNA solver) of the formation of the selected column was performed. This 
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study helped to determine the shape of the column and the impact of the formation on the 
surrounding subsoil. Numerical simulation results were validated with the field tests. Chosen 
methodology confirmed its ability to numerical modeling of large deformation and material mixing 
process. In conclusion, the results contributed to the accurate diagnosis of a dynamic exchange 
process, which will cause the more effective design of these columns in the future. The 
above mentioned parts of PhD research, both the numerical works as well as the experimental 
ones are original and they have been helpful to prove the thesis of this dissertation. 

 

Streszczenie rozprawy w j ęzyku, w którym została napisana **:  

Słowa kluczowe rozprawy doktorskiej w j ęzyku, w którym została napisana **:  

 

*) niepotrzebne skreślić. 

**) dotyczy rozpraw doktorskich napisanych w innych językach, niż polski lub angielski. 
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DESCRIPTION OF DOCTORAL DISSERTATION 

 
The Author of the PhD dissertation: Andrzej Danilewicz 

Title of PhD dissertation: Numerical simulation of column creating process by dynamic 
replacement method 

Title of PhD dissertation in Polish: Numeryczna symulacja procesu formowania kolumny 
kamiennej metodą wymiany dynamicznej 

Language of PhD dissertation: polish 

Supervision: Zbigniew Sikora 

Second supervision*: 

Auxiliary supervision*:  

Cosupervision*:  

Date of doctoral defense: 21.04.2015 

Keywords of PhD dissertation in Polish: metoda wymiany dynamicznej, geomechanika, metoda 
SPH 

Keywords of PhD dissertation in English: dynamic replacement method, geomechanics, SPH 
method  

Summary of PhD dissertation in Polish: Metoda wymiany dynamicznej, inaczej mówiąc 
kolumny formowane metodą wymiany dynamicznej jest to metoda wzmacniania słabego podłoża 
gruntowego. Polega ona na formowaniu kolumn poprzez zrzucanie ciężkiego ubijaka (10-30 ton) 
ze znacznej wysokości (15-30m). W wyniku uderzenia tworzy się krater który zasypuje się 
wytrzymałym kruszywem takim jak np. kruszony beton, kamienie, żwir czy piasek. W miejscu 
zasypu następują kolejne uderzenia wpychając kruszywo w głąb gruntu. Procedura jest 
powtarzana wielokrotnie, aż energia uderzenia nie jest w stanie przepchnąć kruszywa/uformować 
krateru. W efekcie otrzymuje się kolumnę kamienną o dużej nośności osiowej. Pomimo, że 
metoda została zaproponowana pod koniec lat siedemdziesiątych ubiegłego wieku, oraz pomimo 
ogromnej popularności, należy ona wciąż do metod niedostatecznie rozpoznanych szczególnie 
pod względem teoretycznym. Wykorzystywane w projektowaniu kolumn formowanych metodą 
wymiany dynamicznej analityczne metody obliczeniowe, zostały pierwotnie opracowane dla 
kolumn formowanych metodami nie uwzględniającymi specyfiki tej metody. Z tego względu 
pomijany jest intuicyjnie wyczuwalny fakt lokalnego zagęszczenia (wzmocnienia) gruntu wokół 
formowanej kolumny, co w rezultacie często prowadzi do niedoszacowania nośności. Prowadzone 
w ośrodkach badawczych badania laboratoryjne borykają się z problemem skali, natomiast 
dotychczasowe próby modelownia numerycznego ograniczały się albo do analizy współpracy już 
uformowanej kolumny z podłożem gruntowym, a podjęte próby modelowania formowania kolumny, 
nie uwzględniały jednak specyfiki formowania poprzez uderzenia. Autor zaproponował 
wykorzystanie hybrydowej metody połączenia metody bezsiatkowej Smooth Particle 
Hydrodynamics (SPH) z Metodą Elementów Skończonych co w rezultacie pozwoliło rozwiązać 
problem dużych przemieszczeń i degradacji siatki. Metoda SPH ma zastosowania również w 
zagadnieniach w których występują skomplikowane i zmienne w czasie algorytmy kontaktowe co 
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pozwoliło na jej wykorzystanie w symulacji formowania kolumny przez wbijanie i rozpychanie 
materiału zasypowego. Przedstawiono wskazówki do przygotowania symulacji numerycznej z 
wykorzystaniem metody SPH i połączonych metod SPH+MES, jak również ograniczenia wyżej 
wspomnianych podejść. Autor opisał wybrane prawo konstytutywne. Wykonano serię badań 
laboratoryjnych trójosiowego ściskania i izotropowego ściskania na popranych próbkach gruntu 
celu kalibracji wybranych materiałów. Stosowność wyboru analizowanego prawa konstytutywnego 
dla ośrodka gruntowego i materiału kolumny potwierdzono w serii numerycznych testów 
elementarnych. Zaproponowano również procedurę kalibracji prawa konstytutywnego na 
podstawie testu polowego sondowania statycznego CPTu. Zaprezentowano matematyczny opis 
uwarunkowań powstawania fal objętościowych, powierzchniowych a w szczególności 
uderzeniowych w gruncie, wraz z wskazówkami postępowania podczas modelowania 
numerycznego opisanych zjawisk. Przeprowadzono testy polowe formowania kolumn na poletku 
doświadczalnym, a następnie wykonano symulację numeryczną formowania wybranej kolumny. 
Badanie to pozwoliło określić kształt kolumny, oraz wpływ jej formowania na otaczające podłoże 
gruntowe. Wyciągnięte wnioski, według autora przyczyniły się do dokładniejszego rozpoznania 
procesu wymiany dynamicznej, co w konsekwencji pozwoli efektywniej projektować wspomniane 
kolumny w przyszłości. Przedstawione wyżej części dysertacji, numeryczna i eksperymentalna są 
według autora oryginalne i dowodzą tez postawionych w pracy doktorskiej. 

Summary of PhD dissertation in English: Dynamic Replacement method (DR), in other words 
the columns molded in the dynamic replacement, is a method of strengthening of the weak 
subsoil. It involves the formation of columns by dropping a large mass (10-30 tons) from a 
considerable height (15-30m). The impact creates a crater that is buried by tough aggregates such 
as crushed concrete, stones, gravel or sand. The place of filling is followed by another impact, 
pushing the aggregate deeper into the ground. The procedure is repeated several times until the 
impact energy is not able to push down the aggregate or to shape the crater. The result is a 
column with a high axial load capacity. Although the method was proposed in the late seventies of 
the last century, despite the huge popularity, it is still to be one of the most under-recognized 
methods especially in terms of the theory. Analytical calculation methods used in the design 
process of  the dynamic replacement formed columns were originally developed for the columns 
formed by methods of the different kind (like Vibro-Replacement). Therefore, the intuitively felt 
local density (gain) formed around the ground column is usually overlooked what often leads to 
underestimation of the columns capacity in the design. The actual state of the art of column 
formed by Dynamic Replacement Method is presented. Calculation methods such as Brauns 
method for stocky column or Hughes and Withers method for slender column, assume cylindrical 
shape of column, when in fact, column are mostly barrel-shaped or bell-shaped. In research 
centers, laboratory tests are facing the problem of scale. Found in literature  previous attempts in 
numerical modeling were limited to analyze the cooperation of already formed column with subsoil. 
Numerical attempts to model formation of column, did not address to the specifics of the formation 
process caused by impact. By the methods proposed to use, there is a hybrid method connecting 
meshless Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) with Finite Element Method (FEM) which as a 
result helps to solve the problem of large displacements and degradation of the discretization of 
mesh elements. SPH method is also used in matters in which there are complicated and time-
varying contact algorithms. This allows for its use in simulation of forming a column by hammering 
and stretching the material hopper. The author described the chosen selected constitutive law and 
has  proposed procedure for its calibration based on popular field test like CPTu test. There is a 
mathematical description of conditions of formation shock waves and also volume and surface 
waves, along with the guidelines to be followed during the numerical modeling of the described 
phenomena. Field tests of the columns forming were carried out on the prepared experimental 
field. Laboratory tests such as triaxial compression tests, hydrostatic compression tests were 
performed to calibrate chosen constitutive law. The numerical simulation (performed with the LS-
DYNA solver) of the formation of the selected column was performed. This study helped to 
determine the shape of the column and the impact of the formation on the surrounding subsoil. 
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Numerical simulation results were validated with the field tests. Chosen methodology confirmed its 
ability to numerical modeling of large deformation and material mixing process. In conclusion, the 
results contributed to the accurate diagnosis of a dynamic exchange process, which will cause the 
more effective design of these columns in the future. The above mentioned parts of PhD 
research, both the numerical works as well as the experimental ones are original and they have 
been helpful to prove the thesis of this dissertation. 

Summary of PhD dissertation in language, in which it was written**: 

Keywords of PhD dissertation in language, in which it was written**: 

 

 

*) delete where appropriate. 

**) applies to doctoral dissertations written in other languages, than Polish or English. 
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