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Streszczenie

W niniejszej pracy badany jest problem szkieletowego kolorowania graféw, wywo-
dzacy sie z zagadnienia przydziatu czestotliwosci w sieciach radiowych.

Grafy czesto sa wykorzystywane do modelowania topologii sieci telekomunika-
cyjnych. W modelach tych stacjom bazowym odpowiadaja wierzchotki graféw, na-
tomiast ograniczenia nalozone na sygnaly sa przedstawiane jako krawedzie grafu,
taczace te pary wierzchotkéow, dla ktérych emitowane sygnaly moga sie wzajemnie
zaktocac. Typowo, problem przypisania pasm czestotliwo$ci w sieci mozna zamo-
delowaé jako zagadnienie kolorowania graféow, w ktorym pasma czestotliwosci sa
reprezentowane przez poszczegdlne kolory. Doktadna definicja podobienstwa pasm
czestotliwosci moze sie rozni¢ w zaleznosci od typu sygnatu czy rodzaju przesytanej
informacji, skutkujac réoznymi sformutowaniami problemu. Przyktadowo, w wiek-
szosci przypadkéw nie nalezy zaktadaé, ze sgsiednie wierzchotki nie moga otrzymac
jedynie identycznych koloréw, ale raczej kolory im przydzielone powinny by¢ od-
dzielone o zadany przedzial. Podejsciem, ktére spetnia ten warunek i jednoczesnie
uogolnia szereg znanych w literaturze modeli jest kolorowanie szkieletowe, ktore,
cho¢ sformutowane niedawno, zdobyto juz pewne zainteresowanie w teorii grafow.

W pracy wyrdzni¢ mozna kilka podstawowych watkow. Po pierwsze, podana jest
ogo6lna asymptotyczna charakteryzacja zachowania szkieletowej liczby chromatycz-
nej dla zadanych graféow z ustalonymi szkieletami. Dowiedziono, ze jej wartos¢ rosnie
proporcjonalnie do wartosci parametru A, bedacego szkieletowa odlegtoscig kolorow,
oraz do liczby chromatycznej szkieletu. Co wiecej, poniewaz problem obliczania
szkieletowej liczby chromatycznej jest NP-trudny w przypadku ogélnym, badane
sg ograniczenia i zlozono$¢ obliczeniowa tego zagadnienia dla wyrdznionych klas
grafow i szkieletéw: graféw petnych ze szkieletem dwudzielnym, grafow planarnych,
graféw o ograniczonym stopniu oraz split graféw. W kazdym z przypadkéw podany
zostal dzialajacy w czasie wielomianowym algorytm dokladny (o ile istnieje) lub

przyblizony dla wyznaczania szkieletowej liczby chromatycznej.






Abstract

In this thesis we study the backbone coloring, originating from the efficient fre-
quency assignment problem in radio networks.

Graphs are frequently used to model topology of the radio networks, representing
the base stations with vertices of the graphs. The restrictions on the signal interfe-
rences can be represented using edges of the graph, each adjacent to vertices whose
respective transmitters’ signals are prone to distort one another. The assignment can
be modelled as the graph coloring, with frequency channels represented by colors.
The exact notion of similarity of frequency channels may vary, resulting in different
types of coloring problems. For instance, in most cases it is not possible to assume
that the adjacent vertices cannot be assigned the same color, but they have to be
separated by a given margin. The approach which fits this constraint and unifies
several well-known models, known as backbone coloring, has recently emerged and
gained relatively substantial interest among graph theorists.

There are few major threads of this thesis. First, we give the general asympto-
tic characterization of the backbone chromatic number for given graphs with given
backbones. We prove that it grows proportionally to the value of parameter A\ and
the chromatic number of the backbone graph. Furthermore, as the problem of com-
puting the backbone chromatic number is NP-hard in general, we investigate the
bounds and the complexity of this problem for special classes of graphs and backbo-
nes: complete graphs with bipartite backbones, planar graphs, graphs with bounded
degree and split graphs. In each case we construct an exact (if possible) or an appro-

ximate polynomial-time algorithm for computing the backbone chromatic number.
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XCY
XCY
XNy
XUY

X\Y

zbior pusty

x jest elementem zbioru X

X jest podzbiorem Y

X jest podzbiorem wtasciwym Y

iloczyn zbiorow X iY

suma zbioréw X i Y

roznica zbioréw X i Y

zbioér liczb naturalnych

zbidr liczb naturalnych dodatnich

zbior liczb catkowitych

najmniejszy element niepustego, skonczonego zbioru A C 7Z
najwiekszy element niepustego, skonczonego zbioru A C 7Z
x jest rowne z definicji y

f jest funkcja odwzorowujaca zbior X w zbior Y
najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza niz x

najwieksza liczba catkowita nie wigksza niz x

G jest podgrafem H

podgraf indukowany grafu G na niepustym zbiorze A C V(G)

czes¢ wspolna grafow G i H



GUH

x

3

NP

NPC

suma grafow G i H

roznica grafow G 1 H

dopemienie grafu G

zbior wierzchotkow grafu G

zbiér krawedzi grafu G

sasiedztwo wierzcholtka v € V(G) w grafie G
n-wierzchotkowy graf petny

n-wierzchotkowy graf petny

n-wierzchotkowy cykl

n-wierzchotkowa $ciezka

rzad grafu GG

rozmiar grafu G

stopien wierzchotka v € V(G) w grafie G

stopien wejsciowy wierzchotka v € V(G) w digrafie G
stopien wyjsciowy wierzchotka v € V(G) w digrafie G
stopien grafu G

liczba klikowa grafu G

liczba chromatyczna grafu G

A-szkieletowa liczba chromatyczna grafu G ze szkieletem H
zbiér funkcji rosnacych nie szybciej niz f

klasa probleméw decyzyjnych rozstrzygalnych przez algorytmy wie-

lomianowe

klasa probleméw decyzyjnych rozstrzygalnych przez wielomianowe

algorytmy niedeterministyczne

klasa probleméw zupelnych w klasie NP ze wzgledu na redukcje

wielomianowe



Spis tresci

Streszczenie

Abstract

Wykaz oznaczen

Spis tresci

1.

4,

5.

6.

Wprowadzenie

1.1. Zalozeniaicele pracy . . . . . . . . . . ... L
1.2. Elementy teorii grafow . . . . . . . . ...
1.3. Zwiazki kolorowania szkieletowego z innymi modelami grafowymi dla

przydziatu czestotliwosei . . . . . . ... L

. Kolorowanie szkieletowe graféw z dwudzielnym szkieletem

Kolorowanie szkieletowe graféw planarnych
Kolorowanie szkieletowe graféw o ograniczonym stopniu
Kolorowanie szkieletowe split grafow

Podsumowanie

Bibliografia

A.

B.

The backbone coloring problem for bipartite backbones

The computational complexity of the backbone coloring problem

for bounded-degree graphs with connected backbones

. The computational complexity of the backbone coloring problem

for planar graphs with connected backbones

vii

15

19

23

27

33

37

43

53

59



D. Optimal coloring of split graphs with matching backbone

E. Oswiadczenia o wspotautorstwie

64

7



Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1. Zatozenia i cele pracy

Zagadnienie przydziatu czestotliwosci dla sieci telekomunikacyjnych, w szczegol-
nosci w sieciach radiowych, jest problemem, w modelowaniu ktorego czesto wyko-
rzystywane sa narzedzia teoriografowe. Naturalnym sposobem przedstawienie to-
pologii zadanej sieci radiowej i wzajemnych zaleznosci miedzy stacjami bazowymi
jest odwzorowanie przekaznikoéw na wierzcholtki grafu, natomiast mozliwych interfe-
rencji miedzy stacjami na jego krawedzie. Zazwyczaj dwa wierzchotki sasiaduja ze
sobg, gdy odpowiednie przekazniki maja dostatecznie duza moc i znajdujg sie w nie-
wielkiej odlegtosci od siebie, zatem prawdopodobne jest ich wzajemne zaktocanie,
w przypadku gdy zostana im przydzielone zblizone pasma czestotliwosci. Czestym
kryterium optymalizacji jest minimalizacja szerokosci pasma potrzebnego do prawi-
dlowego funkcjonowania wszystkich przekaznikow przy jednoczesnym zapewnieniu

akceptowalnego poziomu interferencji.

Jak wida¢, szczegdtowe kryteria okredlajace problem sg Scisle zwigzane z réznymi
sposobami zdefiniowania pasma czestotliwodci, okreslenia ,podobienstwa” miedzy
poszczegbdlnymi pasmami, a takze poziomu interferencji i kryteriow jego dopusz-
czalnej akceptowalnosci. Prekursorska w tej dziedzinie byla praca Metzgera [36]
opublikowana na poczatku lat 70. ubiegtego wieku. Jednak dopiero prace Hale’a
[25] oraz Cozzensa i Robertsa [16] rozpoczety na dobre dynamiczny rozwdj dzie-
dziny, ktéry zaowocowal wieloma nowymi modelami. Na przestrzeni ostatnich lat
stosunkowo duze zainteresowanie wzbudzit model kolorowania szkieletowego, wpro-
wadzony przez Broersme i in. w [7], w ramach ktérego mozliwe stalo sie uogélnienie

wynikéw znanych z szeregu innych modeli, np. L(2, 1)-kolorowania oraz kolorowania



radiowego [6].

Celem pracy jest przedstawienie na tle dotychczasowych rezultatow z dziedziny
szkieletowego kolorowania graféw zagadnien i problemow, do ktérych rozwigzania
przyczynit sie autor niniejszej pracy. Zaprezentowane wyniki umozliwia nam uza-

sadnienie ponizszego stwierdzenia, stanowigcego podstawowa teze niniejszej pracy:

Zagadnienie szkieletowego kolorowania grafoéw jest dziatem chromatycz-
nej teorii graféw, w ramach ktérego znalezienie optymalnych parametréow
graféw lub przynajmniej ich dobrych oszacowan jest w ogdlnym przy-
padku N'P-trudne. Co wiecej, problem wyznaczenia szkieletowej liczby
chromatycznej pozostaje N'P-trudny dla graféw stopnia 4 oraz graféw
planarnych, nawet w przypadku, gdy szkielet jest spojny, a takze dla

graféw stopnia b, gdy szkielet jest drzewem.

W przypadku grafow podkubicznych, kaktuséw oraz split graféw ze sko-
jarzeniem w szkielecie istnieja jednak wielomianowe algorytmy wyzna-
czajace rozwigzanie doktadne. Taki algorytm réwniez mozna znalez¢ dla
grafow pelnych z drzewami w szkielecie, przy zatozeniu dostatecznie ma-
tej lub duzej wartosci parametru A wzgledem rozmiaru partycji szkieletu.
W ogélnym przypadku, dla graféow petlnych z grafami dwudzielnymi w
szkielecie oraz dla graféw kolczastych istnieja efektywne algorytmy przy-

blizone.

Niniejsza praca sktada sie z pieciu rozdziatéw. W pierwszym z nich, majacym cha-
rakter wprowadzajacy, przedstawione zostang pokrotce podstawowe definicje z za-
kresu teorii graféw oraz ztozonosci obliczeniowej, wykorzystywane do formalnego
modelowania oraz badania omawianych zagadnien. Przede wszystkim zostang omo-
wione pojecia i fakty majace szczegdlne znaczenie w problemie szkieletowego kolo-
rowania grafow.

W drugim rozdziale zostana zawarte najwazniejsze wtasnosci pokolorowan szkie-
letowych. Najpierw wprowadzone zostang elementarne relacje, zachodzace miedzy
podstawowym parametrem w problemie szkieletowego kolorowania graféw, szkiele-
towa liczba chromatyczna, a innymi parametrami grafu, np. liczba chromatyczng
grafu oraz liczba chromatyczng szkieletu. Nastepnie, przedstawione zostang nowe
ograniczenia gorne i dolne dla szkieletowej liczby chromatycznej, zalezne od liczby
chromatycznej grafu i szkieletu, ulepszajace ogblne ograniczenia, znane z prac [6,29].
Ponadto zostanie zaprezentowany dowodd, ze asymptotycznie stosunek szkieletowej

liczby chromatycznej do parametru \ dazy do liczby chromatycznej szkieletu. Co



wiecej, zostanie wykazane, ze dla duzych wartosci parametru \ wartos¢ szkieletowej
liczby chromatycznej daje sie wyrazi¢ wzorem zaleznym wytacznie od wartosci A,
liczby chromatycznej szkieletu oraz pewnego parametru zaleznego wytacznie od gra-
fow G 1 H. Na koniec rozdziatu przedstawione zostana dwa algorytmy wyznaczania
szkieletowej liczby chromatycznej w przypadku, gdy szkielet jest dwudzielny: liniowy
algorytm 2-przyblizony (1.5-przyblizony, gdy natozone zostanie dodatkowe ograni-
czenie o spojnosci szkieletu) oraz kwadratowy algorytm dla przypadku, gdy szkielet
jest drzewem spinajacym, zwracajacy rozwigzanie doktadne dla prawie wszystkich

wartosci .

Trzeci rozdzial pos$wiecony bedzie kolorowaniu szkieletowemu grafow planarnych,
dotychczas poruszanemu w pracach [7,12,14,29], aczkolwiek czesciej badanego pod
katem poszukiwania graféw ekstremalnych. Przedstawiona zostanie petna klasyfika-
cja ztozonosci obliczeniowej decyzyjnej wersji problemu kolorowania szkieletowego
grafow planarnych ze spojnymi szkieletami wraz z podaniem wielomianowych algo-
rytmow znajdujacych optymalne pokolorowanie w przypadkach, w ktorych jest to
mozliwe. Jednoczesnie, dla graféw planarnych z drzewami spinajacymi w szkielecie
rowniez zostanie podana niemal pelna klasyfikacja ztozonosci obliczeniowej — z wy-
jatkiem trzech przypadkéw, w ktorych problem nadal pozostaje otwarty. Okazuje
sie, ze zagadnienie kolorowania szkieletowego graféw planarnych pozostaje w du-
zej mierze NP-trudne, jednak w szczegdlnych przypadkach mozliwe jest podanie

algorytmu doktadnego lub bezwzglednie przyblizonego.

Trescia kolejnego, czwartego rozdziatu bedzie analiza zagadnienia kolorowania
szkieletowego dla graféw o ustalonym maksymalnym stopniu. Zostanie przedsta-
wiony dowdd i algorytm znajdowania optymalnego pokolorowania szkieletowego dla
grafow podkubicznych o spéjnym szkielecie. Zarazem zostanie dowiedziona N P-
trudnos¢ problemu dla graféw, ktorych maksymalny stopien jest ograniczony przez
dowolna ustalona liczbe wieksza niz 3 oraz spojnych szkieletow. Ponadto, nawet
jesli ograniczymy klase dozwolonych szkieletéw tylko do drzew, to mozliwe jest po-
kazanie, ze zagadnienie pozostaje N'P-trudne dla graféw o maksymalnym stopniu

ograniczonym przez dowolng ustalong liczbe wicksza niz 4.

W piatym rozdziale, zamykajacym gtéowna cze$¢ wynikéw, przedstawiony zosta-
nie algorytm wyznaczania szkieletowej liczby chromatycznej dla split grafow ze sko-
jarzeniem w szkielecie. Chociaz istnieje podane w [8,9] $ciste ograniczenie ogdlne
na warto$¢ szkieletowej liczby chromatycznej, dotychczas nieznana byta ztozonosé
obliczeniowa algorytmu doktadnego. Przedstawiony algorytm, dzialajacy w czasie

kwadratowym, bazuje na przeksztatceniu problemu do wyznaczenia optymalnego



pokolorowania szkieletowego grafu petnego z lasem lub zbiorem grafow unicyklicz-
nych w szkielecie.

Przedstawione powyzej wyniki zawarte w rozprawie zostaly wczesniej opubliko-
wane lub przyjete do publikacji gtdwnie w nastepujacych pracach:

e R. Janczewski, K. Turowski, The backbone coloring problem for bipartite back-
bones. Przyjete do druku w Graphs and Combinatorics (DOI:10.1007/s00373-
014-1462-9).

e R. Janczewski, K. Turowski, The computational complexity of the backbone
coloring problem for bounded-degree graphs with connected backbones. Infor-
mation Processing Letters 115 (2015), s. 232-236 (DOI:10.1016/j.ipl.2014.
09.018).

e R. Janczewski, K. Turowski, The computational complexity of the backbone
coloring problem for planar graphs with connected backbones. Przyjete do druku
w Discrete Applied Mathematics (DOI:10.1016/j.dam.2014.10.028).

e K. Turowski, Optimal coloring of split graphs with matching backbone. Discus-
siones Mathematicae Graph Theory 35(1) (2015), s. 157-169 (DOI:10.7151/
dmgt.1786).

Wiszystkie powyzsze publikacje ukazaty sie lub sa dostepne online w pismach znaj-

dujacych sie w bazie ISI Journal of Citation Reports (na tzw. liscie filadelfijskiej).

1.2. Elementy teorii graféw

Poniewaz dalsze rozwazania bazowaé¢ beda na wiedzy z zakresu matematyki dys-
kretnej i teorii graféw, ponizszy przeglad pojec i faktow stuzy omoéwieniu podstawo-
wych zagadnien zwigzanych z przyjetym w pracy badanym modelem dla problemu
przydziatu czestotliwosci — szkieletowym kolorowaniem grafow. Czytelnika zaintere-
sowanego szerszym i bardziej szczegétowym omoéwieniem podstaw teoriografowych
odsylamy do literatury, w szczegélnosci [4], [17] i [44]. Osobom chcacym zaglebié
sie w problematyke kolorowania graféw nalezy poleci¢ z kolei ksiazki [35] oraz [34],
natomiast zagadnienia zwigzane ze ztozono$cia obliczeniows sa szerzej omowione
w [37], [1] oraz [19]. W szczegdlnosci, ta ostatnia ksiazka zawiera zestawienie naj-

wazniejszych probleméw N P-zupelnych i N'P-trudnych.

1.2.1. Podstawowe definicje

Definicja 1.1. Grafem prostym nazywamy kazda pare (V, E), gdzie V jest nie-

pustym i skoniczonym zbiorem, natomiast £ C {{u,v}: u,v € V Au # v}. Jesli



G = (V, E) jest grafem prostym, to elementy zbioru V nazywamy wierzcholkami,

a elementy zbioru FE — krawedziami grafu G.

Graf skierowany (zwany réwniez digrafem) rézni sie od grafu prostego tym, ze jego
krawedziami nie sg dwuelementowe podzbiory, ale uporzadkowane pary zbioru wierz-
chotkéw. Poniewaz w przewazajacej czesci pracy pojawiaja sie tylko grafy proste,
wyrazenia ,graf” oraz ,graf prosty” beda stosowane zamiennie. Dodatkowo, majac
na uwadze skrécenie notacji, jesli to nie prowadzi do nieporozumien, to w niniejszej
pracy krawedzie beda oznaczane symbolami uv zamiast {u,v}.

Tak jak przyjelo sie to w literaturze, V(G) oznaczaé bedzie zbiér wierzchotkow
grafu G, E(G) zbidér jego krawedzi, n(G) := |V(G)| — rzed grafu G, natomiast
m(G) = |E(G)| jego rozmiar. Zbiér wierzchotkéw sasiednich z wierzchotkiem v
w grafie G, nazywany sgsiedztwem, oznaczamy formalnie Ng(v) := {u € V(G): uv €
E(G)}. Liczba degq(v) := |Ng(v)| jest stopniem wierzchotka v w grafie G, z kolei
A(G) := max{deg,(v): v € V(G)} nazywany jest stopniem grafu G.

Oznaczenia V(G), E(G), n(G), m(G) sa réwniez dobrze zdefiniowane dla graféw
skierowanych. W tym przypadku jednak nalezy rozr6zni¢ dwa rodzaje krawedzi in-
cydentnych do wierzchotka v: krawedzie wchodzgce do v, czyli (u,v) oraz krawedzie
wychodzqce z v, czyli (v,u). Odpowiednio, w grafie skierowanym zdefiniowane sa
dwa stopnie wierzchotka v w grafie G: wejsciowy indegg(v) == |[{u € V(G): (u,v) €
E(G)}| oraz wyjsciowy outdegq(v) := |[{u € V(G): (v,u) € E(G)}|.

Definicja 1.2. Graf G jest podgrafem grafu H (oznaczane G C H) wtedy i tylko
wtedy, gdy V(G) CV(H) i E(G) C E(H).

Rzecz jasna, jesli G jest podgrafem H, to réwnowaznie H jest nadgrafem G. Jesli

zachodzi V(G) = V(H), to G nazywane jest podgrafem spinajgcym grafu H.

Definicja 1.3. Graf G jest podgrafem indukowanym grafu H wtedy i tylko wtedy,
gdy V(G) CV(H)i EG) ={w: u,v € V(G) ANuv € E(H)}.

Jesli mamy dany niepusty zbior W C V| to podgraf indukowany grafu G zawie-

rajacy tylko i wytacznie wierzcholtki ze zbioru W oznaczamy G[W].

Definicja 1.4. Czescig wspdlng gratow G i H jest nazywany taki graf G N H, ze
VIGNH)=V(G)NV(H)i E(GNH)=EG)NE(H).

Definicja 1.5. Sumg graféw G i H jest nazywany taki graf GUH, ze V(GUH) =
V(G)UV(H)1 E(GUH)=E(G)UE(H).



Definicja 1.6. Rdznicg grafow G i H jest nazywany taki graf G\ H, ze V(G\ H) =
V(G)i E(G\H)=FE(G)\ E(H).
Definicja 1.7. Dopelnieniem grafu G jest nazywany taki graf G, ze V(G) = V(G)
i E(G) ={uv: u,v € V(G) Auv ¢ E(G)}.

Graf G o n wierzchotkach jest grafem pustym (i oznaczany symbolem N,,) wtedy
i tylko wtedy, gdy E(G) = 0. Z kolei graf G o n wierzchotkach jest klikq, grafem
pelnym (i oznaczany symbolem K,) wtedy i tylko wtedy, gdy jest dopetnieniem grafu
pustego o n wierzchotkach. Zbiér I jest zbiorem niezaleinym wtedy i tylko wtedy,
gdy I = () lub G[I] jest grafem pustym, natomiast zbiér C jest klikg wtedy i tylko
wtedy, gdy C' = 0 lub G[C] jest grafem pelnym. Najwieksza liczba k € N, taka
ze G posiada k-wierzchotkowy podgraf bedacy klika, jest nazywana liczbg klikowq

grafu G i oznaczana symbolem w(G).

Definicja 1.8. Graf G jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje taki podziat
V1, Vo zbioru wierzchotkéw V(G), ze E(G) = E (G[V1]) U E (G[V3]).

Rownowaznie, graf jest spojny, gdy dla kazdej pary wierzchotkéw u, v istnieje
sekwencja wierzchotkéw u = wvg, vy, ..., vk_1, vy = v taka, ze v;_1v; € E(G) dla
kazdego 1 < i < k. Z kolei gdy graf nie jest spéjny, mozna jednoznacznie wyznaczy¢
taki podzial V(G) na parami roztaczne zbiory Vi, Vs, ..., Vi, ze kazda krawedz grafu
G nalezy do doktadnie jednego G[V;] oraz kazdy z grafow G[Vi], G[Vs], ..., G[Vj]
jest spojny. Takie grafy nazywane sa skiadowymi spojnosci grafu G.

Oproécz graféw pustych, pelnych i spojnych nalezy wyrdznié jeszcze inne, przy-
datne w wielu miejscach niniejszej pracy, klasy grafow:

o cykle — grafy spojne, w ktorych kazdy wierzcholek ma stopien 2,

e drzewa — grafy spdjne, niezawierajace cykli,

e Sciezki — drzewa stopnia A < 2,

e lasy — grafy acykliczne,

e gwiazdy — drzewa stopnia A =n — 1,

e galaktyk: — grafy, bedace zbiorem parami roztacznych gwiazd,

e skojarzenia — grafy stopnia A < 1,

e doskonale skojarzenia — skojarzenia bez wierzchotkéow izolowanych,

e grafy planarne — grafy, ktére mozna narysowac¢ na ptaszczyznie bez przeciec.
W dalszej czesci pracy cykle n-wierzchotkowe beda oznaczane symbolem C,,, $ciezki
n-wierzchotkowe — symbolem F,.

Czytelnik moze zauwazy¢, ze przedstawiona powyzej definicja skojarzenia odbiega

od klasycznej, wedtug ktorej skojarzenie jest podzbiorem krawedzi zadanego grafu



takim, ze kazdy wierzchotek jest koncem co najwyzej jednej krawedzi. Motywowane
jest to uzyciem skojarzen jako jednej z typowych klas szkieletéw (obok galaktyk,
Sciezek i drzew) w literaturze dotyczacej kolorowania szkieletowego — i wynikajaca
stad koniecznoscig ujednolicenia definicji z pozostatymi przypadkami.

Ponadto, grafem dwudzielnym nazywamy graf, w ktérym istnieje podziat V(G) =
Vi UV, taki, ze V1 NVa = 0 1 kazdy z podgraféw indukowanych G[Vi] (i = 1,2)
jest grafem pustym. Ogolniej, mozna zdefiniowaé graf k-dzielny jako taki, w ktorym
istnieje podzial V(G) = V3 U VL U ...V, taki, ze V; NV, = 0 dla dowolnych 4, j
z zakresu od 1 do k, a kazdy z podgraféw indukowanych G[V;] (1 < i < k) jest

grafem pustym.

1.2.2. Pokolorowania szkieletowe

Za pokolorowania zwyczajowo sg uznawane w teorii grafow funkcje przyporzadko-
wujace pewnym elementom grafu (wierzchotkom, krawedziom, $cianom, ...) liczby
catkowite (nazywane kolorami) w taki sposéb, ze sasiednie elementy nie otrzymuja
identycznych liczb. W niniejszej pracy rozwazane beda pokolorowania wierzchotkowe

iich rézne odmiany.

Definicja 1.9. Niech G bedzie grafem. Funkcja ¢: V' — N, jest pokolorowaniem
(wierzchotkowym) grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej krawedzi uv € E(G)
zachodzi c(u) # c(v).

Definicja 1.10. Niech G bedzie grafem. Funkcja c¢: V' — N, jest k-pokolorowaniem
(wierzchotkowym) grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest pokolorowaniem grafu G

oraz max c(v) < k.
veV(Q)

Dla kazdego grafu G istnieje najmniejsza liczba k € N, dla ktorej istnieje k-

pokolorowanie. Liczba ta nazywana jest liczbg chromatyczng grafu G i oznaczana

jako x(G).

Definicja 1.11. Pokolorowanie ¢ grafu G jest optymalne wtedy i tylko wtedy, gdy

nax c(v) = x(G).

Warto zauwazy¢, ze wyznaczenie optymalnego pokolorowania wierzchotkowego
jest bardzo trudnym problemem z punktu widzenia teorii ztozonosci. Przede wszyst-
kim, od dawna wiadomo, ze wyznaczenie doktadnej wartosci liczby chromatycznej
grafu G jest problemem NP-trudnym [19]. Ponadto, Zuckerman w [46] wykazal,

ze réwniez oszacowanie x(G) z dokladnoscia n'=¢ dla dowolnej wartoéci € > 0 jest



N P-trudne. Z drugiej strony, dla wielu klas graféw istniejg algorytmy wyznaczajace
optymalne pokolorowania, dziatajace w czasie wielomianowym. W szczeg6lnosci, jest
to mozliwe dla wszystkich graféw doskonatych (tj. graféw G spelniajacych réwnosé
X(G") = w(G") dla wszystkich podgraféw indukowanych G’ grafu G) [24], w tym

m.in. graféw dwudzielnych, split graféw oraz graféw cieciwowych.
Fakt 1.1. Dla dowolnego grafu G zachodzi w(G) < x(G) < n(G).

Definicja 1.12. Niech G bedzie grafem, a H jego podgrafem spinajacym. Funkcja
c: V. — N, jest A-szkieletowym pokolorowaniem grafu G ze szkieletem H wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdej krawedzi uwv € E(G) zachodzi c(u) # c¢(v) oraz dla
kazdej krawedzi uv € E(H) zachodzi |c(u) — c(v)] > A.

Definicja 1.13. Niech G bedzie grafem, a H jego podgrafem spinajacym. Funkcja
c: V. — N, jest A-szkieletowym k-pokolorowaniem grafu G ze szkieletem H wtedy
i tylko wtedy, gdy c jest A-szkieletowym pokolorowaniem grafu G ze szkieletem H

oraz max c(v) <k.
veV(Q)

Analogicznie do kolorowania wierzchotkowego, réwniez dla kolorowania szkieleto-
wego mozna zdefiniowaé¢ A-szkieletowsg liczbe chromatyczng grafu G ze szkieletem
H, oznaczong symbolem BBC) (G, H), jako najmniejsza liczbe k € N, dla ktérej
istnieje A\-szkieletowe k-pokolorowanie c. Nalezy zwroci¢é uwage, ze — w przeciwien-
stwie do optymalnego pokolorowania wierzchotkowego — optymalne A-szkieletowe

pokolorowanie nie musi wykorzystywaé wszystkich koloréw od 1 do BBC)\(G, H).

Definicja 1.14. A-szkieletowe pokolorowanie ¢ grafu G ze szkieletem H jest opty-
malne wtedy i tylko wtedy, gdy rr‘l/&%) c(v) = BBC,\(G, H).
ve

Poniewaz pierwotne sformutowanie problemu kolorowania szkieletowego obejmo-
wato tylko przypadek A = 2, zajmuje on do dzi$ szczegdlne miejsce w literatu-
rze przedmiotu. Znajduje to wyraz w konwencji notacyjnej opuszczania oznacze-
nia A m.in. w nazwie problemu i funkcji (,,pokolorowanie szkieletowe” zamiast ,,2-
pokolorowanie szkieletowe” ) oraz oznaczenia liczby chromatycznej (BBC(G, H) za-
miast BBCy(G, H)). Konwencja ta zostala réwniez przyjeta w niniejszej pracy.

W calej niniejszej pracy bedzie konsekwentnie przyjete, ze graf i szkielet sa okre-
$lone na tym samym zbiorze wierzchotkéw, V(G) = V(H). Jest to wygodna kon-
wencja, poniewaz w przypadku V(H) C V(G) zawsze mozna uzupetnié szkielet H
wierzchotkami izolowanymi, otrzymujac H' = (V(G), E(H)). Takie przeksztalcenie
nie zmienia zbioru mozliwych A-szkieletowych pokolorowan, ani innych parametréw

zwigzanych z tym problemem.
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Istnieje $cisty zwigzek miedzy pokolorowaniami wierzchotkowymi a pokolorowa-
niami A-szkieletowymi: kazde pokolorowanie wierzchotkowe grafu G rzedu n jest
jednoczesnie A-szkieletowym pokolorowaniem grafu G ze szkieletem pustym N,,. Co
wiecej, dla dowolnego grafu G rzedu n zachodzi BBC\(G, N,,) = x(G).

Odpowiednie zaleznosci mozna wyznaczy¢ réwniez dla podgrafow: jesli G jest
grafem, a H i H' jego podgrafami spinajacymi takimi, ze H jest podgrafem H’,
to zachodzi BBC\(G,H) < BBC\(G,H'). Podobnie, jesli G jest grafem, a G’
i H jego podgrafami spinajacymi takimi, ze H jest podgrafem G’, to zachodzi
BBC\(G',H) < BBC\(G, H).

1.3. Zwigzki kolorowania szkieletowego z innymi
modelami grafowymi dla przydziatu

czestotliwosci

Problem A-szkieletowego kolorowania grafow jest Scisle zwigzany z innymi proble-
mami w teorii grafow, wykorzystywanymi do zamodelowania problemu przydziatu
czestotliwosci.

Kolorowanie radiowe jest zagadnieniem, w ktoérym nacisk potozony jest na
geograficzne potozenie nadajnikow: im blizej sg w grafie, tym wieksze wywoluja
zaktocenia. Przyjeto, ze dla danego grafu G jego pokolorowaniem radiowym jest
funkcja ¢ przydzielajaca wierzchotkom kolory w taki sposéb, ze dwa wierzchotki
otrzymuja rézne kolory, gdy istnieje miedzy nimi $ciezka dtugosci 2 w G, natomiast
roznica koloréw im przydzielonych musi by¢ nie mniejsza od 2 dla wszystkich par
wierzchotkéw sasiadujacych ze soba w G. Klasycznym kryterium minimalizacji jest
rozpietosé, czyli najmniejsza wartosé |c(u)—c(v)| po wszystkich parach wierzchotkow
u,v € V(G). Ten model, znany réwniez w literaturze pod nazwa L(2, 1)-kolorowania,
Az, 1-kolorowania i o 1-kolorowania, zostal wprowadzony przez Griggsa i Yeha w [23].
W ramach tego modelu ciekawym kierunkiem jest badanie probleméw dla zadanego
uprzednio czesciowego prekolorowania, poruszone w pracach [2] i [18].

Zagadnienie \-szkieletowego kolorowania grafow historycznie wyrasta z uogolnie-
nia problemu kolorowania radiowego [6]. Z definicji obu probleméw wynika, ze kazde
pokolorowanie radiowe grafu G jest zarazem szkieletowym pokolorowaniem grafu
G?, czyli grafu powstatego z grafu G poprzez dodanie krawedzi dla wszystkich par

wierzchotkéw u, v, majacych wspolnego sasiada w G, ze szkieletem G.

Etykietowanie radiowe jest wariantem problemu przydziatu czestotliwosci, dla
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ktorego przyjmuje sie, ze wszystkie kanaty czestotliwosci, przydzielone stacjom bazo-
wym na zadanym obszarze, powinny by¢ rézne. Jednoczesnie, natozone jest dodat-
kowe ograniczenie na pary nadajnikow umiejscowionych dostatecznie blisko siebie
i emitujacych na dany obszar sygnaly zakldcajace sie wzajemnie. Formalnie ozna-
cza to, ze dla danego grafu G poszukiwana jest funkcja ¢, spelniajaca warunek
c(u) # c(v) dla kazdej pary wierzchotkow u,v € V(G) oraz |c(u) —c(v)| > 2 dla kaz-
dej krawedzi uv € E(G). Zagadnienie to byto badane w réznych aspektach dla wielu
klas graféw: wéréd najwazniejszych wynikéw nalezy wyr6znié dowody N P-trudnodci
problemu dla graféw planarnych, split graféw oraz dopetnien graféw dwudzielnych
[3] oraz algorytm wielomianowy dla drzew i kograféw [15].

Co wazne, problem etykietowania radiowego jest szczegélnym przypadkiem kolo-

rowania szkieletowego dla A\ = 2 oraz grafu pelnego K, ze szkieletem G [6].

L(p, q)-kolorowanie graféw wyrasta z jednego z wariantoéw problemu przydziatu
czestotliwosci wspomnianego w pracy [38]. Formalnie, mozna zagadnienie L(p, q)-
kolorowania graféw zdefiniowa¢ nastepujaco: dla danego grafu G oraz liczb natu-
ralnych p, ¢ nalezy znalez¢ pokolorowanie wierzchotkowe spetiajace dodatkowe wa-
runki: dla kazdej pary wierzchotkéw u, v réznica koloréw im przydzielonych powinna
byé¢ rowna co najmniej ¢, jesli wierzchotki te sgsiadujg w grafie G i rowna co naj-
mniej p, jesli odlegto$é miedzy nimi w grafie G jest rowna 2. Tak, jak w powyzszych
problemach, réwniez i tutaj celem jest minimalizacja rozpietosci szukanego poko-
lorowania. Czytelnika zainteresowanego problemem L(p, ¢)-kolorowania graféw oraz
réznymi jego wariantami odsytamy do pracy [45] oraz do wyczerpujacego przegladu
wynikow w [13].

Nalezy zwré6cié uwage, ze — tak samo jak w przypadku L(2, 1)-kolorowania — row-
niez problem L(p, 1)-kolorowania grafu G jest tozsamy z problemem p-szkieletowego

kolorowania grafu G? ze szkieletem G.

¢-kolorowanie Pewnym wariantem kolorowania kontrastowego jest zagadnienie
&-kolorowania grafow, sformutowane nastepujaco: dany jest graf G oraz funkcja
¢: E(G) — N. Celem jest wyznaczenie {-pokolorowania grafu G, tj. takiej funkcji
c: V(G) = Z, ze |c(u) — c(v)| > &(uv) dla kazdej krawedzi uv € E(G), ktéra bedzie
minimalizowaé¢ rozpietos¢, czyli odlegtosé miedzy najmniejszym a najwickszym ko-
lorem. Na kolorowanie A-szkieletowe mozna patrzeé¢ jako na wariant £-kolorowania,
w ktérym zbior wartosci funkeji € sktada sie tylko z liczb 1 oraz A. Innym kry-
terium optymalizacji dla -kolorowania jest poszukiwanie rozpietosci krawedziowej,

czyli minimalnej mozliwej wartosci |c(u) — ¢(v)| jedynie po wszystkich krawedziach
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wv € E(G). Wiecej informacji dotyczacych problemu £-kolorowania grafow mozna

znalezé w pracy [33].

Kolorowanie kontrastowe, znane takze w literaturze jako T-kolorowanie, jest
problemem zdefiniowanym nast¢pujaco: niech dany bedzie graf G oraz zbiory T,
bedace skonczonymi podzbiorami liczb naturalnych takimi, ze 0 € T., zdefiniowa-
nymi dla kazdej krawedzi e € E(G). Funkcje ¢ nazywamy T-pokolorowaniem grafu G
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej krawedzi uv € E(G) zachodzi |c(u) —c(v)| & Ty-
7 definicji wprost wynika, ze kolorowanie A-szkieletowe jest szczegdlnym przypad-
kiem kolorowania kontrastowego, w ktérym zbiory T, sa dwojakiej postaci: albo {0},
albo {0,1,..., A — 1}. Krawedzie odpowiadajace zbiorom drugiego typu w koloro-
waniu kontrastowym mozna bezposrednio utozsami¢ z krawedziami szkieletowymi
w kolorowaniu A-szkieletowym.

W ogélnym przypadku, zbiory T, odpowiadajace krawedziom moga by¢ rézne
i zmienia¢ si¢ niezaleznie od siebie. Jednak z uwagi na duza trudnosé¢ przypadku ogdl-
nego, uwaga badaczy skupita sie gtéwnie na wariancie problemu, w ktorym wszystkie
zbiory sa identyczne. Wyniki z zakresu kolorowania kontrastowego mozna znalez¢

m.in. w pracach [16,22, 38].

Listowe kolorowanie szkieletowe, rozpatrywane w pracach [11] oraz [28], jest
uogolnieniem problemu kolorowania A-szkieletowego — a z drugiej strony nawigza-
niem do innego szeroko badanego problemu chromatycznej teorii graféw, jakim jest
kolorowanie listowe [5]. Niech kazdemu wierzchotkowi v grafu G przyporzadkowana
zostanie skonczony zbiér liczb naturalnych L(v). Woéwezas A-szkieletowym poko-
lorowaniem listowym grafu nazywamy A-szkieletowe pokolorowanie c¢ takie, ze dla
dowolnego wierzchotka v € V(G) zachodzi ¢(v) € L(v).

Na problem A-szkieletowego kolorowania grafu mozna patrze¢ jak na szczegdlny
przypadek A-szkieletowego kolorowania listowego graféw, w ktérym zbiory koloréw
dozwolonych dla kazdego wierzchotka sg odpowiednio duzym zbiorem kolejnych liczb
naturalnych, poczawszy od 1.

W literaturze przedmiotu gléwnym zagadnieniem badanym w modelu kolorowa-
nia listowego jest k-wybieralno$é. W szczegdlnosci, graf G ze szkieletem H jest \-
szkieletowo k-wybieralny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych list L(v) C N
takich, ze |L(v)| < k, istnieje A-szkieletowe pokolorowanie listowe grafu G ze szkie-
letem H.

Ponizszy rysunek przedstawia zaleznosci miedzy poszczegdlnymi problemami, spo-

tykanymi w zagadnieniach przydziatu czestotliwosci:
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Rys. 1.1. Hierarchia modeli dla problemu przydzialu czestotliwo$ci.




Rozdziat 2

Kolorowanie szkieletowe grafow

z dwudzielnym szkieletem

Dotychczas dla grafow ogdélnych znane byly nastepujace trywialne ograniczenia

gorne i dolne:

Twierdzenie 2.1 (Broersma et al., [7]). Niech G bedzie grafem, a H podgrafem G.
Wowczas zachodzi x(G) < BBCA\(G,H) < A(x(G) —1) + 1.

W pracy [29] zostalo zaproponowane doktadniejsze ograniczenie:

Twierdzenie 2.2 (Havet et al., [29]). Niech G bedzie grafem, a H podgrafem G.
Wowczas zachodzi BBC\(G, H) < (A + x(G) —2)x(H) — A + 2.

W pierwszej czesei artykutu [30] badane sa ogdlne zaleznosci miedzy parametrami

graféw G 1 H oraz wartoscig A a A-szkieletowa liczba chromatyczna BBC\\(G, H):

Twierdzenie 2.3 (Janczewski, Turowski, [30]). Niech G bedzie grafem, a H podgra-
fem spinajacym G. Wowczas zachodzi N(x(H) —1)+1 < BBC\(G,H) < M x(H) —
1) +n(G) — x(H) + 1.

Okazuje sie, ze kazde optymalne \-szkieletowe pokolorowanie ¢ grafu G ze szkie-
letem H mozna rozbi¢ na dwie funkcje g i r, z ktérych pierwsza musi by¢ pew-
nym optymalnym pokolorowaniem szkieletu H, wyznaczajac jednocze$nie zbiory
wierzchotkéw Vg, Vi, ..., Vi_1. Jednoczes$nie, druga funkcja, nazwana g-szkieletowa
funkcja resztowa, musi spetnia¢ Scisle okreslone warunki: by¢ pokolorowaniem dla
kazdego G[V;] (0 <i < k—1), spelnia¢ r(u) < r(v) dla kazdej krawedzi uv € E(H)
takiej, ze q(v) = q(u) + 1.

Na tej podstawie przydatne okazalo sie zdefiniowanie liczby bichromatycznej:



Definicja 2.1. Niech ¢ bedzie k-pokolorowaniem grafu . Ponadto zdefiniujmy
X(G,H,q) := min{maxr (¢ *({k —1})) : r jest g-szkieletowa funkcja resztowa}.
Woéwezas liczbg bichromatyczng grafu G ze szkieletem H, oznaczang (G, H), na-
zywana jest minimalna wartosé¢ x(G, H, q) po wszystkich ¢, bedacych optymalnymi

pokolorowaniami grafu H.

Dla duzych wartosci A mozliwe jest wyznaczenie doktadnej wartosci BBC\\(G, H)
na podstawie x (G, H), x(H) oraz \:

Twierdzenie 2.4 (Janczewski, Turowski, [30]). Niech G bedzie grafem, a H pod-
grafem spinajgcym G. Jesli A > n(G) — x(H), to BBCO\(G,H) = AN(x(H) — 1) +
x(G,H) + 1.

Ponadto, dowiedziono, ze warunek A\ > n(G) — x(H) jest konieczny — w prze-
ciwnym przypadku mozna poda¢ grafy G i H, ktore dla dowolnych wartosci A <
n(G) — x(H) nie spelniaja powyzsze]j zaleznosci.

Druga czes$¢ artykutu [30] stanowia analizy problemu A-szkieletowego pokolorowa-
nia dla graféw petlnych z dwudzielnym szkieletem. Przede wszystkim, przedstawiony

jest algorytm, dzialajacy w czasie O(n + m), znajdujacy rozwiazanie przyblizone.

Algorytm 1 Algorytm kolorowania grafu pelnego K, z grafem dwudzielnym H
w szkielecie
1: Wyznacz 2-pokolorowanie ¢ grafu H oraz jego partycje Vy i Vi takie, ze V; =
¢ '({i}) (i = 1,2) oraz |Vo| < |V4
: Wyznacz pokolorowanie 7 dla Vj przydzielajac kolory 0, 1, ..., [Vo| — 1
: Wyznacz pokolorowanie r dla V; przydzielajac kolory [Vo|—1, [V, ..., n(G)—2

W N

4: for all v € V(G) do
5. c¢(v) := max{\, [Vo|}q(v) +r(v) + 1
6: return c

Twierdzenie 2.5 (Janczewski, Turowski, [30]). Jesli H jest grafem dwudzielnym,
to algorytm 1 jest 2-przyblizony. Jesli dodatkowo H jest grafem spojnym, to algorytm
jest 1.5-przyblizony.

Na koniec, podany zostal dokltadny wzér na liczbe bichromatyczng dla graféw

pelnych z drzewem w szkielecie:

Twierdzenie 2.6 (Janczewski, Turowski, [30]). Jesli H jest lasem, to x(K,, H) <
\Vi| — 1. Jesli H jest drzewem, to x(K,, H) = |Vi| — 1.
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Dowdd tego twierdzenia mozna tatwo przeksztatci¢ na algorytm o ztozonosci cza-
sowej O(n?) wyznaczajacy optymalna szkieletowsg funkcje resztowa odpowiadajaca
liczbie bichromatycznej grafu pelnego z drzewem w szkielecie, zatem z twierdzenia
2.4 1 2.6 istnieje optymalny algorytm A-szkieletowego kolorowania grafow petnych
z drzewami w szkielecie dla A > n(G) — 2. Jednoczesnie, gdy H jest drzewem o par-
tycjach Vg i V) takich, ze A < |Vp| < |V4], to zachodzi BBC\(K,, H) = n i réwniez

mozliwe jest znalezienie rozwigzania optymalnego w czasie O(n?).
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Rozdziat 3

Kolorowanie szkieletowe graféow planarnych

Dotychczas, jedyne wyniki dla kolorowania szkieletowego graféw planarnych wyni-
kaly z ograniczen ogdlnych (podanych w tw. 2.1 oraz 2.2). W szczegdlnosci, wykazano

ze:

Twierdzenie 3.1 (Havet et al., [29]). Jesli G jest grafem planarnym a H lasem, to
BBOA(G, H) < A +6.

Jednoczesnie, w tej samej pracy przedstawiono czastkowe wyniki dotyczace trud-
nosci problemu A-kolorowania szkieletowego i cyrkularnego A-kolorowania szkieleto-
wego dla graféw planarnych z lasami w szkielecie. Natomiast w pracy [31] przedsta-
wione zostaly pelne wyniki dotyczace ztozonosci obliczeniowej problemu A-szkiele-
towego kolorowania grafow planarnych ze spojnymi szkieletami.

Jesli problem A-szkieletowej k-kolorowalnosci graféw planarnych zdefiniujemy na-
stepujaco: ,czy dla zadanego grafu planarnego G ze spéjnym spinajacym podgrafem
H istnieje A-szkieletowe k-pokolorowanie, tj. czy BBC\(G, H) < k77, to okazuje sie,
ze dla problemu kolorowania mozna wyznaczy¢ kompletng klasyfikacje ztozonosci
obliczeniowej tego problemu dla dowolnego k, przedstawiona w tabeli 3.1. Jedno-
czesnie, jezeli dopuszczalna klasa szkieletow zostanie ograniczona tylko do drzew
spinajacych, to rowniez dla tego problemu mozna wyznaczy¢ niemal kompletng kla-
syfikacje ztozonoéci obliczeniowej. Otrzymane wyniki zostaly przedstawione w tabeli
3.2.

W dalszej czesci artykutu badano réwniez problem kolorowania A-szkieletowego
dla szczegdlnych podklas graféw planarnych: kaktusow oraz graféw kolczastych. Kak-
tusy, wprowadzone pierwotnie w literaturze jako drzewa Husimiego [27], zdefinio-

wano nastepujaco:



BBCy(G,H) <k BBC3(G,H) <k
k<2 O(1) | Tw. 3, [31] k<3 O(1) | Tw. 3, [31]
k=3 O(n) Tw. 4, [31] k=4 O(n) Tw. 4, [31]
k=4 O(n?) | Tw. 5, [31] k=5 O(n?) | Tw. 5, [31]
5<k<6 | NPC | Tw.S8, [31] 6<k<9 | NPC | Tw. 6, 8, [31]
k>1 O(1) | Tw.9, [31] k> 10 O(1) | Tw. 9, [31]
BBCy(G,H) <k BBCs(G,H) <k
k<4 O(1) | Tw. 3, [31] k<5 O(1) | Tw. 3, [31]
k=5 O(n) Tw. 4, [31] k=6 O(n) Tw. 4, [31]
k= O(n?) | Tw. 5, [31] k=17 O(n?) | Tw. 5, [31]
7T<k<12 | NPC | Tw. 6,8, [31] || 8< k<15 | NPC | Tw. 6, 8, [31]
k>13 O(1) | Tw. 9, [31] k> 16 O(1) | Tw.9, [31]
BBC)\(G,H) < k (A >6)

) O(1) | Tw. 3, [31]

k=A+1 O(n) | Tw. 4, [31]

k=X+2 O(n?) | Tw. 5, [31]

A+3<k<A+5| NPC | Tw. 6, [31]

A+6<k<2\ | O(n) | Tw. 7, [31]

2 +1<k<3\ | NPC | Tw. 8, [31]

k>3\+1 O(1) | Tw. 9, [31]

TABELA 3.1. Ztozonos¢ problemu kolorowania szkieletowego dla graféw planarnych ze
sp6jnym szkieletem. [31]

Definicja 3.1. Graf spojny jest kaktusem wtedy i tylko wtedy, gdy jego kazda

krawedz nalezy do co najwyzej jednego cyklu.

Twierdzenie 3.2 (Janczewski, Turowski, [31]). Jesli G jest kaktusem, a H spéjnym
i dwudzielnym podgrafem spinajgcym G, to BBC\(G, H) < A+ 3. Ograniczenie jest

Scisle.

Co wiecej, w [31] zawarto réwniez dowdd faktu, ze ograniczenie pozostaje Sciste,
nawet gdy szkielet jest drzewem.

Szeroka podklasa graféw planarnych, zawierajaca nie tylko kaktusy, ale réwniez
wszystkie grafy zewnetrznie planarne, sa grafy kolczaste. Zostaty one po raz pierwszy

zdefiniowane w pracy [21]:

Definicja 3.2. Graf spojny G jest grafem kolczastym wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje jego dekompozycja na grafy Gy, G, . .., G}, dla ktérej spelnione sg nastepujace
warunki:

1. wszystkie grafy G;, 1 <1 < k, sa cyklami lub Sciezkami,

2. graf G jest suma grafow Gy, Gs, ..., G,
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BBCy(G,T) <k BBCs(G,T) <k

k<2 O(1) | Tw. 3, [31] k<3 0o(1) Tw. 3, [31]
k=3 O(n) | Tw. 4, [31] k=4 O(n) Tw. 4, [31]
k=4 O(n?) | Tw. 5, [31] k=5 O(n?) | Tw. 5, [31]
5 <k <6 | otwarte k=6 NPC Tw. 6, [31]

k>7 O() | Tw.9,[31] || 7<k <8 | otwarte

k>9 O(1) | Tw. 1,9, [31]
BBC4(G,T) <k BBC5(G,T) <k
k<4 O(1) | Tw. 3, [31] k<5 0(1) Tw. 3, [31]
k=5 O(n) | Tw. 4, [31] k=6 O(n) | Tw. 4, [31]
k=6 O(n?) | Tw. 5, [31] k=17 O(n?) | Tw. 5, [31]
T<k<8| NPC |Tw.6,[31] [|[8<k<10| NPC | Tw.6, [31]
k=9 | otwarte k> 11 o(1) Tw. 1, [31]
k>10 O(1) | Tw. 1, [31]
BBC\(G,T) <k (A > 6)

k<A O(1) | Tw. 3, [31]

E=X+1 O(n) | Tw. 4, [31]

k=XA+2 O(n?) | Tw. 5, [31]

A+3<k<A+5| NPC | Tw. 6, [31]

k>\A+6 O(1) | Tw. 1, [31]

TABELA 3.2. Ztozonos¢ problemu kolorowania szkieletowego dla graféw planarnych z drze-
wem spinajacym w szkielecie.

3. dla kazdego 2 < i < k, cze$¢ wspoOlna sumy grafow G, Go, ..., G, 1 oraz
grafu G; to tylko wierzchotek lub krawedz.

Twierdzenie 3.3 (Janczewski, Turowski, [31]). Jesli G jest grafem kolczastym,
a H spojnym i dwudzielnym podgrafem spinajacym G, to BBC\(G,H) < X + 4.

Ograniczenie jest Sciste.

Co wiecej, w [31] zawarto rowniez dowdd faktu, ze ograniczenie pozostaje Sciste,
nawet dla graféw kolczastych z drzewami w szkielecie.

W pracy [39] dowiedziono, ze dla grafu G ze spdjnym i dwudzielnym podgrafem
problem rozstrzygniecia, czy BBC\(G, H) < k jest rozwiazywalny w czasie co naj-
wyzej kwadratowym dla dowolnego k£ < A+ 2. Ponadto przypadek, gdy szkielet jest
spojny, ale nie dwudzielny jest rozwigzywalny w czasie wielomianowym, poniewaz
wystarczy wyznaczy¢ optymalne pokolorowanie ¢ grafu G — wykonalne w czasie O(n)
dla graféw kolczastych — i zdefiniowa¢ pokolorowanie ¢ (v) := A(c¢(v) — 1)+ 1, bedace
optymalnym A-pokolorowaniem szkieletowym dla grafu kolczastego G ze spdjnym

i niedwudzielnym szkieletem H.
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Ostatecznie, istnieje algorytm dokladny, wyznaczajacy BBC\ (G, H) dla kaktuséw
G ze spojnym szkieletem H oraz algorytm 1-bezwzglednie przyblizony, wyznaczajacy
BBC,\(G, H) dla graféw kolczastych G ze spéjnym szkieletem H.
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Rozdziat 4

Kolorowanie szkieletowe graféw

0 ograniczonym stopniu

Twierdzenie 4.1 (Janczewski, Turowski, [32]). Niech A(G) < 2. Wéwczas
(1) jesli G ma doktadnie 1 wierzchotek, to BBC\(G,H) =1,
(17) jesli G jest grafem dwudzielnym i |V (G)| > 2, to BBC\(G,H) = A+ 1,
(1i1) jesli G jest cyklem nieparzystym, H jego podgrafem spinajgcym i G # H, to
BBC\(G,H) = )\ +2,
(1) jesli G jest cyklem nieparzystym i G = H, to BBC\(G,H) =2\ + 1.

Roéwniez dla grafow podkubicznych problem jest rozwiazywalny w czasie wielo-

mianowym, aczkolwiek w tym przypadku dowdd rozbito na trzy przypadki:

Twierdzenie 4.2 (Janczewski, Turowski, [32]). Jesli A(G) = 3 i x(G) > 4, to
mozna wyznaczycé optymalne \-szkieletowe pokolorowanie grafu G ze szkieletem H

w czasie O(1).

W tym przypadku wiadomo, ze G = K, z twierdzenia Brooksa [10], a zatem mozna
sprawdzi¢ wszystkie 6 mozliwosci nieizomorficznych szkieletow (przedstawione na
rys. 4.1).

Twierdzenie 4.3 (Janczewski, Turowski, [32]). Jesli A(G) =3 i x(G) = x(H) < 3,
to BBC\(G,H) = (x(G) — 1)A 4+ 1 i mozna wyznaczyé optymalne \-szkieletowe

pokolorowanie grafu G ze szkieletem H w czasie O(n).

Z [30] wiadomo, ze (x(H) — 1)A +1 < BBC\(G,H) < (x(G) — 1A+ 1. Co
wiecej, wyznaczenie optymalnego A-szkieletowego pokolorowania grafu G ze szkie-

letem H wymaga jedynie wyznaczenia optymalnego pokolorowania podkubicznego



A A

2\ + 1 3A+1 0 23 +1 2)\ +2 AL3
(A) BBCy =3\ +1 (B) BBCy = 2\ + 2 (c) BBCy = \+3
2)\+1 )\+1
(D) BBCy =2\ +1 (E) BBCy = A +2 (F) BBC)y =\ +3

Rys. 4.1. K4 ze wszystkimi mozliwymi szkieletami.

grafu G oraz zamiany na optymalne pokolorowanie A-szkieletowe — a obie operacje

sa wykonywalne w czasie O(n).

Twierdzenie 4.4 (Janczewski, Turowski, [32]). Jesli A(G) =3 i x(G) =3, x(H) =
2, to mozna wyznaczycé optymalne A-szkieletowe pokolorowanie grafu G ze szkieletem

H w czasie wielomianowym.

Wynika to bezposrednio z faktu, ze w pracy [39] dowiedziono, ze dla grafu G ze
spojnym i dwudzielnym podgrafem problem rozstrzygniecia, czy BBC)\(G, H) < k
jest rozwiagzywalny w czasie co najwyzej kwadratowym dla dowolnego £ < A\ + 2

oraz z ponizszego twierdzenia:

Twierdzenie 4.5 (Janczewski, Turowski, [32]). Niech G bedzie grafem podkubicz-
nym, a H jego spojnym i dwudzielnym podgrafem spinajgcym. Wowczas zachodzi

BBC(G, H) < A+ 3.

Jednoczesnie, dowdd tego twierdzenia zawiera algorytm zwracajacy A-szkieletowe
(A +3)-pokolorowanie grafu podkubicznego G ze spéjnym i dwudzielnym szkieletem

H, dzialajacy w czasie O(n?).
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Sednem dowodu twierdzenia 4.5 jest algorytm 2, wyznaczajacy zbiory Ai B w taki
sposéb, ze zbiér A jest niezalezny, po usunieciu zbioru A z grafu G\ H otrzymujemy
graf dwudzielnym o partycjach Uy i Uy takich, ze B C U;. W rezultacie, uwzgled-
niajac, ze réwniez szkielet H jest dwudzielny i ma jednoznaczny podzial na partycje
Vi i V,, mozna przydzieli¢ kolejno zbiorom Vi NUy, ViNUs, ViNA, VoN A, VoNUs,
VonU; kolory 1, 2, 3, A+ 1, A+ 2, A+ 3.

W algorytmie tym wykorzystywana jest relacja R C V?(G), zdefiniowana nast¢pu-
jaco: uRv wtedy i tylko wtedy, gdy w i v naleza do pewnych (by¢ moze réznych) cykli
nieparzystych w G \ H, natomiast ich unikalni sasiedzi w H sa polaczeni w grafie

G \ H $ciezka o nieparzystej dtugosci.

Algorytm 2 Algorytm pomocniczy dla A-szkieletowego kolorowania grafu podku-
bicznego G ze spdjnym i dwudzielnym szkieletem spinajacym H)

1: C + {C: C jest nieparzystym cyklem w G\ H}, A<« 0, B« ()
2: for all C' € C do
f(C) < V(C)
while C # () do
Niech Cy € C bedzie cyklem o minimalnej wartosci | f(C)|
Niech u bedzie dowolnym wierzchotkiem z f(Cj)
if istnieje v taki, ze uRv oraz v ¢ V(Cj) then
Niech Cy bedzie nieparzystym cyklem w G'\ H zawierajacym v
if Cl eC \ {Co} then
10: Usun v z f(C)
11: C+ C\{Cv}, A+ Au{u}, B+ BU{h(u)}

—_

Ostatecznie, mozliwa jest konstrukcja algorytmu wyznaczajacego optymalne -
szkieletowe pokolorowanie grafu G' o maksymalnym stopniu A ze szkieletem H dla
wszystkich A < 3. Z drugiej strony okazuje sie, ze juz dla graféw stopnia co najmniej

4 problem kolorowania szkieletowego staje si¢ znacznie trudniejszy:

Twierdzenie 4.6 (Janczewski, Turowski, [32]). Dla kazdego ustalonego A > 4 oraz
A > 2 problem rozstrzygniecia, czy BBC\(G,G) < 2\ + 1 jest N'P-zupelny dla

grafow G o maksymalnym stopniu A.

Twierdzenie 4.7 (Janczewski, Turowski, [32]). Dla kazdego ustalonego A > 5 oraz
A > 4 problem rozstrzygniecia, czy BBC\(G,T) < A+3, jest N'P-zupelny dla graféw

G o maksymalnym stopniu A z drzewem spinajgcym T w szkielecie.

W dowodach obu twierdzenn wykorzystano znajomos$é N P-zupetosci problemu

3-kolorowania graféw o ustalonym maksymalnym stopniu A(G) > 4 [20].
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Rozdziat 5

Kolorowanie szkieletowe split graféw

W pracy [43] badane sa split grafy, wprowadzone przez Hammera i Foldesa w [26]:

Definicja 5.1. Graf G jest split grafem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podziat
V(G)=CUI, CNI =1 taki, ze zbiér C indukuje w grafie G maksymalna klike,

natomiast [ jest zbiorem niezaleznym.

Split grafy sa podklasa graféw doskonatych, zatem speliaja réwnosé y(G) =
w(G). W dalszej czesci tego rozdzialu rozpatrywane beda tylko split grafy o liczbie
chromatycznej x(G) > 3, poniewaz w pozostalych sytuacjach graf G jest pusty lub
dwudzielny — a zatem wiadomo np. z [29], ze mozliwe jest znalezienie optymalnego
pokolorowania w czasie wielomianowym.

W literaturze znane byto nastepujace ogélne ograniczenie dla split graféw ze sko-

jarzeniem w szkielecie:

Twierdzenie 5.1 (Broersma et al., [9]). Jesli G jest split grafem a M skojarzeniem

1 podgrafem G, to

(1+)\ dla x(G) =2

1+ x(G) dla x(G) > 4 1/\<m1n{X ’ G;))+5}
BBC\(G, M) < {2+ x(G) dia x(G) = 9 lub x(G) > 11, XD < \ < [x(9)]

X dla x(G) =3,5,7i\> [X]

MO LA+ dla x(G) =4, 6, x(G) =T, A> [XD] 1

\

W szczegolnosei, dla przypadku A = 2 zachodzi x(G) < BBCy\(G, M) < x(G)+1.
Dla problemu kolorowania szkieletowego split graféw ze skojarzeniem w szkielecie

istnieje prosty algorytm 1-bezwzglednie przyblizony:



Twierdzenie 5.2 (Turowski, [43]). Niech G bedzie split grafem, a M skojarzeniem,
bedgcym podgrafem spinajgcym G. Wowcezas szkieletowe (x(G) + 1)—pokolorowanie

grafu G ze szkieletem M mozna zawsze wyznaczyé w czasie O(n?).

Niestety, pokolorowanie szkieletowe wyznaczone wedtug powyzszego twierdzenia
nie jest optymalne we wszystkich przypadkach. W celu znalezienia algorytmu opty-
malnego, w [43] najpierw rozwazane sa tylko split grafy spetniajace warunek |C| =
|I| = k oraz takie, dla ktorych skojarzenie M jest doskonate, tj. kazdy wierzchotek
grafu GG jest incydentny z krawedzig szkieletu M. Dla dalszych rozwazan przydatne
okazuja sie¢ wprowadzone w tej pracy pojecia digrafu konfliktow, quasi-lasu oraz

szkieletu digrafu.

Definicja 5.2. Digraf G’ jest digrafem konfliktéw split grafu G ze szkieletem M
wtedy i tylko wtedy, gdy spelione sg nastepujace warunki:

1. V(G") = {wy,wa, ..., w},

2. B(G") ={(wi,w;): wv; ¢ E(G)N1<i,j <kAu €lNv;eC}

Definicja 5.3. Digraf G jest quasi-lasem wtedy i tylko wtedy, gdy outdeg(v) = 1
dla kazdego wierzcholtka v € V(G).

Definicja 5.4. Graf G’ jest szkieletem (underlying graph) digrafu G wtedy i tylko
wtedy, gdy V(G') = V(G) oraz E(G') = {uv : (u,v) € E(G)}.

Niestety, z uwagi na zbieznos¢ terminologiczna w jezyku polskim odpowiednikéw
terminéw underlying graph oraz backbone, nalezy zachowaé szczegdlng ostroznosé
w operowaniu ww. terminami: gdy graf jest szkieletem digrafu, to uzywamy ter-
minu ,szkielet” w pierwszym znaczeniu, gdy szkieletem innego grafu (prostego) —
w drugim.

Jesli F” jest szkieletem quasi-lasu F', to z definicji wynika, ze sktadowymi sp6jnosci
F’" moga by¢ tylko grafy rzadkie: drzewa oraz grafy unicykliczne. Okazuje sie, ze
problem kolorowania graféw szkieletowych ze skojarzeniem w szkielecie mozna dzieki
tak zdefiniowanym pojeciom sprowadzi¢ do problemu kolorowania graféw pelnych

z rzadkimi podgrafami w szkielecie:

Twierdzenie 5.3 (Turowski, [43]). Niech G bedzie split grafem o |C| = |I| =k, a M
podgrafem spinajgcym G, bedgcym doskonatym skojarzeniem. Jesli D jest digrafem
konfliktow dla G ze szkieletem M, to istnieje taki szkielet F' pewnego quasi-lasu F,
bedgcego podgrafem spinajecym D, ze BBC(G, M) = BBC(Ky, F').
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W przypadku, gdy rozmiar quasi-lasu jest duzy, mozna wyznaczy¢ szkieletowa
liczbe chromatyczna (a takze optymalne pokolorowanie szkieletowe) jego szkieletu

na mocy ponizszego twierdzenia:

Twierdzenie 5.4 (Turowski, [43]). Niech G bedzie grafem rzedu n > 5. Jesli dla
kazdej sktadowej spojnosci G' grafu G zachodzi nieréwnosé |E(G')| < |[V(G')|, to
wowczas
n+1 jesli G zawiera gwiazde jako podgraf spinajgcy,
BBO(K,.G) J gwiazdg jako podgraf spinajacy

n w przeciwnym przypadku.

Wiadomo ponadto, ze w przypadku malych graféw (n < 5) mozemy otrzymac
optymalne pokolorowanie szkieletowe grafu K, ze szkieletem G w czasie O(1) roz-
patrujac wszystkie mozliwosci (z doktadnoscia do izomorfizmu).

Ostatecznie, optymalne pokolorowanie szkieletowe przypadku bazowego mozna
wyznaczy¢ wykonujac algorytm 3, przeksztalcajacy — o ile to mozliwe — poczat-
kowy, losowo wybrany quasi-las w taki, ktéry spelnia warunki twierdzenia 5.4, tj.

nie zawiera gwiazdy jako podgrafu spinajacego.

Twierdzenie 5.5 (Turowski, [43]). Niech G bedzie split grafem rzedu 2k takim, Ze
maksymalna klika C' oraz zbior niezalezny I sq rozmiaru k. Ponadto, niech M bedzie
podgrafem G, bedgcym doskonatym skojarzeniem. Wowczas:

e dla k < 5 algorytm 3 zwraca optymalne pokolorowanie grafu G ze skojarzeniem
M w szkielecie,

e jesli k > 5 i istnieje szkielet F' dla pewnego spinajgcego quasi-lasu F' w digrafie
konfliktow taki, 2e BBC(Ky, F') = k, to algorytm 3 zwraca szkieletowe k-
pokolorowanie grafu G ze szkieletem M,

e w pozostatych przypadkach BBC(G, M) = k+1 i algorytm 3 zwraca szkieletowe
(k + 1)-pokolorowanie grafu G ze szkieletem M.

Z analizy czasu dziatania algorytmu 3 wynika nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.6 (Turowski, [43]). Niech G bedzie split grafem rzedu 2k takim, Ze
maksymalna klika C' oraz zbior niezalezny I sq rozmiaru k. Ponadto, niech M be-
dzie podgrafem G, bedgcym doskonalym skojarzeniem. Wowczas BBC(G, M) mozna

obliczyé w czasie O(K?).

Na koniec zostatlo podane uogdélnienie twierdzenia 5.6, uzupetniajace jego dowod

o rozwazanie trzech typow wierzchotkéw, mogacych pojawic¢ sie¢ w przypadku ogdl-
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Algorytm 3 Algorytm optymalnego kolorowania grafu G z doskonalym skojarze-
niem M w szkielecie — gdy |C| = |I| =k

1:

2:
3:

10:
11:
12:

13:
14:
15:
16:
17:

18:

19:

Utworz digraf konfliktéw D grafu G ze szkieletem M oraz zdefiniuj pusty digraf
F' na wierzchotkach wy, wo, ..., wy
if £ <5 then
Wyznacz pokolorowanie szkieletowe ¢, odpowiadajace minimalnej wartosci
BBC(Ky, F') wsréd wszystkich szkieletow F’' quasi-lasow F', bedacych pod-
grafami D
return pokolorowanie grafu G ze szkieletem M na podstawie twierdzenia 5.3
for all w;, 1 <:i <k do
if outdeg(w;) > 0 then
Dodaj dowolng krawedzZ wychodzaca z w; do F
if szkielet F’ quasi-lasu F jest gwiazda then
if istnieje dopuszczalna krawedz (w;, w;) € E(D) \ E(F) then

Zamien w F' krawedz wychodzaca z w; na (w;, w,)
else
return (k + 1)-pokolorowanie szkieletowe grafu G ze szkieletem M na
podstawie twierdzenia 5.2
if szkielet F’ quasi-lasu F' jest gwiazda z dodatkowg krawedzig then
if istnieje dopuszczalna krawedz (w;, w;) € E(D) \ E(F') then
Zamien w F' krawedz wychodzaca z w; na (w;, w;)
else
return (k + 1)-pokolorowanie szkicletowe grafu G ze szkieletem M na
podstawie twierdzenia 5.2
Wyznacz optymalne pokolorowanie szkieletowe ¢ grafu Ky ze szkieletem F’ dla
quasi-lasu F' na podstawie twierdzenia 5.4
return k-pokolorowanie szkieletowe grafu G ze szkieletem M wyznaczone z c
i twierdzenia 5.3

nym: wierzchotkéw izolowanych z M (zaréwno z I, jak i z C') oraz par wierzchotkow

z C, potaczonych krawedzia szkieletowa:

Twierdzenie 5.7 (Turowski, [43]). Niech G bedzie split grafem, a M skojarzeniem,

bedacym podgrafem G. Wéwczas BBC(G, M) moze byé obliczone w czasie O(n?).

Uzupelnieniem tego wyniku sa twierdzenia zamieszczone w [41] 1 [42] rozstrzy-

gajace trudnos$¢ problemu kolorowania szkieletowego dla split graféow z galaktykami

lub drzewami w szkielecie wraz z wynikami Broersmy [9] i Salmana [40], podajace

odpowiednie oszacowania dla tych klas szkieletow.

Twierdzenie 5.8 (Broersma et al., [9]). Jesli G jest split grafem a S galaktykq oraz
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podgrafem G, to:

1 dla x(G) =1
BBCA\(G,S) < S x(G)+A—1  dlax(G)=2lubx(G)>4i\>3
X(G)+ A dla x(G)=3iA>21ubx(G)>4iA=2

W szezegdlnosei, dla przypadku A = 2 zachodzi x(G) < BBC(G, S) < x(G) + 2.

Twierdzenie 5.9 (Turowski, [41]). Jesli G jest split grafem, a S galaktykq oraz pod-
grafem spinajacym G, to istnieje algorytm 1-bezwzglednie przyblizony dla problemu
wyznaczania BBC(G, S).

Twierdzenie 5.10 (Turowski, [42]). Jesli G jest split grafem, a S galaktykq oraz
podgrafem spinajgcym G, to problem rozstrzygniecia, czy BBC(G,S) < x(G) jest
NP-zupeiny.

Twierdzenie 5.11 (Salman, [40]). Jesli G jest split grafem, a T drzewem spinajq-

cym G, to:
1 dla x(G) =1
BBCL\G,T) < {14\ dla x(G) =2
X(G)+ X dlax(G)>3

W szcezegdlnoscei, dla przypadku A = 2 zachodzi x(G) < BBC(G,T) < x(G) + 2.

Twierdzenie 5.12 (Turowski, [42]). Jesli G jest split grafem, a T drzewem spina-
jacym G, to problem rozstrzygniecia, czy BBC(G,T) < x(G) jest N'P-zupelny.
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Rozdziat 6

Podsumowanie

Na zakonczenie przedstawione zostanie podsumowanie uzyskanych wynikow oraz

podane problemy otwarte wraz z mozliwymi kierunkami dalszych badan.

W rozdziale 2 przedstawione zostaly ogdlne ograniczenia goérne i dolne dla A-
szkieletowej liczby chromatycznej. Nowym wynikiem, dowiedzionym w [30] sa ogra-
niczenia gérne i dolne, wskazujace na asymptotyczna proporcjonalnos$é BBC\ (G, H)
oraz AM(x(H) — 1), gdy A — oo. Jednoczesnie, w pracy podano doktadny wzér na
warto$¢ A-szkieletowej liczby chromatycznej w przypadkach, gdy A > n(G) — x(H).
Wktadem autora byto natomiast opracowanie liniowego algorytmu 2-przyblizonego
dla grafow pelych z dwudzielnym i spéjnym szkieletem (1.5-przyblizonego w przy-
padku, gdy szkielet jest spdjny) oraz kwadratowego algorytmu, wyznaczajacego
optymalng liczbe bichromatyczng dla graféw petnych z drzewem spinajacym w szkie-
lecie. Ten drugi algorytm umozliwia bezposrednie wyznaczenie optymalnego \-szkie-
letowego pokolorowania dla graféow pelnych z drzewem spinajacym w szkielecie
w przypadku, gdy parametr A jest mniejszy od rozmiaru mniejszej partycji szkieletu

lub gdy jest wiekszy od n — 2 (dla n oznaczajacego rzad grafu pelego i szkieletu).

Nastepny rozdzial zawieral, za [31], kompletna klasyfikacje ztozonosci problemu
wyznaczania BBC, (G, H) dla graféw planarnych ze spdjnym szkieletem spinajacym
oraz niemal kompletna klasyfikacje ztozonosci problemu wyznaczania BBC)(G,T)
dla graféw planarnych z drzewem spinajacym w szkielecie. Ponadto, autor zapropo-
nowal w [31] gérne ograniczenia wartosci A-szkieletowej liczby chromatycznej dla
kaktuséw oraz graféw kolczastych ze spojnymi i dwudzielnymi szkieletami wraz
z uzasadnieniem faktu, ze podane ograniczenia sa Sciste. Na podstawie powyz-
szych twierdzen zaprojektowal rowniez algorytm doktadny dla problemu A-szkiele-

towego kolorowania kaktuséw oraz 1-bezwzglednie przyblizony dla zagadnienia \-



szkieletowego kolorowania grafow kolczastych.

W rozdziale 4 opisane zostato A-szkieletowe kolorowanie graféw o ograniczonym
stopniu, bazujace na [32]. W tym artykule wktadem autora byto dowiedzenie ist-
nienia A-szkieletowego (A + 3)-pokolorowania dla kazdego grafu podkubicznego ze
spojnym szkieletem spinajacym, a w szczegdlnosci opracowanie kwadratowego algo-
rytmu rozstrzygajacego problem dla 3-barwnych graféow podkubicznych z dwudziel-
nym, spéjnym i spinajacym szkieletem. Ten wynik zostal uzupetniony dowodami
N P-trudno$ci probleméw wyznaczania A-szkieletowej liczby chromatycznej dla gra-
fow o stopniu 4 z dowolnym szkieletem oraz dla graféw stopnia 5 z drzewem spina-

jacym w szkielecie.

Rozdzial 5 zawiera zaproponowane przez autora w [43| rozwigzanie problemu wy-
znaczania optymalnego pokolorowania szkieletowego split grafow ze skojarzeniami
w szkielecie za pomoca algorytmu dziatajacego w czasie O(n?). Dodatkowo, rozstrzy-
gany jest problem kolorowania szkieletowego dla drzew oraz graféw unicyklicznych.
Jednoczesnie, jak wynika z prac autora [41,42], mimo ze problemy kolorowania szkie-
letowego split graféw z galaktykami spinajacymi lub drzewami spinajacymi w szkie-
lecie sg prostymi uogélnieniami powyzszego problemu i istnieja dobrze znane w li-
teraturze algorytmy bezwzglednie przyblizone do obliczania wartosci BBC\\(G, H),

to jednak jej doktadne wyznaczenie jest problemem N P-trudnym.

W niniejszej pracy dla pewnych probleméw zostaly przedstawione jedynie cze-
Sciowe rozwiazania. Wydaje sie, ze najwazniejsza range nalezy przypisa¢ proble-
mowi uzupekienia wynikow dotyczacych ztozonosci obliczeniowej problemu obli-
czania A-szkieletowej liczba chromatycznej dla graféw planarnych z drzewami spina-
jacymi w szkielecie. Jednoczesnie, nalezy zaznaczy¢, ze rozwigzanie tego problemu
zdaje sie by¢ powiazane z postawiona przez Broersme w [7] hipoteza, ze zachodzi
BBCy(G, T) < 6 dla kazdego grafu planarnego G z drzewem spinajacym T w szkiele-
cie. Waznym problemem otwartym jest réwniez rozstrzygniecie statusu zagadnienia
wyznaczania A-szkieletowej liczby chromatycznej dla graféw peilnych z drzewami
spinajacymi w szkielecie. Ponadto, nadal nie jest réwniez znana ztozonos$é oblicze-
niowa problemu A-szkieletowego kolorowania kaktusow z dwudzielnym i spdjnym
szkieletem oraz split grafow ze skojarzeniem w szkielecie dla parametru A > 2.

Innym kierunkiem badan mogloby by¢ podejscie badajace jako$é¢ algorytmow, za-
rowno w aspekcie praktycznym — ich implementacji dla graféw matych i losowych
— ale rowniez pod wzgledem oszacowan teoretycznych. W szczegdlnosci, ciekawym
kierunkiem wydaje sie badanie algorytmoéw opartych o strategie zachtanne, gdyz

znany jest fakt, zgodnie z ktérym dla kazdego grafu i szkieletu istnieje sekwencja
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wierzchotkéw, ktorej zachtanne pokolorowanie zwraca wynik optymalny. Doktad-
niejsza analiza tych zagadnien mogtaby by¢ wartosciowym uzupetnieniem rozwazan
asymptotycznych, badz tez ograniczonych jedynie do szczegolnych klas grafow lub
szkieletow.

7 punktu widzenia praktycznych zastosowan, mimo ze systemy, z ktoérych wywo-
dzi sie ten model, sa wypierane przez systemy trzeciej i czwartej generacji, to jed-
nak istnieja przyktady sieci zgodnych z przyjetymi zatozeniami, rozbudowywanych
obecnie réwniez w Polsce. Waznym przyktadem sa sieci TETRA (Terrestrial Trun-
ked Radio), majace na celu zapewnienie skoordynowanego i niezakléconego funk-
cjonowania oraz wspoltpracy stuzb publicznych, w szczegdlnosci policji, pogotowia
ratunkowego oraz strazy pozarnej. Sieci tego typu mozna przedstawi¢ jako szescio-
katy umieszczone na plaszczyznie, odpowiadajace pojedynczym stacjom bazowym,
ktorym nalezy przydzieli¢c pasma w taki sposob, aby sgsiednie obszary otrzymaly
czestotliwosci odpowiednio odseparowane od siebie. Typowo, problem przydziatu
czestotliwosdci w sieciach TETRA rozwiazuje si¢ dzielac teren na identyczne podob-
szary i rozwigzujac odpowiedni podproblem, a nastepnie powielajac to rozwigzanie
na pozostalych, natomiast podejscie algorytmiczne mogtoby umozliwia¢ rozwigzania

doktadniejsze.
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Abstract Let G be a simple graph, H be its spanning subgraph and A > 2 be an
integer. By a A-backbone coloring of G with backbone H we mean any function c that
assigns positive integers to vertices of G in such a way that |c(u) — c(v)| > 1 for each
edge uv € E(G) and |c(u) — c(v)| > A for each edge uv € E(H). The A-backbone
chromatic number BBC, (G, H) is the smallest integer k such that there exists a
A-backbone coloring ¢ of G with backbone H satisfying max c(V(G)) = k. A A-
backbone coloring ¢ of G with backbone H is optimal if and only if max c(V(G)) =
BBC, (G, H). In the paper we study the problem of finding optimal A-backbone
colorings of complete graphs with bipartite backbones. We present a linear algorithm
that is 2-approximate in general and 1.5-approximate if backbone is connected. Next
we show a quadratic algorithm for backbones being trees that finds optimal A-backbone
colorings provided A is large enough.
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1 Introduction

The backbone coloring problem (BBC) originates from the frequency assignment
problem in radio networks: the assigment of predefined frequency channels of equal
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bandwidth to the transmitters so that the total bandwidth is minimized and none of
the signals interfere with other in the network. Two emitted signals can interfere if
they are either on the similar frequency bands or one of the transmitters produces too
powerful signal. In fact, it is usually assumed that the smaller the distance between
transmitters, the greater the difference between the assigned bands is needed to ensure
transmission with interferences below the acceptable level.

Graphs are frequently used to model topology of the networks, representing the
transmitters with vertices of the graphs. The restrictions on the signal interferences
can be represented using the edges of the graph, each adjacent to vertices, whose
respective transmitters’ signals are prone to distort one another. Frequency channels
are represented by colors, therefore the assignment can be modelled as the coloring
in graph. The exact notion of similarity of frequency channels can be varied, resulting
in different types of coloring problems, introduced e.g. in [5,7].

In the general framework, introduced by Broersma [2], the restrictions are given
for some pairs of transmitters in the form the widths of the minimum separation band
between their frequencies. It is also assumed that these widths are equal to the single
frequency band or a multiple with a constant factor of A > 2. This approach is strongly
motivated by the fact that in the majority of radio network the transmitters are either
the active spots supplying crucial services or the moderate ones which do not need to
be protected using the same high standards.

Formally, the BBC problem [2] can be stated as follows: given a simple graph G,
its fixed spanning subgraph H and integer A, the A-backbone coloring of the graph G
with backbone H is defined as a function ¢: V(G) — N, such that |c(u) — c(v)| >
1 for each edge uv € E(G) and |c(u) — c(v)| > A for each edge uv € E(H).
The A-backbone chromatic number BBC, (G, H) is the smallest integer k such that
there exists a A-backbone coloring ¢ of G with backbone H with max c¢(V (G)) = k.
A A-backbone coloring ¢ of G with backbone H is called optimal if and only if
max c(V(G)) = BBC, (G, H).

The BBC problem also can be presented in a decision version: for a given number
k decide whether BBC, (G, H) < k. This problem is polynomial for k < A + 1, but
NP-complete for any k > A + 2; the proof straighforwardly follows from the NP-
completeness of the classical coloring problem. Furthermore, it was proven in [4] that
this problem remains NP-complete for any £ > A + 2 even if H is a matching. If we
consider only connected backbones, it is known [3] that the BBC problem in decision
version is solvable in polynomial time also for k = A + 2, but for any k > A + 3
remains NP-complete, even if backbone is the Hamiltonian path.

For the special case A = 2 it was proven that for all split graphs with matching
backbones the value of BBC, (G, H) can be found in polynomial time [9]. More-
over, the generalization of this problem for backbone graph isomorphic to pairwise
vertex-disjoint stars is NP-complete, but as it was proved in [9] there is an 1-absolute
approximation algorithm for it.

In most cases, it is convienient to bound the value of A-backbone chromatic number
by function of chromatic number. Basic tight bounds on the relation between these
two numbers were presented by Broersma in [2]:

x(G) = BBC, (G, H) = A(x(G) = 1) +1 (1)
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Tighter bounds for certain graph classes such as planar graphs and split graphs
with different backbones are also present in the literature. For fixed A, the A-backbone
chromatic number for split graphs with matching backbone is bounded from above by
the following inequality [4]:

2
BBC;.(G, H) = (2 - m) x(G)+ O0(1)

In case of split graphs with pairwise vertex-disjoint stars backbone the similar
bound was proven in the same paper:

BBC;.(G, H) = (2 - %) x(G) +0(1)

The bound for A = 2 was also studied in terms of maximum degree of the graph
and degeneracy of the backbone. In [8] Miskuf proved the inequality for an arbitrary
graph G with maximum degree A(G) and its d-degenerated backbone H':

BBCy(G,H) < A(G) +d + 1.

It is important since all frequently studied classes of backbones (matchings, stars,
trees) are 1-degenerate. The above inequality can be simply generalized for any value
of A > 2:

BBC),(G,H) < (A —1)AG)+d+ 1.

All above bounds are tight.

In the paper we study the behaviour of BBC, (K,, H), where K, is a complete
n-vertex graph and H is a bipartite graph!. We begin our considerations with a proof
that formula BBC, (G, H) = A(x(H) — 1) + x(G, H) + 1, where x (G, H) is anew
chromatic-like number, holds if A > n(G) — x(H), where n(G) is the number of
vertices of G. Next, we present a linear algorithm that produces A-backbone colorings
of K,, with bipartite backbone H and prove that it is 2-approximate in general and 1.5-
approximate if H is connected. At the end, we show that if H is a tree then x (K, H)
can be computed in O (n?) time. As a consequence, we receive a quadratic algorithm
that computes BBC) (K,, H) for backbones being trees and A > n — 2.

2 Preliminaries

Since G and H are fixed in the remainder of the paper, we will write “A-backbone
coloring” instead of “A-backbone coloring of G with backbone H”. We will also write
V instead of V(G) = V(H), and n instead of n(G) = n(H).

! This problem is a generalization of the so-called radio labelling, which is exactly the problem of computing
BBC»(Ky, H). This problem was studied by many authors, see e.g. [1,6].
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Lemma 1 Let ¢ > 0 be a coloring of H and vy, vy, ..., v, be a vertex ordering of H
such that c(vy) < c(vp) < --- <c(vy). If ' (v;) .= (A — Dec(v;)) +ifori=1,2, ...,
n then

(1) If j > ithenc' (vj) — ' (v;) > 1;

(2) Ifvjv; € E(H) then |c'(vj) — ¢’ (v;)| > A.

Proof (1) j > i implies c(v;) > c(v;). Thus ¢'(v;) — ' (v;)) = (A — D(c(v)) —
cv)+j—i=>j—i>0.

(2) Without loss of generality we can assume that j > i. ¢ is a coloring of H,
so ¢(vj) # c(v;). Since c(v;) > c(v;), we have c(vj) > c(v;) + 1. Hence
lc'(vj) =" ()| = ' (vj)—c'(vi) = A=D(c(vj)—cW))+j—i = A—1+j—i >
A O

Corollary 1 BBC;,(G,H) < A(x(H)—1)4+n— x(H) + 1.

Proof Let ¢ be a coloring of H such that ¢(V) = {0,1,..., x(H) — 1} and vy,
V2, ..., Uy be a vertex ordering of H such that c(v;) < c(v2) < ... < c(v,). By
Lemma 1, the formula ¢’(v;) := (A — 1)c(v;) +i fori = 1, 2, ..., n defines a A-
backbone coloring. Therefore BBC; (G, H) < maxc¢'(V) = (A—1)maxc(V)+n =
AMx(H)—1)4+n—x(H)+ 1. O

For a given function c: V — N, we define functions g. ,7cx: V — N as
the quotient and the remainder of the division of ¢ — 1 by A, respectively (c(v) =
Age (V) +re () +1and 0 <r. (v) <A —1foreachv € V). Itis easy to see that
qc.). > 0.

Lemma 2 Let ¢ be a A-backbone coloring. Then

(1) gc.» is a coloring of H;
(2) If cis optimal then q. < x(H) — 1+ [(n — x(H))/A].

Proof (1) If uv € E(H) and g, (u) = g¢;(v) then [c(u) — c(v)| = |rea(u) —
ren (V)] < A — 1, a contradiction.

(2) Since c is optimal, we have max c(V) = BBC, (G, H). g.; = |(c — 1)/1] by
definition of g, so max g, (V) = [(maxc(V) — 1)/A] = [(BBCy(G, H) —
1)/A]. To complete the proof, it suffices to use the inequality of Corollary 1. O

Corollary 2 BBC, (G, H) > A(x(H) — 1) + 1.

Proof Let ¢ be an optimal A-backbone coloring. By Lemma 2, g, ; is a coloring of H.
Therefore BBC) (G, H) = maxc(V) > Amaxq. (V) +1>A(x(H)—-1)—-1. O

Corollaries 1 and 2, taken together, shows that the A-backbone chromatic number,
as a function of A, is almost linear:

AMx(H)—=1)+1=<BBC(G, H)<A)x(H)—-D+n—-xH)+1. (2
We will further show that the word “almost” can be omitted for large values of A.

If we compare the above bounds with inequalities (1), we will see that they have the
same x (H)— 1 coefficient in the lower and the upper bound while those have different.
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Lemma3 Let ) > A.

(1) If c is a A-backbone coloring then L)‘T/cj is a M -backbone coloring.
(2) BBCy(G, H) < |X¥BBC;.(G, H)|.

Proof (1) Letuv € E(G) (uv € E(H)). Then |c(u) —c(v)| > 1 (Jc(u) —c(v)| > A)
and || Xc(u) |~ X )] = L5 e@)—E )] = £ ]e)—c()]]. Tocomplete
the proof it suffices to combine these inequalities together.

(2) Follows immediately from (1). O

Let g be a coloring of H. Functionr: V — N is a g-backbone remainder function
if and only if:

(1) rlg=1din is a coloring of G[q_l({i})] foreachi € g(V);
(2) r(u) < r(v) for each edge uv € E(H) such that g(v) = g(u) + 1.

If additionally
B)yr<ix-1

then r will be called g-backbone A-remainder. These notions clearly depend on G and
H, but the graphs are fixed, so we do not mention them in the name of the notion.

Theorem 1 Function c: V — N is a A-backbone coloring if and only if q. ;. is a
coloring of H and r. ; is a q.,)-backbone A-remainder function.

Proof (=) It follows from Lemma 2 that g, ; is a coloring of H. Clearly r. < A—1,
so to complete the proof it suffices to show that:

— ¢, satisfies condition (1) of the definition of backbone remainder;
Letuv € E(G) and g, () = qc,5(v). Thenr.; (u) —re 5 (v) = c(u) — c(v) # 0,
since c is a coloring of G.

— r¢, satisfies condition (2) of the definition of backbone remainder;
Letuv € E(H) and g, (v) = q¢(u) + 1. Then c(v) > c(u) and r(v) —r(u) =
A+r@) —r) —r=lc) —cw)|—21=0.

(<) Letuv € E(H). Then g, (v) # qc.»(u). Without loss of generality we can
assume that g,  (v) > g, (u). There are two cases to consider:

— e (V) =qcep(u) + 1;
Then c(v) — c(u) = A +re 5 (v) —re () > A by condition (2) of the definition of
backbone remainder.
- QC,A(U) = QC,A(M) +2;
Then c(v) —c(u) > 2A +rc 5 (v) —rea(u) > A+ 1sincer.; <A —1.
To complete the proof it suffices to show that if uv € E(G) then c(u) # c(v).
Suppose that c(v) = c(u). Then g, ;(u) = g, ,(v) and r. () = rq (v), which
contradicts condition (1) of the definition of backbone remainder. O

Let k be positive integer and g be a coloring of H suchthatg(V) = {0, 1, ..., k—1}.
Let V; = ¢~ '({i}). We define

x(G, H, q) := min{max r(Vi_1) : r is a g-backbone remainder}.
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This notion is well-defined. To prove this, we need to show that there is at least one
g-backbone remainder r. To this aim, letr;: V; - N (0 <i < k — 1) be a coloring
of G[V;] such that r; (V;) = {0, 1, ..., x(G[V;]) — 1}. It is easy to see that function
given by

q(v)—1 q(v)—1

r) = > maxri(V;) +rgmy@) = D (X(GIViD) = 1) + rgw(v)

i=0 i=0

is a g-backbone remainder. Moreover, this formula shows that x(G, H,q) <
Sy X(GIVi) —k <n —k.

A g-backbone remainder r will be called optimal if and only if max r(Vi_1) equals
x (G, H, q).Letus note thatif r is a g-backbone remainder such that max r (V) > |Vp|
(ormax r(Vjy1)—maxr(V;) > |Vjy1|forsomei)thenthereisaninteger0 < j < |V
(max r(V;) < j <maxr(V;11))such that j & r(Vy) (j ¢ r(V;11)) and a function r’
that arises from r by decreasing by 1 all colors that are greater than j is a g-backbone
remainder satisfying max r'(Vi—1) < maxr(Vi_1). This shows that there exists an
optimal g-backbone remainder function r such that max r(V;) < lezo Vil —i —1.

Let x (G, H) be the smallest value of x (G, H, g) over all colorings g of H such
thatg(V) =1{0,1,..., x(H) — 1}.

Theorem 2 [fA > n — x(H) then BBC;(G, H) = »(x(H) — 1) + x (G, H) + 1.

Proof (>) Let ¢ be an optimal A-backbone coloring. By Theorem 1, g, is a coloring
of H andr. ) 1saq. ;-backbone A-remainder. Combining Lemma2 withA > n—x (H)
and the fact that g ; mustuse atleast x (H) colors, we obtainmax g. (V) = x (H)—1.
Therefore BBC) (G, H) = maxc(V) = Amaxg. (V) 4+ max rc,k(qc_,i({)((H) —
) +1=rx(H) -1+ x(G, H)+ L

(<) Let g be a coloring of H such that g(V) = {0,1,..., x(H) — 1} and
x(G,H,q) = x(G, H). Let r be an optimal g-backbone remainder such that
maxr (Vi) < 35 oIVl —i — LThenr < X007 V| — x(H) = n — x(H) <
A — 1, which shows that r is a g-backbone A-remalnder By Theorem 1, function
c := Aq +r + 1 is a A-backbone coloring. Therefore BBC) (G, H) < maxc(V) =
amaxq(V) +maxr((g ' ({x(H) — 1)+ 1=A(x(H) — D)+ x(G,H)+ 1. O

The equality BBC, (G, H) = Mx(H) — 1) + x(G, H) + 1 may not be true if
A < n — x(H). For instance, if G is a complete graph and H has exactly one edge
then x(H) =2, x(G, H) = 0 and

ifA <n-—1,
BBC, (G, H)={" ~"*="
A+ 1 otherwise.

Inthiscase BBCy (G, H) = AM(x(H)—1)+x(G, H)+1ifandonly A > n—x(H).
Other examples shown in Fig. 1 prove that A(x (H) — 1) + x(G, H) + 1 is neither
upper nor lower bound for BBC, (G, H).
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(®) (®)

(o O

Fig. 1 Examples of backbones H for which BBC,(K,, H) # Mx(H) — 1) + x(K,, H) + 1:
BBCy(K4,H) = 4 > 3 = 2(x(H) — 1) + x(K4,H) + 1 (left) and BBC3(K7,H) = 7 < 8 =
3(x(H) — 1) + x(K7, H) + 1 (right)

3 Bipartite Backbones in Complete Graphs

Now we focus on bipartite backbones in complete graphs, i.e. we assume that G = K,
and H is bipartite and nonempty?. Let ¢ be a coloring of H such that ¢(V) = {0, 1}.

Let V; = ¢~ '({i}) and n; = |V;|. Without loss of generality we can assume that
no <ny.
Lemmad4 If r is a g-backbone remainder and r(Vy) = {0,1,...,n9 — 1}, then

function c: V. — N given by formula c(v) := max{A,np}lqg(v) +r(v) + 1isa
A-backbone coloring.

Proof Let us notice that ¢ is a A-backbone coloring if and only if ¢ is one-to-one
function and |c(u) — c(v)| > A whenever uv € E(H). To see that c is an injection, it
suffices to note that max c(Vp) = no < max{A,no}+1 <minc(Vy) and c|y, i =0,
1) is one-to-one as a constant plus one-to-one function r|y;.

Let uv € E(H). Then u and v are in different partitions of H. Without loss of
generality we can assume that u € Vjy and v € V. Since r is a g-backbone remainder,
we have r(v) > r(u) and hence |c(v) — c(u)|] = |max{A, no} + r(v) — r(u)| >
max{A, ngo} > A. O

The above lemma suggests how to construct a A-backbone coloring. In the first
step, we compute ¢. In the second, we compute r, e.g. by numbering vertices of Vj
with numbers O, 1, ..., ng — 1 and vertices of V| with numbers ny — 1, ng, ..., n — 2.
In the last step, we construct A-backbone coloring by formula given in Lemma 4. The
algorithm is clearly linear. The question is: how good it is?

Lemma S If H is connected then x(K,, H) > n; — 1.

Proof Let ¢’ be a coloring of H such that g’(V) = {0, 1} and r’ be a g’-backbone
remainder. Let u € (¢’ y~! ({0}) be a vertex satisfying

r'(u) = maxr'((¢") "' ({0}))

21fHis empty then BBC) (K,, H) = n and any numbering of vertices of K; with numbers 1,2, ..., n is
an optimal A-coloring.
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and v € (¢")"'({1}) be one of its neighbours. By definition r'(v) > r’(u) and
therefore max r'((¢")~'({1})) > maxr’((¢")~'({0})). To complete the proof it suf-
fices to recall that maxr'((¢")~'({i}) > [(¢")~'({i)| — 1 for i = 0, 1 and
{(gH7T{OY), (¢")~'({1})} = {Vy, V1} since H is connected. O

Theorem 3 The algorithm is 2-approximate. If H is connected then it is 1.5-
approximate.

Proof Let c be a A-coloring that is a result of the algorithm. Then
max c(V) = max{A, no} + maxr (V1) + 1 < max{A,no} +n — 1.

Since H is nonempty, we have BBC, (K,, H) > max{n, A}. There are two cases
to consider:

— A > no;
Then maxc(V) <A +n—1<2BBC;(K,, H). Let ¢’ be an optimal A-backbone
coloring. There are two subcases to consider.

(a) maxgy (V) > 2. Then BBC,(K,, H) > 2A+1andmaxc(V) < A+n—1 <
1.5BBC,(K,, H).

(b) max g, (V) < 1. Then, if H is connected, we have BBC,(K,, H) > A +
14+ x(K,, H) > A+ni.Hencemaxc(V) <A4+n—1=A+n;—1+ng <
A+n14+0.57n <1.5BBC),(K,, H).

— A < no;
Then maxc(V) <ng+n—-—1<1.5n <1.5BBC)(K,, H). O

There is another question worth asking: how to choose r to obtain best result?
Obviously, r should be an optimal g-backbone remainder. If that is the case, we can
even obtain an optimal A-backbone coloring—it happens e.g. if A > n — 2 and H is
connected?. Unfortunately, the problem of finding optimal g-backbone remainders is
NP-hard in general and its polynomiality for complete graphs and bipartite backbones
is open. Nevertheless, there is a case which is polynomially solvable—backbones
being trees in complete graphs.

Theorem 4 If H is a forest then for every subgraph H' of H there is a qly -
backbone remainder ry such that maxry (V(H') N Vy) = |V(H) N Vy| — 1 and
max ry/(V(H')) = max{|V(H) N V|, [V(H) N V;|} — L

Proof We will use induction on n(H’). The claim is obvious if H' has at most two
vertices. Suppose that it true for all subgraphs H’ such that n(H') < k and let H' be
a subgraph of H with k vertices. There are two cases to consider:

— H’ has an isolated vertex v. Let H” = H’ \ v. There are two subcases to consider.
(a) v € V. To obtain rpy/, we extend rg» by setting ry(v) = |V(H') N Vy| — 1.

39 r s optimal, we get a A-backbone coloring ¢ with maxc(V) = X + 1 4+ x(K,, H, g). Since H is
connected, there are exactly two possible 2-colorings of H: g and 1 — g. Our claim follows from Theorem
2 and the fact that x (K, H, q) = x(Ky, H, 1 — g) provided that H is bipartite.
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(b) v € V;.To obtain ry’, we extend r g~ by setting g (v) to the biggest nonneg-
ative integer that is less than max{|V (H") N Vy|, |V (H’) N V|} and does not
belong to ry»(V(H") N Vy) (it is always possible since |[rg-(V(H")NV))| =
\V(H")N V1| = |[V(H) N Vi| = 1).

— H’ has a leaf v. Let u be the only neighbour of vin H', H” = H' \ vand H" =
H” \ u. There are four subcases to consider.

(a) ve Vpand |V(H")NVy| < |V(H")N Vy|. To obtain rg, we extend ry» by
setting r(u) = |[V(H)N V| —land ryg:(v) = |[V(H) N Vy| — 1.

(b) ve Vopand |[V(H"YNVy| > |V(H")N Vi|. To obtain ry/, we extend rg» + 1
by setting rg/(v) = 0.

(¢) ve Viand |V(H") N Vy| < |V(H") N Vy|. To obtain rg, we extend rg» by
setting 7 (v) = |V(H') N V| — 1.

(d) ve Viand |[V(H"YNVy| > |V(H")N Vq]|. To obtain ry/, we extend ry» + 1
by setting rgy/(u) = 0 and rg/(v) to the biggest nonnegative integer that is
less than |V (H') N Vp| and does not belong to gy~ (V (H"”") N Vy) (it is always
possible since |rg»(V(H")YN V)| = |V(H")N V|| =|V(H)N V| —1).

In all above cases it is easy to verify that r g has the required properties. This completes
the proof. O

Corollary 3 If H is aforestthen x (K,, H) < n;—1.If H isa tree then x (K,, H) =
ny — 1.

Proof 1t follows immediately from Lemma 5 and Theorem 4. O

If we carefully study the proof of Theorem 4, we will see that it describes a recursive
algorithm that produces g-backbone remainders for backbones being trees. These ¢g-
backbone remainders are optimal by Corollary 3. Furthermore, they are constructed
in O(n) steps, where by a step we mean assigning integers to a vertex or a pair of
adjacent vertices and (in some cases) incrementing the values of previously assigned
numbers. In each step we have to select vertex (vertices) and integer (integers) that are
assigned to the vertex (vertices). Both actions (and increment as well) can be done in
O (n) time. Hence the algorithm runs in O (n?) time.

4 Open Problems

In the paper we presented two algorithms that try to find A-backbone colorings of com-
plete graphs with bipartite and tree backbones that are close to optimal. Unfortunately,
the first algorithm may produce suboptimal solutions and the second is guaranteed to
be optimal only for values of A which are large and very small*. This means that the
question whether the problems are in P, is still open.

4 It is easy to show that for A < ng and H being a tree, BBC; (K, H) = n and our algorithm produces
optimal A-backbone coloring.
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Cacti is either NP-complete or polynomially solvable (by algorithms that run in constant, linear

Backbone chromatic number or quadratic time). As a result of these considerations we obtain a complete classification

of the computational complexity with respect to the values of A and k.

We also study the problem of computing the backbone chromatic number for two
special classes of planar graphs: cacti and thorny graphs. We construct an algorithm that
runs in O(n?) time and solves this problem for cacti and another polynomial algorithm that
is 1-absolute approximate for thorny graphs.
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1. Introduction

One of the main algorithmic issues in area of radio network design is the frequency assignment problem. Consider, for
example, the radio network with given topology and assume existence of a certain substructure in the network (called the
backbone) with higher requirements concerning the level of interferences. Such connections could be recognized as the ones
with high traffic loads, crucial for the reliability of communication. In the case of backbone we should assign to the adjacent
base stations the channels separated by a certain frequency gap, while for the rest of the network it suffices not to assign the
same channel to the adjacent stations. The solution of this problem is to minimize the total frequency bandwidth required
by the network while keeping the acceptable level of interference between signals.

This problem is closely related to the general framework for graph coloring problems: given a radio network, we can
model its topology as a graph and the assignment of the frequency channels to the transmitters as a color assignment. In
this model the base stations (transmitters, receivers) and possible interferences between them are represented respectively
as the vertices and the edges of the graph. We define two vertices as adjacent if their frequency bands are close enough that
their signals interfere.

Formally, in this model of radio networks, introduced by Broersma in [1], we consider the so-called A-backbone colorings
of a simple graph G with backbone (spanning subgraph) H, i.e. functions c: V(G) — N, which satisfy |[c(u) — c(v)| > A
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for each edge uv € E(H) and c(u) # c(v) for each edge uv € E(G), where A > 2 is an integer. The A-backbone coloring
problem (BBC) is to find a A-backbone coloring function ¢ which minimizes the total span or, equivalently, max c(V(G)). The
smallest integer k such that there exists a A-backbone coloring ¢ with max c(V(G)) = k is called the A-backbone chromatic
number and denoted by BBC, (G, H). A A-backbone coloring function c is optimal if and only if max c(V(G)) = BBC; (G, H).

The first tight lower and upper bounds on BBC; (G, H) depending on the chromatic number x (G) of G were presented by
Broersmain [1]:

x(G) < BBG,(G,H) <= A(x(G) — 1) + 1. (1)
Another bounds for general graphs that depend on x (H) and the number n of vertices of G, were presented in [9]:
AMx(H)—=1)+1=<BBG(G,H) <A(x(H)—1)+n—x(H)+ 1 (2)

Clearly the backbone coloring problem is an extension of the classical vertex coloring problem so computing the exact
value of the backbone chromatic number in general case is NP-hard. Furthermore, deciding whether for a given number k
the inequality BBC; (G, H) < k holds is NP-complete for any k > A + 2 even in a case when H is restricted to a matching [3].
There were some works concerning the backbone coloring problem for planar graphs, see e.g. [2,8], but none of them gave
a complete classification of its computational complexity. In the paper we deal with it.

The remainder of the paper is organized as follows. Section 2 contains preliminary results. In Section 3 we present our
main result: the classification of the computational complexity of the following problem for all possible values A and k:

Instance: A simple planar graph G, its connected spanning subgraph (backbone) H.
Question: Is there a A-backbone coloring ¢ of G with backbone H such that max c(V(G)) < k?

The last section contains an algorithm for optimal coloring of cacti with connected backbones and 1-absolute approxi-
mate algorithm for coloring of thorny graphs. Both algorithms are polynomial.

2. Preliminaries

Theorem 1. Let G be a graph and H be its spanning bipartite subgraph. Then
BBG,.(G,H) <2 +2x(G) — 2. 3)

Proof. It is an easy consequence of Proposition 13 of [8], which states that BBC, (G, H) < (x(G) + A —2)x(H) — A + 2
provided that G is a graph, H is its subgraphand A > 2. O

Lemma 2. Let 1 < x < A.If H is a spanning subgraph of a nonempty graph Gand c: V — N, is a A-backbone coloring of graph
G with backbone H such that maxc(V) < A + x then:

(1) the vertices colored with 1, 2, . . ., x form an independent set in H,

(2) the vertices colored withx + 1, x + 2, ..., A are isolated in H,

(3) the vertices colored with . + 1, A 4+ 2, ..., A + x form an independent set in H,

(4) H is bipartite and, provided it is connected, its bipartitionis c='({1,2, ..., x)andc '({A + 1, ..., A + x}).

Proof. (1), (3) Obvious.
(2) Easy consequence of the fact that min{x + 1,x +2,...,A} +A > A +xandmax{x + 1,x+2,...,A} — A < 0.
(4) Follows from (1)-(3) and the fact that H has no isolated vertices. O

3. Main results

In this section we present the computational complexity of the backbone coloring problem for general planar graphs
with connected backbones.

Theorem 3. If G is planar and H is a connected spanning subgraph of G then the problem BBC; (G, H) < k is decidable in O(1)
time for k < A.

Proof. If H is nonempty, then BBC; (G, H) > A+ 1.IfH is both empty and connected, H = G = K; and BBG;(G,H) = 1. O

Theorem 4. If G is planar and H is a connected spanning subgraph of G then the problem BBC, (G, H) < A + 1 is decidable in
O(n) time.

Proof. We prove that this problem is equivalent to the problem of deciding whether G is bipartite.

(=) Let BBG, (G, H) < A+ 1. From Lemma 2 we know that H is bipartite and the only colors used are 1 and A + 1. G must
be also bipartite, otherwise the coloring would contain at least one vertex with a color outside of {1, A + 1}.

(«=) Let G be bipartite. Then G with any backbone H can be colored using the colors 1 and A 4 1 assigned to the vertices
in the first and second partition of G, respectively. O

Please cite this article in press as: R. Janczewski, K. Turowski, The computational complexity of the backbone coloring problem for planar graphs with
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T~

Fig. 1. Triangle that replaces the edge uv.

a u b U C U
Fig. 2. Gadgets that replaces the vertex u: (a) the case k = X + 3; (b) the case k = A + 4; (c) thecase k = A + 5.
The above result can be strengthened for A > 5: BBC; (G, H) < A + 1 is decidable in O(n) time for planar G and any
backbone H. Indeed, BBC, (G, H) < X + 1implies that both G and H are bipartite. If they are bipartite, then we color G with

colors 1, A + 1 on all non-isolated vertices in H and use the colors {2, 3, 4, 5} to color all remaining vertices (this is possible
due to the famous Four Color Theorem).

Theorem 5. If G is planar and H is a connected spanning subgraph of G then the problem BBC, (G, H) < A + 2 is decidable in
0(n?) time.

Proof. It was proved in [8] (see Theorem 17) that the problem is polynomially solvable even for nonplanar graphs. The proof
is based on a reduction to the 2-SAT problem. The reduction can be done in O(n?) time and the 2-SAT is solvable in O(n?)
time [5], so our claim holds. O

The requirement that H is connected is necessary. Otherwise, it was proved in [3] that for instances with matching
backbone the problem BBC; (G, H) < A + 2 is NP-complete. In fact, the proof implies (although it is not stated explicitly)
that NP-completeness holds even when the problem is restricted to planar graphs with matching backbones.

Theorem 6. If G is planar and H is a connected spanning subgraph of G, then the problem BBC; (G, H) < k is NP-complete:

(1) fork=x4+3if L >3,
(2) fork=X1+4if L > 4
(3)fork=Xx+5if A > 5.

Proof. We pick an arbitrary spanning tree T of G and replace every edge uv of T by a triangle shown in Fig. 1. Next, for each
vertex u of G, we replace v by a gadget shown in Fig. 2 (in both cases bold edges belong to the backbone T”). We claim that
the resulting graph G’ with the backbone spanning tree T’ has a A-backbone coloring that uses colors from 1 to k if and only
if G is 3-colorable.

If G is 3-colorable, we simply expand the 3-coloring to all new vertices by coloring them as follows: vertices of degree 2
in T’ receive color A + 3 and all other pendant vertices connected with vertex in G of color x receive colors x + A, x + A + 1,
..., X + k — 3. This gives the desired A-backbone coloring.

Now let ¢’ be a A-backbone coloring of G’ with backbone T’ such that max ¢’(V(G")) < k. All vertices of the original graph
G lie in the same partition of T, so, due to Lemma 2, they are either colored with 1,2,...,k—Aor A+ 1,1 +2,..., k. Without
loss of generality we assume that the first possibility holds. Let v be a vertex of G. Let uy, u, be its pendant (in T’) neighbors
with maximum and minimum color, respectively. v has exactly k — A — 2 pendant neighbors in T” and all of them have
different colors. Therefore ¢’(v) < ¢’(u1) — A < c’(u3) — (k— A — 3) — A = ¢’(u) — k+ 3 < 3 which proves that G is
3-colorable.

Since it is well known that 3-coloring of planar graphs is NP-complete (even for graphs with degree 4, [4]), the problem
BBC, (G, H) < k for planar graphs and connected backbones is also NP-complete. O

Theorem 7. If G is planar and H is a connected spanning subgraph of G, then the problem BBC; (G, H) < k is decidable in O(n)
time for every fixed A + 6 < k < 2.

Proof. If x(H) > 3 then BBC,(G,H) > 2\ + 1—hence H is necessarily bipartite. It turns out that it is also a sufficient
condition, since from Theorem 1 we have BBC, (G, H) < A +2x(G) —2 <A +6. O

Theorem 8. If G is planar and H is a connected spanning subgraph of G, then the problem BBC, (G, H) < k is NP-complete for
every fixed 2A + 1 < k < 3.

Proof. Itis known (see the right-hand side of the inequality (1) and the left-hand side of the inequality (2)) that BBC, (G, G) =
A(x (G) — 1) + 1. Therefore BBC; (G, G) < kifand only if x (G) < 3forall 2A + 1 < k < 3A.To complete the proof it suffices
to recall that the 3-coloring problem for planar graphs is NP-complete [4]. O
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Table 1
The complexity of the backbone coloring problem: G—planar, H—connected.
BBC>(G,H) <k BBC3(G,H) <k
k<2 0(1) Theorem 3 k<3 0O(1) Theorem 3
k=3 O(n) Theorem 4 k=4 O(n) Theorem 4
k=4 O(n?) | Theorem 5 k=5 O(n?) | Theorem 5
5<k<6 NPC Theorem 8 6<k<9 NPC | Theorem 6, 8
kE>7 0(1) Theorem 9 k>10 0o(1) Theorem 9
BBC4(G,H) <k BBC5(G,H) <k
k<4 O(1) Theorem 3 k<5 0(1) Theorem 3
k=5 O(n) Theorem 4 k=6 O(n) Theorem 4
k=6 O(n?) | Theorem 5 k=17 O(n?) | Theorem 5
7<k<12 | NPC | Theorem 6,8 || 8< k<15 | NPC | Theorem 6, 8
k>13 0(1) Theorem 9 k> 16 0O(1) Theorem 9
BBC\(G,H) <k (A >6)
k<A O(1) | Theorem 3
E=X+1 O(n) | Theorem 4
k=X+2 O(n?) | Theorem 5

A+3<EkE<XA+5 | NPC | Theorem 6
A+6<k<2X O(n) | Theorem 7
20+ 1<k <3\ NPC | Theorem 8

kE>3X2+1 O(1) | Theorem 9

Theorem 9. If Gis planarand H is a connected spanning subgraph of G, then the problem BBC; (G, H) < kis trivial for k > 31+1.
Proof. Every planar graph is 4-colorable, so from the upper bound from inequality (1) we obtain BBC, (G, H) < 3A+1. O

We may sum up all presented results in Table 1, containing the complete classification of the computational complexity
with respect to the values of A and k. Similar results, but not complete, for backbones being trees are presented in Table 2.

4. Backbone coloring of cacti and thorny graphs

In this section, we present algorithms for solving the backbone coloring problem for special classes of planar graphs:
cacti and thorny graphs. Cacti, introduced first in literature under name Husimi trees [7], are defined as follows:

Definition 1. A connected graph is a cactus if and only if every edge of it belongs to at most one cycle.

It can be shown that every cactus can be constructed from a single vertex using a sequence of two operations: addition of
a new pendant vertex or attachment of a cycle to one of the vertices of the graph. Clearly, every cactus is outerplanar and
therefore also planar. The chromatic number of the cacti is at most 3. Cacti can be recognized in linear time. In [6], there was
introduced the class of thorny graphs:

Definition 2. A connected graph G is thorny if and only if it has at least one decomposition into subgraphs Gy, G,, ..., G
so the following conditions are fulfilled:

(1) all graphs G;, 1 <i < k, are cycles or paths,
(2) graph G is a union of the graphs Gy, G, .. ., Gy,
(3) forevery 2 <i < k, the union of graphs Gy, G, . .., Gj_1 intersects with G; only in a vertex or an edge.

As with the cacti, we can define thorny graphs as results of a sequence of three operations, starting from the K; graph:
addition of a new pendant vertex, attachment of a cycle to one of the vertices of the graph or attachment of a cycle to one of
the edges of the graph. Hence, every cactus is thorny and every thorny graph is planar and connected. Furthermore, it was
shown in [6] that outerplanar graphs form a subclass of thorny graphs. In the same paper, there was presented algorithm
that recognizes thorny graphs in 0(n®) time.

Since thorny graphs are 3-colorable [6], we know from inequalities (1) and (2) that if H is not bipartite then BBC, (G, H) =
2\ + 1. Furthermore, we obtain the following corollary from Theorem 1:

Corollary 10. If Gis a thorny graph and H is a connected bipartite subgraph of G then BBC,(G,H) <A +4. O
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Table 2
The complexity of backbone coloring problem: G—planar, T—spanning tree.
BBCy(G,T) <k BBC3(G,T) <k
k<2 O(1) | Theorem 3 k<3 0(1) Theorem 3
k= O(n) | Theorem 4 k=4 O(n) Theorem 4
k=4 O(n?) | Theorem 5 k=5 O(n?) | Theorem 5
5< k<6 | open k=6 NPC Theorem 6
k>7 O(1) | Theorem 9 7<k<8 | open
k>9 O(1) | Theorem 1,9
BBC,(G,T) <k BBC5(G,T) <k
k<4 O(1) | Theorem 3 k<5 0(1) Theorem 3
k=5 O(n) | Theorem 4 k=6 O(n) Theorem 4
k=6 O(n?) | Theorem 5 k=17 O(n?) | Theorem 5
7<k<8| NPC | Theorem 6 || 8< k<10 | NPC Theorem 6
k=9 open k>11 0(1) Theorem 1

k> 10 O(1) | Theorem 1

BBC,\(G,T) <k (A > 6)

E<A O(1) | Theorem 3
E=X+1 O(n) | Theorem 4
k=X+2 O(n?) | Theorem 5

A+3<k<A+5 | NPC | Theorem 6
k>\A+6 O(1) | Theorem 1
w3 W4y
U1 U2
v3
w1 U1 v Wa

Fig. 3. Thorny graph G with backbone H, BBG; (G, H) = A + 4.

This bound is tight, at least for A > 3. An example is given in Fig. 3. Suppose that this graph has a A-backbone coloring
¢ such that max c(V(G)) < A + 3. Then, by Lemma 2, the non-backbone triangle v,v,v5 is colored either with {1, 2, 3} or
{A 4+ 1, A+ 2, A + 3}. Without loss of generality we assume that the first possibility holds. Then, at least one of the vertices
u; will be assigned A + 3 as its color since all edges u;v; are in H. Hence, there would be a vertex w; such that for some v;
and uy, we will have w;v; € E(H), c(vj) = 3 and wiuy € E(G), c(ur) = A + 3. Therefore, such w; cannot be colored using any
color less than A + 4—a contradiction.

However, in case of cacti graphs we may tighten the upper bound:

Theorem 11. If G is a cactus and H is a connected bipartite spanning subgraph of G then BBC; (G, H) < A + 3. The bound is
tight.

Proof. We claim that we can find a A-backbone coloring using only colors from the set {1,2, A + 2, A + 3}. G can be
constructed from a single vertex using a sequence two operations: addition of a new pendant vertex or attachment of a
cycle to one of the vertices of the graph. A single vertex can be easily colored with 1. To complete the proof, it suffices to
show that, given a partial coloring, we can extend it without recoloring in both mentioned operations.

If we attach a pendant vertex v to a vertex u already colored with c(u), we may assign c(v) = A + 4 — c(u). If we attach
a pendant even cycle, we may assign colors A + 4 — c(u) and c(u) alternately to the vertices on the cycle, thus obtaining a
valid coloring.

The only remaining case is thus the attachment of an odd cycle to a vertex v. Notice that such cycle contains one edge
outside of H, since otherwise y (H) > 2. Let us denote this edge as uu,. Then, either both paths: from v to u; and from v to
u, have odd or even length. In the first case (left example in Fig. 4) we assign the colors A 4+ 4 — c(v) and c(v) alternately
along both paths without u; and color u; with A + 3 — c(v).

In the second case (right example in Fig. 4) it is possible that either v = 14 or v = u; (but not both since u; # u,). Hence,
we assign the colors A 4+ 4 — c(v) and c(v) along both paths and finally recolor an arbitrary u; = v with A + 3 — c(v).

Finally, the graph in Fig. 5 demonstrates that this bound cannot be improved, even if we restrict backbones to trees.
Suppose on the contrary that it has A-backbone coloring that uses colors 1, 2, ..., A + 2. Then, one of the vertices of the

Please cite this article in press as: R. Janczewski, K. Turowski, The computational complexity of the backbone coloring problem for planar graphs with
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A+3 1 1 A+3 A+3 1 A+3 9
1 1

At+3 ! L2 A+3 b oags L
(a) An example of odd paths. (b) An example of even paths.

Fig. 4. The attachment of an odd cycle to a vertex v.

Fig. 5. Cactus G with backbone H, BBC; (G, H) = A + 3.

internal triangle is colored with a color from the set {2, 3, ..., A+ 1}. But in this case, we cannot assign to the two uncolored
its neighbors different colors less than A + 3, which would satisfy the backbone coloring conditions. O

This result, together with Theorems 3-5, gives us a complete algorithm for finding an optimal coloring of a given cactus
G with connected spanning backbone H. Since cacti can be decomposed into the sequence of two operations: attachment of
a single vertex and attachment of a cycle (even or odd), starting from a single vertex in O(n?), the whole algorithm runs in
0(n®). In case of thorny graphs we obtain 1-absolute approximate algorithm by combining the results from Theorems 3-5
with Corollary 10.
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1. Introduction

Coloring problems have been one of main areas of in-
terest in graph theory since the middle of the 19th cen-
tury. Whenever real-world situations can be modeled by
graphs and one’s aim is to partition the set of objects into
pairwise disjoint subsets of non-conflicting objects, this
can be viewed as a graph coloring problem. For this reason,
graph coloring has found applications in many problems
such as job scheduling, wavelength assignment and fre-
quency assignment.

In [1], the backbone coloring problem was motivated
and introduced in the context of a general framework of
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graph coloring problems. In the graph model of the radio
network the vertices represent the transmitters, receivers
or base stations. Two adjacent vertices denote possible in-
terference between transmitters broadcasting on the same
or similar frequency channels. Given the definition of in-
terference, the requested level of interference and the no-
tion of similarity between frequency channels, the goal is
to find a coloring which minimizes the total frequency
band (the number of frequency channels) used in the net-
work.

A backbone coloring problem within the given frame-
work was also introduced and motivated in [1]. We dis-
tinguish a certain substructure of adjacent transmitters
(called the backbone) from the rest of the network as more
crucial for communication. It could, for example, model the
connections between cluster heads and the other sensors
in the same cluster of a sensor network [2] or hot spots
with very busy patterns of communication in a radio net-
work [3].
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Fig. 1. Optimal backbone coloring of Cp,41 with backbone Py;y1.

Formally, we define a A-backbone coloring of a graph
G and its spanning subgraph (backbone) H, where A > 2
is an integer, to be a function c:V(G) - N4 such that
c(u) # c(v) for each edge uv € E(G) and |c(u) —c(v)| > A
for each edge uv € E(H). The minimum number k for
which there exists a A-backbone coloring of graph G with
backbone H with maxc(V(G)) =k is called the backbone
chromatic number and denoted by BBC, (G, H).

In this paper, we study the backbone coloring problem
(given G with backbone H and integers k, A, is there a
A-backbone coloring of G with backbone H with maxi-
mum color not exceeding k?) for bounded-degree graphs
with connected backbones. This leads to a plausible inter-
pretation in terms of radio networks since typically radio
networks have rather low degree, but for every transmit-
ter there is at least one other transmitter within its close
range.

The remainder of the paper is organized as follows. In
Section 2 we give some preliminary results. Next, in Sec-
tions 3 and 4, we show that the backbone coloring prob-
lem is polynomially solvable for graphs with maximum
degree not exceeding 3. The last section contains proofs
of the facts that this problem is NP-complete for graphs
with fixed maximum degree >4 and for graphs with fixed
maximum degree >5 and backbones being trees.

2. Preliminaries

The following basic observation turns out to be very
useful for proving the properties of backbone coloring of
low-degree graphs:

Theorem 1. For any graph G with backbone H we have

(i) (x(H) = 1DA+1=<BBG,(G,H) < (x(G) —Dr+1,
(i) if x (G) = x (H) then BBC, (G, H) = (x(G) — DA + 1.

Proof.

(i) The first inequality was originally proved in [6]. The
second can be proved using the observation that for
any coloring of G that uses colors 1,2,..., x(G) we
may substitute color i with color (i —1)A + 1 and ob-
tain a A-backbone coloring of G with backbone H.

(ii) Trivial consequence of (i). O

From now on, we assume that G and H are fixed, con-
nected and H is a spanning subgraph of G. We will write
V instead of V(G) = V(H).

3. A(G) <2

The following result shows that backbone coloring of
graph G with A(G) <2 is easily solvable.

Theorem 2. Let A(G) < 2. Then

(i) if G has exactly one vertex then BBC, (G, H) =1,
(ii) if G is bipartite with at least 2 vertices then BBC, (G, H) =
A+1,
(iii) if G is an odd cycle and G # H then BBC,; (G, H) = A + 2,
(iv) if G is an odd cycle and G = H then BBC; (G, H) = 2A + 1.

Proof. Recall that in all cases we assume G is connected
and H is connected and spanning subgraph of G.

(i) Trivial.

(ii) This was proved in [4].

(iii) In this case G = Cyp4+1 and H = Py for some n. In
[4], it was shown that BBC, (G, H) < A + 1 is possible
only if G is bipartite. Therefore BBC, (G, H) > A + 2.
Fig. 1 shows how to color G with backbone H with
A + 2 colors (bold edges are in H).

(iv) Follows from Theorem 1(ii). O

4. A(G)=3

This case is still polynomial-time solvable but much
harder. Our algorithm, which finds optimal backbone col-
oring (and therefore computes BBC, (G, H)) works in two
steps. In the first step it computes an optimal coloring of
G and the chromatic numbers x (G) and x (H). In the sec-
ond, it applies one of the subalgorithms described in the
next three subsections (the one that matches the com-
puted values of x(G) and x(H)). The first step can be
done in O(n?) time since G and H are subcubic. The sub-
algorithms run in O (n?) time, so the whole process takes
0 (n?) time.

41 x(G) >4
According to Brooks’ theorem the only subcubic graph

with x (G) > 4 is the complete graph K4. In this case there
are six possible spanning subgraphs (up to isomorphism),
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(a) BBCy =3\ +1

(b) BBCy = 2\ + 2

220+ 2

(c) BBCy = A+3

AN A

(d) BBC) =2\ +1

(e) BBCy = A+ 2

(f) BBC) = A+3

Fig. 2. K4 with all possible connected spanning backbones.

all of which are listed in Fig. 2 (bold edges are in H). We
leave it to the reader to verify that the backbone chromatic
colorings shown in this figure are optimal.

The computational complexity of this procedure is
clearly 0(1).

42. x(G)=x(H)<3

Theorem 1(ii) gives BBC, (G, H) = (x (G) — 1)L + 1. The-
orem 1(i) also shows how to create an optimal backbone
coloring given an optimal vertex coloring of G. The whole
procedure takes O (n) time.

43. x(G)=3and x(H)=2

This is the hardest case. Before we formulate our al-
gorithm, we first establish some facts and introduce some
new notation. Recall that G \ H is the graph obtained from
G by removing all edges appearing in H.

Fact 3. G\ H is a collection of pairwise disjoint paths, cycles and
isolated vertices.

Let V/ C V be the set of all vertices v such that v has
exactly one neighbor in H. Let h: V' — V be the function
such that vh(v) is an edge in H.

Fact 4. If v belongs to any cyclein G\ H thenv € V'.

Fact 5. If u and v are adjacent in H then at most one of them
belongs to a cyclein G \ H.

Let R C V2 be the relation such that uRv if and only if
u and v belong to some (possibly different) odd cycles in
G\ H and h(u) and h(v) are connected by a path of odd
length in G \ H. R is well-defined due to Fact 4.

Theorem 6. For every u € V there is at most one v € V such
that uRv.

Proof. Suppose that there is u € V such that for some v1,
vy € V (vq{ # v2) both uRvy and uRv; hold. Therefore by
definition, the respective h(u) is connected to both h(vq)
and h(vy) in G\ H by paths of odd length. Additionally,
h(u) #h(v1) and h(u) # h(vy).

Suppose now that h(vy) # h(vy). If degg\y(h(u)) > 2
then u and h(u) are not connected with any other vertices
in H—a contradiction. If degg\y(h(u)) =0 then h(u) can-
not be connected to any other vertex in G\ H by a path of
odd length. Therefore degg\y (h(u)) = 1.

Since (by Fact 3) G \ H contains only isolated vertices,
paths and cycles, either h(vy) lies on a path connect-
ing h(u) with h(vq) or h(vq) lies on a path connecting
h(u) with h(vy). Without loss of generality, assume the
first possibility holds. Then degg\y (h(v2)) > 2 and v, with
h(v,) are not connected to any other vertices in H—a con-
tradiction. Therefore h(v1) = h(v3).

But then we know that degy (h(v1)) > 2, because h(vy)
is adjacent to both v; and vy—and vq # v;. Since h(u) #
h(v1), degg\y(h(v1)) > 1 also clearly follows. Therefore
degy(h(v1)) = 2 and degg\y(h(v1)) =1 and we notice
that vq, vy and h(vqy) form a component in H and this
component does not contain u. 0O
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Algorithm 1 Auxiliary algorithm (a part of our (A + 3)-col-
oring algorithm for subcubic graph G with connected, bi-
partite backbone H).

1: C < {C: Cis an odd cycle in G\ H}, A< @, B<¢

2: forall CeC do

3: f(C) <« VI[C]

4: while C # ¢ do

5:  Let Cp € C be a cycle with minimum value of |f(C)|

6: Let u be any vertex from f(Co)
7:
8:
9:

if there exists v such that uRv and v ¢ V[Co] then
Let C1 be an odd cycle in G \ H containing v
if C1 € C\ {Co} then
0: Remove v from f(Cq)
1 C <« C\{Co}, A< AU{u}, B« BU{h(u)}

—_

Now we are ready to formulate an auxiliary algorithm.
It takes a vertex from every odd cycle in G \ H and puts it
in a set A (see Algorithm 1 for details). Next, we will use
this set and the set B =h(A) to create a (A + 3)-backbone
coloring of G (see the proof of Theorem 17 for details). Fi-
nally, we verify if it is optimal (see comments after the
proof). The following facts state the properties of the aux-
iliary algorithm.

Fact 7. For any two odd cycles C # C’ in G \ H we have V[C] N
VIC'1=0.

Fact 8. f(C) C V[C] for every odd cycle C in G \ H during every
iteration of the algorithm.

Fact 9. For any two distinct odd cycles C, C' in G\ H, f(C) N
f(C") = @ during every iteration of the algorithm.

Fact 10. During every iteration of the algorithm exactly one odd
cycle from G \ H is removed from C.

Fact 11. During every iteration of the algorithm at most one set
f(C) is modified by removing exactly one vertex.

Lemma 12. During all iterations of the algorithm minc¢c | f (C)|
> 2 and there is at most one cycle C with | f (C)| = 2.

Proof. From the definition of f it follows that at the be-
ginning of the algorithm | f(C)| =|V[C]| > 3. Suppose that
after the i-th iteration of the algorithm mincec | f(C)] > 2
and there is at most one cycle C with [f(C)| = 2. Let
Co € C be the cycle such that |f(Cp)| is minimum. Then
clearly for any cycle C # Co we have |f(C)| > 3.

In (i + 1)-th iteration we always pick Cy as the cy-
cle with minimum |f(C)| and remove it from C. Due to
Fact 11 we know that after this iteration of the algorithm
the inequality |f(C)| > 3 holds for all C € C—or (if Lines
8-10 are executed) there is exactly one cycle C; from
which we removed exactly one vertex, so it satisfies the
inequality |f(Cy)|>2. O

Fact 13. The algorithm stops after processing all odd cycles from
G\ H.

Fact 14. After the termination of the algorithm, A contains ex-
actly one vertex from every odd cycle in G \ H.

Lemma 15. No two vertices from B are connected in G \ H by
an odd path.

Proof. Suppose to the contrary that h(u), h(v) are distinct
vertices from B connected by an odd path and let u, v
be their respective vertices from A. Without loss of gener-
ality we assume that u was added to A before v, during
some iteration of the algorithm. But then uRv, so v was
removed from its respective f(C) and therefore it could
not be added to A in any subsequent iteration. 0O

Lemma 16. (G \ H)[V \ Al is bipartite and there exists a bipar-
tition V. \ A = U1 U U, such that B C U;.

Proof. Since AN B =¢, we have B C V \ A. By Fact 14,
(G \ H)[V \ A] contains no odd cycles—therefore it is bi-
partite. Moreover, every v € B has degy (v) > 2 (otherwise
v and its respective vertex from A would be disconnected
from other vertices in H) so degg\y(v) < 1.

But then (by Lemma 15) every two vertices in B are
either endpoints of the same even path in G \ H or belong
to different connected components of G\ H. O

Theorem 17. BBC, (G, H) < A + 3.

Proof. By Lemma 16, (G\ H)[V \ A] is bipartite and we ob-
tain the bipartition of V \ A = U U U, such that B C Uj.
Since H is bipartite and connected we also obtain the
unique bipartition of vertices of H: V =V U V5.

If we color V; N Uy with color 1, V4 NU;, with color 2,
V, N Uy with color A +2 and V, N U; with color A + 3,
we obtain a backbone coloring of G[V \ A] with backbone
H[V \ A]: every color set is independent in G \ H and for
every edge in H the color difference is at least A.

If we now color the vertices from Vi N A (A is inde-
pendent in G by Fact 7 and Fact 14) using color 3 and the
vertices from V, N A using color A + 1, we obtain a back-
bone coloring of G with backbone H: every vertex v from
V1 N A belongs to an odd cycle in G \ H, so it is adjacent
in G\ H to exactly two vertices from V \ A—and they re-
ceive colors from the set {1, 2, . +2, A +3}. Moreover, v is
adjacent to exactly one vertex in H, but this vertex is—by
definition of sets A and B—always included in B, therefore
it is given the color A + 3. The argument for v € Vo, N A is
similar. O

The complexity of the auxiliary algorithm that con-
structs A and B depends on both a preprocessing phase
and the main loop. The first step—identification of all odd
cycles in G \ H can be done (e.g. using DFS) in O(n) time.

Since there are at most n such cycles, the algorithm ter-
minates after at most n iterations of the main loop. During
every iteration we check all values of |f(C)| for remaining
C € C, which takes up to O(n) time. All other steps: the
identification of vertex v (given Fact 5, we can find it us-
ing DFS) finding the respective C; and removal of v from
f(C1) can also be done in linear time. Since both stages of
the algorithm run in O(n?) time, the running time of the
whole auxiliary algorithm is also bounded by 0 (n?).
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= A

(a) Original graph G.

(b) Graph G’ with tree backbone T

Fig. 3. An example of a construction of the instance G’ with backbone T from a graph G.

It is known [7] that it can be decided whether BBC, (G, H) =

A+ 1 or BBC, (G, H) = A + 2 (and construct a suitable col-
oring if the answer is yes) in O (n?) time. The above proof
contains a description of an algorithm that, given A and B,
colors G with at most A +3 colors in O (n?) time. Therefore
we can construct an optimal coloring of G with backbone
H in 0(n?) time.

5. A(G) =4

In this section we prove NP-hardness of computation
of the backbone chromatic number for graphs with fixed
maximum degree at least 4 and any connected backbone.
Furthermore, if A > 4 then the computation of the back-
bone chromatic number for graphs with fixed maximum
degree at least 5 is also NP-hard even if we restrict the
backbones to be trees.

Theorem 18. For any fixed A > 4 the problem of verifying if
BBC; (G, G) < 2 + 1 is NP-complete for connected graphs G
with maximum degree A and any value A > 2.

Proof. This follows from Theorem 1 and the NP-complete-
ness of the problem of 3-coloring of graphs with fixed
maximum degree A(G) >4 [5]. O

Theorem 19. For any fixed A > 5 and A > 4 the problem of
verifying whether BBC, (G, T) < A + 3, where T is a spanning
tree of G, is NP-complete for connected graphs G with maximum
degree A.

Proof. We prove this theorem, as in the previous proof, us-
ing a reduction from the following NP-complete problem:
3-coloring of graphs with fixed maximum degree d > 4.
For any given G with maximum degree d we construct G’
by adding binary backbone tree T such that all vertices of
G are the leaves of this tree—and are on the same parity
level from root (as presented in Fig. 3). Clearly, the maxi-
mum degree of G’ is d + 1.

If there exists a 3-coloring of G then there also exists a
backbone (A + 3)-coloring of G’ with backbone T: we just
color the remaining vertices with color 1 if they are on
the same parity level of T as the vertices from G and with
color A + 3 otherwise.

If there exists a backbone (A + 3)-coloring of G’ with
backbone T then we know that only colors in the set {1,
2,3, A+1, A+ 2, A+ 3} are used, since every vertex is
incident to at least one backbone edge. Furthermore, all
vertices on even levels of T (descending from the root) ei-
ther get colors less than 4 or greater than A. Without loss
of generality assume that all vertices from G are on the
even levels of T and they are colored with 1, 2 or 3. But
from this it immediately follows that G is 3-colorable. O

The complexity status of problem for graphs with max-
imum degree 4 and connected bipartite backbone is still
open.
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Abstract

For a graph G with a given subgraph H, the backbone coloring is defined
as the mapping ¢ : V(G) — Nj such that |e(u) — ¢(v)| > 2 for each edge
{u,v} € E(H) and |c(u) —c(v)| > 1 for each edge {u,v} € E(G). The
backbone chromatic number BBC(G, H) is the smallest integer k such that
there exists a backbone coloring with max,cy () c(v) = k.

In this paper, we present the algorithm for the backbone coloring of split
graphs with matching backbone.

Keywords: backbone coloring, split graphs, matching.

2010 Mathematics Subject Classification: 05C15.

1. PRELIMINARIES

The backbone coloring problem, introduced by Broersma in [4], is an example of
the general framework of graph coloring problems. It is strongly related to the
frequency assignment problem: given transmitters (represented by the vertices
of a graph) and their adjacency (vertices are adjacent if transmitters are close
enough or strong enough), assign the frequency bands so that corresponding
transmitters keep interferences at a defined level, minimizing total frequency
span. Furthermore, we distinguish certain substructure of the network (called
the backbone) crucial for the communication and put additional restrictions on
the assignment. Possible applications of backbone coloring are described e.g. in
[4].

In this paper, we consider simple undirected graphs, i.e. graphs without loops
or multiple edges, and digraphs, i.e. graphs with directed edges. For a graph or

!This project has been partially supported by Narodowe Centrum Nauki under contract
DEC-2011/02/A/ST6,/00201.
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digraph G, let V(G) and E(G) denote its vertex set and edge set, respectively,
with cardinalities |V (G)| = n and |E(G)| = m. Graph G is a tree if and only if
it is simple, connected and m = n — 1. Graph G is unicyclic if and only if it is
simple, connected and m = n. Graph is a matching if and only if it is simple and
every its vertex is adjacent to at most one edge. We call the matching perfect
if and only if every vertex is adjacent to exactly one edge. The size of a largest
possible clique (complete subgraph K}) in an undirected graph G is called the
clique number of G and denoted by w(G).

The coloring of a graph (or a digraph) G is defined as a function ¢ : V(G) —
N4 such that |e(u) — ¢(v)| > 1 for each edge {u,v} € E(G) (or (u,v) € E(G) in
case of digraphs). The backbone coloring of a graph (or a digraph) G and the given
subgraph (subdigraph) H (called the backbone) of G, is a function ¢ : V(G) — Ny,
such that it is a coloring of G and the inequality |c(u) — ¢(v)| > 2 holds for each
edge {u,v} € E(H). The minimum number k for which there exists a coloring of
G with max,cy(g) c(v) = k is called the chromatic number x(G) of G. Similarly,
the backbone chromatic number BBC(G, H) is the smallest integer k such that
there exists a backbone coloring of G with backbone H and max,cy(g)c(v) =
k. The backbone coloring ¢ is optimal if max,cy () c(v) = BBC(G,H). We
straightforwardly obtain from these definitions that for every directed graph G
with backbone H and its respective underlying undirected graphs, G’ and H’,
the equation BBC(G,H) = BBC(G',H') holds. Throughout this paper, we
assume that the subgraph (subdigraph) H is spanning, i.e., V(G) = V(H), and
for notational simplicity we use the abbreviation ,,(G, H)” instead of ,,graph G
with backbone H”.

In this paper we focus on split graphs introduced by Hammer and Foldes in
[1]. A split graph is a simple graph whose vertex set can be partitioned into two
sets: those of a clique C' and an independent set I. Split graphs are perfect, thus
satisfying the equation x(G) = w(G). In this paper we consider split graphs with
X(G) > 3, as other split graphs are empty or bipartite and thus easily colorable
[3].

The remainder of the paper is organized as follows: we begin our considera-
tions with an algorithm that produces the value of BBC(K,,,G), where K, is a
complete graph of order n and G is a tree or unicyclic graph. Next, we study the
backbone coloring of split graphs with perfect matching backbones and |C| = |I].
Finally, we obtain a polynomial algorithm that computes BBC(G, M) for any
split graph G and any matching backbone M.

2. BACKBONE COLORING OF COMPLETE GRAPHS WITH TREE OR
UNICYCLIC BACKBONES

Lemma 1. Let G be a graph of order n and G’ be a graph obtained from G by
attaching a pendant vertex. If BBC(K,,G) = n, then BBC(Kp41,G') =n+ 1.
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Proof. Let ¢ be the optimal coloring of (K,,G) and v be the vertex added to
graph G to obtain G’. Since v is a pendant vertex, it has only one adjacent vertex
ue V(G).

If ¢(u) < n—1, then we extend ¢ by assigning c¢(v) <— n+1. The color assigned
to v does not appear elsewhere in the coloring and ¢(v) —c(u) >n+1—-n=1,
therefore |c(v) — c¢(u)] > 2 and extended c¢ is a feasible backbone coloring of
(Knt1,G).

Otherwise, c(u) > n. Since BBC(K,,,G) = n, we know that c(u) = n. By
assumption, since the mapping c is injective in {1,2,...,n}, there exists a vertex
w € V(G) such that ¢(w) =n — 1. Let us define a function ¢’ : V(G') — N.:

n—1 ifz=w,
n if x = w,
d(z) = .

n+1 ifx=nu,

clx) ifzeV(GQ)—{u,v,w}.

It is easy to see that the mapping ¢’ is injective. By definition, |¢/(v) — ' (u)| = 2,
d(u) — d(z) > c(u) — ¢(x) > 2 for every edge {u,z} € E(G') and ¢ (w) — ¢ (z) >
c(u) — c(z) > 2 for every edge {u,w} € E(G’). Finally, it suffices to note that
|d(z) — d(y)| = |e(x) — ¢(y)| > 2 for every other edge {z,y} € E(G’). Since
the inequality |¢/(z) — ¢(y)| > 2 holds for every edge {z,y} € E(G’) and ¢ is
injective, ¢’ is a backbone coloring of (K,11,G"). |

Lemma 2. For anyn>5, if Cy, is a Hamiltonian cycle in K,,, then BBC(K,, Cy,)

=n.
Proof. If n is even, we color vertices on cycle sequentially with 1,3,5,...,n —
1,2,4,...,n. If nisodd, we use colors 1, 3,5,...,n,2,4,...,n—1. In any case, the

mapping is injective and for every edge of the cycle the color difference between
endpoints is at least 2, so BBC(K,,C,) < n. But on the other hand, for any
graph G, BBC(K,,G) > x(K,) = n, which completes the proof. |

A Hamiltonian path is a path in a graph that visits each vertex exactly once. If a
graph G contains a Hamiltonian path, then we call G a semihamiltonian graph.
Graph G is a complement of a graph G if and only if V(G) = V(G) and for every

pair of vertices u,v € V(G) it holds uv € E(G) if and only if uv ¢ E(G).

It can be shown that coloring of (K, G) using colors {1,2,...,n} is equiva-
lent to the semihamiltonicity of the complement of a graph G. Indeed, suppose
we have an optimal coloring of (K, G) with colors {1,2,...,n}, then the vertex

with color 1 is not connected in G to the vertex with color 2 (as it would violate
the backbone condition), the vertex with color 2 is not connected to the vertex
with color 3 and so on—therefore these vertices are connected in G. However, if
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we know that the graph G is semihamiltonian, then by assigning to the vertices
along the Hamiltonian path colors 1,2,3,... we obtain the solution for (K,,G),
as every two vertices received distinct colors and every two vertices which received
consecutive colors are adjacent in G, therefore cannot be adjacent in G.

The problem of semihamiltonicity of a graph G is shown in [5] to be NP-
complete in general case, but it can be solved in polynomial time for sparse
graphs, therefore:

Theorem 3. For every connected graph G of order n > 5 and with m < n edges,

n+1 if G contains a spanning star as a subgraph,

n otherwise.

BBC(K,,G) = {

Proof. First, we note that any connected graph with m < n edges is either a
tree or an unicyclic graph.

If G contains a spanning star as a subgraph, then it does not exists any
backbone coloring function for (K,,G) to {1,2,...,n}, because color of the root
of the star must differ from colors of all leaves by at least 2. But since m < n
and the spanning star has exactly n — 1 edges, G has at most one edge outside
the spanning star. Therefore we may assign color n + 1 to the root of the star
and (if m = n) assign colors 1 and n — 1 > 4 to the endpoints of the edge not
included in the spanning star. Finally, we assign all unused colors less than n to
all uncolored vertices and obtain the backbone coloring ¢ of (K, G).

If G is a tree non-isomorphic to a spanning star, it has an induced path P;
as a subgraph. But BBC(Ky, Py) = 4 and we may color G starting from the
optimal coloring of P4 and color the rest of the vertices using DFS ordering from
an arbitrary vertex of Py and applying Lemma 1 to each step.

(a) Bull graph (b) Paw graph (c) Banner graph

Figure 1. Minimum optimally labeled supergraphs of C'5 and Cj.

In all other cases, G is unicyclic. If it contains a cycle Cy of length k > 5, then
BBC(Kj, Cy) = k due to Lemma 2. Otherwise, there is either C3 or Cy subgraph
of G. But then we attach pendant vertices to this cycle until we obtain subgraph
C’ of G on 5 vertices (all possibilities are presented in Figure 1). It turns out that
in each case BBC(Kj5,C’) = 5. Finally, as in previous case, we extend the partial
coloring to the whole graph G using DFS ordering from an arbitrary vertex of
the colored part of the graph and applying Lemma 1. [
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The proof of Theorem 3 yields an algorithm for backbone coloring of (K, G). All
operations: checking the existence of a spanning star, finding a cycle in a graph
and ordering the vertices using e.g. DFS from one of the previously colored
vertices can be implemented in O(m + n) time and labeling each vertex can be
implemented in O(1). Therefore, since m < n, this algorithm runs in O(m+n) =
O(n) time.

We can extend Theorem 3 to forests by using the following lemma.

Lemma 4. Let Gy (of order ny) and G (of order ng) be graphs non-isomorphic
both to C3, and let ¢; and cy be the optimal backbone colorings of (K,,,G1) and
(Kn,y, Ga), respectively. If BBC(K,,,G1) <ni+1 and BBC(K,,,G2) <na+1,
then BBC(Kp,+n,, G1 UG2) < nj + na.

Proof. Since we have n; < BBC(K,,,G1) <ni+1and ny < BBC(K,,,G2) <
ng + 1, we split the proof into the following possible cases:

Case 1. [BBC(K,,,G1) = n1 and BBC(K,,,G2) = ng]. In this case we
define c¢(v) = ci(v) if v € V(G1) and c(v) = c2(v) +ny if v € V(G2). The
coloring function c¢ is injective, for every {u,v} € E(G1) U E(G2) the inequality
le(u) — ¢(v)| > 2 holds and BBC(Kp,4n,, G1 UG2) < nj + na.

Case 2. [BBC(K,,,G1) = n1 + 1 and BBC(K,,,G2) = na.] In this case
there exists color k, 2 < k < nq, such that for each vertex v € V(G1), ¢1(v) # k.
Let us define:

c1(v) if v e V(G1) and ¢1(v) < k,
cv) =< k+ev)—1 ifveV(G),
nag+ci(v) —1 ifveV(Gy) and ¢1(v) > k.

All backbone constraints of G; and G9 are preserved, therefore it suffices to
show that ¢ is an injective function. If u € Vi, v € Vo and ¢1(u) < k, then
clu) =c1(u) <k <k+c(v)—1=c). ffueV,veVyand ¢1(u) > k,
then c¢(u) = ng +c1(u) =1 > na +k > c2(v) — 1+ k = ¢(v). Otherwise,
u,v € Vi or u,v € Va. Clearly c¢(u) # c(v) also holds, hence ¢ is a backbone
coloring function using exactly n; + ng = n colors. The same argument applies
to the case BBC(K,,,G1) = n1 and BBC(K,,,G2) = n2 + 1. In both cases,
BBC(Kn1+n2, G U GQ) < ny + no.

Case 3. [BBC(Ky,,G1) = n1 + 1 and BBC(K,,,G2) = n2 + 1.] We know
that there exist colors k1 and ko, 2 < k1 < nq, 2 < ko < ng, such that for each
vertex v € V(G1), c1(v) # k1 and for each vertex v € V(G3), ca(v) # k2. Let us
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define:
c1(v) if ve V(G1) and ¢;1(v) < ki,
ki +co(v) —1 if v € V(Gsy) and c2(v) < ko,
(G1) (v)
)

c(v) =
(v) ko +ci1(v) —2 ifv e V(Gy) and ¢1(v) > ky,

ny+c2(v) —1 if v € V(Gz) and ca(v) > ko.

As in the previous case, all backbone constraints of G; and Go are preserved,
therefore it suffices to show that ¢ is an injective function. If u € V1, v € V5 and
c1(u) < ki, then c(u) = c1(u) < k1 < k1 +c2(v) —1<c¢(v). TuelV,vel
and c1(u) > ki, then we have either ca(v) < ko, hence c(u) = ka + ¢1(u) — 2 >
ko + k1 —2> ki + c2(v) — 1 =c(v), or ca(v) > kg, thus c(u) = ko + c1(u) — 2 <
ky +n1—1<ng+ca(v) —1=c(v).

Finally, the remaining cases are u,v € Vi or u,v € Va. Clearly, c(u) # c(v)
also holds, so ¢ is a backbone coloring function using exactly ni + no colors.
Therefore BBC(Kp,+ny, G1 U G2) < nj + na. ]

Theorem 5. Let G be a graph of order n > 5. If for each connected component
G of G the inequality |E(G")| < |V(G")| holds, then

BBC(Kn, G) = {n +1 if G contains a spanning star as a subgraph,

n otherwise.

Proof. 1If G is connected, the formula is straightforward from Theorem 3. Oth-
erwise, we color separately all non-C'3 connected components of G using Theo-
rem 3 and we proceed by induction using Lemma 4. Therefore, for all discon-
nected graphs G of order n without connected components Cs we proved that
BBC(K,,G) =n.

If G contains t > 2 connected components C'3, then we number all triangles
with 1,2,...,¢ and construct the backbone coloring ¢ by assigning to the i-th Cs
colors {i,7+t,i+2t}. Such a coloring can be merged with any number of non-C
connected components of G using Lemma 4.

To complete the proof it suffices to show the solution for G with exactly one
triangle. Then, we obtain the optimal backbone coloring ¢ of (K,_3,G \ C3)
(nonempty, since n > 5) by combining Theorem 3 and Lemma 4. If there exists
a color k, 2 < k < n — 3, such that for each vertex v € V(G \ C3), c(v) # k, then
we define a new backbone coloring ¢ as the assignment of colors {1,k + 1,n} to
C3 and ¢ (v) = ¢(v) + 1 for all other vertices of the graph. Clearly, all colors are
distinct and for any backbone edge ¢’ guarantees a sufficient span, based on the
fact that ¢ does.

Otherwise, BBC(K,,—3,G \ C3) = n — 3. In this case, we assign the colors
{1,3,n} to C5. We set /(v) = 2 for each vertex v with ¢(v) = 1 and ¢/(v) =
c(v) + 2 for all other vertices v(for which 2 < ¢(v) < n—3). Clearly, the resulting



OPTIMAL BACKBONE COLORING OF SPLIT GRAPHS ... 163

coloring is injective and uses only only colors from the set {1,2,...,n}. Moreover,
the backbone conditions for C5 and G \ C5 remain satisfied, therefore ¢/(v) is a
backbone coloring. [

3. BACKBONE COLORING OF SPLIT GRAPHS WITH MATCHING BACKBONES

Before we present the results in this section, we introduce useful concepts of
conflict digraph, quasiforest and underlying undirected graph.

Digraph G’ is a conflict digraph of (G, M) if and only if the following condi-
tions are satisfied:

1. V(G') = {w1,wa,...,wi} (where k = w(Q)),
2. BE(G') = {(ws,w;) : {us,vj} ¢ E(G),1 <1i,j <k}

Note that G’ contains no loops since {u;,v;} € E(M) C E(G). Each edge of the
conflict digraph represents the following condition: if ¢(v;) = ¢(u;) in a backbone
coloring of (G, M) using k colors, then |c(v;) — ¢(vj)| > 2.

Digraph G is a quasiforest if and only if every its vertex is incident to exactly
one outgoing edge. For every digraph G we define a (simple) underlying undirected
graph obtained by replacing all directed edges of G with undirected edges. If G’
is an underlying undirected graph of a quasiforest G, then it follows that G is a
union of trees and unicyclic graphs.

From now on, we assume that G is a split graph with vertex set partitioned
into a maximal clique C (of size k = x(G) = w(G)) and an independent set 1.
We begin with a simple observation: if a split graph G with the given matching
backbone M satisfies the equality BBC(G, M) = k, then for each vertex u € I
there exists exactly one vertex v € C such that c(u) = ¢(v).

Theorem 6 [2]. Every complete graph of order n > 3 with a matching backbone
can be colored using n colors.

Theorem 7. For every split graph G with the given matching backbone M there
exists a backbone (k + 1)—coloring and it can be computed in polynomial time.

Proof. If k = 2 then G is bipartite and if we color the bipartition using 1 and 3
we obtain a backbone (k + 1)—coloring. Therefore, the case k > 3 remains.

If there is an edge uv € E(M) such that u,v € C, we assign c(u) = k,
¢(v) = k—2. Next, we use Theorem 6 to color the complete graph with matching
backbone, induced by C'\ {u, v}, using colors 1,2,...,k — 3,k — 1. Finally, we
assign to all vertices from I color k + 1 (not used in the clique). All backbone
conditions between the clique and the independent set are satisfied since for any
xy € E(M) with z € I, y € C we have ¢(z) —c(y) > k+1—-k+1=2.
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Otherwise, we pick an arbitrary edge uwv € E(M) (we know that u € I, v € C)
and any vertex w € C such that uw ¢ E(G). The rest of the proof is similar
as before: we assign c(u) = c(w) = k — 2, ¢(v) = k, all vertices from C'\ {v,w}
get (different) colors 1,2,...,k — 3,k — 1 and all vertices from I \ {u} get color
k+ 1 (not used in the clique). All backbone conditions between the clique and
the independent set are satisfied since for any xy € E(M) with z € I'\{u},y € C
we have ¢(z) —c(y) > k+1—k+1 = 2 and for wv € E(M) clearly c¢(u) —c(v) = 2.

|

3.1. Basic case: |C| = |I| and perfect matching backbone

In this section we restrict our considerations only to the split graphs with match-
ing backbones which satisfy the following requirements: |C| = |I| = k and back-
bone matching M is perfect. It follows that every vertex in I is adjacent to
exactly one other vertex in the backbone (and its neighbor is in C'). But since
|C| = |I], there can be no backbone edges in the clique.

Let us denote the vertices of C as wvi,vs,...,v; and the vertices of I as
Uy, u2, ..., ug such that E(M) = {{u;,v;} : 1 <i < k}.

The following theorem establishes the relation between backbone coloring of
(G, M), conflict digraphs, quasiforests and backbone coloring of complete graphs
with sparse backbones.

Theorem 8. BBC(G,M) = BBC(Ky, F') for the underlying undirected graph
F' of some spanning quasiforest subdigraph F of the conflict digraph D of G.

Proof. Suppose c is an optimal backbone coloring function for (G, M). Then
let E(F) = {(wi,w;) : c(u;) = c(vj)}. Of course, F' is a spanning quasiforest
subdigraph of D since every u; get the same color as exactly one vertex from C.
The function f(w;) = ¢(v;) for w; € V(F') is a backbone coloring of (Kj, F")
since:

o f(w;) # f(w;) for each i # j, because C' is a clique and ¢(v;) # ¢(v;),

o 1F(wn) = F(w))] = le(vs) — c(vy)] = le(vi) — e(u)| = 2 for each {wy,w;} €

E(F").

The proof in the other direction is straightforward: given conflict graph D, quasi-
forest F' and optimal backbone coloring f of (K, F'), let s(w) be the end vertex
of an edge of the quasiforest F', which starts in w. Then, we assign c¢(v;) = f(w;)
for v; € C and c(u;) = f(s(w;)) for u; € I. |

Theorem 9. Let k > 5, F be a spanning quasiforest subdigraph of conflict
digraph D of G, and let F' be the underlying undirected graph of F. Then,
BBC(Ky, F') = k unless F' contains a spanning star as a subgraph.

Proof. The underlying graph of a quasiforest is a collection of vertex-disjoint
trees and unicyclic graphs so the proof follows directly from Theorem 3. [
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Unfortunately, the number of spanning quasiforests can be exponential in the size
of D. But if & > 5 we can check whether a suitable quasiforest exists starting
from an arbitrary one using Algorithm 1. By an 3-allowed edge we denote an
edge (w;,w;) € E(D)\ E(F), which—substituted for the edge outgoing from
w; in F—turns Cs-free underlying undirected graph of a quasiforest into the
one with an induced Cs as a subgraph. Similarly, an 4-allowed edge is an edge
(wi, wj) € E(D)\ E(F), which—substituted for the edge outgoing from w; in F'—
turns (Py, bull, paw, banner)-free underlying undirected graph of a quasiforest
into the one with an induced Py or one of the graphs in Figure 1 as a subgraph.
The underlying undirected graph of a quasiforest on n > 5 vertices is a
collection of vertex-disjoint trees and unicyclic graphs, therefore:
e it is isomorphic to a star if and only if it is connected and it does not contain
Cs or Py as an induced subgraph,
e it is isomorphic to a star with an additional edge if and only if it is connected
and it contains C'3, but not P, or one of the graphs in Figure 1 as an induced
subgraph.

Algorithm 1 The optimal coloring algorithm for the basic case (G, M)

1: Create conflict digraph D and empty F' on vertices wy, wo, ..., Wk
2: if £ < 5 then
3:  return the best coloring of (G, M) using Theorem 8 for all quasiforests

4: for all w;, 1 <i<kdo

5. if outdeg(w;) > 0 then

6: Add an arbitrary outgoing edge of w; to F

7. if F is isomorphic to a star then

8:  if exists (3 or 4)-allowed edge (w;,w;) € E(D)\ E(F') then
9: Substitute in F' edge outgoing from w; with (w;, w;)

10: else

11: return (k + 1)-coloring of (G, M) using Theorem 7

12: if F’ is isomorphic to a star with an additional edge then
13 if exists 4-allowed edge (w;,w;) € E(D) \ E(F) then

14: Substitute in F' edge outgoing from w; with (w;, w;)
15:  else
16: return (k + 1)-coloring of (G, M) using Theorem 7

17: Color F’ with k colors using Theorem 5
18: return k-coloring of (G, M) using coloring of F’ and Theorem 8

Theorem 10. If k < 5, Algorithm 1 returns the optimal coloring of (G, M). In
all other cases, if there exists an underlying undirected graph F' of any spanning
quasiforest subdigraph F' of a conflict graph of order k that BBC(G, M) = k, then
Algorithm 1 returns a backbone k-coloring of (G, M). Otherwise, BBC(G, M) =
k+ 1 and Algorithm 1 returns a backbone (k + 1)-coloring of (G, M).
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Proof. If k < 5, there are O(1) of quasiforests so we can generate, color them
optimally and find the one with the lowest BBC(Ky, F”) all in O(1) time.

If the algorithm returns a backbone k-coloring, the final F” is not isomorphic
to a star or a star with an additional edge (due to the allowed edge definitions).
Therefore it does not contains a spanning star as a subgraph so BBC(Ky, F') = k
from Theorem 5 and the algorithm returns optimal backbone coloring.

If the algorithm returns backbone (k + 1)-coloring of (G, M), both the initial
and final F’ are isomorphic to a star or a star with an additional edge.

If the quasiforest is isomorphic to a star, it has three distinguishable types of
vertices: A—the root of the star (with ingoing edges from all other vertices and
one outgoing edge), B—the non-root vertex with one ingoing edge from the root
(and one outgoing edge to the root) and L—all other vertices (no ingoing edges,
just one outgoing edge to the root). All edges from BU L to A and from A to B
are already included in the quasiforest F'. All other edges of E(D) \ E(F) may
change the quasiforest in a following way (shown in Figure 2).

Do o

a) Original quasitree )B— L )L — B )L— L

Figure 2. (3 or 4)-allowed edge possibilities for a star.

If there exists an edge from A to L, then an underlying undirected graph of a
quasiforest obtained by removing an edge from A to B and replacing it by an
edge from A to L is still isomorphic to a star, so the edge is not a (3 or 4)-allowed
edge (by definition).

If there exists an edge from L to B, then an underlying undirected graph
of a quasiforest obtained by removing an edge from L to A and replacing it by
an edge from L to B is isomorphic to a star with an additional edge—so it is a
3-allowed edge (an example is presented in second picture in Figure 2).

For any other edge, a quasiforest obtained by replacing respective outgoing
edge from F' with a new edge has an induced a P, path so it is 4-allowed edge—the
only two possible cases are presented in third and fourth picture in Figure 2.

If we cannot find a (3 or 4)-allowed edge while the quasiforest is isomorphic
to a star, all edges from E (D) \ E(F) are restricted to edges from A to L. But
then the underlying undirected graph of any quasiforest F' is isomorphic to a star
and, due to Theorem 5, no (K, F’) (and its respective (G, M)) admits backbone
coloring with colors no greater than k.
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If the quasiforest is isomorphic to a star with an additional edge, we distinguish
four types of vertices: A—the root of the star (with ingoing edges from all but one
other vertices and one outgoing edge), B—the non-root vertex with one ingoing
edge from the root and outgoing edge to a non-root vertex, C—the non-root
vertex with one ingoing edge from a non-root vertex and outgoing edge to the
root, and L—all other vertices (no ingoing edges, just one outgoing edge to the
root). All edges from C U L to A, from A to B and from B to C are already
included in the quasiforest F'. All other edges of E(D) \ E(F) may change the
quasiforest in a following way (shown in Figure 3).

(a) Original quasitree (b)) A—=C (c) A= L (d)C— B

Figure 3. 4-allowed edge possibilities for a star with an additional edge.

If there exists an edge from B to L, then an underlying undirected graph of a
quasiforest obtained by removing an edge from B to C and replacing it by an
edge from B to L is isomorphic to a star with an additional edge, so the edge is
not a 4-allowed edge (by definition).

If there exists an edge from B to A, then an underlying undirected graph of
a quasiforest obtained by removing an edge from B to C' and replacing it by an
edge from B to A is isomorphic to a star, so the edge is noa 4-allowed edge (by
definition).

For any other edge, a quasiforest obtained by replacing respective outgoing
edge from F' with a new edge has an induced P path or one of the graphs listed
in Figure 1 (seven possible subcases are presented in Figure 3), therefore it is a
4-allowed edge.

If we cannot find a 4-allowed edge while the quasiforest is isomorphic to a
star with an additional edge, all edges from E(D) \ E(F) are restricted to edges
from B to AU L. But then the underlying undirected graph of any quasiforest F’
is isomorphic to a star or to a star with an additional edge and, due to Theorem
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5, no (K, F') (and its respective (G, M)) admits backbone coloring with colors
no greater than k.

In both cases, BBC(G, M) > k so the backbone (k + 1)-coloring of (G, M)
is guaranteed to be optimal. [

Theorem 11. For every split graph G of order 2k with maximal clique C' and
an independent set I both of size k and the given perfect matching backbone M
with no backbone edges in the clique, BBC(G, M) can be computed in polynomial
time.

Proof. This result directly follows from Theorem 10.

The Algorithm 1 can be divided into several stages with polynomial running
time of every stage:

e construction of the conflict graph requires checking all pairs {v;,u;} €

E(G), which can be done in O(k?) time,

e choosing the initial quasiforest F—O(k) operations,

e checking and updating F using Algorithm 1-—O(k?) operations,

e coloring the original graph G using the coloring of F'—O(k) operations.

|

3.2. Beyond the basic case

Now we can expand our analysis to the polynomial-time algorithm for arbitrary
split graphs with the given matching backbone.

Theorem 12. For every split graph G with the given matching backbone M,
BBC(G, M) can be computed in polynomial time.

Proof. There are possible types of vertices, which do not appear in Theorem 11:
vertices not included in the backbone matching M and pairs of vertices from C
connected with a backbone edge.

Interestingly, it turns out that if G contains in I only vertices incident to a
backbone edge, we can also obtain the optimal solution by including all vertices
from C' in the conflict graph, e.g., adding its respective vertices w; to the conflict
graph D. If v; is not incident to any edge of M, w; will have no outgoing edges in
D, but it will still receive unique color in the optimal coloring. If it is connected
with some v; in M, we can add new vertices w;, w; to the conflict graph with
two directed edges between them. Because outdeg(w;) = outdeg(w;) = 1, these
edges will be always included in F so they guarantee that |c(v;) — c¢(v;)| > 2 and
that these colors are unique in the optimal coloring.

The rest of the proof is exactly the same as for the proof of Theorem 10
except that some original cases may be impossible, e.g. if G' contains a backbone
edge with both endpoints in C, then the underlying undirected graph of any
quasiforest of a conflict graph cannot be isomorphic to a star.



OPTIMAL BACKBONE COLORING OF SPLIT GRAPHS ... 169

Therefore, the whole algorithm would first find the bipartition into a maximal
clique C and an independent set I. In the next step, it would find the vertices
from I non-incident to the backbone edges and remove them from the graph.
Then, we execute Algorithm 1 on the remaining part of (G, M); we obtain its
optimal backbone coloring. Finally, we would restore all unmatched vertices from
I and note that for each uncolored vertex u € I there is a vertex v € C such that
{u,v} ¢ E(G), otherwise u would be in C. Therefore we extend the coloring by
assigning to u the color ¢(v) of its respective non-adjacent vertex.

Since all steps can be implemented to run in polynomial time, the whole
algorithm is also polynomial-time. [
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