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Wykaz wazniejszych symboli i
oznaczen

Symbole matematyczne:

A, B, C, ... - macierze

a, b, c, ... - wektory kolumnowe

I - macierz jednostkowa

A, «, - macierz zawierajace m wierszy i n kolumn

AT - transpozycja macierzy A

a;; - element macierzy A, znajdujacy si¢ w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
a; - element wektora a, znajdujacy si¢ w i-tym wierszu
()T - transpozycja macierzy lub wektora

(1)~T - transpozycja odwrotnoéci macierzy

(*) - sprzezenie macierzy lub wektora zespolonego

A - warto$¢ wlasna macierzy

[| - || - norma

[| - ||2 - norma euklidesowa

| - | - wartosé bezwzgledna

Symbole wielkosci fizycznych oraz stale matematyczne:
E - wektor natezenia pola elektrycznego

H - wektor natezenia pola magnetycznego

ko - liczba falowa

c = 299792458 [m/s] - predkosci §wiatta w prézni

pi = 3,1415926535 - liczba Pi

¢ - przenikalno$¢ elektryczna

1 - przenikalno$¢ magnetyczna

Symbole uzyte w opisie metody elementéw skonczonych:
N - wektorowe funkcje bazowe

W - wektorowe funkcje wagowe

Naofs - liczba stopni swobody

K - liczba funkcji bazowych

Q) - objetos¢ dziedziny obliczeniowej

V' - objetos¢ czworoscianu

R - rzad kwadratury Gaussa

Q@ - liczba punktéw kwadratury Gaussa

A - wspotrzedna w uktadzie simpleksowym
f - czestotliwosé

fow - pasmo czestotliwosci
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fm - liczba czestotliwo$ci w pasmie

for - indeks czestotliwosci w pasmie

S(© _ lokalna macierz sztywnosci

T - Jokalna macierz bezwladnosci

SE - grupa lokalnych macierzy elementéw sztywnosci
TE - grupa lokalnych macierzy elementéow bezwltadnos$ci
S - globalna macierz sztywnosci

T - globalna macierz bezwladnosci

Skroty:

ALU - jednostka arytmetyczno-logiczna (ang. Arithmetic Logic Unit)

CEM - elektrodynamika obliczeniowa (ang. Computational Electromagnetics)

CG - metoda gradientéow sprzezonych (ang. Conjugate Gradient)

COO - format przechowywania macierzy rzadkiej w postaci wektoréw: wartosci nieze-
rowych, indekséw kolumn i indekséw wierszy (ang. Coordinate format)

CRS - format przechowywania macierzy rzadkiej w porzadku wierszowym w postaci
wektoréw: wartosci niezerowych, indekséw kolumn i skompresowanego wektora indek-
séw wierszy (ang. Compressed Row Storage)

CPU - procesor centralny (ang. Central Processing Unit)

CUDA - softwarowa i hardwarowa architektura dedykowana obliczeniom na GPU (ang.
Compute Unified Device Architecture)

DG-TD - nieciagta metoda Galerkina w dziedzinie czasu (ang. Discontinuous Galerkin
Time Domain)

DOF - stopienr swobody (ang. Degree of Freedom)

DtoD - przestanie danych z pamieci GPU (Device) do pamieci innego GPU (ang. De-
vice to Device)

DtoH - przestanie danych z pamieci GPU (Device) do pamieci CPU (ang. Device to
Host)

FDTD - metoda réznic skonczonych w dziedzinie czasu (ang. Finite Difference Time
Domain)

FDFD - metoda réznic skonczonych w dziedzinie czestotliwoscei (ang. Finite Difference
Frequency Domain)

FLOPS - liczba operacji zmiennoprzecinkowych wykonanych w czasie jednej sekundy
(ang. Floating point Operations Per Second)

FSMA - algorytm szybkiego dodawania macierzy rzadkich (ang. Fast Sparse Matrix
Addition)

GPGPU - aplikacje ogdlnego zastosowania, dla ktoérych wykorzystuje sie akceleratorze
graficzne celem skrécenia czasu wykonania obliczen (ang. General-Purpose computing
on Graphics Processor Units)

GPU - procesor graficzny (ang. Graphics Processing Unit)

HtoD - przestanie danych z pamieci pamieci CPU do GPU (Device) (ang. Host to
Device)

MES - metoda elementéw skonczonych (ang. Finite Element Method, FEM)

MOM - metoda momentéw (ang. Method of Moments)

NI - catkowanie numeryczne (ang. Numerical Integration)

PDE - czastkowe réwnania rézniczkowe (ang. Partial Differential Equations)

SpMV, matvec - operacja mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor (ang. Sparse Ma-
trix Vector multiplication)



Rozdziatl 1

Wprowadzenie

Duza doktadnos$¢ w procesie projektowania ztozonych uktadéw mikrofalowych wykorzy-
stywanych w komunikacji bezprzewodowej (np. anteny, filtry, sprzegacze) mozna uzy-
ska¢ wykorzystujac symulatory elektromagnetyczne do obliczenia odpowiedzi uktadu.
Symulatory elektromagnetyczne to programy komputerowe, ktore wykorzystuja metody
elektrodynamiki obliczeniowej (ang. Computational electromagnetics, CEM) do rozwia-
zania droga numeryczna réwnan Maxwella (tzw. symulacja petnofalowa). Wér6d metod
CEM do najpopularniejszych zaliczy¢ mozna metody réznicowe w dziedzinie czasu (ang.
Finite Difference Time Domain, FDTD) i czestotliwosci (ang. Finite Difference Frequ-
ency Domain, FDFD), metode momentéw (ang. Method of Moments, MOM), metode
elementéw skoriczonych (ang. Finite Element Method, FEM, MES!) [TL2].

Metody CEM wykorzystujace bezposrednia dyskretyzacje eliptycznych réwnan réz-
niczkowych czastkowych otrzymywanych z réwnan Maxwella (np. FDFD oraz MES)
prowadza do generacji uktadéw réwnan liniowych o wielu milionach niewiadomych,
ktérych rozwiazanie wymaga duzych zasobéw pamieciowych i obliczeniowych. Uktad
rownan liniowych mozna zapisa¢ w formie macierzowej, z macierzg wspotczynnikow,
ktéra co prawda jest duzych rozmiaréw lecz zawiera niewiele elementéw niezerowych?.
Niestety dla typowej stacji roboczej barierg sa obecnie problemy z macierza rzadka
rzedu kilku milionow zmiennych, gdyz bezposrednie rozwigzanie takich uktadow wy-
maga wykonania zbyt kosztownej czasowo i pamigciowo jak na obecny stan techniki
faktoryzacji symbolicznej i numerycznej. Zapotrzebowanie na pamie¢ podczas faktory-
zacji jest wielokrotnie wieksze niz rozmiar pamieci potrzebny na przechowanie rzadkiej
macierzy wspolczynnikow. Alternatyws dla bezposrednich metod rozwigzywania ukta-
dow réwnan jest iteracyjne rozwiazywanie problemu w oparciu o algorytmy bazujace na
podprzestrzeni Krytowa [3l4]. Podejscie iteracyjne jest oszczedne pamieciowo — ilo$é pa-
mieci potrzebna do rozwigzania problemu jest proporcjonalna do liczby niewiadomych
i wielokro¢ mniejsza niz dla metod bezposrednich. Niestety wada podejscia iteracyj-
nego jest staba zbieznos¢ lub jej brak, dla macierzy zle uwarunkowanych. Polepszenie
zbieznosci mozna osiggnaé poprzez zastosowanie w obliczeniach prekondycjoneréw -
nazywanych w Polsce operatorami $Sciskajacym. Mimo to symulacje sa czasochtonne,
gdyz do osiagniecia satysfakcjonujacej zbieznosci potrzeba wykonaé wiele iteracji. W
efekcie, analiza zagadnien elektrodynamicznych nawet przy uzyciu najnowszych stacji
roboczych i symulatoréw jest dtugotrwata oraz moze wymagacé¢ duzych zasobéw pamie-
ciowych i obliczeniowych, dostepnych tylko w klastrach. Czas pojedynczej symulacji

'W niniejszej rozprawie uzyto polskiego akronimu MES.
2Macierz, w ktérej wickszoéé elementéw ma wartosé zero nazywa sie macierza rzadka.
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uktadu na jednej czestotliwosci siega wielu minut, a w przypadku obliczen odpowiedzi
w szerokim pasmie czestotliwosci konieczne jest wykonanie kilkudziesigciu takich symu-
lacji. Celowe jest zatem poszukiwanie rozwigzan algorytmicznych lub technologicznych
pozwalajacych wydatnie skroci¢ czas symulacji elektromagnetycznych i dodatkowo, o
ile to mozliwe, zmniejszy¢ zapotrzebowanie na pamiec.

Najpopularniejsza metoda przeprowadzenia obliczen numerycznych w trakcie roz-
wiazywania zagadnien CEM polega na uzyciu procesora centralnego (ang. Central Pro-
cessing Unit, CPU). W ciagu ostatnich 30 lat jednym z najistotniejszych sposobéw
zwiekszenia mocy obliczeniowej komputeréw konsumenckich (a tym samym wydajnosci
obliczenn numerycznych wykonywanych na tych komputerach) byto zwiekszenie czesto-
tliwosci taktowania procesora centralnego. Oryginalnie procesor centralny projektowany
byl do realizacji instrukeji SISD (ang. Single Instruction Single Data). Poczynajac od
pierwszych procesoréw wykorzystywanych w komputerach konsumenckich na poczat-
ku lat 80-tych ubiegtego stulecia, do aktualnie dostepnych komputerow, czestotliwosé
pracy procesora zwiekszyta sie z 1 MHz do powyzej 4 GHz (co obecnie stanowi bariere
technologiczna). Innym ograniczeniem zwiekszania mocy obliczeniowej CPU jest duzy
pobdr mocy i wydajnos¢ uktadéw chtodzenia procesoréw centralnych. W celu zwicksze-
nia wydajnosci procesoréw opracowano procesory wielordzeniowe oraz wprowadzono do
CPU instrukcje SIMD (ang. Single Instruction Multiple Data). Celem poprawy wydaj-
nosci obliczen numerycznych wprowadzono roéwniez technologie wielowatkowosci wspot-
bieznej (ang. Hyper-Threading Technology, HT'). W technologii HT dla pojedynczego
rdzenia system operacyjny przypisuje dwa wirtualne watki, ktore dziela miedzy so-
ba obliczenia do wykonania. Innym sposobem zwigkszenia wydajnosci obliczeniowej sa
klastry obliczeniowe sktadajace sie z wielu potaczonych ze sobg komputerow. Przykta-
dem wdrozenia komercyjnego rozwigzania, ktore pozwala na wykorzystanie wielu rdzeni
CPU oraz umozliwia przeprowadzenie obliczen w klastrze obliczeniowym ztozonym z
wielu procesoréw jest symulator Ansoft HFSS [B]. Niestety koszt zakupu klastra jest
znaczny i dlatego to podejscie jest czesto nieosiggalne dla osrodkéw badawczych zajmu-
jacych sie zagadnieniami elektrodynamiki obliczeniowej (CEM). Najnowszym trendem
poprawy wydajnosci obliczeniowej, zaproponowanym przez firme Intel jest architektura
MIC (ang. Intel Many Integrated Core) [G], w ktérej wiele rdzeni jest umieszczonych w
pojedynczym uktadzie scalonym (max. 72 rdzeni - procesor Knights Landing).

Do wyznaczenia nowego trendu w efektywnym przetwarzaniu danych przyczynit
sie rozw(j systemdéw operacyjnych opartych na aplikacjach okienkowych (np. Microsoft
Windows i Apple Mac OS), ktéry pomégl rozwinaé rynek dla jednostek obliczeniowych
dedykowanych do przetwarzania grafiki komputerowej, czyli dla procesora graficznego
GPU (ang. Graphics Processing Unit). Wraz ze rozwojem systeméw operacyjnych i
przemystu gier komputerowych rosto zapotrzebowanie na coraz wydajniejsze procesory
graficzne i w rezultacie firmy takie jak Silicon Graphics, a potem NVIDIA i ATT Tech-
nology znacznie rozwinety technologie wyspecjalizowanych procesoréw graficznych [1].
Poniewaz przetwarzanie grafiki mozna tatwo zréwnolegli¢, obliczenia na GPU sg reali-
zowane za pomoca znacznej liczby rdzeni. Wraz ze wzrostem liczby rdzeni w GPU ich
moc numeryczna silnie wzrosta, co w konsekwencji doprowadzito do prob wykorzysta-
nia GPU w obliczeniach numerycznych i powstania pierwszych jezykéw programowania,
ktore umozliwialy uruchomienie aplikacji ogblnego zastosowania (ang. General-Purpose
computing on Graphics Processor Units, GPGPU [§]) na GPU (BrookGPU [@], ATI
CTM [10]).
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Krokiem milowym w praktycznym zastosowaniu GPU jako koprocesora dla CPU3,
na ktérym mozna wykonaé¢ obliczenia numeryczne w aplikacjach ogdlnego zastosowa-
nia, byto wprowadzenie w listopadzie 2006 roku standardu DirectX 10, kart graficznych
firmy NVIDIA 6smej generacji (G80) oraz programistycznej i sprzetowej architektury
CUDA (ang. Compute Unified Device Architecture) [II]. CUDA jest programistyczna
i sprzetows architektura stworzona po to, aby wywotywacé i zarzadza¢ réwnolegltymi
obliczeniami na GPU, bez potrzeby dostosowania implementacji algorytmoéw do gra-
ficznego API (ang. Application Programming Interface). Programowanie GPU w ar-
chitekturze CUDA odbywa sie przy uzyciu rozszerzonego jezyka wysokopoziomowego
C\C++, a nie jak to bylo wezedniej przy uzyciu jezykéw niskiego poziomu. Ponadto,
poniewaz NVIDIA dedykowata procesory graficzne do uzycia w aplikacjach ogdlnego
zastosowania (GPGPU), jednostki arytmetyczno-logiczne (ang. Arithmetic Logic Unit,
ALU) zostaly zaprojektowane zgodnie ze standardami IEEE dla przetwarzania danych
zmiennoprzecinkowych. Architektura CUDA umozliwita swobodny zapis i odczyt do
pamieci GPU oraz do pamieci podrecznej (ang. cache). Powyzsze udogodnienia umoz-
liwity efektywne wykorzystanie duzej mocy obliczeniowej GPU. W roku 2009, firma
Apple Inc.* opracowala platforme programistyczna OpenCL (ang. Open Computing
Language), ktéra wspomaga pisanie aplikacji dziatajacych na platformach sktadajacych
sie z obydwu opisanych powyzej jednostek obliczeniowych czyli CPU i GPU. OpenCL
daje mozliwo$¢ uzycia jednego otwartego standardu, w ktérym mozna wykorzystaé
platformy obliczeniowe (CPU,GPU) réznych producentéw (np. NVIDIA, AMD, Intel,
ARM) i jest alternatywa dla zamknietego standardu jakim jest CUDA, ktéry jest de-
dykowany wytgcznie akceleratorom firmy NVIDIA. Wszystkie wymienione tutaj atuty
GPU sprawity, iz procesor graficzny oprécz wykonywania zadan zwiazanych z przetwa-
rzaniem graficznym moze by¢ efektywnie uzyty do wykonania obliczen numerycznych
wykorzystywanych w programach ogélnego zastosowania (GPGPU) [7[R]1T].

W ramach krotkiego poréwnania CPU i GPU, w uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze
dostepne obecnie procesory centralne zawierajg kilka-kilkanascie rdzeni, ktore sa opty-
malizowane do wykonania obliczenn sekwencyjnie, podczas gdy GPU posiada tysiace
(mniejszych i mniej skomplikowanych) rdzeni zaprojektowanych tak aby wykonaé wiele
zadan rownocze$nie. Powoduje to, ze teoretyczna moc obliczeniowa GPU jest znacznie
wieksza od mocy obliczeniowej CPU, co zobrazowano na rys. [LI, na ktorym zapre-
zentowano poréwnanie wydajnosci obliczeniowej procesoréw centralnych i procesorow
graficznych w latach 2001-2013. Z tego powodu wykorzystanie masywnego zréwnolegle-
nia obliczen oferowanego przez GPU zostalo uznane za wazny krok w osiagnieciu su-
perwydajnych systeméw komputerowych o wydajnosci rzedu exaFLOPS (10'® operacji
zmiennoprzecinkowych na sekunde, ang. exascale computing [I2]). Osiagniecie wysokiej
wydajnosci wymaga opracowania nowych, dostosowanych do architektury GPU algo-
rytméw obliczeniowych, co nie jest zagadnieniem trywialnym. Dodatkowo, maksymalna
teoretyczna moc obliczeniowa czesto jest niemozliwa do osiggniecia, gdyz szybkos$¢ ob-
liczen w wielu przypadkach jest ograniczona relatywnie niska w stosunku do szybkosci
wykonywania operacji zmiennoprzecinkowych przepustowoscia pamigci.

3GPU nie obstuguje urzadzen zewnetrznych innych niz magistrala PCI-E.
4Pé7niej platforma rozwijana przez Khronos Group w sktad ktérego wehodza: NVIDIA Co., Intel,
3Dlabs, ATI, Discreet, Evans & Sutherland, SGI, Google i Sun Microsystems.
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RYSUNEK 1.1: Poréwnanie wydajnosci obliczeniowej procesoréw centralnych (CPU) i gra-
ficznych (GPU) w latach 2001-13 [I1].

1.1 Obecny stan wiedzy

Skrécenie czasu symulacji za pomocy akceleratoréw graficznych stanowi przedmiot ba-
dan wielu naukowcéw zajmujacych sie elektrodynamika obliczeniowa. Pionierskie na
tym polu byly badania grupy z Uniwersytetu w Calgary, ktora w 2004 opublikowa-
ta pierwsze rezultaty dotyczace dwuwymiarowej wersji metody réznic skonczonych w
dziedzinie czasu® [I3]. Metoda FDTD jest stosunkowo latwa do zréwnoleglenia tak
wiec szybko pojawily sie kolejne prace [I4HI9], w tym dotyczace obliczen na klastrach
akceleratoréw graficznych [20]. Na przestrzeni ostatnich dziesieciu lat badania objety
szerszy zakres metod elektrodynamiki obliczeniowej. Oprécz metody FDTD na potrze-
by obliczen z wykorzystaniem akceleratoréow graficznych zostaty zaadaptowane metody
momentéw (MOM) [2T22], Alternating Direction Implicit (ADI-FDTD) [23], Transmis-
sion Line Modeling (TLM) [24]. Mozliwo$¢ przeprowadzania wybranych obliczeri przy
uzyciu akceleratorow graficznych zostata udostepniona w wielu symulatorach opartych
na metodzie réznic skonczonych w dziedzinie czasu (FDTD) np. AxFDTD, CST, REM-
COM, SPEAG, Agilent ADS, QWED QuickWave i metodzie momentéw (MOM) np.
FEKO. Nalezy zauwazy¢, ze jakkolwiek literatura dotyczaca zagadnien elektrodynamiki
obliczeniowej z wykorzystaniem GPU jest bogata, to relatywnie mato uwagi zostato po-
Swiecone skréceniu czasu symulacji przy uzyciu akceleratorow graficznych w metodzie
elementéw skonczonych (MES) zwtlaszcza w odniesieniu dla probleméw eliptycznych.
Metoda elementéw skoniczonych (MES) w dziedzinie czestotliwosci stanowi wydajne
i uniwersalne narzedzie analizy uktadéw mikrofalowych 25 R26]. MES nalezy do grupy
metod siatkowych, w ktorych rozwaza sie roézniczkowa postaé problemu brzegowego,
zdefiniowanego w pewnym skonczonym obszarze nazywanym dziedzina obliczeniowa,
ktéry dzieli sie na mate fragmenty poprzez wykorzystanie dedykowanych generatoréw

5Badania te szybko doprowadzily do powstania firmy typu spin-off Acceleware i pierwszego wyko-
rzystujacego GPU komercyjnego oprogramowania, ktére pojawilo si¢ na rynku w 2005 roku.
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siatki. Jakos¢ i gestosé siatki mocno wpltywa na doktadnosé samej symulacji. Wysoka
doktadno$é numerycznego badanego zagadnienia CEM zwykle osigga sie poprzez zasto-
sowanie siatki elementéw skonczonych o duzej gestosci (tzw. h-refinement) co skutkuje
zwigkszeniem rozmiaru macierzy opisujacych dane zagadnienie CEM. Drugi sposéb
to podwyzszenie rzedu aproksymacji wewnatrz oczka siatki (tzw. p-refinement), ktére
takze zwicksza rozmiar problemu i dodatkowo podnosi liczbe elementéw niezerowych
w kazdym wierszu macierzy. Oba podejscia prowadza w konsekwencji do znaczacego
wzrostu kosztéw numerycznych w etapie generacji i rozwigzania uktadéw réwnan.

Jak wczesniej zauwazono, w odniesieniu do elektrodynamiki obliczeniowej najsil-
niej techniki obliczeniowe wykorzystujace karty graficzne rozwijaja sie dla schematow
otwartych rozwiazywania zagadnien poczatkowych (tzn. FDTD, DG-TD [27]). Ostatnio
pojawily sie w literaturze pierwsze publikacje dotyczace MES. W [28] opisano przyspie-
szenie MES na GPU, w ktérym zastosowano liniowe elementy skonczone z liniowymi
funkcjami bazowymi przez co koszt numeryczny jest mniejszy (mniejszy rozmiar macie-
rzy, mniej liczby elementéw niezerowych w wierszu) niz w przypadku hierarchicznych
wektorowych funkcji bazowych wysokiego rzedu uzytych w niniejszej rozprawie.

Jakkolwiek powyzszy krotki opis stanu wiedzy koncentruje sie na wykorzystaniu
GPU w symulacjach elektromagnetycznych, to nalezy zauwazy¢, ze w innych obszarach
nauk obliczeniowych tocza si¢ intensywne prace nad akceleracja metod numerycznych
rozwiazywania probleméw brzegowych i poczatkowych, w tym MES, a takze nad rozwo-
jem technik rozwigzywania wielkich uktadow rownan liniowych z macierza rzadka przy
wykorzystaniu procesoréw graficznych. W tym ostatnim przypadku wysitki zmierzaja
w kierunku znalezienia optymalnego, z punktu widzenia architektury GPU, formatu
zapisu macierzy rzadkich, ktéry z jednej strony zachowywaltby zwarty zapis elementow
niezerowych, a z drugiej umozliwitaby szybki dostep do elementéw macierzy tysigcom
watkéw jednoczesnie [29H34]. Zagadnienie to zostalo oméwione doktadniej w rozdzia-
le széstym tej rozprawy. Kolejnym watkiem naukowym $cisle zwigzanym z formatem
zapisu macierzy sa iteracyjne schematy rozwiazywania ukladéw réwnan liniowych. W
literaturze znalez¢ mozna publikacje opisujace implementacje technik iteracyjnych ba-
zujacych na podprzestrzeni Krytowa [35,B6], operatoréw $ciskajacych w postaci nie-
kompletnej faktoryzacji LU [37] oraz metod wielosiatkowych [38] dla ktérych uzyskano
znaczace skrocenia czasu rozwiazania dzigki zastosowaniu GPU. Dostepne sa rowniez
biblioteki dedykowane zagadnieniu rozwigzywania uktadow rownan na GPU, np. MAG-
MA Sparse-Iter Package [39], AmgX [40]. Nalezy jednak podkreslié, ze wiele technik
iteracyjnego rozwiazywania uktadéw rownan liniowych nie nadaje sie dla systemow po-
wstajacych w elektrodynamice obliczeniowej ze wzgledu na zte uwarunkowanie genero-
wanych macierzy, co przektada sie na staba zbieznosé lub jej brak. Toczg sie takze prace
badawcze dotyczace bezposredniego rozwigzywania uktadow réwnan z wykorzystaniem
akceleratoréw graficznych - dostepne sa dwie biblioteki SPRAL [1] i cuSOLVER [42].
W przeprowadzonych na potrzeby tej rozprawy testach numerycznych wykazano, ze w
obydwu podejsciach faktoryzacja macierzy rzadkiej jest bardzo kosztowna pamiecio-
wo (zapotrzebowanie na pamieé jest wieksze niz w bibliotece Intel MKL Pardiso [43]
przeznaczonej dla CPU). Co prawda w [42] zaprezentowano wyniki, ktére wskazuja, ze
biblioteka cuSOLVER pozwala uzyska¢ duze przyspieszenie rozwiazania uktadu rownan
wzgledem Intel MKL Pardiso, jednakze macierze testowe sa bardzo matych rozmiaréw
i sa dobrze uwarunkowane. W rozdziale széstym zaprezentowano wyniki, ktére po-
twierdzaja, ze biblioteka Intel MKL Pardiso pozwala na szybsze rozwigzanie uktadu
rownan generowanych w niniejszej rozprawie niz biblioteki SPRAL i cuSOLVER, i ze



12 Optymalizacja MES w architekturze CUDA.

duze zapotrzebowanie na pamie¢ bibliotek SPRAL i cuSOLVER dyskwalifikuje je do
zastosowania dla macierzy generowanych w niniejszej rozprawie.

Watek szybkiego wyznaczania macierzy wspotczynnikow w MES jest istotny dla
wielu obszaréw nauk obliczeniowych. Metoda elementéw skonczonych jest jedng z naj-
bardziej popularnych technik symulacyjnych wykorzystywanych w mechanice ptynéw i
mechanice stosowanej i dlatego w literaturze znalez¢ mozna publikacje dotyczace naj-
wazniejszych etapéw budowania macierzy rzadkich w MES (catkowanie numeryczne w
celu wyznaczenia lokalnych macierzy elementéw [44H4G], konstrukcja macierzy z wyko-
rzystaniem akceleratora graficznego [A7HET]).

W niniejszym podrozdziale stan wiedzy w zakresie masywnego zréwnoleglenia ob-
liczen zostat zaledwie zarysowany. Literatura, jaki i liczba zagadnien jest zbyt szero-
ka, aby omowi¢ je w krotkim wstepie. Szczegdtowe informacje prezentujace wybrane
rozwiazania zaproponowane przez innych badaczy przedstawione zostaly w kolejnych
rozdziatach tej rozprawy. W szczegdlnosci w rozdziale czwartym omoéwiono zagadnienie
generacji macierzy rzadkich w MES przy uzyciu GPU. Podobnie, w rozdziale széstym,
omoéwiono problem formatu zapisu macierzy rzadkiej uwzgledniajacy specyfike wyko-
nania obliczen na GPU.

1.2 Cel i tezy rozprawy

Celem niniejszej rozprawy jest opracowanie numerycznie efektywnego i ekonomicznie
atrakcyjnego rozwigzania algorytmicznego i sprzetowego, ktére umozliwia przyspiesze-
nie analizy problemow elektromagnetycznych o ztozonej geometrii z wysoka doktadno-
scia. W szcezegdlnoscei skoncentrowano sie na opracowaniu nowego wariantu algorytmu
MES opartego na technice masywnego zrownoleglenia obliczen z wykorzystaniem akce-
leratorow graficznych oraz implementacji tego algorytmu przystosowanej do dziatania
na akceleratorach graficznych kompatybilnych z architektura CUDA. Prace badaw-
cze prowadzone w ramach niniejszej rozprawy dotyczyty przede wszystkim nowych
sposoboéw masywnego zrownoleglenia najbardziej kosztownych obliczeniowo etapow
rozwiazania problemow elektromagnetycznych metoda elementéw skonczonych wyko-
rzystujaca funkcje bazowe wysokiego rzedu (generacja macierzy i rozwiazanie uktadu
réwnan liniowych). Dla pozostatych etapéw obliczen, ktére nie mogly zostaé efektyw-
nie zrownoleglone przy uzyciu kart graficznych, wykorzystano wielordzeniowy procesor
ogo0lnego przeznaczenia.

Pomimo iz prace nad podobnymi zagadnieniami tocza sie w innych obszarach nauk
obliczeniowych, specyfika MES w symulacjach elektromagnetycznych i wtasnosci po-
wstajacej w wyniku jej zastosowania macierzy sa na tyle odmienne, ze zastosowanie
gotowych procedur nie prowadzi do wydajnych obliczen. Tezy pracy mozna ujaé¢ w
sposob nastepujacy:

1. Wspolcezesne karty graficzne zgodne z architekturg CUDA umozliwiaja efektywna
realizacje obliczen numerycznych kosztownych obliczeniowo etapow rozwigzania
problemow elektromagnetycznych metoda elementéw skonczonych.

2. Uzyskanie duzej wydajnosci obliczen przy rozwiazywaniu wielkich rzadkich ukta-
déw rownan liniowych metodami iteracyjnymi za pomoca akceleratoréw graficz-
nych jest mozliwe dzieki:
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(a) zastosowaniu wielopoziomowego operatora $ciskajacego z wazona relaksacja
Jacobiego,

(b) zastosowaniu nowego formatu zapisu macierzy rzadkiej [Sliced ELLR-T]

(c) wykorzystaniu CPU do bezposredniego rozwiazania uktadu na najnizszym
poziomie wielopoziomowego operatora Sciskajacego.

3. Nowy format zapisu macierzy rzadkiej umozliwia uzyskanie wigk-
szej szybkosci operacji mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor niz standardowe
procedury biblioteki CUSPARSE wykorzystujace format CRS.

Tezy 1-2a, 2b maja istotne znaczenie dla elektrodynamiki obliczeniowej, lub tez MES
z funkcjami bazowymi wyzszego rzedu (tezy 2a i 2c). Tezy 2b i 3 dotyczace formatu
zapisu macierzy rzadkich sa ogdlniejsze i maja zastosowanie dla szerszej klasy macierzy
rzadkich.

1.3 Plan rozprawy

Rozprawe podzielona na dziewigé¢ rozdziatow, z ktérych pierwszy stanowi ogélne wpro-
wadzenie i definiuje cel i tezy pracy. W drugim rozdziale podano podstawowe informacje
dotyczace rozwazanej wersji metody elementow skonczonych. Dodatkowo zdefiniowane
zostaly sformutowania uzyte w rozprawie oraz opisano podzial algorytmu MES na dwa
zasadnicze etapy obliczen: generacje macierzy opisujacych problem oraz rozwigzanie
problemu (uktadu réwnan liniowych).

W rozdziale trzecim przedstawiono charakterystyke architektury CUDA, wtasciwo-
Sci architektury, model programowania i podstawowe pojecia, ktére sa stosowane w
opisie opracowanych rozwiazan algorytmicznych i implementacyjnych.

Rozdzial czwarty zawiera opis strategii i algorytmow, ktore umozliwiajg masywne
zréownoleglenie procesu generacji macierzy rzadkich w MES. Najpierw opisane zostaty
implementacje dotyczace zréwnoleglenia generacji macierzy wspotczynnikow dla rela-
tywnie nieduzych probleméw (m.in. caltkowanie numeryczne, konwersja miedzy forma-
tami reprezentacji macierzy rzadkich opisujacych problem). W rozdziale piatym przed-
stawiono algorytm pozwalajacy na budowe duzych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci
na pojedynczym i wielu akceleratorach graficznych.

W rozdziale széstym opisano strategie zastosowane przy masywnym zrownolegle-
niu etapu rozwigzywania uktadu réwnan liniowych (m.in. procedury wielopoziomowe-
go operatora $ciskajacego, mnozenie macierzy rzadkiej przez wektor), a w rozdziale
siodmym przedstawiono implementacje pozwalajace na rozwigzanie uktadu rownan z
wykorzystaniem kilku akceleratoréw graficznych.

Rozdziat 6smy zawiera testy numeryczne, ktore demonstruja znaczne skrécenie cza-
su symulacji realizowanych metoda MES dla duzych probleméw przy zastosowaniu
akceleratoréw graficznych w poréwnaniu do obliczen przeprowadzonych na wysoko-
wydajnym procesorze Intel Xeon.

Ostatni rozdzial zawiera podsumowanie osiagnietych rezultatéw przeprowadzonych
badan naukowych.

W dodatkach zaprezentowano uzupetnienie dyskusji prowadzonej w rozprawie, w
szezegOlnosei dotyczace metody elementéw skoniczonych (Dodatek [Al), architektury
CUDA (Dodatek[Bl), kodéw implementacji na GPU (Dodatek[C]) i na CPU (Dodatek[D))
oraz opisu konwersji miedzy formatami reprezentacji macierzy rzadkich (Dodatek [E]).
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Rozdziat 2

Metoda elementéw skonczonych

Metoda elementéw skonczonych (MES) stanowi jedna z najbardziej popularnych metod
numerycznego rozwiazywania rownan rézniczkowych z okreslonymi warunkami brzego-
wymi (2.1)):

LO=h (2.1)

gdzie L reprezentuje operator rozniczkowy, ® reprezentuje poszukiwana wartosé, h to
funkcja definiujaca pobudzenie. MES znalazta zastosowanie w rozwigzaniu rownan roz-
niczkowych w wielu zagadnieniach fizycznych np. obliczeniowa mechanika ptynéw [52],
mechanika stosowana [53], dynamika molekularna [54]. W niniejszej rozprawie przedsta-
wiono zastosowanie metody elementow skonczonych w elektrodynamice obliczeniowej
do rozwigzania wektorowego rownania falowego, co umozliwia przeprowadzenie petno-
falowej symulacji propagacji fali elektromagnetycznej i wyznaczenie drgan wlasnych
rezonatoréw lub symulacje odpowiedzi uktadu mikrofalowego, anteny lub obiektu roz-
praszajacego na pobudzenie falg elektromagnetyczna na wybranej czestotliwo$ci w har-
monicznym stanie ustalonym [I125]26] 55 56].

Metoda elementoéw skonczonych nalezy do grupy metod siatkowych, w ktérych roz-
patruje sie problemy brzegowe i poczatkowe w postaci rézniczkowej, i ograniczona
ciagla dziedzing obliczeniowa dzieli si¢ na skoriczone mate fragmenty. W przypadku
MES siatka sktada sie z liniowych lub krzywoliniowych tréjkatéw lub czworokatéw (w
dwéch wymiarach) wzglednie czworo$cianéw lub szescio$cianéw (w trzech wymiarach).
Podziat dziedziny obliczeniowej na oczka nazywa sie siatkowaniem, a kazde oczko od-
powiada elementowi skonczonemu. Jako element skonczony rozumie¢ si¢ bedzie w tej
pracy oczko wraz z funkcjami interpolujacymi rozktad pola wewnatrz oczka (szczegd-
ty ponizej). W MES czesto stosuje sie siatki nieregularne, w ktérych kazdy element
moze mie¢ inny rozmiar. Zastosowanie elementéw réznej wielkosci o krzywoliniowych
krawedziach i Scianach daje mozliwo$¢ przeprowadzenia symulacji dla bardzo zlozo-
nych obiektéw o niemalze dowolnej geometrii. W przestrzeni dwuwymiarowej trojkaty
opisywane sa przez wspoéitrzedne w przestrzeni i indeksy weztéw (rys. 2Ih). W prze-
strzeni tréjwymiarowej czworoscian okreslony jest przez wspotrzedne w przestrzeni,
wezly, krawedzie 1 Sciany (rys. 2Ib). W praktyce, kazdy element jest reprezentowany
nie w ukladzie kartezjanskim (x,y,z), ale w uktadzie simpleksowym (A;,\2,A3,\y), co
zaprezentowano w Dodatku [A.Tl Wprowadzenie wspotrzednych simpleksowych uprosz-
cza opis, ktory wykonuje sie dla elementu referencyjnego, a nastepnie na podstawie
prostego przeksztatcenia mozna zaadaptowaé go dla kazdego elementu z siatki [I],[57].
Do podziatu dziedziny obliczeniowej na oczka mozna wykorzystaé¢ generatory siatki np.

NETGEN [58], TetGen [59], GMSH [60].
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(i) indeks wezta

—k> indeks krawedzi
I\ $cianka 1: wezty 2-3-4
2\ $cianka 2: wezty 1-3-4
& Scianka 3: wezty 1-2-4
A Scianka 4: wezty 1-2-3

Io indeks wezta
—k> indeks krawedzi

() (b)

RYSUNEK 2.1: Opis elementéw skoniczonych pierwszego rzedu (a) tréjkat - indeksacja weztéw
i krawedzi, (b) czworoscian - indeksacja weztéw, krawedzi i Scianek.

Rozwiazanie metody MES jest konstruowane na podstawie kombinacji liniowej zwia-
zanych z oczkiem siatki funkcji bazowych! (najczedciej wielomianowych), ktére inter-
poluja rozwiazanie wewnatrz elementu skonczonego. W przypadku gdy ® jest polem
wektorowym to doktadniejsza aproksymacje uzyskuje sie stosujac wektorowe, a nie
skalarne funkcje bazowe? [56L61]. W kwestii nazewnictwa warto doprecyzowaé, iz w
ponizszym opisie czworoscian odpowiada geometrycznej interpretacji oczka siatki, na
ktore podzielono domene obliczeniows.

W metodzie elementéw skoriczonych zamiana zagadnienia brzegowego (2.1) na uktad
rownan liniowych odbywa sie przy uzyciu jednej z dwéch metod: wariacyjnej lub residu-
ow wazonych, ktore wychodza lub prowadza do stabej postaci zagadnienia brzegowego.
W metodzie residuéw wazonych réwnanie rézniczkowe (2.1]) jest mnozone przez funkcje
wagi i nastepnie catkowane w obszarze elementu skonczonego. Szczegdty metody resi-
duéw wazonych przedstawiono w Dodatku [A.2l W ogélnosci wymaga sie, aby funkcje
bazowe byty podwdjnie rézniczkowalne (silna postaé zagadnienia brzegowego). Staba
posta¢ wymaga, aby funkcje wagi i funkcje bazowe byty tylko raz rézniczkowalne [57].
Dodatkowo, jezeli funkcje wagi wybierane sg z zestawu funkcji bazowych to metoda
residuéw wazonych nazywa sie metods Galerkina?.

W niniejszej rozprawie MES wykorzystane jest do wyznaczenia parametréw ob-
wodowych uktadu mikrofalowego. W odniesieniu do opisu obwodowego wykorzystano
sformutowania zaproponowane w [62[63], ktére bazuja na technice segmentacji obwodu.
Dobrym sposobem implementacji metody segmentacji jest opis kazdego regionu poprzez
wielorodzajowa macierz uktadu wielowrotowego, ktéra w potaczeniu z innymi macie-
rzami z pozostatych regionéow pozwala otrzymaé globalng odpowiedz uktadu. Jednym z

"W niniejszej pracy zdecydowano sie uzyé okredlenia funkcje bazowe. W literaturze mozna réwniez
spotkaé sie z okresleniami funkcje interpolacyjne i funkcje ksztaltu.

ZWektorowe funkcje bazowe z wigksza dokladnodcia wyznaczaja falszywe rodzaje (ang. spurious
modes). Kwestia falszywych rodzajéw i ich wplyw na dokladno$é rozwiazania zostala szczerzej opisana
w p. 23

3Nalezy zaznaczy¢, ze istnieje wiele drég prowadzacych do tego samego uktadu réwnan liniowych,
stad tez w literaturze mozna znalez¢ rozne réwnowazne sformulowania zwigzane z okreslonymi meto-
dami - np. sformutowanie wariacyjne z metoda Rayleigha—Ritza, residuéw wazonych, momentéw itp.
Punktem wyjscia moze by¢ postaé¢ staba lub silna. W niniejszej pracy przedstawiono jedynie szkic
MES bez zwracania uwagi na niuanse.
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S2

St

Ss3

Sk S4

RYSUNEK 2.2: Przyktad urzadzenia wielowrotowego (€2 - dziedzina obliczeniowa, S; - wrota).

mozliwych sposobdéw obliczenia tej macierzy jest koncepcja uogélnionej macierzy admi-
tancji (ang. generalized admittance matrix, GAM) lub uogélnionej macierzy impedancji
(ang. generalized impedance matrix, GIM) [63]. Na podstawie otrzymanych macierzy
admitancji lub impedancji nastepnie wyznacza si¢ macierze parametréw rozproszenia
Sc *. Elementy macierzy rozproszenia sa funkcjg czestotliwoéci. Znajac wartoéci ele-
mentow macierzy S¢ w analizowanym pasmie czestotliwosci okresla si¢ charakterystyki
odbicia i transmisji analizowanego uktadu. W niniejszej rozprawie bazowano na sfor-
mutowaniu z [63], ktére zostalo ponizej szczegélowo opisane.

W rozprawie rozwigzywane jest réwnanie fali Helmholtza:

V X 'V x E —w?E =0 (2.2)

gdzie E to wektor natezenia pole elektrycznego, w reprezentuje czestotliwosé katows za-
lezng od czestotliwosci f, € i p opisuja, odpowiednio, tensory przenikalnos¢ elektrycznej
1 magnetycznej.

Staba forme wektorowego réwnania Helmholtza mozna wyprowadzié¢ przy uzyciu
metody Galerkina poprzez przemnozenie r. (Z2) przez wektorowe funkcje wagi W. W
metodzie Galerkina funkcje wagi W wybiera si¢ sposrod zestawu funkcji bazowych N
(Dodatek[A.2)). Tak otrzymane réwnanie jest catkowane i w efekcie otrzymujemy postaé
catkowa:

/W- (V x 57V x B — k2¢,E) dQ = 0 (2.3)
Q

gdzie: kg = 2—’;f opisuje liczbe falowa, ktorej wartos¢ zalezy od czestotliwosci f i pred-
kosci swiatta ¢, 2 to dziedzina obliczeniowa.

Zastosowanie tozsamosci wektorowych [6I], warunkéw brzegowych naturalnych (Di-
richleta [56]) i zasadniczych (Neumanna [56]) dla P wrét umieszezonych na brzegu o
powierzchni S otaczajacej region € pozwala przepisaé (rys. [2.2) staba postaé réwnania

4Indeks dolny C zastosowano by odréznié macierz parametréw rozproszenia od macierzy sztywnosci,
zdefiniowanej w dalszej czesci rozdziatu.
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wektorowego w formie:

/(VxW,u1V><E K2 erE)dQ—jw,uOZ/W (Z x H) dSi=0 (2.4)

1= 152

gdzie: Z; to wektor normalny skierowany do wewngtrz regionu na powierzchni S7 w kaz-
dym z wrét uktadu i, FItZ reprezentuje natezenie pola magnetycznego w i-tych wrotach.

Styczne pole magnetyczne ﬁf w kazdym z i-tych wrét (w plaszezyznie XY) mozna
zapisa¢ w postaci r. (2.3), gdzie (x;,y;,2;) to lokalne wspotrzedne kazdego z wrét, I prad,
ﬁ;k okresla rozktad poprzeczny pola magnetycznego k-tego rodzaju wystepujacego w
i-tych wrotach.

Z[Z zl (i, 93) (2.5)

Wiaczajac r. (235) do r. (Z4) otrzymujemy r. (Z.6]). W praktyce szeregi z r. (2.0))

redukowane sa dla kazdego z wrét do skoriczonej liczby rodzajow [G3].

/(VXW WV X E— 12W -6, E) dQ—jw,uOZZ[k % /W (%, x ki) dSi (2.6)

i=1 k=1

Wewnatrz analizowanego regionu E i W mozna zapisa¢ w postaci r. &1 i [28),
gdzie Ngops to liczba stopni swobody E.; w siatce, a N; to wektorowe funkcje bazowe
zdefiniowane wewnatrz elementu skonczonego.

. Ndofs .
E = Z Echj = Njec (27)
j=1
5 Ndofs 5
W = Z Wchj = Nch (28)
j=1

Podstawiajac r. (Z7) i (2.8)) do réwnania (2:6]) oraz przyjmujac skonczona liczbe
rodzajow we wrotach otrzymujemy uktad rownan z (2.9]), ktéry mozna zapisa¢ w formie
r. (ZI1)), gdzie A to symetryczna macierz rzadka o rozmiarze Ngors X Nyops (210), v
to Q,-wymiarowy wektor napieé¢ (@, jest suma liczby rodzajow uzytych w kazdym z
wrét), B jest macierza o rozmiarze Nyops X Q) 1. (2Z12))-(2.13).

wl - ((S—kiT)e. — jwuoBv) =0 vw, € CV (2.9)
A= (S—KT) (2.10)

Ae. = jwueBv (2.11)
B:[b}a"‘abim'“ Za"waa“'abﬁm] (2.12)

;:[/Nl.(zixﬁt,i) dSi, - /N (Z,xh,0) dSi, - ,/NNdOfS.(zixﬁt,i) dsiT (2.13)
Si Si Si
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Kazda z catek bi jest rozciggnieta na plaszczyznie i-tych wrot gdzie rodzaj k jest
zdefiniowany i ma niezerowa warto$é¢ jezeli ktérykolwiek z komponentow wektorowe;j
funkcji ]\7j jest styczny do tego wrota. Przy zastosowaniu modalnego rozwiniecia pola
elektrycznego mozna zapisaé ponizsze rownanie:

[ B x hi) dSi=Viz) [0 (5 x Ry) dSi (2.14)
i Si

Ponadto lewa strona r. (ZI4]) moze by¢ zapisana z uzyciem zdyskretyzowanego

r. (271):

Ndofs

/ (% x i) dSi = Z b (2.15)
Si

Jezeli zidentyfikujemy prawe strony r. (ZI4) i (2.15]) oraz zastosujemy zapis macie-
rzowy to otrzymamy system r. (ZI6]), w ktorym v jest @), wymiarowym wektorem, a

A jest zdefiniowana w postaci r. (ZI7)-(2.18).

Te, = Av (2.16)
A =diag(Al--- AL - ALLCAT LA ) (2.17)
Al = /e;,i (2 X Byl dSi (2.18)

Si

Stosujac normalizacje napieé (v, = AY?v) i pradéw (i, = A"?i) oraz normaliza-
cje macierzy B, = BA™"2, uogélniong macierz impedancji (GIM) mozna zapisaé w
postaci r. (Z.19). Macierz X to rozwigzanie uktadu réwnan liniowych (2.20), ktére in-
terpretuje sie jako macierz poszukiwanych amplitud funkcji bazowych opisujacych fale
elektromagnetyczna.

Z(jw) = jwpueBEAT'B, = jwuyBIX (2.19)

AX =B, (2.20)

Zgodnie 7z [63] macierz rozproszenia mozna zapisa¢ w postaci r. (2.21)), gdzie ma-
cierz admitancji Y jest odwrotnoscig macierzy impedancji (Y = Z~'). Na podstawie
warto$ci macierzy rozproszenia mozna okresli¢ wspotezynniki odbicia scyp i transmisji
sce1 uktadow mikrofalowych w analizowanym pasmie czestotliwosci.

[Sc] =2(I;+Y) ' -1, (2.21)

W dalszej czesci tego rozdziatu scharakteryzowano sformutowania uzyte do opisu
elementu skoriczonego (hierarchiczne funkcje bazowe dla krzywoliniowych elementow
skoriczonych (czworoscianéw)). Nastepnie opisano etapy tj. tworzenie lokalnych macie-
rzy elementow (p. [2Z]]), konstrukcja macierzy globalnych z macierzy lokalnych (p. 2:2]),
ktére pozwolity na generacje globalnych macierzy rzadkich sztywnosci S i bezwtadnosci

T z r. (210) i rozwiazanie uktadu réwnan (2.20).
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2.1 Lokalne macierze elementow

Po wstepnym opisie gtownych zalozen metody elementow skonczonych oraz sformuto-
wania uogdélnionej macierzy impedancji (GIM) uzytej do analizy uktadéw mikrofalo-
wych, ponizej przedstawiono szczegdty dotyczace uzytych hierarchicznych wektorowych
funkeji bazowych wyzszego rzedu (H?(curl), rzad p = 3 [64)°) oraz krzywoliniowych
elementéw skonczonych w trzech wymiarach [55].

Hierarchiczne funkcje bazowe
Wektorowe hierarchiczne funkcje bazowe to zestaw funkcji wielomianowych N o rosna-
cym rzedzie. Zastosowanie tego typu elementéw pozwala na:

« podniesienie doktadnosci rozwiazania (dzieki lokalnemu lub globalnemu podwyz-
szeniu rzedu interpolacji wewnatrz elementu - adaptacja typu p [65]),

» zastosowanie adaptacyjnego procesu zageszczania lub generacji siatki,

o konstrukcje iteracyjnych procedur rozwigzywania uktadu réwnan linowych two-
rzonych w MES wykorzystujacych wielopoziomowy operator $ciskajacy (prekon-

dycjoner) [61],
« budowe hierarchicznych estymatoréw btedu lokalnego [66].

Przyktadami elementu skonczonego opisanego przez hierarchiczne funkcje bazowe sg
elementy: Webba [67], Savage [68], Webb-Forghani [69], Andersena-Volakisa [70]. Przy-
ktad elementu Webba, dla ktorego uzyto hierarchicznych funkcji bazowych w simplek-
sowym uktadzie wspolrzednych opisano w Dodatku [A.4l W pracy zastosowano zestaw
hierarchicznych funkcji bazowych zdefiniowanych dla krzywoliniowych elementéw skori-
czonych (czworosciandéw) zaproponowanych przez Ingelstroma w [64]. Funkcje te naleza
do przestrzeni W r. (Z.22), ktéra zostala zbudowana jako kombinacja funkcji z l}p (prze-
strzen skalarnych funkcji bazowych) i Ap (przestrzen wektorowych funkcji bazowych)
zgodnie z r. (2.23)°.

W, =W &..0W, (2.22)

W,=A,d VY, (2.23)

Wazystkie funkcje bazowe rozpicte w przestrzeniach Vi-Vs i A;-Ajs i uzyte do opisu
elementéw skoniczonych (czworosciandéw) w niniejszej rozprawie zapisano odpowiednio
w Tab. 2111 Tab. 2.2l Funkcje bazowe wyrazono w ukltadzie simpleksowym, gdzie \; to
ciggta funkcja, ktora jest:

e liniowa w kazdym czworo$cianie,

o jednostkowa w wezle ¢ oraz zerowa dla pozostatych weztow,

W rozprawie zastosowano notacje z [61], w ktérej H™ to przestrzen wektorowych funkcji bazowych,
a n wskazuje, ze funkcje i rotacje funkcji (ang. curl) sa wektorowymi wielomianami o maksymalnym
rzedzie n.

6Tylda oznacza, iz przestrzen jest ,prawie” ortogonalna. W artykule [64], zamiast tworzyé orto-
gonalne funkcje bazowe zastosowano funkcje bazowe wyzszego rzedu w taki sposob, iz zeruja sie one
podczas projekcji na przestrzen o nizszym rzedzie przy zastosowaniu operatoréw zdefiniowanych przez
Nédéleca [TT]. Przewaga tej strategii jest to, ze nie jest potrzebne zadne zalozenie na ksztalt elementu
oraz to, iz implikuje ono pewna ortogonalnosé¢ w standardowym podejsciu.
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TABELA 2.1: Kombinacja funkcji bazowych z [64] uzytych w niniejszej rozprawie.

Przestrzen | Skalarne funkcje bazowe | Powiazanie opisane przez wezly {i,jk,1}
Vi i wezel {i}
Vs Aid\j krawedzie {ij}
Vg )\Z>\j (>\z — )\]) W@Zly {lj}
Aidj AL $cianki {ijk}

TABELA 2.2: Kombinacja rotacyjnych funkcji bazowych z [64] uzytych w niniejszej rozprawie.

Przestrzen | Wektorowe funkcje bazowe Powiazanie opisane przez wezly {ijk,1}
A1 )\ZVAJ — )\JVAZ krawgdzie {lj}
As 3N AV — V(AidjAg) Scianki {ijk}
.A3 4)\])\k()\j - )\k)V)\z - v()\z)\j)\k ()\J - )\k)) $cianki {ljk}

AN (A — )V = VAN (A — Ni))
AN (N — X))V A = V(A Aide (A — A))

Scianki {ijk}
Scianki {ijk}

ANMANVA — V(NN AN
ANV — V(N AN
ANNN VAL — V(N AN

objetosé {ijkl}
objetosé {ijkl}
objetosé {ijkl}

« skojarzona z weztami {i}, krawedziami {ij}, Sciankami {ijk} i objetosciami {ijkl}.

Dla powyzej zdefiniowanych sformutowan liczba funkcji bazowych opisujacych ele-
ment skoniczony wynosi 45 [6I]. W implementacji uzytej w rozprawie zdefiniowanych
pierwotnie jest jednak 50 funkcji bazowych, z ktorych 5 jest kombinacjg liniowa pozo-
statych. Na etapie wyznaczania lokalnych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci wyzna-
czane sg zatem nadmiarowe funkcje bazowe, natomiast w trakcie konstrukcji macierzy
globalnych wybierane sg z nich odpowiednie funkcje liniowo niezalezne - odpowiadaja-
ce wspolnym krawedziom i Scianom. W zapisie macierzowym hierarchiczne wektorowe
funkcje bazowe N uzyte w rozprawie zapisano w postaci macierzy N o rozmiarze K x D,
gdzie K = 50 okredla liczbe wszystkich funkcji bazowych, a D = 3 wynika z faktu, iz
struktura jest trojwymiarowa.

Stopnie swobody (ang. degrees of freedom, dofs), ktére sa ekwiwalentem niewiado-
mych uktadu réwnan (2:20)), kojarzone sa z funkcjami bazowymi zdefiniowanymi dla
krawedzi, $cian czworoscianu oraz objetosci wewnatrz czworoscianu i zapewniaja wa-
runek ciagtosci sktadowej stycznej pola na brzegach czworoscianu [64].

W przestrzeni tréjwymiarowej, dla wektorowych funkcji bazowych wyprowadzenie
stabej postaci réwnania rézniczkowego (2.4)) i zastosowanie metody Galerkina prowadzi
do wyznaczenia dwoch lokalnych macierzy opisujacych pojedynczy element skonczony.
Pierwsza, macierz sztywnosci S, zwigzana jest ze sktadnikiem V x E , a druga, macierz
bezwladnosci T, ze sktadnikiem E réwnania (2.6). Elementy macierzy mozna zapisa¢
w postaci:

St = [{[ (v x Nou™(V x N;) dv (2.24)
T = {[[ (NieN;) av (2.25)

gdzie V to objetosé elementu skonczonego (e), N okresla zestaw hierarchicznych funkcji
bazowych opisujacych element skonczony, S i T(®) to odpowiednio lokalne macierze
elementéw sztywnosci i bezwladnodci.
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Krzywoliniowe wektorowe elementy skonczone

Kolejnym ze sposobéw poprawy doktadnosci analizy przy uzyciu metody elementow
skonczonych, szczegdlnie w przypadkach gdy analizowane struktury maja zakrzywio-
ne powierzchnie, jest zastosowanie elementéw krzywoliniowych (rys. 23]). Aby obliczy¢
lokalne macierze elementu (sztywnosci S i bezwladnosci T(e)) nalezy wykonaé¢ cal-
kowanie wektorowych funkcji bazowych i rotacji wektorowych funkcji bazowych dla
referencyjnego elementu skonczonego [B5]. Element krzywoliniowy (zapisany przy uzy-
ciu uktadu wspétrzednych (x,y,z)) jest przeksztalcany do elementu prostoliniowego z
lokalnymi wspotrzednymi (u,v,w) przy uzyciu macierzy Jacobiego (J) (rys. 2Z3):

V4 A%

RYSUNEK 2.3: Odwzorowanie przeksztalcajace element krzywoliniowy w czworo$cian w
uktadzie wspotrzednych (u,v,w).

0 9z Oy 0z 0 0

0 0
% — % % % G| J g (2 26)
0 - o _ o] :
Y % b | Y s
ow ow Ow Ow 0z 0z

Wspétrzedne (u,v,w) odpowiadaja wspolrzednym simpleksowym (A2,A3,\4), a czwarta
wspotrzedng mozna okresli¢ na podstawie warunku normalizujacego jako Ay = 1 — Ay —
A3 — Ay (Dodatek [AT] r. (A.3).

W analogiczny sposob miedzy uktadami wspotrzednych transformowane sa sktadowe
funkcji bazowych:

N, N,
N, | =J| N, (2.27)
N, Ny

Dla element6éw krzywoliniowych lokalne macierze sztywnosci i bezwtadnosci z r. (2.24)-
(228) mozna przepisaé przy uzyciu réwnan:

sl — Hf pH (Y x Ny) da dy dz = fJ NEiJ;flJTNRJd gy v dw

(2.28)

Tl(j) = fff Nier]\_fj dr dy dz = fff [ N;uNiy Niw } JTe, J1 sz det(J) du dv dw
% v Njw

(2.29)



Rozdziat 2 Metoda elementéw skonczonych 23

gdzie (-)T oznacza operacje transpozycji macierzy, (-)~7 oznacza transpozycje macierzy
odwrotnej, a Nz to macierz pomocnicza do wyznaczenia rotacji funkcji bazowych:

NE = (B = 5). (B = 5e). (B - 5 | (2:30)

W przypadku, gdy do opisu elementu skonczonego uzyto hierarchicznych funkcji
bazowych, wykonanie catkowania z r. (2.28))-(229) metoda analityczng nie jest kwe-
stig oczywista i wiazatoby sie z bardzo duzym kosztem numerycznym. Z tego powodu
zdecydowano sie wykorzystaé¢ kwadratury Gaussa [72] do wykonania catkowania nume-
rycznego. Kwadrature Gaussa dla pojedynczego czworoscianu, mozna zapisa¢ w postaci

r. (2.31): )
JJJ f@y2dv = Vi3S w f ) (2.31)
\%4 i=1

gdzie ) okresla liczbe punktow kwadratury p;, a w; okresla wagi kwadratury w uktadzie
simpleksowym. Aby zapewni¢ satysfakcjonujacg doktadnosé catkowania numerycznego
nalezy wykorzysta¢ kwadratury wysokiego rzedu, co wiaze si¢ ze znaczacym kosztem
pamieciowym i obliczeniowym. Z tego powodu wykorzystanie elementéw krzywolinio-
wych jest zasadne w sgsiedztwie zakrzywionych obszarow analizowanej struktury.

Dla powyzej zdefiniowanych sformutowan (hierarchiczne funkcje bazowe wyzszego
rzedu, elementy krzywoliniowe, kwadratury Gaussa) lokalne macierze elementéw obli-
czy¢ mozna zgodnie z r. (2.32)-(2.33):

12 1
g© ~ = N (JL 1 1J)NT 2.32
6;1{] R( Zlu ) deet(-]l') ( 3 )
19
T~ = 3 wiNi(J; T el N det(J;) (2.33)
i=1

gdzie: Q oznacza liczbe punktéw kwadratury, J; oznacza macierz Jacobiego (2.26), (-)~7
oznacza transpozycje odwrotnosci macierzy, N; oznacza macierz, ktéra przechowuje
warto$ci hierarchicznych funkcji bazowych ]\7“ Ng; oznacza macierz, ktéra przechowuje
wartosci rotacji hierarchicznych funkcji bazowych V x Ni.

2.2 Konstrukcja macierzy globalnych

W p. 1 pokazano formuty pozwalajace na generacje lokalnych macierzy elementéw
sztywnosci S i bezwladnosci T, Nastepnym krokiem metody elementéw skoriczo-
nych jest konstrukcja rzadkich macierzy globalnych sztywnosci (S) i bezwtadnosei (T).
Wéréd formatéw reprezentacji macierzy rzadkiej najbardziej popularnymi formatami
sa COO (ang. Coordinate format), CRS (ang. Compressed Row Storage), CCS (ang.
Compressed Column Storage), Ellpack-Ttpack [3]. To co wyréznia formaty to sposéb
dostepu do elementow niezerowych oraz zapotrzebowanie na pamigé. Wyzej wymienio-
ne formaty zostaly scharakteryzowane przy opisie implementacji mnozenia macierzy
rzadkiej przez wektor (p.[6.2.1]) i ponizej przedstawiono tylko ich gtéwne wlasciwoscei.
Format COO jest bardziej uniwersalny, gdyz trzy wektory przechowuja petna informa-
cje nt. wartodci elementéw niezerowych oraz ich indekséw wierszy i kolumn. 7 drugiej
strony format CRS cechuje sie mniejszym zapotrzebowaniem na pamie¢ (wektor in-
deksow wierszy elementéw niezerowych jest skompresowany) i dlatego jest on czesto
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RYSUNEK 2.4: Laczenie dwéch elementéw skoriczonych (czworo$cianéw) - odwzorowanie lo-
kalnej indeksacji na indeksacje globalna. Na rysunku pogrubiono wspdélne krawedzie, a wspol-
na Sciana czworoscianow zostala pokolorowana.

wykorzystywany jako format bazowy w pakietach i bibliotekach dedykowanych oblicze-
niom na macierzach rzadkich [43[73].

Popularnym sposobem wykonania procesu sktadania macierzy (ang. matrix assem-
bly) jest przetwarzanie struktury element po elemencie [IB6]. W siatce elementéw,
czworodciany maja wspélne wezty, krawedzie i $cianki (rys. 24]). W celu okreslenia
wzajemnego powigzania pomiedzy funkcjami opisujgcymi wartosci pola EM w poszcze-
gblnych elementach skonczonych wprowadza sie globalng numeracje weztow, krawedzi
i $cian elementéw [I[B6]. Na podstawie globalnej indeksacji definiowane jest odwzo-
rowanie, ktore okresla wartosci macierzy globalnych w funkcji wartosci lokalnych. W
rezultacie poszczegolne elementy niezerowe budowanej macierzy sa suma wartosci po-
chodzacych z macierzy lokalnych. Dla elementéw wektorowych procedura budowy ma-
cierzy globalnych musi uwzglednia¢ rowniez fakt, iz funkcje bazowe majg swéj kierunek
i faczenie elementéw wymaga sprawdzenia kierunkéw. W takim przypadku wprowadza
sie tablice taczace lokalna i globalna numeracje krawedzi (element tablicy, ktéry posada
wartos¢ ujemng ma lokalng krawedz zorientowana w przeciwnym kierunku co globalna
krawedz). Na podstawie globalnej numeracji krawedzi oraz orientacji krawedzi naste-
puje dodanie badz odejmowanie wartosci macierzy lokalnych i wpisanie ich do macierzy
globalnych (rys. 2.5)).

Dla powyzszych sformutowan, w ktérych zastosowano hierarchiczne funkcje bazo-
we globalne macierze wspétezynnikéw z r. (2.I0) maja charakterystyczna postaé, gdyz
mozna w nich wydzieli¢ podmacierze Mg odpowiadajace réznym rzedom funkcji bazo-
wych uzytych do opisu elementéw skoriczonych (indeksy 1,2,3 odpowiadaja stopniom
funkcji bazowych):

Sn Slg S13 T11 T12 T13 Mﬁ Mg MJI%
A:S—k(Q]T: Sgl SQQ Sgg —k(Q] T21 T22 T23 - ngl M% MQELO) (234)
Ss1 Ss S Ty Ty Tyl [Mjp Mp M

Powyzsza wlasciwos¢ macierzy umozliwia zastosowanie wielopoziomowego operato-
ra $ciskajacego w metodzie iteracyjnego rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych [61],
ktory zostal przedstawiony w kolejnym punkcie. W ogoélnosci macierz rzadka A jest nie-
symetryczna, jednakze w przypadku gdy € i pu sa tensorami symetrycznymi lub tak jak
w przypadku rozprawy skalarami (e = 1, u = 1), to macierz rzadka jest symetryczna.
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element e

SNxN

element e+1

RYSUNEK 2.5: Budowa macierzy globalnych sztywnosci S. Po obliczeniu lokalnych macierzy
sztywnosci (¢ i 8(¢+1) o rozmiarach K x K dla czworoscianéw (e) i (e+1), w etapie budowy
macierzy globalnej elementy zapisywane sa w macierzy rzadkiej S o rozmiarze N x N, gdzie
N to sumaryczna liczba stopni swobody.

2.3 Rozwiazanie ukladu réwnan

Po wykonaniu dyskretyzacji przestrzeni obliczeniowej, obliczeniu lokalnych macierzy
oraz zbudowaniu macierzy globalnych, kolejnym etapem analizy z wykorzystaniem me-
tody elementow skonczonych jest rozwigzanie macierzowego uktadu réwnan AX = B
(patrz. r. (2:20))), gdzie A to globalna macierz wspétezynnikéow bedaca funkeja global-
nych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci oraz liczby falowej, B to macierz reprezentuja-
ca pobudzenie, X to macierz poszukiwanych amplitud funkcji bazowych, ktore opisuja
fale elektromagnetyczna. Ponizej przeprowadzono dyskusje rozwigzania uktadu réwnan
liniowych dla przypadku, w ktorym B=b i X=x sg macierzami jednokolumnowymi
(rozwiagzanie uktadu w jednych wrotach) i wtedy réwnanie przyjmuje postaé¢ Ax = b.

Wyrdzni¢ mozna dwa gtowne typy metod rozwiazywania macierzowego uktadu réw-
nan liniowych (2.20)), czyli techniki bezposrednie i iteracyjne. W podejéciu bezposred-
nim poszukiwane rozwigzanie uktadu réwnan liniowych oparte jest najczesciej na de-
kompozycji LU [3]. Rezultatem rozktadu macierzy A sa dwie macierze (faktory) - tréj-
katna dolna L oraz tréjkatna gorna U, ktére umozliwiaja szybkie i doktadne rozwia-
zania uktadu réwnan (Z.20) w dwoch etapach podstawienia ,w przéd” (ang. forward
substitution) i ,wstecz” (ang. back substitution):

Ly=b (2.35)

Ux=y (2.36)

W metodzie MES rozmiar macierzy rzadkiej A z r. (6.2)) zalezy od rozmiaru dziedziny,
dyskretyzacji i uzytych funkcji bazowych. W praktyce, rozmiar macierzy moze osiaggnaé
miliony, co spowoduje, ze problem ten nie moze by¢ rozwiazany przy uzyciu metod
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bezposrednich, ktore wymagaja wielokrotnie wigecej pamieci do wykonania faktoryzacji
i przechowywania macierzy (faktor6w) L i U, niz jest to potrzebne do przechowania
macierzy wspotczynnikow A.

Majac na uwadze mozliwos¢ rozwigzywania wiekszych uktadéw rownan zasadnym
jest uzycie metod iteracyjnych [3], ktérych zapotrzebowanie na pamieé¢ ogranicza sie do
macierzy A i wektoréw pomocniczych. W technikach iteracyjnych poszukiwane rozwia-
zanie uktadu réwnan (Z.20) znajdywane jest w procesie iteracyjnym x;1 = Ka p)(X;),
ktory zwykle rozpoczyna dziatanie od rozwigzania poczatkowego xo (moze by¢ bardzo
niedoktadne) i w kolejnych iteracjach zwieksza dokladnosé wyznaczanego rozwigzania
do zadanej doktadnosci. W kazdej iteracji mozna okresli¢ wektor btedu e; jako:

e =X; —X (2.37)

gdzie: x; to rozwigzanie w ,i”-tej iteracji, a x to rozwigzanie doktadne. Metoda ite-
racyjna zbiega sie do rozwigzania dokladnego jezeli norma ||e;|| dazy do zera, a taka
zaleznosé zachodzi, gdy o(K) < 1:

o(K) = max;|\;(K)| (2.38)

gdzie o to promien spektralny macierzy, A; to wartos¢ wlasna.

Jedna z najbardziej popularnych technik iteracyjnych jest metoda gradientéw sprze-
zonych (ang. Conjugate Gradient method, CG) [BLEL[74]. Metoda gradientéw sprze-
zonych dedykowana jest rozwigzaniu uktadu réwnan w przypadku gdy macierz jest
symetryczna i dodatnio okreslona:

Vz z' Az >0 (2.39)

Spelnienie warunku (239) gwarantuje, ze wszystkie wartodci wlasne macierzy A sa
dodatnie.

W przypadku macierzy wygenerowanej przy uzyciu sformutowan MES z poprzed-
niego punktu macierz rzadka jest symetryczna, ale jest nieokre$lona (ang. indefinite).
Jest to spowodowane faktem, ze jej sktadniki majg odmienny charakter - jeden - ma-
cierz sztywnosci S jest pétdodatnio okreslona (ang. positive semidefinite), i ma liczne
statyczne (tj. odpowiadajace zdegenerowanej zerowej wartosci wlasnej) rozwiazania,
ktére w niektoérych przypadkach mogg by¢ zrédtem tzw. falszywych rodzajéw’, a dru-
gi, czyli macierz —k2T jest ujemnie okreslona poniewaz ma ujemne wartosci wlasne.
Mimo wszystko metode gradientéw sprzezonych stosuje sie do rozwigzywania uktadow
rownan w MES. Dodatnia okreslonos¢ macierzy gwarantuje, ze podczas obliczen w pro-
cesie iteracyjnym nie wystapia nieprawidtowe operacje (dzielenie przez zero), jednakze
w praktyce taka sytuacja nie wystepuje mimo, ze macierz jest nieokreslona i metoda
CG jest wykorzystywana w analizie MES probleméw elektromagnetycznych [611[75].

W metodzie CG dokonuje si¢ ortogonalnej projekcji na bazie podprzestrzeni Kry-
towa K;:

Ki(ro, A) = span{ry, Arg, A’rg, ..., A" 'ry} (2.40)

Poszukiwany wektor x tworzony jest z residuéw r;, gdzie ry jest residuum poczatkowym:

"Rozwiazania statyczne rozpinaja jadro operatora rézniczkowego (£ = V x %Vx) - naleza do nich
wszystkie gradienty funkcji skalarnych gdyz V x (V®) = 0. Funkcje bazowe wektorowe uzywane w
MES aproksymuja jedynie to jadro, co prowadzi do warto$ci wlasnych bliskich zera [61]
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Rozwiazanie budowane jest w taki sposob, aby w i-tej iteracji residuum byto ortogo-
nalne do residuum z poprzedniej iteracji r. (2.42)).

r/ o ri=0 (2.42)
Punktem wyjsciowym metody gradientéw sprzezonych jest forma kwadratowa [74]:
f(2)=05-x"TAx —b"x +¢ (2.43)

Przy zalozeniu, ze macierz A jest symetryczna i poddajac (2.43) operacji gradientu
f'(x) = Ax — b, residuum réwne jest r = — f’(x) i wskazuje kierunek najszybszego
spadku. Przyrownujac gradient do zera otrzymujemy rozwigzanie réwnania Ax = b.
Nadajac powyzszym réwnaniom postaé iteracyjna, poszukiwane rozwigzanie przyjmuje
postac:

Xit1 = X + ar; (244)

Z réwnan (Z47), (2:42) i (244) otrzymujemy wspolezynnik .
(b — AXH_l)TI'Z‘ =0 (245)
(b—A(x; +ar))'r; =0 (2.46)
(b — AXZ‘)TI'Z' — (I(AI'Z‘)TI'Z' =0 (247)
(b — AXZ')TI'Z‘ = OZ(AI‘Z')TI'Z‘ (248)
rir; = ar! (Ar;) (2.49)

rir,
== 2.50
“ r7Ar; (2:50)
Wektor nowego kierunku d;;; jest A-ortogonalny do poprzedniego wektora kierunku
dl'l

di+1 =T + ﬁdz (251)
gdzie wspotezynnik 5 = % wynika z ortogonalizacji Gram-Schmidta. Wszystkie

operacje metody CG zostaulyz zebrane w Wydruku 211 [74]. Warto dodaé, ze dla proble-
moéw stratnych, w ktorych generowana w MES macierz rzadka A jest zespolona nalezy
stosowa¢ metode COCG (ang. Conjugate Orthogonal Gradient Method) [76]. W me-
todzie COCG podprzestrzen Krylowa definiuje sie jako K;(Tg, A), gdzie (-) oznacza
sprzezenie.

Algorytm CG wystepuje takze w postaci PCG (ang. Preconditioned Conjugate Gra-
dient) z operatorem Sciskajacym M (Wydruk [2.2]), czyli macierza lub procedura trans-

formujaca problem liniowy do réwnowaznego problemu o tym samym rozwigzaniu:
M 'Ax=M"'b (2.52)

Zastosowanie operatora Sciskajacego ma na celu poprawe zbieznosci algorytmu itera-
cyjnego, gdyz przy doborze odpowiedniego operatora, M—'A ma lepsze wlasciwosci
widmowe niz A (mniejszy promien spektralny o). Przykladem operatora $ciskajacego
jest prekondycjoner Jacobiego, w ktorym macierz M to macierz diagonalna, ktéra na
diagonali ma elementy z diagonali macierzy A [4]:



28 Optymalizacja wydajnosci MES w architekturze CUDA.

a1 0 0
0 agsy --- 0
M=| . (2.53)
0 0 aN,N

1 +=0 1 =0

2 r=b—Ax 2 r=>b—Ax

3 d=r 3 d=M'r

4 dpew =1'T 4 dyey =1rld

5 dO = dnew 5 dO = dnew

6 while (i < imer && dpew > €2dg)d 6 while (i < ipmazr && dpew > €2do)d

7 q=Ad 7 q=Ad

8 dg = d'q 8 dg=d"q

9 a = dfi% 9 a = d’&%
10 x=x+ad 10 XxX=x+ad
11 r=r—aq 11 r=r—aq
12 12 s=Mlr
13 dold = dnew 13 dold = dnew
14 dpew = Tl'T 14 dpew = Tl's
15 B = e 15 f = dpee
16 d=r+p4d 16 d=s+/d
17 1=1+1 17 =141
18 } 18 3}

WYDRUK 2.1: Metoda gradientéw sprzezo- WYDRUK 2.2: Metoda gradientéw sprzezo-

nych nych z operatorem $ciskajacym M.

Niestety operator Sciskajacy Jacobiego nieznacznie poprawia zbieznos¢ rozwiazy-
wania uktadéw réwnan powstajacych w wyniku dyskretyzacji réwnania falowego [77].
Testy wykazaty, ze uzyskanie satysfakcjonujacej zbieznosci dla probleméw wygenero-
wanych w MES przy uzyciu podstawowych operatoréow $ciskajacych i przy zachowaniu
duzej wydajnosci obliczent bylto niemozliwe (rys. 2.0)).

Przyczyn stabej zbieznosci metody iteracyjnego rozwigzywania uktadu rownan ge-
nerowanych w MES w przypadku wektorowego réwnania falowego jest kilka. Po pierw-
sze, macierz A jest nieokreslona (ang. indefinite). Po drugie, zwigkszenie gestosci siatki
(zmniejszenie rozmiaréw czworo$cianéw) powoduje wzrost promienia spektralnego. Po
trzecie obecnosé falszywych, niefizycznych rodzajéw [61] powoduje, ze w procesie itera-
cyjnym pojawiaja sie sktadniki, ktérych nie mozna wyeliminowa¢ poprzez np. deflacje.
Po czwarte zastosowanie hierarchicznych funkcji bazowych sprawia, ze rosnie wskaznik
uwarunkowania macierzy [78]:

o Amam(A)
B Amm(A)

gdzie A0z 1 Ajas to odpowiednio najwieksza i najmniejsza wartos¢ wtasna macierzy A.
Wraz ze wzrostem wskaznika uwarunkowania rosnie liczba iteracji metody gradientéw
sprzezonych (liczba iteracji jest proporcjonalna do kwadratu wskaznika uwarunkowania
macierzy). Poprawe uwarunkowania macierzy uzyskuje sie tworzac ortogonalne funk-
cje bazowe [79]. Tak jak to zostalo opisane wezesniej funkcje bazowe wykorzystane w
niniejszej rozprawie [64], sa ,prawie” ortogonalne, gdyz zastosowano funkcje bazowe
wyzszego rzedu, ktore zeruja sie podczas projekeji na przestrzen o nizszym rzedzie.

(2.54)
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RYSUNEK 2.6: Zbiezno$¢ (norma euklidesowa wektora residualnego) metody gradientéw
sprzezonych bez (CQG) i z operatorem Sciskajacym Jacobiego (PCG-Jacobi). Problem testowy:
filtr grzebieniowy 9-rzedu, rozmiar macierzy N = 806811 (Tab. A.T]).

W literaturze spotka¢ mozna kilka rozwigzan, ktére pozwalaja poprawi¢ zbieznosé
iteracyjnego rozwigzywania uktadu réwnan generowanego w MES. Jednym z rozwigzan
jest zastosowanie metod wielosiatkowych [R0]. Metody iteracyjne stabo redukuja wol-
nozmienne sktadowe przestrzennego rozwiniecia btedu rozwigzania. W metodach wie-
losiatkowych wolnozmienny btad po rzutowaniu na rozrzedzona siatke staje sie¢ szyb-
kozmienny i jest tatwiejszy do usuniecia [R0]. Innym sposobem stltumienia rodzajéw
wtlasnych jest zastosowanie wielopoziomowych operatoréw Sciskajacych wykorzystuja-
cych fakt, iz do opisu elementéw skoniczonych uzyto hierarchiczne funkcje bazowe [G1].
Mechanizm ich funkcjonowania jest analogiczny jak dla metod wielosiatkowych.

2.3.1 Hierarchiczny wielopoziomowy operator Sciskajacy

Hierarchiczny wielopoziomowy operator $ciskajacy jest zestawem operacji, ktore zostaty
przedstawione na Wydruku Operator Sciskajacy moze przyjmowac rézne schematy
(V,W) i posiadaé¢ kilka pozioméw (rys. 2.7)). Ponizej oméwiony zostal operator Sci-
skajacy o schemacie V. W prekondycjonerze wielopoziomowym macierz A podzielona
jest na podmacierze Mg , odpowiadajace roznym rzedom funkcji bazowych uzytych do
opisu elementéw skoriczonych. Macierze w dwupoziomowym (Ayz) i trzypoziomowym
(Ay3)) operatorze Sciskajacym:

oA My My
A=Ay, = [Mg ME (2.55)

My, M, My,
A=Ay;= M} Mji, M (2.56)
Mz My, Mg,
gdzie indeksy 1,2,3 odpowiadaja stopniom funkcji bazowych.
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POZIOM 3

CYKL V

RYSUNEK 2.7: Schemat cyklu V i W trzypoziomowego operatora Sciskajacego.

1 zgp = Hie-ML(rg,i)
2 zgp =0
3 if i == 0 then
4 Mizp =rp (dolny poziom)
5 else
6 Pre-smoothing (zg, rp) (najwyzszy poziom)
7 rgler—MﬁLi zZp
8 zi>! = Hie-ML(rp,i-1)
9 zl; :rE—MfZ;1 zgl
10 Post-smoothing(zg,rg) (najwyzszy poziom)

WYDRUK 2.3: Hierarchiczny wielopoziomowy operator $ciskajacy (ang. Hierarchical Multi-
level, Hie-ML)

Analizujac algorytm wielopoziomowego operatora $ciskajacego o cyklu V (Wydruk
2.3) wyr6zni¢ mozna: procedury ,wygtadzajace” (ang. pre-smoothing, post-smoothing)
(linie: 6, 10), mnozenie macierzy rzadkich taczace poziomy operatora Sciskajacego (linie:
7, 9) oraz rozwiazanie uktadu réwnan na dolnym poziomie (linia: 4).

Dla etapow ,wygladzajacych” mozna zastosowaé relaksacyjne iteracyjne metody
rozwigzywania ukladu Mz = g [3]. Metody relaksacyjne maja taka wtasciwosé, iz
schemat iteracji (K) jest niezalezny od z; oraz ¢ w trakcie procesu iteracyjnego:

Z; — KM,g(Zi—l) (257)

Do metod relaksacyjnych zaliczy¢ mozna metode Gaussa-Seidela, metody Jacobiego
oraz metode SOR (ang. Successive Over-Relaxation). Na potrzeby tych metod macierz
zapisywana jest w postaci:

M=D-L-U (2.58)

gdzie macierz D jest macierza diagonalng, macierz -L zawiera elementy ponizej dia-
gonali, a macierz -U elementy powyzszej diagonali. Metoda Gaussa-Seidela wyznacza
rozwigzanie w kolejnej iteracji na podstawie rozwigzania otrzymanego w poprzedniej
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iteracji wg. wzoru opisanego w réwnaniu (259), w ktérym wykonuje sie tzw. ,pod-
stawienie w przéd” (ang. forward substitution) lub wg. wzoru opisanego w réwnaniu
[260), w ktérym wykonuje sie tzw. ,podstawienie wstecz” (ang. back substitution).

(D - L)Z/L'Jrl = UZZ' + 87,1 = (D - L)il[UZZ’ + g] (259)

(D - U)Zi+1 = LZZ' + 87,1 = (D - U)il[LZZ’ -+ g] (260)

Kolejng metoda relaksacyjng jest metoda SOR, dla ktorej wektor wynikowy obli-
czany jest na podstawie procedury (2.61]). Niestety znalezienie optymalnego dla danego
problemu wspdtezynnika relaksacji (w € {0,2}) nie jest zagadnieniem trywialnym [3].

ziv1 = (D + wL) Y(wg — [wU + (w — 1)D]z,) (2.61)

Inna metoda relaksacyjna jest metoda Jacobiego, w ktorej rozwigzanie w kolejnej
iteracji z; 1 otrzymywane jest przy uzyciu procedury (Z.62). Procedure te, mozna za-
pisa¢ w bardziej zwartej formie (Z63) przy uzyciu podstawienia (R; =1 — D *A):

zii1 =D g+ (L+ U)z) (2.62)

z;+1 = Ryz; + D7'g, (2.63)

Modyfikacjg metody Jacobiego jest wazona metoda Jacobiego, ktorej iteracje mozna
zapisa¢ wg. réwnania (2.64]). Odpowiednie dobranie wagi w pozwala uzyskaé lepsza
zbieznosé wazonej metody Jacobiego.

RwJ =1- wDilA

ziy1 = Ryyz; + wD ™ 'g (2.64)

Zhu i Cangellaris [61] zaproponowali uzycie metody Gaussa-Seidela w implementacji
procedur wygladzania (pre-smoothing, post-smoothing), celem zapewnienia satysfak-
cjonujacej zbieznosci. Niestety metoda Gaussa-Seidela nie da sie tatwo zréwnoleglié
(ze wzgledu na operacje podstawiania ,w przéd” lub ,wstecz”), co obniza wydajnosé
obliczeniowa operatora Sciskajacego [T7]. W celu lepszego zréwnoleglenia, zapropono-
wano wazona metode Jacobiego zamiast metody Gaussa-Seidela [8I]. Wazona metoda
Jacobiego jest procesem iteracyjnym atrakcyjnym z punktu widzenia zréwnoleglenia
obliczen, gdyz oparta jest na operacji mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor (Wy-
druk [Z4)), ktéra mozna efektywnie zréwnolegli¢ zaréwno na CPU jaki i na GPU. Na
potrzeby wielopoziomowego operatora Sciskajacego wazong metode Jacobiego przepi-
sano, tak aby moéc wykorzystaé macierz M = MZ, i nie bylo potrzeby obliczania
dodatkowych macierzy R,,; (Wydruk [2.4]).

Profil zbiezno$ci przedstawiony na rys. [2.8 potwierdza, iz metoda gradientéw sprze-
zonych z wielopoziomowym operatorem $ciskajacym (cykl V, wazona metoda Jacobie-
go) osigga satysfakcjonujaca zbieznosé.

1 for p=l:iter

2 r:g—Mgz%
3 ziE:z%+w>kD;1r
4 end

WYDRUK 2.4: Wazona metoda Jacobiego (Dy; - diagonala macierzy MZ).
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RYSUNEK 2.8: Zbiezno$¢ (norma euklidesowa wektora residualnego) metody gradientéw
sprzezonych z wielopoziomowym operatorem $ciskajacym o cyklu V (PCG-V). W operacjach
wygtadzajacych zastosowano wazona metode Jacobiego. Problem testowy: filtr grzebieniowy
9-rzedu, rozmiar macierzy N = 806811 (Tab. [AT).

2.4 Podsumowanie metody elementéw skonczonych

Podsumowujac powyzsza dyskusje, w symulacjach numerycznych elektromagnetycz-
nych probleméw deterministycznych z zastosowaniem metody elementéw skonczonych
wydzieli¢ mozna nastepujace etapy:

Etap-1 Dyskretyzacja - podzial przestrzeni obliczeniowej na elementy skonczone

(p- 2)
Etap-2 Generacja uktadu réwnan liniowych

a) Wyznaczanie lokalnych macierzy sztywnosci (S'®) i bezwtadnosci (T®) z za-
stosowaniem odpowiednich dla danego problemu funkcji bazowych dla kaz-
dego elementu skoticzonego® (p. 1))

b) Budowa macierzy globalnych - z macierzy lokalnych konstruowane sa globalne
macierze rzadkie sztywnosci (S) i bezwtadnosci (T), (p. 2.2)

c) Wyznaczenie prawej strony (lub macierzy prawych stron) uktadu réwnan po-
przez naltozenie odpowiednich dla wybranego problemu warunkéw brzego-

wych (p. 2.1))
Etap-3 Rozwigzanie ukladu réwnan liniowych (p. 2.3)

Etap-4 Przetwarzanie koncowe - na podstawie rozwigzania uktadu réwnan oblicza-
ne sg parametry macierzy rozproszenia lub inne wielkosci opisujace dany uktad

mikrofalowy r. (2.21]).

8W dalszej pracy etap ten nazywany bedzie catkowaniem numerycznym, gdyz z punktu widzenia
obliczen, ktére nalezy wykona¢ w ostatecznej formule wyznaczajacej macierze lokalnych elementow
calkowanie numeryczne jest gltéwna operacja tego etapu.
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Najbardziej kosztownym obliczeniowo i czasowo etapem analizy przy uzyciu metody
elementéw skoriczonych jest rozwiazanie uktadu réwnan liniowych (Etap-3). Wynika to
z faktu duzej liczby danych, na ktorych wykonywane sg obliczenia. Po pierwsze, aby
doktadnie analizowa¢ zagadnienie, generowane sa macierze rzadkie o bardzo duzych
rozmiaréw - miliony niewiadomych. Po drugie, duze uktady réwnan liniowych (Etap-3)
rozwigzywane sg dla wielu czestotliwosci f. W przypadku zastosowania metod bez-
posrednich, nalezy by¢ $wiadomym kosztow pamieciowych i czasowych generowania
macierzy (faktoréw) L i U. W przypadku zastosowania metod iteracyjnych, nalezy za-
stosowaé¢ odpowiednig metode i operator Sciskajacy, ktore pozwolg osiggnac satysfak-
cjonujaca zbieznosé. 7 drugiej strony generacja ukltadéw rownan (Etap-2), ze wzgledu
na kosztowny z punktu widzenia pamieci i czasu wykonania obliczen etap budowania
macierzy lokalnych (catkowanie numeryczne), ma réwniez znaczacy udzial czasowy w
catkowitej symulacji z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych. Efektywne wy-
konanie tego etapu jest kluczowe zwtaszcza w przypadku zagadnien optymalizacyjnych,
w ktorych siatka elementéw skonczonych ulega modyfikacji co prowadzi do koniecznosci
przebudowy macierzy.

Podsumowujac, z punku widzenia czasu wykonania obliczenn w metodzie MES, naj-
bardziej kosztowe numerycznie etapy to generacja macierzy opisujacych problem (Etap-
2a,b) oraz rozwiazanie uktadu réwnan liniowych (Etap-3). W niniejszej pracy opra-
cowano strategie i algorytmy, ktore umozliwiaja masywne zréwnoleglenia
obliczen w MES z wykorzystaniem akceleratoréw graficznych, co pozwolito
na znaczacg redukcje czasu wykonania symulacji elektromagnetycznych.
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Rozdziat 3
Architektura CUDA

W niniejszym rozdziale przedstawiono charakterystyke i model programowania w ar-
chitekturze CUDA oraz zdefiniowano podstawowe pojecia, ktore sg stosowane w opisie
opracowanych rozwigzan algorytmicznych i implementacji przedstawionych w kolejnych
rozdziatach tej rozprawy.

W akceleratorach kompatybilnych z architekturg CUDA wystepuje zupelnie inna
organizacja obliczenn i pamieci niz w CPU [1,B2,B3]. Procesor centralny korzysta z
pamieci zewnetrznej (DRAM), podrecznej (cache) i rejestréw. Na GPU procesory ob-
liczeniowe grupowane sa w tzw. multiprocesory. Liczba rdzeni w multiprocesorze jest
sukcesywnie zwiekszona wraz z rozwojem technologii GPU przez firme NVIDIA. W
architekturze GPU G80, Fermi i Kepler jeden multiprocesor zawiera odpowiednio 8, 32
i 192 rdzenie. Multiprocesor moze korzysta¢ z pamieci: globalnej (ang. global memory),
wspoélnej! (ang. shared memory), tekstur (ang. texture memory), staltej (ang. constant
memory) i rejestrow (rys. B.1)). Najwiekszym rozmiarem pamieci charakteryzuje sie pa-
mie¢ globalna, jednakze przy dostepie do tej pamieci wystepuja najwieksze opdznienia.
W zastepstwie pamieci globalnej mozna wykorzystywaé¢ pamieé¢ tekstur, ale istotnym
ograniczeniem jest brak mozliwosci zapisu danych do tej pamieci?. Malymi opdznie-
niami cechujg sie pamie¢ wspélna i rejestry (dane przechowywane w tych obszarach sa
,blisko” jednostek obliczeniowych ALU). W akceleratorach graficznych kompatybilnych
z architekturg CUDA wystepuje réwniez inny rozktad tranzystoréw do poszczegdlnych
blokéw funkcjonalnych niz na CPU (rys. B.2). Na GPU wiecej tranzystoréow przezna-
czonych jest na jednostki arytmetyczno-logiczne niz na sterowanie i pamieci podreczne,
co pozwala na uzyskanie duzej mocy obliczeniowej [82][83].

W dalszej czesci tego rozdziatu przedstawiono podstawowy model programowania w
architekturze CUDA. Najpierw dane wejéciowe algorytmu alokowane sg na CPU, skad
kopiowane sa na GPU. Zapisujac dane w pamieci GPU do wyboru sa pamieé¢ global-
na, tekstur i stata. Nastepnie z poziomu CPU wywolywany jest program wykonywany
na GPU (tzw. kernel), w trakcie ktérego watki moga odczytywaé dane z powyzej wy-
mienionych trzech rodzajow pamieci. W celu przyspieszenia obliczen dane, na ktérych
wykonywane sg obliczenia, warto przenie$¢ do pamieci wspdlnej lub rejestréw. Zabieg
ten jest szczegdlnie wazny w przypadku wielokrotnego odwotania sie przez watki do
tych samych danych, gdyz dostep do pamieci wspoélnej i rejestréw cechuje sie najmniej-
szymi op6znieniami. Obliczenia w kernelu wykonywane sa przez watki (ang. threads),
ktore pracuja réwnolegle, tzn. wykonuja rownolegle te same instrukcje na réznych da-

'Przez niektérych autoréw pamieé wspélna jest tez thumaczona jako wspoétdzielona.
2Rodzaj pamieci tylko do odezytu (ang. read-only).
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RYSUNEK 3.1: Rodzaje i spos6b dostepu do pamieci na akceleratorze graficznym GPU [82].

Control ALU | ALU =
=

Ay | A
=]

CPU GPU

RYSUNEK 3.2: Przeznaczenie tranzystoréw na CPU i GPU [82].

nych (ang. Single Instruction Multiple Threads, SIMT). Watki grupowane sa w bloki
watkéw (ang. blocks), a bloki uporzadkowane sa w siatki blokéw (ang. grids). Wat-
ki z jednego bloku nie moga komunikowaé si¢ z watkami innych blokéow i nie maja
dostepu do obszaréw pamieci wspolnej i rejestrow dostepnych dla innych blokéw. Po
zakonczeniu obliczen w kernelu nalezy dane wynikowe zapisa¢ do pamieci globalnej,
skad po wykonaniu kernela moga zosta¢ skopiowane z GPU na CPU. W Dodatku [B.2]
(Wydruk B.I)) przedstawiono opisany powyzej model programowania na GPU na przy-
ktadzie dodawania dwéch wektorow.

Na przestrzeni ostatnich 8 lat architektura CUDA uleglta znacznej ewolucji. Wpro-
wadzono nowe architektury GPU: Fermi, Kepler i Maxwell, ktére sa kompatybilne z
architektura CUDA. Postep w tym zakresie dobrze ilustruja dane w Tab. 3.1l Warto
zwroci¢ uwage, ze wzgledem pierwszych akceleratorow kompatybilnych z architektura
CUDA ponad dziesieciokrotnie zwiekszono liczbe tranzystoréw. W kolejnych architek-
turach zwiekszono liczbe rdzeni i zmieniono ich grupowanie w multiprocesorach. Po-
trojono obszar pamieci wspélnej oraz podwojono liczbe rejestréw w multiprocesorach.
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TABELA 3.1: Poréwnanie wlasciwosci architektur akceleratoréw graficznych.

Whasciwosé G80 | Fermi | Kepler
L. tranzystorow 681 M| 3G 71G
Zapotrzebowanie na moc [W] 400 400 235
TFLOPS (pojedyncza precyzja) 0,5 1,3 4,3
TFLOPS (podwdjna precyzja) - 0,6 1,4
Maksymalna liczba multiprocesoréow 16 16 90
Maksymalna liczba rdzeni w jednym multiprocesorze 8 32 192
Liczba rdzeni 128 512 2880
Maksymalna liczba watkéw w bloku 512 1024 1024
Maksymalna liczba watkéw na multiprocesor 768 1536 2048
Maksymalna liczba warpéw na multiprocesor 24 48 64
Maksymalna liczba rejestréw na watek 124 63 255
Pamig¢ wspélna na multiprocesor (kB) 16 | 16\48 | 15\32\48
Wspodibiezne kernele nie tak tak
ECC nie tak tak
Hyper-Q nie nie tak
Dynamic Parallelism nie nie tak

Dodatkowo zadbano o zmniejszenie zapotrzebowania akceleratoréw graficznych na ener-
gie elektryczng. Modyfikacje doprowadzity do ok. dziewieciokrotnego zwiekszenia mocy
obliczeniowej, ktéra w obecnych akceleratorach wynosi 4,3 i 1,4 TFLOPS odpowiednio
dla pojedynczej i podwdjnej precyzji obliczen.

Architektura CUDA (w obecnej wersji 7.0) oferuje wiele mozliwosci istotnych z
punktu widzenia uzyskania duzej wydajnosci obliczeniowej. Do najwazniejszych zali-
czy¢ mozna:

wspOlbiezne wykonanie kilku kerneli (ang. concurrent kernel execution) - wta-
Sciwos¢ ta pozwala na to by wiele kerneli mogto by¢ wywotanych jednoczes$nie i
korzysta¢ z zasobow pojedynczego GPU - w przypadku, gdy kazdy z uruchamia-
nych kerneli nie wykorzystuje w pelni zasobéw GPU (pamieciowych i obliczenio-
wych) to niewykorzystane zasoby moga by¢ uzyte przez inne uruchomione kernele

(rys. B.4(a)-(b)),

uruchomienie w pojedynczym kernelu (tzw. parent kernel) innych kerneli (tzw.
child kernels), co umozliwia synchronizacje pracy kerneli, wykonanie operacji na
pamieci GPU oraz tworzenie i stosowanie strumieni bez wykorzystania CPU (dy-
namic parallelism [84]),

bezposrednia wymiane danych miedzy akceleratorami graficznymi bez potrzeby
komunikacji za posrednictwem pamieci CPU (GPUDirect, rys. B.3al), do tej pory
przesytanie danych miedzy akceleratorami odbywato sie za posrednictwem CPU

(rys. [3.3D)),

hierarchizacje pamieci cache - wprowadzono podzial na konfigurowalng pamieé¢
L1 (16kB lub 48kB na multiprocesor) oraz zunifikowana pamie¢ 1.2,

wielokrotne zwiekszenie wydajnosé operacji atomowych (ang. atomic operations)
- operacje atomowe umozliwiaja watkom poprawne wykonanie operacji odczytu
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RYSUNEK 3.3: Przesylanie danych miedzy akceleratorami graficznymi (z GPU-1 do GPU-2):
(a) komunikacja bezposrednia (P2P, ang. peer to peer), (b) komunikacja za posrednictwem
CPU.
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RYSUNEK 3.4: Schemat kolejkowanych (lewy) i wspo6tbieznych (prawy) wykonan kerneli.

i zapisu do pamieci podczas wykonywania na danych, do ktorych dostepu moze
zadaé¢ wiele watkéw jednoczesnie, operacji: dodawania (atomicAdd), okreslenie
minimum (atomicMin) i maksimum (atomicMax) pomiedzy dwiema warto$ciami,
poréwnanie i podmiane wartosci (atomicCAS).
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TABELA 3.2: Wybrane funkcje bibliotek CUBLAS i CUSPARSE realizujace podstawowe
operacje macierzowe i wektorowe. Oznaczenia: {S} - pojedyncza precyzja, macierze rzeczy-
wista, {D} - podwéjna precyzja, macierze rzeczywista, {C} - pojedyncza precyzja, macierze
zespolona, {Z} - podwdjna precyzja, macierze zespolona.

Nazwa funkcji Funkcja
cublas{S,D,C,Z}axcp y=ax+y
cublas{S,D,C,Z}copy kopiowanie x do y
cublas{S,D,C,Z}dot iloczyn skalarny wektoréw, mnozenie poelementowe w wektoréw x i y
cublas{S,D,C,Z}nrm2 norma euklidesowa wektora x
cublas{S,D,C,Z}scal X = ax
cusparse{S,D,C,Z}csrmv, y = aAx + Sy
cusparse{S,D,C,Z}hybmv

TABELA 3.3: Parametry GPU uzytych w testach numerycznych w rozdzialach 4-8.

GPU Tesla Tesla
K20c K40c
architektura Kepler Kepler
liczba rdzeni 2496 2880
liczba multiprocesorow 13 15
pamieé globalna GDDR5 [GB] 5 12
pamie¢ wspdlna (/multiprocesor) [KB] 16\32\48 | 16\32\48
czestotliwo$é zegara [GHz] 0,8 0,9
PCI-E 2.0 x16 3.0
liczba testowanych akceleratorow 2 1

Architektura CUDA pozwala korzystaé z dotaczonych bibliotek m.in. CUBLAS [85]
i CUSPARSE [73], ktére umozliwiaja realizacje podstawowych macierzowych i wek-
torowych operacji algebry liniowej. W Tab. zaprezentowano funkcje z biblioteki
CUBLAS uzyte w implementacji operacji na wektorach w iteracyjnej metodzie roz-
wiazywania uktadow rownan (p. [6.3)) oraz funkcje z biblioteki CUSPARSE, z ktérymi
porownano opracowana w niniejszej rozprawie implementacje mnozenia macierzy rzad-
kiej przez wektor (p. [6.2.1]).

Na zakonczenie tego rozdzialu trzeba zaznaczy¢, ze architektura CUDA umozli-
wia implementacje algorytméw z masywnie zréwnoleglonymi obliczeniami, jednakze
nie kazdy rodzaj algorytmu posiada cechy, ktore pozwalaja na jego efektywng imple-
mentacje na GPU. W niektérych rodzajach algorytmoéow kod wykonywany na GPU
jest wolniejszy niz jego odpowiednik na CPU. Majac to na uwadze, programujac karty
graficzne nalezy podjac¢ trud maksymalnego zréwnoleglenia algorytmoéw, optymalizowad
uzycie pamieci, zwraca¢ uwage by uzywac optymalnych instrukceji (Dodatek [Bl). Czesto
wieloetapowa optymalizacja wybranego algorytmu prowadzi do opracowa-
nia zupelnie nowego algorytmu z masywnie zréwnoleglonymi obliczeniami,
ktéry realizuje te samg funkcjonalno$é co algorytm poczatkowy.

W Tab. B.3| zaprezentowano gtéwne parametry GPU, ktore zostaty uzyte w testach
numerycznych majacych na celu potwierdzenie tez badawczych niniejszej rozprawy.
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Rozdziat 4

Budowa macierzy sztywnosci i
bezwladnosci

Rozdzial ten jest poswiecony opisowi strategii i algorytméw jakie zostaty zapropono-
wane celem masywnego zréwnoleglenia obliczen zwigzanych z wyznaczeniem lokalnych
macierzy elementow i budowa globalnych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci w me-
todzie elementéw skonczonych (MES) przy wykorzystaniu akceleratoréw graficznych
w architekturze CUDA. W rozdziale opisano implementacje etapéw generacji macie-
rzy przedstawionych w rozdziale 2l Program komputerowy opracowany na podstawie
zaproponowanych w pracy algorytméw sktada sie z wielu tysiecy linii kodu i z tego
powodu algorytmy przedstawiono gtéwnie w postaci schematéw blokowych. W nielicz-
nych przypadkach zdecydowano sie na prezentacje fragmentéw kodu, w celu pokazania
jak zrownoleglono obliczenia na akceleratorze graficznym i w takich przypadkach kody
zostaly umieszczone w Dodatku [Cl

W pierwszej kolejnosci opisany zostal podstawowy wariant generacji jaki opubli-
kowano w recenzowanych czasopismach [S86HSS]| (p. E1). W punkcie tym szczegblowo
oméwiono strategie optymalizacyjne jakie zastosowano w implementacji najwazniej-
szych faz generacji uktadéw réwnan liniowych (catkowanie numeryczne, sktadanie ma-
cierzy globalnych). W kolejnym rozdziale przedstawiono iteracyjny wariant dedykowany
obliczeniom na pojedynczym i wielu akceleratorach graficznych zaproponowany w [89],
ktory pozwala na generacje duzych macierzy.

Testy numeryczne etapéw generacji i rozwiazywania uktadéw réwnan (oméwione w
kolejnych rozdziatach) przeprowadzono dla filtru grzebieniowego 9 rzedu pracujacego w
pasmie GSM (920-980 MHz) (rys. @1]). Podzial struktury tréjwymiarowej na czworo-
Sciany przeprowadzono przy uzyciu generatora siatki NETGEN [58]. Czworosciany w
strukturze wypetnione sg izotropowymi osrodkami bezstratnymi, w ktérych wzgledna
przenikalnos$¢ elektryczna ¢ = 1 i wzgledna przenikalnos¢ magnetyczna p = 1. Pa-
rametry generowanych probleméw (liczba czworoscianéw na jakie podzielono domene
obliczeniowa, rozmiar i liczba elementéw niezerowych generowanych macierzy) zapre-
zentowano w Tab. [l Jako warunki brzegowe zastosowano PEC (ang. Perfect Electric
Conductor) [B56], czyli na powierzchni S obszaru ) spelnione sg zaleznosci:

iix E=0 (4.1)
1 —

nx—VxH=0 (4.2)
67’

Filtr zostat pobudzony z linii wspétosiowej falag o rodzaju TEM. Jest to fala po-
przeczna elektromagnetyczna (ang. Transverse Electric-Magnetic), w ktorej pole elek-
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RYSUNEK 4.1: Filtr grzebieniowy 9 rzedu zaprojektowany na pasmo GSM.

tryczne i pole magnetyczne lezy w ptaszczyznie prostopadtej do kierunku propagacji
fali (E, =0, H, = 0), a wektory natezenia pola elektrycznego i natezenia pola magne-
tycznego maja co najwyzej dwie sktadowe.

Opracowane algorytmy i ich implementacje ze zréwnoleglonymi obliczeniami na
akceleratorach graficznych przedstawione w niniejszej rozprawie zostaly poréwnane z
wynikami otrzymanymi na CPU dla czedciowo zoptymalizowanego kodu wykorzysty-
wanego w symulatorze zagadnieni elektromagnetycznych InventSim [00,01], ktéry jest
opracowywany w zespole prof. dra hab. inz. Michata Mrozowskiego i dra inz. Adama
Lameckiego, i umozliwia analize wtasciwosci urzadzen stosowanych w komunikacji bez-
przewodowej. Obliczenia na GPU i CPU przeprowadzono na zmiennych w podwdjnej

precyzji.

TABELA 4.1: Problemy testowe wykorzystane do testéw numerycznych uzyskane podczas
generacji macierzy wspotczynnikow w zaleznosci od liczby elementéw skonczonych na jakie
zostal podzielony filtr grzebieniowy z rys. 1] w etapie dyskretyzacji. IV; to rozmiary podma-
cierzy ME zgodnie z indeksacja z r. (2.34).

Liczba Rozmiar | Liczba elementow || Rozmiar podmacierzy

czworoscianow | macierzy A | niezerowych A ME M5, ME,
M N NNZ Ny Ny N3

13 613 213 984 14 010 426 10 449 57 715 145 820

28 806 455 916 30 447 378 22 606 123 166 310 144

49 854 806 811 56 170 107 41 715 219 083 546 013

116 070 1 998 492 153 850 230 114 252 550 094 1 334 146

195 349 3 370 908 260 934 264 193 405 928 287 2249 216

287 044 5 079 849 407 716 515 302 357 1406 239 | 3 371 253
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RYSUNEK 4.2: Podstawowy wariant generacji macierzy sztywnosci (S) i bezwladnosci (T)
w metodzie elementéw skoniczonych [86].

4.1 Podstawowy wariant generacji macierzy na po-
jedynczym akceleratorze

Wedtug formut przedstawionych w punkcie 2.4, podstawowa implementacja generacji
macierzy bezwtadnosci i sztywnosci sktada sie z nastepujacych po sobie etapow: dys-
kretyzacja, calkowanie numeryczne i konstrukcja macierzy sztywnosci i bezwtadnosci.
7 punktu widzenia wykorzystania akceleratora graficznego powyzsze etapy moga by¢
zaimplementowane tak jak to zostato zaprezentowane na rys. [Ba]. Strategia zaktada
wykonanie jak najwigkszej liczby obliczen na GPU. W pierwszej kolejnosci informacje
na temat siatki elementéw skonczonych przesytane sa z pamieci hosta (CPU) do pa-
mieci urzadzenia (GPU). Etap ten (wraz z dodatkowa alokacja danych na GPU) mozna
nazwaé przetwarzaniem wstepnym (ang. preprocessing) generacji macierzy. Nastepnie
na akceleratorze graficznym (GPU) wykonywane jest catkowanie numeryczne (ang. nu-
merical integration) i sktadanie rzadkich macierzy globalnych macierzy sztywnosci i
bezwtadnosci (szczegdly tych etapéw zostaly opisane w punktach LT IHAT.2). Po za-
konczeniu obliczen na GPU, macierze rzadkie sg przestane z pamieci akceleratora do
pamieci CPU.

4.1.1 Catkowanie numeryczne

W punkcie tym szczegétowo opisano implementacje catkowania numerycznego na ak-
celeratorze graficznym jaka zaproponowano w niniejszej rozprawie. Etap ten skrotowo
okreglano jako NI co wynika z angielskich akroniméw (ang. numerical integration).
W literaturze znalez¢ mozna propozycje innych autoréw, ktérzy zajmowali si¢ z
zagadnieniem calkowania numerycznego na GPU 284 [A5]. Sformutowania, dla kté-
rych implementowano catkowanie numeryczne byty mniej skomplikowane, gdyz uzyto
mniejszej liczby funkeji bazowych lub kwadratury nizszego rzedu. W 28] zastosowano
liniowe elementy skoniczone z liniowymi funkcjami bazowymi, a macierze lokalne zo-
staly wyznaczone z zastosowaniem catkowania numerycznego z kwadraturg maksymal-
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nie oSmiopunktowa. W artykule [44] zastosowano czworoscienne elementy skoniczone
z zakrzywionymi krawedziami i do catkowania numerycznego wykorzystano srodowi-
sko OpenCL (ang. Open Computing Language). W implementacji na GPU jeden wa-
tek (ang. work-item!) byl odpowiedzialny za obliczenie co najmniej jednego elementu
lokalnej macierzy, a jedna porcja watkéow (ang. work-group) byta odpowiedzialna za
przetwarzanie pojedynczego elementu skonczonego. W artykule do reprezentacji poje-
dynczego elementu skonczonego uzyto 32 zmiennych typu float (23 zmienne opisujace
geometrie, orientacje krawedzi i informacje o o$rodku oraz 9 zer dodanych aby zapewnié
dostep taczny w trakcie dostepu do pamieci globalnej). Takze w artykule [45] zastoso-
wano strategie, w ktoérej jeden blok watkow zostat przypisany do obliczen potrzebnych
do wykonania dla pojedynczego elementu skoriczonego (graniastoshupy), zastosowano
uzupelnienie reprezentacji danych dodatkowymi zerami w celu uzyskania efektywnego
tacznego dostepu do pamieci globalnej. Przed realizacja obliczen catkowania numerycz-
nego dane kopiowane sg z pamieci globalnej do pamieci wspélnej. Kwadratura zosta-
ta zrownoleglona i pojedynczy watek wykonuje obliczenia dla pojedynczego punktu
kwadratury. Po wyznaczeniu warto$ci macierzy sztywnosci przechowywane w pamieci
wspdélnej sa kopiowane do pamieci globalnej. W artykule [46] autorzy prowadza ciekawsa,
dyskusje w celu znalezienia kompromiséw pomiedzy wykorzystaniem zasobéw oblicze-
niowych (liczba watkéw i blokéw watkéw wykonujacych obliczenia), a zasobami pamie-
ciowymi (np. wzrost liczby watkéw zwieksza zapotrzebowanie na rejestry, zwiekszenie
liczby blokéw zwieksza zapotrzebowanie na pamieé wspdlna) w trakcie wykonania ope-
racji catkowania numerycznego. W implementacji operacji catkowania numerycznego
autorzy stosuja dwupoziomowe zréwnoleglenie obliczefi (wyzszy poziom - zréwnole-
glona petla po elementach skonczonych, nizszy poziom - zréwnoleglone obliczenia dla
elementu skonczonego). Na nizszym poziome autorzy wskazuja dwa mozliwe podejscia,
pierwsze to zrownoleglenie kwadratury, drugie to zréwnoleglenie obliczen w trakcie wy-
znaczania macierzy sztywnosci. Autorzy decyduja sie na drugi wariant wskazujac, ze
ograniczeniem zréwnoleglenia kwadratury sa wyscigi przy aktualizacji danych z roz-
nych punktéow kwadratury. Opracowana strategia zaktada, ze jeden element skonczony
jest przypisany do pojedynczego bloku watkéw (z tym, ze jeden blok moze pracowaé
na kilku elementach) i jeden watek wykonuje obliczenia, ktére prowadza do wyznacze-
nia kilku elementéw macierzy sztywnosci. Ponadto autorzy wskazuja, zeby macierze
Jacobianow i macierze funkcji bazowych liczy¢ na CPU i przesyta¢ na GPU. Wyniki
uzyskane w artykule [46] potwierdzaja duze skrécenie czasu catkowania na GPU wzgle-
dem CPU, jednakze czas transferu danych z CPU na GPU jest duzy i dla elementéw
nizszego rzedu poréwnywalny z czasem catkowania numerycznego na GPU.

Dla sformutowan MES przyjetych w niniejszej rozprawie przetwarzanie pojedyn-
czego elementu wymaga przeprowadzenia zdecydowanie wiekszej liczby obliczen niz w
przypadku publikacji 28 E4L[45]. Tak jak to zostato opisane w punkcie 2], catkowanie
numeryczne wymaga uzycia kwadratur Gaussa wysokiego rzedu dla hierarchicznych
funkcji bazowych uzytych do opisu elementu skonczonego.

Lokalne macierze sztywnosci i bezwtadnosci oblicza sie zgodnie z wzorami:

1 1
S ~ S > wiNg (I = 'J;)NG, (4.3)

~ B det(J;)

'W OpenCL work-item i work-group odpowiadaja watkowi i blokowi watkéw w architekturze CU-
DA.
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T ~ G ZwiNi(J;TeJi_l)Ndeet(Ji) (4.4)
i=1

gdzie: Q oznacza liczbe punktéw kwadratury, (-)~7 oznacza transpozycje odwrotnosci
macierzy, J; oznacza macierz Jacobiego, N; oznacza macierz, ktéra przechowuje warto-
Sci hierarchicznych funkcji bazowych, Ng; oznacza macierz, ktora przechowuje wartosci
rotacji hierarchicznych funkeji bazowych, S oznacza lokalng macierz sztywnosci ele-
mentu skoriczonego, T(®) oznacza lokalng macierz bezwladnosci elementu skoriczonego.

Warto zaobserwowaé, ze niemal wszystkie czynniki wystepujace pod suma sa macie-
rzami. 7 tego wzgledu najprostszym sposobem wyznaczenie sktadnikéw sumy bytoby
zastosowanie operacji macierzowych, co dla GPU tatwo uczyni¢ postugujac si¢ biblio-
teka CUBLAS, zaprojektowana i zoptymalizowang do podstawowych obliczen nume-
rycznych z macierzami gestymi [85]. To samonasuwajace sie rozwiazanie nie jest jednak
dostatecznie wydajnie. Operacje macierzowe w srodowisku GPU sa wolne jedli ma-
cierze sa rozmiaréow niebedacych wielokrotnoscig liczby 32. Niestety w interesujacym
nas przypadku taka sytuacja ma miejsce. Macierze Jacobiego, macierze przechowujace
wartosci funkcji bazowych i ich rotacji z réwnan (43])-(@4]) w niniejszej pracy maja
odpowiednio rozmiary 3 x 3, 50 x 31 50 x 3. Z tego wzgledu do wykonania operacji na
macierzach gestych zdecydowano sie opracowaé¢ wtasne procedury (kernele) [86].

Analizujac zaleznosci (A3)-(Z4]) mozna zauwazy¢, ze poszczegdlne sktadniki sumy
w kwadraturach nie sa od siebie zalezne, a wiec obliczenie kazdego z nich moze odbywacé
sie rownoczesnie z pozostatymi. Z tego wzgledu dedykowane kernele zostaty zaprojek-
towane tak, aby mozna byto wykona¢ rownoczesnie wiele mnozen macierzy gestych dla
roznych punktéw kwadratury. Co wiecej, zaproponowano zastosowanie kwadratur Gass-
sa réoznych rzedow, celem redukcji obliczen potrzebnych do wykonania i redukcji zapo-
trzebowania na pamie¢ w trakcie wykonania operacji catkowania numerycznego. Ponizej
przedstawiono szczegdly zaproponowanej w niniejszej pracy implementacji catkowania
numerycznego na GPU. Dla uproszczenia opisu najpierw przedstawiono przypadek, gdy
material opisany jest przez skalarng przenikalnos¢ elektryczng e i magnetyczng p jest
bezstratny, czyli ze oba skalary sa liczbami rzeczywistymi. Jest to sytuacja, ktora do-
tyczy rozwazanego filtru mikrofalowego przedstawianego na rys. [A1, w ktorym € = 1
i p = 1. Tym niemniej metoda catkowania jest ogélna i z tego wzgledu w dalszej ko-
lejnosci rozszerzono dyskusje o warianty, w ktorych osrodek byt reprezentowany przez
skalary zespolone, tensory rzeczywiste i zespolone.

4.1.1.1 Calkowanie numeryczne z wykorzystaniem mieszanych kwadratur
Gaussa

Koncepcje kwadratury mieszanej, czyli takiej, ktorej rzad zalezy od wlasciwosci czworo-
Scianu, w kontekscie obliczen MES na GPU zaproponowano w pracy [87]. Jak wiadomo,
kwadratury Gaussa rzedu n prowadza do doktadnego wyniku jesli funkcja podcatkowa
jest wielomianem rzedu 2n — 1. Funkcje bazowe sa wielomianami, a wiec o tym czy trze-
ba zastosowaé¢ wyzszy rzad kwadratury decyduje macierz Jacobiego, ktora zalezy od
krzywizny czworoscianu. W zwiazku z tym opracowano metode selekcji czworos$cianéw,
w ktorej wszystkie czworosciany podzielono na dwa podzbiory: ,stabo” i silnie” krzy-
woliniowe. W rezultacie, catkowanie numeryczne (ktére ma na celu obliczenie macierzy
lokalnych elementéw skoriczonych) odbywa sie z uzyciem kwadratury Gaussa o odpo-
wiednio nizszym i wyzszym rzedzie (Tab. L2). Dla elementéw krzywoliniowych, przy
zastosowaniu koncepcji kwadratury mieszanej formuty do obliczenia lokalnych macierzy
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elementow mozna zapisa¢ w notacji macierzowe;j:

19w 1
S\ ~ Nuwrs(JL Ty )NT o~ 4.5
6;10 WR( will W) Wdeet(JWZ) ( )
S¥ ~ 1% Nori(J% 1" Jgi)NE ! (4.6)
w’l A K .
~ SRi Sl Si SRZd t(JSZ>
© 1 Qw .
Ty ~ = szNwl (Juh e )N det (T (4.7)
=1
T ~ ZwZNSZ I5TedsHNT det(Jg) (4.8)

=1
gdzie: W, S okreslaja liczbe punktow kwadratury dla ,;stabo” i "silnie” krzywoliniowych
czworoscianow oraz indeksuja ponizsze macierze Jacobiego, funkcji bazowych, lokalnych
macierzy elementow,
(1)7T to operacja transpozycji macierzy odwrotnej,
Jwi, Js; - macierze Jacobiego o rozmiarze 3 X 3,
Nw pi, Ng; - macierze o rozmiarze 50 x 3, ktére przechowuja wartosci funkceji bazowych
Ny 1 N,
Nwri, Nsr; - macierze o rozmiarze 50 x 3, ktore przechowuja wartosci rotacji funkcji
bazowych
St 8% _ macierze sztywnosci o rozmiarze 50 x 50,
T%;}) ; Tge) - macierze bezwladnosci o rozmiarze 50 x 50.

Koncepcja kwadratur mieszanych zostata zaproponowana, aby zredukowac¢ liczbe
operacji do wykonania i zapotrzebowanie na pamie¢ w trakcie Wykonywania operacji
catkowania numerycznego celem obliczania macierzy lokalnych sztywnosci S i bez-
whadnosci T (Tab 1.3). Obydwa te parametry sa istotne z punktu widzenia wyko-
rzystania zasobéw akceleratoréw graficznych. Z tego powodu w artykule [87] podjeto
skuteczng prébe okreslenia minimalnego rzedu kwadratur Gaussa, ktéra pozwolita osia-
gnaé duzg doktadnosé catkowania numerycznego oraz calej symulacji MES. Znalezienie
optymalnego rzedu kwadratury wymaga okreslenia doktadnosé catkowania numerycz-
nego dla kwadratur Gaussa z Tab. 2l W tym celu obliczono bledy wzgledne (4.9)
pomiedzy wartodciami lokalnych macierzy sztywnosci T otrzymanych dla kwadra-
tur o rzedzie R = {5,6,9,10, 11} i lokalna macierza otrzymana z najwyzszym rzedem
kwadratury R = 14 r. (£9).

(e) (e)
| R={5,6,9,10,11} — Triall2

1T304l
Minimalny rzad kwadratury dla prostoliniowych elementéw moze byé¢ okreslony na

podstawie rzedu funkcji bazowych (£I0). Dla funkcji bazowych trzeciego rzedu, kwa-
dratura powinna by¢ rzedu co najmniej R = 6 [72].

btad wzgledny = (4.9)

R=2-p—1 (4.10)

TABELA 4.2: Rzad (R) i liczba punktéw (@) kwadratury dla regul zaproponowanych dla
czworoscianéw w artykule [72].

| (RQ) ]| (5,14) | (6,24) | (9,61) | (10,81) | (11,109) | (14,236) |
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TABELA 4.3: Ilo$¢ pamieci i liczba operacji zmiennoprzecinkowych (ang. floating point ope-
ration, flop) potrzebnych do wyznaczenia pojedynczej macierzy sztywnosci w zaleznosci od
rzedu\punktéw (R\Q) kwadratury.

R (Q) | Pamie¢ [kB] | Mflop
6 (24) 795 0,4
9 (61) 171.3 1.0
10 (81) 220.9 13
11(109) | 2903 18
14 (236) | 6053 3.9

TABELA 4.4: Udzial procentowy elementéw okreslonych jako ,stabo” i ,silnie” krzywoliniowe
na podstawie weryfikacji liniowosci kazdego elementu skonczonego dla przyktadowej siatki z
49854 czworoscianami.

Tolerancja 100°'J102]103]10°*[10°°]10°%] 1077
,slabo” krzywoliniowe [%] 76 43 41 41 41 40 1
,silnie” krzywoliniowe [%)] 24 57 59 59 59 60 99

gdzie: R okresla rzad kwadratury, p okresla rzad funkcji bazowych.

Jesli czworoscian nie jest krzywoliniowy, to stosowanie kwadratury 6 rzedu jest wy-
starczajace. Poniewaz, na etapie generowania siatki dopuszcza si¢ zakrzywienie krawe-
dzi i Scian czworosciandéw, nalezy w pierwszej kolejnosci zbadac jak silne jest zakrzywie-
nie. W celu okreslenia kandydatéw dla kwadratury niskiego rzedu, przed wykonaniem
catkowania przeprowadzana jest weryfikacja liniowosci kazdego elementu skonczonego.
W ogélnosci czworosciany wyzszego rzedu opisane sa jako zbiér 10 punktéw w prze-
strzeni: 4 punkty na koncu krawedzi oraz 6 punktéw w srodkach krawedzi (rys. 2.3).
Wspétrzedne punktéw srodkowych krawedzi czworo$ciandéw poréwnywane sa z punkta-
mi srodkowymi linii taczacych konce krawedzi. Jezeli wszystkie punkty leza, z zalozona
doktadnoscia, dostatecznie blisko punktéw referencyjnych, to czworosécian klasyfikowa-
ny jest jako ,stabo” krzywoliniowy, w przeciwnym razie, jako ,silnie” krzywoliniowy. Na
podstawie testéw zdecydowano sie przyjaé tolerancje na poziomie 107°, gdyz zapewnia
ona zarowno niski poziom btedu wzglednego jak i duza liczbe czworoscianéw ,stabo”
krzywoliniowych (Tab. [1.4]).

Na rys. d.3H4.4l przedstawiono udzial procentowy czworo$cianéw okreslonych jako
,stabo” i | silnie” krzywoliniowych, dla ktérych btad wzgledny z r. (£9) jest mniej-
szy niz 107" dla kwadratur o rzedzie R = {5,6,9,10,11}. Tak jak oczekiwano dla
wszystkich czworoscianéw ,stabo” i silnie” krzywoliniowych kwadratura R = 5 rzedu
(Q = 14 punktéw) nie jest wystarczajaca. Ponadto dla czworoécianéw ,stabo” krzywo-
liniowych btad wzgledny mniejszy niz 10~° zostal otrzymany dla wszystkich kwadratur
o rzedzie wiekszym niz R = 5. Z racji tego, iz kwadratura o rzedzie R = 6 jest wystar-
czajaca do osiggniecia wysokiej doktadnosci catkowania numerycznego, ma mniejsze
zapotrzebowanie na pamie¢ i wymaga przeprowadzenia mniejszej liczby obliczen niz
kwadratury wyzszego rzedu zdecydowano si¢ uzna¢ ja za optymalna dla elementow
ystabo” krzywoliniowych. Jak pokazuje rysunek [£.4] kwadratura o rzedzie R = 6 nie
gwarantuje jednak poprawnosci wykonania operacji catkowania dla elementéw ,silnie”
krzywoliniowych (bardzo matla jest liczba elementéw, dla ktérych btad wzgledny jest
mniejszy niz 107%). Analizujac rysunek 4] mozna zauwazy¢, iz dla kwadratur rzedu
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RYSUNEK 4.3: Udzial procentowy ,stabo” krzywoliniowych elementéw dla bledéw wzgled-
nych (r. (Z9)) o wartoéci mniejszej niz 10~.
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RYSUNEK 4.4: Udzial procentowy ,silnie” krzywoliniowych elementéw dla bledéw wzgled-
nych (r. (£9)) o wartosci mniejszej niz 107V,

R = {9,10,11} otrzymano bledy wzgledne odpowiednio na poziomie 10~7, 1078, 10~°
dla ponad 90% elementéw. Jako kompromis miedzy kosztem a doktadnoscig obliczen
wybrano kwadrature rzedu R = 10 (@ = 81 punktéw). Jest to najmniejsza kwadratura
pozwalajaca osiggna¢ blad wzgledny mniejszy niz 10~% dla ponad 90% czworoécianéw
oraz btad wzgledny mniejszy niz 107> dla wszystkich krzywoliniowych elementéw.
Implementacja catkowania numerycznego z zastosowaniem kwadratur mieszanych
wymaga separacji czworo$cianow ,stabo” i ,silnie” krzywoliniowych. Z tego powodu,
przed wykonaniem operacji catkowania numerycznego podzbior czworoscianéw jest ska-
nowany i kazdy czworoscian klasyfikowany jest jako ,,stabo” albo ,silnie” krzywoliniowy.
Indeksy czworosciandéw danej kategorii zapisywane sg w dwoch oddzielnych tablicach.
Nastepnie na podstawie w\w indekséw wykonywane sa sekwencyjnie dwie petle naj-
pierw dla czworoscianéw ,,silnie”, a potem dla ,stabo” krzywoliniowych. Podziat na dwie
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TABELA 4.5: Czasy (w sekundach) wykonania calkowania numerycznego (NI) w zaleznosci
od liczby réwnolegle przetwarzanych czworoscianéw w porcji oraz zastosowanej kwadratury
(R-rzad,Q-liczba punktéw). Problem testowy liczy 13613 czworoscianéw. GPU: Tesla K40c.

l. czworoécianow | R=6 | R=9 | R=10| R=11 | R=14
W porcji Q=24 | Q=61 | Q=81 | Q=109 | Q=236
1 1,244 | 2,117 | 2,517 | 3,100 4,070

2 0,662 | 1,130 | 1,359 | 1,676 4,089

4 0,382 | 0,912 | 0,777 | 1,455 3,146

8 0,274 | 0,691 | 0,73 1,357 | 2,880

16 0,201 | 0,776 | 0,693 | 1,259 2,663

32 0,183 | 0,698 | 0,608 | 1,144 2,583
64 0,163 | 0,682 | 0,573 | 1,121 2,542
128 0,148 | 0,666 | 0,553 | 1,087 | 2,521
256 0,140 | 0,659 | 0,542 | 1,073 2,506
512 0,133 | 0,657 | 0,537 | 1,066 2,500

petle zostat zaproponowany, aby zagwarantowac¢ zrownowazenie obliczen w trakcie ob-
liczania lokalnych macierzy elementéw sztywnosci S i bezwtadnosci T (najpierw
przetwarzane sa czworo$ciany z kwadratura 10 rzedu (81 punktéw), potem czworoscia-
ny z kwadratura nizszego 6 rzedu (24 punktéw)).

Podzbiory ,stabo” i ,silnie” krzywoliniowych czworo$cianow sa nastepnie dzielone
na mniejsze porcje. W obrebie jednej porcji czworosciany przetwarzane sa rownolegle.
W tym przypadku jeden blok watkéw CUDA (wymiar Y) zostal przypisany do jednego
czworo$cianu w porcji, a kolejne porcje przetwarzane byty sekwencyjnie (psedokod zo-
stat umieszczony w Dodatku[Cl Wydruk[C.]). Optymalna liczba czworodcianéw w porcji
zalezy od architektury. Testy wykazaty, iz dla architektury Kepler (Tesla K40c) opty-
malne? sg porcje zawierajace po 256 czworoscianéw (Tab. EEH). Kolejnym poziomem
zrownoleglenia obliczen bylo wykonanie niezaleznie obliczen dla wszystkich punktéw
kwadratury Gaussa dla pojedynczego czworosécianu - pojedynczy blok watkow (wymiar
7Z) zostal przypisany do jednego punktu kwadratury.

Na najnizszym poziomie wykonywane sg mnozenia macierzy gestych o rozmiarze
wynikajacym z liczby funkcji bazowych (B = 50) i rozmiaréw macierzy Jacobiego
(D = 3). Jak weczesniej wyjadniono, z uwagi na rozmiar macierzy do tych operacji nie
powinno stosowaé sie biblioteki CUBLAS. W Dodatku [C] na Wydruku przedsta-
wiono kod kernela dedykowanego operacji mnozenia rzeczywistych macierzy gestych
wartosci funkeji bazowych N i macierzy JJ bedacej iloczynem transpozycji odwrotno-
Sci macierzy Jacobiego, osrodka reprezentowanego przez e oraz odwrotnosci macierzy
Jacobiego (JJ = J eI 7!, patrz. r. (&8)) dla Q = 81 punktéw kwadratury (rzad kwa-
dratury R = 10). Zamieszczony w dodatku kernel oprécz mnozenia macierzy realizuje
pozostale etapy strategii zréwnoleglenia opisane powyzej. Inaczej méwiac w rozwaza-
nym kernelu zréwnoleglenie obliczen odbywa sie na kilku poziomach:

’Dla porcji liczacej 256 czworoécianéw uzyskano znaczna redukcje czasu wykonania calkowania
numerycznego. Dwukrotne zwiekszenie liczby czworoscianéw (z 256 do 512) nie zmniejsza znaczaco
czasu wykonania, a dwukrotnie zwigksza zapotrzebowanie na pamiec.
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TABELA 4.6: Czas i przyspieszenie wykonania operacji calkowania na GPU i CPU w
zalezno$ci od zastosowanej kwadratury nizszego rzedu, mieszanej lub wyzszego rzedu:
Q={24,24\81,81}. GPU: Tesla K40c, CPU: Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687TW (8 watkéw,
Hyper-Threading wylaczony). Problem testowy liczy 49854 czworoscianéw, z ktérych 41%
jest ,stabo” krzywoliniowych.

Implementacja | Q=24 | Q={24\81} | Q={81}
GPU 3] 0,503 1,392 1,980
CPU 3] 3,065 | 10,353 | 14,755

GPU vs. CPU 6,1 7,4 7,5

 kazdy wiersz macierzy wynikowej jest obliczany przez niezalezny watek (w bloku
watkéw o wymiarze X),

 réwnolegle wykonywane sg obliczenia dla kazdego czworoscianu w porcji (parallelTets)
czworo$cianéw (wymiar bloku watkéw - Y),

o zrownoleglenie obliczen dla () = 81 punktéw kwadratury odbywa sie na poziomie
bloku watkéw (wymiar bloku watkéw - 7).

Czasy catkowania numerycznego z zastosowaniem zaproponowanych procedur i stra-
tegii umieszczono w Tab. .6l W referencyjnej implementacji na CPU uzyto funkcji z
biblioteki Intel MKL do wykonania operacji na macierzach gestych i, sugerujac sie za-
leceniami, wytaczono opcje Hyper-Threading celem uzyskania lepszej wydajnosci na
CPU. Zauwazy¢ mozna, iz zaréowno dla GPU jak i CPU uzyskuje sie¢ znaczace skro-
cenie czasu wykonania operacji catkowania, gdy zamiast kwadratury wyzszego rzedu
R =10 (Q = 81) stosuje sie kwadrature mieszana. Zaproponowane strategie pozwala-
ja na 6,1-7,5 krotne skrécenie czasu wykonania operacji catkowania numerycznego na
GPU wzgledem CPU. Ponadto przewaga GPU ros$nie wraz ze wzrostem liczby wyko-
nywanych operacji (rzedem kwadratury).

4.1.1.2 Calkowanie w przypadku innych typow o$rodkéw

Przedstawione powyzej rozwazania dotyczyty najprostszego (i odpowiedniego dla filtru
mikrofalowego przedstawionego na rys 1)) przypadku, w ktérym parametry o$rodka
(przenikalnosé¢ elektryczna i magnetyczne) opisane sa przez rzeczywiste skalary. Dla in-
nych struktur € i g z rownan (&50)-(Z£8]) moga by¢ tensorami rzeczywistymi, skalarami
zespolonymi lub tensorami zespolonymi. W ogélnosci implementujac metode elementow
skonczonych mozna byto zatozy¢, ze wszystkie rodzaje osrodkow € i p reprezentowa-
ne sg jako tensor zespolony. Jednakze takie podejscie bytoby nieefektywne z punktu
widzenia wykorzystania zasobéw pamigciowych i obliczeniowych. Skala nadmiarowo-
sci tych dwoch parametréw zostala zaprezentowana w Tab. 4.7l Zapotrzebowanie na
pamiec¢ i liczba operacji zmiennoprzecinkowych niezbednych do wyznaczenia 256 lokal-
nych macierzy elementéw T z réwnania ([48) przy wykorzystaniu kwadratury Gaussa
10 rzedu zostaty zestawione w Tab. [4.7 niezaleznie dla czterech wariantow, tzn. para-
metry fizyczne osrodka dla kazdego czworoscianu sg reprezentowane przez pojedynczy
typ (np. skalar rzeczywisty - rzad 5, tensor zespolony - rzad 2). Liczby przedstawione w
Tab. [A. 7 wskazuja bezsprzecznie, iz dla osrodka, ktorego parametry fizyczne sg liczbami
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TABELA 4.7: Zapotrzebowanie na pamie¢ (MB) i liczba operacji zmiennoprzecinkowych
(Mflop) jaka musi zosta¢ wykonana aby obliczy¢ 256 lokalnych macierzy sztywnosci T() przy
wykorzystaniu kwadratury Gaussa 10 rzedu dla kazdego osrodka niezaleznie. W nawiasach
przedstawiono procent zaoszczedzonej pamieci i redukcje liczby operacji zmiennoprzecinko-
wych wzgledem wariantu, gdy osrodek jest reprezentowany przez tensor zespolony.

Osrodek MB Mflop
Tensor zespolony | 1157 ( 0%) | 720,3 (  0%)
Skalar zespolony | 113,1 ( -2%) | 684,3 ( -5%)

Tensor rzeczywisty | 57,9 (-50%) | 360,2 ( -50%)
Skalar rzeczywisty | 56,5 (-51%) | 342,1 ( -53%)

zespolonymi potrzeba jest alokacja wigkszej ilosci pamieci oraz trzeba wykonaé¢ wiecej
obliczen.

Zgodnie z tym co opisano wczesniej, zdecydowano by w trakcie catkowania nume-
rycznego porcja 256 czworo$cianéw byta przetwarzana réwnolegle. Celem maksymaliza-
cji efektywnosci procesu catkowania numerycznego zapewniono zrownowazenie obliczen
(ang. load balancing), tak aby przetwarzanie pojedynczego czworo$cianu potrzebowato
tej samej liczby obliczen i operacji na pamieci. Zréwnowazenie obliczen dla wariantu
catkowania numerycznego, ktory wykorzystuje koncepcje kwadratur mieszanych oraz
podziat na rézne typy osrodka jest mozliwe w przypadku, gdy czworosciany podzielono
na podzbiory nie tylko ze wzgledu na typ kwadratury, ale takze ze wzgledu na rodzaje
osrodka. Taki podziat sprawil, iz przy generacji macierzy moze wystapi¢ az 16 réznych
przypadkow w zaleznosci od:

 rodzaju macierzy (2x - S1iT)
 rodzaju zastosowanej kwadratury (2x - ,stabo” lub ,silnie” krzywoliniowe)

o rodzaju oé$rodka (4x - skalar rzeczywisty, tensor rzeczywisty, skalar zespolony,
tensor zespolony)

Dla kazdego z 16 wariantéw nalezatoby przygotowaé¢ 16 wersji dedykowanych ko-
dow, aby dla kazdego z przypadku otrzymaé¢ wysoka wydajnosé. Zauwazono jednak,
ze koszt numeryczny dla niektérych typéw osrodkéw jest podobny (np. skalary rzeczy-
wiste i tensory rzeczywiste). Dla skalaréw zespolonych koszt obliczeniowy jest okoto
dwukrotnie wickszy w przypadku gdy rzeczywiste i urojone czesci macierzy T(©) sg
obliczane oddzielnie (Tab. 7). Jednakze przy odpowiednim uporzadkowaniu obliczen,
liczba operacji moze zosta¢ dwukrotnie zredukowana w sytuacji gdy skalarny parametr
osrodka zostanie wyciagniety przed petle kwadratury z r. (d7)-(4.8). Liczba operacji
jest wowczas praktycznie taka sama jak w przypadku, gdy osrodek reprezentuje skalar
rzeczywisty. Analogicznego podejscia nie mozna zastosowac dla osrodkéw reprezentowa-
nych przez tensor zespolony (zespolona macierz o rozmiarze 3 X 3) poniewaz mnozenie
macierzy nie jest przemienne. Identyczne wnioski dotycza obliczen lokalnych macierzy
sztywnosci S i przenikalno$ci magnetycznej fi.

W efekcie powyzej opracowanych strategii optymalizacyjnych i dzieki odpowiedniej
organizacji obliczen, uzyskano podobna wydajnos¢ w trakcie catkowania numeryczne-
go dla skalarow rzeczywistych, tensorow rzeczywistych i skalaréw zespolonych. 7 tego
powodu zdecydowano sie na opracowanie dwoch oddzielnych wariantéw catkowania nu-
merycznego:
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TABELA 4.8: Mozliwe tablice indekséw po podziale na podzbiory czworoscianéw w zalez-
nosci od macierzy, kwadratury i rodzaju oé$rodka w zaproponowanej implementacji generacji
macierzy. typl - indeksy czworoécianéw dla sytuacji, w ktérej parametry fizyczne osrodka
sg skalarem rzeczywistym, tensorem rzeczywistym lub skalarem zespolonym, typ2 - indeksy
czworoscianéw wypelnionych osrodkiem, ktérego parametry fizyczne opisane sg przez tensor

zespolony.

Macierz | Kwadratura | Indeksy czworo$cianéw | Strumien
T Q=81 indeks_T_Q81_typl 0
T Q=81 indeks_T_Q81_typ2 1
SIS Q=81 indeks_S_Q81_typl 2
S Q=81 indeks_S_Q81_typ2 3
T Q=24 indeks_T_Q24 _typl 0
T Q=24 indeks_T_Q24_typ2 1
S Q=24 indeks_S_Q24 typl 2
S Q=24 indeks_S_Q24_typ2 3

krok (porcja)

NI - warianty: M strumien | 0(0-3)|1(4-6) | 2(7-8) | 3 (9)
indeks_T_Q81_typ1| 256 0 0 - - -
indeks_T_Q81_typ2| 1024 1 1 4 7 9
indeks_S_ Q81 typ1| 786 2 2 5 8 -
indeks_S_Q81_typ2| 512 3 3 6 - -

RYSUNEK 4.5: Strumienie (streams) przypisane do wariantéw calkowania numerycznego
dla kwadratury 10 rzedu (81 punktéw) dla podzbioru 1280 czworosciandéw przetwarzanych
sekwencyjnie w porcjach 256 czworos$cianéw.

o dla skalaréw rzeczywistych, tensoréw rzeczywistych oraz skalarow zespolonych
(typ-1),

o dla tensoréw zespolonych (typ-2).

Mniejsza liczba wariantéw pozwolita na otrzymanie wickszej wydajnosci. Ponadto za-
proponowana optymalizacja zredukowata liczbe tablic indekséw czworoscianéw do 8, w
zaleznosci od:

o macierzy (2x - S i T()),
« rzedu zastosowanej kwadratury (2x - ,stabo” lub silnie” krzywoliniowe),

 rodzaju osrodka (2x - skalar rzeczywisty\tensor rzeczywisty\skalar zespolony lub
tensor zespolony).

Ponadto aby wykorzysta¢ mozliwos¢ wspéibieznego wykonania kerneli (ang. concurrent
kernel execution p.[3]) oddzielne strumienie zostaty przyporzadkowane do opracowanych
wariantéw catkowania numerycznego (Tab. [8]).
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TABELA 4.9: Czasy (w sekundach) wykonania operacji catkowania numerycznego (NI) w
zalezno$ci od procentowego udzialu réznych typow osrodkéw reprezentowanych przez: SR -
skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony,
uzytej kwadratury oraz liczby strumieni. Problem testowy liczy 13613 czworoscianéow. GPU:
Tesla K40c.

SR\TR\SZ\TZ Q=81 Q=81 Q={24\81} | Q={24\81} | Q={24\81}

% 1 strumien | 2 strumienie | 1 strumien | 2 strumienie | 4 strumienie
0\0\0\100 0,579 0,555 0,509 0,493 0,490
0\0\100\0 0,562 0,554 0,450 0,442 0,440
0\100\0\0 0,545 0,537 0,434 0,427 0,425
100\0\0\0 0,544 0,535 0,434 0,427 0,425
25\25\25\25 0,558 0,545 0,459 0,450 0,449

W celu podsumowania zastosowanych strategii ponizej przeanalizowano hipotetycz-
ny scenariusz, w ktorym nalezy wykona¢ catkowanie numeryczne dla 1280 ,,silnie” krzy-
woliniowych czworos$cianow, z ktérych kazdy wypetniony jest osrodkiem ktéry mozna
zakwalifikowa¢ do jednego z czterech typéw (rys. EL5l). W 256 czworoscianach wystepuje
osrodek typu-1 (bezstratne i stratne izotropowe dielektryki lub bezstratne anizotropowe
dielektryki), oraz w 1024 czworoscianach wystepuje osrodek typu-2 w postaci stratnych
anizotropowych dielektrykow. Ponadto przenikalnos¢ magnetyczna w 768 czworoscia-
nach jest typu-1 i w 512 czworoscianach typu-2 (tensor zespolony). Dla tych czworo-
Sciandéw nalezy obliczy¢ 1280 lokalnych macierzy sztywnosci i bezwladno$ci. Z racji
tego, ze w jednej porcji przetwarzanych jest rownolegle 256 czworo$cianéw, w petli wy-
konanych jest 10 krokéw z uzyciem 10 strumieni lub 4 kroki z uzyciem 4 strumieni,
ktére wykonuja operacje zwiazane z catkowaniem niezaleznie dla réznych typow osrod-
kow zaprezentowanych na rys. [£.5 Warto zauwazy¢, iz w kazdym kroku aktywna jest
rozna liczba strumieni. Rysunek ma charakter pogladowy i ilustruje jak czworoscia-
ny sg podzielone zgodnie z typem macierzy, rodzajem osrodka oraz jak strumienie sg
przydzielone do réznych wariantéw catkowania numerycznego. Na omawianym rysun-
ku szerokos¢ kazdego z blokéw (odpowiadajacego porcji 256 czworoscianéw) jest taka
sama, bo dla kazdego wariantu przetwarzana jest ta sama liczba czworoscianéw. W
prawdziwej symulacji czas potrzebny na wykonanie obliczen w porcji 256 czworoscia-
now jest rézny z powodu réznej liczby obliczen jakie musza by¢ wykonane dla kazdego

typu osrodka [88].

Potwierdzeniem zasadnosci przyjetych strategii implementacji operacji catkowania
numerycznego na GPU jest Tab. W kazdym wierszu zaprezentowano czasy wyko-
nania dla réznych typow osrodkéw. W kazdej kolejnej kolumnie podano czas wykonania
catkowania numerycznego w zaleznosci od przyjetej kwadratury oraz liczby strumieni.
Analizujac tabele w kierunku pionowym mozna stwierdzi¢, ze opracowanie osobnych
kerneli dla kazdego z typu osrodka pozwala otrzymaé duzy zysk czasowy. Ponadto od-
powiednie uporzadkowanie obliczen prowadzi do podobnego czasu dla wariantéw: SR-
skalar rzeczywisty, SZ-skalar zespolony, TR-tensor rzeczywisty, co uzasadnia polaczenie
tych wariantéw w jeden (patrz. Tab.[ZLS]). Analizujac tabele w kierunku poziomym, za-
uwazy¢ mozna ze zaproponowane strategia uzycia kwadratury mieszanej i przypisanie
strumieni do obliczen macierzy lokalnych takze pozwolito na redukcje czasu wykonania
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TABELA 4.10: Przyspieszenie operacji catkowania numerycznego (NI) w zaleznosci od pro-
centowego udziatu osrodka reprezentowanego przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor
rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony. Kwadratura mieszana Q={24\81}.
Problem testowy liczy 13613 czworoscianéw. GPU: Tesla K40c (4 strumienie), CPU: Intel
Xeon Sandy Bridge E5-2687W (8 watkéw, Hyper-Threading wylaczony).

SR\TR\SZ\TZ | Q={24\81}
% GPU vs. CPU
0\0\0\100 11,9
0\0\100\0 7.6
0\100\0\0 75
100\0\0\0 75
25\25\25\25 8.8

catkowania numerycznego. Przyspieszenie implementacji na GPU (kwadratura miesza-
na, 4 strumienie) wzgledem CPU zostato zaprezentowane w Tab. LT0L W przypadku
gdy parametry fizyczne osrodka sg tensorami zespolonymi zaproponowana w niniejszej
pracy technika masywnego zréwnoleglenia wykorzystujaca mozliwosci GPU pozwolita
na prawie 12-krotne skrocenie czasu obliczen catkowania numerycznego.

Podsumowujac ten etap, rezultatem catkowania numerycznego sa lokalne macierze
elementow. W zaleznoéci od rodzaju osrodka po wykonaniu obliczen otrzymywanych
jest M (=liczba przetwarzanych czworoscianéw) macierzy o rozmiarze 50 x 50 wynika-
jacym z liczby funkcji bazowych K przyjetych w p. 2.1k

« SE: M macierzy sztywnosci S

« TE: M macierzy bezwladnosci T

4.1.2 Strategie masywnego zrownoleglenia watkéw w sktada-
niu globalnych macierzy sztywnosci i bezwladnosci na

GPU

Kolejnym etapem MES, w ktorym mozna zastosowaé¢ masywne zrownoleglenie watkow
jest zebranie lokalnych macierzy utworzonych dla poszczegélnych elementow i kon-
strukcja globalnych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci. W literaturze znalez¢é mozna
publikacje dotyczace budowy macierzy w metodzie elementéw skonczonych przy wy-
korzystaniu CPU i GPU [28 A7,[48]. W publikacji [#7], autorzy dokonali poréwnania
dwoch metod Addto i LMA - Local Matriz Approach. W pierwszej metodzie najpierw
tworzona jest macierz, ktéra odwzorowuje lokalny wezet elementu na globalny numer
wezta. Nastepnie wartosci lokalnych macierzy elementow sa sumowane przy uzyciu ope-
racji Addto. Globalna macierz jest przechowywana w formacie CRS (ang. Compressed
Row Storage [3]). Autorzy zauwazyli, iz zaproponowany algorytm jest efektywniejszy
dla obliczen wykonywanych na procesorze centralnym. Algorytm ten nie pozwolitby
uzyskaé¢ wysokiej wydajnosci na GPU, gdyz celem zapewnienia poprawnosci wynikow
nalezatoby wykona¢ wiele operacji atomowych?, ktére wprowadzaja duze opdznienia na

30peracje atomowe zastosowane w celu unikniecia ,wyécigéw” przy prébie zapisu danych w sam
adres pamieci przez niezalezne watki, patrz. rozdzial Bl
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GPU. Ponadto, poniewaz macierz globalna jest przechowywana w formacie CRS, zna-
lezienie pozycji, w ktora nalezatoby wpisa¢ element niezerowy wymagaltby wykonania
poszukiwania (ang. bisection search) w strukturze macierzy rzadkiej*. Z tego powodu,
autorzy zaproponowali algorytm LMA (ang. Local Matrixz Approach). W algorytmie
tym nie wykonuje sie calosciowej budowy macierzy globalnej i przez to nie ma po-
trzeby wykonania kosztownych operacji atomowych. Algorytm LMA bazuje na tym, ze
wyznaczenie wektora wynikowego operacji matvec q = Ad (ktéra jest gtéwna operacja,
metod iteracyjnego rozwiazywania uktadéw réwnan) odbywa sie wg. wzoru:

q = (M"(A"(Md))) (4.11)

gdzie M okresla macierz odwzorowujaca lokalng indeksacje weztow na globalna in-
deksacje wezléw w siatce, AP jest blokowo-diagonalng macierza, w ktérej blok e”
odpowiada lokalnej macierzy elementu. Algorytm LMA na GPU zostal rowniez wyko-
rzystany w [50].

Kolejne strategie implementacji budowy macierzy globalnych w MES zostaly zapro-
ponowane przez Darve, Cecka i Lew [A8]. W pierwszym zaproponowanym w pracy [4S]
algorytmie (GlobalNZ) wykorzystuje sie pamieé¢ globalna i rozbija sie proces budowy
macierzy na dwie fazy (dwa kernele). W pierwszym kernelu, pojedynczy watek obli-
cza element niezerowy macierzy globalnej i aby uniknaé ,wyscigéw” (przy zapisie do
pamieci) zapisuje kolejne elementy do pamieci globalnej. W drugim kernelu, wykorzy-
stuje sie wiele watkow i kazdy z nich pobiera element z pamieci globalnej i zapisuje
go w odpowiednie miejsce macierzy rzadkiej. Ograniczeniem tej strategii sa opdznienia
przy dostepie do pamieci globalnej. Druga strategia zaproponowana w publikacji [45]
oznaczona jako SharedNZ, redukuje opdznienia przy dostepie do pamieci global przez
wykorzystanie pamie¢ wspélnej (ang. shared memory) do przechowywania elementéw.
W implementacji na GPU jeden blok watkéw odpowiedzialny jest za wyznaczenie grupy
elementow i umieszczenie ich w globalnej macierzy rzadkie;j.

W artykule [28] zaproponowano dwie strategie budowy macierzy rzadkich w meto-
dzie elementéw skoniczonych na GPU. W pierwszej strategii, po tym jak wyznaczono
lokalne macierze wszystkich elementéw skonczonych (przechowywane w pomocniczej
tablicy), kazdy watek ma za zadanie wpisanie do macierzy globalnej wartosci z macie-
rzy lokalnej. Wpisanie do macierzy globalnej odbywa si¢ przy uzyciu kolejnej tablicy
pomocniczej, ktéra uprzednio wyznaczono na CPU. Wada powyzszego algorytmu jest
- analogicznie jak strategii z [47] - duza liczba operacji atomowych podczas tworzenia
globalnych macierzy, co obniza wydajno$¢ algorytmu wykonanego na GPU. W drugiej
strategii zaproponowanej w [28] nie ma etapu, w ktérym budowane sa macierze lokalne
dla wszystkich elementéw skonczonych (co znaczaco optymalizuje wykorzystanie pa-
mieci). Zamiast tablicy macierzy lokalnych na CPU stworzono strukture danych Fdge,
ktoéra przechowuje w tablicy eleGloNum indeksy elementéw skonczonych, ktére zawie-
raja dang krawedz. Na podstawie Edge pojedynczy blok watkéw buduje jeden wiersz
macierzy lokalnej jednego elementu skonczonego. Nastepnie blok watkow wyznacza w
pamieci wspolnej jeden wiersz macierzy globalnej, ktéry nastepnie kopiowany jest z
pamieci wspolnej do pamieci globalnej.

Powyzsza analiza literatury wykazata, iz z punktu widzenia zréownoleglenia obli-
czen budowa macierzy bezposrednio w formacie CRS nie jest optymalna, gdyz wymaga

AW artykule [51I] zaproponowano by poszukiwanie pozycji, w ktéra nalezaloby wpisaé element
niezerowy w strukturze macierzy rzadkiej wykona¢ przy uzyciu algorytmu wyszukiwania binarnego
(ang. binary search), w ktérym indeksy kolumn przechowywane sa w pamieci wspdlnej.
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kosztownego preprocessingu lub operacji atomowych co znaczaco wydtuzytoby czas wy-
konania budowy macierzy [28HATMAY]. Z tego powodu zasadnym byto rozdzielenie tego
procesu na dwa etapy: taczenie elementéw i budowa macierzy w formacie COO, a na-
stepnie konwersja formatu COO do formatu CRS [R6]. W pierwszym kroku, w petli
przetwarzane sa wszystkie macierze lokalne i generowane sa tréjki (¢,7,v) przechowujace
informacje o docelowym indeksie wiersza, indeksie kolumny i wartosci niezerowej, ktére
w naturalny sposéb tworza wektory reprezentacji macierzy w formacie COO (wekto-
ry [MJN). Z punktu widzenia zréwnoleglenia obliczen trojki te moga byé¢ generowane
przez niezalezne watki i nie pojawia sie problem ,wyscigow”, ktéry wymusza stosowanie
operacji atomowych. Niestety wektory reprezentujace macierz rzadka w formacie COO
nie sa posortowane (wedtug rosnacych indekséw wierszy i kolumn - co jest wymagane
w pakietach tj. Intel MKL [43], CUSPARSE [92]) i zawieraja duplikaty (wielokrotne
wystepowanie elementow niezerowych o tych samych indeksach wierszy i kolumn, ktére
pochodza ze stopni swobody wspdlnych dla przylegajacych elementéw). Z tego powodu,
drugi krok sktadania macierzy - konwersja z formatu COO do CRS - musi zagwaran-
towaé sortowanie elementéw oraz eliminacje duplikatow. Po wykonaniu powyzszych
krokéw globalne macierze sztywnosci (S)) i bezwladnosci () przechowywane byly w
formacie CRS.

4.1.2.1 Skladanie macierzy globalnych w formacie COO

Pierwszym krokiem proponowanego w niniejszej pracy podejscia do sktadania macierzy
globalnych, korzystnego z punktu widzenia wtasciwosci GPU, jest utworzenie rzadkich
macierzy sztywnosci i bezwtadnosci reprezentowanych w formacie COO (ang. Coor-
dinate format [3]), czyli w postaci wektoréw indekséw wierszy i kolumn (IIcod)® oraz
wartosci niezerowych (ScodlTcool). Na samym poczatku warto zaznaczy¢, iz w celu opty-
malizacji procesu budowania macierzy zdecydowano by macierze S i T mialy ten sam
uklad elementéw niezerowych (ang. pattern), tzn. te same indeksy wierszy i kolumn
oraz rézne wartosci niezerowe (rzeczywiste i urojone). Dzigki powyzszemu zalozeniu
operacje na indeksach zostaly wykonywane tylko dla czeéci rzeczywistej macierzy T2
i sg takie same dla czeéci rzeczywistej macierzy TI™, 8% SI™ W konsekwencji zredu-
kowano liczbe operacji na pamieci i zmniejszono zapotrzebowanie na pamie¢ (nie byto
potrzeby przechowywania indekséw wierszy i kolumn trzech macierzy na GPU: TI™,
She gm) 6.

Unikalna cecha proponowanego podejscia do sktadania macierzy jest umieszcze-
nie indekséw wierszy i kolumn macierzy rzadkich w formacie COO w jednym wekto-
rze [JIcool Indeksy kolumn [J oraz wierszy Il sa przechowywane w wektorze [JIcool na-
przemiennie ([JIcoo= {J[0]/0]F[1][1],...}). Rozwiazanie to zostalo zastosowane ze
wzgledu na szybsze sortowanie indekséw macierzy COO zapisanych w takiej formie w

nastepnym etapie generacji macierzy (p. LI1.2.2) 7.

W ogdélnosci, w formacie COO wektory wierszy (Lcool) i kolumn (Jcool) sa rozdzielone - w dalszej
czesei rozdziatu wyjasni sie, czemu w niniejszej pracy wektory te zostaly polaczone.

6Zalozenie, ze macierze maja ten sam uklad elementéw niezerowych (,,pattern”) jest takze korzystne
z punktu widzenia redukcji liczby operacji i zapotrzebowania na pamie¢ w kolejnych krokach, tzn.
konwersji z formatu COO do formatu CRS oraz sktadanie macierzy na CPU.

"Sortowanie indekséw macierzy stanowi istotng czeéé opracowanego algorytmu konwersji macierzy
z formatu COO do formatu CRS z eliminacja duplikatéw (p. EI22]), opracowany zapis reprezentacji
indeksow wierszy i kolumn umozliwia osiagniecie przyspieszenia obliczen, gdyz wystarczy wykonac sor-
towanie indeksow jednokrotnie, co jest efektywniejsze w poréwnaniu do sortowania przeprowadzonego
dwuetapowo: najpierw po wierszach, a nastepnie po kolumnach.
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Budowe macierzy w formacie COQO zrealizowano w dwoch etapach opisanych poni-
zej.

Pierwszy etap skladania macierzy czastkowych COO
W pierwszym etapie budowania macierzy w formacie COO wykonuje si¢ obliczenia
wstepne, ktorych zasadnicze cele sa nastepujace:

1. wyznaczenie liczby elementéw niezerowych docelowych macierzy COO z duplika-
tami (w tej czesci kernelu brane sa pod uwage warunki brzegowe danego problemu
MES),

2. wyznaczenie wartosci indeksow pomocniczych dofsl ktore w drugim etapie bu-
dowania macierzy w formacie COO stosuje si¢ do wyznaczenia indeksow wierszy
i kolumn (JIcood) macierzy,

3. wyznaczenie warto$ci indeksow pomocniczych dofTocsl ktére w drugim etapie
budowania macierzy w formacie COO stosuje sie do okreslenia wartosci elemen-
tow niezerowych macierzy. okresla to gdzie zapisane zostaly wartosci z
lokalnych macierzy elementéw sztywnosci S© i bezwladnosci T® w macierzach
globalnych.

Indeksy i zostaty tak skonstruowane, by docelowe macierze reprezen-
towane w formacie COO utworzyty hierarchiczna postaé¢ macierzy (p. 210), w ktérej
wydzieli¢ mozna podmacierze zwigzane z poszczegdlnymi rzedami funkcji bazowych.

Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych docelowych macierzy czastkowych jest
bardzo korzystne, gdyz umozliwia przydzielenie tablicom [JTIcodl i Scod, [Tcoadl precyzyij-
nie okredlonej liczby bajtéw. W takiej sytuacji przed faktycznym sktadaniem macierzy
COO, mozna wyznaczy¢ ile nalezy przydzieli¢ pamieci GPU RAM oraz czy jest wy-
starczajaco duzo miejsca w pamieci GPU RAM dla budowanych globalnych macierzy
sztywnoéci i bezwladnosci.

Drugi etap skladania macierzy czagstkowych COO

W drugim etapie budowane sg macierze rzadkie S i T reprezentowane w forma-
cie COO. W wariancie generacji macierzy catosciowej na podstawie indeksow [dofs],
najpierw okreslane sa wektory indeksow wierszy i kolumn elementéw niezerowych ma-
cierzy w formacie COO ([JIcod), a na podstawie indekséw [dofTocsli wartosci macierzy
lokalnych wyznaczane sa wektory wartosci elementéw niezerowych (Scodl, [Tcool).

Na tym etapie przyjeto konwencje dwupoziomowego zrownoleglenia obliczen. Po
pierwsze lokalne macierze elementéw przetwarzano niezaleznie (zréwnoleglenie na po-
ziomie blokéw CUDA). Po drugie, wewnatrz blokéw kazdy z watkéw réwnolegle wpisy-
wal elementy do globalnych macierzach rzadkich. Innymi stowy, ,,i”-ty watek wygenero-
wal i zapisywal do pamieci globalnej czworke: TIcooli], TIcooi+1] (na podstawie [dofsl),
[Scodi], Mcodli] (na podstawie doflocsl). Warto zaznaczyé, iz z racji masywnego zréw-
noleglenia obliczen elementy wektoréw [JIcool [Scool Tcod nie sa posortowane oraz za-
wieraja duplikaty (wielokrotne wystepowanie elementéw niezerowych o tych samych
indeksach wierszy i kolumn, ktére pochodza ze stopni swobody wspolnych dla przyle-
gajacych elementow).

W tym miejscu warto wspomnie¢ o jeszcze jednej strategii optymalizacyjnej zasto-
sowanej w tej rozprawie. Poniewaz rozmiar pamieci GPU RAM jest silnie ograniczony,
to w obliczeniach zastosowano mechanizmy wielokrotnego uzycia tego samego obszaru
pamieci (ang. data reuse). Wprowadzenie tego mechanizmu umozliwito znaczace zwiek-
szenie maksymalnego rozmiaru macierzy czastkowych generowanych na pojedynczym
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B,|B,|B.|B,|B.
NI 11111 1]1
COO ofo|1]1]1
CRS k.1 ]ojof1[1]1
CRS k.2 [1{1[1]1]1
CRS k.3 [ 1[1[1]1]1
CRS k.4 |1]1]o0]0]o0
CRS k.5 [1][1]1][0]o0
CRS ko |1]1]1[1]1
CRSK.7|1[1]1]1]1
CRS k.8 |ofo|1]1]1
CRS k.9 |1[{ofo|1]1

RYSUNEK 4.6: Stan buforéw (|By|B2|Bs|B4|Bs|) w trakcie generacji macierzy (NI-
catkowanie numeryczne, COO-utworzenie macierzy w formacie COO, CRS-9 krokéw konwersji
z formatu COO do formatu CRS z eliminacja duplikatéw (p. EL22)). B; = 0 - oznacza, ze i-
ty bufor nie zostal zarezerwowany do obliczen i nie zawiera istotnych danych. B; = 1 oznacza,
ze bufor zostal zarezerwowany do obliczen i moze zawiera¢ istotne dane.

GPU, co skutkuje poprawa efektywnosci generacji macierzy S i T, w szczegdlnosci w
kolejnej fazie budowy macierzy rzadkich, jakim jest konwersja z formatu COO do for-
matu CRS z eliminacja duplikatéw®. Wielokrotne uzycie tych samych obszaréw pamieci
polega na utworzeniu pieciu buforéow w GPU RAM oraz ich odpowiednim zarzadzaniu.
Bufory te w réznych etapach generacji macierzy zawieraja rozne informacje. Uzycie
buforéw zrealizowano poprzez rzutowanie wskaznikow do tych buforéw (buforl, ...,
bufor5) na wskazniki stosowane w danym etapie obliczen. Stan buforéw zostal ozna-
czony jako (|B1|Ba|Bs|Ba|Bs|), gdzie:
B; = 0 oznacza, ze i-ty bufor nie zostal zarezerwowany do obliczen i nie zawiera istot-
nych danych,
B; = 1 oznacza, ze bufor zostal zarezerwowany do obliczenn i moze zawierac istotne
dane.

W pierwszym etapie generacji macierzy wszystkie bufory (|1|1|1|1|1]) sa zarezerwo-
wane na potrzeby operacji catkowania numerycznego i budowy macierzy w formacie

COO:

o buforl i bufor2 sa przeznaczone do przechowywania macierzy sztywnosci i
bezwtadnosci [TE (zbiér lokalnych macierzy generowany na etapie catkowania nu-
Merycznego).

« bufor3, bufor4, i buforb sa zarezerwowane do przechowywania macierzy rzadkich

w formacie COO (wektory: [Scodl Tcoa, [TTcoal).

Przed wykonaniem etapu budowy macierzy w formacie COO stan buforéw wynosit
|1|11|1]1]1], a po wykonaniu zmienia si¢ na [0]0|1]1|1] (rys. E6]). Bufory 1-2 oznaczono
jako puste, gdyz dane wyznaczone na etapie catkowania numerycznego (macierze sztyw-
noséci SE i bezwladnoéci TE), nie sa potrzebne w dalszym etapie i obszar moze by¢

8Wiecej czworoscianéw przetwarzanych w pojedynczej iteracji generacji macierzy, oznacza mniej
duplikatéw do sumowania (eliminacji).
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wykorzystany w etapie konwersji do formatu CRS. Po wykonaniu budowy macierzy w
formacie COQ, bufory 3-5 przechowuja odpowiednio wartoéci elementéw niezerowych
macierzy czastkowych w formacie COO z duplikatami (Scod, [Tcod) oraz potaczonego
wektora indekséw kolumn i wierszy elementéw niezerowych (JIcodl).

W ramach podsumowania tej czesci w Tab. [L.11] poréwnano czasy wykonania etapu
budowy macierzy w formacie COO na GPU i CPU. Zaproponowane strategie zréwnole-
glenia obliczen pozwolity uzyskaé znaczne skrécenie czasu wzgledem CPU (15,5-krotna
i 8,5-krotna redukcja czasu wykonania dla probleméw bezstratnych i stratnych). W
implementacji na CPU wykorzystano zréwnoleglenie przy uzyciu interfejsu OpenMP,
w taki sposéb, ze lokalne macierze elementow przetwarzano niezaleznie (zréwnoleglenie
na poziomie watkéw). Na CPU wykorzystano strukture danych, w ktérej wartosci nie-
zerowe macierzy przechowywane sa naprzemiennie (czesé rzeczywista, cze$é zespolona).
Na GPU wartosci przechowywane sa w dwoch oddzielnych wektorach, co ma swoje kon-
sekwencje w redukcji czasu zapisu danych. Z tego powodu przyspieszenie na GPU dla
problemow zespolonych jest ok. dwa razy mniejsze niz dla probleméw rzeczywistych.

TABELA 4.11: Czasy i przyspieszenie operacji budowy macierzy w formacie COO dla pro-
bleméw rzeczywistych (parametry fizyczne osrodka reprezentowanego przez: SR - skalar rze-
czywisty, TR - tensor rzeczywisty) i zespolonych (osrodek reprezentowany przez: SZ - ska-
lar zespolony, TZ - tensor zespolony). GPU: Tesla K40c, CPU: Intel Xeon Sandy Bridge
E5-2687TW (8 watkéw, OpenMP). Rzadkie macierze sztywnosci i bezwladnosci o rozmiarze
213984 powstaly z 13613 lokalnych macierzy.

Implementacja\Osrodek | SR, TR | SZ, TZ
GPU [§] 0,028 | 0,057

CPU 3] 0435 | 0,502

GPU vs. CPU 15,5 8,8

4.1.2.2 Konwersja z formatu COO do CRS z eliminacjg duplikatéow

Po zbudowaniu na GPU macierzy sztywnosci i bezwtadnosci w formacie COO wykona-
na jest konwersja tych macierzy do formatu CRS (ang. Compressed Row Storage, [3])
wraz z eliminacjg duplikatow. W ogdélnosci konwersja z formatu COO do formatu CRS
lub CCS (ang. Compressed Column Storage, [3]) jest jedna z fundamentalnych operacji
na macierzach rzadkich i jest wlaczona w wiele bibliotek. W literaturze i w dostep-
nych bibliotekach UMFPACK?® [94], SPARSKIT [35], Intel MKL [43], CUSPARSE [92]
(Tab. E12) wystepuje kilka wariantéow tej konwersji w zaleznosci od réznych wtagciwo-
Sci wektoréw reprezentujacych macierz w formacie COO (I wektor indekséow wierszy,
[+ wektor indekséw kolumn, @ wektor wartosci niezerowych). Podstawowa konwersja
reprezentacji macierzy zakltada, ze:

« nie wystepuja duplikaty (elementy o réznych wartosciach niezerowych a tych sa-
mych indeksach wierszy i kolumn (i, 7)),

« wektory indekséw sa posortowane w rosngcym porzadku (od najmniejszego na
najwiekszego indeksu).

YUMFPACK jest jednym z moduléw SUITESPARSE [93]
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TABELA 4.12: Biblioteki pozwalajace na konwersje macierzy z formatu COO do formatéw
CRS i CCS.

Funkcja wyjscie: eliminacja | zréwnoleglenie | CPU | GPU
posortowane elementy | duplikatéw
UMFPACK
UMFPACK _triplet_to_col Tak Tak Nie Tak Nie
SPARSKIT
COOCST Nie Nie Nie Tak | Nie
SPARSKIT
coocsr, clnesr(job = 1) Nie Tak Nie Tak | Nie
SPARSKIT
coocsr, clnesr(job = 3) Tak Tak Nie Tak | Nie
Intel MKL
mkl_coo2csr Nie Nie Tak Tak | Nie
CUSPARSE
cusparse < t > coo2csr Nie Nie Tak Nie Tak
Zaproponowany
algorytm Tak Tak Tak Tak | Tak

W przypadku opisanym powyzej konwersja z formatu COO do formatu CRS ogranicza
si¢ do kompresji wektora indekséw wierszy (z [ do [Iptx). Powyzsza funkcjonalnosci
jest dostepna na CPU w bibliotece Intel MKL (funkcja mkl_<t>coo2csr), UMFPACK
(UMFPACK_triplet_to_col), SPARSKIT (funkcja coocsr) i na GPU w bibliotece CU-
SPARSE (funkcja cusparse<t>coo2csr) (Tab. [T12]).

W przypadku gdy macierz reprezentowana w formacie COO zawiera duplikaty, na-
lezy je wyeliminowaé¢ (zsumowac) celem redukeji zapotrzebowania na pamieé. Bibliote-
ka UMFPACK gwarantuje eliminacje duplikatow. Biblioteka SPARSKIT pozwala na
eliminacje duplikatéw, ale w takim przypadku najpierw nalezy wykonaé¢ podstawowa
konwersje coocsr, a nastepnie dodatkowa funkcja clncsr (wywolana z argumentem
job=1) usuwa duplikaty.

Kolejnym przypadkiem jest sytuacja, w ktérej wektory indeksow wierszy i\lub ko-
lumn nie sg posortowane. 7Z punktu widzenie wydajnosci kolejnych procedur wyko-
nywanych na macierzy (np. mnozenie macierzy rzadkiej przez wektor z wykorzysta-
niem bibliotek Intel MKL [3] lub NVIDIA CUSPARSE [92]) nalezy zagwarantowad,
by po wykonaniu konwersji wektory indekséw kolumn (CRS) lub wierszy (CCS) byty
posortowane w porzadku rosngcym. Taka funkcjonalnosé jest dostepna w bibliotece
UMFPACK. W bibliotece SPARSKIT funkcja coocsr gwarantuje, ze macierz rzadka
bedzie posortowana tylko wzgledem rosnagcych indeksow wierszy. Aby uzyskaé porza-
dek rosnacych indekséw kolumn w kazdym wierszu macierzy rzadkiej, nalezy wykonac
dodatkowa funkcje clncsr (z argumentem job=3). Podsumowujac charakterystyke kon-
wersji z formatu COO do formatu CRS lub CCS mozna zauwazy¢, iz koszt podstawowe;j
konwersji jest znacznie mniejszy niz w przypadku, gdy macierz wejsciowa zawiera du-
plikaty oraz gdy indeksy wierszy i kolumn sa nieposortowane. Ponadto wszystkie z
powyzszych implementacji na CPU dedykowane sg obliczeniom na jednym watku, a
jedyna implementacja na GPU (CUSPARSE, funkcja cusparse<t>coo2csr) pozwala
wylacznie na wykonanie podstawowej konwersji (Tab. ET2]).

Najbardziej uniwersalng konwersje na CPU umozliwia biblioteka UMFPACK (funk-
cja
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UMFPACK_triplet_to_col, ktérej etapy zostaly opisane w Dodatku[E.Il). Powody dlacze-
go bezposrednie zréwnoleglenie poszczegdlnych etapdéw konwersji z biblioteki UMFPACK
nie pozwala otrzymaé satysfakcjonujacych wynikow zostaly szczegdétowo opisane w Do-
datku [E.22l W tym miejscu przedstawiono wylgcznie otrzymane wnioski:

 zréwnoleglenie niektérych etapéw wymaga wykonania duzej liczby (NN Z = dtu-
gos¢ wektorow [Scoal, [Tcool) operacji atomowych,

o eliminacja duplikatéw wymaga sekwencyjnego wyszukania duplikatow w kazdym
wierszu,

» zagwarantowanie posortowanych indekséw wierszy\kolumn wymaga wykonania
dodatkowego sortowania na koniec konwers;ji.

Majac na wzgledzie powyzsze powody zdecydowano sie stworzy¢ nowy rownolegty al-
gorytm konwersji reprezentacji macierzy rzadkich.

Argumentami wejsciowymi algorytmu konwersji sa macierze S i T zapisane w for-
macie COO z nieposortowanymi indeksami kolumn i wierszy umieszczonymi w jed-
nej tablicy JIcod oraz z warto$ciami elementéw niezerowych macierzy umieszczonymi
w tablicach i Tcool Macierze w formacie COO zawieraja duplikaty (wielokrotne
wystepowanie elementéw niezerowych o tych samych indeksach wierszy i kolumn).

Opracowany algorytm konwersji sktada sie z dziewieciu gtownych dziatan, ktére
zostaly pogrupowane na dwa etapy: faza wstepna oraz docelowa konwersja. W fazie
wstepnej kluczowa operacja jest jednokrotne podwodjne sortowanie po indeksach wek-
toréw [JIcool Jak sie pozniej okaze, wydajnos¢ konwersji zalezy od efektywnosci funkcji
sortujacej. Sortowanie pozwolilo na ograniczenie liczby operacji atomowych i wydaj-
niejsze zrownoleglenie dziatan w etapie docelowej konwersji. Opis wszystkich niuanséw
wymaga szczegdtowej dyskusji na temat optymalizacji konkretnych etapéw algorytmu
konwersji. Ponizej zamieszczono tylko skrocony opis najwazniejszych etapéw konwersji
z komentarzem odnoszacym si¢ do zréwnoleglenia:

Faza wstepna:

1. Alokacja pamieci - alokacja wektoréw pomocniczych potrzebnych w pézniej-
szych krokach konwersji,

2. Jednoczesne sortowanie po indeksach kolumn i wierszy - wektor [TIcod (za-
wierajacy naprzemiennie indeksy kolumn i wierszy) zostatl potraktowany jako ta-
blica typu unsigned long (Wydruk 1)) i dzieki temu w jednym wywotaniu zréw-
noleglonej funkcji sortujacej elementy wektora posortowano wzgledem kolumn
1 wierszy.

[zréwnoleglona funkcja sortujgca (GPU: biblioteka Thrust)],

Konwersja:

3. Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdym wierszu (réw-
niez duplikatéw) - dzieki fazie wstepnej liczba operacji atomowych zostala zre-
dukowana do 2xN (dwukrotno$é¢ liczby wierszy macierzy rzadkich). Gdyby nie
sortowanie w fazie wstepnej liczba operacji atomowych wynositaby NNZ (liczba
elementéw niezerowych)

[zréwnoleglenie: NNZ wqtkéw zaangazowanych w obliczenial,
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// d_Key = {0,1,...,Nz-1}
// d4_J1 = {Jj[ol, 1l0], J[1]1, I[1], ..., JINz-1], I[Nz-1]}

// THRUST pointers:

thrust: :device_ptr <int> d_ptrKey ( d_Key );

thrust: :device_ptr <unsigned long> d_ptrJI ( (unsigned long*) d_JI );
// sortowanie z kluczem (THRUST)

thrust::sort_by_key(d_ptrJI, d_ptrJI+Nz, d_ptrKey);

WYDRUK 4.1: Jednoczesne sortowanie po indeksach kolumn i wierszy przy uzyciu funkcji z
biblioteki Thrust.

. Wyznaczenie nowych wektoréw z wartosSciami elementéw niezerowych

- utozenie zawartosci tablic z wartosciami elementéw niezerowych zgodnie z per-
mutacjg zastosowang wobec wektora [JIcool Posortowane wektory wartosci sg za-
pisywane do buforéw 1-2 i zwalniane sg bufory 4-5, w ktorych dotychczas prze-
chowywane byty nieposortowane wektory wartosci niezerowych. Po wykonaniu
obliczen tej operacji stan buforéw wynosit |1|1]0]0]0].

[zréwnoleglenie: jeden wqtek pracuje na jednym wierszu macierzy],

. Kompresja wektora indekséw wierszy macierzy z duplikatami - posor-

towany wektor indeksow wierszy jest wyodrebniony z wektora [JTcool Wektor ten
zostaje umieszczony w tablicy pomocniczej (bufor3) i stan buforéw zmienia sie na
|1|1[1]0]0|. Nastepnie wektor indekséw poddawany jest kompresji, co zrealizowano
przy uzyciu algorytm prefiz sum!®.

[zréwnoleglony algorytm prefiz sum],

. Sumowanie wartosci duplikatéw - eliminacja duplikatéw polegata na sumo-

waniu wartosci elementéw niezerowych o takich samych indeksach wierszy i ko-
lumn, a nastepnie odpowiednim zmniejszeniu rozmiaru wektoréw indekséw ko-
lumn i wartosci elementéw niezerowych w potaczeniu z modyfikacja licznosci ele-
mentéw niezerowych zapisanych w skompresowanym wektorze wierszy. Poniewaz
wektory indekséw kolumn i wartosci elementow niezerowych zostaly posortowane
(patrz. faza wstepna, krok-2) to eliminacja duplikatéw moze zosta¢ wykonana
efektywniej, niz jej odpowiednik w pakiecie UMFPACK. Zwigkszona efektywnosé
osiaggnieto poniewaz sumowanie wartosci duplikatow sprowadzato si¢ do sumowa-
nia sgsiednich elementow wektora wartosci niezerowych.

[zréwnoleglenie: jeden wqtek pracuje na jednym wierszu macierzy],

. Kompresja wektora indeks6w wierszy macierzy bez duplikatéw - kom-

presja wykonana analogicznie do kroku. [zréownoleglony prefix sum/

. Budowanie wektoréw wartosci elementéw niezerowych - w etapie tym

tworzy sie wektory wartosci elementow niezerowych macierzy S i T w formacie
CRS. Stan buforéw po wykonaniu tego kroku wynosi: |0|0[1]1|1| (zwolnione zo-
staty bufory 1-2 przechowujace wartosci elementéw niezerowych z duplikatami,
w buforach 4-5 umieszczono finalne wektory wartosci niezerowe elementow nieze-
rowych macierzy czastkowych S i T).

10D]a ciagu liczb T, Wyznaczono ciag liczb Yns taki iz

Yn

=0 Ti
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[zréwnoleglenie: jeden wqtek pracuje na jednym wierszu macierzy rzadkiej; dzie-
ki sortowaniu w fazie wstepnej nie byto potrzeby sortowania wartosci wzgledem
rosngcych indekséw kolumn),

9. Budowanie wektora indekséw kolumn - z wektoréw indekséw (bufor3) wy-
znacza sie indeksy kolumn i wynik wpisuje sie do buforl. Stan buforéw po wyko-
naniu tego kroku to: [1]0]0|1|1] (bufor3 zostal zwolniony).

[zréwnoleglenie: jeden wqtek pracuje na jednym wierszu macierzy rzadkiej; dzie-
ki sortowaniu w fazie wstepnej nie bylo potrzeby sortowania wartosci wzgledem
rosngcych indekséw kolumn)/

Po wykonaniu konwersji macierze sztywnosci i bezwladnosci przechowywane sg w for-
macie CRS, maja odpowiednio posortowane elementy w kazdym wierszu i nie zawieraja
duplikatow. W Tab. [4.13] przedstawiono czasy poszczegolnych krokéw konwersji macie-
rzy rzeczywistych (przenikalnosé elektryczna i magnetyczna o$rodka reprezentowane
przez skalary rzeczywiste i\lub tensory rzeczywiste) i macierzy zespolonych (o$rodek
opisany przez skalary zespolone i\lub tensory zespolone). W fazie wstepnej alokacja
wektoréw nie ma znaczacego wptywu, z racji tego iz wielokrotnie uzyto tych samych
danych i alokowane sg wyltaczne zmienne pomocnicze o maltym rozmiarze. W catej pro-
cedurze najwiecej czasu zajmuje sortowanie (ok. 67% calej konwersji), ktore na GPU
zostalo wykonane przy uzyciu funkeji z biblioteki THRUST. Faza ta trwa tyle samo dla
obydwu typéw macierzy, bo sortowane sa tylko indeksy kolumn i wierszy (JIcod). Tak
jak to zostato zauwazone wczedniej, sortowanie w fazie wstepnej pozwala na masywne
zrownoleglenie operacji docelowej konwersji i ograniczenie liczby operacji atomowych.
W docelowej konwersji, wzrost czasu wykonania krokéw 3 i 8 spowodowany jest ko-
nieczno$cia wykonania operacji na wektorze przechowujacym czesci urojone wartosci
elementéw niezerowych. Poréwnanie czaséw wykonania zaproponowanej konwersji z
funkcja z biblioteki UMFPACK przedstawiono w Tabeli .14l Uzyskane 30 i 40-krotne
skrocenie czasu obliczen odpowiednio dla problemoéw rzeczywistych i zespolonych, po-
twierdza zasadnos¢ wykonania tego etapu generacji macierzy rzadkich na GPU.

TABELA 4.13: Czas (w milisekundach) wykonania opracowanej w ramach rozprawy konwer-
sji z formatu COO do formatu CRS z eliminacja duplikatéw na GPU (Tesla K40c). Kroki
1-2 to faza wstepna, a kroki 3-9 to docelowa konwersja z eliminacja duplikatéw. Rozmiar
macierzy testowej wynosi 213984 (Tab. [A.T]).

Etapy konwersji macierz macierz m. zespolona
rzeczywista | zespolona | vs. rzeczywista
1. Alokacja pamieci 0,01 0,01 1,0
2. Jednoczesne sortowanie po indeksach [JTcoodl 46,96 46,78 1,0
3. Wyznaczenie 1. elementéw niezerowych w wierszu 3,68 7,22 2,0
4. Wyznaczenie wektorow z wart. el. niezerowych 1,02 1,02 1,0
5. Kompresja indekséw wierszy z duplikatami 0,06 0,06 1,0
6. Sumowanie wartosci duplikatow 13,91 13,93 1,0
7. Kompresja indekséw wierszy bez duplikatéw 0,06 0,06 1,0
8. Budowanie wektorow wartosci el. niezerowych 4,24 6,93 1,6
9. Budowanie wektora indeksow kolumn 0,03 0,03 1,0
Suma 69,97 76,04 1,1
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TABELA 4.14: Czas wykonania i przyspieszenie zaproponowanej konwersji z eliminacjg du-
plikatéw na GPU wzgledem implementacji dostepnej w bibliotece UMFPACK. GPU: Tesla
K40c, CPU: Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W. Rozmiar macierzy testowej wynosi 213984

(Tab. [4.1)).

UMFPACK (CPU) [s] | GPU [s] | GPU vs. CPU
macierz rzeczywista 2,150 0,070 30,7
macierz zespolona 3,156 0,076 41,5

4.1.3 Podsumowanie podstawowego wariantu generacji macie-
rzy na GPU.

W punkcie tym podsumowano opisane wczesniej etapy generacji macierzy sztywnosci
i bezwtadnosci. W pierwszej kolejnosci dokonano poréwnania czaséw wykonania po-
szczegblnych etapéw generacji na GPU (rys. 7h) i na CPU (rys. E1b). Zar6wno na
GPU i CPU czas catkowania numerycznego jest czynnikiem dominujacym. Poprzez za-
proponowane strategie masywnego zréwnoleglenia i ich implementacji oraz odpowiedni
porzadek wykonania obliczen czas tego etapu dla probleméw, w ktérych osrodki re-
prezentowane sa przez skalary lub tensory zespolone jest niemal identyczny (przyp.
Tab. [AT). Istotny udzial w skréceniu czasu ma tez wykorzystanie koncepcji kwadratu-
ry mieszanej. Dane zgromadzone w Tab. potwierdzaja, iz dla wszystkich etapow
generacji uzyskano znaczace przyspieszenie na GPU wzgledem CPU. Wykorzystanie
akceleratoréw graficznych w obliczeniach pozwolito na kilkunastokrotng redukcje czasu
generacji macierzy. Jako miare szybkosci generacji macierzy MES, mozna przyjac licz-
be czworoscianéw jakie analizowane sa w trakcie jednej sekundy w trakcie obliczen na
GPU i na CPU. Dane z Tab. wskazuja, ze w generacji macierzy przeprowadzonej
na GPU - w zaleznosci od typu o$rodka - w trakcie jednej sekundy mozna przeana-
lizowa¢ ponad 20 000 czworo$cianéw. Dla tych samych sformulowan MES, na CPU
przeanalizowa¢ mozna okoto od pottora do dwdch tysiecy czworo$cianow.

Analizujac czasy poszczegdlnych etapéw w zaleznosci od zastosowanego osrodka
wyprowadzono wzér pozwalajacy oszacowaé czas generacji macierzy na GPU i CPU:

TABELA 4.15: Przyspieszenie wykonania faz generacji macierzy sztywnosci i bezwladnosci
na GPU (Tesla K40c) wzgledem CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 watkéw) dla
o$rodka reprezentowanego przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar
zespolony, TZ - tensor zespolony. W operacji catkowania numerycznego zastosowano kwadra-
ture mieszana Q={24\81}. Rozmiar macierzy sztywnosci i bezwladnosci N = 213984. GPU
(Tesla K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 watkéw).

Faza SR | TR | SZ TZ
NI 7,6 77 75 | 11,9
COO 15,5 | 155 | 88 | 89
CRS | 303|304 | 420 | 41,8
MatGen | 11,1 | 11,1 | 12,2 | 15,2
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RYSUNEK 4.7: Czas wykonania podstawowych faz budowy macierzy globalnych sztywnosci
i bezwladnosci (NI-catkowanie numeryczne, COO-skladanie macierzy globalnych w formacie
COO, CRS-konwersja z formatu COO do formatu CRS z eliminacja duplikatéw, DtoH (ang.
Device to Host)-przestanie macierzy z pamieci GPU (Device) do pamigci CPU (Host)). Dla
wszystkich elementéw skonczonych osrodki sg reprezentowane przez: SR - skalary rzeczywi-
ste, TR - tensory rzeczywiste, SZ - skalary zespolone, TR - tensory zespolone. W operacji
calkowania numerycznego zastosowano kwadrature mieszana Q={24\81}; Rzadkie macierze
sztywnosci i bezwladnodci o rozmiarze 213984 powstaly z 13613 lokalnych macierzy.

gdzie: NI, COO, CRS reprezentuja czas wykonania podstawowych faz generacji dla ska-
larnego osrodka bezstratnego, K; to wspotezynniki reprezentujace wzrost czasu etapow
COO i CRS w zaleznosci od zastosowanego wariantu; K wspoétczynnik dla skalaréw
i\lub tensoréw rzeczywistych; Kpg, wspotczynnik dla tensoréw rzeczywistych; Kgz
wspotezynnik dla skalaréw zespolonych; K, wspétezynnik dla tensoréow zespolonych
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TABELA 4.16: Liczba czworo$cianéw przetwarzanych w trakcie pojedynczej sekundy w pro-
cesie generacji macierzy sztywnosci i bezwtadnosci. Osrodek reprezentowany przez: SR - skalar
rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony. GPU (Tesla
K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 watkéw). Problem testowy liczy 13613

czworosciandow.

SR | TR | SZ | TZ
GPU (M \ sek.) | 25902 | 25863 | 23669 | 21763
CPU (M \ sek.) | 2343 | 2320 | 1937 | 1428

TABELA 4.17: Wspdlczynniki do wyznaczenia czasu generacji macierzy sztywnosci i bez-
wladnosci na GPU (Tesla K40c) dla wariantéw w ktorych oérodek reprezentowany jest przez:
SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony,
i kwadratura mieszana Q={24\81}.

Wspétczynniki | SR | TR | SZ | TZ
Ksp 110 0 0
Krr 0 1 0 0
Kgy 0 0 [1,04] O
Kry 0 0 0 | 1,15
K, 1 1 |2,03] 2,02
K, 1 1 | 1,07 | 1,07

(Tab. AEI7); X okresla odsetek elementow reprezentowanych przez skalary i\lub tenso-
ry rzeczywiste; Y okresla udzial procentowy elementéw reprezentowanych przez ska-
lar zespolony; Z okresla odsetek elementéw reprezentowanych przez tensor zespolony.
Powyzsze rezultaty testéw numerycznych potwierdzaja, iz zaproponowany podstawo-
wy algorytm generacji macierzy w metodzie elementéw skonczonych, wykorzystujacy
masywne zrownoleglenie obliczen na GPU, pozwala na znaczaca redukcje czasu obli-
czen tego etapu MES wzgledem implementacji na procesorze centralnym CPU. Nalezy
jednak zauwazy¢, ze algorytm ten moze by¢ wykorzystany dla relatywnie matych ma-
cierzy z racji tego, ze wszystkie dane (informacje nt. siatki, macierze wykorzystywane
i obliczane w etapie catkowania numerycznego i budowy macierzy globalnych) musza
by¢ przechowywane na pojedynczym akceleratorze. Innymi stowy, rozmiar globalnych
macierzy sztywnosci (S) i bezwtadnosci (T) zalezny jest od rozmiaru pamieci akcelera-
tora i podstawowy algorytm pozwala na analize probleméw o rozmiarze, ktéry miesci
sie w pamieci akceleratora graficznego. Na akceleratorze K20, ktory ma do dyspozy-
cji 5 GB pamieci, dla sformutowan MES wykorzystanych w niniejszej pracy mozna
przeprowadzi¢ symulacje maksymalnie 40 000 elementéw skonczonych, co prowadzi do
generacji macierzy o rozmiarze ok. 600 000. Niestety w symulacjach elektromagne-
tycznych potrzeba zwykle znacznie gestszej siatki, aby przeprowadzi¢ doktadng analize
komponentow urzadzen mikrofalowych. Z tego powodu w kolejnych punktach zaprezen-
towano warianty przezwyciezajace te ograniczenie i pozwalajace na generacje znacznie
wiekszych macierzy MES.



Rozdziat 5

Konstrukcja duzych globalnych
macierzy sztywnosci i bezwladnosci

Sposéb konstrukeji macierzy w MES przedstawiony w poprzednim rozdziale nadaje sie
do probleméw matych i srednich, a maksymalny rozmiar macierzy ograniczony jest
przez ilos¢ szybkiej pamieci RAM akceleratora. Celem przezwyciezenia ograniczenia
zwigzanego z rozmiarem pamieci akceleratora graficznego mozna zastosowac¢ algorytm
iteracyjnej generacji duzych macierzy bezwtadnosci i sztywnosci, ktory pozwala za-
chowad duza efektywnosé przejawiajaca sie redukcja czasu generacji macierzy wzgledem
procesora centralnego (rys. 5.1]) [89].

W wariancie podstawowym (p. A1) przetwarzane sa wszystkie elementy skoriczone
(czworosciany). W wariancie iteracyjnym (rys. [0.1]), zbior wszystkich czworoscianéw
dzieli si¢ na mniejsze podzbiory. Rozmiar podzbioru czworoécianéw jest dobrany tak,
aby w pojedynczej iteracji maksymalnie wykorzysta¢ rozmiar pamieci dostepnej na
GPU. Kazdy podzbior czworosciandow przetwarza sie tak jak w wariancie podstawo-
wym, tzn. najpierw wykonuje sie calkowanie numeryczne, nastepnie konstruuje frag-
menty globalnych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci w formacie COO i przeprowadza
sie konwersje z eliminacja duplikatéw z formatu COO do formatu CRS. Rezultatem
obliczen wykonanych w kazdej iteracji sa podmacierze sztywnosci S; i bezwladnosci
T;, ktére na koniec kazdej iteracji przesyla sie z pamieci urzadzenia (GPU) do pamieci
hosta (CPU) w celu otrzymania macierzy globalnych. Aby otrzymaé macierze globalne
T i S po stronie CPU sumuje si¢ macierze rzadkie T =T + T;, S =S + S,. Poniewaz
tylko porcja czworos$cianéw jest przetwarzana na akceleratorze graficznym
w pojedynczej iteracji, ilo§¢ pamieci na GPU nie determinuje rozmiaru ge-
nerowanych macierzy. Z tego powodu, w iteracyjnym algorytmie generacji
macierzy rozmiar macierzy zalezy jedynie od ilosci pamieci RAM jaka jest
dostepna w stacji roboczej.

Liczba wszystkich T watkow na CPU, ktére wykorzystuje sie w procesie generacji
macierzy zostata przedstawiona w r. (5.1)):

T = TMaster + TG’PU + THtoD + TMt (51)

gdzie Thraster t0 watek gltowny odpowiedzialny za kontrole catej generacji macierzy
(odpowiada za przetwarzanie danych wejéciowych wymaganych w generacji (siatka,
osrodek, wagi kwadratury), tworzy i wywotuje watki, ktére przeprowadzaja obliczenia
na CPU i GPU, czeka na zakonczenie obliczen na GPU i CPU; Tpy to watek odpo-
wiedzialny za wywotanie obliczen na GPU (etapy: NI - catkowanie numeryczne, COO

67



68 Optymalizacja wydajnosci MES w architekturze CUDA.

WATEK GLOWNY

SIATKA ST
4
A4
GPU(1) - obliczenia CPU - dodawanie macierzy
S e ot ooty .~ Skiadanie macierzy :
g for (t=0;t'<tetsQ; t= ttparaIIeITets){ :
2| | Diakaadm ok st [ Czekajna |,
||_|_J' }// jest obliczanych réwnolegle dane (TI!SI)
g " o '
- TS
< Budowa podmacierzy : ' S +=§,
m
o COO PRAWDA :
: A : S
: : : FALSZ
; CRS ; 5
e : Ti,Si % STOP :
i++
FALSZ
STOP

RYSUNEK 5.1: Iteracyjny wariant generacji macierzy w metodzie elementéw skoriczo-
nych [89]. Na GPU wykonywana jest generacja podmacierzy sztywnosci S; i bezwladnosci
T;, a na CPU wykonywane jest skladanie macierzy globalnych sztywnosci (S = S + S;) i
bezwladnosci (T = T + T).

- budowa macierzy w formacie COO, CRS - konwersja macierzy z formatu COO do
formatu CRS z eliminacja duplikatéow); Thp to watek odpowiedzialny za pobranie
macierzy z pamieci GPU do pamieci CPU; Ty, reprezentuje Mt watkéw wykonujacych
dodawanie macierzy rzadkich na CPU (S =S + S;,;,T =T + T)).

Kolejng wlasnoscia zaproponowanego iteracyjnego algorytmu konstrukecji macierzy
w metodzie elementéw skonczonych jest mozliwos$é czesciowego ,,ukrycia” obliczen po-
przez wykonanie dodawania macierzy rzadkich na CPU réwnolegle do generacji pod-
macierzy S; i T; na GPU (rys. B.2) [R9]. Wlasciwosé ta jest mozliwa do osiagniecia
tylko w przypadku, gdy obliczenia na CPU trwaja krécej niz obliczenia na GPU:

tCPU[S] < tGPU[S] (52)
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RYSUNEK 5.2: O$ czasu iteracyjnego algorytmu generacji macierzy. Po lewej stronie bloki
reprezentujg czas wykonania operacji catkowania numerycznego, budowy macierzy w forma-
cie COO i konwersji do formatu CRS w pojedynczej iteracji (GPU: Tesla K40c), przerwy
miedzy blokami po stronie GPU reprezentuja czas przestania podmacierzy S; i T; z GPU na
CPU. Po prawej stronie bloki reprezentuja czas wykonania algorytmu szybkiego sumowania
macierzy (FSMA) na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W). W procesie iteracyjnym ge-
nerowane sa macierze sztywnosci i bezwladnosci o rozmiarze N = 5079849 i liczbie elementow

niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. L1l e =1, u = 1).

gdzie: topy oznacza czas wykonania sumowania macierzy rzadkich na CPU w pojedyn-
czej iteracji S = S+S;, T = T+T;, tgpy oznacza czas wykonania obliczen na GPU
zwiazanych z generacja podmacierzy w pojedynczej iteracji (rys. B.1l).

W procesie iteracyjnym akcelerator rozpoczyna wykonywaé operacje w i+ 1 iteracji,
podczas w tym samym czasie CPU wykonuje sumowanie w i-¢j iteracji (T = T + T,
S =S + S;). Innymi stowy, akcelerator graficzny nie musi czekaé na to by CPU za-
koriczylo obliczenia zwiazane z sumowaniem macierzy. Warunek (5.2)) wskazuje, iz czas
wykonania obliczen na CPU jest krytyczny z punktu widzenia ,,ukrywania” obliczen. Z
tego powodu dodanie macierzy rzadkich T =T + T,;, S = S 4+ S; musi by¢ wykonane
bardzo efektywnie. W pierwszej kolejnosci wykorzystano funkcje mkl_dcsradd z bibliote-
ki Intel Math Kernel Library (MKL) [43]. Zgodnie z opisem biblioteki, procedury uzyte
do wykonania tej operacji zostaty zoptymalizowane pod katem wykonania obliczen na
wielordzeniowym procesorze centralnym. Niestety przeprowadzone testy wykazaty, iz
funkcja mkl_dcsradd wykonuje obliczenia na pojedynczym watku (Mt = 1), co jest
ponizej mozliwosci wykorzystania zasobow wielordzeniowych CPU oraz nie gwarantuje
sukrywania” obliczen gdyz przy jej uzyciu nie jest spelniony warunek (B.2)). Z tego
powodu, w algorytmie generacji macierzy wykorzystano algorytm FSMA (ang. Fast
Sparse Matrix Addition) opracowany przez dra inz. Piotra Sypka, ktéry pozwala na
wykorzystanie wielu watkow w trakcie wykonywania obliczen zwigzanych z dodawa-
niem macierzy rzadkich, dzieki czemu okazat sie wielokrotnie wydajniejszy niz funkcja
z biblioteki Intel MKL!. Zalozenia algorytmu FSMA zostaly opisane w Dodatku [Dl

'Ponadto algorytm FSMA pozwala na jednoczesne dodawanie macierzy z kilku iteracji generacji



70 Optymalizacja wydajnosci MES w architekturze CUDA.

6
-e-N| -¢-COO -=-CRS -¢-FSMA -x-DtoH
5 G-=-aoos e---=-=-== o= === aa= e 6= =aa=s DR - 7
4 a i
iy
0] Se
L, ~.
0 3 Bl 7
< TTem--a L H--
S T R S
27 |
1 NI ICoIIMoToTIoI X TIooookTooTIoIMooooooo¥mooooooX T
---==--- o-=-=-=-=-=-- Y- - m——————— o-=-=-=-=--- O------- 3
0
29 15 10 8 6 5 4

LICZBA ITERACJI

RYSUNEK 5.3: Wplyw liczby iteracji na proces generacji macierzy. NI - calkowanie nume-
ryczne, COO - budowa macierzy w formacie COO, CRS - konwersja macierzy z formatu
COO do formatu CRS z eliminacja duplikatéw, FSMA - szybki algorytm sumowania ma-
cierzy, DtoH (ang. Device to Host) - przestanie macierzy w formacie CRS z pamieci GPU
(Device) do pamieci CPU (Host). W procesie iteracyjnym generowane sa macierze sztywnosci
i bezwladnosci o rozmiarze N = 5079849 i liczbie elementéw niezerowych NN Z = 407716515

(Tab. BT e =1, p=1).

Charakteryzujac algorytm iteracyjnej generacji macierzy na GPU nalezy opisa¢ dwie
fazy, ktére musza by¢ dodatkowo wykonane: przetwarzanie wstepne (ang. preproces-
sing) i przetwarzanie koncowe (ang. postprocessing) generacji macierzy sztywnosci i
bezwtadnosci. Pierwsza faza wykonana jest jednokrotnie przed rozpoczeciem proce-
su iteracyjnego zawiera alokacje danych w pamieci CPU (potrzebnych dla algorytmu
FSMA), alokacje danych na GPU (potrzebnych do wykonania generacji podmacie-
rzy sztywnosci S; 1 bezwladnosci T;). Faza przetwarzania konicowego zawiera kopiowa-
nie macierzy (T,S) z pamieci niestronicowanej (ang. page-locked memory) do pamieci
stronicowanej (ang. pageable memory). Pamieé stronicowana gwarantuje krétszy czas
przestania danych pomiedzy GPU i CPU [7], gdyz system operacyjny zapewnia prze-
chowywanie jej w fizycznej pamieci RAM komputera.

Kolejna wtasciwoscia wariantu iteracyjnego jest wpltyw liczby iteracji na czas ge-
neracji macierzy. O ile czas catkowania numerycznego i budowy macierzy w formacie
COO nie zmienia sie przy zmianie liczby iteracji, to czas konwersji (CRS) rosnie wraz
ze wzrostem liczby iteracji (rys. [B.3]). Przyczyna tej zaleznosci jest wzrost liczby du-
plikatow, ktore nalezy wyeliminowac¢ w etapie konwersji. Z tego powodu nalezy zawsze
obcigza¢ GPU jak najwiekszg liczba obliczen. Nie tylko zapewni to optymalny czas
konwersji CRS, ale takze stworzy mozliwo$é¢ ukrycia obliczen na CPU zwiazanych z
wykonaniem algorytmu FSMA.

macierzy, co jest szczegdlnie istotne z punktu widzenia kolejnego wariantu generacji macierzy uktadéw
réwnan z wykorzystaniem kilku akceleratoréw graficznych.
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m DtoH
mFSMA
mCRS
mCOO
mNI

CZAS [sek.]

32 16 6 32 16 6 32 16 6 4 32 16 6 4 L. iteracji generacji S,T
9K 18K 50K 9K 18K 50K 9K 18K 50K 72K 9K 18K 50K 72K Liczba czworoscianow / lteracja
20 40 10.0 20 40 10.0 1.3 25 9.0 10.0 1.3 25 9.0 100 Pamigc [GB]/ Iteracja

RYSUNEK 5.4: Wplyw liczby iteracji na konstrukcje macierzy sztywnosci i bezwladnosci.
NI - calkowanie numeryczne, COO - budowa macierzy w formacie COO, CRS - konwersja
macierzy z formatu COO do formatu CRS z eliminacjg duplikatéw, FSMA - szybki algorytm
sumowania macierzy, DtoH (ang. Device to Host) - przeslanie macierzy w formacie CRS z
GPU (Device) do CPU (Host). Parametry fizyczne osrodka opisane reprezentowane przez: SR
- skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony.
W procesie iteracyjnym generowane sg macierze sztywnoéci i bezwladnosci o rozmiarze N =
5079849 i liczbie elementéw niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. [.T]).

Wplyw rozmiaru pamieci dostepnej na GPU na czas wykonania iteracyjnego pro-
cesu generacji macierzy przedstawiono na rys. B4l W poprzednich punktach potozono
duzy nacisk na redukcje zapotrzebowania na pamieé¢ (catkowanie numeryczne - zasto-
sowanie kwadratur mieszanych, podzial na warianty generacji ze wzgledu na parametry
fizyczne o$rodka; budowa macierzy w formacie COO - zastosowanie tego samego uto-
zenia elementéw niezerowych zmniejsza liczbe macierzy przechowywanych w pamieci,
CRS - wielokrotne uzycie wezeséniej zaalokowanych danych). Wyzej wymienione zabiegi
optymalizacyjne prowadza do zmniejszenia zapotrzebowania na pamieé¢, co ma duzy
wplyw na catosciowe wykonanie generacji. Dane z rys. 5.4l potwierdzaja, ze gdy wiecej
pamieci jest dostepne na GPU, wtedy wiecej czworoscianow moze by¢ przetwarza-
nych wewnatrz pojedynczej iteracji generacji macierzy. Po drugie, w trakcie konwersji
z formatu COO do formatu CRS eliminuje sie wiecej duplikatéw. Konsekwencja tego
jest mniejsza liczba elementow, ktore trzeba zsumowaé na CPU w algorytmie FSMA
(S=S+8S;,, T=T+T,). Po trzecie, redukcja liczby iteracji w procesie generacji
obniza ilo$¢ zmiennych przesytanych pomiedzy GPU i CPU. W rezultacie poréwnujac
czas generacji macierzy dla tensorow zespolonych na akceleratorze Tesla K40c w pro-
cesie skladajacym sie z 32 iteracji (2 GB uzytych w pojedynczej iteracji) i w procesie
sktadajacym sie z 6 iteracji (10 GB uzytych w pojedynczej iteracji) mozna zauwazyc,
ze uzyskano ok. 10% zysk. Dla probleméw bezstratnych (skalary rzeczywiste, tensory
rzeczywiste) zysk ten byl nawet wiekszy i wynidst 18%.

W Tab. b1l przedstawiono miare wydajnosci iteracyjnego procesu generacji macierzy
sztywnosci 1 bezwtadnosci, ktora zdefiniowano jako liczbe czworosciandéw przetwarza-
nych w trakcie sekundy. Zauwazy¢ mozna, iz wzgledem wariantu podstawowego liczba
przetwarzanych czworo$cianéw na GPU zmniejszyta sie o 6%, 7%, 22%, 36%, odpo-
wiednio dla o$rodka reprezentowanego przez skalary rzeczywiste, tensory rzeczywiste,
skalary zespolone i tensory zespolone. Jest to spowodowane tym, iz w wariacie itera-
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TABELA 5.1: Liczba czworoécianéw przetwarzanych w trakcie pojedynczej sekundy w itera-
cyjnym procesie generacji macierzy sztywnosci i bezwladnosci (MatGen). Osrodek reprezen-
towane przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ -
tensor zespolony. GPU (Tesla K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W). W procesie
iteracyjnym generowane sa macierze sztywnosci i bezwladnosci o rozmiarze N = 5079849 i
liczbie elementéw niezerowych NN Z = 407716515 (Tab. [Z1]).

SR TR SZ TZ

GPU (M \ sek.) | 24455 | 24038 | 19411 | 16000
CPU (M \ sek.) | 2499 | 2475 | 1834 | 1588

TABELA 5.2: Przyspieszenie iteracyjnego wariantu generacji macierzy sztywnosci i bezwtad-
nosci (MatGen) na GPU wzgledem implementacji na CPU. Parametry fizyczne o$rodka opi-
sane przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ -
tensor zespolony. GPU (Tesla K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W). W procesie
iteracyjnym generowane sa macierze sztywnosci i bezwtadnosci o rozmiarze N = 5079849 i
liczbie elementéw niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. [£.1])

MatGen SR | TR | SZ T7Z
GPU vs. CPU | 9,8 | 9,7 | 10,6 | 10,1

cyjnym wystepuja dodatkowe operacje przed i po docelowej generacji (preprocessing i
postprocessing). Ponadto w trakcie generacji po kazdej iteracji wymagane jest przesta-
nie macierzy S; i T; z GPU na CPU (ang. Device to Host, DtoH), ktory jest szczegdlnie
kosztowny dla macierzy zespolonych. Ostatnim czynnikiem jest czas FSMA po ostatniej
iteracji generacji, ktorego nie da si¢ ,,ukry¢”, gdyz wtedy GPU nie wykonuje juz zad-
nych obliczen (rys.[£.2]). Wszystkie opisane powyzej zalezno$ci maja wplyw na redukcje
przyspieszenia (zwlaszcza dla macierzy zespolonych) wariantu iteracyjnej generacji ma-
cierzy wzgledem wariantu podstawowego (Tab.[(5.2)). Podsumowujac, wariant iteracyjny
pozwala na ok. 10-krotne skrocenie czasu generacji macierzy sztywnosci i bezwtadnosci
o rozmiarze ograniczonym wytacznie pamiecia RAM stacji roboczej.

5.1 Iteracyjny wariant konstrukcji macierzy global-
nych dla kilku akceleratoréw graficznych

[teracyjny wariant generacji macierzy zaktadal uzycie jednego akceleratora graficznego.
Koleja mozliwg strategia zrownoleglenia jest wykorzystanie kilku akceleratorow graficz-
nych w procesie generacji macierzy sztywnosci S; i bezwtadnosci T;, celem poprawy
wydajnosci obliczeniowej (rys. B.5]) [89)].

Przeanalizowano dwie koncepcje rozdziatu obliczen na wiele akceleratoréw graficz-
nych. Pierwsza, z nich zaktadata wykorzystanie kilku akceleratoréw do wykonania po-
szczegblnych faz (catkowanie numeryczne, sktadanie macierzy). Uznano, iz taki wariant
wymagatby komunikacji miedzy akceleratorami, co wprowadzitoby dodatkowe opdznie-
nia. Druga koncepcja wykorzystuje podejscie przyjete w iteracyjnym wariancie generacji
macierzy, w ktérym przetwarzanie podzbioréw elementéw skoriczonych (czworo$ciandw)
w réznych iteracjach jest od siebie niezalezne. Z tego powodu, porcje czworo$cianow
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RYSUNEK 5.5: Tteracyjny wariant generacji macierzy bezwladnosci i sztywnosci w meto-

dzie elementéw skonczonych, w ktorym obliczenia wykonywane sg przez Kgpy akcelerato-
réw graficznych. W procesie generacji pracuje 7" watkéw na CPU (r. (1), Taraster = 1,
Taprv = Kgpu, Tuaqa = 1, The - zalezy od implementacji dodawania macierzy rzadkich na
CPU).

moga by¢ przetwarzane przez rézne akceleratory graficzne niezaleznie (=réwnolegle)
(rys. BH). W tym podejsciu, liczba watkéw, ktére wywoluja obliczenia na Kgpy 167
nych akceleratorach réwna sie liczbie dostepnych w danej stacji roboczej procesorow
graficznych.

Warto zauwazy¢, iz ,ukrycie” obliczen na CPU (zwiazanych z sumowaniem macie-
rzy rzadkich) jest réwniez mozliwe w wariancie generacji macierzy na wielu akcelera-
torach graficznych. Jednakze warunek, ktéry gwarantuje, ze obliczenia wykonane na
CPU wykonywane sg rownolegle z obliczeniami na K¢ py kartach graficznych jest duzo
bardziej restrykeyjny r. (B.3]). Jest to spowodowane faktem, iz w pojedynczej iteracji
CPU otrzymuje Kgpy (rowne liczbie akceleratoréw graficznych) macierzy T; 1 S;:

Kepu - tepuls]) < tapuls] (5.3)

gdzie:
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RYSUNEK 5.6: O$ czasu iteracyjnego algorytmu generacji macierzy, w ktérym obliczenia
wykonywane sg przez dwa akceleratory graficzne. Po lewej stronie bloki reprezentuja czas
wykonania operacji catkowania numerycznego, budowy macierzy w formacie COO i konwersji
do formatu CRS w pojedynczej iteracji (GPU: 2x Tesla K20c), przerwy miedzy blokami po
stronie GPU reprezentuja czas przestania podmacierzy S; i T; z GPU na CPU. Po prawej
stronie bloki reprezentuja czas wykonania algorytmu szybkiego sumowania macierzy (FSMA)
na CPU (Intel Xeon E5-2620). W procesie iteracyjnym generowane sa macierze sztywnosci i
bezwladnosci o rozmiarze N = 5079849 i liczbie elementéw niezerowych NNZ = 407716515

(Tab. A.T]).

Kgpy oznacza liczbe akceleratoréw graficznych (oraz liczbe macierzy T; i S;, ktére
musza by¢ pobrane i zsumowane na CPU),

topy oznacza czas potrzebny na wykonanie dodawania macierzy rzadkich T = T + T,
S = S+8S,,

tapy oznacza czas potrzebny do generacji podmacierzy T; i S; przez jeden akcelerator
graficzny w jednej iteracji (zalozenie na potrzeby warunku: kazdy z akceleratoréw jest
taki sam, tzn. ma te same zasoby pami¢ciowe i obliczeniowe, oraz kazdy z akceleratorow
przetwarza te sama liczbe czworoscianow).

Whiasciwosé algorytmu FSMA pozwalajaca na dodawanie macierzy z kilku iteracji
jest kluczowa z punktu widzenia ,,ukrywania” obliczenn CPU, gdyz GPU moga wykony-
wac obliczenia zwigzane z generacjg podmacierzy w kolejnych iteracjach bez przestojow
wynikajacych z oczekiwania na skonczenie obliczen przez CPU (rys. [B.0).

W tabelach przedstawiono pordéwnanie czasoéw i przyspieszenie wykonania
generacji macierzy w wariancie iteracyjnym na pojedynczym akceleratorze oraz z wy-
korzystaniem dwdch akceleratoréw Tesla K20c?. Zastosowanie dwdoch akeeleratoréw
pozwolito na ok. 1,6-1,7 krotne skrdcenie czasu obliczen w petli gtéwnej (catkowanie
numeryczne - NI, budowa macierzy w formacie COO, konwersja do formatu CRS z eli-
minacja duplikatéw, przestanie macierzy z GPU do CPU - DtoH (ang. Device to Host),

2Stacja robocza udostepniona autorowi w trakcie stazu pod kierunkiem profesora M. Okoniewskiego
w ramach projektu NCN Etiuda (Uniwersytet w Calgary, Kanada)
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TABELA 5.3: Iteracyjny wariant generacji macierzy na jednym i dwéch akceleratorach gra-
ficznych (Tesla K20c) - czas w sekundach i udzial procentowy gléwnych etapéw. MatGen -
preprocessing: alokacja danych na CPU i GPU, MatGen - petla: to sumaryczny czas wyko-
nania obliczen catkowania numerycznego, budowania macierzy w formacie COO i konwersji
do formatu CRS. MatGen - postprocessing: kopiowanie macierzy z pamieci niestronicowanej
(ang. page-locked memory) do pamieci stronicowanej (ang. pageable memory), zwalnianie
zasobéw pamieciowych. Parametry fizyczne osrodka opisane przez: SR - skalar rzeczywisty,
TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony. W procesie iteracyj-
nym generowane sg macierze sztywnosci i bezwladnosci o rozmiarze N = 5079849 i liczbie
elementéw niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. A)).

1x K20c SR TR S7Z TZ
MatGen - preprocessing 0,8 (5%) 0,8 (5%) 1,0 (5%) 0,9 (4%)
MatGen - petla 13,6 (87%) | 13,7 (37%) | 16.8 (86%) | 19,3 (39%)
MatGen - postprocessing | 1,1 (7%) 1,1 (7%) 1,7 (9%) 1,6 (7%)
MatGen - calosé 15,5 (100%) | 15,6 (100%) | 19,4 (100%) | 21,8 (100%)
2x K20c SR TR S7Z TZ

14%) | 1,5 (14%) | 1,9 (14%) | 1,9 (12%)
76%) | 8,1 (76%) | 10,5 (75%) | 11,7 (77%)
10%) | 1,1 (10%) | 1,6 (11%) | 1,6 (10%)
(

100%) | 10,6 (100%) | 14,0 (100%) | 15,2 (100%)

MatGen - preprocessing 1,5
MatGen - petla 8,0

MatGen - postprocessing | 1,1
MatGen - calo$é 10,5

— |~~~

TABELA 5.4: Skrécenie czasu wykonania iteracyjnego wariantu generacji macierzy dzieki
zastosowaniu dwéch akceleratoréw graficznych Tesla K20c. Parametry fizyczne osrodka opi-
sane przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ -

tensor zespolony. W procesie iteracyjnym generowane sg macierze sztywnoéci i bezwtadnosci
o rozmiarze N = 5079849 i liczbie elementéw niezerowych NN Z = 407716515 (Tab. [£1]).

2x GPU vs. IxGPU | SR | TR | SZ | TZ
MatGen - petla 1,70 | 1,71 | 1,59 | 1,64
MatGen - catosé 1,47 1 1,48 | 1,39 | 1,43

szybkie sumowanie macierzy rzadkich - FSMA). Calosciowe skrocenie czasu generacji
jest mniejsze (ok. 1,4-1,5 krotne), gdyz czas przetwarzania wstepnego (preprocessingu)
w wariancie na dwoch akceleratorach jest ok. dwukrotnie dtuzszy. Powyzsze rezultaty
dowodzg, ze obliczenia numeryczne wykonywane na GPU trwaja juz ta tyle krotko, ze
wazna role odgrywaja operacje wspomagajace generacje (przetwarzanie wstepne (pre-
processing) i konicowe (postprocessing)).

5.2 Podsumowanie zréwnoleglenia generacji global-
nych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci

W tej sekcji podsumowane zostaty wtasciwosci iteracyjnego algorytmu generacji macie-
rzy bezwtadnosci i sztywnosci z punkty widzenia zréwnoleglenia obliczen. Po pierwsze
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generacja podmacierzy (S;, T;) moze odbywaé sie z wykorzystaniem wielu akcelerato-
row graficznych, a w kazdej iteracji operacje w poszczegdlnych etapach zostaty zrow-
noleglone w nastepujacy sposob:

(a) Calkowanie numeryczne (p. EL1T):

o w kazdej iteracji generacji macierzy podzbiér czworoscianéw jest przetwa-
rzany w taki sposob, iz porcja czworodcianéw (256) jest przetwarzana réw-
nolegle (na poziomie blokéw watkéw),

 dla kazdego czworoscianu obliczenia zwigzane z kwadratura Gaussa sa zréw-
noleglone (na poziomie blokéw watkow),

 operacje na macierzach gestych (mnozenie macierzy, dodawanie macierzy)
w kazdym punkcie kwadratury sa zréwnoleglone (na poziomie watkéw),

o wspoéibiezne strumienie (ang. concurrent streams, Hyper-Q) sa w zaleznosci
od osrodka przyporzadkowane do oddzielnych wariantéw catkowania nume-
rycznego

(b) Konstrukcja macierzy globalnych (p. EET2):

e COO - zréwnoleglona budowa (skladanie) macierzy w formacie COO,

o CRS - zréwnoleglona konwersja miedzy formatami COO i CRS z eliminacja
duplikatow.
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Metody rozwigzywania uktadoéw
rownan

W symulacjach zagadnien elektromagnetycznych w niniejszej rozprawie, w ktérych pa-
rametry osrodkéw nie sa funkcjami czestotliwosci (co ma na przyklad miejsce gdy
wystepuja absorpcyjne warunki brzegowe w postaci PML (ang. perfect matched layer))
i siatka elementéw nie ulega modyfikacji (jak to ma miejsce w przypadku zagadnienia
optymalizacyjnego z modyfikacja ksztattu obwodu), generacja macierzy sztywnosci (S)
i bezwtadnosci (T) wykonywana jest raz. Nastepnie, dla kazdej z czestotliwosci f z pa-
sma w jakim analizowany jest problem elektromagnetyczny wyznaczana jest globalna
macierz wspotezynnikéw A:

A=S-KT (6.1)
i rozwiazywany jest uktad réwnan, ktéry mozna przedstawic¢ jako:
AX =B (6.2)

gdzie:
ko = QLZK - liczba falowa, ktorej wartosé zalezy od czestotliwosei (f) i predkodci $wiatta
(c),
B = [by,- -+ ,bg,] - macierz reprezentujaca pobudzenie,
X =[xy, ,Xg,| - macierz poszukiwanych amplitud funkcji bazowych, ktére opisuja
fale elektromagnetyczng,
Q. jest suma liczby rodzajow uzytych w kazdym z wrét (patrz. p. [2).

W ponizszych podpunktach przeanalizowano koszt czasowy i pamieciowy dwdch
wariantow rozwiazania uktadu réwnan z wykorzystaniem metod bezposrednich i itera-
cyjnych.

6.1 Metoda bezposredniego rozwigzania uktadu réw-
nan

Na rysunku przedstawiono schemat analizy zagadnien elektromagnetycznych w pa-
Smie czestotliwosci, w ktorych generacja uktadu réwnan odbywa sie przy uzyciu im-
plementacji przedstawionych w rozdziatach @5 a uktad réwnan rozwiazywany jest na
CPU. Dla zadanej czestotliwosci obliczana jest globalna macierz wspotczynnikow A
i nastepnie uruchamiana jest procedura rozwigzania uktadéow réownan. W literaturze
znalez¢ mozna biblioteki, ktore pozwalaja na bezposrednie rozwigzanie uktadu réwnan

I
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RYSUNEK 6.1: Schemat symulacji zagadnienia elektromagnetycznego z wykorzystaniem me-

tody elementéw skonczonych w pasmie dla fy, czestotliwodci (fp: to indeks czestotliwosci f
i fpe={1,....fm}). Generacja uktadu réwnan wykonana na GPU i CPU wg. implementacji z
rozdziatéw @5l uktad réwnan liniowych rozwigzywany na CPU.

liniowych na CPU (Intel MKL Pardiso [43], SuperLLU [06], TAUCS [97], MUMPS [98])
i na GPU (SPRAL [I], cuSOLVER [42]). Rozwiazanie uktadu réwnan sktada sie z
dwoch etapow: faktoryzacji macierzy oraz docelowego rozwiazania uktadu réwnan. W
rozprawie zdecydowano sie uzy¢ biblioteke Intel MKL Pardiso, gdyz pozwala ona na
zrownoleglenie obliczen we wszystkich etapach rozwigzania uktadu rownan. W przy-
padku wykorzystania metody bezposredniej z wykorzystaniem biblioteki Intel MKL
Pardiso macierz A poddawana jest faktoryzacji symbolicznej i numerycznej, a nastep-
nie wykonywane jest docelowe rozwiazanie ukladu X =[xy, -+ , X, ], odpowiednio dla
pobudzen B = [by,--- ,bg,].

W Tab. [T przedstawiono czas wykonania faktoryzacji (symbolicznej i numeryczne;j)
oraz docelowego rozwiazania uktadu réwnan metoda bezposrednia (Intel MKL Com-
poser XE 2013, v. 11.0.3, pakiet 2013.3.163). Zauwazy¢ mozna, iz czas faktoryzacji
jest o dwa rzedy wiekszy niz czas docelowego rozwiazania. Wraz ze wzrostem rozmiaru
problemu czas faktoryzacji numerycznej jest dominujacy. Ma to duze znaczenie w przy-
padku symulacji szerokopasmowej urzadzenia mikrofalowego z wykorzystaniem MES,
gdyz dla kazdej czestotliwosci zmieniaja sie wartosci macierzy A i przed rozwigzaniem
uktadu réwnan nalezy wykonaé faktoryzacje numeryczna.

Czas faktoryzacji jest jednym z dwoch czynnikéw ograniczajacych stosowanie meto-
dy bezposredniej. Drugim - i przy obecnym stanie techniki istotniejszym czynnikiem jest
zapotrzebowanie na pamie¢. Liczba elementéw niezerowych w czynnikach powstajacych
w wyniku faktoryzacji jest wielokrotnie wieksza niz w oryginalnej macierzy (Tab. [6.:2]
rys. [6.2)). Zastosowany format przechowywania faktoréw na CPU przez firme Intel dla
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TABELA 6.1: Czas wykonania etapéw bezposredniego rozwigzania ukladu réwnan w bi-
bliotece Intel MKL Pardiso (faktoryzacja symboliczna, faktoryzacja numeryczna i docelowe
rozwiazanie ukladu réwnan) [43]. W testach uzyto funkcji PARDISO_64 - indeksy przechowy-
wane w pamieci jako zmienne 64 bitowe. (CAZL.) - macierz A przechowywana jako calosciowa,
(SYM.) - w pamieci przechowywana jest gérna potéwka macierzy A. CPU: Intel Xeon Sandy

Bridge E5-2687TW (8 watkéw).

N Fakt. symb. | Fakt. num. | Rozwigzanie Fakt. symb. | Fakt. num. | Rozwigzanie
(CAL.) [s] (CAL.) [s] (CAL.) [s] (SYM.) [s] (SYM.) [s] (SYM.) [s]
213 984 2,0 0,5 0,029 1,6 0,3 0,025
455 916 4,6 2,1 0,073 3,6 1,0 0,067
806 811 8,8 4,3 0,147 6,7 2,1 0,149
1998 492 25,2 30,6 0,513 19,1 13,7 0,493
3 370 908 50,5 136,1 1,885 34,2 52,9 1,043
5079 849 - - - 60,9 166,8 3,554

TABELA 6.2: Zestawienie zapotrzebowania na pamie¢ macierzy A i faktoryzacji macierzy
A w celu otrzymania macierzy L i U potrzebnych do bezposredniego rozwiazywania uktadu
réwnan z wykorzystaniem pakietu PARDISO_64 z biblioteki Intel MKL [43] (PARDISO_64 -

indeksy przechowywane jako zmienne 64 bitowe).

(GBI

Macierz PARDISO_64 (CAL.) PARDISO_64 (SYM.)

N A [GB] | Fakt. (L,U) [GB] | Fakt. /A | A [GB] | Fakt. (L,U) [GB] | Fakt. /A
213 984 0,2 1,4 6,4 0,1 0,8 7.0
455 916 0,4 3,5 9,6 0,2 1,9 7.7
806 811 0,7 6,7 9,9 0,5 3,6 7.9
1998492 | 19 21,9 11,8 1,3 11,8 9,4

3370908 | 3,1 42,7 13,6 2,1 24,0 11,3
5079849 | 4,9 - - 3,3 38,5 11,6
64 \ \ \ \ \ \

213984 455916

806811
ROZMIAR MACIERZY

Il 32 bit (SYM.) Il32 bit (CAL.) lll64 bit (SYM.) lll64 bit (CAL.)

1998492 3370908 5079849

RYSUNEK 6.2: Zapotrzebowanie na pamie¢ Intel MKL Pardiso. Macierz A i faktory L oraz
U przechowywane w dedykowanym formacie pakietu Intel MKL Pardiso.
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RYSUNEK 6.3: Poréwnanie zapotrzebowania na pamieé formatu przechowywania danych w
Intel MKL Pardiso z hipotetycznym zapotrzebowaniem na pamie¢ gdyby faktory przechowy-
waé w formacie CRS.
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RYSUNEK 6.4: Procentowy udzial zapotrzebowania na pamieé: A - macierz gléwna,
LU-V - udzial w pamieci wartosci zmiennoprzecinkowych faktoréw L i U, LU-IDX -
udzial w pamieci indekséw. Oznaczenia: 64bit - indeksy przechowywane jako zmienne 64-
bitowe (PARDISO_64), 32bit - indeksy przechowywane jako zmienne 32-bitowe (PARDISO);
(CAL.) - macierz A przechowywana jako calosciowa, (SYM.) - w pamieci przechowywana
jest gorna potéwka macierzy A.

wiekszych macierzy jest wydajniejszy pamieciowo niz gdyby faktory byty przechowy-
wane w formacie CRS (rys. [6.3)). Dodatkowo na rys. przedstawiono procentowy
udzial zajetodci pamieci przez macierz gtéwna A, wartoéci niezerowe faktoréw (LU-
V) i indeksy (LU-IDX). Wraz ze wzrostem rozmiaru problemu wida¢ znaczacy wzrost
liczby elementéw niezerowych faktorow, a udziat indekséw maleje. Wskazuje to, ze war-
tosci niezerowe sg przechowywane w postaci gestych blokéw. Na osi rzednych rys.
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dane zaprezentowano w skali logarytmicznej, w celu pokazania jakie problemy mozna
rozwigza¢ majac do dyspozycji stacje robocza o rozmiarze pamieci RAM: 4GB, 8GB,
16GB, 32GB i 64GB. Dla przyktadu: faktoryzacji macierzy o rozmiarze N = 3370908
nie mozna wykona¢ na stacji roboczej o rozmiarze pamieci RAM 16GB !. Biblioteka
Intel MKL Pardiso dostarcza dedykowane procedury pozwalajace na rozwigzanie pro-
blemow, w ktorych macierz wspotezynnikéw jest symetryczna. W takim przypadku w
pamieci przechowywana jest macierz trojkatna gorna w formacie CRS. Wykorzystanie
symetrii pozwala na rozwigzanie wiekszych rozmiaréw problemu gdyz zapotrzebowanie
na pamie¢ w etapie faktoryzacji w przypadku macierzy symetrycznej jest ok. 1,8 razy
mniejsze niz w faktoryzacji macierzy catosciowej. Ponadto czas faktoryzacji macierzy
trojkatnej gornej jest krotszy (dla macierzy o rozmiarze N = 3370908 faktoryzacja
symboliczna i numeryczna jest odpowiednio 1,5 i 2,6 krotnie szybsza w przypadku
zastosowania procedur uwzgledniajacych symetrie macierzy).

Funkcja PARDISO, w ktorej indeksy przechowywane sa jako zmienne 32 bitowe,
moze by¢ uzyta dla uktadéw ktorych liczba elementéw niezerowych faktoréw L i U nie
przekracza wartosci 23t — 1. W przypadku probleméw testowych z Tab. 1, dla uktadu
rownan z macierza o rozmiarze 5 079 849 powyzszy warunek nie jest spetniony i uktad
ten musi by¢ rozwiazany przy uzyciu funkcji PARDISO_64 (indeksy przechowywane
jako zmienne 64 bitowe). Testy numeryczne wykazaly, ze faktoryzacja symboliczna dla
funkcji PARDISO jest, w zaleznosci od rozmiaru problemu, od 23% do 36% krotsza,
niz w przypadku PARDISO_64. Faktoryzacja numeryczna i docelowe rozwigzanie ukta-
du réwnan - ktére sg wykonywane dla kazdej czestotliwosci w pasmie - sa realizowane
w podobnym czasie dla PARDISO i PARDISO_64 i dlatego dla ujednolicenia dysku-
sji, redukcji liczby tabel i rysunkéw w ponizszych rozwazaniach przedstawiono wyniki
wylacznie dla wywotania funkcji PARDISO_64.

Dostepne implementacje bezposredniego rozwiazania uktadéw réwnan na GPU [4T],
[73] charakteryzuja sie bardzo duzym zapotrzebowaniem na pamie¢ co dyskwalifikuje ich
uzycie dla macierzy MES generowanych w niniejszej pracy. W p. przedstawiono
testy wydajnosci obliczeniowej i pamieciowej matych macierzy, ktore potwierdzaja te
konkluzje.

Podsumowujac, rozwigzanie uktadu réwnan metoda bezposrednia jest obarczone
duzym kosztem (szczegdlnie pamieciowym) na etapie faktoryzacji macierzy, co przy
obecnym stanie techniki jest bariera nie pozwalajaca na rozwiazanie duzych macierzy
generowanych w MES. Alternatywa dla metod bezposrednich sa metody iteracyjnego
rozwigzywania uktadéw réwnan, ktore wymagaja przechowywania w pamieci macierzy
rzadkiej i wektoréw pomocniczych.

6.2 Metoda iteracyjnego rozwigzania ukladu réw-
nan

W punkcie tym przeprowadzono dyskusje nt. implementacji i wydajnos$ci metod itera-
cyjnego rozwigzywania uktadéow réwnan w MES w oparciu o algorytmy bazujace na

'Dane w tabelach i rysunkach pochodza z testéw wykonanych dla opcji, w ktérej Intel MKL Pardiso
korzysta wylacznie z pamieci RAM (In-Core). Biblioteka Intel MKL Pardiso umozliwia uzycie pamieci
dysku twardego (Out-of-core), ale jest to bardzo kosztowne czasowo. Dla przykladu sumaryczny czas
faktoryzacji symbolicznej i numerycznej macierzy o rozmiarze N = 213984 wynosi ok. 2,5 1 11,5
sekund, gdy odpowiednio korzystano wylacznie z pamieci RAM (In-core) i korzystano z pamieci dysku
twardego (Out-of-core).
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RYSUNEK 6.5: Schemat symulacji zagadnienia elektromagnetycznego z wykorzystaniem me-
tody elementéw skonczonych w pasmie dla fy, czestotliwodci (fyr to indeks czestotliwosci f
i fpe={1,...,fm}). Generacja ukladu réwnan wykonana na GPU i CPU wg. implementacji z
rozdziatéw [@HD] uklad réwnan liniowych rozwiazywany na GPU (blok M.ITER).

podprzestrzeni Krytowa, ktore charakteryzuja si¢ znacznie mniejszym kosztem pamie-
ciowym niz metody bezposrednie. W p. 2.3.1l wskazano, ze satysfakcjonujaca zbieznos$é
rozwiazania mozna uzyskac¢ dzigki zastosowaniu wielopoziomowego operatora Sciskaja-
cego. Dodatkowe skrdcenie czasu rozwigzania mozna uzyskaé przy uzyciu akceleratora
graficznego do wykonania operacji na macierzach i wektorach, po warunkiem, ze sg to
operacje, ktére mozna efektywnie zréwnoleglic.

Na rysunku przedstawiono schemat analizy zagadnien elektromagnetycznych w
pasmie czestotliwos$ci, w ktorym generacja uktadu rownan odbywa sie przy uzyciu al-
gorytmow przedstawionych w rozdziatach [4Hol a uktad rownan rozwiazywany jest przy
uzyciu metody iteracyjnej z wykorzystaniem akceleratora graficznego. Dla zadanej cze-
stotliwosci obliczana jest globalna macierz wspotczynnikow A. Nastepnie macierz jest
przesylana z pamieci CPU do pamieci GPU. Z hosta (CPU) kilkukrotnie (dla kolejnych
prawych stron) uruchamiane sa procedury majace na celu rozwiagzanie uktadu réwnan
(blok ML.ITER na rys. [6.5). W procesie iteracyjnym aproksymowane jest rozwiazania
uktadu réwnan X = [x3,---,Xg,|, odpowiednio dla pobudzen B = [by,---,bg,]. Po
uzyskaniu zaktadanej zbieznoéci wektory rozwiazania x; przesylane sg z pamieci GPU
do pamieci CPU. Nastepnie wykonywane jest przetwarzanie koncowe, ktorego celem
jest wyznaczenie parametréw rozproszenia na podstawie r. (Z2T]).

W kolejnych podpunktach opisano strategie jakich uzyto do implementacji bloku
M.ITER z rys. [6.5l Analizujac cechy metody gradientow sprzezonych z wielopoziomo-
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wym operatorem $ciskajacym (p. 23]) zauwazono, iz kluczowa operacja jest mnozenie
macierzy rzadkiej przez wektor (ang. Sparse Matrix Vector Product, SpMV, matvec).
7 tego powodu, implementacji tej operacji na akceleratorze graficznym poswiecono
oddzielny p. [6.2.J] a nastepnie opisano format reprezentacji macierzy rzadkiej zapro-
ponowany w niniejszej rozprawie (p. [6.2.2]). Z racji tego, ze operator Sciskajacy jaki
wykorzystano w rozprawie na najnizszym poziomie zawiera rozwiazanie uktadu réw-
nan liniowych to w p. przeprowadzono szczegdlowe rozwazania nt. efektywnej
implementacji tego etapu.

6.2.1 Mnozenie macierzy rzadkiej przez wektor na akcelera-
torze graficznym

Operacja mnozenia macierzy przez wektor matvec (y = Ax) jest podstawowa operacja
wykonywana w iteracyjnych technikach rozwiazywania uktadéw liniowych. Sposéb im-
plementacji tej operacji zalezy w gtownej mierze od wtasnosci macierzy, tzn. tego czy
jest ona gesta czy rzadka, symetryczna czy niesymetryczna. Na akceleratorze graficz-
nym w implementacji mnozenia macierzy gestej przez wektor najtatwiej wykorzystac
funkcje cublasSgemuv z biblioteki CUBLAS. To podejscie jest jednak nieefektywne, gdy
mamy do czynienia z macierzami rzadkimi, gdyz wykonywaliby$my duzo nadmiaro-
wych operacji mnozenia elementéw zerowych macierzy A z elementami wektora x -
co wydtuza czas obliczen. Ponadto musimy liczy¢ sie z faktem, iz mamy do dyspo-
zycji ograniczony zaséb pamieci. W pamieci o rozmiarze 5GB mozemy w najlepszym
przypadku zaalokowaé¢ macierz gesta o 25000 wierszy. Z tych powodow macierz rzadka
poddaje si¢ kompresji. Ponizej scharakteryzowane zostaty najczesciej uzywane kompre-
sje macierzy rzadkich. W kontekscie uzytecznosci kompresji na GPU pod uwage brane
sa dwa czynniki:

o efektywnos$¢ (wydajnosé) obliczeniowa - mierzona w GFLOPS-ach (6.3]). Kazdy z
formatow determinuje specyficzny sposob adresowania pamieci, co ma kluczowe
znaczenie dla wykonania obliczen na GPU. W wielu przypadkach z powodu nie-
bezposredniego dostepu do wartosci niezerowych macierzy, GPU wykonuje wiecej
operacji na pamieci niz operacji zmiennoprzecinkowych, co wprowadza dodatkowe
opdznienia,

liczba operacji zmiennoprzecinkowych

GFLOPS = (6.3)

czas - 109

o efektywno$¢ (wydajnosé) pamieciowa - okresla ilos¢é pamieci w bajtach potrzeb-
nej do przechowania macierzy rzadkiej. Im mniej danych potrzebnych jest opisu
macierzy rzadkich tym efektywnosé jest wieksza.

Najczesciej stosowane przy wykonywaniu operacji matvec na GPU formaty
zapisu macierzy rzadkich to:

CRS - kompresja CRS (ang. Compressed Row Storage) polega na przechowaniu
informacji o macierzy rzadkiej A w postaci trzech wektorow: [Ml- wartosci niezerowe, [Jl-
indeksy kolumn wartosci niezerowych, [Iptr]- indeks [J pierwszego elementu niezerowego
w kazdym wierszu (rys.[6.6) [4]. Format ten jest uzywany w bibliotece Intel MKL dedy-
kowanej obliczeniom na wielordzeniowych procesorach CPU oraz na GPU w bibliotece
CUSPARSE [92]. Najprostsze zréwnoleglenie obliczen dla tego formatu to aranzacja
obliczen tak, aby jeden watek wykonywal obliczenia w jednym wierszu i obliczenia w
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RYSUNEK 6.6: Reprezentacja macierzy rzadkiej w formacie CRS.

wierszach byty wykonywane niezaleznie. Takie przyporzadkowanie watkoéw do wiersza
przedstawiono na rys. [6.7. Z punktu widzenia efektywnosci pamieciowej format CRS
jest najbardziej efektywny ze wszystkich formatow i zapotrzebowanie na pamie¢ wynosi:

CRS [MB] = (NNZ -8+ (NNZ+ N)-4)-27% (6.4)

gdzie: NNZ oznacza liczbe elementéw niezerowych, N oznacza liczbe wierszy macie-
rzy rzadkiej, wektor elementéw niezerowych przechowywane jako zmienne 64 bitowe,
wektory indekséw kolumny i skompresowany wiersz przechowywane w pamieci jako
zmienne 32 bitowe.

Niestety dla wiekszosci macierzy rzadkich w trakcie wykonywania operacji ma-
tvec nie jest spelmiony warunek dostepu tacznego do pamieci GPU (Dodatek [B.),
co ogranicza wykorzystanie tego formatu na GPU. W literaturze znalez¢ mozna arty-
kuty, w ktorych autorzy proponuja implementacje operacji mnozenia macierzy rzadkiej
przez wektor na GPU z wykorzystaniem formatu CRS lub modyfikacja tego forma-
tu [29,B4Q9HI02]. Sa to czesto procedury dedykowane wiasciwosciom macierzy (np.
dla macierzy generowanych w metodzie réznic skonczonych mozna wydzieli¢ podma-
cierze, w ktorych liczba elementéw niezerowych w wierszu jest stata i obliczenia w
podmacierzach realizuja oddzielne kernele, w ktorych zapewniony jest dostep taczny
do elementéw niezerowych i wektora [I03]).

CCS - W kompresji macierzy przy uzyciu formatu CCS (ang. Compressed Column
Storage) - podobnie jak w przypadku formatu CRS - macierz rzadka przechowywana
jest w trzech wektorach. Wystepuje jednak znaczaca réznica, gdyz wektor N tworza
wartosci niezerowe pobierane z kolejnych kolumn macierzy A. Pozostale dwa wektory
to: @ - indeksy wierszy wartosci niezerowych, - wskazuje indeks [I] pierwszego ele-
mentu niezerowego kazdej kolumny []. Gdy analogicznie do formatu CRS, w formacie
CCS jeden watek jest przypisany do jednego wiersza to wystepuja konflikty przy za-
pisie danych do tego samego obszaru pamieci, ktore znaczaco zmniejszaja efektywnosé
obliczen na GPU. Obstuga tych konfliktéw wymaga uzycia operacji atomowych i z tego
powodu format ten nie jest wykorzystywany w implementacjach na GPU.

ELL,ELL-R - celem zapewnienia dostepu tacznego do pamieci GPU wykorzystuje
sie format Ellpack (ELL) [3I]. W formacie tym, informacja o elementach niezero-
wych przechowywana jest w dwoch wektorach: ell_A - wektor elementéw niezerowych
iell_J - wektor indeksow kolumn wartosci niezerowych. Z punktu widzenia wykonania
operacji matvec na GPU, format ELL jest efektywniejszy niz CRS, gdyz gwarantuje
taczny dostep do pamieci. Niestety format ELL wprowadza znaczaca nadmiarowos¢ w
postaci obowiazku przechowywania w pamieci dodatkowych zer. Liczba nadmiarowych
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RYSUNEK 6.7: Strategia przypisania watkéw w operacji matvec dla macierzy w formacie
CRS (jeden watek przypisany do jednego wiersza).

zer zalezy od roznicy miedzy najdtuzszym i najkrétszym wierszem w macierzy. Po-
nadto celem zagwarantowania dostepu tacznego liczba wierszy macierzy powinna by¢
podzielna przez 16 (potowa warpa, czyli grupy watkéw wykonywanych réwnolegle na
GPU), co generuje dodatkowe wiersze z warto$ciami zerowymi. Ostatecznie, nadmiaro-
wo$¢ mozna oszacowaé jako N’ - (Nmax — Nmin) — NN Z. Zapotrzebowanie na pamieé
dla podwdjnej precyzji:

ELL — R [MB] = ((Nmaz-N')-8+ (Nmax - N'+ N)-4).27%0 (6.5)

gdzie Nmax oznacza liczbe elementéw niezerowych w najdtuzszym wierszu, N’ oznacza
nowa liczbe wierszy ktora jest liczbg podzielng przez 16, wektor elementow niezerowych
przechowywane jako zmienne 64 bitowe, wektory indekséw kolumny i skompresowany
wiersz przechowywane w pamieci jako zmienne 32 bitowe.

Podobnie jak w standardowej implementacji operacji matvec opartej na CRS, réw-
niez w implementacji matvec opartej na formacie ELL jeden watek odpowiada za ob-
liczenia wykonywane w pojedynczym wierszu. Celem wykonywania obliczen wytacznie
na elementach niezerowych wprowadzono format ELL-R [B0]. Modyfikacja polega na
wprowadzeniu dodatkowego wektora ell_rl, przechowujacego informacje o liczbie ele-
ment6w niezerowych w kazdym wierszu (rys. [6.8). Zabieg ten pozwolil otrzymac popra-
we wydajnosci obliczeniowej z racji tego, ze ograniczono nadmiarowe mnozenia przez
wartosci zerowe.

Sliced ELLPACK - celem redukcji nadmiarowych obliczen i zer przechowywanych
w pamieci wprowadzanej przez format ELL-R, Monakov w [104] zaproponowal ,pocie-
cie” (ang. slicing) macierzy i wykonanie kompresji ELL-R na otrzymanych w skutek
podziatu podmacierzach (rys. [69). W rezultacie otrzymano redukcje nadmiarowosci,
ktéra w formacie Sliced ELL-R zalezy od réznicy miedzy najdtuzszym i najkrotszym
wierszem w podmacierzy, a nie jak to miato miejsce dla ELL-R - w calej macierzy.

ELLR-T - kolejnym formatem kompresji macierzy rzadkiej dedykowanym oblicze-
niom na GPU jest format ELLR-T [I05]. Format ten wymaga przetworzenia wstepnego
macierzy (ang. preprocessing), polegajacego na permutacji elementéw niezerowych (i
odpowiadajacym im indeksom kolumn), tak aby w trakcie wykonania operacji matvec
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ell_rl =

[w]a[m]e][a]w]s]

RYSUNEK 6.8: Reprezentacja macierzy rzadkiej w formacie ELL-R [3].
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RYSUNEK 6.9: Podzial na podmacierze w formacie Sliced ELL-R.

zagwarantowac¢ dostep taczny do wartosci niezerowych przechowywanych w pamieci glo-
balnej (rys. [6.10). Dodatkowo, preprocessing musi zapewnié, by kazdy wiersz mial dtu-
gos¢ bedaca wielokrotnoécig 16. Aby spehi¢ ten warunek, do wierszy dodawane sg nad-
miarowe zera, co sprawia, ze podobnie jak ELL-R, format ELLR-T nie jest atrakcyjny z
punktu widzenia efektywnosci pamieciowej. Zaletami formatu ELLR-T, jest zagwaran-
towany dostep taczny oraz mozliwo$¢ przypisania kilku watkéw (7' = 1,2, 4, 8,16, 32) do
jednego wiersza w trakcie wykonywania operacji matvec. Ostatecznie, dzigki specyficz-
nemu adresowaniu, uzyciu pamieci wspélnej i kilku watkach operujacych na wierszu,

format ten pozwala na poprawe wydajnosci obliczeniowej wzgledem ELL-R i Sliced
ELL-R.

6.2.2 Sliced ELLR-T - nowy formatu zapisu macierzy rzadkiej

Na podstawie analizy dostepnych formatéw, w niniejszej rozprawie zaproponowano for-
mat przechowywania macierzy rzadkiej (Sliced ELLR-T)), ktory charakteryzuje sie
bardzo dobrg wydajnoscig obliczeniowa, przy zapewnieniu duzej wydajnosci pamiecio-
wej [I06]. Po pierwsze, podobnie jak w formacie Sliced ELL-R, macierz zostala podzie-
lona (,,pocieta”) na podmacierze celem redukcji liczby nadmiarowych zer (rys. [6.11]), a
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RYSUNEK 6.10: Dwa warianty zapisu macierzy rzadkiej w formacie ELLR-T (T'=2iT = 4).

nastepnie na otrzymanych podmacierzach stosuje sie preprocessing podobny do forma-
tu ELLR-T. W efekcie kilka watkow jest zaangazowanych w obliczenia w pojedynczym
wierszu macierzy (T = 1,2,4,8,16,32), wystepuje dostep taczny do pamieci, co gwa-
rantuje dobra wydajnos¢ obliczeniows.

7 punktu widzenia wydajnosci obliczeniowej parametr 7', liczba watkow przypisa-
nych do pojedynczego wiersza, odgrywa kluczowsg role. Zauwazono, iz dobér tego para-
metru uzalezniony jest od struktury macierzy, a doktadniej $redniej liczby elementu w
wierszu. Na podstawie licznych testéow wyznaczono zalezno$¢ parametru 7' od $redniej
liczby elementéw w wierszu co zostalo przedstawione w [I06]. W ogélnoséci mozna po-
wiedzie¢, ze wraz ze wzrostem $redniej liczby elementoéw przypadajacej na pojedynczy
wiersz, ro$nie liczba watkéw T zaangazowanych w obliczenia.

Analogicznie jak dla formatéw ELL, ELL-R, Sliced ELL-T, rowniez na potrzeby
formatu macierz musiata zosta¢ poddana odpowiedniemu przetwarza-
niu wstepnemu (ang. preprocessing). W przypadku formatu preproces-
sing ma na celu podzial macierzy na ,plastry”, zapewni¢ pozniejszy dostep taczny do
pamieci na GPU oraz odpowiednie przypisanie watkow (7') do poszczegélnych grup
elementow niezerowych w wierszu. Opracowano dwa warianty przygotowania macierzy,
tzn. moze by¢ on wykonany na GPU lub na CPU. Pierwszy mozna wykorzysta¢ dla
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RYSUNEK 6.11: Realizacja formatu Sliced ELLR-T] - macierz rzadka ,pocieta” na podma-

cierze o S = 4 liczbie wierszy, a kazda podmacierz przechowywana w formacie ELLR-T.

macierzy o matym rozmiarze, gdy obydwie macierze oryginalna i spermutowana musza
zmiedci¢ sie w pamieci pojedynczego GPU. Dla duzych probleméw, pamie¢ GPU jest
maksymalnie obcigzona i na potrzeby takiego przypadku preprocessing wykonywany
jest na CPU z wykorzystaniem interfejsu OpenMP. Ponadto, aby poprawi¢ wydajnosc¢
pamieciowa w trakcie przetwarzania wstepnego, wiersze macierzy moga by¢ dodatkowo
uporzadkowane w porzadku od najmniej licznego do najbardziej licznego wiersza.

Kod dedykowany operacji mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor na GPU z uzy-
ciem formatu [Sliced ELLR-T], gdy liczba watkéw przypisanych do wiersza T = 4 i
jeden blok watkéw wykonuje obliczenia w jednym plastrze (slice) macierzy, zostal za-
prezentowany na Wydruku W pierwszej kolejnosci okreslone sa indeksy watkow
w bloku (tx), globalny indeks watku (txg) oraz indeks wiersza (n), na ktérym pracuja
watki. Nastepnie wykonywana jest petla, w ktérej dla kazdego wiersza cztery watki
obliczaja niezaleznie sktadniki wyniku (sub). Dzieki odpowiedniemu preprocessingowi
danych dostep do wektoréw d_ellaid_ja jest taczny. Odczyt danych z wektora d_x nie
jest taczny (watki ,skacza” po wektorze d_x) (WARIANT-I). Aby poprawi¢ wydajnosé
odczytu z wektora d_x przed wykonaniem operacji SpMV wektor d_x moze by¢ zwigza-
ny z szybka podreczna pamiecia tekstur (WARIANT-II), co zmniejsza opéznienia przy
dostepie do danych. W dalszej kolejnosci sktadniki wyniku sa zapisywane do tablicy
w pamieci wspllnej (array) i na podstawie operacji redukeji obliczane sa elementy
wektora wynikowego (d_y).

Podsumowujac format [Sliced ELLR-TI cechuje:

o dostep taczny przy odczycie elementéw niezerowych macierzy na GPU,

o zredukowana - wzgledem innych formatéw typu ELLPACK - liczba nadmiarowych
elementow zerowych, ktore zapewniaja taczny dostep do elementéw niezerowych
macierzy,

o zréwnoleglenie obliczen przez przypisanie T° watkéw do wykonania obliczen w
wierszu macierzy,
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o mozliwo$¢ zapisu wektora prawej strony do pamieci tekstur celem skrocenia czasu
dostepu do wartosci wektora,

o zoptymalizowany preprocessing macierzy.

6.2.2.1 Wydajno$¢ formatu [Sliced ELLR-T!

Ponizej poréwnane zostaty rezultaty otrzymane dla formatu[Sliced ELLR-TIw poréwna-
niu do funkcji z biblioteki CUSPARSE (cusparseDcsrmv, [cusparseDhybmv)) dla wartosci
niezerowych macierzy przechowywanych w podwoéjnej precyzji. Funkcja[cusparseDcsrmy]
wykorzystuje format CRS. Funkcja [cusparseDhybmv] wykorzystuje kombinacje dwdch
formatéw COO i ELL. Wykonano testy dla dwéch wariantéow uruchomienia: AU-
TO - automatyczny podzial macierzy na podmacierze przechowywane w formacie
COO i ELL, MAX - macierz przechowywana w formacie ELL. Na potrzeby forma-
tu hybrydowego nalezy wykonaé¢ konwersje z formatu CRS do formatu hybrydowego
(cusparseDcsr2hyb). W Tab. przedstawiono wydajno$é¢ obliczeniows operacji ma-
tvec wyrazona w GFLOPS. Dla niektérych macierzy funkcja [cusparseDhybmv] jest wy-
dajniejsza niz[cusparseDcsrmv, ale wykonanie konwersji [cusparseDcsr2hyb wymaga dla
wariantu (AUTO) i (MAX) od 2 do 4 razy wiecej pamieci niz przechowywanie ma-
cierzy podstawowej w formacie CRS, co dyskwalifikuje ten format dla wielu macierzy.
Dla przyktadu, macierz testowa o rozmiarze 1998492 zajmuje w pamieci ok. 1,8 GB.
Konwersja do formatu hybrydowego wymagata dodatkowych 2 GB i 6 GB danych dla
wariantéw (AUTO) i (MAX). Dla poréwnania format wprowadza Sred-
nio 10% dodatkowych elementéw niezerowych (przyp. gdy macierz zostata poddana
permutacji w celu przegrupowania wierszy od najmniej do najbardziej licznych to licz-
ba dodatkowych elementéw jest mniejsza). Warto zaznaczy¢, ze wydajnos¢ obliczeniowa
biblioteki CUSPARSE 7z kazda kolejna wersja znaczaco si¢ poprawita. Obecnie Sliced
ELLR-T pozwala na ok. 25% skrocenie czasu obliczen operacji matvec wzgledem CU-
SPARSE dla macierzy MES generowanych w niniejszej rozprawie.

Z racji tego, ze wydajnos¢ obliczeniowa operacji matvec jest ograniczona przez trans-
fer danych, dodatkowo w Tab. [6.4] otrzymane warto$ci GFLOPS zostaty skonfrontowa-
ne z parametrem wyrazajacym efektywna wydajnosci jaka mozna osiagnac ze wzgledu
na przepustowos¢ pamieci (ang. effective bandwidth bound performance). Uzycie tej
dodatkowej miary wydajnosci wpisuje sie w postulaty z artykutu [34], by wydajnosé
obliczeniows mierzong w GFLOPS skonfrontowaé¢ z maksymalna mozliwa do uzyskania

TABELA 6.3: Wydajnos$¢ obliczeniowa (GFLOPS) operacji matvec dla réznych formatéw
reprezentacji macierzy rzadkiej. Problem testowy to macierz podstawowa A o rozmiarze
1998492 (Tab. ET)) i jej symetryczne podmacierze MZ.

GFLOPS | [cusparseDcsrmy] | [cusparseDhybmv] | [cusparseDhybmy] | Sliced
(AUTO) (MAX) ELLR-T
Y 13,3 13,3 18,7 15,6
MZ, 14,4 16,1 17,2 14,0
ME, 9,8 8,5 8,7 12,2
A 11,6 10,5 10,6 12,4
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TABELA 6.4: Wydajnosé obliczeniowa operacji matvec (%boPS -100%) dla réznych forma-
tow reprezentacji macierzy rzadkiej. Problem testowy to macierz podstawowa A o rozmiarze
1998492 (Tab. ET)) i jej symetryczne podmacierze ME.

GFLOPS /P, |[cusparseDcsrmy| | [cusparseDhybmy| | [cusparseDhybmv] | Sliced
(AUTO) (MAX) ELLR-T
ME 41% 41% 57% 48%
ME, 44% 49% 52% 42%
ME, 30% 26% 26% 37%
A 35% 31% 32% 37%

TABELA 6.5: Wydajnosé obliczeniowa (wyrazona w GFLOPS) operacji matvec uzyskana dla
implementacji [cusparseDcsrmv|i [Sliced ELLR-TIna GPU dla probleméw testowych z kolekcji
Williamsa [I10].

Macierz N NNZ NNZ / N | [cusparseDcsrmv| | [Sliced ELLR-T| | Przyspieszenie
cant 62 451 4 007 383 64 16,0 29,7 1,9
mac_econ_fwd500 206 500 1273 389 6 8,3 9,1 1,1
mc2depi 525 825 | 2100 225 4 11,4 23,3 2,1
nd24k 72 000 28 715 634 399 28,5 33,8 1,2
pdblHYS 36 417 | 4 344 765 119 22,1 30,0 1.4
qcd5_4 49 152 1916 928 39 16,9 31,9 1,9
scircuit 170 998 958 936 6 9,5 9,6 1,0
webbase-1M 1 000 005 3 105 536 3 5,4 8,2 1,5

wydajnoscia obliczeniows (ang. roofline model) [T07HIOY):

2-NNZ
Pebw:TA (66)

Bcru

gdzie: NNZ - liczba elementéw niezerowych, My to rozmiar pamieci zaalokowanej na
potrzeby kernela, Bgpy przepustowo$é¢ pamieci GPU (okreslona dla akceleratora na
podstawie programu [bandwidthTestl udostepnionego w przyktadach CUDA. Dla ak-
celeratora K40c Bgpy = 201 GB/s). Dane przedstawione w Tab. wskazuja, iz
format w zalezno$ci od macierzy osigga od 37% do 48% teoretycznej
wydajnosci obliczeniowej akceleratora graficznego.

Lepsza wydajnos¢ mozna uzyskaé¢ dla innych macierzy. W Tab. poréwnano wy-
dajnos¢ obliczeniowa operacji matvec uzyskana dla dwoch implementacji (cusparseDcsrmy]
i Sliced ELLR-T). W testach wykorzystano macierze z kolekcji Williamsa [I10]. Oprocz
jednej macierzy (scircuit), wykorzystanie formatu [Sliced ELLR-T] skréca czas obli-
czen mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor wzgledem [cusparseDcsrmvl Najwieksze
przyspieszenie wzgledem [cusparseDcsrmy] uzyskano dla macierzy qed5-4 i mc2depi, w
ktorych wystepuje stata liczba elementéw niezerowych w wierszu (w macierzy mec2depi
99,4% wierszy zawiera tylko 4 elementy niezerowe w wierszu, w macierzy qed5_4 wszyst-
kie wiersze maja 39 elementéw niezerowych w wierszu). Na rys. skonfrontowano
wydajnos¢ obliczeniowa mierzona w GFLOPS z maksymalna mozliwa do uzyskania wy-
dajnoscig obliczeniowa ze wzgledu na przepustowo$¢ pamieci (Pep,.). Dla formatu Sli-
ced ELLR-T wydajno$¢ powyzej 80% uzyskano dla macierzy (nd24k, qcd5.4, cant,
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RYSUNEK 6.12: Wydajno$¢ obliczeniowa, (Wyrazona Jako GL})OPS 100%) operacji matvec
uzyskana dla implementacji [cusparseDcsrmv|i [S] 1-TIna GPU dla probleméw testo-
wych z kolekcji Williamsa (Tab. [6.5]) [I10].

pdb1HYS), w ktérych érednia liczba elementéw niezerowych w wierszu wynosi powyzej
39 i obliczenia w wierszu wykonuje odpowiednio 7' = 4 (cant, qcd5.4) i T' = 8 (nd24k,
pdb1HYS) watkéw.

6.2.2.2 Rozwdj formatu [Sliced ELLR-T]
Artykut z formatem [Sliced ELLR-T| zostal opublikowany w roku 2011 i jego kod

zostal udostepniony na stronie internetowej autora rozprawy [IT1I]. Od tego czasu inni
badacze rozwijali ten format czego efektem sa ponizsze publikacje, w ktérych nazwa
bazowa ,[Sliced ELLR-TI" byta zmieniana w zaleznosci od zastosowanej modyfikacji. W
publikacji [32] autorzy wykorzystali [Sliced ELLR-Tli w swoim formacie SELL-C-o réw-
niez dziela macierz na podmacierze (w tym przypadku o rozmiarze C'). W formacie Sli-
ced ELLR-T globalna macierz moze by¢ posortowana (np. od najmniej do najbardzie;
licznego wiersza). W formacie SELL-C-o parametr o okresla zakres wierszy, ktore sa
sortowane. Modyfikacja w sposobie sortowania optymalizuje odczyt danych z pamieci
akceleratora. W artykule [32] autorzy zastosowali kombinacje parametréw, w ktorej o
jest wielokrotnoscia C' (np. C' = 16, o = 256). W publikacji [33] autorzy proponuja
format SELL-P, w ktorym dokonali modyfikacji SELL-C-0 o uzupetnienie wierszy ma-
cierzy o dodatkowe zera. Poza tym podobnie jak w formacie obliczenia
w pojedynczym wierszu wykonywane sg przez kilka watkow.

6.2.3 Rozwigzanie problemu liniowego w operatorze Sciskajg-
cym

Stosujac wielopoziomowy operator Sciskajacy na najnizszym poziomie nalezy rozwig-

za¢ uktad réwnaii (MY zp = rg) (patrz. Wydruk 223). W tym celu mozna skorzystaé

z metod bezposrednich lub iteracyjnych. Testy numeryczne wykazaty, iz aby zapewni¢
zbiezno$¢ metody gradientow sprzezonych z wielopoziomowym operatorem $ciskajacym
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o cyklu V nalezy na tym etapie zapewni¢ wysoka dokladnos¢ rozwigzania. Na przykta-
dzie problemu testowego (rozmiar macierzy A: N = 806811, rozmiar macierzy MZ%:
Ny = 41715, Tab. 7)) zweryfikowano skuteczno$é metody bezposredniej rozwiazywa-
nia uktadu réwnan oraz metod iteracyjnych z operatorami $ciskajacymi majgcymi za
zadanie poprawe zbieznosci [3].

Na wstepie wykonano testy numeryczne metod bezposrednich z wykorzystaniem
srodowiska MATLAB. Uzyskano bardzo doktadne rozwigzanie (dla podwéjnej precyzji:
vy —MPE zg||s < 10712), ktére pozwolito uzyskaé bardzo dobra zbieznoéé catej metody
iteracyjnej z wielopoziomowym operatorem $ciskajacym.

W dalszej kolejnosci zastosowano metody iteracyjne (gradientéw sprzezonych (CG),
residuéw sprzezonych (CR), MINRES (ang. minimal residual method) [3]), ktére po-
zwolity osiagnaé zbiezno$é na poziomie ||rp — M¥ zg|[, < 107°, ale potrzebowaty ok.
pietnastu tysiecy iteracji (rys. [6.13]), co jest kilkaset razy kosztowniejsze niz rozwigzanie
bezposrednie. Zastosowanie operatora Sciskajacego Jacobiego w metodzie sprzezonych
residuéw poprawito zbieznosc¢, jednakze potrzebnych byto ok. dwudziestu pieciu tysiecy
iteracji by uzyska¢ zbiezno$é na poziomie metody bezposredniej (rys. [6.13]). Zweryfiko-
wano rowniez przydatnosé innych operatoréw Sciskajacych:

(a) wielomianowe operatory $ciskajace (Neumanna, Czebyszewa [3]):
prekondycjoner Neumana pozwolil na zmniejszenie liczby iteracji potrzebnych
od osiggniecia zbieznogci na poziomie 1079, jednakze koszt czasowy pojedynczej
iteracji jest wiekszy niz iteracji w metodach PCR-Jacobi (rys. [6.14)),

(b) operator $ciskajacy w postaci niekompletnej faktoryzacji LU z progiem (ILUT,
ang. incomplete LU factorization with threshold?, [3]):
przeanalizowano przydatnoéci takiego operatora Sciskajacego w srodowisku MA-
TLAB i zaobserwowano, iz dla macierzy testowej niekompletna faktoryzacja ILUT
trwata bardzo dtugo. Jezeli macierz zostata najpierw poddana permutacji wierszy
i kolumn RCM (ang. Reverse Cuthill-McKee [TT2II13]) to czas uzyskania fakto-
row L i U skrocit si¢ znaczaco, a zastosowanie operatora Sciskajacego ILUT dla
metod GMRES, PCG pozwolilo osiggnaé zbieznosé na poziomie 1072 po zaledwie

10 iteracjach (rys. [6.15),

(c) operator Sciskajacy w postaci niekompletnej faktoryzacji ILU(0) [3]:
testy wykazaty, iz prekondycjoner ten dla testowanej macierzy pozwala uzyskac
niezadowalajaca zbieznogé na poziomie ||rp — M zg||, < 1072,

Powyzej oceniono, iz duzg doktadnosé rozwiazania uktadu réwnan uzyskuje sie dla
metod iteracyjnych (PCG,GMRES) z operatorem Sciskajacym ILUT i dla metody bez-
posredniej. Faktoryzacje ILUT mozna wykona¢ na CPU, nastepnie faktory przesta¢ na
GPU i obliczenia operatora $ciskajacego polegajace na wykonaniu operacji podstawia-
nia ,w przéd” i podstawiania ,wstecz” (ang. forward substitution, back substitution)
wykonaé przy uzyciu biblioteki CUSPARSE [02]. Niestety testy wykazaly, iz faktor L
wygenerowany w srodowisku MATLAB ma wartosci niezerowe powyzej diagonali co
sprawia, ze funkcja realizujaca podstawienie ,w przéd” z biblioteki CUSPARSE [92]

2Faktoryzacje w $rodowisku MATLAB wykonano przy uzyciu komen-
dy: [L,U] = ilu(A,struct('type', 'ilutp', 'droptol’',lu_threshold) gdzie
lu_threshold=10"9.
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RYSUNEK 6.13: Zbiezno$¢ (norma euklidesowa wektora residualnego) metod iteracyjnych:
CG - metoda gradientow sprzezonych, CR - metoda residuéw sprzezonych, PCR - metoda resi-
dudw sprzezonych z operatorem $ciskajacym Jacobiego, MINRES - metoda minimalnych resi-
duéw). Problem testowy: filtr grzebieniowy 9-rzedu, macierz Mﬁ z dolnego poziomu operatora
Sciskajacego (rozmiar macierzy gléwnej N = 806811, rozmiar macierzy Mﬁ: Ny = 41715).
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RYSUNEK 6.14: Zbieznos$¢ (norma euklidesowa wektora residualnego) metod iteracyjnych z
wielomianowymi operatorami $ciskajacymi Neumanna i Czebyszewa w poréwnaniu z metoda
residuéw sprzezonych z operatorem Sciskajacym Jacobiego. Problem testowy: filtr grzebie-
niowy 9-rzedu, macierz Mﬂ z dolnego poziomu operatora Sciskajacego (rozmiar macierzy
gléwnej N = 806811, rozmiar macierzy M¥: Ny = 41715).

uzyskuje btedne wyniki i ostatecznie metody PCG oraz GMRES z operatorem Sciska-
jacym ILUT na GPU nie uzyskuja poprawnego rozwigzania.

Zweryfikowano implementacje rozwigzywania uktadéw réwnan metoda bezposred-
nig dostepng w CUDA 7.0 (biblioteka cuSOLVER, [42]) i okazalo sie, ze zapotrzebo-
wanie faktoryzacji na pamieé jest tak duze (faktoryzacja macierzy o rozmiarze 41715
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RYSUNEK 6.15: Zbieznosci metod iteracyjnych (PCG,GMRES) z operatorem $ciskajacym
ILUT. Problem testowy: filtr grzebieniowy 9-rzedu, macierz Mﬁ z dolnego poziomu operatora
Sciskajacego (rozmiar macierzy gtéwnej N = 806811, rozmiar macierzy Mﬁ: Ny = 41715).

TABELA 6.6: Poréwnanie wydajnosci biblioteki Intel (CPU) 3] i Spral (GPU) [EI]. Ma-
cierz Mﬁ o rozmiarze N = 41715 i liczbie elementéw niezerowych NNZ = 511599. Przy
zastosowaniu typu double (64-bit) i integer (32-bit) w formacie CRS gérna poléwka macierzy
zajmuje w pamieci 6 MB. Etap analizy w przypadku biblioteki Intel MKL Pardiso obejmuje
faktoryzacje symboliczng, a dla biblioteki SPRAL zaréwno alokacje danych na GPU oraz
faktoryzacje symboliczna.

Etap SPRAL (GPU) | Intel MKL Pardiso (CPU)
zapotrzebowanie na pamieé¢ [MB] 92,3 35,2
analiza (faktoryzacja symboliczna)ls] 0,545 0,247
faktoryzacja numeryczna [s] 0,133 0,045
rozwiazanie ukl. réwnan [s] 0,008 0,004

wymagala az 7 GB pamieci), ze dyskwalifikuje to uzycie tej biblioteki dla macierzy
generowanych w niniejszej rozprawie. Testy wydajnosciowe (Tab. [6.6) uruchomione na
CPU (Intel MKL Pardiso) i na GPU (SPRAL) wykazaly, iz zaréwno czasy faktoryzacji,
jak i rozwigzania matych uktadu réwnan sg dtuzsze dla biblioteki SPRAL niz Intel MKL
Pardiso. Podsumowujac, metode bezposredniego rozwigzania uktadu réwnan na CPU
(Intel MKL Pardiso®) uznano za najbardziej optymalna z punktu widzenia czasu wyko-
nania obliczen i doktadno$ci otrzymanego rozwiazania na dolnym poziomie operatora
Sciskajacego. Ponadto testy wykazaty, ze operacje przestania wektorow prawej strony
z GPU do pamieci CPU (przed rozwiazaniem ukladu réwnan) i wektora wynikowego z
CPU i GPU (po rozwigzaniu uktadu réwnan) nie wprowadzaja duzych opdznien, gdyz
sa wielokrotnie krétsze niz etap rozwigzania uktadu réwnan na CPU.

Na zakonczenie tego punktu warto doprecyzowaé kwestie przyjetego nazewnictwa.

SW artykule [IT4] z roku 2011 wykorzystano pakiet z Uniwersytetu z Bazylei [II5LIT6]. W roku
2012, wydajnosci pakietu Intel MKL Pardiso [43] osiagnela podobny poziom i od tej pory korzystano
z pakietu Intel MKL Pardiso [43].
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Implementacje w dalszej czesci bedzie okreslana jako hybrydowa, gdyz rozwiazanie na
dolnym poziomie operatora Sciskajacego wykonane jest na CPU, a reszta obliczen wy-
konywana jest na GPU [I14].

6.3 Implementacja metody PCG z wielopoziomo-
wym operatorem Sciskajagcym dla jednego ak-
celeratora graficznego

Zastosowanie strategii implementacji mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor (p.[6.2.2)
i rozwiazania uktadu réwnan na najnizszym poziomie operatora $ciskajacego (p. [6.2.3])
wymusito wprowadzenie dodatkowych etapow w schemacie symulacji zagadnien elek-
tromagnetycznych z metodzie elementow skonczonych z rysunku 6.5

Po pierwsze, z racji tego, ze w docelowej implementacji zastosowano nowy format
zapisu macierzy rzadkiej do wykonania operacji matvec na akcelera-
torze graficznym, to przed uruchomieniem metody iteracyjnego rozwigzania, macierze
rzadkie 1\/[5 poddane sa odpowiedniemu przetwarzaniu wstepnemu (p. [6.2.2] w etapie
konwersji macierzy z formatu CRS do formatu Sliced ELLR-T permutowane sa wek-
tory wartosci niezerowych i indeksow tak, by uzyskaé efektywny dostep do danych na
akceleratorze graficznym w trakcie wykonywania operacji matvec). Po drugie, w p.
podjeto decyzje o rozwigzaniu uktadu réwnan na najnizszym poziomie operatora $ci-
skajacego na CPU. Z tego powodu, przed rozpoczeciem procesu iteracyjnego nalezy
wykonaé faktoryzacje symboliczng i numeryczna macierzy M¥,. Gdyby powyzsze pro-
cedury (przetwarzanie wstepne macierzy, faktoryzacja) trzeba byto wykonaé¢ dla kazdej
czestotliwodei, to proces rozwigzywania uktadéw réwnan obarczony bytby znaczacym
narzutem. Na szczeScie macierze A maja te sama strukture (ang. pattern), tzn. dla kaz-
dej czestotliwosci potozenie elementéw niezerowych macierzy A jest takie samo. Innymi
stowy, jesli macierze A przechowywane sa w formacie CRS to macierze reprezentowane
sa przez rézne wektory wartosci () i niezalezne od czestotliwosci takie same wektory
indeksow kolumn () oraz skompresowanego wiersza (Iptz]). Powyzsza wlasciwosé nie-
sie za soba wiele korzysci dla procesu rozwigzywania uktadow réwnan liniowych. Po
pierwsze, wytuskanie macierzy Mg z macierzy A odbywa sie w petni tylko dla pierw-
szej czestotliwosci, a dla nastepnych czestotliwosci podmieniane sa wytacznie wektory
warto$ci niezerowych. Przez analogie, przetwarzanie wstepne macierzy wymagane w
formacie wykonane jest w catosci dla pierwszej czestotliwosci, a dla
kolejnych czestotliwosci ma miejsce wytacznie aktualizacja wektoréw niezerowych ma-
cierzy Mg przechowywanych w formacie [Sliced ELLR-T| Po drugie, z punktu widzenia
wykorzystania akceleratora graficznego, powyzsza wtadciwos$¢ przynosi korzyéci w po-
staci redukcji iloéci danych przesytanych pomiedzy CPU i GPU. Przestanie wszystkich
wektoréw (wartosci niezerowych, indekséw) opisujacych macierze Mf; wykonywany jest
wytacznie dla pierwszej czestotliwosci. Dla kolejnych czestotliwosci konieczne jest juz
tylko przestanie zaktualizowanych wektoréow przechowujacych warto$ci niezerowe ma-
cierzy*. Mozna réwniez zoptymalizowaé liczbe procedur zwigzanych z rozwigzaniem
uktadu rownan na najnizszym poziomie operatora $ciskajacego. W tym celu dla pierw-
szej czestotliwoéci nalezy wykonaé faktoryzacje symboliczng i numeryczng macierzy

4Warto zaznaczyé, iz z CPU na GPU przesylane s wektory reprezentujace macierze Mg i nie ma
potrzeby przestania calej macierzy A.
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RYSUNEK 6.16: Efektywny schemat symulacji zagadnienia elektromagnetycznego z wyko-
rzystaniem metody elementéw skonczonych w pasmie dla f,, czestotliwoci (fp¢ to indeks
czestotliwodcei f 1 fpe={1,...,fm}). Obliczenia w etapach generacji macierzy i rozwiazywania

uktadu wykonane na CPU i GPU.

MZE . Z racji tego, ze macierze maja ten sam rozktad elementéw niezerowych, dla ko-
lejnych czestotliwosci nie ma potrzeby wykonywania faktoryzacji symbolicznej i mozna
wykona¢ wytacznie faktoryzacje numeryczna.

Wszystkie powyzsze modyfikacje pozwolity uzyskaé efektywny - z punktu widzenia
komunikacji i przesytu danych miedzy GPU i CPU oraz wykonywanych operacji po stro-
nie CPU (faktoryzacja, preprocessing macierzy) - schemat pozwalajacy na rozwiazanie
ukladu réwnan z wykorzystaniem pojedynczego akceleratora graficznego (rys. [6.16]).

W dalszej czesci rozdziatu przedstawiono schemat uruchomienia i wykonania obli-
czen metody iteracyjnej, ktora na rys. [6.16 zostata oznaczona jako PCG-V. Pseudokod,
ktory pozwolit na masywnie zréwnoleglenie metody gradientéw sprzezonych z wielopo-
ziomowym operatorem $ciskajacym o cyklu V zaprezentowano na Wydrukach [C.4HC.5l
W prawej czesci wydrukéw (w komentarzach) opisano wszystkie operacje z uwzglednie-
niem klasyfikacji operacji wg. BLAS (ang. Basic Linear Algebra Subprograms). Ope-
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racjom na wektorach tj. skalowanie, kopiowanie, iloczyn skalarny wektorow przypisano
kategorie - I. Operacjom na macierzach rzadkich: mnozenie macierzy rzadkiej przez
wektor, rozwiazywanie uktadu réwnan liniowych przypisano kategorie - /1. Wszystkie
etapy metody iteracyjnej (z wyjatkiem przesytania danych miedzy CPU i GPU) zostaly
zrownoleglone: matvec i operacje na wektorach na GPU, rozwiazanie na dolnym po-
ziomie - funkcje z biblioteki Intel MKL (Pardiso). Dodatkowo na rysunkach [6.I7HG. IS,
ktére korespondujg z Wydrukami pokazano kolejno$é wykonywanych obliczen,
wskazano ktére operacje wykonywane sg na GPU, a ktére na CPU oraz w jakich kierun-
kach odbywa sie przesytanie danych miedzy GPU i CPU. Ponadto w kazdym z blokéw
reprezentujacym etapy metody iteracyjnej (MATVEC, DOT - iloczyn skalarny, AXPY
- sumowanie wektora i dodawanie wektor6w) umieszczono informacje o liczbie wykony-
wanych operacji zmiennoprzecinkowych r. (6.7)-(6.9). Ta informacja jest réwniez bar-
dzo istotna z punktu widzenia implementacji metody iteracyjnego rozwiazania uktadu
réwnan z wykorzystaniem kilku akceleratorow graficznych (rozdzial [7), gdyz umozli-
wia poréwnanie liczby wykonywanych operacji w poszczegdlnych wariantach i ocene
czy obliczenia zostaly efektywnie rozdzielone na akceleratorach graficznych. Dla przy-
ktadu liczbe operacji dla procedur matvec, dot, axpy metody gradientéw sprzezonych

przedstawiono w r. (6.7))-(6.9):

N N
matvec = Y _ 1. iloczynéw w wierszu + 1. sum w wierszu = » (NNZ;)+ (NNZ; +1) =

i=1 i=1

N
=3 (2-NNZ;+1)=(2-NNZ+N)~2-NNZ (6.7)

1=1

N
dot : [d'r] =Y d; 1, =L iloczynéw+ 1L sum =N+ (N+1)=2-N+1~2-N (6.8)

i=1

N
arpy : [x =x+ad] =) x;+ad; =1 sum+ L iloczynéw = N+ N =2-N (6.9)
i=1

gdzie NN Z; oznacza liczbe elementow niezerowych w ,,i”-tym wierszu macierzy A,
NNZ oznacza sumaryczng liczbe elementoéw niezerowych w macierzy A, N oznacza
liczbe wierszy macierzy A.

Ponizej opisano operacje hybrydowej implementacji metody iteracyjnej z wielopo-
ziomowym operatorem Sciskajacym o cyklu V| ktorej operacje umieszczono na Wydru-
kach oraz przedstawiono na rys. B ITH6.I8l Najpierw wykonywana jest inicjali-
zacja, tzw. iteracja zerowa (Wydruk [C.4l linie: 22126), w ktérej na GPU inicjalizowany
jest wektor residualny r oraz przy uzyciu wielopoziomowego operatora $ciskajacego
okreslany jest wektor kierunku d poszukiwan rozwigzania x. Inicjalizacja operatora
sciskajacego polega na wyltuskaniu wektoréw rg, z wektora residualnego rg oraz na wy-
zerowaniu wartosci wektoréw zg, (Wydruk [C.5 linie: 2OH3T)°. Nastepnie wykonywane
sg operacje wielopoziomowego operatora Sciskajacego. Na najwyzszym poziomie wyko-
nywana jest wazona metoda Jacobiego celem uzyskania zgrubnego rozwigzania uktadu
réwnan Mizgs = rgs (Wydruk [C5] linia: B3 Wydruk [C.6). Nastepnie wykonywana
jest operacja matvec bedaca tacznikiem pomiedzy III a IT poziomem. Na drugim pozio-
mie ponownie wykonywana jest wazona relaksacja Jacobiego (M5zgs = rps). Kolejna

5L oznacza poziom operatora §ciskajacego: na poziomie L = 1 wektor ma rozmiar Ny, na poziomie
L = 2 wektor ma rozmiar N», na poziomie L. = 3 wektor ma rozmiar N3. N = Ny + Ny + N3 - rozmiar
macierzy wspolczynnikéw A.
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RYSUNEK 6.17: Schemat wykonania obliczein w metodzie gradientéw sprzezonych z opera-
torem $ciskajacym (prekondycjoner) na pojedynczym akceleratorze graficznym.

operacja jest matvec, ktéra taczy poziom I1i 1. Z racji tego, ze operacja na najnizszym
poziomie wykonywana jest na CPU (p. [6.2.3]) wektor rg, musi zosta¢ przestany z GPU
na CPU, a po rozwiazaniu uktadu na CPU, do pamieci GPU przesytany jest wektor zg,
(rys. [6.I8). Dalej operacje operatora $ciskajacego wykonywane sa na GPU w kierun-
ku najwyzszego poziomu. Po wykonaniu iteracji inicjalizujacej rozpoczyna sie proces
iteracyjny (Wydruk [C.4] linie: R7H3R). W kazdej iteracji uruchamiane sa procedury
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RYSUNEK 6.18: Schemat wykonania obliczeri w wielopoziomowym operatorze Sciskajacym
(prekondycjoner) o cyklu V na pojedynczym akceleratorze.

operatora Sciskajacego, operacja mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor i operacje
na wektorach, ktére maja na celu uaktualni¢ wektor poszukiwanego rozwiagzania (x),
okresli¢ nowy wektor residualny (r) i wyznaczyé nowy wektor poszukiwan rozwiazania
(d).

W Tab. przedstawiono usrednione czasy procedur wykonywanych w implemen-
tacjach metody gradientéw sprzezonych z wielopoziomowym operatorem Sciskajacym:

« PCG-V(gpuicpu) - implementacja hybrydowa (GPU: matvec - Sliced ELLR-T),
operacje na wektorach - CUBLAS, CPU: rozwigzanie ukladu rownan na najniz-
szym poziomie - Intel MKL Pardiso),
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TABELA 6.7: Czas wykonania procedur PCG-V dla implementacji hybrydowe;j
PCG-V(gputcpu) 1 implementacji referencyjnej na CPU PCG-V cpy). Usredniony czas z
50 iteracji potrzebnych do rozwigzania uktadu réwnan na czestotliwosci f = 920 MHz. Licz-
ba iteracji wazonej metody Jacobiego w operacjach wygladzajacych na III poziomie it_L3 = 3
i II poziomie it_L2 = 6 z rys. 27

L.p. PCG-V pojedyncza iteracja (GPU+CPU) [ms] (%] (CPU) [ms] (%] Przysp.
1 q=Ad 25,1 19% 90,0 19% 3,6
2 dg =d7q 0,2 0% 1,0 0% 5,8
3 a= d;;—qw 0,0 0% 0,0 0% -
4 x=x+ad 0,3 0% 1,0 0% 4,0
5 r=r-—aq 0,2 0% 1,0 0% 4,5
6 prekondycjonerV(Mf, ... ME ., r,s) 107,7 80% 390,0 80% 3,6

6.1 Inicjalizacja (rg; = f(r), zg; = 0) 0,8 1% 1,0 0% 1,3

6.2 zZp3 = vvJaLcobi(ng:J37 rgs, Zgs, it-L3) 27,1 20% 110,0 23% 4,1

6.3 rpy =rps - ME, 23 5,0 4% 20,0 4% 4,0

6.4 zpo = wlacobi(MZ,, rpo, 2o, it-L2) 13,9 10% 59,0 12% 4,2

6.5 rpe =rps - ML 2z 1,0 1% 2,0 0% 2,0

6.6 rgz (GPU — CPU) 0,1 0% 0,0 0% 0,0

6.7 ME zp1 =rm 11,9 9% 12,0 2% 1,0

6.8 zg1 (CPU — GPU) 0,1 0% 0,0 0% 0,0

6.9 rpy =rpy - ME zp; 1,1 1% 3,0 1% 2,7

6.10 zpo = wlacobi(ME,, rpo, 2o, it-L2) 14,1 11% 59,0 12% 4,2

6.11 rps = rgs - ML, zg9 4,6 3% 14,0 3% 3,0

6.12 zZp3 = vvJaLcobi(ng:J37 rgs, Zgs, it_-L3) 27,5 21% 109,0 22% 4,0

6.13 S = [zg1;2E2;2E3] 0,4 0% 1,0 0% 2,8
7 dotqg = dnew 0,0 0% 0,0 0% -
8 dnew =1Ts 0,2 0% 1,0 0% 4,5
9 B = ‘Z—L: 0,0 0% 0,0 0% -
10 d=s+p4d 0,4 0% 1,0 0% 2,4

| {1-10} | PCG-V [3] ‘ 134,0 | 100% | 4850 [ 100% | 36 |

o PCG-V(cpu) - implementacja w calosci na CPU: matvec -Intel MKL, operacje na
wektorach Intel MKL, rozwigzanie uktadu rownan na najnizszym poziomie - Intel
MKL Pardiso).

W obydwu implementacjach metody iteracyjnej czas wykonania operacji matvec jest do-
minujacy. Procentowy udzial tej operacji (Tab. [67), procedury: 1, 6.2-6.5, 6.9-6.12) dla
PCG-V (cputcpu) i PCG-V(cpuy) wyniést odpowiednio 89% i 96%. Druga pod wzgledem
kosztu czasowego jest operacja rozwiazywania uktadu réwnan na najnizszym poziomie
operatora $ciskajacego. Procentowy udzial tej operacji (Tab. [6.7], procedura: 6.7) dla
PCG-V(gputcpuy i PCG-V(cpyy wyniést odpowiednio 9% i 2%. Warto zauwazy¢, ze
w implementacji hybrydowej PCG-V qpuicpu) czasy przesylania wektoréw przed i po
rozwigzaniu uktadu réwnan jest bardzo maty. Operacje na wektorach maja marginalny
udzial procentowy w pojedynczej iteracji. Analizujgc wyniki z Tab. [6.7, mozna zauwa-
7y¢, iz przyspieszenie uzyskane dla operacji matvec (GPU: Sliced ELLR-T] wzgledem
CPU: Intel MKL), przektada sie na ok. 3,6 krotne skrécenie czasu obliczen implemen-
tacji hybrydowe;j.

W Tab. 6.8 przedstawiono czasy wykonania metody gradientéw sprzezonych z wielo-
poziomowym operatorem Sciskajacym dla implementacji hybrydowej PCG-V gputcpu).
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RYSUNEK 6.19: Liczba iteracji potrzebnych do uzyskania zbiezno$ci rozwiazania na poziomie
1072, fo - indeks czestotliwodci w pasmie fi,, =920-980 MHz.

TABELA 6.8: Czas iteracyjnego rozwiazania ukladu réwnan (metoda gradientéw sprzezonych
zZ Wielopgziomowvm operatorem $ciskajacym o cyklu V). GPU: Tesla K40c (matvec —ISliced
ELLR-T, operacje na wektorach - CUBLAS), CPU: Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W (8
watkow, rozwiazanie na dolnym poziome operatora Sciskajacego - Intel MKL Pardiso). KON
- konwersja z formatu CRS do formatu [Sliced ELLR-T| HtoD - przestanie macierzy z CPU
do GPU. Problemy testowe Tab. 41l

L. wierszy KON, Iteracje Dolny Poziom | PCG-V(gpuytcru) | PCG-V(aputcpru)

N HtoD [s] | ||r|]2 <1074 [s] (%) [s] (+KON,HtoD) [s]
213 984 0,3 141 0,06 (4%) 1,6 1,9
455 916 0,6 65 0,08 (5%) 1,5 2.1
806 811 1,0 74 0,19 (6%) 3,5 4,5
1 998 492 3.1 47 0,53 (9%) 6,3 9.4
3 370 908 47 47 0,97 (9%) 11,1 15,8
5079 849 8,2 39 1,50 (10%) 14,4 22,6

W drugiej i trzeciej kolumnie umieszczono réowniez czas konwersji z formatu CRS do
formatu [Sliced ELLR-TI (KON) oraz czas przestania danych z CPU na GPU (HtoD).
Zauwazono, ze liczba iteracji potrzebnych do uzyskania zadanego progu zbieznogci®
waha sie w zaleznosci gestodci siatki i od czestotliwodci od 19 do 232 (rys. G.I9)7. Z
tego powodu liczba iteracji w Tab. zostata usredniona. W zaleznosci od rozmiaru
problemu implementacja PCG-V gpuycpu) potrzebowata od kilku sekund do kilku mi-
nut do uzyskania zadanego poziomu zbieznoséci. Warto zauwazy¢, ze procentowy udziat
rozwigzania na dolnym poziomie ro$nie wraz ze wzrostem rozmiaru problemu i wynosi
od 4% do 10% czasu rozwigzania. W tab. przedstawiono czas uzyskany dla imple-
mentacji, w ktorej obliczenia wykonywane sa wylacznie na CPU (funkcje z biblioteki

SPrzyjeto satysfakcjonujacy poziom zbieznogci normy euklidesowej wektora residualnego
(|lr|l2 < 107%). Uzasadnienie w dalszej czesci rozprawy.

"Najwiecej iteracji potrzebnych do uzyskania satysfakcjonujacej zbieznosci potrzeba dla problemu
o najmniejszej liczbie czworoscianéw.
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TABELA 6.9: Czas iteracyjnego rozwiazania ukladu réwnan (metoda gradientéw sprzezo-
nych z wielopoziomowym operatorem $ciskajacym o cyklu V). CPU: Intel Xeon Sandy Bridge
E5-2687TW (8 watkéw, matvec, operacje na wektorach - Intel MKL, rozwiazanie na dolnym
poziome operatora $ciskajacego - Intel MKL Pardiso). Ostatnie dwie kolumny to przyspie-
szenie wersji hybrydowej (bez i z uwzglednieniem narzutéw wynikajacych z konwersji (KON)
i przesytania danych z CPU na GPU (HtoD)) wzgledem implementacji na CPU. Zbieznos¢
(norma euklidesowa wektora residualnego) ||r||o <1074

L. wierszy | PCG-V(cpu) | PCG-V(cpu) vs. PCG-V(cpu) vs.
N [s] PCG-Vgpuicpuy | PCG-V(gputcpuy (+KON,HtD)
213 984 5,1 3,3 2,7
455 916 5,5 3.6 2,6
806 811 12,2 3,5 2,7
1 998 492 228 3,6 2,4
3 370 908 43,1 3,9 2,7
5079 849 59,0 4,1 2.6

TABELA 6.10: Czasy (w sekundach) rozwiazania ukladu réwnai przy uzyciu metod ite-
racyjnych z wielopoziomowym operatorem $ciskajacym (PCG-V) i metody bezposredniej
(PARDISO._64: (CAL.) - macierz calosciowa, (SYM.) - macierz symetryczna). W nawia-
sach przyspieszenie wariantu hybrydowego PCG-V (gpyutcpu) wzgledem innych implemen-
tacji. KON - konwersja z formatu CRS do formatu [Sliced ELLR-T| HtoD (ang. Host to
Device) - przestanie wektoréw opisujacych macierz rzadka z CPU (Host) do GPU (Device).
GPU: Tesla K40c, CPU: CPU: Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W (8 watkéw).

L. wierszy PCG-V gputcru) PCG-V (cpu) | PARDISO_64 | PARDISO_64
N (KON, HtoD, rozwigzanie) || Intel MKL (CAL.) (SYM.)

213 934 1.8 5,1 (x2,7) 2,5 (x1,4) 1,9 (x1,0)
455 916 2.1 55 (x2,6) | 6,8 (x3,2) 47 (x2,2)
806 811 45 12,2 (x2,7) | 133 (x2,9) | 9,0 (x2,0)

1 998 492 9,4 228 (x2,4) | 56,3 (x6,0) | 33,3 (x3,5)
3 370 908 15,8 431 (x2,7) | 188,4 (x11,9) | 88,1 (x5,6)
5 079 849 22,5 59,0 (x2,6) () 231,3 (x10,3)

Intel MKL, obliczenia byty wykonane przez 8 watkéw®). W ostatnich dwéch kolumnach
Tab. 6.9 umieszczono przyspieszenia implementacji hybrydowej (bez i z uwzglednieniem
narzutu w postaci konwersji i przesylania danych) w ktérej obliczenia wykonywane sa
wylacznie na CPU. Zauwazy¢ mozna, iz zastosowanie akceleratora graficznego do wy-
konania obliczen w operacji matvec i operacji na wektorach pozwolito na ok. 2,5-4,5
krotng redukcje czasu rozwigzania uktadu rownan.

W Tab. zaprezentowano poréwnanie czasow rozwigzania uktadéw rownan przy

uzyciu metod iteracyjnych i bezposrednich. Hybrydowa implementacja PCG-V gpucpu)
zostata uzupelniona o konwersje do formatu [Sliced ELLR-T| oraz przesytanie wekto-

8Zgodnie z sugestig z dokumentacji wylaczono technologie Hyper-Threading.
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TABELA 6.11: Parametry rozproszenia sci; i sce; uzyskane gdy uklad réwnan roz-
wiazano przy uzyciu metody bezposredniej PARDISO_64 i metody iteracyjnej (PCG-V).
Blad wzgledny uzyskany dla metody iteracyjnej (PCG-V) wzgledem metody bezposredniej

(PARDISO_64) obliczono zgodnie z r. (6.10)-(6.11]).

for | flGHz] || scPARPISO [AB] | seP PGV [dB] | Errescqp || sebfRPISO [dB] | sefCGY [dB] | Errsco
1 0,92 -0,000025 -0,000025 | -1,6E-04 -52,418047 -52,419457 | 2,7E-05
2 | 0,926 -0,015705 -0,015705 | -3,0E-07 -24,425374 -24,425375 | 5,3E-08
3 | 0,932 -11,388997 -11,389011 | 1,2E-06 -0,327457 -0,327460 9,5E-06
4 | 0,938 -0,895778 -0,895745 | -3,6E-05 -7,296033 -7,296228 2,7E-05
5 | 0,944 -0,388238 -0,388238 | -4,6E-07 || -10,679534 -10,679535 | 1,6E-07
6 0,95 -3,041446 -3,041446 -5,50E-08 -2,979376 -2,979382 2,2E-06
7 | 0,956 -0,480548 -0,480548 | -6,9E-07 -9,798530 9,798541 | 1,1E-06
8 | 0,962 -0,296654 20,296647 | -2,4E-05 || -11,802820 -11,802940 | 1,0E-05
9 0,968 -0,042001 -0,042000 -4,3E-06 -20,166269 -20,166232 | -1,8E-06
10 | 0,974 -0,000016 -0,000016 -3,6E-03 -54,219683 -54,223729 7,5E-05
-0-sc,, (PARDISO_64) —sc,, (PCG-V)-o-sc,, (PARDISO_64) —sc, (PCG-V)

OoF \ \ =
_107 -
_207 —

8 -s0r .
_407 —
_507 —

-60 | | | | | |
0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98
f [GHZ]

RYSUNEK 6.20: Wartosci scqq i sco; dla 10 czestotliwosei. Dla metody iteracyjnej PCG-V
zastosowano prég zbieznoéci na poziomie 107°. Rozmiar macierzy N = 1998492.

row reprezentujacych macierz z CPU do GPU. Czas rozwigzania metodg bezposrednig
(PARDISO_64) uwzglednia czas faktoryzacji (symbolicznej i numerycznej). Uzyskane
rezultaty potwierdzaja, iz hybrydowa implementacja PCG-V gputcpu) pozwala uzyskac
duza redukcje czasu rozwigzania uktadu rownan w metodzie elementéw skonczonych.
Przyspieszenie obliczen jest szczegdlnie widoczne dla probleméw, w ktérych macierze
maja kilka milionow niewiadomych i czas faktoryzacji jest bardzo duzy.

Na tym etapie nalezy wyjasnic¢ dlaczego wybrano poziom zbieznosci metody iteracyj-
nej na poziomie 1075, Przeanalizowano dokladnoéé¢ otrzymanych wynikéw parametréw
rozproszenia otrzymanych w przypadku rozwigzania uktadu réwnan metoda bezposred-
nia i iteracyjna. Na podstawie analizy bltedéw wzglednych r. (610)-(G.I1) uznano, iz
nie ma potrzeby wymuszania wiekszej zbieznosci, gdyz dla ||r||s = 107° blad wzgledny
uzyskany dla metody iteracyjnej jest na poziomie 107° - 10~® co sprawia, ze charakte-
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rystyki filtru sa niemal identyczne (Tab. 61T rys. [6.20]).

scPARDISO61 _ CﬁCG—V

Err_scn = s PARDISO 64 (6.10)
11

scLARDISO-64 _ bCG-V

_ 2
Err_scy = <PARDISO 64 (6.11)
21

6.3.1 Analiza ukladu w pasmie czestotliwosci

Na rysunku przedstawiono przyspieszenie (PCG-V gpuicpu) wzgledem referen-
cyjnych implementacji na CPU) rozwiazania uktadu réwnan dla dwéch prawych stron
(pobudzenie w dwoch wrotach) dla symulacji przeprowadzonej dla wielu czestotliwosci
fn={1,2,3,4,10,20,50,100}. Charakterystyki testowanego filtru GSM dla symulacji prze-
prowadzonej dla stu czestotliwosci (f,,=100), dla problemu testowego, w ktérym rozmiar
macierzy wynosi N = 1998492 wierszy, przedstawiono na rys. [6.21]

7 punktu widzenia rozwigzania uktadu réwnan dla kilku prawych stron i dla wie-
lu czestotliwosci w pasmie, dla kazdej z implementacji nalezy uwzgledni¢ dodatkowe
czynniki wynikajace z faktu, iz macierz A z r. (6.I)-(6.2])) ma ten sam uktad elementéw
niezerowych, ale dla kazdej czestotliwosci posiada inne wartosci niezerowe:

1. Implementacja hybrydowa PCG-V cputcpru)

o dla pierwszej czestotliwo$ci w pasmie z macierzy wspoétczynnikow nalezy wy-
dzieli¢ macierze rzadkie M%, a dla kolejnych czestotliwosci nalezy podmienié

ij)
wektory wartos$ci niezerowych macierzy MiEj,

o stosunkowo kosztowny etap konwersji macierzy do formatulSliced ELLR-TIna-
lezy wykona¢ dla pierwszej czestotliwosci, a dla kolejnych czestotliwosci na-
lezy podmieni¢ wektor niezerowych wartosci macierzy ME w _formacie Sliced

ELLR-T,

o przestanie wszystkich wektorow reprezentowanych macierzy odbywa sie wy-
tacznie dla pierwszej czestotliwosci, dla kolejnych przesytane sg wytacznie
wektory warto$ci niezerowych.

2. Implementacja na CPU PCG-V cpu)

o dla pierwszej czestotliwosci w pasmie z macierzy wspotczynnikow nalezy wy-
dzieli¢ macierze rzadkie Mg , dla kolejnych czestotliwosci nalezy podmienic¢
wektory wartos$ci niezerowych macierzy MZE]

3. Metoda bezposrednia (PARDISO_64)

o dla pierwszej czestotliwosci nalezy wykonaé faktoryzacje symboliczng i nu-
meryczng, a dla kolejnych czestotliwoéci nalezy wykona¢ wytacznie faktory-
Zacje NUMeryczng.

Dane zaprezentowane na rysunku potwierdzaja, ze hybrydowa implementacja,
wykorzystujaca masywne zrownoleglenie watkéw na GPU, (PCG-V qpucpu)) pozwala
uzyskac skrocenie czasu rozwigzania wzgledem swojego odpowiednika (PCG-V (cpu))
na CPU bez wzgledu na liczbe czestotliwosci. Wraz ze wzrostem liczby czestotliwo-
Sci narzut zwiazany z dodatkowymi operacjami (konwersja macierzy z formatu CRS
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-o-sc,, (PARDISO_64) —sc_ , (PCG-V)-o-sc,, (PARDISO_64) —sc, (PCG-V)

[dB]

L L L L L
0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98
f [GHz]

RYSUNEK 6.21: Charakterystyki (odbicia scj; i transmisji scop) filtru grzebieniowego w
padmie czestotliwosci f,=920-980 MHz, liczba czestotliwosci f,,=100.

do formatu [Sliced ELLR-T| przesytanie danych z CPU do GPU) ma coraz mniejszy
udziatl w catkowitym czasie rozwiazania uktadéw réwnan i przyspieszenia implementa-
cji hybrydowej rosna (tendencja wzrostowa od wartosci z czwartej kolumny do wartosci
z trzeciej kolumn Tab. [6.9).

Dla platformy testowej przewaga hybrydowej implementacji PCG-V gpuycpu) wzgle-
dem implementacji metody bezposredniej (rys. [6.22al) topnieje wraz ze wzrostem liczby
czestotliwo$ci w pasmie dla probleméw o rozmiarze mniejszym niz dwa miliony niewia-
domych. Jest to spowodowane dwoma czynnikami. Po pierwsze czas rozwiazania ukta-
du réwnan liniowych (bez faktoryzacji) w metodzie bezposredniej (Tab. [6.1]) jest duzo
mniejszy niz czas iteracyjnego rozwigzania uktadu réwnan PCG-V gpuscpu) (Tab. [6.8)).
Dodatkowo w przypadku, jezeli czas faktoryzacji numerycznej jest mniejszy niz czas
rozwiazania ukladu w metodzie iteracyjnej (taka zalezno$¢ wystepuje dla macierzy ca-
tosciowych i tréjkatnych gérnych o rozmiarze N={213984, 455916, 806811}), wraz ze
wzrostem liczby czestotliwosci cato$ciowy czas rozwigzania uktadéw réwnan przy uzyciu
metody bezposredniej bedzie krétszy niz dla metody iteracyjnej. Zaleznosé te bardzo
dobrze oddaje rys. [6.23aH6.23Bl na ktérym zestawiono czasy przygotowania macierzy i
czasy rozwiazania uktadu réwnan o rozmiarze N = 806811. W hybrydowej implemen-
tacji PCG-V (gputcpu) ha czas przygotowania sktada si¢: wyznaczenie macierzy Mg ,
konwersja macierzy do formatu , przestanie macierzy z CPU do GPU
(przyp. dla f;>1 powyzsze przygotowanie sprowadza si¢ do wyznaczenia, konwersji i
przestania elementéw niezerowych macierzy). W implementacji bezposredniego rozwia-
zania uktadu rownan na CPU dla pierwszej czestotliwosci nalezy wykonac faktoryzacje
symboliczng i numeryczng, a dla kolejnych czestotliwosci (f,>1) tylko faktoryzacje nu-
meryczng. Dla problemu N = 806811 czas faktoryzacji numerycznej jest mniejszy niz
czas rozwigzania uktadu réwnan PCG-V gpuicpuy i z tego powodu sumaryczny czas
rozwigzania uktadow réwnan dla wielu czestotliwosci przy uzyciu metody bezposred-
niej jest krétszy. Dla probleméw wigkszych niz N = 806811 faktoryzacja numeryczna
jest bardzo kosztowna (rys. [6.23¢H6.23d)) i trwa dluzej niz rozwigzanie uktadu réwnan
przy uzyciu implementacji hybrydowej PCG-V gpuicpu) i dlatego catkowity czas roz-
wigzania uktadéw réwnan na wielu czestotliwosciach przy uzyciu metody iteracyjnej



106 Optymalizacja wydajnosci MES w architekturze CUDA.

5 T T T T T T T T T \‘
——N=0,21mIin  —=—N=0,45mIn —*—N=0,80mIn —4—N=1,99mIn ——N=3,37mIn —&—N=5,08min

S

PRZYSPIESZENIE
- <
<
b
s

2, —
1, -
O | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
fm
(a)
6 T T T T T T T T T
——N=0,21mIin  —=—N=0,45min  —»N=0,80mIn —4—N=1,99mIn ——N=3,37min
5 + + +

N

N
T
4
*
*
3

PRZYSPIESZENIE
w

ff

0 T | | T | | | | T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
fm

(b)

6 T T T T T T T T T T
——N=0,21mIn —=—N=0,45mIn —*—N=0,80mIn —4—N=1,99mIn ——N=3,37mIin —4—N=5,08min

[$)]

A A

-

»

i }N

N

PRZYSPIESZENIE
w

% 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
_m
(c)

RYSUNEK 6.22: Skrécenie czasu dwukrotnego rozwiazania ukladu réwnan (wraz z uwzgled-
nieniem czasu przygotowania macierzy do rozwiazania uktadu réwnan) uzyskane dla hybry-
dowej implementacji PCG-V (gputcpu) wzgledem (a) implementacji PCG-V(cpy) na CPU
(Intel MKL), (b) metody bezposredniej na CPU (PARDISO_64), w pamieci przechowywana
cala macierz A, (c) metody bezposredniej na CPU (PARDIS0O_64), w pamieci przechowy-
wana goérna potéowka macierzy A.
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RYSUNEK 6.23: Poréwnane czasu przygotowania danych (P) i dwukrotnego rozwiaza-
nia ukltadu réwnan (R) dla f,,={10,20,50,100} czestotliwosci. PCG-V to hybrydowa im-
plementacja metody iteracyjnej z wielopoziomowym operatorem Sciskajacym o cyklu V
(PCG-V (gpu+cpu)), Pardiso_64 to bezposrednia metoda rozwiazania ukladu réwnai. GPU
(Tesla K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W).

jest krotszy niz dla implementacji metody bezposredniej.
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Rozdzialt 7

Strategie iteracyjnego

rozwigzywania uktadéw réwnan dla
kilku GPU

W rozdziale tym opisano implementacje metody gradientéw sprzezonych dla kilku akce-
leratoréw graficznych. Zwielokrotnienie zasobéw pamigciowych umozliwia rozwiazanie
uktadow o wigkszym rozmiarze. Dodatkowo efektywny podzial obliczen na akcelerato-
rach i zapewnienie efektywnej komunikacji miedzy akceleratorami moze przyczynic¢ sie
do skrécenia czasu rozwigzania uktadu réwnan. Po to aby uprosci¢ dyskusje ponizej
oméwiono przypadki, gdy liczba akceleratoréw wynosi Kgpy = 2.

7.1 Wariant z podzialem macierzy ze wzgledu na
wiersze

W pierwszej kolejnosci przedstawiono bardzo proste podejscie do zagadnienia wykorzy-
stania zwickszonych zasobéw obliczeniowych, w ktérym tylko operacja mnozenia ma-
cierzy przez wektor jest wykonywana na dwoch akceleratorach graficznych, a pozostate
operacje metody iteracyjnej (tj. iloczyn skalarny, skalowanie wektoréw) wykonywane
sa na jednym akceleratorze (GPU;). Taki algorytm moze by¢ zastosowany gdy macierz
oryginalna A = [A1; A,| zostata podzielona na dwie macierze w porzadku wierszowym,
tzn. macierz A przechowuje 1, ..., % wierszy, a macierz A, kolejne wiersze % +1,...,.N
(rys. [[1]). Powyzszy podziat na podmacierze i rozdzial obliczen na kilka akceleratorow
zostal wykorzystany w artykule [28]36].

GPU,

RYSUNEK 7.1: Podzial macierzy A na podmacierze, ktére przechowywane s w pamieci
GPU; i GPUs.
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LEGENDAGPU(1)  LEGENDAGPU@2) —p  strzatka wskazuje kolejnos¢ wykonywania operacji

K
[ PROCEDURA J (K PROCEDURA J —p  strzatka wskazuje kierunek transferu danych migdzy akcelertatorami
BB strzatka wskazuje kierunek transferu danych z CPU do GPU

K liczba wykonywanych operaciji
M liczba danych do wymian miedzy akceleratorami

procedury BLAS-1:

:J AXPY - skalowanie i suma wektoréw, @ MATVEC
DOT - iloczyn skalarny,
CPY - kopiowanie wektora

W liczba danych wymienianych migdzy akceleratorami, po operacji MATVEC oraz liczba elementéw wektora

aktualizowanych w AKT-r, AKT-q
AKT-r, AKT-q - aktualizacja wektorow po wykonaniu operacji MATVEC. Do wektora z GPU(1) dodanych jest
W elementéw przestanych z GPU(2).

RYSUNEK 7.2: Schemat wykonania obliczent na dwéch akeeleratorach graficznych w metodzie
gradientéw sprzezonych z operatorem $ciskajacym (prekondycjoner). Wariant, w ktérym tylko
operacja matvec jest wykonywana na dwéch akceleratorach, a pozostate operacje wykonywane
na akceleratorze GPU;.
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Przy powyzszym rozdzieleniu macierzy na akceleratory graficzne nalezy zapewnié¢
poprawnos¢ obliczen operacji matvec w gtéownej petli metody iteracyjnej: q = Ad
(rys. [[2). Po pierwsze wartosci wektora d musza by¢ dostepne dla obydwu akecelerato-
row przed rozpoczeciem obliczen. Jezeli dwa akceleratory graficzne umozliwiaja komu-
nikacje P2P (ang. Direct per to peer (P2P) transfer), wtedy wektor d jest przesylany
bezposrednio z pamieci GPU; do pamieci GPU; (rozdzial B], rys. B3a). Inny wariant
wymiany danych - kosztowniejszy z punktu widzenia opéznien w dostepie do danych
- przewiduje, ze GPU, odczytuje wartosci wektora d bezposrednio z pamieci GPU;
(ang. Direct per to peer (P2P) access). Jezeli dostep P2P nie jest mozliwy! to wektor
przesylany jest za posrednictwem CPU (rozdziat B] rys. B.3h)), co wiaze sie z wiekszymi
opdznieniami niz komunikacja P2P. Po wykonaniu operacji mnozenia macierzy przez
wektor, z akceleratora G PU,; potowa wektora wynikowego jest przestana na akcelerator
GPU; i potem nastepuje aktualizacja wektora wynikowego (suma wektoréw wyniko-
wych obliczonych na dwéch akceleratorach graficznych). Po wykonaniu wyzej opisanych
procedur na G PU; przechowywany jest poprawny wynik operacji q = Ad.

Kod realizujacy obliczenia w metodzie gradientow sprzezonych z wyzej opisanym
wariantem operacji matvec zaprezentowano na Wydruku i rys. [L2  Analizujac
schemat zaprezentowany na rys. zauwazy¢ mozna, iz z punktu widzenia wydajno-
Sci obliczeniowej, oczekiwany zysk wynikajacy z zastosowania dwoch akceleratoréw to
redukcja o potowe liczby operacji zmiennoprzecinkowych w etapie mnozenia macierzy
rzadkiej przez wektor (matvec). Z drugiej strony, opisana powyzej implementacja z
wykorzystaniem dwoéch akceleratorow w porownaniu z implementacja z poprzedniego
rozdziatu wymaga dodatkowych synchronizacji i kosztownej wymiany danych miedzy
akceleratorami przed (N elementéw) i po (4) wykonaniu operacji (matvec). Opera-
cje na wektorach (iloczyn skalarny, skalowanie wektoréw) wykonywane sa analogicznie
jak w wariancie na pojedynczym akceleratorze i wymagaja tej samej liczby obliczen
zmiennoprzecinkowych.

7.2 Wariant z podzialem macierzy ze wzgledu na
dziedziny obliczeniowe

Majac na uwadze ograniczenia przedstawione w powyzszym podejéciu wynikajace z
kosztownej wymiany danych miedzy akceleratorami, w niniejszej rozprawie opracowano
algorytm, w ktérym w trakcie wykonania operacji matvec: wymiana danych miedzy ak-
celeratorami wystepuje wytacznie po wykonaniu operacji matvec, porcja wymienianych
danych miedzy akceleratorami jest znacznie mniejsza niz w poprzednim algorytmie i
operacje zmiennoprzecinkowe na wektorach rozdzielone sa réwnomiernie na akcelerato-
ry graficzne. Uzyskanie wyzej opisanych wlasciwosci mozliwe byto dzigki zastosowaniu
jednej z dwoch ponizszych procedur podziaty macierzy A:

» podzial macierzy oparty na metodzie podziatu grafu przeprowadzony po wyko-
naniu generacji macierzy A (macierz reprezentowana jako graf) lub

 przeprowadzenie dekompozycji dziedziny obliczeniowej ) (siatka czworo$ciandéw
reprezentowana jest jako graf) przed wykonaniem generacji macierzy.

LGPU z réznych architektur np. GPU; - Fermi, GPUs - Kepler, lub gdy akceleratory o tej samej
architekturze nie sa przypisane do jednego IOH (ang. Input Output Hub).
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Pierwszy wariant jest uwazany za nieefektywny. Czas podziatu duzych macierzy rzad-
kich opartego na metodzie podziatu grafu potaczen macierzy w stosunku do czasu
realizacji operacji matvec jest bardzo dtugi [IT7]. Zalozenie to nie jest aktualne dla
koncepcji dekompozycji dziedziny obliczeniowej €2, gdyz wowczas nie jest dzielona sa-
ma macierz, ale dziedzina obliczeniowa, czyli graf reprezentujacy znacznie mniejszy
zbior czworoscianéw. W rozprawie zastosowano dekompozycje czworosciandéw, ktora
jak dotad nie byta przedstawiana w literaturze w kontekscie uzycia w metodzie ele-
mentéw skonczonych i wykorzystania GPU. Przed generacja uktadéw réownan, siatka
zostata podzielona przy uzyciu metody podziatu grafu (siatka oczek reprezentowana
jako graf) przez funkcje z pakietu Metis [I18], na tyle poddziedzin €, ile jest GPU
uzytych w obliczeniach:

0= Z Q (7.1)

Dzieki temu kazda poddziedzina (); zawiera $rednio tyle samo oczek siatki oraz
ograniczono liczbe wspélnych krawedzi w grafie. Podzial dziedziny przed konstrukcja
macierzy nie jest bardzo kosztowny czasowo (liczba czworoécianéw jest znacznie mniej-
sza niz rozmiar macierzy). Dodatkowy czas przeznaczony na ten etap jest bardzo maly
i zostal ,wchloniety” przez czas generacji macierzy rzadkich. W przypadku podziatu
czworoscianow na dwie (Kgpy = 2) dziedziny obliczeniowe dwukrotnie uruchomiono
proces generacji macierzy globalnych, najpierw dla grupy czworoscianéw nalezacych
do dziedziny €)1, a potem nalezacych do dziedziny €2,. W efekcie otrzymano macierze
sztywnosci Sy, Ty oraz Sy, Ty, przy uzyciu ktérych w nastepnym kroku obliczono ma-
cierze A; = Sy — kSTl 1Ay =Sy — k(Q]Tg odpowiednio dla Q; i €. Macierze A; i
A, maja nastepujace wlasciwosci. Po pierwsze, obydwie macierze maja ok. % niepu-
stych wierszy i kolumn, ktére przynaleza wytacznie do danej macierzy (dziedziny) i w
drugiej macierzy w tych wierszach i kolumnach wystepuja zera®. Po drugie, macierze
majg mniej niz 1% wspélnych wierszy, ktére sg poklosiem wspdlnych krawedzi dziedzin
i w celu zapewnienia poprawnosci wykonywania operacji matvec sa wymieniane miedzy
akceleratorami. Opisane powyzej wlasciwosci macierzy pozwolity na redukcje liczby
elementow wektora wynikowego operacji matvec, ktore muszg by¢ wymienione pomie-
dzy akceleratorami oraz na rownomierne rozdzielenie obliczen pomiedzy akceleratory
graficzne w procesie iteracyjnym.

W (7.2) zdefiniowano macierz Fpy, ktéra informuje o liczbie wierszy (L;), ktére
naleza wytacznie do macierzy A; oraz (W) ktére sa wspélne dla obydwu macierzy. Na
przyktadzie macierzy A o rozmiarze N = 806811 w (Z.3)) przedstawiono wartosci L; i
W . Zauwazy¢ mozna, iz liczba wspélnych wierszy W stanowi niewielki odsetek (0,22%)
wszystkich wierzy macierzy A (podobne proporcje wystepuja dla wszystkich macierzy
testowych z Tab. A.T]).

P Ly W] |l niepustych wierszy macierzyA; 1. wspolnych wierszy A; i Ay
W= AW Lyl | 1 wspélnych wierszy A; i Ay, 1 niepustych wierszy macierzy A,
(7.2)
co 407649 1752 | |50,5% 0,22% (7.3)
EW- =1 1752 400914| — |0,22% 49, 7% '

2Wiaéciwosé ta jest bardzo istotna z punktu widzenia implementacji operacji matvec z wykorzy-
staniem formatu [Sliced ELLR-T] i zeby uniknaé przechowywania w pamieci dodatkowych zerowych
wierszy w etapie formowania reprezentacji [Sliced ELLR-TI nalezy pominaé¢ te wiersze.
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W liczba danych wymienianych migdzy akceleratorami, po operacji MATVEC oraz liczba elementéw wektora
aktualizowanych w AKT-r, AKT-q
AKT-dnew - aktualizacja skalarow po wykonaniu operacji DOT. Suma czgstkowych skalaréw z GPU(i) i skalarow
czastkowych przestanych z GPU(j)
AKT-r, AKT-q - aktualizacja wektoréw po wykonaniu operacji MATVEC. Suma wspélnych elementow wektorow
w domenach (suma W elementéw wektora z GPU(i) i W elementow przestanych z GPU(j) ).

RYSUNEK 7.3: Schemat wykonania obliczenn w metodzie gradientéw sprzezonych na dwdch
akceleratorach. Wariant z dekompozycja dziedzin obliczeniowych. Operacja matvec oraz ope-

racje na wektorach wykonywane rownolegle na dwdch akceleratorach GPU; i GPUs.

Ponizej opisano implementacje metody iteracyjnej, w ktorej wykorzystano dekom-
pozycje dziedzin obliczeniowych i obliczenia wykonano na (Kgpy = 2) akcelerato-
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rach. W pierwszej kolejnosci opisano implementacje mnozenia macierzy przez wektor
na dwoch akceleratorach q; = f(A;, A;, d;, d;) (Wydruk [C.8). Na kazdym z GPU;
wykonywano obliczenia w wierszach, ktére pochodza od czworo$ciandow wewnatrz i-tej
dziedziny (id) i w wierszach, ktére pochodza od czworo$cianéw z krawedzi wspélnych
dla sasiednich dziedzin (iw). Stosujac nomenklature przyjeta w (T2) okresli¢é mozna
liczbe indekséw (id) i (iw) jako, odpowiednio, L; - W i W. Po wykonaniu operacji
matvec miedzy akceleratorami przesyla sie elementy wektorow wynikowych, ktérych
indeksy naleza do zbioru (iw). W wariancie z dekompozycja dziedzin przestanie frag-
mentéw wektoréw odbywa si¢ w obydwu kierunkach (Wydruk [C.8] linie: T5HI6). W
rezultacie po wykonaniu operacji matvec i wymianie fragmentéw wektorow wynikowych
w pamieci GPU; przechowywane sa trzy wektory:

d(;q) - wektor wynikowy obliczony na GPU;, L; - W niezerowych wartosci zapisanych
w komorkach z tablicy indeksow d,

Qi) - Wektor wynikowy obliczony na GPU;, W indekséw niezerowych wartosci zapi-
sanych w komérkach z tablicy indeksow iw,

djw) - Wektor wynikowy obliczony na GPUj;, W indekséw niezerowych wartosci zapi-
sanych w komorkach z tablicy indeksow 7w,

Kolejnym etapem jest aktualizacja wektora wynikowego, ktéra polega na sumie W
elementow wektoréw wynikowych o indeksach (iw) i (jw). Warto podkresli¢, ze po tak
wykonanych procedurach wektory wynikowe q, przechowywane na GPU; w komoérkach
o indeksach {id, iw} maja te same wartosci co wektory wynikowe obliczone w wariancie
matvec na pojedynczym GPU3.

Aby rozdzieli¢ procedury na wektorach w metodzie iteracyjnej na Kgpy akcelera-

torow graficznych, nalezato zmodyfikowa¢ implementacje iloczynu skalarnego, tak by
G PU; wykonywato obliczenia wylacznie na indeksach id, iw oraz aby na kazdym z ak-
celeratoréw wynikowe skalary («,/3) byty takie same jak ich odpowiedniki w wariancie
na pojedynczym akceleratorze (Wydruk [C.4] rys. [6.17). Spelnienie pierwszego warunku
przyniosto korzys$¢ w postaci rownomiernego roztozenia obliczen pomiedzy akceleratory.
Spetnienie drugiego warunku byto konieczne, do odpowiedniego wyznaczenie wektora
d nowego kierunku poszukiwan oraz aktualizacje wektora rozwigzania x i wektora resi-
duum r. Obliczenia i wymiana danych pomiedzy akceleratorami w nowej implementacji
iloczynu skalarnego dg = d” q przeprowadzono podobnie do opisanej wezesniej operacji
matvec z Wydruku Na kazdym z G PU; wykonywano obliczenia na wierszach o
indeksach (id) i (iw) i w rezultacie otrzymano czastkowe wyniki iloczynu skalarnego
(dqiay, dqaw)). Skalary bedace rezultatem obliczenl na indeksach id wymieniono pomie-
dzy akceleratorami. W rezultacie, po wykonaniu powyzszych procedur w pamieci GPU;
przechowywane byty trzy skalary:
dqq) - czastkowy skalar obliczony dla (L;-W) indekséw id wektoréow GPU;,
dqiw) - czastkowy skalar obliczony dla (W) indekséw iw wektoréw G PU;,
dq(ja) - czastkowy skalar obliczony dla (W) indekséw jw wektorow GPU;.
Ostatnim etapem wyznaczenia koricowego wyniku jest suma powyzszych skalarow prze-
prowadzona niezaleznie na akceleratorach. Tak wykonane procedury zagwarantuja, ze
na kazdym z akceleratoréw dg; = dg; oraz réwny jest iloczynowi skalarnemu otrzyma-
nemu w implementacji na pojedynczym GPU (Wydruk [C.4] mianownik z linii: 29]).

Podsumowujac, w odréznieniu do algorytmu z (rys. [[.2]), docelowy algorytm zapro-
ponowany w niniejszej rozprawie ma nastepujace zalety (rys. [7.3)):

« zredukowana liczba elementéw (W z macierzy (7.2))), ktére sa wymieniane miedzy

3Ewentualne réznice sa wynikiem innej kolejnoéci wykonanych obliczer.
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RYSUNEK 7.4: Schemat wykonania obliczenn na dwéch akceleratorach graficznych w wie-
lopoziomowym operatorze Sciskajacym o cyklu V. Wariant z dekompozycja dziedzin obli-

czeniowych: operacja matvec oraz operacje

akceleratorach GPU; i GPUs.

na wektorach wykonywane réownolegle na dwéch
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akceleratorami po wykonaniu operacji mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor,

o réwnomierne roztozenie operacji na wektorach na dwa akceleratory, tak by na
G PU; wykonany byly operacje na L; wartosciach wektoréw (7.2)).

W poréwnaniu z implementacja z Wydruk [C.7, w algorytmie bazujacym na dekompo-
zycji dziedziny wystepuja dodatkowe synchronizacje pomiedzy akceleratorami i potrze-
ba wymiany danych (pojedyncze skalary) pomiedzy akceleratorami w trakcie operacji
liczenia iloczynu skalarnego. Testy numeryczne wykazalty, iz narzut wynikajacy z do-
datkowej synchronizacji i wymiana pojedynczych danych byt do zaakceptowania wobec
zyskow wynikajacych z redukcji ilosci danych wymienianych pomiedzy akceleratorami
w trakcie wykonywania operacji matvec. W przypadku zastosowania wielopoziomowego
operatora $ciskajacego o schemacie V zadbano réwniez o peten rozdziat obliczen na dwa
akceleratory (rys. [[4]). Operacje matvec wykonywano analogicznie jak w gtéwnej pe-
tli metody gradientéw sprzezonych (Wydruk [C.8). Takze w tym przypadku potrzebna
jest wymiana fragmentow wektoréw wynikowych pomiedzy akceleratorami. Co wiecej,
porcja wymienianych danych (W;,Ws,W3) jest mniejsza niz w petli gtéwnej metody
gradientéw sprzezonych (W), gdyz macierze MiEj(l) i Mg@) sa mniejszych rozmiarow
niz macierze A; i As. Nieznacznej modyfikacji wymaga takze etap bezpos$redniego
rozwigzania uktadu réownan na CPU na najnizszym poziomie operatora Sciskajacego.
Najpierw przestane sa prawe strony (I'E1(1) i rEl(Q)) z GPU; i GPU, do pamiegci CPU.
Nastepnie wektory sa zsumowane na CPU i dla tak powstalej prawej strony rozwia-
zuje sie uktad przy wykorzystaniu pakietu Intel MKL Pardiso. Po wykonaniu obliczen
wektor wynikowy rozwigzania bezposredniego przesytany jest na obydwa akceleratory i
kolejne obliczenia operatora Sciskajacego ponownie sg rozdzielone na dwa akceleratory
(rys. [C4).

Z racji tego, ze obliczenia operacji matvec zostaly wykonywane z wykorzystaniem
formatu (p. 62.2), nalezato odpowiednio przygotowaé¢ macierz. Wy-
konanie podstawowego przetwarzania wstepnego macierzy do formatu Sliced ELL-
R-T (podziat macierzy na ,plastry” o S = 32,64, 128,192, 256 wierszy powodowalby,
iz w pamieci przechowywane bylyby zerowe wiersze wynikajace z dekompozycji dzie-
dziny. Aby tego unikna¢, zmodyfikowano przetwarzanie wstepne macierzy tak, aby nie
przechowywaé¢ zerowych wierszy. Druga powazng modyfikacja byto dodanie macierzy
ME = Mﬁ(l) + Mﬁ@) na CPU, tak aby przy uzyciu biblioteki Intel MKL Pardiso wy-
konaé faktoryzacje i rozwigzanie na pelnej macierzy z najnizszego poziomu operatora
sciskajacego.

7.3 Podsumowanie strategii iteracyjnego rozwiazy-
wania uktadéw réwnan dla kilku GPU

W p wskazano, iz operacja mnozenia macierzy rzadkiej przed wektor (matvec) ma
decydujacy wpltyw na szybkos¢ rozwigzania uktadu metodsa iteracyjna. Z tego powodu
najpierw pokazano i omowiono rezultaty otrzymane dla operacji matvec w zaleznosci
od implementacji na GPU:

o [Sliced ELLR-T} format opisany w p. [6.2.2]
o [Sliced ELLR-TF* - format opisany w p. [6.2.2] w ktérym zastosowano eliminacje

pustych wierszy,
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TABELA 7.1: Czas (w milisekundach) operacji matvec w zaleznosci od strategii podzialu
macierzy i liczby akceleratoréw uzytych w obliczeniach. DtoD (ang. Device to Device) - etap
wymiany danych miedzy akceleratorami graficznymi.

matvec implementacja Sliced ELLR-TI | Sliced ELLR-T | Sliced ELLR-TI | [Sliced ELLR-TY
Kapu 1 9 9 2
strategia - N/Keapu Q Q;
1. matvec(DtoD-przed) [ms] 0,00 10,18 0,00 0,00
2. matvec(q = Ad) [ms] 50,0 33,46 28,30 24,32
3. matvec(DtoD-po)  [ms] 0,00 4,02 0,04 0,04
4. matvec(aktualizacja) [ms] 0,00 0,74 0,41 0,50
(1.-4.) matvec [ms] 50,00 48,40 28,75 24,86
Przyspieszenie (2.) 1,00 1,49 1,77 2,06
Przyspieszenie (1.-4.) 1,00 1,03 1,74 2,00

TABELA 7.2: Czas iteracyjnego rozwigzania uktadu réwnaii PCG-V (gpuycpu) 2z wykorzy-

staniem Kgpy = {1,2} akceleratoréw graficznych Tesla K20c.

matvec Sliced ELLR-T| | Sliced ELLR-T¥* | Przyspieszenie
Kapu 1 P 2 vs. 1

N =1 998 492 8,31 4,86 1,71

N = 3 370 908 14,70 8,73 1,68

N = 5079 849 - 14,19 -

i zastosowanej strategii podzialu macierzy:
o N/Kgpy - podzial macierzy ze wzgledu na wiersze (rys. [.1]),
e () - podzial macierzy ze wzgledu na dziedziny obliczeniowe (rys. [7.2)),

oraz liczby akceleratoréw uzytych w obliczeniach K¢gpy (Tab. [[1], rys[7.H). Testy zapre-
zentowane w tym punkcie zostaly przeprowadzone na stacji roboczej (2x Tesla K20c,
1x Intel Xeon E5-2620 i 64 GB RAM)*.

W drugiej kolumnie Tab. [Tl przedstawiono czasy referencyjnej implementacji na
pojedynczym akceleratorze GPU (Tesla K20c), w ktérej macierz przechowywana jest w
formacie W trzeciej kolumnie przedstawiono czasy wykonania operacji
dla implementacji strategii opisanej w p. [[.Il Przed docelowa operacja mnozenia q =
Ad nalezy wykona¢ kosztowne przestanie wektora d (/N elementéw) z pamieci GPU; do
G PU,. Po wykonaniu obliczen z G PU; do G PU; przesyltana jest potowa (% elementow)
wektora wynikowego q, a nastepnie aktualizowane sa wartosci wektora q na GPU;. Co
prawda w implementacji tej dla operacji @ = Ad uzyskano ok. 1,5 krotne przyspieszenie
wzgledem wariantu referencyjnego, ale przez duzy narzut wynikajacy z komunikacji
miedzy akceleratorami i aktualizacje wektora wynikowego (Tab. [[I kolumna druga,
operacje 1.,3.,4.), catloéciowe przyspieszenie wynosi zaledwie 1,03.

4Stacja robocza udostepniona autorowi w trakcie stazu pod kierunkiem profesora M. Okoniewskiego
w ramach projektu NCN Etiuda (Uniwersytet w Calgary, Kanada), Maj-Sierpieri 2014.
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RYSUNEK 7.5: Czas (w milisekundach) operacji matvec w zaleznosci od strategii podzialu
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macierzy i liczby akceleratoréw uzytych w obliczeniach. DtoD - etap wymiany danych miedzy
akceleratorami graficznymi.

W czwartej kolumnie przedstawiono czasy otrzymane dla strategii podziatu macie-
rzy opisanej w p.[.21i gdy macierz przechowywana jest w formacie [Sliced ELLR-T] (bez
eliminacji zerowych wierszy wynikajacych z podzialu na dziedziny obliczeniowe). W
podejsciu tym zaktada si¢ rozdziat obliczen w operacjach na wektorach na Kqgpy akce-
leratory i w procesie iteracyjnym nie ma potrzeby komunikacji miedzy akceleratorami
bezposrednio przed q = Ad. Po wykonaniu obliczenn na macierzy rzadkiej akceleratory
wymieniaja miedzy soba W; wspélnych elementéw (r. (7.2))). Dzieki temu, ze stacja
robocza umozliwia komunikacje P2P oraz, ze macierze maja bardzo mato wspdlnych
wierszy to koszt komunikacji miedzy akceleratorami jest ok. dziesigciokrotnie mniej-
szy niz w przypadku poprzedniego wariantu, w ktorym przesyta sie¢ potowe wektora
wynikowego. Aktualizacja wektoréw réwniez trwa krécej, gdyz odbywa sie niezalez-
nie na dwoch akceleratorach i aktualizowanych jest W, elementow. Dzieki temu, ze
narzut spowodowany komunikacja miedzy akceleratorami i aktualizacja wektorow wy-
nikowych jest bardzo maly (operacje 3.,4. Tab. [[]), to przyspieszenie uzyskane dla
tego wariantu wynosi ok. 1,74 wzgledem implementacji referencyjnej na pojedynczym
GPU. W ostatniej kolumnie przedstawiono czasy uzyskane dla wariantu, w ktorym
macierz przechowywana jest w formacie [Sliced ELLR-T], ale w etapie przetwarzania
wstepnego wyeliminowane zostaly zerowe wiersze (w pamieci przechowywana tablica
Torg informujaca o oryginalnym indeksie niezerowych wierszy) i w tabeli implementa-
cje oznaczono jako [Sliced ELLR-TY*. Dla zoptymalizowanej implementacji zmniejszyt
sie czas operacji q = Ad. Jesli wystepuja puste wiersze, watki przy zapisie do wekto-
ra wynikowego q ,;skacza” po adresach. Po wyeliminowaniu pustych wierszy (w etapie
wstepnego przetworzenia macierzy) watki zapisuja dane do kolejnych adreséw q co
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TABELA 7.3: Efektywno$é przyspieszenia implementacji metody iteracyjnej PCG-V na
dwdch akceleratorach graficznych wyrazona przez prawo Amdahla r. (7.4).

L. wierszy | F | K=Kgpu | Pamaant | Eff = 572

PAmdaht
1998 492 | 0,98 2 1,96 L —87%
3 370 908 | 0,97 2 1,94 188 =87%

powoduje, ze czedciej niz w poprzedniej implementacji wystepuja zgrupowane zapisy
do pamieci globalnej. Nieznacznie zwiekszyt sie czas aktualizacji wektoréw, poniewaz
zapis do wektora wynikowego wymaga dodatkowego odczytu indeksu z tablicy Iorg.
Zastosowane modyfikacje pozwolily na dwukrotna redukcje czasu wykonania operacji
matvec wzgledem implementacji referencyjnej na pojedynczym GPU.

Zastosowanie schematu z rys. [[.307.4] formatu dedykowanego wy-
konaniu operacji matvec na GPU i réwnomierny rozdziat obliczen w operacjach na
wektorach na dwoch akceleratorach, skrécito ok. 1,7 krotnie czas rozwigzania uktadu
réwnan (Tab. [[2)). Analiza czasu wykonania poszczegélnych etapéw pozwolita okreslié,
dlaczego otrzymane przyspieszenie metody iteracyjnej (1,7x) jest mniejsze niz matvec
(2,0x) z Tab. [Tl Po pierwsze obydwie implementacje zawieraja rozwiazanie uktadu
rownan na dolnym poziomie operatora Sciskajacego. W przypadku obliczen wykona-
nych na dwoch akceleratorach procentowy udziat rozwigzania na dolnym poziomie to
ok. 12%-20% (podczas gdy dla implementacji na pojedynczym akceleratorze udziat ten
wynosi ok. 8%-16%). Hipotetyczne przyspieszenie uzyskane przy zaltozeniu, ze czasu
rozwigzania ukladu réwnan na najnizszym poziomie operatora Sciskajacego nie jest
uwzgledniany wynosi 1,82 5. Ponadto w Tab. przedstawiono wyniki, ktore weryfiku-
ja wydajnos¢ iteracyjnego rozwigzania przy uzyciu implementacji PCG-V gpu,cpu) na
dwoch akceleratorach graficznych. Do weryfikacji skorzystano z prawa Amdahla, ktore
pozwala okresli¢ maksymalne przyspieszenie w przypadku, gdy w implementacji mozna
wydzieli¢ dwa sktadniki: F - obliczenia ktore zostaly zrownoleglone na GPU (operacje
matvec i operacje na wektorach) i 1-F - obliczenia nie zréwnoleglone na GPU (rozwia-
zanie ukladu réwnan na dolnym poziomie wielopoziomowego operatora Sciskajacego):

1
Pamdahi = ( (7.4)

1-F)+£
gdzie K okresla przyspieszenie czynnika F wynikajace z uzycia Kqgpy akceleratorow
graficznych. Dane przedstawione w Tab. [7.3] wskazuja, ze opracowana implementa-
cja pozwala uzyskacé 87% efektywnego przyspieszenia wynikajacego z prawa Amdahla.
Przyczynami nie pozwalajacymi uzyskaé wiekszej efektywnosci sa dodatkowe synchro-
nizacje jakie nalezy wykonaé¢ w procesie iteracyjnym: w operacji iloczynu skalarnego,
po wykonaniu wazonej metody Jacobiego i po wykonaniu obliczen w kazdej iteracji
PCG-V (rys. [T.3HT.4).

Rozmiar pamieci (5GB) akceleratora graficznego K20c¢ nie pozwolil na rozwiagzanie
uktadu réwnan o 5 mln niewiadomych. Zastosowanie dwoch akceleratoréw pozwolito
przezwyciezy¢ ograniczenie pamieciowe. W Tab. [.4] przedstawiono zmniejszenie zapo-
trzebowania na pamieé¢ uzyskane dzieki zwigkszeniu zasobéw pamigciowych. Celowo

SWykorzystujac czas rozwiazania uktadu réwnani z Tab. dla problemu N = 1998492 i to, ze
sumaryczny czas rozwiazan ukladéw rownan na dolnym poziomie w procesie iteracyjnym wynosi 0,650

: o, ; e, C o . 8,310-0,650
sekundy, hipotetyczne przyspieszenie bez uwzgledniania obliczenn na CPU wynosi: T857-0.650 =1,82.
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TABELA 7.4: Zapotrzebowanie na pamieé akceleratora graficznego. Kolumny 2-4: wekto-
ry i macierz A przechowywana w formacie (PCG-Vgpuicpy uruchomiony
na pojedynczym GPU). Kolumny 5-7: wektory i macierz A; z dziedziny §2; przechowywane
na kazdym z akceleratoréw (macierz rzadka przechowywana w formacie [Sliced ELLR-TH,

PCG-Vgputcpyu uruchomiony na dwéch GPU).

matvec Sliced Sliced Sliced Sliced Sliced Sliced
ELLR-T ELLR-T ELLR-T ELLR-T* ELLR-T* ELLR-T*
Kapu 1 1 1 2 2 2
N macierz A [GB] | wektory [GB] | A,wektory [GB] A; [GB] | wektory [GB] | A;wektory [GB|
1998 492 1,96 0,24 2,19 1,03 0,29 1,32
3 370 908 3,31 0,40 3,71 1,67 0,49 2,16
5 079 849 5,13 0,61 5,74 2,60 0,74 3,33

rozdzielono zapotrzebowanie na pamie¢ macierzy i wektoréw. W przypadku implemen-
tacji na dwoch akceleratorach i przy zastosowaniu strategii podziatu dziedziny oblicze-
niowej praktycznie dwukrotnie redukowano zapotrzebowanie na pamieé¢ macierzy rzad-
kich na kazdym z akceleratoréw (piata kolumna). Inaczej jest w przypadku wektordw.
Zapotrzebowanie jest wieksze poniewaz potrzebne sg dodatkowe wektory pomocnicze
wykorzystywane do przechowywania danych tymczasowych w trakcie komunikacji mie-
dzy akceleratorami graficznymi. Podsumowujgc zastosowana strategia podziatu
macierzy ze wzgledu na dziedziny obliczeniowe pozwolila na ok. 1,7 krot-
ne skrdcenie czasu rozwigzania ukladu réwnan i ok. 1,7 zwiekszylo rozmiar
uktadu, ktéry moze byé rozwigzany.



Rozdzial 8

Pelny cykl analizy z uzyciem MES
na CPU i GPU

W rozdziale tym zweryfikowano wptyw skrécenia czasu obliczen konstrukeji macierzy
rzadkich i rozwigzania ukladu rownan uzyskanego dzieki zastosowaniu akceleratora
graficznego na skrécenie czasu analizy filtru grzebieniowego 9 rzedu pracujacego w
pasmie GSM (920-980 MHz) przy uzyciu MES (rys. [1]). W ponizszych rozwazaniach
skupiono sie na zagadnieniach o duzych rozmiarach, w ktérych generowane macierze
maja co najmniej 1998492 wierszy (Tab. [.T]).

Analiza filtru grzebieniowego odbywa sie w nastepujacy sposob. Najpierw wczy-
tywana jest siatka oczek wygenerowana w programie NETGEN [58]. Nastepnie wy-
konywane sg obliczenia zwiazane z okresleniem warunkéw brzegowych. W dalszej ko-
lejnosci generowane sg macierze sztywnosci i bezwladnosci. PéZniej wyznaczana jest
macierz reprezentujaca pobudzenia we wrotach uktadu i dla f,, czestotliwosci rozwigzy-
wany jest uktad réwnan liniowych. Testy referencyjne na CPU wykonano dla czesciowo
zoptymalizowanego kodu wykorzystywanego w symulatorze zagadnien elektromagne-
tycznych [Q0,OT]: w etapie generacji macierzy wykorzystano biblioteke Intel MKL, w
etapie rozwigzania ukladu réwnan pakiet Intel MKL Pardiso (PARDISO_64 w wa-
riancie wykorzystujacym symetrie macierzy A), a w pozostatych etapach, tam gdzie
byto to mozliwe, obliczenia zréwnoleglono przy uzyciu dyrektyw OpenMP (ang. Open
Multi-Processing) [119].

TABELA 8.1: Czasy wykonania etapéw i ich procentowy udzial w analizie filtru grzebienio-
wego przy wykorzystaniu MES. Liczba czestotliwo$ci w padmie f,, = 1. Obliczenia wykonane
wylacznie na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 watkdéw).

N 1998492 3370908 5079849

Etap 9 %] 8 % 5 W

Odczyt siatki elementéw 1,1 1% 1,2 1% 2,1 1%

Konstrukcja warunkéw brzegowych 2,0 2% 3,0 2% 4,1 1%

Generacja macierzy 48,1 55% 84,4 46% 1149 31%
Wyznaczenie pobudzenn B=[by,bs] 2,4 3% 4,6 3% 13,7 4%

Rozwiazanie ukladéw réwnan 33,8 39% 89,2 49% 234,8 64%
MES 87,3 100% 182,3 100% 369,5 100%

121
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TABELA 8.2: Czasy wykonania etapéw i ich procentowy udzial w analizie filtru grzebieniowe-
go przy wykorzystaniu MES. Liczba czestotliwosci w pasmie f, = 1. W etapach generacji ma-
cierzy i iteracyjnego rozwiazania uktadu réwnan obliczenia wykonane na GPU (Tesla K40c),

pozostale obliczenia wykonane na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 watkéw).

N 1998492 3370908 5079849

Etap [s] (%) [s] () [s] (%)

Odczyt siatki elementéw 1,1 3% 1,2 2% 2,1 2%

Konstrukcja warunkéw brzegowych 2,0 6% 3,0 5% 4,1 5%

Generacja macierzy 5,9 17% 9,7 17% 11,7 13%
Wyznaczenie pobudzen B=[b,bs] 2,4 7% 4,6 8% 13,7 16%
Rozwiazanie ukladéw réownan 22,3 66% 38,7 68% 55,4 64%
MES 33,7 100% 57,2 100% 87,0 100%

TABELA 8.3: Czasy wykonania etapéw i ich procentowy udzial w analizie filtru grzebieniowe-
go przy wykorzystaniu MES. Liczba czestotliwosci w pasmie f,, = 100. Obliczenia wykonane
wylacznie na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 watkéw).

N 1998492 3370908 5079849

Etap [s] (%) [s] (%) [s] (%)
Odczyt siatki elementéw 1,1 0% 1,2 0% 2,1 0%
Konstrukcja warunkéw brzegowych 2,0 0% 3,0 0% 4.1 0%
Generacja macierzy 48,1 3% 84,4 1% 1149 1%
Wyznaczenie pobudzeri B=[by,bs] 2.4 0% 4.6 0% 13,7 0%
Rozwiazanie ukladéw réownan 1484,4 | 97% | 5536,0 | 98% | 17453,1 | 99%
MES 1537,9 | 100% | 5629,1 | 100% | 17587,8 | 100%

W Tab. B.1] zebrano czasy wykonania poszczegolnych etapéw gdy analiza przepro-
wadzona jest dla jednej czestotliwosci f,, = 1 na CPU. Czasy poszczegdlnych etapéw
potwierdzaja, ze generacja macierzy i rozwigzanie uktadu réwnan to najbardziej kosz-
towne obliczeniowo etapy analizy filtru mikrofalowego przy uzyciu MES. Obydwie ope-
racje zajmujg tacznie ponad 96% calego czasu analizy. Czasy otrzymane dla analizy
filtru mikrofalowego wspartej przez zastosowanie akceleratora graficznego gdy f,, = 1
zebrano w Tab. 82 Dziesieciokrotne skrocenie czasu generacji macierzy MES spowodo-
wato, ze dla problemu o najwiekszym rozmiarze etap ten stat sie mniej kosztowny niz
wyznaczenie macierzy pobudzen we wrotach uktadu. Logicznym nastepnym krokiem
jest wiec przyspieszenie wyznaczenia macierzy pobudzen poprzez wykorzystanie GPU.
Wraz ze wzrostem rozmiaru problemu, gdy rozwiazanie metoda iteracyjna jest szybsze
niz faktoryzacja numeryczna na CPU, zastosowanie akceleratora graficznego pozwala
na wieksze skrocenie czasu obliczen w fazie rozwigzania. Dla najwiekszego problemu
(N=5079849) zastosowanie akceleratora graficznego pozwolito na ok. 4,2 krotne skré-
cenie czasu analizy MES (z 370 sekund do 87 sekund).

Aby okresli¢ charakterystyki transmisji i odbicia filtrow w pasmie, analize nalezy
przeprowadzi¢ dla wielu czestotliwosci. W analizowanym przypadku, gdy parametry
materiatlowe osrodka nie zalezg od czestotliwosci, wezytanie siatki, okreslenie warun-
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TABELA 8.4: Czasy wykonania etapéw i ich procentowy udzial w analizie filtru grzebie-
niowego przy wykorzystaniu MES. Liczba czestotliwoéci w pasmie f,, = 100. W etapach
generacji macierzy i iteracyjnego rozwiazania uktadu réwnan obliczenia wykonane na GPU
(Tesla K40c), pozostale obliczenia wykonane na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W,
8 watkéw).

N 1998492 3370908 5079849

Etap [s] (%) [s] () [s] ()

Odczyt siatki elementéw 1,1 0% 1,2 0% 2,1 0%

Konstrukcja warunkéw brzegowych 2,0 0% 3,0 0% 4.1 0%

Generacja macierzy 5,9 0% 9,7 0% 11,7 0%

Wyznaczenie pobudzeri B=[by,bs] 2.4 0% 4.6 0% 13,7 0%

Rozwiazanie ukladéw réownan 1539,1 | 99% | 2784,8 | 99% | 3732,2 | 99%
MES 1550,5 | 100% | 2803,4 | 100% | 3763,7 | 100%

kow brzegowych, generacja macierzy sztywnosci i wyznaczenie macierzy pobudzen we
wrotach wykonywane sa jednokrotnie. Rozwigzanie uktadu réwnan wykonywane jest
dla f,, czestotliwosci i dla kazdego z wrét (r. (6.2)). W Tab. zebrano czasy wy-
konania poszczegdlnych etapéow MES na CPU dla f, = 100 czestotliwosci w pasmie
920-980 MHz. Charakterystyki odbicia i transmisji uzyskane dla f,, = 100 przedsta-
wiono na rys. [0.2T] W analizie w szerokim pasmie czas rozwigzania uktadu réwnan
jest czynnikiem dominujgcym. Procentowy udzial tego etapu wynosi ponad 97% czasu
analizy przeprowadzonej na CPU i rosnie wraz ze wzrostem rozmiaru problemu. Ana-
liza z uzyciem MES, w ktorej obliczenia wykonywane sa na CPU trwata w zaleznosci
od liczby oczek, na ktére zostaly podzielony analizowany filtr od ok. 25 minut do nie-
spetna pieciu godzin. Czasy otrzymane dla analizy filtru mikrofalowego wspartej przez
zastosowanie akceleratora graficznego w pasmie czestotliwosci zebrano w Tab. 8.4l Przy
wzroscie liczby punktéw czestotliwosci maleje znaczenie uzycia GPU do generacji ma-
cierzy. Powtorzy¢ mozna wniosek, ze dla probleméw o duzym rozmiarze rozwigzanie
uktadu rownan metoda iteracyjng jest szybsze niz faktoryzacja numeryczna na CPU
i zastosowanie GPU pozwala na znaczgce skrdcenie czasu obliczen w fazie rozwigza-
nia. W efekcie dzigki zastosowaniu akceleratora graficznego dla problemu o rozmiarze
3370908 uzyskano 2-krotne skrécenie czasu analizy z wykorzystaniem MES (uzycie ak-
celeratora graficznego pozwolito skorcié czas obliczent z 94 do 47 minut). Dla wiekszego
problemu (5079849 niewiadomych) analiza w ktérej czesé obliczen wykonywane jest na
akceleratorze graficznym jest jeszcze bardziej efektywna, gdyz uzyskano ok. 4,7 krotne
skrécenie czasu obliczen (z niespetna pieciu godzin do ok. godziny).

W ramach podsumowania okreslono etapy, dla ktorych wysitek poniesiony na opra-
cowanie nowych zréwnoleglonych algorytméw na GPU przynidst szczegdlna korzysé.
Dla przyjetych w tej rozprawie sformutowan, dla ktorych elementy macierzy nie za-
leza od czestotliwosci i generacja macierzy odbywa sie dla pierwszej czestotliwosci a
rozwigzanie uktadu réwnan wykonywane jest dla wielu czestotliwosci, skrocenie cza-
su catego cyklu analizy MES zostato osiagniete dzigki zréwnoleglonym obliczeniom w
iteracyjnej metodzie rozwigzywania uktadu réwnan (PCG-V (gputcpu)). Trud poniesio-
ny na zréwnoleglenie generacji macierzy sztywnosci i bezwtadnosci ma duze znaczenie
jezeli dla kazdej czestotliwosci sa generowane nowe macierze sztywnosci i bezwtadno-
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TABELA 8.5: Hipotetyczne scenariusze pelnego cyklu MES w przypadku, gdy elementy
macierzy sztywnosci i bezwladnosci sa zalezne od czestotliwosci.

Liczba wykonan I IT
Odczyt siatki elementéw 1 1
Konstrukcja warunkow brzegowych 1 1
Generacja macierzy fm fm
Wyznaczenie pobudzenn B=[by,by] f, 1
Rozwigzanie uktadow réwnan 2-fn | 21,

sci. Taka sytuacja ma miejsce gdy warto$ci macierzy zaleza od czestotliwosci i ponizej
przedstawiono rozwazania dla dwoch scenariuszy z Tab. [8.5. Na rys. B 1]i przedsta-
wiono estymowane czasy wykonania petnego cyklu MES dla odpowiednio scenariusza
[ 11l gdy liczba czestotliwoéci w pasmie f,, = {10,20,50,100} dla problemu o rozmiarze
N=5079849. W obliczeniach wykorzystano czasy uzyskane dla poszczegélnych etapéw
z Tab. [6.10, Tab. B Tab. 8.2l Zauwazy¢, mozna ze wysilek wlozony w zréwnoleglenie
generacji macierzy znaczaco redukuje czas analizy MES dla obydwu scenariuszy i wraz
z hybrydowa implementacja iteracyjnej metody rozwiazywania uktadu réwnan umozli-
wia znaczace (ok. 4,8 1 5,9 krotne) skrécenie czasu catej analizy MES (odpowiednio dla
scenariusza [ 1 II). Analizujac Tab. (scenariusz 1) gdzie przedstawiono estymowane
czasy etapéw analizy MES i ich procentowy udzial widac, ze czynnikiem, ktéry w obec-
nej implementacji znaczaco wpltywa na czas symulacji jest czas wyznaczenia macierzy
pobudzen i w przysztosci podjeta zostanie proba zrownoleglenia tego etapu.

TABELA 8.6: Estymowany czas wykonania poszczegdlnych etapéw analizy MES wg. scena-
riuszy 1 i II. CPU - obliczenia wykonane wytacznie na CPU, GPU+CPU - obliczenia generacji
macierzy i rozwiazywania uktadu réwnan wykonane na GPU, pozostale etapy wykonane na

CPU.

Scenariusz I II

Implementacja CPU GPU+CPU CPU GPU+CPU

Etapy [godz.] | [%] [godz.] (%] | [godz] | [%] [godz.] (%]

Odczyt siatki elementéw 0,00 0% 0,00 0% 0,0 0% 0,00 0%

Konstrukcja warunkéw brzegowych 0,00 0% 0,00 0% 0,0 0% 0,00 0%

Generacja macierzy 3,19 38% 0,33 19% 3,2 40% 0,33 24%
Wyznaczenie pobudzen B=[by,b2] 0,38 5% 0,38 22% 0,0 0% 0,00 0%

Rozwigzanie ukladéw réwnan 4,85 58% 1,04 59% 4,8 60% 1,04 76%
MES 8,42 100% 1,74 100% 8,0 100% 1,37 100%
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RYSUNEK 8.1: Estymowany czas wykonania pelnego cyklu analizy MES wykonanego zgod-

nie ze scenariuszem I. Liczba czestotliwosci w pasmie wynosi f,, = {10,20,50,100}. Rozmiar
generowanej macierzy N=5079849.

CZAS [godz.]

O N b~ OO ©

GPU+CPU
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RYSUNEK 8.2: Estymowany czas wykonania pelnego cyklu analizy MES wykonanego zgodnie
ze scenariuszem II. Liczba czestotliwosci w pasmie wynosi f, = {10,20,50,100}. Rozmiar

generowanej macierzy N=>5079849.
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Rozdziat 9

Podsumowanie

W niniejszej rozprawie wykorzystano sformutowania zaproponowane przez [63] do roz-
wigzania wektorowego réwnania falowego Helmholtza z uwzglednieniem warunkow brze-
gowych. Do opisu trojwymiarowych krzywoliniowych elementow skonczonych uzyto hie-
rarchicznych wektorowych funkcji bazowych.

W pracy wykazano postawione w rozdziale pierwszym tezy opierajac sie na wy-
nikach otrzymanych dla opracowanych strategii, algorytmow i ich implementacji na
pojedynczym i dwéch akceleratorach graficznych. Zaproponowane implementacje po-
zwolilty na skréocenie czasu obliczen dwoch najbardziej kosztownych obliczeniowo eta-
pow metody elementoéw skonczonych, czyli generacji globalnych macierzy sztywnosci i
bezwtadnosci oraz rozwigzania uktadu réwnan liniowych.

W kontekscie generacji macierzy w MES:

1. Opracowano strategie i ich implementacje pozwalajace na masywne zréwnolegle-
nie obliczen w trakcie generacji duzych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci na
pojedynczym i wielu akceleratorach graficznych, w szczegdlnodci:

o czas calkowania numerycznego zostatl skréocony dzieki réwnolegtemu prze-
twarzaniu porcji czworosciandéw, zrownoleglonych obliczeniach kwadratury
Gaussa, rownolegtym obliczeniom na macierzach gestych oraz zastosowaniu
wspotbieznych strumieni w zaleznosci od osrodka,

« czas konstrukeji macierzy zostal skrécony dzieki zréwnolegleniu obliczen na
etapie sktadania macierzy w formacie COO jak oraz zaproponowano nowy
zrownoleglony algorytm konwersji reprezentacji macierzy miedzy formatami

COO i CRS z eliminacja duplikatow.

Zaproponowane strategie i ich implementacje pozwolity uzyska¢ ok. dziesieciokrotne
skrocenie czasu generacji macierzy w MES przy uzyciu akceleratora graficznego Tesla
K40c¢ wzgledem zoptymalizowanej implementacji na CPU uruchomionej na wydajnym
o$miordzeniowym procesorze Intel Xeon Sandy Bridge. Wyniki prac dotyczacych za-
gadnienia budowy macierzy byty przedmiotem czterech publikacji w czasopismach z
listy JCR (ang. Journal Citation Reports) [8GH8Y).

W kontekscie rozwiazywania uktadéw réwnan w MES:

1. Opracowano i opublikowano w trzech artykutach w czasopismach z listy JCR [81],
[MO6/IT4] hybrydowa implementacje iteracyjnej metody gradientéw sprzezonych z
wielopoziomowym operatorem $ciskajacym pozwalajaca rozwigza¢ uktad rownan
liniowych z wykorzystaniem pojedynczego akceleratora, w szczegdlnosci:
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« Opracowano nowy format zapisu macierzy rzadkiej (Sliced ELLR-T) dedy-

kowany wykonaniu operacji mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor na
GPU, ktory jest wydajniejszy niz implementacje dostepne w bibliotece CU-
SPARSE oparte na formacie CRS [106].

o Zaproponowano zastapienie metody Gaussa-Seidela przez wazona metode
Jacobiego w operacjach ,,wygtadzajacych” wielopoziomowego operatora $ci-
skajacego [TORTITE]. W wazonej metodzie Jacobiego wykorzystano operacje
mnozenia macierzy rzadkiej przez wektor (matvec) z [77].

o Przeprowadzono analize i dokonano optymalnego wyboru metody i imple-
mentacji rozwigzania uktadu réwnan na najnizszym poziome operatora $ci-

skajacego [T7RTIT4].

2. Opracowano hybrydowa implementacje iteracyjnej metody gradientéw sprzezo-
nych z wielopoziomowym operatorem Sciskajacym pozwalajaca rozwigza¢ uktad
réwnan liniowych z wykorzystaniem kilku akceleratoréw graficznych!. Podejscie
oparte na podziale dziedziny obliczeniowej, zastosowaniu formatu Sliced ELL-
R-T oraz dzigki zwielokrotnieniu zasobéw obliczeniowych i pamigciowych pozwala
na rozwigzanie wiekszych uktadéw réownan w krotszym czasie (dla dwoch akcee-
leratorow Tesla K20c mozna rozwiaza¢ 1,7 krotnie wigkszy problem w ok. 1,7
krétszym czasie).

Zaproponowane strategie i ich implementacje pozwolity uzyskac¢ kilkukrotne skrocenie
czasu rozwigzywania duzych kilkumilionowych uktadéw réownan w MES na akcelerato-
rze Tesla K40c wzgledem implementacji bezposredniej metody rozwigzywania uktadéw
rownan na CPU uruchomionych na wydajnym o$Smiordzeniowym procesorze Intel Xeon

Sandy Bridge E5-2687W.

Zastosowanie akceleratora graficznego do wykonania obliczen najbardziej kosztow-
nych obliczeniowo etapow MES pozwolito na ok. 4,7 krotne skrocenie czasu analizy
MES dla najwiekszego problemu (5 milionéw niewiadomych). Czas analizy MES zostal
skrécony z niespelna pieciu godzin (gdy obliczenia wykonywane sa wytacznie na CPU)
do ok. godziny gdy obliczenia w etapach generacji macierzy i iteracyjnego rozwigzania
uktadu réwnan wykonywane sg na GPU.

7 przedstawionych w pracy wynikow jasno wynika, ze wspotczesne karty graficzne
zgodne 7z architektura CUDA umozliwiaja efektywna realizacje¢ obliczen numerycznych
kosztownych obliczeniowo etapéw rozwiazania problemoéow elektromagnetycznych me-
toda elementéw skonczonych. Zastosowane strategie i ich implementacje masywnego
zrownoleglenia obliczen maja istotne znaczenie dla elektrodynamiki obliczeniowej w
ktorej wykorzystano MES z funkcjami bazowymi wyzszego rzedu. Ponadto niektére z
opracowanych zagadnien (format zapisu macierzy rzadkich, rozwiazanie uktadu réwnan
metoda iteracyjna na pojedynczym jak i kilku akceleratorach graficznych, konwersja
miedzy formatami reprezentacji macierzy rzadkiej) sa ogdlniejsze i maja zastosowanie
dla szerszej klasy zagadnien numerycznych.

LOpisany w rozdziale [l algorytm i wyniki beda przedmiotem przygotowywanej publikacji w czaso-
pismie z listy JCR.
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Przewidywane kierunki rozwoju

Uzyskane wyniki zachecaja do prac nad optymalizacja metody elementow skoniczonych
przy uzyciu akceleratorow graficznych kompatybilnych z architektura CUDA. Jednym
z mozliwych kierunkéw jest implementacja innych metod przestrzeni Krylowa, w tym
iteracyjnych schematéw dla probleméw wlasnych (np. LOBPCG [[201121], ISTA [122],
ISIL [123], Jacobi-Davidson [124]).

7 uwagi na ograniczone zasoby pamieciowe, istotnym zagadnieniem wydaje sie tez
opracowanie, dostosowanego do GPU, formatu zapisu macierzy uwzgledniajacego jej
symetrie. Prace w tym kierunku zostaty podjete i opisane w publikacji bedacej obecnie
w drugiej recenzji w czasopismie SIAM Journal on Scientific Computing [125] oraz
zaprezentowane na konferencji GPU Technology Conference 201/ [126].

Inny kierunek rozwoju jest oparty na wykorzystaniu klastra obliczeniowego wypo-
sazonego w K weztéw (w kazdym wezle znajduje sie co najmniej jeden akcelerator
graficzny). Jednym z mozliwych scenariuszy jest podzial dziedziny obliczeniowej na
K poddziedzin i generacja K macierzy sztywnosci Sy i bezwladnosci Ty w kazdym z
weztéw k= {1,..., K} i nastepnie rozwigzanie uktadu réwnan przez K akceleratoréw
graficznych. W etapie generacji macierzy Si i T mozna wykorzysta¢ algorytm itera-
cyjny zaproponowany dla jednego wezta (rozdzial [l), z ta réznica, ze grupa elementow
skonczonych bedzie przesytana do K weztéw, a nie bezposrednio do K akceleratoréw w
jednym wezle tak jak to miato miejsce w niniejszej rozprawie. W etapie rozwiazywania
uktadow réwnan mozna zastosowaé podobny scenariusz wymiany danych wspélnych
miedzy weztami jak to zostato zaproponowane w rozdziale [7] pod warunkiem, iz karty
sieciowe klastra bedg wykonane w technologii Infiniband, ktéra pozwala na efektywna
komunikacje miedzy akceleratorami graficznymi w réznych weztach.
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Dodatek A

Metoda elementéw skonczonych

A.1 Simpleksowy uktad wspétrzednych

W celu uproszczenia opisu w metodzie elementéw skoniczonych wprowadzono simplek-
sowy uktad wspétrzednych z elementem referencyjnym, ktéry na podstawie prostego
skalowania mozna zaadaptowa¢ dla kazdego elementu skonczonego z siatki elementow.
W ogélnoéci wspotrzedne simpleksowe sa definiowane jako wspotezynniki dtugosci, ob-
szaru oraz objetosci na jakie dzieli punkt wewnatrz linii, trojkata i czworoscianu odpo-
wiednio dla struktur jednowymiarowych, dwuwymiarowych i tréjwymiarowych [IJ.
Dla struktur dwuwymiarowych wyrézni¢ mozna trzy wspotrzedne simpleksowe Aj, Ao, A3.

Wspoétrzedna A, r. (A1) odpowiada stosunkowi pola trojkata wyznaczonego przez punkt
(P) oraz pozostate wezty (j,k) trojkata do pola tréjkata wyznaczonego przez wezly

(i,j,k) tréjkata (rys. [AT]).

Apjr
Ao (A1)

Analogicznie, dla struktur tréojwymiarowych wyrézni¢ mozna cztery wspotrzedne
simpleksowe A1, Ao, A3,A4. Wspdlrzedna \; r. (A.2) odpowiada stosunkowi objetosci czwo-
roScianu wyznaczonego przez punkt(P) oraz pozostate wezly (jk,1) czworoscianu, i ob-

y

29 krwedz 1 O3 X

RYSUNEK A.1: Referencyjny element skoniczony w przestrzeni dwuwymiarowej (tréjkat).

131



132 Optymalizacja wydajnosci MES w architekturze CUDA.

1

2

RYSUNEK A.2: Referencyjny element skoriczony w przestrzeni tréjwymiarowej (czworo-
Scian).

jetoSci czworoscianu wyznaczonego przez wezly (i,jk,1) czworoScianu (rys. [A.2)).
Voo
N = LIk (A.2)
Vijki

Wspotrzedne simpleksowe maja kilka wazny wtasciwosci. Po pierwsze wspotrzedne
sg unormowane (r. (A.3)). Po drugie, zar6wno w przestrzeni dwuwymiarowej jak i trdj-
wymiarowej gradient wspotrzednej simpleksowej \; jest staty i prostopadlty odpowiednio
do i-tej krawedzi trojkata i i-tej Scianki czworoscianu.

=1 (A.3)

Zastosowanie wspotrzednych simpleksowych upraszcza wyprowadzenie funkcji ba-
zowych. Funkcje bazowe Ny, Ny, N3 maja takie wlasciwosci, iz N; w wezle ¢ sa réwne 1,
a w pozostaltych weztach sg réwne 0. W ogdlnosci funkcje Ny mozna zapisa¢ w postaci

wielomianu:
Ny =a+bxr+cy (A.4)

W trzech weztach mozna wyznaczy¢ wartosci wspotezynnikéw:
wezel 1:2 =0, y=1, Ni(0,1)=a+0+4+c=1 —wa=—c
wezet 2:2 =0, y=0, Ni(0,0)=a+04+0=0—0a=0
wezet 3:x =1, y=0, N (1,0)=a+b+0=0—-0=0
a=0,b=0,c=1 funkeji Ny (A.5). W analogiczny sposéb mozna okresli¢ funkcje Ny

i N3 (A.6)-(A.D).
N =y (A.5)

No=1—2z—y (A.6)
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Te sama postaé¢ funkeji N; mozna uzyskaé wykorzystujac formuty z (A.8)-(A.10),
co prowadzi do wniosku, iz w uktadzie simpleksowym N; = \;.

Apys 0.5 podstawa - wysokosc

A = = = A8

SN 05-1-1 Y (4.8)
Aplg O5(1—l‘—y)

Aoy = = =1—x- A9

2 Aos 05 r—=y ( )
AP12 05-z-1

)\ pu— pu— = A.l
57 Ao 05 (4.10)

Na koniec warto jeszcze wskazaé, iz funkcje bazowe nie sg liniowo niezalezne, a
dokladniej, tylko Ny i N3 sa niezalezne, a Np jest kombinacja No i N3 r. (AII).

Ni=1—Ny—Nj (A.11)

A.2 Metoda residuéw wazonych

Punktem wyjscia jest rozwiazanie réwnania rézniczkowego ([2.11), czyli znalezienie funk-
cji @, ktora zeruje blad residualny r. (A.12)). Poszukiwana funkcja ® aproksymowana
jest przez szereg z r. ([A.13)), w ktérym a; to wspoétezynniki, a Ny to funkcje bazowe [I].

R=LD—h=0 (A.12)
K
k=1

Laczac (A12) i (A13) btad residualny mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

K
R=L> axNy—h=0 (A.14)

i=k

Do rozwiazania réwnania (A.14)) mozna uzy¢ metody residuéw wazonych. W meto-
dzie tej wprowadzane sa funkcje wagi (A.15]) przez ktére mnozone jest r. (A.I4]). Tak
otrzymane rownanie jest catkowane i w efekcie otrzymujemy postaé catkows, ktérg z
wykorzystaniem wtasciwosci (A.16]), mozna zapisa¢ w postaci (A.17]).

M
w=>Y wny (A.15)
m=1
<be>= /be v (A.16)
D
< Wy, Lap N >=< Wy, h > (A.17)

W metodzie elementéw skoniczonych czestym sposobem doboru funkcji wagi w,, jest
zastosowanie metody Galerkina, w ktorej funkcje wagi w,,, wybiera si¢ sposrod zestawu
funkcji bazowych N.
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A.3 Element Whitneya

W sekeji [ALT] przedstawiono opis wspéirzednych simpleksowych dla skalarnych funkeji
bazowych. Zastosowanie skalarnych funkcji bazowych sprawdza sie jezeli ® w rownaniu
rézniczkowym (2Z1]) jest polem skalarnym. W przypadku gdy @ jest polem wektoro-
wym to dokltadniejszg aproksymacje pol wektorowych uzyskuje sie stosujac wektorowe

funkcje bazowe [56].

Element Whitney-a jest opisany w uktadzie wspotrzednych simpleksowych \; (patrz.
Dodatek [AT] r. (A.8)-(A.10)) [I. W przestrzeni dwuwymiarowej (trojkat) gradienty

wspotrzednych simpleksowych V; sa prostopadte do ,i"-tej krawedzi:

VA =7
VA3 =1

(A.18)

(A.19)
(A.20)

Przepisane funkcje bazowe we wspotrzednych kartezjanskich mozna zapisa¢ w postaci:

Ny =XV — MV = (1—2—y)2 —a(—2—§) = (1 — y)& + xj

Ny = M VA3 — AV = (—y)d 4z
N3 =MV — MV = (—9)2 + (z — 1))
Analizujac funkcje N, i rys. [A.3] mozna zaobserwowad, iz:
 jest prostopadta wzdtuz krawedzi 2 i 3,

o funkcja rosnie wzdtuz krawedzi 2 (od wezta 1 do wezta 2),

o funkcja rosnie wzdtuz krawedzi 3 (od wezta 1 do wezta 3),

(A.21)

(A.22)
(A.23)

o wzdtuz krawedzi 1 funkcja ma dwie sktadowe (styczna i normalna). Sktadowa
styczna, zwiazana z , jest stala (1-y) = 1-0 = 1. Sktadowa normalna, zwiazana

z 9, jest liniowo zmienna (x).

Analogiczne wlasciwosci mozna wykaza¢ dla funkcji zwiazanych z krawedziami 2 i 3.
Takie funkcje bazowe okresla sie jako CT\LN (ang. constant tangential, linear normal).

krawedz 3
N s S~ S~

N

krawedz1 3 2 3 2 3

— —

N, N,

RYSUNEK A.3: Wektorowe funkcje bazowe dla elementu skoriczonego (tréjkat w przestrzeni

dwuwymiarowej).
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A.4 Hierarchiczne funkcje bazowe - element Webba

W elemencie Webba wystepuje 30 funkcji bazowych opisanych w tabeli [A.1k

6 funkcji o wlasciwosci CT\LN (sktadowa styczna jest stata, sktadowa normalna
jest liniowo zmienna) i kazda z funkcji zwiazana jest z jedna krawedzia czworo-
Scianu,

6 funkcji o wlasciwosci LT\LN (sktadowe styczna i normalna sa liniowo zmienne)

i kazda z funkcji zwigzana jest z jedng krawedzia czworo$cianu,

2x4 funkcji o wlasciwosci LT\QN (sktadowa styczna jest liniowo zmienna, skta-
dowa normalna jest funkcja kwadratowa) i po dwie funkcje przypadaja na jedna
ze Scianek czworoscianu,

10 funkcji o whasciwosci QT\QN (sktadowe styczna i normalna sa kwadratowymi
funkcjami zmiennych) i sze$¢ zwigzanych jest z krawedziami, cztery zwiazane sa
ze Sciankami czworoscianu.

TABELA A.1: Zestaw funkcji bazowych opisujacych element Webba [67].

Grupa | Opis Liczba funkcji
I. )\ZVA] — )\j v>\1 6 (krawgdzie)
II. AN 6 (krawedzie)
IV. V()\Z)\J [)\z — )\J]) 6 (krawgdzie)
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Dodatek B

Programowanie GPU

B.1 Skuteczne programowanie GPU

Tak jak to zostalo napisane w rozdziale [l architektura CUDA przezwyciezyta weze-
$niejsze bariery wykorzystania GPU w aplikacjach ogdlnego zastosowania [§] i umoz-
liwia programowanie GPU przy uzyciu jezyka wysokiego poziomu (rozszerzony jezyk
C). Wazna cecha CUDA jest zwiekszenie elastycznosci programowania poprzez mozli-
wos¢ swobodnego oraz szybkiego gromadzenia (ang. gather) i rozrzucania (ang. scat-
ter) danych w DRAM w poréwnaniu do innych architektur GPU. Ponadto wtasciwosci
architektur Fermi i Kepler umozliwiajg efektywniejsze tworzenie algorytmdéw z masyw-
nie zrownoleglonymi obliczeniami. Aby zwiekszy¢ wydajno$¢ obliczen wykonywanych
na GPU nalezy maksymalnie zréwnolegli¢ implementowany algorytm i optymalizowaé
uzycie pamieci [83].

Ponizej przedstawiono kilka najwazniejszych regut zréwnoleglenie algorytmow:

o komunikacja miedzy watkami tego samego bloku powinna obywadé sie poprzez
pamie¢ wspélna (ang. shared memory), a nie pamieé globalna (ang. global me-
mory),

o komunikacja miedzy watkami z réznych blokéw powinna odbywaé sie poprzez
pamie¢ globalng lub program nalezy rozdzieli¢ na kilka kerneli,

o jezeli problem zostanie rozbity na kilka kerneli to moga by¢ one wykonane réw-
nolegle (wlasciwo$¢ concurrent kernels), pod warunkiem, ze wykorzystuje sie od-
dzielne zasoby pamieci (Uwaga! Wtadciwos$¢ dostepna tylko dla architektury Fermi
i Kepler), dodatkowo warto rozwazy¢ mozliwo$¢ wykonania kerneli wewnatrz ker-
nela (dynamic parallelism), ale jest to wlasciwo$¢ dostepna tylko dla architektury
Kepler,

oraz optymalizacji uzycia pamieci:

o nalezy ukrywa¢ opdznienia poprzez wykonanie w tym samym czasie dwdch ro-
dzajow operacji: pobierania/wysytanie danych z/do pamieci akceleratora i wyko-
nywania obliczen, np. nie czekajac na pobranie wszystkich danych mozna wyko-
nywac¢ obliczenia na juz dostepnych danych,

 przesyltanie danych pomiedzy CPU i GPU powinno by¢ grupowane (jednorazowe
przestanie duzej porcji danych jest wydajniejszy niz kilka przesytéw mniejszych
porcji danych),
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« nalezy maksymalizowa¢ uzycie pamieci wspoélnej, ktora jest wielokrotnie szybsza
niz pamie¢ globalna,

e pamie¢ wspolna jest podzielona na 16 bankéw i przy dostepie do nich nalezy
unika¢ konfliktow, ktére wystepuje jesli wiele watkéw jednoczesnie zgda dostepu
do tego samego banku,

e optymalne uzycie pamieci globalnej uzyskuje sie¢ poprzez zapewnienie dostepu
lacznego! do tej pamieci. Dostep taczny ma miejsce, np. gdy 32 watki (1 warp)
odczytuja przylegte 4-bajtowe dane (np. zmienna typu float). W takim przypadku
128 (=32-4) bajtéw jest jednorazowo (tacznie) pobranych z pamieci,

o gdy nie mozna zagwarantowac tacznego dostepu do pamieci globalnej nalezy wy-
korzystaé pamieé tekstur (tezture memory),

« w zaleznosci od ztozonosci problemu rozwiazywanego na GPU, programista powi-
nien wybrac¢ opcje konfigurowalnej pamieci podrecznej, ktora zapewni efektywne
wykonanie kernela (Uwaga! Wtadciwosé dostepna tylko dla architektury Fermi i
Kepler).

B.2 Przyklad uruchomienia obliczen na GPU.

W ramach podsumowania w Wydruku [B.I] przedstawiono opisany w rozdziale [3 model
programowania na GPU na przykltadzie dodawania dwéch wektoréw. Na poczatku dane
sa alokowane i inicjalizowane na CPU (linie: 19-31). Nastepnie wykonywana jest alo-
kacja danych w pamieci GPU (linie: 33-37) i kopiowanie danych z CPU do GPU (linie:
40-41). Przed uruchomieniem obliczen na GPU (linia: 48), ustawiane sa parametry uru-
chomienia kernela, czyli okreslana jest liczba watkéw w bloku i liczba blokow watkow
(linie: 45-47). W kernelu (kernel_dodanieWektorow) kazdy watek (indeks watku w blo-
ku: threadIdx.x, indeks globalny watku: i) ma za zadanie odczyt danych z wektoréw
(X[i],Y[i]), wykonanie sumy oraz zapis obliczen do wektora wynikowego (z[i]). Po
zakonczeniu obliczen na GPU dane wynikowe sa kopiowane z pamigci GPU do pamieci
CPU (linia: 51). Na zakonczenie programu zwalniana jest pamieci GPU (linia: 54) i
CPU (linia: 55).

! Przez niektérych autoréw dostep taczny jest tez ttumaczony jako ztaczony.
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/* Model programowania na GPU na przyktadzie operacji dodawania wektordéw Z = X + Y
(Faza-1) Alokacja na CPU (host)
(Faza-2) Alokacja na GPU (device)
(Faza-3) Przestanie danych z CPU (host) na GPU (device)
(Faza-4) Wykonanie obliczen na GPU (Z = X + Y)
(Faza-5) Przestanie danych z GPU (device) do CPU (host)
(Faza-6) Zwolnienie pamieci GPU (device) i CPU (host)
*/
// kernel_dodanieWektorow - funkcja wywotrana z CPU (host) i wykonana na GPU (device)
__global__ void kernel_dodanieWektorow(const float *X, const float *Y, float *Z, int N){
int i = blockDim.x * blockIdx.x + threadIldx.x;
if (1 < N)
Z[i] = X[i] + Y[il;
__syncthreads(); // synchronizacja w tym przypadku jest nadmiarowa

}

int main(void){
// rozmiar wektora:
int N 2000000;
size_t size = N * sizeof(float);

// (Faza-1) Alokacja na CPU (host):
float *h_X (float *)malloc(size);
float *h_Y = (float *)malloc(size);
float *h_Z (float *)malloc(size);

// Inicjalizacja danych na CPU (host):
for (dnt i = 0; i < N; i++){

h_X[i] = rand();

h_Y[i] = rand();

}

// (Faza-2) Alokacja na GPU (device):
float *d_X, *d_Y, *d_Z;
cudaMalloc((void **)&d_X, size);
cudaMalloc((void **)&d_Y, size);
cudaMalloc((void **)&d_Z, size);

// (Faza-3) Przestanie danych z CPU (host) na GPU (device):
cudaMemcpy(d_X, h_X, size, cudaMemcpyHostToDevice);
cudaMemcpy(d_Y, h_Y, size, cudaMemcpyHostToDevice);

// (Faza-4) Wykonanie obliczeid na GPU:

// liczba watkdéw w bloku

int watkowPerBlok = 256;

// liczba blokéw w siatce

int blokowPerSiatka =(N + watkowPerBlok - 1) / watkowPerBlok;
kernel_dodanieWektorow <<< blokowPerSiatka, watkowPerBlok>>>(d_X, d_Y, d_Z, N);

// (Faza-5) Przestanie danych z GPU (device) do CPU (host):
cudaMemcpy (h_Z, d_Z, size, cudaMemcpyDeviceToHost);

// (Faza-6) Zwolnienie pamigci GPU (device) i CPU (host):
cudaFree(d_X); cudaFree(d_Y); cudaFree(d_Z);
free(h_X); free(h_Y); free(h_2Z);

}

WYDRUK B.1: Przyklad wykonania operacji dodawania wektoréw Z = X + Y z wykorzy-
stanie GPU.
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Dodatek C

Schematy, kody i pseudokody
implementacji na GPU

Lista schematéw, kodow i pseudokoddw:

1.

Schemat catkowania numerycznego na GPU z mieszana kwadratura Gaussa (Wy-

druk [C.1])

Kod wykonania operacji mnozenia macierzy gestych w fazie catkowania nume-

rycznego na GPU (Wydruk [C.2)).

Kod wykonania operacji mnozenia macierzy rzadkich przez wektor przy uzyciu

formatu [Sliced ELLR-T] (Wydruk [C.3)).

Pseudo-kod metody gradientéw sprzezonych z wielopoziomowym operatorem Sci-

skajacym o cyklu V (Wydruk [C.4]).
Pseudo-kod wielopoziomowego operatora $ciskajacego o cyklu V (Wydruk [C.0).

Kod wazonej metody Jacobiego (wJacobi) zastosowanej do operacji wygtadzaja-
cych wielopoziomowego operatora $ciskajacego (Wydruk [C.6).

Schemat obliczen metody gradientéw sprzezonych z wielopoziomowym operato-
rem $ciskajacym o cyklu V z wariantem wykonania operacji matvec dla macierzy

z rys. [T (Wydruk [C.7]).

Schemat obliczen operacji matvec na dwoch akceleratorach w wariancie z dekom-

pozycja domen (Wydruk [C.§]).
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1

2

3 // WEJSCIE: podzbidr M czworoscianéw, macierze funkcji bazowych (N),
4 // rotacje funkcji bazowych (NR), oSrodek (e,u)

5 // WYJSCIE: M lokalnych macierzy sztywnosci i bezwtadnosci SE, TE o
6 // rozmiarze (M*x50%50)

7

8

9 void numIntegWithMixedGaussQuadrature (..., int start, int stop,

10 double * TE, double * SE){

11

12 // selekcja silnie i stabo krzywoliniowych czworo§ciandw

13 selectTetrahedra<<<...>>>(..., tetsIndexQ81, tetsIndexQ24);

14 // wyjscie:

15 // tetsIndex(81, tetsIndexQ24 - tablice z indeksami silnie

16 // i stabo krzywoliniowych czworoSciandéw w

17 // podzbiorze M czworo§ciandw

18 // tetsQ81, tetsQ24 - rozmiar tablic tetsIndexQ81 i tetsIndex(24
19

20 Y R R R
21 // Catkowanie numeryczne z kwadraturg Gaussa wyzszego 10-tego rzedu:
22 // przygotowanie kwadratury 10-tego rzedu na podstawie zasad z [72]
23 prepareW81<<<...>>>(...);

24 preparel81<<<...>>>(...);

25 // obliczenie funkcji bazowych N, NR (wediug [64])

26 buildBasisFunQ81<<<...>>>(...);

27

28 // obliczenie lokalnych macierzy elementéw

29 // (Se r.[@6) i Te r.(@3)):

30 for(int t = 0; t < tetsQ81; t=t+parallelTets){

31 // t - indeks silnie krzywoliniowego czworo§cianu

32 // parallelTets - liczba czworoSciandéw przetwarzanych

33 // réwnolegle w porcji

34 // obliczenie macierzy Jacobiego (J) i

35 // odwrbéconych macierzy Jacobiego inv(J)

36 matmat3x10_10x3_Q81<<<...>>>(..., tetsIndexQ81);

37 calcDetInvJ_Q81<<<...>>>(..., tetsIndexQ81);

38

39 // zrdwnoleglona Q=81-punktowa kwadratura Gaussa

40 // (wspbdibiezne strumienie stream0 i streaml)

41 // T12 = N * (inv(J)"T * e * inv(J))

42 T12<<< ..., stream0 >>>(..., tetsIndexQ81);

43 // Te = suma (T12 * N°T)

44 Te <<< ..., streamO0 >>>(..., tetsIndexQ81, double * TE);

45 // 812 = NR * (J * u * J°T)

46 S12<<< ..., streaml >>>(..., tetsIndexQ81);

47 // Se = suma (S12 * NR"T)

48 Se <<< ..., streaml >>>(..., tetsIndexQ81, double * SE);

49 } // zakonczenie petli NI dla silnie krzywoliniowych czworo§ciandw
50

ot
—_
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52 [/ T
53 // Catkowanie numeryczne z kwadraturg Gaussa nizszego 6-tego rzedu:
54

55 // przygotowanie kwadratury 6-tego rzedu na podstawie zasad z [72]
56 prepareW24<<<...>>>(...);

57 preparel24<<<. . .>>>(...);

58 // obliczenie funkcji bazowych N, NR (weditug [64])

59 buildBasisFunQ24<<<...>>>(...);

60

61

62 // obliczenie macierzy lokalnych macierzy elementdw

63 // (Se r.([@H) i Te r.@7)):

64 for(int t = 0; t < tetsQ24; t=t+parallelTets){

65

66 // t - indeks stabo krzywoliniowego czworo§cianu

67 // parallelTets - liczba czworo§ciandw przetwarzanych

68 // réwnolegle w porcji

69 matmat3x10_10x3_Q24<<<...>>>(..., tetsIndexQ24);

70 calcDetInvJ_Q24<<<...>>>(..., tetsIndexQ24);

71 // zrdéwnoleglona Q=81-punktowa kwadratura Gaussa:

72 // (wspbtbiezne strumienie stream0 i streaml)

73 // T12 = N * (inv(J)"T * e * inv(J))

74 T12<<< ..., stream0 >>>(..., tetsIndexQ24);

75 // Te = T12 * N°T

76 Te <<< ..., streamO >>>(..., , tetsIndexQ24, double * TE);

7 // S12 = NR * (J * u * J°T)

78 S12<<< ..., streaml >>>(..., tetsIndexQ24);

79 // S8e = 812 % NR"T

80 Se <<< ..., streaml >>>(..., tetsIndexQ81, double * SE);

81 } // zakoiczenie petli NI dla stabo krzywoliniowych czworodciandw
82 I

WYDRUK C.1: Schemat implementacji calkowania numerycznego (NI) z kwadratura mie-
szang na GPU.
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1

2 /x

3 WEJSCIE:

4 N (50x3) x 81 // 81 macierz funkcji bazowych N

5 JJ (3x3) x 81 // 81 macierzy JJ

6 WYJSCIE:

7 T12 (50,3) = N (50,3) * JJ (3,3) dla 81 punktdédw kwadratury

8 T12 (50x3) x 81 //

9

10 Zroéwnoleglenie:

11 blockIdx.x - jeden watek wykonuje obliczenia w jednym wierszu

12 blockIdx.y (O0,...,parallelTets-1) elementy przetwarzane réwnolegle
13 w porcji zawierajgcej parallelTets czworoSciandw

14 blockIdx.z (0,...,80) 81-punktowa kwadratura

15

16

17 N - 81 macierzy funkcji bazowych o rozmiarze macierzy (NLen=50, k=3)
18 JJ - iloczyn macierzy Jacobiandw o rozmiarze (JJLen=3 x JJLen=3)
19 Ti12 - macierz wynikowa o rozmiarze (T12Len=50, k=3)

20 T12Len - liczba wierszy macierzy T12

21 quad - liczba punkdéw kwadratury

22 x/

23 __global__ void mgNi_T12_Q( const double *N, int NLen, const double *JJ,
24 int JJLen, double * T12, int T12Len,

25 int k, int quad ){

26 const int inx = threadIdx.x;

27 const int iny = threadIdx.y;

28

29 const int iby = blockIdx.y;

30 int row, bz;

31 // rezerwacja pamieci wsp6élnej na macierz T12

32 // dla pojedynczego punktu kwadratury

33 __shared__ double t12[50] [3];

34

35

36 if (inx + iny*16 < 50){

37 row = inx + iny*16;

38 bz = blockIdx.z; // punkt kwadratury

39

40 // row - numer wiersza w N oraz T12

41 // bzx50%3 - przeskok do jednej z 81 macierzy N

42 // bz*50%3 - przeskok do jednej z 81 macierzy T12

43

44 // iby - numer czworo§cianu

45 // iby*3*3*81 - przeskok do macierzy JJ analizowanego czw.
46 // iby*50%3%81 - przeskok do macierzy T12 analizowanego czw.
47

48 N += row + bz*50%3;

49 JJ += inx + iny*JJLen + bz*3*3 + iby*quad* 3%3;

50 T12 += row + bz*50%*3 + iby*quad*50%3;

ot
—_
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52 double c[3] = {0,0,0%};

53 __shared__ double sh_JJ[4] [4];

54 // zapis macierzy JJ do pamieci wspdlnej
55 if (iny<3 && inx < 3){

56 sh_JJ[iny] [inx] = JJ[0];

57 }

58 __syncthreads(Q) ;

59

60 // NxJJ

61 // cl0], cl[1], c[2] - jeden wiersz z mnozenia
62 c[0] = N[0]*sh_JJ[0][0] +

63 N[NLen]*sh_JJ[1] [0] +

64 N[2*NLen]*sh_JJ[2] [0];

65 c[1] = N[O]*sh_JJ[0][1] +

66 N[NLen]*sh_JJ[1][1] +

67 N[2#NLen]*sh_JJ[2][1];

68 c[2] = N[O]*sh_JJ[0][2] +

69 N[NLen]*sh_JJ[1][2] +

70 N[2#NLen]*sh_JJ[2] [2];

71

72 t12[row] [0] = c[0]*0.1666666666666666;
73 t12[row] [1] = c[1]1*0.1666666666666666;
74 t12[row] [2] = c[2]*0.1666666666666666;
75 //0.1666666666666666 = 1/6

76

7 T12[0] = t12[row] [0]; T12 += Ti2Len;
78 T12[0] = t12[row] [1]; T12 += Ti2Len;
79 T12[0] = t12[row] [2];

80 }

81 }

WYDRUK C.2: Kod mnozenia macierzy gestych malych rozmiaréw uzytego w etapie caltko-
wania numerycznego (712 = N - J.J).
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1

2 // WEJSCIE:

3 // macierz rzadka (A) reprezentowana poprzez wektory:

4 // d_ella - wartoSci niezerowe

5 // d_ja - indeksy kolumn warto§ci niezerowych

6 // d_rls - informacja o liczbie elementdw przetwarzanych

7T // przez watek w wierszy

8 // d_slice - wskaznik do pierwszej wartoS§ci niezerowej poszczegdlnego
9 // plastra (slice) macierzy

10 // nrows - liczba wierszy macierzy

11 // ali - przesuniecie gwarantujgca taczny dostep do el. macierzy
12 // d_x - wektor prawej strony,

13

14 // WYJSCIE:

15 // d_y - wektor wynikowy

16

17 extern __shared__ double shared_datal]; // pamieé shared

18

19 // W przypadku gdy wektor d_x jest ,,zbindowany

20 // w pamiecig tekstur to niezbedne jest zdefiniowanie (WARIANT-ITI):
21 texture<int2,1> text_xd;

22 static __inline__ __device__ double fetch_double(texture<int2, 1> t, int i){
23 int2 v = tex1Dfetch(t,i);

24 return __hiloint2double(v.y, v.x);

25 }

26

27 // kernel wykonujacy operacje SpMV:

28 __global__ void spmv_SELLR4T(double *d_ella, int *d_ja,

29 int *d_rls, int * d_slice,

30 int nrows, int ali,

31 double alfa, double beta,

32 // double *d_x WARIANT-II,

33 double *d_y ){

34

35 // wskaznik do pamieci shared

36 double * array = &shared_datal0];

37

38 // lokalny indeks watku w bloku

39 int tx = threadldx.x;

40

41 // indeks watku pracujacego na porcji el. niezerowych w wierszu
42 int txm = tx % 4;

43

44 // globalny indeks watku

45 int txg = (blockIdx.x*blockDim.x+threadIdx.x) ;

46

47 // indeks wiersza na ktdérym pracujg watki

48 int n = (blockIdx.x*blockDim.x+threadIldx.x) >> 2;

49

50 if (n < nrows){

51 // sub przechowuje sktadnik wartosci y[nl]
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52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
0]
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88 %

}

// obliczony przez jeden z 4 watkdéw pracujacych w wierszu

double sub = 0.0;

// okre§lenie maksymalnej liczby elementdéw przetwarzanych przez watek
// w plastrze (slice)

int max = d_rls[txg]l;

// petla obliczajgca sktadniki (sub) warto$ci wynikowych

for(int i=0; i < max; i++){
// indeks warto§ci niezerowej macierzy rzadkiej A
int ind = i*ali+slice[blockIdx.x]+tx;
// warto&¢ niezerowa macierzy rzadkiej A
double value = d_ellalind];
// indeks kolumny warto§ci niezerowej macierzy rzadkiej A
int col = d_jalind];

// sktadnik wartosci wektora wynikowego obliczona przez
// jeden z 4 watkdw pracujacych w wierszu

// WARIANT-I: odczyt z pamieci globalnej

//sub += value * d_x[col];

// WARIANT-II: odczyt z pamieci tekstur
sub += value * fetch_double(text_xd, col); // lub __1dg(&d_x[col])
}
// zapisanie sktadnikéw wektora wynikowego do
// tablicy (array) w pamieci shared:
array[tx] = sub;

// redukcja na tablicy array celem zsumowania
// sktadnikdéw obliczonych przez 4 watki pracujace w wierszu
if (txm < 2){
array[tx] += array[tx+2];
if (txm == 0)
d_y[n] = arrayl[tx] + arrayl[tx+1];
¥

WyYDRUK C.3: Kod y = Ax na GPU z wykorzystaniem formatu [Sliced ELLR-T] gdy liczba
watkéw wykonujacych obliczenia w pojedynczym wierszu 1" = 4.

1 // Podziat macierzy na potrzeby wielopoziomowego operatora Sciskajgcego:

\V)

3/

0 ~J S Ot

*/

macierz dla trzypoziomowego operatora Sciskajacego:

E wE wE
M M Mg

A=Avs = (M MY ME

£ wE  wE
M3 M3 Msg

// metoda PCG z wielopoziomowym operatorem §ciskajgacym cyklu V
// WEJSCIE:
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9 // A - macierz wspdtczynnikéw (A = S + k2T, gdzie S i T
10 // to macierze sztywno§ci i bezwladnosci)
11 // b - wektor pobudzenia
12 // iter - liczba iteracji metody gradientdéw sprzezonych
13 // iterWJ - tablica przechowujaca w komérce ,,i'' liczbe iteracji w
14 // wazonej metodzie Jacobiego na ,,i''-tym poziomie operatora §ciskajacego
15 // € - oczekiwany poziom zbieznosci metody iteracyjnej, np. e = le™*
16 // WYJSCIE:
17 // x - poszukiwany wektor wynikowy
18
19 void pcg_V(double * A,
20 double * b, double * x,
21 int inter, int * iterWJ, double e){
22 1=0
ME M M
23 r=b— My ME ME |z //1I-SpMV
M3 M3 M3

24 prekondycjoner V(MY ... ME r d) //1,11
25 ey =r1d //I-dot
26 dO = dnew
27 while (i < iter && dpew > €2dg){

Mp M Mp
28 q= |M} ML, ME|d4 //11-SpMV

MEME M3
29 a= G //1-dot
30 x=x+ad //I1-axpy
31 r=r—aq //I-axpy
32 prekondycjoner V(M .. ME 1 s) //1,1I1
33 dotd = dpew
34 dpew = Tl's //I-dot
35 f = peu
36 d=s+pd //1-axpy
37 t=1+1
38 }
39 }

WYDRUK C.4: Pseudo-kod metody gradientéw sprzezonych z wielopoziomowym operatorem

Sciskajacym o cyklu V. W komentarzach operacjom metody iteracyjnej przypisano kategorie:
LII.

© 00 N O Uk W N

—_
)

// Wielopoziomowy operator Sciskajacy o cyklu V

// WEJSCIE:

// rpr - wektor residualny okreS§lony w gidwnej iteracji PCG
// WYJSCIE:

// zpr - wektor wynikowy operatora §ciskajacego

prekondycjoner_V(double * Mﬁ, ..., double * M3Eg,
double * r, double * z, int * iterWJ){
// Ni - liczba wierszy macierzy MY
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11 // No - liczba wierszy macierzy ML

12 // N3 - liczba wierszy macierzy M3Eg // Nig = N1+ No

13 // Nigg = N1+ Na + N3

14 // K - liczba pozioméw wielopoziomowego operatora Sciskajacego

15 // iterWJ - tablica przechowujgca w i-tej komdrce liczbe iteracji

16

17 // wazonej metody Jacobiego (wJacobi) jakie trzeba

18 // wykona¢ na i-tym poziomie operatora Sciskajgcego

19

20 rp = r; //I-cpy
21 zp = [0,...,0]; //I-scal
22

23 rp1 = r(l: Ny, 1); //I-cpy
24 rpo = I‘(Nl—l-l :N12,1); //I-cpy
25 if (K==3)

26 rpy = r(N12 4+ 1: Nyag, 1); //I-cpy
27

28 zp1 = zp(l: Nig,1); //I-cpy
29 Zp2 = ZE(Nl 4+ 1: Nyo, 1); //I-cpy
30 if (K==3)

31 Zp3 = ZE(N12 +1: N123,1); //I-cpy
32

33 // poziom 3:

34 if (K == 3){

35 Zp3 = wJacobi(M3E3, rep3, Zgp3, W, iterWJ[3]);

36 Tpe = Ty - MB zps;

37 }

38 // poziom 2:

39 Zpo = wJacobi(M%, Tro, ZEo, W, iterWJ[2]);

40 Ypo = Tpo -~ M2El ZE1; //II-SpMV
41

42 // poziom 1:

43 Mﬁ Zp1 = TE1; //Pardiso
44

45 // poziom 2:

46 Ypo = Tpo -~ M2El ZE1; //II-SpMV
47 Zpy = wJacobi(M%, rp3, Zg3, W, iterWJ[2]);

48

49 // poziom 3:

50 if (K == 3){

51 rps =Ygy - M?% ZE2; //II-SpMV
52 Zp3 = wJacobi(M3Eg, rep3, zZp3, W, iterWJ[3]);

53 }

54 z(1: Ny, 1) = zp; //I-cpy
55 z(Ny +1: Ny, 1) = zpo; //I-cpy
56 z(Ni2 +1: Nigs, 1) = zgs3; //I-cpy
57 }

WYDRUK C.5: Pseudo-kod wielopoziomowego operatora $ciskajacego o cyklu V. W komen-

tarzach operacjom operatora Sciskajacego przypisano kategorie: I,11.
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1

2 // wazona metoda Jacobiego, rozwigzanie uktadu Mf; Zpr = TEk

3 // WEJSCIE:

4 // ME - macierz na poziomie k

5 // Dy, - macierz zawierajace diagonale macierzy Mf%

6 // rgp - prawa strona uktadu réwnan

7 // zgp - poczatkowe rozwigzanie uktadu

8 // w - waga w wazonej metodzie Jacobiego

9

10 // iterWJ - liczba iteracji w wazonej metodzie Jacobiego

11 // WYJSCIE:

12 // zgr - wektor wynikowy

13

14 void wJacobi(double * ME , double * rpy,

15 double * zpgj, double w, int iterWJ){

16

17 for (int p = 0; p < iterWJ; p++){

18 r=rg — M zp //1I-SpMV
19 Zp), = Zg) + w * DT //II-SpMV
20 }
21 %

WYDRUK C.6: Kod wazonej metody Jacobiego (wJacobi) zastosowanej do operacji wygla-

dzajacych wielopoziomowego operatora $ciskajacego (Wydruk [C.6]). W komentarzach operacje
metody rozpisane zostaly na kategorie: I,II.

© 00~ O U = W N+~

[
N = O

—_
w

—_ =
ST

—_ =
N O

18

void spmv_2GPU_domeny(double * A1), double * Ay, double * q(1)» double * q(2)»
double * d(;), double * d3){

/] === GPUyy -——- /] ==== GPUg) -—=-

// (1) - wektory, skalary // (2) - wektory, skalary

// przechowywane na GPU(y // przechowywane na GPU(y)

// (1d) - indeksy wierszy nalezacych // (2d) - indeksy wierszy

// do domeny 1 // nalezacych do domeny 2

// (lw) - indeksy wspdlnych wierszy // (2w) - indeksy wspdlnych wierszy

// nalezacych do domeny 1 i 2 // nalezacych do domeny 1 i 2

1d) = Aa)d(1a) q2d) = A2d)9(2q)

Q1w) = Aw)d(1w) d2w) = A@w)d(w)
SYNCHRONIZACJA

— q(Zw) (DtD)

— q(lw) (DtD)
(1) = daa) T (Qew) T Aaw)) q2) = d2d) T (1w) T A2w))
}

WYDRUK C.8: Schemat obliczenn operacji matvec na dwoch akceleratorach w wariancie z

dekompozycja domen.
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void pcg_2GPU(double * A(l), double * A(Q), double * b,
double * x(;), double * x(3), double €){

/] —=== GPU@y ---- ———= GPUp) ———-
// (1) - wektory, skalary (2) - wektory, skalary
// przechowywane na GPU(y przechowywane na GPU(y)
/* macierz dla trzypoziomowego operatora Sciskajgcego:
E E E E E E
M}j}(l) M};(l) Mg’(l) M}j}@) M}32<2> M?@)
A=Aq)+Ag = Mi}(l) Mi?(l) M?(l) + Mi}@) M22s) M?@)
M1, Mo, Mss,, M3i,, Mio, Mss,
*/
i=0
T = Aoxq) T2 = Axe)
SYNCHRONIZACJA

< T’(Q)(DtD)
rq)y=b—(rq +rm) // ra=b—(ra)irel
d = prekondycjoner
d(Vynew = ra)ra)
dy = d(l)new
while (i < iter && dpew > €2dy){
SYNCHRONIZACJA
— d(l)(DtD)
9y = Amd) 92) = A2)de)
SYNCHRONIZACJA
qu) = a0 92 // 9 = [aq); 92)]
_ AT
dq(1y = d(1)qq)

— d(l)new
dy(1)

X(1) = ¥(1) +adq)

T() =T(1) —aqq)

s(1) = prekondyjoner
d(1yold = d(1)new
d(1ynew = T1)8(1)

d(1)new
b=
day = s + Adq
i=i+1
}
}

WYDRUK C.7: Schemat obliczert metody gradientéw sprzezonych z wielopoziomowym opera-
torem $ciskajacym o cyklu V z wariantem wykonania operacji matvec dla macierzy z rys. [[.1l
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Dodatek D

FSMA - algorytm sumowania
macierzy rzadkich

Po wygenerowaniu czastkowych macierzy sztywnosci S; i bezwladnosci T;! w wariancie
iteracyjnym zaprezentowanym na rysunkuB.Jmacierze w formacie CRS (SvalllSvallSTcoTl,
[STptx) sa gotowe do przestania z pamieci GPU do pamieci CPU RAM. Po zakonczeniu
przesyltania danych zostaje ustawiona flaga, ktéra informuje, ze zostato ono zakonczo-
ne. Wartosc¢ tej flagi jest sprawdzana przez watek zarzadzajacy obliczeniami na CPU
Tnaster (rys. B r. (B.10)).

Nastepnie na CPU wywotywany jest zrownoleglony algorytm sumowania macie-
rzy rzadkich zapisanych w formacie CRS, ktory oznaczono w skrécie jako algorytm
FSMA (ang. Fast Sparse Matriz Addition, [89]), ktérego autorem jest dr inz. Piotr
Sypek. Algorytm stosowany jest do przeprowadzenia dodawania macierzy czastkowych
do macierzy wyjsciowych: S =S + S;, T = T + T;. Sumowanie macierzy sztywnosci
S i bezwtadnosci T przeprowadzenie jest réwnoczesnie. Cecha szczegdlng algorytmu
FSMA jest mozliwos¢ przeprowadzenia jednoczesnego sumowania kilku (N) macierzy
czastkowych: S=S+3>7" .S, T=T+>",T;dlan=1,2,...,N.

Poniewaz algorytm FSMA umozliwia przeprowadzenie sumowania /N macierzy czast-
kowych réwnocze$nie w czasie znacznie krétszym od czasu przeprowadzenia N sumo-
wan tych macierzy, to mozliwo$é¢ ukrycia obliczen na CPU wzgledem obliczenn na GPU
znacznie wzrasta. Wskazana zaleta algorytmu FSMA jest szczegdlnie istotna w sytu-
acji, gdy wiele akceleratorow generuje macierze czastkowe z szybkoscig na tyle duza,
ze algorytm FSMA nie bylby w stanie réwnie szybko przeprowadzi¢ ich sumowania
realizowanego oddzielnie dla kazdej pary macierzy czastkowych. Rozwigzaniem sytu-
acji, w ktorej CPU nie nadaza z obliczeniami wzgledem szybko dziatajacej generacji
macierzy czastkowych na GPU, jest zastosowanie wielu buforow danych na CPU RAM
(w ktérych przechowywane sg dane generowane przez kernele dziatajace na GPU) w po-
taczeniu z jednoczesnym sumowaniem wielu macierzy czastkowych realizowanym przez
algorytm FSMA.

Sumowanie macierzy czastkowych nie zawsze jest przeprowadzane automatycznie
po otrzymaniu danych z GPU. W sytuacji, gdy obliczenia sa przeprowadzane na wielu
akceleratorach graficznych watek zarzadzajacy obliczeniami na CPU uruchamia oblicze-
nia, gdy w buforze pojawi sie liczba macierzy czastkowych réwna liczbie akceleratorow
stosowanych w obliczeniach lub jej wielokrotnosci.

Indeks ,,i” - okresla numer iteracji w iteracyjnym wariancie generacji macierzy w metodzie ele-
mentéw skoniczonych (patrz. (.1I)

153
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Algorytm FSMA realizuje zrownoleglone sumowanie macierzy poprzez rozdzielenie
obliczen na watki systemowe. Kluczowym parametrem jest liczba podmacierzy, na kto-
ra zostanie podzielona macierz S i T. Kazda z tych podmacierzy obejmuje wszystkie
kolumny i wybrany zakres wierszy macierzy podstawowej. Algorytm FSMA realizuje
zadane obliczenia poprzez przydziat wybranej podmacierzy do watku FSMA nieobcig-
zonego obliczeniami. Zalecane jest, aby w algorytmie FSMA jeden watek przetwarzal
dane z wielu podmacierzy. Poniewaz domyslnie liczba tych podmacierzy jest znacznie
wieksza w poréwnaniu do liczby uruchomionych watkéw (T, r. (B.0), to algorytm
FSMA realizuje obliczenia z réwnowazeniem obciazenia rdzeni CPU (ang. load balan-
cing).

Kazda z podmacierzy zarzadzanych przez algorytm FSMA opisana jest przez osob-
ne tablice danych, tak iz algorytm FSMA nie alokuje jednego obszaru pamieci dla
zbioru indekséw wierszy i kolumn oraz wektora warto$ci macierzy S i T zapisanych
w formacie CRS. Opisana zasada umozliwia dynamiczne zwiekszenie rozmiaru pamieci
przydzielonej do reprezentacji kazdej z podmacierzy w sytuacji, gdy po dodaniu ko-
lejnych macierzy czastkowych liczba elementow niezerowych w zadanej podmacierzy
wzrasta.

Po dodaniu macierzy czastkowych S; i T; do macierzy wynikowych S i T przepro-
wadzana jest zmiana warto$ci wewnetrznych flag, tak iz bufory zawierajace te macierze
czastkowe oznaczone zostaja jako puste co umozliwia kopiowanie do nich nowych da-
nych.

Po zakonczeniu generacji wszystkich macierzy czastkowych przez kernele GPU i prze-
prowadzeniu ich sumowania wymagane jest zbudowanie macierzy wynikowych S i T
na podstawie podmacierzy zdefiniowanych w algorytmie FSMA. Ten etap algorytmu
FSMA okredlony zostal jako postprocessing algorytmy FSMA i jest rowniez zréwno-
leglony. Dopiero po zakoniczeniu obliczen realizowanych przez watki w etapie postpro-
cessingu algorytmu FSMA macierze S i T zapisane w formacie CRS posiadaja osobne
wektory z indeksami kolumn i skompresowanymi indeksami wierszy.



Dodatek E

Konwersja macierzy z formatu

COO do formatow CCS lub CRS

E.1 Konwersja sekwencyjna

Funkcja UMFPACK_triplet_to_col dostepna w bibliotece UMFPACK umozliwia kon-
wersje macierzy rzadkiej z formatu COO do formatu CCS z eliminacjg duplikatéow.
Przed wykonaniem konwersji macierz rzadka reprezentowana jest przez trzy wektory I
- indeksy wierszy, J - indeksy kolumn, V - indeksy wartosci niezerowych. Po wykona-
niu konwersji, macierz reprezentowana jest w formacie CCS bez duplikatow. Poniewaz
funkcja UMFPACK_triplet_to_col konwertuje macierze z formatu COO do formatu CCS
to w tym dodatku sformutowano wtasnie taka konwersje. Warto jednak zauwazy¢, iz
zamiana na wejsciu wektora indekséw wierszy (I) z wektorem indekséw kolumn ({J)
zmienia rodzaj formatu wyjsciowego na CRS. Co wiecej, w przypadku macierzy syme-
trycznych (i taka sytuacja wystepuje dla macierzy generowanych w niniejszej rozprawie)
reprezentacja macierzy w formacie CRS i CCS jest identyczna.

Poszczegdlne etapy konwersji zaprezentowano w Algorytm [1li zademonstrowano dla
przyktadowej macierzy rzadkiej o rozmiarze 3 x 3 (10 elementéw niezerowych w tym 4
duplikaty, rys.[E.1]). Etapy konwersji mozna podzieli¢ na dwie czesci. W etapach (A1-1)-
(A1-3) macierz konwertowana jest do formatu CRS i eliminowane sa duplikaty (Al-4).
W drugiej czesci, macierz rzadka konwertowana jest do formatu CCS. To podejscie
pozwala uzyskaé¢ reprezentacje macierzy w postaci trzech wektorow: Ap, Ai i Ax, bez
duplikatow i z elementami posortowanymi wewnatrz kolumn w porzadku rosnacych
indeksow wierszy.

Macierz w formacie COO 6.0

8.0 2.0

10.0
1=[2,0,1,2,1,0,2,0,1,0] o0 | 30
J=[0,2,1,0,1,0,2,0,0,0] 5.0
V=[1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0, 8.0, 9.0, 10.0]

1.0

4.0 7.0

RYSUNEK E.1: Macierz rzadka w formacie COO wybrana do ilustracji procesu konwers;ji.
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ALGORYTM 1: Etapy konwersji dostepnej w bibliotece UMFPACK (funk-
cja UMFPACK_triplet_to_col).
(A1-1) Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdym wierszu (réwniez
duplikatéw)
(A1-2) Kompresja wektora indekséw wierszy macierzy z duplikatami
(A1-3) Budowa macierzy w formacie CRS (z duplikatami)
(A1-4) Eliminacja duplikatow
(A1-5) Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdej kolumnie (bez
duplikatéw)
(A1-6) Kompresja wektora indekséw kolumn macierzy (bez duplikatéw) Ap
(A1-7) Budowa macierzy w formacie CCS (bez duplikatéw) Ai, Ax

(A1-1) Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdym
wierszu

W pierwszym etapie konwersji obliczana jest liczba elementéw niezerowych w kazdym
wierszu (rys. [E.2)). Przed tym etapem wektor pomocniczy W zostal zainicjalizowany
warto$ciami zerowymi. Po wykonaniu tego etapu liczba elementéw niezerowych w i-
tym wierszu przechowywana jest w W[i].

I (A1-1) i

for (k=0 k< nz ; k++Y Wi = 3
W [+

)

RYSUNEK E.2: Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdym wierszu.

(A1-2) Kompresja wektora indekséw wierszy macierzy z dupli-
katami

W nastepnym kroku przy uzyciu algorytmu prefiz sum kompresowany jest wektor in-
dekséw wierszy Rp (rys. [E.3).
/IRp - prefix sum

11 (A1-2) 9= Rl
Rp [0] =0 : ITWIi] = Rpli]

for (i=0;i<n_row;i+t+){ - -
Ro (1] =Rp [+ w(l; Ep>  Rel01=0. Wiol=0

W il = Rp [if; Rp[2]=7, W[2]=7
Rp[3] = 10

RyYSUNEK E.3: Kompresja wektora indekséw wierszy macierzy z duplikatami.

(A1-3) Budowa macierzy w formacie CRS (z duplikatami)

W kolejnym kroku konstruowane sa wektory indeksow kolumn i wartosci niezerowych
(rys. [E.4). Po wykonaniu tego etapu, macierz rzadka reprezentowana jest w formacie
CRS z duplikatami: Rp - skompresowany wiersz (Rp[i] wskazuje na poczatek i-ego
wiersza), Rj - wektor indekséw kolumn, Rx - wektor wartosci niezerowych.
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Rx[0] = 2.0, Rj[0] = 2

11 (A1-3) ; Rx[1]=6.0, Rj[1]1=0
for (k = 0 k < nz ; k++){ wiersz (0) o2l = 8.0, Ri[2]=0
E_=[V]V [ L[[kk]]]++ ; Rx[3] =10.0, Rj[3] =0
J IP] = ; Rx[4] = 3.0, Rj[0]=1
Rx [p] =V [K]; [=)> wiersz(1) Rx5]=50, Rj[1]=1
Rx[6] = 9.0, Rj[2]=0

/I Rx - wartosci niezerowe
/' Rj - indeksy column Rx[0] = 1.0, Rj[0] =0
/I Rp - skompresowany wiersz wiersz (2) Rx[1] = 4.0: Rj[1]1=0

Rx[2] = 6.0, Rj[2]=2

RYSUNEK E.4: Budowa macierzy w formacie CRS (z duplikatami).

(A1-4) Eliminacja duplikatéw

W kazdym wierszu macierzy, w petli, sprawdza si¢ czy wystepuja elementy o takich
samych indeksach kolumn (rys. [E.5). Jesli tak, elementy sg sumowane, jesli nie, to
ustalana jest nowa pozycja wartosci niezerowych w wektorach Rj i Rx. W wektorze
RowCount zapisuje sie liczbe elementéw w wierszu po eliminacji duplikatéw.

/I (A1-4)
for (i=0;i<n_row;i++){

p1=Rp il Rx[0] = 2.0, Rj[0]=2 Rx[0] =2.0, Rj[0]=2
p2 = Rp [i+1]; . RowCount = 2
pdest = p1 ; . Rx[11=6.0, Rj[11=0 3::. +8.0 Rx[1] = 24.0, Rj[1] = 0
for (p=p1;p<p2;p++) WIEISZ (0) ovvvvvniiiiiiiis wiersz (0)
j=Rj[pl;
pi = W
if (pj >= p1){
Rx [pi] += Rx [p] ;
else{ . . p Rx(41=8.0, Rj4]=1 RowCount = 2
(o wiersz (1) L RiB=1: wiersz (1) Rx[5]= 9.0, Ril5] =0
Rj [pdest] =] ; Rx[6] = 9.0, Rj[6]=0
Rx [pdest] = Rx [p] ;
pdest++; R =10, RIN=0 a0 RA7I=5.0. RITI=0 | o oucount = 2
} wiersz (2) | Rx(8]=4.0, Ri8]=0:.." wiersz (2) Rx[8] = 7.0, Ri[8] =2
) RowCount [i] = pdest - p1 ; Rx[9] = 7.0, Rj8]=2
(a) Kod (b) Eliminacja (¢) Po eliminacji

RYSUNEK E.5: Eliminacja duplikatéw

(A1-5) Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdej
kolumnie (bez duplikatéw)
W piatym etapie konwersji okreslana jest liczba elementéw niezerowych w kazdej kolum-

nie (rys. [E.6]). Warto$é¢ w[j] zwiekszana jest dla kazdej wartosci niezerowej w j=Rj [p]-€]
kolumnie.

(A1-6) Kompresja wektora indekséw kolumn macierzy (bez du-
plikatéw)

W nastepnym kroku przy uzyciu algorytmu prefiz sum kompresowany jest wektor in-

dekséw kolumn Ap (rys. [E.7).
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W=[0]|0]|0]

Rx[0] = 2.0, Rj[0] =2
wiersz (0)
Rx[1] = 24.0, Rj[1] = 0 \\’
/I(A1-5) W=[1]0]1]
for (i=0;i<n_row;i+t+)

for (p = Rp [i] ; wiersz (1) Rx[4] = 8.0, Rj[4]=1
< Rp [i] + RowCount [i :
g++){p [i] owCount [i] ::> Rx[5] =9.0, Rj[5]=0 k

j=Rilpl; W=[2]1]1]
W [j]++

RX[7] = 5.0, Rj[7]=0
} wiersz (2)
Rx[8] = 7.0, Rij[8] =2

W=[3]1]2]

RYSUNEK E.6: Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdej kolumnie

I (A1-6)
Ap[0]=0;
for(j=0;j<n_col;j++) ~
Ap [[+1] = Ap [i] + Wil : :> Ap=[0]3]4]6]

for (1= 0;<n_col; j++) W=lo]3[4]

Wil =Ap[i;

RYSUNEK E.7: Kompresja wektora indekséw kolumn macierzy (Ap)

(A1-7) Budowa macierzy w formacie CCS (bez duplikatéw)

W ostatnim etapie tworzone sa wektory indekséw wierszy i wartosci niezerowych (rys. [E.S)
i macierz rzadka reprezentowana jest w formacie CCS: Ai - wektor indekséw wierszy
(posortowany w porzadku rosnacym w kazdej kolumnie), Ax - wektor wartosci nie-
zerowych, Ap - skompresowana kolumna (Ap[i] wskazuje na poczatek i-tej kolumny

macierzy rzadkiej (rys. [£.9)).

Il (A1-7)
for(i=0;i<n_row;i+t+){
for (p = Rp [i] ; p < Rp [i] + RowCount [i] ; p++){
cp = WIRj [p]]++;
Ailcp] =i;
Ax [cp] = Rx [p] ;

S

A=l ool olZ A=l o2 W=[0]3]4]
row (0) Ai=[0|_[_[_[0|_] Ax=[24] _| _|_|2]|_] W=[1][3]5]
row (1) Ai=[0[1]_[1]0|_] Ax=[24]9 | _|8|2|_]1 W=[2]4]|5]
row(2) Ai=[0[1]2]1]0]2] Ax=[24]9|5|8|2|7] W=[3|4]6]

RYSUNEK E.8: Budowa macierzy w formacie CCS (Ai,Ax)
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CCS: 24 2.0
Ap =10,3,4,6]
Ai=[0,1,2,1,0, 2] 9.0 | 8.0
Ax = [24.0,9.0,5.0,8.0,2.0,7.0]

5.0 7.0

RYSUNEK E.9: Macierz rzadka reprezentowana w formacie CCS. Kolor zielony wskazuje
wyeliminowane duplikaty.

E.2 Zréwnoleglenie konwersji z biblioteki UMFPACK

Analiza implementacji konwersji z p. [E.1] wskazala, ze efektywnie mozna zréwnoleglié
etapy, w ktorych wykonuje si¢ algorytm prefiz sum. W pozostatych etapach zréwnole-
glenie konwersji (Algorytm [2) napotyka nastepujace problemy:

1. w trakcie réwnolegltych obliczenn w etapach (A2-1), (A2-3), (A2-5), (A2-7) moga
wystapi¢ konflikty podczas zapisu do pamieci i aby zapewni¢ poprawnos¢ obliczen
nalezy zastosowac operacje atomowe.

Przyktad (etap (A2-1), obliczenie liczby elementéw w wierszu): jezeli watek k
jest przypisany do wartosci niezerowej o indeksie k, to moga wystapi¢ konflikty
podczas zapisu danych w W[il++, gdzie i=I[k] jest indeksem wiersza (rys. [E.2),

2. w etapie (A2-4), w petli for(p=p1; p<p2; p++){...} (rys. [EJ), nalezy wykonaé
kosztowne sekwencyjnie wyszukiwanie duplikatow,

3. réwnolegta praca watkéw nie gwarantuje tego, ze elementy w wektorach wyjscio-

ALGORYTM 2: Bezposrednie zrownoleglenie konwersji
UMFPACK_triplet_to_col. (+4) oznacza mozliwosé efektywnego zréwnolegle-
nia obliczen, (-) oznacza problemy ze zréwnolegleniem obliczenn. N - liczba
wierszy macierzy, Nz - liczba elementéw niezerowych wraz z duplikatami, Nz -
liczba elementow niezerowych bez duplikatow.

(A2-1) Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdym wierszu [(-) Nz
operacji atomowych]

(A2-2) Kompresja wektora indeksow wierszy macierzy [(+) zréwnoleglone
skanowanie prefiz sum)|

(A2-3) Budowa macierzy w formacie CRS [(-) Nz operacji atomowych]
(A2-4) Eliminacja duplikatéw [(+\-) jeden watek przypisany do obliczen w
jednym wierszu, sekwencyjne wyszukanie duplikatéw]

(A2-5) Wyznaczenie liczby elementéw niezerowych w kazdej kolumnie [(-) Nz
operacji atomowych]

(A2-6) Kompresja wektora indekséw kolumn macierzy (Ap) [(+) zréwnoleglone
skanowanie prefix sum]|

(A2-7) Budowa macierzy w formacie CCS (Ai, Ax) [(-) Nz operacji atomowych]
(A2-8) Sortowanie (Ai, Az) [(-\+) dodatkowa operacja, jeden watek przypisany
do obliczen w jednej kolumnie]

)
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wych sa posortowane (Ai, Ax) w porzadku rosnacym i dlatego nalezy wykonaé
dodatkowe sortowanie (A2-8).



Podziekowania

Pragne serdecznie podziekowaé promotorowi Profesorowi Michatowi Mrozowskiemu,
ktory w okresie prac nad niniejsza rozprawa nie szczedzil mi swojego czasu, zawsze
stuzyt wieloma cennymi radami, wyrozumiatoscig i cierpliwoscia.

Dziekuje Profesorowi Michatowi Okoniewskiemu za mozliwo$¢ odbycia trzymiesiecz-
nego stazu na Uniwersytecie w Calgary w ramach Stypendium Doktorskiego NCN
Etiuda 1, mozliwo$¢ wykonania badan oraz testéw na stacji roboczej z dwoma ak-
celeratorami Tesla K20c, konsultacje i owocna prace w zespole naukowo-badawczym
Profesora.

Szczegdlne podzieckowania kieruje do promotora pomocniczego dra inz. Adama La-
meckiego. Opracowane przeze mnie strategie, algorytmy i ich implementacje ze zréwno-
leglonymi obliczeniami na akceleratorach graficznych zostaty opracowane dla sformu-
towan MES uzytych w symulatorze InventSim. Dzickuje rowniez za wszelka pomoc w
okresie prac nad niniejszg rozprawa.

Dziekuje bardzo dr inz. Piotrowi Sypkowi za liczne dyskusje i pomoc w opracowy-
waniu nowych rozwigzan algorytmicznych podczas tworzenia niniejszej rozprawy.

Mojej kochanej i wspaniatej zonie dzigkuje za nieustanng wiare we mnie, wsparcie
i natchnienie. Jestem $wiadom, ze poswiecita wiele bym mégt w spokoju pracowac¢ nad
rozZprawa.
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Prawo rozpowszechniania

Niniejszym wyrazam zgode na wykorzystanie wynikow mojej pracy w pracach badaw-
czych i publikacjach przygotowywanych przez pracownikéw Politechniki Gdanskiej lub
pod ich kierownictwem. Wykorzystanie wynikow wymaga wskazania niniejszej rozpra-
wy doktorskiej jako zrédta.
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