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Wykaz ważniejszych symboli i
oznaczeń

Symbole matematyczne:
A, B, C, . . . - macierze
a, b, c, . . . - wektory kolumnowe
I - macierz jednostkowa
Am×n - macierz zawierające m wierszy i n kolumn
AT - transpozycja macierzy A
aij - element macierzy A, znajdujący się w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
ai - element wektora a, znajdujący się w i-tym wierszu
(·)T - transpozycja macierzy lub wektora
(·)−T - transpozycja odwrotności macierzy
(·) - sprzężenie macierzy lub wektora zespolonego
Λ - wartość własna macierzy
|| · || - norma
|| · ||2 - norma euklidesowa
| · | - wartość bezwzględna

Symbole wielkości fizycznych oraz stałe matematyczne:
~E - wektor natężenia pola elektrycznego
~H - wektor natężenia pola magnetycznego
k0 - liczba falowa
c = 299792458 [m/s] - prędkości światła w próżni
pi = 3,1415926535 - liczba Pi
ε - przenikalność elektryczna
µ - przenikalność magnetyczna

Symbole użyte w opisie metody elementów skończonych:
~N - wektorowe funkcje bazowe
~W - wektorowe funkcje wagowe
Ndofs - liczba stopni swobody
K - liczba funkcji bazowych
Ω - objętość dziedziny obliczeniowej
V - objętość czworościanu
R - rząd kwadratury Gaussa
Q - liczba punktów kwadratury Gaussa
λ - współrzędna w układzie simpleksowym
f - częstotliwość
fbw - pasmo częstotliwości
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fm - liczba częstotliwości w paśmie
fpt - indeks częstotliwości w paśmie
S(e) - lokalna macierz sztywności
T(e) - lokalna macierz bezwładności
SE - grupa lokalnych macierzy elementów sztywności
TE - grupa lokalnych macierzy elementów bezwładności
S - globalna macierz sztywności
T - globalna macierz bezwładności

Skróty:
ALU - jednostka arytmetyczno-logiczna (ang. Arithmetic Logic Unit)
CEM - elektrodynamika obliczeniowa (ang. Computational Electromagnetics)
CG - metoda gradientów sprzężonych (ang. Conjugate Gradient)
COO - format przechowywania macierzy rzadkiej w postaci wektorów: wartości nieze-
rowych, indeksów kolumn i indeksów wierszy (ang. Coordinate format)
CRS - format przechowywania macierzy rzadkiej w porządku wierszowym w postaci
wektorów: wartości niezerowych, indeksów kolumn i skompresowanego wektora indek-
sów wierszy (ang. Compressed Row Storage)
CPU - procesor centralny (ang. Central Processing Unit)
CUDA - softwarowa i hardwarowa architektura dedykowana obliczeniom na GPU (ang.
Compute Unified Device Architecture)
DG-TD - nieciągła metoda Galerkina w dziedzinie czasu (ang. Discontinuous Galerkin
Time Domain)
DOF - stopień swobody (ang. Degree of Freedom)
DtoD - przesłanie danych z pamięci GPU (Device) do pamięci innego GPU (ang. De-
vice to Device)
DtoH - przesłanie danych z pamięci GPU (Device) do pamięci CPU (ang. Device to
Host)
FDTD - metoda różnic skończonych w dziedzinie czasu (ang. Finite Difference Time
Domain)
FDFD - metoda różnic skończonych w dziedzinie częstotliwości (ang. Finite Difference
Frequency Domain)
FLOPS - liczba operacji zmiennoprzecinkowych wykonanych w czasie jednej sekundy
(ang. Floating point Operations Per Second)
FSMA - algorytm szybkiego dodawania macierzy rzadkich (ang. Fast Sparse Matrix
Addition)
GPGPU - aplikacje ogólnego zastosowania, dla których wykorzystuje się akceleratorze
graficzne celem skrócenia czasu wykonania obliczeń (ang. General-Purpose computing
on Graphics Processor Units)
GPU - procesor graficzny (ang. Graphics Processing Unit)
HtoD - przesłanie danych z pamięci pamięci CPU do GPU (Device) (ang. Host to
Device)
MES - metoda elementów skończonych (ang. Finite Element Method, FEM)
MOM - metoda momentów (ang. Method of Moments)
NI - całkowanie numeryczne (ang. Numerical Integration)
PDE - cząstkowe równania różniczkowe (ang. Partial Differential Equations)
SpMV,matvec - operacja mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor (ang. Sparse Ma-
trix Vector multiplication)



Rozdział 1

Wprowadzenie

Dużą dokładność w procesie projektowania złożonych układów mikrofalowych wykorzy-
stywanych w komunikacji bezprzewodowej (np. anteny, filtry, sprzęgacze) można uzy-
skać wykorzystując symulatory elektromagnetyczne do obliczenia odpowiedzi układu.
Symulatory elektromagnetyczne to programy komputerowe, które wykorzystują metody
elektrodynamiki obliczeniowej (ang. Computational electromagnetics, CEM) do rozwią-
zania drogą numeryczną równań Maxwella (tzw. symulacja pełnofalowa). Wśród metod
CEM do najpopularniejszych zaliczyć można metody różnicowe w dziedzinie czasu (ang.
Finite Difference Time Domain, FDTD) i częstotliwości (ang. Finite Difference Frequ-
ency Domain, FDFD), metodę momentów (ang. Method of Moments, MOM), metodę
elementów skończonych (ang. Finite Element Method, FEM, MES1) [1, 2].

Metody CEM wykorzystujące bezpośrednią dyskretyzację eliptycznych równań róż-
niczkowych cząstkowych otrzymywanych z równań Maxwella (np. FDFD oraz MES)
prowadzą do generacji układów równań liniowych o wielu milionach niewiadomych,
których rozwiązanie wymaga dużych zasobów pamięciowych i obliczeniowych. Układ
równań liniowych można zapisać w formie macierzowej, z macierzą współczynników,
która co prawda jest dużych rozmiarów lecz zawiera niewiele elementów niezerowych2.
Niestety dla typowej stacji roboczej barierą są obecnie problemy z macierzą rzadką
rzędu kilku milionów zmiennych, gdyż bezpośrednie rozwiązanie takich układów wy-
maga wykonania zbyt kosztownej czasowo i pamięciowo jak na obecny stan techniki
faktoryzacji symbolicznej i numerycznej. Zapotrzebowanie na pamięć podczas faktory-
zacji jest wielokrotnie większe niż rozmiar pamięci potrzebny na przechowanie rzadkiej
macierzy współczynników. Alternatywą dla bezpośrednich metod rozwiązywania ukła-
dów równań jest iteracyjne rozwiązywanie problemu w oparciu o algorytmy bazujące na
podprzestrzeni Kryłowa [3,4]. Podejście iteracyjne jest oszczędne pamięciowo – ilość pa-
mięci potrzebna do rozwiązania problemu jest proporcjonalna do liczby niewiadomych
i wielokroć mniejsza niż dla metod bezpośrednich. Niestety wadą podejścia iteracyj-
nego jest słaba zbieżność lub jej brak, dla macierzy źle uwarunkowanych. Polepszenie
zbieżności można osiągnąć poprzez zastosowanie w obliczeniach prekondycjonerów -
nazywanych w Polsce operatorami ściskającym. Mimo to symulacje są czasochłonne,
gdyż do osiągnięcia satysfakcjonującej zbieżności potrzeba wykonać wiele iteracji. W
efekcie, analiza zagadnień elektrodynamicznych nawet przy użyciu najnowszych stacji
roboczych i symulatorów jest długotrwała oraz może wymagać dużych zasobów pamię-
ciowych i obliczeniowych, dostępnych tylko w klastrach. Czas pojedynczej symulacji

1W niniejszej rozprawie użyto polskiego akronimu MES.
2Macierz, w której większość elementów ma wartość zero nazywa się macierzą rzadką.
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układu na jednej częstotliwości sięga wielu minut, a w przypadku obliczeń odpowiedzi
w szerokim paśmie częstotliwości konieczne jest wykonanie kilkudziesięciu takich symu-
lacji. Celowe jest zatem poszukiwanie rozwiązań algorytmicznych lub technologicznych
pozwalających wydatnie skrócić czas symulacji elektromagnetycznych i dodatkowo, o
ile to możliwe, zmniejszyć zapotrzebowanie na pamięć.

Najpopularniejsza metoda przeprowadzenia obliczeń numerycznych w trakcie roz-
wiązywania zagadnień CEM polega na użyciu procesora centralnego (ang. Central Pro-
cessing Unit, CPU). W ciągu ostatnich 30 lat jednym z najistotniejszych sposobów
zwiększenia mocy obliczeniowej komputerów konsumenckich (a tym samym wydajności
obliczeń numerycznych wykonywanych na tych komputerach) było zwiększenie często-
tliwości taktowania procesora centralnego. Oryginalnie procesor centralny projektowany
był do realizacji instrukcji SISD (ang. Single Instruction Single Data). Poczynając od
pierwszych procesorów wykorzystywanych w komputerach konsumenckich na począt-
ku lat 80-tych ubiegłego stulecia, do aktualnie dostępnych komputerów, częstotliwość
pracy procesora zwiększyła się z 1 MHz do powyżej 4 GHz (co obecnie stanowi barierę
technologiczną). Innym ograniczeniem zwiększania mocy obliczeniowej CPU jest duży
pobór mocy i wydajność układów chłodzenia procesorów centralnych. W celu zwiększe-
nia wydajności procesorów opracowano procesory wielordzeniowe oraz wprowadzono do
CPU instrukcje SIMD (ang. Single Instruction Multiple Data). Celem poprawy wydaj-
ności obliczeń numerycznych wprowadzono również technologię wielowątkowości współ-
bieżnej (ang. Hyper-Threading Technology, HT). W technologii HT dla pojedynczego
rdzenia system operacyjny przypisuje dwa wirtualne wątki, które dzielą miedzy so-
bą obliczenia do wykonania. Innym sposobem zwiększenia wydajności obliczeniowej są
klastry obliczeniowe składające się z wielu połączonych ze sobą komputerów. Przykła-
dem wdrożenia komercyjnego rozwiązania, które pozwala na wykorzystanie wielu rdzeni
CPU oraz umożliwia przeprowadzenie obliczeń w klastrze obliczeniowym złożonym z
wielu procesorów jest symulator Ansoft HFSS [5]. Niestety koszt zakupu klastra jest
znaczny i dlatego to podejście jest często nieosiągalne dla ośrodków badawczych zajmu-
jących się zagadnieniami elektrodynamiki obliczeniowej (CEM). Najnowszym trendem
poprawy wydajności obliczeniowej, zaproponowanym przez firmę Intel jest architektura
MIC (ang. Intel Many Integrated Core) [6], w której wiele rdzeni jest umieszczonych w
pojedynczym układzie scalonym (max. 72 rdzeni - procesor Knights Landing).

Do wyznaczenia nowego trendu w efektywnym przetwarzaniu danych przyczynił
się rozwój systemów operacyjnych opartych na aplikacjach okienkowych (np. Microsoft
Windows i Apple Mac OS), który pomógł rozwinąć rynek dla jednostek obliczeniowych
dedykowanych do przetwarzania grafiki komputerowej, czyli dla procesora graficznego
GPU (ang. Graphics Processing Unit). Wraz ze rozwojem systemów operacyjnych i
przemysłu gier komputerowych rosło zapotrzebowanie na coraz wydajniejsze procesory
graficzne i w rezultacie firmy takie jak Silicon Graphics, a potem NVIDIA i ATI Tech-
nology znacznie rozwinęły technologię wyspecjalizowanych procesorów graficznych [7].
Ponieważ przetwarzanie grafiki można łatwo zrównoleglić, obliczenia na GPU są reali-
zowane za pomocą znacznej liczby rdzeni. Wraz ze wzrostem liczby rdzeni w GPU ich
moc numeryczna silnie wzrosła, co w konsekwencji doprowadziło do prób wykorzysta-
nia GPU w obliczeniach numerycznych i powstania pierwszych języków programowania,
które umożliwiały uruchomienie aplikacji ogólnego zastosowania (ang. General-Purpose
computing on Graphics Processor Units, GPGPU [8]) na GPU (BrookGPU [9], ATI
CTM [10]).
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Krokiem milowym w praktycznym zastosowaniu GPU jako koprocesora dla CPU3,
na którym można wykonać obliczenia numeryczne w aplikacjach ogólnego zastosowa-
nia, było wprowadzenie w listopadzie 2006 roku standardu DirectX 10, kart graficznych
firmy NVIDIA ósmej generacji (G80) oraz programistycznej i sprzętowej architektury
CUDA (ang. Compute Unified Device Architecture) [11]. CUDA jest programistyczną
i sprzętową architekturą stworzoną po to, aby wywoływać i zarządzać równoległymi
obliczeniami na GPU, bez potrzeby dostosowania implementacji algorytmów do gra-
ficznego API (ang. Application Programming Interface). Programowanie GPU w ar-
chitekturze CUDA odbywa się przy użyciu rozszerzonego języka wysokopoziomowego
C\C++, a nie jak to było wcześniej przy użyciu języków niskiego poziomu. Ponadto,
ponieważ NVIDIA dedykowała procesory graficzne do użycia w aplikacjach ogólnego
zastosowania (GPGPU), jednostki arytmetyczno-logiczne (ang. Arithmetic Logic Unit,
ALU) zostały zaprojektowane zgodnie ze standardami IEEE dla przetwarzania danych
zmiennoprzecinkowych. Architektura CUDA umożliwiła swobodny zapis i odczyt do
pamięci GPU oraz do pamięci podręcznej (ang. cache). Powyższe udogodnienia umoż-
liwiły efektywne wykorzystanie dużej mocy obliczeniowej GPU. W roku 2009, firma
Apple Inc.4 opracowała platformę programistyczną OpenCL (ang. Open Computing
Language), która wspomaga pisanie aplikacji działających na platformach składających
się z obydwu opisanych powyżej jednostek obliczeniowych czyli CPU i GPU. OpenCL
daje możliwość użycia jednego otwartego standardu, w którym można wykorzystać
platformy obliczeniowe (CPU,GPU) różnych producentów (np. NVIDIA, AMD, Intel,
ARM) i jest alternatywą dla zamkniętego standardu jakim jest CUDA, który jest de-
dykowany wyłącznie akceleratorom firmy NVIDIA. Wszystkie wymienione tutaj atuty
GPU sprawiły, iż procesor graficzny oprócz wykonywania zadań związanych z przetwa-
rzaniem graficznym może być efektywnie użyty do wykonania obliczeń numerycznych
wykorzystywanych w programach ogólnego zastosowania (GPGPU) [7, 8, 11].

W ramach krótkiego porównania CPU i GPU, w uproszczeniu można powiedzieć, że
dostępne obecnie procesory centralne zawierają kilka-kilkanaście rdzeni, które są opty-
malizowane do wykonania obliczeń sekwencyjnie, podczas gdy GPU posiada tysiące
(mniejszych i mniej skomplikowanych) rdzeni zaprojektowanych tak aby wykonać wiele
zadań równocześnie. Powoduje to, że teoretyczna moc obliczeniowa GPU jest znacznie
większa od mocy obliczeniowej CPU, co zobrazowano na rys. 1.1, na którym zapre-
zentowano porównanie wydajności obliczeniowej procesorów centralnych i procesorów
graficznych w latach 2001-2013. Z tego powodu wykorzystanie masywnego zrównolegle-
nia obliczeń oferowanego przez GPU zostało uznane za ważny krok w osiągnięciu su-
perwydajnych systemów komputerowych o wydajności rzędu exaFLOPS (1018 operacji
zmiennoprzecinkowych na sekundę, ang. exascale computing [12]). Osiągniecie wysokiej
wydajności wymaga opracowania nowych, dostosowanych do architektury GPU algo-
rytmów obliczeniowych, co nie jest zagadnieniem trywialnym. Dodatkowo, maksymalna
teoretyczna moc obliczeniowa często jest niemożliwa do osiągnięcia, gdyż szybkość ob-
liczeń w wielu przypadkach jest ograniczona relatywnie niską w stosunku do szybkości
wykonywania operacji zmiennoprzecinkowych przepustowością pamięci.

3GPU nie obsługuje urządzeń zewnętrznych innych niż magistrala PCI-E.
4Później platforma rozwijana przez Khronos Group w skład którego wchodzą: NVIDIA Co., Intel,

3Dlabs, ATI, Discreet, Evans & Sutherland, SGI, Google i Sun Microsystems.
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Rysunek 1.1: Porównanie wydajności obliczeniowej procesorów centralnych (CPU) i gra-

ficznych (GPU) w latach 2001-13 [11].

1.1 Obecny stan wiedzy

Skrócenie czasu symulacji za pomocą akceleratorów graficznych stanowi przedmiot ba-
dań wielu naukowców zajmujących się elektrodynamiką obliczeniową. Pionierskie na
tym polu były badania grupy z Uniwersytetu w Calgary, która w 2004 opublikowa-
ła pierwsze rezultaty dotyczące dwuwymiarowej wersji metody różnic skończonych w
dziedzinie czasu5 [13]. Metoda FDTD jest stosunkowo łatwa do zrównoleglenia tak
więc szybko pojawiły się kolejne prace [14–19], w tym dotyczące obliczeń na klastrach
akceleratorów graficznych [20]. Na przestrzeni ostatnich dziesięciu lat badania objęły
szerszy zakres metod elektrodynamiki obliczeniowej. Oprócz metody FDTD na potrze-
by obliczeń z wykorzystaniem akceleratorów graficznych zostały zaadaptowane metody
momentów (MOM) [21,22], Alternating Direction Implicit (ADI-FDTD) [23], Transmis-
sion Line Modeling (TLM) [24]. Możliwość przeprowadzania wybranych obliczeń przy
użyciu akceleratorów graficznych została udostępniona w wielu symulatorach opartych
na metodzie różnic skończonych w dziedzinie czasu (FDTD) np. AxFDTD, CST, REM-
COM, SPEAG, Agilent ADS, QWED QuickWave i metodzie momentów (MOM) np.
FEKO. Należy zauważyć, że jakkolwiek literatura dotycząca zagadnień elektrodynamiki
obliczeniowej z wykorzystaniem GPU jest bogata, to relatywnie mało uwagi zostało po-
święcone skróceniu czasu symulacji przy użyciu akceleratorów graficznych w metodzie
elementów skończonych (MES) zwłaszcza w odniesieniu dla problemów eliptycznych.

Metoda elementów skończonych (MES) w dziedzinie częstotliwości stanowi wydajne
i uniwersalne narzędzie analizy układów mikrofalowych [25, 26]. MES należy do grupy
metod siatkowych, w których rozważa się różniczkową postać problemu brzegowego,
zdefiniowanego w pewnym skończonym obszarze nazywanym dziedzina obliczeniową,
który dzieli się na małe fragmenty poprzez wykorzystanie dedykowanych generatorów

5Badania te szybko doprowadziły do powstania firmy typu spin-off Acceleware i pierwszego wyko-
rzystującego GPU komercyjnego oprogramowania, które pojawiło się na rynku w 2005 roku.
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siatki. Jakość i gęstość siatki mocno wpływa na dokładność samej symulacji. Wysoką
dokładność numerycznego badanego zagadnienia CEM zwykle osiąga się poprzez zasto-
sowanie siatki elementów skończonych o dużej gęstości (tzw. h-refinement) co skutkuje
zwiększeniem rozmiaru macierzy opisujących dane zagadnienie CEM. Drugi sposób
to podwyższenie rzędu aproksymacji wewnątrz oczka siatki (tzw. p-refinement), które
także zwiększa rozmiar problemu i dodatkowo podnosi liczbę elementów niezerowych
w każdym wierszu macierzy. Oba podejścia prowadzą w konsekwencji do znaczącego
wzrostu kosztów numerycznych w etapie generacji i rozwiązania układów równań.

Jak wcześniej zauważono, w odniesieniu do elektrodynamiki obliczeniowej najsil-
niej techniki obliczeniowe wykorzystujące karty graficzne rozwijają się dla schematów
otwartych rozwiązywania zagadnień początkowych (tzn. FDTD, DG-TD [27]). Ostatnio
pojawiły się w literaturze pierwsze publikacje dotyczące MES. W [28] opisano przyspie-
szenie MES na GPU, w którym zastosowano liniowe elementy skończone z liniowymi
funkcjami bazowymi przez co koszt numeryczny jest mniejszy (mniejszy rozmiar macie-
rzy, mniej liczby elementów niezerowych w wierszu) niż w przypadku hierarchicznych
wektorowych funkcji bazowych wysokiego rzędu użytych w niniejszej rozprawie.

Jakkolwiek powyższy krótki opis stanu wiedzy koncentruje się na wykorzystaniu
GPU w symulacjach elektromagnetycznych, to należy zauważyć, że w innych obszarach
nauk obliczeniowych toczą się intensywne prace nad akceleracją metod numerycznych
rozwiązywania problemów brzegowych i początkowych, w tym MES, a także nad rozwo-
jem technik rozwiązywania wielkich układów równań liniowych z macierzą rzadką przy
wykorzystaniu procesorów graficznych. W tym ostatnim przypadku wysiłki zmierzają
w kierunku znalezienia optymalnego, z punktu widzenia architektury GPU, formatu
zapisu macierzy rzadkich, który z jednej strony zachowywałby zwarty zapis elementów
niezerowych, a z drugiej umożliwiłaby szybki dostęp do elementów macierzy tysiącom
wątków jednocześnie [29–34]. Zagadnienie to zostało omówione dokładniej w rozdzia-
le szóstym tej rozprawy. Kolejnym wątkiem naukowym ściśle związanym z formatem
zapisu macierzy są iteracyjne schematy rozwiązywania układów równań liniowych. W
literaturze znaleźć można publikacje opisujące implementacje technik iteracyjnych ba-
zujących na podprzestrzeni Kryłowa [35, 36], operatorów ściskających w postaci nie-
kompletnej faktoryzacji LU [37] oraz metod wielosiatkowych [38] dla których uzyskano
znaczące skrócenia czasu rozwiązania dzięki zastosowaniu GPU. Dostępne są również
biblioteki dedykowane zagadnieniu rozwiązywania układów równań na GPU, np. MAG-
MA Sparse-Iter Package [39], AmgX [40]. Należy jednak podkreślić, że wiele technik
iteracyjnego rozwiązywania układów równań liniowych nie nadaje się dla systemów po-
wstających w elektrodynamice obliczeniowej ze względu na złe uwarunkowanie genero-
wanych macierzy, co przekłada się na słabą zbieżność lub jej brak. Toczą się także prace
badawcze dotyczące bezpośredniego rozwiązywania układów równań z wykorzystaniem
akceleratorów graficznych - dostępne są dwie biblioteki SPRAL [41] i cuSOLVER [42].
W przeprowadzonych na potrzeby tej rozprawy testach numerycznych wykazano, że w
obydwu podejściach faktoryzacja macierzy rzadkiej jest bardzo kosztowna pamięcio-
wo (zapotrzebowanie na pamięć jest większe niż w bibliotece Intel MKL Pardiso [43]
przeznaczonej dla CPU). Co prawda w [42] zaprezentowano wyniki, które wskazują, że
biblioteka cuSOLVER pozwala uzyskać duże przyspieszenie rozwiązania układu równań
względem Intel MKL Pardiso, jednakże macierze testowe są bardzo małych rozmiarów
i są dobrze uwarunkowane. W rozdziale szóstym zaprezentowano wyniki, które po-
twierdzają, że biblioteka Intel MKL Pardiso pozwala na szybsze rozwiązanie układu
równań generowanych w niniejszej rozprawie niż biblioteki SPRAL i cuSOLVER, i że
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duże zapotrzebowanie na pamięć bibliotek SPRAL i cuSOLVER dyskwalifikuje je do
zastosowania dla macierzy generowanych w niniejszej rozprawie.

Wątek szybkiego wyznaczania macierzy współczynników w MES jest istotny dla
wielu obszarów nauk obliczeniowych. Metoda elementów skończonych jest jedną z naj-
bardziej popularnych technik symulacyjnych wykorzystywanych w mechanice płynów i
mechanice stosowanej i dlatego w literaturze znaleźć można publikacje dotyczące naj-
ważniejszych etapów budowania macierzy rzadkich w MES (całkowanie numeryczne w
celu wyznaczenia lokalnych macierzy elementów [44–46], konstrukcja macierzy z wyko-
rzystaniem akceleratora graficznego [47–51]).

W niniejszym podrozdziale stan wiedzy w zakresie masywnego zrównoleglenia ob-
liczeń został zaledwie zarysowany. Literatura, jaki i liczba zagadnień jest zbyt szero-
ka, aby omówić je w krótkim wstępie. Szczegółowe informacje prezentujące wybrane
rozwiązania zaproponowane przez innych badaczy przedstawione zostały w kolejnych
rozdziałach tej rozprawy. W szczególności w rozdziale czwartym omówiono zagadnienie
generacji macierzy rzadkich w MES przy użyciu GPU. Podobnie, w rozdziale szóstym,
omówiono problem formatu zapisu macierzy rzadkiej uwzględniający specyfikę wyko-
nania obliczeń na GPU.

1.2 Cel i tezy rozprawy

Celem niniejszej rozprawy jest opracowanie numerycznie efektywnego i ekonomicznie
atrakcyjnego rozwiązania algorytmicznego i sprzętowego, które umożliwia przyspiesze-
nie analizy problemów elektromagnetycznych o złożonej geometrii z wysoką dokładno-
ścią. W szczególności skoncentrowano się na opracowaniu nowego wariantu algorytmu
MES opartego na technice masywnego zrównoleglenia obliczeń z wykorzystaniem akce-
leratorów graficznych oraz implementacji tego algorytmu przystosowanej do działania
na akceleratorach graficznych kompatybilnych z architekturą CUDA. Prace badaw-
cze prowadzone w ramach niniejszej rozprawy dotyczyły przede wszystkim nowych
sposobów masywnego zrównoleglenia najbardziej kosztownych obliczeniowo etapów
rozwiązania problemów elektromagnetycznych metodą elementów skończonych wyko-
rzystującą funkcje bazowe wysokiego rzędu (generacja macierzy i rozwiązanie układu
równań liniowych). Dla pozostałych etapów obliczeń, które nie mogły zostać efektyw-
nie zrównoleglone przy użyciu kart graficznych, wykorzystano wielordzeniowy procesor
ogólnego przeznaczenia.

Pomimo iż prace nad podobnymi zagadnieniami toczą się w innych obszarach nauk
obliczeniowych, specyfika MES w symulacjach elektromagnetycznych i własności po-
wstającej w wyniku jej zastosowania macierzy są na tyle odmienne, że zastosowanie
gotowych procedur nie prowadzi do wydajnych obliczeń. Tezy pracy można ująć w
sposób następujący:

1. Współczesne karty graficzne zgodne z architekturą CUDA umożliwiają efektywną
realizację obliczeń numerycznych kosztownych obliczeniowo etapów rozwiązania
problemów elektromagnetycznych metodą elementów skończonych.

2. Uzyskanie dużej wydajności obliczeń przy rozwiązywaniu wielkich rzadkich ukła-
dów równań liniowych metodami iteracyjnymi za pomocą akceleratorów graficz-
nych jest możliwe dzięki:
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(a) zastosowaniu wielopoziomowego operatora ściskającego z ważoną relaksacją
Jacobiego,

(b) zastosowaniu nowego formatu zapisu macierzy rzadkiej Sliced ELLR-T,

(c) wykorzystaniu CPU do bezpośredniego rozwiązania układu na najniższym
poziomie wielopoziomowego operatora ściskającego.

3. Nowy format zapisu macierzy rzadkiej Sliced ELLR-T umożliwia uzyskanie więk-
szej szybkości operacji mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor niż standardowe
procedury biblioteki CUSPARSE wykorzystujące format CRS.

Tezy 1-2a, 2b mają istotne znaczenie dla elektrodynamiki obliczeniowej, lub też MES
z funkcjami bazowymi wyższego rzędu (tezy 2a i 2c). Tezy 2b i 3 dotyczące formatu
zapisu macierzy rzadkich są ogólniejsze i mają zastosowanie dla szerszej klasy macierzy
rzadkich.

1.3 Plan rozprawy

Rozprawę podzielona na dziewięć rozdziałów, z których pierwszy stanowi ogólne wpro-
wadzenie i definiuje cel i tezy pracy. W drugim rozdziale podano podstawowe informacje
dotyczące rozważanej wersji metody elementów skończonych. Dodatkowo zdefiniowane
zostały sformułowania użyte w rozprawie oraz opisano podział algorytmu MES na dwa
zasadnicze etapy obliczeń: generację macierzy opisujących problem oraz rozwiązanie
problemu (układu równań liniowych).

W rozdziale trzecim przedstawiono charakterystykę architektury CUDA, właściwo-
ści architektury, model programowania i podstawowe pojęcia, które są stosowane w
opisie opracowanych rozwiązań algorytmicznych i implementacyjnych.

Rozdział czwarty zawiera opis strategii i algorytmów, które umożliwiają masywne
zrównoleglenie procesu generacji macierzy rzadkich w MES. Najpierw opisane zostały
implementacje dotyczące zrównoleglenia generacji macierzy współczynników dla rela-
tywnie niedużych problemów (m.in. całkowanie numeryczne, konwersja między forma-
tami reprezentacji macierzy rzadkich opisujących problem). W rozdziale piątym przed-
stawiono algorytm pozwalający na budowę dużych macierzy sztywności i bezwładności
na pojedynczym i wielu akceleratorach graficznych.

W rozdziale szóstym opisano strategie zastosowane przy masywnym zrównolegle-
niu etapu rozwiązywania układu równań liniowych (m.in. procedury wielopoziomowe-
go operatora ściskającego, mnożenie macierzy rzadkiej przez wektor), a w rozdziale
siódmym przedstawiono implementacje pozwalające na rozwiązanie układu równań z
wykorzystaniem kilku akceleratorów graficznych.

Rozdział ósmy zawiera testy numeryczne, które demonstrują znaczne skrócenie cza-
su symulacji realizowanych metodą MES dla dużych problemów przy zastosowaniu
akceleratorów graficznych w porównaniu do obliczeń przeprowadzonych na wysoko-
wydajnym procesorze Intel Xeon.

Ostatni rozdział zawiera podsumowanie osiągniętych rezultatów przeprowadzonych
badań naukowych.

W dodatkach zaprezentowano uzupełnienie dyskusji prowadzonej w rozprawie, w
szczególności dotyczące metody elementów skończonych (Dodatek A), architektury
CUDA (Dodatek B), kodów implementacji na GPU (Dodatek C) i na CPU (Dodatek D)
oraz opisu konwersji między formatami reprezentacji macierzy rzadkich (Dodatek E).
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Rozdział 2

Metoda elementów skończonych

Metoda elementów skończonych (MES) stanowi jedną z najbardziej popularnych metod
numerycznego rozwiązywania równań różniczkowych z określonymi warunkami brzego-
wymi (2.1):

LΦ = h (2.1)

gdzie L reprezentuje operator różniczkowy, Φ reprezentuje poszukiwaną wartość, h to
funkcja definiująca pobudzenie. MES znalazła zastosowanie w rozwiązaniu równań róż-
niczkowych w wielu zagadnieniach fizycznych np. obliczeniowa mechanika płynów [52],
mechanika stosowana [53], dynamika molekularna [54]. W niniejszej rozprawie przedsta-
wiono zastosowanie metody elementów skończonych w elektrodynamice obliczeniowej
do rozwiązania wektorowego równania falowego, co umożliwia przeprowadzenie pełno-
falowej symulacji propagacji fali elektromagnetycznej i wyznaczenie drgań własnych
rezonatorów lub symulację odpowiedzi układu mikrofalowego, anteny lub obiektu roz-
praszającego na pobudzenie falą elektromagnetyczną na wybranej częstotliwości w har-
monicznym stanie ustalonym [1,25, 26, 55, 56].

Metoda elementów skończonych należy do grupy metod siatkowych, w których roz-
patruje się problemy brzegowe i początkowe w postaci różniczkowej, i ograniczoną
ciągłą dziedzinę obliczeniową dzieli się na skończone małe fragmenty. W przypadku
MES siatka składa się z liniowych lub krzywoliniowych trójkątów lub czworokątów (w
dwóch wymiarach) względnie czworościanów lub sześciościanów (w trzech wymiarach).
Podział dziedziny obliczeniowej na oczka nazywa się siatkowaniem, a każde oczko od-
powiada elementowi skończonemu. Jako element skończony rozumieć się będzie w tej
pracy oczko wraz z funkcjami interpolującymi rozkład pola wewnątrz oczka (szczegó-
ły poniżej). W MES często stosuje się siatki nieregularne, w których każdy element
może mieć inny rozmiar. Zastosowanie elementów różnej wielkości o krzywoliniowych
krawędziach i ścianach daje możliwość przeprowadzenia symulacji dla bardzo złożo-
nych obiektów o niemalże dowolnej geometrii. W przestrzeni dwuwymiarowej trójkąty
opisywane są przez współrzędne w przestrzeni i indeksy węzłów (rys. 2.1a). W prze-
strzeni trójwymiarowej czworościan określony jest przez współrzędne w przestrzeni,
węzły, krawędzie i ściany (rys. 2.1b). W praktyce, każdy element jest reprezentowany
nie w układzie kartezjańskim (x,y,z), ale w układzie simpleksowym (λ1,λ2,λ3,λ4), co
zaprezentowano w Dodatku A.1. Wprowadzenie współrzędnych simpleksowych uprosz-
cza opis, który wykonuje się dla elementu referencyjnego, a następnie na podstawie
prostego przekształcenia można zaadaptować go dla każdego elementu z siatki [1, 57].
Do podziału dziedziny obliczeniowej na oczka można wykorzystać generatory siatki np.
NETGEN [58], TetGen [59], GMSH [60].
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Rysunek 2.1: Opis elementów skończonych pierwszego rzędu (a) trójkąt - indeksacja węzłów

i krawędzi, (b) czworościan - indeksacja węzłów, krawędzi i ścianek.

Rozwiązanie metody MES jest konstruowane na podstawie kombinacji liniowej zwią-
zanych z oczkiem siatki funkcji bazowych1 (najczęściej wielomianowych), które inter-
polują rozwiązanie wewnątrz elementu skończonego. W przypadku gdy Φ jest polem
wektorowym to dokładniejszą aproksymację uzyskuje się stosując wektorowe, a nie
skalarne funkcje bazowe2 [56, 61]. W kwestii nazewnictwa warto doprecyzować, iż w
poniższym opisie czworościan odpowiada geometrycznej interpretacji oczka siatki, na
które podzielono domenę obliczeniową.

W metodzie elementów skończonych zamiana zagadnienia brzegowego (2.1) na układ
równań liniowych odbywa się przy użyciu jednej z dwóch metod: wariacyjnej lub residu-
ów ważonych, które wychodzą lub prowadzą do słabej postaci zagadnienia brzegowego.
W metodzie residuów ważonych równanie różniczkowe (2.1) jest mnożone przez funkcję
wagi i następnie całkowane w obszarze elementu skończonego. Szczegóły metody resi-
duów ważonych przedstawiono w Dodatku A.2. W ogólności wymaga się, aby funkcje
bazowe były podwójnie różniczkowalne (silna postać zagadnienia brzegowego). Słaba
postać wymaga, aby funkcje wagi i funkcje bazowe były tylko raz różniczkowalne [57].
Dodatkowo, jeżeli funkcje wagi wybierane są z zestawu funkcji bazowych to metoda
residuów ważonych nazywa się metodą Galerkina3.

W niniejszej rozprawie MES wykorzystane jest do wyznaczenia parametrów ob-
wodowych układu mikrofalowego. W odniesieniu do opisu obwodowego wykorzystano
sformułowania zaproponowane w [62,63], które bazują na technice segmentacji obwodu.
Dobrym sposobem implementacji metody segmentacji jest opis każdego regionu poprzez
wielorodzajową macierz układu wielowrotowego, która w połączeniu z innymi macie-
rzami z pozostałych regionów pozwala otrzymać globalną odpowiedz układu. Jednym z

1W niniejszej pracy zdecydowano się użyć określenia funkcje bazowe. W literaturze można również
spotkać się z określeniami funkcje interpolacyjne i funkcje kształtu.

2Wektorowe funkcje bazowe z większą dokładnością wyznaczają fałszywe rodzaje (ang. spurious
modes). Kwestia fałszywych rodzajów i ich wpływ na dokładność rozwiązania została szczerzej opisana
w p. 2.3.

3Należy zaznaczyć, że istnieje wiele dróg prowadzących do tego samego układu równań liniowych,
stąd też w literaturze można znaleźć rożne równoważne sformułowania związane z określonymi meto-
dami - np. sformułowanie wariacyjne z metodą Rayleigha–Ritza, residuów ważonych, momentów itp.
Punktem wyjścia może być postać słaba lub silna. W niniejszej pracy przedstawiono jedynie szkic
MES bez zwracania uwagi na niuanse.
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Ω
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S2

S3

SP-1

SP

S4

S

Rysunek 2.2: Przykład urządzenia wielowrotowego (Ω - dziedzina obliczeniowa, Si - wrota).

możliwych sposobów obliczenia tej macierzy jest koncepcja uogólnionej macierzy admi-
tancji (ang. generalized admittance matrix, GAM) lub uogólnionej macierzy impedancji
(ang. generalized impedance matrix, GIM) [63]. Na podstawie otrzymanych macierzy
admitancji lub impedancji następnie wyznacza się macierze parametrów rozproszenia
SC

4. Elementy macierzy rozproszenia są funkcją częstotliwości. Znając wartości ele-
mentów macierzy SC w analizowanym paśmie częstotliwości określa się charakterystyki
odbicia i transmisji analizowanego układu. W niniejszej rozprawie bazowano na sfor-
mułowaniu z [63], które zostało poniżej szczegółowo opisane.

W rozprawie rozwiązywane jest równanie fali Helmholtza:

∇× µ−1∇× ~E − ω2ǫ ~E = 0 (2.2)

gdzie ~E to wektor natężenia pole elektrycznego, ω reprezentuje częstotliwość kątową za-
leżną od częstotliwości f , ǫ i µ opisują, odpowiednio, tensory przenikalność elektrycznej
i magnetycznej.

Słabą formę wektorowego równania Helmholtza można wyprowadzić przy użyciu
metody Galerkina poprzez przemnożenie r. (2.2) przez wektorowe funkcje wagi ~W . W

metodzie Galerkina funkcje wagi ~W wybiera się spośród zestawu funkcji bazowych ~N
(Dodatek A.2). Tak otrzymane równanie jest całkowane i w efekcie otrzymujemy postać
całkową:

∫

Ω

~W · (∇× µ−1∇× ~E − k2
0ǫr

~E) dΩ = 0 (2.3)

gdzie: k0 = 2·π·f
c

opisuje liczbę falową, której wartość zależy od częstotliwości f i pręd-
kości światła c, Ω to dziedzina obliczeniowa.

Zastosowanie tożsamości wektorowych [61], warunków brzegowych naturalnych (Di-
richleta [56]) i zasadniczych (Neumanna [56]) dla P wrót umieszczonych na brzegu o
powierzchni S otaczającej region Ω pozwala przepisać (rys. 2.2) słabą postać równania

4Indeks dolny C zastosowano by odróżnić macierz parametrów rozproszenia od macierzy sztywności,
zdefiniowanej w dalszej części rozdziału.
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wektorowego w formie:

∫

Ω

(∇× ~W · µ−1∇× ~E − k2
0

~W · ǫr
~E) dΩ− jωµ0

P
∑

i=1

∫

Si

~W · (~zi × ~H i
t) dSi = 0 (2.4)

gdzie: ~zi to wektor normalny skierowany do wewnątrz regionu na powierzchni Si w każ-
dym z wrót układu i, ~H i

t reprezentuje natężenie pola magnetycznego w i-tych wrotach.

Styczne pole magnetyczne ~H t
i w każdym z i-tych wrót (w płaszczyźnie XY) można

zapisać w postaci r. (2.5), gdzie (xi,yi,zi) to lokalne współrzędne każdego z wrót, I prąd,
~hi

tk określa rozkład poprzeczny pola magnetycznego k-tego rodzaju występującego w
i-tych wrotach.

~H t
i =

∞
∑

k=1

I i
k(zi)~h

i
tk(xi, yi) (2.5)

Włączając r. (2.5) do r. (2.4) otrzymujemy r. (2.6). W praktyce szeregi z r. (2.6)
redukowane są dla każdego z wrót do skończonej liczby rodzajów [63].

∫

Ω

(∇× ~W ·µ−1∇× ~E− k2
0

~W · ǫr
~E) dΩ = jωµ0

P
∑

i=1

∞
∑

k=1

I i
k(zi)

∫

Si

~W · (~zi×~hi
tk) dSi (2.6)

Wewnątrz analizowanego regionu ~E i ~W można zapisać w postaci r. (2.7) i (2.8),

gdzie Ndofs to liczba stopni swobody Ecj w siatce, a ~Nj to wektorowe funkcje bazowe
zdefiniowane wewnątrz elementu skończonego.

~E =
Ndofs
∑

j=1

Ecj
~Nj = Njec (2.7)

~W =
Ndofs
∑

j=1

Wcj
~Nj = Njwc (2.8)

Podstawiając r. (2.7) i (2.8) do równania (2.6) oraz przyjmując skończoną liczbę
rodzajów we wrotach otrzymujemy układ równań z (2.9), który można zapisać w formie
r. (2.11), gdzie A to symetryczna macierz rzadka o rozmiarze Ndofs × Ndofs (2.10), v
to Qr-wymiarowy wektor napięć (Qr jest sumą liczby rodzajów użytych w każdym z
wrót), B jest macierzą o rozmiarze Ndofs ×Qr r. (2.12)-(2.13).

wT
c · ( (S− k2

0T)ec − jωµ0Bv) = 0 ∀wc ∈ CN (2.9)

A = (S− k2
0T) (2.10)

Aec = jωµ0Bv (2.11)

B = [b1
1, · · ·, b1

m1 · · · b
i
k, · · ·, bP

1 , · · ·, bP
mP ] (2.12)

bi
k = [

∫

Si

~N1·(~zi×~h i
tk) dSi, · · · ,

∫

Si

~Nj ·(~zi×~h i
tk) dSi, · · · ,

∫

Si

~NNdofs
·(~zi×~h i

tk) dSi]T (2.13)
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Każda z całek bi
k jest rozciągnięta na płaszczyźnie i-tych wrót gdzie rodzaj k jest

zdefiniowany i ma niezerową wartość jeżeli którykolwiek z komponentów wektorowej
funkcji ~Nj jest styczny do tego wrota. Przy zastosowaniu modalnego rozwinięcia pola
elektrycznego można zapisać poniższe równanie:

∫

Si

~E · (~zi ×~h i
tk) dSi = V i

k (zi)
∫

Si

~e i
tk · (~zi ×~h i

tk) dSi (2.14)

Ponadto lewa strona r. (2.14) może być zapisana z użyciem zdyskretyzowanego
r. (2.7):

∫

Si

~E · (~zi ×~h i
tk) dSi =

Ndofs
∑

j=1

Ecjb
i
jk (2.15)

Jeżeli zidentyfikujemy prawe strony r. (2.14) i (2.15) oraz zastosujemy zapis macie-
rzowy to otrzymamy system r. (2.16), w którym v jest Qr wymiarowym wektorem, a
∆ jest zdefiniowana w postaci r. (2.17)-(2.18).

BT ec = ∆v (2.16)

∆ = diag(∆1
1 · · ·∆

1
m1 · · ·∆

i
k · · ·∆

P
1 · · ·∆

P
mP ) (2.17)

∆i
k =

∫

Si

~e i
tk · (zi ×~h i

tk) dSi (2.18)

Stosując normalizację napięć (vn = ∆1/2v) i prądów (in = ∆1/2i) oraz normaliza-
cję macierzy Bn = B∆−1/2, uogólnioną macierz impedancji (GIM) można zapisać w
postaci r. (2.19). Macierz X to rozwiązanie układu równań liniowych (2.20), które in-
terpretuje się jako macierz poszukiwanych amplitud funkcji bazowych opisujących falę
elektromagnetyczną.

Z(jω) = jωµ0B
T
n A−1Bn = jωµ0B

T
n X (2.19)

AX = Bn (2.20)

Zgodnie z [63] macierz rozproszenia można zapisać w postaci r. (2.21), gdzie ma-
cierz admitancji Y jest odwrotnością macierzy impedancji (Y = Z−1). Na podstawie
wartości macierzy rozproszenia można określić współczynniki odbicia sc11 i transmisji
sc21 układów mikrofalowych w analizowanym paśmie częstotliwości.

[SC ] = 2(Id + Y)−1 − Id (2.21)

W dalszej części tego rozdziału scharakteryzowano sformułowania użyte do opisu
elementu skończonego (hierarchiczne funkcje bazowe dla krzywoliniowych elementów
skończonych (czworościanów)). Następnie opisano etapy tj. tworzenie lokalnych macie-
rzy elementów (p. 2.1), konstrukcja macierzy globalnych z macierzy lokalnych (p. 2.2),
które pozwoliły na generację globalnych macierzy rzadkich sztywności S i bezwładności
T z r. (2.10) i rozwiązanie układu równań (2.20).
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2.1 Lokalne macierze elementów

Po wstępnym opisie głównych założeń metody elementów skończonych oraz sformuło-
wania uogólnionej macierzy impedancji (GIM) użytej do analizy układów mikrofalo-
wych, poniżej przedstawiono szczegóły dotyczące użytych hierarchicznych wektorowych
funkcji bazowych wyższego rzędu (H2(curl), rząd p = 3 [64]5) oraz krzywoliniowych
elementów skończonych w trzech wymiarach [55].

Hierarchiczne funkcje bazowe
Wektorowe hierarchiczne funkcje bazowe to zestaw funkcji wielomianowych ~N o rosną-
cym rzędzie. Zastosowanie tego typu elementów pozwala na:

• podniesienie dokładności rozwiązania (dzięki lokalnemu lub globalnemu podwyż-
szeniu rzędu interpolacji wewnątrz elementu - adaptacja typu p [65]),

• zastosowanie adaptacyjnego procesu zagęszczania lub generacji siatki,

• konstrukcję iteracyjnych procedur rozwiązywania układu równań linowych two-
rzonych w MES wykorzystujących wielopoziomowy operator ściskający (prekon-
dycjoner) [61],

• budowę hierarchicznych estymatorów błędu lokalnego [66].

Przykładami elementu skończonego opisanego przez hierarchiczne funkcje bazowe są
elementy: Webba [67], Savage [68], Webb-Forghani [69], Andersena-Volakisa [70]. Przy-
kład elementu Webba, dla którego użyto hierarchicznych funkcji bazowych w simplek-
sowym układzie współrzędnych opisano w Dodatku A.4. W pracy zastosowano zestaw
hierarchicznych funkcji bazowych zdefiniowanych dla krzywoliniowych elementów skoń-
czonych (czworościanów) zaproponowanych przez Ingelströma w [64]. Funkcje te należą
do przestrzeniW r. (2.22), która została zbudowana jako kombinacja funkcji z Ṽp (prze-
strzeń skalarnych funkcji bazowych) i Ãp (przestrzeń wektorowych funkcji bazowych)
zgodnie z r. (2.23)6.

Wp = W̃1 ⊕ ...⊕ W̃p (2.22)

W̃p = Ãp ⊕∇Ṽp (2.23)

Wszystkie funkcje bazowe rozpięte w przestrzeniach Ṽ1-Ṽ3 i Ã1-Ã3 i użyte do opisu
elementów skończonych (czworościanów) w niniejszej rozprawie zapisano odpowiednio
w Tab. 2.1 i Tab. 2.2. Funkcje bazowe wyrażono w układzie simpleksowym, gdzie λi to
ciągła funkcja, która jest:

• liniowa w każdym czworościanie,

• jednostkowa w węźle i oraz zerowa dla pozostałych węzłów,

5W rozprawie zastosowano notację z [61], w którejHn to przestrzeń wektorowych funkcji bazowych,
a n wskazuje, że funkcje i rotacje funkcji (ang. curl) są wektorowymi wielomianami o maksymalnym
rzędzie n.

6Tylda oznacza, iż przestrzeń jest „prawie” ortogonalna. W artykule [64], zamiast tworzyć orto-
gonalne funkcje bazowe zastosowano funkcje bazowe wyższego rzędu w taki sposób, iż zerują się one
podczas projekcji na przestrzeń o niższym rzędzie przy zastosowaniu operatorów zdefiniowanych przez
Nédéleca [71]. Przewagą tej strategii jest to, że nie jest potrzebne żadne założenie na kształt elementu
oraz to, iż implikuje ono pewną ortogonalność w standardowym podejściu.
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Tabela 2.1: Kombinacja funkcji bazowych z [64] użytych w niniejszej rozprawie.

Przestrzeń Skalarne funkcje bazowe Powiązanie opisane przez węzły {i,j,k,l}

Ṽ1 λi węzeł {i}

Ṽ2 λiλj krawędzie {ij}

Ṽ3 λiλj(λi − λj) węzły {ij}
λiλjλk ścianki {ijk}

Tabela 2.2: Kombinacja rotacyjnych funkcji bazowych z [64] użytych w niniejszej rozprawie.

Przestrzeń Wektorowe funkcje bazowe Powiązanie opisane przez węzły {i,j,k,l}

Ã1 λi∇λj − λj∇λi krawędzie {ij}

Ã2 3λjλk∇λi −∇(λiλjλk) ścianki {ijk}
3λkλi∇λj −∇(λiλjλk) ścianki {ijk}

Ã3 4λjλk(λj − λk)∇λi −∇(λiλjλk(λj − λk)) ścianki {ijk}
4λkλi(λk − λi)∇λj −∇(λjλkλi(λk − λi)) ścianki {ijk}
4λiλj(λi − λj)∇λk −∇(λkλiλk(λi − λj)) ścianki {ijk}
4λjλkλl∇λi −∇(λiλjλkλl) objętość {ijkl}
4λkλlλi∇λj −∇(λiλjλkλl) objętość {ijkl}
4λlλiλj∇λk −∇(λiλjλkλl) objętość {ijkl}

• skojarzona z węzłami {i}, krawędziami {ij}, ściankami {ijk} i objętościami {ijkl}.

Dla powyżej zdefiniowanych sformułowań liczba funkcji bazowych opisujących ele-
ment skończony wynosi 45 [61]. W implementacji użytej w rozprawie zdefiniowanych
pierwotnie jest jednak 50 funkcji bazowych, z których 5 jest kombinacją liniową pozo-
stałych. Na etapie wyznaczania lokalnych macierzy sztywności i bezwładności wyzna-
czane są zatem nadmiarowe funkcje bazowe, natomiast w trakcie konstrukcji macierzy
globalnych wybierane są z nich odpowiednie funkcje liniowo niezależne - odpowiadają-
ce wspólnym krawędziom i ścianom. W zapisie macierzowym hierarchiczne wektorowe
funkcje bazowe ~N użyte w rozprawie zapisano w postaci macierzy N o rozmiarze K×D,
gdzie K = 50 określa liczbę wszystkich funkcji bazowych, a D = 3 wynika z faktu, iż
struktura jest trójwymiarowa.

Stopnie swobody (ang. degrees of freedom, dofs), które są ekwiwalentem niewiado-
mych układu równań (2.20), kojarzone są z funkcjami bazowymi zdefiniowanymi dla
krawędzi, ścian czworościanu oraz objętości wewnątrz czworościanu i zapewniają wa-
runek ciągłości składowej stycznej pola na brzegach czworościanu [64].

W przestrzeni trójwymiarowej, dla wektorowych funkcji bazowych wyprowadzenie
słabej postaci równania różniczkowego (2.4) i zastosowanie metody Galerkina prowadzi
do wyznaczenia dwóch lokalnych macierzy opisujących pojedynczy element skończony.
Pierwsza, macierz sztywności S(e), związana jest ze składnikiem ∇× ~E, a druga, macierz
bezwładności T(e), ze składnikiem ~E równania (2.6). Elementy macierzy można zapisać
w postaci:

S
(e)
ij =

y

V

(∇× ~Ni)µ
−1(∇× ~Nj) dV (2.24)

T
(e)
ij =

y

V

( ~Niǫr
~Nj) dV (2.25)

gdzie V to objętość elementu skończonego (e), ~N określa zestaw hierarchicznych funkcji
bazowych opisujących element skończony, S(e) i T(e) to odpowiednio lokalne macierze
elementów sztywności i bezwładności.
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Krzywoliniowe wektorowe elementy skończone
Kolejnym ze sposobów poprawy dokładności analizy przy użyciu metody elementów
skończonych, szczególnie w przypadkach gdy analizowane struktury mają zakrzywio-
ne powierzchnie, jest zastosowanie elementów krzywoliniowych (rys. 2.3). Aby obliczyć
lokalne macierze elementu (sztywności S(e) i bezwładności T(e)) należy wykonać cał-
kowanie wektorowych funkcji bazowych i rotacji wektorowych funkcji bazowych dla
referencyjnego elementu skończonego [55]. Element krzywoliniowy (zapisany przy uży-
ciu układu współrzędnych (x,y,z)) jest przekształcany do elementu prostoliniowego z
lokalnymi współrzędnymi (u,v,w) przy użyciu macierzy Jacobiego (J) (rys. 2.3):
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Rysunek 2.3: Odwzorowanie przekształcające element krzywoliniowy w czworościan w

układzie współrzędnych (u,v,w).
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Współrzędne (u,v,w) odpowiadają współrzędnym simpleksowym (λ2,λ3,λ4), a czwartą
współrzędną można określić na podstawie warunku normalizującego jako λ1 = 1−λ2−
λ3 − λ4 (Dodatek A.1, r. (A.3)).

W analogiczny sposób między układami współrzędnych transformowane są składowe
funkcji bazowych:







Nx

Ny

Nz






= J







Nu

Nv

Nw






(2.27)

Dla elementów krzywoliniowych lokalne macierze sztywności i bezwładności z r. (2.24)-
(2.25) można przepisać przy użyciu równań:

S
(e)
ij =

y

V

(∇× ~Ni)µ
−1(∇× ~Nj) dx dy dz =

y

V

NT
Ri

Jµ−1JT NRj

1

det(J)
du dv dw

(2.28)

T
(e)
ij =

y

V

~Niǫr
~Nj dx dy dz =

y

V

[

NiuNivNiw

]

J−T ǫrJ
−1







Nju

Njv

Njw





 det(J) du dv dw

(2.29)
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gdzie (·)T oznacza operację transpozycji macierzy, (·)−T oznacza transpozycję macierzy
odwrotnej, a NR to macierz pomocnicza do wyznaczenia rotacji funkcji bazowych:

NT
Ri

=
[

(∂Nw

∂v
− ∂Nv

∂w
), (∂Nu

∂w
− ∂Nw

∂u
), (∂Nv

∂u
− ∂Nu

∂v
)

]

(2.30)

W przypadku, gdy do opisu elementu skończonego użyto hierarchicznych funkcji
bazowych, wykonanie całkowania z r. (2.28)-(2.29) metodą analityczną nie jest kwe-
stią oczywistą i wiązałoby się z bardzo dużym kosztem numerycznym. Z tego powodu
zdecydowano się wykorzystać kwadratury Gaussa [72] do wykonania całkowania nume-
rycznego. Kwadraturę Gaussa dla pojedynczego czworościanu, można zapisać w postaci
r. (2.31):

y

V

f(x, y, z)dV ≈ |V | ·
Q

∑

i=1

wi · f(pi) (2.31)

gdzie Q określa liczbę punktów kwadratury pi, a wi określa wagi kwadratury w układzie
simpleksowym. Aby zapewnić satysfakcjonującą dokładność całkowania numerycznego
należy wykorzystać kwadratury wysokiego rzędu, co wiąże się ze znaczącym kosztem
pamięciowym i obliczeniowym. Z tego powodu wykorzystanie elementów krzywolinio-
wych jest zasadne w sąsiedztwie zakrzywionych obszarów analizowanej struktury.

Dla powyżej zdefiniowanych sformułowań (hierarchiczne funkcje bazowe wyższego
rzędu, elementy krzywoliniowe, kwadratury Gaussa) lokalne macierze elementów obli-
czyć można zgodnie z r. (2.32)-(2.33):

S(e) ≈
1

6

Q
∑

i=1

wiNRi(J
T
i µ−1Ji)N

T
Ri

1

det(Ji)
(2.32)

T(e) ≈
1

6

Q
∑

i=1

wiNi(J
−T
i ǫJ−1

i )NT
i det(J−1

i ) (2.33)

gdzie: Q oznacza liczbę punktów kwadratury, Ji oznacza macierz Jacobiego (2.26), (·)−T

oznacza transpozycję odwrotności macierzy, Ni oznacza macierz, która przechowuje
wartości hierarchicznych funkcji bazowych ~Ni, NRi oznacza macierz, która przechowuje
wartości rotacji hierarchicznych funkcji bazowych ∇× ~Ni.

2.2 Konstrukcja macierzy globalnych

W p. 2.1 pokazano formuły pozwalające na generację lokalnych macierzy elementów
sztywności S(e) i bezwładności T(e). Następnym krokiem metody elementów skończo-
nych jest konstrukcja rzadkich macierzy globalnych sztywności (S) i bezwładności (T).
Wśród formatów reprezentacji macierzy rzadkiej najbardziej popularnymi formatami
są COO (ang. Coordinate format), CRS (ang. Compressed Row Storage), CCS (ang.
Compressed Column Storage), Ellpack-Itpack [3]. To co wyróżnia formaty to sposób
dostępu do elementów niezerowych oraz zapotrzebowanie na pamięć. Wyżej wymienio-
ne formaty zostały scharakteryzowane przy opisie implementacji mnożenia macierzy
rzadkiej przez wektor (p. 6.2.1) i poniżej przedstawiono tylko ich główne właściwości.
Format COO jest bardziej uniwersalny, gdyż trzy wektory przechowują pełną informa-
cję nt. wartości elementów niezerowych oraz ich indeksów wierszy i kolumn. Z drugiej
strony format CRS cechuje się mniejszym zapotrzebowaniem na pamięć (wektor in-
deksów wierszy elementów niezerowych jest skompresowany) i dlatego jest on często
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Rysunek 2.4: Łączenie dwóch elementów skończonych (czworościanów) - odwzorowanie lo-

kalnej indeksacji na indeksację globalną. Na rysunku pogrubiono wspólne krawędzie, a wspól-

na ściana czworościanów została pokolorowana.

wykorzystywany jako format bazowy w pakietach i bibliotekach dedykowanych oblicze-
niom na macierzach rzadkich [43, 73].

Popularnym sposobem wykonania procesu składania macierzy (ang. matrix assem-
bly) jest przetwarzanie struktury element po elemencie [1, 56]. W siatce elementów,
czworościany mają wspólne węzły, krawędzie i ścianki (rys. 2.4). W celu określenia
wzajemnego powiązania pomiędzy funkcjami opisującymi wartości pola EM w poszcze-
gólnych elementach skończonych wprowadza się globalną numerację węzłów, krawędzi
i ścian elementów [1, 56]. Na podstawie globalnej indeksacji definiowane jest odwzo-
rowanie, które określa wartości macierzy globalnych w funkcji wartości lokalnych. W
rezultacie poszczególne elementy niezerowe budowanej macierzy są sumą wartości po-
chodzących z macierzy lokalnych. Dla elementów wektorowych procedura budowy ma-
cierzy globalnych musi uwzględniać również fakt, iż funkcje bazowe mają swój kierunek
i łączenie elementów wymaga sprawdzenia kierunków. W takim przypadku wprowadza
się tablice łączące lokalną i globalną numerację krawędzi (element tablicy, który posada
wartość ujemną ma lokalną krawędź zorientowaną w przeciwnym kierunku co globalna
krawędź). Na podstawie globalnej numeracji krawędzi oraz orientacji krawędzi nastę-
puje dodanie bądź odejmowanie wartości macierzy lokalnych i wpisanie ich do macierzy
globalnych (rys. 2.5).

Dla powyższych sformułowań, w których zastosowano hierarchiczne funkcje bazo-
we globalne macierze współczynników z r. (2.10) mają charakterystyczną postać, gdyż
można w nich wydzielić podmacierze ME

ij odpowiadające różnym rzędom funkcji bazo-
wych użytych do opisu elementów skończonych (indeksy 1,2,3 odpowiadają stopniom
funkcji bazowych):

A = S− k2
0T =







S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33






− k2

0







T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33






=







ME
11 ME

12 ME
13

ME
21 ME

22 ME
23

ME
31 ME

32 ME
33






(2.34)

Powyższa właściwość macierzy umożliwia zastosowanie wielopoziomowego operato-
ra ściskającego w metodzie iteracyjnego rozwiązywania układów równań liniowych [61],
który został przedstawiony w kolejnym punkcie. W ogólności macierz rzadka A jest nie-
symetryczna, jednakże w przypadku gdy ǫ i µ są tensorami symetrycznymi lub tak jak
w przypadku rozprawy skalarami (ǫ = 1, µ = 1), to macierz rzadka jest symetryczna.
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Rysunek 2.5: Budowa macierzy globalnych sztywności S. Po obliczeniu lokalnych macierzy

sztywności S(e) i S(e+1) o rozmiarach K ×K dla czworościanów (e) i (e+1), w etapie budowy

macierzy globalnej elementy zapisywane są w macierzy rzadkiej S o rozmiarze N ×N , gdzie

N to sumaryczna liczba stopni swobody.

2.3 Rozwiązanie układu równań

Po wykonaniu dyskretyzacji przestrzeni obliczeniowej, obliczeniu lokalnych macierzy
oraz zbudowaniu macierzy globalnych, kolejnym etapem analizy z wykorzystaniem me-
tody elementów skończonych jest rozwiązanie macierzowego układu równań AX = B
(patrz. r. (2.20)), gdzie A to globalna macierz współczynników będąca funkcją global-
nych macierzy sztywności i bezwładności oraz liczby falowej, B to macierz reprezentują-
ca pobudzenie, X to macierz poszukiwanych amplitud funkcji bazowych, które opisują
falę elektromagnetyczną. Poniżej przeprowadzono dyskusję rozwiązania układu równań
liniowych dla przypadku, w którym B=b i X=x są macierzami jednokolumnowymi
(rozwiązanie układu w jednych wrotach) i wtedy równanie przyjmuje postać Ax = b.

Wyróżnić można dwa główne typy metod rozwiązywania macierzowego układu rów-
nań liniowych (2.20), czyli techniki bezpośrednie i iteracyjne. W podejściu bezpośred-
nim poszukiwane rozwiązanie układu równań liniowych oparte jest najczęściej na de-
kompozycji LU [3]. Rezultatem rozkładu macierzy A są dwie macierze (faktory) - trój-
kątna dolna L oraz trójkątna górna U, które umożliwiają szybkie i dokładne rozwią-
zania układu równań (2.20) w dwóch etapach podstawienia „w przód” (ang. forward
substitution) i „wstecz” (ang. back substitution):

Ly = b (2.35)

Ux = y (2.36)

W metodzie MES rozmiar macierzy rzadkiej A z r. (6.2) zależy od rozmiaru dziedziny,
dyskretyzacji i użytych funkcji bazowych. W praktyce, rozmiar macierzy może osiągnąć
miliony, co spowoduje, że problem ten nie może być rozwiązany przy użyciu metod
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bezpośrednich, które wymagają wielokrotnie więcej pamięci do wykonania faktoryzacji
i przechowywania macierzy (faktorów) L i U, niż jest to potrzebne do przechowania
macierzy współczynników A.

Mając na uwadze możliwość rozwiązywania większych układów równań zasadnym
jest użycie metod iteracyjnych [3], których zapotrzebowanie na pamięć ogranicza się do
macierzy A i wektorów pomocniczych. W technikach iteracyjnych poszukiwane rozwią-
zanie układu równań (2.20) znajdywane jest w procesie iteracyjnym xi+1 = K(A,b)(xi),
który zwykle rozpoczyna działanie od rozwiązania początkowego x0 (może być bardzo
niedokładne) i w kolejnych iteracjach zwiększa dokładność wyznaczanego rozwiązania
do zadanej dokładności. W każdej iteracji można określić wektor błędu ei jako:

ei = xi − x (2.37)

gdzie: xi to rozwiązanie w „i”-tej iteracji, a x to rozwiązanie dokładne. Metoda ite-
racyjna zbiega się do rozwiązania dokładnego jeżeli norma ||ei|| dąży do zera, a taka
zależność zachodzi, gdy σ(K) < 1:

σ(K) = maxi|Λi(K)| (2.38)

gdzie σ to promień spektralny macierzy, Λi to wartość własna.
Jedną z najbardziej popularnych technik iteracyjnych jest metoda gradientów sprzę-

żonych (ang. Conjugate Gradient method, CG) [3, 4, 74]. Metoda gradientów sprzę-
żonych dedykowana jest rozwiązaniu układu równań w przypadku gdy macierz jest
symetryczna i dodatnio określona:

∀z zT Az > 0 (2.39)

Spełnienie warunku (2.39) gwarantuje, że wszystkie wartości własne macierzy A są
dodatnie.

W przypadku macierzy wygenerowanej przy użyciu sformułowań MES z poprzed-
niego punktu macierz rzadka jest symetryczna, ale jest nieokreślona (ang. indefinite).
Jest to spowodowane faktem, że jej składniki mają odmienny charakter - jeden - ma-
cierz sztywności S jest półdodatnio określona (ang. positive semidefinite), i ma liczne
statyczne (tj. odpowiadające zdegenerowanej zerowej wartości własnej) rozwiązania,
które w niektórych przypadkach mogą być źródłem tzw. fałszywych rodzajów7, a dru-
gi, czyli macierz −k2

0T jest ujemnie określona ponieważ ma ujemne wartości własne.
Mimo wszystko metodę gradientów sprzężonych stosuje się do rozwiązywania układów
równań w MES. Dodatnia określoność macierzy gwarantuje, że podczas obliczeń w pro-
cesie iteracyjnym nie wystąpią nieprawidłowe operacje (dzielenie przez zero), jednakże
w praktyce taka sytuacja nie występuje mimo, że macierz jest nieokreślona i metoda
CG jest wykorzystywana w analizie MES problemów elektromagnetycznych [61, 75].

W metodzie CG dokonuje się ortogonalnej projekcji na bazie podprzestrzeni Kry-
łowa Ki:

Ki(r0, A) = span{r0, Ar0, A2r0, ..., Ai−1r0} (2.40)

Poszukiwany wektor x tworzony jest z residuów ri, gdzie r0 jest residuum początkowym:

ri = b−Axi (2.41)

7Rozwiązania statyczne rozpinają jądro operatora różniczkowego (L = ∇× 1
µ
∇×) - należą do nich

wszystkie gradienty funkcji skalarnych gdyż ∇ × (∇Φ) = 0. Funkcje bazowe wektorowe używane w
MES aproksymują jedynie to jądro, co prowadzi do wartości własnych bliskich zera [61]
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Rozwiązanie budowane jest w taki sposób, aby w i-tej iteracji residuum było ortogo-
nalne do residuum z poprzedniej iteracji r. (2.42).

rT
i+1ri = 0 (2.42)

Punktem wyjściowym metody gradientów sprzężonych jest forma kwadratowa [74]:

f(x) = 0.5 · xT Ax− bT x + c (2.43)

Przy założeniu, że macierz A jest symetryczna i poddając (2.43) operacji gradientu
f ′(x) = Ax − b, residuum równe jest r = −f ′(x) i wskazuje kierunek najszybszego
spadku. Przyrównując gradient do zera otrzymujemy rozwiązanie równania Ax = b.
Nadając powyższym równaniom postać iteracyjną, poszukiwane rozwiązanie przyjmuje
postać:

xi+1 = xi + αri (2.44)

Z równań (2.41), (2.42) i (2.44) otrzymujemy współczynnik α.

(b−Axi+1)
T ri = 0 (2.45)

(b−A(xi + αri))
T ri = 0 (2.46)

(b−Axi)
T ri − α(Ari)

T ri = 0 (2.47)

(b−Axi)
T ri = α(Ari)

T ri (2.48)

rT
i ri = αrT

i (Ari) (2.49)

α =
rT

i ri

rT
i Ari

(2.50)

Wektor nowego kierunku di+1 jest A-ortogonalny do poprzedniego wektora kierunku
di:

di+1 = ri+1 + βdi (2.51)

gdzie współczynnik β =
rT

i+1ri+1

rT
i

ri
wynika z ortogonalizacji Gram-Schmidta. Wszystkie

operacje metody CG zostały zebrane w Wydruku 2.1 [74]. Warto dodać, że dla proble-
mów stratnych, w których generowana w MES macierz rzadka A jest zespolona należy
stosować metodę COCG (ang. Conjugate Orthogonal Gradient Method) [76]. W me-
todzie COCG podprzestrzeń Kryłowa definiuje się jako Ki(r0, A), gdzie (·) oznacza
sprzężenie.

Algorytm CG występuje także w postaci PCG (ang. Preconditioned Conjugate Gra-
dient) z operatorem ściskającym M (Wydruk 2.2), czyli macierzą lub procedurą trans-
formującą problem liniowy do równoważnego problemu o tym samym rozwiązaniu:

M−1Ax = M−1b (2.52)

Zastosowanie operatora ściskającego ma na celu poprawę zbieżności algorytmu itera-
cyjnego, gdyż przy doborze odpowiedniego operatora, M−1A ma lepsze właściwości
widmowe niż A (mniejszy promień spektralny σ). Przykładem operatora ściskającego
jest prekondycjoner Jacobiego, w którym macierz M to macierz diagonalna, która na
diagonali ma elementy z diagonali macierzy A [4]:
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M =













a1,1 0 · · · 0
0 a2,2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · aN,N













(2.53)

1 i = 0
2 r = b− Ax
3 d = r

4 dnew = rT r

5 d0 = dnew

6 while␣(i < imax␣&&␣dnew > ǫ2d0){
7 ␣␣␣␣q = Ad

8 ␣␣␣␣dq␣=␣dT q

9 ␣␣␣␣α = dnew

dq

10 ␣␣␣␣x = x + αd

11 ␣␣␣␣r = r− αq

12
13 ␣␣␣␣dold = dnew

14 ␣␣␣␣dnew = rT r

15 ␣␣␣␣β = dnew

dold

16 ␣␣␣␣d = r + βd

17 ␣␣␣␣i = i + 1
18 }

Wydruk 2.1: Metoda gradientów sprzężo-

nych

1 i = 0
2 r = b− Ax

3 d = M−1r

4 dnew = rT d

5 d0 = dnew

6 while␣(i < imax␣&&␣dnew > ǫ2d0){
7 ␣␣␣␣q = Ad

8 ␣␣␣␣dq = dT q

9 ␣␣␣␣α = dnew

dq

10 ␣␣␣␣x = x + αd

11 ␣␣␣␣r = r− αq

12 ␣␣␣␣s = M−1r

13 ␣␣␣␣dold = dnew

14 ␣␣␣␣dnew = rT s

15 ␣␣␣␣β = dnew

dold

16 ␣␣␣␣d = s + βd

17 ␣␣␣␣i = i + 1
18 }

Wydruk 2.2: Metoda gradientów sprzężo-

nych z operatorem ściskającym M.

Niestety operator ściskający Jacobiego nieznacznie poprawia zbieżność rozwiązy-
wania układów równań powstających w wyniku dyskretyzacji równania falowego [77].
Testy wykazały, że uzyskanie satysfakcjonującej zbieżności dla problemów wygenero-
wanych w MES przy użyciu podstawowych operatorów ściskających i przy zachowaniu
dużej wydajności obliczeń było niemożliwe (rys. 2.6).

Przyczyn słabej zbieżności metody iteracyjnego rozwiązywania układu równań ge-
nerowanych w MES w przypadku wektorowego równania falowego jest kilka. Po pierw-
sze, macierz A jest nieokreślona (ang. indefinite). Po drugie, zwiększenie gęstości siatki
(zmniejszenie rozmiarów czworościanów) powoduje wzrost promienia spektralnego. Po
trzecie obecność fałszywych, niefizycznych rodzajów [61] powoduje, że w procesie itera-
cyjnym pojawiają się składniki, których nie można wyeliminować poprzez np. deflację.
Po czwarte zastosowanie hierarchicznych funkcji bazowych sprawia, że rośnie wskaźnik
uwarunkowania macierzy [78]:

κ =
Λmax(A)

Λmin(A)
(2.54)

gdzie Λmax i Λmax to odpowiednio największa i najmniejsza wartość własna macierzy A.
Wraz ze wzrostem wskaźnika uwarunkowania rośnie liczba iteracji metody gradientów
sprzężonych (liczba iteracji jest proporcjonalna do kwadratu wskaźnika uwarunkowania
macierzy). Poprawę uwarunkowania macierzy uzyskuje się tworząc ortogonalne funk-
cje bazowe [79]. Tak jak to zostało opisane wcześniej funkcje bazowe wykorzystane w
niniejszej rozprawie [64], są „prawie” ortogonalne, gdyż zastosowano funkcje bazowe
wyższego rzędu, które zerują się podczas projekcji na przestrzeń o niższym rzędzie.
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Rysunek 2.6: Zbieżność (norma euklidesowa wektora residualnego) metody gradientów

sprzężonych bez (CG) i z operatorem ściskającym Jacobiego (PCG-Jacobi). Problem testowy:

filtr grzebieniowy 9-rzędu, rozmiar macierzy N = 806811 (Tab. 4.1).

W literaturze spotkać można kilka rozwiązań, które pozwalają poprawić zbieżność
iteracyjnego rozwiązywania układu równań generowanego w MES. Jednym z rozwiązań
jest zastosowanie metod wielosiatkowych [80]. Metody iteracyjne słabo redukują wol-
nozmienne składowe przestrzennego rozwinięcia błędu rozwiązania. W metodach wie-
losiatkowych wolnozmienny błąd po rzutowaniu na rozrzedzoną siatkę staje się szyb-
kozmienny i jest łatwiejszy do usunięcia [80]. Innym sposobem stłumienia rodzajów
własnych jest zastosowanie wielopoziomowych operatorów ściskających wykorzystują-
cych fakt, iż do opisu elementów skończonych użyto hierarchiczne funkcje bazowe [61].
Mechanizm ich funkcjonowania jest analogiczny jak dla metod wielosiatkowych.

2.3.1 Hierarchiczny wielopoziomowy operator ściskający

Hierarchiczny wielopoziomowy operator ściskający jest zestawem operacji, które zostały
przedstawione na Wydruku 2.3. Operator ściskający może przyjmować różne schematy
(V,W) i posiadać kilka poziomów (rys. 2.7). Poniżej omówiony został operator ści-
skający o schemacie V. W prekondycjonerze wielopoziomowym macierz A podzielona
jest na podmacierze ME

ij, odpowiadające różnym rzędom funkcji bazowych użytych do
opisu elementów skończonych. Macierze w dwupoziomowym (AV 2) i trzypoziomowym
(AV 3)) operatorze ściskającym:

A = AV2 =

[

ME
11 ME

12

ME
21 ME

22

]

(2.55)

A = AV3 =







ME
11 ME

12 ME
13

ME
21 ME

22 ME
23

ME
31 ME

32 ME
33






(2.56)

gdzie indeksy 1,2,3 odpowiadają stopniom funkcji bazowych.
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Rysunek 2.7: Schemat cyklu V i W trzypoziomowego operatora ściskającego.

1 zE␣=␣Hie-ML(rE,i)
2 zE␣=␣0
3 if␣i␣==␣0␣then
4 ␣␣␣␣ME

11zE = rE␣␣␣␣(dolny␣poziom)
5 else
6 ␣␣␣␣Pre-smoothing␣(zE,␣rE)␣(najwyższy␣poziom)

7 ␣␣␣␣ri−1
E = rE − ME

i−1,i zE

8 ␣␣␣␣zi−1
E =␣Hie-ML(rE,i-1)

9 ␣␣␣␣zi
E = rE − ME

i,i−1 zi−1
E

10 ␣␣␣␣Post-smoothing(zE, rE)␣␣␣(najwyższy␣poziom)

Wydruk 2.3: Hierarchiczny wielopoziomowy operator ściskający (ang. Hierarchical Multi-

level, Hie-ML)

Analizując algorytm wielopoziomowego operatora ściskającego o cyklu V (Wydruk
2.3) wyróżnić można: procedury „wygładzające” (ang. pre-smoothing, post-smoothing)
(linie: 6, 10), mnożenie macierzy rzadkich łączące poziomy operatora ściskającego (linie:
7, 9) oraz rozwiązanie układu równań na dolnym poziomie (linia: 4).

Dla etapów „wygładzających” można zastosować relaksacyjne iteracyjne metody
rozwiązywania układu Mz = g [3]. Metody relaksacyjne mają taką właściwość, iż
schemat iteracji (K) jest niezależny od zi oraz i w trakcie procesu iteracyjnego:

zi = KM,g(zi−1) (2.57)

Do metod relaksacyjnych zaliczyć można metodę Gaussa-Seidela, metody Jacobiego
oraz metodę SOR (ang. Successive Over-Relaxation). Na potrzeby tych metod macierz
zapisywana jest w postaci:

M = D− L−U (2.58)

gdzie macierz D jest macierzą diagonalną, macierz -L zawiera elementy poniżej dia-
gonali, a macierz -U elementy powyższej diagonali. Metoda Gaussa-Seidela wyznacza
rozwiązanie w kolejnej iteracji na podstawie rozwiązania otrzymanego w poprzedniej
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iteracji wg. wzoru opisanego w równaniu (2.59), w którym wykonuje się tzw. „pod-
stawienie w przód” (ang. forward substitution) lub wg. wzoru opisanego w równaniu
(2.60), w którym wykonuje się tzw. „podstawienie wstecz” (ang. back substitution).

(D− L)zi+1 = Uzi + gzi+1 = (D− L)−1[Uzi + g] (2.59)

(D−U)zi+1 = Lzi + gzi+1 = (D−U)−1[Lzi + g] (2.60)

Kolejną metodą relaksacyjną jest metoda SOR, dla której wektor wynikowy obli-
czany jest na podstawie procedury (2.61). Niestety znalezienie optymalnego dla danego
problemu współczynnika relaksacji (ω ∈ {0, 2}) nie jest zagadnieniem trywialnym [3].

zi+1 = (D + ωL)−1(ωg− [ωU + (ω − 1)D]zi) (2.61)

Inną metodą relaksacyjną jest metoda Jacobiego, w której rozwiązanie w kolejnej
iteracji zi+1 otrzymywane jest przy użyciu procedury (2.62). Procedurę tę, można za-
pisać w bardziej zwartej formie (2.63) przy użyciu podstawienia (RJ = I−D−1A):

zi+1 = D−1(g + (L + U)zi) (2.62)

zi+1 = RJzi + D−1g, (2.63)

Modyfikacją metody Jacobiego jest ważona metoda Jacobiego, której iterację można
zapisać wg. równania (2.64). Odpowiednie dobranie wagi ω pozwala uzyskać lepszą
zbieżność ważonej metody Jacobiego.

RωJ = I− ωD−1A

zi+1 = RωJzi + ωD−1g (2.64)

Zhu i Cangellaris [61] zaproponowali użycie metody Gaussa-Seidela w implementacji
procedur wygładzania (pre-smoothing, post-smoothing), celem zapewnienia satysfak-
cjonującej zbieżności. Niestety metoda Gaussa-Seidela nie da się łatwo zrównoleglić
(ze względu na operacje podstawiania „w przód” lub „wstecz”), co obniża wydajność
obliczeniową operatora ściskającego [77]. W celu lepszego zrównoleglenia, zapropono-
wano ważoną metodę Jacobiego zamiast metody Gaussa-Seidela [81]. Ważona metoda
Jacobiego jest procesem iteracyjnym atrakcyjnym z punktu widzenia zrównoleglenia
obliczeń, gdyż oparta jest na operacji mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor (Wy-
druk 2.4), którą można efektywnie zrównoleglić zarówno na CPU jaki i na GPU. Na
potrzeby wielopoziomowego operatora ściskającego ważoną metodę Jacobiego przepi-
sano, tak aby móc wykorzystać macierz M = ME

ii , i nie było potrzeby obliczania
dodatkowych macierzy RωJ (Wydruk 2.4).

Profil zbieżności przedstawiony na rys. 2.8 potwierdza, iż metoda gradientów sprzę-
żonych z wielopoziomowym operatorem ściskającym (cykl V, ważona metoda Jacobie-
go) osiąga satysfakcjonującą zbieżność.

1 for␣p=1:iter
2 ␣␣␣␣r = g− ME

ii z
i
E

3 ␣␣␣␣zi
E = zi

E + w ∗ D−1
ii r

4 end

Wydruk 2.4: Ważona metoda Jacobiego (Dii - diagonala macierzy ME
ii ).
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Rysunek 2.8: Zbieżność (norma euklidesowa wektora residualnego) metody gradientów

sprzężonych z wielopoziomowym operatorem ściskającym o cyklu V (PCG-V). W operacjach

wygładzających zastosowano ważoną metodę Jacobiego. Problem testowy: filtr grzebieniowy

9-rzędu, rozmiar macierzy N = 806811 (Tab. 4.1).

2.4 Podsumowanie metody elementów skończonych

Podsumowując powyższą dyskusję, w symulacjach numerycznych elektromagnetycz-
nych problemów deterministycznych z zastosowaniem metody elementów skończonych
wydzielić można następujące etapy:

Etap-1 Dyskretyzacja - podział przestrzeni obliczeniowej na elementy skończone
(p. 2)

Etap-2 Generacja układu równań liniowych

a) Wyznaczanie lokalnych macierzy sztywności (S(e)) i bezwładności (T(e)) z za-
stosowaniem odpowiednich dla danego problemu funkcji bazowych dla każ-
dego elementu skończonego8 (p. 2.1)

b) Budowa macierzy globalnych - z macierzy lokalnych konstruowane są globalne
macierze rzadkie sztywności (S) i bezwładności (T), (p. 2.2)

c) Wyznaczenie prawej strony (lub macierzy prawych stron) układu równań po-
przez nałożenie odpowiednich dla wybranego problemu warunków brzego-
wych (p. 2.1)

Etap-3 Rozwiązanie układu równań liniowych (p. 2.3)

Etap-4 Przetwarzanie końcowe - na podstawie rozwiązania układu równań oblicza-
ne są parametry macierzy rozproszenia lub inne wielkości opisujące dany układ
mikrofalowy r. (2.21).

8W dalszej pracy etap ten nazywany będzie całkowaniem numerycznym, gdyż z punktu widzenia
obliczeń, które należy wykonać w ostatecznej formule wyznaczającej macierze lokalnych elementów
całkowanie numeryczne jest główną operacją tego etapu.
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Najbardziej kosztownym obliczeniowo i czasowo etapem analizy przy użyciu metody
elementów skończonych jest rozwiązanie układu równań liniowych (Etap-3). Wynika to
z faktu dużej liczby danych, na których wykonywane są obliczenia. Po pierwsze, aby
dokładnie analizować zagadnienie, generowane są macierze rzadkie o bardzo dużych
rozmiarów - miliony niewiadomych. Po drugie, duże układy równań liniowych (Etap-3)
rozwiązywane są dla wielu częstotliwości f . W przypadku zastosowania metod bez-
pośrednich, należy być świadomym kosztów pamięciowych i czasowych generowania
macierzy (faktorów) L i U. W przypadku zastosowania metod iteracyjnych, należy za-
stosować odpowiednią metodę i operator ściskający, które pozwolą osiągnąć satysfak-
cjonującą zbieżność. Z drugiej strony generacja układów równań (Etap-2), ze względu
na kosztowny z punktu widzenia pamięci i czasu wykonania obliczeń etap budowania
macierzy lokalnych (całkowanie numeryczne), ma również znaczący udział czasowy w
całkowitej symulacji z wykorzystaniem metody elementów skończonych. Efektywne wy-
konanie tego etapu jest kluczowe zwłaszcza w przypadku zagadnień optymalizacyjnych,
w których siatka elementów skończonych ulega modyfikacji co prowadzi do konieczności
przebudowy macierzy.

Podsumowując, z punku widzenia czasu wykonania obliczeń w metodzie MES, naj-
bardziej kosztowe numerycznie etapy to generacja macierzy opisujących problem (Etap-
2a,b) oraz rozwiązanie układu równań liniowych (Etap-3). W niniejszej pracy opra-
cowano strategie i algorytmy, które umożliwiają masywne zrównoleglenia
obliczeń w MES z wykorzystaniem akceleratorów graficznych, co pozwoliło
na znaczącą redukcję czasu wykonania symulacji elektromagnetycznych.
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Rozdział 3

Architektura CUDA

W niniejszym rozdziale przedstawiono charakterystykę i model programowania w ar-
chitekturze CUDA oraz zdefiniowano podstawowe pojęcia, które są stosowane w opisie
opracowanych rozwiązań algorytmicznych i implementacji przedstawionych w kolejnych
rozdziałach tej rozprawy.

W akceleratorach kompatybilnych z architekturą CUDA występuje zupełnie inna
organizacja obliczeń i pamięci niż w CPU [7, 82, 83]. Procesor centralny korzysta z
pamięci zewnętrznej (DRAM), podręcznej (cache) i rejestrów. Na GPU procesory ob-
liczeniowe grupowane są w tzw. multiprocesory. Liczba rdzeni w multiprocesorze jest
sukcesywnie zwiększona wraz z rozwojem technologii GPU przez firmę NVIDIA. W
architekturze GPU G80, Fermi i Kepler jeden multiprocesor zawiera odpowiednio 8, 32
i 192 rdzenie. Multiprocesor może korzystać z pamięci: globalnej (ang. global memory),
wspólnej1 (ang. shared memory), tekstur (ang. texture memory), stałej (ang. constant
memory) i rejestrów (rys. 3.1). Największym rozmiarem pamięci charakteryzuje się pa-
mięć globalna, jednakże przy dostępie do tej pamięci występują największe opóźnienia.
W zastępstwie pamięci globalnej można wykorzystywać pamięć tekstur, ale istotnym
ograniczeniem jest brak możliwości zapisu danych do tej pamięci2. Małymi opóźnie-
niami cechują się pamięć wspólna i rejestry (dane przechowywane w tych obszarach są
„blisko” jednostek obliczeniowych ALU). W akceleratorach graficznych kompatybilnych
z architekturą CUDA występuje również inny rozkład tranzystorów do poszczególnych
bloków funkcjonalnych niż na CPU (rys. 3.2). Na GPU więcej tranzystorów przezna-
czonych jest na jednostki arytmetyczno-logiczne niż na sterowanie i pamięci podręczne,
co pozwala na uzyskanie dużej mocy obliczeniowej [82, 83].

W dalszej części tego rozdziału przedstawiono podstawowy model programowania w
architekturze CUDA. Najpierw dane wejściowe algorytmu alokowane są na CPU, skąd
kopiowane są na GPU. Zapisując dane w pamięci GPU do wyboru są pamięć global-
na, tekstur i stała. Następnie z poziomu CPU wywoływany jest program wykonywany
na GPU (tzw. kernel), w trakcie którego wątki mogą odczytywać dane z powyżej wy-
mienionych trzech rodzajów pamięci. W celu przyspieszenia obliczeń dane, na których
wykonywane są obliczenia, warto przenieść do pamięci wspólnej lub rejestrów. Zabieg
ten jest szczególnie ważny w przypadku wielokrotnego odwołania się przez wątki do
tych samych danych, gdyż dostęp do pamięci wspólnej i rejestrów cechuje się najmniej-
szymi opóźnieniami. Obliczenia w kernelu wykonywane są przez wątki (ang. threads),
które pracują równolegle, tzn. wykonują równolegle te same instrukcje na różnych da-

1Przez niektórych autorów pamięć wspólna jest też tłumaczona jako współdzielona.
2Rodzaj pamięci tylko do odczytu (ang. read-only).

35
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Rysunek 3.1: Rodzaje i sposób dostępu do pamięci na akceleratorze graficznym GPU [82].

Rysunek 3.2: Przeznaczenie tranzystorów na CPU i GPU [82].

nych (ang. Single Instruction Multiple Threads, SIMT). Wątki grupowane są w bloki
wątków (ang. blocks), a bloki uporządkowane są w siatki bloków (ang. grids). Wąt-
ki z jednego bloku nie mogą komunikować się z wątkami innych bloków i nie mają
dostępu do obszarów pamięci wspólnej i rejestrów dostępnych dla innych bloków. Po
zakończeniu obliczeń w kernelu należy dane wynikowe zapisać do pamięci globalnej,
skąd po wykonaniu kernela mogą zostać skopiowane z GPU na CPU. W Dodatku B.2
(Wydruk B.1) przedstawiono opisany powyżej model programowania na GPU na przy-
kładzie dodawania dwóch wektorów.

Na przestrzeni ostatnich 8 lat architektura CUDA uległa znacznej ewolucji. Wpro-
wadzono nowe architektury GPU: Fermi, Kepler i Maxwell, które są kompatybilne z
architekturą CUDA. Postęp w tym zakresie dobrze ilustrują dane w Tab. 3.1. Warto
zwrócić uwagę, że względem pierwszych akceleratorów kompatybilnych z architekturą
CUDA ponad dziesięciokrotnie zwiększono liczbę tranzystorów. W kolejnych architek-
turach zwiększono liczbę rdzeni i zmieniono ich grupowanie w multiprocesorach. Po-
trojono obszar pamięci wspólnej oraz podwojono liczbę rejestrów w multiprocesorach.
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Tabela 3.1: Porównanie właściwości architektur akceleratorów graficznych.

Właściwość G80 Fermi Kepler
L. tranzystorów 681 M 3 G 7.1 G
Zapotrzebowanie na moc [W] 400 400 235
TFLOPS (pojedyncza precyzja) 0,5 1,3 4,3
TFLOPS (podwójna precyzja) - 0,6 1,4
Maksymalna liczba multiprocesorów 16 16 90
Maksymalna liczba rdzeni w jednym multiprocesorze 8 32 192
Liczba rdzeni 128 512 2880
Maksymalna liczba wątków w bloku 512 1024 1024
Maksymalna liczba wątków na multiprocesor 768 1536 2048
Maksymalna liczba warpów na multiprocesor 24 48 64
Maksymalna liczba rejestrów na wątek 124 63 255
Pamięć wspólna na multiprocesor (kB) 16 16\48 15\32\48
Współbieżne kernele nie tak tak
ECC nie tak tak
Hyper-Q nie nie tak
Dynamic Parallelism nie nie tak

Dodatkowo zadbano o zmniejszenie zapotrzebowania akceleratorów graficznych na ener-
gię elektryczną. Modyfikacje doprowadziły do ok. dziewięciokrotnego zwiększenia mocy
obliczeniowej, która w obecnych akceleratorach wynosi 4,3 i 1,4 TFLOPS odpowiednio
dla pojedynczej i podwójnej precyzji obliczeń.

Architektura CUDA (w obecnej wersji 7.0) oferuje wiele możliwości istotnych z
punktu widzenia uzyskania dużej wydajności obliczeniowej. Do najważniejszych zali-
czyć można:

• współbieżne wykonanie kilku kerneli (ang. concurrent kernel execution) - wła-
ściwość ta pozwala na to by wiele kerneli mogło być wywołanych jednocześnie i
korzystać z zasobów pojedynczego GPU - w przypadku, gdy każdy z uruchamia-
nych kerneli nie wykorzystuje w pełni zasobów GPU (pamięciowych i obliczenio-
wych) to niewykorzystane zasoby mogą być użyte przez inne uruchomione kernele
(rys. 3.4(a)-(b)),

• uruchomienie w pojedynczym kernelu (tzw. parent kernel) innych kerneli (tzw.
child kernels), co umożliwia synchronizację pracy kerneli, wykonanie operacji na
pamięci GPU oraz tworzenie i stosowanie strumieni bez wykorzystania CPU (dy-
namic parallelism [84]),

• bezpośrednią wymianę danych między akceleratorami graficznymi bez potrzeby
komunikacji za pośrednictwem pamięci CPU (GPUDirect, rys. 3.3a), do tej pory
przesyłanie danych między akceleratorami odbywało się za pośrednictwem CPU
(rys. 3.3b),

• hierarchizację pamięci cache - wprowadzono podział na konfigurowalną pamięć
L1 (16kB lub 48kB na multiprocesor) oraz zunifikowaną pamięć L2,

• wielokrotne zwiększenie wydajność operacji atomowych (ang. atomic operations)
- operacje atomowe umożliwiają wątkom poprawne wykonanie operacji odczytu
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Rysunek 3.3: Przesyłanie danych między akceleratorami graficznymi (z GPU-1 do GPU-2):

(a) komunikacja bezpośrednia (P2P, ang. peer to peer), (b) komunikacja za pośrednictwem
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Rysunek 3.4: Schemat kolejkowanych (lewy) i współbieżnych (prawy) wykonań kerneli.

i zapisu do pamięci podczas wykonywania na danych, do których dostępu może
żądać wiele wątków jednocześnie, operacji: dodawania (atomicAdd), określenie
minimum (atomicMin) i maksimum (atomicMax) pomiędzy dwiema wartościami,
porównanie i podmianę wartości (atomicCAS).
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Tabela 3.2: Wybrane funkcje bibliotek CUBLAS i CUSPARSE realizujące podstawowe

operacje macierzowe i wektorowe. Oznaczenia: {S} - pojedyncza precyzja, macierze rzeczy-

wista, {D} - podwójna precyzja, macierze rzeczywista, {C} - pojedyncza precyzja, macierze

zespolona, {Z} - podwójna precyzja, macierze zespolona.

Nazwa funkcji Funkcja
cublas{S,D,C,Z}axcp y = αx + y
cublas{S,D,C,Z}copy kopiowanie x do y
cublas{S,D,C,Z}dot iloczyn skalarny wektorów, mnożenie poelementowe w wektorów x i y

cublas{S,D,C,Z}nrm2 norma euklidesowa wektora x
cublas{S,D,C,Z}scal x = αx

cusparse{S,D,C,Z}csrmv, y = αAx + βy
cusparse{S,D,C,Z}hybmv

Tabela 3.3: Parametry GPU użytych w testach numerycznych w rozdziałach 4-8.

GPU Tesla Tesla
K20c K40c

architektura Kepler Kepler
liczba rdzeni 2496 2880

liczba multiprocesorów 13 15
pamięć globalna GDDR5 [GB] 5 12

pamięć wspólna (/multiprocesor) [KB] 16\32\48 16\32\48
częstotliwość zegara [GHz] 0,8 0,9

PCI-E 2.0 x16 3.0
liczba testowanych akceleratorów 2 1

Architektura CUDA pozwala korzystać z dołączonych bibliotek m.in. CUBLAS [85]
i CUSPARSE [73], które umożliwiają realizację podstawowych macierzowych i wek-
torowych operacji algebry liniowej. W Tab. 3.2 zaprezentowano funkcje z biblioteki
CUBLAS użyte w implementacji operacji na wektorach w iteracyjnej metodzie roz-
wiązywania układów równań (p. 6.3) oraz funkcje z biblioteki CUSPARSE, z którymi
porównano opracowaną w niniejszej rozprawie implementację mnożenia macierzy rzad-
kiej przez wektor (p. 6.2.1).

Na zakończenie tego rozdziału trzeba zaznaczyć, że architektura CUDA umożli-
wia implementację algorytmów z masywnie zrównoleglonymi obliczeniami, jednakże
nie każdy rodzaj algorytmu posiada cechy, które pozwalają na jego efektywną imple-
mentację na GPU. W niektórych rodzajach algorytmów kod wykonywany na GPU
jest wolniejszy niż jego odpowiednik na CPU. Mając to na uwadze, programując karty
graficzne należy podjąć trud maksymalnego zrównoleglenia algorytmów, optymalizować
użycie pamięci, zwracać uwagę by używać optymalnych instrukcji (Dodatek B). Często
wieloetapowa optymalizacja wybranego algorytmu prowadzi do opracowa-
nia zupełnie nowego algorytmu z masywnie zrównoleglonymi obliczeniami,
który realizuje tę samą funkcjonalność co algorytm początkowy.

W Tab. 3.3 zaprezentowano główne parametry GPU, które zostały użyte w testach
numerycznych mających na celu potwierdzenie tez badawczych niniejszej rozprawy.
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Rozdział 4

Budowa macierzy sztywności i
bezwładności

Rozdział ten jest poświęcony opisowi strategii i algorytmów jakie zostały zapropono-
wane celem masywnego zrównoleglenia obliczeń związanych z wyznaczeniem lokalnych
macierzy elementów i budową globalnych macierzy sztywności i bezwładności w me-
todzie elementów skończonych (MES) przy wykorzystaniu akceleratorów graficznych
w architekturze CUDA. W rozdziale opisano implementacje etapów generacji macie-
rzy przedstawionych w rozdziale 2. Program komputerowy opracowany na podstawie
zaproponowanych w pracy algorytmów składa się z wielu tysięcy linii kodu i z tego
powodu algorytmy przedstawiono głównie w postaci schematów blokowych. W nielicz-
nych przypadkach zdecydowano się na prezentację fragmentów kodu, w celu pokazania
jak zrównoleglono obliczenia na akceleratorze graficznym i w takich przypadkach kody
zostały umieszczone w Dodatku C.

W pierwszej kolejności opisany został podstawowy wariant generacji jaki opubli-
kowano w recenzowanych czasopismach [86–88] (p. 4.1). W punkcie tym szczegółowo
omówiono strategie optymalizacyjne jakie zastosowano w implementacji najważniej-
szych faz generacji układów równań liniowych (całkowanie numeryczne, składanie ma-
cierzy globalnych). W kolejnym rozdziale przedstawiono iteracyjny wariant dedykowany
obliczeniom na pojedynczym i wielu akceleratorach graficznych zaproponowany w [89],
który pozwala na generację dużych macierzy.

Testy numeryczne etapów generacji i rozwiązywania układów równań (omówione w
kolejnych rozdziałach) przeprowadzono dla filtru grzebieniowego 9 rzędu pracującego w
paśmie GSM (920-980 MHz) (rys. 4.1). Podział struktury trójwymiarowej na czworo-
ściany przeprowadzono przy użyciu generatora siatki NETGEN [58]. Czworościany w
strukturze wypełnione są izotropowymi ośrodkami bezstratnymi, w których względna
przenikalność elektryczna ǫ = 1 i względna przenikalność magnetyczna µ = 1. Pa-
rametry generowanych problemów (liczba czworościanów na jakie podzielono domenę
obliczeniową, rozmiar i liczba elementów niezerowych generowanych macierzy) zapre-
zentowano w Tab. 4.1. Jako warunki brzegowe zastosowano PEC (ang. Perfect Electric
Conductor) [56], czyli na powierzchni S obszaru Ω spełnione są zależności:

~n× ~E = 0 (4.1)

~n×
1

ǫr

∇× ~H = 0 (4.2)

Filtr został pobudzony z linii współosiowej falą o rodzaju TEM. Jest to fala po-
przeczna elektromagnetyczna (ang. Transverse Electric-Magnetic), w której pole elek-
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Rysunek 4.1: Filtr grzebieniowy 9 rzędu zaprojektowany na pasmo GSM.

tryczne i pole magnetyczne leży w płaszczyźnie prostopadłej do kierunku propagacji
fali (Ez = 0, Hz = 0), a wektory natężenia pola elektrycznego i natężenia pola magne-
tycznego mają co najwyżej dwie składowe.

Opracowane algorytmy i ich implementacje ze zrównoleglonymi obliczeniami na
akceleratorach graficznych przedstawione w niniejszej rozprawie zostały porównane z
wynikami otrzymanymi na CPU dla częściowo zoptymalizowanego kodu wykorzysty-
wanego w symulatorze zagadnień elektromagnetycznych InventSim [90, 91], który jest
opracowywany w zespole prof. dra hab. inż. Michała Mrozowskiego i dra inż. Adama
Lamęckiego, i umożliwia analizę właściwości urządzeń stosowanych w komunikacji bez-
przewodowej. Obliczenia na GPU i CPU przeprowadzono na zmiennych w podwójnej
precyzji.

Tabela 4.1: Problemy testowe wykorzystane do testów numerycznych uzyskane podczas

generacji macierzy współczynników w zależności od liczby elementów skończonych na jakie

został podzielony filtr grzebieniowy z rys. 4.1 w etapie dyskretyzacji. Ni to rozmiary podma-

cierzy ME
ii zgodnie z indeksacją z r. (2.34).

Liczba Rozmiar Liczba elementów Rozmiar podmacierzy

czworościanów macierzy A niezerowych A ME
11 ME

22 ME
33

M N NNZ N1 N2 N3

13 613 213 984 14 010 426 10 449 57 715 145 820

28 806 455 916 30 447 378 22 606 123 166 310 144

49 854 806 811 56 170 107 41 715 219 083 546 013

116 070 1 998 492 153 850 230 114 252 550 094 1 334 146

195 349 3 370 908 260 934 264 193 405 928 287 2 249 216

287 044 5 079 849 407 716 515 302 357 1 406 239 3 371 253
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Rysunek 4.2: Podstawowy wariant generacji macierzy sztywności (S) i bezwładności (T)

w metodzie elementów skończonych [86].

4.1 Podstawowy wariant generacji macierzy na po-

jedynczym akceleratorze

Według formuł przedstawionych w punkcie 2.4, podstawowa implementacja generacji
macierzy bezwładności i sztywności składa się z następujących po sobie etapów: dys-
kretyzacja, całkowanie numeryczne i konstrukcja macierzy sztywności i bezwładności.
Z punktu widzenia wykorzystania akceleratora graficznego powyższe etapy mogą być
zaimplementowane tak jak to zostało zaprezentowane na rys. 4.2 [86]. Strategia zakłada
wykonanie jak największej liczby obliczeń na GPU. W pierwszej kolejności informacje
na temat siatki elementów skończonych przesyłane są z pamięci hosta (CPU) do pa-
mięci urządzenia (GPU). Etap ten (wraz z dodatkową alokacją danych na GPU) można
nazwać przetwarzaniem wstępnym (ang. preprocessing) generacji macierzy. Następnie
na akceleratorze graficznym (GPU) wykonywane jest całkowanie numeryczne (ang. nu-
merical integration) i składanie rzadkich macierzy globalnych macierzy sztywności i
bezwładności (szczegóły tych etapów zostały opisane w punktach 4.1.1-4.1.2). Po za-
kończeniu obliczeń na GPU, macierze rzadkie są przesłane z pamięci akceleratora do
pamięci CPU.

4.1.1 Całkowanie numeryczne

W punkcie tym szczegółowo opisano implementację całkowania numerycznego na ak-
celeratorze graficznym jaką zaproponowano w niniejszej rozprawie. Etap ten skrótowo
określano jako NI co wynika z angielskich akronimów (ang. numerical integration).

W literaturze znaleźć można propozycje innych autorów, którzy zajmowali się z
zagadnieniem całkowania numerycznego na GPU [28, 44, 45]. Sformułowania, dla któ-
rych implementowano całkowanie numeryczne były mniej skomplikowane, gdyż użyto
mniejszej liczby funkcji bazowych lub kwadratury niższego rzędu. W [28] zastosowano
liniowe elementy skończone z liniowymi funkcjami bazowymi, a macierze lokalne zo-
stały wyznaczone z zastosowaniem całkowania numerycznego z kwadraturą maksymal-
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nie ośmiopunktową. W artykule [44] zastosowano czworościenne elementy skończone
z zakrzywionymi krawędziami i do całkowania numerycznego wykorzystano środowi-
sko OpenCL (ang. Open Computing Language). W implementacji na GPU jeden wą-
tek (ang. work-item1) był odpowiedzialny za obliczenie co najmniej jednego elementu
lokalnej macierzy, a jedna porcja wątków (ang. work-group) była odpowiedzialna za
przetwarzanie pojedynczego elementu skończonego. W artykule do reprezentacji poje-
dynczego elementu skończonego użyto 32 zmiennych typu float (23 zmienne opisujące
geometrię, orientację krawędzi i informację o ośrodku oraz 9 zer dodanych aby zapewnić
dostęp łączny w trakcie dostępu do pamięci globalnej). Także w artykule [45] zastoso-
wano strategię, w której jeden blok wątków został przypisany do obliczeń potrzebnych
do wykonania dla pojedynczego elementu skończonego (graniastosłupy), zastosowano
uzupełnienie reprezentacji danych dodatkowymi zerami w celu uzyskania efektywnego
łącznego dostępu do pamięci globalnej. Przed realizacją obliczeń całkowania numerycz-
nego dane kopiowane są z pamięci globalnej do pamięci wspólnej. Kwadratura zosta-
ła zrównoleglona i pojedynczy wątek wykonuje obliczenia dla pojedynczego punktu
kwadratury. Po wyznaczeniu wartości macierzy sztywności przechowywane w pamięci
wspólnej są kopiowane do pamięci globalnej. W artykule [46] autorzy prowadzą ciekawą
dyskusję w celu znalezienia kompromisów pomiędzy wykorzystaniem zasobów oblicze-
niowych (liczba wątków i bloków wątków wykonujących obliczenia), a zasobami pamię-
ciowymi (np. wzrost liczby wątków zwiększa zapotrzebowanie na rejestry, zwiększenie
liczby bloków zwiększa zapotrzebowanie na pamięć wspólną) w trakcie wykonania ope-
racji całkowania numerycznego. W implementacji operacji całkowania numerycznego
autorzy stosują dwupoziomowe zrównoleglenie obliczeń (wyższy poziom - zrównole-
glona pętla po elementach skończonych, niższy poziom - zrównoleglone obliczenia dla
elementu skończonego). Na niższym poziome autorzy wskazują dwa możliwe podejścia,
pierwsze to zrównoleglenie kwadratury, drugie to zrównoleglenie obliczeń w trakcie wy-
znaczania macierzy sztywności. Autorzy decydują się na drugi wariant wskazując, że
ograniczeniem zrównoleglenia kwadratury są wyścigi przy aktualizacji danych z róż-
nych punktów kwadratury. Opracowana strategia zakłada, że jeden element skończony
jest przypisany do pojedynczego bloku wątków (z tym, że jeden blok może pracować
na kilku elementach) i jeden wątek wykonuje obliczenia, które prowadzą do wyznacze-
nia kilku elementów macierzy sztywności. Ponadto autorzy wskazują, żeby macierze
Jacobianów i macierze funkcji bazowych liczyć na CPU i przesyłać na GPU. Wyniki
uzyskane w artykule [46] potwierdzają duże skrócenie czasu całkowania na GPU wzglę-
dem CPU, jednakże czas transferu danych z CPU na GPU jest duży i dla elementów
niższego rzędu porównywalny z czasem całkowania numerycznego na GPU.

Dla sformułowań MES przyjętych w niniejszej rozprawie przetwarzanie pojedyn-
czego elementu wymaga przeprowadzenia zdecydowanie większej liczby obliczeń niż w
przypadku publikacji [28,44,45]. Tak jak to zostało opisane w punkcie 2.1, całkowanie
numeryczne wymaga użycia kwadratur Gaussa wysokiego rzędu dla hierarchicznych
funkcji bazowych użytych do opisu elementu skończonego.

Lokalne macierze sztywności i bezwładności oblicza się zgodnie z wzorami:

S(e) ≈
1

6

Q
∑

i=1

wiNRi(J
T
i µ−1Ji)N

T
Ri

1

det(Ji)
(4.3)

1W OpenCL work-item i work-group odpowiadają wątkowi i blokowi wątków w architekturze CU-
DA.
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T(e) ≈
1

6

Q
∑

i=1

wiNi(J
−T
i ǫJ−1

i )NT
i det(Ji) (4.4)

gdzie: Q oznacza liczbę punktów kwadratury, (·)−T oznacza transpozycję odwrotności
macierzy, Ji oznacza macierz Jacobiego, Ni oznacza macierz, która przechowuje warto-
ści hierarchicznych funkcji bazowych, NRi oznacza macierz, która przechowuje wartości
rotacji hierarchicznych funkcji bazowych, S(e) oznacza lokalną macierz sztywności ele-
mentu skończonego, T(e) oznacza lokalną macierz bezwładności elementu skończonego.

Warto zaobserwować, że niemal wszystkie czynniki występujące pod sumą są macie-
rzami. Z tego względu najprostszym sposobem wyznaczenie składników sumy byłoby
zastosowanie operacji macierzowych, co dla GPU łatwo uczynić posługując się biblio-
teką CUBLAS, zaprojektowaną i zoptymalizowaną do podstawowych obliczeń nume-
rycznych z macierzami gęstymi [85]. To samonasuwające się rozwiązanie nie jest jednak
dostatecznie wydajnie. Operacje macierzowe w środowisku GPU są wolne jeśli ma-
cierze są rozmiarów niebędących wielokrotnością liczby 32. Niestety w interesującym
nas przypadku taka sytuacja ma miejsce. Macierze Jacobiego, macierze przechowujące
wartości funkcji bazowych i ich rotacji z równań (4.3)-(4.4) w niniejszej pracy mają
odpowiednio rozmiary 3× 3, 50× 3 i 50× 3. Z tego względu do wykonania operacji na
macierzach gęstych zdecydowano się opracować własne procedury (kernele) [86].

Analizując zależności (4.3)-(4.4) można zauważyć, że poszczególne składniki sumy
w kwadraturach nie są od siebie zależne, a więc obliczenie każdego z nich może odbywać
się równocześnie z pozostałymi. Z tego względu dedykowane kernele zostały zaprojek-
towane tak, aby można było wykonać równocześnie wiele mnożeń macierzy gęstych dla
różnych punktów kwadratury. Co więcej, zaproponowano zastosowanie kwadratur Gass-
sa różnych rzędów, celem redukcji obliczeń potrzebnych do wykonania i redukcji zapo-
trzebowania na pamięć w trakcie wykonania operacji całkowania numerycznego. Poniżej
przedstawiono szczegóły zaproponowanej w niniejszej pracy implementacji całkowania
numerycznego na GPU. Dla uproszczenia opisu najpierw przedstawiono przypadek, gdy
materiał opisany jest przez skalarną przenikalność elektryczną ǫ i magnetyczną µ jest
bezstratny, czyli że oba skalary są liczbami rzeczywistymi. Jest to sytuacja, która do-
tyczy rozważanego filtru mikrofalowego przedstawianego na rys. 4.1, w którym ǫ = 1
i µ = 1. Tym niemniej metoda całkowania jest ogólna i z tego względu w dalszej ko-
lejności rozszerzono dyskusję o warianty, w których ośrodek był reprezentowany przez
skalary zespolone, tensory rzeczywiste i zespolone.

4.1.1.1 Całkowanie numeryczne z wykorzystaniem mieszanych kwadratur
Gaussa

Koncepcję kwadratury mieszanej, czyli takiej, której rząd zależy od właściwości czworo-
ścianu, w kontekście obliczeń MES na GPU zaproponowano w pracy [87]. Jak wiadomo,
kwadratury Gaussa rzędu n prowadzą do dokładnego wyniku jeśli funkcja podcałkowa
jest wielomianem rzędu 2n−1. Funkcje bazowe są wielomianami, a wiec o tym czy trze-
ba zastosować wyższy rząd kwadratury decyduje macierz Jacobiego, która zależy od
krzywizny czworościanu. W związku z tym opracowano metodę selekcji czworościanów,
w której wszystkie czworościany podzielono na dwa podzbiory: „słabo” i „silnie” krzy-
woliniowe. W rezultacie, całkowanie numeryczne (które ma na celu obliczenie macierzy
lokalnych elementów skończonych) odbywa się z użyciem kwadratury Gaussa o odpo-
wiednio niższym i wyższym rzędzie (Tab. 4.2). Dla elementów krzywoliniowych, przy
zastosowaniu koncepcji kwadratury mieszanej formuły do obliczenia lokalnych macierzy
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elementów można zapisać w notacji macierzowej:

S
(e)
W ≈

1

6

QW
∑

i=1

wiNW Ri(J
T
W iµ

−1JW i)N
T
W Ri

1

det(JW i)
(4.5)

S
(e)
S ≈
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det(JSi)
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gdzie: W , S określają liczbę punktów kwadratury dla „słabo” i ”silnie” krzywoliniowych
czworościanów oraz indeksują poniższe macierze Jacobiego, funkcji bazowych, lokalnych
macierzy elementów,
(·)−T to operacja transpozycji macierzy odwrotnej,
JW i, JSi - macierze Jacobiego o rozmiarze 3× 3,
NW Di, NSi - macierze o rozmiarze 50×3, które przechowują wartości funkcji bazowych
NW i i NSi,
NW Ri, NSRi - macierze o rozmiarze 50× 3, które przechowują wartości rotacji funkcji
bazowych,
S

(e)
W , S

(e)
S - macierze sztywności o rozmiarze 50× 50,

T
(e)
W , T

(e)
S - macierze bezwładności o rozmiarze 50× 50.

Koncepcja kwadratur mieszanych została zaproponowana, aby zredukować liczbę
operacji do wykonania i zapotrzebowanie na pamięć w trakcie wykonywania operacji
całkowania numerycznego celem obliczania macierzy lokalnych sztywności S(e) i bez-
władności T(e) (Tab. 4.3). Obydwa te parametry są istotne z punktu widzenia wyko-
rzystania zasobów akceleratorów graficznych. Z tego powodu w artykule [87] podjęto
skuteczną próbę określenia minimalnego rzędu kwadratur Gaussa, która pozwoliła osią-
gnąć dużą dokładność całkowania numerycznego oraz całej symulacji MES. Znalezienie
optymalnego rzędu kwadratury wymaga określenia dokładność całkowania numerycz-
nego dla kwadratur Gaussa z Tab. 4.2. W tym celu obliczono błędy względne (4.9)
pomiędzy wartościami lokalnych macierzy sztywności T(e) otrzymanych dla kwadra-
tur o rzędzie R = {5, 6, 9, 10, 11} i lokalną macierzą otrzymaną z najwyższym rzędem
kwadratury R = 14 r. (4.9).

błąd względny =
||T

(e)
R={5,6,9,10,11} −T

(e)
R=14||2

||T
(e)
R=14||2

(4.9)

Minimalny rząd kwadratury dla prostoliniowych elementów może być określony na
podstawie rzędu funkcji bazowych (4.10). Dla funkcji bazowych trzeciego rzędu, kwa-
dratura powinna być rzędu co najmniej R = 6 [72].

R = 2 · p− 1 (4.10)

Tabela 4.2: Rząd (R) i liczba punktów (Q) kwadratury dla reguł zaproponowanych dla

czworościanów w artykule [72].

(R,Q) (5,14) (6,24) (9,61) (10,81) (11,109) (14,236)
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Tabela 4.3: Ilość pamięci i liczba operacji zmiennoprzecinkowych (ang. floating point ope-

ration, flop) potrzebnych do wyznaczenia pojedynczej macierzy sztywności w zależności od

rzędu\punktów (R\Q) kwadratury.

R (Q) Pamięć [kB] Mflop

6 (24) 79,5 0,4

9 (61) 171,3 1,0

10 (81) 220,9 1,3

11 (109) 290,3 1,8

14 (236) 605,3 3,9

Tabela 4.4: Udział procentowy elementów określonych jako „słabo” i „silnie” krzywoliniowe

na podstawie weryfikacji liniowości każdego elementu skończonego dla przykładowej siatki z

49854 czworościanami.

Tolerancja 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7

„słabo” krzywoliniowe [%] 76 43 41 41 41 40 1
„silnie” krzywoliniowe [%] 24 57 59 59 59 60 99

gdzie: R określa rząd kwadratury, p określa rząd funkcji bazowych.

Jeśli czworościan nie jest krzywoliniowy, to stosowanie kwadratury 6 rzędu jest wy-
starczające. Ponieważ, na etapie generowania siatki dopuszcza się zakrzywienie krawę-
dzi i ścian czworościanów, należy w pierwszej kolejności zbadać jak silne jest zakrzywie-
nie. W celu określenia kandydatów dla kwadratury niskiego rzędu, przed wykonaniem
całkowania przeprowadzana jest weryfikacja liniowości każdego elementu skończonego.
W ogólności czworościany wyższego rzędu opisane są jako zbiór 10 punktów w prze-
strzeni: 4 punkty na końcu krawędzi oraz 6 punktów w środkach krawędzi (rys. 2.3).
Współrzędne punktów środkowych krawędzi czworościanów porównywane są z punkta-
mi środkowymi linii łączących końce krawędzi. Jeżeli wszystkie punkty leżą, z założoną
dokładnością, dostatecznie blisko punktów referencyjnych, to czworościan klasyfikowa-
ny jest jako „słabo” krzywoliniowy, w przeciwnym razie, jako „silnie” krzywoliniowy. Na
podstawie testów zdecydowano się przyjąć tolerancję na poziomie 10−5, gdyż zapewnia
ona zarówno niski poziom błędu względnego jak i dużą liczbę czworościanów „słabo”
krzywoliniowych (Tab. 4.4).

Na rys. 4.3-4.4 przedstawiono udział procentowy czworościanów określonych jako
„słabo” i „silnie” krzywoliniowych, dla których błąd względny z r. (4.9) jest mniej-
szy niż 10−N dla kwadratur o rzędzie R = {5, 6, 9, 10, 11}. Tak jak oczekiwano dla
wszystkich czworościanów „słabo” i „silnie” krzywoliniowych kwadratura R = 5 rzędu
(Q = 14 punktów) nie jest wystarczająca. Ponadto dla czworościanów „słabo” krzywo-
liniowych błąd względny mniejszy niż 10−8 został otrzymany dla wszystkich kwadratur
o rzędzie większym niż R = 5. Z racji tego, iż kwadratura o rzędzie R = 6 jest wystar-
czająca do osiągnięcia wysokiej dokładności całkowania numerycznego, ma mniejsze
zapotrzebowanie na pamięć i wymaga przeprowadzenia mniejszej liczby obliczeń niż
kwadratury wyższego rzędu zdecydowano się uznać ją za optymalną dla elementów
„słabo” krzywoliniowych. Jak pokazuje rysunek 4.4, kwadratura o rzędzie R = 6 nie
gwarantuje jednak poprawności wykonania operacji całkowania dla elementów „silnie”
krzywoliniowych (bardzo mała jest liczba elementów, dla których błąd względny jest
mniejszy niż 10−8). Analizując rysunek 4.4 można zauważyć, iż dla kwadratur rzędu
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Rysunek 4.4: Udział procentowy „silnie” krzywoliniowych elementów dla błędów względ-

nych (r. (4.9)) o wartości mniejszej niż 10−N .

R = {9, 10, 11} otrzymano błędy względne odpowiednio na poziomie 10−7, 10−8, 10−9

dla ponad 90% elementów. Jako kompromis między kosztem a dokładnością obliczeń
wybrano kwadraturę rzędu R = 10 (Q = 81 punktów). Jest to najmniejsza kwadratura
pozwalająca osiągnąć błąd względny mniejszy niż 10−8 dla ponad 90% czworościanów
oraz błąd względny mniejszy niż 10−5 dla wszystkich krzywoliniowych elementów.

Implementacja całkowania numerycznego z zastosowaniem kwadratur mieszanych
wymaga separacji czworościanów „słabo” i „silnie” krzywoliniowych. Z tego powodu,
przed wykonaniem operacji całkowania numerycznego podzbiór czworościanów jest ska-
nowany i każdy czworościan klasyfikowany jest jako „słabo” albo „silnie” krzywoliniowy.
Indeksy czworościanów danej kategorii zapisywane są w dwóch oddzielnych tablicach.
Następnie na podstawie w\w indeksów wykonywane są sekwencyjnie dwie pętle naj-
pierw dla czworościanów „silnie”, a potem dla „słabo” krzywoliniowych. Podział na dwie
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Tabela 4.5: Czasy (w sekundach) wykonania całkowania numerycznego (NI) w zależności

od liczby równolegle przetwarzanych czworościanów w porcji oraz zastosowanej kwadratury

(R-rząd,Q-liczba punktów). Problem testowy liczy 13613 czworościanów. GPU: Tesla K40c.

l. czworościanów R=6 R=9 R=10 R=11 R=14

w porcji Q=24 Q=61 Q=81 Q=109 Q=236

1 1,244 2,117 2,517 3,100 4,070

2 0,662 1,130 1,359 1,676 4,089

4 0,382 0,912 0,777 1,455 3,146

8 0,274 0,691 0,73 1,357 2,880

16 0,201 0,776 0,693 1,259 2,663

32 0,183 0,698 0,608 1,144 2,583

64 0,163 0,682 0,573 1,121 2,542

128 0,148 0,666 0,553 1,087 2,521

256 0,140 0,659 0,542 1,073 2,506

512 0,133 0,657 0,537 1,066 2,500

pętle został zaproponowany, aby zagwarantować zrównoważenie obliczeń w trakcie ob-
liczania lokalnych macierzy elementów sztywności S(e) i bezwładności T(e) (najpierw
przetwarzane są czworościany z kwadraturą 10 rzędu (81 punktów), potem czworościa-
ny z kwadraturą niższego 6 rzędu (24 punktów)).

Podzbiory „słabo” i „silnie” krzywoliniowych czworościanów są następnie dzielone
na mniejsze porcje. W obrębie jednej porcji czworościany przetwarzane są równolegle.
W tym przypadku jeden blok wątków CUDA (wymiar Y) został przypisany do jednego
czworościanu w porcji, a kolejne porcje przetwarzane były sekwencyjnie (psedokod zo-
stał umieszczony w Dodatku C, Wydruk C.1). Optymalna liczba czworościanów w porcji
zależy od architektury. Testy wykazały, iż dla architektury Kepler (Tesla K40c) opty-
malne2 są porcje zawierające po 256 czworościanów (Tab. 4.5). Kolejnym poziomem
zrównoleglenia obliczeń było wykonanie niezależnie obliczeń dla wszystkich punktów
kwadratury Gaussa dla pojedynczego czworościanu - pojedynczy blok wątków (wymiar
Z) został przypisany do jednego punktu kwadratury.

Na najniższym poziomie wykonywane są mnożenia macierzy gęstych o rozmiarze
wynikającym z liczby funkcji bazowych (B = 50) i rozmiarów macierzy Jacobiego
(D = 3). Jak wcześniej wyjaśniono, z uwagi na rozmiar macierzy do tych operacji nie
powinno stosować się biblioteki CUBLAS. W Dodatku C na Wydruku C.2 przedsta-
wiono kod kernela dedykowanego operacji mnożenia rzeczywistych macierzy gęstych
wartości funkcji bazowych N i macierzy JJ będącej iloczynem transpozycji odwrotno-
ści macierzy Jacobiego, ośrodka reprezentowanego przez ǫ oraz odwrotności macierzy
Jacobiego (JJ = J−T ǫJ−1, patrz. r. (4.8)) dla Q = 81 punktów kwadratury (rząd kwa-
dratury R = 10). Zamieszczony w dodatku kernel oprócz mnożenia macierzy realizuje
pozostałe etapy strategii zrównoleglenia opisane powyżej. Inaczej mówiąc w rozważa-
nym kernelu zrównoleglenie obliczeń odbywa się na kilku poziomach:

2Dla porcji liczącej 256 czworościanów uzyskano znaczną redukcję czasu wykonania całkowania
numerycznego. Dwukrotne zwiększenie liczby czworościanów (z 256 do 512) nie zmniejsza znacząco
czasu wykonania, a dwukrotnie zwiększa zapotrzebowanie na pamięć.
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Tabela 4.6: Czas i przyspieszenie wykonania operacji całkowania na GPU i CPU w

zależności od zastosowanej kwadratury niższego rzędu, mieszanej lub wyższego rzędu:

Q={24,24\81,81}. GPU: Tesla K40c, CPU: Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W (8 wątków,

Hyper-Threading wyłączony). Problem testowy liczy 49854 czworościanów, z których 41%

jest „słabo” krzywoliniowych.

Implementacja Q=24 Q={24\81} Q={81}

GPU [s] 0,503 1,392 1,980

CPU [s] 3,065 10,353 14,755

GPU vs. CPU 6,1 7,4 7,5

• każdy wiersz macierzy wynikowej jest obliczany przez niezależny wątek (w bloku
wątków o wymiarze X),

• równolegle wykonywane są obliczenia dla każdego czworościanu w porcji (parallelT ets)
czworościanów (wymiar bloku wątków - Y),

• zrównoleglenie obliczeń dla Q = 81 punktów kwadratury odbywa się na poziomie
bloku wątków (wymiar bloku wątków - Z).

Czasy całkowania numerycznego z zastosowaniem zaproponowanych procedur i stra-
tegii umieszczono w Tab. 4.6. W referencyjnej implementacji na CPU użyto funkcji z
biblioteki Intel MKL do wykonania operacji na macierzach gęstych i, sugerując się za-
leceniami, wyłączono opcję Hyper-Threading celem uzyskania lepszej wydajności na
CPU. Zauważyć można, iż zarówno dla GPU jak i CPU uzyskuje się znaczące skró-
cenie czasu wykonania operacji całkowania, gdy zamiast kwadratury wyższego rzędu
R = 10 (Q = 81) stosuje się kwadraturę mieszaną. Zaproponowane strategie pozwala-
ją na 6,1-7,5 krotne skrócenie czasu wykonania operacji całkowania numerycznego na
GPU względem CPU. Ponadto przewaga GPU rośnie wraz ze wzrostem liczby wyko-
nywanych operacji (rzędem kwadratury).

4.1.1.2 Całkowanie w przypadku innych typów ośrodków

Przedstawione powyżej rozważania dotyczyły najprostszego (i odpowiedniego dla filtru
mikrofalowego przedstawionego na rys 4.1) przypadku, w którym parametry ośrodka
(przenikalność elektryczna i magnetyczne) opisane są przez rzeczywiste skalary. Dla in-
nych struktur ǫ i µ z równań (4.5)-(4.8) mogą być tensorami rzeczywistymi, skalarami
zespolonymi lub tensorami zespolonymi. W ogólności implementując metodę elementów
skończonych można było założyć, że wszystkie rodzaje ośrodków ǫ i µ reprezentowa-
ne są jako tensor zespolony. Jednakże takie podejście byłoby nieefektywne z punktu
widzenia wykorzystania zasobów pamięciowych i obliczeniowych. Skala nadmiarowo-
ści tych dwóch parametrów została zaprezentowana w Tab. 4.7. Zapotrzebowanie na
pamięć i liczba operacji zmiennoprzecinkowych niezbędnych do wyznaczenia 256 lokal-
nych macierzy elementów T(e) z równania (4.8) przy wykorzystaniu kwadratury Gaussa
10 rzędu zostały zestawione w Tab. 4.7 niezależnie dla czterech wariantów, tzn. para-
metry fizyczne ośrodka dla każdego czworościanu są reprezentowane przez pojedynczy
typ (np. skalar rzeczywisty - rząd 5, tensor zespolony - rząd 2). Liczby przedstawione w
Tab. 4.7 wskazują bezsprzecznie, iż dla ośrodka, którego parametry fizyczne są liczbami
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Tabela 4.7: Zapotrzebowanie na pamięć (MB) i liczba operacji zmiennoprzecinkowych

(Mflop) jaka musi zostać wykonana aby obliczyć 256 lokalnych macierzy sztywności T(e) przy

wykorzystaniu kwadratury Gaussa 10 rzędu dla każdego ośrodka niezależnie. W nawiasach

przedstawiono procent zaoszczędzonej pamięci i redukcję liczby operacji zmiennoprzecinko-

wych względem wariantu, gdy ośrodek jest reprezentowany przez tensor zespolony.

Ośrodek MB Mflop
Tensor zespolony 115,7 ( 0%) 720,3 ( 0%)
Skalar zespolony 113,1 ( -2%) 684,3 ( -5%)

Tensor rzeczywisty 57,9 (-50%) 360,2 ( -50%)
Skalar rzeczywisty 56,5 (-51%) 342,1 ( -53%)

zespolonymi potrzeba jest alokacja większej ilości pamięci oraz trzeba wykonać więcej
obliczeń.

Zgodnie z tym co opisano wcześniej, zdecydowano by w trakcie całkowania nume-
rycznego porcja 256 czworościanów była przetwarzana równolegle. Celem maksymaliza-
cji efektywności procesu całkowania numerycznego zapewniono zrównoważenie obliczeń
(ang. load balancing), tak aby przetwarzanie pojedynczego czworościanu potrzebowało
tej samej liczby obliczeń i operacji na pamięci. Zrównoważenie obliczeń dla wariantu
całkowania numerycznego, który wykorzystuje koncepcję kwadratur mieszanych oraz
podział na różne typy ośrodka jest możliwe w przypadku, gdy czworościany podzielono
na podzbiory nie tylko ze względu na typ kwadratury, ale także ze względu na rodzaje
ośrodka. Taki podział sprawił, iż przy generacji macierzy może wystąpić aż 16 różnych
przypadków w zależności od:

• rodzaju macierzy (2x - S i T)

• rodzaju zastosowanej kwadratury (2x - „słabo” lub „silnie” krzywoliniowe)

• rodzaju ośrodka (4x - skalar rzeczywisty, tensor rzeczywisty, skalar zespolony,
tensor zespolony)

Dla każdego z 16 wariantów należałoby przygotować 16 wersji dedykowanych ko-
dów, aby dla każdego z przypadku otrzymać wysoką wydajność. Zauważono jednak,
że koszt numeryczny dla niektórych typów ośrodków jest podobny (np. skalary rzeczy-
wiste i tensory rzeczywiste). Dla skalarów zespolonych koszt obliczeniowy jest około
dwukrotnie większy w przypadku gdy rzeczywiste i urojone części macierzy T(e) są
obliczane oddzielnie (Tab. 4.7). Jednakże przy odpowiednim uporządkowaniu obliczeń,
liczba operacji może zostać dwukrotnie zredukowana w sytuacji gdy skalarny parametr
ośrodka zostanie wyciągnięty przed pętlę kwadratury z r. (4.7)-(4.8). Liczba operacji
jest wówczas praktycznie taka sama jak w przypadku, gdy ośrodek reprezentuje skalar
rzeczywisty. Analogicznego podejścia nie można zastosować dla ośrodków reprezentowa-
nych przez tensor zespolony (zespolona macierz o rozmiarze 3× 3) ponieważ mnożenie
macierzy nie jest przemienne. Identyczne wnioski dotyczą obliczeń lokalnych macierzy
sztywności S(e) i przenikalności magnetycznej µ.

W efekcie powyżej opracowanych strategii optymalizacyjnych i dzięki odpowiedniej
organizacji obliczeń, uzyskano podobną wydajność w trakcie całkowania numeryczne-
go dla skalarów rzeczywistych, tensorów rzeczywistych i skalarów zespolonych. Z tego
powodu zdecydowano się na opracowanie dwóch oddzielnych wariantów całkowania nu-
merycznego:
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Tabela 4.8: Możliwe tablice indeksów po podziale na podzbiory czworościanów w zależ-

ności od macierzy, kwadratury i rodzaju ośrodka w zaproponowanej implementacji generacji

macierzy. typ1 - indeksy czworościanów dla sytuacji, w której parametry fizyczne ośrodka

są skalarem rzeczywistym, tensorem rzeczywistym lub skalarem zespolonym, typ2 - indeksy

czworościanów wypełnionych ośrodkiem, którego parametry fizyczne opisane są przez tensor

zespolony.

Macierz Kwadratura Indeksy czworościanów Strumień

T(e) Q=81 indeks T Q81 typ1 0

T(e) Q=81 indeks T Q81 typ2 1

S(e) Q=81 indeks S Q81 typ1 2

S(e) Q=81 indeks S Q81 typ2 3

T(e) Q=24 indeks T Q24 typ1 0

T(e) Q=24 indeks T Q24 typ2 1

S(e) Q=24 indeks S Q24 typ1 2

S(e) Q=24 indeks S Q24 typ2 3

indeks_T_Q81_typ1

indeks_T_Q81_typ2

indeks_S_Q81_typ1

indeks_S_Q81_typ2

NI - warianty: M. strumień 0 (0-3) 1 (4-6) 2 (7-8) 3 (9)

256 0 0 -- -

-

- -

1024

786

512

1

2

3

1

2

3

4

5

6

7

8

7

krok (porcja)

9

Rysunek 4.5: Strumienie (streams) przypisane do wariantów całkowania numerycznego

dla kwadratury 10 rzędu (81 punktów) dla podzbioru 1280 czworościanów przetwarzanych

sekwencyjnie w porcjach 256 czworościanów.

• dla skalarów rzeczywistych, tensorów rzeczywistych oraz skalarów zespolonych
(typ-1),

• dla tensorów zespolonych (typ-2).

Mniejsza liczba wariantów pozwoliła na otrzymanie większej wydajności. Ponadto za-
proponowana optymalizacja zredukowała liczbę tablic indeksów czworościanów do 8, w
zależności od:

• macierzy (2x - S(e) i T(e)),

• rzędu zastosowanej kwadratury (2x - „słabo” lub „silnie” krzywoliniowe),

• rodzaju ośrodka (2x - skalar rzeczywisty\tensor rzeczywisty\skalar zespolony lub
tensor zespolony).

Ponadto aby wykorzystać możliwość współbieżnego wykonania kerneli (ang. concurrent
kernel execution p. 3) oddzielne strumienie zostały przyporządkowane do opracowanych
wariantów całkowania numerycznego (Tab. 4.8).
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Tabela 4.9: Czasy (w sekundach) wykonania operacji całkowania numerycznego (NI) w

zależności od procentowego udziału różnych typów ośrodków reprezentowanych przez: SR -

skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony,

użytej kwadratury oraz liczby strumieni. Problem testowy liczy 13613 czworościanów. GPU:

Tesla K40c.

SR\TR\SZ\TZ Q=81 Q=81 Q={24\81} Q={24\81} Q={24\81}

% 1 strumień 2 strumienie 1 strumień 2 strumienie 4 strumienie

0\0\0\100 0,579 0,555 0,509 0,493 0,490

0\0\100\0 0,562 0,554 0,450 0,442 0,440

0\100\0\0 0,545 0,537 0,434 0,427 0,425

100\0\0\0 0,544 0,535 0,434 0,427 0,425

25\25\25\25 0,558 0,545 0,459 0,450 0,449

W celu podsumowania zastosowanych strategii poniżej przeanalizowano hipotetycz-
ny scenariusz, w którym należy wykonać całkowanie numeryczne dla 1280 „silnie” krzy-
woliniowych czworościanów, z których każdy wypełniony jest ośrodkiem który można
zakwalifikować do jednego z czterech typów (rys. 4.5). W 256 czworościanach występuje
ośrodek typu-1 (bezstratne i stratne izotropowe dielektryki lub bezstratne anizotropowe
dielektryki), oraz w 1024 czworościanach występuje ośrodek typu-2 w postaci stratnych
anizotropowych dielektryków. Ponadto przenikalność magnetyczna w 768 czworościa-
nach jest typu-1 i w 512 czworościanach typu-2 (tensor zespolony). Dla tych czworo-
ścianów należy obliczyć 1280 lokalnych macierzy sztywności i bezwładności. Z racji
tego, że w jednej porcji przetwarzanych jest równolegle 256 czworościanów, w pętli wy-
konanych jest 10 kroków z użyciem 10 strumieni lub 4 kroki z użyciem 4 strumieni,
które wykonują operacje związane z całkowaniem niezależnie dla różnych typów ośrod-
ków zaprezentowanych na rys. 4.5. Warto zauważyć, iż w każdym kroku aktywna jest
różna liczba strumieni. Rysunek 4.5 ma charakter poglądowy i ilustruje jak czworościa-
ny są podzielone zgodnie z typem macierzy, rodzajem ośrodka oraz jak strumienie są
przydzielone do różnych wariantów całkowania numerycznego. Na omawianym rysun-
ku szerokość każdego z bloków (odpowiadającego porcji 256 czworościanów) jest taka
sama, bo dla każdego wariantu przetwarzana jest ta sama liczba czworościanów. W
prawdziwej symulacji czas potrzebny na wykonanie obliczeń w porcji 256 czworościa-
nów jest różny z powodu różnej liczby obliczeń jakie muszą być wykonane dla każdego
typu ośrodka [88].

Potwierdzeniem zasadności przyjętych strategii implementacji operacji całkowania
numerycznego na GPU jest Tab. 4.9. W każdym wierszu zaprezentowano czasy wyko-
nania dla różnych typów ośrodków. W każdej kolejnej kolumnie podano czas wykonania
całkowania numerycznego w zależności od przyjętej kwadratury oraz liczby strumieni.
Analizując tabelę w kierunku pionowym można stwierdzić, że opracowanie osobnych
kerneli dla każdego z typu ośrodka pozwala otrzymać duży zysk czasowy. Ponadto od-
powiednie uporządkowanie obliczeń prowadzi do podobnego czasu dla wariantów: SR-
skalar rzeczywisty, SZ-skalar zespolony, TR-tensor rzeczywisty, co uzasadnia połączenie
tych wariantów w jeden (patrz. Tab. 4.8). Analizując tabelę w kierunku poziomym, za-
uważyć można że zaproponowane strategia użycia kwadratury mieszanej i przypisanie
strumieni do obliczeń macierzy lokalnych także pozwoliło na redukcję czasu wykonania
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Tabela 4.10: Przyspieszenie operacji całkowania numerycznego (NI) w zależności od pro-

centowego udziału ośrodka reprezentowanego przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor

rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony. Kwadratura mieszana Q={24\81}.

Problem testowy liczy 13613 czworościanów. GPU: Tesla K40c (4 strumienie), CPU: Intel

Xeon Sandy Bridge E5-2687W (8 wątków, Hyper-Threading wyłączony).

SR\TR\SZ\TZ Q={24\81}

% GPU vs. CPU

0\0\0\100 11,9

0\0\100\0 7,6

0\100\0\0 7,5

100\0\0\0 7,5

25\25\25\25 8,8

całkowania numerycznego. Przyspieszenie implementacji na GPU (kwadratura miesza-
na, 4 strumienie) względem CPU zostało zaprezentowane w Tab. 4.10. W przypadku
gdy parametry fizyczne ośrodka są tensorami zespolonymi zaproponowana w niniejszej
pracy technika masywnego zrównoleglenia wykorzystująca możliwości GPU pozwoliła
na prawie 12-krotne skrócenie czasu obliczeń całkowania numerycznego.

Podsumowując ten etap, rezultatem całkowania numerycznego są lokalne macierze
elementów. W zależności od rodzaju ośrodka po wykonaniu obliczeń otrzymywanych
jest M (=liczba przetwarzanych czworościanów) macierzy o rozmiarze 50× 50 wynika-
jącym z liczby funkcji bazowych K przyjętych w p. 2.1:

• SE: M macierzy sztywności S(e)

• TE: M macierzy bezwładności T(e)

4.1.2 Strategie masywnego zrównoleglenia wątków w składa-

niu globalnych macierzy sztywności i bezwładności na
GPU

Kolejnym etapem MES, w którym można zastosować masywne zrównoleglenie wątków
jest zebranie lokalnych macierzy utworzonych dla poszczególnych elementów i kon-
strukcja globalnych macierzy sztywności i bezwładności. W literaturze znaleźć można
publikacje dotyczące budowy macierzy w metodzie elementów skończonych przy wy-
korzystaniu CPU i GPU [28, 47, 48]. W publikacji [47], autorzy dokonali porównania
dwóch metod Addto i LMA - Local Matrix Approach. W pierwszej metodzie najpierw
tworzona jest macierz, która odwzorowuje lokalny węzeł elementu na globalny numer
węzła. Następnie wartości lokalnych macierzy elementów są sumowane przy użyciu ope-
racji Addto. Globalna macierz jest przechowywana w formacie CRS (ang. Compressed
Row Storage [3]). Autorzy zauważyli, iż zaproponowany algorytm jest efektywniejszy
dla obliczeń wykonywanych na procesorze centralnym. Algorytm ten nie pozwoliłby
uzyskać wysokiej wydajności na GPU, gdyż celem zapewnienia poprawności wyników
należałoby wykonać wiele operacji atomowych3, które wprowadzają duże opóźnienia na

3Operacje atomowe zastosowane w celu uniknięcia „wyścigów” przy próbie zapisu danych w sam
adres pamięci przez niezależne wątki, patrz. rozdział 3.
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GPU. Ponadto, ponieważ macierz globalna jest przechowywana w formacie CRS, zna-
lezienie pozycji, w którą należałoby wpisać element niezerowy wymagałby wykonania
poszukiwania (ang. bisection search) w strukturze macierzy rzadkiej4. Z tego powodu,
autorzy zaproponowali algorytm LMA (ang. Local Matrix Approach). W algorytmie
tym nie wykonuje się całościowej budowy macierzy globalnej i przez to nie ma po-
trzeby wykonania kosztownych operacji atomowych. Algorytm LMA bazuje na tym, że
wyznaczenie wektora wynikowego operacji matvec q = Ad (która jest główną operacją
metod iteracyjnego rozwiązywania układów równań) odbywa się wg. wzoru:

q = (MT (AE(Md))) (4.11)

gdzie M określa macierz odwzorowującą lokalną indeksację węzłów na globalną in-
deksację węzłów w siatce, AE jest blokowo-diagonalną macierzą, w której blok „e”
odpowiada lokalnej macierzy elementu. Algorytm LMA na GPU został również wyko-
rzystany w [50].

Kolejne strategie implementacji budowy macierzy globalnych w MES zostały zapro-
ponowane przez Darve, Cecka i Lew [48]. W pierwszym zaproponowanym w pracy [48]
algorytmie (GlobalNZ ) wykorzystuje się pamięć globalną i rozbija się proces budowy
macierzy na dwie fazy (dwa kernele). W pierwszym kernelu, pojedynczy wątek obli-
cza element niezerowy macierzy globalnej i aby uniknąć „wyścigów” (przy zapisie do
pamięci) zapisuje kolejne elementy do pamięci globalnej. W drugim kernelu, wykorzy-
stuje się wiele wątków i każdy z nich pobiera element z pamięci globalnej i zapisuje
go w odpowiednie miejsce macierzy rzadkiej. Ograniczeniem tej strategii są opóźnienia
przy dostępie do pamięci globalnej. Druga strategia zaproponowana w publikacji [48]
oznaczona jako SharedNZ, redukuje opóźnienia przy dostępie do pamięci global przez
wykorzystanie pamięć wspólnej (ang. shared memory) do przechowywania elementów.
W implementacji na GPU jeden blok wątków odpowiedzialny jest za wyznaczenie grupy
elementów i umieszczenie ich w globalnej macierzy rzadkiej.

W artykule [28] zaproponowano dwie strategie budowy macierzy rzadkich w meto-
dzie elementów skończonych na GPU. W pierwszej strategii, po tym jak wyznaczono
lokalne macierze wszystkich elementów skończonych (przechowywane w pomocniczej
tablicy), każdy wątek ma za zadanie wpisanie do macierzy globalnej wartości z macie-
rzy lokalnej. Wpisanie do macierzy globalnej odbywa się przy użyciu kolejnej tablicy
pomocniczej, którą uprzednio wyznaczono na CPU. Wadą powyższego algorytmu jest
- analogicznie jak strategii z [47] - duża liczba operacji atomowych podczas tworzenia
globalnych macierzy, co obniża wydajność algorytmu wykonanego na GPU. W drugiej
strategii zaproponowanej w [28] nie ma etapu, w którym budowane są macierze lokalne
dla wszystkich elementów skończonych (co znacząco optymalizuje wykorzystanie pa-
mięci). Zamiast tablicy macierzy lokalnych na CPU stworzono strukturę danych Edge,
która przechowuje w tablicy eleGloNum indeksy elementów skończonych, które zawie-
rają daną krawędź. Na podstawie Edge pojedynczy blok wątków buduje jeden wiersz
macierzy lokalnej jednego elementu skończonego. Następnie blok wątków wyznacza w
pamięci wspólnej jeden wiersz macierzy globalnej, który następnie kopiowany jest z
pamięci wspólnej do pamięci globalnej.

Powyższa analiza literatury wykazała, iż z punktu widzenia zrównoleglenia obli-
czeń budowa macierzy bezpośrednio w formacie CRS nie jest optymalna, gdyż wymaga

4W artykule [51] zaproponowano by poszukiwanie pozycji, w którą należałoby wpisać element
niezerowy w strukturze macierzy rzadkiej wykonać przy użyciu algorytmu wyszukiwania binarnego
(ang. binary search), w którym indeksy kolumn przechowywane są w pamięci wspólnej.
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kosztownego preprocessingu lub operacji atomowych co znacząco wydłużyłoby czas wy-
konania budowy macierzy [28, 47, 48]. Z tego powodu zasadnym było rozdzielenie tego
procesu na dwa etapy: łączenie elementów i budowa macierzy w formacie COO, a na-
stępnie konwersja formatu COO do formatu CRS [86]. W pierwszym kroku, w pętli
przetwarzane są wszystkie macierze lokalne i generowane są trójki (i,j,v) przechowujące
informacje o docelowym indeksie wiersza, indeksie kolumny i wartości niezerowej, które
w naturalny sposób tworzą wektory reprezentacji macierzy w formacie COO (wekto-
ry I,J,V). Z punktu widzenia zrównoleglenia obliczeń trójki te mogą być generowane
przez niezależne wątki i nie pojawia się problem „wyścigów”, który wymusza stosowanie
operacji atomowych. Niestety wektory reprezentujące macierz rzadką w formacie COO
nie są posortowane (według rosnących indeksów wierszy i kolumn - co jest wymagane
w pakietach tj. Intel MKL [43], CUSPARSE [92]) i zawierają duplikaty (wielokrotne
występowanie elementów niezerowych o tych samych indeksach wierszy i kolumn, które
pochodzą ze stopni swobody wspólnych dla przylegających elementów). Z tego powodu,
drugi krok składania macierzy - konwersja z formatu COO do CRS - musi zagwaran-
tować sortowanie elementów oraz eliminacje duplikatów. Po wykonaniu powyższych
kroków globalne macierze sztywności (S) i bezwładności (T) przechowywane były w
formacie CRS.

4.1.2.1 Składanie macierzy globalnych w formacie COO

Pierwszym krokiem proponowanego w niniejszej pracy podejścia do składania macierzy
globalnych, korzystnego z punktu widzenia właściwości GPU, jest utworzenie rzadkich
macierzy sztywności i bezwładności reprezentowanych w formacie COO (ang. Coor-
dinate format [3]), czyli w postaci wektorów indeksów wierszy i kolumn (JIcoo)5 oraz
wartości niezerowych (Scoo,Tcoo). Na samym początku warto zaznaczyć, iż w celu opty-
malizacji procesu budowania macierzy zdecydowano by macierze S i T miały ten sam
układ elementów niezerowych (ang. pattern), tzn. te same indeksy wierszy i kolumn
oraz różne wartości niezerowe (rzeczywiste i urojone). Dzięki powyższemu założeniu
operacje na indeksach zostały wykonywane tylko dla części rzeczywistej macierzy TRe

i są takie same dla części rzeczywistej macierzy TIm, SRe, SIm. W konsekwencji zredu-
kowano liczbę operacji na pamięci i zmniejszono zapotrzebowanie na pamięć (nie było
potrzeby przechowywania indeksów wierszy i kolumn trzech macierzy na GPU: TIm,
SRe

e , SIm
e ) 6.

Unikalną cechą proponowanego podejścia do składania macierzy jest umieszcze-
nie indeksów wierszy i kolumn macierzy rzadkich w formacie COO w jednym wekto-
rze JIcoo. Indeksy kolumn J oraz wierszy I są przechowywane w wektorze JIcoo na-
przemiennie (JIcoo= {J[0],I[0],J[1],I[1],...}). Rozwiązanie to zostało zastosowane ze
względu na szybsze sortowanie indeksów macierzy COO zapisanych w takiej formie w
następnym etapie generacji macierzy (p. 4.1.2.2) 7.

5W ogólności, w formacie COO wektory wierszy (Icoo) i kolumn (Jcoo) są rozdzielone - w dalszej
części rozdziału wyjaśni się, czemu w niniejszej pracy wektory te zostały połączone.

6Założenie, że macierze mają ten sam układ elementów niezerowych („pattern”) jest także korzystne
z punktu widzenia redukcji liczby operacji i zapotrzebowania na pamięć w kolejnych krokach, tzn.
konwersji z formatu COO do formatu CRS oraz składanie macierzy na CPU.

7Sortowanie indeksów macierzy stanowi istotną część opracowanego algorytmu konwersji macierzy
z formatu COO do formatu CRS z eliminacją duplikatów (p. 4.1.2.2), opracowany zapis reprezentacji
indeksów wierszy i kolumn umożliwia osiągnięcie przyspieszenia obliczeń, gdyż wystarczy wykonać sor-
towanie indeksów jednokrotnie, co jest efektywniejsze w porównaniu do sortowania przeprowadzonego
dwuetapowo: najpierw po wierszach, a następnie po kolumnach.
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Budowę macierzy w formacie COO zrealizowano w dwóch etapach opisanych poni-
żej.

Pierwszy etap składania macierzy cząstkowych COO
W pierwszym etapie budowania macierzy w formacie COO wykonuje się obliczenia

wstępne, których zasadnicze cele są następujące:

1. wyznaczenie liczby elementów niezerowych docelowych macierzy COO z duplika-
tami (w tej części kernelu brane są pod uwagę warunki brzegowe danego problemu
MES),

2. wyznaczenie wartości indeksów pomocniczych dofs, które w drugim etapie bu-
dowania macierzy w formacie COO stosuje się do wyznaczenia indeksów wierszy
i kolumn (JIcoo) macierzy,

3. wyznaczenie wartości indeksów pomocniczych doflocs, które w drugim etapie
budowania macierzy w formacie COO stosuje się do określenia wartości elemen-
tów niezerowych macierzy. doflocs określa to gdzie zapisane zostały wartości z
lokalnych macierzy elementów sztywności S(e) i bezwładności T(e) w macierzach
globalnych.

Indeksy dofs i doflocs zostały tak skonstruowane, by docelowe macierze reprezen-
towane w formacie COO utworzyły hierarchiczną postać macierzy (p. 2.1), w której
wydzielić można podmacierze związane z poszczególnymi rzędami funkcji bazowych.

Wyznaczenie liczby elementów niezerowych docelowych macierzy cząstkowych jest
bardzo korzystne, gdyż umożliwia przydzielenie tablicom JIcoo i Scoo, Tcoo precyzyj-
nie określonej liczby bajtów. W takiej sytuacji przed faktycznym składaniem macierzy
COO, można wyznaczyć ile należy przydzielić pamięci GPU RAM oraz czy jest wy-
starczająco dużo miejsca w pamięci GPU RAM dla budowanych globalnych macierzy
sztywności i bezwładności.

Drugi etap składania macierzy cząstkowych COO
W drugim etapie budowane są macierze rzadkie S i T reprezentowane w forma-

cie COO. W wariancie generacji macierzy całościowej na podstawie indeksów dofs,
najpierw określane są wektory indeksów wierszy i kolumn elementów niezerowych ma-
cierzy w formacie COO (JIcoo), a na podstawie indeksów doflocs i wartości macierzy
lokalnych wyznaczane są wektory wartości elementów niezerowych (Scoo, Tcoo).

Na tym etapie przyjęto konwencję dwupoziomowego zrównoleglenia obliczeń. Po
pierwsze lokalne macierze elementów przetwarzano niezależnie (zrównoleglenie na po-
ziomie bloków CUDA). Po drugie, wewnątrz bloków każdy z wątków równolegle wpisy-
wał elementy do globalnych macierzach rzadkich. Innymi słowy, „i”-ty wątek wygenero-
wał i zapisywał do pamięci globalnej czwórkę: JIcoo[i], JIcoo[i+1] (na podstawie dofs),
Scoo[i], Tcoo[i] (na podstawie doflocs). Warto zaznaczyć, iż z racji masywnego zrów-
noleglenia obliczeń elementy wektorów JIcoo, Scoo, Tcoo nie są posortowane oraz za-
wierają duplikaty (wielokrotne występowanie elementów niezerowych o tych samych
indeksach wierszy i kolumn, które pochodzą ze stopni swobody wspólnych dla przyle-
gających elementów).

W tym miejscu warto wspomnieć o jeszcze jednej strategii optymalizacyjnej zasto-
sowanej w tej rozprawie. Ponieważ rozmiar pamięci GPU RAM jest silnie ograniczony,
to w obliczeniach zastosowano mechanizmy wielokrotnego użycia tego samego obszaru
pamięci (ang. data reuse). Wprowadzenie tego mechanizmu umożliwiło znaczące zwięk-
szenie maksymalnego rozmiaru macierzy cząstkowych generowanych na pojedynczym
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NI
COO
CRS k.1
CRS k.2
CRS k.3
CRS k.4
CRS k.5
CRS k.6
CRS k.7
CRS k.8
CRS k.9

B1 B2 B3 B4 B5

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0 0

0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

Rysunek 4.6: Stan buforów (|B1|B2|B3|B4|B5|) w trakcie generacji macierzy (NI-

całkowanie numeryczne, COO-utworzenie macierzy w formacie COO, CRS-9 kroków konwersji

z formatu COO do formatu CRS z eliminacją duplikatów (p. 4.1.2.2)). Bi = 0 - oznacza, że i-

ty bufor nie został zarezerwowany do obliczeń i nie zawiera istotnych danych. Bi = 1 oznacza,

że bufor został zarezerwowany do obliczeń i może zawierać istotne dane.

GPU, co skutkuje poprawą efektywności generacji macierzy S i T, w szczególności w
kolejnej fazie budowy macierzy rzadkich, jakim jest konwersja z formatu COO do for-
matu CRS z eliminacją duplikatów8. Wielokrotne użycie tych samych obszarów pamięci
polega na utworzeniu pięciu buforów w GPU RAM oraz ich odpowiednim zarządzaniu.
Bufory te w różnych etapach generacji macierzy zawierają różne informacje. Użycie
buforów zrealizowano poprzez rzutowanie wskaźników do tych buforów (bufor1, . . . ,
bufor5) na wskaźniki stosowane w danym etapie obliczeń. Stan buforów został ozna-
czony jako (|B1|B2|B3|B4|B5|), gdzie:
Bi = 0 oznacza, że i-ty bufor nie został zarezerwowany do obliczeń i nie zawiera istot-
nych danych,
Bi = 1 oznacza, że bufor został zarezerwowany do obliczeń i może zawierać istotne
dane.

W pierwszym etapie generacji macierzy wszystkie bufory (|1|1|1|1|1|) są zarezerwo-
wane na potrzeby operacji całkowania numerycznego i budowy macierzy w formacie
COO:

• bufor1 i bufor2 są przeznaczone do przechowywania macierzy sztywności SE i
bezwładności TE (zbiór lokalnych macierzy generowany na etapie całkowania nu-
merycznego).

• bufor3, bufor4, i bufor5 są zarezerwowane do przechowywania macierzy rzadkich
w formacie COO (wektory: Scoo, Tcoo, JIcoo).

Przed wykonaniem etapu budowy macierzy w formacie COO stan buforów wynosił
|1|1|1|1|1|, a po wykonaniu zmienia się na |0|0|1|1|1| (rys. 4.6). Bufory 1-2 oznaczono
jako puste, gdyż dane wyznaczone na etapie całkowania numerycznego (macierze sztyw-
ności SE i bezwładności TE), nie są potrzebne w dalszym etapie i obszar może być

8Więcej czworościanów przetwarzanych w pojedynczej iteracji generacji macierzy, oznacza mniej
duplikatów do sumowania (eliminacji).
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wykorzystany w etapie konwersji do formatu CRS. Po wykonaniu budowy macierzy w
formacie COO, bufory 3-5 przechowują odpowiednio wartości elementów niezerowych
macierzy cząstkowych w formacie COO z duplikatami (Scoo, Tcoo) oraz połączonego
wektora indeksów kolumn i wierszy elementów niezerowych (JIcoo).

W ramach podsumowania tej części w Tab. 4.11 porównano czasy wykonania etapu
budowy macierzy w formacie COO na GPU i CPU. Zaproponowane strategie zrównole-
glenia obliczeń pozwoliły uzyskać znaczne skrócenie czasu względem CPU (15,5-krotna
i 8,5-krotna redukcja czasu wykonania dla problemów bezstratnych i stratnych). W
implementacji na CPU wykorzystano zrównoleglenie przy użyciu interfejsu OpenMP,
w taki sposób, że lokalne macierze elementów przetwarzano niezależnie (zrównoleglenie
na poziomie wątków). Na CPU wykorzystano strukturę danych, w której wartości nie-
zerowe macierzy przechowywane są naprzemiennie (cześć rzeczywista, cześć zespolona).
Na GPU wartości przechowywane są w dwóch oddzielnych wektorach, co ma swoje kon-
sekwencje w redukcji czasu zapisu danych. Z tego powodu przyspieszenie na GPU dla
problemów zespolonych jest ok. dwa razy mniejsze niż dla problemów rzeczywistych.

Tabela 4.11: Czasy i przyspieszenie operacji budowy macierzy w formacie COO dla pro-

blemów rzeczywistych (parametry fizyczne ośrodka reprezentowanego przez: SR - skalar rze-

czywisty, TR - tensor rzeczywisty) i zespolonych (ośrodek reprezentowany przez: SZ - ska-

lar zespolony, TZ - tensor zespolony). GPU: Tesla K40c, CPU: Intel Xeon Sandy Bridge

E5-2687W (8 wątków, OpenMP). Rzadkie macierze sztywności i bezwładności o rozmiarze

213984 powstały z 13613 lokalnych macierzy.

Implementacja\Ośrodek SR, TR SZ, TZ

GPU [s] 0,028 0,057

CPU [s] 0,435 0,502

GPU vs. CPU 15,5 8,8

4.1.2.2 Konwersja z formatu COO do CRS z eliminacją duplikatów

Po zbudowaniu na GPU macierzy sztywności i bezwładności w formacie COO wykona-
na jest konwersja tych macierzy do formatu CRS (ang. Compressed Row Storage, [3])
wraz z eliminacją duplikatów. W ogólności konwersja z formatu COO do formatu CRS
lub CCS (ang. Compressed Column Storage, [3]) jest jedną z fundamentalnych operacji
na macierzach rzadkich i jest włączona w wiele bibliotek. W literaturze i w dostęp-
nych bibliotekach UMFPACK9 [94], SPARSKIT [95], Intel MKL [43], CUSPARSE [92]
(Tab. 4.12) występuje kilka wariantów tej konwersji w zależności od różnych właściwo-
ści wektorów reprezentujących macierz w formacie COO (I- wektor indeksów wierszy,
J- wektor indeksów kolumn, V- wektor wartości niezerowych). Podstawowa konwersja
reprezentacji macierzy zakłada, że:

• nie występują duplikaty (elementy o różnych wartościach niezerowych a tych sa-
mych indeksach wierszy i kolumn (i, j)),

• wektory indeksów są posortowane w rosnącym porządku (od najmniejszego na
największego indeksu).

9UMFPACK jest jednym z modułów SUITESPARSE [93]
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Tabela 4.12: Biblioteki pozwalające na konwersje macierzy z formatu COO do formatów

CRS i CCS.

Funkcja wyjście: eliminacja zrównoleglenie CPU GPU
posortowane elementy duplikatów

UMFPACK
UMFPACK triplet to col Tak Tak Nie Tak Nie

SPARSKIT
coocsr Nie Nie Nie Tak Nie

SPARSKIT
coocsr, clncsr(job = 1) Nie Tak Nie Tak Nie

SPARSKIT
coocsr, clncsr(job = 3) Tak Tak Nie Tak Nie

Intel MKL
mkl coo2csr Nie Nie Tak Tak Nie

CUSPARSE
cusparse < t > coo2csr Nie Nie Tak Nie Tak

Zaproponowany
algorytm Tak Tak Tak Tak Tak

W przypadku opisanym powyżej konwersja z formatu COO do formatu CRS ogranicza
się do kompresji wektora indeksów wierszy (z I do Iptr). Powyższa funkcjonalności
jest dostępna na CPU w bibliotece Intel MKL (funkcja mkl_<t>coo2csr), UMFPACK
(UMFPACK_triplet_to_col), SPARSKIT (funkcja coocsr) i na GPU w bibliotece CU-
SPARSE (funkcja cusparse<t>coo2csr) (Tab. 4.12).

W przypadku gdy macierz reprezentowana w formacie COO zawiera duplikaty, na-
leży je wyeliminować (zsumować) celem redukcji zapotrzebowania na pamięć. Bibliote-
ka UMFPACK gwarantuje eliminację duplikatów. Biblioteka SPARSKIT pozwala na
eliminację duplikatów, ale w takim przypadku najpierw należy wykonać podstawową
konwersję coocsr, a następnie dodatkowa funkcja clncsr (wywołana z argumentem
job=1) usuwa duplikaty.

Kolejnym przypadkiem jest sytuacja, w której wektory indeksów wierszy i\lub ko-
lumn nie są posortowane. Z punktu widzenie wydajności kolejnych procedur wyko-
nywanych na macierzy (np. mnożenie macierzy rzadkiej przez wektor z wykorzysta-
niem bibliotek Intel MKL [43] lub NVIDIA CUSPARSE [92]) należy zagwarantować,
by po wykonaniu konwersji wektory indeksów kolumn (CRS) lub wierszy (CCS) były
posortowane w porządku rosnącym. Taka funkcjonalność jest dostępna w bibliotece
UMFPACK. W bibliotece SPARSKIT funkcja coocsr gwarantuje, że macierz rzadka
będzie posortowana tylko względem rosnących indeksów wierszy. Aby uzyskać porzą-
dek rosnących indeksów kolumn w każdym wierszu macierzy rzadkiej, należy wykonać
dodatkową funkcję clncsr (z argumentem job=3). Podsumowując charakterystykę kon-
wersji z formatu COO do formatu CRS lub CCS można zauważyć, iż koszt podstawowej
konwersji jest znacznie mniejszy niż w przypadku, gdy macierz wejściowa zawiera du-
plikaty oraz gdy indeksy wierszy i kolumn są nieposortowane. Ponadto wszystkie z
powyższych implementacji na CPU dedykowane są obliczeniom na jednym wątku, a
jedyna implementacja na GPU (CUSPARSE, funkcja cusparse<t>coo2csr) pozwala
wyłacznie na wykonanie podstawowej konwersji (Tab. 4.12).

Najbardziej uniwersalną konwersję na CPU umożliwia biblioteka UMFPACK (funk-
cja
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UMFPACK_triplet_to_col, której etapy zostały opisane w Dodatku E.1). Powody dlacze-
go bezpośrednie zrównoleglenie poszczególnych etapów konwersji z biblioteki UMFPACK
nie pozwala otrzymać satysfakcjonujących wyników zostały szczegółowo opisane w Do-
datku E.2. W tym miejscu przedstawiono wyłącznie otrzymane wnioski:

• zrównoleglenie niektórych etapów wymaga wykonania dużej liczby (NNZ = dłu-
gość wektorów Scoo, Tcoo) operacji atomowych,

• eliminacja duplikatów wymaga sekwencyjnego wyszukania duplikatów w każdym
wierszu,

• zagwarantowanie posortowanych indeksów wierszy\kolumn wymaga wykonania
dodatkowego sortowania na koniec konwersji.

Mając na względzie powyższe powody zdecydowano się stworzyć nowy równoległy al-
gorytm konwersji reprezentacji macierzy rzadkich.

Argumentami wejściowymi algorytmu konwersji są macierze S i T zapisane w for-
macie COO z nieposortowanymi indeksami kolumn i wierszy umieszczonymi w jed-
nej tablicy JIcoo oraz z wartościami elementów niezerowych macierzy umieszczonymi
w tablicach Scoo i Tcoo. Macierze w formacie COO zawierają duplikaty (wielokrotne
występowanie elementów niezerowych o tych samych indeksach wierszy i kolumn).

Opracowany algorytm konwersji składa się z dziewięciu głównych działań, które
zostały pogrupowane na dwa etapy: faza wstępna oraz docelowa konwersja. W fazie
wstępnej kluczową operacją jest jednokrotne podwójne sortowanie po indeksach wek-
torów JIcoo. Jak się później okaże, wydajność konwersji zależy od efektywności funkcji
sortującej. Sortowanie pozwoliło na ograniczenie liczby operacji atomowych i wydaj-
niejsze zrównoleglenie działań w etapie docelowej konwersji. Opis wszystkich niuansów
wymaga szczegółowej dyskusji na temat optymalizacji konkretnych etapów algorytmu
konwersji. Poniżej zamieszczono tylko skrócony opis najważniejszych etapów konwersji
z komentarzem odnoszącym się do zrównoleglenia:
Faza wstępna:

1. Alokacja pamięci - alokacja wektorów pomocniczych potrzebnych w później-
szych krokach konwersji,

2. Jednoczesne sortowanie po indeksach kolumn i wierszy - wektor JIcoo (za-
wierający naprzemiennie indeksy kolumn i wierszy) został potraktowany jako ta-
blica typu unsigned long (Wydruk 4.1) i dzięki temu w jednym wywołaniu zrów-
noleglonej funkcji sortującej elementy wektora posortowano względem kolumn
i wierszy.
[zrównoleglona funkcja sortująca (GPU: biblioteka Thrust)],

Konwersja:

3. Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdym wierszu (rów-
nież duplikatów) - dzięki fazie wstępnej liczba operacji atomowych została zre-
dukowana do 2xN (dwukrotność liczby wierszy macierzy rzadkich). Gdyby nie
sortowanie w fazie wstępnej liczba operacji atomowych wynosiłaby NNZ (liczba
elementów niezerowych)
[zrównoleglenie: NNZ wątków zaangażowanych w obliczenia],
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//␣d_Key␣=␣{0,1,...,Nz-1}
//␣d_JI␣=␣{J[0],␣I[0],␣J[1],␣I[1],␣...,␣J[Nz-1],␣I[Nz-1]}
//␣THRUST␣pointers:
thrust::device_ptr␣<int>␣d_ptrKey␣␣(␣d_Key␣);
thrust::device_ptr␣<unsigned␣long>␣d_ptrJI␣(␣(unsigned␣long*)␣d_JI␣);
//␣sortowanie␣z␣kluczem␣(THRUST)
thrust::sort_by_key(d_ptrJI,␣d_ptrJI+Nz,␣d_ptrKey);

Wydruk 4.1: Jednoczesne sortowanie po indeksach kolumn i wierszy przy użyciu funkcji z

biblioteki Thrust.

4. Wyznaczenie nowych wektorów z wartościami elementów niezerowych
- ułożenie zawartości tablic z wartościami elementów niezerowych zgodnie z per-
mutacją zastosowaną wobec wektora JIcoo. Posortowane wektory wartości są za-
pisywane do buforów 1-2 i zwalniane są bufory 4-5, w których dotychczas prze-
chowywane były nieposortowane wektory wartości niezerowych. Po wykonaniu
obliczeń tej operacji stan buforów wynosił |1|1|0|0|0|.
[zrównoleglenie: jeden wątek pracuje na jednym wierszu macierzy],

5. Kompresja wektora indeksów wierszy macierzy z duplikatami - posor-
towany wektor indeksów wierszy jest wyodrębniony z wektora JIcoo. Wektor ten
zostaje umieszczony w tablicy pomocniczej (bufor3) i stan buforów zmienia się na
|1|1|1|0|0|. Następnie wektor indeksów poddawany jest kompresji, co zrealizowano
przy użyciu algorytm prefix sum10.
[zrównoleglony algorytm prefix sum],

6. Sumowanie wartości duplikatów - eliminacja duplikatów polegała na sumo-
waniu wartości elementów niezerowych o takich samych indeksach wierszy i ko-
lumn, a następnie odpowiednim zmniejszeniu rozmiaru wektorów indeksów ko-
lumn i wartości elementów niezerowych w połączeniu z modyfikacją liczności ele-
mentów niezerowych zapisanych w skompresowanym wektorze wierszy. Ponieważ
wektory indeksów kolumn i wartości elementów niezerowych zostały posortowane
(patrz. faza wstępna, krok-2) to eliminacja duplikatów może zostać wykonana
efektywniej, niż jej odpowiednik w pakiecie UMFPACK. Zwiększoną efektywność
osiągnięto ponieważ sumowanie wartości duplikatów sprowadzało się do sumowa-
nia sąsiednich elementów wektora wartości niezerowych.
[zrównoleglenie: jeden wątek pracuje na jednym wierszu macierzy],

7. Kompresja wektora indeksów wierszy macierzy bez duplikatów - kom-
presja wykonana analogicznie do kroku. [zrównoleglony prefix sum]

8. Budowanie wektorów wartości elementów niezerowych - w etapie tym
tworzy się wektory wartości elementów niezerowych macierzy S i T w formacie
CRS. Stan buforów po wykonaniu tego kroku wynosi: |0|0|1|1|1| (zwolnione zo-
stały bufory 1-2 przechowujące wartości elementów niezerowych z duplikatami,
w buforach 4-5 umieszczono finalne wektory wartości niezerowe elementów nieze-
rowych macierzy cząstkowych S i T).

10Dla ciągu liczb xn wyznaczono ciąg liczb yn, taki iż
yn =

∑n
i=0 xi
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[zrównoleglenie: jeden wątek pracuje na jednym wierszu macierzy rzadkiej; dzię-
ki sortowaniu w fazie wstępnej nie było potrzeby sortowania wartości względem
rosnących indeksów kolumn],

9. Budowanie wektora indeksów kolumn - z wektorów indeksów (bufor3) wy-
znacza się indeksy kolumn i wynik wpisuje się do bufor1. Stan buforów po wyko-
naniu tego kroku to: |1|0|0|1|1| (bufor3 został zwolniony).
[zrównoleglenie: jeden wątek pracuje na jednym wierszu macierzy rzadkiej; dzię-
ki sortowaniu w fazie wstępnej nie było potrzeby sortowania wartości względem
rosnących indeksów kolumn]

Po wykonaniu konwersji macierze sztywności i bezwładności przechowywane są w for-
macie CRS, mają odpowiednio posortowane elementy w każdym wierszu i nie zawierają
duplikatów. W Tab. 4.13 przedstawiono czasy poszczególnych kroków konwersji macie-
rzy rzeczywistych (przenikalność elektryczna i magnetyczna ośrodka reprezentowane
przez skalary rzeczywiste i\lub tensory rzeczywiste) i macierzy zespolonych (ośrodek
opisany przez skalary zespolone i\lub tensory zespolone). W fazie wstępnej alokacja
wektorów nie ma znaczącego wpływu, z racji tego iż wielokrotnie użyto tych samych
danych i alokowane są wyłączne zmienne pomocnicze o małym rozmiarze. W całej pro-
cedurze najwięcej czasu zajmuje sortowanie (ok. 67% całej konwersji), które na GPU
zostało wykonane przy użyciu funkcji z biblioteki THRUST. Faza ta trwa tyle samo dla
obydwu typów macierzy, bo sortowane są tylko indeksy kolumn i wierszy (JIcoo). Tak
jak to zostało zauważone wcześniej, sortowanie w fazie wstępnej pozwala na masywne
zrównoleglenie operacji docelowej konwersji i ograniczenie liczby operacji atomowych.
W docelowej konwersji, wzrost czasu wykonania kroków 3 i 8 spowodowany jest ko-
niecznością wykonania operacji na wektorze przechowującym części urojone wartości
elementów niezerowych. Porównanie czasów wykonania zaproponowanej konwersji z
funkcją z biblioteki UMFPACK przedstawiono w Tabeli 4.14. Uzyskane 30 i 40-krotne
skrócenie czasu obliczeń odpowiednio dla problemów rzeczywistych i zespolonych, po-
twierdza zasadność wykonania tego etapu generacji macierzy rzadkich na GPU.

Tabela 4.13: Czas (w milisekundach) wykonania opracowanej w ramach rozprawy konwer-

sji z formatu COO do formatu CRS z eliminacją duplikatów na GPU (Tesla K40c). Kroki

1-2 to faza wstępna, a kroki 3-9 to docelowa konwersja z eliminacją duplikatów. Rozmiar

macierzy testowej wynosi 213984 (Tab. 4.1).

Etapy konwersji macierz macierz m. zespolona

rzeczywista zespolona vs. rzeczywista

1. Alokacja pamięci 0,01 0,01 1,0

2. Jednoczesne sortowanie po indeksach JIcoo 46,96 46,78 1,0

3. Wyznaczenie l. elementów niezerowych w wierszu 3,68 7,22 2,0

4. Wyznaczenie wektorów z wart. el. niezerowych 1,02 1,02 1,0

5. Kompresja indeksów wierszy z duplikatami 0,06 0,06 1,0

6. Sumowanie wartości duplikatów 13,91 13,93 1,0

7. Kompresja indeksów wierszy bez duplikatów 0,06 0,06 1,0

8. Budowanie wektorów wartości el. niezerowych 4,24 6,93 1,6

9. Budowanie wektora indeksów kolumn 0,03 0,03 1,0

Suma 69,97 76,04 1,1
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Tabela 4.14: Czas wykonania i przyspieszenie zaproponowanej konwersji z eliminacją du-

plikatów na GPU względem implementacji dostępnej w bibliotece UMFPACK. GPU: Tesla

K40c, CPU: Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W. Rozmiar macierzy testowej wynosi 213984

(Tab. 4.1).

UMFPACK (CPU) [s] GPU [s] GPU vs. CPU

macierz rzeczywista 2,150 0,070 30,7

macierz zespolona 3,156 0,076 41,5

4.1.3 Podsumowanie podstawowego wariantu generacji macie-

rzy na GPU.

W punkcie tym podsumowano opisane wcześniej etapy generacji macierzy sztywności
i bezwładności. W pierwszej kolejności dokonano porównania czasów wykonania po-
szczególnych etapów generacji na GPU (rys. 4.7a) i na CPU (rys. 4.7b). Zarówno na
GPU i CPU czas całkowania numerycznego jest czynnikiem dominującym. Poprzez za-
proponowane strategie masywnego zrównoleglenia i ich implementacji oraz odpowiedni
porządek wykonania obliczeń czas tego etapu dla problemów, w których ośrodki re-
prezentowane są przez skalary lub tensory zespolone jest niemal identyczny (przyp.
Tab. 4.7). Istotny udział w skróceniu czasu ma też wykorzystanie koncepcji kwadratu-
ry mieszanej. Dane zgromadzone w Tab. 4.15 potwierdzają, iż dla wszystkich etapów
generacji uzyskano znaczące przyspieszenie na GPU względem CPU. Wykorzystanie
akceleratorów graficznych w obliczeniach pozwoliło na kilkunastokrotną redukcję czasu
generacji macierzy. Jako miarę szybkości generacji macierzy MES, można przyjąć licz-
bę czworościanów jakie analizowane są w trakcie jednej sekundy w trakcie obliczeń na
GPU i na CPU. Dane z Tab. 4.16 wskazują, że w generacji macierzy przeprowadzonej
na GPU - w zależności od typu ośrodka - w trakcie jednej sekundy można przeana-
lizować ponad 20 000 czworościanów. Dla tych samych sformułowań MES, na CPU
przeanalizować można około od półtora do dwóch tysięcy czworościanów.

Analizując czasy poszczególnych etapów w zależności od zastosowanego ośrodka
wyprowadzono wzór pozwalający oszacować czas generacji macierzy na GPU i CPU:

MatGen = NI · (KR ·X + KSZ · Y + KT Z · Z) + COO ·K1 + CRS ·K2 (4.12)

Tabela 4.15: Przyspieszenie wykonania faz generacji macierzy sztywności i bezwładności

na GPU (Tesla K40c) względem CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 wątków) dla

ośrodka reprezentowanego przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar

zespolony, TZ - tensor zespolony. W operacji całkowania numerycznego zastosowano kwadra-

turę mieszaną Q={24\81}. Rozmiar macierzy sztywności i bezwładności N = 213984. GPU

(Tesla K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 wątków).

Faza SR TR SZ TZ

NI 7,6 7,7 7,5 11,9

COO 15,5 15,5 8,8 8,9

CRS 30,3 30,4 42,0 41,8

MatGen 11,1 11,1 12,2 15,2
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Rysunek 4.7: Czas wykonania podstawowych faz budowy macierzy globalnych sztywności

i bezwładności (NI-całkowanie numeryczne, COO-składanie macierzy globalnych w formacie

COO, CRS-konwersja z formatu COO do formatu CRS z eliminacją duplikatów, DtoH (ang.

Device to Host)-przesłanie macierzy z pamięci GPU (Device) do pamięci CPU (Host)). Dla

wszystkich elementów skończonych ośrodki są reprezentowane przez: SR - skalary rzeczywi-

ste, TR - tensory rzeczywiste, SZ - skalary zespolone, TR - tensory zespolone. W operacji

całkowania numerycznego zastosowano kwadraturę mieszaną Q={24\81}; Rzadkie macierze

sztywności i bezwładności o rozmiarze 213984 powstały z 13613 lokalnych macierzy.

gdzie: NI, COO, CRS reprezentują czas wykonania podstawowych faz generacji dla ska-
larnego ośrodka bezstratnego, Ki to współczynniki reprezentujące wzrost czasu etapów
COO i CRS w zależności od zastosowanego wariantu; KR współczynnik dla skalarów
i\lub tensorów rzeczywistych; KT R, współczynnik dla tensorów rzeczywistych; KSZ

współczynnik dla skalarów zespolonych; KT Z współczynnik dla tensorów zespolonych
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Tabela 4.16: Liczba czworościanów przetwarzanych w trakcie pojedynczej sekundy w pro-

cesie generacji macierzy sztywności i bezwładności. Ośrodek reprezentowany przez: SR - skalar

rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony. GPU (Tesla

K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 wątków). Problem testowy liczy 13613

czworościanów.

SR TR SZ TZ

GPU (M \ sek.) 25902 25863 23669 21763

CPU (M \ sek.) 2343 2320 1937 1428

Tabela 4.17: Współczynniki do wyznaczenia czasu generacji macierzy sztywności i bez-

władności na GPU (Tesla K40c) dla wariantów w których ośrodek reprezentowany jest przez:

SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony,

i kwadratura mieszana Q={24\81}.

Współczynniki SR TR SZ TZ

KSR 1 0 0 0

KT R 0 1 0 0

KSZ 0 0 1,04 0

KT Z 0 0 0 1,15

K1 1 1 2,03 2,02

K2 1 1 1,07 1,07

(Tab. 4.17); X określa odsetek elementów reprezentowanych przez skalary i\lub tenso-
ry rzeczywiste; Y określa udział procentowy elementów reprezentowanych przez ska-
lar zespolony; Z określa odsetek elementów reprezentowanych przez tensor zespolony.
Powyższe rezultaty testów numerycznych potwierdzają, iż zaproponowany podstawo-
wy algorytm generacji macierzy w metodzie elementów skończonych, wykorzystujący
masywne zrównoleglenie obliczeń na GPU, pozwala na znaczącą redukcję czasu obli-
czeń tego etapu MES względem implementacji na procesorze centralnym CPU. Należy
jednak zauważyć, że algorytm ten może być wykorzystany dla relatywnie małych ma-
cierzy z racji tego, że wszystkie dane (informacje nt. siatki, macierze wykorzystywane
i obliczane w etapie całkowania numerycznego i budowy macierzy globalnych) muszą
być przechowywane na pojedynczym akceleratorze. Innymi słowy, rozmiar globalnych
macierzy sztywności (S) i bezwładności (T) zależny jest od rozmiaru pamięci akcelera-
tora i podstawowy algorytm pozwala na analizę problemów o rozmiarze, który mieści
się w pamięci akceleratora graficznego. Na akceleratorze K20, który ma do dyspozy-
cji 5 GB pamięci, dla sformułowań MES wykorzystanych w niniejszej pracy można
przeprowadzić symulację maksymalnie 40 000 elementów skończonych, co prowadzi do
generacji macierzy o rozmiarze ok. 600 000. Niestety w symulacjach elektromagne-
tycznych potrzeba zwykle znacznie gęstszej siatki, aby przeprowadzić dokładną analizę
komponentów urządzeń mikrofalowych. Z tego powodu w kolejnych punktach zaprezen-
towano warianty przezwyciężające te ograniczenie i pozwalające na generację znacznie
większych macierzy MES.



Rozdział 5

Konstrukcja dużych globalnych
macierzy sztywności i bezwładności

Sposób konstrukcji macierzy w MES przedstawiony w poprzednim rozdziale nadaje się
do problemów małych i średnich, a maksymalny rozmiar macierzy ograniczony jest
przez ilość szybkiej pamięci RAM akceleratora. Celem przezwyciężenia ograniczenia
związanego z rozmiarem pamięci akceleratora graficznego można zastosować algorytm
iteracyjnej generacji dużych macierzy bezwładności i sztywności, który pozwala za-
chować dużą efektywność przejawiającą się redukcją czasu generacji macierzy względem
procesora centralnego (rys. 5.1) [89].

W wariancie podstawowym (p. 4.1) przetwarzane są wszystkie elementy skończone
(czworościany). W wariancie iteracyjnym (rys. 5.1), zbiór wszystkich czworościanów
dzieli się na mniejsze podzbiory. Rozmiar podzbioru czworościanów jest dobrany tak,
aby w pojedynczej iteracji maksymalnie wykorzystać rozmiar pamięci dostępnej na
GPU. Każdy podzbiór czworościanów przetwarza się tak jak w wariancie podstawo-
wym, tzn. najpierw wykonuje się całkowanie numeryczne, następnie konstruuje frag-
menty globalnych macierzy sztywności i bezwładności w formacie COO i przeprowadza
się konwersję z eliminacja duplikatów z formatu COO do formatu CRS. Rezultatem
obliczeń wykonanych w każdej iteracji są podmacierze sztywności Si i bezwładności
Ti, które na koniec każdej iteracji przesyła się z pamięci urządzenia (GPU) do pamięci
hosta (CPU) w celu otrzymania macierzy globalnych. Aby otrzymać macierze globalne
T i S po stronie CPU sumuje się macierze rzadkie T = T + Ti, S = S + Si. Ponieważ
tylko porcja czworościanów jest przetwarzana na akceleratorze graficznym
w pojedynczej iteracji, ilość pamięci na GPU nie determinuje rozmiaru ge-
nerowanych macierzy. Z tego powodu, w iteracyjnym algorytmie generacji
macierzy rozmiar macierzy zależy jedynie od ilości pamięci RAM jaka jest
dostępna w stacji roboczej.

Liczba wszystkich T wątków na CPU, które wykorzystuje się w procesie generacji
macierzy została przedstawiona w r. (5.1):

T = TMaster + TGP U + THtoD + TMt (5.1)

gdzie TMaster to wątek główny odpowiedzialny za kontrolę całej generacji macierzy
(odpowiada za przetwarzanie danych wejściowych wymaganych w generacji (siatka,
ośrodek, wagi kwadratury), tworzy i wywołuje wątki, które przeprowadzają obliczenia
na CPU i GPU, czeka na zakończenie obliczeń na GPU i CPU; TGP U to wątek odpo-
wiedzialny za wywołanie obliczeń na GPU (etapy: NI - całkowanie numeryczne, COO

67
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Rysunek 5.1: Iteracyjny wariant generacji macierzy w metodzie elementów skończo-

nych [89]. Na GPU wykonywana jest generacja podmacierzy sztywności Si i bezwładności

Ti, a na CPU wykonywane jest składanie macierzy globalnych sztywności (S = S + Si) i

bezwładności (T = T + Ti).

- budowa macierzy w formacie COO, CRS - konwersja macierzy z formatu COO do
formatu CRS z eliminacją duplikatów); THtoD to wątek odpowiedzialny za pobranie
macierzy z pamięci GPU do pamięci CPU; TMt reprezentuje Mt wątków wykonujących
dodawanie macierzy rzadkich na CPU (S = S + Si,T = T + Ti).

Kolejną własnością zaproponowanego iteracyjnego algorytmu konstrukcji macierzy
w metodzie elementów skończonych jest możliwość częściowego „ukrycia” obliczeń po-
przez wykonanie dodawania macierzy rzadkich na CPU równolegle do generacji pod-
macierzy Si i Ti na GPU (rys. 5.2) [89]. Właściwość ta jest możliwa do osiągnięcia
tylko w przypadku, gdy obliczenia na CPU trwają krócej niż obliczenia na GPU:

tCP U [s] < tGP U [s] (5.2)
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Rysunek 5.2: Oś czasu iteracyjnego algorytmu generacji macierzy. Po lewej stronie bloki

reprezentują czas wykonania operacji całkowania numerycznego, budowy macierzy w forma-

cie COO i konwersji do formatu CRS w pojedynczej iteracji (GPU: Tesla K40c), przerwy

między blokami po stronie GPU reprezentują czas przesłania podmacierzy Si i Ti z GPU na

CPU. Po prawej stronie bloki reprezentują czas wykonania algorytmu szybkiego sumowania

macierzy (FSMA) na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W). W procesie iteracyjnym ge-

nerowane są macierze sztywności i bezwładności o rozmiarze N = 5079849 i liczbie elementów

niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. 4.1, ǫ = 1, µ = 1).

gdzie: tCP U oznacza czas wykonania sumowania macierzy rzadkich na CPU w pojedyn-
czej iteracji S = S+Si, T = T+Ti, tGP U oznacza czas wykonania obliczeń na GPU
związanych z generacją podmacierzy w pojedynczej iteracji (rys. 5.1).

W procesie iteracyjnym akcelerator rozpoczyna wykonywać operacje w i+1 iteracji,
podczas w tym samym czasie CPU wykonuje sumowanie w i-ej iteracji (T = T + Ti,
S = S + Si). Innymi słowy, akcelerator graficzny nie musi czekać na to by CPU za-
kończyło obliczenia związane z sumowaniem macierzy. Warunek (5.2) wskazuje, iż czas
wykonania obliczeń na CPU jest krytyczny z punktu widzenia „ukrywania” obliczeń. Z
tego powodu dodanie macierzy rzadkich T = T + Ti, S = S + Si musi być wykonane
bardzo efektywnie. W pierwszej kolejności wykorzystano funkcje mkl dcsradd z bibliote-
ki Intel Math Kernel Library (MKL) [43]. Zgodnie z opisem biblioteki, procedury użyte
do wykonania tej operacji zostały zoptymalizowane pod kątem wykonania obliczeń na
wielordzeniowym procesorze centralnym. Niestety przeprowadzone testy wykazały, iż
funkcja mkl dcsradd wykonuje obliczenia na pojedynczym wątku (Mt = 1), co jest
poniżej możliwości wykorzystania zasobów wielordzeniowych CPU oraz nie gwarantuje
„ukrywania” obliczeń gdyż przy jej użyciu nie jest spełniony warunek (5.2). Z tego
powodu, w algorytmie generacji macierzy wykorzystano algorytm FSMA (ang. Fast
Sparse Matrix Addition) opracowany przez dra inż. Piotra Sypka, który pozwala na
wykorzystanie wielu wątków w trakcie wykonywania obliczeń związanych z dodawa-
niem macierzy rzadkich, dzięki czemu okazał się wielokrotnie wydajniejszy niż funkcja
z biblioteki Intel MKL1. Założenia algorytmu FSMA zostały opisane w Dodatku D.

1Ponadto algorytm FSMA pozwala na jednoczesne dodawanie macierzy z kilku iteracji generacji
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Rysunek 5.3: Wpływ liczby iteracji na proces generacji macierzy. NI - całkowanie nume-

ryczne, COO - budowa macierzy w formacie COO, CRS - konwersja macierzy z formatu

COO do formatu CRS z eliminacją duplikatów, FSMA - szybki algorytm sumowania ma-

cierzy, DtoH (ang. Device to Host) - przesłanie macierzy w formacie CRS z pamięci GPU

(Device) do pamięci CPU (Host). W procesie iteracyjnym generowane są macierze sztywności

i bezwładności o rozmiarze N = 5079849 i liczbie elementów niezerowych NNZ = 407716515

(Tab. 4.1, ǫ = 1, µ = 1).

Charakteryzując algorytm iteracyjnej generacji macierzy na GPU należy opisać dwie
fazy, które muszą być dodatkowo wykonane: przetwarzanie wstępne (ang. preproces-
sing) i przetwarzanie końcowe (ang. postprocessing) generacji macierzy sztywności i
bezwładności. Pierwsza faza wykonana jest jednokrotnie przed rozpoczęciem proce-
su iteracyjnego zawiera alokację danych w pamięci CPU (potrzebnych dla algorytmu
FSMA), alokację danych na GPU (potrzebnych do wykonania generacji podmacie-
rzy sztywności Si i bezwładności Ti). Faza przetwarzania końcowego zawiera kopiowa-
nie macierzy (T,S) z pamięci niestronicowanej (ang. page-locked memory) do pamięci
stronicowanej (ang. pageable memory). Pamięć stronicowana gwarantuje krótszy czas
przesłania danych pomiędzy GPU i CPU [7], gdyż system operacyjny zapewnia prze-
chowywanie jej w fizycznej pamięci RAM komputera.

Kolejną właściwością wariantu iteracyjnego jest wpływ liczby iteracji na czas ge-
neracji macierzy. O ile czas całkowania numerycznego i budowy macierzy w formacie
COO nie zmienia się przy zmianie liczby iteracji, to czas konwersji (CRS) rośnie wraz
ze wzrostem liczby iteracji (rys. 5.3). Przyczyną tej zależności jest wzrost liczby du-
plikatów, które należy wyeliminować w etapie konwersji. Z tego powodu należy zawsze
obciążać GPU jak największą liczbą obliczeń. Nie tylko zapewni to optymalny czas
konwersji CRS, ale także stworzy możliwość ukrycia obliczeń na CPU związanych z
wykonaniem algorytmu FSMA.

macierzy, co jest szczególnie istotne z punktu widzenia kolejnego wariantu generacji macierzy układów
równań z wykorzystaniem kilku akceleratorów graficznych.
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Rysunek 5.4: Wpływ liczby iteracji na konstrukcję macierzy sztywności i bezwładności.

NI - całkowanie numeryczne, COO - budowa macierzy w formacie COO, CRS - konwersja

macierzy z formatu COO do formatu CRS z eliminacją duplikatów, FSMA - szybki algorytm

sumowania macierzy, DtoH (ang. Device to Host) - przesłanie macierzy w formacie CRS z

GPU (Device) do CPU (Host). Parametry fizyczne ośrodka opisane reprezentowane przez: SR

- skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony.

W procesie iteracyjnym generowane są macierze sztywności i bezwładności o rozmiarze N =

5079849 i liczbie elementów niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. 4.1).

Wpływ rozmiaru pamięci dostępnej na GPU na czas wykonania iteracyjnego pro-
cesu generacji macierzy przedstawiono na rys. 5.4. W poprzednich punktach położono
duży nacisk na redukcję zapotrzebowania na pamięć (całkowanie numeryczne - zasto-
sowanie kwadratur mieszanych, podział na warianty generacji ze względu na parametry
fizyczne ośrodka; budowa macierzy w formacie COO - zastosowanie tego samego uło-
żenia elementów niezerowych zmniejsza liczbę macierzy przechowywanych w pamięci,
CRS - wielokrotne użycie wcześniej zaalokowanych danych). Wyżej wymienione zabiegi
optymalizacyjne prowadzą do zmniejszenia zapotrzebowania na pamięć, co ma duży
wpływ na całościowe wykonanie generacji. Dane z rys. 5.4 potwierdzają, że gdy więcej
pamięci jest dostępne na GPU, wtedy więcej czworościanów może być przetwarza-
nych wewnątrz pojedynczej iteracji generacji macierzy. Po drugie, w trakcie konwersji
z formatu COO do formatu CRS eliminuje się więcej duplikatów. Konsekwencją tego
jest mniejsza liczba elementów, które trzeba zsumować na CPU w algorytmie FSMA
(S = S + Si, T = T + Ti). Po trzecie, redukcja liczby iteracji w procesie generacji
obniża ilość zmiennych przesyłanych pomiędzy GPU i CPU. W rezultacie porównując
czas generacji macierzy dla tensorów zespolonych na akceleratorze Tesla K40c w pro-
cesie składającym się z 32 iteracji (2 GB użytych w pojedynczej iteracji) i w procesie
składającym się z 6 iteracji (10 GB użytych w pojedynczej iteracji) można zauważyć,
że uzyskano ok. 10% zysk. Dla problemów bezstratnych (skalary rzeczywiste, tensory
rzeczywiste) zysk ten był nawet większy i wyniósł 18%.

W Tab. 5.1 przedstawiono miarę wydajności iteracyjnego procesu generacji macierzy
sztywności i bezwładności, którą zdefiniowano jako liczbę czworościanów przetwarza-
nych w trakcie sekundy. Zauważyć można, iż względem wariantu podstawowego liczba
przetwarzanych czworościanów na GPU zmniejszyła się o 6%, 7%, 22%, 36%, odpo-
wiednio dla ośrodka reprezentowanego przez skalary rzeczywiste, tensory rzeczywiste,
skalary zespolone i tensory zespolone. Jest to spowodowane tym, iż w wariacie itera-
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Tabela 5.1: Liczba czworościanów przetwarzanych w trakcie pojedynczej sekundy w itera-

cyjnym procesie generacji macierzy sztywności i bezwładności (MatGen). Ośrodek reprezen-

towane przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ -

tensor zespolony. GPU (Tesla K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W). W procesie

iteracyjnym generowane są macierze sztywności i bezwładności o rozmiarze N = 5079849 i

liczbie elementów niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. 4.1).

SR TR SZ TZ

GPU (M \ sek.) 24455 24038 19411 16000

CPU (M \ sek.) 2499 2475 1834 1588

Tabela 5.2: Przyspieszenie iteracyjnego wariantu generacji macierzy sztywności i bezwład-

ności (MatGen) na GPU względem implementacji na CPU. Parametry fizyczne ośrodka opi-

sane przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ -

tensor zespolony. GPU (Tesla K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W). W procesie

iteracyjnym generowane są macierze sztywności i bezwładności o rozmiarze N = 5079849 i

liczbie elementów niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. 4.1)

MatGen SR TR SZ TZ

GPU vs. CPU 9,8 9,7 10,6 10,1

cyjnym występują dodatkowe operacje przed i po docelowej generacji (preprocessing i
postprocessing). Ponadto w trakcie generacji po każdej iteracji wymagane jest przesła-
nie macierzy Si i Ti z GPU na CPU (ang. Device to Host, DtoH), który jest szczególnie
kosztowny dla macierzy zespolonych. Ostatnim czynnikiem jest czas FSMA po ostatniej
iteracji generacji, którego nie da się „ukryć”, gdyż wtedy GPU nie wykonuje już żad-
nych obliczeń (rys. 5.2). Wszystkie opisane powyżej zależności mają wpływ na redukcję
przyspieszenia (zwłaszcza dla macierzy zespolonych) wariantu iteracyjnej generacji ma-
cierzy względem wariantu podstawowego (Tab. 5.2). Podsumowując, wariant iteracyjny
pozwala na ok. 10-krotne skrócenie czasu generacji macierzy sztywności i bezwładności
o rozmiarze ograniczonym wyłącznie pamięcią RAM stacji roboczej.

5.1 Iteracyjny wariant konstrukcji macierzy global-

nych dla kilku akceleratorów graficznych

Iteracyjny wariant generacji macierzy zakładał użycie jednego akceleratora graficznego.
Koleją możliwą strategią zrównoleglenia jest wykorzystanie kilku akceleratorów graficz-
nych w procesie generacji macierzy sztywności Si i bezwładności Ti, celem poprawy
wydajności obliczeniowej (rys. 5.5) [89].

Przeanalizowano dwie koncepcje rozdziału obliczeń na wiele akceleratorów graficz-
nych. Pierwsza, z nich zakładała wykorzystanie kilku akceleratorów do wykonania po-
szczególnych faz (całkowanie numeryczne, składanie macierzy). Uznano, iż taki wariant
wymagałby komunikacji między akceleratorami, co wprowadziłoby dodatkowe opóźnie-
nia. Druga koncepcja wykorzystuje podejście przyjęte w iteracyjnym wariancie generacji
macierzy, w którym przetwarzanie podzbiorów elementów skończonych (czworościanów)
w różnych iteracjach jest od siebie niezależne. Z tego powodu, porcje czworościanów
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Rysunek 5.5: Iteracyjny wariant generacji macierzy bezwładności i sztywności w meto-

dzie elementów skończonych, w którym obliczenia wykonywane są przez KGP U akcelerato-

rów graficznych. W procesie generacji pracuje T wątków na CPU (r. (5.1), TMaster = 1,

TGP U = KGP U , Tadd = 1, TMt - zależy od implementacji dodawania macierzy rzadkich na

CPU).

mogą być przetwarzane przez różne akceleratory graficzne niezależnie (=równolegle)
(rys. 5.5). W tym podejściu, liczba wątków, które wywołują obliczenia na KGP U róż-
nych akceleratorach równa się liczbie dostępnych w danej stacji roboczej procesorów
graficznych.

Warto zauważyć, iż „ukrycie” obliczeń na CPU (związanych z sumowaniem macie-
rzy rzadkich) jest również możliwe w wariancie generacji macierzy na wielu akcelera-
torach graficznych. Jednakże warunek, który gwarantuje, że obliczenia wykonane na
CPU wykonywane są równolegle z obliczeniami na KGP U kartach graficznych jest dużo
bardziej restrykcyjny r. (5.3). Jest to spowodowane faktem, iż w pojedynczej iteracji
CPU otrzymuje KGP U (równe liczbie akceleratorów graficznych) macierzy Ti i Si:

KGP U · tCP U [s] < tGP U [s] (5.3)

gdzie:
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Rysunek 5.6: Oś czasu iteracyjnego algorytmu generacji macierzy, w którym obliczenia

wykonywane są przez dwa akceleratory graficzne. Po lewej stronie bloki reprezentują czas

wykonania operacji całkowania numerycznego, budowy macierzy w formacie COO i konwersji

do formatu CRS w pojedynczej iteracji (GPU: 2x Tesla K20c), przerwy między blokami po

stronie GPU reprezentują czas przesłania podmacierzy Si i Ti z GPU na CPU. Po prawej

stronie bloki reprezentują czas wykonania algorytmu szybkiego sumowania macierzy (FSMA)

na CPU (Intel Xeon E5-2620). W procesie iteracyjnym generowane są macierze sztywności i

bezwładności o rozmiarze N = 5079849 i liczbie elementów niezerowych NNZ = 407716515

(Tab. 4.1).

KGP U oznacza liczbę akceleratorów graficznych (oraz liczbę macierzy Ti i Si, które
muszą być pobrane i zsumowane na CPU),
tCP U oznacza czas potrzebny na wykonanie dodawania macierzy rzadkich T = T + Ti,
S = S+Si,
tGP U oznacza czas potrzebny do generacji podmacierzy Ti i Si przez jeden akcelerator
graficzny w jednej iteracji (założenie na potrzeby warunku: każdy z akceleratorów jest
taki sam, tzn. ma te same zasoby pamięciowe i obliczeniowe, oraz każdy z akceleratorów
przetwarza tę samą liczbę czworościanów).

Właściwość algorytmu FSMA pozwalająca na dodawanie macierzy z kilku iteracji
jest kluczowa z punktu widzenia „ukrywania” obliczeń CPU, gdyż GPU mogą wykony-
wać obliczenia związane z generacją podmacierzy w kolejnych iteracjach bez przestojów
wynikających z oczekiwania na skończenie obliczeń przez CPU (rys. 5.6).

W tabelach 5.3-5.4 przedstawiono porównanie czasów i przyspieszenie wykonania
generacji macierzy w wariancie iteracyjnym na pojedynczym akceleratorze oraz z wy-
korzystaniem dwóch akceleratorów Tesla K20c2. Zastosowanie dwóch akceleratorów
pozwoliło na ok. 1,6-1,7 krotne skrócenie czasu obliczeń w pętli głównej (całkowanie
numeryczne - NI, budowa macierzy w formacie COO, konwersja do formatu CRS z eli-
minacja duplikatów, przesłanie macierzy z GPU do CPU - DtoH (ang. Device to Host),

2Stacja robocza udostępniona autorowi w trakcie stażu pod kierunkiem profesora M. Okoniewskiego
w ramach projektu NCN Etiuda (Uniwersytet w Calgary, Kanada)
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Tabela 5.3: Iteracyjny wariant generacji macierzy na jednym i dwóch akceleratorach gra-

ficznych (Tesla K20c) - czas w sekundach i udział procentowy głównych etapów. MatGen -

preprocessing: alokacja danych na CPU i GPU, MatGen - pętla: to sumaryczny czas wyko-

nania obliczeń całkowania numerycznego, budowania macierzy w formacie COO i konwersji

do formatu CRS. MatGen - postprocessing: kopiowanie macierzy z pamięci niestronicowanej

(ang. page-locked memory) do pamięci stronicowanej (ang. pageable memory), zwalnianie

zasobów pamięciowych. Parametry fizyczne ośrodka opisane przez: SR - skalar rzeczywisty,

TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ - tensor zespolony. W procesie iteracyj-

nym generowane są macierze sztywności i bezwładności o rozmiarze N = 5079849 i liczbie

elementów niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. 4.1).

1x K20c SR TR SZ TZ

MatGen - preprocessing 0,8 (5%) 0,8 (5%) 1,0 (5%) 0,9 (4%)

MatGen - pętla 13,6 (87%) 13,7 (87%) 16,8 (86%) 19,3 (89%)

MatGen - postprocessing 1,1 (7%) 1,1 (7%) 1,7 (9%) 1,6 (7%)

MatGen - całość 15,5 (100%) 15,6 (100%) 19,4 (100%) 21,8 (100%)

2x K20c SR TR SZ TZ

MatGen - preprocessing 1,5 (14%) 1,5 (14%) 1,9 (14%) 1,9 (12%)

MatGen - pętla 8,0 (76%) 8,1 (76%) 10,5 (75%) 11,7 (77%)

MatGen - postprocessing 1,1 (10%) 1,1 (10%) 1,6 (11%) 1,6 (10%)

MatGen - całość 10,5 (100%) 10,6 (100%) 14,0 (100%) 15,2 (100%)

Tabela 5.4: Skrócenie czasu wykonania iteracyjnego wariantu generacji macierzy dzięki

zastosowaniu dwóch akceleratorów graficznych Tesla K20c. Parametry fizyczne ośrodka opi-

sane przez: SR - skalar rzeczywisty, TR - tensor rzeczywisty, SZ - skalar zespolony, TZ -

tensor zespolony. W procesie iteracyjnym generowane są macierze sztywności i bezwładności

o rozmiarze N = 5079849 i liczbie elementów niezerowych NNZ = 407716515 (Tab. 4.1).

2x GPU vs. 1x GPU SR TR SZ TZ

MatGen - pętla 1,70 1,71 1,59 1,64

MatGen - całość 1,47 1,48 1,39 1,43

szybkie sumowanie macierzy rzadkich - FSMA). Całościowe skrócenie czasu generacji
jest mniejsze (ok. 1,4-1,5 krotne), gdyż czas przetwarzania wstępnego (preprocessingu)
w wariancie na dwóch akceleratorach jest ok. dwukrotnie dłuższy. Powyższe rezultaty
dowodzą, że obliczenia numeryczne wykonywane na GPU trwają już ta tyle krótko, że
ważną rolę odgrywają operacje wspomagające generację (przetwarzanie wstępne (pre-
processing) i końcowe (postprocessing)).

5.2 Podsumowanie zrównoleglenia generacji global-

nych macierzy sztywności i bezwładności

W tej sekcji podsumowane zostały właściwości iteracyjnego algorytmu generacji macie-
rzy bezwładności i sztywności z punkty widzenia zrównoleglenia obliczeń. Po pierwsze
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generacja podmacierzy (Si, Ti) może odbywać się z wykorzystaniem wielu akcelerato-
rów graficznych, a w każdej iteracji operacje w poszczególnych etapach zostały zrów-
noleglone w następujący sposób:

(a) Całkowanie numeryczne (p. 4.1.1):

• w każdej iteracji generacji macierzy podzbiór czworościanów jest przetwa-
rzany w taki sposób, iż porcja czworościanów (256) jest przetwarzana rów-
nolegle (na poziomie bloków wątków),

• dla każdego czworościanu obliczenia związane z kwadraturą Gaussa są zrów-
noleglone (na poziomie bloków wątków),

• operacje na macierzach gęstych (mnożenie macierzy, dodawanie macierzy)
w każdym punkcie kwadratury są zrównoleglone (na poziomie wątków),

• współbieżne strumienie (ang. concurrent streams, Hyper-Q) są w zależności
od ośrodka przyporządkowane do oddzielnych wariantów całkowania nume-
rycznego

(b) Konstrukcja macierzy globalnych (p. 4.1.2):

• COO - zrównoleglona budowa (składanie) macierzy w formacie COO,

• CRS - zrównoleglona konwersja między formatami COO i CRS z eliminacją
duplikatów.



Rozdział 6

Metody rozwiązywania układów
równań

W symulacjach zagadnień elektromagnetycznych w niniejszej rozprawie, w których pa-
rametry ośrodków nie są funkcjami częstotliwości (co ma na przykład miejsce gdy
występują absorpcyjne warunki brzegowe w postaci PML (ang. perfect matched layer))
i siatka elementów nie ulega modyfikacji (jak to ma miejsce w przypadku zagadnienia
optymalizacyjnego z modyfikacją kształtu obwodu), generacja macierzy sztywności (S)
i bezwładności (T) wykonywana jest raz. Następnie, dla każdej z częstotliwości f z pa-
sma w jakim analizowany jest problem elektromagnetyczny wyznaczana jest globalna
macierz współczynników A:

A = S− k2
0T (6.1)

i rozwiązywany jest układ równań, który można przedstawić jako:

AX = B (6.2)

gdzie:
k0 = 2·pi·f

c
- liczba falowa, której wartość zależy od częstotliwości (f) i prędkości światła

(c),
B = [b1, · · · , bQr

] - macierz reprezentująca pobudzenie,
X = [x1, · · · , xQr

] - macierz poszukiwanych amplitud funkcji bazowych, które opisują
falę elektromagnetyczną,
Qr jest sumą liczby rodzajów użytych w każdym z wrót (patrz. p. 2).

W poniższych podpunktach przeanalizowano koszt czasowy i pamięciowy dwóch
wariantów rozwiązania układu równań z wykorzystaniem metod bezpośrednich i itera-
cyjnych.

6.1 Metoda bezpośredniego rozwiązania układu rów-

nań

Na rysunku 6.1 przedstawiono schemat analizy zagadnień elektromagnetycznych w pa-
śmie częstotliwości, w których generacja układu równań odbywa się przy użyciu im-
plementacji przedstawionych w rozdziałach 4-5, a układ równań rozwiązywany jest na
CPU. Dla zadanej częstotliwości obliczana jest globalna macierz współczynników A
i następnie uruchamiana jest procedura rozwiązania układów równań. W literaturze
znaleźć można biblioteki, które pozwalają na bezpośrednie rozwiązanie układu równań

77
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CPU

S, T, b

GPU

GENERACJA MACIERZY S, T

AX = B

x = xROZWI ZANIEĄ

S, T, b,  f = 1_pt

A= S - k Tf_pt

2

f = f + 1_pt _pt

Rysunek 6.1: Schemat symulacji zagadnienia elektromagnetycznego z wykorzystaniem me-

tody elementów skończonych w paśmie dla fm częstotliwości (fpt to indeks częstotliwości f

i fpt={1,...,fm}). Generacja układu równań wykonana na GPU i CPU wg. implementacji z

rozdziałów 4-5, układ równań liniowych rozwiązywany na CPU.

liniowych na CPU (Intel MKL Pardiso [43], SuperLU [96], TAUCS [97], MUMPS [98])
i na GPU (SPRAL [41], cuSOLVER [42]). Rozwiązanie układu równań składa się z
dwóch etapów: faktoryzacji macierzy oraz docelowego rozwiązania układu równań. W
rozprawie zdecydowano się użyć bibliotekę Intel MKL Pardiso, gdyż pozwala ona na
zrównoleglenie obliczeń we wszystkich etapach rozwiązania układu równań. W przy-
padku wykorzystania metody bezpośredniej z wykorzystaniem biblioteki Intel MKL
Pardiso macierz A poddawana jest faktoryzacji symbolicznej i numerycznej, a następ-
nie wykonywane jest docelowe rozwiązanie układu X = [x1, · · · , xQr

], odpowiednio dla
pobudzeń B = [b1, · · · , bQr

].
W Tab. 6.1 przedstawiono czas wykonania faktoryzacji (symbolicznej i numerycznej)

oraz docelowego rozwiązania układu równań metodą bezpośrednią (Intel MKL Com-
poser XE 2013, v. 11.0.3, pakiet 2013.3.163). Zauważyć można, iż czas faktoryzacji
jest o dwa rzędy większy niż czas docelowego rozwiązania. Wraz ze wzrostem rozmiaru
problemu czas faktoryzacji numerycznej jest dominujący. Ma to duże znaczenie w przy-
padku symulacji szerokopasmowej urządzenia mikrofalowego z wykorzystaniem MES,
gdyż dla każdej częstotliwości zmieniają się wartości macierzy A i przed rozwiązaniem
układu równań należy wykonać faktoryzację numeryczną.

Czas faktoryzacji jest jednym z dwóch czynników ograniczających stosowanie meto-
dy bezpośredniej. Drugim - i przy obecnym stanie techniki istotniejszym czynnikiem jest
zapotrzebowanie na pamięć. Liczba elementów niezerowych w czynnikach powstających
w wyniku faktoryzacji jest wielokrotnie większa niż w oryginalnej macierzy (Tab. 6.2,
rys. 6.2). Zastosowany format przechowywania faktorów na CPU przez firmę Intel dla
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Tabela 6.1: Czas wykonania etapów bezpośredniego rozwiązania układu równań w bi-

bliotece Intel MKL Pardiso (faktoryzacja symboliczna, faktoryzacja numeryczna i docelowe

rozwiązanie układu równań) [43]. W testach użyto funkcji PARDISO 64 - indeksy przechowy-

wane w pamięci jako zmienne 64 bitowe. (CAŁ.) - macierz A przechowywana jako całościowa,

(SYM.) - w pamięci przechowywana jest górna połówka macierzy A. CPU: Intel Xeon Sandy

Bridge E5-2687W (8 wątków).

N Fakt. symb. Fakt. num. Rozwiązanie Fakt. symb. Fakt. num. Rozwiązanie

(CAŁ.) [s] (CAŁ.) [s] (CAŁ.) [s] (SYM.) [s] (SYM.) [s] (SYM.) [s]

213 984 2,0 0,5 0,029 1,6 0,3 0,025

455 916 4,6 2,1 0,073 3,6 1,0 0,067

806 811 8,8 4,3 0,147 6,7 2,1 0,149

1 998 492 25,2 30,6 0,513 19,1 13,7 0,493

3 370 908 50,5 136,1 1,885 34,2 52,9 1,043

5 079 849 - - - 60,9 166,8 3,554

Tabela 6.2: Zestawienie zapotrzebowania na pamięć macierzy A i faktoryzacji macierzy

A w celu otrzymania macierzy L i U potrzebnych do bezpośredniego rozwiązywania układu

równań z wykorzystaniem pakietu PARDISO 64 z biblioteki Intel MKL [43] (PARDISO 64 -

indeksy przechowywane jako zmienne 64 bitowe).

Macierz PARDISO 64 (CAŁ.) PARDISO 64 (SYM.)

N A [GB] Fakt. (L,U) [GB] Fakt. /A A [GB] Fakt. (L,U) [GB] Fakt. /A

213 984 0,2 1,4 6,4 0,1 0,8 7,0

455 916 0,4 3,5 9,6 0,2 1,9 7,7

806 811 0,7 6,7 9,9 0,5 3,6 7,9

1 998 492 1,9 21,9 11,8 1,3 11,8 9,4

3 370 908 3,1 42,7 13,6 2,1 24,0 11,3

5 079 849 4,9 - - 3,3 38,5 11,6

213984 455916 806811 1998492 3370908 5079849
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Rysunek 6.2: Zapotrzebowanie na pamięć Intel MKL Pardiso. Macierz A i faktory L oraz

U przechowywane w dedykowanym formacie pakietu Intel MKL Pardiso.



80 Optymalizacja wydajności MES w architekturze CUDA.

213984 455916 806811 1998492 3370908
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

ROZMIAR MACIERZY

C
R

S
 v

s.
 P

A
R

D
IS

O
64bit (CAŁ.) 64bit (SYM.) 32bit (CAŁ.) 32bit (SYM.)

Rysunek 6.3: Porównanie zapotrzebowania na pamięć formatu przechowywania danych w

Intel MKL Pardiso z hipotetycznym zapotrzebowaniem na pamięć gdyby faktory przechowy-

wać w formacie CRS.
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Rysunek 6.4: Procentowy udział zapotrzebowania na pamięć: A - macierz główna,

LU-V - udział w pamięci wartości zmiennoprzecinkowych faktorów L i U, LU-IDX -

udział w pamięci indeksów. Oznaczenia: 64bit - indeksy przechowywane jako zmienne 64-

bitowe (PARDISO 64), 32bit - indeksy przechowywane jako zmienne 32-bitowe (PARDISO);

(CAŁ.) - macierz A przechowywana jako całościowa, (SYM.) - w pamięci przechowywana

jest górna połówka macierzy A.

większych macierzy jest wydajniejszy pamięciowo niż gdyby faktory były przechowy-
wane w formacie CRS (rys. 6.3). Dodatkowo na rys. 6.4 przedstawiono procentowy
udział zajętości pamięci przez macierz główną A, wartości niezerowe faktorów (LU-
V) i indeksy (LU-IDX). Wraz ze wzrostem rozmiaru problemu widać znaczący wzrost
liczby elementów niezerowych faktorów, a udział indeksów maleje. Wskazuje to, że war-
tości niezerowe są przechowywane w postaci gęstych bloków. Na osi rzędnych rys. 6.2
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dane zaprezentowano w skali logarytmicznej, w celu pokazania jakie problemy można
rozwiązać mając do dyspozycji stację roboczą o rozmiarze pamięci RAM: 4GB, 8GB,
16GB, 32GB i 64GB. Dla przykładu: faktoryzacji macierzy o rozmiarze N = 3370908
nie można wykonać na stacji roboczej o rozmiarze pamięci RAM 16GB 1. Biblioteka
Intel MKL Pardiso dostarcza dedykowane procedury pozwalające na rozwiązanie pro-
blemów, w których macierz współczynników jest symetryczna. W takim przypadku w
pamięci przechowywana jest macierz trójkątna górna w formacie CRS. Wykorzystanie
symetrii pozwala na rozwiązanie większych rozmiarów problemu gdyż zapotrzebowanie
na pamięć w etapie faktoryzacji w przypadku macierzy symetrycznej jest ok. 1,8 razy
mniejsze niż w faktoryzacji macierzy całościowej. Ponadto czas faktoryzacji macierzy
trójkątnej górnej jest krótszy (dla macierzy o rozmiarze N = 3370908 faktoryzacja
symboliczna i numeryczna jest odpowiednio 1,5 i 2,6 krotnie szybsza w przypadku
zastosowania procedur uwzględniających symetrię macierzy).

Funkcja PARDISO, w której indeksy przechowywane są jako zmienne 32 bitowe,
może być użyta dla układów których liczba elementów niezerowych faktorów L i U nie
przekracza wartości 231−1. W przypadku problemów testowych z Tab. 4.1, dla układu
równań z macierzą o rozmiarze 5 079 849 powyższy warunek nie jest spełniony i układ
ten musi być rozwiązany przy użyciu funkcji PARDISO 64 (indeksy przechowywane
jako zmienne 64 bitowe). Testy numeryczne wykazały, że faktoryzacja symboliczna dla
funkcji PARDISO jest, w zależności od rozmiaru problemu, od 23% do 36% krótsza,
niż w przypadku PARDISO 64. Faktoryzacja numeryczna i docelowe rozwiązanie ukła-
du równań - które są wykonywane dla każdej częstotliwości w paśmie - są realizowane
w podobnym czasie dla PARDISO i PARDISO 64 i dlatego dla ujednolicenia dysku-
sji, redukcji liczby tabel i rysunków w poniższych rozważaniach przedstawiono wyniki
wyłącznie dla wywołania funkcji PARDISO 64.

Dostępne implementacje bezpośredniego rozwiązania układów równań na GPU [41,
73] charakteryzują się bardzo dużym zapotrzebowaniem na pamięć co dyskwalifikuje ich
użycie dla macierzy MES generowanych w niniejszej pracy. W p. 6.2.3 przedstawiono
testy wydajności obliczeniowej i pamięciowej małych macierzy, które potwierdzają tę
konkluzję.

Podsumowując, rozwiązanie układu równań metodą bezpośrednią jest obarczone
dużym kosztem (szczególnie pamięciowym) na etapie faktoryzacji macierzy, co przy
obecnym stanie techniki jest barierą nie pozwalającą na rozwiązanie dużych macierzy
generowanych w MES. Alternatywą dla metod bezpośrednich są metody iteracyjnego
rozwiązywania układów równań, które wymagają przechowywania w pamięci macierzy
rzadkiej i wektorów pomocniczych.

6.2 Metoda iteracyjnego rozwiązania układu rów-

nań

W punkcie tym przeprowadzono dyskusję nt. implementacji i wydajności metod itera-
cyjnego rozwiązywania układów równań w MES w oparciu o algorytmy bazujące na

1Dane w tabelach i rysunkach pochodzą z testów wykonanych dla opcji, w której Intel MKL Pardiso
korzysta wyłącznie z pamięci RAM (In-Core). Biblioteka Intel MKL Pardiso umożliwia użycie pamięci
dysku twardego (Out-of-core), ale jest to bardzo kosztowne czasowo. Dla przykładu sumaryczny czas
faktoryzacji symbolicznej i numerycznej macierzy o rozmiarze N = 213984 wynosi ok. 2,5 i 11,5
sekund, gdy odpowiednio korzystano wyłącznie z pamięci RAM (In-core) i korzystano z pamięci dysku
twardego (Out-of-core).
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tody elementów skończonych w paśmie dla fm częstotliwości (fpt to indeks częstotliwości f

i fpt={1,...,fm}). Generacja układu równań wykonana na GPU i CPU wg. implementacji z

rozdziałów 4-5, układ równań liniowych rozwiązywany na GPU (blok M.ITER).

podprzestrzeni Kryłowa, które charakteryzują się znacznie mniejszym kosztem pamię-
ciowym niż metody bezpośrednie. W p. 2.3.1 wskazano, że satysfakcjonującą zbieżność
rozwiązania można uzyskać dzięki zastosowaniu wielopoziomowego operatora ściskają-
cego. Dodatkowe skrócenie czasu rozwiązania można uzyskać przy użyciu akceleratora
graficznego do wykonania operacji na macierzach i wektorach, po warunkiem, że są to
operację, które można efektywnie zrównoleglić.

Na rysunku 6.5 przedstawiono schemat analizy zagadnień elektromagnetycznych w
paśmie częstotliwości, w którym generacja układu równań odbywa się przy użyciu al-
gorytmów przedstawionych w rozdziałach 4-5, a układ równań rozwiązywany jest przy
użyciu metody iteracyjnej z wykorzystaniem akceleratora graficznego. Dla zadanej czę-
stotliwości obliczana jest globalna macierz współczynników A. Następnie macierz jest
przesyłana z pamięci CPU do pamięci GPU. Z hosta (CPU) kilkukrotnie (dla kolejnych
prawych stron) uruchamiane są procedury mające na celu rozwiązanie układu równań
(blok M.ITER na rys. 6.5). W procesie iteracyjnym aproksymowane jest rozwiązania
układu równań X = [x1, · · · , xQr

], odpowiednio dla pobudzeń B = [b1, · · · , bQr
]. Po

uzyskaniu zakładanej zbieżności wektory rozwiązania xi przesyłane są z pamięci GPU
do pamięci CPU. Następnie wykonywane jest przetwarzanie końcowe, którego celem
jest wyznaczenie parametrów rozproszenia na podstawie r. (2.21).

W kolejnych podpunktach opisano strategie jakich użyto do implementacji bloku
M.ITER z rys. 6.5. Analizując cechy metody gradientów sprzężonych z wielopoziomo-
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wym operatorem ściskającym (p. 2.3) zauważono, iż kluczową operacją jest mnożenie
macierzy rzadkiej przez wektor (ang. Sparse Matrix Vector Product, SpMV, matvec).
Z tego powodu, implementacji tej operacji na akceleratorze graficznym poświęcono
oddzielny p. 6.2.1, a następnie opisano format reprezentacji macierzy rzadkiej zapro-
ponowany w niniejszej rozprawie (p. 6.2.2). Z racji tego, że operator ściskający jaki
wykorzystano w rozprawie na najniższym poziomie zawiera rozwiązanie układu rów-
nań liniowych to w p. 6.2.3 przeprowadzono szczegółowe rozważania nt. efektywnej
implementacji tego etapu.

6.2.1 Mnożenie macierzy rzadkiej przez wektor na akcelera-
torze graficznym

Operacja mnożenia macierzy przez wektor matvec (y = Ax) jest podstawową operacją
wykonywaną w iteracyjnych technikach rozwiązywania układów liniowych. Sposób im-
plementacji tej operacji zależy w głównej mierze od własności macierzy, tzn. tego czy
jest ona gęsta czy rzadka, symetryczna czy niesymetryczna. Na akceleratorze graficz-
nym w implementacji mnożenia macierzy gęstej przez wektor najłatwiej wykorzystać
funkcję cublasSgemv z biblioteki CUBLAS. To podejście jest jednak nieefektywne, gdy
mamy do czynienia z macierzami rzadkimi, gdyż wykonywalibyśmy dużo nadmiaro-
wych operacji mnożenia elementów zerowych macierzy A z elementami wektora x -
co wydłuża czas obliczeń. Ponadto musimy liczyć się z faktem, iż mamy do dyspo-
zycji ograniczony zasób pamięci. W pamięci o rozmiarze 5GB możemy w najlepszym
przypadku zaalokować macierz gęstą o 25000 wierszy. Z tych powodów macierz rzadką
poddaje się kompresji. Poniżej scharakteryzowane zostały najczęściej używane kompre-
sje macierzy rzadkich. W kontekście użyteczności kompresji na GPU pod uwagę brane
są dwa czynniki:

• efektywność (wydajność) obliczeniowa - mierzona w GFLOPS-ach (6.3). Każdy z
formatów determinuje specyficzny sposób adresowania pamięci, co ma kluczowe
znaczenie dla wykonania obliczeń na GPU. W wielu przypadkach z powodu nie-
bezpośredniego dostępu do wartości niezerowych macierzy, GPU wykonuje więcej
operacji na pamięci niż operacji zmiennoprzecinkowych, co wprowadza dodatkowe
opóźnienia,

GFLOP S =
liczba operacji zmiennoprzecinkowych

czas · 109
(6.3)

• efektywność (wydajność) pamięciowa - określa ilość pamięci w bajtach potrzeb-
nej do przechowania macierzy rzadkiej. Im mniej danych potrzebnych jest opisu
macierzy rzadkich tym efektywność jest większa.

Najczęściej stosowane przy wykonywaniu operacji matvec na GPU formaty
zapisu macierzy rzadkich to:

CRS - kompresja CRS (ang. Compressed Row Storage) polega na przechowaniu
informacji o macierzy rzadkiej A w postaci trzech wektorów: V - wartości niezerowe, J -
indeksy kolumn wartości niezerowych, Iptr - indeks J pierwszego elementu niezerowego
w każdym wierszu (rys. 6.6) [4]. Format ten jest używany w bibliotece Intel MKL dedy-
kowanej obliczeniom na wielordzeniowych procesorach CPU oraz na GPU w bibliotece
CUSPARSE [92]. Najprostsze zrównoleglenie obliczeń dla tego formatu to aranżacja
obliczeń tak, aby jeden wątek wykonywał obliczenia w jednym wierszu i obliczenia w
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Rysunek 6.6: Reprezentacja macierzy rzadkiej w formacie CRS.

wierszach były wykonywane niezależnie. Takie przyporządkowanie wątków do wiersza
przedstawiono na rys. 6.7. Z punktu widzenia efektywności pamięciowej format CRS
jest najbardziej efektywny ze wszystkich formatów i zapotrzebowanie na pamięć wynosi:

CRS [MB] = (NNZ · 8 + (NNZ + N) · 4) · 2−20 (6.4)

gdzie: NNZ oznacza liczbę elementów niezerowych, N oznacza liczbę wierszy macie-
rzy rzadkiej, wektor elementów niezerowych przechowywane jako zmienne 64 bitowe,
wektory indeksów kolumny i skompresowany wiersz przechowywane w pamięci jako
zmienne 32 bitowe.

Niestety dla większości macierzy rzadkich w trakcie wykonywania operacji ma-
tvec nie jest spełniony warunek dostępu łącznego do pamięci GPU (Dodatek B.1),
co ogranicza wykorzystanie tego formatu na GPU. W literaturze znaleźć można arty-
kuły, w których autorzy proponują implementacje operacji mnożenia macierzy rzadkiej
przez wektor na GPU z wykorzystaniem formatu CRS lub modyfikacją tego forma-
tu [29, 34, 99–102]. Są to często procedury dedykowane właściwościom macierzy (np.
dla macierzy generowanych w metodzie różnic skończonych można wydzielić podma-
cierze, w których liczba elementów niezerowych w wierszu jest stała i obliczenia w
podmacierzach realizują oddzielne kernele, w których zapewniony jest dostęp łączny
do elementów niezerowych i wektora [103]).

CCS - W kompresji macierzy przy użyciu formatu CCS (ang. Compressed Column
Storage) - podobnie jak w przypadku formatu CRS - macierz rzadka przechowywana
jest w trzech wektorach. Występuje jednak znacząca różnica, gdyż wektor V tworzą
wartości niezerowe pobierane z kolejnych kolumn macierzy A. Pozostałe dwa wektory
to: I - indeksy wierszy wartości niezerowych, Jptr - wskazuje indeks I pierwszego ele-
mentu niezerowego każdej kolumny [4]. Gdy analogicznie do formatu CRS, w formacie
CCS jeden wątek jest przypisany do jednego wiersza to występują konflikty przy za-
pisie danych do tego samego obszaru pamięci, które znacząco zmniejszają efektywność
obliczeń na GPU. Obsługa tych konfliktów wymaga użycia operacji atomowych i z tego
powodu format ten nie jest wykorzystywany w implementacjach na GPU.

ELL,ELL-R - celem zapewnienia dostępu łącznego do pamięci GPU wykorzystuje
się format Ellpack (ELL) [31]. W formacie tym, informacja o elementach niezero-
wych przechowywana jest w dwóch wektorach: ell_A - wektor elementów niezerowych
i ell_J - wektor indeksów kolumn wartości niezerowych. Z punktu widzenia wykonania
operacji matvec na GPU, format ELL jest efektywniejszy niż CRS, gdyż gwarantuje
łączny dostęp do pamięci. Niestety format ELL wprowadza znacząca nadmiarowość w
postaci obowiązku przechowywania w pamięci dodatkowych zer. Liczba nadmiarowych
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Rysunek 6.7: Strategia przypisania wątków w operacji matvec dla macierzy w formacie

CRS (jeden wątek przypisany do jednego wiersza).

zer zależy od różnicy między najdłuższym i najkrótszym wierszem w macierzy. Po-
nadto celem zagwarantowania dostępu łącznego liczba wierszy macierzy powinna być
podzielna przez 16 (połowa warpa, czyli grupy wątków wykonywanych równolegle na
GPU), co generuje dodatkowe wiersze z wartościami zerowymi. Ostatecznie, nadmiaro-
wość można oszacować jako N ′ · (Nmax−Nmin)−NNZ. Zapotrzebowanie na pamięć
dla podwójnej precyzji:

ELL−R [MB] = ((Nmax ·N ′) · 8 + (Nmax ·N ′ + N) · 4) · 2−20 (6.5)

gdzie Nmax oznacza liczbę elementów niezerowych w najdłuższym wierszu, N’ oznacza
nową liczbę wierszy która jest liczbą podzielną przez 16, wektor elementów niezerowych
przechowywane jako zmienne 64 bitowe, wektory indeksów kolumny i skompresowany
wiersz przechowywane w pamięci jako zmienne 32 bitowe.

Podobnie jak w standardowej implementacji operacji matvec opartej na CRS, rów-
nież w implementacji matvec opartej na formacie ELL jeden wątek odpowiada za ob-
liczenia wykonywane w pojedynczym wierszu. Celem wykonywania obliczeń wyłącznie
na elementach niezerowych wprowadzono format ELL-R [30]. Modyfikacja polega na
wprowadzeniu dodatkowego wektora ell_rl, przechowującego informacje o liczbie ele-
mentów niezerowych w każdym wierszu (rys. 6.8). Zabieg ten pozwolił otrzymać popra-
wę wydajności obliczeniowej z racji tego, że ograniczono nadmiarowe mnożenia przez
wartości zerowe.

Sliced ELLPACK - celem redukcji nadmiarowych obliczeń i zer przechowywanych
w pamięci wprowadzanej przez format ELL-R, Monakov w [104] zaproponował „pocię-
cie” (ang. slicing) macierzy i wykonanie kompresji ELL-R na otrzymanych w skutek
podziału podmacierzach (rys. 6.9). W rezultacie otrzymano redukcję nadmiarowości,
która w formacie Sliced ELL-R zależy od różnicy między najdłuższym i najkrótszym
wierszem w podmacierzy, a nie jak to miało miejsce dla ELL-R - w całej macierzy.

ELLR-T - kolejnym formatem kompresji macierzy rzadkiej dedykowanym oblicze-
niom na GPU jest format ELLR-T [105]. Format ten wymaga przetworzenia wstępnego
macierzy (ang. preprocessing), polegającego na permutacji elementów niezerowych (i
odpowiadającym im indeksom kolumn), tak aby w trakcie wykonania operacji matvec
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Rysunek 6.8: Reprezentacja macierzy rzadkiej w formacie ELL-R [3].
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zagwarantować dostęp łączny do wartości niezerowych przechowywanych w pamięci glo-
balnej (rys. 6.10). Dodatkowo, preprocessing musi zapewnić, by każdy wiersz miał dłu-
gość będącą wielokrotnością 16. Aby spełnić ten warunek, do wierszy dodawane są nad-
miarowe zera, co sprawia, że podobnie jak ELL-R, format ELLR-T nie jest atrakcyjny z
punktu widzenia efektywności pamięciowej. Zaletami formatu ELLR-T, jest zagwaran-
towany dostęp łączny oraz możliwość przypisania kilku wątków (T = 1, 2, 4, 8, 16, 32) do
jednego wiersza w trakcie wykonywania operacji matvec. Ostatecznie, dzięki specyficz-
nemu adresowaniu, użyciu pamięci wspólnej i kilku wątkach operujących na wierszu,
format ten pozwala na poprawę wydajności obliczeniowej względem ELL-R i Sliced
ELL-R.

6.2.2 Sliced ELLR-T - nowy formatu zapisu macierzy rzadkiej

Na podstawie analizy dostępnych formatów, w niniejszej rozprawie zaproponowano for-
mat przechowywania macierzy rzadkiej (Sliced ELLR-T), który charakteryzuje się
bardzo dobrą wydajnością obliczeniową, przy zapewnieniu dużej wydajności pamięcio-
wej [106]. Po pierwsze, podobnie jak w formacie Sliced ELL-R, macierz została podzie-
lona („pocięta”) na podmacierze celem redukcji liczby nadmiarowych zer (rys. 6.11), a
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Rysunek 6.10: Dwa warianty zapisu macierzy rzadkiej w formacie ELLR-T (T = 2 i T = 4).

następnie na otrzymanych podmacierzach stosuje się preprocessing podobny do forma-
tu ELLR-T. W efekcie kilka wątków jest zaangażowanych w obliczenia w pojedynczym
wierszu macierzy (T = 1, 2, 4, 8, 16, 32), występuję dostęp łączny do pamięci, co gwa-
rantuje dobrą wydajność obliczeniową.

Z punktu widzenia wydajności obliczeniowej parametr T , liczba wątków przypisa-
nych do pojedynczego wiersza, odgrywa kluczową rolę. Zauważono, iż dobór tego para-
metru uzależniony jest od struktury macierzy, a dokładniej średniej liczby elementu w
wierszu. Na podstawie licznych testów wyznaczono zależność parametru T od średniej
liczby elementów w wierszu co zostało przedstawione w [106]. W ogólności można po-
wiedzieć, że wraz ze wzrostem średniej liczby elementów przypadającej na pojedynczy
wiersz, rośnie liczba wątków T zaangażowanych w obliczenia.

Analogicznie jak dla formatów ELL, ELL-R, Sliced ELL-T, również na potrzeby
formatu Sliced ELLR-T macierz musiała zostać poddana odpowiedniemu przetwarza-
niu wstępnemu (ang. preprocessing). W przypadku formatu Sliced ELLR-T preproces-
sing ma na celu podział macierzy na „plastry”, zapewnić późniejszy dostęp łączny do
pamięci na GPU oraz odpowiednie przypisanie wątków (T ) do poszczególnych grup
elementów niezerowych w wierszu. Opracowano dwa warianty przygotowania macierzy,
tzn. może być on wykonany na GPU lub na CPU. Pierwszy można wykorzystać dla
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Rysunek 6.11: Realizacja formatu Sliced ELLR-T - macierz rzadka „pocięta” na podma-

cierze o S = 4 liczbie wierszy, a każda podmacierz przechowywana w formacie ELLR-T.

macierzy o małym rozmiarze, gdy obydwie macierze oryginalna i spermutowana muszą
zmieścić się w pamięci pojedynczego GPU. Dla dużych problemów, pamięć GPU jest
maksymalnie obciążona i na potrzeby takiego przypadku preprocessing wykonywany
jest na CPU z wykorzystaniem interfejsu OpenMP. Ponadto, aby poprawić wydajność
pamięciową w trakcie przetwarzania wstępnego, wiersze macierzy mogą być dodatkowo
uporządkowane w porządku od najmniej licznego do najbardziej licznego wiersza.

Kod dedykowany operacji mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor na GPU z uży-
ciem formatu Sliced ELLR-T, gdy liczba wątków przypisanych do wiersza T = 4 i
jeden blok wątków wykonuje obliczenia w jednym plastrze (slice) macierzy, został za-
prezentowany na Wydruku C.3. W pierwszej kolejności określone są indeksy wątków
w bloku (tx), globalny indeks wątku (txg) oraz indeks wiersza (n), na którym pracują
wątki. Następnie wykonywana jest pętla, w której dla każdego wiersza cztery wątki
obliczają niezależnie składniki wyniku (sub). Dzięki odpowiedniemu preprocessingowi
danych dostęp do wektorów d_ella i d_ja jest łączny. Odczyt danych z wektora d_x nie
jest łączny (wątki „skaczą” po wektorze d_x) (WARIANT-I). Aby poprawić wydajność
odczytu z wektora d_x przed wykonaniem operacji SpMV wektor d_x może być związa-
ny z szybką podręczną pamięcią tekstur (WARIANT-II), co zmniejsza opóźnienia przy
dostępie do danych. W dalszej kolejności składniki wyniku są zapisywane do tablicy
w pamięci wspólnej (array) i na podstawie operacji redukcji obliczane są elementy
wektora wynikowego (d_y).

Podsumowując format Sliced ELLR-T cechuje:

• dostęp łączny przy odczycie elementów niezerowych macierzy na GPU,

• zredukowana - względem innych formatów typu ELLPACK - liczba nadmiarowych
elementów zerowych, które zapewniają łączny dostęp do elementów niezerowych
macierzy,

• zrównoleglenie obliczeń przez przypisanie T wątków do wykonania obliczeń w
wierszu macierzy,
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• możliwość zapisu wektora prawej strony do pamięci tekstur celem skrócenia czasu
dostępu do wartości wektora,

• zoptymalizowany preprocessing macierzy.

6.2.2.1 Wydajność formatu Sliced ELLR-T

Poniżej porównane zostały rezultaty otrzymane dla formatu Sliced ELLR-T w porówna-
niu do funkcji z biblioteki CUSPARSE (cusparseDcsrmv, cusparseDhybmv) dla wartości
niezerowych macierzy przechowywanych w podwójnej precyzji. Funkcja cusparseDcsrmv

wykorzystuje format CRS. Funkcja cusparseDhybmv wykorzystuje kombinację dwóch
formatów COO i ELL. Wykonano testy dla dwóch wariantów uruchomienia: AU-
TO - automatyczny podział macierzy na podmacierze przechowywane w formacie
COO i ELL, MAX - macierz przechowywana w formacie ELL. Na potrzeby forma-
tu hybrydowego należy wykonać konwersję z formatu CRS do formatu hybrydowego
(cusparseDcsr2hyb). W Tab. 6.3 przedstawiono wydajność obliczeniową operacji ma-
tvec wyrażoną w GFLOPS. Dla niektórych macierzy funkcja cusparseDhybmv jest wy-
dajniejsza niż cusparseDcsrmv, ale wykonanie konwersji cusparseDcsr2hyb wymaga dla
wariantu (AUTO) i (MAX) od 2 do 4 razy więcej pamięci niż przechowywanie ma-
cierzy podstawowej w formacie CRS, co dyskwalifikuje ten format dla wielu macierzy.
Dla przykładu, macierz testowa o rozmiarze 1998492 zajmuje w pamięci ok. 1,8 GB.
Konwersja do formatu hybrydowego wymagała dodatkowych 2 GB i 6 GB danych dla
wariantów (AUTO) i (MAX). Dla porównania format Sliced ELLR-T wprowadza śred-
nio 10% dodatkowych elementów niezerowych (przyp. gdy macierz została poddana
permutacji w celu przegrupowania wierszy od najmniej do najbardziej licznych to licz-
ba dodatkowych elementów jest mniejsza). Warto zaznaczyć, że wydajność obliczeniowa
biblioteki CUSPARSE z każdą kolejną wersją znacząco się poprawiła. Obecnie Sliced
ELLR-T pozwala na ok. 25% skrócenie czasu obliczeń operacji matvec względem CU-
SPARSE dla macierzy MES generowanych w niniejszej rozprawie.

Z racji tego, że wydajność obliczeniowa operacji matvec jest ograniczona przez trans-
fer danych, dodatkowo w Tab. 6.4 otrzymane wartości GFLOPS zostały skonfrontowa-
ne z parametrem wyrażającym efektywną wydajności jaką można osiągnąć ze względu
na przepustowość pamięci (ang. effective bandwidth bound performance). Użycie tej
dodatkowej miary wydajności wpisuje się w postulaty z artykułu [34], by wydajność
obliczeniową mierzoną w GFLOPS skonfrontować z maksymalną możliwą do uzyskania

Tabela 6.3: Wydajność obliczeniowa (GFLOPS) operacji matvec dla różnych formatów

reprezentacji macierzy rzadkiej. Problem testowy to macierz podstawowa A o rozmiarze

1998492 (Tab. 4.1) i jej symetryczne podmacierze ME
ii .

GFLOPS cusparseDcsrmv cusparseDhybmv cusparseDhybmv Sliced

(AUTO) (MAX) ELLR-T

ME
11 13,3 13,3 18,7 15,6

ME
22 14,4 16,1 17,2 14,0

ME
33 9,8 8,5 8,7 12,2

A 11,6 10,5 10,6 12,4
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Tabela 6.4: Wydajność obliczeniowa operacji matvec (GF LOP S
Pebw

· 100%) dla różnych forma-

tów reprezentacji macierzy rzadkiej. Problem testowy to macierz podstawowa A o rozmiarze

1998492 (Tab. 4.1) i jej symetryczne podmacierze ME
ii .

GFLOPS /Pebw cusparseDcsrmv cusparseDhybmv cusparseDhybmv Sliced

(AUTO) (MAX) ELLR-T

ME
11 41% 41% 57% 48%

ME
22 44% 49% 52% 42%

ME
33 30% 26% 26% 37%

A 35% 31% 32% 37%

Tabela 6.5: Wydajność obliczeniowa (wyrażona w GFLOPS) operacji matvec uzyskana dla

implementacji cusparseDcsrmv i Sliced ELLR-T na GPU dla problemów testowych z kolekcji

Williamsa [110].

Macierz N NNZ NNZ / N cusparseDcsrmv Sliced ELLR-T Przyspieszenie

cant 62 451 4 007 383 64 16,0 29,7 1,9

mac econ fwd500 206 500 1 273 389 6 8,3 9,1 1,1

mc2depi 525 825 2 100 225 4 11,4 23,3 2,1

nd24k 72 000 28 715 634 399 28,5 33,8 1,2

pdb1HYS 36 417 4 344 765 119 22,1 30,0 1,4

qcd5 4 49 152 1 916 928 39 16,9 31,9 1,9

scircuit 170 998 958 936 6 9,5 9,6 1,0

webbase-1M 1 000 005 3 105 536 3 5,4 8,2 1,5

wydajnością obliczeniową (ang. roofline model) [107–109]:

Pebw =
2 ·NNZ

MA

BGP U

(6.6)

gdzie: NNZ - liczba elementów niezerowych, MA to rozmiar pamięci zaalokowanej na
potrzeby kernela, BGP U przepustowość pamięci GPU (określona dla akceleratora na
podstawie programu bandwidthTest udostępnionego w przykładach CUDA. Dla ak-
celeratora K40c BGP U = 201 GB/s). Dane przedstawione w Tab. 6.4 wskazują, iż
format Sliced ELLR-T w zależności od macierzy osiąga od 37% do 48% teoretycznej
wydajności obliczeniowej akceleratora graficznego.

Lepszą wydajność można uzyskać dla innych macierzy. W Tab. 6.5 porównano wy-
dajność obliczeniową operacji matvec uzyskaną dla dwóch implementacji (cusparseDcsrmv
i Sliced ELLR-T). W testach wykorzystano macierze z kolekcji Williamsa [110]. Oprócz
jednej macierzy (scircuit), wykorzystanie formatu Sliced ELLR-T skróca czas obli-
czeń mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor względem cusparseDcsrmv. Największe
przyspieszenie względem cusparseDcsrmv uzyskano dla macierzy qcd5 4 i mc2depi, w
których występuje stała liczba elementów niezerowych w wierszu (w macierzy mc2depi
99,4% wierszy zawiera tylko 4 elementy niezerowe w wierszu, w macierzy qcd5 4 wszyst-
kie wiersze mają 39 elementów niezerowych w wierszu). Na rys. 6.12 skonfrontowano
wydajność obliczeniową mierzoną w GFLOPS z maksymalną możliwą do uzyskania wy-
dajnością obliczeniową ze względu na przepustowość pamięci (Pebw). Dla formatu Sli-
ced ELLR-T wydajność powyżej 80% uzyskano dla macierzy (nd24k, qcd5 4, cant,
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Rysunek 6.12: Wydajność obliczeniowa (wyrażona jako GF LOP S
Pebw

· 100%) operacji matvec

uzyskana dla implementacji cusparseDcsrmv i Sliced ELLR-T na GPU dla problemów testo-

wych z kolekcji Williamsa (Tab. 6.5) [110].

pdb1HYS), w których średnia liczba elementów niezerowych w wierszu wynosi powyżej
39 i obliczenia w wierszu wykonuje odpowiednio T = 4 (cant, qcd5 4) i T = 8 (nd24k,
pdb1HYS) wątków.

6.2.2.2 Rozwój formatu Sliced ELLR-T

Artykuł z formatem Sliced ELLR-T został opublikowany w roku 2011 [106] i jego kod
został udostępniony na stronie internetowej autora rozprawy [111]. Od tego czasu inni
badacze rozwijali ten format czego efektem są poniższe publikacje, w których nazwa
bazowa „Sliced ELLR-T” była zmieniana w zależności od zastosowanej modyfikacji. W
publikacji [32] autorzy wykorzystali Sliced ELLR-T i w swoim formacie SELL-C-σ rów-
nież dzielą macierz na podmacierze (w tym przypadku o rozmiarze C). W formacie Sli-
ced ELLR-T globalna macierz może być posortowana (np. od najmniej do najbardziej
licznego wiersza). W formacie SELL-C-σ parametr σ określa zakres wierszy, które są
sortowane. Modyfikacja w sposobie sortowania optymalizuje odczyt danych z pamięci
akceleratora. W artykule [32] autorzy zastosowali kombinację parametrów, w której σ
jest wielokrotnością C (np. C = 16, σ = 256). W publikacji [33] autorzy proponują
format SELL-P, w którym dokonali modyfikacji SELL-C-σ o uzupełnienie wierszy ma-
cierzy o dodatkowe zera. Poza tym podobnie jak w formacie Sliced ELLR-T obliczenia
w pojedynczym wierszu wykonywane są przez kilka wątków.

6.2.3 Rozwiązanie problemu liniowego w operatorze ściskają-

cym

Stosując wielopoziomowy operator ściskający na najniższym poziomie należy rozwią-
zać układ równań (ME

11zE = rE) (patrz. Wydruk 2.3). W tym celu można skorzystać
z metod bezpośrednich lub iteracyjnych. Testy numeryczne wykazały, iż aby zapewnić
zbieżność metody gradientów sprzężonych z wielopoziomowym operatorem ściskającym
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o cyklu V należy na tym etapie zapewnić wysoką dokładność rozwiązania. Na przykła-
dzie problemu testowego (rozmiar macierzy A: N = 806811, rozmiar macierzy ME

11:
N1 = 41715, Tab. 4.1) zweryfikowano skuteczność metody bezpośredniej rozwiązywa-
nia układu równań oraz metod iteracyjnych z operatorami ściskającymi mającymi za
zadanie poprawę zbieżności [3].

Na wstępie wykonano testy numeryczne metod bezpośrednich z wykorzystaniem
środowiska MATLAB. Uzyskano bardzo dokładne rozwiązanie (dla podwójnej precyzji:
||rE−ME

11zE||2 < 10−12), które pozwoliło uzyskać bardzo dobrą zbieżność całej metody
iteracyjnej z wielopoziomowym operatorem ściskającym.

W dalszej kolejności zastosowano metody iteracyjne (gradientów sprzężonych (CG),
residuów sprzężonych (CR), MINRES (ang. minimal residual method) [3]), które po-
zwoliły osiągnąć zbieżność na poziomie ||rE −ME

11zE||2 < 10−5, ale potrzebowały ok.
piętnastu tysięcy iteracji (rys. 6.13), co jest kilkaset razy kosztowniejsze niż rozwiązanie
bezpośrednie. Zastosowanie operatora ściskającego Jacobiego w metodzie sprzężonych
residuów poprawiło zbieżność, jednakże potrzebnych było ok. dwudziestu pięciu tysięcy
iteracji by uzyskać zbieżność na poziomie metody bezpośredniej (rys. 6.13). Zweryfiko-
wano również przydatność innych operatorów ściskających:

(a) wielomianowe operatory ściskające (Neumanna, Czebyszewa [3]):
prekondycjoner Neumana pozwolił na zmniejszenie liczby iteracji potrzebnych
od osiągnięcia zbieżności na poziomie 10−9, jednakże koszt czasowy pojedynczej
iteracji jest większy niż iteracji w metodach PCR-Jacobi (rys. 6.14),

(b) operator ściskający w postaci niekompletnej faktoryzacji LU z progiem (ILUT,
ang. incomplete LU factorization with threshold2, [3]):
przeanalizowano przydatności takiego operatora ściskającego w środowisku MA-
TLAB i zaobserwowano, iż dla macierzy testowej niekompletna faktoryzacja ILUT
trwała bardzo długo. Jeżeli macierz została najpierw poddana permutacji wierszy
i kolumn RCM (ang. Reverse Cuthill-McKee [112,113]) to czas uzyskania fakto-
rów L i U skrócił się znacząco, a zastosowanie operatora ściskającego ILUT dla
metod GMRES, PCG pozwoliło osiągnąć zbieżność na poziomie 10−12 po zaledwie
10 iteracjach (rys. 6.15),

(c) operator ściskający w postaci niekompletnej faktoryzacji ILU(0) [3]:
testy wykazały, iż prekondycjoner ten dla testowanej macierzy pozwala uzyskać
niezadowalającą zbieżność na poziomie ||rE −ME

11zE||2 < 10−2.

Powyżej oceniono, iż dużą dokładność rozwiązania układu równań uzyskuje się dla
metod iteracyjnych (PCG,GMRES) z operatorem ściskającym ILUT i dla metody bez-
pośredniej. Faktoryzację ILUT można wykonać na CPU, następnie faktory przesłać na
GPU i obliczenia operatora ściskającego polegające na wykonaniu operacji podstawia-
nia „w przód” i podstawiania „wstecz” (ang. forward substitution, back substitution)
wykonać przy użyciu biblioteki CUSPARSE [92]. Niestety testy wykazały, iż faktor L
wygenerowany w środowisku MATLAB ma wartości niezerowe powyżej diagonali co
sprawia, że funkcja realizująca podstawienie „w przód” z biblioteki CUSPARSE [92]

2Faktoryzację w środowisku MATLAB wykonano przy użyciu komen-
dy: [L,U]␣=␣ilu(A,struct('type','ilutp','droptol',lu_threshold) gdzie
lu_threshold=10−6.
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Rysunek 6.13: Zbieżność (norma euklidesowa wektora residualnego) metod iteracyjnych:

CG - metoda gradientów sprzężonych, CR - metoda residuów sprzężonych, PCR - metoda resi-

duów sprzężonych z operatorem ściskającym Jacobiego, MINRES - metoda minimalnych resi-

duów). Problem testowy: filtr grzebieniowy 9-rzędu, macierz ME
11 z dolnego poziomu operatora

ściskającego (rozmiar macierzy głównej N = 806811, rozmiar macierzy ME
11: N1 = 41715).
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Rysunek 6.14: Zbieżność (norma euklidesowa wektora residualnego) metod iteracyjnych z

wielomianowymi operatorami ściskającymi Neumanna i Czebyszewa w porównaniu z metodą

residuów sprzężonych z operatorem ściskającym Jacobiego. Problem testowy: filtr grzebie-

niowy 9-rzędu, macierz ME
11 z dolnego poziomu operatora ściskającego (rozmiar macierzy

głównej N = 806811, rozmiar macierzy ME
11: N1 = 41715).

uzyskuje błędne wyniki i ostatecznie metody PCG oraz GMRES z operatorem ściska-
jącym ILUT na GPU nie uzyskują poprawnego rozwiązania.

Zweryfikowano implementację rozwiązywania układów równań metodą bezpośred-
nią dostępną w CUDA 7.0 (biblioteka cuSOLVER [42]) i okazało się, że zapotrzebo-
wanie faktoryzacji na pamięć jest tak duże (faktoryzacja macierzy o rozmiarze 41715
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Rysunek 6.15: Zbieżności metod iteracyjnych (PCG,GMRES) z operatorem ściskającym

ILUT. Problem testowy: filtr grzebieniowy 9-rzędu, macierz ME
11 z dolnego poziomu operatora

ściskającego (rozmiar macierzy głównej N = 806811, rozmiar macierzy ME
11: N1 = 41715).

Tabela 6.6: Porównanie wydajności biblioteki Intel (CPU) [43] i Spral (GPU) [41]. Ma-

cierz ME
11 o rozmiarze N = 41715 i liczbie elementów niezerowych NNZ = 511599. Przy

zastosowaniu typu double (64-bit) i integer (32-bit) w formacie CRS górna połówka macierzy

zajmuje w pamięci 6 MB. Etap analizy w przypadku biblioteki Intel MKL Pardiso obejmuje

faktoryzację symboliczną, a dla biblioteki SPRAL zarówno alokację danych na GPU oraz

faktoryzację symboliczną.

Etap SPRAL (GPU) Intel MKL Pardiso (CPU)

zapotrzebowanie na pamięć [MB] 92,3 35,2

analiza (faktoryzacja symboliczna)[s] 0,545 0,247

faktoryzacja numeryczna [s] 0,133 0,045

rozwiązanie ukł. równań [s] 0,008 0,004

wymagała aż 7 GB pamięci), że dyskwalifikuje to użycie tej biblioteki dla macierzy
generowanych w niniejszej rozprawie. Testy wydajnościowe (Tab. 6.6) uruchomione na
CPU (Intel MKL Pardiso) i na GPU (SPRAL) wykazały, iż zarówno czasy faktoryzacji,
jak i rozwiązania małych układu równań są dłuższe dla biblioteki SPRAL niż Intel MKL
Pardiso. Podsumowując, metodę bezpośredniego rozwiązania układu równań na CPU
(Intel MKL Pardiso3) uznano za najbardziej optymalną z punktu widzenia czasu wyko-
nania obliczeń i dokładności otrzymanego rozwiązania na dolnym poziomie operatora
ściskającego. Ponadto testy wykazały, że operacje przesłania wektorów prawej strony
z GPU do pamięci CPU (przed rozwiązaniem układu równań) i wektora wynikowego z
CPU i GPU (po rozwiązaniu układu równań) nie wprowadzają dużych opóźnień, gdyż
są wielokrotnie krótsze niż etap rozwiązania układu równań na CPU.

Na zakończenie tego punktu warto doprecyzować kwestię przyjętego nazewnictwa.

3W artykule [114] z roku 2011 wykorzystano pakiet z Uniwersytetu z Bazylei [115, 116]. W roku
2012, wydajności pakietu Intel MKL Pardiso [43] osiągnęła podobny poziom i od tej pory korzystano
z pakietu Intel MKL Pardiso [43].
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Implementację w dalszej części będzie określana jako hybrydowa, gdyż rozwiązanie na
dolnym poziomie operatora ściskającego wykonane jest na CPU, a reszta obliczeń wy-
konywana jest na GPU [114].

6.3 Implementacja metody PCG z wielopoziomo-

wym operatorem ściskającym dla jednego ak-

celeratora graficznego

Zastosowanie strategii implementacji mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor (p. 6.2.2)
i rozwiązania układu równań na najniższym poziomie operatora ściskającego (p. 6.2.3)
wymusiło wprowadzenie dodatkowych etapów w schemacie symulacji zagadnień elek-
tromagnetycznych z metodzie elementów skończonych z rysunku 6.5.

Po pierwsze, z racji tego, że w docelowej implementacji zastosowano nowy format
zapisu macierzy rzadkiej Sliced ELLR-T do wykonania operacji matvec na akcelera-
torze graficznym, to przed uruchomieniem metody iteracyjnego rozwiązania, macierze
rzadkie ME

ij poddane są odpowiedniemu przetwarzaniu wstępnemu (p. 6.2.2, w etapie
konwersji macierzy z formatu CRS do formatu Sliced ELLR-T permutowane są wek-
tory wartości niezerowych i indeksów tak, by uzyskać efektywny dostęp do danych na
akceleratorze graficznym w trakcie wykonywania operacji matvec). Po drugie, w p. 6.2.3
podjęto decyzję o rozwiązaniu układu równań na najniższym poziomie operatora ści-
skającego na CPU. Z tego powodu, przed rozpoczęciem procesu iteracyjnego należy
wykonać faktoryzację symboliczną i numeryczną macierzy ME

11. Gdyby powyższe pro-
cedury (przetwarzanie wstępne macierzy, faktoryzacja) trzeba było wykonać dla każdej
częstotliwości, to proces rozwiązywania układów równań obarczony byłby znaczącym
narzutem. Na szczęście macierze A mają tę samą strukturę (ang. pattern), tzn. dla każ-
dej częstotliwości położenie elementów niezerowych macierzy A jest takie samo. Innymi
słowy, jeśli macierze A przechowywane są w formacie CRS to macierze reprezentowane
są przez różne wektory wartości (V) i niezależne od częstotliwości takie same wektory
indeksów kolumn (J) oraz skompresowanego wiersza (Iptr). Powyższa właściwość nie-
sie za sobą wiele korzyści dla procesu rozwiązywania układów równań liniowych. Po
pierwsze, wyłuskanie macierzy ME

ij z macierzy A odbywa się w pełni tylko dla pierw-
szej częstotliwości, a dla następnych częstotliwości podmieniane są wyłącznie wektory
wartości niezerowych. Przez analogię, przetwarzanie wstępne macierzy wymagane w
formacie Sliced ELLR-T wykonane jest w całości dla pierwszej częstotliwości, a dla
kolejnych częstotliwości ma miejsce wyłącznie aktualizacja wektorów niezerowych ma-
cierzy ME

ij przechowywanych w formacie Sliced ELLR-T. Po drugie, z punktu widzenia
wykorzystania akceleratora graficznego, powyższa właściwość przynosi korzyści w po-
staci redukcji ilości danych przesyłanych pomiędzy CPU i GPU. Przesłanie wszystkich
wektorów (wartości niezerowych, indeksów) opisujących macierze ME

ij wykonywany jest
wyłącznie dla pierwszej częstotliwości. Dla kolejnych częstotliwości konieczne jest już
tylko przesłanie zaktualizowanych wektorów przechowujących wartości niezerowe ma-
cierzy4. Można również zoptymalizować liczbę procedur związanych z rozwiązaniem
układu równań na najniższym poziomie operatora ściskającego. W tym celu dla pierw-
szej częstotliwości należy wykonać faktoryzację symboliczną i numeryczną macierzy

4Warto zaznaczyć, iż z CPU na GPU przesyłane są wektory reprezentujące macierze ME
ij i nie ma

potrzeby przesłania całej macierzy A.
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Rysunek 6.16: Efektywny schemat symulacji zagadnienia elektromagnetycznego z wyko-

rzystaniem metody elementów skończonych w paśmie dla fm częstotliwości (fpt to indeks

częstotliwości f i fpt={1,...,fm}). Obliczenia w etapach generacji macierzy i rozwiązywania

układu wykonane na CPU i GPU.

ME
11. Z racji tego, że macierze mają ten sam rozkład elementów niezerowych, dla ko-

lejnych częstotliwości nie ma potrzeby wykonywania faktoryzacji symbolicznej i można
wykonać wyłącznie faktoryzację numeryczną.

Wszystkie powyższe modyfikacje pozwoliły uzyskać efektywny - z punktu widzenia
komunikacji i przesyłu danych między GPU i CPU oraz wykonywanych operacji po stro-
nie CPU (faktoryzacja, preprocessing macierzy) - schemat pozwalający na rozwiązanie
układu równań z wykorzystaniem pojedynczego akceleratora graficznego (rys. 6.16).

W dalszej części rozdziału przedstawiono schemat uruchomienia i wykonania obli-
czeń metody iteracyjnej, która na rys. 6.16 została oznaczona jako PCG-V. Pseudokod,
który pozwolił na masywnie zrównoleglenie metody gradientów sprzężonych z wielopo-
ziomowym operatorem ściskającym o cyklu V zaprezentowano na Wydrukach C.4-C.5.
W prawej części wydruków (w komentarzach) opisano wszystkie operacje z uwzględnie-
niem klasyfikacji operacji wg. BLAS (ang. Basic Linear Algebra Subprograms). Ope-
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racjom na wektorach tj. skalowanie, kopiowanie, iloczyn skalarny wektorów przypisano
kategorię - I. Operacjom na macierzach rzadkich: mnożenie macierzy rzadkiej przez
wektor, rozwiązywanie układu równań liniowych przypisano kategorię - II. Wszystkie
etapy metody iteracyjnej (z wyjątkiem przesyłania danych między CPU i GPU) zostały
zrównoleglone: matvec i operacje na wektorach na GPU, rozwiązanie na dolnym po-
ziomie - funkcje z biblioteki Intel MKL (Pardiso). Dodatkowo na rysunkach 6.17-6.18,
które korespondują z Wydrukami C.4-C.5 pokazano kolejność wykonywanych obliczeń,
wskazano które operacje wykonywane są na GPU, a które na CPU oraz w jakich kierun-
kach odbywa się przesyłanie danych między GPU i CPU. Ponadto w każdym z bloków
reprezentującym etapy metody iteracyjnej (MATVEC, DOT - iloczyn skalarny, AXPY
- sumowanie wektora i dodawanie wektorów) umieszczono informację o liczbie wykony-
wanych operacji zmiennoprzecinkowych r. (6.7)-(6.9). Ta informacja jest również bar-
dzo istotna z punktu widzenia implementacji metody iteracyjnego rozwiązania układu
równań z wykorzystaniem kilku akceleratorów graficznych (rozdział 7), gdyż umożli-
wia porównanie liczby wykonywanych operacji w poszczególnych wariantach i ocenę
czy obliczenia zostały efektywnie rozdzielone na akceleratorach graficznych. Dla przy-
kładu liczbę operacji dla procedur matvec, dot, axpy metody gradientów sprzężonych
przedstawiono w r. (6.7)-(6.9):

matvec =
N

∑

i=1

l. iloczynów w wierszu + l. sum w wierszu =
N

∑

i=1

(NNZi) + (NNZi + 1) =

=
N

∑

1=1

(2 ·NNZi + 1) = (2 ·NNZ + N) ≈ 2 ·NNZ (6.7)

dot : [dT r] =
N

∑

i=1

di · ri = l. iloczynów + l. sum = N + (N + 1) = 2 ·N + 1 ≈ 2 ·N (6.8)

axpy : [x = x + αd] =
N

∑

i=1

xi + αdi = l. sum + l. iloczynów = N + N = 2 ·N (6.9)

gdzie NNZi oznacza liczbę elementów niezerowych w „i”-tym wierszu macierzy A,
NNZ oznacza sumaryczną liczbę elementów niezerowych w macierzy A, N oznacza
liczbę wierszy macierzy A.

Poniżej opisano operacje hybrydowej implementacji metody iteracyjnej z wielopo-
ziomowym operatorem ściskającym o cyklu V, której operacje umieszczono na Wydru-
kach C.4-C.6 oraz przedstawiono na rys. 6.17-6.18. Najpierw wykonywana jest inicjali-
zacja, tzw. iteracja zerowa (Wydruk C.4, linie: 22-26), w której na GPU inicjalizowany
jest wektor residualny r oraz przy użyciu wielopoziomowego operatora ściskającego
określany jest wektor kierunku d poszukiwań rozwiązania x. Inicjalizacja operatora
ściskającego polega na wyłuskaniu wektorów rEL

z wektora residualnego rE oraz na wy-
zerowaniu wartości wektorów zEL

(Wydruk C.5, linie: 20-31)5. Następnie wykonywane
są operacje wielopoziomowego operatora ściskającego. Na najwyższym poziomie wyko-
nywana jest ważona metoda Jacobiego celem uzyskania zgrubnego rozwiązania układu
równań ME

33zE3 = rE3 (Wydruk C.5, linia: 35; Wydruk C.6). Następnie wykonywana
jest operacja matvec będąca łącznikiem pomiędzy III a II poziomem. Na drugim pozio-
mie ponownie wykonywana jest ważona relaksacja Jacobiego (ME

22zE2 = rE2). Kolejną

5L oznacza poziom operatora ściskającego: na poziomie L = 1 wektor ma rozmiar N1, na poziomie
L = 2 wektor ma rozmiar N2, na poziomie L = 3 wektor ma rozmiar N3. N = N1 + N2 + N3 - rozmiar
macierzy współczynników A.
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Rysunek 6.17: Schemat wykonania obliczeń w metodzie gradientów sprzężonych z opera-

torem ściskającym (prekondycjoner) na pojedynczym akceleratorze graficznym.

operacją jest matvec, która łączy poziom II i I. Z racji tego, że operacja na najniższym
poziomie wykonywana jest na CPU (p. 6.2.3) wektor rE1 musi zostać przesłany z GPU
na CPU, a po rozwiązaniu układu na CPU, do pamięci GPU przesyłany jest wektor zE1

(rys. 6.18). Dalej operacje operatora ściskającego wykonywane są na GPU w kierun-
ku najwyższego poziomu. Po wykonaniu iteracji inicjalizującej rozpoczyna się proces
iteracyjny (Wydruk C.4, linie: 27-38). W każdej iteracji uruchamiane są procedury
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Rysunek 6.18: Schemat wykonania obliczeń w wielopoziomowym operatorze ściskającym

(prekondycjoner) o cyklu V na pojedynczym akceleratorze.

operatora ściskającego, operacja mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor i operacje
na wektorach, które mają na celu uaktualnić wektor poszukiwanego rozwiązania (x),
określić nowy wektor residualny (r) i wyznaczyć nowy wektor poszukiwań rozwiązania
(d).

W Tab. 6.7 przedstawiono uśrednione czasy procedur wykonywanych w implemen-
tacjach metody gradientów sprzężonych z wielopoziomowym operatorem ściskającym:

• PCG-V(GPU+CPU) - implementacja hybrydowa (GPU: matvec - Sliced ELLR-T,
operacje na wektorach - CUBLAS, CPU: rozwiązanie układu równań na najniż-
szym poziomie - Intel MKL Pardiso),
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Tabela 6.7: Czas wykonania procedur PCG-V dla implementacji hybrydowej

PCG-V(GPU+CPU) i implementacji referencyjnej na CPU PCG-V(CPU). Uśredniony czas z

50 iteracji potrzebnych do rozwiązania układu równań na częstotliwości f = 920 MHz. Licz-

ba iteracji ważonej metody Jacobiego w operacjach wygładzających na III poziomie it L3 = 3

i II poziomie it L2 = 6 z rys. 2.7.

L.p. PCG-V pojedyncza iteracja (GPU+CPU) [ms] [%] (CPU) [ms] [%] Przysp.

1 q = Ad 25,1 19% 90,0 19% 3,6

2 dq = dT q 0,2 0% 1,0 0% 5,8

3 α = dnew

dq
0,0 0% 0,0 0% -

4 x = x + αd 0,3 0% 1,0 0% 4,0

5 r = r − αq 0,2 0% 1,0 0% 4,5

6 prekondycjoner V (ME
11, ..., ME

K,K
, r, s) 107,7 80% 390,0 80% 3,6

6.1 Inicjalizacja (rEi = f(r), zEi = 0) 0,8 1% 1,0 0% 1,3

6.2 zE3 = wJacobi(ME
33, rE3, zE3, it L3) 27,1 20% 110,0 23% 4,1

6.3 rE2 = rE2 - ME
23 zE3 5,0 4% 20,0 4% 4,0

6.4 zE2 = wJacobi(ME
22, rE2, zE2, it L2) 13,9 10% 59,0 12% 4,2

6.5 rE2 = rE2 - ME
21 zE1 1,0 1% 2,0 0% 2,0

6.6 rE1 (GPU → CPU) 0,1 0% 0,0 0% 0,0

6.7 ME
11 zE1 = rE1 11,9 9% 12,0 2% 1,0

6.8 zE1 (CPU → GPU) 0,1 0% 0,0 0% 0,0

6.9 rE2 = rE2 - ME
21 zE1 1,1 1% 3,0 1% 2,7

6.10 zE2 = wJacobi(ME
22, rE2, zE2, it L2) 14,1 11% 59,0 12% 4,2

6.11 rE3 = rE3 - ME
32 zE2 4,6 3% 14,0 3% 3,0

6.12 zE3 = wJacobi(ME
33, rE3, zE3, it L3) 27,5 21% 109,0 22% 4,0

6.13 s = [zE1;zE2;zE3] 0,4 0% 1,0 0% 2,8

7 dold = dnew 0,0 0% 0,0 0% -

8 dnew = rT s 0,2 0% 1,0 0% 4,5

9 β = dnew

dold

0,0 0% 0,0 0% -

10 d = s + βd 0,4 0% 1,0 0% 2,4

{1–10} PCG-V [s] 134,0 100% 485,0 100% 3,6

• PCG-V(CPU) - implementacja w całości na CPU: matvec -Intel MKL, operacje na
wektorach Intel MKL, rozwiązanie układu równań na najniższym poziomie - Intel
MKL Pardiso).

W obydwu implementacjach metody iteracyjnej czas wykonania operacji matvec jest do-
minujący. Procentowy udział tej operacji (Tab. 6.7, procedury: 1, 6.2-6.5, 6.9-6.12) dla
PCG-V(GPU+CPU) i PCG-V(CPU) wyniósł odpowiednio 89% i 96%. Drugą pod względem
kosztu czasowego jest operacja rozwiązywania układu równań na najniższym poziomie
operatora ściskającego. Procentowy udział tej operacji (Tab. 6.7, procedura: 6.7) dla
PCG-V(GPU+CPU) i PCG-V(CPU) wyniósł odpowiednio 9% i 2%. Warto zauważyć, że
w implementacji hybrydowej PCG-V(GPU+CPU) czasy przesyłania wektorów przed i po
rozwiązaniu układu równań jest bardzo mały. Operacje na wektorach mają marginalny
udział procentowy w pojedynczej iteracji. Analizując wyniki z Tab. 6.7, można zauwa-
żyć, iż przyspieszenie uzyskane dla operacji matvec (GPU: Sliced ELLR-T, względem
CPU: Intel MKL), przekłada się na ok. 3,6 krotne skrócenie czasu obliczeń implemen-
tacji hybrydowej.

W Tab. 6.8 przedstawiono czasy wykonania metody gradientów sprzężonych z wielo-
poziomowym operatorem ściskającym dla implementacji hybrydowej PCG-V(GPU+CPU).
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Rysunek 6.19: Liczba iteracji potrzebnych do uzyskania zbieżności rozwiązania na poziomie

10−5. fpt - indeks częstotliwości w paśmie fbw=920-980 MHz.

Tabela 6.8: Czas iteracyjnego rozwiązania układu równań (metoda gradientów sprzężonych

z wielopoziomowym operatorem ściskającym o cyklu V). GPU: Tesla K40c (matvec - Sliced

ELLR-T, operacje na wektorach - CUBLAS), CPU: Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W (8

wątków, rozwiązanie na dolnym poziome operatora ściskającego - Intel MKL Pardiso). KON

- konwersja z formatu CRS do formatu Sliced ELLR-T, HtoD - przesłanie macierzy z CPU

do GPU. Problemy testowe Tab. 4.1.

L. wierszy KON, Iteracje Dolny Poziom PCG-V(GPU+CPU) PCG-V(GPU+CPU)

N HtoD [s] ||r||2 <10−4 [s] (%) [s] (+KON,HtoD) [s]

213 984 0,3 141 0,06 (4%) 1,6 1,9

455 916 0,6 65 0,08 (5%) 1,5 2,1

806 811 1,0 74 0,19 (6%) 3,5 4,5

1 998 492 3,1 47 0,53 (9%) 6,3 9,4

3 370 908 4,7 47 0,97 (9%) 11,1 15,8

5 079 849 8,2 39 1,50 (10%) 14,4 22,6

W drugiej i trzeciej kolumnie umieszczono również czas konwersji z formatu CRS do
formatu Sliced ELLR-T (KON) oraz czas przesłania danych z CPU na GPU (HtoD).
Zauważono, że liczba iteracji potrzebnych do uzyskania zadanego progu zbieżności6

waha się w zależności gęstości siatki i od częstotliwości od 19 do 232 (rys. 6.19)7. Z
tego powodu liczba iteracji w Tab. 6.8 została uśredniona. W zależności od rozmiaru
problemu implementacja PCG-V(GPU+CPU) potrzebowała od kilku sekund do kilku mi-
nut do uzyskania zadanego poziomu zbieżności. Warto zauważyć, że procentowy udział
rozwiązania na dolnym poziomie rośnie wraz ze wzrostem rozmiaru problemu i wynosi
od 4% do 10% czasu rozwiązania. W tab. 6.9 przedstawiono czas uzyskany dla imple-
mentacji, w której obliczenia wykonywane są wyłącznie na CPU (funkcje z biblioteki

6Przyjęto satysfakcjonujący poziom zbieżności normy euklidesowej wektora residualnego
(||r||2 < 10−4). Uzasadnienie w dalszej części rozprawy.

7Najwięcej iteracji potrzebnych do uzyskania satysfakcjonującej zbieżności potrzeba dla problemu
o najmniejszej liczbie czworościanów.
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Tabela 6.9: Czas iteracyjnego rozwiązania układu równań (metoda gradientów sprzężo-

nych z wielopoziomowym operatorem ściskającym o cyklu V). CPU: Intel Xeon Sandy Bridge

E5-2687W (8 wątków, matvec, operacje na wektorach - Intel MKL, rozwiązanie na dolnym

poziome operatora ściskającego - Intel MKL Pardiso). Ostatnie dwie kolumny to przyspie-

szenie wersji hybrydowej (bez i z uwzględnieniem narzutów wynikających z konwersji (KON)

i przesyłania danych z CPU na GPU (HtoD)) względem implementacji na CPU. Zbieżność

(norma euklidesowa wektora residualnego) ||r||2 <10−4.

L. wierszy PCG-V(CPU) PCG-V(CPU) vs. PCG-V(CPU) vs.

N [s] PCG-V(GPU+CPU) PCG-V(GPU+CPU) (+KON,HtD)

213 984 5,1 3,3 2,7

455 916 5,5 3,6 2,6

806 811 12,2 3,5 2,7

1 998 492 22,8 3,6 2,4

3 370 908 43,1 3,9 2,7

5 079 849 59,0 4,1 2,6

Tabela 6.10: Czasy (w sekundach) rozwiązania układu równań przy użyciu metod ite-

racyjnych z wielopoziomowym operatorem ściskającym (PCG-V) i metody bezpośredniej

(PARDISO 64: (CAŁ.) - macierz całościowa, (SYM.) - macierz symetryczna). W nawia-

sach przyspieszenie wariantu hybrydowego PCG-V(GPU+CPU) względem innych implemen-

tacji. KON - konwersja z formatu CRS do formatu Sliced ELLR-T, HtoD (ang. Host to

Device) - przesłanie wektorów opisujących macierz rzadką z CPU (Host) do GPU (Device).

GPU: Tesla K40c, CPU: CPU: Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W (8 wątków).

L. wierszy PCG-V(GPU+CPU) PCG-V(CPU) PARDISO 64 PARDISO 64

N (KON, HtoD, rozwiązanie) Intel MKL (CAŁ.) (SYM.)

213 984 1,8 5,1 (x2,7) 2,5 (x1,4) 1,9 (x1,0)

455 916 2,1 5,5 (x2,6) 6,8 (x3,2) 4,7 (x2,2)

806 811 4,5 12,2 (x2,7) 13,3 (x2,9) 9,0 (x2,0)

1 998 492 9,4 22,8 (x2,4) 56,3 (x6,0) 33,3 (x3,5)

3 370 908 15,8 43,1 (x2,7) 188,4 (x11,9) 88,1 (x5,6)

5 079 849 22,5 59,0 (x2,6) - (-) 231,3 (x10,3)

Intel MKL, obliczenia były wykonane przez 8 wątków8). W ostatnich dwóch kolumnach
Tab. 6.9 umieszczono przyspieszenia implementacji hybrydowej (bez i z uwzględnieniem
narzutu w postaci konwersji i przesyłania danych) w której obliczenia wykonywane są
wyłącznie na CPU. Zauważyć można, iż zastosowanie akceleratora graficznego do wy-
konania obliczeń w operacji matvec i operacji na wektorach pozwoliło na ok. 2,5-4,5
krotną redukcję czasu rozwiązania układu równań.

W Tab. 6.10 zaprezentowano porównanie czasów rozwiązania układów równań przy
użyciu metod iteracyjnych i bezpośrednich. Hybrydowa implementacja PCG-V(GPU+CPU)

została uzupełniona o konwersję do formatu Sliced ELLR-T oraz przesyłanie wekto-

8Zgodnie z sugestią z dokumentacji wyłączono technologię Hyper-Threading.
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Tabela 6.11: Parametry rozproszenia sc11 i sc21 uzyskane gdy układ równań roz-

wiązano przy użyciu metody bezpośredniej PARDISO 64 i metody iteracyjnej (PCG-V).

Błąd względny uzyskany dla metody iteracyjnej (PCG-V) względem metody bezpośredniej

(PARDISO 64) obliczono zgodnie z r. (6.10)-(6.11).

fpt f[GHz] scPARDISO
11 [dB] scPCGV

11 [dB] Err sc11 scPARDISO
21 [dB] scPCGV

21 [dB] Err sc21

1 0,92 -0,000025 -0,000025 -1,6E-04 -52,418047 -52,419457 2,7E-05

2 0,926 -0,015705 -0,015705 -3,0E-07 -24,425374 -24,425375 5,3E-08

3 0,932 -11,388997 -11,389011 1,2E-06 -0,327457 -0,327460 9,5E-06

4 0,938 -0,895778 -0,895745 -3,6E-05 -7,296033 -7,296228 2,7E-05

5 0,944 -0,388238 -0,388238 -4,6E-07 -10,679534 -10,679535 1,6E-07

6 0,95 -3,041446 -3,041446 -5,5E-08 -2,979376 -2,979382 2,2E-06

7 0,956 -0,480548 -0,480548 -6,9E-07 -9,798530 -9,798541 1,1E-06

8 0,962 -0,296654 -0,296647 -2,4E-05 -11,802820 -11,802940 1,0E-05

9 0,968 -0,042001 -0,042000 -4,3E-06 -20,166269 -20,166232 -1,8E-06

10 0,974 -0,000016 -0,000016 -3,6E-03 -54,219683 -54,223729 7,5E-05
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Rysunek 6.20: Wartości sc11 i sc21 dla 10 częstotliwości. Dla metody iteracyjnej PCG-V

zastosowano próg zbieżności na poziomie 10−5. Rozmiar macierzy N = 1998492.

rów reprezentujących macierz z CPU do GPU. Czas rozwiązania metodą bezpośrednią
(PARDISO 64) uwzględnia czas faktoryzacji (symbolicznej i numerycznej). Uzyskane
rezultaty potwierdzają, iż hybrydowa implementacja PCG-V(GPU+CPU) pozwala uzyskać
dużą redukcję czasu rozwiązania układu równań w metodzie elementów skończonych.
Przyspieszenie obliczeń jest szczególnie widoczne dla problemów, w których macierze
mają kilka milionów niewiadomych i czas faktoryzacji jest bardzo duży.

Na tym etapie należy wyjaśnić dlaczego wybrano poziom zbieżności metody iteracyj-
nej na poziomie 10−5. Przeanalizowano dokładność otrzymanych wyników parametrów
rozproszenia otrzymanych w przypadku rozwiązania układu równań metodą bezpośred-
nią i iteracyjną. Na podstawie analizy błędów względnych r. (6.10)-(6.11) uznano, iż
nie ma potrzeby wymuszania większej zbieżności, gdyż dla ||r||2 = 10−5 błąd względny
uzyskany dla metody iteracyjnej jest na poziomie 10−5 - 10−8 co sprawia, że charakte-
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rystyki filtru są niemal identyczne (Tab. 6.11, rys. 6.20).

Err sc11 =
scP ARDISO 64

11 − scP CG−V
11

scP ARDISO 64
11

(6.10)

Err sc21 =
scP ARDISO 64

21 − scP CG−V
21

scP ARDISO 64
21

(6.11)

6.3.1 Analiza układu w paśmie częstotliwości

Na rysunku 6.22 przedstawiono przyspieszenie (PCG-V(GPU+CPU) względem referen-
cyjnych implementacji na CPU) rozwiązania układu równań dla dwóch prawych stron
(pobudzenie w dwóch wrotach) dla symulacji przeprowadzonej dla wielu częstotliwości
fm={1,2,3,4,10,20,50,100}. Charakterystyki testowanego filtru GSM dla symulacji prze-
prowadzonej dla stu częstotliwości (fm=100), dla problemu testowego, w którym rozmiar
macierzy wynosi N = 1998492 wierszy, przedstawiono na rys. 6.21.

Z punktu widzenia rozwiązania układu równań dla kilku prawych stron i dla wie-
lu częstotliwości w paśmie, dla każdej z implementacji należy uwzględnić dodatkowe
czynniki wynikające z faktu, iż macierz A z r. (6.1)-(6.2) ma ten sam układ elementów
niezerowych, ale dla każdej częstotliwości posiada inne wartości niezerowe:

1. Implementacja hybrydowa PCG-V(GPU+CPU)

• dla pierwszej częstotliwości w paśmie z macierzy współczynników należy wy-
dzielić macierze rzadkie ME

ij , a dla kolejnych częstotliwości należy podmienić

wektory wartości niezerowych macierzy ME
ij ,

• stosunkowo kosztowny etap konwersji macierzy do formatu Sliced ELLR-T na-
leży wykonać dla pierwszej częstotliwości, a dla kolejnych częstotliwości na-
leży podmienić wektor niezerowych wartości macierzy ME

ij w formacie Sliced
ELLR-T,

• przesłanie wszystkich wektorów reprezentowanych macierzy odbywa się wy-
łącznie dla pierwszej częstotliwości, dla kolejnych przesyłane są wyłącznie
wektory wartości niezerowych.

2. Implementacja na CPU PCG-V(CPU)

• dla pierwszej częstotliwości w paśmie z macierzy współczynników należy wy-
dzielić macierze rzadkie ME

ij , dla kolejnych częstotliwości należy podmienić

wektory wartości niezerowych macierzy ME
ij .

3. Metoda bezpośrednia (PARDISO 64)

• dla pierwszej częstotliwości należy wykonać faktoryzację symboliczną i nu-
meryczną, a dla kolejnych częstotliwości należy wykonać wyłącznie faktory-
zację numeryczną.

Dane zaprezentowane na rysunku 6.22a potwierdzają, że hybrydowa implementacja,
wykorzystująca masywne zrównoleglenie wątków na GPU, (PCG-V(GPU+CPU)) pozwala
uzyskać skrócenie czasu rozwiązania względem swojego odpowiednika (PCG-V(CPU))
na CPU bez względu na liczbę częstotliwości. Wraz ze wzrostem liczby częstotliwo-
ści narzut związany z dodatkowymi operacjami (konwersja macierzy z formatu CRS
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Rysunek 6.21: Charakterystyki (odbicia sc11 i transmisji sc21) filtru grzebieniowego w

paśmie częstotliwości fbw=920-980 MHz, liczba częstotliwości fm=100.

do formatu Sliced ELLR-T, przesyłanie danych z CPU do GPU) ma coraz mniejszy
udział w całkowitym czasie rozwiązania układów równań i przyspieszenia implementa-
cji hybrydowej rosną (tendencja wzrostowa od wartości z czwartej kolumny do wartości
z trzeciej kolumn Tab. 6.9).

Dla platformy testowej przewaga hybrydowej implementacji PCG-V(GPU+CPU) wzglę-
dem implementacji metody bezpośredniej (rys. 6.22a) topnieje wraz ze wzrostem liczby
częstotliwości w paśmie dla problemów o rozmiarze mniejszym niż dwa miliony niewia-
domych. Jest to spowodowane dwoma czynnikami. Po pierwsze czas rozwiązania ukła-
du równań liniowych (bez faktoryzacji) w metodzie bezpośredniej (Tab. 6.1) jest dużo
mniejszy niż czas iteracyjnego rozwiązania układu równań PCG-V(GPU+CPU) (Tab. 6.8).
Dodatkowo w przypadku, jeżeli czas faktoryzacji numerycznej jest mniejszy niż czas
rozwiązania układu w metodzie iteracyjnej (taka zależność występuje dla macierzy ca-
łościowych i trójkątnych górnych o rozmiarze N={213984, 455916, 806811}), wraz ze
wzrostem liczby częstotliwości całościowy czas rozwiązania układów równań przy użyciu
metody bezpośredniej będzie krótszy niż dla metody iteracyjnej. Zależność tę bardzo
dobrze oddaje rys. 6.23a-6.23b, na którym zestawiono czasy przygotowania macierzy i
czasy rozwiązania układu równań o rozmiarze N = 806811. W hybrydowej implemen-
tacji PCG-V(GPU+CPU) na czas przygotowania składa się: wyznaczenie macierzy ME

ij,
konwersja macierzy do formatu Sliced ELLR-T , przesłanie macierzy z CPU do GPU
(przyp. dla fpt>1 powyższe przygotowanie sprowadza się do wyznaczenia, konwersji i
przesłania elementów niezerowych macierzy). W implementacji bezpośredniego rozwią-
zania układu równań na CPU dla pierwszej częstotliwości należy wykonać faktoryzację
symboliczną i numeryczną, a dla kolejnych częstotliwości (fpt>1) tylko faktoryzację nu-
meryczną. Dla problemu N = 806811 czas faktoryzacji numerycznej jest mniejszy niż
czas rozwiązania układu równań PCG-V(GPU+CPU) i z tego powodu sumaryczny czas
rozwiązania układów równań dla wielu częstotliwości przy użyciu metody bezpośred-
niej jest krótszy. Dla problemów większych niż N = 806811 faktoryzacja numeryczna
jest bardzo kosztowna (rys. 6.23c-6.23d) i trwa dłużej niż rozwiązanie układu równań
przy użyciu implementacji hybrydowej PCG-V(GPU+CPU) i dlatego całkowity czas roz-
wiązania układów równań na wielu częstotliwościach przy użyciu metody iteracyjnej
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Rysunek 6.22: Skrócenie czasu dwukrotnego rozwiązania układu równań (wraz z uwzględ-

nieniem czasu przygotowania macierzy do rozwiązania układu równań) uzyskane dla hybry-

dowej implementacji PCG-V(GPU+CPU) względem (a) implementacji PCG-V(CPU) na CPU

(Intel MKL), (b) metody bezpośredniej na CPU (PARDISO 64), w pamięci przechowywana

cała macierz A, (c) metody bezpośredniej na CPU (PARDISO 64), w pamięci przechowy-

wana górna połówka macierzy A.
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(b) N = 806 811 (SYM.)
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(c) N = 3 370 908 (CAŁ.)
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(d) N = 3 370 908 (SYM.)

Rysunek 6.23: Porównane czasu przygotowania danych (P) i dwukrotnego rozwiąza-

nia układu równań (R) dla fm={10,20,50,100} częstotliwości. PCG-V to hybrydowa im-

plementacja metody iteracyjnej z wielopoziomowym operatorem ściskającym o cyklu V

(PCG-V(GPU+CPU)), Pardiso 64 to bezpośrednia metoda rozwiązania układu równań. GPU

(Tesla K40c), CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W).

jest krótszy niż dla implementacji metody bezpośredniej.
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Rozdział 7

Strategie iteracyjnego
rozwiązywania układów równań dla
kilku GPU

W rozdziale tym opisano implementacje metody gradientów sprzężonych dla kilku akce-
leratorów graficznych. Zwielokrotnienie zasobów pamięciowych umożliwia rozwiązanie
układów o większym rozmiarze. Dodatkowo efektywny podział obliczeń na akcelerato-
rach i zapewnienie efektywnej komunikacji między akceleratorami może przyczynić się
do skrócenia czasu rozwiązania układu równań. Po to aby uprościć dyskusję poniżej
omówiono przypadki, gdy liczba akceleratorów wynosi KGP U = 2.

7.1 Wariant z podziałem macierzy ze względu na

wiersze

W pierwszej kolejności przedstawiono bardzo proste podejście do zagadnienia wykorzy-
stania zwiększonych zasobów obliczeniowych, w którym tylko operacja mnożenia ma-
cierzy przez wektor jest wykonywana na dwóch akceleratorach graficznych, a pozostałe
operacje metody iteracyjnej (tj. iloczyn skalarny, skalowanie wektorów) wykonywane
są na jednym akceleratorze (GP U1). Taki algorytm może być zastosowany gdy macierz
oryginalna A = [A1; A2] została podzielona na dwie macierze w porządku wierszowym,
tzn. macierz A1 przechowuje 1, ..., N

2
wierszy, a macierz A2 kolejne wiersze N

2
+ 1, ..., N

(rys. 7.1). Powyższy podział na podmacierze i rozdział obliczeń na kilka akceleratorów
został wykorzystany w artykule [28, 36].

GPU1

GPU2

Rysunek 7.1: Podział macierzy A na podmacierze, które przechowywane są w pamięci

GPU1 i GPU2.
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Rysunek 7.2: Schemat wykonania obliczeń na dwóch akceleratorach graficznych w metodzie

gradientów sprzężonych z operatorem ściskającym (prekondycjoner). Wariant, w którym tylko

operacja matvec jest wykonywana na dwóch akceleratorach, a pozostałe operacje wykonywane

na akceleratorze GPU1.
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Przy powyższym rozdzieleniu macierzy na akceleratory graficzne należy zapewnić
poprawność obliczeń operacji matvec w głównej pętli metody iteracyjnej: q = Ad
(rys. 7.2). Po pierwsze wartości wektora d muszą być dostępne dla obydwu akcelerato-
rów przed rozpoczęciem obliczeń. Jeżeli dwa akceleratory graficzne umożliwiają komu-
nikację P2P (ang. Direct per to peer (P2P) transfer), wtedy wektor d jest przesyłany
bezpośrednio z pamięci GP U1 do pamięci GP U2 (rozdział 3, rys. 3.3a). Inny wariant
wymiany danych - kosztowniejszy z punktu widzenia opóźnień w dostępie do danych
- przewiduje, że GP U2 odczytuje wartości wektora d bezpośrednio z pamięci GP U1

(ang. Direct per to peer (P2P) access). Jeżeli dostęp P2P nie jest możliwy1 to wektor
przesyłany jest za pośrednictwem CPU (rozdział 3, rys. 3.3b), co wiąże się z większymi
opóźnieniami niż komunikacja P2P. Po wykonaniu operacji mnożenia macierzy przez
wektor, z akceleratora GP U2 połowa wektora wynikowego jest przesłana na akcelerator
GP U1 i potem następuje aktualizacja wektora wynikowego (suma wektorów wyniko-
wych obliczonych na dwóch akceleratorach graficznych). Po wykonaniu wyżej opisanych
procedur na GP U1 przechowywany jest poprawny wynik operacji q = Ad.

Kod realizujący obliczenia w metodzie gradientów sprzężonych z wyżej opisanym
wariantem operacji matvec zaprezentowano na Wydruku C.7 i rys. 7.2. Analizując
schemat zaprezentowany na rys. 7.2 zauważyć można, iż z punktu widzenia wydajno-
ści obliczeniowej, oczekiwany zysk wynikający z zastosowania dwóch akceleratorów to
redukcja o połowę liczby operacji zmiennoprzecinkowych w etapie mnożenia macierzy
rzadkiej przez wektor (matvec). Z drugiej strony, opisana powyżej implementacja z
wykorzystaniem dwóch akceleratorów w porównaniu z implementacją z poprzedniego
rozdziału wymaga dodatkowych synchronizacji i kosztownej wymiany danych między
akceleratorami przed (N elementów) i po (N

2
) wykonaniu operacji (matvec). Opera-

cje na wektorach (iloczyn skalarny, skalowanie wektorów) wykonywane są analogicznie
jak w wariancie na pojedynczym akceleratorze i wymagają tej samej liczby obliczeń
zmiennoprzecinkowych.

7.2 Wariant z podziałem macierzy ze względu na

dziedziny obliczeniowe

Mając na uwadze ograniczenia przedstawione w powyższym podejściu wynikające z
kosztownej wymiany danych między akceleratorami, w niniejszej rozprawie opracowano
algorytm, w którym w trakcie wykonania operacji matvec: wymiana danych między ak-
celeratorami występuje wyłącznie po wykonaniu operacji matvec, porcja wymienianych
danych między akceleratorami jest znacznie mniejsza niż w poprzednim algorytmie i
operacje zmiennoprzecinkowe na wektorach rozdzielone są równomiernie na akcelerato-
ry graficzne. Uzyskanie wyżej opisanych właściwości możliwe było dzięki zastosowaniu
jednej z dwóch poniższych procedur podziały macierzy A:

• podział macierzy oparty na metodzie podziału grafu przeprowadzony po wyko-
naniu generacji macierzy A (macierz reprezentowana jako graf) lub

• przeprowadzenie dekompozycji dziedziny obliczeniowej Ω (siatka czworościanów
reprezentowana jest jako graf) przed wykonaniem generacji macierzy.

1GPU z różnych architektur np. GP U1 - Fermi, GP U2 - Kepler, lub gdy akceleratory o tej samej
architekturze nie są przypisane do jednego IOH (ang. Input Output Hub).
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Pierwszy wariant jest uważany za nieefektywny. Czas podziału dużych macierzy rzad-
kich opartego na metodzie podziału grafu połączeń macierzy w stosunku do czasu
realizacji operacji matvec jest bardzo długi [117]. Założenie to nie jest aktualne dla
koncepcji dekompozycji dziedziny obliczeniowej Ω, gdyż wówczas nie jest dzielona sa-
ma macierz, ale dziedzina obliczeniowa, czyli graf reprezentujący znacznie mniejszy
zbiór czworościanów. W rozprawie zastosowano dekompozycję czworościanów, która
jak dotąd nie była przedstawiana w literaturze w kontekście użycia w metodzie ele-
mentów skończonych i wykorzystania GPU. Przed generacją układów równań, siatka
została podzielona przy użyciu metody podziału grafu (siatka oczek reprezentowana
jako graf) przez funkcje z pakietu Metis [118], na tyle poddziedzin Ωi, ile jest GPU
użytych w obliczeniach:

Ω =
KGP U
∑

i=1

Ωi (7.1)

Dzięki temu każda poddziedzina Ωi zawiera średnio tyle samo oczek siatki oraz
ograniczono liczbę wspólnych krawędzi w grafie. Podział dziedziny przed konstrukcją
macierzy nie jest bardzo kosztowny czasowo (liczba czworościanów jest znacznie mniej-
sza niż rozmiar macierzy). Dodatkowy czas przeznaczony na ten etap jest bardzo mały
i został „wchłonięty” przez czas generacji macierzy rzadkich. W przypadku podziału
czworościanów na dwie (KGP U = 2) dziedziny obliczeniowe dwukrotnie uruchomiono
proces generacji macierzy globalnych, najpierw dla grupy czworościanów należących
do dziedziny Ω1, a potem należących do dziedziny Ω2. W efekcie otrzymano macierze
sztywności S1, T1 oraz S2, T2, przy użyciu których w następnym kroku obliczono ma-
cierze A1 = S1 − k2

0T1 i A2 = S2 − k2
0T2 odpowiednio dla Ω1 i Ω2. Macierze A1 i

A2 mają następujące właściwości. Po pierwsze, obydwie macierze mają ok. N
2

niepu-
stych wierszy i kolumn, które przynależą wyłącznie do danej macierzy (dziedziny) i w
drugiej macierzy w tych wierszach i kolumnach występują zera2. Po drugie, macierze
mają mniej niż 1% wspólnych wierszy, które są pokłosiem wspólnych krawędzi dziedzin
i w celu zapewnienia poprawności wykonywania operacji matvec są wymieniane między
akceleratorami. Opisane powyżej właściwości macierzy pozwoliły na redukcję liczby
elementów wektora wynikowego operacji matvec, które muszą być wymienione pomię-
dzy akceleratorami oraz na równomierne rozdzielenie obliczeń pomiędzy akceleratory
graficzne w procesie iteracyjnym.

W (7.2) zdefiniowano macierz FLW , która informuje o liczbie wierszy (Li), które
należą wyłącznie do macierzy Ai oraz (W ) które są wspólne dla obydwu macierzy. Na
przykładzie macierzy A o rozmiarze N = 806811 w (7.3) przedstawiono wartości Li i
W . Zauważyć można, iż liczba wspólnych wierszy W stanowi niewielki odsetek (0,22%)
wszystkich wierzy macierzy A (podobne proporcje występują dla wszystkich macierzy
testowych z Tab. 4.1).

FLW =

[

L1 W
W L2

]

=

[

l. niepustych wierszy macierzyA1 l. wspólnych wierszy A1 i A2

l. wspólnych wierszy A1 i A2 l. niepustych wierszy macierzyA2

]

(7.2)

FLW =

[

407649 1752
1752 400914

]

=

[

50, 5% 0, 22%
0, 22% 49, 7%

]

(7.3)

2Właściwość ta jest bardzo istotna z punktu widzenia implementacji operacji matvec z wykorzy-
staniem formatu Sliced ELLR-T i żeby uniknąć przechowywania w pamięci dodatkowych zerowych
wierszy w etapie formowania reprezentacji Sliced ELLR-T należy pominąć te wiersze.



Rozdział 7 Strategie iteracyjnego rozwiązywania układów równań dla kilku GPU 113

GPU(1)

MATVEC

WARUNEK
ZBIEŻNOŚCI

PRAWDA STOP

W

Nz

MATVEC
Nz

W

SYNCHRONIZACJA
TRANSFER  (W)

DOT N/2

1

AXPY 0

SYNCHRONIZACJA

DOTN/2
1

AXPY 0

AXPY0

AXPY0

AXPY,
CPY 0

PROCEDURA

K

M

LEGENDA GPU(1)

PROCEDURA

liczba wykonywanych operacji
liczba danych do wymian miedzy  akceleratorami

LEGENDA GPU(2)

CPU
A(2) , x(2) , bA(1), x(1) , b

GPU(2)

r = b - Ax TRANSFER  (W)

TRANSFER  (1)
TRANSFER  (1)

IN
IC

JA
L

IZ
A

C
JA

dnew = r dT

q = Ad

x = x + dalfa

r = r - qalfa

d = s + dbeta

dq =  (d q)T

alfa dnew   dq= /

MATVEC
W

Nz
MATVEC

Nz

W
SYNCHRONIZACJA
TRANSFER  (W)

DOT N
1

SYNCHRONIZACJA

AKT-dq

DOTN
1

TRANSFER  (W)

TRANSFER  (1)
TRANSFER  (1)

DOT 1

SYNCHRONIZACJA

DOT1

TRANSFER  (1)
TRANSFER  (1)

GPU(1) GPU(2)

strzałka wskazuje kolejność wykonywania operacji

strzałka wskazuje kierunek transferu danych między akcelertatorami
K

M

K
M

FAŁSZ

AKT-q

AKT-dnew

AKT-dnew

AKT-r

AKT-dnew

AKT-r

AKT-q

AKT-dq

SYNCHRONIZACJA

SYNCHRONIZACJA

SYNCHRONIZACJA

AKT-dnew - aktualizacja skalarów po wykonaniu operacji DOT. Suma cząstkowych skalarów z GPU(i) i skalarów
cząstkowych przesłanych z GPU(j)

AKT-r, AKT-q  - aktualizacja wektorów po wykonaniu operacji MATVEC. Suma wspólnych elementów  wektorów
w domenach (suma W elementów wektora z GPU(i) i W elementów przesłanych z GPU(j) ).

strzałka wskazuje kierunek transferu danych z CPU do GPU

dnew

dnew = r sT

dold dnew=

beta dnew/dold=

AKT-dnew

SYNCHRONIZACJA

s = prekondycjoner

PREKONDYCJONER
d = prekondycjoner

PREKONDYCJONER

liczba danych wymienianych między akceleratorami, po operacji MATVEC oraz liczba elementów wektora
aktualizowanych w AKT-r, AKT-q

W

W W

W W

N

N

N N

N

N

N AXPY,
CPY

Rysunek 7.3: Schemat wykonania obliczeń w metodzie gradientów sprzężonych na dwóch

akceleratorach. Wariant z dekompozycją dziedzin obliczeniowych. Operacja matvec oraz ope-

racje na wektorach wykonywane równolegle na dwóch akceleratorach GPU1 i GPU2.

Poniżej opisano implementację metody iteracyjnej, w której wykorzystano dekom-
pozycję dziedzin obliczeniowych i obliczenia wykonano na (KGP U = 2) akcelerato-
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rach. W pierwszej kolejności opisano implementację mnożenia macierzy przez wektor
na dwóch akceleratorach qi = f(Ai, Aj , di, dj) (Wydruk C.8). Na każdym z GP Ui

wykonywano obliczenia w wierszach, które pochodzą od czworościanów wewnątrz i-tej
dziedziny (id) i w wierszach, które pochodzą od czworościanów z krawędzi wspólnych
dla sąsiednich dziedzin (iw). Stosując nomenklaturę przyjętą w (7.2) określić można
liczbę indeksów (id) i (iw) jako, odpowiednio, Li - W i W . Po wykonaniu operacji
matvec między akceleratorami przesyła się elementy wektorów wynikowych, których
indeksy należą do zbioru (iw). W wariancie z dekompozycją dziedzin przesłanie frag-
mentów wektorów odbywa się w obydwu kierunkach (Wydruk C.8, linie: 15-16). W
rezultacie po wykonaniu operacji matvec i wymianie fragmentów wektorów wynikowych
w pamięci GP Ui przechowywane są trzy wektory:
q(id) - wektor wynikowy obliczony na GP Ui, Li - W niezerowych wartości zapisanych
w komórkach z tablicy indeksów id,
q(iw) - wektor wynikowy obliczony na GP Ui, W indeksów niezerowych wartości zapi-
sanych w komórkach z tablicy indeksów iw,
q(jw) - wektor wynikowy obliczony na GP Uj, W indeksów niezerowych wartości zapi-
sanych w komórkach z tablicy indeksów iw,

Kolejnym etapem jest aktualizacja wektora wynikowego, która polega na sumie W
elementów wektorów wynikowych o indeksach (iw) i (jw). Warto podkreślić, że po tak
wykonanych procedurach wektory wynikowe qi przechowywane na GP Ui w komórkach
o indeksach {id, iw} mają te same wartości co wektory wynikowe obliczone w wariancie
matvec na pojedynczym GPU3.

Aby rozdzielić procedury na wektorach w metodzie iteracyjnej na KGP U akcelera-
torów graficznych, należało zmodyfikować implementację iloczynu skalarnego, tak by
GP Ui wykonywało obliczenia wyłącznie na indeksach id, iw oraz aby na każdym z ak-
celeratorów wynikowe skalary (α,β) były takie same jak ich odpowiedniki w wariancie
na pojedynczym akceleratorze (Wydruk C.4, rys. 6.17). Spełnienie pierwszego warunku
przyniosło korzyść w postaci równomiernego rozłożenia obliczeń pomiędzy akceleratory.
Spełnienie drugiego warunku było konieczne, do odpowiedniego wyznaczenie wektora
d nowego kierunku poszukiwań oraz aktualizację wektora rozwiązania x i wektora resi-
duum r. Obliczenia i wymiana danych pomiędzy akceleratorami w nowej implementacji
iloczynu skalarnego dq = dT q przeprowadzono podobnie do opisanej wcześniej operacji
matvec z Wydruku C.8. Na każdym z GP Ui wykonywano obliczenia na wierszach o
indeksach (id) i (iw) i w rezultacie otrzymano cząstkowe wyniki iloczynu skalarnego
(dq(id), dq(iw)). Skalary będące rezultatem obliczeń na indeksach id wymieniono pomię-
dzy akceleratorami. W rezultacie, po wykonaniu powyższych procedur w pamięci GP Ui

przechowywane były trzy skalary:
dq(id) - cząstkowy skalar obliczony dla (Li-W ) indeksów id wektorów GP Ui,
dq(iw) - cząstkowy skalar obliczony dla (W ) indeksów iw wektorów GP Ui,
dq(jd) - cząstkowy skalar obliczony dla (W ) indeksów jw wektorów GP Uj.
Ostatnim etapem wyznaczenia końcowego wyniku jest suma powyższych skalarów prze-
prowadzona niezależnie na akceleratorach. Tak wykonane procedury zagwarantują, że
na każdym z akceleratorów dqi = dqj oraz równy jest iloczynowi skalarnemu otrzyma-
nemu w implementacji na pojedynczym GPU (Wydruk C.4, mianownik z linii: 29).

Podsumowując, w odróżnieniu do algorytmu z (rys. 7.2), docelowy algorytm zapro-
ponowany w niniejszej rozprawie ma następujące zalety (rys. 7.3):

• zredukowana liczba elementów (W z macierzy (7.2)), które są wymieniane między

3Ewentualne różnice są wynikiem innej kolejności wykonanych obliczeń.
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Rysunek 7.4: Schemat wykonania obliczeń na dwóch akceleratorach graficznych w wie-

lopoziomowym operatorze ściskającym o cyklu V. Wariant z dekompozycją dziedzin obli-

czeniowych: operacja matvec oraz operacje na wektorach wykonywane równolegle na dwóch

akceleratorach GPU1 i GPU2.
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akceleratorami po wykonaniu operacji mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor,

• równomierne rozłożenie operacji na wektorach na dwa akceleratory, tak by na
GP Ui wykonany były operacje na Li wartościach wektorów (7.2).

W porównaniu z implementacją z Wydruk C.7, w algorytmie bazującym na dekompo-
zycji dziedziny występują dodatkowe synchronizacje pomiędzy akceleratorami i potrze-
ba wymiany danych (pojedyncze skalary) pomiędzy akceleratorami w trakcie operacji
liczenia iloczynu skalarnego. Testy numeryczne wykazały, iż narzut wynikający z do-
datkowej synchronizacji i wymiana pojedynczych danych był do zaakceptowania wobec
zysków wynikających z redukcji ilości danych wymienianych pomiędzy akceleratorami
w trakcie wykonywania operacji matvec. W przypadku zastosowania wielopoziomowego
operatora ściskającego o schemacie V zadbano również o pełen rozdział obliczeń na dwa
akceleratory (rys. 7.4). Operacje matvec wykonywano analogicznie jak w głównej pę-
tli metody gradientów sprzężonych (Wydruk C.8). Także w tym przypadku potrzebna
jest wymiana fragmentów wektorów wynikowych pomiędzy akceleratorami. Co więcej,
porcja wymienianych danych (W1,W2,W3) jest mniejsza niż w pętli głównej metody
gradientów sprzężonych (W ), gdyż macierze ME

ij(1)
i ME

ij(2)
są mniejszych rozmiarów

niż macierze A1 i A2. Nieznacznej modyfikacji wymaga także etap bezpośredniego
rozwiązania układu równań na CPU na najniższym poziomie operatora ściskającego.
Najpierw przesłane są prawe strony (rE1(1)

i rE1(2)
) z GP U1 i GP U2 do pamięci CPU.

Następnie wektory są zsumowane na CPU i dla tak powstałej prawej strony rozwią-
zuje się układ przy wykorzystaniu pakietu Intel MKL Pardiso. Po wykonaniu obliczeń
wektor wynikowy rozwiązania bezpośredniego przesyłany jest na obydwa akceleratory i
kolejne obliczenia operatora ściskającego ponownie są rozdzielone na dwa akceleratory
(rys. 7.4).

Z racji tego, że obliczenia operacji matvec zostały wykonywane z wykorzystaniem
formatu Sliced ELLR-T (p. 6.2.2), należało odpowiednio przygotować macierz. Wy-
konanie podstawowego przetwarzania wstępnego macierzy do formatu Sliced ELL-
R-T (podział macierzy na „plastry” o S = 32, 64, 128, 192, 256 wierszy powodowałby,
iż w pamięci przechowywane byłyby zerowe wiersze wynikające z dekompozycji dzie-
dziny. Aby tego uniknąć, zmodyfikowano przetwarzanie wstępne macierzy tak, aby nie
przechowywać zerowych wierszy. Drugą poważną modyfikacją było dodanie macierzy
ME

11 = ME
11(1)

+ ME
11(2)

na CPU, tak aby przy użyciu biblioteki Intel MKL Pardiso wy-

konać faktoryzację i rozwiązanie na pełnej macierzy z najniższego poziomu operatora
ściskającego.

7.3 Podsumowanie strategii iteracyjnego rozwiązy-

wania układów równań dla kilku GPU

W p 6.3 wskazano, iż operacja mnożenia macierzy rzadkiej przed wektor (matvec) ma
decydujący wpływ na szybkość rozwiązania układu metodą iteracyjną. Z tego powodu
najpierw pokazano i omówiono rezultaty otrzymane dla operacji matvec w zależności
od implementacji na GPU:

• Sliced ELLR-T- format opisany w p. 6.2.2,

• Sliced ELLR-T* - format opisany w p. 6.2.2, w którym zastosowano eliminację
pustych wierszy,



Rozdział 7 Strategie iteracyjnego rozwiązywania układów równań dla kilku GPU 117

Tabela 7.1: Czas (w milisekundach) operacji matvec w zależności od strategii podziału

macierzy i liczby akceleratorów użytych w obliczeniach. DtoD (ang. Device to Device) - etap

wymiany danych między akceleratorami graficznymi.

matvec implementacja Sliced ELLR-T Sliced ELLR-T Sliced ELLR-T Sliced ELLR-T*

KGP U 1 2 2 2

strategia - N/KGP U Ωi Ωi

1. matvec(DtoD-przed) [ms] 0,00 10,18 0,00 0,00

2. matvec(q = Ad) [ms] 50,0 33,46 28,30 24,32

3. matvec(DtoD-po) [ms] 0,00 4,02 0,04 0,04

4. matvec(aktualizacja) [ms] 0,00 0,74 0,41 0,50

(1.-4.) matvec [ms] 50,00 48,40 28,75 24,86

Przyspieszenie (2.) 1,00 1,49 1,77 2,06

Przyspieszenie (1.-4.) 1,00 1,03 1,74 2,00

Tabela 7.2: Czas iteracyjnego rozwiązania układu równań PCG-V(GPU+CPU) z wykorzy-

staniem KGP U = {1,2} akceleratorów graficznych Tesla K20c.

matvec Sliced ELLR-T Sliced ELLR-T* Przyspieszenie

KGP U 1 2 2 vs. 1

N = 1 998 492 8,31 4,86 1,71

N = 3 370 908 14,70 8,73 1,68

N = 5 079 849 - 14,19 -

i zastosowanej strategii podziału macierzy:

• N/KGP U - podział macierzy ze względu na wiersze (rys. 7.1),

• Ωi - podział macierzy ze względu na dziedziny obliczeniowe (rys. 7.2),

oraz liczby akceleratorów użytych w obliczeniach KGP U (Tab. 7.1, rys.7.5). Testy zapre-
zentowane w tym punkcie zostały przeprowadzone na stacji roboczej (2x Tesla K20c,
1x Intel Xeon E5-2620 i 64 GB RAM)4.

W drugiej kolumnie Tab. 7.1 przedstawiono czasy referencyjnej implementacji na
pojedynczym akceleratorze GPU (Tesla K20c), w której macierz przechowywana jest w
formacie Sliced ELLR-T. W trzeciej kolumnie przedstawiono czasy wykonania operacji
dla implementacji strategii opisanej w p. 7.1. Przed docelową operacją mnożenia q =
Ad należy wykonać kosztowne przesłanie wektora d (N elementów) z pamięci GP U1 do
GP U2. Po wykonaniu obliczeń z GP U2 do GP U1 przesyłana jest połowa (N

2
elementów)

wektora wynikowego q, a następnie aktualizowane są wartości wektora q na GP U1. Co
prawda w implementacji tej dla operacji q = Ad uzyskano ok. 1,5 krotne przyspieszenie
względem wariantu referencyjnego, ale przez duży narzut wynikający z komunikacji
między akceleratorami i aktualizację wektora wynikowego (Tab. 7.1, kolumna druga,
operacje 1.,3.,4.), całościowe przyspieszenie wynosi zaledwie 1,03.

4Stacja robocza udostępniona autorowi w trakcie stażu pod kierunkiem profesora M. Okoniewskiego
w ramach projektu NCN Etiuda (Uniwersytet w Calgary, Kanada), Maj-Sierpień 2014.
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Rysunek 7.5: Czas (w milisekundach) operacji matvec w zależności od strategii podziału

macierzy i liczby akceleratorów użytych w obliczeniach. DtoD - etap wymiany danych między

akceleratorami graficznymi.

W czwartej kolumnie przedstawiono czasy otrzymane dla strategii podziału macie-
rzy opisanej w p. 7.2 i gdy macierz przechowywana jest w formacie Sliced ELLR-T (bez
eliminacji zerowych wierszy wynikających z podziału na dziedziny obliczeniowe). W
podejściu tym zakłada się rozdział obliczeń w operacjach na wektorach na KGP U akce-
leratory i w procesie iteracyjnym nie ma potrzeby komunikacji między akceleratorami
bezpośrednio przed q = Ad. Po wykonaniu obliczeń na macierzy rzadkiej akceleratory
wymieniają między sobą Wi wspólnych elementów (r. (7.2)). Dzięki temu, że stacja
robocza umożliwia komunikację P2P oraz, że macierze mają bardzo mało wspólnych
wierszy to koszt komunikacji między akceleratorami jest ok. dziesięciokrotnie mniej-
szy niż w przypadku poprzedniego wariantu, w którym przesyła się połowę wektora
wynikowego. Aktualizacja wektorów również trwa krócej, gdyż odbywa się niezależ-
nie na dwóch akceleratorach i aktualizowanych jest Wi elementów. Dzięki temu, że
narzut spowodowany komunikacją między akceleratorami i aktualizacją wektorów wy-
nikowych jest bardzo mały (operacje 3.,4. Tab. 7.1), to przyspieszenie uzyskane dla
tego wariantu wynosi ok. 1,74 względem implementacji referencyjnej na pojedynczym
GPU. W ostatniej kolumnie przedstawiono czasy uzyskane dla wariantu, w którym
macierz przechowywana jest w formacie Sliced ELLR-T, ale w etapie przetwarzania
wstępnego wyeliminowane zostały zerowe wiersze (w pamięci przechowywana tablica
Iorg informująca o oryginalnym indeksie niezerowych wierszy) i w tabeli implementa-
cję oznaczono jako Sliced ELLR-T*. Dla zoptymalizowanej implementacji zmniejszył
się czas operacji q = Ad. Jeśli występują puste wiersze, wątki przy zapisie do wekto-
ra wynikowego q „skaczą” po adresach. Po wyeliminowaniu pustych wierszy (w etapie
wstępnego przetworzenia macierzy) wątki zapisują dane do kolejnych adresów q co
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Tabela 7.3: Efektywność przyspieszenia implementacji metody iteracyjnej PCG-V na

dwóch akceleratorach graficznych wyrażona przez prawo Amdahla r. (7.4).

L. wierszy F K=KGP U PAmdahl Eff = P
PAmdahl

1 998 492 0,98 2 1,96 1,71
1,96

=87%

3 370 908 0,97 2 1,94 1,68
1,94

=87%

powoduje, że częściej niż w poprzedniej implementacji występują zgrupowane zapisy
do pamięci globalnej. Nieznacznie zwiększył się czas aktualizacji wektorów, ponieważ
zapis do wektora wynikowego wymaga dodatkowego odczytu indeksu z tablicy Iorg.
Zastosowane modyfikacje pozwoliły na dwukrotną redukcję czasu wykonania operacji
matvec względem implementacji referencyjnej na pojedynczym GPU.

Zastosowanie schematu z rys. 7.3-7.4, formatu Sliced ELLR-T* dedykowanego wy-
konaniu operacji matvec na GPU i równomierny rozdział obliczeń w operacjach na
wektorach na dwóch akceleratorach, skróciło ok. 1,7 krotnie czas rozwiązania układu
równań (Tab. 7.2). Analiza czasu wykonania poszczególnych etapów pozwoliła określić,
dlaczego otrzymane przyspieszenie metody iteracyjnej (1,7x) jest mniejsze niż matvec
(2,0x) z Tab. 7.1. Po pierwsze obydwie implementacje zawierają rozwiązanie układu
równań na dolnym poziomie operatora ściskającego. W przypadku obliczeń wykona-
nych na dwóch akceleratorach procentowy udział rozwiązania na dolnym poziomie to
ok. 12%-20% (podczas gdy dla implementacji na pojedynczym akceleratorze udział ten
wynosi ok. 8%-16%). Hipotetyczne przyspieszenie uzyskane przy założeniu, że czasu
rozwiązania układu równań na najniższym poziomie operatora ściskającego nie jest
uwzględniany wynosi 1,82 5. Ponadto w Tab. 7.3 przedstawiono wyniki, które weryfiku-
ją wydajność iteracyjnego rozwiązania przy użyciu implementacji PCG-V(GPU,CPU) na
dwóch akceleratorach graficznych. Do weryfikacji skorzystano z prawa Amdahla, które
pozwala określić maksymalne przyspieszenie w przypadku, gdy w implementacji można
wydzielić dwa składniki: F - obliczenia które zostały zrównoleglone na GPU (operacje
matvec i operacje na wektorach) i 1-F - obliczenia nie zrównoleglone na GPU (rozwią-
zanie układu równań na dolnym poziomie wielopoziomowego operatora ściskającego):

PAmdahl =
1

(1− F ) + F
K

(7.4)

gdzie K określa przyspieszenie czynnika F wynikające z użycia KGP U akceleratorów
graficznych. Dane przedstawione w Tab. 7.3 wskazują, że opracowana implementa-
cja pozwala uzyskać 87% efektywnego przyspieszenia wynikającego z prawa Amdahla.
Przyczynami nie pozwalającymi uzyskać większej efektywności są dodatkowe synchro-
nizacje jakie należy wykonać w procesie iteracyjnym: w operacji iloczynu skalarnego,
po wykonaniu ważonej metody Jacobiego i po wykonaniu obliczeń w każdej iteracji
PCG-V (rys. 7.3-7.4).

Rozmiar pamięci (5GB) akceleratora graficznego K20c nie pozwolił na rozwiązanie
układu równań o 5 mln niewiadomych. Zastosowanie dwóch akceleratorów pozwoliło
przezwyciężyć ograniczenie pamięciowe. W Tab. 7.4 przedstawiono zmniejszenie zapo-
trzebowania na pamięć uzyskane dzięki zwiększeniu zasobów pamięciowych. Celowo

5Wykorzystując czas rozwiązania układu równań z Tab. 7.2 dla problemu N = 1998492 i to, że
sumaryczny czas rozwiązań układów równań na dolnym poziomie w procesie iteracyjnym wynosi 0,650
sekundy, hipotetyczne przyspieszenie bez uwzględniania obliczeń na CPU wynosi: 8,310−0,650

4,857−0,650 =1,82.
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Tabela 7.4: Zapotrzebowanie na pamięć akceleratora graficznego. Kolumny 2-4: wekto-

ry i macierz A przechowywana w formacie Sliced ELLR-T (PCG-VGPU+CPU uruchomiony

na pojedynczym GPU). Kolumny 5-7: wektory i macierz Ai z dziedziny Ωi przechowywane

na każdym z akceleratorów (macierz rzadka przechowywana w formacie Sliced ELLR-T*,

PCG-VGPU+CPU uruchomiony na dwóch GPU).

matvec Sliced Sliced Sliced Sliced Sliced Sliced

ELLR-T ELLR-T ELLR-T ELLR-T* ELLR-T* ELLR-T*

KGP U 1 1 1 2 2 2

N macierz A [GB] wektory [GB] A,wektory [GB] Ai [GB] wektory [GB] Ai,wektory [GB]

1 998 492 1,96 0,24 2,19 1,03 0,29 1,32

3 370 908 3,31 0,40 3,71 1,67 0,49 2,16

5 079 849 5,13 0,61 5,74 2,60 0,74 3,33

rozdzielono zapotrzebowanie na pamięć macierzy i wektorów. W przypadku implemen-
tacji na dwóch akceleratorach i przy zastosowaniu strategii podziału dziedziny oblicze-
niowej praktycznie dwukrotnie redukowano zapotrzebowanie na pamięć macierzy rzad-
kich na każdym z akceleratorów (piąta kolumna). Inaczej jest w przypadku wektorów.
Zapotrzebowanie jest większe ponieważ potrzebne są dodatkowe wektory pomocnicze
wykorzystywane do przechowywania danych tymczasowych w trakcie komunikacji mię-
dzy akceleratorami graficznymi. Podsumowując zastosowana strategia podziału
macierzy ze względu na dziedziny obliczeniowe pozwoliła na ok. 1,7 krot-
ne skrócenie czasu rozwiązania układu równań i ok. 1,7 zwiększyło rozmiar
układu, który może być rozwiązany.



Rozdział 8

Pełny cykl analizy z użyciem MES
na CPU i GPU

W rozdziale tym zweryfikowano wpływ skrócenia czasu obliczeń konstrukcji macierzy
rzadkich i rozwiązania układu równań uzyskanego dzięki zastosowaniu akceleratora
graficznego na skrócenie czasu analizy filtru grzebieniowego 9 rzędu pracującego w
paśmie GSM (920-980 MHz) przy użyciu MES (rys. 4.1). W poniższych rozważaniach
skupiono się na zagadnieniach o dużych rozmiarach, w których generowane macierze
mają co najmniej 1998492 wierszy (Tab. 4.1).

Analiza filtru grzebieniowego odbywa się w następujący sposób. Najpierw wczy-
tywana jest siatka oczek wygenerowana w programie NETGEN [58]. Następnie wy-
konywane są obliczenia związane z określeniem warunków brzegowych. W dalszej ko-
lejności generowane są macierze sztywności i bezwładności. Później wyznaczana jest
macierz reprezentująca pobudzenia we wrotach układu i dla fm częstotliwości rozwiązy-
wany jest układ równań liniowych. Testy referencyjne na CPU wykonano dla częściowo
zoptymalizowanego kodu wykorzystywanego w symulatorze zagadnień elektromagne-
tycznych [90, 91]: w etapie generacji macierzy wykorzystano bibliotekę Intel MKL, w
etapie rozwiązania układu równań pakiet Intel MKL Pardiso (PARDISO 64 w wa-
riancie wykorzystującym symetrię macierzy A), a w pozostałych etapach, tam gdzie
było to możliwe, obliczenia zrównoleglono przy użyciu dyrektyw OpenMP (ang. Open
Multi-Processing) [119].

Tabela 8.1: Czasy wykonania etapów i ich procentowy udział w analizie filtru grzebienio-

wego przy wykorzystaniu MES. Liczba częstotliwości w paśmie fm = 1. Obliczenia wykonane

wyłącznie na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 wątków).

N 1998492 3370908 5079849

Etap [s] (%) [s] (%) [s] (%)

Odczyt siatki elementów 1,1 1% 1,2 1% 2,1 1%

Konstrukcja warunków brzegowych 2,0 2% 3,0 2% 4,1 1%

Generacja macierzy 48,1 55% 84,4 46% 114,9 31%

Wyznaczenie pobudzeń B=[b1,b2] 2,4 3% 4,6 3% 13,7 4%

Rozwiązanie układów równań 33,8 39% 89,2 49% 234,8 64%

MES 87,3 100% 182,3 100% 369,5 100%

121
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Tabela 8.2: Czasy wykonania etapów i ich procentowy udział w analizie filtru grzebieniowe-

go przy wykorzystaniu MES. Liczba częstotliwości w paśmie fm = 1. W etapach generacji ma-

cierzy i iteracyjnego rozwiązania układu równań obliczenia wykonane na GPU (Tesla K40c),

pozostałe obliczenia wykonane na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 wątków).

N 1998492 3370908 5079849

Etap [s] (%) [s] (%) [s] (%)

Odczyt siatki elementów 1,1 3% 1,2 2% 2,1 2%

Konstrukcja warunków brzegowych 2,0 6% 3,0 5% 4,1 5%

Generacja macierzy 5,9 17% 9,7 17% 11,7 13%

Wyznaczenie pobudzeń B=[b1,b2] 2,4 7% 4,6 8% 13,7 16%

Rozwiązanie układów równań 22,3 66% 38,7 68% 55,4 64%

MES 33,7 100% 57,2 100% 87,0 100%

Tabela 8.3: Czasy wykonania etapów i ich procentowy udział w analizie filtru grzebieniowe-

go przy wykorzystaniu MES. Liczba częstotliwości w paśmie fm = 100. Obliczenia wykonane

wyłącznie na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W, 8 wątków).

N 1998492 3370908 5079849

Etap [s] (%) [s] (%) [s] (%)

Odczyt siatki elementów 1,1 0% 1,2 0% 2,1 0%

Konstrukcja warunków brzegowych 2,0 0% 3,0 0% 4,1 0%

Generacja macierzy 48,1 3% 84,4 1% 114,9 1%

Wyznaczenie pobudzeń B=[b1,b2] 2,4 0% 4,6 0% 13,7 0%

Rozwiązanie układów równań 1484,4 97% 5536,0 98% 17453,1 99%

MES 1537,9 100% 5629,1 100% 17587,8 100%

W Tab. 8.1 zebrano czasy wykonania poszczególnych etapów gdy analiza przepro-
wadzona jest dla jednej częstotliwości fm = 1 na CPU. Czasy poszczególnych etapów
potwierdzają, że generacja macierzy i rozwiązanie układu równań to najbardziej kosz-
towne obliczeniowo etapy analizy filtru mikrofalowego przy użyciu MES. Obydwie ope-
racje zajmują łącznie ponad 96% całego czasu analizy. Czasy otrzymane dla analizy
filtru mikrofalowego wspartej przez zastosowanie akceleratora graficznego gdy fm = 1
zebrano w Tab. 8.2. Dziesięciokrotne skrócenie czasu generacji macierzy MES spowodo-
wało, że dla problemu o największym rozmiarze etap ten stał się mniej kosztowny niż
wyznaczenie macierzy pobudzeń we wrotach układu. Logicznym następnym krokiem
jest więc przyspieszenie wyznaczenia macierzy pobudzeń poprzez wykorzystanie GPU.
Wraz ze wzrostem rozmiaru problemu, gdy rozwiązanie metodą iteracyjną jest szybsze
niż faktoryzacja numeryczna na CPU, zastosowanie akceleratora graficznego pozwala
na większe skrócenie czasu obliczeń w fazie rozwiązania. Dla największego problemu
(N=5079849) zastosowanie akceleratora graficznego pozwoliło na ok. 4,2 krotne skró-
cenie czasu analizy MES (z 370 sekund do 87 sekund).

Aby określić charakterystyki transmisji i odbicia filtrów w paśmie, analizę należy
przeprowadzić dla wielu częstotliwości. W analizowanym przypadku, gdy parametry
materiałowe ośrodka nie zależą od częstotliwości, wczytanie siatki, określenie warun-
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Tabela 8.4: Czasy wykonania etapów i ich procentowy udział w analizie filtru grzebie-

niowego przy wykorzystaniu MES. Liczba częstotliwości w paśmie fm = 100. W etapach

generacji macierzy i iteracyjnego rozwiązania układu równań obliczenia wykonane na GPU

(Tesla K40c), pozostałe obliczenia wykonane na CPU (Intel Xeon Sandy Bridge E5-2687W,

8 wątków).

N 1998492 3370908 5079849

Etap [s] (%) [s] (%) [s] (%)

Odczyt siatki elementów 1,1 0% 1,2 0% 2,1 0%

Konstrukcja warunków brzegowych 2,0 0% 3,0 0% 4,1 0%

Generacja macierzy 5,9 0% 9,7 0% 11,7 0%

Wyznaczenie pobudzeń B=[b1,b2] 2,4 0% 4,6 0% 13,7 0%

Rozwiązanie układów równań 1539,1 99% 2784,8 99% 3732,2 99%

MES 1550,5 100% 2803,4 100% 3763,7 100%

ków brzegowych, generacja macierzy sztywności i wyznaczenie macierzy pobudzeń we
wrotach wykonywane są jednokrotnie. Rozwiązanie układu równań wykonywane jest
dla fm częstotliwości i dla każdego z wrót (r. (6.2)). W Tab. 8.3 zebrano czasy wy-
konania poszczególnych etapów MES na CPU dla fm = 100 częstotliwości w paśmie
920-980 MHz. Charakterystyki odbicia i transmisji uzyskane dla fm = 100 przedsta-
wiono na rys. 6.21. W analizie w szerokim paśmie czas rozwiązania układu równań
jest czynnikiem dominującym. Procentowy udział tego etapu wynosi ponad 97% czasu
analizy przeprowadzonej na CPU i rośnie wraz ze wzrostem rozmiaru problemu. Ana-
liza z użyciem MES, w której obliczenia wykonywane są na CPU trwała w zależności
od liczby oczek, na które zostały podzielony analizowany filtr od ok. 25 minut do nie-
spełna pięciu godzin. Czasy otrzymane dla analizy filtru mikrofalowego wspartej przez
zastosowanie akceleratora graficznego w paśmie częstotliwości zebrano w Tab. 8.4. Przy
wzroście liczby punktów częstotliwości maleje znaczenie użycia GPU do generacji ma-
cierzy. Powtórzyć można wniosek, że dla problemów o dużym rozmiarze rozwiązanie
układu równań metodą iteracyjną jest szybsze niż faktoryzacja numeryczna na CPU
i zastosowanie GPU pozwala na znaczące skrócenie czasu obliczeń w fazie rozwiąza-
nia. W efekcie dzięki zastosowaniu akceleratora graficznego dla problemu o rozmiarze
3370908 uzyskano 2-krotne skrócenie czasu analizy z wykorzystaniem MES (użycie ak-
celeratora graficznego pozwoliło skorcić czas obliczeń z 94 do 47 minut). Dla większego
problemu (5079849 niewiadomych) analiza w której część obliczeń wykonywane jest na
akceleratorze graficznym jest jeszcze bardziej efektywna, gdyż uzyskano ok. 4,7 krotne
skrócenie czasu obliczeń (z niespełna pięciu godzin do ok. godziny).

W ramach podsumowania określono etapy, dla których wysiłek poniesiony na opra-
cowanie nowych zrównoleglonych algorytmów na GPU przyniósł szczególną korzyść.
Dla przyjętych w tej rozprawie sformułowań, dla których elementy macierzy nie za-
leżą od częstotliwości i generacja macierzy odbywa się dla pierwszej częstotliwości a
rozwiązanie układu równań wykonywane jest dla wielu częstotliwości, skrócenie cza-
su całego cyklu analizy MES zostało osiągnięte dzięki zrównoleglonym obliczeniom w
iteracyjnej metodzie rozwiązywania układu równań (PCG-V(GPU+CPU)). Trud poniesio-
ny na zrównoleglenie generacji macierzy sztywności i bezwładności ma duże znaczenie
jeżeli dla każdej częstotliwości są generowane nowe macierze sztywności i bezwładno-
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Tabela 8.5: Hipotetyczne scenariusze pełnego cyklu MES w przypadku, gdy elementy

macierzy sztywności i bezwładności są zależne od częstotliwości.

Liczba wykonań I II

Odczyt siatki elementów 1 1

Konstrukcja warunków brzegowych 1 1

Generacja macierzy fm fm

Wyznaczenie pobudzeń B=[b1,b2] fm 1

Rozwiązanie układów równań 2 · fm 2 · fm

ści. Taka sytuacja ma miejsce gdy wartości macierzy zależą od częstotliwości i poniżej
przedstawiono rozważania dla dwóch scenariuszy z Tab. 8.5. Na rys. 8.1 i 8.2 przedsta-
wiono estymowane czasy wykonania pełnego cyklu MES dla odpowiednio scenariusza
I i II gdy liczba częstotliwości w paśmie fm = {10,20,50,100} dla problemu o rozmiarze
N=5079849. W obliczeniach wykorzystano czasy uzyskane dla poszczególnych etapów
z Tab. 6.10,Tab. 8.1,Tab. 8.2. Zauważyć, można że wysiłek włożony w zrównoleglenie
generacji macierzy znacząco redukuje czas analizy MES dla obydwu scenariuszy i wraz
z hybrydową implementacją iteracyjnej metody rozwiązywania układu równań umożli-
wia znaczące (ok. 4,8 i 5,9 krotne) skrócenie czasu całej analizy MES (odpowiednio dla
scenariusza I i II). Analizując Tab. 8.6 (scenariusz I) gdzie przedstawiono estymowane
czasy etapów analizy MES i ich procentowy udział widać, że czynnikiem, który w obec-
nej implementacji znacząco wpływa na czas symulacji jest czas wyznaczenia macierzy
pobudzeń i w przyszłości podjęta zostanie próba zrównoleglenia tego etapu.

Tabela 8.6: Estymowany czas wykonania poszczególnych etapów analizy MES wg. scena-

riuszy I i II. CPU - obliczenia wykonane wyłącznie na CPU, GPU+CPU - obliczenia generacji

macierzy i rozwiązywania układu równań wykonane na GPU, pozostałe etapy wykonane na

CPU.

Scenariusz I II

Implementacja CPU GPU+CPU CPU GPU+CPU

Etapy [godz.] [%] [godz.] [%] [godz.] [%] [godz.] [%]

Odczyt siatki elementów 0,00 0% 0,00 0% 0,0 0% 0,00 0%

Konstrukcja warunków brzegowych 0,00 0% 0,00 0% 0,0 0% 0,00 0%

Generacja macierzy 3,19 38% 0,33 19% 3,2 40% 0,33 24%

Wyznaczenie pobudzeń B=[b1,b2] 0,38 5% 0,38 22% 0,0 0% 0,00 0%

Rozwiązanie układów równań 4,85 58% 1,04 59% 4,8 60% 1,04 76%

MES 8,42 100% 1,74 100% 8,0 100% 1,37 100%
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Rozdział 9

Podsumowanie

W niniejszej rozprawie wykorzystano sformułowania zaproponowane przez [63] do roz-
wiązania wektorowego równania falowego Helmholtza z uwzględnieniem warunków brze-
gowych. Do opisu trójwymiarowych krzywoliniowych elementów skończonych użyto hie-
rarchicznych wektorowych funkcji bazowych.

W pracy wykazano postawione w rozdziale pierwszym tezy opierając się na wy-
nikach otrzymanych dla opracowanych strategii, algorytmów i ich implementacji na
pojedynczym i dwóch akceleratorach graficznych. Zaproponowane implementacje po-
zwoliły na skrócenie czasu obliczeń dwóch najbardziej kosztownych obliczeniowo eta-
pów metody elementów skończonych, czyli generacji globalnych macierzy sztywności i
bezwładności oraz rozwiązania układu równań liniowych.

W kontekście generacji macierzy w MES:

1. Opracowano strategie i ich implementacje pozwalające na masywne zrównolegle-
nie obliczeń w trakcie generacji dużych macierzy sztywności i bezwładności na
pojedynczym i wielu akceleratorach graficznych, w szczególności:

• czas całkowania numerycznego został skrócony dzięki równoległemu prze-
twarzaniu porcji czworościanów, zrównoleglonych obliczeniach kwadratury
Gaussa, równoległym obliczeniom na macierzach gęstych oraz zastosowaniu
współbieżnych strumieni w zależności od ośrodka,

• czas konstrukcji macierzy został skrócony dzięki zrównolegleniu obliczeń na
etapie składania macierzy w formacie COO jak oraz zaproponowano nowy
zrównoleglony algorytm konwersji reprezentacji macierzy między formatami
COO i CRS z eliminacją duplikatów.

Zaproponowane strategie i ich implementacje pozwoliły uzyskać ok. dziesięciokrotne
skrócenie czasu generacji macierzy w MES przy użyciu akceleratora graficznego Tesla
K40c względem zoptymalizowanej implementacji na CPU uruchomionej na wydajnym
ośmiordzeniowym procesorze Intel Xeon Sandy Bridge. Wyniki prac dotyczących za-
gadnienia budowy macierzy były przedmiotem czterech publikacji w czasopismach z
listy JCR (ang. Journal Citation Reports) [86–89].

W kontekście rozwiązywania układów równań w MES:

1. Opracowano i opublikowano w trzech artykułach w czasopismach z listy JCR [81,
106,114] hybrydową implementację iteracyjnej metody gradientów sprzężonych z
wielopoziomowym operatorem ściskającym pozwalającą rozwiązać układ równań
liniowych z wykorzystaniem pojedynczego akceleratora, w szczególności:
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• Opracowano nowy format zapisu macierzy rzadkiej (Sliced ELLR-T) dedy-
kowany wykonaniu operacji mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor na
GPU, który jest wydajniejszy niż implementacje dostępne w bibliotece CU-
SPARSE oparte na formacie CRS [106].

• Zaproponowano zastąpienie metody Gaussa-Seidela przez ważoną metodę
Jacobiego w operacjach „wygładzających” wielopoziomowego operatora ści-
skającego [77,81,114]. W ważonej metodzie Jacobiego wykorzystano operację
mnożenia macierzy rzadkiej przez wektor (matvec) z [77].

• Przeprowadzono analizę i dokonano optymalnego wyboru metody i imple-
mentacji rozwiązania układu równań na najniższym poziome operatora ści-
skającego [77, 81, 114].

2. Opracowano hybrydową implementację iteracyjnej metody gradientów sprzężo-
nych z wielopoziomowym operatorem ściskającym pozwalającą rozwiązać układ
równań liniowych z wykorzystaniem kilku akceleratorów graficznych1. Podejście
oparte na podziale dziedziny obliczeniowej, zastosowaniu formatu Sliced ELL-
R-T oraz dzięki zwielokrotnieniu zasobów obliczeniowych i pamięciowych pozwala
na rozwiązanie większych układów równań w krótszym czasie (dla dwóch akce-
leratorów Tesla K20c można rozwiązać 1,7 krotnie większy problem w ok. 1,7
krótszym czasie).

Zaproponowane strategie i ich implementacje pozwoliły uzyskać kilkukrotne skrócenie
czasu rozwiązywania dużych kilkumilionowych układów równań w MES na akcelerato-
rze Tesla K40c względem implementacji bezpośredniej metody rozwiązywania układów
równań na CPU uruchomionych na wydajnym ośmiordzeniowym procesorze Intel Xeon
Sandy Bridge E5-2687W.

Zastosowanie akceleratora graficznego do wykonania obliczeń najbardziej kosztow-
nych obliczeniowo etapów MES pozwoliło na ok. 4,7 krotne skrócenie czasu analizy
MES dla największego problemu (5 milionów niewiadomych). Czas analizy MES został
skrócony z niespełna pięciu godzin (gdy obliczenia wykonywane są wyłącznie na CPU)
do ok. godziny gdy obliczenia w etapach generacji macierzy i iteracyjnego rozwiązania
układu równań wykonywane są na GPU.

Z przedstawionych w pracy wyników jasno wynika, że współczesne karty graficzne
zgodne z architekturą CUDA umożliwiają efektywną realizację obliczeń numerycznych
kosztownych obliczeniowo etapów rozwiązania problemów elektromagnetycznych me-
todą elementów skończonych. Zastosowane strategie i ich implementacje masywnego
zrównoleglenia obliczeń mają istotne znaczenie dla elektrodynamiki obliczeniowej w
której wykorzystano MES z funkcjami bazowymi wyższego rzędu. Ponadto niektóre z
opracowanych zagadnień (format zapisu macierzy rzadkich, rozwiązanie układu równań
metodą iteracyjna na pojedynczym jak i kilku akceleratorach graficznych, konwersja
między formatami reprezentacji macierzy rzadkiej) są ogólniejsze i mają zastosowanie
dla szerszej klasy zagadnień numerycznych.

1Opisany w rozdziale 7 algorytm i wyniki będą przedmiotem przygotowywanej publikacji w czaso-
piśmie z listy JCR.



Rozdział 9 Podsumowanie 129

Przewidywane kierunki rozwoju

Uzyskane wyniki zachęcają do prac nad optymalizacją metody elementów skończonych
przy użyciu akceleratorów graficznych kompatybilnych z architekturą CUDA. Jednym
z możliwych kierunków jest implementacja innych metod przestrzeni Krylowa, w tym
iteracyjnych schematów dla problemów własnych (np. LOBPCG [120,121], ISIA [122],
ISIL [123], Jacobi-Davidson [124]).

Z uwagi na ograniczone zasoby pamięciowe, istotnym zagadnieniem wydaje się też
opracowanie, dostosowanego do GPU, formatu zapisu macierzy uwzględniającego jej
symetrię. Prace w tym kierunku zostały podjęte i opisane w publikacji będącej obecnie
w drugiej recenzji w czasopiśmie SIAM Journal on Scientific Computing [125] oraz
zaprezentowane na konferencji GPU Technology Conference 2014 [126].

Inny kierunek rozwoju jest oparty na wykorzystaniu klastra obliczeniowego wypo-
sażonego w K węzłów (w każdym węźle znajduje się co najmniej jeden akcelerator
graficzny). Jednym z możliwych scenariuszy jest podział dziedziny obliczeniowej na
K poddziedzin i generacja K macierzy sztywności Sk i bezwładności Tk w każdym z
węzłów k = {1, ..., K} i następnie rozwiązanie układu równań przez K akceleratorów
graficznych. W etapie generacji macierzy Sk i Tk można wykorzystać algorytm itera-
cyjny zaproponowany dla jednego węzła (rozdział 5), z tą różnicą, że grupa elementów
skończonych będzie przesyłana do K węzłów, a nie bezpośrednio do K akceleratorów w
jednym węźle tak jak to miało miejsce w niniejszej rozprawie. W etapie rozwiązywania
układów równań można zastosować podobny scenariusz wymiany danych wspólnych
między węzłami jak to zostało zaproponowane w rozdziale 7 pod warunkiem, iż karty
sieciowe klastra będą wykonane w technologii Infiniband, która pozwala na efektywną
komunikację między akceleratorami graficznymi w różnych węzłach.
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Dodatek A

Metoda elementów skończonych

A.1 Simpleksowy układ współrzędnych

W celu uproszczenia opisu w metodzie elementów skończonych wprowadzono simplek-
sowy układ współrzędnych z elementem referencyjnym, który na podstawie prostego
skalowania można zaadaptować dla każdego elementu skończonego z siatki elementów.
W ogólności współrzędne simpleksowe są definiowane jako współczynniki długości, ob-
szaru oraz objętości na jakie dzieli punkt wewnątrz linii, trójkąta i czworościanu odpo-
wiednio dla struktur jednowymiarowych, dwuwymiarowych i trójwymiarowych [1].

Dla struktur dwuwymiarowych wyróżnić można trzy współrzędne simpleksowe λ1,λ2,λ3.
Współrzędna λi r. (A.1) odpowiada stosunkowi pola trójkąta wyznaczonego przez punkt
(P) oraz pozostałe węzły (j,k) trójkąta do pola trójkąta wyznaczonego przez węzły
(i,j,k) trójkąta (rys. A.1).

λi =
∆P jk

∆ijk
(A.1)

Analogicznie, dla struktur trójwymiarowych wyróżnić można cztery współrzędne
simpleksowe λ1,λ2,λ3,λ4. Współrzędna λi r. (A.2) odpowiada stosunkowi objętości czwo-
rościanu wyznaczonego przez punkt(P) oraz pozostałe węzły (j,k,l) czworościanu, i ob-
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Rysunek A.1: Referencyjny element skończony w przestrzeni dwuwymiarowej (trójkąt).
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Rysunek A.2: Referencyjny element skończony w przestrzeni trójwymiarowej (czworo-

ścian).

jętości czworościanu wyznaczonego przez węzły (i,j,k,l) czworościanu (rys. A.2).

λi =
VP jkl

Vijkl
(A.2)

Współrzędne simpleksowe mają kilka ważny właściwości. Po pierwsze współrzędne
są unormowane (r. (A.3)). Po drugie, zarówno w przestrzeni dwuwymiarowej jak i trój-
wymiarowej gradient współrzędnej simpleksowej λi jest stały i prostopadły odpowiednio
do i-tej krawędzi trójkąta i i-tej ścianki czworościanu.

∑

λi = 1 (A.3)

Zastosowanie współrzędnych simpleksowych upraszcza wyprowadzenie funkcji ba-
zowych. Funkcje bazowe N1, N2, N3 mają takie właściwości, iż Ni w węźle i są równe 1,
a w pozostałych węzłach są równe 0. W ogólności funkcje N1 można zapisać w postaci
wielomianu:

N1 = a + bx + cy (A.4)

W trzech węzłach można wyznaczyć wartości współczynników:

węzeł 1 : x = 0, y = 1, N1(0, 1) = a + 0 + c = 1 → a = −c

węzeł 2 : x = 0, y = 0, N1(0, 0) = a + 0 + 0 = 0→ a = 0

węzeł 3 : x = 1, y = 0, N1(1, 0) = a + b + 0 = 0→ b = 0

a = 0, b = 0, c = 1 funkcji N1 (A.5). W analogiczny sposób można określić funkcje N2

i N3 (A.6)-(A.7).
N1 = y (A.5)

N2 = 1− x− y (A.6)

N3 = x (A.7)
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Tę samą postać funkcji Ni można uzyskać wykorzystując formuły z (A.8)-(A.10),
co prowadzi do wniosku, iż w układzie simpleksowym Ni = λi.

λ1 =
∆P 23

∆123

=
0.5 · podstawa · wysokość

0.5 · 1 · 1
= y (A.8)

λ2 =
∆P 13

∆123

=
0.5 · (1− x− y)

0.5
= 1− x− y (A.9)

λ3 =
∆P 12

∆123
=

0.5 · x · 1

0.5
= x (A.10)

Na koniec warto jeszcze wskazać, iż funkcje bazowe nie są liniowo niezależne, a
dokładniej, tylko N2 i N3 są niezależne, a N1 jest kombinacją N2 i N3 r. (A.11).

N1 = 1−N2 −N3 (A.11)

A.2 Metoda residuów ważonych

Punktem wyjścia jest rozwiązanie równania różniczkowego (2.1), czyli znalezienie funk-
cji Φ, która zeruje błąd residualny r. (A.12). Poszukiwana funkcja Φ aproksymowana
jest przez szereg z r. (A.13), w którym ak to współczynniki, a Nk to funkcje bazowe [1].

R = LΦ− h = 0 (A.12)

Φ ≈
K

∑

k=1

akNk (A.13)

Łącząc (A.12) i (A.13) błąd residualny można zapisać w następujący sposób:

R = L
K

∑

i=k

akNk − h = 0 (A.14)

Do rozwiązania równania (A.14) można użyć metody residuów ważonych. W meto-
dzie tej wprowadzane są funkcje wagi (A.15) przez które mnożone jest r. (A.14). Tak
otrzymane równanie jest całkowane i w efekcie otrzymujemy postać całkową, którą z
wykorzystaniem właściwości (A.16), można zapisać w postaci (A.17).

w =
M
∑

m=1

wm (A.15)

< b, e >=
∫

D

be dV (A.16)

< wm,LakNk >=< wm, h > (A.17)

W metodzie elementów skończonych częstym sposobem doboru funkcji wagi wm jest
zastosowanie metody Galerkina, w której funkcje wagi wm wybiera się spośród zestawu
funkcji bazowych Nk.
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A.3 Element Whitneya

W sekcji A.1 przedstawiono opis współrzędnych simpleksowych dla skalarnych funkcji
bazowych. Zastosowanie skalarnych funkcji bazowych sprawdza się jeżeli Φ w równaniu
różniczkowym (2.1) jest polem skalarnym. W przypadku gdy Φ jest polem wektoro-
wym to dokładniejszą aproksymację pól wektorowych uzyskuje się stosując wektorowe
funkcje bazowe [56].

Element Whitney-a jest opisany w układzie współrzędnych simpleksowych λi (patrz.
Dodatek A.1, r. (A.8)-(A.10)) [1]. W przestrzeni dwuwymiarowej (trójkąt) gradienty
współrzędnych simpleksowych ∇λi są prostopadłe do „i”-tej krawędzi:

∇λ1 = ŷ (A.18)

∇λ2 = x̂ + ŷ (A.19)

∇λ3 = x̂ (A.20)

Przepisane funkcje bazowe we współrzędnych kartezjańskich można zapisać w postaci:

~N1 = λ2∇λ3 − λ3∇λ2 = (1− x− y)x̂− x(−x̂− ŷ) = (1− y)x̂ + xŷ (A.21)

~N2 = λ1∇λ3 − λ3∇λ1 = (−y)x̂ + xŷ (A.22)

~N3 = λ1∇λ2 − λ2∇λ1 = (−y)x̂ + (x− 1)ŷ (A.23)

Analizując funkcję ~N1 i rys. A.3 można zaobserwować, iż:

• jest prostopadła wzdłuż krawędzi 2 i 3,

• funkcja rośnie wzdłuż krawędzi 2 (od węzła 1 do węzła 2),

• funkcja rośnie wzdłuż krawędzi 3 (od węzła 1 do węzła 3),

• wzdłuż krawędzi 1 funkcja ma dwie składowe (styczną i normalną). Składowa
styczna, związana z x̂, jest stała (1-y) = 1-0 = 1. Składowa normalna, związana
z ŷ, jest liniowo zmienna (x).

Analogiczne właściwości można wykazać dla funkcji związanych z krawędziami 2 i 3.
Takie funkcje bazowe określa się jako CT\LN (ang. constant tangential, linear normal).
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Rysunek A.3: Wektorowe funkcje bazowe dla elementu skończonego (trójkąt w przestrzeni

dwuwymiarowej).
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A.4 Hierarchiczne funkcje bazowe - element Webba

W elemencie Webba występuje 30 funkcji bazowych opisanych w tabeli A.1:

• 6 funkcji o właściwości CT\LN (składowa styczna jest stała, składowa normalna
jest liniowo zmienna) i każda z funkcji związana jest z jedną krawędzią czworo-
ścianu,

• 6 funkcji o właściwości LT\LN (składowe styczna i normalna są liniowo zmienne)
i każda z funkcji związana jest z jedną krawędzią czworościanu,

• 2x4 funkcji o właściwości LT\QN (składowa styczna jest liniowo zmienna, skła-
dowa normalna jest funkcją kwadratową) i po dwie funkcje przypadają na jedną
ze ścianek czworościanu,

• 10 funkcji o właściwości QT\QN (składowe styczna i normalna są kwadratowymi
funkcjami zmiennych) i sześć związanych jest z krawędziami, cztery związane są
ze ściankami czworościanu.

Tabela A.1: Zestaw funkcji bazowych opisujących element Webba [67].

Grupa Opis Liczba funkcji
I. λi∇λj − λj∇λi 6 (krawędzie)
II. λλiλj 6 (krawędzie)
III. λjλk∇λi + λiλk∇λj − 2λiλj∇λk 2 · 4 (ścianki)
IV. ∇(λiλj [λi − λj ]) 6 (krawędzie)

∇λiλjλk 4 (ścianki)
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Dodatek B

Programowanie GPU

B.1 Skuteczne programowanie GPU

Tak jak to zostało napisane w rozdziale 3 architektura CUDA przezwyciężyła wcze-
śniejsze bariery wykorzystania GPU w aplikacjach ogólnego zastosowania [8] i umoż-
liwia programowanie GPU przy użyciu języka wysokiego poziomu (rozszerzony język
C). Ważną cechą CUDA jest zwiększenie elastyczności programowania poprzez możli-
wość swobodnego oraz szybkiego gromadzenia (ang. gather) i rozrzucania (ang. scat-
ter) danych w DRAM w porównaniu do innych architektur GPU. Ponadto właściwości
architektur Fermi i Kepler umożliwiają efektywniejsze tworzenie algorytmów z masyw-
nie zrównoleglonymi obliczeniami. Aby zwiększyć wydajność obliczeń wykonywanych
na GPU należy maksymalnie zrównoleglić implementowany algorytm i optymalizować
użycie pamięci [83].

Poniżej przedstawiono kilka najważniejszych reguł zrównoleglenie algorytmów:

• komunikacja między wątkami tego samego bloku powinna obywać się poprzez
pamięć wspólną (ang. shared memory), a nie pamięć globalną (ang. global me-
mory),

• komunikacja między wątkami z różnych bloków powinna odbywać się poprzez
pamięć globalną lub program należy rozdzielić na kilka kerneli,

• jeżeli problem zostanie rozbity na kilka kerneli to mogą być one wykonane rów-
nolegle (właściwość concurrent kernels), pod warunkiem, że wykorzystuje się od-
dzielne zasoby pamięci (Uwaga! Właściwość dostępna tylko dla architektury Fermi
i Kepler), dodatkowo warto rozważyć możliwość wykonania kerneli wewnątrz ker-
nela (dynamic parallelism), ale jest to właściwość dostępna tylko dla architektury
Kepler,

oraz optymalizacji użycia pamięci:

• należy ukrywać opóźnienia poprzez wykonanie w tym samym czasie dwóch ro-
dzajów operacji: pobierania/wysyłanie danych z/do pamięci akceleratora i wyko-
nywania obliczeń, np. nie czekając na pobranie wszystkich danych można wyko-
nywać obliczenia na już dostępnych danych,

• przesyłanie danych pomiędzy CPU i GPU powinno być grupowane (jednorazowe
przesłanie dużej porcji danych jest wydajniejszy niż kilka przesyłów mniejszych
porcji danych),
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• należy maksymalizować użycie pamięci wspólnej, która jest wielokrotnie szybsza
niż pamięć globalna,

• pamięć wspólna jest podzielona na 16 banków i przy dostępie do nich należy
unikać konfliktów, które występuję jeśli wiele wątków jednocześnie żąda dostępu
do tego samego banku,

• optymalne użycie pamięci globalnej uzyskuje się poprzez zapewnienie dostępu
łącznego1 do tej pamięci. Dostęp łączny ma miejsce, np. gdy 32 wątki (1 warp)
odczytują przyległe 4-bajtowe dane (np. zmienna typu float). W takim przypadku
128 (=32·4) bajtów jest jednorazowo (łącznie) pobranych z pamięci,

• gdy nie można zagwarantować łącznego dostępu do pamięci globalnej należy wy-
korzystać pamięć tekstur (texture memory),

• w zależności od złożoności problemu rozwiązywanego na GPU, programista powi-
nien wybrać opcję konfigurowalnej pamięci podręcznej, która zapewni efektywne
wykonanie kernela (Uwaga! Właściwość dostępna tylko dla architektury Fermi i
Kepler).

B.2 Przykład uruchomienia obliczeń na GPU.

W ramach podsumowania w Wydruku B.1 przedstawiono opisany w rozdziale 3 model
programowania na GPU na przykładzie dodawania dwóch wektorów. Na początku dane
są alokowane i inicjalizowane na CPU (linie: 19-31). Następnie wykonywana jest alo-
kacja danych w pamięci GPU (linie: 33-37) i kopiowanie danych z CPU do GPU (linie:
40-41). Przed uruchomieniem obliczeń na GPU (linia: 48), ustawiane są parametry uru-
chomienia kernela, czyli określana jest liczba wątków w bloku i liczba bloków wątków
(linie: 45-47). W kernelu (kernel_dodanieWektorow) każdy wątek (indeks wątku w blo-
ku: threadIdx.x, indeks globalny wątku: i) ma za zadanie odczyt danych z wektorów
(X[i],Y[i]), wykonanie sumy oraz zapis obliczeń do wektora wynikowego (Z[i]). Po
zakończeniu obliczeń na GPU dane wynikowe są kopiowane z pamięci GPU do pamięci
CPU (linia: 51). Na zakończenie programu zwalniana jest pamięci GPU (linia: 54) i
CPU (linia: 55).

1Przez niektórych autorów dostęp łączny jest też tłumaczony jako złączony.
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1 /*␣Model␣programowania␣na␣GPU␣na␣przykładzie␣operacji␣dodawania␣wektorów␣Z␣=␣X␣+␣Y
2 ␣␣(Faza-1)␣Alokacja␣na␣CPU␣(host)
3 ␣␣(Faza-2)␣Alokacja␣na␣GPU␣(device)
4 ␣␣(Faza-3)␣Przesłanie␣danych␣z␣CPU␣(host)␣na␣GPU␣(device)
5 ␣␣(Faza-4)␣Wykonanie␣obliczeń␣na␣GPU␣(Z␣=␣X␣+␣Y)
6 ␣␣(Faza-5)␣Przesłanie␣danych␣z␣GPU␣(device)␣do␣CPU␣(host)
7 ␣␣(Faza-6)␣Zwolnienie␣pamięci␣GPU␣(device)␣i␣CPU␣(host)
8 */
9 //␣kernel_dodanieWektorow␣-␣funkcja␣wywołana␣z␣CPU␣(host)␣i␣wykonana␣na␣GPU␣(device)

10 __global__␣void␣kernel_dodanieWektorow(const␣float␣*X,␣const␣float␣*Y,␣float␣*Z,␣int␣N){
11 ␣␣␣␣int␣i␣=␣blockDim.x␣*␣blockIdx.x␣+␣threadIdx.x;
12 ␣␣␣␣if␣(i␣<␣N)
13 ␣␣␣␣␣␣␣␣Z[i]␣=␣X[i]␣+␣Y[i];
14 ␣␣␣␣__syncthreads();␣␣//␣synchronizacja␣w␣tym␣przypadku␣jest␣nadmiarowa
15 }
16
17 int␣main(void){
18 ␣␣␣␣//␣rozmiar␣wektora:
19 ␣␣␣␣int␣N␣␣␣␣␣␣␣=␣2000000;
20 ␣␣␣␣size_t␣size␣=␣N␣*␣sizeof(float);
21
22 ␣␣␣␣//␣(Faza-1)␣Alokacja␣na␣CPU␣(host):
23 ␣␣␣␣float␣*h_X␣=␣(float␣*)malloc(size);
24 ␣␣␣␣float␣*h_Y␣=␣(float␣*)malloc(size);
25 ␣␣␣␣float␣*h_Z␣=␣(float␣*)malloc(size);
26
27 ␣␣␣␣//␣Inicjalizacja␣danych␣na␣CPU␣(host):
28 ␣␣␣␣for␣(int␣i␣=␣0;␣i␣<␣N;␣i++){
29 ␣␣␣␣␣␣␣␣h_X[i]␣=␣rand();
30 ␣␣␣␣␣␣␣␣h_Y[i]␣=␣rand();
31 ␣␣␣␣}
32
33 ␣␣␣␣//␣(Faza-2)␣Alokacja␣na␣GPU␣(device):
34 ␣␣␣␣float␣*d_X,␣*d_Y,␣*d_Z;
35 ␣␣␣␣cudaMalloc((void␣**)&d_X,␣size);
36 ␣␣␣␣cudaMalloc((void␣**)&d_Y,␣size);
37 ␣␣␣␣cudaMalloc((void␣**)&d_Z,␣size);
38
39 ␣␣␣␣//␣(Faza-3)␣Przesłanie␣danych␣z␣CPU␣(host)␣na␣GPU␣(device):
40 ␣␣␣␣cudaMemcpy(d_X,␣h_X,␣size,␣cudaMemcpyHostToDevice);
41 ␣␣␣␣cudaMemcpy(d_Y,␣h_Y,␣size,␣cudaMemcpyHostToDevice);
42
43 ␣␣␣␣//␣(Faza-4)␣Wykonanie␣obliczeń␣na␣GPU:
44 ␣␣␣␣//␣liczba␣wątków␣w␣bloku
45 ␣␣␣␣int␣watkowPerBlok␣=␣256;
46 ␣␣␣␣//␣liczba␣bloków␣w␣siatce
47 ␣␣␣␣int␣blokowPerSiatka␣=(N␣+␣watkowPerBlok␣-␣1)␣/␣watkowPerBlok;
48 ␣␣␣␣kernel_dodanieWektorow␣<<<␣blokowPerSiatka,␣watkowPerBlok>>>(d_X,␣d_Y,␣d_Z,␣N);
49
50 ␣␣␣␣//␣(Faza-5)␣Przesłanie␣danych␣z␣GPU␣(device)␣do␣CPU␣(host):
51 ␣␣␣␣cudaMemcpy␣(h_Z,␣d_Z,␣size,␣cudaMemcpyDeviceToHost);
52
53 ␣␣␣␣//␣(Faza-6)␣Zwolnienie␣pamięci␣GPU␣(device)␣i␣CPU␣(host):
54 ␣␣␣␣cudaFree(d_X);␣cudaFree(d_Y);␣cudaFree(d_Z);
55 ␣␣␣␣free(h_X);␣␣␣␣free(h_Y);␣␣␣␣free(h_Z);
56 }

Wydruk B.1: Przykład wykonania operacji dodawania wektorów Z = X + Y z wykorzy-

stanie GPU.
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Dodatek C

Schematy, kody i pseudokody
implementacji na GPU

Lista schematów, kodów i pseudokodów:

1. Schemat całkowania numerycznego na GPU z mieszaną kwadraturą Gaussa (Wy-
druk C.1)

2. Kod wykonania operacji mnożenia macierzy gęstych w fazie całkowania nume-
rycznego na GPU (Wydruk C.2).

3. Kod wykonania operacji mnożenia macierzy rzadkich przez wektor przy użyciu
formatu Sliced ELLR-T (Wydruk C.3).

4. Pseudo-kod metody gradientów sprzężonych z wielopoziomowym operatorem ści-
skającym o cyklu V (Wydruk C.4).

5. Pseudo-kod wielopoziomowego operatora ściskającego o cyklu V (Wydruk C.5).

6. Kod ważonej metody Jacobiego (wJacobi) zastosowanej do operacji wygładzają-
cych wielopoziomowego operatora ściskającego (Wydruk C.6).

7. Schemat obliczeń metody gradientów sprzężonych z wielopoziomowym operato-
rem ściskającym o cyklu V z wariantem wykonania operacji matvec dla macierzy
z rys. 7.1 (Wydruk C.7).

8. Schemat obliczeń operacji matvec na dwóch akceleratorach w wariancie z dekom-
pozycją domen (Wydruk C.8).
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1
2
3 //␣WEJŚCIE:␣podzbiór␣M␣czworościanów,␣macierze␣funkcji␣bazowych␣(N),
4 //␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣rotacje␣funkcji␣bazowych␣(NR),␣ośrodek␣(e,u)
5 //␣WYJŚCIE:␣M␣lokalnych␣macierzy␣sztywności␣i␣bezwładności␣SE,␣TE␣o
6 //␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣rozmiarze␣(M*50*50)
7
8
9 void␣numIntegWithMixedGaussQuadrature␣(...,␣int␣start,␣int␣stop,

10 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣*␣TE,␣double␣*␣SE){
11
12 ␣␣␣␣//␣selekcja␣silnie␣i␣słabo␣krzywoliniowych␣czworościanów
13 ␣␣␣␣selectTetrahedra<<<...>>>(...,␣tetsIndexQ81,␣tetsIndexQ24);
14 ␣␣␣␣//␣wyjście:
15 ␣␣␣␣//␣tetsIndexQ81,␣tetsIndexQ24␣-␣tablice␣z␣indeksami␣silnie
16 ␣␣␣␣//␣␣␣␣␣i␣słabo␣krzywoliniowych␣czworościanów␣w
17 ␣␣␣␣//␣␣␣␣␣podzbiorze␣M␣czworościanów
18 ␣␣␣␣//␣tetsQ81,␣tetsQ24␣-␣rozmiar␣tablic␣tetsIndexQ81␣i␣tetsIndexQ24
19
20 ␣␣␣␣//␣-----------------------------------------------------------------
21 ␣␣␣␣//␣Całkowanie␣numeryczne␣z␣kwadraturą␣Gaussa␣wyższego␣10-tego␣rzędu:
22 ␣␣␣␣//␣przygotowanie␣kwadratury␣10-tego␣rzędu␣na␣podstawie␣zasad␣z␣ [72]
23 ␣␣␣␣prepareW81<<<...>>>(...);
24 ␣␣␣␣prepareL81<<<...>>>(...);
25 ␣␣␣␣//␣obliczenie␣funkcji␣bazowych␣N,␣NR␣(według␣ [64])
26 ␣␣␣␣buildBasisFunQ81<<<...>>>(...);
27
28 ␣␣␣␣//␣obliczenie␣lokalnych␣macierzy␣elementów
29 ␣␣␣␣//␣(Se␣r.(4.6)␣i␣Te␣r.(4.8)):
30 ␣␣␣␣for(int␣t␣=␣0;␣t␣<␣tetsQ81;␣t=t+parallelTets){
31 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣t␣-␣indeks␣silnie␣krzywoliniowego␣czworościanu
32 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣parallelTets␣-␣liczba␣czworościanów␣przetwarzanych
33 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣równolegle␣w␣porcji
34 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣obliczenie␣macierzy␣Jacobiego␣(J)␣i
35 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣odwróconych␣macierzy␣Jacobiego␣inv(J)
36 ␣␣␣␣␣␣␣␣matmat3x10_10x3_Q81<<<...>>>(...,␣tetsIndexQ81);
37 ␣␣␣␣␣␣␣␣calcDetInvJ_Q81<<<...>>>(...,␣tetsIndexQ81);
38
39 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣zrównoleglona␣Q=81-punktowa␣kwadratura␣Gaussa
40 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣(współbieżne␣strumienie␣stream0␣i␣stream1)
41 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣T12␣=␣N␣*␣(inv(J)ˆT␣*␣e␣*␣inv(J))
42 ␣␣␣␣␣␣␣␣T12<<<␣...,␣stream0␣>>>(...,␣tetsIndexQ81);
43 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣Te␣␣=␣suma␣(T12␣*␣NˆT)
44 ␣␣␣␣␣␣␣␣Te␣<<<␣...,␣stream0␣>>>(...,␣tetsIndexQ81,␣double␣*␣TE);
45 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣S12␣=␣NR␣*␣(J␣*␣u␣*␣JˆT)
46 ␣␣␣␣␣␣␣␣S12<<<␣...,␣stream1␣>>>(...,␣tetsIndexQ81);
47 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣Se␣␣=␣suma␣(S12␣*␣NRˆT)
48 ␣␣␣␣␣␣␣␣Se␣<<<␣...,␣stream1␣>>>(...,␣tetsIndexQ81,␣double␣*␣SE);
49 ␣␣␣␣}␣//␣zakończenie␣pętli␣NI␣dla␣silnie␣krzywoliniowych␣czworościanów
50
51
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52 ␣␣␣␣//␣-----------------------------------------------------------------
53 ␣␣␣␣//␣Całkowanie␣numeryczne␣z␣kwadraturą␣Gaussa␣niższego␣6-tego␣rzędu:
54
55 ␣␣␣␣//␣przygotowanie␣kwadratury␣6-tego␣rzędu␣na␣podstawie␣zasad␣z␣ [72]
56 ␣␣␣␣prepareW24<<<...>>>(...);
57 ␣␣␣␣prepareL24<<<...>>>(...);
58 ␣␣␣␣//␣obliczenie␣funkcji␣bazowych␣N,␣NR␣(według␣ [64])
59 ␣␣␣␣buildBasisFunQ24<<<...>>>(...);
60
61
62 ␣␣␣␣//␣obliczenie␣macierzy␣lokalnych␣macierzy␣elementów
63 ␣␣␣␣//␣(Se␣r.(4.5)␣i␣Te␣r.(4.7)):
64 ␣␣␣␣for(int␣t␣=␣0;␣t␣<␣tetsQ24;␣t=t+parallelTets){
65
66 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣t␣-␣indeks␣słabo␣krzywoliniowego␣czworościanu
67 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣parallelTets␣-␣liczba␣czworościanów␣przetwarzanych
68 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣równolegle␣w␣porcji
69 ␣␣␣␣␣␣␣␣matmat3x10_10x3_Q24<<<...>>>(...,␣tetsIndexQ24);
70 ␣␣␣␣␣␣␣␣calcDetInvJ_Q24<<<...>>>(...,␣tetsIndexQ24);
71 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣zrównoleglona␣Q=81-punktowa␣kwadratura␣Gaussa:
72 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣(współbieżne␣strumienie␣stream0␣i␣stream1)
73 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣T12␣=␣N␣*␣(inv(J)ˆT␣*␣e␣*␣inv(J))
74 ␣␣␣␣␣␣␣␣T12<<<␣...,␣stream0␣>>>(...,␣tetsIndexQ24);
75 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣Te␣␣=␣T12␣*␣NˆT
76 ␣␣␣␣␣␣␣␣Te␣<<<␣...,␣stream0␣>>>(...,␣,␣tetsIndexQ24,␣double␣*␣TE);
77 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣S12␣=␣NR␣*␣(J␣*␣u␣*␣JˆT)
78 ␣␣␣␣␣␣␣␣S12<<<␣...,␣stream1␣>>>(...,␣tetsIndexQ24);
79 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣Se␣␣=␣S12␣*␣NRˆT
80 ␣␣␣␣␣␣␣␣Se␣<<<␣...,␣stream1␣>>>(...,␣tetsIndexQ81,␣double␣*␣SE);
81 ␣␣␣␣}␣//␣zakończenie␣pętli␣NI␣dla␣słabo␣krzywoliniowych␣czworościanów
82 }

Wydruk C.1: Schemat implementacji całkowania numerycznego (NI) z kwadraturą mie-

szaną na GPU.
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Optymalizacja wydajno

ści MES w architekturze CUDA.

1
2 /*
3 WEJŚCIE:
4 ␣␣␣N␣␣(50x3)␣x␣81␣␣␣//␣81␣macierz␣funkcji␣bazowych␣N
5 ␣␣␣JJ␣(3x3)␣␣x␣81␣␣␣//␣81␣macierzy␣JJ
6 WYJŚCIE:
7 ␣␣␣T12␣(50,3)␣␣=␣N␣(50,3)␣*␣JJ␣(3,3)␣␣dla␣81␣punktów␣kwadratury
8 ␣␣␣T12␣(50x3)␣x␣81␣␣//
9

10 Zrównoleglenie:
11 blockIdx.x␣-␣jeden␣wątek␣wykonuje␣obliczenia␣w␣jednym␣wierszu
12 blockIdx.y␣(0,...,parallelTets-1)␣elementy␣przetwarzane␣równolegle
13 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣w␣porcji␣zawierającej␣parallelTets␣czworościanów
14 blockIdx.z␣(0,...,80)␣␣␣␣81-punktowa␣kwadratura
15
16
17 N␣␣␣␣␣␣-␣81␣␣macierzy␣funkcji␣bazowych␣o␣rozmiarze␣macierzy␣(NLen=50,␣k=3)
18 JJ␣␣␣␣␣-␣iloczyn␣macierzy␣Jacobianów␣o␣rozmiarze␣(JJLen=3␣x␣JJLen=3)
19 T12␣␣␣␣-␣macierz␣wynikowa␣o␣rozmiarze␣(T12Len=50,␣k=3)
20 T12Len␣-␣liczba␣wierszy␣macierzy␣T12
21 quad␣␣␣-␣liczba␣punków␣kwadratury
22 */
23 __global__␣void␣mgNi_T12_Q(␣const␣double␣*N,␣int␣NLen,␣const␣double␣*JJ,
24 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣int␣JJLen,␣double␣*␣T12,␣int␣T12Len,
25 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣int␣k,␣int␣quad␣){
26 ␣␣␣␣␣␣␣␣const␣int␣inx␣=␣threadIdx.x;
27 ␣␣␣␣␣␣␣␣const␣int␣iny␣=␣threadIdx.y;
28
29 ␣␣␣␣␣␣␣␣const␣int␣iby␣=␣blockIdx.y;
30 ␣␣␣␣␣␣␣␣int␣row,␣bz;
31 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣rezerwacja␣pamięci␣wspólnej␣na␣macierz␣T12
32 ␣␣␣␣␣␣␣␣//␣dla␣pojedynczego␣punktu␣kwadratury
33 ␣␣␣␣␣␣␣␣__shared__␣double␣t12[50][3];
34
35
36 ␣␣␣␣␣␣␣␣if(inx␣+␣iny*16␣<␣50){
37 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣row␣=␣inx␣+␣iny*16;
38 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣bz␣␣=␣blockIdx.z;␣␣␣//␣punkt␣kwadratury
39
40 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣row␣␣␣␣-␣numer␣wiersza␣w␣N␣oraz␣T12
41 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣bz*50*3␣-␣przeskok␣do␣jednej␣z␣81␣␣macierzy␣N
42 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣bz*50*3␣-␣przeskok␣do␣jednej␣z␣81␣macierzy␣T12
43
44 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣iby␣␣␣␣␣-␣numer␣czworościanu
45 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣iby*3*3*81␣␣-␣przeskok␣do␣macierzy␣JJ␣analizowanego␣czw.
46 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣iby*50*3*81␣-␣przeskok␣do␣macierzy␣T12␣analizowanego␣czw.
47
48 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣N␣␣␣+=␣row␣+␣bz*50*3;
49 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣JJ␣␣+=␣inx␣+␣iny*JJLen␣␣+␣bz*3*3␣+␣iby*quad*␣3*3;
50 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣T12␣+=␣row␣+␣bz*50*3␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣+␣iby*quad*50*3;
51
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52 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣c[3]␣=␣{0,0,0};
53 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣__shared__␣double␣sh_JJ[4][4];
54 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣zapis␣macierzy␣JJ␣do␣pamięci␣wspólnej
55 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣if(iny<3␣&&␣inx␣<␣3){
56 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣sh_JJ[iny][inx]␣=␣JJ[0];
57 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣}
58 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣__syncthreads();
59
60 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣N*JJ
61 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣c[0],␣c[1],␣c[2]␣-␣jeden␣wiersz␣z␣mnożenia
62 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣c[0]␣=␣N[0]*sh_JJ[0][0]␣+
63 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣N[NLen]*sh_JJ[1][0]␣+
64 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣N[2*NLen]*sh_JJ[2][0];
65 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣c[1]␣=␣N[0]*sh_JJ[0][1]␣+
66 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣N[NLen]*sh_JJ[1][1]␣+
67 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣N[2*NLen]*sh_JJ[2][1];
68 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣c[2]␣=␣N[0]*sh_JJ[0][2]␣+
69 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣N[NLen]*sh_JJ[1][2]␣+
70 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣N[2*NLen]*sh_JJ[2][2];
71
72 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣t12[row][0]␣=␣c[0]*0.1666666666666666;
73 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣t12[row][1]␣=␣c[1]*0.1666666666666666;
74 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣t12[row][2]␣=␣c[2]*0.1666666666666666;
75 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//0.1666666666666666␣=␣1/6
76
77 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣T12[0]␣=␣t12[row][0];␣T12␣+=␣T12Len;
78 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣T12[0]␣=␣t12[row][1];␣T12␣+=␣T12Len;
79 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣T12[0]␣=␣t12[row][2];
80 ␣␣␣␣␣␣}
81 }

Wydruk C.2: Kod mnożenia macierzy gęstych małych rozmiarów użytego w etapie całko-

wania numerycznego (T 12 = N · JJ).
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Optymalizacja wydajno

ści MES w architekturze CUDA.

1
2 //␣WEJŚCIE:
3 //␣macierz␣rzadka␣(A)␣reprezentowana␣poprzez␣wektory:
4 //␣d_ella␣␣-␣wartości␣niezerowe
5 //␣d_ja␣␣␣␣-␣indeksy␣kolumn␣wartości␣niezerowych
6 //␣d_rls␣␣␣-␣informacja␣o␣liczbie␣elementów␣przetwarzanych
7 //␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣przez␣wątek␣w␣wierszy
8 //␣d_slice␣-␣wskaźnik␣do␣pierwszej␣wartości␣niezerowej␣poszczególnego
9 //␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣plastra␣(slice)␣macierzy

10 //␣nrows␣␣␣-␣liczba␣wierszy␣macierzy
11 //␣ali␣␣␣␣␣-␣przesunięcie␣gwarantująca␣łączny␣dostęp␣do␣el.␣macierzy
12 //␣d_x␣␣␣␣␣-␣wektor␣prawej␣strony,
13
14 //␣WYJŚCIE:
15 //␣d_y␣␣␣␣␣-␣wektor␣wynikowy
16
17 extern␣__shared__␣␣double␣shared_data[];␣//␣pamięć␣shared
18
19 //␣W␣przypadku␣gdy␣wektor␣d_x␣jest␣,,zbindowany
20 //␣w␣pamięcią␣tekstur␣to␣niezbędne␣jest␣zdefiniowanie␣(WARIANT-II):
21 texture<int2,1>␣text_xd;
22 static␣__inline__␣__device__␣double␣fetch_double(texture<int2,␣1>␣t,␣int␣i){
23 ␣␣␣␣int2␣v␣=␣tex1Dfetch(t,i);
24 ␣␣␣␣return␣__hiloint2double(v.y,␣v.x);
25 }
26
27 //␣kernel␣wykonujący␣operację␣SpMV:
28 __global__␣void␣spmv_SELLR4T(double␣*d_ella,␣␣int␣*d_ja,
29 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣int␣*d_rls,␣int␣*␣d_slice,
30 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣int␣nrows,␣int␣ali,
31 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣alfa,␣␣double␣beta,
32 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣double␣*d_x␣WARIANT-II,
33 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣*d_y␣){
34
35 ␣␣//␣wskaźnik␣do␣pamięci␣shared
36 ␣␣double␣*␣array␣=␣&shared_data[0];
37
38 ␣␣//␣lokalny␣indeks␣wątku␣w␣bloku
39 ␣␣int␣tx␣=␣threadIdx.x;
40
41 ␣␣//␣indeks␣wątku␣pracującego␣na␣porcji␣el.␣niezerowych␣w␣wierszu
42 ␣␣int␣txm␣=␣tx␣%␣4;
43
44 ␣␣//␣globalny␣indeks␣wątku
45 ␣␣int␣txg␣=␣(blockIdx.x*blockDim.x+threadIdx.x)␣;
46
47 ␣␣//␣indeks␣wiersza␣na␣którym␣pracują␣wątki
48 ␣␣int␣n␣␣=␣(blockIdx.x*blockDim.x+threadIdx.x)␣>>␣2;
49
50 ␣␣if␣(n␣<␣nrows){
51 ␣␣␣␣␣␣//␣sub␣przechowuje␣składnik␣wartości␣y[n]
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52 ␣␣␣␣␣␣//␣obliczony␣przez␣jeden␣z␣4␣wątków␣pracujących␣w␣wierszu
53 ␣␣␣␣␣␣double␣␣sub␣=␣0.0;
54 ␣␣␣␣␣␣//␣określenie␣maksymalnej␣liczby␣elementów␣przetwarzanych␣przez␣watek
55 ␣␣␣␣␣␣//␣w␣plastrze␣(slice)
56 ␣␣␣␣␣␣int␣max␣=␣d_rls[txg];
57
58 ␣␣␣␣␣␣//␣pętla␣obliczająca␣składniki␣(sub)␣wartości␣wynikowych
59
60 ␣␣␣␣␣␣for(int␣i=0;␣i␣<␣max;␣i++){
61 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣indeks␣wartości␣niezerowej␣macierzy␣rzadkiej␣A
62 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣int␣ind␣␣␣␣␣␣=␣i*ali+slice[blockIdx.x]+tx;
63 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣wartość␣niezerowa␣macierzy␣rzadkiej␣A
64 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣value␣=␣d_ella[ind];
65 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣indeks␣kolumny␣wartości␣niezerowej␣macierzy␣rzadkiej␣A
66 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣int␣␣col␣␣␣␣␣=␣d_ja[ind];
67
68 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣składnik␣wartości␣wektora␣wynikowego␣obliczona␣przez
69 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣jeden␣z␣4␣wątków␣pracujących␣w␣wierszu
70 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣WARIANT-I:␣odczyt␣z␣pamięci␣globalnej
71 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣//sub␣+=␣value␣*␣d_x[col];
72
73 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣WARIANT-II:␣odczyt␣z␣pamięci␣tekstur
74 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣sub␣+=␣value␣*␣fetch_double(text_xd,␣col);␣//␣lub␣__ldg(&d_x[col])
75 ␣␣␣␣␣␣}
76 ␣␣␣␣␣␣//␣zapisanie␣składników␣wektora␣wynikowego␣do
77 ␣␣␣␣␣␣//␣tablicy␣(array)␣w␣pamięci␣shared:
78 ␣␣␣␣␣␣array[tx]␣=␣sub;
79
80 ␣␣␣␣␣␣//␣redukcja␣na␣tablicy␣array␣celem␣zsumowania
81 ␣␣␣␣␣␣//␣składników␣obliczonych␣przez␣4␣wątki␣pracujące␣w␣wierszu
82 ␣␣␣␣␣␣if(txm␣<␣2){
83 ␣␣␣␣␣␣␣␣array[tx]␣+=␣array[tx+2];
84 ␣␣␣␣␣␣␣␣if(txm␣==␣0)
85 ␣␣␣␣␣␣␣␣d_y[n]␣=␣array[tx]␣+␣array[tx+1];
86 ␣␣␣␣␣␣}
87 ␣␣␣␣}
88 }

Wydruk C.3: Kod y = Ax na GPU z wykorzystaniem formatu Sliced ELLR-T, gdy liczba

wątków wykonujących obliczenia w pojedynczym wierszu T = 4.

1 //␣Podział␣macierzy␣na␣potrzeby␣wielopoziomowego␣operatora␣ściskającego:
2
3 /*␣␣macierz␣dla␣trzypoziomowego␣operatora␣ściskającego:

4 ␣␣␣␣A = AV3␣=␣







ME
11 ME

12 ME
13

ME
21 ME

22 ME
23

ME
31 ME

32 ME
33







5 */
6
7 //␣metoda␣PCG␣z␣wielopoziomowym␣operatorem␣ściskającym␣cyklu␣V
8 //␣WEJŚCIE:
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ści MES w architekturze CUDA.

9 //␣A␣-␣macierz␣współczynników␣(A␣=␣S␣+␣k2T,␣gdzie␣S␣i␣T

10 //␣␣␣␣␣␣␣to␣macierze␣sztywności␣i␣bezwładności)
11 //␣b␣-␣wektor␣pobudzenia
12 //␣iter␣-␣liczba␣iteracji␣metody␣gradientów␣sprzężonych
13 //␣iterWJ␣-␣tablica␣przechowująca␣w␣komórce␣,,i''␣liczbę␣iteracji␣w
14 //␣ważonej␣metodzie␣Jacobiego␣na␣,,i''-tym␣poziomie␣operatora␣ściskającego
15 //␣ǫ␣-␣oczekiwany␣poziom␣zbieżności␣metody␣iteracyjnej,␣np.␣ǫ = 1e−4

16 //␣WYJŚCIE:
17 //␣x␣-␣poszukiwany␣wektor␣wynikowy
18
19 void␣pcg_V(double␣*␣A,
20 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣*␣b,␣double␣*␣x,
21 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣int␣inter,␣int␣*␣iterWJ,␣double␣ǫ){
22 ␣␣␣␣i = 0␣

23 ␣␣␣␣r = b−







ME
11 ME

12 ME
13

ME
21 ME

22 ME
23

ME
31 ME

32 ME
33






x␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//II-SpMV

24 ␣␣␣␣prekondycjoner V (ME
11, ..., ME

33, r, d)␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I,II
25 ␣␣␣␣dnew = rT d␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-dot
26 ␣␣␣␣d0 = dnew␣
27 ␣␣␣␣while␣(i < iter␣&&␣dnew > ǫ2d0){

28 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣q =







ME
11 ME

12 ME
13

ME
21 ME

22 ME
23

ME
31 ME

32 ME
33






d␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//II-SpMV

29 ␣␣␣␣␣␣␣␣α = dnew

dT q
␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-dot

30 ␣␣␣␣␣␣␣␣x = x + αd␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-axpy
31 ␣␣␣␣␣␣␣␣r = r− αq␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-axpy
32 ␣␣␣␣␣␣␣␣prekondycjoner V (ME

11, ..., ME
33, r, s)␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I,II

33 ␣␣␣␣␣␣␣␣dold = dnew

34 ␣␣␣␣␣␣␣␣dnew = rT s␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-dot

35 ␣␣␣␣␣␣␣␣β = dnew

dold

36 ␣␣␣␣␣␣␣␣d = s + βd␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-axpy
37 ␣␣␣␣␣␣␣␣i = i + 1
38 ␣␣␣␣}
39 }

Wydruk C.4: Pseudo-kod metody gradientów sprzężonych z wielopoziomowym operatorem

ściskającym o cyklu V. W komentarzach operacjom metody iteracyjnej przypisano kategorie:

I,II.

1
2 //␣Wielopoziomowy␣operator␣ściskający␣o␣cyklu␣V
3 //␣WEJSCIE:
4 //␣rEk␣-␣wektor␣residualny␣określony␣w␣głównej␣iteracji␣PCG
5 //␣WYJŚCIE:
6 //␣zEk␣-␣wektor␣wynikowy␣operatora␣ściskającego
7
8 prekondycjoner_V(double␣*␣ME

11,␣...,␣double␣*␣ME
33,

9 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣*␣r,␣double␣*␣z,␣int␣*␣iterWJ){
10 ␣␣␣␣//␣N1␣-␣liczba␣wierszy␣macierzy␣ME

11
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11 ␣␣␣␣//␣N2␣-␣liczba␣wierszy␣macierzy␣ME
22

12 ␣␣␣␣//␣N3␣-␣liczba␣wierszy␣macierzy␣ME
33␣␣␣␣//␣N12 = N1 + N2

13 ␣␣␣␣//␣N123 = N1 + N2 + N3

14 ␣␣␣␣//␣K␣-␣liczba␣poziomów␣wielopoziomowego␣operatora␣ściskającego
15 ␣␣␣␣//␣iterWJ␣-␣tablica␣przechowująca␣w␣i-tej␣komórce␣liczbę␣iteracji
16
17 ␣␣␣␣//␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣ważonej␣metody␣Jacobiego␣(wJacobi)␣jakie␣trzeba
18 ␣␣␣␣//␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣wykonać␣na␣i-tym␣␣poziomie␣operatora␣ściskającego
19
20 ␣␣␣␣rE␣␣=␣r;␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
21 ␣␣␣␣zE␣␣=␣[0,...,0];␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-scal
22
23 ␣␣␣␣rE1␣=␣r(1 : N1, 1);␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
24 ␣␣␣␣rE2␣=␣r(N1 + 1 : N12, 1);␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
25 ␣␣␣␣if␣(K==3)
26 ␣␣␣␣␣␣␣␣rE3␣=␣r(N12 + 1 : N123, 1);␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
27
28 ␣␣␣␣zE1␣=␣zE(1 : N12, 1);␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
29 ␣␣␣␣zE2␣=␣zE(N1 + 1 : N12, 1);␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
30 ␣␣␣␣if␣(K==3)
31 ␣␣␣␣␣␣␣␣zE3␣=␣zE(N12 + 1 : N123, 1);␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
32
33 ␣␣␣␣//␣poziom␣3:
34 ␣␣␣␣if␣(K␣==␣3){
35 ␣␣␣␣␣␣␣␣zE3␣=␣wJacobi(ME

33,␣rE3,␣zE3,␣w,␣iterWJ[3]);␣
36 ␣␣␣␣␣␣␣␣rE2␣=␣rE2␣␣-␣ME

23␣zE3;
37 ␣␣␣␣}
38 ␣␣␣␣//␣poziom␣2:
39 ␣␣␣␣zE2␣=␣wJacobi(ME

22,␣rE2,␣zE2,␣w,␣iterWJ[2]);
40 ␣␣␣␣rE2␣=␣rE2␣␣-␣ME

21␣zE1;␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//II-SpMV
41
42 ␣␣␣␣//␣poziom␣1:
43 ␣␣␣␣ME

11␣zE1␣␣=␣rE1;␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//Pardiso
44
45 ␣␣␣␣//␣poziom␣2:
46 ␣␣␣␣rE2␣=␣rE2␣␣-␣ME

21␣zE1;␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//II-SpMV
47 ␣␣␣␣zE2␣=␣wJacobi(ME

22,␣rE3,␣zE3,␣w,␣iterWJ[2]);
48
49 ␣␣␣␣//␣poziom␣3:
50 ␣␣␣␣if␣(K␣==␣3){
51 ␣␣␣␣␣␣␣␣rE3␣=␣rE3␣␣-␣ME

32␣zE2;␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//II-SpMV
52 ␣␣␣␣␣␣␣␣zE3␣=␣wJacobi(ME

33,␣rE3,␣zE3,␣w,␣iterWJ[3]);
53 ␣␣␣␣}
54 ␣␣␣␣z(1 : N1, 1)␣␣␣␣=␣zE1;␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
55 ␣␣␣␣z(N1 + 1 : N12, 1)␣=␣zE2;␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
56 ␣␣␣␣z(N12 + 1 : N123, 1)␣=␣zE3;␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//I-cpy
57 }

Wydruk C.5: Pseudo-kod wielopoziomowego operatora ściskającego o cyklu V. W komen-

tarzach operacjom operatora ściskającego przypisano kategorie: I,II.
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1
2 //␣ważona␣metoda␣Jacobiego,␣rozwiązanie␣układu␣ME

kk␣zEk␣␣=␣rEk

3 //␣WEJŚCIE:
4 //␣ME

kk␣-␣macierz␣na␣poziomie␣k
5 //␣Dkk␣-␣macierz␣zawierające␣diagonalę␣macierzy␣ME

kk

6 //␣rEk␣-␣prawa␣strona␣układu␣równań
7 //␣zEk␣-␣początkowe␣rozwiązanie␣układu
8 //␣w␣-␣waga␣w␣ważonej␣metodzie␣Jacobiego
9

10 //␣iterWJ␣-␣liczba␣iteracji␣w␣ważonej␣metodzie␣Jacobiego
11 //␣WYJŚCIE:
12 //␣zEk␣-␣wektor␣wynikowy
13
14 void␣wJacobi(double␣*␣ME

kk,␣double␣*␣rEk,
15 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣*␣zEk,␣double␣w,␣int␣iterWJ){
16
17 ␣␣␣␣for␣(int␣p␣=␣0;␣p␣<␣iterWJ;␣p++){
18 ␣␣␣␣␣␣␣␣r = rEk − ME

kkzEk␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//II-SpMV

19 ␣␣␣␣␣␣␣␣zEk = zEk + w ∗ D
−1
kk r␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//II-SpMV

20 ␣␣␣␣}
21 }

Wydruk C.6: Kod ważonej metody Jacobiego (wJacobi) zastosowanej do operacji wygła-

dzających wielopoziomowego operatora ściskającego (Wydruk C.6). W komentarzach operacje

metody rozpisane zostały na kategorie: I,II.

1
2 void␣spmv_2GPU_domeny(double␣*␣A(1),␣double␣*␣A(2),␣double␣*␣q(1),␣double␣*␣q(2),

3 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣*␣d(1),␣double␣*␣d(2)){

4 //␣----␣GPU(1)␣----␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣----␣GPU(2)␣----

5 //␣(1)␣␣-␣wektory,␣skalary␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣(2)␣␣-␣wektory,␣skalary
6 //␣␣␣␣␣␣przechowywane␣na␣GPU(1)␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣␣␣␣przechowywane␣na␣GPU(2)

7 //␣(1d)␣-␣indeksy␣wierszy␣należących␣␣␣␣␣␣␣␣//␣(2d)␣-␣indeksy␣wierszy
8 //␣␣␣␣␣␣do␣domeny␣1␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣należących␣do␣domeny␣2
9 //␣(1w)␣-␣indeksy␣wspólnych␣wierszy␣␣␣␣␣␣␣␣//␣(2w)␣-␣indeksy␣wspólnych␣wierszy

10 //␣␣␣␣␣␣należących␣do␣domeny␣1␣i␣2␣␣␣␣␣␣␣␣␣//␣␣␣␣należących␣do␣domeny␣1␣i␣2
11
12 q(1d) = A(1d)d(1d)␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣q(2d) = A(2d)d(2d)␣␣

13 q(1w) = A(1w)d(1w)␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣q(2w) = A(2w)d(2w)␣␣␣

14 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣SYNCHRONIZACJA␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣
15 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣←␣q(2w)(DtD)␣

16 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣→␣q(1w)(DtD)␣␣␣␣␣␣

17 q(1) = q(1d) + (q(2w) + q(1w))␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣q(2) = q(2d) + (q(1w) + q(2w))␣

18 }

Wydruk C.8: Schemat obliczeń operacji matvec na dwóch akceleratorach w wariancie z

dekompozycją domen.
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1 void␣pcg_2GPU(double␣*␣A(1),␣double␣*␣A(2),␣double␣*␣b,

2 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣double␣*␣x(1),␣double␣*␣x(2),␣double␣ǫ){

3 //␣----␣GPU(1)␣----␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣----␣GPU(2)␣----

4 //␣(1)␣␣-␣wektory,␣skalary␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣(2)␣␣-␣wektory,␣skalary
5 //␣␣␣␣␣␣przechowywane␣na␣GPU(1)␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣przechowywane␣na␣GPU(2)

6 /*␣␣macierz␣dla␣trzypoziomowego␣operatora␣ściskającego:

7 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣A = A(1) + A(2) =









ME
11(1)

ME
12(1)

ME
13(1)

ME
21(1)

ME
22(1)

ME
23(1)

ME
31(1)

ME
32(1)

ME
33(1)









+









ME
11(2)

ME
12(2)

ME
13(2)

ME
21(2)

ME
22(2)

ME
23(2)

ME
31(2)

ME
32(2)

ME
33(2)









8 */
9

10 i = 0

11 r(1) = A(1)x(1)␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣r(2) = A(2)x(2)

12
13 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣SYNCHRONIZACJA

14 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣←␣r(2)(DtD)

15 r(1) = b− (r(1) + r(2))␣␣␣//␣r(1) = b− ([r(1); r(2)])

16 d␣=␣prekondycjoner
17 d(1)new = rT

(1)r(1)

18 dx = d(1)new

19 while␣(i < iter␣&&␣dnew > ǫ2dx){
20 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣SYNCHRONIZACJA

21 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣→␣d(1)(DtD)

22 ␣␣␣␣q(1) = A(1)d(1)␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣q(2) = A(2)d(2)

23 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣SYNCHRONIZACJA

24 ␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣␣←␣q(2)(DtD)

25 ␣␣␣␣q(1) = q(1) + q(2)␣//␣q(1) = [q(1); q(2)]

26 ␣␣␣␣dq(1) = dT
(1)q(1)

27 ␣␣␣␣α =
d(1)new

dq(1)

28 ␣␣␣␣x(1) = x(1) + αd(1)

29 ␣␣␣␣r(1) = r(1) − αq(1)

30 ␣␣␣␣s(1)␣=␣prekondyjoner

31 ␣␣␣␣d(1)old = d(1)new

32 ␣␣␣␣d(1)new = rT
(1)s(1)

33 ␣␣␣␣β =
d(1)new

d(1)old

34 ␣␣␣␣d(1) = s(1) + βd(1)

35 ␣␣␣␣i = i + 1
36 }
37 }

Wydruk C.7: Schemat obliczeń metody gradientów sprzężonych z wielopoziomowym opera-

torem ściskającym o cyklu V z wariantem wykonania operacji matvec dla macierzy z rys. 7.1.
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Dodatek D

FSMA - algorytm sumowania
macierzy rzadkich

Po wygenerowaniu cząstkowych macierzy sztywności Si i bezwładności Ti
1 w wariancie

iteracyjnym zaprezentowanym na rysunku 5.1 macierze w formacie CRS (Sval,Sval,STcol,
STptr) są gotowe do przesłania z pamięci GPU do pamięci CPU RAM. Po zakończeniu
przesyłania danych zostaje ustawiona flaga, która informuje, że zostało ono zakończo-
ne. Wartość tej flagi jest sprawdzana przez wątek zarządzający obliczeniami na CPU
Tmaster (rys. 5.1, r. (5.1)).

Następnie na CPU wywoływany jest zrównoleglony algorytm sumowania macie-
rzy rzadkich zapisanych w formacie CRS, który oznaczono w skrócie jako algorytm
FSMA (ang. Fast Sparse Matrix Addition, [89]), którego autorem jest dr inż. Piotr
Sypek. Algorytm stosowany jest do przeprowadzenia dodawania macierzy cząstkowych
do macierzy wyjściowych: S = S + Si, T = T + Ti. Sumowanie macierzy sztywności
S i bezwładności T przeprowadzenie jest równocześnie. Cechą szczególną algorytmu
FSMA jest możliwość przeprowadzenia jednoczesnego sumowania kilku (N) macierzy
cząstkowych: S = S +

∑n
i=1 Si, T = T +

∑n
i=1 Ti dla n = 1, 2, . . . , N .

Ponieważ algorytm FSMA umożliwia przeprowadzenie sumowania N macierzy cząst-
kowych równocześnie w czasie znacznie krótszym od czasu przeprowadzenia N sumo-
wań tych macierzy, to możliwość ukrycia obliczeń na CPU względem obliczeń na GPU
znacznie wzrasta. Wskazana zaleta algorytmu FSMA jest szczególnie istotna w sytu-
acji, gdy wiele akceleratorów generuje macierze cząstkowe z szybkością na tyle dużą,
że algorytm FSMA nie byłby w stanie równie szybko przeprowadzić ich sumowania
realizowanego oddzielnie dla każdej pary macierzy cząstkowych. Rozwiązaniem sytu-
acji, w której CPU nie nadąża z obliczeniami względem szybko działającej generacji
macierzy cząstkowych na GPU, jest zastosowanie wielu buforów danych na CPU RAM
(w których przechowywane są dane generowane przez kernele działające na GPU) w po-
łączeniu z jednoczesnym sumowaniem wielu macierzy cząstkowych realizowanym przez
algorytm FSMA.

Sumowanie macierzy cząstkowych nie zawsze jest przeprowadzane automatycznie
po otrzymaniu danych z GPU. W sytuacji, gdy obliczenia są przeprowadzane na wielu
akceleratorach graficznych wątek zarządzający obliczeniami na CPU uruchamia oblicze-
nia, gdy w buforze pojawi się liczba macierzy cząstkowych równa liczbie akceleratorów
stosowanych w obliczeniach lub jej wielokrotności.

1Indeks „i” - określa numer iteracji w iteracyjnym wariancie generacji macierzy w metodzie ele-
mentów skończonych (patrz. 5.1)
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Algorytm FSMA realizuje zrównoleglone sumowanie macierzy poprzez rozdzielenie
obliczeń na wątki systemowe. Kluczowym parametrem jest liczba podmacierzy, na któ-
rą zostanie podzielona macierz S i T. Każda z tych podmacierzy obejmuje wszystkie
kolumny i wybrany zakres wierszy macierzy podstawowej. Algorytm FSMA realizuje
zadane obliczenia poprzez przydział wybranej podmacierzy do wątku FSMA nieobcią-
żonego obliczeniami. Zalecane jest, aby w algorytmie FSMA jeden wątek przetwarzał
dane z wielu podmacierzy. Ponieważ domyślnie liczba tych podmacierzy jest znacznie
większa w porównaniu do liczby uruchomionych wątków (TMt, r. (5.1)), to algorytm
FSMA realizuje obliczenia z równoważeniem obciążenia rdzeni CPU (ang. load balan-
cing).

Każda z podmacierzy zarządzanych przez algorytm FSMA opisana jest przez osob-
ne tablice danych, tak iż algorytm FSMA nie alokuje jednego obszaru pamięci dla
zbioru indeksów wierszy i kolumn oraz wektora wartości macierzy S i T zapisanych
w formacie CRS. Opisana zasada umożliwia dynamiczne zwiększenie rozmiaru pamięci
przydzielonej do reprezentacji każdej z podmacierzy w sytuacji, gdy po dodaniu ko-
lejnych macierzy cząstkowych liczba elementów niezerowych w zadanej podmacierzy
wzrasta.

Po dodaniu macierzy cząstkowych Si i Ti do macierzy wynikowych S i T przepro-
wadzana jest zmiana wartości wewnętrznych flag, tak iż bufory zawierające te macierze
cząstkowe oznaczone zostają jako puste co umożliwia kopiowanie do nich nowych da-
nych.

Po zakończeniu generacji wszystkich macierzy cząstkowych przez kernele GPU i prze-
prowadzeniu ich sumowania wymagane jest zbudowanie macierzy wynikowych S i T
na podstawie podmacierzy zdefiniowanych w algorytmie FSMA. Ten etap algorytmu
FSMA określony został jako postprocessing algorytmy FSMA i jest również zrówno-
leglony. Dopiero po zakończeniu obliczeń realizowanych przez wątki w etapie postpro-
cessingu algorytmu FSMA macierze S i T zapisane w formacie CRS posiadają osobne
wektory z indeksami kolumn i skompresowanymi indeksami wierszy.



Dodatek E

Konwersja macierzy z formatu
COO do formatów CCS lub CRS

E.1 Konwersja sekwencyjna

Funkcja UMFPACK_triplet_to_col dostępna w bibliotece UMFPACK umożliwia kon-
wersję macierzy rzadkiej z formatu COO do formatu CCS z eliminacją duplikatów.
Przed wykonaniem konwersji macierz rzadka reprezentowana jest przez trzy wektory I

- indeksy wierszy, J - indeksy kolumn, V - indeksy wartości niezerowych. Po wykona-
niu konwersji, macierz reprezentowana jest w formacie CCS bez duplikatów. Ponieważ
funkcja UMFPACK_triplet_to_col konwertuje macierze z formatu COO do formatu CCS
to w tym dodatku sformułowano właśnie taką konwersję. Warto jednak zauważyć, iż
zamiana na wejściu wektora indeksów wierszy (I) z wektorem indeksów kolumn (J)
zmienia rodzaj formatu wyjściowego na CRS. Co więcej, w przypadku macierzy syme-
trycznych (i taka sytuacja występuje dla macierzy generowanych w niniejszej rozprawie)
reprezentacja macierzy w formacie CRS i CCS jest identyczna.

Poszczególne etapy konwersji zaprezentowano w Algorytm 1 i zademonstrowano dla
przykładowej macierzy rzadkiej o rozmiarze 3× 3 (10 elementów niezerowych w tym 4
duplikaty, rys. E.1). Etapy konwersji można podzielić na dwie części. W etapach (A1-1)-
(A1-3) macierz konwertowana jest do formatu CRS i eliminowane są duplikaty (A1-4).
W drugiej części, macierz rzadka konwertowana jest do formatu CCS. To podejście
pozwala uzyskać reprezentację macierzy w postaci trzech wektorów: Ap, Ai i Ax, bez
duplikatów i z elementami posortowanymi wewnątrz kolumn w porządku rosnących
indeksów wierszy.

I = [ 2, 0, 1, 2, 1, 0, 2, 0, 1, 0 ]

J= [ 0, 2, 1, 0, 1, 0, 2, 0, 0, 0 ]

V=[1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0, 8.0, 9.0, 10.0]

6.0
8.0
10.0

2.0

9.0 3.0
5.0

1.0
4.0

7.0

Macierz w formacie COO

Rysunek E.1: Macierz rzadka w formacie COO wybrana do ilustracji procesu konwersji.
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ALGORYTM 1: Etapy konwersji dostępnej w bibliotece UMFPACK (funk-
cja UMFPACK_triplet_to_col).

(A1-1) Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdym wierszu (również
duplikatów)
(A1-2) Kompresja wektora indeksów wierszy macierzy z duplikatami
(A1-3) Budowa macierzy w formacie CRS (z duplikatami)
(A1-4) Eliminacja duplikatów
(A1-5) Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdej kolumnie (bez
duplikatów)
(A1-6) Kompresja wektora indeksów kolumn macierzy (bez duplikatów) Ap

(A1-7) Budowa macierzy w formacie CCS (bez duplikatów) Ai, Ax

(A1-1) Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdym

wierszu

W pierwszym etapie konwersji obliczana jest liczba elementów niezerowych w każdym
wierszu (rys. E.2). Przed tym etapem wektor pomocniczy W został zainicjalizowany
wartościami zerowymi. Po wykonaniu tego etapu liczba elementów niezerowych w i-
tym wierszu przechowywana jest w W[i].

// (A1-1)
for (k = 0 ; k < nz ; k++){

i = I [k] ;
W [i]++ ;

}

W[0] = 4
W[1] = 3
W[2] = 3

Rysunek E.2: Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdym wierszu.

(A1-2) Kompresja wektora indeksów wierszy macierzy z dupli-

katami

W następnym kroku przy użyciu algorytmu prefix sum kompresowany jest wektor in-
deksów wierszy Rp (rys. E.3).

// (A1-2)
Rp [0] = 0 ;
for (i = 0 ; i < n_row ; i++){

Rp [i+1] = Rp [i] + W [i];
W [i] = Rp [i];

}

//Rp - prefix sum
//W[i] = Rp[i]

Rp[0] = 0,   W[0] = 0
Rp[1] = 4,   W[1] = 4
Rp[2] = 7,   W[2] = 7
Rp[3] = 10

Rysunek E.3: Kompresja wektora indeksów wierszy macierzy z duplikatami.

(A1-3) Budowa macierzy w formacie CRS (z duplikatami)

W kolejnym kroku konstruowane są wektory indeksów kolumn i wartości niezerowych
(rys. E.4). Po wykonaniu tego etapu, macierz rzadka reprezentowana jest w formacie
CRS z duplikatami: Rp - skompresowany wiersz (Rp[i] wskazuje na początek i-ego
wiersza), Rj - wektor indeksów kolumn, Rx - wektor wartości niezerowych.
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// (A1-3)
for (k = 0 ; k < nz ; k++){

p = W [ I [k] ]++ ;
Rj [p] = J [k] ;
Rx [p] = V [k] ;

}

Rx[0] = 2.0,   Rj[0] = 2
Rx[1] = 6.0,   Rj[1] = 0
Rx[2] = 8.0,   Rj[2] = 0
Rx[3] = 10.0, Rj[3] = 0

Rx[4] = 3.0,   Rj[0] = 1
Rx[5] = 5.0,   Rj[1] = 1
Rx[6] = 9.0,   Rj[2] = 0

Rx[0] = 1.0,   Rj[0] = 0
Rx[1] = 4.0,   Rj[1] = 0
Rx[2] = 6.0,   Rj[2] = 2

wiersz (0)

wiersz (1)

w (2)iersz

// Rx - wartości niezerowe
// Rj - indeksy column
// Rp - skompresowany wiersz

Rysunek E.4: Budowa macierzy w formacie CRS (z duplikatami).

(A1-4) Eliminacja duplikatów

W każdym wierszu macierzy, w pętli, sprawdza się czy występują elementy o takich
samych indeksach kolumn (rys. E.5). Jeśli tak, elementy są sumowane, jeśli nie, to
ustalana jest nowa pozycja wartości niezerowych w wektorach Rj i Rx. W wektorze
RowCount zapisuje się liczbę elementów w wierszu po eliminacji duplikatów.

// ( 4)A1-
for (i = 0 ; i < n_row ; i++){

p1 = Rp [i] ;
p2 = Rp [i+1] ;
pdest = p1 ;
for (p = p1 ; p < p2 ; p++){

j = Rj [p] ;
pj = W [j] ;
if (pj >= p1){

Rx [pj] += Rx [p] ;
}
else{

W [j] = pdest ;
if (pdest != p){

Rj [pdest] = j ;
Rx [pdest] = Rx [p] ;

}
pdest++ ;

}
}
RowCount [i] = pdest - p1 ;

}

(a) Kod

Rx[0] = 2.0,   Rj[0] = 2

Rx[1] = 6.0,   Rj[1] = 0

Rx[2] = 8.0,   Rj[2] = 0

Rx[3] = 10.0, Rj[3] = 0

Rx[4] = 3.0,   Rj[4] = 1

Rx[5] = 5.0,   Rj[5] = 1

Rx[6] = 9.0,   Rj[6] = 0

Rx[7] = 1.0,   Rj[7] = 0

Rx[8] = 4.0,   Rj[8] = 0

Rx[9] = 7.0,   Rj[8] = 2

wiersz (0)

wiersz (1)

wiersz (2)

+8.0

+10.0

+5.0

+4.0

(b) Eliminacja

Rx[0] = 2.0,   Rj[0] = 2

Rx[1] = , Rj[1] = 024.0

Rx[2] = 8.0,   Rj[2] = 0

Rx[3] = 10.0, Rj[3] = 0

Rx[4] = ,   Rj[4] = 18.0

Rx[5] = 9.0,   Rj[5] = 0

Rx[6] = 9.0,   Rj[6] = 0

Rx[7] = ,   Rj[7] = 05.0

Rx[8] = 7.0,   Rj[8] = 2

Rx[9] = 7.0,   Rj[9] = 2

wiersz (0)

wiersz (1)

wiersz (2)

RowCount = 2

RowCount = 2

RowCount = 2

(c) Po eliminacji

Rysunek E.5: Eliminacja duplikatów

(A1-5) Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdej
kolumnie (bez duplikatów)

W piątym etapie konwersji określana jest liczba elementów niezerowych w każdej kolum-
nie (rys. E.6). Wartość W[j] zwiększana jest dla każdej wartości niezerowej w j=Rj[p]-ej
kolumnie.

(A1-6) Kompresja wektora indeksów kolumn macierzy (bez du-

plikatów)

W następnym kroku przy użyciu algorytmu prefix sum kompresowany jest wektor in-
deksów kolumn Ap (rys. E.7).
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Rx[0] = 2.0,   Rj[0] = 2

Rx[1] = , Rj[1] = 024.0

Rx[4] = ,   Rj[4] = 18.0

Rx[5] = 9.0,   Rj[5] = 0

Rx[7] = ,   Rj[7] = 05.0

Rx[8] = 7.0,   Rj[8] = 2

wiersz (0)

wiersz (1)

W = [ 1 | 0 | 1 ]

W = [ 2 | 1 | 1 ]

W = [ 3 | 1 | 2 ]

w (2)iersz

W = [ 0 | 0 | 0 ]

//( 5)A1-
for (i = 0 ; i < n_row ; i++){

for (p = Rp [i] ;
p < Rp [i] + RowCount [i] ;
p++){

j = Rj [p] ;
W [j]++ ;

}
}

Rysunek E.6: Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdej kolumnie

Ap = [ 0 | 3 | 4 | 6]

// (A1-6)
Ap [0] = 0 ;
for (j = 0 ; j < n_col ; j++){

Ap [j+1] = Ap [j] + W [j] ;
}
for (j = 0 ; j < n_col ; j++){

W [j] = Ap [j] ;
}

W = [ 0 | 3 | 4 ]

Rysunek E.7: Kompresja wektora indeksów kolumn macierzy (Ap)

(A1-7) Budowa macierzy w formacie CCS (bez duplikatów)

W ostatnim etapie tworzone są wektory indeksów wierszy i wartości niezerowych (rys. E.8)
i macierz rzadka reprezentowana jest w formacie CCS: Ai - wektor indeksów wierszy
(posortowany w porządku rosnącym w każdej kolumnie), Ax - wektor wartości nie-
zerowych, Ap - skompresowana kolumna (Ap[i] wskazuje na początek i-tej kolumny
macierzy rzadkiej (rys. E.9)).

// (A1-7)
for (i = 0 ; i < n_row ; i++){

for (p = Rp [i] ; p < Rp [i] + RowCount [i] ; p++){
cp = W [Rj [p]]++ ;
Ai [cp] = i ;
Ax [cp] = Rx [p] ;

}
}

Ai = [ _ | _ | _ | _ | _ | _ ] Ax = [  _  |  _  |  _  |  _  |  _  |  _ ] W = [ 0 | 3 | 4 ]

Ai = [ | _ | _ | _ | | _ ]0 0 Ax = [ |  _  |  _  |  _  | | _  ]24 2 W = [ | 3 | ]1 5

Ai = [ 0 | | _ | | 0 | _ ]1 1 Ax = [ 24 | |  _  | |  2  | _  ]9 8 W = [ | | 5 ]2 4

Ai = [ 0 1 1 0 ]| | 2 | | | 2 Ax = [ 24 |  9  | |  8  |  2  | ]5 7 W = [ | 4 | ]3 6row (2)

row (1)

row (0)

Rysunek E.8: Budowa macierzy w formacie CCS (Ai,Ax)
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Ap  =  [ 0, 3, 4, 6 ]

Ai  =  [   0   ,   1 ,  2  ,  1  ,   0 ,   2  ]

Ax  =  [ 24.0, 9.0, 5.0, 8.0, 2.0, 7.0 ]

24 2.0

9.0 8.0

5.0 7.0

CCS :

Rysunek E.9: Macierz rzadka reprezentowana w formacie CCS. Kolor zielony wskazuje

wyeliminowane duplikaty.

E.2 Zrównoleglenie konwersji z biblioteki UMFPACK

Analiza implementacji konwersji z p. E.1 wskazała, że efektywnie można zrównoleglić
etapy, w których wykonuje się algorytm prefix sum. W pozostałych etapach zrównole-
glenie konwersji (Algorytm 2) napotyka następujące problemy:

1. w trakcie równoległych obliczeń w etapach (A2-1), (A2-3), (A2-5), (A2-7) mogą
wystąpić konflikty podczas zapisu do pamięci i aby zapewnić poprawność obliczeń
należy zastosować operacje atomowe.
Przykład (etap (A2-1), obliczenie liczby elementów w wierszu): jeżeli wątek k

jest przypisany do wartości niezerowej o indeksie k, to mogą wystąpić konflikty
podczas zapisu danych w W[i]++, gdzie i=I[k] jest indeksem wiersza (rys. E.2),

2. w etapie (A2-4), w pętli for(p=p1;␣p<p2;␣p++){...} (rys. E.5), należy wykonać
kosztowne sekwencyjnie wyszukiwanie duplikatów,

3. równoległa praca wątków nie gwarantuje tego, że elementy w wektorach wyjścio-

ALGORYTM 2: Bezpośrednie zrównoleglenie konwersji
UMFPACK_triplet_to_col. (+) oznacza możliwość efektywnego zrównolegle-
nia obliczeń, (-) oznacza problemy ze zrównolegleniem obliczeń. N - liczba
wierszy macierzy, Nz - liczba elementów niezerowych wraz z duplikatami, Nz′ -
liczba elementów niezerowych bez duplikatów.

(A2-1) Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdym wierszu [(-) Nz
operacji atomowych]
(A2-2) Kompresja wektora indeksów wierszy macierzy [(+) zrównoleglone
skanowanie prefix sum]
(A2-3) Budowa macierzy w formacie CRS [(-) Nz operacji atomowych]
(A2-4) Eliminacja duplikatów [(+\-) jeden wątek przypisany do obliczeń w
jednym wierszu, sekwencyjne wyszukanie duplikatów]
(A2-5) Wyznaczenie liczby elementów niezerowych w każdej kolumnie [(-) Nz’
operacji atomowych]
(A2-6) Kompresja wektora indeksów kolumn macierzy (Ap) [(+) zrównoleglone
skanowanie prefix sum]
(A2-7) Budowa macierzy w formacie CCS (Ai, Ax) [(-) Nz operacji atomowych]
(A2-8) Sortowanie (Ai, Ax) [(-\+) dodatkowa operacja, jeden wątek przypisany
do obliczeń w jednej kolumnie]
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wych są posortowane (Ai, Ax) w porządku rosnącym i dlatego należy wykonać
dodatkowe sortowanie (A2-8).
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Prawo rozpowszechniania

Niniejszym wyrażam zgodę na wykorzystanie wyników mojej pracy w pracach badaw-
czych i publikacjach przygotowywanych przez pracowników Politechniki Gdańskiej lub
pod ich kierownictwem. Wykorzystanie wyników wymaga wskazania niniejszej rozpra-
wy doktorskiej jako źródła.
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