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Przy uwzglednieniu najistotniejszych tylko punktéw teoryi
zjawisk elektromagnetycznych, Hiateryal okazat sie juz tak obfi-
tym, iz nalezato ksigzke na dwa podzieli¢ tomy. Z tych jednak
sam pierwszy, a nawet juz bez Rozdziatow 1V i V, stanowi pe-
wng zaokraglong cato$¢, a mianowicie ogdlng czes¢ przedmiotu.
Plan i zawarto$¢ tego tomu znajdzie czytelnik na nastepnych
stronicach, w ,Tresci“, skad 'tez zobaczy, ze od Rozdziatu IV
zaczynaja sie wywody bardziej specyalne.

Tom drugi bedzie poswiecony gtownie falom elekromagne-
tycznym czyli, ogodlniej, takim stanom pola, ktérych nie mozna
juz uwaza¢ za ,niemal stateczne” (jak w Rozdz. V). 0Od sta-
néw rownowagi lub niemal-réwnowagi, rozwazonych na korcu
niniejszego tomu, wrécimy tedy znowu do ogélnych réwnanh réz-
niczkowych pola zmiennego, podanych w Rozdz. Il i IIl. Omo-
wimy fale w prézni nieograniczonej oraz w okolicy doskonatych
przewodnikéw, nastepnie fale w izolatorach lub pdtprzewodnikach
dowolnych, lecz nieruchomych i bez uwzglednienia dyspersyi —
na poczatek. Tu bedzie tez miejsce dla wytozenia zasad elektro-
magnetycznej teoryi $wiatta, monochromatycznego. Kilku wybi-
tniejszym teoryom dyspersyi, czyli rozszczepienia Swiatta i w ogdle
fal krotkich w ciatach wazkich, poswiecimy osobny rozdziat.
Podamy tez magneto- i elektrooptyke, lecz w ogélnych tylko zary-
sach, aby tern wiecej miejsca poswieci¢ nowoczesnym teoryom
zjawisk elektromagnetycznych w ciatach ruchomych; tu nalezg
tez prady konwekcyjne elektryczne, ktérym szczegdllng poswieci-
my uwage.

Modnej obecnie teoryi elektronéw nie uwazalem za stosowne
wecieli¢ do zasad ogolnych wytozonych w pierwszym tomie;
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w drugim natomiast wypadnie nam zajg¢ sie do$¢ szczegétowym
przegladem Kkilku wazniejszycli teoryj atomistycznycli opartych
ua koncepcyi ,elektronu”.

Sprawy wymiarow wielkosci elektromagnetycznych i réz-
nych uktadéw jednostek nie mogtem systematycznie oméwi¢ w tym
tomie; dotkngtem jej zaledwie tu i owdzie. Luke te postaram
sie wypetni¢ w drugim tomie, wraz z wieloma innemi, w ktére
ksiazka ta niewatpliwie obfituje.

L. S

Warszawa, w lutym 1908
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WSTEP.
Algebra i analiza wektoréw.

Odcinek prostej o pewnej dlugosci i o pewnym Kierunku
w przestrzeni nazywa sie wektorem, a raczej jest pierwowzorem
wszelkich wektoréw. Nadajemy bowiem miano wektora kazdej wiel-
kosci, dla ktérej wyznaczenia, czyli odréznienia od innych podobnych,
niezbedne jest i wystarczajgce podanie pewnej liczby (rzeczywistej)
i pewnego kierunku w przestrzeni, Ot6z liczbe takg mozemy uwa-
za¢ zawsze jako dtugos¢ odcinka, wyrazong w pewnych dowolnie
obranych jednostkach, np. w centymetrach, kierunek za$ — jako
kierunek tegoz odcinka prostej w przestrzeni,

Jezeli natomiast dla zupelnego okres$lenia jakiej$s wielkosci wy-
starcza podanie samej tylko liczby, wyrazajgcej, ile razy wielkos¢
ta miesci w sobie pewng (dowolnie obrang) jednostke, natenczas
wielkos¢ taka nazywa sie skalarem.

Tak np. przesuniecie czastki liiaterjalnej, predkos¢ jej ruchu,
przyspieszenie, moment jej czyli tak zwana ,ilos¢ ruchu®, sita dzia-
tajagca na czastke materjalng, obrét bryly sztywnej o piewien kat
naokoto pewnej osi, chwilowa predkos¢ obrotowa, moment obrotu
pary sit — sg wektorami. Natomiast masa, temperatura, sita zywa,
energja wogole, praca mechaniczna (lub inne), cisnienie hydrosta-
tyczne (t. j. jednakowe we wszystkich kierunkach), potencjat — sg
Skalarami.

Kazdy wektor mozna okresli¢ zupetnie przez trzy wielkosci
skalarne, np. przez rzuty jego na trzy raz na zawsze obrane osie
prosto — lub skosnokatne (byle tylko nie lezagce w jednej ptaszczyz-
nie), czyli przez tak Zivane ,sktadowe“ wzdtuz tych osi. Taki jed-
nak, obecnie jeszcze prawie powszechnie uzywany, rosktad wektora
wnosi ze sobg oczywiscie elementy sztuczne, o ile mianowicie 6w
uktad ,o0si spotrzednych®, czyli owo rusztowanie wznoszone przy
danych zjawiskach lub tworach trwajacych albo zmiennych w prze-
strzeni bywa wog6lle dowolne i niema nic wspo6lnego z cechami



istotneml tych twordéw lub zjawisk. Najczesciej wynika stad naj-
zupetniej sztuczne, czyli obce danemu zjawisku, zagmatwanie, ktore
zaciemnia lub przykrywa tres¢ wiasciwag, t. j. utrudnia odczytanie
jej z otrzymanych tg droga wzoréw skalarnych.

Z tej to uwagi, a lepiej jeszcze z licznych przyktadow w sa-
mym tekscie niniejszego dzieta, zrozumiemy, o ile Avygodniejszem
i prostszem moze by¢ operowanie Wektoramijako pewnemi catoscia-
mi, bez roskladu ich na skladowe skalarne, szczegOlniej w takiej
dziedzinie, w ktorej mamy do czynienia przewaznie z wektorami;
a takg witasnie jest dziedzina zjawisk elektromagnetycznych.

Poniewaz tedy pragnatbym mozliwie wszystkie nasze rozwa-
zania wyrazi¢ w jezyku wektoréw, ktory u nas jak na catym zresztg
kontynencie dotychczas jeszcze mato jest rospowszechniony, przeto
uwazam za stosowne wytozy¢é we Wstepie zasadnicze okreslenia
i twierdzenia z algebry i analizy wektorow wzorujac sie w punktach
zasadniczych na szemaeie wypracowanym przez Heaviside'a i uzy-
wanym, z Avielkiem poAvodzeniem, przez tegoz i innych AzykoAAr
szczegolniej w dziedzinie zajmujgcych nas zjawisk ¥  Szemat ten
mozna uAvaza¢ jako znakomite uproszczenie (ze szczeg6lnem uwzgle-
dnieniem potrzeb fizyka matematycznego) pierwotnego rachunku-
kwaternion6w Hamiltona.

Wstrzymuje sie tu od wszelkich uwag natury teoretyczno-po-
znawczej, jako wychodzacych poza ramy niniejszego dziela, i prze-
chodze wprost do wyltozenia podstawowych okreslenn i prawidet ra-
ChunkOAvyeh owego uproszczonego systemu, oraz szczegOlniej tych
twierdzen, ktére w naszych rozwazaniach elektromagnetycznych naj-
bardziej moga nam by¢ pomocne.

Okreslenie I. Dwa Avektory uwazamy jako réwne sobie, jezeli
wyobrazajace je odcinki proste majg réwne dtugosci i sg do siebie
zgodnie réwnolegte (t. j. tAvorza kat zero, a nie 180°), zupetnie
niezaleznie od potozenia tych odcinkbw w przestrzeni.

Dhugos$¢ (skalarna) odcinka wyobrazajgcego dany wektor mo-
zemy nazAvaé natezeniem lub tensorem tego wektora. Wektor o do-
wolnym kierunku, lecz o natezeniu réwnem jednosci, nazywa sie
wektorem jednostkowym.

Wektory bede oznaczat czcionkami tlustemi (grotesk), nateze-
nia za$ Avektorow Odpowiedniemi czcionkami ZAvyczajnemi; tak Aviec
A, B, C bedg natezeniami wektorow A, B, C. Dla wektoréw jednosc¢-
koAvych nie Avprowadze zadnej statej symboliki, lecz av kazdym po-
szczegllnym wypadku podam dotyczeee objasnienie.

*) Patrz ,Electromagnetic Theory“, Tom |. Rozdziat Ili, tudziez
wszystkie inne rozdziaty tej ksigzki, ktorg gorgco polecam czytelnikowi.



Okreslenie Il.  Jezeli koniec wektora A jest poczatkiem wek-
tora B, nazywamy sumg AiBi oznaczamy przez
A -j- B trzeci wektor R, ktéry biegnie od poczat-
ku pierwszego do korica drugiego. (Fig. 1).

Okre$lenie to, na. pozér za ciasne, obej-
muje jednak pojecie sumy dla wszelkich wekto-
row. Jezeli bowiem wektor B jest dany zupet-
nie dowolnie (wzgledem A), mozemy, wedtug Okresl. 1, przesunagé
go w przestrzeni tak, aby pozostatl do siebie réwnolegtym i aby
poczatek jego znalazt sie w koncu wektora A.

Stad tez widzimy np., ze suma wektoréw A, B majacych
wspolny poczatek 0 jest dana, pod wzgledem
natezenia i kierunku, przez przekatnie réwno-
glegtoboka zbudowaneo na A, B (Fig. 2),
biegngca z punktu 0 do przeciwlegtego punku
P; istotnie bowiem, wedtug Okresl. I, wektor
B' jest rowny wektorowi B, skoro tylko B't 1B
zgodnie rownolegtej i B'=B. ¥ MoglibySmy
zresztg postawi¢ to na czele jako okreslenie
sumy dwoch wektorow, zamiast Okreslenia Il.

Poniewaz w tymze réwnolegloboku A =A (skoro A't1A-
A,=A). przeto B | A= B4-A, =R =AFfB-A-I-B, t j:

A =B = BfA,
dla dowolnych dwo6ch wektorow.

Rozwazajgc za$ wektor R i dowolny inny wektor C, i t. d.,
otrzymamy tatwo uogllnienie powyzszej rownowaznosci dla 3-ch,
4-eh i t. d. wektoréw, tudziez np. A+(B +C) = (A¥sB) +C, i
t. d Mozemy tedy wygtosi¢ nastepujgce twierdzenia:

Twierdzenie |. Dodajnikom sumy wektoréow przystugujg pra-
wa.. przenuennosciowe 1 #acznosciowe (asocjacyjne), czyli: porzadek
ani ugrupowanie dodajnikow nie wptywa na warto$é sumy wek-
toréw.

Jezeli koniec wektora A jest poczatkiem wektora B, koniec
B poczatkiem C, i t. d. (co zawsze o0siggngc
mozna przez przesuniecia roéwnolegte), naten-
czas wektor R=A + BY&C —+... gczy poczatek
pierwszego z koricom ostatniego wektora. Tak
np. suma 3-ch wektoréw A, B, C bedzie dana
przez przekatnie réwno]egtoscianu zbudowanego
na bokach A, B, C (Fig. 3).

Jezeli przy takiem ulozeniu wektorow,
ktére moznaby nazwa¢ laacuchowem, koniec
ostatniego wektora zlewa sie z poczatkiem pierwszego, woOwczas

) Mamy, oczywiscie, zawsze na mysli przestrzen euklidesowa,



suma wszystkich tych wektorow rowna sie zeru (Fig. 4), Jezeli wektory
te (dodajniki) wyrazajg np. przesuniecia czgstki materjalnej, natenczas
po kolejnem przebyciu Avszystkieh tych przesu-
nie¢ czastka znajdzie sie w sweni potozeniu pier-
wotnem, t. j. nie dozna zadnego przesuniecia
Wypadkoivego; jezeli zas wektory te, stanowigce
tancuch zamkniety, wyobrazaja sity przyczepione
A do danego punktu, sity te — jak sie mowi —
~rownowazg sie“ Avzajemnie, t. j. na punkt ten

nie dziata zadna sita Avypadkowa.

Suma d6Avolngj liczby wektoréow o jednym i tym samym kie-
runku bedzie wektorem o tymze Kkierunku. Rozwazajgc za$ dodaj-
niki réwne, zobaczymy ftatwo, ze A-|-A czyli 2A jest wektorem
0 kierunku AIioO natezeniu 2A, i ze podobne znaczenia majg Avy-
razy 3A, 4A i t. d.; rozumiejgc za$ przez %A, %A i t. d. Avektory,
ktéore — poAvtorzone 2, 3 i t. d. razy — dajg Avektor A, i postu-
gujac sie znanem poAVSzecnnie rozumowaniem granicznem, otrzymamy
znaczenie ilorazu nA, gdzie A jest doAvolnym Avektorem, za$ n do-
Avolng liczbg skalarng, rzeczywistg i dodatnig : catkowitg, utam-
kowag lub nieAvymierng; nA bedzie mianowicie Avektorem zgodnie
rOAvnolegtym do A i majacym natezenie nA, czyli Avektorem A lwy-
dtuzonym AV stosunku n:l. (O Avypadku, av ktérym n jest skalarem
ujemnym, niebawem bedzie mowa).

Oznaczajac np.przez a Avektor jednostkowy majgcy kierunek
danego AVektora A, napiszemy av my$l powyzszej uAvagi
A = Aa.

Okreslenie HI- Przez réznice A—B dAVOeh wektorOAv A, B
rozumiemy Avektor C, ktory dodany do B daje A.
Innemi stowy: powiadamy, ze
C A B
jezeli B—+C=A.
Stad Avidzimy latAvo, ze skoro poczatki wektorow A, B zlewajg sie,
powiedzmy w punkcie 0 (Fig. 5), Avektor C bieg-
nie od konca Avektora B do konca Avektora A. Dopet-
niajac  za$ rOAvnoleglobok (na tymze rysunku)
przez Avektor C' = C i przez Avektor B' 0 nateze-
niu roéAvnem B, rOAvnolegly do B lecz biegnacy
w kierunku Avprost przeciwnym, otrzymamy
C = A+ B
co daje nam rowniez prostg regute dla zbudowania réznicy dwaoch
danych wektorOAv. Stad tez widzimy, ze — azeby pozostaé av zgo-
dzie z powyzszem okresleniem, nalezy napisa¢ Bi— —B. Wynika
to zresztg z powyzszego okre$lenia, dla A = 0; istotnie, mamy wow-
czas C=O0—B=-B i B+C=0,czyliB+ (—B) =0, tj..—B
jest Avektorem biegnacym od koma Avektora B do jego poczatku,



czyli tym samym wektorem, ktory przed chwila oznaczyliSmy
przez B'.

Innemi stowy: przez zmiane znaku (-[-na-—Iub odwrotnie) da-
nego wektora nalezy rozumie¢ jego obrét o 1800, czyli odwrdcenie
kierunku, przy zachowaniu natezenia. ¥ Tak wiK odejmowanie
wektoréw redukuje sie ostatecznie do dodawania weYsrOw. Jezeli
skalar n jest ujemnym, natenczas n A wyraza wektor A odwrocony
i wydluzony w stosunku [n] : 1.

Z powyzszych okreslen widzimy, ze suma (lub rdznica) dwoch
wektorow A, B (jezeli nie znika) jest zawsze rdéwniez wektorem,
i ze wektor ten lezy w plaszczyznie k, B, ¥* lub jest do plasz-
czyzny tej rownoleglty (co wedtug Okresl. I. na jedno wychodzi).

Poznamy teraz inne kombinacje dwoch wektoréw A, B, kto-
rych rezultat jest skalarem, wzglednie wektorem nie réwnolegltym
do plaszczyzny A, B. Dwie te kombinacje zasadnicze, nader ptodne
w zastosowania, nazywajg sie iloczynami: skalarnym, wzglednie
wektorowym, dwadch wektorow A, B.

- _#aeznijmy od pierwszego.

Okreslenie IV. Rzut (skalarny) wektora A na wektor B po-
mnozony przez natezenie wektora B nazywamy iloczynem skalar-
nym tych dwdch wektoréw i oznaczamy przez AB.

Mozemy to napisac

AB = A cos (A,B). B.

Poniewaz po prawej stronie mamy iloczyn trzech skalaréw

(t. j. iloczyn w zwykiem, algebraieznem znaczeniu stowa), przeto
BA =B cos (B,A). A= A cos (A.B). B.

t j. BA = AB,
czyli: porzadek czynnikbw w ilocznie skalarnym dwoch wektorow
jest — w mysl samego Okre$lenia — sprawa zupetnie obojetna.

lloczyn AB jest tedy skalarem, niezaleznym zresztg od sa-
mych kierunkéw A i B, lecz tylko od leli natezenn i od zawartego
miedzy nimi Kkata;

AB = AB. cos (A.B).

Mozemy np. sprowadzi¢ wektory A, B do wspdlnego poczatku i prze-
nosi¢ lub obraca¢ je w przestrzeni jakojedne sztywng cato$¢ w spo-
sob »dowolniejszy, a nie wywoltamy przez to zadnej zmiany w ich
iloczynie skalarnym.

Z zastosowaniem tego pojecia spotkamy sie czestokroé w sa-
mym tekscie. W tem miejscu za$ ogranicze sie do jednego tylko

. W Zaznaczmy tu jeszcze, wyraznie, ze natezenie kazdego wektora
nalezy, wedtug powyzszych wywodéw, uwaza¢ zawsze jako dodatnie.

~"™y) Jezeli A 8 s dane pierwotnie przez odcinki nie lezace w jed-

nej ptaszczyznie, mozemy je przez przesunigcie rownolegte A lub B (do-
zwolone wedtug Okresl. 1) sprowadzic zawsze do jednej ptaszczyzny.
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przyktadu. Jezeli A jest sitg dzialajacg na punkt materjalny, B
za$ przesunieciem (elementarnem) tego punktu, praca odpowiednia
wyraza sie przez AB cos (AB), a wiec przez dopiero co okreslony
iloczyn skalarny AB.

Nastepujagca uwaga nie bedzie bez korzysci dla czytelnika.
Poniewaz n==AB jest skalarem, przeto mnozac przezen trzeci wek-
tor C, otrzymamy w wyniku wektor nC, t. j. wektor C wydtuzony
[nj razy x) i majacy pierwotny swoj lub wprost przeciwny Kkieru-
nek, zaleznie od tego czy n>0 czy tez n<O, t j. czy kat AjBjest
ostry czy rozwarty. Z jednej wiec strony, nie daje nam to nie no-
wego, z drugiej za$ strony wynika stad przestroga, abysmy nie
uwazali jako rowne iloczyny:

(AB) C, A (BC) czyli (BC) A, (CA) B.
W tym tez celu uzylem tu nawiaséw; moznaby tez napisa¢ AB. Cj
BC. A, i t. d Takim wiec iloczynom wektoréw nie przystuguja prawa
tacznosciowe i przemiennoseiowe w catej petni, jak sumie wekto-
row. Poza tern nalezy zauwazyé, ze, podczas gdy sumy A-J-Bj
(A-J-B)-J-C, (A-)-B--C) D. it d sg zawsze wektorami, ilo-
czyny owe, przy wprowadzaniu coraz dalszych czynnikow wektoro-
wych sg naprzemian skalarami i wektorami, a mianowicie:
AB jest skalarem
(AB)C , wektorem
[(AB) C] D-(AB) (CD) skalarem

i tak dalej.

Jezeli kat A, B jest ostry, cos (A, B) =0, a wiec iloczyn AB
jest dodatni; jezeli kat ten jest rozwarty, iloczyn AB jest ujemny.

Jezeli wektory A, B sg do siebie prostopadle, mamy
cos (A, B)=0, a wiec

AB —O0,
niezaleznie od natezenia tych wektoréw. Odwrotnie wiec, z réwna-
nia AB =0 mozemy tylko wywnioskowa¢, ze A | B (chyba ze jeden
z tych wektoréw lub obadwa znikajg, lecz wowczas rozwazanie ich
wzajemnego nachylenia jest pozbawione tresci); to za$ oczywiscie,
przy danym np. kierunku B, okresla tylko ptaszczyzne, do ktérej
wektor A jest réwnolegly. Gdybysmy natomiast mieli dwa réwnania
AB =0, AC =0,
w ktérych BjC sg danemi wektorami dowolnemi, byle tylko tworza-
cemi ze sobg kat rézny od zera i od dwoch prostych, Icierwnelc
wektora A bytby zupetnie okreslony, a mianowicie prostopadty do
ptaszczyzny B, C; lecz co do natezenia wektora, réwnania te nie
mogltyby nas, oczywiscie, poinformowac. Jezeli mamy trzy roéwnania
AB=0 AC=0, AD =0
i jezeli dane wektory B, C,D nie lezg w jednej plaszczyznie (i nie
daja sie do jednej ptaszczyzny sprowadzi¢), natenczas dopiero wy-

*) Przez [n] rozumiem warto$¢ bezwzgledng wielkos$ci skalarnej n.
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nika z nich Jeonoznacznie A =0, a wiec tez np. z trzech dopiero
rownan
(X-A) B=0, (X-A) C=0, (X-A) D=0,

0 nieznikajacyeh i nielezacych w jednej ptaszczyznie wektorach
B, C, D, Wynikajednoznacznie X = A. Innemi stowy: dlajednoznaczne-
go okreslenia wektora sa niezbedne i wystarczajgce trzy niezalezne
od siebie réwnania skalarne Inb inne jakiekolwiek dane skalarne.

Jezeli A, B sa do siebie zgodnie roéwnolegte, mamy
cos (A, B)=1, t j.:

AB = A. B.

Jezeli B- A, mamy to, co moznaby nazwa¢ kwadratem ska-

larnym wektora A, i mozemy napisac
AA = A2 = A2
Jezeli wiec a jest dowolnym wektorem jednostkowym, mamy
a2=1,

odwrotnie tez, rownanie takie bedzie zawsze wyrazato, ze wektor a
jest jednostkowym (nie pouczajac nas oczywisbie zgota co do jego
kierunku).

Jezeli a, b sg dwa wektory jednostkowe, mamy

ab—cos (a, b).

Rozwazmy teraz iloczyn skalarny wektora A i sumy dwdch

innych wektoréow B + C. Wedtug Okres$lenia IV mamy
A B+O==A rzut B+ O na A;
lecz rzut sumy wektorow na dowolny wektor réwna sie sumie
(algebraicznej) rzutéw dodajnikéw na tenze wektor a raczej Kieru-
nek, a wiec
A (B+0)=A B cos (A, B)++A- C cos (A, C),

tj. A(BIC)=AB-AC.
To samo zachodzi oczywiscie, jezeli zamiast B, C mamy dowolng
liczbe dodajnikow — wektoréow.

Twierdzenie k. Mnozeniu skalarnemu sumy wektoréw przez
wektor przystuguje prawo rozdzietnosciowe. lloczyn skalarny dwoch
sum wektoréw wyraza sie przez iloczyny skalarne poszczegdlnych
dodajnikow zupetnie tak samo jak w zwyklej algebrze, t. j.;

(A+B) (C+D)=AC +AD+BC+BD.

Druga cze$¢ tego twierdzenia wynika stad, ze, ktadgc C + D = R,
mamy (A+B) (C+ D)= (A+B) R=R (A+B),

t . -RAYrRB=AR BR-ACIADtBCYrBD. c. b. d d.

Oczywiscie mamy tez

A (B-C) =AB-AC,
albowiem B-C =B + (- C); tudziez np.
(A+B) (A-B) =A2-B2=A2-B,
co tatwo ubraé¢ w ksztatt twierdzenia geometrycznego, i wygtosic¢
takowe, uwzgledniajac, ze A+ B, A— B sa przekatniami roéwno-
legloboka A, B, pod wzgledem wielkosci i kierunku.
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Okreslenie V. Nazywamy iloczynem wektorowym dwdch wek-
toréw A, B, i oznaczamy przez VAB wektor C prostopadly do K, B
i zwrécony w te strone, w ktorg patrzac otrzymalibySmy przejscie
od A do B przez obrét mniejszy od 180° w kierunku ruchu strza-
tek zegarowych, i ktérego natezenie C réwna sie powierzchni rowno-
legtoboka zbudowanego na A, B:

C=VAB, C=A. B. [sin (A, B)],
CA=0, CB=0.
Ostatnio dwa rownania wyrazajg prostopa-
B dtos¢ wektora C do A i do B.

Z przepisu odnoszacego sie do porzadku przej-
écia od A do B, gdy A pod znakiem V zajmuje
pierwsze, B za$ drugie miejsce, z przepisu tego
widzimy wprost, ze zmieniajgc porzadek tych wek-
torow, odtoracamy tylko kierunek wektora C, t. j.

z C otrzymujemy — C, czyli;
VBA = -VAB.

Dalej, poniewaz C=A. B. [sin (A, B)]. mamy dla wektoréw A, B
rownolegtych do siebie:

VAB=0,
a wiec tez np. dla dowolnego wektora A:

VAA = 0.
Jezeli A | B, marny C=A. B. Jezeli jeden chociazby z wektoréw
A, B znika, mamy oczywiscie VAB = O; odwrotnie jednak — z réw-
nania takiego mozemy wogdble wywnioskowac tylko, ze wektory A, B
sg do siebie (zgodnie lub niezgodnie) réwnolegle.

Jezeli zamiast A, B podstawimy mA, nB, gdzie m, n sg dowol-
nemi skalarami, otrzymamy wedtug Okresl. V:

VmANB = mnVAB.
Wyrazajac wiec np. wektory A, B przez odpowiednie wektory je?
liostkowe a, b, t. j. kladac
A=A.a B=B.b,
otrzymamy:

VAB = A. B. Vab,
gdzie zreszta a2=1I, b2=1; mamy tez

Vab = +sin (a, b), c,
gdzie c jest wektorem jednostkowym normalnym do a, b. Jezeli
a, b sa réwniez normalne czyli prostopadie do siebie, mamy
sin (a, b) = 1, a wiec

Vab = + c,

gdzie wybor znaku zalezy od dwdch przeciwnych sobie kierunkéw
(normalnych do a, b), ktére mie¢ moze wektor c.

Czestokroé, dla otrzymania lub chociazby tylko sprawdzenia
nowych wzoréw wektorowych, wygodnie jest uciec sie do takich
trzech wektoréw jednostkowych normalnych.

Wybierzemy w tym celu i oznacza¢ bedziemy stale przez

i, J, k
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uktad prawoskretny trzech wektoréw jednostkowych normalnych,
t. j. taki, ze
(1) Vij =k, Vjk=1i, Vki=J;
jezeli np. i wskazuje do goéry, j zas na prawo, natenczas k biegnie
naprzéd (poréwnaj Okres$l. V), i to samo zachodzi dla j, k. i lub
k, i, j, ktore otrzymuje sie z i, j, k przez przestawienie cykliczne.
Przebiegajgc natomiast cykl ten w kierunku odwrotnym, mamy:
() Vji=-k VKj==-i, Vik-—].

Poniewaz i, j, k sa wzajemnie prostopadle, mamy-—wedtug okre-
$lenia iloczynu skalarnego:

(2) ij=0,dk=0, ki=0;
poniewaz wreszcie kazdy z tych wektoréw ma by¢ jednostkowym,
mamy:

3) P=1, js=I, k2=I.

Oznaczajgc sktadowe dowolnego wektora A wzdtuz i, j, k przez
Al A2 A3, mozemy napisac

A=Al J-jA2 J- kA3.
Dla iloczynu skalarnego wektora A i wektora B - iBlJ-jB2J-kBa
mamy, wedtug Twierdzenia Il. i wzoréw (2), (3):
(4) AB = AlB1J-A2B2 ¥sA3B3,
a w szczegolnosci dla dwdch wektoréw jednostkowych a, b:
(5) ab =cos (a, b) =albl + a2b2 + a3b3
gdzie al i t. d, bl i t. d sg tak zwanemi dostawami kierunkowemi
kierunkéw a, b, wzgledem ukiadu i, j, k.

Sktadowe wzgledem i, j, k bede zwykle oznaczat (bez wyraz-
nego objasnienia) przez te sama litere co wektor wypadkowy, zao-
patrzajac ja we wskazniki 1, 2, 3, — jak wyzej.

Rozwiniecie iloczynu wektorowego, podobne do (4) (mutatis
mutandis), otrzymamy niebawem.

Zresztg zaznaczam, ze bede mozliwie unikat sztucznego rosktadu
wektoréw w samych rozwazaniach i dowodzeniach, aczkolwiek cze-
stokro¢ bede tlumaczyt otrzymane juz wzory wektorowe na jezyk
skalarny, aby utatwi¢ czytelnikowi lekture wielu prac w tym je-
zyku napisanych.

Wracajac do urwanego watka zauwazmy, ze poniewaz iloczyn.
VBC dwoch wektoréow B, C jest rowniez wektorem, mozemy go
pomnozy¢ przez trzeci wektor A badz wektorowo, badz tez skalar-
nie, t. j. utworzyc

VAVBC lub AVBC.

0 iloczynie VAVBC wkrétce bedzie mowa. Obecnie natomiast
zauwazmy, ze AVBC, przy takiem rozmieszczeniu Avektorow jak np.
na Fig. 7, wyraza objetos¢ réwnolegtoscianu zbudowanego na A, B, C.
Istotnie, natezenie wektora VBC réwna sie powierzchni podstawy
(B, C) tej bryly, rzut zas wektora A na kierurek wektora VBC
jest wysokoscig tej bryly, tak iz AVBC jest powierzchnig podstawy
pomnozong przez wysokos¢, a wiec objetoscia réwnolegtoscianu.
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Ot6z, uwazajgc C, A lub A, B jako podstawe, otrzymamy dla obje-
tosci tejze bryly: BVCA, wzglednie CVAB.
Mamy wiec
Twierdzenie Ill. lloczyn skalarno-wek-
torowy trzech dowolnych wektor6w pozostaje
niezmiennym przy cyklicznem przestawieniu
czynnikow, t. j.:
AVBC = BVCA = CVAB.
Przebiegajac natomiast cykl w kierunku
odwrotnym zmieniamy znak iloczynu; tak np.
CVBA=-Avbc.
Rozwazajgc teraz iloczyn wektorowy wektora i sumy wekto-
row lub iloczyn wektorowy dwoch sum wektorowych, mozemy wy-
glosi¢ nastepujgce nader wazne twierdzenie.

Twierdzenie IV. lloczynowi Avektorowemu przystuguje prawo
rozdzielnosciowe. t. j.:
VA (B +C) =VAB—+ VAC,
tudziez
(6) V (A-J-B) (C+ D) =VAC+ VAD+ VBC+VBD,
podobnie jak dla iloczynéw skalarnych, z tg tylko rdznica, ze zmia-
na porzadku czynnikébw odwraca tu kierunek wektora — iloczynu.

Dowdd.
Potézmy na chwile
(7) VA(B +C)-VAB-VAC =Q.!
Q, jezeli nie znika, jest pewnym wektorem. Mnozac obie strony
rownania (7) skalarnie przez A, mamy
QA = AVA (B + C)— AVAB — AVAC =0,
poniewaz Avektory VA (B + C), VAB, VAC sg prostopadte do A.
Mnozac (7) przez B, mamy QB = BVA(B + O — BVAC
= (B + C)VBA — BVAC = CVBA — BVAC =0,

wegtug Twierdz. Il1l. Podobnie tez mamy:
QC =CVA (B+ C) — CVAB = (B + C) VCA — CVAB = BVCA
-CVAB =0.

t. j., zestawiajgc wyniki:
QA=0, QB=0, QC=0.

Wektor wiec Q albo znika albo tez jest prostopadly do wszyst-
kich trzech wektoréAV A, B, C. Jezeli A, B, C nie lezg w jednej
ptaszczyznie, mamy oczywiscie Q =0, t. j. wedtug (7)

VA (B + C) = VAB + VAC.
Dla takich wiec wektorow T!Avierdz. IV. jest dowiedzione. Jezeli za$
A, B, C leza w jednej ptaszczyznie, mozemy np. do C doda¢ Avektor
D tAvorzaey z tg ptaszczyzng kat rézny od zera, tak iz wektor C+ D
nie bedzie lezat w plaszczyznie A, B; bedziemy Aviec mieli
VA [B + (C + D)] = VAB+ VA(C + D),
a ktadac w tem réwnaniu D =0 (lub, jezeli chcemy, zmniejszajac
D Stopniowo do zera), otrzymamy VA(B-J-C)= VAB +VAC, ¢ 6 d:
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Druga czes¢ Twierdzenia 1V. t. j. wzor (6), wynika z

uwagi, ze
V(A+B)C=—VC(A+ B)=— VCA—VCB =VAC + VBC.
Tak wiec twierdzenie to jest catkowicie dowiedzione.
Znaczenie i stosowalno$¢ praktyczna iloczynow skalarnych

i wektorowych opieraja sie gtéwnie na ich rozdzielnosciowosci, ktora
je upodabnia do zwyktych iloczynéw algebraicznych.

Korzystajgc z Twierdz. IV. mozemy iloczyn VAB wyrazi¢
tatwo przez skfadowe czynnikéw. Mamy mianowicie
VAB =V (AJ + A2l + A3k) (BJ Y& Baj Y5 B3K)
= A Bj Vii -j-... -|- AjB3 Vij
a wiec, wedtug wzoréw (1) i (3) i poniewaz Vii =Vjj =Vkk =0:
(8) VAB =i (A3B3 — A3B3) +]j (A3Bl — AIB3) ¥s k (AlB2 - A2 B)),
czyli w tatwiejszej do spamietania postaci wyznacznika:

ij k
®) VAB = Ai AJ A«
B! B2 B}

Dla wektorow jednostkowych a, b o dostawach kierunkowych al
it d, blit d wynika stad znany wzOr trygonometryczny
(9) (Vab)2=sin2 (a, b)=va2b3-aib2)2- -(a3bl-alb3)24-(alb3-a2bl)2.

Wzorujgc sie na- (4) i (8), czytelnik rozwinie tez fatwo iloczyn
AVBC i sprawdzi tym sposobem Twierdzenie IlI.

MowiliSmy juz wyzej o tym iloczynie mieszanym, ze tak po-
wiem, czyli skalarno-wektorowym, trzech wektoréw: AVBC; wynik
jest tu oczywiscie skalarem.

Rozwazmy teraz iloczyn wektorotuy wektorow A 1| VBC, t. j.
VA(VBC) czyli krocej VAVBC.

lloczyn ten znowu jest wektorem prostopadtym do A i do VBC;
lecz wektor VBC jest normalny do ptaszczyzny B, C, a wiec:
VAVBC lezy w plaszczyznie B, C i jest | do A.

Proces takiego mnozenia mozemy oczywiscie powtérzy¢ dowolng
liczbe razy, wprowadzajgc coraz to nowe czynniki (wektory), a w wy-
niku otrzymamy zawsze wektor. Przez to tez iloczyn wektorowy
rozni sie wybitnie od skalarnego. Tak np. VD (VAVBC) bedzie
Avektorem normalnym do D i do VAVBC, i t. d. %

W zastosowaniach spotkamy sie atoli z mnozeniem wektorowem
dwulcrotnem tylko, t. j. z wektorem VAVBC. Dla tego tez ogra-
nicze sie tu do rozwiniecia wzoru dla tego jedynie iloczynu.

Wiemy juz, ze wektor VAVBC lezy w ptaszczyznie B, C; po-
winien wiec daé¢ sie wyrazi¢ w postaci
VAVBC =vy.B +1z.C,
gdzie y, z sg slcalarami. Chodzi wiec tylko o znalezienie wartosci
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Yy, Z. Mnozac obustronnie przez A (skalarnie) i uwzgledniajgc, ze
AVAVBC = 0, mamy
(AB)y 4~ (AC)z — o,
a wiec:
(10) VAVBC = v/ [(AC)B — (AB)C].

Poniewaz y/(AC) jest skalarem, przeto wyraz w nawiasach dajenam
juz wprost + kierunek szukanego wektora; aby otrzymac¢ jego na-
tezenie nalezatoby jeszcze tylko wyznaczy¢ vy.

Rozwijajgc VBC = R wedtug wzoru (8), a nastepnie VAR wed-
tug tegoz wzoru, mamy
(11) VAR = VAVBC =i [A2(B C3— B2C,) — A3(B3Cl— BIC3)]

J-j[---1I-k[...]. .

Aby otrzymné¢ stad ksztatt (10), zwazamy, ze AB=AB J-..,
AC = AIC1J-.,.; zbierzmy wiec wedtug tej wskazOwki wyrazy po
prawej stronie (11), a otrzymamy (przez dodanie i odjecie, w na-
wiasach, wyrazu AlBICI):
VAVBC = i [(AC). B, — (AB). Cll J- j [(AC) B3 — (AB) C3I JJ k [(AC)B3
— (AB) C3], t. J., wracajac do pierwotnych wektoréw wypadkowych B, C:
(12) VAVBc = (AC)B-(AB)C,
t. j. istotnie ksztatt (11). Wiasnos¢ te czytelnik sam bedzie mogt
tatwo wystowi¢ w postaci twierdzenia. tatwiej zresztg jest zapa-
mieta¢ sam wzér (12). Zauwaze tu jeszcze, ze przestawiajgc cyk-
licznie A, B, C, nie otrzymujemy juz tego samego wyniku, jak to

byto dla AVBC, Twierdz. Ill. Istotnie, z (12) wynikaja przez prze-
stawienie cykliczne wektory zupetnie rézne, a mianowicie:

(129 VBVCA = (BA)C — (BC) A,

(2" VCvAB = (CB)A-(CA)B.

Godnem uwagi jest jednak, ze suma tych trzech wektoréw znika
identycznie', istotnie, dodajac (12), (12"), (12") i uwzgledniajgc, ze
ze (BA)=(AB), i t, d. (sg to bowiem iloczyny skalarne), mamy
identycznie:

(13) VAVBC -J- VBVCA J- VCVAB = 0.
Ze wzoru (12) mamy np. dla C = A:
(14) VAVBA = A2. B— (AB) A, czyli VAVAB = (AB)A — A2. B,
a ten wiasnie wzér szczegolny znajduje zastosowanie w pewnych
zagadnieniach elektromagnetycznych.

Przy badaniu zjawisk elektromagnetycznych w ciatach anizo-
tropowych czyli krystalicznych spotkamy sie z pojeciem funkcji wek-
torowej linjowej, ktdrg mozemy okreslic w spos6b nastepujacy.

Jezeli sktadowe wektora B wzgledem trzech dowolnych osi ¥
sg funkcjami linjowemi jednorodnemi skladowych wektora A (o spot-

, ¥)  Prosto-lub skos$nokatnych, byle tylko nie lezacych w jednej
ptaszczyznie.



czynnikach skalarnych rzeczywistych), natenczas powiadam, ze B
jest iunkeyg wektorowg liniowa wektora A, pisze
(15) B=<uA .
i nazywam « operatorem wektorowym, liniowym.

Operator odwrotny, za pomocg ktérego przechodzimy od B
A, i ktéry (jak natychmiast zobaczymy) 1-Owniel jest liniowym, mo-

zemy oznaczy¢ przez &~ lub —, tak iz bedzie
(16) A= \w1B"™'jB.

Rozktadajac np. wedtug osi normalnych i, j, k i oznaczajgc
odpowiednie spétczynniki przez wll, w12 i t. d., mozemy napisac:
Bl = wll Ald w2 A2 -f- w13 A3
(153) B2 = w21 Al -j-- c022 A2 -j- 023 A3
B3 — w3 Al —(032 A2 -]~ C033 A3,
(15) mozemy uwaza¢ jako krétki symbol operacyj (15a). dodajac,
ze B==iBl rjIB k >3,

Koézwigzujgc (15a) ze wzgledu na Al A2, A3, w zatozeniu ze
Wyznaeznik (wll... w33) jest rézny od zera, otrzymamy A jako funk-
cye liniowa B, tak iz operator %»"l réwniez bedzie liniowym i zu-
petnie jednoznacznie okreslonym?.

Widzimy tez z (15a),' ze najogélniejszy operator liniowy co
wymaga podania dziewieciu wzajemnie niezaleznych wielkosci ska-
larnych, jak np. <o0ll, col2 i t, d. Wogole bowiem moze by¢ w2
rézne od <2l i t. d.

Jezeli za$ jest wl2=co2l, 023 = w32, co3l = col3, tak iz liczba
owych cech niezaleznych redukuje sie do szesciu, natenczas opera-
tor co nazywa sie symetrycznym.

Zmieniajac w wypadku ogélnym, porzadek wskaznikow, t. j.
biorac c02l zamiast col2, i t. d. otrzymujemy inny operator liniowy
co', ktory nazywa sie sprzezonym wzgledem co. Operator syme-
tryczny ¢ jest wiec samosprzezonym.

Wprowadzajgc trzy wektory i, w2, co3:

(17) 00l =icbll j~j(0)2 4- kw!3> w2 IT w21 "}—jw22 " - kcB23, (63=icO3t
-+ jw3 Ys ko33, mozemy (15a) napisa¢ w postaci iloczynéw ska-

larnych
Bl = (01A, B2 = (02A, B3 = (a3A,

a wiec

(18) B = i.co A4-j-w3A + k.C03A = COA,
czyli symbolicznie

(19) 0 = i.wl- -j.w2- -kK.w3.

Kierunki wektora A i odpowiedniego wektora B = coA beda
wogole rozne, podobnie jak ich natezenia. W pewnych atoli kie-
runkach szczegdlnych, chai¥sAerystycznych dla danego operatora <o,
a ktére nazywajg sie jego osiami gtéwnemi, wektory A i B beda

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 2



— 18

rownolegte do siebie, t. j. B= wA=nA, gdzie n jest czynnikiem
Skalarnym rzeczywistym, Szukajmy tych kierunkéw szczegélnych
i odpowiednich wartosci skalara n. Dla odrdznienia ich od wszel-
kich innych oznaczmy przez A wektor jednostkowy wziety w Kie-
runku jednej z mozliwych osi gtéwnych operatora w, tak iz bedzie

(20) WA=nA=n[X iJ-jAjI+k X kj. m)
Wedtug (18) mamy
(21) coX = COjX. i —COgX. j -j— €03 X. k,

a wiec, odejmujac (20) od (21):
(colA — niX) i —(co2A — njX) j -|- (w3A — nkA) k = 0,

czyli

(22) (col —ni) A =0, (c02— nj)A = 0, (c03— Nk)A=0.
0$ gtobwna X musi wiec by¢ normalng do trzech wektoréw:
(23) o =wl—ni, p =ca—nj, y = w3— nk;

aby za$ to bylo mozliwe, trzy te wektory muszg leze¢ w jednej pta-
szczyi,nie (jezeli zaden z nich nie znika), a warunek ku temu nie-
zbedny i wystarczajgcy daje sie napisaé w postaci rownania;
(24) ' aVpy =0
lub tez zresztg BWya yVaB =o.

Mamy wiec réwnanie:
(25) (0w, — N)V(w3— nj)(co3—1k) = o,
t. j. rownanie 3-go stopnia dla skalara n. Jezeli wszystkie trzy
pierwiastki tego rownania, powiedzmy n, n2, n3, sg rzeczywiste
i r6zne od siebie, otrzymamy trzy ptaszczyzny jak (23), a wiec
trzy osie gtdwne, powiedzmy Al A3, X3, normalne do tych ptaszczyzn.

Wedtug (8) i (4) mozemy zresztg napisa¢, dla dowolnych
Wektorcnv A, B, C (o skladowych Al A2 i t. d.):

Ai A2 A3
(26) AVBC= Bl B3 B3 ,
Cl C2 C3

co zresztg jest znanym powszechnie wyrazem objetosci rownolegto-
$cianu zbudowanego na A, B, C.

Powyzsze wiec réwnanie (25) dla skalara n mozemy napisac,
w postaci wyznacznika, wedtug (17):

(25a)

Zauwazmy, ze dla operatora symetrycznego w wyznacznik ten 1)
staje sie symetrycznym. Przez rozwiniecie tego wyznacznika otrzy-
maliby$my omawiane réwnanie 3-go stopnia.

*) Poniewaz sktadowe dowolnego wektora R, wzdtuz i, j, k sg RI=JR,
2R = r, Rj = kR, przeto mozemy napisa¢ zawsze
R=1iR i-i-jR.j “p kR. k.
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Wole to jednak uczyni¢ z ksztaltem pierwotnym (25) tego
rOwnania, jako bardziej bezposrednim z punktu widzenia wekto-
rowego.

Pamietajagc o tern, ze w, a, w3 sg wektorami, i korzystajac
(kilkakrotnie) z Twierdzenia Ill i z wzoréw (1), otrzymamy:

V(02 —'nj) (w3 — nk) = n2i 4~ n (Vko)2 — Vjo),) -j- V®2<03,

(w!  n)V(@2—nj) (0>3—nk) =—ns-j-N2 (iwl-j-iVjo)3— iVko>2)

-j-n (WIVKW3 — wlVjw3— iV0)2w3) -j- 0>IVw2w3 =—n3 -~ n2 (jo)!

=+ jw?2 + kw3) — n (iVw2w3 -J-jVo)3w! 4- kVo)1lw?) -f wlV0)2w3,

a wiec zamiast (25):

(25) n3 nM<oll—f~0)22 —033) —|— n (iV0)20)3 —jVw30)! —-J- kVo)lw,)
— 0)1V0)20)3 = o,

gdzie napisalismy, wedtug (17), iwl = wll, j<02 = w22, kw3 = 0)33.

Z postaci tej widzimy tez tatwo, ze przestawiajgc dowolnie
trzy czynniki wektorowe w rownaniu (25) przed jego rozwinieciem,
otrzymalibysmy identycznie to samo réwnanie (25').

Zaktadamy, ze wszystkie wielkosci o), w12 i t. d. w33 s3
rzeczywiste. Woéweczas jeden z pierwiastkéw rownania (25" zawsze
bedzie rzeczywisty, podczas gdy dwa pozostate mogg w ogole byc
wzajemnie sprzezone.

Niechaj nl bedzie pierwiastkiem rzeczywistym tego réwnania,
tak iz odpowiadajaca mu o$ gtdwna Al bedzie réwniez wektorem
jednostkowym rzeczywistym. Obierzmy kierunek tej osi gtéwnej
jako kierunek i, t. j. potdzmy

zas$ j, k niechaj jeszcze bedg dowolne (lecz oczywiscie normalne
do i, jak wyzej). Wowczas, ktadagc w (15a) A2-A3-O, Al rozno
od zera, otrzymamy Bl = wllAl, B2=cwvalAl, B3 = w3lAl, a wiec:
27) nl = wll, w2l —o, w3l=o.
Rownanie (25") redukuje sie wéwczas do
(28) n3—n2 (wll W22 4- w33) -f~ n (W23 + W3IBWIL + WllW22 —w25ws2)

I Wil (n0)B  w23.w32) =o.
Otéz lewa strona tego roéwnania powinna by¢ podzielna przez n—nl,
t. j. przez n— wll; istotnie tez mozemy ja napisac:

(h—wu) [N2—n (0)22 -j- (033)  W220>33 — wW23.w32].
Dla pozostatych dwdch pierwiastkbw n2, n3 mamy wiec — réwnanie
2-go stopnia:
n- — n (w22 -f-0)33) -j- W2wW3  W23wR = o,

a wiec:
(29) na= % (w2 4- W) 4- 121(0)22—0)33)2 4- 0)23 W32, N3 = ¥5(220)33)

(w22 w33 M 123w32-

Dla operatora w symetrycznego mamy 32 = w23, tak iz wszystkie
trzy pierwiastki nl, n2, n3 sg rzeczywiste; woéwczas zresztg jest
tez, wedtug (27), 0>12==0)1s = o.
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Dla operatora niesymetrycznego wszystkie trzy pierwiastki
bedg zawsze rzeczywiste, skoro tylko w23 i W32 bedg miaty te same
znaki. (Warunek ten wystarczajacy nie jest zresztg niezbednym).

Uczynmy to wiasnie zatozenie, tak iz bedg istniaty trzy rze-
czywiste osie gtowne Al, A2, X3 operatora liniowego w, niekoniecznie
symetrycznego.

PotozyliSmy juz i—Xl (co zawsze uczyni¢ mozna). Niewie-
dzac, czy A2+Al nie mozemy oczywiscie potozy¢jednoczesnie j—X2.
Lecz jakikolwiek jest kierunek osi X2 wzgledem X1, t. j. wzgledem
j, mozemy zawsze potozy¢ j w plaszczyznie Al X2, czyli i, X2, t. J.
tak aby byto

X2 w plaszczyznie i, j;
wowczas bedzie
(30) kA2 =o.
Lecz 0§ X2, jak widzielismy wyzej, jest normalna do wektorow
Wl —n2i, w2—n2j, w3— n2k; mozemy wiec napisa¢ np.
(31) xA2= V(w3— n2k) (wl— n2i)=Vw3iw! -2 (Vkwl-]- Vwz3i)- -n2j,
gdzie X jest skalarem (ktérego wartos¢ moglibysmy zresztg wyzna-
czy¢ natychmiast z warunku X22 =1; X2 ma bowiem by¢ wektorem
jednostkowym). Mnozac (31) skalarnie przez k, mamy wedtug (30):
0 — kVwiwl — n2kVwi3i = kVw3dw! -j- n2w3Vki = kVw3awl -|- n2wjj
= kVwiwl- -n2w32 (wedtug (17));
wzorujac sie na (26) i kladac W31= o, wedtug (27), mamy kVw3iw!
= —wllw32, a wiec:
W32 (wil  1Ii)-— 6,

poniewaz zas, wedtug (29), n2 jest wogéle rozne od nl = wll, prze-
to mamy

w32 =o.

Przy powyzszej oryentacyi i, j, t. j. kladac i=Al i obierajgc j
w plaszczyznie X1 X2 (a wiec k normalne do Al X2), mamy wiec
ostatecznie
(32) W21 = W3l = W32=0, nl = W1}, n2=w22, n3=wv33.
Ostatnie dwa réwnania wynikajg mianowicie z (29), przez podsta-
wienie W32 = o.

Zamiast (15a) mamy teraz:

(15b) B1= WiIA1-)-WI2A2-|-WI3A3, B2 = W22A2-j-W23A3, B3 = W33A3,

Aby otrzyma¢ miare kata zawartego miedzy osig X2 i wekto-
rem i, pomnozmy (31) skalarnie przez i; otrzymamy:

X. A2l = X. cos (A2,i) = iVwiwl — n2iVkw! = jVwiwl4~n2w]

— - w33wi2 4- N2w12'

czyli ‘

(33) X. cos (X2,Al) = w12 (n2 — w33) = w12 (w22 — w33).

Ot6z wogole W22 jest rézne od w33 i W12 r6zne od o, pomimo ze W2l = 0,
a mianowicie dla operatora niesymetrycznego.



Z réwnania (33) widzimy wiec, ze dla operatora < niesyme-
trycznego bedzie wogdle cos (A2,Al) = o, a wiec: osie gtéwne
takiego operatora beda wogdle sleo$nokatne.

o Dla operatora symetrycznego mamy, przy powyzszym Wwy-
orze i, j:
w2 = w2l =0, a wiec A2~LAl
dla takiego operatora bedzie tez, wedtug (32):
W23- W32=°"> w13 = b3l = °-
a wiec, wedtug (15b):
(130) Bj—WwilAl, B2=W22A2, B3 = W3A3,
tj- AM=i, N=j. 3=k,
czyli: trzy osie gtdwne operatora liniowego symetrycznego sg do
siebie -%0omoaZne.

W zastosowaniach elekromagnetycznych bedziemy zreszta mo-
wili tylko 0 operatorach liniowych symetrycznych.

Zauwazmy, ze (np. wedtug (15c)) kierunki— Al — A2, — A3 sa
—w mysl powyzszego okreslenia—rowniez osiami gtdwnemi naszego
operatora. Zwykle tez rozumie sie przez o0$ gtéwng obadwa takie wprost
sobie przeciwne kierunki, a wiec + Al i podobnie + A2, + A3,

Zamiast skalaréw wjl, w22, w33 mozemy teraz napisa¢ krécej
wl, w2, w3, ostrzegajgc czytelnika, aby nie utozsamiat tych symbo-
lbw z poprzedniemi wl, w2, W3 (ktére oznaczaly wektory). Odtad
wiec bedziemy pisali
(34) B = wA=I. wlAl- -j. W2A2-}-k. W3A3,
nazywajgc wl, w2, W3 (zwykle skalary) ,sletadowergi operatora sy-
metrycznego w rozdtuz jego, trzech osi gtéwnych.;

Dla operatora odwrotnego (ktéry réwniez bedzie symetrycz-
nym) otrzymamy
(35) A__ IB==Lfil+]

w wl ] w3
Z (34) mamy jeszcze

B2 = wi2A12 +wW22 A22+\W32A32,
skad widzimy, ze, jezeli koniec wektora 8 porusza sie¢ po po-
wierzchni kuli, koniec wektora A (majacego wspoélny poczatek
z wektorem B) porusza sie po powierzchni elipsoidu tréjosiowego,
tudziez ze osie gtowne operatora w zlewajg sie z osiami tego elip-
soidu. Widzimy tez zreszta z ksztaltu rownania (25a), dla W21
= w12, W3 = W23, W13 = W31, ze poszukiwanie osi gtéwnych opera-
tora wektorowego liniowego symetrycznego jest zupetnie identyczne
z poszukiwaniem osi powierzchni drugiego stopnia.

Z powyzszych uwag mozna tez tatwo wyprowadzi¢ sposob kon-
strukcji wektora A, gdy wektor B jest dany, i odwrotnie, w zato-
zeniu, ze dany jest odpowiedni elipsoid.

Jezeli dwie z posréd wielkosci wl, W2, W3 sg sobie rowne, np.
W2 = W3, natenczas 6w elipsoid staje sie obrotowym; wowczas dla
kazdego kierunku A prostopadiego do .psi gtéwnej Al (ktérej odpo-
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wiada n==wl) wektory B= wA i A sg do siebie rownolegte, a mia-
nowicie zgodnie rownolegte, jezeli w? jest dodatnie. Wéwczas ope-
rator w nazywamy jednoosiowym, za$ -+- Al, krétko—jego osig. Kie-
runki normalne do tej osi nazywajg sie tez zwykle réwnikowemi.

Jezeli wreszcie wl = w2=0w03, operator w staje sie zwyklym
czynnikiem skalarnym; elipsoid za$ odpowiedni staje sie kulg; wow-
czas wektory A i B— wA sg do siebie rownolegte dla wszystkich
wogdle kierunkéw A, a mianowicie zgodnie réwnolegte, skoro o jest
dodatnie.

Oto i wszystko, co z dziedziny algebry wektoréw przydac¢ sie
nam moze przy rozwazaniach elektromagnetycznych.

Rozwine tu jeszcze pewne pojecia i wihasnosci rézniczkowe
1 catkowe wektorow, a szczegolniej tak zwanych pol wektorowych,
starajgc sie uja¢ je w szczuplta garstke okreslen, twierdzen lub
wzoréw, na ktére nastepnie czestokro¢ bede sie powotywat.

Polem Welttorowem nazywamy dowolng cze$¢ przestrzeni, w kt6-
rej kazdemu, wogole, punktowi odpowiada pewna wielko$¢ wekto-
rowa, a ewentualnie dwie lub wiecej, takich wielkosci. Tak np. mé-
wi sie o polu sity elektrycznej, lub polu elektryeznem, o polu ma-
gnatycznem lub Clektromagnetecznym, jako o dziedzinach przestrze-
ni, w ktérych panujg sity elektryczne, Ilub tez magnetyczne, Ilub
tez jednoczesnie jedne i drugie. Podobnie tez przestrzen wypet-
niona poruszajgcym sie ptynem bedzie polem wektorowym, a mia-
nowicie polem wektora wyrazajagcego w kazdym punkcie wielkos¢
i kierunek predkosci ptynu. Pole wektorowe moze by¢ statycznem,
t. j, niezmiennem w czasie, albo tez podlega¢ ustawicznym zmia-
nom. Opr6cz tego wektor moze zmienia¢ sie w danym polu od
punktu do punktu, zaréwno co do natezenia jako tez co do kierunku;
pole o jednakowem natezeniu i o tym samym wszedzie kierunku
wektora nazywa sie jednostajnem lub tez jednorodnem.

Co sie tyczy zmian w czasie, wystarczg nam nastepujgce
uwagi.

Jezeli w chwili t mamy, dla danego punktu pola O, wektor
A, w chwili t-]- At wektor w O bedzie miat wogble inny Kieru-

nek i inne natezenie, dane — powiedzmy —
/i przez wektor A'; wektor AA==A,— A (Fig.
' »_ SSaa 8) bedzie przyrostem rozwazanego wektora

w ciggu czasu A t; iloraz (gdzie t, N t

(Fig- 8). . oNt -

sg oczywiscie skalarami) bedzie predkoscig

przecietng zmian wektora A w tymze czasie. Ot6z (podobnie jak
dla wielkosci zmiennych skalarnych), zaktadajac, ze w miare zmniej-

AA
szania odstepu czasu At do zera, Wektor-Z-E dazy ustawicznie do
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(lub waha sie w eoraz to Ciasniejszyeh granicach naokoto) pewnej
granicy okreslonej, zaréwno pod wzgledem natezenia jakotez i kie-
runku, t. j. dazy do pewnego wektora, nazywamy ten wektor gra-
niczny pochodng A wzgledem t, czyli predkosciag chwilowg zmiany

wektora A i oznaczamy ja przez A lub Sf‘ lub tez przez 6A~’
t ot

jezeli chcemy uwydatni¢, ze A oprdcz czasu moze jeszcze zalezeé
od innych zmiennych. (Oczywiscie wektor A mogtby by¢ cigglym
w czasie, a pomimo to nie posiada¢ okreslonej pochodnej lub pred-
kosci chwilowej, podobnie jak pewne funkcye ciggle skalarne).

Jezeli A—Aa, mamy oczywiscie
(36) . A—A.a-]-A.a,
tak iz A ma, woglle, pewng skladowag w kierunku a, t. j. w kie-
runku pierwotnego wektora A, a oprécz tego pewng skladowg
w kierunku a, wogéle réznym od a. Zauwazmy, ze, jezeli a jest
wektorem jednostkowym, wektor a niekoniecznie bedzie jednostko-
wym. Jezeli wektor A zachowuje stale swoj kierunek, mamy a —o,
a wiec A= Aa; jezeli za$ natezenie wektora A jest stale, t. j.
A =0, mamy A= Aa.

Jezeli zresztg n jest dowolnym skalarem zmiennym i jezeli
R =nA, gdzie A, R sg wektorami, mamy oczywiscie
37 R = nA-fnA.

Dla iloczynu skalarnego AB dwoch wektoréw A, B zmiennych
W czasie mamy

d (AB) = Lim yYA=x=. ANAKLEAB)ZZ"™N?J
dt

11} ~. . 1 »
t j. wedtug tT'm= 1 F zo+Brsi+ x|

(38) Ykab>=a 7s+b'M=ab+ha

zupetnie jak dla iloczynu dwéch funkcyj skalarnych. Zauwazmy, ze
wiasnos¢ ta wyptywa wyraznie z rozdzielno$ciowosci przystugujacej
mnozeniu skalarnemu wektoréw. Zupetnie wiec podobnie otrzymamy
dla iloczynu wektorowego, wedtug Twierdz. 1V:

(39) A VAB = VA -A=+V-AR =VAB + VAB = VAB -VBA.

Rowiafez tatwo dowiedzie czytelnik, ze
(40) A(AVBC) = AVBC + AVBC + AVBC.

(41) A\ (VAVBC) = VAVBC+ VAVBC+ VAVBC,
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czyli wedtug (12) = (AC + AC) B +(AC)B — (AB + AB) C — (AB)C.
i tak dalej. Mamy bowiem oczywiscie dla sumy wektorow A,
B, C,.. M:

42) - -+(A4-B+C+ ..+ M)=A+B+C=... + M

Zauwazmy jeszcze, ze, jezeli zmienia sie tylko kierunek wek-
tora A, natezenie za$ jego jest state, mozemy napisa¢ A2 = const,,
a wiec, wedtug (38): AA=o, tak iz woOwczas predkos¢ chwilowa
A jest zawsze normalng do potozenia chwilowego wektora A; isto-
tnie, koniec wektora A porusza sie w tym wypadku po powierz-
chni kuli.

Jezeli wektor A, jakikolwiek, w zaleznosci swej od czasu,
daje sie rozwingé w zbiezny szereg wedtug poteg dodatnich i cal-
kowitych czasu t (liczonego od pewnej chwili), o spo6tczynnikach
loektorowyeli CO, CL, C2 i t d, t j.

A — C0 H- ar %4- C2-12 + C3. 13 -j- ...,
znajdziemy #atwo, podobnie jak dja funkeyj skalarnych:

C0=A0 Cl=A0 C2=~n A0 C3=—y A it d.

gdzie A0, A0 i t. d. oznaczajg wektor A i jego pochodne czyli
predkosci réznych rzedéow w chwili t=0; otrzymamy wiec dla A
szereg Taylora (lub Mac-Laurina):

(¥3) A=A0-j-1A0+ ac A0 +— A0—+....

Co sie tyczy zbieznoSci nieskoriczonych szeregdéw wektorowych
wogOle, ograniczymy sie do nastepujacej tylko uwagi.

Jezeli szereg (skalarny) natezen R, R2 R3,,... wektoréw
R, R2 R3 ..

(44) 0 = R1+ R2-j-R34-...

jest zbiezny, bez wzgledu na porzadek wyrazéw, woéwczas szereg
loektoroioy

(45) S-=Rl+ R+ R3—+...

z pewnoscig bedzie zbiezny. Suma Sm pierwszych m wyrazéw sze-
regu (45) utozonych w tancuch bedzie mianowicie wektorem pro-
wadzacym z punktu O (poczatku RI) do korca tego tancucha (Fig. 9.);
jezeli wiec reszte szeregu skalarnego (44) przynalezng do pierwszych
m wyrazOw oznaczymy przez pm (t. j. potozymy 0 =R —+ ..
-+ %gn+Pm). koniec wektora Sni bedzie sie poruszat, przy wzrasta-
jacem bezgranicznie m, wewnatrz kuli o promieniu pm, lub mniej-
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szej (albowiem natezenie sumy wektoréw jest mniejsze, a najwy-
zej rowne, sumie ich natezen). Poniewaz za$ przy rosngcem m
reszta pm — wedtug zatozenia — maleje bez granie, przeto ko-
niec wektora Sm bedzie, przy rosngcem m, odby-
wal wahania w przestrzeni kulistej o promieniu
malejagcym bezgranicznie, t. j. szereg wektorowy
(45) bedzie zbiezny. ¥
Przejdzmy z kolei do rozwazenia zaleznosci
wektora od przestrzeni, t. j. wiasnosci zwigzanych
z rozmieszczeniem wektora w danem polu.
Powiadamy, ze pole wektorowe jest ciggte
(przestrzenie), jezeli odpowiedni wektor, powiedzmy
R, zmienia sie w niem, przy przejsciu od punktu
do punktu, w sposéb ciagty, zarébwno ze wzgledu
na swe natezenie jak i na kierunek. Z ciggtosci
(Fig- 9). wektora R wynika bezposrednio ciggtos¢ wszystkich
trzech sktadowych jego RI1, R2, R3 (wzdtuz i, j, Kk,
lub tez zresztg wzgledem dowolnego ukiadu skosnokatnego), i od-
wrotnie: z ciggtosci R1, R2, R3 wynika ciggtos¢ R pod wzgledem Kie-
runku i natezenia.
Oznaczajgc przez I diugos¢ (skalarng) mierzong w dowolnym
kierunku po prostej przeprowadzonej w polu R, mozemy mowic
o pochodnej wektora R w tym Kkierunku, oznaczajac ja przez

x, zupehlnie tak samo, jak moéwiliSmy o pochodnej wektora ze

wzgledu na czas. Pochodna taka, jezeli wogdle istnieje, bedzie
rowniez wektorem o pewnem natezeniu i 0o pewnym kierunku. Dla
pola jednostajnego mamy w kazdym punkcie i dla kazdego kierun-

i. OR
ka & 08
Piszac np. R = iR1-f-jRi -|- KR3. mamy, zgodnie z (42):
(46) ¥ '%le‘i"?g'f""k %t

Zatozenie istnienia pochodnej R wzgledem | jest zresztg réwnowa-
zne z zatozeniem istnienia pochodnych R1, R2, R3 wzgledem tegoz
skalara 1

Podobnie tez mozna méwi¢ o pochodnych 2-go i wyzszych rze-
déw wektora R wzgledem skalaréow mierzonych w jednym i tym
samym lub tez w rdéznych kierunkach. Oznaczajac np, przez x, y, z

*) Ciekawem bytoby zbadanie wptywu porzadku wyrazow wektoro-
wych na warto$¢ sumy szeregu, dla ktorego szereg odpowiednich nate-
zen nie jest bezwzglednie zbieznym, t. j. posiada sume zalezng od ugru-
powania swych wyrazow' skalarnych. Badania takie wychodzg atoli po za
ramy niniejszego dzietka.
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.SpOtrzedne” czyli dtugosci (skalarne) mierzone w kierunkach
i, j, k, mozemy utworzy¢ pochodne

OR OR OR 02R O02R
ox, 0y, dz' dx2 oxdy, | ‘1~

Linie, ktérej kierunek zlewa sie wszedzie z kierunkiem od-
powiedniego wektora R. nazywamy Unia pola, w szczeg6lnosci zas,
gdy R jest sitg (np. elektryczng Ilub magnetyczng) — linig sity;
jezeli R jest predkoscig ruchu, np. w przestrzeni wypetnionej wo-
da, moéwimy o linii pradu, jezeli R jest predkoscig wirowa, mowi-
my o Unii wirowej, i t. d. Istnienie takiej linii pola (posiadajg-
cej wogole w kazdym punkcie jedne, a w pewnych wyjatkowych
punktach dwie okreslone styczne) implikuje oczywiscie istnienie po-
chodnej wektora R wzgledem sfcalarow 1 mierzonych wzdtuz sa-
mych przynajmniej kierunkéw R. W punktach, w ktérych wektor
R jest nieciagly ze wzgledu na swdj kierunek, linia pola doznaje
zatamania (jak np. linia sity magnetycznej na granicy powietrza
i zelaza), zresztg za$ bedzie stopniowo zakrzywiona. Linie pola
jednostajnego sg oczywiscie proste.

Kierunek linii pola, zgodny z kierunkiem odpowiedniego wek-
tora nazywamy kierunkiem dodatnim takiej linii; Kkierunek za$
wprost przeciwny — ujemnym.

Oznaczajgc przez dL element wektorowy linji pola w kierun-
ku dodatnim, przez ¢n za$ (nieskonczenie mata) wielko$¢ skalarng,
mozemy powyzszemu okresleniu linii pola nada¢ ksztalt réwnania
rézniczkowego
(47) dL=R.dn.

Oznaczajgc sktadowe elementu wektorowego dL w kierunkach i, j, k
przez dx, dy, dz, mozemy zamiast (47) napisa¢ réwnania rézniczko-
we linii pola:

(47a) dx;dy:dz =R! ;R.,;R3

Skoro R posiada wszedzie jednoznacznie okreSlony Kierunek,
przez kazdy punkt pola mozna przeprowadzi¢ jedne i tylko jedne
linie pola. Innemi stowy: dwie linie pola nie przecinajg sie wza-
jemnie.

Przeprowadzajgc przez kazdy punkt krzywej zamknietej, dowol-
nej (byle tylko nie linii pola), odpowiednig linie pola, otrzymamy tak
zwang rurke wektora R, a wiec np. rurke sity, gdy R jest sitg, rurke
pradu, gdy R jest pragdem, co do natezenia i kierunku, i tak dalej.
Cate pole wektorowe mozna podzieli¢ na takie rurki. Poniewaz
dwie linie pola nie przecinaja sie wzajemnie, przeto i rurki te nie
przenikajg jedna do drugiej, lecz biegng obok siebie.

Wyobrazmy sobie w polu Wektorowem R dowolng krzywa
ciggta 12 (Fig. 1().), o elementach prostolinijnych; niechaj wektor
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ds bedzie jej elementem, eo do diugosci i kierunku, ktéry uwazamy
jako dodatni, gdy wskazuje od 1 ku 2. Utwdrzmy, w kazdym punk-
cie tej krzywej, iloczyn rzutu wektora R na is
kierunek ds i dtugosci ds, t. j. iloczyn ska-
larny Rds, i rozwazmy calke tego wyrazu
wzietg wzdluz tej krzywej od punktu 1 do
punktu 2, oznaczajac ja krétko przez 112, t. j.:
2

(48)

Calka ta nazywa sie catkg liniowg wektora R wzdtuz danej krzy-
wej 12,

W szczegdllnodci, jezeli linia catkowania s jest zamknieta,
oznaczymy catke linjowg naszego wektora przez

(49) | Rds,
(«
obierajgc jeden z kierunkéw obiegu krzywej s jako dodatni, wprost
przeciwny zas—jako ujemny.
Odwracajac kierunek catkowania wzdtuz dowolnej krzywej 12,
mamy

albowiem ze zmiang kierunku ds zmienia sie znak iloczynu Rds.
Jezeli potagczymy dowolne dwa punkty a, b obwodu zamknie-
tego s dowolng krzywa ciagla ¢ (Fig. 11.), otrzymamy wiec

albowiem ladbea — ladb -{- ¥sca, lachea = Ibea =lacb,
i lacb =—Ibca’

Oznaczajgc obwod zamkniety adbca przez si,
za$ acbea przez s2, mozemy, zamiast (52), napisac:
(52a) T(S) = I(S1) —+I(s2).

Podobnie tez, roskiadajae dany obwod s przez do-
wolng sie¢ linij ciggtych na obwody si1, s2, s3, i t. d (Fig. 12),
otrzymamy

(53) I(s) — I(sl) + 1(s2) + I(ss) +

Mozemy przez dany obwod s potozy¢é dowolna powierzchnie ¢
i na tej powierzchni rozciggng¢ owa sie¢ linij. Obierzmy jedne ze
stron powierzchni o jako jej strone dodatnig, druggjako ujemna. ¥

(Fig. 11J.

*

) Wykluczam tu powierzchnie jednostronne, jak np. powierzchnie
Mobiusa, ktérej model otrzymujemy, skrecajac pasek papieru nieparzystg
liczbe razy i zlepiajgc nastepnie jégo konce.
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Jako obieg dodatni dowolnego obwodu na tej powierzchni bedziemy
uwazali obieg w kierunku odwrotnym strzalek ze-
garowych dla widza stojgcego na dodatniej stronie a
wewnatrz tego obwodu; jako ujemny — obieg w kie-
runku wprost przeciwnym. Tres¢ wzoru (53) bedzie-
my wiec mogli wyrazi¢ w sposdb nastepujacy.
Twierdzenie V. Catka liniowa wektora R wzdtuz
obwodu powierzchni a réwna sie sumie algebraicznej catek liniowych
wzdtuz obwodéw dowolnych czesci sktadowych al, a2, B3,..., najakie
roztozono a za pomocg dowolnej sieci linij, skoro tylko kierunek
obiegu we wszystkich tych catkach jest dodatni, lub we wszystkich
ujemny.

Obierajgc sieci linij coraz to gestsze, mozemy podzieli¢ po-
wierzchnie a na czesci na dowolnie mate. Przechodzac wiec do
granicy, oznaczajac przez sj obwod dowolnego elementu ne tej po-
wierzchni i zakladajac, ze

(54) Lim -Las=9¢
A<]—0 ANa

posiada pewng okreslong wielkos¢ zalezna tylko od rozmieszczenia
wektora R w dauern miejscu pola i od oryentacyi Aa, nie za$ od
ksztattu obwodu sij wywnioskujemy z powyzszego Twierdzenia, ze
catka liniowa I(8) powinna da¢ sie wyrazi¢ przez catke wielkosci |
rospostartg na powierzchnie a ograniczong przez s, t. j. ze:

(55) [Rds = [ypda,

()
gdzie ¢, wedtug zatozenia, zalezy tylko od wiasnosci pola R, gdzie
znajduje sie da i od oryentacyi tego elementu powierzchni, a wiec np.
od kierunku normalnej tego elementu. Przez da rozumiemy tu
wielkos¢ skalarng, a mianowicie zawarto$¢ powierzchni da; ponie-
waz za$ Rds jest skalarem, ¢ roéwniez bedzie skalarem. Ot6z ska-
lar ten (jak kazdy wogole skalar) mozemy wyrazi¢ jako iloczyn
skalarny pewnego wektora w i wektora jednostkoioego v w kierunku
normalnej do da, wzniesionej po stronie dodatniej powierzchni a,
t. J. jako rzut pewnego wektora w na normalng v, czyli potozy¢
(56) w_O»r
a wiec napisa¢, zamiast (55):

(57) Rds = i wv.da.
(s)

Zobaczymy, ze wektor w nie zalezy juz od kierunku v (t. j.od
oryentacyi pierwotnego Aa, przez zmniejszanie ktérego dochodzimy
do granicy), lecz jedynie od rozmieszczenia wektora R w rozwaza-



iiej okolicy pola. Dla wektora tego zachowamy powszechnie niemal
uzywang nazwe ,curl®, a wiec— rozwazajgc go w zaleznosci od
rozmieszczenia wektora R—napiszemy: w — curl R, tak iz zamiast
(57) bedzie:

(58) i Rds=JV curl R. do.

©)
Niebawem wyrazimy ,curl R* np. przez rozmieszczenie skiadowych
prostokagtnych wektora R wzietych wzgledem danego ukiadu i, j, k.

Catka
(59) F(o)="Avdo,

dla dwolnego wektora A, rospostarta na powierzchnie o, ktorej v
jest normalng (jak wyzej), nazywa sie catkg powierzchniowg wektora,
K, dla powierzchni a.

Mozemy wiec wystowié¢ réwn. (58) w sposéb nastepujacy.

Twierdzenie Va. Caltka liniowa wektora R wzieta w kierun-
ku dodatnim obwodu s réwna sie calce powierzchniowej wektora
curl R dla dowolnej powierzchni ¢ ograniczonej przez s, i dla nor-
malnej (v) dodatniej.

Twierdzenie to, a raczej ten jego ksztalt szczegolny, ktory
otrzymuje sie przez wprowadzenie sktadowych prostokatnych wek-
tora R (a ktéry poznamy niebawem), znane jest powszechnie pod
nazwg twierdzenia Stokesa.

Rozwazmy teraz catke powierzchniowg wektora R dla po-
wierzchni ¢ pomyslanej w jego polu. Odwracajgc w kazdym jej
punkcie kierunek normalnej, t. j. biorge—v zamiast --~v, zmieniamy
znak iloczynu Rv; otrzymamy wiec rownanie
v -J-v —V
. zupetnie analogiczne do réwnania (50) dla catki liniowe;j.

Niechaj ¢ bedzie powierzchnig zamknietg ograniczajacg pewng
(dowolng) czes¢ pola z; jako normalng dodatnig v uwazajmy normal-
ng skierowang nazewngtrz przestrzeni z. Za pomoca
dowolnej powierzchni ¢ podzielmy przestrzen z na dwie
czesci z1, 22 (Fig. 13). Powierzchnie ograniczajgce cal-
kowicie Tl, wzglednie z2, oznaczmy przez ol, wzglednie
przez o2, i utworzmy sume catek powierzchniowych
F(ol) -j- F(02). Poniewaz normalne do powierzchni c,
zewnetrzne wzgledem Tl i T2, a mianowicie vl i V2 majg
w kazdym punkcie tej powierzchni Kkierunki wprost
sobie przeciwne, t. j. V2——vi> przeto w powyzszej :

; : - . . (Fig- 13).
sumie catki odnoszace sie do powierzchni ¢ znoszg
sie  wzajemnie, wedilug (60), tak iz powstaje tylko catka
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rospostarta na pierwotng powierzchnie o, t. j. F(o); mamy wiec
(61) F(o) = F(GL) + F(02),

analogicznie do (52a),

Podobnie tez, rozkladajac przestrzen t na dowolnie wielkg
liczbe objetosci czesciowych At za pomocg powierzchni, z ktorych
kazda stanowi czes¢ granicy przylegajacych do siebie objetosci,
i oznaczajgc przez gl o2 i t. d, woglle przez ai powierzchnie
ograniczajgce catkowicie poszczeg6lne ./ T, mamy:

(62) Ffo> = F(Ol) + Ffo2) + F(03) + ... = Z F(oi),

gdzie suma obejmuje wszystkie At skiadajace sie na objetos¢ cal-
kowitg T= AT
Mamy wiec, analogicznie do Twierdz. V:

Twierdzenie VI. Catka powierzchniowa wektora R przez po-
wierzchnie zamknietg o ograniczajgca przestrzern T réwna sie sumie
algebraicznej catek rozpostartych na powierzchnie dziedzin czescio-
wych Ao, na jakie roztozono dziedzine catkowitg T przez dowolny
uktad powierzchni, skoro tylko we wszystkich tych catkach wezmie-
my normalng v zewtetrzng (albo we wszystkich wewnetrzng).

Wprowadzajac coraz to liczniejsze i gesciej rozmieszczone
powierzchnie czyli przegrody, mozemy podzieli¢ dang dziedzine pola
T na czesci At dowolnie mate. Przechodzac wiec do granicy i za-
ktadajac, ze

Lim  F(oi)
(63) AT-—0 Q' P

posiada pewng okreslong wielko$¢ zalezng tylko od rozmieszczenia
wektora R w danej okolicy pola, za$ nie od ksztattu malejgcych
bezgranicznie elementow At, otrzymamy, wedtug (62):

(64) F(c) = / Rvdo = pdr,

(0) +
gdzie calka po prawej stronie obejmuje calg przestrzen t ograni-
czong przez powierzchnie o.
Warto$¢ graniczna, ilorazu we wzorze (63), o ile takowa
istnieje wogdle dla danego pola R jako pewna okreslona wielko$¢

(skalarna), nazywa sie powszechnie ,divergence R< i pisze sie
krétko
(65) p— div R.

Czestokro¢ bede wielko$¢ te nazywat rozbieznoscig wektora R.

Jezeli wiec div R istnieje jako okresSlona wielko$¢, ktora
zresztg w pewnych okolicach moze by¢ dodatnig, w innych ujemna,
w innych wreszcie zerem, mamy wedtug (64):
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Twierdzenie Via. Jezeli powierzchnia ¢ ogranicza zupeinie
dziedzine przestrzenng 1 i jezeli v jest normalng zewnetrzng,
natenczas:

(66)

w zatozeniu, ze wektor R jest ciagly w dziedzinie T
Jezeli natomiast w dziedzinie T istniejg pewne powierzchnie
ol 02 it d, wogoble oi, przy przejsciu przez ktére skiadowa nor-

malna wektora R doznaje nagtej zmiany, natenczas catki

odnoszace sie do jednej i drugiej strony takiej powierzchni nie-
cigglosci nie znosza sie wzajemnie, lecz dajg w sumie catke

ktérg nalezy rozciggna¢ na catg powierzchnie ar (zawartg w dzie-
dzinie 1); Rj, R'i oznaczajg tu wektor R tuz przy y
8

0j, po jednej i drugiej stronie, za$ Vi normalny -
do ar wektor jednostkowy, zwrécony ku tej stro-
nie, po ktoérej panuje Ri (Fig. 14). (Fig. 14).

W tym wypadku, ogélniejszym, mamy wiec zamiast (66).

67) J*Rv.do- [*divR.dt- - (R'i — Ri) vidoi

gdzie suma obejmuje wszystkie powierznie nieciggtosci przebiega-
jace w dziedzinie T. *).

Zestawiajgc Twierdzenie Va z Twierdzeniem Via, mozemy
tatwo dowies¢ pewnej zasadniczej wiasnosci wektora cwi R. Po-
t6zmy przez dany obwdd s dwie rézne powierzchnie Bj i a2, ktére
pewna dziedzine przestrzenng T. (Wedtug Twierdz. Va [wzor (58)]
marny:

(68) I Rds — JviI curl Rdol= | v2 curl R.do?,
(s) ol a2
gdzie obie normalne vl, V2 sg dodatnie, w powyzej objasnionem zna-

czeniu stowa (Fig. 15). Poniewaz V2 posiada kierunek zgodny,
za$ vl kierunek wprost przeciwny wzgledem normalnej v zewnetrz-

*) Podobne uzupetnienie Twierdzenia Va, czyli wzoru (58), w wy-
padku nagtych zmian wektora R (w kierunku normalnym do samege
wektora) poznamy w dalszym ciagu.
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nej dla dziedziny t, przeto mamy dla catej powierzchni o ograni-
czajacej te dziedzine:

I Vecurl Rdo — fv2 curl Rdo2 — [ vi curl R.dal,

() Y8 ai
a wiec, wedtug (68):

(69) |v curl R.do=o.

Wiasnos¢ ta zachodzi dla kazdej powierzchni zamknietej ¢ i dla do-

wolnie matej dziedziny 1 ograniczonej przez o; wedtug Twierdze-

nin Vla mamy wiec

(70) div curl R—o

identycznie, t. j. dla wszelkiego pola wektorowego R.

Przy przejsciu przez pewne powierzchnie oca skladowa styczna
curlu moze by¢ nieciggta, lecz sktadowa normalna.
t. j. v curl R, zawsze bedzie ciggty; istotnie, gdyby
tak nie bylo, moglibySmy powierzchnie oca otoczyé
z obydwu stron powloka ¢ dowolnie zblizajgcg sie

do oa, i otrzymalibysmy Avowezasj v curl Rdo = o,

(Fig. 15). @
t. j. Awynik niezgodny z réwnaniem (69).

Jezeli, dla jakiegokolwiek wektora A, mamy div A=o0 i je-
zeli sktadowa normalna wektora A jest ciggta przy przejsciu przez
kazdg pomyslang powierzchnie, natenezns powiadamy, ze wektor A
jest Solenoidalny lub tez, ze pole A jest solenoidalne. Dane pole
wektorowe moze oczywiscie byé solenoidalne w pewnych swych
czesciach czyli dziedzinach, w innych za$ nie.

Postugujac sie tern okreSleniem, mozemy powiedzie¢: curl
dowolnego wektora tworzy pole wszedzie solenoidalne.

NiebaAvem sprawdzimy jeszcze wiasno$¢ te w odmienny spo-
séb, mniej bezposredni, a mianowicie przez zastosowanie ,kartezyu-
szowskieh* ¥ rozAvinie¢ operatoréw curl i div.

Jezeli pole Avektorowe R jest wszedzie solenoidalne, mamy
wedtug poAvylszych uwag dla kazdej powierzchni zamknietej o,
pomys$lanej w tern polu

(71) ~Rv.do-o.

Zastosujmy to réwnanie do czesci dowolnej rurki pola nieskoncze-

*) t. j. opierajgcych sie na roskladzie wektoréw lub Operaeyj wzgledem
trzech” osi w przestrzeni.
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nie cienkiej, zawartej miedzy dwoma przekrojami poprzecznemi al, 62.
Poniewaz na pobocznicy tej rurki mamy wszedzie Rv — o0, pozo-
stajg tylko wyrazy odnoszace sie do przekrojéow poprzecznych, o po-
wierzchniach nieskonczenie matych ol, 62; niechaj w miejscach tych
przekrojéow wektor R bedzie RI1, wzglednie R2, Wedtug (71) mamy

ol -Rwvt %" i R1R2v2 — >

gdzie vlv2 sg normalne zewnetrzne wzgledem rozwazanej czesci
rurki; poniewaz za$ kierunki R2 i V2 sg

zgodne ze sobg, za$ kierunki Rl i VI wprost

przechvne (fig. 16), przeto R2V? == R2

RIVI — — R, a wiec:

Rlol — R202

0Ot6z iloczyn powierzchni przekroju poprze-
cznego nieskonczenie cienkiej rurki i na-
tezenia odpowiedniego wektora (Ro) nazywa sie momentem rurki.

W polu wiec Solenoidalnem kazda taka rurka posiada jeden
i ten sam moment w calej swej dtugosci. |

Momentem dowolnie grubej rurki nazywa sie suma momentow
rurek nieskonczenie cienkich, na jakie tamta mozna podzieli¢. Po-
wyzsza wihasno$¢ przystuguje wiec kazdej w ogéle rurce pola sole-
noidalnego.

iW polu takiem zadna rurka nie moze mie¢ ani poczatku ani
konca, a wiec musi tworzy¢ Zamjtniety w sobie pierscienn albo tez
rosciggac¢ sie obustronnie w nieskonczonosc ¥.

Istotnie, gdyby rurka konczyta sie w pewnem miejscu takiego
pola, moglibysmy otoczy¢ koniec jej dowolnie
matg powierzchniag zamknietg o przecinajaca
rurke jedyny raz tylko (Fig. 17), a poza tem fC3-
przebiegajacg w przestrzeni, gdzie R - o; cat-

ka wiec [ Rvdo bylaby dla tej powierzchni zam- (

knietej rézna od zera (a mianowicie réwng ujemnemu momentowi
rurki), wbrew réwnaniu (71).

Poniewaz wektor w = curl R jest wszedzie solenoidaly, prze-
to wihasnos¢ powyzsza przystuguje wszystkim rurkom pola w.

Linie i rurki pola wektorowego w = curl R bede nazywat
liniami, wzglednie rurkami wirowemi pola R, czyli krécej wirami
pola R ¥*

*) lub tez wreszcie (jezeli pole to jest ograniczone) mie¢ swoj po-
czatek 1 koniec na granicy pola.

**) Jezeli bowiem R jest np. predkoscig ptynu, natenczas curl R
(podzielony przez 2) wyraza pre kosc wirowania, w danem miejscu, tak
iz linie v/ektora curl R sa liniami wirowemi plynu.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. S
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Mozemy wiec powiedzie¢, ze wszystkie wiry dowolnego pola
wektorowego tworzg zamkniete pierscienie lub biegng obustronnie
w nieskonczono$é.

Zauwazymy to jeszcze, ze — w Jakiemkolwiek polu solenoi-
dalnem — rurka o momencie rownym jednosci, przy pewnym kon-
Wencyonalnyni  wyborze jednostek miary natezenia wektora i po-
wierzchni, nazywa sie rurka jednostkowag, ze wiec gesto$¢ takich
rurek w danej okolicy pola poucza nas 0 natezeniu odpowiedniego
wektora w tej okolicy.

Pole wektorowe R pozbawione wirdw, t. j. dla ktoérego curl R
= o0, bede nazywat irotacyjnem ¥  Jezeli warunek ten jest za-
chowany w pewnej tylko, ograniczonej czesci pola R, bede ja zwy-
kle nazywat dziedzing irotacyjna.

Niechaj T bedzie dziedzing irotacyjng pola R, a mianowicie
dziedzing acykliczng czyli jednospéjng ¥* W dziedzinie takiej
mozemy kazdy obwdd zamkniety s zredukowaé do punktu przez cia-
gte zwezanie, nie przerywajac go ani tez nie wyprowadzajgc go nigdy
po za granice tej dziedziny. Skoro wiec dziedzina ta jest irotacyj-
na, mozemy przez kazdy obwod s potozyé ciggla powierzchnie o,
ktoérej nie przeszywa zadna rurka wirowa. Wedlug Twierdz. V-a
otrzymamy wiec dla kazdego obwodu s przebiegajacego catkowicie
w dziedzinie T

(72) lw=FR3%&=0-

)
Jezeli wiec 1, 2 sa diva dowolne punkty obrane na takim obwo-
dzie (Fig 18), a wiec dwa dowolne punkty dziedzi-

ny T, mamy
i 0o = I(s) = Illa2 " 121 xx 1la?2 b2
czyli
(Fig: 18).
(73) ha2 — ~b2

t. j. catka liniowa wektora R posiada jedne i te samg wartos¢ dla
wszelkich mozliwych drédg prowadzacych z jednego i tego samego
punktu poczatkowego 1 do jednego i tego samego punktu konco-
wego 2 i nie przekraczajgcych granic dziedziny t. Innemi stowy:

2
catka 12 — i Rd¥%sjest jednowartosciows iunkcya potozenia pun-

1

*) t. j. nie-rotacyjnem, niewirowem.

**) & connexion simple, einfach Zusammenhaengend, — jak np. prze-
strzen ograniczona przez powierzchnig kulistg i zawarta w niej, lub tez
pozostata przestrzen zewnetrzna.
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ktow 1, 2 w dziedzinie T. Obierajgc wiec raz na zawsze jako
~punkt poczatkowy” dowolny punkt o tej dziedziny i oznaczajac
przez p dowolny punkt ruchomy tejze dziedziny, mozemy napisac

0

gdzie ¢ jest jednowartosciowg funkcyagpotozenia punktu p, tak do-
brang, iz dla punktu o jest ¢ = @0 — o. Innemi stowy: dla do-
wolnego elementu liniowego ds w dziedzinie 1 iloczyn skalarny
Rds jest rézniczka zupelng pewnej funkcyi potozenia — ¢:

(75) RS — — dg.

Otdz, jezeli stosunek ten zachodzi w ogdle (t. j. dla funkcyi
¢ niekoniecznie jednowartosciowej), nazywamy funkcye ¢ potencya-
tem wektora R. Zauwazmy, ze funkeya ta jest skalarem podobnie
jak Rds.

Wynik powyzszy mozemy teraz wystowi¢ w sposéb nastepujacy.

Twierdzenie VII. W dziedzinie rotacyjnej acyklicznej, czyli
jednosp.éjnej, .wektor R posiada potencya/jednoicartoscioicg.

Jezeli dziedzina ta obejmuje hp. catg przestrzeh nieograni-
czong, natenczas wektor R posiada potencyatl jednowarto$ciowy,
bez wszelkich zastrzezen.

Niechaj teraz dziedzina irotacyjna t pola R bedzie cykliczna,
czyli wielospéjna ¥ Woéwczas wszelkie mozliwe w dziedzinie tej
obwody zamkniete dajg sie podzieli¢ na dwie klasy: do klasy pier-
wszej zaliczymy te obwody, ktére przez cigglte zacie$nianie i bez
przekroczenia granic t dajg sie zredukowa¢ do punktu, do drugiej
klasy — te obwody, ktére w spos6b taki do punktu sprowadzi¢ sie
nie daja.

Jezeli 1 jest np. dziedzing lezacg nazewnatrz pierscienia zam-
knietego (Fig. 19), natenczas dowolny obwdd
Sl niespleciony z tym pierScieniem bedzie na-
lezal do pierwszej, natomiast obwod splecio-
ny z nim jedno — lub wielokrotnie, jak $?
lub s2', do drugiej klasy.

Ot6z przez obwdd s pierwszej klasy
mozemy zawsze potozy¢ powierzchnie ciggty
& rozciggajaca sie catkowicie w dziedzinie
irotaeyjnej . Wedtug Twierdz. V-a bedzie (F¥s 19)-
wiec dla kazdego obwodu pierwszej klasy.

*) & connexion multiple, mehrfach Zusammenhaengend-, tak np. wnetrze
pierscienia zamknietego lub pozostata przestrzen zewnetrzna stanowig
dziedziny dwuspdjne, przestrzen otaczajgca 2,_ 3 .. n takich pierscieni
(splecionych wzajemnie lub tez nie) stanowi dziedzing o sp6jnosci potrdj
nej, wzglednie poczwornej, ... (n + 1) — krotnej.
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Dwie drogi catkowicie a, b, ktore biegng w dziedzinie 1 od dowol-
nego punktu poczatkowego o do dowolnego punktu koricowego p
i ktére dajg sie sprowadzi¢ do wzajemnej kongruencyi przez ciagte
odksztatcanie, bez rozerwania i bez przekroczenia granic dziedziny
T, mozemy nazwa¢ drogami Zgodnemi lub réwnowaznemi. Otéz, od-
wracajgc jedne z tych drdg i tgczac je z drugg, otrzymamy obwdd
zamkniety oapbo pierwszej klasy, a wiec:

0 --- loapbo ---- loap ~%" Ipbo>
t-'j- loap ---- fobp

Obierajgc wiec raz na zawsze pewien (dowolny zresztg) punkt ,po-
czatkowy” o w dziedzinie t, mozemy powiedzie¢, ze

0

jest dla wszelkich drog réwnowaznych prowadzacych do punktu p
funkcya jednowartosciowg potozenia tego punktu w dziedzinie T, —
podobnie jak w poprzedniem rozumowaniu.

Jezeli jednak dwie drogi oap, obp nie sga réwnowazne, naten-
czas oapbo bedzie obwodem drugiej klasy, tak iz przez obwdd ten
nie bedziemy mogli potozy¢ powierzchni o, ktéra nie wykraczataby
po za granice dziedziny irotacyjnej; wowczas wiec catka loapio be-
dzie w ogoéle rozng od zera, a wiec tez loop = loii,. Catka wiec

P
Rds bedzie miata warto$¢ zalezng nietylko od potozenia punktu

0

p, lecz réwniez od wyboru jednej z mozliwych drég nieréwnowaz-
nyeh miedzy soba. Innemi stowy:

Twierdzenie VIII. W dziedzinie irotacyjnej cyklicznej (dwu—
lub wielospdjnej) istnieje réwniez potencyat okreslony przez zwia-
zek Rds = — dg, lecz potencyat ten jest funkcya wielowartosciowg
potozenia punktu w tej dziedzinie.

Twierdzeniu temu mozemy nada¢ ksztatt nieco odmienny,
a mianowicie bardziej okre$lony.

Istotnie, pomys$imy sobie dowolne pole wektorowe R obejmu-
jace calg przestrzen nieograniczong. Niechaj pole to posiada do-
wolng liczbe (n) wirdéw czyli rurek wirowych 1, 2, ... n 0 momen-
tach 11, 12, ... Ie. Poniewaz kazdy z tych wir6w jest zamknigetym
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w sobif pierscieniem lub biegnie obustronnie w nieskoriczonosg,
przeto po wykluczeniu ich pozostala przestrzenn bedzie dziedzing
(v) Irotacyjng cykliczng, a mianowicie o spéjnosci (n 1) — kro-
tnej.. Obwod s przebiegajagcy catkowicie w tej dziedzinie T i nie-
Spleciony z zadnym z tych wiréw bedzie nalezal do pierwszej klasy,
wszystkie inne obwody natomiast bedg nalezaly do drugiej klasy.

Niechaj s! bedzie obwodem (drugiej klasy) splecionym jedno-
Icrotme z wirem 1 i obiegajagcym wir ten w kierunku dodatnim,
J niechaj s2, s3, ... sn majg podobne znaczenie wzgledem wiréw 2,
3 — n, Obwody te sl s2 .. sa mozemy nazwaé¢ cyklami nieza-
Leznemi dziedziny irotacyjnej T.

Powierzchnie o potozong przez obwdd S! przeszywa wir 1, a mia-
nowicie w kierunku dodatnim i jedyny raz tylko ¥; wedtug twier-
dzenia Stokes’a i wedtug okreslenia momentu rurki wirowej mamy

wiec dla obwodu sl: | Rds = 1L, i podobnie dla pozostatych cy-

klébw niezaleznych s2, ...'Sn - t. j-

(sh)

Najogolniejszym, dajacym sie w dziedzinie T pomysle¢, obwo-
dem jest obwdd s oplatajacy dowolng liczbe m! razy wir 1, podo-
bnie m2 razy wir 2, i t. d, ma razy wir n ¥* Ot6z obwdd taki
(s) daje sie zawsze zredukowaé (przez dodanie drég przebieganych
w jednym i1 w drugim Kkierunku, dla ktorych wiec catki liniowe
niweczg sie Avzajemnie ¥** do ml obiegdw cyklu sl, m2 obiegow
cyklu s2, ... mn obiegéw cyklu stl.

*) Inne wiry moga ja przeszywa¢ rowniez, Jecz tylko parzysta licz-
be razy, a mianowicie tylez razy w kierunku dodatnim,” ile 'w ujemnym,

tak iz odpowiednie przyczynki do catki [*VcurlR . d3 znoszg sie wzajemnie.

**) . Jezeli mi jest liczba dodatnia, wzglednie uje-
mna, obwdd s oplata wir i tylez razy w kierunku do-
datnim, wzglednie ujemnym, lub tez, ogolniej, a razy
w kierunku dodatnim i b razy w kierunku ujemnym,
lub tez ogdlniej, a razy w kierunku dodatnim 1 b razy
w kierunku ujemnym, tak iz a — b — mi, co zreszty
na jedno wychodzi; albowiem obwoéd oplatajgcy dany wir
;[ylei razy w kierunku dtodatlnim, ile w ujemnym, wca-
e z wirém tym_nie jest spleciony,
**f} p% 20a dlji(j%-e naPm prZ))//kjad taki6j redukcyi
dla obwodu oplatajacego jednoczesnie pierscien 1 i pier-
Scien 2, po jednym razie kazdy, za$ Fig. 20b wskazuje
redukcye obwodu oplatajacego dwukrotnie jeden i ten (Fig. 20a i 20b)
sam pierécien; dla_lepszego Ujecia tych stosunkéw, po- (™'9 '
lecam czytelnikowi sporzadzenie modelu z drutu i nici,
ﬂ?o%z)?crh rig. 20b i podobnie dla splotow 3- i wielo-
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Mamy wiec dla najogélniejszego obwodu s w dziedzinie z:

(77)

gdzie ml, m2, ,. mn sa dowolne i niezalezne od siebie liczby cat-
kowite, dodatnie lub ujemne.

Przypusémy, ze zgodzono sie na to (konwencyonaln.ie), aby ze
stalego punktu ,poczatkowego“ o wychodzi¢ zawsze z wartoscig
potencyalu ¢ = o. Niechaj L bedzie pewnag przepisang droga
prowadzaca w dziedzinie T od punktu o do dowolnego punktu p
i niechaj @ bedzie odpowiednig wartoscig potencyalu w punkcie

p, t j.
loLp = — -

Niechaj Z bedzie dowolng, jakgkolwiek, droga prowadzaca z o do p
(w tejze dziedzinie T); odpowiednig za$ warto$¢ potencyatu w pun-
kcie p oznaczmy przez tp, t. j. potdzmy

lolp = e

Poniewaz olLplo jest obwodem zamknietym, przeto wedtug (77) be-

dzie, w najogdlniejszym wypadku;
n
loLplo — loLp -%- Iplo — — & 4~ ¢ =— “mili>

tj. |
(78) 0 =0 Smli.

Mozemy wiec wygtosi¢

Twierdzenie Villa. Wielowarto$ciowo$é potencyatu w dzie-
dzinie irotacyjnej otaczajgcej n wir6w o momentach J1,J2 —Jn jest
scharakteryzowana przez wzér

n
(78 bis) ® = @ 4- Imili

gdzie ml, mv .. mn sa dowolne i niezalezne od siebie liczby cat-
kowite.

Wprowadzajgc zresztg t. zw. baryerg czyli diafragmy, z kt6-
rych kazda jest ograniczona przez odpowiedni wir pola R, i wpro-
wadzajgc jako warunek nieprzekraczalno$é¢ tych n przegréd, mozemy
zamieni¢ dziedzine irotacyjng cykliczng z na dziedzine acyklicznag,
czyli jednospojng; nazwijmy ja z. Potencyal ¢, wielowartoseiowy
w dziedzinie z, stanie sie wowczas petnowartosciowg funkcyg poto-
zenia punktu w dziedzinie z’. Niechaj oi bedzie diafragmg potozo-
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ng przez wir i; natenczas catkujgc wzdtuz drogi s biegngcej od do-
wolnego punktu potozonego na stronie dodatniej gi do odpowiedniego

punktu po stronie ujemnej otrzymamy i Rds = Ili (Fig. 21).
, X<:lemy wiec uwaza¢ diafragme o¢i jako powierzchnie niecia-

gtosci potencyatu ¢, taka mianowicie, ze przy
przekrozeniu jej od strony ~j- do strony — fun-

keya ¢ doznaje skoku réwnego momentowi -j-i ( N

odpowiedniego wiru, I Z
Skok ten jest oczywiscie jednakowy dla * -%

kazdej pory odpowiadajacych sobie punktow da- /mo. on

nej diafragmy. g

Zauwazmy zresztg, ze ksztatt tych powierzchni jest dowolny,
byle tylko kazda z nich byfa ograniczona przez jeden i tylko przez
jeden wir pola.

Wroémy teraz do samego wektora R, ktdérego poteneyatem
(w dziedzinie irotacyjnej) ma by¢ funkeya @.

Wedtug powyzszego okres$lenia potencyatu mamy dla elementu
liniowego ds o dowolnym kierunku (i o diugosci ds):

(75bis) Rds = — dgo,

gdzie <Z9 jest przyrostem skalara ¢ odpowiadajgcym przejsciu od
poczatku do korica tegoz elementu. Dzielgc obustronnie przez na-
tezenie wektora ds, t. j. przez dlugo$¢ skalarng elementu ds i pi-

szac krotko — dla pochodnej ¢ wzgledem ditugosci (skalarnej)

mierzonej wzdtuz rozwazanego kierunku ds, mamy zamiast (75)

do

R.cos (R,ds) = ds

czyli krocej
(79)

gdzilf Rs jest skladowg (skalarng) wektora R w rozwazanym Kkie-
runku.

Rozwazmy powierzchnie izopoteneyalng, t. j. powierzchnie
tP =~ cObst;- przechodzacg przez dany punkt dziedziny irotacyjne;j.
Poniewaz dla wszelkich ds stycznych do tej powierzchni mamy
dp — o, t j., wedtug (75):

Rd$ == o,
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przeto wektor Zvypadkowy R bedzie normalny do powierzchni izo-

potencyalnej. Stad tez wynika natychmiast, ze powierzchnie izo-

potencyalne sg normalne do linij, a wiec tez i do rurek pola.
Oznaczajgc przez v wektor jednostkowy w kierunku normalnej

do powierzchni ¢ = const, i rozumiejgc E(p—zupe}nie podobnie jak (:j(sp

powyzej, mamy wiec dla wektora R:
(80) R = --

t. j. wektor R otrzymuje sie z odpowiedniego potencyatu przez za-

stowanie operatora — Vv W (gdzie f— jest symbolem pochodnej

ze wzgledu na diugos¢ skalarng mierzong w kierunku v).
Operator v jest identyczny, w zastosowaniu do funkcji

skalarnej, z operatorem odkrytym przez Hamiltona, ktory oznaczyt
on przez V- Postugujgc sie wiec tym symbolem, mozemy zamiast
(80) napisac:

(81) R = — Vo

Jezeli | jest jakgkolwiek skalarng funkcya potozenia, mamy,
jako okreslenie nasze operatora V-'

(82) VY = v -V,
czyli symbolicznie
(82a)

gdzie vjest wektorem jednostkowym normalnym do powierzchni
¢ = const.

Dotychczas wiec wolno nam stosowac operator V li tylko do
funkcyj skalarnych. Niebawem atoli rozciggniemy stosowalnosé
jego réwniez do wektordzo, t. j. do wektorowych funkcyj potozenia
W przestrzeni.

Opierajac sie na powyzszem okresleniu mozemy tatwo wyra-
zic V [P~ przez wektory jednostkowe normalne i, j, k i przez
~derywatory” -ddm{;, ddz’ czyli symbole pochodnych wzgledem
dhtugosci (skalarnych) X, y, z mierzonych w kierunkach i, wzglednie
j,» k. Istotnie, oznaczajgc na chwile wektor VY przez S. za$ skia-
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dowe jego w kierunkach i, j, k przez Sl, S2, S3, tak iz S=JS! -j-
H- j% -+ ”s3, mamy, podobnie jak w (79):

dy dy
dy’ dz’

dy
dy
tak iz zadane rozwiniecie operatora V bedzie:

a wiec

Ten to wihasnie szczegoOlny ksztatt operatora Hamiltona jest
powszechnie znany.

Zobaczymy teraz, ze w zastosowaniu do wektora, powiedzmy
R. operator V daje dwie poprzednio okreslone, dla wszelkich pol
wektorowych zasadniczo wazne wielkosci, a mianowicie div R i curl R,
zaleznie od sposobu operowania.

Lecz takie rozszerzenie stosowalnosci do wypadkoéw nieprze-
widzianych w pierwotnem naszem okresleniu wymaga przedewszyst-
kiem pewnych objasnien i pewnych — ze tak powiem — kon-
wencyj.

Ot6z zg6dzmy sie mianowicie na to, aby. uwaza¢ V jako pe-
wien ,wektor", ktérego ,sktadowe“ nie sg jednak zwyklemi wiel-
kosciami Skalarnemi lecz operatorami, a mianowicie Aywatorami

?H}? vd~z- 0 i16 chodzi o uktad osi i, JJ k [wedtug $83)1.

Wowczas, wzorujgc sie na pojeciach: iloczynu skalarnego AB
i iloczynu wektorowego VAB dwdch .zwyktych wektoréow A, B, mo-
zemy zastosowac operator V do wektora R badz to slcalarnie badz
to wektorowo, piszac "VR, wzglednie VVR, z tern jednak zastrze-
zeniem, ze V (jako operator) musi poprzedza¢ R (jako rzeczywisty
wektor, na ktéorym mamy operowac).

Nasladujgc wiec wzory (4) i (8) lub (8", t. j. piszac w nich

V zamiast A i R zamiast B, czyli -1, -1, - zamiast ALA, 4,
dx dy dz it

i RVR2,Rs zamiast BvB2,Bs, otrzymamy:
drRl i dR? . dR3

(84) VR = dx ' dy T dz'
— _dra\ d%s 43~ = _ dRA
85) VWR = = 4/ dx/ ~r Adx T dy/

czyli — symbolicznie —
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k

o]
dz
R3

VR jest wiec pewnym skalarem, za§ VVR pierwszym wek-
torem, a okreslen tych dwoch wielkosci mozemy tymczasem upatry-
wacé we wzorach (84), wzglednie (85) czyli (85").

Wroémy teraz do skalara div R i do wektora curl R, ktdre
okresliliSmy poprzednio nie uciekajge sie do zadnych w ogéle ukta-
déw osi, lecz opierajac sie jedynie na wlasnosciach pola R, tak iz
mozemy z gory byé pewni, ze ani div R ani curl R od wyboru ta-
kich uktadow nie zaleza.

W celu poréwnania z wzorami (84), (85) dla VR 1 VVR
wystarcza obecnie zbudowaé wyrazy div R i curl R przy umysl-
nem uzyciu tych samych wilasnie wektorow jednostkowych i, j, k
i spotrzednych X, vy, z, ktére wystepujg w tych dwoch wzorach.

Ot6z stosujgc okreslenie div R [dane we wzorach (63), (65)]
do. prostopadtoscianu o krawedziach aie, ¢\y, ¢\z rownolegtych do
T, j, k i malejacych bezgranicznie, i pamietajac, ze w tym wypadku
jest ustawicznie n: =/ X. / y. /\z, otrzymamy fatwo dla tej

(85") Vvr =

czesct Lim w ktéra odpowiada dwém Scianom rownolegtym do

i» k, t j, do osi spotrzednych y, z wyraz nastepujacy:

Rl dydz 4- (Rl -j- dRi d]xf<cfybz cdr — @}\
dx dx
podobnie tez dla pary scian réwnolegtych do osi z, x otrzymamy

dR , 1 .
wyraz .32 zas dla $cian réwnolegtych do osi x, y — wyraz

R, . .
-, @ wiec biorae sume tych wyrazow:

dz’

i == 1 -\ -1 -\/ /N
(86) div R dis V d;s y dz3l
Mamy przeto, wedtug (84): e rf
(87) VR = div R, \
jak zapowiedziano wyzej. (Fig. 22)

Aby otrzyma¢ skladowag w! wektora ¢
— curl R zastosujmy pierwotne nasze okre$lenie [dane we
wzorach (54), (56)] do prostokata 1234 o bokach roéwnolegtych do
osi y i z (patrz Fig. 23); biorge catke liniowg wektora R w Kie-
runku strzatek, otrzymamy:

= ‘12341 SF [r + 1 d3
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dz +

dydz,

a wiec, dzielgc przez powierzchnie ptostokata do — dy. dz:
(®3 OR2
dy dz '

Przez perumtaeye cykliczng skaznikéw 1,2,3 i spOlrzednych X, y, z
otrzymamy stad natychmiast sktadowe w? i w3 wektora w, a wiec:

@ o R =1 az/+j
i Ik
a o d
ox dy dz

tak iz, wedtug (85), mamy identycznie:
(89) WR = curl R

Z okazanych tym sposobem identycznosci (87), (89) i z po
wyzszych uwag widzimy, ze VR i V'VR,
okre$lone pierwotnie przez (84) i (85),
nie zalezg od wyboru ukiadu spétrzed-
nych.lecz tylko od wilasciwosci samego
pola R (podobnie jak V@ zalezy tylko
od wiasciwosci skalara | jako funkcyi
potozenia w przestrzeni). Pomimo to
nie bedzie bez korzysci, jezeli dowiedzie-
my niezaleznosci tej na jednym cho-
ciazby przyktadzie.

Wezmy np. jako nowy uktad O’
(x"y',z") rowniez prostokatny i prawoskretny, lecz o poczatku O' i Kie-
runkach osi a/,i/,/r6znych Odpierwotnych 0,x,y,z. Oznaczajac przez
ele2,e3 spotrzedne punktu 0' w ukladzie pierwotnym, za$ przez al,
a2, aa bl, 62, %3, cl, c2, C3 dostawy kierunkowe osi nowego uktadu
wzgledem osi pierwotnych, mamy:

(90) x, = el alx -j- bly 4~ elz)y' = e2 -f- a2x -|- b2y -j- c2z.

Z' = ed-|- a3x + bdy == ¢3z, — i odwrotnie
Q1) X=al(xX—el) + a (y—e2d Vs al(z—ed),
y =bl(xX'—el)4-b2 (' —e)-t- ] '— e3),

z =cl(xX—eh)d ey —e)4d-ca3(z — ]J.
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©/  0Oi1)Jaezal¥sic skladowe wektora R wzdluz nowych osi przez
NLA2,A3 mamy
(92) R1— alR! -j- bIR? 4- clR3, R? = a?R! 4~ b2R2 -|- C2R3,

R 3 = a3R! -f- b3R2 -|- c3R3.

Piszac V'R, WVWW'R w nowym ukladzie, dla odréznienia od
VR, VVR wzietych wzgledem pierwotnego ukiadu, mamy

. [wedtug 92)] __ (a1 —x 4-a3 —x 4- a3 AJ Rl 4.
= (bl1Ys+bi OF+V&Ye-)rANL- A+c2- A+ ot -Aldr
= 38 + 78 + L5 fwedhls >=

a wiec: VIR — VR, co bylo do dowiedzenia.

Podobnie tez otrzymamy dla pierwszej sktadowej wektora VwviR
(t. j. réwnolegtej do osi x'):

2322 Oﬁ ':u'e3 oyl —a* oZ — Q* Org'; —

ay!

,{; 1
4N (e2a3 --- a2cy) _ /8 /0R2 __ OR1
o1 dx / &8s du

lecz, jak wiadomo:
%2c3  c2b3 --- al> e2a3 --- a2c3 = blI> a2b3 --- b2a3 = ar,

a wiec:

B OFL.HP

dy /'

t. j., jezeli oznaczymy skiladowe wektora VVR wzgledem osi pier-
wotnych przez uv u2, u3, za$ skladowe wektora VV'R wzgledem

nowych osi przez ul', u2, U3
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a/ = alul + blu2 + clu3;
zupetnie podobnie znajdziemy:

u2, = a2ul + b2u? + C2U3,

u3, = a3ul 4- b3u?2 + c3us.

Stad za$ widzimy, ze wl, u2, ui' i uUl, u2, ui sg skladowemi je-
dnego i tego samego wektora wypadkowego wzdtuz réznych uktadéw
osi: xly'z'_ wzglednie xy vy, z, t. j. ze:
W'R = VVR,
czego wiasnie chcieliSmy dowiesc.
Wedtug (87) i (89) mozemy napisa¢ dwa zasadnicze twierdze-
nia zawarte we wzorach (58) i (66) w postaci:

(58a) vV VR-do,

(66a)

albo tez jeszcze, uciekajgc sie do rozwinie¢ (85), (84) i oznaczajac
przez I, m, n skladowe wektora jednostkowego v, czyli dostawy
kierunkowe normalnej v, zas przez dx, dy, dz skiadowe ds:

(58b) J (Rldx 4- Ry 4- Ridz) —
(4
(66b) J (RIl 4- R2m + R3n) do = f +1% + xj du

Nazwa ,twierdzenia Stokesa“ stosuje sie wiasnie do postaci (58b)
wzoru (58); wiasciwa atoli tre$¢ tego twierdzenia jest oczywiscie
wyrazona prosciej i bezposredniej we wzorze wektorowym. (58) lub
(58a). To samo dotyczy tez wzoru (66) w poréwnaniu z jego po-
stacig szczegdlng (66b).

Niebaczac na identycznosci wyrazone przez (87) i (89) bedzie-
my w dalszym ciggu pisali prawie wytgcznie div R, wzglednie



46

curl R (nie zaS5 VR, VVR), zachowujac jednak zawsze symbol V
operatora Hamiltona w zastosowaniu do skalara-, jezeli wiec np, R
posiada potencyat @, bedziemy pisali zawsze R = — V@. Ze wzgle-
du na znaczenie tego operatora w zastosowaniu do slcalara, wedtug
pierwotnego naszego okreslenia (82a), mozemy — V¢ nazwac spad-
kiem funkeyi ©.

Gdzie niegdzie atoli, szczegdlniej za$ w rachunkach przejscio-
wych i w dowodzeniach, napiszemy VR, VVR (zamiast div R,
curl R), uwazajagc V jako ,wektor symboliczny* o ,skladowych*

0 0 0
dx ' dy ' dz'

Tak np. mielismy [wzor (70)]: div curl R = o, dla dowolnego
wektora R; otéz wzOr ten mozemy napisa¢, w my$l ostatniej uwagi:
(70a) VVVR = o,

a posta¢ ta ma te zalete, ze odpowiada zupetnie wiasnosci rzeczy-
wistych, czyli zwyklych wektoréw, dla ktdrych jest

AVAB == o;
moglibysmy nawet otrzyma¢ wzdr (70) pierwotnie na tej wiasnie

drodze, a nastepnie sprawdzi¢ go ewentualnie, uciekajgc sie do
rozwinie¢ kartezyuszowskieh (84) i (85),

Operatorowi V, jak wynika bezposrednio np. z (83), przystu-
guje prawo Tozdzielnosciowe w zastosowaniu do. sumy dwaéch lub

wiecej skalarow lub wektorow; mamy wiec dla dwoch skalarow o, y;
(93) V(e + )= Vo + Vy,

za$ dla dwoch wektorow R,S:

%4) V(R+S) = VR + VS, t j.div(R—S) = divR + divS,
(95) VV(R-|-S)=VVR-]-VVvS, t.j. curl (R-]-S) = curl R-)- curl S,

zupetnie jak gdyby V bylo zwyklym wektorem.
W zastosowaniu do iloczynu dwdch skalaréw lub dwéch we-
ktorow nalezy wyraznie uwzgledni¢, ze ,skladowe* operatora V

To bowiem czestokro€ jest korzystne.

(.0 0
sg derywatorami %1—> -(%-> z6 wl%e mamy

=T4-+1Yelers 5 . 4 VRS=

ds
= VR
dx S.
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Otrzymamy wiec przedewszystkiem dla dwoch slcalarow @, :

(96) V(o) = . VY + U Vo-

Gdy za$ chodzi o wektory R, S, nalezy odr6zni¢ iloczyn ska-
larny RS od wektorowego VRS; do kazdego z nich mozna zastoso-
wacé operator V. Poniewaz jednak RS jest skalarem, moze by¢
mowa tylko o ,spadku“ RS, t. j. o V(RS) [nie zas o VV(R9)I;
dla V(RS) mamy

0 ~I (RS),
©7) dz
gdzie zreszta mozna napisac (RS) —R v 4- S dx it d

Bioragc natomiast iloczyn wektorowy, a wiec wektor VRS,
mozemy don zastosowa¢ V badZ uv> skalarnie, badZz tez wektorowo,
t. j. utworzy¢

div VRS = VVRS
lub tez curl VRS = VVvVRS.

Otéz rozwinmy te wyrazy, szczegOlniej ze wzgledu na to,
ze znajdujg one (a przynajmniej pierwszy z nich) wazne zastosowa-
nie w teoryi zjawisk elektromagnetycznych.

Gdyby V byto zwyk’rym wektorem, powiedzmy A, mielibysmy
wedtug Twierdz. 1. - s

AVRS = SVAR = — RVAS;

gdyby wektor $ byt staltym (w przestrzeni), mielibySmy wiec,
zastepujac A przez V: VVRO — SVVR == S;curl R; podobnie tez,
gdyby wektor R byt statym, za$§ S zmiennym, mielibysmy: VVRS =
= — RWS. = .-ZR'curl S; w og6lnym wiec wypadku, t. j. gdy
obadwa wektory sg zmienne w przestrzeni, nalezy wzia¢ sume
tych wyrazéw (albowiem derywatory tkwigce w V posiadajg wia-

snos¢ — VRS = VR m@ +V i)& S). Rozciggajac wiec Twier-
<IX (X 0X i6h

dzenie 11l do wektora symbolicznego V, mielibysmy:

(98) div VRS =z S curl R-R curl S,

t. j. = iloczynowi skalarnemu drugiego wektora (S) przez eurl

pierwszego (R) mniej ilocz. skal, pierwszego przez eurl drugiego.
Podobnie tez, stosujgc do VVVRS wzor (12), otrzymamy:

curl VRS = VVVRS = R(VS) — S(VR) + (SV)R — (RV)S,
t
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(99) curl VRS =R.divS — S.divR + (SV)R — (RV)S,

gdzie (Sv) jest operatorem ztozonym z S i V zupeinie tak same
jak iloczyn skalarny z dwdch zwyktych wektoréw; oznaczajgc przezi

§1i52/S3 sktadowe S, mamy (SV) = &Iy~ + S2 -1- + 3 -1-; ta-
dx dy 0 dz

kiez same znaczenie ma operator (RV) we wzorze (99).

Skoro juz otrzymaliSmy zadane dwa wzory [(98) i (99)] na
tej drodze, ktéra niejednemu wyda sie do$¢ watpliwg, mozemy je.
sprawdzi¢, uciekajac sie do rozwinie¢ kartezyuszowskich iloczynu
VRS i operatorow div i curl, a sprawdzenie takie jest o tyle
tatwiejsze od zbudowania samych wzoréw, o ile gotowe juz wzory
daja nam wskazéwke co do sposobu ugrupowania wyrazow dosc,
licznych w rozwinieciu kartezyuszowskiem.

Istotnie, rozwijajagc VRS i wyrazajac, wedtug (84) i (87), div>
tego wektora jako sume pochodnych jego skiadowych wzgledem
X, Y, Z, mamy:

div VRS = = (R2S3 — R3S2) + = (R3S! — RIS3) +

+ o (RIS? — R2S1) =

si /dR3 dR2\ dR3
~~~0r dxy

lecz wyrazy w nawiasach w wierszu (a) sg, wedtug (89) i (85)%,
sktadowemi curl R, nawiasy za$ w wierszu (b) zamykajg sktadowe
curl S; mamy wiec (@) f- (b) = Scurl R —Rcurl S, g e. d Po-
dobne sprawdzenie wzoru (99) pozostawiam czytelnikowi.

Wspomniatem juz krotko, przed chwilg, o znaczeniu operatora,
(SV); ze wzgledu najego czestg stosowalno$¢ wracam tu don znowu»

W symbolu tym litera S moze oznacza¢ dowolny wektor; we
wszystkich wypadkach, w ktérych obawa o nieporozumienie bytaby
ptonng, opuszcze nawiasy, piszac krétko SV- Wiemy juz, ze w ro-
zwinieciu kartezyuszowskiem jest

(100) sV

W SiwvwvV, wzietych z osobna, tkwity wiasnosci kierunkowe,, lecz:
te znikly zupetnie dzieki skojarzeniu skalarnemu Si\/; dla tego>
tez powiedziatbym o operatorze SV, ze posiada on charakter skat-
lamy.
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W najscislejszym zwigzku z tom pozostaje nastepujaca wia-
snos¢ tego operatora: jezeli zastosujemy go do funkeyi skalarnej,
otrzymamy w wyniku rdéwniez pewien skalar, stosujgc go do fun-
keyi wektorowej, otrzymamy w wyniku wektor ¥.

Jezeli zresztg chodzi o skalar, powiedzmy @, mamy

(ini) (Sv)p=s!l  +-=sp -Ye+j] ™+ kLs] ==

=S (Vo);

w tym wiec wypadku mozemy z pewno$ciag opusci¢ nawiasy, t. j.
napisa¢ SVy-

Gdy natomiast chodzi o wektor, powiedzmy R, nalezy postgpic¢
ostrozniej; albowiem (SV) R jest okresSlone przez

(102) (SV) R — Sl T— + S2-8f + S}

= L.(SV)Rl + J. (SV)R? + k- (SV)R3
podczas gdy S (VR) ma zupetnie inne znaczenie, a mianowicie;
(103) S (VR) = S-div R;

w Avypadkach wiec tego rodzaju zachowamy nawiasy.

Zauwazmy, ze-skoro ¢ jest' skalarem,.V_$. jest jego, ,spad-
kiem“ wypadkowym, t. j. wektorem o tym kierunku, w ktérym ¢
maleje najszybciej; skdro wiec (zamiast- S) weZz.m.iemy .dowolny we-
ktor jednostkowy s, otrzymamy w wyrazie

—sVo = — (sv)o = —s(Vo)
nic innego jak. tylko skladowa wektora — V@ W kierunku s, t. j.
spadek funkeyi @ w Iciemnku s (na jednostke ditugosci).

Jezeli np. ¢ jest potencyatem sity elektrycznej R, natenczas
— SV bedzie sktadowg tej sity w kierunku s.

Stad tez widzimy, ze dla kazdego wektora, jednostkowego s
mozna napisac
(104) S\V=- s,

czyli, ze SV jest poprostu réwnowazne tak zwanemu rozniczkowa-
niu ,osiowemu” (wzdtuz osi s). Dla dowolnego za$ wektora n
mamy

Podczas gdy np. div, ktory nie jest operatorem o ,charakterze
skalarnym® nie posiada tej wiasnosci: R jest wektorem, za$ div R skalarem
div zresztg do Skalara w ogole nie daje sie zastosowac.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 4
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(105) Nnv—nys

Z Oiiiawianeg& tu operatora mozna skorzysta¢ szczegoélniej gdy
zachodzg nastepujgce okolicznosci:

Wobrazmy sobie przestrzen 1, dla ktorej dana jest lunkcya
skalarna jakakolwiek y, lub w ktorej rostacza sie pole wektorowe R;
¢ lub R mogg tez zmienia¢ sie z czasem {5 oznaczmy predkosé
zmiany (¢ lub R) w danym, dowolnym, punkcie przestrzeni t przez

mozemy jg nazwac predkoscig zmiany lokalnej.

Niechaj teraz w przestrzeni 1 porusza sie punkt P (jezeli chcemy.—
czgstka materyalna) z predkoscig okreslong co do wielkosci i kie-
runku przez wektor v (sam ten wektor réowniez moze by¢é zmien-
ny). Mozemy woéwczas moéwi¢ o predkosci zmiany ( lub R) w tym
punkcie ruchomym P; dla odr6znienia oznaczmy % predko$¢ zmiany

przezOtdz miedzy -1- § Njjj~ zachodzi zwigzek, ktéry tatwo

mozemy wyrazi¢ uciekajgc sie do operatora V'V Istotnie, oznacza-
jac pochodng wzietg wzdtuz kierunku predkosci V przez —%—, ma-
my (w zatozeniu, oczywiscie, ze rozmieszczenie | lub R jest ciggle
w przestrzeni t i ze dopuszcza pochodng taka):

E— = -——-1-v-8- zaréwno dla ¢ jak dla R.
dt dt | dli

Otéz, zamiast tego, mozemy wedtug powyzszych uwag napisac

(106)
. ¢} dy dr dr
Ll dtr  dt dt dt

Mozemy tez wyobrazi¢ sobie, ze przestrzen 1 (lub pewna jej
czesc¢) jest wypetniona ukladem ciggtym takich punktéw ruchomych

+ (W)R-

P, lip. ptynem; wéwczas x— bedzie zmiang lokalng w przestrzeni

T za$ -I- zmiang (Y lub R) w indywidualnej czastce tego ukia-
' dt

du, np. ptynu; w tym tez wypadku bedzie dla kazdej indywidual-
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d
tej czastki g -j- VV, gdzie v jest jej predkosciag w prze-

strzeni T, i moze mie¢ rozne wielkosSci i kierunki dla réznych, czg-
stek indywidualnych.

Tak wiec np. réwnanie rozniczkowe ruchu ptynu (0 gestosci
p) da sie napisa¢ krétko

gdzie p jest cisnieniem, F za$ sitg zewnetrzng (obliczong na jed-
nostke objetosci); rowniez tatwo otrzymujemy t. zw. ,réwnanie cia-
gtosci”, t. j. réwnanie wyrazajace niezmiennos¢ masy kazdej indy-
widualnej czastki ptynu; istotnie, oznaczajgc przez 06t objetos¢ ta-
kiej czastki indywidualnej, mamy bezposrednio jako wyraz tego wa-
runku;: = (pét) = o, t. j. 6T. @ + p - (8T) 0. ot6z> Oznacza.

jae na chwile sktadowe predkosci v wzdtuz trzech osi prostokat-
nych X, y, z (nieruchomych w 1) przez vv v2, vi, mamy—ijak wiat-

d
omo —

za$ wedtug powyzszych uwag jest

wane wiec rownanie daje sie napisac:

Poniewaz

VVp + P divV = Wp + PW = v(pv) = div(pv) ¥,

przeto réwnanie ciggtosci mozemy tez napisa¢ w postaci

mamy: Mozemy to fatwo sprawdzi¢, uciekajgc sie do X, y, z; istotnie

Np+pdtv, = v, g+ vsts + v/, +

v — e PP+ e (pv) + (py) = div (pv), g. e. d.
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() EL + div (pv) = o,

w ktorej tres¢ wystepuje w sposob bardziej oczywisty: zmniej-
szanie sie lokalne gestosci p == rozbieznosci (div) pradu (pv), t. j.
ubytek masy w nieruchomym elemencie pomyslanym w przestrzeni
T roéwna sie sumie algebraicznej mas wyptywajgcych z tego elemen-
ty przez ograniczajgcg go powierzchnie.

Mozemy skorzysta¢ z operatora VV jeszcze w innym nieco
kierunku. Wyobrazmy sobie w przestrzeni 1 (jako dziedzinie ska-
lara ¢ lub wektora R) dowolny ,ukfad spoétrzednych* S', sztywny,
awiec mogacy poruszac sie li tylko jako jedna catos¢ z dowolng pred-
koscig postepowa V0 i z dowolng predkoscig obrotowg w. Wyobraz-
my sobie rdj obserwatoréw przykutych raz na zawsze do tego ukiadu
S, a wiec towarzyszacych mu w jego ruchu. Niechaj r' (wektor)
okresla potozenie jednego z tych obserwatoréw w uktadzie S', t. j.
niechaj wektor r' biegnie od pewnego punktu ,poczatkowego“ O0'
obranego na osi obrotu (w) w ukiadzie S' do rozwazanego obserwa-
tora. Wowczas predkos¢ jego v wzgledem 1 bedzie oczywiscie

(107) v = V0 + Vor;
r' bedzie rézne, lecz v0, w bedg jedne i tez same dla wszyst-
kich obserwatoréw. Ot6z oznaczmy znowu zmiane ,lokalng* (Y

lub R) przez za= zmiane badang z placéwki jednego z tych
, d , .
obserwatorow przez —a{—; wowczas znowu bedzie

+ W, tj.
(108) 4

Czestokro¢ napotykamy zagadnienia nastepujacego rodzaju. Jakie$
pole R zmienia sie z czasem w przestrzeni T, lecz jest ,stateczne“
czyli niezmienne z punktu widzenia obserwatoréw zwigzanych z ukta-

drR . R .
dem S'. Woébwczas mamy o 0 (aczkolwiek —ac/ﬁr me znika);

mozemy wiec skorzysta¢ z tego i napisa¢ w dotyczgcych réwnaniach
rézniczkowych

(109) = —W = —VO\/ —(Vwr'V),
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. L (o]
t. J., wyrazajac g Preez operatory czysto przestrzenne, zmniej-

szy¢ tym sposobem liczbe zmiennych niezaleznych o 1. Stosunki
te upraszczajg sie znakomicie, jezeli uktad S! (wraz z obserwato-
rami) posiada ruch czysto postepowy, wowczas wektor r', rozny dla
réznych obserwatoréw, staje sie obojetnym dla rozwazanej sprawy,
o ile mianowicie w = o, a wiec Vwr'r= o, tak iz mamy dla wszyst-
kich owych obserwatoréw, bez wzgledu na ich potozenie w S':

(109a) (ﬁ-

jezeli np. zgodzimy sie na to, aby mierzyé dlugos¢ x w kierunku
owej predkosci postepowej V0.

Pozostawiajac przedmiot ten, rozwazmy obecnie pewne przy-
najmniej, a mianowicie nader ptodne w zastosowania do roéznych
dziedzin fizyki matematycznej, ,iteracye®, czyli powt6rzenia opera-
tora V wzietego badZz to skalarnie, badZz to wektorowo.

Jezeli ¢ jest funkcyg skalarng, mamy oczywiscie curl Vo =

0, albowiem pierwsza np. skladowa, tego wyrazu bedzie
029

" — a % - =20, 1 P°dobnie tez znikajg identycznie dwie pozo-

state sktadowe. Innemi stowy: wektor posiadajgcy poteneyat jest
irotacyjnym. 0 przedmiocie tym moéwiliSmy juz wyzej. Dodamy
tu wiec jeszcze tylko to, ze powyzsze rdwnanie identyczne daje sie
napisac

(110) VW = o,

i ze w tej postaci jest ono szczegdlnie pouczajgce ze wzgledu na
analogie do wzoru VAAg@ = o, zachodzgcego dla Zwylctego wektora
A. ktory we wzorze (110) jest zastgpiony przez wektor symbolicz-
ny V (poréwn, poprzednie w tymze duchu uczynione uwagi).

Powyzej zastosowaliSmy V (do skalara ¢) najprzéd skalarnie,
a nastepnie wektorowo. Zastosujmy go teraz obadwa razy ska-
larnie albo tez obadwa razy wektorowo.

Zaeznijmy od pierwszej kombinacyi, a to mianowicie w zasto-
sowaniu do funkeyi skalarnej ¢-.

V@ jest pewnym wektorem w ogéle zmiennym w przestrzeni;
ot6z do wektora tego zastosujmy V skalarnie; otrzymamy przede-
Wszystkiem. ze wzgledu na (87):

w tym zresztg wypadku mozemy bez obawy o0 nieporozumienie opu-
$ci¢ nawiasy i napisaé
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(111) VV<p lub krécej V29 = div V.
Uciekajac sie do osi i, i, k, t. j, biorge V — i _§§ £ ... 1 uwzgle-

dniajac ze ij = jk = ki = o, mozemy tez dla operatora \/2 na-
pisac:
(112) v e Ay2 + >V=

co zresztg sprawdza sie tez przez zastosowanie (84) i (87) do (111),
Przez skalarne powtérzenie V otrzymujemy tedy operator \/2
0 charakterze skalarnym. Mozemy wiec \/2 zastosowa¢ tez natych-
miast, bez dalszych objasnien, do wektora R, co zresztg widzimy
tez stad, ze piszac R=iRl f- j R2 -}- k R3, mamy V2 R=
i. V2RI-J-j§. V2R2 + k. V2R3, gdzie RvVR2,Ri jako skalary za-
stepujg po prostu poprzedni skalar ¢. Oczywiscie jednak \2¢ jest
skalarem, za$ V2R — wektorem .
Piszac — V= R, mamy wedtug (IIl) i (112):

(1.3) alwvR—-wv( = -(%s + s + LE),
t. j.: rozbieznos¢ wektora irotaeyjnego — — /2 (potencyat tegoz
wektora).

) Operator V2, a mianowicie w postaci kartezyuszowskiej (112).
znany jest powszechnie pod nazwa ,operatora Laplace'a™ on to
bowiem wystepuje w odkrytem przez Laplaee’a rOwnaniu roznicz-

oV 0V | eev . o
kowem 552 gyz+ 0z dla potencyatu V sity grawitacyj-

nej nazewnatrz materyi wazkiej.
*) Zachodzi ta tylko roznica, ze dla wektora nie moglibysmy napisac
VVR," albowiem bytby to symbol dwuznaczny; istotnie mamy

Lae. xJVeN I

V(VR) = V divR = ooy oxor

podczas gdy (VV)R czyli V2R = i. V2Rl -J- — =
wektor wiec V(VR) ma zupetnie inne skiladowe niz (VV)R- Piszac

jednak 2 zamiast VVVV unikamy wszelkich nieporozumien, zaréwno
dla skalara @,jak i dla wektora R.
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Jezeli wektor R nie posiada potencyatu, nie moze oczywiscie
byé mowy o wzorze (113). Dla wektora R bedziemy zresztg zaw-
sze pisali V2R (zamiast VV\V/R, co byloby dwuznacznem; patrz uwa-
ge do str. 49) w odréznieniu od V(VR) e¥yli V div R.

Przejdzmy teraz do V wzietego dwukrotnie wektoroivo, t. j.
do VyVv czyli do curl curl [patrz (89)1, zamiast czego napisze-
my krécej curl?. Operacya ta, jak sam juz zresztg jednokrotny
curl, moze by¢. stosowana, oczywiscie, tylko do wektora, nie za$ do
skajara,¥%e Ot6z, aby otrzymac¢ pewne, nader wygodne w zastosowa-
nia, przeksztatceSe curll R, napiszmy wyraz ten umys$lnie w po-
staci VVVVR i zastosujmy don wzor (12) tak jak gdyby chodzito,
0 zwykle wektory (co juz uczyniliSmy kilkakrotnie).

Piszac w (12) B = A i R zamiast C. mamy przedewszyst-
kiem

VAVAR =A(AR) — A2R

(gdzie A2 i AR) sa skalarami). Ot6z, pozwalajac sobie zastgpic
w tym wzorze wektor A przez ,wektor symboliczny“ t. j. przez
operator V o charakterze wektorowym, otrzymamy

CurllR = WVVR = V(VR) — V2R,
t j.

(114) curl2R = V div R-\/2R-

Wz6r ten, aczkolwiek wyprowadzony na drodze mogacej wy-
da¢ sie watpliwg, jest istotnie prawdziwy; sprawdzenie za$ jego
za pomocg rozwinie¢ kartezyuszowskich, wedtug (85) i (89), pozo-
stawiam czytelnikowi.

Jezeli wektor R jest Solenoidalny, t. j, jezeli div R — o, ma-
my, wedtug (114):

(114a)

Podobnie tez moglibySmy zastosowan- operaey7v¥sMr(, czyli .VV>
do wektora R trzy, cztery i t. d. razy; w wyniku otrzymamy za
kazdym razem wektor, ktory mozemy napisa¢ krétko curl3 R,
curl*R, i t. d.

Godng uwagi jest okolicznosé, ze iterujgc operacye V (ska-
larnie) na wektorze R, mamy naprzemian skalary i wektory: VR=
= div R = skal,, V (VR) = V divR = wekt, ViV(VR)] — V(V
div R) — V2 dir R"= skal,, i t. d.; iterujgc natomiast Vv (wekto-
row») otrzymujemy zawsze wektory: VVR = ¢WrZR, VVvVVR =
6H2R, i t. d, zupelnie pudatoie jak dla iloczynéw zwyktych wek-
torow; istotnie: AB jest skalarem, C-AB wektorem, i t. d., natomiast
wyrazy VAB, VCVAB, VOVCVAB, i t. d sg wszystkie wektorami.
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Jezeli dane jest pole wektorowe w calej swej rosciggtosei,
t. j. jezeli dany jest wektor R jako funkcya potozenia punktu
w przestrzeni, mozemy oczywiscie bez zadnych trudnosci znalez¢
wszystkie jego wiry i rozbieznosci, t. j. obliczy¢ curl R i div R
dla kazdego punktu ¥  Chodzi tu bowiem tylko o wykonanie, na
danem R, prostych operaeyj curl i div, badz w ksztalcie kartezyu-
szowskim [jak w (84) i (85)], badz tez w jakimkolwiek innym.

Zasadniczo trudniejszem jest natomiast zadanie odwrotne,
a mianowicie:

Dane sa wiry i rozbieenoéci (tudziez ewentualnie wszelkie
nileciqg’foéci), t. J. curl R i div R dla calego pola; znales¢ samo
pole R.

Zadania tego rodzaju posiadajg wielkg doniostos¢ nietylko
w elektromagnetyzmie, lecz we wszystkich dziatach fizyki, w kto-
rych wogole wystepujg wielkosci wektorowe rozmieszczone w prze-
strzeni.

Omoéwimy przeto obecnie przedmiot ten. przynajmniej co do
zasadniczych jego punktow.

Przedewszystkiem nalezy zastanowi¢ sie nad tern, czy wiry
i rozbieznosci okreslajg jednoznacznie: cale, pole wektorowe, czy tez
nie —, inhemi.stowy,— czy istnieje jedno jedyne tylko pole po-
siadajgce dane wiry i rozbieznosci, czy tez istniejg moze dwa Ilub
wiecej takich pol. (O skokach czyli nieciggtoseiach poszukiwanego
pola R nie mamy potrzeby wspomina¢ osobno, albowiem — jak zo-
baczymy w dalszym ciggu — sg one réwnowazne pewnym rozmie-
szczeniom powierzchniowym curl R i div R. a wiec sg juz zawarte
w powyzszych danych zadania. Zgodnie z tern bedziemy tu milcza-
co zakladali, ze poszukiwane pola R sg wszedzie ciggle, a przynaj-
mniej poza siedliskiem danych wiréw i rozbieznosci).

Niechaj wiec dla catej przestrzeni bedg dane

(115) curl R = o, divR = p,

w jako wektorowa, p jako skalarna funkcya potozenia punktu
W przestrzeni. Aby rozstrzygng¢ powyzszy dylemat, przypuscémy,
ze isniejg dwa pola wektorowe R' i R", czynigce zado$¢ warunkom
(115) naszego zadania. Zobaczmy, czem i czy w ogolo pola, te mo-
gg rozni¢ sie od siebie. W tym celu rozwazmy trzecie pole Rff
ktore jest réznica (wektorowg) tych dwdch pdl, t. j. potézmy, dla

*) Przy Oczywistem zatozeniu, ze te w ogole istnieja jako pewne
okreslone wielkosci, t. j. ze istniejg granice wymagane przez wzory (54)
i (63), a wiec — innemi stowy —, ze istniejg pochodne skladowych R
wzgledem dowolnych kierunkéw w przestrzeni.



Wedtug zatozenia mamy
curl R"==w, curl R" — o
div R" — p, div R" =!'p.
a wiec curl R" — curl R" = o, div R' — div R" = o;
le<3Z wedtug pierwotnego naszego okre$lenia curl i div sa oczywi-
Scie Operaeyami Tozdzielnosciowemi (co tez widzimy zresztg z roz-

winig¢ Rartezyuszowskich (84) i (85)); zamiast wigec dwoch ostatnich
réwnan mozemy napisac:

curl (R" — R") = o, div (R" — R") = o,
t. j. wedlug (116):
(1173) curl RO =Y o
(117b) div R0 — o.

PnlitjyiQc R0 nie posiada zgota gnijyiréw ani rozbieznosci.

Ze wzglodm”tia--pier'wsz¥s wiasnosé, t. j."([7]7a);-wektor RO po-
siada. wszedzie potencyat jednowartoSciowy; nazwijmy go @; wow-
czas Kedzie

(HS) Trag=—— V¥
Ze wzgledu na drugg wiasnosé, t. j. (117b), potencyat ten ma

wszedzie czyni¢ zado$¢ réwnaniu div Vo = o, t. j. [wedlug wzeru
{111) réwnaniu rézniczkowemu Laplacea:

(119) Vip = o.

Poniewaz R0 jest wektorem cigglym (patrz powyzszg uwage),
przeto, wedtug (118), pierwsze pochodne ¢ wziete ze wzgledu na

a®
dz

dowolny kierunek, a wiec tez np. —g}s, Z—j’)i—, sg  wszedzie

ciggte.

Oprécz tego sam potencyat ¢ réwniez jest wszedzie ciagtym.
Gdyby bowiem doznawat skoku, powiedzmy @2 — @l — c, przy
przejsciu przez pewng powierzchnig, natenczas rosciggajage catke

I Rn(*s wzdtuz dowolnej drogi s prowadzacej od dowolnego punktu

1 lezgcego na jednej stronie tej powierzchni do odpowiedniego
punktu 2 lezacego na drugiej stronie tejze powierzchni, otrzyma-

libySmy f R0% — c; lecz ze wzgledu na nieobecnos¢ wirdw It. j.

©)
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ze wzgledu na (117a)], catka ta, a wiec tez wielkos¢ ¢, musi zni-
ka¢, wedtug twierdzenia Stpkes’a [wzdr (58)].

Zbierajgc otrzymane wyniki, widzimy, ze pola R' i R", maja-
ce te same wiry i rozbieznosci, moga rézni¢ sie od siebie li tylko
o wektor RO, ktéry posiada potencyat ¢ ciggty i skonczony (skoro—
jak zaktadamy — R'R", a wiec tez R0 majg by¢ wszedzie skonh-
czenie wielkie) waz ze swemi pochodnemi I-go rzedu, w calej prze-
strzeni, i czyniacy wszedzie zado$¢ réwnaniu Laplacea.

8%d?..obecnie dowiedziemy, ze funkeya taka @, przy pewnym
jeszcze dodatkowym warunku (ktéry niebawem poznamy), moze tylko
by¢ Wi('a'lkoéciq stalg w calej przestrzeni, tak iz Rn = 0, a wiec

W tym celu postuzymy sie pewnym wzorem, ktory stanowi
tres¢ gtoSnego Twierdzenia Greena, a ktéry mozemy tatwo wypro-
wadzi¢ z wzoru ogolniejszego (66):

(66 bis) JdivR.dt = [fRv.do,

w ktorym R moze by¢ dowolnym wektorem, byle tylko cigglym
i skoriczonym.
We wzorze tym potdzmy

(120) R= y-Vo,

rozumiejac (zgodnie z wygtoszonym dopiero co warunkiem dla Rj
przez | funkeye skalarng ciagtg i skoriczong ¥, przez ¢ za$ takaz lun-
keye cigglg i skonczong wraz ze swemi pierwszemi pochodnemi; tej
lunkcyi @ nie utozsamiamy tymczasem bynajmniej z powyzszym po-
tencyatem fqii.

Wedtug (120) mamy:

Rv = . vy = ¢ , [patrz wzér (104)],

divR =y . div Vo + ™ o + + -
t ox dx ' oy di 0z

1= V2o + (VY) (Vo),

gdzie ostatni wyraz jest iloczynem skalarnym wektorow Vg i V;
podstawiajgc rozwiniecia te do (66), otrzymujemy natychmiast zg-’
dany wzér Greena w postaci:

(121) Fw\V2edt = W Ze™do- I<W (V) dr,

3
*) Pochodne {, jak —i-i t. d, moga zreszta by¢ nieciagte.
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gdzie dt jest elementem przestrzeni ograniczonej przez powierzchnie
0, za$ V normalng zewnetrzng elementu do tej powierzchni.

Jezeli ¢, podobnie jak @, jest funkeya ciaglg i skonczong
wraz ze swemi pochodnemi I-go rzedu, mamy oczywiscie oprocz
(121) rowniez

@V2pdt — J ¢ do— | ( 7¢) (X7%) d,

a wiec tez, odejmujgc od siebie te dwa réwnania;
(122) i (V2 — W\V2p)dT — A ¢ s o

Przez ,twierdzenie Greena“ rozumie sie Avlasciwie ogot wszystkich
tych réwnan (121), (121a). (122).

Aby zastosowaé wzor (121) do naszego zagadnienia, potézmy
Przedewszystkiem ¢ = ¢, utozsamiajgc ¢ z potencyatem wektora
RO; woéweczas bedzie V29 — o, tak iz (121) zredukuje sie do:

(123) J(Vp)2dt= | ¢ -Y-do,
gdzie zamiast (V@)2 mozemy napisa¢ /-91j 4~ an

W naszym wypadku chodzi o calg przestrzeni; aby wiec za-
stosowa¢ wzér (12.3), wyobrazmy sobie jako ¢ powierzchnie kulistg
0 promieniu r — rl, zatoczong naokoto dowolnego S$rodka O (od
ktérego bedziemy mierzyli odlegtosci skalarne r wszelkich punktow
przestrzeni), aby nastepnie promien ten rl zwieksza¢ bezgranicznie.

Tym. sposobem otrzymamy (1(5 ('%ij:y,*a' gdzie de

jest elementarnym katem brylowym majacym swoj wierzchotek
w punkcie O, a wiec:

Zatézmy teraz, ze @ w bardzo wielkich odlegtosciach od O

00 jak-1-; woéwczas otrzymamy, rozumie-

maleje jak 1 a wiec
1€ ] r’ ¢ dr

jac przez C pewng stalg skonczona:
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JVo)2dt = Lim jI™Ye.a I Ya) == Livs -—-,

t j.
(124) F(Ve)'dt = o.

Leez kazdy element tej catki jest zasadniczo dodatni *); ma-
my wiec z osobna dla kazdego punktu przestrzeni (V@)s = o, czyli

a wiec
¢ — const, w catej przestrzeni,

lub, bezposredniej jeszcze, wprost ze (124):
(125) 7¢ z=o.

Zapowiedziany wyzej warunek nasz dodatkowy polegat na
tern, iz zatozyliSmy, ze w bardzo odlegtych dziedzinach ¢ maleje

jak — t. j. ze czyli —R0 [wedtug (118)1 maleje jak -1-.

Otoz, aby temu warunkowi uczyni¢ zado$¢ wystarcza zatozy¢, ze
R'"i R", t. j. w ogole pola poszukiwane, a majgce czyni¢ zados¢
warunkom (115), posiadajg natezenia malejgce w bardzo wielkich

odlegtosciach jak ., . Jezeli bowiem R' i R" czynig zado$¢ temu

warunkowi, wowczas R0 = R' — R" rdéwniez bedzie mu czynito za-
dos¢. Wowcezas za$ bedzie, wedtug ukoniczonych dopiero co wywo-
dow, R0— — V@ = o0, a wiec R'=R".

Mozemy wiec wystowi¢ wynik naszych rozw's%sari w sposéb na-
stepujacy:

Pole wektorowe, ktorego natezenie w odlegtosciach r bardzo

wielkich ¥* maleje jak —3-, jest zupetnie jednoznacznie okre$lone

przez swoje wiry i rozbieznosci, t. j. przez curl R i div R (i ewen-

'y Przez ¢ rozumiemy bowiem funkcye rzeczywista, a mianowicie
potencyat wektora rzeczywistego, ktorego ()2 jest kwadratem natezenia.
™) Warunek ten, zwigzany zreszta jaknajsciSlej z powyzej obrana,
i najwiecej utarta, droga rozumowania za pomoca potencyatu, “wymaga
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tualnie przez nieciggtosci czyli skoki co do kierunku i natezenia,
ktoére jednak sa réwnowazne pewnym rozmieszczeniomcurl R i div R;
p. wyzej):.

Zobaczymy niebawem (jak to juz zaznaczylem kilkakrotnie
w nawiasach), ze nieciggtosci wektora R sg rownowazne pewnym
warstwom wir6w i rozbieznosci, tak iz majac dane curl R —
i div R ==p, mamy juz eo ipso dane wszelkie nieciggtosci pola, dzie-
ki czemu wolno nam bylo powyzej zatozy¢, ze wektor R0 == R' — R"
jest wszedzie ciggly.

Jezeli jednak czytelnik nie chce sie zgodzi¢ na owa antycy-
pacye roéwnowaznosci skokéw wektora R i jego wirdw i rozbiezno-
Sci, natenczas moze sformulowac zadanie w sposob nastepujacy:

Dane sg curl R =to, div R ==p i oprocz tego wszelkie nie-
ciggtosci, t. j. wszelkie skoki sktadowej normalnej lub skiladowej
stycznej wektora R przy przejsciu przez pewne powierzchnie S;
znalez¢ samo pole R.

Otéz, chcgc w tym razie powtdrzy¢ powyzszy dowdd jedno-
znacznosci zadania, zatozymy, ze R'R" czynig zado$¢ réwnaniom
curl R"=w, curl R"=w, div R"— p, div R" = p i oprécz tego
doznajg jednych i tych samych, danych skokéw na poszczeg6lnych
powierzchniach wowczas, kladagc R0 =R — R", otrzymamy nie-
tylko curl R0 = o, div R0 = o, lecz réwniez R0 ciggte przy przejsciu
przez kazde S, a wiec tez wszedzie (albowiem skoki niweczg sie
przez odjecie R" od R'), i bedziemy mogli, bez zadnych juz dalszych
modyfikaeyj, powtorzy¢ dostownie powyzsze wywody.

Zamiast catej (nieskonczonej) przestrzeni rozwazmy teraz dzie-
dzine skonczong, jednospdjnag T, ktdrg ogranicza dana powierzchnia
o. Dzieki temu bedziemy mogli uwolni¢ sie od ciemnych poniekad
warunkéw dotyczacych sposobu zachowania sie poszukiwanego wek-
tora R w nieskoniczonosci (patrz uwage na str. 60). Poniewaz zre-
szta powierzchnia ¢ jest dowolng, przeto rozwralani® niniejszego
wypadku, naprowadzi nas na wiasciwy sposob zapatrywania sie na
zagadnienie dotyczgce przestrzeni nieskoniczonej t. j. obszerniejszej
od wszelkiej danej dziedziny T.

Otoz, w obecnym wypadku twierdze, ze pole R w dziedzinie
skonczonej T jest jednoznacznie okreslone przez dane:

1-0) rozbieznosci, wiry i nieciagtosci w dziedzinie T
i 2-0) wartos¢ sktadowej normalnej Rv na powierzchni o ¥.

oczywiscie pewnych dalszych objasnien; nalezatoby bowiem doda¢, w po-
réwnaniu z Jakiemi odlegtosciami r ma_by¢ bardzo ,wielkie“, i od jakiego
punktu_ poczatkowego O, a przynajmniej od punktu jakIEJI dziedziny ma
by¢ mierzone r, przy danych wirach i rozbieznosciach. Dla tego tez wrd-
cimy jeszcze do tego przedmiotu. o ) .

N A mianowicie na _stronle“wewn%trznej tej powierzchni, t. j. zwro-
conej ku t; gdybySmy natomiast dajj Ry dla strony zewnetrznej a, musieli-
bysmy przepisa¢ réwniez wszelkie skoki Ry przy przejsciu przez te po-
wierzchnie.
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Istotnie, gdyby dwa pola R', R" czynity zado$¢ wszystkim tym
warunkom, mielibySmy w R0 = R'—R" pole ciggte, pozbawione
wiréw i rozbieznosci w catej dziedzinie T, a wiec R0 == -- V¢,

lecz skoro R'v, R"v majg posiada¢ w kazdym punkcie ¢ jedne i tez
same wartosci, mamy

a wiec | RO0idt = o, tak iz R0 = o, t. . R" = R" w calej dziedzi-

nie T g. e. d.

Mozemy tez dowie$¢ tego w spos6b bardziej pogladowy, nie
uciekajgc sie ani do twierdzenia Greena ani do poteneyatu ¢. Isto-
tnie, poniewaz pole R0 jest ciggte i czysto Solenoidalne (t. j.
div R0 = 0), przeto zadna.rurka .tego.pola. nie moze mie¢ ani poczatku
ani Jkonca w dziedzinie T; rurki te moglyby wiec tylko byé zam-
knigtemi w Tt pierScieniami, albo tez" przeszywa¢ powierzchnie o;
poniewaz jednak R0 nie posiada wirbw w T, t j. curl R0 = o,
przeto (wedlug twierdzenia Stokes’a) zadna z jego rurek nie moze
by¢ zamknietym pierscieniem; poniewaz zas w kazdym punkcie ¢
jest Roy=zo, przeto zadna z tych rurek nie moze tez przeszywaé tej
powierzchni, ani tez zaczynaé¢ lub konczy¢ sie na niej; musi wiec
by¢ w calej dziedzinie . Rl = o, t. j. R'=R", jak wyzej.

Zauwazmy, ze gdybysmy przepisali tylko dane I-0), t. j. curlR,
div R i nieciggtosci R wewnatrz T, rurki pola%. = W — ™" moglyby
przeszywa¢ a, tak..iz..bytoby,w;. ogdle R0 rézne od zera, t. j. R'rézne
od_R", czyli: pole me jest okreslone™'przwsSme dane 1-0). Z po-
Wyzszego sposobu rozumowania widzimy tez, ze 2-0), t. j. przepisa-
nie wartosci normalnej Rv na powierzchni ¢ stanowi, dla jednozna-
cznego okreslenia zadania nietylko warunek wystarczajacy, obok I-0).
lecz réwniez niezbedny. Skoro bowiem rurki R0 (ktére juz wediug
I1-0) nie moga by¢ pierScieniami zamknigtemi ani tez urywac sie
wewnatrz 1) maja znikaé, t. j. skoro ma byé R0 = o, musimy odebra¢
im jedyna jeszcze pozostata moznos$¢: przeszywania powierzchni o,
t. j. wymaga¢ ROv = o, czyli R'v= R"v, a wiec oprocz |-0) przepi-
sa¢ wartosci skltadowej normalnej Rv na tej powierzchni.

Dotychczas méwiliSmy Odziedziniejednospojnej, czyli acyklicz-
nej. Niechaj teraz 1 bedzie dziedzing cykliczng, np. itwuspdjna,
jak wnetrze pierscienia; wowczas dane 1-0) i 2-0) nie wystarczajg
dla jednoznacznego okreslenia pola R wewngtrz 1. Istotnie, jezeli



i tym razem utworzymy pole R0 = R'— R" (gdzie R', R" czynig
zado$¢ warunkom 1-0 i 2-0), natenczas rurki RO nie mogg wpraw-
dzie ani zaczyna¢ sie ani konczy¢ wewnatrz T, ani tez przeszywaé
powierzchni ¢ tej dziedziny, lecz moga, natomiast tworzy¢ pierscie-
nie zamkniete w tej dziedzinie, niedajgce sie zredukowaé do pun-
ktu (poréwn. str. 35); R0 bowiem nie posiada wprawdzie wirow
wewnatrz T, lecz dziedzina ta, cykliczna, moze oplata¢ jeden lub
wiecej wirébw przebiegajgcych nazewnagtrz T, wodwczas za$ catka

liniowa fR0ds wzieta wzdtuz takiej rurki lub linii

24) moze w zupeinej zgodzie z twierdzeniem
Stokesa by¢ rézng od zera i bedzie Inianoivicic
rowng sumie algebraicznej momentéw wszyst-
kich wiréw splecionych z dziedzing T. Wektor R0 be-
dzie wiec rozny od zera, t. j. R'rézne od R", tak
iz same warunki 1-0) i 2-0) nie wystarczg do
okreslenia, pola R. Toz samo oczywiscie, zacho-
dzi dla dziedziny T o0 spdjnosci potrojnej, po-
czwornej i t. d,, w ogole dla dziedziny policylcliczne;.

Poniewaz mamy znowu curl R0 — o wewnatrz tej dziedziny
T, przeto R0 posiada w niej potencyat: RO= — V@> lecz potencyat
ten bedzie wielowartoscicneg funkeyg potozenia w T; patrz Twierdz.
VI, Jezeli dziedzina ta jest (n 1) -- spdjng, czyli posiada n
cykléw niezaleznych, natenczas pole R0 bedzie w niej miato n réz-
nych klas nie dajgcych sie wzajemnie zredukowaé linij zamknietych
o odpowiednich wartosciach catek liniowych 110, 120, ... Ino, w ogole
réznych od zera.

Mozemy jednak natychmiast powiedzie¢, jakie s w tym wy-
padku, oprocz 1-0) i 2-0), niezbedne i wystarczajgce dane dla okresle-
nia pola R. Oto, jezeli cheemy, aby zadna linia (a wiec tez rurka)
pola R0 nie mogta by¢ linig zamknietg w T [wiemy juz za$, ze tyl-
ko ta ewentualnos¢ liniom tym pozostaje, wobec warunkow I-0)

i 2-0)), musimy wymagac, aby catki liniowe 10 = [ R0ds, i t d.
(Ssn
lao— | R0ds wektora. R0 znikaty wszystkie jednoczesnie, t. j. aby

(Sn)

catki te byly odpowiednio réwne dla wektoréw R' i R"
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dla wszystkich cyklow niezaleznych Sv ... s, a wiec musimy wy-
magaé, aby oprocz 1,0) i 2-0) dane byly wartosci catek Il = [ Rds,

(sp)

. In= 1| Rdg dla poszukiwanego wektora R, dla wszystkich (n)

(Sn)

cykléw niezaleznych dziedziny Tt

Poniewaz dziedzine acykliczng mozemy uwazac¢ jako szczegol-
ny wypadek cyklicznej, o wartosci n = o, przeto ostatni nasz wy-
nik,I daje sie wraz z poprzednim uja¢ w jedno twierdzenie
ogolne:

Twierdzenie IX. Dla jednoznacznego okreSlenia pola R w dzie-
dzinie cyklicznej t ograniczonej powierzchnig (lub kilkoma powierz-
chniami) ¢ niezbedne sg i wystarczajgce nastepujgce dane:

a) pieciqg’rpéci cz_yli skoki wektora R

b) jego wiry, t. j. curlR = o dla catej dziedziny T,

c) jego rozbieznosci, t. j. divR = p

<i) wartos¢ sktadowej normalnej Rv dla wszystkich punktow
powierzchni o,

0) wartosci catek liniowych JI = [ Rds. 12 .. Jn dla wszy-

(s1)

stkich cykléw niezaleznych dziedziny Tt

Wszystkie te dane sa wiec wybitnie charakterystyczne dla
kazdego pola wektorowego, zupetnie niezaleznie, oczywiscie, od zna-
czenia fizycznego wektora R.

Zdobywszy twierdzenie to (IX) nie wyczerpalismy jednak je-
szcze tematu rozwazanego zadania.

Dotychczas bowiem wiemy tylko, ze dane a) — €) nie dopu-
szczajg dwdch roznych rozwigzan, t. j. ze nie mogg istnie¢ dwie
rozne catki réwnan rozniczkowych b), ¢), przy danych dodatkowych
a), d), e). Stad jednak bynajmniej nie wynika, ze wszystkim tym
danym a}—e) mozna, zawsze uczyni¢ zados¢, t. j. ze istnieje zawsze
rozwigzanie tego zadania, czyli ze istnieje pole R posiadajace je-
dnoczesnie, wszystkie owe dowolnie przepisane wilasciwosci: skoki,
wiry, rozbieznosci, dane skladowe normalne na powierzchni i wy-
magane wartosci Ji, J2, .. JL

Otéz, najlepszym, a moze nawet jedynym Zadawalnia-
jaeym dowodem istnienia jakiejs funkcyi, w naszym wypad-
ku funkcyi wektorowej R. jest zbudowanie tej funkcyi danych
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elementéw zadania (i ewentualne sprawdzenie dodatkowe, ze czyni
ona istotnie zados¢ wszystkim warunkom zadania).

Opierajgc sie wiec na danych a) — e) postaramy sie teraz
zbudowac pole R, zaznaczajgc mimochodem, ze procedura ta posia-
da donioste znaczenie zaréwno w elektromagnetyzmie jak tez np.
w hydrokinematyce.

Zadanie to mozemy roztozy¢ na dwa prostsze, niezalezne od
siebie. Pole R mozemy bowiem uwaza¢ w kazdym wypadku jako
SuperpozycyglLczyli sume (wektorowa) dwojga pol, z ktérych jedno
(R)) jest czyste irotacyjne, t. j. nie posiada zadnych wiréw, a na-
tomiast wszystkie przepisane rozbieznosci, drugie za$ (R2) jest czy-
sto Solenoidalhe, t. j. nie posiada rozbieznosci, a natomiast wszyst-
kie zadane wiry: mrt Rl = o, div Rl — p; curl R2 = w, div R2 =
— 0. Istotnie, poniewaz operae¥s div i curl sg rozdzielnosciowe,
otrzymamy dla R==Rl—R2 curl R — curl R!l-|-curl Rl — w,
c® R = divRl-|]-divR2 = p, t. j. warunki b) i e) bedg spetnione.
Co do warunku d), mozemy go spetnié, zadajagc np, aby bylo na
powierzchni o: Rlv = Rv (t. j. = calej danej skladowej normalnej),
zaS RV — oo, t. j. aby linie pola R? byly wszedzie styczne do o.
Podobnie tez mozemy postgpi¢ z warunkiem e); nie zatrzymuje sie
na tym punkcie, albowiem, ilekro¢ uwzglednimy tez wm/jako czes¢
samego pola, bedziemy zawsze rozwazali dziedzing t acykliczna,
a mianowicie calg przestrzen nieograniczona.

Co sie wreszcie tyczy warunku a), to mozemy go wecieli¢ po
czesci do b), poczesci do c), albowiem — jak juz wspomniatem Kil-
kakrotnie — skoki wektora R sg réwnowazne pewnym powierzchnio-
wym rozmieszczeniom wir6w i rozbieznosci.

Istotnie, niechaj c¢i bedzie jedng 2z powierzchni nieciggtosci R
w dziedzinie T, za$ vi wektorem jednostkowym nornYs¥snym do ai,
w danym punkcie jakimkolwiek. Skok wektora R, powiedzmy
R' — R, mozemy roztozy¢ na skok skitadowej normalnej (Rvi)' — Rvi
= (R" — R)vi, i na skok skladowej stycznej do ai, powiedzmy
(R" — R) Wi, gdzie Wi jest wektorem jednostkowym stycznym
do o¢i okreslonym (z posrdd oo kierunkédw stycznych) przez
szczegblny Charafcer danego skoku R. Ot6z, co do skoku skiado-
wej normalnej, widzimy juz z dawniejszego wzoru (67), ze skok
ten jest rownowazny rozmieszczeniu powierzchniowemu rozbieznosci,
takiemu mianowicie, iz na jednostke powierzchni ai przypada ilos¢
(R"— R)vi, czyli — jak sie mOwi — rozmieszczeniu 0 gestosci po-
wierzchniowej (R'— R)vi. Zgodnie z tern potozymy caly skok skia-
dowej normalnej na karb wektora Rl t. j. (RI"— Rl)vi = (R'—R)vi
= wielkosci przepisanej dla kazdego punktu gi, zas (R2"—R2vi=
= oo, t j. zalozymy, ze skladowa normalna wektora R2 pozostaje
cigglta. Co sie za$ tyczy skoku skiadowej stycznej, to otrzymamy
poszukiwang réwnowazno$¢, rozwazajagc w plaszczyznie vi, Wi (Fig.
25) maty prostokat 1234 wydtuzony w kierunku @i, o bokach 14,23

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. b
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réwnolegltych do vi, i 12,43 rownolegltych do ©i a potozonych po
Jednej i drugiej stronie powierzchni ai.

Catka liniowa wektora R: 112841 = i RdS- rosciggnieta na ob-

wod naszego prostokata w kierunku liczb porzadkowych, réwna sie,
wedtug twierdzenia Stokes’a, mo-
mentowi wiru przeszywajgcego po-
wierzchnie tego prostokata. Lecz
catka ta w granicy, t. j. przy
Ustawicznem zmniejszaniu bokow
14,23 (ktére zresztg wcigz majg
by¢ znikomo mate w poréwnaniu
z 12,34) i przyjednoc-zesnem zmniej-
szaniu 12 i 34, daje

(ROi — R'O)dI czyli (R — R")8idl,

gdzie dl jest elementem dtugosci (skalar) mierzonym w kierunku
stycznej O1. Leez wyraz ten jest identyczny z rozwazanym skokiem po-
mnozonym przez diugos¢ dl.

Widzimy wiec, ze skok sktadowej stycznej jest rownowazny
warstwie wirowej rospostartej na powierzchni nieciggtosci (oi),
a moment tego wiru obliczony na jednostke szerokosci (mierzong
w kierunku ©i) réwna sie

(126) AN = (R-R")Oi,

t. j. samemu skokowi .skfadowej stycznej.

Kierunek wiru, w danym punkcie, jest dany przez VOIiv,, t.j.
przeszywa plaszczyzne Fig. 25 normalnie z gory na dot i jest sty-
czny do powierzchni o, Linie wirowe biegng na tej powierzchni
przecinajgc normalnie caty szereg krzywych utworzonych z elemen-
tow d&i.

Stok skltadowej stycznej nie przyczynia sie oczywiscie zgota
do rozbieznosci R; mozemy go wiec potozy¢ catkowicie na karb pola
R2, t. j. napisa¢ (R2— R2)0i = Ai, (Rl— R1)@i =o0. Wowczas,
wobec tego, co uczyniliSmy juz wyzej ze sktadowg normalng, waru-
nek a) wszedzie bedzie spetniony przez R = Rl -|- R2

Zresztg, wobec tego, eoSmy w tej chwili okazali, mozemy
wcieli¢ skoki sktadowej stycznej do b), t. j. do wiréw danych, za$
skoki sktadowej normalnej do c), t. j. do rozbieznosci danych.

Poniewaz tedy wszelkie pole wektorowe mozna uwazaé¢ jako
superpozyeye pol niezaleznych od siebie: jednego — czysto irota-
cyjnego, drugiego — czysto Solenoidalnego, przeto zajmiemy sie
kazdem z nich z osobna,

Zacznijmy od pierwszego, irotacyjnego.
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Dotyczace zadanie rozwigzemy w catej ogdlnosci, t. j. dla
dziedziny polieyklieznej z, ograniczonej, dowolng powierzchnig ¢
(podczas gdy dla pola Solenoidalnego rozwazymy jedynie calg prze-
strzenn nieskonczonag, czynigc pewne zatozenia co do zachowania sie
wektora w ,nieskonczonosci”).

Niechaj tedy bedzie:

(@ curl R=0 w calej dziedzinie z

(al) skfadowa styczna ciggta

(b) div R— p, dane dla catej dziedziny t

(b") skok skitadowej normalnej (R'— R)vi = ni dany dla kazdej
powierzchni nieciggtosci oi

(c) sktadowa normalna Rv dana dla catej powierzchni o,

(d) 11, 12, ... In dane wartosci j Rds dla wszystkich (n) cy-

klbw niezaleznych dziedziny T.

Opierajgc sie na tych danych, mamy zbudowa¢ pole R w ca-
tej dziedzinie T.

Ze wzgledu na (@), (a") mamy przedewszystkiem

(127) R = — Vtfb dla calej dziedziny z,

gdzie ¢ jest funkcyg wielowartosciowg potozenia w z, czynigca za-
dos¢, wedtug (b), réwnaniu div Vo =—-p, t. j.
(128) r Vis=-p A

powszechnie znanemu pod nazwa roéwnania Laplacda-Poissona.
0 pomocniczej tej funkcyi, potencyale wektora R, mozemy zatozyc,
ze jest skonczong i ciggla w calej dziedzinie cyklicznej t. Pocho-
dne jej bedg jednak nieciagte, a mianowicie otrzymamy wedtug
(b) dla powierzchni ai (liczba takich powierzchni ¢l,02 i t. d. mo-
ze by¢ dowolng):

(129)
Na powierzchni ¢ ma by¢. wedtug (c) i (127):
(130) o Rv = danej funkcyi potozenia na o.

Warunek (d) wreszcie jest w najscislejszym zwigzku z wielo-
wartosciowoscig poteneyatu ¢ w dziedzinie pierwotnej T, t.j. cyklicz-
nej, o spéjnosci (n-j-1) — krotne;j.

Warunkowi temu mozemy uczyni¢ zado$¢ zupetnie (t. j.
nietylko jakosciowo, lecz tez ilosciowo), wprowadzajgc znane
juz nam diafragmy czyli przegrody, a mianowicie n prze-
gréd, powiedzmy ai, a2, .. an, czyli: ai, i — 1, 2, ... n; wdwczas



dziedzina nasza stanie sie acyliczng, potencyat jednak ¢ nie bedzie
juz w niej funkcya ciagla, lecz przy przejsciu przez przegrody
al, al, ... an bedzie czynit skoki

(131) T'—TlI=1>T2— =1> « Tn'—T]] =In,
liczebnie dane dla kazdej przegrody.

Mamy teraz wyznaczy¢ funkcye jednowarto$ciowg ¢ (w dzie-
dzinie acyklicznej) tak aby stato sie zado$¢ warunkom (128), (129),
(130), (131), czyli — innemi stowy — znalez¢ catke réwnania La-
place’a-Poissona (128) czyniacg zado$¢ trzem pozostatym warun-
kom natury powierzchniowej.

W tym celu postuzymy sie metodg powszechnie uzywang,
a opierajgcg sie na zastosowaniu twierdzenia Greena, a mianowicie
w postaci wzoru (122).

Niechaj O bedzie dowolnym punktem naszej dziedziny acy-
klicznej, dla ktérego mamy znales¢ wartos¢ @; nazwijmy ja ¢O0.
Niechaj p bedzie dowolnym punktem tejze dziedziny, za$ odlegtos¢
p od O oznaczmy przez r. We wzorze (122) potézmy @ = nasze-

mu poteneyatowi @, zaS§ | = ——  Aby jednak zastosowac wz0r ten

musimy wykluczy¢ z przestrzennej dziedziny catkowania miejsca,
w ktoérych funkcye te lub ich pochodne sg niecigglte lub tez stajg
sie nieskonczenie wielkie. Otéz, co sie tyczy funkcyi <p, mamy tyl-
ko wykluczy¢ przegrody «j i powierzchnie oi, a wiec (w granicy)
rosciggng¢ catke powierzchniowg w (122) nietylko do a lecz row-
niez do jednej i drugiej strony kazdej powierzchni aj i kazdej ai;
poza tern bowiem ¢ i pochodne ¢ sa — wedblug zatozenia — cia-

gte i skonczone. Co sie za$ tyczy funkcyi ¢ to jest ona

wszedzie ciggta i skonczona wraz ze swojemi poehodnemi, z wyjatkiem
jedynego punktu O, t. j. T— o0, w ktorym staje sie ona oo l-ego
rzedu, pierwsze jej pochodne co 11-go rzedu, [zas V2(~), jak zoba-
czymy niebawem, staje sie w punkcie O nieokre$lone: V2(¥s) = oo
wiec tez wykluczy¢ punkt O, a uczynimy to
za pomocg powierzchni kuli K zatoczonej nao-
koto O, 0 promieniu rl, ktéremu pozwolimy ma-
le¢ bezgranicznie; zewnetrzng powierzchnie tej
kuli bedziemy wiec réwniez uwazali jako czes¢
uktadu powierzchni ograniczajgcych dziedzine

przestrzenng catkowania (Fig. 26).

Oznaczajgc wiec catke



przez Fr, Foi, Fai, Fo, o ile mamy jg wzigé dla powierzchni kuli
K, wzglednie dla obydwdch stron si, lub ai, lub wreszcie dla a,
i przechodzac do granicy (dla rl = 0), otrzymamy:

(132) i (V23 ------1-V2¢)dt = Fc I V¥¥%J- VFai J Lim Fk.

rir=o
Lecz 1 |p ra=s=xap,ya—+z
r2
. X
a wiec oxX v r, p3
92,1 .
G e o
i podobnie y? I
rh’' 022 r
a wiec V2 () ——--t+330__33__ - J )

t. j. nazewnatrz punktu O, ktory wykluczylismy:
(133) V2 () = o

Jak zaznaczytem wyzej, mielibySmy dla samego punktu O:;
V2 (——) — 003 — o3 t. j. nieokreslone],

Wedlug (128) i (133) otrzymamy zamiast (132):
(132a) i-I-dt—Fo J VFoi J- —"Fai J- Lim Fr,
v — rr=o

gdzie sumy X obejmujg wszystkie powierzchnie nieciggtosci or
wzglednie wszystkie przegrody ai, a mianowicie obiedwie ich strony.

Catke Fo pozostawimy w pierwotnym ksztalcie. Aby otrzy,
maé Faoi, zwazmy, ze przy przejsciu przez i funkcya ¢ nie doznaje

skoku, lecz tylko jej pochodna—-; poniewaz za$ § = -I- jest

wszedzie ciggte, mamy:
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gdzie normalna v jest zwrdcona zawsze Icu tej stronie poAvierzchni,
0 ktorg chodzi (poréwn. Fig. 25), tak iz posiada ona po jednej stro-
nie kierunek wprost przeciwny niz po drugiej; oznaczajac tedy
przez vi normalng biegnacg od tej strony, gdzie panuje wartosé

mamy , mozemy napisac
13 dtp
( CK’? J- dvi
(A)

dt
Zupetnie podobnie znajdziemy dla Fai, pomnac, ze tu—p—czyli—Ry

jest wielkoscia ciggta, zas ¢ doznaje skoku Iz

(B) Fai= (i — i) =- (xDdai= — Ii_Fx (-1)<¥%,

gdzie vi jest normalng do ai biegnacg ocl strony, gdzie panuje war-
tos¢ tpi, do tej, gdzie panuje oi'.

Aby wreszcie otrzyma¢ Fk, wezmy jako element powierzchni
kuli K:

de . ri2,

gdzie de jest elementarnym katem brylowym o wierzchotku O;
wowczas bedzie;

lecz dla kuli K mamy:W:: ------ ar a wiec:

dtp

dr zachowuje warto$¢ skonczong; drugi wyraz znika wiec w gra-

nicy, t. j. dla r1==o0; pozostaje wiec tylko pierwszy, w ktérym
@k dla rl =0 staje sie réwne 0, t. j, wartosci @ w punkcie O,
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o ktéra wiasnie nam chodzi. Mamy przeto Lim Fk = @0 i dg, t. j.:
rkl=o J

© Lim Fx — 4ng0.
r —o

Podstawiajgc (A), (B), (C) do (132a) mamy zadane rozwigza-
nie w postaci nastepujgcej sumy wyrazow:

(134) 4npl =

Otrzymawszy tym sposobem potencyat ¢ dla kazdego punktu
(0) dziedziny 1, mamy w R — — V@ poszukiwane pole. Wedtug
Twierdz. IX wszelkie inne rozwigzanie moze rézni¢ sie od (134)
li tylko formalnie, w istocie za$ musi by¢ z niein identyczne. To
za$ jedyne rozwigzanie istnieje, o ile oczywiscie przepisane gestosci
p==d¥eR i t. d. posiadajg takie w ogéle rozmieszczenie, iz wyra-

zy 31 i t. d sg catkowalne, t. j. ze sumy TfAN"L ¢ g daza,
r

przy zmniejszaniu elementéw / ,Tit.d., do pewnej okreslonej granicy

W wypadku przestrzeni nieskonczonej powyzszy wzér upra-
szcza sie znakomicie; w zatozeniu, ze siedliska rozbieznosci (p, wzgle-
dnie n) nie przekraczajg pewnej dajgcej sie wyznaczy¢ granicy i ze
potencyat ¢ maleje, w odlegtosciach bardzo wielkich od tych sied-

lisk, jak -i-, czyli natezenie wektora —V<p = R jak-1I-, ostatnia

catka w (134) znika. Istotnie, uwazajae ¢ jako powierzchnie kuli
0 promieniu rl rosngcym bezgranicznie, otrzymamy

(gdzie przez C, C' oznaczylem wielkosci state skorczone).
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Mamy wiec dla przestrzeni nieskonczonej (opuszczajgc zreszta
wskaznik O przy o):

(135) ang = " tr=+2 r l Z |VL/8
2 fi

V-

Wzér ten (niezaleznie zreszta od znaczenia fizycznego wyra-
z6w) mozemy interpretowaé w sposéb godny uwagi, powiadajgc mia-
nowicie, ze kazda ,czastka“ czyli elementarna ilo$¢ rozbieznosci
de — pdt, wzglednie de = nidoi, rozmieszczona badZz to w przestrze-
ni, badz to na powierzchni nieciggtosci, daje w odlegtosci r poten-
cjat (elementarny)

(136) 1 de

an r

a wiec odpowiedni wektor (elementarny) R:
= +fa+1/, = 1
(137) 4%wWUr)4%r_m;@_@ k,ﬁj

(gdzie r jest wektorem jednostkowym wskazujgcym od de do roz-
wazanego punktu), a wiec pole o liniach prostych radyalnych, wybie-
gajacych lub zbiegajacych sie w de zaleznie od tego czy de = o, czy tez
de <o, i 0 natezeniu odzvrotnie proporcyonalnem do Icwadratu odlegtosci.

Podobnie tez dajg sie interpretowaé elementy ostatniego wy-
razu we wzorze (135), t. j.

(138)

(gdzie dla uproszczenia pisowni opuscitem wskazniki /); odpowia-
daja one mianowicie rozmieszczeniu rozbieznosci w tak zwanych
warstwach podwaéjnych.

Istotnie, wyobrazmy sobie dwa elementy powierzchni da', da"
rownolegto do da, po jednej i drugiej
stronie da (Fig. 27); normalna odlegto$¢
tych elementéw od %B niechaj bedzie
(w kierunku v)-|-% h, wzglednie — j h,
t. . wzajemna ich odlegtos¢ = h. Nie-
chaj da' bedzie siedliskiem rozbiezno-
Sci 0 gestosci poAvierzchniowej n, zas
da" niechaj posiada rozmieszczenie
0 gestosci—rn, Oznaczmy przez r odio-
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mglosé elementu da od dowolnego puuktu 0 natenczas potencyat, ¢
w punkcie O, odpowiadajgcy tej parze elementow da', da" bedzie

b=-$-v(4-+ ) 1 m)

— r pa—1-Y¥s " i,"+m)

gdzie [h2j oznacza wyrazy drugiego i wyzszych stopni w h. Zmniej-
szajac wiec odlegtos¢ h warstw (zwyczajnych) i zwiekszajgc jedno-
cze$nie gestos¢ n, tak aby iloczyn hn dazyt do pewnej okreslonej
(i w ogdle skonczenie wielkiej) granicy, ktérg nazwiemy momentem
warstwy podwojnej, otrzymamy, ze wzgledu na Lim da, = Lim da"
= da:

| |
LIV W
t. j. wyraz :identyczny ze (138), skoro tylko potozymy
(139) @'— ¢ =1=Lim (nh) = momentowi warstwy podwajne;.

Powierzchnia nieciggtosci potencyatu ¢ jest wiec réwnowazna
warstwie podwdjnej o momencie réwnym siwkowi potencyatu.

Pamietajmy zreszta, ze ten ,skok potencyatu“ nie jest niczem
innem jak catkg liniowg odpowiedniego wektora R =—V@ wzietg
wzdtuz linii prowadzacej (nazewnatrz powierzchni nieciggtosci) od
dowolnego punktu potozonego na jednej stronie do odpowiedniego
punktu na drugiej stronie tej powierzchni. Pierwotnie tez wpro-
wadzilismy wielkosci | (t. j, [, 12 i t. d) li tylko ze wzgledu na
cyklicznos¢ rozwazanej dziedziny T, a nastepnie dopiero rozwazali-
Smy je jako skoki ¢ przy przejsciu przez pewne, sztuczne przegro-
dy, przeksztatcajgce te dziedzine na acykliczng. Potencyat ¢ ma
jednak dla nas zawsze tylko charakter pomocniczy, podczas gdy
gtébwna uwage zwracamy na samo pole wektorowe R.

Moment J=Lim (nh) warstwy podwojnej posiada w naszym
wypadku jedne i te samg warto$¢ na calej warstwie a; warstwa taka
nazywa sie jednorodng. Podobnie tez moglibySmy rozwazaé war-
stwe niejednorodng, t. j. o momencie, ktoéry jest dang funkcya po-
tozenia na takiej powierzchni; taka jednak warstwe moznaby za-
wsze rozwazaé jako superpozycye warstw jednorodnych o réznych
momentach; dla tego tez nie zatrzymuje sie dituzej na tym przed-
miocie.

Godna uwagi jest na»pejaca konstrukcya geometryczna po-
tencyatu warstwy podwadjnej jednorodnej.

Niechaj powierzchnia ¢ ograniczona linig s wyobraza taka



warstwe o momencie m (Fig. 28), tak iz odpowiedni poteneyal
w punkcie O jest

(i40)
S _ 1dr __
otdz, poniewaz —g—’( ----- )7— S v
. cos O . .
J-— , gdzie © jest katem zawartym

miedzy normalng v a prostg O,da, przeto

m /[,cos © cos O 1

mamy ¢ = e —p2— 180z — ds =

— dQ jest katem brytowatym, pod ktérym
(Fig. 28).

widzimy element da z punktu O, a wiec:

. Q
(141) @ = ni

gdzie Q jest katem widzenia catej powierzchni czyli ,warstwy
podwdjnej* a z punktu O. Poteneyal t¢ jest przeto proporcyonalny
do tego kata widzenia, a wiec zalezy jedynie tylko od linii s ogra-
niczajacej te warstwe, tak iz mozemy warstwe te bez zmiany fp
odksztatca¢ dowolnie, byleby tylko punkt O nie przeszedt z jednej
jej strony na druga.

Jezeli punkt O zbliza sie ustawicznie do jednej, np. dodatnigj
strony naszej warstwy, natenczas kat Q dazy do wartosci -j- 2m'
jezeli natomiast zbliza sie bezgranicznie do jej strony ujemnej, kat
Q dazy do wartosci — 2m; przy przejsciu wiec przez te warstwe
od strony ujemnej do dodatniej wielkos¢ Q doznaje 3koku 4m, t. |
poteneyal ¢ doznaje, wedtug (141), skoku m (= ¢@,— @), jak by¢
powinno.

Jezeli warstwa podwdjna (zawsze jednorodna) jest zamkietg
i punkt O znajduje sie wewnatrz niej, natenczas mamy Q — — 4 ¥}
t. J- § = — m——-const. dla wszystkich punktéw wewnetrznych, tak
iz R=—V@=o0, t j. odpowiedni wektor znika w calej prze-
strzeni wewnetrznej. Dla wszelkich punktéw zewnetrznych mamy
natomiast Q =o, t. j. ¢ =0, a wiec rowniez R=— V<f=o, t. j.
odpowiednie pole znika rdéwniez nazewnatrz tej warstwy zam-
knietej.

Ten sam wynik otrzymamy tez dla nieograniczunej powierz-

*) Skoro strona zewnetrzna jest dodatnia.
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chni Diezamknietej, jak np. dla plaszczyzny ligurujgcej jako war-
stwa podwdjna jednorodna; w tym bowiem wypadku mamy dla
wszystkich punktéw po jednej stronie tej ptaszczyzny Q = 2m, t. j.
@ = % m — const, po drugiej za$ stronie Q = — 2m, t ],
¢ =—12 m=eonst., a wiec wszedzie R==o.

Znaczenie faktyczne moze wiec dla nas posiadac¢ li tylko
warstwa podwdjna jednorodna ograniczona pewng linig §, a wobec
powyzszych ~ wynikbw  mozemy uwaza¢ s jako linie wi-
rowa, t. j. jako granice (Limes) bardzo cienkiego widkna czyli rur-
ki wirowej o momencie m liczebnie réwnym momentowi owej war-
stwy. Zauwazmy tez, ze do pojecia warstw podwojnych przyszlismy
wiasciwie przez rozwazanie dziedziny cyklicznej jrotacyjnej i ze
taka, dziedzina powstaje w naturalny soosob jedynie tylko gwoli
wykluczeniu wiréw; to tez idealna linia ,,s“ ograniczajagca owg
warstwe czyli sztuczng przegrode przochowuje wiernie 6w charak-
ter widkna wirowego.

Rozwazywszy pole irotacyjne, przejdzmy teraz do pola czysto
Solenoidalnego, aby zbudowaé je na podstawie danych wiréw (podo-
bnie jak tamto zbudowaliSmy na podstawie danych rozbieznosci).

Zajmiemy sie tym razem atoli najprostszym tytko wypadkiem,
w ktérym mianowicie dziedzina T obejmuje calg przestrzen.

Niechaj tedy bedzie:

(a) div R=OW catej przestrzeni

(") skfadowa normalna ciggta w catej przestrzeni

(b) BtiriYe=w, gdzie w jest wektorem danym dla calej prze-

strzeni

(b") skok skladowej stycznej (R'—R) ©, dany dla kazdej po-

wierzchni nieciggtosci; rownowazne jednak Warstwywirowe
mozemy wigczy¢ do (b);

(c) natezenie R poszukiwanego pola w odlegtosciach r bardzo

wielkich od wibékien i warstw wirowych niechaj maleje

jak @ .

Wiemy juz, ze moze istnie¢ jedyne tylko pole R czynigce za-
dos¢ wszystkim tym warunkom. Aby je zbudowaé¢ z powyzszych
danych, potézmy przedewszystkiem

(142) R=curl F

uwazajac F jako (poszukiwany) wektor pomocniczy. Poniewaz
diveurl F=0 [patrz wzér (70)] i skladowa normalna curl F jest
wszedzie ciagta, przeto (i42) czyni juz zados¢ warunkom (a), (a,)h
jesli nawet F jest wektorem jakimkolwiek.

Wedtug (b), ktére ma juz zawiera¢ w sobie (b7) jako wypa-
dek graniczny, mamy curl? F=w. t. j. wedlug wzoru (114):
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Dodatkowo mozemy zatozy¢, ze wektor pomocniczy F jest so-
Itinoi_dalnym. t. j. ze jego skladowa normalna jest wszedzie cig-
gla i ze

(1%83) divF =o;

réwnanie to sprawdzimy zresztg, po wyrazeniu F przez dany wektor
®. AVedlug (143) otrzymamy dla F rownanie rézniczkowe

(144) V2F = -,

t. j. réwnanie zupetnie analogicznie do réwnania Laplace'a-Poissona

— —P- z ta tylko roznicg, ze @, p sa skalarami, podczas gdy
F, w sg welctorami.

Aby uczyni¢ zados¢ warunkowi (c), zatozymy wedtug (142)
Ipamietajgc o tern, ze curl zawiera jednokrotne rézniczkowania ze
wzgledu na spdjrzednej, ze natezenie F naszego wektora, a wiec
tez np. jego skladowe prostokgtne F1, F2. F3 malejg w nieskonczo-

nosci jak —1-. Piszac F=iFl jFRI-j-kF3 w=iwl-|]-jwl-j-k w3

mozemy roztozy¢ réwnanie wektorowe (144) na trzy skalarne:
(144a) V2Fl=-W1 i t d

Poszczegélne te réwnania nie r6znig sie juz w niczem od réwnania
y¥s = —p; otrzymamy wiec, wzorujac sie na (135), uwzglednia-
jac, ze skiadowa normalna F jest ciggla, i biorgc F. a wiec Fl,
~2. Ps jako funkeye jednowartosciowe potozenia:

<145)) 2. NI\ PT= pyts ps _F\fc

gdzie catki obejmuja wszystkie elementy dt wiréw, za$ r jest od-
legtoscig dt od rozwazanego punktu (X, y, z), ktéremu przystugujg
wartosci F1, F2, F3. Mnozac trzy te noéwnania skalarne wzglednie
przez i. j. k i dodajgc do siebie, otrzymamy

jako rozwigzanie wektorowe réwnania (144).

Wektor F jest zbudowany z w=cwrZR zupetnie tak samo
jak poteneyat (skalarny) ¢ z rozbieznosci, t. j. z p=d¥%R; z we-
ktora F wyprowadzamy poszukiwany wektor R przez operacye curl
czyli Vv podobnie jak (dla pola jrotacyjnego) ze skalara ¢ przez
operacye —V- Ze wzgledu na te analogie F nazywa sie poten-
cyatem wektorowym rozmieszczenia wiréw w. Kazdy element catki
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(145) wyrazajgcej ten potencyat jest oczywiscie wektorem, a mia-
nowcie o0 kierunku .

Mamy jeszcze dowie$é, ze otrzymany tym sposobem wektor F
czyni zado$¢ Lrunkowi dodatkowemu (143), t. j. ze div F=o.

Otéz, wedtug (145)
4m. div F = div

X, Y, Z sg spOtrzednemi punktu O, ktéremu przystugujag wartosci
F1, F2, F3; oznaczmy przez a, b, ¢ spbétrzednc dowolnego elementu
wiru dt, tak iz bedzie

rR=x-—ay+ (y—by—+ (z— Cy.

Otéz, zamiast przesung¢ O o diugosci dx, wzglednie ¥%/. /& mozemy
punkt ten unieruchomic¢ i przesung¢ caty ukiad wiréw jako jedne
catos¢ sztywng w kierunku przeciwnym, t. j. zmieni¢ spétrzedne
a, b, ¢ kazdego elementu dt 0—da, — db,—dc; tym sposobem
otrzymamy

—rg— w cos H . dr,

gdzie w jest natezeniem wektora w, za$ () jest katem zawartym
miedzy tymze wektorem a prosta prowadzacg od dt do punktu O
(patrz Fig. 29); lecz w = curl R, a wiec divw — o0 identycznie,
tak iz

(146) -- 4n div F= —rg— w cos O .dt

Wezmy teraz jako dt element widkna

wirowego o dtugosci ds i o przekroju

do, t. j. potdzmy dt = ds.do; poniewaz

fi do, czyli moment wiru posiada jedne

i te samg wartos¢ wzdtuz catego wio6- (Fig. 29)
kna, przeto warto$¢ powyzszej catki e
wzieta dla kaldegol z osobna elemen-

tarnego widkna wirowego bedzie



78

1 /'cos © If

1\
wdo| r2 ds czy]] w do —

0 |
= i ds

. or r) . . . . . . .
(albowiem -&1- = cos W); poniewaz za$ kazde wiokno wirowe jest

zamknietym pierscieniem (lub biegnie obustronnie w nieskonczo-

noé), zas —I- jest jednowartosciowa funkcya potozenia, przeto po-

wyzsza calka znika identycznie dla kazdego widkna; znika wiec
tez suma wszystkich tych calek dla catego ukfadu wirdw, t. j. ma-
my wedtug (146) div F — o, — co bylo do dowiedzenia.

Majgc juz potencyat wektorowy F mozemy zeh wyprowadzic¢
tatwo, a mianowicie wedtug (142) za pomocag operaeyi cwrl, poszu-
kiwane pole R.

Uciekajgc sie, tymczasowo, do rozwiniecia kartezyuszowskiego,
mamy dla pierwszej np. sktadowej tego wektora, réwnolegtej do
osi X-Ow:

t. j. wedlug (145a):

czyli, oznaczajgc wektor jednostkowy wskazujacy od dr ku punkto-
wi O (X, y, z) przez r, skladowe za$ tego wektora (czyli jego do-
stawy kierunkowe) przez rl, r2, r3;

przez permutacye cykliczng wskaznikéw 1. 2, 3 otrzymamy stad
natychmiast 4m /&, i 4m 22s, ktére zamiast powyzszego nawiasu be-
da zawieraly wyrazy w3rl—wlr3, wlr2-coo2rl; trzy te jednak analogi-
ne wyrazy sa, wedtug wzoru (8), sktadowemi wektora Vor, t j.
iloczynu wektorowego ® i r; mamy wiec dla wektora wypadkowe-
go R.

(147)
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Mozemy przeto powiedzie¢, ze kazdemu, elementowi wiokna
wirowego dt — do.ds o momencie m = <>g odpowiada pole ele-
mentarne

(147a) 0R = = Vds.r,
41trj
(gdzie ds jest wektorem o kierunku oj i o dtugosci ds); kierunek

wektora SR jest prostopadly do elementu, ds i do prostej tgczacej
go z rozwazanym punktem, natezenie za$ jego jest odwrotnie pro-
porcyonalne do kwadratu odlegtosci od ds i wprost proporcyonalne
do momentu m, do dtugosci ds elementu wirowego i wreszcie do
wstawy kata ds,I-

Rosktad ten. jednak na pola elementarne o postaci (147a) jest
oczywiscie zupetnie sztuczny; albowiem element ,ds“ istnieje za-
wsze tylko jako cze$¢ pierscienia wirowego, t. j. wiokna zamknieg-
tego lub tez — w granicy — biegngcego obustronnie w nieskon-
czonos¢.

Wzo6r (147), wyprowadzony z potencyatu wektorowego F, jest
wazny zarObwno nazewnatrz jak i wewnatrz wiroav.

Wiemy juz zreszta, ze Hazewnadrz wirdw, t. j. tam gdzie
curl R — o, wektor R posiada p>otencyal skalarny, ktéry jest fun-
kéya wieiowartosciowa potozenia w odpowiedniej dziedzinie cyklicz-
nej. . Oznaczmy potencyat ten przez y, dla
odréznienia od potencyatu ¢ odpowiadajacego
rozbieznosciom. Kladac przez kazdg rurke
wirowag i diafragme ograniczong przez do-
wolny obwdd s1 biegnacy na powierzchni wi-
ru (byle tylko nie oplatajgcy go) i ozna-
czajgc przez Qi kat widzenia takiej diafrag-
my lub tez, co na jedno wychodzi, jej obwo-
du. sj z rozwazanego punktu O (jak na fig.

30), mamy wedtug poprzednich wywodow:

(148) U = 1-~mMj % R = — Vu,

gdzie ml jest momentem wiru, i i gdzie suma obejmuje wszystkie
wiry; wewnatrz wiokien wirowych wz4r ten traci oczywiscie swoje
znaczenie.

Na zakohczenie Analizy wektoréw rozwazymy tu niektore
wiasnosci pewnej — ze tak powiem — funkcyi catego pola wekto-
rowego, ktéra posiada zasadnicze znaczenie w wielu dziatach fizyki
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matematycznej i ktéra zreszta sama tez przez sie jest godng
uwagi.
Mam tu na mysli warto$¢ catki

rosciggnietej na cate pole wektorowe R, lub ewentualnie na pewng
jego ograniczong dziedzine T.

Jezeli R jest predkoscig ruchu czgstek ptynu (0o gestosci 1),
catka ta wyraza energie kinetyczng masy ptynu wypetniajacej prze-
strzen t; jezeli R oznacza site elektryczng lub magnetyczna
(w ,prozniv), catka ta daje nam wyraz zasobu energii elektrycznej,
wzglednie magnetycznej, odpowiedniego pola.

Otdz, ze wzgledu na te jej szczegOlne znaczenie, pozwole so-
bie nazwa¢ powyzszg catke w ogodle energig pola R, dlatego cho-
ciazby, aby mie¢ dla niej krdotkg a wygodng w uzyciu nazwe; pro-
sze jednak czytelnika, aby w nastepujacych tu wywodach zeehciat
ja uwaza¢ tylko jako taka wiasnie krotka nazwe dla wyrazu (149)
i aby przy ogolnych naszych wywodach matematycznych zapomniat
0 synonimie fizycznym tej ,energii“ i o wszelkich wogole zwigza-
nych z nim pojeciach fizycznych.

Poniewaz ZR2 (podobnie jak dt) jest skalarem, przeto energia
pola R, t. j. U, jest réwniez pewnym skalarem, przystugujacym ca-
temu polu.

Niechaj R' i R" beda dwa pola wektorowe rostaczajgce sie
w jednej i tej samej dziedzinie przestrzennej T, za$s R niechaj be-
dzie ich superpozycyg, t. j. R = R, _|_ R"; mozemy tez nazwa¢ R
polem Wypadkotvem pdl skiadowych R' i R". Otdéz energia pola
wypadkowego bedzie wogole rézng od sumy energij pél sktadowych.

Istotnie, oznaczajgc pierwszg przez U, dwie pozostate za$ przez
U', U", otrzymamy wedtug okreélenia (149):

=K IR + R di==U + U + AsR"drT,

ostatnia za$ catka, ktorg (z powyzszem zastrzezeniem) mozemy na-
zwac energie(; wzajemne( pol R' i R", jest wogéle rézng od zera.
Zobaczymy jednak niebawem, ze w pewnych, godnych uwagi, wy-
padkach catka ta iloczynu skalarnego wektoréow R', R" znika, tak
iz U staje sie wbéwczas rownem U' -j- U".

WidzieliSmy poprzednio, ze kazde pole wektorowe daje sie
roztozy¢ na pole czysto irotaeyjne i na pole czysto Solenoulalne,
i poznaliSmy cechy charakterystyczne kazdego z tych gatunkow pol.
Przy obliczeniu energii dowolnego pola nasuwa sie wiec mysl ros-
ktadu zadania na dwa inne, jak zobaczymy, prostsze: obliczeni(>
energii z osobna dla pol sktadowych: irotacyjnego i Solenoidalnego;



zachodzi tu bowiem ta sprzyjajaca okoliczno$¢, ze energia wzajem-
na takich wiasnie pol znika zawsze.

Mozna tego dowie$s¢ w sposob pogladowy, t. j. bez zadnego
prawie ,rachunku".

Istotnie, niechaj R' bedzie polem irotacyjnem, zas R" — sole-
Jioidalnem; dziedzina, ich Spolistnienia niechaj obejmuje calg prze-

strzen.'?- Aby otrzyma¢ ich energie wzajemng J R'R" dt, wystarcza

zreszta uwzgledni¢ te tylko czesci przestrzeni, w ktérych ani R',
ani R" nie znika. Cala wiec dziedzina catkowania daje sie rozio-
zy¢ bad? to na rurki pola R', badZz tez na rurki pola R”. Postuzy-
my sie drugim z tych rosktadoéw, jako wygodniejszym. Obliczmy
wiec energie wzajemng dla jednej z rurek elementarnych pola R",
wybranej zupetnie dowolnie. Niechaj do bedzie jej przekrojem po-
przecznym, a wiec m — R"ds jej momentem; ds niechaj bedzie ele-
mentem dtugosci tej nieskonczenie cienkiej rurki, za$ ds wektorem
o wielkosci ds i o kierunku wektora R". Biorgc jako element ob-
jetosci dt = dn.ds, otrzymamy R'R".dt = R'R".do<fe = R"ds. R'ds =
m.Rhls; poniewaz za§ m, jako moment rurki Solenoidalnej, posiada
jedne i te samg warto$¢ wzdtuz catej rurki, przeto odpowiadajgca
jej energia wzajemna bedzie réwna

t. j. proporcyonalna do calki liniowej wektora R' wzdtuz catej rur-
ki wektora R". Ot6z, poniewaz pole R" jest Solenoidalne, kazda
z jego rurek jest albo
1-0) zamknietym w sobie pierScieniem, albo tez
2-0) biegnie obustronnie w nieskoriczonos¢.
Poniewaz za$ pole R' jest irotaeyjne (curl R'— 0), przeto

w pierwszym wypadku | R'ds znika, wedlug twierdzenia Stokesa.

W drugim wypadku mamy

m | R'ds =m (¢ — ¢),

« e OO0 CO

gdzie @, ¢ oznaczajg wartosci graniczne potencyalu wektora R'
oo —O00

(R" — — VW), skoro posuwamy sie w nieskonczonos¢ wzdtuz roz-

wazanej rurki, w jej kierunku dodatnim wzglednie ujemnym. Sko-

ro wiec zatozymy dodatkowo, ze natezenie wektora R' maleje w nie-

Elekirycznosc i Magnetyzm. 6



82

@, ¢ beda wielkosciami nieskonczenie matemi I-go rzedu, a wiec
---co (O
tez ich roznica bedzie wielkoscig tegoz (przynajmniej) rzedu, po-
wiedzmy @ — @ = ¢; poniewaz zas moment m = R"doc jest li-go
---00 00
rzedu ¥, czyli m = €2, przeto dla rurki obustronnie nieskoriczonej

jest m | R'dS — €3; gdyby wiec nawet wszystkie rurki elementarne
(t. j. caty réj co?2) biegly w nieskonczonos¢, otrzymalibysmy dla ca-
tego pola i R'R'dt = ¢, t, j. wielkos¢ znikomg I-go rzedu.

Zaktadajgc wiec milczaco (raz na zawsze) 6w Sposob zacho-
wania sie pola w nieskorficzonosci, mozemy wystowi¢ otrzymany
wynik w nastepujacem twierdzeniu:

Twierdzenie X. Energia wzajemna pola- irotacyjnego (R")

i pola Solenoidadnego (R") réwna sie zeru: i R'R"dt = o. Energia

dowolnego pola (R) réwna sie sumie energij pél sktadowych: irota-
cyjnego i Solenoidalnego, na jakie tamto roztozy¢ mozna:

1

Rozwazmy teraz z osobna pole czysto irotacyjne i pole czysto
Solenoidalne. Zacznijmy od pierwszego.

Niechaj tedy R bedzie polom irotacyjnem. obejmujgcem catg
przestrzen, tak iz mamy wszedzie civil R = o (i ciggtos¢ skiadowej
stycznej na ewentualnych powierzchniach, na ktérych skiadowa nor-
malna doznaje skoku), a wiec R==— V¢, gdzie potencyal ¢ jest
jednowartosciowg funkcyg potozenia. Oznaczmy znowu div R przez
p i skok skiladowej normalnej Rvi na pewnych powierzchniach oi
przez ni, t. j. potézmy:

(150) V2 = —p

*) Zakfadamy tu oczywiscie, ze R” nigdzie nie osiaga wartoSci
nieskoriczenie wielkich.
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I
(150a) Y5
ovI

Ktadac w twierdzeniu. Greena (121) ¢ = ¢ = naszemu poten-

cyatowi i rosciagajac catke powierzchniowg f# do niBlylk® do

bezgranicznie rosngcej kuli, lecz réwniez do obydw,Och stron
kazdej powierzchni nieciggtosci (ci), otrzymamy wedtug (150)
i (150a):

— _Foodt — I j @%d¥% = 1- do.
Poniewaz za$ ¢ maleje jak —1-, 1 jak -1I-, przeto granica osta-
r
tniej calki po prawej stronie znika; poniewaz, dalej, —V ¢ = R,

przeto mamy dla energii, U ==43 [ R2dt, pola irotacyjnego:

(151) u=1"y2 f'fPdt + 12

Przypomnijmy sobie, ze pdt, wzglednie nldoi jest liczbg rurek
jednostkowych wychodzgcych z.elementu objetosci dt, wzglednie, po-
wierzchni do (biorgc rurki wchodzai(ipi czyli konhczace sie w dr,
wzglednie na. do, ujemnie). Elementy takie, w ktérych mianowicie
P lub n sg rézne od zera, mozemy nazwac¢ zrodtami rurek pola,
liczbe za$ rurek jednostkowych wychodzacych z danego Zzrodia mo-
zemy nazwa¢ natezeniem Zrodla. Oznaczajac przez de natezenie
dowolnego zrédla, elementarnego, bez wzgledu na to, czy jest ono
Przestrzennem czy tez powierzchniowem, mozemy wzoOr (151) napi-
sa¢ krocej:

catka obejmuje tu wszystkie zrodta; natezenie de kazdego z nich mo-
ze zreszta by¢ badz to wielkoscig dodatnig, badz to ujemna.

Wedtug wzoru (135) mozemy jeszczcze napisa¢ dla poten-
cyatu o

(152)
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gdzie de' jest natezeniem dowolnego zrdédta p, zas r odlegtoscig
tegoz zrédta p' od punktu, w ktérym panuje potencyat ¢ i w kto-
rym znajdowac¢ sie moze inne zrodio, powiedzmy p, o natezeniu de.
Postugujac sie tym wzorem dla poteneyatu, mozemy wiec napisac,
zamiast (15la):

(152)

gdzie r jest wzajemna odlegtoscia Zrodet p, p' o natezeniach de,

de'. Ze sposobu zbudowania tego wyrazu widzimy, ze kazdy ele-

ment de wystepuje tu dwa razy; raz jako de, drugi raz jato de",

kazda wiec para zrédet elementarnych wystepuje w (152) réwniez

dwa razy; biorge ja raz jeden tylko, nalezy opusci¢ spétczynnik 2,
Wyniki te mozemy wystowi¢ w spos6b nastepujacy:

Twierdzenie Xl. Enefgia dowolnego pola irotaeyjnego daje
sie wyrazi¢ przez potowe sumy (czyli catki) iloczyndéw z natezenh
wszystkich Zrédet i Odporviednich poteneyatéw lub tez przez sume
(czyli tealke, podwina) iloczynéw z natezen kazdej pary zrodet po-
dzielonych przez wzajemng odlegtos¢ tyeh zrédet (i przez liczbe 4m):

~——— — 1% — Lo fdvee

(W ostatnim wyrazie nalezy kazdg pare zrodet uwzgledni¢ jeden
raz tylko).

Zauwazmy, ze energia pola U, okreSlona pierwotnie przez
calke obejmujgeg cale pole, t. j. wszystkie jego elementy, w kto-
rych tylko R nie znika, wyraza sie, po pierwszem przeksztatceniu, przez
catke obejmujgcg same tylko Zrodia rurek [wzér (151a)) i zawiera-
jaca ich potencyaty, — po drugiem za$ przeksztatceniu — przez
eatke obejmujgeg poszczegélne pary ZKOdet [wzér (152)] i oprocz
tego zalezna jedynie od wzajemnej odlegtosci kazdych dwoch zrédet.

Innemi stowy: Wedtug wzoru pierwotnego, czyli naszego okre-
Slenia energii U mozemy ja zlokalizowa¢ (jak sie mowi), przypisu-
jac kazdemu elementowi pola pewng ilo$¢, a mianowicie 47 R2dt;
wedtug drugiego wzoru mozemy jg rowniez zlokalizowaé, aczkol-
wiek w odmienny spos6b, a mianowicie przypisujac pewne ilosci
energii, A2¢pike, samym tylko zrodiom rurek (czyli siedliskom roz-
bieznosci) i wykluczajac wszelkie inne czesci pola; wedtug trzecie-
go wreszcie wzoru energia U zgota nie daje sie zlokalizowac¢: mo-
glibySmy tylko powiedzie¢, ze kazdej parze zrédet odpowiada
1 de.Ide'

pewna jej ilo§¢ ---- - zwigzana ze Wspolrstmemem je-

dnego i drugiego Zrédia, a wiec niedajgea sie przypisa¢ catkowicie
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ani jednemu ani drugiemu, ani tez po czesci jednemu, po czesci
za$ drugiemu.

(Uwagi te posiadajg szczegblne znaczenie wr zastosowaniu do
rzeczywistych zagadnien fizycznych, w ktérych U jest energia
w zwyklem znaczeniu stowa. Powyzsze jednak wywody sg od tego,
oczywiscie, zupetnie niezalezne.)

Rozwazmy teraz energie pola R czysto Solenoidalnego i posta-
ra)my sie wyrazi¢ jg przez momenty wirdw, podobnie jak wyrazi-
liSmy energie pola irotacyjnego przez natezenie zrddet.

Poniewaz dowolny wir daje sie zawsze roztozy¢é na nieskon-
czenie cienkie rurki wirowe, czyli —jak je krétko nazywac bede
na wiokna wirowe (opuszczajac epitet ,nieskoriczenie cienkie®),
przeto, bez uszczerbku dla ogolnosci badania, mozemy zatozy¢, ze
w eatem polu R znajduje sie pewna liczba n takich -wiokien wiro-
wych, o momentach 1Iv 12, .. In. Widkna to niechaj tworzg n
pierscieni zamknietych sl, s2, .. s, o danych ksztattach i danem
potozeniu. Pole li niechaj zresztg obejmuje calg przestrzen.

Aby otrzymac jego energie U —47 [pjge obliczmy warto$é

catki fJ R2dt dla dowolnej rurki elementarnej tego pola; przekrgj

jOj poprzeczny niechaj bedzie da, a wiec moment Rdo; poniewaz
pole jest Solenoidalne, moment ten jest staty wzdtuz catej rurki,

tak iz, oznaczajgc jej element diugosci przez ds, mamy [ K2dt =
= Rda. iR ds, gdzie catka liniowa roscigga sie na catg diugosc

rurki. Lecz kazda taka rurka pola Solenoidalnego jest zamknigta
w sobie, a wiec (wedtug twierdzenia Stokes’a) musi by¢ spleciona
przynajmniej raz jeden z jednem z widkien wirowych; wogdle je-
dnak moze oplata¢ wiele takich widkien i wiecej niz raz jeden.
Niechaj wiec rurka nasza bedzie spleciona, (w Kkierunku dodatnim)
mi razy z wloknem wirowem sl, m2 razy z widknem si, i t. d,
wogble | ¥ razy z widknem wirowem sk. WoOwczas Otrzymamydla
powyzszej catki linioweyj:

1

ml, 1l | nj1?2 e -F~mnn-- & MKIK
1

a wiec dla energii, powiedzmy ¢ du, zawartej w calej

tej rurce:
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n n
dU = 72 Rdo. "mK Ik = ¥3 V! |k - [1% Rdo.

| 1

Rozwazmy nieco blizej spétdzynnik jakiegokolwiek %> t. j. /& Jida.
Rurka nasza jest spleciona k% razy z wioknem czyli z obwodem
zamknigtym Sr, t. j. przeszywa t[]k razy dowolng powierzchnie 3%&
ograniczong przez Sr, wycinajgc z tej powierzchni wik elementéw
powiedzmy dc¥%', d¥&" i t. d., a dla kazdego z tych elementéw ma-
my jedne i te samg wartos¢ Rdo, t. j. oznaczajac przez v wektor
jednostkowy normalny do Or.
Rdo = R'V.dok' = R"v".d6R = i t. d. lloczyn mglida —

= R'V'dok' —R"v"doK" -|- ... wyraza wiec catke powierzchniowg
(wektora R) przez powierzchnie ok pochodzacg od samej tylko roz-
wazanej rurki. Biorge wiec sume (czyli catke) wyrazéw dU dla
wszystkich rurek pola, obejmierny wszystkie elementy ifck kazdej
powierzchni Or (w ktorych tylko R nie znika) i kazdy z tych elementéw
tylko jeden raz; albowiem kazda rurka pola przeszywa jakas po-
wierzchnie Or, a zadna rurka nie przecina samej siebie, t. j. zaden
z elementéw dok', dBR," i t. d. nie wystepuje wiecej niz jeden raz.
Catkowita wiec energia pola bedzie

n

(153) U = V2 Ik Sr,
1

gdzie

(154) Sr— | Rvdok

jest catkg powierzchniowy wektora R przez powierzchnie ok ogra-
niczona widknem wirowem %, normalna za$ v jest zwrdcona w kie-
runku oplatania dodatniego (p. Fig. 31).
powierzchniowa, czyli liczbe rurek jednostkowych
objetych przez obwdd ¥ mozemy nazwac
krétko indukcya (wektora. R) przez obwod sk
Woéwczas otrzymamy:

Twierdzenie XIl. Energia dowolnego
pola Solenoidalnego daje sie wyrazi¢ przez
potowe sumy iloczynéw z momentdw wszyst-
kich widkien wirowych i Indukcyi przez te
widkna:

U= 72 [Y%dt = ¥? 2 Ik Sk

Twierdzenie to jest analogiczne do pierwszej potowy Twier-
dzenia Xl dla pola irotacyjnego. Aby otrzymac¢ analogie drugiej
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potowy tegoz twierdzenia, t. j. aby wyrazi¢ energie pola solenoi-
dalnego przez sama tylko Ronfiguracye i momenty wiokien wiro-
wych, podobnie jak dla pola !rotacyjnego wyraziliSmy ja przez roz-
mieszczenie i natezenie ,zrodet”, — aby celu tego dopia¢, roz-
wazmy co nastepuje.

Przypusémy, ze zmieniliSmy natezenie R w kazdym punkcie
pola w jednym i tym samym stosunku 1:X, nie zmieniajgc zresztg
nigdzie kierunku wektora R, a wiec tez ksztattu, rozmiaréw lub
potozenia zadnego wiokna wirowego. Wowczas moment kazdego

wibkna wirowego, ktéry mozemy wyrazi¢ np. przez ¥%s = | RdS

(gdzie obwdd s oplata wiokno wirowe %% jedyny raz, w kierunku
dodatnim), zmieni sie w tymze stosunku 1:A. Lecz w tym samym

stosunku. 1:X zmieni sie indukcya Sn— | Rvdok przez %. Stad wiec

wynika, ze wielkosci ¥s, wystepujgce we wzorze (153), powinny daé
sie przedstawi¢ jako funkcye liniowe jednorodne momentéw lIv 12
. In wikdkien wirowych (i odwrotnie), t. j.:

(155) Sr=1Lrl 1l Lk2V + — + 'KK Y8 + - H- K" I
K=1 2, .. n,

gdzie spotczynniki L sg wielkosciami zaleznemi jedynie od rozmia-
row, ksztattu i wzajemnego potozenia widkien wirowych. Rozwig-
zujgc réwnania te ze wzgledu na I, otrzymalibyYstay momenty wi-
row jako funkcye liniowe jednorodne indukcyj 8.
Woprowadzajgc (155) do (153), otrzymamy
H 1
(156) U= V2 V] VK Lkj Ik lj,

1 1

t. j. energie pola Solenoidalncgo jako funkcye jednorodng li-go
stopnia momentéw wiokien wirowych.

Aby otrzymaé jeszcze wszystkie spétczynniki L w ich zalez-
nosci od cech geometrycznych uktadu widékien wirowych, wr6cémy
do okreslenia indukeyi

i postarajmy sie wyrazi¢ konkretnie wielko$¢ Y& przez momenty
i, a .:.un

Poniewaz div R = o, mozemy wprowadzi¢ znany juz nam po-
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teneyat wektorowy F, t. j. potozy¢ R = curl F; woOwczas otrzyma-
my, wedlug twierdzenia Stokes’a:

(157) Sr— jVecurl Fdo= j F dSk>

gdzie dsk pojmujemy wektorowe. Lecz, ktadac curl R = co, mamy,
wedtug wzoru (145)

(145 bis)

gdzie catke nalezy rozciggna¢ do wszystkich wiréw. Wprowadza-
jac znowu jako element objetosci dr czastke widkna wirowego
o dtugosci dsj, otrzymamy:

(158)

an
a wiec wedtug flI57):
(159) Sk 4:1 -1 [0 47dSK, dS]

I (SK) i)

gdzie r jest odlegtoscia wzajemna elementéw dSk- ds.

Wzér ten daje nam istotnie indukcye Sk jako tunkcye linio-
wa jednorodng momentdéw I; przez poréwnanie za$ z wzorem (155)
otrzymujemy stad dla spétezynnikéw L:

e dr £ JOKEL L, F jdage

(sk) (S)) (sK) (Sk)
K,j=12,.n.

We wzorach tych dSk. d3j oznaczajg elementy dwdch réznych
wiokien wirowych (K ij), za$ ds, ds' dwa elementy jednego i tego
samego widkna wirowego. Wszystkie te elementy sg tu pojete
wektorowe, tak iz ds.ds' = ds.ds’. cos (ds, ds'). Catka dla Lkk
rozcigga sie dwukrotnie na caty obwdd Y Ze (160) widzimy bez-
posrednio. ze

(161) Lkj — LjK-

Poniewaz zas we wzorze (156) kazdy moment T wystepuje dwa
razy: raz jako 7k, drugi raz jako . przeto wzor ten daje sie osta-
tecznie napisac:
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Dla wuzupetnienia Twierdzenia XIlI mozemy teraz wygtosi¢

Twierdzenie Xlla. Energia, pola Solenoidalnego daje sie wyrazic¢
jako lunkcya jednorodna drugiego stopnia momentow wszystkich
wiréw |(156) lub (162)], o Spolezynnikacli zaleznych jedynie od
wiasnosci geometrycznych ukiadu wiréw, t. j. od ich ksztattu, roz-
miaréw i Ivonflguracyi [wzér (160)].

Piszge, dla dowolnych dwdch elementéw wiokien wirowych,
0 momentach 1J':

Ids — di. Tds'— di',

tak, iz di, di' sg wektorami elementarnemi, mamy — jako odpo-
wiadajacy im dodajnik w wyrazie energii U:

di di’ di. di‘cos (di, di';

(163) ) ]

(z pominieciem statego czynnika liczebnego), t. j. iloczyn skalarny
elementéow wektorowych wiru podzielony przez ich wzajemng odle-
gtosé, zupetnie podobnie jak we wzorze (152) Ala polairotacyjnego,
z tg tylko rdznica, ze tam mieliSmy iloczyn dwdch slealarow de.de’,
t. j. natezen ,zrédet’; réznica zas ta polega na tern oczywiscie, ze
L2rodta“ takie czyli siedliska rozbieznosci nie majg nic wspdlnego
z kierunkami przestrzennemi, podczas gdy kazdy element wiru
oprécz natezenia czyli momentu posiada pewien okreslony kierunek
w przestrzeni.

Co sie tyczy ,lokalizacyin energii U pola Solenoidalnego, czy-
telnik moze powto6rzyé, mutatis mutandis, wszystkie nasze powyz-
sze uwagi dotyczace energii pola jrotacyjnego.

Zauwazmy jeszcze, ze poniewaz energia U — 13 | [B2dt jest

zawsze dodatnig, spOlczynniki L w rozwinieciu (162) muszg czynic¢
zado$¢ pewnym powszechnie znanym warunkom, a mianowicie:
wszystkie .Lrk (< wskaznikach jednakowych) muszg by¢ dodatnie,
a po za tern muszg by¢ dodatjiie wszystkie wyznaczniki:

| h21 g2 13 . LIl L13 .. LIn .
(164) 13133 amwLn - 'td o 3. PTd
L3L L33 L3

LML 2 1w



ktore ze wzgledu na (161) sg wyznacznikami symetrycznemu, mamy
wiec np. LI L2 = L2 it d

Znaczenie spoOtczynnikéw L mozemy tatwo wyczyta¢ z réwna-
nia (155) dla indukcyi %¥s. Kladae mianowicie Ik = 1, za$ lj=o0
dla wszelkich j = k, mamy: Sk == 3/K; spoéiczynnik 2Vkk wyraza
wiec liczbe rurek jednostkowych objetych przez widkno 4k, czyli
indukeye przez sk odpowiadajaca temuz samemu widknu wirowemu
0. momencie réwnym jednosci. Dlatego tez mozemy nazwaé Lkk
spo6tczynnilciem Samoinclukeyi obwodu %&. Podobnie tez, kladac
lj =1, zaS§ lk— o dla wszelkich k =j, mamy <k — Y&, t j-
LKj jest indukeya przez obwod sk pochodzacg od widkna wirowego <
0 momencie roéwnym jednosci; nazwiemy wiec Lk: Spotezynnikiem
indukeyi wzajemnej obwodéw ¥% i sk. Poniewaz L-i® — Lxp przeto
role obwoddéw sk i S; dajg sie doktadnie odwrdcié.

Zauwazmy jeszcze, ze wedtug wzoréw (160) kazdy spolczyn-
nik Samoindukcyi lub indukcyi wzajemnej posiada wymiary dtugo-
sci, a wiec daje sie mierzy¢ np. na centymetry lub kilometry.

Z réwnania (162) widzimy wreszcie, ze Y7 LkK jOst energig
wiasng wiokna wirowego sk 0 momencie == 1, za§ LKj — energig
wzajemng wiréw sk i % o momentach réwnych jednosci.

Przez ,energie wzajemng”“ rozumiem tu okreslong powyzej

wielko$¢ skalarng  R'R"dt, t. j. w naszym wypadku | RjRkdt,

nie wiazac z nig zresztg zadnych poje¢ fizycznych.









Rozdziat .

Pojecia zasadnicze-

§ 1. Przebieg zjawisk elektromagnetycznych w danem S$ro-
dowisku zalezy od dwojakiego rodzaju, wielkosci: od pewnych spot-
czynnikow statych, lub w przyblizeniu niezmiennych, ktére chara-
kteryzujg wilasnosci specyficzne Srodowiska, i od pewnych dwdéch
wektoréw wogdle zmiennych w czasie i przestrzeni, a n%snowieie
od sity elektrycznej i sity magnetycznej, ktére stale oznacza¢ be-
dziemy przez E, wzglednie przez M- Okreslimy je blizej w ciggu
dalszym, aczkolwiek zaktadamy znajomos¢ nietylko wielu faB'Av
doswiadczalnych z omawianej dziedziny, lecz takze okreslen dokia-
dnych sity elektrycznej i nfignetycznej, opartych na dziataniach
mechanicznych wywieranych na matg kulke, ,,naelektryzowa»*,
wzglednie na mata ,igle magnetyczng", ktére obiera sie w pewien
konwencyonalny sposéb jako wzorce i ktére wprowadza sie do roz-
wazanej czesci przestrzeni.

Jezeli rozwazane S$rodowisko porusza sie, natenczas sposob
rozwijania sie zjawisk elektromagnetycznych zalezy tez poSrednio
od kierunku i predkosci ruchu jego czastek, a wriec od je-
szcze jednego wektora, 0 znaczeniu czysto lvinematycznem, ktéry
moze rowniez by¢é zmiennym w czasie i przestrzeni..

Owe ,spoétezynniki" Srodowiska poznamy wkrotce. Obecnie za$
zajmiemy sie przedewszystkiem wektorem elektrycznym E i wekto-
rem magnetytycznym M. <

8 2. Dana, czeé¢ przestrzeni (,préznej,, zresztg lub wypel-
nionej materyg wazka) lub cala przestrzen, uwazana jako miejsce
istnienia sit EiM, nazywa sie polem elektrycznem lub magnety-
cznem —, o ile istnieje w niej tylko E lub tylko M.— wogéle za$
polem elektromagnetyczne™,. Mamy tu przed sobg przypadki szczegdlne
omowionego we Wstepie pola, wektorowego. Jezeli sity E, M sg

czyli niezmienne w czasie, méwimy o polach StatycznychtpW-
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ktro- lub Inagnetostatycznych lub tez o Superpozycyi jednych i dru-
gich); w przeciwnym razie mowi sie krétko o polach zmiennych.

Z gory juz, t. j. przed rozwinieciem og6lnych réwnan rozni-
czkowych pola, pragnatbym zaznaczy¢ krotko, iz pole e elixostatyczne
moze istnie¢ bez najmniejszego $ladu sit magnetycznych i odwrot-
nie, tak iz wilasnosci pol statycznych jednego i drugiego rodzaju
moga by¢ rozwazane zosobna, ze natomiast zmianie czasowej sity
E w dziedzinie dowolnie matej, czyli tak zwanemu zaburzeniu pola
elektrycznego, towarzysza zawsze sity magnetyczne i odwrotnie.
Zobaczymy tez, ze miedzy Zihiahami czasowemi wektora E i roz-
mieszczeniem przestrzennem wektora M. i nawzajem, zachodzg pe-
wne stosunki zasadnicze, ktérych wyraz analityczny stanowi¢ be-
dzie istotng tres¢ owych wiasnie rézniczkowych réwnan elektroma-
gnetycznych. Zmiennego wiec pola elektrycznego nie mozna zbadaé
zupetnie bez- rozwazania sit magnetycznych, jaknajistotniej z niem
zwigzanych, i odwrotnie.

Wektory nasze E i M, jak to mozna zalozy¢ na podstawie
dostrzegalnych wynikéw doswiadczenia., sg wogdle. ciggte w prze-
strzeni, zarbwno co do natezenia jakotez i kierunku, z wyjatkiem
atoli pewnych powierzchni. Tak np. na powierzchni granicznej
miedzy szklem a powietrzem wektor elektryczny E moze staé sie
nieciggtym, i to w sposéb bardzo wyrazny, podobnie jak wektor
magnetyczny M na granicy powietrza i zelaza. Po za tern mozna
zatozy¢, ze obadwa te wektory posiadajg wszedzie i zawsze jedno-
znacznie okre$lone kierunki, i ze natezenia ich — réwniez jedno-
znaczne — nie stajg sie nigdzie nieskonczenie wielkiemi.

W tych warunkach mozemy do pola E Ilub M zastosowac
bezposrednio wszelkie ogblne pojecia i twierdzenia, ktdre rozwing-
tem we Wstepie dla dowolnego pola wektorowego R.

Co do tych poje¢, wystarczy tu poprostu wprowadzenie odpo-
wiednich nazw, przy podstawieniu wektoréw E Ilub M za wektor
0golny R; wprowadzimy za$ nazwy takie, ktére ciesza sie powszech-
nein uznaniem.

Linie wiec pola E lub M nazwiemy liniami sity elektrycznej,
wzglednie magnetycznej, i bedziemy mowili o rurkach (lub wiok-
nach) sity zbudowanych z takich linij, w szczeg6lnosci o rurkach
jednostkowych, t. j. posiadajgcych moment réwny jednosci.

Ze wzgledu na jednoznaczno$¢ kazdego z naszych wektorow
dwie linie sity elektrycznej, lub magnetycznej, nie przecinajg sie
wzajemnie; linia sity moze sie jednak sama przecina¢, lecz wow-
czas w punkcie przeciecia mamy E = o, wzglednie M — o. Zby-
tecznem chyba byloby objasnia¢, iz linie elektryczne bedg sie wo-
gble przecinaty z liniami Inagnetycznemi (o ile jedne i drugie istnie-
ja); wektory bowiem EiIM posiadajg w tym samym punkcie po-
la elektromagnetycznego kierunki wogéle rézne.

Catke liniowg sity E, wzglednie M. wzietg wzdluz dowolnej

33
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drogi (8ii jg10) od punktu « do punktu b, nazywamy sitg elektromo-
toryczna, wzglednie magnetojnotoryczng ¥ wzdtuz tej drogi, —
i 0la zreszta moze by¢ SnkAtYs lub nie. Catkom tym beda przy-
s ugiwaty wszelkie wihasnosci rozwiniete we Wstepie dla catki
liniowej dowolnego wektora R.

Okreslenia te mozemy napisa¢ krotko:

SEM. = [Eds,

8 3. Rozwazajac, jako droge eatlSwania, krzywg zamknietg
1 rozkladajac jg na coraz to gestsza sie¢ malejgcych obwodoéw zam-
knietych, jak we Wstepie, otrzymamy w granicy (zakladajgc, ze
E, M sg wog¥ie rozniczkowalne) pojecia wektorow curl E i curl M,
tudziez zastosowane do kazdego z nich twierdzenie Stokesa:

(D) | Vcurl Edo =  Eds, | v curl Mdo — y Mds.

Linie zlewajace sie wszedzie z kierunkiem wektora curl E,
wzglednie curl M, bede nazywat liniami Ivirowemi pola E, wzgle-
dnie M, lub liniami wirowemi eleldrycznemi, wzglednie magnety-
cznemu rurke za$ Midowang z takich linij bede krotko nazywat
wirem elektrycznym, wzglednie — magnetycznym.

Postugujac sie okresleniem danem na koncu 8§ 2, mozemy we-
dtug (1) powiedzie¢, ze S.E.M, wzglednie S.M.M., wzdtué obwo-
du zamknigtego réwna sie (identycznie, t. j. niezaleznie, od jakich$
szczegblnych wiasnosci fizycznych naszych wektorow) liczbie wirdw
jednostkowych elektrycznych, wzglednie magnetycznych, objetych przez
ten obwdd czyli splecionych z nim.

Przez wir jednostkowy rozumiem oczywiscie rurke wirowa
0 momencie réwnym jednosci.

Poniewaz curl E, curl M sg solenoidalne, przeto wszelkie wiry
elektryczne i magnetyczne sg zamkniete w sobie (o ile nie biegng
obustronnie w nieskonczono$¢) i posiadajg w catej swej diugosci
jeden i ten sam moment.

Zauwazmy, ze moment ten, staty wzdtuz catej rurki wirowej
(w danej chwili), moze jednak zmieniaé¢ sie z czasem; zobaczymy
tez, ze predko$¢ jego zmiany w wirach magnetycznych Ilub ele-
ktrycznych posiada dla teeryi omawianych zjawisk pierwszorzedne
znaczenie.

"l Obratem terminy te miedzynarodowe zamiast polskich: elektro-
1 .magneto-YsoYsfcza> aby_ie nastepnie wygodniej zestawi¢ (a przynajmniej
pierwszg z_nich) ze ,sita ponderomotoryczng®, "ktérej — o ile wiem — do-
tychczas nie spolszczono. Zresztg ,elektro-* lub ,magneto-“ sg rowniez
mato polskie jak ,motoryczny”,



Nazewnatrz wiréw elektrycznych sita E posiadapotencyatele-
ktryczny @, nazewnatrz za$ wir6w magnetycznych sita M posiada
potencyat magnetyczny ¢, t. j.:

(2) E= — V@, gdzie curl E =0, M —— V. gdzie curl M = o.

Potencyaly te sg lunkcyami skalarnemi potozenia punktu,
a mianowicie funkcyami YsYsZowartosciowemi; patrz Wstep, Twier-
dzenie VIII.

Jezeli cale pole elektryczne, lub magnetyczne, jest !rotacyj-
ne, czyli pozbawione wirdw, lub tez, jezeli poruszamy sie w pew-
nej jego dziedzinie irotaeyjnej acyklicznej, natenczas ¢. wzglednie
Y, sg funkcyami jwnowartosciowemi, tak iz dla dowolnych dwoch
punktéw a, b takiej dziedziny mamy

3) SEM. = | bEds = ga— ¢, SMM. = J %dS = ya— (b

a a

W dziedzinie takiej mozemy zbudowaé szereg powierzchni izo-
poteneyalnyeh elektrycznych, wzglednie magnetycznych

¢ = const.,, wzdlednie | = const.

Odpowiednie linie i rurki sity przeszywajg wszystkie te powierz-
chnie normalnie.

Czes¢ rurki jednostkowej, zawarta miedzy dwiema takiemi po-
wierzchniami o réznicy potencyatdw roéwnej jednosci, nazywa sie
kjfmorka 'jednostkoiog elektrycznag, wzglednie magnetyczna.

Szczegllne wiasnosci fizyczne pdl irotacyjnych poznamy dopie-
ro w dalszym ciggu, a mianowicie po rozwinieciu ogdlnych réwnan
rézniczkowych, wedtug ktorych zmieniajg sie pola elektromagnety-
czne z czasem.

§ 4. Przechodzac do pojecia catki powierzwiowej. wprowa-
dzimy nazwy indukcyielektrycznej, wzglednie magnetycznej, przez
powierzchnie o, dla catek

J Evdo. wzglednie j Mvdo,

lecz jedynie wodwczas tylko, gdy cata powierzchnia o, zamknieta
lub ograniczona, przebiega w prézni lub, co prawie na to samo
wychodzi, w powietrzu. Dla innych osrodkéw natomiast bedziemy
nazywali indukcya elektryczng lub magnetyczna catki powierzchnio-
we nie samych sit E, i M lecz pewnych innych wektoréw (D. B). ktére
niebawem okreslimy, a ktoére w prozni stajg sie identyczne ze
sitami E. M.

To uwzglednienie wiasnosci charakterystycznych i odmiennych
dla réznych ciat lub Srodowisk stato sie niezbedne, odkad zauwa-



zono konkretnie wptyw, czestokro¢ bardzo znaczny, $rodowiska na
dziatania elektryczne i magnetyczne miedzy brylami w niem zanu-
rzonemu, brytami, ktére pozornie tylko dziatajg ,nha odlegto$¢” i —
jak dawniej sadzono — niezaleznie od natury fizycznej $rodowiska,
kt(vee jednak w istocie postuguja sie jego posrednictwem. Tak np.
pojemno$¢ kondensatora elektrycznego staje sie przeszto dwa razy
‘vifysszas skoro miedzy jego Okladkanri znajduje sie benzol zamiast
powietrza, a wzrost ten pojemnosci osiaga wartos¢ 5—7 dla. roz-
maitych gatunkoéw szklg, okoto dla alkoholu, a nawet 80 dla
czystej wody, cgieteris paribus; energia elektryczna (pojecie to po-
znamy blizej w ciggu dalszym) nagromadzona miedzy okiadkami
kondensatora wzrasta réwniez w tychze stosunkach dla wymienio-
nych substaneyj, przy jednem i tern samem natezeniu sity elektry-
cznej. Podobne tez uwagi stosuja sie do zjawisk magnetycznych,
0 ezem niejednokrotnie bedziemy mieli sposobno$¢ mowié.

8 5. AVyobrazmy sobie cze$¢ pola elektrostatycznego rozta-
czajaca sie w prozni; wprowadZzmy do danej jego dziedziny bryke
B dowolnej substancyi (np. szkla), a mianowicie taka, ktéra pier-
wotnie nie byla otoczona wlasnem polem elektrycznem, czyli — jak
sie méwi — bryle pierwotnie nienaelektryzowana. ; Wéweczas, ba-
dajac linie sity przed i po wprowadzeniu ciata B,t. j. po nastgpieniu
nowego stanu rownowagi, zobaczymy, ze bedg one w ogdle odksztat-
cone i przesuniete; innemi stowy: ciatlo B spowoduje zaburzenie lub
odksztalcenie danego pola. Zmieni sie w ogéle nietylko kierunek,
lecz i natezenie  wektora E, szczegllniej w punktach blis-
kich brylty B. Linie sity elektrycznej przenikng tez w ogéle do
wnetrza tej bryly.

Przypomnijmy sobie tu okreslenie sity elektrycznej. Przede-
Wszystkiem, gdy chodzi o pole elektryczne w prézni, nazywamy
kierunkiem, i natezeniem sity elektrycznej E kierunek i natezenie
sinjir“kfxndczn/N"'f-"Mo-viyrugo”™&niu sity ciezkosci i t- d.) dziata-
jacej na matg brytke, np. na matg kulke, naelektryzowang w pe-
wien sposéb ¥, ~ obrang jako wzorzec i wprowadzong do danego
miejsca pola.

Gdybysmy zamiast tej bryly wzorcowej a uzyli dla zbadania
pola innej brykki naelektryzowanej a', otrzymalibySmy kierunki te
same lecz natezenia sity E rdézne od poprzednich, a to w kazdym,
punkcie; wszystkie te natezenia bylyby atoli proporcyonalne do
pierwotnych. (Mozna to uwaza¢ jako fakt doswiadczalny.) Wynika

) *) t. j. otoczong liniami elektrycznemi woéwczas nawet gdy znajduje
sie w dziedzinie odlegtej, w ktore] sity rozwazanego pola stajg sie juz
niedostrzegalne. Jako wzorzec mozna obraé, np. jedne z dwoch kulek me-
talowych, naelektryzowanych podczas gdy znajdowaly sie w zetknigciu ze
soba, a ktore nastepnie, w pewnej od siebie odlegtosci, np. 1 cm., odpy-
chajg sie wzajemnie z pewng sitg, réwng np. jednej dynie.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 7
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stad, ze postugujac sie jakakolwiek brytka a', mozemy wyrazi¢ site
elektryczng E jako iloczyn dwdch czynnikéw: E =m F, z ktérych
pierwszy (m) jest wielkoscia skalarng i charakteryzuje brytke a’'
w poréwnaniu z brytkg wzorcowa a, drugi za$ (F) jest wektorem
i odpowiada réznym kierunkom i natezeniom panujagcym w réznych
punktach pola, czyli charakteryzuje samo to pole. Wielkos¢ licze-
bng m mozemy obra¢ dowolnie, ktadac ja np. réwng jednosci dla
pewnej brytki obranej konwencyonalnie; wowczas bedzie poprostu
E=F

Analogicznie okreslamy site magnetyczng M. obierajac jako
cialo wzorcowe dang igietke magnetyczng, ktora posiada np. ksztatt
walca o przekroju kotowym bardzo maltym w poréwnaniu z jego
dtugoscia; kierunek (M) igty, ktorej Srodek znajduje sie w danym
punkcie pola, daje nam kierunek sity magnetycznej, za$ wielkosé
kazdej z dwodch sit mechanicznych, ktére mozemy uwazaé jako
przyczepione do koricow (biegunéw) igty i ktére tworzg ,pare st
daje nam natezenie sity M w tym punkcie pola.

Oto sg okreslenia wektorow EiMwv prozni lub np. (w przy-
blizeniu) w powietrzu.

Gdy natomiast chodzi o substaneye dostrzegalnie rézne od
tych Srodowisk, a wiec np. o szklo — dla E, lub zelazo — dla M.
okreslenia te mozna sformutowa¢ w sposéb nastepujacy.

Wyobrazmy sobie, ze w danem miejscu rozwazaej bryly B
wydragzono maty kanal, usuwajgc zen substancye B i pozostawiajgc
~proznie”, i ze do kanatu tego wprowadzono ciatlo wzorcowe a, ele-
ktryczne, wzglednie magnetyczne. Wowczas sity E, wzglednie M.
tak otrzymane i mierzone przez odpowiednie sity mechaniczne F,
ktére dziataja na a, bedg w ogdle zalezaty nietylko od potozenia,
lecz rowniez od wielkosci, ksztattu i Oryentacyi kanatu wydrgzone-
go, a oprocz tego od natury samej Substancyi B, ktdéra go otacza.
Jezeli jednak kanat ten posiada ksztalt podituzny, np. cylindryczny,
i jezeli dlugos¢ jego jest bardzo wielka w poréwnaniu z wymiara-
mi przekroju poprzecznego, ijezeli o$ tego kanatu jest réwnolegla
do F (a mozna wyobrazi¢ sobie, ze Kkierunek ten udatlo nam sie
znale$¢ po catym szeregu prob), wowczas wartosci F tak otrzyma-
ne, a wiec E, wzglednie M, nie zalezg ani od ksztattu przekroju
kanatu, ani tez od Substancyi samego ciata B; otéz, tak okreslone
i znalezione wektory E, M nazywajg sie sitami: elaktryczng, wzgle-
dnie magnetyczng, w tem miejscu bryty B, w ktérem wydrgzono
kanat. W tem tez znaczeniu stowa moéwiliSmy o liniach sity prze-
biegajacych w tej bryle.

Wroémy teraz do rozwazania bryly B wprowadzonej do dane-
go pola —, powiedzmy A, — ktére rozcigga sie w prozni. Sle-
dzac za liniami sity, zobaczylibySmy przedewszystkiem, ze w ogéle
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przenikajg one do wnetrza B ¥  zauwazylibySmy nastepnie, ze
w oglle sity E, M zmieniajg przy przejsciu przez powierzchnie
graniczng ciata B w sposob nieciggly zarébwno swe natezenie jak
i kierunek, czyli zatamujg sie. Pamietajmy, ze, gdy chodzi o pole
elektryczne, bryta B ma by¢ pierwotnie nienaelektryzowana, gdy
za$ chodzi o pole magnetyczne — ,Hienamagnesowanau, t. j. nie
posiada¢ wiasnego pola magnetycznego. Wéwczas, na podstawie
doswiadczenia, mozemy powiedzieé, ze

1-0 skladowe styczne do powierzchni ciata B pozostajg
ciagte przy przejsciu przez te powierzchnig,

2-0 skladowe za$ normalne sit E, wzglednie M, sg
w og6le nieciggte, t. j. doznaja skoku przy przej-
sciu przez te powierzchnie.

Niechaj E0 i E, wazglednie M0 i M beda sity ei. i mgnt.
w prézni i wewnatrz ciata B. w dwoch punktach nieskoriczenie bli-
skich po jednej i drugiej stronie jego powierzchni; Oznaczmyprzez
V normalng jednostkowa do tej powierzchni, przez © za$§ wektor
jednostkowy w kierunku spdlnej skladowej stycznej (dla E, wzgle-
dnie dla. M). Powyzsze dwie wilasnosci mozemy woéwczas napisac
krétko:

J EB6 = E00, wzglednie MO® = M08
| Ev =4= EOv, wzglednie Mv #= M0v.

Okreslenie.  Stosunek
5) EQv :Ev=JC
nazywamy Spotczynnikiem dielektrycznym, za$ stosunek
(6) MOV ; Mv J

przenikliwoscia magnetyczng (permeability) Wenaelektryzowanej,
wzglednie lJiienamagnesowanej brylty B wzgledem proézni.

Mamy tu na mysli bryle izotropowg i jednorodng; inaczej bo-
wiem warto$¢ powyzszych stosunkéw bylaby rdézng dla réznych
punktéw i dla réznych kierunkow.

Z tego, cosmy wyzej powiedzieli, t. j. z pierwszych dwoch
rownan (4), i z okre$lenia K, p, wynikajg dla zatamania linij sity
nastepujace prawa:

. ) 0 pewnych ciatach, w ktérych — przynajmniej w Stanierowno-
l:gé/ﬁlu/?‘*wni?arpsazyérﬁdglaaﬂybgtliezli%%é\rl]v%j' czyli o tak zwanych ,przewodni-
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tgab:tga = -1,

wzglednie tgal:tga — ——

gdzie a0 jest katem ,padania“, a za$ katem ,zatamania“; E, EO, v,
wzglednie M,M0,v, lezg w jednej ptaszczyznie; patrz Fig. 32.

Zgodnie z wzorami (7) nie zachodzi tu nigdy nie podobnego

do zupetnego odbicia optycznego, ani dla linij

elektrycznych, ani tez magnetycznych, o ile ani

K ani [i nie posiadajg warstosci oo lub O.

Istotnie, katowi a = I odpowiadatoby K

= 00, wzglednie p.= 00, za$ katowi a0 g

odpowiadatoby K = o, wzglednie p. = o.

Przypusémy, ze zbadano dwa rozne ciala 1 i 2, zanurzajac je
kolejno w danem polu sity rozciggajgcem sie w prozni, i ze tym
sposobem znaleziono dla ich spotczynnikéw wartosci Kv K2, wzgle-
dnie p., p2.  Otdéz, gdybySmy dwa te ciata Avprowadzili w zetknie-
cie ze sobg i zbadali przebieg linij sity przy powierzchni granicz-
nej miedzy 1 a 2, otrzymalibySmy jako prawa zatamania:

(8) tgal.tga2 = Kl K2, wzglednie tga1;tga? = p.,: .2

Stosunki te nazywaja sie: spotczynnikiem dielektrycznym i przeni-
kliwoscia magnetyczng ciata 1 wzgledem ciata 2, i jako takie sa
spotczynnikami ,wihasciwemi“ (jak np. ,ciezar wiasciwy“). Mowiac
krotko o spolczynnikach K, p, rozumie sie konweneyonalnie ich

wartosci wziete wzgledem prézni lub — w przyblizeniu — wzgle-
dem powietrza, ktorym przypisuje sie wowczas spotczynniki K=I,
M= 1

Z tego, eo$my powiedzieli, wynika bezposrednio, ze zatamanie
linij sity bedzie tern znaczniejsze, im bardziej réznym od jednosci
jest stosunek spotczynnikéw stykajgcych sie srodowisk; w szczegol-
nym za$ wypadku, gdy chodzi o bryle (B) wprowadzong do danego
pola rozciggajacego sie w Srodowisku O, odksztatcenie pola spowo-
dowane przez wprowadzenie tej bryly bedzie, caeterisi paribus, tern
wieksze, im bardziej spotczynnik (K lub p) bryty B rozni sie od
spétczynnika (KO, wzglednie p0) $rodowiska O.

Zauwazmy juz teraz, krotko przynajmniej, ze K posiada war-
tosci bardzo ro6zne dla rozmaitych i to dla bardzo wielu Siib-
stancyj, podczas gdy p. jest prawie dla wszystkich znanych ciat
nieznacznie tylko rézne od 1 i osigga wartosci wielkie, i to bar-
dzo wielkie, jedynie tylko dla kilku ciatl, jak stal i zelazo; dla ze-



laza iip. (przy Uiniarkowanem natezeniu sity magnetycznej) jest
g. = 400. Przenikliwos¢ . jest zresztg w ogole funkcya natezenia
sity M. i tylko w pewnych granicach, dla sit dosy¢ stabych, mozna
Jja uwaza¢ jako stalg, podczas gdy spotczynnik K mozemy uwazaé
jako niezalezny od E nawet w granicach bardzo obszernych. Dalej,
z dodwiadczenia znane nam sg ciata zaréwno o przenikliwosci
j-=I> J- zw. paramagnetyczne, jakotez posiadajgce [x<I, zwane
diamagnetycznemi, podczas gdy K jest dla wszystkich ciat dotych-
czas poznanych albo wiekszym, albo dostrzegalnie réwnym, lecz ni-
gdy mniejszym od jednosci, t. j. nigdy mniejszym, niz dla prozni.
Lecz zaréwno K jak i p, sa zawsze dodatnie, nigdy za$ ujemne,
innemi stowy: skladowa normalna Ev lub Mv moze zmienia¢ swe
natezenie w stabszym lub silniejszym stopniu, lecz nigdy nie od-
wraca swego kierunku u powierzchni granicznej ciata nienaelektry-
zowanego, wzglednie nienamagnesowanego, a zanurzonego w polu
Jakiemkolwiek.

Dotychczas moéwilismy o ciatach izotropowych i jednorodnych
pod wzgledem elektrycznym lub magnetycznym.

Jezeli wartos¢ K, lub p sg rézne w roznych punktach ciata,
nazywamy cialo to elektrycznie -- lub magnetycznie niejedno-
irodnem.

Jezeli wartosciJT lub p. zalezy od kierunku sity E, wzglednie
IM, ciato nazywa sie anizotroporoem +tub Icrystalicznem, pod wzgle-
dem elektrycznym lub magnetycznym. Ciata takie sg scharaktery-
zowane w ogOle przez trzy rozne wartosci gidbwne Kl K2 Ki,
wzglednie 1, u2, U3, ktoére odpowiadajg trzem kierunkom wzaje-
mnie prostopadtym, t. zw. kierunkom gtéwnym czyli osiom elektry-
cznym wzglednie magnetycznym. W dalszym ciggu zobaczymy, ja-
ki zachodzi stosunek miedzy temi osiami a osiami Optycznemi
krysztatu,

§ 6. Mozemy teraz wygltosi¢ nastepujgce

Okreslenie. Dla Srodowiska izotropowego nazywam polaryza-
cya elektryczng, wzglednie magnetyczng, w punkcie, w ktorym pa-
nuja sity E, M. iloczyny

9 D = AE, wzglednie B — uM .

Jezeli chodzi natomiast o ciato krystaliczne, natenczas — obierajgc
jego trzy osie gtdwne jako osie normalne jednostkowe i, j, k i ozna-
czajgc odpowiednie sktadowe sit przez E! i t. d—nazywam polary-
zacya el,, wzglednie mgnt., wektory

*)  Wektor jj (lub ey 0) nazywa sie tez czesto przesunieciem ele-

ktrycznem (electric displacement, wedtug Maxicella), za$ B — indukcyg
w danym punkcie.
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(10) I D — i.KIE! -]- j.K2E2 -j- k.K3ES3,
I wzglednie B = ip-IM L_j.p,2M2 -f- kp,3M3,

Mozemy zresztg i w wypadku ciata IcTystalicznego napisac
(10a) D = DE, B = pM.

rozumiejgc atoli przez nKu lub ,u.” nie zwykle, skalarne spoétczyn-
niki lecz operatory Iveldorowe liniowe (patrz Wstep). Obiecujac
sobie wrocic¢ jeszcze do tego przedmiotu, zaznacze tu krétko tylko,
ze obadwa te operatory sg symetryczne, w znaczeniu stowa obja-
S$nionem we Wstepie, tak iz obierajgc zamiast osi krysztatu dowol-
ne osie spétrzednyeh x, y, z i piszac DI = KIIE! -I1- KREI -J- KBE,,
D2 = K21E! -|- K2E2 K23E3, it. d., mielibySmy K2 = K21 i t. d.,
i podobnie pla = p21, i tak dale;j.

Kierunek i natezenie polaryzacyi sg w ogole rézne od kie-
runku i natezenia odpowiedniej sity; kierunki E i D, wzglednie M
i B. zlewajg sie ze sobg jedynie wzdtuz osi gtéwnych krysztatu,
elektrycznych wzglednie magnetycznych (a pierwsze mogg oczywi-
Scie by¢ rézne od drugich; zestawiamy tu wszedzie E i M li tylko
dla tego, aby unikna¢ niepotrzebnych powto6rzen; o zwigzku fizycz-
nym zjawisk jednego i drugiego rodzaju dotychczas nie moéwimy
ani tez nie myslimy).

Jedynie w ciele lub Srodowisku izotropowem, a taka jest tez
~proznia“, polaryzacya ma wszedzie ten sam kierunek co odpowie-
dnia sita, tylko natezenia ich sg rézne, o ile mianowicie D=I= 1,
wzglednie [i ® 1.

Poniewaz D. B sg wektorami, mozemy tez skonstruowac linie
i rurki polaryzacyi elektrycznej lub magnetycznej. Zastosujemy
teraz pojecie catki powierzchniowej do kazdego z tych wektoréw.

Okreslenie. Dla ciata lub $rodowiska dowolnego, t. j. jedno-
rodnego lub niejednorodnego, izotropowego Ilub krystalicznego, na-
zywam catki powierzchniowe

indukcyg elektryczng, wzglednie indukcya magnetyczng przez po-
wierzchnie o.

Poniewaz dla ,prozni“ jest JT= Il y. = 1, przeto okreslenie
dane na poczatku § 4 jest tylko przypadkiem szczegdlnym niniej-
szego okre$lenia ogolnego.

Okreslone tu indukcye sg oczywiscie identyczne z liczbami
rurek jednostkowych polaryzacyi (D lub B) przeszywajgcych dang
powierzchnie o.

Do jednej lub drugiej indukcyi mozemy zastosowa¢ bezposre-
dnio wszystko to, coSmy powiedzieli we Wstepie o calce powierz-
chniowej dowolnego wektora R.



Powierzchnia ¢ moze, w mysl powyzszego okreslenia, by¢
zamknietg lub ograniczona.

W szczegélnosci, gdy chodzi o powierzchnie ¢ zamknieta,
ograniczajgcg zupetnie pewng cze$¢ pola z, w ktérej D lub B sg
ciggle, mamy [poréwn. Wstep, wzor (66)]:

(11) J Dvdo = _fdiv D.dt, wzglednie_f Bv.do = [ div B.dt,

gdzie V jest normalng zewnetrzng, zawsze jednostkowa.
Jezeli za$ w dziedzinie T znajdujg sie powierzchnie (ar) nie-
ciggtosci, mamy [wedtug (67), Wstep]:

(l11a) fDvdo= Tdiv D.dt = = tf(D"-D)vidoi;

zastepujac D przez B, otrzymamy odpowiedni wzér dla indukcyi
magnetycznej.

Oltreilenie.  Wielko$¢ d%u[].dt lub (D,—D)v; dar, t. j. liczbe
rurek jednostkowych polaryzacyi elektrycznej wychodzacych z ele-
mentu objetosci dt, wzglednie z elementu powierzchni doi, nazywa-
my tadunkiem lub elektrycznoscig prawdziwg ¥ zawartg w dt lub
na doi. Analogiczng wielkos¢ div B.dt lub (B' — B)vidsi nazy-
wamy magnetyzmem prawdziwym.

Elementy dt, da;, w ktorych div B =l=0 lub (D'—D)vi 4= o,
wzglednie div B 4= o lub (B'+— B)vj 4= 0o, mozemy nazwa¢ zrodia-
mi rurek polaryzacyjnych elektrycznych, wzglednie magnetycznych.

Gestos¢ (przestrzenna) elektrycznosci bedzie

(12) p = div D,
za$ gesto$¢ powierzchniowa:
(12a) n == (D"-D)vi;

dla magnetyzmu otrzymamy analogiczne wyrazy divB, (B'—B)vi,
dla ktérych jednak nie wprowadze zadnych speeyalnych symbolow,
albowiem nie bedg nam one potrzebne. Z géry juz bowiem pragne
zaznaczy¢, ze magnetyzm prawdziwy, o ile sgadzi¢ mozna z og6tu
dotychczasowych doswiadczen, nigdzie i nigdy nie istnieje; innemi
stowy: polaryzacya magnetyczna B posiada wszedzie i zawsze roz-
mieszczenie czysto Solenoidalne.

Postugujac sie powyzszem okre$leniem. mozemy zamiast (lia)

*) Dla odroznienia od ,pozornej”, ktdrej okreslenie podamy nieba-
wem. Mowigc krdtko o ,elektrycznosci“, bede rozumiat — ,prawdziwg“



powiedzie¢, ze indukcya elektryczna zewnetrzng przez powierzchnie
zamknieta a roéwna sie sumie algebraicznej loszystkich tadunkéw
elektrycznych Zaioartych w przestrzeni T ogranicznéj przez a.

Zauwazmy, ze nie jest to dia nas zadnem twierdzeniem
Azyeznem leez poprostu innem tylko wystowieniem przeksztatcenia
czysto  matematycznego (lia), ktére zachodzi dla dowolnego
wektora.

To samo moglibySmy powiedzie¢ o indukeyi magnetycznej
przez ¢ i o stosunku jej do zawartych w t ,magnetyzméw*; bylo-
by ta jednak zupetnie zbyteczne, albowiem wszystkie te niagnetyz-
my znikajg: div B == 0 i skladowa normalna jest wszedzie ciggta.

Dla wektora B wystarcza wiec, jezeli powiemy, ze indukcya
magnetyczna dla kazdej powierzchni zamknietej jest zerem:

(13) Bv.da == o.

Do punktu tego wrdcimy jeszcze zresztg kilkakrotnie.

Usprawiedliwienie za$ nazwy ,elektrycznos¢* (,prawdziwa®),
z ktérem czytelnik wigze juz pewne skadingd nabyte pojecia, otrzy-
mamy stopniowo, w miare rozwijania sie naszych wywodow.
W tern miejscu zauwaze tylko, ze — wedtug powyzszego okresle-
nia — ,elektrycznos¢“ posiada dla nas w najlepszym razie taki
sam stopien realnosci, jak rurki polaryzacyi, ale w kazdym razie
nie wiekszy.

Dla naszej bryly B pierwotnie ,nienaelektryzowanej* otrzy-
malibysmy, wedtug okreslenia Spolczynnika dielektrycznego i ozna-
czajac przez K,K' spotezynniki tej bryly i Srodowiska:

EviE'v = K"K, t. j. KEv—K'E'v = 0,
czyli wedtug okreslenia polaryzacyi:
Dv — D'v=o0 Inb tez (D' — D)v =o.

t. j. wedtug okreslenia- tadunku elektrycznego powierzchniowego:

Bryla wiec ta, a raczej jej powierzchnia, bedzie pozbawiona tadun-
k,fu prawdziwego, czyli Uienaelektryzowana we wiaseiwem znaczeniu
stowa.

Podobnie tez znajdziemy dla bryly takiej, ktéra pierwotnie nie
posiadata wiasnych rurek polaryzacyi, dla wszystkich jej punktéw
wewnetrznych: div D — o, chociaz po wprowadzeniu jej do danego
pola elektrycznego (jak wyzej) dla punktéw jej wewnetrznych be-
dzie wogole D M= o.

Wprowadzajgc wiec do dziedziny T dowolng bryte, o jakim-
kolwiek spotczynniku dielektrycznym, byle tylko pierwotnie niena-
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elektryzowang, nie zmieniamy przez to wartAi catkowitej indukcyi
elektrycznej przez powierzchnie ¢ ograniczajgca te dziedzine t,
aczkolwiek rozmieszczenie rurek polaryzacyi moze dzieki temu
uledz znacznym zmianom,

Co do powierzchni nieciggtosci sktadowej normalnej polaryza-
cyi> t. j. Dv (a jak wyzej pisaliSmy Dv;j dla pow. ¢i), mozemy na
podstawie doswiadczenia powiedzie¢, ze nie istniejg one wewnatrz
ciat jednorodnych, ani tez np. w prozni, lecz tylko na granicy
dwoch stykajgcych sie ze sobg ciat o réznych wiasnosciach fizycz-
nych, i to réznych nietylko pod wzgledem elektrycznym, —ze wiec
tadunki powierzchniowe na takich tylko istniejg powierzchniach.

Toz samo stosuje sie prawdopodobnie do ¥%sD==p, t. j. p by-
wa rézne od zera tylko wewnatrz ciat niejednorodnych.

tadunki powierzchniowe mozna zresztg uwaza¢ zawsze jako
wypadek graniczny bardzo cienkich warstw elektrycznosci rozmie-
szczonej przestrzennie. Skorzystamy z tej uwagi i rozwiniemy jg
doktadniej przy wyprowadzaniu warunkéw granicznych z ogolnych
rownan rézniczkowych pola elektromagnetycznego (poréwn. Roz-
dziat 1I).

Zestawiajgc to, cosSmy zaznaczyli tymczasowo o rurkach pola-
ryzacyi jednego i drugiego rodzaju, mozemy powiedzie¢ krétko, ze
rurki polaryzacyi magnetycznej sa zawsze Solenoidalne, czyli two-
rzg pierscienie zamkniete lub biegng obustronnie w nieskoriczonosc,
czyli wreszcie: nie majg nigdzie ani poczgtku ani kornca, podczas
gdy rurki polaryzacyi elektrycznej zaczynajg lub konczg sie wogdle
w pewnych dziedzinach, — mozemy dodaé: w dziedzinach niejedno-
rodnosci fizycznej.

Tak np. na granicy powietrza i szkla potartego jedwabiem
pewna liczba rurek polaryzacyi elektrycznej bierze swdj poczatek,
za$ np. na powierzchni zywicy potartej futrem lisiem pewna liczba
takich rurek konczy sie. Przy wszystkich takich procesach elektry-
zaeyi powstajg zresztg jednakowe ilosci fadunku dodatniego i uje-
mnego, t. j. tylez poczatkéw ile koncdéw rurek polaryzacyjnych je-
dnostkowych. Stad wynika np., ze podczas odbywania sie takiego
procesu wewnatrz pewnej dziedziny (t) nie zmienia sie indukcya
catkowita przez ograniczajgca ja powierzchnie (o).

W dalszym ciggu dopiero zobaczymy, jakie sg warunki zmian
lub trwania tadunku elektrycznego w danym elemencie przestrzeni
lub w danej czastce ciata Inateryalnego. Obecnie chodzito mi gto6-
wnie o objasnienie wyrazow, ktoremi w dalszych rozwazaniach wy-
padnie nam sie postugiwac,

§ 7. Podstawiajgc, w powyzszych okreSleniach, sity E, M za-
miast polaryzacyj D, B, otrzymamy okreslenie elektrycznosci pozor-.
nej, wzglednie magnetyzmu pozornego ¥, rozmieszczonych prze-

*) zwanych réwniez Stvobodnemi.



Strzennie lub powierzchniowo. Innemi stowy: nazywamy tadunkiem
pozornym liczbe rurek jednostkowych sity wychodzacych z danego
elementu objetosci lub powierzchni.

Dla gestosci przestrzennej tadunku pozornego elektrycznego
otrzymamy wiec

(14) p' = div E.
za$ dla gestosci powierzchniowej
(142) nN'=(E"-E)v.

Podobnie tez otrzymamy dla magnetyzmu pozornego gestos¢ prze-
strzenna

(15) g —divM
i gesto$¢ powierzchniowg
(15a) = (M"- M)y,

gdzie v jest normalng do odpowiedniej powierzchni granicznej.

Wracajgc do elektrycznosci prawdziwej [wzory (12) i (12a)[
i przypominajac sobie, ze D = KE. mamy dla ciata izotropowego,
lecz niejednorodnego:

p=div D = KdivE + El - -j- E? + E} = =
ox [ "oy | 3 o0z

K.div E ¥& (EV)K
[patrz Wstep, (105)], a wiec wedtug (14):
(1) P = Kp' 4- (EV)K;
zamiast (12a) mozemy napisa¢, wedtug (14a), dla granicy dwdch
roznych ciat:
(16a) n= (KE'— KE> =K'n' (K' — K)Ev.

Jezeli wiec fadunki prawdziwe znikajg, t. j. p =0, 0 — 0o,
mamy pomimo to pewne tadunki pozorne, o gestosciach:

A7) p =-—(EV)K, wzglednie ' = (-1f-—---— Ev.

Widzimy stad, ze (skoro tylko E %= 0, wzglednie Ev == 0) tadunki
pozorne znikajg wraz z tadunkami prawdziwymi woéwczas i tylko
wowczas, gdy cialo jest elektrycznie jednorodne, wzglednie gdy
spétczynniki stykajacych sie ciat sg réwne, t. j. K' =K

Jezeli wiec wprowadzimy np. bryte szkia, pierwotnie nienae-
lektryzowang, do pola elektrycznego w powietrzu, natenczas na po-



107 —

wierzchni jej bedziemy mieli wogble pewne rozmieszczenie elek-
trycznosci pozornej; dla szklg bowiem spotczynnik dielektryczny
jest 5 do 7 razy wiekszy niz dla powietrza.

Odwrotnie tez moze by¢ p'= o0, n' == 0, a pomimo to p =l= o,
n @ o, co czytelnik sam fatwo wyrazi¢ moze stowami.

Tylko dla srodowiska jednorodnego (izotropowego), a wiec tez
dla prozni, rozmieszczeniu Solenoidalnemu polaryzacyi towarzyszy
rozmieszczenie Solenoidalne sity elektrycznej.

Dla ciata krystalicznego mamy zresztg w ogoéle, piszae
D = .KiEr 4-j-K232 + kX34

(18) p=divD = K134 + K2 + K37%&.
+E Ls | EY O_I_(3
F 1 ox 7 oz
jezeli za$ ciato to jest jednorodne:
OE 0Bl i k Y&
(19) oy | 3 &z’

Dla magnetyzmu pozornego otrzymamy (uwzgledniajac, ze
magnetyzm prawdziwy znika wszedzie) wzory analogiczne do (17),
t. j. dla gestosci przestrzennej ¢' i powierzchniowej

(20) €, ==--—-—-- — (MV> = Cx— 1) Mv.

W ciele wiec jednorodnem i izotropowem bedzie nietylko div B
= o0, ale tez s' = divM =0, na granicy za$ dwoch ciat o jedna-
kowej przenikliwosci magnetycznej bedzie nietylko (B' — B)v— o,
lecz rowniez ' = (M' — M)v — o.

W dalszym dopiero ciggu zobaczymy, jakie jest znaczenie
formalne tych ,pozornych“ (a takze ,prawdziwych”) fadunkow ele-
ktrycznych i pozornych magnetyzmow, szczegélniej dla pdl statycz-
nych. Wowczas tez zrozumiemy, dlaczego posiadaly one w da-
whniejszych teoryach pierwszorzedne niemal znaczenie.

§ 8. Jak wiadomo, istniejg liczne ciata, jak np. wszystkie
metale, nieprzenikliwe dla Jinij sity elektrycznej w stanie réwno-
wagi. Innemi stowy: jezeli jedno z takich ciat Avprowadzimy do
dowolnego pola elektrostatycznego, natenczas pole to odksztalci sie
i przejdzie — po nadzwyczaj juz krétkim przeciagu czasu — do
nowego stanu roéwnowagi, w ktérym cata przestrzen wewnetrzna
ograniczona zewnetrzng powierzchnig wprowadzonej bryty (t.j. nie-
tylko jej Substancya ale i ewentualne wydrazenia) jest wolna od
wszelkiego $ladu sity elektrycznej, sama zas ta powierzchnia staje
sie siedliskiem poczatkéw i (tyluz) koncow pewnej liczby rurek elek-
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trycznych tworzacych pole zewnetrzne. W dalszym ciggu zoba-
czymy, ze linie sity elektrycznej urywajg sie na ciatach takich nor-
malnie do ich powierzchni, a to od chwili, w ktérej pole przybiera
nowy stan réwnowagi, Ciata w taki zachowujgce sie sposdb
ochrzczono niezbyt tratna (jak zobaczymy) ebraag nazwag ,kondu-
ktorow" czyli ,przewodnikow" elektrycznych.

Przez nazwe te chciano wyrazi¢, ze ciala takie ,przewodzg“
to, co sie nazywa ,elektrycznoscig“, ktdérg wyobrazano sobie jako
pewnego rodzaju ptyn niewazki, a ktérej ruch miat stanowic¢ t, zw.
~prad elektryczny przewodzony“; méwiono, ze ,przewodniki“ sg cia-
tami stawiajagcemi temu ,pradowi“ pewien ,opor“ wzglednie maty,
podczas gdy np. szklo, gutaperka i t. p. ciata, od czasu Faraday'a
nazywajgce sie dielektrykami a powszechniej i dawniej jeszcze izo-
latorami, miaty pradowi temu stawia¢ opdr olbrzymi. Nie brakio
po temu oczywiscie gtebokich powoddw zwigzanych Scisle z fakty-
cznym porzadkiem historycznym odkry¢ poczynionych w dziedzinie
zjawisk elektrycznych. Niestety, nie mozemy zajgé sie tu przed-
miotem tym, ktérego omoéwienie wymagatoby niepomiernie dtugich
dygresyij.

Dla nas, az dotad, ,elektrycznos¢“ nie jest niczem innem, jak
rozbieznoscig pewnego wektora D (pomnozong przez objetos¢) Ilub
skokiem tegoz wektora (pomnozonym przez powierzchnie) na
granicy dwoch roznych dielektrykéw; za$ ,przewodniki" sg dla nas,
wedtug powyzszego okreslenia, ciatami pozbawionemi linij elektry-
cznych, a wiec tez tadunkéw wewnetrznych, przynajmniej w polu
Statyeznem. (Bede sie czasami powotywat na to krotko jako na
okreslenie statyczne przewodnikéw elektrycznych.) Nie wolno wiec
nam, tymczasem przynajmniej, méwi¢ ani o elektrycznosci w prze-
wodniku, ani o jej ruchu lub ,przeptywaniu“ przez wnetrze takie-
go ciala. Mozemy jednak zachowa¢ nazwe ,przewodnik®, powsze-
chnie przyjeta, pod warunkiem atoli, ze bedziemy rozumieli przez
nig (az do ewentualnych dalszych objasnien) li tylko to, cosmy wy-
raznie w nig wlozyli przez nasze okresSlenie statyczne. Do kwe-
styi tej wrécimy przy omawianiu iloseiowem zmian, czasowych pola
elektrycznego, w zwigzku z polem magnetycznem.

Xa powierzchni przewodnika, np. brytki miedzi lub innego
metalu, wprowadzonego do pola elektrycznego, mamy wiec po je-
dnej stronie, w S$rodowisku dielektrycznem, pewng skladowg Ev
sity elektrycznej w ogole rézng od zera, po drugiej za$ stronie
E'.= o0, a wiec tez E'v = 0. Skladowa Ev sity elektrycznej, a wiec
tez i polaryzacyi, podlega wiec w kazdym razie nieciggtosci na po-
wierzchni przewodnika.

Mamy wiec dla gestosci powierzchniowej tadunku prawdziwe-
go, wedtug (12a):

(21) n = Dy,
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tadunku za$ pozornego:
(22) n' = Ev,
gdzie V jest normalng zewnetrzng do powierzchni przewodnika.

Gestosci przestrzenne wewngtrz przewodnika znikajg oczywi-
scie, t. j. div D' = o, div E' — o, w stanie réwnowagi. Wedtug
okreslenia statycznego nie wolno nam zresztg mowi¢ ani o spétczyn-
niku dielektrycznym¥ przewodnika, ani tez wiec o polaryzaeyi w je-
go wnetrzu.

Wiadomo zresztg, z doswiadczen najelementarniejszych, ze
suma algebraiczna tadunkéw na powierzchni przewodnika pierwo-
tnie nienaelektryzowanego, i wprowadzonego do dowolnego pola,
réwna sie zeru, t. j. ze tadunek jego calkowity nie podlega przez
to wprowadzenie zadnej zmianie; zachodzi to zresztg ogodlnie, t. j.
nawet wowczas, gdy tadunek pierwotny przewodnika byt r6znym od
zera.

Zauwazmy wreszcie, ze =— 0 ile sadzi¢ mozna ze wszystkich
dotychczasowych doswiadczen — ,przewodniki“ magnetyczne nie
istniejg. Ten brak analogii magnetycznej przewodnika elektrycz-
nego stanowi jedne z najbardziej charakterystycznych réznic mie-
dzy zjawiskami jednego i drugiego rodzaju. Okoliczno$¢ ta jest
zresztg zawarta w powyzej podanem twierdzeniu og6lnem o sole-
noidalnosci polaryzaeyi magnetycznej; istotnie, gdyby istniaty prze-
wodniki magnetyczne, powierzchnie ich bytyby siedliskiem poczat-
kéw lub konicow rurek polaryzaeyi magnetycznej, wbrew temu
twierdzeniu.

Przedmiot ten rozwazymy poézniej z innych jeszcze punktéw
widzenia.

§ 9. Dla wyrazenia spotzaleznosci zjawisk elektrycznych
i magnetycznych za pomocg réwnan rozniczkowych —, ktore po-
znamy w nastepnym rozdziale, — potrzebne nam beda, oprocz po-
wyzszych, dwa inne jeszcze pojecia zasadnicze, a mianowicie pra-
du elektrycznego i pradu magnetycznego.

Okreslenie. Pradem elektrycznym, wzglednie magnetycznym,
przez powierzchnie a pomyslang w przestrzeni lub potozong przez
zawsze te same czgstki poruszajgcego sie ciata albo Srodowiska di-
elektrycznego, ktdre jest doskonatym ¥soZaiorBk nazywam zmiane
indukcyi elektrycznej, wzglednie magnetycznej przez te powierz-
chnig, obliczong na jednostke czasu, czyli krdcej: predkos¢ zmiany

jednej lub drugiej indukcyi, t. j. catek J Dvdo, | Bvdo.

Uwaga. Zawarte w spoOlnem okre$leniu tem pojecie pradu
magnetycznego pozostanie tez bez wszelkiej zmiany dla ciat nieizo-

*) chyba ze zgodzilibySmy sie przypisa¢ mu warto$¢ co.



lujgeych czyli ,przewodzacych elektrycznie*, podczas gdy pojecie
pradu elektrycznego wymaga dla ciat takich pewnego jeszcze uzu-
petnienia, ktére wprowadzimy w nastepnym paragrafie.

Rozwazmy przedewszystkiem powierzchnie nieruchomg’, niechaj

do bedzie jej elementem; natenczas. oznaczajac przez it predkosé
zmiany lokalnej, otrzymamy dla pradu przez do:

wzglednie
czyli na jednostke powierzchni:

wzglednie v gt

Obierajac element do. w danem miejscu pola, tak. aby jego

normalna v byla réwnolegta do wektora — i bvé i
y gtq at otrzymali bysmy, cae

. . ; 1 : -
teris paribus, maximum pradu przez Y5 a mianowicie

t.j. najednostke powierzchni: Wektoi- wiec it bedzie pra-

dem wypadkowym na jednostke powierzchni, co do natezenia i Kie-
runku. Otéz prad wypadkowy na jednostke powierzchni bede kro-
tko nazywat pradem, w danem miejscu. Oznaczajac tak okreslony
prad elektryczny przez p. za$ magnetyczny przez g, mamy dla pro-
zni lub dowolnego izolatora nieruchomego:

dD dB i
23) . . L-in GG v,
P= dAi"~x— . v Aar

Catka powierzchniowa tych wyrazéw da nam prad catkowity przez
odpowiednig powierzchnie nieruchoma.

Niechaj teraz Srodowisko dielektryczne bedzie ruchome i nie-
chaj do bedzie elementem powierzchni utworzonym przez indywidu-
alnie zawsze te same czgstki Srodowiska. Predko$¢ ruchu dowolnej
czgstki niechaj bedzie dana przez wektor v, ktdéry wogble zmie-
nia sie w sposob ciagty od punktu do punktu, tak iz do porusza sie
i odksztatca w pewien sposéb. Jaki jest wyraz pradu elektrycznego
przez do w terminach wektoréw Div?

Aby na to odpowiedzie¢, uciekniemy sie do ukladu spoétrze-
dnyeh prostokatnych nieruchomych x, y, z (t. j. do ukiadu, do ktd-



rego odnosimy predkosci ruchu v), od ktorego jednak uwolnimy sie
w koncu rachunku.

Oznaczmy skladowe wzgledem osi X, y, z przez wskazniki
1. 2 3, t J. napiszmy D = iDl + jD? kD3, V = ivi+jv2- -kv3,
i wezmy nasamprzéd jako ,da“ element prostokatny dy.dz, t. j.
prostokatny w danej chwili t, i w tejze chwili réwnolegly do pta-
szczyzny yz. W chwili tej indukcya elektryczna przez dy.dz jest
Oczyiviscie

dy.dz.Dl-

W chwili t- -dt indukcya przez element ztozony zawsze z tych samych
czasteczek bedzie miata w ogdle warto$¢ odmienng; zmiana indu-
keyi zachodzi dzieki trzem okolicznosciom:

1) przez zmiane lokalng skiadowej D1,
2) » ruch postepowy elementu powierzchni,
3) , odksztatcenie, dylatacye i obrét tego elementu.

Zmiana zachodzaca dzieki 1) jest poprostu

Yeat.ay.dz.

Dzieki samemu przesunieciu postepowemu 2), t. j. v.dt, mielibysmy
zmiane indukcyi

dt.dydz.(vw) D! = dtdy.dz <VQ§;)-1|- 2 i;f’ _|:|:_ T31€?)7

Aby obliczy¢ zmiane indukcyi odpowiadajgcg obrotowi i od-
ksztatceniu (facznie z dylatacya) rozwazanego elementu, uwzgle-
dnijmy, ze (dla $rodowiska ciggtego, poru-
szajacego i odksztatcajgcego sie w sposéb
ciagly) prostokat elementarny przeksztalca sie
wciagu dl na réwnoleglobok elementarny,
wogole skosny i nieréwnoleglty do swego po-
tozenia pierwotnego. Niechaj Obec (Fig. 33)
bedzie naszym elementem w chwili t, za$
O'b'e'c’ — tymze elementem w chwili t -j- dt.

Obierajac O jako poczatek uktadu, mamy dla
spotrzednych punktéw b, c:

b) o, dy, 0
c) o o dz

za$ dla b', c"

bj dydt, dy -|- dydt, dydt
j ny yldyy Glyy
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c) ~J~ dzdt == dzdt, dz 4- —+ dzdt;

spotrzedne te oznaczmy krétko przez o1, & b ¢ ¢ '
wowczas pola rzutéw réwnolegloboka O'b'e'c’ na plaszczyzny yz

zX, xy beda; ,
do'l = b"2c'? — b'3c'2, do'2 = b'3c'l — b'lc's, dg'3 = b'le”2 — b'2c'L;

podstawiajgc za$ za b'l i t. d. powyzsze wartosci i zaniedbujac
wyrazy nieskoriczenie mate rzedu wyzszego niz dy.dz.dt, otrzymamy:

do'l = (1 -J- ¥&- 4. Ysj dy.dz.dt,

do'? — — dy.dz.dt,
oy
dg'$ — — -0+ dy.dzdt.

Poniewaz indukeya przez element powierzchni O'b'e'c’ jest
.DiUfcfl 4- D2.(fo'2 4- D8cZ0'3, indukeya za$ przez Obec réwna sie
Didy,d-z, przeto dla zmiany indukcyi zachodzacej dzieki 3) otrzy-
mamy wyraz i ' s

-Dido,t + -D2dg2 + -D3dg'3 — Dldy.dz =

Zmiane catkowitg indukcyi mozemy uwaza¢ jako superpozycye
zmian odpowiadajacych okolicznosciom 1), 2), 3); w rzeczywistosci
wszystko to zachodzi réwnoczes$nie, lecz kombinujac np. 1) z 2),
lub 2) z 3) i t d, otrzymalibySmy tylko wyrazy rzedu wyz-
szego niz trzeci.

Owoz biorgc sume trzech powyzszych zmian i dzielac jq przez
dt i przez powierzchnie dy.dz. otrzymamy zmiane catkowitg indu-
keyi na jednostke czasu i na jednostke powierzchni, t. j. skladowa
pradu elektrycznego prostopadtg do yz, czyli rownolegtg do osi x-O6w\

+y E+ +v &+ , v 9ii

Pi at dx + vz dy + vz
+ D]/ dv- | Di- N -D.sY s
Ldy | &z/ 2 dy 3 dz

czyli — dodajac i odejmujac
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pt — dtl + vt <liv D + = (VD! — viD2)------ -(V1D3-ViDl).

Rozwazajgc elementy prostokatne rownolegte do plaszczyzny
zx, wzglednie xy, otrzymaliby$my analogiczne wyrazy dla skiado-
wych pradu p2, pi rownolegtych do osi Oy, Oz

1lad elektryczny wypadkowy dla izolatora ruchomego mozemy
wiec napisa¢ Wektorowo [wedtug wzoréw (8) i (88) Wstepul:

(24) p = = —+ V.divD -+ curl VDv.

Mozemy zresztg napisa¢ dla jakiegokolwiek pola wektorowego
R, roztaczajacego sie w ruchomem S$rodowisku:

prad (R) = —%R— -]- v.div R -j- aurt VRv.

lila jmg/w magnetycznego w dowolnem $rodowisku ruchomem
otrzymamy wyraz uproszczony:

25 = -1- curl VByv,
(25) (S

albowiem div B =o.

oD .

~dt" liazVwa s¥% pradem przestmiecia elektrycznego ¥, za$
v.divD = v.p — pradem konwekcyjnym, — odpowiada on bowiem
przenoszeniu sie tadunkéw elektrycznych (prawdziwych.) wraz Zma-
terya; trzecig cze$¢ pradu, t. j. wektor curl VDv, ktérego znacze-
nie fizyczne poznamy w nastepnym rozdziale, nazywajg" niekt6rzy
fizycy pradem Rontgena. (<yly jAMT po ol o}

Dla jednej i drugiej czesci pragdu magnetycznego nie wpro-
wadzimy tu zadnych nazw.

RozmieAzenie pragdu magnetyczni jest zawsze i wszedzie
Solenoidalne, t. j.

(26) div q—o.

*)  Displacement-current, wedtug Maxwella, ktéry nazywa wektor D,
a raczej przy uzyciu innych jednostek — W D przesunieciem (dlspla-
T

Cement). Pardwn. Ireatise on Electricity and Magnetism, Tom I, koniec
Rozdz. “i-go I Rozdz. Il., art. 68.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 8
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Istotnie, poniewaz div CwrZ = 0, mamy diva—div ot ot divB

Dla pradu elektrycznego w ruchomym izolatorze mamy, wedtug
(24) i oznaczajagc div D- czyli gesto$¢ tadunku prawdziwego przez
P (jak dotychczas):

div P= m +div(pV) = = = pdivv +<vVv) P’

t. j. [patrz Wstep, wzoér (106)]:

gdzie —x (dla odroznienia od zmiany lokalnej —1) oznacza zmianeg
Ql Cjt

gestosci tadunku prawdziwego w elemencie indywidualnym dt izo-

an'i i s

latora podczas jego ruchu i odksztatcenia, za$ div v — r =
% | dy

-i%— wyraza (jak wiadomo) dylatacye tegoz elementu, na jedno-

stke czasu i na jednostke objetosci; suma wiec dt- -p.iZw vdt

wyraza przyrost tadunku elektrycznego zawartego w elemencie

(na jednostke czasu), t. j. —I— (p.d1); mamy wiec
Ql

(27) divp.dt= m (p.do),

wzér nadajacy sie dobrze do interpretacyi fizycznej. Skorzystamy
zen w dalszym ciggu, gdy zobaczymy mianowicie, ze div p znika
zawsze i wszedzie na podstawie jednego z (dwojga) rownan rozni-
czkowych zasadniczych zmiennego pola elektromagnetycznego. Inne-
mi stowy, zobaczymy, ze prad elektryczny staje sie Solenoidalnym
na podstawie owego réwnania, pomimo ze wektor D nie jest sole-
noidalnym, podczas gdy prad magnetyczny jest dla nas teraz juz
Solenoidalnym, poniewaz zatozyliSmy (zgodnie z doswiadczeniem), ze
polaryzacya magnetyczna B jest solenoidalna,

§ 10. W poprzednim paragrafie okresliliSmy pojecie pradu
magnetycznego dla dowolnych ciat, za$ pojecie pradu elektrycznego
jedynie tylko dla doskonatych izolatorow. Obecnie uzupetnimy dru-



gie z tych poje¢ dla innych cial, t j. dla t zw. ,dobrych lub
ztych przewodnikow*,

MowiliSmy juz w § 8 krotko o ,przewodnikach®, okreSlajac |
je atoli w sposéb czysto statyczny jako ciata pozbawionex-'wszelkie-~uivy
go S$ladu sity elektrycznej. 0t6z, gdybysmy chcieli rozciggnaé¢ sto-
sowalno$¢ tego okreslenia pierwotnego nietylko do pdl elektrosto-
tycznych, lecz do wszelkich innych, a wiec tez w ogdle zmiennych
w czasie, natenczas nie moglibySmy oczywiscie stosowa¢ do wnetrza
tak okreslonych ciat ani pojecia sity lub polaryzacyi, ani tez pradu
elektrycznego.

Musimy wiec przedewszystkiem zmodyfikowaé owo okresSlenie
statyczne, rozwazajac sprawe z szerszego nieco punktu widzenia.

Wiadomo z doswiadczenia, ze w pewnych ciatach, jak gazy
przy zwykdych warunkach, szklo, gutaperka i t. d, pole elektry-
czne (mianowicie !rotacyjne) moze trwac¢ dowolnie diugo, a przy-
najmniej bardzo dtugo, bez zadnych widocznych zmian i bez za-
dnych zzewnatrz doprowadzanych, zasitkow energii; ciata takie lub
Srodowiska nazywajg sie powszechnie dobremi izolatorami albo kro-
tko izolatorami. W innych za$ cialach, czyli w tak zwanych Y&ci
izolatorach, pole elektryczne moze trwac niezmiennie li tylko przy
UStawieznem doprowadzaniu energii z zewnatrz;? jezeli za$ tego nie
uczynimy, czyli pozostawimy pole samemu sobie, natenczas zacznie
sie ono ostabia¢ stopniowo i po uptywie mniej lub wiecej krotkiego
czasu stanie sie zupetnie liiedostrzegalnem; odpowiadajgca za$ polu
temu energia rozprasza sie t. j. zamienia sie na ciepto. Im pre-
dzej odbywa sie ten proces, o0 tern gorszych méwimy izolatorach.
Posuwajgc sie w kierunku od najlepszych do coraz to gorszych
izolatoréw dochodzimy stopniowo do tak zwanych ztych przewodni-
kéw (jak pary i wodne rostwory §. Otéz wszystkie' ciata tego ro-
dzaju. dla ktorych zresztg moze by¢ mowa jeszcze o spotezynniku
dielektrycznym K jako wielkosci dajacej sie zmierzy¢, nazywamy
dielektrykami przewodzacemu lub potprzewodnikami.

Zauwazmy, ze kazde z tych cial w ostatecznym stanie réwno-
wagi elektrycznej otoczenia bedzie pozbawione wszelkiego sladu
sity elektrycznej, a wiec bedzie zgodne z ,przewodnikiem* naszym
% § 8-go, okreslonym statycznie.

Do wnetrza jednak potprzewodnikéw dopiero co okreslonych!
mozemy stosowac pojecie sity i polaryzacyi elektrycznej, zaréwno!
jak i pradu elektrycznego, ktory obecnie wiasnie mamy uzupetnié.

ldgc wprawdzie coraz dalej w zaznaczonym Kkierunku, prze-
chodzimy do tak zwanych dobrych przewodnikow, jak metale, dla

) Dla ktérych atoli pomijam tu charakter elektrolityczny ,przewo-



wnetrza ktorych nikt nie mysli nawet o skonstatowaniu istnienia
sity elektrycznej lub o mierzeniu lecz poniewaz przejscie od je-
dnego do drugiego ogniwa catego tego taricucha ciat odbywa sie
badZ co badz bez zasadniczych przeskokdéw, przeto mozemy i dobre
przewodniki podciggna¢ pod te samg kategorye o0go6lng pétprzewo-
dnikow.

Mozemy zresztg upatrywaé¢ granie wszystkich potprzewodni-
kow z jednej strony w doskonatym izolatorze, t. j. w ideale, do
ktérego np. gazy w zwyklych warunkach zblizajg sie juz bardzo,
z drugiej za$ strony w doskonatym przewodniku, t. j. w ciele ide-
alnem, ktére w ogdle bytoby nieprzenikliwe dla linij sity elektry-
cznej, w polu Statyeznem lub zmiennem; do ideatu tego zblizajg sie
metale przy malejacej temperaturze coraz bardziej. Doskonatg
~proznie“ wyobrazajg sobie zresztg wszyscy teoretycy jako izolator
doskonaty, t. j. jako Srodowisko, w ktérem pole elektryczne mogto-
by istnie¢ dowolnie dtugo (czyli — jak sie méwi — nieskonczeni('
dtugo) bez zadnej zmiany.

Otéz dla potprzewodnikéw jakichkolwiek nazwiemy pradem
elektrycznym (catkowitym) wektor ,p“ okreslony w § 9 wiecej we-
ktor AE, gdzie E jest sity elektryczng w danym punkcie ciata, za$
A pewnym spoOtezynnikiem  przystugujagcym danemu pétprzewo-
dnikowi, ktéry (za powszechnym idac przyktadem) nazwiemy spot-
Czynnikiem przewodnictwa, nie kojarzac jednak z brzmieniem tej
nazwy zadnych obrazéw fizycznych. Wedtug tego okreslenia napi-
szemy wiec dla pradu elektrycznego w p6tprzewodniku nierucho-
mym [zamiast (23)]:

(29) P= 1 + A&

za$ w poruszajgcym, sie [zamiast (24)]:
(29) p=—F+ V.div7>-|- AE + curl VDv.

Czes¢ AE catego pradu nazywa sie zwykle pradem przewodzonym
(conduction-current).

Wiasciwe znaczenie fizyczne spéiczynnika A poznamy w dal-
szym dopiero ciagu, gdy juz mianowicie wyrazimy za pomoca p
(i q) zasadnicze prawa pola zmiennego.

Obecnie za$ ograniczymy sie tylko do uwagi, ze jA dla ciat
krystalicznych jest liniowym operatorem wektorowym o pewnych
osiach gtéwnych, za$ dla ciat izotropowych — zwykdym skalarem,
ktérego warto$¢ liczebna jest np. dla zelaza 6 razy mniejsza niz
dla miedzi, dla. otowiu 12 razy, dla rteci 60, za$ dla réznych ga-
tunkéw gutaperki uzywanych w telegrafii podmorskiej 10 2 razy
mniejsza niz dla miedzi, dla wszystkich zresztg metali maleje przy



rosngcej temperaturze. Co do metod mierzenia A, nalezy wyobra-
zi¢ sobie, ze uzasadnienie ieh opiera sie na pewnych wnioskach da-
jacych sie wysnu¢ z og6lnych réwnan rézniczkowych pola, ktére
pézniej dopiero poznamy. Podobne koleje przechodzg zreszta,
w kazdej niemal dziedzinie fizyki i nauk pokrewnych, pojecia pier-
wotnie surowe, ze tak powiem — jakosciowe, ktore pézniej dopie-
ro nabierajg charakteru poje¢ ilosciowych; a dzieje sie to przy po-
mocy praw lub prawidet wyrazonych pierwotnie w terminach
owego wiasnie pojecia surowego.

Lecz przed poznaniem jeszcze owych réwnan pola zmiennego,
i nie uciekajac sie do zadnych zresztg liypotezz mozemy przeciez
powiedzie¢ tu co$ jeszcze o spolezynniku A, a raczej o stosunku
jego do spoitczynnika dielektrycznego K. Mozemy mianowicie po-
wiedzie¢, jakiego rodzaju wielkoscig fizyczng jest A lub KA, t. j.
jakie sg jej wymiary, a to na zasadzie samego juz sposobu, w ja-
ki zestawiliSmy te wielko$¢ z innemi wielkosciami w réwnaniu (28).

Istotnie, oznaczajgc wymiary dowolnej wielkoSci przez [ ]
mozemy przedewszystkiem, wedtug (28), napisac:

Wedtug powyzszego okreslenia spotczynnika K, czyli w tak zw.
uktadzie miar elektrostatycznym, K — jako stosunek dwleh sit po
jednej i drugiej stronie powierzchni granicznej — jest liczbg nie-
mianowang ¥, tak iz w tymze ukladzie bytoby (2)] = [KE = [E].
Dla zachowania jednak mozliwej ogolnosci, t. j. aby nie wykluczy¢
innych uktadéw miar, pozostawmy ten spoOtczynnik w obecnym
wzorze, oznaczajac jego wymiary wogolle przez [KJ. Otrzymamy
wowczas [A7t) = flvst~  czyli

(30)

Stosunek wiec spoOtczynnika dielektrycznego do spétczynnika prze-
Wodnichua dla dowolnego ciata jest pewnym czasem.

Jakim mianowicie czasem, tego oczywiscie z (28) odczyta¢
nie mozna. Zobaczymy atoli w nastepnym rozdziale, ze Kfk jest
to czas, w ciggu ktdérego natezenie pola elektrycznego (irotacyjne-

swej war-

tosci pierwotnej (gdzie e oznacza zasade logarytmow naturalnych).

m Podobnie jak |, wedtug naszego okreSlenia, t. j. w tak zwanym
uktadzie magnetycznym miar.



Stad widzimy tez, ze jezeli nawet K i A dla danego ciata A
okreslono jako ,state gatunkowe“ (specyficzne), t, j. w poréwnaniu
czyli zestawieniu z innem jakiem$ ciatem lub $rodowiskiem JIO,
obranem konweneyonalnie, — stosunek K/A pomimo to bedzie pe-
wna ,stalg wewnetrzng“ ciala A, t. j. dajgcg sie zmierzy¢ na sa-
mem ciele A, bez poréwnywania z Jakiemkolwiek ciatem wzoreo-
wem Au, i niezalezng od wyboru jednostek wielkosci elektromagne-
tycznych.

We wzorach (28), (29) mamy tedy prad elektryczny uzupet-
niony juz dla pot-przewodnikow.

Co sie tyczy pradu magnetycznego, powiedzielimy juz w 89,
ze dane tam okreslenie nie wymaga zadnego uzupetnienia, Istotnie
analogia magnetyczna ,przewodnictwa“ elektrycznego a wiec tez
spétezynnika A, nie istnieje. Innemi stowy: nie znamy az dotad
z ogb6tu wszystkich doswiadczerh ani jednego ciata lub $Srodowiska,
w ktérem pole magnetyczne nie mogtoby istnie¢ dowolnie dtugo bez
rozpraszania i bez wszelkich zewnetrznych zasitkbw energii.

- / E + 20UvSY% CWel B yI3
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Maxwellowskie réwnania rozniczkowe
pola elektromagnetycznego.






Rozdziat IL

Maxwellowskie réwnania rézniczkowe pola
elektromagnetycznego.

811. W poprzednim rozdziale podaliSmy szereg okres$len
pewnych poje¢ zasadniczych i Odpowiednicli wielkosci, wektorowych
lub skalarnych, nie wnikajgc jeszcze w ogoélne prawa zjawisk ele-
ktromagnetycznych. Istotnie, oprécz nielicznych elementéw zaczer-
pnietych z doswiadczenia, jak np. nieistnienie ,przewodnikéw ma-
gnetycznych” i solenoidalno$¢ polaryzaeyi magnetycznej, Rozdziali
zawiera! wiasciwie tylko objasnienie pewnych wyrazéw i symbo-
léw, ktoremi wypadnie nam postugiwac sie w niniejszej ksigzce.
Wzory nasze, jak np. (12), (12a), (23), (24) i t. d., nie byly wiec
wlV¥slwie roéwnaniami czyli zwiazkami o pewnej tresci fizycznej,
leez zawieraly poprostu po prax|gj stronie objasnienia symbolow
(p. n, p i t. d) stojagcych po lewej stronie.

Obecnie dopiero, z pomocg owych poje¢ i symbolow, bedziemy
mogli wyrazi¢ krotko i w ksztalcie tatwym do spamietania, pewne
ogolne zwigzki elektromagnetyczne i napisaé réwnania posiadajace
zasadnicze znaczenie i tre$¢ fizyczna.

Zasadnicze te prawa czyli zwigzki i odpowiednie réwnania
bede krétko nazywat MttxwelVowslciemi. aczkolwiek miaty one
(a przynajmniej jedno z nich) w Idasycznycii dzietach Maxwella ¥
ksztalt nieco odmienny, a mianowicie wyraz mniej bezposredni,
i nie posiadaly jeszcze pewnych uzupetnien (szczegOlniej dla ciat

*) James Clerk Maxivell: On Faraday's lines of force (1355 -56),
On physical lines of force (1861—62), A dynamical theory of the elmgnt.
field (1365) — przedrukowane w Scientific Papers, t. 1. d. ‘treatise on Ele-
ctricity and Magnetism, dwa toiny; Oxiord, wyd. Oierwsze —1873, drugie —
1881, ‘trzecie — 1892.



ruchomych) dodanych pézniej przez Hertza i Heaviside'a ¥* Ro6-
wnania rézniczkowe, ktére mamy tu na mysli, nosza .powszechnie
nazwe rownan Hertza — Heavisideta, zawarte w nich zresztg ele-
menty reformatorskie lezg niewatpliwie w duchu pierwotnej teoryi
Maxwella.

Nie wnikajac zresztg ani w historye powstania i rozwoju ani
tez w rozliczne préby przedwstepnego ,wyprowadzenia“ czyli uza-
sadnienia tych roéwnan przez réznych autoréw, nst¥%lemy wyrazic¢
tres¢ ich w postaci nastepujgcych dwoch praw:

I.  Prad elektryczny przez powierzchnie ¢ jest propor-
cyonalny do sity Hiagnetomotorycznej wzietej w Kie-
runku dodatnim wzdluz Unii s ograniczajgcej te
powierzchnie:

Il. Prad magnetyczny przez powierzchnie o jest propor-
Cyonalny do sity elektromotorycznej wzietej wzdtuz
ograniczajacej ja linii s w kierunku ujemnym:

— | qvds co [ Eds.

Przez kierunek dodatni obwodu s rozumiemy ten, w ktorym
poruszatyby sie konce wskazéwek zegara dla widza patrzacego
w kierunku normalnej v.

Spolczynnik proporcyonalnosci jest w | i Il dodatni’, jezeli
mierzymy Ewvli Il temi samemi jednostkami i M w | i Il terni
samemi jednostkami (lecz zresztg dowolnemi i w ogdle roznemi dla
E i M), natenczas spéiczynnik ten posiada w jednem i drugiem
prawie te samg wartos¢ liczebng i zachowuje te wartos¢ dla wszel-
kich Srodowisk.

Uwaga. Prawa te maja zachodzi¢ dla kazdej chwili t i dla
kazdej dziedziny dowolnego pola elektromagnetycznego, z wyjat-
kiem. atoli tych miejsc.' ktore sg siedliskami ,zrodet energii”
i w ktérych dziatajg tak zwane ,sity przylozone"; pojecia te i od-
powiednie Hiodyflkacye powyzszych praw poznamy pOzniej. Tyim
czasem za$ bedziemy opiera¢ sie stale na zalozeniu, ze miejsca ta-
kie sg z rozwazanych przez nas pol wykluczone.

**) Heinrich Hertz: Untersuchungen Ub. die Ausbreitung der elektri-
schen Kraft (Lipsk 1892), gdzie czytelnik znajdzie przedruk wszystkich
dotyczacych prac tego autora. Oliver Heaviside: Electrical Papers, dwa
tom Londyn 1892), Electromagnetic Theory, dwa tomy (Londyn 1893,
1899), przedruk rozpraw i artykutow.



Prawa | i Il majg stosowac sie, w mysl teoryi Maxwella, za-
rowno do izolatoréw jale i do potprzewodnikéw (wraz z dobremi
przewodnikami), w mys$l za$ uzupeinien Hertza i Heavisidea —
nietylko do ciat nieruchomych, lecz réwniez do ciat lub $rodowisk
odksztatcajgcych i poruszajacych sie, dla ktérych woéwczas powierz-
chnia ¢ ma by¢ utworzona zarosze z tych samych czagstek materyal-
nyeh, t. j. prady p i g majg by¢ wektorami Okreslonemi przez
wzory (29), 8§ 10, i (25), § 9.

Nalezy jednak na samym juz wstepie zauwazy¢, ze prawa te
czyli odpowiednie réwnania zgadzajg sie bardzo dobrze z~dos$wiad-
ezeniem i obejmujg bardzo obszerne grupy zjawisk elektromagne-
tycznych w $rodowiskach spoczywajacych (aczkolwiek nie wszystkie),
podczas gdy dla. Srodowisk ruchomych sa w jaskrawej sprzecznosci
z najbardziej niemal zasadniczemi cechami roschodzenia sie fal ele-
ktromagnetycznych w szybko poruszajgcych (sie ciatach, szczegdl-
niej gdy chodzi 0 owe fale (nader krotkie), ktére stanowig Swia-
tto i t. p. promieniowania. Tak np. zjawiska aberaeyi odby-
wajg sie zupelnie inaczej, niz wymagalyby tego powyzsze prawa
w zastosowaniu do ciat ruchomych. Pomimo to rozwazenie ich
w tern miejscu w catej ogolnosci, t, j. zaréwno dla Srodowisk spo-
czywajacych jako tez dla ruchomych, nie bedzie bez korzysci dla
czytelnika. Wrocimy zreszta do tego przedmiotu pdzniej, omawia-
jac teorye elektromagnetyczng Swiatta. WOweczas tez poznamy in-
ne, zbudowane przez nowszych fizykdw, rOwnania, ktore ze zjawisk
w ciatach ruchomych lepiej zdajg sprawe. Zobaczymy zreszta,
ze — gdy chodzi o szybkie drgania elektromagnetyczne — zwig-
zki 1 i Il (a szczegblniej pierwszy) wymagajg zasadniczej prze-
robki nawet dla ciat spoczywajacych, szczegélniej zas dla diele-
ktrykéw o dostrzegalnej zdolnosci pochtaniania fal. czyli niezupet-
nie przezroczystych. (Zaznaczmy jeszcze, ze dla samej ,prozni“
zaden az dotad badacz w najscislejszg stosowalno$¢ zwigzkow | i ll
nie watpi.)

Odktadajac wiec rozwazenie wszelkich nowszych przerdbek do
ostatnich rozdziatéw tej ksigzki, postaramy sie przedewszystkiem
wysnué z powyzszych zwigzkéw, wzietych najogélniej, caly szereg
whnioskéw  czyli  twierdzen szczegélnych elektromagnetycznych,
wzglednie elektro- lub magneto-statycznyeh.

W tym celu wyrazmy je nasamprzéd w postaci réwnan roz-
niczckowych (a te wiasnie réwnania nauka zawdziecza Hertzhwi
i Heavisidehwi, ktérzy wyrazili je: pierwszy skalarnie, drugi we-
Wektorowo).

Oznaczajgc przez ¢ spotczynnik proporcyonalnosci, wspdlny
prawom 1| i Il, mozemy je napisaé



czyli, wedtug twierdzenia Stokes’a:

fJ=xF —currinnd3==o0, f™-t—-q anua ™Mjvic — 0

Kazde z tych réwnan ma zachodzi¢ dla dowolnych powierzchni g,
a wiec tez dla dowolnych kierunkéw normalnej v do poszczegol-
nych elementéw do; wyrazy wiec zawarte w nawiasach muszg zni-
ka¢ dla kazdego z osobna elementu do. Mamy wiec, dla kazdego
punktu pola i dla kazdej chwili, dwa réwnania:

n) —p =curl M

(B) —q= —curl E.

Wystareza podstawi¢ w nich za prady p i q wyrazy podane w 88§
9 i 10, aby zobaczy¢, ze sg to rownania rézniczkowe (czastkowe)
dla sil E, M (przy danych @ u, A, v) rzedu 1-go wzgledem czasu.
Zanim to jednak uczynimy, zatrzymajmy sie jeszcze nieco na tych
wiasnie krotkich wyrazach powyzszych dwoch praw:

Mozemy je natychmiast tak przeczytac:

(A) Rurki pradu elektrycznego zlewajg sie zupetnie z wi-
rami magnetycznemi.

(B) Rurki pradu magnetycznego zlewaja sie z wirami
éléktrycznemi, lecz biegna w kierunkach wrecz
przeciwnych.

Z pominieciem spotczynnijfea statego ¢, momenty rurek pradu
el. lub mgnt. sg te same jak dla zlewajacych sie z niemi wirdw
mgnt., wzglednie el.; stad juz widzimy, ze rurki pradu jednego
i drugiego rodzaju sg Solenoidalne.

Zresztg, poniewaz div ¢url = o. dla dowolnego wektora, prze-
to mamy wprost z wzoréw (A), (B):

(32) divg=o
(33) divp=o.

Pierwsze z tych réwnan bylo juz zresztg wynikiem zatozenia sole-
noidalnosci polaryzaeyi magnetycznej (§8 9); drugie natomiast jest
wynikiem z prawa |, a raczej towarzyszy nieodtgcznie temu
prawu.

IF wii%s7 1cit-c teoryi Maxwella (nietylko prad magnetyczny
lecz réwniez) prad elektryczny jest zawsze Solenoidalny, czyli zam-



kniety w sobie "); dla Scistosci nalezy doda¢: prad catkowity, t. j.
suma wektorowa pradu przesuniecia, pradu lcomvelicyjnego i pradu
przewodzonego. Stanowi to nawet jedne z najwybitniejszych cech
teoryi Maxwella.

Do sumy tej Yse mamy zresztg potrzeby dodawaé czwartego
jeszcze wektora cwZ VDv [patrz (29)]; ten bowiem jest sam juz
identycznie Solenoidalnym; dla tego tez mozemy go nawet w ogdle
nie zalicza¢ do pradu, czyli odtraci¢c go, jak to w powszechnym
jest zwyczaju.

Zauwaze jeszcze, ze wzor (A), czyli — dla rurki o przekroju
skoriczonym — pierwszy z wzorow (31) stat sie wiasciwie prak-
tycznem okresleniem ,catkowitego“ pradu elektrycznego.

Po tych uwagach wr6¢my do wzoréw (A), (B), aby podstawic
w nich za p, q wyrazy rozwiniete w 88 9 i 10.

§ 12. Zacznijmy od wypadku najprostszego, a mianowicie od
izolatora doskonatego, nieruchomego.

Dla takiego $rodowiska otrzymamy, wediug (23), jako wyraz

rozniczkowy praw | i Il, réwnania:
1 dD i«
m ST = curl M
()] = = ,=—curl E
e ot

W..zatozeniu, ze dane sg dla rozwazanego Srodowiska spot-
czynniki, wzglednie operatory wektorowe liniowe K i x, tak iz
D=-KE, B=pM, mamy w (1) i (I) dwa roéwnania rézniczkowe,
czastkowe, 1-go rzedu ze wzgledu na t, dla dwdch wektoréw E, M
zmiennych w czasie i przestrzeni.

Przy danych wiec E-E0, M = Ki0 dla dowolnej chwili ,po-
czatkowej“ t = t0 dla calej przestrzeni, ewentualnie za$ przy da-
nych oprécz tego E, M dla granicy pola dla wszelkich t, caty prze-
bieg zjawisk elektromagnetycznych w tej przestrzeni bedzie jedno-
znacznie okre$lony na podstawie uktadu réwnan (1) i (11).

Dla togo tez powiemy, ze E, M (wraz z K i i) okreslajg zu-
petnie stan chwilowy Ilub krdétko stan pola elektromagnetycznego
w danem S$rodowisku, podobnie np, jak konfiguraeya i predkosci
okreslajg stan uktadu mechanicznego.

Dla Scistosci nalezy doda¢, ze przez dane chwilowe EO, M0
okreslony jest przebieg zjawisk dla calej epoki czasu, w ktorej
mianowicie wazne sg owe réwnania, i w ktérej ani E ani R% nie

) *) Skoro uwazamy prad biegnacy obustronnie w nieskoriczonos¢
jako wypadek graniczny:.



doznajg skokéw czyli sg ciggte ze wzgledu na czas t, co do nate-
zenia i kierunku.
Istotnie tez zatozymy raz na zawsze, ze E, M, a wiec tez

O, B, sg ciggle w czasie, czyli ze natezenia wektorow E — - .
WI, 0. B nie osiggajg nigdy i nigdzie nieskonczenie wielkich war-
tosci.

Do sprawy jednoznacznosci rozwigzania rownan (1) i (li),
przy danych warunkach poczatkowych i granicznych, wrdcimy je-
szcze w dalszym ciggu.

Jakgkolwiek funkeye wektoréw E. M lub ich rozmieszczenia ¥,
niezawierajgcg wyraznie czasu t, nazywam funkcyg stanu pola ele-
ktromagnetycznego lub pewnej jego dziedziny, skoriczonej Ilub ele-
mentarnej.

Jezeli taka funkcya stanu zachowuje, zgodnie z réwnaniami
(M i (), stala wartos¢ w czasie, nazywani jg niezmiennikiem,
pola, wzglednie: jego danej czesci lub elementu. Kazdy z takich
niezmiennikbw moznaby tez nazwa¢ catkg odpowiedniego uktadu
rownan roézniczkowych; powyzsza nazwa odpowiada jednak lepigj
naturze fizycznej naszych rostrzasari.

Zauwazmy, ze wszelki uktad réwnan roézniczkowych czastko-
wych dopuszcza nieskoriczenie wiele niezmiennikéw istotnych, t. j.
wzajemnie niezaleznych.

Pewne niezmienniki elektromagnetyczne poznamy niebawem.
Nasamprzod jednak powiemy stéw kilka o istocie ,uniwersalnego*
spotfezynnika statego e, ktory figuruje we wszystkich powyzszych
rownaniach zasadniczych.

§ 13. Wymiary tego spdtezynnika [c] mozemy bezposrednio
niemal wyczyta¢ z réwnan (1) i (Il).

Istotnie, wedtug (I) mamy, oznaczajac wymiary dlugosci
przez [Z:

[C-IDt-1] = [c-"t-IKE = [curl M] = [MI-1], ¥*

*) a wiec np. zawierajacg curl lub div lub inne jakiekolwiek opera-
tory rézniczkowe przestrzenne'.
**)  Albowiem curl dowolnego wektora R jest pewng catkg liniowg

i R )
| Rds podzielong przez pewng powierzelmig, t. j. [curl R] — [—p~]=[/-'AJ;

mozemy tez napisaC symbolicznie, opuszczajac wielkosc, na ktorej mamy
operowac:
[curl] = [Z-];

dprawdza S|¢ to zresztg na wzorze [85] Wstepu; podobnie tez bedzie np



za$s wedtug (l):
[c-1jpt~1 = [c-1t-yM] = IEI-1,
a wiec, przez zestawienie tych dwoéch réwnan wymiarowych:

[c-2t-2Ky,EMj = [I1-2EMI.
t. j.

czyli wreszcie:
iej = [(Ku)r2.It—1.

Widzimy stad, ze wogble — t. j. przy dowolnym wyborze
jednostek dla K i p, wielkosc

-------- osiada miary predkosci,
(34) p wy y pre

a wiec Spolezynnikiem wewnetrznym (nie za$ gatunkowym) danego
dielektryka. o
W dalszym ciggu zobaczymy, ze predkos¢ ta—----- jest mia-

nowieie predkoscig Toschodzenici sie zaburzen elektromagnetycznych
w dielektryku izotropowym o spotczynnikach K i .

Wedtug powyzszych naszych okreslenn (poréwn. § 5) sg zre-
szta K i p liczbami niemianowanemi, tak iz sama juz wielko$¢ ¢
posiada wymiary predkosci, t. j.

(35) l=§ 1

Jest to mianowicie, jak zobaczymy, predkos¢ roschodzenia sie fal
elektromagnetycznych w proézni, rowna predkosci Swiatta, t. j.
w okragtych liczbach 300000 kilom, na sekunde. Ze stalg c¢ spo-
tkamy sie tez przy omawianiu wzajemnych stosunkéw réznych ukia-
déw miar wielkosci elektromagnetycznych.

§ 14. Aby otrzyma¢ pewne, zapowiedziane juz wyzej niezmien-
niki dla izolatora nieruchomego, zastosujmy do kazdego z réwnan

. a 0 |-
(D, (1) operacye div. Poniewaz dw curl — oi (}W —I——X éw,
przeto otrzymamy z rown. (I1):

—)gt— div B = [}

t. j. div B = const. dla kazdego z osobna punktu pola. Powie-
dzieliSmy juz wiecej niz raz jeden, ze div B = o wszedzie i za-
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wsze; wobec powyzszego wyniku Avystarcza jednak zatozy¢ dla je-
dnej chociazby chwili div B = o, aby mie¢ stale div B = 0. Nie
omawiajge wiec dalej tego przedmiotu napiszemy raz na zawsze
obok roéwnan gtéwnych wynikajgcych wprost z praw ! i 1l jako
trzecie rownanie Avarunkowe dla polaryzacyi magnetycznej, w do-
wolnem zresztg S$rodowisku:

(n div B — o.

Stosujac operacye div do rownania (1), otrzymamy analogi-
cznie

(36) <%Z¥e= tdiv="Le=oO,

t. j. p= const. W izolatorze wigec doskonatym #tadunek prawdzi-
wy kazdego elementu dt zachowuje niezmiennie swag warto$¢, nie-
baczage na zmiany sit elektrycznych i towarzyszacych im magnety-
cznych. Innemi stowy: p = div D = div (z€) jest niezmiennikiem
kazdego z osobna elementu pola; lub jeszcze inaczej: av izolatorze
doskonatym nieruchomym, elektryczno$¢ (prawdziwa) nie podlega
zadnym zmianom lokalnym ani tez nie przenosi sie z miejsca, na

miejsce.
W tej juz okolicznosci mozna upatrywa¢ jednego — ze tak
powiem — z motywOw uciele$nienia elektrycznosci. Nazywajac ja

jednak po prostu niezmiennikiem kazdego elementu, sadze, ze nie
POAviedzielismy ani za Aviele ani tez za mato.

Wiemy juz, ze Avogole moze by¢é p ==div D M= 0. Otdz, na
podstawie poAvylszego Avyniku, mozemy powiedzie¢, ze dowolne
rozmieszczenie poczatkowe tadunku nie podlega w izolatorze dosko-
natym ijak dotychczas przynajmniej — nieruchomym) zadnym
zmianom czasowym, av odmecie najzawilszych zaburzen -elektroma-
gnetycznych, byle tylko czynigcych zado$¢ réwnaniom (1) i (Il), lub
chociazby tylko pierwszemu z tych réwnan.

Jak sprawa ta przedstaAvia sie dla pOlprzeA(YednikOw tudziez
dla $rodowisk ruchomych, zobaczymy niebawem. Tymczasem za$
pozostaniemy jeszcze nieco przy izolatorze nieruchomym.

Zauwazmy tu Aviec jesz8%e, ze ze statosci tadunku prawdzi-
wego nie wynika bynajmniej Avogole niezmiennos$¢ tadunku pozorne-
go (o gestosci pY); istotnie, Avedlug (16) mamy dla dielektryka nie-
jednorodnego (lecz izotropowego): Kp'= p—(EV)K, a wiec:

(37) K =-(EV)K,

jezeli zatozymy, ze K jest state w czasie; bedzie wiec Avogoéle



Eq: ®d o, i tylko dla $rodowiska jednorodnego O_pf_ — o, czyli

p' — const.

Jak widzieliSmy, div D jest niezmiennikiem, dla kazdego ele-
mentu lub punktu pola, zupetnie niezaleznie od jakichkolwiek wa-
runkéw granicznych (lub poczatkowych).

Poznamy teraz jeszcze jeden niezmiennik o innym nieco cha-
rakterze, a mianowicie przystugujacy skoriczonej dziedzinie pola
przy pewnych warunkach granicznych albo tez catej nieskonhczonej
przestrzeni przy pewnym sposobie zachowania sie sit E, M w nie-
skonczonosci,

1 Aby otrzymaé te funkcye stanu i zbadaé, w jakich warun-
kach staje sie ona istotnie niezmiennikiem, pomnézmy réwnanie ()
skalarnie przez E, za$ (ll)-Skalarnie przez M i dodajmy je do sie-

bie. Pomewaz —g:tl: (EO) — E —?ﬁr +B O:E =2 E —OBD{ i podobnie

d _ ¢)B . o
dt (MB) =2 H ot ¥, mozemy napisac:
1 ¥ & (ED + KB) = E.curl M — M.curl E-
2 e dt
czyli, wedtug wzoru (98) wyprowadzonego we Wstepie:
- (ED + MB) = — c.div VEM.
(38) Aot
(Z ostatniego réwnania skorzystamy jeszcze w Rozdz. Ill, omawia-

jac pojecie ,pradu energii*)
Potézmy dla, skrécenia

(39) CVEM = F,

tak iz bedzie

(38) J = (ED + KB) = —div F;
o fit

») lIstotnie, jezeli tylko spétczynniki lub wogole operatory liniowe
K, u nie zmieniajg sie z czasem, mamy

E -3 —E-Y8(KE) = EK o = KE. ™ =Dx—
dt, dt dt dt dt
co mozemy sprawdzi¢, piszac KE = iKjE! -J- jK2E? -J- KK3E3; podobnie

n =0

Elektrycznos$¢ i Magnetyzm. 9



pomnézmy to réwnanie obustronnie przéz dt i weZmy jego catke
dla dowolnej dziedziny przestrzeni T ograniczonej powierzchnig o

0 normalnej zewnetrznej v; ze wzg||du na réwno$¢ | div Fdt =

J Fvdo, zachodzacg przy zatozeniu, ze skladowa normalna wektora

F jest ciggta w catej dziedzinie 1 [poréwn. Wstep, (66), (67)],
otrzymamy wowczas:

(40) = i (ED 4- MB)dr = —

I-o) Dziedzina ograniczona. Jezeli zatozymy, ze wektor F
jest styczny do powierzchni ¢ ograniczajgcej dziedzing t (t. j. je-
zeli np. sita E lub sita M jest normalng do a), natenczas bedzie
Fv — o, dla kazdego elementu da,
czyli:

(41) | (ED ™ MB) dt = const,,

t. j I (ED + WB)tZt bedzie niezmiennikiem dziedziny T.

2-0) Dziedzina nieograniczona. Jezeli chodzi o calg prze-
strzen, mozemy uwaza¢ ¢ jako powierzchnie bezgranicznie rosngcej
kuli; jezeli w tym wypadku zatozymy, ze natezenia sit elektrycznej

i magnetycznej malejg jak natenczas Fv bedzie malato jak

-3J,a wiec catka | Fvdo z rosnacym promieniem r kuli bedzie ma-
le¢ jak -1-, tak iz Lim | Fv.dda = o, a wiec | (ED + MB).dt

bedzie znowu niezmiennikiem catego pola elektromagnetycznego.
— Pd&zniej dopiero zobaczymy, ze catka ta, ktérg moglibysmy

nazwa¢ niezmiennikiem warunkowym pola w izolatorze nierucho-

mym (ze wzgledu na warunki wystarczajgce dla znikania catki po-
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Wierzchniowej | Fv.do), posiada donioste znaczenie fizyczne, a mia-

nowicie wyraza energie odpowiedniego pola.

Zauwazmy, ze iloczyny skalarne ED, MB sa zawsze dodatnie
i znikajg wowczas tylko, gdy E = o, M — 0; wobwczas tez jest zre-
sztg D = o, B==o0.

Istotnie, dla ciata lub Srodowiska izotropowego mamy ED-
K772, MB = M2, za$ spotczynniki i § s — jak wiadomo z do-
Swiadczenia — zawsze dodatnie; dla Srodowiska krystalicznego ma-
my znowu ED = KjEL + K2E2 Y6 K3E32. MB = p-IM12 + p2M22 +
+ p3M32 i wartosci gtowne Kv Ki, Kv pl p2, p., sa zawsze do-
datnie.

Catka wiec | (ED -j- MB)dt moze znika¢, dla dowolnej dzie-

dziny 1, li tylko wowczas, gdy dla kazdego punktu tej dziedziny
jest E=o0, M==0, t. j. gdy cale pole w T znika.

§ 15. Opierajgc sie na wynikach poprzedniego § mozemy tat-
wo okaza¢ jednoznaczno$¢ rozwigzan réwnan (1) i (Il) przy danych
warunkach poczatkowych i granicznych,

Niechaj mianowicie dla t—t0 bedg dane EO, M0 dla calej
dziedziny T, ograniczonej przez powierzchnie o, i oprocz tego dla
samej powierzchni ¢ i dla wszelkich czasow t:

1-0) skfadowa styczna sity E, albo

2-0) skladowa styczna sity M-

Przypuscmy na chwile, ze E', M', D', B' i E", M", D", B" sg
dwa rozwigzania réwnan (1), (Il), czynigce zado$¢ danym warun-
kom poczatkowym i jednemu z dwoch powyzszych warunkéw gra-
nicznych. Potézmy ‘E'— E"=E, M'— M" =M, D'— D" = D,
B' — B" = B- Otrzymamy wowczas, wedtug (40), dla wszelkich t

\ | (EDYsMB)dTt=-2| Fv.do,

gdzie
F=cVEM =V (E'-E”) (M'—M"),

Ot6z w wypadku 1-0) sity E', E" roznig sie od siebie li tyl-
ko przez skltadowa normalng (skoro skladowa styczna jest przepi-
sana); mozemy wiec napisa¢ E'— E"=f.v, gdzie f jest skalarem,
a wiec:
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tak iz

w wypadku 2-0) mamy podobnie M' — M" — g.v (gdzie g jest ska-
larem), a wiec réwniez Fv—o.

dla wszelkich t, t. j. | (ED + MB)dt — const.; poniewaz za$ dla

t-t0 jest E0O=E"0, i t. d, t. j. EO==0O, MO—o0, przeto — w za-
tozeniu, ze wszystkie zmiany sa ciggle w czasie — bedzie

(ED¥sMB)dt = o dla wszelkich t,

a wiec E=0, M=o t j. E'=E", M = M" tudziez D'= D",
B'=B" dla wszelkich czasow, t. j. dla catej .epoki“

Istnieje wiec, w danem $rodowisku, jedyne tylko pole zmie-
niajgce sie wedtug (1) i (II) i czynigce zado$¢ powyzszym warun-
kom.

Gdybysmy zreszta dopuscili nieciggtosci zmian w czasie, wy-
starczytoby je réwniez przepisa¢ z gory dla E i M. aby wykluczy¢
mozno$¢ dwdch roznych rozwigzan; woOwczas bowiem E'— E"
i M'—M" bylyby ciagte w czasie, tak iz moglibySmy powto6rzyé
dostownie cate powyzsze rozudfowanie.

§ 16. Roéwnania, rozniczkowe (1), (I1), (I1I) sa liniowe i je-
dnorodne, t. j. zawierajg pochodne wektoréw zmiennych zaleznych
(ze wzgledu na czas i spOtrzedne) w pierwszym tylko stopniu
i nie zawierajg zadnego wyrazu wolnego od E, M lub od pocho-
dnych tych wektoréw: spoétczynniki zas w réwnaniach tych sg stale.
Otéz, stad wyptywa pewna zasadnicza wiasnos¢ réznych catek
szczegllnych tych réwnan, a mianowicie t. zw. wlasnos¢ swperpo-
zycyi pdl elektromagnetycznych. Mozemy zresztg powiedzie¢, nie
postugujac sie utartym jezykiem teoryi rownan rdzniczkowych, ze
wilasnos¢ ta polega bezposrednio na rozdzielnosciowosci wszystkich
operacyj, ktorym poddane sg wektory E, M w tych réwnaniach, t, j.
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krystalicznych, i podobnie curl (A-J-B) = curl A -f- curl B. div
(A -1 B) — div A -J- div B.

Niechaj E', M' i E", M" beda Jakiemikolwiek catkami ¥ row-
nan (1), (I1), (1) natenczas dodajgc do siebie odpowiednie réwnania

—I- --I- = curl M'. -1- -1- == curl M" i podobnie dla (II), (11I),
c dt c ot

otrzymamy ze wzgledu na rozdzlelnosciowos¢ operatoréw:

= JL (0 + 0") = curl (M, + M"),

J__JL (B- + 8) = — curl (E' + E"), div (B' = B") = o,
C Ov

t. j.: sumy catek réwnan (1), (1), (ll) sa rowniez catkami tego
uktadu réwnan, “nnenii stowy: suma (wektorowa), czyli superpo-
zycya dwoch mozl-iioych pol elektromagnetycznych jest réwniez po-
lem elektromagnetyczne™, mozliwem w danym dielektryku.

Kazde z pol sktadowych bedzie czynito zado$¢ pewnym szcze-
gélnym warunkom poczatkowym i granicznym (gdybysmy chcieli
obra¢ dowolng chwile jako ,poczatkowg“ i dowolne powierzchnie
jako ,granice“ pola), Superpozycya ich za$ (E' -j- E", M' -f- M")
bedzie oczywiscie czynita zado$¢ innym wogble warunkom poczat-
kowym i granicznym. Rozwazania niniejszego § majg atoli by¢ nie-
zalezne od zadnych takich warunkow, i dotycza jedynie istoty samych,
rownan rézniczkowych.

To samo, codmy powiedzieli o dwdch polach, mozna oczywiscie

zastosowa¢ natychmiast do dowolnej liczby pd6l E', M'; E". Mn;
E"™, M. i do ich superpozycyi: E' E" E™ 4« ...| M' 4~
4~ w" 4~ —....
Mozemy tez kazde z pol skladowych pomnozyé przez dowolng
statg skalarna (a', a" i t. d.). a otrzymana tym sposobem superpo-
zycya a'E Y-'0"E" ¥8 a"'E™ Vs ... aM' + a"W + «""'M"™ s ...
bedzie réwniez mozliwem polem elektromagnetycznem.

Zaktadajgc, ze K. | sg niezmienne w czasie, mozemy napisac,
zamiast (1), (11), (l1D:

42 K = c.eurl M, . -¥s- = — é.curl E. div (IM) = o.
“42) K . (M)

_ *) Przez ,catke” rozumiem tu parg wektorow E, M, ktore w swej
zaleznosSci od czasu i miejsca czynig zados¢ wszystkim naszym réwnaniom,
zupetnie bez wzgledu na jakiekolwiek warunki §ocza!tkowe lub graniczne,
_adW|ec oczywiscle nie ,rozwigzanie* jak w § 15, ktére zawsze jest tylko
jedyne.



RoOzniczkujgc réwnania te ze wzgledu na czas i uwzgledniajgc, ze

curl, =. curl —x div — div otrzymamy
dt di dt dt

/IdRiI
= c.curl

Jezeli wiec E, M jest calkg réwnan (42), natenczas E

a podobnie tez.

L . d2K d3E d3M . 4 j
drugie i wyzsze pochodne s aw ‘td”
wsze parami.

Dla $rodowiska jednorodnego x i y. sg niezalezne od potoze-
nia punktu, czyli statle w przestrzeni, tak iz, roézniczkujac réwna-
nia (42) np. ze wzgledu na x, mozemy napisac

. . dMm
jezeli wiec E, M stanowig catke rownan (42), natenczas

czynig réwniez zado$¢ tymze réwnaniom. Zamiast

mozemy tez zastosowal np. %)5 V2 it d, curl divit d

i wogdle jakakolwiek operacye rozniczkows przestrzenng, byle tylko
rozdzielnosciowa. Oznaczajgc wiec takag operacye przez Q. mozemy
powiedzieé¢: Jezeli E, M stanowig catke réwnan (1), (I1), (lll) dla
srodowiska jednorodnego, natenczas QE, QM rdwniez stanowig ich
catke.

Kombinujac proces ten z rozniczkowaniem ze wzgledu na
czas, z mnozeniem przez state czynniki i sumowaniem czyli super-
pozycjg poszczegllnych pol, mozemy oczywiscie z jednej, znalezio-



nej przypadkiem, catki szczegolnej E. M. Avyprowadzic natychmiast
mnostwo innych.

W pewnych wypadkach mozna tym wiasnie sposobem otrzy-
mac¢ catke do$¢ &Ing, aby data sie ona przystosowa¢ do przepisa-
nych warunkéw poczatkowych i granicznych.

§ 17. 0Od warunkéw przepisanych dla powierzchni ogranicza-
jacej cate pole rozwazane nalezy odr6zni¢ warunki, ktére majg by¢
spetnione na powierzchni granicznej dwoch réznych dielektrykow,
rozciggajacej sie w samem polu.

Otéz, warunki te (ktérych nie mozna przepisa¢ dowolnie), wy-
prowadzimy #fatwo z réwnan zasadniczych (i), (ll), zakladajagc mia-
nowicie — raz na zawsze — ze wszelkie zmiany czasowe wekto-
row elektrycznych' i magnetycznycli odbywajg sie' z predkoscig skon-

.. aE am, e ey 9B 0D
czong, t j. ze S, <> a wiec tez —§- —fr me osiagaja nigdy

i nigdzie wartosci nieskonczenie wielkich.

Niechiij 's bedzie takg powierzchnig graniczng i niechaj litery
E, M, Jv it d bez akcent<® stosujg sie do jednej strony a, czyli
do pierwszego S$rodowiska, za$ odpowiednie litery z akcentami
E, M' i t d., do drugiej strony o, czyli do drugiego S$rodowiska.

We wszystkich punktach tej powierzchni ma by¢ D skon-
czone, a wiec Avedlug (I) curl M — Avektorem o natezeniu skoriczo-
nem. Innemi stowy: 1 nie moze by¢ powierzchnig wirowa, t. j.
warstwg wirowg o0 grubosci zero i 0 momencie skonczonym ¥,
a wiec: przy przejsciu przez powierzchnie ¢ skfadowa styczna sity
= jest, ciggta:

(43) RW = MU

gdzie O jest Avektorem jeonostkowym w kierunku skladowej stycz-
nej, wspdlnym jednej i drugiej stronie.

Zupetnie podobnie wynika ze skoriczonosci B i z rdéwnania (I1)
ciggtos¢ sktadowej stycznej sity elektrycznej E, przy przejsciu od je-
dnego do drugiego arodoAviska, co mozemy napisa¢ kroétko:

(44) EH = EU

Mozemy tedy poAviedzied sumarycznie:

Sktadowe styczne sit elektrycznych i magnetycznych sg ciagte
przy przejsciu od jedlneyo dudektryka ulo drugiego,

"Aby..pozna¢ spos6b zachowania sie sktadowych normalnych
u powierzchni g, skorzystajmy z réwnania

1 To bowiem datoby curl M = 6o dla punktéw n.
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—g{- div Q 0

wynikajgcego z (1) identycznie. Aby zastosowac je do naszego wy-
padku,. wyobrazmy sobie zamiast geometrycznej powierzchni g, przy
przejsciu, przez ktoérg spolczynnik dielektryczny zmienia sie nagle,
warstwe przejSciowg (tak zwang) o grubosci & bardzo malej lecz
skonczonej, w ktorej spdlczynnik 6w przechodzi stopniowo, acz bar-
dzo szybko od K do K, Z warstwy tej wykréjmy walec prosty
0 przekroju do i o osi réwnolegtej do normalnej v naszej powierz-
chni w danem miejscu; objetos¢ tego walca bedzie do.6. Pomn6zmy
lewa strone powyzszego réwnania przez element objetosci dt i roz-
ciggnijmy jej catlke na calg objetos¢ tego walca; wowczas otrzy-

jezeli mianowicie obierzemy o0$ x-6w w kierunku normalnej v, zas
TsTe spoétrzednych y i z w plaszczyznie stycznej do o. ! Poniewaz
y. TTiiierzymy w kierunkach stycznych do powierzchni—granicznej,
przeto w zatozeniu, ze krzywizna tej powierzchni jest —

pochodne -01-, ¥5- beda skonczenie wielkie; w granicy wiec, t. j.
Oy Oz

dla ustawicznie malejgcej grubosci warstwy, otrzymamy:
o 0
T- 1 &2 T
Lim ﬂ% OI==o0, slan5 4l dx==0
5 —0 0{]- 0

tak iz bedzie
d

‘= 2 lim/ Zal' = -Yailj, - ij"

*) Zauwazmy, ze wzOr ten nie zalezy od sposobu, w jaki DI przechodzi
w D\ w pomocniczej warstwie; albowiem przed osiagnieciem Lim mamy

we wzorze naszym pod catka wyraz —ddD; dx, t. j. rozniczke zupetng wiel-

kosci Dp
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Lecz 0o x-6w byta rownolegta do normalnej v; mozemy wiec napi-
sa¢ D'l = D'v, D! = Dv, a wiec:

(45) = (0<v __ Qy) 0; Qiy __ Qy = corist

Skok wiec skltadowej normalnej polarifaacyi elektryczna na
granicy dwdch dielektrykéw (doskonatych izolatoréw), czyli gestos¢
powierzchniowa #tadunku prawdziwego nie zmienia sie z czasem.
Innemi stowy n @ (D' — D)v jest niezmiennikiem kazdego elemen-
tu powierzchni granicznej, podobnie jak p = div D bylo niezmien-
nikiem kazdego elementu objetosci.

Dla powierzchni ¢ pierwotnie Hienaelektryzowanej mamy stale
fl=o0 t j.:

(46) Dv — D', czyli KEv = K'E"v.

Podobnie tez otrzymamy z réwnania —gt- div B = o, wynika-
jacego z (II). dla powierzchni granicznej:
47 6_ (B'v — Bv) — 0; Bv —Bv = const.
Wiemy juz zreszta, ze jest zawsze i wszedzie B'v — Bv = o.
Przyjmujac rownanie (Il) i skoriczonos$¢ Ef: , wystarcza atoli zatozy¢

B'v — Bv — o dla jednej chociazby chwili, aby mie¢ B'v — Bv — o
dla wszelkich czaséw.

Dla Jrodowiska bez zmiany, podo-
bnie jaF7[]l);"zamiast réwnania (I) atoli“trzymamy? podstawia-
jac we wzorze ogdlnym (J.) za prad elektryczny p sume wektoro-

9D

wg p = ot -~ A E (wedblug § 10):
(la) 2'?[ + AE = c.curl f,

dla uzupetnienia napiszmy dwa pozostate réwnania niezmienione:
(l1a) - — c.curl E,
B

(1a) div B — o.



W zalozeniu, ze dane sg spoétczynniki, wzglednie operatory
wektorowe liniowe Ky, A, mamy w (la), (lia) dwa rdéwnania rozni-
czkowe (czastkowe), I-go rzedu ze wzgledu na t, dla dwo6ch wekto-
row E, M, nieinaczej jak dla doskonatego izolatora. Mozemy wiec
znowu w tem samem znaczeniu wyrazéw, jak w 812, mO03%ic
o funkcyaeh stanu lub w szczegélnosci o niezmiennikach pola ele-
ktromagnetycznego w p6tprzewodniku.

Zacznijmy od p = div D. aby okaza¢, ze wielkos¢ ta, ktéra
byta niezmiennikiem w izolatorze doskonatym (& 14), przestaje byc¢
nim w dielektryku przewodzacym, a tembardziej w potocznie tak
zwanym przewodniku.

Istotnie, stosujgc do (la) operacye div, otrzymamy tym razem:

47) Zf div (\E),

== o, t. J. p ¢('mienne z czasem.
Réwnanie (47) mozemy seatkowa¢ natychmiast w wypadku

najprostszym, a mianowicie dla $rodowiska izotropowego i jednoro-
dnego. WoOwczas bowiem mamy:

p = div D — div (KE) — K div E.

div (AE) = Adiv E = -Y%r- p,

a wiec:
dp A
(472) X~~~ I ),
tak iz dla kazdego punktu pola jest:
- Al -A-
(48) p=poe A — ple n

gdzie p0 jest wartoscig p dla t — o, e zasada logarytmow natu-
ralnych, zas

(49) 1=

WidzieliSmy juz w § 10, ze iloraz ten posiada wymiary ezasw,
obecnie za$ widzimy z (48), ze wyraza on czas, w ciggu ktdérego
tadunek elektryczny kazdego elementu poétprzewodnika nieruchome-
go spada do 1/e-tej pierwotnej swej wartosci, czyli jest t. zw.
czasem relaksacyjnym danego poétprzewodnika izotropowego, jedno-
rodnego, pozostajagcego w spoczynku.

Jakiekolwiek wiec rozmieszczenie pierwotne elektrycznosci za-



nika stopniowo i ustawicznie w catym pétprzewodniku, i to tern
predzej, im wieksze jest X w poréwnaniu do K. t. j. im ,lepszym
jest on przewodnikiem“ — wedtug utartej terminologii.

Mnozac (47) przez element objetosci dt i catkujgc dla dowol-
nej dziedziny 1 ograniczonej powierzchniag o. o normalnej zewne-
trznej v, mamy:

(50) o Jpfc = - = —JAE.-AVs.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze tadunek calkowity e zawarty w 1 ma-
leje z czasem tak, jak gdyby przez kazdy element powierzchni o
~wyptywata“ nazewnatrz ilos¢ elektrycznosci XE.v.do, na jednostke
czasu, czyli XE-V na jednostke czasu i powierzchni, a wiec
tak, jak gdyby ,elektrycznos¢ ptyneta“ wszedzie w Kkierunku we-
ktora XE i jak gdyby natezenie odpowiedniego ,pradu“ wypadko-
wego wynosito XE jednostek elektrycznosci na jednostke czasu i na
jednostke powierzchni. Stad tez moglibySmy usprawiedliwi¢ nazwe
pradu elektrycznego przewodzonego®, ktOrg oznacza sie powszechnie
wektor XE, tudziez kojarzone z nig zwykle obrazy. Nie nalezy je-
dnak zapomina¢, ze majg one charakter czystej analogii, ktorej zre-
szta nie mozna odmowi¢ pewnej wastosci.

0 ile chodzi o zadosCuczynienie rownaniu (47), mozemy tez
oczywiscie zamiast wektora XE wzigé XE -J- R, gdzie R jest zupetl-
nie dowolnym wektorem Solenoidalnym.

§ 19. WidzieliSmy w § 14, ze catka

(51) U= == J(ED + MB)dt

obejmujgca dowolng cze$¢ 1 izolatora doskonatego jest niezmienni-
kiem dziedziny 1, jezeli tylko catka powierzchniowa wektora

F = e VERM. j. fFv.do (dla powierzchni ¢ ograniczajgcej 1) znika.
Otéz zobaczymy obecnie, ze catka ta U, przy zachowaniu nawet warunku

Fvdo @ o, przestaje by¢ niezmiennikiem dla potprzewodnika.

Istotnie, mnozac (la) przez E, za$ (lla) przez M (skalarnie)
i biorgc sume tych réwnan, otrzymamy

—x ™ (EB + MB) + XE.E = — div F

[poréwnaj (38")- a wiec, catkujgc dla dziedziny 1 i korzystajgc
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z warunku | Fv.do = o:
(52) —X -j- | AEEdT = 0,

gdzie A jest, wogdle, operatorem wektorowym liniowym, tak iz
kierunki wektoréw AE i E nie zlewajg sie ze sobg; dla potprzewo-
dnika izotropowego A jest zwyklym czynnikiem skalarnym, tak iz
XE-E = XE2, a wiec:

(52a) o 4- iYedT = 0

U zmienia sie wiec z czasem, a mianowicie maleje ustawi-
cznie (albowiem XE2 i woglle E.XE jest zawsze dodatnie); ubytek
za$ ilosci U — jak zobaczymy péZniej, energii elektromagnety-
cznej — na jednostke czasu i na jednostke objetosci pétprzewodni-
ka rowna sie E.XE, wzglednie XE2 t. j.—jak wiadomo z doswiad-
czenia — ilosci ciepta wytwarzanej nieodwracalnie w taklem sro-
dowisku, na jednostke czasu i objetosci {,ciepto Joule'a®).

.§ 20. Poniewaz rownania (la)t-43s%+.-413%l sa rowniez linio-
we jak dla -izolatora, przeto wlasTTtYse-ii%s@a@pgysYs4
wylozona w 8 16, przystuguje tez polom elektromagnetycznym
w poétprzewodnikach. Z tej samej przyczyny zachodzg tez dla Sro-
dowisk takich wszelkie stosunki, ktére poznalismy w § 16.

§ 21. Rozwazymy teraz warunki dla poioierzchni granicznej
dwoch potprzewodnikow.

,Dla sity i polaryzacyi magnetycznej sg one zupetnie taki©
same jak"Ta"m2EtS} %6rd[1"0T"%sn%s4 Tbuwiem' TGWJTSnla"[I'Ia) i (1lla)
nie rqgZishe-.ntez.ein-"R.4yéwpan (II)"TAIITT e ————

Dla wektorow elektrycznycliotrzymamy natomiast warunek
odmienny niz poprzednio dla izolatorow; postugujac sie mianowicie
rownaniem (47), czyli

—x div D -4- div (XE) — o.

uciekajac sie do ,warstwy przejsciowej”’ i postepujac zupetnie po-
dobnie zresztg jak w § 17, bedziemy mieli:

(53) = (Dyv — Dv) + A(E' — XE)v =

zamiast (45), — czyli, oznaczajgc — jak zwykle — gestos¢ po-
wierzchniowg tadunku elektrycznego (D' — D)v przez n:

(53) -EL 4- (\'E' — XElv = o.



tadunek wiec powierzchniowy na granicy dwoéch potprzewo-
dnikow nie jest niezmiennikiem, nieinaczej jak tadunek przestrzen-
ny wewnatrz poétprzewodnika.

Piszae D = KE, D'— KE', mamy — zamiast (53)

(53") K' Zav— K ~—=— (N'E'-AE)v =

Dla ciat izotropowych K,K' A,V sg spotczynnikami skalarnemi, ilo-
razy za$ K/A, KY\' wyrazajg odpowiednie czasy relaksacyjne, po-
wiedzmy T i V; wprowadzajac je do (53"), mamy:

(54) K'(-™+ 44 (J
ot ' tU[f ot @ 1’

Dla dwdch dobrych przewodnrkaw (jak metale), dla ktérych

czasy relaksacyjne bedg bardzo krotkie, a raczej doktadniej mo-

wiac dfa drgan peryodycznych lub guasi-peryodycznych o okre-

sie T bardzo wielkim w poréionaniu z czasem T i z czasem T,

pierwsze wyrazy w nawiasach réwnania (54) mozna zaniecha¢ wo-

bec drugich ¥, tak iz (54 redukuje sie ‘do f—c ==K.E czy-
li do
(55) ANE'v — AE.V.

Warunek ten wyraza ciggtos¢ sktadowej normalnej pradu przewo-
dzonego (prad bowiem przesuniecia elektrycznego zaniechaliSmy);
jezeli prad nie jest normalny do powierzchni granicznej, mamy
-zalamaniell linij pradu wedlug wzoru:

(56) tga:tga' — A,

w ktérym a, a' oznaczajag katy zawarte miedzy normalng v a linig
pradu w jednym i drugim przewodniku tuz przy powierzchni gra-
nicznej. WzOr ten wynika bezposrednio z (55) i z ciggtosci skia-
dowej stycznej sity elektrycznej, t. j. z rOwnania E©® — E'© [patrz
(44)].

Ciggtos¢ sktadowej stycznej sity E przystuguje bowiem réw-
niez stykajgcym sie potprzewodnikom i w szczegolnosci tez ,do-
brym*“ przewodnikom; istotnie, w § 17 wyprowadziliémy ja z row-

nania (Il), t. j. z B = — c.curl .Ei a réwnanie to stosuje si¢ tez do
cial przewodzacych bez zadnych zmian lub uzupetnien.

. *)  Warunek dotyczacy TA i TA' zrozumiemy dopiero w dalszym
ciagu.



Dla dobrego przewodnika stykajacego sie z doskonatym izola-
torem (' = 0) otrzymamy z (54):

(57) AE-v=K'v%

mozemy wiec powiedzie¢, ze prad przesuniecia w izolatorze

(KE' = D') stanowi przedtuzenie pradu przewodzonego w przewo-
dniku (XE), lub odwrotnie.

Pozostaje jeszcze rozwazenie sktadowej stycznej sity magne-
tycznej na granicy dwoéch pétprzewodnikow (sktadowa normalna za-
chowuje sie tu bowiem tak samo jak na granicy dwdch izolatorow,
mianowicie pMv = jI'M'). Istotnie, wzo6r (43) wyprowadziliSmy
Zz réwnania (1), a zamiast réwnania tego mamy dla poOtprzewodni-
kow réwnanie odmienne (la). Nalezy wiec w kazdym razie spra-
we te jeszcze raz tu rostrzasnac.

Ze skonczonosci D wynika przedewszystkiem, wedtug (la), skori-
ezono$¢ wektora

(58) P = curl M- 1- XE

w punktach powierzchni granicznej.

Potézmy 0§ &-6w wzdtuz normalnej v, za$ osie y-6w i z-6w
w ptaszczyznie stycznej do tej powierzchni, w danym jej punkcie,
i oznaczmy przez wskazniki 1, 2, 3 skladowe wszelkich wektoréw
wziete wzdtuz tych osi. Niechaj zreszta obadwa $rodowiska beda
izotropowe (0 spoétczynnikach skalarnych AX')- Wedtug (58) mamy
wOwWCzas:

dMi dm? 1

(a) Pl = dy dz c AEL
oM! oM, !

(b) P = dz dx c XE2
oM o> 1

(©) PI= g gy ¢ B

i kazda z tych trzech skladowych ma by¢ skonczona.
Poniewaz osie spotrzednych vy, z biegng w kierunkach sty-
. . . ) 1 oM, oM2 dM! dM.
eznych do powierzchni granicznej, przeto, -on I, I, -d3- S3
w kazdym razie skonhczone; réwnanie wiec (a) niczego nas w danej
sprawie nie uczy. Pozostajg wiec tylko rownania (0) i (c), z kto-
rych wobec powyzszej uwagi wynika, ze wielkosci
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oMl
m —
oXx

sg. skonczone.

Uciekajac sie, jak poprzednio, do ,warstwy przejsciowej"
i nie czynigc tymczasem zadnych zatozen co do AE2, XE3, otrzyma-
libySmy stad

o o d
Jmdx = f—38dx + —x_j XE2dx,
<> <> 0
a przechodzac do granicy, dla 6 — o, ze wzgledu na skoriczono$¢ m:
8
M3 — M} = — —-1— Lim [ XEs,.dx,
i podobnie: 5

Mi2 — M2 = —1- Lim f XE3dx.
o]

Jezeli dopuscimy, w warstwie przejSciowej, wartosci nieskon-
czenie 'wysokie wielkosci XZi2, Ey natenczas wartosci graniczne
powyzszych catek bedg wogole rézne od zera, powiedzmy

d d

(59) Lim fAE2dx = S? f Lim pE3dx'= S3

0 0

tak 7 mieliby$my

M's — M§ = = S

Ma — M2 == = S3

(60)

t- J- skladowa styczna sity magnetycznej doznawataby skoku przy
przejsciu od jednego do drugiego potprzewodnika. Zauwazmy je-
dnak. ze skok ten bytby nieokreslony, albowiem wartosci S2, S3
zaleza od tego, za pomocg jakiej funkcyi ic-a wyrazamy A4, ~kEi
wewnatrz warstwy przejsciowej (liypotetycznej), t. j. w odcinku od
X —o0 do X=20. 0 skoku okreslonym mogtaby woéwczas tylko by¢
mowa, gdyby kto§ przepisat nam z gory same wartosci S2, S3.
Wektor S = jS2-|-kS8, styczny do powierzchni granicznej, mozna-



by zreszta nazwac pradem elektrycznym powierzchniowym (przewo-
dzonym); wektor j(Jf'3 — M.i) I- k(vVV's — J43), réwniez styczny do
tej powierzchni, bytby, wedtug (60), prostopadtym do wektora S.

Jezeli jednak wykluczymy zupetnie i raz na zawsze wszelkie
nieskonczone wartosci E, a przynajmniej AE (co, o ile wiem, czy-
nig wszyscy teoretycy), natenczas bedzie S3 = o, S3=0O, a wiec
M's = M3, M2 = M2, t. j. skladowa styczna sity magnetycznej be-
dzie ciggta na granicy dwdch pdétprzewodnikéw, zupetnie tak samo
jak dla doskonatych izolatoréw.

— Modyfikacye tego twierdzenia, niezbedng np. dla tak zwa-
nych magneséw trwatych, poznamy w ciagu dalszym, przy rozwaza-
niu sit magnetycznych ,przytozonych*

§ 22. Podstawiajgc w réwnaniach ogdlnych (A), (B) za prad
elektryczny p i magnetyczny q wyrazy (24) i (25), § 9, otrzyma-
my rownania rézniczkowe dla S$rodowiska ruchomego doskonale
izolujacego:

q = ——---curl VBv = — c.curl E,
ot

czyli:
| (b) = + pv = c.curl (M-M")
¢t
(Hb) = - ccurl (E— E,

gdzie p—div O, jak zwykle, i gdzie E'| M' oznaczajg wektory
okreslone przez:

i E'==——--VBV

(b) 1
| M'=+--VDv,
(]

a wiec normalne do ptaszczyzn: (B.V) wzglednie (O,v).
Oprécz tego mamy, jak poprzednio:

(lb) div B=o.
Jezeli dane sg K i ji oraz predkos¢ ruchu v dla wszystkich
punktéw sSrodowiska i dla wszelkich czaséw, mamy w (Ib) i- (llb)

dwa réwnania rézniczkowe czastkowe, 1-go rzedu ze wzgledu na
czas t, dla dwodch wektoréw E- M; wektory E', M' sg bowiem, we-
dtug (b), jednoznacznie okreslone przez v,D,B a wiec tez ostatecznie
przez v, E. M.
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Jak widzimy z (lb)- (llb), wektory E'' M' majg znaczenia:
sity elektrycznej, wzglednie sity magnetycznej. Pierwsza, z nich
jest normalna do linij polaryzacyi magnetycznej, druga — do linij
polaryzacyi elektrycznej, obie za$ sg oprécz tego normalne do Kie-
runku ruchu rozwazanego elementu ciata dielektrycznego. Nateze-
nie E' i M' jest proporcyonalne do stosunku predkosci v:c, do B,
wzglednie do D i wreszcie — do wstawy kata (B, V), wzglednie
(D, v). Oproécz tego widzimy z réwnan (b), ze, jezeli ruch elemen-
tu odbywa sie w kierunku osi i, za$ B posiada np. kierunek j, sita
E' posiada kierunek k; jezeli, przy tym ze kierunku ruchu, D wskazu-
je w kierunku j, sita M' bedzie miata kierunek — k.

Poniewaz, jak juz wspomniatem wyzej, curl VDv, curl NQv
sg juz same przez sie Solenoidalne, przeto wektory p i g sa tez
Solenoidalne po odtraceniu tych wektoréw. Odtad tez, idac za po-
wszechnym zwyczajem, nazywac¢ bede pradem elektrycznym w S$ro-
dowisku ruchomym to, co wedtug naszego oznaczenia bytoby réwne

(61) P, — P —CUPL VDV — D + pv (+ XE dla przewodnikow)

i podobnie prgdem magnetycznym wektor

(62) q — q — curl VBv — B.

Postugujac sie tak okreslonemi pradami, mozemy, (lb), (llb)
napisac:

(1b" p' = ceurl (M — M)

(Mb" q = — ceurl (E— EY;

rownania te sg zupetnie analogiczne do réwnan
P=_Ceurl M, q= — ceurl E

dla srodowiska nieruchomego (dla ktérego jest oczywiscie p' = p,
g — @; zachodzi ta tylko roéznica, ze dla $rodowiska ruchomego
nalezy od sit E. M odtraci¢ (w cwi’aeh) wektory E'. M
W najscislejszym zwigzku z tg wiasnie okolicznoscia Heavi-
side ¥ zalicza tez miedzy innemi, wektory E', M' do ,sit przytozo-
nych®;, z og=nem pojeciem sit takich zapoznamy sie p6zniej dopiero.
§ 23. Stosujac do rdéwnania (llb) operacye div, mamy
div M=o, co jednak wobec zatozonej raz na zawsze wia-

snosci (I1lb) nie daje nam nic nowego.

L Electromagnetic Theory, Tom I, § 39. Autor ten nazywa zresztg
E VAe motional electric force”, za$§ M' — ,the motional magnetic force*.

Elektryczno$¢ i Magnetyzm. 10



Stosujagc operaeye te do (lb). otrzymamy natomiast

czyli, wedblug § 9: g? p divV — lub tez jeszcze, wedtug

(27), i rozumiejac przez dt indywidualny element dielektryka:

tadunek elektryczny e = p.dt jest wiec niezmiennikiem kaz-
dego elementu indywidualnego doskonatego izolatora ruchomego,
t. J. porusza sie w przestrzeni wraz z tym elementem materyal-
nym i jest z nim niezmiennie i nierozerwalnie potaczony, niebaczac
na jego ustawiczne zmiany objetosci i ciggte odksztatcenia.

§ 24. Wiasno$¢ Superpozycyi przystuguje polom elektroma-
gnetycznym w $rodowisku ruchomym (nieinaczej jak w spoczywa-
jacym), byle tylko pola skfadowe odpowiadaly jednej i tej samej
predkosci V przepisanej jako funkeya czasu i przestrzeni. Aby sie
o tern przekonaé, wystarcza rzut oka na réwnania (Ib), (llb). Réz-
niczkowanie atoli, przestrzenne lub czasowe, catek tych réwnan nie
daje juz nam woglle catek tychze rownan, jak dla Srodowiska nie-
ruchomego; wektor bowiem V. w réwnaniach (Ib), (llb) moze wo-
gole zmienia¢ sie w czasie i w przestrzeni.

§ 25. Dla potprzewodnika ruchomego réwnanie (llb) pozosta-
je bez zmiany, podobnie jak (Il); zamiast réwnania (Ib) mamy na-
tomiast, wedlug § 10 i wedlug wzoru og6lnego (A):

(Ic) -M"),

gdzie M' = —— VDv, zupetnie jak dla izolatora; jedyna réznica po-

lega na dodatkowym wyrazie XE-



Przez zastosowanie operacyi div otrzymamy tym razem -1I-

Uu
gt div (pv-1- AE) = o, t. j. - 4~p divv Y& div(AE) — o, czyli ostatecz
Qu
nie — zamiast réwnania (63):

(64) -I- (pd1) -j- dr.div (XE) — o.

Interpretacya wzoru tego bedzie takaz sama jak w § 18, dla wzo-
ru (47), z tg tylko réznica, ze obecnie chodzi o elementy indywi-
dualne potprzewodnika i o zachodzace wewngtrz nich zmiany, nie
za$ o elementy przestrzeni i zmiany ,lokalne®

Catki symboliczne dla srodowiska nieruchomego.

8§ 26. Dla doskonale izolujgcego dielektryka nieruchomego
mieliSmy réwnania rdzniczkowe

(42) ?(;Il\:l = — ccurl E, div (pM) = o.

Jezeli dielektryk jest izotropowy, X i p. sa zwyklemi spot-
Czynnikami skalarnemu W tym wypadku...mozemy z powyzszych
rownan rézniczkowych wyrugowaé tatwo, badz E, badz tez M.

RoOzniczkujgc pierwsze rownanie ze wzgledu na czas i mno-
zgc przez [i, mamy, wedtug drugiego réwnania:

Kp, 32E P S e
niw ==l <"k
i podobnie, przez rézniczkowanie drugiego roéwnania:

Kp. oM _ K curl (_3: curl M).

(Réwnania te zresztg zachodzg tez dla ciata krystalicznego, lecz
woweczas tres¢ ich jest zawilsza, o ile mianowicie K,p. sg operato-

rami Wektorowemi liniowemi, za$ -1-, —1— operatorami odwrotnemi.)
X
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Jezeli dielektryk jest tez jednorodny, mamy:

a
a wiec, oznaczajac przez n wielkos¢ skalarng ——------ (ktora, jak

juz wiemy, wyraza pewng predicosc):
J2E

-02.eurl2 E

at?
(©) azM -n2,curl2 M
ot2 ' '

Kazdy z wektorow E, M czyni wiec zados¢ réwnaniu rézni-
czkowemu li-go rzedu ze wzgledu na czas:

N\
R__ v2.curl2 R.

(66) It -

GdybySmy w réwnaniu tern mieli zamiast operatora v'curl?
zwykty spétczynnik skalarny k2 niezalezny od czasu, lecz zreszta
wogole zalezny od potozenia w przestrzeni (a curl jest wiasnie ope-
ratorem czysto przestrzennym'), natenczas najogolniejsza jego catka

bytoby
R = cos (kt).F + sin (kt).G,

gdzie F, G oznaczatyby dowolne funkcye potozenia, za$ cos i sin
zwykte funkcye trygonometryczne argumentu kt.

Otéz, nie baczac na to, ze o.curl nie jest wielkoscig, lecz
operatorem (zas$ y'lcurl~—jego iteracya), mozemy napisa¢ catke o0gol-
ng naszego réwnania symbolicznie:

(67) R = {cos (nt curl)} F -j- {sin (nt cur} G,

gdzie { } sa pewnemi operatorami ztozonemi, ktére nalezy zastoso-
waé¢ do wektorowych funkcyj potozenia F, G, dowolnych, lecz nie-
zaleznych juz od czasu t Znaczenie tych operatorow mozemy zre-
sztg okresli¢ zupetnie niezaleznie od wszelkich poje¢ trygonometry-
cznych, a mianowicie za pomocg szeregdw utworzonych ze znane-
go juz nam operatora curl i jego iteraeyj:

Wi yA(3:

{co$ (nt curh)} F = {1----- gj- Curl2 -j curld — ...} F,




-czyli symbolicznie, opuszczajgc domys$iny wektor, na ktdrym nalezy
operowac:

Przy tem okres$leniu nalezy oczywiscie zatozy¢, ze szeregi wy-
nikbw operacyj wykonanych na F, wzglednie na G, sg zbiezne,
przynajmniej w pewnych granicach czasu t, czyli dla pewnej epoki;
wowczas bowiem tylko wektor R bedzie istotnie okreslony jedno-
znacznie przez wzér (67) dla tejze epoki, przy danych F, G.

Zauwazmy tu jeszcze, ze prawomocnos¢ wzoru (67) i wszelkich
wynikajacych zen wnioskow opiera sie zasadniczo na rozdzielnoscio-
wotci operatora curl i na wyptywajacej stad przemiennosciowosci

Poniewaz zaréwno E, jakotez WI, czynig zados¢ réwnaniu (66),
przeto wzorujgc sie na (67) i rozumiejagc przez F, G, H, | cztery
lunkcye wektorowe samego potozenia w przestrzeni, tymczasem zu-
petnie dowolne, mozemy potozy¢:

(70)

Aby jednak uczyni¢ zados¢ pierwotnym réwnaniom I-go rzedu:
-STE = c.curl M, Wl = — c.curl E [a nietylko rownaniom li-go rze-
du (65)1, ni6 mozemy wszystkich czterech funkcyj potozenia F, ... |

obra¢ dowolnie, lecz tylko dwie, np. F, G; dwie pozostate za$ beda
juz okre$lone przez F, G.

glad F?Iozo?ﬁ:rz%\glvni 9r(())22pr§awe p. tyt. ,Teorya operatoréw fizycznych®, Prze-



Istotnie, podstawiajgc wyrazy (70) do tych réwnan pierwo-
tnych i uwzgledniajgc, ze

i podobnie dla —x

ot zupetnie tak samo, jak gdyby cho-

dzito o zwykie funkcye trygonometryczne ¥, — otrzymamy tatwo:

Rozwigzania symboliczne (70) przybierajg wiec ksztait:

(71)

Jezeli dany jest stan poczgtkowy pola elektromagnetycznego,
t j.

dla t = o,

mozemy natychmiast wyznaczy¢ pozostate jeszcze dwie nieokreslone
funkeye F, G. Istotnie, kladac w (71) ; = o, mamy

E0 = F, M0 =G,

a wiec ostatecznie:

. *) Co mozna natychmiast A sprawdzi¢, uciekajac sie do okreslen
(68) i (69), przy nieodzownem zatozeniu zbieznosci szeregow.



jako rozwiagzani-asymboliczne réwnan KE = c.curl M, y M — — c.curl E,
odpowiadajgce danemu stanowi poczatkowemu ¥.

Czytelnik sprawdzi natychmiast, ze Czynig im one zado$¢
identycznie i ze dla t =0 dajg E = Eftt M = Mft, jak by¢ powinno.

Podkre$lam wystepujaca tu wyraznie spolzalezno$¢ sit elektry-
cznych i magnetycznych; we wzorach (72) przeszto$¢ lub przysztosc
elektryczna (i << o lub t j> 0) jest wyrazona przez terazniejszosé
elektryczna i magnetyczng (t = 0), a to samo dotyczy przesztosci
i przysztosci magnetycznej.

§ 27. Rozwigzania (72) czynig zado$¢ danym warunkom po-
czatkowym i pierwszym dwom réwnaniom (42); co do trzeciego ro-
whnania, t. j. div (M) = o, a w naszym wypadku, dla dielektryka
izotropowego i jednorodnego:

div M=o,

to bedzie ono spetnione dla wszelkich czaséw t, jezeli tylko jest
spetnione dla t = o, t. j. w stanie poczatkowym.

Istotnie,..stosujgc operacye div.i uwzgledniajac, ze div curl R
= o0 i wogble divcurhR = o (dla n=1, 2, 3, ..), otrzymamy
wedtug (68) i (69) dla dowolnego wektora R:

cos (nt curl)] R — div R,
div {sin (ot curl)} R = o,

a wiec wedtug drugiego réwnania (72):
div M = div M0 = o.
Podobnie tez otrzymamy z pierwszego rownania (72):
div E = div EO,

t. j. bezposredni wyraz niezmiennosci tadunku elektrycznego w ka-
zdym elemencie izolatora, co juz poprzednio na innej okazaliSmy
drodze. (W naszym wypadku ze statosci tadunku pozornego wyni-
ka bezposrednio statos¢ tadunku prawdziwego: div D = Kjdiy E =
= K.div E0 = const., albowiem jest tu mowa o dielektryku izotro-
powym i jednorodnym; z warunku div M0 = o wynika tez bezpo-
$rednio div B = 1div M = 0)./

*) Wzory te W¥'prowad2|’fem na formalnle odmienngj drodze W roz-
grawm §) . woymbolische Integrale etc.”, Annal, d. Physik, 1901, str.
73 — 397. Przekonatem sige zresth niebawem, ze HeaV|5|de podai je
znacznie wcze$niej (zaréwno dla izolatorow Jakotez dla potprzewodnikow)
bez dowodu i bez wszelkich blizszych objasnien; patrz autora tego ,Ele-
ctrical Papers*.
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§ 28. Z rozwigzan symbolicznych (72) mozemy tatwo wypro-
wadzi¢ pewne godne uwagi i do$¢ ogdlne wnioski.

Jezeli nt curl zmienia znak, np. wskutek tego, ze wzieto —t
zamiast -f- t, mamy [chociazby wedlug okreslen (68), (69) naszych
operatorow ztozonych]:

cos (— tu curl)> = cos (to curl)

Rozwazajac wiec dwie chwile -j-t i — t rownoodlegte od t — o,
jedng w przysztosci, drugg w przesztosci, otrzymamy, wedtug (72):

E (t) 4- E(—t) = 2 {cos (ot curl)l E0
M () -]-M (—t) — 2 icos (ot eurl)f M0

E() —E(—t) =2 (x> afsin curl){

I M) — M (—t) =-2 {sin (pt curl)} EO,

zwigzki dajgce sie tatwo wyrazi¢ stowami.
Dalej, z okreslen naszych operatoréw wynika

zaréwno dla t = o jak dla curl = o, t. j. gdy rozmieszczenie od-
powiedniego wektora jest jrotacyjne.

Jezeli wiec w stanie poczatkowym pole E0 jest Irotaeyjne, M0
za$ dowolne, mamy dla kazdego /.

(74)

jezeli natomiast pole magnetyczne M0 jest jrotacyjne, za$ E0 dowol-
ne, natenczas mamy dla kazdego t:
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W pierwszym wypadku wszystko, co jest zmienne z czasem, zale-
zy jedynie od pola M0, w drugim za$ jedynie od pola E0- W pier-
wszym wypadku mamy, wedtug (73):

<76) E(t) + E (-t) = 2 E0
<77) M(t) = M (—1),

w drugim za$ wypadku:

(78) M (t) + M (—t), = 2 M0
(79) E (t) = E (-1),

co nietrudno wyrazi¢ stowami.

§ 29. Jezeli wreszcie zar6éwno E0 jale i M0 sa irotacyjne,
t. j. jezeli curl EO— curl M0 = o. natenczas mamy

Et = E0, Mt = M0 dla kazdego t,

w ciggu calej rozwazanej epoki ciagtosci i stosowalnosci réwnan réz-
niczkowych pola, ktorg krétko mozemy nazwac ,.epoka®. Innemi stowy:

| Wszelkie rozmieszczenie irotacyjne sit elektrycznych
i magnetycznych trwa niezmiennie, czyli stanowi pole sta-
tyczne.

Doktadniej: Jezeli rozmieszczenie wektorow EiM w dowol-
nej czesci pola jest irotacyjne w jednej chociazby chwili, naten-
czas ta cze$¢ pola byla i bedzie zawsze niezmienng dla wszelkich
czasOw, ktére wraz z owg chwilg nalezg do jednej i tej samej
~€poki““.  Kroécej: Irotaeyjnosc EiMwv jednej chociazby chwili ta-
kiej epoki jest warunkiem wystarczajgcym niezmiennosci danej
dziedziny pola elektromagnetycznego w ciggu catej tej epoki.

Ze warunek ten jest réwniez niezbednym, wynika to z sa-

nfflch réwnan rézniczkowych £E = c.curl M. M = — c.curl E.

W szczegOlnosci, dla E0 = M0 — o wynika z naszych rozwa-
zan, ze ani pole elektryczne, ani pole magnetyczne, ani tez elektro-
magnetyczne, wirowe Czy tez irotacyjne, nie moga byé stworzono,
w zadnej chwili takiej ,epoki*“, ze wiec stworzenie ich (lub tez
zniszczenie) implikuje koniecznie pogwalcenie owych réwnan rézni-
czkowych lub tez warunkéw ciggtosci, stanowigc tym sposobem
.Katastrofe*, czyli koniec jednej lub ewentualnie poczatek innej
epoki, w danej dziedzinie przestrzeni. W chwili takiej moga od-
by¢ sie zdarzenia zgota nieobjete temi réwnaniami rézniczkéwemi.

Tym sposobem, zaktadajgc curl E0 = o, cwrZ M0 — o, bedzie-



my mogli przejs¢ od naszych wzoréw ogdlnych do pdl statycznych
i zobaczymy, jak z ich irotacyjnosci wynika bezposrednio istnienie
potencyatu sil i jak odpowiednie pola mogag by¢ przedstawione jako
pochodzace od ,dziatania na odlegtos¢”, wedtug prawa odwro-
tnych kwadratéw, ,elektrycznosci“ i ,magnetyzmow” (pozornych)..

§ 30. Wzory ogdllne (72) upraszczajg sie, i ze symboléw
mianowicie stajg sie konkretnemi rozwigzaniami réwnan rozniczko-
wych, w pewnym szczegdlnym wypadku, ktéremu warto poswiecic¢
stow kilka.

Dzieje sie to wowczas, gdy stan poczagtkowy pola jest taki, iz.

(80) curl E0 = a.E0, curl M0 = B.M0,

gdzie a i B oznaczajg dowolne state skalarne.
Istotnie, wdwczas mamy

(81) curl2e0 = curl (a.E0) = acuri E0 — a2EQ,

podobnie curl,E0 = a3EQ, i t. d., wogble CMrZnE0 = anEOQ, i podobnie
CurznM0 = BnM, dla wszelkich n catkowitych i dodatnich, tak iz
wedtug okreslen (68) i (69) operatory feos (7b Curz)}, {sin (Pt curl}

stajg sie zwykiemi funkeyami trygonometrycznemi
(82) cos (aut), sin (aut) dla Ee
(83) cos (But). sin (But) dla M0

i zwyklemi czynnilcami (skalarnemi) tych wektorow.
Wedtug (72) otrzymamy wiec w tym wypadku natychmiast:

i E— EOcos (aut) 4- Z-1j f2 M0.sin (But)

(84)
—j "2 EO-sin (aut).
Pole to jest czysto Solenoidalne, albowiem z (80) wynika.
div E0 = —1- div curl E0 = 0 i podobnie div M0 — o, a wiec tez

dla wszelkich czaséw rfs E — div M — o.

Poniewaz state wektory EO, M0 posiadaja w danym punkcie
kierunki wogdle rézne od siebie, przeto wedtug (84) — wektor E
bedzie podlegat nietylko zmianom swego natezenia ale tez zmianom
kierunku; to samo mozna powiedzie¢ o wektorze M. Drgania
tych wektoréw beda sie jednak odbywaly zawsze w jednej i tej sa-
mej ptaszczyznie (Eo, M0) w danym punkcie pola; w rdznych pun-
ktach plaszczyzny te bedg oczywiscie miaty potozenia wogole rozne,
t. j. nie beda do siebie réwnolegte.



Zatézmy jeszcze
(85) B ==«
i zbadajmy, dla tego szczegblnego stanu poczgtkowego, omawiang,

juz niejednokrotnie wielko$¢ skalarng u — —1- (ED -j- MB), t. j,,

dla zajmujgcego nas tu sSrodowiska izotropowego i jednorodnego:

(86) u— - {K.Et + pJi2),
a wyrazajgca — jak zobaczymy pOzniej — gesto$¢ energii elektro-
magnetycznej.

Wedtug (85) otrzymamy z (84):
E2 — 3/42.e0s2 (ant) -|- = Af02 sin2 (ant) -f-

+ 2 N EOMO-Sin (ant).cos (ant),

M2 = M2 cos? (ant) 4—— E02 sin (ant) —
F

[ K U .
— 2 I-31-i 2 EOMO.sin (ant).cos (ant),

a wiec:

(87) u=-1- (X.342- - ,Jf02) = ud = const,
i
t. j.. u bedzie niezmiennikiem dla kazdego z osobna punktu pola ¥,
Stanowi lo szczegblny przywilej pola elektromagnetycznego, ktore
rozwija sie z rozwazanego tu stanu poczatkowego.
Niezmienno$¢ u mozemy sprawdzi¢ na innej jeszcze drodze..

*) Podczas gdy przy dowolnym stanie poczgtkowym u nie jest nie-

zmiennikiem, lecz jest nim tylko catka [ udt obejmujgca dziedzine T, dla.

ktorej powierzchni ¢ jest zachowany warunek fpvda == o, dla wszelkich

t, gdzie F = e VEM; poréwnaj § 14.
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Stosujac operacye curl do wzoréw (84) i zakladajac B = a, otrzy-
mamy:

curl E = aE0.cos (ant) -)- (z-j "2 a™o sin (a[t):

czyli:
(88) curl E —= a.E i podobnie curl M = a.M.

Widzimy przedewszystkim, ze wiasnos¢ poczatkowa curl E0=a-EO.
icurl M0 = o-M0 zostaje zachowana po wsze czasy, t. j. dla calej
epoki. Nastepnie za$ wynika z (88)

E.curl M — M.curl E = o,
czyli
div VEM = o,

t. j. solenoidalno$¢ wektora F = cVEM ¥, a jednoczesnie, wedtug
(38), § 14
du

co bylo do okazania.

§ 31. Na pierwszy juz rzut oka widzimy, ze we wzorach
{72) przyszto$¢ i przesztos¢ elektromagnetyczna kazdego elemen-
tu przestrzeni jest wyrazona przez terazniejszos¢, czyli stan ,po-
czatkowy“ (Eo, M0) tegoz elementu ¥* niezaleznie od tego, co za-
chodzi lub zachodzito w innych, skonczenie odlegtych dziedzinach
przestrzeni. Dzieki tej wiasnie okolicznosci z wzoréw tych nie
mozna wyczyta¢ rozchodzenia sie (propagacyi) zaburzen elektroma-
gnetycznych w przestrzeni. Wybitng te ceche zaburzen okazemy
poézniej dopiero (Rozdz. VI), na innej zupeinie drodze.

§ 32. Dla potprzewodnika nieruchomego, izotropowego i je-
dnorodnego mamy, wedtug 8§ 18, réwnania rézniczkowe (

Qtr

K + XE = c.curlM
ot
iI :gl,\:A — —e.curl £

*)  ktory, jak zobaczymy, wyraza prad energii elektromagnetycznej.

**)  Powiadam ,elementul’, za$ nie punktu przestrzeni, albowiem zna-
jomos¢ np. E0 w jednym tylko punkcie geometrycznym nie pozwala na
wykonanie operacyi cwrl; aby jg wykona¢ nalezy zna¢ rozmieszczenie E0
w p?(vtvnej, acz dowolnie matej, dziedzinie tréjwymiarowej zawierajgcej dany
punkt.



gdzie 2fuA sg stale skalarne. (Oprécz tego mamy zwykly waru-
nek solenoidalnosci B, ktéry w naszym wypadku redukuje sie do
div M — o)

Rozniczkujgc pierwsze z réwnan (89) ze wzgledu na t, mno-

z3c przez Y i podstawiajac z drugiego réwnania, mamy
gtE\I — — curl2E,

czyli, wprowadzajac czas relaksacyjny

K
i oznaczajgc tym razem
—----przez »" ¥
N2
(90) — + = m = — v'2.curl2E
“Uj oz ' T dt

Podobnie tez, wykonywajac na drugiem réwnaniu (89) operacye

otrzymamy, wedtug pierwszego rownania:

[(Km +) ™ = —ccurl (z x— + A\ E=— c2eurl2 M,

t. j. zupelnie to samo réwnanie co dla E:

92M 1 '

Obadwa wiec wektory E, M czynia zado$¢ jednemu i temu
samemu roéwnaniu rozniczkowemu li-go rzedu ze wzgledu na t:

*) Za$ nie przez n (jak dla izolatora), albowiem — jak zobaczymy

p6zniej — wielkos¢ —A= posiada dla p6tprzewodnika odmienne nieco

znaczenie fizyczne niz dla izolatora, a mianowicie nie wyraza doktadnie
predkosci rozchodzenia sie fal.
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02R , 1 OR

W x T ot 0'2.curl2Rr.

(92)
Postepujgc podobnie jak dla izolatora, potézmy symbolicznie
(93)

gdzie R0 jest funkcyg wektorowg samego tylko potozenia w prze-
strzeni (tymczasem dowolng), e zasada logarytméw naturalnych, zas
m — operatorem przestrzennym. Aby uczyni¢ zado$¢ rdéwnaniu
(92) nalezy operator ten wyznaczy¢ z ,réwnania kwadratowego“

(94)

Poniewaz pierwiastki tego réwnania sg

1
(95) "
m2
gdzie i = y — 1, przeto mozemy napisa¢ catke ogo6lng réwnania (92)
t
(96) R=c¢e 21 Qcos (tp)| F + [sin (tp)| G

gdzie F, G oznaczajg wektorowe funkcje potozenia (az dotad do-
wolne), za$ (cos (tp)}, jsin(tp)[ sa operatorami zbudowanemi z cza-

su i i z operatora

97) p=

zupetnie tak samo jak poprzednio zbudowaliSmy operatory (68),
(69) z operatora n curl i z czasu t.

Poniewaz wiec E, M czynig zados$¢, z osobna, temuz réwna-
niu (92), potézmy:

(98)

(99)



i postarajmy sie wyznaczy¢ funkcye wektorowe potozenia: F, G, H,
| tak, aby uczyni¢ zado$¢ pierwotnym réwnaniom rdozniczkowym

(89), czyli
K /9E M

(897 - E W curl M, - _
c y dt T / c dt curl &,

i danemu, dla t = o, stanowi poczgtkowemu EO, MO.
RoOzniczkujgc (98) ze wzgledu na czas, mamy dla kazdego i:

t. j. wedtug (89)
B—H{r} Lx+yYse ]={Ys} rm con%* — Ls=j-

za$ wprost z (98), dla t — o
F = Eo-

Podobnie tez otrzymamy z (99) i uciekajgc sie do drugiego z row-
nan (89"):

H = MO,
=i i [ x4+ ""x— g [ ¥%F — T curi e-}
gdzie jest operatorem odwrotnym wzgledem jpj 3.

Wprowadzajagc znalezione tym sposobem F, G, H, | do wzo-
row (98), (99), mamy wreszcie:

*) Postuguje sie klamrg ! I, aby uwydatni¢, ze chodzi o operator,
nie zas o zwykty czynnik; operator odwrotny jest wogdle wieloznaczny,
podobnie jak )y (gdzie J<yJ jest operatorem jednoznacznym), a wiec

tez sam operator p, wedlug okreslenia (97); zobaczymy jednak wkrotce,
ze pomimo to wszelka wieloznaczno$¢ znika w ostatecznych wzorach na-
szych (100) dla E, M.
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We wzorach tych, podobnie jak w (72), pole elektromagnetyczne
E, M dla dowolnej chwili t (nalezacej do danej ,epoki“) jest wy-
razone przez stan poczatkowy EO, MO.

e + J A== =

Poniewaz a0 T+ FT P 3
( tip2 t5p4 _— .
—V — = + 3 zawierajg parzyste tylko ,potegi“

czyli iteracye operatorap, t. j.j)2 = n2 curl2----- x, pi,pp it d,

nie za$ samo p ]/ d'2ci[]12 — -J-> przeto wszystkie operacye
412

w tych dwoch wzorach sg zupetnie jednoznacznie okreslone ¥,
i kazda z nich daje sie wprost wykona¢ na polach wektorowych
EO. M0 okreSlajgcych stan poczatkowy w kazdym z osobna elemen-
cie przestrzeni.

Dla 1=z oo, t. j. dla izolatora doskonatego, mamy

t

p = n'eurl = Vcurl — —---curl, e jt = 1,

tak iz wzory (100) redukujg sie do 72), jak by¢ powinno.
Wogole jednak, t. j. dla jakiegokolwiek T = K/A, wzory (100)
zawierajg operator p2, t. j.

(101) p2 = v2curl2----- x = J— curl2----
412 ku. 4K2

oprécz samego curva.

*) 0O ile tylko dla danego stanu poczatkowego E0, M0 istnieja WO-
g6le okreslone wektory curlE0, curl2E0 i t. d., cwIMO, curlMo it d.,
ot ile wektory E0, M0 dopuszczaja wogole odp0W|edn|e pochodne prze-
strzenne.
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Jezeli rozmieszczenie poczatkowe sil elektrycznych i magne-
tycznych jest Vrotacyjne, t. j. jezeli

curl E0 = curl M0 =0,
operator p2 redukuje sie do zwyklego czynnika skalarnego:

<102) P =-1Tg.
tak iz z wzoréw (100) otrzymujemy:
__t _
E=EO0e 2t Qos (in)-f-isin (i -1-)J = E0-8 2T e 21

"t t t
Mt=M0e 2t Qos (i -1-) — i sin (i-JL)J == M0.e 2t e 21,

t j.
t
Et = E0e T dla curl E0 = curl M0 = o;
Mt = M0
sita wiec elektryczna spada ustawicznie i wszedzie proporcyonalnie
t
do e T , podczas gdy sita magnetyczna pozostaje niezmienng;

po uptywie czasu do$¢ diugiego w poréwnaniu z czasem relaksa-
cyjnym sita elektryczna staje sie niedostrzegalng, i pozostaje tylko
magnetyczna; takie sg losy wszelkiego pola irotaeyjnego w potprze-
wodniku.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 11












Rozdziat III.

Energia i sity ponderomotoryczne.

Uwagi ogolne i przykiady.

§ 33. Jezeli jedynym wynikiem przejécia dowolnego uktadu
ze stanu S do stanu ,neutralnego“ S0 jest wykonanie pracy Psso,
natenczas powiadamy, ze uktad ten zawiera, w stanie S, energie
U = Psso. Przez prace mozemy tu rozumie¢ w szczegolnosci prace
mechaniczng, np. wznoszenie ciezarOw z nizszego poziomu na wyz-
szy. Stan ,neutralny” ukfadu mozna obra¢ zupetnie konwencyonal-
nie, raz na zawsze; zwykle jednak obiera si¢ stan ten S0 w taki
sposéb, aby praca Psso, a wiec tez energia U(S) posiadata dla ka-
zdego rzeczywiscie osiggalnego stanu S warto$¢ dodatnig, w grani-
cy za$ zero. Skoro zgodzimy sie na o0g6lng stosowalnos$¢ t. zw.
zasady zachowania energii, powyzsze okreslenie energii nie bedzie
zalezato od sposobu przejscia czyli od ,drogi“ prowadzacej ze sta-
nu S do stanu SO, lecz tylko od samego stanu >S5 (jezeli uczynilismy
wybér S0 raz na zawsze), t. j. energia U bedzie jednowarto$cwioa,
funkcyg stanu ukiadu. Jezeli uklad przy przejsciu ze stanu S
do SO, zamiast wykonywa¢ prace, wydziela np. pewng ilos¢ ciepta
Q> mozemy réwniez skorzysta¢ z powyzszego okreslenia energii, za-
ktadajac atoli, ze skadingd juz znamy réwnowaznik mechaniczny
'Ciepta; skoro Q jest wyrazone w ,jednostkach mechanicznych*, mo-
zemy juz wprost napisac U= Q. Toz samo stosuje sie do najro-
zmaitszych wypadkow, w ktérych zamiast pracy otrzymujemy ja-
kiekolwiek zmiany w otoczeniu uktadu, podczas jego przejscia ze
stanu d, do A.

Nie zaglebiam sie tu zresztg w subtelnosci tego przedmiotu



zakladajac, ze czytelnik skadinagd juz jest z pojeciem energii do-
brze obeznany ¥.

Energia zmieniajgcego sie ukiadu bedzie wogble (acz niekonie-
cznie) zmienia¢ sie rowniez z czasem t; nie bedzie ona jednak za-
lezata wyraznie od t, lecz tylko od chwilowych wartosci tych wiel-
kosci, ktore okreslajg stan uktadu. To wiasnie wyrazamy juz, mo-
wigc krotko, ze energia uktadu jest funkcyag jego stanu.

§ 34. Powyzsze okre$lenie energii nie zawiera zadnych
cech, na podstawie ktérych moglibysmy mowié¢ w jakikolwiek rozu-
mny sposéb o lolcdlizacyi, czyli umiejscowieniu energii w prze-
strzeni. Az dotad bowiem energia ukfadu nie jest dla nas niczem
innem jak tylko pewna funkcyg wielkosci okreslajagcych jego stan,
a wiec—o ile wielkosci te zmieniajg sie z czasem — funkcyg (nie-
wyrazng) czasu, t. j, wielkoScig okre$long ostatecznie dla kazdej
chwili czasu, lecz bezposrednio nie majgca nic wspolnego z roz-
mieszczeniem w przestrzeni.

Pojecie lokalizacyi energii bywa atoli czestokro¢ bardzo uzy-
tecznem, szczegblniej w badaniach podobnych do tych, ktére nas
tu zajmuja. Dlatego tez nie bedzie bez korzysci, jezeli porozu-
miemy sie tutaj co do tego punktu nieco doktadniej ¥*

Uwzgledniajac jedynie tylko powyzsze ogollne okreslenie ener-
gii, moglibySmy postapi¢ sobie z jej lokalizacya w sposéb zupetnie
dowolny, moglibySmy wskaza¢ energii danego uktadu dowolne miej-
sce w przestrzeni, zupetnie niezalezne od potozenia samego ukiadu;
nie miatoby to bowiem Zzadnego zgota wplywu na wnioski dajgce
"wyprowadzi¢ sie ze samej wartosci i ze zmian czasowych energii
-uktadu. Liczne atoli rozwazania energietyczne przybierajg postaé
konkretniejszg, skoro przy lokalizacyi energii uwzgledniamy wyra-
Zznie potozenie samego ukitadu w przestrzeni i wprowadzamy siedzi-
be kazdej ilosci energii w pewng zalezno$¢ z czesciami sktadowemi
eukfadu. Leez z tern nawet ograniczeniem mielibySmy wysoki jesz-
cze stopienn swobody w Umiejseowianiu energii. Aby bardziej jesz-
cze ja ograniczy¢ i zdecydowac sie na pewien zupetnie okreslony
sposdb lokalizaeyi energii, nie mozemy chyba nic lepszego uczynic,
jak oprze¢ decyzye naszg na przykladach jaknajprostszych, w kto-
rych pewien okre$lony sposéb Umiejscowiania energii posiada juz
sankeye ze strony powszechnego niemal zwyczaju i odzwierciedla
sie w utartych ogdlnie sposobach wyrazania sie.

*) Dla wypetnienia ewentualnych pod tym wzgledem luk polecitbym
czytelnikowi najgorecej dzieto M. Plancka, p. tyt. Das Ptincip d. Erhal-
tung der Energie, Lipsk, 1887. . ) B ] ]

**) Nastgpujace uwagi o lokalizacyi energii zapozyczytem, niemal
dostownie, z kursu mych wyktadow wygtoszonych w uniwersytecie bo-
lonskim w r. 1900—01, litografowanego p. tyt. ,Elettrieita e Magnetismo®,
Bologna, 1902—05, Litogr. Sauer & Barigazzi.
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Niechaj ciato sztywne, wyjete z pod wplywéw cigzenia, po-
rusza sie z predkoscia v czysto postepowg; jako stan neutralny
okresimy stan spoczynku tego ciata wzgledem pewnego innego cia-
ta, jak np. wzgledem kuli ziemskiej, do ktorej odnosimy tez owa
predkos¢ v. Otdz, jezeli M jest masg tego ciata, energiajego w do-
wolnej chwili t bedzie L7==3%\Y2. Istotnie, mamy

(u2). dt=3sAfu2.

»,Gdzie znajduje sie“ energia ta w danej chwili t? Przypi-
sujemy ja samemu ciatu, nazywajac jg mianowicie ,jego“ energia.
Mozemy przeto, w tym wypadku, powiedzie¢, ze energia U znaj-
duje sie tam, gdzie i samo ciato, i ze porusza sie wraz z niem
w przestrzeni (zachowujac niezmiennie swg wartosé, o ile zatozymy,
ze cialo to nie pracuje podczas swego ruchu). Ten sposéb wy-
stowienia sprawy stosuje sie przedewszystkiem tylko do catkowitej
energii U. W rozwazanym atoli wypadku mozemy tez konsenkwen-
tnie powiedzie¢ natychmiast, jak cata ta energia jest rozdzielona
na poszczeg6lne czesci calej objetosci ciata. Istotnie, mozemy po-
dzieli¢ calg bryle na objetosci dt dowolnie mate, z ktérych kazda
zawiera mase dm=p dt (gdzie gestos¢ p moze by¢ rézna dla roé-
znych dt); kazdy z tych elementéw masy, izolowany od reszty
i wziety sam przez sie, posiadatby energie 38V2. dm — % v2p. dT;
energia za$§ U calej bryly rozwazanej jako ukiad ztozony ze
wszystkich tych elementéw roéwna sie w tym wypadku sumie ener-
gij tychze elementéw i odwrotnie tez daje sie w sposéb zupetnie
okreslony roztozy¢ na swe czesci. Mozemy to wyrazi¢ krotko, pi-

szge U= Jwv p V2 dt

W tym wiec prostym wypadku mozemy powiedzie¢, ze ener-
gia U jest rozmieszczona w catej objetosci ciata, a mianowicie
tak, ze gestos¢ jej, czyli ilos¢ na jednostke objetosci, w dowolnym
punkcie ciata wynosi % p u2.

Podobnie tez, gdy cialo sztywne posiada, oprécz postepowe-
go, dowolny ruch obrotowy (tak iz v jest funkcya potozenia punktu
w ciele), mozemy w okreslony sposéb mowi¢ o lokalizacyi energii
kinetycznej, przypisujac kazdemu elementowi dt iloS¢ energii % pu2dt.
W tym zreszta wypadku ogélniejszym obliczamy nawet dopiero ca-
tg energie Kinetyczng przez sumowanie czyli catkowanie wyrazu
% pu2. dt dla calej objetosci bryty.

W tenze sposéb przedstawia sie sprawa lokalizacyi energii
kinetycznej dla ciata OdIcsztalealnego (ptynnego lub statego), w kto-
rem predkos$¢ v zalezy od potozenia w sposéb znacznie swobodniej-



szy i bardziej urozmaicony, niz dla ciata sztywnego. Dla kazdego
z tych wypadkéw rozmieszczenie energii (Kinetycznej) jest zupet-
nie okreslone, skoro tylko znamy rozmieszczenie materyi (masy)
i predkosci.

Zauwazmy, ze jasno$¢ i okreslono$¢ pojecia lokalizacyi energii
we wszystkich tych wypadkach polega na tern, ze energia catego
uktadu réwna sie sumie energii jego czesci wzietych z osobna—
a jest to okoliczno$é, ktéra niezawsze zachodzi. Istnieja mianowi-
cie wypadki, w ktorych poszczeg6lne czesci nie dajg sie w ten
spos6b wyodrebnic.

§ 35. Zanim pojdziemy dalej, rozwazmy tu jeszcze pewne
przeksztatcenia pierwotnege wyrazu energii kinetycznej ptynu; nie
bedzie to bowiem bez korzysci dla naszych roztrzasan -elektroma-
gnetycznych.

Wyobrazmy sobie zamknietg bton< gietka, wypetniong ptynem
niescisliwym. Oznaczajgc gestos¢ jego (stala) przez p, za$ pred-
kos¢ ruchu w dowolnym punkcie przez v. mamy dla energii kinetycznej
catej masy ptynu:

(a) Z7=-2-pJu2dt.

Przypusémy, ze dziedzina 1 wypetniona ptynem jest acykliczng
i ze plyn nasz nie zawiera zadnych wiréw. Wowczas badzie

V=Vao,

gdzie ¢ jest jednowartosciowg funkcyg skalarng potozenia i stano-
wi t. zw. potencyat predkosci.

Otrzymamy wiec U — Pi [ Vo 12 dt, czyli wedtug twierdze-

nia Greena, przy niezbedznych zatozeniach ciagtosci [poréwnaj Wstepl:

0<p r
TV 2¢dt

gdzie da jest elementem btony, v za§ normalng zewnetrzng; ponie-
waz za$ ptyn ma by¢ niescisliwy, przeto bedzie

div v= V2p = o,

a wiec
1 C of
u=—2~pJ (Pird5
ezyli
(b) U= -1-p FoVV da

gdzie v oznacza tym razem wektor jednostkowy w kierunku nor-
malnej zewnetrznej.



0 ile wiec chodzi o strone matematyczng sprawy, moglibySmy
otrzymaé calg energie U, moéwigc, iz jest ona rozmieszczona czyli
rozpostarta na samej tylko blonie, a mianowicie tak, iz kazdy jej
element do zawiera ilo$¢ % po.vv.do, t. j. twierdzac, ze gestos¢
powierzchniowa energii jest wyrazona przez

(@)

Gdyby dla zmystéw naszych byta dostepna sama tylko btona ze-
wnetrzna. t. j. gdybySmy zupetnie nie wiedzieli o istnieniu zamknie-
tego w niej ptynu, umiejscowilibySmy energie U istotnie na po-
wierzchni tej blony, czy to wedtug wzoru (c), czy tez wediug in-
nego. Byloby to zreszta lokalizacyg energii w matematycznem, nie
za$ Azycznem, znaczeniu stowa, albowiem nie moglibySmy wyodre-
bni¢ oddzielnych elementéw tej blony i zaprzadz kazdy z nich z oso-
bna do wykonywania pracy.

Skoro jednak udatoby sie nam tylko przenikngé do wnetrza
btony i skonstatowa¢ tamze obecnos$¢ i ruch ptynu, zmienilibySmy
poglad nasz natychmiast, twierdzac, ze energia pozornie tylko przy-
stuguje samej bitonie, istotnie za$ znajduje sie wewnatrz i jest roz-
mieszczona w calej przestrzeni ograniczonej przez blone, tak mia-
nowicie, ze na kazdy element dr przypada ilo$¢ % pwv2. dr.

Gdybysmy zresztg nie posiadali bezposredniej wiedzy o istnie-
niu ptynu, lecz znali tylko btone zewnetrzng oraz jej sposéb poru-
szania sig, i gdyby energia ukladu byla nam dana pierwotnie w po-
staci catki powierzchniowej

U= J"y VV. do

0 przepisanej, dla kazdego punktu btony, funkcyi ¢, moglibySmy —
w celu ,wyttlumaczenia“ odnosnych zjawisk—wyobrazi¢ sobie w nie-
dostepnem dla nas wnetrzu biony jaki$ ptyn liypotetyczny i przed-
stawi¢ dang energie U jako site zywa tego ptynu. Wprowadzajgac
nastepnie zatozenia dodatkowe jednorodnosci i niescisliwosci owego
ptynu tudziez irotacyjnosci jego ruchéw, dalej kladac gestos¢ je-
go p réwng danej statej dowolnej, moglibySmy z wartosci powierz-
chniowych

U = ——p ¢ a wiec tez ¢ = g i =VVv wyznaczy¢ zu-
petnie warto$¢ potencyalu predkosci

— 1 £/ 1 3¢ 01l )
I — 4nJ 177 57 — ep1l—1 - do[porOwn. Wstep, wzor (134)j,

a wiec tez samg predkos¢ v dla kazdego punktu wewnetrznego,



czyli ruch catego ptynu liypotetyeznego, a wiec tez zlokalizowac
energie U wewnetrznie, przypisujac kazdemu elementowi objetosci
ilo§¢ % P vi- dr.

Rozwazmy inny jeszcze przyktad hydrOkinematyezny, ktory
moze by¢ niemniej pozytecznym.

Wyobrazmy sobie powierzchnie lub skorupe zamknietg, tym
razem sztywng i nieruchoma, wypetniong ptynem niescisliwym. Rueh
tego ptynu nie moze juz teraz byé¢ irotaeyjnym, albowiem skiadowa

normalna predkosci, t. j. 9 znika w kazdym punkcie powie-

rzchni zewnetrznej, tak iz w zalozeniu, ze dziedzina t jest
acykliczng, mielibysmy

t j. V= V@ — o dla kazdego punktu wewnetrznego; caty wiec
ptyn znajdowatby sie w stanie spoczynku.

Zatozymy atoli, ze w ptynie tym mamy n widkien wirowych
zamknietych, czyli n pierscieni wirowych, o momentach podwoj-
hych J1 12,....1a

Poniewaz ptyn nasz jest niescisliwy, t. j. div v == 0, moze-
my pierwotny wyraz jego sity zywej

(@)

przeksztatci¢, wedtug twierdzen XII, Xll-a (Wstep) przedewszy-
stkiem na

n

nastepnie zas na
()] U—p 13 LULI2 -~ LB IR+ ...+ JLmnin2

gdzie spotczynniki L sg okreslone przez wzory (160), str. 88.
W (b") catka Sk wyraza catkowita mase plynu Jfk przeszy-
wajgca, na jednostke czasu, piersScien wirowy k. Sita wiec zywa

*) Curl V daje bowiem podwojng predko$¢ wirowania.
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catego plynu jest tu wyrazona przez pewne cechy (mianowicie mo-
menty) samych wiréw i przez odpowiednie prady 7Wk.

We wzorze (¢') cata energia kinetyczna piynu jest wprost
wyrazona przez momenty wirOw i oprocz tego przez spoétczynniki
L zalezne jedynie tylko od ich wielkosci, ksztattow i konfiguraeyi,
a wiec w kazdym razie przez cechy zwigzane bezposrednio z sa-
memi tylko wirami, nie za§ z pozostala masg ptynu pozbawiong
ruchu wirowego.

Gdyby wiec dla zmystow naszych byly dostepne tylko owe
wiry, gdybySmy zgota nie wiedzieli o otaczajgcym ptynie i znali
energie ukitadu wiréw litylko w postaci (c'), natenczas nie umiej-
scowilibySmy jej bynajmniej w calej dziedzinie T, lecz przypisali-
bysSmy ja samemu spdétistnieniu wirdw.

Na samych wzorach (b") Ilub (c") nie moglibySmy zresztg
oprze¢ zadnej rozumnej lokalizacyi energii: w (b') bowiem jedna
(jakakolwiek) powierzchnia ok potozona przez pierscien wirowy k
nie roznitaby sie niczem od wszystkich innych réwniez przez k
ograniczonych; w (c') za$ wystepujg iloczyny momentéw rdznych,
przestrzennie odlegtych od siebie wiréw, tak iz odpowiadajace tym
wyrazom ilosci energii nie dalyby sie rocyonalnie umiejscowié¢ ani
w jednym ani w drugim wirze. Mozemy atoli otrzymac tatwo
wzér posredni miedzy (b) a (c') nadajacy sie lepiej do tego celu.
Jezeli mianowicie potozymy

V — curl F,

otrzymamy, wedtug twiardzenia Stokes’a:

v. curl F. dok = p | Fdsk,
(%)

gdzie calka liniowa rozcigga sie na catg diugos¢ widkna wirowego
k, ktérego element, pojety wektorowo, oznaczytem przez dsk
Podstawiajgc w (b'), otrzymamy:

[Fdsk )

[Wzor ten nazwatem posrednim miedzy (b") i (c'), albowiem
wystarcza wyrazi¢ w nim wektor F jako potencyat wektorowy wi-
row, jak we Wstepie,—aby otrzymac¢ wzo6r (c,)J.

Mozemy wiec zda¢ sprawe z catej energii U, przypisujac ka-
zdemu elementowi ds widkna wirowego ilos¢

% p |. Fds



-czyli na jednostke dtugosci takiego widkna
%P1l FX

gdzie Xjest wektorem jednostkowym stycznym do wiokna i wskazu-
jacym w jego kierunku dodatnim. Poniewaz wreszcie I réwna sie
natezeniu wektora curl v, powiedzmy ®, pomnozonemu przez po-
wierzchnie przekroju poprzecznego widkna, przeto mozemy powie-
dzie¢, ze na jednostke objetosci ptynu wirujgcego przypada ilosc
energii:

u=1.ipauwFX

Tym sposobem zlokalizowalibysmy wiec catg energie T) w sa-
mych tylko wirujacych czesciach ptynu.

B8dyY¥er jednak powyzsze przypuszczenie bylo nawet najzupet-
niej zgodne z rzeczywistoscig, t. j. gdyby istotnie same tylko wiry
byty dla zmystéw naszych dostepne, moglibySmy przeciez wprowa-
dzi¢ hypoteze, ze sg one otoczone jakim$ niewidzialnym i nieuchwy-
tnym plynem, ktéry wypetnia catkowicie wnetrze naszej skorupy,

i — przeksztatcajgc (d') na (b'), za$ (b") na U=Lspjv2 d1 —

powiedzie¢, ze kazdy (poruszajacy sie wogole) element tego ptynu
jest siedziba pewnej ilosci energii, odbierajgc tym sposobem Ow
szczegolny przywilej elementom ,wirowym®, t. j. dostepnym dla
naszych zmystow.

8 36. WidzieliSmy, jak lokalizuje sie energie kinetyczna,
przypisujac kazdemu elementowi masy (dm) ilos¢ energii (1 v'2dm)
rowng pracy, ktorg element ten, wyodrebniony z catego uktadu, wy-
konywa przy przejsciu ze swego stanu chwilowego do stanu ,neu-
tralnego“. XVedlug tejze zasady mozna tez umiejscowi¢ energie
(dowolnego zreszta rodzaju) we wszystkich tych wypadkach, w kto-
rych elementy poszczegélne dajg sie w ten sposéb wyodrebnic.

Podobnie jak przypisujemy bryle materyalnej energie Kkine-
tyczng, moéwimy tez np., ze dane cialo zawiera pewng ilos¢ Q cie-
pta czyli energii termicznej, t. j. lokalizujemy ja w tern ciele.
Rozwazajgc samg tylko temperature © i jej zmiany, a wiec abstra-
hujgc od wszelkich innych zmian, jak np. objetosci, cisnienia i t. d.,
okreslamy stan neutralny danego ciata przez pewng temperature
60 jak np. przez tak zwane ,zero bezwzgledne®, i jezeli ciatlo to
wydziela Q jednostek ciepta (t. j. ogrzewa np. Q. kilograméw wody
od O0 do 10 Cels.), podczas gdy wszystkie jego elementy przecho-
dza od swych temperatur chwilowych, ® = f (xy,z) do tempe-
ratury ©o, powiadamy przedewszystkiem, ze cate to cialo zawiera
w stanie okreslonym przez © = f (x,y, z) ilos¢ ciepta Q. Lecz te
catkowitg ilos¢ energii cieplnej mozemy nastepnie zlokalizowa¢ do-



ktadniej t. j. wyznaczy¢ jej rozmieszczenie w catej Objetosci rozwaza-
iiej bryly. Istotnie, przypus¢my, ze w stanie danym przez © = f(x,y,z)
podzielono ja na dowolnie mate elementy objetosciowe dt; wéwczas
kazdy z tych elementéw, wziety z osobna, wydzieli przy przejsciu
m; temperatury swej ©- do ©@o pewna, zupetnie okreslong ilo$¢ cie-
pta dQ. Oznaczajac przez p gestos¢ masy elementu dt i przypu-
szczajac, ze jego pojemnos¢ cieplna czyli t. zw. ciepto wiasciwe e
'(na jednostke masy) jest stale, t. j. niezalezne od ©, mamy

dQ —cp (©-00) dr,

i te wihasnie ilos¢ ciepta lokalizujemy w elemencie dr; to samo sto-
suje sie do wszystkich innych elementéw ciata, tak iz mozemy wy-
razi¢ calkowitg jego energie cieplng Q czyli U— Q przez

060

i zlokalizowa¢ jg dokiladnie, méwigc, ze gestos¢ jej w dowolnym
punkcie eiata rowna sie cp (6—0o0). Jezeli zreszta c¢ zalezy od

temperatury, mamy dQ — p dt. P cdO, a wiec dla gestosci energii:
00
catke wyrazu pcd® wzietg od @0 do ©O.

Wszystko to jest oczywiscie zupetnie niezalezne od Avszelkich
pytan dotyczacych, ,istoty ciepta™ czy jest ono sita zywa ,nieu-
porzadkowanego“ ruchu czasteczek eiata, czy tez czems$ inhem.

Inny jeszcze przyktad, dajacy sie traktowa¢ w sposob zasa-
dniczo podobny, mamy w ,energii sprezystej“, t. j. w energii,
odksztatcenia ciat sprezystych.

§ 37. We wszystkich tych wypadkach pojecie lokalizacyi
energii jest réwniez jasne i proste jak w najprostszym wypadku
poruszajgcego sie ciata sztywnego, a zawdzieczamy to oczywiscie
tej okolicznosci, ze mozemy—zaréwno w tym jak w tamtych wypa-
dkach—wyobrazi¢ sobie dowolny element ukiadu jako wyodrebnio-
ny lub izolowany od catej reszty i zaprzezony do pracy, wprost
lub posrednio, i ze mozemy wyznaczy¢ tym sposobem wiasng jego
energie niezaleznie od energii wszystkich innych czesci ukiadu.

Istniejg atoli wypadki w ktorych okoliczno$¢ ta nie zachodzi
i ktoére bezposrednio przynajmniej, dla zmystow naszych—rd6znig sie
zasadniczo od wszystkich innych, jakie dotychczas rozwazyliSmy.

Mam tu na mysli te Avypadki, w ktorych energia czyli zdol-
no$¢ wykonywania pracy polega na Spolistnieniu dwdch lub wiecej.
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ciat odlegtych od siebie czyli izolowanych przestrzennie. Ten ro-
dzaj energii moznaby nazwaé¢ ogélnie enen/ig polozenia wzaje-
mnego.

Wybitnego przyktadu dostarcza nam po temu dowolny ukiad
ciat ciezkich, t. j. ciat podlegajagcych wzajemnemu przycigganiu
wedtug Newtonowskiego prawa tak zwanego cigzenia powszechnego.

Jezeli mv m2 sg masy dwoch punktéw materyalnych, czyli
dwoch ciat, ktorych rozmiary dajg sie zaniecha¢ w pordwnaniu
z ich wzajemng odlegtoscia r12, natenczas przyciagajg sie one w kie-
runku taczacej je prostej ze sitg: |

ml m2
K o - I-

gdzie k' jest stalg Jodatnia  zalezng od wyboru jednostek. Jezeli
punkty te zblizajg sie ku sobie, przechodzac z odlegtosci pocza-
tkowej V12 do odlegtosci koricowej r" 2, uktad mil, m2 wykonywa
pewng prace mechaniczng P niezalezng od sposobu czyli od drogi
przej$cia, a mianowicie

Powiemy wiec, ze uktad tych dwéch mas posiada, w dowolnej kon-
Aguraeyi, energie grawitacyjng

rozumiejac przez a2 stalg dodatnig i wiekszg od k'm! m2r12 dla
najmniejszych nawet odlegtosci ri2, ktére daja sie urzeczywistnic;
jest to réwnowazne orzeczeniu, ze ,stan neutralny“ ukfadu mv
jest okreslony przez odlegto$¢ ri2 ==kmlma?2; wowczas bowiem
ma byé ¢7=o0; abstrahuje tu zresztg od ograniczonej stosowalno-
éci prawa Newtona, ktére—dla odlegtosci molekularnych staje sie
niewatpliwie zawilszem.

Gdy odlegtos¢ rl12 staje sie bardzo wielka, energia uktadu, ros-
nac ustawicznie, dazy do wartosci 02; stgd widzimy, jakie jest wiasci-
we stalej tej znaczenie. Warto$¢ wyrazu zmiennego k'mIm2-fv,
natomiast stanowi to, co moznaby (za przyktadem Heaviside’'a) nazwac
~wyczerpaniem* energii gra Witacyjnej uktadu.

1o _*)I2 Skoro jako dodatnig uwazamy site dazacg do zwiekszenia odle-
gtosci rl2.
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Jezeli zamiast dwéch mamy dowolng liczbe punktéw mate-
ryalnych, energia grawitacyjna catego ukiadu bedzie

*)
ri
gdzie znaczenie stalej dodatniej C?2 jest podobne do znaczenia a2
jezeli za$ materya grawitacyjna jest rozmieszczona w sposob cig-
gly, w jednej lub Kilku czeSciach przestrzeni, tworzac jedno Ilub
wiecej cial skonczonych (ktére zreszta moga by¢ odksztatcalne
i Scisliwe), energia grawitacyjna uktadu bedzie

k FFf1
77= C2— = J J ——pp'ddT,

gdzie r jest odlegtoscia elementéw objetosciowych dt, dv, w kt6-
rych gesto$¢ masy posiada wartosci p, p', catki za$ obejmujg
wszystkie pary takich elementéw.

Lecz ,gdzie znajduje sie“ calata energia grawitacyjna? Ma-
jac na mysli wszystkie dotychczas rozwazone przyktady, nie moze-
my zgota na pytanie to odpowiedzie¢. W tym bowiem wypadku
uktad nie daje sie poprostu roztozy¢ na elementy, i nie mozemy
moéwi¢ o energii kazdego z osobna elementu, jak poprzednio. Kazdy
dodajnik sumy lub catki zawiera w naszym wypadku iloczyn dwdch
czynnikéw, z ktérych jeden jest zwigzany z jedna, drugi z inng,
mniej lub wiecej odlegta czastkg materyi wazkiej. Energii odpo-
wiadajacej takiej parze czgstek nia mozemy w zaden rozumny spo-
s6b umiejscowié¢ catkowicie ani w jednej, ani w drugiej czastce,
ani tez po czesci W jednej, po czesci w drugiej—albowiem posia-
dajg one pewng zdolnos¢ wykonywania pracy czyli pewng, ilos¢
energii wowczas i tylko wéwczas, gdy spotistniejg (w pewnej kon-
Aguraeyi) jako jeden ukiad, w ktérym jedna nie odgrywa wazniej-
szej roli niz druga. Gdybysmy za$ chcieli umiejscowi¢ energie na-
zewnatrz tych czastek, w przestrzeni catej, brakloby nam wszel-
kiej podpory, wszelkiego kryteryum, na ktérem moznaby oprze¢ spo-
s6b rozdziatu energii na poszczegolne elementy objetosciowe. Dopo-
ki wiec wyraz energii zawiera tego rodzaju iloczyny, pojecie lo-
kalizacyi energii nie daje sie zgota zastosowac¢ do uktadu mas gra-
witujgcych. Nie méwie juz o odpowiedzi; ale samo nawet pytanie:
»,0dzie znajduje sie energia takiego uktadu? jest, w tych warun-
kach, pozbawione wszelkiego sensu.

*) DodaliSmy tu czynnik - albowiem rozciggamy obie sumy na

wszystkie masy, tak iz kazda pardvy stepuje diva razy: raz jako wii mj,
drugi raz jako mj mi.



Mozemy wprawdzie przeksztatci¢ i w tym réwniez wypadku
pierwotny wyraz energii, mozemy catke szesciokrotng (ze wzgledu
na spétrzedne ic, y, z, X', y', z') we wzorze (a) przeistoczy¢ na

catke potréjng o ksztaicie fT...] dt, lecz bedzie to tylko czysto

T
formalnym podziatem uktadu, nie za$ fizycznem wyodrebnieniem je-
,00 elementéw ze wzgledu na ich zdolno$¢ wykonywania pracy.

Pomimo to jednak mozemy zapozna¢ sie tu z tem przeksztat-
ceniem.

We wzorze (a) mozemy, przedewszystkiem, rozciggna¢ catko-
wanie dwukrotnie na calg, przestrzen, albowiem w elementach pro-
znych jest p=o0 (lub p'=0), tak iz odpowiednie wyrazy znikajg
juz same przez sie. Niechaj wektor F wyobraza pole grawitacyjne,
t, j. kierunek i natezenie sity wywieranej na jednostke masy, w do-
wolnym punkcie przestrzeni, przez wszystkie ciata nalezace do
uktadu. Polegrawitaeyjne jest niewirowe, takiz sita F posiada wsze-
dzie jednowartoseiowy potencyat. Kladac mianowicie

otrzymamy:
F=Vuy
W okredleniu tej funkcyi ¢ calka obejmuje wszystkie elemen-

ty przestrzeni dt, r za$ oznacza odlegto$¢ elementu dt od rozwa-
zanego punktu. Otéz, wprowadzajac funkcye te do (a), otrzymamy:

0= ;
poniewaz za$
_ J— div _
= e F——=E
przeto bedzie:
(®) U=co+ i < F¥Vapdr

gdzie dla skrécenia potozyliSmy ~~ = Y% % jest wiec (nieinaezej

jak U) stalg dodatnia.
Jezeli suma Avszystkich mas jest skonhczona i jezeli masy te

sg zebrane w pewnej skoticzonej dziedzinie przestrzeni, funkeya



maleje w odlegtosciach bardzo wielkich od tej dziedziny jak -1-,

a wiec .Fjak--. Stosujgc wiec twierdzenie Greena do calej prze-

strzeni (poréwn. Wstep), otrzymamy:

U= C2-~ % kJF2dt,

lub tez wreszcie, wprowadzajagc dla kazdego punktu przestrzeni

pewng wielko$¢ skalarng h. taka, aby bylo Ih dt = CL¥

©)

Opierajgc sie na tym wzorze moglibySmy zlokalizowaé energie
grawitacyjng, mowiac, ze na kazdy element przestrzeni, w ktorym
panuje sita F, przypada ilos¢ (h — { k F2) dt, czyli, ze gestosé
energii wynosi (h — J J F2); wyraz % Ic F2 moznaby nazwac
~Wyczerpaniem“ energii, na jednostke objetosci. Lecz lokalizacya
taka, czysto formalna, posiadataby to tylko znaczenie, ze wyraz
A — % le F2 scatkowany dla catej przestrzeni datby nam praw-
dziwg warto$¢ dla energii calkowitej, a mianowicie (c) lub (a).
Istotnie, w tym wypadku nie mozemy zaprzadz do pracy poszcze-
golnych elementéw objetosciowych. MoglibySmy wprawdzie wyobra-
zi¢ sobie przestrzenn wypetniong catkowicie $rodowiskiem liypotetycz-
nem, jakims$ sprezystym ,eterem“ niewazkim, i uwaza¢ dziatania
na ciata wazkie jako Wypadkoive pewnych napie¢ i cisnien, zas
(h — % h F2) dt jako energie odksztalcenia elementu owego ete-
ru liypotetyeznego. Dopoki jednak nie Stivierdzimy doswiadczal-
nie istnienia takich napie¢ i cisnien (jak to miato miejsce w dzie-
dzinie elektromagnetycznej), lokalizacya owa nie straci swego cha-

. *) .Chcac otrzymac Ci skoniczenie wielkie, nie mozemy oczywiscie
zatozyC, ze h posiada te samg warto$¢ (skonczona) dla wszystkich pun-
ktow przestrzeni, lecz, ze jest ono raczej funkcya potozenia—na co zre-
sztg trudno sie zgodzi¢ wobec jednorodnosci przestrzeni.

Elektryczno$¢ i Magnetyzm. 12



rakteru czysto formalnego i nie stanie sie lokalizacyg w Azyeznem
znaczeniu stowa.

Wrécimy jeszcze do tego przedmiotu aby poréwnaé pole gra-
witacyjne z polem elektrycznem lub Inagnetycznem.

Nie nalezy zreszta sadzi¢, ze zjawiska cigzenia powszechnego
stanowig jedyny wypadek, do ktorego pojecie lokalizaeyi energii
trudno jest zastosowa¢. Tegoz rodzaju trudnosci, jezeli nie wie-
ksze, napotykamy w mnostwie innych wypadkdéw, w ktérych chodzi
mianowicie o zjawiska chemiczne.

Dwie rézne substancye A, B, ktore majg do siebie t. zw. ,po-
winowactwo chemiczne®, stanowig ukiad wykonywajacy pewng ilos¢
pracy lub wydzielajacy pewng ilos¢ ciepta, swiatta i t. d., podczas
gdy sktadniki jego tgczg sie wzajemnie, aby utworzy¢ nowa sub-
stancye, ciato ,ztozone* C=Aj-B (lub wedlug zwyklej Dpiso-
wni AB). Obierajac jako ,neutralny* 6w stan uktadu, w ktorym
A, B stanowig jedno ciato C o pewnej temperaturze, cisnieniu
i t. d, powiemy wiec, ze ukiad ciat A, B niepotgczonych jeszcze
ze sobg posiada pewng ilos¢ energii chemicznej, a mianowicie ro-
wng sumie owych ilosci ciepta, pracy i t. d., ktére z ukladu tego
otrzymujemy, skoro przechodzi on do owego stanu. Otéz, poniewaz
energia ta chemiczna jest jaknajscislej zwigzana z wspétistnieniem
dwoch (lub wiecej) substaneyj skladowych A, B, nie mozemy przy-
pisa¢ jej catkowicie ani jednej, ani drugiej, ani tez po czesci je-
dnej, po czesci za$ drugiej. Jezeli skiadniki A, B, powiedzmy np.,
dwa litry wodoru i jeden litr tlenu (przy tern samem cisnieniu
i temperaturze), przed potaczeniem sie Chemieznem i utworzeniem
wody, stanowig mieszanine dostrzegalnie jednorodng, natenczas mo-
zemy powiedzieé, ze cata energia chemiczna jest rozmieszczona
jednostajnie w réznych czesciach ~\: objetosci trzylitrowej zajetej
przez mieszanine, zakladajgc atoli, ze wymiary molekularne dajg
sie zaniecha¢ w poroéwnaniu z najmniejszemi nawet objetosciami
nt, ktére dopuszczamy jeszcze w naszem rozwazaniu. Tak np.
moznaby powiedzie¢, ze kazdy centymetr szeScienny mieszaniny za-
wiera £3000-nks cze$¢ catej energii chemicznej ukladu. Bytoby to
przynajmniej pewnego rodzaju grubg lokalizacyg tej energii. Jezeli
jednak owe dwa litry czystego wodoru znajdujg sie w jednym, zas
litr tlenu w drugim jakims$ zbiorniku, umieszczonym w dowolna}
odlegtosci od pierwszego, nie mozemy umiejscowi¢ energii chemicz-
nej tego ukfadu nawet w sposdb przyblizony; niema bowiem zadnej
racyi szuka¢ jej siedziby raczej w jednym Ilub drugim zbiorniku,
niz w przestrzeni zewnetrzne;j.

Uciekajac sie do molekularnej teoryi materyi i redukujgc po-
winowactwo chemiczne do pewnych przyciggan miedzy poszczegdl-
nemi czgsteczkami (lub atomami) réznych ciat, wedtug prawa za-
wierajacego w pewien zawity sposéb ich wzajemna odlegtoé¢, na-
potkalibysmy oczywiscie trudnosci tegoz rodzaju co w wypadku cig-



zenig powszechnego. Lecz biorac nawet zjawiska chemiczne tak,
jak sg nam dane bezposrednio, t. j. niezaleznie od wszelkich teoryj
molekularnych, mamy, z zastosowaniem pojecia lokalizaeyi energii,
do zwalczenia tez same trudnosci, co w wypadku grawitacyi, z ta
tylko rdznica, ze zamiast okre$lonej zaleznosci sit, a wiec tez ener-
gii, od odlegtosci wzajemnej réznych czesci ukladu mamy tu pewng
tylko ogélng liiekongrueneyjno$é w przestrzeni, bez tej okreslonosei
geometrycznej, ilosciowej.

W zadnym z tych wypadkéw nie mozemy (az dotad przynaj-
mniej) wyodrebni¢ dowolnej czesci ukiadu, aby zaprzadz jg do pra-
cy niezaleznie od reszty, i dla tego tez nie umiemy zlokalizowac
energii, ktérg zawdzieczamy kooperaeyi tych réznych czesci.

Daje sie to natomiast urzeczywistni¢ poniekad w wypadku
zjawisk elektrycznych i magnetycznych, jak zobaczymy niebawem.

Energia elektromagnetyczna.

§ 38. Przechodzac do zastosowania og6lnych poje¢ energii
i jej lokalizacyi do zjawisk elektromagnetycznych, zacznijmy od wy-
padku najprostszego, a mianowicie od pola czysto elektrycznego,
bez domieszki -sit magnetycznych. Wiemy juz, ze pole takie moze
by¢ tylko Statycznem i niewirowem, tak iz cechujacy je wektor
elektryczny posiada wszedzie potencyat Jednowartoseiowy (9):
: Wy\éﬁ)praz'my sobie wiec dowolne pole elektryczne, rozciagajace
sie w jednym lub kilku réznych dielektrykach doskonale izolujgcych
i ograniczone, catkowicie lub czesSciowo, przez powierzchnie dowolnej
liczby przewodnikéw. Pole takie bedzie zupetnie okreslone przez kieru-
nek i natezenie sity elektrycznej (lub tez przez potencyat ¢) w kazdym
punkcie. Sily mechaniczne, czyli t. zw. ponderomotoryczne, czynne
w tern polu bedg staraty sie przesung¢ w pewien sposéb przewodni-
ki, tudziez ewentualnie bryly dielektryczne, a wiec wykona¢ pewng
prace mechaniczna. Regulujagc w odpowiedni sposob zewnetrzne
sity mechaniczne, mozemy dopigé¢ tego, aby predkosci wszelkich ru-
chéw byly bardzo mate, t.j. aby caty uktad pracowatl bardzo powolnie.
Woéwczas, jednoczes$nie z temi ruchami i wykonywaniem pracy, sa-
mo pole elektryczne bedzie réwniez zmieniato sie bardzo powolnie,
tak iz rozmieszczenie sity elektrycznej bedzie w kazdej chwili nie-
znacznie tylko rdézne od rozmieszczenia w polu statycznem; sity ma-
gnetyczne, odpowiadajgce zmianom czasowym pola elektrycznego,
sg tego samego rzedu co predkos$¢, tych zmian (podzielona przez

predko$é . krytyczng® c¢; £E = c. curl M), tak iz przy zalozo-



nyeh warunkach pole magnetyczne, towarzyszace zmianom konflgu-
racyi catego uktadu bryt, daje sie zupetnie zaniechac.

Praca mechaniczna, otrzymana tym sposobem z pola elektry-
cznego, bedzie wiec jedynym rownowaznikiem zmian, jakim ulegto
ono przy przejsciu ze swego stanu poczgtkowego do koncowego.

Otéz, uwazajgc jako neutralny ten stan ukfadu, w ktorym
sita E znika w kazdym punkcie przestrzeni, nazwiemy energiag ele-
ktryczng naszego ukiadu catkowitg prace mechaniczng, otrzymang
przy przejsciu pola ze stanu pierwotnego do stanu, w ktorym sity
elektryczne sg zupeinie nieobecne, t.j. E = o w calej przestrzeni.

Energia elektryczna bedzie wiec w ogole pewng funkcya
(skalarng) rozmieszczenia sity E w calej przestrzeni i bedzie tez
zalezata w pewien sposéb od wiasnosci wypetniajacych jg Srodowisk,
a mianowicie od wartosci ich spdlczynnikéw dielektrycznych.

Aby okresli¢ zalezno$¢ te ilosciowo, mozemy zaczaé od naj-
prostszego przypadku, a mianowicie od pola jednostajnego zawar-

, . tego miedzy okitadkami kondensatora ,ptaskiego“ [patrz

o I Rozdz. 1V]; pole to skiada sie z peczka rurek prostych,
zaczynajgcych sie na wewnetrznej stronie jednej okiad-
ki (11) i konhczacych sie na wewnetrznej stronie dru-
giej okladki (22, Fig. 34); wszystkie linie sity sg nor-
malne do okladek i natezenie sity E jest jednakowe we
wszystkich punktach dielektryka, zawartego miedzy oktad-
kami; w jakich warunkach i z jakiem przyblizeniem
zachodzi ta jednostajnos¢ pola, czytelnik pedzie mogt
0sadzi¢ na podstawie Rozdziatu 1V.

Sita ponderomotoryczna, dazaca do zmniejszenia

wzajemnej odlegtosci | oktadek, wynosi, na jednostke

powierzchni, % KE2, jezeli K jest spoétczynnikiem dielektrycznym

Srodowiska 12, ktére wedtug zatozenia ma by¢ jednorodne i izotro-

powe; sita ta jest czysto normalna do powierzchni oktadki. Wszyst-
ko to mozemy tu uwazaé jako wyraz faktéw do$wiadczalnych.

Oznaczajgc przez S powierzchnie kazdej z okladek, otrzyma-
my dla sity ponderomotorycznej catkowitej wyraz

= % KE2.S.

lloczyn S.I — V jest objetosScig calej przestrzeni, w Kkté-
rej sita E dostrzegalnie rozni sie od zera (w zatozeniu, ze |
jest mate w poréwnaniu z rozmiarami okladek, a wiec np. z ich
promieniami, jezeli kazda z nich ma posta¢ krgzka); innemi stowy,
K = S.I jest objetoscig catego pola elektrycznego, ktére mamy roz-
wazyc.

Otoz jezeli okiadki 11, 22 zblizajg sie do siebie stopniowo
(z predkoscig bardzo matg, w mys$l powyzszej uwagi) i sg przytem
ustawicznie izolowane i rownolegte do siebie, zawarte miedzy nie-
mi pole elektryczne pozostaje jednostajnem i natezenie sity E,
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a wiec tez sity Ponderomotorycznej F zachowuje stale swag war-
tos¢. (W tych warunkach tadunki el = KE.S— — ¢2 beda stale,
podczas gdy réznica potencyatdw ¢l — @2 = E.I bedzie malec¢ sto-
pniowo, proporcyonalnie do odlegtosci Z) Praca wiec sity F pod-
czas przejscia okladek od odlegtosci pierwotnej I az do I = o,
t. . az do wzajemnego ich zetkniecia sie, bedzie

FI = % KE2S.1 = % KE2 V.

Gdy jednak oktadki zetkng sie ze sobg, sita elektryczna E
zniknie wszedzie; wyraz ten przedstawia wiec energie elektryczng
Z7e kondensatora w jego stanie pierwotnym, t. j. energie pola, ktére
zajmowato przestrzenn V; bedziemy wiec mieli

Ue = % KE2. V.

Co sie tyczy lokalizacyi tej energii, mozemy przedewszystkiem
powiedzie¢, ze siedzibg calej energii Ue jest cze$¢ V przestrzeni,
czyli wypetniajacy ja dielektryk. Nastepnie jednak bedziemy mogli
umiejscowi¢ jg dokiadnie, czyli szczegdétowo, t. j. rozmiesci¢ calg
ilos¢ Ue w poszczegblnych elementach tej objetosci. Istotnie, mo-
zemy zaprzadz do pracy (ze tak powiem) dowolng cze$¢ rozwaza-
nego pola niezaleznie od reszty tego pola, niszczac catkowicie site
elektryczna w tej czesci i pozostawiajac jg nietknietg we wszystkich
innych czesciach. Jezeli jedna z okfadek jest nieruchoma, podczas
gdy druga przechodzi z potozenia 22 do 2'2' (fig. 34), pole bedzie
nnicestwione w czesci A calej objetosci V i pozostanie nietkniete
w czeSci B; odpowiednia ilo$¢ pracy bedzie % KEi. S(I—V) =
= % KEI. A; te wiec cze$¢ energii calkowitej zlokalizujemy w cze-
8ci A, reszte za$, t. j. % KEi. B, czesSci B calej objetosci V.

Mozemy tez wstawi¢ miedzy okladki kondensatora i réwnole-
gle do nich caty szereg podwojnych blach metalowych, dowolnie
cienkich, nie zmieniajac przez to pierwotnego pola ele-
ktrycznego; wycinajac nastepnie z kazdej pary blach, 1
jak a, b (fig. 35) dwa elementy kongruencyjne i analo-
gicznie potozone, bedziemy mieli dowolnie wiele konden-
satorow ,ptaskich® dowolnie matych; zas kazdy z nich
niozemy zaprzadz do pracy, mianowicie kazdy z osobna
1 niezaleznie od wszystkich pozostatych, unicestwiajgc
tym sposobem site elektryczng w odpowiednim elemen-
cie S$rodowiska dielektrycznego i pozostawiajgc ja nie-
tknietg gdzieindziej. Mozemy wiec zlokalizowa¢ dowol-
nie dokladnie energie catkowita Ue pola zajmujacego
przestrzen V, moOwigc, ze kazdy jej element dt, do-
wolnie maty, zawiera pewng okreslong ilos¢ energii, a mianowicie

% KE2. dt.



Leez to, eoSmy przed chwilg powiedzieli o polu jednostajnem,
daje sie natychmiast rozciggnaé do dowolnego pola elektrostatycznego,
k tore zamiast ptaskich posiada inaczej uksztattowane powierzchnie
statego potencyatu. Istotnie, bez zakidcenia go mozemy wprowa-
dzi¢ szereg blach metalowych kOngrueneyjnych z powierzchniami
Izopotencyalnemi, biorge odlegtosci miedzy sagsiedniemi blachami bar-
dzo mate w poréwnaniu z ich promieniami krzywizny; rozcinajac
nastepnie kazdg z nich na elementy, bedziemy mieli caly uktad ma-
tych kondensatoréow ,ptaskich®, z ktérych kazdy z osobna daje sie
zaprzadz do pracy.

Rozumujgc jak wyzej, powiemy wiec, ze kazdy element dz
pola elektrostatycznego zawiera % KEI. dz jednostek energii, czyli,
ze gesto$¢ energii elektrycznej w dowolnym punkcie jest

(104" i KE2

i ze energia catkowita pola réwna sie sumie wszystkich tych ilosci
elementarnych czyli catce

(104) Ue = 3&fKE2 dt

rozpostartej na cate pole elektryczne.

Przypominajac sobie okre$lenie ,komorki“ (t. j. czesci rurki
jednostkowej za"wartej miedzy przekrojami poprzecznemi Opotencyalach
> tp~- 1), przekonamy sie tatwo, ze objetos¢ jej wynosi ijEi, mo-
zemy wiec powiedzie¢, ze kazda komorka jednostkowa zawiera ilos¢
% K, w prozni za$ potjednostki energii elektrycznej.

Widzimy tez bezposrednio, ze to, eoSmy powiedzieli o diele-
ktryku jednorodnym, daje sie bez zadnych zmian rozciggng¢ do di-
elektryka niejednorodnego, w ktérym spoétczynnik K zmienia sie od
punktu do punktu, czy to stopniowo, czy tez w sposOb nieciaggty.

Dla dielektryka jednorodnego mamy wedtug (104):

(104a) Ue = IK"E2 dt,

tak iz do energii elektrycznej daje sie w tym wypadku zastosowac
wszystko to, eosSmy we Wstepie powiedzieli o calce |2j'Zt?2 dt, na-

zwanej tamze ,energig‘ pola wektorowego R czysto abstrakcyjnie,
t. j. bez wzgledu na jej znaczenie fizyczne. Z uwagi tej skorzy-
stamy tez istotnie w Rozdziale 1V, w ktérym postaramy sie zesta-
wi¢ gtdwne zasady Elektrostatyki (obok zasad Magnetostatyki).

§ 39. Jezeli chodzi o dielektryk krystaliczny, mozemy, przez
uogolnienie wzoru (104), napisa¢ dla energii elektrycznej



183

Ue = %J ED dfr, (105)

t. j. dla gestosci tej energii
% ED. (106)

Wzory te, jako ogo6lniejsze, nie wyptywajg bynajmniej z wzoréw
dla $rodowiska izotropowego; przyjeto je dla tego, ze prowadzg do
wynikow zgodnych z do$wiadczeniem.

Oznaczajgc spotczynniki gtéwne krysztatlu przez Kv K2, Ks3,
mamy % ED = % {KIiEL -(- K2E2 -|- K} IE==stad jednak bynajmniej
nie wynika, abysmy mogli wzér (105) wyprowadzi¢ ze (104) przez,
rozklad sity E na skladowe Ev E2, Ei wzdluz osi gtéwnych kry-
sztatu. Nie czyniac bowiem zadnych dodatkowych zatozenh, nie mo-
zna twierdzi¢, ze wytworzenie skladowych E2, Ei przy istniejacej
juz E! wymaga takiej samej ilosci pracy (t. j. % K2E2, wzglednie

na jednostke objetosci), jak przy zgota nieistniejgeem
jeszcze polu.

Przypomnijmy sobie, ze polaryzacya tworzy zawsze kat ostry
ze sitg elektryczna, tak iz iloczyn skalarny ED, a wiec tez gestosé
energii elektrycznej jest zawsze dodatnig, znika za$ woOwczas tyl-
ko, gdy E=D—o.

8 40. Analogicznie do energii elektrycznej otrzymuje sie
energie magnetyczng Um, przypisujgc kazdemu elementowi objeto-
éci dt, niezaleznie od tego, jaka jest wypetniony substancya, ilos¢:

% MB. dt ¥ (107)

*) Pod warunkiem atoli, zo polaryzacya B jest jednowartosciows
ftinkeya sity M, co dotychczas zawsze zaktadaliSmy; w ciatach natomiast,
ktore ‘objawiajg t. zw. ,hystereze magnetyczng", energia doprowadzona

elementowi dt podczas procesu jego magnetyzacyi bedzie
/’B
dt MdB
0
gdzie dB jest przyrostem wektora B, ktory nie jest okreslony jednozna-
cznie przez spotczesng site M; wartos¢ tej catki bedzie wiec zalezata nie-

tylko od stanu poczatkowego i koncowego elementu dt, lecz réwniez od
wszystkich posrednich, t j. od samego procesu magnetyzacyi. Podobnie
zDavEHe zresztg stosunki zachodza tez czasami dla wektorow elektrycznych



i rozciggajac catke tego wyrazu skalarnego, dodatniego, na calg
dziedzine przestrzeni, do ktorej przenikajg linie sity i polaryzacyi
magnetycznej:

(108) . dt.

Sama tylko analogia z polem elektrycznem nie wystarczataby
oczywiscie do usprawiedliwienia wzoru tego dla energii magnety-
cznej. Wszystkie jednak wnioski, wysnuwane stad przy pomocy
zasady zachowania energii i znanych wiasnosci Specyalnych pola
magnetycznego, sa zgodne z faktami doswiadczalnemu Proste zre-
szta przeksztatcenia matematyczne dadzg nam mozno$¢ sprowadze-
nia tego wyrazu energii do postaci wiasciwej teoryom ,dziatania na
odlegtos¢ , ktore, wychodzac z pojecia ,biegunéw magnetycznych®,
traktujg ich przyciggania i odpychania i wyprowadzaja stad ich
.energie poteneyalng“ zupetnie tak samo, jak buduje sie wyraz
energii potencyalnej uktadu mas grawitujgcych. Mam tu na mysli
Przedewszystkiem pola statyczne, nietylko zreszta magnetyczne, lecz
rowniez elektryczne, o ktérych bedzie mowa w Rozdziale IV.

Lokalizacya energii magnetycznej wedlug wzoru (107) ma
charakter nietylko formalny, lecz zaréwno fizyczny, w znaczeniu
wyrazéw powyzej objasnionem. Mozna mianowicie unicestwic site
i polaryzacye magnetyczng w danej dziedzinie przestrzeni, nie na-
ruszajac ich gdzieindziej, i otrzymac¢ tym sposobem prace mecha-
niczng réwnowazng energii przypisywanej tej wiasnie dziedzinie.
Proces taki daje sie istotnie urzeczywistni¢, w pewnych przynaj-
mniej wypadkach, aczkolwiek w sposéb mniej bezposredni niz pro-
ces z kondensatorami, ktory zastosowaliSmy do zmierzenia i umiej-
scowienia energii elektrycznej. Analogia magnetyczna przewodni-
ka elektrycznego nie istnieje wprawdzie, o ile wiadomo ze wszyst-
kich dotychczasowych doswiadczen; dla dopiecia naszego celu mo-
zemy atoli uciec sie do magnesu trwalego, a mianowicie do soleno-
idu magnetycznego. Tak nazywa sie cialo podiuzne, jak np. drut
stalowy, namagnesowany podtuznie, t. j.
drut, w ktérym wszystkie linie sity ma-
gnetycznej przebiegaja wewnatrz, nie
przeszywajgc pobocznicy i przechodzg
do $rodowiska zewnetrznego przez jedne
powierzchnie koncowg ol. czyli t. zw.
biegun péinocny, aby wréci¢ przez dru-
ga 02, zwang biegunem potudniowym
(Fig. 36). Indukcya magnetyczna przez
kazdy przekroj poprzeczny (o) solenoidu
posiada te samg warto$¢ liczebng, co przez ol i oa; biorac jednak
na o, i na 62 normalne v skierowane na zewnatrz, bedziemy mieli

(Fig. 36).



dla indukcyi przez ol znak za$ dla 02 znak —  Wielko$¢ tych
indgkcyj nazywa sie zwykle natezeniem biegundéw solenoidu. Ot6z,
jezeli powierzchnie koricowe takiego solenoidu ¢l, 62, ktére mozemy
wyobrazi¢ sobie jako mate plaszczyzny tego samego ksztattu i roz-
miaréw, sg umieszczone réwnolegle do siebie, jedna wprost naprze-
ciw drugiej, w odlegtosci | bardzo matej w poréwnaniu z ich roz-
miarami, natenczas pole magnetyczne zewnetrzne

ogranicza sie dostrzegalnie do samej tylko prze-

strzeni walcowatej miedzy ol i 02, majacej obje-

tos¢ At = ¢l (piszemy a1 = 02 = ¢). Pole to /77 = \\\

jest w przyblizeniu jednostajne; linie sity prze- € H)
biegaja w niem od ar do 62, normalnie do tych uA Jjj
ptaszczyzn, zupetnie jak miedzy oktadkami pta- N/\S -NT7
skiego kondensatora elektrycznego. W tych wa- ANO—
runkach, jak mozemy twierdzi¢ na podstawie do- (Fig- 37).
Swiadczenia, ol i s2 przyciggajg sie wzajemnie

z sitlg ponderomotoryczng F = 1 pjf2c = 1 MBs, gdzie Jfjest na-

tezeniem pola miedzy ol i oa, p zas przenikliwoscig S$rodowiska.
Jezeli magnes nasz jest gietki, bieguny jego beda dazyly ku sobie
az do zetkniecia sie; solenoid zamknie sie, tworzac pierscien zu-
petny. Skoro magnes jest trwaly, pole wewnetrzne nie ulegnie
podczas tego procesu zadnej zmianie; toz samo wiec dotyczy nate-
zenia pola Jf i sity F, tak iz catkowita praca mechaniczna wyko-
nana przez F bedzie FI = f MBol = % MB. Ar, jak we wzorze
(107), w wypadku lzotropii. Skoro solenoid sie zamknie, mozemy
go usung¢ (co nie kosztuje zadnej pracy), a wolwczas dziedzina At
przejdzie do swego stanu npY%Yeralnego, t. j. sita magnetyczna nie
bedzie juz w niej istniala; poniewaz za$ stan magnetyczny zadnego
elementu samego magnesu nie doznat podczas tego procesu zadnej
zmiany, praca otrzymana jest réwnowaznikiem samego tylko unice-
stwienia pola, ktore poprzednio w At istniato i wyraza przeto wia-
sng jego energie magnetyczng—co byto do okazania.
Dla ciat izotropowych mozemy zamiast (107) napisac¢

(107a)

skad widzimy, ze kazda Icomorlca magnetyczna (jednostkowa) za-
wiera energie ¥, analogicznie do komdrek elektrycznych.

§ 41. Dotychczas mowiliSmy o energii elektrycznej lub ma-
gnetycznej pola statycznego, a wiec pozbawionego wiréw. Jezeli
chodzi o pola zmienne w czasie, t. j. w kazdym razie wirowe, nie
moze oczywiscie by¢ mowy o potencyale skalarnym sity E lub M,
a wiec tez o oparciu Jokalizacyi energii jednego Ilub drugiego ro-
dzaju na pracy elementarnych kondensatoréw lub analogicznych po-
niekad solenoidow. W tym tez og6lnym wypadku energie -elektry-
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czna i magnetyczna nie wystepujg oddzielnie, lecz towarzyszg so-
bie nierozerwalnie. Znajomo$¢ wyrazu energii dla stanéw réwno-
wagi nie upowaznia nas zresztg do wygtaszania jakichkolwiek
twierdzenn og6lnych o energii odpowiadajgcej stanom zmiennym.

Stad wiec, ze Ue — % i ED dt jest energia pola elektrostatyczne-

go i JTm =3/8] MBtfc energig pola Inagnetostatycznego, nie wynika

bynajmniej, ze suma Ue -j- Um tych wyrazoéw, utworzonych z chwi-
lowych sit i polaryzacyj dowolnego pola zmiennego, wyraza¢ musi
jego energie catkowitg, czyli t. zw. elektromagnetyczna, t. j. te
iloé¢ pracy, ktérg otrzymalibySmy przez unicestwienie wektoréw ele-
ktrycznych i magnetycznych panujgcych w danej chwili t w calem
polu. Mozemy to jednak zatozy¢ (idac za powszechnym przykia-
dem) i powiedzie¢, ze—o ile wiadomo dotychczas—wyniki, ptynace
z tego zatozenia, nie sg sprzeczne z doswiadczeniem.

Dla tego tez napiszemy dla energii elektromagnetycznej U dowol-
nego pola zmiennego, nietylko zresztg w izolatorach doskonatych, lecz

i w Srodowiskach przewodzacych:

) U= Ue + Un =% J(ED + MB) drt.

Co do lokalizacyi tej energii, jezeli nie pod wzgledem fizycznym,
to przynajmniej czysto formalnym, mozemy powiedzieé, ze na je-
dnostke objetosci przypada w dowolnem miejscu pola ilos¢ energii

(109) u=%(ED + MB), =0%>' e+t

czyli, ze gestos¢ energii elektrpeufliyrwna sie potowie sumy iloczynéw
skalarnych odpowiednich sit i polaryzacyj.

Dla $rodowiska izotropowego, zaréwno pod wzgledem elektry-
ezym jak i magnetycznym, mamy zamiast (109)

(109a) u=% (K E2 + p. M2).

§ 42. Dzieki otrzymanym dopiero co wzorom dla energii
elektromagnetycznej i jej gestosci mozemy obecnie interpretowac
fizycznie pewne wzory, ktére w Rozdz. Il wyprowadziliSmy bezpo-
$rednio z réwnan rézniczkowych pola.

Dla izolatoréw doskonatych nieruchomych mielismy tam, w § 14,
wzory (38" i (40), ktére obecnie mozemy napisa¢ krétko:

d .
(HOY dl: div F,
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(110}

gdzie F = cVEM, Z7= ) u.dt, za$ ¢ jest powierzchnig ograni-
czajaca dziedzine przestrzeni T.
Poniewaz----- & jest ubytkiem energii elektromagnetycznej

dziedziny T, na jednostke czasu, i poniewaz energia ta stanowi we-
dtug zalozenia calg energie zawartg w T, przeto mozemy powie-
dzie¢, ze wymiana energii miedzy tg dziedzing a jej otoczeniem
odbywa sie tak, jak gdyby przez kazdy element powierzchni ¢
przeptywata, na jednostke czasu, ilos¢ energii elektromagnetycznej
Fv.do w kierunku normalnej zewnetrznej v, czyli, na jednostke po-
wierzchni ilos¢ energii F w kierunku wektora F.
Z tych oto wzgledéw, idac za przyktadem J. H. Royntinga

nazwano wektor

F = cVEM (39)

pradem energii elektromagnetycznej, co do kierunku i natezenia,
w chwiti t, w dowolnym punkcie pola, w ktérym panujg sity E, M.
Poniewaz autor ten pierwszy zwrécit uwage na te stosunki, wektor
ten (z pominieciem pewnego czynnika statego zaleznego od wyboru,
jednostek) nazywa sie tez czesto wektorem Poyntinga. Wedtug (39)
wektor ten jest prostopadly do ptaszczyzny E, M, natezenie za$
jego jest proporcyonalne do iloczynu natezehn tych sit i do wstawy
zawartego miedzy niemi kata.

Wz6r (110") wyraza zresztg to samo co (110) w zastosowa-
niu do elementu objeto$oi. Wzér ten, t. j. rownanie rozniczkowe

-+ divF ==
ot

mozemy, dla dowolnego zreszta rodzaju energii, 0 gestosci u, uwa-
za¢ jako okreslenie ,pradu“ F tejze energii. Powinnismy tez za-
wsze 0 tern pamieta¢, ze pojecie pradu energii w ogdle jest dla
nas na tej tylko wiasnie drodze okreslone; nie wiemy bowiem zgota,
w jakiem znaczeniu stowa moznaby mowié¢ o indywidualizacyi ,cza-
stek energii“.

Okreslenie to (110", nieinaczej jak (110), pozostawia oczywi-
écie pewng dowolnos¢; do kazdego bowiem wektora F, ktory dla

*) On the transfer of energy in the electromagnetic field. London,
Phil. Trans. 175 (1884).



danego —x czyni zado$¢ réwnaniu —x -i- div F = 0, mozemy do

da¢ dowolny wektor G, byle tylko czysto Solenoidalny, tak iz suma
F-I—G réwniez bedzie wyobrazata prad energii.

Dla pradu energii elektromagnetycznej mamy wiec, ogdlniej
niz wedtug Poyntinga:

F = cVEM + G,

gdzie G jest wektorem Solenoidalnym, lecz zresztg zupeinie dowol-
nym. Wektor Poyntinga jest wiec tylko pewnem szczegélnem roz-
wigzaniem réwnania (110'). Inne rozwigzania szczegllne bytyby np.

F=cVEM + yB
F=c VEM + y.p,

gdzie y jest dowolng statg skalarna, zas p pradem elektrycznym;
istotnie bowiem zaréwno polaryzacya magnetyczna B jak tez i prad p
(nieinaczej jak prad magnetyczny q, poréwn. Rozdz. | i Il) posia-
daja rozmieszczenie czysto solenoidalne. Moznaby tez tatwo zna-
le$¢ inne jeszcze rozwigzania.

Prad Poyntinga posiada jednak, w pewnych przynajmniej wy-
padkach, zalete prostoty i jest, w nowszych czasach, w powszcch-
nem niemal u fizykéw teoretycznych uzyciu. Z przykladami ilu-
strujacemi to pojecie pomocnicze spotkamy sie tu i owdzie w dal-
szych Rozdziatach tej ksigzki.

Jezeli wektor Poyntinga jest styczny do powierzchni ograni-
czajacej dziedzine T, natenczas (8 14, 1°) energia elektromagnety-
czna tejze dziedziny bedzie niezmienna w czasie; o ile za$ chodzi
o catg przestrzen (8 14, 2°), energia U bedzie niezmiennikiem
pola, jezeli np. natezenia sit elektrycznej i magnetycznej stajg sie,

w bardzo wielkich odlegtosciach, proporcyonalne do —x,

Majac na mysli cata przestrzen, zawsze tez zatozenie to (g-
myslnie uczynimy.

§ 43. Dla potprzewodnika nieruchomego mamy (8 19), za-
miast (110"):

(111) —I- AE.E -j- div F = 0,
czyli, w wypadku izotropii:

(lila) —x '/Ei=—divF



Poniewaz 'r.Ei (w ogéle zas A .E) wyraza ilos¢ ciepta Joule’a wy-
twarzanego w potprzewodniku, na jednostke czasu i objetosci, i po-
niewaz energia U w tym wypadku nie przeistacza sie oprocz ciepl-
nej na zadng inng posta¢ energii, przeto w mysl zasady zachowa-
nia powiemy znowu, ze F czyli (z pominieciem dodatkowego we-
ktora czysto Solenoidalnego) cVEM wyraza prad energii elektro-
magnetyczne;j.

Dla bryly potprzewodzacej, np. izotropowej, ograniczonej po-
wierzchnig ¢ mamy:

du —J Fvdo,
dt

jezeli za$ wektor F jest styczny do tej powierzchni lub tez, ogol-
niej, jezeli jego catka powierzchniowa znika:

(112)

a g [rredr—o (113)

Poniewaz AE2 (i w ogble E.AE) jest dodatnie wszedzie i zawsze,
i znika jedynie tylko dla E = o, a wiec dla ZTe = o, widzimy stad
bezposrednio, ze w tych warunkach cata energia elektromagnety-
czna potprzewodnika maleje ustawicznie, bgdZz to dagzac do zupel-
nego zaniku, badZz tez pozostawiajgc po sobie pewng reszte czysto
magnetyczna.

Sity ponderomotoryczne.

§ 44. Wedtug okreslenia, o ktérem juz wspomniatem, we-
ktor E bytby identyczny ze sita mechaniczng czyli ponderomotory-
czng, dzialajagcg na mala, wprowadzong do danej dziedziny pola
elektrostatycznego, brytke ,wzorcowg®, ktdra pierwotnie juz byla
naéléktryzowana, t. j. otoczona wiasnem polem elektrycznem skon-
Statowanem chociazby przez dziatanie mechaniczne na podobng bryit-
ke umieszczong w danej odlegtosci.

Ot6z okreslenie to wymaga jeszcze pewnych uzupetnien.

Przedewszystkiem, aby zachowa¢ powyzsze jego sformutowa-
nie, nalezaloby dodaé, ze Substancya samej brykki jest, pod wzgle-
dem elektrycznym przynajmniej, taka sama jak otaczajacego ja Sro-
dowiska, i ze samo to Srodowisko, w ktorem roztacza sie pole, jest
jednorodne, tak aby brylka wraz ze Swem otoczeniem stanowita
spotem $rodowisko jednorodne. W przeciwnym bowiem razie bryl-
ka Wenaelektryzowana, jak uczy doswiadczenie, podlegataby réw-
niez, w temze polu, pewnej sile mechanicznej, i to o kierunku in-
nym zgota, niz gdyby byta naelektryzowana.



Dwie te. sity mechaniczne, z ktérych pierwsza zalezy od ele-
Itryzacyi bryiki, druga od réznicy jej substancyi wzgledem otocze-
nia, superponujg sie wzajemnie, t. j. dodajg sie wektorowo. Chcac
tedy uzy¢ jako ,wzorca“ pewnej brytki réznej w ogéle od Srodo-
wiska, nalezatoby przedewszystkiem zmierzy¢ site mechaniczng, po-
wiedzmy S0, ktéra dziata na nig, w danem miejscu pola, wowczas
gdy jest Wenaelektryzowana, nastepnie site mechaniczng S, ktéra
w tenize miejscu dziata na tez sama brytke, lecz uprzednio naele-
ktryzowang w pewien odpowiedni sposéb, wreszcie odja¢ (wektoro-
wo) site S0 od sity S. Ta dopiero réznica wektorow

S-S0

bedzie sie zachowywala, jak to, co w § 5 nazwaliSmy ,sitg mechani-
czng F*“.

Jezeli mianowicie zbadamy nasamprzéd pole elektryczne za
pomocg brytki a, naelektryzowanej w pewien ,wzorcowy“ sposob
i potozymy

S-SO0-E.

upatrujgc w tern réwnaniu okre$lenie naszego wektora elektryczne-
go E. a nastepnie zbadamy toz samo pole za pomocg innej brykki
lub za pomoca tej samej brylki lecz naelektryzowanej inaczej, na-
tenczas otrzymamy dla wektora S — S0 kierunki te same, lecz na-
tezenia rozne od poprzednich, a to w kazdym punkcie pola; wszyst-
kie te natezenia bedg atoli prOporcyonalne do poprzednich.

Dla jakiejkolwiek tedy brytki naelektryzowanej a' mozemy
potozy¢

(114) S-S0 = nE,

gdzie n jest wielkoscig skalarng jednakowa dla wszystkich pun-
ktow pola i charakteryzujaca brytke a' w poréwnaniu z brytkg a
wzorcowo naelektryzowana.

Brylka wzorcowa a, stuzgca do eksploracyi pola elektryczne-
go, ma by¢ pierwotnie naelektryzowang, t.j. otoczong pewnem wia-
snem polem elektrycznem, powiedzmy Ea; catke powierzchniowg we-
ktora Ea obliczong w prozni, czyli indgkcye catkowitg przez po-
wierzchnie, otaczajgcg zupetnie wzorcows te brytke a, uwazamy jako
rowna jednosci:

co stanowi konwencye dowolng. Nie wystarcza jednak, aby catka
ta byfa okreslong i aby pole wilasne naszej bryiki byto scharakte-
ryzowane jako raclyalne. Nalezy doda¢ jeszcze warunek, ze pole



to ma byé dos¢ stabe, aby nie odksztatca¢ w widocznym stopniu
pola E, do ktdorego mamy brylke a wprowadzi¢. Warunek ten jest
oczywiscie wzgledny i implikuje liczne fakty doswiadczalne doty-
czace podl elektrycznych poddawanych badaniu.

Powyzsza catka okresli tez t. zw. ,jednostke elektrycznosci®
(prawdziwej), ktérg np. mozemy sobie pomys$le¢ jako rozmieszczong
jednostajnie w matej kulce stanowigcej wzorzec a lub, ogdlniej,
w jednostajnych warstwach koncentrycznych z tg kulka, od jej $ro-
dka az do powierzchni.

Przypusémy teraz, ze brytka a' posiada tadunek prawdziwy €',
t. j. ze jest ona otoczona polem wiasnem E', ktére daje w prozni

warto$é catki [ E'vdo = e', czyli, w dowolnem $rodowisku:

(<)

Natenczas mozna uwazaé jako fakt doswiadczalny, ze sita mechani-
czna S — SO, jest, w jedneni i tern samem polu E, dla brytki a'
wigksza €' razy niz dla brytki wzorcowej a, t. j. ze (wobec przy-
jetej jednostki tadunku ea = In czynnik Skalarnynwewzorze(lli)
rowna sie tadunkowi e'. Mozemy tedy napisac:

S = E.e'%4S0. (115)

Zaktadajac, ze brylka jest izolatorem i ze wewnatrz niej nie
istniejg powierzchnie nieciggtosci, t. j. ze fadunek €' jest w niej rozmie-

szczony przestrzennie, mozemy napisa¢ e, = f p'dt', gdzie p' = div D,

a wiec powiedzie¢, ze na kazdy element objetosci dt, tej bryiki
dziata w polu elektrostatycznem E sita ponderomotoryczna, (po-
wiedzmy PedT):

E. div D' -j- S0 d, (116)

gdzie s0.dt' ma oznacza¢ sile, jaka dziatalaby na tenze element,
gdyby nie byt naelektryzowany. Dziatanie mechaniczne pola na ele-
menty powierzchni, a mianowicie powierzchni granicznej dwdch réz-
nych dielektrykdéw izolujacych lub dielektryka i przewodnika, omé-
wimy oddzielnie, w Rozdziale 1V.

Linie elektryczne pola zewnetrznego przenikajg w ogole réw-
niez do wnetrza ciala a,; jezeli jednak polaryzacya D = XE posia-
da w rozwazanem miejscu tego pola rozmieszczenie Solenoidalne,
natenczas mozemy przez div D' w (116) rozumie¢ badz to rozbie-



zno$¢ polaryzacyi wiasnej ciata a', badz tez rozbiezno$¢ obliczong
dla Superpozycyi pola wlasnego ciata a' i pola E, do ktéregosSmy
je wprowadzili. Dwie te wielkosci bytyby natomiast rézne od sie-
bie we wszystkich tych miejscach pola, w ktérych rozmieszczenie
polaryzacyi nie jest Solenoidalne.

Mozna atoli twierdzi¢, ze dosSwiadczenia majace sprawdzaé
wzér (116), a raczej (115), byly w rzeczywistosci dokonywane
w dziedzinach Solenoidalnych pola, t. j. pozbawionych tadunku ¥.
Uogdlniajgc tedy i uwazajac ,brytke a'™ poprostu jako czes¢ Srodo-
wiska dielektrycznego, mozemy powiedzie¢, ze na kazdy element dt
dielektryka, ktory jest siedliskiem pola elektrostatycznego E, dziala
sita ponderomotoryczna

Pedt = EdivD -|- S0
czyli, na jednostke objetosci:
(117) Pe — E. divD + S0 — Ep + s0,

gdzie D = JfE jest odpowiednig polaryzacya, p za$ jest o0znaczong
juz tak samo powyzej gestoscig przestrzenng tadunku prawdziwego.

§ 45. W poprzednim paragrafie pragneliSmy pierwszg czes¢
sity ponderomotorycznej Pe, to jest Ep, wprowadzic w zwigzek
z dziataniem na brytke wzorcowa, gdyz na tem to wiasnie dziata-
niu ma sie opiera¢ pierwotne okreslenie wektora elektrycznego E.

Skoro jednak zgodziliSmy sie juz w § 39, a nastepnie w 841,

na to, aby uwazaC catke Ue — %_f ED-dt jako wyraz energii pola
elektrycznego i, ogolniej, catke

av) U= = | (ED + MB) dt

jako wyraz energii dowolnego pola elektromagnetycznego, powinnismy

z postaci tego wzoru, i opierajac sie na zasadzie zachowania energii,

wyprowadzi¢ nietylko owag pierwszg cze$¢ sity ponderomotorycznej

Pe i okaza¢ identycznos$¢ jej z powyzszym iloczyneénﬂ§ez rowniez
P

*) W klasycznych doswiadczeniach Coulomba (z waga skrecen),
stwierdzajgcych proporcyonalno$¢ odpychania lub przyciggania do tadun-
ku kazdej z dwoéch kulek oddzielonych od siebie $rodowiskiem izotropo-
wem i jednorodnem, a mianowicie powietrzem, warunek ten z pewnoscia
byt spetniony.



druga jej czes$¢ s0, odpowiadajacg niejednorodnosci $rodowiska,
i w ogdle calg site ponderomotoryezng P — Pe + Pm pochodzenia
po czesci elektrycznego, po czesci magnetycznego.

Ot6z uczynimy to obecnie, ograniczajgc rozwazania nasze do
Srodowiska przestrzennie ciggtego, acz w ogole niejednorodnego,
i do takich tylko przesunie¢ wirtualnych jego czastek, przy ktorych
ciggto$¢ jego nie zostaje zerwana i przy ktérych zmieniajg sie
wprawdzie wartosci spdlezynnikdéw lolcalne, t. j. w nieruchomym
elemencie przestrzeni lub pola, lecz pozostajg niezmienne w kazdej
indywidualnej czastce Srodowiska. Powierzchnie nieciggtosci omé-
wimy w Rozdziale IV.

Zakladamy zresztg, ze pole obejmuje calg przestrzen i, jak
zwykle, ze w nieskoniczonosci natezenia wektoréw E, M, a wiec tez
D, B malejg jak T2

Niechaj wektor nieskoriczonostkowy da wyobraza co do wiel-
kosci i kierunku przesuniecie dowolnego elementu $rodowiska, tak

iz SW=J""P.da.dt bedzie pracg mechaniczng wykonang przez cale

pole; odpowiednig zmiane jego energii oznaczmy przez SU, piszae
tedy

SU=1i (E-dD + D.3E + M.0B + B.6M)dt (118)

i rozumiejac przez of i t. d. zmiany lokalne wektoréw, zachodzace
dzieki przesunieciom.

Otéz, prace OtK przyréwnamy ubytkowi energii pola, t. j. po-
tozymy

(119)

pod warunkiem atoli, ze prawdzuoy tadunek elektryczny kazdej in-
dywidualnej czastki $rodotoiska pozostaje niezmienny przy przesu-
nieciu wirtualnem, i ze to samo dotyczy praiodziwego ,tadunku
Wagnetycznegoil, ktéry zreszta znika wszedzie. Pod tym bowiem
tylko Avarunkiem pole pracuje bez doprowadzanych zzewnagtrz za-
sitkéw energii ¥.

*) Warunek ten obliczania pracy ze zmiany Avielkosci tZjest, w wy-
padku pola elektrostatycznego np., zgodny ze statoscig tadunku okiadek
kondensatora pracujgcego mechanicznie, na ktérym staraliSmy sie w § 38

oprze¢ wyraz Ue energii elektrycznej. Przy niezmiennych potencyalach
oktadek praca bytaby rOAvna nie ubytkowi lecz przyrostowi energii Ue;

porown. Rozdziat IV. Ostatecznie nalezy powyzszy warunek niezmienno-
Sci tadunkéw UAvaza¢ jako element zaczerpnigety z doSAviadczenia.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 13



Posrdd przesunie¢, czynigcych zado$¢ temu warunkowi, znaj-
dujg sie z pewnoscig wszystkie te przesuniecia Sa, przy ktorych
pozostajg niezmienne indukcya elektryczna D>-do i indukcya magne-
tyczna Bv.do przez kazdy element powierzchniowy da (o normalnej v),
sktadajacy sie zawsze z tych samych czgstek srodowiska. tadunek
bowiem danej czastki réwna sie indukcyi przez jej powierzchnie.

Ot6éz, pojete w ten sposdb zmiany indukcyi beda, wedtug § 9

[wzér (24)], w ktorym nalezy tylko zastgpi¢ —— przez div przez Sa:

(SD -~ div D.Sa -+ cur" VDSa)v.do
(SBV% curl VB Sa)v.do (albowiem div B = 0);

ktadagc wiec zmiany te réwne zeru, dla wszelkich do, i piszac
div D — p, otrzymamy:

I SD—— pSa— curl VD Sa
(120) | SB=—-CurZVBSa.

Odtad zatozymy, ze Srodowisko jest izotropowe (acz niejedno-
rodne), ze wiec D = K.E, B = jjLM, gdzie K, i sg zwyklemi spot-
Czynnikami skalarnemi. Wdéwczas bedzie:

D.SE = -K-E.dl = E.S(KE) — -E2-SK = E.SD — EioK
i podobnie B.OM = M.SB — M2.o,
gdzie SJT, Sp. sa zmianami lokalnemi spo&tczynnikdéw dzieki przesu-
nieciu Sa; poniewaz za$ spoétczynniki te majg by¢é niezmienne w ka-
zdej indywidualnej czastce $Srodowiska, przeto wedtug uwag rozwi-
nietych we Wstepie (str. 50):
(121) SJT=-Sa-VK, oJop.=-da. Vp-
a wiec:

D.OE = ESD + E2.vK.Sa, B.SM = M.SB + M2-Vp-Sa,
tak iz wedtug (118) i (119) mamy:

ESD + MSB + J%EivK + % JIP Ap. + p) SaJdt = o.

Podstawiajgc tu zas SD i OB ze (120) i uwzgledniajac, ze


E2.vK.Sa

— 195 —

E curl VDda.dt = fcurl EVDda.dt =—1I130a.VD curl Edt ¥
i podobnie J- M curl VBda.dt = — [ da.VB curl M.dt, otrzymamy
wreszcie

\] (P ~ Ep +% AE2VTf+ %IF2V x ¥ VD curl E ¥8 VB Curl Il pa=o0,

Poniewaz za$ réwnanie to ma by¢ spetnione dla wszelkich prze-
sunie¢ da (wszystkie bowiem wigzaee je warunki uwzgledniliSmy
§u¥a przeto wyraz wektorowy, ujety w nawiasy, musi znika¢ dla

azaego z osobna punktu pola; mamy tedy dla poszukiwanej sity
Ponderomotorycznej, liczonej na jednostke objetosci:

P = Ep — % E2XjK— VD coo-Z E — % JF2Vp- — VB curl M. (V)

W polu czysto elektrycznem, niewirowem, a wiec Statycznem,
sita ta redukuje sie do pierwszych dwoch wyrazéw. Pierwszy wy-'
raz, identyczny z pierwsza czeScig sity Pe w (117), daje dziata-
nie pola na czastki Uaelektryzowane Srodowiska i jest wekto-
rem o kierunku —+ E, zaleznie od tego czy +#adunek jest doda-
tnl czy tez ujemny. Drugi wyraz — %EiXjK stanowi to, co
w % 44 oznaczyliSmy przez sO; odpowiadajgca mu sita ponderomo-
toryezna znika w $rodowisku jednorodnem, w S$rodowisku za$ nie-
jednorodne™, posiada kierunek najszybszego spadku spétczynnika
dielektrycznego K i natezenie proporcyonalne do tego spadku (na
jednostke dhugosci) i do kwadratu natezenia sity elektrycznej, tak
iz kierunek tej sity mechanicznej jest od kierunku wektora E zu-
petnie niezalezny.

Dodajnik czwarty —% Jf2Vp. wyraza analogiczng site mecha-
niczng w polu magnetyeznem, zalezna w podobny zupetnie sposob
od natezenia tego pola i od spadku przenikliwosci magnetycznej p.

Do sit, tych, zaleznych od niejednorodnosci Srodowiska, wro-
cimy jeszcze w Rozdziale 1V, aby rozwazy¢ je w zastosowaniu do
pewnych wypadkdéw szczegolnych.

Dodajniki trzeci i pigty wreszcie wyrazatyby sity ponderomo-
toryezne na te elementy $rodowiska, ktore sg siedliskami wiréw

) PrzejsScie od. pierwszej do drugiej catki otrzymamy na podsta-

le )Yzoru rozwinietego we Wstepie, jezeli skorzystamy z Twierdze-
nia Vla i uwzglednimy, ze catka powierzchniowa wektora VEVDSa dla

bezgranicznie rosnacej kuli znika. Przejscie za$ od drugiej do trzeciej
catki opiera sie na Twierdzeniu Ill, str. 14.



elektrycznych, wzglednie magnetycznych, a kierunki ich bytyby nor-
malne do polaryzacyi D, wzglednie B, i do wiréw elektrycznych,
wzglednie magnetycznych. Silami terni, a szczegblniej ostatnia,
wypadnie nam niejednokrotnie jeszcze w ciggu dalszym zajgc sie
szczegO6towiej.

§ 46. Powyzszy wzér (V) dla sity ponderomotorycznej wy-
prowadziliSmy (dla dowolnego $rodowiska ciggtego i izotropowego)
z wyrazu (IV) energii elektromagnetycznej w zatozeniu, ze podczas
przesunie¢ wirtualnych elementy $rodowiska zachowujg indywidu-
alne swe tadunki, zupeinie jednak niezaleznie od praw zasadni-
czych I i Il czyli od réwnowaznych im roéwnan rézniczkowych pola
(A) i (B) podanych na poczatku Rozdziatu Il, w § 11.

Jezeli jednak zgodzimy sie na te prawa Maxwellowskie i wpro-
wadzimy obecnie wedtug (A) i (B) prady elektryczny i magnetyczny,
zamiast wir6w, do pigtego i trzeciego dodajnika we wzorze (V),
otrzymamy:

(V)  P—Ep—3%(jE2. 7K + Ai2Vp) + @ VpB + @ VDq.

Sita — VpB, ktérg za przykladem Maxwella mozna nazwac

sitg elektromagnetyczng, dziata na te czesci Srodowiska, w ktorych
istnieje prad elektryczny, a mianowicie w kierunku normalnym do
tego pradu i do polaryzacyi magnetycznej, okreslonym blizej przez
porzadek liter w iloczynie wektorowym. W potprzewodniku nieru-

chomym caly prad elektryczny skiada sie z pradu przesuniecia D
i z pragdu przewodzonego AE, tak iz mamy :rF VDB -I—r» VEB;

najdawniej zresztg znang i najlepiej stwierdzong doswiadczalnie
jest druga czes¢ tego wyrazu, t. j. sita dzialajgca w polu magne-
tycznem na prad elektryczny przewodzony. Co do pierwszej cze-
sci, t. j. dziatania pola magnetycznego na prad przesuniecia ele-
ktrycznego, mozna, o ile wiem, tyle tylko powiedzie¢, ze doswiad-
czenia przemawiajg za jego istnieniem, lecz nie wystarczajg do:
stwierdzenia jego wyrazu ilosciowego; doswiadczenia odpowiednie
sg trudne ze wzgledu na trudnosci otrzymania stosunkowo dtugo-

trwatych pragdéw przesuniecia D o dos¢ wielkiem natezeniu. Dla
$rodowiska ruchomego mielibyémy jeszcze, wedtug wzoru (29), § 10-

site mechaniczng @ VvB na prad konwekcyjny i site — VRB na

c c
tak zwany ,prad Rontgena“ R = curl VDv. Co do zgodnosci z do-
Swiadczeniem, o sitach tych mozna powiedzie¢ to samo, co o sile
na prad przesuniecia. Co do réwnowaznosci tych pradéw ze zwy-



klym pradem przewodzonym, zaznacze tu tylko, ze sity magnety-
czne, towarzyszace pradowi lconwekeyjnemu, stwierdzit poraz pier-
wszy Rowland w stynnych swych doswiadczeniach (1878), ktéry
tez poézniej (1889) zbadat je ilosciowo wraz z Hutchinsonem, ze co
do pradu R uczynit to Rontgen (1888), skad tez nazwa ,pradu
Rontgena“, ze wreszcie w ostatnich czasach (1903) Eichenwald zba-
dat ilosciowo ,skutki“ magnetyczne zaréwno pradu konwekcyjnego
i pradu Rontgena, jakotez i pradu Jprzesuniecia Pobiezne cho-
ciazby omowienie tych badan doswiadczalnych wykracza atoli po za
ramy niniejszego dzieta.

Ostatnig czesé CI VDq sity ponderomotorycznej (VI) mozna-

by, za przyktadem Heaviside’a i analogicznie do,sity ,elektromagne-
tycznej* @ VpB, nazwac¢ sita magnetoelektryczna,.

W  wypadku ogélnym, t. j. dla poruszajgcego sie Srodowiska,

mamy wedtug (25), 8§ 9: q = B - -curl VBv, a wiec dla sity ,ma-
gnetoelektrycznej* wyraz

o VDB -j—|- VDQ, gdzie Q = curl VBy; (122)

pierwsza czes¢ tej sity ponderomotorycznej, majgcej wyrazaé dzia-
tanie pola elektrycznego na elementy S$rodowiska, ktére sg siedli-
skiem zmiennej w czasie polaryzacyi magnetycznej, Poincaré na-
zwat sitg Hertzoroskai ¥* O ile jednak siegajg dotychczasowe wia-

domosci, nalezy calg te site ponderomotoryczng — VDq  uwazaé
jako fikcyjng. Pomimo to rozwazenie jej nie jest pozbawione pe-
wnego znaczenia, chociazby ze wzgledu na analogie do sity -1- VpB.

*) H. A. Rowland: On the magnetic effect of electric convection. Americ.
Journ. of Science. (3) 15 (1878), str. 30.

Rowland i C. T. Hutchinson: On the elmgnt. effect of convection-currents.
Phil. Mag. (5) 27 (1889), str. 445.

W- 0- Rontgen: Ueber d. durch Bewegung eines im homogenen elektri-
schen Felde befindlichen Dielektricums hervorgerufene elektrodynamische Kraft.
Annalen der Physik, u. Chemie, 35 (1888), str. 264; tudziez Ann. Phys.
Chem., 40 (1890), str. 93.

A. Eichemwald: Ueb- d. magnetischen Wirkungen bewuvegter Korper im
elektrostatischen Felde. Ann. Phys. Chem., (4) 11 (1903), str. 1,421.

Pelniejsze zestawienie dotyczacej literatury wraz z pobieznem jej
omoéwieniem czytelnik znajdzie w tomie V2 (Zesz. 1) dzieta zbiorowego
Encyklopaedie d. mathem. Wissenschaften, Lipsk, u Teubnera, 1904, w arty-
kule H. K. Lorentza: Maxwells elektromagn. Theorie, str. 97—98.

**)  poréwn. Encykl- d. math. Wiss-, loco cit., str. 112, lub tez: Poin-
care', Electricite' et optique, wyd. 2-gie.



8 47. Wracajac do pierwotnej postaci (V) sity ponderomoto-
rycznej, pragnagtbym w tein juz miejscu zauwazyé¢, ze w polu ma-
gnetostatycznem mamy wprawdzie w ogole curl M = o, lecz ze na
rownanie to zgodzi¢ sie nie mozna, o ile chodzi o wnetrze tak zwa-
nych magnesow wiasciwych™ czyli ,bryt trwale namagnesowanych®;
dla ciat takich, zwanych tez ferrOmagnetycznemi (ze wzgledu na
to, ze nalezy do nich przedewszystkiem zelazo), nalezy raczej po-
tozy¢, w stanie rownowagi: curl M — curl m = o, gdzie m jest pe-
wnym wektorem zwanym sita magnetyczng przytozong ¥, za$ w polu

zmiennem w czasie, zamiast (A): curl (fifi — m) — p; z tego tez

réwnania nalezy skorzysta¢, dla wyrugowania curl M w ostatnim
wyrazie wzoru (V). O sile tej m, tudziez o analogicznej sile ele-
ktrycznej i w ogole o ,sitach przylozonych“ powiemy nieco wiecej
w ciggu dalszym, wprowadzajac je w zwigzek ze ,zrodtami
energir*.

§ 48. Jezeli Srodowisko jest jednorodne i pozbawione fadun-
ku prawdziwego, t. j. VK = Vfx = o, p = o, sita ponderomotory-
czna P redukuje sie, wedtug (VI), do

(123) P= x (VpB + VDq).

Ot6z, godnem jest uwagi, ze dla dielektryka doskonale izolujacego
i nieruchomego sita ta Ponderomotoryczna daje sie przedstawic
przez pochodng ze wzgledu na czas t pewnego wyrazu wektorowe-

go. Istotnie, dla Srodowiska takiego mamy p = D, q = B, a wiec,
zamiast (123), P = = (VDB + VDB), czyli:

(124) P=J-JL.vdb
c dt

W S$rodowisku izotropowem mamy jeszcze D = K.E, B =u.M,
gdzie K. p. sg zwyklemi spotezynnikami Skalarnemi; piszac wiec,

jak poprzednio, ¢/VKy —n i wprowadzajgc, wedtug 8§ 42, prad
gner_gli(i elektromagnetycznej F = cVEfifi, otrzymamy dla takiego S$ro-
owiska:

125
(125) P 9t o2’

) impressed force po angielsku, eingepragte Kraft—po niemiecku.
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Dla proézni, czyli dla t. zw. ,eteru”“ nieskazonego obecnoscig cza-
steczek materyi wazkiej, wzér ten zachodzitby réwniez, redukujac
sie do

|- IeIIOt— (125a)

W zwigzku z tym wyrazem przypuszczalnej sity ponderomo-
torycznej, majacej dziata¢ na elementy ,eteru” przy Zmiennem polu
elektromagnetycznemu Helmholtz ¥, a po nim inni fizycy roztrzasalii
sprawe ,mozliwych ruchéw czystego eteru“. Wszystkie atoli po-!
czynione w tym kierunku doswiadczenia daty wyniki ujemne. ]
W nowszych zresztg czasach Jzaczeto hotdowaé pogladowi, wedtug'
ktérego eter, jako hypotetyczne podioze zjawisk elektromagnety-
cznych, a wiec tez swietlnych i t. p., jest w og6le pozbawiony mo-
znosci poruszania siej w tych zas warunkach dopuszczenie jakiej-
kolwiek w ogo6le ,sityi ponderomotorycznej*, majacej dziata¢ na jego
elementy, prowadzi do najbardziej zasadniczych trudnosci. Na pty-
nace stad zarzuty przeciw ogélnemu Avyrazowd (V) lub (VI) sity P
moznaby zresztg odpowiedzie¢, ze ,eter” jest zbyteczng fikcya, ze
dos¢ jest stwierdzi¢ poprostu, iz przestrzen prozna (t. j. ta, w kto-
rej nie mozemy dopatrze¢ sie zadnych $ladéw materyi w zwykiem
znaczeniu stowa) jest pod wzgledem elektromagnetycznem jednoro-
dna i izotropowa i ze zaburzenia elektromagnetyczne przenoszg sie
w niej z pewng skonczong predkoscig (c),—ze wreszcie ,przesunie-
cia 6a“, o ile chodzi o prézna przestrzen, sg pustem brzmieniem,
pozbawionem wszelkiej zgota tresci, tak iz powyzszy rachunek, pro-
wadzacy do wzoru (V), daje sie Avprawdzie zastosowaé¢ do S$rodo-
wisk i bryt materyalnych w zwykiem znaczeniu stowa, lecz traci
Avszelki sens dla przestrzeni préznej.

Zaznacze tu raz jeszcze, ze pierAvotny nasz wzor (V) jest
niezalezny od rOAvnari MaxwelloAvskich (A), (B), ktére sg dopiero
uwzglednione w (V1)], a wiec od rOAvnan nie zdajacych dobrze
sprawy, jak juz wspomniatem, ze zjawisk av $rodowiskach rucho-
mych (aberacya i t. p.); odrzucajac tedy nawet roéwnania rézni-
czkowe MaxAvella, moznaby pomimo to zgodzi¢ sie na wzér (V)
sity ponderomotorycznej av Srodowiskach Avazkich dowolnych, a Aviee
tez na réwnowazne sile tej ,ciSnienia i napiecia“ MaxAvelloAvskie,.
ktére niebaAvem poznamy.

§ 49. Dzialanie pola elektromagnetycznego na elementy $ro-
doAviska izotropowego, jakie TozpatryAvalismy poAvylej, streszcza

*) Ann. Phys. Chem., 53 (1894), lub tez Wissenschaftl. Abhandlun-
gen, t. 111



sie catkowicie w sile ponderomotorycznej P przyczepionej do pe-
wnego punktu kazdego elementu.

W cialach anizotropowych czyli Icrystalicznych mamy nato-
miast oprécz sity takiej jeszcze pare sit, dziatajagcg na dany ele-
ment i dazaca do wprawienia go w ruch obrotowy naokoto pe-
wnej osi, a ktérg wyprowadzimy obecnie réwniez z wyrazu ener-
gii pola.

Niechaj wektor L wyobraza moment obrotu pary sit co do
wielkosci i kierunku osi obrotu, liczony na jednostke objetosci, za$
wektor 60 niechaj wyobraza obrét wirtualny danej czastki (dt)
krysztatu o nieskonczenie maly kat naokoto osi, zlewajgcej sie
z kierunkiem 060. Wobwczas odpowiednia praca mechaniczna
bedzie Ld©.dt, gdzie pierwsze dwa wyrazy (wektory) sg pomnozone
przez sie skalarnie.

Dla ciata izotropowego mieliSmy, w § 45:

DSE = AE.3E = ESD — E-SAX = E.3D — K.SK,

gdyz K mialo tam znaczenie zwyklego spdiczynnika skalarnego.
Jezeli natomiast K jest operatorem wektorowym, mozemy tylko na-
pisac

(126) D-SE = E-SD-E-(SK)E,

gdzie SK oznacza zmiane operatora, towarzyszacg przesunieciu
i obrotowi czastki krysztatu, a wiec réwniez pewien operator we-
ktorowy liniowy, ktérym nalezy dziata¢ na wektorze E, aby naste-
pnie otrzymany tym sposobem wynik (wektor) pomnozy¢ skalarnie
przez E.

Uwydatniajac zalezno$¢ od przesuniecia postepowego, wzgle-
dnie od czystego obrotu czastki, za pomoca wskaznikéw a, 6 przy
symbolu 6, mozemy napisac:

D.6E = E-SD — E-(SaA)E — E-(S6K)E,
a wiec:
I S(ED) = E-SD — % E-(SaA)E — E.(SBA)E;

zamiast drugiego wyrazu po lewej stronie mozemy napisa¢ analo-
gicznie do § 45, tym razem jednak ogoélniej

-j-0a.VK(“sE-AE) czyli Sa-Vk(IE-D),
gdzie wskaznik k przy operatorze VV ma wyrazaé, ze nalezy dzia-

ta¢ nim jedynie na K (czyli po rozwinieciu, na Kil i t. d.), nie ty-
kajagc samego wektora E; otrzymamy tedy



% S(ED) = E.5D —+ 3a.Vk(¥% ED) — % E.(30K)E (127)

i podobne zupetnie rozwiniecie dla % 6(MB).

Ostatni wyraz po prawej stronie jest zmiang, jakiej doznaje
iloczyn skalarny % EJtE czyli % ED dzieki obrotowi czastki krysztatu,
a wraz z nig osi gtownych operatora K, podczas gdy sita elektry-
czna E pozostaje niezmienng co do wielkosci i kierunku; mozemy
wyraz ten napisa¢ krocej % 06(ED).

Otéz, aby wyrazi¢ te zmiane przez iloczyn skalarny wektora
06 i pewnego innego wektora, rozwazmy nasamprzod nieco ogol-

niej dwa rézne wektory R, S, potozmy TTR = R, 7IS = S', utworz-
my iloczyn skalarny

w = SR, = 3S.IfR

i obliczmy zmiane 66w, jakiej doznaje ten iloczyn dzieki obrotowi
00 osi operatora A, przy niezmiennych wektorach R, S-
Przedewszystkiem, poniewaz K jest operatorem (wektorowym
liniowym) symetrycznym, mamy:
S.ER = R.AS, ¥ (128)
R wiec

= % SR' = % RS'".

Nastepnie, zamiast powiedzie¢, ze wektory R, S sg nieruchome,
a uktad osi gtéwnych operatora K doznaje obrotu 30, mozemy uwa-
za¢ osie te jako nieruchome i powiedzie¢, ze wektory R, S doznajg
obrotu—~>30, przy niezmiennych natezeniach I+, S.  Otrzymamy wow-
czas (porown. Wstep, str. 52):

00w = — % O0A'S.R — % S.7POR)
— — % 36S.AXR — % jSS.06R, wedtug (128),
= —1i R'.V30S — % S'.VOOR,

*) Jezeli bowiem, przy uzyciu dowolnych osi prostokatnych i, j, k,
,.Sktadowe" operatora K sg Kl1, K12, K3 i K21, i t. d.,, mamy:

S/AR = SI(KUR! -{- KI2R? KI3R3) ~j- S2(K2LR! f- S3(K3IRI ~{-...)
RK'S = RI(KLSL -(- KI12S2 (- KI3R3)-f- R2(K21SI H- R3(KslS! 4-...)

a wiec, ze wzgledu na § met nzno$¢ K (poréwn. Wstep), t. j. ze wzgledu
na rgwnosm Kle— K12, y Ey otrzymam;F/) STTR = R?/pg €



czyli, wedtug Twierdz. Il (Wstep):
(129) 0w = % 06(S.”R) = % 6O(VR'S ¥& VS'R).

Stosujgc rozwinigcie to do naszego wypadku, w ktérym jest
R = S = E, otrzymamy:

(130) % 08(ED) — % O8(E.ATE) = &0O.VDE,
a wiec zamiast (127):
(131) % O(ED) = E.3D 4- % 6a.Vt(ED) — 60.VDE

i podobny zupetnie wzér dla % 6(MB).
Rozumujgc nastepnie jak w 8 45, t. j. podstawiajac oD i 6f
ze (120), piszac réwnanie energetyczne

U+ [ (Pda + L8O)dT = f %3(ED ¥& MB) ¥ Pda + L50J dc = o

i korzystajgc ze wzoru (131) i analogicznego wzoru magnetyczne-
go, otrzymamy wreszcie:

— Ep + % VK(ED) + i VVu(MB)
+ VD curl E + VB curl M% da
+ (L —VDE —VBM) 30

Gdyby wektory nieskoriczonostkowe da, 00 byly zupetnie
od siebie niezalezne, musielibySmy bez zadnych dalszych za-
strzezen przyréwnac¢ zeru z osobna obadwa wyrazy pomnozone przez
0a i przez 66, a wiec otrzymalibySmy stad dwa wzory: jeden dla
sity P, drugi dla momentu L. Leez &0, jako obrét elementarny,
nalezy od przesuniecia da, a mianowicie tak, iz jest 80 = Ysc,url (da).
Nalezatoby wiec uwzgledni¢ ten zwigzek i przeksztatci¢ trzeci wiersz

w (132), podobniejaknastr. 1a3,na-"-fda. curl(L—VDE—VBM).dT,

tak aby pozostato tylko da; kladac woéwczas caly czynnik wektoro-
wy tegoz da réwnym zeru, otrzymalibysSmy jedyne tylko réwnanie
wektorowe dla sumy P + % curl L, to za$ nie wystarcza oczywi-
écie do jednoznacznego okreslenia wektorow PPil. Aby dopigé
tego, nalezatoby zgodzi¢ sie na pewne dodatkowe jeszcze zato-

zenie.



Otéz, jezeli zgodzimy sie na to, iz w ciatach izotropowych
(elektrycznie i magnetycznie) moment elementarny Ldt znika *¥¥)
mozemy w (132) przyréwnac zeru z osobna wyraz pomnozony przez
a i wyraz pomnozony przez d@. WOwczas otrzymamy:

(Va) P-Ep — VK(ED)-% Vfi(MB)-VDcurlE-VBcurl M
(Vb) L = VDE + VBM.

Na wzory te, nie baczac na dowolno$¢ powyzszego rozkiadu,
zgodzimy sie tu dla tego chociazby, iz (Va) w wypadku izotropii
redukuje sie wprost do (V) i ze (Vb) daje moment pary sit dla
ciat anizotropowych identyczny z momentem podanym przez Max-
wella w ), a szczegolniej dla tego, ze ten wiasnie moment, jak zo-
baczymy niebawem, wynika bezposrednio z tego samego ukiadu
Lnapie¢ i cisnien*, za pomocg ktdrego mozna zda¢ sprawe ze sity
Ponderomotorycznej P, co rowniez bylo niepodzielng zastugg Max-
Wella. Sam ten za$ uklad cisnien i napie¢, czyli ,wysit elektro-
magnetyczny*, stanowi Conajmniej narzedzie rachunkowe ze wszech
miar uzyteczne i dogodne,

Co do sity P w Srodowisku krystalicznem, do$¢ bedzie zauwa-
zy¢ tu, ze rozni sie ona od sity ponderomotorycznej w Srodowisku
izotropowem jedynie tylko ze wzgledu na wyraz — VK(ED) i ana-
logiczny wyraz magnetyczny. Uciekajac sie do rosktadu E, D wzdtuz
kierunkow normalnych i, j, k, mamy ED = EID! ¥ E2D? -(- EiDi,
E!l — KIUE! -j- KRZE? -J- KIIiE], i t. d., a wiec ze wzgledu na row-
nosci K12 — K21 it. d:

ED = KIUEL + 2 KIREIE2 + K2E22 2 K3E2ES
tak iz

— | VK(ED) = — % (U2.W/Cll + 322.V%o + EiWjKii
(133)
+ 23515Vl % + 2 E2Ei. VK2 +2 EErVKsl ;

zupetnie podobne rozwinigcie otrzymamy dla — % Vp(MB).  Pamie-

tajmy, ze Ki1l, K12 i t. d. sag zwyklemi skalarami, tak iz VK11,
VK12 i t. d. sg wektorami, a mianowicie:

*) A w cialach takich kierunki 3 i E, B i M zlewaja sie ze soba,
tak iz VDE = VBIW = 0.
**)  Electricity and Magnetism. T. 1I.



— 204

i . 0Kl . 3Kl 9K1.

tak iz sktadowa sity ponderomotorycznej (133) w kierunku, j np. be-
d=ip = k< m—- + —+2be: —m_+4

w wypadku izotropii mamy K12 z= K2i — K3 — o,
IN — %2 — %3 = 1> tak iz (133) redukuje sie do —%.212.VK,
jak we wzorze (V). Dla krysztatu jednorodnego sita ta znika oczy-
wiscie, nieinaczej jak dla jednorodnego $rodowiska izotropowego.

Co do momentu obrotowego L, zauwazymy tu tylko, ze skia-
da on sie z dwoch zupetnie podobnych czesci, jednej elektrycznej
Le-VDE, drugiej magnetycznej Lm = VBM. 0$ momentu Lmjest
prostopadifa do ptaszczyzny zawierajacej site magnetyczng i indu-
kcye magnetyczng; para sit wyobrazona przez Lmdt starataby sie
obroci¢ element dt naokoto tej osi od kierunku indukcyi B do M
(w strone kata mniejszego od m). Toz samo mutatis mutandis, do-
tyczy Le. Jezeli M zlewa sie z jedng z trzech osi gtdwnych kry-
sztatu, natenczas B posiada tenze kierunek, tak iz Lm znika, dzie-
ki zasadniczej wiasnosci iloczynu wektorowego. W ciatach izotro-
powych, kierunki BiM, wzglednie D i E zlewajg sie zawsze,
tak iz dla ciat takich jest zawsze L — o i pozostaje tylko sita P.

Wysil &lektromagnetyczny.

§ 50. Juz Faraday w klasycznych swych ,Badaniach do-
Swiadczalnych* starat sie zda¢ sprawe z dziatan mechanicznych
pola elektrycznego (jak przycigganie i odpychanie sie wzajemne
bryt naelektryzowanyeh), przyjmujgc, ze Srodowisko miedzy ciatami
Melektryzowanemi znajduje sie w pewnym stanie wymuszonym, ze
Llinie* lub Turkisilyelektrycznej zachowujg sie mianowicie tak, jak
gdyby byly napiete w swym kierunku podtuznym i staraty sie skro-
ci¢, a jednoczesnie doznawaly cisnienia we wszystkich kierunkach
bocznych i staraly sie rozprezy¢ i odepchnaé¢ wzajemnie ** (,mutual

B ?rzez wUsit rozumiem tu w ogéle dowolny uktad cisnier i na-
plec Brzmieniem tern (o ktorem nie wiem zreszta,” czy cieszy sie uzna-
rzuem) chcialem spolszczyé to, co anglicy nazywajg Stress, niemcy zas
wang.

*4 M-Faraday: Experimental Researches in Electricity. Serya XI
(1838 r.), art. 1224—1 26, 1 97 i inne. W tlumaczeniu niemieckiem ,,Re-
searches Faradaya (a dotychczas przynajmniej serye I-XXIII) wydano
w ,,Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenohaften, 81, 86, 87, 126,
128, 131, 134, 136, 140. (Cale dzielo Faradaya skltada sie z 30-tu seryj.)



repulsion of the lines of force”). Pdzniej (loe. cit,, art. 3266—3268)
rozciggnat tez Faraday pomysty swe do pola magnetycznego i ele-
ktromagnetycznego, pozostajgc jednak zawsze na gruncie jakoscio-
wym, t. j. nie rozpatrujgc wielkosci owych cisnien i hapiec

Wielki jego nastepca J. Clerk Maxwell podjat zagadnienie to
ze strony ilosciowej i dotart do rozwigzania jego, wyrazajac je —
jak zresztg niemal wszystkie inne mysli Faradaya — w Scistym je-
zyku iatematycznym Okazat on mianowicie, ze wszelkie dzia-
tania mechaniczne pola elektromagnetycznego dajg sie wyprowadzi¢
z pewnego ukfadu ci$nien i napieé, ktére wyrazit ilosciowo dla ka-
zdego punktu pola w zaleznosci od panujagcych tamze wektorow
elektrycznych E, D, wzglednie magnetycznych M, B. Uklad ten
napie¢ i cisnien nazwiemy wysilem elektromagnetycznym (elmgn.
stress).

Zanim jednak zwrocimy sie do tego wysitu szczegOlnego i za-
nim okazemy, iz wynikajg zenh istotnie dziatania ponderomotoryczne
(Va) i (W), t. j. sita P i moment pary sit L, rozwazymy nasam-
przéd pewne przynajmniej wiasnosci zasadnicze dowolnego w ogéle
uktadu cisnien i napie¢, czyli wysitu pojetego ogoélnie.

§ 51. Niechaj wektor f.do wyobraza, co do kierunku i wiel-

kosci, napiecie dziatajgce na element powierzchni da o normalnej v;
napiecie na jednostke powierzchni, t. j. fv samo, bedziemy krotko

nazywali napieciem. Przez napiecie dodatnie bedziemy rozumieli
napiecie we wiasciwem znaczeniu stowa, a zgodnie z tern napiecie
ujemne bedzie dla nas ciSnieniem wiasciwem.

Napiecie lub cisnienie czysto normalne, jak np. hydrostaty-
czne, stanowi najszczegllniejszy tylko i najprostzy wypadek wy-
situ; wyrazem jego bytoby: f — av, gdzie a jest skalarem, doda-

tnim lub ujemnym.
W ogole jednak kierunek napiecia fv bedzie tworzyt z nor-

malng v pewien kat rozny od zera i od dwoch prostych; innemi
stowy, napiecie to bedzie posiadatlo pewna sktadowg normalng vfy

i pewng tez skladowg styczng do elementu da, przy dowolnej

*) Powszechnie zresztag wiadomo, ze matematyka byta obcg Fara-
dayowi; w calem jego dziele niema tez, formalnie przynajmniej, zadnych
roztrzgsan matematycznych

**) g C. Maxwell: on physical lines of force, Phil. Mag. 1861 — 62,
przedrukowane w Scientific Papers T. I; ttumaczenie niemieckie w ,,Ost-,
wald’s Klassiker®, M 102. — Treatise on Electricity and Magnetism (1873)..
T. I, Rozdz. V i T 11, Rozdz. Xl, art. 641—646.



Oryentaeyi tego elementu, t. j. Przydowolnynikierunku normalnego
don wektora v. Dla pewnych tylko szczegélnych kierunkéw v skia-
dowa styczna napiecia moze znika¢; wéwczas bedziemy mowili 0 na-
pieciu czysto normalnem w jednym ze szczeg6lnych takich kie-
runkow, ktore zreszta przy przejsciu od punktu do punktu moga
sie zmieniac.

Sktadowsg (skalarng) napiecia fv wzietg w kierunku dowolne-
go wektora t, czyli rzut napiecia tego na kierunek t bede oznaczat
przez fut> baczac przytem zawsze na porzadek wskaznikéw; f

bedzie tedy skladowg napiecia fe¢ (t. j. odpowiadajacego elementowi

0 normalnej t) wzietg w kierunku v. Jezeli t, zaréwno jak v, jest
wektorem jednostkowym, mozemy wedtug powyzszego okreslenia
napisac:

(134) f, =t

podczas gdy bedzie oznaczato to samo co vi*
Sktadowe napiecia fv w trzech kierunkach normalnych i, j, k

oznaczymy, dla udogodnienia pisowni (a szczegélniej druku) przez
fv> V2> fvd podobnie jak pisalismy w ogéle R! i t. d. dla skiado-

wych dowolnego wektora R. Bedzie tedy
(135) fui = ifv, A2 — jfv, fvs = kfv.

Napiecie na element prostopadly do i, wzglednie do j, k (t. j. do
v=, j, k) oznaczymy przez fi, wzglednie przez f2, ¥ a wiec
sktadowe tych napie¢ wziete w kierunkach i, j, k, przez:

fll> f12> f13
(136) 21 22> 23

Jak zobaczymy, dziewie¢ tych wielkosci skalarnych, przepisanych
dla kazdego punktu, okresla zupetnie caly wysit; liczba ta skala-
row wzajemnie niezaleznych, wystarczajgca, jest tez niezbedng dla
zupetnego okreslenia najogdlniejszego wysitu.

Z dziewieciu tych skalaréw trzy, zaopatrzone we wskazniki
jednakowe, wyrazajg skltadowe normalne, sze$¢ pozostatych zas,
0 wskaznikach réznych,—sktadowe styczne napiec.

Dla krétkosci bedziemy nazywali caty wysit, czyli uktad na-
pie¢ lub cisnien, wysitem f, za$ dziewie¢ skalarow fll, f12 i t. d.
jego sktadowemi, Symbol ten f nie oznacza oczywiscie ani ska-
lara ani wektora, lecz jest okre$lony raczej przez trzy rozne we-
ktory, chociazby przez f1, f2, 3



Wysil nazywa sie {rotacyjnym * jezeli jego sktadowe czynig
zado$¢ warunkom

fl2 — %l> %3 = g2 Y =f1s> (137)

dzieki ktorym liczba jego skladowych redukuje sie do szesciu.
W zwykltej ,Teoryi sprezystosci® rozwaza sie jedynie wysil irota-
eyjny, tu jednak musimy rzecz ogo6lniej traktowaé, gdyz—jak zoba-
czymy niebawem—wysit Maxwellowski w $rodowiskach krystali-
cznych jest rotacyjny.

Powiadamy, ze wysit g (o sktadowych gli, gi2 i t. d.) jest
sprzezony wzgledem wysitu f, i odwrotnie, jezeli skladowe ich czy-
nig zados¢ warunkom

KIl — fil' %0 = 22 833 = 33
g2l @ 12> 812 =— 21> | t d”

t- j. jezeli obadwa posiadajg odpowiednio te same sktadowe nor-
malne, a skfadowe styczne jednego wynikajg ze sktadowych sty-
cznych drugiego przez zmiane porzadku wskaznikéw. Jezeli wiec
(136) sa skiadowemi danego wysitu, natenczas sktadowe wysitu
sprzezonego beda

fH- 721" *31

M2 99 £3) (136)
<13 3> £33

(Poréwn. Wstep, 0 operatorach sprzezonych).

Wysit sprzezony wzgledem f bede w dalszym ciggu stale ozna-
czatl przez g, nie nadmieniajgc tego nawet wyraznie.

Wszelki  wysit {rotacyjny jest oczywiscie Samosprzezonym,
t. j.: jezeli /"jest wysitem irotaeyjnym, mamy g = f.

§ 52. Powiedzialem przed chwilg, Zze najogélniejszy wysit
jest zupetnie okreslony przez dziewie¢ niezaleznych od siebie ska-
laréw, chociazby przez 9 skladowych fl1, f12, ... f33. Jest to, prze-
dewszystkiem, réwnowazne twierdzeniu, ze trzy we”ktory f1, f3, 3

fr—ifll+ji+kfd>itd (139)

okreslaja wysit w najogolniejszym wypadku.

Uprzytomnijmy sobie nasamprzod tre$¢ tego twierdzenia. Ma
ono, oczywiscie, wyraza¢ to, ze znajac napiecia f1, 2, f3 dla ele-
mentu powierzchni prostopadtego badz to do i, badz do j, badz tez

*) Wybor tej nazwy zrozumiemy w dalszym ciagu.



do k, czyli dla v=1, j, k, mozemy okresli¢ za pomocg nich na-
piecie ¥ dla wszelkiej innej oryentaeyi elementu, t. j. dla wszel-

kich mozliwych kierunkdéw normalnej v.

Otéz, aby tego dowies¢, pomysimy sobie element objetosci
w postaci czworoscianu OABCA (Fig. 38),
ktérego krawedzie biegng wzdtuz i, j, Ki po-
siadajg dtugosci OA = dx, OB—dy, OC=dz,
uwazane jako nieskonczenie mate pierwszego
rzedu. Objetos¢ tej bryly elementarnej be-
dzie nieskonczenie mala trzeciego rzedu.
Normalna zewnetrzng do S$ciany ABC ozna-
czmy przez v; pole ABC, nieskoriczenie mate
drugiego rzedu, niechaj bedzie do. Jezeli
I, m, n oznaczaja dostawy kierunkowe nor-
malnej v, t.j. jezeli v = U -f- jm -§- kn, pola trojkagtow OBC, OCA,
OAB bedg l.do, m.do, n.do, napiecia wiec catkowite, jakich doznajg
sciany ABC! OBC i t. d, bedg odpowiednio

fydo, flzZdo, f2wido, f3.ndo,
a wiec suma algebraiczna sktadowych wszystkich tych napie¢ wzie-

tych w kierunku i, czyli skfkadowa 6'1 sity mechanicznej dziata-
jacej na czworoscian, wzieta w tymze kierunku, bedzie:

(140) Sl = (fvl — fl1I — f2lwm1 — f31n) do.

Sita ta ma by¢é rébwna masie czworoscianu pomnozonej przez jego
przyspieszenie w Kierunku i; otdéz, jezeli zatozymy, ze gesto$¢ masy
jest skohczona, masa naszego czworoscianu bedzie nieskonczenie
matg lii-go rzedu; jezeli wiec wymagamy, aby przyspieszenie nie
byto nieskonczenie wielkie, Sl bedzie rowniez wielkoscig Ill-go rze-
du przynajmniej; poniewaz za$ di jest li-go rzedu, za$ fvi i t. d.
majg by¢ skonczone, przeto wedtug (140) bedzie, z pominieciem
wielkosci nieskonczenie matych: fV1 — ifll — Wif2l — nf3l = 0. Po-
dobne dwa roéwnania wynikng z rozwazania sit S2, S3, dziatajacych
na czworoscian w kierunkach j, k; otrzymamy tedy:

fvl = zfll +— mf2l + nf3l
(141) V2 — N2 + N22 H- nns2

1 fVs = SGo—=—21a + 260

tak iz napiecie wypadkowe f dla dowolnego kierunku v t. j. dla

dowolnej oryentaeyi elementu do bedzie zupeinie okresSlone przez
dziewie¢ skalarow fll, f12 it,d., czyli przez trzy wektory f1, f2, f3.



Jezeli kto$ nie chce wdawac .sie w rozwazanie mas i przy-
spieszenr, moze powiedzie¢ poprostu, iz zwigzki (141) wynikajg
z wyraznego zalozenia, ze dziatanie wypadkowe wysitu na element
objetosci wyraza sie przez wielko$¢ tegoz rzedu co sama ta obje-
tosé,-—dodajac zreszta, ze zachodzi to tam tylko, gdzie napieciai ci-
$nienia sg przestrzenie ciggte; o powierzchniach nieciggtosci poéz-
niej bedzie mowa.

Zauwazmy, ze po prawej stronie (141) mamy skiadowe, wy-
situ g sprzezonego wzgledem ¥ [poréwn. (136')}; mozemy tedy na-
pisa¢ fvi — Ysul mg-i2 ngly i t. d, czyli krocej:

fvi == vgl, fv2 = vg2, iV3 = vg3; (142a)

poniewaz za$ fyi, fv2, fV3 sg skladowemi wektora ¥ wzdtuz i, j, k,
mozemy trzy te rOwnania Sciggna¢ w jedno, a mianowicie:

I, = 1('91) + J(v02) + k ("0s) = 1giv + jgdv + kgdv. (142)

Kdwnanie to zachodzi dla dowolnego wysitu.
Dla wysitu irotacyjnego mamy g — f, a wiec prostszy nieco
zwigzek fv =i (vfl) W j (v2) -F k (vf3) = ifiv ¥ j fv Y Kk fsV.

§ 53. Osiami gtdwnemi wysitu (w danym punkcie) nazywaja
sie te szczegllne kierunki normalnej v, przy wyborze ktérych na-
piecie dla odpowiedniego elementu do staje sie czysto normalnem.

Dla odréznienia od wszelkich innych oznaczmy kierunek taki
przez wektor jednostkowy A. WOAweczas, wedtug okreslenia, bedzie:

fA = VA = JV[iAi + jAj 4- kAK] (143)
gdzie N jest skalarem. AVedtug (142) mamy
fx = i (AOt) + i(A02) + Kk (Zg3), (144)

a wiec, odejmujgc réwnanie to od poprzedniego:
(Agl — VN i + (AQ3 —- IVjN)j -U- A3 — IV.kN) k = o,
czyli
(gl — ADA = (92 — JVj)A = (g3 — 2VK) A = 0;

0$ gtowna wysitu (\) musi tedy byé normalng do trzech Avektorow
gr— xj I | jij skalar JV przeto musi czyni¢ zado$¢ warunkowi: *

91 — M) V(92 — JVj) (g3 — JVK) =m0, czyli:

* Poréwn. podobne zupetnie rozumowanie, dotyczace operatorow
liniowych, Wsiep, str. 17 i nastgpne. Mozemy przepisa¢ teraz poprostu

otrzymane tam wzory, podstawiajac jedynie § zamiast o> (i Jf zamiast n)
i uwzgledniajac, ze gir = fir, i t. d. g2 = f21, g2 ==f1a, i t. d.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 14



210 —

(145)

t. j. rOwnaniu, trzeciego stopnia. W ogoéle beda tedy istniaty trzy
rozne pierwiastki, powiedzmy Nv N2, Ni, a wiec tez, o ile sg one
rzeczywiste, trzy osie gtéwne wysitu AL A2, A3.  Wielkosci te Ni.
N2, N3, o ile sg rzeczywiste, nazywajg sie napieciami gtéwnemi
(lub ci$nieniami gtéwnemi) rozwazanego wysitu.

Skoro fll, f12 i t. d. sg rzeczywiste, jeden z pierwiastkow,
niechaj nim bedzie Nv jest z pewnoscig rzeczywisty, podczas gdy
dwa inne moga w ogdle by¢ sprzezone. Biorge i w kierunku osi Al
mamy (jak we Wstepie, str. 19.):

flt— Nv 112 — f13 — 0.

tak iz ze (145) otrzymamy dla pozostatych dwdch pierwiastkdw N2,Ni:

t j.
(146)

Jezeli wiec
(147) (Y2 133)2 -- 4i23f32 j=> O,
wszystkie trzy pierwiastki sg rzeczywiste i w oglle rdzne od siebie,

t. j. istniejg trzy rézne napiecia gtéwne, odpowiadajace trzem osiom
gtownym w ogole skosnokatnym. W szczeg6lnym wypadku

(147" (F22 — 133)2 + 4f23.§32 — 0
mamy N2 = Ni = i (f2 @ f3).

Dla wysitu irotacyjnego, t.j. dla 23 = f32, warunek (147) jest
zawsze spetniony, tak iz wszystkie trzy osie gltowne sg przeezywi-

ste i (porown. Wstep, str. 20—21) wzajemnie prostopadie; kladac
wzdtuz nich wektory j, j. k, mamy

(148a)

czyli wektorowo:
(148) fl = IVLi, f2=jV2,j, f3==2V3k,



a wiec dla dowolnego elementu, powierzchni, ktérego normalna v

posiada wzgledem osi gtéwnych wysitu dostawy kierunkowe I, m, n,
wedtug (142): '

fv= (A + j (m2V3) + k (nJV3). (149)

Jezeli wiec napiecia gldwne NI, N2, N3 sg rdézne od siebie,
napiecie jest w ogole ukos$ne, a staje sie czysto normalnein wy-
Yecinze tylko dla %—4-j, -+-j, +k. O takim wysile irotacyjnym
powiemy krétko, ze posiada trzy osie. Jest to najogllniejszy wy-
padek wysitu irotacyjnego. Podobnie jak dla operatora liniowego ®
(str. 21) mozemy zbudowaé odpowiedni elipsoid, ktéry bedzie troj-
osiowym.

Jezeli dwa napiecia gtdwne sg réwne, np. N2—-IN3, elipsoid
ten staje sie obrotowym, a osig jego bedzie -Dj. 0$ ta bedzie
osig symetryi wysitu. Dla wszystkich bowiem kierunkéw v prosto>
padtych do niej bedziemy mieli napiecia czysto normalne i jedna-
kowe co do wielkosci, a mianowicie réwne N2 Innemi stowy: na-
piecia czysto normalnego doznawac¢ bedzie element cfc prostopadty
do tej osi i oprécz tego wszystkie elementy da zawierajace te oS,
niezaleznie od ich oryentacyi; wszelkie inne elementy beda nato-
miast doznawaty napiecia ukosnego. Majac na mysli zamiast ele-
mentéw do odpowiednie v, mozemy tez powiedzie¢, ze napiecia sg
czysto normalne w kierunku osiowym i we wszelkich kierunkach
poprzecznych, czyli ,rownikowych”, zas ukosne we wszystkich in-
nych kierunkach. 0 ile wielko$¢ napiecia osiowego NI jest istotnie
rézna od Avielkosei napiecia rownikowego N2, powiadamy, ze wysit
taki posiada jedne 0$ (4-)).

Takim wiasnie wysitem symetrycznym czyli jednoosiowym be-
dzie Maxwellowski wysit elektromagnetyczny w Srodowisku izotro-
powem. (W S$rodowiskach krystalicznych wysit ten nie jest juz
irotacyjnym.)

Jezeli wreszcie N3—N2— NI =N, tak iz odpowiedni eli-
psoid staje sie kulg, mamy napiecia czysto normalne i jednakowe
dla wszelkich w ogole kierunkéw, t. j. f =Nv. Woysit taki, zna-

ny najlepiej z hydrostatyki, mozemy nazwaé izotropowym lub hy-
drostatycznym. Dla okreslenia go Woystarczajedyna wielkos$¢ ska-
larna N.

Jezeli N jest dodatnie, méwimy o napieciu wiasciwem, jezeli
za$ jest ujemne, moéwimy o ci$nieniu wiasciwem; podobnie tez
w wypadkach ogdlniejszych: jezeli np. dla wysitu symetrycznego
jest Nl = o, za§ TVi2< o, bedziemy mieli w kierunku osiowym na-
piecie, we wszystkich za$ poprzecznych cisnienie wiasciwe.

Wielkosci napie¢ gtownych i kierunki osi gtéwnych, t.j. w ogéle
wiasnosci wysitu, moga sie oczywiscie zmienia¢ od punktu do pun-
ktu. Tak np. w wypadku Avysilu symetrycznego zbiér osi moze



tworzy¢ dowolng linie krzywa, a wzdluz tej linii wartosci napiec
gtéwnych mogg sie zmieniac.

Zauwazmy wreszcie, ze przez dodanie dowolnego wysitu hy-
drostatycznego charakter pierwotnego wysitu nie doznaje zadnej
zmiany, t. j. kierunki osii roznice wartosci napie¢ gtownych zostajg
zachowane.

§ 54. Powyzej wymagaliSmy, aby sita wypadkowa, dzia-
tajagca na element objetosci dt, a wynikajagca z wysitu f, byla
wielko$cig tegoz rzedu (przynajmniej) co dt, i z tego tez zalozenia
wyprowadziliSmy zwigzki (141) czyli (142). Niechaj sita ta bedzie
Pdt, czyli P na jednostke objetosci. Oprocz tej sity, starajgcej sie
wprawi¢ element w ruch postepowy, bedziemy mieli w ogole
pewng jeszcze pare sit, dazacg do wprawienia go w ruch obroto-
towy, ktérej moment niechaj bedzie Ldt, czyli L na jednostke ob-
jetosci.

Obliczmy nasamprzéd P — iPl + jP2 -f- kP3: Rozwazajgc do-
wolng bryle 1, wycietg myslowo ze Srodowiska poddanego wysito-
wi f, a ograniczong przez powierzchne ¢ o normalnej zewnetrznej v,
Btriymamy dla pierwszej skladowej calej sity dziatajacej na te

ryt¢

Pldt = [ fvido.

Aby catke powierzchniowg, po prawej stronie, przeksztalci¢ na prze-
strzenng, skorzystamy ze wzorow (142a); pierwszy z nich da nam

mianowicie I f,45 _ | vgldo = | <egldT * a wiec:

Pldt = J dwgldt

Poniewaz za$ rownanie to zachodzi dla dowolnej bryly, a wiec tez
dla kazdego elementu dt. przeto mamy P! = div g! i podobnie dla
kierunkéw j, ki P2 = <%.g2, P3 = dwg3, czyli w jednym wzorze
wektorowym:

(150) P — i.divgl 4- j.div  -j- k. divgs

Rozwazajac napiecia styczne do scian prostopadioscianu ele-
mentarnego dt = dx.dy.dz, otrzymamy dla pierwszej sktadowej
momentu pary sit, dziatajacej na ten element, z pominieciem wiel-
kosci czwartego rzedu:

* W zatozeniu, ze wysit F a wiec tez i wysit sprzezony 0, sa cia-
glte w dziedzinie T.
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LLdt— J- dy (f33 — £'23) dz dx — % Ye.(f32 — f'32)<fc ¥%;

wielkosci f bez akcentéw dotyczag Scian, kto-
rym odpowiadajg wieksze wartosci y, wzgle-
nie z, wielkosci zas z akcentami przystugujg
$cianom przeciwlegtym (Fig. 39), tak iz mo-
zemy napisac: -

FR=-(f3_ %odt),f3 (2 36%s

a wiec, z pominieciem wyrazéw zawieraja-
cych dy, dz, ktére po wprowadzeniu do Lldt

datyby wyrazy czwartego rzedu: (Fig- 39).
F.— f fi, — f
123 - — 123> 132 132.

Wprowadzajgc to do powyzszego wzoru i dzielgc obustronnie przez
dx.dy.dz— dr, otrzymamy L1 = f23 — f32, stad za$, przez zamiane
cykliczng wskaznikow 1, 2, 3, dwie pozostate skiadowe momentu,
t. j. ostatecznie:

L = i(f23-2a)+j(Bu—F13) + <(fl2—F21).  (151)

(Dla f22 =32, i t. d. moment ten znika; stad tez nazwa wy-
situ irotacyjnego.)

Wzory (150) i (151) wyrazajg cate dziatanie wypadkowe naj-
ogllniejszego wysitu na dowolny element objetosci. Jezeli przepi-
sany jest wysit f, a wiec tez i g, mozemy obliczy¢ z nich jedno-
znacznie site P i moment L, co do wielkosci i kierunku. Odwro-
tnie jednak, jezeli dane sg P i L, wysit f nie jest zupelnie okre-
Slony; jezeli bowiem pewien wysit ¥ czyni zados¢ réwnaniom (150)
i (151) przy danych P, L, mozemy bez zadnej zmiany tych réw-
nan doda¢ don wysit h irotacyjny i ,bezsilny* ¥, t. j. czyniacy za-
do$¢ warunkom

h23 = h32, h3l = hl13, h12 = h21; divhi = divh2-divhi =0, (152)

lecz zresztg dowolny (byle tylko ciagly). Zauwazmy, ze, ze wzgle-
du na irotacyjnos¢ h, wysit ten dodatkowy jest samosprzezonym,
tak iz piszac / -j- li zamiast f, mamy tez jednoczesnie, zamiast g:

T. j. taki, ktory sam nie datby zadnego momentu obrotowego L
ani tez zadnej sity P. Przez ,,wysit bezsilny*“< chcialem spolszczy¢ ter-
min angielski ,forceless stress*.
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g + h, t j. zamiast g1, g2 g3: gt -|- hl i t d., dzieki czemu row-
nanie (150) pozostaje bezposrednio spetnione.

Krécej mozemy powiedziec:

Dane PilL. okreslaja wysit z pominieciem dodatkowego wy-
situ irotacyjnego i bezsilnego.

8§ 55. Po tych objasnieniach og6lnych mozemy tatwo znales¢
wysit Maxwellowski, odpowiadajacy sile ponderomotorycznej (Va)
i momentowi (Vb) dla dowolnego pola elektromagnetycznego.

Czes¢ ,elektryczna“ sily P; t. j. cze$¢ zalezna od E, D. K,
jest wedtug (Va)

(153) Pe= Ep- % VK(EO)- VD curi E;

aby znales¢ odpowiedni wysit f, nalezy wyrazi¢ jg, wedtug (150),
przez wysit sprzezony g, a wiec przedstawi¢ sktadowe jej Pel, Pe2
AJ w postaci

(154) Pei1=zdivg!

i t. d., aby nastepnie przejs¢ od g do f.
Otéz, wedtug (153), mozemy napisac

czyli, dodajac i odejmujac D1--C;

* Jest to iloczyn skalarny wektora %E i wektora -~~E, t. j. we-

ktora, ktory otrzymuje sie z E przez zastosowanie operatora wektorowego

ok akll  9ak,,
liniowego o ,,skfadowych* gx it d
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<« 1580 + »Ikewal 5 —
=1} v¥s E<< =i X (ED).
a wiec, przez wprowadzenie p = divD;
Pel — El divD -F (DV)El — 3/81/:—(ED),

czyli nareszcie:

Pel = div gl = div j*EID — %i (ED)

Z pominieciem przeto wektora Solenoidalnego (hl) mamy
gl = EID — %i (ED), i podobnie:
92 = E20-1j(ED).
93 = E3D-3%&k (ED),
tak iz wysil pochodzenia elektrycznego bedzie, wedtug (142):
tv = (iEi +J% + kE3) (Dv) — I (Liv + jdv4-kkv) (ED),
t. j. przy powrocie do wektorow wypadkowych:
fv = E(Dv)— I V(ED). (Vlle)

Podobnie tez, rozwazajgc cze$¢ magnetyczng Pm sity pondero-
Hiotorycznej (Va), zupetnie analogiczng do Pe, otrzymalibySmy wy-
sil pochodzenia magnetycznego, ktéry atoli mozemy napisa¢ wprost,
podstawiajgc w ostatnim wzorze zamiast E, D. wektory M. B; wy-
sil ten bedzie wiec:

fv = M(Bv)—I v(MB). (VIim)

Ze (150) i (151) widzimy bezposrednio, ze wysitom, ze wzgle-
du na ich dziatania ponderomotoryczne, przystuguje w catej petni
wilasno$¢ Superpozycyi. Biorgc tedy sume (Vlle) i (VIIm), otrzy-
mamy wysit, z ktérego wynika¢ bedzie cata sita ponderomotoryczna
P (Va); innemi stowy: caly wysit elektromagnetyczny, dla dowolne-
go Srodowiska, bedzie

fu — E(Dv) -F M(Bv) — V., )

4 Wedlug (128).
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gdzie u — % (ED -f- MB) jest skalarem, wyrazajacym, jak wiemy,
gestos¢ energii elektromagnetycznej.
Do fv mozemy doda¢ dowolny wysil hv, byle tylko ciagty,

irotaeyjny i ,bezsilny”, t. j. czynigcy zado$¢ warunkom (152); nie
bedzie to miato zadnego zgota wpltywu ani na site P ani tez na
moment L.

Bez wszelkich wysitow dodatkowych mamy we wzorze (VII)
wysit, ktéry z pominieciem strony czysto formalnej, jest identyczny
z wysitem podanym przez Maxwella; dla tego tez nazwiemy go tu
i owdzie wysitem MaxweUowskim.

Przy wyprowadzeniu go mieliSmy na wzgledzie samg tylko
sile P; mozemy sie atoli tatwo przekonaé, ze i moment L (Vb) wy-
nika zen bezposrednio. Istotnie, wedtug (VII) mamy f2 — ED2 +
+ MB2 — 3sju, a wiec f23=D2E3+B2M3 i podobnie f32=D3E2+B3M2,
a wiec, wedtug (151):

L =i(D2E3 — D3E2) + .. -)-1(B2M3 — B3M2) + ...
t. j. L = VDE + VMB, <zed.

§ 56. Przypatrzmy sie teraz wzorowi (VII) nieco blizej. Wy-
razony przezen wysit elektromagnetyczny sklada sie przedewszyst-
kiem z ci$nienia czysto normalnego, jednakowego dla wszelkich Kie-
runkéw normalnej v, t. j. z ci$nienia hydrostatycznego, ktére (na
jednostke powierzchni) réwna sie liczebnie gestosci energii elektro-
magnetycznej u w danem miejscu pola. * Oprocz tego jednak wy-
sil sktada sie jeszcze z dwdch innych czesci, z ktorych pierwsza
E(Dv) posiada + kierunek sity elektrycznej, druga M(Bv)—sity ma-
gnetycznej-, o ile wiec wektory E, M. v nie zlewaja sie przypad-
kiem, napiecia te nie bedg normalne, tak iz caly wysit >y bedzie

wogole tworzyt z normalng v elementu powierzchni kat rézny od
zera i od dwdch prostych.

Co sie tyczy osi gtéwnych tego wysilu w najogélniejszym wy-
padku, t. j. dla S$rodowiska krystalicznego, to bedg one przy do-
wolnych kierunkach E, M sko$nokatne. Jedna z tych osi bedzie
z pewnoscig rzeczywista (8 53), i te mozemy znale$¢ natychmiast.
Istotnie, obierajgc element powierzchni w ptaszczyznie D, B, t.j. nor-
malng v prostopadtg do D. B, mamy Dv = o, Bv = 0, a wiec

(155) =—vu, dlav | D.B.

* Czytelnik sprawdzi tatwo, ze rvymiary energii podzielonej przez
(I:»bjetoé[c'/ sa tez same co sity podzielonej przez powierzchnie, t. j.
up = [A.



Jedna wiec z osi gtdbwnych, nazwijmy ja Al bedzie zawsze
normalng do ptaszczyzny D, B- Odpowiednie napiecie gtéwne be-
dzie miato wielko$¢

(156)

i- j- bedzie cishieniem wiasciwem, liczebnie réwnem gestosci ener-
itii elektromagnetycznej. Dwie pozostate osie gtdwne A2, A3 (o ile
gstniejg) i odpowiednie napiecia N2, Ns zalezg w sposob zawity od
kierunku sit elektrycznej i magnetycznej.

Dotyczacy rachunek rozwine tu chociazby tylko dla Uustracyi
tego, co wytozylem w § 53.

Kladac j, k w ptaszczyznie D, B, a wiec, i w kierunku pier-

wszej osi gtownej, t. J. piszac Al = =i, mamy zamiast (155):
fl = —i.u, a wiec:
fll=—u—NJ] f2—fj3=o,

tak iz dla pozostatych dwéch pierwiastkéw V2, Ns bedziemy mieli
wzor (146), t. j.

gdzie
0 = (f22—FRN)2 + AfLr5" (158)

Wedtug (VII) jest f2= ED2 4~ MB2 — ju. f3 = ED3 -|- MB3—ku,
a wiec:

122
N f33

B2D? H- M2B2—u, 23 = D2B3-J-B2M3 |
E3D3 -J- M3B3-U, %o =% D3E2+ B3M2. j . (159)

Pamietajac, ze wektor | jest prostopadty do ptaszczyzny D, B, ze
wiec dzieki temu jest DI = Bl = 06, otrzymamy stad przedewszy-
stkiem fJ -J)- f3 = ED + MB—2u, t. j.

Y ~b 133 — 0 (160)
i zamiast (157):
N2=-Ns=%j/ Q. - (161)

Podstawiajgc za$ (159) do (158), Otrzymamypo Odpowiednieinugru-
powaniu dos$¢ licznych wyrazéw:
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Poniewaz VDB=I1(D2B3-DsB2y za$ E2M3— E3M? jest pierwsza,
sktadowg wektora VEM, przeto (E2M3— E3M2) (D2B3 — D3B2) jest
iloczynem skalarnym wektoréw VEA% i VDB, tak iz powyzszy wzOr
dla Q mozemy napisac:

Q = (ED+ MB)2 — 4(VEM) (VDB),
czyli
Q =iu2— 4(VEM) (VDB).

Wedtug (161) i (156) mamy wiec, nareszcze, dla napie¢ gtow-
nych NI N2, N3 w najogolniejszym wypadku, t. j. dla dowolnego
pola elektrOmagnetyeznego w $rodowisku Icrystalicznem:

N1— — u,

(162) N2 = }-ti — (VEM) (VDB),

V3=-\/2

Jezeli u2 nie jest niniejsze od (VEM) (VDB), wszystkie te trzy
wartosci, a wiec tez i odpowiednie osie gtdwne wysitu sg rzeczy-
wiste. Rozwinigcie wzoréw dla osi tych (Al A2, A3) pozostawiam

czytelnikowi.
Godna uwagi jest ta okoliczno$¢, ze w najogoélniejszym nawet
wypadku jest N2=—N3, t. j. ze jezeli drugie napiecie gltéwne

jest napieciem wilasciwem, trzecie jest cisnieniem wiasciwem licze-
bnie réwnem i odwrotnie. Dla pierwszej osi, t. j. prostopadiej do
D, B, mamy zawsze cisnienie witasciwe, liczebnie réwne u.

§ 57. Dla S$rodowiska izotropowego mamy D3E? = D2E3,
BM2 = B2Jf3, i t. d, a wiec f23 — f32, i t. d.,, tak iz wysil' Max-
wellowski staje sie irotacyjnym. Dzieki temu mamy

Q=(~+- 3)a + 413 = [K(ER — E32) + p,(M2* — M2)]2 +
+ A[KE2ES + JiM2M3]2,

tak iz wszystkie trzy wartosci Ni odpowiednie osie gtéwne sa rze-
czywiste. Wiemy tez, ze sg one do siebie prostopadte.
Korzystajagc ze (163), moglibySmy przeprowadzi¢ powyzszy
rachunek w postaci uproszczonej nieco. Skoro juz jednak posiada-
my wzory ogoélne (162), zastosujmy je do Srodowiska izotropowego.

* Albowiem VDB nie posiada zadnych sktadowych w kierunkach j, k.



— 219 —

Dla $rodowiska takiego jest VDB = -Sji.VEM; wprowadzajgc
tedy prad energii elektromagnetycznej F == C-VEM i piszac, jak
zwykle, Kg..c2 = n-2, otrzymamy wediug (162):

V= —u

M= _|\/|:|‘l//\2_1 N =) =

Czytelnik sprawdzi tez tatwo, ze wielkos¢, stojgca pod znakiem
pierwiastkowania, jest identycznie réwna prawej stronie (163) po-
dzielonej przez 4+ a wiec istotnie dodatnia, t. j.

ubs= o F. (165)
0

0§ gtéwna X1, ktéra w ogdle byla prostopadta do D, B, staje
sie teraz prostopadla do ptaszczyzny E, M, t. j. zlewa sie z +
kierunkiem pradu energii. Innemi stowy: wzdtuz Unii pradu ener-
gii mamy cisnienie czysto normalne réwne gestosci energii.

Osi A2 odpowiada napiecie czysto normalne TV2, (164), osi X3 licze-
bnie réwne cisnienie normalne. Co do kierunkéw tych osi gtow-
nych, wiemy juz, ze ze wzgledu na irotacyjnos¢ wysitu sg one pro-
stopadte do osi XI = 4- i, ze wiec lezag w plaszczyznie E, M, czyli
w plaszczyznie j, k. **

Obierzmy wiec przedewszystkiem wektor j w Kierunku osi
gtéwnej X2, t. j. potézmy

N o=+,
fl= M

Wedtug (Vil) mamy: f2 = ED? -|- MB2—ju, a wiec

a wiec:

ED2 + MB2 = j(u + N2);

*) t. j. ze zachodzi identycznos¢:
(KE2 + j1M2)2 — 4AKp(E2M3 — E3M2)2 = [K(E22 — E32) Y& [MM22 — M32)]2 +
+ A[KE2E3 + P-M2M3]2,
pamietajac, ze obecnie jest E1l = Ml = o, t.j. E2 = E2 -j- E32, M2=M24~M32.

**) Mozemy to zresztg sprawdzi¢, piszac wedlug § 53 (poréwn.
tez Wstep, str. 20): a i — V(B -- N2k) (fl — N2i), gdzie a jest skalarem
(takim iz A22 = 1), rozwijajac ten iloczyn wektorowy i postepujac podo-
bnie z osig X3
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mnozac réwnani& to skalarni& przez k, otrzymamy

.. "E3D2 + M3B? = o,

a wiec tez, ze wzgledu na izotropie
(166) K-E2E3 + +.M2M3 = o,

czyli
E3D3 -¥4 M3B3 — 0.

Ot6z, wedtug (VII) jest:

132 — %4Hg H- M2B3,

a wiec f32 = o; oprocz tego zas mamy f3l = 0 (ze wzgledu na
El == Ml = 0); napiecie f8 jest wiec czysto normalne, t. j. + k
kedzie rowniez osig gtdwng wysitu, czyli:

+ ==k, 3 = A3k = — a(k.

Wszystkie wiec trzy osie gtéwne beda do siebie prostopadie, jak
by¢ powinno.

Jednoczes$nie otrzymalismy tu réwnanie (166), wyrazajace za-
leznoé¢ osi A2=-+j, A3==+k od wektoréow E, Mi od spétczyn-
nikbw Srodowiska. Oznaczajgc przez o, B katy (j, E), wzglednie
(J, M), mozemy réwnanie to napisac:

KE sin 2a -|- jjM2 sin 2B = o,
czyli:
(167) ue. sin 2a + um. sin 2 — o,

gdzie ue, um sg gestosciami energii: elektrycznej, wzglednie magne-
tycznej.

Dyskusye tego wzoru pozostawiam czytelnikowi. Na szcze-
golnag uwage zastuguja wypadki, w ktérych jest E = M, lub ue = um,
lub tez jedno i drugie.

Jezeli zresztg wektory E i M sg do siebie prostopadie, a wiec
tez, w Srodowisku izotropowem, D | B, mozemy osie wysitu i na-
piecia gtdwne wyczyta¢ wprost ze wzoru (VII). Istotnie, kladac i i k
w kierunkach F = cVEM, wzglednie E, M i piszac w tym wzorze
kolejno v — i, j, k, mamy

fl=—ju =jA+2—u), B8=k@M2—u),
czyli:

(168) fl=——ju, 2 = j(we—um), f3 = Kk(wm—we),



co czytelnik tatwo wyrazi stowami. Jezeli gesto$¢ energii elektry
cznej réwna sie gestosci energii magnetycznej: ue = um, mamy
stad f3 — o, 3 = o, tak iz caly wysit redukuje sie do cisnienia,
normalnego w kierunku pradu energii, t. j. prostopadtym do E, M,
a wielkos¢ tego cisnienia réwna sie gestosci energii elektromagne
tycznej. Wynik ten jest zgodny z wzorami (164); istotnie, dla
E+Mi ue=um mamy u— 2us — KE2, F2xr2 — Ku(VEM)2 =
KinE2M2 = (KE2)2, t. j.

J?= wvu (169).
a wiec V2 =TV3 = o.

§ 58. Caly wysit elektromagnetyczny jest, jak widzieliSmy,,
dos¢ zawity, szczegOlniej w krysztatach. Stosunkowo proste nato-
miast sg skladajgce sie nan wysity: elektryczny (Vlle) i ww3¥7neYs-
Czny (VIIim), § 55. Na zakoriczenie przeto i dla ulatwienia oryen-
tacyi, rozwazymy je tu jeszcze z osobna. Poniewaz zresztg wysit
Kiagnetycznyjest zupetnie podobny do elektrycznego, dos$¢ bedzie zajgc
sie tu jednym z nich.

Wprowadzajac gesto$¢ energii elektrycznej ue, mozemy na-
pisac:

fv= E(Dv) — vue, (Vlle)

a ze wzoru tego wyczytamy juz bezposrednio osie i cisnienia gtow-
ne tego wysitu.

a) Srodowisko krystaliczne—Biorac v w kierunku sity ele-
ktrycznej, a wiec piszac E = vE, mamy E(Dv) = V-E(Dv) = V(ED) =
2vue, a wiec:

fv =vue, dla VI E- (170)

Biorac v prostopadie do polaryzacyi elektrycznej, lecz zreszta do-
wolne co do kierunku, mamy Dv = 0, a wiec:

fv—=—vue, dlav | D (171)

Osiami gtownemi wysitu elektrycznego w krysztale sa wiec:
sita elektryczna i wszystkie kierunki prostopadte do polaryzacyi
elektrycznej. Wzdtuz pierwszej panuje napiecie ue, w pozostatych
za$ cisnienie tejze wielkosci. Napiecia, wzglednie cisnienia gtow-
ne sg wiec liczebnie réwne gestosci energii elektrycznej.

Poniewaz kierunki E, D, sg rozne, przeto wysit ten nie jest
symetryczny, a gltdbwne jego osie sg w ogole skosnokatne, chyba,
ze kierunek sity E zlewa sie z jedng z osi elektrycznych krysztatu,
t. j. z jedng z osi gldwnych operatora K.

Wszystkie te wiasnosci przystugujg, mutatis mutandis, wysi-
towi czysto magnetycznemu.
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b) Srodowisko izotropowe—Poniewaz kierunki sity i polaryza-
cyi zlewajg sie ze sobg, przeto osiami gtébwnemi wysitu elektry-
cznego beda: sama sita elektryczna i wszystkie kierunki prostopa-
die do tejze sity.

Wzdtuz 'linii elektrycznej panuje napiecie ue = YsKE2, we
wszystkich kierunkach prostopadtych — réwniez wielkie ci$nienie.
Wysil ten jest wiec symetryczny czyli ,jednoosiowy®, a osig jego
symetryi jest sita elektryczna.

Mozemy tez powiedzie¢, ze linie sity elektrycznej sg liniami
najwiekszego napiecia normalnego ¥ czyli najmniejszego cisnienia
normalnego.

Analogiczne zupetnie wilasnosci przystuguja wysitowi czysto
magnetycznemu. Wzdtuz linii sity magnetycznej mamy napiecie
ue — -- p,/V2, we wszystkich kierunkach prostopadtych réwniez wiel-
kie cisnienie.

Jezeli obadwa wysity spétistnieja i jezeli up. E L N!, otrzy-
mamy stad natychmiast wzory (168). Wypadkowy bowiem wysit
otrzymuje sie, dodajac do siebie poprostu odpowiednie napiecia T,
dla kazdego kierunku normalne;. v

*  Zauwazmy zreszta, ze tensor wektora (Vlle), t. j. wielkos¢ liczebna
napiecia fy jest dla Ivszystkich mozliwych kierunkéw normalnej y jedna i ta
sama, a mianowicie réwna UE. Istotnie, podnoszac (Vlle) do kwadratu
(skalarnie), mamy:

\/ = E2(Dv)2 — 2(Ev) (DVv)ue + ue2 — K2[E2(EV)2 — (EV)2E2] W ue2,

t- j. fv Ue, dla wszelkich v. Lecz napiecia te nie sg w ogdle czysto
normalne. Dla skladowej normalnej napiecia fv przy dowolnym kierunku

V, t.j. dla Skalara fyy mamy wedtug (Vlle):

iw — 'fv — (Ev) (Dv) — ue — Kfyj2 — ue,
t j.
fvww="[(EVv)2-3gE2.

Ot6z ta wiasnie sktadowa normalna staje sie najwiekszg dla v || E, a mia-
nowicie réwna Y8KE2 z=z ue (1 najmniejszg, a mianowicie =—— Ue, dla
of - gdy kat zawarty miedzy +— Ei\wv réwna sie 450, sktadowa fyy zni-
ka, i pozostaje sama tylko skiadowa styczna).

Dla tego tez podkreslitem w tekscie wyrazy: ,nawigkszego napie-
cia normalnegoll.

Czytelnik zreszta przekona sig fatwo, ze ogodlne réwnanie (145) dla
napie¢ gtéwnych dowolnego wysitu jest identyczne z warunkiem niezbed-
nym dla max.—min. lyy, t. j. z rébwnaniem cifyy =— o, gdzie znak réznicz-

kowania dotyczy zmian kierunku wektora jednostkowego v
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Sity przytozone; zZrodia energii i zaburzen
elektromagnetycznych.

8§ 59. Wspomniatem juz, ze zasadnicze réwnania rézniczko-
we (A), (B), 811;

p—c.curl M (A)
qg=—c.curl E (B)

% wiec tez wynikajgce z nich réwnania szczegolniejsze (1), (1), (I1a)
i t d, zachodzag dla tych tylko czesci pola, w ktérych niema zro-
det energii elektromagnetycznej. To tez, ze wszystkich naszych
dotychczasowych roztrzasali, a przynajmniej tych, ktore dotyczyty
Srodowiska nieruchomego, wykluczaliSmy ,zrédta“ takie, t. j. wszel-
kie dziedziny przestrzeni, w ktorych wytwarza sie energia elektro-
magnetyczna z innych postaci energii. Z wyjgtkiem nieodwracal-
nego wytwarzania sie ciepta Joule’a w ciatach przewodzacych nie
uwzglednilismy tez zadnych proceséw, w ktorych energia elektro-
magnetyczna zostaje pochlonieta, t. j. przeistacza sie na inne ro-
dzaje energii. Jednem stowem, nie uwzglednialiSmy dotychczas ani
dodatnich ani ujemnych zrodet energii elektromagnetycznej.

Obecnie zajmierny sie ta wiasnie sprawg i omowimy tez od-
powiednie ,sity przytozone“, ktorych obecno$¢ wymaga pewnej
modyflkacyi pierwotnych réwnan Maxwellowskich. Ograniczymy sie
tu zresztg do rozwazenia $rodowiska nieruchomego.

§ 60. Wyjdzmy z zasady zachowania energii i, aby obejs¢
sig nasamprzdd bez wektora Poyntinga, rozwazmy catg przestrzeh
nieograniczong lub tez pewng jej dziedzine 1 zamknietg zupetnie
w skorupie, ktdra ani nie przepuszcza, ani nie pochfania, ani tez
nie promieniuje energii. Taka bytaby warstwa przewodnika dosko-
natego, sztywnego i nieruchomego. Krocej: pomysimy sobie dzie-
dzine 1 energietycznie odosobniong od Swiata zewnetrznego.

Niechaj u bedzie, jak przedtem, gestoscig energii elektroma-
gnetycznej, X — przewodnictwem, t. j. Ei lub ogoélniej XE-E cie-
ptem Joule’a Wytwarzanem (nieodwracalnie) na jednostke czasu i na
jednostke objetosci w dziedzinie T, ktéra moze by¢ zajeta przez
izolatory, pOtprzewodniki lub przewodniki.

Otdz, jezeli w T niema, zadnych Zrdodet energii, mamy wedtug
zasady zachowania energii, dla kazdej chwili t

u =
/ s + XEE)dt = o, 172)
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gdzie catka obejmuje dziedzine z. (Poréwn. zresztg § 43) Ubytek
catkowity energii elektromagnetycznej w ciggu dowolnego czasu
rowna sie ilosci ciepta Avytworzonej w tymze czasie.

Jezeli natomiast w dziedzinie z znajdujg sie zrédta energii,
dodatnie lub ujemne, o produkcyjnosci s, na jednostke objetosci i na
jednostke czasu, czyli o wydajnosci s na jednostke objetosci, zasa-
da zachowania energii bedzie wyrazona przez wzoér:

(173) / sdt= J(-~-+AE.E)dT,

ktéry przeczytamy: energia dostarczana przez zrddia rowna sie przy-
rostowi energii elektromagnetycznej wiecej ciepto Joule’a.

Stosownie do tego, czy wytwarzanie (lub pochtanianie) ener-
gii w danym elemencie objetosciowym dt jest skojarzone z pradem
elektrycznym p lub z pradem magnetycznym . zrédio w dt nazy-
wa sie zrodiem elektrycznem, wzglednie magnetycznem.

Dotyczace wydajnosci zrodet oznaczmy przez se, wzglednie
przez sm, napiszmy wiec w ogole

174) S = sg -j- sm.

Dla zrédia czysto elektrycznego bedzie Sm = o, dla magnetycznego
natomiast se = o.

Zaréwno Se jak sm sg oczywiscie skalarami. Otéz, idac za
przyktadem Heaviside'a, * wprowadzamy dwa Avektory e i m takie,
aby byto

(175) s Y= pe, sm — gm.

i nazyAvamy Avektor e sitg elektryczng przylozong, za$ m silg ma-
gnetyczng przytozona, w elemencie dt (p. str. 198).

ZAvrocmy uwage na analogie tych iloczynéw skalarnych do
pracy mechanicznej Pv (na jednostke czasu), porOAAmnyAvajac site
ponderomotoryezng P z ,sitami“ e lub m, za$ predkos$¢ ruchu v z pra-
dami p, wzglednie q.

Zauwazmy tez, ze poAvylsze okreslenia nie wyznaczajg sit
przytozonych zupetnie; albowiem, jezeli np. e czyni zado$¢ pierw-
szemu rownaniu (175) dla danej wydajnosci Se i dla danego pradu p,
réAvnanie to bedzie tez spetnione przez sume e —|- R, gdzie R jest
wektorem prostopadtym do pradu, lecz zresztg najzupetniej dowol-
nym. Innemi stowy: z jednego réwnania skalarnego nie mozna zna-

* JElectromagiietic Theory. Tom 1, §§ 37—43.



les¢ trzech skiadowych wektora. Dla zupeinego wyznaczenia e
w danym elemencie przestrzeni nalezy oczywiscie zna¢ wydajnosé
se dla trzech réznych kierunkéw pradu elektrycznego, obranych do-
wolnie, byle tylko nie w jednej plaszczyznie; dane te niezbedne
bedag tez wystarczajace (jezeli tylko zatozymy dodatkowo, ze kieru-
nek e nie zalezy w og6le od kierunku p). To samo dotyczy sity
przytozonej magnetycznej. Mozemy sobie wyobrazi¢, ze wektory
S,_m wyznaczono istotnie w taki wiasnie sposéb dla catej dzie-
ziny.

Wprowadzajac sity przylozone do (173) i uwzgledniajgc, ze

Y%o 1

P— b—(— XE, g = B, —x = ED -~ MB, otrzymamy jako wyraz za-

sady zachowania energii:

J iD + XE) (E— B) + B(M — m)j dr = o, (176)
czyli

[p(E — €e) + gM — m)J dt = o. (176"

8§ 61. Powyzsze roOwnanie przystuguje jedynie calej prze-
strzeni lub tez calej dziedzinie T, energietycznie odosobnionej, lecz
nie jej czesciom lub elementom dr. Kazdy bowiem element oddaje
w ogoble pewne ilosci energii elementom sgsiednim lub tez pobiera
je od innych. Chcac tedy zastosowa¢ zasade zachowania do jakie-
gokolwiek elementu, dowolnie wyodrebnionego myslowo z dziedzi-
ny r, nalezy uwzgledni¢ te rowniez ilosci energii, t. j. uwzglednic
przeptyw energii elektromagnetycznej. *

Oznaczajgc prad energii elektromagnetycznej, zmieniony dzie-
ki obecnosci zrédet, przez F', na jednostke czasu i na jednostke po-
wierzchni, mamy dla Icazdego punktu przestrzeni, zakladajgc wciaz
jeszcze nieruchomos$¢ Srodowiska:

du _, .
s = -N--}-dwv F, a77)
czyli, rozwijajac podobnie jak w § 60:

(E—e) (D -- XE) —(M — m)B =— div F', (178)

Zaniedbujemy tu prad wszelkich innych rodzajéw energii.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 15



Aby stad wyznaczy¢ prad energii F' przez wektory E, M, e, m,

musimy oczywiscie wiedzie¢, jak zalezg od nich D i B. t. j. musi-
my zna¢ rOwnania rézniczkowe pola, ktore atoli nie bedg juz te
same, co w nieobecnosci sil przytozonych.

Otdéz, nie wchodzac w sprzeczno$¢ z faktami doswiadczalnemu
mozna przyja¢, w wypadku istnienia sil przytozonych, réwnania
pierwotno (A), (B), odejmujgc atoli w ,curlach* sity przytozone od
sit E. M. * a wiec piszac dla dowolnego Srodowiska

(A) p=c.curl (M — m)
() q =— c.curl (E—e¢),
t. j. dla srodowiska nieruchomego
D -f- \E — c.curl (M — m)

(179) B=— c.cuH (E — e).

Warunek div B = o pozostaje bez zmiany. Ze (179) mamy zresz-
ta. podobnie jak w nieobecnosci sit przylozonych div B = o,
div (D + XE) = o, czyli—wprost z (A"), (B"): divp = o. divg = o.

Godzac sie na powyzsze rownania rozniczkowe, otrzymamy
ze (178)

—divF =c[(E— e) curl M—m) — (M —m) curl (E— €]

= — cdiv V(E — €) (M — m),

a wiec, z pominieciem dowolnego wektora dodatkowego, czysto so-
lenoidalnego:

(180) F=cV(E—e) (M—m),
podczas gdy w braku sit przytozonych prad energii elektromagne-
tycznej byt F = CVEM.

§ 62. Z rownan (179) Ilub (AY), (B) widzimy, ze pole ele-
ktromagnetyczne E, M i jego zmiany w czasie nie zalezg zgota od
samych sit przytozonych, lecz tylko od ich wiréw (curlow).

*)  Pord eavysidea, loc. cif.: autor ten naz aE M Jforces of
flux", zas E —V\eq M_| \'ms ,,forces of the field". W
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Tej jednak zaleznosci pola i jego losow od samych tylko wi-
row sit przytozonych mozna tez dowies¢ z pewnego ogolniejszego
punktu widzenia, t. j. nie uciekajgc sie wecale do postaci szczegol-
nej- powyzszych réwnah rézniczkowych.

Dowodzenie to, dane przez Heaviside'a, opiera sie na soleno-
idalnosci pradéw p i q.

Istotnie, przypusémy, ze w chwili t0 cata przestrzen 1 jest
wolna od sit elektrycznych i magnetycznych E, M, tak iz mamy
wszedzie U0 — o, i ze w chwili tej wprowadzono sity przytozone
B, m o rozmieszczeniu czysto irotacyjnem, t. j. takie, ze

curie —WIim = o0 wszedzie

e'v—ev—o0, m'v—mv =0 u powierzchni nieciggtosci.
Wydajnos¢ wszystkich zrédet, dla dowolnego t, jest wedtug
(174) i (175)
sdr — | pedr -|- | gm dr. (181)

W celu obliczenia wartosci catki wyrazu pedr roztézmy prze-
strzenn r na elementarne rurki pradu elektrycznego. Kazda z nich
jest zamknietg w sobie. Bedziemy wiec mieli dla jednej z tych
rurek, o przekroju do, pamietajgc, ze natezenie jej czyli mo-
ment pdo posiada wzdtuz catej rurki jedne i te sama wartos¢:

jpdcs | eds, gdzie catka rozcigga sie wzdiuz obwodu zamknietego,
a wiec znika, skoro e jest irotacyjne i w zatozeniu, ze dziedzinar
jest acykliczng. Poniewaz to samo zachodzi dla kazdej rurki pradu

elektrycznego, mamy [ pe dr = o. Podobnie tez. rozktadajac r na

rurki pradu magnetycznego, otrzymamy J gmdr = o0, a wiec

Jsdr— o. tak iz wedtug (173) bedzie

1 =\ ("—
[(Ye-+=),0"'=(

'
Lecz dla t— t0 mieliSmy E =0, u — U0 — o, z drugiej za$ stro-

ny u i XE-E nie maja nigdy i nigdzie wartosci ujemnych; bedzie
wiec dla kazdego t = t0:

u—o tjE=0M—o



Uktad wiec irotacyjny sit przytozonych e, m nie wytwarza
zadnego pola E, M.

Lecz roznica e' — e”, m' — m" dwdch ukladow sit przytozo-
nych, majacych te same wiry, jest ukladem irotacyjnym; widzimy
wiec stad, ze sily przylozone €', m' i e", m" wytwarzajg jedno i to
samo pole elektromagnetyczne E, M, skoro tylko majg te same wi-
ry, g.ed.

Mozna wiec powiedzieé, ze prawdziwemi Zrédtami zaburzen
elektromagnetycznych sa wiry sit przytozonych, t. j. te dziedziny
przestrzeni, w ktorych jest curie @ o lub curlm 4= o (wlgczajac
w to powierzchnie nieciggtosci skladowych normalnych 6v, mv),
podczas gdy prawdziwe zrédia energii sg tam, gdzie obok sity
przytozonej istnieje prad elektryczny lub magnetyczny, dowolny,
byle tylko nie normalny do odpowiedniej sity przytozonej. Siedli-
sko sity przytozonej, jednego lub drugiego rodzaju moze tedy ,pra-
cowac® w pewnych chwilach, aby sta¢ sie ,bezezynnem“ w pe-
wnych innych chwilach czasu.

Przyktad sity m stanowi t. zw. sita przylozona magnetyzacyi
wewnetrznej, o ktérej wspomniatem juz w § 47, a ktorg omo-
wimy nieco szczegdtowiej w Magnetostatyce. Analogiczng site przy-
tozong elektryczng nalezatoby przyja¢ dla pewnych ciat niezupet-
nie ,sprezystych® pod wzgledem elektrycznym, t. j. dla tych,
ktére po opuszczeniu pola elektrycznego zewnetrznego nie wracajg
do swego stanu pierwotnego. Inne przyktady sity przylozonej e
mamy w tak zwanych sitach Woltaicznych (czyli galwanicznych),
skojarzonych z procesami chemicznemi, i w sitach termoelektry-
cznych. na powierzchni granicznej dwdéch réznych substancyj lub
miedzy czesciami jednej substancyi, posiadajgcemi rozne tempera-
tury. Woytwarzanie sie ciepta, odpowiadajgce sitom termoelektry-
cznym, rézni sie w sposob nader charakterystyczny od wytwarza-
nia sie ciepta JouePa; pierwsze wyraza sie (na jednostke czasu
i objetosci) przez iloczyn skalarny pe, drugie zas przez XT)2 (ogélniej

przez XE.E), czyli, w zalozeniu, ze D — o, przez X~%s2 (ogélniej
PA-1p)r W drugim wypadku proces jest nieodwracalny, podczas
gdy w pierwszym iloczyn pe, dla danego e. zmienia znak przy
zmianie kierunku pradu elektrycznego: jezeli dla danego kierunku
pradu mamy Wytwarzenie sie ciepta, natenczas dla kierunku
wprost przeciwnego bedziemy mieli pochtanianie ciepta. Wytwa-
rzanie sie, zawsze dodatnie, ciepta Joule,a nie zalezy, w ciatach
izotropowych, od kierunku lecz jedynie tylko od natezenia pradu,
w cialach za$ anizotropowych nie doznaje zadnej zmiany przy od-
wrdéceniu kierunku pradu.

8§ 63. Warunki u powierzchni granicznej dwoch dielektry-
kéw (w ogole potprzewodzacych) beda dla sktadowych normalnych



takie same jak przy nieobecnych silach przytozonych; te bowiem
warunki wynikajg z réwnan divp =o, d%vq==o0, ktore dzieki
istnieniu sit przylozonych zadnej nie ulegajg zmianie; poréwn.
88 17> 21.

. Dla skfadowych stycznych otrzymamy natomiast warunki od-
mienne. Warunki te wynikajg ze skoriezonosci wektoréw curl (M —m),
curl (E — e).. Mozemy rozumowac zupetnie podobnie jak w 88 17 i 21,
podstawiajagc jedynie M—m za M i1E=— e za E. Otrzymamy
przeto zamiast réwnosci (43) i (44). str. 135:

(E—B)O — (E'— €0 (182)
M—m)o = (M- m)o, (183)

gdzie © jest wektorem jednostkowym w kierunku skiadowej sty-
cznej wektora zredukowanego E —e, wzglednie M — m; wektor 6
jest wspdlny jednej i drugiej stronie powierzchni graniczne;j.
W réwnaniu (182) moze on oczywiscie mie¢ inny zupetnie kierunek
niz w (183).

Kazdy z tych warunkéw mozemy zresztg wyrazi¢ w postaci
nieco odmiennej, ktorg pod pewnym wzgledem moze by¢ dogodniejsza,
a mianowicie za pomocg wektora jednostkowego v. normalnego do
powierzchni granicznej s. |

Niechaj R bedzie dowolnym wektorem, N jego czescig normal-
na, za$ T jego czesScig styczng do powierzchni g, co do kierunku
i natezenia, takiz R=N + T. Poniewaz N= VR, a wiec N = v(vR),
przeto bedzie:

T = R-Vv(WR). (184)

Stosujac to do rozwazanego wypadku, mozemy, zamiast (182),
napisa¢ réwnanie

E—e—[V(E—e)J = E,—e'-v(V(E"-&] (182"

i podobne zupetnie réwnanie zamiast (183).

8§ 64. Dla sity ponderomotorycznej P wyprowadziliSmy w § 45
Wzor (V) z wyrazu energii, niezaleznie od réwnan rozniczkowych
pola elektromagnetycznego! Otéz wzOr ten bedzie tez wazny woOw-
czas, gdy dopuscimy istnienie dowolnych sit przytozonych e, m,
byle tylko przy rozwazanych przesunieciach wirtualnych poszczegdl-
nych czastek dielektryka wektory te towarzyszyly niezmiennie tym
czastkom. Istotnie, wyrazem ,pracy“ wirtualnej sity e bedzie ilo-
czyn skalarny tejze sity i zmiany wirtualnej indukcyi elektrycznej
przez element do sktadajacy sie zawsze z tych samych czastek;
poniewaz za$ podstawg rachunku przeprowadzonego w 8§ 45 bylo
wiasnie zalozenie, ze ta zmiana wirtualna indukcyi réwna sie zeru,



przeto przy rozwazanych tam przesunieciach Sa Zrédia elektryczne
bedg nieczynne, t. j. ich ,praca“ wirtualna bedzie réwna zeru. Toz
samo dotyczy rowniez sit przytozonych magnetycznych. Réwnanie
(119) pozostanie tedy prawdziwym wyrazem zasady zachowania
energii i wyprowadzony zeh wz6r (V) nie bedzie wymagat zadnej
zmiany ze wzgledu na obecnos¢ sit przytozonych.

Z tego to wzoru otrzymaliSmy nastepnie, w 8§ 46, wzor (VI),
zastepujgc mianowicie curlE, curlM przez prady q i p wediug
rownan rozniczkowych (A), (B). Otéz, gdy istniejg sily przy-
tozone, mamy zamiast rdéwnan tych réwnania (A"), (B"); dzieki
temu wiec otrzymamy dla sity ponderomotoryeznej dwa wyrazy
dodatkowe zawierajgce curie, curlm; rozumiejac przez (VI) sume
wyrazow stojgcych po prawej stronie wzoru (VI), mozemy napisaé
krétko:

(vi*) P=(VI) — VD curi e — VBcurl m.

Jezeli sity przytozone sg irotaeyjne, wyrazy dodatkowe znikaja.

Moment ponderomotoryczny L nie doznaje dzieki obecnosci
jakimikolwiek sit przytozonych zadnej zmiany.

Niezaleznym od nich jest réwniez wysit elektromagnetyczny
Maxwellowski; posta¢ jego wynikia bowiem ze wzoru pierwotnego (V)
sity ponderomotoryeznej, a wiec bez wzgledu na ten lub 6w ksztakt
rownan rézniczkowych pola elektromagnetycznego.

§ 65. W rownaniach (A", (B'), a wiec, dla $rodowiska nie-
ruchomego, w roéwnaniach (179), nalezy sobie wyobrazi¢ sity przy-
tozone e, m dla kazdego punktu przestrzeni jako dane, czyli dowol-
nie przepisane, wyrazne funkeye czasu, ito dla wszelkikh rozwaza-
nych wartosci t.

Jezeli niema sit przytozonych, pole czyni zados$¢ réwnaniom

rézniczkowym jednorodnym D -j- AE=c.curlM, B =—c.curlE
(pierwszego rzedu); dzieki temu stan pola w chwili ,koncowej* t2,
powiedzmy E2, M2, zalezy od jego stanu El, Ml w chwili ,poczat-
kowej“ Zl i oprocz tego jedynie od odstepu czasu t2—tl, nie za$
od wyboru samej chwili tl, Innemi stowy: zmiany pola zalezg je-
dynie od dlugosci czasu, jaki uptynat, nie za$ od tego, kiedy sie to
dzieje. Pole elektromagnetyczne stanowi wiec wowczas ukiad zu-
petny, czyli ,niezakitdéconyil *

Gdy natomiast istniejg sity przytozone, pole czyni zado$¢ row-
naniom rozniczkowym (179), réwniez pierwszego rzedu, lecz nieje-
dnorodnym, a mianowicie zawierajagcym wyrazy dodatkowe c. curl e,
c.curlm, ktore sg dowolnie przepisanemi lunkcyami czasu (i poto-

* poréwn. Wyklady Zakopianskie z dziedz. fizyki teoretycznej. 1905.



zenig). Stan pola w chwili i2 zalezy wowczas nietylko od stanu
w chwili tl i od diugosci odstepu czasu t2—tv lecz rowniez od
potozenia chwili tl wzgledem pewnej okreslonej chwili t0, od kto-
rej np. liczymy czas t tkwigcy w funkcyaeh wektorowych e i m.
Zmiany pola zalezg nietylko od dtugosci uptywajacego czasu, lecz
rowniez od tego, kiedy sie to dzieje. Innemi stowy, pole elektro-
magnetyczne stanowi wowczas uklad niezupetny, czyli zakiocony,
lub tez lepiej: wprowadzajgc do rownan ,sity przytozone®, godzimy
sie Swiadomie na to, aby uwaza¢ pole jako uktad niezupeiny. Do
postepowania za$ takiego zniewala nas w pewnych Avypadkach brak
doktadniejszej znajomosci zjawisk splecionych z elektromagnetyczne-
rai, w innych znowu — skianiajg nas do tego wzgledy dogodnosci
i prostoty rachunkow.

Uktad bowiem niezupetny mozna uzupetni¢ do obszerniejszego
uktadu niezaktdconego jedynie tylko kosztem zwiekszenia liczby
wielkosci niezaleznych, majacych okresla¢ jego stan chwilowy i je-
dnoczesnie liczby réwnan rézniczkowych, ktéorym wielkosci te majg
czyni¢ zado$¢. Nie mogac zadaniu temu podota¢ lub tez chcac
unikng¢ zbytniej zawitosci, nalezy zgodzi¢ sie na sity przytozone,
ogolniej: na wyrazy dodatkowe zawierajgce czas explicite.

Scisle rzecz biorac, moznaby powiedzie¢, ze zupeine wyrzecze-
nie sie ,sit przylozonych“ rownatoby sie checi rozwazania jedynego
tylko, bardzo zawitego ukiadu, a mianowicie catlego Wszechswiata.






ROZDZIAL V.

Elektrostatyka i Magnetostatyka.






Rozdziat IV.

Elektrostatyka i Magnetostatyka.

Pole elektrostatyczne.

§ 66. Poniewaz przy wspotistnieniu pola elektrostatycznego
z Hiagnetostatycznem wektory elektryczne i magnetyczne sg zupet-
nie od siebie niezalezne, mozemy kazde z tych pdél rozwazac i0so-
Ina i, gwoli jasnosci wykiadu, uczynimy tak istotnie, nie. baczac
na to, ze pewne Avlasnosci sa wspoélne obydwu tym rodzajom pola.
Zacznijmy od pola eleldrosiatycznego. Niechaj tedy w catej

przestrzeni bedzie stale M= o0, a wiec tez B =B =0; otrzymamy
wowczas z réwnania (II) dla dowolnego S$rodowiska (spoczywajace-
go) curl E = o; w izolatorach doskonatych réwnanie (I) bedzie juz
spetnione identycznie dzieki temu, ze Avymagamy, aby bylo JF= o
i aby sita, a wiec tez polaryzacya elektryczna nie zmieniaty sie
z czasem; w przewodnikach lub pétprzewodnikach bedzie oprocz
tego, wedtug rOAvnania (la), E = o. (Poréwn. zreszta §§ 3 tu-
dziez 29 i 32)

Pole elektrostatyczne jest wiee ScharakteryzoAvane przez swa
irotacyjnos¢ w calej swej rozciaggtosci:

curlE, = o, (185)
i przez to, ze w cialach przewodzacych jest
E=o (185a)

Odro6znianie ,przewodnikow” od ,potprzewodnikéw” staje sie tu
zreszta zupetnie zbytecznem. Wnetrze jednych lub drugich, nieza-
leznie od wartosci liczebnej przewodnictwa A, odgrywa jedynie role
luki w polu elektrostatyeznem. Substaneya przewodnikéw staje sie
sprawg nieistotna; nalezy jedynie uwzgledni¢ ich ksztatty, rozmiary



i wzajemne potozenie. Odrdznianie natomiast otaczajgcych je izo-
latoréw doskonatych, czyli krotko dielektrykéw, ze wzgledu na war-
to$¢ spotczynnika K, posiada zaréwno tu, jak w polu zmiennem,
pierwszorzedna wage.

Poniewaz warunek (185) ma by¢ spetniony w calej przestrze-
ni, przeto, wedtug Twierdzenia VII (Wstep), sita elektryczna posia-
da wszedzie potencyat jednowarto$ciowy, powiedzmy @:

(186) E— Vo

Skalarna ta funkcya potozenia ¢ nazywa sie potencyatem elektro-
statycznym lub krécej elektrycznym. Linie sity elektrycznej sa nor-
malne do powierzchni izopotencyalnych ¢ = const.

Wewnatrz kazdego przewodnika ¢ posiada, wedtug (185a),
wartos¢ statg. Ze wzgledu na ciagtos¢ skladowej stycznej sity E
sktadowa ta musi znika¢ nazewnatrz przewodnika, tuz przy jego
powierzchni; linie wiec sity elektrycznej sa normalne do powierzchni
przewodnika. Innemi stowy: powierzchnia kazdego przewodnika jest,
w polu elektrostatycznem, powierzchnig izopotencyalng. Mozemy
przeto napisa¢

(187) cp—const.

dla kazdego przewodnika, #tgcznie z jego powierzchnia, stanowigca
granice dielektryka.

Wiasnosci powjr(sze przystuguja zaréwno dielektrykom jedno-
rodnym i izotropowym, jak niejednorodnym i krystalicznym.

W dielektryku krystalicznym linie polaryzacyi elektrycznej nie
bedg w ogdle normalne do powierzchni izopotencyalnych, a wiec
tez np. do powierzchni przewodnikéw. Liniom sity natomiast wia-
snos¢ ta w catej przystuguje petni.

Poniewaz sita E jest wszedzie skonczona, przeto dwie rozne
powierzchnie statego potencyatu nie mogag sie przecina¢ wzajemnie.
Powierzchnia taka moze jednak przecina¢ sie ze sobg samg, mozna
tatwo dowiesé, * ze, wzdtuz linii przeciecia n lisci powierzchni izo-
potencyalnej, liscie te tworzg ze soba katy roOwne, a mianowicie

kazdy rowny —; dla dwoch np. lisci katy te beda proste. Nie-

trudno tez zrozumieé, ze sita elektryczna znika w kazdym punkcie
takiego przeciecia, czyli, ze przeciecie to stanowi tak zwang linie
réwnowagi.

§ 67. OkreSlone w Rozdziale | tadunki elektryczne, prawdzi-
we lub pozorne, o rozmieszczeniu przestrzennem lub powierzchnio-

* Patrz np. Maxwella El. & Mgnt, T. I. Rozdz. VI.
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wem, mozemy obecnie wyrazi¢ za pomocg potencyatu, a raczej jego
pochodnych przestrzennych.

Dla gestosci przestrzennej tadunku prawdziwego mamy, we-
dtug (186), zamiast wzoru (12):

p—— i%v (KV @), (188)
gdzie K dla dielektryka krystalicznego jest operatorem wektorowym

liniowym; uwazajgc gtoéwne osie elektryczne krysztatu jako osie
spotrzednych x, y, z, otrzymamy:

2= [VoRK-2>+¥u<K=T>+Ye<K- Vs (1W

Dla gestosci powierzchniowej, na granicy dwoch dielektrykoéw izo-
tropowych o spotczynnikach K, K', mamy zamiast (12a):

(189)

w szczegolnosci zas na powierzchni przewodnika zanurzonego w di-
elektryku izotropowym o spotczynniku K, zamiast (21):

(190).
gdzie V jest normalng zwrécong Icu $rodowisku dielektrycznemu.

Gestos¢ przestrzenna tadunku pozornego bedzie, wedtug (14).
§ 7. p=—divV?, czyli

'=—— V20, (191)
gesto$¢ za$ powierzchniowa, wedtug (14a):
v [ oy (192)
w szczegOllnosci zas na powierzchni przewodnika:
(193)

gdzie V jest normalng zwrdcong ku dielektrykowi. Wzory powyz-
sze dla tadunkéw pozornych przystuguja oczywiscie wszelkim diele-
ktrykom, t. j. réwniez niejednorodnym i anizotropowym.

Dla s$rodowiska izotropowego, jednorodnego tadunek prawdzi-
wy jest wszedzie proporcyonglny do fadunku pozornego; wedtug (188"
i (191) mamy mianowicie; p =— KV2if — Kp".

Omawiany juz czestokro¢ sposéb zachowywania sie sity ele-
ktrycznej w ,nieskoniczonosci“ (E maleje jak r~2) mozemy wyrazic.



przez potencyal, wymagajgc, aby ten malat jak r—~i. Zakladamy
zreszta, raz na zawsze, ze siedziby wszelkich tadunkéw elektry-
cznych nie wykraczajg poza pewng dziedzine skonczona, tudziez, ze
w dziedzinie tej suma algebraiczna wszystkich tadunkéw jest skon-
czona.

§ 68. Do pola elektrostatycznego mozemy zastosowaé wzlr
<135) czyli (135a), wyprowadzony we Wstepie dla dowolnege pola
wektorowego irotacyjnego.

Zastepujac w nim ogoélny wektor R przez site elektryczng E,
nalezy napisa¢ jednoczes$nie p', n' zamiast p, n, albowiem wedtug
przyjetych tu, a wprowadzonych juz w § 7 oznaczen jest d¥sE = o'
(E'-E)v==n".

Jezeli zatozymy jeszcze, ze sam potencyat elektryczny ¢ jest
wszedzie ciagly, ostatni wyraz po prawej stronie wzoru (135) zni-
knie i otrzymamy

gdzie pierwsza catka rozcigga sie do calej przestrzeni, a wiec obej-
muje wszystkie tadunki pozorne o rozmieszczeniu przestrzennem,
druga za$ (przy ktérej dla krotkosci opuscilismy znak sumy) roz-
posciera sie na wszystkie powierzchnie nieciggtosci sktadowej nor-
malnej sity elektrycznej, czyli obejmuje wszystkie tadunki pozorne
powierzchniowe.

Rozumiejgc przez de' elementarny #{adunek pozorny, o roz-
mieszczeniu badZz to przestrzennem, badz to powierzehniowem (p'dt,
wzglednie n'do) mozemy zamiast (194) napisa¢ sumarycznie

(195)

Jezeli zresztg potencyat doznaje nieciggtosci | = ¢ — ¢, przy
przejsciu przez pewne powierzchnie a, mamy wedtug przytoczonego
dopiero co wzoru (135) dla 4n@ wyraz dodatkowy I-1(z)da,

otvr,

ktérego catke nalezy rozciggnaé do wszystkich powierzchni niecia-
glosci poteneyatu. Lecz wedlug tego, cosmy powiedzieli na str.
72—73, wyraz ten dodatkowy odpowiada rozmieszczeniu tadunku
pozornego w tak zwanych warstwach podwojnych; kazda powierz-
chnia nieciggtosci poteneyatu jest mianowicie réwnowazna war-
stwie elektrycznej podwdjnej o momencie réwnym skokowi poten-

cl'&'

208 zachowa przeto swe
znaczenie przy ewentualnem istnieniu powierzchni nieciagtosci po-
teneyatu.
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Mozna wiec powiedzie¢, ze kazda ,czastka“, czyli ilos¢ ele-
mentarna de' elektrycznosci pozornej daje w odlegtosci r potencyal

— 196
m r (196)
a wiec tez odpowiednie pole elektryczne:

J——r (297)

4 r2

(poréwn. str. 72), t. j. pole o liniach sity prostych, radydinych,
wybiegajagcych lub zbiegajacych sie w de' zaleznie od tego, czy
tadunek ten jest dodatni, czy tez ujemny, i o natezeniu odwrotnie
Proporcyonalnem do kwadratu odlegtosci.

Jezeli $rodowisko jest izotropowe, mamy de' = de/IS, gdzie de
jest tadunkiem prawdziwym. Jezeli zatozymy jeszcze, ze Srodowi-
skojest jednorodne i ze w odlegtosci r od tadunku prawdziwego del
znajduje sie drugi tadunek prawdziwy de2, otrzymamy wedtug (197)
i wedlug § 45, dla sity ponderomotorycznej dziatajgcej na de? wyraz

devde?

41Kr?2 (198)

streszczajagcy w sobie znane ,prawo odwrotnych kwadratow” czyli
prawo Coulomba.

Tres¢ wzoru (197) mozemy tez wyrazié, mOwigc, ze kazda
.Czastka“ elektrycznosci jest siedliskiem poczatkdw Ilub koncéw
pewnej liczby n — de' rurek jednostkowych sity elektrycznej ma-
jacych ksztatt stozkéw i rozmieszczonych izotropoioo naokoto tej
czgstki, tak iz kazda z tych rurek wycina z dowolnej kuli, maja-
cej swodj Srodek w de', jedne i te samg powierzchnie 4~rZn; nate-
zenie sity elektrycznej wyraza sie bowiem przez liczbe rurek przy-
padajacych na jednostke powierzchni.

Jezeli dane jest rozmieszczenie elektrycznosci pozornej, t. j.
jezeli many p', n' i momenty ewentualnych warstw podwdjnych,
mozemy wedtug powyzszych wzoréw wyrazi¢ potencyat ¢, a stad
tez site E w kazdym punkcie za pomocg zwyczajnych kwadratur.
Jezeli nie znamy bezposrednio tych gestosci (i momentéw), lecz

* r jest wektorem jednostkowym wskazujgcym od dei do 1/ na del
dziata sita ponderomotoryczna rowna i wprost przeciwna powyzszej sile
dziatajacej na dei.
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dane nam jest samo pole elektryczne, mozemy natychmiast znales¢
rozmieszczenie tadunkéw, mianowicie *

PP=divE, "= (' —EV, | —9g—@',

a wiec przedstawi¢ pole to jako superpozycye owych pol promie-
nistych i izotropowych, otaczajagcych elementarne czastki elektry-
cznosci.

A mozemy to uczyni¢ dla kazdego, dowolnie danego pola ele-
ktrostatycznego.

Oto jest Uiterpretaeya fizyczna wzoru 4ng == ~~"~~. Nie za-

pomnijmy jednak, ze wzOr ten, a wiec tez i pola elementarne po-
stuszne prawu odwrotnych kwadratéw, bynajmniej nie sg charakte-
rystyczne dla pola elektrostatycznego, lecz dajg sie zastosowaé do
wszelkich pdl wektorowych, byle tylko irotacyjnyeh.

Owe ,czastki elektrycznosci“, wraz ze swemi polami promie-
nistemi, niekoniecznie stanowi¢ muszg element -fizyczny pola elektro-
statycznego i bynajmniej nie sg charakterystyczne dla odpowiednich
zjawisk. Twierdzi¢ mozna jedynie tylko, ze czastka taka wraz ze
SWem polem stanowi, lub stanowi¢ moze (w pewnych przynajmniej
zagadnieniach) element odpowiednich rachunkoéio, albo, ze tak po-
wiem: nie element fizyczny rozwazanych zjawisk, lecz raczej ele-
ment matematyczny ich teoryj, element, ktérego wprowadzenie mo-
ze by¢ wygodne przy rozwazaniu matematycznem pewnych zaga-
dnienn elektrostatyki.

Oczywiscie tez, inne zupetnie klasy zjawisk, jak pewne ruchy
cial odksztatcalnych, przewodnictwo ciepta i t. d. moznaby przed-
stawi¢ w podobny zupeinie sposoéb.

Gdy chodzi np. o ruch niewirowy ptynu Scisliwego, istnieje
tak zwany potencyat predkosci, powiedzmy ¢, tak iz predkosé
w dowolnym punknie jest dana przez v— V- W tym wypadku

-g"- jest ciggte (w przeciwnym bowiem razie zerwalaby sie ciggtosc

ptynu); jezeli dziedzina wypetniona ptynem jest acykliczna, naten-
czas potencyat jest jednowartosciowy, tak iz, rozwazajgc calg prze-

strzen, mozemy napisaC 4y = —_F my \/2p.dt. Oznaczajac przez g

gestosé masy ptynu, mamy x—-F- div(ev) = o, czyli —x (Igs) -|- V2 0

a wiec

* O ile tylko przepisane pole wektorowe jest rézniczkowalne, co
zresztg raz na zawsze milczaco zaktadamy.



— 241 —

" 4nY = j —x—1 (Ig=)-dT,

t. j. mozemy przedstawi¢ nich plynu tak, jak gdyby kazda jego
czgstka indywidualna, byle tylko rozszerzajgca sie lub doznajgca
zageszczenia, w danej chwili, stanowita Zrédto, dodatnie lub ujemne,
wysytajgce lub pochfaniajgce promieniscie i jednakowo we wszy-
stkich kierunkach pewne ilosci ptynu [a mianowicie og6tem mase

Ptynum—(lge).dt na jednostke czasu], i jak gdyby ruch Avypadkowy

byt superpozycya ruchéw elementarnych odpowiadajgcych wszystkim
tym Zzrédtom. Byloby jednak rzecza do$¢ dziwna, gdyby kto$ ehciat
powiedzie¢, ze takie wiasnie zrddla, stanowig element fizyczny i ze
odpowiednie prawo odwrotnych kwadratéw wyraza wilasnos¢ cha-
rakterystyczng wszystkich zjawisk ruchu irotacyjnego ptynéw.

Jezeli w teoryi klasycznej dominowat taki wiasnie poglad na
klase zjawisk elektrycznych (jak rowniez magnetycznych), to oko-
licznos¢ te nalezy przypisa¢ pobudkom i przyczynom czysto histo-
rycznym, jak np. temu taktowi szczeg6lnemu, ze Coulomb wynalazt
swoja, wage skrecen i odkryt prawo odwrotnych kwadratow' dla
przyciagania lub odpychania sie wzajemnego dwdch matych kulek
liaelektryzowanych znacznie weczesniej niz Faraday rozwingt poje-
cie linij i rurek sity i zdotat skonstatowa¢ zasadniczg zalezno$¢
dziatan elektrycznych od wiasnosci fizycznych Srodowiska. Wazng
tez role odegraty tu niezawodnie tryumfy mechaniki niebieskiej,
oparte na Newtonowskiem prawie ,powszechnego cigzenia“, a wiec
wiasnie na prawie odwrotnych kwadratow; te zreszta tryumfy daly
poczatek catej epoce tak zavanej ,Fizyki sit centralnych® *

Badz co badz, owe ,czastki elektrycznosci® otoczone izotro-
powe promienistemi polami sity, chociazby tylko jako elementy ra-
chunku matematycznego, oddaty nauce olbrzymie ustugi.

W teoryi Maxwella zeszty one, pomimo to, na drugi plan,
a nastepcy jego i komentatorzy, Hertz, Heaviside, Emil Cohn, od-
suneli je nieco dalej jeszcze.

Powszechnie wiadomo, jak w nowszych czasach elektronisci
usitujg, uczyni¢ z czastek, a raczej ,atoméw“ -elektrycznosci, pod-
stawowy element fizyczny wszech zjawisk elektromagnetycznych; co
do pogladéw szczeg6towych, roznig sie oni zresztg zasadniczo od
dawniejszych zwolennikéw ,dziatania, na odlegto$¢”, przyjmujg bo-
wiem dla rozchodzenia sie zaburzeh miedzy elektronami rdéwnania,
rozniczkowe Maxwella, a wiec tez ciggtos¢ w czasie i przestrzeni,
pole za$ wiasne kazdego ich elektronu przestaje by¢ izotropowem

* patrz H- Poincare, Warto$¢ Nauki. Rozdziat VII.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 16



(i kojarzy sie z magnetycznem), skoro tylko elektron sie porusza.
Nie baczac jednak na szybko rosnagcy rozgtos i poczynione w pe-
wnych dziedzinach zdobycze naukowe, teorya elektronéw posiada,
szczegoblniej w postaci, ktorg staral sie jej nada¢ M. Abraham,
wiele stabych stron. Nie tu wszakze, a najmniej w EleHrostatyeei
jest miejsce do krytycznego jej omowienia.

§ 69. Energia elektryczna dowolnego pola, ktdrg oznaczymy
tu krétko przez U. jest wedtug § 38, dla dielektryka ¥s0tr02>0we 70,
jednorodnego:

(104a) 7 = %K j At

Poniewaz chodzi nam o pole elektrostatyczne, a wiec !rotacyjne,
mozemy wyraz ten przeksztalci¢, korzystajgc wprost z Twierdze-
nia XI, podanego we WSstepie. Pamietajgc, ze to. co nazwalismy
wowczas ,nhatezeniem zrodia“, jest tadunkiem pozornym, ktéry obe-
cnie oznaczamy przez de', i ze w dielektryku izotropowym, jedno-
rodnym K.de' rowna sie tadunkowi prawdziwemu de. mamy

(199)
lub tez

1 j i devde?
(200a) A

We wzorze (199) catki obejmuja wszystkie tadunki elektryczno
rozmieszczone badz przestrzennie, badz powierzchniowo, w diele-
ktryku tub na powierzchni przewodnikow; we wzorze (200a) nalezy
kazdg pare tadunkoéw dei, de2 uwzgledni¢ jeden raz tylko.

Zauwazmy, ze w history! nauki posta¢ (199) byla wczesniej-
szg niz (104a). Maxwell dopiero przeksztatcit wyraz zawierajgcy
potencyaly i tadunki na catke przestrzenng kwadratu sity elektry-
cznej.* Jezeli w niniejszej ksigzce obraliSmy droge odwrotng (co
zreszta od czasow Hertza caezeto juz w zwyczaj wchodzi€), uczy-
nilismy to gtéwnie ze wzgledu na sprawe lokalizacyi energii i na
blizszy zwigzek postaci (104a) z rownaniami rézniezkowemi pola
zmiennego.

* poréwn. M and Mgnt-, T. I, Rozdz. JV.



Wzér (199) mozemy rosciggnaé¢ tatwo do déwolftego dielektry-
ka, a wiec w ogole niejednorodnego i anizotropowego. Istotnie,
wedtug § 39 mamy wowczas

U =Ll% | EDd%. (105)

a Wiec, wprowadzajac potencyat ¢:

gdzie 77! obejmuje wszystkie powierzchnie nieciggtosci skiadowej
normalnej polaryzacyi; lecz vD —div0O — p, zas (D' — D)v = n,
tak iz otrzymujemy znowu (199).

Mamy wiec, dla dowolnego $Srodowiska dielektrycznego, w kté
f,-lll moze znajdowaé sie jakikolwiek uktad przewodnikéw, nastepu-
jace, z elementarnych juz podrecznikéw znane twierdzenie:

Energia pola elektrostatycznego rowna sie potowie sumy (wzgle-
dnie catki) iloczynéw tadunkéw prawdziwych i odpowiednich po-
tencyatéw.

Wz6r (200a) traci natomiast swe znaczenie dla dielektrykéw
niejednorodnych i krystalicznych. Zamiast niego mamy w ogélnym
wypadku, poAawiajge ¢ ze (195) do (199):

gdzie calki obejmujg pary #adunkéw, z ktérych zawsze jeden ma
M prawdziwy, drugi pozorny; r jest ich odlegtoscia wzajemna.

§ 70. WidzieliSmy juz we Wstepie, Zze pole irotacyjne jest
okres$lone zupetnie jednoznacznie przez swe rozbieznosci i niecia-
gtosci, t. j. w naszym wypadku przez #tadunki elektryczne prze-
strzenne lub powierzchniowe. Jezeli dane sg ich gestosci pozorne,
"trzymamy cale pole elektryczne wedtug (194), a wiec przez zwy-
czajne kwadratury, i mozemy z gory juz by¢ pewni, ze wszelkie
‘fine rozwiagzania beda tylko formalnie réznemi wyrazami tego sa-
mego pola.

W wigkszosci jednak wypadkow, i to praktycznie najwazniej-
szych, rozmieszczenie wszystkich tych fadunkéw nie jest dane, tak
Iz z powyzszych wzoréw skorzystaé nie mozna. Maiii tu na mysli
zaSadnienia, ktére w nastepujacy daja sie sformutowac sposob.
+j Dane jest trwale rozmieszczenie *tadunkéw prawdziwych e
Jedynie w dielektrykach (przestrzenne lub powierzchniowe), leez nie

i4 powierzchni przewodnikéw; oprécz tego dane sg albo



1)' poteneyaty .@l, @2,... on poszczegblnych przewodnikéw,
albo tez
2) calkowite ich fadunki ev e2,...e,;

chodzi o zbudowanie catego pola elektrostatycznego, a wiec tez
0 znalezienie rozmieszczenia tadunkdéw el, e2,...en na przewodnikach
1, 2,..n.

Zagadnienia tego rodzaju sg bardzo trudne; istotnie tez roz-
wigzano je dotychczas w bardzo szczuptej tylko liczbie wypadkow
szczegolnych.

Przyktady zadan takich i ich rozwigzania poznamy nieco poz-
niej. W tern miejscu okazemy tylko, ze powyzej sformutowane za-
gadnienie dopuszcza jedyne rozwigzanie.

Istotnie, niechaj E'', E" bedg dwa pola, czynigce zado$¢
wszystkim warunkom zadania, D', D" niechaj oznaczajg odpowiednie
polaryzacye. Utwoérzmy pole E=E'— E", D = D'— D". Ponie-
waz pola z jednym lub dwoma akcentami maja posiadaé¢ jedne i te
same tadunki e w catem S$rodowisku dielektrycznym, przeto dla pola
E, D fadunki w dielektryku bedg réwne zeru. Energia wiec tego
pola bedzie, wedtug (199):

t j.
" 17==% 2<M =f % (PA + = w —+ Pren)-

Lecz dla kazdego z przewodnikéw jest dany albo 10 potencyat albo
tez 2° tadunek catkowity; w pierwszym wypadku mamy @i = ¢i'—
@i" = o, w drugim el = er' — ei" — 0. Dzigki wiec danym zaga-
dnienia znika dla kazdego i albo ¢i albo tez ej, tak iz mamyU=o0;
poniewaz za$ U jest sumg wyrazéw zasadniczo dodatnich, przeto
dla kazdego punktu przestrzeni bedzie E =0, t.j. E' = E", co bylo
do dowiedzenia.

§ 71. Niechaj ukfad n przewodnikéw, o dowolnych ksztat-
tach, rozmiarach i konflguracyi, znajduje sie w dielektryku, ktory
w ogolle moze by¢ niejednorodnym i anizotropowym.

Jezeli w dielektryku niema zadnych fadunkéw prawdziwych,
t. J. p = 0, N= o, energia pola elektrostatycznego nazywa sie, we-
dtug utartego zwyczaju, energig ukladu przewodnikow zelektryzo-
wanych, nie baczac na to, ze te bynajmniej nie sg jej siedliskami.

W tym wypadku mamy wedtug (199), zaktadajac zreszta, ze
sam potencyat wszedzie jest ciagly:
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17=3"=L8L8/\+m + ~ + o) (201)

gdzie ej jest catkowitym tadunkiem prawdziwym przewodnika i, za$
8 jego potencyatem.

Gdybysmy, nie zmieniajgc nigdzie kierunku sity elektrycznej,
zwiekszyli natezenie jej E wszedzie m razy, natenczas wszystkie
tadunki pozorne de', a wiec tez tadunki prawdziwe i, weditug (195),
wartos¢ potencyatu ¢ w kazdym punkcie pola i powierzchni prze-
wodnikéw, statyby sie réwniez m razy wieksze. Kazdy wiec z po-
teneyatéw @l,... on bedzie funkeya liniowg i jednorodng wszystkich
tadunkoéw er, ... e1 (i odwrotnie), o spotezynnikach, ktére beda zale-
zaly jedynie od ksztattu, rozmiaréw i IcOnfiguracyi przewodnikow
i od wiasnosci dielektryka.

Oznaczajgc wiec spotczynniki te dla @l przez all, al2 ... dla
22 przez «al, ¥s, ..., i t. d. bedziemy mieli:

Fi — «u el “h 3ael ~ w4~ Bjf e«

@2 = «2lel -I- «@2i ~™ - A a,nen (202)

on—«n(er [~ <%, B3 -j- ... -j- aaaen.

Podobnie tez tadunek kazdego przewodnika bedzie funkeyg liniowg
i jednorodng poteneyatdbw wszystkich przewodnikéw. Oznaczajac
odpowiednie spotczynniki przez bll, bl2, i t. d., mozemy napisac:

el = &UIFI + &IitF2 +. — <+ il[]gn
@ = 8A Tl + 822 4+ w + L4t

en— %nL @l -j- bn2 @2 + 4~ bnn @n,

Rozwigzujac zresztg réwnania (202) ze wzgledu na tadunki i po-
rownywajac z Ostatniemi wzorami, mozemy natychmiast wyrazi¢
spotczynniki b przez spoétczynniki a. Jedne i drugie zalezg wyla)
eznie od wiasnosci geometrycznych ukiadu przewodnikéw i 6d wia-
snosci dielektrycznych $rodowiska.

Wprowadzajgc (202) lub (203) do (201), otrzymamy energie
elektryczng uktadu jako funkcye jednorodng kwadratowg tadunkéw,
wzglednie poteneyatéw wszystkich przewodnikéw; dwie te posta-
cie jednej i tej samej rzeczy oznaczymy przez ff(e). wzglednie
przez i7(g).

Wedtug znanej wiasnosci funkcyj jednorodnych drugiego sto-
pnia i wedtug (201) mamy:
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38)e
Z Yei <<

a wiec:

Lecz wedhug (203) jest o = ik a wiec Ok — §hove>
ek 9pkdol

o 02U(a) . , . .

Dnie Dki = —— ; toz samo rozumowanie mozna zastosowa¢ do
oQi 0¢%s

spotczynnikow a. Mamy wiec dla kazdej pary wskaznikéw i, k na-

lezagcych do ukitadu:

(265) «ik = «ki, Yk — Yaki-

1 Mozemy teraz napisac:

(206) tYe) = % ik e.%%

067) 1) = iy > W-

gdzie kazda para wskaznikéw réznych ma by¢ uwzgledniona dwa razy,
a wiec np. dla uktadu ztozonego z dwdéch przewodnikéw: fYa) =
Ysoue2 + allele? i~ §a22e2x 1 podobnie dla T (o).

Maxwell' nazywa wielkosci a, o wskaznikach jednakowych
lub réznych, Spotezynnikami potencyatu lub potencyalnemi, &%
0 wskaznikach réznych—Spotczynnikami indukcyi lub indukeyjne-
mi, za$ %L1, b22, ... 'bm pojemnosciami przewodnikéw 1, 2, ... n.

Znaczenie fizyczne kazdego z tych spdétczynnikéw wyplywa
bezposrednio z (202) i (203). taczac metalicznie z ziemig (dla
ktérej ktadzie sie konwencyonalnie ¢ = o) wszystkie przewodniki z wy-
jatkiem jednego, np. 1, bedziemy mieli @2 = @3 — ... = @, — 0,
a wiec el = %llgp e? == 82jlpr e[| — brpl. Pojemno$¢ Y% wyraza
wiec tadunek przewodnika i, jezeli potencyat jego réwna sie jedno-
Sci, podczas gdy wszystkie inne sg potaczone z ziemig;, bk wyraza
tadunek przewodnika i, gdy potencyat przewodnika k réwna sie
jednosci, wszystkie za$ inne przewodniki, nie wykluczajgc samego A

El. and Mgnt. T. J, Rozdz. UJ.



sg :polaczone z ziemig; Jnnemi stowy: L jest tadunkiem jwzbud%0'-
nym*“ czylijindukowanym“ na i przez k. Podobnie tez aa jest
potencyatem przewodnika i, gdy fadunek jego réwna sie jednosci,
Podczasgdywszystkie inne przewodniki sg pozbawiono tadunku; v¥%
za$ jest potencyatem przewodnika i, gdy #fadunek przewodnika, k
rowna sie jednosci, podczas gdy wszystkie inne przewodniki wraz,
z przewodnikiem ¢sa pozbawione tadunku.

Opierajac sie na tych uwagach, czytelnik sam wyrazi stowa-
mi tres¢ fizyczng réwnosci (205).

Dzieki tymze roéwnosciom wyznaczniki réwnan (202) lub (203>
bedag symetryczne.

Poniewaz energia U jest zawsze dodatniag, spolczynniki a i
muszg dla kazdego ukiadu przewodnikéw czyni¢ zado$¢ pewnym
warunkom, a mianowicie: wszystkie aii, bu (0 wskaznikach jednako-
wych) musza by¢é dodatnie, podobnie jak wyznaczniki

N 12 it d (porébwn. Wstep, stii..'89)-
n22

Tak np. w wypadku dwoch tylko przewodnikéw bedziemy
mieli

au )> o0, 2)>0, 61 =0 b2 >0

i oprdcz tego:

Warunki dla spoétczynnikéw b wynikajg zresztg z warunkéw dla a.
Ostatnig nieréwno$¢ mozemy przeczytac: iloczyn pojemnosci dwéch
przewodnikow jest wiekszy od kwadratu, ich spétczynnika wzaje-
mnej ,indukcyi“ elektrostatyczne;.

Porownywajac (202) z ogélnym wyrazom potencyatu (195),
zrozumiemy natychmiast, ze wyznaczenie spétczynnikow a, a wiec
tez i b, dla danego ukladu przewodnikow przedstawia¢ bedzie te
same trudnosci, co zagadnienie sformutowane w § 70. Dotyczace
rachunki, poznamy w ciggu dalszym na kilku przyktadach.

Jezeli mamy dwa przewodniki 1 i 2, z ktérych pierwszy ota-
cza zupetnie drugi, natenczas wszystkie rurki polaryzaeyi, zaczyna-
jace sie na 1, konczg sie na 2, lub ®ddwrotnie, t. j.

A = — ei- A |

To samo zachodzi w przyblizeniu, jezeli przewodniki 1 i .2, jak np.
oktadki butelki lejdejskiej, sg bardzo bliskie siebie i stosunkowe

* Warstwa bowiem dielektryka zawarta miedzy przewodnikami
1 .12 jest, wedlug zatozenia, pozbawiona tadunku prawdziwego.'.



eodlegte od innych przewodnikéw. Zestawienie takie przewodnikéw
wraz z dzielagca je warstwa dielektryka nazywa sie kondensatorem,
same za$ przewodniki jego oktadkami. Skoro warunek powyzszy
jest spetniony, mamy wedtug (203)

(208) o bu = — bi2 = V&

wspllna ta wartos¢ wszystkich trzech spdétczynnikébw nazywa sie
pojemnoscig kondensatora; oznaczajac ja przez C, mamy

(209) en— C,(Y1 — 28)— — €2

Jezeli dielektryk jest jednorodny i izotropowy, natenczas
wszystkie spotczynniki b, a wiec tez pojemnosci %ii sg wprost pro-
porcyonalne do spétezynnika dielektrycznego K.

Istotnie, przy danem ¢, a wiec tez przy danem polu, ta-
dunki prawdziwe el, ei o, en sg proporcyonalne do K, a wediug
(203) maja tez byc¢ proporcyonalne do wielkosci b.

W tych samych warunkach, jak widzimy z (202), wszystkie
spotczynniki a bedg odwrotnie proporcyonalne do K.

§ 72. Rozwazmy z kolei dziatania mechaniczne pola elektro-
statycznego.

O ile chodzi o dielektryk, ktorego wiasnosci sa przestrzennie
ciggte, ktéry jednak moze by¢ niejednorodnym i anizotropowym,
mamy, wedtug wzoréw ogdlnych (Va), (Vb), &8 49, na jednostke ob-
jetosci site ponderomotoryezng

(210) P = Ep — - VVR(ED)
i moment pary sil
(211) L = VDE.

Jezeli dielektryk jest izotropowy, moment ten znika, sita Zii§ P
przybiera posta¢

(212) P=Ep — i E-VE-

Jezeli dielektryk jest tez jednorodny, pozostaje pierwszy tylko wy-
raz, t. j. dzialanie na siedliska tadunku prawdziwego. Znaczenie
Ijizyclzne roznych tych wyraz6w omowiliSmy juz zresztg w Roz-
ziale 111

Wewnatrz przewodnikow jest E=o0, a wiec tez P = o,
L o. Dzialanie pola elektrostatycznego na ciata takie wyrazi sie
jednak przez ukiad sil przyczepionych do elementéw ich powierzchni,
estanowigcych granice miedzy przewodnikami a dielektrykiem. Po-
dobnie tez na granicy dwodch réznych dielektrykéw, t. j. posiadaja-
cych rozne spotczynniki. A., beda istnie¢ pewne sity ponderomoto-
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Fyczne, ktore nalezy liczy¢ na jednostke powierzehni, nie za$ na
jednostke objetosci. ‘

Dziatania te na powierzchnie graniczne daja sie najprosciej
wyprowadzi¢ z ukladu napie¢ i ciSnien, czyli z wysitu elektry-
cznego (855) Lo

fy = E(Dv) — %V(ED) (Vlle)

ktory, jak widzieliSmy, daje tez w og6le site P i moment L. W sa-
mym bowiem wysile nie wystepujg juz pochodne przestrzenne we-
ktorow E. D ani spotczynnikdw dielektrycznych, ktére w pup»
ktach powierzchni granicznej przybierajg wartosci nieskoticzonei
Wzory, wyptywajace z zastosowania wysitu, powinny tez zreszta
by¢ zgodne, z wynikami, ktore otrzymuje sie przez rozwazanie po-
wierzchni granicznej jako ,warstwy przejSciowej* o malejgcej az
do zera grubosci.

Niechaj da bedzie elementem powierzchni granicznej, Si%> wy-
padkowa sila mechaniczna, dzialajgcg na ten element, czyli S na;
jednostke powierzchni. Oznaczajagc sktadowe tego wektora, jak
zwykle, przez i t. d, napiszemy S = ikK§1 + Jfi2 + kfi%s.

Wszelkie symbole bez akcentéw niechaj dotyczag jednej strony,
powierzchni e, z akcentami zas—drugiej; normalna v niechaj bedzie
zwrécona ku pierwszej stronie, t. j. od dziedziny akcentowanej
do dziedziny nieakcentowanej, ze tak powiem. WOwczas bedzie
fii= /N1 — jCvp i tak dalej, t. j. S = Sfyl -{- jfy3 F kfvs — (if'yl -)-
jfly2 kf'y3), czyli poprostu:

S = fy—-F"y. . (213)
Stosujac tedy wysil elektryczny (Vlle), otrzymamy wzor ogoélny
'S ““ E(Ov) — E'(D'V) — I v(ED — E'D,) (Ville)

zachodzacy dla powierzchni granicznej dwoch jakichkolwiek $rodo->
wisk, z ktorych kazde nawet moze by¢ krystalicznemu Wprowadza-
jac gesto$¢ we energii elektrycznej, mozemy napisa¢ krocej: ,-.

S = E(Dv) — E'(D'v) — v(ue — we)- (Vllle)

Sita ta mechaniczna posiada wiec oprocz sktadowej normalnej, réw-
nej roznicy gestosci energii po jednej i drugiej stronie, w' ogole
jeszcze pewne sktadowe w kierunkach samych wektoréw elektry-
cznych E i E'. Cata wiec sita S w pewnych, tylko warunkach
Szczegblnycli bedzie czysto normalng, w ogéle za$ posiada¢ tez-he-
dzie pewng skladowg styczng do powierzchni granicznej. —\/\/!

WzOr powyzszy zastosujemy teraz do Kilku wypadkéw szcze-
gélnych.
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§ 73. Jezeli powierzchnia graniczna dwoch dielektrykéw Ao-
wolnyeh jest pozbawiona tadunku prawdziwego, t. j. jezeli

DV=Dwv.
mamy wedtug (Vllle)
(214) S0 — (E — E) (Dv) — v(ttf — w'e),

gdzie znaczek 0 ma wskazywa¢ na brak tadunku. Jezeli obadwa
dielektryki sg izotropowe, o Spolczynnikacli skalarnych K, K, mamy
ary 1e- D' = KE! i wektory E, E', v lezg w jednej ptaszczyznie.
Poniewaz sktadowa styczna sity elektrycznej jest ciggta, przeto we-
ktor E — E' jest normalny do powierzchni granicznej. Oznaczajac
wiec katy (E, v), wzglednie (E', v) przez 6, 6', otrzymamy

S0 = %v[KE 2c0s20 — 1) — K'E"2(2 cosi 6' — 1)],
czyli
(215) S0 = %v [KE2cos 2b-K'E"- cos 26'| = v [ue cos 2h-u'e cos 26'].

Sita wiec mechaniczna na powierzchnie nienaelektryzowang jest
w tym wypadku iiormiiZng do powierzchni.

Jezeli linie sity elektrycznej przeszywajg dany element tej po-
wierzchni normalnie, t. j. 6 = 6' = 0, mamy

(216) S0 = v(ue — u'e)

— roéznicy napie¢ (gtébwnych) wzdtuz Jinij elektrycznych, co byto do
przewidzenia.

Zastepujgc powierzchnie graniczng przez warstwe przejscio-
wa, stosujac do niej wyraz — Y8E2X-K, wedlug (212), i czyniac
nastepnie grubos¢ warstwy réwng zeru, czytelnik przekona sie ta-
two, ze i tym rdéwniez sposobem otrzymuje sie wyraz (215) sity
powierzchniowe;.

Jezeli powierzchnia graniczna jest naee¥sYst{owwna, t. j. jezeli
Dv — D'v = n == 0, natenczas mamy oproécz sity S0 jeszcze dwa
wyrazy zaniechane w (214), a wiec S = S0 + E'n. Przeksztaice-
nie tego wyrazu ogolnego na inne postacie i wystowienie ich. w je-
zyku fizycznym pozostawiam czytelnikowi.

. Glosny wzor Maxwella, wedtug ktérego sita mechaniczna S
dzjalajgca. na powierzchnie naelektryzowang réwna sie gestosci ta-
dunku pomnozonej przez $rednig arytmetyczng sit elektrycznych p&-
nujgcyeh po jednej i drugiej .stronie, t. j. S== %n(E HE'J} nie

* ElL and Mgnt. T. L. R. V.



jest og6lnym, lecz zachodzi dla dielektrykéw izotropowych, i to
woéwczas tylko, gdy ich spoétczynniki sg rowne. INAGv ten wynika
tez dos¢ tatwo z (Ville). Istotnie, kiadgc K'— K, a wiec
n~= TfE — E')v, mamy przedewszystkiem

| ¢-S = E(Ev) — E'(E'V)~%6v(27-T72).

Niechaj a bedzie wektorem jednostkowym w kierunku czesci sity S
stycznej do powierzchni, tak iz S = v(Sv) a(Sa), Mnozac ska-
larnie ostatnie réwnanie raz przez v, drugi raz przez a i uwzgle-
dniajac, ze V2=1, va = o, i ze skladowa styczna sity elektrycznej
jest ciggla, t. j. Ea — E'a, a wiec tez E2— E'i — (Ev)2 — (E'v)
otrzymamy

Sv = 3Tf[(Ev) == (E'v)2 = ¥en(Ev-f-E'V)
Sa — (Ea)n = ¥en(Ea -j- E'a)-
a wiec
S=1(E -fE), dla K=K ' (217)
jak zapowiedziano wyzej.

§ 74. Rozwazmy wreszcie dzialanie mechaniczne, na powie-
rzchnie przewodnika zanurzonego w dowolnym dielektryku.

Jezeli weZmiemy normalng v zwrécong ku dielektrykowi, na-
tenczas bedzie E'= D' = u'e = o, a wiec wedlug (Ville):
SKE(Dv) —vue. Poniewaz za$ sita elektryczna jest do powierz-
chni przewodnika normalng, mozemy napisa¢ E'=v,E', a wiec:

S = v [Ti(Dv) — ue] — v [%,(Dv) — } ED|.

czyli

1S = K%v¥s) =K En. (218)
Sitg ta mechaniczna jest wiec wszedzie normalna do powierzchni
przewodnika, nawet w dielektryku krystalicznym; wielko$¢ za$ jej
rowna sie natezeniu pola elektrycznego w danem miejscu, pomno-
zonemu przez potowe gestosci powierzchniowej tadunku prawdzi-
wego.

Jezeli srodowisko ,jest izotropowe, mamy Dv ==Jf(Ev) =JfE,."
a wiec

S = ilL A\!lr =" vwe" (219)

t. j. kazdy element powierzchni przewodnika zachowuje sie tak,
jak gdyby urywajgce sie ng nim rurki elektryczne ciggnety go na-
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zewnatrz-z silg réwng swemu napieciu gtéwnemu, osiowemu. Isto+
tnie, widzieliSmy juz w 8§ 58, ze napiecie to wzdluz rurek elektryk
eznych réwna sie liczebnie gestosci energii elektrycznej. Obecnie
rownos$é ta staje sie oczywistg, skoro sie uwzgledni sposObi w jaki
obliczyliSmy pierwotnie energie kondensatora ptaskiego ze sity pon-
Heromotorycznej KEi normalnej do jego oktadek. (Poréwn. str. 180
i nastepne.)

§ 75. Opierajgc sie na powyzszych wzorach, moznaby przez
zesumowanie wektorowe wyrazow elementarnych Sds obliczy¢ catko-
wite dziatanie mechaniczne pola elektrostatycznego na kazdy z prze-
wodnikéw stanowigcych dowolny uktad.

W pewnych atoli wypadkach rachunek oparty na rozwinie-
tych w 8§ 71 wzorach energii elektrycznej takiego ukfadu moze by¢
dogodniejszy.

Przypomnijmy sobie z Rozdziatu Ill, ze wszelkie sity pondero-
Hiotoryezne otrzymaliSmy z przyréwnania pracy mechanicznej uby-
tkowi energii pola: SW= — 38U, w zalozeniu, ze przy przesuniec
eiu Wirtualnem #tadunek prawdziwy kazdej czastki pozostaje nie-
zmiennym. WOweczas to wiasnie pole pracuje kosztem wiasnej tyl-
ko energii.

Stosujagc to wprost do ukladu przewodnikdw rozwazonego
w § 71, otrzymamy wiec
(220) OH - — §(
skoro tylko zatozymy, ze podczas przesuniecia kazdy z tadunkow
el, ... en jest niezmienny, t. j. ze wszystkie przewodniki sg izolo-
wane. Pod tym tez warunkiem obliczyliSmy pierwotnie energie
elektryczng z pracy kondensatora.

Wedtug wzoru (206) otrzymamy przeto

(221) SW- — % \/\Veiek Saik.

Niechaj konflguracya catego uktadu bedzie Okreslonaprzezsze-'
reg parametréow wzajemnie niezaleznych xv X2 i t. d., odpowiednie
za$ sity ponderomotoryezne, w uogélnionem znaczeniu stowa, nie-
chaj bedg X1, X2 ... tak iz np. XISx! bedzie pracg wykonang
przez pole przy przesunieciu dinl. Opuszczajgc, dla udogodnienia
pisowni, wskazniki, oznaczymy przez x jakikolwiek z posréd tych
parametrow, przez X za$ odpowiednig site.

Otrzymamy woéweczas, wedtug (220)
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czyli, wedtug (221):

a réwnan takich bedzie tylez, ile jest parametrow niezaleznych,
t. j. ile stopni swobody posiada caty ukitad. Aby obliczy¢ z nich
istotnie sity X nalezy oczywiscie zna¢ spotezynniki a jako funkcye
parametréw. Pewne zresztg a mogg od danego X nie zaleze¢; wow-
czas odpowiednie pochodne odpadng z powyzszej sumy. Z posrod
parametrow X niektore mogg okresla¢ np. potozenie, wzgledne prze-
wodnikéw, inne znowu rozmiary lub ksztatty jednego z nich; w ogdle
bowiem, powierzchnie przewodnikéw mogg tez by¢ Odksztalealne,

.. 8 76. Powyzej zatozyliSmy, ze ftadunki sg state, t. j. ze
przewodniki sg izolowane; w tych warunkach uktad zachowywat sie
jako odosobniony energietycznie, a gdy pracowat, dziatlo sie to kosz-
tem wiasnej tylko energii,

Inaczej zupelnie ma sie rzecz, gdy poteneyaly przewodnikéw
sg niezmienne, gdy wiec np. kazdy z nich jest polgczony metali-
cznie z dodatnim lub ujemnym biegunem statego elementu galwa-
nicznego. Woéwczas uktad przewodnikéw, a raczej pole elektryczne
nie pracuje juz kosztem wiasnej energii U, lecz podczas przesu-
niecia przewodnikéw pobiera ze zrédet tych (np. elektrochemicznych)
pewne ilosci energii.

Jak wielkie sg te zasitki? Aby na pytanie to odpowiedziec,
zestawia sie trzy rdézne postacie wyrazu energii elektrycznej w row-
naniu identycznem:

7|7|'|/ fi8) + 3/4) — 20¢i6i —o

i tworzy sie jego waryacye zupeing, t. j. ze wzgledu na wszystkie
tadunki, potencyaty i parametry:

Sk

Dzigki zwigzkom (204), § 71, kazdy z dodajnikéw pierwszych dwdch
sum znika, tak iz pozostaje ‘'tiveecia tylko suma; poniewaz za$ pa-

*  Maxwell, loe. cit. art. 93-%o
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tainftry X sa wzajemnie niezalezne, bedzie dla kazdego z nich
.zosobna:

di7 (o) ouU(e)
<224) dx dx

Mamy wiec przy statych potencyatach wszystkich przewodnikéw:

\ WG

OX

<225)

t. j. wedtug (207):

a wyraz pracy mechanicznej pola elektrostatycznego bedzie teraz:
(227) OW = -(- dU (@, .. on niezmienne).

Praca ta bedzie wiec réwna nie ubytkowi, lecz ptZyrostowi energii
elektrycznej pola. Aby tedy podczas przesuniecia przewodnikéw
utrzymac ich potencyaty na statych wysokosciach, elementy galwa-
niczne lub inne zrodta muszg dostarczy¢ uktadowi ilos¢ energii row-
ng drtoulcrotnej ilosci pracy mechanicznej, t. j. 28W.

Analogiczne stosunki napotkamy przy rozwazaniu energii i dzia-
tan ponderomotorycznych uktadu pradéw elektrycznych czyli wiréw
magnetycznych, nieomal statecznych, a wiec w tak zwanej Elekro-
dynamice, w ciasniejszem znaczeniu stowa.

Zauwazmy tu wreszcie, ze energia U jest jednowartosciowa,
tunkeya parametrow X, ze wiec (zarébwno przy tadunkach statych,
jak przy potencyatach statych) praca mechaniczna uktadu zalezy
tylko od jego konfiguracyi poczatkowej i koricowej, nie za$ od spo-
sobu czyli od ,drogi, po jakiej uktad przechodzi z jednej do dru-
giej. Mozna to wyrazi¢ krotko, mowiac, ze Silyponderomotorycziie
X, wzglednie — X, posiadajg w funkcyi U potericyal jednowarto-
sciowy.

§ 77. Na zakonczenie sprawy dziatan liieehanichnych jeszcze
stow kilka co do poréwnania pola elektrycznego z polem grawita-

cyjnem.
Dla dielektryka izotropowego, jednorodnego, o spétczynniku

K-1,= mamy gestos¢ energii:
(@ V'O [ Ue==%4E2
site ponderomotoryezng na jednostke objetosci:

(b) P= EiiwE - > 'bYe |



i odpowiedni wysil elektryczny (wedtug Vlle):
fv=E(Ev)— t (©)

Z drugiej strony, dla gestosci energii grawitacyjnej mozemy
napisa¢, wedtug 8§ 37, i godzac sie na taki wybdr jednostek, przy
ktérym stata & — 1

Ye==V6-34BIi1, . (@)

gdzie % jest stalg dodatnia, wektor za§ F wyobraza site wywiera-
ng na jednostke masy; sita, na jednostke objetosci bedzie

P=— FdivF (b

(albowiem gestos¢ masy grawitacyjnej jest dana przez —divF);
stad zas otrzymamy odpowiedni wysit grawitacyjny

fv=-F(FVv) + %¥Vv.F (c)

. Charakterystyczng wiec réznice miedzy polem elektrycznem
(lub  magnetycznem) a polem gi1%eoitacyjnem, ktorg Maxwell pod-
kreslit juz w roku. 4861  mozna, tedy wyrazi¢ w sposoéb naste-
pujacy: i
%  jPodczas gdy rurki elektryczne (lub magnetyczne) zachowujg
sie jak gdyby byly napiete podituznie i Scisniete poprzecznie, a wiec
starajg sie skroci¢ i rozprezy¢, rurki grawitacyjne doznajg cisnie-
nia podiuznego i napiecia poprzecznego, czyli starajg sie wydtuzyé
i jednoczes$nie zmniejszy¢ swg grubosc.

To tez dwa tadunki elektryczne jednoimienne odpychajg sie
wzajemnie, podczas gdy dwie czastki grawitacyjne jednoimienne
(a wszystkie sg jednoimienne) przyciggaja sie, pomimo ze w je-
dnym i drugim wypadku obraz pola, t. j. ksztatt i rozmieszczenie
rurek sity, moga by¢ zupetnie te same.

Ocena zreszta, z punktu widzenia fizycznego, teoryj cigzenia,
ktére usitowano oprze¢ na wysile grawitacyjnym, bynajmniej nie
nalezy do tematéw niniejszej ksigzki.

Zafladnienia elektrostatyczne specyalne.

I 878. W dziale tym zajmiemy sie przedewszystkiem Kklasa
zagadnien sformutowanych w § 70, a znanych pod utartg nazwa

w  On physical lines of force, wstep do Czesci Pierwszej; w tlumacz.
Ufernieckiem w ,,Ostwald'S Klassiker*, str. 8.



problematéw ,rozmieszczenia elektrycznego“, t. j. rozmieszczenia
tadunku na powierzchni przewodnikéw, w stanie réwnowagi.
0d samego juz jednak poczatku wprowadzimy pewne ograni-
czenia upraszczajgce, a mianowicie zatozymy:
10 ze dielektryk jest izotropowy i jednorodny,
2° ze jest pozbawiony tadunku (z wyjatkiem pewnych miejsc,
w ktérych, o ile to zatlozymy wyraznie, moga sie znajdo-
wac tadunki ,punktowe*).
Poza tern przypuscimy, ze sam potencyat elektrostatyczny jest wsze-
dzie ciagty i ze w ,nieskonczonosci (o ile chodzi¢ bedzie o calg
przestrzenn) maleje jak Vr, w objasnionem juz Avielokrotnie znacze-
niu wyrazow.
W tych warunkach mamy, w catym dielektryku, div E = o,
czyli

(228) V29 = o,

gdzie ¢ jest jednowartosciowa funkcyg skalarng potozenia, ciggla
i skonczong wraz zo swojemi pochodnemi (po wykluczeniu ewentu-
alnych ,punktow elektrycznych).

Chodzi wiec o0 wyznaczenie ¢ dla wszystkich punktéw dielektry-
ka jako catki réwnania Laplaee’a (228). ktéraby przybierata na
powierzchni danych przewodnikdw 1, 2, .. n przepisane wartosci
<Pj, @2, ... on, albo tez dawata przepisane ich {adunki catkowite
el, €2, ... ¢], t j. sprawiata iz

— | A NYe=%i= 12, ..n

Poza tern catka ta ma by¢ ciagta i t. d., i zachowywac sie we
wskazany sposob w ,nieskoriczonosci.

Ot6z zadania takie, jak juz wspomniatem, zdotano rozwigzac
w nader szczuptej tylko garstce przypadkéw szczegdlnych, a tru-
dng ich strone stanowi wiasnie owo przystosowanie catek rownania
Laplaee’a do warunkéw granicznych, do powierzchni przewodnikow,
lub tez. innemi stowy poniekad: znalezienie catki do$¢ ogdinej, aby
do warunkéw tych data sie przystosowac.

Badz co badz, kazde z takich zadan, dopuszcza, jak widzieli-
smy, jedyne tylko rozwigzanie. Skoro wiec uda sie komns, Sle-
pym chociazby trafem, znales¢ catke w tej lub owej postaci, czy-
nigcg zados¢ wszystkim przepisanym warunkom, nie ma potrzeby
szuka¢ innych, wiedzac z gory, ze moga one by¢ formalnie tylko
rozne od tamtej. Nalezy tez zauwazyC, ze niekiedy znajdywano
najprzéd rozwigzanie, czyli ,odpowiedz“, a pOzniej dopiero odpo-
wiednie zagadnienie, czyli pytanie, t, j. przekonawszy sig, ze taka
a taka funkeya @ czyni zado$¢ rOwnaniu Laplaee’a, dociekano na-



stepnie, na jakich powierzchniach geometrycznych przybiera warto-
§ci stale, a nastepnie utozsamiano te powierzchnie z powierzchnia-
mi przewodnikéw. Dla celéw praktycznych rozwigzania takie moga
by¢ niemniej cenne; w przyrzadach bowiem, majacych stuzy¢ do
pomiarow elektrostatycznych, mozna przewodnikom nada¢ takie wia-
$nie ksztatty, dla jakich posiada sie rozwigzanie, zupetnie niezale-
znie odjego rodowodu. To tez Maxwell nawet gorgco, poleca swym czy-
telnikom Electricity and Magnetism (Rozdz. VII, T. 1) zapoznawa-
nie sie z wynikami tej ,odwrotnej metody“, tem bardziej, ze zda-
nego rozwigzania wynikajg przez pewne przeksztatcenia cate sze-
regi innych.

Dla pewnych zreszta rodzajow tych zagadnier, szczegdlniej
za$ dla przewodnikéw o postaci kulistej, wypracowano procedury
metodyczne, dos¢ potezne i stosunkowo wygodne w zastosowaniu,
a zlozyly sie na to prace najgenialniejszych matematykéw. Opie-
rajag sie one na teoryi tak zwanych harmonicznych funkcyj kuli-
stych, na metodzie obrazéw elektrycznych i inwersyi, na zastosowa-
niu przeksztatcenn naspotrzedne krzywoliniowe, szczegélniej normal-
ne, i tak dalej. Z przedmiotu tego, ktory posiada bardzo bogatg
literature, Wybierzemy zaledwie kilka punktow, dotyczacych rozwa-
zan ogolnych, i niewielka liczbe przyktadow.

8 79. Kondensator ptaski. — Dwie okfladki metalowe pta-
skie, rownolegte do siebie, niechaj bedg oddzielone warstwg diele-
ktryka o spélczynniku K. Zatézmy, ze grubos$é ! tej warstwy jest
bardzo mata w poréwnaniu z wymiarami oktadek; jezeli te np.
majg ksztalt krgzkébw o promieniu R, ktorych s$rodki znajdujg sie
na tej samej prostej prostopadtej do ich ptaszczyzn, zatézmy, ze 1
jest bardzo mate w stosunku do R. Woéwczas potencyat ¢ miedzy
oktadkami, a mianowicie dla punktéw niezbyt bliskich krawedzi
(obwodu), bedzie zalezat tylko od odlegtosci tych punktéw od okia-
dek. Potozmy ptaszczyzne yz na powierzchni wewnetrznej oktadki
1-ej, biorgc 0$ as-6w dodatnich w kierunku 1,2, t.j. od. 1-ej do 2-gj
okfadki. Woweczas potencyat bedzie funkcyg samego X, tak iz row-
nanie Laplace'a zredukuje sie do

dx? (229)

W jezyku matematycznym powiedzianoby, ze chodzi tu o dwie
ptaszczyzny przewodzace nieskonczenie rozlegte i rownolegle do
siebie. Jest to wypadek najprostszy, a ze wzgledu na zaleznos¢
¢ odjednej tylko zmiennej niezaleznej stanowi tak zwane zagadnie-
nie jednowymiarowe. Gdybysmy natomiast chcieli rozwazy¢ réw-

Elektrycznosc i Magnetyzm, 17
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niez punkty lezgce tuz przy krawedzi, rachunek statby sie bez po-

réwnania zawilszy.
Catka najogolniejszg powyzszego rownania jest

0 = AX 4- B,

gdzie A, B sa state dowolne. Jezeli dano sg potencyaly okiadek
@l @2, mamy B = @l, A = (@2— @lyL il wiec

(230) 0 = @1 + =cpllL.a,

Sita elektryczna jest normalna do okladek, a natezenie jej

% = Yi—Ta
ox 1

jest jednakowe dla wszystkich rozwazanych punktéw miedzy oklad-
'kami, czyli: mamy tu tak zwane pole jednostajne. Jezeli @l j> @3,
linie sity biegng od oktadki 1 do 2 jako peczek prostych réwnole-
gltych (tuz przy krawedzi dopiero linie te zaczetyby wyginaé sie na
zewnatrz); powierzchnie lzopotencyalne sg ptaszczyznami réwnole-
gtemi do okladek. Gestos¢ tadunku prawdziwego na okladce 1 jest

(231)

n=mD-KE=

na okladce 2 za$ n2 —— T7li- tadunki catkowite sg wiec
(232) el = e=—¢e2 = KE.S,

gdzie S jest powierzchnig kazdej okiadki. Liczba wszystkich komo-
rek jednostkowych, zawartych miedzy oktadkami, w przestroili walco-
watej o objetosci \V-SI jest (przy zaniechaniu Lomplikaeyj kra-
wedziowych, jak wyzej):

N = SEYs1— @) = KkL-,
energia zawarta w tejze przestrzeni, wedtug (231)

(233) —y=1" gFu, rv-

Dla pojemnosci kondensatora wynika z (232) i (231)

a znany ten wzoOr czytelnik sam wyrazi stowami.
Hnergie elektryczng kondensatora mozemy wiec Wyrazi¢ réw-
niez badz to przez wzor
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' Sa= P/CNNINN-7? | (233a)

badz toz przez
Ze=—I13a-Lass (233b)

Przy danych A’, & ,Spolczynnik® Sgl, wzglednie C, jedyny,
dolJrtorego redukujg sie w tym wypadku Spolczynniki «ik, wzgle-
dnie bik, zalezy tylko od wzajemnej odlegtosci okiadek I. Wedtug
wywodéw ogblnych § 75 otrzymamy przeto dla sity ponderomoto-
ryeznej L jarajacej sie zwiekszy¢ odlegtosé Z, przy statyeh ladwn-

laeh, L = — - % ~n—, t j. dla sily starajacej sie zblizy¢
Jjedng okfadke do drugiej:
€8
— L =) KS, (235a)

a wyraz ten jest identyczny z wyrazem KEi.8 wynikajacym bez-
posrednio przez zastosowanie wysitu Maxwellowskiego, czyli napie-
cia wzdtuz rurek elektrycznych.

Gdyby natomiast oktadki kondensatora byly potgczone metali-
cznie z biegunami elementu galwanicznego, o statej sile elektro-
bodzezej @l1— @2, t. j. przy stalych potencjatach, otrzymalibysmy
dla sity ponderomotoryeznej, czyli dla sity wzajemnego ,przycigga-

nia sie* okladek, wedtug § 76, (225): — t j. we-
dtug (233b):

i = Wi-g)2-p- (235b)

Sila ta wiec, ktéra przy statych tadunkach byla niezalezng
od Z jest przy stalych potencyatacli, lub ogdlniej przy statej rézni-
cy potencyatéw oktadek, odwrotnie, proporcyonalna do kwadratu ich,
odlegtosci. W drugim wypadku, .przy zblizaniu sie okladek, t. j.
podczas gdy kondensator pracuje mechanicznie, elektryczna energia
jego wzmaga sie bardzo szybko (gestos¢ za$ energii jeszcze szyb-
cej). a wszystko to dzieje sie kosztem zasitkOw czerpanych (np.)
z ogniwa elektrochemicznego.

Pojemnos$¢ kondensatora jest, jak widzieliSmy, caeteris paribus,
wprost proporcyonalna do spétczynnika dielektrycznego warstwy
izolujgcej; odzwierciedla sie to dobrze w nazwie ,pojemnosci wia-
sciwej“ (indukcyjnej, elektrostatycznej) nadanej Spolczynnikowitemu
pierwotnie przez Faradaya.

Ze wzoru (235a) widzimy wreszcie, ze przy statych, danych
tadunkach (prawdziwych) oktadki przyciggajg sie, lub zachowuja sie



tak jak gdyby sie przyciagaty, ze sitg odwrotnie proporcjonalng do
spotczynnika K. Wiasnos¢ ta zresztg, jak widzieliSmy poprzednio,
przystuguje kazdej w ogole parze czastek elektrycznosci praw-
dziwe;j.

Przy danych potencyatach natomiast sita ta jest, caeterispari-
bus, wprost proporcyonalna do K

§ 80. Kule spokrodkowe. — Niechaj O bedzie wsp6lnym
$rodkiem dwdch powierzchni kulistych o promieniach jKI i JS2 > Y4l
pierwsza z nich niechaj bedzie powierzchnig zewnetrzng jednego
przewodnika, druga—powierzchnig wewnetrzng drugiego przewodni-
ka. Miedzy jedng a drugg powierzchnig niechaj znajduje sie di-
elektryk o spétczynniku K. Przebiegajace w nim linie elektryczne,
normalne do jednej i drugiej kuli, bedg sie zlewaly z promieniami
Wyprowadzonemi ze S$rodka O. Cale pole bedzie symetryczne na-
okoto tego punktu. Oznaczajagc tedy przez r (E2 > r = Ej) odle-
gtos¢ dowolnego punktu od srodka kul, uczynimy zado$¢ warunkom
zadania, skoro zatozymy, ze poteneyat ¢ zalezy jedynie od r; i w tym
wiec wypadku zagadnienie jest jednowymiarowe, tylko ze zmienna
niezalezna ma teraz inne znaczenie geometryczne niz w poprzedza-
jacym.

Zaktadajac @ — @(r), mamy przedewszystkiem

op dy or dy x
ox dr ox dr r

a wiec

(236)

gdzie r jest wektorem jednostkowym radyalnym, wskazujgcym w kie-
runku rosnagcych r; sita elektryczna jest tedy wszedzie radyalna,
a wiec tez normalna do przewodnikéw kulistych, jak by¢ powinno;

natezenie za$ jej jest E =—
N.YgpniIB zaSmamy e = L8 (s + B (2 _ Vs |
ox2 dar2 r [ dr r r3

logiczne wyrazy dla drugich pochodnych potencyatu wzgledem vy, z,
a wiec przez dodanie

2 /3\/8 o1 d2 .,
an %t v+ — O wi—g3Hyn = o

mamy przeto:
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d2(opr)

~drr (237)

t- j. dla @r zupetnie to samo réwnanie co dla ¢ w poprzednim przy-
ktadzie.

Rozumiejgc wiec znowu przez A, B dwie state dowolne, mamy
Pp=PLsB; (238)

wyrazajac state przez poteneyaty @l, @2 kul Bl, & mamy

Yy = Lraes— Les 1 B aLtae-30)
R1-R2 Tr R1-R2

Dla natezenia sity elektrycznej wynika stad

p__ RIR2 JfI @2
r R2-RRj

tadunek kuli mniejszej, t. j. JSI, jest

el=e=L6KXIBl— 2

dla drugiej kuli jest, jak tatwo sie przekonaé, e2 —=—e.
(241) przez @l— @2, otrzymamy pojemno$¢ kondensatem kuli-
stego:

C=4nA 1,"Z1> (242)

Wszystkie inne zresztg rozwazania, analogiczne do tych, ktére
dotyczyty poprzedniego przykiadu, czytelnik sam przeprowadzi.

Jezeli w nieograniczonym dielektryku znajduje sie jedyny prze-
wodnik kulisty o promieniu R, otrzymamy wszystkie dotyczace wzo-
ry, kladagc w powyzszych R2 = 0o. Krétszg jednak drogg mozemy
je otrzyma¢ wprost z (238). Skoro bowiem dla r — 06 ma by¢
¢ = o, jak tego zawsze wymagamy, stata B musi by¢é réwna zeru,
a wiec ¢ = Ar*~i. Oznaczajgc tym razem rotencyat samego prze-
wodnika przez a, mamy A — aR, a wiec

9 WidzieliSmy juz zreszta we Wstepie (str. 69), ze po wylgczeniu
1 A
punktu r = o0 jest \VV2V;-) =0, a wiec tez V2(-- + B) = o.



stad za$ E = aBr~~". n — aB~~1, e = %mnK.Ba, a wiec tez

¢ T E=_c¢
(243) - T i
t. j. pole, przy danym fadunku, niezalezne od promienia kuli i ta-
kie jak gdyby caty #tadunek byt skoncentrowany w $rodku kuli.
Dzielgc e przez a, otrzymamy pojemnosé kuli

(244) C = intKB.
Energia elektryczna catego pola otaczajgcego kule bedzie

(245) A== i —

a wiec przy danym #tadunku odwrotnie proporcjonalna do promie-
nia kuli.

§ 81. Walce kotowe spoétosiowe. — Jezeli walce takie sg
bardzo dtugie w poréwnaniu z réznicg ich promieni czyli z grubo-
Scig warstwy dielektrycznej i jezeli ograniczymy sie do rozwazania
punktow niezbyt bliskich brzegéw kazdego walca (czyli, w jezyku
matematycznym, jezeli walce sa obustronnie nieskornczenie dtugie),
poteneyat ¢ bedzie zalezat tylko od odlegtosci punktu od wspdlnej
psi walcoéw. Oznaczajgc oalegtos¢ te przez p i kladac plaszczyzne
X, Y normalnie do osi, bedziemy mieli p2 =1_f2%- y2, @=@(p)
a wiec

kierunek za$ sity elektrycznej bedzie normalny do osi, a wiec tez
do powierzchni przewodnikdw walcowych. Przeksztatcone réwna-
nie Laplace’a i tym razem jest bardzo proste. Mamy bowiem

% dp x d 7/8I|W Alsl i podobnie

dx dp p ox'i dp2 " ' p dp'
Les—lsil x B Ysri __ v
oyi dp2" p p dp’ p2

poniewaz za$S ¢ od z nie zalezy, przeto rOwnanie to przybierze
postac
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(247) de 1 do» chlix[¥s(pYe)l = v
dp2 p Ys
bedzie wiec
dp_ a
dp p

gdzie M jest stalg dowolng, nastepnie za$
o = VL% -f- (248)

gdzie B jest drugg stata dowolng, Natezenie E, ktére w poprze-
dnim przyktadzie byto odwrotnie proporcyonalne do kwadratu odle-
gtosci od Srodka kul, bedzie tym razem odwrotnie proporcyonalne
do pierwszej potegi odlegtosci od osi walcéw. Wyrazenie statych
A, B przez potencyal'y ¢l, @2 przewodnikow walcowych o danych
promieniach przekrojow pl i p2)>pl i wyprowadzenie wszelkich
dalszych wzoréw na dradze podobnej jak w poprzednich przykia-
dach pozostawiam czytelnikowi. Miedzy innemi znajdzie on fatwo,
ze pojemnos¢ czesci tego ukladu przewodnikéw, zawartej miedzy
dwoma przekrojami poprzeeznemi, odlegtemi od siebie o 1 jednostek
'dbugosci, wynosi

JVeXZ _
%02 -1gp1'

(249).

ze wiec zalezy jedynie od.stosunku promieni pazpl.

Dla p2 = oo czyli w wypadku jedynego tylko walca, catka
w postaci (248) traci swa stosowalno$é, skoro nie odstgpimy od
wymagania, aby dla p — 00 potencyat znikat. Podobna zresztg uwa-
ga dotyczy jednej ptaszczyzny.

Powyzej przyjetym warunkom dla dwé6ch walcow odpowiada
do$¢ dobrze butelka lejdejska, ktérej pojemnos$¢ zasadniczo mozna
obliczy¢ wedtug (249); szklo bowiem w przyrzadach takich bywa
dos¢ cienkie w poréwnaniu z wysokoscig oktadek.

§ 82. ROwnanie Laplace’a w spotrzednych krzywoliniowych,
ortogonalnych. — Kazdy z powyzszych trzech wypadkdéw stanowit
bezposrednio zagadnienie jednowymiarowe. Wwieluinnych zagadnie-
niach, ktére dotycza przewodnikéw 0 zawilszych ksztattach geome-
trycznych, mozna uezymé potencyat zaleznym od jednej wielkosci,
a mianowicie przez odpowiedni wybdér zmiennych niezaleznych, czyli
spotrzednych w Ogolniejszem znaczeniu stowa, i przez wprowadze-
nie ich do ogdlnego réwnania Laplace’a. W pierwszym przykiadzie
Si byto najodpowiedniejszg zmienna, albowiem przybierato wartos¢
statg na kazdej z ptaszczyzn, w drugim przyktadzie te samg wla-



sno$¢ posiadato r wzgledem powierzchni Rulistyeli spoétsrodkowych.
w trzecim p wzgledem walcéw Spolosiowyeh. Dzieki temu przysto-
sowanie catki ¢ do warunkéw granicznych, t.j. wyznaczenie statych
dowolnych A, B, bylo pozbawione wszelkich trudnosci.

Jezeli chodzi np. o dwa elipsoidy spo6togniskowe, nalezy wy-
razi¢ operator V2 w terminach takich zmiennych, aby jedna z nich
przybierata warto$¢ statg zar6wno na jednym jak i na drugim eli-
psoidzie; wowczas odpowiednia catka da sie tatwo do tych powierz-
chni przystosowaé; zobaczymy nawet, ze calka ta jest zupeinie taka
sama jak dla kondensatora ptaskiego, tylko ze zmienna ma w tym
wypadku inne znowu znaczenie geometryczne. Przykitady te wy-
starczg do zrozumienia, jak wazng moze by¢ znajomos¢ jaknajwie-
kszej liczby ksztaltow operatora Laplace’a.

Ograniczymy sie tu do wyrazenia V2 w spoOtrzednych krzy-
woliniowych ortogonalnych, lecz zreszta dowolnych. (Wprowadzenie
skos$nokatnycli nie jest wprawdzie zasadniczo trudniejsze, ortogonal-
ne jednak sg ze wzgledu na Zastosowaniadoomawianych zagadnien
najwazniejsze.) Jako przyktad rozwazymy nastepnie t. zw. spodlrze-
dne eliptyczne, a w szczegélnosci tez zwykle biegunowe i cylin-
dryczne.

.Przeksztatcenia“, o jakich mowa, wykonywa sie zwykle
przez zestawienie spoOtrzednych krzywoliniowych z prostoliniowemi
zr, y, Z i przez zastosowanie pewnej postaci twierdzenia Greena.
Rachunki dotyczace, nie baczac na ich donioste skrécenie dzieki uzy-
ciu twierdzenia Greena, sg jednak dos¢ diugie jeszcze i nieprzej-
rzyste™, Mozemy atoli otrzymaé zgdany wyraz V2 wspOtrzednych
Rrzywoliniowycli, nie uciekajac sie zgota do zadnych innych spél-
rzednyeh; a licuje to lepiej z metodg wektorowa, ktdrg w miare
moznosci staratem sie w calej tej ksigzce bezposrednio sécosovve%c'. Opeorza-

tor Laplace’a byt pierwotnie okre$lony przez V3—— 1 - ---
oxiT 0y~ dz-
aczkolwiek dawno juz wiedziano, ze jest on niezalezny od wyboru
spotrzednych. Wedtug zasadniczych okreslen analizy wektoréw
Ip. TKs¥sp, wzory (82) i (II)] jest on atoli od poczatku iteracya

skalarng operatora V = wvI t j. V2« = W lub tedV2p =

di-V 7'f, a wiec nie opiera sie na zadnych spotrzednych. Z tego

Por. up. Kirchhoffa Mechanike, Wyktad XVII, Iub LL Webera:
Part. Diffgleichungen d. math. Physik. Tom 1, § 41 (1900) lub tez klasyczne
dzieto Lamego twércy teoryi takich spétrzednych: Legons sur le coordon-
nées curwhgnes Paryz, 1859. H. Weber, w Cytowaiiem dopiero co dziele
(8 90) wyraza wprawdzie operatory curl i div w spétrzednych krzywoli-
niowych, nie uciekajac sie do @&, Y, Z, nie Czyni tego jednak dla operatora
\/2: chociaz bytoby to réwniez proste.
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punktu widzenia nie powinnismy wasciwie méwic o ,przeksztatceniu®
operatora Laplace’a, lecz o wyrazeniu go w tych lub owych spdl-
rzednyeh, prosto- lub krzywoliniowych.

P> tych, przydtugich moze, uwagach przejdzmy do rzeczy.

Aiecliaj u, v, w beda dowolnemi spétrzednemi krzywoliniowe-
mi, Ortogonalnemi. Innemi stowy: niechaj w= const, bedzie ukia-
cenicx? dowolnie uksztattowanych powierzchni v = const, drugim
uktadem powierzchni normalnych do pierwszych i wreszcie w — const,
trzecim ukladem powierzchni, przecinajacych normalnie wszystkie
powierzchnie pierwszego i drugiego ukiadu. Dla krétkosci mozna
Jedmjztych powierzchni nazywaé ,powierzchnig u“, wzglednie ,po-
wierzchnig V* lub w. "

Niediaj p bedzie wektorem jednostkowym normalnym do po-
wierzchni w. w danym punkcie, i wskazujagcym w kierunku rosng-
cych Ivartosci u. Podobne znaczenie niechaj majg wektory jedno-
stkowe g, r wzgledem powierzchni v, w. Ze wzgledu na normalnos¢
uktadu bedzie przedewszystkiem pqg = qr = rp ==0. Uklad p, q, r
niechaj zreszta bedzie prawosleretnym, t, j. takim, iz p=Vqr.
<J=Vrp, r==Vpq; lionivencya ta jest zreszta obojetna dla. obecnych,
naszych, celéow; dopiero gdy chodzi¢ bedzie o wyrazenie operatora
cwl w terminach u, v. w, znajdzie ona swe uwzglednienie. Zby-
teeznem jest chyba rozwodzi¢ sie nad tern, ze kierunki wekto-
low p. g r zmieniajg siew ogoéle od punktu do punktu; wyjatko-
wo tylko sg one jednakowe w calej przestrzeni, a mianowicie gdy
powierzchnie odpowiedniego ukiadu stajg sie plaszczyznami; przy
uzyeiu .zwyktych spotrzednyfeh  prostoliniowych zachodzi to dla
wszystkich = trzech \ektoréw jednostkowych, w calej przestrzeni
Ouklidesowej.

Oznaczmy przez dsi, ds., ds3 elementy dtugosci mierzone wzdtuz
p, wzglednie g, r. V”~weczas bedzie, wedtug (82) (Wstep):

=215 vw=<@%s Jw="2% (250)

u, vj w sg bowiem Slealarnemi funkcyami potozenia.

Jezeli ¢ jest dowolng funkcya skalarng potozenia w przestrze-
ni, ktdérg pragniemy' uwaza¢ jako funkeye zmiennych niezaleznych
u, v, io, otrzymamy

! b-ﬂ,c ,¥6'lk0  nlepizerwanych i posiadajgcych naogét  w kazdym

punkcie okreslong normalng; to samo zakiadamy o powierzchniach

V _ const, W— const. Punkty osobliwe, jak np. wierzchotek stozka, po-
i F

winny byc szczegdlnie uwzgledniane.
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9¢ du 9¢ dv 0p dw
P du ost ' dv ds2 ' r dw ds3'
albowiem przy posuwaniu sie w kierunku p wielkosci v, w nie Clo-
znajg zmiany, t. j. ﬁv_: ﬂzo,i podlobni'e téz'—gt: Oitakdalej .
(S 0SI 0s%

Wedtug (250) mozemy zamiast ostatniego réwnania napisac:

(251)

lub tez

(KD + >"Y>T

gdzie przez U, V, W oznaczylem natezenia wektoréw _~1, ' 7v, 7w,
a wiec, wedtug (250):

du ,, dv w dw
dst' 0s2' Nos3

Poniewaz wiec U, jako szybko$¢ przyrastania u przy posu-
waniu sie w Kierunku p, jest od wyboru jakichkolwiek pomocniczych
spotrzednych zgota niezalezna, i poniewaz to samo dotyczy Tr, J-F,
przeto mamy juz w (251) wyraz V¢ w zadanych sp6trzednych krzy-
woliniowych, . ortogonalnych. Wielkosci skalarne U, F, W nalezy
sobie pomysle¢ jako dane funkcye samych u., v, w.

Stad za$ mozemy otrzyma¢ V2> najlatwiej jezeli napiszemy
V29 =%V i przypomnimy sobie ze Wstepu pierwotne okresle-
nie rozbieznosci (str. 30). Niechaj mianowicie dz bedzio elemen-
tem objetosci zawartym miedzy szescioma powierzchniami u, u- -du.
v, v +dv, w, w-|~dw. Element ten bedzie prostopadtoscianem, tak
iz dz = dsids2ds3. Wedtug (252) mozemy napisaé

* Zachodzi to dzieki normalno$ci uktadu; dla spétrzednych skos/io-
katnych pochodne tc nie znikatyby.
33 - 7 %o
W spéitrzednych X, Y, Z, mielibySmy ) K ( )" -p

"z ' 1 podobne wyrazy dla F', W) Warunek za$ normalnosci t. j.

(VN)(\VVc)=O i tak dalej, wyrazitby si¢ przez réwnanie
du dv du ov . du dv

-J= WMIH- 'A—W~=" W— '— 0 i dwa inne podobne,
e DX ﬁy o Y t dwainne p
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1 du

dor= Lo—9r dv jl/s_il _ dudvdw

Oznaczajgc tedy skiadowe dowolnego wektora R w kierunkach
P» Q r przez Rv R2, R3 i tworzac jego catke powierzchniowsg czyli
indukcye (zwrécong nazewnatrz dt) przez Sciane stanowigca czesc
powierzchni u i przez Sciane przeciwleglg, stanowigcg cze$¢ po-
wierzchni u  du, otrzymamy

,  dudw R, J, R. . i R,
viy = t FJ™_f %o’ ypp-)dul dvdw= ) dudvdw;

dwa podobne wyrazy otrzymamy dla pozostatych dwdch par Scian;
poniewaz za$ div Rdz nie jest niczem innem jak indukcyg catkowita,
czyli sumg tych trzech wyrazow, przeto, dzielagc obustronnie przez.
dt i. uwzgledniajac ostatni z wzoréw (253), bedziemy mieli:

jako wyraz rozbieznosci dowolnego wektora w terminach spéirze-
dnych krzywoliniowych ortogonalnych.

Stosujgc za$ wzOr ten do wektora R=wvp, t. j. kladac we-
diug (251) R,i=~UN-, Ri=V-y~ K Ri=WWVW, otrzymamy bezpo-

Srednio div 7'f czyli V29 w zadanej postaci:

+NJIE ) (259)
1

dw(t UV d

Oznaczajac zresztg iloczyn UVW przez Q, mozemy napisa¢ nieco
krocej:

Rownanie Laplace a w spétrzednych ortogonalnych przybierze
wiec ksztatt

i aLtaX/\N"N\L=st 04 /W2 ov
ol Q du ov<Q %V + =1%6%60,) = (256>

jednoczednie za$ sita elektryczna wyrazi sie, wddiug (251), przez

o — (257)



Przy konkretnym wyborze ukfadu, spotrzednych krzywolinio-
wych nalezy U, V, W, a wiec tez Q, uwazac jako znane funkeye
zmiennych niezaleznych u, v, w. ROwnanie Laplace’a jest wiec
rownaniem rozniczkowem czastkowem, liniowem, drugiego rzedu,
0 'spo6tczynnikach w ogéle zmiennych od punktu do punktu.

Rozwazymy teraz przykiady takich spotrzednych ortogonalnych,
najbardziej znane co do teoryi i zastosowali.

§ 83. Spoirzedne eliptyczne— Jezeli powierzchnie w = const,
sg elipsoidami spotogniskowemi (w ogoéle tréjosiowemi), « = const.
Hyperboloidami jednopowltokowemi, w = const, hyperboloidami dwu-
powtokowemi, o tychze ogniskach, mamy potréjny uktad ortogonalny
znany z geometryi analitycznej pod nazwa ukiadu Ilcwadrylc spot-
Ognislcowyeh. Spétrzedne u, v, w nazywaja sie wobwczas krotko
etiptyeznemi.

W tym wypadku mamy *

in2___ /(m ya__ N
(«—Vv) (U—W)’ —w) (v—u) "’
(258) W2

T (w—u) (W<
gdzie f(xX)—4@2-(-x) (b2 +rc) (2 x)

i gdzie a2, b2, c2 sg wielkosciami dodatniemi statemi dla catego
uktadu, t. j. dla calej przestrzeni; a2 >1b2 = e2. Znaczenie ich geo-
metryczne jest dane przez to, ze /(02—02), V(az—<c2), K(d —w®)
sa odlegtosciami ognisk przekrojow gtownych od srodka catego ukia-
du; ogniska te za$ sg wspolne wszystkim powierzchniom; 2«, 2b, 2¢
sa dbugosciami osi gtdwnych, elipsoidu u = o. **

Piszac znowu Q = Z7FTK, otrzymamy wedtug (258):

(259) — v 17 —Tf(u)
Q f<ff) f(w)

* Oprocz dziet Specyalnie geometrycznych poréwn. np. Kirchhoffa
Mechanike, § 2 Wyki. XVII, lub cytowane wyzej dzieto H. Webera, T. I.

§ 43-
X2 iy 2

NN« V, W sg pierwiastkami rownania ~sFyy —r "~ o hl~—} << 1’

gdzie a?, Y, Z sa zwykiemi spoétrzednemi prostoliniowemu, mierzonemi wzdtuz
«si gldbwnych powyzszych powierzchni.



i dwa analogiczne wyrazy dla V2/Q, TF2ZQ. Poniewaz zresztg dla
wszystkich (rzeczywistych) punktéw przestrzeni jest, przy powyz-
szem podporzadkowaniu wielkosci u, v, w poszczegdlnym rodzajom
powierzchni:

u=v=w,

a mianowicie
0=>u=>—c2, —=>u=>—bh —&=>w=a2 (260)

przeto f(u)if(w) sa zawsze dodatnie, f(U) natomiast jest w/ewffle, tak
iz pierwiastek w (259) jest rzeczywisty, jak by¢ powinno.

L W wyrazie (259) jedynie tylko f(u) zalezy od u; dzieki temu
mamy wiec

i dwa podobne wyrazy dla pochodnych wzgledem v, w. Wprowa-
dzajge tedy nowe zmienne niezalezne o, B, y, z ktérych pierwsza
zalezy tylko od u, druga tylko od V, trzecia tylko od w, a miano-

wicie takie iz Y&- 17(Uj = Vs, |

au " da t. d, to jest
dw
261
V f(w) (261)
otrzymamy
0 2 ty) \G—Y 9,0

%% Q OJu V-f(uyf(u)f(w) da2

i dwa inne podobne wyrazy, tylko ze w drugim bedzie — (w— u),
nie zas-J-(w— m). Podstawiajgc wreszcie do (255), bedziemy mieli
zadany wyraz V20 w spo6trzednych eliptycznych:

_ (262)
V2 ==y W) W) ey T -

Wedlug (261) a, B, y wyrazajg sie odpowiednio przez u, v, w
za pomoca catek eliptycznych, mamy tam bowiem pod znakiem pier-
wiastka wyrazy 3-go stopnia; f(u) = 4(«2-J-u) (b2 + u) (c2-f-u)
i podobnie f(v), f(w). Catkom tym mozna nada¢ posta¢ normalng



catek eliptycznych pierwszego rodzaju:" Odwrotnie wiec u, v, w. be-
da funkcyami eliptyeznemi zmiennych a, wzglednie B, y i jako ta-
kie nalezy je sobie pomysle¢ we wzorze (262). Zaleta zmiennych,
a, B, y w porébwnaniu z u, v, w polega na tern, ze uwalniajg nas
one od pierwszych pochodnych ¢, pozostawiajac tylko drugie (po-
yéwn. pierwotny wyraz (255)], dzieki czemu postaé \V2¢ upraszcza
sie znakomicie. Zauwazmy wreszcie, ze dzieki u=>vj=>to wszyst-
kie spétezynniki w (262) sg zasadniczo dodatnie.
Wedtug (262) réwnanie Laplace’a przybiera ksztatt

ktéry nadaje sie bezposrednio do rozwigzania catego szeregu zadan
elektrostatycznych dla przewodnikdéw o postaci elipsoidow i liyper-
boloidéw jednego lub drugiego rodzaju. Rozwazymy tu nieliczng
tylko garstke przyktadow.

§ 84. Elipsoidy spétogniskowe. — Jezeli potencjat ¢ zalezy
tylko od a, a wiec tylko od u, wszystkie powierzchnie izopoten-
eyalne beda sie zlewaty z powierzchniami elipsoidéw spétogniskowych,
tak iz liniami sity elektrycznej bedg linie przeciecia jednych i dru-
gich hyperboloidéw, a wiec linie krzywiznowe tych powierzchni.

Roéwnanie Laplace’a redukuje sige w tym wypadku d( Q}ipg: o

tak iz bedzie
®=Aa - b,

gdzie 4, B sg dowolne state. Jezeli wiec @l, @2 sg poteneyatami
«dwoch przewodnikéw elipsoidalnych spétogniskowych okreslonych
przez wartosci a — aj o const, a= a2 = const., mamy @l=+lal- -j5,
ib2 = Aa2 -j- B, tak iz poteneyat w dowolnym punkcie pola elektry-
cznego, zawartego miedzy temi przewodnikami, bedzie:

, = o¥ka— a2?

“l —«2
Natezenie sity elektrycznej w dowolnym punkcie pola bedzie,

wedtug (257); E=—U-—, a wiec, wedtug (264), (261) i (258):

* Odpowiednie wzory czytelnik znajdzie np. u Maxwella, El. and
Mgnt, T. I, Rozdz. X, lub w dziele ¥snie,go (na ktérem opiera si¢ Max-

well): Lecons sur les fonctions inverses etc.; Paryz, 1857. Powyzsze %o B, y
odpowiadajg Maxwellowskim vy, B, a; a,-b, ¢ maja tu zreszta inne zna-

czenia.



— 271 —

(a2 a)lz(u—v)(u—w)

E jest wiec rézne w roznych punktach jednej i tej samej powierz-
chni elipsoidalne;j.

Niechaj polosie gtdwne przewodnika 1, dla ktérego napisali-
sSmy a=al, bedg a, b, c; wéwczas odpowiednia warto$¢ u bedzie
Ul=0 (8§ 83); otrzymamy przeto dla gestosci +tadunku, rozmieszczo-
nego na tym przewodniku

(u=o) (266)

Jezeli dla drugiego przewodnika jest U—U2 = Ul t. j. U2 = o,
przewodnik 2 bedzie otaczat przewodnik 1. tadunki dowolnych cze-
éci drugiego przewodnika bedg roéwne i wprost przeciwne tadunkom
odpowiednich czesci pierwszego.

Mozna Jfatvy\o oka@aé, ze iloczyn wv we wzorze (266) jest wprost pro-

porcyonalny do’éfl o é\_' Gesto$¢ tadunku n bedzie wiec

wprost proporcyonalna do diugosci prostopadiej spuszczonej ze Sro-
dka elipsoidu na. ptaszczyzne styczng wdanym jego punkcie, co sta-
nowi tres¢ znanego bardzo twierdzenia. Gestos¢ bedzie tedy naj-
wiekszg na koncach osi najwiekszej (A==xff), najmniejszq za$ na
koncach osi najmniejszej, (E= —+ <)

Dla U2 = oo drugi, zewnetrzny elipsoid staje sie nieskoricze-
nie wielkim, tak iz. kladac jednocze$nie @2==0, otrzymamy pole
elektrostatyczne, otaczajgce jedyny przewodnik elipsoidalny. W tym.
wypadku mamy, wedlug (265). dla wszelkich u = o, t. j. dla calej
przestrzeni zewnetrznej

(267)
(a2—al) 1t u-v) (u—w)

gdzie wedtug (261) nalezy potozy¢ (ze wzgledu na ui =o0, U2 = o0):

du
«2 —al - s (2683

J T (@2-j-u) (b2 u) (U

Calka ta posiada wartos¢ skoriczona, zalezng jedynie od ksztattu
i rozmiarow elipsoidu. Dla gestosci tadunku otrzymamy



(269)

Dla « = const. = co mamy kule o promieniu JP%". tadunek
catkowity e rozmieszczony na przewodniku elipsoidalnym otrzyma-
my tedy najtatwiej, biorgc indukcye catkowita przez te kule. Po-
niewaz V, w sg zawsze skonczone, a mianowicie zawarte w grani-
cach (260), przeto (267) daje

(a2 —otJ U

mnozac wiec poprostu przez powierzchnie owej kuli i przez spol-
czynnik dielektryczny, t. j. przez 4nmwX", otrzymamy

(270)
0c2----Otl

Pojemnos¢ elektrostatyczna elipsoidu bedzie przeto

4mtX
(271) c—
a2 — Ot

gdzie warto$¢ ot2— al jest okreSlona przez catke eliptyczng (268).

Zmienne q, B, y okreslone przez (261) mozna, jak juz wspo-
mniatem, przedstawi¢ w postaci catek eliptycznych normalnych,
pierwszego rodzaju. Odpowiedni rachunek przeprowadzimy tu jedy-
nie dla. zmiennej a, aby w postaci tej wyrazi¢ tez stalg ot2-otl
wystepujacg w powyzszych wzorach.

Pot6zmy mianowicie
(c=+w=a,

awe a+u=§& a—c2 b24~u—E& bh2—c3, du= 2&d;

otrzymamy wowczas

du d¢

77TW) I'(Y621 - «2 — Az=1 rs)
czyli, kladac
(272) b2 -2
i wprowadzajac

€l



jako zmienng niezalezna:
d¢
1f(u") = 1(1-rve2) (1-y-n2Q2)

Otoz, rozniczke te mozemy przeksztatcic natychmiast wedtug Kia-
sycznej tablicy redukcyjnej Legendre’é  kladac mianowicie

(=
otrzymamy zadang posfeé:
du B <% 05
. 273
'(zi) ®? 1 1—7%2%m3y 273)
gdzie modut % jest okreSlony przez 2 =1 — n2
(272), przez
«e 3
(274)

a-— (3

Zauwazmy, ze €ll s, €3, sg odlegltosciami ognisk
nych od $rodka, catego ukiadu.

Wedtug (261) otrzymamy tedy zmienna a w postaci normal-
nej catki eliptycznej

1 "% d¥%

I 1 — W2sin2y

* —

gdzie wybdér dolnej granicy jest sprawg obojetna; mozemy wzigé
dla niej np. skrajng wartos$¢ u — — ci, a wiec £==0, { = o. t. j.
Y = o; wowczas bedziemy mieli, przy zwyklym sposobie ozna-
ezania:
T s (275)

Gdy w rosnie od —C2 do -j- oo, kat ¢ rosnie od o do %m

W zastosowaniach chodzi o rdznice dwoch wartosci a odpo-
wiadajacych danym Uy U2, a wiec adpawiednim @8, ®); tak iz, bez
wzgledu na ten lub 6w wybdr dolnej granicy powyzszej catki eli-
ptycznej, mamy

Patrz Ennepera Elliptische Funktionen.
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Jezeli w nieskonczenie rozlegtym dielektryku znajduje sie ye-

dyny przewodnik elipsoidalny, mamy Ul = 0. u2= oo, t.j. (2= —-,

i — 0 % — > pojemno$¢ elektrostatyczna C tego przewodnika
..... s
bedzie” Wiec, wedtug (271), okreslona przez wzor
1 BM) — 7%, ) | c
Y* = arct9 1/?+ (271a)

¢
gdzie FQc) jest krotkim symbolem dla FQe, -1) czyli dla catki eli-
ptycznej zupetnej.

Jezeli a =& =c==77 t j. jezeli elipsoid staje sie kula,
najprosciej jest wroci¢ do pierwotnego u lub & Istotnie, wdwczas
mamy wedtug (a)

du dé
VEGN) &

a wiec
-j-const;; a2 —a = Ji

E
tak ii C= inKB, jak by¢ powinno (880).

Tarcza eliptyczna. — Jeleli,ul=—c2, elipsoid staje sie nieskon-
czenie cienka ptytg czyli tarcza eliptyczng w ptaszczyznie xy; poétosie
gtbwne ograniczajacej jg krawedzi eliptycznej sg A = Val —c2= e,
B — Vb2—c2 = €l. W tym wypadku mamy Yl =o0, FQe, Y1) =o0.
Jezeli tarcza taka jestjedynym przewodnikiem, znajdujagcym sie w polu
elektrostatycznem, mamy znowu u2 = oo, |2 =

a wiec
Yo —=l= W = 4'B(J/8).
= N
Gestos¢ tadunku, na jednej lub drugiej stronie tarczy, bedzie przeto
wedtug (265)
At -1
Fty (v-j-c2) (w-]-c2)

(276)

* Aby ta byla fizycznie rzeczywista, wystarcza. zatozjM, ze % jest
nieco wieksze od — ¢2; otrzymamy wowczas sptaszczony bardzo elipsoid.



tadunek catkowity (po jednej i drugiej stronie), wedtug (270)

_ uNao.l
e — ' 277)

a. wiec pojemno$é elektrostatyczna tarczy eliptycznej;

A inTtKA
........... (278)
gdzie F(7s) jest catkg zupelng pierwszego rodzaju o module
_/ sp.... il l.d-- Ir
tfp,—.— = —— ] (279)

modut ten jest wigc rowny mimosrodowi (elcscentrycznijsci) tarczy
eliptycznej. *
Wedtug (277) mozemy jeszcze napisa¢ zamiast (276)
7 — 6
280
am z(p - ¢2) (w -J- ca (280)

W spo6trzednych X, y, mierzonych wzdtuz osi »wnych tar-
czy, mamy

vw -j- ai(u + w) -j- 04 = (@2 — Z¥& **
—vw — h2(v ~~ w) — bi — (a2 — &2)ya ,
a wiec

Gv-rc2) (w+c2) = Ci--C-(a2+b2) ¥ a2b2 — (bi—c)x2 — (d2—&}iRR

! ja r/p .,
tak iz (280) przybiera posta¢

(280a)

Wartosci Lo F_glf) czytelnik znajdzie w ,,Tablicach matematyczno-
fizycznych* Prof A. Witkowskiego, str. 80—81.

** Roéwnania te otrzymamy wprost, ldadac U
ogoinych

c2 we wzorach

s__ (aew) (02~HQ (a-- -w)
(a2-b)) ~-d) Ut a3

ktére czytelnik znajdzie np. w Mechanice Kirchhoffa, Wykt. XVI-J, § 2.



Gestos¢ tadunku jest wiec najmniejsza w punktach srodkowych tar-
czy (po jednej i drugiej stronie) i rosnie bezgranicznie, w miare
gdy zblizamy sie ku krawedzi; w samych punktach krawedzi jest

-p + == 1» a w¥c yl — ¢°! tadunek jednak catkowity, jak wi-

dzimy z (277), jest skonczony, skoro tylko potencyat tarczy ¢! po-
siada warto$¢ skonczong. W rzeczywistosci gesto$¢ na krawedzi
bedzie tylko bardzo znaczna, lecz skonczona; nalezy bowiem zato-
zy€, ze tarcza posiada pewna, acz bardzo matag, grubos¢, czyli, ze
jest elipsoidem bardzo sptaszczonym odpowiadajgcym wartosci u
nieco wiekszej niz — ei.

Jezeli A = B=R, mamy krazek ptaski; ktadac &2-j-y?2= 12,
otrzymamy

e

281
(281) TV - -~r-

Modul k staje sie w tym wypadku réwnym zeru, wedtug (279);

rmw2
mamy przeto F(li) = | dy = -m, tak iz pojemnos¢ elektrostaty-

o}
ezna krazka bedzie, wedtug (278):
(282) C= SitKR.

'w§ 85. Hyperboloidy. — Jezeli potencyat ¢ zalezy tylko od
B, a wiec tylko od v, otrzymamy wedtug (263): Cﬁ; =0, tak iz

¢ bedzie liniowa funkcyg parametru B. Powierzchniami statego po-
teneyalu bedg w tym wypadku hyperboloidy spétogniskowe jedno-
powlokowe, a dwie jakiekolwiek z posréd tych powierzchni
Bl = const.,, B2 = const, mozemy uwaza¢ jako powierzchnie prze-
wodnikow.

Podobnie tez, zakladajac, ze ¢ zalezy tylko od w czyli od v,

d2g

otrzymamy dy= =0, ¢ =+ly 4- B, a wiec tez rozwigzanie zadan

elektrostatycznych dotyczacych hyperboloidéw dwupowlokowych.

Rachunki i rozumowania bedg w zasadzie podobne do tych, kto-
re przeprowadziliSmy w § 84. Pozostawiamy je czytelnikowi, od-
sylajac go rzeszta, szczegolniej co do wypadkéw granicznych, do
I-go tomu Maxwella (loc. cii,).

886. V20 w spoétrzednych cylindrycznych. — Spotrzedne ta-
kie. a podobnie tez spotrzedne biegunowe, ktére rozwazymy w na-
stepnym. paragrafie, stanowig szczegllny przypadek spotrzednych



eliptycznych oméwionych w § 83. Mozemy atoli otrzyma¢ odpo-
wiednie wyrazy V29 w sposob prostszy i bardziej przejrzysty, opie-
rajgc sie bezposrednio na. okresSleniu geometryeznem spétrzednych
cylindrycznych (i podobnie biegunowych).

Nieehaj tedy z bedzie diugoscig mierzong (od dowolnie obra-
nego punktu poczatkowego O) wzdtuz osi ukitadu spétrzednych cy-
lindrycznych, p odlegtoscia dowolnego punktu P od tej osi, s ka-
tem zawartym niiedzy plaszczyzng potozong przez P i przez o$
uktadu a pewng dowolng ptaszczyzng statg potozong przez os.

Wracajgc do oznaczen § 82, napiszmy

U=z v=p w=zg¢,

tak iz wektory jednostkowe p, q bedg wskazywaty kierunki rosna-
cych Z, wzglednie rosnacych p, za$ wektor r bedzie styczny do kota
p = const, z = const, i zwrocony w kierunku obiegu strzatek ze-

garowych, dla widza spogladajgcego w kierunku rosnacych z.
Elementy ditugosci w tych trzech kierunkach wzajemnie pro-

stopadtych bedg wowczas:
dsl = dz, ds2 = dp, ds,i = pde;

wedtug (252) otrzymamy przeto bezposrednio:
U=1 V=1 W= — (283)

a wiec, wedtlug (255):

w't==TiE 5% + 4R + dur-

v “—dz™ p d ip3a + Vot (284)

czyli

Nie chodzi nam tu zresztg b zastosowania do elektrostatyki; z wy-

razu operatora V2 w tych spo6trzednych cylindrycznych skorzysta-

my dopiero w jednym z dalszych rozdziatbw, omawiajac bieg fal

elektromagnetycznych wzdtuz prostych drutéw 0 przekroju kotowym.
Jezeli ¢ zalezy tylko od p, réwnanie Laplace’a bedzie:

dp

d t.
tak iz otrzymamy p_:: P_Q-r]pf-, iak w § 81.



§ 87. Spobirzedne biegunowe. — Rozumiejgc przez r odle-
gtos¢ dowolnego punktu P od punktu poczatkowego O, przez 6 kat
zawarty miedzy prosta OP i osig dodatnig uktadu, przez ¢ kat za-
warty miedzy ptaszczyzng potudnikowg przechodzaca przez P i do-
wolng plaszczyzng potudnikowsq stala, i piszac

u==6 u=s w—r,
otrzymamy dla odpowiednich elementéw dtugosci
dsl — rd0, ds2 = rsin b.ds, ds3 = dr,

a wiec, znowu wedtug (252):

(285) o=—i-,y=—-,p=1I.
r rsin 6

Wektor r bedzie radyalny. Wektor p bedzie styczny do kota potu-
dnikowego, q za$ do réwnoleznika. Skoro wszystkie trzy wektory
majg by¢ zwrdcone w kierunku rosngcych r, wzglednie 6, e, naten-
czas katy s dodatnie nalezy mierzy¢ od zachodu ku wschodowi, je-
zeli 0o$ dodatnia wskazuje na potnoc. Konwencye te bedg zreszta
niezbedne woéweczas dopiero, gdy chodzi¢ bedzie o wyrazenie opera-
tora curl w spétrzednych biegunowych.

r* Podstawiajgc (285) we wzorze (255), § 82, waznym dla do-
wolnych spétrzednych krzywoliniowych normalnych, otrzymamy

286
(286) ''sin26 9¢e2 )
czyli, rozwijajac pierwsze dwa wyrazy i opuszczajgc funkcye, na
ktérej mamy operowac:

d? 2 9 . 19 cogtb 9 1 92
ar2 r dr ' r2 962 ' r2 96 r2sin20 oe?’

Oto jest znana w wielu gateziach matematyki i fizyki posta¢ ope-
ratora V2 w spo6trzednych biegunowych.

Rownanie wiec Laplace’a w spétrzednych tych mozna napisaé
krotko . - -

lub tez rozwinaé jak w (286").
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Jezeli ¢ zalezy tylko od r, mamy -Ys — awuvirN..a. wiec
ar >7
V-rl-j- B, jak w § 80.

§ 88. Funkcye kuliste. — Jezeli pewna lunkcya ¢ czyni za-
do$¢ réwnaniu Laplace’a, natenczas Ys- rowniez jest calka tego

réwnania; mamy bowiem

Proces ten. mozemy powtorzy¢ dowolng liczbe razy, rozniczkuja&
dang catke wielokrotnie, badz to wzgledem jednej i tej samej, badz
tez wzgledem roéznych osi. Niechaj hv h2,...hn beda dtugosciami
mierzonemi wzdtuz dowolnych kierunkéw czyli ,0si“ kierunki te
W przestrzeni mozemy wyznaczy¢ przez Odpowdednie wektory jedno-
stkowe hi, h2,..hn; w jezyku wektoréw mozemy woéwczas okresli¢
proces tak zwanego ,rézniczkowania osiowego®, np. wzgledem osi
hi, przez wzoér:

Ye=<|"v%

Przy Wielokrotnem rozniczkowaniu dogodniejszy jest symbol pg le-
wej stronie; zamiast (h1V) [(h2V)]g, naprzykitad, napiszemy wiec,

. Y
wedtug utartego zresztg zwyczaju: | T
OTI10TI2

Niechaj r bedzie odlegtoscig dowolnego punku, przestrzeni p
od pewnego punktu statego O; woéwcza, jak wiemy, I czyni zado$¢
r

rownaniu Laplace’a w calej przestrzeni, z wyjatkiem samego tylko
punktu O. Z tein samem zastrzezeniem bedzie wiec catkg tego
rownania, funkcya

0F) = tn"---ooe- I €9 (288)
n! ohloh2..ohn [r

gdzie zamiast spétczynnika liczebnego _i#n! mozna oczywiscie napi-
sa¢ dowolng statg. Niektérzy ahtorowie, jak np. Maxwell na-
zywajg ja, przy uzyciu tego wiasnie spoiczynnika liczebnego, fun-
kcya harmoniczng przestrzenng, mianowicie — (n -|- 1) stopnia (tas$

JSI. and Mffnt, T. I. Rozdz. IX.
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ka bowiem otrzymamy w niej potege zmiennej r, skoro wykonamy
rozniczkowania); nazwa ta zresztg jest mato uzywana.
Dia n — | mamy np.

Vo= _JL/J ) = JLdL
' ohl v1T) r2 oh!

czyli, oznaczajagc przez 6! kat, jaki tworzy wektor ruchomy r*
z osig stalg hl:

(288a) @(D==_ Lphl=-~-COi 0L

Podobnie tez, rézniczkujac drugi raz wzgledem osi h2, oznaczajgc
kat r, II3 przez 02, za$ kat zawarty miedzy osiami hl, 112 przez 012,

i uwzgledniajgc, Ze g%—cos 0l =-L.-(eos 012 — cos 61.cos 02), otrzy-

mamy
o = i = 1 13(rhi) (Ph2) — J hih2]

(288h) 2 ’
= j%-(% c°s B1 cos 02 — % cos 012).

Mniejsza zresztg o posta¢ szczegllna roéznych tych funkcyj harmo-
nicznych. Do$¢ bedzie zauwazy¢, ze "Jn) jest iloczynem r<"w)
i pewnej funkcyi katow 61 02, 03 .. 6m' oraz 612, 013,"w ogole 0ik,
a raczej dostaw tych katow, t. j. iloczyndéw skalarnych rhi, ... rlin,
oraz h,h2, hih3, w ogdle hihk. Oznaczajgc funkcye te, wedtug utartego
zwyczaju ** przez Iin, napiszemy

(289)

Tn nazywa sie krotko funkcya kulistg, rzedu n, a mianowicie fun-
kcya Laplace'&, jezeli osie hl,.. hn sa w ogole rézne, za$ funkcya
Legendre’®, lub strefowg, jezeli wszystkie te osie zlewajg sie ze
sobg; znaczenie ostatniej nazwy zrozumiemy niebawem. ***

o * PrzeziTozumiemy raz na zawsze wektor jednostkowy w Kkierun-
ku Op.

** Spotyka sie tez rOéwniez czesto symbol Y(Y%.

*s* Legewlre i Laplace zbadali fnnkcye te w tym samym niemal czasie:
1780—7; pewne wskazoéwki co do literatury, bardzo bogatej, przedmiotu
tego czytelnik znajdzie w Hepert. Pascala, T. I. Rozdz. XVlii lub u Mair-
wella, ktéry w Rozdz. IX swego klasycznego dzieta dat najtatwiejszy mo-
ze i najbardziej pociagajacy (szczegolniej dla fizykdéw) zarys teoryi fun-
kecyj kulistych; na nim tez wzorowatem sie w zasadzie; ze wzgledu na cel
niniejszej ksiazki i na ciasne jej ramy musialem zreszta ograniczy¢ sie
do pewnych tylko punktéw tego przedmiotu.



Skoro osie hi,... h, funkcyi kulistej sg dane, wszystkie cos 6%,
czyli iloczyny skalarne hihk odgrywajg role statych, tak iz Im za-
lezy jodynie od rhi, - rhi1, to jest ostatecznie od kierunku wektora
r, czyli od potozenia jego punktu koncowego na kuli jednostkowej
zatoczonej naokoto punktu O, a wiec np. od spétrzednyeh bieguno-
wych tego punktu 6, e oméwionych w § 87. Mozemy przeto napi-
sa¢ lzn = 1(0, s). Osiom Al i t. d..odpowiadajg na tejze kuli
okreslone punkty 1, 2, ... n, ktére nazywajg sie biegunami rozwaza-
nej funkcyi kulistej. 17l zawiera tedy oprdcz spétrzednyeh 6, e
punktu ruchomego wielkosci state zalezne od rozmieszczenia biegu-
néw 1, 2, .. n na owej kuli.

Mamy np., wedtug (288a), (288b)

In = cos 0 — cos 6 (jezeli jedyna oS funkcyi obierzemy jako o0$
spotrzednyeh 8, s),

I3 = %j3 cos dicosB.2 — cos 612);

dla n =o0 jest T0 = 1.

Nie wdajac sie zresztg w rozwazanie sposobu zaleznosci fun-
kcyi Tn dowolnego rzedu od konflguracyi jej biegunow, podamy tu
tylko réwnanie rézniczkowe, ktéremu Tn czyni zado$¢ jako funkeya
zmiennych niezaleznych O, ¢ punktu ruchomego na. kuli.

Wiedzac z gory juz, ze @< czyni zados¢ réwnaniu Laplace’a,
z wyjatkiem $rodka kuli podstawowej, wprowadzmy do postaci (287)
tego réwnania ¢ = (. Wedtug (289) otrzymamy

rP @£ — — (n--DTn"*n, --f- (-, = n(nYsD)TnrH!'+i
= (n--1) Jr 4 Y ) (n%&l) )
Ls=—09l8 r-(n+l) Tas= OH 1.
98 90 ' Js? d=-
a wiec
(290)

czyli

Oto jest znane réwnanie roézniczkowe funkcyi kulistej Laplace’a
rzedu n.

Jezeli wszystkie bieguny funkcyi liu zlewajg sie w jednym
punkcie, otrzymujemy funkcye strefowg, czyli funkcye Legendre’a
n-go rzedu; punkt 6w nazywa sie jej biegunem (T-frotnym), o$ od-



powiednia—osig (n-krotng) funkcyi strefowej, ktdérg oznacza sie
przez Pn. * Uwazajagc te wiasnie o5 funkcyi Pn jako o$ ukiadu
spotrzednych biegunowych 6, s, zrozumiemy fatwo, ze Pn zalezy
tylko od 6, nie zas od € Mamy przeto wedtug ogolniejszego row-
nania (290):

MPpP JP
(291) dlL.f + + «(«+ DA\ = o

Oto jest rownanie rézniczkowe funkcyi kulistej strefowej rzedu n;
6 nazywa sie odlegtoscig biegunowa punktu ruchomego.

Liniami statych wartosci P!l sg kola réwnoleznikowe, skoro
zechcemy nazwa¢ 6 = %m réwnikiem kuli podstawowej. Z powyz-
szych etrzech pierwszych funkcyi Laplace’a otrzymamy, kladac
Ol =26,==0, 012 =o0:

P0 = 1; Pl = cos0; P2 — %(3 cos26 — 1).

Funkcya strefowa P0 jest wiec stata (=1) na catej kuli; funkcya
P! posiada maximum w swym biegunie 0 = 0, minimum w pun-
kcie 8 = m, jest dodatnia na jednej po6tkuli, ujemna na drugiej
i znika na réwniku. Funkcya P2 znika dla 6 = arccos M%"tj. na
rownoleznikach 0 = 54045' i 0 = 125015"; w trzech powstatych tym
sposobem strefach jest naprzemian dodatnia, ujemna, dodatnig. Po-
dobne wiasnosci przystugujg funkcyom P3, P4 i t. d; stad tez na-
zwa lunkcyj strefowych.
Piszac Al = A2 ... — An, mamy wedtug (288) i (289):

(292)
wykonywajac rézniczkowania, jak wyzej, i oznaczajgc cos6 przez y,
otrzymuje sie

(293)

Pn jest wiec funkcya n-tego stopnia zmiennej p.= cos 0; mozna
okaza¢, ze wszystkie pierwiastki roéwnania Pn(y) = 0 sg rzeczywi-

. * Ro6wniez czesto spotyka sie symbol p(nt.
_Wartosci liczebne, z doktadnoscig na 4 miejsca dziesietne, fuu-
kcyj Pl iil do P7 wigcznie, w odstepie 1°, znajdzie czytelnik w ,, Tablicach*
Prof. Witkowskiego, str. 90—91.
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ste, rézne miedzy soba i bezwzglednie mniejsze od jednosci. Fun-
kcya. strefowa Pn znika przeto na n réwnoleznikach; w kazdej stre-
fie, zawartej miedzy dwoma lakierni rownoleznikami Pn posiada war-
tosci wytacznie dodatnie lub wytacznie ujemne, w strefie bieguno-
wej zawsze dodatnie; w przylegtych strefach funkcya Pn jest na--
przemian dodatnig i ujemna. Jako symetryczne naokoto swej osi,
funkcje strefowe nadajg sie do rozwigzywania takich zadan elektro-
statycznych dotyczacych przewodnikéw kulistych (i innych matema-
tycznie pokrewnych zadan), w ktérych oczywiscie warunki Symetryil
osiowej sg zachowane, w ktorych—innemi stowy—pole jest osiowo
symetryczne. Zobaczymy to niebawem na jednym lub dwdch przy-
ktadach.
Wiemy juz, ze funkcya ¢<n ktérg obecnie napiszemy

0z = T>-Yat1>

czyni zado$¢ rownaniu Laplace’a, z wyjatkiem punktu O, czyli Sro-
dka kuli podstawowej, w ktérym staje sie nieskonczong, a raczej
nieokreslong, ze wzgledu, pa 0, s zawarte w Fn. Funkcya ta zni-
ka natomiast w nieskonczonos$ci i jest poza tem wszedzie ciggla
i.'skofniczong wraz ze sweini pochodnemi. Innemi stowy: ¢z jest cal-
ka réwnania Laplace’a, ktéra nazewncdrz Vuh - otaczajgcej punkty
(dowolnie matej zreszta) nie posiada zadnych punktéw osobliwych.
Wskaznik z ma wiasnie byé skrotem dla ,zewnatrz*.

Ot6z wedtug jednego z zasadniczych twierdzen teoryi lunkcyj
kulistych, nietylko Fnr-<n+0l , lecz rOwniez Ynrn czyni zado$¢ row-
naniu Laplace’a. Aby twierdzenia tego dowies¢, potézmy @==Int i;
otrzymamy Avowczas

a wiec, postugujac sie wyrazem. (286) operatora V2
r2\VVzo = rt, W wW- (sin 6 wN")-4—rY%TT %4~ —+ n*n "" 1)IinI>
‘ sin u od 08 | sin-0 Qe

le¢z wedtug (290) suma wyraz6w w nawiasach, znika. Skoro wiec
tylko r nie staje sie nieskoriczenie wielkiem, mamy dla wszelkich n:
V2(Fwn) = o.
Funkcya wiec
ow = Ynr'

jest calkg rownania Laplace’a, :ktora, wewnatrz kuli* otaczajacej

* lub innej zresztg powierzchni zamknietej, otaczajgcej zewszad
punkt O.



punkt O (o dowolnym, byle tylko skonczonym promieniu) nie po-
siada zadnych punktéw osobliwych. Wskazntkioczytaj ,.wewnatrz*.
Funkcya wiec ¢@w stanowi pozadane uzupetnienie lunkcyi ¢z

Funkcye te nie tracg, oczywiscie, podkreslonych dopiero co
wiasnosci, skoro kazdg z nich pomnozymy przez stata dowolng, byle
tylko skonczona.

Wyobrazmy sobie teraz kule geometryczng * o promieniu r=JR
skonczonym, zatoczong naokoto punktu O. Niechaj ¢ oznacza po-
teneyat elektrostatyczny; potézmy dla wnetrza tej kuli ¢ réwne

(294) Fw — Bn-H- Yn (r = ]R)n

dla wszystkich za$ punktéw zewnetrznych

Pn

(295) 0 = . yn (r= [

Dla r = R bedzie wowczas @z(/?) = ow(7?) = @(/?), a mianowicie
= IInT?-1; poteneyat @ bedzie przeto cigglym przy przejsciu przez,
powierzchnie kuli; innemi stowy: @z nawigzuje sie w sposob ciagty
do ow.

Pochodna jego ze wzgledu na r, t. j. odpowiednia sita ele-
ktryczna dozna tu natomiast skoku; jezeli, dla uproszczenia piso-
wni, zatozymy K = 1. wielko$¢ tego skoku bedzie gestoscig po-
wierzchniowg fadunku n. Otrzymamy przeto, dodajagc wskaznik n,
majgcy nam przypomina¢ rzad fnnkeyi kulistej;

(d*- d3s
| dr or,r=R

t. j. wedblug (294) i (295):
(296)

Jezeli wiec powierzchnia Iculi 0o promieniu R jest siedliskiem
tad/unku elektrycznego o rozmieszczeniu (296), poza tern za$ w ca-
tej przestrzeni (wewnetrznej i zewnetrznej) niema zadnych tadwn-
koéw, natenczas poteneyat wewngtrz tej kuli jest dany przez (294),
nazewnatrz za$ przez (295).

Poniewaz za$ @w, @z czynig tez zados¢ wszystkim warunkom
dodatkowym (ciggtosci i t. d.), przeto stanowig one jedyne rozwig-

* nie utozsamiajac jej bynajmniej jeszcze z powierzchnig przewo-
dnika kulistego.



znriie zadania, t, j. dajg jedynie mozliwe pole elektrostatyczne od-
powiadajace tak.Daelektryzowanej powierzchni kulistej.

Twierdzenie to, ktére zaczerpnatem catkowicie z dzieta Max-
wella (Zoe, cit,, art. 131) jest nader plodne w zastosowania; o ile
chodzi o przewodniki kuliste, daje ono hader wygodng metode roz-
wigzywania zadan elektrostatycznych.

Zanim do zastosowan tych przejdziemy, zauwazmy tu jeszcze,
ze tadunek calkowity en odpowiadajacy gestosci /n. a mianowicie

réwna. sie zeru.

Wynika to z pewnego twierdzenia, ktére przytocze tu bez do-
wodu *  Jezeli mianowicie I'ni, Ijl sg Funkcyami kulistemi roinych
rzedéw, mamy

I ljinljyh-O (m <%= n) (297)

gdzie catka obejmuje powierzchnie, kuli o $rodku O; przez O rozu-

miem, raz na zawsze, ,poczatek” spdlrzednych 0, ¢ tkwiacych

w Ijn. Tn czyli $rodek ,kuli podstawowej“ tych funkcyj, o ktérym

zaktadamy oczywiscie, ze jest wspdlny jednej i drugiej ftinkcyi;

bieguny ich zresztg moga by¢é rozmieszczone zupetnie dowolnie.
Otéz, dla m — o mamy Ijn = 1, a wiec

J ynch = o. (297a)

tak iz eu — o, jak zapowiedziano.. Gesto$¢ wiec n! musi w pe-
wnych punktach owej powierzchni kulistej by¢ dodatnig w innych
ujemna.

Dla uzupetnienia, wiasnosci zasadniczej (296) dodajmy jeszcze,
odsytajac czytelnika po dowdd do dziet specyalnych, ze dla m = n

catka [ Ijnljl~o Jesl roing od zera, niezaleznie zreszta od tego,

czy bieguny jednej Funkcyi zlewajg sie z biegunami drugiej czy tez
nie; wartos¢ tej catlki wyraza sie wowczas w sposéb dos¢ zawity
przez liczbe i sposdb rozmieszczenia tych biegunéw. Wzoru ogol-
nego dla- tej catki nie uwazam za stosowne nawet przytoczy¢. Je-

*

Dowdd ten czytelnik znajdzie réwniez u Maxwella, lubwkazdem
niemal dziele o funkeyach kuli¥%s¥sych.



286

zeli jedna z 'tych funkcyj jest strefowa, powiedzmy Im = Pmt za-
wity ten wzér upraszcza sie; wowczas jest mianowicie

(298) J YaPmd® = --21 2vTtyu(mA dla m. ;w
gdzie In(w) oznacza wartos¢ funkcyi I'TnWhiegunie (jedynym) fun-

kcyi strefowej Pm.  1la réznych m, n mamy oczywiscie, jako wy-
padek szczegélny wiasnosci (296)

(299) | YaPmch =0, m=*=n
a wiec tez
(300) J PnPmd~— o0, mM=n

niezaleznie zresztg od tego, czy?biegun jednej funkcyi zlewa sie
z biegunem drugiej, czy tez nie.

Wz6r (298) daje w wypadku szczegélnym 1jil = Pn, t. j. dla
dwoch funkcyj strefowych tego samego rzedu, lecz o r6znych w ogo-
le biegunach:

4nP2

@enp Ij Pn(m), dla m—n;

w szczegolnosci, jezeli bieguny tych funkcyj zlewajg sio ze soba,
mamy PnPm = Pn2, za$ Pn(m) = Pn(ot) wyraza woéwczas wartos$¢
funkcyi Pn we wihasnym jej biegunie, t. j. dla 6 = o0 czyli
P-= Cosb= 1; warto$¢ ta, jak nietrudno okaza¢, réwna sie jedno-
§ci, wedlug ostatniego wzoru bedzie przeto, dla dowolnej funkcyi
strefowej

(301) P es=.Ys.2
J 2n + 1

czyli: wartos¢ przecietna kwadratu funkcyi strefowej na powierz-
chni kuli zatoczonej naokoto punktu O bedzie (niezaleznie od pro-
mienia tej kuli)

!

301
(301) 20t + 1

Dla ot= o otrzymujemy stad, ze wzgledu na P0 =1, banalng iden-
tyczno$é. Dla m=1 np. bedziemy mieli cos26 = i; co TatW> ‘jest
sprawdzi¢ bezposrednio, i tak dalej.
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Jezeli jakakolwiek funkeya T daje.sie rozwing¢ w szereg fiin-
keyj kulistych:

=2 o -+ NiTi MY b~ Ti ' (302)

o Spolezynnikach ar niezaleznych od 0, = mozna natychmiast zna-
les¢ wszystkie te spotczynniki. Istotnie, aby znale$¢ zadany spol-
Czynnik a1, pomn6zmy (302") obustronnie przez funkcye strefowag Pi
i Scalkujmy dla dowolnej kuli (o Srodku O); wowczas, wedtug (299),
wszystkie wyrazy zawierajgce F o wskaznikach réznych od i odpa-
dng, tak iz pozostanie tylko

gdzie Fj(¢) jest wartoscig funkcyi 1j w biegunie uzytej funkcyi
strefowej Pi. Biorgc dla rozwazanego punktu funkcye Ji posiada-
jaca swoj biegun w tym wiasnie punkcie, otrzymamy lj(t) = Ij,
gdzie Ij ma to samo znaczenie co w (302"). Rozwiniecie (302"
przybierze wiec postac

= riw + 3 =P, +5 ffPjin+ .
=its> 2-+u35F" [

Na podobnej [do (299)] wiasnosci lunkcyj trygonometrycznych
sin lub cos polega, np. wyznaczenie spoétczynnikdw w rozwinieciach
Fourierowskich. Analogiczne zresztg stosunki spotykamy w wielu
innych dziedzinach matematycznych.

Jezeli w szczeg6lnosci funkeya f daje sie rozwingé w szereg

(303)

gdzie wszystkie funkeye strefowe posiadajg biegun wspdlny, czyli
0o$ wspoblng, a niezbednym po temu warunkiem jest Oczfflviseie to,
ze funkeya f musi by¢ symetryczna (naokoto tej wiasnie osi), na-
tenczas, rozumujac jak wyzej i opierajac sie aa (301), mamy

. . — i N
J Pifds ==a | Pfds = 2IiT[P 21 ai, a wieclwprost juz

(303a)
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gdzie Pif jest przecietng wszystkich wartosci, jakie Pif przybiera
na kuli o promieniu li. Zauwazmy, ze przejscie od (303) do (303a)
opiera sie na zatozeniu, ze spoiczynniki a, sg state na danej kuli;
moga one jednak, oczywiscie, zaleze¢ od r; sama funkcya f, jako
osiowo symetryczna moze wiec w ogoéle zaleze¢ od 6, r, lecz nie
od $.

Rozwazymy teraz kilka najbardziej rozpowszechnionych zasto-
sowan funkcyj kulistych.

8 89, Przewodnik kulisty wobec punktu elektrycznego. —
Niechaj w dielektryku i%sropowym i jednorodnym, o spétczynniku
K — 1, znajduje sie przewodnik kulisty o promieniu li i $rodku O;
nazownatrz tej kuli, w danym punkcie A niechaj bedzie skoncen-
trowany {adunek elektryczny e; potézmy OA = a. tak iz a li.
Oprocz tego dany jest albo potencyat przewodnika albo tez catko-
wity tadunek rozmieszczony na jego powierzchni. Poza tem cala
przestrzenn ma by¢ wolna od tadunku elektrycznego. *

Chodzi o znalezienie catego pola elektrostatycznego, czyli o po-
teneyat ¢ dla kazdego punktu dielektryka, w szczeg6lnosci zas o roz-
mieszczenie tadunku na powierzchni kuli, czyli o gesto$é n dla ka-
zdego jej punktu. Skoro zreszta znajdziemy t, obliczenie catego pola
zredukuje sie, jak wiemy, do zwyczajnej kwadratury, tak iz z otrzy-
maniem wzoru dla n mozna uwaza¢ zadanie jako catkowicie rozwigzane.

Gdyby oprocz ,punktu elektrycznego" A nie byto zadnych in-
nych tadunkéw, ani przestrzennych, ani powierzchniowych, gdyby

wiec nie bylo przewodnika, na powierz-
chni ktérego urywajg sie linie elektry-
czne, mielibySmy dla potencyalu w do-
wolnym punkcie przestrzeni p:

-1-/ Ap '(wedtug § 68).
an

Na powierzchni przewodnika mamy je-
dnak tadunek o gestosci 1 (nieznanej),
ktory rowmiez nalezy uwzglednié. Wa-
runki zadania w niezem sie nie zmie-
sobie, ze przewodnika niema, czyli ze cafa.

* Mobwigc o punkcie A, w ktérym jest ,skoncentrowany“ tadunek e
(skonczony), czyli o ,,punkcie elektrycznym*, postuzylem sie utartym je-
zykiem matematycznym; Azykpowinienby powiedzie¢: tadunek skonczony c
znajduje sie w dziedzinie skoriczonej lecz o rozmiarach bardzo matych
w poréwnaniu z odlegtoscig od Srodka Fktili (a wiec tez w poréwnaniu
z samym promieniem tej kuli). Wyobrazamy sobie, ze czytelnik tak
wihasnie interpretowac¢ bedzie stowa tekstu.



przestrzen jest wypetniona jednolitym dielektrykiem, lecz ze kula R,
pomyslana czysto geometrycznie, jest siedzibg fadunku o gestosci
powierzchniowej n. Oznaczmy przez w potencyat, ktory odpowia-
datby temu tadunkowi powierzchniowemu (w nieobecnosci punktu
elektrycznego) w dowolnym punkcie p. Poniewaz pole rzeczywiste
bedzie superpozycja tych dwojga pél pomyslanych, otrzymamy
dla potencyalu rzeczywistego ¢ w dowolnym punkcie prze-
strzeni p:

p=w-+_§A (304)
S

gdzie s = Ap (Fig. 40). Odlegtos¢ dowolnego punktu przestrzeni
p od s$rodka kuli O oznaczymy, jak zwykle, przez r, wprowadzajac’
zreszta jako drugag spotrzedng biegunowag kat AOp — 6.

Wewnatrz kuli i na jej powierzchni potencyat ¢ ma posiadac
wart&s¢ statg; oznaczmy ja przez V (bedzie to potencyat przewo-
dnika).

Stosujac wskazniki w, z do wnetrza kuli, wzglednie do prze-
strzeni zewnetrznej, otrzymamy wiec, wedtug (304)

oW =\Vr---- - (dla r < 7). (305)
.

Otoz, dzieki tej wiasnie okolicznosci, ze r = R. a wiec r -< a, mo-
zna WWew, zawsze skonczone, rozwingé w szereg wedtug poteg do-
datnich wielkosci r/a.

Istotnie, wedtug powyzszych oznaczen (Fig. 40) mamy
SW2 = «2 — 2«reosd -j- r2,

czyli, piszac znowu cos8 = 1 i kladac dla skrdcenia ra~1 = h:

— =11— % W% — 11 Mh — 2u)]-%

a rozwijajac ostatni wyraz wedtug ,dwumianu Newtonaii i. grupu-
jae wyrazy wedtug poteg A:

X Z= | Y-V, pd-%2.(ju2 — %) -f-....... ;

lecz, jak juz widzieliSmy na str. 282, i1 =P, %y2—-3%8=P3; co do
dalszych spélczynnikéw przekonalibySmy sie rowniez tatwo, ze sa one
identyczne z funkcyami Strefowemi P3, P4 i t d, w ogole Pn,
a mianowicie w powyzej podanej postaci (293). Istotnie tez w dzie-
fach. []l¥stematycznyeh funkeya Pn(u) bywa od samego poczatku okre-
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$lana jako spotczynnik przy lin w rozwinieciu wyrazu [1—2jj.h- -h2p?
i jako taka nazywa sie tez czesto ,Spolczynnikiem Legendre’a“.
Mamy tedy, wracajac do znaczenia h — ra~I|

raPn
(306) Pa+

gdzie osie lvszystkich funkcyj strefowych Pn zlewajg sie z kierun-
kiem OA, t. j. wskazujg od Srodka kuli do punktu elektrycznego.
Wedtug (305) bedzie przeto

CX)
P0 xy,A
(307) B 4n a
Jestto potencyat samego tadunku rozmieszczonego na kuli, dla pun-
ktow wewnetrznych, t. j. dla r =< B; potencyal wz tegoz tadunku
dla punktow zewnetrznych, t. j. dla r > B, bedzie wiec wedtug
twierdzenia, wygloszonego w § 88 w zwigzku z réwnaniami (294),
(295):

co

Jednoczes$nie tez otrzymamy bezposrednio, wedtug (296), poszuki-
wang gestos¢ n tadunku rozmieszczonego na powierzchni kuli, a mia-
nowicie

(309)

Zadanie jest wiec rozwigzane. W powyzszym bowiem wzorze spot-
czynniki funkcyj P1, P2 i t. d. sg okreSlone przez wielkosci dane
e, B, «; jezeli dany jest oprécz tego potencyat V przewodnika,
znamy tez pierwszy wyraz, staly; jezeli za$. dany jest tadunek cai-
kowity przewodnika, powiedzmy Q, natenczas mozemy stad obli-

czy¢ Jr bardzo tatwo. Mamybowiem Q= [ ndo; poniewaz za$, we-
diug (300), FPnd*—o dla n=1, 2. przeto wedtug (309)

bedzie
(310" Q = 4nPP- B; :
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a wiec

F= 17 01x ¢

n i? ' a (310)
Wzér ten wyraza tre$¢ znanego twierdzenia: potencyat przewodni-
ka kulistego réwna sie sumie poteneyalu #{adunku zewnetrzne-
go (e) w Srodku kuli i poteneyalu, ktéry posiadatby przewodnik
dzieki wiasnemu tylko #adunkowi swemu (Q). Twierdzenie to za-
chodzi tez zresztg, jezeli zamiast punktu elektrycznego mamy ta-
dunki dowolnie rozmieszczone w dielektryku.

Zadanie w tym wypadku ogélniejszym rozwigzuje sie przez
superpozyeye rozwigzan podobnych do powyzszego dla poszczegdl-
nych punktow elektrycznych czyli tadunkéw elementarnych. Biegu-
ny funkcyj strefowych w rozwinieciach ®, ¢, a wiec tez i n beda
w tym wypadku w ogole rézne dla réznych punktéw elektrycznych,
tak iz ostatecznie po Zesumowaniu wszystkich wyrazéw otrzymamy
szeregi zawierajgce ogOlniejsze funkeye Laplace’a Yn, nie za$ Stre-
fowe Pn- Innemi stowy, zadanie bedzie rozwigzane, skoro tylko
rozwiniemy potencyat danego uktadu tadunkéw w dielektryku w sze-

reg “NanFl Dalsze rozumowanie bedzie bowiem zupetnie podo-

bne do powyzszego. Jedynie tylko w tych wypadkach, w ktérych
ow uklad fadunkoéw jest symetryczny naokoto jednej ze Srednie
przewodnika kulistego, funkeye Laplace’a stang sie Strefowemi.

Wracajac do (309), zauwazmy, ze wzdr ten mozna napisac,
wedtug (310):

N 4%"~4n>Z"2n <+ Lgnt'Pn ' (309)

wyraz pierwszy, staly, odpowiada jednostajnemu rozmieszczeniu
wihasnego tadunku przewodnika, na calej jego powierzchni 4Ti?2,
suma pozostatych wyrazéw daje gestos¢ tadunku ,Wzbudzonegou
dzieki obecnosci punktu elektrycznego e. Owo rozmieszczenie jedno-
stajne Superponuje sie poprostu z tem rozmieszczeniem wzbudzo-
nem, do$¢ zawitem.

Poniewaz tedy obecnos¢ wiasnego +tadunku przewodnika nie
sprawia zadnych trudnosci, mozemy zatozyé, ze Q = o.

Otrzymamy tedy dla rozmieszczenia tadunku, odtad juz catko-
wicie wzbudzonego.

(00
=~ A4%3i2 tf n V&' pf (309)
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Poniewaz a << JR, szereg ten jest zbiezny, a zbieznos¢ jego
jest tern szybsza, im wieksza jest odlegtos¢ punktu elektrycznego
(@) w poréwnaniu z promieniem kuli. Dla a — 107? mielibySmy
np. o = 3.10~2P1+5.10-3P2+7-10—4"3+---; poniewaz zas Pn =I,

przeto wyraz czwarty np. bedzie juz mniejszy niz 10-4, i tak da-

lej. Poniewaz max.Pn— 1 i zachodzi dla 6 — o, t. j. w punkcie

B, w ktorym prosta OA przecina kule, przeto gestos¢ wzbudzona

bedzie w tym punkcie najwieksza, a wartos¢ jej bedzie dana przez
(e]e)

(3» =g Te=-+" L5+,

tadunek wzbudzony w okolicy bieguna bedzie wiec miat znak prze-
ciwny wzgledem tadunku e punktu elektrycznego; w okolicy bieguna
przeciwlegtego (t.j. ©=11) bedziemy mieli tadunek Jednoimienny z tadun-
kiem e,—jak wiadomo z wyktadow elementarnych. Zbadanie ,linii obo-
jetnej*, t. j. réwnoleznika, na ktérym n réwna sie zeru, pozosta-
wiam czytelnikowi.

8 90. Metoda obrazow elektrycznych. — Rachunek przepro-
wadzony w § 89 miat na celu ilustraeye metody funkcyj kulistych
i konkretnych sposobow jej stosowania; wro¢my teraz do rozwaza-
nego tam zagadnienia w innym celu.

Wedtug (304) potencyat (catkowity) dla punktéw lezacych na-
zewnatrz przewodnika kulistego jest

(312) Tz = i s
gdzie pierwszy wyraz jest potencyalem ,wytworzonym“ przez sam
punkt elektryczny, zas wz potencyalem zawdzieczanym tadunkowi
rozmieszczonemu na przewodniku, a mianowicie dla punktow ze-
wnetrznych.
Dla wz mieliSmy wzor (308), ktéry mozemy napisaé
[ee)
_ RV y R f amn
(313) °1 r 4m a m=l n

ktadac mianowicie dla skrécenia:

Ot6éz, wzorujac sie na 8 89, przekonamy sie tatwo, ze

=(§3 ~ 2B, c’SO+2y"



jezeli wiec Obierzemy na osi OA punkt A" w odlegtosci a' od $ro-
dka kuli (Fig. 40) i oznaczymy przez s' odlegtos¢ dowolnego pun-
ktu zewnetrznego p od punktu A', otrzymamy INI/s®, a wiec

zamiast (313)

~“RV__1eR i
z r 4nm a ' sl

czyli wreszcie

e 1 . R Z-VM
r 4n s’ a

Jezeli kula R jest potaczona z ziemia, czyli V = o, pierwszy
wyraz odpada; podstawiajagc wiec wz w (312), otrzymuje sie:

(315)

Potencyal, a wiec tez pole elektryczne nazewnatrz przewodnika ku-
listego jest takie, jak gdyby oprécz punktu rzeczywistego A (0 ta-
dunku e) znajdowat sie w punkcie A' tadunek €', i jak gdyby nie
bylo wcale przewodnika; innemi stowy: punkt elektryczny A' jest
pod wzgledem dziatania nazewnatrz kuli zupetnie rownowazny ta-
dunkowi rozmieszczonemu na jej powierzchni.

Rownowazno$¢ te spostrzegt Sir William Ihomson (Lord
Kelvin), (1848); opart on na niej potezng metode ,obrazéw
elektrycznych®, ktérg rozwineli nastepnie Helmholtz, Maxwell i inni,
a ktora przy niewielkiej modyflkacyi znajduje tez liczne zastosowa-
nia w teoryi ruchu cieczy niescisliwej.

Punkt A' nazywa sie mianowicie obrazem elektrycznym pum
ktu A, wzgledem kuli R,—nazwa, oparta oczywiscie na analogii
obrazu optycznego, wirtualnego. Obraz elektryczny, jak widzieli-
smy, lezy z oryginatem na jednej S$rednicy kuli, a potozenie jego
i tadunek sa wyznaczone przez

aa' — R\ czyli OA.OAl = Ri, (316)

. (317)

tadunki oryginatu i obrazu sg wiec zawsze r6znoimienne.

Mozna sie tez przekona¢, za pomocg elementarnej konstrukcyi
geometrycznej, ze dwa takie tadunki skoncentrowane w wymienio-
nych punktach dajg potencyat staty, a mianowicie réwny zeru, na
powierzchni kuli R, innemi stowy, ze e/s-j- e'/s'"— o0 .jest Rowna-
niem tej wiasnie kuli, skoro tylko zachodzg stosunki (316), (317).



Z konstrukcyi tej wynika tez bezposrednio wiasnos¢ odwrotna, a mia-
nowicie: jezeli A' o tadunku e' jest punktem elektrycznym rzeczy-
wistym znajdujgcym sie wewnagtrz powioki kulistej R, potaczonej
z ziemia, natenczas punkt zewnetrzny A o tadunku e — — ae'/R
jest jego obrazem elektrycznym, t. j. zastepuje zupeinie tadunek
rozmieszczony na wewnetrznej stronie tej powioki, lecz jedynie
o tyle, o ile chodzi o pole elektryczne zawarte wewnatrz kuli. Po-
dobnie tez, w poprzednim wypadku, obraz A' punktu A byt réwno-
wazny tadunkowi powierzchniowemu jedynie tylko pod wzgledem
!, dziatania nazewnatrz kuli“, t. j. dawal wz, lecz bynajmniej nie ww.
Rola wiec obrazu elektrycznego ogranicza sie do tej z dwoch dzie-
dzin, w ktorej sie on nie znajduje, a to wiasnie przypomina naj-
bardziej role obrazéw optycznych wirtualnych.

Jezeli poteneyat kuli jest rézny od zera, mamy jeszcze dla
¢z pewien wyraz dodatkowy, a mianowicie wedtug (314)

RV
r

a wiec taki, jak gdyby we S$rodku kuli O znajdowat sie tadunek
YmnRV. Catkowitytadunek rozmieszczony na kuli bedzie Q=e"'-JATIRV,
a wiec wedtug (317), Q — iTtRV — eR/a, jak w (310.

Jezeli kula przewodzaca staje sie ptaszczyzng nieograniczong
(R =z= 60), obraz punktu elektrycznego umieszczonego po jednej
stronie, znajdowa¢ sie bedzie po drugiej stronie, na tej samej nor-
malnej i w tej samej odlegtosci od ptaszczyzny, zupetnie jak obraz
w ZWierciedle ptaskiem; tadunki za$ obrazu i oryginatlu bedg row-
ne co do wielkosci i réznoimienne. Istotnie, powierzchnig sta-
tego potencyatu zero jest, dla takiej pary punktéw elektrycznych,
ptaszczyzna przechodzaca przez srodek tgczacej je prostej i normal-
na do niej.

Jezeli nazewnatrz (lub wewnatrz) kuli R mamy zamiast je-
dynego punktu elektrycznego kilka takich punktéw lub ogdlniej da-
ny uktad #adunkéw o dowolnem rozmieszczeniu trwatem, naten-
czas kazdemu punktowi lub elementowi tego ukiadu odpo-
wiada wewnatrz (wzglednie zewnatrz) kuli zupetnie okreslony
obraz elektryczny; catlemu uktadowi #adunkéw odpowiada wiec pe-
wien obraz elektryczny; oznaczajgc przez r, de', r', de' odlegtos¢ od
srodka kuli i tadunek dowolnego elementu dt oryginatu, wzglednie
elementu dt', ktéry jest jego obrazem, mamy

4318) rr' =% R2, de'==— - de = 1— R de.

Wszelkie wiec zadania elektrostatyczne, dotyczace przewodnika kuli-
stego w obecnosci danych fadunkéw w dielektryku (nazewnatrz kuli
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lub wewnatrz powloki kulistej przewodzacej) mozna uwazaé jako
rozwigzane.

Metoda obrazéw elektrycznych daje sie tez znakomicie zasto-
sowa¢ do dwdch kul lub plaszczyzn (a nawet trzech i czterech),
szczegoblniej, gdy powierzchni» te przecinajg sie pod katem Tvn,
gdzie n jest jakakolwiek liczbg catkowitg skoriczong; w tym bo-
wiem wypadku liczba obrazéw danego punktu elektrycznego jest
skonczona, a mianowicie réwna 2n— 1, tak iz rachunki lub odpo
wiednie konstrukcye dajg sie tatwo uskuteczni¢. W innych wy
padkach, a wiec tez np. dla dwoch ptaszczyzn réwnolegtych Ilub
dwodch kul nie przecinajgcych sie wzajemnie, dany punkt elektry-
czny posiada nieskonczenie wiele Obrazoio, tak iz w odpowiednich
rachunkach otrzymujemy szeregi nieskonczone, 0 mniejszym lub
wiekszym stopniu zbieznosci, zaleznie od warunkéw zadania; lecz
i wowczas nawet metoda obrazow elektrycznych jest nader uzyte-
czng, szczegOlniej gdy chodzi o wartosci przyblizone.

Nie odpowiadatoby to celom niniejszej ksigzki (majacej zapo-
zna¢ czytelnika mozliwie tylko z gtdwnemi rysami teoryi elektro-
magnetyzmu), gdybysmy chcieli wnikngé tu w szczegdly tego ze
wszech miar pieknego i pouczajagcego przedmiotu. Odsylam przeto
czytelnika do Rozdziatu Xl cytowanego dzieta Maxwella, w ktérym
znajdzie systematyczny i mnostwem przyktadéw ilustrowany wy-
ktad ,Teoryi obrazéw i inwersyi elektrycznej7.

Zanim jednak porzucimy temat lunkcyj kulistych, z ktérych,
zrodzita sie metoda obrazéw elektrycznych, dobrze bedzie rozwazy¢
w nastepnym § jeszcze jeden prosty przyklad ich zastosowania.

§ 91. Przewodnik kulisty w polu Jednostajnem. —Wyobraz-
my sobie, ze przewodnik taki, o promieniu R. wprowadzono do pola
elektrycznego, ktore pierwotnie bylo jednostajne, o natezeniu ®;
a wiec, w jezyku fizycznym, do pola zawartego miedzy oktadkami
kondesatora ptaskiego, ktérych odlegtosci od srodka kuli sg bardzo
wielkie w poréwnaniu z jej promieniem. Po wprowadzeniu prze-
wodnika, pole to przybierze, po krotkim bardzo czasie, nowy stan
rownowagi, ktéry mamy znalesé.

Potézmy 0§ z przez S$rodek kuli O w kierunku linij sity pier-
wotnego pola jednostajnego; r, 6 niechaj beda spétrzedne bieguno-
we dowolnego punktu, jak wyzej. W nieobecnosci przewodnika
mielibySmy, z pominigciem obojetnej zupelnie statej dodatkowe;j:
o — — = — PBrcosO; aby wiec uwzgledni¢ obecnos¢ kuli prze-
wodzgcej, potozmy znowu, jak w § 89:

¢ = w— @rcos 6. @)

Jezeli V jest potencjatem kuli, mamy dla punktow wewnetrznych
WwW— c0s 6= F = const, t, Jil



w tym wypadku ww jest juz samo przez sie rozwiniete w szereg
wedtug poteg r (a mianowicie r0, ri); mamy wiec, bezposrednio we-
dtug (295), dla punktow zewnetrznych

7z = RV.Vs

r rz

za$ wedtug (296), dla gestosci tadunku na powierzchni kuli (kia-
dac znowu K — 1)

(318) yr= + 3@p, I;/ 3® cos 6.

Potencyal ostateczny, t. j. zmieniony dzieki obecnosci kuli, be-
dzie wedtug (a)

(319) Q2 == PF+@%7_2r3coge :
T ‘.

dla dowolnego punktu zewnetrznego. Wewnagtrz kuli bedzie
¢ = ow = Tr @ const., skoro zatozymy, oczywiscie, ze w ewen-
tualnem wydrazeniu kuli niema zadnych tadunkow.

Oznaczajgc przez Er, Efj skladowe sity elektrycznej: radyal-

na, wzglednie styczng do kota potudnikowego, w dowolnym pun-
kcie, otrzymamy z (319)

Poniewaz | P~ds — o, przeto catkowity #fadunek kuli bedzie, we-

diug (318)

Q=.>rRV.
Jezeli kula 'pierwotnie nie byla naelektryzowana, mamy tez po
wprowadzeniu jej do pola Q — o, a wiec V = o (dzieki temu, ze
Odrzucilismyma samym poezatku dowolng statg dodatkowa), tak iz
bedzie

(318a) n = 3<&cos 6;
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tuz przy biegunach kuli rurki elektryczne doznajg wiec zageszcze-
nia w stosunku 3:1; jedna poOtkula posiada tadunek dodatni, druga
ujemny; linig obojetng jest rownik. Wedlug (319) poteneyat bedzie

0z = — (319a)

pierwszy wyraz odpowiada pierwotnemu polu jednostajnemu; wyraz
dodatkowy, ktory zawdzieczamy obecnosci kuli, mozna napisac

1

dz Ir

odpowiada wiec on podwojnemu punktowi elektrycznemu (porown.
str. 73) 0 osi z, umieszczonemu w S$rodku kuli; moment tego punktu
podwdjnego bedzie 4k/?86©, t. j. réwny potrojnej objetosci kuli po-
mnozonej przez na-

tezenie pierwotnego

pola jednostajnego;

punkt ten podwdjny

mozna uwazac¢ jako

obraz  elektryczny

dwoch ptaskich je-

dnostajnie liaelektry-

Zowanyeh  okladek ]

kondensatora, ogra- Fig. 41

niczajacych pole je-

dnostajne i bardzo odlegtych od kuli, w poréwnaniu z jej promie-
niiem. Istotnie, wedlug wzoru rr' — (318), obrazem kazdej
z tych plaszczyzn jest Srodek kuli O, a raczej bardzo mata kulka
przechodzaca przez O i majgca swolj S$rodek na osi z (poréwn.
Fig. 41); jedna z tych kulek idealnych jest liaelektryzowana uje-
mnie, druga dodatnio; 6w ,punkt podwojny“ jest granicg, do kto-
rej zdaza, ta para kulek, w miare gdy odlegtosci ptaszczyzn od
przewodnika kulistego rosng coraz bardziej w stosunku do jego pro-
mienia A?.

§ 92. Dziedziny ,dwuwymiarowe®. — Jezeli sita elektryczna
jest w kazdym punkcie réwnolegta do danej plaszczyzny, ktérg mo-
zemy obra¢ jako ptaszczyzne X, y, i jezeli kierunek jej i natezenie
zalezg jedynie od X, y. nie za$ od z, natenczas mamy tak zwane
zagadnienie ,dwuwymiarowe” czyli zagadnienie ,w dziedzinie dwu-
wymiarowej“. Pole takie daje sie urzeczywistni¢, jezeli wszystkie
przewodniki sg bardze dtugiem) walcami o tworzacej réwnoleglej
do osi z, jezeli wzajemne ich odlegtosci sa stosunkowo mate i je-
zeli wreszcie ograniczymy sie do rozwazania punktdéw niezbyt bli-



298

skich krawedzi przAodnikow. (Poréwn. 881, w ktérym mieliSmy

najprostszy wypadek szczegélny takiego pola.)
Poteneyal zalezy w tym wypadku jedynie od X, y, tak iz réw-
nanie Laplace’a redukuje sie do

90 , 920 _

321
(321) 9ic2 | 9t/2

t. j. do podstawowego réwnania teoryi funkeyj zmiennej zespolone;.
Najogllniejsza jego catka jest ¢ = f(x-yiy) + g(x-iy), gdzie f, g
sg dowolnemi lunkeyami swych argumentow.

Oznaczajgc przez Ev E2 skladowe sity elektrycznej wzdhuz,
osi X, y (skladowa wzdtuz osi z znika, wedtug zatozenia), mamy

(322)

warunek Solenoidalnosci divE. = o, réwnowazny z réwnaniem (321),
przybiera ksztatt

OEt , 0E2 _ (
ox ' oy

tak iz Eglx — Eydy jest rOzniczkg zupetng, powiedzmy
(323) Eidx — Eydy = dE,

gdzie ¢ jest funkeyg potozenia punktu w ptaszczyznie x, y. Dla
¢ = const, mamy

El: E2 = d%: dy,

linie ¢ = const, sg wiec liniami sity elektryczne;j.

U liydrokinematyCe linie ¢ =" const, bytyby strugami czyli
liniami pradu (skoro przez ¢ rozumielibySmy potencyat predkosci,
dla cieczy niescisliwej); stad tez y nazywa sie funkeya pradowg *
(Earnshaw'a).

Wedtug (322) i (323) funkeya ta jest zwigzana z poteneyatem
przez réwnania

E = — ¥e
¥s 2 (ly~~ dx

" * Jezeli tak spolszczyé mozna termin angielski current fun-
cton . 1



ktére stanowig, jak wiadomo, warunek niezbedny i wystarczajacy,
aby wyraz

(— 0§ + ¥ (325)

byt funkcya argumentu zespolonego z — x-j-iy. (To bezywi
écie nie ma nic wspolnego z. réwnobrzmigcg nazwa trzeciej spotrze-
dnej Rartezyariskiej.)

Wedtug %324) jest %;% %ﬂ(— -+ Zté: dw = o; sprawdza sie prze-
to, ze linie stalego potencyatu sa normalne do linij sity. Linie te,
czyli-—jak je krotko nazwaé mozemy-—Ilinie ¢ i linie ¢ stanowig
sie¢ ortogonalng na plaszczyznie z; linie te, a raczej powierzchnie
walcowe, ktérych sg $ladami, odpowiadaja powierzchniom u, v
§-fu 82; powierzchnie w sg w tym wypadku ptaszczyznami réwno-
legtemi do plaszczyzny X, .

92 . .
Dla ¢, podobnie jak dla @, mamqil-_";i.,',%l: 0 , a wiec tez
92 927 _
d¥s o dy"t
Jezeli potozymy ¢ — f(2), t. J. = dowolnej funkcyi zmiennej

zespolonej z, natenczas cze$¢ rzeczywista tej funkcyi da nam po-
teneyat, cze$¢ urojona, (po odrzuceniu i)—odpowiednig funkcye pra-
dowg, a wiec wszystkie linie sity. (Mozna tez zresztg y uwazac
jako potencyat, wowczas—@ bedzie odpowiednig funkcyg pradowa.)

Wszelkie wiec zagadnienia rozwazanego tu rodzaju przybierajg
nastepujacy charakter:

Chodzi o znalezienie { jako takiej funkcyi zmiennej zespolo-
nej z, ktorej czes¢ rzeczywista (lub urojona) przybiera wartos¢ statg
na pewnych liniach danych, stanowigcych $lady przewodnikéw wal-
cowych; funkcyg ta poza tern ma by¢ ciggta i skonczona wraz ze
swemi poehodnemi, z wyjatkiem ewentualnych punktéw osobliwych,
i zachowywaé sie w pewien sposéb w ,nieskonczonosci, o ile pole
jest nazewnatrz nieograniczone, a mianowicie tak, aby catka wyra-
zu ¢jB7 wzieta wzdtuz kota o rosngcym bezgranicznie promieniu da-
zyta do zera.

Ostatecznie chodzi wiec o to, co matematycy nazywajg odwzo-
rowaniem podobnem (w najmniejszych czeSciach) plaszczyzny z na
ptaszczyzne €

e Oczywiscie tam tylko, gdzie niema tadunkdéw, jak to milczaco

zakladamy; w tych zreszta miejscach, gdzie div E =ko, wyraz E-idx-Eldy
nie jest rézniczka zupetna, a wiec funkcya pradowa nie istnieje; tadunki
sga wiec dla funkcyi pradowej tern, CZem sga wiry dla potencyatu,



Co do przykladdéw, znajdzie czytelnik CalyiehszeregwRozdz.
XIl £b, and Mgnt, Maxwella dalej w kazdeni dziele poswigconem
& rodynamice: Jak nP- Bassefa (Cambridge, 1888, w Wykladzie
XXI klasycznej ,,Mechaniki“ Kirchhoffa, wreszcie w licznych rozpra-
wach o charakterze czysto matematycznym. Przeklad dotyczacych
)(/vyr(}ikéyv_ na jezyk Mektrostatyki nie sprawi czytelnikowi zadnych
rudnoéci.

§ 93. Pola osiowo symetryczne. — Niechaj 0$ symetryi pola
elektrycznego bedzie osig (z) spotrzednych cylindrycznych; z, p, ¢
niechaj maja takie same znaczenia jak w § 86. Linie sity elektry-
ezej bedg lezaly w ptaszczyznach potudnikowych, t. j. w plaszczy-
znach przechodzacych przez oS$; potencyat ¢ bedzie zalezat tylko od
z, p, tak iz wedtug (384) bedzie

1 d

p dp

Oznaczajac przez j%z, EN skiadowe sity elektrycznej wzdbuz osi i pro-»
Stopadle do niej, otrzymamy wedtug (257) i (254):

(326)

9
Vs
i wyraz réwnowazny ze wzorem (326):
dw E — -~-— (pE\) 4- —x (p7Sp) .

W punktach pozbawionych tadunku bedzie przeto
p{ENdz- Ezdp) rdézniczkg zupetng, powiedzmy = dA,

gdzie ¢ zalezy jedynie od p, z. Réwnaniem linii sity elelctrycznej
bedzie wiec znowu ¢ = const., aczkolwiek tym razem funkcya ¢ ma
inne nieco wiasnosci, niz w § 92, a mianowicie daje

i oy
P 9’

Dla odréznienia od tamtej nazywa sie funkcye te, szczeg6lniej w hy-
drodynamice,- furikcya pradowag Stokes'a.

Zamiast sp6trzednych p, z mozna zreszta #tatwo wprowadzi¢
spotrzedne biegunowe lub eliptyczne, lub tez inne jakiekolwiek krzy-
woliniowe, ortogonalne, wedtug wzoréw og6lnych §-fu 82, stosownie
do danego ksztattu przewodnikow, ktére oczywiscie muszg by¢ bry-
tami Obrotowemi spotosiowemi. W 8§-fie 91 mieliSmy prosty bardzo
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przypadek szczegolny pola osiowo symetrycznego; znalezienie od-
powiedniej funkeyi Stokes’a i wykre$lenie linij elektrycznych
¢ = const, pozostawiam czytelnikowi.

Z omoéwionych tu wiasnosci pol osiowo symetrycznych skorzy-
stamy dopiero znacznie pOzZniej, przy rozwazaniu drgan elektroma-
gnetycznych.

8§ 94. PrzejdZzmy teraz do zagadnien elektrostatycznych inne-
go nieco rodzaju, aby jednak zaja¢ sie niemi réwniez tylko w ogol-
nych zarysach. Zatozymy tym razem nieobecno$é jakichkolwiek prze-
wodnikdw.

Niechaj bedzie dane pole elektrostatyczne E0 w dielektryku
izotropowym i jednorodnym, o spotczynniku K. Do S$rodowiska te-
go wprowadzamy bryte dielektryczna, nienaelektryzowang, rowniez
izotropowg i jednorodna, posiadajgcg spotczynnik K' rozny od K.
Woéwczas pole elektryczne dozna pewnego zaburzenia i, po krotkim
juz bardzo czasie, przybierze nowy stan réwnowagi. Chodzi o zna-
lezienie tego pola odksztatlconego dzieki wprowadzeniu bryly, t. j.
0 wyznaczenie wektora E dla kazdego punktu $rodowiska oraz dla
wnetrza samej bryly.

Zagadnienia tego rodzaju przedstawiajg trudnosci matematy-
czne réwniez wielkie, jezeli nie wieksze, niz problematy ,rozmiesz-
czenia“, omowione poprzednio. Istotnie tez zdotano je rozwigzac
w kilku jedynie wypadkach szczegélnych.

Podobnie jak w tamtych zagadnieniach mozna i tu uwazac
pole ostateczne E jako Superpozycye pola pierwotnego i pola odpo-
wiadajgcego tadunkowi pozornemu ,wzbudzonemu®“ na powierzchni
bryty dielektrycznej, — a stanowi to jadro metody Poissona, stoso-
wanej do analogicznych zupetnie problematéw magnetycznych.

Potézmy tedy

E=E0-j- X =— V@l — Vo, (327)

gdzie wektor X wyraza owo pole dodatkowe, nieznane, w jego po-
tencyat skalarny, za$ @0 potencyat (dany) pola pierwotnego.

Niechaj dt' bedzie elementem objetosci bryty dielektrycznej,
0 jej powierzchnig, v normalng zwrdcong nazewnatrz; wielkosci do-
tyczace wnetrza bryly zaopatrzymy w akcenty, o ile to bedzie nie-
zbedne.

Zaktadamy, ze pole pierwotne jest Solenoidalne w tej miano-
wicie dziedzinie, do ktorej wprowadzono bryle, t. j. ze

div El0 == o, (E0 — EQ0)v ==o0.
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Wowczas bedzie divX = o w calej przestrzeni i sam wektor X be-
dzie cigglym wszedzie z wyjatkiem powierzchni 0. tadunek pra-
wdziwy (wewnetrzny i powierzchniowy) bryty, pierwotnie nienaele-
Rtryzowanej, nadal tez, t. j. po wprowadzeniu jej do pola, réwna
sie zeru. Dla punktéw powierzchni ¢ bedzie przeto

0 = V(AE—KE") = v(ZE0—/i"'E"0 + KX — KX")
czyli, wedtug (328):
(a) {KX— KXW + {K- KI) E0'v =o.

tadunek powierzchniowy pozorny bedzie natomiast rozny od ze-
ra; oznaczajgc gestos¢ jego, jak zwykle, przez n', t. j. kladac
nN'— (E—FE")v czyli, ze wzgledu na (328), n'= (X— X'jv. otrzy-
mamy wedtug (a)

(b) n' = 5;K—(YC TE) = K=K Ty,

Poniewaz jest to jedyny #tadunek pola dodatkowego X, przeto dla
potencyatu tego pola, t. j. dla ,potencyatu dodatkowego“ w otrzy-
mamy

gdzie r jest odlegtoscia dowolnego punktu (zewnetrznego lub we-
wnetrznego) od elementu powierzchni do. Podstawmy tu za n' wy-

raz (b) i zwazmy, ze divE'=a, a wiec J f(fo== JE' 7' { ~)dz'»,
wowczas otrzymamy

(329) w =%LTae=x- fEV (@) dT,
intk J r

gdzie catka obejmuje wnetrze bryly dielektrycznej; jezeli x', y'. Z'
sa spotrzednemi dowolnego jej elementu dt', za$ X, y, z spOtrze-
dnemi punktu, w ktérym panuje potencyat dodatkowy ®, mamy
r3 == {x—x")2 {y—vy")?2 -j- (E—2z")2 i operator Hamiltona V' doty-

czy zmiennych x', y'. z', t j. VI=iI— +j p + | s-

We wzorze tym E' = E'0 -j-- X' nie jest znane, tak iz w na-
dal pozostaje niewiadoma zagadnienia. Ta jednak posta¢ potencyatu
dodatkowego nadaje sie w pewnych wypadkach do istotnego obli-
czenia jego wartosci, jak to niebawem na znanym przykladzie zo-
baczymy.

Godna uwagi, chociazby tylko ze wzgledéw historycznych, jest
nastepujgca interpretacya elementow powyzszej catki. Oznaczajgc
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przez ds' element dtugosci w kierunku E' i biorgc jako element
objetosci czes¢ rurki elektrycznej o przekroju do' i diugosci ds',
mamy

(EW), (A% =

Mozemy przeto zda¢ sprawe z potencyalu w. a wiec tez z pola do-
datkowego X, twierdzac, ze bryla dielektryczna jest ,spolaryzowa-
na“ t. j. ze wzdtuz rurek sity mamy tancuchy czastek dt', z kto-
rych kazda posiada na jednym swym konicu czyli ,biegunie tadu-

nek pozorny------ lﬁ—;%i E'da’ czyli tadunek prawdziwy

K-K

iTTK D,fa'" (gdzie D! = KE"),

na drugim za$ koncu czyli biegunie tadunek réwny i wprost prze-
ciwny. W kazdym #ancuchu mamy naprzemian bieguny ujemne i do-
datnie, przyczem biegun dodatni jednego elementu styka sie z bie-
gunem ujemnym nastepnego, tak iz wszystkie owe tadunki ,znosza
sie  wzajemnie“ wewnatrz bryly, a pozostajg tylko #adunki, i to
w naszym wypadku pozorne, na powierzchni bryly. tadunki cza-
stek wewnetrznych sg wiec ostatecznie Akcyami Uiatematycznemi,
skoro tylko zeehcemy uwaza¢ sama bryle dielektryczna jako, prze-
strzennie cigglta. Byly one czems wiecej niz flkeyg w teoryaeh mo-
lekularnych, o ktérych tu jednak mowié¢ nie zamierzamy. W histo-
ryi nauki oméwione tu stosunki odegraty szczegélnie wazng role
w ¢stosowaniu do zjawisk magnetycznych; zamiast K marny woéw-
czas przenikliwo$s¢ magnetyczng p., zamiast E site magnetyczng M,
zamiast czastek biegunowo naelektryzowanyeh—magnesy elementar-
ne. O analogiach zresztg i roznicach miedzy Elektro- a Magneto-
statykg w dalszym ciggu bedzie mowa.

§ 95. Elipsoid dielektryczny w polu (E0) jednostajnem. —
Niechaj pole pierwotne bedzie jednostajne, t. j.

E) — ©a , (330)

gdzie © jest stalym skalarem wyrazajagcym natezenie tego pola,
za$ a wektorem jednostkowym wskazujgcym Kkierunek linij sity,
a wiec réwniez statym. Potencyal @0 bedzie w tym wypadku fun-
kcya liniowa ditugosci mierzonej w kierunku a.

Otéz, aby otrzyma¢ mozliwie najprostsze stosunki, zatézmy,
ze pole dodatkowe jest wewnagtrz bryly dielektrycznej rowniez je-
dnostajne, t. j.

X' = Xx (331)



gdzie 1" jest statym skalarem, za$ x statym wektorem jednostko-
wym, o kierunku, ktéry mamy dopiero znalesc.
Zatozenie to mozliwe jest tylko przy pewnym ksztalcie bryly
dielektrycznej T'; natychmiast zobaczymy, przy jakim mianowicie.
Istotnie, skoro pole pierwotne i pole dodatkowe wewnatrz bry-
ty majg by¢ jednostajne, pole wypadkowe

(332) E'— @a + X'x

rowniez bedzie jednostajne wewnatrz T Otrzymamy przeto we-
dtug (329), uwzgledniajac, ze (E'V)H' = (E'V)Vr, i piszac dla
skrécenia K<

(333) w = —vVy.E'V4,

gdzie

(334)

4 jest wiec poteiicyatem tadunku o gestosci jednostajnej =1, wy-
petniajacego cata objetos¢ bryly.

Lecz wektor X' ma by¢ staly, t. j. potencyat jego w ma by¢
funkcya liniowa spétrzednych x, y, z;, wedtug (333) musi wiec by¢
Y funkcya kwadratowag zmiennych X, y, z wewnatrz bryly T'. Bry-
ta ta musi wiec mie¢ posta¢ elipsoidu. *

Kladac osie spoétrzednych x, y, z wzdluz osi gtéwnych eli-
psoidu dielektrycznego, mamy dla punktéw wewnetrznych

-(335") W' = Ar'-¥s(A¥sa+B't/a¥sCy¥%s2),

za$ dla punktéw zewnetrznych

(335) Y = JV-%(Ar2-f-Va2+C¥s)),
gdzie
. d d
(336"). F(E} (02- -usj F{u} ,it*d

* Poréwn. jakiekolwiek dzieto specyalne o teoryi potencyatu newto-
nowskiego lub tez Mechanike Kirchhoffa, Wykiad XVIIl. W rozumowa-
niach tego §-fu wzorowatem sie na przepysznem dziele Emila Cohna- Das
elektromagnetische Feld. Lipsk, 1900. Cohn postuguje sie zreszta jezykiem
karteisyanskim



305

B 0 abcd® avelIfu)r 1t d @36
U

E(u) = V (a2+u) (b2+u) (c2+u) |,
dolna granica u catek (336) jest pierwiastkiem dodatnim roéwnania

X2, oyl 72
02--u ' f2J-u ze?-]u 1
a wiec pierwsza spoOtrzedng eliptyczng oznaczong tak samo w § 83;
a, b, ¢ sg podtosiami elipsoida dielektrycznego, ktérego powierzchni
odpowiada wiec warto$¢ m = o.

Spolczynniki N, JL,... nazewnatrz bryly sa tedy w og6le zmien-
ne, a przybierajg wartosci state jedynie na elipsoidach spétognisko-
wych u — const.

Spolczynniki wewnetrzne N', A" i t. d. sg natomiast stale
i zalezg tylko od stosunkéw osi a, b, ¢c. Jezeli a = b = e, naten-
czas jest

o<V <B < Cl< 1 (337)

Ze wzgledu na stato$¢ spoétczynnikébw N', A' i t. d. otrzyma-
my tedy, oznaczajgc sktadowe sity E' wzdiuz osi przez EA EA EA
wedtug (333) i (335):

W = y(2%Y=4- B'E2'y ¥ CE,'2),

stad zas )Yl> S = — yA'El,, a wiec wedtug (332)

El'= & — yA'El', i t. d.
t j.
£— ®t_ L |

IveyA' _§ 14-yiT~r l+yC' (338)

Wz0r ten wyznacza pole ostateczne wewnetrzne w zaleznosci od pola
pierwotnego (ktorego skltadowe oznaczyliSmy przez ®2, (53), od
statej { a wiec od stosunku spoétczynnikbw K': K i wreszcie od
A, B', C, t. j. od postaci elipsoidu dielektrycznego. Ze wzoru te-
go widzimy, ze kierunek linij elektrycznych prostych wewnatrz eli-
psoidu jest w ogéle rozny od kierunku linij w polu pierwotnem,
chyba ze elipsoid staje sie kulg. Dla dowrolnego elipsoidu kierunki
te sg identyczne woéwczas tylko, gdy linie pola pierwotnego sg row-
nolegte do jednej z. Osi gtownych.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 20
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(Dla K —K, czyli dla y =0, mamy E' = iS1+j(%o +~ kS3 — EO0.
jak by¢ powinno; woéwczas oczywiscie ®w = 0.)

Co do pola zewnetrznego, odksztatconego dzieki obecnosci eli-
psoido, mamy wedtug (313) i (338):

6, 9u ®2 3 8yl
(339) —VIiltyd, dx+ 1+yj8 1+yo '

skad mozemy obliczy¢ E = E0 =— X = E0 — V«. skoro podstawimy
W wedtug (335) i (336). Poniewaz A’ A it. d. sg zmienne w prze-
strzeni, linie elektryczne nazewnatrz elipsoidu beda w ogéle krzy-
we, natezenie za$ pola bedzie rdézne w réznych punktach; tylko
w odlegtosciach bardzo wielkich w stosunku do rozmiaréw bryly
dielektrycznej pole zachowa w przyblizeniu swdj pierwotny chara-
kter jednostajny.

Dla JCi1K=%% mamy y = oo, a wiec wedlug (338) \ =0;
pole wewnetrzne znika; bryla, o spotezynniku dielektrycznym bardzo
wielkim w poréwnaniu ze spétczynnikiem S$rodowiska zachowuje sie
wiec jak przewodnik: dla pola zewnetrznego bedzie woéwczas we-

diug (339)

, ®, <mr o, (S, ¥ el M- |
(339a) w— [ + J?, dy -f- a l.

| fZ1, . . .
gdzie U’ jest wecigz jeszcze = | tzr 1 Afzui' “en daje wiec po-

tencyat dodatkowy dla przewodnika elipsoidalnego wprowadzonego
do pola pierwotnie jednostajnego.

Aby obliczy¢ dziatanie mechaniczne pola na elipsoid dielektry-
czny, Zestawmyr energie U pola ostatecznego z energig U0 pola
pierwotnego. Praca mechaniczna przy dowolnem przesunieciu bryty
tej bedzie dTF= — SU, Skorotylkowszelkieladunki pola pozostang
niezmienne. Gdyby bylo K' — K. mielibySmy U — U0 i energia U0
nie doznataby na skutek przesuniecia bryty zadnej zmiany; zatozy-
lismy bowiem, ze bryla ta jest nienaelektryzowana, a gdyr posiada-
taby jeszcze ten sam spoétczynnik co Srodowisko, przesuwanie jej
w przestrzeni w niezem w ogéle nie zmienitoby pola. Mozemy prze-
to napisac

(340) Y = -6((%o-(70).
Otéz, roznica tych energij daje sie, przy pomocy wzoru (338), w do-
godnej wyrazi¢ postaci.

Istotnie, mamy U — Up — YezLPt>7% gdzie sumy (lub
catki) obejmujg wszystkie tadunki; lecz dzieki temu, ze bryta miata



by¢ nienaelektryzowana, tadunki ostateczne sa identyczne z pierwo-
tnemi; mozemy wiec napisac

gdzie D jest polaryzaeyg elektryczng w polu Ostatecznem, D0 —
w pierwotnem, calki za$ obejmujg cata przestrzen. Mamy wiec

U- U0 = %/ (ED0 — EOD)dt ,

co zresztg stosuje sie ogdlnie do dwoch pdl jrotacyjnych posiadaja-
cych te same f{adunki. Lecz w naszym wypadku jest nazewnatrz
bryty z: D0 = -S[Ell, D = JfE, a wiec ED0 = EOD, tak iz pozosta-
je tylko catka obejmujgca wnetrze bryly; poniewaz za$ tu jest
D0 = JfE0, D = D' = A'E', przeto mamy

lecz obadwa wektory pod eatka sg state wewnatrz elipsoidu; ozna-
czajgc przeto objetos¢ jego przez z', otrzymamy

U- Ua = Ya(K-K")T .EE' ,
t, j. ostatecznie, wedtug (338) i pamietajac, ze E0 = iS1+jS2+kd,:

U— U0 =%(K—R'") 11%0- + -rba— 4%
I'+yA' = 1-j-yJ? "r fj-yC 1 (341)

Wyraz ten nie doznaje zadnej zmiany przy przesunieciu po-
stepowem, a zmienia sie jedynie przy przesunieciu obrotowem eli-
psoidu; na bryle te dziala wiec jedynie para sit, ktorej moment
mozna natychmiast obliczy¢ wedtug (341). Na kazda inna bryle
(nienaelektryzowang) dziatataby w polu pierwotnie jednostajnem
rowniez tylko para sit.

Elipsoid obrotowy. — Jezeli np. % =c, mamy réwniez C' — B',
a oznaczajac przez 0 kat zawarty miedzy osig a i kierunkiem pier-
wotnej sity elektrycznej:

sin- 0

T+VBT K- (342)



Biorgc pochodng tego wyrazu ze wzgledu na 6, ze znakiem uje-
mnym, otrzymamy odpowiednig ,sile ponderomotoryczng” O, t. j_
moment pary sit starajgcej sie zwiekszy¢ kat 6:

(343) O =%AIS2t. [---A —1Ip~n-1Isin 26, gdzie y — —----1-

Jezeli a j> b, mamy, jak w (337)
B'=A"> o

Niezaleznie wiec od znaku y, t. j. niezaleznie od tego czy /(' jest,
wigksze czy tez mniejsze od K, moment O jest ujemny dla

Elipsoid obrotowy wydtuzony bedzie wiec dazyt do ustawienia
swej osi 1b kierunku pierwotnego pola jednostajnego, niezaleznie od
tego, czy posiada on Spolczynnik dielektryczny wiekszy czy tez
mniejszy, niz otaczajgce go Srodowisko. To samo dotyczy wiec
przewodnika o postaci elipsoidu wydtuzonego; mamy wowczas y= o6,
a wiec wedtug (343)

(343a) 0 = %-KNS2T- (- ) sin 26.

Jezeli a < b = ¢, mamy elipsoid obrotowy sptaszczony-, w tym
wypadku jest B' <j A'. Jezeli sptaszczenie jest bardzo znaczne,
mamy kragzek niemal ptaski; odrzucajac drugg i wyzsze potegi sto-

sunku ’?b mamy w tym wypadku

(344)

podstawiajgc spoOtczynniki te do (342), (343), otrzyma wiec czytel-
nik wzory dla krazka dielektrycznego o promieniu b i o grubosci
2a (w $rodku krazka) bardzo matej w poréwnaniu z tym promie-
niem; ktadac zas y = ¢®, otrzyma wzory dla przewodnika o tejze
postaci.

Zauwazmy jeszcze, ze czynnik staly YsKfflT w powyzszych
wzorach dla momentu O wyraza energie pierwotnie zawartg w tej
czesci przestrzeni, ktérg zajmuje bryla dielektryczna, wzglednie
przewodnik.

Pozostawiajgc czytelnikowi dyskusye réznych wypadkéw szcze-
gélnych jako temat do wiasnych ¢éwiczen;; rozwaze tylko, w naste-
pnym paragrafie, wypadek najprostszy « = &,== ¢, to jest, kule di-
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elektryczng; dostarczy nam to bowiem najlepszej sposobnosci do
pewnych pouczajgcych uwag.

§ 95a. Rula dielektryczna w polu jednostajnem. — Kiadac
a=b=c—R. mamy u=r2—j?2, F(u) —r3 a wiec wedtug
(336" i (336):

N'= 1IR3 Al=Bl=C =1
(345)

a wiec wedtug (335" i (335):
(346)

W tym zreszta wypadku mozemy najtatwiej obliczy¢ W wprest,
wedtug okreslenia (334); istotnie, nazewnatrz kuli mamy \V2W — o,

wewnatrz zas§ V2' ' =-— 1, t. j. (poniewaz funkcya ta zalezy oczy-

wiscie tylko od r), wedlug (286): (r—-)—o, T(r2-N-">== 12
dr dr dr dr

a wiec

gdzie a, B, y, & sg state; lecz dla r = <> ma byé¢ T =g, a wiec
B—o; dla r =0 ma by¢ T' skonczone, a wigc y = o. tak iz

W= /N\; P'=— 1,2+ 3 ;

3w o
dr ~ dr
0, = Y8Rs, S = &R,

tak iz ostatecznie W= Ryr, Wf= % (£2— |r2), jak w (346).

Skorzystajmy pomimo to z (345); podstawiajgc mianowicie
Al=B'=C = do (338) i piszgc znowu i(g!.¥s-j®2“ IF— == E0 = 6a.
otrzymamy pole Wwngimte

dla r = R wreszcie ma by¢ W = ', a wiec

E' = —J-Yay—- . gdzie y = 1- (347)

Pole ostateczne wewnatrz kuli bedzie wiec miato kierunek pola
pierwotnego, lecz inne natezenie; jezeli 1° = K. natezenie to be-
dzie mniejsze, jezeli natomiast K' <j K, natezenie to bedzie wieksze
od pierwotnego. I <



Dla pola zewnetrznego otrzymamy, wedtug (333) i (347), po
tencyat dodatkowy

lecz wedtug (346) jest

zas EOr — ®cos 6, skoro przez 6 rozumie¢ bedziemy kat zawarty
miedzy r i liniami sity pola pierwotnego; poteneyat dodatkowy be-
dzie wiec

(348) T®Rs cos §

dodajac poteneyat pola pierwotnego 90 —=— ®? (gdzie z jest diu-
goscig mierzong w kierunku pierwotnych linij elektrycznych od $ro-
dka kuli), otrzymamy caty poteneyat ¢ — — ®" -|- w, stad za$ osta-

tecznie pole zewnetrzne E=-\V/cp odksztatlcone dzieki obecnosci
kuli dielektrycznej.
Kladac y = oo, wracamy do poprzednio juz rozwazonego
wypadku przewodn/ika kulistego; woOwczas jest wedlug (348)
cos 0 JP
w = ®A3—]j]— = @A3 —I, a wiec istotnie jak w § 91, (319a).

Dla roznicy energij pola ostatecznego i pola pierwotnego mie-
liSmy w § 95

(7- U0 = Ya(Il-jN)T'.EOE" ;
wedtug (347) bedzie wiec

czyli

K+"K ——
w szczegoblnosci za$ dla przewodnika kulistego (y — co):
(349a)

gdzie t70'jest energig elektryczng tej czesci pola pierwotnego, kto-
rg zajeta kula.



Wyraz (349) jest staly, tak iz przy dowolnem przesunieciu
Wirtualnem bedzie wedilug (340) STF=o.

Na kule pierwotnie nienaelektryzowana, dielektryczng lub prze-
wodzgcg, wprowadzong do pola jednostajnego, nie dziatajg wiec za-
dne sity, t. j. ani sita wypadkowa, ani tez para sit, co ze wzgledu
na zupetng symetrye kuli bylo do przewidzenia.

Jezeli spoétczynniki K i 77° sg prawie réwne, tak iz y jest
bardzo mata liczbg, dodatnig lub ujemna, natenczas mamy

77— U0 = % (K— K')giT (350)

wedtug (349) lub tez zresztg, dla Tcazdego elipsoida, wedtug (341).
Wz6r ten zachodzi réwniez, w przyblizeniu, jezeli pole pierwotne nie
jest Scisle jednostajne, lecz doznaje nieznacznych, zmian w dziedzi-
nie T'; da sie to tatwo urzeczywistni¢, jezeli rozmiary bryly sg sto-
sunkowo mate. Na bryle taka dziata wiec wedtug (340) sita pon-
Jeromotoryczna

1(z"-1)-v(e) (351)

starajgca sie wprawi¢ ja w ruch postepowy, mianowicie w kierunku
najszybszego wzrostu natezenia pola ®, jezeli K' = K, za$ w Kie-
runku wprost przeciwnym, skoro K' < K; wielko$¢ tej sity mecha-
nicznej jest proporcyonalna do objetosci bryly dielektrycznej, do
réznicy Spolczynnikow K'— K i wreszcie do szybkosci spadku lub
wzrostu Icwadratu natezenia pola; nie zalezy natomiast zgota od
kierunku i postaci linij sity elektrycznej.

Pamietajmy jednak, ze wzoOr ten, stynny od czasow Maxwella..
jest jedynie przyblizony, i to z dwdch wzgledow, jak widzieliSmy
przed chwilg. Jezeli warunek przyblizonej jednostajnosci trwa na-
dal, lecz spotczynniki K, K' rdznig sie znacznie od siebie, naten-
czas wewzorze (351) sity ponderomotorycznej nalezy, wedtug (349),
zastagpi¢ roznice tych spotczynnikow K'— K przez zawilszy nieco
wyraz:

(352)

a mianowicie dla kuli dielektrycznej, stosunkowo malej. Dla prze-
wodnika kulistego otrzymamy wedtug (349a) site ponderomotoryczna:
3 -]-A'V(®3). (353)

Kulka metalowa, pozbawiona wiasnego tadunku, dazy wiec od

miejsc mniejszego do miejsc wiekszego natezenia pola; tak samo
zachowujg sie kulki lub w ogdle mate bryiki dielektryczne o spdt-
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czynniku, wiekszym niz spoétczynnik Srodowiska. Jezeli brytka jest
naelektryzowana, mamy dodatkowg jeszcze sile mechaniczng, o kto-
rej wielokrotnie juz bylg mowa,

Poie Hiagnetostatyczne.

§ 96. Wiemy juz, ze warunkiem niezbednym i wystarczajg-
cym dla takiego pola jest irotacyjnosc¢ sity magnetycznej:

(354) cwrZM = o,

przynajmniej dla wszystkich ciat lub Srodowisk, dla ktérych wazne
sg réwnania elektromagnetyczne p = c.ctwvVM, qg=-c,curlE
lub chociazby tylko pierwsze z tych rownan.

Zobaczymy niebawem, ze warunek (354) nie moze by¢ spet-
niony w calej przestrzeni, chyba ze = 0 wszedzie; ze wiec
w pewnych jej dziedzinach, wewnatrz lub na powierzchni tak zwa-
nych magneséw wiasciwych (,trwatych®) muszg istnie¢ wiry magne-
tyczne. Jest to koniecznym wynikiem nieistnienia ,magnetyzmu
prawdziwego*“,—co stanowi najbardziej moze charakterystyczng réz-
nice miedzy strong magnetyczng a elektryczng rozwazanych w ksigz-
ce tej zjawisk.

Zanim jednak zajmiemy sie réznicami, zobaczmy, w krétkim
przegladzie, jakie sg analogie.

W tym celu rozwazmy przedewszystkiem pewna dziedzine T
pola Inagnetostatycznego, w ktdérej warunek irotacyjnosci jest wsze-
dzie spetniony, t. j. w ktdrej niema zadnych wiréw magnetycznych,
ani przestrzennych, ani powierzchniowych.

W kazdym punkcie dziedziny t sita M posiada¢ bedzie poten-
cyat skalarny; bez obawy o nieporozumienie mozemy go znowu ozna-
czyC przez @, a wiec napisaé

(355) V =— Vo ;

@ nazywa sie potencyatem magnetostatycznym lub, krécej, magne-
tycznym.

Gdyby dziedzina T byta cykliczna, poteneyat ¢ mogtby byé
funkcyg wielowartosciowa potozenia, t. j. catka sity magnetycznej
wzdtuz obwodu zamknietego i przebiegajacego catkowicie wewnatrz
T moglaby by¢ rozna od zera. Jezeli jednak dziedzina ta jest acy-

kliczna, natenczas catka [ M<¥% znika dla kazdego obwodu s zamknie-

tego, przebiegajgcego catkowicie w tej dziedzinie; wodwczas wiec
poteneyat ¢ jest jednowartosciowg funkcya potozenia, Takg wiasnosé
posiada pole zewnetrzne odpowiadajgce jednemu lub Kkilku nierucho-
mym magnesom trwatym, naturalnym lub sztucznym; nazewnatrz
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tych ciat istnieje wszedzie potencyat magnetyczny jeYsipowartoscio-
wy. Takie to pole magnetyczne, ktére moze utrzymywac sie nie-
zmiennie ,samo przez sie*, czyli bez doprowadzania energii zzewnatrz,
w ciggu czasu dowolnie diugiego, nazywa sie wihasciwie statycznem,
w odroznieniu od owych pél magnetycznych w ogéle Stateeznycli
{,Stacyonarnychu) czyli niezmiennych w czasie, ktére otaczajg prady
elektryczne w obwodach metalowych, a dla ktérych utrzymania ko-
nieczne jest ciggte doprowadzanie energii, potagczone z przeksztat-
caniem sie jej na ciepto w substancyi samych obwodéw. W polach
niezmiennych tego rodzaju istnieje, nazewnatrz obwoddéw, potencyat
magnetyczny Wielowartosciowy. Ot6z o polach takich w nastepnym
dopiero Rozdziale bedzie mowa, podczas gdy w niniejszym bedzie-
my mieli na mysli zawsze tylko pola wiasciwie magnetos(«i?/cspe,

§ 97. Potencyal magnetyczny odpowiada elektrycznemu, po-
dobnie jak sita M odpowiada sile E. Linie sity magnetycznej sa
normalne do powierzchni ¢ = const,; okreslenia linij, rurek i ko-
morek magnetycznych sg zupetnie analogiczne do elektrycznych.

Podobnie jak elektryczny, mozemy tez wyrazi¢ poten-
cjat magnetyczny przez ¢w M. przez skok (M'— M)v skiadowej
normalnej sity i przez skok samego potencjatlu @?>—@' na pewnych
powierzchaiaeh. zupetnie jak w § 68, byle tylko nazewnagtrz ma-
gneséw, w ktérych moze byé curl M =H 0. Ostatecznie wypada nam
oprze¢ sie na wzorze (134) wyprowadzonym we IT$/gpie, str. 71.
Zakladajgc, ze wszystkie magnesy sg zebrane w dziedzinie skon-
czonej i ze w odlegtosciach r bardzo wielkich sita magnetyczna ma-
leje jak r—2, a wiec ¢ jak r—,, i zaliczajac powierzchnie om wszel-
kich (dla bezpieczenstwa) magneséw do granic dziedziny t, bedziemy
mieli dla dowolnego punktu tej dziedziny:

fFM—My ,  F

dvsM ‘ o R I
BT § I T oA Jlo—09) --(—) ¥

(356) wmo — |

—+ /lo-Yei™N+driy v

Interpretacya poszczegélnych wyrazéw wymagataby poprostu tylko
powtérzenia tego, coSmy powiedzieli w § 68 lub we Wstepie. Role
elektrycznosci pozornej obejmujg tu magnetyzmy p&fne o gesto-
Sci przestrzennej

div M.
wzglednie o gestosci powierzchniowej

(ME-M)V."*
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Kazda powierzchnia nieciggtosci samego poteneyatu jest réwnowa-
zna ,warstwie podwojnej"”, czyli tak zwanej lameli magnetycznej
nieskonczenie cienkiej, o memencie rownym skokowi poteneyatu
@—@'. Potencyai ¢ jest wiec taki, jak gdyby kazda ,czasteczka“
dm' -UWgnetyzmu pozornego, rozmieszczonego przestrzennie lub po-
wierzchniowo dostarczata w odlegtosci r wyrazu

«

dm’
imr
, . . clai i
ktéoremu odpowiada sita magnetyczna elementarna — ~a vV —
m r

a wiec radyalna i posiadajgca natezenie

oW
41r?

Znowu wiec wechodzi tu w gre ,prawo Othvrotnyeh kwadratow*,
w zwyklym swym charakterze.

Kazdemu elementowi dnim powierzchni magnesu lub w ogéle
jakiejkolwiek bryty, ktérg nalezy wykluczy¢é z dziedziny catkowania
przestrzennego, lub ktérg ,dla wszelkiej pewnosci" pragniemy
wykluczy¢, odpowiada w potencyale ¢, wedlug (356), wyraz ele-
mentarny

(357) Yg Tl —=

gdzie V jest normatag zwrdcong ku dziedzinie T. Dla obliezenia
pola zewnetrznego mozemy wiec abstrahowa¢ od istnienia podobnych
bryt, uwazajac jednak powierzchnie on kazdej z nich jako super-
pozycye warstwy podwdjnej o momencie @ i warstwy pojedynczej
magnetyzmu swobodnego o gestosci Mv, gdzie ¢ i Mv sg wartoscia-
mi poteneyatu i skfadowej normalnej sity magnetycznej w punktach
zewnetrznych potozonych tuz przy powierzchni om.

Co do wiasnosci specyficznych réznych ciat, przypomnijmy so-
bie z Rozdziatu 1-go, ze okreslenie przenikliwosci p. byto zupetnie
analogiczne do okreslenia spotczynnika dielektrycznego K. Polary-
zacyi elektrycznej D = AE odpowiada tedy polaryzacya magnety-
czna B = uM. W wypadku anizotropii spotczynnik p., podobie jak
K, bedzie operatorem wektorowym liniowym (w przyblizeniu), tak
iz kierunki M i B bedg w ogdle rdzne.

Energia dowolnego pola magnetycznego jest

(358) U=13% | MBdt ,
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gdzie catkowanie obejmuje cata przestrzeh. Wyraz ten daje sie prze-
ksztatci¢ podobnie jak wyraz energii elektrycznej w §-fle 69; uczy-
nimy to jednak dopiero po podkresleniu pewnej wybitnej réznicy
miedzy polem elektrycznem a Inagnetyeznem. Az dotad bowiem
chodzi nam jeszcze o analogie miedzy jednem a drugiem.

Wysit magnetyczny, z ktérego obliczajg sie dziatania pondero-
motoryezne, jest wedtug § 55:

fv. = M(Bv) — 1 v(MB) ; (VIim)

zalezno$¢ jego od wektorow M. B jest zupeinie taka sama jak za-
leznos¢ wysitu elektrycznego od E, D. Rdznice w zastosowaniu oka-
za sie niebawem. Oznaczajagc przez u gestos¢ energii magnety-
cznej, napiszemy Kkrocej

fv — M(Bv) — %vu. (VIIm)

Tres¢ tego wzoru omowilisSmy juz w Rozdziale IlI; podkreslenie po-
dobienistwa roli rurek magnetycznych i elektrycznych bytoby juz tu
zbyteeznem.

§ 98. Po skonstatowaniu analogy zwrécyny sie teraz ku pe-
whnej, wspomnianej juz kilkakrotnie, a najbardziej moze zasadniczej
réznicy miedzy polem elektrycznem a magnetycznem. Dotyczy ona
rozmieszczenia wektorow D, B. (Poréwn. Rozdz. 1)

Podczas gdy divD moze by¢ rozne od zera i sktadowa nor-
malna Dv moze by¢ nieciggla, rozmieszczenie polaryzacyi magnety-
cznej jest czysto Solenoidalnewcalej przestrzeni, t. j.: mamy wsze-
dzie, a nawet wewngtrz magneséw i na ich powierzchni:

divB — o0, (B --B\ = o. (359)

-Magnetyzm prawdziwy" nie istnieje, czyli, innemi stowy, kazda
rurka polaryzacyi magnetycznej jest zamknieta to sobie. Rurki
biegngce obustronnie w nieskonczono$¢ mozna uwazaé jako wypa-
dek graniczny rurek zamknietych bardzo rozlegtych.

Istnieje natomiast magnetyzm pozorny, lecz jedynie tylko
w ciatach niejednorodnych lub anizotropowych lub tez wreszcie na
powierzchni dwdch ciat o réznej przenikliwosci. Gestosci jego: prze-
strzenna €' i powierzchniowa ', sa w wypadku izotropii okreslone
przez wzory (20), § 7, Rozdz. I. Rola magnetyzméw pozornych
odzwierciedla sie we wzorze (356).

Przypomnijmy sobie zresztg, ze réwno$¢ pu'My = p.Mv. czyli
(B'— B)v = o, stuzyta nam wiasciwie za okreslenie stosunku przeni-
kliwosci magnetycznej stykajacych sie ciat (Rozdz. 1). Woéwczas
powiedzielismy tez, ze tylko skladowa normalna Mv doznaje skoku
u powierzchni granicznej, ze natomiast skltadowa styczna M6 po-
zostaje ciggla; przypominajac sobie tres¢ & 63, musimy tu jednak
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zauwazy¢, ze jest to stuszne w braku ,sit przylozonych*, a wiec
dla wszelkich cigt z wyjatkiem tych, ktére sg namagnesoioane tre-
wnetrznie, a wiec z wyjatkiem magneséw, wilasciwie tak zwanych.
Najlepszy w tym wzgledzie przyktad mamy chociazby w magnesie
Solenoidalnym, ktéry rozwazaliSmy w zwigzku ze sprawag lokalizar
cyi energii, w 8 40. W Stibstancyi takiego magnesu wszystkie
linie sity biegna podtuznie, podczas gdy w przestrzeni zewnetrznej
sita magnetyczna znika wszedzie, jezeli solenoid jest zamkniety;
jezeli za$ jest otwarty, znika tuz przy jego pobocznicy w punktach
zewnetrznych stosunkowo odlegtych od ,biegunéw*. Po stronie we-
wnetrznej Poivierzehni bocznej solenoidu sita magnetyczna jest cal-
kowicie styczna, t. j. MH = M, po stronie za$ zewnetrznej mamy
Mk) == o; skok sktadowej Mk) réwna sie wiec poprostu natezeniu M
pola wewnetrznego.

Dla wszystkich cial natomiast, ktére nie sg namagnesowane
~wewnetrznie“, a zawieraja linie magnetyczne czasowo tylko, pod-
czas gdy znajdujg sie w polu otaczajgcem jakis uklad magnesow
(lub tez pradow elektrycznych), dla wszystkich tych ciat, nazywa-
nych magnetycznie sprezystemi * warunek ciggtosci sktadowej" MH
jest zawsze spetniony.

Tyle co do skladowej stycznej sity, Ciggtos¢ natomiast skia-
dowej normalnej polaryzacyi magnetycznej jest, aby to raz jeszcze
powtoérzy¢, zachowana w kazdym wypadku, bez zadnego wyijatku,
o ile mozna sadzi¢ z doswiadczenia. Obecno$¢ sit magnetycznych
przytozonych w niczem wilasnosci tej nie zmienia.

Otdz, rozmieszczenie doskonale Solenoidalne wektora B w catej
przestrzeni prowadzi do wniosku, o ktorym wyzej juz wspomniano”™

Aby otrzymac¢ go, obliczmy energie magnetyczng | | MBch dla ja-

kiejkolwiek rurki polaryzacyi magnetycznej o przekroju poprzecznym da
nieskonczenie matym; poniewaz moment Bda jest staly wzdiuz ca-
tej rurki, otrzymamy

iBeh | Mds .

gdzie catka, rozcigga, sie wzdtuz obwodu zamknietego s, a mianowi-
cie wzdtuz linii centralnej tej rurki. Energia catego pola bedzie
suma podobnych wyrazow, wzietg dla wszystkich rurek polaryzacyi.
Otoz, gdyby rozmieszczenie sity magnetycznej byto, czysto irotacyj-

Lub mlekkleml z odmiennym nieco odcieniem tresci; ciata nato-
miast, z ktérych mozna uczyni¢ magnesy trwale lub Wprzybllzenlu trwa-
te, nazywajg sie magnetycznie, twar.cl.emi.
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ne, t;j.gdyby curl M = 6 w calej przestrzeni, mielibysmy | Mrfs = o1

i energia kazdej rurki, a wiec tez energia magnetyczna U catego
pola bylaby rdéwng zeru. Poniewaz za$ U jest sumg dodajnikow
zasadniczo dodatnich, kazdy z nich znikatby zosobna;, mielibysmy
wiec dla kazdego punktu przestrzeni M— o0, = 0. Innemi sto-
wy: pole magnetyczne nie istnialoby zgota. (Poréwnaj zresztg
T7s/gp, str. 62.)

W pewnych wiec dziedzinach kazdego pola magnetycznego
muszci istnie¢ wiry magnetyczne, czy to przestrzenne czy tez po-
Wierzchnioive.

W polach wiasciwie statycznych siedliskiem tych wiréw bedzie
wnetrze albo tez powierzchnia magnesow.

Stad tez np. wynika bezposrednio, ze w polu nalezagcem do
jedynego tylko magnesu wszystkie rurki polaryzacyi beda przeszy-
waly jego substancye, t. j. ze nie istnieje ani jedna rurka, ktéraby
przebiegata catkowicie nazewngtrz magnesu.

Poniewaz tedy wewnatrz magnesow jest w ogole curl M =j= o,
przeto pierwsze gtéwnie réwnanie elektromagnetyczne p ="c. curl M
nie moze by¢ prawdziwem dla tych cial. Jak juz wspomnialem
w 8§ 62, nalezy je dla magneséw ubg6lni¢ czyli uzupetnié¢, odejmu-
jac mianowicie od wektora M inny wektor m, tak dobrany, aby
w stanie réwnowagi bylo wszedzie

curl (M—m) = o. (360)

Bedzie tak istotnie, jezeli zgodzimy sienaréwnanie (A")p=c.curl(M-m),
§ 61. Wektor m bedzie stanowit przyklad sity przylozonej, a mia-
nowicie t. zw. site magnetyzacyi wewnetrznej. Analogiczng site
przytozong ,elektryzacyi wewnetrznej“ e nalezatoby przyja¢ dla
dielektrykéw niezupetnie ,sprezystych®; pole eZeZrfrosta¥st2ne moze
atoli istnie¢ bez takich ciat, a wiec bez sity przylozonej e; posiada
ono bowiem rozbieznosci czyli tadunki prawdziwe, przestrzenne lub
powierzchniowe. Pole Uiagnetostgtyczne natomiast ze wzgledu na
brak magnetyzméw prawdziwych' bez sity przytozonej m obejs¢ sie
nie moze; badz co badz, w Inagnetostatyce uwzglednienie sity przy-
tozonej stanowi sprawe istotng, podczas gdy w elektrostatyee odpo-
wiednia sita e bylaby przygodna.

Wedtug (360) wektor zredukowany M — m, czyli tak zwana
»Sita pola“ posiada wszedzie potencyat jednowartosciowy, powiedz-
my @; mozemy wiec napisa¢ dla dowolnego juz punktu calej prze-
strzeni

M=m— V- (361)

Sam wektor m nie posiada, w ogdle, poteneyatlu wewngtrz magne-
sow; gdzieindziej bedzie jednak cwrfM=o0 i cw!m = o, tak iz



w polu zcwnetrznem bedzie mozna potozy¢ m = o, a tylko w sa-
mych magnesach m M= 0. Nazewnetrz magneséw ¢ bedzie identy-
czne z funkeya, ktérag poprzednio tak samo oznaczyliSmy i ktorej
przystuguje wzor (356).

§ 99. Poniewaz catka wyrazu
dt.B(M — m) = — B-Vod%

znika dla kazdej rurki polaryzacyi magnetycznej, przeto energie cal-
kowitg pola Inagnetostatycznego, okreslong przez (358), mozna tez
wyrazi¢ pod postacig calki obejmujacej wnetrze magneséw

(358a) U=%j mB% ,

tak jak gdyby same tylko magnesy byly siedliskiem energii. Zre-
sztg, poniewaz nazewnatrz magnesOw jest m == 0, mozna tez catke
te rozciggng¢ do wszystkich elementéw przestrzeni.

We wzorze tym jestjuz zawarte przeksztatcenie wyrazu ener-
gii magnetycznej analogiczne do przeksztatcenia uskutecznionego na
str. 243 dla energii pola elektrostatycznego. Istotnie, podstawia-
wiajgc (361) do (358), mielibysmy

lecz [ BVo<it=-J @.divBdt— | to(B'— B)vdp = o, ze wzgle-

du na (359); pozostaje wiec pierwszy tylko wyraz, jak w (358a).
Ostatecznie przeprowadzony tu krotki rachunek jest co do tresci
swej identyczny z rozumowaniem uzytem na poczatku niniejszego
paragrafu.

Innych mozliwych przeksztatcern wyrazu energii magnetycznej,
nie baczac na donioste ich znaczenie historyczne, nie przytaczam tu
umyslnie, aby nie gmatwaé¢ lub tez nie zaciemnia¢ poje¢ zasadni-
czych.

§ 100. PowiedzieliSmy juz kilkakrotnie, ze skladowa normal-
na polaryzacyi magnetycznej jest zawsze ciggta. Podkreslmy teraz
to, co juz wspomniano w Rozdziale I, § 8, a mianowicie, ze wasnos¢
ta ogo6lna zawiera tez w sobie 6w fakt specyalny, ze rurki polary-
zacyi magnetycznej nie urywajg sie, to jest nie zaczynajg ani tez
nie koncza sie na powierzchni zadnego ciata. Innemi stowy: po
iIstronie magnetycznej nie istnieje nic analogicznego do przewodni’
kow elektrycznych.
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Powierzchnia stalego potencyalu magnetycznego nie posiada
juz wiec tak doniostego znaczenia faktycznego jak powierzchnia
Izopotencyalna w polu elektrostatycznem, ktérg, zawsze mozna utoz-
sami¢ z powierzchnig przewodnika.

Ten brak analogii magneto-elektrycznej nie ogranicza sie zre-
sztg do pol statycznych. WidzieliSmy juz bowiem, przy omawia-
niu wiasnosci ogélnych pola zmiennego w czasie, ze nie istnieje tez
analogia magnetyczna pradu elektrycznego przewodzonego.

§ 101. Sita ponderomotoryczna na jednostke objetosci ciata
izotropowego bedzie w polu Inagnetostatycznem. wedtug (VI').

8 64 i 46:
P=—%M'iV[. — VB curlm.

Nazewngtrz magneséw mamy pierwszy tylko wyraz, ktéry zupetnie
odpowiada elektrycznemu —&\/K; w ciatach jednorodnych wyraz
ten znika.

Drugi wyraz daje dziatanie mechaniczne pola magnetycznego
na elementy magnesu; poniewaz nie zalezy on od samej sity przytozonej
m, lecz tylko od jej curia, napiszmy dla skrécenia

curlm —n ; (362)
wowczas bedzie
P = — 332Vu + V[IB. (363)

Jezeli Substancya magnesu jest jednorodna, pierwszy wyraz znika
i pozostaje sita mechaniczna, na jednostke objetosci:

P = VnB

normalna do wektora n i do polaryzaeyi magnetycznej B. Wedtug
(362) wektor n jest tak zwigzany ze sitg przytozong liiagnetyzacyi
jak prad elektryczny ze swem polem magnetycznem; magnes zacho-
wuje sie wiec, pod wzgledem pola zewnetrznego, ktore ,wytwa-
rza“ ¥ i pod wzgledem dziatan mechanicznych, ktérych doznaje, jak
gdyby byt siedliskiem pradow elektrycznych. Tkwi w tern jadro
stynnej teoryi ,pradéw molekularnych* Ampére'a. **

» WidzieliSmy juz bowiem poprzednio, w § 62, ze curlm nalezy
uwaza¢ za wlasciwe zrédio pola magnetycznego.

** Co do szczegotéw teoryi Anperea i teoryi indukcyi magneto-
elektrycznej pradéw molekularnych Webera patrz EI. and Mgnt. Maxwella,
T. I, Rozdz. XXIl ostatniej Czesci.



Idgc za przyktadem Heaviside’a i innych autoréw, mozemy
nazwa¢ wektor n pradem elektrycznym fikcyjnym lub krécej pradem
fikcyjnym, co do kierunku i natezenia.

Zaznaczmy, ze magnes nie pod kazdym wzgledem jest réwno-
wazny pradowi lub uktadowi pradéw elektrycznych rzeczywistych;
do przedmiotu tego powrécimy zresztg w ciggu dalszym.

Mamy jeszcze uwzgledni¢ powierzchnie graniczne. Site mecha-
niczng S, na jednostke takiej powierzchni, mozna obliczy¢ badz to
z wysitu magnetycznego (VIIm), wedtug wzoru (213)

S = fi, — f'v = M(BY) — M'(B'V) — v(«— V) ,

badz tez wedtug (363), uwazajgc powierzchnie graniczng za war-
stwe przejsciowg o0 malejagcej az do zera grubosci.

Poniewaz magnetyzm prawdziwy nie istnieje, t. j. Bv — B'v
zawsze i wszedzie, przeto mamy dla powierzchni granicznej dwdch
dowolnych ciat

(364) S=(M—M) (Bv) —v(w— <) .

gdzie u, u' oznaczajg gestosci energii po jednej i drugiej stronie.

Jezeli obadwa ciata sg izotropowe, o przenikliwosciach >i, a' i je-
zeli zadne z nich nie jest magnesem, natenczas mamy, zupetnie jak
w 8§ 73 i przy tern samem znaczeniu symbolu O0:

(365) S0 — v[u cos 20 — u'cos 20] ;

sita ta jest normalna do powierzchni granicznej. Znaczek u ma
wskazywaé na to, ze zadne z ciat nie jest magnesem, t.j.{em = o
po jednej i drugiej stronie.

Niechaj teraz jedno ze stykajacych sie ciat, a mianowicie to,
ktéremu odpowiadajg symbole akcentowane, bedzie magnesem; inne-
mi stowy, niechaj magnes znajduje sie w Srodowisku magnetycznie
sprezystem, a wiec np. w powietrzu. Wowczas ze wzoru (364)
nie wynika juz (365), albowiem skiadowa Stycznasilymagnetycznej
jest nieciggta u powierzchni granicznej. Po jednej stronie, w sub-
stancyi magnesu, jest w og6le m = o, po drugiej m = o; oznacza-
jac wiec przez T czes¢ styczng wektora m, co do kierunku i na-
tezenia, mamy wedtug § 63:

M—v(Mv) = M"-vyM'v) —T
czyli

M-M" = v[v(M-M")| — T ,
a podstawiajagc do (364) otrzymamy:



Pierwsza czes$¢ tej sity jest normalna, druga styczna do powierz-
chni magnesu; pierwsza, nie zalezy zgota od m, a wiec bedzie iden-

tyczna, z wyrazem (365) dla 0 czem ftatwo sie przekonaé, po-
wtarzajac jota w jote: rachunek zastosowany w 873. Mamy wiec:
S S.  T(Bv) , (366)

gdzie V jest normalng do powierzchni magnesu zwrocong lcu $rodo-
wisku magnetycznie sprezystemu. Sita, mechaniczna dodatkowa,
ktérg zawdzieczamy Hiagnetyzacyi wewnetrznej, jest wiec styczna
do powierzchni magnesu i posiada, mianowicie Kkierunek T. We
wszystkich tych miejscach, gdzie wektor m jest normalny do po-
wierzchni magnesu, sita, dodatkowa, znika i pozostaje tylko SO
Tam za$, gdzie wektor m jest styczny do powierzchni, mamy
T — m, tak iz dodatkowa, sita, mechaniczna, staje sie wprost réow-
ng — m(Bv).

Wedtug wzoru (12), podanego we Wstepie (str. 16), mamy
VWBT = (VT)B — T(Bv); lecz VT = o; mozemy wiec zamiast (366)
napisac:

S = S0 + VvVBT.

Ten sam wynik otrzymalibySmy przez zastosowanie wzoru (363) do
~warstwy przejsciowej" o grubosci dazacej do zera; istotnie, jak
widzieliSmy we Wstepie (str. 66), skok sktadowej stycznej jest row-
nowazny warstwie wirowej nieskonczenie cienkiej, a wiec w na-
szym wypadku pradowi fikcyjnemu powierzchniowemu; uwzglednia-
jac to, czytelnik sam okaze zaznaczong identycznos¢ wynikéw. Do-
godniejszg w Zastosowaniu jest zreszA, pierwotna posta¢ (366) sity
mechanicznej powierzchniowej.

§ 102. Zagadnienia dotyczgce odksztatcenia danego pola, ma-
gnetycznego przez bryle magnetyezrA sprezAag, jak np. bryte miek-
kiego zelaza, i rozmieszczenia linij magnetycznych wewngtrz samej
bryly, a znane pod nazwg problematéow ,indukcyi magnetycznej*
lob = ,wzbudzonego magnetyYsiuu, sa zupelnie podobne do zaga-
dnierr elektrycznych, rozwazonych w §§ 94, 95, 95a. Zastepujac
we wzorach tych 88-6w wielkosci €, D, K przez M, B, u, otrzyma-
my odpowiednie wzory magnetyczne.

Czynigc to np. we wzorach §-fu 95 otrzyma czytelnik wzory dla
olipsoidu z miekkiego zelaza wprowadzonego do pola magnetyczne-
go jednostajnego, np. w prézni lub w powietrzu. Tlumaczac na
jezyk magnetyczny tre$¢ §-fu 95a, otrzymamy np. dla, kuli pelnej
sporzadzonej z materyatu magnetycznie sprezystego, wprowadzonej
do pola jednostajnego M0 o natezeniu %i(, ktéro roztacza, sie w pro-
zni lub, co prawie na jedno wychodzi, w powietrzu (u = 1), we-
dtug (349):

Hlektrycznosc i Magnetyzm. 21
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(367) n_'to— t 92V 3(u'-1) .

we wzorze tym T jest objetoscig kuli, 1 jej przenikliwosciag ma-
gnetyczna, U0 energiag magnetyczng pola pierwotnego, U energig
pola odksztatconego dzieki wprowadzeniu kuli.

Jezeli pole pierwotne jest w przyblizeniu tylko jednostajne,
a promien kuli stosunkowo maty (w znaczeniu wyrazOw objasnio-
nem w 8§ 95a), natenczas dziata na kule sita ponderomotoryczna

(368) P< T¢I vVeE)

6--. r

starajgca sie wprawi¢ ja w ruch postepowy. Kula paramagnety-
czna (' = 1) dazy ku miejscom wiegkszego natezenia 9Ji, kula dia-
magnetyczna (J,'<<l) posiada dgzno$¢ wprost przeciwng, niezale-
znie zresztg od kierunku i ksztattu linij magnetycznych. Jezeli
jest nieznacznie tylko rézne od jednosci, co z wyjatkiem zelaza,
stali, niklu i kobaltu zachodzi dla wszystkich ciat paramagnetycznych
i bez wyjatku dla wszystkich diamagnetycznych, mozemy napisac
y,'-f-2=3. a wiec

PU = ~(H™-1) V(=);

wzOr ten przyblizony zachodzi zresztg dla matej brytki o ksztalcie
dowolnym; kazda wiec brytka diamagnetyczna lub lekko paramagne-
tyczna zachowuje sie (w powietrzu) tak jak gdyby na jednostke jej
objetosci przypadata sita mechaniczna

(368a) P =34(~/-1) VOWS3).

Brytka wiec diamagnetyczna ucieka od ,bieguna.“ magnesu, zaréwno
od pdinocnego jak potudniowego; brylka za$ paramagnetyczna dazy
ku jednemu lub drugiemu.

Poniewaz tedy problematy ,indukcyi magnetycznej* sg zupet-
nie analogiczne do oméwionych poprzednio zagadnien elektrostaty-
cznych, przeto nie bedziemy tu dluzej zatrzymywaé sie nad tym
przedmiotem. Zwrocimy sie natomiast do zagadnien magnetycznych
innego rodzaju, ktére omoéwimy w ogolnych zarysach, aby da¢ na-
st(_ggnie ich ilustracye na przyktadach najprostszych lameli i sole-
noidu.

§ 103. Niechaj bedzie dana sita przylozona magnetyzacyi
wewnetrznej m dla kazdego magnesu: chodzi o znalezienie odpowie™
dniego pola magnetycznego M.

Zadanie to nie dopuszcza dwoch réznych rozwigzan. Istotnie,
gdyby M, M2 byly rozwigzaniami, mielibySmy M = m — V<pD
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M2 — m — V@2, a wiec MI—M2=— V(@l-¢p2). tak iz byloby
w catej przestrzeni Burl (VII —HI2) = o i skladowa styczna wektora
M1-M2 bylaby wszedzie ciggta; innemi stowy, pole magnetyczne
M1—M2 byloby czysto irotacyjne; lecz, jak widzieliSmy w § 98,
pole takie .znikal a wiec Ml = M3 wszedzie, co bylo do dowie-
dzenia.

Dla jednoznacznego okreslenia pola wystarczytloby zresztg po-
danie samych tylko wiréw sity przytozonej czyli ,pradow fikcyj-
nych® n — ewrlm dla kazdego magnesu; do powyzszego rozumowa-
nia nie wchodzg bowiem same sity przylozone, lecz tylko ich wiry.
Wiasnos¢ ta byta juz omawiana ogélniej w Rozdziale llII.

Wyrazimy teraz potencyat skalarny ¢ wektora M—m przez
catke przestrzenng obejmujgca elementy samego magnesu. |

Niechej magnes, ograniczony powierzchnig a, znajduje sie
W $rodowisku jednorodnem i IZotropowem o przenikliwosci ., sub-
Staneya magnesu niechaj rowniez bedzie izotropowg i jednorodna,
0 przenikliwosci p'. Woweczas bedzie nazewnatrz magnesu div M — o,
a wiec V2'f = o, za$ wewnatrz magnesu divM'==0, t.j.\V2¢' = divm;
poniewaz za$ sama funkcya @ jest ciagta, przeto, czyniac zwykle
zatozenie co do sposobu zachowywania sie jej w nieskonczonosci,
otrzymamy

ang — — 1 —divmdt' — i —L (¥s- — ¥B)do
r J r ov dv

gdzie dt* jest elementem objetosci magnesu, v — normalng zewne-
trzng do jego powierzchni; w calce powierzchniowej @ dotyczy stro-
ny zewnetrznej, @' za$ strony wewnetrznej tej powierzchni. Po-
niewaz skladowa normalna polaryzacyi magnetycznej jest ciggta,
marny uMv = j/M'v. czyli

z drugiej strony mamy, zakladajac, ze wektor m jest ciaglty we-
wnatrz magnesu:

| divmdt, = J- -I- mvi% —

a wiec:

AmEe=ImV'Mrfv + (™-DJI (mv-18)2Z2 ;



lecz mv— 1°" == ([p — VItf)v== M'v; calka powierzchniowa bedzie

Wiec

albowiem div M' = o; mamy wiec ostatecznie funkcye ¢ w zgdanej
postaci:

B69) o==#-IimV, ("= iyts=s MV (=
T 4./ r imtJ | r

We wzorze tym obie catki nalezy rozciggna¢ do wnetrza ma-
gnesu lub magneséw, jezeli jest ich kilka. Pierwsza catka zawiera
dang site przytozona, tak iz mozna wartos¢ jej bezposrednio obli-
czyé; druga catka zawiera natomiast nieznang site magnetyczng
M'==m — V. Oznaczmy pierwszg catke przez @, druga przez co.
napiszmy wiec ¢ == ® -J- w.

Gdyby bylo p' = i1, mielibySmy

=0, a wiec 9 = .

Widzimy stad, ze w jest ,potencyatem dodatkowym“ odpowiadaja-
cym tej okolicznosci, ze cze$¢ przestrzeni T', a mianowicie siedli-
sko sit przytozonych m, zawiera substancye 0 przenikliwosci p'
zamiast p.  Znalezienie tej funkcyi dodatkowej w stanowi przeto
oméwiony juz poprzednio problemat ,indukcyi magnetycznej*, czyli
problemat ,magnetyzmu wzbudzonego®. Interpretacya poszczegol-
nych elementéw catki

WL sEYs ( Jit,
4y J r

jest zupelnie taka sama jak dla doskonale analogicznego wyrazu
elektrycznego (329), § 94. Podobnie tez daje sie interpretowac
potencyat ,pierwotny” (ze tak powiem), t. j.

= / mv' (s
an J r

Kazda czastka magnesu dt' — dz'.ds' * zachowuje sie jak magnes
elementarny, ktérego ,bieguny“ posiadajg magnetyzmy (pozorne.

* gdzie dS jest elementem dlugosci w kierunku m, a wiec dT' cze-
§cig rurki sity przytozonej 0 diugosci ds i 0 przekroju ds'.



wedtug powyzszej nomenklatury) mdn', wzglednie — wkfo'; przez »n
rozumiem tu natezenie wektora m. Moment takiego magnesu ele-
mentarnego jest, co do wielkosci i kierunku, mds,ds' — mdt'; mo-
ment na jednostke objetosci bedzie wiec poprostu rowny m; wiel-
ko$¢ skalarna tego momentu na jednostke objetosci, czyli to, co
zwykle nazywa sie natezeniem namagnesowania trwatego lub we-
wnetrznego, jest tedy identyczna z natezeniem sity przytozonej;
stad tez nazwa ,sity przytozonej magnetyzaeyi wewnetrznej“ udzie-
lona wektorowi m. Historycznie porzadek poje¢ nie byt taki jak
w niniejszym wyktadzie, lecz wprost odwrotny; co do klasycznego
sposobu przedstawienia, rzeczy, odsylam czytelnika do li-go tomu
Maxwella. El. & Mgnt., Rozdz. 1

Jezeli przenikliwo$¢ otoczenia jest rozna od przenikliwosci sa-
mego magnesu (a w zwyklych warunkach, a wiec dla magnesu sta-
lowego w powietrzu, réznica ta jest bardzo znaczna), natenczas do
® nalezy doda¢é w. Moment ,magnesu elementarnego, na jedno-
stke objetosci, bedzie wdwczas X

m + ¥895B".
p.
Wyraz dodatkowy

P-

nazywa sie natezeniem magnesowania wzbudzonego, dla dowolnej
zresztg substaneyi, a wiec tez dla magnetycznie sprezystej, z kto-
rej trwalego magnesu uczyni¢ nie mozna. Jezeli Otoczeniestanowi
powietrze lub proznia (u. = 1), mamy (u.'—1)21/', a stosunek wyrazu
tego do natezenia sity magnetycznej M' panujgcej w danym pun-
kcie bryly, t. j.

K=, -1

nazywa sie Spotczynnilciem magnetyzaeyi Ipzbudzoneg Iub krétko
spotez. magnetyzaeyi. *

___* Rozpowszechniong jest tez nazwa ,susceptibility (angl), ,Susce-
Ptibilitatu (niem.). Spolczynnik tak nazywany i oznaczany zawsze przez

K rozni sie zresztg ort powyzszego o czynnik stalty x; znajdujemy wiec

y—1
powszechnie niemal x — ostawiony jednak przez Heaviside'a

ézyiinik 7y -1 opuszczamy konsekwentnie % catej tej ksiazce, idac za

przyktadem tego autora, ktéry znalazt juz postuch u wielu specyalistow.



Nie nalezy zresztg zapomina¢, ze przenikliwosé, a wiec tez
spolezynnik Hiagpetyzacyi, nie sg bynajmniej stale, lecz zmieniajg
sie wraz ze silg magnetyczng, i to w stopniu bardzo znacznym,
Szczegolnioj dla ciat istotnie waznych, a wiec dla gatunkéow zelaza
i stali, zarbwno ,magnetycznie twardych“ jak i magnetycznie miek-
kich czyli sprezystych. *

Korzystajac z przeksztatcenn (a), (b), wyraziliSmy powyzej fun-
keye @ w postaci (369) gtéwnie ze wzgledu na znaczenie history-
czne odpowiedniej interpretacyi; skorzystajmy teraz z (a), (b) w kie-
runku odwrotnym i napiszmy:

(369a)

pierwsza catka obejmuje tu wnetrze magnesu, dwie pozostate—je-
go jpowierzchnie. Wzér ten, ktérego wystowienie pozostawiam czy-
telnikowi, jest o tyle naturalniejszy od (369), ze stosunek przeni-
kliwosci wystepuje w nim jedynie jako czynnik tych wyrazéw, ktére
dotyczg powierzchni granicznej cial posiadajgcych rézne te przeni-
kliwosci. Ostatecznie sg to Sprawy o formalnem czysto znaczeniu.

§ 104. Powiadamy, ze dana bryla jest namagnesowana so-
lenoulalnie, jezeli wektor m w ealem jej wnetrzu jest solenoidalny,
a wiec jezeli jego sktadowa normalna jest ciaggta i

(370) divm = o.

Oznaczmy przez @, jak w § 103, cze$¢ potencyalu. ktéra pozostaje
przy pominigciu réznicy przenikliwosci magnesu i jego otoczenia;
wowczas bedzie, wedtug (369a), dla magnesu Solenoidalnego

tak jak gdyby ,magnetyzm“ by} rozpostarty jedynie na powierzchni
magnesu; wzér ten zachodzi zaréwno dla punktow zewnetrznych
jak i wewnetrznych; gestos¢ powierzchniowa magnetyzmu roéwna sie
poprostu sktadowej normalnej sity przytozonej mv. Magnes taki
daje sie roztozy¢ na tak zwane solenoidy magnetyczne, t. j. na
wiokna dowolnie cienkie, stanowigce rurki sity przytozonej; moment

*»' Co do szczegotéw dotyczacych tego przedmiotu, tacznie z hyste-
reza magnetyczna, ktérg musiatem tu pomina¢, patrz J. A. Ewing'a: Magne-
tic induction in iron and other metals; piekne to dzietko istnieje réwniez
w przektadzie niemieckim.



widkna, t, j. iloczyn jego przekroju o i natezenia m, nazywa sie
»-mocg”“ solenoidu '(Starke);-' moment ten posiada wartos¢ statg
wzdtuz, catego widkna, powiedZmy ma — n. Konce solenoidu na-
zywajg sie jego biegunami: potudniowym () i potnocnym (N);
kierunek dodatni wektora m wskazuje od 8 ku N wzdluz wito-
kna; n stanowi zarazem tak zwang moc kazdego z tych biegu-
now, *

eNa. powierzchni bocznej solenoidu jest mv == 0, na biegunie
pétnocnym iloczyn mv.o posiada wartos¢ -J- n, na piegunie potudnio-
wym — n; wedtug (371) bedzie przeto

gdzie rl.jest odlegtoscia dowolnego punktu od bieguna poétnocnego
r2 za$ odlegtoscia tegoz punktu od bieguna potudniowego, tak jak
gdyby w biegunach tych byly skoncentrowane ilosci magnetyzmu (po-
zornego) -J-», wzglednie — n; ktorym z osobnaodpowiadatyby sity
magnetyczne radyalne i odwrotnie proporcyonalne do kwadratow
odlegtosci. Zauwazmy jednak, ze solenoid rzeczywisty, acz bardzo-
cienki, posiada¢ bedzie pewna, badz co badz, grubos¢; wzor wiec
powyzszy i odpowiednie prawo odwrotnych kwadratéow dla sity za-
chodzi¢ beda dla wszystkich punktow przestrzeni z wyjatkiem tych
atoli, ktérych odlegtosci od koncow solenoidu sg poréwnywalne z roz-
miarami tych ,koncow* czyli—doktadniej—powierzchni koncowych.
»,Biegun magnetyczny“ jest wiec tylko pewnem pojeciem grani-
cznem, a istnienie bieguna dodatniego o danej mocy jest zawsze
zwigzane z istnieniem drugiego bieguna, ujemnego, o takiej samej,
mocy.

Z powyzszego wzoru widzimy bezposrednio, ze potencyat @
solenoidu, a wiec tez odpowiednie pole magnetyczne nie ulegaja
zadnej zmianie, jezeli, unieruchomiwszy Obadwa bieguny, odksztat-
camy w dowolny sposob sam solenoid. Jezeli bieguny zlewajg sie
ze sobg, t. j. jezeli solenoid jest zamkniety, pole magnetyczne znika.

§ 105. Magnes nazywa sie; lamelarnym, jezeli w calem jegb
wnetrzu jest

cuWm = o (373)
i skfadowa styczna wektora m ciggta, innemi stowy, jezeli wewnatrz

magnesu niema, zadnych wiréw magnetycznych. Siedliskiem wiréw,
czyli pradow fikcyjnych, jest, wowczas sama tylko powierzchnia mn-

* Spotyka sie tez nazwa ,hatezenie bieguna“.



gnesu; tam bowiem skiadowa styczna sity magnetycznej jest nieciag-
gla; inaczej bytoby, jak widzieliSmy, wszedzie M ==o.'

Dzieki warunkowi (373) sita przytozona posiada potencyat ska-
larny, powiedzmy X

(374) m = —VX.

Wektor m jest normalny do powierzchni X — const.; dwie takie po-
wierzchnie nieskonczenie bliskie ograniczajg warstwe czyli lanelg
magnetyczng o grubosci h takiej, iz mh = const, a mianowicie

mb% == Xl — X2 ,

gdzie X! dotyczy jednej, xs—drugiej strony lameli, w zatozeniu, ze
wektor m wskazuje od 1 do 2. lloczyn ten nazywa sie momentem
lub mocg (Starlce) lameli; kazdy magnes lamelarny na takie daje
roztozy¢ sie warstwy; stad tez jego nazwa. Nazewnatrz magnesu
mozna potozyé x — const. = o.

Potencyat pola magnetycznego odpowiadajgcego dowolnemu
magnesowi lamelarnemu, znowu z pominigeciem czesci zaleznej od
réznicy przenikliwosci ', p., mozemy napisa¢, wedtug (369) i (374):

@) o= xxcImMmv (DD ™N—-xJI V/.V (1)dt,

gdzie catka obejmuje wnetrze magnesu, czyli, wedtug twierdzenia
Greena (str. 58):

gdzie druga catka rozcigga sie do powierzchni magnesu; v jest nor-
malng zwrdcong nazewnatrz.

Dla punktéw zewnetrznych mamy \/2 (—r——) = o, tak iz catka

przestrzenna znika; dla punktu wewnetrznego x, y, z catka ta be-
dzie natomiast réwna —4mx(a? y,z). Poniewaz nazewnatrz magne-
su jest x = o, mozemy dla dowolnego punktu przestrzeni napisac:

=" PLVe>..,= -Lal'Zz IglhE).

Jak okazano we Wstepie, (str. 74), g-(1)ife jest- katem widzenia

elementu da z punktu X, y, z; oznaczajagc przeto ten kat brylowaty
przez dii, otrzymamy:
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o IJ¥Ai~x, J ' ' (37%

a z tej postaci wzoru nietrudno jest odczyta¢, ze poteneyal ® przy
przejsciu przez powierzchnie magnesu pozostaje ciagly. Pamietaj-
my, ze kat dQ nalezy uwaza¢ jako dodatni dla punktu widzenia ze-
wnetrznego, zas$ jako ujemny dla punktu widzenia wewnetrznego;
normalna v ma bowiem byé zwrdcona nazewnatrz.

PowiedzieliSmy juz, ze kazdy magnes lamelarny mozna rozio-
zy¢ na dowolnie cienkie warstwy o momencie mh statym, czyli na
lamele jednostajne (lub t. zw. proste; jezeli natomiast moment, jest
zmienny od punktu do punktu, lamela nazywa sie ztozong— .comt
pZea;). Na szczegblna uwage pod wzgledem teoretycznym zastuguje
lamela jednostajna nieskonczenie cienka. Gdyby natezenie m sity
przytozonej bylo skoriczone, moment takiej lameli bytby nieskorcze-
nie maty. Niechaj tedy m stanie sie nieskonczenie wielkie, lecz
tak aby w przejsciu ideowem od lameli rzeczywistej do fikcyjnej
nieskoriczenie cienkiej warto$¢ graniczna Lim (mh) = 1 byla skon-
czona. Poniewaz powierzchnia ¢ redukuje sie w tym : wypadku
do pary powierzchni x = const. = xI, X = const. — X2, przeto be-
dzie wedtug (376), lub tez wprost wedtug (375), nazewnatrz lameli;

o>~ (317)

gdzie Q jest katem, pod ktérym widzimy catg lamele z punktu
® Y, Z Lamela taka jest wiec réwnowazna ,warstwie podwojnej*
0 momencie k= lfim emh). Wz6r (375) przytoczylem tu raz jeszi-
cze umysinie aby podkreslic te okolicznos¢, ze moment 1 posiada
znaczenie catki liniowej sity przytozonej. Przy przekroczeniu lameli
od strony ujemnej (potudniowej) ku stronie dodatniej (pdétnocnej),
t. J. w kierunku wektora m. potencyat ® doznaje skoku I. (Po-
rown, zresztg str. 74) Jezeli lamela stanowi zamknietg w sobie
powierzchnie, Yotencyal & posiada warto$¢ stala — f w dziedzinie
wewnetrznej i warto$¢ statg O w dziedzinie zewnetrznej. tak .z
odpowiednie pole magnetyczne znika wszedzie. Taz sama wiasnosc
przystuguje zresztg Janieli jednostajnej zamknietej 0 jakiejkolwiek
grubosci; mozna ja bowiem roztozyé na lamele zamkniete jednostaj-
ne. dowolnie cienkie.

Jezeli lamela nieskonczenie cienka jest niezamfcriieta, naten-
czas ograniczajgca ja linia ! odgrywa role linii wirowej magne-
tycznej, a raczej paska wirowego 0 szerokosci h i 0 momen-
cie mh. lub tez wreszcie: pradu elektrycznego ifikcyjnego 0 mai
tezeniu liczebnie taktem samem. Catka liniowa sity magnetycznej

/ Mds, wzieta .wzdliYs. Obwpeu zamkpietego s przeszywajacego, Jal
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mele !.splecionego z jej krawedzig ! jedyny raz, réwna sie bowiem
mh. Istotnie, przy pierwotnem juz wprowadzeniu pojecia sity przy-
tozonej mielisSmy

| (M—m)ds = o

dla kazdego Obwodu zamknietego; poniewaz za$ m znika nazewnatrz
lameli magnetycznej, przeto pozostaje

J M<% = mh.

Oto jest uzasadnienie stynnego twierdzenia Ampére’&, wedtug kté-
rego lamela magnetyczna jest, co do zewnetrznego pola, réwnowaz
zna oplywajgcem ja pradowi elektrycznemu o natezeniu réwnem
momentowi lameli.

Czynnik 41 odpadt z twierdzenia tego dzieki przyjetym tu,
w mys$l propozyeyi Heaviside’a, jednostkom ,Tacyonalnymft miary.

§ 106. Magnes moze by¢ jednocze$nie Solenoidalnym i lame-
larnym, a mianowleié jezeli w ealem jego wnetrzu T' sg zachowa-
ne obadwa warunki

divm =0 i curlm—o

i jezeli wektor m jest ciggly wewnatrz magnesu az do samej jego
powierzchni, przy przekroczeniu ktdrej staje sie nagle rownym zeru.
Przyktadem takiego magnesu jest bryla, o dowolnym zresztg ksztat-
cie, namagnesowana jednostajnie, t. j. tak iz wektor m jest staly
co do natezenia i kierunku w ealem jej wnetrzu.

Piszac znowu, jak w § 103:

Q-i-d -0,

a wiec rozumiejgc przez c poteneyat ,dodatkowy“, ktéry znikatby
gdyby byto p.' = p, otrzymamy wedtug (369). dla dowolnego ma-
gnesu jednostajnego

czyli, pamietajac, ze v'(@®) =— v(@):

(378) =N\ =Ff-=.

Magnes jednostajny zachowuje sie wiec tak, jak dwie kongruen-
cyjne z nim bryly T, zawierajace ,magnetyzmy“ o gestosciach je-



dnostajnyeh -|- p', wzglednie — p', z ktérych pierwszg przesunieto
wzgledem drugiej w kierunku wektora m o dtugos¢ h malejaca
bezgranicznie, tak mianowicie, iz

Lim (p’h) == m.

(Poréwn, zreszta 88 94 i 95)

Co do potencyatu dodatkowego w zaleznego od niejednakowej
przenikliwosci magnesu i jego otoczenia, zauwaze tylko dla przy-
ktadu, ze daje sie on natychmiast znale$¢ dla magnesu jednostaj-
nego o postaci elipsoidalnej. Dotyczacy rachunek jest w zasadzie zu-
petnie taki sam jak w § 95; funkeya IP, ktérg wodwczas oznaczyli-
smy tym samym symbolem, jest dana wewnatrz magnesu przez,
wzor (335'), nazewnatrz za$ przez (335). Uczynimy zado$¢ wszyst-
kim warunkom zagadnienia, kladac ¢ = ¢ 0 =— awvl"' irozu-
miejagc przez a wektor staty co do kierunku i natezenia; przepro-
wadzenie rachunku szczeg6towego, a mianowicie wyznaczenie we-
ktora a z warunku granicznego dla powierzchni elipsoidu, pozosta-
wiam czytelnikowi.

W dalszych rozdziatach tej ksigzki postaram sie nawet czy-
ni¢ to jaknajczesciej, po pierwsze dlatego, aby nie przerywaé wy-
ktadu rzeczy zasadniczych zbyt dtugiemi dygresyami Speeyalnie ra-
ehunkowemi, po drugie za$, aby da¢ czytelnikowi tematy do mniej
lub wiecej samodzielnych ¢wiczen.












Rozdziat V.

Prady niemal stateczne.

§ 107. Omoéwione w Rozdz. IV pole wiasciwie Inagnetostaty-
ezne, dla ktérego nazewnagtrz magnesow jest curl M — o; moze
w ciggu dowolnie diugiego czasu trwac niezmiennie, obchodzac sie
bez wszelkich zewnetrznych zasitkobw energii, czyli tworzac samo
przez sie uklad energietycznie odosobniony.

Istniejg atoli inne pola magnetyczne, ktére réwniez moga by¢
Hiezmiennemi (lecz nie noszg juz nazwy ,statycznych®), pola nieza-
lezne od wszelkich magneséw, a zwigzane $cisle z istnieniem je-
dnej lub Kilku dziedzin 1cyklicznych, pierscieniowych, w ktérych
cwrliA M=o, ktore wiec sg siedliskiem wir6w magnetycznych, pomi-
mo ze m = o.

Wiemy, ze dla izolatora doskonatego jest c.curl M = D; istnie-
niu wiec wiru magnetycznego w ciele takiem towarzyszytaby pola-
ryzaeya elektryczna zmienna w czasie, a tam gdzie wir miatby by¢
staty, polaryzaeya elektryczna. Wzrastaiabyproporcyonalnie z czasem;
proces za$ taki rychto zakonczytby sie wyladowaniem elektrycznem
w tej lub innej postaci. Réwnanie powyzsze nie przystuguje nato
miast przewodnikom, jak np. metalom, ogdlniej potprzewodnikom;
dla ciat takich mamy w ogole

ccurl M = D 4- XE
w szczegolnosci za$, jezeli prad przesuniecia daje sie zaniechac lub
jezeli E = const,, a wiec D = o:
ccurl M = XE.

Mniejsza zresztg o szczeg6lng postaé tego réwnania. W obecnej
chwili interesuje nas to tylko, ze wewnatrz tych ciat moze by¢



curl Hi =|= 0. naprzyktad curlHi — const. =% o, w ciggu dowolnie d}u-
giego czasu, bez zadnej zmiany czasowej wektoréw elektrycznych
i magnetycznych. Stanom tym towarzyszy ustawiczne wywigzywa-
nie sie ciepta (ciepto Joule’a) w substancyi samego przewodnika,
kosztem jakiego$ zrdodia energii; dlatego witasnie odrézniamy je od
czysto statycznych. (Poréwn. uwagi wstepne do Uiagnetostatyki,
w Rozdz. IV.) Obecnie zresztg zajmuje nas to tylko, ze pola takie
sg mozliwe (a nawet fatwo dajg sie urzeczywistni¢ i w praktyce
znacznie wazniejszg odgrywajg role niz pola zwigzane z magnesami).

Méwiac nieco konkretniej—jezeli potgczymy drutem metalo-
wym bieguny statego elementu galwanicznego lub bateryi termoele-
ktrycznej, woéwczas w otaczajgcej przestrzeni mamy pole magnety-
czne trwajgce niezmiennie, dopoki 6w element lub inne Zrodto ener-
gii dostarcza uktadowi w ciggu kazdej jednostki czasu ustawicznie
tych samych ilosci energii, przetwarzajgcych sie na ciepto Joule’a.
Drut metalowy wraz ze zrodiem energii tworzg rurke zamknietg
czyli ,,obwdd“ zupeilny, ktory posiada szczegdlnie wazne znaczenie
dla catego pola magnetycznego. Catka sity magnetycznej, wzieta
wzdtuz jakiejkolwiek krzywej s zamknietej, niespleeionej z tym ob-
wodem, réwna sie zeru, podczas gdy dla kazdej krzywej zamknietej

splecionej z obwodem tym raz jeden catka ta. i Mcls jest rézna od

zera, a mianowicie réwna jednej i tej samej wielkosci -]-1 lub—1Ir
zaleznie od kierunku catkowania, lecz niezaleznie od potozenia ani
ksztattu, ani tez od rozmiaréw takiej krzywej. Innemi stowy (poréwn.
Wstep): obwodd ztozony z drutu i ze Zrodia energii stanowi jedyng
dziedzine wirowa, jedyny pierscien wirowy catego pola magnety-
cznego; nazewnatrz tego pierscienia pole jest wszedzie irotacyjne.
Catka

I = J MdS ,

wzieta w kierunku dodatnim, jest momentem tego wiru¥ a jako
taka, jak wiemy ze Wstepu, stanowi nader charakterystyczng ceche
catego ' pola magnetycznego.

Przez Irozumiemy skalar dodatni. Kierunkiem dodatnim wiru
in¥s¥snetycznego (czyli pradu elektrycznego) jest ten, w ktérym nalezy spo-

glada¢ na oplatajgca go droge zamknietg s dajacg | Mds = -J- I, aby wi-

dzie¢ kierunek catkowania jako zgodny z kierunkiem ruchu strzatek zega-
rowych. Jezeli, zrodlem energii jest np. element Daniella, dodatni kieru-
iek wiru j_estCIl - d Zn. gdzie d wyobraza taczpije, np. drut, mie-

dziany. ' '
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Ot6z, zapominajgc na razie o tern, ze moment 1 jest propor-
cyonalny do catkowitego natezenia pradu elektrycznego, i nie trosz-
czac sie zgota o to, c6 zachodzi w samym drucie lub w aparacie
odgrywajacym role zrodia energii, zajmiemy sie obecnie wilasnoscia-
mi AWYs magnetycznego odpowiadajacego jednemu lub Kilku takim
~-obwodom*.

Jezeli mamy n obwodéw Sr 3, .. sl kazdy z nich sta-
nowi pierscienn wirowy pola magnetycznego, momenty ich oznaczmy
odpowiednio przez v lv .. Jn

Dla uproszczenia mozemy przyja¢, ze kazdy z nich jest nie-
skonczenie cienki, czyli ,liniowy"; kazdy zresztg pierscien wirowy
0 przekroju skoriczonym mozna roztozy¢ na widkna dowolnie cienkie.

Przypusémy wiec, ze mamy ukiad n liniowych obwoddéw pradu
elektrycznego, a raczej liniowych wiréw magnetycznych, o dowol-
nych ksztattach i rozmiarach i o danej konfiguraeyi w przestrzeni.

Dla catej Zresztg przestrzeni zatézmy izotroyie i jednorodnosc
pod wzgledem magnetycznym; p. niechaj wiec posiada wszedzie,
nawet w drutach i zrodtach energii, jedne i tg samg warto$¢ ska-
larng. Abynie zaciemniac punktow istotnych przez komplikacye
dodatkowe, przyjmijmy zatozenie to dla wszystkich wywoddéw ni-
niejszego Rozdziatu.

W tych warunkach nietylko polaryzacya B- lecz rOwniez sama
sita magnetyczna M bedzie czysto Solenoiddina; cale przeto pole
magnetyczne, jak widzieliSmy we Wstepie (str. 75—79), bedzie zu-
petnie okreslone przez momenty Ji, ... Jn i przez wiasnosci geome-
tryczne ukladu obwodéw Sv ... sa. Aby je otrzymaé¢, wystarcza po-
tozy¢é w przeprowadzonych tam wywodach ogllnych R = M.

§ 108. Nazewnatrz widkien s1, ...Sn pole jest jrotacyjne,
a wiec posiada potencyat skalarny ¢:

potencyal ten jest wielowartosciowg funkcya potozenia w przestrze-
ni cyklicznej, (n -f- 1) — spdjnej, ktéra pozostaje po wykluczeniu
owych n pierscieni. Wedlug (148), str. 79, mamy mianowicie

(379)

gdzie Qk jest katem widzenia obwodu $k z rozwazanego punktu
pofa, suma za$ obejmuje wszystkie obwody sl ... st. O tem, ze ka-
zde wiékno wirowe jest, pod wzgledem pola zewnetrznego, réwno-
wazne podwojnej warsYswie czyli lameli magnetycznej, wspomnieli-
$my juz poprzednio.

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 22
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W Substancyi samych obwodéw wzdr powyzszy traci oczywi-
écie swe znaczenie; ta bowiem jest siedliskiem wirow.

§ 109. Poniewaz div I A-o0, przeto Siiamagnetyczna posiada
ws(&dsie 'potencyat wektorowy V', a mianowicie, wedtug (145), str. 76:

(380) o

gdzie c¥%k jest elementem liniowym obwodu .Y pojetym wektorowo.
Nie zatrzymujac sie nad tym wektorem pomocniczym, skorzystamy
zen, jak we Wstepie, jedynie w celu wyrazenia samej sity magne-
tycznej przez dane wiry; mamy mianowicie

M — curl (380)

a wiec, .jak na str. 79:

(381) M=%aSilbav kr;

we wzorze tym, ktéry przystuguje catej bez wyjgtku przestrzeni,
r jest odlegtosciag elementu rfSk od punktu x, y. z, w ktérym pa-
nuje sita M, za$ r wektorem jednostkowym wskazujgcym od tYek
ku punktowi as, y, z\ wektor dSk wskazuje w kierunku wiru ma-
gnetycznego czyli pradu elektrycznego, catka obejmuje obwdd Y,
suma zas—wszystkie obwody.

Mozna wiec powiedzie¢, ze kazdemu elementowi wiru czyli
pradu ds odpowiada elementarne pole magnetyczne

(3<Sla) Velsr

kierunek wektora w dbwolnym punkcie p jest normalny do ele-
mentu ds i do prostej tgczacej go z punktem p, natezenie za$ jego
jest odwrotnie proporeyonalne do kwadratu odlegtosci od ds i wprost

* ZatozyliSmy bowiem p, = coast.; w wypadku anizotropii lub nie-
jednorodnosci sila M nie posiada uaogét potencyatu wektorowrgo; nato-
miast polaryzacya B posiada potencyat wektorowy, bez zadnych ograni-
czen; ten to potencyat wektorowy, okreslony przez B = curl A i warunek
dodatkowy divA = o, wystepuje w dzietach Maxwella pod nazwa ,poten-
cyatu wektorowego indukcyi magnetycznej* lub tez ,momentu elektrokine-
lyeznegoll w danym punkcie. W wypadku izotropii i jednorodnosci $rodo-
wiska otrzymalibysmy go z (380), mnozac wyraz ten poprostu przez .



proporcyonalne do momentu I (czyli do natezenia pradu), do diugo-'
éci ds elementu wirowego i wreszcie do wstawy kata ds, r.

Wz6r (38la) jest wyrazem stynnego prawa Biot-Savarta: Nie
zapominajmy jednak, ze rozklad wyrazu catkowitego (381) na ele-
menty (38la) posiada, charakter sztuczny; albowiem nie istniejg wi-
ry niezamkniete. Do (381a) moglibySmy doda¢ wyraz elementarny
dowolny, byle tylko taki, ktéry po scatkowaniu wzdiuz kazdego ob-
wodu zamknietego sk, daje zero. Wyraz odpowiadajacy prawu
Biot-Savarta, nie bedac elementem fizycznym, stanowi badz co badz
dogodny element rachunku.

§ 110. Energia magnetyczna pola, lub tez (jak sie zwykio

mowi¢) ukladu wiréw lub pradow, jest

Un =1 | MBdt =%p. | MUIr ,

gdzie catkowanie obejmuje catg przestrzen. Poniewaz pole M jest
czysto Solenoidalne, mozemy bezposrednio zastosowa¢ Twierdz. XllI
I Xlla, podane we Wstepie.

Oznaczajac przez s indukcye magnetyczng przez obwdd ¥a,
t. j. liczbe rurek jednostkowych polaryzacyi magnetycznej przeszy-

wajgcych ten obwod, a wiec piszac ¥ = fBwfak = .pvf IBwfak ,
otrzymamy wedtug Twierdz. XII:

tim = £ 244634 (382)
a wzér ten jest wazny w ogOle, t. j. rOowniez dla $rodowiska nie-
jednorodnego i anizotropowego, Oczeniczytelnik przekona sie tatwo,
wracajac do wywodéw str. 86 i rozkladajgc cate pole na nieskon-
czenie cienkie rurki polaryzacyi magne=eznej. Suma w (382) obej-

muje wszystkie obwody.
Stosujgc  Twierdz. Xlla, otrzymamy dla tejze energii wyraz:

= | = =KkLiklilk , (383)
gdzie, przy zatozeniu izotropii i jednorodnosci:

ity i . ~n.-

Ot k=4 1 dsidsk 2y M/ S%%95- G
C2i) (V&) 36) (V&)

.Znaczenie symbolow jest takie same jak na str. 88; dodaliSmy je-

dynie czynnik p.; jest bowiem j7—-p. razy % | MUIri wektorowi za$



og6lnemu R we Wstepie odpowiada tu M- Wskaznik (J) ma przy-
pominaé, ze chodzi o energie jako funkcye Wielkoscill, ... Ju. Wska-
znik m (= mgnt.) opuscilismy, dla uproszczenia, w braku wszel-
kiej obawy o0 nieporozumienie.

Spolezynniki Samoinclukcyi Zkk i Spotezynniki indukcyi wza-
jemnej Lki — Lik zaleza jedynie od ksztattu, rozmiaréw i konfigu-
raeyi obwodow, czyli krécej: od wiasnosci geometrycznych uktadu,
i oprocz tego od przenikliwosci p. srodowiska, do ktérej sa propor-
cyonalne. Wszystko zreszta, co powiedziano we WSstepie, na str.
89—90, nalezatoby tu dostownie powtdrzyc.

Energia Um, istotnie magnetyczna, nazywa sie tez, wedtug
Maxwella, energig Hektrokinety6zng ukiadu pradoéw elektrycznych
kongruencyjnyeh z obwodami sl, .., Sn i réwnowaznych biegngcym
wzdtuz nich wirom magnetycznym; natezenia catkowite pradéw sa
Proporcyonalne do momentéw wirdéw, a spotezynnik proporcyalnosci
zalezy jedynie od wyboru ukitadu jednostek miary; mozna tez wprost
Jl, ... In uwaza¢ jako natezenia odpowiednich pradéw elektrycznych.
Podkreslmy atoli te okolicznos¢, ze powyzsze wyrazy energii nie
opierajg sie zgota na tern, ze sl .. Sn sg pradami elektrycznemi,
lecz jedynie tylko na tern, ze sg wirami magnetycznemi, ze sa wi-
rami pola, ktérego energig jest Um, ta sama jeszcze uwaga doty-
czy¢ bedzie sit ponderomotorycznych, do ktérych niebawem przejdziemy.

Pprzypomnijmy sobie ze Wstepu (str. 87), ze indukeye magne-
tyczne Sk przez poszczegblne obwody Sk sa funkcyami liniowemi,
jednorodnemi wszystkich momentéw:

(385) Nk = LkJ —LK2L2 -J- ... ~- Lkndn’ &=1,2,..n.

Na tej to wiasnosci opiera sie przejscie od ksztattu (382) do (383).
Moglibysmy réwnania te rozwigza¢ ze wzgledu na Ji, .. Jn, a wiec
wyrazi¢ Jk jako funkcye liniowg, jednorodng wszystkich Nk. Ozna-
czajac odpowiednie spotczynniki przez ik i podstawiajgc tak wyra-
zone Jk do (382) otrzymalibysmy energie jako funkcye kwadratowa
jednorodng indukcyj Nk

(386) LI(N) = % 223NNk .

Posta¢ ta jest mniej dogodng niz (383), dla tego nikt jej nie uzy-
wa; jest ona jednak niemniej prawdziwg; a wprowadzamy ja tu na
chwile, aby za pomocg niej objasni¢ nastepujagce wywody. Co do
spotczynnikow Z, nie posiadajacych zadnej nazwy, to bedag one, po-
dobnie jak L, zalezne jedynie od wiasnosci geometrycznych uktadu,
z pominieciem czynnika ¥jJ..

J- - Pod wzgledem stosunkéw matematycznych panuje najzupet-
niejsza analogia miedzy energia magnetyczng czyli elektrokinety¢zng
uktadu obwodoéw sl ... sn z jednej strony, a energig elektrostatyczng
uktadu przewodnikéw 1, .. n z drugiej strony; wzorom (382), (383),



(386) odpowiadajg wzory elektrostatyczne (201), (207). (206)
w tym wiasnie porzadku, w jakim je wypisatem. | nietylko wy-
razy energii, leez same uklady ,obwoddéw" i ,przewodnikéw" i od-
powiednie pola wykazujg pod wzgledem charakterystycznych swych
cech wybitng analogie, nie baczac na to. ze w jednym wypadku
chodzi o pierscienie s, ... sn oplatane przez linie pola, w drugim—
0 dziedziny 1, .. n, na powierzchni ktérych urywajg sie linie pola,
M tej jednak analogii nalezy uprzytomnic¢ sobie, co czemu odpowia-
da, szczegOlniej jezeli chodzi nietylko o same wyrazy matematyczne
energii, lecz rdéwniez np. o dziatania ponderomotoryczne jednego
i drugiego ukiadu.

Z jednej strony mamy tadunki elektrycAe ej i poteneyaly prze-
wodnikow @i, z drugiej strony indukcye magnetyczne A i momenty
wirbw magnetycznych li. Ot6z, poteneyat @i jest catka liniowa sity
elektrycznej od powierzchni przewodnika i do nieskonczonosci (lub
do ziemi), moment Ji nie jest niczem innem jak catka liniowg sity
magnetycznej wzdtuz drogi zamknietej oplatajacej obwod sj; tadu-
nek ei jest catkg pouMrzchniowa polaryzacyi elektrycznej dla po-
wierzchni przewodnika J za$ S- nie jest niczem innem jak catka
powierzchniowg polaryzacyi magnetycznej przez powierzchnie ogra-
niczong obwodem %i. Odpowiadajg wiec sobie wzajemnie pierwsze
dwie wielkosci, i drugie dwie wielkosSci; stad za$ inne punkty ana-
logii wynikaja juz w okreslony zupeinie sposéb. Analogia ta wy-
razi sie wiec przez nastepujacg tablice:

uktad obwudow pradu el. czyli ukfad przewodnikéw naelektry-

wirbw mgnt. sl, s3. ... sn
natezenia pragdow czyli momenty
wirow J., 12, ... Jn (state
wzdtuz kazdego obwodu)
indukcye magnetyczne przez po-
szczegoblne obwody /?, S2,... Sa
energia magnetyczna (efektro-
kinetyczna)
spotczynniki Jik, Jkk
spolczynniki Ak, Zkk

Stosunki te, oczywiscie,

Zowanych 1, 2, .. n
poteneyaly przewodnikow @1,

@2, ... on (stale na powierz-

chni kazdego przewodnika)
tadunki przewodnikdéw el, e2,... en

energia elektrostatyczna
spoétczynniki ik, hkk (pojemnosci)

spotczynniki <%, akk (spotcz. po-
tencyalne).

nie opierajg sie na jakichs$ specyfi-

cznych wiasnosciach elektrycznych lub magnetycznych. Takag samg

tablice analogii mozna sporzadzi¢ dla ukladu wiréw dowolnego po-
la wektorowego Solenoidalnego z jednej—i dla ukitadu powierzchni
Izopotencyalnych dowolnego pola jrotacyjnego z drugiej strony.

§ 111. Sity ponderomotoryczne. — Zat6zmy, ze moment wi-
ru czyli natezenie pradu elektrycznego Jk w kazdym obwodzie jest
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utrzymywane na danej, stalej wartosci, kosztem zrddet energii, wia-
czonych w poszczegblne obwody. W takich warunkach, przy danej
przenikliwosci p., energia Um =-,%%&8) bedzie funkcjg samych tylko
spotczynnikow Zkk, Zik, t. j. funkeya Iconfiguraeyi ukiadu (skoro
.nazwa tg obejmiemy réwniez ksztatty i rozmiary wszystkich n ob-
wodow). Dla wyznaczenia tej konfiguraeyi nalezy podaé wartosci
pewnej liezbj- spétrzednych (w uogélnionem znaczeniu stowa) czyli
parametréw wzajemnie niezaleznych, z ktorych jeden jakikolwiek
.oznaczymy przez X,—podobnie jak w § 75. Jezeli wszystkie obwo-
dy sg sztywne, widzimy z (384), ze spotczynniki Samoindukcyi Zkk
sa niezmienne, za$ Zik zalezg jedynie od wzajemnego potozenia ob-
woddéw si, sk. Dla wyznaczenia potozenia jepnego tworu sztywnego
wzgledem drugiego nalezy i wystarcza podaé 6 parametréw nieza-
leznych. Dla n obwodéw sztywnych liczba parametréw X bytaby
wiec réwna 6(n — 1). Jezeli natomiast obwody sg gietkie, lub
w ogoéle Odksztalcalne. wéweczas bedg tez zmienne spotczynniki samo-
indukeyi, a liczba, parametréw konfiguracyjnych wzajemnie niezale-
znych bedzie nieskonczong, t. j. bedziemy musieli poda¢ wartos$¢ pe-
.wnych wielkosci & dla kazdego elementu indywidualnego kazdego
obwodu,«czyli uwaza¢ x jako fuukcye tuku s mierzonego to wzdtuz
jednego, to wzdtuz drugiego obwodu. Nie wnikajgc jednak we
wszystkie te szczegoty, bedziemy rozumowali w sposéb ogdlny, ozna-
czajac przez X jakikolwiek z posrod wszystkich parametréw nie-
zbednych i wystarczajacych dla okreslenia chwilowej konfiguraeyi
uktadu, a wiec tez chwilowej wartosci kazdego spoétczynnika L.
Site ponderomotoryczna, odpowiadajacg parametrowi X, oznacz-

my, znowu jak w Elektrostatyce, przez X, tak iz sumaidse = 5%

bedzie wyrazata prace mechaniczng catego ukladu przy przesunie-
ciach wirtualnych dre. Suma ta ma obejmowac wszystkie parame-
try; jezeli obwody sg odksztatealne, otrzymamy zamiast sumy jedne
lub kilka catek rozciggajacych sie wzdtuz obwoddw.

Wedtug Rozdziatu 11l Obtrzymalibysmy wszelkie sity ponderp-
motoryczne z przyréwnania pracy mechanicznej ubytkowi energii
pola, w zatozeniu atoli, ze przy przesunieciu Wirtualnem indukcya
magnetyczna przez kazdg powierzchnie indywidualng, a wiec tez
przez powierzchnie ograniczone obwodami sl, ... sn, pozostaje nie-
zmienna; mozemy wiec napisac:

-SMz = 118822 = — SU; Si, S, ... ¥ = const,
. SU(S . .
a wiec X — 9)(() gdzie wskaznik S ma przypominaé nietylko,

ze chodzi o energie wyrazong przez Sl ... i%, lecz réwniez, ze ka-
zda z tych wielkosci ma podczas przesuniecia zachowywaé¢ wartos¢
stalg,



Leez, wedtug zatozenia majg by¢ state momenty wiréw czyli
natezenia pradéw 11, .. Int nie za$ indukcye Sr .. Sn przez po-
szczeg6lne obwody. Sprawa jest zupeinie taka sama jak w § 75.
Pisza<; Zjfflwu

7% ) H- gf(t) — ~,-ZkSk=0

i rozumujgc jak woéweczas, otrzymamy

_Effl__"lal)
OX—— OX,

a wiec, wedtug powyzszego wzoru, przy statych natezeniach 11,... In

V__ 1 0t7TW __ 1 \N\/ /7 o1k
(387)

Oto jest znany wyraz sity Ponderomotoryeznej dla kazdego , oso-
bna. parametru konfiguracyjnego. Jednoczesnie mamy tez

oBr — dUm  (J1, ... JlI niezmienne). (388)

Poréwn. wzor elektrostatyczny (227).

Przy niezmiennych natezeniach pradu energia elektrokinety-
czna ukladu rosnie o ilos¢ pracy wykonanej przez uktad, tak iz
zrodta muszg dostarczy¢ uktadowi iloS¢ energii 20.B7, t. j. rowna,
podwdjnej pracy wykonanej, oprdécz tych ilosci, ktére 'idg na
pokrycie ciepta Joule’a wytworzonego w kazdym obwodzie.

Wedlug (387) energia elektrokinetyczna, przy stalem nateze-
niu pradéw odgrywa, wiec role poteneyatu sit X, czyli tak zwanych
sit elektrodynamicznych. Nie mozemy tu, niestety, wnikngé w hi-
storyczny rozwdj dotyczacych poje¢ i teoryj. Zauwazmy natomiast>
ze przy powyzszem przedstawieniu rzeczy, potencyat 6w nie jest
niczcem innem jak tylko energia pola magnetycznego odpowiadaja-
cego danym wirom i ze powyzsze wywody nie opierajg sie na za-
dnych jeszcze zwigzkach elektro-magnetyeznych. lotencyalem ele-
ktrodynamicznym zgodzono sie zresztg nazywaC energie te wzieta
ze znakiem ujemnym, a wiec wielkos¢ — Ji(J).

Poniewaz Um— U(J) jako energia pola jest jednowartoscio-
wg funkcya Lonfiguracyi uktadu, przeto praca mechaniczna B712 wy-
konana przez uklad podczas przejscia jego z jednej Lonfiguracyi (1)
do jakiejkolwiek innej (2), przy statych Ji, ... Jll, bedzie niezalezna
od drogi, przejscia, a mianowicie réwna

B7l2 = Cr(J) — Ci(J). (388a)

Sumowanie podwdjne po prawej stronie (387) obejmuje wszyst-
kie Spolczynniki Samoindukcyi i indukcyi Avzajemnej réznych obwo-
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dow, ktére w ogole tylko zaleza od danego parametru konfigura-
cyjnego X.

Jezeli wszystkie obwody sg sztywne, mamy YsLtfvox = o dla
wszelkich % i dla kazdego parametru X, tak iz sity X zalezg tylko
od wyrazéw

LK ga i a2k
dx

Jezeli caly ukiad sklada sie z dwoch tylko obwodéw s,, s2, mamy

(389) U(l) = %L1 + LI21i12 Y% %L2217 |

a jezeli obadwa sg sztywne:

(390) T dsids? ,

gdzie, skorzystawszy z (384), napisaliSmy dsids? — dslds2.coss, tak
iz ¢ jest katem zawartym miedzy elementami d%l, ds2. Zmienna,
i miarodajna dla dziatan ponderomotorycznyeh, czes¢ energii ele-
krokinetycznej redukuje sie tu do wyrazu

PeU [~

ktory jest zarazem tak zwang energig potencyalng wzajemna pra-
doéw ,ptynacych” wzdtuz sl, S2. Taka samg zupelnie energie wza-
jemng posiadatyby dwie lamele magnetyczne o krawedziach sl, S2
i 0 mocy rownej 11, wzglednie 12. Wzajemne dziatania mechaniczne
beda wjednym i drugim wypadku zupetnie takie same, co do wielkosci
i kierunku; lecz uktad magneséw lamelarnycli (lub innych) jest ener-
gietycznie odosobniony, czyli pracuje kosztem wiasnej energii, pod-
czas gdy uktad obwoddéw pradu pracuje kosztem zrodet (elementéw gal-
wanicznych, lub t. p.). Energia zwajemna dwocli magneséw lame-
larnych maleje o ilos¢ roéwng pracy przez nie wykonanej; energia
natomiast obwoddéw bedacych siedliskiem pradéw statych rosnie o ilos¢
rowng pracy wykonanej.

Liczba parametrow konfiguracyjnych x dla dwdch obwodow
Sztywnycli jest — 6. Mozemy np. wyobrazi¢ sobie jeden ukiad
spotrzednych Olxlylzl, zwigzany sztywnie z obwodem sl, i podo-
bnie drugi ukiad O3x2y2”™ zwigzany sztywnie z obwodem s2, i wpro-
wadzi¢ jako trzy parametry spoOtrzedne a, b, ¢ punktu O2 wzgledem
uktadu Olxlylzl, za$ jako trzy pozostate parametry obra¢ trzy wiel-
kosci katowe a, B, y wyznaczajagce ,oryentaeye“ obwodu S2 wzgle-
dem pierwszego ukiadu, a wiec tez wzgledem samego obwodu sl
jak to sie czyni zwykle w dynamice cial sztywnych. (Chodzi bo-
wiem jedynie o wzgledne potozenie i oryentaeye jednego obwodu
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w stosunku do drugiego.) Zmianom samych tylko », b, ¢ bedzie
woOwczas odpowiadato przesuniecie postepowe jednego obwodu wzgle-

dem drugiegoi a odpowiednie sity mechaniczne beda q i
a

afiqy .. r b
—dc™ ZaS zjnianom parametréw o, B, y bedzie odpowiadat o rét si

wzgledem s?, tak iz bedg momentami obrotu

przynaleznych par sit. Kazda z tych sit bedzie, wedtug (390),
Caeteris paribus, proporcyonalna do iloczynu natezenn 1112 i do prze-
nikliwosci magnetycznej Srodowiska.

Opierajgc sie na postaci energii (383) i na znaczeniu geome-
tryczne™ (384) Spoiczynnikow L, mozna powiedzie¢, ze kazda para
elementéw ds, <%'. nalezagcych badZz to do jednego, badz tez do
dwoch réznych obwodéw daje dla energii wyraz elementarny

g 7T, ds.ds'

a wiec dla sity ponderomotoryeznej I wyraz elementarny, po-
wiedzmy O&1:

(39 1)

gdzie X jest jednym z parametréw okreslajagcych konfiguracye ele-
mentow cis, ¢%s' i gdzie, jak wyzej, mozemy napisac c¥.i%s' = ds.ds'.cos e.
Jako jeden z parametréw X mozna uwaza¢ kat s, jako inny, nieza-
lezny od s, mozna wprowadzi¢ odlegtos¢ wzajemnag r tych elemen-
tow. Dwoma innemi jeszcze parametrami bylyby katy 6 = fr, ds),
8" = (r, ¢%&'). Kat zawarty miedzy ptaszczyznami (r. ds) i (r, ds’)
nie jest juz niezaleznym od 6. 6', €& Cztery parametry

'r, g 0, C

wyznaczajg juz zupetnie konflguracye pary elementéw liniowych
ds. ds’. Oznaczajgc wiec przez dli sile dziatajacg wzdtuz prostej
taczacej te elementy i dazacg do zwiekszenia ich odlegtosci r, mie-
libysmy wedtug (391)

K=-AjrAzs"; (391)

dla momentu pary sil starajacej sie zwiekszy¢ kat € otrzymalibysmy

—1ifj'efe,ds 31 (391b)



i podobnie tez dwa dalsze wyrazy dla ,sit‘, a raczej momentéw
par, odpowiadajgcych pozostatym, parametrom, 6, 8' Pozostawiajgc
jednak wszystko to na uboczu, zaznaczmy jedynie, ze powyzsza
mskladowa ,centralna“ SR jest, Caeteris paribus, odwrotnie propor-
cyonalna do kwadratu odlegtosci elementéw’ cY%, ds'; jezeli = jest
katem ostrym, SR jest sitg ,przyciggajaca”; woéwczas bowiem wy-
raz (391a) jest ujemny; jezeli ¢ jest katem rozwartym, mamy site
»,0dpychajaca”, jezeli zas ¢ = 711, sita SR znika.

Tym sposobem otrzymalibySmy tak zwane ,prawa elementarne
el ektrodynamiki ““,

Zauwazmy atoli, ze rozktad taki kazdej ze sil ponderomoto-
rycznych x na skiadowe elementarne, odpowiadajgce poszczegdlnym
parom rfs, ds'. jest zupetnie sztuczny i nieskoniczenie dowolny. Su-
ma bowiem, daje sie roztozy¢ na dodajniki w nieskoriczenie wiele
roznych sposobéw. Energia U(l), z ktérej przez roézniczkowanie
wywodzg sie wszystkie owe sity, zawiera, pewng liczbe calek po-
dwojnych ksztattu.

a "wiec zachowa swag wartos¢, jezeli do wyrazu stojacego pod cat-
kami dodamy jeszcze inny jakikolwiek fds.ds', ktorego catka, wzdtuz

obwodoéw s, s' znika; takim wyrazem jest nn. 3 a5 ds.ds', gdzie f(

jest jednoWartosciowa, lecz zresztg dowolng funkcyg potozen ds, ds'.
jak np. jednowartesciowg funkcyg wzajenmej odlegtosci tych ele-
mentow lub wprost samg ich odlegtoscia r; wyniktoby stad dla po-
tencyatu elektrodynamicznego elementarnego, a wiec tez dla odpo-
wiednich sit elementarnych cale mnoéstwo réznych wyrazéw, po-
wiedzmy, ksztattu

;0 COSS
) r

a kazda taka sita bylaby niemniej uprawniong jak (391), albowiem
kazda z nich prowadzitaby do tych samych dziatan mechanicznych
wypadkowych, prawdziwych co do wielkosci i kierunku. Istotnie
Ampére, Grassmann i inni dali rézne przyktady takich ,praw ele-
mentarnych®, z ktéremi polecam czytelnikowi zapoznaé¢ sie blizej."

Patrz Encyklopadie d. mathem. Wissenschaften, V 2, zeszyt I,
Art. 12. R. Reiffa i A. Sommerfelda- Standpunkt d. Fernwirkung. Die Ele-
mentargesetze;\N artykule tym sa oméwione, w formie zwieztej i bardzo ja-
snej, klasyczne prace Coillomba, Orsteda, Biota i Savarta,iAmpeére’a, Grass-
manna, F. Newmanna, Wilhelma Webera, Gaussa i Riemannal Karola Neu-
manna i wreszcie Clausiusa’, tamze znajdzie czytelnik zestawienie literatu-
ry. — Badania Ampére'a s oméwione obszernie w Il tomie El. and Mant.
Maxwella; Czes¢ IV, Rozdz. II.



Dotyczace badania odegraly w rozwoju nauki ze wszech miar do-
niostg role. Obecnie posiadajg moze znaczenie tylko ,czysto histo-
ryczne®, jak sie moéwi. Lektura jednak samych tych prac orygi-
nalnych, szczeg6lniej za$ klasycznej rozprawy ¥iwA-e'a z roku
1826, jest tez z innych wzgledéw nader pouczajgca i na gorgce
zastuguje polecenie.

Lecz wspomniany rozklad sit jest tez ,zupetnie sztuczny“, —
albowiem odrebna para elementow ,ds, ds'u nie daje sie urzeczy-
wistni¢ nawet w przyblizonem znaczeniu stowa i nie mozna o niej
mowi¢ fizycznie chociazby tylko nawet w znaczeniu pojecia grani-
cznego (jak np. o punkcie elektrycznym lub o nieskonczenie cien-
kiej lameli i t. p.). Kazda, rurka wirowa jest albo nieskoriczenie
dtuga albo zamknieta w sobie, a takiemi byly wiasnie nasze ,0b-
wody“ S1, ...sn. Moznaby wiec mowi¢ o parze obwodoéw elemen-
tarnych dowolnie matych, lecz zawsze zamknietych, nie za$ o wio-
knach nieskonczenie krotkich, prostych, a chociazby nawet krzy-
wych, lecz liiezamknietyeh. ' Pary ds, ds' posiadajg, na tle spéteze-
snych pogladdw, charakter elementéw rachunku, elementéw mate-
matycznych, nie za$ fizycznych. To samo za$ moznaby powiedzie¢
0 odpowiednich ,prawach elementarnych* elektrodynamiki.

§ 112. Sity elektromotoryczne wzbudzone. — Niechaj Y& be-
dzie znowu indukcya magnetyczng przez obwdd sk, a raczej przez
powierzchnie ok ograniczong tym obwodem, w danej chwili t, a wigo

Ys— ] Bvdak. 11

Jezeli pole magnetyczne jest zmienne w czasie, (a zmiany te moga
towarzyszy¢ badz to zmianom natezen lv .. In w poszczegélnych
obwodach, badz tez przesunieciom lub odksztatceniom samych tych
obwoddw) natenczas Sk bedzie w ogole réwniez zmienia¢ sie z cza-
sem. Predkos¢ tej zmiany stanowi¢ bedzie to, co w Rozdz. | nazwano
pradem magnetycznym przez powierzchnie ok; otrzymamy przeto
wedtug drugiego prawag zasadniczego (str. 122), czyli wedtug drugiego
z réwnan (31), odejmujgc od wektora, elektrycznego E ewentualng site
przytozong e, jak w réwnaniu (B'), str. 226:

c~dt — J(E e/St
A. Ampére. . Mémoire sur la théorie, mathématique des phénomenes

électrodynamiques uniquement déduite de I'expérience. Paryz, 1826. Drngie
wydanie ukazato sie. w 1883.



gdzie E — e jest sitg elektryczng odpowiadajacg zmianom pola ma-
gnetycznego, za$ catkowanie obejmuje wszystkie elementy Isk roz-

wazanego obwodu sk. Catka | (E— e)dsk nazywa sie sitg elektro-

motoryczng, indukowang czyli wzbudzong w obwodzie sk. Ozna-
czajac ja przez c_Fk’ gdzie c jest zwyklg stalg ,uniwersalng“

o wymiarach predkosci, mozemy napisa¢ kréotko

70

(393) = =, fc==I qg,. .«

Zwigzek ten, ktory jest poprostu bezposrednim wyrazem tak zwa-
nego ,rozniczkowego"” prawa indukcyi Faraday’'a * zachodzi bez
wszelkich dodatkowych zastrzezen, t. j. zaréwno dla p6l zmieniaja-
cych sie powolnie jak i dla pol bardzo szybko zmiennych. Drugie
rownanie Maxwellowskie, ktére oznaczaliSmy stale przez (B), t. j.
q - ccurl E, za$ w razie istnienia sity przytozonej réwnanie (B'),
t. j. @ = — ccurl (E—6), wyrazalo te samg zupektnie tre$¢ dla
obwodu nieskonczonostkowego, na jednostke powierzchni.

W niniejszym Rozdziale chodzi nam atoli o pola niemal sta-
teczne (quasi-stacyonarne, w brzmieniu miedzynarodowem), czyli
zmieniajgce sie z predkoscig stosunkowo malg, a mianowicie tak

mata, iz mozna zaniecha¢ prady przesuniecia D = d[}~ft. a wiec tez
odpowiednie wiry magnetyczne w polu zewnetrznem, otaczajgcem n
obwodéw si, ... sn. Innemi stowy, zaktadamy, ze jedynie obwody te
stanowig siedlisko wiréw magnetycznych czyli pradéw elektrycznych
o0 natezeniach Jl, ... 3L i ze predkosci zmian tych natezen jakotez
predkosci zmian parametréw konfiguracyjnych, czyli krocej predko-

sci ruchu x — dx|dt sg dostatecznie male, aby mozna byto zanie-
cha¢ wszelkie wyrazy dodatkowe i napisa¢ dla dowolnej chwili t
wzor (385):

(385 bis) 3% x Lkili 4- LkJ?2 + ... + JknJ! .

rozumiejac we wzorze tym przez 11, .. In natezenia pradéw panu-
jace w obwodach si, ... sn w tejze samej chwili t Jezeli chodzi np.
o0 prady peryodyeznie zmienne, okres ich drgania powinien by¢ bar-
dzo wielki w poréwnaniu z czasem, w ciggu ktérego zaburzenia
elektromagnetyczne przebywajg odlegtos¢ miedzy najskrajniejszemu
punktami catego ukifadu obwoddéw. Warunki dla pradéw, i dla od-
powiednich po6l, niemal statecznych implikuja wiec w sposéb bar-

Poréwn. Maxwella El. and Mgnt.,, T. 11, art. 541.



dzo istotny rozmiary samego ukiada. Godzac sie na te warunki,
a wiec na przyjecie wzoru (385) dla Y& i powyzszych wyrazéw (384)
dla spétczynnikéw L, postepujemy tak, jak gdyby w granicach prze-
strzennych rozwazanego ukladu zjawiska odbywaty sie wedtug
klasycznej teoryi ,chwilowego dziatania na odlegtos¢”. To tez wy-
niki, ktére otrzymuje sie przy tych zalozeniach, nie rdznig sie w ni-
ezem od wynikow teoryi dawniejszej. Zwolennicy teoryi Maxwella
sg atoli Swiadomi owych wyrazéw zaniechanych i wiedza, ze wyni-
ki te majg znaczenie przyblizen. Zbytecznem chyba bytoby rozwo-
dzi¢ sie nad tern, ze w praktyce elektrotechnicznej (z wyjatkiem
telegrafii bez drutu) 6w stopien przyblizenia jest az nadto wystar-
czajacy.

Podstawiajgc tedy za /Sk powyzszy wyraz (385), otrzymuje sie
wedtug (393) dla catkowitej S. E. M. (¢*~1) wzbudzonej w obwo-
dzie Y

=~ 08

Wyraz dLkk dt zalezy od predkosci, z jakg zmieniajg sie ksztatty
i rozmiary samego obwodu Y, zas dL~/dt od predkosci zmian po-
tozenia i Oryentaeyi innych obwodéw lub ich czesci wzgledem ob-
wodu Sk-  Mamy mianowicie, dla 7% i réwnych lub réznych:

dLki__ 81% tto dlLa 1 $'301
dt %olx Ox dt Lex dx X

gdzie suma obejmuje wszystkie parametry konfiguracyjne x, lub te
tylko, ktére zmieniajg sie z czasem, w danej chwili. Druga czes¢
Vk w (394) jest wiec funiccyg liniowag predkosci ruchu uktadu,
0 spotczynnikaeh proporcyonalnych do natezenn pradéw i oprocz te-
go zaleznych jedynie od konfiguraeyi ukladu i zawierajgcych czyn-
nik . Ta czes¢ S. E. M. wzbudzonej zmienia swoéj kierunek przy
odwréceniu wszystkich predkosci ruchu. Pierwsza cze$¢ nato-
miast jest funkeyq liniowcf, predkosci zmian natezenn prgddw, o spot-
Czynnikaeh L.

Ze wzgledu na dodajniki odpowiadajgce r6znym obwodom po-
wiemy, ze catlkowita S. E. M. wzbudzona w obwodzie 3 jest sumg
algebraiczng sity elektromotorycznej

(39V) = —"A\%oN\)=_L-a=f_ a-

spowodowanej przez zmiany wiasnosci geometrycznych samego ob-
wodu sk i natezenia ptyngcego w nim pradu, oraz n — 1 sit elektro-
motorycznych
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(394b) lc=l=+

odpowiadajacych zmianom natezen we wszystkich innych obwodach

i ruchom ich wzgledem sk
Mkk nazywa sie S. E. M. Samoindukcyi w obwodzie sk, za$

ki dla k, i réznych S. E. M. indulccyi wzajemnej (w sk) miedzy
obwodami % i sl.
Jezeli = const,, mamy Kki == — lidLkidt’ podobnie tez ma-
my dla obwodu si. jezeli Zk == const.. Fik = — LdLldt- lecz
1'it — Dki; jezeli wiec.~& — /1, mamy:

co czytelnik sam wyrazi stowami.
Dla kazdego obwodu sztywnego mamy

poniewaz za$ Akk>o0, przeto dla Zk rosngcego kierunek Fkk jest wprost
przeciwny dodatniemu kierunkowi wiru magnetycznego czyli pradu
w obwodzie sk; dla Zk malejacego kierunki te sg zgodne. '

§ 113. Uklad pradéw jako dynamiczny ukiad policykli-
czny. — Poniewaz energia UJ) jest jednorodng, kwadratowag fun-
kcya natezeri, mamy

wedtug (382),
a wiec, zupetnie podobnie do wzoru elektrostatycznego (204):

(396)

Mozemy przeto napisa¢ dla sity elektromotorycznej wzbudzonej w ob-
wodzie sk. zamiast (393):

dJud)

di 97k 1, 2. .. n

Poprzednio za$, w 8§ 111, widzieliSmy, ze wszystkie sity pondero-
motoryczne X odpowiadajgce parametrom konfiguracyjnym .r tegoz
uktadu wywodzg sie z tej samej tunkcyi UJ), a mianowicie wedtug
Wzoru:

(b) T= &«
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Otéz w tych wyrazach (a), (& sil elektro- i ponderomotory-
cznych przejawia sie wybitna i gteboka analogia do Lagrange’
skich rownan roéznichkowych ruchu uktadu dynamicznego, analogia,
zauwazona po raz pierwszy przez Maxwella i ktéra nasuneta mu
mys$l zbudowania i postuzyta za podstawe jego ,Dynamicznej teoryi
elektromagnetyzmu*. *

Niechaj % bedzie jednym z. parametréw wzajemnie niezale-
znych 71, %2 it. d., okreSlajacych konflguracye ukladu mechaniczne-

go, zas

predkoscia zmiany tegoz parametru. Energie kinetyczng tego ukia-

du jako funkeye kwadratowg jednorodng samych predkosci g, o spol-
Czynnikach zaleznych, jedynie od parametréw 7, oznaczmy przez

T(q). Wyrazem pracy mechanicznej, ktérg wykonywa ukiad przy
przesunieciach Wiriualnych oq niechaj bedzie o Qdj, tak iz Q jest
silg mechaniczng (w uogdlnionem znaczeniu stowa), wywierang przez

ukfad i dazaca, ku zwiekszeniu odpowiedniego parametru 7. WOow-
czas zachodza roéwnania Lagrange’a, w tak zwanej drugiej postaci:

_ 0T(q) d 0T(q)
Q= 59 dt dj - (397)

Otéz, przypuscmy, ze pewne z po$réd parametrow g, ktore
oznaczymy przez %o nie wchodza do wyrazu energii kinetyczne;j,

lecz ze wystepujg w nim tylko ich predkosci q,, i ze predkosci

7b pozostatych parametréw gb, powolnie zmiennych, nie wchodzg do
wyrazu tej energii, lecz wystepujg w nim jedynie tylko same pa-
rametry gb. Innemi stowy: przypusémy, ze energia kinetyczna, ukia-
du jest funkcya jednorodng 2-go stopnia samych tylko predkosci ¢,
0 Spotczynnikacli zawierajgcych same tylko parametry gb.

Wowczas bedziemy mieli dwa rézne rodzaje sit Q: pierwsze,
odpowiadajgce parametrom 7a beda:

@)

* Taki jest tytut Bozdziatu VI, czesci czwartej EI. and Mgnt,
T. Il; w tym i w nastgpnym Rozdziale omoéwione sg powyzsze stosunki
w formie nader pociggajgcej. Klasyczna rozprawa Maxwella: A dynamical
theory of the electromagnetic field, Lond. Roy. Soc. (1865 r.) poprzedzita zre-
sztg pierwsze wydanie jego ksigzki 0 lat osm.



drugie za$, odpowiadajgce parametrom Ys:
(b7)

Poréwnywajac przeto (a) i (a"), (b) i (b") widzimy, ze sity Qb
odpowiadaja zupetnie sitom ponderomotorycznym X, za$ sity Qa si-
tom elektromotorycznym Tji w ukfadzie niemal statecznym obwodéw
pradu elektrycznego czyli pierscieni wirowych magnetycznych.

W analogii tej, energii kinetycznej T! = j3/4) odpowiada ener-
gia magnetyczna Um = U(J). ktorg tez Maxwell ze wzgledu na to
nazwat energig elektrokinetyczng; parametrem powolnie zmiennym
Y% odpowiadajg parametry konfiguracyjne X, jak zatozyliSmy, row-

niez powolnie zmienne; predkosciom ga odpowiadajg natezenia pra-
déw czyli momenty wiréw.~k.

Wiasnosci takich uktadéw zbadat Helmholtz w szeregu znako-
mitych rozpraw ", ktérych gtéwnym celem byly zastosowania do
termodynamiki. Parametry szybko zmienne ga nazwat on spétrze-
dnemi Cyklieznemi ze wzgledu na to, iz zmianom ich odpowiadajg
ruchy kotowe (,in sich zuricklaufende Bewegungen®), przy ktérych
zewnetrzna posta¢ ukladu pozostaje niezmienna lub w przyblizeniu
niezmienna; kat obrotu kota rozpedowego stanowitby np. spolrze-
dng cykliczng; do wyrazu energii nie wchodzi sama, ta spétrzedna
lecz tylko jej predkos¢, tak zwana predkos¢ cykliczna, a wiec np.
nie kat obrotu, lecz tylko predkos¢ obrotu kota, rozpedowego. Uktad
zawierajacy jedynag tylko spétrzedna cykliczng niezalezng nazywa
sige, wedtug Helmholtza, monocyklicznym; przy dwéch takich zmien-
nych. wzajemnie niezaleznych, moéwi sie o bicyklu czyli o uktadzie
ljicyklicznym, w ogdle za$ o ukiadzie policyklicznym.

Uktad niemal stateczny ziozony z n obwoddéw pradu elektry-
cznego czyli rownowaznych wiréw magnetycznych jest wiec, dyna-
micznie. ukladem n-cyldicznym. Jedyny obwdd stanowi monoeykl.

Dla jednego i dla dwodch obwodéw pradu zbudowal Boitewuwtn
modele mechaniczne, ktore jaknajgorliwiej polecam uwadze czytel-
nika, pragnacego oswoi¢ sie z trescig powyzszej analogii. **

H- V. Helmholtz: Studien zur Statik Wonocyklischer Systeme; Berl.
Akad. d. Wiss. 1884. Principien der Statik Inonocyklischer Systemé; Borchardt-
Crelle s Journal f. Mathematik, T. 97, 1884. Prace te, w postaci pieciu na-
wigzujacych sie wzajemnie rozpraw przedrukowano w tomie Il pism
zbiorowych Helmholtza: WissenSchaftIicﬂe Abhandlungen, Lipsk, u J. A.
Bartha, 1895.
** | - Boltzmann: Vorlesungen ub. Maxwells Theorie <l Electriziliit u.
d. Lichtes, 2 Teile, 1891—93; patrz, cze$é¢ 1-3. Model liicykliczny powi-
nienby znales¢ sie na stole demonstracyjnym przy liajelemontarniejszych
nawet wyktadach omawianego dziatu fizyki.



Energie T mozna tez wyrazi¢ jako potowe sumy iloczynéw
predkosci i momentéw kinetycznych p:

T=%y,Vs

a Avzorowi temu odpowiada Um==%  /v%. Podobnie do (396),
§ 113, mamy
n__92'@¢)
0%
indukcya magnetyczna %s przez obwod Sk odpowiada tedy zupeinie
momentowi kinetycznemu; dla tego tez Maxwell nazwat wielko$¢ Sk

>% = LKl -j- ... -j- LknIn

momentenl elekttOkinetycznym odpowiedniego obwodu pradu. Spot-
ezynniki LItk odpowiadajg dynamicznym momentom bezwiadnosci,
za$ .Lt, (k =j= i) tak zwanym iloczynom bezwiadnosciowym®, t. j.
spotczynnikom kwadratéw, wzglednie iloczynéw predkosci w wyra-
zie energii kinetycznej ¥ ). Jedne i drugie spotczynniki zalezg od
parametrow konfiguracyjnych, powolnie zmiennych.

§ 114. Réwnania rézniczkowe dla n obwoddw sztywnych, nie-
ruchomych. — Dla ukfadu takiego spotczynniki Samoindukeyi i indu-
kcyi wzajemnej sg state, tak iz wedtug (394) mamy

(398)

Przypomnijmy sobie z 8-fu 112, ze Tik nie jest niczem innem jak
catka

rozciggnietg wzdtuz obwodu Y% Wektor e jest sitg elektryczng
przytozong, ktéra moze by¢ termoelektryczng, woltaiczng lub inne-
go pochodzenia; oznaczmy catkowitg S. E. M. przytozona, dla obwo-
du % przez Vlk, t. j. potdzmy

Elektrycznos¢ i Magnetyzm. 23



wowczas bedzie

I Fk Ik = 1iEdek
C J

Zastosujmy teraz do jednego z obwodéw Sk réwnanie rézni-
czkowe (la), § 18, zakladajgc, ze mozna zaniecha¢ prad przesunie-

cia D; zalozenie to uczynimy tu dla kazdego z n obwodéw stano-
wigcych uktad * Napiszemy wiec

AE = c.curl M .

gdzie A jest Spolczynnikiem przewodnictwa. Pomnézmy rownanie
to skalarnie przez dsk i przez przekrdj poprzeczny ¢ obwodu czyli
wiokna sk; poniewaz~k jest momentem tego widkna wirowego,
otrzymamy

o.cw( M.dsk ==~&dsk

a wiec

JEYl _ Y ¥ 7s .
Kiadac
(399) G FLe= TFk,

a wiec rozumiejac przez TFk to, co sie nazywa oporem calego ob-
wodu sk (w uktadzie elektromagnetycznym miar), mozemy napisac
krocej:

| Edsk = = TRkX

a wiec

—Cl—Wk =A+ -CI—Fk.

Mimochodem mozemy tedy zaznaczy¢, ze prawo Ohma jest juz za-
warte, jako wypadek szczegélny, w réwnaniu (la).

Podstawiajgc w ostatnim wzorze za Fk warto$¢ (398) otrzy-
mamy zadane rownania ukladu w postaci powszechnie uzywanej,
a mianowicie:

* Innemi slowy, zaniedbujemy pojemnos¢ (elektrostatycznag) ka-
zdego obwodu, a wraz z nig energie elektryczna, ktérg uwzglednimy do-
piero w nastepnym paragrafie.



JLetelae\Vkt =pA; k=I, 2,.n. (400)

Jezeli S. E. M. przylozone, t. j. wielkosci Ak, sa dane dla kazdego
obwodu jako funkcye czasu, ktére w przypadku szczegélnym moga
by¢ stale, natenczas mamy tu n réwnan rézniczkowych liniowych,
pierwszego rzedu. Znajac wiec wartosci poczatkowe wszystkich na-
tezen, mozemy za pomocg réwnali tych wyznaczy¢ Iv 12, ... In dla
WrSzelkich czasow.

Rozwigzanie tych réwnan, szczegélniej dla peryOilycznych
S. E. M. przytozonych, pozostawiam czytelnikowi, w mysl uwagi
zamieszczonej na koncu poprzedniego Rozdziatu. Dobrze jest za-
cza¢ od wypadku, w ktorym uktad jest pozostawiony ,samemu so-
bie"*, t. j. Al =JL2 — ... = An = 0; woOwczas réwnania (400) stajg
sie jednorodnemi. Dla utatwienia Oryentacyi czytelnik moze zato-
zyé n — 2, a przyjmujac np. A2 = o, Al proporeyonalne do sinmt,
im — const., znajdzie juz w odpowiednich rozwigzaniach dos$¢ wiele
zajmujgcego materyalu do dyskusyi.

Wedtug okreslen 8-fu 59 wydajno$¢ Zrodta energii elektry-
cznej na jednostke objetosci jest pe == cecurltA. a wiec dla cale-
go obwodu czyli wibkna ¥a:

ivk et/Sk = e.Aklk

otdz mnozac réwnania (400), dla. 4= 1, 2, ... n, Odpowiednio przez
/ .. In i dodajgc wszystkie do siebie, otrzymamy

= L -=%K

poniewaz za$ Spolczynniki L maja by¢ state, suma podwojna jest
pochodng zupetng ze wzgledu na czas energii magnetycznej czyli
melektrokinetycznej U(l) — Um, tak iz bedzie

e \VV2kyk +=2\\/ | (401)
czyli: energia dostarczana przez wszystkie zrédta = przyrostowi
energii catego pola magnetycznego -j- ciepto Joule’a wytwarzane

w- obwodach, wszystko na jednostke czasu.

(401) jest wiec wyrazem zasady zachowania energii. Pamie-
tajmy bowiem, ze spotezynniki L mialy by¢ stale, tak iz .uktad nie
wykonywa zadnej pracy mechanicznej. W wypadku ogdlniejszym
(obwodéw ruchomych i Odksztalcalnyeh), W ktorymukladwykonywa,



na jednostke czasu, prace mechanicznqcy % dx dt wedtue-
(ele] 00

(387), sprawdzimy fatwo, ze
(402)

t. j. ze zasadzie energii znowu staje sie zadoscC.
Jezeli uklad sktada sie z jednego tylko obwodu sztywnego,
mamy wedtug (401)

(40la) CAI= +TF22 |

gdzie Um = %2>72, skoro L jest spotczynnikiem Samoindukcyi czyli,
jak sie mowi krotko, ,samoindukcya“, zas TF oporem tego obwodu.
W tym wypadku samo juz to réwnanie energii Avystarcza do

napisania réwnania rézniczkowego dla Z; istotnie, poniewaz Um— LII,
mamy, dzielagc (40la) obustronnie przez Z:

(400a) Lij4- TF”Zx cA

jak bytoby wedtug (400) dla n = 1.

Z uwagi tej skorzystamy w nastepnym 8§, w ktérym oprocz
magnetycznej wypadnie nam uwzgledni¢ energie elektryczna.

Przy nieobecnosci S. E. M. przytozonej, ktorg odtad bede krot-
ko nazywat S. E. M. bez wszelkich epitetéw, ostatnie rdAvnanie staje
sie jednorodnem, a mianowicie:

(400b) LI-j- Wi=o,
tak iz
(403) I=1loe-Wt/L ,

gdzie e jest zasadg logarytmOAv naturalnych, za$ Z0 wartoscig Z
w chwili t— 0. Czas L|W, po uplywie ktérego | spada na e-tg
cze$¢ pierAvotnej swej wartosci, nazywa sie stalg czasowa lub cza-
sem relaksacyjnym danego obwodu. Poniewaz wedtug powyzszych
okreslen (F posiada wymiary predkosci, zas § Avymiary diugosci,
przeto iloraz LW~! jest istotnie czasem.

Samoindukeye L. ktéra utrudnia niejako rozpraszanie czyli
przeksztatcanie sie energii ukladu na ciepto, mozna wiec poréwnac
z masg czyli bezwkadnoscig, zas opér elektryczny, sprzyjajacy temu
procesowi, ze spoOtczynnikiem tarcia odpowiedniego ukitadu dynami-
cznego, monocyklicznego. Uogdlnienie tej uwagi do wielu obwodOAv



i do odpowiedniego uktadu polieyklicznego nie sprawia zadnej tru-
dnosci.
Jezeli S. E. M. jest prostg funkeyg peryodyczng czasu, po-
wiedzmy
CA — B.sin (vi),

L 2T . .
tak iz— jest jej okresem drgania, natenczas mamy

LI-- WI— B.sin (vi) . (400c)
Catke ogo6lng tego réwnania niejednorodnego otrzymuje sie, biorae
sume catki og6lnej (403) réwnania zredukowanego i catke szcze-

golng
I =asin (yt—) (404)

réwnania, (400c); po dos¢ diugim czasie (403) zamiera, tak iz moze-
my ograniczy¢ sie do (404). Podstawiajgc wyraz ten do rownania
(400c), otrzymamy dla statych a, y

Beosy B
405
w | W-;-U (405)
tak iz bedzie ostatecznie
I = — cosy.sin (vi—Y). (404"

Zachodza tedy tak zwane drgania lileswobodne czyli wymuszone
pradu 1 o okresie réwnym okresowi S. E. M., roznica faz okreslo-
na przez y jest tern wigksza, im dluzszy jest czas relaksacyjny ob-
wodu w stosunku do okresu drgah. Dla v = o, t. j. dla niezmien-
nej S. E. M., byloby IW =B, czyli a:B = 1: W, jak w zwykiem
prawie Ohma. Dzieki drganiom S. E. M. stosunek amplitud pradu
i S. E. M. staje sie mniejszym niz 1. W, a to tern bardziej, im
szybsze sg drgania. Zamiast zwyklego oporu mamy wielkos¢
t BZ3- -v21V2 , ktéra nosi miano impedancyi.

§ 115. Uwzglednienie pojemnosci obwodu. Drgania wia-
sne (swobodne) i drgania wymuszone. — Zjawisko rozwazone pod
koniec poprzedniego paragrafu, w nieobecnosci S. E. M. zasilajgcej
obwod, polegato wedtug (403) na monotonnym, aperyodyeznym Ja-
niku wiru magnetycznego czyli pradu elektrycznego. Skoro jednak
wigczymy do obwodu kondensator (ezyli ogOlniej, skoro uwzgledni-
+y pojemnosé elektrostatyczng obwodu), zjawisko rozwija¢ sie be-
dzie, przy spetnieniu pewnych jeszcze warunkéw dodatkowych,
w spos6b zupeinie inny, bardziej urozmaicony, przedstawiajac sie



Biianowieie w postaci szereg® drgan o pewnym okresie zaleznym
od wiasnosci samego ukladu. Amplituda ich, w braku S. E. M,
maleje z czasem. Do swobodnych tych czyli wiasnych drgan ob-
wodu przytaczajg sie znowu, w obecnosci S. E. M, drgansa (lub
w ogole zmiany) wymuszona, o okresie narzuconym wprawdzie ukia-
dowi przez 6w czynnik zewnetrzny, o fazie jednak i stosunkowej
amplitudzie zaleznych w istotny sposdb od wiasnosci obwodu.
Niechaj tedy okiadki kondensatora o pojemnosci C bedag po-
taczone drutem o oporze W i Samoindukcyi Z; pojemno$¢ tacznika
niechaj bedzie znikoma w poréwmaniu z G,
tak iz G bedzie pojemnoscig catego ukiadu.
tadunek okladki 1. w danej chwili t jakiej-
kolwiek, oznaczmy przez q (aby zachowa¢ ,e“
dla oznaczenia zasady log. nat), #tadunek
oktadki 2 bedzie wiec jednoczesnie — q. Ja-
ko kierunek dodatni obwodu a raczej pradu
lub widkna wiroweg® obierzmy umownie Kie-
runek

€)) 1—>draz—>2— 1. (Fig. 42).

Prad przesuniecia elektrycznego miedzy oktad-

kami stanowi dalszy cigg pradu przewodzo-

nego w drucie; cato$¢ stanowi pierscien wi-
rowy magnetyczny o jednym i tym samym (w danej chwili) momen-
cie /, ktéry mozemy tez uwaza¢ jako miare natezenia pradu. Nie-
chaj wreszcie A oznacza znowu S. E. M. (przytozong), dang jako
lunkcya czasu.

W tych warunkach, oprécz energii magnetycznej czyli elektro-
kinetycznej Um = YLP mamy jeszcze energie elektryczng pola za-
wartego miedzy okladkami U = % g¥C. Rdwnanie energii bedzie
przeto, w zatozeniu oczywiscie, ze uklad jest sztywny, t. j. nie
pracuje mechanicznie;

cAl = LIl 4- G~1qq ¥& IWa

Lecz wedtug pierwszego prawa zasadniczego D — c.curl M, w za-
stosowaniu do izolatora zawartego miedzy oktadkami, i wedtug kon-
yrencyi (a) jest:

(406)

Wprowadzajgc wiec zwigzek ten do ostatniego réwnania i dzielge
je obustronnie przez I, otrzymamy
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czyli dla g réwnanie rozniczkowe liniowe, drugiego rzedu:
(407)

A ma by¢ dang funkcyg czasu, dla wszelkich t; jezeli wiec przepi-

szemy poczatkowe wartosci q i q, czyli wedtug (406), poczatkowy
twlunek i poczatkowe natezenie pradu, ealy przebieg zjawiska be-
dzie jednoznacznie okreslony.

Zresztg, rozniczkujagc (407) ze wzgledu na t i korzystajac
znowu z (406), otrzymamy dla / podobne rdéwnanie rézniczkowe jak
dla g a mianowicie

Ll 4- 117 CCil =cA, (408)

gdzie A, jako pochodna J., jest réwniez dang funkcya czasu.
Drgania wiasne. — Jezeli A = o, mamy réwnanie jednorodne

Lg 4~ Wq 4- c2Ct~lg — 0 , (4073)
a wiec jako catke ogdlng
q == alerlit B2Btkit > (4 09)

gdzie e jest zasadg logarytméw naturalnych, al, a2 statlemi dowol-
nemi, ktére nalezy wyznaczy¢ z warunkdéw poczatkowych, za$ nv n2
pierwiastkami réwnania

W o O
L n—= CL
czyli
i
Y8 2Z=t= oI

Jezeli jest W2 = 4e2L/C{ obadwa pierwiastki nl, n2 sg rze-
czywiste i ujemne, tak iz wedlug (409) mamy znowu ustawiczny,
aperyodyczny zanik tadunku i pradu, jak w obwodzie pozbawionym
pojemnosci.

Charakter zjawiska nie zmienia sie tez zasadniczo, gdy mamy
Wz2 = 4clL/C-, wowczas jest Nl = n2 = — W/2L, a w%e

g = (al 4~ a2t)e~WtAL .

Jezeli natomiast opor jest stosunkowo maty, lub iloraz samo-
indukcyi i pojemnosci stosunkowo wielki, a mianowicie tak, iz

W2 < WL C | (410)



natenczas pierwiastki nl, n2 stajg sie Zespolonemi, wzajemnie sprze-
zonemi; rozumiejac przez a, B dwie stale dowolne, otrzymamy wow-
czas wedtug (409):

(411) q— cos(yot -|- B) ,
gdzie
412) W= Y= )/ie™_ U2

jest wedtug (410) welkoscig rzeczywistg. W tym wypadku mamy
wiec drgania proste harmoniczne, o okresie T0 — 2mA/0, ktérych
amplituda maleje z czasem, proporcyonalnie do funkeyi wyktadniczej

e-MV2A

a wiec tak zwane drgania zanikajace, o sp6tczynnilcu tlumienia
rownym W/2L, czyli o dekremencie logarytmicznym TOW-2L.

Zjawisko to jest powszechnie znane pod nazwag oscylacyjnego
wytadowania kondensatora. Teoretycznie przewidziat je WUIliani
Thomson (1853), doswiadczalnie otrzymat po raz pierwszy W. Fed-
dersen (1859), ktérego badania mialy zresztg by¢ zupetnie nieza-
lezne od teoryi.

Co do wymiarow, zauwazmy, ze L (w ukt elektromagn. miar)
zaréwno jak C (w ukt elektrostat) sg diugosciami, zas IV i c, jak
wyzej, predkosciami, tak iz TO wedtug (412) istotnie jest czasem,
zas dekrement logarytmiczny TOWI/2L liczba niemianowana, jak byc¢
powinno.

Jezeli W2 daje sie zaniecha¢ wobec %c2L~C, okres drgan wia-
snych ukladu staje sie wedtug (412)

Qor
(412a) T0' = —VL_C' a wiec Y6 = ¢pr_C ,

co stanowi t. zw. ,wz6r Thomsona‘

Drgania wymuszone. — Niechaj teraz sita elektromotoryczna

przytozona A bedzie prostg funkcyg peryodyczng czasu, o okresie
T w ogole roznym od okresu T0 drgann Wrlasnych ukiadu; kiadac
21/71 =V, napiszmy znowu, jak w § 114:

cA = Bsm(vi) ;
woéwczas roéwnanie (408) przybierze postaé
LI -]- Wj -f- c2C~1l = 'TBcoslyt) ,

tak iz oprécz drgan swobodnych ukkadu, zanikajgcych z czasem,
otrzymamy drgania wymuszone, a mianowicie:
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r Bcosy
y = w (413)
I N+ (Iv-c2Cv)2
gdzie roznica fazy bedzie
wyznaczona przez:
Ye<lv--Yg)- (414)

Stosunek amplitud drgan wymuszonych i drgan S. E. M. za-
lezy od IV, L, Ci od V, a wiec zaréwno od okresu drgan narzu-
conych ukfadowi jak i od wiasnych cech uktadu. To samo dotyczy
roznicy faz.

Przy danych W, L, C stosunek amplitudy pradu 1 (a wiec
tez tadunku) do amplitudy S. E. M. staje sie najwiekszym dla
vE = cljC'j, czyli dla

C

a wiec wedlug (412a) woweczas, gdy okres drgan S. E. M. staje sie
rownym okresowi drgan wiasnych v0', ktéry przystugiwatby uktado-
wi, gdyby zaniechano jego opér (t. j. gdyby zaniechano TP2 wobec
4c2LC~~1). Pamieta¢ bowiem nalezy, ze okres wiasny v0, przystu-
guje rzeczywiscie uktadowi, jest tylko w przyblizeniu okreslony
przez wzOr Thomsona. Dopdki jest v rézne od v0', mozna zanie-
cha¢ W2 po prawej stronie wzoru (413); jezeli jednak v staje sie
doktadnie réwne v0', nie mozna juz tego uczyni¢; gdybySmy o tern
zapomnieli, otrzymalibySmy dla stosunku amplitud wartos¢ nieskon-
czong. WoOwczas wiec nalezy pozostawic W2 w (413). Podsta-
wiajac we wzorze tym za v wartos¢ szczeg6lng (415), mamy
W/-Bsin(vt—y); 06w najwiekszy stosunek amplitud staje sie
wiec poprostu odwrotnie proporcyonalnym do zwykitego oporu ohmi-
cznego W. Jednocze$nie za$ jest, wedtug (414), y = o, a wiee

TfY = Bsin (v;) = cA.

Fazy pradu i S. E. M. sg tedy w tym szczegélnym Avypadku zgo-
dne ze sobg; Avedlug zwigzku (406) roznica faz tadunku i S. E. M.
Avynosi wiec TI.
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