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2 1 DEFINICJA I WEASNOSCI PRZEKSZTAELCENIA LAPLACE’A

1 Definicja i wlasnosci przeksztalcenia Laplace’a

Rozpatrzmy funkcje zespolong f: R — C argumentu rzeczywistego czyli funkcje
Rt f(t) = fi(t) +if2(t) € C,

gdzie fi1 i1 fo sg funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej. Jezeli obie funkcje f1 1 fs sa

funkcjami catkowalnymi na kazdym przedziale (0;r), r > 0, to mozemy zdefiniowaé

/OO F(t)dt = lim Tf(t) dt = lim Tfl(t) dt+i lim [ fo(t) dt.
0 0 0

rT—00 0 T—00 r—00
. . . . . . . o . . ;. 7 . . o0
Jezeli obie granice po prawej stronie istnieja i sa wlasciwe to méwimy, ze catka fo flt)dt
jest zbiezna. Jezeli ktéras z tych granic nie istnieje lub jest niewlasciwa, to calka jest roz-

biezna. Jezeli zbiezna jest catka [;°[f(t)|dt = [J \/f2(t) + f3(t) dt, to méwimy, ze calka
fooo f(t) dt jest zbiezna bezwzglednie. Zachodzi przy tym nieréwnosé

s dt\ < [Tl

Definicja 1.1 Niech f : R — C bedzie funkcja calkowalna na kazdym przedziale
(0;7), r > 0. Transformata Laplace’a funkcji f nazywamy funkcje zespolona F argumentu
zespolonego, okreslong wzorem

F(s) = /0 T fetar, 1)

Piszemy wéwczas

Mamy zatem

LIF(1)] = F(s) = / et

Calka wystepujaca we wzorze (1) (zwana calka Laplace’a) jest calka zalezna od parametru
zespolonego s. Dla pewnych wartoéci s moze ona by¢ zbiezna, dla innych zbiezna bezwgled-
nie, a dla jeszcze innych rozbiezna.

Wazna klasa funkcji, dla ktérych catka Laplace’a jest zbiezna, jest klasa funkcji zwanych
oryginalami. Ograniczymy sie tutaj do oryginaléw, ktére sa funkcjami rzeczywistymi (choé
w og6lnym przypadku moga to byé¢ funkcje zespolone).

Definicja 1.2 Oryginalem nazywamy funkcje f : R — R spelniajaca nastepujace wa-
runki:

1° f(t) = 0 dla kazdego t < 0;

2° w kazdym przedziale (t1;t2), 0 < t1 < t3, funkcja f ma skoficzona liczbe punktéw
nieciagtosci i kazdy z nich jest punktem nieciagtosci pierwszego rodzaju;



3° funkcja f jest rzedu wykladniczego, czyli
Im>03x>0V4e (0;00) |f()] < Me™.
Najmniejsza stata A spelniajaca warunek 3° bedziemy oznaczaé przez A i nazywaé wspot-
czynnikiem wzrostu wykladniczego oryginalu f.
Przyklady oryginaléow:

a) Funkcja Heviside’a (funkcja jednostkowa)
A f(t)

+V

l(t):{ 0 dla t<0

1 dla t>0,

Dla tej funkcji warunek 3° jest spelniony ze stalymi M =11 Ay = 0.

f(t)

b) f(£) = 1(t) - sint / "\ M=1, Ao =0;

Il
N[

o) f(t)=2-1(t)ez! M =2 X

B\

Zauwazymy na przyklad, ze funkcja g¢(¢t) = sint, nie jest oryginalem poniewaz nie spel-
nia warunku 1°. Jezeli jednak funkcja g : R — R spelnia warunki 2° i 3°, to funkcja
f R = R, gdzie f(t) = 1(¢) - g(t) jest juz oryginalem. W dalszym ciagu, jezeli to nie



4 1 DEFINICJA I WEASNOSCI PRZEKSZTAELCENIA LAPLACE’A

bedzie prowadzilo do nieporozumien, bedziemy w zapisie oryginalu pomijali czynnik 1(%)
traktujac na przyktad funkcje f(t) = sint jako oryginal f(¢) = 1(t) - sint. W szczegdlnosei
kazda funkcja ograniczona spelniajaca warunek 2°; jest oryginalem ze stata Ag = 0.

Latwo wykazaé, ze jesli f(t) i g(t) sa oryginatami, to funkcja h(t) = af(t) + bg(t), a,b € R,
tez jest oryginatem (a to oznacza, ze zbidr oryginaléw stanowi przestrzen liniowa nad ciatem
liczb rzeczywistych).

Uzasadnimy teraz podstawowy
o0

Fakt. Jezeli f jest oryginatem, to calka Laplace’a / f(t)e stdt jest zbiezna dla s € D,

gdzie D ={se€C: Re(s) > Ao} iAo jest wspo/lczynngkiem wzrostu wykladniczego oryginatu
f-
D ow 6 d: Pokazemy, ze catka fooo f(t)e st dt jest zbiezna bezwglednie. Istotnie, niech
|f(t)] < Meot iniech s = \ + iw. Wtedy
|f(t)e—st| — |f(t)| . ‘e—st’ < Me)\gt ’e—At—iwt‘ — Me)\ote—)\t — Me()\o—)\)t.

Poniewaz catka niewlasciwa fooo et dt jest zbiezna wtedy i tylko wtedy gdy a < 0, wiec calka
JoT MePo=Ntdt jest zbiezna dla A > Ao. Stad, na mocy kryterium poréwnawczego, catka
I 1f(#)e™ 5| dt jest zbiezna, a co za tym idzie calka [ f(t)e™*'dt jest zbiezna bezwzglednie
dla Re(s) = A > Ao. O

Z powyzszego faktu wynika, ze transformata F'(s) = fooo f(#)e~stdt oryginatu f jest okreslo-
na dla kazdego s € D. Obszar D jest wiec dziedzing funkcji F. Okazuje sie, ze transformata
F(s) ma w obszarze D dodatkowe wlasnosci. Zachodzi bowiem

Twierdzenie 1.1 Jezeli f(t) jest oryginalem, a F(s) = L[f(t)], to F jest funkcjg holo-
morficzng w obszarze D = {s € C : Re(s) = A > Ao }. Dodatkowo limy_. F(s) = 0.

Funkcja holomorficzna dla funkcji o warto$ciach zespolonych jest odpowiednikiem funkcji
analitycznej (czyli takiej, ktéra mozna rozwinaé w szereg Taylora) dla funkcji o warto$ciach
rzeczywistych. Ponadto warunek limpe(s)—oo F'(s) = 0 orzeka, ze kazda funkcja zespolona,
ktéra nie spelnia tego warunku nie moze by¢ transformata oryginalu f. W szczegdlnosci
funkcje wymierne zmiennej s, w ktorych stopien licznika jest wiekszy badZ réwny stopniowi
mianownika nie sg transformatami zadnych oryginaléw.

Podamy teraz kilka przykladéw wyznaczania transformaty.

Przyktad 1.1 Wyznaczyé transformate funkcji jednostkowej.
Rozwiagzanie:

e " 1 "ol 1

L[1(t)] :/ e *'dt = lim e *'dt = lim [e“] =— lim e+ -

0 r—oo [q r—o00 S 0 S r—oo S

Pokazemy, ze lim e™*"
7—00

‘6_5T| — ’e—()\+iw)r

= 0. Wystarczy pokazaé, ze lim ’e_s’"’ = 0. Istotnie
T—00

= e ™. Poniewaz dla oryginalu 1(t) Jest Ao = 0, wigc dla

A > Ao =0 mamy lim e”™ = 0.

r—00

Ostatecznie



Dopuszczalny jest rowniez skrécony zapis dla powyzszych obliczen:
oo
[ it — Lo !
0 S

1
=04-=-.
s s
Przyklad 1.2 Wyznaczy¢ transformate oryginatu f(t) = e, a € R.
Rozwiazanie:

° e 1 00 1 1
ﬁ[eat} — / eMestdt = / e(a—s)tdt — e(a—s)t =0— —
0 0

0

a—s 0 a—s s—a
Pomineliémy uzasadnienie faktu, ze dla Re(s) > Ay = a jest lim,_, o e(@=)" = (0. Argumen-
tacja podobna jest do tej z poprzedniego przykladu
Otrzymalismy wzér

1

s—a

Lle™] =

Przyklad 1.3 Obliczy¢ transormate funkcji f(¢) = sint.
Rozwiazanie: Mamy

L[sint] :/ sinte *dt
0

u=e 5 v =sint
u = —se”% oy = —cost

st

_et|® o st u=e" v’ = cost
= —coste -5 coste 'dt| st .
0 u = —se v =sint
0o oo o0
= —coste | —s [Sin te st + 3/ sin te“dt] =
0 0
0o oo o0
= —coste | —ssinte | — 2 / sin te ¢ dt.
0 0 0
Stad
Q - .
(1+ %) / sinte 5tdt = e”5*(—ssint — cos t)’ = lim [e™*"(—ssinr — cosr)] +1.
0 0 r—00

0 (gdy Re(s) > 0)

Zatem

1
s24+1

L[sint] :/ sinte *'dt =
0

Wtasnosci transformaty Laplace’a

Podamy teraz podstawowe wlasnosci transformaty Laplace’a. Latwe dowody tych wlasnosci
pominiemy. Zilustrujemy tylko kazda z nich prostymi przykladami. W dalszym ciagu zakla-
damy, ze f(t) jest oryginatem, a L[f(t)] = F(s) — jego transformata.

1. Liniowo$§¢é transformaty
Dla dowolnych oryginatéw f i g oraz dowolnych a,b € R mamy

| Llaf(t) + bg(t)] = aL[f(1)] + bLIg(1)]]
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2 1
Przyklad: £[2 —sint + 367% = - - 27_"_1 + _?_ 1
S S S

2. Twierdzenie o podobienstwie

S

L[f(at)] = éF (;) ,a>0

Przyklad: L[sinat] = stad

1 1
FICEESY

a

»C[Sin at] = ﬁ
S a

3. Rézniczkowanie oryginalu
Jezeli f(t), f'(t), f"(t), ..., f™(t) sa oryginatami, to
LU (0] = 5" F(s) — 5"~ f(04) = 5" 2/(04) — ... = f*=D(0+)

w szczegblnosei

LI/ ()] = sF(s) - [(04)]
L") = 2F(s) = sf(0+) = ['(0+) ]

oraz

/
Przyktad: L[cosat] = £[<1 sin at) ]

Zatem

L ltsinat)y] = é <s“ - sin(0+)).

a 52 + a2

S

E[COS at] = m

4. Rézniczkowanie transformaty

LI(=D)"t"f(1)] = F™)(s)

w szczegblnosci

[LIEF()] = —F'(s)

Prayklady:
L[t sin 2t] = <82+4> = %54)2.
£l <s— > g
i = <o) = - ) Sy

LI = L]t 4] = —< 2

Ogdlnie mamy:




5. Przesuniecie w argumencie oryginalu

LIf(t— a)L(t - a)] = F(s)e™, a >0

Przyktady:
Ll(t—1)21(t—-1)] = S%e*.
Llcos3(t — 2)1(t — 2)] = ﬁe_%.
L1t —3)] = L[(t — 3)1(t — 3)] + 3L[1(t — 3)] = 8%6‘35 + 26—33.

Przyktad 1.4 Wyznaczy¢ transformaty Laplace’a funkeji przedstawionych na wykresach

f(t)

S 4

<V

a) b)

Rozwiazanie:
a) Funkcje f zapiszemy za pomoca funkcji Heviside’a:
FO)=1(t)—2-1(t— 1)+ 1(t — 2).
Stad
1 2

LIFB) =< = 2™+ ée*s.

b) Na ponizszych rysunkach pokazane sa kolejne etapy prowadzace do wyrazenia funkcji f
za pomoca funkcji jednostkowej Heviside’a

£(t) f(t)
1 1
1 2 % ‘ 1 2 %
£1(t) £1()- £ 1(t-1)
£(t) f(t)
i 1
‘ P >\ >t ‘ 1 2 >t

t1(t)-t 1(t-1)+(-t+2)1(t-1) t 1(t) -t A(t-1)+(-t+2)1(t-1) - (-t+2)1(t-2)
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Zatem
f@)=t1(t) —t1t -1+ (=t +2)1(t—1) — (-t +2)1(t — 2)
={1(t) —2(t — )1 — 1) + (t — 2)1(¢t — 2).

1
Stad na podstawie wlasnodci 5 oraz pamietajac, ze L[t] = —» mamy
s
1 2 _ 1 .,
E[f(t)] = sz — 5726 8 —+ 8726 i

6. Przesuniecie w argumencie transformaty

Obliczymy transformate funkcji e®o! f(t), so € C.
t t
Ll f(t)] = / el f(t)e tdt = / e~ (57%0) f(t)dt = F(s — so). Zatem
0 0

| L[ £(8)] = F(s — s0). s0€C|

Przyktady:
1
26) _
‘C[te ]* ( _2)2'
2

2 —ty _
e =Gy

A _ w
LleMsinwt] = o tw

At _ o s=A
Le* coswt] = S\
Lle ¥ sin®t] = Lle - %(1 —cos2t)] = %ﬁ[e*?’t] - %[,[ef?’t cos 2t

1 s+3

2(s4+3)  2[(s+3)2+4]

7. Calkowanie oryginalu

c {/Otf(r)dv-} _ Fle)

S

Istotnie:
Niech g(t) = fot f(r)dr. Wtedy ¢'(t) = f(t) oraz sG(s) — g(0) = F(s). Poniewaz ¢(0) = 0,
wiec sG(s) = F(s) i stad G(s) = £&),

S

t
. 3T _ s—=3
Przyktad: L [/0 e’” cos 27’de| = —s[(s “aetd’

Podamy teraz zestawienie najczeSciej stosowanych wzoréw zwigzanych z transformacja La-
€5C1€] y qzany )3
place’a



Lp. f(t) F(s) | Lp f(t) F(s)
1 1 s
1 1(t) - 8 flat) ~F (a)
2 et . i , 9 (@) sF(s) — f(0+)
3 | sinat 5217 10 £(t) $2F(s) — sf(0+) — f/(0+)
4 cos at 32—7—7 11 tf(t) —F'(s)
5 | sinhat 52i7(12 12 2£(t) F''(s)
6 cosh at ﬁ 13 | ft—a)l(t—a), a>0 F(s)e s
7 [ t", neN s:‘:‘l 14 e*tf(t), so €C F(s—sg)

2 Przeksztalcenie odwrotne do przeksztalcenia
Laplace’a

Transformacja Laplace’a jest przeksztalceniem, ktére pewnym funkcjom f zmiennej rze-
czywistej t przyporzadkowuje funkcje F' zmiennej zespolonej s. Zapisujemy to wdowczas
F(s) = L[f(t)]. Powstaje pytanie, czy istnieje odwzorowanie odwrotne do przeksztalce-
nia Laplace’a. Z definicji transformaty F(s) wynika, ze jesli dwa oryginaly f(t) i g(¢) réznia
sie w skonczonej liczbie punktéw, to ich transformaty F(s) i G(s) beda identyczne. Podamy
nastepujace

Twierdzenie 2.1 Jezeli f jest oryginatem, a funkcja F zmiennej zespolonej s = A + iw
jest transformatq Laplace’a funkcji f, to w kazZdym punkcie t zachodzi wzdr

FE)+FE0) _ Lo ™ b otas, @)

2 27 w—oo Jy_yy

gdzie A > Ao a Ao jest wspotczynnikiem wzrostu wykladniczego oryginatu f.

Z twierdzenia tego wynika, ze w kazdym punkcie ¢, w ktérym oryginal f jest ciagly, prawa
strona wzoru (2) jest réwna f(t), natomiast w punktach nieciaglosci funkeji f, prawa strona
tego wzoru jest réwna $redniej arytmetycznej granic jednostronnych funkcji f w tym punk-
cie. Z tego powodu w dalszym ciagu jedli oryginal f(¢) w jakim$ punkcie jest nieciagly, to
bedziemy przyjmowaé, ze w tym punkcie przyjmuje on warto$¢ rowna $redniej arytmetycz-
nej granic jednostronnych funkeji (choé¢ nie bedziemy tego zaznaczaé na wykresie funkcji).
Zgodnie z ta umowsa np.
1(0-)+1(0+) 041 1

10) = 2 2 2
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Definicja 2.1 Przeksztalceniem odwrotnym do przeksztalcenia Laplace’a nazywamy prze-
ksztalcenie okre$lone wzorem

1 Aiw
L7HF(s)] = =— lim F(s)e®'ds

27 w—o0 A—iw

Jezeli oryginal f w swoich punktach nieciagloéci ma wartosé réwna $redniej arytmetycznej
skoku w tym punkcie, to zachodzi

LTF(s)] = f(t) <= LIf(t)] = F(s)-

Przy wyznaczaniu oryginatu, gdy znana jest jego transformata, korzystamy z wzoréw z

i 2) = cosh v/2t, bo na podstawie wzoru 6 jest

tabeli transformat. Na przyktad £! 2
s
hv2t) = .
L (cos V2 ) 75

Przeksztatcenie £71, podobnie jak przeksztalcenie £ jest przeksztalceniem liniowym. Mamy
wiec réwnosci

LM [aF(s) +bG(s)] = al ' [F(s)] +bL 1[G (s)] = af(t) + by(t) |

2
1
Prayklad 2.1 Obliczyé f(t) = £-1[F(s)], jeli F(s) = %
S S

Rozwiazanie:
Funkcje F' rozkladamy na utamki proste,

s?+s+1 1 1
s(s2+1) s s2+1°
Stad

1 1 1 1
1 (2 12 r-1 _ .
<s 52+1> <s> (s2+1> 1 sint.

Zatem f(t) = 1+sint. W zasadzie powinnis§my napisaé¢ f(t) = (1+sint)1(t), jednak zgodnie
z wezedniejsza umowa czynnik 1(¢) pomijamy.

Przyklad 2.2 Wiedzac, ze F(s) =

Rozwiazanie:

S
s24+4s+5 znalez¢ oryginal f(t) = L7[F(s)].

S S

Tréjmian kwadratowy w mianowniku doprowadzamy do postaci kanonicznej. Otrzymamy

PO =Gt

Nastepnie otrzymang funkcje przeksztalcamy tak, aby mozna byto skorzysta¢ z wzoru 14 w

polaczeniu z wzorami 3 i 4.
F(s) s+2-2 542 2
S) =

G224l (12241 r2+l
Stad na podstawie wspomnianych wzoréw mamy

. , - 5+2 2 - —ot .
Odpowiedz: f(t)=L 1((S+2)2+1+(5+2)2+1)=e 2 cost 4 2e7 % sint.
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3 Zastosowania przeksztalcenia Laplace’a

Transformacja Laplace’a jest dogodnym narzedziem pomocnym w rozwigzywaniu réwnan
rézniczkowych liniowych. Zaczniemy od nastepujacego przyktadu

Przyklad 3.1 Rozwiazaé zagadnienie poczatkowe

' +x=ect,
z(0) = 1.

Rozwiagzanie:
Jest to réwnanie rozniczkowe liniowe rzedu pierwszego z niewiadoma funkcja x zmien-
nej niezaleznej t. Zalozymy, ze funkcja = jest oryginatem. Niech L[z(t)] = X (s). Wtedy
x(t) = L7 X (s)]. Zgodnie ze wzorem 5 z tabeli na str. 9 mamy

Llz'(t)] = sX(s) —x(0+) = sX(s) — 1
Stosujemy transformate Laplace’a do obu stron danego réwnania (transformujemy obie stro-
ny réwnania). Otrzymujemy

sX(s)—14+X(s) = L

s+1
Stad
1
(s—&-l)X(s)—l—i—S_|_1
oraz ) )
X6 =3+ ore
Zatem .
1
— —1X —_ r-1 -1(__ = | _ -t —t.
x(t)=LT[X(s)]=L (s+1)+£ ((3—1—1)2) e " +te

Odpowiedz:
z(t) = (1+t)e t.

Stosujac transformate Laplace’a do obu stron réwnania, przeksztalciliSmy dane réwnanie
rozniczkowe z niewiadoma funkcja x, w rownanie algebraiczne z niewiadoma funkcja X.
WyznaczyliSmy z tego przeksztalconego rownania funkcje X, a nastepnie stosujac transfor-
mate¢ odwrotna £ do funkeji X, otrzymaliémy oryginal z, ktéry jest rozwigzaniem danego
zagadnienia.

Przyklad 3.2 Znalezé rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

Rozwiazanie: Korzystajac z wzoréow 10, 9 i 2 otrzymujemy
L[z"] = 52X (s) — sz(0) — 2'(0) = s> X (s),
Llz'] = sX(s) — z(0) = sX(s),

£[62t] = 5—72



12 3 ZASTOSOWANIA PRZEKSZTALCENIA LAPLACE’A

Transformujemy obie strony danego réwnania:

Llz" —22"] = L[e*]

s2X(s) — 25X (s) = ﬁ

Zatem

- ()

Rozkladamy funkcje X (s) na ulamki proste i otrzymujemy

1 1 1
=L —— :
z(t) (43 i(s —2) +2(s—2)2)
1 1 1
0d iedz: z(t)=-— -+ -te*.
powiedz: xt) 1 1¢ + 5te

Przy wyznaczaniu transformaty odwrotnej skorzystaliSmy ze wzoréw: 1, 2 1 14 w polaczeniu
ze wzorem 7 z tabeli transformat ze strony 9.

Rozwiazanie réwnan z powyzszych dwoch przykladow, gdzie prawe strony sg funkcjami
ciaglymi, mozna byto tatwo uzyskaé klasycznymi metodami znanymi z kursu rownan réoz-
niczkowych. W przypadku, gdy po prawej stronie réwnania wystepuje funkcja, ktora nie jest
ciggla klasyczne metody zawodza i wtedy transformacja Laplace’a jest skutecznym narze-
dziem. Zilustrujemy to kolejnym przyktadem.

Przykltad 3.3 Rozwiaza¢ zagadnienie

' +x=1t1(t—-1)
{ 2(0) =0, #'(0) = 1.

Rozwiagzanie:
Prawg stron¢ réwnania przeksztalcamy do postaci
1t —1)=[1+(t-DAEt—-1)=1(—-1)+ (t— 1)Lt —1).
Transformujemy teraz obie strony rownania:
Llz"+z]=LAE—-1)+ (- 1)1 —1)].

Zatem 1 1
s°X(s) — sz(0) — 2'(0) + X(s) = = * + —e*.
s s
Uwzgledniajac warunki poczatkowe, mamy
1 1
2 —s —s
X(s)—1+X(s)=- —e %
s2X(s) + X(s) e + ¢
Stad
(s) = + ! e *+ ! e
o824 1 s(s241) s2(s2+1)
Zatem

1 1 1
t)y=L"" —* .
z(®) (52+1+5(52+1)e +52(52+1)e )
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Korzystamy teraz z liniowosci transformaty odwrotnej i dostajemy

e () () ()

Wyznaczamy poszczegdlne sktadniki funkeji z. Otrzymujemy kolejno:

£t ( 211) =sint - 1(t).
S

1
Funkcje wymierna ———— rozkladamy na utamki proste:
s(s?+1)
1 1 5
s(s2+1) s s241°

a stad
1 1 s
LY ———)=L"-—-—="—)=1-cost
(5(32+1)) (s 32+1) o8

oraz, na podstawie wzoru 13,
1
L7 ———=e ) =[1—cos(t— 1)Lt —1).
(se) =1 costt = D= )
Analogicznie

£ (52(521+1)e—3> =Lt [(;2 — 521H> e—&} =[(t—1)* —sin(t — 1)]1(t — 1).

Zatem rozwiazaniem danego zagadnienia jest
Odpowiedz: z(t) =sint1(t)+ [l —cos(t—1)]1(t—1)+[(t —1)? —sin(t —1)]1(t - 1).
Rozwiazanie x, jak sie okazuje jest funkcja ciagla.

Przyktad 3.4 Rozwiagzaé, metoda transformacji Laplace’a, uktad réwnan z zadanymi wa-
runkami poczatkowymi

x/ 4 y/ + y = et

27" + vy’ + 2y = cost

z(0) = y(0) = 0.
Rozwiazanie:

Zakladamy, ze niewiadome funkcje x i y sa oryginalami o transformatach odpowiednio X i
Y. Transformujemy oba réwnania:

sX () + Y (s) + Y(s) = 8% sX(s)+ (s + 1)V (s) = ——,

25X (s) + sY(s) +2Y(s) = 25X (s) + (s +2)Y(s) =

s2+1 241
Otrzymali$my uklad réwnan algebraicznych z niewiadomymi X (s) i Y (s). Rozwiazujac ten

liniowy uktad otrzymujemy

5+ 2 s+1 4 2 3 1 s
X = — = — _— —
() 52g571)+s(52+1) s+52 5—1+52+1 s2+1’
2 2 1

Y(s) = — 2 .
() 52+1+s(s—1) s+s—1 241

Stad

x(t) =4+ 2t — 3et +sint — cost

Odpowiedz: {y(t)2+2€tsint.
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Waznymi przykladami zastosowan transformacji Laplace’a sa zastosowania w dziedzinie elek-
trotechniki. Pokazemy jak wyprowadzié¢ i rozwiazaé réwnanie wyrazajace zmiane natezenia
pradu w typowym obwodzie zawierajacym cewke, opornik i kondensator.

Przyklad 3.5 Obwdd elektryczny sklada sie ze zrédia pradu o SEM réwnej e = e(t), cewki
o indukcyjnosci L, oporu R i kondensatora o pojemnosci C.

e(t)

Znalez¢ natezenie pradu i = i(t) jako funkcje czasu t, jezeli w chwili poczatkowej ¢ = 0
natezenie w obwodzie oraz tadunek sa réwne zero. Wykonaé obliczenia gdy R = 2[Q], L =
1[H], C =0,2[F], a sila elektromotoryczna e(t)[V] zadana jest wzorem:

0, t <0,

B t, te(0;1),
“W=3 _ty2 te(1:2),
0, t>2,

ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku:

e(t)

a4

Sporzadzi¢ wykres natezenia ¢ korzystajac z dowolnego programu do obliczen symbolicznych.

Rozwiagzanie:
Zgodnie z prawem Kirchoffa, catkowita sita elektromotoryczna w obwodzie réwna sie sumie
spadkow napieé na cewce, oporze i kondensatorze,

e(t) =ur +ug + uc,

gdzie
-z ~Ri =1
up = dt’ upRp = 11, UC—C.

Napiecie uc wyznaczymy z zaleznosci
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stad, catkujac ten zwiazek w przedziale od 0 do t, otrzymamy

a(t) — q(0) = / i(s)ds.

Poniewaz ¢(0) = 0, wiec

uc = ; i(s)ds

Mamy zatem réwnanie
di !
Ld% +Rit g | i) =e(t) (3)

Rézniczkujac ostatnie réwnanie obustronnie wzgledem zmiennej ¢ otrzymujemy

d%i 1 de

L—+Ri+—i=—.
a T T W

Po podzieleniu przez L i wstawieniu zadanych wartosci liczbowych otrzymujemy réwnanie
rozniczkowe liniowe rzedu drugiego z niewiadoma funkcja ¢

d?i di
— +2— = f(t 4
oz T2 Thi= (), (4)
gdzie funkcja
0, t<0
_de 1, te(0;1)
0, t>2

przedstawiona jest na ponizszym wykresie

53 4

Zapiszemy jeszcze warunki poczatkowe:

i) =0, TO==

Drugi z warunkéw poczatkowych otrzymamy wstawiajac ¢ = 0 do obu stron réwnania (3).
Transformujac obustronnie réwnanie (2) i uwzgledniajac warunki poczatkowe, otrzymujemy

s2I(s) + 2sI(s) + 5I(s) = F(s)
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gdzie I(s) = L[i(t)], F(s)=L[f(t)] =1 — 27"+ Le72° (z0b. przyklad 1.4 a) str. 7).
Mamy zatem

2 1
(s> +25+5)I(s) = — — ;e_g + —e?
i stad
1 2 1
I — _ —s —2s
() s(s2 4 2s+5) s(s2+2s+5)6 + S(S2+28+5)6 ’
a wiec
1 2 1
(4 :E,1 B —s 725:|'
i) s(s?+2s+5) 5(32—1—25—1—5)6 Jr3(32—1—25—1—5)e
Funkcje wymierna m rozktadamy na utamki proste:
1 A Bs+C 1 1 2
—— =+ tad A=—, B——, C=——.
S(?+2545) s 42545 W 5 775 5

Zatem

1 _1/1 542
s(s2+25s4+5) 5 (s_ 52—|—28—|—5>’
Przeksztalémy jeszcze ostatnie wyrazenie do postaci dogodnej do stosowania wzoréw z tabeli
transformat

11 s+2 N 1/1 s+l 1 2
5\s (s+1)2+4) 5\s (s+1)24+4 2(s+1)2+4)"

Mamy zatem kolejno:

1 1 1

-1 —t —t .
——— | = |1 - 2t — — 2t 1(¢

L _3(52+23+5)} 5{ e~ " cos 5€  sin } (1),
[ 2 2 1

L ———— e =2 |1—e @ BDeos2(t —1) — e EVsin2(t — 1) 1(t — 1),
|5(s2+2545) " } 5[ ¢ cos2(t—1) = 5e sin2(t—1)) 1t — 1)
[ 1 2 1

L0~ e 2 e (D) 050t — 2) — —e D gin2(t — 2)| 1(t — 2).
_5(s2+23+5)e ] 5[ e cos 2( ) 5¢ sin 2( )| 1( )

Ostatecznie

Odpowied?z:

1 1
i(t) = £ [1 — e tcos2t — ie_t sin Qt] 1(t)
2 1
-z [1 —e " VDeos2(t —1) — §e—<t—1> sin 2(t — 1)} 1(t—1)
2 1
—&-5 1—e D eos2(t —2) — 56_(t_2) sin 2(t — 2)} 1(t—2)

lub w tradycyjnym zapisie

L1—etcos2t —Le tsin2t], te(0;1),

I—e " Veos2(t — 1) — Le=tVsin2(t - 1)], te (1;2),
2

2M1—e D cos2(t —2) — 2e (D sin2(t — 2)], t € (2500).

i(t) =

N o o

Na koniec wykres rozwiazania uzyskany za pomoca programu Scientific Work Place
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|(t) 02

01T

-0.1 T

-02T

Uwaga: Transformate I(s) mozna tez otrzymaé bezposrednio z réwnania (3) pomijajac
wyprowadzenie réwnania rézniczkowego (4). Mianowicie, transformujac obie strony réwnania
(3) i stosujac wzér na catkowanie oryginatu (wlasnosé 7 ze strony 8) otrzymujemy:

LSI(S)‘FRI(S)‘{’%‘@ = E(s)
Stad
I(S):L)l
LS+R+E

Wstawiajac teraz dane zadania oraz korzystajac z wyniku z przykladu 1.4 b) na str. 7
otrzymujemy
1 2 1 _9s

I(s) = - S L
() s(s2+2s+5) 3(52+28+5)€ +s(52+23+5)€

Transformacja Laplace’a stosuje si¢ do rownan lub ukltadéw réwnan rézniczkowych liniowych
w przypadku gdy warunki poczatkowe stawiane sa w punkcie ¢y = 0. Na kolejnym przykta-
dzie pokazemy jak sobie radzi¢, gdy warunek poczatkowy dany jest w punkcie ¢ty # 0.

Przykltad 3.6 Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe
¥ +2x=t x(2)=1.
Rozwiazanie:
Przez odpowiednig zamiane zmiennych sprowadzimy dane réwnanie do réwnowaznego réw-
nania z warunkiem poczatkowym w zerze.
Niech 7 =t — 2, wtedy t=7+ 2.
Wprowadzmy teraz nowa funkcje niewiadoma y = y(7) zwiazana z funkcja x zaleznoscia
y(1) = x(74+2) = z(t). Woéwczas y'(17) = 2/(7+2) = 2/(t) . Przy tej zamianie zmiennych
dane zagadnienie przeksztalca sie w zagadnienie
y(r)+2y(r)=7+2, 7(0)=1.
Do tego zagadnienia stosujemy transformate Laplace’a. Otrzymujemu kolejno:

1 2
SY(S) -1 +2Y(S) = ? =+ ;,
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Y (s) 1 n 1 n 1
s) = .
s+2  s2(s+2) s(s+2)
Po rozkladzie funkcji wymiernych na utamki proste i redukcji wyrazéw podobnych dostajemy

1 1 3 1 1 1
Yo=1 st st

A wiec

1 3
y(r) = e ‘2T+4+27
Wracajac teraz do niewiadomej funkcji & zmiennej ¢ otrzymujemy

Odpowied?z:

1 3 1
z(t) = Ze—w—” +5 52

4 Splot funkcji i jego wlasnosci
Definicja 4.1 Jezeli funkcje f i g sa funkcjami rzeczywistymi okreslonymi i catkowalnymi w

kazdym przedziale (0;t), t € (0;00), to splotem funkcji f i g nazywamy funkcje h okreslona
nastepujaco

/f g(t —7)dr, t € (0,00).

Splot funkcji f i g oznaczamy f(t) * g(t). Mamy zatem

/ F(gt—7)d (5)
Wtlasnosci splotu:

1° Splot jest operacjg przemienna, taczna i rozdzielna wzgledem dodawania.
2° Splot dwdéch oryginaléw jest oryginaltem.

Twierdzenie 4.1 ( Borela) Jezeli f i g sq oryginalami to
LIf()*g(t)] = LIF@B)] - LIg(t)] = F(s) - G(s).

Twierdzenie powyzsze orzeka, ze transformata splotu jest réwna iloczynowi transformat.

Zilustrujemy to twierdzenie przykladem

Przyklad 4.1 Obliczymy splot funkcji f(t) =t i g(t) = . Mamy
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t t . ¢

t*et:/ TethdT:et/ Te Tdr = ¢! (—T@T e " )

0 0 0 0

:et(—teft—eft—kl):et—t—l.
Zatem 5 ( )
1 1 1 s —s+1—5(s—1 1

Lltxetl=Llet —t—1] = - - = = :
[t €] le ] s—1 s2 s s2(s—1) s2(s—1)

7 drugiej strony, na podstawie twierdzenia Borela mamy:

Lltw ] = L1 L] = 5 - .

Twierdzenie Borela stosujemy przede wszystkim do wyznaczania transformaty odwrotne;j.
Korzystamy wowczas z zaleznoSci

LTF(s) - G(s)] = LTE(s)] * LTHG(s)] = f(2) * g(2). (6)
Przyklad 4.2 Wyznaczy¢ oryginal f(t), gdy znana jest transformata

5s

F(s) = L0 = =y

Rozwigzanie:
o 5s . _1 1 ) S
fo =L ((s2+1)(5—1))_5£ (s—l 52+1>

1 t
:5£_1< )*ﬁ_l( 28 ) :5€t*COSt:5/ et~T cosTdr
s—1 se+1 0

t
1 t 5
:5et/ e TcosTdr =5e |:2€T (SinT—COST)‘ } =5 (sint — cost +e").
0 0

Uwaga : Przy wyznaczaniu oryginatu x(t) z wykorzystaniem twierdzenia Borela, nalezalo
obliczy¢ uciazliwa rachunkowo catke fot e~ T cos T dt (szczegdly rachunkéw pomineliSmy). Ten
sam oryginal mozna bylo obliczyé¢ przez rozklad funkcji F(s) na utamki proste, podobnie
jak w przyktadach 2.1 i 2.2 na str. 10.

Przyklad 4.3 Rozwiazaé¢ zagadnienie poczatkowe

z(t) + /0 2/ (1) cos(t — 7)dr = sint 1(t — ),
z(0) =

Rozwigzanie:

Réwnanie powyzsze jest réwnaniem rézniczkowo-caltkowym typu splotowego. Zauwazymy,
ze rOwnanie mozna przepisa¢ w postaci

x(t) + 2'(t) * cost = —sin(t — 7) 1(t — ).
Transformujemy obie strony réwnania, stosujac do lewej strony wzor na transformate splotu
(twierdzenie Borela) i wzér na transformate pierwszej pochodnej, a do prawej strony, wzér
13 z tabeli transformat. Otrzymujemy kolejno
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—TS

s e
X X(s) - -
() +5X(0) 7 =~y
s e T8
X)) (142 ) =-2
(S)(+52—|—1 2+ 17
—e~ TS 82+1 e TS
X(s) = : - .
)= F371 2711 2211
Stad
1
H=—L71—— ).
=(t) <2s2+1 ‘ )
Poniewaz
1 2 2
= _ V2 V2,
252 +1 2 2

wiec korzystajac znowu ze wzoru 13 na przesuniecie w dziedzinie argumentu, otrzymujemy

Odpowiedz: m(t):fgsin(g(tfw))1(t77r).

5 Transformata oryginalu okresowego

Zalézmy, ze oryginal f(t) jest funkcja okresowa dla ¢ > 0, tzn. istnieje T > 0 takie, ze
ft) = f(t+7T) dla kazdego t > 0. Uzasadnimy wzdr na transformate oryginalu okresowego:

Jar ) —— / e (t)dt

1—eTs

Istotnie mamy

el = £ = [ e = [ soetans [ e a

W drugiej calce stosujemy podstawienie ¢t =u+ T i dt = du. Zatem
/ f 7stdt+/ f’U,+T 7su+T)d

f() *Stdt+e*8T/ f(u)e™"du
0
= / fe stdt + e T F(s).
0
Stad
F(S) _ —sT / f —stdt
Ostatecznie
1 7st
F(s) = 1_78_19/0 ft)dt
Przyktad 5.1 Rozwiazaé zagadnienie

a’ +x = f(),
(0 =2'(0) =0,



21

gdzie f jest oryginalem okresowym okre$lonym wzorem

1dla te (0,7),
0 dla te(m2m), f(t+2m)=f(t).

Rozwiazanie: Wyznaczamy najpierw transformate oryginatu f. Korzystamy ze
wzoru na transformate oryginatu okresowego o okresie 7' = 2.

==l (L

1 " —st 1 o —st
- 0 - g

1 4 1 1 T
= / e tdt = ———— |- et
1 — e—27s 0 1— 6—271'3 s 0

1 1 —7s
= T )

3 1—e ™ B 1

S os(l—e ) (1+e ™)  s(l+e ™)
Transformujac teraz obie strony réwnania i uwzgledniajac warunki poczatkowe otrzymujemy:

1
$2X () + X(s) = E=t
Stad
X(s) = ! .
s(l4+e ™) (s241)
Zatem

1 1 1
€T t = E_l frng E_l .
®) [5(1+6”)(52+1)] s(l+e ™) 241
Zauwazymy, ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest iloczynem transformaty naszego
oryginalu okresowego f(t) i funkcji sint. Korzystajac z twierdzenia Borela, otrzymujemy

x(t) = f(t) xsint = /0 f(r)sin(t — ) dr.

Aby obliczy¢ calke po prawej stronie ostatniego wzoru, musimy rozpatrzeé przypadki dla ¢
nalezacych do kolejnych przedzialéw (0;7), (m;27), itd. Mamy zatem
t

jeslit € (0;7), to x(t) = fot 1-sin(t — 7)dr = cos(t — 7’)‘ =1 — cost,
0
jesli t € (m;2m), to a(t) = [ 1-sin(t — 7)dr + f; 0-sin(t — 7)dr = cos(t — 7)| = —2cost,
0
jesli t € (2m;3m), to x(t) = [y sin(t—T)dT—&—f;r sin(t—7)dr = —2cost+1—cost = 1-3cost,

jesli t € (3m;4m), to x(t) = [y Sin(ﬁ—T)dT-i-f;: sin(t—T)dT—&—f;7T 0-sin(t—7)dr = —4cost
i tak dalej.
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Ostatecznie
1—cost, te(0;m),
—2cost, t € (m;2m),
xz(t) =< 1—3cost, te(2m;3m),
—4 cost, t € (3m;4m),

Interpretacja fizyczna rozwiazania naszego zagadnienia jest nastepujaca. Dane réwnanie jest
réwnaniem rézniczkowym oscylatora bez tlumienia z okresowo dzialajaca sita f, wymu-
szajaca drgania. Calka ogélna réwnania jednorodnego z” + x = 0 jest postaci xz(t) =
Ci cost + Cysint, a zatem jest funkcja okresowa o okresie 27. Poniewaz sita f ma tez okres
27, wiec nastepuje zjawisko rezonansu. Wykres oryginalu f) i wykres rozwiazania x przed-
stawiono na rysunku ponizej.

Af(t)
1
o 2n 3n 4m 't
‘\x(t)
] t

6 Delta Diraca

W zastosowaniach inzynierskich np. w teorii sygnatéw i obwoddéw, w teorii sterowania, roz-
patruje sie funkcje zmiennej czasowej ¢ (sygnaly) o bardzo krétkim okresie dziatania i bardzo
duzej amplitudzie. Zaklada sie przy tym, ze pole ograniczone osia czasu i wykresem takiego
sygnalu jest rowne 1. Jest wiele mozliwych realizacji takich sygnaléw. Rozpatrzmy jedna



z nich. WeZzmy pod uwage dwie rodziny funkeji 6.(¢) i 1.(¢), € > 0, dane wzorami

0, t<O0, 0, t<O0,
6(t) =9 1, 0O<t<e ooraz 1.(t)=q L O0<t<e,
0, t>c¢ 1, t>e¢,

ktorych wykresy przedstawiono na ponizszych rysunkach

A
3:(t)

[S2] [

| 1w

Zauwazymy, ze dla kazdego & > 0 jest

/ 6€(t)dt:/ Lar—1
— 00 o €

[1€(t)y = 0. (t)]

oraz
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Gdy e dazy do zera czas sygnalu 0.(t) jest coraz krétszy i jednoczes$nie amplituda coraz

wigksza. W granicy otrzymujemy

0, t=#£0, o0

lim 6. (t) = lim 1.(¢) = 1(¢) oraz lim dc(t)dt =1 .

e—0 t=0 £—00 e—0

o, —o0

Oznaczmy przez § sygnal okreslony wzorem

0, t#0,
o(t) = lim 4. (¢) = 7
e=0 o, t=0

Sygnal § = §(t) nazywaé bedziemy deltg Diraca. Na calej osi t z wyjatkiem zera przyjmuje
on wartos¢ zero, natomiast w samym zerze ma warto$¢ réwna nieskonczonosé. Delta Diraca
nie jest w zwyklym sensie funkcja, nalezy ona do klasy obiektéw zwanych pseudofunkcjami
lub dystrybucjami. Catkowanie i rézniczkowanie dystrybucji odbywa sie w pewien uogdl-
niony sposob, jednak podlega podobnym prawom jak catkowanie i rézniczkowanie zwyktych

funkcji. Mozemy zatem zapisaé

1= lim (55(t)dt:/ lim 55(t)dt:/ 5(t)dt.

— —
e—oo | o oo ET00
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Mamy ostatecznie

5(t) = 0, t#0, oraz /OO S(t)dt = 1.

oo t=0 —o0

Analogicznie, przechodzac w zaleznodci [1.(t)] = d.(t) do granicy przy € — 0, dostajemy

@) =6()

Dla przesunietego sygnalu Diraca §(t — tg), to > 0, mamy oczywiscie

0, t+#to, o0
S(t —to) = Ao e / S(t — to)dt = 1.

(0.9] t:to

Odnotujmy jeszcze, ze

/Oo o 5(1)dt = a.

— 00

Wyprowadzmy kolejng wlasno$é¢ zwiazana z delta Diraca. Niech f bedzie pewna funkcja
ciagta w punkcie t5. Wtedy
to+e 1

/jo 5t — to) f(t)dt = /jo lim 3.t — 1) /(t)dt = lim L ftyin

) e—0 to
Zgli%g'@'f(t ) = f(to),

gdzie t* € (to;to + €) (skorzystalidmy tutaj ze znanego z analizy matematycznej twierdzenia
o wartosci $redniej dla calek). Zatem

| dt-w)sar = fieo).

— 00

Zbadajmy teraz jak delta Diraca reaguje na transformate Laplace’a. Obliczmy

£l6t (0] = [ ale— topfo)edr = imy [ 6o~ torpioeat
to+e

]. *
= — —st == 1i — . . *) st = —sto
= gl_% 5 Ef(t)e dt &11_% € f(t)e f(to)e *%.

Ostatecznie

L[5t~ t0) (1)) = F(to)e ™",

W szczegélnoscei gdy  f(t) = 1(t), to

| L[5(t— 1)) = e,

a gdy tg = 0, to
L6@)] =1.
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Przyklad 6.1 Zalézmy, ze pewien uktad sterowania opisywany jest réwnaniem rézniczko-
wym

2 (t) + 42’ (t) + 5a(t) = o' (t) + u(t),
gdzie u jest dana funkcja (sygnalem wejsciowym) a x - funkcja szukana (sygnatem wyj-
Sciowym). Wyznaczy¢ rozwiazanie przy zerowych warunkach poczatkowych i sterowaniu u

danym przepisem

A
A u(t)

A, te(6;1),
0, t<0Ovit>T

u(t) = patrz rysunek T

53 4

Rozwiazanie: Funkcje u zapisujemy w postaci
u(t) = A[L(t) —1(t = T)], wtedy u'(t)= A[6(t) —d(t—T)]
Po zastosowaniu transformaty Laplace’a do obu stron danego réwnania, otrzymujemy
s°X(s)+4sX(s) +5X(s)=A[l—e ]+ A {i + ieTs} .

Stad

1 1 1 1
X = A — —Ts A _ —Ts
() {52+4s—|—5 214515 } + [5(82+48—|—5) 5(52—|—4s—|—5)e ]

4 s+1 n s+1 o Ts

[ s(s2+4s+5)  s(s2+4s+5) '
Po rozkladzie funkcji wymiernej na utamki proste i po przeksztalceniach dostajemy
Al 542 n 1 Al s+2 n 1 T
= - — - |- - e 7.
s (s4+2)24+1 (s+2)2+1 s (s4+2)241 (s+2)2+1

5

Po zastosowaniu transformaty odwrotnej otrzymujemy ostatecznie
Odpowiedz:

S

2(t) = = [1 + (sint — cost)e2] 1(t) + g (14 (sin(t = T) = cos(t = 7)) e 27| 1(¢ = 7).



26

7 Zadania

Uzasadni¢ wzory 8 — 13 z tabeli transformat na str. 9.
(wsk. zastosowaé¢ odpowiednie podstawienia lub catkowanie przez czesci)

Wyznaczy¢ transformaty nastepujacych oryginaléw:

2
1. sin“t, odp: 5(3734)'

3
2. cos’t,  odp: g
2 2
3. tcoswt, odp: %
4. tetcost, odp: (328722;5?2)2
5. cos?(t—2) - 1(t—2), odp: o + 5.

6. |sint|, odp: m

Wyznaczyé¢ oryginal gdy znana jest transformata

odp: 1sin3te 2t

. 1

1
s24+4s5+137

8. 5.3, odp: (cos V2t + % sin v/2t)et.

9. ﬁ, odp: 24 fe % (4sint — 3cost).
10. %, odp: (t—2)e”t=2)1(t — 2).

1. S + %= odp: sinh(t — 1) - +1(t — 1) 4 cosh 2(t — 2) - 1(¢ — 2).

1y
12. gy, odpr 1(t— 3) —cos(t — 3) - 1(t — 3).

Rozwiaza¢ nastepujace zagadnienia poczatkowe:

13. 2" +22' +x =t%"t,  2(0)=2'(0) =0.
odp: z(t) = {5tte.

14. 2" +4x =11t —n), «(0)=0, 2/(0)=1.
odp:
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z(t) = $sin2t 1(t) + 1[(t — 7) — $sin2(t — m)]1(t — 7) + F[1 — cos 2(t — m)]1(t — ).

2

15. 2" +2' =et, z(0)=1, 2/(0)=2"(0)=0.
. = 1689t — 2 cos 3
odp: z(t) = gcos2t — g cost + 5.



16. 2" 4+ 92 = f(t), z(0)=1, 2/(0)=0,
gdzie funkcja f dana jest wykresem

Af(t)
1
1 2 Y
odp:
z(t) = (5 4+ Scos3t) 1(t) + g [(t — 1) — §sin3(t —1)] 1(t — 1)
+5 [(t—2) + sin3(t —2)] 1(t — 2).
2z + 1y =sint
17. Y 2(0) = 0, y(0) = 0.
' +1y = cost

odp: z(t) =1 —sint — cost; y(t) =cost + 2sint — 1.

-y +rx+y=1
18. Y Y 2(0) = 0, y(0) = 0.
+y —x+y=t
odp: z(t) =sint —cost — 3t + 1, y(t) = —sint —cost + 1t + 1.
t
19. z(t) :sint—|—2/ cos(t — 7)x(1)dr.

0
odp: x(t) = tet.

t
20. z(t) =2 +/ sinta'(t — 7)dr, x(0)=0.
0

odp: z(t) =2+ % sin ?t -eat,
21. 2" +xz = f(t), z(0)=2'(0)=0,
gdzie f jest oryginalem okresowym danym wzorem
f@)y=t—n dla n<t<n+1, n=0,1,....
odp:
t —sint, te(0;1)
t—sint+cos(t—1)—1, te(1;2)

z(t) =
t—sint+cos(t—1)+cos(t—2) —2, te(2;3)

22. 2"+ =u' +2u +u, x(0)=2'(0)=2"(0) =0, gdy u(t) = t1(t)
odp: 2t + 2t —sint.
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