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Wstep

Tematyka moich badan dotyczy problemu istnienia i krotnosci rozwiazan w ukltadach
Hamiltonowskich drugiego rzedu, w szczegélno$ci w ukladach z prawie okresowym po-
tencjatem i punktami osobliwymi typu Gordona. W moich badaniach stosuje metody
wariacyjne i metody topologiczne.

Glownym problemem, jaki rozpatrujemy w pracy, jest istnienie rozwiazan homokli-
nicznych dla uktadu Newtonowskiego postaci

G(t) +a(t)VW(q(t)) =0, (1)

gdzie funkcja a(t) oraz potencjal W (q) spelniaja nastepujace zalozenia:
(al) a:R — R jest ciagla funkcja prawie okresows taka, ze a(t) > ag > 0dlat € R.

(H1) Istnieje prosta [ taka, ze [N {0} =0, W € C*(R*\ [, R) oraz [ sklada si¢ z punktow
osobliwych potencjatu W, tzn. lim, ,, W(z) = —c0.

(H2) W: R3\ ! — R spelnia warunek Gordona w otoczeniu prostej [, tzn. istniejg oto-
czenie N C R? prostej | oraz funkcja U € C*(N'\ [, R) takie, ze |U(z)| — oo, gdy
r—1li

VU (2)]? < =W (x) dlaz e N\ L.

(H3) W(z) < W(0) =0 dla = # 0 oraz W”(0) jest ujemnie okreslona.
(H4) Istnieje stala Wy < 0 taka, ze limsupy,_,., W(z) < W,

Teraz kilka zdan o genezie problemoéw z osobliwosciami oraz o pracach, jakie powstaly
w tej tematyce i zainspirowaly mnie do napisania doktoratu.
W 1975 roku William B. Gordon w pracy [7] rozwazal uklad autonomiczny

G(t) + VW(q(t)) = 0, (2)

gdzie t € R, ¢ € R"\ S, 7 potencjatem W: R"\ S — R spelniajacym warunek Gordona

w otoczeniu niepustego i domknietego zbioru punktow osobliwych S C R™. Warunek ten

zostal nazwany "strong-force condition”. Precyzyjniej, jezeli potencjal W spelnia warunek

Gordona, to moéwimy, ze VI jest strong-force, czyli oddzialywaniem silnym®.
Przyktadem potencjatu spetniajacego warunek Gordona jest

1

Wi(q) = —W,
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z punktem osobliwym 0, a funkcja U ma wzor U(q) = In|q|. Zwroéémy uwage, ze potencjal
grawitacyjny
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nie spelnia warunku Gordona, poniewaz jezeli istnialaby funkcja U taka, ze |VU(q)|> <
—W (q), to musialaby w otoczeniu 0 by¢ postaci U(q) = |g|*, gdzie a > 3, ale wowczas
lim, o U(q) = 0 i otrzymujemy sprzeczno$é¢. Gordona interesowaly rozwiazania okresowe
ukltadu (2) omijajace S C R" oraz rozwiazania taczace w skonczonym czasie dwa ustalone
punkty p,q € R"\ S. Udowodnil, ze pod pewnymi warunkami istnieje nieskoniczenie wiele
takich rozwiazan (patrz Twierdzenie 1.1 i Twierdzenie 1.2 w [7]).

Od ukazania sie pracy Gordona wielu matematykow zajmowalo sie problemami z oso-
bliwo$ciami typu "strong-force”. Badanie rozwigzan homo- i heteroklinicznych w uktadach
Hamiltonowskich wymaga nieco subtelniejszych technik wariacyjnych niz badanie rozwia-
zan okresowych. Zaczeto je rozwija¢ w latach 90-tych ubieglego stulecia. Jednym z
prekursoréw na tym polu byl Paul H. Rabinowitz.

W 1996 r. P.H. Rabinowitz w [24] badal uktad nieautonomiczny

Wiq) =

G(t) +Volt q(t)) =0, teR (3)

Zakladal, ze V: R x (R?\ {¢{}) — R ma globalne maksimum w 0 oraz osobliwo$¢ typu
"strong-force” w punkcie £. Ponadto, potencjal V' jest okresowy wzgledem zmiennej ¢.
Udowodnit istnienie co najmniej dwoch orbit homoklinicznych: @, @~ nawijajacych sie
dookota punktu ¢ odpowiednio z dodatnia i ujemng rotacja. Rabinowitz pokazat tez, ze
jezeli wokol punktu osobliwego & mamy minimalng orbite okresows?, to istnieje ky € N
takie, ze dla k > ky uktad Newtonowski (3) posiada orbite homokliniczna wokélt £ z
rotacja doktadnie +k. Podobne wyniki otrzymali P. Caldiroli, L. Jeanjean, M. Nolasco
w pracach [3] oraz [4]. Natomiast M. Izydorek i J. Janczewska w [8], [9] i [10] uogdlnili
niektore rezultaty z pracy [24] na przypadek uktadéw Newtonowskich w R? z punktem
osobliwym ¢ typu Gordona i dwoma punktami stacjonarnymi a,b € R?\ {¢} (twierdzenia
o orbitach heteroklinicznych z a do b omijajacych &).
W 1996 r. E. Serra, M. Tarallo oraz S. Terracini w pracy [28| rozwazali uktad bez
osobliwo$ci postaci
i(t) —u(t) + a(t) VG(u(t)) = 0, (4)

gdzie « jest funkcja prawie okresowa w sensie Bohra, a G € C?*(R™, R) spelnia warunek
Ambrosettiego-Rabinowitza, t.j.:

E|9>2VI6Rn\{0} 0< QG(I) < VG(ZL‘) - T.

Udowodnili, ze powyzszy uktad posiada co najmniej jedno nietrywialne rozwigzanie ho-
mokliniczne. Mianowicie, w artykule [23]*> P. H. Rabinowitz badal uktad (1), gdzie R?
zastapione jest przez R?, a prosta osobliwa [ przez punkt osobliwy & € R?\ {0}. Stosujac
metody wprowadzone przez matematykow z Wtoch pokazal, ze istnieja co najmniej dwie
orbity homokliniczne: Q*, Q~ nawijajace sie dookola punktu &.

Badanie orbit homoklinicznych dla ukladéw Newtonowskich w R", gdzie n > 3, z
osobliwosciami typu Gordona zostalo zapoczatkowane przez K. Tanake. W pracy 29|

2Mowa tu o pewnym geometrycznym warunku wprowadzonym przez S. Bolotina, ktéry mozna wyrazié

za pomocy nieréwnosci: j;)T (3Ip()|? = V(t,p(t))) dt < A1, gdzie p: [0,T] — R?\ {¢} wspomniana orbita

okresowa, a A; to kres dolny catek fOT (31a(t)[* = V(t,q(t))) dt po petlach o rotacji 1.
3 Artykut [23] zostal wydrukowany wczesniej niz artykut [28]. Rabinowitz korzystal z niego w formie

preprintu.



zaktadajac, ze oprocz warunku Gordona w otoczeniu punktu osobliwego &, potencjal
V:R"\ {{} — R spelnia w otoczeniu zera warunek:

1
Fse(o.11¢))Vaens) V(@) +5(VV(g),q) <0, (5)
Tanaka udowodnit, ze istnieje co najmniej jedna orbita homokliniczna uktadu
G(t) +VV(q(t)) =0, teR, (6)

omijajaca punkt &. Japonczyk zastosowal metode aproksymacyjna. Pokazal, ze dla kaz-
dego T' > 0 istnieje rozwigzanie T-okresowe, ¢r(t) ukladu (6), a nastepnie, ze istnieja
ciagi T, — 0o 1 {7:}32; C R o tych wlasnosciach, ze

ar(t+7) = q(t) W Ci (R, R"),

a funkcja graniczna ¢: R — R” jest poszukiwang orbitg homokliniczng.

W 2012 r. J. Janczewska i J. Maksymiuk w pracy [15] rozwazali uktad (1) w wersji
autonomicznej, czyli a(f) = 1 z warunkami (H1)-(H4). Uzyskali istnienie co najmniej
dwoch orbit homoklinicznych: QF, Q~ nawijajacych sie dookola prostej .

W tym miejscu chwile czasu poswiecimy na opisanie réznicy pomiedzy problemem
z potencjalem okresowym, a problemem z potencjalem prawie okresowym. Bez straty
ogolnosci zalézmy, ze rozpatrujemy rownanie (1), gdzie a(t) jest funkcja okresowa lub
prawie okresowa. Stosujac metody wariacyjne, chcemy pokazaé, ze funkcjonat I: £ — R
dany wzorem

10 = [ (h0F - W) ) ar,

okre§lony na odpowiednio dobranej przestrzeni Sobolewa FE, posiada punkty krytyczne,
ktore sa nietrywialnymi rozwiazaniami uktadu (1). Zeby otrzymaé punkty krytyczne
badamy zachowanie sie ciagéw Palais-Smale’a i zachowanie sie funkcjonatu I na tych
ciggach.
Kiedy a(t) jest funkcja okresowa o okresie T, to funkcjonal I posiada nastepujaca
symetrie
I(q) = I(q(- — k),

dla kazdego ¢ € E, t € R oraz k € N. Dlatego majac ciag Palais-Smale’a {p,,}°°_; dla
funkcjonatu I na poziomie ¢, mozemy wybrac¢ ciag czasow {t,, }5°_; - wielokrotnosci okresu
T i wowezas {pm (- +tm) 150, tez jest ciagiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu I na poziomie
c. Wykorzystujac te wlasnosé dowodzi sie nietrywialnosci orbit homoklinicznych.

Kiedy a(t) jest prawie okresowa (ale nie jest okresowa), to sytuacja sie komplikuje,
bo ciag {pm(- + tm)}°_; nie jest ciagiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu 7. Jednak wy-
korzystujac prawie okresowos¢ funkcji a(t) oraz nakladajac dodatkowy warunek na ciag
Palais-Smale’a:

P — Pm—1ll = 0 dla m — 00,

wprowadzony przez E. Séré w [26]|, mozna pokazaé, ze istnieje ciag czasow {t,,}5°_; C R
em-okresow funkeji a(t) taki, ze z ciagu {pm (- + t) oo, da sie wybra¢ podciag zbiezny
do @ # 0, ktore jest punktem krytycznym funkcjonatu I, a co za tym idzie nietrywialnym
rozwigzaniem ukladu (1). Zeby jednak ten cigg otrzymaé, badamy nie tyle sam funk-
cjonat I(q), co cala rodzine funkcjonatow I(5,q), gdzie 5: R — R jest funkcja ciagla i
ograniczona przez kres dolny i gorny funkcji a(t). Widaé¢ zatem na pierwszy rzut oka, ze
sytuacja prawie okresowa jest znacznie trudniejsza i ciekawsza.
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Centralne twierdzenie mojej rozprawy doktorskiej: Twierdzenie 2.9 mowi, ze uklad
(1) posiada przynajmniej dwa rozwiazania homokliniczne: Q*, @~ nawijajace sie dookota
prostej | odpowiednio z dodatnig i ujemna rotacja.

Wynik ten ukazal sie w pracy [16]. W artykule tym udowodnione jest tylko zasadnicze
twierdzenie. Natomiast wiele bardzo waznych stwierdzen i lematéw technicznych poda-
nych jest bez dowodu. W niniejszej rozprawie dowodzimy wszystkie istotne fakty, ktore
wykorzystujemy w dowodzie gléwnego twierdzenia.

Dodatkowym wynikiem rozprawy jest Twierdzenie 3.3 o schemacie aproksymacyjnym
dla zaburzonego uktadu Newtonowskiego

G(t) + V4 V(t,q(t) = f(t), (7)
gdzie t € R, ¢ € R" oraz spelnione sa nastepujace warunki:

(C2) Zaburzenie f: R — R" jest nietrywialne, ograniczone, ciagte i catkowalne z kwa-
dratem.

(C3) V jest klasy C! oraz V,V jest ograniczony wzgledem zmiennej ¢, tzn.:
V03K >0VierVgern  [q] < M = |V, V(t,q)| < K.

7Z uktadem (7) stowarzyszamy ciag 2k-okresowych problemow brzegowych

{ G(t) + quk(ta q(t)) = fi(?), (8)
a(=k) — q(k) = ¢(=k) — 4(k) =0,

gdzie dla kazdego k € N, fi.: R — R" jest 2k-okresowym przedtuzeniem na prostg funkeji
fli—kpy oraz Vi: R x R" — R jest 2k-okresowym przediuzeniem V': [—k, k) x R" - R
na R x R". Pokazemy, ze jezeli dla kazdego k € N problem (8) posiada rozwiazanie
okresowe g i ciag norm {|IQ]€HW211,?2(R7R71)}20:1 jest ograniczony, to z ciagu {¢;};>, mozemy
wybraé podciag zbiezny w C2_(R,R") do rozwigzania prawie homoklinicznego ukltadu (7).
Wynik ten ukazal sie w [17]|. Jest to uogoélnienie schematu aproksymacyjnego J. Janczew-
kiej, ktora w pracy [12| uzyskata analogiczny rezultat, z tym, ze zamiast ograniczonosci
V.,V (t,q) zakladata okresowosé¢ potencjatu V' wzgledem zmiennej ¢.

Niniejsza rozprawa podzielona zostata na trzy rozdziaty. Pierwszy z nich zapoznaje
Czytelnika z pojeciem funkcji prawie okresowej. Wieksza jego cze$¢ poswiecona jest funk-
cjom prawie okresowym w sensie Bohra. To najwazniejsza klasa z naszego punktu wi-
dzenia, poniewaz funkcja a(t) w ukladzie (1) jest prawie okresowa w sensie Bohra. W
podrozdziale dotyczacym funkcji prawie okresowych w sensie Bohra znalazty sie dowody
najwazniejszych faktow dotyczacych tej klasy funkcji, ze szczegdlnym uwzglednieniem
kryterium Bochnera. W dalszej czesci tego rozdzialu omowiliSmy krotko pozostate klasy
funkecji prawie okresowych. Jednak zadna z tych klas nie jest wykorzystywana w kolejnych
rozdziatach. Stad Czytelnik moze traktowac ten fragment jako ciekawostke.

W rozdziale drugim udowodnilismy gléwne twierdzenie rozprawy: Twierdzenie 2.9 o
tym, ze uktad (1) posiada co najmniej dwa rozwiazania homokliniczne obiegajace prosta
l. Ze wzgledu na wygode i przejrzystos¢ dowdd Twierdzenia 2.9 podzieliliSmy na serie
lematow, stwierdzen i pomocniczych twierdzen, ktorych dowody przebiegaja podobnie jak
w [28]. Stowo "podobnie” odnosi sie tutaj do idei. Natomiast w szczegotach technicznych
dowody mocno sie réznia. Pracujemy bowiem przy zupetnie innych zatozeniach niz Serra,
Tarallo i Terracini.

W ostatnim rozdziale opisaliémy schemat aproksymacyjny dla zaburzonego uktadu
Newtonowskiego (patrz Twierdzenie 3.3). Podaliémy tez przyktad jego zastosowania dla
konkretnego potencjalu (patrz Twierdzenie 3.7).
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Oznaczenia

ZBIORY
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n(X)
d(z, X)
#X
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sup X
inf X

CIAGI

{un}fzo:l CFE

lim wu,
n—oo

lim inf wu,,
n—oo

lim sup u,,
n—oo

U, > uwhk
Up A uwkE

x jest elementem zbioru X

X zawiera sie w zbiorze Y
domkniecie zbioru X

suma zbioréw X i Y

przekroj (iloczyn) zbiorow X i Y
iloczyn kartezjanski X x X x ... x X

TV
n kopii

kula otwarta o srodku w punkcie x( i promieniu R

brzeg kuli

zhiér e-prawie okreséw funkcji f
zbior S}-prawie okresow funkeji f
miara Lebesque’a zbioru X C R"
odlegto$é¢ punktu x od zbioru X

moc zbioru X

zbior liczb rzeczywistych
zbior liczb naturalnych
zbior liczb catkowitych
kres gorny zbioru X

kres dolny zbioru X

ciag o wyrazach w E
granica ciagu {u,}>2,
granica dolna ciagu {u, }5°,
granica gorna ciagu {u,}>>
cigg zbiezny w E

ciag {u,}2, nie jest zbiezny do u w E



U, ~uwkE cigg stabo zbiezny w F

Wy (R, R?)

C(Q,R")
O™ (Q, R)

U, = una X cigg jednostajnie zbiezny na zbiorze X

dist(|pm)?; Qo) odlegto$¢ ciagu |p,,|? od zbioru Q.

(PS)-ciag ciag Palais-Smale’a

(PS)y-ciag ciag Palais-Smale’a na poziomie b

PRZESTRZENIE

X przestrzen sprzezona do przestrzeni X

Cp(R,R) przetrzen funkcji ciaglych i ograniczonych z R w R, z norma
11| = supiep | f(1)]

LP(R,R™) przestrzen funkcji z R w R”, calkowalnych z p-ta potega, z
norma, ||l o@eny = (fz |f(£)[Pdt)"/?

Lr (R,R™) przestrzen funkcji z R w R"”, calkowalnych z p-ta potega na
kazdym zwartym podzbiorze R

L>*(R,R") przestrzen funkcji z R w R™, mierzalnych, ograniczonych pra-
wie wszedzie, z normg | f|pe@rny = inf{M > 0; pu{t €
R; [f(t)] > M} = 0}

L (R,R™) przestrzen 2k-okresowych, istotnie ograniczonych, mierzal-
nych funkcji z R w R™, z norma || f||zg = esssup{|q(t)|: t €
[k, K]}

L? (R, R) przestrzen funkcji z R w R, w-okresowych, p-calkowalnych na
przedziale dlugosci w

CP(R,R™) przestrzen funkcji z R w R o zwartym nosniku

Wh2(R, R") przestrzenn Sobolewa WY2-funkcji z R w R", z norma

| Fllwsazn =/ fella®2 + a2t

przetrzen Sobolewa 2k-okresowych W?'2-funkcji, z normg

1 llwze = /S5 (a@ + 1g(0)2)de

przestrzen funkcji ciagtych z Q w R”

przestrzen funkeji ciggtych z Q w R"™, majacych ciagte po-
chodne czastkowe do rzedu m wtacznie

OPERATORY i ODWZOROWANIA

modul w R"

gof superpozycja (ztozenie) odwzorowar
sgn x znak z € R

] czesé catkowita z liczby «

Vf gradient funkcji f

DJ(q) pochodna funkcjonatu J w punkcie ¢



pochodna funkcjonatu J w punkcie ¢

pochodna funkcjonatu J

iloczyn skalarny wektorow (funkcji f i g)
obciecie funkeji ¢: R — R™ do przedziatu [T, 00)
obraz przedziatu [T, 00) przy odwzorowaniu ¢

"winding number” (liczba nawinieé¢) orbity ¢ dookota prostej [

wektor o poczatku w punkcie A i koricu w punkcie B

rzad wzrostu o-male, t.j.. f(z) = o(|z]) & % — 0, gdy

lz] — 0
rzad wzrostu O-duze, t.j.: f(z) = O(|z]) & f‘(Tzl) — const # 0,
gdy || =0

esssup{|f(¢)| : ¢ € [k, k]} = inf{M > 0; p{t € [k, k]; |f(¢)| > M} =0}
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Rozdzial 1

Funkcje prawie okresowe

Teoria funkcji prawie okresowych zapoczatkowana zostala w ostatnich latach XIX
wieku przez P. Bohla, a nieco p6zniej w pierwszej dekadzie wieku XX podobne rezul-
taty uzyskatl E. Esclangon. Jednak za tworce teorii cigglych funkeji prawie okresowych
uznaje sie H. Bohra, ktory w latach dwudziestych ubieglego stulecia podat definicje oraz
udowodnil podstawowe wtasnosci cigglych funkcji prawie okresowych wzgledem metryki
jednostajne;j.

Funkcje prawie okresowe w metrykach catkowych badali m.in. W.W. Stiepanow, H.
Weyl oraz A.S. Besicovitch

Pewna klase ciggtych funkcji prawie okresowych, wieksza niz klasa funkcji jednostajnie
prawie okresowych Bohra, badat B.M. Lewitan. Sa to tzw. funkcje N-prawie okresowe.

Dla nas najistotniejsze sa funkcje prawie okresowe Bohra i dlatego im po$wiecimy
najwiecej uwagi.

Nastepnie oméwimy krotko kilka pozostatych klas funkeji prawie okresowych. Jednak
zadna z nich nie bedzie wykorzystywana w dalszych rozdzialach rozprawy doktorskie;j.

1.1 Funkcje jednostajnie prawie okresowe Bohra

WeZzmy dwie ciggte funkcje okresowe f, g o okresach podstawowych 71, 75 > 0 odpo-
wiednio. Jezeli liczby Ty, T sa wspotmierne, tzn. istniejg liczby naturalne m, n takie, ze
m/1} = nTy, to suma h = f + g takze jest funkcja okresowg o okresie T'=mT; = nTy. W
przeciwnym przypadku, h nie jest funkcja okresowa. Jakkolwiek, jezeli okresy obu funkcji
przyblizymy liczbami wymiernymi 77, 15 i rozpatrzymy funkcje f oraz g o tych okresach,
to suma h = f + ¢ jest funkcja okresowa.

Bardziej precyzyjnie, z ogolnej teorii liczb rzeczywistych wynika nastepujaca wlasnoscé.
Niech p, ¢ beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Dla kazdej liczby 0 > 0 istnieje liczba
A > 0 taka, ze w kazdym otwartym przedziale dtugosci A istnieje co najmniej jedna liczba
T spelniajgca nieré6wnosci

|7 — s1p| < 0, |7 — s2q| < 0, (1.1)

gdzie sq, s9 sg liczbami catkowitymi.
Niech € > 0. Poniewaz funkcje f, g sa jednostajnie ciggte, wiec istnieje § > 0 taka, ze
dla kazdego t € R, spelniajacego nieréwnosé |t| < 0, zachodza nier6wnosci

fe+t = f@I<3, oo+ - gl <3
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dla kazdego = € R.

Przyjmijmy p = 11, g = T5. Istnieje A > 0 taka, ze w kazdym otwartym przedziale
dtugosci A istnieje liczba 7 spelniajaca uktad (1.1). Stad 7 = sip+t1, T = $2q + to, gdzie
s1, So 83 liczbami catkowitymi oraz |t1| < §, |t2] < 6. Otrzymujemy

h(x+7)=h@)] < |fle+siTi+t) = f@)] +]9(x + s2To + t2) — g(x)] =
= |f@+t) = f@)| +]g(z + 1) —g(x)] <e

Ostatecznie dla kazdgo € > 0 istnieje A > 0 taka, ze w kazdym przedziale otwartym o
dtugosci A istnieje co najmniej jedna liczba 7 spelniajgca nieré6wnosé

|h(z+7)—h(z)| <e
dla kazdego x € R. O funkecji h méwimy wowcezas, ze jest jednostajnie prawie okresowa.

Definicja 1.1. Mowimy, ze zbior D C R jest relatywnie (wzglednie) gesty w R, jezeli
istnieje A > 0 taka, ze kazdy otwarty przedzial dtugosci A zawiera przynajmniej jedna
liczbe ze zbioru D.

Nietrudno zauwazy¢, ze zbiory np. Z, {£+/n : n € N} sa relatywnie geste w R, ale
zbior {£+n?: n € N} nie jest wzglednie gesty w R.

Definicja 1.2. Niech f: R — R bedzie funkcja ciagla. Liczbe 7 nazywamy e-okresem
funkcji f, jezeli

Stlelﬂlg|f(t+7) - f)] <e

Ciagla funkcje f: R — R nazywamy prawie okresowa, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje
relatywnie gesty zbior, D. C R, e-okresow funkeji f.

Tak zdefiniowane funkcje nazywamy funkcjami prawie okresowymi Bohra, ktory zapo-
czatkowal i rozwinagl badanie funkcji prawie okresowych w sensie powyzszej definicji. My
od tego momentu bedziemy skrotowo nazywaé je funkcjami p.o.

Przyktad 1.3. Wezmy funkcje f(r) = sinz + sin(v/2z) (patrz Rysunek 1.1 str. 31).
Poniewaz liczby 11 v/2 sa niewspotmierne, to funkcja f nie jest okresowa. Uzasadnimy,
ze jest ona p.o. Mamy

If(x+7)— f(z)] = |sin(z+7)+sin(v2(z+ 7)) —sinz — sin(v2z)|
— |sinz cos T + cos 2 sin 7 + sin(v/2x) cos(v/27) + cos(v/2z) sin(v/27) — sinz — sin(v/2z)]
< |1 —cos 7| + |1 — cos(V27)| + |sin 7| 4 | sin(v/27)].

Niech € > 0 bedzie dowolne i niech m, n € Z beda takie, ze
€
Im —V/2n| < —.
4
Stad dostajemy, ze

Von=m+ a, gdzie la| < =
4m

Kladac 7 = 2n7 otrzymujemy cos ™ = 1, sin 7 = 0, cos(v/27) = cos(2ma) oraz sin(v/27) =
sin(27«). Ostatecznie dostajemy

|f(x+7) = f(z)] < |1 —cos(vV27)| + |sin(v27)| < |2mal| + 27| = 47| < «.
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Funkcje p.o. posiadaja wiele wtasnosci analogicznych do cigglych funkceji okresowych.
W nastepnych twierdzeniach przytoczymy i udowodnimy kilka z nich.

Od teraz zbior e-prawie okreséw funkeji f bedziemy oznaczaé przez E{e; f}.

Latwo zauwazyé, ze jezeli liczby A(e) > 0, ktore charakteryzuja relatywna gestosé
zbiorow E{e; f}, tworza zbior ograniczony, to f jest funkcja okresowa.

W istocie zalozmy, ze istnieje Ay > 0 takie, ze dla kazdego € € (0, o] mamy 0 < A(g) <
Xo- Niech {e,}22, bedzie dowolnym ciagiem takim, ze €,, € (0,&9]ie, — 0dlan — co. W
przedziale (Ao, 2)g) dla kazdego n = 1,2, ... istnieje ,-prawie okres 7,, = 7,,(¢,,) funkcji f.
Ciag {7, 22, jest wiec ograniczony i z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa posiada podciag
{70, }32, zbiezny do T € [Ag, 2X¢]. Stad, przechodzac w nieréwnosci

8161]113|f(x+7n,{) — f(z)| < en,

z k — oo, otrzymujemy f(z +T) = f(z) dla kazdego = € R, czyli T jest okresem funkcji
f.

Twierdzenie 1.4 (Patrz Twierdzenie 1.1 w |27]). KazZda funkcja p.o. jest ograniczona i
jednostagnie ciggla.

Dowéd. Niech f bedzie funkcja p.o. Ustalmy €y = 1 oraz niech \q bedzie liczbg charak-
teryzujaca relatywna gestosé zbioru E{1; f}. Poniewaz f jest funkcja ciagla, wiec osiaga

swoje kresy na zbiorze [0, A\g]. Oznaczmy M = H[l()af\(} |f(z)]. Z prawie okresowosci funkcji
€ |0,A0

f otrzymujemy, ze dla dowolnego zo € R istnieje 7 € E{1; f} N (—xo, —xo + Ao) takie, ze
[f(zo)| < |f (o) = flwo +7)| + [ flao +7)| <1+ M,

poniewaz zo + 7 € (0, ). Stad f jest ograniczona na R.

Ponadto, oznaczmy przez A = A (%) liczbe charakteryzujaca wzgledna gesto$é zbioru
E {%, f}. Funkcja f jako ciggta jest jednostajnie ciaggla na kazdym zbiorze zwartym, a
wiec w szczegolnosei na przedziale I = [—1, A 4 1]. Istnieje wiec 6 = d(¢) € (0, 1] taka, ze
dla kazdych 2/, " € I takich, ze |2 — 2"| < § mamy |f(2") — f(2")] < 5. Dla dowolnych
liczb rzeczywistych x4, x5 takich, ze |1 — a9 < dorazdlaT € E {%, f} N (—z1, —x1 + A)
dostajemy z1 +7 € (0,\), zo+7 € (=1, A+ 1), czyli &y + 7, 2o + 7 € I. Stad

[f(z2) = fle)] < [f(w2) = flag +7)| + (w2 +7) = [l +7)]
(e +7) = flo)| <e,

czyli f jest jednostajnie ciggta na R.
O

Lemat 1.5 (Patrz Twierdzenie 6. w [2]|). JeZeli funkcja f: R — R jest p.o. to funkcja
12 tez jest p.o.

Dowéd. Niech 7 bedzie e-prawie okresem fnkeji f. Wowcezas otrzymujemy oszacowanie

|2z +7) = )l = |fle+7) = f@)|f(z +7) + f(z)] < 2Me,

gdzie
M = sup|f(z)].

z€R

Wowczas E(e; f) C E(2Me; f?) i funkcja f? jest p.o.
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Twierdzenie 1.6 (Patrz Twierdzenie 2.1 w [27]). Niech f: R — Y} bedzie p.o. oraz niech
g: Yy — R bedzie funkcjq jednostagnie ciggltq. Wowczas ozenie funkcjih = gof: R - R
jest funkcjg p.o.

Dowo6d. Poniewaz g jest jednostajnie ciggta na zbiorze Yy, wigc dla dowolnego € > 0
istnieje § = d(¢) > 0 taka, ze dla dowolnych v/, y" € Y; speniajacych |y — y"| < § mamy
lg(y') — g(y")| < e. Ponadto dla 7 € E{J; f} oraz dla dowolnego x € R mamy

[h(z+7) = h(z)| = |g(f(z+ 7)) —g(f(2))] <e,

czyli 7 jest e-prawie okresem funkcji h, wiec h jest p.o. oraz E{d; f} C E{e;h}.
O

Whiosek 1.7. Jezeli f: R — R jest p.o., to funkcje cf, gdzie c € R, |f| , arctg f sq p.o.

Zauwazmy, ze w Twierdzeniu 1.6 nie mozemy warunku jednostajnej ciagltosci funkceji g
zastapi¢ ciggloscia. W tym celu rozwazmy funkcje f(z) = 24sin z+sin(v/2z). Oczywiscie
f jest funkcja p.o. oraz f(x) > 0 dla kazdego x € R, poniewaz nie istnieje x takie, ze
sinz = sin(v/2z) = —1. Jakkolwiek z faktu, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje rozwiazanie
uktadu nieré6wnosci

™
xr — —

< e (mod 27), ‘ﬁx—gg‘<5(mod 27),

1
a stad wynika, ze inﬂgf(x) = 0. Jezeli wezmiemy funkcje g(y) = — dla y € (0,4), to
z€ )
funkcja ztozona h(x) = 1/ f(x) nie jest funkcja p.o., poniewaz nie jest funkcjg ograniczona.
Co wiecej, zauwazmy, ze nawet jezeli funkcja g bedzie ciagla i ograniczona, to nie mamy
gwarancji, ze ztozenie go f bedzie funkcja p.o. Jako kontrprzyktad mozemy podac funkcje
g(x) =sin —. Niewatpliwie g jest ograniczona, ale funkcja (patrz Rysunek 1.2 str. 31)
x

p = go f dana wzorem
1

2 + sinz + sin(v/2x)

nie jest jednostajnie cigglta, co pokazemy w nastepnym podrozdziale. Na mocy Twierdze-
nia 1.4 nie jest wiec p.o.
Kolejne twierdzenie méwi o jednostajnej granicy ciagu funkcji p.o.

p(x) = sin

Twierdzenie 1.8 (Patrz Twierdzenie 1.3 w [27]). Jezeli cigg {f.}22, funkcji p.o. jest
jednostajnie zbiezny do funkcji f, to f jest p.o.

Dowdd. Poniewaz ciag {f,}52, jest jednostajnie zbiezny do f, wiec f jest funkcja ciagta
i ograniczong. Ponadto dla kazdego € > 0 istnieje ny € N takie, ze

sup| fo (@) = f(2)] < .

zeR

DlateFE {%, fno} oraz x € R mamy

[fl@+7) = f@)] < [f(@+7) = fap (@ 4T + [fag (2 +7) = fo ()| +
| fro () = f(2)] <e.

Stad E {%;fno} C E{e; f}, wiec f jest p.o.
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7 powyzszego twierdzenia wynika, ze zbior funkcji p.o. jest domkniety w przestrzeni
funkgji ciaglych i ograniczonych Cp(R,R) z metryka

d(f,g) = Sup |f(z) — g(x)],

a co za tym idzie jest przestrzenia zupeina.
Bardzo wazng charakteryzacje funkcji p.o. sformutowal S. Bochner. Definicje funkcji
prawie okresowej wedtug Bora i Bochnera sa rownowazne.

Definicja 1.9. Niech f: R — R bedzie ciggta i ograniczona. Méwimy, ze funkcja f: R —
R jest normalna, jezeli dla kazdego ciagu liczb rzeczywistych {o,}5°, istnieje podciag
{on, }o2, taki, ze {f(- + on, )}, jest jednostajnie zbiezny w R, tzn. istnieje funkcja
g € C(R,R) taka, ze

sup| (@ + 0,) = g(@)] 0.
S

gdy k — oc.
Od tej pory bedziemy oznaczaé¢ f.(x) := f(z + «).

Twierdzenie 1.10 (Warunek Bochnera, patrz Twierdzenie 1.4 w [27]). Funkcja f: R — R
jest p.o. wtedy i tylko wtedy, gdy jest normalna.

Dowéd. Najpierw zalozmy, ze f jest funkcja p.o. Uzasadnimy, ze jest ona funkcja nor-
malna. Niech {0,}°°, bedzie dowolnym ciggiem liczb rzeczywistych. Pokazemy, ze z
ciagu funkcyjnego {f,,}°2, mozemy wybra¢ podciag jednostajnie zbiezny do pewnego
g € C(R,R). Rozwazmy przeliczalny i gesty podzbior liczb rzeczywistych

A={x,x9,... Tp,...}.

Poniewaz f jest funkcja ograniczona, wiec z ciagu {f,, (z1)}22, C R mozemy wybraé
podciag {f,,, (x1)}5°, zbiezny w R. Nastepnie z ciagu {f,,, (x2)}5°, mozemy wybraé
podciag { f,,, (r2)}22, zbiezny w R. Powtarzajac ten proces k-krotnie otrzymamy ciag
{for, (xr)}o, zbiezny w R. Ponadto zwr6¢my uwage, ze f,, (vx) dla n > k sa wyrazami
ciagu { fo,, () }22 . Stad otrzymujemy, ze ciag { fo,, (z:)}o>, jest zbiezny dlai = 1,2, ..,
a wiec w kazdym punkcie zbioru A. Pokazemy, ze ciag { f,,, }°2, jest jednostajnie zbiezny
na R. Niech zg € R oraz dla dowolnego £ > 0 niech A = A(g) oznacza liczbe charakte-
ryzujaca relatywna gestosé zbioru E {%, f} 7 jednostajnej ciggtosci f na R dostajemy,
ze istnieje 0 = 0(e) taka, ze dla wszystkich 2/, 2” € R spelniajacych |2’ — 2”| < § mamy
|f(z') — f(2")] < §. Rozwazmy przedziat [0, \]. Podzielmy go na p przedzialéw o dtugosci
nie wiekszej niz . Z gestosci zbioru A w R mozemy w tych przedziatach wybraé¢ liczby
Ty, Ty, ..., 7, € A. Ze zbieznodci ciagu {f,,, }n2; W punktach zbioru A wiemy, ze istnieje
N = N(¢g) > 0 takie, ze dla r, s > N zachodza nieréwnosci

|ﬂ@+@g—ﬂ¢+%m<§ da  i=1,2....p (1.2)

Z prawie okresowosci funkcji f wiemy, ze istnieje 7 € F {%, f} N(—zo, —xo+ A). Wowczas
xy =xo+ 7 € (0,A) istad dla pewnego i € {1,2,...,p} mamy |z} — (| < J, co pociaga

|ﬂ@+aM%1ﬂ%+aMﬂ<§ da  k=1,2,... (1.3)
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7 oszacowari (1.2), (1.3) oraz prawie okresowosci funkeji f dostajemy, ze dla r,;s > N

‘f(.l’o + Urr) - f(Z'O =+ Uss)’ S ‘f(l’o + Urr) - f(‘l'é) + O'rr)’ +
+Hf (g + o) = (@] + o) + (@] + o) — f(2]+ 05s)] +
—|—|f(l’; + Uss) - f(xé) + Uss)‘ + |f(x6 + Uss) - f(«TO + Oss)l

3
< 5€+|f<x0+0-r7‘)_f(x0+0-rr+7>|+‘f(x0+0-ss+7—)_f(x()—i_o-ss)‘ <e.

Poniewaz N nie zalezy od z, wiec ciag {f,,,}>2, jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni
Cp(R,R). Zatem ciag {f,,.}>2, jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji g € C'(R, R).
Stad f jest funkcja normalna.

Dowo6d w druga strone poprowadzimy nie wprost. Zalézmy, ze f jest ciagla i ogra-
niczong funkcja normalng. Przypu$émy, ze f nie jest funkcja p.o. Gdyby tak byto,
to dla pewnego gy > 0 istnialby ciag przedzialow {I,}>°, C R o dlugosciach odpo-
wiednio dy,ds, ..., przy czym d, — oo dla n — oo, oraz w zadnym z przedzialow I,
n = 1,2, ..., nie byloby eo-prawie okresu funkcji f. Niech o, bedzie dowolng liczba rze-
czywista. Liczbe oo dobieramy tak, aby oo — o0y € Iy = I,,,. Niech I,, bedzie przedzialem
dlugosci d,,, > |09 —01|. Liczbe o3 dobieramy tak, aby 03— 01, 03 —09 € I,,. Przedzial I,
ma diugos¢ d,, > max{|oy— 01|, |03 —01]|, |05 — 02|}, a liczbe 04 dobieramy tak, by 04— oy,
o4 — 09, 04 — 03 € I,,. Postepujac tak dalej otrzymujemy ciag przedziatow {I, }>°, o
dtugosci d,,, > max{|lo, — o, : 1 < p < v < n}, aliczba 0,41 jest dobrana tak, aby
Ont1 —0Om € 1, dlam =1,2,...n. Dla tak skonstruowanego ciagu otrzymujemy

sup |f(SU + Um) - f(&: +0n2)| = sup |f(SC + Ony — Um) - f<x>| > €0,
zeR z€eR
poniewaz liczby 0y, — 0y, dla ny > ny, naleza do przedziatu I, ,, a w tym przedziale
nie ma go-prawie okresow funkcji f. Stad ciag {f,, }52; nie spelnia warunku Cauchy’ego
w Cp(R,R), a zatem nie zawiera podciagu zbieznego. Sprzecznosé. Ostatecznie f jest
funkcja p.o.
O

7 powyzszego blyskawicznie wynika nastepujacy fakt.

Twierdzenie 1.11 (Patrz Twierdzenie 1.5 w [27]). Suma, rdznica i iloczyn funkcji p.o.
sq funkcjami p.o.

Dowéd. Niech f, g: R — R bedg funkcjami p.o. Z Twierdzenia 1.10 wynika, ze z kazdego
z ciagow {f(- + on)}22,, {9(- + 0,)}22, mozemy wybra¢ podciag zbiezny. Rozwazmy
ciag {(f + 9)(- + on)}7Z,. Wybierzmy z niego podciag {(f + g)(- + 04, )}72, taki, Ze
{f(-+0n,)}32, jest jednostajnie zbiezny do . a nastepnie z ciagu {(f + ¢)(- + On ) 152
wybierzmy podciag {(f +¢g)(- —l—ankl)}j’il taki, ze {g(- —|—ankl)}l°§1 jest jednostajnie zbiezny
do g. Stad ciag {(f +9)(- +0n,,)}i2; jest jednostajnie zbiezny do f+3naR. Ostatecznie
f 4+ g jest p.o.

Na mocy Wnioku 1.7 funkcja —g jest p.o. Stad f —g = f + (—g) jest p.o.

Prawie okresowos funkcji f - g natychmiast dostajemy z réwnosci

frg==((f+9°—(f—9)?)

o

1 Lematu 1.5.
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Oczywiscie iloraz / funkcji p.o. jest funkcja p.o pod warunkiem, ze imﬂfg lg(x)| > 0.
BAS
Kolejne dwa fakty dotycza prawie okresowosci pochodnej oraz pierwotnej funkcji p.o.

Twierdzenie 1.12 (Patrz Twierdzenie 1.6 w [27]). Pochodna f': R — R funkcji p.o.
f: R — R jest funkcjg p.o. wtedy i tylko wtedy, gdy f': R — R jest jednostajnie ciggta.

Dowdd. Warunek konieczny twierdzenia wynika wprost z Twierdzenia 1.4.
Z drugiej strony, zalozmy, ze f’ jest jednostajnie ciggla na R. Dla dowolnego ciggu
liczb rzeczywistych {h,}>°, roznych od zera oraz h,, — 0 dla n — oo i dla kazdego = € R

- fl@+hy) = f(x) 1 [ Lot
x n) x " ! _ " ’

Dla kazdego n € N funkcja (f(- + hy) — f)/h, jest p.o. Niech ¢ > 0. Z jednostajnej
ciggltosci f' wynika, ze istnieje § > 0 taka, ze dla kazdych 2/, ” € R mamy

o' —2"| <6 =|f(2)— fl(2")| <e.

Poniewaz lim h, = 0, wiec istnieje N € N takie, ze dla kazdego n > N, |h,| < §. Stad

n—o0

dla kazdego n > N, dla kazdego x € R i dla kazdego |t| < |h,|

[f'(t+2) = fz)| <e,
a w konsekwencji, dla kazdego n > N i kazdego x € R

f(@ + hn) = f(2)
hn

hn
- f’(w)‘ <o [ - pla <

czyli
h,

gdy n — oo. Na mocy Twierdzenia 1.8, f jest funkcja p.o.

sup
z€R

- 1@ o

O

Twierdzenie 1.13 (Patrz Twierdzenie 1.7 w [27]). Funkcja pierwotna F: R — R funkcji
p.o. f: R —= R jest p.o wtedy 1 tylko wtedy, gdy F jest ograniczona.

Dow6d. Warunek konieczny twierdzenia wynika wprost z Twierdzenia 1.4.
Dowodzimy zatem warunku dostatecznego. Niech funkcja pierwotna

F(x) = /090 f(t)dt, r € R,

bedzie ograniczona. Pokazemy, ze dla dowolnego € > 0 istnieje e; = £1(¢) takie, ze kazdy
gi-prawie okres funkcji f jest e-prawie okresem funkcji F'. Z ograniczonosci F' wiemy, ze
istnieja G, g € R takie, ze

G = sup F(x), g = inf F(x).

z€R zeR

Niech ¢ > 0. Ustalmy x, x5 tak, by

F($1)<g+%, F(x2)>G—%
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oraz |r; — x9| = d > 0. Oznaczmy { = min{xzy,x2}. Istnieje Ay > 0 taka, ze w kazdym
przedziale dtugosci Ag istnieje co najmniej jeden g-prawie okres 7 funkcji f. Niech Ly =
Ao+d. Wezmy o € R. Istnieje ;-prawie okres 7 e (a &, a—E+ \g) funkeji f. Wowezas
mamy & + 7 € (o, + A\g) oraz y1 =214+ 7T, Y =22+ T € (0, + Lg). Otrzymujemy
oszacowanie

Fly) — F(y)) = Flzz) - F(an) + wf@ﬁ—/wf@ﬁ

=:F@ﬁ—F@ﬂ+/mU@+ﬂ—f®Mt

€
> F(zy) — F < _ <
> (x2) (1) — d6d>G g 5

Stad dostajemy

F(y2) > G—§+F(y1)—g>G—§,

€ €
F(y) < 9+§+F(?/2)—G<9+§-

Niech 7 € E{ey, f}, gdzie &1 = ;7-. Wobec powyzszego dla x € R w przedziale

(2,2 + Lo) dobicramy g, tak, aby F(y1) < g+ £. Wowczas
Fle+7)— F(z) = Fly+7)—F(y) / £ () dt—/yl+Tf(t)dt
— Py +7) - Fly) / F(t)dt - / " bt
> o= (9+5)- [ I+ -

xT

€ € 3

> - _[— = —"¢. 1.4

= T T MU, T Tt (14)
Podobnie wybierzmy w przedziale (z,z + Lo) liczbe yo tak, aby F(y2) > G — 5. Otrzy-
mujemy

Y2+T
Flx+71)—F(z) = F(y2+7)— F(y2) / f(t dt—/ f(t)dt
Y2+T7
= Flp+n-F+ [ g0 [ s
x T+T
£ b2

< G- (G—§) +/ F(t+7) — F(O)]dt

< S -3, (1.5)

= 2 °4L0 4~ '
Z nierownosci (1.4) oraz (1.5) dostajemy, ze

3

sup|F(z+7) — F(z)| < —e <e.

z€eR 4
Stad E{ey, f} C E{e, F'}. W rezultacie F jest p.o.

O
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Definicja 1.14. Wartoscia srednia funkcji f € L}, (R, R) nazywamy wielko$¢

przy zalozeniu, ze granica ta istnieje w sensie wlasciwym lub niewtasciwym.
Wartosé $rednia stuzy do zbudowania szeregu Fouriera funkcji f.

Twierdzenie 1.15 (Patrz Twierdzenie 1.8 w [27]). Jezeli funkcja f jest p.o., to istnieje
skoriczona wartosé srednia M(f).

Dowdéd. Z ograniczonosci funkcji f wiemy, ze istnieje stata A = sup |f(x)|. Niech A > 0
zeR

bedzie liczba charakteryzujaca wzgledng gestosé zbioru £ {i; f} Niecha € Roraz 7' > 0
beda dowolne. Dla T € E{%; f} N (o, a + A) mamy

/;*T flx)de = /OéTf(a:)da: + /TT+T flz)dz + /T:Tf(x)dx.
Stad

‘ /f da:——/ " s
Sy

/ " )

‘/fd:z:

1 e 2A\
< = dr < — 4+ ——. 1.
< 3 [ W@ - st /|f i+ 1 [ e < S+ 22 )
Stosujac n krotnie nier6wno$¢ (1.6) dostaniemy
I e 2A\
— Ydr — — -+ —. 1.7
[ - [ o] <5+ 22 (1.7)

Zatozmy, ze liczby 17, Ty sa dowolnymi wspotmiernymi liczbami dodatnimi, tzn. istnieja
liczby naturalne my, mo takie, ze miT) = myTs. 7 nieréwnoséi (1.7) otrzymujemy

1 Ty 1 To 1 Ty 1 mi1Ty
— dr — — < |—= x)dr — / x)dx
7 [t [ @] <5 [ @ = [T
1 [T 1 m2T2 € 1 1
+ | = r)dr — / z)dx §——|—2A)\<—+—>. 1.8
| @ [ i < S2an ()0

Z (1.8) wynika, ze dla dowolnych liczb naturalnych m,n > SA’\

’%/@m f(a)dz — %/Onf(x)dx

Stad wynika, ze ciag liczbowy
1 / " >
o[ el
{n 0 n=1

speliona jest nieré6wnos¢

< e
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jest ciagiem Cauchy’ego, a zatem jest zbiezny. Niech T'=n+r, gdzien € N, ar € [0,1).

Otrzymujemy
/ flx 4+ n)dr — —/ f(x

2 [ s [ s

2rA 2A
- <— R — .
<2 [+ wlar+ 2 [ e < 22 <2 (19)

dla T — oo, czyli
1 n
M(f)=lim — [ f(z)dx

n—oo 1 Jg

a wczesniej stwierdziliSmy, ze granica ta istnieje.

1.2 Funkcje S/-prawie okresowe Stiepanowa

Niech funkcje f,g € L (R,R) dla 1 < p < co. Przyjmujemy, ze

loc

Dyt = (3 [ 110 - g(x)l”dxf ,

ueR

gdzie [ > 0. Dslp(f, g) moze przyjmowaé warto$¢ +oo. Jezeli ograniczymy sie do zbioru

u+l
{remm@m:sw; [y <o},

u€eR

to nietrudno zauwazy¢, ze Dgr jest metryka na tym zbiorze. Ponadto, dla kazdego a € R,

Dgr(f,g) = sup (} /UHH |f(z) - 9(93)|f"dl’); :

u€eR —a

Lemat 1.16. Dia dowolnych f,g € L} (R,R) oraz 0 <l < ly zachodzq nierdwnosci:

Dy (1.9 < () Dshio (110
oraz L
D (£.9) < 2} Dgy (f.9). (111)

Dowdd. Nieréwnosé (1.10) natychmiast dostajemy z oszacowania

utl 7 i utlz 7
i&g(i / !f(x)—g(x)\pdx) s(ﬁ—) s;gﬂg(llz / !f(w)—g(x)\pdx) |

Z drugiej strony mamy natomiast

u-+lo %
Dy (o) = sw (i [ 1w - gtoyrac)

u€eR
u+ly u+l2 %
= s (£ [T @ - o+ L [ 50 - o)
1 % utly u+lo %
< (1) (o [ 150 - storas 5w [0 - o)
< (1) (s 1)~ gpae s [T 50 - s(opc) . (112
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Rozpatrzmy dwa przypadki [, < 20y oraz [, > 2.
W pierwszym z nich zachodzi

u+la—ly u+lq
sup [ (@)~ g(o)de <sup [ |f(a) - (o),

ueR u€ER

co po wstawieniu do (1.12) daje

1 utl utl .
D0 < (1) (s [ 150 - stote v [ 150 - gt
< 2%Dsg’l(f> 9)-
W przypadku Iy > 2[; wiemy, ze istniejg n € N, n > 2 oraz 0 < ry < [ takie, ze
ly = nly + 1. (1.13)

Stad
utlo—I4 u+lq
sup / 1F(@) — g(@)Pdz < nsup / (@) — g(a) P,

ueR ueR

co po wstawieniu do (1.12) daje

Dy (£.9) < (” - 1); (sup / e - g<x>rpda:); . (1.14)

ueR
7Z rownosci (1.13) otrzymujemy

l2+l1—7’1 <2_l2

n41= < (1.15)
I I

Wstawiajac (1.15) do (1.14) dostajemy

2 % u+ly % 1

Dy o< (1) (sw [ 170) -~ stwlras) " =205 (119),

1 u€eR Jy 1

co daje nam oczekiwang nier6wnosc.
O

W oparciu o nierownosci (1.10) oraz (1.11) stwierdzamy, ze przy ustalonym p € [1, c0)
bez straty ogolnosci mozemy ograniczy¢ sie do przypadku [ = 1, przyjmujac ST = SP.

Definicja 1.17. Liczbe 7 nazywamy (S?, ¢)-prawie okresem funkcji f € L] (R, R), jezeli
DSP(fv fT) S g,

gdzie f,(x) = f(x + 7).
Funkcje f € LY (R,R) nazywamy SP-prawie okresowa, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje

loc
relatywnie gesty zbior (S?, )-prawie okresow funkcji f.

Przez Egv{e; f} oznaczamy zbior (SP, ¢)-prawie okresoéw funkcji f. Kazda funkcja p.o.
jest SP-p.o. dla kazdego p > 1.

Zauwazmy, ze jezeli rozpatrzymy funkcje g(z) = sgnf(z), gdzie f: R — R jest ciagla
funkcja okresowa o okresie podstawowym 7' i f nie jest statego znaku, to g nie jest p.o.,
poniewaz nie jest ciagla.
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Z drugiej strony otrzymujemy, ze

DS”<gng> = 0.

Stad dla dowolnego ¢ > 0 istnieje relatywnie gesty zbior {£nT'}°°, jej (SP,e)-prawie
okreséw. Otrzymujemy wiec, ze funkcja g jest S? — p.o.
Ponizej podamy dwa nietrywialne przyktady funkeji, ktore sa SP-p.o., ale nie sa p.o.

Przyktad 1.18 (Patrz Przyklad 2.1 w [27]). Niech F' = F\(z), gdzie z € C bedzie funkcja
ograniczona i holomorficzng w pasmie P = {(z,y) € R?, a < z < b, y € R}, przy czym
a < 0 < b Jezeli przy = 0 funkcja F(z) = F(iy) = f(y) # 0 przyjmuje wartosci
rzeczywiste, f nie jest stalego znaku oraz f jest p.o., to funkcja g(y) = sgnf(y) jest
SP-p.o.

Oczywiscie g, jako funkcja nieciggla, nie jest p.o. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze
p = 1. Wowczas SP bedziemy oznaczaé krotko S. Dla dowolnego o > 0 definiujemy

Eo={yeR: [f(y)| > a}.
Zauwazmy, ze jezeli T € E{a; f}, to dla y € E, mamy
sgn f(y +7) = sgn f(y).
W przeciwnym wypadku otrzymalibySmy
fy+7)—fWl =1+ D+ 1Y) >«
wiec 7 ¢ FE{«; f}. Niech
Folw,u+1) ={y € [u,u+1]: [f(y)] < a}.

Dla kazdego u € R oraz 7 € E{a; f} otrzymujemy

u+1
/ gy +7) —gly)ldy = / l9(y +7) — g(y)|dy + / lg(y +7) — g(y)|dy

Ean[uut1] Fo(u,u+1)
= / lg(y +71) —g(y)|dy < / l9(y + 7)|dy + / lg(w)|dy < 2p(Fa(u,u+1)).
Fo(u,u+1) Fo (u,u+1) Fo(u,u+1)

Pokazemy, ze p(F,(u,u+ 1)) — 0 przy a — 0 jednostajnie wzgledem u. Przypus$émy, ze
tak nie jest. Wowczas istnieja liczba mg > 0 oraz ciagi {a,}°2; C R, malejacy do zera,
{un,}5, rosnacy do +oo takie, ze

/L(Fan(unvun + 1)) Z myg

dla kazdego n = 1,2... Rozwazmy ciag {y,}>2, dany wzorem ¢,(y) = f(y + u,). Dla
kazdej funkcji ¢,, w przedziale [0, 1] istnieje zbior U, taki, ze u(U,) > mg oraz w kazdym
punkcie zbioru U,, zachodzi nieréwnos$é |p,(y)| < ay,. Z kryterium Bochnera wiemy, ze
istnieje jednostajnie zbiezny podciag {¢n, }52,. Oznaczmy klgl;lo on. (Y) = p(y).

Zdefiniujmy zbiory

n=k k=1
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Ciag { Sk}, jest zstepujacy oraz u(Sy) < 1. Zachodzi wiec

n(U) = p (ﬂ Sk) = lim 7(Sk) = mo,

k=1

co wynika z faktu, ze p(Sk) > mo dla kazdego k € N. Dla y € U istnieje ciag {ng, }°;
taki, ze y € U,, dla kazdego | € N oraz |pn, (y)| < ay, . Oznacza to, ze dla y € U
otrzymujemy
i g, (y) =0,
ale z drugiej strony
lim ¢, (y) = ¢(y)

=00

jednostajnie na U. Stad ¢(y) = 0 na U. Niech ¢ = min{—a,b} oraz r € (0,c). Stad
B((0,90),7) C P dla dowolnego 3o € R. Ciag funkcyjny {F,}>° ,, gdzie F,(z) = F(2+iu,)
dla z € P, jest wspolnie ograniczony. 7 twierdzenia Montela (patrz str. 149 w [25])
istnieje podciag {F,.}22, jednostajnie zbieszny na B((0,y),r). Jest wiec takze zbieiny

na B((0,yo),r). Stad funkcja graniczna F, (z) = lim F), (z) jest funkcja analityczna na
§—00

B((0,y0),7). Ponadto przy x = 0, dla y € (yo — r,yo — r) zachodzi F, (iy) = ¢n,(y), wiec
F,,(iy) = p(y) dlay € (yo—r,yo—7), poniewaz ¢, = ¢ na R przy n — oo oraz F,, = F,
na (yo — r,yo — r). Stad ¢ jest funkcja analityczna na (yo — r,yo — r). Z dowolnosci yo
otrzymujemy, ze ¢ jest funkcjg analityczna na R.

Wiemy, ze funkcja ¢ zeruje sie na zbiorze U C [0, 1] miary dodatniej. Stad U posiada
punkt skupienia w [0, 1]. Niech tym punktem bedzie y* € [0, 1]. Funkcja graniczna F-
zeruje si¢ na zbiorze, ktéry ma punkt skupienia w B((0,y*),r). Stad F,-(z) = 0 dla
B((0,y*),r). W szczegolnosci, p(y) = 0 dla y € (y* — r,y* + r). Postepujac analogicznie
dla funkcji Fy«;, otrzymujemy, ze ¢ zeruje sie na odcinku (y*,y* + 2r). Przez indukcje
otrzymamy, ze ¢ zeruje sie na kazdym odcinku postaci (y*+nr, y*+ (n+2)r), gdzie n € Z.
Stad wnioskujemy, ze ¢ zeruje sie na R. Sprzeczno$¢, poniewaz f nie jest tozsamosciowo
rowna zero, a ¢, = ¢ przy n — oo. Ostatecznie otrzymujemy, ze pu(F,(u,u + 1)) — 0
przy a — 0 jednostajnie wzgledem w. Stad dla 7 € E{a; f} zachodzi

u+1
/ l9(y +7) — g(y)|dy — 0,
przy a — 0 jednostajnie wzgledem u. Stad 7 jest (.S, a)-prawie okresem funkcji g, czyli g
jest S-p.o.
Przyklad 1.19. Wro¢my teraz do funkejil

1
2 +sinx + sin(\/ﬁx) .

p(z) = sin

Pokazemy, ze jest ona S-p.o. Niech

o(z) = 2+ sinx + sin(v2z).

1Patrz str. 14
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Oczywiscie p(z) > 0 dla kazdego = € R oraz inf ¢(x) = 0. Ustalmy dowolnie o« > § > 0.
Dla 7 € E{6; ¢} oraz x € E, = {x € R: p(x) > a} zachodzi oszacowanie

sin L sin L
p(x+7) ()
p(r+7) — p(x)
2¢(x + 7)¢p(x)
'90(56 +7) — (@)
2¢(x + 7)¢(x)

Ip(x +7) —plz)| =

sin

Stad dla kazdego v € R dostajemy

u+1
/ p(e +7) — p(a)lde = / ip(e + ) — p(a)|dz + / p(e +7) — pla)|da
“ EoNfu,u+1] Fo(u,u+1)

0 5
< st [ el s € s 2+ )

Fo(u,u+1)

gdzie Fp(u,u+1) ={z € [u,u+1] : |p(x)| < a}. Przeprowadzajac analogiczne rozumo-
wanie, jak w poprzednim przykladzie, dostajemy, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje a > 0
odpowiednio mata, aby zachodzita nieré6wnosé

w(Falu,u+1)) < =

4
jednostajnie wzgledem u. Przy ustalonym « dobieramy § < « taka, ze
o €
ala—9) <7
Wowczas

u+1
sup/ Ip(z +7) — p(x)|de < e,
u€eR Jy

wiec E{d;p} C Es{e;p}. Stad p jest S-p.o.

Uzasadnimy, ze funkcja p nie jest jednostajnie ciagla na R, a co za tym idzie nie jest
p.o. 7Z ciagtosci funkcji ¢ oraz z tego, ze inf p(z) = 0 wiemy, ze istnieja ciagi {z,}>2,
{z! }oo | takie, ze x,, ), > 0 dla kazdego n € N, dla ktorych zachodzi

1

o(z,) = mu p(z,) = o

Wykazemy, ze |z, — 2| — 0 dla n — oco. Przypusémy, ze |z, — z},| /4 0. Wtedy istnieje
podciag {r;, }2, taki, ze x;, — oo dla k — oo o tej wlasnosci, ze p(z, ) = n%ﬂ oraz

istnieje € > 0 takie, ze kazdy punkt z, posiada -otoczenie, w ktérym zachodzi

1
(ng — %)ﬂ'

pz) <

Jednak uzasadnilismy, ze

1 (Fll(u,u+ 1)> 0

("k*j)ﬂ'

dla k — oo jednostajnie wzgledem u. Sprzecznosé. Ostatecznie otrzymujemy |z, — x| —

0 oraz
. 1 .
sin [ n — 3 T —sinnm

co dowodzi, ze p nie jest jednostajnie ciggta. Na mocy Twierdzenia 1.4 funkcja p nie jest
p.o.

p(zn) — p(a,)] = =1,
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1.3 Funkcje WP-prawie okresowe Weyla

Niech funkcje f,g € L (R, R) dla 1 < p < oo. Definiujemy wielkos¢

loc

1
) 1 u+l )
D (f.9) = fim sup (7 [ 1£10) = g(olpae) (110
—0 ueR u
co mozemy zapisac
Dyws(f,9) = lim Dy(f,9). (1.17)

Twierdzenie 1.20 (Patrz str. 72 w [2]). Granica po prawej stronie wzoru (1.16) istnieje.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci wystarczy rozpatrzyé przypadek p = 1 oraz g(z) = 0.
Oznaczmy Dg, = Dg,(f,0). Zauwazmy, ze z Lematu 1.16 otrzymujemy, ze jezeli warto$¢
Dyg, jest nieskoniczona dla jakiego$ [ > 0, to jest nieskorniczona dla kazdego [ > 0. Pozostaje
rozwazy¢ przypadek, ze Dg, < oo dla kazdego | > 0. Niech [ # [y, gdzie [,ly > 0 oraz
n € N bedzie taka, ze

(n — 1)[0 <1 <nly. (118)
Z (1.18) mamy
I nlp 1 [ nlp 1 [tnho
Z i < 2 .
[ @l = [ e < B [ el
Stad
nl [+1
Dg, < TODSM0 <— “Ds,, - (1.19)

Ponadto zachodzi oszacowanie,

1 u+nly

1 1 u+lo 1 u+nlo
— dr = — | — d e+ = dr | <D
et = (3 [ e e [T i) < s,
wiec

Ds,, < Ds, (1.20)

nlg —

Laczac (1.19) oraz (1.20) otrzymujemy ostatecznie
lo
o (1+5) b,

Stad
limsup Dg, < Dg, . (1.21)

l—00

Poniewaz nieréwnos¢ (1.21) zachodzi dla dowolnych Iy > 0 otrzymujemy, ze

limsup Dg, < liminf Dg, = liminf Dyg,.
I—o0 lg—00 0 l—o0
OtrzymaliSmy wiec istnienie granicy we wzorze (1.16).
O

Definicja 1.21. Funkcje f € L] (R,R), gdzie p > 1, nazywamy WP-prawie okresowa
(WP-p.o), jezeli dla kazdego € > 0 istnieje Lo = Lo(e) > 0 takie, ze dla kazdego L > Ly
zbior Egr {e; f} jest relatywnie gesty. Dla uproszczenia, gdy p = 1 bedziemy oznaczaé

W .=W!.
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Zauwazmy, ze réznica pomiedzy funkcjami SP-p.o., a WP-p.o. jest taka, ze w drugim
przypadku L zalezy od €. Oczywiscie kazda funkcja SP-p.o. jest WP-p.o. Ponizej podamy
przyktady dwoch funkeji, ktore sg WP-p.o., ale nie sg SP-p.o.

Przyktad 1.22 (Patrz Przyktad 4.27 w [1]). Niech f: R — R bedzie okreslona wzorem

1
flz) = { (1) il(i;cteyrgo ’) (1.22)

Dlal=1lie< % dostajemy, ze istnieje u € R takie, ze dla kazdego 7 > ¢

/u flz+7) — f(@)|ds > .

Stad wnioskujemy, ze dla & < % nie istnieje relatywnie gesty zbior (S, ¢)-prawie okresow
funkcji f, a co za tym idzie f nie jest S-p.o.
7 drugiej strony dla kazdego L, 7 € R, L > 1 mamy

u+L
/ ot ) — f@)lde <1,

a w konsekwencji

S

Ds, (f, fr) = sup (% /ourL |f(z) — f(:c—irT)]da:) <

u€eR
Stad dla kazdego € > 0 istnieje L > 1 takie, ze Dg, (f, f;) < e. Zatem f jest W-p.o.

Przyktad 1.23. Rozpatrzmy funkcje

1 dlaze (0,1)U(2,3)U(5,6)U(9,10) U (14,15) U ...,

flz) = { 0 poza tym w [0, 00) (1.23)
oraz f(—z) = f(x) dla z € R, ktoéra inaczej mozemy zapisaé
00 n(n+l) n(n+1)
) = 1 dlaxEUn:1< 5 I ),
0 poza tym w [0, 00)
oraz f(—z) = f(x) dla = € R. Pokazemy, zZe jest ona W-p.o, ale nie jest S-p.o.
WeZzmy pod uwage wyrazenie
u+1
Dsylfenf) = [ Ifa+7) = f(o)lds. (1.24)

Oczywiscie zachodzi
Ds(f-, f) = sup Dswy(fr, f) = Dsw)(f~, f)
ue

dla kazdego v € R. Przyjmijmy v = 0. Woéwczas

F(T):DS(O)(fTaf):/O |f(x—i—7)—f(x)]da::1—/0 f(x+7)dx:1—/T f(x)dx.
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Po scatkowaniu dla 7 > 0 dostajemy

(T dlaT € [0,1),
2—7 dlate(l,2),
T—2 dlate€2,3),

1 dlaT € [3,4),
5—7 dlarte€[4,5),
T—5 dlate€[56),
)1 dla T € [6,8),
FO =3 9=+ diares.9)
7—9 dare€l9,10),
1 dla 7 € [10,13),
14—7 dlaT € [13,14),
r—14 dlaT e [14,15),
1 dla 7 € [15,19),

L -

Widzimy, ze dla coraz wiekszych 7 funkcja F' przyjmuje warto$¢ 1 na coraz dhuzszych
przedziatach. Stad jezeli weZmiemy ¢ = % i rozpatrzymy nier6wnosc¢

DS(fT?f) < &,

to nie znajdziemy relatywnie gestego zbioru (S, £)-prawie okresow funkcji f. Wnioskujemy
wiec, ze funkcja f nie jest S-p.o.
Z drugiej strony rozpatrzmy wyrazenie

ueR

pstt ) =sw (3 [t 40 - soiar),

dla ktoérego mamy oszacowanie

—_

s (1 ) - rier) < s (3 [ et i)

u€eR u€R

2 [z 4 [z
< - flz)dr = —/ f(z)dz.

l 7% l 0
W szacowaniu tym wykorzystaliémy fakt, ze funkcja f zdefiniowana przy pomocy wzoru
(1.23) przyjmuje warto$¢ 1 najwiecej razy dla x bliskich zeru. Stad supremum z catek
po przedziale dtugosci [ bedzie osiagniete, jezeli bedziemy catkowacé po przedziale [—1, L].

T 202
Zauwazmy, ze wartoS¢ wyrazenia
4 [z
L[
L' Jo
bedzie mozliwie najwicksza, jezeli przyjmiemy
l=n(n+1). (1.25)

Wowczas zoptymalizujemy przedziat caltkowania tak, aby konczyl sie on w miejscu, gdzie
f(z) = 1. Ostatecznie otrzymujemy

n(n+1)
1 4 2

sup (7 / e - f(:c)|dx> <4 / F(@)dz, (1.26)

ueR N n(n + 1) 0
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gdzie n jest zdefiniowane przy pomocy wzoru (1.25). Zauwazmy, ze catka we wzorze (1.26)

to miara zbioru {x € [O, @] ; fz) = 1}. Stad dostajemy

u+l
sup (%/ i |f(z+7) —f(x)\dx) < 1 ‘n = nj—l < % (1.27)

ueR u “n(n+1)

W rezultacie otrzymujeny, ze dla kazdego e > 0 istnieje L(e) = ([2] +1) ([2] + 2) takie,
ze

u+L(e)
sup (% / fat ) - f(:v)ldx> <e

Ostatecznie Eg,  {e; f} jest relatywnie gesty, zatem f jest W-p.o.

1.4 Funkcje BP-prawie okresowe Besicovitcha

Dla f,g € L (R,R), gdzie 1 < p < oo okreslamy wielkosé

loc

Disn(f.g) = (nmsup L ) - g<x>|pdx> " (H(f - gP)*

T—o00 2T -T

Definicja 1.24. Funkcje f € L (R,R), gdzie p > 1 nazywamy BP-prawie okresowa,

loc
jezeli istnieje ciag uogélnionych wielomianéw trygonometrycznych {W,}>2, taki, ze

lim Do (f, W,) = 0.
n—oo

W odro6znieniu od poprzednich klas funkcji prawie okresowych, w ktorych wystepuje
pojecie prawie okresu, funkcje BP-p.o. sa okreslone jako granice ciggéw uogélnionych
wielomianéw trygonometrycznych. Jakkolwiek mozna poda¢ rownowazng definicje funkeji
BP-p.o., ktora zaproponowat R. Doss w [6].

Twierdzenie 1.25 (Patrz str. 77 w [27]). Funkcja f € L} (R,R) jest B-p.o. wtedy i
tylko wtedy, gdy

a) lim M(|fn — f7) = 0.
h—0
b) Dla kazdego € > 0 istnieje relatywnie gesty zbior

{TGR: M(|f7'_f’p) <5}'

¢) Dla kazdego w > 0 istnieje funkcja okresowa g € LP (R, R), o okresie w, taka, ze

n—1 p
- _(h
glgoMQE;fkw—g )—0,

gdzie fr,(x) = f(z + kw).

Dla p = 1 zamiast B* — p.o piszemy B — p.o

Definicja 1.26. Funkcje f € L} (R,R) nazywamy BP-zerows, jezeli Dp»(f,0) = 0.

loc
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Stwierdzenie 1.27 (Patrz Twierdzenie 5.34, 5.36, Stwierdzenie 6.8 w [1]). Kazda funkcja
BP-zerowa jest BP-p.o.

Wprost z Definicji 1.24 wynika, ze
Dps(f,9) < fim Dgr(f,9)-
Stad dostajemy, ze funkcje WP-p.o. sa funkcjami BP-p.o. Ponizej podajemy przyktad
funkcji B-p.o., ktora nie jest W-p.o.
Przyktad 1.28 (Patrz Przyktad 6.24 w [1]). Niech
f(x):{ vn dla n? <z <n?+./n,

0 poza tym.

[stnieje M > 0 takie, ze dla dowolnych T, 7 takich, ze vM > T > 7 > 0 zachodzi
oszacowanie

1 u+T 1 u+T
sup - / fo+) = f@lde > sup / @+ 1) — f(2)|da
uER
1 VN 1 VN

~ f(x+7) — f(2)|de = V/Ndx = ~ VN
T Jn2yyN—r T Jn2yyN-r
dla kazdego N > M, N € N. Poniewaz ostatnie wyrazenie dazy do co dla N — oo, wiec
funkcja f nie jest W-p.o.
7 drugiej strony dla funkcji f mamy

1 N?+VN
Dgp(f,0) = limsu —/ )|dz = lim su / x)|dx
5(f,0) m SUp )| WD N V) /()
N
= limsu VEVE = limsu k1
N%opzwz ) ,; N 2(N? 4 V/N) 2+\/_ Z
Nt1 o
< limsu p;/ $4dzc<hmsup 2<N+1) =
Nooo 2(N2++/N) N—oo 5(N2+\/_)

Stad funkcja f jest B-zerowa, a co za tym idzie B-p.o.

1.5 Funkcje N-prawie okresowe

B.M. Lewitan w pracy [19] (Definicje 3.1.2, 3.1.2°, 3.1.2”, Twierdzenie 3.1.1) zaproponowat
trzy rownowazne definicje funkcji N-p.o.

Liczbe 7 € R nazywamy (N, ¢)-prawie okresem ciaglej funkcji f: R — R, gdzie ¢ > 0,
N > 0, jezeli dla kazdego x € R takiego, ze |z| < N spelniona jest nier6wnosé

[f(z+7) = flz)] <e
Definicja 1.29.

(D1) Moéwimy, ze funkcja ciaglta f: R — R jest N-prawie okresowa jezeli dla dowolnych
e > 0 oraz N > 0 istenieja liczby rzeczywiste pu, ..., u, oraz 6 > 0 takie, ze kazda
liczba 7, spetniajaca uktad nieréwnosci

lpeT) <6 (mod 27), k=1,2,...,p,

jest (IV, e)-prawie okresem funkcji f.
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(D2) Moéwimy, ze funkcja ciagta f: R — R jest N-prawie okresowa, jezeli istnieje prze-
liczalny podzbior liczb rzeczywistych Ay, Ao, ..., majacy nastepujaca wlasnosé: dla
dowolnych ¢ > 0, N > 0 istnieja liczby n € N oraz 6 > 0 takie, ze kazda liczba
rzeczywista 7, spelniajaca uktad nieréwnosci

|AxT| <0 (mod 27), k=1,2,...,n,
jest (N, e)-prawie okresem funkeji f.

(D3) Mowimy, ze funkcja ciagta f: R — R jest N-prawie okresowa, jezeli istnieje funkcja
p.o. ¢: R — R, tzw. majoranta funkcji f, taka, ze dla dowolnych ¢ > 0, N > 0
istnieje & > 0 taka, ze kazdy d-p.o. T funkcji ¢ jest (N, e)-p.o. funkeji f.

Twierdzenie 1.30 (Patrz Twierdzenie 5.1 w [27]). Niech f: R — Y} bedzie funkcjg p.o.
oraz g: Yy — R bedzie funkcjg cigglq. Wowczas ztozenie g o f jest funkejg N-p.o.

Dowo6d. Na mocy Twierdzenia 1.4 wiemy, ze f jest funkcjg ograniczong na R, wiec
istnieja m = inﬂgf(x) oraz M = sup f(z). Ustalmy dowolnie € > 0, N > 0. Niech my =
BAS cR

min{f(z); —N < x < N}, My = max{f(z); —N < x < N} oraz Iy bedzie przedzialem
nastepujacej postaci

(

Imy —an, My + an], gdzie 0 < ay = %min{mN —m, M — My},

dla my > m, My < M,

Iv — [mN,MN+aN], gdzie0<aN:%(M—]\/[N),
N dla my =m, My < M,
[my — an, My, gdzie 0 < ay = %(mN—m),

L dlamN>m,MN:M.

Z jednostajnej cigglosci g na Iy wiemy, ze istnieje § = d(e, N) € (0,ay) takie, ze dla
v, 9 € In, |g(y)—9(@)| < ¢, oile ly—7| < d. Niech 7 € E{5; f}. Dla kazdego = € [-N, N|
otrzymujemy

lflx+71)— f(x)] <0 oraz f(x), flx+7)€ly.

Stad
lg(f(z+7)) —g(f(2))] <e.

Zatem z (D3), funkcja f jest majoranta funkcji g o f, czyli g o f jest funkcja N-p.o.
O

Na mocy powyzszego twierdzenia wiemy, ze funkcja N-p.o. jest

1
2+ sinz +sin(v2z)

/()

r € R,

ktora jako funkcja nieograniczona nie jest funkcjg p.o. Kolejnymi przyktadami funkcji
N-p.o sa funkcje:
f(x) = In(2 + cos = + cos(vV/2z)),

f(z) =tg (%(Sinx + sin(\/§x))> :
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e & i ; T

)

T 5' T U UT — sin(x] + si.n[ﬁ x]

Rysunek 1.1: Funkcja f(x) = sinz + sin(v/22) na przedziale [-100,100].

Rysunek wykonany w programie Mathematica

1

455042

1of-

Rysunek 1.2: Funkcja p(x) = sin

L
45,5440

1
2+4-sin x—i—sin(\/i:c)
Rysunek wykonany w programie Mathematica
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45 43 4 {aﬁm[x]mn[ﬁ x]

na przedziale |-45.5445,-45.5435].
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Rozdzial 2

Orbity homokliniczne w ukladach
Newtonowskich z potencjalem prawie
okresowym spelniajacym warunek
Gordona

2.1 Wprowadzenie

Rozwazamy uktad Newtonowski w R3,

G(t) + a(t)VW(q(t)) = 0, (2.1)
gdzie a(t) oraz W(q) spelniaja nastepujace zalozenia:
(al) a:R — R jest ciagla funkcja prawie okresowa taka, ze a(t) > ag > 0 dlat € R.

(H1) Tstnieje prosta [ taka, ze [N {0} =0, W € C*(R*\ [, R) oraz [ sktada si¢ z punktow
osobliwych W, tzn. lim, ,, W(x) = —o0.

(H2) W: R3\ ! — R spelia warunek Gordona w otoczeniu prostej [, tzn. istnieja oto-
czenie N proste] [ oraz funkcja U € C*(N \ [, R) takie, ze |U(z)| — oo, gdy x — 1

1

IVU(@)]? < -W(z) dlazeN\L
(H3) W(x) < W(0) =0 dla x # 0 oraz W”(0) jest ujemnie okreslona.
(H4) Istnieje stala Wy < 0 taka, ze limsup, ., W(z) < W.

Od teraz x — [ oznacza d(z,l) = inf{lz —y| : y € I} = O oraz |- |: R* — R jest
normg Euklidesowa w R?. Warunek (H2) zostal wprowadzony przez W.B. Gordona w [7].
Jezeli potencjal W: R?\ I — R spelnia (H2), wowczas jego gradient VW : R?\ | — R?
jest w jezyku angielskim nazywany strong force. Warunek (H3) implikuje, ze zero jest
niezdegenerowanym punktem krytycznym W. Natomiast warunek (H4) gwarantuje, ze
W nie zbiega asymptotycznie do swojego maksimum globalnego 0.

Uwaga 2.1. Latwo sprawdzi¢, ze z warunkow (H1)-(H4) wynika, ze

Var50¥p503K50Y 0B 00 fyers: dway<py |V (@) < Klz|? A [VW (2)] < K.
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Definicja 2.2. Rozwiazanie ¢: R — R3 uktadu (2.1) nazywamy homoklinicznym (do 0),
jezeli
qg(o00) = lim ¢(t) =0

t—+oo
oraz ¢(£o0) = 0.
Niech E oznacza przestrzen Sobolewa W1?(R,R?) ze standardowa norma
lalls = [ () + 1)) e
R

Lemat 2.3. Niech {u,}5°, {v,}22, bedq ciggami ograniczonymi w E oraz ||u,—v,||g — 0
dla n — oo. Wowczas
U | = vn|> — 0

dlan — oo w WH(R,R).

Dowdd. Z zatozenia {u, }5° i {v,}5°, sa ograniczone w F, a co za tym idzie w L= (R, R).
Stad

2
H|un|2 - ’Un|2||L2(R7R) < Slelg(nunHL“(R,R) + ||vn||L°°(R,R))2/||un(t>| - |Un(t)||2dt
R

< Cllun —vall3: (2.2)

Ponadto,

2

< 8llun(t, — 7jn)H%?(R,R) + 80 (un — Un)H%%R,R)
L2(RR)

< ssup iy [ in(t) = 0t 4 8 = ey [ 0a(0Pr (23
" R R
W oszacowaniach (2.2) oraz (2.3) przechodzac z n — oo otrzymujemy teze.

Wprowadzamy
£(g) = Sld(0)? — al) 1V (a(0)).
Bedziemy rozwazaé rodzine krzywych, ktore omijaja prosta [,
A={qe E:qt) ¢ldlateR}.
Dla q € A, definiujemy

I(q) = / £(q)dt. (2.4)

Stwierdzenie 2.4. Jezeli spelnione sa warunki (al), (H1)-(H4), to I € C'(A,R).

Dowéd. Rozpatrzmy
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Wtedy
I .
1(g) = 141172z s = J(9)-

Zatem wystarczy udowodnié, ze J € C'(A,R). Zauwazmy, ze pochodna Frecheta funk-
cjonatu J w punkcie ¢ € A wyraza sie wzorem:

DI(@)p = T'(a)p = / oYW (q(t)) - o(t)dt,

dla p € E. Chcemy pokazaé, ze

VaeaVes03y>0Vper 0 < [lolle <n = |J(g+¢) — J(q) — DJ(q)¢| < ll¢lle-

Mamy

|J(q+¢) = J(qg) — DJ(q)p| =

/a(t)(W(q(t) +(t)) = Wiq(t)) = VW (q(t)) - o(t))dt

R

< o [ W) + o) - Wialt) - IW(ale) o0l (2
R
gdzie ay = sup,p a(t). Z twierdzenia Lagrange’a otrzymujemy

[ IWtalt) + o(0) = Wea®) — IW (ale)) - o(0)

_ / VW (q(t) + 8(t) (1)) - (1) — VW (q(2)) - o(0)dt

gdzie 0(t) € (0,1). Poniewaz ¢(+o0) = 0, wiec
Vss0Tr=oVier |t| > 1= |q(t)] < 0.

Otrzymujemy

/ (VW (q(t) +0(t)e(t) = VW(q(t))) - o(t)|dt

_ / (VW (q(t) + (D) (t)) — VIV (q(1)) - (1)t

lt|<r
s [ UTW 0 +0000(0) ~ VW a(0)) - o0
[t|>r
Rozpatrzmy najpierw druga catke.
/ (VW (q(t)) + 0@)e(t)) — VW (q(t))) - o(t)]dt
[t]>r
< / VW (q(t) + 6(t)p(t) — VIV (q(D))||e(t)]dt. (2.6)

[t]|>r
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Dla ¢ € E, ||¢llr~@rs < V2|¢|s'. Dlatego jesli |l¢||lp < ‘/755, to ||l Leomrs) < 6.
Poniewaz W € C*(R?\ [, R), wiec VW lokalnie wokot 0 € R? spetnia warunek Lipschitza,
tzn.

dr>0V o) VW) — VW (g)| < Ll — gal-

q1,92€Ba;(0)

Stad, jesli ||¢||r < */756, mamy

[ 19w ato) + 800(0) - YWa)) - el < [ Lio@relieolar < L.

[t|>r [t|>r

_ V2 e

Niech € > 0. Przyjmujac 6 := % -7 otrzymujemy

o [ 1V alt) + 00)0(e) ~ VW (al) - o0ldt < il < Sllelle. 27

[t|>r

Dla pierwszej catki mamy ¢ € [—r, 7], czyli

4() + () ()] < la(0)] + 1e(0)] < gl =gy +8 = R.

Funkcja ciggla na zbiorze zwartym jest jednostajnie ciggta. Zatem

. s
33>qul,qum 1 — @2| <0 = |[VW(q1) = VW ()| < dagr

Stad, jezeli ||¢||p < ‘/755, czyli ||l @rs) < 6, to

eV 2r

4aqr

/I(VW(Q(t)+9(t)30(t))—VW(q(t)))-w(t)\dté/

lt|<r lt|<r

[eO)ldt < 5 llells- (28)
Ostatecznie, z (2.7) i (2.8) dostajemy
/a(t)(W(Q(t) +o(t) = Wigt)) = VW(q(t)) - p(t))dt| < e[l i, (2.9)

oile [[¢|lpg <ndlan= ? min{é, 6 }.
Pozostaje nam pokazac¢, ze J' jest ciagly. Zalozmy, ze ¢, — ¢ w E dla m — oc.
Mamy

sup
llellz=1

/R <vw<qm<t>>—vw<q<t>>>-¢<t>dt\ < ( / |vw<qm<t>>—vw<q<t>>|2dt)2

1

< ([ Wty - vwatopar) -+ ( /| W) - VW ale)) )

= (19wt - wtatenpar) -+ ( /| RO (0t

< ( [ 19w - vw<q<t>>|2dt> " Lllgn — qlls.

'Nieréwnosé ta wynika z nieréwnosci (3.4) udowodnionej w Rozdziale 3 na str. 66
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gdzie r oraz L sa jak wcze$niej. Przechodzac do granicy z m — oo, w pierwszym sktadniku
mozemy wejs$¢ z granicg pod znak calki korzystajac z twierdzenia Lebesque’a o zbieznosci
ograniczone]j i z cigglosci VW, otrzymujemy teze.

O

Stwierdzenie 2.5. Niech {p,,}>°_; C A bedzie ciagiem takim, ze {I(p,,)}>°_; jest ogra-
niczony oraz p,, — po W E przy m — oco. Woéwcezas

VI(pm) = VI(po) wE,
gdy m — oo.

Dowdd. Poniewaz

VIp) e = [ el s - [a®TWe) - e

R

@(t) - p(t)dt —VJI(p) - o,

Il
B P —_

wiec wystarczy udowodnié, ze

VJ(pm) = VJ(po)
w E. Niech ¢ € E. Ustalmy ¢ > 0. Niech R, bedzie dostatecznie duze, aby

/ lo(t)|Pdt < 2.

[t]>Re
Woéowezas
(VI () — VI () -] = /mmvwm&m—vwwmm»wwﬁ
Sal/‘wwwwm—vwwwmwmmw
[t|<Re

T+ oae /IVW@MW—VW@wm%t

t|>Re

Przy m — oo pierwsza catka dazy do 0 z twierdzenia Lebesque’a o zbieznosci ograniczonej.
Natomiast z Uwagi 2.1 wynika, ze druga calka jest ograniczona. Poniewaz ¢ jest dowolnie
male otrzymujemy teze.

O

Stwierdzenie 2.6. Jezeli (al) i (H1)-(H4) zachodza, ¢ € A oraz I'(q) = 0, tzn. ¢ jest
punktem krytycznym I na A, wowczas ¢ jest klasycznym rozwigzaniem ukladu (2.1) z
warunkami [¢(t)|, |¢(t)| — 0 dla |t| — oo.

Dowod. Jezeli ¢ € E, to z Lematu 3.4 wynika, ze ¢(t) — 0 dla |t] — oco. Jezeli ¢ jest
punktem krytycznym funkcjonatlu I, to jest stabym rozwiazaniem (2.1). Argumentujac
jak w [21] otrzymujemy, Ze jest ono klasycznym rozwiazaniem ukladu (2.1). Ostatecznie
z (2.1), (al), (H1) oraz (H3) tak jak w [15] mozemy pokazaé, ze ¢ € E i stad |¢(t)] — 0
dla [t| — oo.

O
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Niech II bedzie ptaszczyzna prostopadta do [ i zawierajaca 0. Dla potrzeb pracy
wprowadzimy wspotrzedne walcowe w R3 z osig wysokosci [ i ptaszczyzng odniesienia II.
Niech P bedzie punktem przeciecia ptaszczyzny Il i prostej . Wowcezas P jest biegunem
oraz PO jest osia biegunowa. W tym uktadzie wspotrzednych, dla kazdego ¢ € A mamy

q(t) = (r(t) cosp(t), () sin p(1), 2(1)),

gdzie r(t) jest odlegloscia q(t) od [, p(t) jest katem biegunowym oraz z(t) jest odlegtoscia
q(t) od plaszczyzny I1. Wybieramy dodatnio zorientowana baze {ﬁO, P?Z} w plaszczyznie
I1. Dodatnia orientacja [ jest wyznaczona przez P0x PR. Nie ma jednoznacznosci funkcji
. Jakkolwiek, jezeli q jest ciagla, to mozemy zalozy¢, ze r, ¢ oraz z sa takze ciagte.

Definicja 2.7. Dla ¢ € A mozemy wyznaczy¢ liczbe nawinie¢ wokot prostej [ jako:

(g = £~ Pe0)

WprowadziliSmy definicje liczby nawinie¢ wokot prostej [ jak J. Janczewska i J. Mak-
symiuk w [15].

Ustalmy é = |P|/3. Od teraz, B.(z) oznacza kul¢ otwarta w R® o promieniu ¢ > 0 i
srodku z € R3.

Uwaga 2.8. Niech 0 < ¢ < £. Jezeli ¢ € A, to istnieje T € R takie, ze ¢(T) € B.(0).
Wowczas przez WN(q|T ) oraz WN(q|5°) rozumiemy liczby nawinie¢ drog w A, ktore biora
5i€ 2 q|(—o00,1] 1 4|[1,00) 0dpowiednio, z polaczenia ¢(7) z 0 odcinkiem. Z teorii homotopii
wiemy, ze

WN(q) = WN(q|",) + WN(q|F").
Ponadto, jezeli ¢([T,00)) C B:(0), to

WN(q) = WN(q|",).

Niech
F={qeAN: WN(q) A0} =Trurl", (2.10)

gdzie
I'*={gel: £WN(q) > 0}.

Mozemy sformulowaé gltowny wynik rozprawy doktorskie;j.

Twierdzenie 2.9. Jezeli (al) oraz (H1)-(H{) zachodzq, wowczas uktad (2.1) posiada co
najmniej dwa homokliniczne rozwigzania QF € T'E.

2.2 Dowdd Twierdzenia 2.9

W przedstawionym dowodzie mozna wyrézni¢ cztery glowne etapy.

Etap 1., od Lematu 2.10 do Lematu 2.14, zapoznaje Czytelnika z podstawowymi
wtasno$ciami funkcjonatu dziatania 7: A — R.

Etap 2. - najdluzszy, obejmujacy materiat od Lematu 2.15 do Lematu 2.26, dotyczy
rodziny funkcjonatow I(3,-): A — R, gdzie 8: R — R jest dowolng funkcja ciagla, ktorej
wartosci znajduja sie pomiedzy kresem dolnym i kresem goérnym funkcji prawie okresowe;j
a(t).

Etap 3. rozpoczynamy od przypomnienia definicji ciaggéw Palais-Smale’a. Ten frag-
ment Rozdzialu 2. zaczyna sie Lematem 2.29, a konczy Twierdzeniem 2.35. Kluczowe
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s Lemat 2.32 - Lemat Reprezentacyjny oraz Twierdzenie 2.35 o ciggach Palais-Smale’a
funkcjonatu dziatania I posiadajacych tzw. wlasnos¢ Séré:

lPm+1 — Pmlle = 0, gdy m — oo.

Etap 2. i Etap 3. pokazuja, o ile bardziej ztozony jest problem badania istnienia rozwiazan
homoklinicznych ukladu (2.1) w sytuacji, gdy a(t) jest prawie okresowa funkcja Bohra od
sytuacji, gdy a(t) jest zwykla funkcja T-okresowa i wowczas mozna skorzystac z wlasnosci
I(q) = I(q¢ + kT) dla kazdego g € A i k € Z.

Etap 4. poprzedza fragment, w ktorym dla wygody Czytelnika przypominamy kilka
znanych faktéw z metod wariacyjnych. Etap ten obejmuje Twierdzenie 2.41, Lemat 2.42
i Twierdzenie 2.43. Oba wymienione twierdzenia rozstrzygaja o istnieniu rozwigzan ho-
moklinicznych dla uktadu (2.1).

W calym Podrozdziale 2.2 zakladamy, ze warunki (al) oraz (H1)-(H4) sa spelnione.

Etap 1. Podstawowe wtasnosci funkcjonatu dziatania I

Niech
a. = aginf{—W(x): = ¢ B.(0)},

gdzie 0 < e < €.

Lemat 2.10. Zatdzmy, ze q¢ € A oraz q(t) ¢ B.(0) dla kazdego t € S [rs, s:], gdzie
(75, 8i] N [rj,85] =0 dlai # 5. Wowezas

I(q) > \/ﬂz lq(s:) — q(ry)].

Dowo6d. Niech

Wowcezas
e | s LS
L= 30| fawa <3 [lawe
i=1 |7 =17 %
= [ i< ﬁ( rq'<t>|2dt> .
Ui [rissi] Uiz [rissi]
Stad )
M0zy [ loPa+ [ Wz 5+ ar
Ui [rissi] Uiy [rissi]
7 faktu, ze funkcja f(t) = % + a.t, dla t > 0 osigga minimum w punkcie t, = \/%Ts i
wynosi ono f(ty) = lv/2a. otrzymujemy teze.
O
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Lemat 2.11. Jezeli g € A oraz q(t) € N dla kazdego t € [o, u], to

tat)l < W@+ ([ - dt) ([ i |dt)

Dowdd. Dla g € A oraz ¢(t) € N, korzystajac z warunku Gordona otrzymujemy

Ul < U+ | [ S0t <>>dt]

< (/ VU (gl |dt) (/ §(t) |dt)
< |U<q<a>>|+( I —W<q<t>>dt)2( [ rq<t>12dt)2

7 Lematu 2.11 i wzoru (2.4) otrzymujemy, ze jezeli ¢ € A oraz ¢(t) € N dla kazdego
€ [o, ], to

|

U(a(w)] < [U(g(0))] + /=I(). (2.11)

Qo

Lemat 2.12. Niech {q,,}>_, C A bedzie taki, ze {I1(qn)}o_, jest ograniczony wR. Wow-
czas istnieje K > 0 takie, ze
d(qm(t),l) > K

dla kazdego t € R oraz m € N.
Dow6d. Z Lematu 3.4 otrzymujemy, ze {q,,}>_, jest ograniczony w L*(R,R3). Stad
istnieje stala ro > 0 taka, ze ¢, (t) € B,,(0) dla kazdego t € R oraz m € N. Jezeli
B, (0) NN =0, to K = d(B,,(0),1).

Rozpatrzmy przypadek B, (0) NN # (. Przypusémy, ze istnieje ciag {gm(im) 54
taki, ze ¢y, (pm) — [ dla m — co. Ustalamy 9§, 7o > 0 takie, ze

{Sell; |S—P|<é}x{Z€l; |Z—P|<ro} CN.

Istnieje my € N takie, ze dla m > mo, d(¢m(pm),l) < 0. Dla kazdego m > my istnieje
om < by takie, ze

Gm(om) €{S €T, |S—P| =6} x{Zcl; |Z—P|<r}

oraz

gm(t) € {S ell; |S—P|<d} x{Z €l; |Z— P|<ro}
dla wszytkich t € (0., tm). Wowcezas z (2.11) dostajemy

U )] < W) + 2 10,

(¢}

Z ograniczonoSci {U (qm(om)) Yoo , oraz {1(qm) }oo_, otrzymujemy, ze {U (qm(fim)) }oo_, jest
ograniczony. Z drugiej strony z warunku (H2) wiemy, ze |U(gm(im))| — 0o dla m — oc.
Sprzeczno$é.

(]
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Niech
+ _
= qlel}f:‘t I(q). (2.12)

Stwierdzenie 2.13. Istnieje ¢ > 0 takie, ze

ct>ec (2.13)

Dowod. Udowodnimy przypadek ¢t. Drugi jest analogiczny. Niech {g,,}°°_; bedzie
ciagiem minimalizujacym dla I na I'". Ustalmy 0 < & < é. Jezeli ¢, € T'T, to WN(q,,,) >
0. Poniewaz B.(0) Nl = 0, to istniejg 177", To* € R takie, ze ¢, opuszcza kule B.(0)
w czasie 77", nawija sie dookola prostej [ i wraca do kuli B.(0) w czasie T3". Istnieje
Ty e (T7,Ty) taki, ze |¢n(13")| > |P|. Stad z Lematu 2.10,

H4) 2 VEaclgn(T") — T3] > V3w 0.

Ostatecznie,

|

Lemat 2.14. Jezeli M > 0 oraz q € A, I(q) < M, to istnieje stata w(M) > 0 taka, Ze

e < w(M).
Dowod. Wezmy ¢ € A takie, ze I(q) < M. Wowczas
M > I(g / (5 t)W(q(t))) dt,
R

a stad

1G]172 0 sy < 2M
oraz

M > /—a(t)W(q(t))dt. (2.14)

R

7 (H3) wynika, ze istnieje v > 0 takie, ze
—W"(0)(y,y) > 27yl (2.15)
dla y € R. Z ciagltosci W” dostajemy, ze istnieje § > 0 taka, ze jesli |y| < d, to

~W(y) = yly|*.

Niech
S():={teR: |q(t)| > ¢}, §(5) ={teR: |q(t)] <d}.
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Wtedy z (2.14) otrzymujemy

Mo> /wwmwwwj¥wmwmw
5(8) S

5(8)

v

/—MWdeﬁ+%7/M@ﬁﬁ
S(8) S(%)
> as-pu(S0) +aoy [ lat)Pdt.
5(s)
Zatem
M > a5 - u(S(9))
oraz
Mz a [ lato)e
5(5)

Z Lematu 2.10 wynika, ze

I(q) > V2a5(||q]| Lo mr3) — 0),
czyli
lall sy < 2202
qllLoo(RR3) = \/T«(; :

W konsekwencji,

lalfeezsy = [ lat0Pde= [ latoPar+ [ 1o
R 5(3) 5(8)

M (M +6205\> M

a( «%;:>+%?

IN

co koriczy dowod.

O
Etap 2. Rodzina funkcjonatow I(B,-): A — R
Oznaczmy przez A, zbiér
A.={8 € CR,R): ag < B(t) < a; dla kazdegot € R}.
Dla kazdego 8 € A, zdefiniujmy funkcjonal I(3,-) : A — R wzorem
1.
16.0) = [ (FHOF - 5OW () ) (210
R

Niech
Ko={veA: v#£0,38 € A, I'(5,v) =0}
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oraz

Qo =f{p EW(R,R): o(t) = Y |r,vi(t)]%, v; € Kuo, 0; € R, #N(gp) < 00},

i€EN(p)
gdzie 1o, v;(t) = v;(t + 6;).
Lemat 2.15. Zachodzqg nastepujgce nierdwnosci:

(i) 5mAfa 1nf llpl|e >0,

(11) inf inf I(5,p) > 0.

BEAL pEK o

Dowo6d. Z warunku (H3) otrzymujemy, ze istnieja state p, Sy > 0 takie, ze jezeli
0 < |z| < p, to =VW(z) -z > By|lz|*>. Niech p € A spelnia 0 < [|p|lp < %ip. Stad
mamy

VIBp) p = / (B — BOVW(p(1) - p(t)) dt

R

2 /R(Ip( ) + aoBolp(t)[*)dt > min{1, aoBo}|Ipll% > 0,

co pokazuje, ze p nie moze by¢ punktem krytycznym zadnego I(f,-). Zatem zachodzi (i).
Niech

.= inf inf
Coo - Eéila g;(prHE

Pokazalismy, 7e ¢, > 0. Wesmy § € A, i p € K. Warunek (H3) implikuje, ze
istnieja state p1, 81 > 0 takie, ze jezeli 0 < |z| < p1, to =W (z) > Bi|z|*. Zalozmy, ze
0 < [|p||Lo(rr3) < p1. WoWcezas otrzymujemy

16,002 [ (G0F + sl ) e win {5, o { ol 2 min { 5ot b2
R

(2.17)
Zalozmy teraz, ze ||p|poomrs)y > p1. Ustalmy 0 < e < {&,p1}. Z Lematu 2.10 wynika, ze

I(B,p) > \/20s - 5. (2.18)

Z nier6wnosci (2.17) i (2.18) wnioskujemy, ze

BEAq PEK oo 2’

1
inf inf I(S,p) > min {min{— aoﬁl} Coor 4/ 202 - g} > 0.
O
Lemat 2.16. Niech qo € A oraz {pn}5°_, C A bedzie ciggiem takim, zZe p,, — 0 w E.

Zatozmy, ze
E|C>0Vm€N [(pm) S C A [(QO) S C

Wowezas

(i) sup / B(t) ) ao(t)) — W (pm(t)) — W(go(t))dt| — 0 dla m — oo,
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(ii) sup sup /B(t)(VW(pm(t)Jr(Jo(t)) — VW(pn(t)) = VW (qo(1))) - ¢(t)dt| — 0

BEAa llollp=1
R

dla m — oo.

Dowdéd. Zauwazmy, ze na mocy Lematu 2.12 istnieje p = p(C') takie, ze

d(pm(t),1) = p (2.19)
oraz,

d(qo(t), 1) = p (2.20)
dla kazdego m € N, ¢t € R. Niech R > 0 bedzie takie, ze

ao(t)] < % (2.21)

dla |t| > R. Z faktu, ze p,, = 0 w E wiemy, ze p,, — 0 w Lo (R, R?). Stad

loc
InenVmenVi<r  [Pm(t)] < g. (2.22)

Podzielmy caltke z (i) na dwie catki

/5 )+ a0(t) — W (pm(t)) — W(qo(t))dt

<R
/5 t) + qo(t)) = W(pm(t)) — Wiao(t)))dt.

[t|>R

Dla |[t| < Rim > N z nieréwnosci (2.20) i (2.21) mamy

Apn(t) + qolt). 1) = d(ao(),)) = pm ()] > p— £ = .

Z kolei dla |t| > R i m € N z nierownosci (2.19) i (2.22) otrzymujemy

Apn(t) + qolt). 1) = d(p().)) = lao()] > p— £ = .

Stad p.,+qo € A dlam > N. Zauwazmy, ze pierwsza z calek zbiega do zera przy m — oo,
co wynika z faktu, ze p,, — 0 w L (R, R?). Wystarczy zatem pokazac, ze dla dowolnego

loc
€ > 0 znajdziemy R. > 0 takie, ze dla dostatecznie duzych m € N zachodzi nieréwnosc¢

/’ﬁ w0+ 0(8)) — W (1)) — W (qo(t)))dt < e. (2.23)
1> Re

Z twierdzenia o wartosci éredniej wiemy, ze istnieja liczby & € (0, 1) takie, ze

/B )+ ao(t)) — W (pm(t)) — W(qo(t)))dt

[t|>R

<a3/wmwa>+%%mwmmw+m/WW@ﬁMﬁ

[t|>R [t|>R
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dla wszystkich g € A,.
Wybierzmy M > 0 tak, zeby

@0(t), pn(t) + Enao(t) € Bur(0)\ {y € R*: d(y,1) < £}

dla kazdego t € R oraz dostatecznie duzych m € N. Mozemy tak zrobi¢, poniewaz ciag
{pm }_, jest ograniczony w E. Z Uwagi 2.1

Otrzymujemy

o / VW (o (8) + E00(0)) - qo(D)]d + s / W (qolt))dt

[t|>R [t|>R
< wkK / Pt) + €5 q0(D]lg0(0)]dt + ar K / qolt)|dt
[t|>R [t|>R
< wk / ()0t + 2 / qolt)|2dt
t|>R [t|>R
1/2 1/2
< wk / (P ()2t / wdt | +2 / qolt)|dt
t|>R t|>R [t|>R
1/2
< g K su§||pm||L2(R7Rs) /|q0(t)|2dt + 2 / lgo(t)|?dt | . (2.24)
me Nﬂ>R [t|>R

Poniewaz [, lqo(t)|*dt — 0 przy R — oo, wige zachodzi (2.23).
Postepujac analogicznie, zeby dowiesé nieréwnosei (ii) musimy pokazac, ze dla kazdego
e > ( istnieje R. > 0 takie, ze

/ [BE) (VI (pn(t) + qo(t)) = VW (pm(t)) — VW (qo(£))) - (8)]dt < € (2.25)

[t|>Re
dla kazdego |||l = 1 oraz dla kazdego 3 € A,. Poniewaz W € C*(R3\ [,R), wiec VIV
jest lokalnie Lipschitzowski ze stala Lipschitza L > 0 na zbiorze zwartym |z| < M. Stad

/ [BE) (VW (pra(t) + qo(t)) = VIV (P (1)) — VW (qo(1))) - o (t)|dt
[t|>R

< w / VW (i (1) + q0(t)) = VW (pm (D)l 0(£)]dE + a1 / VW (g0 ()l ()] dt

[t|>R [t|>R

< ol [ la®le@lit+ak [ a0l
t|>R lt|>R
1/2 1/2 1/2
< w@+m) | [leoPa| | [la@Pra] <aeer) | [ aop
t|>R t|>R tI>R
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Whioskujac tak samo jak w dowodzie nieréwnosci (2.23) otrzymujemy (2.25).
]

Stwierdzenie 2.17. Niech {p,,}2°_, C A bedzie ciagiem takim, ze p,, — po w E. Za-
t6zmy, ze
E]C>O\V/m€N ](pm) S C A I(pO) S C.

Woéwcezas

(i) Bsélf [ I(5, pm —po) — L(B,pm) + 1(B,po)| — 0 dla m — oo,

ﬁ)gfHVK&nn—m)—Vﬂﬂmmy+vH@pm@—+omam—+m.
Ea

Dowod. Mamy

1(8,pm = po) = 1(B, pm) + 1(B, po)
- !/"10pm<w-—po@ﬂ2-—u%xtﬂ2++po@n2ﬁﬁ

+/@ — po()) = W (pm(8)) + W (po(t)))

= 0(1)+/5(t)(W(pm(t) —po(t)) = W(pm(t)) + W(po(t)))dt, (2.26)

R

gdy m — oo. Podstawiajac p,, — po = 2, otrzymujemy, ze z,, — 0 w £, a zatem

%ww/w D)+ po(t)) — W (1)) — W (po(t))dt — 0,
cAq

gdy m — oo na mocy (i) z Lematu 2.16.
Postepujac analogicznie jak wyzej otrzymujemy, ze dla kazdego ¢ € E zachodzi row-
nosc

IVI(B,pm —po) -0 — VI(B,pm) - ¢+ VI(B3,p0) - ¢

/B(t)(VW(pm(t) —po(t)) = VW (pm(t)) + VW (po(t))) - o(t)dt|. (2.27)

Ponownie podstawiajac p,, — po = 2m, otrzymujemy

Bsélfll:) Hv](ﬁJ)m _pO) - VI(/Bapm) + vj(ﬁaPO)”E

< wp&mL/MWVW@M0+MQD—VW@MW—Vwﬂmm%wwﬁ-+Q

BEAa lol=1
R

gdy m — oo na mocy (ii) z Lematu 2.16.
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Lemat 2.18. Istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdego ¢ € Q,

0 < p(t) <20 = ¢"(t) > 0.

Dowéd. Niech ¢ € Q. Wowczas

P
= Imu()’,
i=1

gdzie 0, € R, v; € K dlai = 1,2,...,p. Dla kazdego + = 1,2,...,p istnieje §; € A,
takie, ze I'(5;,v;) = 0. Rozniczkujac ¢ dwukrotnie dostajemy

O'(t) = 227‘9% - T, Vi ()

oraz

O'(t) = 2Z|7'gvz |—|—227’ng - Tp, Vs (t).

Poniewaz I'(B;, v;) = I' (719, i, To,v;) dla i = 1,2,...,p, wiec

O'(t) = QZ |79, 0:(t)|* — 227'9 Bi(t)VW (19,v4(t)) - To,v4(t)

> 2 Z 70,05 (1) |* — 2a, Z VW (1,v:(t)) - To,0:(t).

Niech v > 0 bedzie stala jak w nieréwnosci (2.15). Istnieje § > 0 taka, ze jezeli 0 < |z| <
V26, to VW (z) - z < —v|z|?. Dla kazdego t € R takiego, ze 0 < ¢(t) < 28 otrzymujemy,
e |mo,0(t)] < V20 dla i = 1,2,...,p, a stad VW (rg,05(t)) - mo,0:(t) < —y|75,0:(t)[%.
W konsekwencji,

p p
() > 23 | vt + 201y Y, vi(t)? > 0,. (2.28)
=1 =1

co koriczy dowod.

Dla kazdego ¢ € o, niech

Z(p) ={t eR: ¢(t) = o},

gdzie 0 jest liczbg zdefiniowana w Lemacie 2.18. Zauwazmy, ze na mocy Lematu 2.15
mozemy bez straty ogolnosci zatozy¢, ze Z(p) # 0. Niech T: Q. — R bedzie okreslone
wzorem

T(p) = max Z(p).

Zauwazmy, ze poniewaz ¢ € (o, to T jest poprawnie okreslona.

Stwierdzenie 2.19. Dla kazdego ¢ € Q zbior Z(yp) jest zbiorem punktow izolowanych.
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Dowod. Niech t* € Z(¢) oraz Ny bedzie sasiedztwem punktu ¢* takim, ze
VteNt* (p(t) < 25

Takie sasiedztwo istnieje z ciaglosci funkeji . Z Lematu 2.18 dla t € Ny mamy ¢”(t) > 0,
wiec ¢ jest Scisle rosnaca. Gdyby t* nie byl punktem izolowanym, to istnialby monoto-
niczny ciag {t,}°2, C Z(p), bez straty ogolnosci zalozmy, ze rosnacy taki, ze t, — t*
dla n — oco. Wowcezas na mocy twierdzenia Rolle’a dla kazdego n € N istniataby
N € (tn, tas1) taka, ze ¢'(n,) = 0, co przeczy Scistemu wzrostowi funkcji ¢’

O

Niech funkcja T7: Qo — R bedzie dana wzorem

Ti(p) = max{Z(p) \ {T(p)}}-

Innymi stowy, T1(p) jest przedostatnim czasem, dla ktorego p(t) = 6.

Stwierdzenie 2.20. Dla kazdego ¢ € Q4 istnieje £ € (T1(p), T(p)) takie, ze (&) > 24.

Dowd6d. Niech ¢ bedzie punktem takim, ze

o(€) = nax o(t).

Oczywiscie &€ > T1(p). W przeciwnym razie w punkcie T7(¢) bytoby lokalne maksimum,
co jest sprzeczne z Lematem 2.18. Stad (&) > 2J. Z definicji funkcji T wiemy, ze ¢(t) < 0

dlat > T(p). Zatem & € (T1(v), T(p)).
O

Stwierdzenie 2.21. Niech B bedzie ograniczonym podzbiorem Q.. w WH?(R,R). Wow-
czas

nf (T(p) —Ti(p)) = > 0.

Dowéd. Na mocy Stwierdzenia 2.20 wiemy, ze dla kazdego ¢ € (). mozemy znalezé
€ € (Ti(p), T(p)) takie, ze p(§) > 20. Wowczas

13
5 < [o(€) — p(T(9))] < / Dldt < VE— @I 2.

T1(p)

Stad
52
T(p) = Tilp) 2 €= Tilp) 2 (Wper 19 @) "

Uwaga 2.22. Analogicznie mozna pokazaé, ze

inf {|t — s|; p(t) =9,p(s) =20} =v > 0.
peB
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Stwierdzenie 2.23. Niech B bedzie ograniczonym podzbiorem Q.. Wowczas istnieja
p > 0 oraz v > 0 takie, ze

Spl(t) < - vte[?(go)fp,ﬂ’(gp)er]vcpeB- (229)

Dowdd. Z dowodu Lematu 2.18 (poréwnaj nieréwnos$é (2.28)) istnieje stata b > 0 taka,
ze
0<p(t) <20 = ¢"(t) > bp(t) Voequ-

Niech n = n(¢) = max{t € R; p(t) = 26}. Pokazemy, ze dla kazdego t > n zachodzi
¢'(t) < 0.

Przypu$émy nie wprost, ze istnieje ¢, > n takie, ze ¢'(t1) > 0. Poniewaz tlim o(t) =0,

—00

wiec musi istnie¢ t* > 7 takie, ze ¢'(t*) = 01 ¢"(t*) < 0 (t.j. musi istnie¢ maksimum
lokalne wlasciwe). Z Lematu 2.18 wynika, ze p(t*) > 20. Zatem istnieje t € [t*, 00) takie,
ze p(ty) = 20. Sprzecznosc.

7 powyzszego oraz z Uwagi 2.22 otrzymujemy, ze istnieje v > 0 takie, ze

gol(t) <0 VtE[‘J’(c,o)71/,c>o)\vlgoeB- (230)

Rozwazmy funkcje E,: [T(¢) — v,00) = R dana wzorem

E,(t) = L0 ~ 2le0)”

Widzimy, ze E,(t) = ¢'(t)(¢"(t) — bp(t)) < 0 dla kazdego t € [T(p) — v,00). Stad
E, jest malejaca. Poniewaz thm E,(t) > 0, otrzymujemy, ze E,(t) > 0 dla kazdego ¢ €
—00

[(‘T(SO) -V OO)
Niech p > 0 bedzie odpowiednio mate, tak aby

J

3
5 <¢t) <50 Vi) -p3te)rtolVeen-

Takie p istnieje na mocy Uwagi 2.22. W szczegdlnosci w przedziale [T(p) — p, T(p) + p]
mamy E,(t) > 0 dla kazdego ¢ € B. Stad

52
GO = He)]? = b2
a poniewaz ¢'(t) < 0 otrzymujemy, ze

J

") < =vVb= = —
¢'(t) < 5 v,

dla kazdego t € [T(¢) — p, T(p) + p| oraz ¢ € B.
O

Stwierdzenie 2.24. Funkcja T: (), — R jest lokalnie Lipschitzowska na ograniczonych
podzbiorach Q.

Dowé6d. Bedziemy chcieli pokazaé, ze dla ograniczonego B C () istnieje stala o > 0
taka, ze

1
T(p) = T(@)] < ;H@ —Yllwrzwr) Voyen ¢ — Yllwrzrr) < o,
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gdzie v = v(B) jest stala zdefiniowana w Stwierdzeniu 2.23.

Niech v > 0 bedzie stala taka jak w Uwadze 2.22 oraz niech p > 0 bedzie jak w
Stwierdzeniu 2.23. Bez straty ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze p < v. Niech ¢ € B. Na
mocy Stwierdzenia 2.23

T(e)+p
PT) +0) = o(T) = [ i<
T(»)
oraz -
e(T(@) —e(T(p) —p) = @' (t)dt < —vp
T(e)—p
Stad

o(T(e)+p) <0—vp oraz ©(T(p) —p) > 6+ p.
Niech 0 < ¢ < min{~yp,d} oraz niech ¢ € B speknia ||¢ — ¢||w12mr) < 0. Wowczas

V(T (p) = p) = (T (p) —p) —@(T(p) —p) + 0(T(p) = p) > =0+ +7p > 0.

Podobnie otrzymujemy
V(T () +p) <0
Z wlasnosci Darboux otrzymujemy, ze istnieje t* € (T () —p, T(p)+p) takie, ze ¥ (t*) = 9.
Pokazemy, ze t* = T(¢). W przeciwnym wypadku byloby t* < T;(¢)). Ze Stwierdzenia
2.20 wiemy, ze istnieje £ € (T1(v), T(¢¥)) takie, ze ¥(§) = 20. Z faktu, ze { —t* > v (patrz
Uwaga 2.22) otrzymujemy, ze

E>vHt > p+T(0) —p=T(p).

Poniewaz ¢ jest malejaca dla t > T(p) — p (patrz nieréwnosé¢ (2.30)), wiec ¢(&) <
©(T(p)) = 0. Stad

d <YP(€) — &) <Y —ollwremr <o <.
Sprzecznosé. Stad t* = T ().
Dla T(v) > T(p) mamy

0 = ¥(TW) —e(T(p) = (T(W) = e(T()) + (T (¥)) = e(T(¥))

)
< e =Yllwieee + | €' (0)dt < |l = Ylwrewr) — Y (T(W) — T()).

Sl

2
&

Analogicznie dla T(¢) < T(p) otrzymujemy

0 < |l —Yllwreer) —7(T(p) — T(W)).

Z powyzszych nier6wnosci otrzymujemy ostatecznie

1
7o) = TWI < Zlle = Yllwrzmz) Voves e = vlwr2en < o

co koriczy dowod.
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Lemat 2.25. Niech (31, fo € L®(R,R) oraz B C A. Zalézmy, ze I(B) jest zbiorem
0graniczonym.

desoVeenl(q) < C.
Wowczas istnieje stata M taka, ze dla kazdego q € B,

[1(B1,q) — 1(B2, q)| < M|[Br — Ball L r.r) (2.31)

oraz

IVI(B1,q) — VI(B2,q)||z < M||B1 — Bol| Lo r)- (2.32)

Dowo6d. Z zalozenia istnieje statla M; > 0 taka, ze I(q) < M; dla kazdego ¢ € B. Z
Lematu 2.12 wynika, ze istnieje p > 0 takie, ze d(q(t),l) > pdlat € Riqg € B. Z kolei z
Lematu 2.14 istnieje w(M;) > 0 takie, ze ||¢||p < w(M;) dla ¢ € B. Natomiast z Uwagi
2.1 otrzymujemy, ze istnieje M, > 0 takie, ze

W (@) < Ma|z[* VIV ()] < Mola]

dla kazdego x € E\/iw(Ml)(O) \{y € R®: d(y,l) < p}. Wobec powyzszego, dla ¢ € B
mamy

11(B1,q) — 1(B2,q)| =

JIECE Bl(t))W(q(t))dt’
= 181 = Ball e ) /]R (W (g@)|dt < |81 — BallLemr) - M2 / q(t)|*dt

< 181 — BellLe@r)Ma - gl < Ma - w(M1)?||B1 — Bl z=®r)

Ostatecznie,

[1(B1,q) — 1(B2,q)| < My - w(M:)?||B1 — Bal| oo .y

Analogicznie, nierownosé (2.32) wynika z oszacowania

IVI(B1,q) = VI(Ba2, @)l < [|B1 — Bl L@ ) (/R |VW(q(t))|2dt> ’ .

Jako prostg konsekwencje Lematu 2.25 dostajemy.

Lemat 2.26. Niech {q,};>, C A oraz {B8,}22, C L>®(R,R) bedq ciggami takimi, Ze
{I(qn)}55, jest ograniczony i 5, — f w L*¥(R,R). Wdiwczas

dla n — oo.
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Etap 3. Ciggi Palais-Smale’a funkcjonatu dziatania [

Nastepnych kilka lematéw poswiecimy wlasnosciom ciagéw Palais-Smale’a funkcjonatu
1. Zacznijmy od przypomnienia nastepujacych definicji.

Definicja 2.27. Mowimy, ze {p,}>_, C A jest ciagiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu
I: A — R ((PS)-ciagiem), jezeli {I(py)}oo_; C R jest ograniczony oraz I'(p,,) — 0w E*,
gdy m — oo.

Definicja 2.28. Mowimy, ze {p,}>_; C A jest ciagiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu
I: A — R na poziomie b ((PS),-ciagiem), jezeli I(p,,) — b w R oraz I'(p,,) = 0 w E*,
gdy m — oo.

Lemat 2.29. Niech {p,,}>°_; C A bedzie ciggiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu I na
poziomie b > 0. Wtedy istnieje e > 0 takie, ze

lim inf {|py, || oo (r R3) > €.
m—r0o0

Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze liminf ||py, || L@ rs) = 0. Wowczas istnieje podciag
m— 00
{pm,, 132, taki, ze klim 1D || oo (m 3y = 0. Wykorzystujac (H3), wiemy, ze istniejg stale
— 00

p, Bo > 0 takie, ze jezeli |z| < p, to —VW(x) -2 > Bo|z|*>. Dla k dostatecznie duzych
HpmkHLoo(R,R:a) < p. Mamy wéwcezas

VI oo = [ (5O = a7 (0, () 5y (0)) e

R

> /(Ipmk ()7 + aoBolpum, (¢)[*)dt > min{1, aoBo}H|pm |-
R
Przechodzac z k — oo w powyzszej nieréwnosci, dostajemy, ze p,,, — 0 w E, a stad
lim I(pm,) = 0.
k—o00

Sprzecznosé, bo lim I(p,,, ) =b> 0.

k—o00

O

Whniosek 2.30. Niech {p,,}>°_; C A bedzie ciggiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu I na
poziomie b > 0 takim, zZe p,, — 0 w E. Wowczas istnieje ciqgg {0, }o0_, C R taki, ze:

(i) Zaden podcigg {pm (- + 0m)}_, nie zbiega stabo do zera w E,

(11) {0,,}5°_, nie posiada podciggu ograniczonego, to znaczy |0,,| — oo dla m — oo.

Dowéd. Dla kazdego m € N niech 6, bedzie taka, ze [p(0m)| = ||pm||recrrs) 1 niech
Um(t) = pm(t + ). Pokazemy, ze {v,,}5°_; nie ma podciagu stabo zbieznego do zera w
E.

Nie wprost. Jezeli istnieje podciag {vn, }72, taki, ze v, — 0w E dla k — oo, to
Vm, — 0w L2 (R, R?), wigc vy, (0) — 0 w R3. Wtedy

loc

”pmkHL“’(R,R?’) = ’pmk(emk)l = |Umk(0)| —0 dla k— 00,
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co jest sprzeczne z Lematem 2.29.
(ii) takze udowodnimy nie wprost. Zalézmy, ze istnieje podciag {0, }72; C {Om}oe_,,
ktory jest ograniczony. Z niemal jednostajnej zbieznosci {p,, }72; do 0, otrzymujemy, ze

||pmk||L°°(R,R3) = |pmk (gmk)| — 07

gdy k — o0, co jest sprzeczne z Lematem 2.29.
O

Zanim przejdziemy do nastepnych lematéow technicznych, zauwazmy kilka prostych
tozsamosci dla funkcjonatow I(f,-), ktore wynikaja z zamiany zmiennej catkowania.

1(B,7op) = I(1-983, ),

I(m983, 7op) = 1(B, ),

VI(B,7op) - = VI(T-08,p) - T-0¢,
VI(1983,79p) - Top = VI(B,p) - .

Sprawdzenie powyzszych tozsamosci pozostawiamy Czytelnikowi. Wykorzystamy je w
dowodach nastepnych lematow.

Lemat 2.31. Niech {p,}:°_, C A bedzie ciggiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu I na
poziomie b > 0 takim, ze p,, — 0 w E. Wowczas istniejq funkcja B € Aq, funkcja vy € B
(v1 # 0) oraz cigg liczb rzeczywistych {0,,}2°_, taki, Ze dla pewnego podciagu {7, pm }oe_y,
caly czas oznaczanego {1y, Pm}oo_,, spetnione sq nastepujgce warunki:

(i) 1o, pm — v1 w E,
(1) VI(B1,v1) =0,
(111) |Om| — 00 dla m — oo,
(iv) {pm — T_o,v1}0_, jest ciggiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu I na poziomie

b_I(BhUI)-

Dowod. Niech {6,,}5°_, bedzie ciagiem danym przez Wniosek 2.30. Wowczas (iii) otrzy-
mujemy natychmiast. Na mocy Lematu 2.14 ciag {7y, pm }5°_; jest ograniczony w E, wiec
zawiera podciag {7y, pm }oo_, stabo zbiezny do pewnego v; w E (v; #Z 0). Stad zachodzi
(i).

Rozwazmy teraz {my, a}>°_,. 7 kryterium Bochnera wiemy, ze istnieja podciag, ozna-
czany {7y, a}>_,, oraz funkcja 5 € A, takie, ze

To,, & — [f1  jednostajnie na R.

Niech ¢,, = 19, pm- Mamy ¢q,, — v; w E. Na mocy Stwierdzenia 2.5 dla kazdego ¢ € F

m

otrzymujemy
v[<5lavl) Y= ny_{%o vj(ﬂlan) 4
= n}Ll—{noo (Vj(ﬁla qm) i 2 V[(7—9maa qm) : 90) + rrlLl—r>noo VI(Tgm(I, Qm) P = 07
poniewaz pierwszy skladnik dazy do zera z Lematu 2.26 oraz

lim VI(71g, a,qm) ¢ = lim VI(r, a, 1y, Dm) @ = li_r)n VI(pm) - T, ¢ =0.

m—0o0 m—00
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Stad warunek (ii) zachodzi i pozostaje udowodnié¢ (iv).
Mamy

I<pm - T—val) - I<pm> + I(517 Ul)
= (I(pm — 7—9,,v1) — L(79,,a, @) + L(79,,a,v1)) — (I(19,,a,v1) — I(P1,v1)) = o(1),

co wynika ze Stwierdzenia 2.17 oraz Lematu 2.26. Otrzymujemy wiec, ze

lim I(py, — 79, v1) =b— I(B1,v1).

m—0o0

Ponadto, dla kazdego ¢ € E,

lim VI(pym —7-g,v1) ¢ = lm (VI(pm —7_9,v1) ¢ —VI(pm) v+ VI(ry,a,v1) T, )

m— 00 n—oo

= lim (VI(m,,a,qm —v1) - 79,0 — VI(T0,,0, ¢m) - To,, 0 + VI(7p,,a,v1) - To,, ) = 0,

m—0o0

na mocy Stwierdzenia 2.17, co konczy dowod.
O

Lemat 2.32. (Lemat Reprezentacyjny) Niech {pn}>_, C A bedzie ciggiem Palais-
Smale’a dla funkcjonatu I na poziomie b > 0. Wowczas istnieje liczba naturalna k € N,
zalezna od b, k funkeji B; € Aq, k funkejiv; € E, v; Z 0, podcigg weigz oznaczany {pm}oo_,
oraz k ciggow {0} }oo_,, {62, .o {08 3 C R o nastepujgeych wtasnosciach:

o0
m=1» *
(7’) ”pm - Zle TQ%'H'U@'HE — 0 dlam — oQ,

(11)) VI(B;,v;) =0 dla kazdego i = 1,2, ...k,
(iti) b= 3y 1(Bi, v1),

(w) |08, — 67 | — oo dla m — oo dla kazdego i # j.

Dowo6d. Na mocy Lematu 2.14 ciag {pm,}>_; jest ograniczony w E. Poniewaz E jest
refleksywna, wiec istnieje v € E takie, ze p,, — v wzdluz pewnego podciggu. Z Lematu
2.12 wynika, ze v € A.

Zatozmy, ze v = 0. Wtedy p,, — 0 w E. Stosujac Lemat 2.31 znajdziemy funkcje
p1 € A, funkcje v1 € E (vy # 0) oraz ciag liczbowy {6} }°°_, takie, ze:

T_gL Pm — V1 W E,

VI(B,v1) =0,

|0 — 00,

I(pm — To,v1) = b—1(Br,v1) WR,
VI(pm — 1o v1) = 0w B,

gdy m — oo, dla pewnego podciagu {7_g pm}re_;. Stad I(B1,v1) < b. Moze zaj$¢ jeden
z dwoch przypadkow: I(f1,v1) < blub I(B1,v1) = b.
Przypadek 1. Zalozmy, ze I(f3,v1) = b. Wowczas I(p,, — 7o v1) — 0, co implikuje
|Pm — 791 v1]|g — 0 dla m — oo, wiec twierdzenie jest prawdziwe dla k = 1.
Przypadek 2. Zalozmy, ze I(f1,v1) = by < b. Wowczas ciag p,, = Pm — To1 V1 jest
ciagiem Palais-Smale’a dla I na poziomie b — b; > 0. Z Lematu 2.31 znajdziemy funkcje
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B2 € A, funkcje vo € E (v9 # 0) oraz ciag liczbowy {62 }°°_, takie, ze:

T—@znp}n —vwk,

VI<52,U2) =0,

16| = o0,

](p}n—ngnUQ) —b—>b; —I(fa,12) wWR,
VI(p} — T2 V2) = O W E,

gdy m — oo, dla pewnego podciagu {7_g2 p;, }o°_;. Jezeli I(B2,v2) = b—by, to twierdzenie
jest prawdziwe dla k = 2. W przeciwnym wypadku, gdy (83, v2) < b — by, Lemat 2.31
stosujemy do ciggu Palais-Smale’a p2, = p;, — Ty2 vo.

Zauwazmy, ze nasza procedura ma skonczong liczbe krokéw. 7 Lematu 2.15 dla kaz-
dego i =1,2,... mamy

b; = I(B;,v;) > inf inf (S, =d >0,
(Bi;vi) 2 inf nf I(5,p)
wiec po co najwyzej k = [%} krokach otrzymamy I(Sy,vx) = b — by — by — ... — by_1.
Woweczas pf, = pk ' — 7y vy jest ciagiem Palais-Smale’a dla funkcjonatu I na poziomie
zerowym, czyli

IpE) =0 wR,

VIpE) =0 wE,
gdy m — oco. Stad

o llz = [l — 7x velle =

k
Pm — § Toi Vi
i=1

— 0,
E

gdy m — oo.
Pozostaje pokazaé (iv). Zauwazmy, ze |0} | — oo dla m — oo, wigc twierdzenie jest
spetnione dla k = 1. Dla k = 2 mamy 7_g2 p;, — v2 w E, gdzie vy # 0. Stad

1
T—92,Pm = T—02,+60%, 6%, (Pm — TG},LUI) = 7'—02,1,+9,1,L(T—0},me — 1) = Vg

dla m — oo. Poniewaz 7_g1 pr, —v1 — 0 dla m — oo, wiec ciag {—02, +6,,}°°_, nie moze
mie¢ ograniczonego podciagu, bo wowczas T_g2 191 (T_g1 P, — v1) — 0 wzdluz takiego
podciagu, co jest sprzeczne. Ostatecznie |02, — 0L | — oo dla m — oo, wigc twierdzenie
jest prawdziwe dla £ = 2. Dla £ = 3 mamy T,ggnpfn — vy w F, gdzie v3 # 0. Stad

2 1 1
T_03 D = T3 402 —02 (D, — To2,V2) = T_g3 192 (T_p2 Dy, — V2) — V3

dla m — oo. Poniewaz 7_g2 pr, — v — 0 dla m — oo, wigc ciag {—02, + 62,}°°_, nie moze
mie¢ ograniczonego podciaggu, bo woéwczas T,973n+93n(7',972np11n — vy) — 0 wzdluz takiego
podciagu, co jest sprzeczne. Ponadto

T—e;’:np?n = T—egn+9,1n—9}n(pm — ToL, V1 — 7-63““2)

= 7—70§n+€}n(7;0}npm — 1) — T_63,+62,V2 — U3

dla m — co. Poniewaz v, € E oraz | — 02 + 02| — oo dla m — oo, to 7_gs g2 va — 0.
Gdyby ciag {—62, + 0}, }>°_, mial podciag ograniczony, to 7_gs g1 (T_g2 P —v1) = 01w
konsekwencji 7_gs p2, — 0. Sprzecznoéé. Ostatecznie |63, —0),| — oo, wiec twierdzenie jest
prawdziwe dla k = 3. Postepujac analogicznie przyjmujac, ze twierdzenie jest prawdziwe

o4



dla k = kg, jesteSmy w stanie dowie$¢, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k = ko + 1
pokazujac kolejno, ze |gFoFtL — gFo| — oo, |GRotl — gro—1| 5 o0 |Gk — Ol | — 0.

Zalozmy teraz, ze p,, = v w Eiv # 0. Ze Stwierdzenia 2.5, VI(p,,) = VI(v) w E.
Zatem dla kazdego ¢ € E mamy

VI(v)- o= lim VI(pm)- o =0,

a stad VI(v) = 0. Ponadto, ze Stwierdzenia 2.17 wynika, ze VI(p,, —v) - 0 w E
oraz I(p,, —v) — b—I(v) w R. Przyjmujemy 6! = 0 dla m € N oraz v; = v. Jezeli
|pm — v]|g — 0, to I(v) = b. Jezeli natomiast ||p,, — v||g /4 0, to stosujemy Lemat 2.31
do ciagu pl :=p,, —v —=0w E.

O

Lemat 2.33. Niech {p,,}>°_; C A bedzie ciggiem Palais-Smale’a funkcjonatu I na pozio-
mie b > 0 takim jak w Lemacie Reprezentacyjnym, czyli p,, — Zle T9: v — 0w E dla
pewnych v; € K, oraz 0! € R. Wdwczas

k
pml® =D |7g vl = 0 (2.34)

i=1
dla m — oo w WH(R,R).

Dowod. Na poczatek pokazemy, ze jezeli u, v € E oraz {0} }°_,, {02} , sa ciagami
liczb rzeczywistych takimi, ze |01, — 62| — oo dla m — oo, to

Tmu-tev—0 w W'(R,R). (2.35)

Niech 7 > 0 bedzie ustalone oraz niech A,, = 6% — ! . Poprzez zamiane zmiennych w
calce mamy

/|Te7lnu(t)-ngnv(t)|2dt = /|u(t)-mmv(t)|2dt

R R

= [ msa@Pdes [ ) s, oOFd < ool + o),

lu(®)|<r [u(t)|=zr

co wynika z faktu, ze u € F oraz v(- — A,,) — 0 w L (R, R3). Stad otrzymujemy, ze

loc
Tmu-T2v—0 w L*(R,R).

Podobnie, stosujac zamiane zmiennych dla catki otrzymamy

/‘— Tglu ngvt

Wybierzmy r > 0 takie, ze dla zwartego zbioru K, calka / lu(t)|*dt < r. Wowezas dla

R\K,
pierwszej caltki po prawej stronie w nieréwnosci (2.36) otrzymujemy

dt < 2/|u - TA, V()] dt+2/|T_Am o(t))*dt. (2.36)

/|u 1A, 0(t)Pdt = /|u 1A, 0(t)dt + / [a(t)-7a, v(t)2dt < o(1 )+7“||"U||LOORR3

R\ K,
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poniewaz v(- — A,,) = 0 w L2 (R, R?). Druga calke po prawej stronie nieréwnosci (2.36)
szacujemy analogicznie. Stad otrzymujemy warunek (2.35).

Mamy nastepujace oszacowanie

2

k k
|pm’2 - Z ‘7'6;'”7%'|2 < |pm’2 - ZTG;'nUi
=1 W1L2(R,R) =1 WL2(R,R)
k 2k
+ ZTQ;RUZ- —Z|7'9$-nvi|2
i=1 i=1 Wi RR)

Pierwszy sktadnik w powyzszej nier6wnosci dazy do zera dla m — oo na mocy Lematu
2.3. Natomiast dla drugiego zachodzi

2k
- Z ‘Teg'nvz'|2 =
i=1

k
Z Toi Vi Z Toi, Vi~ T Vj|| — 0,
= wiz®E) 7
gdy m — oo, z (2.35). Ostatecznie
k
2 2
‘pm’ - Z |7-9$,L'Ui| — 0,
i=1 WI2(RR)

gdy m — o0, co konczy dowdd.
O

Stwierdzenie 2.34. Niech {p,,}>°_; C A bedzie ciagiem Palais-Smale’a funkcjonatu I na

poziomie b > 0. Wowczas
dist(|pm|*; Qoo) — 0 (2.37)

dla m — co w WH2(R, R).

Dowo6d. Przypusémy, ze (2.37) nie zachodzi. Wowczas istnieje podciag, caly czas ozna-
czony {pm}oo_, taki, ze

lim dist(|pm|?, Qo) > 0. (2.38)
m—00
7 Lematu 2.32 dostajemy, ze
k
pm =Y 7o vill 2 — 0, (2.39)
=1

gdy m — oo dla pewnych v; € K, oraz 0!, € R. W konsekwencji, z Lematu 2.33,

k
Pl = 7o 03 = 0, (2.40)

=1

gdy m — oo w WH2(R,R), co przeczy (2.38).
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Twierdzenie 2.35. Niech {p,,}5°_; C A bedzie ciggiem Palais-Smale’a funkcjonatu I na
poziomie b > 0. Ponadto,

dla m — oo. Wowczas istnieje ciqg {0 }oo_; C R i liczba v > 0 takie, Ze
hmnlio%f |70, Pm (0)| > 7 (2.42)
oraz
10 — Oy — 0 (2.43)
dla m — oo.

Dowéd. Poniewaz dist(|pm|?, Qs) — 0, gdy m — oo na mocy Stwierdzenia 2.34, to
istnieje {pm}_; C Qu taki, ze [|[pm]® — @mllwrzer) — 0 dla m — co w WH2(R,R).
Niech 0,, = T(p.,). Z Lematu 2.3 mamy, ze

11pml? = |[Pm—1*lwr2@r) — O,
a stad
’2

H‘Pm - ﬁPmAHWlaQ(R,R) < HSDm - |pm‘2HW1»2(R,R) + H|Pm - |pm71’2HW1’2(R,R)

+ [lom-1 = [Pm-1llwr2@r) — 0,

gdy m — oo. Z jednostajnej ciaglosci T na zbiorach ograniczonych (patrz Stwierdzenie
2.24), otrzymujemy
|0 = Om 1] = [T(om) — T(@m-1)] = 0,
gdy m — oo. Ponadto,
170,00 (0)* = [P (0)* = 0 (On) + @i (0m) = 0(1) + @i (T(0))
= o(l)+6>0,

gdy m — oo, gdzie § z Lematu 2.18.

Etap 4. Istnienie orbit homoklinicznych uktadu (2.1)

Podamy teraz dwa znane twierdzenia z metod wariacyjnych. Wykorzystamy je w
dowodzie Twierdzenia 3.3

Twierdzenie 2.36 (Wariacyjna Zasada Ekelanda, patrz Twierdzenie 4.1 w [18]). Niech
(X, d) bedzie przestrzeniq metryczng zupetng oraz niech f: X — (—o0, 00| bedzie funkcjo-
natem Isc?, ograniczonym z dotu i f # +oo. Ustalmy € > 0 oraz u € X takie, Ze

fu) <e+ inf f(o).

2Niech X bedzie przestrzenia unormowana. Méwimy, ze funkcjonal f: X — RU {400} jest potciagty
z dolu, jezeli dla kazdego = € X i kazdego ciagu {x,,}>°_; C X spelniony jest warunek:

T — T W X = liniinff(xm) > f(x).
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Wowczas istnieje punkt v € X laki, ze

A

£

<
INIA
—_

oraz dla wszystkich w # v zachodzi

f(w) = f(v) = ed(v, w).

Wniosek 2.37 (patrz Wniosek 4.1 w [18]). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha oraz
niech f: X — R bedzie rozniczkowalnym funkcjonatem ograniczonym z dotu. Woiwczas
dla kazdego ciggu minimalizujgcego {u,}°_; C X istnieje cigg minimalizujgey {v, 1o,
funkcjonatu f taki, ze

fom) < flum),

|t —vm|lx =0 dla m — oo,

1F (om)]|

x«— 0 dla m— oo.

Definicja 2.38. Niech E bedzie przestrzenia Banacha, U C E zbiorem otwartym oraz
f € CYU,R). Wowczas v nazywamy pseudogradientem funkcjonatu f jezeli dla kazdego
we U:

[l < 201f"(u)ll -, (2.44)

flw) v > || f ()] (2.45)

Definicja 2.39. Niech f € C'(E,R) oraz niech E={ueFE: f(u)#0}. Wowczas
V: E — E nazywamy polem pseudogradientowym, jezeli V jest lokalnie Lipschitzowskie
oraz V(z) jest pseudogradientem dla funkcjonatu f dla kazdego x € E.

Twierdzenie 2.40 (Patrz Lemat A.2 w [20]). Jezeli f € C'(E,R), to istnieje pole pseu-
dogradientowe dla f na E.

Twierdzenie 2.41. Niech q € I'. Wdéwczas istnieje rozwigzanie homokliniczne Q@ € A
uktadu (2.1) takie, ze I(Q) € (0,1(q)].

Dowod. Jezeli VI(q) = 0, to teza zachodzi dla @ = q.

Zatozmy, ze VI(q) # 0. Niech V(x) bedzie lokalnie Lipschitzowskim pseudogra-
dientowym polem wektorowym dla I, tzn. V: E > E jest lokalnie Lipschitzowskie na
E={z e E: VI(zx)# 0} oraz spelnia

V(@)le < 2(VI(@)]e, (2.46)
Vi(z) - V(x) > [[VI(2)|[ (2.47)
Rozwazmy problem Cauchy’ego
dn V(n)

&= T = 24

z warunkiem poczatkowym

n(0) = ¢
Wtedy W jest lokalnie Lipschitzowska na E oraz |W(z)||z < 1 dla kazdego z € E. Stad
rozwigzanie problemu (2.48) istnieje dla wszystkich s > 0.
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7 (2.47), otrzymujemy

dl(n(s))
ds

= VItn(s) - P2 — _9r(n() - Win(s) <. (2.49)

Poniewaz 7(0) € I, z Lematu 2.12 1 (2.49) wnioskujemy, ze n(s) € I" dla wszystkich s > 0.
Ponadto, z (2.49), (2.12) oraz Stwierdzenia 2.13,

inf I(n(s)) = lim I(n(s)) > ¢* >0,

s>0 5—00

zaleznie od tego, czy ¢ € I'" czy I'". Niech {s,,}5°; C R bedzie ciagiem takim, ze
Sm — 00 dla m — oo oraz
|Sm — Sm_1| = 0

dla m — oco. Z Wniosku 2.37 istnieje ciag {t,,}>_, C R taki, ze t,, — oo dla m — oo,
[tm — Sm| — 0,
1(n(tm)) < 1(n(sm))

%I(n(tm)) — 0 (2.50)

dla m — oco. Potozmy ¢, = n(t,). Z (2.50) oraz (2.49) otrzymujemy

oraz

VI(gm) — 0 (2.51)

dla m — oco. Ponadto,

ds S ‘tm - tm71|
E

HQm - meIHE

tm tm
dn(s) dn
AN < dd
/ ds ds|| = / H ds
E tm-1

m—1

< ’tm — Sm’ + ’Sm — Smfl‘ + ’Smfl — tm,1| =0

dla m — oo. Zatem {¢,}°_, spetnia zalozenia Twierdzenia 2.35. Stad istnieja ciag
liczbowy {0,,}59_, oraz stala r > 0 takie, ze

liminf |7, ¢, (0)| > 7 (2.52)
m— 00

oraz

16y — Opo1| — 0 (2.53)

dla m — oo.

Rozwazymy dwa przypadki.

Przypadek 1. {6,,}°°_, ma podciag ograniczony. Na mocy twierdzenia Bolzano-
Weierstrassa ciag {0,,}5°_, zawiera podciag zbiezny. Bez straty ogolnosci zalozmy, ze
O — 0, gdy m — oco. Poniewaz funkcjonal I maleje wzdtuz potoku n, mamy I(g,,) <
I(q). Z Lematu 2.14, {q,, }°_, jest ograniczony, a co za tym idzie istnieje Q) € A takie, ze
qm — Q w E oraz ¢, — Q w L. (R, R?) wzdluz podciagu. Stad

loc

VI(gm) - f = VIQ) - f (2.54)
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dla kazdego f € C5°(R,R?). Ostatecznie, z (2.51), VI(Q)- f = 0 oraz z (2.52), 79Q(0) # 0.
Stad @ jest nietrywialnym, homoklinicznym rozwiazaniem ukladu (2.1). Ponadto, dla
kazdych Ny, Ny takich, ze Ny < N, funkcjonatl dany wzorem

N2
1
As>u— / (§|u(1t)|2 - a(t)W(u(t))) dt
Ny
jest stabo polciggly z dotu®. Stad dla kazdego j € N,

/ (%IQ(t)I2 - a(t)W(Q(t))) dt < lim inf/ (%mm(t)ﬁ — a(t)W(qm(t))) dt

m—0o0
—J —J
< lim I(gn) = ¢ < I(q). (2.55)
m—0o0
Biorac 7 — oo, dostajemy
(@) < I(q). (2.56)

Przypadek 2. {6,,}5°_, nie ma podciagu ograniczonego. Niech v,, = 7y ¢Gn. Z prawie
okresowosci funkcji a(t), istnieje ciag nieograniczony {o,,}>°_, (w tym samym kierunku
co {0} ) taki, ze

HT,oma — CL“Loo(R’R) — 0 (257)

dla m — oco. Niech {6,,, }32, bedzie ciagiem spelniajacym
|0, — o] — 0 (2.58)

dla & — oco. Jest to mozliwe dzigki (2.53). Z ograniczonosci {v,,}5°_; istniecje Q@ € A
takie, ze v,, — Q w E oraz v,, — Q w L (R, R?) wzdluz podciagu. Korzystajac z (2.57),

loc
(2.58) oraz z jednostajnej ciaglosci funkcji a(t), otrzymujemy

7=, @ — allLo®R) < [[T-0,,, @ — T-grallo®R) + [[T-0pa — al[Le@r) = 0 (2.59)
dla k — co. W konsekwencji, dla kazdego f € C5°(R,R3),
VIQ)-f = lm VI(vy,,)- - f= lim VI(r,, a,vm,,)-f
k—oo k—o00 k

= lim [ (o, (1) - f(1) = 70, a() VWV (0 (1)) - f(1))dll

k—o00
R

= lim (qu (t - emk) ’ f(t) - a(t - emk)vw(qu (t - emk)) ' f(t>>dt

k—o0
R

— 1 (G () - F(E+ ) = Q)T (g, (1)) - F(E+ O,

k—o0
R

= lim VI(gn,) 7, f=0

k—o0

z (2.59), Lematu 2.26 oraz (2.51). Analogicznie jak w Przypadku 1. pokazujemy, ze
1(Q) < I(q).

O

3Niech E bedzie przestrzenia unormowana. Moéwimy, ze funkcjonat I: E — R jest stabo poélciagly z
dotu, jezeli dla kazdego u € F i kazdego ciagu {um,}5°_; C E spelniony jest warunek:

(U, = uw E = liminf I'(uy,,) > I(u)).

m— o0
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Lemat 2.42. Istnieje stata p > 0 taka, Ze jezeli w € A\ {0} jest rozwigzaniem uktadu
(21), to Hw||L°°(R,R3) > p-
Dowod. Z (H3), istnieja p, 5 > 0 takie, ze jezeli |z| < p, to

~VW(z) -z > Blz]’. (2.60)

Zatozmy, ze w € A\ {0} jest rozwigzaniem ukladu (2.1) oraz ||w||pemrsy < p. Wowcezas

0=VI(w) w = /(Iw(t)l2 —a(t)VW(w(t)) - w(t))dt > /(Iw(t)l2 + Ba(t)lw(t)]*)dt

R R
> / ((0)] + Baglw(t)P)dt > 0, (2.61)
R
sprzecznosé.
O

Twierdzenie 2.43. Istnieje o > 0 takie, ze jezeli ¢ € T oraz
1(q) < ¢* + o, (2.62)

to rozwigzanie Q uktadu (2.1) dane przez Twierdzenie 2.41 nalezy do T* oraz I1(Q) €
[, I(q)]-
Dowo6d. Rozwazymy przypadek ¢ € I'T. Przypusémy, ze @ ¢ I'". Wowezas WN(Q) < 0.
Niech 6 € (0,p/2) z p takim jak w Lemacie 2.42. Poniewaz ) € FE, to istnieje czas
T =T(0) > 0 taki, ze
Q(t) € B;(0) (2.63)
dla kazdego |t| > T. Bierzemy ¢ > 0 odpowiednio mala, taka, ze WN(Q) = WN(Q|~,).
Niech {gm}°_, oraz {0,,}55_, beda zdefiniowane jak w dowodzie Twierdzenia 2.41.
Przypadek 1. {0,,}>°_, ma podciag ograniczony. Niech Q,,(t) = ¢n(t). Poniewaz
Qm — Q w E, wiec Q,,, — Q jednostajnie dla |t| < T + 1, gdy m — co. Mamy

0 < WN(Qm) = WN(Qu| =5 ") + WN(Qm[7L)) + WN(Qu|F,1) (2.64)
oraz
WN(Qu|Z7L)) = WN(Q[ZFL,) = WN(Q) < 0 (2.65)
dla m wystarczajaco duzych. Jako, 7ze WN(Q) < 0, to z (2.64) oraz (2.65)
WN(Qn|Z") > 0 lub WN(Qm|F,) > 0. Bez straty ogolnosci zalozmy, ze
WN(Q,,| =51 > 0. Zdefiniujmy funkcje
Qu(t) dla t<-T-1,
Gmt)=¢ —(t+T)Qm(-T—-1) dla —-T-1<t<-T, (2.66)
0 dla t> -T.
Mamy WN(g,,) > 0 i stad G, € T'". Otrzymujemy
71 - o0
Ian) = [ Sln@its [ Lln@ir [ )

—0 —T-1 -T
=T 00

= 1(Qu) + / £(Gn(8))dt / £(Qu(t))dt (2.67)

-T-1 !
=T T+1

< e+ / L(Gm(t))dt — / L(Q,(t))dt.

-T-1 -T-1
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Dlat € [-T —1,—T] mamy

2

S T)Qu(-T 1) (2.65)
)W (~(t + T)Qu(~T — 1))

L(ij) =

oraz

(t+ T)Qu(=T — 1) & B5(0), (2.69)
dla m wystarczajaco duzych. Wykorzystujac (2.69) dostajemy

-T -T

| St = 10n-T= 1P = [ alOW(~(t+T)Qu(~T - )i
< %52—% / W(—(t+T)Qu(=T — 1))dt. (2.70)

Stosujac (H3) oraz wzor Mac Laurina dla W otrzymujemy
1
W(x) = W(0) + W(0)(z) + 5W"(&)(x, z) = O(lz[*), (2.71)

gdzie x € B;(0), a & jest punktem posrednim pomiedzy 01 z. Z (2.69), (2.70) oraz (2.71)
mamy

/ £(Gm(t))dt = O(52). (2.72)
Stad -
(Gn) < ¢+ + 0 — / £(Qn ()t + O(5?) (2.73)

dla 6 — 0. Poniewaz Q,, — @ € A jednostajnie dla t € [T — 1,T + 1], z Lematu 2.42
wnioskujemy, ze w tym przypadku krzywa @, opusci kule Bs(0) i B,(0), ale ostatecznie
wroei do B;(0), gdyz Q,(£o0) = 0. Z Lematu 2.10,

T+1

/ £(Qu(t)dt > 2. f2007 (2) = ., (2.74)

—T—1
gdzie v (§) := infjpsp2 (=W (2)). W rezultacie z (2.73) oraz (2.74) dostajemy
I(Gm) < ct 4+ &9 — &1 +0(5?) (2.75)
dla § — 0. Wybierajac gy := €1/2 oraz ¢ odpowiednio mala, otrzymujemy
I(Gm) < ¢, (2.76)

co przeczy G, € I't. Stad Q € T't i ostatecznie 1(Q) > c.
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Przypadek 2. {6,,}>°_, nie ma podciagu ograniczonego. Zdefiniujmy Qp = vy, =
T, Q> 8Azie {0, 122, jest podciagiem wprowadzonym w Twierdzeniu 2.41, Przypadek
2. Wtedy, z Lematu 2.14, (H3) i (2.59) wnioskujemy, ze

1@ = 100tm) = [ (1, (OF = a0V a0, 0) )

= [ (3 08 = 7o a0 a0 ) 2.7
= I(qm,) + / (a(t) — T_gmk(l(t)) W (gm,,(t))dt < c™ + g

dla duzych k. Reszta dowodu przebiega podobnie jak w pierwszym przypadku.
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Rozdzial 3

Schemat aproksymacyjny znajdowania
rozwigzan prawie homoklinicznych dla
uktadéw Newtonowskich

3.1 Wprowadzenie

W tym rozdziale bedziemy bada¢ problem istnienia rozwigzan prawie homoklinicznych
dla zaburzonego uktadu Newtonowskiego

G(t) + VgV(t,q(t) = (1), (3.1)

gdzie t € R. Zacznijmy od wprowadzenia pojecia rozwiazania prawie homoklinicznego jak
w [12].

Definicja 3.1. Rozwiazanie ¢: R — R” uktadu (3.1) nazywamy prawie homoklinicznym,
jezeli
q(o00) = lim q(t) = 0.

t—+oo

Poréwnujac Definicje 2.2 i 3.1 widzimy, ze r6znica pomiedzy rozwigzaniem homokli-
nicznym, a prawie homoklinicznym jest taka, ze w rozwigzaniu homoklinicznym wyma-
gamy, aby ¢(£o0) = 0.

W pracy [12|, J. Janczewska badala istnienie rozwigzan prawie homoklinicznych
ukltadu (3.1) z nastepujacymi zatozeniami:

(C1) potencjal V: R x R™ — R jest klasy C! oraz T-okresowy ze wzgledu na zmienng ¢,
T >0,

(C2) zaburzenie f: R — R" jest nietrywialne, ograniczone, ciagte i catkowalne z kwadra-
tem.

W celu przedstawienia metody aproksymacyjnej zaproponowanej przez J. Janczewska
wprowadzimy kilka oznaczen. Dla uproszczenia przyjmijmy T = 1. Niech E =
Wh2(R, R") oznacza przestrzeni Sobolewa Wh2-funkeji z R w R" z norma

lale = (/oo + b)) ar)

[e.e]

64



Dla kazdego k € N, niech Ey = W;,;Q(R, R™) oznacza przestrzen Sobolewa 2k-okresowych
W12 funkeji z norma

|mmz(KGWW+mwmﬁf.

k
Niech C7".(R,R"™), gdzie m € N U {0}, oznacza przestrzen funkcji klasy C™ z topologia

loc
zbieznosci niemal jednostajnej funkcji i pochodnych do rzedu m wtacznie.

Rozwazamy ciag okresowych zagadnieri brzegowych

{ 05 wtea) = 50 52)
o(—k) = a(k) = d(—K) — (k) =0, '

gdzie dla kazdego k € N, fi.: R — R” jest 2k-okresowym przedluzeniem na prosta rze-
czywista obciecia funkcji f do przedziatu [—k, k).

Twierdzenie 3.2 ([12]). Niech V' oraz f spetniajo warunki (C1) i (C2). Zatdzmy po-
nadto, ze dla kazdego k € N problem brzegowy (3.2) posiada rozwigzanie qr € Ej oraz
ciag {1|qr|| g, fren jest ograniczony wR. Wowezas istnieje podciag {qx, }jen ciagu {qfren
zbiezny w topologii CE (R, R™) do funkcji ¢ € E, ktora jest prawie homoklinicznym roz-
wigzaniem uktadu Newtonowskiego (3.1).

Twierdzenie 3.2 stanowi metode aproksymacyjng znajdowania rozwigzan prawie ho-
moklinicznych dla (3.1). Pierwotny uklad (3.1) jest przyblizany przez uklady okresowe
(3.2), z coraz wiekszym okresem. Dow6d w znaczne] mierze opiera sie o twierdzenie
Arzeli-Ascolego. Pomyst, zeby rozwigzanie homokliniczne otrzymaé jako granice rozwia-
zan okresowych wzial sie z [22|, gdzie Paul H. Rabinowitz rozpatrywal uktad niezaburzony

G(t) + V4V (t,q(t) =0,

t € R, g € R", z potencjalem okresowym postaci

V(t.a) = 5L a+ Wit.a).

Oprocz zalozenia okresowosci L oraz W, Rabinowitz zaktadal, ze L jest ciagly funkcja ma-
cierzowy taka, ze L(t) jest dodatnio okreslona i symetryczna dla kazdego t € R, natomiast
W jest klasy C!, spetnia warunek nadkwadratowego wzrostu Ambrosettiego-Rabinowitza,
t.j.: istnieje p > 2 takie, ze

0<uWi(t,q) <q-V,W(t,q) dlakazdegoqe R"\ {0},

oraz V,W(t,q) = o(|q|) dla |¢| — 0 jednostajnie w t. W 8], M. Izydorek i J. Janczewska
rozszerzyli jego wynik na klase zaburzonych uktadéow Newtonowskich z nieokresowa i
ograniczong funkcja f i potencjatlem V postaci

V(ta Q) = _K(t7 Q> + W<t7 Q)>

gdzie W jest jak powyzej, a K jest potencjatem klasy C*, ktory jest okresowy w ¢ i spelnia
tzw. warunek "pinching”; tzn.:
istnieja state by, by > 0 takie, ze dla kazdego (¢,q) € R x R",

bilg* < K(t,q) < balq|*.

Naszym celem jest rozszerzy¢ Twierdzenie 3.2 do wiekszej klasy potencjatow. Pokazemy,
ze warunek (C1) mozemy zastapi¢ przez slabszy, tj.:
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(C3) V jest klasy C! oraz V,V jest ograniczony wzgledem ¢, tzn.:

Vm>03x>0VicrVgern lgl <M = ’qu(tvq)‘ < K.

Bedziemy rozwazaé ciagg okresowych probleméw brzegowych postaci
q(=k) — q(k) = 4(=k) — 4(k) = 0,
gdzie dla kazdego k € N, f; jest jak powyzej oraz Vi: R x R” — R jest 2k-okresowym

rozszerzeniem V: [—k, k) x R" — R na R x R".
Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.3. Niech f oraz V spetniajq (C2) i (C3). Zatdzmy ponadto, ze dla kazdego
k € N problem brzegowy (3.3) posiada rozwigzanie okresowe q € Ey oraz ciag {||qk|| g, tren
jest ograniczony w R. Wowczas istnieje podciqg {qr, }jen ciggu {qr}ren 2biezny w topologii

CE.(R,R") do funkcji ¢ € E, ktora jest prawie homoklinicznym rozwigzaniem ukiadu

Newtonowskiego (3.1).

3.2 Dowodd Twierdzenia 3.3

Lemat 3.4 (Patrz Fakt 2.8 w [8]). Niech ¢: R — R™ bedzie funkcjq cigglq takq, ze
¢ € L2 (R,R"). Wéwczas dla kazdego t € R,

(0] < V2 ( [ Gar + i) ds) - (3.4

t—3

Dowéd. Ustalmy ¢t € R. Dla kazdego 7 € R,

/T d(s)ds].

Calkujac (3.5) na przedziale [t — 3, ¢ + 1] oraz stosujac nier6wnosé Holdera otrzymujemy

lq()] < lg(m)] + (3:5)

)] < / (|q< >|+/th< | )
< ([ (s oouf) )
< () ( i o)
< f( rdr+/j|q'< ) ds>é
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Niech L33 (R,R™) bedzie przestrzenia 2k-okresowych, istotnie ograniczonych, mierzal-
nych funkcji z R do R z norma

lgllzgy = esssup{[q(t)|: ¢ € [k, k]}.

Z oszacowania (3.4) otrzymujemy, ze dla kazdego k € N oraz g € E) zachodzi nierownosé:

lallzz < V2llglls, (36)

2k —
patrz (|8, Proposition 1.1]).
Podzielimy dowo6d Twierdzenia 3.3 na dwa lematy.

Lemat 3.5. Niech [ oraz V spetniajq (C2) i (C3). Zatdzmy, ze dla kazdego k € N problem
brzegowy (3.3) ma rozwigzanie q, € Ey. Jezeli {||qx| g, }ren jest ciagiem ograniczonym w
R, to istniejq podciqg {qx, }jen oraz funkcja q € E takie, ze

Qe;, = q dla j — o0
w CL (R, R"™).

Dowo6d. W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze ciagi {qk }ren, {dk}ren oraz {gi}tren sa
ciagami ograniczonymi w L39 (R, R"™). Z zalozenia, istnieje M > 0 takie, ze dla kazdego
k € N mamy

gkl < M. (3.7)
Z (3.6) i (3.7) otrzymujemy

laellzg < V2M = M. (3.8)

Natomiast z (C2) i (C3), mozemy wywnioskowad, ze istnieje My > 0 takie, ze dla kazdego
k € Noraz t € [k, k),

|G ()] < VgVt au(O)] + [fe(B)] = VoV (£ qe(0)] + [ £ ()] < Mo,
a w konsekwencji dla kazdego k € N,

Gellrg < Mo. (3.9)

Niech ¢} (I =1,2,...,n) oznacza l-ta wspotrzedna funkcji gz. Stosujac twierdzenie o
wartosci §redniej, dla kazdego k € N, [ =1,2,...,n it € R istnieje t} € [t — 1,1] takie, ze

) = [ dh(s)ds = ) = able = 1)

Ponadto, mamy

t
i) = [ dhis)ds + it
th

Stosujac (3.8) oraz (3.9), otrzymujemy

t
lk(t)] < / G (5)lds + lgi (t) — i (t = 1)| < My + 2],
t—1

i ostatecznie,
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ldkllg < Vn(Msy +2M;) = M. (3.10)

Do zakoriczenia dowodu potrzebujemy pokazaé, ze {qx}ren oraz {qx}ren sa jednakowo
ciagte.
Ustalmy k € N oraz ty,t; € R. Oszacowania (3.10) i (3.9) prowadza do nieréwnosci

to
au(t2) — aultr)] = | [ n(s)ds| < M 1
t1
oraz
to
@i (t2) — qu(t)| = / Ge(s)ds| < Malty — t4].
t1

Udowodnilismy wiec, ze {qx }ren 1 {dr }ren sSpeiniaja warunek Lipschitza ze stalg niezalezna
od k. Stad sa jednakowo ciggte. Stosujac twierdzenie Arzeli-Ascolego otrzymujemy teze.
O

Lemat 3.6. Niech f oraz V speniajq warunki (C2) i (C3). Wowczas funkcja q € E z
Lematu 8.5 jest rozwigzaniem prawie homoklinicznym uktadu Newtonowskiego (3.1) oraz
ar, = q w topologii C} (R, R™), gdy j — ooc.

Dowdéd. Na poczatku pokazemy, ze ¢ spetnia uktad Newtonowski (3.1). Mamy

éjkj (t) + qukj (t7 dk; (t)> = fk‘j (t)7

dla kazdego j € Noraz ¢t € R. Z niemal jednostajnej zbieznosci gy, — g oraz fi, — fnaRR,
dostajemy niemal jednostajng zbieznosé Gp, — w na R, gdzie w(t) = f(t) — V,V(t,q(t)).
Ustalmy a,b € R i zalézmy, ze a < b. Istnieje jo € N takie, ze dla kazdego 7 > 7o,
la,b] C [—k;j, k;). Stad dla kazdego j > jo oraz t € [a, b] otrzymujemy

Gr; (1) + VoV (it aqi, (1) = f(1).

Z powyzszego dostajemy, ze Gy, jest ciagta w [a,b] dla j > jo. Stad wnioskujemy, ze

G, (t) jest pochodna gr, w (a,b) dla kazdego j > jo. Poniewaz gp, — ¢ oraz Gp, — w

jednostajnie na [a, b], dostajemy, ze ¢ = w w (a,b). W konsekwencji, § = w na R oraz ¢

jest rozwiazaniem problemu (3.1). Ponadto, {q,}52, zbiega do ¢ w C,.(R,R").
Pozostaje udowodnié, ze q jest prawie homokliniczne. Mamy

| Gaop+awpar =t [ a0 +lao P

o0

= lim lim (]qkj(t)\z + ’C?kj<t)’2)dt-

m—o0 j—oo [_

Z (3.7), dla kazdego m € N istnieje j(m) € N takie, ze dla kazdego j > j(m),

[ s 0OF + i (0t < 027

—m

Stad .
/(WMMM@mﬁSM%

o0

a w konsekwencji,

[ (a0 s et o (3.11)

t|>r

gdy r — oo0. Z (3.11) i (3.4), otrzymujemy, ze ¢(t) — 0 dla ¢ — +o0, co konczy dowdd.
O
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3.3 Zastosowania

Rozwazamy uktad Newtonowski w R”,

G(t) = VoVt q(t)) = f(1), (3.12)
gdziet € R,aV: RxR" — Roraz f: R — R" speliaja zalozenia (C2) i (C3). Ponadto,

(C4) V(t,q) > b(t)|q|* dla kazdego t € R oraz ¢ € R", gdzie b: R — (0, 00) jest funkcja
ciggta, ktora osiaga minimum na R,

(C5) V(t,0) =0 dla kazdego t € R.

Twierdzenie 3.7. Niech V' i f spetniajg (C2)-(C5). Wiwczas uktad (3.12) posiada roz-
wigzanie prawie homokliniczne.

Twierdzenie 3.7 udowodnimy w oparciu o Twierdzenie 3.3. Ciag aproksymujacy New-
tonowskich probleméw brzegowych dla uktadu (3.12) przybiera forme

{ G(t) = VVi(t,q(t)) = fx(t), (3.13)
q(—k) — q(k) = 4(—k) — (k) = 0, '
gdzie dla wszystkich £ € N, fp,: R — R" oraz V,: R x R®* — R sa 2k-okresowymi
przedtuzeniami na prosta rzeczywista funkcji f: [—k, k) — R" i V: [-k, k) x R" — R,
odpowiednio.

Dla kazdego k € N, niech funkcjonal I;: E; — R bedzie dany wzorem

o) = [ (GOF + vitta) + Ai0)-a0)) ar

k

Wiadomo, ze dla ustalonego £ € N punkty krytyczne funkcjonatu dziatania I sa 2k-
okresowymi rozwiazaniami uktadu (3.13). Zeby udowodnié, ze Ij osiaga minimum na FEj,
zastosujemy znane twierdzenie z rachunku wariacyjnego.

Twierdzenie 3.8. (patrz Twierdzenie 1.1 w [18]) Jezeli p: X — R jest stabo pdtciagly z
dotu na refleksywnej przestrzeni Banacha X i posiada cigg minimalizujgcy, to ¢ posiada
minimum na X.

Dowo6d (Twierdzenia 3.7). Niech B = minep b(t), A = min{3, B} oraz L = || f|| 12z r)-
Stosujac (C4) i nier6wnos¢ Schwarza otrzymujemy,

L) > [ (GHOF+OIOF + A0 o)) de > Alal, - Llals.

Stad I jest ograniczony z dotu i koercytywny.
Niech L, (R, R") bedzie przestrzenia 2k-okresowych, catkowalnych z kwadratem funk-

cji z R w R" z norma
K 3
liloz, = ([ latoPar)

Zalozmy, ze u,, — q w Ep i w konsekwencji, w,, — ¢ w L% (R,R™). Poniewaz kwadrat
normy w przestrzeni Hilberta jest stabo poétciagly z dotu, wnioskujemy, ze funkcjonal
v B — R okreslony wzorem

69



_ [ (1)t = L1ale
er(q) = _k§ICJ()! = 5 lldllzs,

jest takze stabo polciaglty z dotu. Ponadto, ¢,, — ¢ niemal jednostajnie na R, wiec

k

k k
/_ Vit () + Filt) - qu(®)) dt — / (Vilta(0) + ) - q(t) .

gdy m — oo, co oznacza, ze funkcjonal i : Ei — R okreslony wzorem

belg) = / Vit qt)) + fu(t) - q(t)) dt

k

jest stabo ciagly. 7Z powyzszego, I, jest stabo potciagly z dotu, wiec z Twierdzenia 3.8, I
osigga minimum na FEj, tzn. dla kazdego k € N istnieje g, € ). taki, ze

I(qr) = min I,(q) i I(q)=0.

qEE)

Z warunku (C5), dla kazdego k € N, mamy I;.(0) = 0. Wybierajac 6 = L/A, otrzymujemy,
ze dla kazdego k € N, jezeli ||q||g, > d, to I1(q¢) > 0. Stad ||gx||g, < d dla kazdego k € N.
7 Twierdzenia 3.3 otrzymujemy teze.

O

Przyklad 3.9. Niech V: RxR — Roraz f: R — R bedg dane przez V (£, q) = (2—e ") ¢?
i f(t) = e*. Wowczas ukiad Newtonowski wyglada nastepujaco

2

i) = 22— )glt) ="

Zauwazmy, ze V(t,0) = 0, V(t,q) > ¢* oraz |[V,V(t,q)| = [2(2 — e‘tz)q] < 4|q|, a
zaburzenie f jest catkowalne z kwadratem na R, wiec spetnione sa zatozenia (C2)-(C5) i
powyzszy uklad posiada rozwigzanie prawie homokliniczne.
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