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Wst¦p

Tematyka moich bada« dotyczy problemu istnienia i krotno±ci rozwi¡za« w ukªadach
Hamiltonowskich drugiego rz¦du, w szczególno±ci w ukªadach z prawie okresowym po-
tencjaªem i punktami osobliwymi typu Gordona. W moich badaniach stosuj¦ metody
wariacyjne i metody topologiczne.

Gªównym problemem, jaki rozpatrujemy w pracy, jest istnienie rozwi¡za« homokli-
nicznych dla ukªadu Newtonowskiego postaci

q̈(t) + a(t)∇W (q(t)) = 0, (1)

gdzie funkcja a(t) oraz potencjaª W (q) speªniaj¡ nast¦puj¡ce zaªo»enia:

(a1) a : R→ R jest ci¡gª¡ funkcj¡ prawie okresow¡ tak¡, »e a(t) ≥ a0 > 0 dla t ∈ R.

(H1) Istnieje prosta l taka, »e l ∩ {0} = ∅, W ∈ C2(R3 \ l,R) oraz l skªada si¦ z punktów
osobliwych potencjaªu W , tzn. limx→lW (x) = −∞.

(H2) W : R3 \ l → R speªnia warunek Gordona w otoczeniu prostej l, tzn. istniej¡ oto-
czenie N ⊂ R3 prostej l oraz funkcja U ∈ C2(N \ l,R) takie, »e |U(x)| → ∞, gdy
x→ l i

|∇U(x)|2 ≤ −W (x) dla x ∈ N \ l.

(H3) W (x) < W (0) = 0 dla x 6= 0 oraz W ′′(0) jest ujemnie okre±lona.

(H4) Istnieje staªa W0 < 0 taka, »e lim sup|x|→∞W (x) ≤ W0.

Teraz kilka zda« o genezie problemów z osobliwo±ciami oraz o pracach, jakie powstaªy
w tej tematyce i zainspirowaªy mnie do napisania doktoratu.

W 1975 roku William B. Gordon w pracy [7] rozwa»aª ukªad autonomiczny

q̈(t) +∇W (q(t)) = 0, (2)

gdzie t ∈ R, q ∈ Rn \ S, z potencjaªem W : Rn \ S → R speªniaj¡cym warunek Gordona
w otoczeniu niepustego i domkni¦tego zbioru punktów osobliwych S ⊂ Rn. Warunek ten
zostaª nazwany �strong-force condition�. Precyzyjniej, je»eli potencjaªW speªnia warunek
Gordona, to mówimy, »e ∇W jest strong-force, czyli oddziaªywaniem silnym1.

Przykªadem potencjaªu speªniaj¡cego warunek Gordona jest

W (q) = − 1

|q|2
,

1wg Tªumacz Google
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z punktem osobliwym 0, a funkcja U ma wzór U(q) = ln |q|. Zwró¢my uwag¦, »e potencjaª
grawitacyjny

W (q) = − 1

|q|
nie speªnia warunku Gordona, poniewa» je»eli istniaªaby funkcja U taka, »e |∇U(q)|2 ≤
−W (q), to musiaªaby w otoczeniu 0 by¢ postaci U(q) = |q|α, gdzie α ≥ 1

2
, ale wówczas

limq→0 U(q) = 0 i otrzymujemy sprzeczno±¢. Gordona interesowaªy rozwi¡zania okresowe
ukªadu (2) omijaj¡ce S ⊂ Rn oraz rozwi¡zania ª¡cz¡ce w sko«czonym czasie dwa ustalone
punkty p, q ∈ Rn \S. Udowodniª, »e pod pewnymi warunkami istnieje niesko«czenie wiele
takich rozwi¡za« (patrz Twierdzenie 1.1 i Twierdzenie 1.2 w [7]).

Od ukazania si¦ pracy Gordona wielu matematyków zajmowaªo si¦ problemami z oso-
bliwo±ciami typu �strong-force�. Badanie rozwi¡za« homo- i heteroklinicznych w ukªadach
Hamiltonowskich wymaga nieco subtelniejszych technik wariacyjnych ni» badanie rozwi¡-
za« okresowych. Zacz¦to je rozwija¢ w latach 90-tych ubiegªego stulecia. Jednym z
prekursorów na tym polu byª Paul H. Rabinowitz.

W 1996 r. P.H. Rabinowitz w [24] badaª ukªad nieautonomiczny

q̈(t) + Vq(t, q(t)) = 0, t ∈ R. (3)

Zakªadaª, »e V : R × (R2 \ {ξ}) → R ma globalne maksimum w 0 oraz osobliwo±¢ typu
�strong-force� w punkcie ξ. Ponadto, potencjaª V jest okresowy wzgl¦dem zmiennej t.
Udowodniª istnienie co najmniej dwóch orbit homoklinicznych: Q+, Q− nawijaj¡cych si¦
dookoªa punktu ξ odpowiednio z dodatni¡ i ujemn¡ rotacj¡. Rabinowitz pokazaª te», »e
je»eli wokóª punktu osobliwego ξ mamy minimaln¡ orbit¦ okresow¡2, to istnieje k0 ∈ N
takie, »e dla k > k0 ukªad Newtonowski (3) posiada orbit¦ homokliniczn¡ wokóª ξ z
rotacj¡ dokªadnie ±k. Podobne wyniki otrzymali P. Caldiroli, L. Jeanjean, M. Nolasco
w pracach [3] oraz [4]. Natomiast M. Izydorek i J. Janczewska w [8], [9] i [10] uogólnili
niektóre rezultaty z pracy [24] na przypadek ukªadów Newtonowskich w R2 z punktem
osobliwym ξ typu Gordona i dwoma punktami stacjonarnymi a, b ∈ R2 \ {ξ} (twierdzenia
o orbitach heteroklinicznych z a do b omijaj¡cych ξ).

W 1996 r. E. Serra, M. Tarallo oraz S. Terracini w pracy [28] rozwa»ali ukªad bez
osobliwo±ci postaci

ü(t)− u(t) + α(t)∇G(u(t)) = 0, (4)

gdzie α jest funkcj¡ prawie okresow¡ w sensie Bohra, a G ∈ C2(Rn,R) speªnia warunek
Ambrosettiego-Rabinowitza, t.j.:

∃θ>2∀x∈Rn\{0} 0 < θG(x) ≤ ∇G(x) · x.

Udowodnili, »e powy»szy ukªad posiada co najmniej jedno nietrywialne rozwi¡zanie ho-
mokliniczne. Mianowicie, w artykule [23]3 P. H. Rabinowitz badaª ukªad (1), gdzie R3

zast¡pione jest przez R2, a prosta osobliwa l przez punkt osobliwy ξ ∈ R2 \ {0}. Stosuj¡c
metody wprowadzone przez matematyków z Wªoch pokazaª, »e istniej¡ co najmniej dwie
orbity homokliniczne: Q+, Q− nawijaj¡ce si¦ dookoªa punktu ξ.

Badanie orbit homoklinicznych dla ukªadów Newtonowskich w Rn, gdzie n ≥ 3, z
osobliwo±ciami typu Gordona zostaªo zapocz¡tkowane przez K. Tanak¦. W pracy [29]

2Mowa tu o pewnym geometrycznym warunku wprowadzonym przez S. Bolotina, który mo»na wyrazi¢

za pomoc¡ nierówno±ci:
∫ T

0

(
1
2 |ṗ(t)|

2 − V (t, p(t))
)
dt < λ1, gdzie p : [0, T ]→ R2 \ {ξ} wspomniana orbita

okresowa, a λ1 to kres dolny caªek
∫ T

0

(
1
2 |q̇(t)|

2 − V (t, q(t))
)
dt po p¦tlach o rotacji 1.

3Artykuª [23] zostaª wydrukowany wcze±niej ni» artykuª [28]. Rabinowitz korzystaª z niego w formie
preprintu.
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zakªadaj¡c, »e oprócz warunku Gordona w otoczeniu punktu osobliwego ξ, potencjaª
V : Rn \ {ξ} → R speªnia w otoczeniu zera warunek:

∃δ∈(0, 1
2
|ξ|)∀q∈Bδ(0) V (q) +

1

2
(∇V (q), q) ≤ 0, (5)

Tanaka udowodniª, »e istnieje co najmniej jedna orbita homokliniczna ukªadu

q̈(t) +∇V (q(t)) = 0, t ∈ R, (6)

omijaj¡ca punkt ξ. Japo«czyk zastosowaª metod¦ aproksymacyjn¡. Pokazaª, »e dla ka»-
dego T > 0 istnieje rozwi¡zanie T -okresowe, qT (t) ukªadu (6), a nast¦pnie, »e istniej¡
ci¡gi Tk →∞ i {τk}∞k=1 ⊂ R o tych wªasno±ciach, »e

qTk(t+ τk)→ q(t) w C2
loc(R,Rn),

a funkcja graniczna q : R→ Rn jest poszukiwan¡ orbit¡ homokliniczn¡.
W 2012 r. J. Janczewska i J. Maksymiuk w pracy [15] rozwa»ali ukªad (1) w wersji

autonomicznej, czyli a(t) ≡ 1 z warunkami (H1)-(H4). Uzyskali istnienie co najmniej
dwóch orbit homoklinicznych: Q+, Q− nawijaj¡cych si¦ dookoªa prostej l.

W tym miejscu chwil¦ czasu po±wi¦cimy na opisanie ró»nicy pomi¦dzy problemem
z potencjaªem okresowym, a problemem z potencjaªem prawie okresowym. Bez straty
ogólno±ci zaªó»my, »e rozpatrujemy równanie (1), gdzie a(t) jest funkcj¡ okresow¡ lub
prawie okresow¡. Stosuj¡c metody wariacyjne, chcemy pokaza¢, »e funkcjonaª I : E → R
dany wzorem

I(q) =

∫
R

(
1

2
|q̇(t)|2 − a(t)W (q(t))

)
dt,

okre±lony na odpowiednio dobranej przestrzeni Sobolewa E, posiada punkty krytyczne,
które s¡ nietrywialnymi rozwi¡zaniami ukªadu (1). �eby otrzyma¢ punkty krytyczne
badamy zachowanie si¦ ci¡gów Palais-Smale'a i zachowanie si¦ funkcjonaªu I na tych
ci¡gach.

Kiedy a(t) jest funkcj¡ okresow¡ o okresie T , to funkcjonaª I posiada nast¦puj¡c¡
symetri¦

I(q) = I(q(· − kT )),

dla ka»dego q ∈ E, t ∈ R oraz k ∈ N. Dlatego maj¡c ci¡g Palais-Smale'a {pm}∞m=1 dla
funkcjonaªu I na poziomie c, mo»emy wybra¢ ci¡g czasów {tm}∞m=1 - wielokrotno±ci okresu
T i wówczas {pm(·+tm)}∞m=1 te» jest ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu I na poziomie
c. Wykorzystuj¡c t¦ wªasno±¢ dowodzi si¦ nietrywialno±ci orbit homoklinicznych.

Kiedy a(t) jest prawie okresowa (ale nie jest okresowa), to sytuacja si¦ komplikuje,
bo ci¡g {pm(· + tm)}∞m=1 nie jest ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu I. Jednak wy-
korzystuj¡c prawie okresowo±¢ funkcji a(t) oraz nakªadaj¡c dodatkowy warunek na ci¡g
Palais-Smale'a:

‖pm − pm−1‖ → 0 dla m→∞,

wprowadzony przez E. Séré w [26], mo»na pokaza¢, »e istnieje ci¡g czasów {tm}∞m=1 ⊂ R
εm-okresów funkcji a(t) taki, »e z ci¡gu {pm(· + tm)}∞m=1 da si¦ wybra¢ podci¡g zbie»ny
do Q 6≡ 0, które jest punktem krytycznym funkcjonaªu I, a co za tym idzie nietrywialnym
rozwi¡zaniem ukªadu (1). �eby jednak ten ci¡g otrzyma¢, badamy nie tyle sam funk-
cjonaª I(q), co caª¡ rodzin¦ funkcjonaªów I(β, q), gdzie β : R → R jest funkcj¡ ci¡gª¡ i
ograniczon¡ przez kres dolny i górny funkcji a(t). Wida¢ zatem na pierwszy rzut oka, »e
sytuacja prawie okresowa jest znacznie trudniejsza i ciekawsza.
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Centralne twierdzenie mojej rozprawy doktorskiej: Twierdzenie 2.9 mówi, »e ukªad
(1) posiada przynajmniej dwa rozwi¡zania homokliniczne: Q+, Q− nawijaj¡ce si¦ dookoªa
prostej l odpowiednio z dodatni¡ i ujemn¡ rotacj¡.

Wynik ten ukazaª si¦ w pracy [16]. W artykule tym udowodnione jest tylko zasadnicze
twierdzenie. Natomiast wiele bardzo wa»nych stwierdze« i lematów technicznych poda-
nych jest bez dowodu. W niniejszej rozprawie dowodzimy wszystkie istotne fakty, które
wykorzystujemy w dowodzie gªównego twierdzenia.

Dodatkowym wynikiem rozprawy jest Twierdzenie 3.3 o schemacie aproksymacyjnym
dla zaburzonego ukªadu Newtonowskiego

q̈(t) +∇qV (t, q(t)) = f(t), (7)

gdzie t ∈ R, q ∈ Rn oraz speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(C2) Zaburzenie f : R → Rn jest nietrywialne, ograniczone, ci¡gªe i caªkowalne z kwa-
dratem.

(C3) V jest klasy C1 oraz ∇qV jest ograniczony wzgl¦dem zmiennej t, tzn.:

∀M>0∃K>0∀t∈R∀q∈Rn |q| ≤M ⇒ |∇qV (t, q)| ≤ K.

Z ukªadem (7) stowarzyszamy ci¡g 2k-okresowych problemów brzegowych{
q̈(t) +∇qVk(t, q(t)) = fk(t),
q(−k)− q(k) = q̇(−k)− q̇(k) = 0,

(8)

gdzie dla ka»dego k ∈ N, fk : R→ Rn jest 2k-okresowym przedªu»eniem na prost¡ funkcji
f |[−k,k) oraz Vk : R × Rn → R jest 2k-okresowym przedªu»eniem V : [−k, k) × Rn → R
na R × Rn. Poka»emy, »e je»eli dla ka»dego k ∈ N problem (8) posiada rozwi¡zanie
okresowe qk i ci¡g norm {‖qk‖W 1,2

2k (R,Rn)}∞k=1 jest ograniczony, to z ci¡gu {qk}∞k=1 mo»emy

wybra¢ podci¡g zbie»ny w C2
loc(R,Rn) do rozwi¡zania prawie homoklinicznego ukªadu (7).

Wynik ten ukazaª si¦ w [17]. Jest to uogólnienie schematu aproksymacyjnego J. Janczew-
kiej, która w pracy [12] uzyskaªa analogiczny rezultat, z tym, »e zamiast ograniczono±ci
∇qV (t, q) zakªadaªa okresowo±¢ potencjaªu V wzgl¦dem zmiennej t.

Niniejsza rozprawa podzielona zostaªa na trzy rozdziaªy. Pierwszy z nich zapoznaje
Czytelnika z poj¦ciem funkcji prawie okresowej. Wi¦ksza jego cz¦±¢ po±wi¦cona jest funk-
cjom prawie okresowym w sensie Bohra. To najwa»niejsza klasa z naszego punktu wi-
dzenia, poniewa» funkcja a(t) w ukªadzie (1) jest prawie okresowa w sensie Bohra. W
podrozdziale dotycz¡cym funkcji prawie okresowych w sensie Bohra znalazªy si¦ dowody
najwa»niejszych faktów dotycz¡cych tej klasy funkcji, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem
kryterium Bochnera. W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu omówili±my krótko pozostaªe klasy
funkcji prawie okresowych. Jednak »adna z tych klas nie jest wykorzystywana w kolejnych
rozdziaªach. St¡d Czytelnik mo»e traktowa¢ ten fragment jako ciekawostk¦.

W rozdziale drugim udowodnili±my gªówne twierdzenie rozprawy: Twierdzenie 2.9 o
tym, »e ukªad (1) posiada co najmniej dwa rozwi¡zania homokliniczne obiegaj¡ce prost¡
l. Ze wzgl¦du na wygod¦ i przejrzysto±¢ dowód Twierdzenia 2.9 podzielili±my na seri¦
lematów, stwierdze« i pomocniczych twierdze«, których dowody przebiegaj¡ podobnie jak
w [28]. Sªowo �podobnie� odnosi si¦ tutaj do idei. Natomiast w szczegóªach technicznych
dowody mocno si¦ ró»ni¡. Pracujemy bowiem przy zupeªnie innych zaªo»eniach ni» Serra,
Tarallo i Terracini.

W ostatnim rozdziale opisali±my schemat aproksymacyjny dla zaburzonego ukªadu
Newtonowskiego (patrz Twierdzenie 3.3). Podali±my te» przykªad jego zastosowania dla
konkretnego potencjaªu (patrz Twierdzenie 3.7).
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Oznaczenia

ZBIORY

x ∈ X x jest elementem zbioru X

X ⊂ Y X zawiera si¦ w zbiorze Y

X domkni¦cie zbioru X

X ∪ Y suma zbiorów X i Y

X ∩ Y przekrój (iloczyn) zbiorów X i Y

Xn iloczyn kartezja«ski X ×X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
n kopii

BR(x0) kula otwarta o ±rodku w punkcie x0 i promieniu R

∂BR(x0) brzeg kuli

E{ε; f} zbiór ε-prawie okresów funkcji f

E{Spl ; f} zbiór Spl -prawie okresów funkcji f

µ(X) miara Lebesque'a zbioru X ⊂ Rn

d(x,X) odlegªo±¢ punktu x od zbioru X

#X moc zbioru X

ZBIORY LICZBOWE

R zbiór liczb rzeczywistych

N zbiór liczb naturalnych

Z zbiór liczb caªkowitych

supX kres górny zbioru X

inf X kres dolny zbioru X

CI�GI

{un}∞n=1 ⊂ E ci¡g o wyrazach w E

lim
n→∞

un granica ci¡gu {un}∞n=1

lim inf
n→∞

un granica dolna ci¡gu {un}∞n=1

lim sup
n→∞

un granica górna ci¡gu {un}∞n=1

un → u w E ci¡g zbie»ny w E

un 6→ u w E ci¡g {un}∞n=1 nie jest zbie»ny do u w E
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un ⇀ u w E ci¡g sªabo zbie»ny w E

un ⇒ u na X ci¡g jednostajnie zbie»ny na zbiorze X

dist(|pm|2, Q∞) odlegªo±¢ ci¡gu |pm|2 od zbioru Q∞

(PS)-ci¡g ci¡g Palais-Smale'a

(PS)b-ci¡g ci¡g Palais-Smale'a na poziomie b

PRZESTRZENIE

X∗ przestrze« sprz¦»ona do przestrzeni X

CB(R,R) przetrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych z R w R, z norm¡
‖f‖ = supt∈B |f(t)|

Lp(R,Rn) przestrze« funkcji z R w Rn, caªkowalnych z p-t¡ pot¦g¡, z
norm¡ ‖f‖Lp(R,Rn) = (

∫
R |f(t)|pdt)1/p

Lploc(R,Rn) przestrze« funkcji z R w Rn, caªkowalnych z p-t¡ pot¦g¡ na
ka»dym zwartym podzbiorze R

L∞(R,Rn) przestrze« funkcji z R w Rn, mierzalnych, ograniczonych pra-
wie wsz¦dzie, z norm¡ ‖f‖L∞(R,Rn) = inf{M ≥ 0; µ{t ∈
R; |f(t)| > M} = 0}

L∞2k(R,Rn) przestrze« 2k-okresowych, istotnie ograniczonych, mierzal-
nych funkcji z R w Rn, z norm¡ ‖f‖L∞2k = ess sup{|q(t)| : t ∈
[−k, k]}

Lpω(R,R) przestrze« funkcji z R w R, ω-okresowych, p-caªkowalnych na
przedziale dªugo±ci ω

C∞0 (R,Rn) przestrze« funkcji z R w Rn o zwartym no±niku

W 1,2(R,Rn) przestrze« Sobolewa W 1,2-funkcji z R w Rn, z norm¡

‖f‖W 1,2(R,Rn) =
√∫

R(|q(t)|2 + |q̇(t)|2)dt

W 1,2
2k (R,Rn) przetrze« Sobolewa 2k-okresowych W 1,2-funkcji, z norm¡

‖f‖W 1,2
2k

=
√∫ k

−k(|q(t)|2 + |q̇(t)|2)dt

C(Ω,Rn) przestrze« funkcji ci¡gªych z Ω w Rn

Cm(Ω,Rn) przestrze« funkcji ci¡gªych z Ω w Rn, maj¡cych ci¡gªe po-
chodne cz¡stkowe do rz¦du m wª¡cznie

OPERATORY i ODWZOROWANIA

| · | moduª w Rn

g ◦ f superpozycja (zªo»enie) odwzorowa«

sgnx znak x ∈ R

[x] cz¦±¢ caªkowita z liczby x

∇f gradient funkcji f

DJ(q) pochodna funkcjonaªu J w punkcie q
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J ′(q) pochodna funkcjonaªu J w punkcie q

J ′ pochodna funkcjonaªu J

f · g iloczyn skalarny wektorów (funkcji f i g)

q|[T,∞) obci¦cie funkcji q : R→ Rn do przedziaªu [T,∞)

q([T,∞)) obraz przedziaªu [T,∞) przy odwzorowaniu q

WN(q) �winding number� (liczba nawini¦¢) orbity q dookoªa prostej l

fα(x) = f(x+ α)

τθf(x) = f(x+ θ)

INNE

~AB wektor o pocz¡tku w punkcie A i ko«cu w punkcie B

o(|x|) rz¡d wzrostu o-maªe, t.j.: f(x) = o(|x|) ⇔ f(x)
|x| → 0, gdy

|x| → 0

O(x) rz¡d wzrostu O-du»e, t.j.: f(x) = O(|x|) ⇔ f(x)
|x| → const 6= 0,

gdy |x| → 0

ess sup{|f(t)| : t ∈ [−k, k]} = inf{M ≥ 0; µ{t ∈ [−k, k]; |f(t)| > M} = 0}
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Rozdziaª 1

Funkcje prawie okresowe

Teoria funkcji prawie okresowych zapocz¡tkowana zostaªa w ostatnich latach XIX
wieku przez P. Bohla, a nieco pó¹niej w pierwszej dekadzie wieku XX podobne rezul-
taty uzyskaª E. Esclangon. Jednak za twórc¦ teorii ci¡gªych funkcji prawie okresowych
uznaje si¦ H. Bohra, który w latach dwudziestych ubiegªego stulecia podaª de�nicj¦ oraz
udowodniª podstawowe wªasno±ci ci¡gªych funkcji prawie okresowych wzgl¦dem metryki
jednostajnej.

Funkcje prawie okresowe w metrykach caªkowych badali m.in. W.W. Stiepanow, H.
Weyl oraz A.S. Besicovitch

Pewn¡ klas¦ ci¡gªych funkcji prawie okresowych, wi¦ksz¡ ni» klasa funkcji jednostajnie
prawie okresowych Bohra, badaª B.M. Lewitan. S¡ to tzw. funkcje N -prawie okresowe.

Dla nas najistotniejsze s¡ funkcje prawie okresowe Bohra i dlatego im po±wi¦cimy
najwi¦cej uwagi.

Nast¦pnie omówimy krótko kilka pozostaªych klas funkcji prawie okresowych. Jednak
»adna z nich nie b¦dzie wykorzystywana w dalszych rozdziaªach rozprawy doktorskiej.

1.1 Funkcje jednostajnie prawie okresowe Bohra

We¹my dwie ci¡gªe funkcje okresowe f , g o okresach podstawowych T1, T2 > 0 odpo-
wiednio. Je»eli liczby T1, T2 s¡ wspóªmierne, tzn. istniej¡ liczby naturalne m, n takie, »e
mT1 = nT2, to suma h = f + g tak»e jest funkcj¡ okresow¡ o okresie T = mT1 = nT2. W
przeciwnym przypadku, h nie jest funkcj¡ okresow¡. Jakkolwiek, je»eli okresy obu funkcji
przybli»ymy liczbami wymiernymi T̃1, T̃2 i rozpatrzymy funkcje f̃ oraz g̃ o tych okresach,
to suma h̃ = f̃ + g̃ jest funkcj¡ okresow¡.

Bardziej precyzyjnie, z ogólnej teorii liczb rzeczywistych wynika nast¦puj¡ca wªasno±¢.
Niech p, q b¦d¡ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Dla ka»dej liczby δ > 0 istnieje liczba
λ > 0 taka, »e w ka»dym otwartym przedziale dªugo±ci λ istnieje co najmniej jedna liczba
τ speªniaj¡ca nierówno±ci

|τ − s1p| < δ, |τ − s2q| < δ, (1.1)

gdzie s1, s2 s¡ liczbami caªkowitymi.
Niech ε > 0. Poniewa» funkcje f , g s¡ jednostajnie ci¡gªe, wi¦c istnieje δ > 0 taka, »e

dla ka»dego t ∈ R, speªniaj¡cego nierówno±¢ |t| < δ, zachodz¡ nierówno±ci

|f(x+ t)− f(x)| < ε

2
, |g(x+ t)− g(x)| < ε

2
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dla ka»dego x ∈ R.
Przyjmijmy p = T1, q = T2. Istnieje λ > 0 taka, »e w ka»dym otwartym przedziale

dªugo±ci λ istnieje liczba τ speªniaj¡ca ukªad (1.1). St¡d τ = s1p+ t1, τ = s2q+ t2, gdzie
s1, s2 s¡ liczbami caªkowitymi oraz |t1| < δ, |t2| < δ. Otrzymujemy

|h(x+ τ)− h(x)| ≤ |f(x+ s1T1 + t1)− f(x)|+ |g(x+ s2T2 + t2)− g(x)| =
= |f(x+ t1)− f(x)|+ |g(x+ t2)− g(x)| < ε.

Ostatecznie dla ka»dgo ε > 0 istnieje λ > 0 taka, »e w ka»dym przedziale otwartym o
dªugo±ci λ istnieje co najmniej jedna liczba τ speªniaj¡ca nierówno±¢

|h(x+ τ)− h(x)| < ε

dla ka»dego x ∈ R. O funkcji h mówimy wówczas, »e jest jednostajnie prawie okresowa.

De�nicja 1.1. Mówimy, »e zbiór D ⊂ R jest relatywnie (wzgl¦dnie) g¦sty w R, je»eli
istnieje λ > 0 taka, »e ka»dy otwarty przedziaª dªugo±ci λ zawiera przynajmniej jedn¡
liczb¦ ze zbioru D.

Nietrudno zauwa»y¢, »e zbiory np. Z, {±
√
n : n ∈ N} s¡ relatywnie g¦ste w R, ale

zbiór {±n2 : n ∈ N} nie jest wzgl¦dnie g¦sty w R.

De�nicja 1.2. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Liczb¦ τ nazywamy ε-okresem
funkcji f , je»eli

sup
t∈R
|f(t+ τ)− f(t)| < ε.

Ci¡gª¡ funkcj¦ f : R → R nazywamy prawie okresow¡, je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje
relatywnie g¦sty zbiór, Dε ⊂ R, ε-okresów funkcji f .

Tak zde�niowane funkcje nazywamy funkcjami prawie okresowymi Bohra, który zapo-
cz¡tkowaª i rozwin¡ª badanie funkcji prawie okresowych w sensie powy»szej de�nicji. My
od tego momentu b¦dziemy skrótowo nazywa¢ je funkcjami p.o.

Przykªad 1.3. We¹my funkcj¦ f(x) = sinx + sin(
√

2x) (patrz Rysunek 1.1 str. 31).
Poniewa» liczby 1 i

√
2 s¡ niewspóªmierne, to funkcja f nie jest okresowa. Uzasadnimy,

»e jest ona p.o. Mamy

|f(x+ τ)− f(x)| = | sin(x+ τ) + sin(
√

2(x+ τ))− sinx− sin(
√

2x)|
= | sinx cos τ + cosx sin τ + sin(

√
2x) cos(

√
2τ) + cos(

√
2x) sin(

√
2τ)− sinx− sin(

√
2x)|

≤ |1− cos τ |+ |1− cos(
√

2τ)|+ | sin τ |+ | sin(
√

2τ)|.

Niech ε > 0 b¦dzie dowolne i niech m, n ∈ Z b¦d¡ takie, »e

|m−
√

2n| < ε

4π
.

St¡d dostajemy, »e √
2n = m+ α, gdzie |α| < ε

4π
.

Kªad¡c τ = 2nπ otrzymujemy cos τ = 1, sin τ = 0, cos(
√

2τ) = cos(2πα) oraz sin(
√

2τ) =
sin(2πα). Ostatecznie dostajemy

|f(x+ τ)− f(x)| ≤ |1− cos(
√

2τ)|+ | sin(
√

2τ)| ≤ |2πα|+ |2πα| = 4π|α| < ε.
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Funkcje p.o. posiadaj¡ wiele wªasno±ci analogicznych do ci¡gªych funkcji okresowych.
W nast¦pnych twierdzeniach przytoczymy i udowodnimy kilka z nich.

Od teraz zbiór ε-prawie okresów funkcji f b¦dziemy oznacza¢ przez E{ε; f}.
�atwo zauwa»y¢, »e je»eli liczby λ(ε) > 0, które charakteryzuj¡ relatywn¡ g¦sto±¢

zbiorów E{ε; f}, tworz¡ zbiór ograniczony, to f jest funkcj¡ okresow¡.
W istocie zaªó»my, »e istnieje λ0 > 0 takie, »e dla ka»dego ε ∈ (0, ε0] mamy 0 < λ(ε) ≤

λ0. Niech {εn}∞n=1 b¦dzie dowolnym ci¡giem takim, »e εn ∈ (0, ε0] i εn → 0 dla n→∞. W
przedziale (λ0, 2λ0) dla ka»dego n = 1, 2, . . . istnieje εn-prawie okres τn = τn(εn) funkcji f .
Ci¡g {τn}∞n=1 jest wi¦c ograniczony i z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa posiada podci¡g
{τnk}∞k=1 zbie»ny do T ∈ [λ0, 2λ0]. St¡d, przechodz¡c w nierówno±ci

sup
x∈R
|f(x+ τnk)− f(x)| < εnk

z k →∞, otrzymujemy f(x+ T ) = f(x) dla ka»dego x ∈ R, czyli T jest okresem funkcji
f .

Twierdzenie 1.4 (Patrz Twierdzenie 1.1 w [27]). Ka»da funkcja p.o. jest ograniczona i
jednostajnie ci¡gªa.

Dowód. Niech f b¦dzie funkcj¡ p.o. Ustalmy ε0 = 1 oraz niech λ0 b¦dzie liczb¡ charak-
teryzuj¡c¡ relatywn¡ g¦sto±¢ zbioru E{1; f}. Poniewa» f jest funkcj¡ ci¡gª¡, wi¦c osi¡ga
swoje kresy na zbiorze [0, λ0]. Oznaczmy M = max

x∈[0,λ0]
|f(x)|. Z prawie okresowo±ci funkcji

f otrzymujemy, »e dla dowolnego x0 ∈ R istnieje τ ∈ E{1; f} ∩ (−x0,−x0 + λ0) takie, »e

|f(x0)| ≤ |f(x0)− f(x0 + τ)|+ |f(x0 + τ)| ≤ 1 +M,

poniewa» x0 + τ ∈ (0, λ0). St¡d f jest ograniczona na R.
Ponadto, oznaczmy przez λ = λ

(
ε
3

)
liczb¦ charakteryzuj¡c¡ wzgl¦dn¡ g¦sto±¢ zbioru

E
{
ε
3
; f
}
. Funkcja f jako ci¡gªa jest jednostajnie ci¡gªa na ka»dym zbiorze zwartym, a

wi¦c w szczególno±ci na przedziale I = [−1, λ+ 1]. Istnieje wi¦c δ = δ(ε) ∈ (0, 1] taka, »e
dla ka»dych x′, x′′ ∈ I takich, »e |x′ − x′′| < δ mamy |f(x′)− f(x′′)| < ε

3
. Dla dowolnych

liczb rzeczywistych x1, x2 takich, »e |x1 − x2| < δ oraz dla τ ∈ E
{
ε
3
; f
}
∩ (−x1,−x1 + λ)

dostajemy x1 + τ ∈ (0, λ), x2 + τ ∈ (−1, λ+ 1), czyli x1 + τ , x2 + τ ∈ I. St¡d

|f(x2)− f(x1)| ≤ |f(x2)− f(x2 + τ)|+ |f(x2 + τ)− f(x1 + τ)|
+|f(x1 + τ)− f(x1)| < ε,

czyli f jest jednostajnie ci¡gªa na R.
2

Lemat 1.5 (Patrz Twierdzenie 6. w [2]). Je»eli funkcja f : R → R jest p.o. to funkcja
f 2 te» jest p.o.

Dowód. Niech τ b¦dzie ε-prawie okresem fnkcji f . Wówczas otrzymujemy oszacowanie

|f 2(x+ τ)− f 2(x)| = |f(x+ τ)− f(x)||f(x+ τ) + f(x)| < 2Mε,

gdzie
M = sup

x∈R
|f(x)|.

Wówczas E(ε; f) ⊂ E(2Mε; f 2) i funkcja f 2 jest p.o.
2
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Twierdzenie 1.6 (Patrz Twierdzenie 2.1 w [27]). Niech f : R→ Yf b¦dzie p.o. oraz niech
g : Yf → R b¦dzie funkcj¡ jednostajnie ci¡gª¡. Wówczas zªo»enie funkcji h = g◦f : R→ R
jest funkcj¡ p.o.

Dowód. Poniewa» g jest jednostajnie ci¡gªa na zbiorze Yf , wi¦c dla dowolnego ε > 0
istnieje δ = δ(ε) > 0 taka, »e dla dowolnych y′, y′′ ∈ Yf speªniaj¡cych |y′ − y′′| < δ mamy
|g(y′)− g(y′′)| < ε. Ponadto dla τ ∈ E{δ; f} oraz dla dowolnego x ∈ R mamy

|h(x+ τ)− h(x)| = |g(f(x+ τ))− g(f(x))| < ε,

czyli τ jest ε-prawie okresem funkcji h, wi¦c h jest p.o. oraz E{δ; f} ⊂ E{ε;h}.
2

Wniosek 1.7. Je»eli f : R→ R jest p.o., to funkcje cf , gdzie c ∈ R, |f | , arctg f s¡ p.o.

Zauwa»my, »e w Twierdzeniu 1.6 nie mo»emy warunku jednostajnej ci¡gªo±ci funkcji g
zast¡pi¢ ci¡gªo±ci¡. W tym celu rozwa»my funkcj¦ f(x) = 2+sinx+sin(

√
2x). Oczywi±cie

f jest funkcj¡ p.o. oraz f(x) > 0 dla ka»dego x ∈ R, poniewa» nie istnieje x takie, »e
sinx = sin(

√
2x) = −1. Jakkolwiek z faktu, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje rozwi¡zanie

ukªadu nierówno±ci∣∣∣∣x− 3π

2

∣∣∣∣ < ε ( mod 2π),

∣∣∣∣√2x− 3π

2

∣∣∣∣ < ε ( mod 2π),

a st¡d wynika, »e inf
x∈R

f(x) = 0. Je»eli we¹miemy funkcj¦ g(y) =
1

y
dla y ∈ (0, 4), to

funkcja zªo»ona h(x) = 1/f(x) nie jest funkcj¡ p.o., poniewa» nie jest funkcj¡ ograniczon¡.
Co wi¦cej, zauwa»my, »e nawet je»eli funkcja g b¦dzie ci¡gªa i ograniczona, to nie mamy
gwarancji, »e zªo»enie g◦f b¦dzie funkcj¡ p.o. Jako kontrprzykªad mo»emy poda¢ funkcj¦

g(x) = sin
1

x
. Niew¡tpliwie g jest ograniczona, ale funkcja (patrz Rysunek 1.2 str. 31)

p = g ◦ f dana wzorem

p(x) = sin
1

2 + sin x+ sin(
√

2x)

nie jest jednostajnie ci¡gªa, co poka»emy w nast¦pnym podrozdziale. Na mocy Twierdze-
nia 1.4 nie jest wi¦c p.o.

Kolejne twierdzenie mówi o jednostajnej granicy ci¡gu funkcji p.o.

Twierdzenie 1.8 (Patrz Twierdzenie 1.3 w [27]). Je»eli ci¡g {fn}∞n=1 funkcji p.o. jest
jednostajnie zbie»ny do funkcji f , to f jest p.o.

Dowód. Poniewa» ci¡g {fn}∞n=1 jest jednostajnie zbie»ny do f , wi¦c f jest funkcj¡ ci¡gª¡
i ograniczon¡. Ponadto dla ka»dego ε > 0 istnieje n0 ∈ N takie, »e

sup
x∈R
|fn0(x)− f(x)| < ε

3
.

Dla τ ∈ E
{
ε
3
; fn0

}
oraz x ∈ R mamy

|f(x+ τ)− f(x)| ≤ |f(x+ τ)− fn0(x+ τ)|+ |fn0(x+ τ)− fn0(x)|+
|fn0(x)− f(x)| < ε.

St¡d E
{
ε
3
; fn0

}
⊂ E{ε; f}, wi¦c f jest p.o.

2
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Z powy»szego twierdzenia wynika, »e zbiór funkcji p.o. jest domkni¦ty w przestrzeni
funkcji ci¡gªych i ograniczonych CB(R,R) z metryk¡

d(f, g) = sup
x∈R
|f(x)− g(x)|,

a co za tym idzie jest przestrzeni¡ zupeªn¡.
Bardzo wa»n¡ charakteryzacj¦ funkcji p.o. sformuªowaª S. Bochner. De�nicje funkcji

prawie okresowej wedªug Bora i Bochnera s¡ równowa»ne.

De�nicja 1.9. Niech f : R→ R b¦dzie ci¡gªa i ograniczona. Mówimy, »e funkcja f : R→
R jest normalna, je»eli dla ka»dego ci¡gu liczb rzeczywistych {σn}∞n=1 istnieje podci¡g
{σnk}∞k=1 taki, »e {f(· + σnk)}∞k=1 jest jednostajnie zbie»ny w R, tzn. istnieje funkcja
g ∈ C(R,R) taka, »e

sup
x∈R
|f(x+ σnk)− g(x)| → 0,

gdy k →∞.

Od tej pory b¦dziemy oznacza¢ fα(x) := f(x+ α).

Twierdzenie 1.10 (Warunek Bochnera, patrz Twierdzenie 1.4 w [27]). Funkcja f : R→ R
jest p.o. wtedy i tylko wtedy, gdy jest normalna.

Dowód. Najpierw zaªó»my, »e f jest funkcj¡ p.o. Uzasadnimy, »e jest ona funkcj¡ nor-
maln¡. Niech {σn}∞n=1 b¦dzie dowolnym ci¡giem liczb rzeczywistych. Poka»emy, »e z
ci¡gu funkcyjnego {fσn}∞n=1 mo»emy wybra¢ podci¡g jednostajnie zbie»ny do pewnego
g ∈ C(R,R). Rozwa»my przeliczalny i g¦sty podzbiór liczb rzeczywistych

A = {x1, x2, . . . xk, . . .}.

Poniewa» f jest funkcj¡ ograniczon¡, wi¦c z ci¡gu {fσn(x1)}∞n=1 ⊂ R mo»emy wybra¢
podci¡g {fσ1n(x1)}∞n=1 zbie»ny w R. Nast¦pnie z ci¡gu {fσ1n(x2)}∞n=1 mo»emy wybra¢
podci¡g {fσ2n(x2)}∞n=1 zbie»ny w R. Powtarzaj¡c ten proces k-krotnie otrzymamy ci¡g
{fσkn(xk)}∞n=1 zbie»ny w R. Ponadto zwró¢my uwag¦, »e fσnn(xk) dla n > k s¡ wyrazami
ci¡gu {fσkn(xk)}∞n=1. St¡d otrzymujemy, »e ci¡g {fσnn(xi)}∞n=1 jest zbie»ny dla i = 1, 2, . . .,
a wi¦c w ka»dym punkcie zbioru A. Poka»emy, »e ci¡g {fσnn}∞n=1 jest jednostajnie zbie»ny
na R. Niech x0 ∈ R oraz dla dowolnego ε > 0 niech λ = λ(ε) oznacza liczb¦ charakte-
ryzuj¡c¡ relatywn¡ g¦sto±¢ zbioru E

{
ε
5
, f
}
. Z jednostajnej ci¡gªo±ci f na R dostajemy,

»e istnieje δ = δ(ε) taka, »e dla wszystkich x′, x′′ ∈ R speªniaj¡cych |x′ − x′′| ≤ δ mamy
|f(x′)−f(x′′)| < ε

5
. Rozwa»my przedziaª [0, λ]. Podzielmy go na p przedziaªów o dªugo±ci

nie wi¦kszej ni» δ. Z g¦sto±ci zbioru A w R mo»emy w tych przedziaªach wybra¢ liczby
x′1, x

′
2, . . . , x

′
p ∈ A. Ze zbie»no±ci ci¡gu {fσnn}∞n=1 w punktach zbioru A wiemy, »e istnieje

N = N(ε) > 0 takie, »e dla r, s > N zachodz¡ nierówno±ci

|f(x′i + σrr)− f(x′i + σss)| <
ε

5
dla i = 1, 2, . . . , p. (1.2)

Z prawie okresowo±ci funkcji f wiemy, »e istnieje τ ∈ E
{
ε
5
, f
}
∩(−x0,−x0 +λ). Wówczas

x′0 = x0 + τ ∈ (0, λ) i st¡d dla pewnego i ∈ {1, 2, . . . , p} mamy |x′i − x′0| ≤ δ, co poci¡ga

|f(x′i + σkk)− f(x′0 + σkk)| <
ε

5
dla k = 1, 2, . . . (1.3)
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Z oszacowa« (1.2), (1.3) oraz prawie okresowo±ci funkcji f dostajemy, »e dla r, s > N

|f(x0 + σrr)− f(x0 + σss)| ≤ |f(x0 + σrr)− f(x′0 + σrr)|+
+|f(x′0 + σrr)− f(x′i + σrr)|+ |f(x′i + σrr)− f(x′i + σss)|+
+|f(x′i + σss)− f(x′0 + σss)|+ |f(x′0 + σss)− f(x0 + σss)|

<
3

5
ε+ |f(x0 + σrr)− f(x0 + σrr + τ)|+ |f(x0 + σss + τ)− f(x0 + σss)| < ε.

Poniewa» N nie zale»y od x0, wi¦c ci¡g {fσnn}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy'ego w przestrzeni
CB(R,R). Zatem ci¡g {fσnn}∞n=1 jest zbie»ny jednostajnie do pewnej funkcji g ∈ C(R,R).
St¡d f jest funkcj¡ normaln¡.

Dowód w drug¡ stron¦ poprowadzimy nie wprost. Zaªó»my, »e f jest ci¡gª¡ i ogra-
niczon¡ funkcj¡ normaln¡. Przypu±¢my, »e f nie jest funkcj¡ p.o. Gdyby tak byªo,
to dla pewnego ε0 > 0 istniaªby ci¡g przedziaªów {In}∞n=1 ⊂ R o dªugo±ciach odpo-
wiednio d1, d2, . . . , przy czym dn → ∞ dla n → ∞, oraz w »adnym z przedziaªów In,
n = 1, 2, . . ., nie byªoby ε0-prawie okresu funkcji f . Niech σ1 b¦dzie dowoln¡ liczb¡ rze-
czywist¡. Liczb¦ σ2 dobieramy tak, aby σ2 − σ1 ∈ I1 = Iν1 . Niech Iν2 b¦dzie przedziaªem
dªugo±ci dν2 > |σ2−σ1|. Liczb¦ σ3 dobieramy tak, aby σ3−σ1, σ3−σ2 ∈ Iν2 . Przedziaª Iν3
ma dªugo±¢ dν3 > max{|σ2−σ1|, |σ3−σ1|, |σ3−σ2|}, a liczb¦ σ4 dobieramy tak, by σ4−σ1,
σ4 − σ2, σ4 − σ3 ∈ Iν3 . Post¦puj¡c tak dalej otrzymujemy ci¡g przedziaªów {Iνn}∞n=1 o
dªugo±ci dνn > max{|σν − σµ| : 1 ≤ µ < ν ≤ n}, a liczba σn+1 jest dobrana tak, aby
σn+1 − σm ∈ Iνn dla m = 1, 2, . . . n. Dla tak skonstruowanego ci¡gu otrzymujemy

sup
x∈R
|f(x+ σn1)− f(x+ σn2)| = sup

x∈R
|f(x+ σn2 − σn1)− f(x)| > ε0,

poniewa» liczby σn2 − σn1 dla n2 > n1, nale»¡ do przedziaªu Iνn2−1 , a w tym przedziale
nie ma ε0-prawie okresów funkcji f . St¡d ci¡g {fσn}∞n=1 nie speªnia warunku Cauchy'ego
w CB(R,R), a zatem nie zawiera podci¡gu zbie»nego. Sprzeczno±¢. Ostatecznie f jest
funkcj¡ p.o.

2

Z powy»szego bªyskawicznie wynika nast¦puj¡cy fakt.

Twierdzenie 1.11 (Patrz Twierdzenie 1.5 w [27]). Suma, ró»nica i iloczyn funkcji p.o.
s¡ funkcjami p.o.

Dowód. Niech f , g : R→ R b¦d¡ funkcjami p.o. Z Twierdzenia 1.10 wynika, »e z ka»dego
z ci¡gów {f(· + σn)}∞n=1, {g(· + σn)}∞n=1 mo»emy wybra¢ podci¡g zbie»ny. Rozwa»my
ci¡g {(f + g)(· + σn)}∞n=1. Wybierzmy z niego podci¡g {(f + g)(· + σnk)}∞k=1 taki, »e
{f(·+ σnk)}∞k=1 jest jednostajnie zbie»ny do f̃ , a nast¦pnie z ci¡gu {(f + g)(·+ σnk)}∞k=1

wybierzmy podci¡g {(f +g)(·+σnkl )}
∞
l=1 taki, »e {g(·+σnkl )}

∞
l=1 jest jednostajnie zbie»ny

do g̃. St¡d ci¡g {(f +g)(·+σnkl )}
∞
l=1 jest jednostajnie zbie»ny do f̃ + g̃ na R. Ostatecznie

f + g jest p.o.
Na mocy Wnioku 1.7 funkcja −g jest p.o. St¡d f − g = f + (−g) jest p.o.
Prawie okresowo± funkcji f · g natychmiast dostajemy z równo±ci

f · g =
1

4

(
(f + g)2 − (f − g)2

)
i Lematu 1.5.

2
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Oczywi±cie iloraz
f

g
funkcji p.o. jest funkcj¡ p.o pod warunkiem, »e inf

x∈R
|g(x)| > 0.

Kolejne dwa fakty dotycz¡ prawie okresowo±ci pochodnej oraz pierwotnej funkcji p.o.

Twierdzenie 1.12 (Patrz Twierdzenie 1.6 w [27]). Pochodna f ′ : R → R funkcji p.o.
f : R→ R jest funkcj¡ p.o. wtedy i tylko wtedy, gdy f ′ : R→ R jest jednostajnie ci¡gªa.

Dowód. Warunek konieczny twierdzenia wynika wprost z Twierdzenia 1.4.
Z drugiej strony, zaªó»my, »e f ′ jest jednostajnie ci¡gªa na R. Dla dowolnego ci¡gu

liczb rzeczywistych {hn}∞n=1 ró»nych od zera oraz hn → 0 dla n→∞ i dla ka»dego x ∈ R
mamy

f(x+ hn)− f(x)

hn
=

1

hn

∫ x+hn

x

f ′(t)dt =
1

hn

∫ hn

0

f ′(t+ x)dt.

Dla ka»dego n ∈ N funkcja (f(· + hn) − f)/hn jest p.o. Niech ε > 0. Z jednostajnej
ci¡gªo±ci f ′ wynika, »e istnieje δ > 0 taka, »e dla ka»dych x′, x′′ ∈ R mamy

|x′ − x′′| < δ ⇒ |f ′(x′)− f ′(x′′)| < ε.

Poniewa» lim
n→∞

hn = 0, wi¦c istnieje N ∈ N takie, »e dla ka»dego n > N , |hn| < δ. St¡d

dla ka»dego n > N , dla ka»dego x ∈ R i dla ka»dego |t| < |hn|

|f ′(t+ x)− f ′(x)| < ε,

a w konsekwencji, dla ka»dego n > N i ka»dego x ∈ R∣∣∣∣f(x+ hn)− f(x)

hn
− f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

hn

∫ hn

0

|f ′(t+ x)− f ′(x)|dt < ε,

czyli

sup
x∈R

∣∣∣∣f(x+ hn)− f(x)

hn
− f ′(x)

∣∣∣∣→ 0,

gdy n→∞. Na mocy Twierdzenia 1.8, f ′ jest funkcj¡ p.o.
2

Twierdzenie 1.13 (Patrz Twierdzenie 1.7 w [27]). Funkcja pierwotna F : R→ R funkcji
p.o. f : R→ R jest p.o wtedy i tylko wtedy, gdy F jest ograniczona.

Dowód. Warunek konieczny twierdzenia wynika wprost z Twierdzenia 1.4.
Dowodzimy zatem warunku dostatecznego. Niech funkcja pierwotna

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, x ∈ R,

b¦dzie ograniczona. Poka»emy, »e dla dowolnego ε > 0 istnieje ε1 = ε1(ε) takie, »e ka»dy
ε1-prawie okres funkcji f jest ε-prawie okresem funkcji F . Z ograniczono±ci F wiemy, »e
istniej¡ G, g ∈ R takie, »e

G = sup
x∈R

F (x), g = inf
x∈R

F (x).

Niech ε > 0. Ustalmy x1, x2 tak, by

F (x1) < g +
ε

6
, F (x2) > G− ε

6
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oraz |x1 − x2| = d > 0. Oznaczmy ξ = min{x1, x2}. Istnieje λ0 > 0 taka, »e w ka»dym
przedziale dªugo±ci λ0 istnieje co najmniej jeden ε

6d
-prawie okres τ funkcji f . Niech L0 =

λ0 +d. We¹my α ∈ R. Istnieje ε
6d
-prawie okres τ ∈ (α− ξ, α− ξ+λ0) funkcji f . Wówczas

mamy ξ + τ ∈ (α, α + λ0) oraz y1 = x1 + τ , y2 = x2 + τ ∈ (α, α + L0). Otrzymujemy
oszacowanie

F (y2)− F (y1) = F (x2)− F (x1) +

∫ y2

y1

f(t)dt−
∫ x2

x1

f(t)dt

= F (x2)− F (x1) +

∫ x2

x1

(f(t+ τ)− f(t))dt

≥ F (x2)− F (x1)− d · ε
6d

> G− g − ε

2
.

St¡d dostajemy

F (y2) > G− ε

2
+ F (y1)− g > G− ε

2
,

F (y1) < g +
ε

2
+ F (y2)−G < g +

ε

2
.

Niech τ ∈ E{ε1, f}, gdzie ε1 = ε
4L0

. Wobec powy»szego dla x ∈ R w przedziale
(x, x+ L0) dobieramy y1 tak, aby F (y1) < g + ε

2
. Wówczas

F (x+ τ)− F (x) = F (y1 + τ)− F (y1) +

∫ x+τ

x

f(t)dt−
∫ y1+τ

y1

f(t)dt

= F (y1 + τ)− F (y1) +

∫ y1

x

f(t)dt−
∫ y1+τ

x+τ

f(t)dt

> g −
(
g +

ε

2

)
−
∫ y1

x

|f(t+ τ)− f(t)|dt

≥ −ε
2
− L0

ε

4L0

= −3

4
ε. (1.4)

Podobnie wybierzmy w przedziale (x, x + L0) liczb¦ y2 tak, aby F (y2) > G − ε
2
. Otrzy-

mujemy

F (x+ τ)− F (x) = F (y2 + τ)− F (y2) +

∫ x+τ

x

f(t)dt−
∫ y2+τ

y2

f(t)dt

= F (y2 + τ)− F (y2) +

∫ y2

x

f(t)dt−
∫ y2+τ

x+τ

f(t)dt

< G−
(
G− ε

2

)
+

∫ y2

x

|f(t+ τ)− f(t)|dt

≤ ε

2
+ L0

ε

4L0

=
3

4
ε. (1.5)

Z nierówno±ci (1.4) oraz (1.5) dostajemy, »e

sup
x∈R
|F (x+ τ)− F (x)| ≤ 3

4
ε < ε.

St¡d E{ε1, f} ⊂ E{ε, F}. W rezultacie F jest p.o.
2
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De�nicja 1.14. Warto±ci¡ ±redni¡ funkcji f ∈ L1
loc(R,R) nazywamy wielko±¢

M(f) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(x)dx

przy zaªo»eniu, »e granica ta istnieje w sensie wªa±ciwym lub niewªa±ciwym.

Warto±¢ ±rednia sªu»y do zbudowania szeregu Fouriera funkcji f .

Twierdzenie 1.15 (Patrz Twierdzenie 1.8 w [27]). Je»eli funkcja f jest p.o., to istnieje
sko«czona warto±¢ ±rednia M(f).

Dowód. Z ograniczono±ci funkcji f wiemy, »e istnieje staªa A = sup
x∈R
|f(x)|. Niech λ > 0

b¦dzie liczb¡ charakteryzuj¡c¡ wzgl¦dn¡ g¦sto±¢ zbioru E
{
ε
4
; f
}
. Niech α ∈ R oraz T > 0

b¦d¡ dowolne. Dla τ ∈ E
{
ε
4
; f
}
∩ (α, α + λ) mamy∫ α+T

α

f(x)dx =

∫ τ

α

f(x)dx+

∫ τ+T

τ

f(x)dx+

∫ α+T

τ+T

f(x)dx.

St¡d∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f(x)dx− 1

T

∫ α+T

α

f(x)dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f(x)dx− 1

T

∫ τ+T

τ

f(x)dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

T

∫ τ

α

f(x)dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

T

∫ α+T

τ+T

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ 1

T

∫ T

0

|f(x)− f(x+ τ)|dx+
1

T

∫ τ

α

|f(x)|dx+
1

T

∫ τ+T

α+T

|f(x)|dx ≤ ε

4
+

2Aλ

T
. (1.6)

Stosuj¡c n krotnie nierówno±¢ (1.6) dostaniemy∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f(x)dx− 1

nT

∫ nT

0

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ε

4
+

2Aλ

T
. (1.7)

Zaªó»my, »e liczby T1, T2 s¡ dowolnymi wspóªmiernymi liczbami dodatnimi, tzn. istniej¡
liczby naturalne m1, m2 takie, »e m1T1 = m2T2. Z nierówno±¢i (1.7) otrzymujemy∣∣∣∣ 1

T1

∫ T1

0

f(x)dx− 1

T2

∫ T2

0

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

T1

∫ T1

0

f(x)dx− 1

m1T1

∫ m1T1

0

f(x)dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

T2

∫ T2

0

f(x)dx− 1

m2T2

∫ m2T2

0

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ε

2
+ 2Aλ

(
1

T1

+
1

T2

)
. (1.8)

Z (1.8) wynika, »e dla dowolnych liczb naturalnych m,n > 8Aλ
ε

speªniona jest nierówno±¢∣∣∣∣ 1

m

∫ m

0

f(x)dx− 1

n

∫ n

0

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε.

St¡d wynika, »e ci¡g liczbowy {
1

n

∫ n

0

f(x)dx

}∞
n=1
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jest ci¡giem Cauchy'ego, a zatem jest zbie»ny. Niech T = n+ r, gdzie n ∈ N, a r ∈ [0, 1).
Otrzymujemy∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f(x)dx− 1

n

∫ n

0

f(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

T

∫ r

0

f(x+ n)dx− r

nT

∫ n

0

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ 1

T

∫ r

0

|f(x+ n)|dx+
r

nT

∫ n

0

|f(x)|dx ≤ 2rA

T
<

2A

T
→ 0 (1.9)

dla T →∞, czyli

M(f) = lim
n→∞

1

n

∫ n

0

f(x)dx,

a wcze±niej stwierdzili±my, »e granica ta istnieje.
2

1.2 Funkcje Spl -prawie okresowe Stiepanowa

Niech funkcje f, g ∈ Lploc(R,R) dla 1 ≤ p <∞. Przyjmujemy, »e

DSpl
(f, g) = sup

u∈R

(
1

l

∫ u+l

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

,

gdzie l > 0. DSpl
(f, g) mo»e przyjmowa¢ warto±¢ +∞. Je»eli ograniczymy si¦ do zbioru{

f ∈ Lploc(R,R) : sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|f(x)|p <∞
}
,

to nietrudno zauwa»y¢, »e DSpl
jest metryk¡ na tym zbiorze. Ponadto, dla ka»dego a ∈ R,

DSpl
(f, g) = sup

u∈R

(
1

l

∫ u−a+l

u−a
|f(x)− g(x)|pdx

) 1
p

.

Lemat 1.16. Dla dowolnych f, g ∈ Lploc(R,R) oraz 0 < l1 < l2 zachodz¡ nierówno±ci:

DSpl1
(f, g) ≤

(
l2
l1

) 1
p

DSpl2
(f, g) (1.10)

oraz
DSpl2

(f, g) ≤ 2
1
pDSpl1

(f, g). (1.11)

Dowód. Nierówno±¢ (1.10) natychmiast dostajemy z oszacowania

sup
u∈R

(
1

l1

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

≤
(
l2
l1

) 1
p

sup
u∈R

(
1

l2

∫ u+l2

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

.

Z drugiej strony mamy natomiast

DSpl2
(f, g) = sup

u∈R

(
1

l2

∫ u+l2

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

= sup
u∈R

(
1

l2

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx+
1

l2

∫ u+l2

u+l1

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

≤
(

1

l2

) 1
p
(

sup
u∈R

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx+ sup
u∈R

∫ u+l2

u+l1

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

.

≤
(

1

l2

) 1
p
(

sup
u∈R

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx+ sup
u∈R

∫ u+l2−l1

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

. (1.12)
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Rozpatrzmy dwa przypadki l2 ≤ 2l1 oraz l2 > 2l1.
W pierwszym z nich zachodzi

sup
u∈R

∫ u+l2−l1

u

|f(x)− g(x)|pdx ≤ sup
u∈R

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx,

co po wstawieniu do (1.12) daje

DSpl2
(f, g) ≤

(
1

l2

) 1
p
(

sup
u∈R

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx+ sup
u∈R

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

≤ 2
1
pDSpl1

(f, g).

W przypadku l2 > 2l1 wiemy, »e istniej¡ n ∈ N, n ≥ 2 oraz 0 ≤ r1 < l1 takie, »e

l2 = nl1 + r1. (1.13)

St¡d

sup
u∈R

∫ u+l2−l1

u

|f(x)− g(x)|pdx ≤ n sup
u∈R

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx,

co po wstawieniu do (1.12) daje

DSpl2
(f, g) ≤

(
n+ 1

l2

) 1
p
(

sup
u∈R

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

. (1.14)

Z równo±ci (1.13) otrzymujemy

n+ 1 =
l2 + l1 − r1

l1
≤ 2l2

l1
. (1.15)

Wstawiaj¡c (1.15) do (1.14) dostajemy

DSpl2
(f, g) ≤

(
2

l1

) 1
p
(

sup
u∈R

∫ u+l1

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

= 2
1
pDSpl1

(f, g),

co daje nam oczekiwan¡ nierówno±¢.
2

W oparciu o nierówno±ci (1.10) oraz (1.11) stwierdzamy, »e przy ustalonym p ∈ [1,∞)
bez straty ogólno±ci mo»emy ograniczy¢ si¦ do przypadku l = 1, przyjmuj¡c Sp1 = Sp.

De�nicja 1.17. Liczb¦ τ nazywamy (Sp, ε)-prawie okresem funkcji f ∈ Lploc(R,R), je»eli

DSp(f, fτ ) ≤ ε,

gdzie fτ (x) = f(x+ τ).
Funkcj¦ f ∈ Lploc(R,R) nazywamy Sp-prawie okresow¡, je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje

relatywnie g¦sty zbiór (Sp, ε)-prawie okresów funkcji f .

Przez ESp{ε; f} oznaczamy zbiór (Sp, ε)-prawie okresów funkcji f . Ka»da funkcja p.o.
jest Sp-p.o. dla ka»dego p ≥ 1.

Zauwa»my, »e je»eli rozpatrzymy funkcj¦ g(x) = sgnf(x), gdzie f : R→ R jest ci¡gª¡
funkcj¡ okresow¡ o okresie podstawowym T i f nie jest staªego znaku, to g nie jest p.o.,
poniewa» nie jest ci¡gªa.
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Z drugiej strony otrzymujemy, »e

DSp(g, gT ) = 0.

St¡d dla dowolnego ε > 0 istnieje relatywnie g¦sty zbiór {±nT}∞n=1 jej (Sp, ε)-prawie
okresów. Otrzymujemy wi¦c, »e funkcja g jest Sp − p.o.

Poni»ej podamy dwa nietrywialne przykªady funkcji, które s¡ Sp-p.o., ale nie s¡ p.o.

Przykªad 1.18 (Patrz Przykªad 2.1 w [27]). Niech F = F (z), gdzie z ∈ C b¦dzie funkcj¡
ograniczon¡ i holomor�czn¡ w pa±mie P = {(x, y) ∈ R2; a ≤ x ≤ b, y ∈ R}, przy czym
a < 0 < b. Je»eli przy x = 0 funkcja F (z) = F (iy) = f(y) 6≡ 0 przyjmuje warto±ci
rzeczywiste, f nie jest staªego znaku oraz f jest p.o., to funkcja g(y) = sgnf(y) jest
Sp-p.o.

Oczywi±cie g, jako funkcja nieci¡gªa, nie jest p.o. Dla uproszczenia przyjmijmy, »e
p = 1. Wówczas Sp b¦dziemy oznacza¢ krótko S. Dla dowolnego α > 0 de�niujemy

Eα = {y ∈ R : |f(y)| > α}.

Zauwa»my, »e je»eli τ ∈ E{α; f}, to dla y ∈ Eα mamy

sgn f(y + τ) = sgn f(y).

W przeciwnym wypadku otrzymaliby±my

|f(y + τ)− f(y)| = |f(y + τ)|+ |f(y)| > α,

wi¦c τ /∈ E{α; f}. Niech

Fα(u, u+ 1) = {y ∈ [u, u+ 1] : |f(y)| ≤ α}.

Dla ka»dego u ∈ R oraz τ ∈ E{α; f} otrzymujemy∫ u+1

u

|g(y + τ)− g(y)|dy =

∫
Eα∩[u,u+1]

|g(y + τ)− g(y)|dy +

∫
Fα(u,u+1)

|g(y + τ)− g(y)|dy

=

∫
Fα(u,u+1)

|g(y + τ)− g(y)|dy ≤
∫

Fα(u,u+1)

|g(y + τ)|dy +

∫
Fα(u,u+1)

|g(y)|dy ≤ 2µ(Fα(u, u+ 1)).

Poka»emy, »e µ(Fα(u, u+ 1))→ 0 przy α→ 0 jednostajnie wzgl¦dem u. Przypu±¢my, »e
tak nie jest. Wówczas istniej¡ liczba m0 > 0 oraz ci¡gi {αn}∞n=1 ⊂ R+ malej¡cy do zera,
{un}∞n=1 rosn¡cy do +∞ takie, »e

µ(Fαn(un, un + 1)) ≥ m0

dla ka»dego n = 1, 2 . . . Rozwa»my ci¡g {ϕn}∞n=1 dany wzorem ϕn(y) = f(y + un). Dla
ka»dej funkcji ϕn w przedziale [0, 1] istnieje zbiór Un taki, »e µ(Un) ≥ m0 oraz w ka»dym
punkcie zbioru Un zachodzi nierówno±¢ |ϕn(y)| ≤ αn. Z kryterium Bochnera wiemy, »e
istnieje jednostajnie zbie»ny podci¡g {ϕnk}∞k=1. Oznaczmy lim

k→∞
ϕnk(y) = ϕ(y).

Zde�niujmy zbiory

Sk =
∞⋃
n=k

Un, U =
∞⋂
k=1

Sk.

22



Ci¡g {Sk}∞k=1 jest zst¦puj¡cy oraz µ(S1) ≤ 1. Zachodzi wi¦c

µ(U) = µ

(
∞⋂
k=1

Sk

)
= lim

k→∞
µ(Sk) ≥ m0,

co wynika z faktu, »e µ(Sk) ≥ m0 dla ka»dego k ∈ N. Dla y ∈ U istnieje ci¡g {nkl}∞l=1

taki, »e y ∈ Unkl dla ka»dego l ∈ N oraz |ϕnkl (y)| ≤ αnkl . Oznacza to, »e dla y ∈ U
otrzymujemy

lim
l→∞

ϕnkl (y) = 0,

ale z drugiej strony
lim
l→∞

ϕnkl (y) = ϕ(y)

jednostajnie na U . St¡d ϕ(y) ≡ 0 na U . Niech c = min{−a, b} oraz r ∈ (0, c). St¡d
B((0, y0), r) ⊂ P dla dowolnego y0 ∈ R. Ci¡g funkcyjny {Fn}∞n=1, gdzie Fn(z) = F (z+iun)
dla z ∈ P , jest wspólnie ograniczony. Z twierdzenia Montela (patrz str. 149 w [25])
istnieje podci¡g {Fns}∞s=1 jednostajnie zbie»ny na B((0, y0), r). Jest wi¦c tak»e zbie»ny
na B((0, y0), r). St¡d funkcja graniczna Fy0(z) = lim

s→∞
Fns(z) jest funkcj¡ analityczn¡ na

B((0, y0), r). Ponadto przy x = 0, dla y ∈ (y0− r, y0− r) zachodzi Fns(iy) = ϕns(y), wi¦c
Fy0(iy) = ϕ(y) dla y ∈ (y0−r, y0−r), poniewa» ϕn ⇒ ϕ na R przy n→∞ oraz Fns ⇒ Fy0
na (y0 − r, y0 − r). St¡d ϕ jest funkcj¡ analityczn¡ na (y0 − r, y0 − r). Z dowolno±ci y0

otrzymujemy, »e ϕ jest funkcj¡ analityczn¡ na R.
Wiemy, »e funkcja ϕ zeruje si¦ na zbiorze U ⊂ [0, 1] miary dodatniej. St¡d U posiada

punkt skupienia w [0, 1]. Niech tym punktem b¦dzie y∗ ∈ [0, 1]. Funkcja graniczna Fy∗
zeruje si¦ na zbiorze, który ma punkt skupienia w B((0, y∗), r). St¡d Fy∗(z) = 0 dla
B((0, y∗), r). W szczególno±ci, ϕ(y) = 0 dla y ∈ (y∗ − r, y∗ + r). Post¦puj¡c analogicznie
dla funkcji Fy∗+r otrzymujemy, »e ϕ zeruje si¦ na odcinku (y∗, y∗ + 2r). Przez indukcj¦
otrzymamy, »e ϕ zeruje si¦ na ka»dym odcinku postaci (y∗+nr, y∗+(n+2)r), gdzie n ∈ Z.
St¡d wnioskujemy, »e ϕ zeruje si¦ na R. Sprzeczno±¢, poniewa» f nie jest to»samo±ciowo
równa zero, a ϕn ⇒ ϕ przy n → ∞. Ostatecznie otrzymujemy, »e µ(Fα(u, u + 1)) → 0
przy α→ 0 jednostajnie wzgl¦dem u. St¡d dla τ ∈ E{α; f} zachodzi∫ u+1

u

|g(y + τ)− g(y)|dy → 0,

przy α→ 0 jednostajnie wzgl¦dem u. St¡d τ jest (S, α)-prawie okresem funkcji g, czyli g
jest S-p.o.

Przykªad 1.19. Wró¢my teraz do funkcji1

p(x) = sin
1

2 + sin x+ sin(
√

2x)
.

Poka»emy, »e jest ona S-p.o. Niech

ϕ(x) = 2 + sinx+ sin(
√

2x).

1Patrz str. 14
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Oczywi±cie ϕ(x) > 0 dla ka»dego x ∈ R oraz inf ϕ(x) = 0. Ustalmy dowolnie α > δ > 0.
Dla τ ∈ E{δ;ϕ} oraz x ∈ Eα = {x ∈ R : ϕ(x) > α} zachodzi oszacowanie

|p(x+ τ)− p(x)| =

∣∣∣∣sin 1

ϕ(x+ τ)
− sin

1

ϕ(x)

∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣sin ϕ(x+ τ)− ϕ(x)

2ϕ(x+ τ)ϕ(x)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos
ϕ(x+ τ) + ϕ(x)

2ϕ(x+ τ)ϕ(x)

∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣ϕ(x+ τ)− ϕ(x)

2ϕ(x+ τ)ϕ(x)

∣∣∣∣ < δ

α(α− δ)
.

St¡d dla ka»dego u ∈ R dostajemy∫ u+1

u

|p(x+ τ)− p(x)|dx =

∫
Eα∩[u,u+1]

|p(x+ τ)− p(x)|dx+

∫
Fα(u,u+1)

|p(x+ τ)− p(x)|dx

<
δ

α(α− δ)
+

∫
Fα(u,u+1)

(|p(x+ τ)|+ |p(x)|)dx ≤ δ

α(α− δ)
+ 2µ(Fα(u, u+ 1)),

gdzie Fα(u, u+ 1) = {x ∈ [u, u+ 1] : |ϕ(x)| ≤ α}. Przeprowadzaj¡c analogiczne rozumo-
wanie, jak w poprzednim przykªadzie, dostajemy, »e dla dowolnego ε > 0 istnieje α > 0
odpowiednio maªa, aby zachodziªa nierówno±¢

µ(Fα(u, u+ 1)) <
ε

4

jednostajnie wzgl¦dem u. Przy ustalonym α dobieramy δ < α tak¡, »e

δ

α(α− δ)
<
ε

4
.

Wówczas

sup
u∈R

∫ u+1

u

|p(x+ τ)− p(x)|dx < ε,

wi¦c E{δ;ϕ} ⊂ ES{ε; p}. St¡d p jest S-p.o.
Uzasadnimy, »e funkcja p nie jest jednostajnie ci¡gªa na R, a co za tym idzie nie jest

p.o. Z ci¡gªo±ci funkcji ϕ oraz z tego, »e inf ϕ(x) = 0 wiemy, »e istniej¡ ci¡gi {xn}∞n=1,
{x′n}∞n=1 takie, »e xn, x′n > 0 dla ka»dego n ∈ N, dla których zachodzi

ϕ(xn) =
1

(n− 1
2
)π
, ϕ(x′n) =

1

nπ
.

Wyka»emy, »e |xn − x′n| → 0 dla n→∞. Przypu±¢my, »e |xn − x′n| 6→ 0. Wtedy istnieje
podci¡g {x′nk}

∞
k=1 taki, »e x′nk → ∞ dla k → ∞ o tej wªasno±ci, »e ϕ(x′nk) = 1

nkπ
oraz

istnieje ε > 0 takie, »e ka»dy punkt x′nk posiada ε-otoczenie, w którym zachodzi

ϕ(x) <
1

(nk − 1
2
)π
.

Jednak uzasadnili±my, »e

µ

(
F 1

(nk−
1
2 )π

(u, u+ 1)

)
→ 0

dla k →∞ jednostajnie wzgl¦dem u. Sprzeczno±¢. Ostatecznie otrzymujemy |xn−x′n| →
0 oraz

|p(xn)− p(x′n)| =
∣∣∣∣sin(n− 1

2

)
π − sinnπ

∣∣∣∣ = 1,

co dowodzi, »e p nie jest jednostajnie ci¡gªa. Na mocy Twierdzenia 1.4 funkcja p nie jest
p.o.
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1.3 Funkcje W p-prawie okresowe Weyla

Niech funkcje f, g ∈ Lploc(R,R) dla 1 ≤ p <∞. De�niujemy wielko±¢

DW p(f, g) = lim
l→∞

sup
u∈R

(
1

l

∫ u+l

u

|f(x)− g(x)|pdx
) 1

p

, (1.16)

co mo»emy zapisa¢
DW p(f, g) = lim

l→∞
DSpl

(f, g). (1.17)

Twierdzenie 1.20 (Patrz str. 72 w [2]). Granica po prawej stronie wzoru (1.16) istnieje.

Dowód. Bez straty ogólno±ci wystarczy rozpatrzy¢ przypadek p = 1 oraz g(x) ≡ 0.
Oznaczmy DSl = DSl(f, 0). Zauwa»my, »e z Lematu 1.16 otrzymujemy, »e je»eli warto±¢
DSl jest niesko«czona dla jakiego± l > 0, to jest niesko«czona dla ka»dego l > 0. Pozostaje
rozwa»y¢ przypadek, »e DSl < ∞ dla ka»dego l > 0. Niech l 6= l0, gdzie l, l0 > 0 oraz
n ∈ N b¦dzie taka, »e

(n− 1)l0 < l ≤ nl0. (1.18)

Z (1.18) mamy

1

l

∫ u+l

u

|f(x)|dx =
nl0
l

1

nl0

∫ u+l

u

|f(x)|dx ≤ nl0
l

1

nl0

∫ u+nl0

u

|f(x)|dx.

St¡d

DSl ≤
nl0
l
DSnl0

≤ l + l0
l

DSnl0
. (1.19)

Ponadto zachodzi oszacowanie,

1

nl0

∫ u+nl0

u

|f(x)|dx =
1

n

(
1

l0

∫ u+l0

u

|f(x)|dx+ . . .+
1

l0

∫ u+nl0

u+(n−1)l0

|f(x)|dx
)
≤ DSl0

,

wi¦c
DSnl0

≤ DSl0
(1.20)

�¡cz¡c (1.19) oraz (1.20) otrzymujemy ostatecznie

DSl ≤
(

1 +
l0
l

)
DSl0

.

St¡d
lim sup
l→∞

DSl ≤ DSl0
. (1.21)

Poniewa» nierówno±¢ (1.21) zachodzi dla dowolnych l0 > 0 otrzymujemy, »e

lim sup
l→∞

DSl ≤ lim inf
l0→∞

DSl0
= lim inf

l→∞
DSl .

Otrzymali±my wi¦c istnienie granicy we wzorze (1.16).
2

De�nicja 1.21. Funkcj¦ f ∈ Lploc(R,R), gdzie p ≥ 1, nazywamy W p-prawie okresow¡
(W p-p.o), je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje L0 = L0(ε) > 0 takie, »e dla ka»dego L ≥ L0

zbiór ESpL{ε; f} jest relatywnie g¦sty. Dla uproszczenia, gdy p = 1 b¦dziemy oznacza¢
W := W 1.
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Zauwa»my, »e ró»nica pomi¦dzy funkcjami Sp-p.o., a W p-p.o. jest taka, »e w drugim
przypadku L zale»y od ε. Oczywi±cie ka»da funkcja Sp-p.o. jest W p-p.o. Poni»ej podamy
przykªady dwóch funkcji, które s¡ W p-p.o., ale nie s¡ Sp-p.o.

Przykªad 1.22 (Patrz Przykªad 4.27 w [1]). Niech f : R→ R b¦dzie okre±lona wzorem

f(x) =

{
1 dla x ∈

(
0, 1

2

)
0 poza tym.

(1.22)

Dla l = 1 i ε < 1
2
dostajemy, »e istnieje u ∈ R takie, »e dla ka»dego τ > ε∫ u+1

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx > ε.

St¡d wnioskujemy, »e dla ε < 1
2
nie istnieje relatywnie g¦sty zbiór (S, ε)-prawie okresów

funkcji f , a co za tym idzie f nie jest S-p.o.
Z drugiej strony dla ka»dego L, τ ∈ R, L ≥ 1 mamy∫ u+L

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx ≤ 1,

a w konsekwencji

DSL(f, fτ ) = sup
u∈R

(
1

L

∫ u+L

u

|f(x)− f(x+ τ)|dx
)
≤ 1

L
.

St¡d dla ka»dego ε > 0 istnieje L ≥ 1 takie, »e DSL(f, fτ ) ≤ ε. Zatem f jest W -p.o.

Przykªad 1.23. Rozpatrzmy funkcj¦

f(x) =

{
1 dla x ∈ (0, 1) ∪ (2, 3) ∪ (5, 6) ∪ (9, 10) ∪ (14, 15) ∪ . . . ,
0 poza tym w [0,∞)

(1.23)

oraz f(−x) = f(x) dla x ∈ R, któr¡ inaczej mo»emy zapisa¢

f(x) =

{
1 dla x ∈

⋃∞
n=1

(
n(n+1)

2
− 1, n(n+1)

2

)
,

0 poza tym w [0,∞)

oraz f(−x) = f(x) dla x ∈ R. Poka»emy, »e jest ona W -p.o, ale nie jest S-p.o.
We¹my pod uwag¦ wyra»enie

DS(u)(fτ , f) =

∫ u+1

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx. (1.24)

Oczywi±cie zachodzi

DS(fτ , f) = sup
u∈R

DS(u)(fτ , f) ≥ DS(u)(fτ , f)

dla ka»dego u ∈ R. Przyjmijmy u = 0. Wówczas

F (τ) = DS(0)(fτ , f) =

∫ 1

0

|f(x+ τ)− f(x)|dx = 1−
∫ 1

0

f(x+ τ)dx = 1−
∫ τ+1

τ

f(x)dx.
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Po scaªkowaniu dla τ ≥ 0 dostajemy

F (τ) =



τ dla τ ∈ [0, 1),
2− τ dla τ ∈ [1, 2),
τ − 2 dla τ ∈ [2, 3),
1 dla τ ∈ [3, 4),
5− τ dla τ ∈ [4, 5),
τ − 5 dla τ ∈ [5, 6),
1 dla τ ∈ [6, 8),
9− τ dla τ ∈ [8, 9),
τ − 9 dla τ ∈ [9, 10),
1 dla τ ∈ [10, 13),
14− τ dla τ ∈ [13, 14),
τ − 14 dla τ ∈ [14, 15),
1 dla τ ∈ [15, 19),
. . .

Widzimy, »e dla coraz wi¦kszych τ funkcja F przyjmuje warto±¢ 1 na coraz dªu»szych
przedziaªach. St¡d je»eli we¹miemy ε = 1

2
i rozpatrzymy nierówno±¢

DS(fτ , f) ≤ ε,

to nie znajdziemy relatywnie g¦stego zbioru (S, ε)-prawie okresów funkcji f . Wnioskujemy
wi¦c, »e funkcja f nie jest S-p.o.

Z drugiej strony rozpatrzmy wyra»enie

DSl(fτ , f) = sup
u∈R

(
1

l

∫ u+l

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx
)
,

dla którego mamy oszacowanie

sup
u∈R

(
1

l

∫ u+l

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx
)
≤ sup

u∈R

(
1

l

∫ u+l

u

(f(x+ τ) + f(x))dx

)
≤ 2

l

∫ l
2

− l
2

f(x)dx =
4

l

∫ l
2

0

f(x)dx.

W szacowaniu tym wykorzystali±my fakt, »e funkcja f zde�niowana przy pomocy wzoru
(1.23) przyjmuje warto±¢ 1 najwi¦cej razy dla x bliskich zeru. St¡d supremum z caªek
po przedziale dªugo±ci l b¦dzie osi¡gni¦te, je»eli b¦dziemy caªkowa¢ po przedziale [− l

2
, l

2
].

Zauwa»my, »e warto±¢ wyra»enia
4

l

∫ l
2

0

f(x)dx

b¦dzie mo»liwie najwi¦ksza, je»eli przyjmiemy

l = n(n+ 1). (1.25)

Wówczas zoptymalizujemy przedziaª caªkowania tak, aby ko«czyª si¦ on w miejscu, gdzie
f(x) = 1. Ostatecznie otrzymujemy

sup
u∈R

(
1

l

∫ u+l

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx
)
≤ 4

n(n+ 1)

∫ n(n+1)
2

0

f(x)dx, (1.26)

27



gdzie n jest zde�niowane przy pomocy wzoru (1.25). Zauwa»my, »e caªka we wzorze (1.26)

to miara zbioru
{
x ∈

[
0, n(n+1)

2

]
; f(x) = 1

}
. St¡d dostajemy

sup
u∈R

(
1

l

∫ u+l

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx
)
≤ 4

n(n+ 1)
· n =

4

n+ 1
<

4

n
. (1.27)

W rezultacie otrzymujemy, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje L(ε) =
([

4
ε

]
+ 1
) ([

4
ε

]
+ 2
)
takie,

»e

sup
u∈R

(
1

L(ε)

∫ u+L(ε)

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx

)
≤ ε.

Ostatecznie ESL(ε)
{ε; f} jest relatywnie g¦sty, zatem f jest W -p.o.

1.4 Funkcje Bp-prawie okresowe Besicovitcha

Dla f, g ∈ Lploc(R,R), gdzie 1 ≤ p <∞ okre±lamy wielko±¢

DBp(f, g) =

(
lim sup
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(x)− g(x)|pdx

) 1
p

=
(
M(|f − g|p)

) 1
p .

De�nicja 1.24. Funkcj¦ f ∈ Lploc(R,R), gdzie p ≥ 1 nazywamy Bp-prawie okresow¡,
je»eli istnieje ci¡g uogólnionych wielomianów trygonometrycznych {Wn}∞n=1 taki, »e

lim
n→∞

DBp(f,Wn) = 0.

W odró»nieniu od poprzednich klas funkcji prawie okresowych, w których wyst¦puje
poj¦cie prawie okresu, funkcje Bp-p.o. s¡ okre±lone jako granice ci¡gów uogólnionych
wielomianów trygonometrycznych. Jakkolwiek mo»na poda¢ równowa»n¡ de�nicj¦ funkcji
Bp-p.o., któr¡ zaproponowaª R. Doss w [6].

Twierdzenie 1.25 (Patrz str. 77 w [27]). Funkcja f ∈ Lploc(R,R) jest Bp-p.o. wtedy i
tylko wtedy, gdy

a) lim
h→0

M(|fh − f |p) = 0.

b) Dla ka»dego ε > 0 istnieje relatywnie g¦sty zbiór

{τ ∈ R : M(|fτ − f |p) < ε}.

c) Dla ka»dego ω > 0 istnieje funkcja okresowa g ∈ Lpω(R,R), o okresie ω, taka, »e

lim
n→∞

M

(∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

fkω − g

∣∣∣∣∣
p)

= 0,

gdzie fkω(x) = f(x+ kω).

Dla p = 1 zamiast B1 − p.o piszemy B − p.o

De�nicja 1.26. Funkcj¦ f ∈ Lploc(R,R) nazywamy Bp-zerow¡, je»eli DBp(f, 0) = 0.
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Stwierdzenie 1.27 (Patrz Twierdzenie 5.34, 5.36, Stwierdzenie 6.8 w [1]). Ka»da funkcja
Bp-zerowa jest Bp-p.o.

Wprost z De�nicji 1.24 wynika, »e

DBp(f, g) ≤ lim
l→∞

DSpl
(f, g).

St¡d dostajemy, »e funkcje W p-p.o. s¡ funkcjami Bp-p.o. Poni»ej podajemy przykªad
funkcji B-p.o., która nie jest W -p.o.

Przykªad 1.28 (Patrz Przykªad 6.24 w [1]). Niech

f(x) =

{
4
√
n dla n2 ≤ x ≤ n2 +

√
n,

0 poza tym.

Istnieje M > 0 takie, »e dla dowolnych T , τ takich, »e
√
M > T > τ > 0 zachodzi

oszacowanie

sup
u∈R

1

T

∫ u+T

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx ≥ sup
u∈R

1

T

∫ u+τ

u

|f(x+ τ)− f(x)|dx

≥ 1

T

∫ N2+
√
N

N2+
√
N−τ
|f(x+ τ)− f(x)|dx =

1

T

∫ N2+
√
N

N2+
√
N−τ

4
√
Ndx =

τ

T
4
√
N

dla ka»dego N ≥ M , N ∈ N. Poniewa» ostatnie wyra»enie d¡»y do ∞ dla N →∞, wi¦c
funkcja f nie jest W -p.o.

Z drugiej strony dla funkcji f mamy

DB(f, 0) = lim sup
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(x)|dx = lim sup

N→∞

1

2(N2 +
√
N)

∫ N2+
√
N

0

|f(x)|dx

= lim sup
N→∞

1

2(N2 +
√
N)

N∑
k=1

4
√
k
√
k = lim sup

N→∞

1

2(N2 +
√
N)

N∑
k=1

k
3
4

≤ lim sup
N→∞

1

2(N2 +
√
N)

∫ N+1

0

x
3
4dx ≤ lim sup

N→∞

2(N + 1)
5
4

5(N2 +
√
N)

= 0.

St¡d funkcja f jest B-zerowa, a co za tym idzie B-p.o.

1.5 Funkcje N-prawie okresowe

B.M. Lewitan w pracy [19] (De�nicje 3.1.2, 3.1.2', 3.1.2�, Twierdzenie 3.1.1) zaproponowaª
trzy równowa»ne de�nicje funkcji N -p.o.

Liczb¦ τ ∈ R nazywamy (N, ε)-prawie okresem ci¡gªej funkcji f : R→ R, gdzie ε > 0,
N > 0, je»eli dla ka»dego x ∈ R takiego, »e |x| < N speªniona jest nierówno±¢

|f(x+ τ)− f(x)| < ε.

De�nicja 1.29.

(D1) Mówimy, »e funkcja ci¡gªa f : R → R jest N -prawie okresowa je»eli dla dowolnych
ε > 0 oraz N > 0 isteniej¡ liczby rzeczywiste µ1, . . . , µp oraz δ > 0 takie, »e ka»da
liczba τ , speªniaj¡ca ukªad nierówno±ci

|µkτ | < δ (mod 2π), k = 1, 2, . . . , p,

jest (N, ε)-prawie okresem funkcji f .
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(D2) Mówimy, »e funkcja ci¡gªa f : R → R jest N -prawie okresowa, je»eli istnieje prze-
liczalny podzbiór liczb rzeczywistych Λ1,Λ2, . . ., maj¡cy nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: dla
dowolnych ε > 0, N > 0 istniej¡ liczby n ∈ N oraz δ > 0 takie, »e ka»da liczba
rzeczywista τ , speªniaj¡ca ukªad nierówno±ci

|Λkτ | < δ (mod 2π), k = 1, 2, . . . , n,

jest (N, ε)-prawie okresem funkcji f .

(D3) Mówimy, »e funkcja ci¡gªa f : R→ R jest N -prawie okresowa, je»eli istnieje funkcja
p.o. ϕ : R → R, tzw. majoranta funkcji f , taka, »e dla dowolnych ε > 0, N > 0
istnieje δ > 0 taka, »e ka»dy δ-p.o. τ funkcji ϕ jest (N, ε)-p.o. funkcji f .

Twierdzenie 1.30 (Patrz Twierdzenie 5.1 w [27]). Niech f : R→ Yf b¦dzie funkcj¡ p.o.
oraz g : Yf → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Wówczas zªo»enie g ◦ f jest funkcj¡ N-p.o.

Dowód. Na mocy Twierdzenia 1.4 wiemy, »e f jest funkcj¡ ograniczon¡ na R, wi¦c
istniej¡ m = inf

x∈R
f(x) oraz M = sup

x∈R
f(x). Ustalmy dowolnie ε > 0, N > 0. Niech mN =

min{f(x); −N ≤ x ≤ N}, MN = max{f(x); −N ≤ x ≤ N} oraz IN b¦dzie przedziaªem
nast¦puj¡cej postaci

IN =



[mN − aN ,MN + aN ], gdzie 0 < aN = 1
2

min{mN −m,M −MN},
dla mN > m,MN < M,

[mN ,MN + aN ], gdzie 0 < aN = 1
2
(M −MN),

dla mN = m,MN < M,

[mN − aN ,MN ], gdzie 0 < aN = 1
2
(mN −m),

dla mN > m,MN = M.

Z jednostajnej ci¡gªo±ci g na IN wiemy, »e istnieje δ = δ(ε,N) ∈ (0, aN) takie, »e dla
y, y ∈ IN , |g(y)−g(y)| < ε, o ile |y−y| < δ. Niech τ ∈ E{δ; f}. Dla ka»dego x ∈ [−N,N ]
otrzymujemy

|f(x+ τ)− f(x)| < δ oraz f(x), f(x+ τ) ∈ IN .

St¡d
|g(f(x+ τ))− g(f(x))| < ε.

Zatem z (D3), funkcja f jest majorant¡ funkcji g ◦ f , czyli g ◦ f jest funkcj¡ N -p.o.
2

Na mocy powy»szego twierdzenia wiemy, »e funkcj¡ N -p.o. jest

f(x) =
1

2 + sin x+ sin(
√

2x)
, x ∈ R,

która jako funkcja nieograniczona nie jest funkcj¡ p.o. Kolejnymi przykªadami funkcji
N -p.o s¡ funkcje:

f(x) = ln(2 + cosx+ cos(
√

2x)),

f(x) = tg
(π

4
(sinx+ sin(

√
2x))

)
.
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Rysunek 1.1: Funkcja f(x) = sinx+ sin(
√

2x) na przedziale [-100,100].
Rysunek wykonany w programie Mathematica

Rysunek 1.2: Funkcja p(x) = sin 1
2+sinx+sin(

√
2x)

na przedziale [-45.5445,-45.5435].
Rysunek wykonany w programie Mathematica
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Rozdziaª 2

Orbity homokliniczne w ukªadach

Newtonowskich z potencjaªem prawie

okresowym speªniaj¡cym warunek

Gordona

2.1 Wprowadzenie

Rozwa»amy ukªad Newtonowski w R3,

q̈(t) + a(t)∇W (q(t)) = 0, (2.1)

gdzie a(t) oraz W (q) speªniaj¡ nast¦puj¡ce zaªo»enia:

(a1) a : R→ R jest ci¡gª¡ funkcj¡ prawie okresow¡ tak¡, »e a(t) ≥ a0 > 0 dla t ∈ R.

(H1) Istnieje prosta l taka, »e l ∩ {0} = ∅, W ∈ C2(R3 \ l,R) oraz l skªada si¦ z punktów
osobliwych W , tzn. limx→lW (x) = −∞.

(H2) W : R3 \ l → R speªnia warunek Gordona w otoczeniu prostej l, tzn. istniej¡ oto-
czenie N prostej l oraz funkcja U ∈ C2(N \ l,R) takie, »e |U(x)| → ∞, gdy x → l
i

|∇U(x)|2 ≤ −W (x) dla x ∈ N \ l.

(H3) W (x) < W (0) = 0 dla x 6= 0 oraz W ′′(0) jest ujemnie okre±lona.

(H4) Istnieje staªa W0 < 0 taka, »e lim sup|x|→∞W (x) ≤ W0.

Od teraz x → l oznacza d(x, l) = inf{|x − y| : y ∈ l} → 0 oraz | · | : R3 → R jest
norm¡ Euklidesow¡ w R3. Warunek (H2) zostaª wprowadzony przez W.B. Gordona w [7].
Je»eli potencjaª W : R3 \ l → R speªnia (H2), wówczas jego gradient ∇W : R3 \ l → R3

jest w j¦zyku angielskim nazywany strong force. Warunek (H3) implikuje, »e zero jest
niezdegenerowanym punktem krytycznym W . Natomiast warunek (H4) gwarantuje, »e
W nie zbiega asymptotycznie do swojego maksimum globalnego 0.

Uwaga 2.1. �atwo sprawdzi¢, »e z warunków (H1)-(H4) wynika, »e

∀M>0∀ρ>0∃K>0∀x∈BM (0)\{y∈R3: d(y,l)<ρ} |W (x)| ≤ K|x|2 ∧ |∇W (x)| ≤ K|x|.
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De�nicja 2.2. Rozwi¡zanie q : R→ R3 ukªadu (2.1) nazywamy homoklinicznym (do 0),
je»eli

q(±∞) = lim
t→±∞

q(t) = 0

oraz q̇(±∞) = 0.

Niech E oznacza przestrze« Sobolewa W 1,2(R,R3) ze standardow¡ norm¡

‖q‖2
E =

∫
R

(
|q(t)|2 + |q̇(t)|2

)
dt.

Lemat 2.3. Niech {un}∞n=1, {vn}∞n=1 b¦d¡ ci¡gami ograniczonymi w E oraz ‖un−vn‖E → 0
dla n→∞. Wówczas

|un|2 − |vn|2 → 0

dla n→∞ w W 1,2(R,R).

Dowód. Z zaªo»enia {un}∞n=1 i {vn}∞n=1 s¡ ograniczone w E, a co za tym idzie w L∞(R,R).
St¡d∥∥|un|2 − |vn|2∥∥2

L2(R,R)
≤ sup

n∈N
(‖un‖L∞(R,R) + ‖vn‖L∞(R,R))

2

∫
R

||un(t)| − |vn(t)||2dt

≤ C‖un − vn‖2
E. (2.2)

Ponadto,∥∥∥∥ ddt(|un|2 − |vn|2)

∥∥∥∥2

L2(R,R)

≤ 8‖un(u̇n − v̇n)‖2
L2(R,R) + 8‖v̇n(un − vn)‖2

L2(R,R)

≤ 8 sup
n∈N
‖un‖2

L∞(R,R)

∫
R

|u̇n(t)− v̇n(t)|2dt+ 8‖un − vn‖2
L∞(R,R)

∫
R

|v̇n(t)|2dt. (2.3)

W oszacowaniach (2.2) oraz (2.3) przechodz¡c z n→∞ otrzymujemy tez¦.
2

Wprowadzamy

L(q) =
1

2
|q̇(t)|2 − a(t)W (q(t)).

B¦dziemy rozwa»a¢ rodzin¦ krzywych, które omijaj¡ prost¡ l,

Λ = {q ∈ E : q(t) /∈ l dla t ∈ R}.

Dla q ∈ Λ, de�niujemy

I(q) =

∫
R

L(q)dt. (2.4)

Stwierdzenie 2.4. Je»eli speªnione s¡ warunki (a1), (H1)-(H4), to I ∈ C1(Λ,R).

Dowód. Rozpatrzmy

J(q) =

∫
R

a(t)W (q(t))dt, q ∈ Λ.
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Wtedy

I(q) =
1

2
‖q̇‖2

L2(R,R3) − J(q).

Zatem wystarczy udowodni¢, »e J ∈ C1(Λ,R). Zauwa»my, »e pochodna Frecheta funk-
cjonaªu J w punkcie q ∈ Λ wyra»a si¦ wzorem:

DJ(q)ϕ = J ′(q)ϕ =

∫
R

a(t)∇W (q(t)) · ϕ(t)dt,

dla ϕ ∈ E. Chcemy pokaza¢, »e

∀q∈Λ∀ε>0∃η>0∀ϕ∈E 0 < ‖ϕ‖E < η ⇒ |J(q + ϕ)− J(q)−DJ(q)ϕ| < ε‖ϕ‖E.

Mamy

|J(q + ϕ)− J(q)−DJ(q)ϕ| =

∣∣∣∣∣∣
∫
R

a(t)(W (q(t) + ϕ(t))−W (q(t))−∇W (q(t)) · ϕ(t))dt

∣∣∣∣∣∣
≤ a1

∫
R

|W (q(t) + ϕ(t))−W (q(t))−∇W (q(t)) · ϕ(t)|dt, (2.5)

gdzie a1 = supt∈R a(t). Z twierdzenia Lagrange'a otrzymujemy∫
R

|W (q(t) + ϕ(t))−W (q(t))−∇W (q(t)) · ϕ(t)|dt

=

∫
R

|∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t)) · ϕ(t)−∇W (q(t)) · ϕ(t)|dt

=

∫
R

|(∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)|dt,

gdzie θ(t) ∈ (0, 1). Poniewa» q(±∞) = 0, wi¦c

∀δ>0∃r>0∀t∈R |t| > r ⇒ |q(t)| < δ.

Otrzymujemy∫
R

|(∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)|dt

=

∫
|t|≤r

|(∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)|dt

+

∫
|t|>r

|(∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)|dt.

Rozpatrzmy najpierw drug¡ caªk¦.∫
|t|>r

|(∇W (q(t)) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)|dt

≤
∫
|t|>r

|∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))||ϕ(t)|dt. (2.6)

34



Dla ϕ ∈ E, ‖ϕ‖L∞(R,R3) ≤
√

2‖ϕ‖E1. Dlatego je±li ‖ϕ‖E <
√

2
2
δ, to ‖ϕ‖L∞(R,R3) < δ.

Poniewa» W ∈ C2(R3 \ l,R), wi¦c ∇W lokalnie wokóª 0 ∈ R3 speªnia warunek Lipschitza,
tzn.

∃L>0∀q1,q2∈B2δ(0) |∇W (q1)−∇W (q2)| ≤ L|q1 − q2|.

St¡d, je±li ‖ϕ‖E <
√

2
2
δ, mamy∫

|t|>r

|(∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)|dt ≤
∫
|t|>r

L|θ(t)ϕ(t)||ϕ(t)|dt ≤ L‖ϕ‖2
E.

Niech ε > 0. Przyjmuj¡c δ :=
√

2
2

ε
a1L

otrzymujemy

a1

∫
|t|>r

|(∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)|dt ≤ a1L‖ϕ‖2
E <

ε

2
‖ϕ‖E. (2.7)

Dla pierwszej caªki mamy t ∈ [−r, r], czyli

|q(t) + θ(t)ϕ(t)| ≤ |q(t)|+ |ϕ(t)| ≤ ‖q‖L∞(R,R3) + δ =: R.

Funkcja ci¡gªa na zbiorze zwartym jest jednostajnie ci¡gªa. Zatem

∃δ>0∀q1,q2∈BR(0) |q1 − q2| < δ ⇒ |∇W (q1)−∇W (q2)| < ε
√

2r

4a1r
.

St¡d, je»eli ‖ϕ‖E <
√

2
2
δ, czyli ‖ϕ‖L∞(R,R3) < δ, to∫

|t|≤r

|(∇W (q(t) + θ(t)ϕ(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)|dt ≤
∫
|t|≤r

ε
√

2r

4a1r
|ϕ(t)|dt ≤ ε

2a1

‖ϕ‖E. (2.8)

Ostatecznie, z (2.7) i (2.8) dostajemy∣∣∣∣∣∣
∫
R

a(t)(W (q(t) + ϕ(t))−W (q(t))−∇W (q(t)) · ϕ(t))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε‖ϕ‖E, (2.9)

o ile ‖ϕ‖E < η dla η =
√

2
2

min{δ, δ}.
Pozostaje nam pokaza¢, »e J ′ jest ci¡gªy. Zaªó»my, »e qm → q w E dla m → ∞.

Mamy

sup
||ϕ||E=1

∣∣∣∣∫
R
(∇W (qm(t))−∇W (q(t))) · ϕ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (∫
R
|∇W (qm(t))−∇W (q(t))|2dt

) 1
2

≤
(∫ r

−r
|∇W (qm(t))−∇W (q(t))|2dt

) 1
2

+

(∫
|t|>r
|∇W (qm(t))−∇W (q(t))|2dt

) 1
2

=

(∫ r

−r
|∇W (qm(t))−∇W (q(t))|2dt

) 1
2

+

(∫
|t|>r

L2|qm(t)− q(t)|2dt
) 1

2

≤
(∫ r

−r
|∇W (qm(t))−∇W (q(t))|2dt

) 1
2

+ L‖qm − q‖E,

1Nierówno±¢ ta wynika z nierówno±ci (3.4) udowodnionej w Rozdziale 3 na str. 66
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gdzie r oraz L s¡ jak wcze±niej. Przechodz¡c do granicy zm→∞, w pierwszym skªadniku
mo»emy wej±¢ z granic¡ pod znak caªki korzystaj¡c z twierdzenia Lebesque'a o zbie»no±ci
ograniczonej i z ci¡gªo±ci ∇W , otrzymujemy tez¦.

2

Stwierdzenie 2.5. Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem takim, »e {I(pm)}∞m=1 jest ogra-
niczony oraz pm ⇀ p0 w E przy m→∞. Wówczas

∇I(pm) ⇀ ∇I(p0) w E,

gdy m→∞.

Dowód. Poniewa»

∇I(p) · ϕ =

∫
R

ϕ̇(t) · ṗ(t)dt−
∫
R

a(t)∇W (p(t)) · ϕ(t)dt

=

∫
R

ϕ̇(t) · ṗ(t)dt−∇J(p) · ϕ,

wi¦c wystarczy udowodni¢, »e
∇J(pm) ⇀ ∇J(p0)

w E. Niech ϕ ∈ E. Ustalmy ε > 0. Niech Rε b¦dzie dostatecznie du»e, aby∫
|t|>Rε

|ϕ(t)|2dt < ε2.

Wówczas

|(∇J(pm)−∇J(p)) · ϕ| =

∣∣∣∣∣∣
∫
R

a(t)(∇W (pm(t))−∇W (p0(t))) · ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ a1

∫
|t|≤Rε

|∇W (pm(t))−∇W (p0(t))| · |ϕ(t)|dt

+ a1ε

 ∫
|t|>Rε

|∇W (pm(t))−∇W (p0(t))|2dt


1
2

.

Przym→∞ pierwsza caªka d¡»y do 0 z twierdzenia Lebesque'a o zbie»no±ci ograniczonej.
Natomiast z Uwagi 2.1 wynika, »e druga caªka jest ograniczona. Poniewa» ε jest dowolnie
maªe otrzymujemy tez¦.

2

Stwierdzenie 2.6. Je»eli (a1) i (H1)-(H4) zachodz¡, q ∈ Λ oraz I ′(q) = 0, tzn. q jest
punktem krytycznym I na Λ, wówczas q jest klasycznym rozwi¡zaniem ukªadu (2.1) z
warunkami |q(t)|, |q̇(t)| → 0 dla |t| → ∞.

Dowód. Je»eli q ∈ E, to z Lematu 3.4 wynika, »e q(t) → 0 dla |t| → ∞. Je»eli q jest
punktem krytycznym funkcjonaªu I, to jest sªabym rozwi¡zaniem (2.1). Argumentuj¡c
jak w [21] otrzymujemy, »e jest ono klasycznym rozwi¡zaniem ukªadu (2.1). Ostatecznie
z (2.1), (a1), (H1) oraz (H3) tak jak w [15] mo»emy pokaza¢, »e q̇ ∈ E i st¡d |q̇(t)| → 0
dla |t| → ∞.

2
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Niech Π b¦dzie pªaszczyzn¡ prostopadª¡ do l i zawieraj¡c¡ 0. Dla potrzeb pracy
wprowadzimy wspóªrz¦dne walcowe w R3 z osi¡ wysoko±ci l i pªaszczyzn¡ odniesienia Π.
Niech P b¦dzie punktem przeci¦cia pªaszczyzny Π i prostej l. Wówczas P jest biegunem
oraz P0 jest osi¡ biegunow¡. W tym ukªadzie wspóªrz¦dnych, dla ka»dego q ∈ Λ mamy

q(t) = (r(t) cosϕ(t), r(t) sinϕ(t), z(t)),

gdzie r(t) jest odlegªo±ci¡ q(t) od l, ϕ(t) jest k¡tem biegunowym oraz z(t) jest odlegªo±ci¡
q(t) od pªaszczyzny Π. Wybieramy dodatnio zorientowan¡ baz¦ { ~P0, ~PR} w pªaszczy¹nie
Π. Dodatnia orientacja l jest wyznaczona przez ~P0× ~PR. Nie ma jednoznaczno±ci funkcji
ϕ. Jakkolwiek, je»eli q jest ci¡gªa, to mo»emy zaªo»y¢, »e r, ϕ oraz z s¡ tak»e ci¡gªe.

De�nicja 2.7. Dla q ∈ Λ mo»emy wyznaczy¢ liczb¦ nawini¦¢ wokóª prostej l jako:

WN(q) =
ϕ(∞)− ϕ(−∞)

2π
.

Wprowadzili±my de�nicj¦ liczby nawini¦¢ wokóª prostej l jak J. Janczewska i J. Mak-
symiuk w [15].

Ustalmy ε̂ = |P |/3. Od teraz, Bε(x) oznacza kul¦ otwart¡ w R3 o promieniu ε > 0 i
±rodku x ∈ R3.

Uwaga 2.8. Niech 0 < ε ≤ ε̂. Je»eli q ∈ Λ, to istnieje T ∈ R takie, »e q(T ) ∈ Bε(0).
Wówczas przez WN(q|T−∞) oraz WN(q|∞T ) rozumiemy liczby nawini¦¢ dróg w Λ, które bior¡
si¦ z q|(−∞,T ] i q|[T,∞) odpowiednio, z poª¡czenia q(T ) z 0 odcinkiem. Z teorii homotopii
wiemy, »e

WN(q) = WN(q|T−∞) + WN(q|∞T ).

Ponadto, je»eli q([T,∞)) ⊂ Bε(0), to

WN(q) = WN(q|T−∞).

Niech
Γ = {q ∈ Λ : WN(q) 6= 0} = Γ+ ∪ Γ−, (2.10)

gdzie
Γ± = {q ∈ Γ : ±WN(q) > 0}.

Mo»emy sformuªowa¢ gªówny wynik rozprawy doktorskiej.

Twierdzenie 2.9. Je»eli (a1) oraz (H1)-(H4) zachodz¡, wówczas ukªad (2.1) posiada co
najmniej dwa homokliniczne rozwi¡zania Q± ∈ Γ±.

2.2 Dowód Twierdzenia 2.9

W przedstawionym dowodzie mo»na wyró»ni¢ cztery gªówne etapy.
Etap 1., od Lematu 2.10 do Lematu 2.14, zapoznaje Czytelnika z podstawowymi

wªasno±ciami funkcjonaªu dziaªania I : Λ→ R.
Etap 2. - najdªu»szy, obejmuj¡cy materiaª od Lematu 2.15 do Lematu 2.26, dotyczy

rodziny funkcjonaªów I(β, ·) : Λ→ R, gdzie β : R→ R jest dowoln¡ funkcj¡ ci¡gª¡, której
warto±ci znajduj¡ si¦ pomi¦dzy kresem dolnym i kresem górnym funkcji prawie okresowej
a(t).

Etap 3. rozpoczynamy od przypomnienia de�nicji ci¡gów Palais-Smale'a. Ten frag-
ment Rozdziaªu 2. zaczyna si¦ Lematem 2.29, a ko«czy Twierdzeniem 2.35. Kluczowe
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s¡ Lemat 2.32 - Lemat Reprezentacyjny oraz Twierdzenie 2.35 o ci¡gach Palais-Smale'a
funkcjonaªu dziaªania I posiadaj¡cych tzw. wªasno±¢ Séré:

‖pm+1 − pm‖E → 0, gdy m→∞.
Etap 2. i Etap 3. pokazuj¡, o ile bardziej zªo»ony jest problem badania istnienia rozwi¡za«
homoklinicznych ukªadu (2.1) w sytuacji, gdy a(t) jest prawie okresow¡ funkcj¡ Bohra od
sytuacji, gdy a(t) jest zwykª¡ funkcj¡ T -okresow¡ i wówczas mo»na skorzysta¢ z wªasno±ci
I(q) = I(q + kT ) dla ka»dego q ∈ Λ i k ∈ Z.

Etap 4. poprzedza fragment, w którym dla wygody Czytelnika przypominamy kilka
znanych faktów z metod wariacyjnych. Etap ten obejmuje Twierdzenie 2.41, Lemat 2.42
i Twierdzenie 2.43. Oba wymienione twierdzenia rozstrzygaj¡ o istnieniu rozwi¡za« ho-
moklinicznych dla ukªadu (2.1).

W caªym Podrozdziale 2.2 zakªadamy, »e warunki (a1) oraz (H1)-(H4) s¡ speªnione.

Etap 1. Podstawowe wªasno±ci funkcjonaªu dziaªania I

Niech
αε = a0 inf{−W (x) : x /∈ Bε(0)},

gdzie 0 < ε ≤ ε̂.

Lemat 2.10. Zaªó»my, »e q ∈ Λ oraz q(t) /∈ Bε(0) dla ka»dego t ∈
⋃k
i=1[ri, si], gdzie

[ri, si] ∩ [rj, sj] = ∅ dla i 6= j. Wówczas

I(q) ≥
√

2αε

k∑
i=1

|q(si)− q(ri)|.

Dowód. Niech

l =
k∑
i=1

|q(si)− q(ri)| oraz τ =
k∑
i=1

(si − ri).

Wówczas

l =
k∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
si∫
ri

q̇(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
k∑
i=1

si∫
ri

|q̇(t)|dt

=

∫
⋃k
i=1[ri,si]

|q̇(t)|dt ≤
√
τ

( ∫
⋃k
i=1[ri,si]

|q̇(t)|2dt

) 1
2

.

St¡d

I(q) ≥ 1

2

∫
⋃k
i=1[ri,si]

|q̇(t)|2dt+

∫
⋃k
i=1[ri,si]

−a(t)W (q(t))dt ≥ l2

2τ
+ αετ.

Z faktu, »e funkcja f(t) = l2

2t
+ αεt, dla t > 0 osi¡ga minimum w punkcie t0 = l√

2αε
i

wynosi ono f(t0) = l
√

2αε otrzymujemy tez¦.
2
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Lemat 2.11. Je»eli q ∈ Λ oraz q(t) ∈ N dla ka»dego t ∈ [σ, µ], to

|U(q(µ))| ≤ |U(q(σ))|+
(∫ µ

σ

−W (q)dt

) 1
2
(∫ µ

σ

|q̇(t)|2dt
) 1

2

Dowód. Dla q ∈ Λ oraz q(t) ∈ N, korzystaj¡c z warunku Gordona otrzymujemy

|U(q(µ))| ≤ |U(q(σ))|+
∣∣∣∣∫ µ

σ

d

dt
U(q(t))dt

∣∣∣∣
≤ |U(q(σ))|+

(∫ µ

σ

|∇U(q(t))|2dt
) 1

2
(∫ µ

σ

|q̇(t)|2dt
) 1

2

≤ |U(q(σ))|+
(∫ µ

σ

−W (q(t))dt

) 1
2
(∫ µ

σ

|q̇(t)|2dt
) 1

2

.

2

Z Lematu 2.11 i wzoru (2.4) otrzymujemy, »e je»eli q ∈ Λ oraz q(t) ∈ N dla ka»dego
t ∈ [σ, µ], to

|U(q(µ))| ≤ |U(q(σ))|+
√

2

a0

I(q). (2.11)

Lemat 2.12. Niech {qm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie taki, »e {I(qm)}∞m=1 jest ograniczony w R. Wów-
czas istnieje K > 0 takie, »e

d(qm(t), l) ≥ K

dla ka»dego t ∈ R oraz m ∈ N.

Dowód. Z Lematu 3.4 otrzymujemy, »e {qm}∞m=1 jest ograniczony w L∞(R,R3). St¡d
istnieje staªa r0 > 0 taka, »e qm(t) ∈ Br0(0) dla ka»dego t ∈ R oraz m ∈ N . Je»eli
Br0(0) ∩N = ∅, to K = d(Br0(0), l).

Rozpatrzmy przypadek Br0(0) ∩ N 6= ∅. Przypu±¢my, »e istnieje ci¡g {qm(µm)}∞m=1

taki, »e qm(µm)→ l dla m→∞. Ustalamy δ, r0 > 0 takie, »e

{S ∈ Π; |S − P | ≤ δ} × {Z ∈ l; |Z − P | ≤ r0} ⊂ N.

Istnieje m0 ∈ N takie, »e dla m ≥ m0, d(qm(µm), l) < δ. Dla ka»dego m ≥ m0 istnieje
σm < µm takie, »e

qm(σm) ∈ {S ∈ Π; |S − P | = δ} × {Z ∈ l; |Z − P | ≤ r0}

oraz
qm(t) ∈ {S ∈ Π; |S − P | < δ} × {Z ∈ l; |Z − P | < r0}

dla wszytkich t ∈ (σm, µm). Wówczas z (2.11) dostajemy

|U(qm(µm))| ≤ |U(qm(σm))|+
√

2

a0

I(qm).

Z ograniczono±ci {U(qm(σm))}∞m=1 oraz {I(qm)}∞m=1 otrzymujemy, »e {U(qm(µm))}∞m=1 jest
ograniczony. Z drugiej strony z warunku (H2) wiemy, »e |U(qm(µm))| → ∞ dla m→∞.
Sprzeczno±¢.

2
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Niech
c± = inf

q∈Γ±
I(q). (2.12)

Stwierdzenie 2.13. Istnieje c > 0 takie, »e

c± ≥ c. (2.13)

Dowód. Udowodnimy przypadek c+. Drugi jest analogiczny. Niech {qm}∞m=1 b¦dzie
ci¡giem minimalizuj¡cym dla I na Γ+. Ustalmy 0 < ε ≤ ε̂. Je»eli qm ∈ Γ+, to WN(qm) >
0. Poniewa» Bε(0) ∩ l = ∅, to istniej¡ Tm1 , Tm2 ∈ R takie, »e qm opuszcza kul¦ Bε(0)
w czasie Tm1 , nawija si¦ dookoªa prostej l i wraca do kuli Bε(0) w czasie Tm2 . Istnieje
Tm3 ∈ (Tm1 , T

m
2 ) taki, »e |qm(Tm3 )| > |P |. St¡d z Lematu 2.10,

I(qm) ≥
√

2αε|qm(Tm1 )− qm(Tm3 )| ≥
√

2αε
|P |
2
.

Ostatecznie,

c+ = lim
m→∞

I(qm) ≥ |P |
2

√
2αε = c.

2

Lemat 2.14. Je»eli M > 0 oraz q ∈ Λ, I(q) ≤M , to istnieje staªa ω(M) > 0 taka, »e

‖q‖E ≤ ω(M).

Dowód. We¹my q ∈ Λ takie, »e I(q) ≤M . Wówczas

M ≥ I(q) =

∫
R

(
1

2
|q̇(t)|2 − a(t)W (q(t))

)
dt,

a st¡d
‖q̇‖2

L2(R,R3) ≤ 2M

oraz

M ≥
∫
R

−a(t)W (q(t))dt. (2.14)

Z (H3) wynika, »e istnieje γ > 0 takie, »e

−W ′′(0)(y, y) ≥ 2γ|y|2 (2.15)

dla y ∈ R. Z ci¡gªo±ci W ′′ dostajemy, »e istnieje δ > 0 taka, »e je±li |y| < δ, to

−W (y) ≥ γ|y|2.

Niech
S(δ) := {t ∈ R : |q(t)| > δ}, Ŝ(δ) := {t ∈ R : |q(t)| ≤ δ}.
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Wtedy z (2.14) otrzymujemy

M ≥
∫
S(δ)

−a(t)W (q(t))dt+

∫
Ŝ(δ)

−a(t)W (q(t))dt

≥
∫
S(δ)

−a(t)W (q(t))dt+ a0γ

∫
Ŝ(δ)

|q(t)|2dt

≥ αδ · µ(S(δ)) + a0γ

∫
Ŝ(δ)

|q(t)|2dt.

Zatem
M ≥ αδ · µ(S(δ))

oraz

M ≥ a0γ

∫
Ŝ(δ)

|q(t)|2dt.

Z Lematu 2.10 wynika, »e

I(q) ≥
√

2αδ(‖q‖L∞(R,R3) − δ),

czyli

‖q‖L∞(R,R3) ≤
M + δ

√
2αδ√

2αδ
.

W konsekwencji,

‖q‖2
L2(R,R3) =

∫
R

|q(t)|2dt =

∫
S(δ)

|q(t)|2dt+

∫
Ŝ(δ)

|q(t)|2dt

≤ M

αδ

(
M + δ

√
2αδ√

2αδ

)2

+
M

a0γ
,

co ko«czy dowód.
2

Etap 2. Rodzina funkcjonaªów I(β, ·) : Λ→ R

Oznaczmy przez Aa zbiór

Aa = {β ∈ C(R,R) : a0 ≤ β(t) ≤ a1 dla ka»dego t ∈ R}.

Dla ka»dego β ∈ Aa zde�niujmy funkcjonaª I(β, ·) : Λ→ R wzorem

I(β, q) =

∫
R

(
1

2
|q̇(t)|2 − β(t)W (q(t))

)
dt. (2.16)

Niech
K∞ = {v ∈ Λ : v 6≡ 0, ∃β ∈ Aa, I

′(β, v) = 0}
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oraz

Q∞ = {ϕ ∈ W 1,2(R,R) : ϕ(t) =
∑
i∈N(ϕ)

|τθivi(t)|2, vi ∈ K∞, θi ∈ R,#N(ϕ) <∞},

gdzie τθivi(t) = vi(t+ θi).

Lemat 2.15. Zachodz¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci:

(i) inf
β∈Aa

inf
p∈K∞

||p||E > 0,

(ii) inf
β∈Aa

inf
p∈K∞

I(β, p) > 0.

Dowód. Z warunku (H3) otrzymujemy, »e istniej¡ staªe ρ, β0 > 0 takie, »e je»eli
0 < |x| < ρ, to −∇W (x) · x > β0|x|2. Niech p ∈ Λ speªnia 0 < ‖p‖E <

√
2

2
ρ. St¡d

mamy

∇I(β, p) · p =

∫
R

(
|ṗ(t)|2 − β(t)∇W (p(t)) · p(t)

)
dt

≥
∫
R
(|ṗ(t)|2 + a0β0|p(t)|2)dt ≥ min{1, a0β0}‖p‖2

E > 0,

co pokazuje, »e p nie mo»e by¢ punktem krytycznym »adnego I(β, ·). Zatem zachodzi (i).
Niech

c∞ := inf
β∈Aa

inf
p∈K∞

‖p‖E.

Pokazali±my, »e c∞ > 0. We¹my β ∈ Aa i p ∈ K∞. Warunek (H3) implikuje, »e
istniej¡ staªe ρ1, β1 > 0 takie, »e je»eli 0 < |x| < ρ1, to −W (x) > β1|x|2. Zaªó»my, »e
0 < ‖p‖L∞(R,R3) < ρ1. Wówczas otrzymujemy

I(β, p) ≥
∫
R

(
1

2
|ṗ(t)|2 + a0β1|p(t)|2

)
dt ≥ min

{
1

2
, a0β1

}
‖p‖2

E ≥ min

{
1

2
, a0β1

}
c2
∞.

(2.17)
Zaªó»my teraz, »e ‖p‖L∞(R,R3) ≥ ρ1. Ustalmy 0 < ε ≤ {ε̂, ρ1}. Z Lematu 2.10 wynika, »e

I(β, p) ≥
√

2α ε
2
· ε

2
. (2.18)

Z nierówno±ci (2.17) i (2.18) wnioskujemy, »e

inf
β∈Aa

inf
p∈K∞

I(β, p) ≥ min

{
min

{
1

2
, a0β1

}
c2
∞,
√

2α ε
2
· ε

2

}
> 0.

2

Lemat 2.16. Niech q0 ∈ Λ oraz {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem takim, »e pm ⇀ 0 w E.
Zaªó»my, »e

∃C>0∀m∈N I(pm) ≤ C ∧ I(q0) ≤ C.

Wówczas

(i) sup
β∈Aa

∣∣∣∣∣∣
∫
R

β(t)(W (pm(t) + q0(t))−W (pm(t))−W (q0(t)))dt

∣∣∣∣∣∣→ 0 dla m→∞,
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(ii) sup
β∈Aa

sup
‖ϕ‖E=1

∣∣∣∣∣∣
∫
R

β(t)(∇W (pm(t) + q0(t))−∇W (pm(t))−∇W (q0(t))) · ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣→ 0

dla m→∞.

Dowód. Zauwa»my, »e na mocy Lematu 2.12 istnieje ρ = ρ(C) takie, »e

d(pm(t), l) ≥ ρ (2.19)

oraz
d(q0(t), l) ≥ ρ (2.20)

dla ka»dego m ∈ N, t ∈ R. Niech R > 0 b¦dzie takie, »e

|q0(t)| < ρ

2
(2.21)

dla |t| > R. Z faktu, »e pm ⇀ 0 w E wiemy, »e pm → 0 w L∞loc(R,R3). St¡d

∃N∈N∀m≥N∀|t|≤R |pm(t)| < ρ

2
. (2.22)

Podzielmy caªk¦ z (i) na dwie caªki∫
|t|≤R

β(t)(W (pm(t) + q0(t))−W (pm(t))−W (q0(t)))dt

+

∫
|t|>R

β(t)(W (pm(t) + q0(t))−W (pm(t))−W (q0(t)))dt.

Dla |t| ≤ R i m ≥ N z nierówno±ci (2.20) i (2.21) mamy

d(pm(t) + q0(t), l) ≥ d(q0(t), l)− |pm(t)| > ρ− ρ

2
=
ρ

2
.

Z kolei dla |t| > R i m ∈ N z nierówno±ci (2.19) i (2.22) otrzymujemy

d(pm(t) + q0(t), l) ≥ d(pm(t), l)− |q0(t)| > ρ− ρ

2
=
ρ

2
.

St¡d pm+q0 ∈ Λ dla m > N . Zauwa»my, »e pierwsza z caªek zbiega do zera przy m→∞,
co wynika z faktu, »e pm → 0 w L∞loc(R,R3). Wystarczy zatem pokaza¢, »e dla dowolnego
ε > 0 znajdziemy Rε > 0 takie, »e dla dostatecznie du»ych m ∈ N zachodzi nierówno±¢∫

|t|>Rε

β(t)(W (pm(t) + q0(t))−W (pm(t))−W (q0(t)))dt < ε. (2.23)

Z twierdzenia o warto±ci ±redniej wiemy, »e istniej¡ liczby ξtm ∈ (0, 1) takie, »e∣∣∣∣∣∣∣
∫
|t|>R

β(t)(W (pm(t) + q0(t))−W (pm(t))−W (q0(t)))dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ a1

∫
|t|>R

|∇W (pm(t) + ξtmq0(t)) · q0(t)|dt+ a1

∫
|t|>R

|W (q0(t))|dt
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dla wszystkich β ∈ Aa.
Wybierzmy M > 0 tak, »eby

q0(t), pm(t) + ξtmq0(t) ∈ BM(0) \
{
y ∈ R3 : d(y, l) <

ρ

2

}
dla ka»dego t ∈ R oraz dostatecznie du»ych m ∈ N. Mo»emy tak zrobi¢, poniewa» ci¡g
{pm}∞m=1 jest ograniczony w E. Z Uwagi 2.1

∃K>0∀x∈BM (0)\{y∈R3: d(y,l)< ρ
2} |W (x)| ≤ K|x|2 ∧ |∇W (x)| ≤ K|x|.

Otrzymujemy

a1

∫
|t|>R

|∇W (pm(t) + ξtmq0(t)) · q0(t)|dt+ a1

∫
|t|>R

|W (q0(t))|dt

≤ a1K

∫
|t|>R

|pm(t) + ξtmq0(t)||q0(t)|dt+ a1K

∫
|t|>R

|q0(t)|2dt

≤ a1K

 ∫
|t|>R

|pm(t)||q0(t)|dt+ 2

∫
|t|>R

|q0(t)|2dt



≤ a1K


 ∫
|t|>R

|pm(t)|2dt


1/2 ∫

|t|>R

|q0(t)|2dt


1/2

+ 2

∫
|t|>R

|q0(t)|2dt



≤ a1K

sup
m∈N
‖pm‖L2(R,R3)

 ∫
|t|>R

|q0(t)|2dt


1/2

+ 2

∫
|t|>R

|q0(t)|2dt

 . (2.24)

Poniewa»
∫
|t|>R |q0(t)|2dt→ 0 przy R→∞, wi¦c zachodzi (2.23).

Post¦puj¡c analogicznie, »eby dowie±¢ nierówno±ci (ii) musimy pokaza¢, »e dla ka»dego
ε > 0 istnieje Rε > 0 takie, »e∫

|t|>Rε

|β(t)(∇W (pm(t) + q0(t))−∇W (pm(t))−∇W (q0(t))) · ϕ(t)|dt ≤ ε (2.25)

dla ka»dego ‖ϕ‖E = 1 oraz dla ka»dego β ∈ Aa. Poniewa» W ∈ C2(R3 \ l,R), wi¦c ∇W
jest lokalnie Lipschitzowski ze staª¡ Lipschitza L > 0 na zbiorze zwartym |x| ≤M . St¡d∫
|t|>R

|β(t)(∇W (pm(t) + q0(t))−∇W (pm(t))−∇W (q0(t))) · ϕ(t)|dt

≤ a1

∫
|t|>R

|∇W (pm(t) + q0(t))−∇W (pm(t))||ϕ(t)|dt+ a1

∫
|t|>R

|∇W (q0(t)))||ϕ(t)|dt

≤ a1L

∫
|t|>R

|q0(t)||ϕ(t)|dt+ a1K

∫
|t|>R

|q0(t)||ϕ(t)|dt

≤ a1(L+K)

 ∫
|t|>R

|ϕ(t)|2dt


1/2 ∫

|t|>R

|q0(t)|2dt


1/2

≤ a1(L+K)

 ∫
|t|>R

|q0(t)|2dt


1/2
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Wnioskuj¡c tak samo jak w dowodzie nierówno±ci (2.23) otrzymujemy (2.25).
2

Stwierdzenie 2.17. Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem takim, »e pm ⇀ p0 w E. Za-
ªó»my, »e

∃C>0∀m∈N I(pm) ≤ C ∧ I(p0) ≤ C.

Wówczas

(i) sup
β∈Aa
|I(β, pm − p0)− I(β, pm) + I(β, p0)| → 0 dla m→∞,

(ii) sup
β∈Aa
‖∇I(β, pm − p0)−∇I(β, pm) +∇I(β, p0)‖E → 0 dla m→∞.

Dowód. Mamy

I(β, pm − p0)− I(β, pm) + I(β, p0)

=

∫
R

1

2
(|ṗm(t)− ṗ0(t)|2 − |ṗm(t)|2 + |ṗ0(t)|2)dt

+

∫
R

β(t)(W (pm(t)− p0(t))−W (pm(t)) +W (p0(t)))dt

= o(1) +

∫
R

β(t)(W (pm(t)− p0(t))−W (pm(t)) +W (p0(t)))dt, (2.26)

gdy m→∞. Podstawiaj¡c pm − p0 = zm otrzymujemy, »e zm ⇀ 0 w E, a zatem

sup
β∈Aa
|I(β, pm − p0)− I(β, pm) + I(β, p0)|

≤ o(1) + sup
β∈Aa

∫
R

|β(t)(W (zm(t) + p0(t))−W (zm(t))−W (p0(t)))dt→ 0,

gdy m→∞ na mocy (i) z Lematu 2.16.
Post¦puj¡c analogicznie jak wy»ej otrzymujemy, »e dla ka»dego ϕ ∈ E zachodzi rów-

no±¢

|∇I(β, pm − p0) · ϕ−∇I(β, pm) · ϕ+∇I(β, p0) · ϕ|

=

∣∣∣∣∣∣
∫
R

β(t)(∇W (pm(t)− p0(t))−∇W (pm(t)) +∇W (p0(t))) · ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ . (2.27)

Ponownie podstawiaj¡c pm − p0 = zm, otrzymujemy

sup
β∈Aa
‖∇I(β, pm − p0)−∇I(β, pm) +∇I(β, p0)‖E

≤ sup
β∈Aa

sup
‖ϕ‖=1

∣∣∣∣∣∣
∫
R

β(t)(∇W (zm(t) + p0(t))−∇W (zm(t))−∇W (p0(t))) · ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣→ 0,

gdy m→∞ na mocy (ii) z Lematu 2.16.
2
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Lemat 2.18. Istnieje δ > 0 taka, »e dla ka»dego ϕ ∈ Q∞,

0 < ϕ(t) < 2δ =⇒ ϕ′′(t) > 0.

Dowód. Niech ϕ ∈ Q∞. Wówczas

ϕ(t) =

p∑
i=1

|τθivi(t)|2,

gdzie θi ∈ R, vi ∈ K∞ dla i = 1, 2, . . . , p. Dla ka»dego i = 1, 2, . . . , p istnieje βi ∈ Aa

takie, »e I ′(βi, vi) = 0. Ró»niczkuj¡c ϕ dwukrotnie dostajemy

ϕ′(t) = 2

p∑
i=1

τθivi(t) · τθi v̇i(t)

oraz

ϕ′′(t) = 2

p∑
i=1

|τθi v̇i(t)|2 + 2

p∑
i=1

τθivi(t) · τθi v̈i(t).

Poniewa» I ′(βi, vi) = I ′(τθiβi, τθivi) dla i = 1, 2, . . . , p, wi¦c

ϕ′′(t) = 2

p∑
i=1

|τθi v̇i(t)|2 − 2

p∑
i=1

τθiβi(t)∇W (τθivi(t)) · τθivi(t)

≥ 2

p∑
i=1

|τθi v̇i(t)|2 − 2a1

p∑
i=1

∇W (τθivi(t)) · τθivi(t).

Niech γ > 0 b¦dzie staª¡ jak w nierówno±ci (2.15). Istnieje δ > 0 taka, »e je»eli 0 < |x| <√
2δ, to ∇W (x) · x < −γ|x|2. Dla ka»dego t ∈ R takiego, »e 0 < ϕ(t) < 2δ otrzymujemy,

»e |τθivi(t)| <
√

2δ dla i = 1, 2, . . . , p, a st¡d ∇W (τθivi(t)) · τθivi(t) < −γ|τθivi(t)|2.
W konsekwencji,

ϕ′′(t) > 2

p∑
i=1

|τθi v̇i(t)|2 + 2a1γ

p∑
i=1

|τθivi(t)|2 > 0, . (2.28)

co ko«czy dowód.
2

Dla ka»dego ϕ ∈ Q∞, niech

Z(ϕ) = {t ∈ R : ϕ(t) = δ},

gdzie δ jest liczb¡ zde�niowan¡ w Lemacie 2.18. Zauwa»my, »e na mocy Lematu 2.15
mo»emy bez straty ogólno±ci zaªo»y¢, »e Z(ϕ) 6= ∅. Niech T : Q∞ → R b¦dzie okre±lone
wzorem

T(ϕ) = maxZ(ϕ).

Zauwa»my, »e poniewa» ϕ ∈ Q∞, to T jest poprawnie okre±lona.

Stwierdzenie 2.19. Dla ka»dego ϕ ∈ Q∞ zbiór Z(ϕ) jest zbiorem punktów izolowanych.
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Dowód. Niech t∗ ∈ Z(ϕ) oraz Nt∗ b¦dzie s¡siedztwem punktu t∗ takim, »e

∀t∈Nt∗ ϕ(t) < 2δ.

Takie s¡siedztwo istnieje z ci¡gªo±ci funkcji ϕ. Z Lematu 2.18 dla t ∈ Nt∗ mamy ϕ′′(t) > 0,
wi¦c ϕ′ jest ±ci±le rosn¡ca. Gdyby t∗ nie byª punktem izolowanym, to istniaªby monoto-
niczny ci¡g {tn}∞n=1 ⊂ Z(ϕ), bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e rosn¡cy taki, »e tn → t∗

dla n → ∞. Wówczas na mocy twierdzenia Rolle'a dla ka»dego n ∈ N istniaªaby
ηn ∈ (tn, tn+1) taka, »e ϕ′(ηn) = 0, co przeczy ±cisªemu wzrostowi funkcji ϕ′.

2

Niech funkcja T1 : Q∞ → R b¦dzie dana wzorem

T1(ϕ) = max{Z(ϕ) \ {T(ϕ)}}.

Innymi sªowy, T1(ϕ) jest przedostatnim czasem, dla którego ϕ(t) = δ.

Stwierdzenie 2.20. Dla ka»dego ϕ ∈ Q∞ istnieje ξ ∈ (T1(ϕ),T(ϕ)) takie, »e ϕ(ξ) ≥ 2δ.

Dowód. Niech ξ b¦dzie punktem takim, »e

ϕ(ξ) = max
t≥T1(ϕ)

ϕ(t).

Oczywi±cie ξ > T1(ϕ). W przeciwnym razie w punkcie T1(ϕ) byªoby lokalne maksimum,
co jest sprzeczne z Lematem 2.18. St¡d ϕ(ξ) ≥ 2δ. Z de�nicji funkcji T wiemy, »e ϕ(t) < δ
dla t > T(ϕ). Zatem ξ ∈ (T1(ϕ),T(ϕ)).

2

Stwierdzenie 2.21. Niech B b¦dzie ograniczonym podzbiorem Q∞ wW 1,2(R,R). Wów-
czas

inf
ϕ∈B

(T(ϕ)− T1(ϕ)) = µ > 0.

Dowód. Na mocy Stwierdzenia 2.20 wiemy, »e dla ka»dego ϕ ∈ Q∞ mo»emy znale¹¢
ξ ∈ (T1(ϕ),T(ϕ)) takie, »e ϕ(ξ) ≥ 2δ. Wówczas

δ ≤ |ϕ(ξ)− ϕ(T1(ϕ))| ≤
ξ∫

T1(ϕ)

|ϕ′(t)|dt ≤
√
ξ − T1(ϕ)‖ϕ′‖L2(R,R).

St¡d

T(ϕ)− T1(ϕ) ≥ ξ − T1(ϕ) ≥ δ2

(supϕ∈B ‖ϕ′‖L2(R,R))2
> 0.

2

Uwaga 2.22. Analogicznie mo»na pokaza¢, »e

inf
ϕ∈B
{|t− s|; ϕ(t) = δ, ϕ(s) = 2δ} = ν > 0.
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Stwierdzenie 2.23. Niech B b¦dzie ograniczonym podzbiorem Q∞. Wówczas istniej¡
ρ > 0 oraz γ > 0 takie, »e

ϕ′(t) ≤ −γ ∀t∈[T(ϕ)−ρ,T(ϕ)+ρ]∀ϕ∈B. (2.29)

Dowód. Z dowodu Lematu 2.18 (porównaj nierówno±¢ (2.28)) istnieje staªa b > 0 taka,
»e

0 < ϕ(t) < 2δ ⇒ ϕ′′(t) > bϕ(t) ∀ϕ∈Q∞ .

Niech η = η(ϕ) = max{t ∈ R; ϕ(t) = 2δ}. Poka»emy, »e dla ka»dego t > η zachodzi
ϕ′(t) < 0.

Przypu±¢my nie wprost, »e istnieje t1 > η takie, »e ϕ′(t1) ≥ 0. Poniewa» lim
t→∞

ϕ(t) = 0,

wi¦c musi istnie¢ t∗ > η takie, »e ϕ′(t∗) = 0 i ϕ′′(t∗) < 0 (t.j. musi istnie¢ maksimum
lokalne wªa±ciwe). Z Lematu 2.18 wynika, »e ϕ(t∗) ≥ 2δ. Zatem istnieje t2 ∈ [t∗,∞) takie,
»e ϕ(t2) = 2δ. Sprzeczno±¢.

Z powy»szego oraz z Uwagi 2.22 otrzymujemy, »e istnieje ν > 0 takie, »e

ϕ′(t) < 0 ∀t∈[T(ϕ)−ν,∞)∀ϕ∈B. (2.30)

Rozwa»my funkcj¦ Eϕ : [T(ϕ)− ν,∞)→ R dan¡ wzorem

Eϕ(t) =
1

2
|ϕ′(t)|2 − b

2
|ϕ(t)|2.

Widzimy, »e E ′ϕ(t) = ϕ′(t)(ϕ′′(t) − bϕ(t)) < 0 dla ka»dego t ∈ [T(ϕ) − ν,∞). St¡d
Eϕ jest malej¡ca. Poniewa» lim

t→∞
Eϕ(t) ≥ 0, otrzymujemy, »e Eϕ(t) ≥ 0 dla ka»dego t ∈

[T(ϕ)− ν,∞).
Niech ρ > 0 b¦dzie odpowiednio maªe, tak aby

δ

2
< ϕ(t) <

3

2
δ ∀t∈[T(ϕ)−ρ,T(ϕ)+ρ]∀ϕ∈B.

Takie ρ istnieje na mocy Uwagi 2.22. W szczególno±ci w przedziale [T(ϕ) − ρ,T(ϕ) + ρ]
mamy Eϕ(t) ≥ 0 dla ka»dego ϕ ∈ B. St¡d

|ϕ′(t)|2 ≥ b|ϕ(t)|2 ≥ b
δ2

4
,

a poniewa» ϕ′(t) < 0 otrzymujemy, »e

ϕ′(t) ≤ −
√
b
δ

2
:= −γ,

dla ka»dego t ∈ [T(ϕ)− ρ,T(ϕ) + ρ] oraz ϕ ∈ B.
2

Stwierdzenie 2.24. Funkcja T : Q∞ → R jest lokalnie Lipschitzowska na ograniczonych
podzbiorach Q∞.

Dowód. B¦dziemy chcieli pokaza¢, »e dla ograniczonego B ⊂ Q∞ istnieje staªa σ > 0
taka, »e

|T(ϕ)− T(ψ)| ≤ 1

γ
‖ϕ− ψ‖W 1,2(R,R) ∀ϕ,ψ∈B ‖ϕ− ψ‖W 1,2(R,R) ≤ σ,
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gdzie γ = γ(B) jest staª¡ zde�niowan¡ w Stwierdzeniu 2.23.
Niech ν > 0 b¦dzie staª¡ tak¡ jak w Uwadze 2.22 oraz niech ρ > 0 b¦dzie jak w

Stwierdzeniu 2.23. Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e ρ < ν. Niech ϕ ∈ B. Na
mocy Stwierdzenia 2.23

ϕ(T(ϕ) + ρ)− ϕ(T(ϕ)) =

T(ϕ)+ρ∫
T(ϕ)

ϕ′(t)dt ≤ −γρ

oraz

ϕ(T(ϕ))− ϕ(T(ϕ)− ρ) =

T(ϕ)∫
T(ϕ)−ρ

ϕ′(t)dt ≤ −γρ.

St¡d
ϕ(T(ϕ) + ρ) ≤ δ − γρ oraz ϕ(T(ϕ)− ρ) ≥ δ + γρ.

Niech 0 < σ < min{γρ, δ} oraz niech ψ ∈ B speªnia ‖ϕ− ψ‖W 1,2(R,R) ≤ σ. Wówczas

ψ(T(ϕ)− ρ) = ψ(T(ϕ)− ρ)− ϕ(T(ϕ)− ρ) + ϕ(T(ϕ)− ρ) ≥ −σ + δ + γρ > δ.

Podobnie otrzymujemy
ψ(T(ϕ) + ρ) < δ.

Z wªasno±ci Darboux otrzymujemy, »e istnieje t∗ ∈ (T(ϕ)−ρ,T(ϕ)+ρ) takie, »e ψ(t∗) = δ.
Poka»emy, »e t∗ = T(ψ). W przeciwnym wypadku byªoby t∗ ≤ T1(ψ). Ze Stwierdzenia

2.20 wiemy, »e istnieje ξ ∈ (T1(ψ),T(ψ)) takie, »e ψ(ξ) = 2δ. Z faktu, »e ξ− t∗ ≥ ν (patrz
Uwaga 2.22) otrzymujemy, »e

ξ ≥ ν + t∗ > ρ+ T(ϕ)− ρ = T(ϕ).

Poniewa» ϕ jest malej¡ca dla t > T(ϕ) − ρ (patrz nierówno±¢ (2.30)), wi¦c ϕ(ξ) <
ϕ(T(ϕ)) = δ. St¡d

δ ≤ ψ(ξ)− ϕ(ξ) ≤ ‖ψ − ϕ‖W 1,2(R,R) ≤ σ < δ.

Sprzeczno±¢. St¡d t∗ = T(ψ).
Dla T(ψ) ≥ T(ϕ) mamy

0 = ψ(T(ψ))− ϕ(T(ϕ)) = ψ(T(ψ))− ϕ(T(ψ)) + ϕ(T(ψ))− ϕ(T(ϕ))

≤ ‖ϕ− ψ‖W 1,2(R,R) +

T(ψ)∫
T(ϕ)

ϕ′(t)dt ≤ ‖ϕ− ψ‖W 1,2(R,R) − γ(T(ψ)− T(ϕ)).

Analogicznie dla T(ψ) < T(ϕ) otrzymujemy

0 ≤ ‖ϕ− ψ‖W 1,2(R,R) − γ(T(ϕ)− T(ψ)).

Z powy»szych nierówno±ci otrzymujemy ostatecznie

|T(ϕ)− T(ψ)| ≤ 1

γ
‖ϕ− ψ‖W 1,2(R,R) ∀ϕ,ψ∈B ‖ϕ− ψ‖W 1,2(R,R) ≤ σ,

co ko«czy dowód.
2
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Lemat 2.25. Niech β1, β2 ∈ L∞(R,R) oraz B ⊂ Λ. Zaªó»my, »e I(B) jest zbiorem
ograniczonym.

∃C>0∀q∈BI(q) ≤ C.

Wówczas istnieje staªa M taka, »e dla ka»dego q ∈ B,

|I(β1, q)− I(β2, q)| ≤M‖β1 − β2‖L∞(R,R) (2.31)

oraz
‖∇I(β1, q)−∇I(β2, q)‖E ≤M‖β1 − β2‖L∞(R,R). (2.32)

Dowód. Z zaªo»enia istnieje staªa M1 > 0 taka, »e I(q) ≤ M1 dla ka»dego q ∈ B. Z
Lematu 2.12 wynika, »e istnieje ρ > 0 takie, »e d(q(t), l) ≥ ρ dla t ∈ R i q ∈ B. Z kolei z
Lematu 2.14 istnieje ω(M1) > 0 takie, »e ‖q‖E ≤ ω(M1) dla q ∈ B. Natomiast z Uwagi
2.1 otrzymujemy, »e istnieje M2 > 0 takie, »e

|W (x)| ≤M2|x|2 ∧ |∇W (x)| ≤M2|x|

dla ka»dego x ∈ B√2ω(M1)(0) \ {y ∈ R3 : d(y, l) < ρ}. Wobec powy»szego, dla q ∈ B
mamy

|I(β1, q)− I(β2, q)| =

∣∣∣∣∫
R
(β2(t)− β1(t))W (q(t))dt

∣∣∣∣
≤ ‖β1 − β2‖L∞(R,R)

∫
R
|W (q(t))|dt ≤ ‖β1 − β2‖L∞(R,R) ·M2

∫
R

|q(t)|2dt

≤ ‖β1 − β2‖L∞(R,R)M2 · ‖q‖2
E ≤M2 · ω(M1)2‖β1 − β2‖L∞(R,R)

Ostatecznie,

|I(β1, q)− I(β2, q)| ≤M2 · ω(M1)2‖β1 − β2‖L∞(R,R).

Analogicznie, nierówno±¢ (2.32) wynika z oszacowania

‖∇I(β1, q)−∇I(β2, q)‖E ≤ ‖β1 − β2‖L∞(R,R)

(∫
R
|∇W (q(t))|2dt

) 1
2

.

2

Jako prost¡ konsekwencj¦ Lematu 2.25 dostajemy.

Lemat 2.26. Niech {qn}∞n=1 ⊂ Λ oraz {βn}∞n=1 ⊂ L∞(R,R) b¦d¡ ci¡gami takimi, »e
{I(qn)}∞n=1 jest ograniczony i βn → β w L∞(R,R). Wówczas

|I(βn, qn)− I(β, qn)| → 0 oraz ‖∇I(βn, qn)−∇I(β, qn)‖E → 0 (2.33)

dla n→∞.
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Etap 3. Ci¡gi Palais-Smale'a funkcjonaªu dziaªania I

Nast¦pnych kilka lematów po±wi¦cimy wªasno±ciom ci¡gów Palais-Smale'a funkcjonaªu
I. Zacznijmy od przypomnienia nast¦puj¡cych de�nicji.

De�nicja 2.27. Mówimy, »e {pm}∞m=1 ⊂ Λ jest ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu
I : Λ→ R ((PS)-ci¡giem), je»eli {I(pm)}∞m=1 ⊂ R jest ograniczony oraz I ′(pm)→ 0 w E∗,
gdy m→∞.

De�nicja 2.28. Mówimy, »e {pm}∞m=1 ⊂ Λ jest ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu
I : Λ → R na poziomie b ((PS)b-ci¡giem), je»eli I(pm) → b w R oraz I ′(pm) → 0 w E∗,
gdy m→∞.

Lemat 2.29. Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu I na
poziomie b > 0. Wtedy istnieje e > 0 takie, »e

lim inf
m→∞

‖pm‖L∞(R,R3) ≥ e.

Dowód. Przypu±¢my nie wprost, »e lim inf
m→∞

‖pm‖L∞(R,R3) = 0. Wówczas istnieje podci¡g

{pmk}∞k=1 taki, »e lim
k→∞
‖pmk‖L∞(R,R3) = 0. Wykorzystuj¡c (H3), wiemy, »e istniej¡ staªe

ρ, β0 > 0 takie, »e je»eli |x| < ρ, to −∇W (x) · x > β0|x|2. Dla k dostatecznie du»ych
‖pmk‖L∞(R,R3) < ρ. Mamy wówczas

∇I(pmk) · pmk =

∫
R

(
|ṗmk(t)|2 − a(t)∇W (pmk(t)) · pmk(t)

)
dt

≥
∫
R
(|ṗmk(t)|2 + a0β0|pmk(t)|2)dt ≥ min{1, a0β0}‖pmk‖2

E.

Przechodz¡c z k →∞ w powy»szej nierówno±ci, dostajemy, »e pmk → 0 w E, a st¡d

lim
k→∞

I(pmk) = 0.

Sprzeczno±¢, bo lim
k→∞

I(pmk) = b > 0.
2

Wniosek 2.30. Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu I na
poziomie b > 0 takim, »e pm ⇀ 0 w E. Wówczas istnieje ci¡g {θm}∞m=1 ⊂ R taki, »e:

(i) »aden podci¡g {pm(·+ θm)}∞m=1 nie zbiega sªabo do zera w E,

(ii) {θm}∞m=1 nie posiada podci¡gu ograniczonego, to znaczy |θm| → ∞ dla m→∞.

Dowód. Dla ka»dego m ∈ N niech θm b¦dzie taka, »e |pm(θm)| = ‖pm‖L∞(R,R3) i niech
vm(t) = pm(t + θm). Poka»emy, »e {vm}∞m=1 nie ma podci¡gu sªabo zbie»nego do zera w
E.

Nie wprost. Je»eli istnieje podci¡g {vmk}∞k=1 taki, »e vmk ⇀ 0 w E dla k → ∞, to
vmk → 0 w L∞loc(R,R3), wi¦c vmk(0)→ 0 w R3. Wtedy

‖pmk‖L∞(R,R3) = |pmk(θmk)| = |vmk(0)| → 0 dla k →∞,
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co jest sprzeczne z Lematem 2.29.
(ii) tak»e udowodnimy nie wprost. Zaªó»my, »e istnieje podci¡g {θmk}∞k=1 ⊂ {θm}∞m=1,

który jest ograniczony. Z niemal jednostajnej zbie»no±ci {pmk}∞k=1 do 0, otrzymujemy, »e

‖pmk‖L∞(R,R3) = |pmk(θmk)| → 0,

gdy k →∞, co jest sprzeczne z Lematem 2.29.
2

Zanim przejdziemy do nast¦pnych lematów technicznych, zauwa»my kilka prostych
to»samo±ci dla funkcjonaªów I(β, ·), które wynikaj¡ z zamiany zmiennej caªkowania.

I(β, τθp) = I(τ−θβ, p),

I(τθβ, τθp) = I(β, p),

∇I(β, τθp) · ϕ = ∇I(τ−θβ, p) · τ−θϕ,
∇I(τθβ, τθp) · τθϕ = ∇I(β, p) · ϕ.

Sprawdzenie powy»szych to»samo±ci pozostawiamy Czytelnikowi. Wykorzystamy je w
dowodach nast¦pnych lematów.

Lemat 2.31. Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu I na
poziomie b > 0 takim, »e pm ⇀ 0 w E. Wówczas istniej¡ funkcja β1 ∈ Aa, funkcja v1 ∈ E
(v1 6≡ 0) oraz ci¡g liczb rzeczywistych {θm}∞m=1 taki, »e dla pewnego podci¡gu {τθmpm}∞m=1,
caªy czas oznaczanego {τθmpm}∞m=1, speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) τθmpm ⇀ v1 w E,

(ii) ∇I(β1, v1) = 0,

(iii) |θm| → ∞ dla m→∞,

(iv) {pm − τ−θmv1}∞m=1 jest ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu I na poziomie
b− I(β1, v1).

Dowód. Niech {θm}∞m=1 b¦dzie ci¡giem danym przez Wniosek 2.30. Wówczas (iii) otrzy-
mujemy natychmiast. Na mocy Lematu 2.14 ci¡g {τθmpm}∞m=1 jest ograniczony w E, wi¦c
zawiera podci¡g {τθmpm}∞m=1 sªabo zbie»ny do pewnego v1 w E (v1 6≡ 0). St¡d zachodzi
(i).

Rozwa»my teraz {τθma}∞m=1. Z kryterium Bochnera wiemy, »e istniej¡ podci¡g, ozna-
czany {τθma}∞m=1, oraz funkcja β1 ∈ Aa takie, »e

τθma→ β1 jednostajnie na R.

Niech qm = τθmpm. Mamy qm ⇀ v1 w E. Na mocy Stwierdzenia 2.5 dla ka»dego ϕ ∈ E
otrzymujemy

∇I(β1, v1) · ϕ = lim
m→∞

∇I(β1, qm) · ϕ

= lim
m→∞

(∇I(β1, qm) · ϕ−∇I(τθma, qm) · ϕ) + lim
m→∞

∇I(τθma, qm) · ϕ = 0,

poniewa» pierwszy skªadnik d¡»y do zera z Lematu 2.26 oraz

lim
m→∞

∇I(τθma, qm) · ϕ = lim
m→∞

∇I(τθma, τθmpm) · ϕ = lim
m→∞

∇I(pm) · τ−θmϕ = 0.
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St¡d warunek (ii) zachodzi i pozostaje udowodni¢ (iv).
Mamy

I(pm − τ−θmv1)− I(pm) + I(β1, v1)

= (I(pm − τ−θmv1)− I(τθma, qm) + I(τθma, v1))− (I(τθma, v1)− I(β1, v1)) = o(1),

co wynika ze Stwierdzenia 2.17 oraz Lematu 2.26. Otrzymujemy wi¦c, »e

lim
m→∞

I(pm − τ−θmv1) = b− I(β1, v1).

Ponadto, dla ka»dego ϕ ∈ E,

lim
m→∞

∇I(pm − τ−θmv1) · ϕ = lim
n→∞

(∇I(pm − τ−θmv1) · ϕ−∇I(pm) · ϕ+∇I(τθma, v1) · τθmϕ)

= lim
m→∞

(∇I(τθma, qm − v1) · τθmϕ−∇I(τθma, qm) · τθmϕ+∇I(τθma, v1) · τθmϕ) = 0,

na mocy Stwierdzenia 2.17, co ko«czy dowód.
2

Lemat 2.32. (Lemat Reprezentacyjny) Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem Palais-
Smale'a dla funkcjonaªu I na poziomie b > 0. Wówczas istnieje liczba naturalna k ∈ N,
zale»na od b, k funkcji βi ∈ Aa, k funkcji vi ∈ E, vi 6≡ 0, podci¡g wci¡» oznaczany {pm}∞m=1

oraz k ci¡gów {θ1
m}∞m=1, {θ2

m}∞m=1, . . ., {θkm}∞m=1 ⊂ R o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

(i) ‖pm −
∑k

i=1 τθimvi‖E → 0 dla m→∞,

(ii) ∇I(βi, vi) = 0 dla ka»dego i = 1, 2, . . . , k,

(iii) b =
∑k

i=1 I(βi, vi),

(iv) |θim − θjm| → ∞ dla m→∞ dla ka»dego i 6= j.

Dowód. Na mocy Lematu 2.14 ci¡g {pm}∞m=1 jest ograniczony w E. Poniewa» E jest
re�eksywna, wi¦c istnieje v ∈ E takie, »e pm ⇀ v wzdªu» pewnego podci¡gu. Z Lematu
2.12 wynika, »e v ∈ Λ.

Zaªó»my, »e v ≡ 0. Wtedy pm ⇀ 0 w E. Stosuj¡c Lemat 2.31 znajdziemy funkcj¦
β1 ∈ Aa, funkcj¦ v1 ∈ E (v1 6≡ 0) oraz ci¡g liczbowy {θ1

m}∞m=1 takie, »e:

τ−θ1mpm ⇀ v1 w E,

∇I(β1, v1) = 0,

|θ1
m| → ∞,

I(pm − τθ1mv1)→ b− I(β1, v1) w R,
∇I(pm − τθ1mv1)→ 0 w E,

gdy m → ∞, dla pewnego podci¡gu {τ−θ1mpm}
∞
m=1. St¡d I(β1, v1) ≤ b. Mo»e zaj±¢ jeden

z dwóch przypadków: I(β1, v1) < b lub I(β1, v1) = b.
Przypadek 1. Zaªó»my, »e I(β1, v1) = b. Wówczas I(pm − τθ1mv1)→ 0, co implikuje

‖pm − τθ1mv1‖E → 0 dla m→∞, wi¦c twierdzenie jest prawdziwe dla k = 1.
Przypadek 2. Zaªó»my, »e I(β1, v1) = b1 < b. Wówczas ci¡g p1

m = pm − τθ1mv1 jest
ci¡giem Palais-Smale'a dla I na poziomie b− b1 > 0. Z Lematu 2.31 znajdziemy funkcj¦
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β2 ∈ Aa, funkcj¦ v2 ∈ E (v2 6≡ 0) oraz ci¡g liczbowy {θ2
m}∞m=1 takie, »e:

τ−θ2mp
1
m ⇀ v2 w E,

∇I(β2, v2) = 0,

|θ2
m| → ∞,

I(p1
m − τθ2mv2)→ b− b1 − I(β2, v2) w R,

∇I(p1
m − τθ2mv2)→ 0 w E,

gdy m→∞, dla pewnego podci¡gu {τ−θ2mp
1
m}∞m=1. Je»eli I(β2, v2) = b−b1, to twierdzenie

jest prawdziwe dla k = 2. W przeciwnym wypadku, gdy I(β2, v2) < b − b1, Lemat 2.31
stosujemy do ci¡gu Palais-Smale'a p2

m = p1
m − τθ2mv2.

Zauwa»my, »e nasza procedura ma sko«czon¡ liczb¦ kroków. Z Lematu 2.15 dla ka»-
dego i = 1, 2, . . . mamy

bi = I(βi, vi) ≥ inf
β∈Aa

inf
p∈K∞

I(β, p) := d > 0,

wi¦c po co najwy»ej k :=
[
b
d

]
krokach otrzymamy I(βk, vk) = b − b1 − b2 − . . . − bk−1.

Wówczas pkm = pk−1
m − τθkmvk jest ci¡giem Palais-Smale'a dla funkcjonaªu I na poziomie

zerowym, czyli
I(pkm)→ 0 w R,

∇I(pkm)→ 0 w E,

gdy m→∞. St¡d

‖pkm‖E = ‖pk−1
m − τθkmvk‖E =

∥∥∥∥∥pm −
k∑
i=1

τθimvi

∥∥∥∥∥
E

→ 0,

gdy m→∞.
Pozostaje pokaza¢ (iv). Zauwa»my, »e |θ1

m| → ∞ dla m → ∞, wi¦c twierdzenie jest
speªnione dla k = 1. Dla k = 2 mamy τ−θ2mp

1
m ⇀ v2 w E, gdzie v2 6≡ 0. St¡d

τ−θ2mp
1
m = τ−θ2m+θ1m−θ1m(pm − τθ1mv1) = τ−θ2m+θ1m

(τ−θ1mpm − v1) ⇀ v2

dla m→∞. Poniewa» τ−θ1mpm− v1 ⇀ 0 dla m→∞, wi¦c ci¡g {−θ2
m + θ1

m}∞m=1 nie mo»e
mie¢ ograniczonego podci¡gu, bo wówczas τ−θ2m+θ1m

(τ−θ1mpm − v1) ⇀ 0 wzdªu» takiego
podci¡gu, co jest sprzeczne. Ostatecznie |θ2

m − θ1
m| → ∞ dla m → ∞, wi¦c twierdzenie

jest prawdziwe dla k = 2. Dla k = 3 mamy τ−θ3mp
2
m ⇀ v3 w E, gdzie v3 6≡ 0. St¡d

τ−θ3mp
2
m = τ−θ3m+θ2m−θ2m(p1

m − τθ2mv2) = τ−θ3m+θ2m
(τ−θ2mp

1
m − v2) ⇀ v3

dla m→∞. Poniewa» τ−θ2mp
1
m− v2 ⇀ 0 dla m→∞, wi¦c ci¡g {−θ3

m + θ2
m}∞m=1 nie mo»e

mie¢ ograniczonego podci¡gu, bo wówczas τ−θ3m+θ2m
(τ−θ2mp

1
m − v2) ⇀ 0 wzdªu» takiego

podci¡gu, co jest sprzeczne. Ponadto

τ−θ3mp
2
m = τ−θ3m+θ1m−θ1m(pm − τθ1mv1 − τθ2mv2)

= τ−θ3m+θ1m
(τ−θ1mpm − v1)− τ−θ3m+θ2m

v2 ⇀ v3

dla m → ∞. Poniewa» v2 ∈ E oraz | − θ3
m + θ2

m| → ∞ dla m → ∞, to τ−θ3m+θ2m
v2 ⇀ 0.

Gdyby ci¡g {−θ3
m + θ1

m}∞m=1 miaª podci¡g ograniczony, to τ−θ3m+θ1m
(τ−θ1mpm − v1) ⇀ 0 i w

konsekwencji τ−θ3mp
2
m ⇀ 0. Sprzeczno±¢. Ostatecznie |θ3

m−θ1
m| → ∞, wi¦c twierdzenie jest

prawdziwe dla k = 3. Post¦puj¡c analogicznie przyjmuj¡c, »e twierdzenie jest prawdziwe
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dla k = k0, jeste±my w stanie dowie±¢, »e twierdzenie jest prawdziwe dla k = k0 + 1
pokazuj¡c kolejno, »e |θk0+1

m − θk0m | → ∞, |θk0+1
m − θk0−1

m | → ∞, . . ., |θk0+1
m − θ1

m| → ∞.
Zaªó»my teraz, »e pm ⇀ v w E i v 6≡ 0. Ze Stwierdzenia 2.5, ∇I(pm) ⇀ ∇I(v) w E.

Zatem dla ka»dego ϕ ∈ E mamy

∇I(v) · ϕ = lim
m→∞

∇I(pm) · ϕ = 0,

a st¡d ∇I(v) = 0. Ponadto, ze Stwierdzenia 2.17 wynika, »e ∇I(pm − v) → 0 w E
oraz I(pm − v) → b − I(v) w R. Przyjmujemy θ1

m ≡ 0 dla m ∈ N oraz v1 ≡ v. Je»eli
‖pm − v‖E → 0, to I(v) = b. Je»eli natomiast ‖pm − v‖E 6→ 0, to stosujemy Lemat 2.31
do ci¡gu p1

m := pm − v ⇀ 0 w E.
2

Lemat 2.33. Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem Palais-Smale'a funkcjonaªu I na pozio-
mie b > 0 takim jak w Lemacie Reprezentacyjnym, czyli pm −

∑k
i=1 τθimvi → 0 w E dla

pewnych vi ∈ K∞ oraz θim ∈ R. Wówczas

|pm|2 −
k∑
i=1

|τθimvi|
2 → 0 (2.34)

dla m→∞ w W 1,2(R,R).

Dowód. Na pocz¡tek poka»emy, »e je»eli u, v ∈ E oraz {θ1
m}∞m=1, {θ2

m}∞m=1 s¡ ci¡gami
liczb rzeczywistych takimi, »e |θ1

m − θ2
m| → ∞ dla m→∞, to

τθ1mu · τθ2mv → 0 w W 1,2(R,R). (2.35)

Niech r > 0 b¦dzie ustalone oraz niech ∆m = θ2
m − θ1

m. Poprzez zamian¦ zmiennych w
caªce mamy∫
R

|τθ1mu(t) · τθ2mv(t)|2dt =

∫
R

|u(t) · τ∆mv(t)|2dt

=

∫
|u(t)|<r

|u(t) · τ∆mv(t)|2dt+

∫
|u(t)|≥r

|u(t) · τ∆mv(t)|2dt ≤ r2‖v‖2
L2(R,R3) + o(1),

co wynika z faktu, »e u ∈ E oraz v(· −∆m)→ 0 w L∞loc(R,R3). St¡d otrzymujemy, »e

τθ1mu · τθ2mv → 0 w L2(R,R).

Podobnie, stosuj¡c zamian¦ zmiennych dla caªki otrzymamy∫
R

∣∣∣∣ ddt(τθ1mu(t) · τθ2mv(t))

∣∣∣∣2 dt ≤ 2

∫
R

|u̇(t) · τ∆mv(t)|2dt+ 2

∫
R

|τ−∆mu(t) · v̇(t)|2dt. (2.36)

Wybierzmy r > 0 takie, »e dla zwartego zbioru Kr caªka
∫

R\Kr

|u̇(t)|2dt ≤ r. Wówczas dla

pierwszej caªki po prawej stronie w nierówno±ci (2.36) otrzymujemy∫
R

|u̇(t) ·τ∆mv(t)|2dt =

∫
Kr

|u̇(t) ·τ∆mv(t)|2dt+
∫

R\Kr

|u̇(t) ·τ∆mv(t)|2dt ≤ o(1)+r‖v‖2
L∞(R,R3),
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poniewa» v(· −∆m)→ 0 w L∞loc(R,R3). Drug¡ caªk¦ po prawej stronie nierówno±ci (2.36)
szacujemy analogicznie. St¡d otrzymujemy warunek (2.35).

Mamy nast¦puj¡ce oszacowanie∥∥∥∥∥|pm|2 −
k∑
i=1

|τθimvi|
2

∥∥∥∥∥
W 1,2(R,R)

≤

∥∥∥∥∥∥|pm|2 −
∣∣∣∣∣
k∑
i=1

τθimvi

∣∣∣∣∣
2
∥∥∥∥∥∥
W 1,2(R,R)

+

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
k∑
i=1

τθimvi

∣∣∣∣∣
2

−
k∑
i=1

|τθimvi|
2

∥∥∥∥∥∥
W 1,2(R,R)

.

Pierwszy skªadnik w powy»szej nierówno±ci d¡»y do zera dla m → ∞ na mocy Lematu
2.3. Natomiast dla drugiego zachodzi∥∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

τθimvi

∣∣∣∣∣
2

−
k∑
i=1

|τθimvi|
2

∥∥∥∥∥∥
W 1,2(R,R)

=

∥∥∥∥∥∑
i 6=j

τθimvi · τθjmvj

∥∥∥∥∥→ 0,

gdy m→∞, z (2.35). Ostatecznie∥∥∥∥∥|pm|2 −
k∑
i=1

|τθimvi|
2

∥∥∥∥∥
W 1,2(R,R)

→ 0,

gdy m→∞, co ko«czy dowód.
2

Stwierdzenie 2.34. Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem Palais-Smale'a funkcjonaªu I na
poziomie b > 0. Wówczas

dist(|pm|2, Q∞)→ 0 (2.37)

dla m→∞ w W 1,2(R,R).

Dowód. Przypu±¢my, »e (2.37) nie zachodzi. Wówczas istnieje podci¡g, caªy czas ozna-
czony {pm}∞m=1 taki, »e

lim
m→∞

dist(|pm|2, Q∞) > 0. (2.38)

Z Lematu 2.32 dostajemy, »e

‖pm −
k∑
i=1

τθimvi‖E → 0, (2.39)

gdy m→∞ dla pewnych vi ∈ K∞ oraz θim ∈ R. W konsekwencji, z Lematu 2.33,

|pm|2 −
k∑
i=1

|τθimvi|
2 → 0, (2.40)

gdy m→∞ w W 1,2(R,R), co przeczy (2.38).
2
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Twierdzenie 2.35. Niech {pm}∞m=1 ⊂ Λ b¦dzie ci¡giem Palais-Smale'a funkcjonaªu I na
poziomie b > 0. Ponadto,

‖pm − pm−1‖E → 0 (2.41)

dla m→∞. Wówczas istnieje ci¡g {θm}∞m=1 ⊂ R i liczba r > 0 takie, »e

lim inf
m→∞

|τθmpm(0)| ≥ r (2.42)

oraz
|θm − θm−1| → 0 (2.43)

dla m→∞.

Dowód. Poniewa» dist(|pm|2, Q∞) → 0, gdy m → ∞ na mocy Stwierdzenia 2.34, to
istnieje {ϕm}∞m=1 ⊂ Q∞ taki, »e ‖|pm|2 − ϕm‖W 1,2(R,R) → 0 dla m → ∞ w W 1,2(R,R).
Niech θm = T(ϕm). Z Lematu 2.3 mamy, »e

‖|pm|2 − |pm−1|2‖W 1,2(R,R) → 0,

a st¡d

‖ϕm − ϕm−1‖W 1,2(R,R) ≤ ‖ϕm − |pm|2‖W 1,2(R,R) + ‖|pm|2 − |pm−1|2‖W 1,2(R,R)

+ ‖ϕm−1 − |pm−1|2‖W 1,2(R,R) → 0,

gdy m → ∞. Z jednostajnej ci¡gªo±ci T na zbiorach ograniczonych (patrz Stwierdzenie
2.24), otrzymujemy

|θm − θm−1| = |T(ϕm)− T(ϕm−1)| → 0,

gdy m→∞. Ponadto,

|τθmpm(0)|2 = |pm(θm)|2 − ϕm(θm) + ϕm(θm) = o(1) + ϕm(T(ϕm))

= o(1) + δ > 0,

gdy m→∞, gdzie δ z Lematu 2.18.
2

Etap 4. Istnienie orbit homoklinicznych ukªadu (2.1)

Podamy teraz dwa znane twierdzenia z metod wariacyjnych. Wykorzystamy je w
dowodzie Twierdzenia 3.3

Twierdzenie 2.36 (Wariacyjna Zasada Ekelanda, patrz Twierdzenie 4.1 w [18]). Niech
(X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡ oraz niech f : X → (−∞,∞] b¦dzie funkcjo-
naªem lsc2, ograniczonym z doªu i f 6≡ +∞. Ustalmy ε > 0 oraz u ∈ X takie, »e

f(u) ≤ ε+ inf
x∈X

f(x).

2Niech X b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Mówimy, »e funkcjonaª f : X → R∪ {+∞} jest póªci¡gªy
z doªu, je»eli dla ka»dego x ∈ X i ka»dego ci¡gu {xm}∞m=1 ⊂ X speªniony jest warunek:

xm → x w X ⇒ lim inf
m→∞

f(xm) ≥ f(x).
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Wówczas istnieje punkt v ∈ X taki, »e

f(v) ≤ f(u),

d(u, v) ≤ 1

oraz dla wszystkich w 6= v zachodzi

f(w) ≥ f(v)− εd(v, w).

Wniosek 2.37 (patrz Wniosek 4.1 w [18]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha oraz
niech f : X → R b¦dzie ró»niczkowalnym funkcjonaªem ograniczonym z doªu. Wówczas
dla ka»dego ci¡gu minimalizuj¡cego {um}∞m=1 ⊂ X istnieje ci¡g minimalizuj¡cy {vm}∞m=1

funkcjonaªu f taki, »e
f(vm) ≤ f(um),

‖um − vm‖X → 0 dla m→∞,

‖f ′(vm)‖X∗ → 0 dla m→∞.

De�nicja 2.38. Niech E b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, U ⊂ E zbiorem otwartym oraz
f ∈ C1(U,R). Wówczas v nazywamy pseudogradientem funkcjonaªu f je»eli dla ka»dego
u ∈ U :

‖v‖E ≤ 2‖f ′(u)‖E∗ , (2.44)

f ′(u) · v ≥ ‖f ′(u)‖2
E∗ . (2.45)

De�nicja 2.39. Niech f ∈ C1(E,R) oraz niech Ê = {u ∈ E : f ′(u) 6= 0}. Wówczas
V : Ê → E nazywamy polem pseudogradientowym, je»eli V jest lokalnie Lipschitzowskie
oraz V(x) jest pseudogradientem dla funkcjonaªu f dla ka»dego x ∈ Ê.

Twierdzenie 2.40 (Patrz Lemat A.2 w [20]). Je»eli f ∈ C1(E,R), to istnieje pole pseu-
dogradientowe dla f na Ê.

Twierdzenie 2.41. Niech q ∈ Γ. Wówczas istnieje rozwi¡zanie homokliniczne Q ∈ Λ
ukªadu (2.1) takie, »e I(Q) ∈ (0, I(q)].

Dowód. Je»eli ∇I(q) = 0, to teza zachodzi dla Q = q.
Zaªó»my, »e ∇I(q) 6= 0. Niech V(x) b¦dzie lokalnie Lipschitzowskim pseudogra-

dientowym polem wektorowym dla I, tzn. V : Ê → E jest lokalnie Lipschitzowskie na
Ê = {x ∈ E : ∇I(x) 6= 0} oraz speªnia

‖V(x)‖E ≤ 2‖∇I(x)‖E, (2.46)

∇I(x) · V(x) ≥ ‖∇I(x)‖2
E. (2.47)

Rozwa»my problem Cauchy'ego

dη

ds
= − V(η)

1 + ‖V(η)‖E
≡ −W(η) (2.48)

z warunkiem pocz¡tkowym
η(0) = q.

Wtedy W jest lokalnie Lipschitzowska na Ê oraz ‖W(x)‖E ≤ 1 dla ka»dego x ∈ Ê. St¡d
rozwi¡zanie problemu (2.48) istnieje dla wszystkich s ≥ 0.
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Z (2.47), otrzymujemy

dI(η(s))

ds
= ∇I(η(s)) · dη(s)

ds
= −∇I(η(s)) ·W(η(s)) < 0. (2.49)

Poniewa» η(0) ∈ Γ, z Lematu 2.12 i (2.49) wnioskujemy, »e η(s) ∈ Γ dla wszystkich s ≥ 0.
Ponadto, z (2.49), (2.12) oraz Stwierdzenia 2.13,

inf
s≥0

I(η(s)) = lim
s→∞

I(η(s)) ≥ c± > 0,

zale»nie od tego, czy q ∈ Γ+ czy Γ−. Niech {sm}∞m=1 ⊂ R b¦dzie ci¡giem takim, »e
sm →∞ dla m→∞ oraz

|sm − sm−1| → 0

dla m→∞. Z Wniosku 2.37 istnieje ci¡g {tm}∞m=1 ⊂ R taki, »e tm →∞ dla m→∞,

|tm − sm| → 0,

I(η(tm)) ≤ I(η(sm))

oraz
d

ds
I(η(tm))→ 0 (2.50)

dla m→∞. Poªó»my qm = η(tm). Z (2.50) oraz (2.49) otrzymujemy

∇I(qm)→ 0 (2.51)

dla m→∞. Ponadto,

‖qm − qm−1‖E =

∥∥∥∥∥∥
tm∫

tm−1

dη(s)

ds
ds

∥∥∥∥∥∥
E

≤
tm∫

tm−1

∥∥∥∥dηds
∥∥∥∥
E

ds ≤ |tm − tm−1|

≤ |tm − sm|+ |sm − sm−1|+ |sm−1 − tm−1| → 0

dla m → ∞. Zatem {qm}∞m=1 speªnia zaªo»enia Twierdzenia 2.35. St¡d istniej¡ ci¡g
liczbowy {θm}∞m=1 oraz staªa r > 0 takie, »e

lim inf
m→∞

|τθmqm(0)| ≥ r (2.52)

oraz
|θm − θm−1| → 0 (2.53)

dla m→∞.
Rozwa»ymy dwa przypadki.
Przypadek 1. {θm}∞m=1 ma podci¡g ograniczony. Na mocy twierdzenia Bolzano-

Weierstrassa ci¡g {θm}∞m=1 zawiera podci¡g zbie»ny. Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e
θm → θ, gdy m → ∞. Poniewa» funkcjonaª I maleje wzdªu» potoku η, mamy I(qm) <
I(q). Z Lematu 2.14, {qm}∞m=1 jest ograniczony, a co za tym idzie istnieje Q ∈ Λ takie, »e
qm ⇀ Q w E oraz qm → Q w L∞loc(R,R3) wzdªu» podci¡gu. St¡d

∇I(qm) · f → ∇I(Q) · f (2.54)
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dla ka»dego f ∈ C∞0 (R,R3). Ostatecznie, z (2.51), ∇I(Q)·f = 0 oraz z (2.52), τθQ(0) 6= 0.
St¡d Q jest nietrywialnym, homoklinicznym rozwi¡zaniem ukªadu (2.1). Ponadto, dla
ka»dych N1, N2 takich, »e N1 < N2, funkcjonaª dany wzorem

Λ 3 u→
N2∫
N1

(
1

2
|u̇(t)|2 − a(t)W (u(t))

)
dt

jest sªabo póªci¡gªy z doªu3. St¡d dla ka»dego j ∈ N,
j∫

−j

(
1

2
|Q̇(t)|2 − a(t)W (Q(t))

)
dt ≤ lim inf

m→∞

j∫
−j

(
1

2
|q̇m(t)|2 − a(t)W (qm(t))

)
dt

≤ lim
m→∞

I(qm) = c± ≤ I(q). (2.55)

Bior¡c j →∞, dostajemy
I(Q) ≤ I(q). (2.56)

Przypadek 2. {θm}∞m=1 nie ma podci¡gu ograniczonego. Niech vm = τθmqm. Z prawie
okresowo±ci funkcji a(t), istnieje ci¡g nieograniczony {σm}∞m=1 (w tym samym kierunku
co {θm}∞m=1) taki, »e

‖τ−σma− a‖L∞(R,R) → 0 (2.57)

dla m→∞. Niech {θmk}∞k=1 b¦dzie ci¡giem speªniaj¡cym

|θmk − σk| → 0 (2.58)

dla k → ∞. Jest to mo»liwe dzi¦ki (2.53). Z ograniczono±ci {vm}∞m=1 istnieje Q ∈ Λ
takie, »e vm ⇀ Q w E oraz vm → Q w L∞loc(R,R3) wzdªu» podci¡gu. Korzystaj¡c z (2.57),
(2.58) oraz z jednostajnej ci¡gªo±ci funkcji a(t), otrzymujemy

‖τ−θmka− a‖L∞(R,R) ≤ ‖τ−θmka− τ−σka‖L∞(R,R) + ‖τ−σka− a‖L∞(R,R) → 0 (2.59)

dla k →∞. W konsekwencji, dla ka»dego f ∈ C∞0 (R,R3),

∇I(Q) · f = lim
k→∞
∇I(vmk) · f = lim

k→∞
∇I(τθmka, vmk) · f

= lim
k→∞

∫
R

(v̇mk(t) · ḟ(t)− τθmka(t)∇W (vmk(t)) · f(t))dt

= lim
k→∞

∫
R

(q̇mk(t− θmk) · ḟ(t)− a(t− θmk)∇W (qmk(t− θmk)) · f(t))dt

= lim
k→∞

∫
R

(q̇mk(t) · ḟ(t+ θmk)− a(t)∇W (qmk(t)) · f(t+ θmk))dt

= lim
k→∞
∇I(qmk) · τ−θmkf = 0

z (2.59), Lematu 2.26 oraz (2.51). Analogicznie jak w Przypadku 1. pokazujemy, »e
I(Q) ≤ I(q).

2

3Niech E b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Mówimy, »e funkcjonaª I : E → R jest sªabo póªci¡gªy z
doªu, je»eli dla ka»dego u ∈ E i ka»dego ci¡gu {um}∞m=1 ⊂ E speªniony jest warunek:

(um ⇀ u w E ⇒ lim inf
m→∞

I(um) ≥ I(u)).
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Lemat 2.42. Istnieje staªa ρ > 0 taka, »e je»eli w ∈ Λ \ {0} jest rozwi¡zaniem ukªadu
(2.1), to ‖w‖L∞(R,R3) > ρ.

Dowód. Z (H3), istniej¡ ρ, β > 0 takie, »e je»eli |x| ≤ ρ, to

−∇W (x) · x ≥ β|x|2. (2.60)

Zaªó»my, »e w ∈ Λ \ {0} jest rozwi¡zaniem ukªadu (2.1) oraz ‖w‖L∞(R,R3) ≤ ρ. Wówczas

0 = ∇I(w) · w =

∫
R

(|ẇ(t)|2 − a(t)∇W (w(t)) · w(t))dt ≥
∫
R

(|ẇ(t)|2 + βa(t)|w(t)|2)dt

≥
∫
R

(|ẇ(t)|2 + βa0|w(t)|2)dt > 0, (2.61)

sprzeczno±¢.
2

Twierdzenie 2.43. Istnieje ε0 > 0 takie, »e je»eli q ∈ Γ± oraz

I(q) < c± + ε0, (2.62)

to rozwi¡zanie Q ukªadu (2.1) dane przez Twierdzenie 2.41 nale»y do Γ± oraz I(Q) ∈
[c±, I(q)].

Dowód. Rozwa»ymy przypadek q ∈ Γ+. Przypu±¢my, »e Q /∈ Γ+. Wówczas WN(Q) ≤ 0.
Niech δ ∈ (0, ρ/2) z ρ takim jak w Lemacie 2.42. Poniewa» Q ∈ E, to istnieje czas
T = T (δ) > 0 taki, »e

Q(t) ∈ Bδ(0) (2.63)

dla ka»dego |t| ≥ T . Bierzemy δ > 0 odpowiednio maª¡, tak¡, »e WN(Q) = WN(Q|T−T ).
Niech {qm}∞m=1 oraz {θm}∞m=1 b¦d¡ zde�niowane jak w dowodzie Twierdzenia 2.41.
Przypadek 1. {θm}∞m=1 ma podci¡g ograniczony. Niech Qm(t) = qm(t). Poniewa»

Qm ⇀ Q w E, wi¦c Qm → Q jednostajnie dla |t| ≤ T + 1, gdy m→∞. Mamy

0 <WN(Qm) = WN(Qm|−T−1
−∞ ) + WN(Qm|T+1

−T−1) + WN(Qm|∞T+1) (2.64)

oraz
WN(Qm|T+1

−T−1) = WN(Q|T+1
−T−1) = WN(Q) < 0 (2.65)

dla m wystarczaj¡co du»ych. Jako, »e WN(Q) < 0, to z (2.64) oraz (2.65)
WN(Qm|−T−1

−∞ ) > 0 lub WN(Qm|∞T+1) > 0. Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e
WN(Qm|−T−1

−∞ ) > 0. Zde�niujmy funkcj¦

q̂m(t) =


Qm(t) dla t ≤ −T − 1,
−(t+ T )Qm(−T − 1) dla − T − 1 < t ≤ −T,
0 dla t ≥ −T.

(2.66)

Mamy WN(q̂m) > 0 i st¡d q̂m ∈ Γ+. Otrzymujemy

I(q̂m) =

−T−1∫
−∞

L(q̂m(t))dt+

−T∫
−T−1

L(q̂m(t))dt+

∞∫
−T

L(q̂m(t))dt

= I(Qm) +

−T∫
−T−1

L(q̂m(t))dt−
∞∫

−T−1

L(Qm(t))dt (2.67)

< c+ + ε0 +

−T∫
−T−1

L(q̂m(t))dt−
T+1∫

−T−1

L(Qm(t))dt.
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Dla t ∈ [−T − 1,−T ] mamy

L(q̂m) =
1

2

∣∣∣∣ ddt [(t+ T )Qm(−T − 1)]

∣∣∣∣2 (2.68)

−a(t)W (−(t+ T )Qm(−T − 1))

oraz
−(t+ T )Qm(−T − 1) ∈ Bδ(0), (2.69)

dla m wystarczaj¡co du»ych. Wykorzystuj¡c (2.69) dostajemy

−T∫
−T−1

L(q̂m)dt =
1

2
|Qm(−T − 1)|2 −

−T∫
−T−1

a(t)W (−(t+ T )Qm(−T − 1))dt

≤ 1

2
δ2 − a1

−T∫
−T−1

W (−(t+ T )Qm(−T − 1))dt. (2.70)

Stosuj¡c (H3) oraz wzór Mac Laurina dla W otrzymujemy

W (x) = W (0) +W ′(0)(x) +
1

2
W ′′(ξ)(x, x) = O(|x|2), (2.71)

gdzie x ∈ Bδ(0), a ξ jest punktem po±rednim pomi¦dzy 0 i x. Z (2.69), (2.70) oraz (2.71)
mamy

−T∫
−T−1

L(q̂m(t))dt = O(δ2). (2.72)

St¡d

I(q̂m) < c+ + ε0 −
T+1∫

−T−1

L(Qm(t))dt+O(δ2) (2.73)

dla δ → 0. Poniewa» Qm → Q ∈ Λ jednostajnie dla t ∈ [−T − 1, T + 1], z Lematu 2.42
wnioskujemy, »e w tym przypadku krzywa Qm opu±ci kule Bδ(0) i Bρ(0), ale ostatecznie
wróci do Bδ(0), gdy» Qm(±∞) = 0. Z Lematu 2.10,

T+1∫
−T−1

L(Qm(t))dt ≥ ρ

2

√
2a0γ

(ρ
2

)
≡ ε1, (2.74)

gdzie γ
(
ρ
2

)
:= inf |x|>ρ/2(−W (x)). W rezultacie z (2.73) oraz (2.74) dostajemy

I(q̂m) < c+ + ε0 − ε1 +O(δ2) (2.75)

dla δ → 0. Wybieraj¡c ε0 := ε1/2 oraz δ odpowiednio maª¡, otrzymujemy

I(q̂m) < c+, (2.76)

co przeczy q̂m ∈ Γ+. St¡d Q ∈ Γ+ i ostatecznie I(Q) ≥ c+.
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Przypadek 2. {θm}∞m=1 nie ma podci¡gu ograniczonego. Zde�niujmy Qk = vmk =
τθmk qmk , gdzie {θmk}

∞
k=1 jest podci¡giem wprowadzonym w Twierdzeniu 2.41, Przypadek

2. Wtedy, z Lematu 2.14, (H3) i (2.59) wnioskujemy, »e

I(Qk) = I(τθmk qmk) =

∫
R

(
1

2
|τθmk q̇mk(t)|

2 − a(t)W (τθmk qmk(t))

)
dt

=

∫
R

(
1

2
|q̇mk(t)|2 − τ−θmka(t)W (qmk(t))

)
dt (2.77)

= I(qmk) +

∫
R

(
a(t)− τ−θmka(t)

)
W (qmk(t))dt < c+ + ε0

dla du»ych k. Reszta dowodu przebiega podobnie jak w pierwszym przypadku.
2
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Rozdziaª 3

Schemat aproksymacyjny znajdowania

rozwi¡za« prawie homoklinicznych dla

ukªadów Newtonowskich

3.1 Wprowadzenie

W tym rozdziale b¦dziemy bada¢ problem istnienia rozwi¡za« prawie homoklinicznych
dla zaburzonego ukªadu Newtonowskiego

q̈(t) +∇qV (t, q(t)) = f(t), (3.1)

gdzie t ∈ R. Zacznijmy od wprowadzenia poj¦cia rozwi¡zania prawie homoklinicznego jak
w [12].

De�nicja 3.1. Rozwi¡zanie q : R→ Rn ukªadu (3.1) nazywamy prawie homoklinicznym,
je»eli

q(±∞) = lim
t→±∞

q(t) = 0.

Porównuj¡c De�nicje 2.2 i 3.1 widzimy, »e ró»nica pomi¦dzy rozwi¡zaniem homokli-
nicznym, a prawie homoklinicznym jest taka, »e w rozwi¡zaniu homoklinicznym wyma-
gamy, aby q̇(±∞) = 0.

W pracy [12], J. Janczewska badaªa istnienie rozwi¡za« prawie homoklinicznych
ukªadu (3.1) z nast¦puj¡cymi zaªo»eniami:

(C1) potencjaª V : R×Rn → R jest klasy C1 oraz T -okresowy ze wzgl¦du na zmienn¡ t,
T > 0,

(C2) zaburzenie f : R→ Rn jest nietrywialne, ograniczone, ci¡gªe i caªkowalne z kwadra-
tem.

W celu przedstawienia metody aproksymacyjnej zaproponowanej przez J. Janczewsk¡
wprowadzimy kilka oznacze«. Dla uproszczenia przyjmijmy T = 1. Niech E =
W 1,2(R,Rn) oznacza przestrze« Sobolewa W 1,2-funkcji z R w Rn z norm¡

‖q‖E =

(∫ ∞
−∞

(
|q(t)|2 + |q̇(t)|2

)
dt

) 1
2

.
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Dla ka»dego k ∈ N, niech Ek = W 1,2
2k (R,Rn) oznacza przestrze« Sobolewa 2k-okresowych

W 1,2 funkcji z norm¡

‖q‖Ek =

(∫ k

−k

(
|q(t)|2 + |q̇(t)|2

)
dt

) 1
2

.

Niech Cm
loc(R,Rn), gdzie m ∈ N ∪ {0}, oznacza przestrze« funkcji klasy Cm z topologi¡

zbie»no±ci niemal jednostajnej funkcji i pochodnych do rz¦du m wª¡cznie.
Rozwa»amy ci¡g okresowych zagadnie« brzegowych{

q̈(t) +∇qV (t, q(t)) = fk(t),
q(−k)− q(k) = q̇(−k)− q̇(k) = 0,

(3.2)

gdzie dla ka»dego k ∈ N, fk : R → Rn jest 2k-okresowym przedªu»eniem na prost¡ rze-
czywist¡ obci¦cia funkcji f do przedziaªu [−k, k).

Twierdzenie 3.2 ([12]). Niech V oraz f speªniaj¡ warunki (C1) i (C2). Zaªó»my po-
nadto, »e dla ka»dego k ∈ N problem brzegowy (3.2) posiada rozwi¡zanie qk ∈ Ek oraz
ci¡g {‖qk‖Ek}k∈N jest ograniczony w R. Wówczas istnieje podci¡g {qkj}j∈N ci¡gu {qk}k∈N
zbie»ny w topologii C2

loc(R,Rn) do funkcji q ∈ E, która jest prawie homoklinicznym roz-
wi¡zaniem ukªadu Newtonowskiego (3.1).

Twierdzenie 3.2 stanowi metod¦ aproksymacyjn¡ znajdowania rozwi¡za« prawie ho-
moklinicznych dla (3.1). Pierwotny ukªad (3.1) jest przybli»any przez ukªady okresowe
(3.2), z coraz wi¦kszym okresem. Dowód w znacznej mierze opiera si¦ o twierdzenie
Arzeli-Ascolego. Pomysª, »eby rozwi¡zanie homokliniczne otrzyma¢ jako granic¦ rozwi¡-
za« okresowych wzi¡ª si¦ z [22], gdzie Paul H. Rabinowitz rozpatrywaª ukªad niezaburzony

q̈(t) +∇qV (t, q(t)) = 0,

t ∈ R, q ∈ Rn, z potencjaªem okresowym postaci

V (t, q) = −1

2
L(t)q · q +W (t, q).

Oprócz zaªo»enia okresowo±ci L orazW , Rabinowitz zakªadaª, »e L jest ci¡gª¡ funkcj¡ ma-
cierzow¡ tak¡, »e L(t) jest dodatnio okre±lona i symetryczna dla ka»dego t ∈ R, natomiast
W jest klasy C1, speªnia warunek nadkwadratowego wzrostu Ambrosettiego-Rabinowitza,
t.j.: istnieje µ > 2 takie, »e

0 < µW (t, q) ≤ q · ∇qW (t, q) dla ka»dego q ∈ Rn \ {0},

oraz ∇qW (t, q) = o(|q|) dla |q| → 0 jednostajnie w t. W [8], M. Izydorek i J. Janczewska
rozszerzyli jego wynik na klas¦ zaburzonych ukªadów Newtonowskich z nieokresow¡ i
ograniczon¡ funkcj¡ f i potencjaªem V postaci

V (t, q) = −K(t, q) +W (t, q),

gdzieW jest jak powy»ej, a K jest potencjaªem klasy C1, który jest okresowy w t i speªnia
tzw. warunek �pinching�, tzn.:
istniej¡ staªe b1, b2 > 0 takie, »e dla ka»dego (t, q) ∈ R× Rn,

b1|q|2 ≤ K(t, q) ≤ b2|q|2.

Naszym celem jest rozszerzy¢ Twierdzenie 3.2 do wi¦kszej klasy potencjaªów. Poka»emy,
»e warunek (C1) mo»emy zast¡pi¢ przez sªabszy, tj.:
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(C3) V jest klasy C1 oraz ∇qV jest ograniczony wzgl¦dem t, tzn.:

∀M>0∃K>0∀t∈R∀q∈Rn |q| ≤M ⇒ |∇qV (t, q)| ≤ K.

B¦dziemy rozwa»a¢ ci¡g okresowych problemów brzegowych postaci{
q̈(t) +∇qVk(t, q(t)) = fk(t)
q(−k)− q(k) = q̇(−k)− q̇(k) = 0,

(3.3)

gdzie dla ka»dego k ∈ N, fk jest jak powy»ej oraz Vk : R × Rn → R jest 2k-okresowym
rozszerzeniem V : [−k, k)× Rn → R na R× Rn.

Udowodnimy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.3. Niech f oraz V speªniaj¡ (C2) i (C3). Zaªó»my ponadto, »e dla ka»dego
k ∈ N problem brzegowy (3.3) posiada rozwi¡zanie okresowe qk ∈ Ek oraz ci¡g {‖qk‖Ek}k∈N
jest ograniczony w R. Wówczas istnieje podci¡g {qkj}j∈N ci¡gu {qk}k∈N zbie»ny w topologii
C2
loc(R,Rn) do funkcji q ∈ E, która jest prawie homoklinicznym rozwi¡zaniem ukªadu

Newtonowskiego (3.1).

3.2 Dowód Twierdzenia 3.3

Lemat 3.4 (Patrz Fakt 2.8 w [8]). Niech q : R → Rn b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e
q̇ ∈ L2

loc(R,Rn). Wówczas dla ka»dego t ∈ R,

|q(t)| ≤
√

2

(∫ t+ 1
2

t− 1
2

(
|q(s)|2 + |q̇(s)|2

)
ds

) 1
2

. (3.4)

Dowód. Ustalmy t ∈ R. Dla ka»dego τ ∈ R,

|q(t)| ≤ |q(τ)|+
∣∣∣∣∫ t

τ

q̇(s)ds

∣∣∣∣ . (3.5)

Caªkuj¡c (3.5) na przedziale [t− 1
2
, t+ 1

2
] oraz stosuj¡c nierówno±¢ Höldera otrzymujemy

|q(t)| ≤
∫ t+ 1

2

t− 1
2

(
|q(τ)|+

∣∣∣∣∫ t

τ

q̇(s)ds

∣∣∣∣) dτ
≤

(∫ t+ 1
2

t− 1
2

(
|q(τ)|+

∣∣∣∣∫ t

τ

q̇(s)ds

∣∣∣∣)2

dτ

) 1
2

≤

(
2

∫ t+ 1
2

t− 1
2

(
|q(τ)|2 +

∣∣∣∣∫ t

τ

q̇(s)ds

∣∣∣∣2
)
dτ

) 1
2

≤
√

2

(∫ t+ 1
2

t− 1
2

|q(τ)|2dτ +

∫ t+ 1
2

t− 1
2

|q̇(s)|2ds

) 1
2

.

2
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Niech L∞2k(R,Rn) b¦dzie przestrzeni¡ 2k-okresowych, istotnie ograniczonych, mierzal-
nych funkcji z R do Rn z norm¡

‖q‖L∞2k = ess sup{|q(t)| : t ∈ [−k, k]}.

Z oszacowania (3.4) otrzymujemy, »e dla ka»dego k ∈ N oraz q ∈ Ek zachodzi nierówno±¢:

‖q‖L∞2k ≤
√

2‖q‖Ek (3.6)

patrz ([8, Proposition 1.1]).
Podzielimy dowód Twierdzenia 3.3 na dwa lematy.

Lemat 3.5. Niech f oraz V speªniaj¡ (C2) i (C3). Zaªó»my, »e dla ka»dego k ∈ N problem
brzegowy (3.3) ma rozwi¡zanie qk ∈ Ek. Je»eli {‖qk‖Ek}k∈N jest ci¡giem ograniczonym w
R, to istniej¡ podci¡g {qkj}j∈N oraz funkcja q ∈ E takie, »e

qkj → q dla j →∞

w C1
loc(R,Rn).

Dowód. W pierwszej kolejno±ci poka»emy, »e ci¡gi {qk}k∈N, {q̇k}k∈N oraz {q̈k}k∈N s¡
ci¡gami ograniczonymi w L∞2k(R,Rn). Z zaªo»enia, istnieje M > 0 takie, »e dla ka»dego
k ∈ N mamy

‖qk‖Ek ≤M. (3.7)

Z (3.6) i (3.7) otrzymujemy

‖qk‖L∞2k ≤
√

2M ≡M1. (3.8)

Natomiast z (C2) i (C3), mo»emy wywnioskowa¢, »e istnieje M2 > 0 takie, »e dla ka»dego
k ∈ N oraz t ∈ [−k, k),

|q̈k(t)| ≤ |∇qVk(t, qk(t))|+ |fk(t)| = |∇qV (t, qk(t))|+ |f(t)| ≤M2,

a w konsekwencji dla ka»dego k ∈ N,

‖q̈k‖L∞2k ≤M2. (3.9)

Niech qlk (l = 1, 2, . . . , n) oznacza l-t¡ wspóªrz¦dn¡ funkcji qk. Stosuj¡c twierdzenie o
warto±ci ±redniej, dla ka»dego k ∈ N, l = 1, 2, . . . , n i t ∈ R istnieje tlk ∈ [t− 1, t] takie, »e

q̇lk(t
l
k) =

∫ t

t−1

q̇lk(s)ds = qlk(t)− qlk(t− 1).

Ponadto, mamy

q̇lk(t) =

∫ t

tlk

q̈lk(s)ds+ q̇lk(t
l
k).

Stosuj¡c (3.8) oraz (3.9), otrzymujemy

|q̇lk(t)| ≤
∫ t

t−1

|q̈lk(s)|ds+ |qlk(t)− qlk(t− 1)| ≤M2 + 2M1,

i ostatecznie,
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‖q̇k‖L∞2k ≤
√
n(M2 + 2M1) ≡M3. (3.10)

Do zako«czenia dowodu potrzebujemy pokaza¢, »e {qk}k∈N oraz {q̇k}k∈N s¡ jednakowo
ci¡gªe.

Ustalmy k ∈ N oraz t1, t2 ∈ R. Oszacowania (3.10) i (3.9) prowadz¡ do nierówno±ci

|qk(t2)− qk(t1)| =
∣∣∣∣∫ t2

t1

q̇k(s)ds

∣∣∣∣ ≤M3|t2 − t1|

oraz

|q̇k(t2)− q̇k(t1)| =
∣∣∣∣∫ t2

t1

q̈k(s)ds

∣∣∣∣ ≤M2|t2 − t1|.

Udowodnili±my wi¦c, »e {qk}k∈N i {q̇k}k∈N speªniaj¡ warunek Lipschitza ze staª¡ niezale»n¡
od k. St¡d s¡ jednakowo ci¡gªe. Stosuj¡c twierdzenie Arzeli-Ascolego otrzymujemy tez¦.

2

Lemat 3.6. Niech f oraz V speniaj¡ warunki (C2) i (C3). Wówczas funkcja q ∈ E z
Lematu 3.5 jest rozwi¡zaniem prawie homoklinicznym ukªadu Newtonowskiego (3.1) oraz
qkj → q w topologii C2

loc(R,Rn), gdy j →∞.

Dowód. Na pocz¡tku poka»emy, »e q speªnia ukªad Newtonowski (3.1). Mamy

q̈kj(t) +∇qVkj(t, qkj(t)) = fkj(t),

dla ka»dego j ∈ N oraz t ∈ R. Z niemal jednostajnej zbie»no±ci qkj → q oraz fkj → f na R,
dostajemy niemal jednostajn¡ zbie»no±¢ q̈kj → w na R, gdzie w(t) = f(t)−∇qV (t, q(t)).
Ustalmy a, b ∈ R i zaªó»my, »e a < b. Istnieje j0 ∈ N takie, »e dla ka»dego j > j0,
[a, b] ⊂ [−kj, kj). St¡d dla ka»dego j > j0 oraz t ∈ [a, b] otrzymujemy

q̈kj(t) +∇qV (t, qkj(t)) = f(t).

Z powy»szego dostajemy, »e q̈kj jest ci¡gªa w [a, b] dla j > j0. St¡d wnioskujemy, »e
q̈kj(t) jest pochodn¡ q̇kj w (a, b) dla ka»dego j > j0. Poniewa» q̇kj → q̇ oraz q̈kj → w
jednostajnie na [a, b], dostajemy, »e q̈ = w w (a, b). W konsekwencji, q̈ = w na R oraz q
jest rozwi¡zaniem problemu (3.1). Ponadto, {qkj}∞j=1 zbiega do q w C2

loc(R,Rn).
Pozostaje udowodni¢, »e q jest prawie homokliniczne. Mamy∫ ∞

−∞
(|q(t)|2 + |q̇(t)|2)dt = lim

m→∞

∫ m

−m
(|q(t)|2 + |q̇(t)|2)dt

= lim
m→∞

lim
j→∞

∫ m

−m
(|qkj(t)|2 + |q̇kj(t)|2)dt.

Z (3.7), dla ka»dego m ∈ N istnieje j(m) ∈ N takie, »e dla ka»dego j > j(m),∫ m

−m
(|qkj(t)|2 + |q̇kj(t)|2)dt ≤M2.

St¡d ∫ ∞
−∞

(|q(t)|2 + |q̇(t)|2)dt ≤M2,

a w konsekwencji, ∫
|t|≥r

(|q(t)|2 + |q̇(t)|2)dt→ 0, (3.11)

gdy r →∞. Z (3.11) i (3.4), otrzymujemy, »e q(t)→ 0 dla t→ ±∞, co ko«czy dowód.
2
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3.3 Zastosowania

Rozwa»amy ukªad Newtonowski w Rn,

q̈(t)−∇qV (t, q(t)) = f(t), (3.12)

gdzie t ∈ R, a V : R×Rn → R oraz f : R→ Rn speªniaj¡ zaªo»enia (C2) i (C3). Ponadto,

(C4) V (t, q) ≥ b(t)|q|2 dla ka»dego t ∈ R oraz q ∈ Rn, gdzie b : R → (0,∞) jest funkcj¡
ci¡gª¡, która osi¡ga minimum na R,

(C5) V (t, 0) = 0 dla ka»dego t ∈ R.

Twierdzenie 3.7. Niech V i f speªniaj¡ (C2)-(C5). Wówczas ukªad (3.12) posiada roz-
wi¡zanie prawie homokliniczne.

Twierdzenie 3.7 udowodnimy w oparciu o Twierdzenie 3.3. Ci¡g aproksymuj¡cy New-
tonowskich problemów brzegowych dla ukªadu (3.12) przybiera form¦{

q̈(t)−∇qVk(t, q(t)) = fk(t),
q(−k)− q(k) = q̇(−k)− q̇(k) = 0,

(3.13)

gdzie dla wszystkich k ∈ N, fk : R → Rn oraz Vk : R × Rn → R s¡ 2k-okresowymi
przedªu»eniami na prost¡ rzeczywist¡ funkcji f : [−k, k) → Rn i V : [−k, k) × Rn → R,
odpowiednio.

Dla ka»dego k ∈ N, niech funkcjonaª Ik : Ek → R b¦dzie dany wzorem

Ik(q) =

∫ k

−k

(
1

2
|q̇(t)|2 + Vk(t, q(t)) + fk(t) · q(t)

)
dt.

Wiadomo, »e dla ustalonego k ∈ N punkty krytyczne funkcjonaªu dziaªania Ik s¡ 2k-
okresowymi rozwi¡zaniami ukªadu (3.13). �eby udowodni¢, »e Ik osi¡ga minimum na Ek
zastosujemy znane twierdzenie z rachunku wariacyjnego.

Twierdzenie 3.8. (patrz Twierdzenie 1.1 w [18]) Je»eli ϕ : X → R jest sªabo póªci¡gªy z
doªu na re�eksywnej przestrzeni Banacha X i posiada ci¡g minimalizuj¡cy, to ϕ posiada
minimum na X.

Dowód (Twierdzenia 3.7). Niech B = mint∈R b(t), A = min{1
2
, B} oraz L = ‖f‖L2(R,Rn).

Stosuj¡c (C4) i nierówno±¢ Schwarza otrzymujemy,

Ik(q) ≥
∫ k

−k

(
1

2
|q̇(t)|2 + b(t)|q(t)|2 + fk(t) · q(t)

)
dt ≥ A‖q‖2

Ek
− L‖q‖Ek .

St¡d Ik jest ograniczony z doªu i koercytywny.
Niech L2

2k(R,Rn) b¦dzie przestrzeni¡ 2k-okresowych, caªkowalnych z kwadratem funk-
cji z R w Rn z norm¡

‖q‖L2
2k

=

(∫ k

−k
|q(t)|2dt

) 1
2

.

Zaªó»my, »e um ⇀ q w Ek i w konsekwencji, u̇m ⇀ q̇ w L2
2k(R,Rn). Poniewa» kwadrat

normy w przestrzeni Hilberta jest sªabo póªci¡gªy z doªu, wnioskujemy, »e funkcjonaª
ϕk : Ek → R okre±lony wzorem
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ϕk(q) =

∫ k

−k

1

2
|q̇(t)|2dt =

1

2
‖q̇‖2

L2
2k

jest tak»e sªabo póªci¡gªy z doªu. Ponadto, qm → q niemal jednostajnie na R, wi¦c∫ k

−k
(Vk(t, qm(t)) + fk(t) · qm(t))) dt→

∫ k

−k
(Vk(t, q(t)) + fk(t) · q(t)) dt,

gdy m→∞, co oznacza, »e funkcjonaª ψk : Ek → R okre±lony wzorem

ψk(q) =

∫ k

−k
(Vk(t, q(t)) + fk(t) · q(t)) dt

jest sªabo ci¡gªy. Z powy»szego, Ik jest sªabo póªci¡gªy z doªu, wi¦c z Twierdzenia 3.8, Ik
osi¡ga minimum na Ek, tzn. dla ka»dego k ∈ N istnieje qk ∈ Ek taki, »e

Ik(qk) = min
q∈Ek

Ik(q) i I ′k(qk) = 0.

Z warunku (C5), dla ka»dego k ∈ N, mamy Ik(0) = 0. Wybieraj¡c δ = L/A, otrzymujemy,
»e dla ka»dego k ∈ N, je»eli ‖q‖Ek > δ, to Ik(q) > 0. St¡d ‖qk‖Ek ≤ δ dla ka»dego k ∈ N.
Z Twierdzenia 3.3 otrzymujemy tez¦.

2

Przykªad 3.9. Niech V : R×R→ R oraz f : R→ R b¦d¡ dane przez V (t, q) = (2−e−t2)q2

i f(t) = e−t
2
. Wówczas ukªad Newtonowski wygl¡da nast¦puj¡co

q̈(t)− 2(2− e−t2)q(t) = e−t
2

.

Zauwa»my, »e V (t, 0) = 0, V (t, q) ≥ q2 oraz |∇qV (t, q)| = |2(2 − e−t
2
)q| ≤ 4|q|, a

zaburzenie f jest caªkowalne z kwadratem na R, wi¦c speªnione s¡ zaªo»enia (C2)-(C5) i
powy»szy ukªad posiada rozwi¡zanie prawie homokliniczne.
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