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2. Zur Theorie der Opaleszenzstrahluny;
von Eberhard Buehwald.

Einleitung.

Die Art, wie in v. Laues Untersuchung iiber die ,,Beu-
gungserscheinungen an vielen unregelmiBig verteilten Teil-
chen®?l) das bekannte Phdnomen der Lykopodiumringe be-
handelt wird, ist ein bezeichnendes Beispiel fiir die Vertiefung
eines Problems der klassischen Physik durch die moderne.
Eine frither gar nicht oder wenig beachtete Seite der Er-
scheinung wird betont und nach einer durch die atomistische
Anschauungsweise bestimmten Richtung ausgebaut: nicht die
Ringe als solche interessieren, sondern die Granulation inner-
halb der Ringe, nicht eine Intensitit also, sondern eine Inten-
sitdtsschwankung.

Derartige Schwankungserscheinungen sind mit dem Uber-
gang von der makroskopischen zur mikroskopischen Behand-
lungsweise der Naturvorgidnge mehr und mehr in den Inter-
essenkreis getreten und haben bei der Losung des zentralen
Problems der modernen Physik, des Atomproblems, mehr als
einmal ecine entscheidende Rolle gespielt. Es geniigt, an die
Brownsche Molekularbewegung und an die radioaktiven
Schwankungen zu erinnern. Auch die Theorie der von einem
Resonatorenhaufen zerstreuten Strahlungsenergie, der Opa-
leszenzstrahlung, fihrt auf die Physik der Schwankungen.
Mit einer eigentiimlichen Variante: zwar handelt es sich
sowohl bei der Opaleszenzstrahlung (soweit sie von bewegten
Resonatoren ausgeht) wie z. B. in der Radioaktivitit um
eine bestimmte Groe und deren Schwankung; aber bei der.
Opaleszenzstrahlung kommt hinzu, da3 diese Grofle iiberhaupt

1) M. v. Laue, Beri. Ber. 47. p. 1144. 1914.
D. Physik. Ges. 19. p. 19. 1917.

UAAI
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erst ihr Dasein einer (nicht direkt beobachtbaren) Schwan-
kungserscheinung verdankt.

DalBB Schwankungen im strahlenden Medium die conditio
sine qua non fiir die Opaleszenz sind, wird allerdings in der
Literatur teilweise nicht betont, teilweise sogar bestritten.
Das Folgende — bis auf § 2, der die Schwankungen der
Opaleszenzstrahlung selbst behandelt — soll zu dieser Frage
einen Beitrag liefern; ist sie doch durch die Oseenschenl)
Arbeiten mit ihrer Einteilung der seitlichen Ausstrahlung in
eine ,,Rayleigh-Plancksche", von dem Einzelresonator her-
rithrende, und eine ,,Keesom-EinsteiniiSche, von der Reso-
natorenkonfiguration abhéngige, neuerdings wieder brennend
geworden.

§ L

Wir gehen aus von einer Arbeit von Reiche?), in der
die Formeln der Dispersionstheorie fiir den Fall einer diinnen
Lagerung der Resonatoren r— wenig Resonatoren im Kubus
der Wellenldinge — abgeleitet werden, und nehmen mit
Reiche einen Wiirfel von. der Kantenldnge L an, in dem
sich N Resonatoren 1, 2, ... s ... N befinden, zunichst
an Gleichgewichtslagen xs, ys, zs gebunden, wobei wir, im
Gegensatz zu Reiche, den Koordinatenanfangspunkt in den
Wiirfelmittelpunkt legen. Auf den Wiirfel falle eine seitlich
unbegrenzte ebene Welle

(n @0 = 21 picsr ¢ — ik0(ax +py +y2)
[51 (¥4 342L) der Amplitudenvektor; o die Frequenz;

wo ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und 7Z0 die Wellen-
lange; a, S, y die Richtungskosinusse der Wellennormalen].

Das Feld in einem beliebigen Aufpunkt x0 y0 % setzt
sich zusammen aus dem Feld der einfallenden Welle und den
Feldern aller Resonatoren:

2) S = So+X'&-
g

1) C. W. Oseen, Physik. Zeitschr. 17. p. 233. 1916 und 17. p. 341.
1916.

2) F. Reiche, Ann. 50. p. 1 u. 121. 1916.
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In der iiblichen Weise driicken wir (Ss durch den Hertz-
sehen Vektor 3s aus:

(©)]
(5Bp das Moment des sten Besonators,

ro. =1 — e+ 0 —y)2+ (& — zJTD
die Entfernung des Aufpunktes vom Resonator s)

4) ®S = graddiv3, - «* L% -

Die ifs bestimmen sich aus der Schwingungsgleichung des
Resonators

®) (=-a=>)'% = % {SO+"~14}

wo als neue Bezeichnungen die Eigenfrequenz ®( des schwin-
genden Elektrons, dessen Ladung & und dessen Masse m
hinzukommen. Von der Reibungsddmpfung ist hierbei ab-
gesehen, weil sich alles Folgende auf ein Spektralgebiet fern
vom Absorptionsstreifen bezieht; {iber die Vernachldssigung
der Strahlungsdiampfung vgl. § 4.

Die letzte Summe trdgt der Tatsache Rechnung, daf
auf ein Elektron alle {ibrigen wirken; sie ist also iber alle
Elektronen mit Ausnahme des gerade betrachteten zu er-
strecken, was durch den Strich am Summenzeichen aus-
gedriickt ist.

In die in Komponenten zerlegte Gleichung (5) fithren wir
(S0 aus (1) und I A

i

s
ein; (S, ist dabei, (Ss entsprechend, durch die Gleichungen

4" = graddivl3,. — * -L%_,

(3') 3" =0, inv

bestimmt, WO rs9 der Abstand des Resonators s vom Reso-
nator s’ ist. Wir finden nach einigen Umrechnungen fiir ifs
oder bequemer fiir die damit in einfacher Weise zusammen-
hingende GroBe ¢s (q,.9,.qM)

(6) qﬁ =@ eint e ijC<‘/Ia)‘js +ﬁyt + }\Zﬁ)
Annalen der Physik. IV. Folge. 52. <0
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folgendes Gleichungstripel:

wo zur Abkiirzung
®)

gesetzt ist und die Ass, Gsp usw. bestimmte, im wesentlichen
von rss, abhédngige, Koeffizienten sind:

(0)

— iJtor sr'l

Ny — e-iia('yex>) + A AN + e Ve,
’ J

o2 ip—~ikorss’

Essl = T— X — - e-ilkio(xz-y.) + NN-=") + r(z/+1,)],
oy o %8 Nasf /

B! 0 /p  Mrss' 5

+ +

/
(

0¢ A \
16's, —ax,dy, (—77—1eMaCia(x"'-x") + A, <'-y') +,'(=-'-z<dh

Nunmehr entwickelt Reiche nach einem Parameter

(10) K= A]/#:

(11 Q@ = Qos + Mi, + *2q2s + ---,
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setzt diesen Wert in (7) ein, ordnet nach Potenzen von x und
findet, indem er die Koeffizienten dieser Potenzen gleich Null
setzt, Gleichungssysteme, die nach den q aufgeldst so aussehen:

" Qor = c%o
(12) %80 = (020
Qos2 = c%a-
' %0 = *) + 34> °F Gss, + ¥4 X Fs, J,
13) %0 = 62{sits™ 0% + 343" A-' +
Qiii = f2 J='Fs, + Slpx” Y&+ 34> G, 1.
' %o = 3 PAZZI[AF A" + G Gos> + As"%o0 ]
+ 242 ZTXN Go.r + Go=Ber + FuE.=n
(14) 3 82,2, [A' Fs> + Gs. 2.~ + Fs. (W)L,
%.» = —
Sal ~ usw.
Hierin ist
(15) As, =rcAs,  usw.

gesetzt, wobei, wie Reiche zeigt, die liberstrichenen Gréfien
bei k — 0 endlich bleiben; und der Strich an der Summe xX,
2

bedeutet, dal3 iiber alle s" von | bis NV auler s’ zu summieren ist.
Der Zweck dieses Vorgehens ist folgender: Denkt man
sich den Wiirfel mit seinem Inhalte allméhlich vergrofBert,
so dal3 er sich dauernd dhnlich bleibt, so wird x immer kleiner
und die Lagerung der Resonatoren diinner und diinner. Im
Grenzfall ganz diinner Lagerung ist x eine sehr kleine Zahl,
man kann die Potenzreihe (11) mit dem ersten Gliede ab-
brechen und hat das System (12) als Losung unseres Problems
in erster Nidherung: allein der Einflul der &dufleren Welle
bleibt bestehen. Bei etwas dichterer Lagerung beriicksich-
tigen wir in der Potenzreihe (11) noch das zweite Glied und
finden die Losung des Problems in zweiter Ndherung durch
Zusammenfassen von (12) und (13). In dieser Nidherung wird

50*
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auller der dufBleren Welle der Einflufl der Eesonatoren beriick-
sichtigt, dabei aber so gerechnet, als ob diese allein von der
duBleren Welle beeinflult wiaren. Und so fort: in dritter Néhe-
rung werden drei Glieder der Potenzreihe (11) mitgenommen
und damit zu den Systemen (12) und (18) das Gleichungs-
tripel (14) hinzugefiigt. In diesem Falle wird nicht nur der
Einwirkung der anderen Molekeln, sondern auch dem Um-
stinde Eechnung getragen, dafl diese neben der dufleren Welle
auch durch die Zustrahlungen der iibrigen Molekeln erregt
werden, die aber ihrerseits als nur durch die dulBlere Welle
erregt angesehen werden.

Fiithren wir die Losung gs in (6), dann s in (8), darauf
3s in (4) und endlich (S5 in (2) ein, so finden wir einen Aus-
druck fiir das elektrische Feld in einem beliebigen Aufpunkte
7s Vo zo-  Wir schreiben ihn gleich fiir den im folgenden allein
behandelten Spezialfall hin, daB die duBere Welle in Lich-
tung der positiven x-Achse fortschreitet (a =1, f =7y = 0)
und linear polarisiert ist (%4. = 34 = 0).

gx= fii i-WloxS3%s+ocval xax’<s'+ . A,
| § §

(16) =34eii"*- Y%%) jl+ox2D22+ 6222 2 ,-02 + -.- |,
= Ae*(»‘—%*)%ak?B%"‘G%ﬂz\Z' + -..)
I AN

In diesen Gleichungen, die wir zum Ausgangspunkte der
folgenden Bechnung nehmen, sind die D gewisse Ausdriicke,
gebildet aus den in (9) aufgefiihrten Koeffizienten Ass, usw.
und aus Koeffizienten, die aus diesen hervorgehen, wenn man
dic Koordinaten von s durch die des Aufpunktes und die
Koordinaten von s’ durch die von s ersetzt, A4os usw.:

T.0s ~ " 0/.—7\/Afe.-:r:) A~ MR . .
O—il@%—"%)j

x2)Vi

(17)
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Die ersten drei dieser Gleichungen sind die Beicheschen
Gleichungen (226), p. 129, fir den Fall, dal der Aufpunki
in groBer Entfernung vom Wiirfel liegt, was im folgenden
angenommen wird.

Da uns lediglich die von den Elektronen zerstreute Energie,
das Opaleszenzfeld, beschéiftigen wird, lassen wir in der zweiten
der Ausgangsgleichungen (16) den Summanden | in der ge-
schweiften Klammer und damit die &uflere Welle fort. Die
duflere Welle hat gewissermaBlen ihre Schuldigkeit getan,
wenn sie die Besonatoren zum Mitschwingen angeregt hat.
Wir vereinfachen die Ausgangsgleichungen zunidchst (fir §§ |
und 2) noch weiter: wir nehmen so diinne Lagerung an, daf}
wir die doppelten und hoéheren Summen, die der gegenseitigen
Beeinflussung der Elektronen ihr Dasein verdanken, fort-
lassen und nur die ersten Summen beibehalten. Dadurch
geht (16), unter Beriicksichtigung von (17), iiber in

= Sly ~k%lio % 12 = Slytfth"i ~ % & . Gi
¢ ®y = Slyzi,wl ~ ) 6 = 3) DO2 = S, ez-wi - %] ff'?.' 8,
[

(18)
= Sly Piloi - ks o- X o T)@2 = Slyei (@t~ keyo ff 'éS) E0
N

Hierin fithren wir GOs, B0s, E0s aus (17) ein, gestalten
diese Ausdriicke aber vorher durch eine aus der Beugungs-
theorie bekannte Vereinfachung um, indem wir 70s im Nenner
durch die konstante Entfernung R des Aufpunktes vom Ko-
ordinatenanfangspunkt und im Exponenten -—ZAOr(s auf
Grund der Gleichungsfolge

v DA xox- 4 y<op + %-A
,0s — A (U )

durch diesen letzteren Wert ersetzen. Schreiben wir ferner
in der Amplitude a% )0 usw. fir (a% — ®s) {0 — t4) usw.,
so wird
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1

(20) )

—ikoR iko R
= b 2oV e
Bo. = k0" Ri R

und damit (18) zu

-ivs°'B
1)
ff ——e wi9l e i™n A"
34 — e ~ R 0 p
woraus

—ildR
=z1 t NNR
WO
2=V - y0
den Abstand des Aufpunktes von der Y-Achse bezeichnet.
Nur nebenbei sei daran erinnert, dal — genau wie bei
einem Resonator — der Feldvektor im Aufpunkt wegen

(23) %o. X0 + .0+ Gz %=0

auf R senkrecht steht und fiir die auf der Y-Achse, d. i.
in der SchAvingungsrichtung der Resonatoren, gelegenen Auf-
punkte verschwindet, da fiir sie p — 0 ist.

Um von diesem ® zu einem experimentell verwertbaren
Ausdrucke zu gelangen, haben wir zwei Mittelwertsbildungen
auszufithren, die (und deren Reihenfolge) eine wesentliche
Rolle spielen werden. Wir haben zunichst bei festgehaltenen
Atomlagen den zeitlichen Mittelwert von G2, G2 liber eine
oder mehrere Perioden zu bilden. Physikalisch ist dieses Ver-
fahren auch bei einem Gase zulédssig; denn die Resonatoren
bewegen sich im Vergleich zu den Lichtschwingungen so lang-
sam, daB} sie fiir eine Reihe von Perioden als festliegend an-
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gesechen werden konnen. Das so gefundene ©2 ist aber noch-
mals zu mitteln; denn im Laufe der Beobachtungszeit dndern
die Molekeln ihre Konstellation, und jeder Konstellation ent-

spricht ein anderes (£2. Nicht das berechnete @2 also, son-

dern der ,Konstellationsmittelwert® SR (@) gelangt zur Be-
obachtung.

®2 folgt aus ® in bekannter Weise dadurch, daB3 der
Faktor von eiwt mit seinem konjugierten Werte multipliziert
und das Produkt halbiert wird:

1) P. Debye findet in seiner Arbeit ilber die Zerstreuung von
Rontgenstrahlen (Ann. 46. p. 809. 1915) die entsprechende Gleichung;
nur daf Debye Elektronen betrachtet, deren Eigenfrequenz im Ver-
gleich mit der der Rontgenwellen zu vernachldssigen ist; dadurch geht
unser

0,V =+ ==
0 =mz (w02 = )l c4
in das Debyesche

TO2 C4
iber. _ _

Genau der gleiche Ausdruck wie fir ergibt sich fur §2, wenn
man statt von (2) und (4) von

(2" & =%0 + x bo

und
(4) i>.= rot-|vs,

(vgl. Abraham-Foppl, Theorie der Elektrizitat II, p. 54) ausgeht.
Man findet schliellich fiir die Komponenten des magnetischen Opaleszenz-
feldes:

woraus § = ®. § steht auf S und R senkrecht.
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Aus dem Produkte der Summen miissen wir fiir die fol-
gende Rechnung zunichst die Glieder, die gleichem s ent-
sprechen, herausziehen. Jedes derartige Glied hat den Wert 1,
und da AV davon vorhanden sind, ist thre Summe &, und es
folgt nach Einfiihrung neuer Summationsbuchstaben:

(25) k+zzvyﬁ}'jr ae)p%h - b) + (VP - M y«+(zp -z 1

I P 5

Die Konstellationsmittelung vollzieht sich nunmehr so:
Wir bilden den Mittelwert jedes einzelnen Summengliedes,
indem wir es mit der Wahrscheinlichkeit multiplizieren, daf3
die Koordinaten des Gliedes gerade die Werte xj, yvzv, x| ygza
haben, und dann iiber xj b zv xa ygzq von —Z_lii bis +LJZ
integrieren. Die fragliche Wahrscheinlichkeit ist

* 0, U 0,
/C)J;P dxp dg d7%p  dx, d(_L’/%a%q

der Mittelwert eines jeden Summengliedes also

+L2 i%

7fJ‘Zfﬂ_' Lyl dzp dxy dyg dz

@7

und da N (N — 1) derartige Glieder vorhanden sind, ist der
N {N — 1)-fache Betrag von (27) als Konstellationsmittehvert
der Summe in (25) einzusetzen. Damit finden wir endgiiltig:

W=)-7Ve(3%pV

Hatten wir Licht angenommen, das nicht nach der Y-Achse,
sondern nach der Z-Achse schwingt, so wire Slz statt SI7 und
p' statt p aufgetreten, wo p' der Abstand des Aufpunktes
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von der Z-Achse ist. Im Falle von unpolarisiertem Lichte
steht statt p7 oder p) der Mittelwert
g't+ e
2

Betrachten wir von den beiden Summanden, aus denen
sich die =zerstreute Intensitdt zusammensetzt, zuerst den
zweiten. Er stellt eine Beugungserscheinung dar, hervor-
gerufen durch den Wiirfel, in dem die Resonatoren ein-
geschlossen sind.l) Denken wir uns in der Entfernung X0 eine
zur X-Achse senkrechte Ebene gelegt und beschrinken wir
die Betrachtung in dieser Ebene auf Punkte in der Néhe der
X-Achse, so steht, wenn wir vorldufig von der ersten eckigen
Klammer absehen, zur Diskussion der Ausdruck

.Ut 2 . VL
sin & sin---
uL v L
2 2
WO
2n X, 2

A="IT"II" I'= L .-

der aus der klassischen Beugungstheorie als Fraunhofer-
sche Beugungserscheinung einer quadratischen Offnung wohl-
bekannt ist.2) Er liefert als Minima dunkle Streifen anndhernd
parallel zur Y- und Z-Richtung, Streifen, die im Falle L= A0
sehr eng liegen. Da es sich bei uns nicht um eine beugende
Offnung, sondern um einen beugenden Korper handelt, steht
neben den beiden Faktoren als dritter der ,,Tiefenfaktor

s'r’rl’\:le £ :
, %— R L
7 R Y

der auf der X-Achse gleich | ist und auf den Kreisen um
die X-Achse verschwindet, fiir deren Winkelabstand von der
X-Achse

1) Im Gegensatz hierzu entsteht die Interferenzerscheinung bei
P. Debye, 1 c. dadurch, daf} viele gleichgebaute Elektronenkoniplexe,
nach den verschiedensten Richtungen orientiert, vorhanden sind.

2) Vgl. etwa F. Neumann, Vorlesungen tber theoretische Optik,
p- 78, oder Winkelmanns Handbuch, Bd. Optik, p. 1070.
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hon__= =—=—p0(1 —C°S"-Y& = WIIJ
° R

(n eine ganze Zahl), d. h.

(30) l —cosp =n

gilt. Es tritt also hier eine ganz #hnliche Uberlagerung von
OQueteletuSchen Ringen iiber eine der bekannten Beugungs-
erscheinungen auf, wie sie Lauel) in seiner grundlegen en
Arbeit iiber die Rontgenstrahlbeugung gefunden oder wie sie
Verf.l) beim Hintereinandersetzen zweier Kreuzgitter photo-
graphiert hat.

Auf der X-Achse hat der Tiefenfaktor den Wert 1, sein
absolutes Maximum. Der erste dunkle Ring folgt, wie man
leicht berechnet, in ecinem Winkelabstand, der mit .einem
Streifen verhiltnisméBig hoher Ordnungszahl der priméren
Beugungserscheinung zusammenfillt, so dafl sich also diese
Erscheinung anfidnglich ziemlich ungestort auf langsam dunkler
werdendem Grunde ausbilden kann. Man findet, dal3 der erste
dunkle Queteletsche Ring fiir

= = 1000

erst zwischen dem 44. und 45. dunklen Streifen, fiir

beim 14. dunklen Streifen liegt.
Eiir eine Ebene senkrecht zur Z-Achse lautet der zwei-
dimensionale Beugungsausdruck:

sinfro™ X gf’ P

(29"

Dal3 im ersten Term nicht der iibliche Sinus

fa° A
R’ R’ Rj

1) M. Laue, Miinch. Ber. p. 303. 1912; Ann. 41. p. 971. 1913.

2) E. Buchwald, Physik. Zeitschr. 15. p. 331. 1914. Dort weitere
Literatur.
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auftritt, sondern Sinus minus 1, rithrt einfach daher, dal3
die Punkte der beugenden quadratischen ,,Offnung®, L2 als
die der Wiirfel von der Z-Achse gesehen erscheint, nicht in
gleicher Phase schwingen, weil das Licht seitlich einfallt. Der
Gangunterschied der in einer Bichtung y abgebeugten Band-
strahlen betrdgt dann nicht wie in der geldufigen Theorie
L sin y, sondern
Lsiny —L =L (siny—1).

Diese verdnderte Form des Faktors hat iiberdies zur Folge,
daBl in der Mitte der Beugungserscheinung, auf der Z-Achse,
ein Minimum liegen kann, wenn ndmlich L ein gerades Viel-
faches von 202 ist. Aber auch im giinstigen Falle (L ein
ungerades Vielfaches von 40/2) ist das Maximum infolge des
groBen Nenners nur sehr schwach im Verhiltnis zu dem auf
der X-Achse. Dazu kommt, daf3 der Tiefenfaktor

3 W /]

PR 2

in dem gleichen Sinne wirkt. Auch hier ergeben sich Binge;
aber die Binge haben, je nachdem L ein ungerades oder gerades
Vielfaches von %2 ist, auf der Z-Achse ein Maximum oder
ein Minimum. Im ersten Falle kann sich die primidre Beu-
gungserscheinung in Achsenndhe ausbilden; denn man be-
rechnet, daB3 der erste dunkle Bing fiir

A = 100,5
A
erst bei ihrem 10., fiir
o = 1000,5

M
erst zwischen ihrem 31. und 32. dunklen Streifen liegt. Frei-
lich sorgt der Nenner des Tiefenfaktors auch hier fiir weitere
Schwichung der Erscheinung.

Genau so liegen die Verhéltnisse in einer Ebene senk-
recht zur F-Achse, wenn das einfallende Licht unpolarisiert
ist. Schwingt das Licht in der F-Bichtung, so steht vor der
geschweiften Klammer in (28) das Null bzw. sehr klein werdende
p2, das ein fast volliges Verschwinden des ganzen Phinomens
bewirkt. Auch in einer beliebigen anderen Sichtung tritt nur
eine auBerordentlich lichtschwache Erscheinung auf.
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Von groBerem Interesse als das Beugungsglied ist fiir
das Folgende das erste Glied des Opaleszenzfeldes (28); denn
dieses Glied ist nicht abhéngig von der speziellen Begrenzung
des Resonatorenhaufens. Wir schreiben es, indem wir den
Winkel & zwischen SchAvingungsrichtung der priméren Welle
und /1 einfiihren:

3D T 342> sin3 £ u2A04Ar

Zunichst erhebt sich die Frage, ob dieses mit dem Faktor NV
behaftete Glied praktisch gegen das des Beugungseffektes, das
durch den Faktor AV von vornherein im Vorteil ist, tiberhaupt
ins Gewicht fallen kann; wir prézisieren sie dahin: in welchem
Abstande von der Z-Achse (bei den anderen Achsen mul} er
weit geringer sein) wird das Produkt der drei schwéichenden
Faktoren

Si“ W0 ? : sin 0%
i w L L . L
L 'OV 2 R 2
den Wert 1/N annehmen? Dann wiirden beide Glieder des
Opaleszenzfeldes anndhernd gleich; weiter drauflen nimmt der
EinfluB des Beugungsgliedes schnell ab. Es zeigt sich, daB
dieser Punkt ziemlich bald erreicht ist. Am meisten Inten-
sitdt finden wir in den Beugungsmaximis noch, wenn wir auf
dem Schirm senkrecht zur X-Achse, auf dem wir die Beu-
gungserscheinung aufgefangen haben, ldngs der Y- oder Z-Achse
fortschreiten; denn in den Winkelfeldern nimmt die Inten-
sitdt bekanntlich sehr rasch ab. Aber auch auf einer Achse
ist nach wenigen Winkelgraden die gewiinschte Schwéchung
da. Da wir diinne Lagerung angenommen haben, wollen wir
ikf03 den experimentell moglichen Wert von der Grofen-
ordnung | geben, N also von der GroBenordnung

wihlen. Bei diinner Lagerung im mathematischen Sinne, d. i.

lage die Sache fiir das Beugungsglied natiirlich noch viel un-
glinstiger. Bleiben wir bei dem vorhin angenommenen Werte



Zur Theorie der Opaleszenzstrahlung. 789

= = 1000,

AO
wihlen wir somit N = 109, so berechnet man, daf3 die quadra-
tischen Faktoren im Winkelabstand von ca. 7° wo in diesem
Falle das 14. Ringmaximum mit dem 244. Beugungsmaximum
koinzidiert, den Wert |/N erreicht haben; innerhalb dieses
Kegels fallt das Beugungsglied von N2-/7V auf die Grofien-
ordnung V. Bei groBerem L/Z0 beschrankt sich — obgleich da-
mit auch N entsprechend gréfler anzunehmen ist — die Beu-
gungserscheinung noch mehr auf die Umgebung der X-Achse.

Wir integrieren den Ausdruck (31) iiber die Vollkugel

und finden damit, wenn wir den ersten Bestandteil des Opa-
leszenzfeldes (28) als eigentliche ,,Opaleszenzstrahlungii be-
zeichnen, fir deren Gesamtwert

h = 7 %2 a2 WATV [ sing §) d &,
0
(32) —1434263 V-

Hier setzen wir

und fiithren fur
eilm

auf Grund der Drude-Voigtschen Dispersionsformel den
Wert
_n2—1

(33) 4
ein, wo n der Brechungsquotient des betrachteten Gases ist.
Damit wird

(re2 — 1)2 nf 2

B VR

Nehmen wir schlie8lich an, dal3 die einfallende Intensitét nicht-
3422, sondern | ist, und fassen wir nicht den ganzen Wiirfel,
sondern die Volumeinheit ins Auge, so haben wir durch 91v22
und L3 zu dividieren und bekommen:
8m3 (n2 - DI

(34) :
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Das ist der bekannte, von Lord Bayleigh auf anderem
'Wege hergeleitete Ausdruck fiir die vom Volumen 1 zerstreute
Energie.

§2.

Die Intensitdt des Opaleszenzfeldes, gegeben durch (28),
schwankt um diesen ihren Mittelwert entsprechend der sich
dauernd dndernden Konstellation der Resonatoren. Wir flagen
nach der GroBle der Schwankungen des Reldvektors.

Zu ihrer Berechnung benutzen wir den von Markoffl)
abgeleiteten Satz tiber die wahrscheinliche Summe von-
einander unabhéngiger in einer Ebene liegender Vektoren
und halten uns dabei an die von Lauel) angegebene Be-
zeichnungsweise. Die N Vektoren, fiir deren Summe wir uns
interessieren, sind die von den N Molekeln im Aufpunkt er-
regten Feldstidrken, die wir nach (22) mit den Abkiirzungen

35) R — o/ R

und indem wir den allen gemeinsamen, vor der Summe stehenden
Faktor zundchst weglassen, um ihn am Schliisse wieder hinzu-
zufiigen, so schreiben kodnnen:

(36)

oder
' %4 = cosAO{al, x| + Oyl +-0z1]

+ sin A0 {ci0'x] + /0  + /o zib
G i =A + *re
[ %o = X2 + 1Y2,

Slv=1v+ i YN

Die Wabhrscheinlichkeit dpm des Wertepaares Xm Ym ist
gleich der Wabhrscheinlichkeit dafiir, dafl die m-te Molekel

1) A. A. Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Leipzig und
Berlin. 1912.

2) M. V. Laue, Beri. Ber. 47. p. 1144. 1914.
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Koordinaten zwischen Xm und xm + dxm, ym und ym + dym,
zm und zm + dzm hat, also nach (26)

1 dym “m
don === I5——=

Wir haben nach Markoff zunichst zu bilden:

(38) —md0Omn = am

und
(39) NY¥YmdQm = bm-

Es wird

rrr b, , oL -1el4
am=JJJ cos ko K ym + Bodm + 7o zms—~ p=="

7))
@w=P~NL P[ Shka®XnShk VnSiniezoz
— sm Al al'xm cos A0 30 ym cos AL~z

-cosAO<armsin kaf0ym cos Ao-0zm

-Cosklal xn cos Al S0 ym sin A0 x0zm

iji-< “18-

- V\/%r-,z ainh™ 1 2™ i+ JsintA G

L
sin A0 ao’lzl sin Al (% )
(40)

Entsprechend wird

I'C . / i i, dxmd it
Vhra = Jr.[l J sin l’o K xn +| E@Jm V70 2mi SREP! d%n,
-L/2
=I3wd4t7M [ oo0s VO.,7%1c03V0%o cosV o 7l
— c0s A0 «0 xm sin A0 S0ym sm A0p0zn
-sin kOaOxm cos kOB0ym sin AQ-Ozm

— sin Al al, ym sin A0 B0ym cos A y0 zm

W bl to b,

41)  dm=O0.
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Weiter haben wir zu bilden

JXn = Vidom = <

(“2)

Es wird

N =/ (%an~ atrd gn = fI0 + am! dQm—2 an 75 d
:‘f\mZde -+ <2—2am2
= 7 Xm2d0m-Om-

Nun ist
+1/2

7ﬂ(mde = 1/%4) doem dlJm dzm c°=2 A" "f20"i'0 + +
+ L2
=L Fdx— d2-
-2

(I + 3% C0S2 %70, X" + Povm + Y0 2-0

1 1 sinf k0, L sin fd ft L sin %0 y, L
2 ~ 2 fdal L 0 ft L L0 0 L

so daB
4q> ) 1,1 sin¥% k0'L sinkQpOL ?znk()
f , -1+ f' 0% CO)(
2
e'zak()a()’y sin fo0 ft = sin fMA L
, , L L
« 2 % Po g koro”2
Far bm, finden wir
V =/(CFm— ¥¥d0n =_f xm2dpn
= 7don Sin2 /g x +/Vn +/0z])

= Z 7~dymdym dzm [I - Ygcos ZAO
K m + poym +/0zmf|>
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, s 1 1 sink0 L sink01% L sin%0y0 L
i4 ) ™o~ 2 2 kOal'L kOBOL kOyOL

Endlich wird

N =Gn- aJ Gn — 0 Vi = IiX zm —ym°m)d
nach (39) und (41) =J XmYmdpm,
nach (37)

= i mcos% aoxm+ iVa + 70zm) sin'eliN&l + A>% + 70zm} >

(45) cm =0
(vgl. die Berechnung von fim').

Nunmehr bilden wir die Summen

1.V . sin k0 ¢Q, L sin k) f0 L sin k0 y0 L
2 <=3= : :
pm \ 2o «0 17 p0 -y /0
L ? 2 2
sin k) alf = sin k0 p0— S % /oy
z N L
(46) W 3 kOpa s |
1.JV
>~/ = tf—o.

m

Dann wird nach Markoff die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dal der Endpunkt des Vektors
2t = > %o

m

von seinem Mittelwerte aus gerechnet, die Koordinaten
X... . X+dX, Y...Y + dY hat,

wrx+Arl-2cxr

47)  wdXdY = L, ~MAb—g>  dXdY.
2n-[/AB-C)
also im Falle C=0
X2 _ Y
! *2~1*dXdY

2> B
Annalen der Physik. IV. Folge. 52. 51
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und die mittlere quadratische Abweichung, d. i. das mittlere
Schwankungsquadrat des Feldes, ergibt sich bis auf den weg-
gelassenen Faktor zu

+ o0 12
49 W)Y = [— (\x*+Y>)e~24~2BdXdY.
v 2[v A J

Mit Hilfe der bekannten Bezichungen

— 00

+ o0
f —/\—dl"-:y/\
findet man
2ft(=a) = A + B,

. LY I sukof
stii ko «0” Siu ke B0 o

) ,
% «0 5 %%O% I

oder, wenn der weggelassene Faktor liinzugefiigt wird,

- z'2 . 2 21
(52) sinYgool ~2~ sin Ao fl, — sm Yg % —
N-IN Mo ) .
o'f- .
Mo~» "o To 2

Wir konnen das Markoffsche Schema nach Gleichung (41)
abbrechen und das gleiche Ziel auf anderem Wege erreichen.
(40) stellt ndmlich, unter Beriicksichtigung von (41), mit N
multipliziert, den Konstellationsmittelwert des Feldes dar:
unter Hinzufligung des dort fortgelassenen Faktors

W) = e \/ T4

agM%lJUiJU%
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woraus
1
7
.. ALl 2 Al
(53) [sm ft ft Y sin k) 5, — [sm ko Zo =
' A
ft ft’ % Y ft 2 sin ft Zo 3

Nun ist die augenblickliche Feldstdrke gleich dem Kon-
stellationsmittelwert plus der Schwankung:

(54) ® = SJi (®) + «,
quadriert und zeitlich gemittelt:
& = [WW + 2TSIT(S) + 12.

Vollziehen wir hieran die Konstellationsmittelung, so wird
das erste Glied rechts nicht beeinflu3t, wihrend das zweite
verschwindet. Es folgt das gesuchte

SJi (I7) = SJi (@) — [SIT(S)TL-

Der erste Summand rechts ist aus (28), der zweite aus. (53)
bekannt, so daf}

T TAN? 2y
Iv+ VpV- 1) st e 2 'Em th 9‘( _1;1 'sin ka Y0 Al
L
*o0 no’ A ft ft ”Q” ft Zo =

r., , A . m i'! ., A?'
sia ftao 2 s ft ft = sm ft Zo -/

'er %' % % ft 4 }(ora!z’ . I

L ! 3
sin ft ft I] sm ft ft -g- slm %t Zo fr
V-N
g - L Left3s ft 7» 4
0«0 --

wie oben in (52).

Ein Vergleich dieses Ausdruckes mit dem fiir die mittlere
Intensitit des Opaleszenzfeldes, (28), lehrt, dafl fiir die Grofle

51*
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des Schwankungsquadrates genau die bei der Fraunhofer-
sehen Beugungserscheinung am Wiirfel erdrterten Verhalt-
nisse mal3gebend sind, so dal man geradezu sagen kann,
durch diese Beugungserscheinung werde uns selbsttédtig ein
raumliches graphisches Bild fiir die GroBe des Schwankungs-
quadrates aufgezeichnet. Wt die Beugungsminima liegen, ist
der zweite Term in der Klammer von (52) gleich Null, das
Schwankungsquadrat also bis auf den Faktor vor der Klam-
mer gleich N, in diesen Aufpunkten hat es seinen absolut
groffiten Wert, und das Verhiltnis von mittlerem Schwankungs-

quadrat und SIf (®2) wird nach (28) und (52) hier einfach

e (62
=(=5

Es ist mithin unabhidngig von der Teilchenzahl.

Wo keine Beugungsminima liegen, tritt zu N ein stets
negativer Korrektionsfaktor hinzu; dann ist die Schwankung
kleiner, und zwar um so kleiner, je grof8er die Intensitédt der
Beugungserscheinung in dem betreffenden Punkte ist. Am
kleinsten ist sie demnach im hellsten Maximum, auf der
X-Achse: hier wird sie gleich Null.

Das war zu erwarten. Filir Punkte der X-Achse ist es
ganz gleichgiiltig, an welcher Stelle im Wiirfel sich der Reso-
nator gerade befindet. Je weiter er vom Aufpunkte entfernt
ist, desto eher wird er zwar von der primiren Welle getroffen,
entsprechend ldngere Zeit braucht aber seine sekundidre Welle
bis zum Aufpunkfe. Die Bewegung der Resonatoren ist also

ohne EinfluB auf die Intensitdt; das Schwankungsquadrat
ist Null.l)

Sonst aber ist die Schwankung, entsprechend der ge-
ringen Intensitdt des Beugungsbildes recht erheblich. Fiir

Punkte der Z-Achse wird SIf (e2) (vgl. p. 790) gleich N oder
ein wenig kleiner, je nachdem L ein gerades oder ungerades

1) Da die gleichen Griinde dahin wirken, daf} die Intensitiat ihren
grofdtmoglichen Wert annimmt, laf3t sich wenigstens in dieser Richtung

der enge Zusammenhang zwischen Schwankungsquadrat und Intensitat
iibersehen.



Zur Theorie der Opaleszenzstrahlung. 797

Vielfaches von 202 ist.l) Fir Punkte der KAchse ver-
schwindet das mittlere Schwankungsquadrat ebenso wie die
Intensitét selbst.

Anders gestaltet sich das Ergebnis bei der Berechnung der
Intensitdtsschwankungen.  Wir gehen, (54) entsprechend, aus
von

(56) J=Sli () %,

wo J die zu einer bestimmten Konstellation gehorige Inten-
sitdt und | die Intensitdtsschwankung ist. Das gesuchte mitt-
lere Schwankungsquadrat der Intensitédt ergibt sich hieraus zu

1) Vielleicht 143t sich auch hier einigermafien klar machen, daf}
ein Zusammenhang zwischen 01 ((S2) und SJt (¢2) bestehen mufd. Denkt
man sich (unter Beschrdnkung auf den Einfluf3 des Tiefenfaktors) den
Wiirfel durch Schnitte senkrecht zur Z-Aehse in Schichten von der
Dicke 10/2 geteilt, so gilt fiir die Intensitat, dafl bei gerader Schichten-
zahl zu jeder Schicht eine andere gehort, deren Schwingungen sich im
Durchschnitt gegen die der ersten aufheben, wéahrend bei ungerader
Schichtenzahl eine Schicht wirksam bleibt. lhre Wirksamkeit ist um
so geringer, je grofler die Schichtenzahl ist.

Diese eine eine Sonderrolle spielende Schicht ist auch fiir die Grofe
der Schwankung mafdgebend. Wir stellen uns vor, daf wir die /V-Mole-
keln beliebig in den Wiirfel hineinsetzen, einerseits die in den Schichten
1, 3, 5 ... befindlichen, andererseits die entgegengesetzt wirkenden in
den Schichten 2, 4, 6 ... zusammenzihlen, den zweiten Wert vom
ersten abziehen und das viele Male wiederholen. Eiir die mittlere absolute
Abweichung vom Durchschnitt ergibt dann eine bekannte Formel der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

e = = %ipq,
wo p und ¢ die Wahrscheinlichkeiten dafiir sind, daff eine Molekel in
die erste oder in die zweite Schichtengruppe fallt. Ist die Schiehtenzahl
gerade, so ist, gleichgiiltig, wie grof3 sie ist, p = ¢ = | und

Ist aber die Schichtenzahl ungerade, so ist pg und damit die Schwankung
YeZeiwer; z. B. ist bei 3 Schichten pg — > - %, bei (5 Schichten pg = - |)
usw. Ilie Wirksamkeit der entscheidenden Schicht, die einer der Schichten-
gruppen das Ubergewicht gibt, ist also auch hier um so geringer, d. h.
¢ nahert sich dem bei gerader Schichtenzahl giiltigen Werte um so mehr,
je mehr Schichten vorhanden sind, wie das auch in (52) aus dem im
Nenner stehenden Faktor (L/20) folgt.

Diese Uberlegungen lassen sieh auf eine beliebige Lage des Aufpunktes
uibertragen.
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(57) ~O = 2K) — [3hd)] -

Das zweite Glied rechts ist aus (28) bekannt; zu berechnen
bleibt das Konstellationsmittel des Intensitdtsquadrats. Nun
haben wir beim Markoffschen Schema dem Feldvektor, von
seinem Mittelpunkte aus gerechnet, die Koordinaten X und Y
zugeschrieben; der Mittelwert selbst aber war im Anschlull
an (40) und (41) durch Nam und O bestimmt. © hat dem-
nach die Koordinaten (N am % X) und Y, und es ist

®=J =X2+Y2+ Nam)? + 2 Xam X,
J2=[X2 +vy2 + (Nam)] + 2Nam XJ2.

Der Konstellationsmittelwert wird durch Multiplikation dieses
Ausdruckes mit der Wahrscheinlichkeit
=y
wdXdY= dxdy
2n)/ AB

und darauf folgende Integration gebildet. Bei der Auswertung
der Integrale braucht man auller bereits benutzten Beziechungen
noch die folgenden leicht nachzupriifenden:

SEXiwdXdY = 3 A2,
SFYiwdXdi = 3B2
JFX? Y2WdXdY= AB,

SFX3wdXdY= fFXwdXdY= O,

(58)

Man findet nach einfachen Iliechnungen (bis auf einen
Faktor)
(59) M) =2 (A2 +B2) +4 4 (Xan) ,
wo die Werte aus (40) und (46) einzusetzen sind.

Fir Punkte der X-Achse ist

A=B=0.

Die Intensitdtsschwankung verschwindet also hier ebenso
wie die Feldschwankung. Im {brigen wird auch (3JIt2) durch
die Intensitdt des Beugungsbildes charakterisiert, wenn auch

in eigentimlichem Gegensdtze zu 01 (¢2). In allen Beugungs-
minimis wird
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o
>

an =
A=B= o,

so dafl in den Beugungsminimis, vollstindig geschrieben,

Wy =Y 5, pYOINTW!

wird, d. h. das mittlere Schwankungsquadrat der Intensitét
gleich dem Quadrate der mittleren Intensitdt, das nédmliche,
was Gleichung (55) fiirs Feld ausdriickt.

Wihrend aber beim Felde in allen iibrigen Punkten das
Schwankungsquadrat kleiner war, ist es bei der Intensitét
— was keinen Widerspruch bedeutet — {iberall grofler. Be-
stimmend dafiir ist der zweite Summand in (59) mit dem
Faktor W3, wihrend der erste, fiir sich allein genommen, in
entgegengesetztem Sinne wirkt. Je lichtschwécher die Beu-
gungsmaxima sind, desto weniger steigt das mittlere Schwan-
kungsquadrat iiber den in den Minimis geltenden Wert. Sein
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Maximum hat es neben seinem Nullwert in unmittelbarer
Nihe der X-Achse.

In Fig. 1 ist der Wert von I (t2) fiir die X-Achse und
die ersten Seitenmaxima und -minima angedeutet. Zum Ver-
gleich ist der Wert von 10l (¢2) daruntergesetzt, d. i. die
Intensititskurve des Fraunlioferschen Beugungsbildes einer
quadratischen Offnung, gegen die iibliche Darstellung um
1800 gedreht.

Auf weitere naheliegende Schwankungsprobleme fiihrt die
Frage nach dem mittleren Quadrate des Intensitidtsunter-
schiedes in zwei Raumpunkten, wie sie Landel) unter etwas
anderen Voraussetzungen behandelt hat, oder die nach der
Schwankungsgeschwindigkeit, die sich im Anschlul an eine
interessante Arbeit von Smoluchowskil) ansetzen lief3e.

§ 3.

Wir setzen die Betrachtungen des § 1 fort und ver-
suchen, das dort gewonnene Resultat, das sich das Opaleszenz-
feld aus einem Beugungsphinomen und der eigentlichen Opa-
leszenzstrahlung zusammensetzt, auf den allgemeinen Fall be-
liebig dichter Resonatorenlagerung zu erweitern, behalten
demnach in (16) auch die héheren Summen bei.

Als zeitlicher Mittelwert der ersten Komponente folgt:

= %34l
| iO’K I D% +0IXl T 2" Vgss + 73 ZZ' Z' W5t + e IJ

s’

JG:%$2+ 221/85+0'3 ZZ'Z' -I-OH‘,

=%l olXl2 2 Al +0%=2 22'%p'

+ 4/\2‘/522 >V
60) : T

+ 0= X= Z%pZZ A2s +0/\422 <A 22'%;p| +..
+°'V?§ 3 M S +-..],

wo die konjugierten Werte durch dariibergesetzte Sterne be-
zeichnet sind.

1) A. Landé, Physik. Zeitschr. 15. p. 946. 1914.
2) V. Smoluchowski, Physik. Zeitschr. 17. p. 557. 1916.
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Das erste Glied ergibt bei der Konstellationsmittelung,
mit den entsprechenden Gliedern der anderen Komponenten
zusammengefalit, zwei Summanden, von denen der eine zur
Rayleighschen Formel fiihrt. Bei den hdheren Summen
kann man zwar die Ausdriicke, iiber die man bei der Kon-
stellationsmittelung zu integrieren hat, in aller Exaktheit hin-
schreiben: denn alle D sind bekannt die einfachsten sind
in (17) angefiihrt, — und die D setzen sich ihrerseits wieder
im wesentlichen aus den in (9) gegebenen Koeffizienten 4, B, C
usw. zusammen. Aber die Integrationsschwierigkeiten sind
uniiberwindlich.

Fiir die Behandlung des dichten Gases scheint aber noch
ein anderer Weg offen zu stehen, bei dem wir, uns auf ein
Reichesches Resultat stiitzend, die Rechnung unter Bei-
behaltung der héheren Summen exakt durchfithren koénnen.
Das ist ndmlich dann der Fall, wenn wir, ausgehend von
(16) = Sl ey(ooi-%¥%k) ((GKZ'A°2 + - + 1‘>

nicht mit der zeitlichen Mittelung, sondern mit der Konstel-
lationsmittelung beginnen. Die Konstellationsmittelung wird
dadurch nicht wie frither an der Energie, sondern am
Felde vollzogen, was durch die iibliche Erwidgung nahegelegt
wird, dall sich beim dichten Gase im Volumelement viele
Resonatoren befinden, die im wesentlichen in derselben Phase
schwingen.

Wir finden fiir die erste Komponente unter Beriicksich-
tigung von (17):

DIl(@] = 34 >~ - 7d (o @ GO™
+ Sl " (As*o + Gls Ao+ 03 +

Man kann zeigen, dafl ein groBer Teil der Konstellations-
mittelwerte iiber die s,-Summen verschwindet. So sind [vgl.
die Gleichungen (253) und (270) bei Reiche] schon in der
Doppelsumme die Mittelwerte

= =0>

(62)
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so daBB von der Doppelsumme nur der Term

iibrigbleibt. Ebenso verschwinden in den héheren Summen
und bei den beiden anderen Komponenten alle Glieder, die
die Mittelwerte (62) oder 311 C>j%o) oder 3Ji (2-Fss,) enthalten,

die gleichfalls beide gleich Null sind. Es bleibt schlieBlich
fiir (61) nur stehen

Den Wert der geschweiften Klammer hat Reiche be-
rechnet und in den Gleichungen (117) und (154) seiner Arbeit
folgendermafen ausgedriickt:

wo
n=vyi+ 4n%o

(von Reiche zuerst P genannt) der Brechungsquotient des
Gases und

(65) A=9N—"
(2 die Wellenldnge im Gase) ist.

Wir schreiben zur Abkiirzung

wW—1 =—2ikL __ 42
n+1le — s
wodurch (64) die Eorm

(67) §GJ = wei(Vsox | Oex(h+ k)R
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annimmt. Diesen Wert setzen wir in (63) ein und finden:

Sit = 34 ei("* c (x SW)

nach (17) und (67) gleich
| w==i=Ys\ 7/sMI

(68) eVa[ Ve-By.+ N+ ei(Ao kp.,+ BRIO%+S

Die Mittelwertsbildung an diesem Ausdrucke ist etwas
einfacher wie in § 1, da es sich nicht wie dort um eine Doppel-
summe handelt. Sie kommt darauf hinaus, dal3 wir mit

St dxs dys dzs
multiplizieren und iiber den Wiirfel integrieren. Die Inte-
grale nach ysund zs sind die von frither her bekannten (vgl. (27));
das Integral nach xs dagegen zerfillt jetzt in zwei Teile. Im
ganzen ergibt die Auswertung

-i~kaR
9Jt(S1) = —eint—Ys—>4 0
. NV [l . Yoo x
Sm 2R sm 2B
00 V1t Yn L
(69) 2R 2R
sin =-06 Y L
v ¢ -
’ "Lg o+ kA
2

Entsprechende Gleichungen findet man fiir SJt(Ss) und fur
Sli (S2). In ihnen steht

an Stelle von

R!
Aus allen dreien folgt fiir
SJt(S) = ([2Jt (Sx)I2 + [SJIt (Sa)J2 + [S0t(S»)]2)%4,

wenn wir wieder beriicksichtigen, daf3

[Vl + (-

o

ist,
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SK(®) = eimi
% %o Ij
2A

(70)

Von diesem Ausdrucke wird nunmehr der zeitliche Mittel-
wert gebildet:

>
RW@))=.J = i 1xa
% Vo o 10 % R
2R “ZR

(71)

Nach (66) ist

A [=1%8)

was wir mit der Abkiirzung

v <"+)P+(Ny-*(<-2Ai].P
schreiben

(74) WW—1I.
[

Fithren wir die weitere Abkiirzung

-1
(75) n 77

n+1:
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ein, so wird

(76)

und (71) geht {ber in

In der Klammer verschwindet der Einflu3 des zweiten
und dritten Gliedes gegen das erste, weil [] bei einem Gase
ein gegen die Einheit kleiner Wert ist. Besonders das dritte
Glied, bei dem iiberdies noch der Kosinusfaktor steht, der
bei geeignetem Verhidltnis von Wiirfelkante zu Wellenldnge
im Gase von vornherein Null wird, hat dieselben Nullstellen
wie das erste und kann dessen Interferenzerscheinung nur
unerheblich beeinflussen. Dagegen hat das zweite Glied im
allgemeinen andere Nullstellen als das erste, wird also dessen
Minima im allgemeinen aufhellen, allerdings nur schwach
wegen des Eaktors 772. Sehen wir von diesen Eeinheiten ab
und beriicksichtigen wir ferner, daBl @ anndhernd gleich 4
ist, weil in (73) die eckige Klammer sich im wesentlichen auf
die | reduziert, so ergibt (77) den Ausdruck, der uns in §1,
Gleichung (28) als Ausdruck der Beugungserscheinung am
Wiirfel entgegengetreten ist, mit der einzigen Anderung, daB
der damalige Faktor
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) ES ist also nur an einer Stelle statt der Einheit der der
Einheit sehr nahe Wert

getreten.

Die Anderung des Beugungsbildes, z. B. der Eadien der
Queteletschen Einge, ist unschwer zu diskutieren, aber fiir
das Folgende, ohne Interesse. Es sei lediglich erwéhnt, daf
sich fiir folgenden Idealfall das Wesen der Anderung physi-
kalisch leicht deuten l46t. Denken wir uns den Wiirfel von
einem fernen Punkte auf der Z-Achse aus gesehen wieder als
beugende quadratische Offnung, auf die das Licht seitlich
aufféllt, so war frither der Gangunterschied der Eandstrahlen
Lsin?/; — L- jetzt ist er

Zsin'g—Zx = Lsinip—nL.

Fur den die Offnung durchsetzenden Eandstrahl ist also nicht
mehr wie beim dinnen Medium die einfache Strecke, sondern
die optische Lénge maBgebend, der Brechungsquotient nicht
mehr 1, sondern n zu setzen.

Was die Beugungserscheinung am Wirfel betrifft, steht

unsere neue Berechnungsweise mit ihrer vertauschten Eeihen-
folge der Mittelungen also im Einklang mit der des SI.

agegen findet sich in (27) kein dem Eayleighgliede von (28)
O =W6lchendOs vor. Der Ausdruck der OpaleszenzstrdMung

fallt iiberraschenderweise fort.
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§ 4.

Wie ist das zu erkldren? Zweifellos spielt es nur eine
untergeordnete Rolle, daBl sich § 1 auf ein diinnes, § 8 auf
ein dichtes Gas bezieht. Denn einerseits wiirde sich sehr
wahrscheinlich auch beim dichten Gase Opaleszenz ergeben,
wenn sich die Rechenmethode des § 1, wie am Anfang von
§ 8 angedeutet, fiir diesen Fall durchfithren lieBe. Und
andererseits zeigt das diinne Gas, nach der Methode von
§ 3 behandelt, offenbar keine Opaleszenz: bei der Kon-
stellationsmittelung von 6, Gleichung (22), kommt A~ und
der dreifache Quotient von Sinus durch Argument hinein,
und die zeitliche Mittelung fiihrt dann zum Quadrat
dieses Ausdruckes, also dem Beugungsphdnomen ohne Opa-
leszenz.

Wir glauben den grundsitzlichen Unterschied der beiden
Verfahren in folgendem zu sehen: In § 1 haben wir zunéchst
eine bestimmte Konstellation lierausgegriffen und durch Bil-
dung des zeitlichen Mittelwertes ihren Beitrag zur Opaleszenz-
strahlung berechnet. Dieser Beitrag hat irgend einen posi-
tiven Wert, iliber den sich, solange dic gerade diese speziclle
Konstellation bestimmenden Molekelkoordinaten nicht einzeln
gegeben werden, keine genaue, sondern nur eine Wahrschein-
lichkeitsangabe machen 146t.1) Der zweite Schritt war dann
der, dal3 wir, die Bewegung der Resonatoren beriicksichtigend,
iber alle den verschiedenen Konstellationen entsprechende
Einzelbeitrage summierten und so den in (28) hingeschriebenen
Wert der seitlichen Ausstrahlung fanden, der die Opaleszenz-
strahlung enthilt.

Ebenso kommt, wenn auch auf ganz anderem Wege,
Planck?) in seiner bekannten Arbeit iiber die Extinktion
des Lichtes in einem homogenen Medium, ebenso Schaefer
und Stallwitz3) bei der Behandlung eines aus vielen gleich-
gerichteten Zylindern bestehenden Korpers zur Opaleszenz-
strahlung gemél der Rayleighschen Formel. In beiden
Féllen wird eine beliebige Konstellation der festliegenden

1) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 10. p. 116. 1880 und Papers I. 491.
Vgl. auch M. V. Laue, Enzyklopadie 24. p. 393ff.

2) M. Planck, BerL Ber. 1904, p. 740.

3) Cl. Schaefer u. H. Stallwitz, Ann. 50. p. 199. 1916.
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Resonatoren lierausgegriffen und durch Entfernung der fiir
die summarische Betrachtung unwesentlichen Glieder, durch
eine Mittehvertbetrachtung, kiinstlich das besorgt, was bei
uns die Bewegung der Teilchen bewirkt: Ausmerzung der
Eigentiimlichkeiten der gerade gewéhlten Konfiguration, iiber
deren speziellen Strahlungswert sich ohne Angabe der Einzel-
koordinaten gar nichts Bestimmtes aussagen lieBe. Er konnte
sehr wohl einmal Null sein.

Bei dem zweiten Verfahren vollzogen wir zuerst die Kon-
stellationsmittelung (§ 3), verzichteten also von vornherein
auf die Beriicksichtigung der einzelnen Konfigurationen, gingen
vielmehr von der gleichmifBigen Verteilung als dem Mittel-
wert samtlicher Konfigurationen aus. Wenn die Rechnung
in diesem Falle keine Opaleszenz ergibt, so heiflt das, daB
(he Eigenschaft fiir die Opaleszenz wesentlich ist, die die
Einzelkonstellationen vor der gemittelten Konstellation voraus
haben. Das sind die Dichteschwankungen.

Dichteschwankungen sind in jedem Medium vorhanden,
auch im ,,optisch homogenen®, wo sie eben nur eine Stufe
tiefer — innerhalb des Volumelementes — zu suchen sind.
» eder.Korper sendet also Opaleszenzstrahlung aus, ist ,,triitb,
mit einer Ausnahme.: ohne Schwankungen und damit ohne
Opaleszenzstrahlung ist der Kristall, genauer gesagt der un-
endliche absorptionsfreiec Kristall, auf den eine seitlich un-
begrenzte Welle féllt.]) Bei ihm kann eine seitliche Ausstrah-
lung lediglich in Gestalt scharfer Maxima auftreten.

Wenn wir bei der zweiten Berechnungsweise keine Cpa-
Ieszenzstrahlung fanden, so liegt das daran, daB3 wir dem Gase
dabei gewissermallen eine kristallinische Struktur beigelegt

1) In (25) scheint das zur Opaleszenzstrahlung fiihrende Glied auf-
==X ,i""V <1““ == i* "*- CM heraus-

IunTsvZh T zweckmaflig, wenn das eingeschlagene Mitte-
inZh? MT1. i "’ T Schwankungen voraussetzt. Bei kristal-

Xten und h g Ig Su~ = in <24 direkt -S-
. d PhvXT 7ZU oT "I M v Laue Ber- P- 303. 1912;

Sf%_as(o'}—)‘Tz- A{E’)gll:. steht a%?”h%?g\?\}té%ntégsglg‘k?ndg{es%glnt%gi
in (22 den T T TITI2"*611611: Dann 0rSibt di® Doppelsumme
sich weghebtLaUeSChen AuSdrUck minus Opaleszenzglied, so daff dieses
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haben, indem wir der konstant gehaltenen Zahl von Tcdv
Resonatoren im Volumelement den gleichen Schwingungs-
zustand zuschrieben und deren Strahlung dadurch bestimmten,
da3 wir die eines Resonators mit 7dv multiplizierten. Wir
haben damit gleichsam die Resonatoren in dv zu einem Haufen
oder einem Riesenresonator zusammengezogen, und indem wir
das mit jedem Volumelement machten, das Gas als einen
rhombischen Kristall mit den elementaren Kantenldngen
dx, dy, dz aufgefafit. Eine seitliche Ausstrahlung vom Opa-
leszenzcharakter ergab sich dann nicht. Wir bestédtigen damit
das Resultat, das Lorentzl) in die Worte kleidet: «Un cristal
parfait resterait rigoureusement invisible de quelque maniére
quon I'éclairdty. (Wobei wieder von den bekannten scharfen
Beugungsmaximis bei geniigend kleiner Wellenldnge [Rontgen-
strahlung] abzusehen ist.)

Die Oseenschel) Gegenbehauptung lehnen wir ab. Wir
sehen keinen Raum fiir die Oseensche Einfiihrung einer
,,Rayleigh-PlanckuSchen seitlichen Ausstrahlung, die von
den Molekeln selbst hervorgerufen sein soll, neben einer
,,Keesom-EinsteinttSchen, die durch Dichteschwankungen be-
dingt ist. Wir glauben vielmehr, daB die ,,Rayleigh-Plancku-
schen Einzelstrahlungen im Falle von Dichteschwankungen als
unsere Opaleszenz- oder als Oseens ,,Keesom-EinsteinuSche
Strahlung zur Wirksamkeit kommen, im Falle regelmifiger Mo-
lekellagerung aber garnicht oder als scharfe Maxima.3) Wenn
Oseen dann in seiner zweiten Notiz auf die Rayleigh-Planck-
sche Strahlung mit dem Augenblicke verzichtet, wo man das
Plancksche dreigepunktete Dampfungsglied der Strahlung
fallen 14Bt, so verweisen wir auf dessen Rechtfertigung durch
die von Oseen nicht zitierte Diskussion zwischen Mandel-
stam und Planckd), in der Gans und Happel$) das SchluB-

1) H. A. Lorentz, Les théories statistiques en thermodynamique.
Leipzig und Berlin 1916. p. 42.

2) C. W. Oseen, Physik. Zeitschr. 17. p. 233 u. 341. 1916.

3) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 49. p. 1 u. 117. 1916. M. v. Laue,
Ann. d. Phys. 50. p. 473. 1916.

4) L. Mandelstam, Ann. 23. p. 626. 1907; Physik. Zeitschr. 8.
p.- 608. 1907. M. Planck, Physik. Zeitschr. 8. p. 906. 1907. L. Mandel-
stam, Physik. Zeitschr. 9. p. 309. 1908. M. Planck, Physik. Zeitschr.
9. p. 354. 1908. L. Mandelstam, Physik. Zeitschr. 9. p. 641. 1908.

5) R. Gans u. H. Happel, Ann. d. Phys. 29. p. 277. 1909.

Annalen der Physik. IV. Folge. 52. 52



810 E. Buchwald.

wort gesprochen haben. Ini Sinne Oseens bleiben danach
beide Ausstrahlungen nebeneinander bestehen.

Die Frage: Haben wir die Rayleigh-Plancksche Strah-
lung dadurch unterdriickt, da wir in der Schwingungs-
gleichung (5) des Resonators das Glied der Strahlungsddmpfung,
die ,,dissipative Kraft, fortgelassen haben, ist zu verneinen.
Hatten wir dieses Glied beibehalten, so wire der in (8),ge-

gebene Wert von ¢ imagindr geworden, gleich o'; aber c'c',
das jetzt an Stelle.von unserem o1 in den zur Rayleighschen
Formel fiihrenden Ausdruck (32) eingeht, unterscheidet sich
von o) nur um eine Grofle, die vernachldssigt werden kann,
wenn es sich nicht um abnorm hohe Frequenzen handelt und
wenn man weit von der Eigenfrequenz abbleibt. Jedenfalls
wird das Resultat prinzipiell gar nicht veréndert.

Wenn Planck zur Rayleighschen Formel gelangen will,
muf} auch er die entsprechende Vernachlédssigung an einer neben-
sidchlichen Stelle einfiihren (I. c¢. p. 748: ,,...wenn man die
Ausdriicke fiir v2 und k2 in Reihen nach aufsteigenden Po-
tenzen von /32,

entwickelt und bei den niedrigsten Potenzen stehen bleibt®).1)
Von vornherein aber ist die dissipative Kraft fiir Planck
wesentlich. Daf} sie bei uns nur eine untergeordnete Rolle
spielt, liegt lediglich in der Rechnungsweise. Planck braucht
die dissipative Kraft als ,,Biickwirkung der Strahlung auf das
bewegte Elektron “1); denn er verfolgt die primédre Welle, sieht
zu, wie sie durch die schwingenden Elektronen geschwécht
wird und berechnet erst aus dieser Schwichung, dem Primér-
effekt, die seitliche Ausstrahlung. Dabei miissen die Elek-
tronen irgendwie das Kennzeichen der Ausstrahlung in ihrer
Schwingungsgleichung tragen. Bliebe dieses Kennzeichen, das
Dampfungsglied, weg, so ergidbe sich ein reeller Brechungs-
quotient und keine Ausstrahlung.

Wir dagegen brauchen die dissipative Kraft nicht un-

1) Dasselbe vielleicht noch augenfalliger bei L. Natanson, Crac.
Ac. 1909. p. 915.

2) Abraham-Foppl, i. c. p. 69.
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bedingt, weil wir direkt durch Summation der Einzelwirkungeu
die Ausstrahlung berechnen und ihre , Riickwirkung auf das
bewegte Elektron® fiir uns nur ein sekundirer Effekt ist — denn
die Ausstrahlung ist auch ohne, diese Riickwirkung da —, der
weiter keine Rolle spielt.

Der Kristall hat nur dann keine Opaleszenzstrahlung,
wenn die Forderung der Schwankungsfreiheit in Strenge er-
fiillt ist. Sobald auch beim Kristall Schwankungserscheinungen
hineinspielen, ist Opaleszenzstrahlung da. Beriicksichtigt man
z. B. die durch die Wiarmebewegung bedingten Schwankungen,
so findet manl), daB ein kontinuierlicher Grund sich {iber
die scharfen Maxima der Rontgenstrahlung lagert, der um so
mehr in Erscheinung tritt, je stirker die Wéarmebewegung
ist, je mehr also die reguldre Lagerung gegen diec Schwankungs-
moglichkeit zuriicktritt.

Wir fassen noch Schwankungen anderer Art beim Kristall
ins Auge. Wir haben die Rechnungsweise des vorigen Para-
graphen dahin charakterisiert, da3 wir das Gas als rhombischen
Kristall behandelten mit einem Haufen von 37 dv Elektronen
in jedem Gitterpunkt. Wir stellen uns vor, dafl die Anzahl
der Elektronen im Haufen nach dem Zufall um ihren Mittel-
wert schwankt. Wir denken uns also einen rhombischen Kri-
stall, der in jedem Gitterpunkt

I xs~ a’
(78) A=Aa>
" 2h ="3 qs

(hl h2 i3 ganze Zahlen, ar ol o Kantenldngen des Elementar-
parallelepipeds) einen Haufen von im Mittel n Resonatoren
tragt; doch soll diese Anzahl durch fortwdhrendes regelloses
und momentanes Uberspringen der Elektronen von einem
Haufen zu einem anderen schwanken. Wir zeigen, daB} ein
derartiger hypothetischer Kristall Opaleszenzstrahlung aus-
sendet.

Wir gehen von (22) aus und fithren die Werte (78) darin
ein (unter Beachtung von (35)):

1) P. P. Debye, Verh. d. D. Physik. Ges. 15. p. 678 u. 738. 1913;
Ann. d. Phys. 43. p. 49. 1914.
52
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(79)

Diese Gleichung bezieht sich auf den Fall eines Eesonators
im Gitterpunkt Nun sitzen in einem Gitterpunkt im Mittel
it Eesonatoren, wo n der Quotient aus Gesamtelektronen-
zahl NV und der Punktanzahl

L3
) al 12 a3
1st:
Nat ot % .
(80) ‘ L

in einem bestimmten Augenblicke aber sind im Punkte
A fed 13

It + vl s
Elektronen; dabei ist
(81) >%o0vs = 0-
Unser bisheriges
e3lm

n 2 2,
CI)O-(.U

das sich auf ein Elektron bezog, muB3 nunmehr durch ein von
Punkt zu Punkt variierendes, sich auf n —+ Vilh3l3 Elektronen
bezichendes ersetzt werden, dem offenbar — wir haben ein-
fach ¢ und m durch ihren rt + Vhill3-fachen Wert zu ersetzen —
der Wert

(82) ol = ([| + %%%) a
zukommt. Gleichung (79) nimmt daher die Form an:

O-VZ 1/8 + aaps + % []31,0)

woraus
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o koi 2 ([ + Val%)<HM-) 2 n + vhik T e~iM-. ),
— TN s 0 e ik
s O3 =76" ¢ (%) fila% {ul xeil’en 2 «-ibes
+ x ValNeiM--) 2 YVallAie ’ik%10
+ []2cifc°1"02Vavs%% e-ik°c+4
+ J]2eMi%i"' 234" Ve beNitse 1)
Uber diesen Ausdruck haben wir den Konstellationsmittel-
wert zu bilden. Das erste Glied der geschweiften Klammer
wird durch die Mittelwertsbildung nicht beriihrt: es ist das
die Interferenzerscheinung ergebende ,,Laueglied‘l), berechnet

unter der Annahme, daf3 in jedem Gitterpunkte n Elektronen
gleichphasig schwingen.

Das letzte und das vorletzte Glied fallen fort; denn jedes
stellt ein Produkt aus einer Konstanten

(n2ei" bzw. [[2e~i-")
mit einem Ausdruck der Art
WI(2%)8Vse™(

dar, und der Mittelwert jedes dieser Glieder verschwindet
nach der Bedeutung der v.

Bleibt der Mittelwert des zweiten Gliedes in der Klammer
von (84):

oft[(ville+i+ + rll2e+i+ + )Vl e~" + vn2e~i— + -..)].
Dieser Mittelwert ist gleich
W (2 *a);

denn die Mittelwerte tiber alle Produkte zweier sich auf ver-
schiedene Punkte beziehender v sind Null. Fiir

(2 ’92)
aber kann man schreiben

2 W),

1) M. Laue, Miinch. Ber. p. 303. 1912; Ann. d. Phys. 41. p. 971.
1913.
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was nach einer bekannten statistischen Formell) gleich

>n=N

ist, so daB neben dem Laueglied dasselbe Glied wie in § |
auftritt,

[vel. (28)], das die Opaleszenzstrahlung darstellt. Damit ist
die aufgestellte Behauptung erwiesen.

Noch ein Punkt sei hervorgehoben: Lorentz (1. c. p. 421f.)
kommt zur Opaleszenzstrahlung, indem er annimmt, daB3 die
Dielektrizitdtskonstante in einem Volumelement nicht den
Mittelwert &, sondern den Wert £%%&Je habe), dal3 also
die Materie innerhalb dieses Volumelementes gleichméBig ver-
teilt sei, die Verteilung aber von Element zu Element plotz-
lich wechsle. Er fligt die Bemerkung hinzu, daf3 sich die Opa-
leszenzstrahlung dann als Reflexion an den einzelnen Scheide-
winden der Volumelemente darstelle, und fordert den Nach-
weis der Opaleszenzstrahlung auch fiir andere Verteilung
der Materie im Volumelement. Die Annahme iiber die Ver-
teilung der Materie, die wir soeben gemacht haben, ist denk-
bar anders: nicht gleichmiBige Verteilung der Resonatoren
im Element, sondern Zusammenfassung in ecinem Punkte.
Trotzdem kommen wir zum gleichen Ergebnis.

Zusammenfassung.

§ 1. Das Opaleszenzfeld eines in einem Wiirfel einge-
schlossenen Gases setzt sich zusammen aus der Beugungs-

erscheinung am Wirfel und der eigentlichen Opaleszenz-
strahlung.

§ 2. Die durch die Bewegung der Resonatoren bedingten
Schwankungen des Opaleszenzfeldes und der Opaleszenzinten-
sitdt werden berechnet.

§ 3. Vertauscht man, um die Rechnung fiir den Fall
dichter Resonatorenlagerung (gegenseitiger Beeinflussung der

1) Vgl. z. B. A. H. Lorentz, 1. c. p. 38.
2) Dasselbe bei A. Einstein, Ann. d. Phys. 33. p. 1275. 1910.
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Resonatoren) exakt durchfithren zu koénnen, die Reihenfolge
von zeitlicher und Konstellationsmittelung, so ergibt sich nur
die Beugungserscheinung am Wiirfel, aber keine Opaleszenz-
strahlung.

§ 4. Das Auftreten oder Fortfallen der Opaleszenzstrah-
lung, je nach der Reihenfolge der Mittelungen, wird damit
begriindet, dafl im letzteren Falle den Schwankungen im Gase
nicht geniigend Rechnung getragen wird. Schwankungs-
erscheinungen werden als wesentlich fiir das Auftreten der
Opaleszenzstrahlung bei unregelméfiger wie bei regelméBiger
Lagerung der Resonatoren erkannt.

Zum Schlufl sei mein Dank Herrn Dr. Reiche, Privat-
dozenten an der Universitdt Berlin, ausgesprochen, der den
Fortgang der Arbeit mit regem Interesse verfolgt und durch
wertvolle Ratschlige gefordert hat.

Flugplatz Doberitz, April 1917.

(Eingegangen 12. Juni 1917))
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