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Rozdziat 1

Analiza wektorowa w roznych uktadach
wspotrzednych

1.1. Pole skalarne i wektorowe. Pochodna funkcji wektorowej

Definicja 1.1.1

Polem skalarnym nazywamy odwzorowanie f: D — V przyporzadkowujace kazdemu
punktowi M zbioru D c R™ doktadnie jeden element u = f(M) € V < R™.

Funkcje f(M) nazywamy tez funkcja skalarng. Polami skalarnymi sg przyktadowo:
pole potencjatu elektrostatycznego, pole potencjatu grawitacyjnego.

Definicja 1.1.2

Polem wektorowym nazywamy odwzorowanie w:D — X przyporzadkowujace
kazdemu elementowi t € D c R™ dokladnie jeden element W (t) przestrzeni wektorowej
X. Polami wektorowymi sg przykladowo: natezenie pola elektrostatycznego, natezenie pola
magnetycznego, natezenie pola grawitacyjnego.

Jezeli W (t) € R3, to funkcj¢ wektorowa przedstawiamy w postaci:
W= [wy (£); wy (); W, (1)]

Wtasnosci operacji na funkcjach wektorowych zestawiono w tablicy 1.1.

Definicja 1.1.3
Pochodng % funkcji wektorowej wzgledem zmiennej t nazywamy granicg:
lim AW(t) _ dw(t)
At dt

At—0

Jezeli pochodna dzgt)

jest funkcja klasy C* na D, co zapisujemy w skrécie:
w (t) € CY(D)

Interpretacje geometryczng pochodnej ? ilustruje rys. 1.1.

istnieje w kazdym punkcie t € D i jest funkcja ciagla, to w (¢)
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i _— \ 7 dw (t
A\ AW (1) \ (t)
. / dt
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- \ |/
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Rys. 1.1. Interpretacja geometryczna pochodnej funkcji wektorowe;j

Wektor % okresla wektor predkosci chwilowej U (t) w chwili t, stosunek A‘Z—Et)

oznacza za$§ $rednig predkos¢ przemieszczenia punktu w czasie At. Pochodna funkcji
wektorowej przyjmie postac:

)

aw(t) _ [dwx Jdwy dwz]
dt dt ' dt ’ dt

Podstawowe wlasnosci pochodnych funkcji wektorowych sg analogiczne do wtasnosci
pochodnych funkcji skalarnych:

dw®)+v()] _ aw(t) + dv(t)

L. dt T odt T ode
5 daw®] _  dw©
Cooat ac
4. [W(;)ZV(t) B(t) 0 dw(t) aww) | (t) dv(t)
5 [w(t;txv(t) TOE dv(t) " dw(t) % (t)
6. d[w(t)o(z(tt)xu(t))] dw(t) o [3 (t) X T(6)] + W(o) o [d B(t) % Ti(t)] +

+W(t) o [ﬁ(t) x ‘“;—ﬂ

1.2. Uktad wspotrzednych kartezjanskich

W uktadzie kartezjanskim (prostokatnym) wektor W przedstawiamy za pomocg rzutow
prostokatnych wy, w,, w, tego wektora na osie uktadu, tzn.:

W= w,l +w,J +w,k

gdzie: 7, ], k — wersory osi Ox, 0y, Oz.
Dhugos¢ wektora:

W] = w2 + w2 +w,?
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Kosinusy kierunkowe wektora:

W 0x) = Wy _ wy, W 07) = Wy
cos x(w,0x) = Wl cos <(W, 0y) = ﬁ cos<(W,0z2) = Wl
w

Definicja 1.2.1
Wektorem wodzacym punktu P = (x, y, z) nazywamy wektor:
R=xT+y]+zk
Definicja 1.2.2
W uktadzie kartezjanskim element liniowy zapisujemy jako:
dL = Tdx + jdy + kdz

Element powierzchniowy:
dS = tdydz + jdxdz + kdxdy
Element objetosciowy:
dV = dxdydz

1.3. Uktad wspotrzednych walcowych

Niech M bedzie rzutem punktu P(x,y,z) na plaszczyzng Oxy, natomiast (r,¢) sa
wspotrzgdnymi biegunowymi punktu M.

Rys. 1.2. Uklad wspotrzednych walcowych
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Wobweczas:

Definicja 1.3.1

Zmienne r = |OM|, ¢, z nazywamy wspdlrzednymi walcowymi punktu P, czyli
P = (r,¢,z) przy czym:

r = const — wyznacza walce obrotowe (0§ Oz jest osig obrotu);
@ = const — polplaszczyzny przechodzace przez o Oz, gdzie 0 < ¢ < 2m;
z = const — plaszezyzny prostopadte do osi Oz.

Zwiazek migdzy wspotrzednymi kartezjanskimi a walcowymi okreslajg wzory:

X =1 CoS¢Q
{yzrsimp
z=2z

Wektor wodzacy punktu P ma wigc wspotrzedne:

=

R=rcosgi+rsingj+zk
skad otrzymujemy:

ﬁ_[ o, 0]
5, = [cosp,sing,

ﬁ_[ _ 0]
6<p_ rsing,rcos g,

=

OR
Pl [0,0,1]
Macierz A przeksztalcenia wektorow bazy, przy przejsciu od wspotrzednych kartezjanskich
do walcowych:
cosg sing 0
—sing cos¢ O
0 0 1

A=

Czyli dowolny wektor W = W, 7+ W,J + W,k we wspdlrzednych walcowych przyjmie
postac:

W = W,é, + W,é, + W,é,
gdzie: é,,é,,, — wersory osi; W,, W,,, W, — miary rzutow wektora W na osie.

Zalezno$¢ migdzy wspotrzednymi walcowymi a kartezjanskimi wyznaczamy
z rOwnania macierzowego:

/A W,
Wo| =AW,
W, W,

i odwrotnie, majac dany wektor W we wspolrzegdnych walcowych, mozna poda¢ jego
wspotrzedne kartezjanskie, wyliczajac je z rOwnania:
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Wy W,
W, | = AT (W,
W, W,

gdyz A1 = AT.

We wspotrzednych walcowych zapisujemy:

1. eclement liniowy jako: dL = dré, + rdré, + dze,

2. element powierzchniowy jako: dS = rddzé, + drdzé, + rdrdeé,
3. element objetosciowy jako: dV = rdrdedz

1.4. Uktad wspétrzednych sferycznych

Wspotrzednymi sferycznymi punktu P(x,y,z) nazywamy zmienne r (odleglo$é OP),
6 (kat, jaki tworzy wektor Rz osig 0Oz; (0 <60 <m)), ¢ (kat, jaki tworzy rzut r na
ptaszczyzng OXY z osig 0X ).

Powierzchnie:
r = const — kule o srodku w poczatku uktadu;
6 = const — stozki obrotowe (o0sig obrotu jest 0$ 0z);
@ = const — plaszczyzny przechodzace przez 0z.

=
///‘j\\\\\ /7f e'
d \ ~ //
e ~ _
// ”””””””” \>’<’ 7 e
/ //\// 0

/ | "/ e \\
0 \ -
e ~y
- ® = ~_
T T >

Rys. 1.3. Uktad wspotrzednych sferycznych

Zalezno$¢ miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi a sferycznymi wyrazaja wzory:

X =7rcos¢@sinf
y =rsingsinf
z=rcos6
przy czym:
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natomiast przeksztalcenie odwrotne opisujg zwiazki:

(1 =1/x2+y2+ 22

=arct 4

Q= gx

| z
k 6 = arc cos—
T

Macierz przeksztalcenia wektoréw bazy kartezjanskiej przy przejsciu do
wspotrzednych sferycznych otrzymamy z nastepujacych zaleznosci:

=

R=rcosgsinfi+rsingsindj+rcos6k

oR

%z[rcos<pcos6,rsin<pcos€,—rsin9]
ﬁ_[ 9 ing,0]
i T Ccos@cosf,rcos@sing,
oR
Ez[cos<psin9,sin<psin0,cos@]

stad, uwzgledniajac dodatkowo potozenie kata ¢, mamy:

cosgsingd singsinf cos6
A=|cospcosf sinpcosf® —sinb
—singsinf cos@sinf 0

Czyli dowolny wektor W = W, 7+ WyJ + W,k we wspotrzednych sferycznych przyjmie
postac:
W = W,é, + Wyéy + W8,

gdzie: €,,64,€, — wersory osi; W, Wy, W, — miary rzutow wektora W na osie.

Wektor W wyrazony we wspotrzednych sferycznych ma wspotrzedne kartezjanskie
obliczone z réwnania:

Wy W,
W, = AT [Wy
W, Wo

przeksztatcenie odwrotne okresla zas rownanie:

AR
Wg = A VVy
Wo w,

We wspotrzednych sferycznych zapisujemy:

clement liniowy jako: dL = dré, + rd6é, + r sin 6 dyé,
2. element powierzchniowy jako: dS = 72 sin 8 dpd68é, + r sin 6 drdpéy + rdrd6 €y
3. element objetosciowy jako: dV = 2 sin 8 drdfde
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1.5. Nabla. Operator Laplace’a

Definicja 1.5.1
Operator wektorowo-rézniczkowy okreslony w R? jako:
v=2iy 25405
“ox' "oyl Moz

nazywamy operatorem nabla (Hamiltona).
W zastosowaniu do funkcji skalarne;j:
of , of, Of -
Vi=—T+—]+—k
dx L (')y] + 0z
Dla funkcji wektorowej:

Definicja 1.5.2

Operatorem Laplace’a (laplasjanem) nazywamy operator skalarny Vo V= V2
oznaczony symbolem:
92 9> 02
a2 T ay? "oz

Dla funkcji skalarnej ma on postac:

0%f 9*f 0*f
Af =—=S+—=+—
f 0x? * 0y? * 022
Dla funkcji wektorowej:
A = 0°W N %W N 0°wW
VT ax2 T oyr T a2

Przy operacjach wykonywanych za pomoca nabli nalezy korzysta¢ z podstawowych
wlasnos$ci rézniczkowania funkcji skalarnych i wektorowych oraz z wlasnosci iloczynéw
funkcji wektorowych zestawionych w tablicy 1.1, przy czym nalezy pamigtac, ze:

1. dziata ona tylko na wielkoS$ci znajdujace si¢ bezposrednio po niej;
2. odnosi si¢ ona tylko do jednej wielko$ci zmiennej (skalarnej lub wektorowe;j).

W zwiazku z tym kazde rozpatrywane wyrazenie nalezy doprowadzi¢ do takiej
postaci, aby za operatorem V znajdowata si¢ tylko jedna wielko§¢ zmienna.

Rozpatrzmy jeden z bardziej ktopotliwych przypadkow:
V(U V), gdzie U, V sa dowolnymi funkcjami skalarnymi lub wektorowymi. Dla kazdego
rodzaju mnozenia V (UV) = V(g V) + V(U Z), przy czym rozniczkowanie dotyczy
funkcji podkreslone;.

W szczegolnych przypadkach nalezy zmieni¢ porzadek czynnikow, tak aby potaczye V
z funkcja, ktdrg nalezy rozniczkowaé, pamigtajac jednocze$nie o wiasnosciach iloczyndéw
w polu wektorowym (tabl. 1.1).



Analiza wektorowa w roznych uktadach wspotrzednych 13

1.6. Pochodna w kierunku wektora. Gradient

Definicja 1.6.1

Dana jest funkcja skalarna fklasy C! w obszarze D < R3. Punkty, w ktérych funkcja
f ma stata warto$¢, tworza powierzchni¢ ekwiskalarng o réwnaniu f (x,y,z) = const.

Warto$¢ funkcji f przy przemieszczaniu si¢ po powierzchni ekwiskalarnej nie zmienia
sig, zatem jej przyrost df = 0.

Wezmy pod uwage dowolng lini¢ L lezacg w obszarze D i zbadajmy warto$¢ przyrostu
funkcji fna linii L. Niech punkty lezace na L majg wspotrzedne P(x,y,z), M(x + dx,y +
ay,z+dz.

Definicja 1.6.2

Pochodng funkcji f w punkcie P w kierunku wektora §, stycznego do linii L
w punkcie P, nazywamy wielkos$¢ skalarng:

df(P)_l. fM) — f(P)
ds Mo [MP]

gdzie S oznacza potos o kierunku wektora S wychodzacg z punktu P.

Pochodna kierunkowa okresla predkos¢ zmian funkcji w danym punkcie w kierunku
osi S. Oznaczajac wektor wodzacy punktu P przez:

#=xI+y] +zk
oraz punktu M jako:

n=7r+dif=(x+d)i+ (y+dy)j+ (z + d2)k

otrzymamy przyrost funkcji f przy przejsciu od punktu P do M, rowny:

_of of of
co mozna zapisa¢ w postaci:
of , of . Of o L =
df_(§l+@]+azk) (tdx + jdy + kdz)

Pierwszy czynnik tego iloczynu nazywamy gradientem pola skalarnego f, zatem:

Definicja 1.6.3

of . of , of o
gradf—al+aj+£k—Vf

a drugi czynnik — réZniczka wektora wodzacego, stad:
Definicja 1.6.4
d# = idx + jdy + kdz

Wielko$¢ df , zwang rozniczka pola skalarnego, definiujemy nastgpujaco:
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Definicja 1.6.5
df = grad f o dr

Na powierzchni ekwiskalarnej przyrost pola skalarnego df = 0. Stad wynika, ze wektor
grad f jest prostopadty do tej powierzchni (rys. 1.4).

/

X

Rys. 1.4. Interpretacja geometryczna gradientu funkcji

Linie prostopadie do powierzchni ekwiskalarnych nazywamy liniami pola.
Jezeli wyrazimy wektor d7 przez wektor jednostkowy Sf;:
S, =Tcosa +Jcosp +kcosy

gdzie: cos a, cos B, cosy sg kosinusami kierunkowymi wektora 7,

to:
dF =S,ds
1 wowczas:
df —
I grad f oS,

Uwzgledniajac definicj¢ iloczynu skalarnego, poprzedni zwigzek mozna zapisa¢ w postaci:
df
e |grad f|-1-cos¢

gdzie ¢ to kat miedzy wektorami grad f i§ w punkcie P (rys. 1.4).

Pochodna 4r®)
ds

kierunek wektora grad f(P) jest zgodny z kierunkiem najszybszego wzrostu funkcji f
w punkcie P, dtugo$¢ |grad f(P)| jest za$ rowna najwickszemu przyrostowi tej funkcji
w punkcie P.

osiaga najwicksza wartos¢, jezeli cos@ =1, tzn. ¢ =0, czyli
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Definicja 1.6.6

Niech S bedzie dowolng powierzchnig lezaca w obszarze Q < R3, f — dowolng
funkcja skalarng rozniczkowalng w €, i, — wersorem normalnej do S.
Pochodna normalng funkcji f wzgledem powierzchni S nazywamy pochodna f
w kierunku wektora 7 normalnego do tej powierzchni i oznaczamy symbolem %.
Poniewaz:
o = grad feong
w przypadku, gdy S bedzie powierzchnig ekwiskalarng (rys. 1.4), grad f majacy kierunek
normalnej do tej powierzchni w punkcie P ma dtugo$¢ rowna:
df (P)
dfP)| =|——
lgrad £(P) | -

Uwaga 1

W przypadku pola skalarnego okreslonego w R3 funkcja f(r), gdzie r = |7,
powierzchnie ekwiskalarne sg sferami wspotsrodkowymi o $rodku lezacym w biegunie,
gdyz f(x? +y? + z%) = const jest rownowazne zwigzkowi x? + y? + z? = const lub
krécej r = const. Pole f(r) nosi nazwe pola centralnego lub $rodkowo-symetrycznego.

Przyktad 1

Znalez¢ gradient funkcji f(x,y,z) = x2 + y3 + z w punkcie Py(1,1,2).
Rozwigzanie:

grad f = 2xT+ 3y +k
(grad f)p, = 2T+ 3] + k

Przyktad 2
Wyznaczy¢ grad R, gdzie: R = |I3| =./x2+y2+ 272
Rozwigzanie:
dR i T+ 4 i+ z k R
grad R = U J =—
JxZ+yr+z2 Jx2+y2+22 ([x2+y2+2z2 R
Przyktad 3
! ! ﬁ
grad f(R) = Vf(R) = f (RIVR = f'(R)
Przyktad 4

Niech d oznacza wektor staly, to znaczy wektor o wspotrzednych liczbowych.
Woéwczas:

grad (&oﬁ) = V(&oﬁ) =a,l+a,j+ ak = d
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Przyktad 5

Wykaza¢ shuszno$¢ wzorow:

a) grad (fg) =ggrad f +f grad g
Dowdd:

grad (fg) =V (f ) =V(f 9)+V(f g) = 9(V) + f(Vg) = g grad f + f grad g

b grad (£) = Ll ooty

gz
Dowdd:
N _ o (f\ _&vi—-iVg ggradf—fgradg
grad =)=V (=)= > = >
g g g g
Przyktad 6

Znalez¢ pochodng funkeji u = u(x, y,z) w kierunku grad v(x,y, z), przy czym u i v
sg dowolnymi funkcjami rézniczkowalnymi w R3.

Rozwigzanie:
Zgodnie z definicja 1.6.3 mamy:
du= uﬂ+6uﬁ+auﬁ
gracu =5t oy’ T oz
i podobnie:
dv=2"0425 %
graav = d0x ! dy 0z
stad kosinusy kierunkowe wektora grad v sg réwne, odpowiednio:
av
__ 0Ox
cos(grad v,x) = lgrad v]
av
ay
dv,y) =
cos(grad v,y) lgrad ]
9v
cos(grad v, z) = Lgric’l—iivl
Pochodna funkcji u w kierunku wektora S = grad v
Qudv  dudv , oudv
du — 0x0x ' 0dydy ' 9zoz graduogradv
—=graducS, = =
ds |grad v| |grad v|

Znaleziona pochodna Z—Z bedzie rowna zeru, jezeli:
graducgradv =0
a to oznacza, ze wektory grad u i grad v sa ortogonalne (prostopadte).
CGwiczenia

Wykazaé stusznos¢ wzordéw:
l. grad (f £ g) =grad f + grad g
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2. grad (af) =agrad f
3. grad c = 0, gdzie c — liczba rzeczywista

1.7. Dywergencja
Dane jest pole wektorowe W = W, (x,y,2)T + W, (x,y,2)] + W,(x,y, 2)k klasy C!

w obszarze Q) © R3.

Definicja 1.7.1

Dywergencja (wydajnoscia Zrédla) nazywamy funkcje skalarng okreslong w danym
polu wektorowym wzorem:
ow, dw, dw, -

divw = =Vo
ivw 6x+6y+(')z w

Hydromechaniczna interpretacja dywergencji

Catkowita wydajnoscia danej objetosci zawierajacej zrodta nazywamy roznicg migdzy
iloscig ptynu, ktora z predkoscia W wyplywa z tej objetosci w jednostce czasu, a iloscig,
ktora do niej wptywa (rys. 1.5).

az

6Wyd
W, + 3y y

dy

dx

X

Rys. 1.5. Ilustracja hydromechanicznej interpretacji dywergencji

W przypadku, gdy div w(P) > 0, w punkcie P wystepuje zrodto o wydajnosci rownej
divw, jezeli divw(P) <0, to w punkcie P wystepuje sptyw o wydajnosci rownej
|div Ww(P)|. Gdy div w(P) = 0, to w punkcie P nie ma sptywdw ani zrodet.

Interpretacja elektrostatyczna dywergencji

W polu elektrostatycznym E dywergencja jest proporcjonalna do gestosci p rozkladu
fadunkow (porownaj z podrozdziatem 3.1 i z definicjg 3.1.2), przy czym za zrodta przyjeto
punkty pola, w ktorych znajduja si¢ tadunki dodatnie, za sptywy za$§ — punkty pola
z tadunkami ujemnymi.
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Definicja 1.7.2

Pole skalarne ¢ = div W nazywamy polem Zrodlowym, gdy div w = 0.

Definicja 1.7.3

Jezeli divw = 0 w kazdym punkcie obszaru Q c R3, to pole W nazywamy polem
bezzrodlowym.

Przyktad 1
Znalezé dywergencje wektora W = [2xy, y?z, xz3] w punkcie Py(1, —1,1).
Rozwigzanie:
divw = 2y + 2yz + 3xz*
(dlv W)PO = _1
Przyktad 2
Wyznaczy¢ div R, gdzie R = [x,v, z].
Rozwigzanie:
divi =242 % s
YR =5 oy T oz
Przyktad 3

div [f(R)R] = Vo [f(R)R| + Vo [f(RIE] = R o VF(R) + F(R)(V o R) =
=Ro f’(R)%—i—f(R) div R = Rf'(R) + 3f (R)

Przyktad 4

_ 1 , 1R (R . 1 1 .
div (grad E) =div “mR) " —div o —R o grad (F) - Fdw R =
R

Przyktad 5

Wykaza¢ stusznos¢ wzoroéw:

a) div (grad f) = Af
Dowod:

Vo Vf = V3f = Af

b) div (fw) =Wograd f + f divw
Dowdd:

div(fw) =woVf+f(VoW) =Wograd f + f divw

¢) div (u grad u) = (grad u)? + uAu
Dowaod:

div (u grad u) = Vo (uVu) = Vuo Vu + u(V o Vu) = (Vu)? + udu =
= (grad w)? + uAu
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CGwiczenia
Wykaza¢ shuszno$¢ wzorow:
1. div(ftg)=divftdivg
2. div(af) =adivf
3. div ¢ = 0, gdzie ¢ — wektor staty, czyli o wspotrzednych liczbowych

1.8. Rotacja

Definicja 1.8.1

Rotacja (wirem) pola W nazywamy funkcje wektorowg rot W okre$long w przestrzeni
wektorowej X C R3, zdefiniowang wzorem:

i ] k
rotw = |— i i =VXxw
Jx dy 0z

Interpretacja fizyczna rotacji

W polu wektorowym predkosci ¥ o nieznikajacej rotacji wystepuja wiry (zamknigte
linie). Przedmiot unoszacy si¢ w takim polu na pewnej powierzchni (np. cieczy) bedzie si¢
poruszal ruchem obrotowym z predkoscig @.

Definicja 1.8.2

Pole wektorowe W nazywamy bezwirowym w obszarze Q, jezeli rot w(P) = 0
w kazdym punkcie P € Q.

Zgodnie z interpretacja hydromechaniczna poruszajaca si¢ czasteczka ptynu,
nieposiadajaca predkosci katowej, ma predkos¢ liniowa bezwirowa, czyli nie zachodzi ruch
obrotowy czasteczki.

Przyktad 1

ZnaleZé rotacje pola wektorowego W = [2xy, y?z, xz3] w punkcie Py(1, —1, 1).
Rozwigzanie:
Zgodnie z definicja 1.8.1 mamy:

rot w =1(0 — y2) + J(0 — z%) + k(0 — 2)
stad ostatecznie:
rot w(Py) = —1—J — 2k

Przyktad 2

Znalez¢ rotacj¢ wektora wodzacego R.
Rozwigzanie:
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Przyktad 3

Przyktad 4

Wykazaé stusznos¢ wzordéw:
a) rot (fw)=frot w— wxgrad f
Dowaod:

rot (fwW)=VXfw=Vixw+ f(VXW)=frot w— WXxgrad f

b) rot (grad f) =0
Dowdd:
rot (grad f) = (VX V)f = 0

¢) div (rotw) =0
Dowdd:

div (rotw) =Vo(Vxw)=(VXV)ow=0
d) rot (rot w) = grad (divw) — Aw

Dowdd:

rot (rotw) =VXx (VXw)=V(Vow)— (VoeV)W = grad (divw) — AW
e) div (WX D) =7DorotW—Worot?d

Dowod:

div(WX D) =VoWxXB)=Vo(WXD)+Vo(Wx)=

=Vo(VXW)—Wo(VXDV)=vVorotw—woroti
Gwiczenia

Wykazaé stuszno$¢ wzordw:

. rot W+ vV) =rotw+rotv

2. rot (aW) = arot w
3. rot ¢ = 0, gdzie ¢ — wektor staly, czyli o wspotrzednych liczbowych
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1.9. Funkcje pola we wspétrzednych walcowych

a) Funkcje pola
Podstawowe funkcje pola we wspotrzgdnych walcowych wyrazaja si¢ wzorami:

d 10 d
grad f = %5, +;£§¢, ééz
., 10 10w, ow,
divW = ;E(TVV;) + ;w 9z
1, R 1,
P A
rtW=|0 8 @
ar de 0z
W, W, W,
19/ 0f\ 10°f 0°f
o =5 (7o) ¥ rimgr o

b) Funkcje pola dla wektora wodzacego
Wektor wodzacy R, dany we wspotrzednych kartezjanskich jako R=xi+ vy + zk =
=rcos@T+rsingJ+ zk, bedzie mial wspéirzedne walcowe:

R, =xcos@+ysing =rcos?@ +rsinp=r
—xsing +ycosg = —rsingcosg +rcosgsing =0

R, =
R,=2z

Wobec tego R = 18, + z8,; R = Vr? + 22 i stad mamy:

N
e, =

| =

r
dR=—8,+—
gra Rer 7

di §_1a(r2)+az_3
v T r or az

10 r? 0 r 2 2

AR = ——| —— +—< ): =

ror\Vrz+z2) 0z\Jrz4+z2) rz4+zZ R
rotR =0

Przyktad 1
Obliczy¢ dywergencjg i rotacj¢ wersorow osi we wspotrzgdnych walcowych.

Rozwigzanie:
Poniewaz wersory majg wspotrzedne walcowe:

é)‘r' = [1IOPO]Ié)(p = [Ollﬁo]lﬁé)z = [OIOP]‘]
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wigc:
L 1or 1 .
dlverZ;EZ; rote, =0
div é _16(1)_0 L, lor, 1,
(p—r a(p = roteq,—;aez ;ez
divé, =0 roté, =0
Przyktad 2

Obliczy¢ dywergencj¢ i rotacj¢ pola:

W=;Er+rcos<p5¢,+zsin(péz

Rozwigzanie:
—, 10(1) 109(rcos d(zsin
i~ L0 10(rcosp) dzsing)
rdr r dp 0z
—, 10(zsin 19(r cos 1 1
roth;%§r+;%§z=;zcos<p§r+;cosrp§z

1.10. Funkcje pola we wspotrzednych sferycznych

a) Funkcje pola
Funkcje pola wyrazone we wspotrzednych sferycznych maja postac:
of , 10f | 1 of |

gradfzaer+;%ea+—rsin9%e,p
d'vT/'—ii 2y, —iW'H 1 oW,
v _rzar(r T)+rsin960( 6 Sttt )+rsin9 i1
é, g i
4 r2sin@ rsinf r
rotW=| 0 a g
ar a0 do

W, Wy rsinf W,
1 i<26f>+ 1 6( 6f> 1 9%f

72 |ar\" ar st sin? 6 dp?

ol 26

sin @ 060

b) Funkcje pola dla wektora wodzacego

Uwzgledniajac rownanie macierzowe:

R, 7 cos ¢ sin
Rg|=A rsintpsin@l
R, rcosf

otrzymuje si¢ zaleznosci:

R, =7cos?@sin?0 +rsin? ¢sin?@ +rcos?0 =r
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Rg =7 cos?@sinfcos + rsin? psinfhcosf —rsinfcosh =0
R, =—rcos@singsinf +rcos@singsing =0
czyli wektor wodzacy wyrazony we wspotrzednych sferycznych przyjmie postaé:
R = ré;R=r
natomiast funkcje pola:

ar b=d b=d
grad R = 576 =6
div B 10r3
iIWR=———=
r2 or
AR 10r?2 2
Tr2or r
Przyktad 1
Obliczy¢ dywergencje i rotacje wersoroOw osi we wspotrzednych sferycznych:
Rozwigzanie:
N . =
dlver—ﬁ?—; rote, =0
P 1 6(sm0)_l - _1—)
dlveg——rsma ” —rctgH rot ég = ~€,
Lo 5 _ 0 . ér __9(rsin®) ég _1 5 1
divé, =0 rote(p—ag(rsme)rzsma 5 rong — oCtg fe, ~€p
Przyktad 2
Obliczy¢ dywergencjg i rotacj¢ pola:
w=2ré,. + 8g +ré
" sing ? ¢
Rozwigzanie:
., 1002r® 1 a(1D) 1 or
divw = — - ——=
r2 or rsinf 96  rsinfdg
8, 8y l
r2sinf rsinf r . . s 1
~ | o F) a |_ & ., & . é ( )
rotw = > ki % _rzsine(r cosf) rsin9(2r5m6)+ —\sina
T
2
2r Snd r“sin@
wigc ostatecznie:

€y
rsin@

rotw = é,ctgl — 28y +
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Twierdzenia catkowe

2.1. Strumien wektora. Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego
Dane sg pole wektorowe w klasy C! w obszarze Q c R3 oraz powierzchnia S lezaca w (.
Definicja 2.1.1

Strumieniem wektora W przez element powierzchniowy dS nazywamy wielko$é

skalarna:
cb:ffWod§=ffWoﬁds=fands
s s s

gdzie: 71 — wektor normalnej do powierzchni S; W, — sktadowa normalna wektora w.

Hydromechaniczna interpretacja strumienia

Jezeli wektor W okresla predkos¢ czasteczek rozwazanej cieczy, to wielkos¢ W, dS
wyznacza objetos¢ cieczy przeptywajacej w jednostce czasu przez element powierzchniowy
dS. Objetos¢ ta jest rowna objetosci walca pokazanego na rys. 2.1.

Rys. 2.1. Ilustracja hydromechanicznej interpretacji strumienia
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Jezeli powierzchnia S jest zamknieta, to @ przedstawia roznicg miedzy iloScig cieczy
wplywajacej 1 wyptywajacej z badanego obszaru, czyli catkowita wydajnos¢ zrodet
znajdujacych si¢ w tym obszarze.

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego
Jezeli § jest powierzchnia regularna, zamknigta, zorientowana dodatnio (czyli
normalna do powierzchni S jest skierowana na zewnatrz), ograniczajacg obszar V, pole w

jest klasy C1(S U V), to:
fowﬁ:ﬂ div Wav
v

s
Dowodd pomijamy.

Przyktad 1

Wykazag, ze _U rot WodS =0 dla dowolnej powierzchni zamknictej S ograniczajacej
s
obszar V ipolaw € C1(SU V).

Rozwigzanie:
Poniewaz:

div (rot W) =0
wiec z twierdzenia Gaussa:

ffrotwocﬁ:ﬂfdiv (rotVT/) dvy =20
s 14

Przyktad 2

Wykaza¢, ze dla dowolnej zamknigtej powierzchni S 1 ograniczonego przez nia
obszaru V zachodza rownosci:

a)
f f 7odS =3|V|
st
b)
#odS dv
I|===1%
sh v
Rozwigzanie:

a) Z twierdzenia Gaussa mamy kolejno:

[[7eas= e =s [faram

. T_z F 1 = - 1 =
div ) =Vor—2=r—2(Vor)+r0V<r—2)=——ro—=———=—

b) Poniewaz:
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wigc:

55 ff 2

sh
Przyktad 3
Obliczy¢ strumien wektora W = r2# przez powierzchni¢ kuli jednostkowej K (0,1).

Rozwigzanie:
Poniewaz powierzchnia S jest zamknigta oraz Wec 1(K), wiec stosujac twierdzenie

Gaussa, mamy:
o= ffrzfoo@:ﬂ div (r2#) dV
sH v

-

7
div(r?P) =Vo (@) =70 (Vr)) +r2(Vo7) =7Fo 2r;+ 3r2 =2r2 4+ 3r2 =512

ale:

wiec wprowadzajac wspotrzedne sferyczne:

X =7rcos¢@sinf
y =rsin¢gsinf
z=rcosb
jakobian = r?sin 0

otrzymamy:
T T
2 2 1
®=5 fff r2dV = 40fd<pfsin0d9fr4dr =47
K(0,1) 0 0 0
Przyktad 4
. : = 2sin@ - 1 6 > . .
Znalez¢ strumien wektora W = Srl: ér+-3 [Sin 5 — COs 0] €g przez powierzchni¢
sfery r = a.
Rozwigzanie:

Wektor Whnie jest klasy C! w punkcie 7 = 0 bedacym $rodkiem kuli o promieniu a, wigc
nie mozna zastosowac twierdzenia Gaussa.

Korzystajgc z definicji strumienia i uwzgledniajac fakt rownoleglosci wektorow 71 i &,
oraz to, ze:

r=a
5;{ 0<6<m
0<¢<2m
i jakobian:
J=1r2sinf = a®sinf
otrzymamy':

2

. — 2sin6 T [sin?0 2m?

cb:fwodsz fwoerdssz . dS=2fd(pf —do =~
s

r
(sH s

0 0
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CGwiczenia
1. Przeksztalci¢ na catki objetosciowe:
a) b)
f(ﬁxa)uﬁ ff[ﬁx(axﬁ)]o@
(sH shH

gdzie: d — wektor staly; R — wektor wodzacy.
Odpowiedz: a)® =0 b)e=0
2. Znalez¢ strumien pola W = # x d przez powierzchnie sfery r = R.

Odpowiedz: @ = 0

2.2. Cyrkulacja. Twierdzenie Stokesa

Dane sg pole wektorowe W okre§lone w obszarze Q c R3 oraz linia zamknieta L
lezaca w tym obszarze.

Definicja 2.2.1

Cyrkulacja (krazeniem) wektora w po linii L nazywamy calke:

—

WodlL

@
Twierdzenie Stokesa
Jezeli S jest powierzchnig regularng lezaca w obszarze (), zorientowana dodatnio
irozpigta na skierowanej dodatnio (czyli przeciwnie do ruchu wskazowek zegara) linii L,

i pole wektorowe W € C1(S U L), to:
Wodl = ffmtwoo@
@ %
Dowodd pomijamy.
Uwaga

rot W o dS mozna przedstawi¢ jako (rot Wo T—i)dS, gdzie 71 to wektor normalny do
powierzchni S.

Interpretacje geometryczng twierdzenia Stokesa ilustruje rys. 2.2.

Z twierdzenia Stokesa wyptywajg oczywiste wnioski.

Whiosek 1

Cyrkulacja pola w po linii zamknigtej jest rOwna strumieniowi rotacji tego pola przez
powierzchni¢ ograniczong linig L.

Whiosek 2

Jezeli pole w jest bezwirowe w obszarze (1, to cyrkulacja tego pola po dowolnej linii
zamknigtej lezacej w (1 jest rOwna zeru.
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L
Rys. 2.2. Interpretacja geometryczna twierdzenia Stokesa
Przyktad 1
Wykaza¢, ze dla dowolnej krzywej zamknigtej spetnione sa rownosci:
RodL=0 [eodi=o
@) @)
gdzie € oznacza state pole wektorowe.
Dowod:
Poniewaz:
rotR =0 rot¢ =0

wigc na mocy twierdzenia Stokesa otrzymujemy podane réwnosci.
Przyktad 2
Obliczy¢ cyrkulacje pola: W = ré, + (a + 1) sin @ €y

po okregu: r =a, 6 = g

Rozwigzanie:
| metoda

Wyznaczamy rotacj¢ pola w:

_ & 0 . g o
rotW = =2 Sin0£[7‘(a+7‘) sin® 6] +rsinga[—r(a+r) sin® 0] =
a+r a+?2r
= 2cos0 e, —sin@ €g

Aby skorzystaé z twierdzenia Stokesa, przyjmijmy jako powierzchni¢ S polsfere
o promieniu a (kota 0 <r <a, 6 =§ nie mozna traktowa¢ jako S, gdyz obejmuje ono
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punkt r = 0 nieciaglosci rotacji W). Poniewaz wektory €, i 7 sg rownolegte (rys. 2.3), wigc
na mocy twierdzenia Stokesa otrzymamy cyrkulacje rowna:
a+r
cos6dS = 4_U-c059d5 =
s

ff(rotWo?i)dSzf 2 "
S S

T

27 2

= 8a2f dwfsin@cos@d@ = 4ma?
0

0

ZA

\ 3

Rys. 2.3. llustracja do obliczania cyrkulacji wektora w przy uzyciu twierdzenia Stokesa

Il metoda

r=a

s

LiniaL:{ 0=3
0<gp<2m

stad dr=20

dg =0

We wspotrzednych sferycznych:
dL = dré, + rd6é, + rsin 6 dyé,

wigc cyrkulacja jest rowna:
2n

fWodefrdr+(a+r)rsin26dtp=2azf do = 4ma?
L L 0
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Przyktad 3
Znalez¢ cyrkulacje cieczy wirujacej z predko$cia katowa @ po linii L.
Rozwigzanie:
Predkos$é liniowa wirujacej cieczy jest rowna:
V=& XT
gdzie: @ = [w, w, w].
Wobec tego:

=wZ-y)+twlx-—2)]+wly-— x)E

<
[«)
=
<
Il
R €
< &
N & =4

Przyjmujac, ze krazenie odbywa si¢ po okrggu o srodku lezacym na osi Oz (rys. 2.4),
poniewaz:
rot ¥ = 2wl + 2wj + 2wk
oraz:
il k

na mocy twierdzenia Stokesa otrzymamy cyrkulacje réwna:

fﬁdeZ: ff(rotWOﬁ)dS = 2wffd5 = 2wl|S| = 2nwr?

(L) s s

czyli cyrkulacja = 2Sw, gdzie S oznacza pole kola ograniczonego linig L. Wynik jest
zgodny z interpretacja hydromechaniczng rotacji, tzn. ze krazenie wokol jednostkowej
powierzchni prostopadtej do wektora rot ¥ dla nieskonczenie malej petli jest rowne rot v,
czyli tzw. gestosci wirow.

ZA

&)

V<

Rys. 2.4. Ilustracja do obliczania cyrkulacji wirujacej cieczy
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2.3. Potencjat skalarny

Dane sa bezwirowe pole wektorowe Wect (Q) oraz obszar jednospdjny D < R™.

Definicja 2.3.1

Potencjalem skalarnym pola w nazywamy funkcje¢ skalarng f spetniajaca zwigzek
W= grad f w obszarze Q.
Zaleznosé W = grad f wyrazona we wspolrzednych kartezjanskich przyjmuje postac
uktadu réwnan:
a
W = f

of of
== W, = =
* o ox W,

y = @ z = g
Definicja 2.3.2

Pole wektorowe majace potencjat skalarny nazywa si¢ polem potencjalnym.

Definicja 2.3.3

Powierzchnia ekwipotencjalna nazywamy zbior punktow réwnego potencjatu, czyli
f(P) = const dlaP € R™.

Uwaga

Ze wzgledu na interpretacj¢ fizycznag w przypadku niektérych pol wektorowych
przyjmuje si¢:
W=- grad f
(por6éwnaj podrozdziat 3.3).

Twierdzenie 1

Bezwirowo$¢ pola w jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby pole w
byto potencjalne.
Z twierdzenia 1 oraz z twierdzenia Stokesa wynika nastepujacy wniosek:

Whiosek

W polu potencjalnym catka krzywoliniowa nie zalezy od drogi catkowania, a jedynie
od punktu poczatkowego i koncowego drogi. W przypadku linii zamknigtej catka ta jest
roéwna zeru.

Dowaod:
Niech L bedzie drogg od punktu A do B zawarta w D c R3.
Poniewaz:
df = grad f o dr
stad:

fVT/odF=fgradfod?=fdf=f(B)—f(A)

W przypadku linii zamknietej f(B) = f(A), a zatem catka rowna jest zeru.
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Przyktad 1

Znalez¢ potencjat skalarny pola w (o ile istnigje).
a) W = [xy?, x2y], okresli¢ linie tego pola
b) 7 = [x,y, z], znalez¢ powierzchni¢ ekwipotencjalng
o) W =[y%xy1]
Rozwigzanie:
a) Poniewaz rot W= 6, wigc to pole jest potencjalne.
Ze zwiazku W= grad ¢ otrzymamy uktad rownan:

%0 _ .
Ox y
do 5
oy =%
Z pierwszego z tych rownan otrzymamy (catkujac po x):
2,,2
2

Uwzgledniajac drugie z tych rownan, otrzymamy:

= +9®)

g =0 gy =c¢C
Ostatecznie:
x2y?
= +C
Linie pola W znajdziemy z rownania rézniczkowego:
dx dy
xy?  x2y

Po rozdzieleniu zmiennych i scatkowaniu otrzymujemy:
x2=y2+C
czyli liniami pola w sa hiperbole:
x2—y?*=C
b) Poniewaz rot ¥ = 6, wigc to pole jest potencjalne. Potencjal znajdziemy z uktadu
roOwnan:

_9f o _of
* = ox Y dy 2= %2
skad po rozwigzaniu tego uktadu otrzymamy ostatecznie:
x2+y?+ 22
flx,y,2) = ++ C

Powierzchniami ekwipotencjalnymi sg sfery x? + y? + z2 = R?
¢) rot W = [0,0,—y], wiec to pole nie jest potencjalne.
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Przyktad 2

Sprawdzi¢, czy pole W= % jest potencjalne w R3. Znalezé jego potencjal, o ile
istnieje.
Rozwigzanie:

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by pole w byto potencjalne, jest jego
bezwirowos¢ w obszarze jednospdjnym D.
Poniewaz rot ~ = —l(V X ﬁ) —Rx V(l) =-Rx (—1)5 = 6, wigc w jest
R R R RZJ R
polem potencjalnym w obszarze D z wylaczeniem punktéw osi biegunowej (ze wzgledu na
jednospdjnos¢ D nie wystarczy wytaczy¢ punktu R = 0).
Znajdzmy potencjat pola w.

Poniewaz grad f(R) = f’(R)% = g, wiee f'(R) = 1itym samym f(R) = R + C jest
potencjatem danego pola w.
Przyktad 3
Wykaza¢, ze pole W= Zc:% é + Si:;p 5(/, jest potencjalne. Znalez¢ jego potencjat.
Rozwigzanie:
Rotacja we wspotrzednych walcowych ma postac:
é, ré, &,
— 1 i i i 1,710 /sing 0 (2cosq -
rotW =gl or o op 0z =5 [5G )‘%(—rs )] -0
2cos¢@ sing
3 r3

wigc pole w jest potencjalne w obszarze jednospojnym D, niezawierajgcym punktu r = 0.
Zwiazek W= grad f zapisany we wspotrzednych biegunowych przyjmuje postaé
uktadu:

df 2cos¢
{ar o3
of sing
dp 12
Z drugiego z tych rOwnan mamy:
sing cos @
foo) = [ ldp = -5 4 e
Ale:
df 2cosq , 2cos @
a = 73 +C (7”) = 73
skad wynika, ze:
C'(r)=0
czyli:
C(r) = C = const
Ostatecznie:
cos @
f(T', (P) == +C

r2
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CGwiczenia
1. Zbada¢, czy pole W e R3 jest potencjalne. Znalez¢ jego potencjat (o ile istnieje).
a) W = f(r)é,, gdzie: feC1(D), D c R?

b) W= —é gradr
c) W= (7o B)B, gdzie b — wektor staly
o4 2
d) W= (2r +sinp)é, +cospé, + gz?éz
Odp.

a) oM =[fr)dr+C=F@r)+C
b) f(r) =—klnr+C

c) f(r)=%(5°?2

d) f=r’+rsing+Vz+C

2.4. Potencjat wektorowy

Definicja 2.4.1

Potencjalem wektorowym pola w nazywamy funkcje wektorowa A spetniajaca
zwiazek W = rot A w obszarze D c R™.

Twierdzenie 1

Jezeli pole w klasy C1(D) jest bezzrodtowe w obszarze D, to posiada potencjal
wektorowy.
Dowod:

div W = div (rot AT) =0
Whiosek 1

Strumien pola w majacego potencjal wektorowy w obszarze D przez dowolna
powierzchni¢ zamknieta i regularng lezacg w tym obszarze jest rowny zeru. Wynika to
z twierdzenia Gaussa, gdyz:

ffWo ds = f div (rotﬁ)dV =0
% 4
Whiosek 2

Jezeli dane jest pole W o potencjale wektorowym A to A+ grad f, gdzie f jest
dowolng funkcja skalarna klasy C1(R™), jest rowniez potencjalem wektorowym pola w.
Dowad:

Z definicji 2.4.1 mamy:

W=VxA4A
Poniewaz:

Ux (A+Vf)=VXxA+VxVf=W

wige A+ Vf jest potencjatem wektorowym pola w.
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Przyktad 1

Wykazaé, ze pole grad f X grad g, gdzie f i g s funkcjami skalarnymi klasy C! (R™),
posiada potencjat wektorowy.
Dowod:

Poniewaz div (3 X B) =Dborotd—3orotborazrot (grad f) = 0, wigc:
div (grad f X grad g) = grad g o rot (grad ) — grad f o rot (grad g) =0
Stad pole grad f X grad g posiada potencjat wektorowy.
Przyktad 2
Sprawdzié, czy pole W = [2xy, —y2, 0] posiada potencjat wektorowy.

Poniewaz:
diviW =0
wigc istnieje potencjat wektorowy ff, ktéry znajdujemy ze zwigzku rot A=W.
CGwiczenia
1. Sprawdzi¢, czy istniejg potencjaly wektorowe podanych pol:
a) W = [xy,yz,xz]
b) W = [xz,—yz,y]
¢) W=[xy,2]
Odp.:
a) Nie istnieje
b) Na przyklad: 4 = [x, xy, xyz] + grad f
c) Nie istnieje
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Pole elektrostatyczne

3.1. Wiadomosci wstepne

Ciato znajdujace si¢ w stanie naelektryzowania zawiera tadunek be¢dacy miarg tego
naelektryzowania.

W przypadku, gdy tadunek jest roztozony w przestrzeni w sposob:
1. dyskretny — tadunek wypadkowy Q jest suma tadunkéw elementarnych, czyli:

Q=ZQi

Q:prdL
L

2. liniowy:

gdzie: p; — gestos¢ liniowa tadunku
3. powierzchniowy:
Q= f J- ps dS
s

gdzie: ps — gestos¢ powierzchniowa tadunku

4. objetosciowy:
4

gdzie: py — gestos¢ objetosciowa tadunku

Przyktad 1

Znalez¢ tadunek zgromadzony w kuli o promieniu R z réwnomiernie roztozonym
fadunkiem objetosciowym.
Rozwigzanie:
Ze wzoru 4 i dlatego, ze p, = const, otrzymamy:
4
Q=py ff av = pylV| = §7TR3PV
v

Definicja 3.1.1

Dielektryk (izolator) to zly przewodnik elektrycznosci. Do tej grupy zaliczajg si¢ np.
/powietrze, szkto, ebonit.
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Przewodnik — jak sama nazwa wskazuje — przewodzi prad, a wi¢c posiada swobodne
fadunki elektryczne. Przewodnikami sa np. metale i elektrolity.

Definicja 3.1.2

Pole pochodzace od nieruchomych tadunkow elektrycznych nazywamy polem
elektrostatycznym. Wielkoscia charakteryzujaca to pole jest natezenie pola

elektrycznego E. Pole to jest bezwirowe, gdyz:
rotE =0
co wynika z symetrii i kierunku sit elektrycznych.

Nie jest bezzrodlowe, bo

divE =2
&

gdzie € to stala dielektryczna. Moze by¢ bezzrodlowe, np. wewngtrz natadowanego
przewodzacego ciata.

Pole wokot dielektryka charakteryzuje wektor indukeji elektrycznej D powigzany
z wektorem nate¢zenia zalezno$cig D = ¢E.
Stad:
rotD =0 divD = p

3.2. Strumien. Cyrkulacja

Definicja 3.2.1

Strumien wektora E przez powierzchni¢ S jest zdefiniowany jako:
¥g = [[ Foas
s
Twierdzenie

Strumien pola E przez dowolng zamknigta powierzchni¢ S, ograniczajaca obszar V
i zawierajaca tadunek @, jest rowny:

¢E=£fﬁod§=fvﬂgdv=%

(DD = f f 5 o d§ = Q
s

Stad prawo Gaussa mozna sformutowaé nastepujaco:
Strumien indukcji D przez dowolna zamknigta powierzchni¢ S jest rowny calkowitemu
fadunkowi znajdujacemu si¢ wewnatrz powierzchni. Jest on niezalezny od wielkoSci
i ksztattu tej powierzchni, co pozwala na dowolny jej wybor (tzw. powierzchni Gaussa).

Prawo Gaussa jest uzyteczne w przypadku symetrii:
a) sferycznej
b) osiowej (walec nieskonczenie diugi)
c) wzgledem ptaszczyzny.

W przypadku dielektryka:
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Definicja 3.2.2

Cyrkulacja wektora E po dowolnej linii L jest réwna:
Co= [ Eodl
L
Z twierdzenia Stokesa i bezwirowosci pola E wynika ponizszy wniosek.
Whiosek

Cyrkulacja wektora E po dowolnej linii zamknigtej L jest réwna zeru.
Dowod:
f

gdzie S to dowolna powierzchnia rozpieta na linii L.

S

Odz=ffrot§<>d§=0

N

Réwnania Maxwella dla elektrostatyki

Posta¢ rdézniczkowa: Posta¢ catkowa:
L f Fodl=0
rot E =0
L
divD = ~
we=e # DodS=0
S

3.3. Potencjat elektryczny

Definicja 3.3.1

Pole elektryczne jest bezwirowe, jest zatem potencjalne.
Jego potencjat znajdujemy ze zwigzku E= —grad ¢, przy czym znak ,minus” ma

uzasadnienie w tym, ze wektor E jest skierowany w strong malejacego potencjatu.
Poniewaz:
div E = div (grad ) = —Ap
wiec mozna go wyznaczy¢ z rownania Poissona:
p
Ap = ——
4 €

Wewnatrz przewodnika, czyli w obszarze pozbawionym tadunkéw (p = 0), natezenie
E=o, wigc strumien @ = 0, potencjal ¢ = const.
Podobnie jest w wydrazeniu przewodnika.

Napiecie elektryczne migdzy punktami A i B jest rbwne rdznicy potencjatow:
Usg = ¢(4) — @(B)
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Pole magnetostatyczne

4.1. Wiadomosci wstepne

Definicja 4.1.1

Pole magnetostatyczne powstaje w przestrzeni otaczajacej state prady elektryczne lub
w przestrzeni, w ktorej wystepuja magnesy trwate.

Charakteryzuja je: wektor nateZenia magnetycznego H i wektor indukeji
magnetycznej E, przy czym:
B = uH
gdzie u to wspolczynnik przenikalnosci magnetycznej osrodka.
Pole magnetostatyczne jest bezzrodtowe, gdyz:
divE =0

co jest uzasadnione tym, ze nie stwierdzono istnienia tadunkéw magnetycznych
analogicznych do elektrycznych
Nie jest bezwirowe (pojawia si¢ w osrodku przewodzacym prad), gdyz:

rotH=] rot B =uf

gdzie f to wektor gestosci pradow swobodnych (skierowany w kierunku ruchu tadunkow
dodatnich).

Linie pola magnetycznego sa liniami zamknigtymi, np. w przypadku prostoliniowego
przewodu z pradem s3a one okregami lezacymi w ptaszczyznach prostopadtych do kierunku
pradu (rys. 4.1).

A

— —

H H /
Rys. 4.1. Ilustracja do wyznaczania kierunku wektora H przy uzyciu regutly ,.korkociagu”
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Natezenie pola magnetycznego wokol przewodnika z pradem [ dla zamknigtego
obwodu dowolnego ksztattu obejmujacego ten przewodnik jest rowne H = #, gdzie r jest

odlegtoscia punktéw pola od przewodnika (poréwnaj z ¢wiczeniami z czg¢$ci zadaniowej —
magnetostatyka). W przypadku, gdy obwdd nie obejmuje przewodnika, natgzenie pola
rowne jest 0.

4.2. Cyrkulacja. Strumien magnetyczny

Definicja 4.2.1

Cyrkulacja wektora natgzenia magnetycznego po dowolnej linii zamknigtej L (tzw.
konturze Ampere’a) obejmujacej prad I jest rowna:
Cy=$fiodl
L

Na mocy twierdzenia Stokesa i zwigzku rot H= f otrzymamy prawo przeplywu
(Ampere’a):
CH=fff°d§=lC
s

gdyz w przypadku jednorodnego $srodowiska przewodzacego uzyskamy:
list =1

Czyli cyrkulacja wektora H po dowolnej linii zamknigtej L jest rdwna catkowitemu
pradowi plynacemu przez powierzchni¢ S ograniczong linig L, czyli konturem Ampere’a.
Prawo to ma zastosowanie w przypadku symetrii osiowej, np. w nieskonczenie
dlugim, prostoliniowym przewodzie z pradem, dlugim walcu, toroidalnej cewce i kablu
koncentrycznym. W innych przypadkach nalezy zastosowa¢ prawo Biota-Savarta.

Definicja 4.2.2

Cyrkulacja wektora indukcji magnetycznej:

CBZfEOdZZ[lIC
L
Whiosek 1
Cyrkulacja po dowolnej linii zamknigtej nieobejmujacej pradu jest rowna zeru.
Definicja 4.2.3

Strumien magnetyczny przez dowolng powierzchni¢ S jest rowny:

¢B=ff§°d§
S
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Whiosek 2

Dla dowolnej powierzchni zamknigtej S ograniczajacej obszar V  strumien
magnetyczny jest rOwny zeru.

Dowadd:

Z twierdzenia Gaussa i z bezzrodtowosci pola B otrzymamy:

¢B=ﬂ divBdV =0
14

4.3. Magnetyczny potencjat skalarny i wektorowy
W obszarze, w ktorym brak jest przeptywu pradu (f =0,rotH = 0), wprowadzimy
skalarny potencjat magnetyczny.

Definicja 4.3.1
Skalarny potencjal magnetyczny wyznaczamy ze zwiazku:

H=- grad oy
Poniewaz:
divH = —div (grad oy) = Ap
wiec z bezzrdédlowosci pola H wynika, ze skalarny potencjal magnetyczny spetnia
réwnanie Laplace’a Ag = 0.

Wektor gestosci pradow swobodnych f ¢6, zatem istnieje potencjal wektorowy ff,

zdefiniowany (jak podano w definicji 2.4.1) jako B = rot A.
Ze zwiazku:

rot B = rot (rot AT) = grad (div AT) — AL

uwzgledniajac, ze rot B = /J , 1 przyjmujac dla uproszczenia, ze divA =0, otrzymamy
definicje 4.3.2.

Definicja 4.3.2

Magnetyczny potencjal wektorowy Aw dowolnym punkcie obszaru V spetnia
rownanie Poissona:

M = —p]
Na zewnatrz tego obszaru (gdzie f = 0) potencjat ten spetnia rownanie Laplace’a.
AMi=0
Réwnania Maxwella dla pola magnetostatycznego
Posta¢ rézniczkowa: Posta¢ catkowa:
§Hedi=1
rotH =]
divB =

L
#Eoﬁ:o
S
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Pole elektrodynamiczne (elektromagnetyczne)

5.1. Rownania Maxwella

W przypadku, gdy tadunki i prady sa stale (p = const, I = const), elektrycznosé
i magnetyzm mozna rozpatrywa¢ oddzielnie, co zostalo podane w rozdziatach 3 i 4.

Scista zalezno$é migdzy EiB wystepuje wowczas, gdy pojawiaja si¢ zmiany w czasie
fadunkéw i pradow.

Zalezno$¢ t¢ w interpretacji geometrycznej przedstawia rys. 5.1.

A

Rys. 5.1. Linie pola magnetycznego powstate wokot pola elektrycznego

Definicja 5.1.1

Roéwnania Maxwella dla pola elektromagnetycznego
Zmienne w czasie pole elektryczne powoduje powstanie wirowego i1 bezzrodlowego
pola magnetycznego.

Stad:
postac rozniczkowa: postac catkowa:
- oE = o
rotB=,uf+,ueE #DWLSZQ
s

divB =0
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Definicja 5.1.2

Zmienne w czasie pole magnetyczne indukuje wirowe i zrodtowe pole elektryczne.
Stad:

postac rozniczkowa: postac catkowa:
: freai=-—[[2.as
aB o] e — 0
E=——_ ot
rot E = R i &
. o p - - a -
div E =— fBosz f(uf+usa—)ods
L s

Z twierdzenia Gaussa wynika, ze:

08 ds = ||| di 08 dv = a(d' B)dv =0
[/ 5045 [ e (D)o o -
N 14 v

Przyktad
Zapisa¢ rownania Maxwella we wspotrzednych:
a) kartezjanskich b) walcowych ¢) sferycznych
Rozwigzanie:
Rozpatrzmy przyktadowo zwiazek:
tE = 98
rotE =——
Poniewaz:
R o a, 0, 0 R R -
rotE =VXE = (§z+@]+ak) X (Eyi+ Eyj + E;k) =
_ JE, _aﬁ . (6Ex _ aEZ)H aﬂ_ JE, 2
Jdy 0z Jz  0Ox Jx  dy
zas:
9B 0 o B,. 9B,. 0B,
— = B T B 7 B k = 7 —y_) k
at at( oL+ ByJ + Bk ot T T

wigc ostatecznie otrzymuje si¢ uktad:
0E, OE, 0B,
oy 0z ot
dE, 0E, 0B,
oz  ox ot
dE, OE, 0B,
9x  ay ot
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We wspotrzednych walcowych mamy:

& s &
N Y
rotE =10 0 0|=-—[B.& +B,é, +B,éE]
or Jd¢ 0z
E, TE, E,
stad:
laEZ _aﬁ: _aBr )
rdep 0z ot |
J0E, O0E, 9B,
oz or ot |¥
1[o(rE,) OE, 0B,
1% =-%)
Rotacja we wspotrzednych sferycznych:
e, € €y
. |r?sin@ rsine T a
rotE=| 0 a 9 |= —E[BTET + Byég + B,é,|
or a6 dp
E, rEg  TE,sin@
stad:
1 [0(sin@E,) dE, 0B,
rsin@[ Gl _%]z_ ot
1[ 1 0E, OrE, 0By
;[sinB do Cor ] - ot
1[0(rEy) OE, dB,
F[ ar ae] TS

Czytelnikowi zaleca si¢ przeksztalcenie pozostatych rownan Maxwella.

5.2. Potencjat skalarny i wektorowy

Definicja 5.2.1

Pole elektromagnetyczne posiada magnetyczny potencjal wektorowy A (gdyz
divB = 0), spetniajacy zwigzek B=rot4 (def. 2.4.1), co wynika z faktu, ze:
div B = div (rot ff) =0

Z réwnania Maxwella (definicja 5.1.2) mamy rot E = —g—f, a uwzgledniajac, ze

B = rot A, otrzymamy:

>,

tE = a( t A) = —rot 04
ro ——a ro = —-To0 E
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stad:

0A
ot

T
I
|

Definicja 5.2.2

W polach elektromagnetycznych wytwarzanych przez dowolne zrédto (p, J) mamy
z definicji 5.2.1:

E+—=0
+6t

L 04 -
rot (E+—]=0
at

wigc istnieje potencjal skalarny ¢ pola elektromagnetycznego, ktory wyznaczamy ze
zwigzku:

stad:

E+M— d
= 9rad e

5.3. Prad przewodzenia. Prad przesuniecia

Pole przeplywowe jest zwiazane z przeptywem statego w czasie pradu elektrycznego.

Definicja 5.3.1

Przewodnikiem nazywamy ciato, w ktorym tadunki elektryczne moga si¢ swobodnie
porusza¢, a ruch ten powoduje powstanie tzw. pradu przewodzenia. Kierunek

przenoszenia tadunku elektrycznego uwzglednia wektor gestosci pradu przewodzenia ]
a) Zwiazek miedzy wektorem ] a wektorem natezenia E wyraza prawo Ohma:

]=aE

gdzie o to przewodno$¢ wlasciwa przewodu.
b) W przypadku stalego w czasie pradu stacjonarnego o gestosci J (dla dowolnego punktu
W przestrzeni) musi by¢ spetnione réwnanie cigglo$ci pradu, czyli prawo Kirchhoffa:

divf=0

co oznacza, ze pole przeplywowe jest bezzrodlowe i linie pola sg liniami zamknigtymi.
Natezenie pradu ptynacego przez przewodnik o przekroju S:

I=gf°d§

Jezeli prad wyptywa z dowolnej powierzchni zamknigtej S, to z twierdzenia Gaussa
iz rdbwnania ciagltosci pradu wynika, ze:

#ﬁﬁ:

N

czyli catkowity prad wypltywajacy z dowolnej zamknietej powierzchni S jest rowny zeru.
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c) Przeptyw pradu w dielektryku zachodzi wtedy, gdy pole elektryczne jest zmienne
W czasie.
Wektor gestosci pradu przesuniecia jest wyrazony wzorem:

—

. 0D
Ip= ot
d) Wektor calkowitej gestosci pradu jest sumg gestosci pradu przewodzenia i przesunigcia,
czyli:
f c= j +i P
W polu przeptywowym rot E=0 (I prawo Kirchhoffa), wigc pole to jest potencjalne

(co stwierdzono w podrozdziale 3.1).
Jezeli prad nie jest stacjonarny (J zalezy od czasu), to:

S ap
div]=——
iv] R

(rozktad tadunku zalezy od czasu).
Przyktad

. . . . . . . . = .
Znalez¢ gestos¢ pradu przesunigeia i przewodzenia, wiedzac, ze natgzenie pola E jest
zmienne w czasie i wyraza si¢ wzorem E = E sin wt.

Rozwigzanie:
Ggestos¢ pradu przesunigcia:
_db  dE E .
Jp = i _gdt = ewE, cosw
Ggstos¢ pradu przewodzenia:
] = 0E = 0E,sinwt

5.4. Sita elektromotoryczna

Zmienne pole magnetyczne indukuje w uzwojeniu sile elektromotoryczng (SEM)
w czesci zadaniowej oznaczonej jako e(f).

Prawo indukcji elektromagnetycznej Faradaya

Sita elektromotoryczna indukcji powstaje wskutek zmian strumienia magnetycznego,
czyli strumien przenikajacy uzwojenie zalezy od polozenia i orientacji tego uzwojenia
W przestrzeni, zatem:

Y =1(t0,x,y,2)

gdzie 6 to kat miedzy Ba osig obrotu uzwojenia.

Stad:
v o¥Y

SEM = ———— - — vVW¥ = SEMr + SEM, o, + SEM,

gdzie: SEM; — sila elektromotoryczna transformacji, SEM,,, — sita elektromotoryczna
rotacji, SEM; — sita elektromotoryczna translacji (przesunigcia).
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Definicja 5.4.1

SEM transformacji jest zwigzana ze zmiang strumienia magnetycznego
przeplywajacego w czasie t przez nieruchome uzwojenie. Wowczas:
do

SEMT = —E

czyli sita elektromotoryczna jest proporcjonalna do predkosci zmian strumienia
magnetycznego w czasie. Znak ,,minus” oznacza, ze wzrost strumienia magnetycznego
powoduje powstanie SEM dziatajacej w kierunku ujemnego obiegu obwodu i zmniejszenie
SEM dzialajacej w kierunku obiegu dodatniego, co zostalo zinterpretowane na rys. 5.2.

P o

SEM = - £ SEM = + 22
dt dt

Rys. 5.2. Zaleznos$¢ kierunku SEM od szybkosci zmian strumienia magnetycznego

Jezeli uzwojenie zawiera n zwojow 1 przez kazdy zwdj przenika ten sam strumien
®(t), to strumien skojarzony ¥ = n®, czyli:

SEM = v
Todt

Uwaga 1

Definicja ta jest sluszna niezaleznie od tego, co powoduje zmian¢ strumienia
przechodzacego przez obwod: zmiana ksztattu obwodu, obrot lub przesunigcie ramki
w niejednorodnym polu badz zmiana w czasie indukcji magnetyczne;.

Definicja 5.4.2

SEM rotacji jest zwigzana z ruchem obrotowym (z predkoscia w) uzwojenia wokot

osi L.

d¥
SEMTOC = —w %

Definicja 5.4.3

SEM translacji — jest zwigzana z przesuwaniem si¢ uzwojenia (np. cewki)
z predkoscig liniowa v wzgledem pola magnetycznego B.

SEMp = —v grad ¥
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Catkowita sita elektromotoryczna indukowana w obwodzie jest — w zaleznos$ci od
rodzaju indukowania — suma wyzej wymienionych sit.
Jezeli przewdd przesuwa si¢ w polu magnetycznym Bz predkoscig ¥, to powstaje pole:
E=%xB
Wowczas SEM przesunigcia mozna obliczy¢ ze wzoru Lorentza:
SEMp =f(17x§)odz
L

W uzwojeniach o bokach prostopadtych do wektora (17 X ﬁ) SEM nie indukuje sig,
gdyz:
(3 x B) odL = |# x B||dL| cos «(% x B,dL) = 0

Definicja 5.4.4
Zmiana natgzenia pradu w uzwojeniu indukuje w nim SEM samoindukcji:
SEM = —L a
T

gdzie L jest wspotczynnikiem samoindukcji obwodu.

Znak ,,minus” oznacza, ze SEM przeciwdziata zmianom pradu.
Zjawisko to nazywamy zjawiskiem indukcji wlasnej (samoindukcji).

Definicja 5.4.5
Wspotczynnik indukceji wlasnej obwodu wyraza si¢ wzorem:
L= v
i

gdzie W to strumien magnetyczny skojarzony z obwodem.

Definicja 5.4.6

Indukcyjnos¢ wzajemna przewodnika z pradem i ramki (cewki) znajdujacej si¢
w jednej ptaszczyznie z przewodnikiem wyraza si¢ wzorem:

M_lp
T

Whiosek

Jezeli w przewodzie ptynie pragd zmienny [ =I(t), to poniewaz strumieh
magnetyczny @ = LI:
do dl

==
dt dt

CDB:ﬂEodf
S

Ale:
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Uwzgledniajac posta¢ catkowa rownania Maxwella, otrzymamy:

ddy L
SEM = =—-?€E°dL
dt

L
gdzie L jest krzywa zamknigta, znajdujaca si¢ w zmiennym polu E.
Czyli SEM mozna oblicza¢ jako cyrkulacj¢ pola E po linii L.
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Zadania

6.1. Zadania dotyczace wspotrzednych wektora

Zadanie 1. Dany jest punkt we wspotrzednych sferycznych:

T

1
r= 0= cosG—\/—§

Gl

Wyznaczy¢:
a) wspotrzedne prostokatne;
b) wspotrzedne walcowe

tego punktu.

Rozwigzanie:
a) Wychodzac ze wspotrzednych sferycznych, otrzymamy:

X = 1 CO0S sin@—lﬁ =1
- 4 T V3243 3

y =rsin¢gsinf =§
z=rcosf =2
3
Czyli we wspotrzednych prostokatnych: P’ = (i; § ; g)
b) r=4\x%+y —\/; 3 »=7 z=3
Zadanie 2. Punkt P ma wspotrzedne walcowe:
r=4 Q= % z=3

Poda¢:
a) wspotrzedne prostokatne; b) wspotrzedne sferyczne

tego punktu.

Rozwigzanie:

Z otrzymanego uktadu rownan x = y = 2+/2
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Stad: P' = (2\/7; 2V2; 3)
b) r=x2+y?+2z2=5

cos=2=2 czyli: 8 = arc cos2
r 5 5
cosp = — . stad: @ ==
(p_rsine_z E}.§0—4
Zatem:

P — (5 T 3
—(,4,arcc055)

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wspotrzedne walcowe wektora:

W= (x —2)é,
Rozwigzanie:
Zapisujemy w postaci rOwnania macierzowego:
Wr cosp sing O 0 0
[W ] =|—sing cos¢ Of- [T’COS(p —z] = [sin¢ (r cos ¢ —z)l
W, 0 0 1 0 0
Stad:

W= sing (r cos ¢ — z)é,
Zadanie 4. Poda¢ wspotrzgdne walcowe wektora:

— X R yé,

Rozwigzanie:
W=e¢, +zée,}

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wspotrzedne sferyczne wektora:

W= xé, +yé, + zé,

Rozwigzanie:
W, sinfcosp sinfsing cosH T cos ¢ sin 6 r
Wyl =|cosfcosep cosfsing —sin 9] = [r sin ¢ sin 9] = [0]
Wy —sing cos ¢ 0 7 cos 8 0

czyli: W = ré,
Zadanie 6. Wyznaczy¢ wspotrzedne sferyczne wektora W= ;
wodzacym, a r — jego dlugoscia.

Odpowiedz: {W =é,}

, gdzie 7 jest wektorem
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Zadanie 7. Podaé wektor W= —r cosf é. + rsinfcosh ég we wspoOtrzednych

prostokatnych.
Wy cosfcosp cosfsing —sing —r?cos? 6 0
Wy| =|sin@sing cosOsing cosg r sin @ cos 9] = [ 0 l
w, cos 0 —sin@ 0 0 —rcos@

Czyli W= —z8,

6.2. Zadania dotyczace cyrkulaciji
Zadanie 1. Obliczy¢ cyrkulacje wektora W= [2y, x] po linii x2 + y2 = 4.

Rozwigzanie:
Linia L w postaci parametryczne;j:
x =2cost _
{y = 2sint € (0,2m) dx = —2sintdt

dy = 2costdt

Stad cyrkulacja jest rowna:

27
Cw = f 2ydx + xdy = f (—8sin?t + 4 cos? t)dt =
L 0

2m
= f (=2 + 6¢cos2t)dt = —4n
0

Zadanie 2. Wyznaczy¢ cyrkulacj¢ wektora W= (1 + y) é, po linii wyznaczonej prostymi
X =a, y = a iosiami ukfadu.

Rys. 6.1. Iustracja do wyznaczania cyrkulacji wektora po linii L
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Rozwigzanie:
Na podstawie twierdzenia Stokesa cyrkulacja:

Poniewaz:

wiec cyrkulacja rowna jest:

Ci = f f [0,0,—1] - [dydz, dxdz, dxdy] = — f f dxdy = —a’
S D

Zadanie 3. Znalez¢ cyrkulacje wektora W=r§r+sin9 54, po krzywej powstalej

z przecigeia  powierzchni  x? + y% + z2 = 4 plaszczyznami y—x =0, y —xv/3 =0,
z=0(z =20)

Rozwigzanie:
1 metoda

Rys. 6.2. Ilustracja do wyznaczania cyrkulacji przy zastosowaniu twierdzenia Stokesa

Z twierdzenia Stokesa cyrkulacja jest rowna: [[, rot Wods
Wyznaczamy rotacj¢ we wspotrzednych sferycznych:

8, &g €y
_, |r?sin@ rsinf r 2 cosf sin
rot W= 0 il 0 = & — - €
or 00 610

r 0 rsin® 6
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Element powierzchniowy we wspotrzednych sferycznych:

dS =12 sin 6 ded6 é, + r sin 6 dpdr 8y +rdrdd €y
Stad cyrkulacja jest rowna:

Ciw = ff (27 sin 0 cos 8 dpdf — sin? 0 drdg)
s

Powierzchnia S we wspotrzednych sferycznych:

r—2=0dr=0
e <™
ss{ 2=9=3
L0<9<E
=Y =3

Stad cyrkulacja jest rowna:

w|l

7 n
CW:ZL d(pfo 51n26d9=g

1l metoda

LS

WA

¢
Rys. 6.3. Ilustracja do wyznaczania cyrkulacji w uktadzie sferycznym

Element liniowy we wspotrzednych sferycznych:
dL =dré, + rdf 8, + rsinf do €y
Cyrkulacja jest rowna:
Cw = fV_V)o dL = %rdr+rsin0d(p
L

L
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L=L1UL2UL3UL4_
gdzie:
r—2=0, dr=0 r—2=0, dr=0
T T _T
Ly = S es35  L={r=% do =
0=1, do =0 0<6<7
r—2=0, dr=0 r—2=0, dr=20
™ ™ Vs
L3= ZS_(‘OSE L4_= OS—BS;
T _r
0—;, dg =0 »=7, do =
Stad cyrkulacja:

™
3
c fz'”d T
— = Sln— = —_—
w 2% =%
T
4

Zadanie 4. Obliczy¢ cyrkulacje wektora W= —r &, + sin 8 &, + cos ¢ é, po linii lezacej
na plaszczyznie ¢ = g, utworzonej z przeciecia powierzchni r = 1, r = 5 plaszczyznami

0=0, 6= g Sprawdzi¢, czy pole w jest bezwirowe.

L@

{ Ly

|

]

Rys. 6.4. Ilustracja do wyznaczania cyrkulacji w uktadzie sferycznym
Rozwigzanie:

Zgodnie z definicja cyrkulacji:

szfWodZ
L
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Poniewaz element liniowy we wspotrzednych sferycznych ma postac:

dL = dré, + r d68y + rsin 6 dyé,
stad:
Cy = f —rdr +rsin6df + rsinf cos ¢ dg

L

Uwzgledniajac, ze L = Ly U L, U L3 U L,, gdzie:

p =2, dp=0 =% do=
L=+ 1r=1, dr = L, = 1<r<5
0<o<Zt ==, de =0
2 2
_r do = T
¢ =5 ¢ = ¢ =3, de =0
Ly=<r=5, dr = Ly = re<5;1>
fe<—-;0> 6 =0, dg =0
otrzymamy:
5 % 1

0
CW=f—rdr+ fsin0d0+ f—rdr+ szin9d9=—4
5 T

1 0
2

Pole W nie jest bezwirowe, gdyz cyrkulacja tego wektora po linii zamknigtej L jest r6zna od
zera.

Zadanie 5. Znalez¢é cyrkulacje wektora W = 5cos@ &, + sinf &y po linii lezgcej na

. . T . . . . T
powierzchni 8 = - utworzonej z przecigcia sfery r = 3 plaszczyznami ¢ = 0, ¢ = >
Rozwigzanie:

—5sin . . . . .
—in :) 8y (co pozostawiamy do sprawdzenia czytelnikowi), wiec

zgodnie z twierdzeniem Stokesa:
Cw = ffrotWod§

N

Poniewaz rotw =

Uwzgledniajac, ze d§S = rsinfdrdpéy:

s
3 2
CW=—5ffsin<pdrd<p = 5fd7‘fSin<Pd‘P= -15
S 0 0

Zadanie 6. Obliczy¢ cyrkulacje wektora W =3r €. +1 cosf éy —sing €, po linii
powstalej z przecigcia si¢ powierzchnir =1, r =2, ¢ = g, Q= g, 0 = g
Rozwigzanie:

LiniaL =L; UL, UL;UL,, gdzie:
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Vs T s
;SHSE QDIE, d(p—O
Li=<r=2, dr=20 L, = 1<r<2
g="1, df =0 6="=C, do =0
3 3
2<r<i r=1, dr =10
b _ b4 T
(ng, dp =0 ezg, de =0

Stad:
CW=fv70dz=f3rdr+r2c059d9—rsintpsin@dtp=
L L

2 1

T A
2 3
s
=f —2singsin- d(p+f3rdr++f3rdr+f—sin(psin§d¢=—
Y Vs
3 2

1

V3
T

Zadanie 7. Znalez¢ cyrkulacje wektora W= 138, 4 cos 208, + sin2¢ €, po linii
powstalej z przecigcia sfery x2 + y? + z? = 4 plaszczyznami z = 0, y = 0.

Rozwigzanie:
Poniewaz:
é, €y ”_(p
r2sin@ rsinf r
rotw = 0 ) 0 [=o0
or a6 )
r3 cos26 sin2¢

Cyrkulacja na mocy twierdzenia Stokesa rowna si¢ zeru.

6.3. Zadania dotyczace strumienia

Zadanie 1. Znalez¢ strumien wektora wodzacego 7= [x,y,z] przez powierzchnie kuli
o promieniu R.

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Gaussa:

q):fffocﬁ: ﬂ div 7dV
S \%4

c1>=3ﬂ dV = 3 |v| = 4nR3
|4

Poniewaz div 7= 3, wigc:

Zadanie 2. Znalezé strumieh wektora W = x2 8, + y é, + z é, przez powierzchnie sfery:

{sz

x=20,z=0
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Rozwigzanie:
Poniewaz div w = 2x + 2, wiec z twierdzenia Gaussa i po wprowadzeniu wspotrzednych
sferycznych:

®=fff2(x+1)dv=2
\% —

Zadanie 3. Znalez¢ strumien wektora W= r2sing é, + 2r2 cos¢ €, +z%¢é, przez
powierzchni¢ walca x? + y? = 1 ograniczong ptaszczyznami z = 0,z = H, (z = 0).

2

28
sinedef(rcosgosine + Dridr = 5™
0

— 3

de

e T

SIE]

Rozwigzanie:
Dywergencja wektora W we wspotrzednych walcowych:

2(z%)
z

d'm_/’—la(3' )+1a(22 )+ = 3rsi 2rsing + 2z =
v = T o > sing - Tr“ COS @ = 3rsing rsing z=

=rsing + 2z

Z twierdzenia Gaussa:

2T 1

H
o= fff(rsin<p+22)dV= f d(pfrdrf(rsin(p+22)dz= TH?
|4 0 0 0

Zadanie 4. Znalez¢ strumien wektora w =

S Ie

é, + rcos@ é, + zsingp €, przez dowolng
powierzchni¢ zamknietg S.

Rozwigzanie:

Poniewaz div W = 0, wiec @y = 0.

rcos36 >
eg +r e,
sing 0 @

Zadanie 5. Znalez¢é strumien wektora W= rsin? 6 &, —
a) przez powierzchnie stozka:

z=1—x2+y%2 (z=20)
AZ
1

Rys. 6.5. Wyznaczanie strumienia wektora w przez powierzchni¢ stozka
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Rozwigzanie:
Dywergencja wektora W we wspotrzednych sferycznych:

1 8(-rcos39) 1 or _
rsin @ a0 rsin@ d¢ -

v W= L2 3¢in?
div W= — — (r’sin®6) +

wiec na mocy twierdzenia Gaussa:

(D=3-gde=37T

b) przez powierzchnig S: x% + y% + z? = 4R?
Odpowiedz: ® = 32nR3

Zadanie 6. Znalezé strumien wektora W =712 8, + ::—n"; €9+ rcosf é, przez
powierzchnig paraboloidy z = 2 — x2 —y? (z = 0).
Az
2
V2

................... >y

Rys. 6.6. Wyznaczanie strumienia wektora w przez powierzchni¢ paraboloidy

Rozwigzanie:
Dywergencja wektora:

0
—(rcos@) = 4r

div i = =2 )+
ww= " rsin 6 dp

r2or

2 V2 2-r2 64
@szf4rdV=4fd(pJ-r2J- dzzﬁm/f
v 0 0 0

1 (’)(sinqo) 1
rsinf0do\ r

Stad strumien:
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6.4. Zadania z elektrostatyki

Zadanie 1. Sprawdzi¢, czy pole wytworzone przez tadunek punktowy q znajdujacy si¢
w poczatku uktadu jest potencjalne. Znalez¢ potencjat na zewnatrz kuli o promieniu R
rownomiernie natadowanej tadunkiem q oraz strumien pola E przez powierzchnige tej kuli:

Rozwigzanie:
Wektor indukcji elektrycznej D ma kierunek radialny, czyli jest prostopadty do
powierzchni koncentrycznych kul, w ktorych srodku znajduje si¢ tadunek gq.

Ze wzgledu na symetrie, przy uwzglednieniu, ze D=Ee iz prawa Gaussa wynika, ze:

ffﬁod§=q
S

czyli:
¢E, ﬁ-ds =q eEAnr? =q
s
stad:
q =1 q -
= E =
T 4mer? 4mer2 o

Dla punktéw na zewnatrz kuli pole E jest identyczne jak pole tadunku punktowego
umieszczonego w $rodku kuli. Czyli pole wewnatrz kuli jest rOwne zeru, na zewnatrz za$

-

E= 47;;2 é,. Poniewaz rotacja we wspotrzednych sferycznych:

gr 59

_r Ze
r2sinf rsinf r
i} i} 0

rotw=| — — =0
or a6 dp
q
0
41reyr?

wiec pole E jest potencjalne, co stanowi oczywisty fakt (gdyz pole elektrostatyczne jest

bezwirowe). Potencjat ¢ znajdujemy ze zwiazku E = —grad ¢, wiec dlar > R:
q (dr_ q
o(r) = 47‘[8_[ r2 " Amer

r

Strumien pola E przez zamknigta powierzchni¢ kuli S, obejmujaca tadunek g:

2T T
[ Boas= T 5 or2g g =1 i =1
(DE—ffE dS_J-_sznnger r sm9d<pd0er—4m:f d(pfsmede—g
s D 0 0

Zadanie 2
a) Ladunek Q jest rownomiernie roztozony na okrggu o promieniu R z ggstoscia liniowa p; .
Znalez¢ potencjal i natgzenie pola elektrostatycznego w punktach lezacych na osi Oz.

P =1(0,0,2)
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b)

mj
"
NI'I'I

Rys. 6.7. Ilustracja do obliczania natgzenia pola E natadowanego okrggu

Rozwigzanie:
Q Q Q
dQZpLdLZEdL bo: PL Zmzﬁ
Poniewaz:
r=+z% + R?
stad:
d 1 1
dmer  4me 2mR \[72 + R?
czyli:
Q= ¢ de = Y L] = ¢ 27R =
8m2eRVz? + R? J 8m2eRVz? + R? 8m2eRVz? + R?
- Q
4meNz? + R?
Poniewaz E = — grad ¢(z), wiec:
- Qz .
E=——""—¢,
4me(Vz? + R?)3

Znalez¢ potencjat i natgzenie pola elektrostatycznego w punktach lezacych na osi Oz,
wiedzac, ze tadunek powierzchniowy pgs jest roztozony rownomiernie na kole
0 promieniu R.
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X

Rys. 6.8. Ilustracja do obliczania potencjatu na osi symetrii natadowanego kota

Rozwigzanie:
Poniewaz:

rn =+z%+7r?
wiec:

ff <dS -U dxdy
Tane)) iz dmell Vi

Obszar D jest kotem spetniajacym niero6wnosé:
x%+y? <R?
Po wprowadzeniu wspétrzednych biegunowych, czyli:
x=rcosf
; y=rsinf
J

akobian =r
otrzymamy potencjal:

21

Ps R _ Ps
47‘[60f J-W 2—8()\/22+r2 i —2—80(w/zz+R2 —Z)

i nat¢zenie pola:

¢ =

do Ps ( z 1)

E _————— —
‘ dz —  2é Vz? + R?

- VA
Fof(_E ),
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Zadanie 3. Poda¢ wzory na nat¢zenie pola elektrostatycznego, korzystajac ze zwiazkow I-111.
I.  Jezeli tadunek jest rozmieszczony w obszarze skonczonym z gestoscia p;, to w punkcie
P odlegtym o r od punktu obszaru potencjat wyraza si¢ wzorem:
1 PL
= — dL
¢ dme ) r
L

II. W przypadku, gdy potencjal jest wytworzony przez ladunek powierzchniowy
znajdujacy si¢ na powierzchni S (co ma miejsce w przypadku natadowanych ciat

metalowych), wyraza si¢ wzorem:
dlea
" 4ne

III. Potencjat wytworzony przez tadunek Ob] gtosciowy o gestosci py:

~ ame ﬂf i

= F -
E=—grad o(r) = —w’(r); =—¢' (M

Poniewaz:

gdzie 7yto wektor wodzgcy jednostkowy,
otrzymamy odpowiedniO'
L E(r)— j/’L 7 dL
- _ 1 & -
L ()= — jj 7,ds

L. E(r )——jj Er i dy

Zadanie 4. Cienki, nieprzewodzacy pret o diugosci | posiada tadunek q roztozony
réwnomiernie z gestoscia liniowa p; . Znalez¢ pole Ew punkcie P lezagcym na symetralnej

preta.
%
P
a
dL
e
A

Rys. 6.9. Ilustracja do obliczania pola E natadowanego preta

=1

1
2 2
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Rozwigzanie:
Uwzgledniajac, ze P(0; y) A(x; 0), mamy:

r = |AP| = /x% + y?

Dodatkowo, wspotrzedna y-kowa wektora 7, to cosinus kierunkowy z osia Oy, czyli
cos X= % otrzymamy na mocy wzoru I:

l

!
2 13
PL y py |1 X 2 pl
E() = x =T | =
4meg NG +y%)? amey [y* \[x2 + y2 L 2megy+/ 12 + 4y?
2
czyli:
= pLl S
E = —2 = =€y
mEYYA 1?2 + 4y
Poniewaz p; = %, wigc:
E=

q 5
—¢
2megy+/ 1% + 4y? Y
Zadanie 5. Znalez¢ potencjal i natgzenie pola elektrostatycznego:

a) prostokata,
b) kwadratu

umieszczonego w prozni na plaszczyznie Oxy z réwnomiernie roztozonym tadunkiem
powierzchniowym w punktach lezacych na osi Oz.

)

Rys. 6.10. Tlustracja do obliczania natezenia pola E naladowanego prostokata
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a) Rozwigzanie:

r=.x%+y?+ 72

a b

1 ﬂpst_ Ps f f dy
Q= = dx | —=
4me, r 4me, [x2 + y2 + 22
-a -b

N

Ostatnia catka powyzszego zwigzku, odczytana z tablic calek, ma postac:

b
f dy 1 Vx2+b24+2z24+b
=1In
_b./xZ+yZ+z2 Vx2+b24+2z2-b
. . ra . Vx?+b2+z2%+4Db . . , .
Kolejna calka, czyli f_a In NpCErE R dx, obliczona metodg catkowania przez czgsci,
a nastgpnie podstawiania jest rowna:

V@ TETZ+b

2aln
JZ+bi+ 22— b

stad ostatecznie potencjat:
psa  Va?+b?2+z2+Db
¢(2) = In
2mey  \aZ+ bz +22—b

Natezenie pola elektrostatycznego w punktach lezacych na osi Oz:

do psabz
E(z)=——=
dz  2mey(a? + z2)Va? + b? + 22

Uwzgledniajac, ze:
-2
4ab

Qz S
é
4mey(a® + z2)Va% + b2 + 22

Ps
otrzymamy ostatecznie:

E=

b) Rozwigzanie:
Korzystajac z podpunktu a):
Qz

E(z) =
4dmey(a? + z?)V2a? + z2
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Zadanie 6. Dhugi walec jest natadowany z gestoscia proporcjonalng do odlegtosci od osi
walca (potencjal jest rowny zeru na osi Oz). Znalez¢ nat¢zenie pola i potencjal wewnatrz
walca.

X )

Rys. 6.11. Tlustracja do wyznaczania natezenia pola E naladowanego walca

Rozwigzanie:
Jako powierzchni¢ Gaussa (S) przyjmujemy walec o promieniu r i tworzacej | oraz osi
pokrywajacej si¢ z osig natadowanego walca.
Gestose:
=kr

p
ffE)Od.?: sErf ds = ¢E, 2mrl
s

N

Ze wzgledu na symetrie:

2 r

l

P, _k 2 f _2
ﬁ-fng—gJ-d(pJ-r dr dz—3£m”l
v 0 0

0

zatem z twierdzenia Gaussa otrzymamy:

2
eE.2nrl = —mr3l

3¢
stad:
_kr?
" 3¢
czyli wektor pola:
Fe kr? |
T3 T

Potencjat:
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Zadanie 7. Nieskonczenie dhugi walec o promieniu R, wypeliony gazem o wzgledne;j
przenikalnosci ¢, natadowano tadunkiem o ggstosci p,. Znalez¢ rozktad natgzenia pola
elektrycznego i potencjatu wewnatrz i na zewnatrz walca.

X,

Rys. 6.12. Tlustracja do wyznaczania nat¢zenia pola E walca natadowanego fadunkiem
objetosciowym (z uwzglednieniem powierzchni Gaussa)

Rozwigzanie:
Poniewaz gaz jest dobrym izolatorem, wigc zachowuje si¢ jak dielektryk. Dlatego w prawie

Gaussa uwzglednimy indukcje D. Ponadto symetria jest jednakowa w punktach
rownoodlegtych od osi z, linie pola sa za$ prostopadie do powierzchni bocznej walca. Stad:

1) dlar < R iz twierdzenia Gaussa:
ffBOd.?:ffeE)OdST:fffpvdV
s S v

€E.2nrl = pymr?l

otrzymujemy:

czyli:
pyr = pvTér
E = E = —
r 2¢ r 2¢

stad wyznaczamy potencjat:

r

@,(r) = —J-E(r)dr = —fg—zrdr =
0

_PV’”2

+C

2) dlar > R:
€E.2nrl = pymR?1
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czyli:

RZ
E _Pv

T 2er

stad potencjal:
p

R?Inr
R
2¢€

(r) = —f VRZdrz
bz 2er

Rys. 6.13. Tlustracja do wyznaczania nat¢zenia pola E walca natadowanego fadunkiem
objetosciowym (z uwzglednieniem powierzchni Gaussa)

Uwzgledniajac warunek ciagtosci potencjalu na powierzchni walca ¢4 (R) = ¢, (R)
oraz warunek brzegowy @ (R) = U, otrzymamy:

RZ—T'Z
M+U dla r<R

ln7+U dla r >R

Zadanie 8. Znalez¢ pojemno$¢ kondensatora walcowego o diugosci [, sktadajacego sie
z dwoch wspotsrodkowych walcow o promieniach a, b (przy czym: b < l). Przestrzen
miedzy oktadkami jest wypetniona dielektrykiem o przenikalnosci dielektrycznej e.
Ladunki Q i - Q sg rownomiernie roztozone na oktadkach.

Rozwigzanie:

W celu obliczenia pojemnosci nalezy znalez¢é roznicg potencjatdow migdzy oktadkami.
Natezenie pola elektrostatycznego migdzy nimi pochodzi wylacznie od tadunku
znajdujacego si¢ na wewnetrznej powierzchni oktadek (strumien pola przenika tylko przez
powierzchni¢ boczng walca).
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Stad dla a < r < b z prawa Gaussa:

E, 2nrl = —
Q
Er 2merl
wigc:
b
_ Q J‘ dr Q b
2= 0= 2mel ) r 2rel a
a
Pojemnos¢ kondensatora:
Q 2mel
C=——=—
P1— P2 lné
a

Zadanie 9. Znalez¢ rozktad indukcji D samotnej kuli wypelnionej gazem z réwnomiernie
roztozonym tadunkiem objgtosciowym py o wzglednej przenikalnosci dielektrycznej e,
umieszczonej w powietrzu. Znalez¢ potencjat elektryczny, stosujac:

a) prawo Gaussa,

b) rozwiazujac rownanie Laplace’a lub Poissona.

Rozwigzanie:

Ze wzgledu na symetri¢ indukcja D jest jednakowa we wszystkich punktach
rownoodlegtych od $rodka kuli. Jest ona skierowana wzdluz promienia, linie pola sg za$
prostopadie do powierzchni kuli.

Rozktad indukcji:
1) dlar <R:

Rys. 6.14. Przekrdj natadowanej kuli (wraz z powierzchnig Gaussa)

Korzystajac z prawa Gaussa i ze wzglgdu na symetri¢ kuli otrzymamy:

Dp4nr® = py [v| = py g
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pyT Py T
D,.=——; E, =
T " 3Beye

gdzie &, to wspotczynnik przenikalnosci dielektrycznej powietrza rowny 1.
2) dlar > R:

Rys. 6.15. Przekrdj naladowanej kuli (wraz z powierzchnia Gaussa)

4
D, 4mr? = §nR3 Py

wiec:
— pvR® _ PVR®
) Dr T 32 ET T 3er2
Ostatecznie:
% dla r <R
E, = pvR?
> dla r >R
3er
a) Poniewaz E=- grad ¢, wigc:

2
@,(7) =—f%dr=—pgz +C,dlar <R

pvR3 pvR3
2 dr =
3er 3er

p,(r) =— +C,dlar >R

Uwzgledniajagc warunek ciaglosci potencjalu na brzegu obszaru ¢4(R) = ¢,(R),

otrzymamy:
%(3R2 —72) dlar<R
(p(r) = p R3
14
dla r >R
3er

b) Potencjal na zewnatrz kuli spetnia rownanie Laplace’a (brak fadunkow), wigc:

1) Dlar >R: Ap =0

Zapisujac laplasjan we wspolrzednych sferycznych oraz uwzgledniajac, ze

¢ = @(r), otrzymamy:
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stad:

, C . . .. d .
Jest to rownanie rozniczkowe liniowe jednorodne. Podstawiajac d—(f =f({) i po
rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy:

d dr
af _ _,4r
f r
wiec:
C
f=3
czyli:
dp C
dr — r?
stad:
Sy
1= r 2
Poniewaz w nieskonczonosci potencjal réwny jest zeru, wiec C, = 0 i ostatecznie:
G
. (r) = -
2) Dlar < R potencjal spetnia réwnanie Poissona: Ap = — g. Podobnie jak w punkcie 1)
réwnanie to przyjmie postac:
d*e L2 dp  p
drz " rdr ¢

Podstawiajac Z—f = f(r), otrzymamy réwnanie(*):

d 2

_f + - f —_ — B

dr r €
Jest to rOwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne. Rozwigzanie ogdlne rownania
jednorodnego otrzymali$§my w punkcie 1). Uzmienniajac stala, uzyskamy:

c(r)
-r2

fr) =
stad:
Cc'(r) B 2C(r)

r2 r3

fr) =
Podstawiajac do rownania(*), otrzymamy:

2
T

'y =-2
&
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czyli:
3
pr
c(r)=——
(r) 3%
ostatecznie:
2
pre C3
Pa(1) = e "7 TG

Poniewaz dla r = 0 potencjat bytby nieokreslony, wigc C3 = 0, czyli:

»=-""rc
$21r) = 6 4
Uwzgledniajac warunki brzegowe istnienia potencjatu, czyli:
{ @1 (R) = ¢,(R)
»1'(R) = ¢;'(R)

otrzymamy:
_PR®
T e
pR?
+73e

skad ostatecznie:

%(3R2 —72) dlar<R

(p(r) = pVR3

p- dla r >R

Zadanie 10. Znalez¢ wektor indukcji Di potencjat:
a) metalowej powierzchni sferycznej o promieniu R, naladowanej tadunkiem @
z rownomiernie rozlozong gestoscia powierzchniowa pg (umieszczonej w prozni)

Rozwigzanie:

1) dlar <R: D=0, gdyz kula metalowa jest przewodnikiem
2) dlar > R:

Rys. 6.16. Natadowana kula (z uwzglgdnieniem powierzchni Gaussa)
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Ze wzgledu na symetri¢ i z prawa Gaussa otrzymamy:

4mr? D, = 4mR?pg

wigc:
RZ
D, = Ps :
r
Natezenie pola:
L, D
E=—
€o
dlatego:
0 dla r <R
= R?
E@) ,05_2 dlar > R
&oT
Potencjat:
o =- f E(r)dr
wiec dlar < R:
P (r) =,

Dlar > R:
psR? [dr  psR?
& 2 g

P2(r) = — +C,

Uwzgledniajac warunek ciagtosci potencjatu na powierzchni kuli, czyli:

»1(R) = @,(R)

mamy:
R
Cl = p:: CZ = 0
0
(ps R
p: dla r <R
0 =1 R
s dla r >R
& T

b) kuli metalowej o promieniu R natadowanej tadunkiem Q i umieszczonej w powietrzu
(Ew =1)

Rozwigzanie:
Wykorzystujac obliczenia z punktu a) dla Q = p; |S|, czyli p; = Ig_l = #,
otrzymujemy:
0 dlar<R
Er)y=1{ @Q
W dla r >R
% dla r <R
o) =170

— dl >R
4nr ar
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Zadanie 11. Kondensator kulisty sktada si¢ z dwoch koncentrycznych oktadek
o promieniach a i1 b. Przestrzen migdzy oktadkami jest wypetniona dielektrykiem
o przenikalnosci dielektrycznej €. Znalez¢ pojemnos¢ kondensatora.

Rozwigzanie:
1) dar<a: E=0
2) dlaa <r<b:

Rys. 6.17. Tlustracja do wyznaczania indukcji D dla kuli otoczonej sfera

Ze wzgledu na symetri¢ i z prawa Gaussa otrzymamy:

4mr?D, = Q
stad:
Q@
T 4mr?
Poniewaz:
D =¢E
to:
_Q
" 4mer?
I ostatecznie:
_Q
" 4mer?
Roznica potencjatow:
; Q Q (/1 1
0=~ | e tr=1(7)
a
Pojemnos¢ kondensatora:
4meab

b—a
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Zadanie 12. Znalez¢ wektor nat¢zenia pola oraz potencjat kuli o promieniu R, natadowanej
rownomiernie fadunkiem @, (z gestoscia py) 1 otoczonej wspotsrodkowa cienka
powierzchnig kulista o promieniu R, 1 fadunku Q, (z gestoscia ps).

Rozwigzanie:
Pole wewnatrz natladowanego ciata jest rowne zeru, a na zewnatrz — sumie tadunkow, przy
czym wektor natezenia jest skierowany do $rodka obu kul.
Z zadania 11 wynika, ze:
( Odlar <R,

Qi
E: W €, dla T'E(Rl; RZ)

01 +0Q;,
dmegr? e-dla r >R,
Stad potencjat:
o==[Fodl
L
bedzie rowny:
R3 )
Q1 1 J’Q1+Qz 1 0, Q@
= dr + dr = —+ =
¢ 41e r? r 41e, r? ’ 4me, (Rl Rz)
Ry Ry

Zadanie 13. W kuli dielektrycznej o promieniu R z fadunkiem roztozonym rownomiernie
z gestoscia py umieszczono wzdtuz $rednicy ni¢ metalowa o tadunku liniowym o gestosci
p1- Znalez¢ strumien wektora D wyplywajacy z kuli.

Rozwigzanie:
Calkowity strumien pochodzacy od wszystkich ladunkéw jest réwny sumie
strumieni od poszczegdlnych ladunkow.

Wobec tego: @ = Oy + Ppigi
Z twierdzenia Gaussa:

4
Oyuti = fff pydV = plel = §7TR3pV
14

Dpici = prdL =PL f dL = 2Rp,
L L
wigc:

4
q) = §7TR3pV + 2RpL

Zadanie 14. Na osi walca dielektrycznego o promieniu R i dlugosci [ (natadowanego
fadunkiem Q z gegstoscia py) znajduje si¢ ni¢ metalowa o tej samej dlugosci, naladowana

rownomiernie tadunkiem liniowym (o gestosci p;). Znalez¢ strumien wektora D
wyplywajacy z walca na jednostke dtugosci.

Rozwigzanie:
Podobnie jak w zadaniu poprzednim, strumien:

O = Dyicq + Duici = T[T'leV +p.!
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Zadanie 15. Znalez¢ strumien indukcji pola elektrostatycznego przez powierzchni¢ stozka

— [»2 2
{Z =vX h+ y , jezeli kula wpisana w ten stozek posiada fadunek objetosciowy py .
7Z =

Rys. 6.18. Obliczanie strumienia indukcji przez powierzchni¢ stozka z wpisang natadowana kula

Rozwigzanie:

Zgodnie z prawem Gaussa:
Oy = f f Fods=2
£
s

gdzie Q to catkowity fadunek w obszarze ograniczonym przez powierzchnie S.

stad:
- R 4
o) = J-fD odS = ﬁ-f pvaV = py Vil =§7TR3,DV
S v

Zadanie 16. W stozku z — 6 = \/x2 + y2 znajduje sic kula dielektryczna x? + y? +
+(z—2)* = 4.

Znalez¢ strumien indukcji D wyplywajacy:
a) ze stozka (jesli stozek i kula sg natadowane tadunkiem o gestosci py),
b) z kuli natadowanej tadunkiem o gestosci py,.
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Rys. 6.19. Tlustracja do wyznaczania strumienia indukcji natladowanej kuli wpisanej w stozek

Rozwigzanie:
a) Poniewaz w dielektryku div D= p, wiec zgodnie z twierdzeniem Gaussa:
Oy = fff pvdV = py|V| = 36mpy
4
b)

4 . 32
v

6.5. Zadania z magnetostatyki

Zadanie 1. Znalez¢ rozklad indukcji magnetycznej wewnatrz i na zewnatrz dhlugiego,
prostoliniowego przewodnika o przekroju kotowym i promieniu a, przez ktéry ptynie prad

staly I. Znalez¢ cyrkulacje wektora B po dowolnym okregu otaczajacym przewodnik:
Rozwigzanie:
Linie pola magnetycznego sa koncentrycznymi okrg¢gami potozonymi w plaszczyznie
prostopadtej do przewodu:
1) Zprawa Ampere’a:

§ 5 odl =l

L

gdzie I, to catkowity prad otoczony konturem Ampere’a.
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Dlar > a:

/)

Rys. 6.20. Ilustracja do wyznaczania indukcji pola magnetycznego przewodnika kotowego
(z konturem Ampere’a zaznaczonym kolorem czerwonym)

Ze wzgledu na symetri¢ linii pola:

fBr dL =B, f dL = B,|L| = 2rrB, = p,l
L L

stad:
Mol
B =-—
T 2mr
= Mol
B=-2
2mr °0

wiec cyrkulacja:

2n

21
~ o ol [é . . S ol
fB odL = —f T'po (dré, + rdeé, + dzé,) = ZJ- do = pol
i 0

L
2) Dlar < a:

Rys. 6.21. Obliczanie indukcji pola magnetycznego przewodnika kotowego
(z uwzglednieniem konturu Ampere’a)

W tym przypadku kontur Ampere’a nie obejmuje calego pradu I, wigc korzystamy
z twierdzenia Stokesa:

jﬁﬁodzzﬂmtﬁodfz ﬂuojodf
S S

L
gdzie S to powierzchnia, ktorej brzegiem jest linia L.
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Poniewaz:
N
J= IS| ~ ma?
oraz:
f BodL = f B,dL
L L
wigc:
Kol
[ maw = ] as
L S
Uolmr
B, 2nr = "
stad:
_ Holr
T T 2ma?

2

I
Cyrkulacja = #(;2
Po linii zamknietej L nieotaczajacej przewodnika cyrkulacja jest rOwna zeru.

Zadanie 2. Znalez¢ indukcje pola magnetycznego zwoju kotowego o promieniu R
z pradem [:

a) w punktach potozonych na osi symetrii przewodnika (0$ Oz),

b) w punkcie 0(0,0,0).

dg, dB

Rys. 6.22. Tlustracja do wyznaczania natgzenia pola magnetycznego B pradu kotowego

Rozwigzanie:
a) Zgodnie z prawem Biota-Savarta:



80

Rozdziat 6

_,_Iy(dix?)
R

gdzie: dL — wektor styczny do elementu dL przewodu, przez ktory plynie prad I;
7 — wektor faczacy dL z punktem obserwacji P (rys. 6.23).

P

Rys. 6.23. Interpretacja geometryczna prawa Biota-Savarta

Poniewaz dlugo$¢ wektora dL x # jest réwna:
|dz X 17| = rdL sin <(dz, 17)

zatem prawo Biota-Savarta mozna zapisa¢ w postaci:

iB = TudL sina
. . T 4mr?
gdzie ¢ = <(dL,r) =5
Stad:
TudL
dB =
4rr?

Z definicji illoczynu wektorowego wynika, ze dB 17 (rys. 6.22), wobec tego:

dB, = dBcosf
Poniewaz:
cosf = =
wiec:
TuRdL
dB, = ——
Z 4mr3

gdzie r = Vz? 4+ R? (rys. 6.22).
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IuR IuR IuR?
B, = 3 f dL = s 21R = .
4m(Vz% + R?) 4r(Vz% + R?) 2(Vz2 + R?)

b) W s$rodku obwodu kotowego z =0, wiec korzystajac z wyniku uzyskanego
w podpunkcie a):
_lu

" 2R

Zadanie 3. Przez dlugi przewo6d w ksztalcie prostokata ptynie prad staty I. Znalez¢ wektor

indukcji magnetycznej w srodku prostokata.

B

Rozwigzanie:
Zatézmy, ze prostokat w ukladzie Oxyz jest potozony zgodnie z rysunkiem:

-
B

X

Rys. 6.24. Tlustracja do wyznaczania pola B prostokatnego przewodu z pradem
a
4=(0:5:0)  B=(0:50)

P—(Oab> jap| =2
7272 T2
L

dL = [0;dy; 0]
= 0; -V
4 [ Vi
€y éy €,
- 3 0 d 0 -
dL X7 = . Y b —Edyex
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Z prawa Biota-Savarta wynika, ze indukcja magnetyczna po odcinku OA (o dlugosci %):

|

NI

_ ula
2mbVa? + b?

"= iz
bZ
2 -

Stad po caltym boku o dtugosci a:

bZ

a

2 b [
mf 5 dy Iubl4 y
41

0

b2
2+_
y zl

ula
nbVaZ + b2
Analogicznie rozumujac, po boku o dtugosci b otrzymamy:
ulb
nava? + b?
Uwzgledniajac przeptyw pradu po catym obwodzie prostokata, otrzymamy ostatecznie:
o (Za 2b>__2u1v5f1757

= +
v a? + b2 b a mab

B, =

Bb=

Przy czym:

B = Bé,
Zadanie 4. Przez dhugi kabel koncentryczny z cienko$ciennym ekranem wewnatrz zyty
o promieniu a (o przekroju kotowym) ptynie prad I i wraca po powierzchni ekranu
opromieniu b (b < a). Znalez¢é rozktad natezenia pola magnetycznego (i indukcji
magnetycznej) w kablu oraz strumien przeplywajacy przez wnetrze kabla na jednostke
dtugosci.

X

Rys. 6.25. Tlustracja do wyznaczania natezenia pola magnetycznego kabla koncentrycznego z pradem
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Rozwigzanie:
1) Dlar < a:

Rys. 6.26. Przekrdj poprzeczny drutu (z uwzglednieniem konturu Ampere’a)

Ze wzgledu na symetri¢ walcowa mozemy zastosowac prawo przeptywu:

§ﬁ0d2=ffod§=zc
L S

HlLl = 1S = o)
" |54 1
gdzie: |S| — pole powierzchni ograniczonej linia L; |S;| — pole powierzchni, przez ktorg
przeptywa prad I.

Stad:
Inr?  Ir?
H.2nr = e
_ Ir
" 2ma?
2) Dlar € (a,b):
H.2nr =1 stad: H, = #
Poniewaz B = Uo H , Wigc:
= Mol |
B =——
2mr 9

3) Dlar > b:
H =0,gdyz I = Lyewn — Lewn =0

Strumien wektora B przez wngtrze kabla o dtugosci [ na mocy definicji jest rowny:

@Bzﬂﬁocﬁ
S

Poniewaz we wspotrzednych walcowych:

dS = rddzé, + drdzé, + rdrdeé,
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wigc:

l b
Ko uoll b
(DB—fJ-—deZ—f fz— lna
0 a

Zadanie 5. Znalez¢ rozktad nat¢zenia pola magnetycznego w dtugim kablu w ksztalcie rury
0 promieniu wewnetrznym a i zewngtrznym b, w ktéorym ptynie prad staly 1.

X

Rys. 6.27. Tlustracja do wyznaczania pola magnetycznego rury z pradem

Rozwigzanie:
1) Dlar < a:

H = 0, gdyz brak jest przeptywu pradu (wydrazenie)
2) Dlaa<r<b:

Rys. 6.28. Przekrdj poprzeczny rury (z uwzglednieniem konturu Ampere’a)
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&5

Zgodnie z prawem przeplywu:

H.2nr = J(nr? — ma?)

I
/= w(b2—a?)
(gdyz linia L obejmuje czeg$¢ pradu)
wiec:
I(r? — a?
g o= 10—
2nr(b?—a?)
3) Dlar > b:

Rys. 6.29. Przekrdj poprzeczny rury (z uwzglednieniem konturu Ampere’a)

H.2nr =1
(gdyz linia L obejmuje caty prad)
stad: H, = L
2nr

Zadanie 6. Wykaza¢, ze indukcja pola magnetycznego wewnatrz jednorodnie natadowanej
sfery o promieniu R = 1, obracajacej si¢ wokot osi Oz ze stata predkoscia katowa w, jest

roéwna:
§ _ #OQO‘) -
. . 67-[ ‘
wiedzac, ze potencjat wektorowy:
> M@
A=—(wx
12n ( )
Rozwigzanie:
Poniewaz:
éx €y €
GXT=]|0 0 o|=-ywé +xwé,
x y z
wiec:
rot (B X 7) = 2wé, Ezrotﬁzwéz

6T
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Zadanie 7. Prad staty I plynacy przez nieskonczony, prostoliniowy przewodnik walcowy
o promieniu R i osi pokrywajacej si¢ z osig Oz wytwarza pole magnetyczne H.

a) Podac rozktad tego pola, jezeli prad ptynie rownomiernie w catym przewodniku.

b) Podac rozktad tego pola, jezeli prad ptynie tylko po powierzchni przewodnika.

c) Znalez¢ potencjat wektorowy, jezeli prad ptynie rownomiernie w catym przewodniku.

X

Rys. 6.30. Ilustracja do wyznaczania pola H przewodnika walcowego z pradem

Rozwigzanie:

a)
1) Dlar < R:

Rys. 6.31. Przekroj poprzeczny walca (z uwzglednieniem konturu Ampere’a)

Z twierdzenia Stokesa:

fﬁodzzﬂmtﬁodﬁzﬂfods*
S S

L
H2nr = Jnr?
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Zadania
stad:
r]
H=—=
2
Poniewaz:
_ I _ I
J S| mR?
wiec:
_ Ir
"~ 2mR?
2) Dlar > R:

Rys. 6.32. Przekroj poprzeczny walca (z uwzglednieniem konturu Ampere’a)

H2nr = JmR?
stad:
R? I
p_ 1
. . 2r  2mr
ale: B = ugH
wigc:
Holr
E’ B Weq, dlar <R
B M—olé dlar >R
2nr ¢

b) Jezeli prad ptynie tylko po powierzchni walca, to pole dla r > R jest identyczne jak
w punkcie a), podpunkt 2), natomiast dlar < R H = 0, gdyz linia L nie obejmuje pradu /.
¢) Poniewaz rot A=F we wspotrzednych walcowych ma postac:

-

- -
€ €, €

d d
rotA=|— — —
or Jd¢ 0z
A, TA, A,
oraz:
A, =4,=0
wigc:
04, , 04,
rotA—a(p e — 5 o
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Ponadto:
B =B(r)é,
stad:
Holr
_%_ mR? dlar <R
- I
or Hol dlar > R
2nr
Po scatkowaniu otrzymamy:
tol (72
—E(E) +C,dlar <R

4. = ol
——Inr+C,dlar >R
2

Z ciagtosci potencjatu (dla r = R) wynika, Ze obierajac np. C; = 0:

Mol pol

=————InR

2 4t 2m "
wigc ostatecznie:
Bol (7?
—E (E) dlar <R
e Mol | T _Hol iar s R

2 "R am ©4T

6.6. Zadania z elektromagnetyzmu

Zadanie 1. Wyprowadzi¢ réwnania falowe dla fal elektromagnetycznych w proézni, czyli
roOwnania postaci:

L 10%E)
AE = 5—
. 10%*B
B= %)

gdzie C = \/% jest predkoscia rozchodzenia sig¢ fal elektromagnetycznych w prozni.
0 <0

Rozwigzanie:
Z rownan Maxwella mamy:
divE=0 divE =0
L, 0B " OE
rotE=—E rotB=u080¥
Poniewaz:
1) rot (rot E) =V x (VXE)=V(VoE)— (VX V)E = grad (div E) — AE = —AE
aB a = a o 9%E
2) rot (=57) = =5 (rot B) = = 7 (oo 3r) = —Hoto 52

wigc z rownan 1) i 2) otrzymujemy roéwnanie falowe pola E:
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&9

—

- 0*E
AE= pog otz
Podobnie:
rot (rot E) = grad (div §) —AB = —-AB
oraz:

E 0, d ( 0B 92B
ot | fogo 5" Z#ofoa(mtE)zliofoﬂ o0 )T T Hefogz

stad rdwnanie falowe pola B:

- 2% B
AB:#OSOF

Uwaga

Nie kazde rozwigzanie rownan falowych spelia automatycznie rownania Maxwella.

Zadanie 2. Plaska ramka o powierzchni S =znajduje si¢ w jednorodnym polu

magnetycznym. W chwili poczatkowej ramka jest polozona prostopadle do linii pola.

a) Znalez¢ strumien magnetyczny przenikajacy ramke, jezeli:

B = B = const

—

n B

Rys. 6.33. Potozenie wektora normalnego i wektora indukcji magnetycznej B

Rozwigzanie:

Strumien indukcji magnetycznej przechodzacy przez powierzchnig S jest rowny:

c1>0=ff§od§=ﬂBéBoéndszBﬂdszBs
S S S

gdzie S to pole powierzchni ograniczonej ramka.

b) Znalez¢ sile elektromotoryczng zaindukowana w ramce, jezeli ramka obraca si¢

jednostajnie z predkoscia katowa w wokot osi symetrii, prostopadiej do linii pola:
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Rys. 6.34. Obrot ramki wokot osi symetrii

Rozwigzanie:

> >

n B
Rys. 6.35. Kat migdzy wektorami 7 oraz B po obrocie ramki
8goé, =cosa
stad:
d = ﬁ-B(éB 0 &,)dS = BffBléBllénI cosadS = J-chosadS = B|S|cosa
S S s

Poniewaz a = wt, wigc:
® = BS cos wt = O, cos wt
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¢)

d)

Na mocy prawa Faradaya sita elektromotoryczna zaindukowana w ramce jest rowna
predkosci zmian strumienia magnetycznego, czyli:

e(t) = T BSw sin wt = ®yw sin wt

Najwigksza wartos¢ SEM (dla wt = g + 2km) wynosi:
en(t) = wd,

warto$¢ skuteczna eg (t) dla wt = %+ 2km wynosi zas:

V2
eq(t) = - wdy

Obliczy¢ site elektromotoryczng zaindukowang w ramce, jezeli pole B jest zmienne
(zalezne od czasu), np. B = Byéj sin wt.

Rozwigzanie:
poniewaz:
do
e(t) = It
oraz:
@ = B,S sin wt cos wt
wiec:

d
e(t) = — T [B,S sin wt cos wt] = —wBS cos 2wt

Obliczy¢ e(¢) zaindukowana w ramce, jezeli w chwili t = 0 ramka tworzy z prosta [ kat
a (rys. 6.36) 1 wiruje z predkoscig n obrotdow w jednostce czasu, czyli w chwili t = 0
tworzy kat wt + a (gdzie w = 2mn).
Rozwigzanie:

® = BS cos(wt + a)

e(t) = BSw sin(wt + a)

Rys. 6.36. ITlustracja do wyznaczania strumienia magnetycznego przenikajacego ramke nachylong

do poziomu pod katem «
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Uwaga

Sita elektromotoryczna zaindukowana w ramce jest niezalezna od potozenia osi obrotu,
ktéra moze by¢ np. symetralna ramki, jeden z bokow lub prosta réwnolegta do boku, pod
warunkiem jednak, ze o$ obrotu jest prostopadia do linii pola. SEM jest zaindukowana
w bokach, ktore podczas obrotu przecinaja linie pola.

Zadanie 3. Ramka o z zwojach i powierzchni S wiruje z predkoscia katowa w w zmiennym
polu magnetycznym o indukcji B = By, sin ft. Znalez¢ SEM zaindukowang w ramce.

Rozwigzanie:

Z zadania 2 wynika, ze ® = BS cos a, czyli ® = B,S cos a sin fft. Sita elektromotoryczna
jest rowna sumie SEM rotacji i SEM transformacji. SEM transformacji jest wywolana
zmiang strumienia magnetycznego przeptywajacego przez nieruchoma ramke i wynika ze
zmian czasowych pola:

do )
SEM; = —z—— = —zByf cos a sin St

dt
SEM rotacji wynika z obrotu ramki w polu magnetycznym (przy czym a = wt):
SEM,.,; = dbda B, S sin wt sin Bt
rot = TZ o= ZwB,S sin wt sin B

Ostatecznie:
e(t) = —zByS[p cos wt cos ft — w sin wt sin Bt]

Zadanie 4. W odleglosci x, od dlugiego przewodu z pradem I znajduje si¢ prostokatna
ramka (rysunek 6.37).

P % Xo Xotb

Rys. 6.37. Ilustracja do wyznaczania pola B prostokatnej ramki
Znalez¢:
a) strumien magnetyczny przenikajacy ramke, jezeli prad [ jest staty

Rozwigzanie:
Wokoét przewodu z pradem w punktach odlegtych o r od przewodu pole B ma postac:
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- ul
B=-—
2mr 00

Poniewaz we wspotrzednych walcowych:

dS = rdpdzé, + drdzé, + rdrdgé,
wiec:

-

L ooul
BodS =—-—drdz
2nr
stad:

a Xo+b

I dr la xo+b
CD:.“J'dZJ' M 0
2n
Xo

= 1
T 2 n X
0
b) SEM zaindukowana w ramce, jezeli ramka porusza si¢ z predkoscia liniowa v
w kierunku O,

Rozwigzanie:
W chwili t = 0 ramka jest odlegta od przewodu o x,, w t # 0 odleglos¢ wynosi x = x, + vt.
W punktach odlegtych o x od przewodu pole magnetyczne ma postac:

- ul
B=—
2mx
I metoda
a Xo+b+vt
I la xqo+b+vt
CI>=de f #—dx=#—ln0—
2mx 2 Xo + vt
0 Xotvt
stad:
wlad | xq+b+vt
SEM = ———[ln— =
2m dt Xo + vt
B ulabv
" 2m(xy + vt) (xg + b + vt)
1l metoda

Zgodnie ze wzorem Lorentza:

SEM=—f(ﬁx§)odZ=—vadL
gdyz: ' ’
(3 x B) o dL = |# x B||dL| cos «(¥ x B,dL) =

= |§||ﬁ|dL sin <(§, 17) cos <I(17 x B, dZ) = BvdL
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=
X
A

g
~

Rys. 6.38. Ilustracja do wyznaczania SEM zaindukowanej w ramce (ze wzoru Lorentza)

Calki po L, i L, sg rowne zeru, gdyz boki L, i L, sa prostopadie do wektora ¥ X B.
X =xy+ vt

Z=T1
dL =dt
(x=x9+b+vt
Ly:{ ot
v d I
v T va
vadL=M—f = s
2m ) xo+ vt 2m(x, + vt)
Ly 0
wi d I
v T —ulva
vadL=M—f = s
2w ) xg+b+vt 2m(xy+ b+ vt)

L3 a

ulabv
21t (xy + vt)(xg + b + vi)

SEM = — vadL+vadL =

Ly L3
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Zadanie 5. Ramka w ksztalcie trojkata znajduje si¢ w odleglosci x, od dhugiego przewodu
z pradem I (jak na rys. 6.39) i lezy w ptaszczyznie przewodu.

Y4

<V

Xo b Xotb

@y |/

Rys. 6.39. Ilustracja do wyznaczania pola B trojkatnej ramki

Znalez¢:

a) strumien przenikajacy ramke, jezeli prad jest staly, a ramka si¢ nie obraca

Rozwigzanie:
W punktach odlegtych o x od przewodu pole magnetyczne ma postac:
_u
T 2mx
- 5 ooul
BodS =-—dxdz
2mx

Poniewaz powierzchni¢ S mozna przedstawi¢ w postaci:

S.{Z=_%(x_x0_b)

y=0
wiec:
xo+b —%(x—xo—b) xo+b
ul dx ula Xo+b—x ula Xo+b
o =— — =— —dx = — b)1 -b
21 X J- d 21h X x 21h (o +b)In X
X0 0 X0

b) indukcyjnos¢ wzajemng miedzy ramka a przewodem

Rozwigzanie:
Poniewaz:
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gdzie strumien skojarzony:
Y=0
stad na mocy podpunktu a):

+b
Ha (xo +b) In %o

= 2mb P

Zadanie 6. Ramka z poprzedniego zadania porusza si¢ z predkoscia v w kierunku osi Ox,.
Znalez¢ SEM zaindukowang w ramce o z zwojach na skutek zmian pradu I = [, sin wt.

Rozwigzanie:
Strumien:
lyza Xo+b
= #erb [(x0 +b)In=> - b] sin wt
SEM jest suma SEM transformacji i SEM translacji:
lyza Xo+b
SEM; = % [(x0 +b)In Oxo - b] w cos wt

Uwzgledniajac, ze x, = vt, SEM translacji (przesunigcia):

Ao dx,  ul +b
SEM, = — o — 0 B2y D0

sin wt
dx, dv 2w \x, X )

ostatecznie:
e(t) = SEMy + SEM,

Zadanie 7. Znalez¢ indukcyjno$¢ wlasng cewki toroidalnej o n zwojach (przez ktore ptynie
prad staty) o promieniu wewnetrznym a, zewnetrznym b i wysokosci h.

) Z

Rys. 6.40. Ilustracja do wyznaczania strumienia skojarzonego cewki toroidalnej
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Rozwigzanie:

Prad na powierzchniach gornej i dolnej cewki ptynie wzdtuz promienia, a na wewnetrznej
izewngtrznej powierzchni bocznej plynie potudnikowo. Wektor indukcji pola
magnetycznego lezy w plaszczyznie prostopadiej do przeptywu pradu (linie pola sa
okregami o srodkach lezacych na osi przewodu tworzacego zwoj), jego kierunek wyznacza
za$ reguta korkociagu.

Zgodnie z wcze$niejszymi rozwazaniami prad I plynacy w pojedynczym zwoju wytwarza
pole B wyznaczone z prawa przepltywu:
B2mr = ul dlar € {a, b)
stad:
_u
2nr

U = Uolty, gdzie u, jest wspotczynnikiem przenikalnosci magnetycznej rdzenia cewki.
Uwzgledniajac fakt przeptywu pradu przez n zwojow:

B =1{2nr

uln
=B {— €, wewnatrz cewki
0 na zewnatrz cewki

Strumien indukcji przenikajacy przez jeden zwoj:

h b
In In 1 In_ b
o= ff”—drdz e dzf—dr =22
2 T 2 a
0 a
Strumien sprzgzony P = n®, wigc indukcyjnos¢ wiasna cewki:
Y un’h_ b
L=—= In—
I~ 2r 'a

Zadanie 8. Znalez¢ indukcyjno$¢ wzajemna cewki toroidalnej o n zwojow z prostoliniowym
przewodem z pradem [ przechodzacym przez o§ cewki.

I
" \//
—

Rys. 6.41. Tlustracja do wyznaczania strumienia skojarzonego cewki toroidalnej
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Rozwigzanie:

Pole B na zewnatrz prostoliniowego przewodu ma postac:
o,

5=l
2mr ¢

Strumien przenikajacy cewke (na mocy poprzedniego zadania):

ulhn b
o = In—
2n a

Strumien sprzgzony:
Y =nd
stad indukcyjno$¢ wzajemna:
n*h b
M= f K In—

I 21 a

Zadanie 9. Ramka o n zwojach i ksztalcie jak na rys. 6.42 znajduje si¢ w odleglosci x, od
dlugiego przewodnika z pradem I. Znalez¢:

a) strumien przenikajacy ramke,

b) indukcyjnos¢ wzajemng ramki i przewodu z pradem.

z

< e~ Xo Xoft h

Rys. 6.42. Tlustracja do wyznaczania strumienia magnetycznego ramki trojkatnej

Rozwigzanie:
a)
1 metoda
Strumien magnetyczny przenikajacy przez elementarng powierzchni¢ dS jest rowny:
d® = BdS
Poniewaz:

2
dsS = —(x — xy)dx
\/5( 0)
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oraz wokot przewodnika z pradem pole B jest rowne:

_ M
© 2mx
wiec:
x0+aT3 a 3
ul X — X, ul |av3 Xot——
O =— f dx = — X In———
I x /3| 2 Xo
X0
1l metoda
Obszar D jest dany rownaniem:
X — xO
Z =
b j 7
y=0
stad:
a
= A
Xo+h 3 Xo+h av3
ul dx ul X — X ul |av3 Yo+
d>=—f—fdz=—f = XoIn
2 T X mV/3| 2 0
Xo x—% X0
V3
b)
Y =nd
stad:
av3
un |av3 Xt
=——|——xIn
/3| 2 Xo
Zadanie 10. Uzasadni¢ stuszno$¢ rownania cigglo$ci przeptywu pradu div f = — {%V.

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Gaussa wynika, ze catkowity prad wyplywajacy z powierzchni zamknigtej S
otaczajacej obszar V jest rowny:

I=_gfod§=fvﬂdivde

Prad 7 jest rowny predkosci wyptywu fadunku py, z obszaru V, czyli:

dpy
=%
stad:
0 dpy A
ai\ [l e )= ] T = ] avsav
|4 14 |4
wiec:
S ad
div] = _Zbv

ot
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Zadanie 11. Pragd zmienny I(t) = Iycoswt ptynie wzdtuz dlugiego, prostoliniowego
przewodnika i zawraca po powierzchni wspotosiowego walca o promieniu a. Znalez¢
catkowity prad przesunigcia.

Rys. 6.43. Tlustracja do wyznaczania pradu przesunigcia w przewodniku walcowym

Rozwigzanie:
Poniewaz prad zawraca po powierzchni walca, wigc pole elektromagnetyczne istnieje

wewnatrz walca. Z prawa Ampere’a cyrkulacja wektora B po linii L jest rowna:

fl? odL = 2Bnr = ol = poly cos wt

L
stad:
dlar <a

2nr

Uoly cos wt
B = ;—
Odlar > a

B = -Bé,

Strumiefi wektora B przez powierzchnie:

2T a
- o Uoly coswt L, Molycoswt dr
CDBszBOdSszTede(pdrew :Tf d(prZ
s S 0
a
= Uyl cos wt ln;

Poniewaz:
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wigc:
2T
a
Ef do = pglyw sin wtln;
0
stad:
lyw a
E = Hoo sinwtln;

Gestos¢ pradu przesunigcia:

S dE  eouolyw? a
]p‘rzes =& E = T cos wt ln;
Catkowity prad przesunigcia wewnatrz walca:

2T a a
5 o Eopolyw? a ) a
Lyrzes = ff]p odS = Tf d(pf cos wtr ln;dr = = goUolyw* cos a)tfrln;dr
s 0 0
Obliczajac catke metoda catkowania przez czgsci i uwzgledniajac, ze:
a

limr?ln— =

r-0 T
(na mocy twierdzenia de I’Hospitala) otrzymamy:

a

2

flad =4
anr—4

0

wigc ostatecznie:
gololow?a?
lprzes = Tcos wt

przy czym:

c= =3-108 ™M/

1
v €olo
oznacza predkos¢ swiatta (falowa).

Zadanie 12. Znalez¢ pole elektryczne w punktach na okrggu o promieniu R, indukowane

przez pole magnetyczne B (t) zmienne w czasie t, skierowane prostopadle do powierzchni
ograniczonej okregiem.

Rozwigzanie:
fE’ dL = E2nR = o _ d[ R2B(®)] = RZdB
TR E T T Tac” T
L
dB
E2nR = —mR?* —
dt
. RdB
E=—-—



Zestawienie podstawowych wzorow

l. Elektrostatyka (tadunki sq stacjonarne)

E — nat¢zenie pola elektrycznego

s — potencjal pola E

Q — tadunek (zrédto)

p —  gestos¢ tadunku

D — indukcja pola elektrycznego

D5 —  strumien indukcji

Cg — cyrkulacja pola E

& = ﬁ 107° [%] —  przenikalnos$¢ dielektryczna prozni

& — wzgledna przenikalnos¢ dielektryczna osrodka

Rownania Maxwella dla elektrostatyki

1. Postaé rézniczkowa

W prozni: w dielektryku:
divE = Sﬂ (prawo Gaussa) divD = p
0
rotE =0 rotD =0

2. Postaé catkowa (z twierdzenia Stokesa)

CEszEodZ= frotﬁodfzo
L S

gdzie krzywa L jest brzegiem powierzchni S

¥ = [[Doas=D a=0
S i

(catkowity fadunek swobodny wewnatrz powierzchni S)

Przy czym:

dQ = p,dL (p; — ggstos¢ liniowa)

dQ = psdS (ps — gestosé powierzchniowa)
dQ = pydV (py — gestos¢ objetosciowa)
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3. Potencjat skalarny

Potencjat skalarny ¢ znajdujemy ze zwiazku:

lub z rOwnania Poissona

Twierdzenie Gaussa:
ffﬁod§= ff div EdV
s v

gdzie S jest powierzchnig Gaussa ograniczajaca obszar V

Il. Magnetostatyka

H — wektor natezenia pola magnetycznego

B —  wektor indukcji magnetycznej

) —  strumien magnetyczny

17 — strumien sprzezony (skojarzony)

f — wektor gestosci pradu

A — potencjat wektorowy

Uo = 41077 % — przenikalno$¢ magnetyczna prézni

Uy — wzgledna przenikalno$¢ magnetyczna os$rodka

Rownania Maxwella dla magnetostatyki

1. Postaé rézniczkowa
W prozni: W materii:
divB =0 rotH = fswobodny
(prawo zrodet = prawo Gaussa)
rot B = Uo f

(prawo Ampere’a)
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2. Postaé catkowa

W prozni: W materii:

[ Bodl = uolc [fiedi=1

L L
I — calkowity prad otoczony I — catkowity prad swobodny,
konturem L (Ampere’a) plynacy przez kontur Ampere’a

3. Potencjat wektorowy
divA=0 rotA=8

4. Strumien magnetyczny przez powierzchnie S

¢B=ff§°d§ ¢H=ffﬁ°d§
N

Z twierdzenia Gaussa
®B=1fdw§dV=0
v

przez dowolna powierzchnig
zamknieta S otaczajaca obszar V

5. Réwnania materiatowe

W prozni: W materii:
R

D= SOE D=¢E = go&rE
B = uoH B = uH = pop, H
] =oE (prawo Ohma)

gdzie o to przewodno$¢ elektryczna
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l11. Pola elektrodynamiczne (zmienne w czasie)

Rownania Maxwella

Tablica 1. Posta¢ roézniczkowa

W prézni

W materii

divE=0

tE = 0B
To = 6t

divB=0

-

. 0E
rot B = uy& Fr

-
B

™y

divE = L
€o
(prawo Gaussa)

(prawo Faradaya)

divB=0

. 5 oE
rot B = uof + po&o it
(prawo Ampere’a)
f — gestos¢é pradu przewodzenia

. OF
Jp=¢ ot
— gestos¢ pradu przesunigeia

-

Jp

Wystepuja prady swobodne

i tadunki
divD = p
rotE = —@

at
divB=0

-

ci=j+ 22
ro =] T
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