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r ozdziat i

O HEKTORACH | UKtADACH WSPOERZEDNYCH
8§ 1« POJECIE WEKTORA

1. Wektory i skalary.

Odcinek, w ktérym jeden z koncow przyjeto jako
poczatek, a drugi jako koniec nazywamy o d c i n -
kiem skierowanym lub wektorem?

Wektor, ktoérego poczatkiem jest punkt A, a konce®
punkt S, oznaczamy symbolem 35. Dla oznaczenia wektorow
uzywamy rowniez matych liter z kreska, np, i,

Na rysunku zaznaczany wektor, umieszczajac strzatke
przy koncu wektora* Poczatek wektora nazywany takze
punkiem z aczepienia wektora* Z kazdego
odcinka AB moga powstsé dwa wektory = jeden 35, jezeli
odcinkowi nadamy zwrot od A
do B - drugi BA, jezeli odcin-
kowi nadamy zwrot od B do A.
Punkty zaliczamy rowniez
do wektoréw, ktérych, pocza-
tek pokrywa sie z koncem i na-
zywamy wektorami zerowy -
mi. Wektory zerowe bedziemy
Rys* 1 oznacza¢ cyfra zero*

Dtugos$cia wektora 35 nazywamy diugosé
odcinka AB i oznaczamy ja symbolem 135i*

W fizyce wystepujg wielkos$ci jak np* przesuniecie



(droga), predkos¢, przyspieszenie s sita, ktérych do-
ktadne opisanie wymaga podania nie tyXko wartosci licz»*
bewej (miary), ale i kierunku» WielkosSci takie nazywa-
my wielkos$ciami wektorowymi.
WielkosSci wektorowe przedstawiamy przy pomocy odcinkow
skierowanych& ktére wtedy sa obrazami geometrycznymi
wektorowych wielkos$ci fizycznych i utatwiajg’nam zro-
zumienie pewnych zagadnien,

W fizyce spotykamy rowniez wielkoScig ktére przy
przyjetej jednostce sg w zupetnosci okreSlone jedng
liczba (miarg). Wielkosci te nazywamy w i e | k o § -
ciami skalarnym ipalczby je okresla-
jace - s kalaramio Wielkosciami skalarnymi
sa np© masa, gestos¢, praca, odstep czasu, temperatura.
Nazwa skalar pochodzi stgdB ze wartosé tych wielkosci
mozemy odczyta¢ na skali odpowiedniego przyrzgdu pomia-
rowego.

Kierunek i zwrot wektora.

Wektory niezerowe, ktére lezg na jednej prostej
lub na prostych rownolegtych nazy-

wamy wektorami rownole -
gty mi (wspotlinio-
wymip kolineernymi)

0 wektorach rownolegtych mdéwimy

tezp ze majg te n sam k ie

W ektory “O tym samym kierunku (czyli rbwnolegte)
moga posiada¢ te n sam zwrot lub
ZwWroty -przeciwne » Rozrézniamy wiec po-
jecie kierunku i pojecie zwrotu» Prosta i proste do
niej rownolegte reprezentujag jeden kierunek i dwa zwro-
ty®© "
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X Wektory swobodne i umie:tacowione»

Dwa wektory niezerowe a i F nazywamy r 6 w ny —
ai, jezeli sg rownolegte, sa rownej diugosci i stajg
te sasie zwroty®

Wszystkie wektory zerowe uwazamy za rowne®

W ©kresSleniu rownosci dwoéch wektoréw nie narzuco-
no ich punktom zaczepienia zadnych warunkdéw, wobec te-
go majagc wektor a mozemy go zastgpi¢ innym wektorem F,
uzyskanym przez przesuniecie rownolegte wektora a.

Wektory, ktérych okreslenie rownosci pozwala na
przesuniecie rownolegte w przestrzeni nazywamy wekto-
rami swobodnymi®

W niektdérych rozwazaniach potozenie punktu zacze-
pienia wektora nie bedzie obojetne, potozenie to bedzie
ograniczone np® warunkiem przynaleznosci do pewnego
statego punktu, do pewnej prostej lub pewnej powierz-
chni® W takich wypadkach rozpatrywane wektory bedziemy
nazywa¢ wektorami umiejscowionymi lub
zwigzanymi®

4. Dodawanie wektorow.
Jezeli dane sg dwa wektory a i b, to ich sumg na-
zywamy wektor otrzymany w nastepujacy sposob:
w dowolnym punkcie A jako pun-
kcie zaczepienia kreslimy we-
ktor AB réwny wektorowi a
(rys®3), nastepnie w punkcie B
jako punkcie zaczepienia wektor
T8 rowny wektorowi F® Wektor
Bys* 3 nazywamy sumg wektoréow a i F i
Ooznaczamy przez a + b®
Sume trzech wektoréw a,F,F okreslamy jako sume
wektora a + b i ¢ (rys® 4)®
- Z definicji dodawania dwoch wektoréw i ze sposobu
wyznaczania sunmy trzech wektoréw wynika, ze jezeli ma-



Rysb 4
my dang dowolng skonczong liczbe wektoréw, to ich sume
otrzymujemy kreslac linie tamang w ten sposob, by koniec
pierwszego wektora byt poczatkiem drugiego, koniec dru-
giego poczatkiem trzeciego itdo Sumg wszystkich danych
wektoréw jest wektor, ktérego poczatek znajduje sie w po-
czatku linii tamanej, a koniec w koncu linii tamanej
(rys*, 51 6)0

HyS6 5 Rys* 6
Z kolei wniosek: jezeli linia tamana skonstruowana
W opisany sposob jest linig tamang zamknietg, to su-
ma rozpatrywanych wektoréw jest wektorem zerowym.
Szczegollnym przypadkiem dodawania wektoréw jest

dodawanie wektorow réwnolegtych,. Mianowicie jezeli
dapych jest n wektorow rownolegtych ljp N ***

An,iAn? to konstruujgc ich sume, otrzymamy linie
tamang, ktéorej wszystkie boki nalezg do jednej linii



prostej (ryso7)

*1

Byso 7
Mozeasy wiec powiedzie¢p ze jezeli na prostej masy n
punktéw A”"s Agf«««*Ar>x» An dowolnie uporzadkowanych,
to istnieje zwigzek

f?2+3J?3+ o0o0a'* An-lAn s riAn
Z tatwos$cig mozna udowodnié, ze przy dodawaniu
wektorow stuszne jest prawo przemi enosc.i
CrysbS)
ad4dbsb+ a
i prawo tgcznos$ci (rys*9)
(e-®-b) + cs:a+ (F c )

a

Bys. 8 RySo 9

5¢ Odejmowanie wektorows

Zanim okres$limy odejmowanie wektorow wprowadzimy
najpierw pojecie wektorow przeciwi®cho

Dwa wektory niezerowe nazywamy przeciwnym
mt* Jezeli sg rownolegtej, sg réwnej diugosci i majg
zwroty przeciwne« Przyktadem wektorow przeciwnych sa
wektory AB i 8AS Wektor przeciwny do A8 oznaczamy tez
przez - 15«
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Réznice wekto-
row a i b okreSlamy
Jako sume wektora a i we-
ktora przeciwnego do b tj.
wektora -b  (rys »10)e
Ro6znice wektoréw a i b ozna-
czamy przez s - F.

Byso 10

60 Mnozenie wektora przez liczbe.

Jezeli dany jest wektor niezerowy a i liczba rze-
czywista m, to przez ma oznaczamy nowy wektor, ktérego

1° dtugos¢ wynosi Imlal,

2° kierunek jest ten sam co wektora a,

3° zwrot jest ten sam co a, jezeli m > o;

zwrot jest przeciwny do zwrotu a, jezeli mé£ o.

Jezeli m= o lub a jest wektorem zerowym, to wektor
m a jest wektorem zerowym»

Z okreslenia mnozenia wektora przez liczbe wynika,
ze jezeli dany jest zbiér wektorow réwnolegtych a,F,©*..,
to wektory te mozemy przedstawi¢ jako iloczyny odpowie-
dnio dobranego czynnika liczbowego i jednego sposrod
wektoréw danych (rys» 11)o Mianowicie, jezeli dane we-
ktory réwnolegte chcemy wyrazi¢ np« przy pomocy wekto-

ra a w postaci ma,

b = Sa to dla wektoréw o
zwrocie zgodnym ze
la c=/fa zwrotem wektora a

nalezy przyja¢ jako

d ~~Za e*-la czynniki liczbowe

m dtugosci tych we-
Rys«11 ktoré6w, mierzonych
odcinkiem a jako.



jcduostk, ditugosci. Dla wektorobw o zwrocie przeciwnym
do wektora a naleiy przyj,* J,ko czynniki mliczby

przeciwne ich dilugodcio®; dla wektorobw zerowych - liczbe
zeroo \Y
2 definicji mnozenia wektora przez liczbe wynika-

ja natychmiast nastepujgce prawa:
® (na)s (jpn) "
(in +n)a=DiatQa

m((a +F)sma + mF (rysol2)

7» Rozkiad wektora.

Wektorami ko mplanarnymi lub * .
wspotptaszczyznowymi nazywamy wektory réwnolegte do
jednej ptaszczyzny,,

Jezeli wektory sg komplanarne, to przesuniete
rownolegle do wspdélnego punktu zaczepienia znajda sie
w jednej ptaszczyznie,,

Kazde dwa wektory sg zawsze komplanarne,

Wektory, ktére nie sg rownolegte do jednej
ptaszczyzny, nazywamy wektorami niekompla’'-
nar nymi.

Jezeli dane sag trzy wektory niekomplanarne T,

Z9 ' 0 czwarty wektor niezerowy e moze wzgledem wektorow
* zajmowacC jedno z trzech nastepujacych potozen:
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1) nie jest komplanarny z zadng parg ij, fi9IT
(rys® 15 a)

2) jest komplanarny (rownolegty) z jedng parg
Tj, JE, kT (ryso 15 b)

5) jest kolinearny (rownolegty) z jednym z wekto-
row T, 7j It (ryso 15 c)

Rys« 15

1) Niech wektor a bedzie niekostplsnarny z Zzadnag

z ptaszczyzn okreslonych wektorami fj» j*» kio ®ykOze-

my9 ze w tym wypadku istnieje uktad 3 liczb | 9m9 rdz*

nych od zera i to tylko jeden9 ze

a3 lfr i]~ .a | (1)

Cele® przeprowa-
dzenie dowodu
przesuwamy réwno-
legta wektory Tf j,
i i | do wspdlnego
punkt® zaczepienia
0 Crys<>14)o Przez
punkt Ps toznc-przez

koniec wektora as
prowadzimy réwno-



legtg do wektora k i jej punkt przeciecia z ptaszczyzna
wektoréow T J oznaczamy przez Q

Nastepnie przez punkt Q prowadzimy réwnolegtg do we-

ktora J i je] punkt przeciecia z wektorem T lub jego

przedtuzeniem oznaczamy przez B .M
Wektor e jest sumg 3 wektoréw niezarowych QR. RQ

3F.
Mmsy wiec, ze
8s M +E + 7
sektory, na ktdrefeiroztozyt sie wektor a,sg odpowiednio
rownolegte do wektoréw I, J, k i daja sie wobec tego

wyrazi¢ w postaci iT, mjt nk, przy czym czynniki licz-
bowe 1, m9 n sg rézne od zera
Stuszne wiec jest przedstawienie wektora a w post®'
ci (1).
Odwrotnie, kazdy wektor w postaci II"J+nl¢,gdzie
X,®,n sg r6zna od zera, jest wektorem niekomplanarnym
z zadng z ptaszczyzn T, HV
Istotnie, wektor IT-UA,
nic-SU, gdzie punkty
C nalezg do prostych
pokrywajacych sie odpowie-
dnio z wektorami T,J,7
(rys<»15)0 Tworzac sume we-
ktoréw UK] B otrzymamy
wektor OP9 ktory jako prze-
katna réwnolegtoscianu nie
jest kanplanan”r z zadngl

1) Proste przetnie ptaszczyzne bo jes$li jest rowno-
legtg do k, to jest do ptaszczyzny U nierbwnolegtg0

2s Prosta QR przetnie wektor i lufo jego przedtuzenie,
jezeli bowiem jest rownolegta do wektora J, to jest

do wektora T nieréwnolegtac,
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tt jeg® Scian9 a wiec jest niekomplanarny c ptaszczyzna-
ni TJS jk 9 lei®

Uktad 5 wektorow niekoraplanarnyeh T, lc przy
p&mmy ktérych wyraziliSmy wektor a nazywamy ukiadem
wektorow podstawowych lub b a -

zZ g przestrzeni trojwymiarowej®

Wektory GR“ Xi9 RQ ~ mj9W s nE (rys®14), czy-
li skitadniki na ktéore roztozyt sie wektor a9 nazywamy
sktadowymi wektorowymi wektora
a, uporzgdkowang tréjkag liczb I,m 9n-skted© -
wy a.i skalarnymi lub krétko s k ta -
dowymi=*~n lub miaram.i sktadowych wekto-
rowych lub tez wspdétrzedny#! wektora
a w bazie T,J,¥ lub uktadzie wektorow podstawowych
i >3

Dla zaznaczenia ze wektor a ma sktadowe (lub
wspoOtrzedne) X9m9 uzywamy symbolu a { | sm*n}

Nalezy jeszcze wykazac9 ze przedstawieni® wekto-
ra a w postaci Cl) w bazie i j,3»" jest jedyna®

Wykazemy to p6zniej9 uwzgledniajac rowniez dwa na-
stepne wypadki®

2) Niech wektor a bedzie komplanarr® np< z parg wekto-
row | i | 9 ale nie kolinesrny z zadnym z nich®

W tym wypadku po

przesunieciu rownole-

gtym wektoréw T ,3»" i

i d@ wspdblnego punktu

zaczepieni® 0 (rya016)

wektor ¢ znajdzie sie

w ptaszczyZznie wekto-

row f i !, punkt P po-

kryje sie s punktem Q

i wektor Ef staje sie

x) lermirm Issktiedowa* uzywamy wiec w dwéch znaczeniach,
w wypadkach wiec gdy termin ten oznacza¢ bedzie we-
ktor bedziemy wyraznie mowi¢ »sktadowa wektorowa»®
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wektorem zerowym.
W®kior a mozagy wyrazi¢ w poste&i
as |I¥ * mj o . Ic

Mb
as ii + gjJ (2)
Hektor b m& wiec w bazie przestrzeni trojwymiarowej
Ng7»" skiadowe 1 OP® 0?n —09s w bazie prze”
strzeni dwuwymiarowej X, j - skladowe (tab wspdirzedne)
| an, co notujemy symbolem ® £ |19m|o
Kazdy wektor a komplanarpy z wektorami T i J mozemy
wiec zbudowaé¢ w sposéb okreslony zwigzkiem (2) pod
warunkie®P ze wektory | i J jako wektory podstawowe
nie sg kolinearne.
Odwrotnie8 jezeli. X%i sg dowolnymi liczbami ré6z”
s™nsi od sera3 t© wektor iT ¢ «7 jest wektorem komplaosr”
Er& z wektorami i i j i do zadnego g nich nieréwnolegtyme
Bowdd przebiega pod®©”
bole jak w przypadku 1)
z tg r6znicgg ze wektor
W jeat teraz przekatng
rownelegtoboku (rysol?7)
o bokach M i OBO nie
jest wiec kolinearrgr %
Rys® 17 zadnym z bokéw®

3) Niech wektor a bedzie wektorem kolineernym z jedierm

z wektoréw podstswoich np® z wektorem X*

Fo rownolegltym przesunieciu wektorow TSIF t a

do wspdlnego punktu zaczepienia 0 (ryso 18) wektor e
pokryje sie z prosta
do ktérej nalezy wektor
Xg punkty PQ,R po~
kryja sie ze sobg9 we~
ktéry BIP, g$ stajg sie
wektorami zerowymi®
W ektor W mozemy wy«*
Rys” 18 raatios
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1) w bazie | % w postaci
Il siltOoj + 00k Cl# 0)

2) w basie is] tjo w bazie przestrzeni, dmiwymiarowej

W postaci
a" i +0, 3
3) w bazie przestrzeni jednowymiarowej i w postaei
e - i
Wektor i jako baza przestrzeni jednowymiarowej winien

by¢ wektorem ni©zerowymo

Wektor a w tym przypadku ma w uktadzie wektoro6w podsta-
wowych i pj 9 k wspoétrzedne 1# 09m* 09n * 0, co no-
tujemy symbolem a {1909 0} 9w uktadzie wektoré6w 9 podsta-
wowych igj - wspébtrzedne 1f* 09a s 05 co notujea™r sym-
bolem a {19 O} i przy wektorze podstawowy» X - wspétrze-

dna Ig e© oznaczamy symbolem a { |}

WykazaliSmy9 ze w uktadzie wektoro6w podstawowych

igjgk wektor a mozna przedstawi¢ w postaei

I M1 f +sl+nl, CD

gdzie
[2 * m2 > n2> OI"

Nalezy jeszcze wykazac9 ze to przedstawienie wekto-
ra a w bazie i1,X9c jest jedyne t 0zn<», ZzZe nie ma innej
trojki liczb 1%9m%n9 takiej, by rowniez

a~1* X * m9J + E (2)

Przypusémy9 ze oprdcz przedstawienia wektora a
w postaci (1) istnieje jeszcze przedstawienie w posta-
ci (2)9 przy czym nie wszystkie liczby w parach 1 i 1%
1) warunek 1 + m +n >0 wyraza9 ze 19m9n nie

sg jednoczes$nie réwne zeru®
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e i a*, ai n" sarowne t,zn* ze jzachodzi przynajmniej
jedna z nieré6wnosci:
1#P |, ®#at» , n#n> (3)

Z porownania (1) i (2) mamy
i + saj nk = X* 1 + u’] + n’'¥,
a dalej
(1-1*) i + (m-m») 3 + (n-n*) k=0 (4)

Jezeli zachodzg wszystkie trzy nieréwnosci (3), to
dzielgc np* przez 1 - 1* #0 mamyr,

m - ns - n
ir™~ru

Ma podstawie jednak rozwazan poprzednich (w wypadku 2)

zwigzek ten wyraza, ze wektor i jest komplenarny z we-
ktorami j i k, co jest sprzeczne z zatlozeniem,, Zatem
1" 1”5 Oi wobec tego

1= 1»

Dzielac rownos$¢ (4) przez m- m* ¢ O, a nastepnie
przez n - n9#0 dochodzimy rowniez do zwigzkbw sprzecz-
nych z zatozeniem* Zatem m ™m9- Q in -n ?2i®0
czyli
s * i i n = ii*

W przypadkach, gdy spetnione bytyby dwie sposréd
nierownos$ci, a trzecia nie lub tylko jedna, a dwie
pozostate nie, tok rozumowania jest podobny*

Twierdzenie o jednoznacznym sposobie przedstawia-
nia wektora przy pomocy wektor6w podstawowych jest
rowniez stuszne dla przestrzeni dwuwymiarowej na

ptaszczyznie i liniowej (na prostej)«
Jezeli mianowicie wektor a jest komplanarny z
wektorami podstawowymi i i j, to mozna go wyrazié
* postaci
a=11 +m|j

tylko w jeden sposoéb,
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Jezeli wektor a jest kolineerny z wektorem i 9 to
istnieje tylko jedna liczba 1 takas ze
a ~ 1 I«

8« Twierdzenie o sktadowych wektoréwx,

1) Sktadowe (wspo6trzedne) sumy dwoch wektorow
rownaja sie sumie sktadowych (wspoétrzedrrch) tych we-
ktorow «

2) Skitadowe iloczynu wektora przez liczbe réwna-
ja sie iloczynowi skladowych tego wektora przez licz-
be.

Dowody tych twierdzen przeprowadzimy dla przestrze-
ni trojwymiarowej,

1) Wuktadzie wektorow podstawowych T, j ? k daj$e

sa wektory a {I-p m”?, n-J i b fl2, m2, n2J »
Z okresSlenia wspotrzednych wektora wynika

a- 17T +m j-+ n™ Ej
b=12 i + m2j + n" k.

Tworzgc sume wektorow a i bs otrzymujemy

a+b ™MANANT+nmKJI +nx¥ +121 +n2 | n2 TE
co na podstawie poznanych praw (str, 7 ) mozemy napi-
sa¢ w postaci

aebs (14 +12) i ¢ M + m?) j ¢ (n™ >nu) k

Z postaci tej wynika9 ze liczby
n 12f m» m2~ ~1 N 02

sg sktadowymi wektora a + b w bezie TAJJ/E,

2) Jezeli dany jest wektor a (19 m* nj i dowolna
liczba s, to mozemy napisac9 ze
a-IT +mJ+nk
[ s»ss sl i + sij + snk,

skad bezposrednio wynika,, ze liczby
slj aa 9 sn
sg skiadowymi wektora s a*
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Twierdzenia 1) i 2) sa szczego6lnymi przypadkami ogol-
niejszego twierdzenia, mianowicie

Sktadowe kombinacji liniowej wektoréw réwnajag
sie kombinacji liniowej skiadowych tych wektoréw«

Kombinacjg np” liniowa 5 wektorow ap F, ¢ nazy-
wamy wektor w=ra + sb +t F, gdzier, s, t sag
dowolnymi liczbami rzeczywistymi»

Jezeli wiec dane sg wektory

afcl VvV “1} - 2. n2} , ¢{lv v n,} ,

to sktadowymi wektora w sg liczby
r-ix +sil2+t 13,

r +sn +t nb> (5)
r t 8 1iij +t nn,

0 czym tatwo mozna sie przekonaé»
Bezposrednim wnioskiem z tego twierdzenia jest twier-
dzenie;

Skiadowe réznicy dwoch wektoréw réwnajg sie roz-
nicy ich wspoétrzeditych*

8 2« KATY

1# Kat zwykly» katy wektoréw i oai,,

Wiemy z geometrii elementarnej, te dwie rézne pot-
proste Ix i 12* aejgce wspolny poczagtek 0, dzielg
Ptaszczyzne na dwa obszary, z ktorych kazdy nazywa sie
katem (zwyktym) *

Roéwniez, & poiproste i 12, majagce wspolny po-
Cagtek, pokrywajg sie, to tworzg dwa katy, mianowicie
Nt zerowy i kat petny»

Miary katéw powszechnie okres$la sie przy uzyciu
Jednostki stopniowej lub tukowej (w radianach),,
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Miarg lakowag kata peinego jest 2 3T, poipetnego TC ,
garowego ® Zero«

Dwie poétproste o wspolnym poczatku tworzg 2 ka-
ty; jezeli y jest miarg jednego kat©9 to miara dru-
giego wynosi 2ST - < (rys,19)» W kazdym razie miaray

jednego z dwoch
katow utworzonych przez
2 potproste spetnia zaw-
sze nieréwnos¢

04-94
zawsze bowiem jeden z dwoch
katbw miesdci sie w poiptasz-

czyznieo
Rys* 19 K at miedzy
wektorami i osiami«

Kazdy wektor niezerowy okres$la poOitprosta mianowi-
cie pb6iprosta, ktora pokryw© sie z tym wektowrem i posis'
da ten sam poczatek (rys« 20 a}«

1) Jezeli dwa wektory majg wspolny poczatek, to
katem miedzy tymi wektorami nazywamy kat miedzy pot-

4
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prostymi okreSlonymi przez te wektory, ktérego miara
y spetnia nieréwnosc!
04 f 4 R
t,zn* mieszczacy (rys,, 20 b9 c) sie w pdiptaszczyznie 0

2) Jezeli dwa wektory nie majg wspdlnego poczatku,
to katem miedzy tymi wektorami nazywamy kat uzyskaj
przez przesuniecie rownolegte tych wektorow do wspot™
nego punktu zaczepienia (rysQ 20 d)

Pojecie 0Si«

Jezeli dany jest wektor niezerowy i, lezacy na
prostej x9 to wszystkie wektory lezgce na prostej X
majg zwroty zgodne ze zwrotem wektora i lub zwroty
przeciwne.

Jezeli zwrot wektora i przyjmiemy jako dodatni, to
Prostg x z tak okreslonym zwrotem dodatnim nazywamy
0 si g. Mowiagc, ze wektor T okresla o0$, rozumiemy
przez to prostg, kto-
i r® pokryw© sie z we™
X ktorera 1 i posiada je™
go zwrot jalfo zwrot
dodatnio Ma rysunku o$
oznaczamy, umieszczajgc sStrzatke wskazujgcag dodatni
zwrot prostej (rys,, 21).
nazywamy kat miedzy wekto-
rami majacymi kierunek i
zwrot tych osi (rys, 22a)o
4) Katem miedzy wekto-
rem i 0sig nazywamy kat
miedzy ta osig i o0sig
okreslong tym wektorem
(rys« 22 b)O0
Katy powyzej okreslo-
ne nazywamy katami zwykty-
mi lub niezorie a—
t owanymi, krotko ka~-
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tarnio
Kat zwykly jest wyzsaaezony9 jezeli dana jest

wartos¢ eos f 9 rédwnanie bowiem trygonometryczne
cos f s m>

gdy A s A~ 1 posiada tylko jedno rozwigzanie spet-
niajgce warunek
Q\< y Mirr
Katy i ich miary oznaczamy badz literami alfa-

betu greckiego9 badz symbolami postaci $ (a%)s £ (xY),
przy czym litery w nawiasach oznaczajg ramiona kata®
Symbole £ (a%d) i $r(b%)9 jezeli rozwazamy katy niezo-
rientowane s oznaczajg ten sam kat®

2® Kat zorientowany®
Podobnie jak w przypadku odcinka przez wyrdznienie
poczatku i korfica odcinka otrzymaliSmy pojecie wektora
vodcinka zorientowanego) 9 tak réwniez w przypadku kata
przez wyréznienia ramienia poczgtkowego i ramienia kon-
cowego mozemy otrzymac¢ pojecie kata zorientowanego®
Niech bedzie dany kat miedzy wektorami a |l b o
wspolnym poczatku w punkcie 0 (rys*23). Mozemy uwa-
zac9 ze kat ten powstat przez
obrét wektora a dookota pun-
i ktu ® ez do pokrycia sie z
wektorem 5, albo tez, ze pow-
— - stat przez obrét ramienia b

az do pokrycia sie z wektorem
% s» 23 a» W pierwszym przypadku ramie
a (ruchome) uwazamy za poczatkowe9 ramie zas b - za
koncowe i kagt"z tak wyréznionymi ramionami oznaczymy
symbolem” (a%)e Wdrugim przypadku za ramie poczagtkowe
uwazamy b9 za ramie koncowe a i dla oznaczenia tego
kata uzyjemy symbolu £ (b?h>. Katyfe (a”b) i £ (b”a) sa
wiec r6znej, r6zniag sie bowiem porzadkiem ramion, po—
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dobnie jak rozne sg wektory AS i M.

Kat, ktérego jedno z ramion wyrézniono jako po-
czatkowe, a drugie jako koncowe, nazywany kate m
zorientowanym.

Miary kagta zorientowanego.

Kat w nowym ujeciu uwazany za wynik obrotu potpro-
stej na ptaszczyZznie« Chcac méwi¢ o mierze kata zorien-
towanego, musimy ustali¢ kierunek obrotu dodatniego
i ujemnego na ptaszczyznie. Poéiprosta 1 (rys.24> moze
obraca¢ sie na ptaszczyznie
w dwu przeciwnych kierunkach -
zgodnie z obrotem wskazéwek
zegara lub przeciwnie. Jezeli
jeden z tych kierunkéw obrotu
przyjmiemy jako dodatni, a
drugi jako ujemiy, to ptaszczy—
k. Rys# 24 znS z ustalonym dodatnim kierun-
kiem obrotu nazywamy ptaszczyzna Zo -

tent owana. Kierunek dodatni obrotu ptaszczy-
tby zorientowanej zaznaczamy na rysunku tukiem, opa- *
zopym strzatkg wskazujgca kierunek dodatni obiegu.

Po6t 15 Niech bedzie dane Plaszczyzna zorientowana oraz

obrir°Sta 1# JeZeli pdi3prostag 1 wykona jeden peiny
w kierunku dodatnim (rys. 25 a), to katowi temu
ypiszemy miare 2 Jt ,, Jezeli pOiprosta 1 wykona k
nych obrotéw w kierunku dodatnim, to katowi przy-

szemy miare k. 2 JT (rys. 25 b>, jezeli w kierunku

ym, to miara kata wynosi -k. 2JT (rys.25 c).

°baz fc2) NieCh bedzie dana Plaszczyzna zorientowana
kata at wektoraat « i b, ktérego miara jako
zwyktego niedh bedzie liczba f (rys.26).
Uck Mlarag kat® zortentowanego (a”i) jest kazda z
C2° Postaci

> dla k=0, i 1,i 2, (i)



Istotniej kat (ab) mozemy
uwaza¢ jako wynik obrotu
23T a) o _
ramienia a o kat f w kie-
runku dodatnim lub tez
jako wynik obrotu ramie-
nia a sktadajgcego sie z k
peinych obrotow oraz obro-
3.231 b)
tu o kat
Miarami kata ( a b >

bedg liczby dodatni*te 9 ,

-3.231 c) czyli liczby postaci
L 9+2k3t dla k = 0jl1j2j»9.
Kat jednak (a*b) mozemy
rowniez uwaza¢ jako wynik
obrotu ramienia a w kie-
Bys. 25 runku ujemnymo Jezeli przy
obrocie w tym kierunku
ramie a pierwszy raz pokry-
je sie z ramieniem b, to
miarg tego kata jest + N
jezeli ramie a pokryje ra-
mie b za k-tym razem9 to
katowi przypiszemy miare
Rys«» 26 -2 k 3t* f
Miarami kata (a b) przy obrocie ramienia ruchome-
go (poczatkowego) w kierunku ujemnym sg liczby ujemne

-meX * 1 2{-2jr )*<ml!,
czyli liczby postaci
9* 2k % dla ka - |19-2*

Uwzgledniajac miary uzyskane przy obrocie ramienia po-
czatkowego w kierunku dodatnim i w kierunku ujemnym

otrzymamy liczby postaci (1). Kat zorientowany posia-
da wiec nieskonczenie wiele miar dodatnich™i ujemnych
réznigcych sie o catkowitag wielokrotnos¢ liczby 25T .

f+2JT, y+2.2ir,y+3027Tj...

f
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Miare kata (a%) bedziemy oznacza¢ rowniez syabolem
* (ab).
Miarami kata ( ba) sa liczby
- 2 kir dla il 29.000
e wiec liczby przeciwne d© miar kat© (a%)o
Kat zorientowany nie jest Jednoznacznie okreslo-
ny wartoscig cosinusao Spog jezeli

cos <f» -0 (tof s 1 | + 2 kff
2 6

I wobectego cos wyznacza nam dwa katyg jeden o mia-
rach -g- + 2k5l i drugi o miarach - ~ + 2 kbt » jezeli
wiec pierwszy oznaczymy”~rzez 3f U ~lg ), to drugi mozn
“Q oznaczy¢ przez £ (lg, 11)0 Natomiast kat zorientowa-
N jest jednoznacznie okreslony, jezeli dana jest jego
wartos¢ cosinusa i sinusa«* | tak* jezeli cos f ss

asinf =-1]9tof 9- 2~ + 2kiif czyli wtym przypadku,
c’s T i siny okre$laja jednoznacznie jeden sposréd
«Swoch poprzednich katéw mianowicie £ U X \ K
Jezeli na ptaszczyznie zorientowanej ze wspoélne-
gP punktu 0 wyprowadzimy trzy wektory | €9 9 to dowol-
06 miery katow™C (a«jb) 9 & (b0Oc) 9 $. (c%) spetniajg zwiazek
* bi * * + S <e?a) s 2 k51, (2)

Nstotnie j, jezeli wekto-
ry a”b”c zajmujg potozenie
jak na rysu2? i miarami
katow C£,E) 9 (bgc)sCc,8) ja-
ko katow zwyktych sg licz-
by ~ P . gto

£ (Otb)s ctf 2k25T
$(b”c)s ¢ 2k25T

Byso 27 * CCAa)- -f o 2k,J|



Masny wiec
$ (e*b)+ %(bjC>+$ (cha)~ » - |B - 3* ¢ ZCk"+kg+k") % t
ale

rs< - 3 .

wobec tego \
$ (a8) * oCe) + Cc8&) = 2(k-j + kg & k~} 5T
Oznaczajagc sime k-, * + k"9 ktéra jest liczbg catko-

witag przez k9 otrzymamy zwigzek (2)0

Zwigzek (2) mozna uogo6lni¢c na dowolng liczbe we-
ktorow 9 lezgcych w .jednej ptaszczyznie» Jezeli wekto-
ry &l; &29 *9*0®n nalezg do jednej ptaszczyzny zo-
rientowanej9 to
5 (aJ%2)*St(aPe3)+ ... +* (a”™.a "t = 2*31 0O)

Zwigzek ten pod nazwg tw ierd z enie
Ghas1le#'a 1bywa czesto stosowany w postaci

J (Cw»e2N™* N A2 ,s3M + P ¥ ANMFASLIWNN M &M®X»®NN M)

§ % WSPOLRZEDNE PUNKTU

| a Wspoétrzedne punktu na prosteje
Majac dang o$ x wraz z wektorem podstawowym i,
ktorego diugos$¢ réwna sie jednostce diugos$ci9 obiera-
my na niej staty punkt O» Mozemy teras kazdy punkt osi
uwaza¢ jako koniec wektora9 ktérego poczatek znajduje
sie w punkcie O0» A wiec punkt P (rys»28) uwazamy jako
koniec wektora OP]j

.t t-£N t-....-i____ X punkt A - jako koniec
A 0 3 8 p wektora QA itd s
Rys» 28 Wspotrzedng kar-

tezjanskg punktu lub krotko w s p 6tr z e dn g
punktu P nazywamy wspoéirzedng (skiadowag) we-
ktora 9 ktéorego koniec znajduje sie w punkcie P, a po-
czatek w punkcie Gox

x)Czytaj: Szala.
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Punkt P o wspotrzednej x oznaczamy symbolem P (x),,
Jezeli wiec dane sg np.punkty A (-1])9 B(2),C(x )
to oznacza to, ze

OA= - 17T
OB s 2T
W » x0 T

@Xnazywamy 0OsSiag wspotrzednych,
Punkt 0 - poczagtkiem wspobitrze-
dn» c h, wektori -wektorem jedno -
stkowym lub wer sor em.

Punkt 0 dzieli o$ x na dwie potproste. Punkty
Jednej poiprostej majg wspotrzedne dodatnie, drugiej
Pdiprostej - ujemne, punkt 0 ma wspoitrzedna zero»

Wprowadzajagc pojecie wspoOtrzednej punktu na osi,
PrzypisaliSmy kazdemu punktowi prostej x jedng liczbe

eczywistg i odwrotnie, kazdej liczbie rzeczywistej
Jeden punkt osi. Roznym punktom odpowiadajga rézne
spo6trzedne, réznym liczcbom —rdzne punkty«
a
« kltadowa wektora na osi wspoétrzednych.

Niech na osi wspo6trzednych lezy wektor S3,0kres-
°hy wspoétrzednymi punktow A(x1l) i BC?) .Wykazemy, ze
8 tado»a (wspoéirzedna) wektora 15 réwna sie rdéznicy
Wspobitrzednej punktu korncowego x2 i punktu poczatkowe-
go czyli ze

AB  Cup v x> 1 (10)
Dowdd s Niezaleznie od
Atei) B(xa) © uporzadkowania pun-
ktow 0, A, B na osi X
Ot N (rys. 29) many ;
< ¢ jb «
skad
X AB « OB - OA
ale

Hys. 29 QB*x2l, OA«x1l }
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wiec

IB - ~Xi s (xg - x™M) N~

30 Dtugos¢ wektora na osi wspotrzednych.
Jezeli wektor AB Jest dany Jak w zagadnieniu po-
przednim, to jego diugos$¢ wyraza sie wzorem
SABl s Ix2 - (1)

Istotnie, jezeli zwrot wektora AB jest zgodny ze
zwrotem dodatnim osi, to jego wspoOitrzedna jest dodatnia
i robwna sie diugosci wektora, czyli

labS» *2 “ Xx
W przypadku, gdy zwrot wektora AB jest ujemny, to wspot
rzedna jest tez ujemnao Dtugo$é wektora rowna sie licz-
bie przeciwnej do wspétrzednej t*zn,

labS" - (x2 - XI)
W obu wiec przypadkach, niezaleznie od zwrotu wektora AB,
diugos¢ wektora rowna sie bezwzglednej wartosci wspol-
rzednej, czyli ze

i ABl s 172 - x%|

40 Wspbtrzedne punktu na ptaszczyznie*
Miech beda dane na ptaszczyzZnie dwie przecinaja-
ce sie w punkcie 0 osi - 0§ x z wektorem jednostkowym T,
0§ y z wektorem jednostkowym j-oraz dowolny punkt P
(rys*30)*

Kazdy punkt P ptasz-
czyzny mozemy uwazacC za
koniec wektora, ktérego
poczatek znajduje sie
w O.

Wektor o koncu w pun-
kcie P i poczatku w pun-

Rys* 30 kcie 0 bedziemy nazywac



Promieniem wodzagcym punktu Pe

Jezeli P~Ilyj, to promien wodzacy punktu P w mysl
wynikéw poprzednich rozwazan (atr.ll) wyraza sie w
bazie wektoréow i ,3 w postaci

QP—1i +mj,

gdzie I T=0P»,i]s p»p

Pare liczb |1 9m9 czyli skiadowe (wspOtrzedne)
promienia wodzgcego punktu P nazywamy kartezjanskimi
wspotrzednymi punktu, lub krotko - w s p o6trze -
dnymi -punktu P wuktadzie 0*yo

Pierwszg z nich 1 nazywamy odcieta
Punktu P, drugam-rzednag punktu
p. O X nazywamy O s i g odcietyeh, oS5y-
°siag rrzedny c h9 uktad dwoéch osi x i vy -
"ktadem Osi wspotrzednych lub

dtko uktadem Oxy9 punkt O -pocz gtkiem
k + a 3 u.

Punkt P o wspoétrzednych 19 m oznaczamy symbolem

Jezeli dane sg np, punkty A (3%)8 »(-3,5), C{xo%y )
to znaczy to, ze 00
OAs 31 M j}
8 =»3i +3 j»
m s *0T 4
Ze sposobu okresSlenia wspotrzednych punktu na
P aszczyinie wynika, ze kazdemu punktowi ptaszczyzny
adu Qxy odpowiada jedna para liczb x9 zwana
»apotrzedrjymi punktu i na odwrot kazdej parze liczb
den”™* uwazane”™ za wspoOirzedne punktu, odpowiada je -
ri* Punlct* Rdznym punktom odpowiadajg rézne pary liczb’,
°znym parom liczb - rézne punktyO
Osie ukitadu dzielg ptaszczyzne na 4 ¢Ewiartki,
re oznaczamy cyframi rzymskimi, Znaki wspoirse -
Ch Punktéw w poszczegdlnych ¢wiartkach przedstawic-
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N€ ag na rys. 31. Punkty lezgce na osiach majg jedng
wspotrzedng zero.
Punkt 0 ma obie
wspotrzedne roéwne
zeru. W dalszych
rozwazaniach be-
dziemy na ogot po-
stugiwaé sie pro-
stokatnym uktadem
wspotrzednych tj.
uktadem, ktérego
osie sg do siebie
prostopadte.

5. Sspoéitrzedne punktu w przestrzeni.

Dane sag trzy osie X,y,z, przecinajgce sie w pun-
kcie 0 i nie lezgce w jednej ptaszczyznie. Na osiach
tych przyjmujemy odpowiednio wektory i, j, £ jako
wektory jednostkowe (rys.32).

Kazdy punkt P
W przestrzeni, podo-
bnie jak poprzednio
na ptaszczyznie, no
zemy uwaza¢ za ko-
niec wektora, ktérego
&-x poczatek znajduje
sie w punkcie 0.
Wektor taki bedziemy
nazywac pro-
mieniem WO -
dzgcym pun -
k tu P,, Wektor
zgodnie z twierdze-



niem (str,8) o rozkitadzie wektora mozna przedstawic
w postaci
OP=11i +mj + nk,
gdzie
i = OR, mj “ SF* , nk s W*P°

Uktad trzech liczb I,m ,n# ktore sag sktadowymi
(wspotrzednymi) promienia wodzgcego punktu P nazywamy.
WsP 6trzednymi punktu P w uktadzie
Oxyz.

Punkt P o wspétrzednych I,m ,n oznaczamy symbolem
P d,m,n).

Osie x,y,z nazywamy osiami wspoOtrzednych, punkt

poczatkiem uktadu wspéitrzednych, ptaszczyzny Qxy,
°yz>0zx ~ ptaszczyznami uktadu
Wspotrzednych.

Ptaszczyzny ukitadu wspotrzednych dzielg przestrzen
116 osiem czeSci.

Podobnie jak na ptaszczyznie bedziemy réwniez

rzestrzeni tré6jwymiarowej postugiwac¢ sie przewaznie
Prostokgtnym uktadem wspdéirzednych, to jest ukiadem,

rogo osi sga do siebie prostopadte* Uktady, ktoérych
A nie sa do siebie prostopadie nazywamy u k o $ n o-

tnym.i uktadami wspoétrzednych,»

ze°mlen WOdzacy punktu p ° wspoirzednych réznych od
a J»8t przekatng rownolegtoscianu zbudowanego na
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sktadowych wektorowych promienia wodzgcego (rys<>33e)<>
W pr*padku prostokatnego uktadu wspéirzednych rownole-
gtoscian staje sie prostopadio$scianem (rys* 33 b)*

6c Sktadowe wektora w uktadzie wspoétrzednych»
1 uktadzie Cbtyz dany jest wektor a przez wspoOtrzedne
poczatku wektora A(x,,y-"z”) i konca B (x2,y2,z2)
(rys* 34)*
Wykazemy, ze skiadowymi (wspotrzednymi) wektor© e
w uktadzie Oxyz sg liczby;
1s x2 - x1, m*y2-yi* a * *2 A

Istotnie,

OA + AB « OB,
skad

AB s OB - OA,
ale

0B=x2i + y2j + z2k,
OA ®X|JT + yxj + z-jk,
wobec tego
Rys* 34
AB * (x2*X1) | + (y2 - y™N)j + (z2~ Zj) k
Zgodnie wiec z okre$leniem sktadowych, liczby
N2~ xl?y2 " yl* z2 * Z1
sg skiadowymi skalarnymi wektora»
Jezeli wektor e lezy w ptaszczyznie ukiadu Oxy
i A(XxjsYi)? B(x2,y2), to postepujac analogicznie otrzyma-
my

1s x2 " xi* ms y2 " yi

7» Wspotrzedne punktu dzielgcego odcinek w danym stosunku.

1)P ojecie stosunku podziatu
odcinka. Niech prosta p przechodzi przez punkty
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a i B. Wowczas, jezeli punkt P jest powolnym punktem
Prostej, réznym od B, mamy
AP ™ A PB

Wozbp A nazywamy stosunkiem podzla
° odcinka AB przez punkt P*

(rvfL ~ 9ZaleZnle °d P°lozenia punktu P na prostej,
y *35) przyjmuje rézne wartosci«

Jezeli nkt P
-t P B A zeli pu
= —i— P lezy miedzy punktami
A B P Ai B, to zwroty we-
------------- }——1i— _P ktoréw AP i PB sa zgo-
P A B dne i wobec tego A > 0.
—8 b —k—= _P  wtym przypadku A réwna
sie ilorazowi diugosci
Sys. 35 wektorow AP i PB tj,,
A=1S L
i PB]|
N"«egoOlnosoi, jezeli P jest Srodkiem odcinka AB,
A * 1.

atr,, ,b) JeZeli punkt P lezy poza “$cinkiem AB po

ciwpds\wiao A < g WOktry 1 K mada prza
rzystajac, ze zwigzkdéw
A = - i 1A Pl >|P Bi

moz 1P B |
Qit*my pod*¢ doktadniej, ze A < -1I.

Punkt pbS® € W tym PrZyp8dku zach°wanie sie \ p gdy
X ° aXa sie nieograniezenie od punktu B, wyrazi-
~ w Postaci

A YJLEI® fBP[,  IABI

Gdy p IP Bl IPBI Ipbl

«toaunnp”f °diala ate ™ « “«raniczenie od punktu B, to
dtugosci wektorow AB i PB dazy do zere, A wiec
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rosnie do -1
c) Jezeli punkt P lezy poza odcinkiem AB po stro-
nie punktu A, to A .jest rowniez ujemne, ze zwigzkow

jednak
X s * — i Si PS < |P-BS
IF bl
wynika, ze -1 <X <0
Z postaci
~J - - * 1 + iab!
Spb! lpbl SM!

wynika, ze gdy punkt P oddala sie nieograniezenie od
punktu A, to \ maleje do -1

d) Jezeli P A, to\ » 0

e) Jezeli Ps B, to A jest nieokreSlone» Gdy P
zbliza sie do punktu B od strony punktu A (lewej) to X
dazy do + , jezeli zbliza sie do punktu B od strony
przeciwnej (prawej), to A dazy do - oo »
Kazdemu wiec potozeniu punktu P na prostej, z wyjatkiem
przypadku P 3® B, odpowiada jedna wartos¢ X i odwrotnie
kazdej wartosci A £ —1 odpowiada jeden punkt na pros-
tej P.

2) Wspotrzedne punktu, d ziel g -
cego odcinek w danym stosu n-
k u.

W uktadzie Qxyz dane sga na prostej p dwa punkty

A(x-N, yN, z1) i B(x2, y2$ &) oraz punkt P dzielagcy

odcinek AB w danym stosunku réwnym X (rys*56)o0 Mamy

wyznaczy¢ wspotrzedne punktu PO
Oznaczmy nieznane wspoOtrzedne punktu P przez

Dane jest, Ze
AP = Am"b
Sktadowe wektorow AP, P3, A PB wyrazajg sie naatepu-
jaco:
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noA Yy y 24
N £ x2" x3#y2“ N3 7222~2ji
A fb{A(x2-x3), A(y2~y5), AC"™-")]
Wtej samej bazie i,j,k,
wspotrzedne wektoréw row-
n%/ch sa rowne, wobec te-
%4
go
X3"x| ™A (A2 — xA7j)
Bya» 36 Yy~ =Ay2 ~vY)
z3“zl =A(z2 ~ zM)

Z tych réwnan otrzymujemy wspoéirzedne punktu P;

¢ AX,
X, *
I +A
yi +Ay?2
3. (2)
7Ir = zi + A z2
i +A

Jezeli prosta p lezy w ptaszczyznie Oxy, to rozwigzu-
jac analogicznie otrzymamy jako wspoéirzedne punktu P:

X, + A X,
5 | * X

1+
YAS_yl-Ayz 3)
5 I -A

8* Wspoirzedne Srodka odcinka.

Jezeli S jest Srodkiem odcinka A8, to AS * 1*5*15,
c3yli dla wyznaczenia wspo6trzednych punkt S mozemy ko-
rzystaé¢ ze wzoréw (2) i (3), biorgc Asi*

® uktadzie Qxyz otrzymujemy:

yX By?2 z, +1
(H _) (4)



w uktadzie Osy

i 2% ) (5)

9- Wspodirzedne Srodka ciezkosSci trojkata.
Majagc dane wspOtrzedne wierzchotkow trojkgta
A(Xij yn? 9 B(x2?y2» z2)* C(x3py”"» z”) wyznaczymy
wspoOtrzedne $Srodka ciezkosci tréjkata,
Srodkiem ciezko$ci
tro jkgta nazywamy punkt
przeciecia sie $rodkowych
trojkgtao Z geometrii ele-
mentarnej wiemy, ze jezeli
CD (rys*3?) jest Srodkowg
trojkgta i Wjest Srodkiem
ciezkosci trojkata, to
Rys. 37 DW =] WC
Wspotrzedne punktu D rownajg sie

Xl+X2 . *1*2 . VvV *2 .
IIHT_ |

wspotrzedne punktu C: x"9Y
Jezeli wspbtrzedne punktu W oznaczymy przez x" Y ~sz™,
to korzystajac z wzoru (2) otrzymamy:

xr, X2, 3
- X1t x2 t+ x3
1 +5
Podobnie otrzymamy
yX+ y2+ y3 zl +z22+23
3 , z4 —
Zatem
, (W *3 "~ yxty2~3 zltz2tz3 ~ _ (6)
\Y 3 3 3 /!

Wgeometrii ptaskiej, tj, w uktadzie Qxy aktualne sa
tylko pierwsze dwie wspétrzednex.
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§ 4« RZUT WEKTORA

1* Raut prostokatny punktu na oS.

Rautem prostokatnym lub krétko rautem
Punktu P ns o0$ x nasuwamy punkt P!3 w ktérym
prostopadta do o0si9 przechodzaca przez punkt Ps przeci-
na os X.

Prosta PP% wyznacza-
jacg rzut punktu P9 nazywa-
my promieniem
rzutujagcym pun-
ktu PO

1) Jezeli punkt P znaj-
duje sie z osig X na wspol-
nej ptaszczyznie o€ 9 rzut
punktu P konstruujemy o pro-
wadzac na tej ptaszczyznie
promieii rzutujacy punktu P
(rysa 38a)«

2) Jezeli punkt P znaj-
duje sie poza ptaszczyzngot
na ktérej znajduje sie e$ x
(rys<>38b) 9 prowadzimy przez
0§ X I punkt P ptaszczyzne
fl i wtej ptaszczyznie pro-
wadzimy promien rzutujgcy
punktu P lub tez (ryso38c)
przez punkt P prowadzimy
ptaszczyzne prostopadita
do osi x i jej punkt prze-
ciecia z osig x jest rzu-
tem punktu Po Istotni®©s
Ptaszczyzna Y jako prostopadia do osi x jest miejscem

geometrycznym prostych prostopadtych do osi x przecho-

Rys* 38
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dzgcych przez ?f0 Prosta wiec PP» jest promieniem
rzutujacym punktu P i wyznacza rzut punktu P na osi Xx.
Rzut punktu P im 0$ x oznaczamy symbole® P* lub Px

2) Rzut prostokatny wektora, na oS.

Rautem prostokatnym wekto-
ra * ua 08 x nazywamy wektor» ktdrego poczagtkiem
jest rzut poczatku wektora a* a koncem rzut konca wekto-
ra i.

Hzut wektora a na o$ x oznaczamy symbolem sx.

Konstrukcje rzutu wektora na o$ w przypadku» gdy
wektor a i 08 x lezg w jednej ptaszczyZznie odczytujemy
z rys* 39 a, b i c, w przypadku za$ gdy a i x sa sko$ne
* ryso 39 d*

Rys® 39

Jezeli i jest wektorem jednostkowym osi xs

* -kagtem wektora a z osig x (rys® 39), to rzut wekto-
ra a na o$ x wyraza sie wzorem
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ax sglei o A
Jezeli wektor a odnie-

sieni do prostokatnego ukta-
du Oxyz, to bezposSrednio
zauwazymy (rys. 40), ze
raut wektora a ne 0$ x jest
jego skiadowg wektorowg w
kierunku osi xf a czynnik

liczbowy iai cos f - skta-
dowg skalarng wzgledem

Sktadowag skalarng wektora a wzgledem osi X ozna-
czymy symbolem a

Jezeli O . to ax > 0; jezelif < ,to a <0

Z réwnowaznosci terminow skladowe wektora i rzut
wektogp wynikajg”"besposrednio nastepujace prawa:

1) Jezeli a » F. to a » i * b
X X X X

2) JezelijB jest dowolng liczba rzeczywista
to (ma)x - m

3) (a + b)x ” + bx

Ostatnie prawo jest stuszne dla dowolnej skonczo-
nej liczby sktadnikéw.

3* gggfry wektora na o*1 »kitadu wspoirzedny,.»,
Jezeli w prostokatnym uktadzie Osyz dany jest

wektor a przez wspoOirzedne poczatku
.ACxi,yi,Bi) i konca B(x2,y2,z2)f

Ble 1 * (x2-x1)I + (y2-yi)j + <z2-Z;I}E

( x2 - xx) I *

(y2 “ *i> | *
("~ - %)k 5



Rauty wiec wektor© na osi uktadu wspoétrzednych (rys,41l)
sg sktadowymi wektorowymi wektora, czyli

as a, + ay +a,
Jezeli o0&, [i , Y katamio jakie wektor a tworzy
z osiami uktadusg to
ax = lal cosot T, = lal cos /S J8 s SaS cosy' lc,

wobec tego liczby:
Inlfil COSQP B N N23

a * lii eosft s y2 * y1?
W y y

az s jaj cos jf; z2 “ si
sa skiadowymi skalarrymi (wspoOtrzednymi) wektora
w uktadzie prostokatnym Qxyz.
W szczegodlnoscig jezeli wektor jest promieniem wo<=
dzagcym punktu P (xsy 9z) (rys,42),
to

A3 x i+ y ik,
ale

x| * OPX, yj ~ OPyS z¥ = OFz

czyli, ze wspotrzedne punktu P sg miarami rzutéow



promienia wodzacego
punktu P na osi ukta~
du x9YyjZ.

Jezeli wektor a9 okres-
lamy punktami
A(Xxi§i>9B(x2,y2)s
lezy w ptaszczyznie
prostokgtnego uktadu
wspotrsedifeh (rys «43)
analogicznie mamys

a -(a2°xx)T m»(y2-y1)j,

©

(x2-x.1) 1 « Ix>
Byso 42 .
N2M1 )T « 8y

wiec a s e + 8
X _y))

a dalej ax B lai cos T9 ay 3 *a* cos (3 3»

Ryso 44

® S lal GGP* y2 - yx

J*ie li wektor jest promieniem wodzacym punktu P (x8)
irys«44) s to
OF 3 X i y J

xT = BP*, yj - 5%y
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40 "M trrostok”™t*LA*nktu na ptasz”~y”

Rautem prostokagtnym

rzutem punktu P na ptaszczyzne £ nazywamy punkt P%
przechodzgca

lub krotko

w ktdrym prostopadta do ptaszczyzny € ,
przez punkt P przecina

ptaszczyzne £ (rys<> 45).
Prostg PP* nazywany pro -
mieniem rzutu -
jacym punktu Po

P

——

r ostokgtijy wektora na ptaszczyzny.

Prostokagtnym wektora
ktorego poczatkiem

5® Rzjj®

Rautem
a na ptaszczyzne £ nazywany wektor,,
jest rzut poczatku wektora a9 a koncem rzut kohca

wektora a (rys, 46).

Rzut wektora a na
ptaszczyzne B oznacz©-»
my symbolem 5f,

Katem miedzy wekto-
rem s a ptaszczyzng g
nazywamy kat f miedzy
wektorem a a jego rzu-
tem prostokatrym ag
(ryso 47)9 ktérego mia-
ra spetnia warunek

0 4 y 4
Dtugos¢ rzutu wekto-
ra na ptaszczyzne g wy-
raza sie wzorem
NSgl® lal cos
Z definicji rzutu wektora na ptaszczyzne wynika-

ja z tatwoscig nastepujgce prawa;



1) _Bsuty wektorow réwirch sa réwne t*zn.
jezeli a =b, to af » Zf£

2) Raut sumy wektorow réwna sie sumie rautéow
poszczegdinych sktadnikéw t*zn,

i® ¢ 50 - at *

V Jezeli jest wektor a i m jest dowolng
liczbg rzeczywista, to
(m 0 » ma

6+ £Qle_rautu trdéjkata.

Jezeli ptaszczyzna trojkgta ABC tworzy z ptasz-
czyzna rzutu £ kat f i P oraz P> oznaczajag pole troj-
kata i pole jego rzutu prostokatnego na ptaszczyzne
£ t to zachodzi zwigzek s

Ps”™ P COSf

W dowodzie roz-
roznimy dwa przy-
padki

1) Jeden z bo-
kow trojkata lezy
na ptaszczyznie
rzutu (rys* 48a)
lub jest do niej
rownolegty*

Jezeli trojkat
ABC” jest rzutem
prostokgtrtym tro j-
kagta ABC na ptasz-
czyzne r 9 to
** s | |ABIi [#C»]
ale
IDO§ * | BG| cos (f
wiec

Rysa 43 P” |U b||sc| oosy



Poniewaz
2 JASI 1DC! s P,
wiec
p> s p cos Yy
2) Jezeli zaden z bokoéw tréjkgta ABC nie jest
rownolegty do ptaszczyzny rzutu £ (rys« 48 b>9 to
prowadzac przez odpowiedni wierzchotek tréjkagta
ptaszczyzne rownolegta do ptaszczyzny £ 9 rozcinamy
tréojkat na dwa trojkaty, z ktérych kazdy spetnia za-
tozenia przypadku 1)*
Mamy wiec* ze
1 PL“ Pl eosy »
P2 s P2 cos y s
a dalej
P* = PE + PE = (Px+ P2) eos y s P cos vy

Kzor, wyrazakjacy zwigzek miedzy polem tréjkata,
a polem jego rzutu prostokatnego na ptaszczyzne, jest
stuszny rowniez dla dowolnego wielokagta ptaskiego i da-
je sie uogolni¢ na dowolne obszary ptaskie ograniczone*

§ 40 ILOCZYN SKALARNY WSKTOROI

1* OkreSlenie iloczynu skalarnego wektorow*

1) Jezeli wektory a i b sa niezerowe i tworzg
kat V ,to iloczynem skalarnym
tych wektoréw nazywamy liczbe (skalar) okre$long
iloczynem

lal IFl cos \f

2} Jezeli chociaz jeden z wektorbw a i b jest
wektorem zerowym, to iloczyn skalarny okre$lamy jako
liczbe zero.
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lloczyn skalarny wektorow a i F oznaczamy sym-
bolem s»b0 Uzywajac tego symbolu, mozemy okres$lenie
iloczynu skalarnego zapisa¢ w przypadku wektorow nie -
zerowych w postaci

ab 3 lat sFl cos V ; (X)
w przypadku £ gdy chociaz jeden z wektorow jeat wekto-
rem zerowym w postaci
I »F«o

Jezeli wektory a i F sg niezerowe, to iloczyn
ib4 cos> wyraza skladowg skalarng wektora F wzgledem
osi wektora a (str» 37), iloczyn za$ lal cos”-
sktadowag skalarng wektora a wzgledem osi wektora b.
% przypadku wiec wektoro6w niezerowych mozemy powiedziec,
ze iloczyn skalarny dwoch wektoréw rowna sie iloczy-
nowi ditugosci pierwszego wektora przez skiadowa
(skalarng) drugiego wzgledem kierunku, okresSlonego
wektorem pierwszym.

2 pojeciem iloczynu skalarnego spotykamy sie
w iizyce przy okres$leniu pojecia pracy» Mianowicie,
jezeli sita F, dziatajgca na punkt materialny pod-
czas jego przesuniecia od A do B, jest stata co do
wielkos$ci, kierunku i zwrotu, to praca sity F na
przesunieciu AB nazywamy iloczyn skalarny FO AS.

Jezeli wiec prace oznaczymy
FS*; Przez L, kat miedzy F i 32

J , przez <, to
A *0 N
Ag» IFio 1¢31 cos &

Hys* 49

2* 8£czegOlne wartoséci iloczynu skalarnego,

1) Jezeli wektory a i b sg kolinearne, to w przy-

padku zwrotéw zgodnych cosl/* +1, w przypadku zwrotow

przeciwnych cos -1. Jezeli wiec wektory a i b sg



kolinearne, to
acH s lal iFl  lub. aji » -lal jb]|
W szczegdlnosci
a «a » |; ?
lloczyn a o a oznaczamy symbolem az «
Jezeli i sj sk sg wektorami jednostkowymi prosto-

katnego uktadu Oxyz)) to

|2 = 1» fo 1, ¥2

2) Jezeli wektory a i b sg do siebie prostopadte,
to coavV* 09 wiec a i b » 0®
Odwrotnie9 jezeli a i b sg niezerowe. i a«b**0? to we-
ktory a i b tworzg kat prosty.
Dla wektorow i« j9% w prostokgtnym uktadzie Qxyz
mamy |
ij®@ 09 jka0p kisQ
3) Jezeli a» F>09 t© wektory a i F sa niezerowe
i tworzg kat ostry.
Jezeli a. F < 0, to wektory a i b sg niezerowe i two-
rza kat rozwarty.
Jezeli a. b = 09 to wektory sa niezerowe i tworzg kat
prosty albo przynajmniej jeden z nich jest wektorem
zerowym*
4) Jezeli wektor a jest wektorem niezerowym8 we-
ktor T wektorem jednostkowym (ryso 50) 9 to
Boi s »al cos ® (2)
lloczyn wiec skalarny we-
ktora niezerowego przez
wektor jednostkowy réwna
sie skiadowej (wapdirzed-
nej) tego wektora wzgle-
dem osi wektora jednostko-
Byse50 wego.
Analogiczniep iloczyn a * F mozemy traktowac¢ jako

sktadowg (skalarng) wektora a wzgledem osi wektor«» b,
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P~ tyjelego za wektor jednostkowyO

3® Wasnosci iloczynu, skalarnego,
1} lloczyn skalarny jest przemienny to znQ

aob»b *a (3)

Wiasnos¢ 4« wynika z definicji iloczynu skalarnego.

Mamy bowiem dla wektoré6w niezerowych
a»b s talibi cosY?

h s ibllai cosy
oraz8 gdy przynajmniej jeden z wektoréw jest wekto-
rem zerowym

asb a0
b oa S O
Jezeli m* n dowolnymi liczbami rzeczywistymi?
to
(ma)o (nb) * (mn) (a # H) (4)

Stuszno$¢ tego zwigzku; dowodzi sie z tatwosScig w opar
eiu o definicje iloczynu skalarnego z uwzglednieniem
raznych przypadkow ze wzgledu na znaki mi nc
Bta przypktadu. dowéd w przypadku 9 gdy m< o0 i
n < Ot
Wektory i i ma tworzg pare wektorow kolinearpych
o przeciwnych zwrotach, podobng pare tworzg wektory
oi nb (ryso 51)o Katy wektoréow a iS oraz ma i nb
jako katy wierzchotkowe sa

rbwne«, Mamy wieCj, ze

(ma) o (nb) » Imat inei cos\ls
°(°® lii) (—0 i0j}’mn jes|Fj cos
s (mn) (5aB)

j) Prawo rozdzielnosci iloczynu skalarnego wzgle-

dem dodawania1
© (b c) Sfc + ac (5)



Jezeli wektor © lub chociaz jeden, z wektoréw H
lub ¢ jest wektorem z:erowym9 twierdzenie jest oczywiste-,

Niech wektory ©a,c bedg wektorami nieserowymi,
[loczyn (b+c)a mozemy interpretowac¢ jako skiadowag ska-
larng wektora b+c wzgledem osi xa okreslonej wektorem
a jako wektorem jednostkowym (str,42) czyli

(b+c) a*“ { b+ c )x, gdy fal” i
Podobnie
bOla s b i ©&© s Cy
Ale sktadowa sumy réwna sie sumie sktadowych, wiec
(b e=),*m bx , =X
lub inaczej
(b + e )& » ba + cua
Stosujgc prawo przemiennos$ci dla poszczegdlnych

iloczynow otrzymamy
a (b +e)»ab + a,e

4) Prawo tgcznos$ci dla iloczynu skalarnego
zachodzi |.zn,
(aob)oc”™i (b oc) (6)
Istotnie, iloczyn a.b jest liczbg, iloczyn (iuF) c

jest wektorem kolinearnym z c® Podobnie iloczyn be
jest liczbg, © iloczyn a (bJT) jest wektorem kolinear-
nym z a.Wektory wiec (ab)c i a (bo) moga by¢ réwne
tylko w szczegdlnych przypadkach.

4« lloczyn skalarny wektoréw wyrazony przez skiadowe

czynnikéw,.
Niech bedzie dany prostokatny ukitad wspdirzednych
Oxyz, w ktérym wektory i,j,I1¢ sg wektorami jednostkowymi

oraz niech beda dane dwa wektory a {axier»a2}

15 {bx.by»bj
Wektory a i b mozemy wyrazi¢ w postaci

i « axr +

b s bxT + b?"J * b2 ¥,

nie
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a iloczyn skalamy wektorbw a i b w postaci
5b = (axl +eyJ * azE)(bxl * b j + bsg)O
Wykonujac naznaczone dziatania i majac na nwadaijia
lj s Jk » ki * O
[ i2=j2- t2mi
otrzymujemy
55 s ax bx * «y by + e* (7)
Rozwigzujgc to eamo zagadnienia na ptaszczyznie uktadu
Qxy otrzymujemy
aeF ~ a, bX Y, (8)
08¢ wektora» ditugos¢ odcinka..

Majac w uktadzie Oxyz wektor | faY,a 9, 1mozemy

napisac 1 y 2]
—2 — o
a' 7 lali&| 3|®
Jezeli we wzorze (7) przyjmiemy b s ap to otrzymamy
- 2
52 Sx " ay ¢ fit

Porownujgc prawe strony uzyskanych réwnoscip otrzyma»
my wzor
: 2 2
st -y ay > az (9)
wyrazajgcy diugosé wektor© przy pomocy skiadowych.
Jezeli wektor s jest okreSlony przez wspotrzedne

poczatku A(xisyli,z1) i konca B(ac2*y2»*2” * to

ex s x2“%Il » ay~ y2~yl» az® z2~ zI>
i wzér (9) przyjmuje postac¢ %
,al =Y  (x2-Xi)2(h(y2nryi>2 Zi)2 (X0)

AsOr ostatni wyraza *tei diugos$¢ odcinka tgczgcego
punkty A i Bo
® Ptaszczyznie uktadu Osy wzory (9) i (10) maja
postac .

il « yo| 4A o (U)
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lal= Cxr XI} + &2~ (12)

§ 6® KAT MIEDZY WEKTORAMI

1. Cosinusy kierunkowe wektora.

Niech bedzie dany prostokatny uktad Oxyz9 w kto-
rymlll = 1 =1kl- 1 oraz wektor a, tworzacy z osiami
uktadu katy QC9 (S, IT (rys® 52)«

Gosinusaml
kierunkowym.i
wektora a w uktadzie
Gxyz nazywamy cosinusy
katow tego wektora z
osiami uktadu, a wiec
COS 0i9 cos i3 5 cos a

W szystkie wektory
kolinearne z a i posia-
dajgce ten sam zwrot co
a majag te same cosinusy
kierunkowe» tworzag bo-
wiem jednakowe kagty z

Rys, 52 osiami uktadu. Wektory
kolinearne z a,o0 zwrocie przeciwnym do zwrotu wekto-
ra a posiadajag jako cosinusy kierunkowe - cos OC 9
- cosfi, - cosy* 9tworzg bowiem z osiami katy jt - oc ,
JT- /i , Jt - y

Twierdzenie? Cosinusy kierunkowe kazdego wektora
niezerowego spetniajag zwigzek

cos2Ct+ ces2 (b + cos2y -1 (1)

Dowod; Sktadowe wektora a wzgledem osi ukitadu

sg rzutami prostokagtnymi tego wektora na osi uktadu

tozn,

5x = axT>ay = ayJ- a* = az*'
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Wobec tego

cos 06s r87 * cos$ » AN s cosf » —£F |
Is| la | lat

© dalej 2 2 2
2 2 2 o Ty 75 ja|” 2

COS @ + cos + cos N
iiiz lal T
Cabi>CtaO«

Odwrotnie* kazdg tréjke liczb r,s ,t9 spetnia-
jaca zwigzek
r2+Sg+t’Z»|p'
mozemy uwazad za cosimisy kierunkowe pewnego wekto-
ra»

Dowdds Obierzmy punkt PCrnjt)* Wtedy ze wzgledu
na

32 + t’2

Blaajy

| OPi ~ Fd & sP*e¢ t2 ® 1
Wektor SI? jako promien wodzacy punktu F wyraza sie w
Postaci

OFari + aj+ tk,
wektory wiec ri* ej, tie sa sktadowymi wektora (5F, sa
one jednoczes$nie rzutami prostokatnymi wektora QP na
osi ukiaduo Oznaczajac katy wektora ~6P z osiami ukta-

du przez » , £ , f* | many
cos 06 r - codji~ ™ t
top» ' *gH ¢ ccs £7,Is5Pl =t

F\iczby wiec r,s ,tj spetniajagce zwigzek r*+s”+th « 1,
cosinusami kierunkowymi wektora <& i wszystkich
wektorow z nim kolinearnych i posiadajgcych ten asm
awrot* Zauwazamy jednoczes$nieO ze cosimisy kierunkowe
wektora sg wspoétrzednymi wektor© jednostkowego9 posiada-
jacego kierunek i zwrot wektora danego*
Jeze%i wektor a lezy w ptaszczyznie uktadu Osy,
cosinusy kierunkowe wektora a w uktadzie Osy
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(rys0O 53) okreslamy podobnie9 jak w uktadzie prze*”
strzennym Oxyz.

Odwrotniejj kazdg pare liczb r 959 speiniajacg warunek

r2 + ! s 1
mozemy zawsze uwaza¢ za cosinusy kierunkowe pewnego
wektora9 mianowicie za cosinusy kierunkowe kazdego
wektora kolinearnego z wektorem jednostkowym, okres$lo-
nym wspotrzednymi r i s. DowoOd przeprowadza sie podobnie
jak w uktadzie Oxyz<

2® Cosinusy kierunkowe osi i prostej»
Cosinusy kierunkowe 0Si
Jezeli wektor a okresla 0§ (lezy na niej i jego

zwrot przyjeto jako zwrot dodatni 0si)9 to cosinusami
kierunkowymi osi nazywamy cosinusy kierunkowe wektora
a.
Cosinusy kierunkowe proste.]|j
Jezeli fiana jest prosta p i k®©linearny z nig
wektor a, to prosta p okresla dwie osii jedng, na ktorej
zwrot wektora a przyjeto jako dodatni, drugag - 0 zwrocie
przeciwnym do poprzedniego.
Cosinusy kierunkowe obu osi uwazamy za cosinusy
kierunkowe prostej*.
W uktadzie Qxyz prosta p posiada wiec dwie
tro jki cosinuséw kierunkowych réznigcych sie znakami9
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a w uktadzie Cbxy dwie pary cosinusdw kierunkowych.

3« Kat miedzy wektorami.

Niech w prostokatnym uktadzie Qxyz bedg dane dwa
wektory a /ax? syj®2} » b {bxs by»bz) + Wyznaczymy cosi-
nus i sinus kata miedzy wektorami®

Z okreS$lenia iloczynu skalarnego mamy

fiob « lal Ibl cos
lloczyn ten wyraza sie przez skiadowe wzorem

a.b »ab + ab + a_b
X X vy z2°z

Poréwnujgc prawe strony obu wzordw otrzymamy
© Rk + +a_b
cos [ XQ( aylg/ zz (2)
lal IEI
lub

cos *Px 2 SER YAk, (3)

? ~ 27— -y
y;llf ILaz +a’ b* +5* +@
X Uy z X Ty

Wyrazi¢ réwniez przez cosinusy kierunko-

Mozemy cos
we danych wektorow.
Jezeli wektor a tworzy z osiami uktadu katy
a wektorab - katy 06%

a
CcOS ot*» , cos it = -X. COS Y « z \
i [ii la |
b , b
coaob» —-s COS[i a —% coOSs y*«
IE I 1 m IE |

Korzystajgc z tych zwigzkow we wzorze (2)* otrzyma-
mjr
cos i?* cos ot cosot*+ cos $ cesfi'+ cosy cosyp (4)

lezeli wektory 8 i b lezg w ptaszczyznie uktadu Oxy,
to postepujgc podobnie otrzymamy wzory:
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ab mb
cos N2 (5)
Sil Sil

cos y * cos dCcos 08?2+ cos (3cos |3;,
a poniewaz

cosP % sinci* i cosp ?= sin <94,
ostatni' wzor mozemy napisac

Kys. 54 tez w postaci

cos V “ cos ot cpsot*+ sin ot sin atf (6)
Z kolei wyznaczymy sin y *
5 Wuk@dzie Oxyz mamy:
sin y sl«*eos y sil-(cos otcos oi/ +cos|3 cos f$frc.oay coay i
lub

sin 2ys (cos2cE "hBo«2 I3-t-e032 /') (cos™™+eo0s2 [3*+cos2y'*) +

p

- (cos ot CCS + cosp COS/T+ coscos
Prawag strone tej réwnos$ci przeksztatcamy 9 korzysta-'

jac z tozsamos$ci Lagrange"a:
(a2+ b2 + c2)(a#2+ b»2 + c»2)~(a&9 + bb» + ¢cc9)2 s

s (bc*- b»c)2 + (ca* - c’a)2 + (ab* - a*b)2
Otrzymujemy:
cos f| gCO&f ° cos 3T p cos® COS ot X008 |
sin $ © (7)
Cos $\cOosSn cos 0 8 cose COS °t%COS p*
Poniewaz kat V spetnia warunek 0~ ~ " JT
wiec sin t? jest liczbg nieujemnags czyli

COSfi jCOS f* 2 COS  sCOSOt 2 COS Ot »cosp

sin V + + (8)
cos p ;scos JT* cos JI* ?eosdty cos Qtf scosjd

Jezeli w otrzymanym wzorze cosinusy kierunkowe wyrazimy
przez odpowiednie sktadowe wektoréwp to wzdr przyjmie

©
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Jezeli wektory a i b lezg w ptaszczyznie ukiadu
to wzér na sin + mozemy otrzymaé¢ ze wzoru (8),
Przyjmujac f = It’=
Otrzymamy wtedy

cos ot , cosjl
sin =1
cosOtt , cospl

~“h w postaci
sin 9 sfcos oo ,cos jJ*® cosot*cosp{ *
s|cos ot ,sino”N"“COs«/sinot|* sin (ot-ct)] (10)
Chcgc ze wzoru (9) uzyska¢ wzor wyrazajacy sinus kata
Przez skiadowe wektoréw a i 5 nalezy przyja¢ az s O,
hz « 0» Otrzymujemy wtedy

Sin b»fe W » | (11)
, lal IFI
*Oor na sin vmozeny tez otrzymac¢ bezposrednio;

jezeli <*'><* to VsotL ot i

sini?» sinoc*cos - cosot*sinot * jsin (ai'-at,)!
jezeli ot’<ot, to V ssot» oc' i

ein yJ« sin ot cos otl- cos ot sin otm» | sin (otf-»ct)|
W obu wiec przypadkach mamy wzor;

8in V= | sinot'cos ot- cosot'sin otf
lezeli kat miedzy wektorami a i S uwazamy za kat zo-
rientcwany, wtedy

A sin £ (ab) = sin (ot-ot) (Ia)
aln i (ab)> 0, jezeli«-"*>ot sin £ (a”b)< 0, jezeli«'<06

~*"run.ki rownolegtosci i prostopadiosci wektorow»
arunek Prostopadtos$ci wekto
row
hrunek prostopadtosci dwdéch wektorow otrzymujemy ze
Z°ru na cos V oJezeli wektory ag prostopadte, to
— 0 i odwrotniej.gdy cos V s 0,to wektory sg pro-

~“nak bezwzglednej wartosSci.
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stopadteo Warunkiem wiec koniecznym i dostatecznym pro-
stopadtosci dwéch wektorow w uktadzie Qxyz jest

®xbx + ®yby + azbz * 0 (12)
lub
COS (Hf cos 06?4 cos /3 cos cos cosjrLo (13)
W uktadzie Oxy warunek ten przyjmuje postaé
oub (14)
cos cpcos otl+ sin & sin ctt« O (15)
WarunKk.i rownolegtosci dwoch

wektorodow.
Wektory sg réwnolegte, gdy sin V « 0 i odwrotnie.
Warunki wiec rownolegtosci dwoch wektoréw w uktadzie

Qxyz otrzymamy ze wzoru (8) lub (9)» Z postaci wzoru (9)
wynika9 ze sin » op jezeli

ay s az az ¢} ax \Vj ®y

y* z \/ bx bx* by
Suma trzech kwadratéw réwna sie zeru wtedy i tylko
wtedy ? gdy kazdy ze skitadnikéw tej sumy réwna sie
zeru,,
Otrzymujemy wiec9 ze

y>a " ®by 5 0 °
V X " ®xbz = 0 o

Gxby " ®ybx 3 0 \]
lub

®ybz ®xby *
ARy S Ay

®xby - wjrx
a dalej jako w”arunek rbwnolegtosci proporcje

h =nh = h. (16)



- 53 -

Jezeli stosunki te oznaczymy przez A 9o przy A> 0
wektory sg réwnolegte i zgodnie skierowanes przy
A CO sa rownolegte i niezgodnie skierowaneO

W arunki r6wnolegtosci wektorow a |Ib wustali -
lizmy przy zatozeniu9 ze wektory te s nie sa koraplanar—
Ue z zadn3 z Ptaszczyzn uktadu'wspoétrzednych t»zn«>
zadna ze wspotrzednych tych wektoréw nie réwna sie
zerUo w przypadkach szczegdlnych warunki te ulegaja
Pewnym zmianom»

Niech wektory a i b bedg komplanarne z jedng -
2 Plaszczyzn ukitadu (ale niekolinearne z zadng osig)

z ptaszczyzng xy? czyli niech s 0*i b m 0.

A tym przypadku we wzorze (9) suma trzech kwadratéw re-
dukuje sie do jednego skitadnikai

i sin ys o, gdy

Jezeli wektory a i H sg kolinesrne z jedna
* °Si uktadu np0O z osig x? czyli jezeli a ga?20
kyrzs~r9 to oczywiscie sa rownolegte«.
d J#zeli warunki rbwnolegto$sci wektorow wyprowa-
2injy se wzoru (8) , to postepujac podobnie jak po-
Przednio9 otrzymamy

cosoc. _ cosii - cos T
COS«,* cos fif cos
bve<tOSCi stosunkdw oJak sie przekonamyP nie moze
dowolna» Podstawiajgc
cos oc ~/i cobc* \ cos ¢1 =/* cos cosf ~¢coaf v
° ftdwnosci -
N cos + cca“/3 + ccs™MJ s |

Adagc na uwadze g ze
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COS~OC*+ COS2P ' + CO032y'= 1
Otrzymujemy
A s 1* a stagd /is | i

JXla/ ~ * 1 wektory sg zgodnie skierowane, dla
P " "17 <= przeciwnie®

Warunki r6wnolegtosci wektorow, lezgcych
w ptaszczyznie Oscy wynikaja z.e wzoru (10) lub (11)
Jako warunek konieczny i dostateczny réwnolegto$ci
wektorow w przypadku ogdélnym otrzymujemy:

lub
COS s sin ot*
5® tré jkata na ptaszczyznie i w przestronni.
Pole trojkagto na ptaszczyiz-
nie uktadu®
A V prostokatnym uktadzie

Osy dany jest trojkat ABC
Crysob55) przez wspotrzedne
wierzchotkbwS A

B(xay2), C(x3,y3)9
Oznaczmy pole trojkata

" przez S i zastosujemy znany

*  w»Oraw ktorym pole tréjka-

55 ta wyraza sie potowag iloczy-

nu dtugostl bokdw przez sima kata zawartego miedzy
nimi.®
Mamy

S = 7" labHacl sin V
Sinus kata V miedzy wektorami AB i AG w mys$l wzoru (11)

N azES8ie
lisi roi



wobec tego

S=11 AB* ACy - ABy . ACX | ,
ale

ABx S=x2*x1» = y2"M|

ACx “ x3"xi» ACy * ~3"~1 >
zatem

S = O&-x1)(y3-yl)*(y2~yl)

lub w innej postaci

x2" x|l * r2n71

x3" x|l * y3~yl
Wyznacznik wystepujacy we wzorze na S réwna sie
wy znacznikowi

X1> yli 1
X2“xi * yz~yi> 0,
x5-xi S yy~yt* 0

czym przekonujemy sie? rozwijajac ostatni wyznacz-
nik wediug elementéw trzeciej kolumny.
Wyznacznik ten nie zmieni wartosci, jezeli elementy
Pierwszego wiersza dodamy do elementéw wiersza 2—go

* Ot otrzymamy wtedy

c» *1°
2*y2f "
ole x39 y3>
P wiec trojkagta ABC wyraza sie wzorem

XI* *1» 1
s * 2 X2?2y2* (17)
31y3»1
"ybySmy we wzorze nie uwzglednili znaku bezwzglednej
® *tosScir to pole tréjkgta wyrazitloby sie liczbg do-
Nig lub ujemng w zaleznos$ci od tego, czy obiegajac
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trojkat ABC wzdtuz bokéw AB,BC,GA, mpmy obszar tréjkagta

po lewej (rys«56a)s czy tez po prawej rece (ry®.56 b).
Do sprawy znaku po-
la tréojkata wrdcimy
przy rozwazaniach

na temat orientacji
uktadu wektorow.

Bys$* 56

Pole tr o6 jkata w przestrzen.
Dany jest prostokatny uktad Oxyz oraz trojkat
ABC, okresSlony wspoéirzednymi wierzchotkow

A py2 » C(xN ,yN >zN) *

Wykazemy, ze pole tréjkgta wyraza sie wzorem

1 xt>yl? 2 2 Zi»Xi» 1
S X2*yp? - yg * 722 X2» i (18)
iyril y s 1

W dowodzie skorzystamy z twierdzenia (str.39) ;
Jezeli S jest polem tréjkata, a katem nachylenie
ptaszczyzny tréjkgta do ptaszczyzny rzutu £ ,to pole
S! rzutu trojkgta rowna sie S cos f

Oznaczajac przez S , Szx pola rzutéw tréjkata
na ptaszczyzny ukitadu wspotrzednych xy, yz,zx, a
przez oc 9 fi katy ptaszczyzny tréjkagta z ptaszczyz-
nami uktadu mamy?

S s: S cos oc ,

SJZ = S cosp ,

SZX =S Ccosjr,
Miarg kata dwusciennego jest kat liniowy rowny katowi
miedzy dwiema osiami prostopadtymi odpowiednio do Scian
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kata dwusciennego
(rys. 57).
Jezeli wiec dany jest
tréjkat ABC w ukta-
dzie Qxyz i z poczat-
ku uktadu wystawiny
o$ n, prostopadtg do
ptaszczyzny tréjka-
ta (rys. 58), to po-
niewaz
0§ z jest prosto-
Rys. 57 padta do ptaszczyzny Xxy
oS n jest prostopadta do ptaszczyzny trojkata, wiec

$(Z,n)«0t-,

Poniewaz o$ X jeat prostopadta do ptaszczyzny yz, a o0$

a jeat prostopadta do ptaszczyzny trojkgta, wiec
& (x,n) « p

3 podobnych

wzgledéw J (y,n)s”T
Cosinusy katow
<*>Ptt jako cosi-
nusy kierunkowe
osi n spetniajag
zwigzek
cosZOC+COS P2+
+COS2f « 1
Mozemy zapisac
S35 -

s S'cos2ot+

+S2co0s2 |3 +Spcospy

EysO 58



skad

83\/\9 xy+S)?z + 8%, & (19)
S,,. jest polem rzutu tr6jkgt© ABC na ptaszczyzne Xy,
jest wiec polem trdojkata, ktdrego wierzchotki w ptasz-
czyznie uktadu Oxy majg wspoirzedne (x"&") , s
(x~,y™)e Na podstawie wzoru na pole tréjkgta w ptasz-
czyznie ukladu pole
xX19 yls 1

X2syps J
XN»y }o

Podobnie Sy-z jest polem trojkata w ptaszczyznie Qyz

o0 wierzchotkach Cy~z”n) » a Szx polem
trojkagta w ptaszczyznie Qzx o wierzchotkach (z~sx”"),

(zgjx2™» , X")8 Zatem
- 2
y-p 2z1? 1 A
y29 ®25 Zpfxo1 1
yrj o zAr 1 ZAasnx 1

Podstawiajgc otrzymane pola rzutow trojkgta ABC do

(19), otrzymamy wzor (18)«

§ 7. ORIENTACJA UKLADU WEKTOROW, ILOCZYN WEKTOROWY.

le Uklady osi prawoskretne i lewoskretne na ptasz-
czyznie.

Majac na ptaszczyznie dany ukiad wspotrzednych
Oxy bedziemy go uwaza¢ za uporzagdkowana
pare 0Si t Ozn« za pare, w ktdrej 0$ x uwazamy
za pierwszg, 0SSy - za druga«, Poza tym plaszczyzne
uktadu Oxy uwazamy za ptaszczyzne zorientowang, dla ktd-
rej za dodatni kierunek obrotu przyjeto kierunek,
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* ktApym nalezy obrdoci¢ pierwszag oS (tezneo$ x) dooko-
a poczatku uktadu o kat mniejszy od pdéipetnego, by
o$§ ta pokryta sie z osig drugg (osia yK Jezeli przy
sprowadzaniu drogg obrotu osi pierwszej do pokrycia

z osig druga wykonujemy obrét przeciwny do obiegu
vskazowek zegaraf to ukitad osi nazywamy u k't a d e m
Prawo8krgtnym (rys. 59a)# jezeli obroét
J&t zgodny z obiegiem wskazowek - | o w o0 s k r e -
lnym (~s. 59 b)#

Ha ogdét na
ptaszczyznie
bedziemy sie
postugiwaé ukta-
dami prawoskre-
tnymi,,

Jezeli w
uktadzie prawo—
skretnym wyo-
brazimy sobie

A osobe stojgcag
" < *koo
«U i zwrdcong
u® obszaru kats9 ktérego ramionami sa dodatnie
por°s™ utlsdu? to osoba ta chcac sprowadzi¢ o$ x do

By,. 59 'm

W ryCia Z osi® y droga obrotu winna uzy¢ prawej reki.
u«adzie lewoekretnym, zeby tego dokonac¢, musi po-
f “zy<! sie lewg reksa.

Reguta + o i _
du va pozwala z tatwosScig rozpoznacC rodzaj ukta-

si “ bedziemy Ja nazywa¢ reguta "czitowieczka” a
2

Pary wektorow na ptaszczyzZznie.
Hiech w uktadzie prostokgtnym Chty bedzie dana
apovgadk’owana para wektoroéow r
Nez a*k»t.zn. Para» w ktérej za wektor pierwszy

Wektor wymieniony na pierwszym miejscu* za
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drugi - wektor podany na drugim miejscu» Wiech ©kla-
dowymi tych wektoréw beda odpowiednio liczby a%t a
oraz bx*

Jezeli wektory te nie sg kolinearne, to po
sprowadzeniu do wspdlnego punktu zaczepienia mozemy
na nich "rozpigé¢" rownolegtobok (rysO 60)0 Sprowadza-
jac teraz wektor pierwszy droga obrotu o kat mozli-
wie najmniejszy do pokrycia z wektorem drugim, moze-
my spotkac¢ jeden, z dwoch nastepujacych przypadkow

1) wykonujemy obrot
zgodny z obrotem doda-
tnim okreslonym przez
uktad Oxy

albo

2) wykonujemy obrot
w kierunku przeciwnym
do obrotu dodatniego,
ustalonego ukiladem
Oxys

W pierwszym przypad-
ku méwimy, ze uporzad-
kowana para wektorow

e,b posiada or i en-
Bys9 60 tacije zgodna
z. uktadem Oxy9 w drugim przypadku - o r i e n t a -
cje niezgodna (przeciwng).

Jezeli np» dany uktad Osy jest prawoskretny
i Para uporzadkowana wektoréw af5 jest zgodnie zo-
rientowana, to para ta stanowi prawoskretny ukitad
wektorow; jezeli natomiast para wektoréw jest nie-
zgodnie zorientowana, to para ta tworzy lewoskre-
tny uktad wektoréw,

Przy ocenie orientacji pary wektorbw mozna po-
stuzy¢ sie regutg "cztowieczka", podang dla rozré6z-
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nienia uktadéw prawo i lewoskretnych osi® W tym przy-
padku nalezy "cztowieczka*' ustawi¢ we wspdlnym pun-
kcie zaczepienia wektor6w, twarzg do pola réwnole-
gtoboku rozpietego na wektorach® Jezeli przy obro-
cie pierwszego wektora "cztowieczek** musi uzy¢ le-
wej re ki, to para wektorow jest lewoskretna, jeze-
li prawej - to prawoskretna» Para a,b na i'ys® 60
jest niezgodnie zorientowana z ukladem wspoétrze-
dr~rch, zas$ para c,d, - zgodnie zorientowana.
Wykazemy, ze zgodnos$¢ wzglednie niezgodnos$¢
orientacji pary wektorow z uktadem Oxy wigze sie
ze znakiem wyznacznika, ktdérego elementami sg
sktadowe danych wektorow t.zn. ze znakiem

a 8.
W (a,b)
\% ~y f
'Wyznacznik W (a,b) wyraza pole réwnolegtoboku ros-
Pietego na wektorach a,b, w ktérym kgt miedzy wekto-
rami potraktowano jako kat zorientowany® Istotnie
Pole réwnolegtoboku wyraza sie iloczynem dtugosci

bokéw przez sinus kata zawartego miedzy tymi bokami,
czyli

S =jsllb| sin £ (a b) (1)
Poniewaz
A ab - ahb X)
sin g/ (a b) = L_-J x
i IB!
wiec

S = axl%/ —aylX - W (ash)

N-nak S™a przez to W(a,E) jest zgodny ze znakiem

a“n (a,b). Znak zas$ sin (a, b), jak tatwo zauwazy¢,jest
"tylko wtedy dodatni, gdy wektory a i b sg zgodnie
Zorientowane z ukiadem Oxy i ujemny - gdy sg niezgo-

str.51 wzb6r lla



dnie zorientowane«»

Stuszne wiec jest twierdzenie:

Jezeli para wektorow -®,F jest zgodnie zorien-
towana z uktadem Qxy, to W (a,F)>0, jezeli niezgodnie
zorientowana - to W (I, E ) <0 i odwrotnie.
Whniosek:.

Jezeli w parze a,b zmienimy porzadek wektorow,
to para zmieni orientacje na przeciwng«, Istotnie,
jezeli dana jest para a, b dla ktérej W (a,b)> 0O
i utworzymy pare F9a,to

o b
W(b.s) = (e.b),
ax: a b nb
y o
czyli 1l (Hsa> < O

Rozwazajgc na str. 56 pole trojkgta ABC stwier-
dziliSmy * ze pole to wyraza sie liczbg dodatnig lub
ujemng w zaleznos$ci od tego, czy obiegajac trojkat
ABC wzdtuz bokéw AB, B08 CA mamy obszar tréjkgta po
lewej, czy tez po prawej stronie. Obecnie, po wpro-
wadzeniu pojecia orientacji dwoch wektorow mozemy po-
wiedzieé¢, ze pole tré6jkagta jest dodatnie lub ujemne,
zaleznie od tego czy para wektorow AB i AC posiada
orientacje zgodna z ukiadem wspodirzednych, czy tez nie-
zgodng.

Rozwazymy jeszcze przypadek, gdy W (a,b) = 0.
Okazemy, ze w tym przypadku wektory a i F sa kolinearne.

Z rébwnosci

wynika proporcja

znana nam jako warunek rownolegtosci wektorow« Stuszne
jest rowniez twierdzenie odwrotne. Majgc bowiem
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mozemy napisac
ax = A bx ,ar * by

a dalej

3* —*ad¥ pr>awo 1 | ewoskrecne w przestrzani

Majgc dany uktad wspoirzednych Oxyz (prostota.
A lub ukos$nokatny), wyobrazmy sobie "cziowieczka*
stojacego w punkcie 0 na ptaszczyznie
S° gtowa w kierunku dodatnim osi zg a twarzg do
uktadu Oxy, Jezeli “czilowieczek"

Qxy, zwrdcone-

szej Ccwiartki
Astawiony w opisanej pozycji ma oS X po lewej rece
tryS' 6la” t0 uktad Oxyz nazywamy lewoskre-
ny jezeli po prawej rece (rys.SIl b) - pr a-
°skretnym.

Rys« 61

my tero-ré6znianiu ukladéw prawo i lewoskretnych moze-

Jezeli "°Stuzy¢ sie P°J?ciem skretu Sruby« Mianowicie,

SPUbe Zg°dnie skierowang z osig z obracamy w kle-

r Unku
obrotu dodatniego ptaszczyzny Qxy i obrdt ten
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jest obrotem S$ruby wkrecanej, to ukiad Qxyz nazywamy
prawoskretnym (rys,, 62a) 9 jezeli obrét Sruby jest obro-
tem Sruby wykrecanej9 to mamy uktad lewoskretnyO

Oczywiscie umowa ta odnosi sie do powszechnie uzywanych
Srub, ktére sg Srubami prawoskretnymi, Gdyby Srubfi by-
ta lewoskretna (rys* 62 b), to kierunek wkrecania byt-
by zgodny z kierunkiem dodatnim obrotu ptaszczyzny

Oxy uktadu lewoskretnego*,

4o00rientac.la trojki wektorow w przestrzeni»
Niech w uktadzie prostokatnym Qxyz bedzie dana
uporzadkowana trojka wektorow niezerowych

5 { w az} - b {bx»V b2} . 5 {cx-ey'°z} -

Jezeli dane wektory sa niekomplanarnep to po
sprowadzeniu do wspélnego punktu zaczepienia mozemy
na nich rozpiga¢ rownolegtoscian (ryso63)0 Umieszcza?»
jac teraz "cztowieczka" we wspdélnym punkcie zaczepie-
nia wektorow na ptaszczyznie réwnolegtoboku rozpiete-
go na pierwszych dwéch wektorach,, a opartego plecami
o trzeci wektor9 mozemy spotka¢ jeden z dwéch przypad-
kow i
1) cztowieczek obracajgc pierwszy wektor do
krycia sie z drugim uzyje lewej reki. Wtym przypadku



uporzagdkowang trojke

A wektoré6w nazywamy 1 e -

z woskretna [
jezeli uktad Qxyz jest
rowniez lewoskretny8to
powiemy9 ze tréjka we-
ktoré6w posiada o ri e n -
tacije zgodn g

d z uktadem wspotrzednych,
jezeli natomiast uktad
Gxyz jest prawo -

Bys* 63 skretny to
trojka wektoréw posiada o rientacije niezgod -
ng ( przeciwng),,

2) cztowieczek obracajgc pierwszy wektor do pokry-
cia sie z drugim uzyje prawej reki* Wtym przypadku upo-
rzgdkowang trojke wektoréw nazywamy prawoskretng i zgod-
nie lub niezgodnie zorientowang z uktadem Oxyz w za-
leznosci od tego, czy uktad wspétrzednych jest prawo9
czy lez lewoskretny

Uktad we-
ktorow apF 8c
przedstawio-
ny na rysun-
ku 64 jest
ukiadem le -
woskretnym*
a wiec zgod-
nie zoriento-

X wanym % ukia-
dem Oxyz;
uktad o c®

to
Przestrzeni,podobnie jak na ptaszczyznie, orientacja

sdu trzech wektorow tgczy sie ze znakiem wyznacznika



W (a,F,c)=

Stuszne jest mianowicie twierdzenie:

Jezeli uktad trzech wektorow a,F,c jest zgodnie
zorientowany z ukltadem Oxyz, to W (a&sc)>0, jezeli
niezgodnie zorientowany, to W (a,F,c) < 0, Prawdziwe
jest rébwniez twierdzenie odwrotne®

Dowdd tego twierdzenia przeprowadzimy pdzniej
przy omawianiu iloczynu mieszanego trzech wektoréw.
Pokazemy wtedy, ze bezwzgledna warto$s¢ wyznacznika
W CO,F,c) wyraza objetos¢ réwnolegtoScianu rozpietego
na wektorach asF fic®

Jezeli wtrdéjce uporzadkowanej wektoré6w niekom-
planarnych ©,F,c przestawimy dwa wektory lub zmienimy
zwrot jednego wektora na przeciwny, to orientacja tro jki
wektorow zmieni sie na przeciwng® Wynika to bezposSred-
nio z wyznacznika W (a,F,e), ktéry zmienia znak, gdy
przedstawimy dwa wiersze lub elementom jednego wiersza
zmienimy znaki na przeciwne®

Udowodnimys ze jezeli W(a%,c) * 0, to wektory
a,F,c sg komplanarne i odwrotnie, jezeli wektory a,F,c
sg komplanarne, to W (a,b,c) = 0.

Istotnie, jezeli W (a,F,c) =0 to uktad réownan

13 o

ax u + 8y v+ azw »

bx u + by v+ bzw n 0,(2)
cX u + Cy V+.CzZwW - 0

me rozwigzanie u,v,w, w ktébrym nie wszystkie liczby
u,v,w sg zerami® Traktujac liczby u,v,w jako wspot-
rzedne pewnego wektora r , stwierdzamy na podstawie réw-
nan (2), ze wektory a, F, c, sa do tego wektora prosto-
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Padte a przez to réwnolegte do jednej ptaszczyzny,
mianowicie réwnolegte do ptaszczyzny prostopadtej
do wektora r.

Odwrotnie9 jezeli wektory a, b, c sg komplanar™

ne z pewng ptaszczyzng,, to sg prostopadte do wektora

hiezerowego r £u, v, wlJ 9 prostopadtego do tej ptasz-
czyzny.
Z warunkéw prostopadto$ci 2 wektorow otrzymuje™
uktad (2}, ktéry posiada rozwigzanie niezerowe

u,vsw> a wobec tego wyznacznik uktadu réwnad

W (a,b,c) * 0.

5* lloczyn wektorowy - okreslenia,
Dany jest prostokatny uktad wspoétrzednych Oxyz
oraz para wektoréw a,b,
1) Jezeli wektory a i b s| niezerowe i niekoli-
gearne, to ich iloczynem wektoro-
y =m nazywamy wektor c spetniajacy nastepujace
trzy warunki:
1 wektor ¢ jest prostopadly do ptaszczyzny
rownolegtoboku o bokach réwnolegtych do
wektoréw a i F,
2 wektor ¢ jest tak skierowany, ze uporzgdko-
wana trojka wektorow a?,c posiada orienta-
cje zgodnag z ukiadem wspdétrzednych,
3 ditugos$¢ wektora c rébwna sie mierze pola réowno-
legtoboku rozpietego na wektorach a i F
t*zn, réwnolegtoboku o dtugos$ci bokéw Sal i IFIf
rownolegtych do wektorow a i b, czyli

lc] * |allFj sin
gdzie jf jest katem miedzy wektorami a i F,
cie- N Jezeli wektory a i b sg kolinearne lub cho-

2 "eden z nich jest wektorem zerowym, to ich ilo -
"em wektorowym nazywamy wektor zerowy.



lloczyn wektorowy wektorow | 1 E o0znaczamy sym-

bolem a * b. Wpodrecznikach spotyka sie tez inne sym-
bole jak np0O[a%] 9 aAb, V aEO

Jezeli e jest wektorem jednostkowym, posiadajg-
cym zwrot i kierunek wektora a x to iloczyn wekto-
rowy mozemy napisa¢ w postaci

i xXEs|e x EI e, (3)
gdzie
la * bj= |a!lH] sinf . (4)

6 ® Wiasnosci i szczegllne wartosci iloczynu wekto-
rowego.
1) Do iloczynu wektorowego wektoréw a I b
stosuje sie na ogdét prawo przemiennosci t.zn.

axb w B *aAa.

Jezeli bowiem wektory a i b sg niezerowe i niekolinear-
ne to wektory a x Ei b x a sag rownolegte (sg prosto-
padte do tej samej ptaszczyzny), majg te same diugos-
ci, co wynika z warunku 5°9 r6znig sie jednak zwrotami,
co zauwazymy konstruujac trojke atFaa x b i trdjke
b,a, b * & (rys<»65K

W tym przypadku

wektory & * E

I b xa sa

wektorami prze-

ciwnymi, czy-

li

a x b=

-(U x a) (5)

Jezeli wekto-
ry a,b sag ko-
linearne, lub

Bya. 65
chociaz jeden z nich jest wektorem zerowym, to w mysl

nie



definicji
exF»O
b«a»2O0O
czyli
exb s bsa * O
2) , loczyny wektorowe wektoréw jednostkowych

uktadu prostokgtnego Oxyz,
Z definicji i1loczynu wektorowegowynika» ze

1x3 * 3*E£ sr, e xr 3],
J xi =-f,k xj *-rf i xk s-j, (6)
x| ?20,] xj =0, k xk =o0,

3) Poniewaz pola réwnolegtobokédw o wspdlnegj
Podstawie i rownych wysokosciach sg réwne (rys. 66)t
wiec iloczyn we-
ktorowy a x i nie
zmieni sie, Jezeli
zachowujgc jeden
_ i z wektorow np, a,
— drugi wektor F

zastgpimy wekto-
Rys» rem b~ tak dobra-
fow r - N xC6iuuudu rozpietego na parze wekto-
0 a»i o”kacie y ” speilniajgcym warunek
n ~rdéw nato sie polu rownolegtoboku zbudowa-
mu 118 wektorach a i F,
Jezeli a I n sg dowolnymi liczbami rzeczywis-
to stuszne sg wzory:
(ma) x b —a x(MF) sm¢(e * b) (7)

ma)+ (nb) =mn (a x b) (8)

a

ty y j

zeli warunek ten jest speiniony» to zachowana

J
st orientacja ukitadu wektorow a»b-j» a x F»
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W dowodzie wzoru (7) nalezy uwzgledni¢ rézne przypadki
w zaleznos$ci od wektoréw a i b oraz znaku liczby nu
Dla przyktadu przeprowadzimy dowdd w przypadku, gdy
a i b sg niezerowe i niekolinearne i m> 0.
1°8 Wektory (ma) * b, a x (mb), m(a * F) posia-

dajg ten sam kierunek, sa bowiem prostopadte
do ptaszczyzny réwnolegtoboku o bokach réwno-
legtych do a i S.

Wektory te sa rownej diugosci, gdyz

lg 1 x bl =Imallbl siny « smlal Ibl siny
gdzie y jest katem miedzy wektorami a i F,
rowniez

la xmFl = lal ImFIsiny - mlal Iblsin f
oraz
Im (a x F)l —mlal!lblsiny

5°® Przy m > 0 zwrot wektora m(axb) jest zgodny

ze zwrotem wektora
axbj ten sam
zwrot posiadaja
rowniez wektory
(ma) * b i axmF
gdyz orientacja
tréjek wektoréw:
a, F, axF,

ma, F, ma x F,
a, mF, ax mF

Jest zgodna, o czym mozna przekona¢ sie, badajac znak
wyznacznika W dla kazdej trojki®

5. Do iloczynu wektorowego stosuje sie prawo roz-
dzielnosci wzgledem dodawania tzn. stuszna jest

rownosé

a x(H+a)«e*5 +i»c (9)

Dowéd w przypadku, gdy wektory a, F, ¢ sa niekomplaname

(rys® 68):



Rys« 68
a x OB *
a x G -
a x 0D =
n Rys* 69

oB’
ocC’
OoD*

Zgodnie z wtasno$-'
cig 3) iloczynu wekto-
rowego mamy
axb=a x OB
ai c=a x OC (10)
a x(b+c)= a x ODj
a dalej, jezeli rys.69
przedstawia podstawe
rownolegtoscianu pros-
tego i punkty B', C’,
D* sg punktami lezg-
cymi w ptaszczyznie
tej podstawy, to

(ii)

przy czym diugos$ci
wektoréw OBS, OC»,
ODSw mysl okresle-
nia iloczynu wekto-
rowego sa odpowie-
dnio réwne;

151.1511 ,
o) lal'. 10CI ,
lal.]0DI.

Wektory wiec OB*,
oC , OD* otrzymu-
jemy z wektoréw

OC, OD przez obrot tych wektoréw w ptaszczyznie

Podstawy réwnolegtoscianu o kat prosty i wydituzenie
tub skrécenie w tym samym stosunku réwnym la |l* Czwo-
rokagt O B~C’ jako podobny do OBDC jest rdwnolegto-

kokiem, wobec tego

oD’ = OB"

+

ocC~.



Po uwzglednieniu réwnos$ci (11) i (10) otrzymujemy

ax(b +c¢c) =axb+a*ci

7. Skiadowe iloczynu wektorowego.
Niech w prostokagtnym uktadzie Qxyz o wektorach

jednostkowych T, 7, k beda dane wektory

5{&x>Vaz) 1 E{V V bz
Wtedy
a9 axr + 7 + E ,

F « bx | + by 7 + faz E ,

a dalej
axb (axT + an7 + a”™k) x (bxT + by7 + b"E)

Korzystajgc z poznanych praw dla iloczynu wekto-

rowego otrzymujemy
axb s(aybz-ezby,.)l + &asz-axbzké + (axby-aybx)k (12)
Wektor wiec a * ¢ ma wspoltrzedne:

ay bz* azby* asz aXb23 axby aybx

Zwigzek (12) mozemy symbolicznie zapisa¢ w tatwe]j
do zapamietania formie wyznacznikowej- :
i, 7,
*
axs$S By &y 8 a, (15)
bxg byil bZ

8® Iloczyn mieszany wektorowa objetos¢ réwnolegtosSciami,
Il oczynem mieszanym wekto-
row nazywamy iloczyn skalarnys w ktérym Jeden z
czynnikbw wystepuje w postaci iloczynu wektorowego*
Jezeli dane sg trzy wektory a,E9, to iloczynem
mieszanym jest np< iloczyn skalarny a «(E x c¢)
Wyrazimy iloczy.n ieszany a (E k ¢) przez skitadowe
wektoréow 5 { v Vv &f’n by, b,], ¢ (ox, oy, CJ
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lloczyn mieszany jest iloczynem skalarnym i wo»
bec tego mozemy postuzy¢ sie znanym wzorem9 wyrazaja-
cym iloczyn skalarny przez sktadowe dwoéch wektorow?

m n smei + m_5
XnX rnZnZ

-|.(
T ny
ktadowe wektora a wynoszg a »ay-a, wektora za$
X & na podstawie wzoru (13):

bycz :>bzcy5 bzcx* W bxcy' bycx

Otrzymujemy wiec

5 (K “ b)= a* (byca"b«QJ+ “yiV x -V P + az(hxcy 'bycx) s

Co dalej mozemy zapisa¢ w postaci

X9 y9 z

8 (Fxc)= leby*' bZ (14)

CX g Cy*» CZ

2
wyznacznikiem stojgcym po prawej stronie tej row-

NS§ci spotkaliSmy sie przy omawianiu orientaciji ukta-
trzech wektorow i oznaczyliSmy go symbolem
* G ,E,c).
lloczynowi mieszanemu mozemy nada¢ waznag Inter*»
Pistacje geometryczng,» Wykazemys ze jezeli uporzadkowana
*rdjka wektorow tworzy uktad zgodnie zorientowany z
Sladem prostokagtnym Qxyzf to wyznacznik I(ejF,<;)
Aynhaza objeto$s¢ rownolegtoscianu zbudowanego na we»
Atarach a9%9c jako na krawedziach®
JQzeli trojka wektorow a, F9 ¢ tworzy ukiad niezgodnie
Orientowany z ukiadem 07yz? to wyznacznik W(a% 3c)
uijemny i wtedy jego bezwzgledna warto$s¢ wyraza
°bjetos¢ rownolegtoscianu®
Ujmujac oba przypadki razem mozemy powiedziec¢,, ze
"®z.eletnie od orientacji uktadu wektorow apb,c
Ogledna warto$§¢ wyznacznika W(a% 9) wyraza obje~
rownolegtoscianu zbudowanego na wektorach etF 8c

na krawedziach.



Istotnies na podstawie definicji iloczynu skalarnego
mamy
I (b x ¢}~ lallb x 51 cos

gdzie jest katem miedzy wektorem a i b * c.

lloczyn lal cos V wyraza miare rzutu wektora a na
oS okresSlong wektorem b * c9 ktéry jest prostopadty
do podstawy réwnolegtoscianuo Illoczyn wiec lal cos”
w przypadku gdy 0"~ V <f 9czyli gdy uktad a8 ,c jest
zgodnie zorientowany z uktadem Oxyz (rysoTOa) wy-
raz© miare wysokosci rownolegtodcianu0

W przypadku# gdy ) >~fd tj, gdy ukiad a% 9 jest nie-
zgodnie zorientowany z ukladem Oxyz Crys”"TO b)9 to
cos <0 i miara wysokosci rbwnolegtoScianu réwna

sie bezwzglednej wartos$ci iloczynu lal cos \f W obu
wiec przypadkach bezwzgledna warto$¢ iloczynu miesza-
nego réwna sie iloczynowi miary pola podstawy rownoz-
legtoscianu i miary jego wysokos$ciO czyli wyraza

objetos¢ réw.nolegto$cianua
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9® Objetc-s¢ czworos$cianu,,

Czwor osci anem nazywamy ostrostup
0 podstawie tréjkagtnej® 2 geometrii elementarnej
wiemyg ze objetos¢ ostrostupa réwna sie * objetosSci
graniastostup© o tej samej podstawie i wysokosci,
Jezeli podstawg ostrostupa jest réwnolegtobok9 to
objetos¢ ostrostupa réwna sie | objetosci roGwnole-
gtosciaaug zbudowanego na tej samej podstawie i na
tej samej wysokos$ci® Kazdy czworoscian mozemy pod
wzgledem objetosci uwaza¢ za potowe ostrostupa o pod-
stawie rdwnolegtoboku (rys® 71)* Jezeli wiec czwo-

roScian zbudowano na wektorach a? F, 6 i jego objetos¢
oznaczymy przez Y, to ma-
my
W oo,
bx*,by*,,bZ
Cx z]Cy QCZ

Jezeli dane sg wierzchot-
ki czworos$cianu P(xn»y~z-"),

?2y2 9¢j- N gM3)*
9$A9Z A% »

to
x2"xl sy2'yl* z2~zl

x5"xi» y i nz*~'z2

N~

XA™Xi» YALYiQ *4-*j
lub
1SX19 yl> Z1
09 X2*XI| » y2“yi* 7277

0> S yr yi> z5“z

0, X4-XI&> yayi* 24~z



Dodajgc pierwszy wiersz wyznacznika do wierszy na-
stepnych, mamy

y"s zj

V3 » X2>y2» 22

1» x5s yU»
‘m x4? y4» z5

Przestawiajac kolumny, co nie zmieni bezwzgledna”
wartosci wyznacznika, otrzymamy

ntjx y X9 Zj.* N

1 X2»y28 228

X3»y N » i (15)

X4* y4S z4 »

Korzystajgc ze wzoru na objetos¢ czworoscianu,
mozemy tatwo poda¢ warunek przynaleznos$ci czterech
punktow do jednej ptaszczyzny*

Jezeli 4 punkty P,Q,R,S nie nalezg do jednej
ptaszczyzny, to wektory PQ ~a, M ® b, W * ¢ s3g
niekomplanarne i W (a,F,¢) # 0® Jezeli 4 r6zne punkty
nalezag do ptaszczyzny, to wektory a,b,c sag komplenar-
ne i ii (a,b,c) * O.

Warunkiem wiec koniecznym i dostatecznym przyzna
leznos$ci punktéw P (xx, y1# $2* z2~?

S(x™,y4,z4) do jednej ptaszczyzny jest

%W v ,Sij 1
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§ 8. ZMIANA. UKLADU WSPOLRZEDNYCH

££gesuniecie réwnolegte ukiadu na ptaszczyznie
F.w przestrzeni.
Przesuniecie rownolegte ukta-
du na ptaszczyznie
Majgc na ptaszczyznie ukiadu prostokgtnego Oxy
danY punkt 0® (a,b)3 prowadzimy przez punkt 0® dwie
°si x* i y> zgodnie réwnolegte odpowiednio do osi x i ya
Otrzymujemy nowy uktad wspotrzednych Q*x*y9 (rys*72)8
Zgodnie zorientowany z ukltadem Oxy, o ktérym moéwimy,
powstat przez przesuniecie row -
No1egt e uktadu Oxy do punktu 0®.
Jako wektory podstawowe nowego uktadu przyjmuje-
N wektory jednostkowe i® i |«
Wykazemy} ze jezeli punkt P mO w uktadzie Oxy
Wspétrzedne xryt a w ukitadzie O0®xfy® wspotrzedne
kf *ys&to miedzy tymi wspoOtrzednymi zachodze zwigz-
[
X s a X? 9 y s bm+ ys (1)
Dowdd; (I sposéb)
Masgy (ryso 72) 8 ze
@P* oo»+ 07?
Wystepujace w tym zwigz-
ku wektory majg w uktadzie
Oxy nastepujgce wspotrzedne

SE * 00: {a,b} 9 QP fx* yf

Korzystajgc z twierdzenia9 ze wspéirzedne
*Swnajg sie sumie wspobirzednych* otrzymujemy

X a.+x9 i | s bty*



Il sposéb.
Wychodzac ze zwigzku

OP m 00» + o*P,
zapisujemy w postaci

x|l +y ] sal +b] + x*T»+ y*J>
Mnozac obie strony réwnos$ci skalarnie przez i | mar-
jac na uwadze® ze i2 » |, jl * o, £*= = if j»|l s o

otrzymujemy
X s a+ x'.
Z kolei nmozac przez j 9 otrzymamy
y *b +y\

Przesuniecie rownolegte
uktadu w przestrzeni.

Majgc dany uktad prostokatny Qxyz oraz punkt
Qt (a»b,c)s prowadzimy przez punkt 0g trzy osi x '9y», z*
zgodnie rownoletgte odpowiednio do osi xsy,ze Otrzy-
mujemy nowy ukitad O* x* y¥ z9 (rys»73) o ktorym moéwimy,
ze powstat przez przesuniecie rownolegte uktadu
C5xyz do punktu Qs.

Zaktadajgc* ze wektorami podstawowymi uktadu
0*xY 9z* sg wektory jednostkowe T% J% k*, wykazemy,
ze miedzy wspoOtrzednymi punktu P (xily,z) w uktadzie
Oxys9 a wspoOtrzednymi tego samego punktu x*9 y»s z'

w uktadzie 0* x* y ?s* zachodzg zwigzki
X a a+ X1,
y * b+y*. (2)
Z « c+z'
Dowdd: Mane/ (rys® 73), ze
QP - 00? * ol? ,
co mozemy rowniez zapisaé w postaci.
X1 *yj * zk « ei ¢ bj + ci + x»i**+ yaoroxzg 9.

Mnozagc skalarnie strony tej rownos$ci kolejno

przez i, J, k i uwzgledniajagc wartosci iloczynow



skalarnych, ktérych
czynniki sa wekto-
rami jednostkowymi,
otrzymamy zwigzki

(2)

2. Obrét uktadu wspobirzednych ne ptaszczyznie
i w przestrzeni.
1) Obrot uktadu wspoé.t rzednych
na ptaszczyzznie.
Majac na ptaszczyznie dany prostokatny uktad
Cxyf prowadzimy przez punkt O dwie nowe o0si - 08 x»s
tworzagca z osig x katGb oraz o$ y!, prostopadta do
osi x*? nadajagc jej taki zwroty by uktad Oz” y® posia-
dat orientacje zgodna z orientacjg ukiadu Oxy (rys«74).
0 uktadzie Oxi y® méwimy,
ze powstat z uktadu Oxy
przez obr ot dooko-
ta punktu 0 o kat OC»
Kat ot nazywamy katem
obrotu.
Wektory jednostkowe
iJd uktadu Oxy przejda
po obrocie o katot w we-
ktory jednostkowe, ktére
oznaczymy przez. i ’S'J*.
Wykazemy, ze jezeli punkt P ma w uktadzie Oxy
wspotrzedne x,ys gjrw ukitadzie Ox® y 8 wspltrzedne x®y®,
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to miedzy tymi wspoOtrzednymi zachodzg zwigzki i
X 9 X'cos ot-= y Sin ot

y s xssin ot + y 9cosos> A

Dowdd: O$ x 5tworzy z osig x kat OC; kat jaki tworzy X1
z osig y oznaczmy przez /3 , Katy9 jakie tworzy o$ y*

z osiami x,y, oznaczmy odpowiednio przez o0s*9

Dane te mozemy uja¢ nastepujacg tabela

Xy
X Gl
y* ] P!

ktora utatwi nam odczytywanie katéw, miedzy osiami*
Tak npO jezeli chcemy z tabeli odczyta¢ kat miedzy osig y *
a osig y, to znajdziemy go na skrzyzowaniu wiersza y*
z kolumng y - jest to kat

Poniewaz wektory jednostkowe 1*3» i’ lezg
na osiach i majg ich zwroty wiec tabela ta podaje
nam réwniez kagty miedzy wektorami jednostkowymi*
Kat miedzy wektorem i a j’' odczytujemy na skrzyzowa-
niu kolumny x z wierszem y»,. otrzymujgc Oi*

Z tatwosScig wiec mozemy wyznaczy¢ wartosci na—
stepujacych iloczynéw skalarnych:

ii* * cos ot, , j T»a cosp

ij * = cos ot* , J 3*= cosp *
Z okreslenia wspétrzednych punktu wynika

OP - xi +y3}
OP ~ xsi* 4y*3*,
skad otrzymujemy rownos¢
Xi +yj] ®x8 * + y*3*
Jezeli strony tej rébwnosci pomnozymy skalarnie kolejno
przez T i | i uwzglednimy podsne wyzej wartosci iloczy-
néw skalarnych oraz wartosci iloczynéw

> =1, 3. MO, f ~ 1



otrzymamy
X * X' cos 00 + y9cos ©Op* (4)
a
y s x8 cos i3 + y*cos

Stosujagc wzor Chasles* a dla katow otrzymamy
cos ot* - sin <x; jcos fi = sin oc 9cos /3 cOoSs ocC

t wobec tego wzory (4) przyjmujg posta¢ (3)

2) Obrot uktadu wWspotrzednych
w przestrzen Ii.
Majac dany prostokatny uktad Qxyz prowadzimy

Przez punkt O najpierw Swie nowe osi do siebie prosto*»

Padie x* , y* , a nastepnie réwniez przez punkt 0 trze**
cig oS z \ prostopa--
dtg do ptaszczyzny
Gx*yB , nadajgc je |
taki zwrot dodatnip
by uktad OxB/»z*
byt zgodnej orien-
tacji z uktadem
Oxyz (rys.75)o0
0O uktadzie Ox9Y 9z*
mowimy, ze powstat
z uktadu Gxyz przez
obrét dokota pun-

Eyso 75 ktu Oo
«¢sech wektorami podstawowymi ukiadu Qx,y*z-* bedg wekto-
Jednostkowe i* , js slc9 >i niech 0§ xs tworzy z osie-
VAN * * k* k% % katy f , rfp

0O y! tworzy z osiami x9% 9 katy o<, fi2zs " |
°S z’ tworzy z osiami x? ?z katy o" 9y3jS ,

"®ne te mozemy ujgd w postaci tabeli %
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X y z
x® fii rf
ys ox fir ra (5
z* fFi, I,

co podobnie jak na ptaszczyznie pozwoli nam na tatwe
odczytanie kagtéw miedzy osiami.

Kat np0 miedzy osiami y® i z odczytujemy na skrzyzo-
waniu wiersza ys z kolumng z, otrzymujac Tg , Z uwa-
gi na to, ze wektory jednostkowe T,3tk i T7,3* k?
lezg na osiach uktadéw i majg zwroty osi, mozemy ta-
belg ta postuzyé¢ sie réwniez przy odczytywaniu kagtoéw
miedzy wektorami jednostkowymi» Kat npa miedzy wekto-
rem j i k? odczytujemy na skrzyzowaniu kolumny y z
wierszem zs, otrzymujgc /[?* *

Majac dwa uktady Oxyz i Ox,y,zi mozemy uwazac
uktad Qx% 9% s za pierwotny, a ukiad Oxyz za uktad
uzyskany z uktadu Qx»y»** przez obrét» Wtym przypadku
osie nowego uktadu x,y,z tworzg z osiami pierwotnego
uktadu katy:

0§ x z osiami x% y \ z® katy <xf , at2 8oL3,

oy M * " P, »fi3,

oz » T n.rs
Katy te mozemy odczytaé¢ z podanej tabeli.

Wykazemy, ze jezeli punkt P ma w uktadzie Oxyz
wspoétrzedne x,y,z, a w uktadzie OXx,y T2 wspbtrzedne
X* i y5 » z*s to miedzy wspétrzednymi punktu zachodza
zwigzkij

X @ Xx*cos otf+y*cos ot-5+ z*ccs

y a xscos /3f + y’'cos fiz + z*cos |33, (6)

Z e XsCOS 3" my»COS Tz + z9os ~

i odwrotnie:
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X' = X cos oCf+y cos /3f+z cos
y* = r coa 002+y cOS +z cos” (7)
2* - X COS Okj+y COS ft3+2z cCoOS~

Dowéd: Jezelix,y,z sa wspoOtrzednymipunktu P w ukta-
d2ie Oxyz, a x,ty,tz* w uktadzie Oxsy *z*, to zgodnie
z okresSleniem* wspoOtrzednych punktu mamy

(3? « xT + yJ + zk,
OP » x8 8+ y5* + z'k*

Poréwnujgc prawe strony tych rownosci, otrzymamy
Xi +yj + zk « x8 8+ y»3* + z8!

Mnozac réwnanie skalarnie kolejno przez X, 3» *
otrzymamy wzory (6), mnozac zas$ przez X8, 3*9 k8
wzory (7).

¥> Przesuniecie i obrét uktadu wspdétrzednych.

Na ptaszczyznie ukitadu prostokgatnego Oxy niech
bedzie dany inny uktad 0& 8 8, prostokatny i rowno-
skretny z ukiadem Oxy. Niech punkt O ma w uktadzie
Qxy wepotrzedA * b i ii ch o8 xf tworzy z osig x
kat <* (rys.76).

Wykazemy, ze jezeli
punkt P ma w uktadzie
Oxy wspotrzedne x sy,
a w uktadzie O8 x8y8
- wspotrzedne xs, y 8f
to zachodzg zwigzKki
Xsa+x8co0s cg -y 9sin on,
y»b+xisino6. +y8cosot- "
Dowdéd: Dla dowodu wpro-
wadzimy trzeci ukiad
wspotrzednych 08&” ynt

0O osiach zgodnie réwnolegtych z osiami uktadu Oxy.
Jezeli punkt P w uktadzie Ox" yMma wspoéitrze-

Arie x*i y% to na podstawie wzorow (1) miedzy wspot-

rzednymi punktu P w uktadzie Oxy i w uktadzie 0&" y"
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zachodzg zwigzki
Xs a+x", ysb+yw (9)
Uktad O0*x»y* mozemy uwaza¢ za ukitad powstaty z ukta-
du 0*x" yH przez obrét dokota punktu O9 o kat ot O
Miedzy wspoétrzednymi x” y t punktu P w uktadzie O®
a wspotrzednymi x*yp w uktadzie 0% 9 9 zachodzg w mySl
wzoréw (3) zwigzki
X" « x9cos ot - y9sin ot
y'9s x?in ot 4 y”~cos ot

Podstawiajgc te wyrazenia na xMi y5 do zwigzkéw (9) ,
otrzymamy wzory (8)c

W rozumowaniu uwazaliSmy uktad Opx# s za uktad
powstaty z uktadu Qxy przez przesuniecie réownolegte
do punktu Q\ a nastepnie przez obrét o kat ot dokota
punktu O9» Do tych samych wynikéw doszlibysmy, gdy-
bysmy uktad Qxy najpierw obrdécili o kgt ot dokota
punktu 09 a nastepnie przesuneli go rownolegle do
punktu O9.

Postepujagc podobnie dlI© przestrzeni trojtcpaiaro—
wej (rys,77) otrzymamy wzory?

W tym przypadku przesil
wamy ukitad Oxys réwno-
legle do punktu
09(aebtc), uzyskujac
x,f przejSciowo uktad
0*xMy*z% ten za$
droga obrotu przeksztat
camy w uktad O,x*y»zi,

Ryso 77
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Nj-U zki miedzy cosinusami kierunkowymi dwoch
uktadéw prostokatnych przestrzennych.

Jezeli mamy dwa uktady prostokagtne przestrzenne

°xyz i Oxiy»z’ i katy miedzy osiami tych ukiadow ujete

tabelg
X y z
A
y* i A,
z og /* I3

istniejg ez 22 zwiazki, ktére znajdujg zastosowa*
mechanice teoretyczneje Zwigzki te

°si
)L)Jla w geometrii i

Wzgledu na ich ksztatt i sens mozemy podzieli¢ na

grup;
lo Poniewaz katy wystepujace w poszczegOdlinych
wierszach tabeli sg katami osi nowego ukta-
du z osiami uktadu Oxyz9 wobec tego cosinusy
tych katow spetniajg zwiagzki
COS OC,+ COS fir* + cos sf 1
COSZCGé+ CO§ B + 0052 1, (1)
COSZO43+_ @s g*’> +cos’ nx
Ho Poniewaz osi x91i y9 ,y* i z oraz z»i xp sa
do siebie prostopadte,, wiec
cos ¢Xyeos 04,+ cos cos /32 + cos”™ cos ™ sO,
cos ot*,cos 04,+ cos /52cos /3+ cos” cos "N sO, (12)
cos 04, COS OOf + COS cos + COSy COS 3" K0o
H i. Poniewaz z jednej strony wspoéitrzedne wektoréw

jednostkowych i 9,3% F9 wzgledem ukitadu Oxyz
rownajg sie: i 9{cos ou,, cos /3y, cos r,},
j "{cos <2 ,c0s
. k'{cos &8s cos /3, , cos r,}*
Wekt Uglej sirony rownolegtos$cian rozpiety na tych
°rac” jest szeScianem o objetosci réownej 1,



wiec
cos ®iy , cos A COsS T1
cos , COS A , cos T3 « 1. . (13)
cos Ots , cos A . COos

Jezeliby uktad Ox} y* z’ posiadat orientacje niezgodng
z uktadem Gxyz, to ten wyznacznik rOwnatby sie -1.
IV» Poniewaz

i 1 - K
k»* i» *j = cos ot, » cos /3, 1 cos jr
cos oc2 , Cos , cos 3T
i, I > k
i» « y * ke = cos Ot2, cos [it , cos

COS Ots, cos (i3 » cosH

i, J » k
j* » k> X i* * cos oc, , cos Yy3J » COS ¢fr
cos c*f , cos /3, , cos

wiec wspotrzedne wektoréw k*, i\ j* wyrazajg sie
tez nastepujgco;
Wspotrzedne wektora k' ;

cos o™* cos /3f cos ~ - cos /3f cos ir

cos y33* cos I*, cos (X2 - cos 32 cos oll, (14)

cos ~ CcoS COS yS, - cos cos A
wspoétrzedne wektora X' ;

cos <xt* cos cos - cos cos :

COSP1- COS 2ficos OF ~ COS Jicos 00&t (15)

cos £. ~ cos o(3cos fli - COSOC,COS fig,
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wspoOtrzedne wektora j* ;
cos Scos ﬁ cos r - cos ﬁ cos y ,
(005 S cos r, COS &tf - cos M cos GB (16)
COos s cos @3 COS ﬁl cos Qf cos ﬁ3

Jak tatwo aauwazy6, zwigzki te wykazuja, ze kazdy
element wyznacznika

cos @ cos ﬁ, ,» COS rA

cos @ cos ﬁ2 cos )g
cos (& COSﬁ3 cos \{

rowna sie wyznacznikowi dotgczonemu do tego elementu
V* Poniewaz katy stojgce w kolumnach tabeli (5)

sg katami osi x, y, i z z osiami ukfadu
* Qx'y fz 8, wiec cosinusy tych katow spetniaja
zwigzki
coszdllr 0052 + cozs » 1,
Ggﬁl +cos" /3j? + cos™ ﬁ351 (17)
COs ~ + cos cos s 1.
V1. Poniewaz osi x iy, y i ®oraz z i x sg do

siebie prostopadte, wiec odpowiednie cosinusy
kierunkowe tych osi wzgledem uktadu Ox*y*z*
spetniajg zwiazki t

cos o”*cos ﬁ,* cos Ot, cos ﬁ2+ cos ot, cos ﬁmo,

cos ﬁ s Jy+ cos "3,cos ¢P, +cosy”cos ¢T= 0,(18)

cos cos ot, + cos JIjcos ot, + cos y cos K.



§ 9, WSPOLRZEDNE BIEGUNOWI

I. Wspdltrzedne biegunowe na ptaszczyznie»

Niech na ptaszczyznie zorientowanej dany bedzie
punkt O oraz p6tos Ox, Jezeli teraz wezmiemy pod uwa-
ge dowolny punkt P, nalezgcy do ptaszczyzny i rézny
od Oj to potozenie punktu P na ptaszczyznie jest okres-
lone, gdy znana jest odlegto$¢ punktu P od poczatku
potosi czyli r* |QP|] oraz miara kata y 9 Jaki odcinek OP
tworzy z pdétosig Ox (rys, 78).

P6to$s 0Ox nazywamy
0siag biegunowag
a jej poczatek 0 - bie -

gunem.
a) Wspotrze -

dnymi bieguno-

Wy mi punktu P, ré6znego

od bieguna, nazywamy pare

liczb r iy gz ktérych
pierwsza jest dodatnia i podaje odlegto$¢ punktu P
od bieguna, druga jest miarg kata miedzy odcinkiem
taczacym punkt P z biegunem 0O a biegunowag i spetnia
warunek 0 4 < 27C.

b) Wspétrzednymi biegunowymi punktu O tozn. bie-
guna nazywamy pare liczb 0 i f , gdzie y jest dowolng
liczba zawartg miedzy 0 i 23T

Odcinek OP nazywamy promieniem w o -
dzgcym punktu P, katy - amplitudag
lub argumentem punktu P.

O$ Ox wraz a umowg a) i b), okresSlajgcg wspoOtrze-

dnie biegunowe punktu, nazywamy uktadem



Wspotrzednych biegunowych na ptaszczyz-
nie.
Dla zaznaczenia,, ze liczby r i J sg wspotrze-
dnymi biegunowymi punktu P uzywamy symbolu P (r, ty )
Z okres$lenia wspotrzednych biegunowych punktu
na ptaszczyznie wynika, ze w obranym uktadzie wspot-
Rzednych biegunowych kazdej parze liczb r i ,

aPeitniajgcej warunki
r> 0, 04j><2JT (1)

odpowiada tylko jeden punkt na ptaszczyZznie i odwrot-
rd-e kazdemu punktowi, z wyjatkiem bisguna, tylko je-
dna para liczb postaci CD® Biegunowi odpowiada nie-
skonczenie wiele par postaci 0, jP , gdzie jest do-
wolng liczbag spetniajgcg warunek

Q4f<2%r
Adznym punktom odpowisdaja rézne pary wspoOtrzednych
biegunowych i ré6znym parom r> 0 i O4 ,
tyektowanym jako wspoéirzedne biegunowe punktu - r6z-
ne Punktyo

W niektdérych podrecznikach geometrii analitycznej
r°2szerza sie pojecie wspoitrzednych biegunowych punktu,

dopuSzZC2aj” ¢ wspoOtrzedne biegunowe liczby r < 0
AT dowolne, t.zn. dodatnie i ujemne nie ograniczone
Funkiem
04 f <2JC
K «P® punktowi A (rys.79) przyporzadkowuje sie nie
tylko pare (5, f ),lecz takze C5, - »("5 J Ti)
ty5, - ~5T),e ponadto wszystkie pary, otrzymane

tych czterech par przez powiekszenie miary kata o
°Wolng catkowitg wielokrotnos¢ liczby 27t opPrzy tym
Ujeciu wspotrzednych biegunowych punktu, kazdemu pun-
°wi odpowiada nieskonczenie wiele par, kazdej za$

Perze tylko jeden punkt»



2» Zwigzki miedzy wspoOtrzednymi prostokagtnymi
a biegunowymi na ptaszczyznie.

W ptaszczyz-
nie prostoka-
tnego uktadu Oxy
dany jest uktad
wspotrzednych
biegunowych, kto-
rego biegun znaj-
duje sie w punk-
cie 0, a o$

biegunowa pokrywa sie z dodatnig czesScig osi odcie-

tych i ktéorego dodatni obieg jest zgodny z dodatnim

obiegiem ptaszczyzny Oxy (rys 80)o

1) Wykazemy, ze jezeli punkt P ma wspbirzedne

biegunowe r ,f , to wspot-
rzedne kertezjanskie wyra-
Zajg sie wzorami:
X * r cos Yy (2)
y « r sin y>

Istotnie, jezeli r > 0,
to z okres$lenia funkcji
trygonometrycznych wyni-

Rys* 80 ka

cos f s 2 , sin - 2,

skad
x str cos <f i y =r sin <f 9

Jezelir - O, to jakgkolwiek wartosd nadamy am
plitudzie y 9 wéwczas x s y = 0, wiec wzory (2) sag
rowniez stuszne»

2) Odwrotnie, jezeli dane sg wspoOirzedne kar—
tezjeiiskie punktu P (Xx,y) # 0, to wspo6irzedne bieguno-
we punktu otrzymamy ze zwigzkéw t



3* Wspotrzedne biegunowe w przestrzeni.

Niech w uktadzie prostokgatnym Oxyz bedzie dany dowolny
punkt P, nie lezacy na osi z i niech Q bedzie rzutem
punktu P na ptaszczyzne xy (rys. 81)

to uktad trzech liczb
p» N »fl , gdzie

r>0, 047 <2K,-%<8<i(4)

nazywamy w s p 0 t -
rzednym bie -
unowym. a
Rys. 81 J Y
takze wspoOtrzednymi
sferycznymi punktu P.

r  —nazywany promieniem wodzagcym
punktu P,

jf- dt ugosci a geograficznag,

N-szerokos$cia geograficzna
punktu P. Ptaszczyzne xy nazywamy p t a s z -
czyzna rownikow g9 a pidtptaszczyzne
okreslong osig z i dodatnig pditosia x nazywamy
ptaszczyzne potudnika zero-
wego.

ZatozyliSmyf ze —”" ~8< dla 8 > 0 punkt P
lezy powyzej ptaszczyzry xy (na poitkuli poéinocnej);
dla B < 0 - ponizej ptaszczyzny xy, dla 8 - 0 na
Plaszczyznie rownikowej.

x) 8 -litera alfabetu greckiego; czyt.theta



0 punktach, ktére majg ten sam promien wodzacy r,
1 te samg diugos¢ geograficzng f moéwimy, ze leza
na tym samym potudniku® Punkty o réwnych r i 9 le-
za na rownolezniku, gdy 9 s 0 punkty lezag na rowniku
Z okres$lenia wspoOtrzednych biegunowych punktu
nie lezgcego na osi z wynika, ze kazdemu punktowi
odpowiada jedna tréjka liczb spetniajgca warunki
(4) i odwrotnie do kazdej trojki liczb spetniajgce]
warunki (4) nalezy jeden punkt nie lezgcy na osi z.
2) Jezeli punkt lezy na osi z, jest jednak rdzsy
od punktu 0, to za wspoOtrzedne biegunowe tego punktu

uwazamy uktad liczb r, f >9 | gdzie

r - 10PI, je_srt dowolng liczbg spetniajgcg warunek
i 9e * * dla punktow powyzej ptaszczyzny Xxys
8 = - n dla punktow ponizej ptaszczyzny Xy,

3) Jezeli punkt P lezy w poczgtku ukitadu, to ze
wspotrzedne biegunowe tego punktu przyjmuje?’jr
r - 0S
5° ~ dowolne, spetniajace warunek 0.£$P< 2iT
9 h
Uktad zatozen i uméw 1), 2), 3), jakie poczyni-
liSmy w zwigzku ze wspéirzednymi hiegunowymi punktu,
nazywamy uktadem wspotrzednych -
hi egunowych przestrzennych

4# Zwigzki miedzy wspobtrzednymi prostokgtnymi
a biegunowymi w przestrzeni.

Jezeli uktad wspétrzednych prostokatnych i uktad
wspoOtrzednych biegunowych przyjmiemy tak jak na rys» 81,
to

X sSr cos # cos ,

y s r cos 6 sin f ,

Z =r sin #
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Istotnie
X » 10Q] COSjp i y » 1O sin f

a Poniewaz

[0Q] « r <cos6 9
wiec
X «r cos”™ cos 5* i y 3 r cos 8 sin

N°c3obnie
z * |OPf sin $ * r sin # ,
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§ 100 OGOLNE WIADOMOSCI O ROWNANIACH LIN Il

NA PLASZCZYZNIE

3« IfeJigei& rownania lin ii na ptaszczyznie.

Wprowadzajac na ptaszczyznie ukiad Oxy przypo-
rzgdkowaliSmy kazdemu punktowi ptaszczyzny jedng pa-
re liczb (wspotrzednych) i odwrotnie9 kazdej parze
liczb - jeden punkt®

Kazdg linie na ptaszczyznie mozemy uwazac9 jako
zbior punktow9 ktéremu odpowiada pewien zbidor par
liczbo Wyznaczenie wszystkich tych pa.r9 ktérych Jest
nieskonczenie wiele9 wydaje sie w pierwszej chwili
trudne® Wiemy jednak ze szkoly $redniej9 z graficz-
nego przedstawienie funkcji9 ze majac odpowiednie
rownanie lin ii9 mozemy punkty tej lin ii otrzymaé ja-
ko pary liczb9 dobierajgc liczby w parze tak9 by spet-
niaty dane réwnanie®
Tak np® wiemy9 ze rOwnanie:

y s 2x + 3

przedstawia analitycznie prostg® Roéwnanie to pozwala
nea dla kazdego x wyznaczy¢9 odpowiednig wartos¢ y 9
t.zn» pozwala nam wyznaczy¢ kazdy punkt prostej»
Znamy obrazy graficzne rdéznych réownan,



| tak wykresem réwnania

2
Yy S X + 3x + 23
jest parabola» wykresem réwnania
y s Iong

krzywa zwana krzywg logarytmiczng.
Wspotrzedne wiec wszystkich punktow lin ii rooze-
my otrzymaé z odpowiedniego rownania o dwéch zmien-
nych.
Rownanie dwoch zmiennych x i y bedziemy ozna-
cza¢ symbolem
y s f (x)}
dla zaznaczenia, ze zmienna y(w postaci jednego wyra-
au  znajduje sie po lewej stronie, za$ wyrazy zawie-
rajgce imienng x i wyraz wolny po prawej lub symbo-
lem
F (x,y) * O
Nla zaznaczenia, ze wszystkie wyrazy ré6wnania wyste-
pujg pO lewej stronie réwnania,
lak np, rownania:

y « 3Xx + 5, y » » y * sin (x + 2)
postaci y a f (x), zas$ rébwnania
—2' v 2
y-3x-5*0,y-y - 0, Reee u o

s3 postaci F (x,y) » O

Okreslenie:
Jezeli jest dana linia 1 w ptaszczyznie uktadu

oraz réwnanie dwéch zmieni®ch postaci

y #f (x) lub F (x,y) « O,
vO0 rownanie to nazywamy rownaniem i n i
jezeli
1) wspoétrzedne kazdego punktu linii 1 spetniaja
rownanie i
2) wspoétrzedne punktow nie nalezgcych do SjLnii

A n"® spetniaja réwnania*



Rownanie np.
X2 +y2 » 16

jest rownaniem okregu, ktéorego Srodek znajduje sie
w poczatku uktadu i ktérego promien réwna sie 4» %
uzasadni¢ powyzsze zdanie9 nalezy udowodni¢ dwa twier-
dzenia *
1) ze wspotrzedne punktu nalezgcego do okregu
spetniajg réwnanie i
2) ze wspotrzedne punktow nie nalezgcych do
okregu nie spetniajg rownania»
Dowod:
1) Jezeli P(xgy) jest dowolnym punktem okregu,
o Srodku w Q ir * 4 flto jego odlegto$s¢ od
Srodka réwna sie 4g czyli

Y 7 +y2 s 4,
skagd otrzymujemy

X2 ¢ y2 a 16,
a to znaczy, ze wspoOitrzedne punktu P spet-
niajag rownanie.
2) Jezeli P(x,y) nie nalezy do okregu, to albo
lezy poza okregiem i wtedy jego odlegtos¢
od Srodka okregu jest wieksza od 4® czyli

X2 +y2 > 16¢g
albo lezy wewnatrz okregu i wtedy jego odle-
gtos¢ od Srodka okregu jest mniejsza od 40
czyli
X2 +yt < 16,
W obu wiec przypadkach wspoirzedne punktu nie spetnia-
ja rébwnania.
Rdéwnanie wiec
X &y * 16
zgodnie z okres$leniem réownania lin ii jest rOGwnaniem

okregu.
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Metoda badania linii w geometrii analitycznej
Polega na tym9 ze staramy sie znalez¢ réwnanie danej
linii i 2 wiasnosci réwnania wysnu¢ wiasnosci linii*
Tym sposobem geometryczne badanie linii zastepujemy
dgebraicznym badaniem jej réwnania.

Nie nalezy jednak sadzi¢, ze kazdemu réwnaniu
o dwoch zmiennych odpowiada jakas liniaj réwnaniu
np.

X2 + y2 S - 4

re odpowiada zaden utwdOr geometrycznys zadna bowiem
Psra liczb jsy w zakresie liczb rzeczywistych nie spet-
nl Q tego réwnania.

"a rézne réwnania mogg przedstawia¢ te samag liniet
J-zeli sg rébwnowazne» Tak np. réwnania

~3x + 2y - 6P ysj x + 3
Przedstawmajg te sarg linie (prostg) ¢ doa ag bowiem
sPetniane pPrzez te save pary Wspdirzednych.

~ Linie algebraiczne i przestepne*
nie nazywamy algebrai czna9jeze-
ne zmiennych x i y, wystepujgcych w jej réwnaniup
~ykonano skonczong ilos¢ dziatan algebraicznych t.zn.
®lania dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia
oraz2 . o . .
Potegowania wyktadnikiem statym i wymiernym«
rzyk’radem takich rownan sa rownanias

y * a+bx2
a x2y 1- bV =0

Roéwnania lin ii algebraicznych mozemy przez spro-
Nadz . L
Snie do wspodlnego mianownika i przez podniesienie

@tlvori robwnania do odpowiedniej potegi sprowadzi¢ do
p°stacl

* o

Sdzie p, y)
~»y) jest W|elom|anem wzgledem x i vy.
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Jezeli wielomian F (x%) jest stopnia n i nie
rozktad© sie na czynniki stopni nizszych” to liczbe
n nazywamy stopniem i n i algebraicz-
nej,-, Linia np, odpowimadajgea réwnaniu:

jest stopnia 3-gcs przeksztatcajgc bowiem jej réwna-
nie otrzymamy

3x2y ° 1 ® 0,
zas$ linia odpowiadajaca réwnaniu

' y2 * -Sjp —Z2—1—
X +2x - 1

jest stopnia 4-gos jej bowiem réwnanie sprowadza die
do postaci
x9y9+ 2xy7 -y9=3x*|eO

LinieB ktérych réwnania nie spetniajga warunkow rownali
lin ii algebraicznych nazywamy liniam i przestepnymi®

Przyktadem najprostszych krzywyfih przestepnych sa
krzywe $

ys?ax 9 y « log xs y » sin x9 y * arc sin Xx

30 Roéwnanie lin ii we wspoOtrzednych biegunowych»
Jezeli na ptaszczyznie dany jest uktad wspotrze-

dnych biegunowych i linia to rownanie dwéch zmien-
nych r i f postaci

r x>t {f ) lub F (r9<f) * 0
nazywany rownaniem i n i 1 we
i&msk w s p 6trzednych biegunowych,

jezeli speinione sa dwa warunki

1) wspotrzedne biegunowe kazdego punktu lin ii 1
spetniaja dane réwnanie i

2) wspoirzedne biegunowe punktow nie nalezgcych
do linii 1 rownania nie speiniajg®
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Jezeli na podstawie réwnania lin ii we wspo6itrze-
dnych biegunowych postaci ra f ( ) chcemy linie na-
rysowac¢ 0 to postepujemy podobnie jak w wypadku lin ii
danej réwnaniem y » f(x) we wspotrzednych prostoka-
tnych® Mianowicie 9 dla kazdej wartos$ci ® obliczamy
odpowiednig wartos¢ r i wykresSlamy punkty P (r, y )
przy pomocy wspoéitrzednych biegunowycho Przy wykre-
sach we wspdétrzednych biegunowych mozemy postuzyc
sie papierem biegunowym9 ktéry oddaje podobne ustu-
gi jak papier milimetrowy przy wykresach we wspoi-
rzednych prostokatnych®
Siatke papieru biegunowego tworzg okregi wspo6tsrod-
kowe oraz pek promieni9 wychodzagcych ze wspdlnego
Srodka tych okregéw«

Jezeli np® chceny wykres$li¢ linie dang we wspot-
rzednych biegunowych réownaniem

r s siny i

to ktadac <ps 0°9 30°, 60°, 90°9 120°p 150°, 180°,
izyli aJl otrzymamy

ra 09| , Xjrr , 19 2 9 0« Ne promieniach tworzg-
cych z osig biegunowa obrane katy $ odcinamy odpo-
wiedniej ditugo$ci promienie r i otrzymujemy zbiér punk-
tow nalezgcych do danej linii«, Oczywiscie 9 im zbior
punktow jest gestszy9 tym dokitadniejszy jest obraz
linii®

W rozwazanym przyktadzie linia jest okregiem (rys*82)
o Srodku S ( 9 i promieniu réwnym £ »

"ray wykre$laniu przyblizonego obrazu lin ii okres$lonej
rownansiem we wspoétrzednych biegunowych mozemy postgpic
tez inaczej® Mianowicie mozemy korzystajgc ze wzoréw
89,2 przedstawi¢ linie rownaniem we wspoOtrzednych
Prostokatnych i sporzagadzi¢ obraz lin ii na podstawie
tego rownania®
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Jezeli w ten spos6b postgpimy dl© lin ii okres$lo-
nej rownaniem
r & sin <}
otrzymamy
S
a dalej

2 2
X @y sy

Réwnanie ts 9 jak po0zZniej posn©53y0 mozna przedstawic

W postaci
2 . * L 2 , 1 *2
) : X X %
Jest to rownanie okregu o promieniu g i Srodku S (09)®

4® RoOwnania parametryegne lin ii»
Niech w uktadzie Osy bedzie dana linia 1 oraz dwd©
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r"\nania postaci
X « x (t), y®y (1), Cl)

Sdzie funkcje x (t) i y(t) zmiennej t sa okresSlone
* °jggte w pewnym przedziale (a%)x
Roéwnania (1) nazywamy rownaniami
Parametrycznym.i lin i 1, jezeli
1) dla kazdej wartosci t z przedziatu (a%)
P~rkt o wspétrzednych [x(tQ 9y (tQ] nalezy do lin ii

2) dla kazdego punkt« Pg(x;»y )., nalezacego
O linii 1, mozemy wyznaczy¢ taka wartos¢ to9 ze

j

x0 x(to> 1 y0 s
Zmienng t 'nazywamy parametremf*
ROWgianie zwyczajne lin ii postaci
y * fCx)
"®st szczegOlnym przypadkiem przedstawienia parametrycz-
linii, jest bowiem réwnowazne dwom réwnaniom
X at, y $f(t)
Ta sama linia moze by¢ okres$lona réznymi réwna«=
niami Parametrycznymi” Jezeli bov/iiem funkcja JP( u}
Przyjmuje w przedziale ( a&pj3 ) wszystkie wartosci
N 2edziatu (asb)9 to mozna podstawi¢ ta / Cu) i wte-
A jinia ©kres$lona poczatkowo rownaniami (1)0 bedzie
Przedstawiona nowyS® uktadem rownac

. X * xfA(u) J» yryis®fcu)]*
le parametrem jest zmienne u.

lak linie prostg o réwnaniu zwyczajnym
y a 2x + 3

mzna ny;edstawié przy pomocy dwéch réwnarf

*)

Przedziat (a,b) moze by¢ przedziatem zamknietymf
°iwartymf skohczonym lub nieskonczonym.
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X.S t, y s 2t + 3.

Mozna jednak w tym przypadku bra¢ za x dowolng fun-
kcje» przejmujgcg wszystkie warto$ci rzeczywiste 9
a wiec npO

a wtedy
y a 4 U3 * 3»

NajczesSciej parametrowi nadajemy pewien pro-
sty sens - geometryczny, jezeli rozwazamy zagadnie-
nie geometryczne - fizyczny, jezeli rozpatrujemy
problem ,fizyczny?*

Tak npO jezeli
prosta p przecho-
dzi przez punkt
A(xo9y o> i tworzy
z osig X kat oc
(ryse83) 9to pro-
stag te okreslaja
rownania parame-

tryczne
X»XO0. t cos o0,
ftys© y*yQ + t sin <x 9

gdzie parametr t o&nacze miare wektora APO

Przyktadem z zakresu mechaniki jest okresSlenie
toru punktu przy rzucie poziomym© Mianowicie, jezeli
punkt materialny 0 jest pobudzony do ruchu jednostaj-
nego s predkoscig ¢ w kierunku poziomym, to Wykonujgc
ruch jednostajny w kierunku poziomym, réwnoczes$nie
pod wplywem sity przyciggania ziemskiego wykonuje
ruch jednostajnie przy$pieszony w kierunku pionowym®©
Przyjmujac pu”~kt 0 za poczatek ukitadu, 0§ x - poziomo,
a o0$ y-pionowoC.rys9.83a), mozemy droge sktadowag punktu
w ruchu jednostajnym w kierunku poziomym wyrazié
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wzorem

a droge skta-
dowa w ruchu
jednostajnie
przyspieszo-
nym w kierun-
ku pionowym

wzorem

y« - 2 g t2»

gdzie t ozna-
cza &zas w sekundach9 ktéry uptynat od poczatku ru-
chu tj. od chwili t ~ 0O«
Droge wiec wypadkowa punktu w rzucie poziomym
okreslajg rownani© parametryczne

X s Ct

y “ g t2,
Hownania te, jak zobaczymy pdézniej, okre$lajg parabole,
ktorej o$ pokrywa sie z ujemnag poOtosig y.
Majac linie 1 okreSlong parametrycznie rOwnaniami

X ® x Ct) , y «y (t) |,
Mozemy zmienng t przy pomocy jednego z tych rownan wy-
razi¢ przez x luby i otrzymane wyrazenie na t podsta-

N do drugiego réwnania®©® Otrzymamy wtedy jedno rowna—

nis ze zmiennymi x i y postaci

r F £xY}*? 0,
A ore jest rownaniem zwyczajnym lin ii 1© Opisany spo-
przechodzenia od rownan parametrycznych lin ii do

G nania zwyczajnego nazywamy ruygowaniem
Parametru«
fak np” rugujac t z réwnanh

X« xXxQ+ t cos oc,

y » y0O + ~ sin 06
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otrzymamy
y - yO * tg ot. U - xQ) -
Oznaczajac tg oCs m, mamy
y - y0O* m Cx =>,x0).
Wynikiem rugowania parametru t z réwnanh

X S r cost |
y &ar sin t

jest rébwnanie

t.zn. rédwnanie zwyczajne okregu.
Jezeli wyrugujemy parametr t z rownan

X & ct

to otrzymamy réwnanie

czyli rbwnanie zwyczajne paraboli«

50 0 przecieciu sie dwoéch linii«.
Niech, beda dane dwie linie o rownaniach
F (xy) s Q) G(xiy) a 0 (2)

Jezeli linie te maja punkt wspdlny 9 to wspotrzedne
tego punktu spetniajg jednoczes$nie oba r6wnania (2)
i odwrotnie, jezeli para liczb (xQ,y0) speini© oba
rownania {2), to punkt Cc *y0) jest punktem/wspolnym
obu linii®
Zatem analityczne wyznaczanie punktéw przecie-

cia sie dwoch lin ii (2) sprowadza sie do rozwigzania
uktadu rownan przedstawiajgcych te linie 9 tzn» do
rozwigzania uktadu rownali

F (x%) s 0,1

G (x,y) s 0OJ
Przykitad 1» Wyznaczy¢ punkty przeciecia sie dwéch lin ii,
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kreslonych réwnaniami

X +y &1, X2 + j6 a 25,
Pierwsze rOwnanie przedstawia prostgt drugie okrag.
Wspotrzedne punktbw przeciecis sie prostej i okregu,
Jezeli istnieja,, sg rozwigzaniami uktadu réwnan

X +y =1,

X2 +y2 = 25.
N°zwigZujg C uktad otrzymujemy;

X | * , yx- - 3

X2S 3* y2 s 4
Zet punktami przeciecia sie linii prostej i okregu

83 Punkty; A(49 -3) i B(-3, 4)o
N zyktad 2» Zbadad liczbe przeciecia sie punktow
Unii
X 3 i x2 +y' 2m x s O
kleznos$ci od m.
kniu liczby punktéw przeciecia sie dwoch lin ii
°Powtada badanie liczby rozwiazan uktadu réwnan;
y - Xa 3
x2+y2-= X = O} 3)
urazajac y przez x z pierwszego rownania i podstawia»
j*o otrzymane wyrazenie na y do drugiegot otrzymujemy

knanie kwadratowe:

2x2 + 2(>»m) x + 9 ® 0 (4)
N Gnanie top a rébwnoczes$nie uktad réwnan (5) posiada
3-ub O rozwigzan w zaleznosci od wyr6znika A »
Jezeli
A ~4(3-m) »72 «6m-9) > 0,
dWaréwnanie (4)p a jednoczes$nie uktad (5) posiadaja
Rozwigzania.
Jezeli A s 0, robwnanie (4) i uktad (3) posiada
jedno Rozwigzanie5 jezeli A <Oarownanie ui uktad nie

Pos i _ _ i
Qdaja rozwigzan»

to
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By wiec ustali¢ warunki istnienie 2 punktow przecie»
cis sie linii (3)8 nalezy rozwigza¢ nierbwnosc¢

m - 6m- 9 >0
Warunki istnienia tylko jednego punktu wspodlnego dwdch
linii otrzymamyp rozwigzujgc réwnanie

m2 =>6i >9s 0
Linie punktow wspdélnych nie maja8 gdy

m2 » 6m - 9 < O»
Rozwigzujgc nieréwnosc¢

®2 - 6® - 9> 0S
Otrzymujemy

m< 3 (1-Y2) lub m > 3(1 +V ~2)

Dla m spetniajgcych ten warunek linie (3) posiadaja
2 punkty przeciecia sie o wspoéirzednych;

A jN @3 ¢ V-m2=Bi@d) 9 \ (m + 3 ©6m ~ 9)J 9

B jjj i®*5 +"y 9 m 3 m —6m m 9)1 -

Rozwigzujgc rownanie

otrzymujemy
mLs 3(1-V?)9 m2s 3(1 +Y “2)

Dla tych wiec wartosci mlinie (3) posiadajg tylko
jeden punkt wspdolny o wspditrzednych:

X s *(:3)9 y s "N®+3)9
tzn. dla mw 3(1 -V 1):

X » - , Yy - 3(1 - X? )»
dla
m« 3 (1 *\"S) t
X a g y a 3(1 4 )
W przypadkup gdy
m2 =>6® »9 <0
t.zn .9 gdy
3 (1 -V2) <m< 3(1 +V"2)
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linie (3) nie majag punktow wspolnych,
§ 11. PROSTA NA PLASZCZYZNIE.

Rownanie ogoOlne proste/f.

ptaszczyznie uktadu Oxy dany jest wektor niezerowy
a o sktadowych skalarnych A,3 oraz prosta p przecho-
dzgca przez punkt ?20U Q,yQ), prostopadle do wektora
a (rys. 84),

Wykazemy, ze réw-
naniem prostej p jest
rownanie
A(x-x0)+B(y-yo).0 (1)
Dowdd: Zgodnie z okre-
Sleniem rownania lin ii
wykazemy, ze jezeli
punkt do prostej na-
lezy, to jego wspot-
rzedne spetniajg row-
nanie (1), jezeli nie

Niezy, to jego wspoOtrzedne réwnania nié spetiniajg.
Niech punkt P(x,y) bedzie dowolnym punktem plasz—
cZyzny réznym od punktu Pgq0 Wtedy wektory a i FT,
Séy punkt P nalezy do prostej p , sa prostopadte, gdy
nalezy do prostej p, nie sa prostopadte. lloczyn

wi?c skalarny wektorow a i gdy punkt P jest
Punktem prostej, robwna sie zeru t.zn.
a, pp a0,
punkt P lezy poza prostag, to
a » # 0
Pt
spb6trzednymi wektora a sg liczby & i B, wspoétrzednymi
sktora sg liczby x - xQ, y-yQ. Korzystajgc ze wzoru

i.F = axbx ¢ a”by,
Wyrazajacego iloczyn skalarny przez skladoiSte czynnikéw,
w przypadku, gdy punkt P nalezy do prostej p zalez-
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A (x - xQ + B(y » yQ a 0,
W przypadku, gdy nie nalezy do prostej p zaleznos¢

A (x - xQ + 3(y -yQ # 0.
Jezeli punkt P(x,y) pokrywa sie z punktem P , to je-
go wspoOtrzedne sg rowne xQ i yQ i punkt ten speinia
rownanie (1), gdyz czynniki x - x ,y - yQ sg zerami.
WykazaliSmy, ze rownanie (1) jest rownaniem prostej p.
Zauwazamy przy tym, ze poniewaz wektor a Jest wektorem
niezerowym wiec przynajmniej jedns z liczb A i B wy-
stepujgca w rOwnaniu jest r6zna od zera.
Warunek ten mozemy tez wyrazi¢ nierbwnoscig

A2 + B2 > 0.
Majgc rOwnanie proste]j
A (x - xQ + By - yQ * 0,
mozemy je napisa¢ w postaci

AX+Ey»AXO»B O®OO

Ktadgac nastepnie - A xQ- Byo ® C, otrzymamy postac

Ax + By + Cs 0, (2)
ktora nazywamy ogoélnym rownaniem
prostej.

WykazaliSmy, ze prostg na ptaszczyznie Oxy mozna
przedstawi¢ rownaniem

Ax + By + C - 0,
gdzie A2 + B2 > 0.

Wykazemy teraz odwrotnie, ze kazde réwnanie po-
staci (2), w ktorym A i 3 nie sg jednoczes$nie zerami,
jest rGbwnaniem pewnej prostej.

Przede wszystkim stwierdzamy, ze istniejg punkty
ptaszczyzny, ktére to réwnanie sprawdzajg.

Punktami takimi, gdy A i B sg r6zne od zera sg np.
punkty (0, - g) , (-j , 0).

Jezeli A* 0, a B# 0, to punktem speitniajacym rownanie
jest punkt o wspobéitrzednych
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x = dowolnej liczbie , y - - §

"©zeli A/ 0, a B 5 0, to rbwnanie jest spetnione
Przez punkty o wspoOtrzednych

X * - ' y - dowolnej liczbie,

tak jest mozna sie przekonac¢, podstawiajgc wymie-

cione wspéirzedne punktu do réwnania (2).
Niech punkt P (x yQ) bedzie ktorymkolwiek z tych
Proktéw, wtedy

Ax0 +ByQ+c - °,
skad

-A X5 B Vo
znanie
Ax + By + G= 0
Nzemy teraz napisa¢ w postaci
Ax + By - AxQ- Qy0 = 0
a “"slej w postaci

A (x - Xo} + B &
Postaci tego rébwnania wynika, ze rownanie to spet-

2 * 0.
Ncja konce wektorow zaczepionych w punkcie P/C~sty-,)
Prostopadiych do wektora a {AyBj- * Miejscem geome-
trycznym kohcow wektoréw zaczepionych w punkcie
o0"0,yQ) i prostopadiych do wektora a {a»>} jest prosta
pr2echodzgca przez BQ(xo,yo) i prostopadta do a.Wspot-
rzedne wiec tej prostej spetniajg rownanie (2) i od-
We'tnie, jezeli punkt spetnia r6wnanie (2), to jest
wspomnianej prostej.
Nzyktad:
Prosta 3x+4y -2 -0 jest prostopadta do wektora
N sktadowych 3 i 4. Chcagc wyznaczyé punkty nalezgce
Nej prostej, nalezy wyznaczy¢ pary liczb, spetnia-
¢Ce rébwnanie prostej. Wtym celu jednej ze zmiennych
ajemy dowolng warto$¢, druga za$ obliczamy na pod-
N awie rGwnania. Jezeli chcemy wyznaczy¢ wiekszg
C2be punktéw prostej dogodnie jest jedng ze zmien-



nych wyrazi¢ przez drugg npOy przez x i na podstawie
otrzymanego wzoru przyporzagdkowywac¢ wartosciom x od -
powiednie wartosci ya
W naszym wiec przyktadzie mamy
3 1
i punktami prostej sga np» punkty
( -4» k1, 1>, (0.]), (4,

20 Przypadki szczegélne réwnania ogélnego.
Jezeli wréwnaniu
Ax + By + C* O
niektére z liczb A9®BgC sa rowne zeruj, to prosta okre$ -
tona tyra réwnaniem zajmuje wzgledem uktadu Oxy szcze-
g6lne potozenie»
1) Jezeli C* Oj czyli gdy rbwnanie ma postac
Ax + By * o,
to prosta przechodzi przez poczatek ukitadu,
bowiem punkt (0,0) speinia to roOwnanie«
2) Jezeli A's 0y czyli gdy robwnanie ma postac
By + C* 0,
to prosta jest réwnolegta do osi x9 jest bo-
wiem prostopadta do wektora o sktadowych {o,b}
Jej rownanie mozemy napisa¢ tez w postaci

y o*oe %
Prosta przecina oS y w punkcie (0, -g )x Jezeli nadto
C® 09 to prosta jako réwnolegta do osi x i przechodza"
ca przez poczatek ukitadu pokrywa sie z osig X, Zatem
rownaniem osi x jest
y « 0
35 Jezeli Bs 09 czyli gdy robwnanie ma postac
AX C«i O,
to prosta jest rébwnolegta do osi y, jest bo-
wiem prostopadta do wektora £a9q} ,
Prosta przecina oS x w punkcie (® j» 9 0)o Jej rownanie
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piszemy tez w postaci x * - j. Jezeli rbwniez C=0,
to réwnanie Az s 0 lub x s 0 przedstawia 0$ y®
Majac na uwadze trzy przypadki szczegd6lne oraz przypadek,
gdy wszystkie liczby A9BOC sg r6zne od zera mozemy stwier-
dzi¢ ? ze kazdg prostg w ptaszczyZznie Qxy mozemy okres$li¢
rownaniem w postaci og6lnej®
Uwagas
Jezeli As BsOiC”™"O ?czyli gdy mamy roGwnanie
Qr ¢ Qy ¢« C* 0,
to réwnania tego nie spetnia zaden punkt ptaszczyzny,
nie ma bowiem takiej pary (x% )9 ktéraby réwnanie
sprawdzata,
Jezeli A8B * C8 09 czyli gdy mamy roGwnanie
Ox + Qy + 0 s 0S
to réwnanie to jest speinione przez kazdy punkt
Plaszczyzny®

Réwitenie odcinkowe prostej,
Jezeli wrownaniu prostej
Ax + By + C ® 0
W szystkie liczby A®B9IG sg rézne od zera, to réwna—
Qiu temu mozemy nada¢ kolejno nastepujgce postacit
Ax + By a = C,

AX
_GH
A S
Oznaczajac - | przez a i - é: przez otrzymamy
Postac
|l +f -1. (5)
nazywamy r 6 wnaniem odcinko -

WYy o prostej.
ktadgc x = 0, otrzymujemy y * b9 a dlay * 09 x ~ a.

Ar°sta wiec I -I’I
=1



- 112 -

przechodzi przez punkty (a8) i (0,b) (rys«85) odkres$la
wiec na osiach ukta-
du odcinki9 ktoérych
dtugos$ci sa réwne
bezwzglednym war-
tosciom liczb a i b0
Rownaniem odcinkowym
mozemy okreS$li¢ tyl-
ko te proste dl© kto-
rych A,BfC sg rézne
Ryso 85 od zera toEnO proste”
ktére nie sa rownolegte do osi uktadu i nie przechodzg
przez poczgtek «ktaduo
Przyktad RoOwnanie ogélne prostej
5x - 3y + 6 « 0
sprowadzamy do -p”“iftaci odcinkowej9 otrzymujac naj-

pierw
5x ~ 3y » -6f

a dalej
X Z « i
T 2 le
5 1

Prosta ta przechodzi przez punkty (- | 90} i (OP 2),
odkres$lajac na ujemnej pétosi x odcinek diugosci *
a na dodatniej potosi y odcinak diugos$ci 2«

4» Roéwnanie kierunkowe prostej.
Niech prosta 1 bedzie okretlona réwnaniem ogélnym
Ax mBy + Cs O
i niech bedzie B j* 0.
Przy zatozeniu B & 0 mozemy réwnanie prostej 1
przeksztatci¢9 piszgc najpierw
By ~ -As - Cs

a nastepnie

p (]

3 o

o

}//3



113 -

Oznaczajac - ~ s mi -»5 ®ns

°trzymamy roéwnanie prostej 1 w postaci
y * nmx * n, (4)

tiL8re nazywamy rodwnaniem kierunko -
wy ® prostej.

Jezeli x a 0Sto y s n, wiec prosta okreslona
"Wdaniem (4) przechodzi przez punkt (Q,n).

Celem znalezienia sensu geometrycznego dla
8P o6tczynnika m, wystepujacego w réwnaniu kierunkowym*
r °2nazymy dowolny wektor kolinearny z prostg 1.
“Ktor ten Jest prostopadty do wektora “"Ag Bji jezeli
°zneczyiny go przez b, a jego wspoOirzedne przez b *
V » to na podstawie warunku prostopadtosci dwoch wek-
torow mamy zwigzek

a bx + B by 8 0,
skad

A
—_ B " rm

SOsunek rowna sie tangensowi kata, jaki wektor b

~orzy 2 osig x. Tangens kata wektora S rowna sie
ahgensowi kata jaki prosta, d© ktérej wektor F jest
Polegty? tworzy z osig xs Oznaczajgc kat prostej
°3iq XX) pTzez <% NMany

w m a tgoi*

sPoétczynnik wiec mrowna sie tangensowi kata, jaki

Nosta tworzy z osig X; z tego wzgledu wspéiczynnik

}Nzywamy wWspotczynnikiem

k e r .
unkowym proste] 1.

) Nezeli prosta przecina 0$ x8 to katem prostej
oh°5ig X nazywa najmniejszy kat* o jaki nalezy
or6ci¢ 08§ X w rkul/erunku dodatnim dookota punktu
Jj fgiecie sie z prostg, by pokryta sie z prosta.
t 1i ™~ Prosta jest rownolegta do osi x, to katem

J Prostej z 0sig X nazywamy kat zerowy.
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Jezeli m~ O, to 0 " <X<jf $
jezeli m <0, to "~ <oc <ii

Proste prostopadte do osi x nie majg wspbétczynnika
kierunkowego, dlatego rownaniem kierunkowym mozemy
okres$li6 wszystkie proste ptaszczyzny Oxy z wyjagtkiem
prostych prostopadtych do osi x.

Jezeli wréownaniu kierunkowym prostej liczba
n rbwna sie zeru, czyli gdy rbwnanie ma postac
y s mx ,
to prosta okreslona tym réwnaniem przechodzi przez
poczatek uktadu.
Jezeli w rownaniu
y » mx + n
bedziemy zmienia¢ n, zachowujgc state m, to otrzy-
mamy pek prostych réwnolegtych (rys.86a)j jezeli
natomiast bedziemy zmienia¢ m, zachowujgc state n,
to otrzymamy pek prostych przechodzacych przez punkt
(0, n) (rys. 86 b).
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5* Rownanie proste,1l przechodzacej przez punkt»
Zadanie» Napisa¢ réwnanie prostej, ktdora przechodzi
przez punkt A(x~,y*) i ktorej wspoéitczynnik kierunko-
wy réwna sie m.

Rozwigzanie» Jezeli prostg dang w zadaniu chce-
ny okresli¢ rébwnaniem kierunkowym, t,zn O réwnaniem
y a mx + n,

to do napisania réwnania winniSmy zna¢ min.

Dane jest m, iDla obliczenia n wykorzystamy punkt
A(x"y-"), ktéry nalezy do prostej i wobec tego jego
wspobitrzedne spetniaja rOwnanie prostej.

Otrzymujemy
s s x1 + n,

skad
nsy"”» - m

Zatem szukane réwnanie ma postac
y r mx + y* - mx.

Réwnaniu temu nadajemy posta¢ tatwag do zapamieta-
nia;

y ~y- s m (Xx-x"> (5)
Jest to rOwnanie prostej przechodzacej przez dany
punkt i o znanym wspotczynniku kierunkowym.

Przyktad* Przez punkt AS-3e -2) poprowadzié

prostg o wspétczynniku kierunkowym m s 3.
Rownanie szukanej prostej zgodnie z wzorem (5) ma
postac;

y ¢ 2 * 3(x + 3),
przeksztatcajgc je, otrzymamy

y » 3x + 70

6* RoOownanie prostej przechodzgcej przez, dwa punkty«
Zadanie* Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez
punkty A(x1,yl) i 3Cx?>>y2}

Rozwigzanie.l)Jezeli prosta A B nie jest prosto-
padia do osi x t.zn.¢ijezeli f6 x2>to prostg AB
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mozemy okres$li¢ rownaniem
y * mx + n
Witym celu winniSmy wyznaczy¢ min®
Korzystajgc z danych punktéw, ktérych wspétrzedne
spetniajg rownanie prostej, otrzymujemy uktad réwnan:

y-L s mxli M

y2 = m Xy * n (
Odejmujgc stronami, mamy
yli - y2 =mxi " X7?),
skad
m - yI “ y2
*1 - X2
Majgc wyznaczony wspoOtczynnik kierunkowy prostej
mozemy juz n nie oblicza¢, a raczej mozemy postu-
zy¢ sie rOownaniem wyprowadzonym w poprzednim uste-
pie t.zn. rownaniem prostej przechodzacej przez da-
ny punkt i o znanym wspoétczynniku kierunkowym® Jako
punkt dany mozemy przyja¢ A lub EU Przyjmujgc punkt
A(x, ,yx), otrzymamy réwnanie
y2 “ yI ,
y - *I - xr=-xr &Xx" xiK (6)
Réwnaniu (6}nozemy tez nada¢ posta¢ wyznacznikowa®
Piszgc je mianowicie w postaci

(x - x*)(y2~yx) - (x2-x1)(y-y") « O,

mamy najpierw posta¢ wyznacznikowg

X - *i> y -

O»
X2- XX, y2 -
a dalej
x - xlay -yls 0
“ 0 a O
X2 xI> y2 yl>
1

X1 yl »
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Jezeli 7
do e wyznaczniku dodamy elementy wiersza 3-ciego
ementow wiersza 1-go i 2-go, to otrzymamy
X ,y , 1
X2 »y2 * A s 0.
a »yi
W estawieniu dwoch ostatnich wierszy mamy osta-
zn$ Postac
X » vy , 1
Xi » *i . =0.(7)
2> dezeli 1
gdy proste A0 Jest prostopadta do osi x, t.zn.
Xxw X1 * x2» ale N y2>to prosta przecina o0$
Punkcie (x1, 0) i jej r6bwnanie ma posta¢é
X = X.

'"ktady; (8)
Awnanie prostej przechodzgcej przez punkty
2i3) i (1,5) ma w my$l wzoru (6) postac

K * ~3 ="~ (x+2)e ozyli y * §* + 4"

prostej mozemy zgodnie z wzprem (7) na'
Postaci wyznacznikowej, otrzymujgc

X, y, 1
“2, 3,1 - 0
1. 5§ 1

N"ezeli prosta przechodzi przez punkty (-3,2)
N"3,5), to z danych wspoétrzednych punktow wy~
a* ze prosta ta jest prostopadia do osi x,

eJ rbwnanie wiec ma zgodnie z wzorem (8) poste*X

X » -3.
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7» Punkty wspélne dwoéch prostych.
Niech beda dane dwie proste
A-X ~ BI* * ¢ci 0, 9)

A9x + B~y + i 0

Zbadamy istnienie punktow; wspoélnych tych prostych*
Zgodnie z rozwazaniami na str,104, badanie istnienia
punktéw przeciecia sie dwoch lin ii sprowadza sie w
geometrii analitycznej do badania istnienia rozwigzali
uktadu réwnaii przedstawiajgcych te linie»

Rozwigzujgc uktad (9) otrzymamy rdéwnania
(A-1 ) X ® ]
iAi Bg - y 30722 —n27r1 ¢ n

okresSlajace x i y jako wspotrzedne punktu przeciecia
sie prostych (9)*

Zaleznie od wspoéiczynnikbw przy x i y oraz wyrazow
stojgacych po prawej stronie rownan (10) moga zajs¢
rozne przypadki« Szczegb6towg dyskusje rozwigzan ukta-
du rownan podaje sie w wyktadzie algebry« Tutaj prze-"
prowadzimy tylko dyskusje przy zatozeniu, ze rowna-
nia (9) nie przedstawiajg prostych w szczegdlnych po-
tozeniach, a wiec prostych réwnolegtych do osi ukta-
du i prostych przechodzacych przez poczatek uktadu,
czyli zaktadamy, ze liczby A .yB1l,..,C2 ag r6zne od

zera*

1°. Jezeli A2722 7 22721 ~ O» to

(H>

i wobec tego ukitad (9) ma jedno rozwigzanie, a prost®
okreslone tymi rébwnaniami przecinajg sie w punkcie
o wspotrzedhych danych wzorki (11).
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Warunkowi AXG2 " AMB™N # O mozemy nada¢ postac

AlB2 N A2®1
lub
Wl
s B
A2 * B2
Wktad réwnan (9) nazywamy w tym wypadku u kta ™
dem oznaczonym
N e Jezeli

Efj ~ A2*3* s O,

B1G2 " B2GX "™
"N1A2 ¢ G2A1 S G»
cc mozemy tez zapisaC w postaci

AlB2 ~ A2B1* B1G2~ B2Gl* GXA2 * C2A1,

lub
BL. C1
~2 Si  Si
®tedy kiladagc
A Bl . C1 k

“eiemy réwnania prostych (9) napisa¢ w postaci

k(A2x + E$2y + C2) * O,

AZX + B2y * C2 = °*
Postaci za$ tych réwnan wynika, ze pary (x,y),kto-
‘e spetniaja drugie rownanie spetniaja jednoczesnie
Pierwsze rownanie« W tym przypadku proste majg nieskon-
czenie wiel« punktéw wspoélnych* tzn* pokrywaja sie.
ad rébwnan (9) nazywamy w tym przypadku ni e oz n a*
' * 0Ony a,

o

Jezeli
AXB2 - A2E1 * o

S1C2 " B2C1 # O
GlA2 " G2A1 & O



czyli gdy
Al1B2 = "2®If ~172 $ ®2Cl r ~1A2 N ®27M1*
lub gdy

to ktadac

mozemy rownania (9) napisa¢ w postaci

k (A2x + B2y) =0,

A2x + B2y + C2 0

Z postaci tych réwnan wynika, ze jezeli para (x ,y )
spetnia drugie réwnanie, czyli gdy

A2xo + V O s “C2*
to para ta nie sprawdza pierwszego réwnania, bowiem
k (A2xg + B ) rowna sie -k C 2 Xk -Cj,.
W tym przypadku nie ma pary (X,y) spi-ewdzajgcej jedno-
czesnie oba réwnania; proste (9) nie maja punktu
wspolnego, czyli sg rownolegteo Uktad rownan (9)
nazywamy w tym przypadku s prze cznym.

4°, Pozostat do rozpatrzenia przypadek, gdy
AlB2 ~ A2B1 = 0 1 Jedno ® wyrazen B,C'2 » B"",

NIN2 1 N2A1 rowne zeru, a drugie jest rdzne
od zera.
Wykazemy, ze przy A”™NB”, ,,»,C2 r6znych od zera wypa-
dek ten nie zachodzi.
Istotnie, gdyby np.
Al1B2 - A2B1 = N2 - &A =0, - C2Ax 5 0,
to z tego wynikatoby

co jest sprzeczne/
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Aypadek ten zachodzi, jak tatwo stwierdzi¢ 9 gdy pro-
Ste (9) zajmujg szczegOlne potozenie (sa rownolegte
do osi uktadu)e

Jezeli wiec rownania

Alx + Bly + G1L * °>

A2x + B2y + C2 “ O
Przedstawiajg proste nie zajmujgce szczego6lnego poto-
*eQOia wzgled " wiPo6trzednych, to proste te przecinaja

Sie> gdy

Bl
A2 h
sa
rownolegte, gdy
Al - BI
A2 B2 =2
Pokr‘,\sja‘ sie, gdy
A
T4 % . Cl
a2 B2

Oktady
Zbada¢ wzajemne potozenie prostych:
2x - 3y + 6 =0,
* 4x + by -32 0
°hiewaz

(12)

ty i" g * wiec proste te przecinajg sies
Wr rzedne punktu przeciecia sie otrzymamy roz-
N2u<3gc uktad (12). Otrzymamy

x =3,y =4

2.
sda¢ wzajemne potozenie prostych.
5x " 2y + 10 = O, (13)
. 15x - 6y + 2 “ O
0Pl swaz
- -2 a 10
ne 3 T

0 .
Broste sg rownolegte.
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% Zbada¢ wzajemnie potozenie prostych:
X +y - 23 °> (w)
2x + 2y - 4 » 0
1 - 2

Poniewaz L. 2 ~ N ,
wiec proste (14) pokrywajag sie«

Uktad réwnan (14) jest ukiadem nieoznaczonym.
Chcac poda¢ rozwigzania tego uktadu, a zarazem punkty
wspblne obu prostych pokrywajacych sie, wyznaczamy
pary (x,y) spetniajace pierwsze lub drugie réwnanie.
Korzystajac np. z pierwszego rOwnania mamy

y * -x 42S

i przyporzadkowujac dowolnie wybranym wartosciom
X wartosci na y, otrzymamy rozwigzania uktadu (14).
Otrzymujemy np.(-3,5), (-1,3), (0,2), (3,-1).

8® Pek prostych.

Zbi6ér prostych przechodzacych przez staty punkt
lub réwnolegtych do statej prostej nazywamy p e -
kiem prostych«.

1) Pe te¢ prostych przecina -
jacych sie.

Niech bedg dane dwie rézne proste 1- i
o rownaniach

I>i(x,y) e Alx+Bly +0~=0, N
L2(x,y) i A2x+B2y + =0

oraz dwie dowolne liczby A,i A,speiniajgce waru-

nek * A* > 0.

Lewe strony rownan prostych oznaczyliSmy kroét-
ko symbolami L, (x,y) i L™, (x,y).

Tworzymy nowe réwnanie
APL1(x,y) ~ A/L2(x,y) = 0, ()

czyli rbwnanie
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"MAIXNBly+Cl) + ad4(A2x-i'B2y92) s o
lub po uporzgdkowaniu

H Al* (2A2)x ¢( A-By* A EL)y ¢(1C1+ A-Cp)-0 (17)
Twierdzeniei ; X 2 *
Jszeii proste i Ig przecinajg sie w jednym pun-
kcie, te rownanie (17)e gdzie Afi A* nie sa Jedno-
czed$nie rowne zeru, przedstawia prostg przechodzaca
Przez punkt przeciecia sie prostych Ix i 12#

Dowodi Wykazemy 1°, ze rownanie (17) przedstawia
Prostg 1 2 , ze prosta ta przechodzi przez punkt prze-
ciecia sie prostych i 10,

9 Dla wykazania, ze rownanie (17) jest réwnaniem
Prostej nalezy wykazac¢, ze wspoOitczynniki przy x i vy,
esyli

Af At 4 AgAg [

*© sg jednoczes$nie rowne zeruO

Istotnie, poniewaz proste X1 1 12 z zelozenia prze-
cinaja sie, wiec wyznacznik

7

C o,

' wobec tego uktad rownan

AfAN  AMA2 g O
b a202 . o] (18)

Posiada ze wzgledu I’Hﬁﬂ Xtylko rozwigzanie
A™ ¢, Ag* Qo

Ustepujace w rownaniu (17) Afi A2 z zatozenia nie sg
«Jednoczes$nie rébwne zeru, nie sg wiec rozwigzaniem ukta-

N8)» czyli ze wspoétczynniki przy x iy w réownaniu
1?) dla Ai A 9 speiniajacych warunek Af + Af > Qa
tha _ » « ) f & &

e sg jednoczesnie rowne zeru.
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2°. Wykazemy, ze wspoéirzedne punktu przeciecia
sie prostych 1~ i 12 sprawdzajg réwnanie (175®

Niech punkt P(x0>y Q) bedzie punktem przeciecia
sie prostych 1~ i 12- Wtedy trojmiarjy

Alxo * ¥ ¢ + °1>

A2xo + B2yo * C2*

majg wartos¢ zero i wobec tego réwniez wyrazenie

t (Al xo+Blyo+0l ) + Aa(A2xo+B2y0+02)
ma wartos¢ zero. Z tego wynika, ze punkt P(xQiyQ
sprawdza rownanie (17), a to znaczy9 ze punkt
P(x0,yQ) lezy na prostej (17) lub, ze prosta ta
przez niego przechodzi.

Twierdzenie odwrotne. W

Kazdg prostg przechodzacg przez punkt przecie-
cia sie prostych (15) mozna przedstawi¢ réwnaniem
postaci (17), dobierajgac odpowiednio liczby X1i XS .
Dowéd. Niech punkt P”A(x1,y1l) bedzie punktem réznym
od punktu P(xQ,y0) (rys.87) i 1" prosta przechodza-
cag przez punkty PQ i P"& Wykazemy, ze mozna tak do-
bra¢ liczby X1i ze rOwnanie

AfL1(x,y) + X2L2(x,y) * O
jest rbwnaniem prostej 17,
Przyjmijmy
\% i+ ¥ 1 + c2* L2(xi»yi),
X2s “iAixi+V i +Gi) ~
Tak obrane liczby ~fi Abnie sa jednoczes$nie
rowne zeru, punkt bowiem 7]_(xijyi> £ P(xQ,y0) nie le-
Zy jednoczesnie na prostych 17 | i wabec tego nie
spetnia jednoczes$nie réownan tych prostych.
Mamy teraz réwnanie
L2(x1 y1).L1(x,y) - L1(xiyl).L2 (x,y) - O (19)



ktére jest réwnaniem
prostej«, Prosta ta
przechodzi na podsta-
wie poprzedniego twier-
dzenia przez punkt
P(x0,y0)i przechodzi
rowniez przez punkt

PI( xI»yl) » bowiem wy-

razenie :
Ryso 87
L2(x1 ylI> LI (xI yI> L2(xI»yl)
Bp si? zeru, a to znaczy, ze punkt
nie rébwnanie (19).
2) p
A e k prostych rownolegt;

erd2enie0 Jezeli proste 1 i 12 o ré6wnaniach

Sg L1(xpy) = 0, L2(x,y) =0 (20)
i rownolegte, to réwnanie
o 3tLiU*y) + A2L2(x,y) « O (21)
pr® Wszelkich wartosciach A, i 2£9 spetniajacych
Ajm niej jeden z warunkow
JfAl * XzA2 * 0, o'~

« \fBl * X z*Z * °

znaniem prostej rownolegtej do prostych Ix i 12*
en -“owbéde Piszgc rownanie (21) w postaci

N A2 x o+ (MfBE +722B2)y + (M1IClH+ M C2)s° (22)
°AposZemy bezpos$rednio, ze przy speinieniu zatozenia,
N °Sg0 sie (o0 wspotczynnikéw Al A2,
N2 A21 rbwnanie (22) przedstawia zawsze pro-



126 -

Jezeli liczby Aj, B,, A2,32 sa r6zne od zera,
czyli gdy proste Ix i 12 nie sa rownolegte do zadnej
z osi ukiadu mozemy réwnanie (22) napisa¢ w postaci
AJ9 + 2 IxB-

l,& + .1 ) vy +K Cl

rbwnolegte, wiec

Al

i wobec tego

a dalej
A2 B2

At X o e K“ *
A2a iT’' +V s2(~ N~ o+

skad wynika9 ze proste 12 i (23) sg rownolegte,

Jezeli A~ a ¢2 s O, czyli gdy proste 1N i 17
sg rownolegte do osi x, to rownanie (22) przyjmuje
postac

N AIBI+ *Afeq o+ c2 = °>
przedstawia wiec réwniez prostg réwnolegta do osi X »
a przez to rownolegtg do 1, i Ig.

W przypadku * B2 » 0 rébwnanie (22) przedstawi*
prosta rownolegta do osi y9 a wiec rownolegta réwniez
do 1, i 12.

Twierdzenie odwrotne.
Rownanie kazdej prostej rownolegtej do prostych
1- - 12 o réownaniach
1*1(x,y) “ 0, L2(x,y) =0
mozna, dobierajac odpowiednie 3*» przedstawic

W postaci
Aitl (x»y)+ I"L2(x,y) s O. (24)

Dopéd® Niech bedzie dana prosta 1,s ktéra przechodzi
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przez dowolny punkt P1(x1,y1), réwnolegle do pro-

stych Ix i 12, Wyznaczymy réwnanie prostej 1_ w po-

staci (24)* 5
Przyjmujemy

X AAHEZZI +C-13abyi>
V. "AIV ¥ i f Si)- -4 (*i.yi)
Liczby A"nie sg jednoczesnie réwne zeru* bo

Punkt Px(xltyx) nie moze jednoczes$nie lezed na pro-

Stych ~1 ~ ~2* QObrane ~ji 2], speiniajg tez przy-
najmniej jeden z warunkow

AL+ x2 A2 o]
24N A2 A G
konajgc bowiem rachunkif otrzymamy:
NAL+ 2zKk2T A1G2~A2G1
V |+ *2 B2* B1C2-B2C1

1 Jezeli proste 1~ i 12 nie sa rownolegte do zadnej
2 osi uktadu, to

S "m* % * astad AIG2? A2C1 1 BI& * a2Cl i
Nszeli proste i 12 sga réwnolegte do osi y, to

vV B?S° i ™ fx~ & stad A1C2* A2Cl1l i B1C2" B2ClsO;

deZeli Pro|te 12 i 12 sg rownolegte do osi x, to

*A2=0 i ~ 7 a stgd A1C2«A2C1s0 i B ~.

°bec tego przy obranych

L2AxI~ ') » 2ZS ~ Lx(x1?yx)
Roéwnanie
Pr2 , L2(xI*y i)Li(x*y}~ £1(xli,yl) I*(x,y)»0 (24a)
? edstawia Prostg réownoleglg do 1+ i 1

p* ta ta Przechodzi przez punkt P1(x1,yl), bowiem
Nt ten spetnia jej rownanie®
te® rownanie (24a) przedstawia prostg 1”.
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Przyktady.
1. Napisa¢ rOwnanie prostej przechodzacej przez punkt
przeciecia prostych 1 i 12 o réwnaniach

LA S 7x-y+3®0s <2 s 3x+5y~4I1Q oraz przez punkt

M(2P -1)
Rozwigzanie. ROwnanie prostej przechodzagcej przez
punkt przeciecia prostych 11 i 12 mozemy napisa¢ w
postaci

(7 X1+ 3X2)x +("A?2+5X2)y + 3Af -4Aj =0

Jezeli prosta 1" ma przechodzi¢ przez punkt M* to
wspoéitrzedne tego punktu spetniaja jej rownanie®
Mamy wiec

2( 7Af+ 3Aj))-IC-A, +5 A2)+3 A/ "4 Aj « 0,
a po wykonaniu dziatan
, N A/\ ek AjTM 0(@
Przyjmujac Af®Il» Aj H 69 mozemy roOwnanie prostej
napisa¢ w postaci

1. (7x-y+3) + 6(3x+5y-4)~Q
lub

25x + 29y ~ 21 * O

2. Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez
punkt przeciecia sie prostych 11 i 12

4x+7y-15 * 03 9x-14y“4 ~ 0
i rbwnolegtej do prostej 17
2x-3y-9 ~ 0.
Rozwigzanie. Rownanie prostej 1 przechodzacej przez
punkt przeciecia prostych 1- i ma postac

4 Aj+9 Aj)x+(7 Af "14Aj)y - 15 A?® 4 Aj " 0
Prosta 1 jest rownolegta do prostej 179 wiec

SAJLIJIAAY = 7 Af ~ 14 Az
2 3
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skad
n 26 X1- X2* O
Wyjmujgc ~fs 1 i s 26, otrzymamy jako réwna-

Zgdanej prostej

1(4x+7y-15)+26(9x-14y~4) “ O
lub
2x - 3y - 1 - 0

% E;nEgy proste nalezace do pekus

N jerdzenie.

ezeli dane sg trzy rd6zne proste o réwnaniach
Lj(x,y) = AMx+3"y+C"*0

A2x+B2y-1-C2*0 (25)

12(x,y)
L5ix,y) e A™X+BMy+C/=0,
warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by te
2y proste nalezaty do jednego peku prostych prze-

kI ~ 3CyCh Sxe 1Ut> rownoleStych jest istnienie ta-
"zech liczb t~,t2t "9 spetniajgcych warunek

N+ A2 + M3 > 0, by rOwnanie

thE-N + t2L2 A tALA A (26)
byJo J J
Y spetnione przy wszelkich wartosciach x i y x',

"°*W<5d;
pelcJStotnie. niech proste (25) naleza do jednego
tzn. przecinajg sie w jednym punkcie lub sg
go °"eS'e® Wtedy na podstawie rozwazah poprzednie-
ast?pu istniejg takie liczby A#i X2 ?ze rébwnanie
*iL1 X2L2 = o

Pr
pe2*stawia prosta L* = 0. Liczby i ~ sa obie roz-
by £t 2erai to w przeciwnym razie prosta 1 = 0 byta-
CZna Z ProslI”® %50 Ilub L2 = 0 wbrew za-
AN u* Mslejj jezeli rownania
XE£E12 * 0 i L, 0

by robwnanie (26) byto tozsamosciag.
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przedstawiajag te samg prostg, to wspotczynniki obu
rownan sg proporcjonalnej czyli

h_ ’ _AZ__ -
V | +V z w Noa2 vt W nC2
Mamy wiec tozsamos¢
[-rC7ry) S k AfL|Cx,y)+ Kk (x,y)

lub
k A4fL1(x%5+ k Xti~rtejy) - L~(x,y) g O,

w ktérej role liczb t*"? t2%$t~ odgrywajg liczby
k Afs k &g > 1
Odwrotniei jezeli robwnanie (26) jest tozsamosclowo
spetnione i t- # Q, to
N2 tp
Ly « " L1 - L2.
1 wobec tego réwnania

o

ri a + t h *

przedstawiajg te samg prosta, przy czym prosta ta, jak
to wynik® z drugiej postaci jej réwnania, nalezy do
peku prostych t ~ 0 i L2 s O® Prosta wiec prze-
chodzi przez punkt przeciecia prostych = 0i L2= 0,
jezeli te proste przecinajag sie, a jest do nich réw-
nolegta, jezeli sg rbwnolegte.

warunek (26) mozemy tez zastgpi¢ innym warunkiem
rébwnowaznym®

Rownanie (26i napisane szczegdétowo ma postac

1Al t 1 +A2t 2+A3t 3*x+~ Lt +B2t 2+a3t3*y M [t +cMt2+C3t3* 0
Z postaci tego rownania wynika, ze jest spetnione przy
wszelkich x i y, jezeli jednoczes$nie

AN+ A272 ™ ANMN — O,

BI~T = "20@ B3»*3 " O,
CNi C2t2 + cijtj s O.
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia roz-
wigzan t-~jtgjt®, nie wszystkich réwnych zeru, jest
warunek

Al* Bl» C1

A29 no1q SO0

AG 2 A

twierdzenie wiec o trzech prostych nalezgcych do
Peku mozemy wypowiedzie¢ w postaci:
Jezeli dane sag trzy r6zne proste:

Aj* + BY + ~ s 0,

A2x + B2y + C2 s O,
A”X ¢ Bty + s O,

warunkiem koniecznym i dostatecznym na to 9 by te
*y proste nalezaly do jednego peku jest

18 B19 Gl
2» 9 &2

ATS Bigg &

Przyktad® Z twierdzenia o trzech prostych nale—
A°ych do peku mozemy skorzysta¢ w dowodach metodg
geometrii analitycznej twierdzeh, znanych z geometrii
Sffientarnej, o przecinaniu sie w jednym punkcie trzech
jodkowych tréjkagta, trzech wysokosci, trzech syme-
r‘inych bokéw lub trzech dwusiecznych katéw tréjkagta.
Q Przyktadu wykazemy, ze linie $rodkowe trojkagta
Awierzchotkach A (-I1f-3)f B(2,-2), 0(1,4) przecina-
N ®i.e w jednym punkcie.
ﬂO_znaczamy wspoOtrzedne Srodkéw bokéw BC, AC, AB, otrzy-
ujac

A ( 1), B9(O, j)1cC((l ,-1).
NS Nastepnie wyznaczamy rownania lin ii Srodkowych
» BBSi CC* jako prostych przechodzacych przez dwa
yunkty.
otP.

dujemy réwnania:



~ 132 -

8x - by ~ 7 = 0,

5x + 4y - 2 0, (27)

13x - 'y - 9 s O«
Badamy, czy spetniony jest warunek przynalezno$ci
prostych AA’, BB®, CC® do peku prostych tzn® czy
istnieje uktad trzech liczb t-p t2# t~s nie wszyst-

kich jednoczes$nie réwnych zeru, ze réwnanie
t1(8x-5y-7) + t2(5;x:+4y-2)+ t3(13x-y-9) = 0 (28)
jest spetnione tozsamosciowo.

Bezposrednio stwierdzamy, ze uktad takich liczb
istnieje, bo np® dla t™~1, t2= 1 | s * 1 robwna-

nie (28) jest tozsamoscia.

Proste wiec (27) nalezg do jednego peku i to do pe-

ku prostych przecinajacych sie,jak to wynika z po-
staci ich rownan.

10. Roéwnanie normalne prostej»
W ptaszczyZnie prostokatnego uktadu Oxy dana jest
prosta p. Z poczagtku uktadu 0 kresSlimy prostg n
prostopadta do prostej p i punkt przeciecia prostych
p in oznaczamy przez S(rys®88)® Prostej n nadaje-
my zwrot dodatni® Do wyboru mamy dwa zwroty jako zwro-
ty dodatnie - zwrot od poczatku O ku prostej p9 czyli
zwrot wektora OS lub zwrot od prostej p do poczatku
09 czyli zwrot
wektora SC,Pros-
ta n przechodza-
ca przez poczagtek
uktadu, prosto-
padle do prostej
P z przyjetym
""Sf zwrotem dodatnim
nazywamy o0 s i' 3
normalnag
Rys*88 prosteij p.



- 133 -

Jako zwrot dodatni osi n przyjmujemy narszie
*WI>ot Ot poczagtku O ku prostej p. Jezeliby proste
Przechodzita przez 0, wtedy jako zwrot dodatni
przyja¢ dowolnie jeden z dwéch mozliwych
Aotdw prostej n. Niech wektor e bedzie wektorem
ednostkowym osi n.

Potozenie prostej p w ptaszczyznie uktadu Gxy
00St okreslonep gdy znany jest katf O jaki tworzy
t€t "2.Pmalna n z 0si3 x °raz znana Jest miara wekto-
te # WaSI8dem osi n czyli s s S » Wobec przyje-

So zwrotu dodatniego osi n (od O ku prostej p) S
¢ S dodatnie i wyraza odlegtos¢ prostej p od po-
ZAKSU uktadu, jezeli prosta p przechodzi przez Q,

S 0.

Ple Wykazemy, e réwnaniem prostej p jest réwna-

WA x cos f +y siny - S ~Q (28a)
°Wo"2ie wykazemy, ze jezeli punkt nalezy do pro-
Jez P> t0 "~eg°® wsP”™*rzedne speiniajg rownanie (28a),
nde nalezy do prostej, to jego wspotrzedne

riari"fa tego nie speitniajg«
N ech punkt P(x,y) bedzie dowolnym punktem ptasz-
i punkt N jego rzutem prostokagtnym na prosta p,
1 Badamy iloczyn skalarny wektora jednostkowego e
*ektoi-a upt ozyli €. 5p,
enmy (str«42) iloczyn ten wyreza miare rzutu
oa* ra na n(sktadowag wektora 151? wzgledem
v n)*
Punkt P nalezy do prostej p, to
e . VP
Punkt P nie nalezy do prostej p, to
e » OF - & ¢ d,
p=t ds NP | jest dodatnie, gdy punkt P lezy na

'« o U

Z przeciwnej strony prostej p, anizeli
uktadu (jak na rys* 88)5 d jest ujemne, jezeli
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F lezy z tej samej strony prostej p8 co poczatek
uktadu®

Poniewaz skiadowymi wektora e sag liczby cosy
i siny 9 a wektora OP liczby x i vPwiec mozemy

napisac¢ i »
X) w przypadku, gdy P(x%) nalepy do prostej p
"X cos y + vy sin | J
lub
X cos y +y siny -d » 0,

a to zn.,ze wspoéirzedne punktu P speiniajg rownanie (28s),

2) w przypadku9 gdy P(x,y) nie nalezy do prostej p,
to
+ d

X cos jP ¢y sin y
lub
X cos y ¢y siny -J s d8
a to znaczy, ze wspoOtrzedne punktu P nie spetniajag
rownania (28a) «
Réwnanie prostej p w postaci

X COS Yy y siny » ¢ » Q
nazywamy r 6 wnaniem normalnym prostej
lub réwnaniem Hessago® IX rbwnaniu tym cos y i sin y sa

coslnusami kierunkowymi osi normalnej, na ktérej jako
zwrot dodatni ustalono zwrot od poczagtku uktadu ku pros-
tej (w wypadku prostej nie przechodzacej przez 0), a S
jest odlegtosciag prostej od poczatku ukltadu®

Przyktady» 1, Jezeli oS normalna prostej p two-
rzy z osig x katy - 3Qi; i prosta p odcina na osi n
odcinek diugosci 5 jedn®f to rownanie prostej p ma
postac

2 Jezeli o8 n tworzy z osig x kgt _y s 1350
i odlegtos¢ prostej p od poczatku uktadu réwna sie

4 jadn®3 to réwnanie prostej p ma poetacs
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Z kolei rozpatrzymy rownanie prostej p w posta-
ci normalnej przy zatozeniu9 ze jako o$ normalng
przyjeta prostag o zwrocie dodatnim przeeiiraym do
zwrotu poprzednio przyjetego9 tzn® o zwrocie doda-

tnim od prostej p ku punktowi Q(rys, @9» O$ o tak
ustalonym zwro-

cie dodatnim
oznaczmy przez
al» Jej kat z
osig x przezy 9
odlegtos¢ pro-
stej p od po-
czatku uktadu
czyli IOSI przez
$ a Badamy ilo -
czyn skalarny
e” o £5F >
czyli miare rzu-
Bys» 89 tu wektora OF
na o$ n,3 Jezeli P nalezy do prostej P, to
es & OP — —<$
Jezeli P nie nalezy do prostej p* to
es « EF s +« £ + ds
gdzie d = NP i jest ujemnej, gdy punkt P lezy na ptasz-
czyznie z przeciwnej strony prostej p niz poczatek
uktadu, dodatnie =>gdy z tej samej strony co O,
Sktadowymi wektora T3F sg liczby x i y5 wektora ef
liczby cos yfi cos f 9 gdzie ~ jest katem osi
z osig y> Poniewaz yrs TC *y ~ S * f owroc
cos * - cos i cosp - - sinJP
Wyrazajac iloczyn skalarny et* ZSP przez skitadowe
czynnikow* otrzymamy dla punktow P (x%) nalezgcych do
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prostej p

lub

dla punktéw P (xg/) nie nalezgcych do prostej p

lub

Rownanie wiec
zcosf-ysinf*S~0 (29)

jest rbwnaniem normalnym prostej pe jezeli jako
0o$ normalng przyjmujemy prostag o zwrocie dodatnim
od prostej p ku poczatkowi uktadu O»

Kazdg prostap zaleznie od zwrotu dodatniego osSi
normalnej, mozemy okresli¢c przy pomocy dwéch rownan
w postaci normalnejo Porownujagc obie postacie row-»
nan normalnych tej samej prostej (28) i (29) widzi-
my9 ze od jednej postaci mozemy przejS¢ do drugiej,
zmieniajac znaki wyrazéw réwnania na przeciwnea
Rownanie prostej9 dla ktorej jako o$ normalng prsy®
jeto prosta o zwrocie dodatnim wektora BET tym sie
charakteryzujep ze wyraz wolny /- Sy je st ujemny;
przy zwrocie SU jako zwrocie dodatnim osi normal-
nej wyraz wolny S jest dodatnio
Przyktad* Jezeli prosta p jest oddalona od poczatku
uktadu o 3 jedns i jedna z jej osi normalnych n tworzy
z osiami uktadu katy <$s 60° i f * 30°0 to réwnaniem
normalnym tej prostej jest

1 A
X ®2 *$ °

Jezeli majgc te saifg prosta9 jako 0$ normalng
przyjmiemy 'prostg n- o zwrocie dodatnim przeciwnym
do zwrotu osi a (ryso90)f to 0§ a« tworzy z osiami
uktadu katy <A« 120°9 * 150°0 a miara wektora US§

wzgledem osi rowna sie *»3®
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Roéwnaniem nor~

Twierdzenie odwrotne: Kazde-rbwnanie postaci
*x + s '»w +t s O, (30)
gdzie r2 + s2 = 1, jest roOwnaniem normalnym prostej,
ktorej oS normalna ma jako cosinusy kierunkowe liczby
r i si ktéorej odlegtos¢ od poczatku uktadu réwna
sieltl.

Dowod : Wykazemyt ze potrafimy skonstruowac pro-
stag p> dla ktoérej rownanie (30) jest rébwnaniem nor-
nialnym»

W uktadzie Oxy obieramy punkt J(r,s). Wektor
Od jest wektorem jednostkowym, z zatlozenia bowiem
0J =Vr2 + s2k = 1* OS, ktora wektor OJ okreSla,
Przyjmujemy jako 0o$ n. Cosinusy kierunkowe te| osi

rowne sa skladowym wektora OJ, sg wiec rowne r i sO
osi n tak obranej, odkreslamy odcinek OS i to na
P6tosi dodatniej, jezeli t < 0, na p6tosi ujemnej,

jezeli t > 0. Przez punkt S prowadzimy prostg p

Prostopadtg do osi n,
N mysSl rozwazan poprzedniego ustepu rOwnanie norms-t-
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na taj prostej ma posta¢ (30) 0 wiec rownanie(30)
przedstawia prosta ps

Sprowadzenie réwnania o0 g 6 Il ne go pro-
stej do p ostac. normalnej.
.Rozwigzemy nastepujgce zadanie? Majgc dane rownanie
0ogoOlnej prostej

Ax ¢ 3y + C = 0,

sprowadzi¢ je do postaci normalnej.
.Rozwigzanie? mnozymy obie strony réwnania ogdélnego
prostej przez liczbe y , otrzymujac

NAX +y % *Yy Gs o (31)
Na podstawie ostatniego twierdzenia, rOwnanie to be-

dzie réwnaniem prostej w postaci normalnej*, jezeli
czynniky tak dobierzemye by

(/ A)2 » (/*» B)2 - 1
Obliczajgcy z tego zwigzkus otrzymamy dwie war-
tosci nay rbznigce sie znakiem;

[ — T =r=
V a2*b2 R

Zatem réwnanie ogoélne prostej
Lit By «c s o

Sprowadzamy do postaci normalnej*, mnozgc stroity réwna-
nia ogo6lnego przez y #lub y £f otrzymujac

-M S3&Lt £ B O
- (32a)
+V aV ?
lub

to * By + G
(32h)

-Y IF T e?

Z posteci rownania (32a)wynika8 ze o$ normalna pro-
stej ®a cosinusy kierunkowe réwne



z postaci zas (32b) , ze cosinusy kierunkowe osi sa

rowne

-Y F ¢ B2 -V A2 + 32

Widzimy, ze cosinusy kierunkowe osi normalnych r6znig
sie znakami, co zgodne jest z tym, ze do kszdej pro-
stej mozna wykres$lic dwie osie normalne, przeciwnie
skierowane0 Wybo6ryt*lub yUz przy sprowadzeniu rowna-
nia ogolnego do postaci normalnej jest rébwnoznaczny

z. wyborem jednego z dwoch zwrotéw prostej n jako zwro-
tu dodatniego*

Umowimy sie, ze w dalszych rozwazaniach, przy
sprowadzaniu réwnania ogollnego prostej do postaci
normalnej, bedziemy wybiera¢ te sposréod dwoéch war-
tosci czynnika Jin1 9 ktérej wyboér bedzie réwnoznacz-
ny z wyborem jako zwrotu dodatniego osi n zwrotu od
poczatku uktadu ku prostej p® Wtym celu winnismy
tak dobrac , by wyraz wolny w uzyskanym réwnaniu
normalnym byt ujemny® Otrzymamy to, jezeli przyj-
miemy te w artosc¢ktdorej znak jest przeciwny do
znaku liczby C, wystepujacej w ro6wnaniu ogdélnym.
Jezeli wiec dane jest rOwnanie ogélne"prostej p®

Aa ¢ By + Cs O,
to réwnaniem normalnym tej prostej, posiadajgcej ja-
ko 0o$ normalng prosta o zwrocie dodatnim od poczat-
ku uktadu do prostej p, jest rébwnanie

Ax » By ¢ C -0

(~sigR*C)V A2+B2

Uwagat (-sign®C) czytamys minus signum C.
Przyktady;
1® Sprowad(z(aja,c rownanie ogélne prostej 2x-3y+4*0

do postaci normalnej, otrzymamy
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2z=2XZ+ - * o lub ~2tl12di- s Oe
VI? - yr?

Zgodnie z ostatnig umowag bedziemy postugiwali sie
druga postacig rownania. Prosta skreslona tym réwna-
niem posiada o8 normalng9 ktdérej cosinusy kierunko-

we sa réwne

cos (f - —— , cosy * sin (fs .y3 ,

Y I3 VvV 1?

Prosta jest oddalona od poczagtku uktadu o -4Y=17>j®

2. Celem sprowadzenia rownania kierunkowego prostej
y 5 + 2 do postaci normalnej, piszemy je najpierw
w postaci ogo6lnej y - |x-2 - 0, a stagd uzyskujemy
zgodnie z umowg postad normalng:

y- - 2 , y
- 0, czyli 0

(-S|gn.0.y15+| 4

11. Odlegtos¢ punktu od prostej.
W ptaszczyznie ukladu Oxy dana jest prosta p rowna-

niem normalnym
x cos f * vy sin (f S«0

oraz punkt

Mamy wyzna-

czy¢ odle-

gtos¢ punktu

PQ od pro-

stej poO
Odlegtos -
cia wzgle-
dn g punktu ?c
od prostej p
nazywamy skiadowag
skalarng wekto-
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ra NP wzgledem osi n, Odlegtos¢ ta jest dodatnia,
gdy PQ znajduje sie z przeciwnej strony prostej
niz poczatek uktadu, ujemna gdy PQ znajduje sie
z tej samej strony prostej p, co punkt 0®
Na stronie 134» przy wyprowadzaniu rbwnaniasnormsl”
nego prostej, otrzymaliSmyt ze

NPo = x0 cos f +yQsinf - $

Odlegtos¢ wiec wzgledna punktu P(xoSyo) O" prostej
X C€OS * y sin (p*»S 50
rowna sie wartosci lewej strony réwnania normalne**
go prostej, w ktéorg za x i y wstawiono wspotrzedne
punktu PO(*0,yO0).
Jezeliby prosta p byta dana w postaci ogélnej,
to chcgc wyznaczy¢ odlegtos¢é punktu PO(xO*y0} O
prostej p, napiszemy najpierw jej rOwnanie w posta-
ci normalnej, otrzymujac
Ax +By + C .. —o

(-sign.C)V A2+B2'
*Vtedy odlegto$¢ wzgledna punktu PO od prostej p

wyrazi sie wzorem

Axo + QYO + °
NP = R

(-signeC)'VA~"°
Odlegtoscia zwykta, krotko odlegtosciag
Punktu PQ od prostej p nazywamy ditugos$¢ odcinka |NPI «
Odlegtos¢ zwykia rowna sie oczywiscie beswkglednej
wartosci odlegtosci wzglednej, wyraza sie wiec
Wzorem
INP|»|Xé:os f evy0sin <f ¢l

lub JAx ¢ By. + CJ

Y A TB

Przyktad. Majgc prostg 9x°*12y-"2s0 oraz punkt

inp0i =

Po (-3,5), znalez¢ odlegtos¢ punktu od prostej*
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Rozwigzanies

\p. AX o tBlp *C 272~60%2 _ 851 _ 1Z

(-sign.C »Ysitu? 15 5
Punkt PQ lezy z przeciwnej strony prostej, anizeli
poczatek ukitadu.

12. Odlegto$¢ dwoch prostych réwnolegtych.
Odlegtoscig dwéch prostych réwnolegtych pip® nazy-
wamy diugos¢ odcinka prostej prostopadtej do obu réw-
nolegtych9 zawartego miedzy tymi rownolegtymi®
W ptaszczyznie uktadu Oxy proste rownolegte moga zaj-
mowac¢ jedno z nastepujacych potozen;

1) Poczagtek uktadu znajduje sie z jednej stroimy obu
prostych rownolegtych (rys® 92 a i b).

W tym przypadku osi normalne n i n9 prostych pip®
sg te same9 rowne sg wiec rowniez ich cosinusy Kkie-

runkowe, czyli
cos « cos f*

sin (p & sin p*

Réwnania normalne prostych p i p* majg postac

x cos p *y sinf -J -0

Xx cos p +y sin y>- Sf 0.
Odlegtos¢ d prostych réwnolegtych réwna sie rdéznicy

ich odlegtosci od poczatku uktadup co nSe uwzglednia-
/
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j<ac kolejnosSci prostych pip "' mozemy zapisac
d =J I

2) Poczatek ukiadu znajduje sie miedzy prostymi

rownolegtymi (rys® 93).
Osi normalne
ni n* wtym
przypedku ma-
ja zwroty prze-
ciwnej wobec
tego ich co-
sinusy Kkie-
runkowe réz-
nig sie zna-
kami, czyli
cos 5*'s-COS”™,
sin y*~-sinf.

Rys. 93 Réwnania

normalne prostych p i p 1 majg postac

X cos ' y +ysiny -$%$»0

-x cos f -y sin <f - S'™g
Odlegtos¢ d prostych rownolegtych rowna sie sumie
ich odlegtosci od poczagtku uktadu, czyli

d»<r + S
3) Jedna z prostych przechodzi przez poczatek ukita-
du* Wtym przypadku odlegto$¢ prostych réwnolegtych
rowna sie odlegtosci drugiej prostej od poczatku
uktadu.
Przyktady:
1» Wyznaczy¢ odlegtos¢ prostych rownolegtych

3x -4y - 4s 0o i 6x +8y » 1 s O.

Rozwigzanie?: Sprowadzamy réwnania danych prostych
do Postaci normalnej, otrzymujgc

=0 i Szifpt- = 0.

2 postaci tych rownaé¢ wnioskujemy, ze poczagtek ukta-
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du znajduje sie po jednej stronie obu prostych-,
wobec tego

It - is I~ V5

2. Wyznaczy¢ odlegto$s¢ prostych rownolegtych
X - 3y - 6s Q i 2x - 6y + 9 s 0.
Rozwigzanie: Sprawdzajgc réwnania do postaci normalnejf
otrzymamy
X - 3y - 6_ _ 0 X 2x"™JIx_j_9 0
YTol ! -YTol

Cosinusy kierunkowe osi normalnych r6znig sie znaka-
mi, wobec tego poczatek ukitadu znajduje sie miedzy

prostymi i
21YTo

VYo Yo | 20

d

13. Kat miedzy dwiema prostymi.

Dwie prosie przecinajgce sie pip* tworzg dwie
pary katow wierzchotkowych. Jezeli n i ns sg osiami
normalnymi tych prostych (rys. 93©) 9 to kat jednej pary

katéw wierzchotko-
wych rowny jest
katowi miedzy osia-
mi n i nsf a tym
samym katowi mie-
dzy wektorami je -
dnostkowymi e i e*.
Kat drugiej pary
katow wierzchot-
kowych ~ jest
4 rowny katowi mie-
dzy wektorami
Rys» 93 a e i -e*.
Jezeli proste pip ' sa okreslone rownaniami
X cosy +y sin p-93% ~ Qf
X ccay 7™ y siny - Oj
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to cosinusy kierunkowe wektora
e sg réwne cos , sin (p,
e’ * " cos sin
-e’ % « -cOos y ;8~sin <fft
Stosujgc wzory wyrazajagce coslnus i sinus kagta miedzy
wektorami przez cosinusy kierunkowe tych wektorow
(str.49), otrzymamy wzory na kat miedzy prostymi:
cos = “(cos (f cos <pf+ sin "sin |jff) (33)
sin i>- ]cos J7sin <ff - cosjrsin <p\ (34)
slezeli proste p i p* sa okresSlone rownaniami
Ax + By + C =0
A®x+B*y + C»= O,
to cosinusy kierunkowe wektora

e sg roéwne 0
"c-aignC)V "’ C-signC)Vit+ B2
e» * » A»

(-signC»)Y A?+B»2 (-signC »)*V A»2«-B»2

er a tr . A» B»
(+signC")VA,2+B,21 (+signC»)V"a »2+B»2’
Nzory wiec wyrazajgce kat miedzy prostymi w tym
Spadku przyjmujag postac:
cos 2% - AA» + BB» (35)
V A2*B2 Y a®*B*2
sin - iAB» - A®B 1 (36)
V A2-aB2'V A*2*B 92"

Jezeu . 5 . : PR
proste p i p® sg skreslone réwnaniami ki©runko™

N .

ymi

y s ex > b,

y “ a*x + b®l
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to wyznaczajac coslmisy kierunkowe wektoréw e9 ep,-e 89
podobnie jak w przypadku rownan ogdlnychD mamy

« + 1 *
COSs * - (37)

sin s Uut® si 9 (38)

VT+a

eln ~ K J a%»a

tg V" (39)

cos \V? l+aas

14® Warunki rownolegtosci 1 prostopadtosci dwoch
prostych»
1® Jezeli proste p i p' sg okreSlone rownaniami
Ax + By G ™ O
A8* BY+ C*~ o,
to warunkiem konieczny® i dostatecznym réwnolegtosci
tych prostych jest

eln i> - . 0>

czyli AB8 - A®3 s O»
co jest robwnowazne warunkowi

£, = |, . (40)
Warunek ten otrzymaliSmy juz na str® 121g dyskutujac
liczbe rozwigzan uktadu dwoch rownan liniowych.
Warunkiem koniecznym i dostatecznym prostopadtosci
prostych pip* jest

cos AA* BB8 20,
V Y N 2*B*2
czyli AA9 + BB9s O (41)
2® Jezeli proste pop 5 sg okreSlone réwnaniami
y s a 4b

y - + b %
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to warunek ich ro6wnolegtosci przyjmuje postac

8=8», (42)
a warunek prostopadtosci
1+ aa’® o0
lub
a' ' * - - 43
Y (43)

Z warunku prostopadtos$ci prostych, gdy proste sag
okreslone rownaniami kierunkowymi, bedziemy czesto
korzysta¢. Warunek ten mozemy wystowi¢ nastepujgco:
Warunkiem koniecznym i dostatecznym prostopadtosci
dwéch prostych jest, by wspétczynnik kierunkowy je*
dnej prostej rownat sie odwrotnosci wspotczynnika
kierunkowego drugiej prostej ze znakiem przeciwnym.
Przyktady:
1. Przy jakiej wartosci m proste

mx -(2m - 3)y + 3 -0

(2m+5)x + (m+6)y - 2 = 0

sg a) réwnolegte, b) prostopadte?

e) Proste sg rownolegte, gdy spetniony jest warunek

m - t
2m + 5 m+ 6

czyli gdy a= 1 lub m= -3«
b) Proste sa prostopadte, gdy speitniony jest warunek

m(2m+5) - (2mr-3) (m+6) * O
cayli, gdy m=1] .2

2. Znalez¢ réwnania trzech wysokos$ci tréjkgta o wierz-
chotkach A (-1,-3), B(2,-2), 0(1,4) i wykaza¢, ze
te wysokoSci przecinajg sie w jednym punkcie.
Wyznaczamy rownania prostych, pokrywajacych sie
z bokami tréjkgta, jako prostych przechodzgcyczh

przez dwa dane punkty, ©Otrzymujemy:
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dla prostej BC réwnanie y - 6x + 10
ol 1
CA )f ¥ + 2
8
AB Yy * ¥ x 3

Wyznaczamy rownania prostych.pokrywajgcych sie z wy-
sokosciami trojkgta, Prostag przechodzgcg przez wierzcho-
tek A prostopadle do boku BC oznaczamy przez h , Prosta
hﬁ przechodzi przez punkt A, wiec je ] rownanie mozemy
napisa¢ w postaci

y +5* m(x + 1).
Wspotczynnik kierunkowy m znajdujemy, korzystajgc
z warunku prostopadtosci h_ do prostej BC. Wspotczynnik
m rowna s i| odwrotnosci liczby -6 ze znakiem przeciwnym,
czyli m= £
Rownaniem prostej ha jest

y O =5 (x + 1)

lub w poetaci kierunkowej

y =¥ -7

Postepujgc podobnie dla prostych przechodzgcych przez
wierzchotki B i C otrzymujemy:

dla prostej h”™ rébwnanie y - - j*x - ip,
n ” hc n y )) - 3X + 7

Dla udowodnienia, ze wysokoSci trojkgta przecinajg
sie w jedrnym punkcie nalezy wykazac¢, ze dla prostych
ha, h”, hQ spetniony jest warunek przynaleznos$ci do
jednego peku.

Istotnie piszgc réwnanie

t1(x-6y-17)+ t2(2x+7y+10)+ t~ (3X+y-7) = O,

stwierdzamy bezpos$rednio, ze istnieje uktad liczb

t-A, t2, t~, spetniajacych warumek R+ 1% i% > 0,

ze rébwnanie to jest spetnione dla wszystkich wartosci

X i y. Uktadem takich liczb $g np,liczby t~ s 1, t2 = 1,
ts = -1.



- 143 -

15. Dwusieczne katow miedzy dwiema prostymi.

Majgc dwie przecinajgce sie proste p i p 5 okreslo-

ne réwnaniami normalnymi

x cos <f+vy sin <f- $ =~ 0,

X C€O0s y sin tp*- £ s O
wyznaczymy rownania dwusiecznych katéw9 utworzonych
przez proste p i p5®

Jezeli Afi X2 spetniajg warunek A*+ X*>Qt to
rownanie
Af(x cos +y sin p~£ )tA,(x cos y sin )*0
przedstawia pek prostych przechodzacych przez punkt
Przeciecia sie prostych p i ps®Wsrdod peku tych pros-
tych znajduja sie rowniez dwusieczne katéw, ktdérych
nownania chcemy wyznacza¢® RoOwnania dwusiecznych otrzy-
niamy z rownania(44) obierajgc odpowiednio wartosci
Afi \ z.
Celem dokonania nalezytego wyboru wartos$ci liczb
postaramy sie najpierw pozna¢ ich sens geo-
Metryczny.
N"ieEh prosta 1 bedzie prosta peku (44) i niech punkt
P(x0,y ) bedzie punktem tej prostej, roznym od punktu
Przeciecia sie prostych pip* (rys® 94)® Punkt
P~x0»yo) spetnia rébwnanie (44) mamy wiec, ze

r(xo cos (B + stiny -S )+AZAx0 Cos) 94y0ein fr-

ale
cos jP +yQsin J? - £ * j%p

cos (p*+yQ sin £ " NfP,
**hbeo tego °
ANP + A2n» - O,
akad
Al s ™ N8
N P

jQzeli punkt P nalezy do jednej z dwusiecznych katow

(44)
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utworzonych przez
pi P% to
EMPlI  « TN9Pj QPrzy
czym gdy punkt P
lezy na dwusiecz-
nej katéw8 na kto-
rych obszarze znaj-
duje sie poczatek
uktadu O, to NP
i N9 sa jedna-
kowych znakéw9 gdy
natomiast nalezy
do dwusiecznej drugiej pary katéw6 nie zawierajagcych
poczatku uktaduj, to NP i N9 sg znakéw przeciwnych
(rys. 95)=
W pierwszym przy pad*
ku stosunek
N*P s NP® It a

i» - 1} wdru-

gim przypadku
li8P: KPs -1f a

= + 1»Obiera-
jac wiec Afi Ay w
rownaniu (44) takp
by * - 18 otrzy'
mamy rownanie dwu-

Hys® 95 ¢ siecznej d, zas
dla « * 1 otrzymamy réwnanie dwusiecznej d9.
Przyjmujac 19 X2*“ -1 oraz A?s 1» 1 maay

rownania dwusiecznych;

s.cos (f*y sin - S — (x eos”* y sin S f)ssQ (4"

Jezeli proste p 1 p9 dane sg réwnaniami ogolnymi
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Ax + By + C» O,

Ax + By +Cs- 0,
to przeksztalcajgc je ma rownania normalne otrzymamy

Ax. + By + C s Q A* +B*Y + C* = _Q
(-sigriQ)'Va2 + Bi CsignC)Va 2+ B2
za0 roOwnania dwusiecznych nany napisaC w postaci
_Ax * By + C + A*x + Bily .» C>
V a2 4 B2 V A'2 + B82
lub
Ax t Eyt G _ + A»x + B*y + Gs = (46)
V~a2 7 ? y i~ T A
Przyktad:

Majagc réwnanie prostych x-2y-2~0 i 4x+-3y~12-0,
napisa¢ réwnania dwusiecznych katow miedzy tymi prcsty-
®i. Dane rownania prostych piszemy w postaci normalnej:

ax * 3V- 12 _

0,
vV 5 5
jako rownania dwusiecznych katow otrzymujemy
~X-2y~2 _ Ax-t-3.Y-12 . X~2y-2 _ 4x+3y-12
YT ‘ 5 ~ A\TT ~ " S

16» ROwnanie prostej we wspoOtrzednych biegunowych«
Majac w uktadzie Gxy okre$long prosta 1 réwnaniem

x cos f *ysin(’- S =0,
Przyjmujemy jako o0$ biegunowg pétos, Ox.
Korzystajac ze zwigzkéw miedzy wspoOtrzednymi karte-
2Janskimi i biegunowymi (str.90)

X =r cos ex,y ®r sin oo
otrzymamy

r cos oc cos y5% sin oC sin ¢ ~
czyli
r cos (oc—y ) a
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lub

S

r i 47)
cos( ac- f )

jako réwnanie prostej we wspoétrzednych biegunowych.

Wrownaniu tym 8 i <fsg liczbami statymi dla danej
prostej, r ici zmiennymi. Gdy kgt OC zmienia sie od
0 do/ +

(rys.95s), to
punkt P (r Ofc)
przebiega pét-
prosta LIlI. Gdy
Kat oc zmienia
sie od % +ff
do 2JT,to P(r,06)
przebiega pot-

Rys. 95 a N prostg IM. Gdy
kat OC dazy (jednostronnie) do y + lub ,
to cos ( )dazy do zera, a promien r dgzy do nie-

skohczonosci; drugie ramie kata otdazy wtedy do po-
lozenie réwnolegtego do prostej 1.

17. Réwnania parametryczne prostej.

1) Na ptaszczyznie uktadu Qxy niech bedzie dana
prosta p przechodzgca przez punkty AU-"y-jO i B(x2»y2)
(rys.96). Wykazemy, ze rOwnaniami parametrycznymi

prostej p sa rowna-
nia
X»X1-Kx~-x.) t

1 AN (48)
y»yl+(y2-yi) t
Wtym celu wykaze-
my a), ze dla kszdej
wartosci parametru t
punkt P(x,y) okresSlo-

Rys. 96 ny wzorami (48)

lezy na prostej p, b) ze dla kazdego punktu
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i®(xo,yQ) g nalezagcego do prostej p, mozna wyznaczy¢

taka wartos¢ tO0, ze

xo = X1 + ~&2 * xI5 to*

yo =yi + ("2 ~;yx} to
a) Niech t bedzie dowolng liczbg, wtedy wektor

AP okreslony réwnoscia

AF ~ t ® AB,
J®st kolinearny z wektorem AB® Jezeli za$ wektor AP
Jest kolinearny z AB, to punkt P dla kazdej wartos$ci
t nalezy do prostej p® Poniewaz wspéirzednymi wektora AP
Si4 liczby x - x~ty - y~s wektora za$ AB liczby x2~xI>
\% » whrec z réwnania AF “ t AS wynikajg rowmania

X - xmt t (xp - Vi) »

y - yXx = t Cy2-yx)
lub
X = X,+ (XE ~ t,

y * yi + 02 -yx) 1
b) Niech punkt PO(x0,y0> bedzie punktem prostej!
wtedy wektory AP i AB sag kolinearne, istnieje wiec
takie t'= tQf ze°’APO * tQ AB,
czy li ze

XQ s X1 +(X2 - >=10 ,

yo ~ yi + NiY}oto
Atem rownania (48) sa rownaniami parametrycznymi
Prostej p.
~tczbe t, ktéra réwna sie stosunkowi miar AP i AB,
Pozywamy parametrem liniowym
Punktu® P wzgledem wektora AB.

Przedstawiajgc prosta AB rOwnaniami parametrycz*”
i“°t (48) okresliliSmy jg jednoczes$nie jako 0$ o zwro-
ts Wektora AS, jako zwrocie dodatnim. Istotnie 9 gdy

N O» to wektor AP ma ten sam zwrot co wektor AS;
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gdy t < O» zwrot wektora AP jest przeciwny.
tatwo zauwazy¢, ze gdy w rownaniach (48) zastapi-
my t przez -t, to otrzymamy réwnania

X S X, + U-, - Xp) t
(49)

y - vi + -y2:]t*

ktére rowniez okres$lajg prostg p, jednak jako 0$ o
zwrocie wektora BA jako zwrocie dodatnim.

Rownaniom (48) mozemy nada¢ nastepujgca inter-
pretacjg fizyczngj Niech punkt P(x,y) porusza sie po
prostej p ruchem jednostajnym* Wchwili t * 0 niech
punkt P zajmuje potozenie A(xIt yx), aw chwili t = 1
potozenie B(x2#y2), Wtedy wektor AB £x2-x", y?- y].
mozemy interpretowac¢ jako wektor predko$ci ruchu *
jednostajnego punktu pd prostej p, t - jako czas
liczony od chwili, w ktérej punkt znajdowat sie w
A (x1l,yl), za$

X —xN s (x© X<} N1

y “ Ni - Cy2 - y1) t,

jako sktadowe drogi wzgledem osi uktadu.

Jezeli dane sg réwnania
X = xQ+ at, y » yQ + bt (50)
2 2
gdzie a + b > 0, to ze wzoréw (48) wynika, ze réwnanie
te mozemy uwaza¢ za réwnania parametryczne prostej, prze'
chodzacej przez punkty
A (xo'yob’ 3(xo * a»yQ * b)
Na prostej (50) obierzemy dwa punkty M i N, przyjmujac
b ==D0b i t s t2® Otrzymujemy

M (xo+atx> yO+hti ) m N(xo+at2>y0+ht2)
Wspétrzednymi wektora MN sg liczby

8 Ktz — ti=1 Mt2 * tx),
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jego diugos¢ rowna sie

IWfl = |t2 - tjJ-/? + b2 ,

dla t0 <

Wspoétczynniki wiec al b, wystepujgce w roOwnaniach pa-
rametrycznych prostej (50), sa proporcjonalne do cosi-
nusOW kierunkowych dowolnego wektora kolineernego z ta
prosta.

Liczby a i b nazywamy wspoétczynnika -
m i kierunkowym:i proste.]|j W oje|j

przedstawieniu parametrycznym*

Zwrécimy uwage jeszcze na inne czesto uzywane
przedstawienia parametryczne prostej®
Na str. 51 wykapaliSmy, te jezeli w uktadzie Gxy
dana jest proste p, przechodzac© przez dwa punkty
A Cxl,y1), B(x2,y2) i A jest dowolng liczbg r6zna
od -19to punkt P(xfy) o wspo6trzednych

*1 + A x2

1+ A
y s LPThA oD

nalezy do prostej, przy czym A réwna sie stosunkowi
podziatu wektora X5 przez punkt P tj® X s AP ; PB.
Odwrotnie, jezeli punkt "0(x0iy0”" j®s* dowolnym
punktem prostej pt réznym od punktu B, to dobierajgc
k 0O s APO : POB, mozemy wspoOirzedne x0,y0 wyrazic
wzorami

X
0 1 +A0

Réwnania wief (51) przedstawiajg parametrycznie prosta p.
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Rownania te nie okre$lajg punktu B wy 2N *

Przyktady.

le Ziajagc prostg y » 3x + 5 przedstawi¢ jg w rézny
sposéb parametrycznie.
Ktadgc x s t s otrzymujemy jako réwnanie parame-
tryczne x s t, y s 5+ 3t, Z postaci rownan wynika,
ze prosta ta przechodzi przez punkty A,(0,5), B~(l,8).
Ktadgc x « 4 + t, otrzymujemy jako réwnania parame-
tryczne x s 4 +tj, y s 17 + 3 t. WartoSciom O il pa-
rametru t odpowiadajg odpowiednio punkty A2(4,17) i

(5,20).

Ktadgc x [-3 tp otrzymujemy x«|[-3t, y«8-9t. WartoSciom
011 parametru t odpowiadajg punkty A "(1,8), (-2 ,~1),
We wszystkich tych przedstawieniach parametrycznych

t - AjrP j (K=1,2,3).

2» Znalez¢ wspoOtrzedne punktu przeciecia prostej p
o robwnaniach parametrycznych
X * 1+ 3t,

y + 2t

z prostag p’ o réwnaniach2
X.= »2 - 31»
y * 3 & 2t*

1. sposdéb. Rugujgc parametr t z rObwnah prostej p,
otrzymujemy jej réwnanie zwyczajne 2x-3y=Il. Postepu-
jac podobnie z r6wnaniami prostej p?, otrzymamy
2x + 3y - 50 Punkt przeciecia prostych otrzymamy, roz-
wigzujgc ukitad
2x - 3y = 11,
2x + 3y K 5
2. sposOb; Proste p o p’' posiadajg punkt wspélny, jeze-
i istnieje takie t i t', ze jednoczesSnie
1 f 3t a»2 - 3t%
-5 ¢ 2t s 3 + 2t»
Przeksztatcajgc ten uktad otrzymamy

t - t* »
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skad t = 1 1t’ = -2,

Wspoltrzedne punktu przeciecia prostych otrzyma»»/1
Podstawiajgc t » 1 do réwnan prostej p lub ts» =2

rownan priostej p*e
Otrzymamy x = 4, y = “*1
3* Majagc prostag p okreslong rownaniem zwyczajnym
7y + 4x - 19 s O
oraz prostg p’ okreslong rownaniami parametrycznymi

1 + 2 - 2+ 3X
1+ A *~ |+ A
AznaczyC¢ wspoltrzedne punktu przeciecia prostych.
Sposéb: Znajdujemy réwnanie zwyczajne prostej p,
rUgujac z jej rownah parametrycznych X » Otrzymu-
jeniy rbwnanie y - x - 1 * 0
Wspoétrzedne punktu przeciecia sa rozwigzanie©

uktedu
7y + 4x - 19 » 0\

y - x-1 50.

Sposo6b: Dobieramy tak X *by punkt o wspotrze-

dnych x = 1-t.AA. y s spetniat rowna-
i+ A 1+ A

prostej p.
Otrzymujemy réwnanie

7 . ¢-12?2* +4 1

+ 2 - 19 s 0,
1+A 1+

A

Pof x = . L, , , .
?Jstawm%c otrzymang wartos¢ A do rownen prostej

N Uzyskujemy wspoOtrzedne punktu przeciecia
Xa 12 _ 23
* y " TT

§ 12. OKRAG NA PLASZCZYZNIE

* AN nanie okregu.
bierny juz (str.96)f ze rownaniem okregu o Srodku

(O»°> i promieniu r jest rownanie



X*2+ Zsr’2

Cl
Wykazemy, ze okreg K o $rodku S(pOq) i promie- )
niu r ma réwnanie
(x - p)e+(y qg)r-rz2 (2)
W tym celu przesu-
wamy rownolegle uktad
Oxy do punktu Sf otrzy-
mujac uktad Sx9% 9
(ryso97).
Roéwnaniem okregu
K w ukitadzie Sx% s
jest
Xit+y>2 s r2 (3)
’ " ~ ~*y Miedzy wspotrzedny-
mi punktu xgy w ukta-
Kys® 97 dzie Osy i wspobirze-
dnymi tego samego punktu w ukitadzie Sx*y* zachodzg

zwigzKki
X s p -
ysqt+ys
lub inaczej
X8 = X
y ' *y-q

Korzystajgc z tych zwigzkéw w réwnaniu (3) 9 otrzy-
mamy rownanie (2) ja”“o rownanie okregu K w uktadzie Qxy,

Réwnanie (1) jest szczegOllnym przypadkiem réwna-
nia (2)t otrzymujemy je z rown«, (2), gdy p * 0 i g s O»
Rozwigzujac réwnanie (2) wzgledem y 8 otrzymujemy

ysq - (x—p) 2
lub —

Ysqg~y~-r2 - Cx-p}2
Pierwsze réwnanie jest rownaniem potokregu <¢gdrnego’™,
drugie - poOtokregu "dolnego” «
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Rozwijajac wystepujace w réwnaniu (2) kwadraty
i wykonujagc redukcje wyrazéw podobnych, otrzymamy réwno-

wazne roOwnanie okregu w postaci
X2 +y" + 2ax + 2by + ¢ 3 0 (4)

gdzie ) ) )
a*-p, b*-q, ¢c3p +q,-7

Kazdy okrag daje sie wiec przedstawi¢ réwnaniem
w postaci (2) lub (4). Nie kazde jednak rownanie po-
staci (4) przedstawia okrag.
Istotnie, majgc rOwnanie
X2 + y2 + 2ax by + ¢ - 0

przeksztatcamy Je na rOwnanie réwnowazne

X2+2sX s2+y2+2by+b2 3 a2 + b2 - ¢,

a daIeL
. O P p 2
£X j—4(y €b) ®6 Tb - Ce
Z postaci tego rownania wynika, ze
1) jezeli a2 + b2 - ¢ > 08 to réwnsnie (4) przed-
stawia okrgg o Srodku Si-a, -b) i promieniu
r -~ ar+b2 -c.

2) jezeli e2+b ~c3C, to réwnanie (4) przedstawia
punkt Si»8,-b) , bo tylko wspotrzedne tego punktu
spetniajg réwnanie

(x + a}*1L+ (y + b)2 = 0.

3) jezeli a2+ b2-c <0, to zaden z punktow ptasz-
czyzny nie spetnia réwnania (4) i réwnanie nie przed-
stawia zadnego utworu rzeczywistego. A
Oznaczajgc w tym wypadku a2+b —3 -r 3 (ri) , gdzie
i jest jednostka urojong, mozemy dane ré6wnanie ea-
pisa¢ w postaci , N

(x+a)2 + Cy+b)2 3 (ri)"
Ze wzgledu na posta¢ tego réwnania mowimy, ze réwna-
nie to przedstawia okrag urojony.

Ogoblne réwnanie stopnia drugiego z dwiema zmiennymi
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Ax'" + 23xy @mCy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0

przedstawia woéwczas okrggi gdy da sie sprowadzi¢ do
postaci (4), gdzie s'g+b2 -c > 0, a wiec wobdwczas gdy

A=050, B=20, (2)2* (D2-1] >0

Przyktady.
1. Majgc rownanie okregu

X2 +y2 - 24x - 30y + 269 = O
wyznaczy¢ wspotrzedne Srodka & promien okregu»
Dane réwnanie przeksztatcamy, sprowadzajgc do postaci
(2). Otrzymujemy

X2-24x*122+y2~3Gy*152=*X22*15 2«»269
lub

(x - 12)2 + (y - 15)2 - 100s
Wspo6trzednymi Srodka S sa p s 12 i q « 15g a pro-
mien r = 10.
2# Znalez¢ rownanie okregu przechodzacego przez
punkty A(5,8)f 3(14,5), 0(13,12).
1. Sposéb: Okrag jest okreslony réwnaniem postaci

X2 +y2 + 2ax + 2hy «@ac s O
gdy znane sa a,b,c. Dla znalezienia a,b,c ukiadamy
rownania. Punkty A,B,C naleza do okregu, wiec ich
wspobirzedne spetniajg rbwnanie okregu.
Otrzymujemy uktad réwnan
25+64*1 Qa-KL6b+e = 0/
[96+25+28a+10b+c s 0, »
169+X44+26a+24b+c® O0._
Znajdujac a,b,c, mozemy nastepnie napisa¢ rownanie okre-
gu w postaci (4).
2. sposOb: Okrag jest okresSlony rownaniem postaci
(x » p)* + (y « q)2s r2,

gdy znane sa p, q, r. Punkty AeB,C spetniajg réwna-

nie okregu, czyli
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(5 - p)2+ (6 - g}2 s r2s"

(14 - p)2 + (5 ~ q)2 = !

(13 - p)2 +(12 - q)E “ r2
Rozwigzujgc ten uktad, otrzymamy p, qfr i mozemy na-”
stepnie napisa¢ réwnanie okregu w postaci (¢)e
3» sposéb: Srodek S okregu przechodzgcego przez punkty
A,b,C jest punktem przeciecia symetralilych bokéw
ABC.
Wyznaczamy wiec rownania np. symetralnych bokow AB
i BC, jako prostych przechodzacych przez &rod(£x
bokéw i prostopadtych do tych bokdéw, a nastepnie
znajdujemy ich punkt przeciecia S(p.q;® Promieh r
znajdujemy obliczajac odlegtos¢ punktu S od ktére-
gokolwiek z punktow A,B lub C. Majac p,g»rf mozemy
rownanie okregu napisa¢ w postaci (2)»

Rozwigzujagc jednym z tych trzech sposobdw,

otrzymamy rownanie okregu w postaci
X2 + 72 _ 20x - 16y + 139 ® 0

lub
(x - 10)2 + (y - 8)2 3 25

¢Kkrag a prosta»

Niech w uktadzie prostokatnym Oxy bedzie dany okrag K

2 2. 2
X t+y r

°raa prosta p
X COS f oysinf“’\*c®
Zbadamy liczbe punktéw wspélnych okregu i Prostej,
Liczba punktéw wspdinych okregu K i Prostej p

rowna sie liczbie rozwigzan uktadu réownan

2 2

X cos +y sinJP - N ® 0,
Przy rozwigzywaniu tego ukitadu réwnan rozréznimy dwe

Przypadki: 1) sin jP* O 2) sin # 0
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1) Jezeli sinJ = 05to cosf ~ 1 i réwnanie pro-
stej p ma postac

X = + S
podstawiajge za x te wartos¢ do réwnania okregu otrzy-
mamy réwnanie

y2 = -J 2,
Roéwnanie to, a wraz z nim i uktad réwnan (5), ma
a) dwa rozwigzania, .jezeli vd - 32 > 0, czyli
£dy r < - ci lub r,>Ssa t.zn.gdy r™i N |?
b) jedno rozwigzanie, jezeli r 2- ng = 0, czyli

gdy r »- 6 , a t.zn. gdy r ~1J1,
C) nie ma rozwigzan, jezeli r2 - J 2 < 0, czyli
gdy -J <r <+<% , at.zn, gdy r < {<6\.
2) Jezeli, sin z rOwnania prostej mamy

- SX COS 5?

sin fP ?
podstawiajgc to do réwnania okregu, otrzymujeniy rowna-
nie kwadratowe
x "2 Sx cos Pp+j 2-r2sin*f * 0
Wyréznik tego rowna-
nie ma postac
*4 (r2 - S 2)sin2 g
Poniewaz sin2fi > O,

wiec liczba rozwigzan
uktadu .réwnan zalezy
tak jak w wypadku 1)
"o d [/ J 2,
Zatem prosta p ma
z okregiem K dwa pun-
kty wspdélne, jeden
punkt wspolny lub
nie ma zadnych pun-
Rys. 93 ktobw wspédlnych zalez-
nie od tego, czy odlegtos¢ prostej od Srodka okregu jest-
mniejsza, rowna, czy wieksze od promienia okregu (rys.98)*
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Wyniki te znane sg nem zresztg z nauki geometrii
w szkole Sredniej.

3* Styczna do okregu.
a) Rownanie stycznej, gdy znany jest punkt stycz-
nosci.
Niech bedzie dany okrag o réwnaniu
(X - p)2+ C - g)258r2
oraz punkt ?0(x0,y0) nalezacy do okregu (rys.99).
Wyznaczymy réwnanie
stycznej s do okregu
w punkcie P0O(xo0,y0).
Wiemy, ze rownanie
prostej, przechodzacej
przez punkt ?0(x0,y0)
I prostopadtej do we-
ktora a {a,b| ma pos-
ta¢ (str.107)
A(x«xqg)+ B(y-yo)s O
Styczna s przechodzi
przez punkt PO(x0,yQ)
I Jest prostopadta do

Rys. 99 wektora

Nof*o-P . *0-«} e
wiec Jej réwnaniem Jest

(x0-p) (x-x0) + (y0-q) (y-y0) - o
Réwnanie to przeksztatcamy, dodajac do obu stron r
do lewej strony w postaci (xQp) + (y0*q) »
Otrzymujemy
X0-p) (x-x0)+(x0-p)2 +(yQQq) (y-y0)+(y0™*q)2 * r2,
czyli
(x-p) (x0-p)~(y-q) (y0-q) = r2 (6)

W szczegolnosci, gdy réwnaniem okregu jest

% 2 2

X4 ¢ Y * ¥
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to rébwnanie stycznej w punkcie (XB, ycsn) przyjmuje

postac

2
XX0 + **o (7)
b} Para stycznych z punktu poza okregiem.
Dany jest okrag K
2 2 2
XT +y" -
oraz punkt » lezacy poza okregiem (rys.100).
Znajdziemy réwnania stycznych, poprowadzonych z pun-
ktu do okregu K.
Styczna przechodzgca przez punkt jest
okreslona rownaniem
XX0 * **Q * r2' (7)

jezeli znane sa wspoOitrzedne punktu stycznosci (XO’VO}”
Dla znalezienia punktu stycznosci PO(x0,y0) uktadamy
rownania

1)Styczna (7) przechodzi przez punkt P- (x, , y-,) 3

wiec wspoOtrzedne tego punktu spetniaja jej rownanie,
czyli

¥ + *x1%0 =~ 2

2) Punkt PO(x0,y0) nalezy do okregu K, wiec

2 2 2
XO+¥(Y « r

Zatem na wyznaczenie punktu stycznosci (xnS yQ) mamy
uktad réwnaii
*|xo* *170 = 12]®

«2 4 y2 s 2

0 *0

Sozwigzania (x0,y0) tego ukiadu sag identyczne z roz-
wigzaniami (x,y) uktadu

XIx +*1* s

2 2 _ 2

X" +y" =
Pierwsze réwnanie tego uktadu jest réwnaniem prostej
a drugie rownaniem okregu. Prosta ta przecina okrag



w 2 punktach,jej bo-
wiem odlegtos¢ od
srodke okregu wynosi

J1
+y?
I jest mniejsze od r,
gdyz - -
+ A > r

wyznaczenie wiec pun-
ktéw stycznosci stycz
nych z punktu spro
wadze sie do wyznacze
nie punktéw przecie-

sie prostej 5
(8)

xIx + =r
z okregiem

2 2 2
+yT =

Punkty przecieci© sie prostej (8) z okregiem sa
identyczne z punktami stycznosci (punkty PQi P»
n® rys# 100).

Prostga (8) nazywamy bie ¢ owa punktu
NMAXI»y”™) wzgledem okregu, a punkt PA - b ie gu -
nem.

N Postaci rownania stycznej do okr|gu

X0 X *yoy *r
“nika, ze styczna jest biegunowg punktu teO,yQ t.zn.
Pbnktu stycznosSci#

biegunowa wzgledem okregu.
a) Pojecie dwust.osunku
ct™~or ki punktow.
Nezeli jla prostej dane sg 2 pary réznych punktéw A i A*
Oraz Bi B», to iloraz stosunkow £], i .nabywamy
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dwustosunkiem czworki punktow A,A% B;Bg.
Dwustosunek czwérki punktow A,A* , BBS oznaczany symbo-
lem (AA*33*5, zetem

(AAsas*>® -

Latwo sie przekonaé¢, ze dwustosunek (AA’BB*) nie zmienia
swej wartosci, jezeli przestawimy pary AA9 i BB* lub
punkty w obu parach, czyli

(AA838}~(BB*AA?) * (A8 B»B) - (3»B ASA) ,
Czwobrka harmoniczna punktow.
Czworke punktéw (AA*33*} nazywamy czwoOrka harmonicznag,
jezeli jej dwustosunek ma wartos¢ -1, czyli gdy

CAA*BB>) « jg, = -1

Czworki harmoniczne majg nastepujgce wiesnosci:

1* Punkty jednej pary AA’ rozdzielone sg zawsze jednym
punktem drugiej pary B3i, a wiec wystepujg np,w ko-
lejnosSci &9 9a B8 lub B9AsBs,A**

Wiasnos¢ ta wynika z ujemnej warto$ci dwustosunku.
Jezeli bowiem

ikk *BB8) < 0,
to

> 01 firmn* <0 Iub 0

W pierwszym przypadku punkt B dzieli odcinek AA*
wewnetrznie9 punkt Be - zewnetrznieg w drugim przy-
padku jest odwrotnie®
2. Czwobrka harmoniczna punktow A,A* B”B* pozostaje
harmoniczng, jezeli przestawimy punkty w parze AA*
lub BB*, czyli jezeli (AA*BB®)" -1, to réwniez
(A»A B3*) = (AA»B*B) * - 1.
Wiasnosé te tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem*
3. Jezeli trzy punkty A,A*,B leza na prostej i B nie
jest Srodkiem odcinka AA% to zawsze mozna wyzna -
czy¢ czwarty punkt B* taki, ze czwdrka punktéow
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ArA* ,B,3* jest harmoniczna.

Istotnie, jezeli dane sg punkty A (x?), kv (x2)» B(x")
i szukamy punktu Bs(x)9 ktéryby z danymi punktami two-
rzyt czwérke harmoniczng, to z warunku

AB AB>» 1
8A? StAt

otrzymujemy ze wzgledu na x réwnanie
X~~X. X - X%,

-2 —i- D e i- * -1
X2-XN" x2- X

lub po wykonaniu dziatali

(x1+x2-2x3) X = 2Xix2-Xx5(xx+x2)

Réwnanie to # jako rOwnanie pierwszego stopnia, i|&
zawsze jedno rozwigzanie z wyjatkiem przypadku,

gdy
X-] %2 “ 2x™ " uj

czyli

(1N

X1 + x2
— ~2 t

t.zn. gdy punkt B(x") jest Srodkiem odcinka AA*.

4. Jezeli prosta p przechodzi przez punkty Ate”y”™)
i A»(x2,y2) i jest okresSlona rownaniami parame-
trycznymi

X1 + A _ X1 * *y?2

to mozemy poda¢ dowolng liczbe par punktow BB’

na prostej p, ktére z parg AA* tworzg czwOrki

harmoniczne. Wtym celu, dla wyznaczenia wspol-

rzednych jednego z punktéw drugiej pary, wystar-

czy przyja¢ pewng wartos¢é na A roézng od 0 i ”1»

dla znalezienia za$ wspéirzednych drugiego z punk-

tow, przyja¢ za A liczbe przeciwng do poprzednio

obranej.



Punkty
. IXx+ A x2 y-i +Ay_2 \
A (xMy-it) | AT (x2,y2) , B (-~ —— » — _,
* 1+ A /
9
/A ~A2 WL (9a)
- A LP- A"

tworzg czworke harmoniczng, bowiem

AB

Bp - A = ~ A i wobec tego (AA*BBJ) “ -1.

b) Biegunowa wzgledem okregu.
Niech prosta przechodzgca przez punkty A(x1?y”?)
i A’ (x2,y2) przecina okrag
XT +yT -
w dwbéch punk-
tach B, BJ
(rys. 101),
Znajdziemy waru-
nek, jaki winien
spetnia¢ punkt
A* (x2, y2), by
para B, B’ roz-
dzielata harmo-
nicznie punkty
A, A*»
Wyznaczamy punk-
ty przeciecia
Rys. 101 prostej AA? ,
okreSlonej parametrycznie
xi o+ xx2 _ + X y2
X - Ly m — -
I+ i+ X
z okregiem
X2 N y2 _ r2,

W tym celu rozwigzujemy uktad rownali prostej i okregu,
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Otrzymujemy
+ X x2 £ 1 iis _ f
1 +X i +a /
a po wykonaniu dziatan i uporzgdkowaniu mamy réwnacie

(Xx2H]t2~r2) * 2+2(xiX2+yiy2-r2) X + x2+y? - r2 st 0. (9)

lezeli punkt A’ (x2,y£E) nie lezy na okregu, to

2 2 2
X2+2"r N~ 0 i rownanie (9) jest rownaniem kwadra-

towym. ZatozyliSmy, ze prosta AA* przecina okrag w
dwéch punktach, przyjeliSmy wiec, ze wyr6znik rowna-
nta (9) jest dodatni.

2 rbwnania (9) otrzymamy zatem dwile r6zne wartos$ci
na X ,ktére podstawione do réwnan prostej dadza
riam wspoéirzedne punktbw przeciecia prostej z okre-
giem. By jednak para BB* rozdzielata harmonicznie
Pere AA* winny wartosciX uzyskane z réwnania (9)
ky<6 bezwzglednie réwne (r6zni¢ sie tylko znakami).
Rownanie (9) me pierwiastki roznigce sie znakiem
"ylko wtedy, gdy brak w nim wyrazu z niewiadomg

w Pierwszej potedze t.zn. gdy

Xix2 + *1*2 2 =0,
C2y li gdy punkt A, (x2,y2) nalezy do prostej
2 _
xIx +V "or 0

biegunowej punktu A(x",y-j_).

WykazaliSmy, ze jezeli punki?A'»(gpay2) nalezy do
Qtinowej punktu A(x1,yl), to para EB® rozdziela
Anmonicznie pare AA}.

O(a'vﬁ)%tnie, gdy punkt A,(x2,y2> jest tak dobrany ze
AN6rka punktow A,A', B,Bf Jest harifeoniczne, to punkt
lezy na biegunowej-punktu A, bo wtedy suma
Srwiastkéw réwnania (9) réwna sie'(zeru®
wniosek
] lezeli prosta obraca sie dokota statego punktu A
Przecina okrgg w dwéch punktach B i B1l, to czwarty
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punkt AJ tak dobrany, by czwodrka A,A* byta har-
moniczna porusza sie po biegunowej punktu A«

0
5e punktu wzgledem okregu.

Jezeli na ptaszczyznie dany jest okrag K o pro-
cieniu r i dowolny punkt P, oddalony od $rodka okre-

gu o3 d, to réznice d2~r2 nazywamy p ote g a
punkt u P wzgledem okregu K.
Jezeli okrag K dany jest rédwnaniem

Kixsy) « (x—) + (y-q)2 ~r2 =0, (10)
i punkt P wspétrzednymi (x0,y0) g to potege punktu moze-
my wyrazi¢ w postaci

d- - r2 = Cxo~p)2 + (yQQq)2 - r2 (U)
lub krétko
~r?'"“ K CxoiyQ)»

jezeli uzyjemy symbolu K(x,y) na oznaczenie lewe]j
strony rownania {10} jako funkcji dwoch zmiennych»

Potega K(xQiy0) jest dodatnia dla punktow Pp
lezgcych zewnagtrz okreguf ujemne - dla punktéw
wewnetrznych okregu, za$ rowna zeru - na okregu,
Z nauki geometrii w szkole $Sredniej wiemy, ze gdy
przez punkt P, lezgcy zewnatrz okregu (rys»102a) |,
poprowadzimy proste przecinajagce okrag w dwoch punk-
tach, to iloczyny stalarne

ES5 * FH , PS . Pff |,
sg réowne kwadratowi diugosci odcinka stycznej, wy-
chodzacej z P, czyli
Pl , PB=PC . P5- .., =IPQJ2 s d2 - r2»

Jezeli punkt P.lezy wewnatrz okregu (rys.102 b),
to prowadzgc przez punkt P cieciwy, mamy

PA.Pg =pe,FEf£s.s.sP5 .RE* s -IFSI2=d2-r2,
gdzie PQ jest potowag cieciwy prostopadtej do Srednicy,
przechodzgcej przez punkt P*

W obu wiec przypadkach wymieniony iloczyny skalarne
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wyrazajg potege punktu P wzgledem okregu.

6. OS$S potegowa
Niech beda dane dwa rézne okregi

KL(x,y)H(x-p1)2 + (y-e”")2 ® 0,
(12)

-

Kg(x,y)s(x-p2)2 ¢ (y»g2)2 - | * O<

Zbadamy wzajemne

'P przecinanie sie okre-
géw, badajac rozwig-
zania uktadu (12).
Odejmujac réwnania
stronami otrzymuje-
my
2(p2-Pi)x-*-2(g2-g1)y+

O p O o

W(Pikil-r1 - A *
<If * r]) =0,
co krotko mozemy za-
pisa¢ w postaci
KL(xiy)-K2(x9)»0 (13)
Uktad rownan (12)
jest wiec réwnowaziy

uktadowi
Ki(x,y) a 0
(14)
Kx(x,y)-Kg(x,y)*0
Rys. 102 lub
Kg(x, s O
g(x,y) (35)

Kx(x,y) - K2(x>xy)=0<
Jezeli okregi Kx i Kg nie sg wspoétsrodkowe, czyli
gdy pxj p2 lub gx/ <g£# to rownanie (13) jest rowna-
niem stopnia pierwszego, przedstawia wiec proets.
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W tym przypadku wyznaczenie punktow wspolnych dwdch
okregow sprowadza sie do wyznaczenia punktow prze-
ciecia jednego z tych okregbw z prosta (13)®
Jezeli okregi KN i K2 sg wspotsrodkowe, czyli gdy
Pl s P2 i Qi s (2, to rébwnania (13) nie spetnia
zaden punkt plaszczyzny i wobec tego uktady (14),
i (15) sa sprzecznex«
Zajmiemy sie dokiadniej prostg, ktérg otrzymeliSEiy
gdy okregi i K2 nie byly wspéisrodkowe*
Jej réwnanie

K1(xsy) - K2(y,y) * O
mozemy zapisaC tez w postaci

K1(x,y) s K2(xey)
Majagc na uwad.;e, ze K/ (Xx»y) jest potega punktu (x,y)
wzgledem okregu K1,K2(x9%) potega punktu (x,y) wzgle-
dem okregu K29 widzimy z ostatniej postaci rébwnania
rozwazanej prostej, ze réwnanie to spetniajg tylko
punkty, ktérych potegi wzgledem obu okregébw sa rowneO

Prostag te nazywamy pr o st g potego -
w a lub prosta pierwiastna
okregdéw i K2«

Prosta potegowa ma nastepujgce wtasnoscig
1. Jest miejscem geometrycznym punktow, ktérych
potegi wzgledem dwoch ©kregbw sa rowne.
Wiasnios¢ ta wynika z réwnanie prostej potegowej
Kl<x»y) » K2(xry),

2. Jezeli okregi przecinaja sie, to prosta po-
tegowa przechodzi przez ich punkty przeciecia.
Roéwnanie prostej potegowej ma postac
Ki1(x,y)-K2(x%) =0
Jezeli punkt (xO»y0) jest punktem przeciecie okre-
gow, to lezy na obu okregach, wowczas K1(x0,y0) * O

1 Ic2(x0>yo) * °-
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3. Prosta potegowa jest prostopadte do prostej tgczacej

srodki obu okregow.
istotnie, wspoiczynnik kierunkowy prostej tgczacej

Srodki réwna sie
R -«
* p2 - Pi *

Wspobiczynnik kierunkowy prostej potegowej

p2 * pl

«2 - *j .

m*=-
czyli m*

Pek okregow
1)Niech bedg dane dwa okregi i Kg 0 roz-
nych Srodkach
K1(X,y)s Xx2-*y2+2a-jX ¢ 2b"y ¢ » 0,
K2(x,y)E x2+y2+2a2x ¢ 2bgy ¢ c2 » O

°raz dowolne liczby A-,, A2 speiniajgce warunek
*1+ A|>o0.
tworzymy réwnanie

ANKA(Xx,y)+ A2 K2(x,y) “ 0. (15)
Jezeli A = - A2» to rownanie (15) jest réwnaniem

Prostej potegowej okregéw K- Kg.
Jezeli X1 ? - A2, to rébwnanie (15) mozemy sprowadzi¢

Postaci
X220 «1. AXK+a2 A2 . ., HAIN2N2 AAIYA,2°2 s (16)
y 2"T1'M2 Ax >A2 7 Al ¢ \ 2

Réwnanie to okresla okrag rzeczywisty lub urojony.
27i6r okregdbw okreslonych réwnaniem (15) lub (16)

wszelkich I A2» spetniajgcych warunek A2*A |> 0
NAX # - A 2i nazywamy pekiem okregow, danym okregami
1 i K
2*

Réwnanie (15) nazywamy réwnaniem peku okregow.
Jsieli A1 = 0 i/(2/ o,to rownanie (15) przedstawia

Okg« K2, a gdy Ai ~ 0 i A2 * 0, - okrag Kr
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Okregi wiec dane i Kp nalecag tez do peku»

Wszystkie okregi peku majag te samag prosta potegowa!

mistotniej, rownaniem prostej potegowej okregow K-, 1 K~

jest 1 2
2Cal»©2)x ¢ « b2)y + ci - ¢c2 « 0

Réwnania

A-" N2 N2 s ®

4 K1 * *2 K2 S °»

okreslajg dwa dowolne okregi peku - ré6zne, gdy
Al s A2# Ax r A2

Rownania te napisane szczegdétowo majg postac:
(Alta2)(xH4y2)« (e iAlta2zA2)*t12(b1A 1+b2/12)y+/11cl+/l 2c24i

IX 1% *2) A'1+b2 X'z)y *K \ai*X 2¢cfO

Mnoigc pierwsze réwnanie prze* A'2, drugie przez

*+*mrl + A 2" " dodajgc stronami otrzymamy réwnanie
prostej potegowej» Rdéwnanie to po wykonaniu dziatan
i redukciji przyjmie posta¢ réwnania prostej potego«
wej okregow Kz i K2«

Jezeli i okregi i I<2 przecinajg sie w punktach

A(x"ay™/ i B(x2sy2)g to dowalimy okrag peku tez
przechodzi przez te 2 punkty»
Dla dowodu weZzmiemy pod uwage dowolny okrag
peku okreslony réwnanie®
nel Ki(xjy)+ X 2 K2(x,y) s O

Punkt A(x1>y1l) nalezy do okregdéw Kx i wiec
% (x19y1) s o i K2(xlfy i) a O,

wobec tego punkt A spetnia takze rownanie dowolnego
okregu, peku (15)«

Podobnie wykazujemy, ze punkt B(x2,y2) spetnia
rownanie (15), )
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Zbadamy, jaki sens geometryczny majag parametry
i "2» wystepujagce w rOwnaniu peku*

Z rownan okregow i K2 wynika, ze wspoOtrzednymi
ich Srodkéw sg
Sj(“©ij **n) g "2 ("E2® ‘9

z robwnania za$ peku okregébw w postaci (2) mamy0 ze

A A ALA N A>2 Ap
L ai
( TIT'\] AI *'j 4 ~" )
R2
Zaktadajgc, ze A- ~ 0, oznaczmy -Sj*  =ju
Wtedy
( v )« 2 - vV [* b2
/ I >/

czyli, ze Srodki S5 okregbw peku dziela odcinek
K2 w stosunku

S-jSg* taczacy Srodki okregéw Kx i
/** |j °

2, Niech beda dane dwa okregi wspotsSrodkowe i K2

KL(xty)$x2 + y2 ¢ 2®x ¢ 2by ¢ cx * 0,

K2(xp/)ax2 ¢ y2 ¢ 20x ¢ 2by ¢ c2 s o
oraz dowolne liczby A.,, i Ag, spetniajgce warunek
Al + A|] >0 i. A1 # - AZ28
Pek okregdéw okredlamy tak jak w poprzednim przypadku
t.zn.jako zbiér okregbw okreslonych réwnaniem

Al + A2 K2 S
Zapisujgc to réwnanie szczeg6towo, otrzymamy
(A2+ A2)(x27ry2)"r2a(A;i* A2)x*2b( A j* A2)y* AjCj* A2c2 « o0,

a dalej

Al0!I 3~ 2 -
X2%y2*2a*2p*
A-i 4 A2
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Z postaci tego rownania wynika, ze pek okregow,
okreslony okregami wspétsSrodkowymi, tworzy zbidr

okregow wspotsrodkowych,

8. ROwnanie okregu w uktadzie wspoétrzednych biegunowych.

Majac w uktadzie Oxy dany okrag K, okresSlony
rownaniem
(x ~p)2 + (y - 9)2s r2 (17)

obieramy jake biegun poczatek uktadu wspodtrzednych O,
jako 0$ biegunowg - dodatnig po6to$s x. Wspodirzedne bie -
gunowe punktu P oznaczymy przez f i < i niech wspo6trzed-
ne biegunowe $rodka okregu S bedg réwne a i ot *

Miedzy wspoétrzednymi prostokgtnymi punktu (x,y), a jego
wspoOtrzednymi biegunowymi ~ i <$zachodzg zwigzKki

X = 9cos jp , y * f sin
Jezeli punkt P(xsy) nalezy do okregu, wtedy para liczb

( f cos jp, sin @) spetnia rownanie (17).
Otrzymujemy réwnanie
(f cos (p- a cos K)2 + ( f>sin ~ & sin cx>)" s r2,
ktore po wykonaniu dziatan i uporzadkowaniu wyrazéw
przyjmie postac

92 + a2 - 2a $cos (f -oc) =7r2 (18)

Jezeli Srodek okregu znajduje sie w poczgtku uktadu,
to a = 0, r6bwnanie (18) wiec przyjmie postac

czyli, wobec £ >0, postac

< » I
Przyktad: Napisa¢ rownanie okregu we wspoétrzedr*ych

biegunowych, jezeli S(2, 7 f zas$ promien okregu
r = 1. (rys* 103K
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Zgodnie ze wzorem (18) réwnanie okregu ma postac?
£+ 4 %4 f cos(5?2- N5T) e« 1

lub

N2 - 4 jp cos( ATT)"43s 0
Jezeli na podstawie tego rOwnania chcemy uzyskac
punkty okregu, przyjmujemy wartos$ci na f z”przedaia-
tu < 0,2 Jt) i obliczamy f »Jezeli np*f * 3 X
z robwnania f 2 - 4 f *5 * 0 otrzymujemy

fl * xpf 207°
AznaczyliSmy wiec

” to

dwa punkty okregu
A (I»|tf),B (3,8tf)

Sie dla kazdej
wartosci jP beda
istniaty punkty
na okregu® Bioragc
np® jp 935 ,
otrzymamy na jp
wartosci ujemne
»1 i “3, ktdrych
Rys» 103 zgodnie z okresle-
niem wspoétrzednyeh biegunowych punktu nie mozemy
uwaza¢ za promienie wedzace punktu» Na okregu danym

nie ma punktbw o wspotrzednej ® 1" o

9. RoOwnania parametryczne okregu»

Niech bedzie dany okragg o Ssrodku S(p,g* i o
Promieniu r(rys.l04)» Niech P(x%) bedzie dowol-
nym punktem okregu, t za$ miarg kata (0*t<271i),
Jaki wektor S? tworzy z osig
Réwnaniami parametrycznymi okregu sg
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X* p + 2 COS t (19)
y * q+r sin t

Dowod*» Jezeli P jest punktem okregu, to wspoétrzedne
wektora SF wzgledem osi ukiadu wyrazajg sie w po-
staci

SP «r cost, SP * r sin t
y

oraz w postaci
SPX X - p8 SFy »y - q

2 porébwnani® odpowiednich zwigzkéw otrzymujemy

XsSP+r cos t, y maqg+r sin t.

Odwrotnie, gdy t

jest liczbg z prze-
dziatu < 0, 2X ), to
punkt

(p*r cos t, g+r sin t)

lezy na okregu, bo
spetnia rownanie

(x-p)2*(y-q)2 s T2

Zatem rownania (19)

sg rOwnaniami parame-

trycznymi okregu.
Hys. 104
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r ozdzialt i

PLASZCZYZNA | PROSTA W PRZESTRZENI

§ 13» OGOLNE WIADOMOSCI O ROWNANIACH POWIERZCHNI

1. Réwnanie zwyczajne jrjdg£zc*¥4 a

Rownanie powierzchni w uktadzie Osyz okreslajmy
podobnie, jak réwnanie lin ii na ptaszczyznie Oxye

Jezeli w uktadzie wspotrzednych Oxyz dana jest
powierzchnia W oraz rownanie trzech zmiennych
postaci

zZ ® f(x3) lub F(xB 92) s O» A

to rownanie (1) nazywamy r d6 wnaniem p O«
wierzchni WIjezeli

1) wspotrzedne kazdego punktu powierzchni

W spetniajag to réwnanie
[ 2) wspotrzedne punktow nie nalezacych do
powierzchni W nie spetniajg rownania,,

Rownanie powierzchni w postaci CD nazywamy
rownaniem zwyczajnym p
wi erzchni*

Symbolem s » f(x,y) oznaczamy rownanie trzech
zmiennych* w ktérym mi&nna z w pierwszej potedze
znajduje s if po Jednej stronie rdwnania. wyrazy zas$
zawierajgce zmienne X i y ora® wyraz wolny po dxy~

giej stronie«
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Symbolem F(x(y,2)30 oznaczamy rOwnanie o trzech
zmiennych, w ktorym wszystkie wyrazy przeniesiono na
jedng strone réwnania.

Dwa rézne rOwnania przedstawiajg te samg po-
wierzchnie, gdy rownania te sa réwnowazne* t.zn* gdy
te same tro jki liczb x,y,z spetniaja oba réwnania«.

Tak np. wykazemy poOzniej* ze réwnanie
5x - 2y + 5z » 10 = 0S

ktére jest rownaniem postaci F(x,y,z)*0, przedstawia
ptaszczyzne, $e samg ptaszczyzne przedstawia
rownanie

z* - |x + |y +2¢

ktore jest postaci z - f(xg,y).

Punkty nalezgce do powierzchni wyznaczamy,
przyjmujgc dla dwéch zmiennych pewne dowolne wartos-
ci liczbowe, trzecig za$ zmienng obliczamy przy uzy-
ciu obranych wartosci z robwnania powierzchni, Przy
wyborze wartosci pierwszych dwoch zmiennych na ogo6t
nie mamy petnej swobody. Tak np. jezeli dane jest
rownanie powierzchni kulistej albo sfery

x2+y2+22=4,

to przyjmujgc x s 1, y a -1, otrzymamy zs - I/1?, czyli
dwa punkty powierzchni kulistej (1,-1, *y~2) i

» -1» -V ~2). Przyjmujg”™' natomiast x s 1, y 3 2S nie
otrzymujemy na z wartosci rzeczywistej — znaczy to,
ze na powierzchni kulistej okreslonej danym réwnaniem
nie ma punktéw, ktéorych pierwsze wspoétrzedne rownatyby
sie 112.

Przy wyborze wiec wartosci dwoch zmiennych win-
nismy uwzgledni¢ warunki, gwarantujgce istnienie trze-
ciej zmiennej.

Powierzchnie nazywamy algebra -
icznag, jezeli wijej rownaniu wystepuja tylko dziata-
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nie algebraiczne na zmiennych x,y,z®

Jezeli robwnanie powierzchni algebraicznej spro-
wadzimy do postaci F(x,y,z) * 0, gdzie F(x,y,z> jest
wielomianem n-tego stopnia wzgledem x,y,z» nlerozkia-
dalnym na czynniki nizszych stopni? to liczbe n nazywa-
my stopniem powierzchndi a |l -

gebraicznej®

2. RoOwnania parametryczne powierzchni.
Niech beda dane trzy rdéwnania postaci

x»f(u,v)9y»g(unv)9 z«h(u,v), (2)

gdzie funkcie f(u,v), g(u,v), h(u,v) sa funkcjami
okreslonymi i ciggtymi w pewnym obszarze ptaskim B ?
Roéwnania (2) nazywamy parametrycznymi réwnania®

mi powierzchni W, jezeli
1) dla kazdego punktu (u,v) nalezgcego do obsza-

ru D, punkt o wspoOtrzednych f(u,vj, g(usv), h(u,v)

nalezy do powierzchni Wi
2) dla kazdego punktu P(x09y09z0) powierzchni W

mozna wyznaczy¢ takag pare »0» v 4e

*0 = f(uo-vo)» yo=2g(uo’To>" V  h(V vo)”

Przyktadem rownan parametrycznych powierzchni
rownania parametryczne powierzchni kulistej

Obszar ptaski dla funkcji dwéch zmiennych Jest
tym, czym dla funkcji i jednej zmiennej jest prze®
dziat® Celem uzyskania chociaz pogladowego poje®
cia o obszarze ptaskim,, wyobrazmy sobie ptaszczy®
zne uktadu Ouv i w tej ptaszczyznie prostokgt*ko—
to, wielokat itp. Kazda z tych-figur uwazana ja®
ko zbiér punktow (wewnetrznych-wraz z brzegiem

lub bez) jest obszarem ptaskim» Mowigc, ,ze fun-
kcja f(u,v) jest ciggta w pewnym ptaskim obsza-
rze, rozumiemy przez tof ze dla kazdego punktu
(u,vj tego obszaru funkcja f(u,vj jest ciggta«
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X Z r COS U cOS V
y =r coS u sin v
Z S r sin u.

gdzie r jest ststg, rébwng promieniowi kuli. Zmie-
niajac w sposéb ciggty i niezaleznie od siebie para-
metry u i v (O <2JT , - f 4 u 4 f) , Otrzymamy

zbiér wszystkich punktéw powierzchni kulistej o promie-
niu r i $rodku w poczatku uktadu wspoétrzednych® W in -
terpretacji geometrycznej parametru u wyraza szerokos¢
geograficznag, a v - dilugos¢ geograficzng punktu na
powierzchni kulistej.

Jezeli, majac rownania parametryczne powierz-
chni, chcemy wyznaczy¢ jej rOwnanie zwyczajne, to
z dwéch réwnali (2> traktowanych jako uktad, obli-
czamy u i v i wstawiamy otrzymane wartosci do réwna-
nia trzeciego® Postepowanie to nazywamy rugowaniem
parametrow u i v,
W przyktadzie rownan parametrycznych powie«rzchni kulis-
tej szybko dojdziemy do rownania zwyczajnego, jezeli
strony rownan parametrycznych podniesiemy do kwadratu
i dodamy»
Otrzymamy
Q

2 0
X2 +y2 422 - 12 lcos u (cos™ v * sin® v)+ sin u
*
lub

2 2
XC + y2 +Z =712 (cos™s * sin2u)

i ostatecznie

§ 14. ROWNANIE PLASZCZYZNY

1. Ro6éwnanie ogdllne ptaszczyzny.
W uktadzie Oxys dany jest wektor niezJrowy © o
wspobtrzednych A»3,0 oraz fQHgp ptaszczyzna W przechodzaca
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przez punkt PO(xo»yo»zoJ 1 Prostopadta do wektora a
rys .105). Wykazeagy, ze rownaniem ptaszczyzny W jest rownanie
A(x-x0) + B(y-y0) + C(z™q) * O (1)
Witym celu,zgodnie
z okresSleniem rownania
powierzchni wykazemy,
ze jezeli punkt nalezy
do ptaszczyzny,to jego
wspotrzedne speiniaja
rownanie (1), jezeli
nie nalezy, to jego
wspoOtrzedne réwnania
tego nie spetniajg.
Niech punkt P (x,y,z)
bedzie dowolnym punktem

Bysi 105 o
przestrzeni,roznym od

punktu P . Wtedy wektory a i pp?o 9dy punkt P nalezy
do ptaszczyzny W sg prostopadte, 8dy 3 nie nalezy
do W, nie sg prostopadte. lloczyn wiec skalarny we-

ktorow a i P~T? ma wartos¢ réwng zeru, lub rdézng od
zera w zaleznos$ci 6d tego czy P nalezy do W, czy tez
nie nalezy.

Mamy wiec, ze
a ¢c P~fs 09 gdy P nalezy do Wi

a . fJP 4 0, gdy P nie nalezy do W
Wspotrzednymi wektora a sa liczby A,B,C, wspoOirzedgymi

wektora - liczby x-xQ, y-y0, z~V Korzystajgc
ze wzoru, wyrazajacego iloczyn skalarny przez wspOi»

rzedne czynnik6w, mamy:
Axf"XQ) + B(y-y0) + C(z-zQ ~ O,

gdy P(x,y,z). nalezy do ptaszczyzny Wi
A(x»x0) + B(y»y0) ¢ C(z~z0)' 4 O



- 184

gdy P(x,y,z) nie nalezy do ptaszczyzny W.

Jezeli punkt P(x,y,z) pokryw© sie z punkim PQf
to x s xQ, vy syQ, z z zQ, czynniki x - xQ, y - yQ,
z - zQ sa réwne zeru i wobec tego dla tego punktu
spetniony jest réwniez zwigzek (1)»

WykazaliSmy zatem, ze rownanie (1) jest réowna»
niem ptaszczyzny W. Zauwazamy, ze zwigzek (1) wypre»
wadziliSmy przy zatozeniu, ze wektoroa jest niezerowy

2 :
t.zn. przy zatozeniu, ze Ap *B ¢ C >

Majac rownanie ptaszczyzny W

A(x»xQ)+ B(y~yO0)i- C(z-z0) * O

mozemy je napisa¢ w postaci
AX * % ¢ Cz “(Axg + Byc ¢ CzQ * O

Ktadgc nastepnie ~(Ax0 + Byn + CzQ) * B, otrzym aj
postac

Ax * By + Cz D* 0, (2)
ktorg nazywamy o0 g 6l ny m rownaniem
ptaszczyzny.

WykazaliSmy, ze ptaszczyzne w uktadzie Qxyz
mozna przedstawi¢ réwnaniem

Ax + By + cz + DS 0,
gdzie A2 + B2 + C2 ) 0.

Wykazemy teraz odwrotnie, ze kazde réwnanie
postaci (2), w ktorym A,B,C nie sg jednocze$nie
rowne zeru, jest rébwnaniem pewnej ptaszczyzny.

Przede wszystkim stwierdzamy, ze istnieja
punkty, ktére to rownanie sprawdzaja,» Gdy A,ByC sa
rozne od zera, to punktami takimi sg np.

(-1 «°.°). (°. -1 »°) «(°.°i - c).

Gdy A« 0, B 0, C~O, to punktem speiniajagcy® rowna-
nie (2) jest np. punkt o wspotrzednjtph
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. . D
x S dowolnej liczbie 8y®0j> z ® “ g -

Przy zatozeniu A2+B2-KJ2 > O zawsze potrafimy podac
Punkty spetniajgce rownanie (2)e
Ktorykolwiek z tych punktéw oznaczmy przez PQ,
a jego wspotrzedne przez xoS9y0ia09 wred
Ax0 + "o * Go * P® °*
skad
D* - Axg + ByO ¢ Czc

Rownanie Ax + By + Cz ¢« Ds 0
mozemy teraz napisa¢ w postaci

Ax + By + Cz - (Ax0+By0+Cz0) * O
a dalej

A(x-x0)* B(y-y0)+ C(m 0>~ 0
2 postaci tego r6wnaniaiwynikaf ze rownanie to spet-
niaja konce wektoro# zaczepionych w punkcie *Q(%Qt>J09z0*
i prostopaditych do wektora a £a*B,c} * Miejsce® geom«-
tryczny® tych wektoré6w jest ptaszczyzna przechodzaca
Przez PQ(x0 ~0,zq) * PI'O®*0?7®*'\® weN ors ®e
Wspbtrzedne wiec punktow tej ptaszczyzny spetiniaja
Roéwnanie (2) i odwrotnie, jezeli punkt spetnia ré#ns»

die (2), to jest punktem wspomnianej ptaszczyzny*

Dwa réwnania
AXx + % + Cz + Ss O te)
AX* B*y+ C9z+ Xss 0 A
okres$lajg te samg ptaszczyzne9 jezeli

A« Bs C* S
1> g¢g* d* D*

istotnie, kiadac
* -
é)) E))S ((::»S gs '/VI
®aaty A s & A»s B cA » D s/?
1 mozemy rO6wnanie AX *By*G z*P E Q napisac
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w postaci
(A*x »Bsy + C*z ¢ D9 » O,
skad wynika, ze trojki x,y,z, ktore spetniajg
rownanie (4), spetniajg réwniez réwnanie (3).
Stluszne jest réwniez twierdzenie odwrotne.

< Ifezypadkl Szczegélne rownania ogoélnego.
Jezeli wréwnaniu
k +By + Cz+D»20
niektére z liczb A,B,C,B sg rébwne zeru, to ptasz-
czyzna okreslona tym réwnaniem zajmuje wzgledem ukta-
du Oxyz szczegOllne potozenie®
1) Jezeli {3s 0, czyli gdy réwnanie ma postac
Ax + By + Cz - 0,
to ptaszczyzna przechodzi przez poczatek uktadu, bo-
wiem punkt (0,0,0) spetnia to rownanie®
2) Jezeli A* 0 lub B - 0 lub C* o, czyli gdy
rownanie ptaszczyzny ma postac
By + Cs + Da O
lub (3)
Ax + Cs + D* O
lub
Ax * % + D* O, S
to wektor s "AgB,0j> , do ktérego ptaszczyzna jest
prostopadta, jest odpowiednio prostopadty do osi x
lub y tub z® Plaszczyzna wiec okre$lona takim rowna-
niem jest rownolegta do osi ii (rys*106a), lub y
(rys®106 b) lub z (rys®106 c). Jezeli nadto D = O,
to ptaszczyzna przechodzi odpowiednio przez o0$ X
lub y lub z®
Ptaszczyzne réwnolegta do osi uktadu nazywamy pitasz-
czyzng rzutujaca® RoOwnania wiec ptaszczyzn, w ktérych
brak jest wyrazu z jedng zmienng, okresSlajg ptasz-
czyzny rzutujgce® Jezeli A * 0, rbwnanie okreS$la

ptaszczyzne rzutujgcag na ptaszczyzne yz, gdy B = 0



- 187 -

- na ptaszczyzne zxs gdy Cs O - na ptaszczyzne xy.

3) -Jezeli w rbwnaniu ogdllnym ptaszczyzny dwa wspédt-
czynniki <8 réwne zeru czylit gdy rOwnanie ptasz-

czyzny ma postacé

ca*b=a (4a)

lub
¢eDso (4b)

lub
By % D 3B 0* (4c)

wéweczas réwnanie (4€) przedstawia ptaszczyzne rowno-

legta do osi x i osiyt czyli do ptaszczyzny xy
(rys«107)j analogicznie réownanie (4b) ptaszczyzne
rownolegta d© yz i wreszcie réwnanie v4c) plaszczyzne

rownolegta do xs*
Ma ogo6t rbwnania ptaszczyzn réwnolegtych do

ptaszczyzn ukiada piszemy w postaci
* *x . 8, XS »fS * o~ 1»
wtedy I 8j» |- || s I"]||lwyrazajg odlegto$¢ ptaszczyzn

od odpowiedniej ptaszczyzny ukiadu®
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Jezeli nadto D —0, to rownania (4) okres$laja ptaszczyzny
uktadu, a wiec rownanie

s s 0 okres$la ptaszczyzne xy,

x s O * * yz,

y 3 0 " " XZ0

Omawiane tutaj ptaszczyzny sg rowniez ptaszczyznami

rzutujgcymi i to jednoczesnie na dwie ptaszczyzny
uktadu.

3. Roéwnanie odcinkowe ptaszczyzny.
Jezeli ptaszczyzna jest okreslona réwnaniem

Ax ¢« By ¢« Cz ¢« D * 0,
w ktorym wszystkie liczby AjB9CI sg rdézne od zera,
to robwnaniu temu mozemy kolejno nada¢ nastepujgce po-
staci

Ax + By ¢ Cz * - D,



* ¢, otrzymamy

Oznaczajgc - ? a,
postac
ktorg nazywamy r 6 wnaniem odcinkowy®

Ptaszczyzny*
Ktadgc w tym réwnaniu

y«Os zsOg otrzymujemy 3&a.
Dla x *Oi 2z s O otrzymu-
jemy y s b oraz dla x s O
iy - Omamy z ® e*
Plaszczyzna wiec okres$lona
rownaniem odcinkowym prze-
chodzi przez punkty
P~ra.0,0) 9 P22»7*0) jPijCOjO"c) ,
odkresla wiec na osiach
uktadu odcinki9 ktérych
Rys«108 diugoséci sa réwne bez-
wzglednym wartosciom liczb a% i c*
Rownaniem odcinkowym mozemy okre$li¢ tylko ta ptassl
czyzny dla ktoérych ABIGD sg rézne od zera t*zn*
Ptaszczyzny9 ktére nie sg rownolegte do osi ukiadu

I nie przechodzg przez poczatek uktadu*
Przyktad o Majac ptaszczyzne 3x+2y~6z~3sO0* sprowadza-
my jej rodwnanie do postaci odcinkowej0o otrzymujac

X +1i + <8m
Ptaszczyzna ta przechodzi przez punkty®

A(1,0,0), B(09 A*Q)9C(Q,0,«*).

4. ROwnanie ptaszczyzny przegho4zgcgj £rs®£~I1-"X
fiH ltkty
Dane sa trzy punkty A(Xxx>yi9®x"* ® '*2 P 2>R2‘ 9
C(x5,y39z3) nie lezgce na jednej prostej* Wyznaczy-
my rOwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez puo
kty.
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Niech punkt P (x,y9z) bedzie dowolnym punktem
przestrzeni. Warunkiem koniecznym i dostatecznym (str®75)
przynaleznosci P (x% d92) wraz z punktami
ptaszczyzny jest, by

y > 2, 1

X1 » *i» Z1 » 1
a 0 (6)

X2 , 1

x3 2 9 1

Réwnanie i,6) jest zatem réwnaniem ptaszczyzny prze**
chodzgcej przez punkty ABXQ.

5® Réwnanie normalne ptaszczyzny.

W uktadzie Qxyz dana jest ptaszczyzna WR Z poczagtku
uktada C kreslimy prostag n prostopadtg do ptaszczyzny W
X punkt przeciecia prostej n z ptaszcz3zng W oznaczamy
przez S (rys.1093« Prostej n nadajemy zwrot dodatni. Do
wyboru mamy dwa zwro-
ty jako zwroty dodatnie
zwrot od poczagtku O
ku ptaszczyznie W,
czyli zwrot wektora
OS lub zwrot od ptasz-
czyzny W do poczatku
0Sczyli zwrot wekto-
ra SQ*

Prosta ns przecho-
dzacg przez poczagtek
uktadu9 prostopadle
do ptaszczyzny W z
Rys. 109 przyjetym zwrotem

dodatnimj, nazywamy,,
0sig normalnag ptasz c¢czyzny Wi

Jako zwrot dodatni przyjmiemy na razie zwrot od
poczatku 0 ku ptaszczyznie WR Jezeliby ptaszczyzna W



191 -

przechodzita przez poczatek, ukiadu, wtedy jako zwrot
dodatni nalezy przyja¢ dowolnie jeden z dwéch mozli-
wych zwrotow prostej normalnej®

Niech wektor | hedzie wektorem jednostkowym osi

Polozenie ptaszczyzny Ww ukiadzie Qxyz jest
okreslone, gdy znane sa katy ot# B ? jjf » jakie o0$
normalna n tworzy z osiami uktadu, ©raz gdy znana jest
miara wektora OS wzgledem osi n, szyli OS 3 ™ »
Wobec przyjetego zwrotu dodatniego osi n /od O ku
p}®W/S jest dodatnie i wyraza odlegto$¢ ptaszczyzny
W od poczatku uktadu. Jezeli ptaszczyzna W przechodzi
przez poczgtek uktadu 0, to & ~ O»

Wykazemy, ze réwnaniem ptaszczyzny W jest réwnanie
X cos ot+y cos % z cos 'f'~cCl'= O» (7)

Wtym celu udowodnimy, ze jezeli punkt nalezy
do ptaszczyzny W9 to jego wspoOirzedne speiniajg row-
nanie (7), jezeli nie nalezy do ptaszczyzny, to jego
wspoOtrzedne réwnanie tego nie spetniajg.

Niech punkt P(x,y,z) bedzie dowolnym punktem
przestrzeni i punkt N jego rzutem prostokagtnym na
ptaszczyzne W.

Badamy iloczyn skalarny wektora jednostkowego
e i wektora UP, czyli e o OP« lloczyn ten wyraza

miare rzutu wektora UOFna o$ n (str.42).
Jezeli punkt P(x3 sz) nalezy do ptaszczyzny W,

to I . OF* (% ,
jezeli nie nalezy do ptaszczyzny W, to
&, OP - | + d,

gdzie d s NP jest dodatnie, gdy P lezy z przeciw-
nej strony ptaszczyzny Wniz poczatf.k ukiEfedu (jak
na rys. 109}» d jest ujemne, gdy P lezy z tej sa-
mej strony ptaszczyzny W, co poczagtek uktadu.

Wspotrzednymi wektora e sg:cos O¢? coa B b cos f
W » QP * : X , y » 2

n
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Wyrazajac iloczyn skalarny przez wspotrzedne wekto-
row mamy w przypadku, gdy P (x,y,z) nalezy do ptaszczyzny W

X cosoc+y cosp + z cosfa |

lub
x cos X+ y cos [+ z cos -S * 0,

a w przypadku, gdy P(x,y,z) nie nalezy do ptaszczyzny W

X CO0S <X,+ Yy cos + Z COS

lub
X COS CX+ Yy CcOSp + z cos Yy J " da

Zatem réwnanie

X COSoc +y cosfo + z cOSt - 9 s |

jest rownaniem ptaszczyzny. ROwnanie ptaszczyzny
w tej postaci nazywamy rownaniem nor -
malnym.

Wréwnaniu tym cos oc ,cos |3 , coOsS sg cosinusa-
mi kierunkowymi osi normalnej, na ktorej jako zwrot
dodatni przyjeto zwrot od poczatku uktadu ku ptaszczyz-
nie, a S jest odlegtoscig ptaszczyzny od poczatku
uktadu.

Z kolei znajdziemy réwnanie ptaszczyzny Ww po-
staci normalnej przy zatozeniu, ze jako 0$ normalng
przyjeto prosta o zwrocie dodatnim przeciwnym do zwro-
tu poprzednio przyjetego (rys. 110).

O$ o tak przyjetym zwrocie dodatnim oznaczmy
przez nlr a jej katy z osiami uktadu p r z e z vy , ,
Odlegtos¢ ptaszczyzny od poczatku ukitadu, czyli |0S]|
przez £

lloczyn skalarny

o

er . W
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wyraza miare rzutu wektora QP na ©S n-"*
Jezeli P nalezy

do ptaszczyzny WO to

et *<Bp * -

jezeli P nie na-
lezy do W, to

e* , GP~~ +d.
gdzie d “ NP jest
ujemne9 gdy punkt P
lezy z przeciwnej
strony ptaszczyzny
W niz poczatek
uktadu i d jest do-
datnie, gdy P lezy

z tej samej strony co punkt O.

Wspotrzednymi wektora i’ sg cos 003 A» cos *
przy czym cos oC?——CO0S°0f coa. j9” sJ d
jezeliot, /3, sa katami osi. n z osiami ukiadu.

Wspotrzednymi wektora OP sa. X,y,z*
Wyrazajgc iloczyn skalarny e* * EP przez wspot-
rzedne wektorow otrzymamy w przypadku, gdy punkt P(x9,s)

nalezy do W «
-X cosOt—y nos/3 - Zcoal ~ ~ ¢

lub * «
-X cosot - y cosis « z cogr+d*0#
za$ dla punktéw P(x,y,zO nie nalezacych do ptaszczyzny W

-X cosoc-y COS/3- Z cos JaT1- -<b+ d

lub NN
-Xx COSC- y COSE - 2 cos ¢r+a- d-

Roéwnanie wiec «
-X 003« - y cos/5 - Zcosf +<i= 0O (8)

jest rownaniem normalnym plaszczyzny? jezeli ja
normalng przyjmujemy prosta o zwrocie dodatnim

ptaszczyzny ku poczatkowi ukiadu O*
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Kazda ptaszczyzne, zaleznie od przyjetego zwrotu sSodat-
niego osi normalnej 3 mozemy okres$li¢ przy pomocy dwoch
rownan w postaci normalnej» Poréwnujac obie postacie
rownan normalnych tej samej ptaszczyzny (7) i (3)
widzimys ze od jednej postaci mozemy przej$S6 do drugiej,
zmieniajgc znaki wyrazédw rownania na przeciwne.
Réwnanie ptaszczyzny dla ktérej jako o0$ normalng przyjeto
prostag o zwrocie dodatnim od poczatku ukiadu ku ptasz-
czyznie tym sie charakteryzuje, ze wyraz wolny ( - £ )
jest ujemny, przy zwrocie za$ dodatnim od ptaszczyzny
ku poczatkowi O wyraz wolny (+ J } jest. dodatni.

Twierdzenie odwrotne; Kazde réwnanie postaci

rx msy +t z +p - 0, (9)

. 2 2 7 . . .
gdzie r + s +'t~ s 1, jest rownaniem normalnym

ptaszczyzny, ktéorej o$ normalna ma cosinusy

kierunkowe r, s, t i ktérej odlegto$s¢ od poczatku

uktadu réwna sie |jpf

Wykazemy, ze mozemy skonstruowaé ptaszczyzne W,

dla ktdérej robwnanie (9) jest réwnaniem normalnym.

W uktadzie Oxyz obieramy punkt J Cr, s,t). Wektor
je st wektorem jednostkowym, z zatozenia bowiem

10J'“"~\r ms +t " 1R 0OS, ktoérg okresla wektor

> przyjmujemy jako o0$ n. Cosinusy kierunkowe te]j
osi rowne sg wspoOtrzednym wektora <5T, sg wiec réwne
r, s, i t« Ha osi n tak obranej odkreslamy odci-
nek OS i to na potosi dodatniej, jezeli p< 0,
na potosi ujemnej, jezeli p » 0* Przez punkt S
prowadzimy ptaszczyzne W prostopadig do oM. n.
W mys$l rozwazanh poprzednich, rbwnanie normalne
tej ptaszczyzny ma postaé¢ (9).
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6» .Sprowadzania rownania ogoélnego ptaszczyzny do

postaci normalnej.
Majg# dane réwnanie ogoélne ptaszczyzny

AX By + Cz + B s O,

sprowadzimy je do postaci normalnej»
W tym celu mnozymy obie strony réwnania ogoél-

nego ptaszczyzny przez czynnik”™ 9 otrzymujac

yti Ax -y/ By -y* Cz Ds O
Na podstawie ostatnio dowiedzionego twierdzenia
odwrotnegot réwnanie to bedzie réwnaniem normalnym
ptaszczyzny * jezeli czynnik tak dobierzemy, by

(/1A)2 * Cl/IB)2 + (/IC)2 =1
Obliczajac™ z teg® zwigzku, otrzymamy dwie wartos$ci

jii, r6znigce sie znakiem i

A *
Zatem rdéwnanie ogé6lne ptaszczyzny
Ax + *Cz+Ss O
sprowadzamy do postaci normalnej, mnozac strony

rownania ogolnego przez y~lub otrzymujac
Ax ® By * eg J IL $Q ClOa)
+ b2 + c2
lub
Ay + By + CzJLiL « o® CIODb)

4] a2 + B2 .+ C2
Z postaci robwnania (10a) wynika, ze cosinusy kierun-

kowe osi normalnej ptaszczyzny réwnajg s*8

-T»
I A2+B2*C2
A aD4p24c? ,VA2+BZ+C2 f

z postaci zas$ (IOb), ze cosinusy kierunkowe osi sg

rowne
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A I, - C
- yAnrB 2N 2 -1/azt+tb2+c2 ' ~y

Wyborg lu b ™ przy sprowadzaniu rownania ogélnego
do postaci normalnej jest wiec rébwnoznaczny z wy-
borem jednego z dwoch zwrotéw prostej n jako zwro-
tu dodatniego.

W dalszych rozwazaniach, przy sprowadzaniu réw-
nania ogo6lnego ptaszczyzny do postaci normalnej, be-
dziemy wybiera¢ te sposrod dwédch wartosci u , ktdrej
wybdor bedzie réwnoznaczny z wyborem jako zwrotu do-
datniego osi n zwrotu od poczatku uktadu ku ptasz-
czyznie W. Wtym celu bedziemy dobiera¢ te wartosc¢
JM, 9 ktérej znak jest przeciwny do znaku liczby ,

Jezeli wiec dane jest réwnanie ogélne ptaszczy-
zny

Ax+By+Cz+B*O0,

to réwnaniem normalnym tej ptaszczyzny, posiadajg-
cej jako 0$ normalng prostg o zwrocie dodatnim od

poczatku uktadu ku ptaszczyznie, jest roOwnanie

Ax + By + Cz + D

Przyktad: Sprowadzajgc rownanie ogoélne ptaszczyzny
6x - 3y - 2z + 4 =0
do postaci normalnej otrzymamy

6x-3y-2z+4
Xreyrez =0 lub s 0

7 i - 7
Zgodnie z ostatnig umowag bedziemy postugiwali sie
druga postaciag réwnania. Plaszczyzna okreslona tym
rownaniem jest oddalona od poczgtku uktadu o " i
posiada 0$ normalng, ktérej cosinusy kierunkowe sg
rowne
cos 06 S -
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7. Odlegto$¢ punktu od ptaszczyzny.

W uktadzie Oxyz dana jest pitaszczyzna W réwnaniem

normalnym
X coset+y cos|3+zcosf -/ s O

oraz punkt p0(x0»y0»so™* Wyznaczymy odlegtosS¢ punktu PQ

od ptaszczyzny W.
Odlegtoscia
PQ od ptaszczyzny W nazywamy

wzglednag punktu

miarg wektor© N?0 wzgfle-
dem osi n» Odlegtosé
ta jest dodatni®, gdy
?0 znajduje sie z
przeciwnej strony
ptaszczyzny W niz po-
czatek uktadu, ujem-
na gdy PO znajduje
sie z tej samej
strony ptaszczyzny W
co punkt O*
Przy wyprowadzaniu
rownania normalnego
ptaszczyzny otrzyma-
liSmy

Bys. 111

NPg « x0co3 ck * yOCQSfi * ®ocosT " 7 i
Odlegto$¢ wiec wzgledna punktu pO(xo3 o ?20" p~asZ
czyzny ,
X ces ckmy cos fi ¥ * T ~¢c-~P

rowna sie wartosci lewej strony réwnani® nézmalnego,
w ktérag za xfy,z wstawiono wspoétrzedne punktu PO.

Jezeliby ptaszczyzna 1 byta dana w postaci ogol-
nej, to chcac wyznaczy¢ odlegto$¢ punktu iV x0”o»"o"
od ptaszczyzny w, piszemy najpierw JeJ réwnanie *

postaci normalnej, otrzymujac
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Ax + By + Cz + D
(-sign.D)V A2 + B2 + C2

Wtedy odlegto$¢ wzgledne punktu PQ (acO,y0,z ) od
ptaszczyzny Wwyrazi sie wzorem

NP S AV BV Cz0 ¢ D
C-sign.D) I/ rA2+B2+C2'

Odlegtos$cia zwyktag, krotko od-
legtoscig punktu PO od ptaszczyzny W nazywamy d t u g o &
Odcinka iNP0

Odlegtos¢ zwykta rowna sie oczywiscie bezwzgle-
dnej wartosci odlegtosci wzglednej, wyraza sie wiec
wzorem

INPO|] * jxO COS (X +y0Ocos p +ZpCos f - i |
lub

i® i= lVfVv2fo3L

8* Pek ptaszczyzn”

Zbior wszystkich ptaszczyzn majacych wspoélng
krawedz k lub zbior wszystkich ptaszczyzn réwnoleg-
tych do jednej ptaszczyzny nazywamy pekiem
ptaszczyzn ( przecinajacych sie lub réwno-
legtych) ,

Jezeli dane sa dwie rézne ptaszczyzny

WL(x,y,z) s AiX+Bly+Clz+E1l s O,
(11
W2 (x,y ?z) 5 A2"+B2y+G2z+D2 = 0,
0 stuszne sg nastepujgce twierdzenia:

1) Jezeli ptaszczyzny WK i W2 sa ré6zne i nie-

rownolegte to Roéwnanie
Al HL(x,y,z) + A2W2(x»y,z) * O, (12)

gdzie AN i "2 spetniajga warunek A2 + X 2 > Q}
przedstawia zawsze ptaszczyzne przechodzacg przez
krawedz ptaszczyzn Wi »2 i na odwrdt kazdg ptasz-
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czyzne przechodzgcag przez te krawedZz mozna, dobie-
rajgc odpowiednio Ai i A2> Prze”s™aw™ rdéwnaniem
(12)

2} Jezeli ptaszczyzny i ® »1 rézne; i réwno-
legte, to réwnanie (12) przy wszelkich AN i A2
spetniajgcych, warunek A-~ + *A2 ~Q » a wyjatkiem
tych. dla ktorych ]

Axalt + X7k ~ o i Xlcl+ A2c2 = o

przedstawia ptaszczyzne rownolegta do ptasz-
czyzn W i ®2 | odwrotnie kazda ptaszczyzne réwno-
legtg do ptaszczyzn I'x 1 2 mozns* dobierajac odpo-
wiednio liczby A x i A2* przedstawi¢ rownaniem ¢12)«

Dowody tych twierdzen sg podobne do dowodow
przeprowadzonych dla pekéw prostych na ptaszczyznie.
Rowniez sens geometryczny paremetrow A X i A2> wy-
stepujacych w réwnaniu peku ptaszczyzn, jest; podobny
do sensu geometrycznego parametrow A” N A2» wystepu-
jacych w réwnaniu peku prostych»

Mianowicie, jezeli ptaszczyzny % i W2 sa
okreslone réwnaniami; normalnymi i P(x,y,z) jest
dowolnym punktem ptaszczyzny

Alwl + A 22 =o, |

nia nalezgcym do krawedzi ptaszczyzn Wj i Wg £ NI p
orea s$2s o0znaczajg odlegtosci wzgledne tego punktu

od ptaszczyzn Wk i @2* to i

AX N2P
N\

Jezeli punkt P nalezy do ptaszczyzny dwusiecz-
nej kata dwusiecznego utworzonego przez ptaszczyzny

W i « to |N-,P| » [N2P| . RoOwnania wiec ptaszczyzn
dwusiecznych katow dwusciennych, utworzonych przez
ptaszczyzny W, i ®2, podobnie jak w przy-

padku dwusiecznych kap© liniowego, przyjmujac
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N1l=11i1 ~2 S 1 lutt ~1 “ 1 i A2s -1.

Jako réwnania ptaszczyzn dwusiecznych otrzyma-

my:
_+ A2x"B2y+C2s+D2
(13)

Stuszne jest nastepujagce twierdzeniem

Jezeli dane sg tezy. r6zne ptaszczyzny o réwna-
niach

siC* . * *) * 0? W2(x,y,z) » 0, W3(x,y,z) * O,

to warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by

te trzy ptaszczyzny nalezaty do jednego peku ptasz-
czyzn przecinajgcych sie lub réownolegtych jest
istnienie takich trzech liczb spetniaja-
cych warunek tM+t|+t] > G9 ze rOwnanie

*1*1(x>y,z)+t2W2 (x,y,z )+ t3WB(x,y 9z) * O

jest tozsamosciowe spetnione ( jest spetnione dla
wszelkich xty i z).

Dowdd twierdzenia jest podobny do dowodu w
przypadku trzech prostych nalezgcych do jednego peku
(str»129).

9» Kagty dwoch ptaszczyzn.

Jezeli dwie ptaszczyzny i W2 przecinaja
sies to tworzg dwie pary katéw wierzchotkowych
dwusciermych réwnych (rys.112)«,

Jezeli wektory a" i &2 sa wektorami odpowie-
dnio prostopadiymi de ptaszczyzn, to miara W kata
dwusciennego jednej pary katow wierzchotkowych rowna
sie katowi miedzy tymi wektorami, ijiera zas$ kata dru-
giej pary rowna sie katowi miedzy wektorami a, i —L,
czyli JT- \J .
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Jezeli ptaszozyspy

sg okresSlone
rownaniami

Ajz+B~+CjZ+D"O

i.
to znane ag wspoét
rzedne wektorow
prostopadtych do

tych ptlaszczyzn,,

mianowicie
«l K '31'0!'} * ®2

oraz ich cosinusy kierunkowe

V 4 +bi +ci' V. 4*4*4

A, Cc2

B.
y a3+b3+c3" WRI:7

Cosinusy kierunkowe wektora -ag r6znig sie 0& cosi-
nuséw wektora s2 znakami«. Stosujac wzory na cosSi-
nus i sinus kata miedzy wektorami (str*49)9 otrzymamy

AiAo+ bt32* C1C2 (14)
R VAEAR VAN o
2 2
BI' Cl Gl» Al
5 A2? B2 |
bo* 2 c2? a?2 (15)

ain”™ vy
(AM+BMCN) - Al + B2 + C2 2)
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10* .rownolegtosci 1 prostopadtosci ptaszczyzn.

¢Jezeliy jest katem dwéch ptaszczyzn, to warun-
kiem koniecznym | dostatecznym prostopadtosci dwoch
ptaszczyzn jest cos V s O,
Uwzgledniajgc wzor (14) otrzymamy jako warunek prosto«*
padtosoi dwoch ptaszczyzn, okreslonych réwnaniami ogo6l-
nymi,, warunek

AX "2 * ®1 G c2 * °*

Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym rownolegtosci
dwoch ptaszczyzn jest sin i s O»

Uwzgledniajagc wzdr (15) otrzymamy jako warunek réwno-
legtosci

NIN2 A28 s

warunek ten w przypadku, gdy wszystkie liczby AaB,C
sg rézne od zera mozemy podac¢ rowniez w postaci

11«. Réwnania parametryczne ptaszczyzny.
Niech w przestrzeni uktadu Oxyz bedzie dany
punkt PO(x0>y0»z0) oraz dwa wektory niekolinearne

8 |al® e2s a3} 97 N29 "3} ssczepione w punk-
cie ?0* Wektory a i F wyznaczajg ptaszczyzne, ktdrg

oznaczony PIZEZ W.
Wykazemy, ze rOwnaniami parametrycznymi ptasz-
czyzny ® sg rOwnania

X s X0 * a-ju ¢ b7y,
y s y0O * a2u + b2v, (15)

s s zQ1+t aw« + b7v.

Niech punkt P (x,y,z) bedzie dowolnym punktem pitasz-
czyzny W, wtedy wektor jest wektorem komplanar-
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nym 2 wekioram! a i b i moze by w bazie przestrze—
ni dwuwymiarowej ssb “str*n) przedstawiony w postaci
|
POP * u 8 ¢ v b, (17)

gdzie liczby
u i Vv sa wspolt-
rzednymi :wektora
POP w bazie
8}i3.
Wektor W jest
sumg wektoréw

CFO i fj$ czyli

S? “5P0 t 1*7,
a dalej po
uwzglednieniu
(17) many

Bya® 112 a.
OP* OPo+ua+vhb [ C18

Zwigzek ten nazoywamy rownaniem wlekto
rowym ptltaszczyzny l.

Gdy zmiennym u i v bedziemy nadawac”wszelkie
mozliwe wartosci, woéwczas koniec wektora OP opisze
ptaszczyzne W w szczegdlnosci, jezeli w parze <u,v)
przyjmiemy u state, zmieniajgac w sposéb ciggty v, to
punkt P zakresli prostag na ptaszczyznie WO réwnole-
gtg do wektora F; jezeli za$ przyjmiemy v state i be-
dziemy zmienia¢ u, to punkt P bedzie sie poruszac

po prostej rownolegtej do wektora a»
Odwrotnie kazdemu punktowi ptaszczyzny W, zgo-

dnie z wynikali rowaian na atr. 11» przyporzadkowa-
na jest para licsb u i V speiniajgca réwnanie (la).
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Korzystajagc z twierdzeniaj ze skiadowa sumy
rowna sie sumie sktadowych, mozemy zwigzek (18} zasta-
pi¢ réwnaniami

X & xQ + a’u b-Lv s

y * yO + a2u + b2v»

z s zQ+ s™u + b"Ve

Ptaszczyzne wyznaczong punktem PQ i wektorami
iaS mozemy okres$lic réwniez innymi réwnaniami parame-
trycznymi, przyjmujac innag pare wektorow komplanarng
Z parg poprzednio obrang.

Przyktad® Majgc ptaszczyzne, dang rOwnaniem
0ogo6Inym 2x+3y-4z+l =0, okres$li¢ jg rownaniami para-
metrycznymi.

Ha danej ptaszczyznie obieramy dowolny punkt PQ
np. PO(2,If2.), a nastepnie dwa dalsze dowolne punkty
A i B jako konhce wektorow 8 i S baczagc, by wekto-
ry a F*A I F » FA*B nie byly kolinearne.

Jezeli wybierzemy np. punkty A(l,-1,0) i B(0,5s,4)*
to wektory
8 {-1, -2, -2} , E {-2, 4» 2}

nie sa kolinearne, nie jest bowiem spetniony warunek

Ptaszczyzne dang mozemy wiec okres$li¢ rédwnaniami
X * 2- U - 2v,
y s 1-2:u + 4v,

Zs 2-*2u + 27,
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§ 15. ROWNANIA PROSTEJ W PRZESTRZENI

1+« Ogo6lne wiadomosci o réwnaniach lin ii w przostrzeni.

Ré6wnania zwyczajne Jinii.
|

Niech bedg dane dwie powierzchnie

F (x,y?2) s 0 i G (x%sz) = Os i
przecinajgce sie wzdtuz lin ii 1» Wtedy wspotrzedne
kazdego punktu lin ii 1 spetniaja oba réwnanie (1J,
bowiem kazdy punkt lezy jednocze$nie na obu po-
wierzchniach, Odwrotnie kazde trzy liczby x,jy9s,
spetniajgace oba rownania (1), sa wspoétrzednymi
wspélnego punktu obu powierzchni, a wiec nawozg
linii 1. ROwnania wiec dwoéch powierzchni (1)j, prze-
nikajgcych sie wzdtuz lin ii 1* okres$lajg analitycz-
nie linie 1.
Rownania (1) nazywamy rownaniami
zwyczajnymi [in i 1«
Np, dwa réwnania ptaszczyzn nieré6wnolegtych
2x + y + 5z - 9 * 0,
X + 8y - 6z - 12 wO

okresSlaja prostg, mianowicie krawedz przeciecia
sie tych ptaszczyzn.
Réwnania
5x + 4y + 5z - 10 » O,
X2 +y2 4 z2 » 9 |
okreSlaja okrag, wzdiuz ktérego ptaszczyzna prze-

cina powierzchnie kulistg.
Unie 1 okreslong ukiadem rownan (1) mozna okreslic

rowniez innymi ukiadem réwnan, jezeli nowe powierz-
chnie okresSlajgce linie 1 tak dobierzemy, ze prze-
cinajag sie wzdtuz linii 1. Okrag w przestrzeni mozemy
okresli¢c jaka przeciecie ptaszczyzny i powierzchni kuli
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Ixstej ale rowniez jako przeciecie dwéch powierzchni ku-
listych odpowiednio dobranych lub ptaszczyzny i walca
kotowego» Z tej mozliwos$ci bedziemy czesto korzystacé*
Majac linie 17? okres$long réwnaniami

F(x*y >z)=09 G (xsy 9z2)70.

mozemy np»przez wyrugowanie jednej ze zmiennych
uzyska¢ rownanie dwoch zmiennych f(x Y)=0 i dany
uktad zastapi¢ uktadem F(x,y yz)=0s f (x,y)»0,

co jak pbézniej zobaczymy jest rébwnoznaczne z za-
stapieniem powierzchni G (x,ysz)-0 przez powierz-
chme fkx?%)s0j, przenikajgca sie z powierzchniag
F (x%9z) s 0 wzdluz tej samej lin ii.

Ré6éwnania parametryczne lin ii.

Wiech wspdtrzedne prostokagtne x,y*z bedag
dane jako funkcje jednej zmiennej t f zv/anej para-
metrem:

x ~f(t) .,y *git) , z* h(t) (2)

i niech funkcje f(t), g (t), h(t) bedag funkcjami
ciggtymi zmiennej t w pewnym przedziale»

Réwnania (2) nazywamy r 6 wnaniam.
parametrycznym.i linii 19 jezeli

1) dla kazdej wartosci parametru t =z przedzia-
tu (o*, P) punkt P o wspotrzednych f(t ), g(t ), hit )
nalezy do lin ii 1 i

2) dla kazdego punktu ?0 (xQ” g99q) nalezacego
do lin ii 1g mozna wyznaczy¢ taka wartos¢ tQ? ze

*o ' f(V * y0O" 6:V > * hc 0)
Réwnaniami parametrycznymi prostej 9 przecho-

dzgcej przez punkty AU-"y-"zw) i B(x2sy2,z2)
sg np» rownania

NFoxx o+ (x2 > x1) t,

Ys ~i 4 g2 -~

a * ax * - zx) t.
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Od rownan parametrycznych lin ii przechodzimy do row-
nan zwyczajnych lin ii, rugujac z réwnan parametrycz-
nych parametr t t.zn.,wyrazajgc przy pomocy jedne-
go sposréd trzech rownan zmienng t przez X lub vy
lub z i podstawiajgc otrzymane wyrazenie na t do
dwoch pozostatych rownan. Otrzymamy wtedy dwa réwna-
nia zmiennych xsy»z jako réwnania zwyczajne, linii»
Jezeli chcemy przejs¢ od réwnan zwyczajnych
lin ii
F (x%,z) s O,
G (x,y,z) s O
do rbwnan parametrycznych, to najczesciej postepu-
jemy nastepujgco: wyrazamy przy pomocy danego ukta-
du rébwnan dwie zmienne np. y i z przez x9 otrzynu-
jac nowy uktad:
y *f x), asg (x)
Geometrycznie oznacza to, ze powierzchnie
F (x,y,z) * O
i G (x,y,z) s O
przenikajgce sie wzdituz lin ii 1, zastepujemy
nowg parg powierzchni,
y - fix), Zs g(x),
przenikajagcych sie wzdiuz tej samej lin ii

Ktadgc nastepnie
X «t, y- f(t), zsggit),

otrzymamy rownania parametryczne lin ii

2. ROwnania zwyczajneprostej»

Omawiajgc ogolnie analityczna sposoby przadata-
wienia linii zaznaczyliSmy, ze Imie w przestrzen
mozemy okreslid jako linie przenikania sie dwoch powierz-
chni, Prostg zatem mozemy okres$li6 jako linie przenika-
nia sie (krawedz) dwoch ptaszczyzn nierownolegtych.

Jezeli dane sg dwa réwnania
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Mxyz) 3 A,x +B,y + C,z + D, * O,
1 1 (2)

W2 (xyz) s A2x + By + Oz + Dc - O

i nie wszystkie stosunki A”™: A2? .37, Cj i C2
sg rowne, to rownania (2) okresSlajg pewna prosta p,
mianowicie krawedZz dwoch danych ptaszczyzn.Wtedy bowiem
punkt, ktéory nalezy do prostej p spetnia réwnania (2)
i odwrotnie, jezeli punkt speinia oba réownania, to
lezy do prostej .p.

Chcgc na prostej okreslonej rbwnaniami

5x + 8y - 3z + 9 = Qj
2x - 4y + z.- 1 - o0 (3)

wyznaczy¢ dowolny punkt, obieramy wartos¢ jednej
ze zmiennych np. z dowolnie, pozostate za$ zmienne
X i y obliczamy przy pomocy danego ukitadu réwnan,
w ktérym zmienng z zastgpiono obrang wartoscia.
Jezeli obierzemy z * 1, to x i y obliczamy

z uktadu

5x + 8y » -6 1

2x - 4y * 93~
otrzymujac Xs -],y 3 -]

Punkt (- % , - A , 1) nalezy do prostej, gdyz jego
wspoéirzedne spetniajg oba réwnania.

WsSréd punktéw prostej wyrdzniamy punkty zwane
Sladami prostej. S iadami proste|]
nazywamy punkty przeciecia prostej z ptaszczyznami
uktadu wspotrzednych, (rys.113).

Poniewaz $lady nalezag do ptaszczyzn uktadu, wiec je-
dna ze wspotrzednych $ladu jest znana, bo réwna sie
zeru. Jezeli $lad nalezy do ptaszczyzny xy ($lad po-
ziomy prostej), to wspoOtrzedna z * 0, jezeli $lad
nalezy do ptaszczyzny yz (Slad boczny), to x * 0 i
jezeli Slad znajduje sie na ptaszczyznie xz ($lad

pionowy), to y = 0.
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Chcac wiec wyznaczy¢ wspoéirzedne jednego ze
Sladow prostej danej rOwnaniami, zs jedng se zmien-
nych podstawiamy zerot a pozostate wspoirzedne obli
czarny na podstawie uktadu réwnan prostej®

Tak np, Sladami prostej (3) sa punkty

1 . |) » (- ft>

Prostg p
okreslong
ptaszczyznami

(2) mozna okres-
l[i¢ nieskoncze-
nie wieloma
sposobami spo~
niewaz istnieje
nieskohczenie
wiele par
ptaszczyzn
prze ehodzgcyeh
przez prosta p.
Chcagc ptasz-
czyzny (2)
zastgpi¢ inng
parg ptaszczu»

korzystamy z
Rys» 113
rownania peku

ptaszczyzn
A. WL(x,yiz) + A2W2ix"yjz)s Q

gdzie dobierajgc dowolne i Ag AN 2
za kazdym razem otrzymamy ptaszczyzne przechodzgcag przez

prosta p. , :
WsSréd ptaszczyzn peku, z ktorych dwie zawsze okreSla-

ja prosta -pj wyréznimy P L e &z czy zny
t uj gc e. Plaszczyzng rzutujgcg prostej p nazywa-
my ptaszczyzne przechodzacag przez prosta p i prostopa-
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ai” do jednej z trzech ptaszczyzn ukiadu (a wiec row-

nolegta do jednej z trzech osi ukladu (rys¢ll) ).
Prosta ma na ogoét
trzy rézne ptasz-
czyzny rzutujagce
~ prostopaditg do
ptaszczyzny Xy na-
zywamy p o z i 0 -
mo -r1rz utu -
i 3 c¢c ag( prosto-
padta do ptaszczyz-
ny z X nazywamy
pionowo -
rzutujaca
i bocznie
-rzutujagc at
prostopaditg do ptasz-
czyzny yzo. Plaszczyz-
" rzutujgce prostej
p W przecieciu z
ptaszczyznami uktadu,
wyznaczajg rzuty pro-
stej p na te ptasz-
czyzny p% p’ssps?s.

Ptaszczyzne rzu-

tujacag wybieramy z

Hys, 114
peku ptaszczyzn, do-

bierajac w rownaniu peku ptaszczyzn A, i tak, by
wspoOtczynnik przy jednej ze zmiennych byt réwny zeru,

uwzeli chcemy prostg pP okre$long ptaszczyznami

Wk (x,y9z) 2 Axx + BNy + CjZ + 5- » 0,
W2(x,yfz)2 A2x + B2y + + D2 «*0

wyrazi¢ przy pomocy ptaszczyzn rzutujgcych np» ptasz®
czyzny poziomo - rzutujacej (rownolegtej do osi s)



i pi©nowo *» rzutujgcej (réwnolegtej do osi. y),

to przyjmujemy w réwnaniu Pfku

AIW ¢ A2W2 - O
raa Ai i 12 tskp by wspditczynnik prsy ssstennej z9
czyli

Ke°1 + "2C2 " °0

drugi raSfc by wspétczynnik przy y® szyli
1B 1 ¢ J2B2 s o®

Otrzymamy rownania dwoéch ptaszczyzn rzutujgcych
okresSlajgcych prosta p, jedno o zmiennych x iy ,
drugie o zmiennych x i z, ktéore po przeksztatceniu

mozemy napisa¢ w postaci
¥ s «* > p* (4
%» cx * d
Ptaszczyzny rzutujgce prostej p w przecieciu z
ptaszczyznami uktadu okre$lajg rzuty prostej p»
Ptaszczyzna wiec y « ax * b w przecieciu z ptasz-
czyzna s » 0 okres$la rzut prostej p na ptaszczyzne
Xy (rzut poziomy p*K Bzut ten w uktadzie Oxyz jest

okreslony rownaniami
y * 8X+ Db
zs 08

w uktadzie Oxy - réwnaniem

j s as + b«

Ptaszczyzna z * cx ¢ d w przecieciu z ptaszczyzng
y s o okres$la rzut prostej P na ptaszczyzne zx
(rzut pionowy p” ). Bzut ten w ukladzie Oxyz jest

okreslony rownaniami
Z S cx md,

y = oP
w uktadzie Oxz - réwnaniem
as ex + d.

Przykiad : Prosta p dana Jest rdwnaniamai
5% ¢ 8y - 3® ¢ 9 ®05
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2x + 4y + z - | =0 ;
okres$lic prostag p ptaszczyznami rzutujgcymi na
ptaszczyzny xy i xz ukiadu wspotrzednych oraz po-
da¢ réwnania rzutow prostej p na te ptaszczyzny
uktadu.
Rozwigzanie: RoOwnanie peku ptaszczyzn9 przechodzacych
przez prosta p9 ma postac

(5*1+ 2 +(8.A1+ 4 A2y + (-3 A2)z + 9 Ar A?
Ptaszczyzn®© rzutujgca na pisszczyzne xy jest réwnolegta
do osi z7? wobec tego AN i A2 Przyjmujemy tak» by

- 3Ax + X2 « 0

Przyjmujac . 1, A2 a 3* otrzymujemy réwnanie ptasz-
czyzny poziomo-rzutujgcej
I[Ix * 20y + 6 =0

Ptaszczyzna pionowo - rzutujgca jest réwnolegta do

osi y, wobec tego A” i Aj nadajemy wartos$ci9 spetnia-
jace zwigzek

8Al +4A2 » 0
Przyjmujgagc A~ « 1 i A2 ® -2» otrzymujemy réwnanie

ptaszczyzny pionowo - rzutujgcej:
X - ba + 11 * 0.

Prostg wiec p okres$lajg rownania
[Ix + 20y +6=0»

X - 5z +11 « ot

ktére mozemy réwniez napisa¢é w postaci

4 »

z

Praktycznie rachunki» wyznaczajagce ptaszczyzny ,zy-
tujgce prostej p
5x + 8y - Jz + 9 =0»j . 1S.1L2
2x + 4y + 2 - 1 a o,j . 3f-2]-3
przeprowadzamy nastepujgco:
Chcac uzyskac¢ réwnanie ptaszczyzny poziomo—fzutujg—
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cej, rugujemy z danych réwnan z©ianna z 9 mnozac pier-
wsze réwnanie przez | p drugie przez 3 i dodajgc row«»
nania stronami® Czynnik 1 speinia role liczby A”»
czynnik 3 - role liczby Ag % poprzednich rozwazan*
Celem uzyskania ptaszczyzny pionowo-rzutujgcej
winni§my wyrugowad z- danych réwnan zmienng y 9 toiio-
Zéppierwsze rownanie przez 1» drugie przez 3
Ptaszczyzne bocznie - rzutujgca otrzymamy z danych
rownan, FUQUJAC zmienng XS t"zn® mnozac pierwsze
rownania przez 29 a drugie przez -5@
Rzut poziomy prostej p wukladzie Gioz okresla-
ja rownania
y
z » 0,
w uktadzie ptaskim Oy rownanie
y « - n h
Rzut pionowy proste] p wukiadzie oz oatedaja.
rovwnania 1 T
z* 5 X 3 f

. y ® Q»
w uktadzie ptaskim Oxz réwnanie

m € A_;+|i!

3. SzczegGlne potozenia PrPSIgJQIESIEENEI-L
1/ Jezeli prosta p przechodzi przez poczatek
uktadu (rys*115)« to wyznaczajg jg réwnania postaci
* BLy +
Ax +By + s ®0
lub, jezeli okreslimy jg PWi pokasy pltaszczyzn rzu~
tujgacych, rownania
t x*15

» S *2>

Wspdirzedne punktu O spekoigii doa ukt,..../
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a Jezeli prosta p jest réwnolegta do jednej z ptasz-
czyzn uktada np* do ptaszczyzny xy (116a)g czyli gdy
jest prosta pozioma, to wyznaczajag je rOwnania postaci

Al x + + ciz + S-L® 0t

A2x * + C2S + D2 « O

lub5 jezeli druga ptaszczyzne zastgpimy ptaszczyznag
poziomag (rys 9 116 b)*
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Ax + 3-Jy ™ ojz + s O,
Z «n
lub? jezeli pierwszg ptaszczyzne zastgpimy odpowiednio
ptaszczyzng rzutujgcg irys» 116 c)

y “ax + b

z s N

3) Jezeli prosta p jest rownolegta do jednej oSl
uktadu np, do osi x (rys. 117 a), to okreélaja Ja

rownania
By? + C2Z + D“ 0
B2? * C2Z + D S °*
lub, jezeli okreslimy jg P**y Pomocy ptaszczyzn

rzutujgcych (rys* 117 b)
%* £( y ® b;

| szczegdlnosci, jezeli prosta p pokrywa si? z osig *

z~o0, ys@o

Analogicznie rOwnaniami osi y sa

X s O» zs 0,

za$ 0si z K s 0 yso
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b)

Rys« 117

4. ROwnanie parametryczne proste.f»

Niech w uktadzie Oxyz belee dana prosta p, prze-»
chodzagca przez
punkt. POU 0,y0,z0)

i posiadajgca kie-»
runek wektora a
(rys®118)«
Wykazemy9 Ze prosta
p okre$laja rowna-
nia parametryczne

g
X X0 1 ¢,
y 3*0 * m ¢
Z * 70 nt

Niech punkt P (x8 fz) bedzie dowolnym punktem prostej
p, wtedy wektor jest kolineai?jqy z wektorem a.
Przyjmujgc wektor a jako wektor podstawowy, znajdziemy

zawsze liczbe t tekag, *e

o}
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| odwrotnie dla kazdej liczby t = istnieje punkt

na prostej p8 ¢e t-, a s "0%*
% ektor OF jest sumg wektorow w Q i H czyli

GP S oPG + F*?,

a dalej

oP* P, + at C5)
Réwnanie to nazywamy r 6 wnaniem w3kto
rowy m proste|] p. Na podstawie twierdze»

nis o sktadowej sumy wektorow rownanie ¢5) mozemy zastg-

pi¢ robwnowaznym przedstawieniem

X s xQ* 1t.

z szQ+ nt,

ktére nazywamy przed stawieniem pa

remetrycznym prostej» Liczby I» m»n
oraz liczby do nich proporcjonalne nazywamy w 3 p 0 1 =
czynnikami kierunkowym.i pro -
stej] W je | przedstawieniu parametrycznym.

Gdy parametr t przyjmuje wartosci oa “cado +00» to
punkt P przebiega prostag p w kierunku wskazanym,
przez wektor a«x RoOwnania parametryczne okreslajg pro-
sta jako o8 o zwrocie wektora a* t < w punkt

P znajduje sie na pdéiproste] t Q w
punkcie P.,9 dla t > 0 - na poOtprostej ?0B (rys»118}«

Jezeli wektor a zastgpimy wektorem.przeciw-
nym -a {-1, -m, -nj 9 to réwnania

X » X0 - i t

VS t
Zs z0 - nt
okre$lajg te samg prosta jako o0$, jednak o zwrocie

Przeciwnym niz poprzednio®
Podobnie jak na ptaszczyZznie, mozna, rOwniez w przes-

trzeni uwazaé przedstawienie parametryczne prostej za

Przedstawienie ruchu jednostajnego po tej pro.. J-
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Jezeli prosta p jest rownolegta do jednej z
ptaszczyzn ukitadu8 ale ni©rownolegta do osi ukiadu,,
to jej roOwnania parametryczne majg postacs
x»x0-6-it$ ysyO+mtg z«*zo8 gdy p jest rOwnolegta do p toSy s

tevV It** * y0 » ®»*0+nt
X*xX0* , w 0+nt, gdy * * H « « yz2

Jezeli prosta p jest rownolegta do jednej z osi ukta-
duf to réwnania parametryczne przyjmujg postacs
x»X0+Itp ysyo9SK»z0? gdy p jest réwnolegta do osi x8

x=xQ,y«y0-HEts zazQ, o « ® » vy

x*ol09 ysyoft Zte*0+nt, - « * " * *  s?

prostej w postaci kanonicznej,

Hiecfe. prosta p bedzie dana réwnaniami parametrycz»
fiyiai:

Co)

Jezeli proste p nie jest rO6wnolegte do zadnej z
ptaszczyzn ukitadu wspébirzednych* to 1~ 09 m# 09
n# 0*

Rugujac w tym przypadku t z réwnan (6), otrzymujemy
proporcje

(7)

ktéra nazywamy postaciag kanoniczna row»
nan prosteijs?*

Réwnania prostej w postaci kanonicznej sa rOwnaniami
zwyczajnymi prostej9 w ktérych prostag okresla sie przy
pomocy ptaszczyzn rzutujgcych. Istotnie, zwigzek (7)
jest rownowazny uktadowi réwnan
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w ktorym rownanie pierwsze przedstawia ptaszczyzne réwno-
legta do osi z Cnie zawiera zmiennej z), -réwnanie
drugie - ptaszczyzne rownolegtag do osi vy.

W dotychczasowych rozwazaniach zatozyliSmy 8 ze

wszystkie liczby | 9m8n sa rézne od zera.
Gdyby np» m s 0* to rOwnania parametryczne prostej mia-
tyby postaé

X - xQ+1t9y s z ~zQ + nt

Rugujagc t z tych rownan, otrzymamy rOéwnania prostej

w postaci kanonicznej

y syo0
Gdyby m- 0 i n 3 O» to rOGwnania kanoniczne prostej

przyjetyby postacs
y s y0, z 3 zQ

Znajdziemy zwigzki miedzy wspoéiczynnikami kierunko-
wymi I“m”~n prostej p, wystepujagcymi w je] przedsta-
wieniu. parametrycznym i kanonicznym* a liczbami Asdsu

w jej rObwnaniach postaci
+ Bxy + Clz + % * O
A2x + B2y + C2z + D2 s O

Proste p oraz wektor a {1»mni “ako Z rd” k°linarny
sg prostopadte do wektorow r *s (AMBg.cy

(rys,119) 9 wobec tego wektor* ktéry jest iloczynem

wektorowym wektorow r 1 Sj czyli

| , 7 , *
AX » % ' °1
a2 - % C2

jest kolinearpy z wektorem a®
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Wspotrzedne wie® wektora r % «

h. G

.
Bz c2 »ez )

sg proporcjonalne do wspotrzed-
nych wektora a, czyli
BACjl

BHC2i: c2m2 |npprp )
Przyktad
Majgc prostag p okreslong réwna'
niami

5x ¢ 8y - 3z ¢ 9 » 0O*

2x 4y + z - 1 ®0
napisa¢ jej rébwnania w postaci
parametrycznej i kanonicznej«
1 sposdbs Obieramy dowolny

punkt na prostej np,

Rys® 119 Jako wspoitczynniki kierunkowe

prostej mozemy przyjac¢ liczby

rowne wyznacznikom (7) lub liczby do nich proporcjonal-
ne. Przyjmujemy

1= - -4p IBS * -11, n*

-4, 1 1,2 2, -4

Réwnaniami prostej w postaci parametrycznej sfg

X®B - | - 4t,
y « - 11 *,
Z = 1 - 36 t,

a w postaci kanonicznej
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2 sposObj Wyznaczamy dwie ptaszczyzny rzutujgce pro'

siej p (str,2095 9 otrzymujac

i * - X " tS

;T 5x At

Z réwnan tych wyznaczajgc x, otrzymujemy posta¢ kano-

nicznag
[
X » * 10, , 8
I TT T
5
z ktorej odczytujemy”™ ze prosta p przechodzi przez
punkt PO (Ot - *H; ) i jest robwnolegta do wektora

Przyréwnujgc stosunki wystepujace w postaci kano-
nicznej do t 9 otrzymamy réwnania parametryczne pro-
stej!

X *t 8
y 3~ fo *vh %

% s + f

6. RoOwnania oroste.l

Napisa¢ rOwnania prostej» przechodzacej przez
punkty A(x1»yl9z1) i B(x29y2o0z2”"e
Prostg mozemy okres$li¢ rOwnaniami parametrycznyiai?
jest bowiem kolinearna z wektorem X8 {x2"xl ?z2sl)
i przechodzi przez dany punkt» za ktory mozemy
przyja¢ A lub Be

Otrzymujemy
X S XX ¢ (x2* xI™ ts

©)

y s + (y2~ t>
ZS + (22 *
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Rugujac t z réwnan parametrycznych, otrzymamy w przy-»
paclku X2 g N2 % Zi 9" Z2S posta¢ kanoniczng
rownan prostej

ooy, 00 do)
x2xl  A2% yi Z2T 71

W przypadkach szczegodlnych, gdy wektor A8 jest réwno-
legty do jednej z ptaszczyzn uktadu lub rownolegty
do jednej z osi uktadu wspoétrzednych, rownania (10)
przyjma posta¢ wymieniong w poprzednim ustepie*

To Kat dwéch prostych»
Niech proste p i p 1 bedag okresSlone réwnaniami
X « X0 + It, y S yo-nnt, z * zQ + nt;
x 3 4 1*3, y " yE+n*s, z = + n(s.
Katy jakie tworzg ze sobg wektory
a {I,m,nj [ a* {I1% m% n’|

sg jednoczes$nie katami prostych pip®,
Wobec tego, oznaczajgc kat dwéch prostych przez V ,
mamy wzory:

11® » mnv nnt

Cos y * ~ (1
Visheraiz VIF »2m2
m9 | +In8 2 2+f . » f

sin2 >~ “Lii. NN ___KkLa. ™9 (12)

(12-Ha2-i-n2) * (1* 2+m92+n*2)

Proste p i p® sg prostopadte, gdy cos f ss 0, a réwno-
legte, gdy sin y js0,, Ze wzoru wiec (11) wynika jako
warunek prostopadtosci prostych zwigzek

11® + nmM® + nn® ® 0, (13)
a ze wzoru (12) jako warunek réwnolegto$sci mamy
1~ kl> m* km3, n a kn’, gdzie 0

W przypadku, gdy a i e® nie sg rownolegte do zadnej z
ptaszczyzn uktadu warunek réwnolegtosci prostych mo-
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zerny wyrazi¢ proporcja
i m n (14)

X9 ml n*

8e Wzajemne potozenie prp”ti*shJE~ESestE£gala.
Niech, bedg dane proste p i P’

X» X 4it, y*yQ+mt» ZS%W=* nt*

. P + mSg, A .
X a'Xj + 1*3» y g as 2z, n9s

1) Proste pip* nalezg do jednej ptaszczyzny, czyli
przecinajg sie lub sg do siebie réwnolegte, jezeli
wektory

a {I,m8i| » as{ 1% Efsngs 9 F*p0 {x0"x0» yo“yo* zo~zo}
sg komplenarne (rys,120 alb), Na to za$ potrzeba

i wystarcza (sir.» 66) 9 by

P si8 4% o

Oj@* » QY0 s o

n 9 e "0"zo
Jezeli proste
pip 9przecina-»
ja sie to
istniejg takie
dwie liczby
t i 9e ze
wspotrzedne
punktu prostej
p rbwne sa
wspotrzednym
punktu pro--
stej p\
czyli

X &1t o *p ¢ lis*

[0 &« mt « y»
g * sy! &n*s.

Rozwigzujac ukted dwéch'epodréod tych trzech réwnad, otrzy-

oaoy par, s»t, ktéra sprawdza réwniez trzecie rownanie.
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2) Proste p i p 9 nie nalezg do jednej ptaszczyzny,
czyli sa prostymi skosnymi, jezeli wektory a% &»

Po Po nis komplanarn® (ryso 120 c) 1 odwrotnie»
Warunkiem wiec konieczny® i dostatecznym, by proste

byty skos$ne jest

1, 11
m9 # 0
a, n%

9® prostsi»

Najac prosta p9 okreslonag rownaniami
X*xo* [t0 y**y0+ mt¢, & a *Q+ nt

oraz punkt P, ixla 1lg **) 9 wyznaczymy odlegto$¢ punktu

od prostej p,

Ctoaczay punkt "UO#y 0,*0)
nalezgacy do prostej p
przez P0? a rzut prosto«»
kati*y punktu na
prosta p przez P| (rys*
121) e Wwtedy naesey
d* Ipipil*IV ii sin *

f jest katem8 jaki
Ll_yvorzq proste p i PoPi'a
Krosta p jest kolinear™
na z wektorem © {19m9%M }8

prosta PQP™ jeat kolinearna z wektorem

% ixl“xo* sl razo} « WO&®c tego korzystajgc

ze wzoru 02) (stro 222)9 mmy

yx-ye. »i N2 % wy

nl W yr yo» m1

VO(*0)24 ‘m&ngOA 27 2

s dalej 8 poniewaz _

|V 1]
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wiea Kttor “freiejgcy odlegtos¢ punktu P" ©d prostej

P przyjmuj# posta¢s
Yo~ 2«

irr'a» ® ®1*so9 nJ +I1*|"ao» 1 |

1 xl-*%xe 11  |yi-ar0»

10® gdlagtesc¢ dwodch araft&3t& #rOSK&U.
Mach beda dane dwie proste skosSne pip®

X«"X

Prowadzi®” przez poczatek uktadu wspdtrzednych
ptaszczyzne € réwnolegty do prostych p i pp© Ptasz-
czyzne te wyznaczajg punkt 0(090g) i wektory

a {l,i&,n} 0 ap{l% m%ng p wobec tego mazemy jag
kre$li¢ rownani» 1 parametrycznymi £stro202)

XS 1ue X9wv

¥os$ans®YvV

S s,n u n* N
Hugujac z tych réwnan parametry u i w i®»»® wyraza-
jac u 1 v np0 8 dwodch pierwszych réwnan, przez x iy
i podstawiajac uzyskane wyrazenia de réwnania trsa~
ciegOg atrzymisj*r rbwnanie zwyczajne ptaszczyzny

i | U 19 . fi. X

il .
UJ Eaty °*°ra Ifis5 y1
Hdreau raozegy tez nadaé¢ poatsc

* % y® S

1* ® a
1% m*on’
lub postaé¢ nonaalisg
X@ » %
X*®8 n * Oj
de N bt + o X?20% M®

gdzie A® npj\ msn9B» nl9-n9', C» Im9 - X®mD



1/ Jezeli punkty

?Q(V o » S0} »
ey do prostej p i

P5(xS»y 6»zJ>» nalezg-
cy do prostej p% le-
za po jednej stro-
ni,e ptaszczyzny £
(rySo!22)Bto odle-
gtosci wzgledne tych
punktow od ptaszczyz-
ny e g maja ten sam
znak i odlegtos¢ ¢
prostych sko$nych wy-
raza sie
d » [NPc - N»P¥*|

2} Jezeli punkty PQi P” lezg po przeciwnych stronach
ptaszczyzny 8 to ich odlegtosci wzgledne od ptaszczyzry
€ roznig sie znakami i wtedy

a- | NPOj *1 NP9| sj NPd NSPE]
W obu wiec przypadkach odlegtos¢ prostych skosnych row-

na sie bezwzglednej wartosci réznicy odlegtosci wzgle-
dnych punktow8 nalezgcych do tych prostych od ptaszczy-

sny e »
Poniewaz
Xo Vo 924
NP = 1?7 mgn a N?P8 J1 »m »«
1* an®(n* T a2+ 246 04 m gene
wiec
x0* y-t8* so X8 g ¥s § 28
da 1 pm9n m n
V a’+b? +C* 1% m*s n9 1* j m! 9ns

czyli
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U . Potozenie proste.l w zglss$”"JIBILfiSLSagagBtt

Miech bedzie dana prosta p o rOwnaniach
zmcg+lt, jr»>y0+mt, *A*0+nt (15)

oraz. ptaszczyzna W
¢ % ¢ Cz+D*O0

Wyznaczymy punkty wspélne prostej p z ptaszczyzng
Prosta p posiada punkt wspdlny z ptaszczyzng W8 jeze-
i istnieje taka wartos¢ t9 ze punkt prostej p o
wspOtrzednych xQ mlt 9 y0 4 z0 + spetnia
rownanie ptaszczyznys czyli jezeli

A<x0+1t)+B (ye**t> + C(zQ+nt) + D * 0

o
(Al ¢« Bs ¢ On) t m - Ux0 * 3y0 4 CzQ + D) (16)

Przy rozwigzywaniu tego réwnania moga zajs¢ trzy przy-
padki:
1) Jezeli A1+B**C** 0, to istnieja tylko jedno roz-

wigzanie rownanie (16), mianowicie

AXg *0 ...
o~ Al ¢ Bm * Cn

a to znaczys ze istnieje tylko jeden punkt prostej p

0 wspotrzednych - + It, *nt* Wdit

jednoczes$nie punktem ptaszczyzny Wo W tym wiec przy«

padku proste p przecina ptaszczyzne Ww jednym punkcie.

2) Jezeli AHBm+CnPO a AxotBy0+Gzo™D # 0, to

rownanie (16) nie posiada zadnego rozwigzani® - jesz

sprzeczneo Prosta p nie ma z ptaszczyzng W punktéw

wspoélnych, czyli ze prosta p jest rbwnolegta ao

ptaszczyzny WR Stuszne jest tez tw* odwrotne.

Warunkiem wiec koniecw* i dostatecznym réwnolegtosci

prostej « O*lt, *® V nt
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d© ptasicggsay-

A¥ € % Cs ¢« D« O
j® at0 by

Al Bm ¢ Ca9 O

3} Jezeli AI>BmKJIr*O 1 As”S*rg/frCz™*© « o, to

rownani* :{16} Jest nieoznaczona«» Kazde wartos¢ t

jest rozwigzania® réwnania8 czyli i® kazdy punkt

prostej p spetnia rébwnanie ptaszczyzny WO Prost®

p wtym przypadku lezy w ptaszczyznie W® Stuszne jest
rowniez twierdzenie odwrotne» Zatea warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym przynalezno$ci prostej p dO ptaszczyz-
ny Wjest9 by

Niech bedzie dana ptaszczyzna I/ o réwnaniu
As: + % * Cs * B 50
47 I prosta p okrt.$l«»ns

rownaniami

Katem prostej p /nie
prostopadtej/ s pi©az«
czysng W nazywamy kat
t@j prostej z jej rzu-
tsa prostokgtny® p na
Bys» 123 ptaszczyzne W (rys0123K

Jezeli kat ten oznaczy»
«y przez 80 za$ kgt wektora prostopadtego do piaszczysty
Wprsts v9 to

x/ "Bsthz"D # 08Jezeli punkt prostej p o wspot-
rzedne!* Cx0»y0.#s,,) nie nalezy do ptaszczyzny Wo
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a wtedy

< F-i0 9
sin © * sin ( - tf) s cos vy
cos # s cos ( - tf) s sin vy

Kat y jest katem miedzy wektorami a {19m9nj i

sin © » cos y «

(AjBjC] e wobec tego

Al ¢« Ba ¢ Cn

2 2
V az2+B2+c2% "M Tn

cos © otrzymamy stosujgc wzdr na sin y (str0222)o
Korzystajac z tych wzordw mozemy poded warunki réwno**
legtosci i prostopadtosci prostej p dc ptaszczyzny*

1/ Prost© p jest rownolegta do ptaszczyzny lub nalezy

2/

do niej, jezeli
Al « Bm ¢ Ca * O,
przy czym9 jezeli AxQ+ S ** °® prosta
jest rébwnolegta do ptaszczyzny9 © jezeli
Ax0+ % O ¢ Cz0O ¢« D * °9

to prosta nalezy do ptaszczyzny®
Proste p jest prostopadta do ptaszczyzny W8 gdy

spetniona jest proporcja

Asfis £ 0
1 n
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ROZDZIAL v
KRZYWE STOZKOWE

§ 16» ELEMENTARNE WtASNOSCI KRZYWYCH STOZKOWYCH

1» Wyznaczanie miejsc geometrycznych.

Miejscem geometrycznym punktow* majgcych wspot”
ng wtasnos¢ W* nazywamy zbidér punktéow* ktoéry spetnia
dwa warunki:

1° kazdy punkt zbioru posiada wtasnos¢ W,

2° zaden punkt/ nie nalezgcy do sbioru, nie

posiada wtasnosci We

Z nauki w szkole Sredniej znamy przykitady miejsc
geometrycznych: okrgg jest miejscem geometrycznym
punktow ptaszczyzny jednakowo oddalonych od punktu
statego* symetralna odcinka jest miejscem geometrycz-
nym punktow ptaszczyzny jednakowo oddalonych od koh-
cow odcinka itd .

Metoda geometrii analitycznej nadaje aie szczegol-
nie do wyznaczania i badania miejsc geometrycznych»

W metodzie tej obieramy pewien dogodny uktad
wspotrzednych i majgc na uwadze dang wtasnos¢ geome-
tryczna punktéw nalezacych do szukanego miejsca geo-
metrycznego, staramy sie przy zastosowaniu wzoréw
geometrii analitycznej i znanych twierdzen* wyzna-
czy¢ zwigzek miedzy wspotrzednymi x, y ¢©wolnego punktuY

mn— |l = n |l n« 1.1101H I.Weaili.

x/ Taki punkt zmienny* nalezgacy do miejsca geometrycz-
nego, nazywamy punktem biezgcym.
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nalezgcego do poszukiwanego miejsca geometrycznego

w postaci réwnania fU,y)» 0 . Majac zwigzek f(x,y)»0,
ktoremu czynig zado$¢ wspotrzedne punktow nalezgcych
do miejsca geometrycznego» staramy sie z wilasnosSci
rownania pozna¢ wiasnosci geometryczne zbioru punktéw
stanowigcych miejsce geometryczne.

Niekiedy przy wyznaczaniu zwigzku miedzy wspoF»
rzednymi punktu nalezgcego do miejsca geometryczne-
go dogodnie jest postuzy¢é sie zmienng pomocniczg,
ktéra odgrywa role parametru. Otrzymamy wtedy réwna-
nia parametryczne miejsca geometrycznego, z ktérych
mozemy przejs¢ do réwnani© zwyczajnego przez wyru-
gowanie parametru.

Sposoby postepowania przy wyznaczaniu miejsc
geometrycznych metodg geometrii analitycznej zilu -

strujemy na przyktadach.

Przyktad 1. Znalez¢ miejsce geometryczne pun-

ktow réwno oddalonych od dwéch danych punktow:

A U-pyp > B ix2>
Rozwigzanie: Oznaczajac przez P(x,y) punkt naleza-
cy do szukanego miejsca geometrycznego, mamy
— ‘T ~7 ~TT
[A?1 &V 'X*X1 " + iy*“yl *

[bp 1 +

Punkt P jest rowno oddalony od punktéw A i B, wiec

PYWVvW—

VCMATA+(y-yi>2 * { Q(&%((—%)z 22 Q@

Odwrotnie, kazdy punkt, KIQF SPenia otrzymany zwia-

zak nalezy do miejsca geometrycznego, jego bowiem

odlegtosci od punktew £ | § &3 Jpdnakowe» Zwiazek (1)
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jest zatem rcSwnaniein szukanego miejsca geometrycznego»

Piszac réwnanie (1) w postaci

2 ix2~xl} 3 x2“xl1+*2"yl

o- .. B-R(*-N).

widzimy bezposrednio$ ze miejscem geometrycznym
jest symetralna odcinka AB.

lub

Przyktad 2» Znalezé miejsce geometryczne punktow
rowno oddalonych od dwéch prostych przecinajgcych sie
Pi p*:

Ax + By + C* 0,
A*x+ 3%+ C% 0

Rozwigzanie; Oznaczajgc przez P(xty) punkt nalezgcy
do szukanego miejsca geometrycznego, mamy (ryse95);

NP » i NIP s Asx + B*y + C9
+V a2>B2 jV 'a82 * B*2

Punkt P jest jednakowo oddalony od prostych p | p,
wiec

_ A&+ By + C _ o+ A»x + B*v + C9

y 7z + b>2- ~

co zgodne jest z wynikiem, uzyskanym n© str* 149

Przyktad 3» Wyznaczy¢ miejsce geometryczne $rod“»
kow ciezkos$ci trojkgtow o podstawie jAB| = c 9 ktdérych
wierzchotki Clezg na prostej y ~ mx + ns
Rozwigzanie. Przyjmujemy prostokatny uktad wspoditrzednych
Oxy tak, ze podstawa AB tréjkagta lezy na osi xEa oSy
jest symetralng tej podstawy (rys,124).

Niech S (x,y) bedzie $Srodkiem ciezkos$ci dowolnego tro j-
kata o podstawie AB i wierzchotku G lezgcym,na danej



prostej. Wtedy

y i ® =\ S? (2)

i jezeli wspbitrze-
dne wierzchotka C
oznaczymy przez £
if j to

** 3 f ,y* 37 o

Punkt C o wspditrze
dnych
| * 3x i ™ *3y

Ryso 124 lezy na danej pros-

tej i wobec tego
jego wspotrzedne spetniajg rébwnanie tej prostej.
Otrzymujemy réwnanie
3y - 3mx + n

lub

ktére jest speinione przez wspotrzedne Srodkéw ciez-
kos$ci rozwazanych tréjkatéw. BOwnanie to przedstawia
prostg réwnolegta do prostej danej.

Odwrotnie, kazdy punkt spetniajgcy réwnanie znale
spetnia rowniez warunek (2) i wobec

zionej prostej,
jest miejscem geometrycznym punktéw S.

tego prosta ta

Przyktad 4* Prosta p przemieszcza sie rownole-

gle w ptaszczyznie ukitadu Qxy w ten sposédb, ze odkres—
la na osiach uktadu rowne odcinki OP™ i OP2« Przyjmu-
jac odcinek P"P?, jako bok prostokagta ktérego

wierzchotek P_, w czasie ruchu prostej p9 porusza sie

3
Po prostej 1 okres$lonej rbwnaniem
a I
Wyznaczy¢ miejsce geometryczne czwartego wierzchotka

P (rys.125).

Rozwigzaniei Jezeli zmienng miare odcinkow QP~ i 07?2
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oznaczymy przez n9 to réwnaniem prostej PPN jest

y S X +n
Roéwnaniem prostej
1 jest

*g’ BLYr ® i
Rozwigzujgc ukitad
rownali

y

X *

otrzymamy wspo6t-»

Rys, 125 rzedne punktu

A * Otrzymujemy;

&Ekral b(a+n)
a + d at+ o

Punkt P jest punktem przeciecia sie prostych P"P i
PjP. Réwnaniem prostej P~Pf jako prostej przechodza-
cej przez punkt (jg* ) 1 tworzacej z osig x kat
135° jest

b (a t n) a(b - n)
a+b ~ [x * a+b

*
Réwnaniem prostej P,,P jest

y S X »n
Rozwigzujgc ukitad réwnan# ztozony z réwnanh prostych
PIP i P-P9 otrzymamy wspo6trzedne punktu P (x9% )9
Otrzymujemy

b(a + nj
"a*n 9 ar-TT v C3)

gdzie n jest zmienne i zalezy od potozenia prostej p,

X »

Odwrotnie, mozna wykazac¢, ze dla kazdego n punkt
0 wspoétrzednych (31 jest wierzchotkiem prostokata
okreslonego w temacie zadania.
Zwigzki (3) sg zatem parametrycznymi réwnaniami szuka-
nego miejsca geometrycznego. Chcac od réwnan parame-
trycznych miejsca geometrycznego9 przejs¢ dé jego



- 235 -

rownania zwyczajnego, halezy wyrugowac.parametr n®
Przebieg rugowanie parametru pokazuje ponizszy ra-
chunek:

(a+b) x * ab + nb a

(a-i-b)y s ab - ~ b

(a +b)ax+ (a+b>3 s =+« ab~

Dzielgc stronami przez abia+h)* otrzymujemy

X *1
Zatem miejscem geometrycznym wierzchotkdw P jest
prosta cdkres$lajaca na osiach ukiadu odpowiednio

odcinki o miarach bis®

Przyktad 5. Inne sg dwie proste 1t i 12 o rdwna'

aiaoh y - J - *2* «e* mchoaa Pr°S*S P>1°W°-
legta do osi x, ktdra przecina proste 1t i 12 odpo-

wiednio w punktach Pj. i P2- » P ~cle P1 Porro0O”"o-
no prostopadta do V a . punkcie P2 - prostopadtg do

1,(rys.126), Proste prostopadte przecinajg sie
2 w punkcie P.

Wyznaczy¢ miej-
sce geometrycz-
ne punktu Po
Rozwigzanie®
Niech réwnaniem
prostej p be-
dzie y-n3 wte-
dy punkty P”™ i
P2 majg wspot-
rzednet

Rys > 126

Pl ( »n) » BZ&%’IZ’n)

Réwnaniami prostych p | P2P sas



y - ns )

Rozwigzujac uktad tych réwnan, otrzymamy wspdirzedne
punktu P(xa)a
Otrzymamy:

n(m-| + nu,) n 15

X =
Y 1 R

Odwrotnie, dla kazdego n punkt o wspoéirzedrych
(4) jest punktem przeciecia sie prostych P,P i PP,
Réwnania wiec (4) przedstawiajg parametrycznie miej-
sce geometryczne punktow P w zaleznos$ci od n, C”cac
uzyska¢ rOwnanie zwyczajne miejsca geometrycznego*
wyrugujemy n z rownan parametrycznych.
Przebieg rugowania jest nastepujgcy:

m-DA x * nmj_ + m?) © — (mMm0 — 11
mjmz y = n(m3m2-1) ¥ o) im-, 4+ m25
— m™u, (m"m2-1) x m"m2 (m™" m2) y —0

Zatem réwnaniem zwyczajnym miejsca geometrycznego
je st:
(1 - X + + m2" y s
Przyktad 6.Przez punkty P”ia”"O), P2(-a#Q) po-
prowadzono proste, ktére przecinajg oS y odpowiednio

w punktach i 0~. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne
punktéw przeciecia sie prostych P1Ql i ?pQI"9 jezeli
proste PyQij_i "¢"2 Wracajg sie okoto punktow

| P2 w ten sposéb8 ze 00~ . 0Q2 = a2 i oba punkty
Qp i Q2 lezg na jednej poOtosi y (rys,127)»
Rozwigzanie, Jezeli miary odcinkow* jakie proste P"QA

i ~"272 odkrealal8 113 p6tosi y, oznaczymy odpowiednio

przez n” i n2> to réwnania prostych P2Q2» jako



prostych prsechodisg=
cych przez dwa pun-
kty 9 mozemy napisad
w postaci:

| |
y - Ter e
«2
y s~ (x 8a)

Poniewaz

« r« 2 s 't

czyli
nx » n2 ® ©28S

Eys® 127 wi?c 2
n2 S nT

Réwnaniu prostej P202 mozemy tez nadad postacs

~ o» (x = a)

y

2 poréwnania postaci rownan prostych * N2 2
Asynika9 ze proste te sg prostopadte i wobec_tego

jP2P| 2 o f 2 ® 1P1P212

lub
y2 S 487

(z+a)2 + y2 * Cx=a) -
Po wykonaniu dziatahn otrzymamy réwnanie okregu
s a
Odwrotnie9 mozna wykazac9 ze punkt9 ktory
spetnia robwnanie tego okregu, posigde wtasnos¢ pun-

kt** P i wobec tego okrag jest poszukiwana miejscem
geometrycznym»

Przyktad 7. Podstawa AB trojkgta ASO ma dtu-
gos$¢ a. Bierzchotek C trojkgta porusza sie na ptasz-
czyznie w ten sposédb, te |ACf si 3C! «A ,«pnagczy¢
miejsce geometryczne punktow C.

Rozwigzanie. Podstawe AB tréjkagta umieszczaj na os.
* tak, by wierzchotek A pokryt sie z poczatkiem
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uktadu (rys0 128).
Jezeli wspoéirzedne pun-
ktu C oznaczymy przez
x & B to warunek

IACj s |BC| » A
mozemy aapisa¢ w posta-
ci

i/~~2 2W

JL*¥ . *j , 3 a m
VCx-a)Vv
% s9 128 skad otrzymujemy rownanie

x2 +y2 = A2 (i-a)2 + y2]
UA) G2+ DbIW A£2=C O

Odwrotnie punkty ktory speinia réwnanie (6) 0 spetni©
rowniez warunek (5).

1/ Niech A# 1» wtedy przeksztatcajgc réwnanie.
(6) f mozemy je napisa¢ kolejno w nastepujacych, poste-
Csiaehs

lub

N
x%-*3%+2a A X - S ?2 4 O»
1-A 1-A
zsa” N4 w - lL a*
(O T * 4 1-A o T F
.2

Ax+a y S 2 A _

1~AS (ioa %

i przypadku wiec gdy A# 1, = miejscem geornetrycarym
punktow C jest okrag o $rodku ...
i . N - A
ad-rj- »0| i promieniu r
e FTF?
2/ Jezeli As 18 czyli gdy Jr6ojkat ABC jest
rownoramienny* to réwnanie (6) przyjmuje postac

xSF
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i przedstawia prosta rownolegtag do osj. y*

Przyktad 8. Gaigy jest okragg K o promieniu r
oraz punkt P+9 s ktéorego poprowadzono styczne do
okregu w punktach ?2 i ?y Wyznaczy¢ miejsce geome-
tryczne punktow przeciecia sie wysokosci trojkata
P-jP-P-sj, jezeli punkt PL porusza sie po jednej ze
stycznych® ]

Rozwigzanie* Srodek okregu K umieszczamy w poczatku

i .jako jedng ze stycznych przyjmujemy prostg

rownolegtag do osi x (rys.129). Niech punktPx porusza
sie po tej

stycznej. Jeze-
i zmieniajaca
sie odcieta punk'
tu oznaczy-
my przez to
punkt posia-
da wspotrzedne
(tpiK Zmienna
t jest rézna od
zera9 bowiem dla
t ~ 0 punkty
Bysa 129 Krywaia Sie |
rozwazany trojkagt nie istnieje. Punkt PCx»y) jest
punktem przeciecia sie prostej 0O~ i prostej P, «.

Rownaniem prostej OP" jest

Prosta P,Q Jest rownolegta do osi y, jej rownanie
otrzymamy, Jezeli wyznaczymy odcieta punktu P , tj
punktu przeciecia sie biegunowej punktu PL wzgle-
dem okregu K z okregiem K. Réwnaniem biegunowej

punktu P£ jest
Xt +yr sr
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Wyznaczajgc x z uktadu
2

Xt +yr

2, 2 .
XT %y~ s

2
otrzymujemy
2r2 t
r2+t2

Punktem P jest wiec punktem przeciecia prostych

y 'T 7 (7)
N 2r2t
Rozwigzujgc ten uktad rownan ze wzgledu na x i vy,
otrzymujemy
- 2r2 t _ 2r5 .t 40 (8)
et 7 T it
jako zwiagzki wyrazajgce wspoéirzedne punktu przecie-
cia sie wysokos$ci trojkgta przez zmienny parametr t.
Odwrotnie, dla kazdego t f* O punkt o wspoOtrze-
dnych (8) jest punktem przeciecia sie wysokos$ci tro j-
kata, spetnia bowiem réwnania (7)* Zwigzki wiec (8)
sg rébwnaniami parametrycznymi poszukiwanego miejsca
geometrycznego» Chcac uzyska¢ réwnanie zwyczajne miejsca
geometrycznego, rugujemy z rownan (8) parametr t* Przebij
rugowania jest nastepujacy:
Dzielgc stronami réwnania

y (r2 + t2) = 2r5
x Cr2 + t2) * 2r2t,

otrzymujemy

X r

X T >
skad

t m SL

Podstawiajgc uzyskane wyrazenie na t do réwnania

pierwszego, mamy

2 2
X +y —2ry « 0
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lub X2 + Cy o * 12
Szukanym wiec miejscem geometrycznym jest okrag»

Z okregu tego nalezy jednak wytgczy¢ punkty 10,0}

i (0,2r), sa to punkty do ktérych zdaza punkt

P (x9% )9 gdy t dazy do nieskonczonosci lub do sera»

Mamy mianowicie?

2r2
lim x s lim * lijn -=3~— " 0,
t-~oo0 t-~oa r +t thco r_
. 23
lim yvE |im 30,
t-*>00 <= AT™
Zrh »> O

lim X < Iim
t (@) t 0 A L2

2e?,...0
hm ya Iim s 2r
t-*Q t >0 rm#z2

2« Elipsa»
Zadanie: Wyznaczy¢ miejsce geometryczne pun-

ktow ptaszczyzny9 ktérych suma odlegtosci od dwéch

punktéw statych Fn i Jes” stata i réwna sie LsO
Jako 0$ x uktadu Gxy przyjmujemy prostg ne<Jft"
jac jej zwrot wektora jsko 08 ™ °ki~ramy sy

metralng odcinka F A, przyjmujac jeden z jej dwoéch
zwrotow jako zwrot dodatni (rys©130/®
Oznaczamy:

iIFIF!'stv ir2PI$r2g

iF2FIl S 2c

Jezeli punkt P(x9Y)
nalezy do szukane-
go miejsce geome-
trycznego, to

r1*r 2S2s (10)

Bys® 130
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przy czym
2a > 2cP

poniewaz suma dwoéch bokéw F-jP i ?F2 tréjkgta F-jP F2 jest

wieksza od boku trzeciego F2F*,

Jezeli punkt P nie nalezy do szukanego miejsca geometrycz-

nego* to

ri* *2* 2a (X1)
Uwzgledniajac wspoOtrzedne punktow FACc”O)* F2(-csO)f
P(x,y), zapiszemy zaleznos¢ (10) w postaci

mrU-c)2 + y2*+ V(x+c)2 + y2*m 2a}

otrzymujac rownanie, ktore spetniaja punkty (x,y)
nalezagce do szukanego miejsca geometrycznego.
Réwnaniu temu nadajemy inng posta¢ * przeksztatca-
jac je nastepujgco:

X2+2cx+e2+y2 o 4e2~4a V (x-c)2+y2+x2-2cx+c2+y28
aVTx - ¢c)2 +y2 - a2 - cx,

a2x2 - 2a2cx + a2c2 + a2y2 »a4 - 2a2cx + c2x2p
(a2 - c2) x2 + a2y2 - e2(a2 - c2)

Poniewaz a > c¢> wiec a2 -c2 > 0 i wobec tego, by
temu da¢ wyraz> oznaczamy e2 - c2 = b2
Otrzymujemy

b2x2 + a2y2 * a2%2,

dzielgc stronami przez apbp 9 mamy

*27 4+ %2 5 1 (12)
a

jsko rownanie rozwazanego miejsca geometrycznego.
Postaramy sie z postaci tego roGwnania pozna¢ pewne
wtasnos$ci punktéw nalezgcych do miejsca georaetryca-
nego

1/ Wspotrzedne punktow nalezgcych do miejsca geome-
trycznego. okres$lonego réwnaniem (12), spetniajg nierobwnosci
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z2-e2 <0 [ 4
skad a 4 3 48 | b4y 4b
s to ztmczjt ¢8 punkty nalezgce do badanego miejsca
geometrycznego lezg w obszarze prostokagta o diugosci
2a i sseroko$ci 2b Crys®15De
2) Jezeli punkt (x0,yQ) nalezy do miejsc© geome-
trycznego, czyli jezeli 0
. 4
- 7
to robwniez punkty
iXx0g-yQ) oraz
(~xQiyQ) nalezag do
m.g, ich bowiem

» i,

wspotrzedne spet-
niajag rownanie (12)*
Dis badanego wiec

miejsce geometr. 0§ X i 0S y sSg osiami sym etrii.

3) Jezeli punkt U 0#jr0) nBlezy do to row
niez punkt C-xO»-yo3 nalezy do m.g, czyli ze pocza-
tek uktadu jest Srodkiem sym etrii mRg®
Beasne miejsce geometryczne nazywany e lip s a.

Eliasa wiec jest
miejsce® geom.
punktéw# ktérych
suma odlegtos$ci

od dwéch punktéw
statych i Fg
gwaaych o g n i s -
kami jest sta-

ta i réwna nie 2®,

3980 132
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Odlegtos¢ ognisk F-jFg* 2c nazywamy o0 g n i s k o -
wa elipsy» odcinki i r?» pr eai8ni &
m i wodzagcymi punktu elipsy.

Punkt 0g ktory jest Srodkiem sym etrii, nazywamy
Srodkiem elipsy, © kazdg cieciwe pocho-
dzacg przez Srodek elipsy - Ssrednica, najdtuz-
sza spos$rod Srednic A"NAN, ktérej diugos¢ réowna sie 2 s,
nazywamy 0 S i g wielka elipsy, najkrétszg
Srednice 3,32 0 diugos$ci 2b - o0 sia mata.
Punkty, w ktérych osi elipsy przecinajg elipse, czyli

punkty A~” B"s nazywamy w i er z c h ot ke -
m i elipsy.
Zbiér punktow (x,y) ptaszczyzny Oxy9 dis kto-
rych A . X A
+ nazywamy obszarem wewnetrznym

elipsy, za$ zbior punktéw, dla ktérych
A1 - obszarem zewnetrznym elipsy,

Réwnanie elipsy w postaci

nazywamy r 6 wnaniem oOsiowym elipsy.
Ogniska elipsy lezg na osi wielkiej. Jezeli wiec

w rOwnaniu (12) a > b, to ogniska lezg na osi X,
jezeli b > a, to na osiy (rys.133).

Tak np. rownanie 9x2 ¢ 25y2 3 225 mozemy napisac

W postaci
v2

Y, k-
Réwnanie wiec przedstawia elipse, ktéorej potos
wielka a = 5 lezy na osi xs a p6tos mate b ® 3 na
osi yo Pétogniskowa ¢ =~ 2579*4, wobec tego
F1(4,0), F2(-4e0)e

2 2
Rownanie 25x + 16y * 400 mozemy napisa¢ w postaci
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Réwnania wiec przedstawia elipse* ktérej polos
mata e ¢« 4S potod wielka b * 5» Ognisk® sg w punk-

tach Fx (0,3) 9 F2'(0,-3).

3» Hiperbola.

Zadanie; Wyznaczy¢ miejsca geometryczne pun-
ktow ptaszczyzn, ktéorych ré6znica odlegtosci od
dwoch punktéw statych Fj i F2 jest stata i rowna

2 a.
Podobnie jek w poprzednim przykitadzie Jako o0$

x uktadu Qxgr przyjmujemy o8 FgF** jak® 08 y® sy»«”

tralng odcinka FjF2 (rys* 134)»
Oznaczasay;

F1IP*rl1, F2Psr2, F ~-to

Jezeli punkt P (x2%)
nalezy do szukanego
miejsca geometryczne-

go» to

rj-r2*2a» gdy rx>r2 (13)

lub

Itys« 134
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r2 > rl * 2a? rz > (13)
czyli
lrl - r2j- 2a

przy czym 2a C 2c, poniewaz réznica dwoch bokow
FAP i P?2 z) F1PFj jest mniejsza od boku trzecie-
go F2Fr

Jezeli punkt P(x,y) nie nalezy do szukanego
miejsce geometrycznego, to

lrl - r21 # 2a
Uwzgledniajac wspétrzedne punktéw F1l(c,0)9 F2(-c,0),
F(x”") zapiszemy zaleznos$ci (13) w postaci

VTXANSMT~p™ - y (X«-c)2 +yC * 2a, gdy rx > r£

lub _
¢ y2 “ AN[Tx~cN-*-y2 s 2e, gdy r2 > r»

Przeksztatcajgc te dwa. réwnania, podobnie jak w przy-
ktadzie poprzednim, otrzymujemy jedno réwnanie réwno-
wazne obu w postaci

U2- 2) x2 - a2y2 . *2(c2 - P)

Poniewaz c¢! - a2 > 0P oznaczamy e2“>% i otrzy-
mujemy
b2x2 - e2v2 . aV .

Dzielgc stronami przez a2b2, mamy
2 2
g * ’t‘) * 1 (14)
jako réwnanie szukanego miejsca geometrycznego.
Z rbwnanie tego mozemy wysungé¢ nastepujace wnioski:

1) Piszac réwnanie (14) w postaci

*

s’ -1
stwierdzamy, ze odciete punktéw badanego miejsca geo-
metrycznego winny spetnia¢ warunek
x2 - a2 > 0,
czyli x A -a lub x "~ a. Z tego wynika, ze pun-
kty nalezgce do m.g. leza poza pasem ograAlczortym pros-
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tymi x « ~s 1s * e (rys 155)*
2) Poniewaz w réwnaniu (14)

zmienne x i y wystepujg tyl-
ko w kwadratach, wiec jezeli
punkt U 0?y0) spetnia réowna-
nie a to spetniajag je réwniez
punkty Cxo09-y0)9 (-x0»y0)»

® Osie ukitadu sa
sstsm osiami sym etrii, s po-
czatek uktadu Srodkiem syme-
trii badanego miejsca geome-
trycznego.

Miejsce geometryczne okresSlone réwnanie® (14) nazywa-
my hiperbolag®

Hiperbole wiec jest miejscem geometrycznym punktow
ptaszczyzny, ktéorych réznica odlegtosci od dwédch
punktow statych iy i %e zwanych og *1 skaml,

jest stata i rowna sie 2a (*y®*156K
Odlegtos¢ ognisk

FjFp,-2c nazywa**

ay ognisko-

w g hiper-
boli, przy czym

Z podstawienia doko-
nanego w trakcie
przeksztatcenia
rownania hiperbo-

Xl wynika, ze

c B a o
Odcinki r-? i r

*k ' %

nazywamy promie niaé&l vV oa w/ ,
punktu hiperboli, a poetek ukiadu ktory jest Srod-
kiem symetrii hiperboli - Srodki ® ® hiper-
boli. OS symetrii, irtdre przechodzi przez ogn-ske,
przecina hiperboli w punktach AzCa0OJ i Ajl-a.0) .wanych
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wierzchotkami hiperbolic«
Odcinek osi symetrii AjA2*2a nazywamy o0Sia
rzeczywista hiperboli«
Rownanie

« 1 (15)
okresla réwniez hiperbole, jej od rzeczywista réowna
sie 2b i lezy na osi y, a ogniska majg wspotrzedne
ANCO.c), E>(0,-c) (rys*136)*
Hiperbole okreslone rownaniami (14) i (15) nazywa-

my parg hiperbol sprzezonych« Majg one wspdlny Srodek
oraz rébwne co do diugos$ci t wzajemnie prostopadle
ogniskowe

Cieciwy przechodzace przez $Srodek hiperboli

*2 £ -
7 £ =1
nazywamy je j Srednicami rzeczywis

t y mi« OSrzeczywista hiperboli jest wiec naj-

krotszg sposrdéd Srednic rzeczywistych«

Srednice rzeczywiste hiperboli sprzezonej z hiperbolg

(14) czyli Srednice rzeczywiste hiperboli

£ * %

7 7 -1
nazywamy $r e dnicam. urojonymi
hiperboli (14), Najkrétszg sposréd Srednic urojonych
hiperboliBczyli 2b  nazywamy o s i g uro -

jona hiperboli«
Réwnanie hiperboli w postaci (14) nazywamy
niem osiowy mo

Gdy a * bf hiperbole nazywamy r 6wnodéslowg.
Jej rbwnanie osiowe ma postac

rowna

21biér punktéw (x8) spetniajacych nierbwnos¢
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nazywamy obszarem zewnetrznym > zbiér "es punktow 8
spetniajgacych warunek

4 - N > }

a 0
obszarem wewnetrzreyia hiperbolio

4» Parabola.

Zadanie. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktow,
ktéorych odlegtosci od punktu statego F i prostej sta-
tej Kk sg rowne.

Majagc prosta Kk oraz punkt F, oznaczamy odlegto$¢
punktu F od prostej k przez p (rys. 137»*& esyli
jKF] a p. Jako 0$ X przyjmujemy prosta okreslong wekto-

rem 13% jako oS y - symetralng odcinka KFo Wprzyje-
tym uktadaie Oxy punkt

F ma wspotrzedne (| » O}g
ICC- 1 90) i Jezeli punkt
M jest rzutem punktu
P(Xjy) na prostg K, to
M(- 82 y)® Jezeli Pkt
p(x%) nalezy do stuka-
nego miejsca geometrycz-
nego, to

VPl * | FP) (16)

Bys.137
Jezeli P(x%Y) nie nalezy do szukanego miejsca

geometrycznego, to |[MP| # |FP|*
Korzystajgc ze wzoru wyrazajgcego odlegto$¢ dwoch

punktow, mozemy zalezno$¢ (16? napisa¢ w postaci

Y u - 1>2 ¢ /"' o %B* f »
otrzymujgac réwnanie rozwazanego miejsca geometry cz

nego. Réwnanie to przeksztatcamy» uzyskujgc

X2 -px ¢ | 2t ,2* 12 * 1» *f
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a po redukciji 2
y @ * 2px (17)
Z postaci tego rOwnania wnioskujemy i
1) 0o$ x jest osig symetrii miejsca geometrycznego, bo-
wiem gdy punkt (xQiy0) spetnia réwnanie (17)* to réwniez
punkt (x09 - yQ) spetnia to réwnanie,
2) Poczatek uktadu nalezy do miejsca geometrycznego bo
punkt (0,0) spetnia réwnania (17)
3) Jezeli p> 0gto réwnanie spetniajg punkty,
ktorych odciete sa nieujemne, czyli ze punkty bada-
nego nug*. znajdujg sie po stronie dodatniej pot-
osi xjezeli p K 0, to rownanie spetniaja punkty,
ktoérych x ~ 0, czyli ze punkty m.g. lezag po stronie
ujemnej potosi x*
Miejsce geometryczne okre$lone rownaniem (17) nazywa-
my parabolag?®
Parabola wiec jest miejscem geometrycznym punktéw,
ktérych odlegtosci od punktu statego F, zwanego
ogniskiem, i od prostej statej k, zwanej kierowni-
ca, sg rowne, (rys.138)* Po6tos Ox, ktéra jest osig
symetrii paraboli,
nazywamy o0 S i g
parab o1i. O$
paraboli ma zwrot do-
datni osi x, jezeli
p > 0, zwrot przeci-
gdy p < O,
Punkt 0, w ktorym o0$
' paraboli przecina pa-
rabole, nazywamy
wierzchotk iem
paraboli?*
Liczbe 2p nazywamy

parametrem, a p pégitparametrem
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paraboli« Parametrowi Z0 NZANY nadaé¢ nastepujaca
interpretacje geometryczng* Jezeli obliczymy wspét-

rzedne punktow paraboli dis x v'3 otrzymamy
A (1/2 p,p) i B(3/2p*-p)» Plugos¢ wiec cieciwy para-
boli, prostopadtej do osi i przechodzgcej przez jej

ognisko, réwna sie 2p®
Roéwnanie paraboli w postaci

y2 3 2px
nazywany rownaniem wier %c hot ko
Wy m paraboli«
Réwnanie

X7 3 2py

okresle rowniez parabole, ktérej o$ pokrywa sie
Z osig y. Z parabolg tg spotkaliSmy sie juz w
szkole Sredniej przy wykresSlaniu wykresu funkcji
y « sx2* Parametr 2p tej paraboli robwna sie -

5% Przekroig-AtfiZfeta.
Jezeli proste p i 1 przecinajag si, « punkcie
W 1 nie 33 prostopadte, to powierzchni, utworzong

ruchem obrotowe® prostej 1 dookota prostej p na-

zywamy stozkiem obrotowym.

Prosta p, ktéra jest osig obrotu, nazywamy o s i g
stozka, a prostag 1, ktéra rucham obrotowy® za-
toczyta powierzchni, stozka - ,worzagca

stozka. Punkt W(wierzchotek) dzieli powierz-

chni, na dwie czpo6ci zwane powtokami

Jezeli stozek przetniemy ptaszczyzng ¢, to
ni, przeciecia stozka i ptaszczyzny nazywamy
t oz k owa. Ksztatt stozkowej zalezy od
ita O pod Jakim ptaszczyzna 6 jest nachylona
osi p oraz od tego, ozy ptaszczyzna przechodzi,

y tez nie przechodzi przez wierzchotek W.
mech 8 oznacza Kat tworzgcej 1 z osig stozka.
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Bys. 139

Jezeli ptaszczyzna 6 przechodzi przez TC to
otrzymujemy w przecieciu:

1/ punkt W » gdy f > g
2/ prostg, gdy » =@
3/ dwie proste, gdy o?< @

Dowodzi sie, ze jezeli ptaszczyzna nie przechodzi
przez W, to otrzymujemy jako przekroje:

V elipse, gdy f> & (rys.139)
2/ parabole, gdy <4 s 0 (rys. 140)
3/ hiperbole, gdy T<8 (rys.141)

Przekroje stozka, uzyskane
przy przecieciu ptaszczyznag
przechodzacg przez wierzcho-
tek (punkt, prosta, dwie
proste )nazywamy stoz-
kowymi niewtas-
ci wy mi. Przekroje
stozka uzyskane ptaszczyzng
nie przechodzacg przez wierz-
chotek stozka (elipse,parabole,
hiperbole) nazywamy s t o z -
kowymi wtasciwy -
mi *lub krzywymi
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§ 17. ROWNANIA KRZYWYCH STOZKOWYCH W PROSTYCH

POLOZENIACH WZGLEDEM UKtADU

1. RoOwnanie osiowe eliPALY«
Wyprowadzajagc na stronie 244 rOwnanie miejsca

geometrycznegopunktow,ktorych suma odlegtos$¢-,

dwéch punktéwstatych i N2 kst sta*a ~ réwna
sie 2s, otrzymaliSmy réwnanie elipsy

xi + ¢L a 1

? b
Srodek elipsy okreélonej tym réwnaniem znajduje sie
w poczatku ukiladu wspotrzednych, s osie elipsy
1 2b lezg na osiach uktadu wspodtrzednych. Réwnanie
elipsy w postaci UJ nazwali$smy rownaniem osiowym
elipsy. ) ,
Wykazemy, ze jezeli wspoétrzedne Srodka - elip-
sy rowne sa p i (q, a osie elipsy 2a i 2b sg réwnolegte
do osi uktadu wspoOtrzednych, to réwnaniem elipsy jest

2
u-p)2 + -lsks2— =1 c2>

Istotnie przesuwa-
jac réwnolegle
uktad Oxy do pun-
ktu S (rys,142)
otrzymamy uktad

S X*y *e« ROwnaniem
elipsy w uktadzie
S %*y* jest

Korzystajgc ze zwigz

y syt + 4t
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otrzymamy réwnanie (2).
Rownanie (2) mozemy przeksztatci¢, otrzymujgc kolejno
b2(x-p}2 + a“(y~q)2 - a2b2 0
b2x2 ¢« A 2 2pb2px - 2s2ay +b2p2+ a2gq2 a2p2 wm 0
lub, jezeli wspoétczynniki przy zmiennych x i y oraz
wyraz wolny oznaczymy literam i duzego alfabetu, to
rownanie elipsy mozemy napisa¢ w postaci
Ax2 + Ey2 + 2 Cx + 2 Dy + E * 0, (3)

gdzie Af B oraz A > 0 i B>0

Nie kazde jednak rownanie postaci (3), w ktorym A ~D
i A > 0, 3 >0, jest rownaniem elipsy.

Sprowadzajgc bowiem réwnanie to do postaci (2), otrzy
mujemy

A(Xxc+2jx + )> B(y2+2 ||y + + s Qt

n2

lub AU+E 2 + BCy + 2
u ) y + 1) +5 - - £ (4)

skad wynike9 ze réwnanie (4) 1 réwnowazne mu réwna™

nie (3) przedstawiajg
2 2
1° elipse, gdy +i- - E >0
2 2
2° punkt ( - f , - J },gdy 3 * 0,7

O
3 nie przedstawiajg zadnego utworu rzeczywistego,

gdy 8- +8- - s<o.
Przyktad. Zbada¢, czy réwnanie
25x*~ + 9y2 - 50x - 54y - 119 * O

przedstav/ia elipse.
Dane rownanie przeksztatcamy nastepujaco:

25(x2 -2x+1)+9(y2-6y+9)-119-25-81-0,

x/ tylko punkt (- ® - j ) spetlnia rownanie (4)
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25U-D2 + 9(y-3)2 * 225,

ix-1)2 + ilzUL. * i.
9 25

Z ostatniej postaci rownania wynika, ze dane rowna-
nie przedstawia elipse o srodku S (1,3), ktérej osi
2a a 5 i 2b = 10 sg rownolegte do osi uktadu.

Ogniska elipsy znajduja sie na wielkiej osi elipsy,

rownolegtej do osi y»

2. Réwnanie osiowe hiperboli®
Rownaniem osiowym hiperboli (str.247), ktorej

Srodek S znajduje sie w poczagtku uktadu, oS rzeczy-

wista 2a lezy na osi x, a 0$ urojona 2b na osi vy,
jest rbwnanie
: 2 2
V-fe
Jezeli Srodek S hiperboli ma wspoétrzedne (p,q) i
osi hiperboli sg rébwnolegte do osi ukiadu Oxy, to
rownanie hiperboli ma postac
IHrE i - * 1 ()
s
Réwnanie (5) wyprowadza sie przesuwajgc rownolegle

uktad Ozy do punktu SCp.q). P°a°bnle Jsk

Przeksztatcajac rownanie hiperboli w postaci (5),

otrzymamy 2 2 2 2 2.2 ,,n
b2x2-a2y2-2b2px ¢ 2B2qy * b P ' aq - ab -°

ktére po nowym oznaczeniu wspoétczynnikbw przyjmie

postac Ax2 - 3y2 + 2Cx + 2Dy + F » 0, (6)
gdzie A > 0, 3 >0 (
Odwrotnie, jezeli many dane rownanie postaci (6),

to mozemy je przeksztatci¢ nastepujgco:

C2\  -a-2 0Sy 4 P )+ P—— +9*0
~TOA

2 C
A(x2+2Jic + B
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AU ¢ f)2 - BCy-8)2 = £
2 2
Z tej za$ postaci wynika, ze jezeli g™ ~ - F>0S
to robwnanie przedstawia hiperbole, ktéorej 08 rzeczywis*
ta jest réwnolegta do osi x, gdy

g-—- J - F <0 hiperbole, ktérej 0o$ rzeczywista

jest rownolegta do osi y.

Jezeli D2 Cc2
Br— J-— F
ma postac

* 0, czyli gdy rozwazane réwnanie

Ax+ f)2 - a(y-8}12 = 0,
to mozemy je dalej przedstawi¢ w postaci

[Valx +]) -YsCy-g)] [Va(x+) +Y"3(y- §)] ~ 0,

skad wynika, ze rownaniu czynig zado$¢ punkty spet-
niajgce réwnanie

yi X+]) -V b C-8§) =0 (7)
lub

VI « + + (y-1) *o (8)
czyli rbwnanie przedstawia dwie proste (?) i (8),
Przyktady:

1. Majac ré6wnanie
9x2 - 16y2 - 36x - 32y - 124 m O
przeksztalcamy je nastepujaco:
9(x2 -4x+4)- 16(y2+2y+l) - 36 + 16 - 124 * O,
9C x- 2)2 - 16 (y + 1}2 * 144,

*3 * - . i

Z otrzymanej postaci rOGwnania wynika, ze przedsta-
wia hiperbole o $rodku S(2, -1), ktdérej osi sag
rownolegte do osi ukitadu, przy czym o$ rzeczywiste
2a * 8 jest rébwnolegta do osi x.

2. Majac rownanie
25x2 - 4y2 - 50x + 24y - 11 « O,
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mozemy je kolejno napisa¢ w nastepujgcych postaciach:

25(x2-2x+1)-4 (y 2-6y+9)*~ 25+36-11 - O,
25U-1)2 - 4(y - 3) " ©i

[5(x-1) -2(y-3)] [su-D + 2y~3J = O
Réwnanie dane spetniaja WieC punkty, ktore nalezg do
prostej

5(x - 1) - 2 (y - 3) " 0
oraz punkty prostej

5 xx-1) +2 (y - 3 ~0
Rownanie dane przedstawia wiec dwie? prostu,
Z postaci rownan tych prostych wynika, ze proste

przechodzg przez punkt (1,3)®

3. Rownanie wi erzchotkowe ~"srs”olr-
Réwnaniem wierzchotkowym paraboli (str,25" ,

ktorej wierzchotek znajduje sie w poczatku uktadu,

a oS paraboli pokrywa sie z °sig x, Jest rOwnanie
y2 = 2pX

Jezeli wierzchotek paraboli znajduje sie w poczat

ku uktadu, a o$ pokrywa sie z osig ysto Pa 0 7

okresla réwnanie
X2 = 2py .. £100
Wykazemy, ze réwnaniem paraboli, kuorej wierzchotek

W ma wspoétrzedne min, jesu réwnanie
Qy - n)2 =2p (X - m, ul/
gdy o$ paraboli j€St réwnolegta do OSI x, | rona™

nie (x- 0)2 =2p Cy.-»). C2)
gdy o$ paraboli jest rownolegte do os* 6

Klech bfdzle dena parabola o wierzchotku WOm
parametrze réwnym 2p i 031 rownolegtej o
(rys.143). Przesuwajac rowndi@gie ukiad, Oxy oo
punktu W(m,n), otrzymujemy ukiad W vy

Rownaniem paraboli w ukiadzie Wx>y Jes
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y ,2s 2pXxs
Korzystajgc
ze zwigzkow
X ® X* + m,
y *y» +n,
otrzymany
rownanie
(11).Poste-
pujac analo-
gicznie w przy-
padku, gdy
0$ paraboli

jest rbwnolegta do osi y, otrzymamy rownanie (12).
Rownanie paraboli w postaci

(y - mt- 2p (x - m
mozemy przeksztatci¢s uzyskujac
y2 -2ny + n2 * 2px - 2pm,
a dalej
? 2
y - 2px - 2ny + n .+ 2pm * O
lub wprowadzajac nowe oznaczenia wspotczynnikéw wy-
stepujacych w réwnaniu, otrzymamy rownanie paraboli
W postaci
y* + 2Cx + 22y + S * O» (15)
gdzie 2C - -2p jest rézne od zera.
Odwrotnie, majgc réwnanie

y2 + 2Gx + 2Dy + E - O
w ktorym C # 0 mozemy je kolejno przeksztatci¢ na-
stepujaco:

y2 + 2Dy + L2 + 2Cx + E - D2 = 0,

E )y —o

Qv r rRC

(y vi)2Ss -2C (x + )
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z tej zas$ postaci wynika, ze réwnanie przedstawia
parabole, ktérej 0o$ jest rownolegta do osi x.
Rozpatrujagc podobnie réwnanie

X2 + 2Cx + 2Dy + E ~ 0,
w ktorym D # 0 stwierdzimy, ze okre$la ono parabole
o0 osi rownolegtej do osi y*
Z rébwnaniem paraboli w tej postaci spotkaliSmy sie
w szkole Sredniej przy omawianiu funkcji kwadrato-
wej (trojmianu kwadratowego)

y s ax2 bx + C (14)
Jezeli tr6jmian kwadratowy przedstawimy w postaci

kanonicznej, to otrzymamy

y 38 [(x+1]j)2- :

a nastepnie
y « a (x +jrg) ~ Ta

lub a
(x +8M2s £ (y + Ta *»

skad wynika, ze réwnanie
y * ax2 + bx + ¢

przedstawia parabole o wierzchotku W (-
parametrze 2p = “ i osi rownolegtej do osi y»

Przyktady:

1* Kajac rownanie
y2 _ 8y + 6x + 28 = 0,

przeksztatcamy je nastepujgco:
y2a, gy + 16 + 6x + 28 - 16 " O,
(y - 4)2 + 6x + 12 - 0,

(y ~4)2 ———6 (x + 2)
Dane réwnanie wiec przedstawia parabole o wierz-
chotku W(-2,4)t parametrze 2p - -6 i osi rownole-

gtej do osi x, 0o zwrocie przeciwnym do zwrotu dodat-

niego osi X.
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2. Réwnanie
- 3x - 5y +1s0
mozemy napisa¢ w postaci
(x -1)2=50C +i),
skad wynika, ze réwnanie przedstawia parabole

o wierzchotku W , 0 osi rbwnolegtej do

osi y i skierowanej zgodnie z jej zwrotem dodatnim.

§ 18. POLOZENIE PROSTEJ WZGLEDEM KRZYWYCH STOZKOWYCH

1. Elipsa a prosta.
Majgc dang elipse
b2x2 + a2y2 = a2b2 (D)

oraz prostg 1, znajdziemy punkty przeciecia elipsy
z prosta 1.
1 . Niech prosta 1 bedzie okreslona rownaniem
y * mx + n, (2)
co znaczy, ze prosta 1 nie jest réwnolegta do
osi vy.

Punkty wspélne elipsy i prostej spetniajg jedno-
czesSnie rownania obu lin ii, ich wspoétrzedne otrzymamy
rozwigzujac uktad rownan

b2x2 + a2y2 * a2b21
y s mx + n J

Rozwigzujgc uktad, otrzymamy réwnanie
(a2m2 + b2)x2 + 2a2ianx + a2(n2 - b2) » 0,

ktore ze wzgledu na a2m2 + b2 4 0 jest réwnaniem
kwadratowym. Pierwiastki tego roOwnania sg odcietymi
punktéw przeciecia prostej z elipsg. Liczba pier-
wiastkObw réwnania, a przez to liczba punktéw prze-
ciecia prostej z elipsg zalezy od wyréznika

4* 4ad4m2n2-4a2(a2m2 + b2)Cn2-b2)=4a2b2(a2m2 + b2~n2)
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Zatem prosta (2) przecina elipse (D w dwoch punktach,
w jednym lub w zadnym punkcie zaleznie od tego, czy

wyrazenie

am?2 %6 - n
jest dodatnie, réwne zeru, czy ujemne.
Prosta 1 w przypadku* gdy a2-2* b2-n2 » 0, nazywamy
styczna do e |li P 3 5%
2°. Niech prosta 1 bedzie okreslona rownaniem
X * k,
co znaczy, ze dana prosta jest rownolegta do osi ¢«
Rozwigzujgc ukitad
b2x2 + a2y2 * a2b2

X * k

otrzymamy réwnanie kwadratowe
a2y2 - b2(a2** k2) **0,
ktérego liczba rozwigzan zalezy od wyrdznika

a2b2 Ca2 - k7)

Prosta wiec 1 ma z elipsat

1) 2 punkty wspdlne, gdy a2 "k2 > 0, czyli

gdy -a < Kk a
2) 1 punkt wspdliny, gdy a2 ~k2 * 0, czyli goy

Prosta 1 nie ma zadnego punktu wspdlnego z elipsa,
gdy a2 — k2 < 0, czyli gdy k <~ a lub k > e
W przypadku wiec 2° prosta 1 moze wzgledem elipsy zaj-

mowa¢ podobne potozenia jak w wypadku 1
Proste x = -a nazywamy stycznymi uo elipsy®

2. Hiperthoia a psosta.
Znajdziemy punkty przeciecia hlperboll

b2x - aV =ab

Z prostag 1.
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1 * Niech, prosta 1 bedzie okreslona rownaniem
y * mx
t.z,niech bedzie prostg przechodzgcg przez
Srodek danej hiperboli*

Rozwigzujgc uktad
h2x2 - a2/2 ~ a”b2

y * mx
otrzymamy rownanie
(b*" - a2m2) x2 * a2b2
Z postaci rownania wynika, ze

l/gdy bV n2> o0osozyli gdy - | <m«<|, to

rownanie posiada 2 r6ézne pierwiastki; prosta
wiec przechodzaca przez $rodek hiperboli prze-
cina ja w dwoch réznych punktach

2/gdy b -a2m2 < 0, czyli gdy m < - L\ lub m r> q»

to rOwnanie nie posiada pierwiastkéw w zakresie
liczb rzeczywistych, prosta wiec 1 nie ma z
hiperbolg zadnych punktéw wspoélinych,
g 22
5/gdy b”-e”nr » 0, czyli gdy m* + - lub m» - -
to robwnanie 0 .xc-» a”bfc jest sprzeczne w za-
kresie wszystkich liczb i wobec tego proste

J,+"xXiys-”"X nie maja z hiperbolg
zadnych punktéw wspdlinych,,

Rownanie y * mx nie obejmuje prostej przechodzacej
przez Srodek hiperboli i pokrywajgcej nie z osig y 9
czyli pidstej x ~ 0* Latwo sprawdzi¢# ze ta prosta
nie ma z hiperbolg punktbw wspoélnych*

Z rozwazan wiec wynika, ze wsrod prostych
przechodzacych przez Srodek hiperboli istnieja
tylko proste, store majg z hiperbolg 2 r6zne punkty
wspdlne lub nie majg zadnego punktu wspdlnego»
Prostych przechodzacych przez $Srodek hiperboli i
majgcych, z hiperbolg tylko jeden punkt wspdlny nie ma.
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Prosta y * mx ma z hiperbolg 2 punkty wspdélne,

jezeli jej wspoétczynnik kierunkowy m spetnia waru-
nek - =~ <m«< +
a

Prosta y ™ nut nie ms z hiperbola zadnych punktéow
wspolnych, jezeli jej wspotczynnik kierunkowy
spetnia warunek m g ub m + 5 e
Proste

y++ 3% Y*'  a (3)

rozdzielajg wszystkie proste przechodzace przez
Srodek hiperboli

na dwie klasy.

Do jednej klasy
nalezg proste,
ktére majg z hi-
perbolg 2 punkty
wspllne (rys*144)t
do drugiej proste,
ktore mie maja

z hiperbolg zad-
nych punktow
wspbélnych* Same

proste (3) naleza do drugiej klasy

Proste b
y * o+ 0 X] y3 * ax
nazywamy © sy m p t Q¢ 0 mi hiperhboli
2
X2
b

2°w Niech prosta 1 bedzie okreslona réwnaniem
y kmx + n

gdsie ntf O, t.zn. niech prosta 1 nie przechodzi

przez $rodek, hiperboli*
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Rozwigzujgc ukitad

b2x2-a2y2 * aV
1
y « mx + n J,
otrzymamy rownanie
(a2m2-b2)x2 + 2a2mnx + a2(n2+b2> « 0

o ) (4)

" * - B« to rébwnanie (4) Jest rOwnaniem stop-
nia Pierwszego i posiada zawsze jedno rozwijanie.

wlipolry P°Sleaa Z hipelb° It tylko Jeden punkt

Zatem prosta réwnolegta do jednej z asymptot
posiada z hiperbolg, jeden punkt wspdlny (rys.145).

2/ Jezeli

2 0 >

8 Ifit7b” O,czyli gdy
(i m ~ 5,to réwne-

nie (4) jest réwna"
niem kwadratowym
i liczba jego pier-
wiastkOw jest za-
lezna od wyrdznika i

% s & 145

A«4aW -4a2faV-b2)(n b ~AA An2-%2~ )

Zatem prosta y w mx + n nierbwnoleg>a do »,a °

z asymptot przecina hiperbolg w dwéch punktach"”
w Jednym lub w zadnym zaleznie od tero* ery '

a2 + b2 42,2
jest dodatnie, rbwne zeru, czy ujemne
Prosta y « mx + n, nier6wnolegta do

i spetniajacag warunek n2+b2«a2m?2 - A Z
styczna do t 1 p,n A

Nalezatoby Jeszcze ropatrzyé przypada;. gdy prosta 1
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jest robwnolegta do osi y t.zn.,gdy prosta 1 jest
okreslona réwnaniem x«k» tatwo stwierdzié, ze w
tym przypadku prosta 1 zaleznie od k zajmuje wzgle-
dem hiperboli podobne potozenia jak w przypadku 2)

W szczegélnos$ci, gdy x * -a lub x * to
prosta ma jeden punkt wspolny z hiperbolsg.

3. Parabola a prosta.

Znajdziemy punkty przeciecia paraboli

y = 2px
Z prosta 1

y 3m +n
Rozwigzujac uktad réwnan

y2=2px 1

= mx + n
y Js

otrzymujemy rownanie
m~ax® + 2(mn - p)x + n* * 0 (5)

1. Jezeli m= 0, czyli gdy prosta 1 jest rownole-

gta do osi paraboli, to réwnanie (5)» jako réwnanie

pierwszego stopnia, posiada jedno rozwigzanie.

Zatem prosta réwnolegta do-osi paraboli ma z para-

bolg tylko jeden punkt wsps$iny (rys.146).
2'0Jezeli m”™ 0, to
rownanie (5) jest réow-
naniem stopnia drugie-
go i liczba jego pier-
wiastkow zalezy od

wyréznika -

A* 4p (p-2mn)

Prosta nierownolegta
do osi paraboli prze-
cina parabole w dwoch
punktach, w jednym
lub w zadnym zaleznie

Rys. 146
od tego, czy
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P (p * 2mn)
jest dodatnie, réwne zeru lub ujemne, Prostg nie-
rownolegtag do osi paraboli, ktéra ms * parabolg

jeden punkt wspélny, nazywsmy sty c n o do
paraboli. H
Jezeli proste 1 jest rownolegta do osi 'y Czvli
gdy jest okres$lona réwnaniem x . k, to fcatwo* sie
przekonaé¢, ze zajmuje wtedy podobne potozenia

wzgledem'paraboli jak w przypadku 2°«, Prosta x . k
jest styczng do paraboli, gdy k ~ o,

do eii DRy.

Styczna do elipsy nazywamy prostg majacag z
eiipsa tylko jeden punkt wspdlny. '
Twierdzenie.

Jezeli, elipsa jest okreslona réwnaniem
2 2

] ] raleiy d° elips>- t0 rownaniem styoz-
nej GO elipsy w tya punkcie jest

XX
o y’ql
= K
‘a7 v KL (6)
Dowodd: 1/ Zaktadajgac, 4e y <tO w
nie jest zadnym z wierzchotkéw 0)°'(a°o0)
1 Z e | nle pro3tei (6> -<*m* o £ .
K3 _2
y o - — X v £
8 yo Y,
Dlo prostej tej spetniony jest w«™« 1
ao elipsy, o liczajac b o ~ ~ § pxoeoeox ]
mamy n « n otrzy-
b4 o2{"x2 + a2y2 _ a2b2}
a2. 4 S+ b2 c
y _____
a yo E;I'er
Poniewaz punkt (xO0,y) nalez do
b *0 *O0 Cyil

9 o 8B * 0
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2) Prosta (6) na podstawie 1) posiada z elipsa

tylko jeden punkt wspdlny* Tym punktem jest witas-

nie (x0,y0), bo punkt ten sprawdza jej roOwnanie.
Punkt (xQ,yo0) jest wiec punktem stycznoSci.

Jezeli punkt (x0>y Q) jest jednym z wierzchotkow
elipsy (-a,0J, ia9), to rownaniem stycznej do elipsy
w tym punkcie jest x * -a Ilub x * +a. Rdéwnania te
objete sg réwniez wzorem (6) dla xQ* -a, yQ « 0.

tatwo wykazaé przez px*zesuniecie réwnolegte
uktadu wspétrzednych, ze jezeli elips» jest okres-
lona réwnaniem
+ IXTM 2 «ib
a2 b2

to réwnaniem stycznej w punkcie (xQ0) jest

CxQp) (x-p) CyQ-q) Cy-q)
m..1' y r «

5® Roéwnanie stycznej do hiperboli.

Prostg nierbwnolegta do zadnej z asymptot i ma-
jaca z hiperbolg tylko jefien punkt wspdélny nazywa-
my styczng do hiperboli.

Twierdzenie.
Jezeli hiperbola jest okreslona réwnaniem

X2
7 -4
i punkt (x0,y03 nalezy do hiperboli, to réwnaniem

stycznej do hiperboli w tym punkcie jest

x 0x
» i
Il7 ‘l7
Lewad: Zaktadajgc ze purifeft nie jest zadnym
fc wierzchotkéw hiperboli (-a,0)B (a,0), wykazemy, ze
1/ prosta O) nie Jest rOwnolegts do zadnej z asymptot
hiperboli.
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Poniewaz y0 ~ 0, wiec mozemy roOwnanie prostej (7)
napisa¢ w postaci kierunkowej, otrzymujac

Wspadtczynnik kierunkowy prostej k1 *

b2 o jest rézny od -
4 J y si Istotnie, gdyby
B2 x
O .+ b
B3 o
to
b (b Xo
0O\® JO + e,
a dalej
b x
iTyT 2 1" ».
skad
- + ~V
yOH ” ® OJ
co znaczytoby, ze punkt lezy M 68ymptocle,

Bytoby to jednat sprzeczne z zatlozenie., punkt bo-

(ALK} N * k o ">°* -
czelsnflelonalezec do je | ssympto?U gdyz ta ®méedno

zadnych punktéw wspodlnych z hiperbolg.,

2/ prosta (7) speinia warunek stvcznn4n i

boli t.zn. n2 ¢ b2 - a2zm2 = 0. 1 d° hiper”
Istotnie
b4 ugd 2
k (fi*brMtary2 ~ k2y2>
b —a —— — K (URTRATYE T ieEs
yo V0 a™ 52 °>
0]

gdyz z zatozenia

bH =aVv * aZé
V punkt <x0,y0) jeat°punktem stycznos$ci.
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(x ,y ) jest punktem stycznosci, bo speinia rowna-
nie prostej (7).

Jezeli teraz z kolei zatozymy, ze punkt &O»y0) jest
jednym z wierzchotkéw hiperboli (-a,0), (a,0), to
rownanie (7) przyjmuje posta¢ X » —a lub x m +a.
Zgodnie z wynikami na str. 265 réwnania te przedsta-
wiajg styczne do hiperboli w jej wierzchotkach.

Jezeli hiperbola jest okredlona rownaniem
2 l, "2
X*=E|I - Sx=& - 1*
bl

to rownaniem stycznej w punkcie (x0,y0) jest

(x0-p)(x-p) (y0~-Q) (y-a)
1,
a
6. Roéwnanie stycznej do paraboli.
Prostg nierbwnolegta do osi paraboli i majaca

z parabolg tylko jeden punkt wspdélny nazywamy stycz-
ng do paraboli.
Twierdzenie: Jezeli parabola jest okres$lona réwna-
niem

y2 * 2px

i punkt (x0,y0) nalezy do paraboli, to rOGwnaniem
stycznej do paraboli w tym punkcie jest

yoy * p (x + xQ (8)

Dowéd: Jezeli yQ5* 0, czyli gdy punkt (x0,y0) nie
jest wierzchotkiem paraboli, to rbwnanie prostej (8)
mozemy przedstawi¢ w postaci kierunkowej, otrzymu-

pPX
Y * 32 x +

Prosta (8) nie jest rownolegta do osi paraboli,
jej bowiem wspotczynnik kierunkowy E™ jfesi rozny
od zera.



N Prosta (8) spetnia warunek stycznosci do paraboli
p - 2tm - 0® Obliczajgc bowiem warto$¢ p - 2mn, mamy:

- e = BD(y0 " gpxp)__ .
yo yo
gdyz
o “&Xo
P,osta (3) przechodzi przez punkt (x0.v ), punVtt
ten bowiem spetnia Jej réwnanie. °

Jezeli z kolei zalozymy, ze yQ- o, czyli ». punlct

xc,y ) jest wierzchotkiem paraboli (0,0), to réwna-
nie (3) przyjmie postac

P.dv,nenie to zgodnie z wynika aa str.266 ta,

wia styczng do paraboli w wierzchotku paraboli.

«Jezeli parabole jest okreslona réwnaniem

(y=n>£ . 2p (X .

to réwnaniem stycznej w pu,kole (x } Jest
(y® "~ (y'D) [<* - » + UO0- -i] - (9)
A ...STiczNYCH DO KHZWIOH STOZKOWYCH

1* MggnE£ifi_stffcgngl_do eiiDfiY.
a/Promienie w * o
elipsy. oo ' dZagoO0e Puoktu

Niech bedzie aana etipEa

b2*2 * a2y2 » aV
i niech punkt P O v )

ktow. ° °’yo) U?d2le J«*»» ~ Jej pun-
ktu Pg-—l*_o»«V T/vyzr\azlall?q65|SQC|wFZ>cr)rarlr$inl -dzacych pun-~
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Rys.147 msmy

r2-rY*~ | Vv
Dodajac i odejmujac ostatnie dwie réwnosci, uzyskuje-
ny
rz* a+ i xo>

Cc
a Xxo

a -
Stosunek w S 1 nazywamy mimosSSrodem
elipsy i oznaczamy przez e. Od warto$ci mi-
mosrodku zalezy ksztatt elipsy.
Promienie wodzace punktu elipsy mozemy tez

wyrazi¢ wzorami

a + e x r-j - a e X.

o!

b/ Wtasno$¢ styczne| do
elipsy.

Wykazemy, ze styczna do elipsy w punkcie
PO(x0»y0) jest dwusieczng kata miedzy jednym z pro-
mieni wodzacych tego punktu i przediuzeniem drugie-
go promienia.

Dowéd: Wystarczy wykazaé, ze (rys.148)

* «1 PO FL < «Z pO F2
Rownaniem ogdllnym stycznej do elipsy w punkcie

N0 Tt

b2xQx + a2yOy - s”™2 = 0,
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jej rébwnaniem normalnym

b**o0 x * “aVv
a 0,

b ~ + ay

0 oo

Obliczamy odlegtos$ci ognisk elipsy P1(c,0) i
?2(-¢c,0) od stycznej:

Ib \c - az2b2|

dl = az - L27%° .2*2\

V _r’].l [

/yb b¥X o + ady i
Stosunek tych odlegtosci wyraza sie nastepujaco:

h Ib2xoc-s2b2l . b2H K -H
d21 -b”~c-A 2! b2a| - |xo0-a]

8 - sxo . rl
a + ex

yl
& tréjkatach wiec

W o 1W o

/) boki fA i Fipo

| sg proporcjonalno
W a * / p i--—-- do bokoéw F2(;2iF 2po,

8 poniewaz nadto
katy lezgce na
przeciwko wiekszych
z tych bokow t.j.

Hys. 148 < 2?71?20 i

* F2<i2Po "akO Proste sg réwne, wobec tego
trojkagty F1QLPO i p a P
2 2 0o sag podobnet skad

* W I - N N pof2,
a poniewaz > 0_pp , >N o« _

' 2 02 % N J8ko wierzchotkowe,
zatem < '"ipoFi -1 agpOR.
Normalnag H a | i, punkcie {x

zywemy prostg prostopadtg do styconej w t°m punkoie.
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Normalna elipsy w punkcie (x0,y0) potowi kat miedzy
promieniami wodzgcymi tego punktu jest wiec (rys.148)

* i w = * w

Ta wtasno$¢ normalnej elipsy jest wnioskiem z po-
przedniego twierdzenia,

Z tej wlasnosci
normalnej elipsy na
podstawie prawa opty-
ki o réwnosci katow
padania i odbicia wy-
nika , ze promitnie
Swietlne wychodzgce
z jednego ogniska np,

(rys.143), po od-
biciu od elipsy jako

zwierciadta, przechodza przez drugie ognisko Fg*2

2. Wtasnos$ci stycznej do hiperboli.
a) Promienie wodzagce punktu

hiperboli.
Niech bedzie dana hiperbola

%2 . a3 2 . aA2

i niech punkt POCx0,yQ) bedzie dowolnym punktem
hiperboli.
Wykazemy, ze diugos$ci promieni wodzacych pun-

ktu POCx0,y0) wyrazajg sie wzorami

jezeli xQ> a, czyli gdy POCxQyo) nalezy do pra-
wej gatezi hiperboli i

rl = - 5 xo0 + a

rz= "1 xo0" a'

jezeli xQ< - a, czyli gdy POC*0,y0) nalezy do lewej
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gatezi hiperbo-
i

Niezaleznie od
tego na ktérej
gatezi lezy
punkJ Pg mamy

r2=>o+(V c¢)2>

2 0 0
rr yP (x0-c) >
skad

r3)* 4 ¢ xQ
Jezeli x0 > a, to
r-- = 2a
wobec czego
*
r2z +rx 2 %Xo
Rozwigzujgc ostatnie dwa réwnanio a i
“ - v - otr~ : Jakouktsd®
lR C
*2 a x0 + a-
r » -
S 2 %o By
Jezeli xQ* -a,, to
r2a -ri » - 2a.
wobec czego
r~~r 1= - 28
skad?2
2 a xo. " a)
r\ s ,0
1 5 x0 + a.

Stosunak ~ > 1 a7nD~, i
a °zZnaraamy przez e i hazywamy
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l'iaos$rodes hiperboli.

Promieni© wodnagce punktu hiperboli mozemy tez
wyrazi¢ wzorami:
gdy xQ> to

ri s exo“ a® r2 = e xQ+ a

gdy x< -a,to

x» - e x0 + a, r2* - exQ -e

lub tez wzorami ujmujacymi oba przypadKki

«*» - e | e 2 ' le*0 81 >
b/ WtasnoS$ci styczne|]j do hiperboli.

Wykazemy, ze stycz-
na do hiperboli po-
towi kat miedzy pro-
mianiami wodzacymi
punktu stycznos$ci®
» Dowdd podobnie jak
w przypadku stycz«
nej do elipsy.
Rownaniem normal-
nym stycznej do hix

perboli w punkcie
Rys. 151
Po < xo>yo)

jest
bV o a2b2
m 0.
4,2
V. b4x? ¢ »'"yg,
Odlegtosci ognisk hiperboli od stycznej wyrazajg sif
nastepujgco:

, _ | b”rC -«2h)21
» Al
1 V b**o +
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a stosunek

h . b2ailx°~al s lexo“ al _ n
2 ba!~txo'al lexo + a] r2
Wobec tego tréjkagty prostokatne F-P Q, i P_ P a
. i 0 X *2 oy
sa podobnej a stad
* W | s * *2*0*2

Wnioskiem z tego twierdzenia jest wtasnos¢ normalnej:
normalna hiperboli w punkcie (xotyQ potowi kat mie-

dzy jednym promieniem wodzgcycm tego punktu i prze-
diuzeniem drugiego«

2 wiasnosci nor-
malnej hiperboli
wynika wazna
wiasnos¢ dla opty-
ki hiperboli»

W szystkie pro-
mienie Swietl-
ne wychodzace
np, S ogniska
F1(rys«152)

po odbiciu od

zwierciadta hi-
Sys. 152

rozpraszajg sie tek, ze przediuzenia
tych przechodzg przez ognisko

perbolicznego
promieni odbi-3

3. Witasnos$¢ stycznej do [

Styczna do paraboli potowi kat promle_

niem wodzacym punktu stcznos$ci I prostopaditg spuszczo-
ng z tego punktu na kierownice (rys.153).

Bowdd: Klech parabole okres$la réwnanie

y2 ~ 2px,



wtedy rownanie®
kierownicy k jest

a ogniskiem F(js|»Q)
Trojkat F PON
jest trojkagtem
rownoramiennym.
Wykazemyf ze
etycsna w punkcie
Fg przechodzi
przez punkt M,
ktory jest Srode-

kiem podstawy

tréjkgto©
Rys. 153 F n.
Poniewaz F (|, 0), a N(- yQ) , wiec wspobtrzedne
punktu M jako $rodka odcinka FN sg réwne 0 i £o ,
Wspobirzedne punktu U (O, spetniajg réwnanie

stycznejw punkcie yQ

y"r = P Cx ¢ xQ),

wobec tego styczna przechodzi przez punkt M i
JMPOF *£M P QN.

Z wtasnosScig stycz-
nej do paraboli

w punkcie (x0,y0>
wigze sie naste-
pujac® wtasnosé
normalnej w tym
punkcie: normalna
paraboli w pun-
kcie (x0iy0) poto-
wi kat miedzy pro-
mieniem wodzgcym

Rys. 154 tego punktu a pro-
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sta przechodzacg przez ten punkt rownolegle do osi
parabiui. Jezeli wiec ognisko paraboli jest zrédiem
promieni Swietlnych (rys.I54)tto promienie te po

odbiciu od zwierciadta parabolicznego biegng réowno»
legie do osi paraboli.

§ 2Ch SREDNICE SPRZEZONE KRZYWYCH STOZKOWYCH

ie Srednjxo_sprzezone.elipsy,,
Niech bedzie dana elipsa

b2x2 > a2y2 s @bh2

(1)
°ra* PUnkt *o*xq# o) ~lezacy do elinsy.
Rj?}i}v.r‘i?ﬁ!(xé,r§8?|%\§s§“psy Pochodzagcej przez

y.« b x 2
O (2)
Auczymy miejsce geometryczne Srodkéw cieciw
rownolegtych do Srednicy (2),
W ',nanie°l Ct?0ol'fy rownolegtej do Srednicy (2) jest
i o) 0)

gazie t .jest parametrem zmiennym.

Chc.*c uzysksé wspotrzedne Srodka S cieciwy (?),
winniSmy wyznaczy6 wspétrzedne kohcow'cieciw,, roz-
wigzujac uktad réwnan;

bV Je e2y2 s 872,

Q
Otrzymujemy rownanie kwadratowe
(b” *AM > 2 * 2»2V o tx ¢ (tlb 2) w O.
Pierwiastki tego réwnania x i x sga odcietjrmi
teorieOw cieciwy xren* I | * A
T 4v2nfi { * Ppn|«w®* odcieta Srodka cieciwy
rowna sle x

» %a?c Ola jej znalezienia



- 279 -

mozemy skorzysta¢ ze wzoru dla sumy pierwiastkéw

rownania kwadratowego*

Otrzynujemy o

xl +x2 " * !

bV eyo

a poniewaz-

.22, 22 S 2b2

b *0 * 8 vo ’
wiec

2x0¥ot
*1 + x2 * 7 -

Oznaczajgc wspoOtrzedne Srodka S jako punktu nale-
zacego do szukanego miejsca geometrycznego przez
x i yf mamy

X » = Hi(’* (4)
Rzedng y « ll :Xz otrzymamy podstawiajgc uzyskane
x do réownania cieciwy (3). Wtedy
2
i t °
‘o | 7
czyli Xg
W - v (5)
Rowania (4) i (5) sa rOwnaniami parametrycznymi

szukanego miejsca geometrycznego.

Gdy parametr t Smienia sie, to punkt (x,y) porusza
sie tak, ze jest $rodkiem cieciw réwnolegtych do
danej Srednicy.

Rugujac t otrzymamy rOéwnanie zwyczajne miejsca
geometrycznego.

Otrzymujemy 7,

77

Z postaci tego réwnania wynika, ze szukahym miejscem
geometrycznym jest Srednica.

Zatem miejscem geometrycznym Srodkéw cieciw réwno-
legtych do Srednicy
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(6)

jest Srednica

C7
T U )

Poréwnujagc wspotczynniki kierunkowa obu Srednic
zauwazamy, ze wspotczynnik kierunkowy $rednicy
znaleziony (7) réowna sie iloczynowi czynnika

b** X0
“ N2 P~2ez y” pczyli przez odwrotno$¢ wspoh
czynnika kierunkowego S$rednicy danej (6)*
Wykazemy teraz, ze odwrotnie miejscem geometrycznym
srodkéw cieciw rownolegtych do Srednicy

bzX y
y s “ “2— x Jest y * i-2. X
® "0 Xo

Tworzymy wspoéitczynnik kierunkowy Srednicy, ktéra
jest m.g. Srodkbw cieciw rownolegtych do Srednicy

b2.
y S -
ay,
“ tym celu -7 P™e* odwrotnos¢ wspotczynni-

ka kierunkowego $rednicy danej, czyli przez

a'yo
* 717 x*
0 y
Otrzymujemy -£ i wobec tegc n-g# A

jest Srednica

v m iO ;

J x * c*n.oka*ac.
Bwle Srednice elipsy, z ktorych kazda potowi cieciwy
elipsy rownolegte do drugiej, nazywamy Srednicami
sSsprzezonymi e1ip,y. (rye> ™
Proste wiec (6) 1 (7) twérz, pare Srednic sprze-
zonych. Ich réownania mozemy tez M (>W , postaci.

V ~ »0* * 0. (a)

isi* & 0.
I* | oo » (9)
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Osie elipsy
sg tez Sre-
dnicami sprze-

zonymi.
tatwo wy-
kazac¢, ze

styczne w
koncach Sre-
dnicy elipsy
sg réwnolegte
do Srednicy
z nig sprze-
zonej .

Rys. 155

2. Srednice sprzezone hiperboli.
Niech bedzie dana hiperbola

b2x2 - a2y2 =“a—8’ 2

oraz punkt PO(xO0»y0) nalezacy do hiperboli. Postepu-
jemy podobnie jak w przypadku elipsy. Réwnaniem Sredni-
cy przechodzgcej przez punkt £0(x0ty0) jest

y ¥ 0y (10

Réwnaianiem cieciwy rownolegtej do tej Srednicy jest
y X +t (1m
Dla znalezienia wspoétrzednych koncow cieciwy nalezy

rozwigzac¢ ukitad réwnan

b2x2 - a2y2 « a2b2,

y * tr- x +t
0

Rozwigzujgc, otrzymamy réwnanie kwadratowe
(b2x2 - a2y2) x2 - 2a2xQyQx - a2x2(t2 + b2) * O

ktorego pierwiastki i x2 sg odcietymi koncow



cieciwy.( Szczeg6towe rachunki przeprowadzi Czytelnik).
Jezeli wspotrzedne Srodka cieciwy oznaczymy przez

(x,y),to korzystajgc ze wzoru na sume pierwiastkow row-
nania kwadratowego, mamy

x| +x2 i2V o t Vo

- ~T~ t! (12)
b xoa y,o

Podstawiajgc wartos¢ na x do rOwnania cieciwy (11),
otrzymamy

yr»2 Vol 2
0 X_ +tr o <A> 1) t *°
bd 7"
czyli
| - (13)
Rownania (12) i (13) przedstawiaj parametrycznie

miejsce geometryczne $rodkéw cieciw rownolegtych
do Srednicy y * X.

X0
Rugujgc z tych réwnan parametr t, mamy

b2 x

B'(I2 yQ g (14)

jako rownanie zwyczajne azukanego miejsca geometrycz-
nego. Z postaci tego réwnania widzimy, ze miejscem

geometrycznym Srodkéw cieciw réwnolegtych do Sredni-
cy jest druga Srednica*

Poréwnujgc wspdtczynniki kierunkowe obu Srednic widzi-

my, ze wspoOtczynnik kierunkowy $rednicy znalezione]j

(14) réwna sie iloczynowi czynnika A Przez A

czyli przez odwrotnosé wspoéiczynnika”kierunkowego
Srednicy danej.

Jezeli teraz jako dang przyjmiemy Srednice
y = higo
a y.

to oniewaz
p 2 2



wiec miejsceai geometrycznym Srodkéw cieciw rownole-
gtych do Srednicy 9

bV Yy
y m  --e-eee- — X jest Srednica y * —2—X.

8 y0 X°
Dwie Srednice hiperboli, z ktéorych kazda potowi
cieciwy rownolegte do drugiej, nazywamy $ r e d n i -
cami sSsprzezonym.i (rys, 156).
Srednice wiec (10) i (14) sa ze sobg sprzezone.
Osie hiperboli - rzeczywista i urojona tworzg tez

pare Srednic sprzezonych.

Wilasnosci Srednic sprzezonych hiperboli.
1/ Jezeli jedna Srednica jest rzeczywista, to

Srednica Z nig sprzezona jest urojona i odwrotnie.
Wiemy juz (str.262), ze jezeli prosta y ~ mx prze—
cina hiperbole, to gi jezeli prosta
hiperboli nie przecina, to m” - g lub m~ ¢
Przy zatozeniu, ze punkt PQU 0»y0) jest punktem
hiperboli, Srednica . _ 0 . .

y < ~; X jest rzeczywista

(przecina hiperbole) i wobec tego

b < fj

a” X a *

jezeli nadto zatozymy, ze punkt PO(xQ,y0) lezy
w | ¢wiartce ukiadu wspdlirzednych, to

0 < 5/0 g

stad wynika
o ™ a

57 > E

Mnozac strony tej nierbwnosci przez —A  mamy
a

o

bY o . b

£ *o M ®
i wobec tego Srednica o wspdiczynniku kierunkowym
N
QT %(1?* nie przecina hiperboli. Taki wtasnie wspédt-

a "o
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\

czynnik kierunkowy posiada $rednica sprzezona z pro-

N

X* jcsk zatem Srednicg urojongx«

Do tych samych wynikdw dojdziemy, jezeli punkt

Po”~x 0»y 0) w innej ¢wiartce uktadu wspot-
rzednych lub na osiach ukiadu. Podobnie tez przebiega
dowdd twierdzenia, ze Srednicg sprzezony ze Srednicg
urojong jest Srednica rzeczywista hiperboli.

2/ Styczne hiperboli poprowadzone w punktach

koncowych $redni-
Cy rzeczywistej
sg réwnolegte
do Srednicy z
nig sprzecznej.
Istotnie, jezeli
Srednica
y = Yo X
przechodzi przez
punkt PO(xQ,y0)
nalezgcy do hi-
perboli, to row-
naniem Srednicy
Rys. 156 Z nig sprzezo-
nej jest

Réwnanie to mozemy napisa¢ w postaci

b2*0x ~ a2yQy * O
lub

X OX y Oy
. " s © (155

Rownaniem stycznej do hiperboli, w punkcie Pn(x0,y0)
jest
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(16)
b
Z postaci rownali (15) i (16) wynika, ze proste, ktére
one przedstawiaja, sa do siebie réwnolegte.
5. Srednice paraboli.
Niech bedzie dana parabola
y2 = 2pxX
x/

oraz prosta przecinajgca parabole w dwoch punktach
y = mx
Wyznaczymy miejsce geometryczne Srodkéw cieciw réwno-
legtych do danej cieciwy y * mx.
Rownaniem cieciwy réwnolegtej do danej cieciwy jest

y * mx ¢ t.

Rozwigzujgc uktad réownan:

y 3 mx +t 1 5

otrzymujemy réwnanie kwadratowe

m2x2 + 2 (mt - p) x +t2 30
ktorego pierwiastki x* i x2 sg odcietymi konhcow
cieciwy.
Oznaczajac wspoéirzedne $Srodka cieciwy przez (x,y),
otrzymujemy z réwnania kwadratowego

wartos¢ zas y otrzymamy z réwnania cieciwy, jezeli
za x podstawimy uzyskang warto$¢ odcietej Srodka
cieciwy.

n+T»>7.viTm 1om v

nie szukane miejsce geometryczne.

x/ jezeli prosta przecina parabole w dwéch punktach,
to mjt 0
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postaci tych réwnan, w szczegé6lnosci z postaci vy
wynika, ze rzedne punktéw nalezgcych do miejsca geo-
metrycznego nie zalezg od parametru t, czyli ze
wszystkie srodki cieciw do siebie rownolegtych ma-
ja te same rzedne. Wobec tego miejscem geometrycz-
nym Ssrodkéw cieciw réwnolegtych do cieciwy y = nx
jest prosta rownolegta do osi paraboli,,
Jej réwnaniem zwyczajnym jest rOwnanie

Prostg te nazywamy Srednicg paraboli sprzezona z
kierunkiem m,
Cieciwa y = nx nie obejmowata cieciwy réwno-
legtej do osi, t.j. cieciwy okres$lonej réwnaniem
x =1
GdybySmy i ten przypadek rozpatrzyli, to okazatoby

sie, ze Srednica sprzezonag z kierunkiem okreSlonym
prostg x = 1 jest oS paraboli.

Tak wiec cieci-
wom réwnolegtym
paraboli odpowia-
da jedna Sredni-
ca sprzezona z ich
kierunkiem i od-
wrotnie kazdej
prostej réwnole-
gtej dc 03i para-
boli odpowiada
jeden kierunek
z nig sprzezony
- jest on kierun-
kiem cieciw réwno-
legtych, ktérych

Hys. 157 6rodki lezg na tej

prostej (rys. 157).
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§ 21. BIEGUNOWE | KIEROWNICE STOZKOWYCH

1. Biegunowa wzgledem elipsy.
Niech bedzie dana elipsa

K(x,y) B b2x2 + a2y2 - a2b2 *= O x/ (1)

oraz prosta przechodzaca przez punkty A (x-*,y*) i

A, Cx2,y2) i przecinajaca elipse w dwoch punktach

B.i 3» (rys* 158). Znajdziemy warunek, jaki winien
spetnia¢ punkt
A’ (x2,y2),by
para punktéw
B,B’ rozdziela-
ta harmonicz-
nie pare A,A*
Prostg przecho-
dzacg przez
punkty A i a~
okreSlamy roéwna-

niami parame-

trycznymi
X, + AX? yx + A y2
X = — .S =
i+ A ' i+ A

i wyznaczamy punkty przeciecia prostej z dang elipsa.
Wtym celu rozwigzujemy uktad rownan prostej i elipsy,

(x\ \ XA ) 2 *a(_T?)Z\#O

lub po wykonaniu dziatan i uporzadkowaniu

otrzymujgc

x/ Symbolem K(x,y) oznaczamy tr6jmian b x +ay -a b
jako funkcje zmiennych x i y; warto$¢ wiec tego
tro6jmianu dla x - x iy =y , czyli

b + ay* " a oznaczymy symbolem KCx0,y0).



- 288 -

(b<'*2 A2+2("2* 1x2+a2y iy2. a2b2 )M th2x2 +

* - a2b2 * o

lub krotko, jezeli uzyjemy symbolu. K{x,v)

K(x2,y2) A2+2(b\x2W ~iy2-a2b2) A + K(x, .y~ = 0.

O punktach A i A' zatébzmy, ze zaden z nich nie le-
zy w Srodku elipsy.(Dlaczego i). Prosta . ,,

z zatozenia elipse w dwéch punktach B i B>, uzyskane

wiec rownanie kwadratowe ze W28|$8u no 2 posiada dwa
rozne plerW|astk|

ab. *
Al B, s AB

By jednak pars punktéw 3.B* rozdzielata hermonicz-
nie pare punktow AfA3 nalezy punkt A9 (Xo,y ) tak

obraé¢, by \j_ ; A2 = -1, czyli tak by A i A byiy
liczbami przeciwnymi. ROwnanie kwadratowe ktérLo
wyrdoznik jest decetni, posiads ji»ko ?

s aas jako plerW|astk| icz-

.y Pr ciwne tylko wtedy, gdy wspotczynnik Przy
niewiadomej w pierwszej potedze rowna si» z, U
Arozwazanym wiec przypadku nalezy Xg t ,a * n

b2Xj_ x2 + agyly?2 V- o

Ir 11T rA *JeZeU P'mkt ** U2A7> obierzemy he

bZX'X + &oyn
] YUY aon2
(2)

Prosty (2), ktorej rébwnenie mozemy tez n*ni *
staci opisac¢ w po“

X-.X
an tr (3)

nazywamy b ie gunowy punktu z
dem elipsy (1). a punkt Ableg”" *
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Gdy prosta, przechodzgca przez punkt A, obraca sie
dookota tego punktu i przecina elipse w dwdch punk-
tach B i B', to czwarty punkt A’, tak dobrany, by pa-
ra AA* rozdzielata harmonicznie pare B B*, porusza
sie po biegunowej punktu A.

Z postaci (5) rownania biegunowej punktu A(x”",y")
wzgledem elipsy wynika,, ze jezeli punkt A nalezy

do elipsy, to biegunowg tego punktu jest styczna,

a biegunem punkt stycznosci.

Biegunowa punktu A(x1l,yl) lezgcego poza elipsa
przechodzi przez punkty stycznos$ci stycznych, po-
prowadzonych z tego punktu do elipsy (rys.158).
Istotnie, niech (xQ,y0) bedzie punktem stycznos$ci
jednej ze stycznych poprowadzonych z punktu A(x1,y-"),
wtedy rownaniem stycznej w punkcie (xQ,y0) jest

X&
ro tyv =1
ale styczna ta przechodzi przez punkt Afoc-"y*) s
wiec jest
X OX | . AVARN o,
—d '

a to znaczy, ze punkt (x ,yQ) sprawdza roOwnanie
X Xn

a
czyli lezy na biegunowej.

2. Biegunowa wzgledem hiperboli.
Jezeli dana jest hiperbola

K(x,y) S b2x2 - a2y2 - aV =0 (4)

oraz prosta przechodzaca przez punkty A(x1,yl) i
A’ MXx2»y 2™ 1 P1*2605-1®.]**0® hiperbole w dwdch punktach
Bi B', to miejscem geometrycznym punktow A*, roz-
dzielajgcych z punktem A(x1l,yl) harmonicznie pare



B, B*j jest prosta

x| x y Xy
©)

Prostg (5) nazywamy biegunowa punktu A(x, y ! wzeie-

dem hiperboli i jeb rownani® r+_, 1 g.
°Wnanie otrzymujemy, postepujac
w podobny sposéb jak w przypadku elipsy

Biegunowa punktu wzglgdem hiperboli posiada te same
witasnos$ci, co biegunowa punktu wzglgdem e liPSy,

5* ilgjg”owa wzgledem paraboli
Niech bedzie dana pai*abola

K Syt-2pxao (6)
oraz prosta przechodzgca przez punkty A(x Vv )
A-U " yji i przecinajgca parabol, w ¢Meh”~unUach
Bi B ustepulemy podobnie W W PAwypadku er?lpsy.

Pposta AA’ mozemy okresli¢c rownaniami
* kg2
“ -yl * A y2
1+ * ’ i +A
Rozwigzujgc ukitad réwnan prostej i Par8boll> otr2y_
mujemy réwnania kwadratowe

A* -

K(*2'*2> A<t + 2[>i*2-p(v*p ] At K Ui>yi) . 0>

ktore posiada pierwiastki A i 3

rURek Xx - A2 -1 tylko wjfedy § ySpe’rnlance wa-

Nin2 " P (XX + x2) * o,

czyli gd unkt A* (v,, v ~lo.
yioay p \(/x2’?y2 lezy na prostej

yly ~ p 'x] + x). (7)

dem elipsy i1 hiperboli. ' * N »«w» «"Hi-
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4. Kierownice krzywych stozkowych.

Kierownica stozkowe|] na-
zywamy biegunowg ogniska stozkowej.

Rownanie kierownicy paraboli.
Jezeli dana jest parabola

e SZ* 2P ,

to wspoltrzedne ogniska F sa réwne “"»0» wobec tego
rownaniem biegunowej punktu F, czyli kierownicy pa-
raboli jest

X S

Z prostg ta, jako kierownicg, spotkaliSmy sie juz przy
wyprowadzaniu réwnania paraboli (str.250).

Rownani© kierownic elipsy i hiperbolie
Jezeli dana jest
2 z 2 2
elipsa = 1 lub- hiperbola * 1
SscC b a“ o]

to ogniska znajdujg sie w punktach F,(c,0) i F9
C~c,0)
Podstawiajgc do réwnania
XX-, XX,
1 lub - i =1
W miejsce (x-j "y-) wspoétrzedne F1 ox*az F”, otrzyma
my

a
X = X - -

9 W przypadku elipsy © > c, wiec -O > 1, a dalej
—> a, wobec tego kierownice elipsy [ (rys.179)
lezg zewnatrz elipsy.
W przypadku hiperboli jest

a <0, wiec | < 1 i o~~~ < &,

wobec tego kierownice hiperboli i k2 (rys. 160)
przecinajg 0$ X mied - wierzchotkami hiperboli.
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Wykazemy,, ze

miejscem geome-
trycznym punk™ A
tow, ktérych
stosunek odleg”
loSci od state™
go punktu (zwa-
nego ogniskiem)
do odlegtosci
od statej pros-
tej (zwanej kie-
rownicag) jest
staty i réwny s,

jest krzywa stozkowa przy czym, gdy e < 1, krzywag

jest elipsg, gdy e > 1 - hiperbola, e m 1 - parabola.

1/ Niech punkt

bedsie
punktem elipsy (rys.

159), - jego
rzutem na kierowni-
*e8 k-Ln, M%n

na kierownice kz»
wtedy

Hys. 160

[» il a~ ex

|m 2]

a poniewaz (str.271)

ri s a- €X_ 4 rz*
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wiec
r, i *2
_—i— * e i —=-—. " e, gdzie e s “ <1»
[P K j l« 21

2/ Jezeli P(x0,yQ) jest punktem hiperboli, MI1i M2

jego rzutami na kierownice k™ i k2 hiperboli, to
- a2
*0 — , gdy xr> a,
PM,
— - x0>8<3y x0 4 S
2
czyli |« ! ] * 1xo* f* | ='"JIldg— 4L ;
_ /f)‘{oiiu . gdy x0> as
B i2J =
| - A _X8_>>gdyx04-a,
czyli
2 }e X0 + B}
tpts21 * | zOt f-1 wm=J-
a poniewaz (str, 273)
r, =|lexQ- al] i rz - jexQ+ aj
wiec
r, To «
— = e | - — * e, gdzie e » ~>1
i« il la U
3/ Jezeli punkt P(x0,yQ) nalezy do paraboli i M jest

jego rzutem na kierownice k, to
(PMJ s r i wobec tego * 1

Odwrotnie, jezeli punkt P(x,y) spetnia warunek

L iit =8 * 1,
iM il

to poniewaz

JF§P) * y Cx-c)2 *y2 8 |PMiS * 1% ~  *



wiec

x €Ncex+te yN » CX+cC

a dalej

(a'--c* )x2?2+aV = a2(a2-c2).
Otrzymane za$ rOwnanie przedstawia elipse giy
a>c, czyli e < U hiperbole, aoglsa < c, czyli
8"M1 «

Bo tego samego wyniku dojdziemy, gdy rozpatrzymy
warunek w
| £2p |

lat?! oL

Jezeii punkt P(x,y) speinia warunek

JP Pi

FPM f e L
to Wtedy IIPI w j» i, a to oznacza, ze punkt F jest
punktem paraboli, zgodnie , okresSleniem na str.250.

a ROWNANIA WIERZCHOLKOWE STOZKOM»

U S*"«™bJi°tk°w e Jerzywei

Jezeli dany jest ukiad Oxy oraz k=axd .toiko -
wa ktorey wierzchotek znajduje Ae . poc” tku ukis,
du i o089 na ktorej lezg ogniska (n-rn-s i,
paraboli) pokrywa sie , jedng , ost u

rownanie okresSlajgce krzyw, stozkowg w tym pottre!
mu wzgledem uktadu O*y nazywaj r * . A ,

’

wierzchotkowym stozkowej.

2w Rownanie ,wierzchotkowe paT.»hnn

Rownanie wierzchotkowe paraboli »
wyprowadzajgc réwnanie paraboli na str ¢ T
Rownaniem wierzchotkowym paraboli, wialaznos$-
ci od tego, czy jej oS pmkrywa sie z 03ig x
osig y, jest roOwnanie , 1 Zzy
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y2 - 2px,
lub
= 2py

3« RoOwnanie wierzchotkowe elipsy.
Jezeli w uktadzie Oxy dana jest elipsa o0 osiach

2a i 2b, ktérej wierzchotek znajduje sie w poczatku
uktadu, a ogniska
lezg na dodatniej
potosi x(rys<>162)
to Srodek elipsy S
ma wspobtrzedne (a,0K
Réwnanie tej elipsy
mozemy napisaé¢ w
postaci

(1)
Rys* 162 skad otrzymujemy

(2)
, 2 £
Wyrazenie 2 -g nazywamy parametrem

elipsy i oznaczamy symbelem 2p,

Podobnie jak w przypadku paraboli, parametr elipsy wy-
raza diugos¢ cieciwy przechodzacej przez ognisko pro-
stopadle do osi elipsy.

Istotnie, podstawiajgc do réwnania (2) gdcieta ogniska
F2, czyli x * a - ¢, otrzymamy y * - ™ | Konice wiec
cieciwy AB majg wspoirzedne

h2 h2
A (a-c, - , B(a-c9 £-)

i wobec tego 2
|[ABj * 2 - 2p.

Uzywajac symbolu 2p, mozemy roOwnanie wierzchotkowe
elipsy (2) napisa¢ w postaci

y2 * 2px - | x2. (3)
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4. RoOwnanie wierzchotkowe hiperboli ,

Jezeli w uktadzie Oxy dana jest hiperbola jak
na rys.163 o osiach 2a i 2b, to Srodek S hiperboli ma

hiperboli ma geometrycznie to samo znaczenie 00 pa-
ramaetr paraboli i elipsy, t.zn. wyraza diugos¢ cieciwy

prostopadtej do osi hiperboli i przechodzgcej przez
jedno z jej ognisk.

OtrzymaliSmy nastepujace rdwnania wierzchotkowe
krzywych stozkowych:

y2 » 2px - £ x2 (elipsa)

2
y s 2px (parabola)

y2 s 2px + g x2 (hiperbola)

P°StaCi rOWnsn e liPsy - uiperooii wynika ze gc
p6étos a rosnie nieograniczenie przy.statym p to
krzywe te zblizajg sie do paraboli, bowiem w(edy B

dazy do zera a przez to w rdwneniach tych krzywych*
wyraz | x dazy do zere.
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§ 23. ROWNANIA STOZKOWYCH WE WSPOLRZEDNYCH
BIEGUNOWYCH.1

1. Rownanie elipsy.
Niech bedzie dana elipsa

b2x2 + a2y2 * e2b2

Jako biegun ukiadu biegunowego przyjmujemy jedno

Rys. 165

z ognisk,jako o$
biegunowg - 0S$ X,
nadajgc jej zwrot
od ogniska ku kie-
rownicy tego ognis-
ka.Jako biegun obie-
ramy np. F-~CcjO),
wtedy o0$ biegunowa
pokrywa sie z osiag
X 1 jest z nia zgod-
skiis* nie skierowa-
na. (rys.3.65) .Przesu-

wamy ukiad Oxy
rownolegte do punk-



tu Fr Otrzymujemy uktad F*-y’'. Poniewaz punkt O
w tym uktadzie ma wspotrzedne (-c,0), wiec réwnanie
elipsy w nowm uktadzie ma postac
(x3 mcV
no o

Miedzy wspotrzednymi punktu U\y>) w ukteizie F x.y.
a wspotrzednymi biegunowymi r, <ftego punktu w ukta-
dzie biegunowym zachodzg zwigzKi

S ¢ cos sin <
punktow wiec elipsy mamy zwigzek
(r cos ¢ me)l r2 sin2 4P
a -1,

skad otrzymujemy réwnanie elipsy

r-le ~irr f thW f ) +2b2, 0QSy N

=0 (1)
Réwnanie to jest postaci F( r w 0. Sprowadzimy je
do postaci r “ f (<),
Poniewaz
2 mz
e’s + b* cos2 <f yt o,
ad/'le * 1 COS f nle moS4 jednoczes$nie rownac sie

zeru, wiec réwnanie (1) jest ze wzgledu na r réwna-
niem stopnia drugiego.

Obliczamy pierwiastki tego réwnania:

& = 4bVooa2 <f Hb4Ca2sin2 +,,2C0S2 N > .
— Al 2e > (2 G F=>>. A/,

rS~ "~ CxCOSMLt§)
a sin2”~+bacos2 <p’
r**s » ¢ (c cos 0 +

8 sin @ +b2C0s2«i 5
Poniewaz ¢ < as wiec tym bardziej |c cos6PUa
wobec tego u - c cos eQ i . + 0 coa

stad r* > 0? ar»* < 0. I >

~57? - M,
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Zgodnie z okres$leniem wspoéirzednych biegunowych pun-
ktu, promien wodzacy r punktu jest nieujemny, zatem
rownanie

_ b”"Ca - c¢ cos )

a2sin2 (f + b2cos2f

okresla dana elipse w przyjetym uktadzie wspotrze-
dnych biegunowych»
Réwnanie to przeksztatcamy dalej nastepujaco:

r a ,b,,z,lfa'f cos <$)Z..__2 ‘PTIarT- rc~(io~s 1
a* Cl~cos"C|5 J+b”cosdt> ©"(a % )coslcg
b
% HALE-~7+F COS 1 a
a —cC cos. a + c cos < 1+ | cos

Otrzymujemy wiec jako rOownanie elipsy

Vs , gdzie e < 1 (2)
1+e cos
2« Roéwnanie hiperboli.
Majgc dang hiperbole
bz”’%l— - a%y%t n azbz,

obieramy ognisko F-1CGc”O) jako biegun, a jako o0$ bie-
gunowg prosta pokrywajacg sie z o0sig x, nadajgc je]j
zwrot od ogniska do kierownicy nalezgcej do tego
ogniska, czyli zwrot przeciwny do zwrotu 0Si X
(rys. 166)* Dalej postepujemy podobnie jak przy wypro-
wadzeniu rownani© elipsy« Przesuwajac uktad Qxy réowno-
legle do ogniska FIf otrzymujemy uktad F_ x'y». Wtym
uktadzie Srodek danej hiperboli ma wspotrzedne(-c,0) ,
a robwnanie hiperboli ma posta¢

(x> + e) « 1

Korzystajac ze zwigzkow miedzy wspébirzednymi prosto-

katnymi x,,y> i biegunowymi r, ~ tego samego punktu
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X» ~ - r cos fx/sy* Sr sin »
otrzymamy réwnanie

..(-P cos + cl2 r2sin2 O
az2 "1<

ktére jest spetnione tylko przez wspéirzedne biegunowe
punktow hiperboli®

r2 (b2 cos2 ¢ «a2sin2 <f )~2b2c r cos g +b4 **S s 0 (5)
1/ Jezeli
b cos2 - a2 sin2 ep fi

czyii gdy
tg<n/ i,

rownanie (3) jest rownaniem stopnia drugiego ze
wzgledu na r. °

x/ Zwigzek x*= r cos 9> zachodzi w przypadku, gdy
03 x i 0$ hiegunowa sa zgodnie skierowane;

jezeli os x | 0$ biegunowa majg zwroty przeciw
ne, to x9* -r &bs p eci®

xx/ b2(c2 - a2} - bt
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Celem obliczenia jego pierwiastk6w wyznaczymy naj-

pierw wyréznik réwnania:

4 *4bdc2cos2 (f -4b4d(b2cos2 cg -a2sin2 ) »

o] 2 2 .
**4h [(c2 -b2) cos @ + a sin <2 = 4a2b4
Wobec tego

b*c coa -ab2 S b2(e cos tp - a)
b cos cg-a sin (b +a ) cos
2 b
b2 (e cos -a) l
T .0> 9" —2 _ .
C cos -a"l C cos JP+& COS g+ 1
Cfcyli
, gdzie e > 1, (4)
e cos ¢p +1
podobnie otrzymamy
B*f 5 - E---—---- —
7 " & cos a -1 (5)
Rowmanie (4) okresSla gataz hiperboli, lezgcg po
stronie dodatniej pétosi x, rownanie (5) - gataz

hiperboli po stronie ujemnej po6tosi x.
2/ Jezeli
b2cos2 Jg a2sin2C * O»

czyli gdy
to promien wodzgcy r jest rownolegty do jednej
z asyraptot. Rdéwnanie (3) jest wtedy stopnia pier-
wszego i dla <f spetniajgacego warunek tg <f* - | ~ s
co rébwnoznaczne jest z warunkiem cos (= - ~ 2 -

otrzymujemy

b2 a&s + b2 » i ¢
2c cosf 20 2
? N
t+ DB to oos2cg * - e
[+tgha» a'+hc
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¢icgOdnie z okresSleniem promienia wodzacego sens

ma tylko r j2 Os czyli r — Punkt o wspotrzednych
r “ 2 ™~ N~ *arc cos e okreSlony jest rowniez rowna*
niem (4)®

Zaleznos$¢ promieni wodzgacych r punktow hiperboli
od kata (g pokazuje rysQ 167*

Katom ~ z przedziatu <0,«,) odpowiadajag dwa promienie r'i r'
CaCjTr"OC)odpowiada jeden promien r*,
K7|'~°t»£+<&)nie odpowiada zaden promien
wodzacy.
W N N

"»*1' podpowiada jeden promieh r.

2Jt) odpowiadajg dwa promienie
r* i r»»,

3«RoOwnanie paraboli.
Niech bedzie dana parabola

7" s 2px
jBko biegun uktadu biegunowego przyjmujemy ognisko
, jako 0$ biegunowa prosta pokrywajgcag sie

z 0sig x' nadajac zwrot ogniska do kierownicy
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paraboli (rys.168).
Po przesunieciu réw-
nolegtym uktadu

Oxy do ogniska
F(]>0) otrzymamy
uktad F x’'y*.
Wierzchotek parabo-
i w nowym uktadzie
ma wspotrzedne

(- 1j]0) t wobec te-
go rownaniem danej
paraboli w tym ukta-

dzie jest
9ys. 168
y»2 a 2p (x* + |[)
Jezeli skorzystamy ze zwigzkéw
» - I COS i Yy® *» r sin ,
to otrzymamy réwnanie
p @) T
rsin ® 2p(~r cos +ip,

ktore jest spetnione przez wspoéirzedne biegunowe
punktow danej paraboli.

Po przeksztatlceniu réwnania otrzymamy
r2sin2 (E + 2pr cos 9p- p2 = 0 (6)

1/ Jezeli & 0, to rownanie (6) jest rownaniem kwa-
dratowym.
Z rOwnania otrzymujemy

r> = -2PCOS 9 +2p.. = _i?(IrC05 y - IB------- > 0
2 sin2 9 l-cos2@ 1+cos (P

r-- -2P cos S _ 2------ < o0
2 sin”cp 1l-cos

2/ Jezeli (f* O, to réwnanie (6) jest stopnia pierw-
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ssego i

I «

Punkt 0), jak tatwo sprawdzi¢, objety jest
rowniez wzorem wyrazajacym r*.

Zatem réwnaniem paraboli w uktadzie wspédtrze-
dnych biegunowych jest
l+cos (7)

Zestawiaja« rownania krzywych stozkowych w ukta-
dzie wspédtrzednych biegunowych otrzymujemy:

r s - i
1+e cos e<l elip sa
£ z P N
l1+e cos& ! ¢ ”™ 1- hiperbola (gataz
* hiperboli)
r -
1+ cos < ' piir8bola,

Roéwnania wiec krzywych stozkowych w uktadzie biegu-
nowym majg te samg postac

r a —
1 + e cos

ktéra w zaleznos$ci od e przedstawia

1/ elipse 9gdy 0 < e <1,
2/ parabole, gdy e =1
3/ hiperbole,gdy e >1,.

§ 24« ROWNANIA PARAMETRYCZNE STOZKOWYCH

N N ;N

b stQzk” y ~ uktadzie bisowym . A

rbwnania parametryczne.

Wyprowadzajgc rownania krzywych stozkowych w

uktadzie wspétrzednych biegunowych otrzymaliSmy réw-
nania w postaci

r*f ((f),
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t.zn. wyraziliSmy promien wodzacy r jako funkcje
amplitudy ~*

Niech uktad prostpkatny Cxy i uktad biegunowy
tak beda dobrane, ze miedzy wspoOtrzednymi punktu
(x,y) w uktadzie prostokgtnym i wspétrzednymi (r,”)
w uktadzie biegunowym zachodzg zwigzki

X *r cos ts , y *r sin @

Jezeli robwnanie
r =f (f)
jest robwnaniem krzywej w przyjetym uktadzie biegu-

nowym, to mozemy napisac

x - f ) cos , y *f ("~ ) sin Qp
lub krotko

x =F (®)r y*G(">)
gdzie F(Cf) i G(<9>) oznaczajg funkcje amplitudy *

Przyjmujac amplitude Cfjako par*ametr i ktadgc
(j = t, otrzymujemy réwnania parametryczne krzywej

x * F(t), y * G(1)
Wréwnaniach tych parametr t jest amplitudg, moze-
my jednak wyprowadzi¢ inne rownania parametryczne
krzywych, nadajgc parametrowi inny sens geometryczny#

2. ROwnania parametryczne elipsy.
Jezeli dana jest elipsa
2 2

a b

to dla kazdego punktu (x,y) nalezgacego do elipsy jest

lal k 1 1 HIk:

i wobec tego utamki g i ~ mozemy uwazaé za co-
sinus i sinus pewnego kats o mierze t z przedziatu
<0, 2Jt), czyli

X = acost, y * b sint.
Dla kazdego wiec punktu pO(x0,y0)t nalezgcego do
elipsy mozemy wyznaczy¢ taka wartos¢ t0, ze

Xx@ a cos t0, y@b sin tQ



»-.awrotme, dla Kazdego
t0 z przedziatu <0,2 % )
punkt o wspoOtrzednych
(a cos't , b sin t0)
nalezy do elipsy, bo
spetnia jej rownanie.
Zatem réwnania

X* a(OSt (2)
y s b sin t
sg parametrycznymi réw-
naniami elipsy.
Ryso 169 Znajdziemy sens geome-

tryczny parametru t.
Majagc elipse (1), zakresimy dookota Srodka elipsy

dwa okregi wspoétsrodkowe o promieniach réwnych po6t-
osiom elipsy a i b <rys.l69K OKkregi te nazywamy
odpowiednio okregiem wpisanym i opisanym na elipsie.

Niech promien QA®a
okregu opisanego
tworzy z osig X
kat t i niech pro-
mieh ten przecina
©kragg wpisany w
punkcie B.Przez
punkt A prowadzi-
my rownolegtg do
osi y, przez punkt
B prostg réwnole-
gta do osi x.
Punkt przeciecia
sie tych prostych

Bys. 170 oznaczamy przez. P.

Z4 sposobu konstrukcji punktu P wynika, 4e jego odcie-
ta rowna sie odcietej punktu A, czyli
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x * QA* “ a cos t,

sa$ rzedna réwna sie rzednej punktu B$ czyli

3r" B*B » b sin t
Wspotrzednymi wiec punktu P sg a cost, b sin t,
punkt zas o takich wspétrzednych nalezy do elipsy.
Kat t odpowiadajgcy punktowi elipsy o wspéitrzednych
a cost, b sin t nazywamy anomaliag tego
punktu elipsy® Parametr t wystepujgcy w réwnaniach
parametrycznych elipsy (2) jest anomalig punktu e li-
psSy.
O statnie rozwazania nsprowadzajg nas na sposéb kon-
strukcji punktow elipsy przy pomocy okregow, wpisa-
nego i opisanego.
Sposob konstrukcji pokazuje (rys»170)®

3® RoOwnania parametryczne hiperboli.
Majac danag hiperbole

2 2
g - s 1, (3)
£i D

mozemy jej rownanie napisa¢ w postaci
2 2

+n _h

Majac nastepnie na uwadze relacje

1 + tg2t = —V - |
cos t
mozemy utamki ~ i ~ uwaza¢ za tangens i odwrotnos$¢

cosinusa pewnego kagta o mierze t, czyli“-

% = 1 I = s rr
lub
x “ éos~t» y * htg t
Kazdemu wiec punktowi P(x,y) hiperboli mozemy przy-

porzagdkowaé¢ miare kata t w ten sposdb, ze

X * —&— ,y * b tg t. ' (4)
cos t
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Odwrotnie, kazdej licz-*
bie tQ z przedziatu
<0, 2% }vroznej od

N& 1 1(|;<I'* mozemy przy-»

pisa¢ punkt s btg t(

Punkt ten jest punktem
hiperboli (3), sprawdza
bowiem jej réwnanie,
Zatem rownania (4) sa

parametrycznymi réwna-

Sens geometryczny parametru t ? wystepujagcego w

rownaniach (4) , znajdziemy wykonujac nastepujaca kon-
strukcje:

okota $rodka
hiperboli O
dwa okregi

wspotsrodko-
we 0 promie-
niach rownyc]
potosiom hi-

perboli a i

b (rys»171)®

\»pi=\nb\ ] ]
\htPi\-\Ni B1\ Ze wspoélne
\Nt pt\=\Nt at\ go érodka

obu okregow
prowadzimy

poiprostg 1
jej kat z osig x oznaczamy przez t> s punkt7praTCie

cia sie z okregami przez Ai B. \Bpunktach A i B wy
stawiamy styczne do okregow i ich punkty przeciecia
sie o0sig Xx oznaczamy odpowiednio przez M i N,

Rys® 172
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ZAOMA mamy

_a

>

cos t

azAONB
iNB} * b tg t

Jezeli wiec w ukjadzie Oxy wyznaczymy punkt P, kto-
rego wspotrzedne sg robwne x » |[CM| , y =j NBj , to
punkt P jest punktem hiperboli. Opisanej konstrukcji
mozemy uzy¢ do wyznaczenia dowolnej liczby punktow

hiperboli (rys. 172).

4. Roéwnania parametryczne paraboli.
Jezeli dana jest parabola

y2 = 2px}
to kladgc

otrzymamy A
X =— ,y =t (5)
2p
Z postaci tych réwnan wynikaj ze kazdemu punktowi
P(x,y) paraboli mozemy przyporzadkowaé¢ w sposoéb
jednoznaczny taka wartos¢ parametru t, ze

X = 2p~ * y 1
Odwrotnie, jezeli t jest dowolng liczbg z przedzia-
tu nieogranicznego (- o0, + 0©), to punkt

t2
>tQ jest punktem paraboli, jego bowiem wspot-

rzedne speiniajg rownanie paraboli.

Zatem rownania (5) przedstawiaja parametrycznie para-
bole. Interpretacja geometryczna parametru t jest
oczywista, pgrametr t jest rzedng punktu paraboli.
Ze zwigzku t 2px wynika, ze rzedna punktu pa-
raboli jest Srednig geometryczng miedzy parametrem
2p a odcieta tego punktu. Z wtlasnos$ci tej mozemy ko-
rzysta¢ przy konstrukcji dowolnej liczby punktéw pa-
raboli. Na ujemnej po6tosi x odkreslamy odcinek AO,



diugosci réwnej
parametrowi para-
boli 2p, a na do-
datniej po6tosi X
odcinek OP® dowol-
nej dtugosci
(rys.173)«

Na odcinku A F ,
jako na Srednicy,
zataczamy pot-
okrgg i punkt
przeciecia sig
pétokregu z osig

y o0znaczamy przez
PR® . Mamy

[O0p,i 2 =2p ! OP"|
Punicty P’ i P” «4 wiec rzutani punktu P paraboli na
osi uktadu. Prowadzac przez punkty P® i p>> rownole-

gte do osi uktadu, otrzymamy w przecieciu sie prostych
punkt Pe
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ROZDZIAGL \%

LINIE STOPNIA DRUGIEGO
§ 25. LII\IIIE STOPNIA DRUGIEGO

1. Rownanie lin ii stopnie drugiego.

Linie stopnia drugiego nazywamy linie okreslo-
ng réwnaniem stopnia drugiego o dwoéch zmiennych x iy
postaci

Ax2*Bfcy + Cy2 + Dx + Ay + F * O» (1)

gdzie nie wszystkie wspoétczynniki w wyrazach sto-
pnia drugiego sa jednoczesnie réwne zeru*

Wroznych podrecznikach réznie oznacza sie wspoéiczyn-
niki wystepujgce w réwnaniu (1)* Tak np. réwnaniu
drugiego stopnia dwdch zmiennych nadaje sie czesto
postac

ax2 +e 2.bxy cy2 + 2dx + 2ey + f - O (2)

lub

al | x<'>a22"+2a12xM +2el3 x"2s23y*a3'3" ° (3)
o L S
Ostatnia posta¢ szczegOlnie jest dogodna, jezeli
przy badaniu tego réwnania postugujemy sie wyznacz-
nikami *
W naszych dalszych rozwazaniach postuzymy sie wias-
nie tg postacia.
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Na podstawie znanych juz rownan okregu* elipsy
hiperboli i paraboli mozemy powiedzie¢* ze linie te
sg liniami stopnia drugiego, ich bowiem réwnania sg
niezupetnymi réwnaniami postaci (1). Powstaje jednak
pytanie, czy istnieja jeszcze inne linie stopnia dru-
giego, Nie trudno jest na to pytanie odpowiedziec¢*
Jezeli np,, wezZmiemy réwnanie stopnia drugiego*

Uxx + Bxy + Cl> CA2x + + C2> * 0, (4)

to rownaniu temu czynig zados¢ tylko wspoditrzedne
punktéw* ktére naleza do prostych

Axx + 3™ + Cx « 0

A2x + + C2 ® o.

Rownanie zatem (4> przedstawia te proste« RdOwnania
wiec postaci (4) okresl© dwie proste przecinajgce
sie lub réwnolegte jako linie stopnia drugiego.

Rownanie stopnia drugiego moze okresla¢ tez
jedna prosta jak np.

(AX + Qy + C)2 » 0 (5)
W takim przypadku bedziemy mowiili doktadniej* ze ,(gy-
nenie przedstawia dwie proste pokrywajgce sie Ilub

prostag podwdjna.

Rownanie stopnia drugiego moze przedstawiac
punkt jak np»réwnanie

ktoremu czyni zados$¢ tylko punkt (0 Q),

Pewnym réwnaniom stopnie drugiego nie odpowiada
zadna figura rzeczywista, jak npe rGwnaniom

+ * -1.
hi”
W tych przypadkach bedziemy moéwili, ze rébwnanie przed-

stawia utwdOr urojony i to zaleznie od postaci réwna-
nia okrag urojony lub elipse urojong.
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Wykazemy, ze rOéwnanie (3) przedstawia zawsze
jeden z nastepujgacych utworéw;

1. utwOr urojony, 2,punkt, 3»dwie proste,

4. elipse, (w szpzegdlnym przypadku okrag), 5»hiper”
bole, 6.parabole*

Okaze sie, ze rodzaj utworu okreslonego rowna»
niem (3) jest zalezny od znaku dwoch wyznacznikéw
symetrycznych

all* al2f al3
" all» al2 W S21* a22* A3

a2l a22
e31® a32f a33

gdzie s aki*

Wyznaczniki te nazywamy odpowiednio matym i wiel-
kim wyréznikiem réwnania (3)»

2, Dyskusja rownania jednorodnego stopnia drugiego»
Réwnaniem jednorodnym stopnia drugiego nazywamy
rownanie

S11 x2 + 2al2Xy + a22y2 S °s (6)

w ktorym nie wszystkie wspoiczynniki an » ai2 9a22
rowne zeru. RoOwnanie to jest szczegdlnym przypadkiem
rownania ogolnego (3), w ktéorym a”~ 3 a£3 3 s 0.
Wykazemy, ze rOwnanie (6) przedstawia

1° dwie proste przecinajgce sie, gdy w< 0,
2° jedna prosta (dwie proste pokrywajgce sie),
gdy w = 0,

3° punkt, gdy w > 0.
Dowadd:

1/ Niech bedzie a-Q # 0, wtedy uwazajgc lewg
strone réwnania (6) za tréjmian kwadratowy o zmiennej
X, mozemy ja przedstawi¢ w postaci kanonicznej » ,

x/ ax2 + bx + ¢ = aE(x +
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t.zrw w postaci

» TA ~ V « u |+5*y)2- 1~ - n n~ 22]
4 811 J

Rownanie wiec (6) mozemy napisa¢ w postaci

-=jhl
fin 2
1 Gdy w < 0Sto lewa strona jest r6znica kwadratow

i daje sie roztozy¢ na dwa czynniki rzeczywiste:

CT)

Rownanie to jest speinione przez wspoirzedne punktéw
nalezacych do prostych

(. el2+ V-~
o1 Y 2©
¥+ *12 )
&n y °

Roéwnanie zatem (6) okres$la w tym przypadku dwie pro-
ste przecinajgce sie*

2 Gdy w* 0Sto lewa strona réwnania (7) jest kwadra-
tem dwumianu® Mamy wdéwczas

Rownanie to spetniaja punkty prostej

< aip
Y SO

adwimy, ze réwnanie (6) okresla dwie proste pokrywa-
jace sie lub tez prostg podwdjna.
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37" Gdy w > O, rownanie (7) jest spetnione tylko
przez punkt {07)» Lewag strone réwnania mozemy
roztozy¢ na czynniki zespolone i wobec tego moéwimy,
ze réwnanie (6) w tym przypadku okres$la punkt lub
dwie proste'urojone przecinajgce sie w punkcie
rzeczywistym (G,0).

2/ Jezeli 822 T Ot to uwazajagc lewag strone rowna-

nis (6) za tré6jmian kwadratowy wzgledem y, otrzymamy

12 -v/

492 ) 2 -

*22

Postepujac dalej jak w przypadku 1/ otrzymamy wyniki
zgodne z twierdzeniem.

3/ Jezeli 8H50-822*0» ale a-j*C, to w* - e”, < O«
W tym przypadku rownanie (6) ms postac
2 a-jxy * 0,
Réwnanie to spetnione jest przez punkty, ktére nale-
za do prostych
x - 0,
y =0
Réwnanie wiec (6) w tym przypadku przedstawia dwie
proste przecinajagce sie, co zgodne jest z wygto-
szonym twierdzeniem.
Przyktady:
1. Dla rownania
21x"+xy-10y2 - O

maty wyrdoznik

*=*11%22-42" -210- \ " * A < °>

rownanie wiec okres$la dv.de proste przecinajgce
sie. Rozwiazujgc rownanie wzgledem x,, otrzyma-
my

-y+29y
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Réwnanie dane mozemy teraz napisa¢ w postaci

(x +7y)(x -] vy)- o,

wynika, ze prostymi okreslonymi tym réwnaniem
sg proste

X + N y * O,
X - %y =0.
2» Obliczajgc wyr6znik w dla rownania
X2 - 2xy+5y2 = 0,
Otrzymujemy
w-5-4 =1>Q

Zatem réwnanie przedstawia punkt (0,0) lub wyra-

zajgc sie inaczej, dwie proste urojone, przecina-
jace sie w tym punkcie.

Przedstawiajgc lewg strone rownania w postaci
kanonicznej, otrzymamy

i X - y)2 + 4y2 s o,
a dalej

(x-y-2iy)(x-y+2iy) s o
lub

£X " (1+21) y] fx - (I*™2i) yj a Oo
Prostymi urojonymi sa wiec proste

x “ U+2i)y a 0,

x - (1"2i)y « Oe
3. dyskusja rownania lin U stopni.
Wykazemy, ze rOéwnanie

ai | x2+a22y 2422123 + 2a15x42a23y+e53.s 0 3

przedstawia w przypadku, gdy
1/ W O linie stozkowg wtasciwg i to
przy w 0 - elipse,
w* 0 - parabole,
w < 0 - hiperbole,
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2/ W* Olinie stozkowg niewtasciwg i. to
przy w > 0

dwie proste urojona,

¢ ws O- dwie proste rownolegte lub pro-
, stag podwodjna,

» w < 0 - dwie proste rzeczywiste przeci-
najace sie.

Dowéd twierdzenia przeprowadzimy najpierw w prost-
szym przypadku, gdy a2 ~ 0, a nastepnie przy zatoze-
niu a™ & 0.

1/ Niech al2. 3 °* wtedy rownanie lin ii stop«
nia drugiego ma postac

en x2 + a22y2 + 2alr2 a2 ~ * Q, (8)

a wyrozniki réwnanie sg réwne:

SU , o
* % | * *11 *22*
0, az22
all> 0 » al3
2 2
0Ot a22* s23 = aH (a22a33~a23" ~s22al3 *

al3» e23’ a33

S all a22 a33 " S11S23 “ a22el>
al Jezeli 0, czyli gdy a-,j # 0 i
s'2n t0 réwnanie (8) mozemy przedsta-

wi¢ w postaci

H I:)t2 & ‘I’U)‘I"))(ﬁg a ji

M ﬁM%rSw . Ag:zwa* .
1 22 33
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a dalej
Sn %I f* a, (y* 122\ 2»
> eug L \ a2z J an | ®ip
lub
f x+
any X+ so px 1212, . 8

«22 |/

Jezeli uktad Oscy przesuniemy rownolegle do punktu
®23 \ _ :
ot ( ~ej";* rownanie (8) w uktadzie

G8y s przyjmie postac

sU xs2 * a22 s ~5 (9)

£&/ Gdy Wi 0 réwnanie (9) [przedstama:
elipse 5jezeli [ sg jednako-
wych znakéw9 czyli gdy w > O;
hiperbole, jezeli au i a22 sg przeciw-
nych znakéw, czyli gdy w < O.
(V Gdy w * 0, rownanie (93 staje sie rownaniem
jednorodnym i przedstawia

dwie prosta rz @cssywiste przecinajgce sie, gdy w< 0
dwie proste urojone, gdy w > 0.

b/ Jazeli w* °» t0 «u“o0 lub a22* o. Zatézmy,
ie au *0, a a2** 0. H tym przypadku réownanie

(8) Ny napisaC w postaci

2*13»-55* 4 n U «

przy fizym 1 « - a22&|5
% Gdy *y*0, to al5f* o i r6wnanie (10) mozemy na-

3/ elipsa jest rzeczywista, gdy au W< 0, urojona,
gdy axi W> 0.
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pisa¢ w postaci

a2y (y + oy 2 (*+ - sEyA 13 )

lub

284, f, « 222833823
(y + 22 2a22 a13

Jezeli ukiad wspodirzednych przesuniemy réwnolegle

do punktu
0S a22a33"a23 - 123 \
2a22 ®13 ®22 [
to rownanie (8) Vv uktadzie 0’x’y* przyjmie postac
2
»2 = 313
22

i przedstawia paraboleo

p/Gdy | * 0, to a,, s 0 i réownanie (10) mozemy

napisa¢ w postaci
2 2

e22s33 "a23
>e
5 a

22

Réwnanie to przedstawia:.

2
gdy a92a33“623 ~ 0 - dwie proste réwnolegte,

az2a33“®23 = 0 “ jednag prostg podwdjna,

2
H a22e33”7a23 > 0 - dwie proste urojone,
Do analogicznych wynikébw dojdziemy réwniez w przypadku,
gdy a-Q # 0, a &2Z = 0O*

11/ Rozpatrzymy = kolei przypadek, fg<1y ajenos
Przez obrot ukiadu Oxy o odpowiednio dobrany kat

2 - **22 23
e22a33" a23
e a23 a33 *
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przypadek ten mozemy sprowadzi¢ do przypadku 1/
Miedzy wspoOtrzednymi punktu (x%) w uktadzie

Qxy a wspoOtrzednymi (x»y’)tego samego punktu

w uktadzie O x*y* zachodzg zwigzKi

X = x> cos et- y» sin

y * Xx» sin ot +y’ cose&

Podstawiajac do rownania (3) za x i y wyrazenia
okreslone wzorami (11) 9 otrzymamy réwnanie, ktoére
okredla linie stopnia drugiego w uktadzie 0 x sy ?*

Otrzymamy

alil(x'cos (X-y>sin <x)2 + a22(x>ain<* + y>cosai)2 +

+ 2al2(x'cosoc,-y»aino<.Hx’sinoc + y>coaOt) +

+ 2el1l3Cx»cos<*-y'slnoO + 2a2, (x>sin oc +y»cos «. j+87=0

lub po wykonaniu dziatali i uporzadkowaniu
all* "Z*ai ™~ 'Z+zH zx,y ' +2ai3xt*2aii/ '* *55 * o, (12)
gdzie

all *all CO0s2c,t + al2 sin 2 ot+ e22sin2«x #

aZ2 ~all sin ** “ ®12 sin 2o0c+ »22 CO0S"

al2 = 27a22"all® sin 2 cos 2 G&$
al3 -~-al3 cos 00+ a23 sin Ot,
»23 ~»23 nos Ot.—a"3 sin OC2

a33 “ a33*
Wykazemy, ze wyr6zniki w> 1 W réwnania (i2) rodme

sg wyroznikO,n w 1 * réwnania (5), czyli wyrazane sie
inaczej: wyrézniki rownania lin ii stopnia drugiego
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sg niezmiennikami obrotu uktadu wspéirzednych.
Istotnie, poniewaz

cos oG, - sino&

sin 2, cosoC \
wiec mazemy napisac

lall* a1 COS 0oC S sin C&

8125 sin > | Ccos o€

Mnozgc wiersze pierwszego wyznacznik©® przez kolumny

drugiego wyznacznika otrzymamy

all cos + a]?s-n o* » -a-iisin ‘tai2 003
£12cos 04 + a22siai # 9 -al2ein c* *©22 eos o0i

a dalej piszac znowu

ellcos ™ +ai2sia ™ »"alisin +al2cosetf

al2COS  +a22sn 3 ai2 s~-nCii® *a22c08°k s, ' SO %

. : : _ X/
I mnozac teraz, kolumny pierwszego wyznacznika przez

kolumny drugiego, otrzymamy

x/ lloczyn dwoéch wyznacznikbw tego samego stopnia
otrzymamy, mnozac wiersze'jednego przez wiersze
drugiego,albo kolumny jednego przez kolumny dru-
giego ,albo kolumny jednego przez wiersze drugie-
go,lloczyn wyznacznik6w trzeciego stopni© uzys-
kany przez mnozenie wierszy jednego przez wier-
sze drugiego ilustruje wzbér:

al | »al2 sal3 fcll® bi2 9b13 1
a2l»a22*a23 ° b21»b22sb23
831.S329a33 b31sb32®b33 :

[1bll+al2bl2+al3bl13*all b21*al2b22+al3b23 »al | b31*
21bl | +a22b12+a23b13,a21b21+a22b22+®23b23,a21b 31+
31bl | +a32b12+a33b12»a31b21+a32b22''a33b23 vS31b 31+

+ al2b32+ 13 33
+ a22b22+a23733
+ a32b327a33b 33
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| al2cos2 «, +al2sin cx cos o&”" sin ot cos og. +a,,sin2<*,
["allsln » c°a« -»12«in2 0t *bl2cos2ot+2?sinoo cos et.

-adAdsin<*, cos K+a”“00s2«. -e*sin“+e”ainotcos <*

. 2
alsin * -al12sin “ moa <*-a”slIn oc.cos «.ts"cos2»

Elementy tego wyznscznika sa réwne odpowiednio elementom

Si=Hz> &2 \namaidaw>, czyli w *w'.

Podobnie, poniewaz

q
sin op t cosot, o =1
0
. o ? 0 11
saczerny napisac
. el l s al2» als COS ot J“« sin ot 8 0
¥ » :
aX28 s22* z03 @ lsinot 8 cos Ot | 0O
al3* a23* 433 o , o 1
* JO mn02enle wyznacznikéw jak po-

przednio otrzymamy, ze Ws Ws-

Stwierdziwszy nlezmlenniczos¢élyréznikow réwnania dane.
g. * iownania przeksztatlconego dobieramy kat obrotu ot
tak by a”™ - o, Utym celu wystarczy przyja¢ jako kat
Obro.a kat, ktéry jest rozwigzaniem réwnania

ta.. ~aU> sin . CK+.«”" c0os 2 .« =0
lub
<*g 2 « . ] 2
g p(;glz
Réwnanie

an x<+a22i”2al2” 2 a 13xt2a23y way. . 0 (14

po obrocie ukitadu wspoétrzednych o kat cc ktdrv ieat
pierwiastkiem roéwnania (lj) przyjmie pgs”* £ }

H1 x’'2t * «{,*> & aZby> * . 0> (1,

otyli przyjmie posta¢ rOwnania rozpatrzong juz w
przypadku X/, J
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Poniewaz wartosci wyréznikow w i W wskutek obrotu
uktadu nie ulegajg zmianie, wiec wyniki dyskusji -
uzyskane w wypadku 1/ sa aktualpe réwniez dla wy-
padku I1/*
Sprowadzenie réwnania (14) do pc”~taci (15) nazywa-
my sprowadzeniem réwnania (14) do kierunkow gtoéw-
nych. Osie symetrii lin ii stopnia drugiego po
obrocie o kat Q&sg rownolegte do ogi uktadu 0 x*ys.
Wyniki dyskusji rébwnania lin | stopnia drugiego
mozemy ujgaé w nastepujacej tabelis

- —1
W# O W>» 0
Stozkowa wtasciwa Stozkowa niewtasciwa
Elipsa Proste urojone,przecina-
w> 0 (rzeczywista lub jace sie w punkcie rze-
urojona) czywistym

Proste réownolegte lub
w- 0 Parabola pokrywajgce sie (rze-
czywiste lub urojone).

Proste rzeczywiste
w <0 Hiperbola przecinajgce sie.

4* Przyktady badania rownania lin ii stopnia li-go.
1. Zbadamy linie

8x2 + 17y2 - 12xy ¢ 72x - 104y + 202« O
W réwnaniu tys?

en“8, a*p-1?, a"ps-6 s®2"s36s &27s*a~2.9 a*"s202.

Obliczamy wyrozniki:

a , -6 , 36
* 100, WwW- -6 , 17 , -52 * - 1000.
36 ,-52 , 202

Wobec tego, ze W# 0 i w > 0, rédwnanie dane okres$I®
elipse.

Sprowadzamy réwnanie elipsy do kierunkéw gitownych.
Kat obrotu 09, otrzymamy z réwnania
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ctg 2ot* U -NM22%* —2 1] - 2
2el2 -1 4

mianowicie
20i « 53°85
a <m gj 26°34s

Réwnanie elipsy po obrocie uktadu o kat o* przyjmie po«
stac

ailx*2 * a2 27~ * 2si3 x* * 202%J9 + ab3 * o

Obliczymy wartosci wspdétczynnikow af{. , ud.
Wspodtczynniki te wyrazajg sie przez wspotczynniki
rownania danego en ,al2---—-- oraz przez wartosci sin 2«x,
cos 2 « ,sin<x i cosof i wobec tego najpierw obliczy«

my wartosci tych funkcji trygonometrycznych®
Jezeli

ctg 2 06 = | 5to tg 2o0t« | s
a poniewaz

tg 2 ot = - 4
i-tg 2J 5’

wiec z roOwnania
2tgoe. * 3 tgci -2*0
tg ot- "275 g 1

a dalej
sin 2 <X » 2 ifiJSL & 1 |
w i 1+ II
2
cos 20t = » l« j » 3
i~ 1+ T
1
zas$ réwnan
sin cl. 1
cos ot
i
2sin occos 0f p» 4
Otrzymamy
; 1
sin.ot* t cos Ot *& 2
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YYspotczynniki wiec aj*, al|2 itd. majg wartosci.:

2 2
ail * allcos ™~ * al2sin 2072+a22 sin PC® 5,

2 2
a22 * asin oc - a”2sin 2et+Sp2C0a “20,
al2 * °»
als5 * s13 cos 00 + *2" sin °" >

a23 = **23 cos 06" al3 sin cc~ "

33 = *33 202.

Zatem réwnanie lin ii stopnia drugiego w nowym
uktadzie wspoOtrzednych ma postac
5x»2 + 20y*2 + X* 280 y* +202-0
YT VT

Rownanie to przeksztatcamy dalej nastepujgco:

5 Ac,2+ X > + £20 Ays2- A |1 y*+  f =16+196-202,
+-i-r1 + 20 fy / 10,
(' YT i V2
4

(x'jfe ) + (» - T7?)
2

Z postaci tego réwnania wynika, ze w uktadzie 0 x*y9
przedstawia ono elipse o $Srodku

i osiach réwnych

2a = zY ™» 2b 2

y t*
rownolegtych do osi x* i y* (rys. 174).
2* Zbadamy linie o réwnaniu
8y2 + 6xy - 12x - 26y + 11 = O»
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W réwnaniu tyra

a22s8» al2*5* ax3““6? a23a~15*

% s* 174
Wyrdzniki robwnania Sa rowne;

0*3’
W * -9 <0, ws 3 g

-6 »13,

A v* wx*c rOwnanie przedstawia

»33s 11.

-6
-13
11

*81 AN

hiperbole. Sprowadzany réwnanie do kierunkéw gtow-

nych, obracajac uktad wspodtrzednych o kat ot , ktéry

wyznaczamy z réwnania

*

ctg 2 m * a Z~L
12
Mamy
2a*s 143°8S
71°34>
Poniewaz ctg 2ot « - to tg 205 »
a dalej

tg 2 <xs N "tffJX
-tg”os-

O
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skad
3tg"m? - 8 tg O0» - > * Oj
czyli
tg Ok » 3

wobec tego

sin 2 0tS ¢LJiaLiSk » |

I+ tg 2et
cos 2 €& 1 - ts¢<X 4
1 + tgoé, 5

Z uktadu zas$ rownan*.

2 sin Okcos oO&% * g

sin Ok
cos ok * 3

otrzymujemy

ainot« -ié=r » coa 04 * =,
VTo fio 1

Obliczamy a|~ f itd

2 p
ail Hi €958 '<% +>al2 sin 2 Qfe+ @22 sin 4H « 9,
a22 * Sl11 sin* " al2 sin * + a?2 cos’«||« -1
412 O,
a-?-* * &m* coa <s|+ a, .. SinésN** - JLL.
x" 15 23 Vio*
eb * *23 aos”™ * "3 sin «*** .

ab5 * a33 * U.
Rowanie wiec hiperboli w uktadzie O x*y* ma postad

IX»2 - y»2 - . y* + Hi 3 o.
YTd Vio

Réwnanie to przekaziatcamy dalc”-' nastepujaco;
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O statnia po-
sta¢ jest
rownaniem
osiowym hi-
perboli, kto-
rej Srodek
ma w ukta-
dzie 0 x*y*
wspoétrzedne

i ktérej osie
2a-28 2h®6
sg rownolegte

odpowiednio do osi x"' i (rys* 175) #

3® Zbadamy linie o réwnaniu

2 J 0
X" - Axy + 4y* + gy

Mamy:

3y - 7®0

au =i, a22=4, t~-2Z , 87r*2, a2l=-1],

x/ w uktadzie Qxy wspoirzedne punktu

S rowne sg 4 i 2
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Wobec tego, ze w* 0 i W# 0, rbwnanie dane przed-
stawia parabole.
Obracamy uktad Qxy o kgt os* uzyskany %rowna-
nia
Ctg 2oc« A p a , | .
612 4
Kat wiec obrotuocréwna sie w przyblizeniu 26°349*
Korzystajac z wynikOw poprzedniego przykitadu, mamy

sin. 2 » 3 'fls cos 2 ~ |i

sin €6 = cos Ot, a -i=1m
VT

Obliczamy wspotczynniki rGwnania lin ii w uktadzie
0 xty *:

2 ?
all * ali COS °** + al? sin 2 + e?2sin*°M s °f

2 2
S22 = sin 06 " s"2 sin 2°~* &22coa NG
sii * 0,
a,, = a,,cos c6+ a0, sin os * w7
15 3 é5 o y=>>
SZ3 = a23cosoi “ al3sin« s "y=|r >
a33 - 7.

Réwnanie paraboli w uktadzie 0 x*y? ma postac

5y*2 +-J- x* - O . 720,

y y? y t

Przeksztatcajgc je otrzymujemy
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Z ostatniej po-
stacis réwnania
odczytujemy, ze
wierzchotek A
paraboli w ukta-
dzie 0 x'y! ma
wspoétrzedne
8 1
\ 5 vV T
parametr parsbo-
11 2P *- 1
*
0$ parab(;/IiTjest
Rys* 176
rownolegte do chl

i posiada zwrot
przeciwny do zwrotu dodatniego osi x’ (rys» 176)»

Wierzchotek A w ukitadzie Qxy ma wspoOtrzedne x * 3,
y “* f co mozna sprawdzi¢ postugujagc sie zwigzkami

X » X*CO0S ofi. - y»Sin«, s
y X»sin + y’cos <X

40 Badamy linie o réwnaniu

2 o]
5X*»- 2xy + 3y* - 4x + 2Qy + 20 * O

Poniewaz
5, “1| | 5S «q1 g -2
w i *24 > 00 W« i -2, 5 10
~Is 51 1-2, 10 , 20

wiec dane réwnanie przedstawia dwie proste urojone
przecinajgce sie w punkcie rzeczywistym«

Sprowadzamy rownanie do kierunkéw gtéwnych.
Z réwnania

ctg 2 ot s 5=|- o0

Otrzymujemy 2 t%s 90° a eem 45°,
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a dalej
sin 28® s 19 cos 20< s O
sin e6- V2 cos 06 * tZ
Wobec tego wspdétczynniki rownania lin ii w uktadzie

0 x*y?» powstatym z ukitadu Qxy przez obtét o kat
<&® 45°s przyjmujg wartosci;

ajj » a,]Cos ot +a~sin ZOfc+”psin'm, »5*2 $ s °»
P P 3 i

a22 * s”sin -asin ¢o6t+a”00® +1*5* s 6,

ai2 - 0;

a33”al3C03 +38YSinOC *-»2 fi" +10

&2Maa2”c° 8 az-aN"sin * 10> Xr™—+ 22 -~ 6V"2A
»S &

a 33

Rownaniem lin ii w uktadzie 0 xy li jest

4« »E + 6y*2 + a V 22 x> + 12fT y* * 20 * 0.

Przeksztatcajgc to rO6wnanie otrzymujemy

4 (x*2 + 2\rZx3+ 2)+ 6 fy?2 + 21TTyV+ 2}“20-20
lub
2 (x9+VvV2)2+ 3 (yp.+tifS)2 a 0,

skad wynika, ze rOwnanie to przedstawia punkt o

wspoétrzednych x* * - Y"2* ys®H - yit*r .
Punkt ten w uktadzie Qxy ma wspéditrzedne:
X - X*cos ~y*sinf4 m - V M| +/AT! ® 0S
y * x*sin (& + y*eos<2|» - tfl?,,. -ifS ? . * .2

Chcagc uzyska¢ rownania prostych urojonych w uktadzie
0 x*y* nalezy lewg strone téwnanis lin ii w tym ukta
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dzie roztozy¢ na czynniki zespolone®

Do tych samych wynikéw dojdziemy drogag krétsza,
odpowiednio przeksztatcajgc rownanie lin ii.
Mianowicie, piszac réwnanie

5x2'-2xy+5y2-4x+20y+20-0

w postaci
2 2
5x - 2x(y + 2) + 5y * 2Qy - 20 = O,

mozemy lewa strone rownania uwaza¢ za tréjmian kwad-
ratowy o zmiennej X.

Przedstawiajgc lewg strone rownania w postaci kano-
niczenej otrzymamy

skad bezposrednio wynika, ze jest to rO6wnanie pun-
ktu 0, -2

5* Badamy linie
7x2 + 6xy - y2 +sx +12y +B* O

Poniewaz

7,3 7. 38 14
WS * .16 <00 %® g 4 5
3, -1 14, 6, 28

wiec réwnanie przedstawia dwie proste przecinajace
sie.

Celem uzyskania réwnan tych prostych mozemy dane
rownanie drogg obrotu uktadu sprowadzi¢ do kierun-

kéw gtéwnych lub tez postgpi¢ tak jak w ostatnim'
przyktadzie*

Piszgc rownanie
n

y —bxy - 12y —7x™ - 28x - 28 » o
w postaci p
y —6y(x+2) —7 (x2+4x+4) ® 07
mozemy lewg strone rownania traktowacé¢ jak” tréjmian
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kwadratowy o zmiennej y i przedstawi¢ w postaci
kanonicznej.
Otrzymuj emy

£y - 3 U +2)]2- 16 (x ™ 2)2 « 0,
skad _

£y - 3(x+2) -4(x+2)J [y -3(x*2)+4(r<-2)J « O
lub

(y - 7x - 14) (y + x + 2) » 0.

Zatem badane réwnanie stopnia drugiego przedstawia

proste >
y-7x-14%“ 0

y + x + « 0 *
6. Badamy linie
Ox2+12xy+4y2~24x - 16y + 3 3 0

Poniewaz
9 >6 9, 68§-12
=0 i W 61 4, -8
6 4 "12, »8, 3

wiec rownanie przedstawia dwie proste réownolegte*
Postepujac podobnie jak w przykiadzie 57? mozemy
rownanie lin ii sprowadzi¢ do postaci

rv + - N~ a0,

\
~~T )
skad otrzymamy jako rOéwnania prostych réwnolegtych

2y + 3x - 14 +yT?)* o,

2y + 3x - |[4 *yrr)= o.



ROZ-DZIAL Vi

PRZYKLADY POWIERZCHNI

§ 26. KULA

1* Rownanie kuli (afery)

Mdéwigc o kuli mamy ne myS$li kule jako powierz-
chnie. Kula jako powierzchnia jest miejscem geome-

trycznym punktow, ktéorych odlegtosci od punktu state-
go, zwanego Srodkiem Kkuli, sa réowne.

Wykazemy, ze réwnaniem kuli o srodku S(e,b,c)
i promieniu rownym r jest

(x-e)'- + (y-b)2 + (z-c)2 =mr2 (1)

Istotnie, jezeli punkt P(x,y,z) nalezy do kuli,

to
198 s r “ VA-*aP'+Cy--b)2+C2- A
skad
tx-a)k + (y—b)2 m(z-c)2 . r2
Jezeli punkt P(x,y,z) nie nalezy do kuli, to jego

odlegto$s¢ od punktu S jest wieksza lub mniejsza od
r, czyli wtedy

(x-a)2 i- (y-b)2 + Cz-0)2 > 0
lub
Cx-a)2 + (y—b)2 + (z-c)2 < O

Roéwnanie wiec (1) jest réwnaniem kuli.

Jezeli Srodek kuli znajduje sie w poczatku uktadu, to
rownanie (1) przyjmuje postact
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X2 +y2 + 22 - r2, (2)
Rozwijajgagc kwadraty w rownaniu (1) i oznaczajgc nowy-
mi symholsmi wspoétczynniki, wystepujgce w uzyskanej
postacit otrzymamy

2 2 2
X +y + 2z +2mx + 2ny * 2pz + g ~ 0 (3)

Odwrotnie, kazde réwnanie postaci (3) mozemy przeksztat-
ci¢ nastepujaco;

(xM2mx+m2) +(yi'+2ny+n2)+ (z2+2pz+p2) ®m2+n2+p2-q ,
a dalej
(x +m)2 +Cy+n)2+(z+p)2 * m2+n2+p2 - (¢
Z postaci tej wyniks, ze rOwnanie (3) przedstawia
1° kule o $rodku S(-m,-n,-p) i promieniu
r-*V m~+n*+p2~q, jezeli m2+n2+p2-q > O,
2° punkt (-m, -n, -p), jezeli m2+n2+p2-q =+ O,
3° kule urojona, jezelinr +n +p - gq < 0.

2. Plaszczyzna styczna do kuli.
Twierdzenie: Jezeli dana jest kuls

(x-a)2 +(y-b)2 +(z-c)2 * r2

i punkt PO(xoiy0»z0) nalesy do kuli, to rownaniem
ptaszczyzny stycznej do kuli w punkcie PO (x0»y0»z0)

jest

Cx-a) (xQa) +(y-b) (yQb) + Cz-c) (zQc) =r2 (4)
Dowod:

fitaszczyzna styczna do kuli w punkcie i>0Cx0,y0,z0)
przechodzi przez punkt PO i jest prostopadta do promie-

nia kuli?, taczgcego Srodek S z punktem PQ(rys.117)*
Sktadowe wektora SPQ sa rowne:

xo'a»iO*bh>V °
Roéwnanie wiec ptaszczyzny stycznej mozemy napisac¢ ja-
ko rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt

Po~rxo»”o>to® 1 Prostopadtej do wektora ~ 0O{* 0" a»y0~b »z0~c}
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Otrzymujemy

(xo-a)(x-x0)+(y0-b)Cy-y0)»(z -c)(z-z ) a O (5)

Rownanie to dopro-
wadzamy do postaci
i4) w nastepujacy
sposob:

Bo obu stron réwne-
nie(5) dodajemy
rz tym jednak,
ze do lewej strony

dodajemy r2 w posta-
Ci:

(xQ-a)2 + (y0O - b)2 * (

Zo “ c>2»

Otrzymujemy
(x0-a) U -x0)+(xQa)2 * (y0-b)(y-y ).+ (y _)2 +
+ (z -¢)(z-z ) + (z-c)
Itib
Cx0-a) (x-x0+x0-a)t {yo-b) (y-,o+yo-b)+(ao_o)

czyli postac (4).
. .y, . : _A ~
Jezeli srodek kul} z0ilNsg sie wpoczatku ukta-
du, czyli gdy

X2 +y2 + z2 s
to rébwnaniem ptaszczyzny stycznej do kuli w punkcie

(xo'xo’zo) ¢est
X *0 +i y0 + z z0 « r2.

3. Rownania okregu w Drzaatr».».n

j ezeli okr” lezy w ptaszczyznie rownolegtej do
jednej z ptaszczyzn uktadu, to okr,*; mozemy okredlié
jako przekroj ptaszczyzny na ktdérej -lezy z odpowiednio
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dobrang kulg lub, gdy poznamy réwnanie walca kotowego,
jako przekroj ptaszczyzny okregu z walcem kotowym o
osi prostopadtej do tej ptaszczyzny.

Jezeli okrag nie lezy w ptaszczyznie rownolegte]j
do ptaszczyzny ukiadu i powstat z obrotu punktu

»yi»2-1) dokota prostej p (osi obrotu)

X“X0 z" ao

[0 a ; (6)

to okragg mozemy okresli¢c jako przekrdj ptaszczyzny
przechodzgcej przez punkt i prostopediej do osi
p (ptaszczyzna obrotu punktu P”) z odpowiednio do-
brang kulg.

Réwnaniem ptaszczyzny przechodzacej przez
Pl (xI»yl» zI 5 1 Prostopadte]j osi P st

1 (x-x*) + m(y-yl)+ nCz-z») * O (7)

Kule obieramy w ten sposoéb,
by jej $rodek lezat na osi
obrotu p, a promien R
rownat sie odlegtosci pun-
ktu P~ od obranego $rodka
S« Jezeli jako Srodek ku-
i przyjmiemy punkt
Po(xo”o0>so0) Crys.178)

lezgcy na prostej p, to

Rys. 178

R * V (xl“x0)2 + NN o )2+ (z1"z0o)T

i wtedy okrag powstaty z obrotu punktu Pi(xi»yi»zx?
doteota prostej p jest okre$lony ukladem réwnan

(x-x0)2 +(y*yo0)2 + (z-20)2*(x1-x0)2 + (y1~yo0)2+i*z0)

[(x-x1) + mCy-y*) + n(z-z")« O.
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Srodek okregu znajdziemy, znajdujgc punkt przebicie
prostej p z ptaszczyzng obrotu (7)

8§ ¢7» POWIERZCHNIE WALCOWE

1*OMeglgUlg,.powierzchni wglQOap §#
Jezeli tona jest linie 1 i pr0O3ta p, kWrB poru_
szejac sie z zachowaniem statego kierunku przechodzi

przez wszystkie punkty linii, to powierzchnie zakres$-
i0n<i ruchem prostej p nazywamy p ow ierzc hnia
Vv ailcowa. 4

Unie 1 nazywamy kierownica walca.
a prostg p tworzagca walca.

1 szkole Sredniej poznaliSmy tylko powierzchnie
waicowg, ktdérej kierownicag,byt okrag (walec kotowy).
*zyjeta definicja, pozwala konstruowac rézne powierz-
chnie wa-cowe w zaleznosci od rodzaju kierownicy i
Kierunku tworzgcej. Jezeli jako kierownice przyjmie-
my prostg, to rowniez ptaszczyzne mozemy zaliczyé
do powierzchni walcowych.

Loror - ) Wa1COWs "««ona, jezeli da-
na jest kierownice 1 i kierunek tworzacej p.

2- H”MiSU O ~zctnMr N
gte1 do OSI uktadu . e
Niech w uktadzie Oxyz kierownicg powierzchni
walcowej bedzie linia 1 lezg0a w ptaszczyznie xy,
okreslona w uktadzie Oxy réownaniem f(x,y).0 i A ech
tworzgca p bedzie réwnolegta do osi zc

Wykazemy, ze réwnaniem powierzchni walcowej, tak
okreslonej, jest réwnanie kierownicy 1, czyli

Dowdd: wykazemy, ze 1/ doloIn” punkt nalezacy do po!
w erzchni walcowej spetnia réwnanie (1) i 2

08 a0S d° P°»ier” hni walcowej rébwnania tego nie
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spetniaja*

1/Niech punkt P(x0Sy0,zo) bedzie dowolnym punktem

powierzchni walcowej (rys.179), wtedy jego rzut pro-

stokatny P* na ptaszczyzne xy lezy na kierownicy i

ma wspobtrzedne (xc,yo»0). Ale par® (x0,yQ jako para
wspotrzednych pun-
ktu lezgcego na
linii 1 spetnia
rownanie (1), wobec
tego réwnanie to
spetniajg rowniez
wspoitrzedne punktu
PUO,y0O»z0) niezs"
leznie od wartosci
zQt gdyz zmienna
z w réwnaniu (1)
nie wystepuje,
2/ Jezeli punkt
p(x0»y0»z0) nie
nalezy do powierz-
chni walcowej, to

jego £zut P»Cxo”ro,0) nie lezy na linii 1, par© xQ,

y0 nie spetnia réwnania (1) i wobec tego nié spetnia-

ja réwnania takze wspotrzedne punktu P.

Postepujagc podobnie mozna wykazac¢, ze roOwnanie

f(ly,z) * O
ok”$la powierzchnie walcowg, ktdérej tworzace sg row-
nolegte do osi x, za$ rOwnanie
f (x,z) » O
przedstawia powierzchnie walcowg o tworzgcych réwnole
gtych do osi y*
Z rozwazan wiec wynika, ze jezeli rébwnanie
f(u,v}*0 w uktadzie Guv przedstawia pewng linie 1,
to réwnanie to interpretowane w uktadzie przestrzen-

nym Quv w przedstawia powierzchnie walcowg o tworzg—
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cych rownolegtych do osi w, Linia 1 jest przekrojem

3- Rzut lin ii na plaszczyzne uktadu.

Rzuty lin ii

itd,, nalezgcych do powierzchni
walcowej,

na ptaszczyzne ukitadu wspotrzednych w kie-
runku tworzgacych tej powierzchni pokrywajg sie z prze-
krojem 1 powierzchni walcowej i

ptaszczyzny uktadu
wspoétrzednych (rys.l82a).

Z uwegi tej korzystamy przy
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Bys .182 Rys«.182a

wyznaczeniu rzutu krzywej na ptaszczyzne ukiadu*
Tak np. jezeli dana jest krzywa C i mamy wyznaczycC
jej rzut prostokatny na ptaszczyzne yz, to przez
krzywag C przesuwamy powierzchnie walcowg o tworzg-
cych prostopaditych do ptaszczyzny yz (Réwnolegtych
do osi ILinia przenikania (przekréj) powierzchni
walcowej z ;ptaszczyzng yz jest rzutem krzywej G na
ptaszczyzn”™ yz. Powierzchnie walcowe 0 tworzgcych
prostopadtych do jednej z ptaszczyzn ukiadu, odgrywa-
ja przy wyznaczaniu rzutéw krzywych na ptaszczyzny
uktadu tak4 samg role jak ptaszczyzny rzutujgce przy
wyznaczaniu rzutéw prostej na ptaszczyzny ukiladu.
Przyktad.Krzywa C jest okre$lona réwnaniami

\ X2 +y2 + z2|= r2

[ * 2

I (x - 2* 4y

Wyznsczy¢ Czuty te| krzywej na ptaszczyzny uktadu
wspoOtrzednych.

Rozwigzani®. Z postaci rownan krzywej wynika, ze I|i"
nia C jest.linig przenikania kuli o srodku w poczatku
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uktadu i promieniu rébwnym r s walcem kotowym o tworza-
cych robwnolegtych do osi z* ktérego 0$ przebija
ptaszczyzne xy w punkcie 3(5* 0*0)» Promienh prze-
kroju prostopadtego do osi walca rowna sie Na
rysunku (183) przedstawiono Osemke Kkuli.

1/ Wyznaczamy rzut krzy-

ki wej C na ptaszczyzne

Xy:

Poniewaz linia C lezy

na powierzchni walca

o rébwnaniu
U- §)2+y2* J- *

ktére mozemy napisac
tez w postaci

X%t x +y2 0,

Bys. 183 wiec jej rzutem C
na ptaszczyzne xy
jest okag okreslony w uktadzie Oxyz réownaniami
rv® o, 2 2
—+

"
( x 2 ) y T

2/ Wyznaczamy rzut krzywej G ns ptaszczyzne xz
Celem wyznaczenia rzutu C na ptaszczyzne xz na-
lezy najpierw znalez¢ rownanie powierzchni walcowej

przesunietej przez linie Gs ktérej tworzgce sg prosto-
padie do ptaszczyzny ukiedu xz.

Bierzemy pod uwage réwnanie

Al (x2+y2+z2-12) + A2(x2-rx+y”")~Q, (2)

gdzie
X \'+ A|>o0

Réwnanie to przedstawia pek powierzchni przechodzg-
cych przez linie CG® Jezeli bowiem dowolny punkt
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Po Cxo fy0,20) naleSy do linii C9 to punkt ten lezy
rowniez na powierzchniach peku (2)* Jego spoéirzedne
spetniajg rébwnanie(2), gdyz wtedy manmy

2, 2,2 2

Xo T ¥g ¥ 20 - I -
i

2 2

Xg—rXg &g - 0

Odwrotnie? jezeli punkt spetnia rownanie peku, to
nalezy do krzywej C.

Z peku (2) przez odpowiedni dobor A ™ i A2 wybiera-
my te powierzchnie, ktdérej rOwnanie n|le zawiera zmien-
nej y3“. i
Biorac *1 1 A2 * 71, otrzymujemy

2
Zz +rx -r =0

jako réwnanie powierzchni walcowej, ktéra zawiera
krzywg C i ktérej tworzgce sg réwnolegte do osi vy.
Jezeli rownanie uzyskanej powierzchni walcowej napi-
szemy w postaci

z - -r(x-r),
to widzimy, ze powierzchnia jest walec paraboliczny.
Zatem rzutem Cs* krzywej C na ptaszczyzne xz jest luk
paraboli, okreSlony w uktadzie Qxyz réwnaniami

z€ = -r(x - r)
»

y* o
3/ Wyznaczamy rzut krzywej C na ptaszczyzne yz.
Znajdujemy rownanie powierzchni walcowej przesu-
nietej przez krzywg C i o tworzgacych prostopadtych
do ptaszczyzny yz. Rachunkowo zagadnienie to spro-
wadza sie do wyrugowania zmiennej X z rownali okresla-2

x/ Operacja ta jest rébwnoznaczna z rugowaniem
zmiennej y z réwnan

x2+y2+22-r2»0

x2--rx + y2 * O
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jacych krzywg C, czyli z réwnan

o] 2

+ y2 + 22 -r- ®o

p 2

X ®Hrx +y &0
Odejmujac réwnania stronami otrzymujemy
22 4 rx - 12 % 0,

skad 2

Podstawiajgc uzyskane wyrazenie na x do réwnania

pierwszego (réwnania kuli) i przeksztatcajac je
odpowiednio otrzymamy
2 2

- (-

jako réwnanie powierzchni walcowej, ktdérej tworzace
sg prostopadte do ptaszczyzny yz.

Tok rozumowania uzasadniajgcy otrzymane réwnanie,
jest nastepujacy?.

Réwnanie

22+rx-r2*0,

ktore otrzymaliSmy odejmujac stronami réwnania okres
tajgce krzywag Cs jest réwnaniem powierzchni walcowej
przesunietej przez krzywa C, WykazaliSmy to znejdu-
jac rzut C’’. Wobec tego krzywa C mozemy réwniez
okresli¢ réwnaniami

X2+ 2+Zva'—<'d;-"='(-)l

2
22+rx-r ao

ktére mozemy tez napisa¢ w postaci

Wobec tego réwnaniem peku powierzchni przechodzacych
przez krzywag G jest
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it (x -V 1?'-y2-22) +>2x " %) * 0

gdzie NN~ > 0
Biorac /¢ 1 = 1>/2 = > mamy
Ly -y - ZT r’2-22 -0
lub
a dalej ?
y2 - z2 (1 - -rf )
Zatem rzutem C’’’ krzywej C na ptaszczyzne yz jest

krzywa okreslona w uktadzie Oxyz réwnaniami
(1

x =0

Jest to linia stopnia czwartego, posiadajac© punkt
podwojfny w punkcie o, ktdérej ksztatt przypomina cyfre
osiem.

§ 28«. POWIERZCHNIE STOZKOWE

1. Okreslenie powierzchni stozkowej.

Jezeli dany jest punkt S, linia 1 oraz prosta p,
ktora $Slizgajac sie po linii 1 przechodzi przez staty
punkt S, to powierzchnie zakreslong ruchem préstjcej p

nazywamy p owierzchniagag stozkowa
lub stozkiem (rys, 184).
Punkt S nazywamy w i er zc h ot kiem st o z-

k a, linie 1 - kierownicg, a prosta ruchoma p -
tworzagca stozka.

Powierzchnia stozkowe jest okre$Slona, jezeli dany
jest jej wierzchotek S i kierownica 1.
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2»Ro6wnani9 stozka

eliptycznego»

Niech wierzcho-
tek S stozka be-
dzie w poczatku
uktadu i niech
kierownicg stozka
bedzie elipsa
okreslona réwna-
niami x/

be (1)

Rownania parametryczne tej elipsy majg posteéi
X * acoat, y* bsint, z»c

Napiszemy rOwnania tworzgcej jako prostej przechodza-
cej przez dwa punkty® Jednym punktem jest S(0,0,0), dru-
gi punkt obieramy na. elipsie® Przyjmujac t~fcO, otrzy-
mujemy Pr (a cos t(Q b».sin t C)

Réwnania tworzacej majg wiec postac

—* - 3 1 ai
a cos b_sm_t_o c *

czyli

X a| z-cos tQty =] z sin tQ (2)

Z postaci tych réwnan wynika, ze prosta jest okresSlo-
na jako krawedz dwoch ptaszczyzn, jednej przechodzag-
cej przez oSy i drugiej przesunietej przez o0$ x
(rys» 185).

Jezeli warto$¢ parametru t bedziemy zmieniac
w sposOb ciggty} to punkt P bedzie przebiegat elipse,

x/ Elipsa jest okresSlone jako przekroj walca eliptycz-
nego i ptaszczyzny réwnolegtej do ptaszczyzny xy,
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a ptaszczyzny okresSlajgce prosta p beda sie odpowie-

dnio obracaty dookota osi x i osi y. Otrzymamy zbibr
nieskonczenie wielu
prostych p, zwany
rodzinag
prostych
z jednym parametrem.
Rugujac z réwnali (2)
parametr tQ, otrzyma-
jmy zwigzek

2I 2 2
h'h-hae
okre$lajacy powierz-
chnie. Kazdy punkt

Rys® 185 (x,y,z), ktory spet-
nia rownania (2), spetnia réwnanie (3)i niezaleznie
od parametru t»czyli kazdy punkt dowolnej prostej
rodziny (2.) lezy na powierzchni odpowiadajgcej wyni-
kowi rugowania (3).

Odwrotnie, jezeli punkt P(x0,y0,z0) spetnia réwnanie
(3), to mozemy wyznaczy¢ takie tQ, ze

*o * | zo 008 to- yo =5 zo 3in to>

a to znaczy, ze punkt P(x0,y0,z0) jest punktem je-
dnej z prostych rodziny (-2).

Réwnanie wiec (3) jest spetnione dla punktow stozka
i tylko dla tych punktow.

3* Przekroje stozka ptaszczyznami rownolegtymi do
ptaszczyzn uktadu wspotrzednych.
1/ Jezeli stozek (3) przetniemy ptaszczyzng

z = k,

to przekrdéj C stozka i ptaszczyzny okre$lajg rowna-
nia
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2
X2 oL »2 - 8 ]
7 b2 C

Uktad tych réwnah jest rownowazny uktadowi

(4)

Pierwsze rownanie nowego uktadu dis k# 0 jest
rownaniem walca eliptycznego o tworzacych prostopad-
tych do ptaszczyzny xy.

Przekr6j wiec C stozka (3) i ptaszczyzny z = k jest
identyczny z przekrojem walca i ptaszczyzny z » k*
Przekroj C lezy na powierzchni walcowejswiec rzut
G przekroju na pk. xy okre$lajg réwnania

(5)

Z = 0.
Poniewaz przekréj C jest rébwnolegty do ptaszczyzny
riytu wiec rzut jest figura przystajacg do przekroju
C i z postaci rzutu C* mozemy wnioskowa¢ o0 postaci
przekroju C*. RoOwnania (5) przedstawiajg dla k #
elipse o pétosiach réwnych

H#oi1 )\ f
Dla k = 0 réwnania (4) przedstawiajg punkt (0,0,Q)"a
przekrojami wiec stozka (3) ptaszczyznami ré6wnolegty-
mi do ptaszczyzny xy sg elipsjf 6 coraz wiekszych osiach
w miare oddalenia sie od ptaszczyzny xy. Przekrojem
stozka ptaszczyzng xy jest punkt (wierzchotek stozka)«.

x/ Jezeli figura ptaska F jest rownolegta do ptaszczyzny
rzutu , to rzut prostokatny F* figury F na 3T jest
figurg do F przystajagcg, czyli Fs~ F
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2/ Jezeli stozek (3) przetniemy ptaszczyzng
y =m,
to przekrdj stozka i ptaszczyzny okreslajg réwna-
nia
2 2 nl
2,+h "7 s >

y * m
Ukiad tych réwnan jest réwnowazny uktadowi
2 2 2

— ot =

c2 az2 b2 (6)

y - m.
Uktad réwnan (6) dla m# 0 okreSla przekrdj stozka
ptaszczyzng y = m jako linie przeciecia walc® hi-
perbolicznego o tworzacych prostopaditych do ptaszczyz-
ny xz z ptaszczyzng y = m. Rzutem wiec przekroju na
ptaszczyzne xz jest linia

- ,?<72 m2
4 a 7
y » 0

czylilthiperbola o pé6tosi rzeczywistej | tr— i potosi
urojonej | -g- J.
Dla m* 0 pierwsze rownanie ukiadu (6) przyjmuje po-

stac
Z2
7 i =0
a drugie
y =0
pierwsze réwnanie mozemy napisa¢ w postaci
| z X, X
<¢ * a (e a> 0*

skad wynika, ze réwnanie to przedstawia dwie plaszczyzny
przechodzace przez os y

§ -3 0. o B0 )
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Przekroj wiec stozka (3) ptaszczyzng y-G jest identycz-
ny z krawedziami ptaszczyzn

oi*az (8)

Zetem przekrojami stozka (3) ptaszczyznami rownole-
gtymi do ptaszczyzny xs i réznymi od niej sg hiperbo-
le (6), przekrojem za$ stozka ptaszczyzng xa sa dwie
proste (8)»

ZnajdZmy asymptoty hiperbol (6)

Piszgc rownanie

» 2
a 7
w postaci
«
(=m)2 (Sg)2
otrzymujemy asymptoty hiperboli
X =1 z _ *
[
m m

Asymptoty wiec hiperbol (6) sg rownolegte do prostych
(8), ich rzuty prostokatne na ptaszczyzne xz pokrywa-
ja sie z prostymi (8)»

3/ Jezeli stozek (3) przetniemy ptaszczyznami réwno-
legtymi do ptaszczyzny yz, czyli ptaszczyznami

X - n,

to przekroje sa okreslone rownaniami
i

® 0
©)
X = n
Badajac r6wnania przekroju (9), w podobny sposéb
jak w wypadku 2/, otrzymamy jako przekroje stozka
ptaszczyznami rownolegtymi do ptaszczyzny yz linie
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podobne do przekrojow w przypadku 2/.

| 29, POWIERZCHNIE OBROTOWE

1. Réwnanie powierzchni obrotowe,-!.

Powierzchnie postatg przez obroét linii 1 doko-
ta prostej p nazywamy p o w ier z c hniag obro -
towa. Prosta p nazywamy o0 s i g obrotu.

Przyktadem powierzchni obrotowych jest kula,
walec kotowy i stozek obrotowy» Kula powstaje przez
obrét potokregu dokota Srednicy, walec kotowy przez
obrét prostej réwnolegtej do osi, stozek kotowy przez
obroét prostej przecinajgcej sie z osig i nie tworzg-
cej z nia kata prostego»

W dalszych rozwazaniach poznamy jeszcze inne powierz-
chnie obrotowe jak np. powierzchnie powstatg przez
obrot prostej dokota osi skosnej wzgledem niej, po-
wierzchnie postate przez obrdot krzywych stozkowych
dokota Ich osi symetrii i inne.
Niech linia 1 bedzie okreslona réwnaniami parame-
trycznymi
x *f(t), y-g(t), z*h(1)
i niech osig obrotu be-
dzie o8 ZoNe lin ii 1
obieramy dowolny punkt
PO przyjmujgc t=1tQ.
Otrzymamy punkt

Po[f(to}'g”o”™ >h (to]] *
Przy obrocie linii 1
dokota osi z punkt PQ
zatoczy okrag potozony
na ptaszczyznie z=h(tQ),
0 srodku So[0,0,h (tQ)]

1 promieniu

Rys. 186
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IVo | *VIi<V2+8(V2-

Okragg ten okres$lajg rownania
X2 +y2* f(t0)2 *

(1)
z =h (tQ).

Jezeli w réwnaniach tych bedziemy traktowali t

za zmienng, to rOownania (1) okresSlaja caty zbidr
okregow lezacych w ptaszczyznach rownolegtych i pow-
statych z obrotu punktow lin ii 1 dokota osi z» Powierz-
chnie obrotowg mozemy uwazaé za powierzchnie powsta-
ta z okregébw (1) przez zmiane parametru t Q w sposéb
ciggty. Jezeli punkt nalezy do powierzchni obrotowej,
to nalezy do jednego z okregow (1) i jego wspbirzedne
spetniajg rownania tych okregéw. Odwrotnie, jezeli
punkt spetnia réwnania (1), to nalezy do jednego z
okregbw, a przez to do powierzchni obrotowej.

Rugujac z réownan (1) parametr t Q otrzymamy zwigzek

f(xyy,z) =0 (2)

okresSlajgcy powierzchnie obrotowag*

Kazdy punkt (x,y,z), ktéry spetnia uktad réownan (1)
spetnia réwniez zwiazek (2) niezaleznie od wartosci
parametru t0* Zbidér nieskonczony okregow C1), ktory
utworzyt powierzchnie obrotowg nazywamy r o d z i -
na okregow z jednym parametrem.

Réwnanie powierzchni obrotowej, utworzonej przez ro-
dzine okregéw z jednym parametrem zmiennym, otrzymu-
jemy przez wyrugowanie parametru z rownan okre$lajg-

cych rodzine okregow.

2. Przyktady réwnan powierzchni obrotowych.
Przyktad 1.

Réwnanie kuli wyznaczyliSmy jako réwnanie miejsca

geometrycznego punktow rowno oddalonych od punktu

statego* Obecnie wyprowadzimy rownanie kuli jako

rbwnanie powierzchni obrotowej.
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Niech bedzie dany pdétokrag 1 lezacy w ptaszczyz-
nie x z (ryso 18?)
X *yr - z
.
y ~ 0
i niech osig obrotu
bedzie o0$ z.
Réwnania po6tokregu
mozemy napisa¢ w na-
stepujgcej postaci
parametrycznej

y*o

z » t

Rys. 187

Przyjmujac t =t , otrzymamy punkt

nalezagcy do pétokregu 1« Jezeli linia 1 obraca sie do-
kota osi $, to punkt PQ zatoczy okrgg o Ssrodku So(0,0,to)
i promieniu rownym |SOPOI “Vr2 -

Okrag ten okresSlajg rownania

(3)

Jezeli tQ uwazamy za zmienng, to ukitad réwnan (3)
okredla rodzine okregow tworzgcych powierzchnie
obrotows.

Rugujac parametr t , otrzymamy

lub

czyli znane nam jISz rownanie kuli o Srodku w poczatku
uktadu i promieniu rownym r.

x/ Parametr t oznacza geometrycznie wysoko$¢ punktu,
rowng bezwzglednie odlegtos$ci ptaszczyzny obrotu

tego punktu od ptaszczyzny xy.
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Przyktad 2.
Wyznaczymy réwnanie powierzchni utworzonej przez
obrét prostej

dokota osi z
z X , , .
Ktadagc - t, otrzymujemy réwnania parametrycz-

ne tej prostej:
ni

zil Przyjmujgc t =t ,otrzy-
mamy na prcstej punkt
PO(a tQ, 0, c tO0),

ktéory przy obrocie pro-

stej dokota osi z za-

kresla okrgg o $rodku

SQ(0,0,c tQ) i promie-

niu

| SPol - 8

Okrag ten okreS$lajg

Bys. 188 rownania

2, .2 2 .2
X y 8 1o>l

ct

Przy zmiennym t rdéwnania te okres$Slajg rodzine okre-
gow tworzgacych powierzchnie obrotowgq.

Rugujac t otrzymamy rownanie powierzchni obrotowej
? 9 2,2
X2 * y2 =

lub

Ro
o

2+
7
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Jest tO rownanie stozka kotowego o wierzchotku w po-

czatku ukiadu.

Przyktad 5»
Prosta x ~ a, y - g 1z obraca sie dokota osi z.
Znalez¢ réwnanie powierzchni obrotowejutworzonej
obrotem tej prostej* Z postaci réwnan prostej wynikaf
ze prosta jest skosna wzgledem osi z (rys,189)* Jej
rownaniami parametrycznymi sa:.

X » a, y =ot, z = ct.
Przyjmujgc t s tQ( otrzymujemy na prostej punkt

Po”a,8to,c to)* ktdéry przy obrocie prostej zatacza
okrag o srodku SQ(0»0,c tQ) i promieniu

|[s0e0|] =V a u + V 2-

Okrag ten okres$laja réwnanie

x2 #y2 * a2(1+tQ)2"

Przy zmiennym parametsrze tQ rOwnania te okres$laja
godzine okregéw tworzgcych powierzchnie obrotows.
Rugujac z rébwnah t , otrzymamy



jako réwnanie powierzchni obrotowej powstatej przez
obrét prostej dokota osi skosnej wzgledem niej» Jest
to rownanie hiperboloidy jednopowtokowej (rys»190)
Przyktad 4.
Okrag
(x-p)2 + z2 - r2, (r ~ P>

y - 0
obraca sie dokota osi z. Wyznaczy¢ ré6wnanie powierz-
chni obrotowej.
Okrag lezy w ptasz-
czyznie xz, jego réwna-
niami parametrycznymi
sg:
Xx=p+r cost,y-0, z-r sint
Przyjmujac t=tQ, otrzy-
mujemy punkt
PO(p+rcos tQi 0,rsinto),

ktory przy obrocie doko-

ta osi z zatacza okrag

o $Srodku So(0,0j,rsinto)
Rys. 191

i promieniu

Okrag ten okres$lajg réwnania

2 2 2
X *vy = (p +r cost ),

(4)
z =r ain tO0

Celem uzyskania réwnania powierzchni utworzonej przez
rodzine okregébw (4) rugujemy z tych rownali parametr tQ.
Z rownania drugiego mamy

. _ z

sint_ = °
wobec tego
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cost * -VT"NM~
r

Podstawiajgagc uzyskane wyrazenie na cos tQ do réwna-
nia pierwszego, otrzymujemy

322 =Eil/T 2-z2

a dalej

i7 T 7 -P =
lub
(VX2+y2‘- p]2 mznvar2

Jest to rOwnanie powierzchni zwanej torusem (rysel91)a
§ 30. POWIERZCHNIE STOPNIA DRUGIEGO

1. Elipsoida,

Obracajgc elipse dokota jednej z jej osi. otrzyma«
my powierzchnie, zwang elipsoida obrotowg»
Niech potelipsa.

y ~ 0 I

obraca sie dokota osi z (rys»192)» Dang poételipse
mozemy przedstawi¢ na-
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nalezagcy do poételipsy® Przy obrocie dokota osi z
punkt PQ zakres$li okrag o $Srodku SQ(0*Qst0) i pro-
mieniu rownym T
IHO
'Voi *
Okrag wiec okres$lajg réwnania

2 2 o\
X t+y e (1 -t)

(1)

Przy zmiennym para-
metrze t ukiad
Cl) przedstawia
rodzine okregéw
nalezgacych do po-
wierzchni obroto-
wej.

Rugujgc parametr
t Q, otrzymamy row-
nanie elipsoidy
obrotowej

1. (2)

Réwnanie to w przypadku,, gdy ¢ s a przyjmuje postac

x2+y2022=a.2

i przedstawia kule
W przypadku zas, gdy réwnaniu (2) nadamy ogdlniejszg po-

x2+4*§: i C3)

7 \r

stad

to przedstawia powierzchnie zwang elipsoidg trdéjosio -
wg (rys. 193).

Przekroje elipsoidy ptaszczyznami réwnolegtymi do
ptaszczyzn uktadu sg elipsami..Np. przekr6j ptasz-
czyzng X - kj gdzie jk| <a okreslaja rownania



X = k

Uktad tych rownan jest rownowazny uktadowi

Z postaci tych rownan wynika, ze okres$lajg one
przekrdéj walca eliptycznego o tworzgcych réwnolegtych
do osi x z pltaszczyzng prostopadtag do tych tworzg-
cych, a wiec elipse.

2. Hiperboloida jednopowtokowa.
Wyprowadzajagc na str. 355 réwnanie powierzchni
obrotowej, powstatej z obrotu prostej skosnej wzgle-
dem osi obrotu z, otrzy-
maliSmy réwnanie hiper-
boloidy jednopowiokowe]j
obrotowej w postaci

2 2 2
+ b - si (4)

a‘’ c

a
To samo rO6wnanie otrzy-
mamy, jezeli obrécimy

dokota osi z gatgz hi-
perboli:

X}M+§Z

Jezeli rbwnaniu (4) na-
damy ogodlniejsza postac

Bys. 194
X2 V2 z2 o
y tph f ©)

to powierzchnie okredlong tym rownaniem nazywamy hi-

perboloidg jednopowtokowg (rys. 194).
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Plaszczyzny réwnolegte do ptaszczyzn xy przecinaja
hiperboloide wzdiuz elips® Przekrdj bowiem rawnole -
gty do ptaszczyzny xy jest okreSlony ukiadem réwnah

z2

»

ktéry jest rownowazny uktadowi

2 2
X *2 0 =1 +\
7 O C¢
lub
* 1
a2(l+ ~ ) 7(1+ ~ >
C C
z =k

Pierwsze rownanie ostatniego uktadu réwnan przedstawia
walec eliptyczny o tworzgcych rownolegtych do osi z,
drugie - ptaszczyzne prostopadig do tych tworzgcych.
Uktad wiec réwnan przedstawia elipey i to o osiach
wzrastajgcych wraz z bezwzgledng wartoscig K.

Przecinajac hiperboloide jednopowtokowg ptasz-
czyzng réwnolegta do ptaszczyzny yz, otrzymamy prze-
Kroj

X * m
Przekrdj ten mozemy réwniez okres$lié uktadem

—

* 0*
c 5 (6)

lub
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52 (1- ™ 02 (I-
a 7
m

Pierwsze rownanie tego ukitadu Jest dla |mj # a
rownaniem walca hiperbolicznego o tworzgcych rownole-
gtych do osi x® Wobec tego ptaszczyzny x - m przecina«
ja walec wzdtuz hiperboli i to dla -a < m < a o0 osiach
rzeczywistych rownolegtych do osi y9dla m < ~a lub

m> a - 0 osiach rzeczywis-

tych réwnolegtych do osi

z (rys®195)«

Dla | m{ = a przekroje (6)

hiperboloidy okre$lone sa

uktadami
22
* z
I cr
(7a)
X S S
2 2
L. . t.,
k2 2
Rys® 195 (7b)
X » -a

Pierwszy ukitad mozemy napisaé w postaci

(€ - 1 >(C!" + 1 >*0

X ~ a

i dalej zastgpi¢ dwoma ukiadami réwnowaznymi

g - g =° 8
a X * &
skad wynika, ze ptaszczyzna x - a przecina hiperbolo!
de jednopowtokowag wzdtuz dwéch prostych
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Postepujac podobnie z drugim sposréd ukiadéw (7),
otrzymamy w przekroju ptaszczyzng ac*$a roéwniez

dwsie proste

oX
I+
oul

0,
X * - a

3* Hiperboloida dwupowtokowa,

Obracajgc hiper-
bole dokota jej osi
rzeczywistej, otrzy-
mamy powierzchnie,
zwang hiperboloida
dwupowtokowag obro-
towgs

y Sa * Niech cze$¢ hiper-
boli (rys. 196),
okreslona rownania-

mi

Rys. 196

7 GVx2'
7

(8)

obraca sie dokota osi xe
Réwnania (8) mozemy napisa¢ w ssastepujacej postaci

x Et, y-0, z=th2
7

Przyjmujagc t * tG> gdzie i tQl > a, otrzymamy punkt

parametrycznej

po (to» ° » v,y | >»

nalezacy do hiperboli. Przy obrocie czes$ci hiperboli
(8) dokota osi x punkt Pc zakresSla okrag o Srodku
So(to,0,0) i promieniu réwnym. i

SBP% myv ( ;§ - )
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Okrag ten okreslaja rownania

@) @) O &
y +z » c”"C->1

9)

*
X tO

Przy zmiennym
tQ réwnania

(9) okresla-
ja rodzine
okregbw, nale-
zacych do roz-
wazanej powierz-
chni obrotowej.
Rugujac z row-
nali (9) tQ,

otrzymamy

(10)

jako réwnanie hiperboloidy dwupowtokowej obrotow ej.
Powierzchnie o réwnaniu ogdlniejszym

X2 - 22 o,
7 4 7 (1

nazywamy hiperboloidg dwupowtokowg (rys.197).
Plaszczyzny x = k dla \k| > a przecinajag hiperholo-
ide (11) wzdtuz elips

-X z2
b2 ( 1) c2( ;5 1)
X —Kk

Ptaszczyzny y » mf rownolegte do ptaszczyzny xz, prze-
cinajg hiperboloide wzdiuz hiperbol
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y « m
Réwniez ptaszczyzny réwnolegte do ptaszczyzny xy prze-
cinaja hiperboloide dwup”astokowg wzdiuz hiperbolo

4. Paraboloide eliptyczna,

Powierzchnie, uzyskang przez obrét paraboli
dokota jej osi, nazywamy p araboloida
obrotowagn»

Niech bedzie dana para-
bola lezaca w ptaszczyz-

nie xz

x2 s 2p a

y * 0 J
i niech osig obrotu bedzie
oS Zo
Réwnaniami parametryez-
nymi czesci paraboli, le-
zacej w ptaszczyznie xz
po stronie dodatniej p6t-
osi x (rys® 196), sa
rownania

®0 , z =t (12)

Przyjmujac, ze p > 0, otrzymamy dla t s tQ> 0 punkt

lezgcy na paraboli

po ‘V 2 ptO» 0, tO>

Punkt ten przy obrocie lin ii (12) dokota osi z zakre$
la okrag o Srodku SQ (0sO,to) i promieniu rownym

| SOPol
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Rowtesniami wiec okregu sa

+ yN - 2
13
z st (13)
Przy zmiennym t Q# ukiad (13) okresSla rodzine okre-
gow tworzgcych powierzchnie obrotowg» Rugujgc t
z rownan (13), otrzymamy
(14)

jako réwnanie paraboloidy obrotowej»
Réwnanie ogdlniejsze po-

2\ staci
yZ 2
—w + a 2z (15)
a
przedstawia powierzchnie
zwang paraboloidg elip-
tyczng (rys»199)»
Ptaszczyzny z « k, gdy
k > 6, przecinajg para-
boloide eliptyczng wzdiuz
elips
3ys. 199
® 1

4

Ptaszczyzny x = m przecinajg paraboloide eliptycz-
ng wzdtuz parabol

y2=1b2 (z
(16)
X =m
Do podobnych wynikéw dojdziemy, przecinajgc parabo-
loide ptaszczyznami y * n,
Z rownan parabol (16), ze wzgledu na staty parametr
2b wynika, pe parabole te sa przystajace»lch wierz-
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2

chotki W(m,Q m 7 ) lezg na paraboli, ktéora jest
przekrojem paraboloidy z
ptaszczyznag xz, tatwo sie
o tym przekonac¢ 8 podstawia-
jac wspotrzedne wierzchot-
kéw do réwnan paraboli

2
W7 s 2z
&

y * 0
Wobec tego mozemy parabo-
loide eliptyczng (15) uwa-
za¢ za powierzchnie powsta-

Ryso 200 ta przez réwnolegte przesu-

niecie paraboli (rys.200)

2 _ 2b*~z, x ® 0,

ktorej wierzchotek $lizga sie po paraboli
x2 » 2a2 asy * O
Oczywiscie, te samg paraboloide otrzymamy, jezeli

przesuniemy rownolegta parabole

x2 [ 2’522. -0

tak, by w czasie ruchu jej wierzchotek $Slizgat sie
po paraboli
y2 - 2b2z, x =0

5* Paraboloida hiperboliczns.
Powierzchnie okreslong réwnaniem

2 2

X h =2 (17)
7 0

nazywamy paraboloidg hipe”boliczng (rys,201)«
Ptaszczyzny z = k# 0 przecinajg paraboloide

hiperboliczng wzdiuz hiperbol

Q 2

2a2k 2b2k
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ktérych osie rze-
czywiste sag dla
k > 0 réwnolegte
do osi x, a dla

k <0 - réownole-
gte do osi yoO

W przypadku z - O
otrzymujemy pare
prostych

Rys* 201 g.a o

Ptaszczyzny x = m przecinajg paraboloide (17)
wzdtuz parabol

(13)

a ptaszczyzny y » n wzdtuz parabol

(19)

Z postaci robwnan (18) i (19) wynika, ze osie tych
parabol ag robwnolegte do osi z z tym, ze osie parabol
(18) majag zwrot ujemny osi z, a osie parabol (19)
zwrot dodatni osi z«
Parabole (18) majag staty parametr (-2b”), ag wiec
przystajagce; rowniez parabole (19) -sga przystajacex,

tatwo stwierdziép ze wierzchotki parabol (18)
lezg na paraboli

x2 2a22, y * 0,

a wierzchotki parabol (19) na paraboli
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Ka podstawie tych danych ,
odnoszacych sie do prze-
krojow (18) i (195 mozemy
poda¢ sposOb konstrukciji
paraboloidy hiperbolicznej
przy pomocy odpowiedniego
ruchu paraboli. Mianowicie
jezeli w dwoch ptaszczyznach
do siebie prostopadtych da-
ne sa dwie parabole o wspdl-
Rys. 202 nym wierzchotku i osiach
przeciwnie skierowanych, to kazda z tych parabol,
przemieszczajagc sie réwnolegle w ten sposob, by jej
wierzchotek $lizgat sie po drugiej paraboli, zakreS§li
swym ruchem paraboloide Iftiperboliczng (rys, 202),

Do powierzchni stopnia drugiego, ze wzgledu
na swe rOwnanie, nalezy stozek eliptyczny. ROwnanie
stozka eliptycznego, ktérego wierzchotek znajduje sie
w poczagtku ukiadu wyprowadziliSmy na str* 346 otrzymu-

jac

Sposréd walcow do powierzchni stopnie drugiego nalezg
walec eliptyczny, walec hiperboliczny i walec parabo-
licznych, ktéorych réwnania w postaci

2 2
- X = 1 - dla walca eliptycznego,
a b
— - ‘W =1 - dla walca hiperboliczaego
ar b?
y = 2pXx - dla walca parabolicznego,

uzyskaliSmy na str, 340
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7 .Klasyfikacja powierzchni stopnia drugiego»

Kazdg powierzchnie przedstawiong rownanie® po-
staci

2 2 2
all x +a22*» +a33z >2a-2xy'fr2al*xz"20©2"yz>

(20)
+ 2aldx + 2&2a$ + Za”z + aAMA ™ 0}

gdzie nie wszystkie wspoétczynniki a” w wyrazach
stopnia drugiego sa jednocze$nie réwne zeru, nazy-
wamy powierzchnig stopnia drugiego» Podobnie, jak

to miato miejsce dla réwnan lin ii stopnia drugiego,
rowniez w przypadku powierzchni stopnia drugiego

mozna rownania tych powierzchni sprowadzi¢ przez
przesuniecie réwnolegte i obrot uktadu Oxyz do pros-
tej postacio

Szczegbtowag dyskusje rownan powierzchni stopnia
drugiego podaja obszerniejsze podreczniki geom etrii
analitycznej» Tutaj ograniczymy sie tylko de wyliczenia
wszystkich najprostszycn postaci réwnan stopnia drugiego,
do jakich dojdziemy, stosujgc do rO6wnania (20) odpo-
wiednie przesuniecie réwnolegte i obrét uktadu wspot-
rzednych. Celem uzyskania tatwego przegladu, podzie-
limy wszystkie rOwnania powierzchni w prostej posta-

Ci na trzy grupy»

Grupa | . ?
2
1 " ~2 s 1»
c
gdzie £ réwna sie W1 lub - 1»

Réwnanie 1/ przedstawia elipsoide rzeczywistg dla
£ ® + 1, urojong dla £ = - 1.
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Réwnanie 2/ przedstawia hiperboloide jednopowiokowg
dla £ ~ +1, dwupowtokowg dla E = “ 1»
Rownanie V przedstawia paraboloide eliptyczng

dla $ ¢ hiperboliczng dla £ * -1

Grupa 1l«
2 2 2 2 2

17*2 x4 ~t~2 * 0O* 2]
a e 7 t b5 = £
X2 a A , 4] xt - 2az

y 7 -

Rownanie 1/ przedstawia stozek dla t = + 1$ punkt
(0,0,0) dla £ a-I.

Rownanie 2/ przedstawia walec eliptyczny dla £ * +1,
walec eliptyczny urojony dla £ » =1

Roéwnanie 3/ przedstawia walec hiperboliczny, a réwna-
nie 4/ walec paraboliczny*

Grupa I11.

2 2 )
Vg . % h =o 2/ x2 ~ £ e" = Q
Réwnanie 1/ przedstawia dla e - +1 dwie ptaszczyzny
przecinajgce sie

| -1 "o | *s *o

a dla £ * -1 réwnanie 1/ jest spetnione tylko przez
punkty o wspoétrzednych x » 0, y - 0, z = dowolnej
liczbie, przedstawia wiec 0$ z.,
Réwnanie 2/ przedstawia dla S = +1 dwie ptaszczyzny
rownolegte

X - a, X ® -a,

dla £ s -1 - utwor' urojony
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8 310 POWIERZCHNIE*PROSTCKRESLSB
STOPNIA DRUGIEGO

l« Powierzchnie prostokresine«

Powierzchnia nazywa sie prostokres$lna,
jezeli przez kazdy jej punkt przechodzi prosta catkowi-
cie nalezgca do te] powierzchni®
Z poznanych powierzchni stopnia drugiego powierzch-
niami prostokre$lnymi sg stozek eliptyczny i wszyst-
kie walce® Wykazemy, ze réwniez hiperboloide jedno-
powtokowa i paraboloida hiperboliczna sa powierzch-
niami prostokresSlnymi*

2» Prostokreslnosd hiperboloidy .iednopowtokowe.i,
Niech bedzie dana hiperboloide jednopowtokowa

2 2 2
+ -1 (1)
a C

Réwnanie (i) mozemy napisa¢ w postaci

2 2
X2 z 1 - iy,
7 7 b2
a dalej w postaci
CX z z . ..
) i ) » (1 - £) (i+ Jj) (2)

Jezeli teraz weZmiemy pod uwage réwnania
( X ) A« 1 -
_ (3)
zZ - i+ A»

c

to rownania te dla kazdej wartosci A przedstawiaja

ptaszczyzny przecinajgce sie , okres$lajag wiec pro-

— — 1 .- — A B C

x/ tatwo sprawdzi¢, ze dla A# 0 jest - £ -t # -1,
Op N2

4

dla A= 0 réwnania (3) przyjmujg posta¢ 1 -~ -0,
N *0 i wobec tego przedstawiajg tez dwie ptlasz-

a
X
g

czyzny nierébwnolegte.
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stag w przestrzeni.

Rugujgc X z réwnali (3) przez pomnozenie tych réw-
nah stronami, otrzymamy réwnanie (2), Stad wniosek,
ze kazdy punkt prostej (3), niezaleznie od wartos$-

ci X , spetnia réwnanie hiperbcleid”® jednopowtokowej.
Na hiperboloidzie CI) lezy wiec cata rodzina prostych
okre$lonych réwnaniami (3).

Proste te przecinajg elipse

(4)

ktéra jest przekrojem hiperboloidy (1) z ptaszczyzna
Xy-, ich bowiem punkty przebicia z ptaszczyznag xy ma-

ja wspotrzedne

x — 2 AW 2 y— m A2 e

1+ A2 1+ A2

z =0

i jak tatwo sprawdzi¢ rachunkiem, spetniajg rowna-
nia elipsy (4).
Gdy zmieniamy A w rownaniach (3), to prosta ta poru-

sza sie po elipsie (4) i zakre$Sla hiperboloide.
Prostg (3) nazywamy tw or z g c g hiper-
bol oi dy jedno powtokowej.

Jezeli z kolei wezmiemy pod uwage rownania

(5)
/<cf s i -

to robwnania te, podobnie jak réwnania (3), okreS$la
ja rodzine prostych nalezgcych do hiperboloidy (1)
Twierdzenie: Przez kazdy punkt hiperboloidy (1)
przechodzi jedna prosta nalezgca do rodziny (3) i
jedna prosta do rodziny (5) (rysa 203)»
Dowdd: Niech punkt pQ(x0»y0»z0> nalezy do hiper-

boloidy, wted3 mamy
X, z" z,

(;2 (1 - ). (1 + £p)
(0]
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0
Sposréod czynnikéw 1 - 3‘3—
1+ przynajmniej jeden

jest ré6zny od zera; jezeli
yo .
1 +r— $ 0, to biorgc
X z .
- 0
As (4 *9O) Bl %Y0,

w réwnaniach (3), otrzymamy
prosta

BysS» 203

<l+f>a +F>- u +f) (la+g ,

| if i :
przechodzaca przez punkt PO(xQjyc,zo) » gdyz punkt

ten, jak to wynika z bezposSredniego podstawie-
nia jego wspotrzednych do réwnali badanej prostej* spet-

}

nia jej robwnania.
Przyjmujac X S
[**< -8 * €2) » ci +

w réwnaniach (5), otrzymamy prosta

. . . X,
G sax 9

—<

(& /= ® @ N a

przechodzgcg rowniez przez punkt PO,

Z udowodnionego twierdzenia mozemy wysung¢ nastepuja-
cy wniosekt Poniewaz proste jednej rodziny nalezg

w catosci do hiperboloidy (1) d. przez kazdy punkt
hiperboloidy przechodzi tylko Zjedna prosta rodziny,
wiec proste nalezgce do jednej ro”einy nie przecina-
ja sie, czyli sag wzgledem siebie sko$ne*



5¢ Prostokresinos¢ paraboloidy hiperbolicznei.
Niech bedzie dana pareboloida hiperboliczna

2 2
X

7 4 - 2z, (6)

ktérej rownanie mozemy tez napisa¢ w postaci
( a b) ( 2z

Biorgc pod uwage réwnania

A( 4 2z
(7)

oraz

(8)

/* <1 *J> s 2 z

stwierdzamy, podobnie jak w przypadku hiperboloidy, ze
kazdy z tych ukfadow
przedstawia proste,
ktorych punkty, nie-
zaleznie od wartosci
parametrow A lubJy
spetniajg réwnanie
(6), a wiec okresSla
rodziny prostych na-
lezgcych do parabo-
loidy hiperbolicznej

(rys.204).
Proste te przecinajag parabole
xg = 2a22
r (9)
y - 0

ktéra jest przekrojem paraboloidy (6) z ptaszczyznag
xs, ich bowiem punkty przebicia z ptaszczyzng Xy ma-
ja wspoOtrzedne réowne odpowiednio
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X « a A O, ﬁrz- lub x=awt6 , y=0, z= M_2
1 spetniajg réwnania (9)®

Mozna wykazac¢f ze przez kazdy punkt paraboloidy (6)
przechodzi tylko jedna prosta z kazdej rodziny

(7) 1 (8).
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ROZDZIAL 7111

PRZEKSZTALCENIA GEOMETRYCZNE

§ 32. POJECIE PRZEKSZTALCENIA

1. Po.iecie przeksztatcenia geometrycznego,.

Jezeli kazdemu punktowi P zbioru punktéw Z (na
prostej, na ptaszczyznie lub w przestrzeni) przypo-
rzgdkowano na mocy pewnego prawa (przepisu) po je-
dnym punkcie Pf zbioru Z* , to moéwimy, ze jest
okreslone przeksztatcenie lub
odwzorowanie geometryczne.

Przyporzagdkowanie takie bedziemy oznaczali sym
bolem f, piszac

P* » f (P)

Z okres$lenia wynika,, ze przeksztatcenie jest uogoél-
nieniem pojecia funkcji, w ktorym zbiory liczbowe
zastgpiono zbiorami punktow,

Punkty P zbioru Z nazywamy punktami p i e r -
wotnymi lub oryginalnymi, a
odpowiadajace im punkty P* zbioru Zslch o b r a -
zami.

Jezeli mamy substancje, ktdéra pokrywa pewien
obszar ptaski lub wypetnia pewien obszar przestrzen-
ny i substancje te zdeformujemy, to deformacja ta
jest przyktadem przeksztatcenia, w ktorym kazdy punkt
substancji z pierwotnego potozenia przeszedt w nowe
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na skutek odksztatcenia»

Jezeli przeksztatcenie jest tego rodzaju, ze
kazdy punkt P zbioru Z jest zarazem swoim obrazem,
to przeksztatcenie nazywa sie przeksztatceniem
tozsamosciowym»

Jezeli dane przeksztailcenie posiada te wias-
nosc¢, ze kazdym dwom réznym punktom PN i Pp zbioru Z
odpowiadajg odpowiednio dwa rézne punkty i P| zbio-
ru Z’, czyli jezeli przeksztatcenie jest przyporzadko-
waniem wzajemnie jednoznacznym, to istnieje pr ze k -
sztatcenie odwrotne do danego prze-
ksztatcenia» Przeksztatceniem odwrothnym do danego na-
zywamy przeksztatcenie przyporzadkowujgce obrazom P°
zbioru Z’ich punkty pierwotne P zbioru 2»

Przeksztatcenie odwrotne wzgledem przeksztat-
cenig f oznaczamy symbolem fCI, czyli jezeli prze-
ksztatcenie

P* » f (P)

jest odwracalne, to
CP)

2« Przyktady przeksztatcen geometrycznych»
Przyktad 1:
Niech w ptaszczyznie Oxy wzory

= a+Xx
yf~b+y (1)
okres$laja przeksztalcenie geometryczne.

Na podstawie tych wzoréw punktowi P(x,y) przy-
porzadkowany jest punkt P* (x * a, y + b) t.zn.punkt,
ktory otrzymamy z punktu P przez przesuniecie rowno-
legte wyznaczone wektorem PP* {a,b]|
Jezeli dana jest w ptaszczyznie Qxy figura F
(zbiér punktéow) i kazdemu punktowi P figury F przy-
piszemy w sposob okreslony wzorami (1) punkty Ps , to
otrzymamy figure F*, ktéra jest przesunieciem réwno-
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legtym figury F (rys* 209%),

Przeksztatcenie
okreslone wzo-
rami CD nazy-
wamy prze -
sunieciem
rownole -
gty m.
Jezeli zbidr
F jest cala
ptaszczyzna, to
wzory (1) okres-
lajg przeksztat-
cenie ptaszczy-
Rys* 20% zny w siebie
przez przesunie-
cie rbwnolegte*

Wzory wiec CD mozemy geometrycznie interpreto-

waé dwojako:

X sJako wzory okre$lajac© zwigzki miedzy wspoOtrze-
dnymi tego samego punktu w dwoéch réznych ukta-
dach wspotrzednych Gagy i O*x»y®, z ktérych
jeden jest rownolegtym przesunieciem drugie-
go.

2° Jako wzory okre$lajgce przeksztailcenie geome-
tryczne* Wtej interpretacji przy niezmienio-
nym uktadzie wspéirzednych zmieniajg sie pun-
kty - punktowi (xy) zostaje przyporzadkowat®
obraz (x# 9), figura F drogg przesuniecia row-
nolegtego przechodzi w figure F*e

Przyktad 2* Niech w ptaszczyzZznie Qxy bedzie

okreslone przeksztatcenia:
xX® ® X cosoc - y sin ot ,
(2)

y® * x sino* +y cos O0* |,

Wykajgpy, ze wzory (2) przyporzgdkowujg punktowi P (x,y)



punkt P*(:c% 9), ktéry otrzymujemy z punktu P przez obroét
tego punktu dokota poczgtku uktadu o kat ot(ryso206).
Istetnie, jezeli punkt

»4 P* jest punktem uzyska-
nym s punktu P przez
obréot dokota poczatku
uktadu o kat oci r
oraz ip sa wspoOtrzed-
nymi biegunowymi

—9%* punktu P, to wspoétrze-
dpymibiegunowymi pun-
ktu P® sg r i

Wowczas na podstawie

zwigzkéw miedzy wspoOtrzednymi biegunowymi i prosto-
katnymi punktu mamy

X ®r cos Ny

oraz
x9* r cos (j?2+0C)8yi 3 r sin ( (f+o0C),

Stad
x9s r cosJOcos ot- r sin sin oC= x cos OC -y sin oc
yi S 2»cos <f sin ote r sin COS OC* X Sin oc +y C€COS oC ,

czyli punkt P*Cx*y*) okresSlajg wzory (2).

Jezeli w ptaszczyznie Oxy dana jest figura F i
kazdemu punktowi P figury F przypiszemy jako obra-
zy punkty PBw sposOb okresSlony wzorami (2), to otrzy-
mamy figure F*, ktéora powstaje z figury F przez
obrét dokota poczatku uktadu o kat oc (rys® 207).
Przeksztatcenie okreslone wzorami (2) nazywamy
obrotem» Jezeli zbiér F stanowi calg ptaszczyz-
ne, to wzory (2) okreslaja przeksztatcenie ptaszczyz-
ny w siebie przez obrot*
Podobnie jak w przyktadzie 1* wzory (2) mozemy in -
terpretowac¢ dwojakoz

1° jako wzory okreSlajace zwigzki miedzy wspot-
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rzednym tego sa
&P punktu W
dwoch rézg?eh
uktadach wspdl-
rzednych Q i
OX'y $» z ktéryCh
jeden powestat -
drugiego przez
obrét dokota
punktu 0%
2° jako WZO-
ry okresSlajgce
Bys. 207 przeksztalcenie

geometryczne. Witym ujeciu przy niezmienionym uktadzie

wspobtrzednych zmieniajg sie punkty - punktowi (xsy5 zo
staje przyporzgdkowany obraz (x»yi)g a figura F dro-
ga obrotu przechodzi w figure F*.

Przyktad 3» wzory

(3)

przyporzagdkujg punktowi
P(xsy) punkt P9(x% ys),
ktory jest symetrycznym
odbiciem punktu P w osi

X (ryso 208)»
Przeksztatcenie okresSlone
wzorami (3) nazywamy S y -
metria wzgle -
dem 0sSi x®

Prostga p o réwnaniu

y ® x - 3
przeksztatcajg wzory (3)

y9 - - x93



okrag, K 0 réwnaniu.
(x - 3)2 ¢ iy - 2)2 s 2952

przechodzi po zastosowaniu wzoréw (3) w okrag
rownaniu
(X9 - 3)2 * iy9 ¢ 2)2 s 2»52

wzory (3) mozemy rOwniez-uwaza¢ za zwigzki miedzy
wspoOtrzednymi tego samego punktu dwéch uktadow
wspobtrzednych Oxy i Ox8 % ktérych osie x i x* pokry-
wajg sie i posiadajg zgodne zwroty9 a osie y i y* po-
krywaja sie i maja zwroty przeciwne«

Przyktad 40 Z kolei zajmiemy sie przeksztaice-
niem zwanym jednokiadnoscigo Niech w ptaszczyznie ukita-
du Gxy bedzie dany punki, S(xQ9O0) i liczba k # O»
Przyporzadkujemy kazdemu punktowi P (x%) ptaszczyzny
punkt PB(x% y9) 9 spetniajagcy warunek

SPSs k |IF

Stosujgc twierdzenie o wspoOtrzednych wektora pomnozone-
go przez liczbe s otrzymujemy wzory

X9 - xQ* k(x - x0Q

y* * yos k(y - yQ.

lub
X8 s XQ 4 k(X - XQ)
(4)
y® s y0 * k(y - yO0)
ktore okreslajg przeksztatcenie zwane | e d a o-

ktadno$ciagePunkt S nazywa sie $rodkiem,
jednoktadnos$ci, liczba k « stosunkiem je-
daofctadnoscio

Jezeli k > 0&to punkt P8 lezy ne prostej SP
po tej stronie punktu Ss co punkt P9 przy czyms je -
zeli Kk < 19to P8lezy miedzy S i P9 gdy k > 1 poza
odcinkiem SP| gdy k » 19 to ?8 pokrywe $le z punktem
P, czyli przeksztalcenie jest tozsamosSciowe* Sposob
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przeksztatcanie sie punktéw ? w punkty P* przy k « 2

1k ®>2> pokazuje rysunek 209 a i be
Jezeli k < O* to punkt
Pf lezy na prostej SP
po przeciwnej stronie
punktu S9 co punkt Po
Jezeli k 3 -1, to prze-
ksztatcenie (4) nazywa-
my rOwniez symetrig $rod-
kowg, a punkt S Srodkiem
symetrii®
Symetria Ssrodkowa jest
zresztg tez szczegOlnym
wypadkiem obrotu, miano-
wicie obrotu o kat 3T do-
kota punktu So
Jezeli Srodek jednoktad-
nosci umiescimy w poczat-
ku uktadu9 to wzory (4)
przyjma postao

X - Kk X

y s ky (5)
Rys® 209 Wzory (4) mozemy tez in-
terpretowacé¢ jako zwigzki miedzy wspotrzednymi tego sa-
mego punktu dwéch ukiadow Gxy i O®x®ytl® Wte| inter-
pretacji poczatkiem uktadu O”*y® jest punkt S i przy
k > Q osie x i y sa zgodnie rownolegte a przy k < 0
niezgodnie réwnolegte z osiami x9% oraz wektory je-
dnostkowe T* i J! uktadu 09%»y» sg pod wzgledem dtu-
gosci powiekszeniem lub pomniejszeniem wektoréw i i 3
w zaleznos$ci od tego, czy 1kj > 18 czy tez | k| < 1.

W podanych przyktadach przeksztatlcen wymieniono
tylko przeksztatcenia ptaszczyzny9 podobnie okre$la-
ja sie przeksztatcenia przestrzeni uktadu Oxyz®
| tak wzory
X9 « x*af y® - y+b» z* s z*c
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okre$lajg przesuniecie rownolegtej

wzory
x® 3 xcoa <x1 + ycos c*2+zcos oC”

y® sx coa |3 "&y cos|l0Oe z cos ¢5N

zp sx coaf 1+vy cosl*2+ acos y »

okre$lajg obrot*
wzory
x® ~ x, y* =y, ® * - z

okresSlaja symetrie wzgledem ptaszczyzny xy,
wzory
xs ¢ -X, y® s -y, z* * -z

okre$lajga symetrie Srodkowg o $rodku symetrii w po»
czatku uktaduj, a wzory

x® a k x9 y8=ky, z?*" k z

jednakowos$ce

Wzory te przyporzadkowujg kazdemu punktowi
P(x% ?z) punkt P® o wspoOtrzednych x% y~*z 8, a
wiec okreSlajg przeksztatcenie przestrzeni.

8§ 330 PRZEKSZTALCENIA AFINICZNE

i* OkreSlenie przeksztatcenia afinicznego.

Z kolei zajmiemy sie pewng ogOlniejszg grupa
przeksztatcen, ktéra obejmuje wszystkie wymienione
w poprzednim ustepie przeksztatcenia jako przypad-
ki szczegdlne, pod wspdlng nazwg p r z e k s z t a t -
cen afinicznych lub powino-
wactwa.

Przeksztatcenie afiniczne przestrzeni uktadu
Oxyz okredla sie analitycznie wzorami

Xs = a™x + by *cz + dN

y®
z9

aux.+ bzy + + 2 (1)

arx + bty +ctz + d”



- 3B4 -

a przeksztaicenia afinicsne ptaszczyzny ukiada Oxy wzora-
mi
x8 3 a’x + bty ¢ &]j

(2)
yO“ &% + b2y + %

gdzie odpowiednio x,y, z lub x*y oznaczajg wspoOitrze-
dne punktu pierwotnego a x99 sz9 lub x8 8 - wspdirze-
dne jego obrazuO

Przede wszystkim nasuwa sie pytanie, jaki waru-
nek musi by¢ speiniony, by dane przeksztaicenie e fi-
niczne posiadato przeksztatcenie odwrotne tezne by
odwrotnie kazdemu punktowi P% traktowanemu jako
obraz punktu P, mozna przyporzagdkowa¢ w sposoOb je-
dnoznaczny punkt P®
Bedzie to miato miejsce tylko wtedy, gdy uktad réw-

nan
alx+bly+clz-xf-di » X8 - dl
az2x+b2y+c2z=ysd2 A lub az2x+b2n s “ d2

ajX+b”ry+c”z3z

dla kazdych wartosci prawych stron bedzie posiadat
jednoznaczne rozwigzania®

Wobec tego warunkiem koniecznym i dostatecznym
odwracalnosci danego przeksztatcenia afinicznego jest,
by odpowiednio wyznacznik

\ * bl 9°1
al » bl
a2 2 9¢2 lub
&2 *

9 »Cc3

byt ré6zny od zera® Wtedy dla kazdych x*y*z* lub x8 8
uktad (3) wzglednie (4) posiada jednoznaczne rozwigza-
nie postaci

X = a|xstbfy*+cfzst+d|
X ® aEx*+bfy-*+d£

y az2x '+biy,+ciz,+dl C5) lub y * OAXFH>ly *+dA

z = a™x»+b"y ®+e”z’ -t-d*
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SzczegoOtowy rachunek w przypadku uktadu (4) przedstawi®©
sie nastepujaco;

X1 g di> bl
« x»-d1l)b> ,-6U)b1 h? 1
X - y9 ¢2» b2 & (x> ) (y ) « »JK jtr— »It <k
dl b2 “ d2bl
4
alsx p «dL

* - al(y9'd2)-&2(xi-d1l)
a2*ys ~d2 «@S X9 y o+

a-"d2 apdj

Oznaczajagc w uzyskanych wyrazeniach na x i y wspot»

czynniki przy x9 | y* oraz wyrazy wolne odpowiednio

przez a| .o«®RC”s otrzymamy wyrazenia postaci (6K
Jezeli wiec przeksztatcenie afiniczne jest odwra-

calne 8 to przeksztatcenie odwrotne jest réwniez prze»

ksztatceniem afinicznym® Wynika to z postaci wzorow

(5) i (6), okreslajacych przeksztatcenie odwrotne®

2e Wtasnosci przeksztatcenia afinicznego®
Zajmiemy sie wtasno$ciami przeksztatcenia a fi-
nicznego (powinowactwa) (1) i (2) w przypadku,, gdy wy»
znacznik 4» 9 zwany Wyznacznikiem
przeksztatcen i 8 jest r,6zagy pd ,£££3«
Majgc dane przeksztatcenie (1) mozemy je przy
pomocy punktéw posrednich P**(x*9,y » t ztozyé
z dwéch przeksztatceiir

X,,s a"x * b*y + c’z Xx9c x,t + d
y»»»a2x + b2y + c2z i y» s y*» + d?
z*i3la,x + by +4e c”z z* = 298 +

Podobnie przeksztatcenie (2) mozemy ztozy¢ z prze»
ksztatcen
X **@®O1x + by XSS Xss + dx

y 9p5S2x + b2y 1 y* &y»» + df
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Postepujac w ten sposoOb, przeksztatlcamy najpierw

punkt P(x,y j.z) w punkt P5S(x?% y ?% z98)» a ten dopiero
w punkt P8(x% y% zf)» Tak samo nalezy rozumieé¢ zto-
zenie przeksztalcenia na ptaszczyznie»

Drugie z tycb dwodch przeksztatcen jest przesunieciem
rownolegtym, okreslonym wektorem fd-~dg9H f w u*sdzie
Qxyz i wektorem { dj?2d?| w uktadzie Qxy»

Wobec tego dla poznania wtasnos$ci przeksztat-
cenia afinicznago wystarczy rozwazy¢ przeksztatcenie
pierwsze8 ktdére jest szczegllnym przypadkiem przeksztat-
cenia (1) egdy d» * dg & d™ * O
Badamy zatem przeksztatcenie

XS s a7x”b~y+clz X® * ax * by
y # * a2x+b2y+CgZz (7) lub y 8 3 az2x +
z8 s

przy zatozeniu, ze wyznacznik przeksztatcenia A jest
rozny od zera®

Przeksztatcanie to jest oczywiscie odwracalne!
wynika to z rozwazan poprzednich» Przeksztalcenie
odwrotne okres$lajg wzory
X - SEX®+Db|ly%Hc|z*,

X » a|x8«-b"y8&&CE£z»,
y * a|xsb-bEypfrcEz8, (9) lub (10

- * *

gdzie a*t 0«.9 c,|] sag wytozeniami utworzonymi ze wspot-
czynnikOw a-p »«»» C/®

Nastepujgce twsierdzenia ujmujg najwazniejsze witas-
nosci geometryczne przeksztatcenia afinicznego:

I» Obrazem ptaszczyzny jes$t ptaszczyzna®
Bowoddi Jezeli dana jest ptaszczyzna réwnaniem

Ax+%+Gz+D=0
gdzie B, C nie sg jednoczes$nie réwne zeru, to
przeksztatcajgc ptaszczyzne przy zastosowaniu wzo-
row (7) otrzymamy najpierw
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A(erx+b,.y-i-cts)+B(ar+bgy+c2&)-KJ(arx+bry+cra)-3D=* O»

adalej
(a-jA+tagB+s.~C) x> Cb-,A+b2B$b 5y ¢s(c-jA+CgB+c™C) z+D*0

Uzyskane réGwnanie jest rownaniem ptaszczyzny gdyz
wspotczynniki przy zmiennych x,y*z czyli

A9 * a-jA ¢ az2B + a™C
Bs = bjA + b2B + b"G
Cs» CcjA * + cC

nie sa jednoczed$nie rowne ueru9 bowiem uktad rownan
a;A + agB + a*C « O
b|JA + bgB 9 b ® 0
c-"A S2B + ¢c"G ® |

uwazamy jako uktad trzech rownan ze wzgledu na A? B,C
ma tylko rozwigzanie A-B S C S GO W naszym za$ przy-
padku AjBeG z zalozenia nie sa jednoczes$nie rowne

zeru» °

2» Obi*azem prostej na ptaszczyznie Qxy jest
prosta»
DowoOd» tego twierdzenia przebiega podobnie jak w przy-“
padku twierdzenia I-go»

3» Ptaszczyzny przecinajgce sie przeksztatcaja
sie w plaszczyzny przecinajgce sie»
Dowods Jezeli punkt P(x?%tz) jest punktem wspdlnym
danych ptaszczyzn,, to punlft ten przeksztatca sie w
obraz Pi(x9% >z) wspolny obrazom tych ptaszczyzn»Obra-
zy ptaszczyzn na podstawie tw» 1 sg ptaszczyznami
i majagc jeden punkt wspdlny maja przynajmniej pro-
sta wspoOlng» Obrazy ptaszczyzn majg tylko prosta
wspoOling, gdyby bowiem miaty jeszcze inne punkty
wspbélne t»zn« gdyby sie pokrywaty, to tym innym pun-
ktom wspdélnym odpowiadatyby dwa r6zne punkty orygi-
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nalnes nalezgce kazdy do innej ptaszczyznyo Obrazy
wiec ptaszczyzn przecinajgcych sie sa ptaszczyznami
przecinajagcymi sie

4, Prosta w przestrzeni ukitadu Qxy& przeksztat-
ca sie w prostg«.
Dowdd*. Prostg w przestrzeni mozemy uwaza¢ jako pro-
stag przeciecia sie dwoch ptaszczyzno
Z tej uwagi i z twierdzenia 3 wynika stusznos$¢ tw,4«

5. Ptaszczyzny réwnolegte przeksztatcajg sie
w ptaszczyzny rownolegte*
Dowdd.: Gdyby obrazy ptaszczyzn posiadaty punkt wspbél-
ny P*(x*,y*9z8) 9 to ptaszczyzny oryginalne musialyby prze-
cina¢ sie w punkcie P(x% 9) 9 ktérego obrazem jest

punkt P% co jest sprzeczne z zalozeniemc

60 Proste r6wnolegte w ptaszczyznie uktadu Gxy
przeksztatcajg sie w proste réwnolegte*
Dowdd: przebigga podobnie jak w tw*5®

7«. Proste rownolegte w przestrzeni przeksztatca-
ja sie w proste réwnolegte*
Dowdd: Proste rownolegte nalezg do jednej ptaszczyzny
wobec tego na podstawie tw.®!» ich obrazy nalezg tez.
do jednej ptaszczyzny* Obrazami prostych sg proste9
proste te nie moga mie¢ punktu wspdlnego9 bo proste
oryginalne nie maja punktu wspdlnego*

8» Wektor w {wlss w2, Jprzeksztatca sie we
wektor w* o wspoOtrzednych

wls alwl +blV * cl w3*

*ts a2wl'5H 212" rc3W3 8 (11)

®3 Ss3wl* b3w2*c3w3"
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Dowéd: przyjmujac odpowiednie wspotrzedne dla konca
i pecza.tku wektora w mozemy jego wspoéirzedne wyrazié

w postaci
WITX2- 19 wesy2°nis 3 72 g

Wspoitrzedne te przy zastosowaniu przeksztatcenia (7)
przechodzg w

XE£"xi=el x2+V 2 +clz2 (aixi * V i * c1*1>

s alrx2“XI) + bl*r2 “yli + clA*2”zI~*alwl +bl w2+cl w3®,,i
“Ajza2”x2 x| i+ 'b272 "yl )+c27z2"al ) Ss2wl +b2w24'c 2w3~wi

zZA“zi* a5Cx2“xii +b3(y2~yl* +c37z2~zi ~Sa3wl * b3w2+C3w33w3 *

9* Przeksztalcenie afiniczne zmienia na og6t
dtugosci odcinkéw i katy.
Jezeli bowiem dany jest wektor .ii £Ewi s AD
wektor w’{w-£* wg, j jest jego obrazem przy zasto-
sowaniu przeksztatcenia (T) &to diugos¢ wektora w wy~

raza sie wzorem
W "\ \Xx2 +

za$ dlugos¢ wektora w* wzorem

|“s|sy~wl|2 + w|2 +

gdzie w£f wf, w» wyrazajg sie zwigzkami (11) 0 Z porowna-
nia Iwi i lwi bezposSrednio wynika, ze diugosci te sa na
0g6t rézne i tylko w szczeg6lnym wypadku przeksztatce-
nia (7) sa réwne jak np. w wypadku» gdy przeksztalce-
nie to jest obrotem, czyli przeksztatceniem okre$la-
nym zwigzkami

X* s xcos oc™+ ycosO$2 + z coaoC-j

y* - XCO0S X+ yCcosfg2 + zcos N
zZ* * XCOS + yCOS-~"2 + ZCOS 1» J

Nalezy jednak zauwazy¢, ze chociaz przeksztatcenie
afiniczne zmienia na ogo6t GlugosC wektora, to jednak



wektorem kolinearnym i tej samej diugos$Sci odpowiada-
ja réwniez wektory kolinearne i rownej diugoscik,
Wynika to stgd9 ze proste rownolegte przeksztatca-
ja sie w proste rownolegte oraz* ze wspébirzedne obrazu
wektoras jak pokazujg zwigzki (11), wyrazajg sie przez
wspoOtrzedne oryginatu i nie zalezg od wspétrzednych je -
go poczatku i konca*

Podobnie, jezeli dane sg dwa wektory u {u-"u”guU”J

i wlw-, g 29 tworzagce ze soba kat (f i wektorom
tym odpowiadajag jako obrazy wektory u* i w8 two-
rzgce kat to na podstawie wzorow wyrazajacych kat
miedzy wektorami tatwo zauwazyés ze katy (f i sa na

0ogo6t r6zne i znowu tylko w szczegdllnym przypadku przek-

sztatcania (7) jak npaw przypadku jednoktadnosci sg
rowne e

10® Stosunek podziatu jest niezmiennikiem
przeksztatcenia afinicznego.

Miech bedg dane 5 punkty t p2tx29y2sz72*
P, (x"sy"gZ”™) 3 lezgce na lin ii prostej i niech

PjiPN i P"Pp * A o0 Wykazemy» ze jezeli PEs PE> Pj

sg obrazami danych punktéw przy zastosowaniu prze-
ksztatcenia (7) * to rowniez PEPE i PjP-* s A »

Wtym celu m lesy wykazaé¢ s ze

Xl *A n **n +AA
-T T J-9 *3 — TTX~> rrr

Istotnie» mamy
xi * £l xI + bXyl + clzl”’

X2 S *1*2 wDbly2 +.clz2»
xg - axx5 + bxy3 + C jij,

yj Kazde wyrazenie» ktére po dokonaniu pewnej operaciji

nie zmienia sie* nazywamy niezmiennikiem tej operacji.

(7S



*
M5 A x2 $1% A2 Vo ow %2

ale z;
1'(?A /\3 1+ A 8 I * A n

wobec tego

_ X+ AX0 yne Ay« al> As-
Xl s g -= = >Db, ‘'=— —=- + ¢, —-——-- -
lub
(i g elxliblylrclat * i®@1°2+bly2+cl 22] Xi+ A X|
3 1+A 1 +A

Podobne wyrazenia otrzymujemy dla y|?i z*
Wniosek; Srodek odcinka przeksztatca sie w Srodek
obrazu tego odcinka®

3. lloczyn przeksztatcali afiniczpych.

Jezeli przeksztatcenie f*(P) odwzorowuje punkt
P na P% zas$ przeksztatcenie f2(P®) odwzorowuje punkt
P8 n& P** Bto przeksztatcenie

P" * f2 [fl « ]
nazywamy il o czynem lub ztozeniem
przeksztatltcenia 1% z przeksztalce«*
nie® i 2 * oznaczamy symbolem f2*
Twierdzenies Ztozeniem dwdch przeksztatcen afinics-
nych jest réwniez przeksztatcenie afiniczne«
Istotnie* jezeli obraz P®(x8,y® ,*») punktu P (xB 9s)
uzyskany z przeksztaitcenia

* s-Ix ® by + c-jZ,
ys ™ a2x + b2y + c2z,

z® s a™x + by + c”z

odwzorujemy przy pomocy drugiego przeksztalcenia
X 9* " afEx» + bEy* e c|z 8
y®* s a|x! + kty® + C2Z*
z®5 - 0"x* + b~ry8 + c"z8

na punkt P*8(x®9,y 99% 88) , to powstaje wtedy nowe
przeksztatcenie
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Xe? s aE8X + h |2 * c£B$
y88s s"x + bAgy + ¢z
ZP s ajex + h"8 + c’sz

ktéres jak to wynika z postaci jego wzoréw jest
przeksztatceniem afinicznyuu

W spobiczynniki tego przeksztatcenia» ktéore jest zto-
zeniem przeksztatcenia

f-N(x8saEx+tbNy+cnss y Bsa™x +b2y+c2£t  zeyb+b”y ~c/z)

z przeksztatceniem
f2(x9~a|xbly 8c£z9, y8%a£Ex8+tbEy 8+c£z99 z I»»ex*+b"5/r,+crz*",

wyrazajg sie przez wspotczynniki przeksztatcen [
f2 nastepujaco:

a a1 +&e3d 9 a3 H383ad 9d 9d a* A Tcxa
a2*Sal a2%¥a2b2i’a3c28 b2 W®bis£4b2bi'*b3ci 8 el i3*ci a| +c2bi* c3c$
a”%ala~+taz2b”~+a~c”~g b~ab”Maj+bgtoj+bjcj, ecae~arCgb”~c”c/.

Jezeli przeksztatcenia i f2 odwracalne, czyli
jezeli wyznaczniki tych przeksztatcen A i As ag roz-
ne od zera, to odwracalny jest réwniez iloczyn tych

przeksztatcen fAf28 JeS° bowiem wyznacznik przeksztat-

cenia A , jak fatwo- spo®trzed9 wyraza sie iloczynem
wyznacznikbw przeksztatcen fj i fg9 czyli ze

a{* «b£\ cf8 s1 bl ai  bi ci
A" a2’ . b|9, <c£9 _ a2 b2 c2 e 4o b|] cz 5%

* ¢
a%m , b99, c e5 b5 ¢3 a3 b4 "4

Zupeinie podobnie przedstawia sie zitozenie przeksztat-
cen afinicznych na ptaszczyzZznie*,
Jezeli dane sg przeksztatcenia
fl (x* 3 alx * bl*» W+ s a2x + b2y)*
f2(x88 aExX®*bEy% y*fsa™s * b|y8),
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to iloczyn tych przeksztatcali okreslajg wzery

x»ss(Sla| ¢ ®&bi~ +2 lal * b2bin i»
y»»s(ala|] + a2b|)x +(b”aj + b2b|)y.

Wprowadzimy pojecie przeksztatcenia ©£ i n i ® Z«
nego elementarnego®
Przeksztatcenie afiniesne w przestrzeni nazywa-
my elementarnym,, jezeli sposrdd trzech wspdirzednych
obrazu punktu dwie wspoirzedne sag rowne wspoirzednym
oryginatlu®
Przeksztatceniem elementarnym jest wiec np®
przeksztatcenie
x® “ ax + by + cz
y8s vy
® * z
Przeksztatcenie ©finiczne na ptaszczyznie nazywamy
elementarnym, jezeli sposréd dwoch wspodtrsednych obra-
zu punktu jedna wspoétrzedna punktu réwna jest wspot-
rzednej oryginatu®
Przyktadem przeksztatcenia elementarnego na ptasz-
czyznie jest npe
xe» Ox + by
yo9r*y
Przeksztatcenie elementarne mozemy sobie wyobrazié¢
jako przeksztatcenie, w ktébrym przestrz&n lub ptasz-
czyzna podlega rozszerzeniu lub skurczeniu tylko w
jednym kierunku, przy ktépym wi'ec wszystkie punkty
przestrzeni lub ptaszczyzny podlegajg przemieszcze-
niu wzdtuz prostych rownolegtych®
Twierdzentes Ogo6lne przeksztatcenie afiniczne f
na ptaszczyznie
x® ® a"x * by

y® » a2x + b2y,

ktorego wyznacznik jest réozny od sseraB mozna ztozyc
z przeksztatcen elementarnych®
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Dowddj Mech a-j 5 ck Majgc przeksztatci¢ punkt

P(xfy) danym przeksztaiceniem w punkt P*(x* ,y'), moze-

my uczyni¢ to przy pomocy punktu posSredniego P**(xf*,y**),
odwzorowujgc punkt P(x,y) w punkt P98 za pomocag prze-
ksztatcenia fj» okreslonego wzorami

X3P s a’x + by

y S9 * ¥
Wyznacznik tego przeksztatcenia réwna sie a”, jest
wiec rézny od sera*
Nastepnie przeksztatcamy punkt Ps? w punkt P8 przeksztat-
ceniem

xfi
y S5 &2X * b9y

pamietajac, ze na skutek przeksztatcenia f» wspot-

,8<<d)|r\/98

rzedna X przeszia W y e a Wspélrzeldna

y wy*8i wobec tego y* przeksztatcenie f2 okreslo-

ne jest zwigzkiem

i’ a2 * - O] I— + b2

Przeksztatcenie f2 okreSlone wiec jest zwigzkami

X9 a X98,
y*s By, . @02 =e2bl

Wyznacznik przeksztatlcenia jest ré6zny od zera8
rowna sie bowiem

axb2 "*2bl .1 el 8 blj
&l al a2, fe2]

Przeksztalcenie zatem f zostato zrealizowane przez
ztozenie z dwéch przeksztatcen elementarnych i fg*

W przypadku, gdy O, to b~f* 0, w przeciwnym bo-
wiem razie wyznacznik przeksztatcenia réwnatby sie
serii® Przypadek ten przez zmiane X nay i odwrotnie
sprowadzamy do poprzedniego gdy # 0® Zmiana
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zmiennych x nsy 1
odwrotnie jest réwno-
znaczna przeksztaice-
nNiu <x s ysi1 s x tj®
przeksztatceniu, ktore
odwzorowuje punkt
P (x8y) na punkt Q
(Y, X) wten sposoOb,
ze punkt Q, jest sy-
metrycznym odbicie®
punktu P w prostej
przechodzgcej przez
poczatek uktadu i
tworzacej z osig X
kat | o Przeksztat-
ceni*-4to mozna ztozy¢ z nastepujacych przeksztatcen
elementarnych (rys® 210)i

1/ F.j(Xs “ x-y, Y9 * y),
ktére przeksztatca P w Q*

2/ FZU " s X » ,P?2=P + X®),
ktore przeksztatca Q® w ft98

3/ F5(X 3 Y » » ri sy!ll sy H Sx)i
ktore przeksztatca Q98 w

4. Znaczenie ¢geometryczne wyznacznika transform acji
afinicznej.

Celem znalezienia geometrycznego sensu wyznacz-
nika przeksztatcenia afinicznego zbadamy na ptaszczyz-
nie pole tr6jkat© i jego obrazu, © w przestrzeni
objetos¢ czworoscianu i jego obrazu®
1/Niech w ptaszczyznie ukitadu Oxy bedzie dany tro j-

kat P2 "X 2»y 2n * araz Prze-
ksztatcenie
X9 ~ a*x * bly,

Jf8 s ~ + bgy,

ktorego wyznacznik A jest réozny od zera®
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Tréojkat pyp F,* przeksztalca sie w tréjkagt PfPIP~ »
ktorego pole S9 wyraza sie wzéres
AL AN1*N19 a2xl. * &2MX ® ~
s*s 5 &l x2 + » az2x2 "™ A2r2 9 oA
al x3 "N a adfite» hAay<h > b

co, jezeli uwzglednimy regute mnozenia wyznacznikow,

mozemy tez zapisa¢ w postaci

xI* *1% 1 al5 bl* 0
o1
&3 X2972@ A &29 b29 ®
Xx39 A39 A o, 0.1

czyli Ss 3 S® B gdy S oznacza pole trojkagta pierwo-
tnego»

Zatem przy przeksztatceniu afinicznym pola
wszystkich, trojkatow i w ogéle pola wszystkich obsza-
row. ptaskich (jako sumy pol trojkgtéw lub granice
sum pol tréjkagtéw) zostajg pomnozone przez staty
czynniks rowny wyznacznikowi przeksztatcenia afinicz-
negOo W szczego6lnosci kwadrat jednostkowy, ktdorego
pole réwna sie 1, przeksztatca sie w rownolegtobok o
polu rownym wyznacznikowi przeksztatcenia«,
tatwo tez zauwazyé, ze przeksztalcenie o dodatnie]j
wartosci wyznacznika nie zmienia orientacji przeksztat-
conej ptaszczyzny, natomiast przy ujemnej wartosci *»
zmienia orientacje na przeciwngc,

2/ Jezeli w uktadzie Oxyz dany jest czworos$cian

NMAXDE S IrzIN 9 9 "5'X33%3S43"9
,Zz") oraz przeksztaitcenie
X9 * a™x ¢ by + clz
yps + 02z go6zi% Qg

z8 s a™x + by ¢ c"z,

to objetos¢ obrazu tego czworoscianu wyraza sie

wzorem
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al xI +M Lyl +cl zI » e2x| +r2~1~c2al * a3xl| fb 571*'c5z1 3 1
al x2+bl*2 +cl z2® aEx2+b272+c2z2 8 abx2*b5nN2*N'5z22 * 1
al x5+b173+cl z3* a2x3+b" 37"°2Z3® s5x5+b3y3*c3z5* 1

1

Bl x4+bly4+cl z3> a2x4+b2y4~2z49 ®3x4+tV 4 +c3z4 8
czyli

XI® ~» zl* ~ al*s cx, 0
\/»:

X2® y2® z2® 1 a2s b29 c2® ®

X 5» sb» A e3» "3» ¢3? 0

Xx4» yAt v [ 0o,0,0,!""

gdy objetos¢ czworosScianu pierwotnego oznaczymy
przez V*

Zatem przy przeksztatceniu efinicznym objetosSci
wszystkich czworos$cianéw i w ogdlle objetos$ci wszyst-
kich obszarow przestrzennych (jako sumy objetosSci
czworoscianow lub granice sum objeto$ci czworoScia«
noéw) zostajag pomnozone przez staty czynnik9 rowny wy-
znacznikowi przeksztatcenia® W szczegdlnosci szes-
cian jednostkowy przeksztatca sie w rownolegtoscien
0 objetosci rbwnej wyznacznikowi przeksztatcenia»

5» Podobienstwo»
Przeksztatcenie afiniczneB ktére nie zmie&ia
katow nazywamy podobieiistwem.

Twierdzenie: Przeksztatcenie afiniczne
*

X® .* «»X * bly
(12)
y® * &2* * pry
jest wtedy i tylko wtedy podobienstwem9 gdy spetnio-
ne sg warunki

®i2 * * 1 * bif * ba2 _
{i %\

albl + ®2b2 ~ 0
Dowod:
1/Niech przeksztatcenie (12) bedzie podobieAstwem i
niech wektory u i w bedg prostops-



- 398. -

dies czyli LHW™ + xam 9 «0*

Wykazemy, ze zachodzg zwiagzki (13) ¢

Wektorom u i | jako obrazy odpowiadajg wektory
u* i w* o skiadowych

w9 { a™w.. * a2wi + "2w2 } 9
Przeksztatcenie (12) jest z zalozenia podobiefnstwem>

wobec tego wektory u* i sg rOéwniez prostopadte
I ich skiadowe spetniajg zwigzek

)
islul +bl u2>ialwl + w2 J+(a2ul* b2u2*~e2w +b2w2> * °*

ktory mozemy tez napisaC w postaci

2 2 2 2
ulwl (al +a2>+ u2w2 ~ N 2 N ulw2+u2wl N al bl',’a2b2n* °*
Z postaci uzyskanej réwnosci wynika» ze zachodzi ona
przy wszelkich wartosciach U j, »2» spetnia-
jacych warunek ¢ unc" O tylko wtedy, gdy je-
dnocze$nie

Obliczajgc z tych dwdch réwnan bj i otrzy-
mamy jako warunki réwnowaznej

(14)

2/ Dowdd twierdzenia odwrotnegoi
Niech bedg spetnione warunki (13), rébwnowazne wa-
runkom (14)o Wykazemy9 ze przeksztatcenie afinicz-
ne (12) jest przy tych zatozeniach podobienstwem*
Istotnie, tangens kagta < wektorébw u iw

wyraza sie wzorem
ulw2 - °2WL

ulwl + U2*2 '

a tangens kata pvobrazow.tych wektorébw - wzorem
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+ * A1V bA ) (a2wl”rb2w2)M(a2u b 2u2)(~y b M g)
"2 "o 1 («5«x™ 2 w2h
lub
tg ... i, ly a - ..y il Lt -7

* Ant(a|+al])tu2w2(bpb|)+ (ul«2+u2wl) (£i bi +a2b2*

Po uwzglednieniu warunkéw (15) otrzymamy dalej
tg f - % {ul*‘1- u2wl )
(li-jWA+urw?) (10 m®2 )
Biorge pod uwage tozsamos$¢ Lagrange9a

Cal2 * a22)(bi2 + b22)® Calbl+a2b2)2-4-(alb2-a2b1)2
i zaleznos$ci (13) mamy
@~ "~ &2.J 2 Neib2 *™* a2bl "N *

skad
azbi>

i wobec tego utamek9 wystepujacy jako czynnik w wy-
razeniu na tg <p*

Otrzymujemy wiec tg ”"p*3 tg <, wektory wiec u9
i ws tworzg ze sobg ten sam kgt9 co wektory ulw*

Twierdzenies Kazde podobiehAstwo mozna ztozy¢ z obro-
tu g jednoktadnosci i przesuniecia lub z obrotu, jedno-
ktadnos$ci, symetrii wzgledem osi i przesuniecia*

Dowodi Niech bedzie dane przeksztatcenie afiniezne

X9* &X + by +
y 9 b2y + c2 \(/15)

ktore jest podobienstwem, czyli speinione sg warunki
(13), rownowazne warunkom (14)«

Oznaczmy &12 + a92 przez k2, .

wtedy otrzymamy



- 400 -

i mozemy przyjac¢, ze

S - cos ot , = * sin ot, (16)

Przyjmujgc
= k cosoti a2, s k sin ot6

mamy na podstawie zwigzkow (14)

s -k sin ot i bg s k cos Ot

lub
bi = k sin oti b2 ® -k cos ot

W tym przypadku wzory (15) przyjmujg postac

x* s k(x cosot- y sinot) + c,,
1 (17)
y* - k(x sin Ot+ y cos ot) + CE

lub
x9s k(x cosot+y sinot) + Cj
(18)
yt * k(x sin ot- y cos ) + C=2
Przeksztatceaiie (16) mozemy roztozy¢ na przeksztatc
cenig
X»s x»i 4. c- X*HB I(x cosoL- y sinot)

P=y” +c y « k(x sin ot+y cosot)s

Pierwsze z tych przeksztatceh jest przesunieciem*
Przeksztatcenie
x*8s k (x cos C—y sin ot)
y» s k (x sin ot+y cos ot)
mozemy roztozy¢ na przeksztatcenia
X»» S K X»»» j X 8*** x co*ot- y sinot
yM s ky” ' y 8*** x sin ot+ Yy cosca
Pierwsze z tych przeksztalcen jest jednokitadnoscia,
a drugie obrotemP
Przeksztatcenie zatem okreslone wzorami (17) mo-
zemy ztozy¢ kolejno z nastepujgacych przeksztatcen?
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1/ z obrotu, gdzie punkt P(x,y) przechodzi w punkt
P888(x883 f y»»»)
2/ z jednoktadnosci, gdzie punkt P38?(x®819, y 883)
przechodzi w P88 (x8% vy 88}
3/ z przesuniecia, gdzie punkt P98(x33 , y 88)
przechodzi w P3(x8 ,y9}
Celem zinterpretowania przeksztatcenia okreslonego
wzorami (18) podstawimy <x “ - c&s%otrzymujemy wtedy

X3 s k(x cos et* ® sin Of* )em
y 9 s «k(x sinOk*+y cos 06*)+ cO
Przeksztatcenie to mozemy roztozy¢ na
X' * X*s + c¢c” x 8i,s k(x cos OL9*»y sin ot*)
y» *y " + eg" 1 y*Ss-k(x sina !+ y cos Ot*)
Drugie z tych przeksztatcen mozemy roztozyé na
X88 s XiM XH,S k(s COSOt'-y sina?”
y 88 k(x sin €de®+y cos«%#) ,
a drugie z ostatnio otrzymanych przeksztatcen na
X888 k x 77 X 7Vs x cos Ot* -y sin CiP

yf»»s k y 77 yw® x sin ot8+y cos ot®

Przeksztatcenie wiec (18) mozna ztozy¢ z nastepuja-
cych przeksztalcen:
1/ z obrotu, gdzie punkt P(x,y) przechodzi w punkt
pJT (XT*# yTTj
2/ z jednoktadnos$ci, gdzie P ~ ~ y 17) przecho-
dzi |P " '"(x,!l |, ya888)
3/ z symetrii wzgledem osi x, gdzie P®88(x 888,y 888)
przechodzi w punkt P38(x39 ,y 38)
i 4/ z przesuniecia, gdzie P8*(x39,y33) przechodzi w

P9(x®g vy 3).
Zwigzki (16) pozwalaja nam jeszcze na inny do-
bér wspodtczynnikéw a-p bp b2, a mianowicie:

« -k cosoci «g* - k sin et
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©raz b-j*k sin cai coa.o4, lub b-~-k sin i b2®k COO<$E,
albo
® k cos o6 i &2 s ~k sin &

©raz b-j*-k sinca i bys-k cosca lub b”"k sinawi b"®k cosalft,

slbo
* -k cosot i ag s k sia ot

©ras b"®k sindft* i b2®k cos cg,lub b”«»k sino& i b2® - k cosot,

Badajac wszystkie t@ przypadki zawsze dojdziemy do po-
dobnych wynikéw B co w przypadkach juz zbadarych«

ZataB kazde podobienstwo na ptaszczyZznie Osty
®o0zn$ ©kreslic wzorami postaci

x9 * kfx cosot- y sin oC )+ c”,
(19)
y9* k(x sin ot+ y cos ot )e
lub

x8,» k(x cosot-y sin ot )m en,
1 (20)
y<*k(x sin ©@* y cos ot}* cE.

Sposréd tych dwoch przeksztalcen pierwsze nie zmie-
nia orientacji par wektorow, drugie, ze wzgledu na
wystepujgcag w nim symetrie osiowag, zmienia orientacje
pary wektor6w na przeciwna®

Jezeli bowiem dsae sg dwa wektory U uzj

iw , «2| ~ dla skrécenia rachunkéw przyjmiemy

w przeksztatceniach (19) i (20) ® C2 3 0, to
obrazami tych wektoréw przy zastosowaniu przeksztat-

cenia (19) sa wektory

u* {k (u™eosoc ««”"sin 0t)9 k(u,sinot +”~ 0000t )}

w9 |k (W|COs ot -W2©in dft), k(w”sin ©t*""cos of )J

Tworzac wyznacznik % (U8 i?9) (ftr®59) otrzymamy
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(U|Cos «*. -u 2sin ) 8 kCu”ein Off -H"cosat

k Owcos & -Wgsin ot) 8 kiw”sinot +w2coaot

* _ i
ul> U2 coa ot sin ot
W (u, w),

cL in ot
1y W2 cos , Sin o

czyli znak wyznacznika 1 (u*tw*) jest zgodny ze zna-
kiem wyznacznika W C u8 w)®
Postepujac podobnie w przypadku przeksztatcenia (20)
otrzymamy
V Cu*8w8® - k2-U( u, w),

czyli znak wyznacznika W( u8, w8) jest przeciwny do
znaku wyznacznika W( us w,).

$e same wtasnosci» ktére posiada podobienstwo
na ptaszczyznie8 ma rowniez podobieiistwo w prze-

strzeni»

60 Przeksztatcenie izometryczne»

Przeksztatcenie afinicznej ktére nie zmienia
ditugosci odcinkéw, nazywamy przeksztatceniem izome-
trycznym lub izometrig®
Twierdzenie® Przeksztalcenie afiniczne jest wtedy

i tylko wtedy izometrig, je*e]i jest podobiehnstwem
i spoétczynnik k wystepujacy we wzorach okres$lajgcych
podobieAstwo réwne sie - 1®

Dowéd5 Niech bedzie dane przeksztatcenie

X9* »,x * h,y
1 1 (21)
y 8+ a2x * b2y

i niech obrazem odcinka P-jP2 bedzie odcinek PE PE£ &

Oznaczajgc wspoOtrzedne koncow odcinka i jago obrazu
przez ?2°x2®y2 N pit xi®yi™ 0 NPs
mamy ? >2

|IPE P£j2 88 - *) ¢ (y] - yb> ¥

& faiC x2-3ti )+b1(y2-yi)J2 ¢ [e2U 2-xi>*

H2(y2-yi>}2 « A *A > *z-*i>2 Cj2yn2 +



- 404

2 Ujbj, + a2b2) farr)
oraz,
IPIP2]| 2 * tx2 “ X1>Z * fc?2 * ij.)2

Poréwnujgc |[P| PJj a jPI P.,| .twierdzs.gr, te diugosci
te sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy

*Ibl + a2b2 = O-

Otrzymane warunki charakteryzujg podobienstwo dla
ka t 1. ;

Postugujgc sie wzorami (19) i (20) mozemy usta-
li¢c wzory okres$lajgce izometrie*

Jezeli wezmiemy pod uwage wzory (19) to dla
k * 1 otrzymamy

X9 =X cosot- y sin ot* Cj

(22)

y&* X sin ot+y cosot* e2

a dla k *
Xx8s "X cosot ¢y sino&+

y* ® -Xx sin ot- y cos ot+ c2

Jezeli jednak do ostatnich wzoréw za podstawimy
3T + » to otrzymamy wzory postaci (22),

Podstawiajgc do wzorow (20) k a i s otrzymamy
X S X coeot- y sinott ”

y S -X sincc-y cos ct-t Cg,
adis ks- 1

X8* -X cos » ¢ Yy sin dfte

y9s x sin ott y coson- Cg

Ostatnie jednak wzory przy podstawieniu CR» 3f ¢
przyjmujg postac (23)«»

lzometrie wiec okreslajg wzory 622) lub (23)«» Z posta-
ci tych wzorow wynika9 z© izometrie mozna ztozy¢ z obro-



(<

- 405 -

tu i przesuniecia lub z obrotu9 symetrii wzgledem
osi X i przesuniecia,,

70 Przeksztatcenie afiniczne krzywych i powierzchni»
Przeksztatceniem afinicznym Kkrzywej stozkowej

jest krzywa stozkowa tego samego rodzaju9 a wiec

obrazem elipsy jest elipsa lub okrgg, hiperboli -

hiperbola, paraboli - parabolae

Istotnie, majgc np, roOwnanie

otx2 + Py2 - 1 * 0, (24)
ktére dla odpowiednio dobranych wspoditczynnikéw
ot i (f przedstawia elipse lub hiperbole oraz prze-
ksztatcenie

«1l* + bxy
(A # 0)

y 8 * bijjr»

otrzymujemy jako réwnanie obrazu krzywej (24)

af+ f a%)%f(?e+2( ot i3 eMijcy+C ot Jb|)y2-l«0 (25)

Maty wyrézmik w8 tego réwnania réwna sies

otal+ P a28** ®lbl+ P a2b2

s C&fi (& b2~&2Db:JC
oCal bl* P a2b20 P b2
lub, jezeli maty wyréznik rbwnania (24) oznaczymy

przez w
w8 = w (alb2 - a”b-")-

Jezeli wiec rbwnania (24) przedstawia elipse, to
rowniez réwnanie jej obrazu (25) przedstawia elipse}
w przypadku zas$ gdy rownanie (24) jest rOwnaniem hiper-
boli, to i réwnanie (25) jest rownaniem hiperboli®
Podobne wyniki otrzymujemy w przypadku paraboli®
Majac réwnanie

y2 - 2px * 0,
otrzymujemy jako réwnanie obrazu przy zastosowaniu

danego przeksztatcenia afinicznego:
a| x2 + 2a2b2xy+b2y?2»2alpx - Zb™py * O,
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ktorego wyroznik w8 féwna sie

*2» @2 2

1SS s4 4 - 4 4 nmo

Poniewaz proste rownolegte w przeksztatceniu sfinicz-
nym odwzorowujg sie w proste rownolegteg & Srodki
odcinkéw w Srodki ich obrazow9 wiec Srednice sprze-
zone krzywych stozkowych przeksztatcaja sie w Sredni»
ce sprzezone ich obrazow® Osie krzywych stozkowych
przeksztatcajag sie w osie ich obrazéw tylko wtedy p gdy
przeksztaitcenie afiniczne nie zmienia katbw8 a wiec
gdy jest podobienstwem.

Podobnie, jak w przeksztatceniu afinicznym na
ptaszczyznie zachowujg sie krzywe, tak w przestrzeni
zachowujg sie powierzchnie®

§ 340 IKWEHSJA

lo Inwersja na ptaszczyznie,

Jezeli, majagc okrgag K o promieniu r i $rodku
08 kazdemu punktowi P9 r6znemu od Srodka, przypo-
rzadkujemy jako obraz punkt P% lezgcy na poOtpros-
tej O P (rys,2X1) i spetniajgcy warunek

[OP| |QPY * r2 (1)
to przeksztatcenie tak okre$lone nazywamy in w er -
sja wzgledem okregu K lub odbiciem w okregu * lub
przeksztatceniem przez promienie odwrotne»

Srodek okregu K nazywamy $r o d ki e m inwer -
sji® Wyprowadzimy wzory okre$lajgce inwersje w
uktadzie Osy»

x/ Poniewaz w przyblizeniu zalezno$¢ miedzy punktem
pierwotnym i jego obraza® jest taka, jak miedzy

przedmiotem, a obrazem w zwierciadle kolistym.
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Poniewaz punkty
P(x,y) i P*(x*,y* le-
Zg na jednej prostej
przechodzacej przez
poczatek uktadu, wiec
jest

X 1y * X* y»
Warunek (1) mozemy
napisa¢ w postaci

?
By3«. 211 Obliczajgc z tych
dwoch zwigzkéw x* i y® otrzymamy
xf » vc' Kem 8 y® » (2)

Wzory te okres$laja inwersje.

Z warunku (1) wynika, ze jezeli OP » r, to
[OP»| * r, jezeli fOPj< r, to | OPsdJ>r i gdy fOP|> r,
to jOPg|<ro. Inwersja wiec przeksztatca punkty na
okregu w siebie, punkty lezgce wewaatrz okregu (réz-
ne od Srodku) na punkty lezace zewnatrz okregu i na
odwrot®

Inwersja nie okreé$la obrazu punktu O» Zauwazamy
jednak, ze gdy punkt P zbliza sie po poOtprostej co
punktu O, to punkt P* oddala sie na tej poOtprostej
nieograniezenie® Wskazuje na to nastepujacy wynik

rachunku: A A
lim x® *lim r2 V~""yy @®im 12 —*m— & »s
-»0 X-*0 X X-+0 |+(jE)5’\ X-»0 1+tg™1l

podobnie Iim y® s
X ©mo

Z tego wzgledu mowimy niekiedy, ze punktowi 0 jako
obraz odpowiada punkt w nieskonczonos$ci (t»zw.punkt
niewtasciwy).,
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Ze zwigzku jOPj « |[OPS9S r2 wynika, ze jezeli
punkt P* jest obrazem punktu P, to obrazem punktu P®
jest znowu punkt P® Z przeksztatceniami o takiej
wtasnosci juz spotkaliSmy sie« Takg wtasnos¢ wy~
kazuje na ptaszczyznie np® symetria wzgledem prostej,
w przestrzeni symetria wzgledem ptaszczyzny oraz sy-
m etria wzgledem punktu. Przeksztaicenia o tej wtas-
nosci nazywamy przeksztatceniami inw ol ucy]j-
nymi.

i1Jezeli ze. zwigzkéw, z ktérych otrzymaliSmy juz

x' i y*, z kolei obliczymy x i y, to otrzymamy
X * r2 "o ml*, y sr2 (3)
X' +y» x3Pry ®

jako wzory okreSlajace przeksztaicenie odwrotne.

Witasnos$ci przeksztaicenia inwersyjnego®
WeZzmy pod uwage prosta

Ax + By + C* 0

i przeksztat¢my ja, stosujac wzory (2),
Otrzymujemy jako rownanie obrazu prostej

Ar?2 + Br2--jt-j * Cm O

X +y X +y
lub

Ar2x + Br2y + G(x2 + y2>» 0 (4)
Dyskusja:

1°. Jezeli 0*0, czyli gdy prosta pierwotna przechodzi
przez poczatek uktadu, to jej obraz okresla réwna'
nie
Ar2x + Sr2y - 0,
czyli Ax +By =0

Zatem prosta przechodzgca przez $rodek inwersji
przeksztatca sie sa% siebie.

2°. Jezeli C# 0, to réwnanie (4) przedstawia okrag
przechodzacy przez poczatek ukiadu.
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Proste wiec nie przechodzaca przez Srodek in-
wersji przeksztatca sie w okrag przechodzacy
przez Srodek inwersji.

Z kolei zbadamy obrazy okregu,
Jezeli dany jest okrag
X2+y~+2ax +2by + ¢ 3 0*

to rownaniem jego obrazu jest

.rW +jfiL +2a _ A _ * 2b -m+c*0
(x2+aTr *rex X +y
lub

c(x2+y2) + 2ar2x + 2br2y + r™ * 0 (5)
Dyskusja:

1°.Jezeli C= 0, czyli gdy okragg pierwotny przecho-
dzi przez Srodek inwersji, to obraz tego okregu,
uzyskany przez przeksztatcenie (2) jest okre$Slony row-
naniem (5), ktéore w tym przypadku przyjmuje postac

r2 (2ax + 2by +r2) * 0
lub
2ax + 2by + rt ® O®
Jest to réwnanie prostej i to, poniewaz r2 5‘0,
prostej nie przechodzacej przez poczatek ukitadu.
Zatem okrgg przechodzacy przez S$rodek inwersji
przeksztaica 3ie w prostg nie przechodzagcg przez
Srodek inwersji«
2°. Jezeli C# 0, czyli gdy okrag pierwotny ni®
przechodzi przez poczatek uktadu, to réwnanie
(5) przedstawia okrgag i to, ze wzgledu na rV O,
okrag nie przechodzacy przez poczatek uktadu.
Wobec tego inwersja przeksztatca okrgg nie przecho-
dzacy przez $Sredek inwersji w okrgg réwniez nie prze-
chodzgcy przez Srodek inwersji«

2« Inwersja w przestrzeni.
inwersje w przestrzeni okre$Slamy podobnie jak
inwersje na ptaszczyznie.
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Dana Jest kula K o promieniu r i Srodku 0O®
Kazdemu punktowi P9 r6znemu od $rodka, przyporzad-
kujemy jako obxsaz punkt P% lezacy na pOtprostej OP
i spetniajacy warunek

[QP| [QPH * r2 (6)
Poniewaz punkty P (x8 ) i P9(x9,y98z*) lezg na jednej
prostej przechodzgcej prsez poczagtek ukiadu 0, wiec
jest

X iy xz«x9iy9: z*

Warunek (6) mozemy tez zapisa¢ w postaci

Obliczajac z tych rownaii x9, y9, z99 otrzymamy

X»=rz -j-juU y ® r'f -9, z9 *2 (7)

Xu+y~+z X+y+ Z -k+Ty +-Z -
obliczajgc za$ x,y,z, mamy

Xsr2 —» Xay— "It y«r2 ys z«r2 5—% 13 (8)
X9 +y9 +z9 X9 +y* +z9 X9 +y9 +z9
Wzory (75 okres$lajg inwersje wzgledem kuli K, wzory
(8) przeksztatcenie odwrotne, ktore jak wynika z
wzorow jest réwniez przeksztatceniem inwersyjnym.
Badajgc obrazy ptaszczyzn8 podobnie jak obrazy
prostych w wypadku inwersji na ptaszczyznie, otrzy-
mamy, ze pi&szcsyzpy przechodzgce przez Srodek in-
wersji odwzorowujg sie same w siebie, natomiast ptasz-
czyzny nie przechodzgce przez $Srodek inwersji przeksz-
tatcajg sie w kule przechodzace przez Srodek inwer-
S ji.
tatwo tez wykazac¢, ze kule przechodzace przez
Srodek inwersji, przeksztatcajag sie w ptaszczyzny
nie przechodzgce przez Srodek inwersji oraz, ze kule
nie przechodzace przez $Srodek inwersji przeksztat-
caja sie w kule nie przechodzgce przez $Srodek in-

wersji.
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Sposréd wtasnosci inwersji na szczegdblne podkresla-
nie zastuguje wiernokatnos¢ inwersji polegajace na
tym, ze kat dwoéch powierzchni w kazdym punkcie ich
lin ii przenikania nie ulega w inwersji zmianie» Do-
wod tej wtasnos$ci dla inwersji na ptaszczyznie poda-
ny jest w podreczniku geometrii analitycznej j¢»Starka.
Duzg role ze wzgledu na liczne zastosowania w te o rii
funkciji oraz w kartografii odgrywa inwersja kuli
rownowazna t»zwe rzutowi s tereograficz-
nemu.

Niech w uktadzie Oxyz bedzie dana kule K o $rodku
w 0 i promieniu r=*l oraz druga kula styczna do
ptaszczyzny xy w punkcie O i promieniL)J( r = A .
Réwnaniem kuli K» jest

X2 +y2+ (z - \)Z =|

lub

Obrazem tej kuli PIrZY inwersji

X* = X.

7. "2— 7
X +y +3

>

“ o ..
X +y +z X+y +z
jest
(X2+y2+z2) *  Tx2+yr+z7)2 (X +y2+22)2 XZTySTZE

lub po uproszczeniach

z "1
Obrazem wiec kuli jest ptaszczyzna z -1, czyli
ptaszczyzna styczna do kuli w jej biegunie pot-

nocnym Q» Na rys* 212 uwidoczniony jest przekrdj
ptaski kuli i ptaszczyzny z=1, ptaszczyznag xz»
tatwo jest teraz ustali¢ odpowiednio$¢ miedzy pun-
ktami kuli KN jako punktami pierwotnymi, a punktami



ptaszczyzny z«l| jako
ich obrazami & Miano??
wicie, z bieguna po-
ludniowego 0 kuli
poprowadzimy potpro-
ste i przyporzadku-
jemy punktom P kuli
te punkty P® na ptasz-
czyznie z®! jako obrazy,
w ktérych promieii QP
przebija ptaszczyzne
Bys. 212 z >1 (rys&12)0

Ten sposOb przyporzadkowania sobie punktéw P i P!

jest rownowazny z danym przeksztatlceniem inwersyj-

nynu Istotnie, jezeli punkt PQ jest punktem kuli

K~, to'rownania prostej OPQ, jako prostej przechodzag-

cej przez dwa punkty 0(0,0,0) i PO(xol)lyQ,zo) majag

postad

L.« b zZ,
X Z.

X SL. A\l
X0 Yo 3 L ¥ S

Rozwigzujgc uktad réwnah

2L L
X0t Yoo
z * 1
otrzymamy punkty przeciecia sie pOtprostej 0?c

z ptaszczyzng z = 1* Otrzymujemy
X z
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2 postaci
wspobtrzednych
punktu wyni-

kap ze jest on
obrazem inwer-
syjrym punktu
2\4em rzutowa-
nie kuli K" na
ptaszczyzne
z«1 przy pomo-
Cy promieni wy-
chodzacych s
bieguna 0 jest
rownowazne przeksztatceniu inwersyjnemu kuli K w
ptaszczyzne z * 1.0pisany rzut kuli n© ptaszczyzne
nazywa sie rzutem stereograficznynu

Odwzorowanie kuli K~ na ptaszczyzne z*® ma na-

stepujace wtasnoscis

1/ Okregi potudniowe kuli (okregi przechodza-
ce prze* bieguny) jako kota przechodzace przez
Srodek inwersji przeksztatcajg sie na ptaszczyz-
nie z=I| w proste przechodzace przez biegun pdt-
nocny Q.

2/ Okregi réownoleznikowe kuli (okregi rowno-
legte do réwnika) przeksztatcajg sie w kota
wspotdrodkowe na ptaszczyznie z~|l o wpoOtrym
srodku Q,

3/ Okregi potudnifewe i réownoleznikowe przecinajg
sie pod katem prostym i* pod tym samym katem
przecinaja sie_ ich obrazy (rys.213).

Metody rzutu stereografieznago uzywa sie w kar-
tografii np* dla odwzorowania obszaréw podbiegunowych«
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Costrzezone_omyiki

Stri Wiersz J

i od i od ! Jest Powinno by¢
igéry!dotu]|
6j 10 | i m | m/ 0
21i 9 J [ cos cos f
37j 11 jia - (a2-x1)1 + la* (x2-x1)1 ¢ (y2-y1)l
511 8 I'sin ipCEt 00)j . I' jsin (04* - oc)l
53 | i 6 jWartosci j Wartos¢
| 11 jor w<g 0 < A< f
74 \ O R
811 5 Jcos 04 * - Sin OC } cos 04** - sin oC
' L] "
i PIf - f
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i
|
|
| i !
K
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| i i iV a2+b2 V a»r+E’2
i
175! 6 ipostaci (2) | postaci (16)
194 | | 14 | P 1PI
228 J I 3 jptaszczyzny W przez v ' ptaszczyzny W z prosty p
| } iL } przez v
2701 2 'p - 2mn - O 'p- 2mn- 0
293 1 5 | IPMrl
i | W M @) o ~
| I(r cos™+c)2 . r2sin2< i! (r cos +c)2 + sln.jg. a
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