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r o z d z i a ł  i

O HEKTORACH I  UKŁADACH WSPÓŁRZĘDNYCH 

§ 1« POJĘCIE WEKTORA

1. Wektory i  ska la ry .

Odcinek, w którym jeden z końców p rzy ję to  jako  
początek, a drugi jako koniec nazywamy o d c i n ­
k i e m  s k i e r o w a n y m  l ub w e k t o r e m *

Wektor, którego początkiem je s t  punkt A , a końce® 
punkt S, oznaczamy symbolem 35. D la  oznaczenia wektorów 
używamy również małych l i t e r  z kreską, np, i ,
Na rysunku zaznaczany wektor, umieszczając s trza łkę  
przy końcu wektora* Początek wektora nazywany także  
punkiem z a c z e p i e n i a  wektora* Z każdego 
odcinka AB mogą powstsó dwa wektory =• jeden 35 , je ż e l i

o d c in k o w i nadamy z w ro t od A 
do B -  d r u g i BA, j e ż e l i  o d c in ­
kow i nadamy z w ro t od B do A.

P u n k ty  z a lic z a m y  ró w n ie ż  
do w e k to ró w , k tó ry c h , począ­
te k  pokryw a s ię  z końcem i  na­
zywamy w e k to ra m i z e r o w y -  
m i .  W ekto ry  zerowe będziem y

Rys* 1 oznaczać cyfrą zero*
D ł u g o ś c i ą  wektora 35 nazywamy długość 

odcinka AB i  oznaczamy ją  symbolem 135 i*
W f iz y c e  występują w ie lk o ś c i  ja k  np * przesunięcie



-  2 . ~

( d r o g a ) , p rę d k o ś ć , p rz y ś p ie s z e n ie  s s i ł a ,  k tó r y c h  do­
k ła d n e  o p is a n ie  wymaga p o d a n ia  n ie  ty X k o  w a r to ś c i lic z » *  

bew ej ( m ia r y ) , a le  i  k ie ru n k u »  W ie lk o ś c i t a k ie  nazywa­
my w i e l k o ś c i a m i  w e k t o r o w y m i .  

W ie lk o ś c i w ekto row e p rze d s ta w ia m y  p rz y  pomocy odcinków  
s k ie ro w a n y c h & k tó r e  w tedy są ob razam i geom e trycznym i 
w ek to row ych  w ie lk o ś c i  f iz y c z n y c h  i  u ła t w ia ją ’ nam z ro ­

zu m ie n ie  pewnych za g a d n ie ń ,
W f iz y c e  spotykam y ró w n ie ż  w ie lk o ś c ią  k tó r e  p rz y  

p r z y ję t e j  je d n o s tc e  są w z u p e łn o ś c i o k re ś lo n e  je d n ą  
l ic z b ą  (m ia rą ) .  W ie lk o ś c i te  nazywamy w i e l k o ś ­
c i a m i  s k a l a r n y m  i p a l i c z b y  je  o k re ś la ­
ją c e  -  s k a l a r a m i o  W ie lk o ś c ia m i s k a la rn y m i 
są np© m asa, g ę s to ś ć , p ra c a , o d s tę p  c z a s u , te m p e ra tu ra . 
Nazwa s k a la r  p o c h o d z i s tą d B że w a rto ś ó  ty c h  w ie lk o ś c i  
możemy o d c z y ta ć  na s k a l i  odpow iedn iego  p rz y rz ą d u  pom ia­

row ego .

K ie ru n e k  i  z w ro t w e k to ra .
W ekto ry  n ie z e ro w e , k tó r e  le ż ą  na je d n e j p r o s te j

lu b  na p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  nazy­

wamy w e k to ra m i r ó w n o l e ­
g ł y m i  ( w s p ó ł l i n i o -  

w y m i p  k o l i n e e r n y m i )  

0 w e k to ra c h  ró w n o le g ły c h  mówimy 

te ż p  że m a ją  t e n  s a m  k i e

W ekto ry  “O tym  samym k ie ru n k u  ( c z y l i  ró w n o le g łe )  

mogą p o s ia d a ć  t e n  s a m  z w r o t  l ub  
z w r o t y  - p r z e c i w n e »  R ozróżn iam y w ię c  po­

ję c ie  k ie ru n k u  i  p o ję c ie  zw ro tu »  P ro s ta  i  p ro s te  do 
n i e j  ró w n o le g łe  re p re z e n tu ją  je d e n  k ie ru n e k  i  dwa zw ro­

ty© "



-  3 -

3«. Wektory swobodne i  umie:tacowione»
Dwa wektory niezerowe a i  F  nazywamy r ó w n y — 

aa i ,  je ż e l i  są równoległe, są równej długości i  stają 
te  s asie zwroty®

Wszystkie wektory zerowe uważamy za równe®
W ©kreśleniu równości dwóch wektorów n ie narzuco­

no ich  punktom zaczepienia żadnych warunków, wobec te ­
go mając wektor a możemy go zastąpić innym wektorem F , 
uzyskanym przez przesunięcie równoległe wektora a .

Wektory, których określenie równości pozwala na 
przesunięcie równoległe w p rzestrzen i nazywamy wekto­
rami s w o b o d n y m i ®

W niektórych rozważaniach położenie punktu zacze­
p ien ia  wektora n ie będzie obojętne, położenie to  będzie 
ograniczone np® warunkiem przynależności do pewnego 
stałego punktu, do pewnej p ro ste j lub pewnej powierz­
chni® W tak ich  wypadkach rozpatrywane wektory będziemy 
nazywać wektorami u m i e j s c o w i o n y m i  l ub 
z w i ą z a n y m i ®

4 . Dodawanie wektorów.
J e ż e li dane są dwa wektory a i  b , to  ich  sumą na­

zywamy wektor otrzymany w następujący sposób:
w dowolnym punkcie A jako pun­
kcie zaczepienia kreślim y we­
k to r AB równy wektorowi a 
(rys® 3), następnie w punkcie B 
jako punkcie zaczepienia wektor 
T&5 równy wektorowi F® Wektor 

Bys* 3 nazywamy sumą wektorów a i  F i
oznaczamy przez a + b®

Sumę trzech  wektorów a ,F ,F  określamy jako sumę 
wektora a + b i  c (rys® 4 )®

- Z d e f in ic j i  dodawania dwóch wektorów i  ze sposobu 
wyznaczania sumy trzech  wektorów wynika, że je ż e l i  ma-



Rysb 4
my daną dowolną skończoną lic zb ę  wektorów, to  ich  sumę 
otrzymujemy kreśląc l in ię  łamaną w ten sposób, by koniec 
pierwszego wektora był początkiem drugiego, koniec dru­
giego początkiem trzeciego itdo  Sumą wszystkich danych 
wektorów je s t  wektor, którego początek znajduje s ię  w po­
czątku l i n i i  łam anej, a koniec w końcu l i n i i  łamanej 
(rys*, 5 i  6 ) 0

HySó 5 Rys* 6
Z k o le i wniosek: je ż e l i  l in i a  łamana skonstruowana 
w opisany sposób je s t  l in i ą  łamaną zamkniętą, to  su­
ma rozpatrywanych wektorów je s t  wektorem zerowym.

Szczególnym przypadkiem dodawania wektorów je s t  
dodawanie wektorów równoległych,. Mianowicie je ż e l i  
dapych je s t  n wektorów równoległych I jp ^ * * *
. . .  An„ i An ? to  konstruując ich  sumę, otrzymamy l in ię  
łamaną, k tó re j wszystkie boki należą do jednej l i n i i



p r o s te j  ( r y s o 7 )

*1

Byso 7
Możeasy w ię c  p o w ie d z ie ć  p że j e ż e l i  na p r o s te j  masy n

punktów  A^ s Ag f «««*Ar>,x » An d o w o ln ie  uporządkow anych , 
t o  i s t n i e je  zw iązek

f ? 2 +J? 3 + ooa' *  An - l An  s  r i An 

Z ła tw o ś c ią  można ud o w o d n ić , że p rz y  dodawaniu 
w ekto rów  s łu s z n e  j e s t  praw o p r z e m i  e n o ś c i
CrysbS)

a 4- b s  b + a
i  praw o ł ą c z n o ś c i  ( r y s * 9)

( e - ® - b )  + c  s: a + ( F  ❖  c )

a

B y s . 8 RySo 9

5• Odejmowanie w e k to ró w s

Zanim  o k re ś lim y  odejm owanie w ekto rów  wprowadzim y 
n a jp ie rw  p o ję c ie  w ekto rów  p rz e c iw i^ c h o

Dwa w e k to ry  n ie z e ro w e  nazywamy p r z e c i w n y m  

m Ł * J e ż e l i  są ró w n o le g łe j, są ró w n e j d łu g o ś c i i  m ają 
z w ro ty  p rze c iw n e «  P rzyk ładem  w ekto rów  p rz e c iw n y c h  są 
w e k to ry  AB i  §AS W ekto r p rz e c iw n y  do A§ oznaczamy te ż  
p rz e z  -  15«
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a

By s o 10

R ó ż n i c ę  w e k t o ­
r ó w  a i  b określamy 
Jako sumę wektora a i  we­
ktora przeciwnego do b t j .  
wektora -b  (rys »10)•  
Różnicę wektorów a i  b ozna­
czamy przez s -  F .

6o M nożen ie w e k to ra  p rz e z  l ic z b ę .
J e ż e li dany je s t  wektor niezerowy a i  lic zb a  rze ­

czywista m, to  przez m a oznaczamy nowy wektor, którego 
1° długość wynosi I ml l a l ,
2° kierunek je s t ten  sam co wektora a,
3° zwrot je s t  ten  sam co a , je ż e l i  m > o;

zwrot je s t  przeciwny do zwrotu a , je ż e l i  m £  o. 
J e ż e li m = o lub a je s t  wektorem zerowym, to  wektor 

m a je s t  wektorem zerowym»
Z określenia mnożenia wektora przez lic zb ę  wynika, 

że je ż e l i  dany je s t  zb ió r wektorów równoległych a ,F ,© * .. ,  
to  wektory te  możemy przedstawić jako iloczyny odpowie­
dnio dobranego czynnika liczbowego i  jednego spośród 
wektorów danych (rys» 1 1 )o Mianowicie, je ż e l i  dane we­
ktory równoległe chcemy wyrazić np« przy pomocy wekto­

ra  a w postaci m a ,
b = Sa

la • = / f a
+

d ~~Za e *  - 1 a

Rys«11

to  dla wektorów o 
zwrocie zgodnym ze 
zwrotem wektora a 
należy przyjąć jako 
czynniki liczbowe 
m długości tych we­
ktorów, mierzonych 
odcinkiem a jako.
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jcduostk , d ługości. Dla wektorów o zwrocie przeciwnym
do wektora a n a le iy  p r z y j ,*  J,ko czynniki m lic zb y
przeciwne ich  długoócio®; d la  wektorów zerowych -  l ic z b ę  
zeroo v

2 d e f in ic j i  mnożenia wektora przez lic zb ę  wynika­
ją  natychmiast następujące prawa:

® ( na ) s  ( jb n ) ^
( ¡ n  + n ) a = D i a ł Q a  

m ( a  + F ) s m a  + m F  (rys o12)

7» Rozkład wektora.

Wektorami k o m p l a n a r n y m i  lub * • .
współpłaszczyznowymi nazywamy wektory równoległe do 
jednej płaszczyzny,, •

J e ż e li wektory są komplanarne, to  przesunięte  
równolegle do wspólnego punktu zaczepienia znajdą się  
w jednej płaszczyźnie,,

Każde dwa wektory są zawsze komplanarne,
Wektory, które n ie  są równoległe do jednej ' 

płaszczyzny, nazywamy wektorami n i e k o m p l a ' -  
n a r  n y m i .

J e ż e li dane są trz y  wektory n ie komplanarne T, 
Z 9* ’! 0 czwarty wektor niezerowy e może względem wektorów 
• * zajmować jedno z trzech  następujących położeń:
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1) n ie je s t komplanarny z żadną parą i j „  f i 9 IT  
(rys® 15 a)

2 ) je s t  komplanarny (równoległy) z jedną parą 
T j , JE, kT (ryso 15 b)

5) j e s t  k o l in e a rn y  ( ró w n o le g ły )  z jednym  z w ekto ­

rów  T ,  7 j  1c ( r y s  o 15 c )

Rys« 15

1) Niech wektor a będzie niekostplsnarny z żadną 

z  płaszczyzn określonych wektorami f j »  j^» kio ®yk©że- 
my9 że w tym wypadku is tn ie je  układ 3 l ic z b  l 9m9n ró ż*  
nych od zera i  to  ty lk o  jeden9 że

a 3 l f ^ i ] ^ . a l  ( 1 )
Cele® przeprowa­
dzenie dowodu 
przesuwamy równo­
le g ła  wektory T f j ,  
i  i  I  do wspólnego 
punkt® zaczepienia  
0 Crys<>14)o Przez 
punkt P s toznc-przez 
koniec wektora a s 
prowadzimy równo-



le g łą  do wektora k i  j e j  punkt p rzec ięc ia  z płaszczyzną 
wektorów T J oznaczamy przez Q
Następnie przez punkt Q prowadzimy równoległą do we­
ktora J  i  j e j  punkt p rzec ięc ia  z wektorem T  lub jego 
przedłużeniem oznaczamy przez B .^

Wektor e je s t sumą 3 wektorów n ie zarowych QR. RQ
3 F . ’

Mmsy w ięc, że
8 s  M  + Ę  + ^

sektory, na kt dr efeir oz ło ż y ł s ię  wektor a,są odpowiednio 
równoległe do wektorów I ,  J ,  k i  dają s ię  wobec tego 
wyrazić w postaci iT ,  m jt nk, przy czym czynniki l ic z ­
bowe 1 , m9 n są różne od zera

Słuszne więc je s t przedstawienie wektora a w post©'
c i (1) .

Odwrotnie, każdy wektor w postaci l l^ J + n lć , gdzie 
X,®,n są różna od ze ra , je s t  wektorem niekomplanarnym 
z żadną z płaszczyzn T j ,  H V

Is to tn ie ,  wektor IT-ÜÂ, 
nîc-SÜ, gdzie punkty 

C należą do prostych 
pokrywających s ię  odpowie­
dnio z wektorami T ,J ,7  
(rys<»15)o Tworząc sumę we­
ktorów ÜKj 5̂5 otrzymamy 
wektor OP9 który jako prze­
kątna równoległościanu n ie  
je s t  kanplanan^r z żadną 1

1) Proste p rzetn ie  płaszczyznę bo j e ś l i  je s t  równo­
le g łą  do k , to  je s t do płaszczyzny U  nierównoległą0 

2s Prosta QR przetn ie  wektor i  lufo jego przedłużenie, 
je ż e l i  bowiem je s t równoległą do wektora J ,  to  je s t  
do wektora T nierównoległą«,
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tt jeg®  ś c ia n  9 a w ię c  j e s t  n ie k o m p la n a rn y  c p ła s z c z y z n a -

n i TJS j k 9 lei®
U k ła d  5 w ek to rów  n ie ko ra p la n a rn ye h  T , łc p rz y  

p&mmy k tó r y c h  w y ra z il iś m y  w e k to r  a  nazywamy układem  
w e k t o r ó w  p o d s t a w o w y c h  lu b  b a  -  

z ą  p r z e s t r z e n i  tró jw y m ia ro w e j®
W ekto ry  GR “  X i9 RQ ~ m j9 W  s  nE (ry s ® 1 4 ) ,  czy ­

l i  s k ła d n ik i  na k tó r e  r o z ło ż y ł  s ię  w e k to r  a 9 nazywamy 
s k ł a d o w y m i  w e k t o r o w y m i  w e k to ra  
a ,  uporządkow aną t r ó j k ą  l i c z b  l , m 9 n - s k ł e d © -  
w y  a  i  s k a l a r n y m i  lu b  k r ó tk o  s k ł a ­
d o w y m i * ^  l u b  m i a r a m i  sk ła d o w ych  w ek to ­
ro w ych  lu b  te ż  w s p ó ł r z ę d n y # !  w e k to ra  

a w b a z ie  T , J , ¥  lu b  u k ła d z ie  w ek to rów  podstawowych

i  ¡>3
D la  z a zn a cze n ia  że w e k to r  a ma sk ładow e ( lu b  

w s p ó łrz ę d n e ) X 9m9n używamy sym bolu  a  { l sm*n}
N a leży  je s z c z e  w ykaza ć9 że p rz e d s ta w ie n i®  w ekto ­

r a  a  w p o s ta c i  C l) w b a z ie  i  ¡,3»^ j e s t  jedyna®
Wykażemy t o  p ó ź n ie j9 u w z g lę d n ia ją c  ró w n ie ż  dwa na­

s tę p n e  wypadki®

2 ) N ie c h  w e k to r  a b ę d z ie  ko m p la n a rr^  np<> z  p a rą  w ekto­
ró w  I  i  I 9 a le  n ie  k o l in e s r n y  z żadnym z n ich®

W tym  wypadku po 
p rz e s u n ię c iu  ró w n o le ­

g łym  w ekto rów  T ,3 »^ i  
i  d@ w spó lnego  p u n k tu  
z a c z e p ie n i®  0  ( r y a 016) 

w e k to r  •  z n a jd z ie  s ię  
w p ła s z c z y ź n ie  w ekto ­

rów  f  i  ! „  p u n k t P po­
k r y je  s ię  s punktem  Q 
i  w e k to r  Ę f  s ta je  s ię  

x )  1 e rm irm 15sk łe d o w a * używamy w ię c  w dwóch z n a c z e n ia c h , 
w w ypadkach w ię c  gdy te r m in  te n  oznaczać b ę d z ie  we­
k to r  będziem y w y ra ź n ie  mówić »składow a wektorowa»®
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wektorem zerowym.
W ®kior a możaąy w y ra z ić  w p o s te & i

a s l¥  *  mj ❖  o . lc
M b

a s  i i  + gjJ (2)
Hektor b m& więc w bazie p rzestrzen i trójwymiarowej 
^$7»^ składowe 1 0P ® 0? n — 09 s w bazie  prze”
s t r z e n i  dwuwymiarowej X , j  -  składowe (łab  współrzędne) 
l sm, co notujemy symbolem ® £ l 9m|o 
Każdy wektor a komplanarpy z wektorami T  i  J  możemy 
więc zbudować w sposób określony związkiem (2) pod 
warunkie®P że wektory I  i  J  jako wektory podstawowe 
nie są kolinearne.

Odwrotnie8 je ż e li. X9si są dowolnymi liczbam i róż”  
s^nsi od se ra3 t©  wektor iT  ♦ «¡7 je s t wektorem komplaosr” 
.¿Ęr?& z w e k to ra m i i  i  j  i  do żadnego g nich nierównoległym•

3) Niech wektor a b ę d z ie  w ektorem  kolineernym z jedięrm  
z wektorów podstswoich np® z wektorem X*

Fo równoległym p rz e s u n ię c iu  w ek to rów  T SJ SF  t  a 
do wspólnego p u n k tu  z a c z e p ie n ia  0 ( ry s o  18) w e k to r  e

Bowdd p rz e b ie g a  pod©”

b o le  ja k  w p rzyp a d ku  1) 
z  t ą  ró ż n ic ą g  że w e k to r  

W  j e a t  te r a z  p rz e k ą tn ą  

ró w n e le g ło b o k u  ( r y s o 17 ) 
o bokach  M  i  OB0 n ie

Rys® 17
j e s t  w ię c  k o lin e a r rg r  % 
żadnym z boków®

k r y ją  s ię  ze sobą 9 we~ 
k tó r y  ĘJP, g $  s t a ją  s ię  
w e k to ra m i zerowymi®

do k t ó r e j  n a le ż y  w e k to r  
Xg p u n k ty  P SQ,R po~

p o k ry je  s ię  z p r o s tą

\
W e kto r W możemy wy«* 

raatiósRys^ 18
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1 ) w b a z ie  j 9k w p o s ta c i

I s i I ł O o j  + O o k  C l #  0 )

2 ) w b a s ie  i sJ  t j o  w b a z ie  p rz e s trz e n i,  dmiwymi a row e j 
w p o s ta c i

a "  l i  + 0  ,  J
3 ) w b a z ie  p r z e s t r z e n i  jed now ym ia row e j i  w p o s ta e i

•  -  l i

W ek to r i  ja k o  baza p r z e s t r z e n i  jed now ym ia row e j w in ie n  
być w ekto rem  n i  ©zer owym o

W ekto r a w tym  p rzyp a d ku  ma w u k ła d z ie  w ek to rów  p o d s ta ­
wowych i p j 9 k  w sp ó łrzę d n e  1 #  0 9 m *  0 9 n  *  0 , co no­

tu je m y  symbolem a { l 9 0 9 o}  9 w u k ła d z ie  w ek to rów  9 p o d s ta ­

wowych i g j  -  w s p ó łrzę d n e  1 f*  0 9 a  s  0 5 co  n o tu je a ^r sym­
bo lem  a { l 9 o} i  p rz y  w e k to rz e  podstawowy» X -  w s p ó łrz ę ­
dną Ig  e© oznaczamy symbolem a { l }

W yka za liśm y9 że w u k ła d z ie  w ekto rów  podstawowych 
ig jg k  w e k to r  a można p rz e d s ta w ić  w p o s ta e i

I ^ l f  + s l + n l ,  CD
g d z ie

l 2 *  m2 -> n2> O1̂

N a le ży  je s z c z e  w ykazać9 że t o  p rz e d s ta w ie n ie  w ek to ­
r a  a w b a z ie  i , X 9Ic je s t  je d y n e  t 0zn<», że n ie  ma innej 
t r ó jk i  l i c z b  l% m % n 9 t a k i e j „ by ró w n ie ż

a ~  1 * X *  m9 J  + E ( 2)

P rzypuśćm y9 że o p ró c z  p rz e d s ta w ie n ia  w e k to ra  a 
w p o s ta c i ( 1) i s t n i e je  je s z c z e  p rz e d s ta w ie n ie  w p o s ta ­
c i  ( 2 ) 9 p rz y  czym n ie  w s z y s tk ie  l i c z b y  w p a ra c h  1 i  1 %

.    -■j . « - —i— ■—  —   n,     mu

1) w arunek 1 + m + n  > 0  w yraża  9 że 1 9 m9 n  n ie
są  je d n o c z e ś n ie  równe zeru®
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e  i  a * ,  a  i  n "  są równe t „ z n *  że ¡zachodzi p rz y n a jm n ie j 
je d n a  z n ie ró w n o ś c i:

1 # P  , ® # a t »  , n # n >  ( 3)

Z po rów nan ia  ( 1 ) i  ( 2 ) mamy

l i  + saj nk =  X* I  + u ’ ]  + n ’ ¥ ,
a d a le j

( 1- 1 *) i  + (m-m») 3  + (n -n * )  k =  0 ( 4 )

J e ż e l i  zachodzą w s z y s tk ie  t r z y  n ie ró w n o ś c i ( 3 ) ,  to  
d z ie lą c  np * p rz e z  1 -  1 * # 0  mamy r,

m’ - n s -  n
i r ^ r u

Ma p o d s ta w ie  je d n a k  rozw ażań  p o p rz e d n ic h  (w wypadku 2 ) 
zw ią ze k  te n  w y ra ż a , że w e k to r  i  j e s t  kom p lenarny z we­
k to ra m i j  i  k ,  co j e s t  sp rze czn e  z za łożen iem ,, Zatem 
1 "  1 ’  5  O i  wobec te g o

1 =  1»

D z ie lą c  rów ność (4 ) p rz e z  m -  m* ć  O, a n a s tę p n ie  

p rz e z  n  -  n 9 # 0  dochodzim y ró w n ie ż  do zw iązków  s p rz e c z ­
nych  z z a ło ż e n ie m * Zatem m ™ m9 -  Q i n - n ? i® 0  
c z y l i

s  *  i '  i  n  =  ii*

W p rz y p a d k a c h , gdy s p e łn io n e  b y ły b y  dw ie  spośród  
n ie ró w n o ś c i,  a t r z e c ia  n ie  lu b  t y lk o  je d n a ,  a dw ie 
p o z o s ta łe  n ie ,  to k  rozum ow ania je s t  podobny*

T w ie rd z e n ie  o jednoznacznym  sp o so b ie  p rz e d s ta w ia ­
n ia  w e k to ra  p rz y  pomocy w ekto rów  podstawowych je s t  
ró w n ie ż  s łu s z n e  d la  p r z e s t r z e n i  dwuwym iarowej na 
p ła s z c z y ź n ie  i  l i n io w e j  (na p r o s te j) «

J e ż e l i  m ia n o w ic ie  w e k to r  a j e s t  kom planarny z 
w e k to ra m i podstawowym i i  i  j ,  t o  można go w y ra z ić  
*  p o s ta c i

a =  l  i  + m j
t y l k o  w je d e n  sposób ,
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J e ż e l i  w e k to r  a je s t  k o l in e e rn y  z w ektorem  i 9 t o  

i s t n i e je  t y l k o  je d n a  l ic z b a  1 t a k a s że
a ~  1 I«

8 « T w ie rd z e n ie  o sk ład ow ych  wektorów«,
1) Składowe (w s p ó łrz ę d n e ) sumy dwóch wektorów 

ró w n a ją  s ię  sum ie sk ład ow ych  (w s p ó łrz ę d r^ c h )  tych we­
kto rów «

2 ) Składow e i lo c z y n u  wektora przez liczb ę  równa­
j ą  s ię  i lo c z y n o w i składowych tego wektora przez l ic z ­
b ę .

Dowody ty c h  tw ie rd z e ń  przeprowadzimy d la  przestrze­
n i  t ró jw y m ia ro w e j,

1) W u k ła d z ie  w ek to rów  podstawowych T , j  ? k daj$e 
są w e k to ry  a { l - p  m^, n-J i  b f l 2 , m2 , n2J  »
Z o k r e ś le n ia  w s p ó łrz ę d n y c h  w e k to ra  w yn ika

a -  1  ̂ T + m- j - + n^ Ej

b = 12 i  + m2 j  + n^  k .

Tw orząc sumę w ekto rów  a i  b s o trzym u jem y
a + b ™ l^ T + mx J  + nx ¥  + 12 I  + m2 I  n2 TE, 

co na p o d s ta w ie  poznanych praw ( s t r ,  7 ) możemy napi­
sać w p o s ta c i

a ♦  b s  (1-j + 12 ) i  ♦  (m^ + m^) j  ♦ (n ^  > nu.) k 

Z p o s ta c i  t e j  w y n ik a 9 że l i c z b y

1^ 12 f. m-̂  m2  ̂ ^1  ^  02

są sk ład ow ym i w e k to ra  a + b w b e z ie  T^Jj/E,
2) J e ż e l i  dany je s t  w e k to r  a ( l 9 m* n j  i  dowolna 

l i c z b a  s „  t o  możemy napisać9 że
a - l T  + m J + n k  

i  s»s  s  s l  i  + s i  j  + sn k ,  
skąd b e z p o ś re d n io  w yn ika ,, że l ic z b y

sl j  aa 9 sn
są sk ładow ym i w e k to ra  s a*
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Twierdzenia 1) i 2) są szczególnymi przypadkami ogól­
niejszego tw ierdzen ia , mianowicie :

Składowe kombinacji lin io w e j wektorów równają 
się  kombinacji lin io w e j składowych tych wektorów«

Kombinacją np^ lin iow ą 5 wektorów a p F , c nazy­
wamy wektor w = r  a + s b + t  F , gdzie r ,  s , t  są
dowolnymi liczbam i rzeczywistymi»

J e ż e li więc dane są wektory

a f c l ’  V  “ l }  - ">2 . n2 }  , ć { l v  v  n , }  ,

to  składowymi wektora w są lic zb y  :
r  l x + s l -2 + t  13 ,

r  + s m2 + t  m5> ( 5)

r  ł  8 i i j  + t  n^,

o czym łatwo można s ię  przekonać»
Bezpośrednim wnioskiem z tego tw ierdzenia je s t  tw ier­
dzenie ;

Składowe różnicy dwóch wektorów równają s ię  róż­
nicy ich  współrzęditych*

§ 2« KĄTY

1# Kąt zwykły» kąty wektorów i  o a i„
Wiemy z geom etrii elem entarnej, te  dwie różne p ó ł- 

proste l x i  12 * aejące wspólny początek 0 , d z ie lą  
Płaszczyznę na dwa obszary, z których każdy nazywa się  
kątem (zwykłym) *

Również, &  półproste i  12 , mające wspólny po- 
Caą te k , pokrywają s ię , to  tworzą dwa kąty , mianowicie 
N t  zerowy i  kąt pełny»

Miary kątów powszechnie określa s ię  przy użyciu 
Jednostki stopniowej lub łukowej (w radianach)„
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M ia rą  lakow ą  k ą ta  p e łn e g o  je s t  2 3T , p ó ip e łn e g o  TC , 

garowego ■» zero«
Dwie p ó łp ro s te  o wspólnym  p o c z ą tk u  tw o rz ą  2 ką­

t y ;  j e ż e l i  y  j e s t  m ia rą  jed neg o  k ą t©9 t o  m ia ra  d ru ­
g ie g o  w y n o s i 2 ST -  <f ( r y s  ,1 9 )»  W każdym r a z ie  m ia ra  y

j e d n e g o  z dwóch 
kątów  u tw o rz o n y c h  p rze z  

2 p ó łp ro s te  s p e łn ia  zaw­

sze n ie ró w n o ść

0 4 - 9 4
zawsze bowiem je d e n  z  dwóch 
ką tów  m ie ś c i s ię  w p ó ip ła s z -

czyżn ie o

Rys* 19 K ą t  m i ę d z y

w e k t o r a m i  i  o s i a m i «
Każdy w e k to r  n ie z e ro w y  o k re ś la  p ó łp ro s tą  m ianow i­

c ie  p ó łp r o s tą ,  k tó r a  pokryw© s ię  z tym  wektowrem i  p o s is '

da t e n  sam p o c z ą te k  (rys«  20 a}«

1) J e ż e l i  dwa w e k to ry  m a ją  w spó ln y  p o c z ą te k , t o

kątem  m iędzy  ty m i w e k to ra m i nazywamy k ą t  m iędzy pó ł-

4
\
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prostymi określonymi przez te  wektory, którego miara 
y  spełnia nierówność!

0 4  f  4  R
t ,z n * mieszczący (rys,, 20 b 9 c) s ię  w pdłpłaszczyźnie 0 

2) J e ż e li dwa wektory n ie  mają wspólnego początku, 
to  kątem między tymi wektorami nazywamy kąt u z y s k a j 
przez przesunięcie równoległe tych wektorów do współ™ 
nego punktu zaczepienia (ry s Q 20 d)

P o j ę c i e  o s i «
J e ż e li dany je s t  wektor niezerowy i , leżący na 

p ro ste j x 9 to  wszystkie wektory leżące na p ro ste j x
mają zwroty zgodne ze zwrotem wektora i  lub zwroty 
przeciwne.

J e ż e li zwrot wektora i  przyjmiemy jako dodatni, to  
Prostą x z tak określonym zwrotem dodatnim nazywamy 
0 s i  ą. Mówiąc, że wektor T określa oś, rozumiemy

przez to  prostą, któ -
, i r ® pokryw© się z we™
p  — ^ — fjftyy- _

X ktorera 1 i  posiada je™ 
go zwrot jalfo zwrot 
d o d a tn io  Ma rysunku oś

oznaczamy, umieszczając s trza łk ę  wskazującą dodatni 
zwrot p roste j (rys„ 21) .

nazywamy kąt między wekto­
rami mającymi kierunek i  
zwrot tych osi (ry s , 22a)o 

4) Kątem między wekto- 
rem i  osią nazywamy kąt 
między tą  osią i  osią 
określoną tym wektorem 
(rys« 22 b) 0

Kąty powyżej określo­
ne nazywamy kątami zwykły­
mi lub n i e z o r i e  a— 
t  o w a n y m i ,  krótko ką~
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ta rn io

K ą t z w y k ły  j e s t  wyzsaaezony9 j e ż e l i  dana je s t  
w a rto ś ć  eos f  9 ró w n a n ie  bowiem try g o n o m e try c z n e

COS f  S  m>

gdy ^  s  ^  1 p o s ia d a  t y l k o  je d n o  ro z w ią z a n ie  s p e ł­
n ia ją c e  w arunek

Q\< y  ^ : r r
K ą ty  i  ic h  m ia ry  oznaczamy bądź l i t e r a m i  a l f a ­

b e tu  g r e c k ie g o 9 bądź sym bolam i p o s ta c i $  ( a 9b ) s £  ( x 9y ) ,  
p rz y  czym l i t e r y  w naw iasach  o zn a cza ją  ra m iona  kąta®

. Symbole £  ( a 9b ) i  $ r ( b 9a ) 9 j e ż e l i  rozważamy k ą ty  n ie z o ­
r ie n to w a n e  s o zn a cza ją  te n  sam kąt®

2® K ą t zo rien tow any®

P odobn ie  ja k  w p rzyp a d ku  o d c in k a  p rz e z  w y ró ż n ie n ie  
p o c z ą tk u  i  końca o d c in k a  o trz y m a liś m y  p o ję c ie  w e k to ra  
vo d c in ka  z o r ie n to w a n e g o ) 9 ta k  ró w n ie ż  w p rzyp a d ku  k ą ta  
p rz e z  w y ró ż n ie n ia  ra m ie n ia  początkow ego i  ra m ie n ia  koń­
cowego możemy o trzym ać p o ję c ie  k ą ta  zorien tow anego®

N ie c h  b ę d z ie  dany k ą t  m iędzy w e k to ra m i a l b o  
wspólnym p o c z ą tk u  w p u n k c ie  0 ( r y s * 2 3 ) .  Możemy uwa-

ż a ć 9 że k ą t te n  p o w s ta ł p rz e z  

o b ró t  w e k to ra  a d o o k o ła  pu n - 

** k tu  ® eż do p o k ry c ia  s ię  z
w ektorem  5 , a lb o  t e ż ,  że pow-

— ----------- s t a ł  p rz e z  o b ró t  ra m ie n ia  b

aż do p o k ry c ia  s ię  z w ektorem  
% s » 23 a» W p ie rw szym  p rzyp a d ku  ra m ię

a (ruchom e) uważamy za p o czą tko w e 9 ra m ię  zaś b -  za 
końcowe i  ką t ^ z  ta k  w y ró ż n io n y m i ram ionam i oznaczymy 

s y m b o le m ^  ( a 9b ) e W d rug im  p rzyp a d ku  za ra m ię  początkow e 
uważamy b 9 za ra m ię  końcowe a i  d la  o zn a cze n ia  te g o  
k ą ta  uży jem y sym bolu £  (b?h> . K ą ty fę  (a ^b ) i  £  (b ^a ) są 
w ięc  ró ż n e j, r ó ż n ią  s ię  bowiem po rząd k iem  ra m io n , po—

‘  •
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dobnie ja k  różne są wektory AS i  M .
K ą t, którego jedno z ramion wyróżniono jako po­

czątkowe, a drugie jako końcowe, nazywany k ą t e m  
z o r i e n t o w a n y m .

M i a r y  k ą t a  z o r i e n t o w a n e g o .  
Kąt w nowym u ję c iu  uważany za wynik obrotu półpro- 

s te j na płaszczyźnie« Chcąc mówić o mierze kąta zorien­
towanego, musimy u s ta lić  kierunek obrotu dodatniego 
i  ujemnego na płaszczyźnie. Półprosta 1 (rys.24> może

obracać się na płaszczyźnie  
w dwu przeciwnych kierunkach -  
zgodnie z obrotem wskazówek 
zegara lub przeciw nie. J e ż e li 
jeden z tych kierunków obrotu 

w 2 przyjmiemy jako dodatni, a
drugi jako ujem iy, to  płaszczy—

k . Rys# 24 znS z ustalonym dodatnim kierun­
kiem obrotu nazywamy p ł a s z c z y z n ą  z o -

t e n t  o w a n ą . Kierunek dodatni obrotu płaszczy­
łby zorientowanej zaznaczamy na rysunku łukiem , opa- * 

zopym s trza łk ą  wskazującą kierunek dodatni obiegu.

Pół 15 Niech będzie dane Płaszczyzna zorientowana oraz
o b r ir °Sta 1# J e Ż e li pdł3prostą 1 wykona jeden pełny

w kierunku dodatnim (ry s . 25 a ) ,  to  kątowi temu
ypiszemy miarę 2 Jt „ J e ż e li półprostą 1 wykona k 
nych obrotów w kierunku dodatnim, to  kątowi przy- 

szemy miarę k . 2 JT (ry s . 25 b>, je ż e l i  w kierunku 
ym, to  miara kąta wynosi -k .  2 JT (ry s .25 c ) .

°baz fc-2) N ieCh b ę d z ie  dana P ła szczyzn a  zo r ie n to w a n a
kąta ą t wektoraał « i  b , którego miarą jako

zwykłego niedh będzie lic zb a  f  ( ry s .26 ).

U c k  Mlarą kąt® zorłen towanego (a ^ i) je s t  każda z 
C2°  Postaci

> d la  k = 0,  i  1 ,  i  2 ,  ( i )
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23T

3.231

-3 .231 ’i

B y s . 25

Rys«» 26

a )

b)
L

c)

i i 1 1 L

I s t o t n i e j  k ą t  (ab ) możemy 
uważać ja k o  w y n ik  o b ro tu  
ra m ie n ia  a o k ą t  f  w k ie ­
ru n k u  d o da tn im  lu b  te ż  
ja k o  w y n ik  o b ro tu  ra m ie ­
n ia  a s k ła d a ją c e g o  s ię  z k 
p e łn y c h  o b ro tó w  o ra z  o b ro ­
t u  o k ą t  .

M ia ra m i k ą ta  ( a b > 
będą l ic z b y  dodatn i*e  9  , 
f + 2 J T ,  y + 2 . 2 i r , y + 3 o 2 7 T j . . .  

c z y l i  l i c z b y  p o s ta c i 
9 + 2 k 3 t  d la  k  =  0 j1 j2 j »9.

K ą t je d n a k  (a”* b )  możemy 

ró w n ie ż  uważać ja k o  w y n ik  
o b ro tu  ra m ie n ia  a w k ie ­
ru n k u  ujemnymo J e ż e l i  p rz y  
o b ro c ie  w tym  k ie ru n k u  

ra m ię  a p ie rw s z y  ra z  p o k ry ­

je  s ię  z ra m ie n ie m  b ,  t o  
m ia rą  te g o  k ą ta  j e s t  + ̂  f 

j e ż e l i  ra m ię  a p o k ry je  r a ­
m ię b za k -ty m  razem 9 to  

k ą to w i p rzyp isze m y  m ia rę  
- 2  k  3 t  *  f  .

M ia ra m i k ą ta  (a  b ) p rz y  o b ro c ie  ra m ie n ia  ruchom e­
go (począ tkow ego ) w k ie ru n k u  ujemnym są  l i c z b y  ujemne

-■¿X *  1  ,2 { - 2 j r  ) * < ■ ! ,
c z y l i  l i c z b y  p o s ta c i

9 *  2k %  d la  k a  -  l 9 - 2 * . . . .  
U w z g lę d n ia ją c  m ia ry  uzyskane p rz y  o b ro c ie  ra m ie n ia  po­
czątkow ego w k ie ru n k u  do da tn im  i  w k ie ru n k u  ujemnym 
otrzym am y l i c z b y  p o s ta c i ( 1 ) .  K ą t z o r ie n to w a n y  p o s ia ­
da w ię c  n ie s k o ń c z e n ie  w ie le  m ia r  d o d a tn ic h ^  i  u jem nych 
ró ż n ią c y c h  s ię  o c a łk o w itą  w ie lo k ro tn o ś ć  l i c z b y  2 5T .
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Miarę kąta (a % ) będziemy oznaczać również syabolem 
*  ( a b ) .

Miarami kąta ( ba ) są lic zb y

-  2 k i r  d la  i  l i  2 9 . 000
e więc lic zb y  przeciwne d© m iar kąt© (a% )o

K ą t zorientowany n ie  je s t  Jednoznacznie określo­
ny wartością cosinusao Spog je ż e l i

cos <f »  - O  ( to  f  s  1  I  + 2 k f f
2 6

i  wobectego cos wyznacza nam dwa kątyg jeden o mia­
rach - g -  + 2k5l i  drugi o miarach -  ^  + 2 k 5t » je ż e l i  
więc pierwszy oznaczymy^rzez 3f U ^ l g ) ,  to  drugi moź^  
“Cr oznaczyć przez £  ( Ig ,  11 ) 0 Natomiast kąt zorientowa- 
^  je s t  jednoznacznie określony, je ż e l i  dana je s t  jego 
wartość cosinusa i  sinusa«* I  ta k * je ż e l i  cos f  ss

a s in  f  = -  | 9 to  f  9 -  ^  + 2k i i f c z y li  w tym przypadku, 
c°s f  i  s in  y  okreś la ją  jednoznacznie jeden spośród 
«Swóch poprzednich kątów mianowicie £  U 2C \ K

J e ż e li na płaszczyźnie zorientowanej ze wspólne- 
gP punktu 0 wyprowadzimy trz y  wektory I 9E 9I 9 to  dowol- 
06 miery kątów^C (a«jb) 9 & (b 0c) 9 $. (c 9a ) sp e łn ia ją  związek

*  bi  *  *  + S <e?a) s  2 k 5l „ (2)

^ Is to tn ie  j, je ż e l i  wekto­
ry  a^b^c zajmują położenie 
ja k  na rysu2? i  miarami 
kątów C£,E) 9 (bgc ) s Cc, 8) ja ­
ko kątów zwykłych są l i c z -  
by ^  P „ f  g to  

£  (© tb)s c t f  2k2 5T

$(b^c )s  ♦ 2k2 5T

*  Cc^a)- -  f  ♦ 2k , j lByso 27



-  22 ~

Masny w ię c
$. (e *b )+  % (b  jC>+ $  (c ^ a )~  »  -  |B -  3* ♦  ZCk^+kg+k^) % t 

a le

r s <* -  3  ..,
wobec te g o  \

$  ( a 8b ) *  o C e )  + Cc 88 ) =  2(k-j + kg ♦ k ^ }  5T
Oznaczając sim ę k-, *  + k ^ 9 k tó r a  j e s t  l i c z b ą  c a łk o ­

w i t ą  p rz e z  k 9 otrzymam y zw ią ze k  ( 2 ) 0
Z w iązek  (2 ) można u o g ó ln ić  na dow olną l ic z b ę  we­

k to ró w  9 le ż ą c y c h  w .je d n e j p ła s z c z y ź n ie »  J e ż e l i  w ekto ­

r y  &1 ;  & 2 9 * 9*o®n  n a le ż ą  do je d n e j p ła s z c z y z n y  zo­
r ie n to w a n e j 9 t o

5  (a J % 2 ) * S t ( a P e 3 )+  . . .  + *  ( a ^ . a ^ ł  =  2 *3 1  O )

Zw iązek te n  pod nazwą t w i e r d z e n i e  
G h  a s 1 e # 'a  1 bywa c z ę s to  stosow any w p o s ta c i

Jf (©■^»©2 ^"*’ ^  ^®2 ,s 3  ̂ + l>e,<> *  ^ ^ **2Ł->1 ?®n^ *”  &^®x»®n^ ^4)

§ %  WSPÓŁRZĘDNE PUNKTU

l a W spó łrzędne p u n k tu  na p r o s t e je
M a ją c  daną oś x  w ra z  z w ektorem  podstawowym i ,  

k tó re g o  d łu g o ś ć  równa s ię  je d n o s tc e  d łu g o ś c i9 o b ie ra ­

my na n ie j  s t a ły  p u n k t 0» Możemy te r a s  każdy  p u n k t o s i 
uważać ja k o  k o n ie c  w e k to ra 9 k tó re g o  p o c z ą te k  z n a jd u je  
s ię  w p u n k c ie  0» A w ię c  p u n k t P ( ry s » 2 8 ) uważamy ja k o

k o n ie c  w e k to ra  OPj
. t t - Ł- ^ ......t - .... - i___ X  p u n k t A -  ja k o  k o n ie c
A 0 3 8 p w e k to ra  QA i t d s

Rys» 28 W spó łrzędną  k a r -

te z ja ń s k ą  p u n k tu  lu b  k r ó tk o  w s p ó ł r z ę d n ą  
p u n k t u  P nazywamy w s p ó łrz ę d n ą  (sk ła d o w ą ) we­

k to r a  9 k tó re g o  k o n ie c  z n a jd u je  s ię  w p u n k c ie  P , a po­
c z ą te k  w p u n k c ie  Go x)
x) C z y ta j : S z a la .



-  23 -

Punkt P o współrzędnej x oznaczamy symbolem P (x)„  
J e ż e li więc dane są np.punkty A ( - l | ) 9 B (2 ),C (x  ) 

to  oznacza to ,  że
ÓA = -  1 ^  T  
ÓB s  2 T 
W »  x 0 T

Oś x nazywamy o s i ą  w s p ó ł r z ę d n y c h ,  
Punkt 0 -  p o c z ą t k i e m  w s p ó ł r z ę -  
d n » c h , wektor i  - w e k t o r e m  j e d n o ­
s t k o w y m  lub w e r  s o r  e m.

Punkt 0 d z ie l i  oś x na dwie półproste. Punkty 
Jednej p ó łpros te j mają współrzędne dodatnie, d rug ie j 
Pdłprostej -  ujemne, punkt 0 ma współrzędną zero»

Wprowadzając pojęcie współrzędnej punktu na o s i, 
Przypisaliśmy każdemu punktowi p roste j x jedną liczbę  

eczywistą i  odwrotnie, każdej l ic z b ie  rzeczyw istej 
Jeden punkt o s i. Różnym punktom odpowiadają różne 
spółrzędne, różnym liczbom — różne punkty«

a
• k ładow a wektora na osi współrzędnych.

Niech na osi współrzędnych leży  wektor S3,okreś- 
°hy współrzędnymi punktów A(x1) i  B C ^) .Wykażemy, że 

8 łado»a (współrzędna) wektora 15 równa s ię  różnicy  
Współrzędnej punktu końcowego x2 i  punktu początkowe- 
g0 c z y li  że

AB C *2  “  x l>  1  (10)
Dowód s N iezależn ie od 

A tei) B(xa) ^  uporządkowania pun­
któw 0 , A, B na osi x

O t

H ys . 29

 ̂ (ry s . 29) mamy ; 
<5a ♦  jEb  «  

skąd
x  __ __

AB «  OB -  OA.
a le

QB*x2I ,  0A«x1I }
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w ię c

IB  -  ~ xi  ^  s (xg -  x^) ^

3o D ługość  w e k to ra  na o s i  współrzędnych.
J e ż e l i  w e k to r  AB J e s t dany Jak w zagadnieniu po­

p rz e d n im , t o  je g o  d łu g o ś ć  wyraża s ię  wzorem
ŚABl s  l x 2 -  (1 )

I s t o t n i e ,  j e ż e l i  z w ro t wektora AB je s t zgodny ze
zwrotem  doda tn im  o s i ,  t o  je g o  współrzędna je s t  dodatnia 
i  równa s ię  d łu g o ś c i w e k to ra ,  c z y li

I a b S »  *2  “ Xx
W p rz y p a d k u , gdy z w ro t w e k to ra  AB j e s t  ujemny, t o  współ­
rzę d n a  j e s t  te ż  ujemnao D ługo ść  w e k to ra  równa s ię  l ic z ­
b ie  p rz e c iw n e j do w s p ó łrz ę d n e j t * z n ,

Ia bS "  -  (x2 -  X l)
W obu w ię c  p rz y p a d k a c h , n ie z a le ż n ie  od zwrotu wektora AB, 
d łu g o ść  w e k to ra  równa s ię  bezwzględnej wartości współ­
r z ę d n e j , c z y l i  żę

i ABl s  1^2 -  x^ |

4 o W spółrzędne p u n k tu  na p łaszczyźnie*
M iech  będą dane na płaszczyźnie dwie p rzecinają­

ce s ię  w p u n k c ie  0 o s i -  oś x z wektorem jednostkowym T , 
oś y  z w ektorem  jednostkow ym  j - oraz dowolny punkt P

(ry s *30)*
Każdy punkt P płasz­

czyzny możemy uważać za 
koniec wektora, którego 
początek znajduje się
w O.

Wektor o końcu w pun­
kcie P i  początku w pun- 

Rys* 30 kcie 0 będziemy nazywać
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P r o m i e n i e m  w o d z ą c y m  p u n k t u  Pe 
J e ż e li P ^ l ly j ,  to  promień wodzący punktu P w myśl 

wyników poprzednich rozważań ( a t r . l l )  wyraża s ię  w 
bazie wektorów i ,,3  w postaci

QP — 1 i  + m j , 
gdzie l T = O P » , i ] s  p»p

Parę l ic z b  l 9m9 c z y li  składowe (współrzędne) 
promienia wodzącego punktu P nazywamy kartezjańskim i 
współrzędnymi punktu, lub krótko -  w s p ó ł r z ę -  
d n y m i  - p u n k t u  P w układzie 0*y o

Pierwszą z nich 1 nazywamy o d c i ę t ą  
P u n k t u  P, drugą m - r z ę d n ą  p u n k t u  
p. Oś x nazywamy o s i ą  o d c i  ę t  y ę h,  oś y-  
° s i ą  r  z ę d n y c h 9 układ dwóch osi x i  y -  
^ k ł a d e m  o s i  w s p ó ł r z ę d n y c h  lub 

dtko układem 0xy9 punkt O - p o c z ą t k i e m  
k ł  a 3 u.

Punkt P o współrzędnych 1 9 m oznaczamy symbolem
P

J e ż e li dane są np„ punkty A (3 94) 8 » ( - 3 ,5 ) ,  C{xo9y ) 
to  znaczy to ,  że 0 0

OA s  3 I  M  j }
Ć5§ = »3  i  + 3  j »

m  s  * 0T  4
Ze sposobu określenia współrzędnych punktu na 

P aszczyinie wynika, że każdemu punktowi płaszczyzny 
adu Qxy odpowiada jedna para lic z b  x 9y zwana 

»apółrzędrjymi punktu i  na odwrót każdej parze lic zb  

den^* uważane  ̂ za współrzędne punktu, odpowiada je -  
r l *  Punlct* Rdżnym punktom odpowiadają różne pary liczb ', 

°żnym parom lic z b  -  różne punkty0
0sie układu d z ie lą  płaszczyznę na 4 ć w ia r tk i, 

re oznaczamy cyframi rzymskimi, Znaki współrsę -  
Ch Punktów w poszczególnych ćwiartkach przedstawić-
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ne aą na ry s . 31. Punkty leżące na osiach mają jedną
współrzędną zero. 
Punkt 0 ma obie 
współrzędne równe 
zeru . W dalszych 
rozważaniach bę­
dziemy na ogół po­
sługiwać się  pro­
stokątnym układem 
współrzędnych t j .  
układem, którego 
osie są do siebie  
prostopadłe.

5. Sspółrzedne punktu w p rzes trze n i.
Dane są trzy  osie x ,y ,z ,  przecinające się w pun­

kcie 0 i  n ie leżące w jednej p łaszczyźn ie . Na osiach 
tych przyjmujemy odpowiednio wektory i ,  j ,  £ jako 
wektory jednostkowe (ry s .3 2 ).

Każdy punkt P 
w p rze s trze n i, podo­
bnie jak  poprzednio 
na p łaszczyźnie , mo­
żemy uważać za ko­
niec wektora, którego 

&*-x  początek znajduje 
się w punkcie 0 . 
Wektor ta k i będziemy 
nazywać p r o ­
m i e n i e m  w o ­
d z ą c y m  p u n ­
k t u  P„ Wektor 
zgodnie z tw ierdze-
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niem  ( s t r ,8 )  o r o z k ła d z ie  w e k to ra  można p rz e d s ta w ić  
w p o s ta c i

OP =  1 i  + m j  + n k ,
g d z ie

l i  =  OR, m j “  SF* , nk  s  W*P°

U k ła d  t r z e c h  l i c z b  l , m , n # k tó r e  są sk ładow ym i
(w s p ó łrz ę d n y m i) p ro m ie n ia  wodzącego p u n k tu  P nazywamy.

W s P ó ł r z ę d n y m i  p u n k t u  P w u k ła d z ie  
Oxyz .

P unk t P o w sp ó łrz ę d n y c h  l ,m ,n  oznaczamy symbolem 
P d , m , n ) .

O sie  x , y , z  nazywamy o s ia m i w s p ó łrz ę d n y c h „ p u n k t 

p o c z ą tk ie m  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h , p ła s z c z y z n y  Qxy,

°y z > 0zx ~ p ł a s z c z y z n a m i  u k ł a d u  
W spó łrzędnych .

P ła s z c z y z n y  u k ła d u  w sp ó łrz ę d n y c h  d z ie lą  p rz e s trz e ń  
116 osiem  c z ę ś c i.

P odobn ie  ja k  na p ła s z c z y ź n ie  będziem y ró w n ie ż  
r z e s t r z e n i  t ró jw y m ia ro w e j p o s łu g iw a ć  s ię  p rzew ażn ie  

P ro s to ką tn ym  układem  w s p ó łrz ę d n y c h , t o  j e s t  uk ładem , 
ro g o  o s i są do s ie b ie  p ro s to p a d łe *  U k ła d y , k tó r y c h  

^ n ie  są do s ie b ie  p ro s to p a d łe  nazywamy u k o ś n o - 

t n y m i  u k ł a d a m i  w spó łrzędnych,» 

ze°m leń  WOdzący p u n k tu  p  °  w s p ó łrz ę d n y c h  ró ż n y c h  od 
a J » 8 t p rz e k ą tn ą  ró w n o le g ło ś c ia n u  zbudowanego na
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sk ład ow ych  w ekto row ych  p ro m ie n ia  wodzącego (rys<>33e)<>
W p r ^ p a d k u  p ro s to k ą tn e g o  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h  ró w n o le -  
g ło ś c ia n  s ta je  s ię  p ro s to p a d ło ś c ia n e m  ( r y s *  33 b ) *

6c Składow e w e k to ra  w u k ła d z ie  w spó łrzędnych»

1 u k ła d z ie  Cbtyz dany je s t  w e k to r  a p rz e z  w sp ó łrzę d n e
p o c z ą tk u  w e k to ra  A (x  , „ y - ^ z ^ )  i  końca B ( x 2 ,y 2 , z 2)

(w sp ó łrz ę d n y m i) w ek to r©  e

y i *  a  *  *2  -  ^

Is to tn ie ,
OA + AB «  OB,

skąd
AB s  OB -  OA,

a le
0B=x2i  + y2j  + z2k,

OA ® X jT  + y x j  + z -jk , 

wobec te g o

( r y s *  3 4 )*
Wykażemy, że sk ładow ym i 

w u k ła d z ie  Oxyz są l i c z b y ;

1 s  x 2 -  x 1 , m *  y 2 -

Rys* 34

AB *  (x 2*“ X1 ) I  + ( y 2 -  y ^ )  j  + (z 2~ Z j)  k 

Zgodn ie  w ię c  z o k re ś le n ie m  sk ła d o w ych , l i c z b y

^2  ~ x l ? y 2 ”  y l *  z2 “  Z1

są sk ładow ym i s k a la rn y m i w ek to ra»
J e ż e l i  w e k to r  e le ż y  w p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Oxy 

i  A (x j sY i) ? B (x 2 ,y 2 ) ,  t o  p o s tę p u ją c  a n a lo g ic z n ie  o trzym a­
my

1 s  x 2 "  x i *  m s  y 2 "  y i

7» W spó łrzędne  p u n k tu  d z ie lą c e g o  o d c in e k  w danym s to s u n k u .

1) P o j ę c i e  s t o s u n k u  p o d z i a ł u  
o d c i n k a .  N ie ch  p ro s ta  p p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k ty
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a i  B. Wówczas, je ż e l i  punkt P je s t powolnym punktem 
P ro s te j, różnym od B, mamy

AP ™ A. PB
W ozbp A nazywamy s t o s u n k i e m  p o d z l a  

°  o d c i n k a  AB p rz e z  p u n k t P*

( r v f L ^  9 Z a le Ż n le  ° d P ° ło ż e n ia  p u n k tu  P na p r o s t e j ,  
y  *35) przyjmuje różne wartości«

A
■--------1____ P B

--------------- 1— — i— P
A B P

-------------1-------— i— —P
P A B

—■— i------------- — I— -P

S y s „  3 5

a) J e ż e li punkt P 
leży między punktami 
A i  B, to  zwroty we­
ktorów AP i  PB są zgo­
dne i  wobec tego A. > 0.
W tym przypadku A  równa 
się  ilo razow i długości 
wektorów AP i  PB t j„

A = ! S L
i PB |

^ « e g ó l n o ś o i ,  je ż e l i  P je s t  środkiem odcinka AB,
A *  1 .

a tr„  , b) J e Ż e li punkt P leży  poza “ścinkiem AB po

ciwne ^  ^  W9kt°ry  1 K  maJą przane> wiao A. < o.
rzy s ta ją c , ze związków

A = -  i  1A Pl >|P Bi
moż 1 P B l
Q it*my pod* ć d ok ładn ie j, że A < - l .

Punkt pbS^ Ć W tym PrZyp8dku zach°wanie się \  p gdy
X  °  aXa s ie  nie  ogranie zenie od punktu B, w yrazi- 
^  w Postaci

A  * J L £ l *
IP Bl

fBP|„ IABI
Gdy p IPB I I p b I

«toaunnp^f ° d ia la  a±ę ^ « “«raniczenie od punktu B , to  
długości wektorów AB i  PB dąży do zere , A wiec
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r o ś n ie  do - 1

c ) J e ż e l i  p u n k t P le ż y  poza o d c in k ie m  AB po s t r o ­
n ie  p u n k tu  A , t o  A  . je s t ró w n ie ż  u jem ne , ze zw iązków  
je d n a k

X  s  “  —— i  S i PS < |P~BS 
I F b I

w y n ik a , że - 1  <  X  < 0 
Z p o s ta c i

~  J l l i  -  -  *  „ 1  + i ab !
Śp b ! I p b I S M !

w y n ik a , że gdy p u n k t P o d d a la  s ię  n ie o g ra n ie z e n ie  od 
p u n k tu  A , t o  \  m a le je  do - 1

d) J e ż e l i  P A , t o  \  »  0

e) J e ż e l i  P s  B , t o  A  j e s t  n ie o k re ś lo n e »  Gdy P
z b l iż a  s ię  do p u n k tu  B od s t ro n y  p u n k tu  A ( le w e j)  to  X  
dąży do + , j e ż e l i  z b l iż a  s ię  do p u n k tu  B od s tro n y
p rz e c iw n e j ( p r a w e j) ,  t o  A dąży do -  oo  »

Każdemu w ię c  p o ło ż e n iu  p u n k tu  P na p r o s t e j ,  z w y ją tk ie m  
p rzypad ku  P 35 B , odpow iada je d n a  w a rto ś ć  X  i  o d w ro tn ie  

k a ż d e j w a r to ś c i  A £  —1 odpow iada je d e n  p u n k t na p ro s ­
t e j  P .

2) W s p ó ł r z ę d n e  p u n k t u ,  d z i e l ą ­
c e g o  o d c i n e k  w d a n y m  s t o s u  n -  
k u .

W u k ła d z ie  Qxyz dane są  na p r o s te j  p dwa p u n k ty  
A (x-^, y ^ ,  z 1 ) i  B (x2 , y 2 s> &2 ) o ra z  p u n k t P d z ie lą c y  

o d c in e k  AB w danym s to s u n k u  równym X  ( r y s * 5 6 )o Mamy 
w yznaczyć w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  P0

Oznaczmy n ie znan e  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  P p rz e z

Dane j e s t ,  źe

AP =  A. ■ p" b

Składow e w ekto rów  AP, P 3, A  PB w y ra ż a ją  s ię  n a a tę p u -
ją c o :
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Bya» 36

^  ^ ?y y y  ̂  $ ẑ —ZjJ.
^  £  x 2” x 3 #y 2“ ^  3 ? z2~z jiJ'

A fb{A(x2- x3) , A (y 2~y5) , A C ^ - ^ ) ]

W t e j  samej bazie i , j , k ,  
współrzędne wektorów rów­
nych są równe, wobec te -  
*»

g©

x 3 "” x l  ™ A ( ^ 2  — x ^ j )

yy^ i = A(y2 ~ y*j)
z3“ zl  = A ( z2 ~ z^)

Z tych równań otrzymujemy współrzędne punktu P;

x ,  *

* 3  *

Z nr =

♦ A x ,

l  + A

yi + A y2

l  + A

z i  + A z2

(2)

i  + A
J e ż e li prosta p leży  w płaszczyźnie Oxy, to  rozwiązu­
jąc  analogicznie otrzymamy jako współrzędne punktu P:

X-, + A x ,

5  i * X  ’

_ yi + A y2
y ^  s (3 )

5 i  -A
8 * Współrzędne środka odcinka.

J e ż e li  S je s t  środkiem odcinka A§, to  AS *  1*5*15, 
c3 y li  dla wyznaczenia współrzędnych punkt S możemy ko­
rzystać ze wzorów (2) i  ( 3 ) ,  biorąc A s i *

® układzie Qxyz otrzymujemy:
yx ■+ y2 z, + z.(H -) (4 )
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w u k ła d z ie  Osy

* 1
i 2 * - ) (5 )

9- W spółrzędne środka c ię ż k o ś c i t r ó jk ą t a .
M a jąc  dane w sp ó łrzę d n e  w ie rz c h o łk ó w  t r ó jk ą t a

A(.Xi j  y ^ ? 9 B (x 2 ?y2 » z2) * C (x 3 i> y^»  z ^ )  wyznaczymy
w sp ó łrzę d n e  ś ro d ka  c ię ż k o ś c i t r ó j k ą t a „

Ś rodk iem  c ię ż k o ś c i 
t r ó j k ą t a  nazywamy p u n k t 
p r z e c ię c ia  s ię  środkow ych 
t r ó jk ą ta o  Z g e o m e tr i i  e le ­
m e n ta rn e j w iem y, że j e ż e l i  

CD ( r y s *3?) j e s t  środkową 

t r ó jk ą t a  i  W je s t  ś ro dk iem  
c ię ż k o ś c i t r ó j k ą t a ,  t o  

R ys . 37 DW = |  WĆ
W spó łrzędne p u n k tu  D ró w n a ją  s ię

Xl +X2 . * 1 * 2  . V *2  .
"“ T -  i

w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  C: x ^ 9y

J e ż e l i  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  W oznaczymy p rz e z  x ^ 9y ^ sz ^ , 
t o  k o r z y s ta ją c  z  w zo ru  ( 2 ) o trzym am y:

x r  x 2 1_  — y —  + 2

1 + 5

P odobn ie  otrzym am y

y x+ y 2+ y 3
3

Zatem

X1 ł  x 2 ł  x 3

z l + z2+ z3
, z 4 —

,  ( W * 3   ̂ y x ł y 2 ^ 3  z l ł z 2ł z 3 ^  _ 

V  3 3 3 /  '
( 6 )

W g e o m e tr i i  p ła s k ie j ,  t j „  w u k ła d z ie  Qxy a k tu a ln e  są 
t y lk o  p ie rw s z e  dw ie  w spółrzędne«.
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§ 4« RZUT WEKTORA

1* Raut prostokątny punktu na oś.
Rautem prostokątnym lu b  k r ó tk o  r a u t e m  

P u n k t u  P ns oś x  nasuwamy p u n k t P ! 3 w k tó rym  
prostopadła do osi 9 p rzechodząca  p rz e z  p u n k t P s p r z e c i­
na oś x .

R ys* 38

P ro s tą  PP% wyznacza­
ją c ą  r z u t  p u n k tu  P 9 nazywa­
my p r o m i e n i e m  

r z u t u j ą c y m  pun­
k tu  P0

1) J e ż e li p u n k t P z n a j­
duje s ię  z  o s ią  x na w s p ó l­

n e j p ła s z c z y ź n ie  oć 9 r z u t  
p u n k tu  P k o n s tru u je m y  9 p ro ­
wadząc na t e j  p ła s z c z y ź n ie  
p ro m ie ii r z u tu ją c y  p u n k tu  P 
( r y s a 38a )«

2 ) J e ż e l i  p u n k t P z n a j­
d u je  s ię  poza p ła s z c z y z n ą  o t 
na k t ó r e j  z n a jd u je  s ię  eś x  
(rys<>38b ) 9 p row adzim y p rze z  
oś x i  p u n k t P p ła s z c z y z n ę

f l  i  w t e j  p ła s z c z y ź n ie  p ro ­
wadzim y p ro m ie ń  r z u tu ją c y  

p u n k tu  P lu b  te ż  (ry s o 3 8 c ) 
p rz e z  p u n k t P prow adzim y 
p ła s z c z y z n ę  p ro s to p a d łą
do o s i  x  i  j e j  p u n k t p rz e ­
c ię c ia  z o s ią  x  j e s t  r z u ­
tem  p u n k tu  Po I s t o t n i ©s 

P ła szczyzn a  Y ja k o  p ro s to p a d ła  do o s i  x  j e s t  m ie jscem  

geometrycznym p ro s ty c h  p ro s to p a d ły c h  do o s i  x  p rz e c h o -

I
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dzą cych  p rz e z  ? f 0 P ro s ta  w ię c  PP» j e s t  p rom ien iem  
rz u tu ją c y m  p u n k tu  P i  wyznacza r z u t  p u n k tu  P na o s i  x .

R z u t p u n k tu  P im  oś x  oznaczamy symbole® P* lu b  Px

2 ) R zu t p ro s to k ą tn y  w ekto ra , na oś .

R a u t e m  p r o s t o k ą t n y m  w e k t o ­
r a  *  ua oś x  nazywamy w e k to r»  k td re g o  p o czą tk ie m  

j e s t  r z u t  p o c z ą tk u  w e k to ra  a *  a  końcem r z u t  końca w ek to ­
ra  i .

H zu t w e k to ra  a na oś x  oznaczamy symbolem sx . 
K o n s tru k c je  r z u tu  w e k to ra  na oś w p rzypadku»  gdy 

w e k to r  a i  oś x  le ż ą  w je d n e j p ła s z c z y ź n ie  o d czy tu jem y
z r y s *  39 a ,  b i  c ,  w p rzyp a d ku  zaś gdy a i  x  są  skośne
*  r y s o 39 d*

Rys® 39

J e ż e l i  i  j e s t  w ektorem  jednostkow ym  o s i  x s 

*£ -k ą te m  w e k to ra  a z  o s ią  x  (rys®  39 ) ,  t o  r z u t  w ek to ­
r a  a na oś x  w yraża  s ię  wzorem
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ax są l e i

B y s . 40

cos ^  .  i

J e ż e l i  w e k to r  a o d n ie ­
s ie n i  do p ro s to k ą tn e g o  u k ła ­
du Oxyz, t o  b e z p o ś re d n io  
zauważymy ( r y s .  4 0 ) ,  że  

r a u t  w e k to ra  a ne oś x  j e s t  
je g o  sk ładow ą w ekto row ą w 
k ie ru n k u  o s i  x f a  c z y n n ik  
l ic z b o w y  i a i cos f  -  s k ła ­
dową s k a la rn ą  względem 
o s i  x .

Składow ą s k a la rn ą  w e k to ra  a względem o s i  x  ozna­
czymy symbolem a

J e ż e l i  0 .  t o  ax  >  0; j e ż e l i  f  < , t o  a <0
Z rów now ażnośc i te rm in ó w  sk ładow e w e k to ra  i  r z u t  

w ektoąp w y n ik a ją ^ b e s p o ś re d n io  n a s tę p u ją c e  p raw a :
1) J e ż e l i  a »  F .  t o  a »x x i *  b x x
2) J e ż e l i jB  j e s t  dow o lną  l ic z b ą  r z e c z y w is tą

t o  (m a )x  -  m

3) (a + b )x  ”  + bx

O s ta tn ie  prawo j e s t  s łu s z n e  d la  d o w o ln e j skończo­
n e j l i c z b y  s k ła d n ik ó w .

3 * gggfry w ektora na o*1 »k ładu  w spó łrzędny,.»,
J e ż e l i  w prostokątnym  u k ła d z ie  Osyz dany je s t  

w ekto r a przez współrzędne początku
. A C x i , y i ,Bi )  i  końca B (x2 ,y 2 ,z 2) f 

B le 1  *  (x2 - x 1) I  + (y 2- y i ) j  +  <z 2- Z;l}E

( x 2 -  x x ) I  *  .

( y 2 “  * i>  I  *
( ^  -  z*x ) k  *5
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R au ty  w ię c  w ekto r©  na o s i  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h  ( r y s „41 ) 
są sk ładow ym i w ekto row ym i w e k to ra , c z y l i

a s  a. + a + ax  y  z

J e ż e l i  o&, [ i  , Y  k ą ta m i9 j a k ie  w e k to r  a tw o rz y  
z o s ia m i u k ła d u 9 t o
ax  = I a I cos ot T „ =  l a l  cos /S J 8 s  SaS c o s y ' lc, 

wobec te g o  l i c z b y :
Sm I f i l  COS OJ? SSt ^  ^2 3

a *  l i i  e o s ft  s  y 2 *  y 1?
w

az s  ¡ a j  cos  ¡ f  ;  z 2 “  s i

są sk ładow ym i s k a la r r y m i (w s p ó łrz ę d n y m i) w e k to ra  
w u k ła d z ie  p ro s to k ą tn y m  Qxyz.
W s z c z e g ó ln o ś c ią  j e ż e l i  w e k to r  j e s t  p rom ien iem  wo<= 

dzącym p u n k tu  P ( x sy 9z ) ( r y s „ 42 ) , 

t o
^ 3 x i + y j ł i k ,

a le
x  I  *  0PX , y j  ~  0PyS z ¥  = 0FZ 

c z y l i , że w s p ó łrzę d n e  p u n k tu  P są m ia ra m i rz u tó w
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p ro m ie n ia  wodzącego 
p u n k tu  P na o s i  u k ła ~  
du x 9y j Z .

J e ż e l i  w e k to r  a 9 o k re ś ­
lam y pu nk ta m i
A ( x i Sy i > 9 B (x 2 ,y 2 ) s

le ż y  w p ła s z c z y ź n ie  
p ro s to k ą tn e g o  u k ła d u  

w s p ó łrs ę d i^ e h  ( r y s  <> 43 ) p 
a n a lo g ic z n ie  mamys 
a - ( a 2° x x )T  ■»•(y2- y 1 ) j ,

(x 2-x .1) i  «  I x>

Byso 42
w ięc a s  e + 8x  _y  »
a d a le j  ax  53 I a i cos T 9

^ 2 ^ 1  ) 7 «  8y i

ay  3 * a * cos (3 3»

®y S lal CC3 P> *  y2 -  yx
J * i e l i  w e k to r  j e s t  p rom ien iem  
i r y s «44) s t o

Ryso 44

wodzącym p u n k tu  P ( x 8y )

OF 3  X i  y  j

xT = BP*, y j  -  5?y
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4o ^ M t ^ r o s t o k ^ t ^ L ^ n k t u  na p ła s z ^ y ^ .

R a u t e m  p r o s t o k ą t n y m  lu b  k ró tk o  
rz u te m  p u n k tu  P na p ła s z c z y z n ę  £ nazywamy p u n k t P%  

w k tó ry m  p ro s to p a d ła  do p ła s z c z y z n y  € , p rzechodząca

p rz e z  p u n k t P p rz e c in a  
p ła s z c z y z n ę  £ (rys<> 45 ) .

1Pi i

P ro s tą  PP* nazywany p r o ­
m i e n i e m  r z u t u ­
j ą c y m  p u n k tu  Po

5® Rz jj^ r os to k g t i jy  w e k to ra  na p ła s z c z y zn y .

R a u t e m  P r o s t o k ą t n y m  w e k to ra  
a na p ła s z c z y z n ę  £ nazywany w e k to r,, k tó re g o  p o czą tk ie m  
je s t  r z u t  p o c z ą tk u  w e k to ra  a 9 a końcem r z u t  końca

w e k to ra  a  ( r y s „  46 ) .

R zu t w e k to ra  a na 

p ła s z c z y z n ę  B oznacz©-» 
my symbolem 5f, „

Kątem m iędzy w ekto ­
rem s a p ła s z c z y z n ą  g 
nazywamy k ą t  f  m iędzy 

w ektorem  a a je g o  r z u ­
tem  p r o s t  o ką trym  a g 
( r y s o 4 7 ) 9 k tó re g o  m ia­

r a  s p e łn ia  w arunek

0 4  y  4

Długość  r z u tu  w ekto ­
r a  na p ła s z c z y z n ę  g wy­
ra ż a  s ię  wzorem

 ̂ Sgl ® l a l  cos 
Z d e f i n i c j i  r z u tu  w e k to ra  na p ła s z c z y z n ę  w yn ika ­

j ą  z  ła tw o ś c ią  n a s tę p u ją c e  p raw a ;
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1 ) _ B s u ty  w ek to rów  ró w i^ c h  są  równe t * z n .  
j e ż e l i  a =* b ,  t o  af  »  Z£

2) R au t sumy w ekto rów  równa s ię  sum ie ra u tó w  
p o s z c z e g ó ln y c h  s k ła d n ik ó w  t * z n „

i® ♦ 5 ^  -  at  *

V  J e ż e l i  j e s t  w e k to r  a i  m j e s t  dowolną
l ic z b ą  r z e c z y w is tą ,  to

(m 0-)̂  »  m a

6 ł £Qle_rautu tró jk ą ta .

J e ż e l i  p ła s z c z y z n a  t r ó jk ą t a  ABC tw o rz y  z p ła s z ­
czyzną  r z u tu  £ k ą t  f  i  P o ra z  P> o z n a c z a ją  p o le  t r ó j ­
k ą ta  i  p o le  je g o  r z u tu  p ro s to k ą tn e g o  na p ła s z c z y z n ę  
£ t t o  z a c h o d z i zw ią ze k  s

P s ^  P COS f

C

Rysa 43

W dow odzie  ro z ­
ró ż n im y  dwa p rz y ­
p a d k i :

1 ) Jeden z  bo­
ków t r ó j k ą t a  le ż y  

na p ła s z c z y ź n ie  
r z u tu  ( r y s *  48a) 
lu b  j e s t  do n ie j  
ró w n o le g ły *

J e ż e l i  t r ó j k ą t  
ABC” j e s t  rzu te m  

p ro s to k ą trty m  t r ó j ­
k ą ta  ABC na p ła s z ­
czyznę r  9 t o

' * *  s  I  lA B i |#C»I
a le

IDO ej *  | BG| cos (f
w ię c

P ”  | U b | | s c | o o s y
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P oniew aż

2 JASI 1 DC! s P,
w ię c

p> s  p  cos y  .

2 ) J e ż e l i  żaden z boków t r ó j k ą t a  ABC n ie  je s t  
ró w n o le g ły  do p ła s z c z y z n y  r z u tu  £ ( r y s « 48 b >9 t o  
prow adząc p rz e z  od pow ie dn i w ie rz c h o łe k  t r ó j k ą t a  
p ła s z c z y z n ę  ró w n o le g łą  do p ła s z c z y z n y  £ 9 ro zc in a m y  
t r ó j k ą t  na dwa t r ó j k ą t y , z k tó r y c h  każdy s p e łn ia  za­
ło ż e n ia  p rz y p a d k u  1 ) *

Mamy w ię c *  że

1 P1 “  P1 eos y  »

P2 s  P2 cos y  s
a d a le j

P* =  P£ + P£ = (Px+ P2 ) eos y  s  P cos y

K z ó r ,  w y ra ż a k ją c y  zw ią ze k  m iędzy po lem  t r ó j k ą t a ,  
a po lem  je g o  r z u tu  p ro s to k ą tn e g o  na p ła s z c z y z n ę , je s t  

s łu s z n y  ró w n ie ż  d la  dow olnego w ie lo k ą ta  p ła s k ie g o  i  da­
je  s ię  u o g ó ln ić  na dow olne ob sza ry  p ła s k ie  o g ra n ic z o n e *

§ 4 o ILOCZYN SKALARNY WSKTOROl

1* O k re ś le n ie  i lo c z y n u  s k a la rn e g o  w e k to ró w *

1) J e ż e l i  w e k to ry  a i  b są n ie z e ro w e  i  tw o rz ą  
k ą t  V , t o  i l o c z y n e m  s k a l a r n y m  
ty c h  w ek to rów  nazywamy l ic z b ę  ( s k a la r )  o k re ś lo n ą  
ilo c z y n e m

l a l  l F l cos \f
2 } J e ż e l i  c h o c ia ż  je d e n  z w ekto rów  a i  b je s t  

w ektorem  zerowym , t o  i lo c z y n  s k a la rn y  ok re ś la m y  ja k o  
l ic z b ę  z e ro .
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I lo c z y n  s k a la rn y  w ekto rów  a i  F oznaczamy sym­
bolem  s » b 0 U żyw ając te g o  sym b o lu , możemy o k re ś le n ie  
i lo c z y n u  s k a la rn e g o  z a p is a ć  w p rzyp a d ku  w ekto rów  n ie -  
ze row ych  w p o s ta c i

a b 3*  l a ł  sFl cos  V ; (X)
w p rzyp a d ku  £ gdy c h o c ia ż  je d e n  z  w ek to rów  je a t  w ekto ­
rem zerowym w p o s ta c i

i  » F « o
J e ż e l i  w e k to ry  a i  F są n ie z e ro w e , t o  i lo c z y n  

ib 4  cos >/ w yraża  sk ładow ą s k a la rn ą  w e k to ra  F  względem 
o s i w e k to ra  a ( s t r »  3 7 ) ,  i lo c z y n  zaś l a l  c o s ^ -  

sk ładow ą s k a la rn ą  w e k to ra  a względem o s i  w e k to ra  b .

% p rzyp a d ku  w ię c  w ekto rów  n ie z e ro w y c h  możemy p o w ie d z ie ć , 
że i lo c z y n  s k a la rn y  dwóch w ek to rów  równa s ię  i lo c z y ­
no w i d łu g o ś c i p ie rw s z e g o  w e k to ra  p rz e z  sk ładow ą 

(s k a la rn ą )  d ru g ie g o  względem k ie ru n k u ,  o k re ś lo n e g o  
w ekto rem  p ie rw szym .

2 p o ję c ie m  i lo c z y n u  s k a la rn e g o  spotykam y s ię  
w i i z y c e  p rz y  o k r e ś le n iu  p o ję c ia  p racy»  M ia n o w ic ie , 
j e ż e l i  s i ł a  F ,  d z ia ła ją c a  na p u n k t m a te r ia ln y  pod­
czas je g o  p rz e s u n ię c ia  od A do B , je s t  s t a ła  co do 
w ie lk o ś c i ,  k ie ru n k u  i  z w ro tu ,  t o  p ra c ą  s i ł y  F  na 
p rz e s u n ię c iu  AB nazywamy i lo c z y n  s k a la rn y  F 0 A§.

J e ż e l i  w ię c  p ra cę  oznaczymy
F S * ; P rze z  L ,  k ą t m iędzy  F  i  32

J  ,  p rz e z  <f ,  to
A *r 0 ^

Ag» I F i o I ¿31 cos <f

H ys* 49

2 * §£czegÓ lne  w a r to ś c i  i lo c z y n u  s k a la rn e g o ,

1 ) J e ż e l i  w e k to ry  a i  b są  k o l in e a r n e ,  t o  w p rz y ­
padku zw ro tów  zgodnych c o s l / *  +1 , w p rzyp a d ku  zw rotów  
p rz e c iw n y c h  cos - 1 .  J e ż e l i  w ię c  w e k to ry  a i  b są
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k o l in e a r n e „ to
a”cH s  la l  iF l lub. a j i  »  - l a l  jb |

W s z c z e g ó ln o ś c i
_  _  — ? 
a « a »  l e i

—  —  *  _2 I lo c z y n  a o a oznaczamy symbolem a «

J e ż e l i  i sj sk są w e k to ra m i jed n o s tko w ym i p ro s to ­
ką tn eg o  u k ła d u  O xyzj) to

I 2 = 1» f• 1 , ¥2 -  1
2) J e ż e l i  w e k to ry  a i  b są do s ie b ie  p ro s to p a d łe ,  

t o  c o a V *  0 9 w ię c  a i  b »  0 ®
O d w ro tn ie 9 j e ż e l i  a i  b są niezerowe. i  a«b**0? t o  we­
k to r y  a i  b tw o rz ą  k ą t  p r o s ty .

D la  w ekto rów  i « j 9k w p ro s to k ą tn y m  u k ła d z ie  Qxyz
mamy i

i j ® 0 9 j k a0 j> k i s Q
3) J e ż e l i  a» F > 0 9 t©  w e k to ry  a i  F  są  n ie ze ro w e  

i  tw o rz ą  k ą t  o s t r y .
J e ż e l i  a . F  < 0 , t o  w e k to ry  a i  b są n ie ze ro w e  i  tw o­
rz ą  k ą t r o z w a r ty .

J e ż e l i  a . b =  0 9 t o  w e k to ry  są  n ie ze ro w e  i  tw o rz ą  k ą t 
p r o s ty  a lb o  p rz y n a jm n ie j je d e n  z n ic h  j e s t  wektorem  
zerowym*

4) J e ż e l i  w e k to r  a j e s t  w ekto rem  n ie ze ro w ym 8 we­
k t o r  T  w ekto rem  jednostkow ym  (ry s o  50 ) 9 t o

B o i s  » a l cos ® (2 )
I lo c z y n  w ię c  s k a la rn y  we­
k to r a  n ie ze ro w e go  p rz e z  
w e k to r  je d n o s tko w y  równa 
s ię  s k ła d o w e j (w a p d łrz ę d - 
n e j)  te g o  w e k to ra  w zg lę ­
dem o s i w e k to ra  je d n o s tk o -  

B yse50 wego.
A n a lo g ic z n ie p i lo c z y n  a * F możemy tra k to w a ć  ja k o  

sk ładow ą (s k a la rn ą )  w e k to ra  a względem o s i  w e k to r« »  b ,
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P ^ ty ję le g o  za w e k to r je d n o s tk o w y 0

3® Wła s n o ś c i i lo c z y n u , s k a la rn e g o ,

1 } I lo c z y n  s k a la rn y  j e s t  p rzem ienny  to  znQ

a o b »  b  * a ( 3 )
W łasność 4« w yn ika  z d e f i n i c j i  i lo c z y n u  s k a la rn e g o . 
Mamy bowiem d la  w ekto rów  n ie ze ro w ych

a»b s  t a l i b i  cosY?

h s  i b 11 a i cos y
o ra z 8 gdy p rz y n a jm n ie j je d e n  z w ekto rów  je s t  w ek to ­
rem zerowym

a <, b  a» 0

b  0 a s  o
J e ż e l i  m *  n  dow olnym i l ic z b a m i rz e c z y w is ty m i ?

t o  .

(ma) o (nb) *  (mn) (a # H) (4 )
S łu szn o ść  te g o  związku; dow odzi s ię  z  ła tw o ś c ią  w opar 

e iu  o d e f in ic ję  i lo c z y n u  s k a la rn e g o  z uwzględnieniem 
ra ź n y c h  przypadków  ze w zg lę d u  na z n a k i m i  nc

B ła  p rzyp k ła d u . dowód w p rzypad ku  9 gdy m < 0  i
n <  Ot

W ekto ry  i  i  ma tw o rz ą  p a rę  w ekto rów  kolinearpych  
o p rz e c iw n y c h  z w ro ta c h , podobną pa rę  tw o rz ą  w e k to ry  
o i  n  b ( r y s  o 51 )o K ą ty  w ekto rów  a i S  o ra z  ma i  nb

ja k o  k ą ty  w ie rz c h o łk o w e  są 
równe«, Mamy w ięC j, że

(ma) o (nb) » I m a ł  I n E i  cos\l s

° (°®  I i i )  ( —0  i oj }”mn j eś |Fj cos
s (mn) (5 aB")

j )  Prawo r o z d z ie ln o ś c i  i lo c z y n u  s k a la rn e g o  w zg lę ­
dem dodaw an ia 1

© (b c ) Sfc + ac (5)
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J e ż e l i  w e k to r  © lu b  c h o c ia ż  jeden, z w ekto rów  H 
lu b  c j e s t  w ektorem  z:erowym9 tw ie rd z e n ie  j e s t  o czyw is te -, 

N ie c h  w e k to ry  ©ab , c  będą w e k to ra m i n ie s e ro w y m i„ 
I lo c z y n  (b + c )a  możemy in te rp re to w a ć  ja k o  sk ładow ą ska­
la r n ą  w e k to ra  b+c względem  o s i x a o k re ś lo n e j w ektorem
a ja k o  w ekto rem  jednostkow ym  ( s t r „ 42 ) c z y l i

\

( b + c )  a “  { b + c ) x , gdy f a l “  i

P odobn ie

b 0a  s  b i  ©«©. s  c
X.

A le  sk ładow a  sumy równa s ię  sum ie sk ła d o w ych , w ię c

( b ♦ = ) , * ■  b x ,  =x
lu b  in a c z e j

( b + e )&  »  ba + cua
S to s u ją c  praw o p rz e m ie n n o ś c i d la  p o szcze g ó ln ych  
ilo c z y n ó w  otrzymamy

a ( b  + e ) »  ab + a „e
4) Prawo łą c z n o ś c i d la  i lo c z y n u  s k a la rn e g o  n ie  

z a c h o d z i | . z n ,

( a o b ) o c ^  i  (b o c ) (6 )
I s t o t n i e ,  i lo c z y n  a .b  j e s t  l i c z b ą ,  i lo c z y n  ( iu F )  c 
j e s t  w ektorem  k o lin e a rn y m  z c® P odobn ie  i lo c z y n  be 
j e s t  l i c z b ą ,  © i lo c z y n  a (bJT ) j e s t  w ektorem  k o l in e a r ­

nym z a .W e k to ry  w ię c  (a b )c  i  a (b o ) mogą być równe 
t y l k o  w s z c z e g ó ln y c h  przypadkach«.

4« I lo c z y n  s k a la rn y  w ek to rów  w yrażony p rz e z  składow e 
czynn ików ,.

N ie c h  b ę d z ie  dany p ro s to k ą tn y  u k ła d  w s p ó łrzę d n ych  
O xyz, w k tó ry m  w e k to ry  i , j , I ć  są w e k to ra m i je d n o s tko w ym i 

o ra z  n ie c h  będą dane dwa w e k to ry  a { ax i er » a2-}

1 5  { bx . by » b j  _
W ek to ry  a  i  b możemy w y ra z ić  w p o s ta c i

i  «  ax r  +

b s  bxT  + b ^ J  *  b 2 ¥ ,
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a i lo c z y n  s k a la m y  w ek to rów  a i  b w p o s ta c i
5b = (axI  +ey J  *  azE) (bx I  *  b j  + bsE )0 

W ykonu jąc naznaczone d z ia ła n ia  i  m a jąc na n w a d a ij ia
l j  s  Jk  »  k i  *  0

i  i 2 = j 2 -  t 2 ■ i
o trzym u jem y

55 s  ax  bx *  «y by  + • *  (7 )
R o z w ią z u ją c  t o  eamo z a g a d n ie n ia  na p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  
Qxy o trz y m u j emy

aeF ~ a  b x  x V ( 8 )

ość w e k to ra »  d łu g o ś ć  odcinka ..

M a jąc  w u k ła d z ie  Oxyz w e k to r  I  f a Y,a  9e, 1 możemy 
n a p is a ć  1 y  ZJ

—2 — _  _  o
a '  ”  la l i& | 3|.e

J e ż e l i  we w zorze (7 ) p rzy jm ie m y  b s  a p t o  otrzymamy

r 2  -  _2a Sx "  ay ♦  ffit

P o rów nu jąc  prawe s t ro n y  uzyskanych  ró w n o ś c ip o trzym a» 
my w zó r

s i  -  y 2 2a >  a
y  z (9 )

w y ra ż a ją c y  d łu g o ś ć  w ek to r©  p rz y  pomocy sk ład ow ych .

J e ż e l i  w e k to r  s j e s t  o k re ś lo n y  p rz e z  w spó łrzędne  

p o c z ą tk u  A (x i s y l i ,z1 ) i  końca B(ac2*y2 »*2^ * t o

ex s  x 2“*x l » ay~ y 2~y l»  az® z2~ z l>  
i  w zó r (9 ) p rz y jm u je  p o s ta ć  %

, a !  = Y  (x 2- X i ) 2 (h(y2^ y i> 2 Z i )2  (X0 )

^ s ó r  o s t a t n i  w yraża  * t e i  d łu g o ś ć  o d c in k a  łączącego  
p u n k ty  A i  Bo

® P ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Osy w zory  (9 ) i  (10 ) m a ją  
p o s ta ć  ...

¡ i i  «  y © |  -4- Ą 9 (U )
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I a l = Cxr Xl } ' + & 2 ~ ( 12 )

§ 6® KĄT MIĘDZY WEKTORAMI

1 . C os inusy  k ie ru n ko w e  w e k to ra .
N ie ch  b ę d z ie  dany p ro s to k ą tn y  u k ła d  O xyz9 w k tó ­

rym  I I I  = I = l k l -  1 o raz  w e k to r  a , tw o rz ą c y  z o s ia m i 

u k ła d u  k ą ty  OC 9 (S , “JT ( r y s ® 52)«
G o s i n u s a m l  

k i e r u n k o w y m i  

w e k to ra  a w u k ła d z ie  
Gxyz nazywamy c o s in u s y  

ką tów  te g o  w e k to ra  z 
o s ia m i u k ła d u , a w ię c  
COS O i9 COS ¡3  5, COS a 

W s z y s tk ie  w e k to ry  
k o lin e a rn e  z a i  p o s ia ­
d a ją c e  te n  sam z w ro t co 

a m a ją  te  same c o s in u s y  

k ie ru nko w e »  tw o rz ą  bo­
wiem jednakowe k ą ty  z 
o s ia m i u k ła d u .  W ektory  

k o lin e a rn e  z a ,o  z w ro c ie  p rzec iw nym  do z w ro tu  w ek to ­

ra  a p o s ia d a ją  ja k o  c o s in u s y  k ie ru n ko w e  -  cos OC 9 
-  cos f i , -  cos y* 9 tw o rz ą  bowiem z o s ia m i k ą ty  j t  -  oc ,

J T -  / i  , Jt -  y .
T w ie rd ze n ie ?  C os inu sy  k ie ru n ko w e  każdego w e k to ra  

n ie ze row ego  s p e łn ia ją  zw iązek
cos2Ct + ces2 (b + cos2 y  -• 1 (1 )

Dowód; Składowe w e k to ra  a względem o s i  u k ła d u  

są rz u ta m i p ro s to k ą tn y m i te g o  w e k to ra  na o s i  u k ła d u  

to z n ,

5x = axT > ay  =  ay J - a*  = a z * '

R ys , 52
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Wobec te g o

cos 06 s  r §7  * cos $  »  ^  s cos f  » •—£  ,
I s l  l a l  l a ł  ’

© d a le j
2 2 2 

COS @6 + cos + cos ^

2 2 2
a + 'a  -»-a . 2x  y  z |a |

Ti i i ż l a l
C abi>ĆtaO«

O d w ro tn ie *  każdą t r ó j k ę  l i c z b  r , s , t 9 s p e łn ia ­
ją c ą  zw ią ze k

2 2 2 r  + s *  + t *  »  l p '
możemy uważaó za c o s im is y  k ie ru n ko w e  pewnego w ekto ­
ra »

Dowóds O bierzm y p u n k t P C r ^ j t ) *  W tedy ze w zg lęd u  
na

2 2 s  + t *
Błaajy

I OPi ~ Fd & sI 2 * * * * ♦  t 2 ® 1
W ektor SÏ? ja k o  p ro m ie ń  wodzący p u n k tu  F  w yraża  s ię  w
P o s ta c i

OF a r i  + a j  + t k ,
w e k to ry  w ię c  r i *  e j ,  tîe są  sk ładow ym i w e k to ra  (5F, są
one je d n o c z e ś n ie  r z u ta m i p ro s to k ą tn y m i w e k to ra  QP na
o s i u k ła d u o  O znacza jąc  k ą ty  w e k to ra  ~6P z  o s ia m i u k ła ­
du p rz e z  »  ,  £  ,  f *  , many

r  -  t j i ~  ™  - ____ tcos o6 cos,
, top» ' *<3FI “ C° 8 £ ’ , I 5PI = t
n ic z b y  w ię c  r , s , t j  s p e łn ia ją c e  zw ią ze k  r ^ + s ^ + t^  « 1 , 

co s in u sa m i k ie ru n ko w ym i w e k to ra  <SF i  w s z y s tk ic h  
w ek to rów  z n im  k o lin e a rn y c h  i  p o s ia d a ją c y c h  te n  asm 
a w ro t* Zauważamy je d n o c z e ś n ie 0 że c o s im is y  k ie ru n ko w e  
w e k to ra  są  w sp ó łrzę d n ym i w ekto r©  je d n o s tko w e g o 9 p o s ia d a ­
ją c e g o  k ie ru n e k  i  z w ro t w e k to ra  danego*

Jeże% i w e k to r  a le ż y  w p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Osy, 
c o s in u s y  k ie ru n ko w e  w e k to ra  a w u k ła d z ie  Osy
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( r y s 0 53) ok reś lam y p o d o b n ie 9 ja k  w u k ła d z ie  prze*” 
s trze n n ym  Oxyz.

O dw ro tn ie ¡j każdą pa rę  l i c z b  r 9s 9 s p e łn ia ją c ą  warunek
2 7r  + ss 1

możemy zawsze uważać za c o s in u s y  k ie ru n ko w e  pewnego 
w e k to ra 9 m ia n o w ic ie  za  c o s in u s y  k ie ru n ko w e  każdego 
w e k to ra  k o lin e a rn e g o  z w ektorem  jednos tkow ym , o k re ś lo ­
nym w s p ó łrzę d n ym i r  i  s .  Dowód p rzeprow adza  s ię  po dob n ie  
ja k  w u k ła d z ie  Oxyz<>

2® C os inu sy  k ie ru n ko w e  o s i i  p r o s t e j »

C o s i n u s y  k i e r u n k o w e  o s i

J e ż e l i  w e k to r  a o k re ś la  oś ( le ż y  na n ie j  i  je g o  
z w ro t p r z y j ę t o  ja k o  z w ro t d o d a tn i o s i ) 9 t o  cos in usam i 
k ie ru n ko w ym i o s i  nazywamy c o s in u s y  k ie ru n ko w e  w e k to ra  
a .

C o s i n u s y  k i e r u n k o w e  p r o s t e j  
J e ż e l i  fiana j e s t  p ro s ta  p i  k© lin e a rn y  z n ią  

w e k to r  a ,  t o  p ro s ta  p o k re ś la  dw ie  o s i i  je d n ą , na k t ó r e j  
z w ro t w e k to ra  a p r z y j ę t o  ja k o  d o d a tn i,  d rugą  -  o z w ro c ie  
p rzec iw nym  do p o p rz e d n ie g o .

C os inu sy  k ie ru n ko w e  obu o s i  uważamy za c o s in u s y  
k ie ru n ko w e  p ro s te j* .

W u k ła d z ie  Qxyz p ro s ta  p p o s ia d a  w ię c  dw ie 
t r ó j k i  cos inusów  k ie ru n k o w y c h  ró ż n ią c y c h  s ię  zna ka m i9
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a w u k ła d z ie  C5xy dw ie  p a ry  cos in usdw  k ie ru n k o w y c h .

3« K a t m iedzy  w e k to ra m i.

N ie c h  w p ro s to k ą tn y m  u k ła d z ie  Qxyz będą dane dwa 

w e k to ry  a /a x? sy j ® 2 }  » b { bx s by » b z )  • Wyznaczymy c o s i -  
nus i  s in u s  k ą ta  m iędzy w ektoram i®

Z o k re ś le n ia  i lo c z y n u  s k a la rn e g o  mamy 
fiob «  I a l Ib I  cos

I lo c z y n  te n  w yraża  s ię  p rz e z  sk ładow e wzorem :

a .b  » a b  + a b + a b x x  y  y  z z
P o ró w nu ją c  prawe s tro n y  obu wzordw otrzym amy 

cos i
© b +a b  +a b x x  y y  z z

lu b
l a l  lE l

(2 )

cos
a. bx  x J2 S£ł

+ a ,b  z z (3 )y;1 T 2 ?i f  +a +a x  y  z
~ 2---- ?— - y i
b *  +5* +b^ x  y  wz

Możemy cos ' W y ra z ić  ró w n ie ż  p rz e z  c o s in u s y  k ie ru n k o ­
we danych w e k to ró w .

J e ż e l i  w e k to r  a tw o rz y  z o s ia m i u k ła d u  k ą ty

z \ 

l a l

IE I

K o rz y s ta ją c  z t y c h  zw iązków  we w zorze  ( 2 ) *  o trz y m a - 
mjr

a
a w e k to r  b -  a k ą ty  06%

cos ot*» , 
l i i

cos i ł  = - X .
l i i

COS Y  «

b , b
coao6» — - s COS [ i  at --- % cos y * «

IE I 1 m

cos i?* cos o t cos ot* + cos $  ces fi' + cos y  cos y p (4)

l e ż e l i  w e k to ry  8 i  b  le ż ą  w p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Oxy, 
t o  p o s tę p u ją c  podobn ie  otrzym am y w z o ry :
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K y s . 54

cos
a b -$■& b

.."J.JŁ
S il S i!

(5 )

cos y  *« cos gC cos o&? + cos (3 cos |3 ;, 
a pon iew aż
c o s P 55 s in c i*  i  cos p ? = s in  <%*,
o s ta tn i '  w zó r możemy n a p is a ć  
te ż  w p o s ta c i

cos  V “  cos ot cps ot* + s in  o t s in  at*f (6 )
Z k o le i  wyznaczymy s in  y  *

W u k ła d z ie  Oxyz mamy:2 2 p
s in  y s l«*eos y s i l - ( c o s  ot cos o i/  +cos|3  cos f$ f±c.oa y  c o a y i
lu b

s in 2y s (c o s 2o£* "hBo«2  *|3-t-eo32 / ' )  ( c o s ^ ^ + e o s 2 |3 *+cos2 y'*) +

-  ( c o s  ot  CCS + cos p  COS / T  + c o s c o s
Prawą s tro n ę  t e j  ró w n o ś c i p rz e k s z ta łc a m y  9 k o rz y s ta - '

ją c  z to ż s a m o ś c i L a g ra n g e "a :

(a 2+ b2 + c2 ) ( a #2+ b»2 + c»2 ) ~ ( a & 9 + bb» +  c c 9) 2 s

s  ( b c * -  b » c ) * 2 + (ca *  -  c ’ a ) 2 + (ab* -  a * b ) 2 
O trzym u j emy:

o
cos 3T p cos®

s in  $  ©
cos f |  gCO& f  

COS $ \ c O S ^
A  g>

COS 0 8 COS®'

COS o t s»COS | 

COS °t%COS p*
(7 )

Poniew aż k ą t V s p e łn ia  w arunek 0 ^  ^  ^  JT 
w ię c  s in  t? j e s t  l i c z b ą  n ie u je m n ą s c z y l i

s in  V 1 COS f i  jCOS f* 2 COS sCOSOt 2 COS Ot »cosp

V + +

V cos p ;scos JT* cos JT* ?eosdty cos Qtf s cos jSi
(8 )

J e ż e l i  w otrzym anym  w zorze  c o s in u s y  k ie ru n ko w e  w yraz im y 
p rz e z  od pow ie dn ie  sk ładow e w e k to ró w p t o  w zór p rz y jm ie

(9)
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J e ż e li wektory a i  b leżą  w płaszczyźnie układu 
to  wzór na s in  ł  możemy otrzymać ze wzoru (8 ) ,  

Przyjmując f  = i  t ’ =

Otrzymamy wtedy

s in  ̂  =1
cos ot , cosjl 

cos Otł , cosp1

^ h  w postaci
s in  9 sf cos oo ,cos jJ*® cos ot* cos p {  *

s|cos ot , s ino^ '“ COs«/sinot|*  s in  (ot-ct)| (10) 
Chcąc że wzoru (9) uzyskać wzór wyrażający sinus kąta  
Przez składowe wektorów a i  5  należy przyjąć az s  0 , 
hz « 0» Otrzymujemy wtedy

Sin 1» » f e W » !  (11)
, la l  IF I

*o r na s in  v możeny też  otrzymać bezpośrednio; 
je ż e l i  <*'><*, to  V s o t L  ot i

s in i? »  s in  oc* cos -  cos ot*sin  ot *  js in  (a i'-a t,)! 
je ż e l i  o t’ <o t, to  V ss o t»  oc' i

e in  yJ« s in  ot cos ot1' -  cos ot s in  otr» | s in  (otf-»ct)|
W obu więc przypadkach mamy wzór;

8in  V= | sinot'cos o t -  cos ot' s in  ot f 
le ż e l i  kąt między wektorami a i  S uważamy za kąt zo- 
r i entcwany, wtedy

A s in  £  (ab) = s in  (o t-o t)  ( l la )
a ln  i  (ab )>  0 , j e ż e l i «-'*> ot Ss in  £ (a^b) < 0 , j e ż e l i « '<06

~*-^run.ki równoległości i  prostopadłości wektorów»
a r  u n e k P r o s t o p a d ł o ś c i  w e k t o  

r ó w

hrunek prostopadłości dwóch wektorów otrzymujemy ze 
Z° ru  na cos V o J e ż e li wektory aą prostopadłe, to  

— 0 i  odwrotnie ¡.gdy cos \/ s  0 ,to  wektory są pro-

^nak bezwzględnej w artości.
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s to p a d łe o  W arunkiem  w ię c  kon iecznym  i  do s ta te cznym  p ro ­
s to p a d ło ś c i dwóch w ek to rów  w u k ła d z ie  Qxyz j e s t

®xbx  + ®yby  + azbz *  0 (12 )
lu b

pub

W
COS (Hf COS 06? 4- cos /3 cos cos co s jrLo  

u k ła d z ie  Oxy w arunek te n  p rz y jm u je  po s tać
(1 3 )

(14)

cos cp cos ot,1 + s in  &  s in  c tł «  0 (15)

W a r u n k i  r ó w n o l e g ł o ś c i  d w ó c h  
w e k t o r ó w .

W ekto ry  są ró w n o le g łe , gdy s in  V «  0 i  odwrotnie. 
W arunki w ię c  ró w n o le g ło ś c i dwóch w ek to rów  w u k ła d z ie  
Qxyz otrzym am y ze w zo ru  (8 ) lu b  (9 )»  Z p o s ta c i w zoru  (9 ) 
w y n ik a 9 że s i n  »  o p j e ż e l i

ay s az a „ a 
z 9 x

V bx

V  ®y 

bx *  byy * z

Suma t r z e c h  kw adratów  równa s ię  z e ru  w tedy  i  t y lk o  
w tedy ? gdy każdy ze s k ła d n ik ó w  t e j  sumy rów na s ię  
ze ru ,,

O trzym ujem y w ię c 9 że

lu b

y > a  "  ®xby  5  0 ' 

V x  "  ®xbz  = 0 •

Gxby  "  ®ybx  3  0 J
®yb
a_b_. s  a ..b_ ,

z  

z~x

®xby *  

-x Jx

V -®xby  -  - j r x
a d a le j  ja k o  w^arunek ró w n o le g ło ś c i p ro p o rc ję

h  = h  = h . (16 )
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J e ż e l i  s to s u n k i te  oznaczymy p rz e z  A  9t o  p rz y  A > O 
w e k to ry  są ró w n o le g łe  i  zgo dn ie  s k ie ro w a n e s p rz y  
A ’C 0 są ró w n o le g łe  i  n ie z g o d n ie  s k ie ro w a n e 0

W aru nk i r ó w n o le g ło ś c i w ekto rów  a l b  u s t a l i  -  
l iż m y  p rz y  z a ło ż e n iu 9 że w e k to ry  te  s  n ie  są korap lanar— 

Ue z żadn3 z P ła s z c z y z n  u k ła d u 'w s p ó łrz ę d n y c h  t»zn«> 
żadna ze w s p ó łrz ę d n y c h  ty c h  w ekto rów  n ie  równa s ię  
ze rUo w p rzyp a d ka ch  s z c z e g ó ln y c h  w a ru n k i te  u le g a ją  
Pewnym zmianom»

N ie c h  w e k to ry  a i  b będą kom planarne z je d n ą  •
2 P ła s z c z y z n  u k ła d u  (a le  n ie k o l in e a rn e  z żadną o s ią )  

z  p ła s z c z y z n ą  x y ? c z y l i  n ie c h  s  0* i  b ■ a  o .

^  tym  p rz y p a d k u  we w zorze  (9 ) suma t r z e c h  kw adratów  r e ­
d u k u je  s ię  do jednego  s k ła d n ik a  i

i  s in  y s  o „ gdy

J e ż e l i  w e k to ry  a i  H są k o l in e s rn e  z je d n ą  

*  ° S i u k ła ó u  n p 0 z  o s ią  x ? c z y l i  j e ż e l i  a ga?20 
k y ^ z ,5* ^ 9 t o  o c z y w iś c ie  są rów no leg łe« . 

d J # ź e l i  w a ru n k i ró w n o le g ło ś c i w ekto rów  w yprow a- 
2in jy se w zoru  (8 ) „ t o  p o s tę p u ją c  p o dob n ie  ja k  p o - 

P rz e d n io 9 otrzymam y

cosoc. _ c o s i i  -  cos T  
cos« ,* cos f i f cos

bvc<tOŚCi s to s u n k dw 9Jak s ię  przekonam y P n ie  może
dowolna» P o d s ta w ia ją c

cos oc ~ / i  cobc* \  cos ¿1 = / *  cos c o s f  ^ /¿ c o a  f v 
°  ftdw nośc i -

 ̂ cos +• cca“/3 + ccs^ J  s  |
^ d ą c  na uwadze g że
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C O S ^  OC* +  COS2 P  ’  +  C 0 3 2 y ' =  1

O trzym ujem y

A  s  1* a s tą d  / i s l  i

JXla/  ^  *  1 w e k to ry  są z g o d n ie  s k ie ro w a n e , d la
P  “  “ 1 ? •= p rze c iw n ie ®

W arunk i ró w n o le g ło ś c i w e k to ró w , le ż ą c y c h  
w p ła s z c z y ź n ie  Oscy w y n ik a ją  z.e w zoru  (10) lu b  (11) 

Jako  w arunek k o n ie c z n y  i  d o s ta te c z n y  ró w n o le g ło ś c i 
w ekto rów  w p rzyp a d ku  ogólnym  o trzym u je m y:

lu b

CO a <& s in  oc- +gg — — -» s  -
cos os- s in  o t*

5® t r ó j ką ta  na p ła s z c z y ź n ie  i  w p r z e s t r o n n i ..

P o l e  t r ó j k ą t ©  n a  p ł a s z c z y ź ­
n i e  u k ł a d u ®

^  V p ro s to k ą tn y m  u k ła d z ie
Osy dany j e s t  t r ó j k ą t  ABC 

Cryso55) p rz e z  w spó łrzędn e  
w ie rzch o łkó w S  A 
B (x a  y 2 ) ,  C (x 3 , y 3 ) 9 

Oznaczmy p o le  t r ó jk ą t a
_____________^  p rz e z  S i  za s to su je m y  znany

*  w »Ó ra w k tó ry m  p o le  t r ó j k ą -
55 t a  w yraża  s ię  po łow ą i lo c z y ­

nu d łu g o ś t l  boków p rz e z  s im a  k ą ta  za w a rte g o  m iędzy
nimi.®
Mamy

S = ^  I a b H a c I s in  V
S in u s  k ą ta  V m iędzy w e k to ra m i AB i  AG w m y ś l w zoru  (11 )

^ a ż E 8 i e
l i s i  r o i
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wobec te g o

a le

S =  I I  AB* ACy  -  ABy  . ACX | ,

ABx S=x2 * x 1» =  y 2" ^ l

ACx  “  x 3“*x i»  ACy  *  ^ 3 ” ^ !  >
zatem

S = Cx2- x 1) (y3-y1) “*(y2~y1)

lu b  w in n e j  p o s ta c i

x 2” x l  * ^ 2 ^ 1

x 3” x l  * y 3~y l
W yznaczn ik w y s tę p u ją c y  we w zorze  na S równa s ię  
wy  z na c z n i  k ow i

x l>  y 1 i 1

x 2“ x i * yz~y i>  0 ,
x 5- x i S y  y~y ± * 0

czym p rzekonu jem y s i ę ? r o z w i ja ją c  o s t a t n i  wyznacz­
n ik  w ed ług  elem entów  t r z e c ie j  ko lum ny.

W yznacznik te n  n ie  z m ie n i w a r t o ś c i , j e ż e l i  e lem en ty  

P ie rw szego  w ie rs z a  dodamy do e lem entów  w ie rs z a  2—go 
*  0 t otrzymam y w tedy

po l e

cl»  * 1 ’ 
c2 * y  2 f ^

x 3 9 y 3 >
w ię c  t r ó j k ą t a  ABC w yraża  s ię  wzorem

«5 _  1 
S  “  2

x l *  *1 »  1

x 2 ? y  2 * ( 1 7 )
c3 1 y  3 » 1

^ y b y ś m y  we w zorze  n ie  u w z g lę d n i l i  znaku be zw zg lę d n e j 
® * to ś c i r t o  p o le  t r ó j k ą t a  w y ra z iło b y  s ię  l ic z b ą  do - 

^ ią  lu b  ujem ną w z a le ż n o ś c i od te g o „  czy  o b ie g a ją c
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t r ó j k ą t  ABC w z d łu ż  boków AB,BC,GA, mpmy  o b sza r t r ó jk ą t a  
po le w e j ( r y s « 5 6 a )s czy  te ż  po p ra w e j rę c e  (ry ® .5 6  b ) .

Do sprawy znaku po­

la  t r ó j k ą t a  w róc im y 
p rz y  ro zw a ża n ia ch  
na tem a t o r ie n t a c j i  
u k ła d u  w ek to rów .

Byś* 56

P o l e  t r ó j k ą t a  w p r z e s t r z e n i  
Dany je s t  p ro s to k ą tn y  u k ła d  Oxyz o ra z  t r ó j k ą t  

ABC, o k re ś lo n y  w sp ó łrzę d n ym i w ie rz c h o łk ó w  :

A ' j»y2 » C (x ^  ,y ^  >z^.) *

Wykażemy, że p o le  t r ó j k ą t a  w yraża s ię  wzorem

S 1
2

i x t > y ]_ ? 2 2 z i» x i»  1

V x 2 * y p ? - yg + z2 ,x 2» i

V ¡i y  ̂  ji 1 y  s 1
(18)

W dow odzie  sko rzys ta m y  z tw ie rd z e n ia  ( s t r . 3 9 )  ;

J e ż e l i  S je s t  po lem  t r ó j k ą t a ,  a kątem  n a c h y le n ie  
p ła s z c z y z n y  t r ó j k ą t a  do p ła s z c z y z n y  r z u tu  £ , t o  p o le  
S ! r z u tu  t r ó jk ą t a  równa s ię  S cos f  
O znacza jąc p rz e z  S , Szx  p o la  rz u tó w  t r ó jk ą t a
na p ła s z c z y z n y  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h  x y ,  y z , z x ,  a 

p rz e z  oc 9 f i  k ą ty  p ła s z c z y z n y  t r ó j k ą t a  z p ła s z c z y z ­
nam i u k ła d u  mamy?

S s: S cos oc ,

SJZ  = S cos p ,

szx = s cos j r ,
M ia rą  k ą ta  dw uściennego j e s t  k ą t  l in io w y  rów ny k ą to w i 

m iędzy dwiema o s ia m i p ro s to p a d ły m i o d pow ie dn io  do ścian
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k ą ta  dw uściennego 
( r y s .  5 7 ) .

J e ż e l i  w ię c  dany je s t  
t r ó j k ą t  ABC w u k ła ­
d z ie  Qxyz i  z p o c z ą t­
ku  u k ła d u  w ys ta w in y  
oś n ,  p ro s to p a d łą  do 

p ła s z c z y z n y  t r ó j k ą ­
t a  ( r y s .  5 8 ) ,  to  po­
n iew aż

oś z j e s t  p r o s to -  
R ys . 57 p a d ła  do p ła s z c z y z n y  x y

oś n j e s t  p ro s to p a d ła  do p ła s z c z y z n y  t r ó j k ą t a ,  w ię c
»

$  ( z ,  n ) « ot-,

Ponieważ oś x j e a t  p ro s to p a d ła  do p ła s z c z y z n y  y z ,  a oś 
a  je a t  p ro s to p a d ła  do p ła s z c z y z n y  t r ó j k ą t a ,  w ię c

& (x ,n )  «  p  .
3 podobnych 

względów J  (y ,n )s ^ T  
C os inusy  ką tów  

<*> P t t  ja k o  c o s i­
nusy k ie ru n ko w e  
o s i  n  s p e łn ia ją
zw iązek

2 2 cos OC +COS P +
+COS2 f  «  1

Możemy z a p is a ć  :
s2 +s2 +s2 -xy y z  zx 

s  S' cos2ot +

+S2cos2 |3 p p
+S cos y

E y s 0 58
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skąd

S 3 W  + S2 + S2 : (19)y  xy  y z  zx  5

S„,. j e s t  po lem  r z u tu  t r ó jk ą t©  ABC na p ła s z c z y z n ę  x y , 
je s t  w ię c  polem  t r ó j k ą t a , k tó re g o  w ie r z c h o łk i  w p ła s z ­

c z y ź n ie  u k ła d u  Oxy m ają  w sp ó łrzę d n e  ( x ^ 8y ^ )  , s
( x ^ , y ^ ) e Na p o d s ta w ie  w zo ru  na p o le  t r ó j k ą t a  w p ła s z ­
c z y ź n ie  u k ła d u  p o le

x19 y ls  1

x 2 s yp s -J- 

x ^ » y } l

P odobn ie  S„_ j e s t  po lem  t r ó jk ą t a  w p ła s z c z y ź n ie  Qyz y z
o w ie rz c h o łk a c h  C y ^ z ^ )  » a Szx po lem
t r ó jk ą t a  w p ła s z c z y ź n ie  Qzx o w ie rz c h o łk a c h  ( z ^ sx ^ ) ,  

( z g jx 2^ » , x ^ ) 8 Zatem

y-p z 1? 1

y 2 9 ®25

y^ j z ^ * 1

z

z

z

l , x l *  

2 fX2 ! 

^ »x ^  *

1

1

1

P o d s ta w ia ją c  o trzym ane p o la  rz u tó w  t r ó jk ą t a  ABC do 
( 1 9 ) ,  otrzymam y w zór (18)«

§ 7 .  ORIENTACJA UKŁADU WEKTORÓW, ILOCZYN WEKTOROWY.

! •  U k łady  o s i  p ra w o s k rę tn e  i  le w o s k re tn e  na p ła sz­
c z y ź n ie .

M a jąc na p ła s z c z y ź n ie  dany u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  
Oxy będziem y go uważać za u p o r z ą d k o w a n ą  
p a r ę  o s i  t 0zn« za p a rę ,  w k t ó r e j  oś x  uważamy 
za p ie rw s z ą , oś y  -  za drugą«, Poza tym  p ła s z c z y z n ę  
u k ła d u  Oxy uważamy za p ła s z c z y z n ę  z o r ie n to w a n ą , d la  k tó ­
r e j  za d o d a tn i k ie ru n e k  o b ro tu  p r z y ję to  k ie ru n e k ,
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*  k tA py m n a le ż y  o b ró c ić  p ie rw s z ą  oś ( t ez n eoś x ) dooko- 
a p o c z ą tk u  u k ła d u  o k ą t  m n ie js z y  od p ó ip e łn e g o , by 

oś ta  p o k ry ła  s ię  z o s ią  d rugą  (o s ią  y K  J e ż e l i  p rz y  

sp row adzan iu  d rogą  o b ro tu  o s i  p ie rw s z e j do p o k ry c ia  
z o s ią  d rugą  wykonujem y o b ró t p rz e c iw n y  do ob iegu  
vskazówek z e g a ra f t o  u k ła d  o s i  nazywamy u k ł a d e m  

P r a w o 8 k r g t n y m ( r y s .  5 9 a )# j e ż e l i  o b ró t
JQs t  zgodny z o b ie g ie m  wskazówek -  
1 n y  m ( ^ s .  59 b ) #

l e w o s k r ę -

Ha o g ó ł na 

p ła s z c z y ź n ie  
będziem y s ię  

p o s łu g iw a ć  u k ła ­
dami p ra w o sk rę ­
tnym i,,

J e ż e l i  w 
u k ła d z ie  praw o— 
sk rę tn ym  wyo­
b ra z im y  s o b ie  

 ̂ osobę s to ją c ą

B y , .  59 '■ "  < * * • -
t  «U i  zwróconą

u °  o b sza ru  k ą t s 9 k tó re g o  ram ionam i są d o d a tn ie  
po^ ° s^ u^ ls d u ? t o  osoba t a  chcąc sp ro w a d z ić  oś x  do 

W ry C ia  Z o s i^  y  d ro g ą  o b ro tu  w inna  użyć p ra w e j r ę k i .
u« a d z ie  le w o e k rę tn ym , żeby te g o  dokonać, m usi p o - 

f  “ ży<! s i e le w ą  r ęk ą .
Reguła +

v.a pozw a la  z ła tw o ś c ią  ro zpozn ać  ro d z a j u k ła -  
s i  “  będziem y Ją nazywać re g u łą  " c z ło w ie c z k a ” a

du

2
P ary  w ek to rów  na p ła s z c z y ź n ie .

H ie c h  w u k ła d z ie  p ro s to k ą tn y m  Chty b ę d z ie  dana 
P o T* ~ ,

a z ą d k o w a n a  p a ra  w e k t o r ó w  r

^ e ź  a * k » t .z n .  Pa r a » w k t ó r e j  za w e k to r  p ie rw s z y  
Wek to r  w ym ien iony  na p ie rw szym  m ie js c u *  za
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d r u g i -  w e k to r  podany na d rug im  m ie js c u »  W iech © k ła ­
dowymi ty c h  w ekto rów  będą od pow iedn io  l i c z b y  a%t a 
o ra z  bx *

J e ż e l i  w e k to ry  te  n ie  są k o l in e a r n e ,  t o  po 
sp row ad zen iu  do w spó lnego  p u n k tu  z a c z e p ie n ia  możemy 
na n ic h  " r o z p ią ć "  ró w n o le g ło b o k  ( r y s 0 60) 0 Sprowadza­
ją c  te r a z  w e k to r  p ie rw s z y  d rogą  o b ro tu  o k ą t m o ż li­

w ie  n a jm n ie js z y  do p o k ry c ia  z w ektorem  d ru g im , może­
my sp o tka ć  jeden, z dwóch n a s tę p u ją c y c h  przypadków  :

1) wykonujem y o b ró t 
zgodny z ob ro tem  doda­
tn im  okreś lon ym  p rz e z  
u k ła d  Oxy

a lb o

2) wykonujem y o b ró t 

w k ie ru n k u  przec iw nym  
do o b ro tu  d o d a tn ie g o , 
u s ta lo n e g o  układem
Oxys

W p ie rw szym  p rzyp a d ­
ku  mówimy, że uporząd­
kowana p a ra  w ekto rów  
e ,b  p o s ia d a  o r  i  e n -  

B y s 9 60 t a c j ę  z g o d n ą
z. uk ładem  0 x y 9 w d ru g im  p rzyp a d ku  -  o r i e n t a ­
c j ę  n i e z g o d n ą  (p rz e c iw n ą ) .

J e ż e l i  np» dany u k ła d  Osy je s t  p ra w o s k rę tn y  

i  Para  uporządkowana w ek to rów  a f5  j e s t  zgo dn ie  zo­
r ie n to w a n a  „ t o  p a ra  ta  s ta n o w i p ra w o s k rę tn y  u k ła d  

w e k to ró w ; j e ż e l i  n a to m ia s t pa ra  w ekto rów  je s t  n ie ­
zgo d n ie  z o r ie n to w a n a , t o  p a ra  t a  tw o rz y  le w o s k rę -  
tn y  u k ła d  wektorów«,

P rz y  o ce n ie  o r ie n t a c j i  p a ry  w ekto rów  można po­
s łu ż y ć  s ię  re g u łą  " c z ło w ie c z k a " ,  podaną d la  ro z ró ż ­



- S i ­

n ie n ia  uk ładów  prawo i  le w o s k rę tn y c h  osi®  W tym  p rz y ­
padku n a le ż y  '’ c z ło w ie c z k a * ' u s ta w ić  we wspólnym  pun­
k c ie  z a c z e p ie n ia  w e k to ró w , tw a rz ą  do p o la  ró w n o le ­

g ł  oboku ro z p ię te g o  na w ektorach®  J e ż e l i  p rz y  ob ro ­
c ie  p ie rw s z e g o  w e k to ra  "cz ło w ie cze k **  m us i użyć l e ­

w e j r ę k i ,  t o  pa ra  w ekto rów  je s t  le w o s k rę tn a , je ż e ­
l i  p ra w e j -  t o  p ra w o sk rę tn a »  Para a ,b  na i'ys® 60 
j e s t  n ie z g o d n ie  z o r ie n to w a n a  z układem  w s p ó łrz ę -  
d r ^ c h ,  zaś pa ra  c ,d ,  -  zgo d n ie  z o r ie n to w a n a .

Wykażemy, że zgodność w z g lę d n ie  n iezgodność  
o r ie n t a c j i  p a ry  w ekto rów  z układem  0xy w iąże  s ię  
ze znakiem  w y z n a c z n ik a , k tó re g o  e lem en tam i są 
sk ładow e danych w ek to rów  t . z n .  ze znakiem

a 8 .
W (a ,b )

V  ~y f
'W yznacznik W (a ,b ) w yraża  p o le  ró w n o le g ło b o k u  ro s - 
P ię te g o  na w e k to ra c h  a ,b ,  w k tó rym  k ą t  m iędzy w ekto ­
ra m i p o tra k to w a n o  ja k o  k ą t  zo rien tow any®  I s t o t n ie  

P o le  ró w n o le g ło b o k u  w yraża  s ię  ilo c z y n e m  d łu g o ś c i 
boków p rz e z  s in u s  k ą ta  zaw artego  m iędzy ty m i bo ka m i, 
c z y l i

S = j s l ! b |  s in  £  (a  b) (1 )

Ponieważ

w ię c

V ^s in  £  (a  b ) =
a b  -  

1L_
a b 
-  J  x.

X )

I l i  IB!

S = a b — a 1 x y  y  x -  W ( a sb)

^-nak S^a p rz e z  to  W (a,E ) j e s t  zgodny ze znakiem  
a^ n ( a , b ) .  Znak zaś s in  (a ,  b ) , ja k  ła tw o  zauw ażyć, je s t  
" ty lk o  w ted y  d o d a tn i,  gdy w e k to ry  a i  b są zgo dn ie  
Z o rien tow an e  z układem  0xy i  u jem ny -  gdy są n ie z g o -

s t r . 5 1  w zó r l l a
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d n ie  zorientowane«»

S łu szn e  w ię c  j e s t  tw ie rd z e n ie :

J e ż e l i  pa ra  w ekto rów  -®,F j e s t  zgodnie z o r ie n ­
towana z układem  Q xy, t o  W ( a , F ) > 0 ,  j e ż e l i  n iezgodn ie  
zorientow ana -  to  W ( I ,  E ) < 0 i  odw rotn ie .
Wniosek:.

J e ż e l i  w p a rze  a ,b  zm ien im y p o rząd ek  w e k to ró w , 
to  pa ra  z m ie n i o r ie n ta c ję  na przeciw ną«, I s t o t n i e ,  
j e ż e l i  dana je s t  pa ra  a ,  b d la  k t ó r e j  W ( a ,b ) > O 
i  u tw orzym y p a rę  F 9a ,t o

W (b ,s )  =

ęr vo b a „aX X x *  y

a * a b „bX* y >»X

( e , b ) ,

c z y l i  I  (H sa> < 0

R ozw aża jąc na s t r .  56 p o le  t r ó jk ą t a  ABC s tw ie r ­
d z i l iś m y  * że p o le  t o  w yraża  s ię  l i c z b ą  d o d a tn ią  lu b  

ujem ną w z a le ż n o ś c i od te g o ,  czy o b ie g a ją c  t r ó j k ą t  
ABC w z d łu ż  boków AB, B 08 CA mamy o b sza r t r ó jk ą t a  po 
le w e j ,  czy  te ż  po p ra w e j s t r o n ie .  O be cn ie , po w pro­
w adzen iu  p o ję c ia  o r ie n t a c j i  dwóch w ek to rów  możemy po­
w ie d z ie ć ,  że p o le  t r ó jk ą t a  j e s t  d o d a tn ie  lu b  u jem ne, 
z a le ż n ie  od te g o  czy p a ra  w ekto rów  AB i  AC p o s ia d a  

o r ie n ta c ję  zgodną z układem  w s p ó łrz ę d n y c h , czy te ż  n ie ­
zgodną.

Rozważymy je s z c z e  p rz y p a d e k , gdy W (a ,b )  =  0 . 
Okażemy, że w tym  p rzyp a d ku  w e k to ry  a i  F są k o l in e a rn e .  
Z ró w n o ś c i

wynika p ro p o rc ja

a bx  y a b  s
X x

0

znana nam ja k o  w arunek ró w n o le g ło ś c i w ektorów « S łu szn e  
j e s t  ró w n ie ż  tw ie rd z e n ie  o d w ro tn e . M a ją c  bowiem

\
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możemy n a p is a ć

ax  = A  bx  , a r ^  by
a d a le j

3 * — * ad>Y pr>awo 1 l ę w o sk recne w p rz e s tr z a n i
M a jąc dany u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  Oxyz (p ro s to tą . 

^  lu b  u k o ś n o k ą tn y ) , wyobraźmy s o b ie  "c z ło w ie c z k a *  
s to ją c e g o  w p u n k c ie  0 na p ła s z c z y ź n ie  Qxy, zw rdcone- 
S° g łow ą  w k ie ru n k u  doda tn im  o s i z g a tw a rz ą  do 

s z e j  ć w ia r t k i  u k ła d u  Oxy, J e ż e l i  “ c z ło w ie c z e k "  
^ s ta w io n y  w o p is a n e j p o z y c j i  ma oś x  po le w e j rę c e

t ry S '  6 la  ̂ t 0  u k ła d  Oxyz nazywamy l e w o s k r ę -  
n y  j e ż e l i  po p ra w e j rę c e  ( r y s . S l  b) -  p r  a -
° s k r ę t n y m .

Rys« 61

my t e r o - ró ż n ia n iu  uk ładów  prawo i  le w o s k rę tn y c h  może- 

J e ż e l i  ^ ° S łu ż y ć  s ię  P °J?c iem  s k r ę tu  ś ruby«  M ia n o w ic ie , 

r Unku SPUbę Zg° d n ie  s k ie r owaną z o s ią  z obracamy w k le -  
o b ro tu  d o d a tn ie g o  p ła s z c z y z n y  Qxy i  o b ró t te n
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j e s t  ob ro tem  ś ru b y  w k rę c a n e j„ t o  u k ła d  Qxyz nazywamy 

prawo sk rę tn ym  (ry s ,, 62a) 9 j e ż e l i  o b ró t  ś ru b y  je s t  o b ro ­
tem  ś ru b y  w y k rę c a n e j 9 t o  mamy u k ła d  le w o s k rę tn y 0

O c z y w iś c ie  umowa ta  o d n o s i s ię  do pow szechn ie  używanych 
ś rub , k tó r e  są  ś rubam i p ra w o s k rę tn y m i „ Gdyby ś ru b fi by­
ła  le w o s k rę tn a  ( r y s *  62 b ) „ t o  k ie ru n e k  w k rę c a n ia  b y ł ­
by zgodny z  k ie ru n k ie m  d o d a tn im  o b ro tu  p ła s z c z y z n y  
Oxy u k ła d u  lew o sk rę tneg o*,

4o0 r ie n ta c .1 a  t r ó j k i  w ekto rów  w p rz e s trz e n i»
N ie ch  w u k ła d z ie  p ro s to k ą tn y m  Qxyz b ę d z ie  dana 

uporządkowana t r ó j k a  w ekto rów  n ie ze ro w ych

5 { w a z }  - b { bx » V b2 }  .  5 { cx - ey ' ° z }  -

J e ż e l i  dane w e k to ry  są  n ie k o m p la n a rn e p to  po 
sp ro w a d ze n iu  do w spó lnego  p u n k tu  z a c z e p ie n ia  możemy 
na n ic h  ro z p ią ć  ró w n o le g ło ś c ia n  ( r y s o6 3 ) 0 Umieszcza?» 
ją c  te r a z  " c z ło w ie c z k a "  we wspólnym  p u n k c ie  z a c z e p ie ­

n ia  w ek to rów  na p ła s z c z y ź n ie  ró w n o le g ło b o k u  r o z p ię te ­
go na p ie rw s z y c h  dwóch w ek to rach ,, a o p a rte g o  plecami 
o t r z e c i  w e k to r9 możemy sp o tka ć  je d e n  z dwóch przypad­
ków i

1) c z ło w ie c z e k  o b ra c a ją c  p ie rw s z y  w e k to r  do po­
k r y c ia  s ię  z d rug im  u ż y je  le w e j r ę k i .  W tym  p rzyp a d ku
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uporządkow aną t r ó jk ę

A w ekto rów  nazywamy 1 e -
w o s k r ę t n ą  i  
j e ż e l i  u k ła d  Qxyz je s t  
ró w n ie ż  le w o s k rę tn y 8to  
pow iem y9 że t r ó j k a  w e-

z

¿7

k to ró w  p o s ia d a  o r i e n ­
t a c j ę  z g o d n ą  
z układem  w s p ó łrz ę d n y c h ,

B ys* 63

j e ż e l i  n a to m ia s t u k ła d  
Gxyz je s t  p r a w o -  
s k r ę t n y  t o

tró jk a  wektorów posiada o r i e n t a c j ę  n i e z g o d ­
n ą  ( przeciwną)„

2) człowieczek obracając p ie rw s z y  w e k to r  do p o k ry ­
cia  s ię  z drugim użyje p ra w e j r ę k i *  W tym  p rzyp a d ku  upo­
rządkowaną tró jk ę  wektorów nazywamy p ra w o s k rę tn ą  i  zgo d - 
nie  lub niezgodnie zorientowaną z układem  Oxyz w za­
leżności od tego, czy u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  je s t  p ra w o 9
czy le ż  le w o s k rę tn y

x

układem  l e -  

w oskrę tnym * 
a w ię c  zgod­
n ie  z o r ie n to ­
wanym % u k ła ­
dem Oxyz;

k to ró w  a pF 8c 

p rz e d s ta w io ­
ny na ry s u n ­
ku 64 je s t

U k ład  we­

to
Przestrzeni,podobnie ja k  na p ła s z c z y ź n ie ,  o r ie n ta c ja  

sdu trzech  wektorów łączy s ię  ze znakiem  w yzn a czn ika

u k ła d  b% c®
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/ W ( a ,F ,c ) =

S łuszne  j e s t  m ia n o w ic ie  tw ie r d z e n ie :
J e ż e l i  u k ła d  t r z e c h  w ekto rów  a ,F ,c  j e s t  zgo d n ie  

z o r ie n to w a n y  z układem  O xyz, t o  W ( a 8b sc ) > O, j e ż e l i  
n ie z g o d n ie  z o r ie n to w a n y , t o  W ( a ,F ,c )  < 0 ,  P raw dziw e 
j e s t  ró w n ie ż  tw ie rd z e n ie  odwrotne®

Dowód te g o  tw ie rd z e n ia  p rzep row adz im y p ó ź n ie j 
p rz y  om aw ian iu  i lo c z y n u  m ieszanego t r z e c h  w ek to rów . 
Pokażemy w tedy , że bezw zg lędna w a rto ś ć  w yzna czn ika  

W C © ,F,c) w yraża  o b ję to ś ć  ró w n o le g ło ś c ia n u  ro z p ię te g o  
na w e k to ra c h  a sF f)c®

J e ż e l i  w t r ó j c e  uporządkow ane j w ekto rów  n iekom - 
p la n a rn y c h  © ,F ,c  p rze s ta w im y  dwa w e k to ry  lu b  zm ien im y 
z w ro t jed neg o  w e k to ra  na p rz e c iw n y , t o  o r ie n ta c ja  t r ó j k i  
w ekto rów  z m ie n i s ię  na przeciw ną®  W ynika t o  be zpośred ­
n io  z w yzn a czn ika  W (a ,F ,e ) ,  k tó r y  z m ie n ia  zn a k , gdy 

p rze d s ta w im y  dwa w ie rs z e  lu b  elementom jed neg o  w ie rs z a  
zm ien im y z n a k i na p rzec iw ne®

Udowodnimys że j e ż e l i  W (a9b ,c )  *  0 ,  t o  w e k to ry  
a ,F ,c  są kom planarne i  o d w ro tn ie ,  j e ż e l i  w e k to ry  a ,F „ c 
są kom p lan a rn e , t o  W ( a ,b „ c )  = 0 .

I s t o t n i e ,  j e ż e l i  W ( a ,F ,c )  = 0  to  u k ła d  rów nań

ax  u  + 8y  v  + az w “  °»

bx  u  + by  v  + b z w ■ 0 , (2 )

cx  u  + Cy v  + .c z w -  0

me ro z w ią z a n ie  u ,v ,w ,  w k tó rym  n ie  w s z y s tk ie  l i c z b y  
u ,v ,w  są zeram i® T r a k tu ją c  l ic z b y  u ,v ,w  ja k o  w s p ó ł­
rzę d n e  pewnego w e k to ra  r  , s tw ie rd za m y  na p o d s ta w ie  rów ­
nań ( 2 ) ,  że w e k to ry  a ,  F ,  c ,  są do te g o  w e k to ra  p r o s to -
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P ad łe  a p rz e z  to  ró w n o le g łe  do je d n e j p ła s z c z y z n y , 

m ia n o w ic ie  ró w n o le g łe  do p ła s z c z y z n y  p ro s to p a d łe j 
do w e k to ra  r .

O d w ro tn ie 9 j e ż e l i  w e k to ry  a ,  b ,  c są  komplanar™ 
ne z pewną p ła szczyzn ą ,, t o  są p ro s to p a d łe  do w e k to ra  
h ie ze row ego  r  £ u ,  v ,  wJ 9 p ro s to p a d łe g o  do t e j  p ła s z ­
c z yzn y .

Z warunków p r o s to p a d ło ś c i 2 w ekto rów  otrzym uje™  
u k ła d  ( 2 } „  k tó r y  p o s ia d a  ro z w ią z a n ie  n ie ze ro w e  

u , v »w > a wobec te g o  w y z n a c z n ik  u k ła d u  równad

W ( a „ b ,c )  *  0 .

5 * I lo c z y n  w ekto row y -  o k re ś le n i a „

Dany j e s t  p ro s to k ą tn y  u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  Oxyz 
o raz  p a ra  w ekto rów  a ,b „

1) J e ż e l i  w e k to ry  a i  b s |  n ie ze ro w e  i  n ie k o l i -  
o e a rn e , t o  i c h  i l o c z y n e m  w e k t o r o -
'\/yi « w

y  ■  nazywamy w e k to r  c ,  s p e łn ia ją c y  n a s tę p u ją c e  
t r z y  w a ru n k i:

1 w e k to r  c j e s t  p ro s to p a d ły  do p ła s z c z y z n y  

ró w n o le g ło b o k u  o bokach ró w n o le g ły c h  do 
w ekto rów  a  i  F ,

2 w e k to r  c  j e s t  ta k  s k ie ro w a n y , że u p o rzą d ko - 
wana t r ó jk a  w ekto rów  a ?b ,c  p o s ia d a  o r ie n ta -  
c ję  zgodną z układem  w s p ó łrz ę d n y c h „

3 d łu g o ś ć  w e k to ra  c równa s ię  m ie rz e  p o la  rów no­
le g ło b o k u  ro z p ię te g o  na w e k to ra c h  a i  F

t * z n ,  ró w n o le g ło b o k u  o d łu g o ś c i boków Sal i  I F l f
ró w n o le g ły c h  do w ekto rów  a  i  b „  c z y l i

I c | *  | a ! IF j s in

g d z ie  j f  j e s t  kątem  m iędzy w e k to ra m i a i  F , 

c i e - ^  J e ż e l i  w e k to ry  a i  b są k o lin e a rn e  lu b  ch o - 
2 ^ eden z n ic h  j e s t  w ekto rem  zerowym „ t o  ic h  i l o -  
^em wektorowym  nazywamy w e k to r  ze row y.



I lo c z y n  w ekto row y w ekto rów  I  i  E oznaczamy sym­
bo lem  a *  b . W p o d rę c z n ik a c h  spotyka s ię  te ż  inne sym­
b o le  ja k  n p 0 [  a 9b ] 9 a A  b , V  a E 0

J e ż e l i  e j e s t  w ektorem  je d nos tko w ym , posiadają­
cym z w ro t i  k ie ru n e k  w e k to ra  a x t o  i lo c z y n  wekto­
row y możemy n a p is a ć  w p o s ta c i

i  x E s | e  x E l e , (3 )

gdzie
la  * b j=  | a ! IHj s in  f  . (4)

6 ® Własności i  szczególne wartości iloczynu wekto­
rowego.

1) Do i lo c z y n u  wektorowego wektorów a l b  nie  
s to s u je  s ię  na o g ó ł prawo przemienności t .z n .

a x b ¥■ f> *  ä .
J e ż e l i  bowiem w e k to ry  a i  b są niezerowe i  n ie ko lin ea r-  
ne t o  w e k to ry  a x E i  b x a są równoległe (są prosto­
p a d łe  do t e j  samej p ła s z c z y z n y ) , m a ją  te  same długoś­
c i , co w yn ika  z  w arunku 5 ° 9 różnią s ię  jednak zwrotami, 
co zauważymy k o n s tru u ją c  t r ó j k ę  a t,Faa x b i  tró jk ę  
b , a ,  b  *  ä  (rys<»65K

W tym przypadku 
wektory &  * E 
i  b x a są 
wektorami prze­
ciwnymi , czy­
l i

a x b=
-(U  x a) (5) 

J e ż e li wekto­
ry  a,b są ko­
lin e a r  ne, lub

B yą . 65
chociaż jeden z nich je s t wektorem zerowym, to w myśl
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d e f in ic j i

c z y l i

e x F  » O 
b « a » O

e x b s b s a *  O •
2 ) , Iloczyny wektorowe wektorów jednostkowych 

układu prostokątnego Oxyz„
Z d e f in ic j i  iloczynu wektorowego wynika» że

1 x 3 * 3 * £ s r ,  e x r  3 j ,
J  x i  = - f , k x j  * - r f i  x k s - j ,

i x I  ? 0 , j  x j  = O, k x k = o ,

3) Ponieważ pola równoległoboków o wspólnej 
Podstawie i  równych wysokościach są równe (rys . 6 6 ) t

w i ę c  iloczyn we-

( 6)

a

ty y j

A

i ___ i
c 1

Rys»

ktorowy a x i  n ie  

zmieni s ię , J e ż e l i  

zachowując je d e n  
z wektorów np, a , 
drugi wektor F 
zastąpimy wekto­
rem b  ̂ tak dobra-

fów  r  ----- ^ x C6iu u u 4u r o z p ię te g o  na p a rze  w e k to -
0  a » i  o^kącie y   ̂ spełniającym warunek

n ^ r ó w n a ł o  s ię  polu równoległoboku zbudowa- 
mu 118 wektorach a i  F„

J e ż e li a  i  n są dowolnymi liczbam i rzeczywis- 
to  słuszne są wzory:

(m a) x b — a x (m F) s m (e * b) 

(m a) *  (n b) = m n (a x b)
(7)

( 8 )

j  ż e l i  warunek ten je s t spełniony» to  zachowana 
st o rien tac ja  układu wektorów a»b-j» a x F^
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W dowodzie wzoru (7) należy uwzględnić różne przypadki 
w zależności od wektorów a i  b oraz znaku lic zb y  nu 
Dla przykładu przeprowadzimy dowód w przypadku, gdy 
a i  b są niezerowe i  n iekolinearne i  m > 0.

1 ° 8 W ekto ry  (ma) * b , a x (m b ) , m (a *  F) posia­
dają ten  sam kierunek, są bowiem prostopadłe 
do płaszczyzny równoległoboku o bokach równo­
leg łych  do a i  S .

2 ° . Wektory te  są równej długości, gdyż
| q i  x b l = Ima I Ib l s in y  •  •m I a I Ib l s in y  
gdzie y  je s t  kątem między wektorami a i  F, 
również

|a  x mFI = I al ImFI sin  y  -  m la l  Ibl s in  f
oraz

|m (a x F)l — m I a! Ib I s in  y
5°® Przy m > 0 zwrot wektora m(axb)  je s t  zgodny

ze zwrotem wektora
a x b j ten  sam 
zwrot posiadają 
również wektory 
(ma) * b i  a x mF 
gdyż o rien tac ja  
tró je k  wektorów: 
a , F , a x F, 
ma, F , ma x F , 

a ,  mF, a x m F
Jest zgodna, o czym można przekonać s ię ,  badając znak 
wyznacznika W dla każdej tró jk i®
5. Do iloczynu wektorowego stosuje s ię  prawo roz­
dzie lności względem dodawania tzn . słuszna je s t  
równość :

a x (H  + a ) « e * 5  + i » c  (9)

Dowód w p rz y p a d k u , gdy w e k to ry  a ,  F ,  c  s ą  n ie ko m p la n a m e

(rys® 68):
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Rys« 68

Z g odn ie  z w łasnoś-' 
c ią  3) i lo c z y n u  w ek to ­
rowego mamy 
a x b = a x OB 

a i  c = a x OC (10)
a x (b + c )=  a x ODj 

a d a l e j , j e ż e l i  r y s .6 9  
p rz e d s ta w ia  podstawę 

ró w n o le g ło ś c ia n u  p ro s ­
te g o  i  p u n k ty  B ’ , C ’ ,
D* są pu nk ta m i le ż ą ­
cym i w p ła s z c z y ź n ie  
t e j  p o d s ta w y , to

a x OB *  OB’

a x OG -  OC’ ( i i )
a x OD = OD*

p rz y  czym d łu g o ś c i 
w ekto rów  ÓBS, OC», 

0DS w m yś l o k re ś le ­
n ia  i lo c z y n u  w e k to ­
rowego są odpow ie­
d n io  rów ne ;

151.1511 ,
O l a l ' .  IOCI , 

l a l . |0 D l.

W ekto ry  w ię c  OB*, 
OC’ , OD* o trz y m u - 

^  R ys* 69 jem y z w ekto rów
OC, OD p rz e z  o b ró t ty c h  w ekto rów  w p ła s z c z y ź n ie  

Podstawy ró w n o le g ło ś c ia n u  o k ą t p r o s ty  i  w y d łu ż e n ie  
łu b  s k ró c e n ie  w tym  samym s to su n ku  równym l a l * Czwo- 

r o ką t O B ^ C ’ ja k o  podobny do OBDC je s t  rd w n o le g ło -  
ko k ie m , wobec te g o

OD’ =  OB" + OC*.
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Po u w z g lę d n ie n iu  ró w n o ś c i (11) i  (10 ) o trzym u jem y 

a x ( b  + c)  = a x b + a * c i

7 .  Składowe i lo c z y n u  w ekto row ego .

N ie c h  w p ro s to k ą tn y m  u k ła d z ie  Qxyz o w e k to ra c h  
je d n o s tk o w y c h  T ,  7 ,  k będą dane w e k to ry

5 {ax > V az) 1 E { V V bz}
W tedy

a 9  ax r  + 7  + E ,

F  «  bx  I  + by 7  + faz E ,
a d a le j

a x b (axT + a^7 + a^k) x (bxT + by7  + b^E)

K o rz y s ta ją c  z poznanych  praw  d la  i lo c z y n u  w ekto ­
rowego o trzym u jem y

a x b s (a  b - e „ b , ) I  + (a  b - a  b ) j  + (a  b - a  b ) k (12 ) y  z z y '  v z x  x  z to  x  y  y  x '
W ek to r w ię c  a *  ę  ma w s p ó łrz ę d n e :

ay bZ* a - bz y * a b z x a b , x  z 3 a b x  y a b y  x
Zw iązek (12 ) możemy s y m b o lic z n ie  z a p is a ć  w ła tw e j  

do z a p a m ię ta n ia  fo rm ie  w yzna czn ikow e j- :

a x S *
i , 7 ,
a . & s. aX* y 51 z
b o b , bX s y 1 z

(15)

8® I lo c z y n  m ieszany w e k to ró w a o b ję to ś ć  ró w n o le g ło ś c ia m i,  
I l o c z y n e m  m i e s z a n y m  w e k t o ­

r ó w  nazywamy i lo c z y n  s k a la r n y s w k tó ry m  Jeden z 
c zyn n ikó w  w y s tę p u je  w p o s ta c i  i lo c z y n u  w ektorow ego*

J e ż e l i  dane są t r z y  w e k to ry  a ,E 9c ,  t o  ilo c z y n e m  
m ieszanym je s t  np<> i lo c z y n  s k a la rn y  a «, (E  x  c)

W yrazim y i lo c z y n  m ieszany a (E  k c ) p rz e z  sk ładow e 
w ek to rów  5 { v V  &zj f B(bx, by , b , ] , c (ox , oy , cj
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I lo c z y n  m ieszany je s t  ilo c z y n e m  ska la rn ym  i  wo» 
bec te g o  możemy p o s łu ż y ć  s ię  znanym wzorem 9 w y ra ż a ją -  
cym i lo c z y n  s k a la rn y  p rz e z  sk ładow e dwóch wektorów?

m n ss m n +■ mx " x  “ y ny  “ z " z+ m n

Składowe w e k to ra  a w ynoszą a » a . a  w e k to ra  zaśr  — x .Y zb x «c  na p o d s ta w ie  w zo ru  (1 3 ) :

z cxb  c => b c . y  z z y 5 b - c- *  W b c -  b c x  y  y  x
O trzym ujem y w ięc

5 (K “  b) = a* (by c a "b «Cy J + “ y i V x - V P + az (hx cy ' by cx ) • 

Co d a le j  możemy z a p is a ć  w p o s ta c i

8 ( F x  c) =
x 9 y 9 z

b , b . b X 11 y * z
c o c » c x 9 y *  z

(14)

2
w yzna czn ik iem  s to ją c y m  po p ra w e j s t r o n ie  t e j  ró w - 

^ ś c i  s p o tk a liś m y  s ię  p rz y  om aw ianiu o r ie n t a c j i  u k ła -  
t r z e c h  w ekto rów  i  o z n a c z y liś m y  go symbolem 

*  G , E , c ) .

I lo c z y n o w i m ieszanemu możemy nadać ważną In te r*»  
P is ta c ję  geom etryczną,» Wykażemy s że j e ż e l i  uporządkowana 
* r ó jk a  w ekto rów  tw o rz y  u k ła d  zgo d n ie  z o r ie n to w a n y  z 
ś la d e m  p ro s to k ą tn y m  Qxyz f t o  w yzn a czn ik  l ( e jF ,< ; )

^y^a ża  o b ję to ś ć  ró w n o le g ło ś c ia n u  zbudowanego na we» 
^ ta ra c h  a 9b 9c ja k o  na krawędziach®
J Q ż e li t r ó j k a  w ek to rów  a „  F 9 c tw o rz y  u k ła d  n ie z g o d n ie  
O r ie n to w a n y  z układem  0 ^ y z ? t o  w yzn a czn ik  W (a9b 3c) 

u jem ny i  w te d y  je g o  bezw zg lędna  w a rto ś ć  w yraża  
° b ję to ś ć  ró w n o le g ło ś c ia n u ®

U jm u ją c  oba p rz y p a d k i razem możemy p o w ie d z ie ć ,, że 
^ t® z .e le tn ie  od o r ie n t a c j i  u k ła d u  w ekto rów  a pb „c

O g lę d n a  w a rto ś ć  w yzn a czn ika  W (a9b 9c) w yraża  o b ję ~  
ró w n o le g ło ś c ia n u  zbudowanego na w e k to ra c h  e tF 8c 
na k ra w ę d z ia c h .
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I s t o t n i e s na  p o d s ta w ie  d e f i n i c j i  i lo c z y n u  s k a la rn e g o  
mamy

I  (b  x c }~  l a l  Ib  x 51 cos , 
g d z ie  j e s t  kątem  m iędzy  w ektorem  a i  b  *  c .

I lo c z y n  l a l  cos V w yraża  m ia rę  r z u tu  w e k to ra  a na 
oś o k re ś lo n ą  w ektorem  b *  c 9 k tó r y  j e s t  p ro s to p a d ły  
do podstaw y rć w n o le g ło ś c ia n u o  I lo c z y n  w ię c  I a l c o s ^  

w p rzyp a d ku  gdy 0 ^  V < f  9c z y l i  gdy u k ła d  a 8b ,c  je s t  
zgo d n ie  z o r ie n to w a n y  z układem  Oxyz (rysoTO a) wy­
raź©  m ia rę  w yso ko śc i ró w n o le g ło ś c ia n u 0 
W p rz y p a d k u # gdy )/ > ^ fd t j „  gdy u k ła d  a 9b 9c je s t  n ie ­
zg o d n ie  z o r ie n to w a n y  z układem  Oxyz Crys^TO b ) 9 t o  
cos < 0 i  m ia ra  w y s o k o ś c i ró w n o le g ło ś c ia n u  równa 
s ię  b e z w z g lę d n e j w a r to ś c i  i lo c z y n u  l a l  cos \f W obu 

w ię c  p rz yp a d ka ch  bezw zg lędna  w a rto ś ć  i lo c z y n u  m iesza ­
nego równa s ię  i lo c z y n o w i m ia ry  p o la  podstaw y ró w n o ż - 
le g ło ś c ia n u  i  m ia ry  je g o  w y s o k o ś c i0 c z y l i  w yraża  

o b ję to ś ć  ró w .n o le g ło śc ia n u a
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9® O bję tc-ść czw orośc ianu ,,

C z w o r  o ś c i  a n e m nazywamy o s t r o s łu p  
o p o d s ta w ie  t r ó jk ą tn e j®  2 g e o m e tr i i  e le m e n ta rn e j 
w iem yg że o b ję to ś ć  o s tro s łu p a  równa s ię  ^  o b ję to ś c i  

g ra n ia s to s łu p ©  o t e j  sam ej p o d s ta w ie  i  w y s o k o ś c i, 
J e ż e l i  podstaw ą o s tro s łu p a  je s t  r  ów.no le g ł  obok 9 to  
o b ję to ś ć  o s tro s łu p a  równa s ię  I  o b ję to ś c i  ró w n o le -  
g ło ś c ia a u g  zbudowanego na t e j  samej p o d s ta w ie  i  na 
t e j  sam ej w ysokości®  Każdy c z w o ro ś c ia n  możemy pod 

względem  o b ję to ś c i  uważać za po łowę o s t ro s łu p a  o pod­
s ta w ie  rd w n o le g ło b o k u  (rys®  7 1 )*  J e ż e l i  w ię c  czwo­
r o ś c ia n  zbudowano na w e k to ra c h  a ? F ,  ó  i  je g o  o b ję to ś ć

oznaczymy p rz e z  Y , t o  ma­
my

W
a ,a  „ax s y 9 z
b ,b  „b x *  y *  z
c , c 0C x J y 8 z

J e ż e l i  dane są w ie rz c h o ł­
k i  czw o ro śc ia n u  P (x n » y ^ z - ^ ) ,

?y2 9 ••“' i - ^  s *̂3 ) *

9$Ą9ZĄ% »

to

1
Z

lu b

x 2 "x l s y 2“ y l *  z2~zl

x 5” x i»  y i  n z*~'z'i

x4'"xi»  y4“-yi 9 * 4- * i

i
z

1 S X1_ 9 yl> Z1
0 9 x2"“xl » y2“yi*  z2”z

0» s yr yi> z5“z

0, x4-x ls> y4~yi*  z4~z:



D od a jąc  p ie rw s z y  w ie rs z  w yzna czn ika  do w ie rs z y  na­
s tę p n y c h , mamy

y^s  zj_

V 3
» x 2 > y  2 

1 » x5 s y

» z2

U»

-*■» x 4? y 4 » z 5

P rz e s ta w ia ją c  k o lu m n y , co n ie  z m ie n i bezw zg lędną^ 
w a r to ś c i  w y z n a c z n ik a , otrzymamy

1
5

^"i * y  x 9 z j. * ^ 

x 2 » y 2 8 z2 8

x 3 » y ^ » i  

x 4 * y 4S z4 »

(1 5 )

K o rz y s ta ją c  ze w zoru  na o b ję to ś ć  c z w o ro ś c ia n u , 
możemy ła tw o  podać w arunek p rz y n a le ż n o ś c i c z te re c h  
punktów  do je d n e j p ła s z c z y z n y *

J e ż e l i  4 p u n k ty  P ,Q ,R ,S  n ie  n a le ż ą  do je d n e j 
p ła s z c z y z n y , to  w e k to ry  PQ ~ a ,  M  ® b ,  W  *  c są 
n ie ko m p la n a rn e  i  W ( a ,F ,ć )  #  0® J e ż e l i  4 ró żne  p u n k ty  

n a le ż ą  do p ła s z c z y z n y , t o  w e k to ry  a ,b , c  są k o m p le n a r- 
ne i  i i  ( a ,b ,c )  *  0 .

W arunkiem  w ię c  kon iecznym  i  do s ta te cznym  p rz y z n a  

le ź n o ś c i punktów  P (x x , y 1# $2* z2 ^ ?

S ( x ^ ,y 4 ,z 4 ) do je d n e j p ła s z c z y z n y  je s t

' r S-j j 1%■ ł
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§ 8 .  ZMIANA. UKŁADU WSPÓŁRZĘDNYCH

££g e s u n ię c ie  ró w n o le g łe  u k ła d u  na p ła s z c z y ź n ie  
j-_. w p r z e s t r z e n i .

P r z e s u n i ę c i e  r ó w n o l e g ł e  u k ł a ­
d u  n a  p ł a s z c z y ź n i e :

M a jąc  na p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  p ro s to k ą tn e g o  Oxy 
danY p u n k t 0® ( a , b ) 3 prow adzim y p rz e z  p u n k t 0® dw ie 
° s i  x *  i  y> zgo d n ie  ró w n o le g łe  o d pow ie dn io  do o s i  x  i  y a 
O trzym ujem y nowy u k ła d  w s p ó łrzę d n ych  Q *x*y9 ( r y s * 7 2 ) 8 

Zgodnie z o r ie n to w a n y  z układem  O xy, o k tó ry m  mówimy„ 
p o w s ta ł p rz e z  p r z e s u n i ę c i e  r ó w -  

11 0 1 e g  ł  e u k ła d u  Oxy do p u n k tu  0®.
Jako  w e k to ry  podstawowe nowego u k ła d u  p rz y jm u je -  

^  w e k to ry  je d n o s tko w e  i.® i  j ’ «

Wykażemy} że j e ż e l i  p u n k t P m© w u k ła d z ie  Oxy
W spółrzędne x ry ł a w u k ła d z ie  0® xfy® w sp ó łrzę d n e  
X * * y s & to  m iędzy ty m i w sp ó łrzę d n ym i zachodzę z w ią z ­
k i

x  s  a x ? 9 y  s  b■ + y s (1 )
Dowód; ( I  sposób)

Masąy (ry s o  72 ) 8 że
QP * 0 0 » + o7?

W ystępu jące  w tym  z w ią z ­

ku  w e k to ry  m a ją  w u k ła d z ie  
Oxy n a s tę p u ją c e  w sp ó łrzę d n e

0 0 : {a ,b }  9 Q;łP f x *  y f|SF *

K o rz y s ta ją c  z tw ie r d z e n ia 9 że w spó łrzędn e  
•Swnają s ię  sum ie w s p ó łrz ę d n y c h *  o trzym ujem y

x a. + x 9 i  |  s  b t y *
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I I  sposób.
Wychodząc ze zw iązku

OP m 00» + o *P ,
z a p is u je m y  w p o s ta c i

x l  + y ] s a l  + b ]  + x*T»+ y  *J>
Mnożąc o b ie  s t ro n y  ró w n o ś c i s k a la r n ie  p rz e z  i  i  mar-
ją c  na uwadze^ że i 2 »  l ,  j l  *  o ,  ±*± = i f j » I  s  o 
o trz y m u j emy

x  s  a  + x ’.
Z k o le i  nmożąc p rz e z  j 9 otrzymam y

y *  b + y \

P r z e s u n i ę c i e  r ó w n o l e g ł e
u k ła d u  w p r z e s t r z e n i .

M a jąc  dany u k ła d  p ro s to k ą tn y  Qxyz o raz  p u n k t 
Qł (a » b ,c ) s prow adzim y p rz e z  p u n k t 0 g t r z y  o s i  x ' 9 y » ,  z * , 
zgo d n ie  ró w n o le łg łe  od pow ie dn io  do o s i  x sy , z e O trz y ­
mujemy nowy u k ła d  0* x *  y ¥ z 9 ( r y s »73) o k tó ry m  mówimy, 
że p o w s ta ł p rz e z  p rz e s u n ię c ie  ró w n o le g łe  u k ła d u  
C5xyz do p u n k tu  Qs.

Z a k ła d a ją c *  że w e k to ra m i podstawowym i u k ła d u
0 * x 9y 9z*  są w e k to ry  je d n o s tko w e  T %  J %  k * , wykażemy, 
że m iędzy  w s p ó łrzę d n ym i p u n k tu  P ( x iły , z )  w u k ła d z ie  
O xys9 a w s p ó łrz ę d n y m i te g o  samego p u n k tu  x * 9 y » s z ' 
w u k ła d z ie  0* x* y ?s* zachodzą z w ią z k i

X a  a +  X 1,

y *  b + y * .  (2)
z «  c + z ' .

Dowód: Manę/ (rys®  7 3 ) ,  że

QP -  00? *  o 1?  ,
co możemy ró w n ie ż  z a p is a ć  w p o s ta c i .  

x  I  *  y j  *  zk  « e i  ♦  b j  + c i  + x » i  *+ y 9T 9-*- z 9i 9.
Mnożąc s k a la r n ie  s t ro n y  t e j  ró w n o ś c i k o le jn o  

p rz e z  i ,  J ,  k  i  u w z g lę d n ia ją c  w a r to ś c i i lo c z y n ó w
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s k a la rn y c h , k tó ry c h  
c z y n n ik i  są w ek to ­
ra m i je d n o s tk o w y m i, 
otrzym am y z w ią z k i
( 2 )

2 .  O b ró t u k ła d u  w s p ó łrzę d n ych  ne p ła s z c z y ź n ie  
i  w p r z e s t r z e n i .

1) O b r ó t  u k ł a d u  w s p ó . ł  r z ę d n y c h  
n a  p ł a s z c z y ź n i e .

M a jąc na p ła s z c z y ź n ie  dany p ro s to k ą tn y  u k ła d  
C xyf prow adzim y p rz e z  p u n k t 0 dw ie nowe o s i  -  oś x » s 
tw o rz ą c a  z o s ią  x  ką tG b  o ra z  oś y ! , p ro s to p a d łą  do 

o s i  x * ? n a d a ją c  j e j  t a k i  zw ro ty  by u k ła d  Oz” y® p o s ia ­
d a ł o r ie n ta c ję  zgodną z o r ie n ta c ją  u k ła d u  Oxy ( r y s « 7 4 ) .

0 u k ła d z ie  0 x il y® mówimy, 
że p o w s ta ł z u k ła d u  Oxy 
p rz e z  o b r ó t  dooko­
ła  p u n k tu  0 o k ą t OC »

K ą t o t nazywamy kątem 
o b ro tu .

W ekto ry  jed nos tko w e  
i J  u k ła d u  Oxy p rz e jd ą  
po o b ro c ie  o k ą t  o t  w we­
k to r y  je d n o s tk o w e , k tó re

Wykażemy, że j e ż e l i  p u n k t P ma w u k ła d z ie  Oxy 

w spó łrzędne  x , y s gjrw u k ła d z ie  0x® y 8 w sp ó łrzę d n e  x®y®,

oznaczymy przez. i ’ s "j *.
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t o  m iędzy ty m i w sp ó łrzę d n ym i zachodzą z w ią z k i i
x  9  x ’ cos ot-= y  Ss in  o t 

y  s  x ss in  o t  + y 9cosos> ^

Dowód: Oś x 5tw o rz y  z o s ią  x  k ą t OC; k ą t j a k i  tw o rz y  X 1 
z o s ią  y  oznaczmy p rz e z  /3 „ K ą ty 9 ja k ie  tw o rz y  oś y *  
z  o s ia m i x „ y ,  oznaczmy odpow ie dn io  p rz e z  os**9 

Dane t e  możemy u ją ć  n a s tę p u ją c ą  ta b e lą

X y

X ’ CHf l i
y * <xf P'

k tó r a  u ła t w i  nam o d czy tyw a n ie  kątów, m iędzy o s ia m i*

Tak n p 0 j e ż e l i  chcemy z t a b e l i  o d czy ta ć  k ą t  m iędzy o s ią  y  * 
a o s ią  y ,  t o  z n a jd z ie m y  go na s k rz y ż o w a n iu  w ie rs z a  y *  
z ko lum ną y  -  j e s t  t o  k ą t

Poniew aż w e k to ry  jed nos tko w e  1*3» i ’, le ż ą
na o s ia c h  i  m a ją  ic h  z w ro ty  w ię c  ta b e la  ta  p o d a je  
nam ró w n ie ż  k ą ty  m iędzy  w e k to ra m i je d n o s tko w ym i*
K ą t m iędzy wektorem  i  a j ’ od czy tu je m y  na skrzyżow a­
n iu  ko lum ny x  z w ie rsze m  y»,. o trz y m u ją c  o i*

Z ła tw o ś c ią  w ię c  możemy w yznaczyć w a r to ś c i na— 
s tę p u ją c y c h  ilo c z y n ó w  s k a la rn y c h :

i i *  *  cos ot, , j  T»a cos p  
i j  * = cos o t* , J  3 * = cos p  *

Z o k re ś le n ia  w sp ó łrz ę d n y c h  p u n k tu  w yn ika

OP -  x i  + y 3 }

OP ~ x si *  -4- y * 3 * ,
skąd o trzym u jem y równość

x i  + y j  ® x 8i * + y *3*
J e ż e l i  s t ro n y  t e j  ró w n o ś c i pomnożymy s k a la r n ie  k o le jn o  
p rz e z  T  i  j  i  uw zg lędn im y podsne w yże j w a r to ś c i i l o c z y ­
nów s k a la rn y c h  o ra z  w a r to ś c i  i lo c z y n ó w

I 2 = 1 , 3: ■ o, f  ~ 1
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otrzymam y
x *  x '  cos oo + y 9cos ©p* ( 4 )

a
y  s  x 8 cos ¡3 + y *c o s

S to s u ją c  w zór C has les* a d la  ką tów  otrzymamy
cos ot *  -  s in  <x; jc o s  f i  = s in  oc 9cos /3 cos oc

t  wobec te g o  w zory  ( 4 ) p rz y jm u ją  p o s ta ć  ( 3 )

2) O b r ó t  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  
w p r z e s t r z e ń  i .

M a ją c  dany p ro s to k ą tn y  u k ła d  Qxyz prowadzim y 
P rzez  p u n k t 0 n a jp ie rw  św ie  nowe o s i do s ie b ie  prosto*» 

P ad łe  x* , y *  , a n a s tę p n ie  ró w n ie ż  p rz e z  p u n k t 0 trze **

c ią  oś z \  p ro s to p a -- 
d łą  do p ła s z c z y z n y  
G x *y B , n a d a ją c  j e j  
t a k i  z w ro t d o d a tn ip 
by u k ła d  OxBy» z *  
b y ł  zgodne j o r ie n ­
t a c j i  z układem  

Oxyz ( r y s . 7 5 ) o 
0 u k ła d z ie  Ox9y 9z* 

mówimy, że p o w s ta ł 
z u k ła d u  Gxyz p rz e z  

o b ró t  d o k o ła  pun­
k tu  Oo

«¿ech w e k to ra m i podstawowym i u k ła d u  Qx,y*z-* będą w e k to - 

Jednostkow e i *  , j s slc9 > i  n ie c h  oś x s tw o rz y  z o s ie -

^  * * * * *  kąty  f , rf p
0 y ! tw o rz y  z o s ia m i x 9y 9s k ą ty  o^<, f i 2 s ^  ,

° Ś z ’ tw o rz y  z  o s ia m i x ?y ?z k ą ty  o^ 9 y3jS  ,

^®ne te  możemy u ją d  w p o s ta c i t a b e l i  %

Eyso 75
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X y z

X® f i i rf
y s 0^2 f i * r a
z * f i , r ,

(5)

co podob n ie  ja k  na p ła s z c z y ź n ie  p o z w o li nam na ła tw e  
o d c z y ta n ie  ką tów  m iędzy o s ia m i.
K ą t n p 0 m iędzy o s ia m i y® i  z o d czy tu je m y  na skrzyżo­
w a n iu  w ie rs z a  y s z kolum ną z , o trzym ując Tg , Z uwa­
g i  na t o ,  że w e k to ry  je d n o s tko w e  T ,3 t k i  T ” , 3 * , k ? 
le ż ą  na o s ia c h  uk ładów  i  m a ją  zw ro ty o s i ,  możemy ta ­
b e lą  t ą  p o s łu ż y ć  s ię  ró w n ie ż  przy  odczytywaniu kątów 
m iędzy w e k to ra m i jed nos tko w ym i»  K ą t n p a między wekto­
rem j  i  k ? o d czy tu je m y  na s k rz y ż o w a n iu  ko lum ny y  z 
w ie rszem  z s , o trz y m u ją c  /?* *

M a jąc  dwa u k ła d y  Oxyz i  Ox, y , z i możemy uważać 
u k ła d  Qx9y 9z s za p ie rw o tn y ,  a uk ład  Oxyz za uk ład  
uzyskany z u k ła d u  Q x»y»** p rz e z  obrót»  W tym przypadku 
o s ie  nowego u k ła d u  x , y , z  tw o rz ą  z osiam i p ierw otnego 
u k ła d u  k ą ty :

oś x  z o s ia m i x %  y \  z® ką ty  <xf ,  at,2 8 oL3,

* y  M *  " P i  ,
" z " » "  T i ,

K ą ty  t e  możemy o d c z y ta ć  z  podane j t a b e l i .
Wykażemy, że j e ż e l i  punkt P ma w u k ła d z ie  Oxyz 

w sp ó łrzę d n e  x , y , z ,  ą  w u k ła d z ie  Ox,y Tz® współrzędne 
x  * i  y 5 » z * s t o  m iędzy w sp ó łrzę d n ym i punktu zachodzą 
z w ią z k i j

x  gg x *c o s  o t f +• y * c o s  ot-5 + z *c c s
y a x scos /3f + y ’ cos f i z + z*cos ¡3 3,
Z e  X sCOS 3^ +■ y»COS T z  + z 9cos ^

i  o d w ro tn ie :

» f i 3,
n . rs

(6)
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x ’ = x  cos oCf + y  cos /3f + z cos 3̂
y *  = r  coa oo2 + y  cos + z cos ^  (7 )
2 * -  X  COS O k j +  y  COS f t 3 +  Z COS ^  .

Dowód: J e ż e l i  x , y , z  są w sp ó łrzę d n ym i p u n k tu  P w u k ła -
d2 i e  O xyz, a x , ły , ł z *  w u k ła d z ie  Oxs y  * z * ,  to  zgo d n ie  
z  okreś len iem * w s p ó łrz ę d n y c h  p u n k tu  mamy

(3? «  xT  + y J  + z k ,
OP »  x 8I 8 + y 5j * + z ’ k*

P o rów nu jąc  praw e s t ro n y  ty c h  ró w n o ś c i,  otrzymamy

x i  + y j  + zk  «  x 8i 8 + y» 3 * + z 8k !

Mnożąc ró w n a n ie  s k a la r n ie  k o le jn o  p rz e z  X , 3» ^  
otrzymam y w zory  ( 6) ,  mnożąc zaś p rz e z  X 8, 3 * 9 k 8 
w zory  ( 7 ) .

3<> P rz e s u n ie c ie  i  o b ró t  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h .

Na p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  p ro s to k ą tn e g o  Oxy n ie c h  
b ę d z ie  dany in n y  u k ła d  0 8x 8y 8, p ro s to k ą tn y  i  rów no - 
s k rę tn y  z  układem  O xy. N ie c h  p u n k t O ma w u k ła d z ie  
Qxy w epó łrzędA  * ,b  i  i i  ch  oś x f tw o rz y  z o s ią  x  
k ą t  <* ( r y s . 7 6 ) .

Wykażemy, że j e ż e l i  
p u n k t P ma w u k ła d z ie  
Oxy w sp ó łrzę d n e  x sy ,  
a w u k ła d z ie  O8 x 8 y 8 
-  w sp ó łrzę d n e  x s , y 8 f 
t o  zachodzą z w ią z k i 
x s a + x 8 cos ca, - y 9 s in  on,, 
y » b + x i’ s in o 6 . + y 8cosot- ^  

Dowód: D la  dowodu w pro­
wadzimy t r z e c i  u k ła d  
w sp ó łrz ę d n y c h  0 8x ” y rt

0 o s ia c h  z g o d n ie  ró w n o le g ły c h  z o s ia m i u k ła d u  Oxy.
J e ż e l i  p u n k t P w u k ła d z ie  Ox" y M ma w s p ó łrz ę -  

^ rie x * i  y %  to  na p o d s ta w ie  wzorów ( 1 ) m iędzy w sp ó ł­
rz ę d n ym i p u n k tu  P w u k ła d z ie  Oxy i  w u k ła d z ie  0 8x "  y "
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zachodzą z w ią z k i

x  s  a + x " , y  s  b  + y w (9 )
U k ła d  0 *x » y *  możemy uważać za u k ła d  p o w s ta ły  z u k ła ­
du 0 *x "  y H p rz e z  o b ró t  d o k o ła  p u n k tu  O9 o k ą t  o t 0 
M iędzy  w s p ó łrzę d n ym i x ”  y ,ł p u n k tu  P w u k ła d z ie  0® 
a w s p ó łrzę d n ym i x * y p w u k ła d z ie  0 9x 9y 9 zachodzą w m yś l 
wzorów (3 ) z w ią z k i

P o d s ta w ia ją c  te  w y ra ż e n ia  na x M i  y 5* do zw iązków (9 ) , 
otrzym am y w zory  ( 8 ) c

W rozum ow aniu uw aża liśm y u k ła d  Opx #y s za u k ła d  
p o w s ta ły  z u k ła d u  Qxy p rz e z  p rz e s u n ię c ie  ró w n o le g łe  
do p u n k tu  Q \  a n a s tę p n ie  p rz e z  o b ró t  o k ą t  o t d o k o ła  
p u n k tu  O9» Do ty c h  samych w yników  d o s z lib y ś m y ,, gdy­
byśmy u k ła d  Qxy n a jp ie rw  o b r ó c i l i  o k ą t  o t d o k o ła  

p u n k tu  0 9 a n a s tę p n ie  p r z e s u n ę l i  go ró w n o le g le  do 
p u n k tu  O9.

P o s tę p u ją c  p o dob n ie  d l©  p r z e s t r z e n i  t r ó j tc p a ia r o — 
w e j ( r y s „7 7 ) otrzym am y wzory?

x ”  «  x 9cos o t -  y  9s in  o t 
y '9 s  x ?s in  o t  -4- y ^ c o s  o t

W tym  p rzyp a d ku  p r z e s i l  
wamy u k ła d  Oxys rów no­
le g le  do p u n k tu  

0 9( a eb t c ) , u z y s k u ją c
x ,f p rz e jś c io w o  u k ła d

0 * x M y * z %  te n  zaś 
d ro g ą  o b ro tu  p r z e k s z ta ł  
camy w u k ła d  0 , x * y » z i ,

Ryso 77
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^ j - U z k i  m iędzy co s in u sa m i k ie ru n ko w ym i dwóch 
uk ładów  pro s to k ą tn y c h  p rz e s trz e n n y c h .

J e ż e l i  mamy dwa u k ła d y  p ro s to k ą tn e  p rz e s trz e n n e
°x y z  i  Oxi:y » z ’ i  k ą ty  m iędzy o s ia m i ty c h  układów  u ję te  

ta b e lą

X y z

X ’ <*> A r ,

y * « i A r ,

z  ’
° s / * , r 3

i  i

----— ---- ------
° s i  i s t n i e j ą  eż 22 z w ią z k i„ k tó re  z n a jd u ją  zastosowa*
U la  w g e o m e tr i i  i  m echan ice te o r e ty c z n e je Z w ią z k i te  » —

Wzg lę d u  na ic h  k s z t a ł t  i  sens możemy p o d z ie l ić  na
g ru p ;

Io  Poniew aż k ą ty  w y s tę p u ją c e  w p o szcze g ó ln ych  
w ie rs z a c h  t a b e l i  są k ą ta m i o s i nowego u k ła ­
du z o s ia m i u k ła d u  O xyz9 wobec te g o  c o s in u s y  
ty c h  ką tów  s p e łn ia ją  z w ią z k i

COS OC,+ COS fir*  + COS sí 1.
2 2 2cos OC-á+ COS B  + cos 1,
2 2  *  7COS 04.+ cos ^  + cos n *  i

(11)

o ra z  z » i x p są
3 - — -  g*?

H o  Poniew aż o s i  x 9 i  y 9 „ y *  i  z 
do s ie b ie  p ro s to p a d łe ,, w ię c  

cos ¿Xy eos 04,+ cos cos /32 + cos ^  cos ^  sO,

cos ot*, cos 04,+ cos /52 cos //3|  + cos ^  cos ^  sO , (12 )
c o s  0 4 , COS O0f  +  COS COS +  COS y  COS 3^ K 0o

H i .  Poniew aż z je d n e j s t ro n y  w spó łrzędn e  w ekto rów  
je d n o s tk o w y c h  i 9 „3 %  F 9 względem u k ła d u  Oxyz 
ró w n a ją  s ię :  i 9{co s  ou, „ cos /3y „ cos r , } ,

j  ’ {co s  <¿2 , cos 

k ’ {c o s  cx>3 s cos /3, , cos r ,  } *

Wekt U g le j s ir o n y  ró w n o le g ło ś c ia n  r o z p ię ty  na ty c h  
° ra c ^  j e s t  sześc ianem  o o b ję to ś c i  ró w n e j 1 „

z



— 36 —

w ię c
cos ®iy , cos A „ COS T 1

cos , cos A , cos T3 « 1 . . (13 )

cos Ots , cos A . cos

J e ż e l ib y  u k ła d  Ox} y *  z ’ p o s ia d a ł o r ie n ta c ję  n ie zgod ną  
z układem  G xyz, t o  te n  w yzn a czn ik  ró w n a łb y  s ię  - 1 .

IV »  Ponieważ

k » * i » * j ’ =

i»  « y  *  k» =

i  1 j  , k

cos o t, » cos /3, 1 cos j r

cos oc2 , cos , cos 3T

i  , I  > k

cos Ot2 , cos [ i t , cos

COS Ots , cos ( i 3 » cos 3̂

j *  »  k> X i *  *

i  , J » k

cos oc-, , cos y3J » cos ¿r 

cos c*,f  , cos /3, , cos 3̂

w ię c  w sp ó łrzę d n e  w ek to rów  k * , i \  j *  w y ra ż a ją  s ię  

te ż  n a s tę p u ją c o ;
W spó łrzędne  w e k to ra  k ’ ;

cos o ^ *  cos /3f cos ^  -  cos /3f  cos j r  ,

cos y33 *  cos I*, cos (X2 -  cos 3 ^  cos ol1 ,

cos ~ cos COS yS, -  cos cos A  ’

w sp ó łrzę d n e  w e k to ra  X ’ ;

cos <xt *  cos cos -  cos cos ,

COS P 1 -  COS 2fi cos OCj ~ COS J'i  cos oo& t

cos £. ~  cos o(,3 cos f l i  -  COS OC, COS f i g ,

(14)

(15)
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w spółrzędne w ektora j *  ;

cos & cos fi cos r  -  cos fi, cos y ,
5 3

COS S cos r ,  COS <3t f -  cos yi cos OC3 , (16)

COS S cos Ofc3 COS fi1 -  cos OŁf cos fi3 ,
Jak ła tw o  aauważyó, zw ią z k i te  w ykazu ją , że każdy 

elem ent w yznacznika

cos ou, , cos fi, „ cos rA

cos a&g , cos fi2 , cos yg
cos oCs t COS fi3 , cos Yi

równa s ię  wyznacznikowi dołączonemu do tego elementu  
V* Ponieważ ką ty  s to ją c e  w kolumnach t a b e l i  (5 )  

są kątam i o s i x ,  y ,  i  z z osiam i układu  
* Qx’y frz 8, w ięc cosinusy ty c h  kątów s p e łn ia ją

z w ią z k i :
2 2 2 cos dL1 + cos + cos »  1 ,

coŝ fii + cos" /3j? + cos^ fi3 s 1 , (17)

COS ^  + cos cos as 1 .

V I .  Ponieważ o s i x i  y ,  y i  ® o raz  z i  x są do
s ie b ie  p ro s to p a d łe , więc odpowiednie cosinusy  
kierunkowe ty c h  o s i względem układu Ox*y*z*  

s p e łn ia ją  z w ią z k i t

cos o^cos fi,* cos Ot, cos fi2 + cos ot, cos firn 0 ,

cos fi o os JTy + cos ^3, cos ¿P, + cosy^cos  ¿T = 0 ,(1 8 )

cos cos ot, + cos JTj cos ot, + cos ŷ cos <x̂ ss 0 .
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§ 9 ,  WSPÓŁRZĘDNE BIEGUNOWI

I .  W spó łrzędne  b iegunow e na p ła s z c z y ź n ie »

N ie c h  na p ła s z c z y ź n ie  z o r ie n to w a n e j dany b ę d z ie  
p u n k t 0 o ra z  p ó ło ś  0 x ,  J e ż e l i  t e r a z  weźmiemy pod uwa­
gę dow olny p u n k t P , n a le ż ą c y  do p ła s z c z y z n y  i  ró ż n y  
od Oj t o  p o ło ż e n ie  p u n k tu  P na p ła s z c z y ź n ie  j e s t  o k re ś ­
lo n e ,  gdy znana j e s t  o d le g ło ś ć  p u n k tu  P od p o c z ą tk u  
p ó ło s i  c z y l i  r *  |QP| o ra z  m ia ra  k ą ta  y  9 J a k i o d c in e k  OP 
tw o rz y  z  p ó ło s ią  0x ( r y s ,  7 8 ) .

P ó ło ś  0x nazywamy 
o s i ą  b i e g u n o w ą  
a j e j  p o c z ą te k  0 -  b i e ­
g u n e m .

a)  W s p ó ł r z ę ­
d n y m i  b i e g u n o ­
w y m i  p u n k tu  P , ró żneg o  
od b ie g u n a , nazywamy p a rę  

l i c z b  r  i  y  g z k tó r y c h  
p ie rw s z a  j e s t  d o d a tn ia  i  p o d a je  o d le g ło ś ć  p u n k tu  P 
od b ie g u n a , d ruga je s t  m ia rą  k ą ta  m iędzy  o d c in k ie m  
łączą cym  p u n k t P z b iegunem  0 a b iegunow ą i  s p e łn ia  
w arunek 0 4 < 2 7C.

b ) W spó łrzędnym i b iegunow ym i p u n k tu  0 to z n .  b ie ­
guna nazywamy p a rę  l i c z b  0 i  f  ,  g d z ie  y  j e s t  dow olną 
l i c z b ą  z a w a rtą  m iędzy 0 i  2JT .

O dc inek OP nazywamy p r o m i e n i e m  w o ­
d z ą c y m  p u n k tu  P , k ą t  y  -  a m p l i t u d ą  

l ub  a r g u m e n t e m  p u n k tu  P .

Oś 0x w raz  a umową a) i  b ) , o k r e ś la ją c ą  w s p ó łrz ę ­
d n ie  b iegunow e p u n k tu , nazywamy u k ł a d e m



-  89

W s p ó ł r z ę d n y c h  b iegunow ych na p ła s z c z y ź ­
n ie .

D la  zazn aczen ia ,, że l i c z b y  r  i  J  są w s p ó łrz ę ­
dnymi b iegunow ym i p u n k tu  P używamy sym bolu P ( r ,  ty  )

Z o k re ś le n ia  w s p ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych p u n k tu  
na p ła s z c z y ź n ie  w yn ika  , że w obranym u k ła d z ie  w s p ó ł-  
Rzędnych b iegunow ych k a ż d e j p a rze  l i c z b  r  i  , 

aP e łn ia ją c e j  w a ru n k i

r >  0 ,  O4 j> < 2 J T  (1 )

odpowiada t y lk o  je d e n  p u n k t na p ła s z c z y ź n ie  i  o d w ro t-  
rd-e każdemu p u n k to w i,  z w y ją tk ie m  b iś g u n a , t y lk o  je ­
dna p a ra  l i c z b  p o s ta c i  CD® B iegu now i odpow iada n ie ­
sko ń cze n ie  w ie le  p a r  p o s ta c i  0 ,  jP , g d z ie  j e s t  d o - 
w olną l ic z b ą  s p e łn ia ją c ą  warunek

Q 4 f < 2 $ r

^dżnym punktom  o d p o w isd a ją  ró żne  p a ry  w s p ó łrzę d n ych  

b iegunow ych i  różnym  parom r > 0  i  O 4  ,
tyektow anym  ja k o  w sp ó łrzę d n e  biegunowe p u n k tu  -  r ó ż -  
ne Punktyo

W n ie k tó r y c h  p o d rę c z n ik a c h  g e o m e tr i i  a n a l i t y c z n e j  
r °2 s z e rz a  s ię  p o ję c ie  w s p ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych p u n k tu , 
dopuSZC2aj ^ c w sp ó łrzę d n e  b iegunow e l i c z b y  r  < 0

^ T  d o w o lne , t . z n .  d o d a tn ie  i  ujemne n ie  o g ra n ic z o n e  
F u n k ie m

0 4  f  <2JC
K «P® p u n k to w i A ( r y s .7 9 )  p rzyp o rzą d ko w u je  s ię  n ie  

t y lk o  p a rę  (5 ,  f  ) , le c z  ta k ż e  C5, -  »(” 5 J  Ti )

ty 5 ,  -  ^ 5 T ) , e  ponad to  w s z y s tk ie  p a ry ,  o trzym ane 
ty c h  c z te re c h  p a r  p rz e z  p o w ię ksze n ie  m ia ry  k ą ta  o 

°W olną c a łk o w itą  w ie lo k ro tn o ś ć  l ic z b y  2 7 t  o P r z y  tym  
U ję c iu  w s p ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych p u n k tu , każdemu pu n - 

°w i odpow iada n ie s k o ń c z e n ie  w ie le  p a r ,  k a ż d e j zaś 

Perze t y lk o  je d e n  punk t»
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2» Z w ią z k i m iędzy w s p ó łrzę d n ym i p ro s to k ą tn y m i 
a b iegunow ym i na p ła s z c z y ź n ie .

W p ła s z c z y ź ­
n ie  p ro s to k ą ­
tn e g o  u k ła d u  Oxy 
dany je s t  u k ła d  
w sp ó łrzę d n ych  
b ie gun ow ych , k tó ­
re g o  b ie g u n  z n a j­
d u je  s ię  w punk­

c ie  0 ,  a oś

b iegunow a pokryw a s ię  z d o d a tn ią  c z ę ś c ią  o s i  o d c ię ­
ty c h  i  k tó re g o  d o d a tn i o b ie g  je s t  zgodny z doda tn im
o b ie g ie m  p ła s z c z y z n y  Oxy ( r y s  

1) Wykażemy, że j e ż e l i

Rys* 80

80) o

p u n k t P ma w sp ó łrzę d n e
b iegunow e r , f  , t o  w sp ó ł­
rzę d n e  k e r te z ja ń s k ie  w yra ­
ż a ją  s ię  w zoram i: 
x  *  r  cos y  (2 )

y  « r  s in  y>

I s t o t n i e ,  j e ż e l i  r  > 0, 
t o  z o k r e ś le n ia  fu n k c ji 
try g o n o m e try c z n y c h  wyni­
ka

cos f  s  2 , s in  -  2 ,

skąd

x  st r  cos <f i  y = r  s in  <f 9

J e ż e l i  r  -  O, t o  ja k ą k o lw ie k  wartośd nadamy am­
p l i t u d z ie  y  9 wówczas x  s  y =  0 , więc wzory (2) są 
ró w n ie ż  s łu szn e »

2 ) O d w ro tn ie „ j e ż e l i  dane są współrzędne kar— 
t e z je i is k ie  p u n k tu  P (x ,y ) # 0 , to  współrzędne bieguno­
we p u n k tu  otrzym am y ze zw iązków  t



3* W s p ó łrzędne b iegunow e w p r z e s t r z e n i .

N ie c h  w u k ła d z ie  p ro s to k ą tn y m  Oxyz b ę d z ie  dany dow olny 
p u n k t P , n ie  le ż ą c y  na o s i  z i  n ie c h  Q b ę d z ie  rz u te m  
p u n k tu  P na p ła s z c z y z n ę  x y  ( r y s .  81)

s fe ry c z n y m i p u n k tu  P.

r  — nazywany p r o m i e n i e m  w o d z ą c y m  
p u n k tu  P ,

j f  -  d ł  u  g o ś c i  ą g e o g r a f i c z n ą ,  

^ - s z e r o k o ś c i ą  g e o g r a f i c z n ą  
p u n k tu  P . P ła szczyzn ę  xy  nazywamy p ł a s z ­

c z y z n ą  r ó w n i k ó w  ą 9 a p ió łp ła s z c z y z n ę  
o k re ś lo n ą  o s ią  z  i  d o d a tn ią  p d ło s ią  x  nazywamy 

p ł a s z c z y z n ę  p o ł u d n i k a  z e r o ­
w e g o .

Założyliśmy f że — ^ ^ 8  < d la  8  > 0 punkt P 
leży powyżej płaszczyzry xy (na p ó łk u li północnej); 
dla B < 0 -  poniżej płaszczyzny xy, d la 8  -  0 na 
Płaszczyźnie równikowej.

2

t o  u k ła d  t r z e c h  l i c z b  

p » ^  » f l  ,  g d z ie

r>0, 0 4?  <2K,-%<8<i(4)

R ys . 81

nazywamy w s p ó ł ­
r z ę d n y m  b i e ­
g u n o w y m i  a 

ta k ż e  w s p ó łrzę d n ym i

x ) 8  - l i t e r a  a l fa b e tu  g re c k ie g o ;  c z y t . th e ta
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0 p u n k ta c h , k tó re  m a ją  te n  sam p ro m ie ń  wodzący r ,
1 t ę  samą d łu g o ś ć  g e o g ra f ic z n ą  f  mówimy , że le ż ą  
na tym  samym p o łu d n iku ®  P u n k ty  o ró w n ych  r  i  9  l e ­

żą na ró w n o le ż n ik u , gdy 9  s  0 p u n k ty  le ż ą  na ró w n i ku <>
Z o k r e ś le n ia  w sp ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych  p u n k tu  

n ie  le żą ce g o  na o s i z w y n ik a , że każdemu p u n k to w i 
odpow iada je d n a  t r ó j k a  l i c z b  s p e łn ia ją c a  w a ru n k i 

(4 ) i  o d w ro tn ie  do k a ż d e j t r ó j k i  l i c z b  s p e łn ia ją c e j  
w a ru n k i (4 ) n a le ż y  je d e n  p u n k t n ie  le ż ą c y  na o s i  z .

2 ) J e ż e l i  p u n k t le ż y  na o s i z ,  j e s t  je d n a k  ró ż s y  
od p u n k tu  0 ,  to  za w sp ó łrzę d n e  biegunow e te g o  p u n k tu  
uważamy u k ła d  l i c z b  r ,  f  > 9  , g d z ie

r  -  I0P I , j e s t  dow olną l ic z b ą  s p e łn ia ją c ą  w arunek
j r

9 e  * *  d la  punktów  pow yże j p ła s z c z y z n y  xy s
j r  ^

8  =  -  n  d la  punktów  p o n iż e j p ła s z c z y z n y  x y ,

3) J e ż e l i  p u n k t P le ż y  w p o c z ą tk u  u k ła d u , t o  ze 
w sp ó łrzę d n e  b iegunow e te g o  p u n k tu  p rz y jm u je ^ jr

r  -  0 S
5P ~ do w o lne , s p e łn ia ją c e  w arunek 0.£$P < 2 iT

U k ła d  z a ło ż e ń  i  umów 1 ) ,  2 ) ,  3 ) ,  ja k ie  p o c z y n i­
l iś m y  w z w ią z k u  ze w sp ó łrzę d n ym i h iegunow ym i p u n k tu , 

nazywamy u k ł a d e m  w s p ó ł r z ę d n y c h -  
h i  e g u n o w y c h  p rz e s trz e n n y c h

a b iegunow ym i w p r z e s t r z e n i .

J e ż e l i  u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  p ro s to k ą tn y c h  i  u k ła d  
w s p ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych  p rzy jm ie m y  ta k  ja k  na rys»  8 1 , 
to

9 h

4# Z w ią z k i m iedzy w sp ó łrzę d n ym i p ro s to k ą tn y m i

x ss r  cos #  cos , 

y  s  r  cos 6  s in  f  ,

z = r  s in  #  ,
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I s t o t n ie

a Poniew aż

w ię c

X »  ! OQ.| COS jp i  y  »  I OOlI s in  f  , 

|0Q| «  r  cos 6  9

x  « r  cos ^  cos 5* i  y  3  r  cos 8  s in

^°c3obnie

z *  I OPf s in  $  *  r  s in  #  ,

N
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R O Z D Z I A Ł  I I
! '

PROSTA I  OKRĄG NA PŁASZCZYŹNIE

§ 10 o OGOLNE WIADOMOŚCI O RÓWNANIACH L IN I I  

NA PŁASZCZYŹNIE

3-« lfeJ ige i&  ró w n a n ia  l i n i i  na p ła s z c z y ź n ie .

W prowadzając na p ła s z c z y ź n ie  u k ła d  Oxy p rz y p o ­
rz ą d ko w a liśm y  każdemu p u n k to w i p ła s z c z y z n y  je d n ą  pa­

r ę  l ic z b  (w s p ó łrz ę d n y c h ) i  o d w ro tn ie 9 k a ż d e j p a rze  
l ic z b  -  je d e n  punkt®

Każdą l i n i ę  na p ła s z c z y ź n ie  możemy uw ażać9 ja k o  
z b ió r  p u n k tó w 9 k tó rem u  odpowiada p e w ie n  z b ió r  p a r  
l ic z b o  W yznaczenie w s z y s tk ic h  ty c h  p a .r9 k tó r y c h  J e s t 
n ie s k o ń c z e n ie  w ie le 9 w yd a je  s ię  w p ie rw s z e j c h w i l i  
trudne®  Wiemy je d n a k  ze s z k o ły  ś r e d n ie j9 z  g r a f ic z ­
nego p rz e d s ta w ie n ie  f u n k c j i 9 że m a jąc  odpow iedn ie  
ró w n a n ie  l i n i i 9 możemy p u n k ty  t e j  l i n i i  o trzym ać j a ­
ko  p a ry  l i c z b 9 d o b ie ra ją c  l ic z b y  w p a rz e  t a k 9 b y  s p e ł­
n ia ły  dane równanie®

Tak np® w iem y9 że ró w n a n ie :

y  s  2x  +  3

p rz e d s ta w ia  a n a l i t y c z n ie  p ros tą®  Równanie t o  pozw a la  
nea d la  każdego x  w yzn a czyć9 o d p o w ie d n ią  w a rto ś ć  y 9 
t .z n »  pozw a la  nam w yznaczyć każdy p u n k t p r o s t e j»
Znamy o b ra z y  g r a f ic z n e  ró ż n y c h  równań«,
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I  ta k  wykresem ró w n a n ia
2

y  ss x  + 3x + 2 3 

je s t  p a ra b o la » wykresem ró w n an ia

y  ss lo g  xG
krzyw a  zwana krzyw ą  lo g a ry tm ic z n ą .

W spó łrzędne w ię c  w s z y s tk ic h  punktów  l i n i i  rooże- 
rny  o trzym a ć  z odpow iedn iego  ró w n a n ia  o dwóch zm ien­
n y c h .

Równanie dwóch zm iennych x i  y będziem y ozna­
czać symbolem

y  s  f  ( x ) }

d la  z a z n a c z e n ia , że zm ienna y (w  p o s ta c i  jednego  w y ra - 
au ^  z n a jd u je  s ię  po le w e j s t r o n ie ,  zaś  w yrazy  zaw ie ­
r a ją c e  im ie n n ą  x  i  w y ra z  w o lny  po p ra w e j lu b  symbo­
lem

F ( x , y )  *  0
^ la  z a z n a c z e n ia , że w s z y s tk ie  w yrazy  ró w n a n ia  w y s tę ­
p u j q p 0 le w e j s t r o n ie  ró w n a n ia , 
la k  n p „ ró w n a n ia :

y  « 3x + 5 , y  » » y  *  s in  (x  + 2)

p o s ta c i  y  a  f  ( x ) , zaś ró w n a n ia
y—2’ v*" „ 2

y  -  3x -  5 *  o, y  -  -  o, ^ ------- u o

s3 p o s ta c i  F  ( x ,y )  » 0 

O k re ś le n ie :

J e ż e l i  je s t  dana l i n i a  1 w p łaszczyźn ie  układu 
o ra z  ró w n a n ie  dwóch z m ie n i^ c h  p o s ta c i

y  #  f  (x )  lu b  F ( x , y )  «  0 , 
v0 ró w n a n ie  t o  nazywamy r ó w n a n i e m  l i n i i  

j e ż e l i

1) w sp ó łrzę d n e  każdego p u n k tu  l i n i i  1 s p e łn ia ją  
ró w n a n ie  i

2 ) w sp ó łrzę d n e  punktów  n ie  n a le ż ą c y c h  do SjLnii 
A n^® s p e łn ia ją  ró w n a n ia *
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Równanie np .

x 2 + y 2 »  16

j e s t  rów nan iem  o k rę g u , k tó re g o  ś ro d e k  z n a jd u je  s ię  
w p o c z ą tk u  u k ła d u  i  k tó re g o  p ro m ie ń  równa s ię  4» %  

u z a s a d n ić  powyższe z d a n ie 9 n a le ż y  udow odnić dwa t w ie r ­

d z e n ia  *.
1 ) że w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  na le żą ce g o  do o k ręgu  

s p e łn ia ją  ró w n a n ie  i
2 ) że w sp ó łrzę d n e  punktów  n ie  n a le ż ą c y c h  do 

o k rę g u  n ie  s p e łn ia ją  rów nan ia»

Dowód:
1 ) J e ż e l i  P ( x gy )  je s t  dowolnym punktem  o k rę g u , 

o ś ro d k u  w Q i r * 4 f l t o  je g o  o d le g ło ś ć  od 

ś ro dka  równa s ię  4 g c z y l i

Y 7  + y 2 s  4 , 

skąd o trzym u jem y

x 2 ♦  y 2 a, 16 ,

a t o  z n a c z y , że w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  P s p e ł­

n ia ją  ró w n a n ie .
2 ) J e ż e l i  P (x „ y )  n ie  n a le ż y  do o k rę g u , t o  a lb o  

le ż y  poza o k rę g ie m  i  w tedy je g o  o d le g ło ś ć  
od ś ro d ka  o k rę g u  j e s t  w ię k s z a  od 4® c z y l i

x 2 + y 2 >  16 g
a lb o  le ż y  w ew ną trz  o k rę g u  i  w te d y  je g o  o d le ­
g ło ś ć  od ś ro d k a  o k ręgu  j e s t  m n ie js z a  od 4 0 

c z y l i
x 2 + y Ł < 16 ,

W obu w ię c  p rzyp a d ka ch  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  n ie  s p e łn ia ­

j ą  ró w n a n ia .
Równanie w ię c

x  ♦  y  *  16
zg o d n ie  z o k re ś le n ie m  ró w n a n ia  l i n i i  j e s t  równaniem  

o k rę g u .
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Metoda badania l i n i i  w geom etrii ana lityczne j 
Polega na tym9 że staramy się znaleźć równanie danej 
l i n i i  i  2 własności równania wysnuć własności l i n i i *
Tym

algebrai
sposobem geometryczne badanie l i n i i  zastępujemy

cznym badaniem je j  równania.
Nie należy jednak sądzić , że każdemu równaniu 

0 dwóch zmiennych odpowiada jakaś l i n i a j  równaniu
np.

X 2  +  y 2 S  -  4

r^ e odpowiada żaden utwór geometrycznys żadna bowiem 
Psra lic z b  jsy w zakresie lic z b  rzeczywistych nie speł- 
nl Q tego równania.
^Wa różne równania mogą przedstawiać tę  samą l i n i ę t 

J -ż e li  są równoważne» Tak np. równania

~3x + 2y -  6 P y s  j  x  + 3
Przedstawiają tę samą linię (prostą) 9 oba aą bowiem 
sPełniane przez te same pary współrzędnych.

^  L in ie algebraiczne i  przestępne*
n i  ę nazywamy a l g e b r a i  c z n ą 9 je że -  

ne zmiennych x  i  y , występujących w j e j  równaniup 
^ykonano skończoną ilo ść  dzia łań  algebraicznych t .z n .  

®lania dodawania, odejmowania, mnożenia, d z ie le n ia
o ra 2
Pr

Potęgowania wykładnikiem stałym i  wymiernym«
zykładem tak ich  równań są równanias

2

a x 2y

^adz

y  *  a + bx

1 - b V  = 0
Równania l i n i i  algebraicznych możemy przez spro­

śnie do wspólnego mianownika i  przez podniesienie
®tlvori równania do odpowiedniej potęgi sprowadzić do 
p°stac l

Sdz ie  p , . F y )  *  °
x̂ »y) je s t  wielomianem względem x i  y .
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J e ż e l i  w ie lo m ia n  F ( x 9y )  j e s t  s to p n ia  n  i  n ie  
ro z k ła d ©  s ię  na c z y n n ik i  s to p n i n iż s z y c h ^  to  l ic z b ę  
n  nazywamy s t o p n i e m  l i n i i  a lg e b r a ic z ­
nej,-, L in ia  n p „ odpow im adająea ró w n a n iu :

j e s t  s to p n ia  3 -g c s p r z e k s z ta łc a ją c  bowiem j e j  równa­
n ie  otrzymam y

3x2y  °  1 ® 0 ,
zaś l i n i a  odpow iada jąca  ró w n a n iu

'  y 2 *  -SjŁ —Z —1 —
x +2x -  1

j e s t  s to p n ia  4 -g o s j e j  bowiem ró w n a n ie  sprowadza d ię  
do p o s ta c i

9 9 7 9
x  y + 2xy - y  = 3 x * l e 0

L i n ie B k tó r y c h  ró w n a n ia  n ie  s p e łn ia ją  warunków rów na li
l i n i i  a lg e b ra ic z n y c h  nazywamy l i n ia m i  p rzes tępnym i®

P rzyk ładem  n a jp ro s ts z y c h  k rzyw y fih  p rz e s tę p n y c h  są

krzyw e $
ys?ax 9 y  «  lo g  x s y  »  s in  x 9 y  *  a rc  s in  x

3 o Równanie l i n i i  we w s p ó łrz ę d n y c h  biegunowych»
J e ż e l i  na p ła s z c z y ź n ie  dany je s t  u k ła d  w s p ó łrz ę ­

dnych b iegunow ych i  l i n i a  t o  ró w n a n ie  dwóch zm ien­
nych  r  i  f  p o s ta c i

r  *  t  { f  ) lu b  F ( r 9 <f ) *  0 
nazywany r ó w n a n i e m  l i n i i  1 w e  
i&mśk w s p ó ł r z ę d n y c h  b i e g u n o w y c h ,  

j e ż e l i  s p e łn io n e  są dwa w a ru n k i :
1) w sp ó łrzę d n e  b iegunow e każdego p u n k tu  l i n i i  1 

s p e łn ia ją  dane ró w n a n ie  i
2 ) w sp ó łrzę d n e  b iegunow e punktów  n ie  n a le ż ą c y c h  

do l i n i i  1 ró w n a n ia  n ie  s p e łn ia ją ®
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J e ż e l i  na p o d s ta w ie  ró w n a n ia  l i n i i  we w s p ó łrz ę ­
dnych  b iegunow ych  p o s ta c i r a f  ( ) chcemy l i n i ę  na­
rysow ać 0 t o  pos tęp u jem y podobn ie  ja k  w wypadku l i n i i  
d a n e j równaniem  y  »  f ( x )  we w s p ó łrz ę d n y c h  p ro s to k ą ­
tnych®  M ia n o w ic ie  9 d la  k a ż d e j w a r to ś c i  ^  o b lic za m y  
o d p o w ie d n ią  w a rto ś ć  r  i  w ykreś lam y p u n k ty  ,P ( r ,  y  ) 
p rz y  pomocy w s p ó łrz ę d n y c h  b iegunow ycho P rz y  w ykre ­
sach we w sp ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych możemy p o s łu ż y ć  
s ię  pap ie rem  biegunow ym 9 k tó r y  odda je  podobne u s łu ­
g i  ja k  p a p ie r  m ilim e tro w y  p rz y  w yk resa ch  we w s p ó ł­
rz ę d n y c h  p ro s to ką tn ych ®
S ia tk ę  p a p ie ru  b iegunowego tw o rz ą  o k rę g i w s p ó łś ro d -  
kowe o ra z  pęk p r o m ie n i9 w ychodzących ze w spó lnego 
ś ro d k a  ty c h  okręgów«

J e ż e l i  np® chceny w y k re ś l ić  l i n i ę  daną we w sp ó ł­
rz ę d n y c h  b iegunow ych  równaniem

r  s  s in  y  i

t o  k ła d ą c  <p s  0 ° 9 3 0 ° , 6 0 ° , 90° 9 120° p 1 5 0 ° , 1 8 0 ° ,

i z y l i  a J l  otrzymamy

r  a, 0 9 |  , X jr*  , 1 9 2  9 0« Ne p ro m ie n ia c h  tw o rz ą ­
cych  z o s ią  b iegunow ą obrane k ą ty  $  odcinam y odpo­

w ie d n ie j  d łu g o ś c i p ro m ie n ie  r  i  o trzym u jem y z b ió r  punk­
tów  n a le ż ą c y c h  do d a n e j l i n i i « ,  O czy w iś c ie  9 im  z b ió r  
punktów  j e s t  g ę s ts z y 9 tym  d o k ła d n ie js z y  j e s t  ob raz  
l i n i i ®

W rozważanym p r z y k ła d z ie  l i n i a  j e s t  ok ręg iem  ( r y s *82 ) 
o ś ro d k u  S ( 9 i  p ro m ie n iu  równym £ »

^ ra y  w y k re ś la n iu  p rz y b liż o n e g o  o b ra zu  l i n i i  o k re ś lo n e j 
rów nansiem  we w s p ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych  możemy p o s tą p ić  
te ż  in a c z e j®  M ia n o w ic ie  możemy k o r z y s ta ją c  ze wzorów 
§ 9 , 2  p rz e d s ta w ić  l i n i ę  równaniem  we w s p ó łrz ę d n y c h  
P ro s to k ą tn y c h  i  s p o rz ą d z ić  ob raz  l i n i i  na p o d s ta w ie  
te g o  równania®



°1 0 Q  -

n e j

J e ż e l i  w te n  sposób p o s tą p im y  d l©  l i n i i  o k r e ś lo -  

równaniem
r  & s in  <p }

otrzym am y

s

a d a le j

Rów nanie t s 9 ja k  
w p o s ta c i

2 2 
x  «■ y  s  y

p ó ź n ie j  posn©53y0 można p rz e d s ta w ić

2 . * L  2  , 1 * 2

X x %
J e s t  t o  ró w n a n ie  o k rę g u  o p ro m ie n iu  g i  ś ro d k u  S ( 0 9g)®

4® Równania pa ram etryegne  l i n i i »
N ie c h  w u k ła d z ie  Osy b ę d z ie  dana l i n i a  1 o ra z  dw©
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r ^ n a n ia  p o s ta c i

x  «  x  ( t ) ,  y  ®  y  ( t )  , C l)

S dzie  fu n k c je  x  ( t )  i  y  ( t )  zm ie n n e j t  są  o k re ś lo n e  
* ° ią g łe  w pewnym p r z e d z ia le  ( a 9b ) x<\

Równania (1 ) nazywamy r ó w n a n i a m i  
P a r a m e t r y c z n y m i  l i n i i  1 ,  j e ż e l i

1) d la  k a ż d e j w a r to ś c i  t  z p r z e d z ia łu  ( a 9b ) 
P ^ k t  o w s p ó łrz ę d n y c h  [  x ( t Q) 9 y  ( t Q) ]  n a le ż y  do l i n i i

2 ) d la  każdego p u n k t«  P „ ( x  » y  ) „  na leżące goj  O U U
0 l i n i i  1 ,  możemy w yznaczyć ta k ą  w a rto ś ć  t o9 że

x 0*  x ( t o > 1 y 0 s
Zm ienną t ' nazywamy p a r a m e t r e m *  

d ian ie  zw ycza jne  l i n i i  p o s ta c i

y  *  fC x )
^®st  szczegó lnym  p rzyp a d k ie m  p rz e d s ta w ie n ia  pa ram e trycz - 

l i n i i ,  j e s t  bowiem równoważne dwom równaniom  
x  ar t ,  y  $» f ( t )

Ta sama l i n i a  może być o k re ś lo n a  ró ż n y m i równa«= 
n iam i P a ra m e trycznym i ̂  J e ż e l i  bov/iem fu n k c ja  JP (  u }  . 
P rzy jm u je  w p r z e d z ia le  ( a & p j 3 ) w s z y s tk ie  w a r to ś c i 

^ 2e d z ia łu  ( a sb ) 9 to  można p o d s ta w ić  t a  /  Cu) i  w te -  
^  i i n i a  © k re ś lo n a  począ tkow o ró w n a n ia m i ( 1 ) 0 b ę d z ie  
P rzeds taw iona  nowy SB układem  rów nać

. x * x f ^ ( u )  ]» y ^ y i s ^ c u ) ] *
le  param etrem  je s t  zm ienne u .

ia k l i n i ę  p ro s tą  o ró w n a n iu  zwyczajnym

Rów;

m°żna
y  a  2 x  + 3

p rz e d s ta w ić  p rz y  pomocy dwóch równań

*)
P rz e d z ia ł (a ,b )  może być p rz e d z ia łe m  zam kn ię tym f 
° iw a r ty m f skończonym lu b  n ieskończonym .
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x. s t ,  y  s  2 t  + 3 .

Można je d n a k  w tym  p rzyp a d ku  b ra ć  za x  dowolną fu n ­
k c ję »  p rz e jm u ją c ą  w s z y s tk ie  w a r to ś c i rz e c z y w is te  9 
a w ię c  n p 0

a w tedy

y  a  4 u 3 *  3»

N a jc z ę ś c ie j p a ra m e tro w i nadajem y pew ien  p ro ­
s ty  sens -  g e o m e try c z n y , j e ż e l i  rozważamy zagadn ie ­
n ie  geom e tryczne  -  f iz y c z n y ,  j e ż e l i  ro z p a tru je m y  
p ro b le m ,f iz y c z n y *

Tak n p 0 j e ż e l i  
p ro s ta  p p rze ch o ­
d z i  p rz e z  p u n k t 

A (x o9y o > i  tw o rz y  
z o s ią  x  k ą t  oc 
( r y s e83 ) 9 t o  p ro ­
s tą  tę  o k r e ś la ją  
ró w n a n ia  parame­
t ry c z n e

X»X0. t  cos oo ,
ftys© y * y Q + t  s in  <x 9

g d z ie  p a ra m e tr t  o&nacze m ia rę  w e k to ra  AP©

P rzyk ład em  z z a k re s u  m e c h a n ik i j e s t  o k re ś le n ie  
to r u  p u n k tu  p rz y  r z u c ie  poziomym© M ia n o w ic ie ,  j e ż e l i  
p u n k t m a te r ia ln y  0 j e s t  pobudzony do ru c h u  je d n o s ta j­
nego s p rę d k o ś c ią  c w k ie ru n k u  poziom ym , t o  W ykonując 
ru c h  je d n o s ta jn y  w k ie ru n k u  poziom ym , ró w n o cze śn ie
pod wpływem s i ł y  p r z y c ią g a n ia  z ie m s k ie g o  w ykonu je  

ru c h  je d n o s ta jn ie  p rz y ś p ie s z o n y  w k ie ru n k u  pionowym© 
P rz y jm u ją c  p u ^ k t 0 za p o c z ą te k  u k ła d u , oś x  -  poz iom o , 
a  oś y-p ionow oC .rys9 .83a), możemy drogę sk ładow ą p u n k tu  
w ru c h u  je d n o s ta jn y m  w k ie ru n k u  poziomym w y ra z ić
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wzorem

cza &zas w sekundach9 k tó r y  u p ły n ą ł od 
chu t j .  od c h w i l i  t  ~ 0«

a d rogę  s k ła ­
dową w ru c h u  

je d n o s ta jn ie  
p rz y s p ie s z o ­
nym w k ie ru n ­
ku  pionowym 
wzorem
y «  -  2 g t 2 » 

g d z ie  t  ozn a - 
p o c z ą tk u  r u -

D rogę w ię c  wypadkową p u n k tu  w r z u c ie  poziomym 
o k r e ś la ją  rów nan i©  pa ram e tryczn e

X s C t

y  “  g t 2 ,

Hównania t e ,  ja k  zobaczymy p ó ź n ie j ,  o k r e ś la ją  p a ra b o lę ,  
k t ó r e j  oś pokryw a s ię  z ujem ną p ó ło s ią  y .

M a jąc  l i n i ę  1 o k re ś lo n ą  p a ra m e try c z n ie  ró w n an ia m i 

x  ®  x  C t) ,  y « y  ( t )  ,
Możemy zm ienną t  p rz y  pomocy jed neg o  z ty c h  rów nań w y- 
r a z ić  p rz e z  x  l u b y  i  o trzym ane w y ra ż e n ie  na t  p o d s ta -  

^  do d ru g ie g o  rów nan ia©  Otrzymamy w te d y  je d n o  rów na— 
n is  ze zm iennym i x  i  y  p o s ta c i 

. r F £x9y}*? 0 ,
^ o re je s t  równaniem  zw yczajnym  l i n i i  1© O p isany s p o - 

p rz e c h o d z e n ia  od rów nań p a ra m e try c z n y c h  l i n i i  do 
G n a n ia  zw ycza jnego  nazywamy r u g o w a n i e m
Param etru«
f̂ ak np^ ru g u ją c  t  z  równań

x  «s x Q + t  cos  oc ,

y  »  y 0 + ^  s in  06
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otrzym am y

y  -  y 0 *  t g  o t .  U  -  x Q) •

O znacza jąc  t g  oCs  m, mamy

y  -  y 0 *  m Cx => ,xo ) .

W ynik iem  ru gow a n ia  p a ra m e tru  t  z równań

x  s  r  cos  t  j 
y  as r  s in  t

j e s t  ró w n a n ie
2 ^ 2  2  x  *  y  » r  »

t . z n .  ró w n a n ie  zw ycza jne  okręgu«. 
J e ż e l i  w yrugu jem y p a ra m e tr t  z równań

x  & c t

t o  otrzym am y ró w n a n ie

c z y l i  ró w n a n ie  zw ycza jne  p a ra b o li«

5® 0 p r z e c ię c iu  s ię  dwóch l i n i i « .

N iech, będą dane dw ie l i n i e  o ró w n a n ia ch

F ( x 9y )  s  Oj, G (x i,y ) a  0 (2 )

J e ż e l i  l i n i e  te  m a ją  p u n k t w spó lny  9 to  w spó łrzędne  
te g o  p u n k tu  s p e łn ia ją  je d n o c z e ś n ie  oba ró w n a n ia  (2 ) 
i  o d w ro tn ie , j e ż e l i  p a ra  l i c z b  (x Q,y 0 ) s p e łn i©  oba 
ró w n a n ia  {2 ) , t o  p u n k t Cac *y 0) j e s t  punktem /w spó lnym  
obu l i n i i ®

Zatem a n a l i ty c z n e  w yznaczan ie  punktów  p r z e c ię ­
c ia  s ię  dwóch l i n i i  (2 ) sprowadza s ię  do ro z w ią z a n ia  
u k ła d u  rów nań p rz e d s ta w ia ją c y c h  te  l i n i e 9 tz n »  do 
ro z w ią z a n ia  u k ła d u  rów na li

F ( x 9y )  s  0,1 
G ( x ,y )  s  OJ

P rz y k ła d  1» W yznaczyć p u n k ty  p r z e c ię c ia  s ię  dwóch l i n i i ,
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k r e ś lo n y c h  ró w n an ia m i

x + y  & 1„ x2 + j 6 a  25,
P ie rw sze  ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  p r o s tą t d ru g ie  o k rą g . 
W spółrzędne punktów  p r z e c ię c is  s ię  p r o s te j  i  o k rę g u , 
J e ż e li i s t n ie ją , ,  są ro z w ią z a n ia m i u k ła d u  równań

x  + y  =  1 ,

x 2 + y 2 = 25.
^ °z w ią Zuj ą C u k ła d  o trzym u je m y ;

Zet

x l *

X2S

, y x-  -  3

3* y 2 s  4
pu nk ta m i p r z e c ię c ia  s ię  l i n i i  p r o s te j  i  o k ręgu

8ą Punkty; A ( 4 9 -3 )  i  B (-3 , 4 ) o
^ zy k ła d  2» Zbadad l ic z b ę  p r z e c ię c ia  s ię  punktów  
U n i i

x 3 i  x 2 + y 'rl 2m x  s  0
k le ż n o ś c i  od m.
k n i u  l i c z b y  punktów  p r z e c ię c ia  s ię  dwóch l i n i i  

°^Powłada badan ie  l ic z b y  ro z w ią z a ń  u k ła d u  rów nań;

y  -  X a 3:
(3)2 2x  + y  •= x  =  0}

Wv
u ra ż a ją c  y  p rz e z  x  z. p ie rw sze g o  ró w n a n ia  i  podstaw ia» 

j^ o  o trzym ane w y ra ż e n ie  na y  do d ru g ie g o t o trzym u jem y 
k n a n ie  kw adra tow e:

2x2 + 2 (>»m) x  + 9 ® 0 (4 )
^ Gnanie t o p a ró w n o cze śn ie  u k ła d  równań ( 5 ) p o s ia d a  

3-ub 0 ro z w ią z a ń  w z a le ż n o ś c i od w y ró ż n ik a  A  » 
J e ż e l i

to
dwa

A  ~ 4 (3 -m ) »72 •6m-9) > 0 ,

jedno
Pos i

ró w n an ie  ( 4 ) p a je d n o c z e ś n ie  u k ła d  ( 5) p o s ia d a ją  
R o zw ią za n ia .

J e ż e l i  A  s  0 , ró w n a n ie  ( 4 ) i  u k ła d  ( 3) p o s ia d a  
R o z w ią z a n ie 5 j e ż e l i  A  < 0 a ró w n a n ie  u i  u k ła d  n ie

Qd a ją  ro zw ią za ń »
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By więc u s ta lić  warunki is tn ie n ie  2 punktów przecię»  
cis  s ię  l i n i i  ( 3 ) 8 należy rozwiązać nierówność

m2 -  6m -  9 > 0

Warunki is tn ie n ia  ty lk o  jednego punktu wspólnego dwóch
l i n i i  otrzymamyp rozwiązując równanie

2
m => 6 i  =• 9 s  0 

L in ie  punktów wspólnych nie mają8 gdy
m2 » 6m -  9 <  0»

Rozwiązując nierówność
®2 -  6® -  9 > 0 S

Otrzymujemy
m < 3 ( 1 - Y 2 )  lu b  m > 3 (1  + V ~2)

Dla m spełniających ten  warunek l i n i e  (3 ) p o s ia d a ją
2 punkty p rzecięcia  s ię  o współrzędnych;

A j ^  (sa*“ 3 •* V~m2‘=>6ffi«='9) 9 \  (m + 3 **6m ~ 9)J 9

B j j j  i®-* 5 + "y  9 (m 3- m2 —6m ■» 9)1 •

R o zw ią zu ją c  ró w n a n ie
2

m ' = 6m -  9 *  0 f

o trzym u je m y

m1 s  3 ( 1 - V ? ) 9 m2 s  3 (1  + Y “ 2)

D la  t y c h  w ię c  w a r to ś c i m l i n i e  (3 ) p o s ia d a ją  t y lk o
je d e n  p u n k t w spó ln y  o w s p ó łrz ę d n y c h :

x  s  *¡(111- 3) 9 y  s  ^ (® +3 ) 9 

t z n .  d la  m w 3 (1  - V I ) :

x  »  -  , y  -  3 (1  -  X ?  )»
d la

m «  3 (1  * \ " S )  t

X  a  g y  as 3 ( 1  4- )

W przypadkup  gdy
m2 => 6® =» 9 < 0

t . z n . 9 gdy
3 (1  - V 2 )  < m < 3 (1  + V " 2 )



- 107 -

l i n i e  (3 ) n ie  m a ją  punktów  w s p ó ln y c h ,

§ 11 . PROSTA NA PŁASZCZYŹNIE.

Równanie o g ó lne  p ro s te / f .

p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Oxy dany je s t  w e k to r  n ie ze ro w y  
a o sk ład ow ych  s k a la rn y c h  A ,3  o ra z  p ro s ta  p p rz e c h o ­
dząca  p rz e z  p u n k t ?0 U Q,y Q) , p ro s to p a d le  do w e k to ra  
a ( r y s .  8 4 ) ,

Wykażemy, że rów ­
naniem  p r o s te j  p j e s t  
ró w n a n ie

A ( x - x o )+ B (y -y o) . 0  (1 ) 
Dowód: Zgodn ie  z o k re ­
ś le n ie m  ró w n a n ia  l i n i i  
wykażem y, że j e ż e l i  
p u n k t do p r o s te j  na­
le ż y ,  t o  je g o  w s p ó ł­
rzę d n e  s p e łn ia ją  rów ­
n a n ie  ( 1 ) ,  j e ż e l i  n ie  

^ i e ź y ,  t o  je g o  w sp ó łrzę d n e  ró w n an ia  n ié  s p e łn ia ją .

N ie c h  p u n k t P ( x ,y )  b ę d z ie  dowolnym punktem  p ła s z — 
cŻyzny różnym  od p u n k tu  Pq0 W tedy w e k to ry  à  i  F T ,

Sóy p u n k t P n a le ż y  do p r o s te j  p , są  p ro s to p a d łe ,  gdy 

n a le ż y  do p r o s te j  p ,  n ie  są p ro s to p a d łe . I lo c z y n  
w i?c s k a la rn y  w ekto rów  a i  gdy p u n k t P jes t
Punktem p r o s t e j ,  równa s ię  z e ru  t . z n .

a , p p  a  0 ,  
p u n k t P le ż y  poza p r o s tą ,  to

a » #  0
ł*t

s p ó łrz ę d n y m i w e k to ra  a są l i c z b y  â  i  B , w sp ó łrzę d n ym i 
s k to ra  są  l ic z b y  x  -  x Q, y - y Q. K o rz y s ta ją c  ze w zo ru

i . F  =  ax bx  ♦  a^by ,

W yraża jącego  i lo c z y n  s k a la rn y  p rz e z  składoiSte c z y n n ik ó w , 
w p rz y p a d k u , gdy p u n k t P n a le ż y  do p r o s te j  p z a le ż -
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ność
A (x  -  x Q) + B (y  »  y Q) a 0 ,

W p rz y p a d k u , gdy n ie  n a le ż y  do p r o s te j  p za le żn o ść  

A (x  -  x Q) + 3 (y  - y Q) #  0 .
J e ż e l i  p u n k t P (x ,y )  pokryw a s ię  z punktem  P , t o  j e ­
go w s p ó łrzę d n e  są równe x Q i  y Q i  p u n k t te n  s p e łn ia  
ró w n a n ie  ( 1 ) ,  gdyż c z y n n ik i  x  -  x  , y  -  y Q są z e ra m i. 
W ykaza liśm y , że ró w n a n ie  (1 ) je s t  równaniem  p r o s te j  p . 
Zauważamy p rz y  tym , że pon iew aż w e k to r  a J e s t wektorem  
n iezerow ym  w ię c  p rz y n a jm n ie j je d n s  z l i c z b  A i  B wy­
s tę p u ją c a  w ró w n a n iu  je s t  ró ż n a  od z e ra .
W arunek te n  możemy te ż  w y ra z ić  n ie ró w n o ś c ią

A2 + B2 > 0 .

M a jąc  ró w n a n ie  p r o s te j
A (x  -  x Q) + B (y  -  y Q) *  0 , 

możemy je  n a p is a ć  w p o s ta c i
Ax + Ęy »  A x  »  B ® Ooo o

K ła d ą c  n a s tę p n ie  -  A x Q -  B y o ® C , otrzym am y p o s ta ć
Ax + By + C s 0 , (2 )

k tó r ą  nazywamy o g ó l n y m  r ó w n a n i e m  

p r o s t e j .
W ykaza liśm y , że p ro s tą  na p ła s z c z y ź n ie  Oxy można 

p rz e d s ta w ić  równaniem
Ax + By + C -  0 ,

g d z ie  A2 + B2 > 0 .
Wykażemy te r a z  o d w ro tn ie ,  że każde ró w n a n ie  po­

s t a c i  ( 2 ) ,  w k tó ry m  A i  3  n ie  są je d n o c z e ś n ie  z e ra m i, 

j e s t  równaniem  pew nej p r o s t e j .
P rzede w s z y s tk im  s tw ie rd z a m y , że i s t n i e ją  p u n k ty  

p ła s z c z y z n y , k tó r e  to  ró w n a n ie  s p ra w d z a ją .
P unktam i t a k im i ,  gdy A i  B są ró żn e  od z e ra  są n p . 
p u n k ty  ( 0 ,  -  g ) , ( -  j  , 0 ) .
J e ż e l i  A *  0 ,  a B #  0 ,  t o  punktem s p e łn ia ją c y m  ró w n a n ie  
je s t  p u n k t o w s p ó łrz ę d n y c h



-  109 -

cx  = d o w o ln e j l i c z b ie  , y  -  -  g  .
^ © ż e li A /  0 ,  a B 5 0 ,  t o  ró w n a n ie  je s t  s p e łn io n e
Pr zez p u n k ty  o w s p ó łrz ę d n y c h

r
x  *  -  y  -  do w o ln e j l i c z b ie ,  

ta k  j e s t  można s ię  p rz e k o n a ć , p o d s ta w ia ją c  wymie­
c ion e  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  do ró w n a n ia  ( 2 ) .
N iech p u n k t P (x
P^ok tó w , w tedy

skąd

y Q) b ę d z ie  k tó ry m k o lw ie k  z ty c h

A x 0 + B y Q + c -  ° ,

-A  x . B y ,o ^ o

z n a n ie
Ax + By + G = 0 

^ż e m y  te r a z  n a p is a ć  w p o s ta c i

Ax + By -  AxQ -  Qy0 
a ^ s le j  w p o s ta c i

A (x  -  x

= 0

*  o .2 o } + B &
P o s ta c i te g o  ró w n a n ia  w y n ik a , że ró w n a n ie  to  s p e ł-

^ c j ą  końce w ekto rów  za c z e p io n y c h  w p u n k c ie  P ^C ^sty-,) 
P ro s to p a d ły c h  do w e k to ra  a {A yBj- * M ie jscem  geome­

trycznym  końców w ekto rów  za cze p io n ych  w p u n k c ie  
o ^ 0 ,y Q) i  p ro s to p a d ły c h  do w e k to ra  a { a »b }  j e s t  p ro s ta  

p r2echodząca p rz e z  BQ( x o ,y o ) i  p ro s to p a d ła  do a .W spó ł­
rzędne w ię c  t e j  p r o s te j  s p e łn ia ją  ró w n a n ie  (2 ) i  od - 
Wr‘° ' t n ie ,  j e ż e l i  p u n k t s p e łn ia  ró w n an ie  ( 2 ) ,  t o  j e s t  

w spom niane j p r o s t e j .
^ z y k ła d :

P ro s ta  3x+4y - 2 - 0  je s t  p ro s to p a d ła  do w e k to ra  
^ sk ładow ych  3 i  4 .  Chcąc w yznaczyć p u n k ty  n a le żą ce  

^ ej  p r o s t e j ,  n a le ż y  w yznaczyć p a ry  l i c z b ,  s p e łn ia -  
c*Ce ró w n a n ie  p r o s t e j .  W tym  c e lu  je d n e j ze zm iennych 

ajemy dow olną w a r to ś ć ,  d rugą  zaś o b lic z a m y  na p o d - 
^ aw ie ró w n a n ia . J e ż e l i  chcemy wyznaczyć w ię k s z ą  

C2bę punktów  p r o s te j  dogodn ie  je s t  je d n ą  ze zm ień -



nych  w y ra z ić  p rz e z  d rugą  n p 0 y  p rz e z  x  i  na p o d s ta w ie
o trzym anego w zoru  przyporządkow yw ać w a rto ś c io m  x  od -
p o w ię d n ie  w a r to ś c i y a
W naszym w ię c  p r z y k ła d z ie  mamy

3 1

i  p u n k ta m i p r o s te j  są np» p u n k ty

( -4 »  ■Ą),(- 1 ,  l | > ,  ( 0 , | ) ,  ( 4 ,

2 o P rz y p a d k i s z cze g ó ln e  ró w n a n ia  o g ó ln e g o .
J e ż e l i  w ró w n a n iu

Ax + By + C *  0
n ie k tó r e  z l i c z b  A 9BgC są równe ze ru j, t o  p ro s ta  o k re ś  -  
ło n a  tyra rów naniem  z a jm u je  względem u k ła d u  Oxy szcze­
g ó ln e  p o ło ż e n ie »

1) J e ż e l i  C *  O j c z y l i  gdy ró w n a n ie  ma p o s ta ć
Ax + By *  o „

t o  p ro s ta  p rz e c h o d z i p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u , 
bowiem p u n k t (0 ,0 )  s p e łn ia  t o  rów nan ie«

2) J e ż e l i  A s  0y c z y l i  gdy ró w n a n ie  ma p o s ta ć
By + C *  0 ,

t o  p ro s ta  j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  x 9 j e s t  bo­
w iem  p ro s to p a d ła  do w e k to ra  o sk ładow ych  { o , b }' 

J e j  ró w n a n ie  możemy n a p is a ć  te ż  w p o s ta c i

y  *  “  i  *

P ro s ta  p rz e c in a  oś y  w p u n k c ie  (0 ,  - g  )« J e ż e l i  n a d to  
C ® 0 9 t o  p ro s ta  ja k o  ró w n o le g ła  do o s i  x  i  p rzecho dzą " 
ca p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u  pokryw a s i ę  z o s ią  X , Zatem 
rów nan iem  o s i  x  j e s t

y  •  0
35 J e ż e l i  B s  o 9 c z y l i  gdy ró w n a n ie  ma p o s ta ć

Ax C « i 0 ,
t o  p ro s ta  j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  y „  j e s t  bo­
wiem p ro s to p a d ła  do w e k to ra  £a 9q}  „

P ro s ta  p rz e c in a  oś x  w p u n k c ie  (® j» 9 0 ) o J e j  ró w n an ie
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p iszem y te ż  w p o s ta c i x  *  -  j .  J e ż e l i  ró w n ie ż  C=0, 
t o  ró w n a n ie  Az s  0 lu b  x  s  0 p rz e d s ta w ia  oś y®

M ając na uwadze t r z y  p rz y p a d k i szcze g ó ln e  o ra z  p rz y p a d e k , 
gdy w s z y s tk ie  l i c z b y  A 9B 9C są  ró żn e  od z e ra  możemy s tw ie r ­
d z ić  ? że każdą p r o s tą  w p ła s z c z y ź n ie  Qxy możemy o k r e ś l ić  
rów naniem  w p o s ta c i  ogó lne j®
Uwagas

J e ż e l i  A s B s O i C ^ O ? c z y l i  gdy mamy ró w n a n ie  
Q r ♦ Qy ♦ C *  0 ,

to  ró w n a n ia  te g o  n ie  s p e łn ia  żaden p u n k t p ła s z c z y z n y , 
n ie  ma bowiem t a k i e j  p a ry  ( x 9y ) 9 k tó ra b y  ró w n a n ie  
s p ra w d z a ła „

J e ż e l i  A 8  B  *  C 8  0 9 c z y l i  gdy mamy rów n a n ie

0x + Qy + 0 s  0 S
to  równanie to je s t spełnione przez każdy punkt 
Płaszczyzny®

Rówitenie odc inkow e p r o s t e j ,
J e ż e l i  w ró w n a n iu  p r o s te j

Ax + By + C ® 0
W s z y s tk ie  l i c z b y  A 9B 9G są ró ż n e  od z e ra ,  t o  równa— 
Qi u  tem u możemy nadać k o le jn o  n a s tę p u ją c e  p o s ta c i t

Ax + By a  = C,

Oznaczając -  j  
Postać

Ax
-G ”

A S
C-  g  przezp rz e z  a i otrzymamy

I  + f  - 1 .  (5)
nazywamy r ó w n a n i e m  o d c i n k o -  

w y  o  p r o s t e j .

k ła d ą c  x = 0 , o trzym u jem y y  *  b 9 a d la  y  *  0 9 x  ~ a . 
^ r ° s ta  w ię c I ł I = 1
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p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k ty  ( a 80) i  (0 ,b )  (ry s « 8 5 ) o d k re ś la

w ię c  na o s ia c h  u k ła ­
du o d c in k i9 k tó ry c h  
d łu g o ś c i są równe 
bezwzględnym  w ar­

to ś c io m  l i c z b  a i  b 0 
Równaniem odcinkowym 
możemy o k r e ś l ić  t y l ­
ko t e  p ro s te  d l©  k tó ­
r y c h  A ,B f C są ró ż n e  

Rys o 85 od z e ra  to E n 0 p ro s te ^
k tó r e  n ie  są ró w n o le g łe  do o s i  u k ła d u  i  n ie  p rzechodzą  
p rz e z  p o c z ą te k  «k ła duo

P r z y k ła d  Równanie ogó lne  p r o s te j
5x -  3y +• 6 « 0

sprowadzamy do -p ^ if ta c i o d c in k o w e j 9 o trz y m u ją c  n a j­
p ie rw

5x ~ 3y »  - 6 f
a d a le j

x
T  

"  5

P ro s ta  ta  p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k ty  ( -  | 9 0 } i  ( 0 P 2 ) ,  
o d k re ś la ją c  na u je m n e j p ó ło s i  x  o d c in e k  d łu g o ś c i ^  
a  na d o d a tn ie j  p o ło s i  y  o d c in a k  d łu g o ś c i 2«

Z  « i  
2 le
1

4» Równanie k ie ru n ko w e  p r o s t e j .

N ie c h  p ro s ta  1 b ę d z ie  o k r  e t lo n a  rów nan iem  ogólnym
Ax +■ By + C s  0

i  n ie c h  b ę d z ie  B j*  0 .

P rz y  z a ło ż e n iu  B &  0 możemy ró w n a n ie  p r o s te j  1 
p r z e k s z t a łc ić 9 p is z ą c  n a jp ie rw

By ~ -As -  Cs
a n a s tę p n ie

y  3  .  I  J  .  5y  g  x  a  °
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O znaczając -  ^  s  m i  -» 5  ® n s

°trzymamy równanie p ro ste j 1 w postaci
y *  mx *  n, (4)

tiL<3re nazywamy r ó w n a n i e m  k i e r u n k o ­
w y ®  p ro s te j.

J e ż e li  x ä 0 S to y s n , więc prosta określona 
^Wdaniem (4) przechodzi przez punkt (Q,n) .

Celem znalezien ia  sensu geometrycznego dla  
8P ó łc z y n n ik a  m, występującego w równaniu kierunkow ym * 
r ° 2ważymy dowolny wektor kolinearny z prostą 1.
’̂ k to r  ten  Jest prostopadły do wektora ^As) ß j i  je ż e l i  
°zneczyiny go przez b, a jego współrzędne przez b *
V » to na podstawie warunku prostopadłości dwóch wek­
torów mamy związek

skąd
a bx + B by 8 0,

A
~ B "  ma

Sto sunek ^ równa się tangensowi k ą ta , ja k i wektor b

^orzy 2 osią x . Tangens kąta wektora S równa się  
ahgensowi kąta ja k i  p ro sta , d© k tó re j wektor F je s t  
P o le g ł y ? tworzy z osią x s Oznaczając kąt p rostej 
°3 ią  xx ) p T z e z  <x- mamy 

w m a tg o i*
sPółczynnik więc m równa się tangensowi ką ta , ja k i  

^ o s ta  tworzy z osią x; z tego względu współczynnik 
Wzywamy w s p ó ł c z y n n i k i e mk i e r u n k o w y m  p r o s t e j  1.

* ) ^eż e l i  prosta przecina oś x 8 to kątem prostej 
oh°5ią  x nazywainy najmniejszy kąt* o ja k i  należy 

o ró c ić  oś x w kierunku dodatnim dookoła punktu 
j  f g ię c ie  s ię  z. prostą, by pokryła się z prostą. 
t l i ^  Prost a je s t równoległa do osi x , to  kątem 

J P r o s te j  z osią x nazywamy kąt zerowy.
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J e ż e l i  m ^  O, to  0 ^  <X- < j f  $

j e ż e l i  m < 0 ,  to  ^  < oc < i i

P ro s te  p ro s to p a d łe  do o s i  x  n ie  m ają w s p ó łc z y n n ik a  
k ie ru n k o w e g o , d la te g o  równaniem  k ie runkow ym  możemy 
o k r e ś l ió  w s z y s tk ie  p ro s te  p ła s z c z y z n y  Oxy z w y ją tk ie m  
p ro s ty c h  p ro s to p a d ły c h  do o s i  x .

J e ż e l i  w ró w n a n iu  k ie runkow ym  p r o s te j  l ic z b a  
n równa s ię  z e ru ,  c z y l i  gdy ró w n a n ie  ma p o s ta ć

y  sb mx ,
t o  p ro s ta  o k re ś lo n a  tym  równaniem  p rz e c h o d z i p rze z  
p o c z ą te k  u k ła d u .

J e ż e l i  w ró w n a n iu

y  » mx + n
będziem y z m ie n ia ć  n ,  zachow u jąc s ta łe  m, t o  o t r z y ­
mamy pęk p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  ( r y s .8 6 a ) j  j e ż e l i  

n a to m ia s t będziem y zm ie n ia ć  m, zachow ując s ta łe  n , 
t o  otrzym am y pęk p ro s ty c h  p rzecho dzących  p rz e z  p u n k t 
( 0 ,  n ) ( r y s .  86 b ) .
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5* Równanie p ro s te ,1 p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  punkt»
Zadan ie» N ap isać  ró w n a n ie  p r o s t e j ,  k tó r a  p rz e c h o d z i 
p rz e z  p u n k t A (x ^ ,y ^ )  i  k t ó r e j  w s p ó łc z y n n ik  k ie ru n k o ­
wy równa s ię  m.

R ozw iązan ie»  J e ż e l i  p ro s tą  daną w z a d a n iu  chce - 
ny o k r e ś l ić  równaniem  k ie ru nko w ym , t „ z n 0 równaniem

y  a mx + n ,
t o  do n a p is a n ia  ró w n a n ia  w in n iśm y  znać m i n .
Dane je s t  m„ ¡Dla o b l ic z e n ia  n  w ykorzys tam y p u n k t 
A ( x ^ 9y-^) , k tó r y  n a le ż y  do p r o s te j  i  wobec te g o  je g o  
w s p ó łrzę d n e  s p e łn ia ją  ró w n a n ie  p r o s t e j .
O trzym u j emy

s  s  x 1 + n ,
skąd

n  s  y ^  -  m

Zatem szukane ró w n a n ie  ma p o s ta ć

y  r  mx + y ^  -  m x .

R ów naniu  tem u nadajem y p o s ta ć  ła tw ą  do zap am ię ta ­
n ia ;

y  ~ y -  s  m (x -x ^>  (5 )

J e s t  t o  ró w n a n ie  p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  dany 

p u n k t i  o znanym w s p ó łc z y n n ik u  k ie runkow ym .

P rz y k ła d *  P rz e z  p u n k t A S -3 e - 2 )  pop ro w adz ić  
p r o s tą  o w s p ó łc z y n n ik u  k ie runkow ym  m s  3 .

Równanie szu k a n e j p r o s t e j  z g o d n ie  z wzorem (5 ) ma 
p o s ta ć ;

y  ♦  2 *  3 (x  + 3 ) ,

p r z e k s z ta łc a ją c  j e ,  otrzym am y
y  ^  3x + 7 o

6* Równanie p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j przez, dwa punkty« 
Z a d a n ie *  N ap isa ć  ró w n a n ie  p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  
p u n k ty  A (x 1 ,y 1 ) i  3  Cx?>,y 2 }

R o z w ią z a n ie .1 )J e ż e l i  p ro s ta  A B n ie  j e s t  p ro s to ­
p a d ła  do o s i x  t . z n . ¿ je ż e l i  f 6 x 2 > t o  p ro s tą  AB
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możemy o k r e ś l ić  równaniem
y  *  mx + n

W tym  c e lu  w in n iśm y  wyznaczyć m i n ®  
K o rz y s ta ją c  z danych p u n k tó w , k tó r y c h  w sp ó łrzę d n e  
s p e łn ia ją  ró w n a n ie  p r o s t e j ,  o trzym u jem y u k ła d  rów nań :

‘ i + M

b  *  n (

y-L s  m Xi

y 2 = m x. 

O de jm u jąc s t ro n a m i,  mamy

y 1  -  y2 = m(xi ”  X,?) ,
skąd

m - y l  “  y 2
*1  ~  X2

M a ją c  w yznaczony w s p ó łc z y n n ik  k ie ru n ko w y  p r o s te j  
możemy ju ż  n  n ie  o b l ic z a ć ,  a ra c z e j możemy p o s łu ­
żyć s ię  równaniem  wyprowadzonym w poprzedn im  u s tę ­
p ie  t . z n .  rów naniem  p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  da­
ny p u n k t i  o znanym w s p ó łc z y n n ik u  kierunkowym® Jako 
p u n k t dany możemy p r z y ją ć  A lu b  EU P rz y jm u ją c  p u n k t 
A (x , ,y x ) ,  otrzym am y ró w n a n ie

y 2 “  y l  ,
y -  * i  -  x r = - x r  Cx "  xi K ( 6)

Równaniu (6}nożem y te ż  nadać p o s ta ć  wyznacznikową® 
P is z ą c  je  m ia n o w ic ie  w p o s ta c i

(x  -  x ^ ) ( y 2~ yx ) -  (x 2- x 1 ) ( y - y ^ )  « 0 ,

mamy n a jp ie rw  p o s ta ć  w yznaczn ikow ą

x  -  * i>  y  -

x 2-  x x , y 2 -

a d a le j
x  -  x la  y  -  y ls

x 2 “  x l>  y 2 y l>  

X1 y l  »

0»

0

0

1

ar 0

*
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Jeże l i  ^
d0 e w yzn a czn iku  dodamy e lem en ty  w ie rs z a  3 -c ie g o  

ementów w ie rs z a  1 -g o  i  2 -g o , t o  otrzym am y

, 1x  , y  

x 2 » y  2 * ^

ci  » y i

s 0 .

W e s ta w ie n iu  dwóch o s ta tn ic h  w ie rs z y  mamy o s ta -  
zn$ P os ta ć

x » y , 1

xi  » * i  . i  = o .  (7)

2> deż e l i  ’  1
gdy p ro s te  A0  J e s t p ro s to p a d ła  do o s i  x ,  t . z n .

x w X1 *  x 2» a le  ^  y 2 > to  p ro s ta  p rz e c in a  oś 
P unkc ie  (x 1 , 0 ) i  j e j  ró w n a n ie  ma p o s ta ć

x  = x.
'^ k ła d y ;

^ w n a n ie  p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  p u n k ty  
2 i3 )  i  (1 ,5 )  ma w m yś l w zoru  (6 ) p o s ta ć

K  *  ~3 = ^ ~ (x + 2 ) • o z y l i  y  *  § *  + 4 ^

p r o s te j  możemy zgo dn ie  z wzprem (7 ) na' 
P o s ta c i w y z n a c z n ik o w e j, o trz y m u ją c

(8 )

x ,  y ,  1

“ 2 , 3 ,  1 

1 . 5 j 1

-  o

2

^ e ż e l i  p ro s ta  p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k ty  ( - 3 ,2 )  

^ 3 , 5 ) ,  to  z danych w s p ó łrz ę d n y c h  punktów  wy~ 
a * że p ro s ta  t a  j e s t  p ro s to p a d ła  do o s i  x ,  

eJ ró w n a n ie  w ię c  ma zg o d n ie  z wzorem (8 ) po s te * X

X » -3.
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7» P unk ty  w spó lne  dwóch p ro s ty c h .
N ie c h  będą dane dw ie p ro s te

A-jX ^  Bl ^  *  c i  35 0 ,

A9 x  + B^y +  i  0

(9)

Zbadamy i s t n ie n ie  punktów; w sp ó ln ych  ty c h  p ro s ty c h *  
Z godn ie  z ro zw a żan ia m i na s t r , 1 0 4 ,  b a d a n ie  i s t n ie n ia  
punktów  p r z e c ię c ia  s ię  dwóch l i n i i  sprowadza s ię  w 
g e o m e tr i i  a n a l i t y c z n e j  do ba dan ia  i s t n ie n ia  ro z w ią z a li 
u k ła d u  ró w n a ii p rz e d s ta w ia ją c y c h  te  l i n ie »

R o zw ią zu ją c  u k ła d  (9 ) otrzym am y ró w n an ia

(A-l ) x  ® j

iA i  Bg -  y  3 0 ^ 2  — ^ 2^1  * ^

o k re ś la ją c e  x  i  y  ja k o  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  p r z e c ię c ia  
s ię  p ro s ty c h  ( 9) *

Z a le ż n ie  od w sp ó łczyn n ikó w  p rz y  x  i  y  o raz  wyrazów 
s to ją c y c h  po p ra w e j s t r o n ie  rów nań (1 0 ) mogą z a jś ć  
ró żne  p rz y p a d k i«  S zczegó łow ą d y s k u s ję  ro z w ią z a ń  u k ła ­
du równań p o d a je  s ię  w w y k ła d z ie  a lg e b ry «  T u ta j p rz e -” 
prow adzim y t y lk o  d y s k u s ję  p rz y  z a ło ż e n iu ,  że równa­
n ia  (9 ) n ie  p rz e d s ta w ia ją  p ro s ty c h  w s z c z e g ó ln y c h  po­
ło ż e n ia c h ,  a w ię c  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  do o s i u k ła ­
du i  p ro s ty c h  p rzecho dzących  p rze z  p o c z ą te k  u k ła d u , 
c z y l i  zak ła dam y, że l i c z b y  A . yB1 , . . ,C 2 aą ró żne  od 
ze ra *

i  wobec te g o  u k ła d  (9 ) ma je d n o  ro z w ią z a n ie ,  a p ros t®  
o k re ś lo n e  ty m i rów nan iam i p r z e c in a ją  s ię  w p u n kc ie  
o w s p ó łrz ę d h y c h  danych w z o r k i  (1 1 ) .

1 ° .  J e ż e l i  A2.̂ 2 ”  ^2^1  ^  0» to

(H >
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W arunkowi AXG2 "  A^B^ #  O możemy nadać postać

A1B2 ^  A2®1
lu b

A**
—i  .jŚ ---
A2 *  B2

B1

W kład równań (9 ) nazywamy w tym  wypadku u k ł a ™
d e m o z n a c z o n y m
 ̂ • J e ż e li

E/j ~ A 2*3^ s  O,

B1G2, "  B2GX "*

^1A2 “  G2A1 S G»

cc możemy te ż  zapisać w postaci

A1B2 ~ A2B1* B1G2~ B2G1* GXA2 *  C2A1 ,
lu b

® tedy k ła d ą c
~2

A,

B1 .  C1 
SiSi

B1 .  C1 _ k

“ eiemy równania p ro s ty c h  (9 ) napisać w postaci 

k (A 2x  + E$2y + C2 ) *  0 ,

AZX + B2y  *  C2 = ° *
Z

P o s ta c i zaś ty c h  równań wynika, że pary (x ,y ) ,k tó -  
‘ e s p e łn ia ją  d ru g ie  równanie spe łn ia ją  jednocześnie 
Pierwsze równanie« W tym  przypadku proste mają nieskoń­
cz e n ie  wiel«  punktów  wspólnych* tzn* pokrywają s ię .

ad równań (9 ) nazywamy w tym przypadku n i  e o z n a* 
!  *  0 n y  a ,
3° J e ż e l i

AXB2 -  A2E1 *  o

S1C2 "  B2C1 #  0 
G1A2 ”  G2A1 &  0
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c z y li gdy

A1B2 = ^ 2 ® lf ^1^2  $  ®2Cl r ^1A2 ^  ®2^1*
lub gdy

to  kładąc

możemy równania (9) napisać w postaci

k (A2x  + B2y )  = 0 ,

A2x  + B2y  + C2 = 0

Z postaci tych równań wynika, że je ż e l i  para (x , y ) 
spełnia drugie równanie, c z y li gdy

A2xo + V o  s “C2*

to  para ta  nie sprawdza pierwszego równania, bowiem 
k (A2xq + B ^ )  równa się  - k C 2 J< -Cj,.

W tym przypadku nie ma pary (x ,y ) spi-ewdzającej jedno­
cześnie oba równania; proste (9) nie mają punktu 
wspólnego, c z y li są równoległeo Układ równań (9) 
nazywamy w tym przypadku s p r z e  c z n y m .

4 ° . Pozostał do rozpatrzen ia  przypadek, gdy
A1B2 ~ A2B1 = 0 1 Jedno ® wyrażeń B,C'2 *» B ^ ^ ,

^1^2 “ ^2A1 równe zeru , a drugie je s t różne
od zera .

Wykażemy, że przy A^,B^, , ,» ,C 2 różnych od zera wypa­
dek ten  nie zachodzi.
Is to tn ie , gdyby np.

A1B2 -  A2B1 = ^ 2  -  & Ą  = 0 , -  C2Ax 5* 0 ,
to  z tego wynikałoby

_ f l
B. B,

co je s t sprzeczne/
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^ ^ y p a d e k  te n  z a c h o d z i, ja k  ła tw o  s tw ie r d z ić  9 gdy p ro - 
Ste (9 ) z a jm u ją  szcze g ó ln e  p o ło ż e n ie  (są  ró w n o le g łe  
do o s i u k ła d u ) •

J e ż e l i  w ię c  ró w n a n ia

Al x  + Bl y  + G1 *  °>

A2x  + B2y  + C2 “  0

P rz e d s ta w ia ją  p ro s te  n ie  za jm u ją ce  szczeg ó lne go  p o ło -  
*eOia w z g lę d ^ ^ w iP ó łrz ę d n y c h ,  t o  p ro s te  t e  p r z e c in a ją  
S ię > gdy

są
ró w n o le g łe , gdy

Pokr‘̂ s j ą  s ię ,  gdy

O k ła d y  •

B1
A2 h  ’

^1 - Bi

A2 B2 =2

{>
H 1 % .  C1

a2 B2

Zbadać wzajemne p o ło ż e n ie  p ro s ty c h :

2x  -  3y  + 6 = 0 ,
*  4x + 5y -3 2  = 0

°hieważ
2 3

ty 4 ^ 5 * w ię c  p ro s te  te  p r z e c in a ją  s i ę s
W* r z ęóne p u n k tu  p r z e c ię c ia  s ię  otrzymam y ro z - 

^ 2u<3ąc u k ła d  (1 2 ) .  Otrzymamy

( 12 )

2.
x  = 3 , y  = 4

sdać wzajemne p o ło ż e n ie  p ro s ty c h .

•opi

5x "  2y + 10 = 0 , 
15x -  6y + 2 “ 0

(13)

n ę

sważ 

o nP ro s te  są ró w n o le g łe .

-  - 2  a  10
^(3 T  ’
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%  Zbadać w za jem nie  p o ło ż e n ie  p ro s ty c h :

x  + y  - 2 3  °> ( w )
2x + 2y -  4 » 0

1 1 - 2Ponieważ “  2 ~ ^  ,

w ię c  p ro s te  (14) p o k ry w a ją  s ię «

U k ład  rów nań (14) j e s t  układem  n ieoznaczonym . 

Chcąc podać ro z w ią z a n ia  te g o  u k ła d u , a zarazem  p u n k ty  
w spó lne  obu p ro s ty c h  p o k ry w a ją c y c h  s ię ,  wyznaczamy 
p a ry  ( x ,y )  s p e łn ia ją c e  p ie rw s z e  lu b  d ru g ie  ró w n a n ie . 
K o rz y s ta ją c  n p . z p ie rw sze g o  ró w n a n ia  mamy

y  *  - x  -4- 2 S
i  p rzyp o rzą d ko w u ją c  d o w o ln ie  wybranym w a rto śc io m  

x w a r to ś c i na y ,  otrzym am y ro z w ią z a n ia  u k ła d u  (1 4 ) .

O trzym ujem y n p . ( - 3 , 5 ) ,  ( - 1 , 3 ) ,  ( 0 , 2 ) ,  ( 3 , - 1 ) .

8® Pęk p ro s ty c h .
Z b ió r  p ro s ty c h  p rzecho dzących  p rz e z  s t a ły  p u n k t 
lu b  ró w n o le g ły c h  do s t a ł e j  p r o s te j  nazywamy p ę ­
k i e m  p r o s t y c h « .

1)  P ę  te p r o s t y c h  p r z e c i n a ­
j ą c y c h  s ię .

N ie c h  będą dane dw ie  ró żn e  p ro s te  1-, i  
o ró w n a n ia ch

I> i( x ,y )  e  A1x+B1y + 0 ^ = 0 ,  ^

L2 ( x , y )  i  A2x+B2y + = 0

o ra z  dw ie  dowolne l ic z b y  A , i  A ,s p e łn ia ją c e  waru­
nek *  A* > 0 .

Lewe s t ro n y  równań p ro s ty c h  o z n a c z y liś m y  k r ó t ­
ko sym bolam i L , ( x , y )  i  L ^ , ( x ,y ) .

Tworzymy nowe ró w n a n ie

Ał*L 1 ( x , y )  ^ A / L 2 ( x ,y )  = 0 ,  (1^)

c z y l i  ró w n a n ie
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^#(A1x^B1y+C1) + a4(A2x-i'B2y*9-C2 ) s o 

lu b  po uporządkow an iu

H A1* ¿2 A2 )x  ♦ ( A- B y *  A  EL)y ♦ (1 C 1+ A-Cp)-0  (17)
Twierdzeniei ; X 2 *
J s ż e i i  p ro s te  i  Ig  p r z e c in a ją  s ię  w jednym  pun­

k c ie ,  t e  ró w n a n ie  ( 1 7 ) e g d z ie  A f i  A* n ie  są Jedno­

c z e ś n ie  równe z e ru ,  p rz e d s ta w ia  p ro s tą  p rzechodzącą  
P rzez  p u n k t p r z e c ię c ia  s ię  p ro s ty c h  l x i  12#

Dowódi Wykażemy 1 ° ,  że ró w n a n ie  (17 ) p rz e d s ta w ia  
P ro s tą  1 2 ,  że p ro s ta  ta  p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k t p rz e ­
c ię c ia  s ię  p ro s ty c h  i  10 „
Oj o

9 Dl a  w y k a z a n ia , że ró w n a n ie  (17 ) j e s t  równaniem  
P ro s te j n a le ż y  w ykazać, że w s p ó łc z y n n ik i p rz y  x  i  y ,  
esy l i

Af Ał  4 Ag Ag i  

*^1© są je d n o c z e ś n ie  równe z e ru 0

I s t o t n ie ,  poniew aż p ro s te  X1 1 12 z  z e ło ż e n ia  p rz e -  
c in a ją  s i ę ,  w ię c  w yzn a czn ik

i

Ć  0 ,

wobec te g o  u k ła d  równań

AfA^ A^A2 g  0

ł  a 2b 2 .  o ]  (18 )

P os iada ze w zg lęd u  na Afl X2 t y l k o  ro z w ią z a n ie

Aj™ c ,  Ag *  Oo
U s tę p u ją c e  w ró w n a n iu  (17 ) A f i  A 2 z z a ło ż e n ia  n ie  są 

«Jednocześnie równe z e ru ,  n ie  są w ię c  ro zw ią za n ie m  u k ła -  
^18)»  c z y l i  że w s p ó łc z y n n ik i p rz y  x  i  y  w ró w n a n iu  

1?) d la  A  i  A  9 s p e łn ia ją c y c h  w arunek A f  + A f >  Qa
t l i  a » « f  & "

e są je d n o c z e ś n ie  równe z e ru .



124 -

2 ° .  Wykażemy, że w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  p r z e c ię c ia  
s ię  p ro s ty c h  1^ i  12 sp ra w d z a ją  ró w n a n ie  (175®

N ie c h  p u n k t P (x 0>y Q) b ę d z ie  punktem  p r z e c ię c ia  

s ię  p ro s ty c h  1^ i  12 - W tedy t r ó jm ia r jy

Al x o *  ¥ c  + °1>

A2x o + B2y o *  C2*

m a ją  w a rto ś ć  z e ro  i  wobec te g o  ró w n ie ż  w y ra ż e n ie

t (Al x o+Bl y o+0l ) + A a(A2x o+B2y o+02) 

ma w a rto ś ć  z e r o .  Z te g o  w y n ik a , że p u n k t P (x Qiy Q) 
spraw dza ró w n a n ie  (1 7 ) ,  a t o  z n a c z y 9 że p u n k t 

P (x 0 ,y Q) le ż y  na p r o s te j  (17 ) lu b ,  że p ro s ta  ta  
p rz e z  n ie g o  p rz e c h o d z i.

T w ie rd z e n ie  o d w ro tn e .
w

Każdą p ro s tą  p rzechodzącą  p rz e z  p u n k t p r z e c ię ­
c ia  s ię  p ro s ty c h  (15) można p rz e d s ta w ić  równaniem  

p o s ta c i ( 1 7 ) ,  d o b ie r a ją c  od pow ie dn io  l i c z b y  X 1 i  X s • 
Dowód. N ie c h  p u n k t P ^ (x  

od p u n k tu  P (x Q,y 0) ( r y s . 87) i  1^ p ro s tą  p rzechodzą­
cą p rz e z  p u n k ty  PQ i  P ^& Wykażemy, że można ta k  do­
b ra ć  l i c z b y  X 1 i  że ró w n a n ie

Af L1 ( x , y )  + X2 L2 ( x ,y )  *  0 
j e s t  rów nan iem  p r o s te j  1 ^ .
P rz y jm ijm y

V i + ¥ 1 + c 2 *  L2 (x i » y i ) ,

X2 s  “ i Ai x i +V i +Gi )  ~

Tak obrane l ic z b y  ^ f i  A.5n ie  są je d n o c z e ś n ie  

równe z e r u ,  p u n k t bowiem ^]_ (x i j y i >  £  P (x Q,y 0 ) n ie  l e ­
ży je d n o c z e ś n ie  na p ro s ty c h  1^ i  i  wabec te g o  n ie  
s p e łn ia  je d n o c z e ś n ie  równań ty c h  p r o s ty c h .

Mamy te r a z  ró w n a n ie

L2 ( x 1 y 1 ) . L 1 ( x , y )  -  L1 ( x i  y 1 ) . L 2 ( x , y )  -  0 (19 )

1 ,y 1 ) b ę d z ie  punktem  różnym
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k tó r e  je s t  równaniem  
p ro s te j« , P ro s ta  t a  
p rz e c h o d z i na p o d s ta ­
w ie  p o p rz e d n ie g o  t w ie r ­
d z e n ia  p rz e z  p u n k t 

P (x 0 ,y 0) i  p rz e c h o d z i 
ró w n ie ż  p rz e z  p u n k t

Pl ( x l» y l ) » bowiem wy­
ra ż e n ie  :

Rys o 87

L2 (x 1 y l>  L l ( x l  y l>  L2 (x l» y l )

Bp s i ? z e ru ,  a to  z n a c z y , że p u n k t 
n ie  ró w n a n ie  (1 9 ) .

2) p
^  ę k p r o s t y c h  r ó w n o l e g ł ;  

e rd 2 e n ie 0 J e ż e l i  p ro s te  1^ i  12 o ró w n a n ia ch

są L1 ( x py )  = 0 ,  L2 ( x ,y )  =  0
i  ró w n o le g łe ,  t o  ró w n a n ie

Pr:
Pr

( 20)

(21 )3tL iU * y )  + A2L2 ( x ,y )  «  0

^  W s z e lk ic h  w a r to ś c ia c h  A ,  i  2 £9 s p e łn ia ją c y c h  
^ jm n ie j  je d e n  z warunków

J f Al  *  Xż A2 *  0 ,  f ' ~

« \ fBl * X z * Z * °

znaniem  p r o s te j  ró w n o le g łe j do p ro s ty c h  l x i  12 *

ę ^  -^owóde P is z ą c  ró w n a n ie  (2 1 ) w p o s ta c i

^ A2 } x + ( ^ f Bl  + ^ 2 B2 )y  + ( ^ 1 Cl + ^ C2 ) s °  (2 2 )

° ^ o sŻemy b e z p o ś re d n io , że p rz y  s p e łn ie n iu  z a ło ż e n ia ,  
^ ° Sg0 s i e ¿o w sp ó łczyn n ikó w  A1 A2 ,

^2 A2 1 ró w n a n ie  (22 ) p rz e d s ta w ia  zawsze p r o -
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J e ż e l i  l i c z b y  A-j , B-, , A2 ,3 2 są ró żn e  od z e ra , 
c z y l i  gdy p ro s te  l x i  12 n ie  są ró w n o le g łe  do żad ne j
z o s i u k ła d u  możemy ró w n a n ie  (2 2 ) n a p is a ć  w p o s ta c i

A J 9 +  2 lx+B~

i  wobec te g o

l , & + . l ) y  + K Cl

ró w n o le g łe ,  w ię c

A1

+

a d a le j

A2 B2 
At *  --- ---------K “ *

A2 a iT ’  + V  S2 ( ^ ^  +

skąd w y n ik a 9 że p ro s te  12 i  ( 23 ) są ró w n o le g łe ,
J e ż e l i  A~, a  ¿2 s  O, c z y l i  gdy p ro s te  1^ i  1? 

są ró w n o le g łe  do o s i x ,  t o  ró w n a n ie  (22 ) p rz y jm u je
p o s ta ć

 ̂ Ai Bi + *  ^ f ° i  + c 2 =  °>

p rz e d s ta w ia  w ię c  ró w n ie ż  p r o s tą  ró w n o le g łą  do o s i  x » 
a p rze z  t o  ró w n o le g łą  do 1 , i  I g .

W p rzyp a d ku  *  B2 »  0 ró w n a n ie  (22 ) przedstawi* 
p ro s tą  ró w n o le g łą  do o s i  y 9 a w ię c  równoległą również 
do 1 ,  i  12 .

T w ie rd z e n ie  o d w ro tn e .
Równanie k a ż d e j p r o s te j  r ó w n o le g łe j do p ro s ty c h
1- -  12 o ró w n a n ia ch

1*1 (x ,y )  “  0,  L2 (x,y)  = 0
można, d o b ie r a ją c  odpow ie dn ie  3*» p rz e d s ta w ić  
w p o s ta c i

Ai Ł1 (x » y )+  l ^ L 2 ( x , y )  s  0 .  (24)
Dopód® N ie c h  b ę d z ie  dana p ro s ta  1 , s która przechodzi
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p rz e z  dow olny p u n k t P1 (x 1 ,y 1 ) ,  ró w n o le g le  do p ro ­

s ty c h  l x i  12 , Wyznaczymy ró w n a n ie  p r o s te j  1_ w po­
s ta c i  (2 4 )*  5

P rzy jm u jem y

X f  A2 X1 + B2̂1 + C2~ L2(acl»yi>
V  ” (Ai V  ¥ i  f  S i ) -  - 4 ( * i . y i )  

L ic z b y  A ^n ie  są je d n o c z e ś n ie  równe z e ru *  bo 
Punkt Px (x l t y x ) n ie  może je d n o c z e ś n ie  le ż e ó  na p ro -

S tych  ^1 ^  ^2 * Obrane ^ j i  2j, s p e łn ia ją  te ż  p rz y ­
n a jm n ie j je d e n  z warunków

^ fAi  + X 2  A2 o
-^2 4' ^  ^2  ^  G»

k o n a ją c  bowiem ra c h u n k if o trzym am y:

^ f Al + 2 z k 2T A1G2~A2G1

V l + * 2  B2 *  B1C2 -B2C1
1 J e ż e l i  p ro s te  1-  ̂ i  12 n ie  są ró w n o le g łe  do żadne j
2 o s i  u k ła d u ,  to

S  " m *  % * a stąd Al G2?i A2C1 1 B1G2 *  a2Cl  i

^ s ż e l i  p ro s te  i  12 są ró w n o le g łe  do o s i y ,  to  

V B?S°  i  ™  f* ^  & s tą d  A1C2^  A2C1 i  B1C2^  B2C1 s 0 ; 

deŻel i  Pr o | t e  12 i  12 są ró w n o le g łe  do o s i  x ,  to  

! * A 2=o i ^ ^ , a s tą d  A1C2«A2C1s0 i  B ^ .

°bec te g o  p rz y  ob ran ych

L2^x l ^ ’ l )  » 2Ż S ~ Lx (x 1?y x )
Równanie

P r2 ,  L2 (x l * y i )L i ( x *y }~  Ł1 (xl i ,y1) l ^ ( x , y ) » 0  (24a)
? edstawia Prostą równoległą do 1± i  1
p^ ta  ta  Przechodzi przez p u n k t P1 (x 1 ,y 1 ) ,  bowiem 

^ t  ten spełnia j e j  równanie® 
te® równanie (24a) przedstawia p ro s tą  1 ^ .
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P rz y k ła d y .

1 . N ap isać  ró w n a n ie  p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  p u n k t 
p r z e c ię c ia  p ro s ty c h  1^ i  12 o ró w n a n ia ch

L-^ S 7x-y+ 3® 0s I <2 s  3x+5y~4!SQ o ra z  p rz e z  p u n k t

M (2 P -1 )

R o z w ią z a n ie . Równanie p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j p rze z  
p u n k t p r z e c ię c ia  p ro s ty c h  11 i  12 możemy n a p is a ć  w 
p o s ta c i

(7 X1 + 3 X2 ) x  + (” A ? +5 X2 )y  + 3 A f  - 4  A j  *= 0

J e ż e l i  p ro s ta  1^ ma p rz e c h o d z ić  p rz e z  p u n k t M* to  
w sp ó łrzę d n e  te g o  p u n k tu  s p e łn ia ją  j e j  równanie®
Mamy w ię c

2 ( 7 A f + 3 A j  ) - lC -  A ,  +5 A 2 )+3 A /  ”*4 A j  « 0 , 
a po w ykonan iu  d z ia ła ń

, ^ A ^  “* A j™  o®
P rz y jm u ją c  Af ® l»  A j 35 6 9 możemy ró w n a n ie  p r o s te j  
n a p is a ć  w p o s ta c i

1 . (7 x -y + 3 ) + 6 (3x+5y-4 )~Q
lu b

25x + 29y ~ 21 *  0
2 . N ap isać ró w n a n ie  p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  
p u n k t p r z e c ię c ia  s ię  p ro s ty c h  11 i  12

4x+7y-15  *  0 3 9x -1 4 y “ 4 ~ 0
i  ró w n o le g łe j do p r o s te j  1^

2 x -3 y -9  ~ 0 .
R o z w ią z a n ie . Równanie p r o s te j  1 p rz e c h o d z ą c e j p rze z  
p u n k t p r z e c ię c ia  p ro s ty c h  1-, i  ma p o s ta ć

(4 A j +9 A j  ) x + (7  A f  ” 14 A j  )y  -  15 A ? ■=* 4 A j  ”  0 

P ro s ta  1 j e s t  ró w n o le g ła  do p r o s te j  1 ^ 9 w ię c

-A J L lJ lA A ł  = 7 A f  ~ 14 A ż
2 3
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skąd

■ p _ 2 6 X 1 -  X 2 * O
W y jm u ją c  ^ f s  1 i  s  2 6 , otrzymam y ja k o  rów na- 

żąd ane j p r o s te j

1 ( 4 x+ 7 y -1 5 )+ 2 6 (9 x - l4 y ~ 4 ) “  0 
lub

2x -  3y -  1 -  0
9 m

* ¿£gy p ro s te  n a le żą ce  do pękus
^ ie rd z e n ie .

eżel i  dane są t r z y  ró ż n e  p ro s te  o ró w n a n ia ch  

L j ( x , y )  = A^x+3^y+C^*0

1*2 ( x , y )  = A2x+B2y-!-C2*0  (25)

L5 ix ,y )  ę  A^x+B^y+C^=0,

warunk ie m  kon iecznym  i  do s ta te cznym  na t o ,  by te  
2y p ro s te  n a le ż a ły  do jednego  pęku p ro s ty c h  p rz e -

kl ^ ąCyCh S±ę 1Ut> ró w n o le Sł y c h  je s t  i s t n ie n ie  t a -  
l^ z e c h  l i c z b  t ^ , t 2 lłt ^ 9 s p e łn ia ją c y c h  warunek 

^ + ^2 + *̂3 >  0 , by ró w n a n ie

t^Ł-^ + t 2L2 ^  t^ L ^  *"* ^ (26)
by Jo J J
jv s p e łn io n e  p rz y  w s z e lk ic h  w a r to ś c ia c h  x i  y  x '  „
"°W<5d;

pęlcJ S to tn ie . n ie c h  p ro s te  (25) n a le ż ą  do jednego  
t z n . p r z e c in a ją  s ię  w jednym  p u n k c ie  lu b  są 

go ° ^ eS !e ® Wtedy na p o d s ta w ie  rozw ażań p o p rz e d n ie -  
a s t?pu i s t n i e j ą  ta k ie  l i c z b y  A #i  X2 ?że ró w n an ie

Pr
be

* i L1 X2 L2 = o

2^ s ta w ia  p ro s tą  L*. =  0 .  L ic z b y  i  ^  są o b ie  ró ż -  

by Ł 2 e ra i  t o  w p rzec iw nym  r a z ie  p ro s ta  1^ = 0 b y ła -  

CZna Z Pr o s l ^  55 0 lu b  L2 = 0 wbrew z a -
^ u * ^ s l e j j  j e ż e l i  ró w n a n ia

X£ l 2 *  0 i  L, 0

by ró w n a n ie  (2 6 ) b y ło  to ż s a m o ś c ią .
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p rz e d s ta w ia ją  t ę  samą p r o s tą ,  t o  w s p ó łc z y n n ik i obu 
równań są p ro p o rc jo n a ln e j c z y l i

h____  ,  __^2____ ___ -  ________ .

V l + V z  W ^ a 2 " _ W ^ C2
Mamy w ię c  tożsam ość

l- ^ C ^ y )  S k  A f L jC x ,y )+  k  ( x , y )
lu b

k ,4 f L1 ( x ?y 5+ k XŁ I ^ t e j y )  -  L ^ ( x ,y )  g 0 , 

w k t ó r e j  r o lę  l i c z b  t^ ?  t 2 $ t ^  o d g ryw a ją  l ic z b y
k A f  s k &g i> ■“ 1

O dw ro tn ie  i  j e ż e l i  ró w n a n ie  (26 ) j e s t  tożsam ośclow o
s p e łn io n e  i  t -  #  Q,, to

^2 tp
L J “  "  Ł1 -  L2 .

.1 wobec te g o  ró w n an ia

''-'2.
r ;  ą + tt}  h  *  °

p rz e d s ta w ia ją  tę  samą p r o s tą ,  p rz y  czym p ro s ta  t a ,  ja k  
t o  w ynik©  z d r u g ie j  p o s ta c i j e j  ró w n a n ia , n a le ż y  do 
pęku p ro s ty c h  t  ~ 0 i  L2 s  0® P ro s ta  w ię c  p rz e ­
c h o d z i p rz e z  p u n k t p r z e c ię c ia  p ro s ty c h  =  0 i  L2= 0 , 
j e ż e l i  t e  p ro s te  p r z e c in a ją  s ię ,  a j e s t  do n ic h  rów­
n o le g ła ,  j e ż e l i  są ró w n o le g łe .

warunek (2 6 ) możemy te ż  z a s tą p ić  innym  w arunkiem
równoważnym®

Równanie (2 6 i n a p isa n e  szczegó łow o ma p o s ta ć

iAl t l +A2t 2+A3t 3*x+^ L t l +B2t 2+a3t 3 * y ^ l t l +ĉ t 2+C3t 3 * 0
Z p o s ta c i te g o  ró w n a n ia  w y n ik a , że je s t  s p e łn io n e  przy 
w s z e lk ic h  x  i  y ,  j e ż e l i  je d n o c z e ś n ie

Al ^ i  + A2^2 "** A ^ t^  — O,

Bl ^ l  **" ^2 %2 B3^*3 ”  0 ,
C ^ i  C2 t 2 + C j t j  S 0 .
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Warunkiem kon iecznym  i  d o s ta te cznym  is t n ie n ia  ro z ­
w iązań  t - ^ j t g j t ^ ,  n ie  w s z y s tk ic h  rów nych z e ru ,  j e s t  
w arunek

A1 * Bl»  C1

A'2 9 ^ 2 1

^5  ? ^

S 0

tw ie rd z e n ie  w ię c  o t r z e c h  p ro s ty c h  n a le ż ą c y c h  do 
Pęku możemy w ypo w ie dz ieć  w p o s ta c i :
J e ź e l i  dane są  t r z y  ró ż n e  p r o s te :

A j *  + B^y + ^  s  0 ,

A2x  + B2y  + C2 s  0 ,

A^x ♦  B^y + s  0 ,

w arunkiem  kon iecznym  i  do s ta te cznym  na t o 9 by te  
*y  p ro s te  n a le ż a ły  do jednego  pęku je s t

■^18 B*19 G1

‘2» 9 G2 

'5 9 C1A^ $ Br- g G

P rzyk ła d ®  Z tw ie rd z e n ia  o t r z e c h  p ro s ty c h  n a le — 
^ ° y c h  do pęku możemy s k o rz y s ta ć  w dowodach m etodą 

g e o m e tr i i  a n a l i t y c z n e j  tw ie rd z e ń ,  znanych z g e o m e tr i i  
S ffie n ta rn e j, o p rz e c in a n iu  s ię  w jednym  p u n k c ie  t r z e c h  

jo d k o w y c h  t r ó j k ą t a ,  t r z e c h  w y s o k o ś c i, t r z e c h  syme- 
r ^ ln y c h  boków lu b  t r z e c h  dw u s ie cznych  ką tów  t r ó j k ą t a .

Q P rz y k ła d u  wykażemy, że l i n i e  środkow e t r ó jk ą t a  

^ w ie r z c h o łk a c h  A ( - l f - 3 ) f B (2 , - 2 ) ,  0 ( 1 ,4 )  p r z e c in a -  
^ ®i.ę w jednym  p u n k c ie .

Oznaczamy w sp ó łrzę d n e  środków  boków BC, AC, AB, o t r z y -  
flują c

A ’ ( 1 ) ,  B 9 ( 0 ,  j ) 1 C ( ( |  , -  | ) .

^  $ N a s tę p n ie  wyznaczamy ró w n a n ia  l i n i i  ś rodkow ych
» BBS i  CC* ja k o  p ro s ty c h  p rze ch o d zą cych  p rz e z  dwa

yUnk ty .
0 tP.

d u je m y  ró w n a n ia :
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8x -  5y ~ 7 = 0 ,
5x + 4y -  2 = 0 ,  (27 )

13x -  y  -  9 s  0«
Badamy, czy s p e łn io n y  j e s t  warunek p rz y n a le ż n o ś c i 
p ro s ty c h  AA’ , BB®, CC® do pęku p ro s ty c h  tzn® czy 
i s t n i e je  u k ła d  t r z e c h  l i c z b  t - p  t 2# t ^ s n ie  w s z y s t­
kich je d n o c z e ś n ie  rów nych  z e ru , że ró w n a n ie  

t 1 (8x-5y-7) + t 2 (5;x:+4y-2)+ t 3 (13x-y-9) = 0 ( 28 )
je s t  s p e łn io n e  tożsa m ośc io w o .
Bezpośrednio s tw ie rd z a m y , że u k ła d  ta k ic h  l i c z b  
is tn ie je ,  bo np® d la  t ^ ~ l , t 2= 1 i  s  *  1 równa­
nie (28 ) je s t  to ż s a m o ś c ią .

P ro s te  w ię c  (27) n a le ż ą  do jednego  pęku i  t o  do pę­
ku prostych p rz e c in a ją c y c h  s ię , ja k  t o  w y n ik a  z po­
sta c i ich  równań.

10. Równanie normalne p ro s te j»
W płaszczyźnie p ro s to k ą tn e g o  u k ła d u  Oxy dana je s t
prosta p .  Z p o c z ą tk u  u k ła d u  0 k re ś lim y  p ro s tą  n 
prostopadłą do p r o s te j  p i  p u n k t p r z e c ię c ia  p ro s ty c h  
p i n  oznaczamy p rz e z  S (rys® 88)®  P r o s te j  n n a d a je ­
my zwrot dodatni® Do w ybo ru  mamy dwa z w ro ty  ja k o  zw ro­
ty  dodatnie -  z w ro t od p o c z ą tk u  0 ku p r o s te j  p 9 c z y l i  
zwrot wektora OS lu b  z w ro t od p r o s te j  p do p o c z ą tk u

0 9 c z y l i  z w ro t 
w e k to ra  S C ,P ros­
t ą  n p rzechodzą ­
cą p rz e z  p o c z ą te k  

u k ła d u ,  p ro s to ­
p a d le  do p r o s te j  

p z p rz y ję ty m  
"^Sf zw rotem  doda tn im  

nazywamy o s i '  3 
n o r m a l n ą  
p r o s t e j  p.R ys*88
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Jako  z w ro t d o d a tn i o s i n p rzy jm u je m y  n a rs z ie  
*Wl>ot 0<ł p o c z ą tk u  0 ku p r o s te j  p .  J e ż e l ib y  p ro s te  

P rz e c h o d z iła  p rz e z  0 ,  w tedy  ja k o  z w ro t d o d a tn i 
p r z y ją ć  d o w o ln ie  je d e n  z dwóch m o ż liw ych  

^ o t d w  p r o s te j  n .  N ie c h  w e k to r  e b ę d z ie  w ektorem  
ednostkowym o s i n .

P o ło ż e n ie  p r o s te j  p w p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Gxy 
oóSt okr e ś lo n e p gdy znany j e s t  k ą t f  0 j a k i  tw o rz y  

t€ł ^2.Pmalna n z  o s i3 x  ° ra z  znana J e s t  m ia ra  w e k to - 
te  ^  WaSl§dem o s i  n  c z y l i  OS s  S » Wobec p r z y ję -  

So z w ro tu  d o d a tn ie g o  o s i  n  (od 0 ku  p r o s te j  p ) S 
c S d o d a tn ie  i  w yraża o d le g ło ś ć  p r o s te j  p od p o - 
2^ k u  u k ła d u ,

S  s
J e ż e l i  p ro s ta  p  p rz e c h o d z i p rz e z  Q,

Ple

0 .

Wykażemy, że rów naniem  p r o s te j  p j e s t  rów na -

W ^ x  cos f  + y  s i n y  -  S  ~ Q (28a)
° Wo^ 2 ie  wykażem y, że j e ż e l i  p u n k t n a le ż y  do p r o -  

Jeż P> t0  ^ eg°  wsP ^^rzędne  s p e łn ia ją  ró w n a n ie  (2 8 a ) , 
nde n a le ż y  do p r o s t e j ,  t o  je g o  w spó łrzędn e  

riari^a te g o  n ie  s p e łn ia ją «

^ ech  p u n k t P ( x ,y )  b ę d z ie  dowolnym punktem  p ła s z -  
i  p u n k t N je g o  rzu te m  p ro s to k ą tn y m  na p ro s tą  p „  
Badamy i lo c z y n  s k a la rn y  w e k to ra  jednos tkow ego  e1

* e k toi-a u p t o z y l i  é .  5 p ,

emy  (s t r« 4 2 )  i lo c z y n  te n  w yreźa  m ia rę  r z u tu  
oa* ra  na n (s k ła d o w ą  w e k to ra  151? względem
v n ) *

' « • U

p>Ł d s NP

P unkt P n a le ż y  do p r o s te j  p ,  to  

e .  VP
Punkt P n ie  n a le ż y  do p r o s te j  p ,  t o  

e » OF -  & ♦  d ,

i  j e s t  d o d a tn ie ,  gdy p u n k t P le ż y  na 
z  p rz e c iw n e j s t ro n y  p r o s te j  p ,  a n iż e l i  

u k ła d u  ( ja k  na r y s *  88)5 d j e s t  u jem ne, j e ż e l i
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F le ż y  z t e j  samej s t ro n y  p r o s te j  p 8 co p o c z ą te k
układu®

Poniew aż sk ładow ym i w e k to ra  e są l ic z b y  c o s y  
i  s i n y  9 a w e k to ra  OP l i c z b y  x  i  v P w ię c  możemy
n a p is a ć  i »

X) w p rz y p a d k u , gdy P ( x 9y )  n a le p y  do p r o s te j  p
' x  cos y  + y  s in  |  J

lu b
x  cos y  + y  s in  y  -  d » 0 ,

a t o  z n . ,ż e  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  P s p e łn ia ją  ró w n a n ie  ( 2 8 s ) ,

2 ) w p rz y p a d k u 9 gdy P ( x ,y )  n ie  n a le ż y  do p r o s te j  p ,
to

x  cos jP ♦  y  s in  y  = + d
lu b

x  cos y  ♦  y  s in  y  -  J  s  d 8
a t o  z n a c z y , że w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  P n ie  s p e łn ia ją  
ró w n a n ia  (28a) «

Równanie p r o s te j  p w p o s ta c i

x  cos y  y  s in  y  -» •̂  »  Q
nazywamy r ó w n a n i e m  n o r m a l n y m  p r o s te j  
lu b  rów naniem  Hess ag o® IX ró w n a n iu  tym  cos y  i  s in  y  są 

co s ln u sa m i k ie ru n ko w ym i o s i  n o rm a ln e j,  na k t ó r e j  ja k o  
z w ro t d o d a tn i u s ta lo n o  z w ro t od p o c z ą tk u  u k ła d u  ku  p ro s ­
t e j  (w wypadku p r o s te j  n ie  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  0 ) ,  a S  
j e s t  o d le g ło ś c ią  p r o s te j  od p o c z ą tk u  układu®

P rz y k ła d y »  1 ,  J e ż e l i  oś norm a lna  p r o s te j  p tw o­
r z y  z o s ią  x  k ą t  y  -  3Qi; i  p ro s ta  p o d c in a  na o s i  n  
o d c in e k  d łu g o ś c i 5 je d n ® f to  ró w n a n ie  p r o s te j  p ma 
p o s ta ć  :

2®. J e ż e l i  oś n  tw o rz y  z o s ią  x  k ą t  _y sc 1350 

i  o d le g ło ś ć  p r o s te j  p od p o c z ą tk u  u k ła d u  równa s ię  

4 ja d n ® 3 t o  ró w n a n ie  p r o s te j  p ma p o e ta ćs
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Z k o le i  ro z p a trz y m y  ró w n a n ie  p r o s te j  p w p o s ta ­
c i  n o rm a ln e j p rz y  z a ło ż e n iu 9 że ja k o  oś no rm a lną  
p r z y ję ta  p ro s tą  o z w ro c ie  doda tn im  p rzee iira ym  do 
z w ro tu  p o p rz e d n io  p r z y ję te g o 9 tzn® o z w ro c ie  doda­
tn im  od p r o s te j  p ku  p u n k to w i Q (ry s „  @9)» Oś o ta k

Bys» 89
na oś n-, 3 J e ż e l i  P n a le ż y  do p r o s te j

e s & OP — — <$

u s ta lo n ym  zw ro­
c ie  doda tn im  
oznaczmy p rz e z  

a l»  J e j k ą t  z 
o s ią  x  p rz e z  y  9 
o d le g ło ś ć  p ro ­
s t e j  p od po­

c z ą tk u  u k ła d u  
c z y l i  I OS I p rz e z  

$  a Badamy i l o ­
czyn  s k a la rn y  

e ” o £5F > 

c z y l i  m ia rę  r z u ­
t u  w e k to ra  OF 

P , to

J e ż e l i  P n ie  n a le ż y  do p r o s te j  p* to
e s • EF •  •  £  + d s

g d z ie  d = NP i  j e s t  ujemnej, gdy p u n k t P le ż y  na p ła s z ­
c z y ź n ie  z p rz e c iw n e j s t ro n y  p r o s te j  p n iż  p o c z ą te k  
u k ła d u „ d o d a tn ie  => gdy z t e j  sam ej s t ro n y  co 0 , 
Składow ym i w e k to ra  T3F są l ic z b y  x  i  y  5 w e k to ra  e f 
l i c z b y  cos y f  i  cos f 9 g d z ie  ^  j e s t  kątem  o s i  

z  o s ią  y<> Poniew aż y ^ s  TC ** y  ^ s *  f  w^ c

cos *  -  cos i  cos p  -  -  s in  JP 

W yraża jąc  i lo c z y n  s k a la rn y  e ł * ZSP p rz e z  sk ładow e 
czy n n ik ó w * otrzym am y d la  punktów  P ( x 9y )  n a le ż ą c y c h  do
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p r o s te j  p

lu b

d la  punktów  P ( x gy ) n ie  n a le ż ą c y c h  do p r o s te j  p

je s t  rów nan iem  norm alnym  p r o s te j  p e j e ż e l i  ja k o  

oś no rm a lną  p rzy jm u jem y p ro s tą  o z w ro c ie  doda tn im  
od p r o s te j  p ku p o c z ą tk o w i u k ła d u  0»

Każdą p r o s tą p z a le ż n ie  od z w ro tu  d o d a tn ie g o  o s i  
n o rm a ln e j, możemy o k r e ś l ić  p rz y  pomocy dwóch równań 
w p o s ta c i  n o rm a ln e j o P orów nu jąc  o b ie  p o s ta c ie  rów-» 
nań no rm a ln ych  t e j  samej p r o s te j  (28 ) i  (29 ) w id z i -  
my9 że od je d n e j p o s ta c i  możemy p rz e jś ć  do d r u g ie j „ 
z m ie n ia ją c  z n a k i wyrazów ró w n a n ia  na p rz e c iw n e a 
Równanie p r o s t e j9 d la  k t ó r e j  ja k o  oś no rm a lną  prsy®  
ję t o  p r o s tą  o z w ro c ie  do da tn im  w e k to ra  BET tym  s ię  
c h a r a k te r y z u je p że w yraz  w o ln y  / -  S /  j e s t  u jem ny; 
p rz y  z w ro c ie  SU ja k o  z w ro c ie  doda tn im  o s i  no rm a l­
n e j w yraz  w o lny  ♦  S j e s t  d o d a tn io  

P rz y k ła d *  J e ż e l i  p ro s ta  p j e s t  oddalona o.d p o c z ą tk u  
u k ła d u  o 3 je d n s i  je d n a  z j e j  o s i n o rm a ln ych  n  tw o rz y  
z o s ia m i u k ła d u  k ą ty  <f> s  60° i  f  *  30° 0 t o  równaniem  
norm alnym  t e j  p r o s te j  j e s t

J e ż e l i  m ając t ę  sa ifą  p r o s tą 9 ja k o  oś no rm a lną  
p rz y jm ie m y  'p ro s tą  n-j o z w ro c ie  doda tn im  przec iw nym  

do z w ro tu  o s i a  ( r y s o9 0 ) f, t o  oś a« tw o rz y  z  o s ia m i 
u k ła d u  k ą ty  <Ą « 120° 9 *  150° 0 a m ia ra  w e k to ra  U§
względem o s i równa s ię  *»3®

lu b

Równanie w ię c

z  cos f  -  y  s in  f  *  S ~ 0 (29 )

1 ^
x  ® 2  *  $ °
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Równaniem nor~

T w ie rd z e n ie  o d w ro tn e : K ażde -rów nan ie  p o s ta c i 
i* x  + s '»y + t  s  0 , (30)

g d z ie  r 2 + s 2 = 1 ,  j e s t  równaniem  norm alnym  p r o s t e j , 
k t ó r e j  oś no rm a lna  ma ja k o  c o s in u s y  k ie ru nko w e  l ic z b y  
r  i  s i  k t ó r e j  o d le g ło ś ć  od p o czą tku  u k ła d u  równa

s ię l t l .
Dowód : Wykażemy t że p o tra f im y  skonstruow ać p ro ­

s tą  p> d la  k t ó r e j  ró w n a n ie  (30) je s t  równaniem  n o r -  

nialnym»
W u k ła d z ie  Oxy ob ie ram y pu n k t J ( r , s ) .  W ektor 

Od je s t  w ektorem  jednostkow ym , z z a ło ż e n ia  bowiem 

OJ = V r 2 + s 2k = 1* Oś, k tó rą  w e k to r OJ o k re ś la ,  
P rzy jm u jem y ja k o  oś n .  C os inusy  k ie ru nko w e  t e j  o s i 
równe są składowym w e k to ra  OJ, są w ię c  równe r  i  s 0 

o s i n ta k  o b ra n e j,  odkreś lam y o d c in e k  OS i  t o  na 
P ó ło s i d o d a tn ie j ,  j e ż e l i  t  < 0 ,  na p ó ło s i  u je m n e j, 
j e ż e l i  t  > 0 . P rzez  p u n k t S prow adzim y p ro s tą  p 

P ro s to p a d łą  do o s i n ,
 ̂ m yś l rozw ażań p o p rze d n ie g o  u s tę p u  ró w n a n ie  norms-t-
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na t a j  p r o s te j  ma p o s ta ć  (3 0 ) 0 w ię c  ró w n a n ie (30) 
p rz e d s ta w ia  p ro s tą  p s

S prow adzen ie  ró w n a n ia  o g ó l n e g o  p r o ­
s t e j  d o  p o s t a c i  n o r m a l n e j .
.Rozwiążemy n a s tę p u ją c e  zadan ie?  M a jąc  dane ró w n an ie  
o g ó ln e j p r o s te j

Ax ♦  3y + C = 0 ,

s p ro w a d z ić  je  do p o s ta c i n o rm a ln e j.

.Rozw iązanie? mnożymy o b ie  s t ro n y  ró w n a n ia  ogó lnego 
p r o s te j  p rz e z  l ic z b ę  y  „ o trz y m u ją c

^ A x  + y  %  * y  G S 0  (31)

Na p o d s ta w ie  o s ta tn ie g o  tw ie r d z e n ia ,  ró w n a n ie  to  bę­
d z ie  równaniem  p r o s te j  w p o s ta c i no rm a ln e j* , j e ż e l i  
c z y n n i k y  ta k  dob ie rzem y e by

*  ( / *  B )2 -  1( /  A )2
O b l ic z a ją c y  z tego  z w ią z k u s otrzymam y dw ie  w ar­
t o ś c i  na y  ró ż n ią c e  s ię  znak iem ;

/ ' ' i  ‘  — T = r = .. ’Z1 2
V  a 2* b 2 -  V A b 2>

Zatem ró w n a n ie  o g ó ln e  p r o s te j

Ł it By 4« c s o
Sprowadzamy do p o s ta c i no rm a ln e j* , mnożąc s t ro ity  równa­
n ia  ogó lnego  p rz e z  y # lu b  y £ f o trz y m u ją c

-M S 3& LŁ £ _  B 0

+ V a V ?
lu b

(32a)

t o  *  By + G

- Y I F T e?
(3 2 b )

Z p o s te c i ró w n a n ia  (3 2 a )w y n ik a 8 że oś no rm a lna  p ro ­
s t e j  ®a c o s in u s y  k ie ru n k o w e  równe
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z p o s ta c i zaś (32b ) , że c o s in u s y  k ie ru n ko w e  o s i są
równe

- Y F -♦  B2 - V  A2 + 3 2'
W idz im y , że c o s in u s y  k ie ru n ko w e  o s i  no rm a ln ych  ró ż n ią  
s ię  zn a ka m i, co  zgodne je s t  z ty m , że do k s ż d e j p ro ­
s t e j  można w y k re ś l ić  dw ie  o s ie  n o rm a ln e , p rz e c iw n ie  
s k ie ro w a n e 0 Wybór y t^ lu b  yUź p rz y  sp row ad zen iu  równa­
n ia  ogó lnego  do p o s ta c i n o rm a ln e j je s t  rów noznaczny 
z. wyborem jednego  z dwóch zw rotów  p r o s te j  n  ja k o  zw ro­

t u  d o d a tn ie g o *
Umówimy s ię ,  że w d a ls z y c h  ro z w a ż a n ia c h , p rz y  

sp ro w a d za n iu  ró w n a n ia  ogó lnego  p r o s te j  do p o s ta c i 
n o rm a ln e j, będziem y w y b ie ra ć  tę  spośród  dwóch w ar­

t o ś c i  c z y n n ik a  Jll 9 k t ó r e j  w ybór b ę d z ie  rów noznacz­
ny z wyborem ja k o  z w ro tu  d o d a tn ie g o  o s i n  z w ro tu  od 

p o c z ą tk u  u k ła d u  ku p r o s te j  p® W tym  c e lu  w inn iśm y 
ta k  dobrać , by wyraz w o lny  w uzyskanym ró w n a n iu  

norm alnym  b y ł  ujemny® Otrzymamy t o ,  j e ż e l i  p r z y j ­
miemy tę  w a r t o ś ć k t ó r e j  znak je s t  p rz e c iw n y  do 
znaku l i c z b y  C, występującej w ró w n a n iu  ogó lnym .
J e ż e l i  w ię c  dane j e s t  ró w n a n ie  o g ó ln e " p ro s te j p®

Aa ♦  By + C s  0 ,
t o  rów nan iem  norm alnym  t e j  p r o s t e j ,  p o s ia d a ją c e j j a ­
ko  oś no rm a lną  p ro s tą  o z w ro c ie  doda tn im  od p o c z ą t­

k u  u k ła d u  do p r o s te j  p ,  j e s t  ró w n a n ie

Ax -» By ♦ C -  o 

(~ s ig R *C )V  A2+B2

Uwagat (-s ig n ® C ) czytam ys m inus signum  C.

P rz y k ła d y ;
1® S prow adza jąc  ró w n a n ie  ogó lne  p r o s te j  2 x -3 y+ 4 *0

«
do p o s ta c i n o rm a ln e j,  otrzymamy
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2z=2XŹ± - *  o lu b  ^ 2 Ł l2 d i -  s  0e

VI? - yr?
Z godn ie  z o s ta tn ią  umową będziem y p o s łu g iw a l i  s ię  
d rugą  p o s ta c ią  ró w n a n ia . P ro s ta  s k re ś lo n a  tym  równa­
niem  p o s ia d a  oś n o rm a ln ą 9 k t ó r e j  c o s in u s y  k ie ru n k o ­
we są równe :

cos ( f  *  -  — —  , cos y  *  s in  ( f  s  . u, 3 „

Y l 3 V I?
P ro s ta  j e s t  odda lona  od p o c z ą tk u  u k ła d u  o -4 = — j®Yl?
2 . Celem sp row adzen ia  ró w n a n ia  k ie ru nko w e go  p r o s te j  

3
y  5 + 2 do p o s ta c i  n o rm a ln e j,  p iszem y je  n a jp ie rw
w p o s ta c i  o g ó ln e j y  -  | x - 2  -  0 ,  a s tą d  uzysku jem y 
zg o d n ie  z umową po s ta ó  no rm a lną :

y -  -  2 y

( - s ig n • o . y

-  0 ,  c z y l i

15 + l
1
4

0

1 1 . O d le g ło ś ć  p u n k tu  od p r o s t e j .
W p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Oxy dana je s t  p ro s ta  p równa­
n iem  norm alnym

x  cos f  *  y  s in  ( f S « 0
o ra z  p u n k t

Mamy wyzna­
czyć  o d le ­
g ło ś ć  p u n k tu  
PQ od p ro ­
s t e j  p 0

O d l e g ł o ś ­
c i ą  w z g l ę ­
d n ą  p u n k tu  ? c 

od p r o s te j  p 
nazywamy sk ładow ą 
s k a la rn ą  w e k to -
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r a  NP względem  o s i n ,  O d le g ło ść  ta  j e s t  d o d a tn ia , 
gdy PQ z n a jd u je  s ię  z p rz e c iw n e j s t ro n y  p r o s te j  
n iż  p o c z ą te k  u k ła d u , ujemna gdy PQ z n a jd u je  s ię  

z t e j  sam ej s t ro n y  p r o s te j  p ,  co p u n k t 0®
Na s t r o n ie  134» p rz y  w yprow adzan iu  ró w n a n ia •n o rm s l”  

nego p r o s te j  , o trz y m a liś m y  t. że
NP o = x 0 cos f  + y Q s in  f  -  $

O d le g ło ś ć  w ię c  w zg lędna p u n k tu  P (x oSy o ) 0(  ̂ p r o s te j  
x  cos *  y  s in  (p *» S 25 0 

równa s ię  w a r to ś c i le w e j s t ro n y  ró w n a n ia  norm alne*“ 
go p r o s t e j ,  w k tó r ą  za x  i  y  w staw iono  w spó łrzędn e

p u n k tu  P0 ( * 0 , y 0 ) .
J e ż e l ib y  p ro s ta  p b y ła  dana w p o s ta c i o g ó ln e j, 

to  chcąc w yznaczyć o d le g ło ś ć  p u n k tu  P0 (x 0 *y0 } 0<̂  
p r o s te j  p ,  napiszem y n a jp ie rw  j e j  ró w n a n ie  w p o s ta ­

c i  n o rm a ln e j, o trz y m u ją c
Ax +- By + C .. — o

( - s ig n .C ) V  A2+B2 '
’•Vtedy o d le g ło ś ć  w zg lędna  p u n k tu  P0 od p r o s te j  p 

w y ra z i s ię  wzorem

NP =o
Axo + Qy 0 + °

( - s ig n e,C ) 'V A ^ °
O d l e g ł o ś c i ą  z w y k ł ą ,  k ró tk o  o d le g ło ś c ią  
P unktu  PQ od p r o s te j  p nazywamy d łu g o ść  o d c in ka  |NPl « 
O d le g ło ść  zw yk ła  równa s ię  o c z y w iś c ie  be sw kg lęd ne j 
w a r to ś c i o d le g ło ś c i  w z g lę d n e j,  w yraża s ię  w ię c  

Wzorem

lu b
I NP | »  | x c o s  f  ♦  y 0 s i n  <f ¿1

in p 0 i =

o
|Ax ♦ B y . + C J

Y â T b*
P rz y k ła d .  M a jąc p r o s tą  9x°*12y-^2s 0 o ra z  p u n k t 

Po ( - 3 , 5 ) ,  z n a le ź ć  o d le g ło ś ć  p u n k tu  od p r o s te j*
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R ozw iązan ies

NP.
Ax +E(y +C o ''O

( -  s ig n .  C

-2 ? ~ 6 0 *2  _ §5l _ IZ

» Y s i + u ?  15 5
P unk t PQ le ż y  z p rz e c iw n e j s t ro n y  p r o s t e j ,  a n iż e l i
p o c z ą te k  u k ła d u .

12 . O d le g ło ś ć  dwóch p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h . 
O d le g ło ś c ią  dwóch p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  p i p ®  nazy­
wamy d łu g o ść  o d c in k a  p r o s te j  p r o s to p a d łe j do obu rów ­
no le g ły c h 9 zaw artego  m iędzy ty m i ró w n o le g łym i®
W p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  0xy p ro s te  ró w n o le g łe  mogą z a j ­
mować je d n o  z n a s tę p u ją c y c h  p o ło ż e ń ;
1) P o czą te k  u k ła d u  z n a jd u je  s ię  z je d n e j stroim y obu 
p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  (rys®  92 a i  b ) .

W tym  p rzyp a d ku  o s i no rm a lne  n  i  n 9 p ro s ty c h  p i p ®  
są te  same9 równe są  w ię c  ró w n ie ż  i c h  c o s in u s y  k ie ­
runkow e , c z y l i

cos «  cos f *
s in  (p 85 s in  p *

Równania no rm a lne  p ro s ty c h  p i  p* m a ją  p o s ta ć
x  cos p  *  y  s in  f  -  J  -  0 
x  cos p  + y  s in  y> -  S  f  0 . 

O d le g ło ś ć  d p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  równa s ię  r ó ż n ic y  
ic h  o d le g ło ś c i  od p o c z ą tk u  u k ła d u p co nSe u w z g lę d n ia -

/
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j<ąc k o le jn o ś c i  p ro s ty c h  p i p '  możemy z a p is a ć
d =J I

2) P o c z ą te k  u k ła d u  z n a jd u je  s ię  m iędzy p ro s ty m i 
ró w n o le g ły m i (rys®  9 3 ) .

O si no rm a lne  
n i  n* w tym  
p rzyp e d ku  ma­
ją  z w ro ty  p rz e ­
c iw n e j wobec 
te g o  ic h  c o - 
s i  nusy k ie ­
runkow e ró ż ­
n ią  s ię  zna­
ka m i, c z y l i  

cos 5 ^ 's -C O S ^ , 
s in  y * ~ - s l n f . 

R ys. 93 Równania

no rm a lne  p ro s ty c h  p i p 1 m a ją  p o s ta ć

x  cos y  + y  s in  y  -  $  » 0 
- x  cos f  -  y  s in  <f -  S ’™ o 

O d le g ło ś ć  d p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  równa s ię  sumie 
ic h  o d le g ło ś c i  od p o c z ą tk u  u k ła d u , c z y l i

d » < r  + S
3) Jedna z p ro s ty c h  p rz e c h o d z i p rz e z  p o c z ą te k  u k ła ­
du* W tym  p rzyp a d ku  o d le g ło ś ć  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  
równa s ię  o d le g ło ś c i  d r u g ie j  p r o s te j  od p o czą tku  
u k ła d u .
P rz y k ła d y :

1» Wyznaczyć o d le g ło ś ć  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  
3x -i- 4y -  4 s  o i  6x + 8y  »  1 s  0 . 

R o z w ią z a n ie ? : Sprowadzamy ró w n an ia  danych p ro s ty c h  
do P o s ta c i n o rm a ln e j,  o trz y m u ją c  :

= 0 i  Ś Z i f p ł -  = 0 .

2 p o s ta c i ty c h  równać w n io sku je m y , że p o c z ą te k  u k ła -
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du z n a jd u je  s ię  po je d n e j s t r o n ie  obu p ro s ty c h -, 

wobec te g o

a '  l f  -  i s l  ~ V5

2 . W yznaczyć o d le g ło ś ć  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  
x  -  3y -  6 s  Q i  2x -  6y + 9 s  0 . 

R o zw ią za n ie : S praw dza jąc ró w n a n ia  do p o s ta c i n o rm a ln e jf

otrzym am y :
x  -  3y -  6 _ _  o x 2 x ^ J x _ j_ 9

Y T o1 " - YTo1
0

C os inusy  k ie ru nko w e  o s i  no rm a ln ych  r ó ż n ią  s ię  znaka­
m i , wobec te g o  p o c z ą te k  u k ła d u  z n a jd u je  s ię  m iędzy 

p ro s ty m i i
d = YTo 2 YTo

_  21Y T o
20

1 3 . K a t m iędzy dwiema p ro s ty m i.
Dwie p r o s ie  p rz e c in a ją c e  s ię  p i p *  tw o rz ą  dw ie 

p a ry  ką tów  w ie rz c h o łk o w y c h . J e ż e l i  n i  n s są o s ia m i 

no rm a lnym i ty c h  p ro s ty c h  ( r y s .  93©) 9 t o  k ą t  je d n e j p a ry
ką tów  w ie rz c h o łk o ­

wych równy je s t  
k ą to w i m iędzy o s ia ­
m i n i  n s f a tym  
samym k ą to w i m ię­
dzy w e k to ra m i j e ­

dnostkow ym i e i  e* . 
K ą t d r u g ie j  p a ry  
ką tów  w ie r z c h o ł-  
kowych ^  je s t

%■ rów ny k ą to w i m ię­
dzy w ek to ram i 

Rys» 93 a e i  - e * .
J e ż e l i  p ro s te  p i p ’ są  o k re ś lo n e  ró w n an ia m i

x cos y  + y  s in  <p -  $  ~ Qf 
x  cca  y 7*  y  s in  y ' - Oj
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t o  c o s in u s y  k ie ru n ko w e  w e k to ra

e są równe cos , s in  (p , 
e ’ '* " cos s in

- e ’ * « -c o s  y ; 8~ s in  < ff .t
S to s u ją c  w zory  w y ra ż a ją c e  c o s ln u s  i  s in u s  k ą ta  m iędzy 
w ek to ra m i p rz e z  c o s in u s y  k ie ru nko w e  ty c h  w ekto rów  
( s t r . 49 ) ,  otrzymam y w zo ry  na k ą t m iędzy p ro s ty m i:

cos = “ (cos ( f  cos <pf + s in  ^ s i n  j f f) ( 33)
s in  i> -  | cos J ^ s in  <ff  -  cos j ^ s i n  <p\ ( 34 )

• le ż e l i  p ro s te  p i  p * są o k re ś lo n e  rów nan iam i

Ax + By + C = 0 
A ®x+B *y + C»= O, 

to  c o s in u s y  k ie ru n ko w e  w e k to ra

e są równe
"c -a ig n C )V  ' ’

0

C - s ig n C ) V iŁ+ B2

e » * » A» B®

(-s ig n C » )Y  A?+B»2 ( - s ig n C »)*V A»2«-B»2

e * «■ tr . A» B»

( + s ig n C ') V A , 2+B, 21 (+ s ig n C »)V "a »2+B»2’  
^ z o ry  w ię c  w y ra ż a ją c e  k ą t m iędzy p ro s ty m i w tym  
S p a d k u  p rz y jm u ją  p o s ta ć :

J e ż e u
*ym i

COS l?* - AA» + BB»

V  A2*B 2 Y a ®2*B *2
(35)

s in  - i AB» -  A®B 1 (36)
V  A2-aB2' V  A * 2* B 9 2"

p ro s te  p i  p® są s k re ś lo n e  ró w n an ia m i ki©runko™

y  s  ex > b ,  

y  “  a *x  + b ®1
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t o  w yzn a cza ją c  c o s lm is y  k ie ru n ko w e  w ekto rów  e 9 e p , - e 89 

podobn ie  ja k  w p rzypad ku  równań o g ó ln y c h D mamy

« + 1 *
COS *  -  ........ (3 7 )

s in  s

t g  V "

U ł  “  s i

V T + a

ę ln  ^  K J  a 9«»a 
cos V? 1+aas

9 (38)

(39)

14® W aru nk i ró w n o le g ło ś c i 1 p r o s to p a d ło ś c i dwóch
prostych»

1® J e ż e l i  p ro s te  p i  p '  są o k re ś lo n e  rów nan iam i
Ax -t- By G ™ O*
A 8x *  B 9y+ C*~ o ,

to  w arunkiem  kon ieczny®  i  dos ta tecznym  ró w n o le g ło ś c i 

ty c h  p ro s ty c h  je s t

e l n  i> -  .  0>

c z y l i  AB8 -  A®3 s  0» 
co j e s t  równoważne w arunkow i

£ .  = | ,  . (40)

Warunek te n  o trz y m a liś m y  ju ż  na s tr®  121 g d y s k u tu ją c  
l ic z b ę  ro z w ią z a ń  u k ła d u  dwóch równań l in io w y c h .  
W arunkiem kon iecznym  i  d o s ta te cznym  p r o s to p a d ło ś c i 

p ro s ty c h  p i p *  j e s t

cos AA* BB8

V Y ^ 2*B *2
2  0 ,

c z y l i  AA9 + BB9 s  0
2® J e ż e l i  p ro s te  p o p 5 są  o k re ś lo n e  ró w n a n ia m i

y  s  a  4 b

y  -  + b %

(41)
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t o  w arunek ic h  ró w n o le g ło ś c i p rz y jm u je  p o s ta ć
8 = 8 » ,  (42 )

a w arunek p ro s to p a d ło ś c i
1 + aa’ ® 0

lu b

a '  *  -  -  (43 )
a

Z w arunku p r o s to p a d ło ś c i p r o s ty c h ,  gdy p ro s te  są 
o k re ś lo n e  ró w n an ia m i k ie ru n k o w y m i, będziem y c z ę s to  
k o r z y s ta ć .  Warunek te n  możemy w y s ło w ić  n a s tę p u ją c o : 

W arunkiem kon iecznym  i  do s ta te cznym  p ro s to p a d ło ś c i 
dwóch p ro s ty c h  j e s t ,  by w s p ó łc z y n n ik  k ie ru n ko w y  je *  

d n e j p r o s te j  ró w n a ł s ię  o d w ro tn o ś c i w s p ó łc z y n n ik a  
k ie ru nko w e go  d r u g ie j  p r o s te j  ze znakiem  p rzec iw nym . 
P rz y k ła d y :
1 .  P rzy  j a k i e j  w a r to ś c i m. p ro s te

mx -(2 m  -  3 )y  + 3 - 0  
(2m +5)x + (m+6)y - 2 = 0  

są a) ró w n o le g łe ,  b ) p ro s to p a d łe ?  
e) P ro s te  są ró w n o le g łe ,  gdy s p e łn io n y  j e s t  warunek

m -  t 
2m + 5 m + 6

c z y l i  gdy ra = 1 lu b  m = -3«
b) P ro s te  są p ro s to p a d łe ,  gdy s p e łn io n y  je s t  w arunek

m(2m+5) -  (2mr-3) (m+6) *  0 
c a y l i ,  gdy m = |  . 2

2 . Z n a le źć  ró w n a n ia  t r z e c h  w yso ko śc i t r ó jk ą t a  o w ie rz ­
c h o łk a c h  A ( - l , - 3 ) ,  B ( 2 , - 2 ) , 0 ( 1 ,4 )  i  w ykazać , że 
te  w ys o k o ś c i p r z e c in a ją  s ię  w jednym  p u n k c ie . 
Wyznaczamy ró w n a n ia  p r o s ty c h ,  p o k ry w a ją c y c h  s ię  

z bokam i t r ó j k ą t a ,  ja k o  p ro s ty c h  p rzecho dzącycżh  

p rz e z  dwa dane p u n k ty ,  © trzym u jem y:
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d la  p r o s te j  BC ró w n a n ie  y
»1CA

AB

y * 
y *

-  6x 

¥ + 

¥  *

+ 10 
1 
2 
8 
3

Wyznaczamy ró w n a n ia  p ro s ty c h .p o k ry w a ją c y c h  s ię  z wy­
s o k o ś c ia m i t r ó j k ą t a ,  P ro s tą  p rzechodzącą  p rz e z  w ie rz c h o ­
łe k  A p ro s to p a d le  do boku BC oznaczamy p rz e z  h  ,  P ro s ta  

h_ p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k t A , w ię c  j e j  ró w n a n ie  możemy
u

n a p is a ć  w p o s ta c i
y  + 5 *  m (x + 1 ) .

W sp ó łczyn n ik  k ie ru n k o w y  m z n a jd u je m y , k o rz y s ta ją c  
z w arunku p ro s to p a d ło ś c i h_ do p r o s te j  BC. W sp ó łczyn n ik  

m równa s i |  o d w ro tn o ś c i l i c z b y  -6  ze znakiem  p rzec iw nym , 
c z y l i  m = £ .
Równaniem p r o s te j  ha je s t

y  O  = 5 (x  + 1 )

lu b  w p o ę ta c i k ie ru n k o w e j

y  =  ¥  ~  ^

P o s tę p u ją c  podobn ie  d la  p ro s ty c h  p rze ch o d zą cych  p rz e z  
w ie r z c h o łk i  B i  C o trzym u je m y :

d la  p r o s te j  h^ ró w n a n ie  y  -  -  j^x -  i p ,

"  ” h  "  y  »  -  3x + 7c
D la  u d o w o d n ie n ia , że w yso ko śc i t r ó j k ą t a  p r z e c in a ją  
s ię  w jędrnym p u n k c ie  n a le ż y  w ykazać , że d la  p ro s ty c h  
ha , h ^ ,  h Q s p e łn io n y  j e s t  w arunek p rz y n a le ż n o ś c i do 
jed neg o  pę ku .
I s t o t n ie  p is z ą c  ró w n a n ie

t 1 (x -6 y -1 7 )+  t 2 (2x+7y+10)+  t ^ ( 3X+ y -7 ) =  0 ,

s tw ie rd za m y  b e z p o ś re d n io , że i s t n i e je  u k ła d  l i c z b
2 2 - 2t-^ ,  t 2 , t ^ ,  s p e łn ia ją c y c h  warumek t ^  + t 2 + t ^  > 0 , 

że ró w n a n ie  to  j e s t  s p e łn io n e  d la  w s z y s tk ic h  w a r to ś c i 
x  i  y .  Układem ta k ic h  l i c z b  śą n p , l ic z b y  t ^  s  1 ,  t 2 = 1 ,  

t 5 = - 1 .
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15 . D w usieczne katów  m iedzy dwiema p ro s ty m i.
M a jąc  dw ie  p rz e c in a ją c e  s ię  p ro s te  p i p 5 o k r e ś lo ­

ne ró w n a n ia m i no rm a lnym i
x  cos <f + y  s in  <f -  $  ~  0 , 
x  cos y  s in  tp *- £  s  0 

wyznaczymy ró w n a n ia  dw us iecznych  k ą tó w 9 u tw o rzo n ych  
p rz e z  p ro s te  p i  p 5®

J e ż e l i  A f i  X2 s p e łn ia ją  warunek A*+ X *>Q t t o

ró w n a n ie
A f (x  cos + y  s in  p  ~ £  )+ Ą , (x  cos y  s in  ) * 0  (44 )

p rz e d s ta w ia  pęk p ro s ty c h  p rzecho dzących  p rz e z  p u n k t 
P rz e c ię c ia  s ię  p ro s ty c h  p i  p s® Wśród pęku ty c h  p ro s ­
ty c h  z n a jd u ją  s ię  ró w n ie ż  dw usieczne k ą tó w , k tó r y c h  
nów nania chcemy wyznaczać® Równania dw us iecznych  o t r z y -  
niamy z ró w n a n ia (44 ) o b ie ra ją c  odpow iedn io  w a r to ś c i 

Af i  \ z .
Celem do kona n ia  n a le ż y te g o  w yboru  w a r to ś c i l i c z b

posta ram y s ię  n a jp ie rw  poznać ic h  sens g e o - 
M e try c z n y .
^ ie £ h  p r o s ta  1 b ę d z ie  p ro s tą  pęku (44) i  n ie c h  p u n k t 

P (x 0 ,y  ) b ę d z ie  punktem  t e j  p r o s t e j ,  różnym  od p u n k tu  
P rz e c ię c ia  s ię  p ro s ty c h  p i p *  (rys®  94)® P unkt 

P ^x 0 »yo ) s p e łn ia  ró w n a n ie  (44 ) mamy w ię c ,  że

^ f ( x  o cos (f> + y Qs in  

a le

i  °

* °b e o  te g o  °

y - s  ) + A2(x0 COS p 94y0e in  f ' -  ,

cos jP  + yQ s in  J? -  £  *  j^p 

cos (p* +yQ s in  £  "  NfP,

akąd
A , NP + A2 n »p  -  o ,

A l  s  ™ N8P
N P

jQ ź e l i p u n k t P n a le ż y  do je d n e j z dw us iecznych  kątów
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utworzonych przez 
p i  P% to  
£MPI « fN9Pj 9przy  
czym gdy punkt P 
leży  na dwusiecz­
nej kąt ów 8 na któ­
rych obszarze znaj­
duje s ię  początek 
układu O, to  NP 
i  N9P są jedna­
kowych znaków9 gdy 
natomiast należy 

do d w u s ie c z n e j d r u g ie j  p a ry  k ą tó w 6 nie zawierających  
p o c z ą tk u  u k ła d u j, t o  NP i  N9F są znaków przeciwnych 
( r y s .  95)=

W pierwszym przy pad* 
ku stosunek 
N*P s NP® l t a

i »  -  1} w dru-

gim przypadku 
l i8P: K P s - l f a

= + 1 »Obiera­
jąc  więc Af i  Ayj w 
równaniu (44) takp
by *  -  1 8 o t r z y '
mamy ró w n a n ie  dwu- 

Hys® 95 ♦ s ie c z n e j d „ zaś
d la  «  *  1 otrzymam y ró w n a n ie  d w u s ie c z n e j d 9.

P rz y jm u ją c  1 9 X2 “  - 1  o ra z  A ? s  1» 1  maąy
ró w n a n ia  d w u s ie czn ych ;

s. cos ( f  ^  y  s in  <jP -  S  — (x  e o s ^ *  y  s in  S f )ssQ (4 ^

J e ż e l i  p ro s te  p 1 p 9 dane są ró w n an ia m i ogólnymi
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Ax + By + C » O,
A’x + B’y + Cs~ 0,

to przekształcając je na równania normalne otrzymamy

Ax. + By + C s  Q A*x + B*y + C* ■ _Q

(-sigriC)"Va2 + Bćl C-signC)V A ,2 + B»2
zaó równania dwusiecznych możemy napisać w p o s ta c i

_ Ax *  By + C + Ą *x  + B ły . ■» C >

V a 2 -i- B2 V  A ’ 2 + B 82
lu b

Ax ł  Ęy ł  G _ + Ą»x + B*y + Gs ■

V ~ a 2 7 ?  y i ^ T ^

P rz y k ła d :

(46)

M ając ró w n an ie  p ro s ty c h  x -2 y -2 ~ 0  i  4x+-3y~12-0, 
n a p is a ć  ró w n a n ia  dw us iecznych  kątów  m iędzy ty m i p r c s ty -  
® i .  Dane ró w n a n ia  p ro s ty c h  p iszem y w p o s ta c i n o rm a ln e j:

V  5
0 , 4x *  3-V -  12 _

5
0

ja k o  ró w n a n ia  dw us iecznych  kątów  o trzym ujem y

~x -2 y ~ 2  _ 4x--t-3.Y-.12 • x~ 2 y -2  _ 4x+3y-12

Y T  ‘  5 ~ \ T T  ~ "  s

16» Równanie p r o s te j  we w s p ó łrzę d n ych  b iegunow ych«

M a jąc w u k ła d z ie  Gxy o k re ś lo n ą  p ro s tą  1 równaniem  
x  cos f  *  y  s in  (f>  -  S  = 0 ,

P rzy jm u jem y ja k o  oś b iegunow ą p ó ło ś , 0 x .
K o rz y s ta ją c  ze zw iązków  m iędzy w spó łrzędn ym i k a r tę -  
2J a ń s k im i i  b iegunow ym i ( s t r . 9 0 )

otrzymamy

c z y l i

x  = r  cos ex , y  ® r  s in  oo

r  cos oc cos y 5 -*• s in  oC s in  <jj> ~

r  cos ( oc — y  ) a
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lub
r s

i
co s ( CK. -  f  )

(47)

ja k o  ró w n a n ie  p r o s te j  we w s p ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych .

W ró w n a n iu  tym  8  i  < f są l ic z b a m i s ta ły m i d la  da ne j 
p r o s t e j ,  r  i c i  zm iennym i. Gdy k ą t OC z m ie n ia  s ię  od

0 do /  +

( r y s .9 5 s ) , to  
p u n k t P ( r Ofc ) 

p rz e b ie g a  p ó ł -  
p ro s tą  LIII. Gdy 
K ą t oc zm ie n ia  

s ię  od %  + f f  
do 2 J T ,to  P ( r ,0 6 )  

p rz e b ie g a  p ó ł -  
R ys . 95 a ^  p r o s tą  IM . Gdy

k ą t  oc dąży ( je d n o s tro n n ie )  do y  + lu b  ,
t o  cos ( )d ą ży  do z e ra ,  a p rom ień  r  dąży do n ie ­
s k o ń c z o n o ś c i; d ru g ie  ra m ię  k ą ta  o t dąży w tedy do po­
ło ż e n ie  ró w n o le g łe g o  do p r o s te j  1 .

17. Równania parametryczne p ro s te j.
1) Na p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Qxy n ie c h  b ę d z ie  dana 

p ro s ta  p p rzechodząca  p rz e z  p u n k ty  A U -^y -jO  i  B (x 2 »y2 ) 
( r y s . 9 6 ) .  Wykażemy, że ró w n a n ia m i p a ra m e tryczn ym i

p r o s te j  p są równa­
n ia

x » x 1- K x ~ - x . ) t
1 ^ 1 (48)

y » y 1+ (y 2- y i )  t

W tym  c e lu  wykaże­
my a ) , że d la  k s ż d e j 
w a r to ś c i  p a ra m e tru  t  
p u n k t P (x ,y )  o k re ś lo -  

R ys . 96 ny w zoram i (48)
le ż y  na p r o s te j  p ,  b) że d la  każdego p u n k tu
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i >0 (x o ,y Q) g na leżące go  do p r o s te j  p ,  można wyznaczyć 

ta k ą  w a rto ś ć  t 0 , że

x o = X1 + ^x 2 “  x l 5 t o*

y 0 = y i  + (^2  ~ ;yx } t o

a) N ie c h  t  b ę d z ie  dow olną l i c z b ą ,  w tedy w e k to r 

AP o k re ś lo n y  ró w n o ś c ią
AF ~ t  ® AB,

J®st k o l in e a rn y  z wektorem  AB® J e ż e l i  zaś w e k to r  AP 
J e s t k o l in e a rn y  z AB, t o  p u n k t P d la  k a ż d e j w a r to ś c i 
t  n a le ż y  do p r o s te j  p® Ponieważ w spó łrzędn ym i w e k to ra  AP 

Si4 l ic z b y  x  -  x ^ t y  -  y ^ s w e k to ra  zaś AB l ic z b y  x 2~x l>
V » w^ęc z ró w n a n ia  AF “  t  AS w y n ik a ją  rówm ania

x  -  x n *  t  (xp -  y ij)  »

y  -  y x = t  C,y2 -  y x )

lu b

x = X-, + (x£  ~ t ,

y  *  y i  + o 2 -  y x ) 1

b ) N ie c h  p u n k t P0 (x 0 ,y 0> b ę d z ie  punktem p r o s t e j !  
wte d y  w e k to ry  AP i  AB są k o l in e a rn e ,  i s t n i e je  w ię c  

ta k ie  t ' =  t Qf że°AP0 *  t Q AB,
czy l i  że

x Q s x 1 + (x 2 - Xx> t 0 ,

y 0 ~ y i  + ^ i } t o

^ te m  ró w n a n ia  (48) są ró w n an ia m i pa ra m e tryczn ym i 
P ro s te j p .

^ tc z b ę  t ,  k tó r a  równa s ię  s to su n ko w i m ia r  AP i  AB, 
Pozywamy p a r a m e t r e m  l i n i o w y m  

Punktu® P względem w e k to ra  AB.
P rz e d s ta w ia ją c  p ro s tą  AB rów nan iam i p a ra m e try c z “  

i^ ° ł  (48) o k r e ś l i l iś m y  j ą  je d n o c z e ś n ie  ja k o  oś o zw ro - 
ts  W ektora AS, ja k o  z w ro c ie  d o d a tn im . I s t o t n i e 9 gdy 
^  O» t o  w e k to r  AP ma te n  sam z w ro t co w e k to r  AS;
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gdy t  <  0» z w ro t w e k to ra  AP je s t  p rz e c iw n y .

Łatw o zauważyć , że gdy w ró w n a n ia ch  (48 ) z a s tą p i-  
my t  p rz e z  - t ,  t o  otrzym am y ró w n an ia

X  S  X ,  +  U - ,  -  X p )  t

, ;  (49 )
'  y  -  y i  + -  y 2 J t *

k tó re  ró w n ie ż  o k r e ś la ją  p ro s tą  p ,  je d n a k  ja k o  oś o 
z w ro c ie  w e k to ra  BA ja k o  z w ro c ie  d o d a tn im .

Równaniom ( 48) możemy nadać n a s tę p u ją c ą  i n t e r ­
p r e ta c ją  f iz y c z n ą j  N iech  p u n k t P (x ,y )  p o ru sza  s ię  po 
p r o s te j  p ruchem je d n o s ta jn y m *  W c h w i l i  t  *  0 n ie c h  
p u n k t P z a jm u je  p o ło ż e n ie  A (x l t  y x ) , a w c h w i l i  t  =  1 
p o ło ż e n ie  B (x 2#y 2 ) „  Wtedy w e k to r  AB £ x 2- x ^ ,  y ?-  y j .  

możemy in te rp re to w a ć  ja k o  w e k to r p rę d k o ś c i ru c h u  * 
je d n o s ta jn e g o  p u n k tu  pd p r o s te j  p ,  t  -  ja k o  czas 
l ic z o n y  od c h w i l i ,  w k t ó r e j  p u n k t z n a jd o w a ł s ię  w 
A ( x 1 ,y 1 ) , zaś

x — x-̂  s  (x ^  x«^} ^ 1

y “  N i -  Cy2 -  y 1 ) t ,

ja k o  sk ładow e d ro g i względem  o s i u k ła d u .

J e ż e l i  dane są ró w n a n ia

x  = x Q + a t ,  y  » y Q + b t  ( 50)
2 2

g d z ie  a + b > 0 , t o  ze wzorów (48) w y n ik a , że ró w n an ie  
t e  możemy uważać za ró w n a n ia  pa ra m e tryczn e  p r o s t e j ,  p rz e ' 
cho dzące j p rz e z  p u n k ty

A (x o ’ y o5 ’ 3 ( x o *  a » y Q *  b)
Na p r o s te j  (50) ob ie rzem y dwa p u n k ty  M i  N, p rz y jm u ją c  

b = bl  i  t  s  t 2 ® O trzym ujem y

M (x o+ a tx> y 0+ h t i ) ■ N(x o+ a t2>y0+ h t2 ) 
W spó łrzędnym i w e k to ra  MN są l i c z b y  :

8 'K tz  ~ t i> 1 M t 2 *  t x) ,
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je g o  d łu g o ś ć  równa s ię

IW fl = | t 2 -  t j J - / ?  + b 2 ,

d la  t 0 <

W s p ó łc z y n n ik i w ię c  a l b ,  w ys tę p u ją c e  w ró w n an ia ch  pa­
ra m e try c z n y c h  p r o s te j  (5 0 ), są p ro p o rc jo n a ln e  do c o s i -  
nusóW k ie ru n k o w y c h  dowolnego w e k to ra  k o lin e e rn e g o  z t ą  

p ro s tą .
L ic z b y  a i  b nazywamy w s p ó ł c z y n n i k a ­

m i  k i e r u n k o w y m i  p r o s t e j  w j e j  

p rz e d s ta w ie n iu  param etrycznym *

Zw rócim y uwagę je s z c z e  na in n e  c z ę s to  używane 

p rz e d s ta w ie n ia  p a ram e tryczn e  p ro s te j®
Na s t r .  51 w y k a p a liś m y , te  j e ż e l i  w u k ła d z ie  Gxy 
dana j e s t  p ro s te  p ,  przechodząc©  p rz e z  dwa p u n k ty  

A Cx1 ,y 1 ) ,  B (x 2 ,y 2 ) i  A j e s t  dowolną l ic z b ą  ró żn ą  
od - 1 9 t o  p u n k t P (x fy )  o w sp ó łrzę d n ych

n a le ż y  do p r o s t e j ,  p rz y  czym A  równa s ię  s to su n ko w i 
p o d z ia łu  w e k to ra  X5 p rz e z  p u n k t P t j®  X s  AP ; PB. 

O d w ro tn ie , j e ż e l i  p u n k t ^ 0 (x 0 iy 0  ̂ j® s*  dowolnym 
punktem  p r o s te j  p t różnym  od p u n k tu  B , t o  d o b ie ra ją c  
k 0 s  AP0 : P0B , możemy w sp ó łrzę d n e  x 0 ,y 0 w y ra z ić  

w zoram i

Równania w ię £  (51) p rz e d s ta w ia ją  p a ra m e try c z n ie  p ro s tą  p .

*1  + A x 2

1  + A 
* i  ♦ A ł2y  s  - T T - J J -

(51)

x o 1 + A 0
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Równania te  n ie  o k r e ś la ją  p u n k tu  B »y 2^ *
P rz y k ła d y .

! •  Z ia jąc p ro s tą  y  » 3x + 5 p rz e d s ta w ić  ją  w ró ż n y
sposób p a ra m e try c z n ie .
K ła d ą c  x  s  t  s o trzym u jem y ja k o  ró w n a n ie  parame­
try c z n e  x  s  t ,  y  s  5 + 3 t ,  Z p o s ta c i równań w y n ik a , 
że p ro s ta  ta  p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k ty  A , ( 0 , 5 ) ,  B ^ ( l , 8 ) .  
K ła d ą c  x  « 4 + t ,  o trzym u je m y ja k o  ró w n a n ia  parame­
t r y c z n e  x  s  4 + t j ,  y  s  17 +  3 t .  W artośc iom  O i l  pa­
ra m e tru  t  od po w ia d a ją  od pow iedn io  p u n k ty  A2 (4 ,1 7 ) i  

( 5 , 20 ) .

K ła d ą c  x  l - 3 t p o trzym u jem y x « l - 3 t , y « 8 - 9 t .  W artośc iom  
0 1 1  p a ra m e tru  t  od po w ia d a ją  p u n k ty  A ^ ( l , 8 ) ,  ( -2  ,~1) ,
We w s z y s tk ic h  ty c h  p rz e d s ta w ie n ia c h  p a ra m e tryczn ych  
t  -  AjrP ; j (K = 1 , 2 , 3 ) .

2» Z n a le źć  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  p r z e c ię c ia  p r o s te j  p 
o ró w n a n ia c h  p a ra m e try c z n y c h

1 . spo só b . R ugu jąc p a ra m e tr t  z równań p r o s te j  p , 

o trzym u jem y j e j  ró w n a n ie  zw ycza jne  2 x - 3 y = l l .  P ostępu­
ją c  po dob n ie  z ró w n a n ia m i p r o s te j  p ?, otrzymam y 
2x + 3y -  5 o P unkt p r z e c ię c ia  p ro s ty c h  o trzym am y, ro z ­
w ią z u ją c  u k ła d

2 . sposób ; P ro s te  p o p ’ p o s ia d a ją  p u n k t w s p ó ln y , je ż e ­
l i  i s t n i e je  ta k ie  t  i  t ' ,  że je d n o c z e ś n ie

x  *  1 + 3 t ,  

y  + 2 t
z p ro s tą  p ’ o ró w n a n ia ch  1 2

x . = »»2 - 31»

y  *  3 ♦  2 t*

2x -  3y = 11,
2x + 3y K 5

1 -f 3 t  a »2 -  3 t  % 
-5  ♦ 2 t  s 3 + 2 t»  .

P rz e k s z ta łc a ją c  te n  u k ła d  otrzym am y

t  -  t  * »
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skąd t  =  1 1 t ’  =  - 2 ,
W spółrzędne p u n k tu  p r z e c ię c ia  p ro s ty c h  o trzym a»;»/1 
P o d s ta w ia ją c  t  »  1 do równań p r o s te j  p lu b  t s » —2 

rów nań p r io s t e j  p *•

Otrzymamy x  = 4 ,  y  = “*1

3* M a jąc  p r o s tą  p o k re ś lo n ą  równaniem  zwyczajnym
7y + 4x  -  19 s  0

o raz  p ro s tą  p ’ o k re ś lo n ą  rów nan iam i pa ram e trycznym i

x 1 + 2
1 + A

-  2 +  3 X
* ~ l  + A

^ z n a c z y ć  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  p r z e c ię c ia  p ro s ty c h .
Sposób: Zna jdu jem y ró w n a n ie  zw ycza jne  p r o s te j  p ,  

r U gu jąc z  j e j  równań p a ra m e tryczn ych  X  » O trzym u- 
jeniy ró w n a n ie  y  -  x  -  1 *  0
W spółrzędne p u n k tu  p r z e c ię c ia  są ro zw ią za n ie ©
uk łe d u

7y + 4x -  19 »  0 , \  
y  -  x  -  1 5 0 .

Sposób: Dobieramy ta k  X  *by punkt o współrzę­
dnych x  = 1 ,-t. A A .  y  s  s p e łn ia ł  rów na-

i  + A 1 + A
p r o s te j  p .

O trzym ujem y ró w n a n ie

7 . ¿ - 1  ? *  + 4 „ 1 + 2 -  19 s  0 ,
1 + A 1 + A

P o f  x  = ©  •
U s ta w ia ją c  o trzym aną w a rto ś ć  A  do równeń p r o s te j

^ U zyskujem y w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  p r z e c ię c ia
X a 12 _ 23

* y  "  TT •

§ 12 . OKRĄG NA PŁASZCZYŹNIE

* ^ ^ nanie  o k rę g u .
b ierny ju ż  ( s t r . 9 6 ) f że równaniem  okręgu  o środku  

( 0 »°> i  p ro m ie n iu  r  j e s t  ró w n an ie
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2 2 2 X*~ +  s  r * C l)
Wykażemy, że o k rę g  K o ś ro d ku  S (p 0q) i  p rom ie ­

n iu  r  ma ró w n a n ie

(x  -  p ) ć + (y q ) !'  -  r 2 (2 )
W tym  c e lu  p rz e s u ­

wamy ró w n o le g le  u k ła d  
Oxy do p u n k tu  S f o t r z y ­
m u jąc  u k ła d  S x 9y 9 

( r y s o 9 7 ) .
Równaniem okręgu 

K w u k ła d z ie  S x 9y s ' 
j e s t

x i ^ + y >2 s  r 2 (3 )

’ " ~ ~ * y  M iędzy  w s p ó łrz ę d n y ­
m i p u n k tu  x gy  w u k ła -

Kys® 97 d z ie  Osy i  w s p ó łrz ę ­
dnym i te g o  samego p u n k tu  w u k ła d z ie  S x*y* zachodzą 
z w ią z k i

lu b  in a c z e j

X s- p -f

y s q + ys

X 8 =  X

y ’ *  y -  q
K o rz y s ta ją c  z ty c h  zw iązków  w ró w n a n iu  (3 ) 9 o t r z y ­

mamy ró w n a n ie  (2 ) ja ^ o  ró w n a n ie  ok ręgu  K w u k ła d z ie  Qxy,

Równanie (1 ) j e s t  szczegó lnym  p rzyp a d k ie m  równa­
n ia  (2 ) t o trzym u jem y je  z równ«, (2 ) , gdy p *  0 i  q  s  0» 

R o z w ią z u ją c  ró w n a n ie  (2 ) względem y 8 o trzym u jem y

y s q -  (x —p ) 2
lu b  ________ _

y s q ~ y ~ r 2 -  C x-p }2
P ie rw sze  ró w n a n ie  je s t  rów naniem  p ó ło k rę g u  •‘ gó rne go ’* , 
d ru g ie  -  p ó ło k rę g u  ’‘ d o ln e g o ” «
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R o z w ija ją c  w y s tę p u ją c e  w ró w n a n iu  (2 ) kw a d ra ty  

i  w ykonu jąc  re d u k c je  wyrazów podobnych, otrzym am y rów no­

ważne ró w n a n ie  o k rę g u  w p o s ta c i

x 2 + y "  + 2ax + 2by + c 3 0 (4 )

g d z ie
2 2 2

a *  - p ,  b *  - q ,  c 3  p + q , -  r

Każdy o k rą g  d a je  s ię  w ięc  p rz e d s ta w ić  równaniem  
w p o s ta c i (2 ) lu b  ( 4 ) .  N ie  każde je d n a k  ró w n a n ie  po­

s t a c i  (4 ) p rz e d s ta w ia  o k rą g .
I s t o t n i e ,  m ając ró w n a n ie

x 2 + y 2 + 2ax ¿by + c -  0 

p rz e k s z ta łc a m y  Je na ró w n a n ie  równoważne

x 2+2sx s 2+y2+2by+b2 3 a2 + b 2 -  c ,

a d a le j
u o p p 2

£x j  ~~ 4r (y  •&* b ) ® 6. “Ł* b -  Ce

Z p o s ta c i te g o  ró w n a n ia  w y n ik a , że
1) j e ż e l i  a2 + b 2 -  c > 0 8 to  ró w n s n ie  (4 ) p rz e d ­

s ta w ia  o k rą g  o ś ro dku  S i - a ,  -b )  i  p ro m ie n iu

r  ~ a^+b2 - c .
2) j e ż e l i  e2+b ~c3C , to  ró w n an ie  (4 ) p rz e d s ta w ia  

p u n k t S i» 8 , - b )  , bo t y lk o  w spó łrzędn e  te g o  p u n k tu

s p e łn ia ją  ró w n an ie
(x  + a }*1 + (y  + b ) 2 = 0 .

3) j e ż e l i  a2+ b 2- c  < 0 ,  to  żaden z punktów  p ła s z ­

czyzny  n ie  s p e łn ia  ró w n a n ia  (4 ) i  ró w n an ie  n ie  p rz e d ­

s ta w ia  żadnego u tw o ru  rz e c z y w is te g o . ^
O znacza jąc w tym  wypadku a2+b —c3 - r  3  ( r i )  , g d z ie
i  j e s t  je d n o s tk ą  u ro jo n ą ,  możemy dane ró w n a n ie  e a -

p is a ć  w p o s ta c i , ^
(x + a )2 + Cy+b)2 3  ( r i ) ^

Ze w zg lęd u  na p o s ta ć  te g o  ró w n an ia  mówimy, że równa­

n ie  t o  p rz e d s ta w ia  o k r ą g  u r o j o n y .
O gólne ró w n an ie  s to p n ia  d ru g ie g o  z dwiema zm iennym i
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Ax‘" + 23xy +■ Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0

p rz e d s ta w ia  wówczas o k rą g i  gdy da s ię  sp ro w a d z ić  do
2 2p o s ta c i (4 ) , g d z ie  s^+b - c  >  0 ,  a w ię c  wówczas gdy 

A = 0 5< 0 , B = 0 , ( 2 ) 2 *  ( | ) 2 -  |  >  0 

P rz y k ła d y .

1 .  M a jąc ró w n a n ie  okręgu

x 2 + y 2 -  24x -  30y + 269 = 0 
wyznaczyć w sp ó łrzę d n e  ś ro d ka  & p rom ień  okręgu»
Dane ró w n a n ie  p rz e k s z ta łc a m y , sp ro w a d za ją c  do p o s ta c i 
( 2 ) .  O trzym ujem y

x 2-2 4 x *1 2 2+y2~3G y*152=*X22*1 5 2«»269
lu b

(x  -  1 2 )2 + (y  -  1 5 )2 -  10 0s 
W spó łrzędnym i ś ro dka  S są p s  12 i  q « 1 5 g a p ro ­
m ień  r  = 10 .

2# Z n a le ź ć  ró w n a n ie  ok ręgu  przechodzącego  p rz e z  
p u n k ty  A ( 5 , 8 ) f 3 ( 1 4 ,5 ) ,  0 ( 1 3 ,1 2 ) .
1 . Sposób: Okrąg je s t  o k re ś lo n y  równaniem  p o s ta c i

x 2 + y 2 + 2ax + 2hy -«-■ c s  0 

gdy znane są a , b , c .  D la  z n a le z ie n ia  a ,b ,c  układam y 
ró w n a n ia . P unkty  A ,B ,C  n a le ż ą  do o k rę g u , w ię c  ic h  
w s p ó łrz ę d n e  s p e łn ia ją  ró w n a n ie  o k rę g u .
O trzym ujem y u k ła d  równań

25+64*1 Qa-KL6b+e = 0 /  
l96+25+28a+10b+c s  0 ,  ► 
169+X44+26a+24b+c® 0._

Z n a jd u ją c  a , b , c ,  możemy n a s tę p n ie  n a p is a ć  ró w n a n ie  o k rę ­
gu w p o s ta c i  ( 4 ) .

2 .  sposób : Okrąg j e s t  o k re ś lo n y  równaniem  p o s ta c i
(x  » p ) *  + (y  « q ) 2 s  r 2 ,

gdy znane są p ,  q , r .  P u n k ty  A eB,C s p e łn ia ją  równa­
n ie  o k rę g u , c z y l i
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(5 -  p ) 2 + (6  -  q }2 s  r 2 s"

(14 -  p ) 2 + (5 ~ q ) 2 = !

(13 -  p ) 2 + (12  -  q ) £ “  r 2 .
R ozw ią zu ją c  te n  u k ła d ,  otrzym am y p , q f r  i  możemy na-” 
s tę p n ie  n a p is a ć  ró w n an ie  ok ręgu  w p o s ta c i ( ¿ ) •
3» sposób: Ś rodek S okręgu  przechodzącego p rz e z  p u n k ty  
A ,b ,C je s t  punktem  p r z e c ię c ia  s y m e tra li\y c h  boków 

A B C .
Wyznaczamy w ię c  ró w n a n ia  np . s y m e tra ln y c h  boków AB 
i  BC, ja k o  p ro s ty c h  p rzecho dzących  p rz e z  órod(£x 
boków i  p ro s to p a d ły c h  do ty c h  boków, a n a s tę p n ie  
zn a jd u je m y ic h  p u n k t p r z e c ię c ia  S (p „q ;®  P rom ień  r  

zn a jd u je m y  o b l ic z a ją c  o d le g ło ś ć  p u n k tu  S od k tó r e ­
g o k o lw ie k  z punktów  A ,B  lu b  C. M a jąc p , q » r f możemy 

ró w n a n ie  ok ręgu  n a p is a ć  w p o s ta c i (2 )»
R o zw ią zu ją c  jednym  z ty c h  t r z e c h  sposobów, 

otrzym am y ró w n a n ie  okręgu  w p o s ta c i

x 2 + ^2  _ 20x -  16y + 139 ® 0 

lu b

(x  -  1 0 )2 + (y  -  8 ) 2 3 25

¿krąg a p ro s ta »

N ie ch  w u k ła d z ie  p ro s to k ą tn y m  Oxy b ę d z ie  dany ok rąg  K
2 2 _  2 x  + y  *  r

° ra a  p ro s ta  p
X cos f  ♦ y sin f  “ ^

Zbadamy l ic z b ę  punktów  w spó ln ych  okręgu  i  
L ic z b a  punktów  w spó ln ych  okręgu K i  

równa s ię  l i c z b ie  ro z w ią z a ń  u k ła d u  równań

*  0®
p r o s t e j ,  
p r o s te j  p

2  _ 2 + y  » r (5 )
X cos + y  s in  JP -  ^  ® 0,

P rzy  ro z w ią z y w a n iu  te g o  u k ła d u  równań rozróżnim y dwe 

P rz y p a d k i:  1) s in  jP *  0 2) s in  #  0
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1) J e ż e l i  s in  J  = 0 5 to  cos f  ~ 
s t e j  p ma p o s ta ć

x = + S  •

1 i  ró w n a n ie  p ro -

podstaw ia jąe  za x tę  wartość do równania okręgu  o t r z y ­
mamy równanie

y 2 = -  J  2 ,

Równanie t o ,  a wraz z nim i  uk ład  równań ( 5 ) ,  ma

a) dwa ro z w ią z a n ia , . je ż e l i  v d -  3  2 >  0 , c z y l i
£dy r  < -  ci lub r  ,> S sa t .z n .g d y  r ^ i  ^  | ?

b) jedno ro z w ią z a n ie , j e ż e l i  r 2-  S 2 =  0 , c z y l i
gdy r  =» -  ó  ,  a t . z n .  gdy r  ~ l J l ,

c) n ie  ma ro z w ią z a ń , j e ż e l i  r 2 -  J  2 < 0 , c z y l i  
gdy -  J  < r  <  + <$ , a t . z n ,  gdy r  <  {<5 \ .

2) J e ż e li ,  s in  z równania p r o s te j  mamy

,, -  S - X  COS 5?

s in  fP ?

podstaw ia jąc  to  do równania okręgu , o trzym u jeniy równa­
n ie  kwadratowe

x  '"2 S x  cos <p + j  2 -  r 2 s in ^  f  *  0

W y ró ż n ik  te g o  rów na­
n ie  ma p o s ta ć

*4  ( r 2 -  S  2 ) s in 2 cj> 
Ponieważ s in 2 f i  >  0 ,  
w ięc l i c z b a  ro z w ią z a ń  
u k ła d u  .równań z a le ż y  

_ ta k  ja k  w wypadku 1)
' o d / J 2 ,

Zatem p ro s ta  p ma 
z okręg ie m  K dwa pun­
k ty  w s p ó ln e , je d e n  
p u n k t w spó ln y  lu b  
n ie  ma żadnych pun-

Rys. 93 któw w sp ó ln ych  z a le ż ­
n ie  od te g o , czy od leg łość p ro s te j od środka okręgu  je s t -  
m n ie js za , równa, czy w iększe od prom ienia okręgu  ( r y s . 98) *
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Wyniki te  znane są nem zresztą  z nauki geom etrii 
w szkole ś red n ie j.

3* Styczna do okręgu.
a) Równanie s tycznej, gdy znany je s t punkt stycz­

ności.
Niech będzie dany okrąg o równaniu '

(x -  p) 2 + Cy -  q) 2 51 r 2
oraz punkt ?0 (x0 ,y0) należący do okręgu ( ry s .99) .

Wyznaczymy równanie 
stycznej s do okręgu 
w punkcie P0 (xo ,y0) .

Wiemy, że równanie 
p ro s te j, przechodzącej 
przez punkt ?0 (x0 ,y0) 
i  prostopadłej do we­
ktora a { a ,b|  ma pos­
tać (s tr .1 0 7 )
A ( x « x q ) +  B (y-yo)s  0 
Styczna s przechodzi 
przez punkt P0(x0 ,yQ) 
i  Jest prostopadła do 
wektora

^ o f * o - P .  * 0 - « }  •
więc Jej równaniem Jest

(x0-p ) (x -x 0) + (y0-q ) (y -y 0) -  o

Równanie to  przekształcamy, dodając do obu stron r  , 
do lewej strony w postaci (xQ-p ) + (y0*q) »
Otrzymujemy
<x0-p ) (x -x 0)+ (x 0-p ) 2 + (yQ-q ) (y -y 0) + (y0**q)2 *  r 2 , 
c z y li

(x -p ) (x0-p )^ (y -q ) (y0-q ) = r 2 ( 6)

W szczególności, gdy równaniem okręgu je s t
2 2 2 X4- ♦  Y *  r* - ,

Rys. 99
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to  ró w n a n ie  s ty c z n e j w p u n k c ie  (x n , y n ) p rz y jm u je  
p o s ta ć

x x 0 + * * o

0 ’ ''O 

.2
(7 )

b } P ara  s ty c z n y c h  z punktu poza okręgiem .
Dany j e s t  o k rą g  K

2 2 2 x  + y  -  r

o ra z  p u n k t » le ż ą c y  poza okręgiem ( r y s .1 0 0 ) .
Z n a jd z ie m y  ró w n a n ia  s ty c z n y c h , poprowadzonych z pun­
k tu  do okręgu  K..

S tyczn a  p rzechodząca  p rze z  punkt je s t  
o k re ś lo n a  rów naniem

x x o *  * * 0 *  r 2 ' (7 )

j e ż e l i  znane są w s p ó łrzę d n e  punktu s tyczn o śc i (x  ,v  }„
0 o

D la  z n a le z ie n ia  p u n k tu  s ty c z n o ś c i P0 (x 0 , y 0) układam y 
ró w n a n ia  :

1 ) S tyczn a  (7 ) p rz e c h o d z i p rzez punkt P-, (x ,  , y - ,) 3 
w ię c  w sp ó łrzę d n e  te g o  p u n k tu  s p e łn ia ją  j e j  rów nanie , 
c z y l i

x-,x.Ll * o  + * 1*0 -  r 2

2 ) P unk t P0 ( x 0 ,y 0) n a le ż y  do okręgu  K , w ię c
2 2 2 x ^  + y „  « r  o “'o

Zatem na w yznaczen ie  p u n k tu  styczn ośc i (x nS y Q) mamy 
u k ła d  rów na ii

* l x o *  * 1 ^ 0  = 1,2 ]
2 2 2 x  + v  *• 
o * 0 i

S o z w ią z a n ia  (x 0 ,y 0) te g o  układu są iden tyczn e  z ro z ­
w ią z a n ia m i ( x ,y )  u k ła d u

xl x + *1* s
2 2 2 x  + y  = r-

P ie rw sze  ró w n a n ie  te g o  u k ła d u  je s t  równaniem p ro s te j  
a d ru g ie  równaniem  o k rę g u . P ro sta  ta  p rze c in a  okrąg
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się  p roste j 

z okręgiem

w 2 punktach,je j bo­
wiem odległość od 
środke okręgu wynosi 

J l

+ y?

2
x l x  + =  r

2 2 _  2 + y  =  r

i  je s t  mniejsze od r ,  
gdyż ------- -

+ Ą  >  r

wyznaczenie więc pun­
któw styczności stycz 
nych z punktu spro 
wadze s ię  do wyznaczę 
nie punktów p rzec ię -

(8 )

Punkty przecięci©  s ię  prostej (8) z okręgiem są 
identyczne z punktami styczności (punkty PQ i  P  ̂
n® ry s #  1 0 0 ) .

Prostą (8) nazywamy b i e  g o w ą  punktu 
^l^xl»y^) względem okręgu, a punkt P^ -  b i e g u ­
n e m .
 ̂ Postaci równania stycznej do okr|gu

xo x *  yo y *  r
^ n ik a ,  że styczna je s t biegunową punktu te0 ,yQ) t .z n .  
Pbnktu styczności#

biegunowa względem okręgu.
a) P o j ę c i e  d w u s t . o s u n k u  

c Ł ^ ó r  k i  p u n k t ó w .
^eż e l i  j|a p ro s te j dane są 2 pary różnych punktów A i  A* 
0raz B i  B», to  i lo ra z  stosunków £ | ,  i  .nabywamy
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dwustósunkiem czwórki punktów A,A% B;,Bg.
Dwustosunek czwórki punktów A,A* , BS.BS oznaczany symbo­
lem (AA *33* 5, zetem

(AAsas*>®  -

Łatwo się przekonać, że dwustosunek (AA’BB*) nie zmienia 
swej w artości, je ż e l i  przestawimy pary AA9 i  BB* lub 
punkty w obu parach, c z y li

(AA83 3 8}~(BB*AA?) *  (A8 A B»B) -  (3»B ASA) , 
C z w ó r k a  h a r m o n i c z n a  p u n k t ó w .  
Czwórkę punktów (AA *33*} nazywamy czwórką harmoniczną, 
je ż e l i  j e j  dwustosunek ma wartość -1 ,  c z y li gdy

CAA*BB>) « jg ,  : = -1

Czwórki harmoniczne mają następujące włesności:
1* Punkty jednej pary AA’ rozdzielone są zawsze jednym 

punktem drugiej pary B3 ł  , a więc występują np,w ko­
le jn o ś c i & 9B 9A ^B8 lub B9AsBs ,A**>
Własność ta  wynika z u je m n e j w a r to ś c i dw ustosunku. 
J e ż e li bowiem

to
ik k  *BB8) < 0 ,

, > 0 i f i r n *  < 0 lu b 0

W pierwszym przypadku punkt B d z ie l i  odcinek AA* 
wewnętrznie9 punkt B e -  z e w n ę trz n ie g w d ru g im  p rz y ­
padku je s t  odwrotnie®

2 . Czwórka harm on iczna  punktów  A ,A * ,  B^B* p o z o s ta je  
harmoniczną, j e ż e l i  p rze s ta w im y  p u n k ty  w p a rze  AA* 
lub B B * , c z y li j e ż e l i  (AA*BB®)“  - 1 ,  t o  ró w n ie ż
(A»A B 3 *) = (AA»B*B) *  -  1 .

Własność tę  ła tw o  s p ra w d z ić  be zpośredn im  ra chun k iem *
3 .  J e ż e li trz y  p u n k ty  A „A * ,B  le ż ą  n a  p r o s te j  i  B n ie  

je s t  środkiem o d c in k a  AA% to  zawsze można wyzna -  
czyć czwarty p u n k t B* t a k i ,  że czw órka  punktów
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A rA* ,B ,3 *  je s t  ha rm on iczna .
I s t o t n ie ,  j e ż e l i  dane są p u n k ty  A (x ^ )  , k v (x 2 ) » B (x ^ )  
i  szukamy p u n k tu  B s( x ) 9 k tó ry b y  z danymi punk tam i tw o­
r z y ł  czw órkę h a rm o n iczną , t o  z warunku

AB
§A?

AB»
StAt

1

o trzym u jem y ze w zg lędu  na x ró w nan ie

X~~X. X -  X-,
- 2 — i -  : ----------i -  *  -1
x 2- x ^  x 2-  X

lu b  po w ykonan iu  d z ia ła l i

( x 1+x 2- 2 x 3 ) x  = 2 x ix 2- x 5 (x x+x2 )

Równanie t o # ja k o  ró w n a n ie  p ie rw sze g o  s to p n ia ,  i|& 
zawsze je d n o  ro z w ią z a n ie  z w y ją tk ie m  p rzyp a d ku , 

gdy

x-j %2 “  2x^ "  u j

c z y l i
X1 + x 2

— “ “  ~2 t

t . z n .  gdy p u n k t B (x ^ )  j e s t  ś rodk iem  o d c in k a  AA*.

4 . J e ż e l i  p ro s ta  p p rz e c h o d z i p rze z  p u n k ty  A t e ^ y ^ )  

i  A » (x 2 ,y 2 ) i  j e s t  o k re ś lo n a  rów nan iam i parame­

try c z n y m i
X1 + A  _ X1 *  *  y 2

to  możemy podać dowolną l ic z b ę  p a r punktów  BB’ 

na p r o s te j  p ,  k tó r e  z p a rą  AA* tw o rz ą  c z w ó rk i 
h a rm o n iczn e . W tym  c e lu ,  d la  w yznaczen ia  w sp ó ł­
rzę d n ych  jed neg o  z punktów  d r u g ie j  p a ry ,  w y s ta r -  
czy p r z y ją ć  pewną w a rto ś ć  na A ró żn ą  od 0 i  ” 1» 
d la  z n a le z ie n ia  zaś w sp ó łrzę d n ych  d ru g ie g o  z punk­

tó w , p r z y ją ć  za A  l ic z b ę  p rz e c iw n ą  do p o p rz e d n io  

o b ra n e j.



-  168 -

P unk ty

A (x^,y-j^) | A ’ (x 2
/ x x+ A x2 y-i + A y 2 \

,y2) , B ( - ~ ----- —  » — ------- -j
*  \  1 + A i  + A  /

/xi ~ A x 2 yj ■“ A y2 ̂
'  i  -  A 1 - a " /

(9a)

A i  -  A
tw o rz ą  czw órkę h a rm o n iczn ą , bowiem

AB
BA , -  A  , =  ~ A  i  wobec te g o  (AA*BBJ) “  - 1 .

b )  B i e g u n o w a  w z g l ę d e m  o k r ę g u .
N ie c h  p ro s ta  p rzechodząca  p rze z  p u n k ty  A (x 1?y ^ )  

i  A ’ (x 2 ,y 2 ) p rz e c in a  o k rą g
2 2 2 x  + y  -  r

R ys. 101
o k re ś lo n e j p a ra m e try c z n ie

w dwóch punk­

ta c h  B , B J 
( r y s .  1 0 1 ), 
Z n a jdz ie m y w a ru ­
n e k , j a k i  w in ie n  
s p e łn ia ć  p u n k t 
A* (x 2 , y 2 ) ,  by 

p a ra  B , B ’ ro z ­
d z ie la ła  harmo­
n ic z n ie  p u n k ty  
A , A*»

Wyznaczamy punk­
t y  p r z e c ię c ia  

p r o s te j  AA? ,

x  - x i + * *  
l  +

2 _  + X  y 2
. y  =■ — -

i  + X
z ok ręg iem

W tym  c e lu  ro z w ią z u je m y  u k ła d  rów na li p r o s te j  i  okręgu ,

2 2 _  2 x  + y  -  r  ,
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O trzym ujem y

+ X  x 2 

1 + X
Ł 1 i i s _ f  _

i  + a  /

a po w ykonan iu  d z ia ła ń  i  upo rządkow an iu  mamy ró w n a c ie  

( x2+]t2~r 2 ) *  2+2 ( x iX 2+ y iy 2- r 2 ) X + x 2+y? -  r 2 sr 0 . (9 )

l e ż e l i  p u n k t A ’ (x 2 ,y £) n ie  le ż y  na o k rę g u , to  
2 2 2

x 2+^2 "’r  ^  0 i  ró w n a n ie  (9 ) j e s t  równaniem  kwadra­

towym. Z a ło ż y l iś m y , że p ro s ta  AA* p rz e c in a  o k rą g  w 
dwóch p u n k ta c h , p r z y ję l iś m y  w ię c , że w y ró ż n ik  rów na - 
nta  (9 ) j e s t  d o d a tn i.

2 ró w n a n ia  (9 ) otrzym am y zatem dwi|e ró żn e  w a r to ś c i 
na X  , k tó r e  p o ds ta w io ne  do równań p r o s te j  dadzą 
riam w sp ó łrzę d n e  punktów  p r z e c ię c ia  p r o s te j  z o k rę ­
g ie m . By je d n a k  p a ra  BB* r o z d z ie la ła  h a rm o n ic z n ie  
Perę AA* w in n y  w a r t o ś c iX  uzyskane z ró w n a n ia  (9 ) 

ky<5 b e z w z g lę d n ie  równe ( r ó ż n ić  s ię  t y lk o  z n a k a m i). 
Równanie (9 ) me p ie r w ia s t k i  ró ż n ią c e  s ię  znakiem  
^ y lk o  w te d y , gdy b ra k  w nim  w yrazu  z niew iadom ą 

w P ie rw s z e j po tęd ze  t . z n .  gdy

X1X2 + * 1 * 2 r 2 = 0 ,

C2y l i  gdy p u n k t A , (x 2 ,y 2 ) n a le ż y  do p r o s te j

x l x  + V  "  r
2 _ 0

b ie g u n o w e j p u n k tu  A (x^ ,y - j_ ).

W ykaza liśm y , że j e ż e l i  pu nk i?A '» (gpgy 2 ) n a le ż y  do
Qgtłnow e j p u n k tu  A (x 1 ,y 1 ) ,  t o  pa ra  EB® r o z d z ie la

^nm on iczn ie  p a rę  AA} .
0(3wt»̂ 4.■ '•o tn ie , gdy p u n k t A , (x 2 ,y 2 > j e s t  ta k  dobrany że 
^ ó r k a  punktów  A , A ',  B ,B f J e s t harifeon iczne, t o  punkt 

le ż y  na b ie g u n o w e j-p u n k tu  A , bo w tedy suma 
Srw ia s tk ó w  ró w n a n ia  (9 ) równa s ię '( zeru® 

w n iosek  :

j  l e ż e l i  p ro s ta  ob raca  s ię  do ko ła  s ta łe g o  p u n k tu  A 
P rz e c in a  o k rą g  w dwóch p u n k ta ch  B i  B 1, t o  c z w a rty
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p u n k t AJ ta k  d o b ra n y , by czw órka A ,A * , b y ła  h a r­
m oniczna p o ru sza  s ię  po b ie g u n o w e j p u n k tu  A«

o
5• p u n k tu  względem o k rę g u .

J e ż e l i  na p ła s z c z y ź n ie  dany je s t  o k rą g  K o p r o -  
f  c ie n iu  r  i  dow olny p u n k t P , odda lony  od ś ro dka  o k rę ­

gu oj3 d , t o  ró ż n ic ę  d2~ r 2 nazywamy p o t ę g a  
p u n k t  u P względem o k rę g u  K.

J e ż e l i  o k rą g  K dany je s t  równaniem

K i x sy )  «  (x —p ) -i- (y -q )  2 ~ r 2 = 0 , (10 )

i  p u n k t P w s p ó łrzę d n ym i ( x 0 , y 0) g to  po tęgę  p u n k tu  może- 
my w y ra z ić  w p o s ta c i

d - -  r 2 = Cxo~ p )2 + (y Q- q ) 2 -  r 2 ( U )
lu b  k ró tk o

~ r? ' “  K Cxo iy Q)»

j e ż e l i  uży jem y sym bo lu  K ( x ,y )  na o zn aczen ie  le w e j 
s t ro n y  ró w n a n ia  {10} ja k o  f u n k c j i  dwóch zm iennych» 

P otęga K (x Qiy 0 ) je s t  d o d a tn ia  d la  punktów  P p 
le ż ą c y c h  z e w n ą trz  o k rę g u f ujemne -  d la  punktów  
w ew nę trznych  o k rę g u , zaś równa z e ru  -  na o k rę g u ,
Z n a u k i g e o m e tr i i  w s z k o le  ś r e d n ie j  w iem y, że gdy 

p rz e z  p u n k t P , le ż ą c y  ze w n ą trz  okręgu  (ry s » 1 0 2 a ) , 
poprow adzim y p ro s te  p rz e c in a ją c e  o k rą g  w dwóch punk­
ta c h ,  to  i lo c z y n y  s ła la r n e

E5 * FH , PS . P ff , . . .
są równe k w a d ra to w i d łu g o ś c i o d c in k a  s ty c z n e j ,  wy­
cho d zą ce j z P , c z y l i

P I  „ PB =  PC . P5 -  . . ,  =IPQ.J2 s  d2 -  r 2 »
J e ż e l i  p u n k t P . le ż y  w ew ną trz  okręgu  ( r y s . 102 b ) , 
t o  prow adząc p rz e z  p u n k t P c ię c iw y ,  mamy

P A . P g  = p e , F £ s . s . s P 5  .RE* s  - IF S I  2=d2- r 2 ,

g d z ie  PQ. j e s t  po łow ą c ię c iw y  p r o s to p a d łe j do ś re d n ic y ,  
p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  p u n k t P*

W obu w ię c  p rzyp a d ka ch  w ym ien iony  i lo c z y n y  s k a la rn e
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wyrażają potęgę punktu P względem okręgu.

6 . Oś potęgowa
N ie ch  będą dane dwa różne  o k rę g i 

K1 ( x ,y ) H ( x - p 1) 2 + ( y - ę ^ ) 2 ® 0 ,

K g ( x ,y ) s ( x - p 2 ) 2 ♦  (y»q2 ) 2 -  r |  *  0<
(12)

Zbadamy wzajemne 
'P przecinanie s ię  okrę­

gów , badając rozwią­
zania układu ( 12) .  
Odejmując równania 
stronami otrzymuje­
my
2 (p 2- P i ) x-*-2(q2- q 1 )y +

o p o o
ł ( P ił< i 1- r 1 -  Ą  *

-< lf *  r | )  = 0 ,

co krótko możemy za­
pisać w postaci 
K1 (x iy )-K 2 (x 9y)»0 (13)

Układ równań (12) 
je s t  więc równoważiy 
układowi

K1 (x ,y ) a 0

Kx (x ,y ) -Kg (x ,y ) *0  

lub

(14)

R ys. 102

K g (x ,y )  s  0

Kx ( x ,y )  -  K2 ( x >y ) = 0 <

J e ż e li okręgi Kx i  Kg nie są współśrodkowe, c z y li  
gdy px j  p2 lub qx /  <j£# to  równanie (13) je s t  równa­
niem stopnia pierwszego, przedstawia więc proetą.

(35)
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W tym  p rzypad ku  w yznaczen ie  punktów  w sp ó ln ych  dwóch 
okręgów sprowadza s ię  do w yznaczen ia  punktów  p rz e ­
c ię c ia  jed neg o  z ty c h  okręgów z p ro s tą  (13)®

J e ż e l i  o k rę g i K-  ̂ i  K2 są w sp ó łś ro d ko w e , c z y l i  gdy 
P l s  P2 i  Q i s  (±2 , t o  ró w n a n ia  (13) n ie  s p e łn ia  
żaden p u n k t p ła s z c z y z n y  i  wobec te g o  u k ła d y  (1 4 ) ,  
i  (15 ) są sprzeczne«

Zajm iem y się dokładniej prostą , k tó r ą  otrzymeliŚEiy 
gdy o k rę g i i  K2 n ie  były współśrodkowe*
J e j  ró w n a n ie

K1 ( x s,.y) -  K2 ( y ,y )  *  O 

możemy z a p is a ć  te ż  w p o s ta c i

K1 ( x , y )  s  K2 ( x ey )

M a jąc  na uwad.;e„ że K ^ (x » y ) j e s t  p o tęg ą  p u n k tu  ( x ,y )  
względem o k ręgu  K1 ,K2 ( x 9y )  p o tę g ą  p u n k tu  ( x ,y )  w zg lę ­

dem o k ręgu  K29 w id z im y  z o s t a t n ie j  p o s ta c i ró w n a n ia  
ro zw a ża n e j p r o s t e j ,  że ró w n a n ie  to  s p e łn ia ją  t y lk o  

p u n k ty ,  k tó r y c h  p o tę g i względem obu okręgów  są rów ne0 
P ro s tą  tę  nazywamy p r o s t ą  p o t ę g o -  

w ą l ub  p r o s t ą  p i e r w i a s t n ą  
okręgów  i  K2 «

P ro s ta  potęgowa ma n a s tę p u ją c e  w ła s n o ś c ią
1 . J e s t  m ie jscem  geom etrycznym  pu n k tó w , k tó r y c h  

p o tę g i względem dwóch ©kręgów są rów ne.

W ła sn io ść  ta  w yn ika  z ró w n a n ie  p r o s te j  po tęgow e j 
K!< x » y )  » K2 ( x ry ) ,

2 . J e ż e l i  o k rę g i p r z e c in a ją  s ię ,  t o  p ro s ta  po­
tęgowa p rz e c h o d z i p rz e z  ic h  p u n k ty  p r z e c ię c ia .

Równanie p r o s te j  p o tęg ow e j ma p o s ta ć  

K1 ( x , y ) - K 2 ( x 9y )  = 0
J e ż e l i  p u n k t (x 0 »y0 ) j e s t  punktem  p r z e c ię c ie  o k rę ­
gów , t o  le ż y  na obu o k rę g a c h , wówczas K1 (x 0 ,y 0 ) *  0

1 lc2 (x 0 >yo) *  ° -
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3. Prosta potęgowa je s t prostopadłe do proste j łączącej 
środki obu okręgów.
is to tn ie , współczynnik kierunkowy prostej łączącej 
środki równa się

q2 -
*  p2  -  P i *

*1

Współczynnik kierunkowy prostej potęgowej

c z y li m*

m * = -
p2 *  pl  
«2 -  * i  •

Pęk okręgów
1) Niech będą dane dwa okręgi i  Kg 0 róż­

nych środkach
K1 (x ,y )s  x2-*y2+2a-jX ♦ 2b^y ♦ » 0 ,

K2 (x ,y )£  x2+y2+2a2x ♦ 2bgy ♦ c2 » 0 

°raz dowolne lic zb y  A -,, A 2 spełniające warunek
* 1 + A | > o .

tworzymy równanie
A^K^(x,y)+ A 2 K2 (x ,y ) “ 0 . (15)

Jeż e l i  A-ĵ  = -  A 2 » to  równanie (15) je s t równaniem 
Prostej potęgowej okręgów K- ,̂ Kg.
Jeż e li  X 1 ?  -  A 2 , to  równanie ( 15) możemy sprowadzić 

Postaci

X2*Y2AO «1 Ax+a2A2 . „ blA l^2^2 AAiyA,2°2 s
y  2 " T I ' ^ 2  A x > A 2 7  A l  ♦ \ 2

Równanie to  określa okrąg rzeczywisty lub urojony.
2^ ió r okręgów określonych równaniem (15) lub (16)

wszelkich i  A2 » spełniających warunek A 2* A  | >  0
 ̂Ax #  - A 2 i nazywamy pękiem okręgów, danym okręgami

1  i  K2*
Równanie (15) nazywamy równaniem pęku okręgów. 

Js ie l i  A1 = o i / ( 2 /  o , to  równanie (15) przedstawia 
0kq« K2 , a gdy A i  ^ 0 i  A 2 *  0 , -  okrąg Kr

.(1 6 )
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O k rę g i w ię c  dane i  Kp n a le c ą  te ż  do pęku»
W szystk ie  o k rę g i pęku m a ją  tę  samą p ro s tą  po tęgow ą!

■ is to tn ie j, równaniem  p r o s te j  po tę g o w e j okręgów K-, 1 K~ 
j e s t  1 2

2Ca1»©2 ) x  ♦  « b2 )y  + ci  -  c2 «  0

Równania

A-^ ^ 2  ^2  s  ®

4  K1 *  * 2  K2 S °»
o k r e ś la ją  dwa dowolne o k rę g i pęku -  ró ż n e , gdy

A i  s A 2 #  A x r A 2«

Równania t e  n a p isa n e  szczegó łow o  mają p o s ta ć :

( A l ł a 2 ) ( x :>4y2 ) « ( e i A l ł a2 A 2 ) * ł 2 (b 1 A 1+b2 / l 2 ) y + / l 1c1+ /l 2c24i 

lX ' l *  * 2 } A’1+b2 X'z ) y * K \ a i * X 2 c fO

M noiąc p ie rw s z e  ró w n a n ie  prze* A '2 , d ru g ie  p rz e z  

’“ ‘*■^1 + A 2^ "  d o d a ją c  s tro n a m i otrzym am y ró w n a n ie  
p r o s te j  po tęgow e j»  Równanie to  po w ykonan iu  d z ia ła ń  
i  r e d u k c j i  p rz y jm ie  p o s ta ć  ró w n a n ia  p r o s te j  po tęgo«
w e j okręgów  K± i  K2 «

J e ż e l i  i  o k rę g i i  l<2 p r z e c in a ją  s ię  w p u n k ta c h

A ( x ^ ay ^ /  i  B (x 2 sy 2 ) g to  dowalimy o k rą g  pęku te ż  
p rz e c h o d z i p rz e z  te  2 punk ty»

D la  dowodu weźmiemy pod uwagę dowolny o k rą g  
pęku o k re ś lo n y  równanie®

^•1 Ki ( x j y ) +  X  2  K2 ( x , y )  s  0 

P unk t A (x 1>y 1 ) n a le ż y  do okręgów Kx i  w ię c

% ( x 19y 1 ) s o i  K2 (x l f y i ) a 0 ,

wobec te g o  p u n k t A s p e łn ia  ta k ż e  ró w n a n ie  dow olnego 
okręgu, pęku (15 )«

P odobn ie  w ykazu jem y, że p u n k t B (x 2 ,y 2 ) s p e łn ia
ró w n a n ie  (1 5 ) „  "•
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Zbadamy, j a k i  sens geom e tryczny m ają  p a ra m e try  
i  ^ 2 » w y s tę p u ją c e  w ró w n a n iu  pęku*

Z rów nań okręgów i  K2 w y n ik a , że w sp ó łrzę d n ym i 
i c h  środków  są

S j ( “ © i j  * * ^ )  g ^2 ( “°©2 ® '  9

z ró w n a n ia  zaś pęku okręgów w p o s ta c i (2 ) mamy0 że

L  a i '  
' (  T i

A A
T - J

^ 1 A  ^  ^>2 A p

A l  *  -j y ~" 

X z
)

Ą 2
Z a k ła d a ją c ,  że A - ^  0 ,  oznaczmy -sj-j* se ju  

W tedy
^ « 2 -  V / “ b2, (  V / “ )/  l * / '

c z y l i ,  że ś ro d k i S 5 okręgów pęku d z ie lą  o d c in e k  

S-jSg* łą c z ą c y  ś ro d k i okręgów Kx i  K2 w s to su n ku

/ * *  i j  •

2 „ N ie ch  będą dane dwa o k rę g i w spó łśrodkow e i  K2

K1 ( x t,y )ś x 2 + y 2 ♦ 2®x ♦ 2by ♦  cx *  0 ,

K2 ( x py )a x 2 ♦ y 2 ♦ 2©x ♦ 2by ♦ c2 s  o 

o ra z  dow olne l ic z b y  A., i  A g , s p e łn ia ją c e  warunek

A |  + A |  > 0 i . A1 #  -  A 2 8

Pęk okręgów  okreś lam y ta k  ja k  w poprzedn im  p rzypad ku  
t . z n . ja k o  z b ió r  okręgów  o k re ś lo n y c h  równaniem

A l  + A 2 K2 S

Z a p is u ją c  to  ró w n a n ie  szczeg ó łow o , otrzymam y 

(A2+ A 2 ) ( x 2^ y 2 )^ 2 a (A ;i^  A 2)x * 2 b (  A j *  A2 ) y *  A j Cj *  A 2c2 «  o , 

a d a le j

A l0! 3, ^ 2  -
x 2* y 2*2 a *2 b *

A-i 4 A 2
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Z p o s ta c i te g o  ró w n a n ia  w y n ik a , że pęk okręgów , 
o k re ś lo n y  okręgam i w sp ó łś ro d ko w ym i, tw o rz y  z b ió r  
okręgów w sp ó łś ro d ko w ych ,

8 .  Równanie okręgu  w u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych .

M a jąc w u k ła d z ie  Oxy dany o k rą g  K , o k re ś lo n y  
równaniem

(x  ~ p ) 2 + (y  -  q ) 2 s  r 2 (17 )

ob ie ram y ja k e  b ie g u n  p o c z ą te k  u k ła d u  w sp ó łrz ę d n y c h  0 , 
ja k o  oś biegunow ą -  d o d a tn ią  p ó ło ś  x .  W spó łrzędne b ie -  

gunowe p u n k tu  P oznaczymy p rz e z  f  i  <p i  n ie c h  w s p ó łrz ę d ­
ne b iegunow e ś ro dka  o k ręgu  S będą równe a i  ot *
M iędzy  w sp ó łrzę d n ym i p ro s to k ą tn y m i p u n k tu  ( x , y ) ,  a je g o  
w sp ó łrzę d n ym i b iegunow ym i ^  i  <f> zachodzą z w ią z k i

x  = <p cos jp , y  *  f  s in

J e ż e l i  p u n k t P ( x sy )  n a le ż y  do o k rę g u , w ted y  p a ra  l i c z b  

( f  cos jp , s in  cp ) s p e łn ia  ró w n a n ie  (1 7 ) .
O trzym ujem y ró w n an ie

( f  cos (p -  a cos CK' ) 2 + ( f> s in  ~ & s in  cx>) ^ s  r 2 ,

k tó r e  po w ykonan iu  d z ia ła ń  i  upo rządkow an iu  wyrazów 
p rz y jm ie  p o s ta ć

9 2 + a2 -  2a $> cos ( f  -  oc ) = r 2 (18)
J e ż e l i  ś ro d e k  okręgu  z n a jd u je  s ię  w p o c z ą tk u  u k ła d u , 
t o  a = 0 ,  ró w n a n ie  (1 8 ) w ię c  p rz y jm ie  p o s ta ć

c z y l i ,  wobec £ > 0 ,  p o s ta ć

<•> »  r

P rz y k ła d :  N ap isać ró w n a n ie  ok ręgu  we w spó łrzęd r^ych  
b ie g u n o w ych , j e ż e l i  S (2 , ^  f zaś p rom ień  okręgu  
r  = 1 .  ( r y s *  103 K
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Z godn ie  ze wzorem (18 ) ró w n a n ie  okręgu  ma postać?  

£>^ + 4 * 4  f  c o s ( 5? -  ^  5T ). •  1

lu b
^ 2 -  4 jp cos( ^TT)"4' 3 s 0

J e ż e l i  na p o d s ta w ie  te g o  ró w n a n ia  chcemy uzyskać 
p u n k ty  o k rę g u , p rzy jm u je m y  w a r to ś c i na f  z ^ p rz e d a ia -  
ł u  < 0 ,2  Jt )  i  o b lic z a m y  f  » J e ż e l i  np* f  *  3 X  „ t o  

z ró w n a n ia  f  2 -  4 f  *5  *  0 o trzym ujem y

Rys» 103

f l  *  x p f  2®^° 
^ z n a c z y l iś m y  w ię c
dwa p u n k ty  okręgu

A ( l » | t f  ) , B ( 3 , § t f )

S ie  d la  ka żd e j 

w a r to ś c i  jP będą 
i s t n i a ł y  p u n k ty  
na okręgu® B io rą c  
np® jp sg 3 5t  ,  
otrzymam y na jp 
w a r to ś c i ujemne 
-»1 i  “ 3 , k tó ry c h  
zg o d n ie  z o k re ś le ­

niem  w sp ó łrzę d n ye h  b iegunow ych  p u n k tu  n ie  możemy 
uważać za p ro m ie n ie  wedzące punktu»  Na o k rę g u  danym 

n ie  ma punktów  o w s p ó łrz ę d n e j ® 1 ^  •

9 . Równania pa ra m e tryczn e  okręgu»

N ie c h  b ę d z ie  dany o k rąg  o ś ro d ku  S (p ,q *  i  o 
P ro m ie n iu  r ( r y s . l 0 4 ) »  N ie ch  P ( x 9y )  b ę d z ie  dow ol­
nym punktem  o k rę g u , t  zaś m ia rą  k ą ta  ( 0 ^ t < 2 7 i ) ,  

J a k i w e k to r  S? tw o rz y  z o s ią  
Równaniam i p a ra m e tryczn ym i o k rę g u  są
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X *  p + 2* COS t  (1 9 )

y  *  q  + r  s in  t

Dowód*» J e ż e l i  P j e s t  punktem  o k rę g u , t o  w spó łrzędn e  
w e k to ra  SF względem o s i u k ła d u  w y ra ż a ją  s ię  w po­
s t a c i

SP «  r  cos t ,  SP *  r  s in  t
y

oraz  w p o s ta c i

SPX x  -  p 8 SFy  »  y  -  q

2 porów nani®  o d p o w ie d n ich  zw iązków  o trzym u jem y 

xs P+r cos t ,  y  m q + r s in  t .

O d w ro tn ie , gdy t  
j e s t  l i c z b ą  z p rz e ­
d z ia łu  < 0 ,  2 X  ) ,  t o
p u n k t

( p * r  cos t ,  q + r s in  t )

le ż y  na o k rę g u , bo 
s p e łn ia  ró w n a n ie

( x - p ) 2* ( y - q ) 2 s  T2

Zatem ró w n a n ia  (1 9 ) 

są ró w n a n ia m i parame­
t ry c z n y m i o k rę g u .

H ys . 104
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r o z d z i a ł  i i i

PŁASZCZYZNA I  PROSTA W PRZESTRZENI 

§ 13» OGOLNE WIADOMOŚCI O RÓWNANIACH POWIERZCHNI

1 . Równanie zw ycza j n e _ j^ jd g £ zc*13!4 a
Równanie p o w ie rz c h n i w u k ła d z ie  Osyz określa jm y 

p o d o b n ie „ ja k  ró w n a n ie  l i n i i  na p ła s z c z y ź n ie  Oxye
J e ż e l i  w u k ła d z ie  w sp ó łrzę d n ych  Oxyz dana je s t  

p o w ie rz c h n ia  W o raz  ró w n a n ie  t r z e c h  zm iennych 

p o s ta c i
z  ® f ( x 3y )  lu b  F ( x By 9z) s  0» ^

t o  ró w n a n ie  (1 ) nazywamy r ó w n a n i e m  p o «  

w i e r z c h n i  W9 j e ż e l i
1) w sp ó łrzę d n e  każdego p u nk tu  p o w ie rz c h n i 

W s p e łn ia ją  to  ró w n an ie  
i  2) w sp ó łrzę d n e  punktów  n ie  n a le ż ą c y c h  do 

p o w ie rz c h n i W n ie  s p e łn ia ją  rów nan ia ,, 
Równanie p o w ie rz c h n i w p o s ta c i CD nazywamy

r ó w n a n i e m  z w y c z a j n y m  p  ,j

w i  e r z c h n i *
Symbolem s  »  f ( x , y )  oznaczamy ró w n a n ie  t r z e c h  

zm iennych* w k tó ry m  m i& n n a  z w p ie rw s z e j po tędze  
z n a jd u je  s i f  po Je d n e j s t r o n ie  rd w n a n ia . w y razy  zaś 

z a w ie ra ją c e  zm ienne x  i  y  ora® w yraz w o ln y  po dxy~ 

g i e j  s t ro n ie «
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Symbolem F ( x (y , 2 ) 30 oznaczamy ró w n a n ie  o t r z e c h  
zm ien nych , w k tó ry m  w s z y s tk ie  w yrazy  p rz e n ie s io n o  na 
je d n ą  s tro n ę  ró w n a n ia .

Dwa ró ż n e  ró w n an ia  p rz e d s ta w ia ją  tę  samą po­
w ie r z c h n ię ,  gdy ró w n a n ia  te  są równoważne* t . z n *  gdy 
t e  same t r ó j k i  l i c z b  x , y , z  s p e łn ia ją  oba równania«.
Tak n p . wykażemy p ó ź n ie j*  że ró w n a n ie

5 x  -  2y  + 5z » 10 = 0 S

k tó r e  j e s t  równaniem  p o s ta c i  F ( x , y , z ) * 0 ,  p rz e d s ta w ia  
p ła s z c z y z n ę , $ę samą p ła s z c z y z n ę  p rz e d s ta w ia  
ró w n a n ie

z *  -  | x  +  | y  + 2*

k tó r e  j e s t  p o s ta c i z -  f ( x g ,y ) .

P u n k ty  n a le żą ce  do p o w ie rz c h n i wyznaczamy, 
p rz y jm u ją c  d la  dwóch zm iennych pewne dow olne w a rto ś ­
c i  l ic z b o w e , t r z e c ią  zaś zm ienną o b lic z a m y  p rz y  uży­
c iu  o b ra n ych  w a r to ś c i z ró w n a n ia  p o w ie rz c h n i,  P rzy  
w yborze  w a r to ś c i  p ie rw s z y c h  dwóch zm iennych na o g ó ł 
n ie  mamy p e łn e j swobody. Tak n p . j e ż e l i  dane je s t  

ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i k u l i s t e j  a lb o  s fe r y
2 2 2 x  + y  + z  = 4 ,

t o  p rz y jm u ją c  x  s  1 ,  y  a  - 1 ,  otrzym am y zs  -  l / l ? ,  c z y l i  
dwa p u n k ty  p o w ie rz c h n i k u l i s t e j  ( 1 , - 1 ,  * y ~ 2 )  i

» -1 »  - V ~ 2 ) .  P rz y jm u ją ^ ' n a to m ia s t x  s  1 ,  y  3  2 S n ie  
o trzym u je m y na z w a r to ś c i r z e c z y w is te j  — znaczy t o ,  

że na p o w ie rz c h n i k u l i s t e j  o k r e ś lo n e j danym równaniem  
n ie  ma p u n k tó w , k tó r y c h  p ie rw s z e  w sp ó łrzę d n e  ró w n a ły b y  
s ię  1 1 2 .

P rz y  w yborze w ię c  w a r to ś c i  dwóch zm iennych w in ­
n iśm y u w z g lę d n ić  w a ru n k i,  g w a ra n tu ją c e  i s t n ie n ie  t r z e ­
c i e j  z m ie n n e j.

P o w i e r z c h n i ę  nazywamy a l g e b r a ­
i c z n ą ,  j e ż e l i  w j e j  ró w n a n iu  w y s tę p u ją  t y l k o  d z ia ła ­
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n ie  a lg e b ra ic z n e  na zm iennych x ,y ,z ®
J e ż e l i  ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i a lg e b r a ic z n e j sp ro ­

wadzimy do p o s ta c i  F ( x , y , z )  *  0 ,  g d z ie  F (x ,y „z >  je s t  
w ie lom ianem  n - te g o  s to p n ia  względem x  , y , z » n le r o z k ia -  
da lnym  na c z y n n ik i  n iż s z y c h  s to p n i ? to  l ic z b ę  n  nazywa­
my s t o p n i e m  p o w i e r z c h n i  a l ­

g e b r a i c z n e j ®

2 . Równania pa ram e tryczn e  p o w ie rz c h n i.
N ie c h  będą dane t r z y  ró w n a n ia  p o s ta c i

x » f ( u , v ) 9 y » g (u ?v ) 9 z « h ( u ,v ) , (2 )

g d z ie  fu n k c ie  f ( u , v ) , g ( u , v ) , h ( u ,v )  są fu n k c ja m i 
o k re ś lo n y m i i  c ią g ły m i w pewnym ob sza rze  p ła s k im  B ?

Równania (2 ) nazywamy pa ram e tryczn ym i równania®  

m i p o w ie rz c h n i W, j e ż e l i
1 ) d la  każdego p u n k tu  ( u ,v )  na leżące go  do obsza­

r u  D, p u n k t o w s p ó łrzę d n ych  f ( u , v j  , g ( u sv ) , h (u „v )  

n a le ż y  do p o w ie rz c h n i W i
2 ) d la  każdego p u n k tu  P (x o9y o9z0 ) p o w ie rz c h n i W 

można w yznaczyć ta k ą  pa rę  »0» v  4e

*0  = f ( u o - v o ) » yo=‘g (u o ’ To> '  V  h ( V v o ) ”

P rzyk ład em  rów nań p a ra m e tryczn ych  p o w ie rz c h n i 

ró w n a n ia  p a ra m e tryczn e  p o w ie rz c h n i k u l i s t e j

O bszar p ła s k i  d la  f u n k c j i  dwóch zm iennych J e s t 
ty m , czym d la  f u n k c j i  i  je d n e j zm ienne j je s t  prze® 
d z ia ł®  Celem u z y s k a n ia  c h o c ia ż  poglądowego poję®  
c ia  o o b sza rze  p ła sk im ,, wyobraźmy s o b ie  p łaszczy®  
znę u k ła d u  Ouv i  w t e j  p ła s z c z y ź n ie  p ro s to k ą t^ k o — 
ł o ,  w ie lo k ą t  i t p .  Każda z ty c h -  f i g u r  uważana ja®  
ko z b ió r  punktów  (w ew nę trznych -w raz z b rzeg iem  
lu b  be z ) j e s t  obszarem p ła sk im »  M ów iąc, ,źe fu n ­
k c ja  f ( u , v )  j e s t  c ią g ła  w pewnym p ła s k im  obsza­
r z e ,  rozum iem y p rz e z  t o f że d la  każdego p u n k tu  
( u , v j  te g o  ob sza ru  fu n k c ja  f ( u , v j  j e s t  c ią g ła «
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x z  r  cos u cos v  
y  = r  cos u s in  v 
z s r  s in  u .

g d z ie  r  je s t  s t s łą ,  równą p ro m ie n io w i k u l i .  Zm ie - 
n ia ją c  w sposób c ią g ły  i  n ie z a le ż n ie  od s ie b ie  p a ra ­
m e try  u i  v  (O <2 . JT  , -  f  4  u 4  f )  , Otrzymamy 
z b ió r  w s z y s tk ic h  punktów  p o w ie rz c h n i k u l i s t e j  o p ro m ie ­
n iu  r  i  ś ro d k u  w p o c z ą tk u  u k ła d u  w spó łrzędnych®  W in ­

t e r p r e t a c j i  g e o m e try c z n e j p a ra m e tru  u w yraża  sze rokość  
g e o g ra f ic z n ą ,  a v  -  d łu g o ść  g e o g ra f ic z n ą  p u n k tu  na 
p o w ie rz c h n i k u l i s t e j .

J e ż e l i ,  m ając ró w n a n ia  pa ram e tryczn e  p o w ie rz ­
c h n i ,  chcemy wyznaczyć j e j  ró w n a n ie  z w y c z a jn e , to  
z dwóch rów na li (2> tra k to w a n y c h  ja k o  u k ła d ,  o b l i ­
czamy u i  v  i  wstaw iam y o trzym ane  w a r to ś c i do równa­

n ia  trz e c ie g o ®  P ostępow an ie  to  nazywamy rugowaniem  
param etrów  u i  v ,

W p r z y k ła d z ie  równań p a ra m e try c z n y c h  p o w ie « rz c h n i k u l i s ­
t e j  szybko d o jd z ie m y  do ró w n an ia  zw ycza jn e g o , j e ż e l i  
s t ro n y  równań p a ra m e try c z n y c h  p o dn ie s iem y do kw a d ra tu  
i  dodamy»
Otrzymamy

x 2 + y 2 -4- z2 -  r 2 I 2 2 o o  
cos u  (cos '“ v  *  s in “  v )+  s in  u

lu b *
2 2 2 x c + y *  + z = r 2 (cos^ts *  s in 2u)

i  o s ta te c z n ie
2 2 2 2 x *  y  + z = r  .

§ 1 4 . RÓWNANIE PŁASZCZYZNY

1 . Równanie o g ó lne  p ła s z c z y z n y .

W u k ła d z ie  Oxys dany j e s t  w e k to r  n ie z J ro w y  © o 

w s p ó łrz ę d n y c h  A »3,0 o ra z  fQHqp p ła s z c z y z n a  W przechodząca
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p rz e z  p u n k t P0 (x o»y o»zoJ 1 Prostopadła do w e k to ra  a 
r y s  .1 0 5 ) .  Wykaźeaąy , że równaniem  p ła s z c z y z n y  W je s t  rów nan ie  

A (x -x o ) + B (y -y 0 ) + C (z™z q) *  0 (1 )

W tym  c e lu ,z g o d n ie  
z o k re ś le n ie m  ró w n a n ia  
p o w ie rz c h n i wykażemy, 

że j e ż e l i  p u n k t n a le ż y  
do p ła s z c z y z n y , to  je g o  
w sp ó łrzę d n e  s p e łn ia ją  

ró w n an ie  ( 1 ) ,  j e ż e l i  
n ie  n a le ż y , to  je g o  

w spó łrzędn e  rów nan ia  
te g o  n ie  s p e łn ia ją .

N iech  p u n k t P ( x ,y ,z )  
b ę d z ie  dowolnym punktem  
p r z e s t r z e n i , różnym  od 
gdy p u n k t P n a le ż y  

do p ła s z c z y z n y  W są p ro s to p a d łe ,  §dy 3? n ie  n a le ż y  
do W, n ie  są p ro s to p a d łe .  I lo c z y n  w ię c  s k a la rn y  we­

k to ró w  a i  P~T? ma w a rto ś ć  równą z e ru , lu b  ró ż n ą  od 
zera w z a le ż n o ś c i ód te g o  czy P n a le ż y  do W, czy te ż  

n ie  n a le ż y .

Mamy w ię c , że
a c. P ~ f s  0 9 gdy P n a le ż y  do W i  

a . fJ P  4  0 ,  gdy P n ie  n a le ż y  do W

W spó łrzędnym i w e k to ra  a są l ic z b y  A ,B ,C , w spó łrzędą ym i 

w e k to ra  -  l ic z b y  x - x Q, y - y 0 , z ~ V  K o rz y s ta ją c  
ze w z o ru , w yraża jąceg o  i lo c z y n  s k a la rn y  p rz e z  współ«» 

rzę d n e  c z y n n ik ó w , mamy:

A(xf"XQ) + B (y -y 0 ) + C (z -z Q) ~ 0 ,

gdy P (x ,y ,z ) .  n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  W i
A (x » x 0) + B (y » y 0 ) ♦ C (z~z0 )' 4  0

B y s i 105

p u n k tu  P .  Wtedy w e k to ry  a i  pp?o
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gd y  P ( x , y , z )  n ie  n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  W.
J e ż e l i  p u n k t P (x ,y  ,z )  pokryw© s ię  z p u n k im  PQf 

t o  x  s  x Q, y  s  y Q, z  z  zQ, c z y n n ik i  x  -  x Q, y  -  y Q, 
z -  z Q są równe z e ru  i  wobec te g o  d la  te g o  p u n k tu  
s p e łn io n y  j e s t  ró w n ie ż  zw ią ze k  (1 )»

W ykaza liśm y za te m , że ró w n a n ie  (1 ) j e s t  równa» 
n iem  p ła s z c z y z n y  W. Zauważamy, że zw ią ze k  (1 ) w yprę» 
w a d z iliś m y  p rz y  z a ło ż e n iu ,  że w e k to r  a j e s t  n ie ze ro w y

p  2  ?
t . z n .  p rz y  z a ło ż e n iu ,  że A *  B ♦  C > 0«,

M a jąc ró w n a n ie  p ła s z c z y z n y  W

A (x » x Q)+  B (y ~ y 0)-i- C (z -z 0 ) *  0 
możemy je  n a p is a ć  w p o s ta c i

Ax *  %  ♦  Cz “ (Ax q + Byc ♦  CzQ) *  0 
K ła d ą c  n a s tę p n ie  ~ (A x 0 + Byn + CzQ) *  B , o t r z y m a j  
p o s ta ć

Ax *  By + Cz D *  0 , (2 )
k tó r ą  nazywamy o g ó l n y m  r ó w n a n i e m  
p ł a s z c z y z n y .

W ykaza liśm y , że p ła s z c z y z n ę  w u k ła d z ie  Qxyz 
można p rz e d s ta w ić  równaniem

Ax +  By + Cz + D s o, 
g d z ie  A2 + B2 + C2 )  0 .

Wykażemy te r a z  o d w ro tn ie ,  że każde ró w n a n ie  
p o s ta c i  ( 2 ) ,  w k tó ry m  A ,B ,C  n ie  są je d n o c z e ś n ie  
równe z e r u ,  j e s t  równaniem  pew nej p ła s z c z y z n y .

P rzede  w s z y s tk im  s tw ie rd z a m y , że i s t n i e j ą  
p u n k ty ,  k tó r e  t o  ró w n a n ie  sprawdzają,» Gdy A ,B yC są 
ró ż n e  od z e r a ,  t o  p u n k ta m i ta k im i  są n p .

( -  i  • ° . ° ) .  ( ° .  -  I  » ° )  • ( ° . ° i  -  c ) .

Gdy A «  0 ,  B 0 ,  C ^ O ,  t o  punktem  s p e łn ia ją c y ®  równa­
n ie  (2 )  j e s t  n p . p u n k t o w sp ó łrzę d n jtp h
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D
x s d o w o ln e j l ic z b ie  8 y ® Oj >  z ® “ g •

P rzy  z a ło ż e n iu  A2+B2-KJ2 >  O zawsze p o tra f im y  podać

P unk ty  s p e łn ia ją c e  ró w n a n ie  (2 ) •
K tó ry k o lw ie k  z ty c h  punktów  oznaczmy p rz e z  PQ,

a je g o  w sp ó łrzę d n e  p rz e z  x oS)y 0 i a0 9 w^ e<̂

Ax0 + ^ o  *  G*o  *  P ® ° *
skąd

. D *  -  Ax q + By0 ♦ Czc

Równanie Ax + By + Cz ♦  D s  0 
możemy te r a z  n a p is a ć  w p o s ta c i

Ax + By + Cz -  (A x0+By0+Cz0 ) *  0

a d a le j
A ( x - x 0) *  B (y - y 0 )+  C (m 0> ~ 0

2 p o s ta c i  te g o  ró w n a n ia i w y n ik a f że ró w nan ie  to s p e ł­
n ia ją  końce w e k to ró #  za cze p io n ych  w p u n k c ie  *Q(%Qt>J0 9z-0 * 
i  p ro s to p a d ły c h  do w e k to ra  a £a *B ,c }  * M ie jsce ®  geom«- 
try c z n y ®  ty c h  w ekto rów  je s t  p łaszczyzna  p rzechodząca 

P rzez PQ(x 0 ^ 0 , z q) *  P1*0®*0?®*^® we^ o rs  ®e 
W spó łrzędne w ię c  punktów  t e j  p ła s z c z y z n y  s p e łn ia ją  
Równanie ( 2 ) i  o d w ro tn ie ,  j e ż e l i  p u n k t s p e łn ia  ró#ns» 

d ie  ( 2 ) ,  t o  j e s t  punktem  w spom nianej p łaszczyzny*

Dwa ró w n a n ia
Ax + %  + Cz + S s O te )

A 9x *  B *y+  C9z+ X>ss 0 ^
o k r e ś la ją  tę  samą p ła s z c z y z n ę 9 j e ż e l i

A «  B s  C *  S 
1> g * d* D*

i s t o t n i e ,  kładąc
A *  B s  C s  S - M
£» §» c» S s /

®aaty A s  ,& A » s B C ^  » D s / ^
1 możemy ró w n a n ie  A x * B y * G z * P E Q n a p isa ć
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w p o s ta c i

(A *x  *► B s.y + C *z ♦  D 9) » 0 ,  

skąd w y n ik a , że t r ó j k i  x , y , z ,  k tó r e  s p e łn ia ją  
ró w n a n ie  (4 ) ,  s p e łn ia ją  ró w n ie ż  ró w n a n ie  ( 3 ) .  
S łu szn e  j e s t  ró w n ie ż  tw ie rd z e n ie  o d w ro tn e .

2« Ifeżypadkl szczególne ró w n a n ia  o g ó ln e g o . 
Jeżeli w równaniu

k  + By + Cz + D »  0
n ie k tó r e  z l i c z b  A ,B ,C ,B  są równe z e ru , t o  p ła s z ­
czyzna o k re ś lo n a  tym  równaniem  za jm u je  względem u k ła ­
du Oxyz s z c z e g ó ln e  po łożen ie®

1) J e ż e l i  ¡3 s  0 ,  c z y l i  gdy ró w n a n ie  ma p o s ta ć
Ax + By + Cz -  0 ,

t o  p ła s z c z y z n a  p rz e c h o d z i p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u , bo­
wiem p u n k t ( 0 ,0 ,0 )  s p e łn ia  t o  równanie®

2) J e ż e l i  A *  0 lu b  B -  0 lu b  C *  o ,  c z y l i  gdy 
ró w n a n ie  p ła s z c z y z n y  ma p o s ta ć

By + Cs + D a 0
lu b (3)

Ax + Cs + D *  0
lu b

Ax *  %  + D *  0 , s
t o  w e k to r  s  ^ A gB,0j> , do k tó re g o  p ła s z c z y z n a  je s t  
p ro s to p a d ła ,  j e s t  od po w ie d n io  p ro s to p a d ły  do o s i  x  
lu b  y  łu b  z® P ła s z c z y z n a  w ię c  o k re ś lo n a  ta k im  równa­
niem  j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  i i  ( r y s * 1 0 6 a ) , lu b  y  
(ry s ® 106 b) lu b  z (ry s ® 106 c ) .  J e ż e l i  n a d to  D = 0 , 

t o  p ła s z c z y z n a  p rz e c h o d z i o d pow ie dn io  p rz e z  oś x  
lu b  y  lu b  z®

P ła szczyzn ę  ró w n o le g łą  do o s i  u k ła d u  nazywamy p ła s z ­
czyzną  rz u tu ją c ą ®  Równania w ię c  p ła s z c z y z n , w k tó r y c h  
b ra k  j e s t  w yrazu  z je d n ą  zm ienną , o k r e ś la ją  p ła s z ­
czyzny  rz u tu ją c e ®  J e ż e l i  A *  0 ,  ró w n a n ie  o k re ś la  
p ła s z c z y z n ę  r z u tu ją c ą  na p ła s z c z y z n ę  y z ,  gdy B = 0
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-  na p ła s z c z y z n ę  z x s gdy C s  O -  na p ła s z c z y z n ę  xy .

3 ) -J e ż e li w ró w n a n iu  ogólnym  p ła s z c z y z n y  dwa w sp ó ł­
c z y n n ik i  <&ą równe z e ru  c z y l i  t gdy ró w n a n ie  p ła s z ­

czyzny ma p o s ta ć

ca * b = a (4a )

lu b
♦ D s o (4b)

lu b
By ■*- D 38 0* (4c)

wówczas ró w n a n ie  
le g łą  do o s i  x  i

(4 e ) p rz e d s ta w ia  p ła s z c z y z n ę  rów no- 

o s i  y  t c z y l i  do p ła s z c z y z n y  xy
( r y s « 1 0 7 )j  a n a lo g ic z n ie  ró w n a n ie  (4b ) p ła s z c z y z n ę  
ró w n o le g łą  d© y z  i  w re s z c ie  ró w n an ie  v4c) p ła szczyzn ę  

ró w n o le g łą  do xs *
Ma o g ó ł ró w n a n ia  p ła s z c z y z n  ró w n o le g ły c h  do 

p ła s z c z y z n  u k ła d a  p iszem y w p o s ta c i

*  *  -  § ,  X S » f S *  *  ~ 1»

w te d y  I*“  § j»  | -  | | s I ” “ | | |w y ra ż a ją  o d le g ło ś ć  p ła s z c z y z n  

od o d p o w ie d n ie j p ła s z c z y z n y  układu®
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J e ż e l i  n a d to  D — 0 ,  to  ró w n a n ia  (4 ) o k re ś la ją  p łaszczyzny  
u k ła d u ,  a w ię c  ró w n a n ie

s  s  0 o k re ś la  p ła s z c z y z n ę  x y ,
x  s  0 *  *  y z ,
y  3 0 "  "  xzo

Omawiane t u t a j  p ła s z c z y z n y  są ró w n ie ż  p ła s z c z y z n a m i 
r z u tu ją c y m i i  t o  je d n o c z e ś n ie  na dw ie  p ła s z c z y z n y  
u k ła d u .

3 . Równanie odcinkow e p ła s z c z y z n y .

J e ż e li p ła s z c z y z n a  j e s t  o k re ś lo n a  równaniem  

Ax ♦  By ♦  Cz ♦  D *  0 ,
w k tó ry m  w s z y s tk ie  l i c z b y  A jB 9C9D są ró ż n e  od z e ra , 
t o  ró w n a n iu  tem u możemy k o le jn o  nadać n a s tę p u ją c e  po­
s t a c i

Ax + By ♦ Cz *  -  D,

f. I  c
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Oznaczając -  ? a, *  c ,  otrzymamy

p o s ta ć

k tó r ą  nazywamy r ó w n a n i e m  o d c i n k o w y ®  

P ł a s z c z y z n y *

R ys«108

K ładą c  w tym  ró w n a n iu  
y«O s zsOg o trzym u jem y 3&a.
D la  x * O i  z s  O o trzym u­
jem y y  s  b o raz  d la  x  s  O 

i  y  -  O mamy z ® e*
P ła szczyzn a  w ię c  o k re ś lo n a  
równaniem  odcinkowym p rz e ­

c h o d z i p rz e z  p u n k ty  
P ^ a . 0 , 0 )  9 P 2 ^ » ^ * 0 )  jPijCOjO^c) ,

o d k re ś la  w ię c  na o s ia c h  
u k ła d u  o d c in k i 9 k tó ry c h  

d łu g o ś c i są równe bez­

względnym wartościom lic z b  a 9b i  c*
Równaniem odcinkowym  możemy o k r e ś l ić  t y lk o  ta  p ła s s 1
czyzny d la  których A9B9G9D są ró żne  od z e ra  t * z n *  
Płaszczyzny9 które n ie są równoległe do o s i  układu 
i  n ie przechodzą przez początek układu*
Przykład o Mając płaszczyznę 3x+2y~6z~3ssO * sprowadza- 
my j e j  równanie do postaci odcinkowej0 o trz y m u ją c

x  + l i  + <=>§ m
Płaszczyzna ta  p rz e c h o d z i p rze z  punkty® 

A (1 ,0 ,0 ) ,  B (09 Ą*Q)9 C (Q ,0 ,« *).

4. Równanie p ła s z c z y z n y  przegho4zącgj_=£rs®£~l-^X  
f iH Iłk ty

Dane są trz y  p u n k ty  A (x x > y i9 ® x ^ * ® '* 2 9̂ 2 >R2 ‘ 9 

C (x5 , y 39z 3 ) n ie  le ż ą c e  na je d n e j p r o s te j*  Wyznaczy­

my ró w n a n ie  p ła s z c z y z n y  p rze ch o d zą ce j p rze z  puo 

k t y .
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N ie ch  p u n k t P ( x , y 9z ) b ę d z ie  dowolnym punktem  
p r z e s t r z e n i .  W arunkiem  kon iecznym  i  do s ta te cznym  (s tr® 7 5 )
p rz y n a le ż n o ś c i P ( x 9y słz ) w raz z p u n k ta m i
p ła s z c z y z n y  j e s t ,  by

y  > 2 , 1

X1 » * i» Z1 » 1

x 2 , 1

x 3 2 9 1

a 0 ( 6)

Równanie i,6) j e s t  zatem  rów naniem  p ła s z c z y z n y  prze** 
ch o d zą ce j p rz e z  p u n k ty  A 9B 9Q.

5® Równanie no rm a lne  p ła s z c z y z n y .

W u k ła d z ie  Qxyz dana je s t  p ła s z c z y z n a  W® Z p o c z ą tk u  
u k ła d a  C k re ś lim y  p ro s tą  n  p ro s to p a d łą  do p ła s z c z y z n y  W 

x p u n k t p r z e c ię c ia  p r o s te j  n z p ła s z c z 3',zną W oznaczamy 
p rz e z  S ( r y s . 1093« P r o s te j  n nadajem y z w ro t d o d a tn i.  Do

R ys . 109

o s ią  n o r m a l n ą  p ł a s z

w ybo ru  mamy dwa zw ro­
t y  ja k o  z w ro ty  d o d a tn ie  
z w ro t od p o c z ą tk u  0 

ku p ła s z c z y ź n ie  W, 
c z y l i  z w ro t w e k to ra  
OS lu b  z w ro t od p ła s z ­
czyzny  W do p o c z ą tk u  
0 S c z y l i  z w ro t w ek to ­
r a  SQ*

P ro s tą  n s p rz e c h o ­
dzącą p rz e z  p o c z ą te k  

u k ła d u 9 p ro s to p a d le  
do p ła s z c z y z n y  W z 
p rz y ję ty m  zwrotem  
doda tn im j, nazywamy,, 

c z y  z n  y  W#
Jako  z w ro t d o d a tn i p rzy jm ie m y  na r a z ie  z w ro t od 

p o c z ą tk u  0 ku  p ła s z c z y ź n ie  W® J e ż e l ib y  p ła s z c z y z n a  W
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p r z e c h o d z iła  p rzez  początek, u k ła d u , w tedy ja k o  z w ro t 
d o d a tn i n a le ż y  p rz y ją ć  d o w o ln ie  je d e n  z dwóch m o ż li­

w ych zw ro tów  p r o s te j  norm alne j®
N ie c h  w e k to r I  h ę d z ie  wektorem  jednostkow ym  o s i n 
P o ło ż e n ie  p ła s z c z y z n y  W w u k ła d z ie  Qxyz je s t  

o k re ś lo n e ,  gdy znane są k ą ty  o t#  ß  ? jjf » ja k ie  oś 
no rm a lna  n  tw o rz y  z o s ia m i u k ła d u , ©raz gdy znana je s t  
m ia ra  w e k to ra  OS względem  o s i n ,  s z y l i  OS 3  ^  »
Wobec p r z y ję te g o  z w ro tu  d o d a tn ie g o  o s i n  /o d  0 ku 
pł® W / S  j e s t  d o d a tn ie  i  w yraża o d le g ło ś ć  p ła s z c z y z n y  
W od p o c z ą tk u  u k ła d u . J e ż e l i  p ła s z c z y z n a  W p rz e c h o d z i 

p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u  0 ,  to  & ~ 0»
Wykażemy, że równaniem  p ła s z c z y z n y  W j e s t  ró w n a n ie

x  cos o t + y  cos *!• z  cos ' f '  ~ ci' = 0» (7 )

W tym  c e lu  udowodnim y, że j e ż e l i  p u n k t n a le ż y  
do p ła s z c z y z n y  W9 t o  je g o  w spó łrzędne  s p e łn ia ją  rów­
n a n ie  ( 7 ) ,  j e ż e l i  n ie  n a le ż y  do p ła s z c z y z n y , t o  je g o  

w sp ó łrzę d n e  ró w n a n ie  te g o  n ie  s p e łn ia ją .
N ie c h  p u n k t P ( x , y , z )  b ę d z ie  dowolnym punktem 

p r z e s t r z e n i  i  p u n k t N je g o  rzu tem  p ro s to ką tn ym  na 

p ła s z c z y z n ę  W.
Badamy i lo c z y n  s k a la rn y  w e k to ra  jednostkow ego 

e i  w e k to ra  ÜP, c z y l i  e o 0P« I lo c z y n  te n  w yraża 

m ia rę  r z u tu  w e k to ra  ÜÖF na oś n  ( s t r . 4 2 ) .
J e ż e l i  p u n k t P ( x 3y sz) n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  W,

t0  1I  .  O F *  ó  ,
j e ż e l i  n ie  n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  W, to

& ,  OP -  |  + d ,
g d z ie  d s  NP je s t  d o d a tn ie ,  gdy P le ż y  z p rz e c iw ­
n e j s t ro n y  p ła s z c z y z n y  W n iż  p o czą tf.k  ukłEfedu ( ja k  

na r y s .  109}*» d je s t  u jem ne , gdy P le ż y  z t e j  sa­
mej s t ro n y  p ła s z c z y z n y  W, co p o czą te k  u k ła d u .

W spó łrzędnym i w e k to ra  e s ą :c o s  Oć ? coa ß  b c o s  ‘f  &
W » QP * : X , y  » 2
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W yraża jąc  i lo c z y n  s k a la rn y  p rz e z  w sp ó łrzę d n e  w e k to -  
rów  mamy w p rz y p a d k u , gdy P ( x ,y ,z )  n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  W

x  cos  oc + y  cos p  + z cos f a l
lu b

x  cos (X -t- y  cos [5 + z  cos -  S  *  0 ,  

a w p rz y p a d k u , gdy P ( x , y , z )  n ie  n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  W 

x  cos <x,+ y  cos +  z  cos
lu b

x  cos cx + y  cos p  + z  cos y  J "  d a

Zatem ró w n a n ie

X COS o c + y  cos fó + z COS f  -  S  s 0
j e s t  równaniem  p ła s z c z y z n y . Równanie p ła s z c z y z n y  
w t e j  p o s ta c i nazywamy r ó w n a n i e m  n o r ­
m a l n y m .

W ró w n a n iu  tym  cos oc ,co s  |3 , cos są c o s in u s a -  
m i k ie ru n ko w ym i o s i  n o rm a ln e j,  na k t ó r e j  ja k o  z w ro t 
d o d a tn i p r z y ję to  z w ro t od p o c z ą tk u  u k ła d u  ku p ła s z c z y ź ­
n ie ,  a S  j e s t  o d le g ło ś c ią  p ła s z c z y z n y  od p o c z ą tk u  
u k ła d u .

Z k o le i  zn a jd z ie m y  ró w n a n ie  p ła s z c z y z n y  W w po­
s t a c i  n o rm a ln e j p rz y  z a ło ż e n iu ,  że ja k o  oś no rm a lną  
p r z y ję to  p r o s tą  o z w ro c ie  doda tn im  p rzec iw nym  do zw ro­
t u  p o p rz e d n io  p r z y ję te g o  ( r y s .  1 1 0 ) .

Oś o ta k  p rz y ję ty m  z w ro c ie  d o d a tn im  oznaczmy 
p rz e z  nl r  a j e j  k ą ty  z o s ia m i u k ła d u  p r z e z y  , , 

O d le g ło ś ć  p ła s z c z y z n y  od p o c z ą tk u  u k ła d u , c z y l i  |0 S | 
p rz e z  £  .

I lo c z y n  s k a la rn y
o

e* .  W
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wyraża miarę rzu tu  wektora QP na os n-^*
J e ż e li P należy 

do płaszczyzny W0 to
e ł *<5P *  -

je ż e l i  P nie na­
leży do W, to

e* ,  GP ~ ~ + d.
gdzie d “ NP je s t  
ujemne9 gdy punkt P 
leży z przeciwnej 
strony płaszczyzny 
W n iż  początek 
układu i  d je s t  do­
datn ie , gdy P leży

z t e j  samej strony co punkt O.
Współrzędnymi wektora i ’ są cos 003 A »  cos *

przy czym cos oć? — — cos° 0 f  coa. ¡ 9 ^ sJ  d

je ż e l i  o t, /3 , są kątami osi. n z osiami układu.
Współrzędnymi wektora OP są. x ,y ,z *
Wyrażając iloczyn  skalarny e* * EP przez współ­

rzędne wektorów otrzymamy w przypadku, gdy punkt P (x 9y ,s )

należy do W «
-x  cos Ot — y nos /3 -  Z- coa J  ~  ~  £

lub * «
- x  cos ot -  y cos ¡$  “  z  c o ą r  + d * 0 # 

zaś dla punktów P(x,y,zO nie należących do płaszczyzny W

-X cos oc -  y  COS /3 -  Z cos JT- -<5 + d

lu b  ^  ^
-X COS OC -  y COS £  -  2 cos ¿ r + a -  d-

Równanie więc «
-X  003 «  -  y  cos /5 -  Z cos f  +<i = O (8 )

je s t  równaniem normalnym płaszczyzny? je ż e l i  ja  
normalną przyjmujemy prostą o zwrocie dodatnim
płaszczyzny ku początkowi układu O*
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Każdą p ła s z c z y z n ę , z a le ż n ie  od p rz y ję te g o  z w ro tu  sSodat- 
n ie g o  o s i  n o rm a ln e j 3 możemy o k r e ś l ić  p rz y  pomocy dwóch 
rów nań w p o s ta c i n o rm a ln e j»  P orów nu jąc o b ie  p o s ta c ie  
rów nań no rm a lnych  t e j  samej p ła s z c z y z n y  (7 ) i  (3 ) 

w id z im y s że od je d n e j p o s ta c i możemy p rz e jś ó  do d r u g ie j ,  
z m ie n ia ją c  z n a k i wyrazów ró w n a n ia  na p rz e c iw n e .
Równanie p ła s z c z y z n y  d la  k t ó r e j  ja k o  oś no rm a lną  p r z y ję to  
p r o s tą  o z w ro c ie  do da tn im  od p o c z ą tk u  u k ła d u  ku  p ła s z ­
c z y ź n ie  tym  s ię  c h a ra k te ry z u je ,  że w yraz w o lny  ( -  £  ) 
j e s t  u je m ny , p rz y  z w ro c ie  zaś doda tn im  od p ła s z c z y z n y  
ku  p o c z ą tk o w i 0 w yraz  w o lny  (+ J  } je s t .  d o d a tn i.

T w ie rd z e n ie  o d w ro tn e ; Każde ró w n a n ie  p o s ta c i

r x  +■ sy + t  z + p -  0 ,  (9 )
2 2 ?

g d z ie  r  + s + t~  s  1 ,  j e s t  równaniem  normalnym 
p ła s z c z y z n y , k t ó r e j  oś norm a lna  ma c o s in u s y  

k ie ru n ko w e  r ,  s ,  t  i  k t ó r e j  o d le g ło ś ć  od p o c z ą tk u  
u k ła d u  równa s ię  jp f  .

Wykażemy, że możemy skon s truo w ać  p ła s z c z y z n ę  W, 
d la  k t ó r e j  ró w n a n ie  (9 ) j e s t  równaniem  norm alnym .
W u k ła d z ie  Oxyz ob ie ram y p u n k t J  C r, s , t ) .  W ektor 

j e s t  w e k torem je d nos tko w ym , z z a ło ż e n ia  bowiem

! OJ' “"~\jr  +■ s + t  ”  1®. Oś, k tó r ą  o k re ś la  w e k to r 

> p rzy jm u je m y  ja k o  oś n .  C os inusy  k ie ru n ko w e  t e j  
o s i równe są w spó łrzędnym  w e k to ra  <5T, są w ię c  równe 
r ,  s ,  i  t « Ha o s i  n  ta k  o b ra n e j odkręś lam y o d c i­
nek OS i  t o  na p ó ło s i  d o d a tn ie j ,  j e ż e l i  p <  0 ,  
na p ó ło s i  u je m n e j, j e ż e l i  p ^  0 *  P rzez  p u n k t S 
prow adzim y p ła s z c z y z n ę  W p ro s to p a d łą  do oM. n .
W m y ś l rozw ażań p o p rz e d n ic h , ró w n a n ie  norm alne 
t e j  p ła s z c z y z n y  ma p o s ta ć  ( 9 ) .
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6» .Sprowadzan i a ró w n a n ia  ogó lnego p ła s z c z y z n y  do 

p o s ta c i  n o rm a ln e j.
M a ją#  dane ró w n a n ie  ogó lne  p ła s z c z y z n y

Ax By + Cz + B s 0,

sprow adzim y je  do p o s ta c i no rm a ln e j»
W tym c e lu  mnożymy o b ie  s t ro n y  ró w nan ia  o g ó l­

nego p ła s z c z y z n y  p rz e z  c z y n n ik ^  9 o trz y m u ją c

y łi Ax -y /  By -y *  Cz D s  0 
Na p o d s ta w ie  o s ta tn io  dow iedz ionego  tw ie rd z e n ia  
odw ro tnego  t ró w n a n ie  to  b ę d z ie  równaniem  normalnym 
p ła s z c z y z n y  * j e ż e l i  c z y n n ik  ta k  dob ie rzem y , by

( / / A ) 2 *  C //B )2 + ( / C ) 2 = 1 

O b l ic z a ją c ^  z teg®  z w ią z k u , otrzymamy dw ie w a r to ś c i 

jii,  ró ż n ią c e  s ię  znakiem  i

A *
Zatem ró w n a n ie  ogó lne  p ła s z c z y z n y

Ax + *  Cz + S s  0
sprowadzamy do postaci normalnej, mnożąc s tro n y  
ró w n a n ia  ogó lnego  p rze z  y ^ lu b  o trz y m u ją c

lu b

Ax ■* By *  ęg_J_l L  $ Q

+ b 2 + c 2

Ay + By + Cz J L i L  «  o® 

4 / a 2 + B2 .+ C2

ClOa)

ClOb)

Z p o s ta c i ró w n a n ia  (10a) w y n ik a , że c o s in u s y  k ie ru n ­

kowe o s i  n o rm a ln e j p ła s z c z y z n y  ró w n a ją  s*.§

^ a 2+b 2+c 2T,vA2+B2+C2
-T» f A2+B2*C2

z p o s ta c i  zaś ( lO b ) , że c o s in u s y  k ie runkow e  o s i są 

równe



-  196 -

A ______ B C

-  y A ^ B 2^ 2"  - ] / a ż +b 2+c2 ' ~ y

W y b o r g  l u b ^  p rz y  sp row ad zan iu  ró w n a n ia  ogó lnego  
do p o s ta c i n o rm a ln e j j e s t  w ię c  rów noznaczny z wy­
borem jed neg o  z dwóch zw rotów  p r o s te j  n  ja k o  zw ro­
t u  d o d a tn ie g o .

W d a ls z y c h  ro z w a ż a n ia c h , p rz y  sp row ad zan iu  rów­
n a n ia  ogó lnego  p ła s z c z y z n y  do p o s ta c i n o rm a ln e j,  bę­

dziem y w y b ie ra ć  tę  sp o ś ró d  dwóch w a r to ś c i u  , k t ó r e j  
w ybór b ę d z ie  rów noznaczny z wyborem ja k o  z w ro tu  do­
d a tn ie g o  o s i n  z w ro tu  od p o c z ą tk u  u k ła d u  ku p ła s z ­
c z y ź n ie  W. W tym c e lu  będziem y d o b ie ra ć  tę  w a rto ś ć  
JM, 9 k t ó r e j  znak j e s t  p rz e c iw n y  do znaku l ic z b y  ,

J e ż e l i  w ię c  dane j e s t  ró w n a n ie  o g ó lne  p ła s z c z y ­
zny

A x + B y + C z + B * 0 ,

t o  rów naniem  norm alnym  t e j  p ła s z c z y z n y , p o s ia d a ją -  
c e j ja k o  oś no rm a lną  p r o s tą  o z w ro c ie  doda tn im  od 
p o c z ą tk u  u k ła d u  ku p ła s z c z y ź n ie ,  j e s t  ró w n an ie

P rz y k ła d :  S prow adza jąc  ró w n a n ie  og ó lne  p ła s z c z y z n y

6x  -  3y -  2z + 4 = 0 

do p o s ta c i n o rm a ln e j otrzym am y

Z g odn ie  z  o s ta tn ią  umową będziem y p o s łu g iw a l i  s ię  

d ru g ą  p o s ta c ią  ró w n a n ia . P ła szczyzn a  o k re ś lo n a  tym  
rów naniem  je s t  odda lona  od p o c z ą tk u  u k ła d u  o ^  i
p o s ia d a  oś n o rm a ln ą , k t ó r e j  c o s in u s y  k ie ru n ko w e  są 
równe :

Ax + By + Cz + D

6 x - 3 y - 2 z + 4  _

7
= 0 lu b  s  0

-  7

cos Oó S -
T *
2



-  197 “

7 .  O d le g ło ś ć  p u n k tu  od p ła s z c z y z n y .

W u k ła d z ie  Oxyz dana je s t płaszczyzna W równaniem 

norm alnym
x  cos e t + y  cos |3 + z cos f  -  /  s  0 

o ra z  p u n k t p 0 (x 0 »y0 »s o^ * Wyznaczymy odległość punktu PQ

od p ła s z c z y z n y  W.
O d l e g ł o ś c i ą  

PQ od p ła s z c z y z n y  W nazywamy

B y s . 111

w z g l ę d n ą  punktu 
miarą wektor© N?0 w zgflę- 

dem osi n» Odległość 
ta  je s t dodatni®, gdy 
?o znajduje się z 
przeciwnej strony 
płaszczyzny W, n iż po- 
czątek układu, ujem­
na gdy P0 znajduje 
się z te j  samej 
strony płaszczyzny W 
co punkt 0 *
Przy wyprowadzaniu 
równania normalnego
płaszczyzny otrzyma­
liśmy

NPq « x 0co3 ck *  y 0CQS f i  *  ®ocos T  "  ^  i

O d le g ło ś ć  w ię c  w zg lędna punktu p0 (x o 5̂ o ?2o^ p^asZ 
czyzny  ,

x  ces  ck *■ y  cos f i  *  * T  ~ c ~ P
rów na s ię  w a r to ś c i le w e j s t ro n y  rów nani®  nózm alnego, 
w k tó r ą  za x fy ,z  w s taw ion o  w spó łrzędne  p u n k tu  P0 .

J e ż e l ib y  p ła s z c z y z n a  1 była dana w postaci ogól­
n e j ,  t o  chcąc w yznaczyć o d le g ło ś ć  p u n k tu  i V x 0 ^ o » ''o ' ' 
od płaszczyzny W, p iszem y n a jp ie rw  JeJ równanie * 
p o s ta c i  n o rm a ln e j,  o trz y m u ją c
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Ax + By + Cz + D_______

( - s ig n .D ) V  A2 + B2 -t- C2

Wtedy o d le g ło ś ć  w zg lędne p u n k tu  PQ (ac0 ,y 0 ,z  ) od 
p ła s z c z y z n y  W w y ra z i s ię  wzorem

NP s AV BV Cz0 ♦ D

C -s ig n .D ) l / rA2+B2+C2 '

O d l e g ł o ś c i ą  z w y k ł ą ,  k ró tk o  od­
le g ło ś c ią  p u n k tu  P0 od p ła s z c z y z n y  W nazywamy d ł  u g  o ść 
O d c i n k a  ¡NPo

O d le g ło ś ć  zw yk ła  rów na s ię  o c z y w iś c ie  bezw zg lę ­
dne j  w a r to ś c i o d le g ło ś c i  w z g lę d n e j, w yraża  s ię  w ię c
wzorem

|NP0 | '“ ¡x 0 COS (X +y0cos p  +ZpCos f  - i  |

lu b

ii® i= !iV fV 2 fo 3 L
'  ’

8* Pęk p ła s z c z y z n ^

Z b ió r  w s z y s tk ic h  p ła s z c z y z n  m a jących  w spó lną  
krawędź k lu b  z b ió r  w s z y s tk ic h  p ła s z c z y z n  ró w n o le g ­
ły c h  do je d n e j p ła s z c z y z n y  nazywamy p ę k i e m

p ł a s z c z y z n  ( p rz e c in a ją c y c h  s ię  lu b  rów no­
le g ły c h )  ,

J e ż e l i  dane są dw ie  ró żn e  p ła s z c z y z n y  

W1 ( x , y , z )  s  A iX+B1y+C1z+E1 s  0 ,

(11)
W2 ( x , y ?z) 5  A2^+B2y+G2z+D2 = 0 ,

s»o s łu s z n e  są n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ia :

1) J e ż e l i  p ła s z c z y z n y  Wx i  W2 są ró ż n e  i  n ie -
ró w n o le g łe  to  Równanie

A l  Hi1 ( x , y , z )  + A 2W2 (x » y ,z )  *  0 , (12 )

g d z ie  A-  ̂ i  ^.2 s p e łn ia ją  warunek A 2 + X 2 >  Q} 
p rz e d s ta w ia  zawsze p ła s z c z y z n ę  p rzechodzącą  p rz e z  
krawędź p ła s z c z y z n  W-ĵ  i  » 2 i  na od w ró t każdą p ła s z -



czyznę przechodzącą przez tę  krawędź można, dobie­
ra ją c  odpowiednio A i i  A 2 > Prze^s^aw^  ̂ równaniem
(12 )

2} J e ż e li płaszczyzny i  ®2 »*1 różne; i  równo­
le g łe , to  równanie ( 1 2 )  p r z y  wszelkich A^ i  A 2 
spełniających, warunek A-^ + *A2 ^ Q » a wyjątkiem  
tych. d la których j

A xał + X 7k ^ o i  X 1 c 1 +  A 2c2 = o

przedstawia płaszczyznę równoległą do płasz­
czyzn WŁ i  ®2 I  odwrotnie każdą płaszczyznę równo­
le g łą  do płaszczyzn l'x 1 ^2 mozns* dobierając odpo­
wiednio lic zb y  A x i  A 2 * przedstawić równaniem ¿12)« 

Dowody tych twierdzeń są podobne do dowodów 
przeprowadzonych dla pęków prostych na płaszczyźnie. 
Również sens geometryczny paremetrów A x i  A 2 > wy­
stępujących w równaniu pęku płaszczyzn, jest; podobny 
do sensu geometrycznego parametrów A ^  ̂A 2 » występu­
jących w równaniu pęku prostych»

M ianowicie, je ż e l i  płaszczyzny %  i  W2 są 
określone równaniami; normalnymi i  P (x ,y ,z )  je s t  
dowolnym punktem płaszczyzny :

A 1w1 + A 2* 2 = o , |

nia należącym do krawędzi płaszczyzn Wj i  Wg Ł Nl p 
orea $ 2 S  oznaczają odległości względne tego punktu

od płaszczyzn Wx i  ®2 * to  i

A X N2P

^  :

J e ż e li  punkt P należy do płaszczyzny dwusiecz­
nej kąta dwusiecznego utworzonego przez płaszczyzny 
W. i  « to  |N-,P| » |N2P| . Równania więc płaszczyzn 
dwusiecznych kątów dwuściennych, utworzonych przez 
płaszczyzny W, i  ®2 , podobnie jak  w przy­
padku dwusiecznych kap;-© liniowego, przyjmując
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^1=1 i  ^ 2  S 1 lu tł ^'1 “  1 i  A 2 s - 1 .

Jako  ró w n a n ia  p ła s z c z y z n  dw u s ie cznych  o trzym a ­
my:

• i C * . * . * )  *  0 ? W2 ( x , y , z )  » 0 ,  W3 ( x , y , z )  *  0 ,

to  w arunkiem  kon iecznym  i  dos ta tecznym  na t o ,  by 
te  t r z y  p ła s z c z y z n y  n a le ż a ły  do jednego  pęku p ła s z ­
c z y z n  p rz e c in a ją c y c h  s ię  lu b  ró w n o le g ły c h  j e s t  
i s t n ie n ie  ta k ic h  t r z e c h  l i c z b  s p e łn ia ją ­
cych  w arunek t ^ + t | + t |  > G9 że ró w n an ie

* 1* 1 ( x > y ,z ) + t2W2 ( x , y , z ) + t 3W3 ( x ,y  9z ) *  0

j e s t  tożsam ośc iow e s p e łn io n e  ( je s t  s p e łn io n e  d la  
w s z e lk ic h  x t y  i  z ) .

Dowód tw ie rd z e n ia  j e s t  podobny do dowodu w 
p rzyp a d ku  t r z e c h  p ro s ty c h  n a le ż ą c y c h  do jednego  pęku 
( s t r » 1 2 9 ) .

9» K ą ty  dwóch p ła s z c z y z n .

J e ż e l i  dw ie p ła s z c z y z n y  i  W2 p r z e c in a ją  
s i ę s t o  tw o rz ą  dw ie p a ry  ką tów  w ie rz c h o łk o w y c h  
dw uśc ie rm ych  ró w nych  ( r y s . 112)«,

J e ż e l i  w e k to ry  a-^ i  &2 są  w e k to ra m i odpow ie­
d n io  p ro s to p a d ły m i de p ła s z c z y z n , t o  m ia ra  V? k ą ta  
dw uściennego je d n e j p a ry  ką tów  w ie rz c h o łk o w y c h  równa 
s ię  k ą to w i m iędzy ty m i w e k to ra m i, i j i e r a  zaś k ą ta  d ru ­
g i e j  p a ry  równa s ię  k ą to w i m iędzy w e k to ra m i a , i  —¡ L , 
c z y l i  JT -  \J .

_ + A2x^B2y+C2s+D2
(13)

S łu szn e  j e s t  n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ie m  
J e ż e l i  dane są tę z y . ró żn e  p ła s z c z y z n y  o równa­

n ia c h
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J e ż e l i  p ła s z o z y s p y

mianowicie

«1 K ' 3 ! ’ 0! }  * ®2

są o k re ś lo n e  
rów nan iam i

A j  z + B ^ + C j Z + D ^ O

i .
t o  znane aą w s p ó ł 
rzędne  w ektorów  
p ro s to p a d ły c h  do 
ty c h  p łaszczyzn ,,

oraz ich  cosinusy kierunkowe

V  4 +b i +ci '

A, B.

y  a ?+b ?+c ?"’ YiRF?

V  4 * 4 * 4

C2

2 °2  v 2

Cosinusy kierunkowe w e k to ra  -a g  ró ż n ią  s ię  o& c o s i-  
nu sów wektora s2 znakami«. S to s u ją c  w zory  na c o s i-  
nus i  sinus kąta między w ekto ram i ( s t r * 4 9 ) 9 otrzymamy

cos V s -
A iAo+ b t3 2 * C1C2

v ^ v ^ r (14)

Bl '  C1
2

Gl»  A1
2

b 2* C2 c2? a 2 A2? B2 [;

(A^+B^+C^) - CAI  + B2 + C2 2)

a in ^  y (15)
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10* .ró w n o le g ło ś c i 1 p r o s to p a d ło ś c i p ła s z c z y z n .

♦ J e ż e li y  j e s t  ką tem  dwóch p ła s z c z y z n , t o  warun­
k iem  kon iecznym  I  d o s ta te czn ym  p ro s to p a d ło ś c i dwóch
p ła s z c z y z n  j e s t  cos V s  0 ,

U w z g lę d n ia ją c  w zó r (14 ) otrzym am y ja k o  w arunek prosto«* 
p a d ło ś o i dwóch p ła s z c z y z n , o k re ś lo n y c h  ró w n a n ia m i o g ó l­
nym i,, w arunek

AX ^2  *  ®1 Gl  c 2 *  ° *

W arunkiem kon iecznym  1 d o s ta te czn ym  ró w n o le g ło ś c i 
dwóch p ła s z c z y z n  j e s t  s in  i  s  0»

U w z g lę d n ia ją c  w zó r (1 5 ) otrzym am y ja k o  w arunek równo­
le g ło ś c i

^lJ^2 ” ^2 ^1  s

w arunek te n  w p rz y p a d k u , gdy w s z y s tk ie  l i c z b y  A aB,C 
są  ró ż n e  od z e ra  możemy podać ró w n ie ż  w p o s ta c i

* i  _ Bi  _  c i

5 5 "  i

11«. Równania pa ra m e tryczn e  p ła s z c z y z n y .

N ie c h  w p r z e s t r z e n i  u k ła d u  Oxyz b ę d z ie  dany 

p u n k t P0 (x 0 >y0 »z0 ) o ra z  dwa w e k to ry  n ie k o l in e a rn e

8 | al®  e2 s a 3 }  9 ^  ^ 2 9 ^ 3 }  s s c ze p io n e  w punk­
c ie  ?0 * W ekto ry  a i  F  w yzn a cza ją  p ła s z c z y z n ę , k tó r ą  
oznaczony przez W.

Wykażemy, że ró w n a n ia m i p a ra m e tryczn ym i p ła s z ­
czy z n y  ® s ą  ró w n a n ia

x  s  x 0 *  a-jU ♦  b ^ y , 

y  s  y 0 *  a2u + b 2v ,  ( 15 )

s s  z Q ł  a*»« + b ^ v .

N ie ch  p u n k t P ( x , y , z )  b ę d z ie  dowolnym punktem  p ła s z ­
czyzny W, w tedy  w e k to r  j e s t  w ektorem  ko m p la n a r-
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nym 2 weki oram! a i  b i  może być w bazie przestrze— 
n i  dwuwymiarowej s sb ŝ t r *n )  przedstawiony w postaci

i
P0P *  U 8 ♦ v b , (17)

gdzie liczb y  
u i  v są współ­
rzędnymi :wektora 
PQ*P w bazie
8}i3.

W ektor W  j e s t  
sumą wektorów 
ĆF0 i  f j ś  c z y li

S? “5P0 t  1 *7 ,

a d a le j  po 
u w z g lę d n ie n iu  

(17) mamy

By a® 112 a.

OP *  0Po + u  a + v b ! C18
0 i

Związek ten  nazywamy r ó w n a n i e m  w e k t o  
r  o w y m p ł a s z c z y z n y  I .

Gdy zmiennym u i  v będziemy nadawać^wszelkie 
możliwe w artości, wówczas koniec wektora OP opisze 
płaszczyznę W w szczególności, je ż e l i  w parze <u,v) 
przyjmiemy u s ta łe , zmieniając w sposób c iąg ły  v, to  
punkt P za k re ś li prostą na płaszczyźnie W9 równole­
g łą  do wektora F; je ż e l i  zaś przyjmiemy v s ta łe  i  bę­
dziemy zmieniać u, to punkt P będzie się poruszać 
po p ro ste j równoległej do wektora a»

Odwrotnie każdemu punktowi płaszczyzny W, zgo­
dnie z w yn ikali ro w a ia ń  na a t r .  11» przyporządkowa­
na je s t  para lic s b  u i  V spełniająca równanie ( l a ) .
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K o rz y s ta ją c  z tw ie r d z e n ia j  że sk ładow a sumy 
równa s ię  sum ie sk ła d o w ych , możemy zw ią ze k  (18 } z a s tą ­
p ić  ró w n a n ia m i

x  śs x Q + a^u b-Lv s

y *  y 0 + a2u + b2v »

z s zQ + s^u  + b^Ve

P ła s z c z y z n ę  wyznaczoną punktem  PQ i  wektoram i 
ią S  możemy o k r e ś l ić  ró w n ie ż  in n y m i ró w n a n ia m i parame­
t r y c z n y m i,  p rz y jm u ją c  in n ą  pa rę  w ekto rów  komplanarną 
z  p a rą  p o p rz e d n io  o b ra n ą .

P rzyk ład ®  M a jąc p ła s z c z y z n ę , daną równaniem  
ogólnym  2 x+ 3 y -4 z+l =0 ,  o k r e ś l ić  j ą  ró w n an ia m i para­
m e try c z n y m i.

Ha da ne j p ła s z c z y ź n ie  ob ie ram y dow olny p u n k t PQ 
n p . P0 ( 2 , l f 2 .), a n a s tę p n ie  dwa d a ls z e  dowolne punkty 
A i  B ja k o  końce w ekto rów  8 i  S b a czą c , by w ekto­
r y  a 58 F^A I  F  »  F^B  n ie  b y ły  k o lin e a rn e .

J e ż e l i  w yb ie rzem y n p . p u n k ty  A ( l , - 1 , 0 )  i  B (0 ,5 s ,4 )*  
t o  w e k to ry

8 { - 1 ,  - 2 ,  - 2 }  , E  { - 2 ,  4» 2}

n ie  są k o l in e a r n e ,  n ie  j e s t  bowiem s p e łn io n y  warunek

P ła s z c z y z n ę  daną możemy w ię c  o k r e ś l ić  rów nan iam i

x  *  2. -  u -  2. v ,

y  s  1 -2:u + 4 v ,

z ss 2 -*2u + 2 7 ,



i

-  205
!

§ 15 . RÓWNANIA PROSTEJ W PRZESTRZENI

1 • O gólne w iadom ośc i o rów n a n ia ch  l i n i i  w p r  z o s t r z e n i .

R ó w n a n i a  z w y c z a j n e  

N ie c h  będą dane dw ie p o w ie rz c h n ie

F ( x , y ?z) s 0 i  G ( x ?y sz) = Os

p rz e c in a ją c e  s ię  w zd łu ż  l i n i i  1» Wtedy w spó łrzędne  
każdego p u n k tu  l i n i i  1 s p e łn ia ją  oba ró w n an ie  (1 J , 
bowiem każdy p u n k t le ż y  je d n o c z e ś n ie  na obu po­
w ie rz c h n ia c h ,  O dw ro tn ie  każde t r z y  l i c z b y  x , jy 9s , 
s p e łn ia ją c e  oba ró w nan ia  (1 ) , są w spó łrzędn ym i 
w spó lnego p u n k tu  obu p o w ie rz c h n i, a w ięc  nawożą 
l i n i i  1 .  Równania w ię c  dwóch p o w ie rz c h n i ( l ) j ,  p rz e ­
n ik a ją c y c h  s ię  w zd łu ż  l i n i i  1* o k r e ś la ją  a n a l i t y c z ­

n ie  l i n i e  1 .
Równania (1 ) nazywamy r ó w n a n i a m i  

z w y c z a j n y m i  l i n i i  1«
Np, dwa ró w n an ia  p ła s z c z y z n  n ie ró w n o le g ły c h

2x  + y  + 5z -  9 *  0 ,

x  + 8y -  6z -  12 w 0

o k r e ś la ją  p r o s tą ,  m ia n o w ic ie  krawędź p rz e c ię c ia  

s ię  ty c h  p ła s z c z y z n .

R ów nania
5x + 4y + 5z -  10 » 0 ,

. x 2 + y 2 4 z 2 » 9 |
o k re ś la ją  o k rą g , w zd łu ż  k tó re g o  p ła szczyzn a  p rz e ­

c in a  p o w ie rz c h n ię  k u l i s t ą .
U n ię  1 o k re ś lo n ą  układem  równań (1 ) można o k r e ś l ić  

ró w n ie ż  in n y m i układem  rów nań , j e ż e l i  nowe p o w ie rz ­
c h n ie  o k re ś la ją c e  l i n i ę  1 ta k  dob ie rzem y, że p rz e ­

c in a ją  s ię  w z d łu ż  l i n i i  1 .  Okrąg w p r z e s t r z e n i możemy 
o k r e ś l ić  ja k a  p r z e c ię c ie  p ła s z c z y z n y  i  p o w ie rz c h n i k u l i

l i n i i .i
i

i
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l x s t e j  a le  ró w n ie ż  ja k o  p r z e c ię c ie  dwóch p o w ie rz c h n i ku­
l i s t y c h  od pow iedn io  d o b ra nych  lu b  p ła s z c z y z n y  i  w a lc a  
kołowego» Z t e j  m o ż liw o ś c i będziem y c z ę s to  k o rz y s ta ć *  
M a jąc l i n i ę  1 ? o k re ś lo n ą  ró w n an ia m i

F (x * y  > z )= 0 9 G (x sy 9z ) ^ 0 .

możemy np»p rzez  w yrugow an ie  je d n e j ze zm iennych 
uzyskać ró w n a n ie  dwóch zm iennych f ( x 9y )= 0  i  dany 
u k ła d  z a s tą p ić  układem  F ( x ,y  yz )= 0 s f  ( x ,y ) » 0 ,  
co ja k  p ó ź n ie j zobaczymy j e s t  równoznaczne z za­
s tą p ie n ie m  p o w ie rz c h n i G (x „ y sz ) - 0  p rz e z  p o w ie rz -  

c h m ę  f k x ?y ) s 0j, p r z e n ik a ją c ą  s ię  z p o w ie rz c h n ią  
F ( x ?y 9z) s  0 w zd łu ż  t e j  samej l i n i i .

R ó w n a n i a  p a r a m e t r y c z n e  l i n i i .
W iech w sp ó łrzę d n e  p ro s to k ą tn e  x ,y * z  będą 

dane ja k o  fu n k c je  je d n e j zm ienne j t ff zv/anej p a ra ­
m etrem :

x ~ f ( t )  , y  *  g i t )  , z *  h ( t )  (2 )

i  n ie c h  fu n k c je  f ( t ) , g ( t ) ,  h ( t )  będą fu n k c ja m i 
c ią g ły m i zm ie n n e j t  w pewnym p rz e d z ia le »

Równania (2 ) nazywamy r ó w n a n i a m i  
p a r a m e t r y c z n y m i  l i n i i  1 9 j e ż e l i

1 ) d la  k a ż d e j w a r to ś c i p a ra m e tru  t  z p rz e d z ia ­
ł u  ( o * ,  P )  p u n k t P o w sp ó łrz ę d n y c h  f ( t  ) ,  g ( t  ) , h i t  ) 
n a le ż y  do l i n i i  1 i

2) d la  każdego p u n k tu  ? 0 (x Q ^ q 9z q) na leżące go  
do l i n i i  1 g można w yznaczyć ta k ą  w a rto ś ć  t Q? że

*o  ’  f ( V *  y 0 "  6 : V >  *  h c 0 )

Równaniam i p a ra m e tryczn ym i p r o s te j  9 p rz e c h o ­
d z ą c e j p rz e z  p u n k ty  A U -^ y -^ z w )  i  B (x 2sy 2 ,z 2 ) 
są np» ró w n a n ia

^  *  x x + (x 2 -> x 1 ) t ,

y s ^ i  4 Cy 2 ~ 

a *  ax  *  -  zx ) t .
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Od rów nań p a ra m e tryczn ych  l i n i i  p rzechodz im y do rów ­

nań zw ycza jn ych  l i n i i ,  ru g u ją c  z równań p a ra m e try c z ­
nych  p a ra m e tr t  t . z n . ,w y ra ż a ją c  p rz y  pomocy je d n e ­
go s p o ś ró d  t r z e c h  równań zm ienną t  p rz e z  x  lu b  y  
lu b  z i  p o d s ta w ia ją c  otrzym ane w y ra że n ie  na t  do 
dwóch p o z o s ta ły c h  rów nań . Otrzymamy w tedy dwa równa­
n ia  zm iennych x sy»z ja k o  ró w n a n ia  zwyczajne, l i n i i »  

J e ż e l i  chcemy p rz e jś ć  od równań zw ycza jnych

l i n i i
F ( x 9y , z )  s O,
G ( x , y ,z )  s  0

do rów nań p a ra m e try c z n y c h , t o  n a jc z ę ś c ie j po s tęp u ­

jemy n a s tę p u ją c o : wyrażamy p rz y  pomocy danego u k ła ­
du rów nań dw ie  zmienne n p . y  i  z p rzez  x 9 o tr z y n u -

ją c  nowy u k ła d :
y  *  f  (x ) , a s  g (x ) 

G eo m etryczn ie  oznacza t o ,  ze p o w ie rz c h n ie

F ( x , y , z )  *  0 

i  G (x ,y ,z )  s 0
p rz e n ik a ją c e  s ię  w z d łu ż  l i n i i  1 , zas tępu jem y

nową p a rą  p o w ie rz c h n i,
y  -  f i x )  , Z s  g (x )  ,

p rz e n ik a ją c y c h  s ię  w zd łuż  t e j  samej l i n i i  

K ła d ą c  n a s tę p n ie
x « t ,  y -  f ( t ) ,  z s g i t ) ,

otrzym am y równania param etryczne l i n i i

2 .  R ó w n a n i a  z w y c z a j n e  p r o s t e j »

Omawiając ogó ln ie  a n a lity c z n a  sposoby p rz a d a ta -  

w ie n ia  l i n i i  zazn aczy liśm y , że I m i ę  w p rz e s trz e ń  
możemy o k re ś lid  jako  l i n i ę  p rz e n ik a n ia  s ię  dwóch p o w ie rz ­
c h n i,  P ro stą  zatem możemy o k r e ś l ió  ja k o  l i n i ę  p r z e n ik a -  
n ia  s ię  (kraw ędź) dwóch p ła s z c z y z n  n ie ró w n o le g ły c h .

J e ż e l i  dane są dwa ró w nan ia
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’M x y z )  3  A ,x  + B ,y  + C-,z + D-, *  0 ,
1 1  ( 2 )

W2 (x y z ) s  A2x + B^y + O^z + Dc -  O

i  n ie  w s z y s tk ie  s to s u n k i A ^ : A2? :  3 ^ ,  C j i  C2
są ró w n e , to  ró w n a n ia  (2 ) o k r e ś la ją  pewną p ro s tą  p , 

m ia n o w ic ie  krawędź dwóch danych p ła s z c z y z n .W te d y  bowiem 
p u n k t , k tó r y  n a le ż y  do p r o s te j  p s p e łn ia  ró w n an ia  (2 ) 
i  o d w ro tn ie , j e ż e l i  p u n k t s p e łn ia  oba ró w n a n ia , to  
le ż y  do p r o s te j  .p .

Chcąc na p r o s te j  o k re ś lo n e j ró w n an ia m i 

5x + 8y -  3z + 9 = Oj
2x -  4y + z. -  1 -  o ( 3 )

w yznaczyć dow olny p u n k t , ob ie ram y w a rto ś ć  je d n e j 
ze zm iennych n p . z d o w o ln ie , p o z o s ta łe  zaś zmienne 
x  i  y  o b lic z a m y  p rz y  pomocy danego u k ła d u  rów nań, 
w k tó rym  zm ienną z z a s tą p io n o  obraną w a r to ś c ią .

J e ż e l i  ob ie rzem y z *  1 , t o  x  i  y  o b lic za m y  
z u k ła d u

5x + 8y » -6  1

2x -  4y *  9 J  ̂
o trz y m u ją c  X s - | , y 3 - |

2 1
P unk t ( -  3 , -  ^  , 1) n a le ż y  do p r o s t e j ,  gdyż je g o
w sp ó łrzę d n e  s p e łn ia ją  oba ró w n a n ia .

W śród punktów  p r o s te j  w yróżn iam y p u n k ty  zwane 
ś la d a m i p r o s t e j .  S i a d a m i  p r o s t e j  

nazywamy p u n k ty  p r z e c ię c ia  p r o s te j  z p ła s z c z y z n a m i 
u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h , ( r y s . 113) .
Poniew aż ś la d y  n a le ż ą  do p ła s z c z y z n  u k ła d u , w ię c  je ­
dna ze w s p ó łrz ę d n y c h  ś la d u  j e s t  znana , bo równa s ię  
z e ru .  J e ż e l i  ś la d  n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  xy  ( ś la d  p o -  . 
z iom y p r o s t e j ) ,  t o  w sp ó łrzę d n a  z, *  0 , j e ż e l i  ś la d  
n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  y z  (ś la d  b o c z n y ) ,  t o  x  *  0 i  

j e ż e l i  ś la d  z n a jd u je  s ię  na p ła s z c z y ź n ie  xz  ( ś la d  
p io n o w y ) , t o  y  = 0 .
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Chcąc w ię c  wyznaczyć w spó łrzędne  jednego  ze 
ś ladów  p r o s te j  da ne j rów nan iam i , zs je d n ą  se zm ien­
nych  podstaw iam y ze ro  t a p o z o s ta łe  w spó łrzędne  o b l i  

czarny na p o d s ta w ie  u k ła d u  równań p ro s te j®
Tak n p „ ś la d a m i p r o s te j  (3 ) są p u n k ty

1 . i )  » ( -  f t >

Rys» 113

P ro s tą  p 
o k re ś lo n ą  
p ła szczyzn a m i 

(2) można o k re ś ­
l i ć  n ie s k o ń c z e ­

n ie  w ie lom a 
sposobami spo~ 
niew aż i s t n i e je  

n ie s k o ń c z e n ie  
w ie le  p a r 
p ła s z c z y z n  
p rz e  eho dzącyeh 
p rze z  p ro s tą  p . 

Chcąc p ła s z ­
czyzny (2 ) 
z a s tą p ić  in n ą  

p a rą  p ła s z c z u »  
ko rzys tam y z 
ró w n an ia  pęku

p ła s z c z y z n
A-. W1 ( x , y i)z) + A 2W2 i x ^ y j?z ) s O,

g d z ie  d o b ie ra ją c  dowolne i  Ag ^  ^  I  2
za każdym razem otrzymamy p ła szczyzn ę  przechodzącą p rze z

p r o s tą  p . , . , ,
Wśród p ła s z c z y z n  pęku , z k tó ry c h  dw ie zawsze o k re ś la ­

ją  p ro s tą  - p j  w yróżn im y P Ł e & z c z y z n y 
t  u j  ą c e . P ła szczyzn ą  r z u tu ją c ą  p r o s te j  p nazywa­
my p ła s z c z y z n ę  przechodzącą  p rze z  p ro s tą  p i  p ro s to p a -
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a.i.^ do je d n e j z  t rz e c h  p łaszc zyzn  układu (a  w ięc rów­
n o le g łą  do je d n e j z  t rz e c h  o s i uk ładu  ( r y s ¿11) ) .

P ro s ta  ma na o g ó ł 
t r z y  różne p ła s z ­

czyzny  rz u tu ją c e  
~ p ro s to p a d łą  do 
p ła s z c z y z n y  x y  na­
zywamy p o z i o ­
m o  - r z u t u -  

i  3 c ą ( p ro s to ­
p a d łą  do p ła s z c z y z ­
ny z x nazywamy 
p i o n o w o -  

r z u t u j ą c ą  
i  b o c z n i e  

- r z u t u j ą c  ą t 
p ro s to p a d łą  do p ła s z ­

czyzny  yzo. P ła s z c z y z ­
nŷ  r z u tu ją c e  p r o s te j  
p w p r z e c ię c iu  z 
p ła sz c z y z n a m i u k ła d u , 
w yzna cza ją  r z u ty  p ro ­
s t e j  p na te  p ła s z ­
czyzny p%  p ’ ssp s?s . 

P ła szczyzn ę  r z u ­
tu ją c ą  w yb ieram y z 
pęku p ła s z c z y z n , do­

b ie r a ją c  w ró w n a n iu  pęku p ła s z c z y z n  A, i  t a k ,  by
w s p ó łc z y n n ik  p rz y  je d n e j ze zm iennych b y ł  rów ny z e ru , 

u w ż e l i  chcemy p r o s tą  p P o k re ś lo n ą  p ła s z c z y z n a m i

Hys, 114

Wx ( x , y 9z) 2  Axx + B^y + CjZ + 5- »  0 ,

W 2(x,yf z ) 2  A2x  + B2y  + + D2 «“ 0

w y ra z ić  p rz y  pomocy p ła s z c z y z n  r z u tu ją c y c h  np» p ła sz®

czyzny poziom o -  r z u tu ją c e j  ( r ó w n o le g łe j do o s i  s )



i  p i  ©nowo *» r z u tu ją c e j  ( r ó w n o le g łe j do osi. y ) , 

t o  p rzy jm u je m y  w ró w n a n iu  P fk u

A1Wl  ♦  A 2W2 -  0

ra a  A-i  i  1 2 t s k p by w s p ó łc z y n n ik  p rs y  ssstennej z 9 

c z y l i

K ° 1  + '^2C2 "  ° 0

d r u g i  raSfc by w s p ó łc z y n n ik  p rz y  y  ® s z y l i  

l l B l  ♦ J2 B2 s  o®

Otrzymamy ró w n an ia  dwóch p ła s z c z y z n  r z u tu ją c y c h  
o k re ś la ją c y c h  p ro s tą  p „  je d n o  o zm iennych x  i y ,  
d ru g ie  o zm iennych  x  i  z ,  k tó re  po p r z e k s z ta łc e n iu

możemy n a p is a ć  w p o s ta c i

¥  s  « *  > b * (4
% »  c x  *  d

P ła s z c z y z n y  r z u tu ją c e  p r o s te j  p w p r z e c ię c iu  z 
p ła s z c z y z n a m i u k ła d u  o k r e ś la ją  r z u ty  p r o s te j  p» 

P ła szczyzn a  w ię c  y  « ax *  b w p r z e c ię c iu  z p ła s z ­
czyzną  s » 0 o k re ś la  r z u t  p r o s te j  p na p ła s z c z y z n ę  
xy ( r z u t  poziom y p * K  B z u t te n  w u k ła d z ie  Oxyz je s t

o k re ś lo n y  rów nan iam i

y *  8X + b
z s  0 8

w u k ła d z ie  Oxy -  równaniem

j  s  as  + b«

P ła s z c z y z n a  z *  c x  ♦ d w p r z e c ię c iu  z  p ła s z c z y z n ą  
y  s  o o k re ś la  r z u t  p r o s te j  P na p ła s z c z y z n ę  zx 
( r z u t  p ionow y p ” ) .  Bzut te n  w u k ła d z ie  Oxyz je s t

o k re ś lo n y  rów nan iam i
z s  cx  +■ d ,

y  = o P

w u k ła d z ie  Oxz -  równaniem
a s  ex + d .

P rz y k ła d  : P ro s ta  p dana J e s t rdw nan iam a i 
5% ♦ 8y -  3® ♦  9 ® 0 5
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2x + 4y + z -  l  = 0 ;
o k r e ś l ić  p ro s tą  p p ła s z c z y z n a m i r z u tu ją c y m i na 
p ła s z c z y z n y  xy i  xz u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h  o ra z  po­
dać ró w n a n ia  rz u tó w  p r o s te j  p na te  p ła s z c z y z n y  
u k ła d u .

R o z w ią z a n ie : Równanie pęku p ła s z c z y z n 9 p rzecho dzących  
p rz e z  p ro s tą  p 9 ma p o s ta ć

( 5 *1 + 2 + (8 .A 1+ 4 A2)y + ( -3  A2) z  + 9 Ar  A ?

P łaszczyzn©  rz u tu ją c a  na p łsszczyznę xy je s t  ró w n o le g ła  
do o s i z ? wobec tego A ^ i  A 2 Przyjmujemy tak»  by

-  3 A x + X2 « 0

P rz y jm u ją c  :  1 ,  A 2 a  3* o trzym u jem y ró w n a n ie  p ła s z ­
czyzny p o z io m o - rz u tu ją c e j

l l x  *  20y + 6 = 0

P ła s z c z y z n a  p ionow o -  r z u tu ją c a  je s t  ró w n o le g ła  do 

o s i  y ,  wobec te g o  A ^ i  A j  nadajem y w a r to ś c i9 s p e łn ia ­
ją c e  zw ią ze k

8 Al + 4 A2 » o
P rz y jm u ją c  A ^  •  1 i  A 2 ® -2 »  o trzym u jem y ró w n an ie  
p ła s z c z y z n y  p ionow o -  r z u t u ją c e j :

x  -  5a + 11 *  0 .

P ro s tą  w ię c  p o k r e ś la ją  ró w n a n ia

l l x  + 20y + 6 = 0 »  
x  -  5z +11 « o t

k tó r e  możemy ró w n ie ż  n a p is a ć  w p o s ta c i

y
z

»

P ra k ty c z n ie  ra c h u n k i » w yznacza jące  p ła s z c z y z n y  
tu ją c e  p r o s te j  p

r z u -

5x + 8y -  Jz + 9 = 0» j .  1 S .1 L 2  

2x + 4y + 2 -  1 a o ,  j . 3 f - 2 | - 3  
przeprow adzam y n a s tę p u ją c o :

Chcąc uzyskać ró w n a n ie  p ła s z c z y z n y  poziom o—r z u tu ją —
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cej, ru g u je m y  z  danych równań z© ianną z 9 mnożąc p ie r ­
wsze ró w n a n ie  p rz e z  l p d ru g ie  p rze z  3 i  do da ją c  rów«» 
n a n ia  s tronam i®  Czynnik 1 s p e łn ia  r o lę  l ic z b y  A^» 
czynnik 3 -  r o lę  l i c z b y  Ag % p o p rz e d n ic h  rozważań* 

Celem uzyskania p ła s z c z y z n y  p io n o w o - rz u tu ją c e j 
w inn iśm y  wyrugowaó z- danych równań zm ienną y  9 t o i io -  

źąc p ie rw s z e  ró w n a n ie  przez  1» d ru g ie  p rz e z  3 
P ła szczyzn ę  b o c z n ie  -  r z u tu ją c ą  otrzymamy z danych 
ró w n ań , rugując zm ienną xs t^zn®  mnożąc p ie rw s z e

równania przez 2 9 a drugie p rzez -5®
Rzut poziomy prostej p w układzie 0*,cyz określa­

ją równania
y

z » 0,
w układzie płaskim Oxy równanie

y «  - ■  h

Rzut pionowy prostej p w układzie Ozy z o«a*eola ją. 
równania 1 . 11 

z. *  5  x  3  f

y ® Q»
w układzie p ła s k im  0xz ró w n a n ie

«  1 T + l i■Ł -  ^  X !

3 . S zczegó lne  p o ło ż e n ia  prpsig*jJgJ^£§i££^£i-Ł
1 /  J e ż e l i  p ro s ta  p p rz e c h o d z i p rz e z  p o czą te k  

u k ła d u  ( r y s *115 )«  to  w yznacza ją  ją  ró w n an ia  p o s ta c i

*  Bj_y +

A2x + B.>y + C2s ® 0
lub, jeżeli określimy ją PWi pokosy płaszczyzn rzu~ 
tujących, równania

‘ * * 1 5

» s * 2 >

Współrzędne punktu 0 spe koi a jii oba ukł,..../
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a  J e ż e l i  p ro s ta  p j e s t  ró w n o le g ła  do je d n e j z p ła s z ­
czyzn  u k ła d a  np* do p ła s z c z y z n y  xy  (1 1 6 a )g c z y l i  gdy 

j e s t  p ro s tą  poz iom ą, t o  w yzna cza ją  ję  ró w n a n ia  p o s ta c i

Al x  + + c i z + S-L ® 0 t

A2x  *  + C2S + D2 «  0

lu b 5 j e ż e l i  d rugą  p ła s z c z y z n ę  z a s tą p im y  p ła s z c z y z n ą  
poziom ą ( r y s  9 116 b ) *



A x  + 3-jy *► O j Z  + s O, 

z «  n
lu b ? j e ż e l i  pierwszą płaszczyznę zastąpimy odpow iedn io  

płaszczyzną rzutu jącą irys» 116 c)

y “ ax + b 

z  s  n
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3) J e ż e l i  p ro s ta  p je s t  rów noległa do jednej osi
u k ła d u  np„ do o s i x  ( r y s .  117 a), to określają ją
ró w n a n ia

By? + C2Z + D “  0 

B2? *  C2Z + D S ° *

lu b ,  j e ż e l i  określim y j ą  P* * y  Pomocy p ła s z c z y z n

rz u tu ją c y c h  ( r y s *  117 b)
% *  £ ( y  ® b ;

I  s z c z e g ó ln o ś c i, j e ż e l i  p ro s ta  p pokryw a s i?  z o s ią  *

z ~ o , y s 0

A n a lo g ic z n ie  rów nan iam i o s i  y  są

x  s  0» z s  0 ,

zaś osi z x s 0 , y  s 0
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b )

Rys« 11?

4 . Równanie p a ra m e tryczn e  p ro s te .f»

N ie ch  w u k ła d z ie  Oxyz b ę d z ie dana p r o s ta  p , prze-» 

chodząca p rz e z  

punkt. P0 U 0 ,y 0 ,z 0 )

i  p o s ia d a ją c a  kie-» 
ru n e k  w e k to ra  a

(rys® 118)« 
Wykażemy9 źe p ro s tą  
p o k r e ś la ją  rów na­
n ia  pa ra m e tryczn e

X SI
x o 1 t ,

y 3
* 0

* m t ,

z * z o n t

N ie c h  p u n k t P ( x 8y f z ) b ę d z ie  dowolnym punktem  p r o s te j  
p ,  w tedy  w e k to r  j e s t  ko linea i? jqy z w ektorem  a .
P rz y jm u ją c  w e k to r  a ja k o  w e k to r  podstaw ow y, zn a jd z ie m y  
zawsze l ic z b ę  t  te k ą ,  *e

o'
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I  o d w ro tn ie  d la  ka ż d e j l ic z b y  t  = i s t n i e je  p u n k t

na p r o s te j  p 8 ¿e t-, a s  ^ 0% *
% e k to r OF j e s t  sumą w ekto rów  W Q i  f) c z y l i

GP S oP G +  F * ? ,

a d a le j
OP *  QP,„ + a  t C5)

Równanie to  nazywamy r ó w n a n i e m  w 3 k t  o 
r  o w y  m p r o s t e j  p .  Na p o d s ta w ie  tw ie rd z e »  
n is  o s k ła d o w e j sumy w ektorów  rów nan ie  ¿5) możemy za s tą ­

p ić  równoważnym p rz e d s ta w ie n ie m

x  s  x Q *  1 t .

z ss z Q + n t ,

k tó re  nazywamy p r z e d  s t a w i e n i e m  p a  
r e m e t r y c z n y m  p r o s t e j »  L ic z b y  l» m»n 

o raz  l i c z b y  do n ic h  p ro p o rc jo n a ln e  nazywamy w 3  p ó 1 -*■ 
c z y n n i k a m i  k i e r u n k o w y m i  p r o ­

s t e j  w j e j  p rz e d s ta w ie n iu  param etrycznym .
Gdy p a ra m e tr t  p rz y jm u je  w a r to ś c i oa “  ca do + 0 0 » to  
p u n k t P p rz e b ie g a  p ro s tą  p w k ie ru n k u  wskazanym, 
p rz e z  w e k to r  a« Równania pa ram etryczne  o k r e ś la ją  p ro ­

s tą  ja k o  oś o z w ro c ie  w e k to ra  a*. t  <  w p u n k t

P z n a jd u je  s ię  na p ó łp r o s te j  t  Q w
p u n k c ie  P .,9 d la  t  >  0 -  na p ó łp r o s te j  ? 0B ( r y s »118}« 

J e ż e l i  w e k to r a zas tą p im y  w e k to re m .p rz e c iw - 

nym - a  { - 1 „  -m , - n j  9 to  ró w nan ia

x » x0 -  i  t

y s t-
Z s  z0 -  n  t

o k r e ś la ją  tę  samą p ro s tą  ja k o  o ś , jed n a k  o zw ro c ie  

P rzeciw nym  n iż  poprzednio®
P odobn ie  ja k  na p ła s z c z y ź n ie ,  można, ró w n ie ż  w p rz e s ­

t r z e n i  uważać p rz e d s ta w ie n ie  pa ram e tryczne  p r o s te j  za 

P rz e d s ta w ie n ie  ru ch u  je d n o s ta jn e g o  po t e j  pro.. J -
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J e ż e l i  p ro s ta  p j e s t  ró w n o le g ła  do je d n e j z 
p ła s z c z y z n  u k ła d u 8 a le  n i  © ró w n o le g ła  do o s i  uk ładu ,, 
t o  j e j  ró w n a n ia  p a ra m e tryczn e  m a ją  p o s ta ć s  
x» x 0-6-itSł y s y 0+ m tg z«*zo8 gdy p j e s t  ró w n o le g ła  do p ł oSy s

x * x o * , w 0+ n t ,  gdy * * H « « y z 2

J e ż e l i  p ro s ta  p j e s t  ró w n o le g ła  do je d n e j z o s i u k ła -  
d u f t o  ró w n a n ia  p a ra m e tryczn e  p rz y jm u ją  p o s ta ćs  

x » x 0+l t p  y s y o9SK»z0? gdy p j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  x 8 

x= xQ ,y « y 0-HEt s zazQ , " " « ® » y

x*oło9 ysy oft Zte*0+n t, - « * " * * s?

p r o s t e j  w p o s ta c i k a n o n ic z n e j,

Hiecfe. p ro s ta  p b ę d z ie  dana rów nan iam i p a ra m e trycz»
fiy ia i:

J e ż e l i  p ro s te  p n ie  j e s t  ró w n o le g łe  do ż a d n e j z 
p ła s z c z y z n  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h *  to  1 ^  0 9 m #  0 9 
n #  0*
R ugu jąc  w tym  p rzypad ku  t  z rów nań ( 6 ) ,  o trzym u jem y 
p ro p o rc ję

k tó r ą  nazywamy p o s ta c ią  k a n o n i c z n ą  r ó w »  
n a ń  p r o s t e j *

Równania p r o s te j  w p o s ta c i  k a n o n ic z n e j są ró w n a n ia m i 
zw ycza jnym i p r o s t e j9 w k tó r y c h  p ro s tą  o k re ś la  s ię  p rz y  
pomocy p ła s z c z y z n  r z u tu ją c y c h .  I s t o t n i e , zw ią ze k  (7 ) 
j e s t  równoważny u k ła d o w i rów nań

3teV l t * *  *  y 0 » ®»*0+n t

Có)

o
(7)
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w k tó rym  ró w n a n ie  p ie rw sze  p rz e d s ta w ia  p ła s z c z y z n ę  równo­
le g łą  do o s i  z C n ie  za w ie ra  zm ienne j z ) , - ró w n an ie  
d ru g ie  -  p ła s z c z y z n ę  ró w n o le g łą  do o s i  y .
W do tychczasow ych  ro zw a ża n ia ch  z a ło ż y liś m y  8 że 

w s z y s tk ie  l i c z b y  l 9m8n są różne  od z e ra .
Gdyby np» m s 0* to  ró w n a n ia  pa ram e tryczne  p r o s te j  m ia ­

ły b y  p o s ta ć

x  -  x Q + l t 9 y  s  z ~ z Q + n t

R ugu jąc  t  z ty c h  rów nań , otrzymamy rów nan ia  p r o s te j  ‘ 

w p o s ta c i  k a n o n ic z n e j

y  s  y 0

Gdyby m -  0 i  n  3 0» to  ró w n an ia  kanon iczne  p r o s te j  

p r z y ję ły b y  p o s ta ćs
y  s  y 0 , z 3 zQ

Z n a jd z ie m y z w ią z k i m iędzy w sp ó łczyn n ika m i k ie ru n k o ­
wymi l^m ^n  p r o s te j  p „  w ys tę p u ją cym i w j e j  p rz e d s ta ­
w ie n iu . pa ram etrycznym  i  kanonicznym * a l ic z b a m i A s.d su 

w j e j  ró w n a n ia ch  p o s ta c i

+ Bxy  + C1z + %  *  0 

A2x + B2y + C2z + D2 s 0

P ro s te  p o ra z  w e k to r a {  1 »m, n i  ^ako Z r d ^ k° l in a r n y  
są p ro s to p a d łe  do w ekto rów  r  * s ( A ^ B g . c y

( r y s „119 ) 9 wobec te g o  w e k to r*  k tó r y  je s t  ilo czyn e m  

wektorowym  w ekto rów  r  1 S j c z y l i

I , 7  , *

Ax » %  ' °1

a2 . %  , C2

j e s t  k o l in e a rp y  z w ektorem  a®
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W spółrzędne wie® w e k to ra  r  % «

h .  Gi

B2 c 2 :» B2
(7)

są p ro p o rc jo n a ln e  do w s p ó łrz ę d ­
nych  w e k to ra  a , c z y l i

B ^ C j I

B2#C2 i : c2 »a2 | ̂ 2  »^2
(8 )

P rz y k ła d  :

M a jąc  p ro s tą  p o k re ś lo n ą  równa' 
n ia m i

5x ♦ 8y  -  3z ♦ 9 » 0*
2x “  4y + z  -  1 ® 0 

n a p is a ć  j e j  ró w n a n ia  w p o s ta c i 
p a ra m e try c z n e j i  k a n o n ic z n e j«
1 sposóbs O bieram y dow olny

p u n k t na p r o s te j  np«,

Rys® 119 Jako  w s p ó łc z y n n ik i k ie ru nko w e
p r o s te j  możemy p r z y ją ć  l i c z b y  

równe w yznacznikom  (7 ) lu b  l i c z b y  do n ic h  p ro p o rc jo n a l­
n e . P rzy jm u jem y

8 , - 3 - 3 , 5 5 »  8

1 = -  - 4 p  IBS *  - 1 1 ,  n *

- 4 ,  1 1 , 2 2 ,  - 4

Równaniam i p r o s t e j  w p o s ta c i  p a ra m e try c z n e j sfg

X 58 -  |  -  4 t ,

y « -  11 *.
z = 1 -  36 t ,

a w p o s ta c i  k a n o n ic z n e j

L i i .  = L i i . . I l i
4 11 36
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2 spo sób j Wyznaczamy dw ie p ła s z c z y z n y  r z u tu ją c e  pro ' 

s i e j  p ( s t r „2095 9 o trz y m u ją c

i  *  -  x  "  t S

- 1 Ł 11 z -  5  x  + -af-

Z równań ty c h  w yznacza jąc  x ,  o trzym ujem y p o s ta ć  kano­

n ic z n ą

»  *  1 0 ,  ,  8X
I TT

-

T
5

l i

z k t ó r e j  odczy tu jem y^ że p ro s ta  p p rz e c h o d z i p rze z  
p u n k t P0 ( 0 t -  * H ;  ) i  j e s t  ró w n o le g ła  do w e k to ra

P rz y ró w n u ją c  s to s u n k i w y s tę p u ją ce  w p o s ta c i kano­

n ic z n e j do t 9 otrzymam y rów nan ia  pa ram etryczne  p ro ­

s t e j !
x  *  t  8

y 3 ~ fo * vh %i 
% s  + f

6 . Równania oroste .1

N ap isać ró w n a n ia  p r o s te j»  p rze ch o d zą ce j p rze z  

p u n k ty  A (x 1 »yl 9 z1 ) i  B (x 29y 2 oz2 ^ e 

P ro s tą  możemy o k r e ś l ić  rów nan iam i p a ra m e try c z n y ia i? 

j e s t  bowiem k o lin e a rn a  z wektorem  X§ { x 2 " x l ?z2sl )  
i  p rz e c h o d z i p rz e z  dany punk t»  za k tó r y  możemy 

p r z y ją ć  A lu b  B e 
O trzym ujem y

x s xx ♦ (x2 *  x l^  ts

y  s  + (y 2 *  t>

z s + (z2 “ **

(9)
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R ugu jąc t  z. równań p a ra m e try c z n y c h , otrzym am y w przy-»

paclku X2 g ^2» z i  9^ Z2 S p o s ta ć  ka n o n iczn ą
rów nań p r o s te j

* :  y i ,  i i i  d o )
x2 “ x l  ^ 2 “  y i  Z2T Z1

W p rzyp a d ka ch  s z c z e g ó ln y c h , gdy w e k to r  A§ j e s t  równo­
le g ły  do je d n e j z p ła s z c z y z n  u k ła d u  lu b  ró w n o le g ły  

do je d n e j z o s i  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h , ró w n a n ia  (1 0 ) 
p rz y jm ą  p o s ta ć  w ym ien ioną  w poprzedn im  u s tę p ie *

To K a t dwóch p ro s ty c h »

N ie c h  p ro s te  p i p 1 będą o k re ś lo n e  rów nan iam i 

x  « x 0 + l t ,  y  s  y o-nn t, z *  z Q + n t ;

x  3 -i- 1 *3 , y  "  y £ + n *s , z = + n ( s .

K ą ty  ja k ie  tw o rz ą  ze sobą w e k to ry

a { l , m , n j  i  a* { l %  m% n ’|

są  je d n o c z e ś n ie  k ą ta m i p ro s ty c h  p i p ® ,

Wobec te g o ,  o zn a cza ją c  k ą t  dwóch p ro s ty c h  p rz e z  V , 
mamy w zo ry :

cos y  *  ~
11® ■» mm* nn ł

V 12-hc '- «‘f i2 V I* »2-m *2 (11)

s in 2 >*

m9 i + ] n 8 2 2+ f . » f
- “ L ii. nn

- ___ Ił-L a . msj

( l 2-Ha2-i-n2 ) * ( l * 2+m92+ n *2 )
( 12)

P ro s te  p i  p® są p ro s to p a d łe ,  gdy cos f  ss 0 , a równo­
le g łe ,  gdy s in  y  ¡s 0 , „  Ze w zoru  w ięc  (1 1 ) w yn ika  ja k o  
w arunek p ro s to p a d ło ś c i p ro s ty c h  zw iązek

11® + nim® + nn® ® 0 , (13 )

a ze w zoru  (12) ja k o  w arunek ró w n o le g ło ś c i mamy
1 ~ k l >, m *  km3, n a k n ’ , g d z ie  0 

W p rz y p a d k u , gdy a i  e® n ie  są ró w n o le g łe  do żadne j z 
p ła s z c z y z n  u k ła d u  w arunek ró w n o le g ło ś c i p ro s ty c h  mo-
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żerny w y ra z ić  p ro p o rc ją

i
X9

m
m’

n
n*

(14)

8 e Wzajemne p o ło ż e n ie  p r p ^ i^ s h J £ ^ £ S e s t£ £ g a la . 
N iech, będą dane p ro s te  p i  P '

x » x ♦ i t ,  y *  y Q + mt» z s %o * n t *

X a 'X j  + 1*3»
y P  +  m Sg, a s  z ’ ^ n 9s . o

1 ) P ro s te  p i p *  n a le ż ą  do je d n e j p ła s z c z y z n y , c z y l i  
p r z e c in a ją  s ię  lu b  są do s ie b ie  ró w n o le g łe , j e ż e l i

w e k to ry

a { l , m 8x i |  » a s {  l% E f sn s}s 9 F^p0 { x 0" x ó» y o“ y o* z o~z o} 

są kom plenarne ( ry s ,120 a l b ) ,  Na to  zaś  p o trz e b a  

i  w y s ta rc z a  (s ir .»  66) 9 by

1 1 8 X
1  S A 9 *-© O

O j ® *  » Q“°yO 

n 9 e ^ 0" z o

s o

J e ż e l i  p ro s te  
p i p 9 p rzec ina -»  

ją  s ię  to  
i s t n i e ją  ta k ie  
dw ie l ic z b y  
t  i  9 e że 
w spó łrzędne  

p u n k tu  p r o s te j  
p równe są 
w spółrzędnym  

p u n k tu  p ro -- 

s t e j  p \  
c z y l i

x  ♦ l t  •  *p  ♦  l i s *
/ 0  ♦ m t «  y» ♦
g ^ s  y ! -&■ n *s .

R o zw ią zu ją c  u k te d  dw óch 'epoóród  ty c h  t r z e c h  rów naó , o t r z y -  

oaoy p a r ,  s » t ,  k tó r a  sprawdza ró w n ie ż  t r z e c ie  ró w n a n ie .
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2) P ro s te  p i p 9 n ie  n a le ż ą  do je d n e j p ła s z c z y z n y , 
c z y l i  są p ro s ty m i s k o ś n y m i, j e ż e l i  w e k to ry  a% &»

Po Po n is  kom planarn® (ry s o  120 c )  1 o d w ro tn ie »  
W arunkiem w ię c  kon ieczny®  i  d o s ta te czn ym , by p ro s te  
b y ły  skośne je s t

1 , 11

m9

a , n%

#  0

9 ® p r o s ts i»

^ a ją c  p ro s tą  p 9 o k re ś lo n ą  ró w n a n ia m i

x * x o* l t 0 y**y0+ mt«, & a  * Q+ n t

o ra z  p u n k t P, i x 1 a 1 g * * )  9 wyznaczymy o d le g ło ś ć  p u n k tu  
od p r o s te j  p „

C toaczay p u n k t ' 'U 0#y 0 , * 0 ) 
n a le ż ą c y  do p r o s te j  p 

p rz e z  P0? a  r z u t  prosto«» 
ką ti^y  p u n k tu  na 

p ro s tą  p p rz e z  P | ( r y s *  
121) e wtedy maaąy

d*  l p i pi l * l V i i  s in  *

f  j e s t  ką te m 8 j a k i
tw o rz ą  p ro s te  p i  P P .a 
T. o i
K ro s ta  p j e s t  ko lin e a r™  
na z w ektorem  © { l 9m9n } 8

p r o s ta  PQP^ je a t  k o l in e a rn a  z wektorem

%  i x l “ x o * s l raZo }  • W0&®c te g o  k o rz y s ta ją c
ze w zoru  0 2 )  ( s t r o  222) 9 mmy

, /
y x - y e . » i n  | 2 ^ * r v  ł i

j ^ o ’  n l W  1  I y r y 0 » m 1

V Cxr * 0 ) 2  4 ♦ is&i-So) 2^ ? ^ 2 ^ 2

s d a le j  8 pon iew aż ___

| V l |
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w ię a  K ttó r ^ f r e ie ją c y  o d le g ło ś ć  p u n k tu  P^ ©d p r o s te j

P p rz y jm u j#  p o s ta ć  s>
.........'  ~  2«

d _V
¡ r r '* a »  ® ❖ ® I* so 9 n J + l * l " aŁo» 1 I

11 * ! - * * •  1 1  |y i-a r0 »

10® gd ląg łeść dwóch araft&3Ł& #frO$fflK&U.
M a c h  będą dane dw ie  p ro s te  skośne p i p ®  :

X«"X

P row adzi® ^ p rzez  p o c z ą te k  u k ła d u  w sp ó łrzę d n ych  
p ła s z c z y z n ę  € ró w n o le g ły  do p ro s ty c h  p i  p p© Płasz­
czyznę tę  w yzn a cza ją  p u n k t 0 ( 0 90 g0 ) i  w e k to ry  
a { l , i& , n }  0 a p{ l% m % n 9} p wobec te g o  mażemy j ą  
k r e ś l i ć  ró w n a n i» 1  p a ram e tryczn ym i £ s t r o202)

x  s  1 u ♦ X9 v-
3;f o  $  a  ^  s® v
s s ,n  u n* ^

H ugu jąc  z t y c h  równań p a ra m e try  u  i  w i®»»® w yraża­
ją c  u 1 v  np 0 8 dwóch p ie rw s z y c h  równań, p rzez x  i  y  
i  p o d s ta w ia ją c  uzyskane w y ra ż e n ia  de ró w n a n ia  t r s a ~  
ciegOg a trzym is j^r ró w n an ie  zw ycza jne  płaszczyzny

i i . i» l U 19| . f i . X j

U J E a t y • • r a ! ffi.5 y  1
H d re a u  raożeąy te ż  nadać poatsć

* *  y® s 

1* ®» a  
1

lu b  p o s ta ć  nonaa lisą

% m* 9n '

s> ^

7
x ey  »

X*®8
X?®%,4fe ^ b t  + cr

g d z ie  A ® mp j  \  msn9 B» n l 9 - n 9! ' ,

%
n
n®

C »

*  Oj

Im9 -  X®m0
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ra ż a  s ię

1 /  J e ż e l i  p u n k ty

? Q(V o » S0 } » 
ey do p r o s te j  p i

P5 (x S»y ó»z J>» n a le ż ą ­
cy do p r o s te j  p %  l e ­
żą po je d n e j s t r o ­
ni, e p ła s z c z y z n y  £ 
( r y S o !2 2 ) B t o  o d le ­

g ło ś c i  w zg lędne ty c h  
punktów  od p ła s z c z y z ­
ny e ą m a ją te n  sam 
znak i  o d le g ło ś ć  ć 
p ro s ty c h  skośnych  wy-

d »  |NPc -  N»P*|

2} J e ż e l i  p u n k ty  PQ i  P^ le ż ą  po p rz e c iw n y c h  s tro n a c h  
p ła s z c z y z n y  8 t o  ic h  o d le g ło ś c i  w zg lędne od p ła s z c z y z ry  

€ r ó ż n ią  s ię  znakam i i  w tedy

a -  I NP0 j *  I N9P9 | S  j NPd NsP£j

W obu w ię c  p rzyp a d ka ch  o d le g ło ś ć  p ro s ty c h  skośnych  ró w - 
na s ię  b e z w zg lę d n e j w a r to ś c i r ó ż n ic y  o d le g ło ś c i  w z g lę ­
dnych p u n k tó w 8 n a le ż ą c y c h  do ty c h  p ro s ty c h  od p ła s z c z y -  
sny e »
Poniew aż

NP =o

w ię c  

da

X . ,y  »Zo ^ o *  o 

1? mg n

1* 8m®(n*

a N?P8« o J 1 :»m »«

O” s o

V a ^+ b? +C*

x 0 * y-r t*

1 p m 9 n 

1 %  m* s n 9

\T a 2+b 2+C17 A ^ ‘ l% m 8 8n*

X 8 o ¥  S 9 Z 9 O 9 9 o
m n

1* j m! 9 n s

c z y l i
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U .  P o ło ż e n ie  proste .1  w z g ls ś ^ JBlŁfiSŁSagagBŁŁ

M iech będz ie  dana p ro s ta  p o ró w n a n ia ch  

z m c g + lt ,  jr»y0+mt ,  * ^ * 0+ n t (15 )

oraz. p ła s z c z y z n a  W

♦  %  ♦ Cz + D *  0

Wyznaczymy p u n k ty  w spó lne p r o s te j  p z p ła s z c z y z n ą  
Prosta p  p o s ia d a  p u n k t w spó lny z p ła s z c z y z n ą  W8 je ż e -  

l i  i s t n i e j e  ta k a  w a rto ść  t 9 że p u n k t p r o s te j  p o 

w sp ó łrz ę d n y c h  xQ *■ l t  9 y 0 4'' z0 + s p e łn ia

równanie p ła s z c z y z n y s c z y l i  j e ż e l i

A<x0+ lt ) + B (y ę * * t>  + C (zQ+ n t)  + D *  0

lub
( A l  ♦ Bas ♦  O n) t  ■ -  U x 0 *  3 y 0 4 CzQ + D) (16 ) 

P rz y  ro z w ią z y w a n iu  te g o  ró w nan ia  mogą z a jś ć  t r z y  p rz y ­

p a d k i :
1) J e ż e l i  A 1+ B **C ** 0 ,  to  i s t n ie ją  t y lk o  je d n o  ro z ­

w ią z a n ie  ró w n a n ie  ( 1 6 ) „ m ia n o w ic ie

Ax& *0  .....
* ~ *  A l  ♦ Bm *  Cn

a to  z n a c z y s że i s t n ie je  t y lk o  je d e n  p u n k t p r o s te j  p

o współrzędnych -  + l t ,  *  n t * W dł*
jednocześnie punktem płaszczyzny Wo W tym  w ię c  p rz y «  
padku proste p p rz e c in a  p ła szczyzn ę  W w jednym p u n k c ie .

2 ) J e ż e li  Al+Bm+CnPO a AxotBy0+Gzo^D #  0 , to  
równanie (1 6 ) n ie  p o s ia d a  żadnego ro z w ią z a n i®  -  je s z  
sprzeczne o P ro s ta  p n ie  ma z p ła s z c z y z n ą  W punktów  

w s p ó ln y c h , c z y l i  że p ro s ta  p j e s t  ró w n o le g ła  ao 
płaszczyzny W® S łuszne  je s t  te ż  tw *  o d w ro tn e .
W arunkiem w ię c  k o n ie c w *  i  dos ta tecznym  ró w n o le g ło ś c i

p ro ste j « 0* l t ,  * ® V nt
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d© pŁasicggsąy-
A,¥ -e- %  Cs ♦ D «  O

j® a t 0 by
A l Bm ♦ Ca 9  O

3} J e ż e l i  Al>Bm“KJr^O 1 As^S^rg/frCz^*© «  o „  t o  
ró w n a n i*  : {1 6 } J e s t  nieoznaczona«» Każde w a rto ś ć  t  
j e s t  ro z w ią z a n ia ®  ró w n a n ia 8 c z y l i  i®  każdy p u n k t 
p r o s te j  p s p e łn ia  ró w n a n ie  p ła s z c z y z n y  W0 Prost®  
p w tym  p rzyp a d ku  le ż y  w p ła s z c z y ź n ie  W® S łu szn e  j e s t  
ró w n ie ż  tw ie rd z e n ie  odw rotne» Z a tea  w arunkiem  k o n ie c z ­
nym i  d o s ta te cznym  p rz y n a le ż n o ś c i p r o s te j  p d© p ła s z c z y z ­

ny W j e s t 9 by

«y  p rz e z  8 0 zaś k ą t  w e k to ra  p ro s to p a d łe g o  do p ia s z c z y s ty  
W p r s t s  v 9 t o

x /  ^ B s t^ z ^ D  #  0 8J e ż e l i  p u n k t p r o s te j  p o w spó ł­
rz ę d n e !*  Cx0 »y0 .#s,.,) n ie  n a le ż y  do p ła s z c z y z n y  Wo

N ie c h  b ę d z ie  dana p ła s z c z y z n a  I'/ o ró w n a n iu

4 ?

As: + %  *  Cs *  B 55 0 
i p ro s ta  p okrt.śl«»ns
ró w n an ia m i

Byś» 123 '

Kątem p r o s te j  p / n i e  
p r o s to p a d łe j /  s p ł© az« 

czy  sną W nazywamy k ą t  
t@ j p r o s te j  z  j e j  r z u -  
tsa  p ro s to k ą tn y ®  p na 
płaszczyznę W ( r y s 01 2 3 K  
J e ż e l i  k ą t  te n  oznaczy»
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© * f - i  9
a w tedy

s in  © *  s in  ( -  tf) s  cos y

i
co s  #  s  cos ( -  tf) s  s in  y

K ą t y  j e s t  kątem  m iędzy w ek to ram i a { l 9m9n j  i  

(A jB jC ] e wobec te g o

s in  © » co s  y  « Al ♦ Ba ♦ Cn
? 2  2 l^ m T + nV A2+B2+C2'«

cos © otrzym am y s to s u ją c  w zdr na s in  y  ( s t r 0222)o 
K o rz y s ta ją c  z ty c h  wzordw możemy poded w a ru n k i równo**
le g ło ś c i  i  p ro s to p a d ło ś c i p r o s te j  p dc p ła s z c z y z n y *

1 /  P ro s t©  p j e s t  ró w n o le g ła  do p ła s z c z y z n y  lu b  n a le ż y

do n i e j „ j e ż e l i
A l  ♦ Bm ♦ Ca *  0 „

p rz y  czym 9 j e ż e l i  AxQ+ s  ** °® p ro s ta
j e s t  ró w n o le g ła  do p ła s z c z y z n y 9 © j e ż e l i  

Ax0+ % 0 ♦ Cz0 ♦  D *  °9

t o  p r o s ta  n a le ż y  do p łaszczyzny®
2 /  P ro s te  p j e s t  p ro s to p a d ła  do p ła s z c z y z n y  W8 gdy 

s p e łn io n a  j e s t  p ro p o rc ja

A  s f i  s  £  0 
1 a  n
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R O Z D Z I A Ł  IV  

KRZYWE STOŻKOWE

§ 16» ELEMENTARNE WŁASNOŚCI KRZYWYCH STOŻKOWYCH

1» W yznaczanie m ie js c  ge om e trycznych .

M ie jscem  geom etrycznym  punktów * m a ją cych  w s p ó ł“  
ną w łasno ść  W* nazywamy z b ió r  punktów * k tó r y  s p e łn ia  
dwa w a ru n k i:

1 °  każdy p u n k t z b io r u  p o s ia d a  w łasno ść  W,
2 °  żaden p u n k t /  n ie  n a le ż ą c y  do s b io r u ,  n ie  

p o s ia d a  w ła s n o ś c i We

Z n a u k i w s z k o le  ś r e d n ie j  znamy p rz y k ła d y  m ie js c  
g e o m e tryczn ych : o k rąg  j e s t  m ie jscem  geom etrycznym  
punktów  p ła s z c z y z n y  jednakow o o d da lo nych  od p u n k tu  

s ta łe g o *  s y m e tra ln a  o d c in k a  j e s t  m ie jscem  ge om e trycz ­
nym punktów  p ła s z c z y z n y  jednakow o od d a lo n ych  od koń­
ców o d c in k a  i t d .

M etoda g e o m e tr i i  a n a l i t y c z n e j  na d a je  a ię  s z c z e g ó l­
n ie  do w yznaczan ia  i  ba dan ia  m ie js c  geom etrycznych»

W m e to d z ie  t e j  ob ieram y pew ien  dogodny u k ła d  

w s p ó łrzę d n ych  i  m ając na uwadze daną w łasność geome­
try c z n ą  punktów  n a le ż ą c y c h  do szukanego m ie js c a  geo­
m e tryczn e g o , s ta ram y s ię  p rz y  z a s to so w a n iu  wzorów 
g e o m e tr i i  a n a l i t y c z n e j  i  znanych tw ie rd z e ń *  wyzna­
czyć zw ią ze k  m iędzy w spó łrzędn ym i x ,  y  ¿©wolnego p u n k tu Y

................................ ..........  ■■'■ —  III ■     n I   ni «1 1 .1! II HI I. W raili.   

x /  T a k i p u n k t zm ienny* n a le ż ą c y  do m ie js c a  ge om e trycz ­
nego, nazywamy punktem  b ie żącym .
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należącego do poszukiwanego miejsca geometrycznego 
w postaci równania f U ,y ) »  0 . Mając związek f (x ,y )» 0 ,  
któremu czynią zadość współrzędne punktów należących 
do miejsca geometrycznego» staramy się z własności 
równania poznać własności geometryczne zbioru punktów 
stanowiących miejsce geometryczne.

Niekiedy przy wyznaczaniu związku między współ*» 
rzędnymi punktu należącego do miejsca geometryczne­
go dogodnie je s t  posłużyć się zmienną pomocniczą, 
która odgrywa ro lę  parametru. Otrzymamy wtedy równa­
nia parametryczne miejsca geometrycznego, z których 
możemy przejść do równani© zwyczajnego przez wyru­

gowanie parametru.
Sposoby postępow an ia  p rz y  w yznaczan iu  m ie js c  

g e om e trycznych  metodą g e o m e tr i i  a n a l i ty c z n e j z i l u ­

s tru je m y  na p rz y k ła d a c h .

P rz y k ła d  1 . Z na leźć  m ie js c e  geom etryczne pun - 

k tów  równo od da lo nych  od dwóch danych punk tów :

A U - p y p  > B ix 2>

R o z w ią z a n ie : O znaczając p rze z  P (x ,y )  p u n k t należą­
cy do szukanego m ie js c a  geom e trycznego , mamy

i—~  “ T  ~7 ~ T T
|A?1 8:1 V ' X“”X1 " + iy ““y l  *

| b p  1 +

P u n k t P j e s t  równo odda lony od punktów A i  B , w ię c

____ n—WW—̂

. J  ( x ~ x 9 ) 2  + (y-y2>2 (1)V c M ^ T ^ + ( y - y  i >2 *  V  x̂“x2

, który spełnia otrzymany zwią-O d w ro tn ie , każdy p u n k t,  kto rj -
zak  n a le ż y  do m ie js c a  geometrycznego, je g o  bowiem

* " * . . .  a i  0 są jednakowe» Zw iązek (1 )o d le g ło ś c i  od punktów  Ł  i  a  S4 J
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j e s t  zatem  rcSwnaniein szukanego m ie js c a  ge om e tryczne go» 
P is z ą c  ró w n a n ie  (1 ) w p o s ta c i

2 i x 2~x l } 3 x 2“ x l +^ 2 " y l

lu b

• - ' ■ &  ■ -R(*- ^ ) .
w id z im y  b e z p o ś re d n io $ że m ie jscem  geom etrycznym  
j e s t  s y m e tra ln a  o d c in k a  AB.

P rz y k ła d  2» Z n a le źć  m ie js c e  geom e tryczne  punktów  
równo od d a lo n ych  od dwóch p ro s ty c h  p rz e c in a ją c y c h  s ię  
P i  p * :

Ax + By + C *  0 ,

A *x+ 3 ?y+ C9s 0

R o z w ią z a n ie ; O znacza jąc p rz e z  P ( x ty )  p u n k t n a le ż ą c y  
do szukanego m ie js c a  g e om e tryczne go , mamy ( r y s e9 5 ) ;

NP »  i  N IP s  A sx + B*y  + C9

+ V a "2>B2 j V 'a  82 *  B *2

P unk t P j e s t  jednakow o od da lo ny  od p ro s ty c h  p |  p , 
w ię c

__Ax + By + C _ + Ą»x + B *v  + C9

y ; ; ż + b > 2 - ~ ’

co zgodne j e s t  z w y n ik ie m , uzyskanym n© s t r *  149

P rz y k ła d  3» Wyznaczyć m ie js c e  geom etryczne  ś ró d “» 
ków c ię ż k o ś c i t r ó jk ą tó w  o p o d s ta w ie  ¡A B | = c 9 k tó r y c h  
w ie r z c h o łk i  C le ż ą  na p r o s te j  y  ~ mx + n s 

R o z w ią z a n ie . P rzy jm u jem y p ro s to k ą tn y  u k ła d  w sp ó łrzę d n ych  
0xy t a k ,  że podstaw a AB t r ó j k ą t a  le ż y  na o s i  x E a oś y  
j e s t  s y m e tra ln ą  t e j  podstaw y ( r y s ,1 2 4 ) .

N ie ch  S ( x , y )  b ę d z ie  ś ro d k ie m  c ię ż k o ś c i dowolnego t r ó j ­
k ą ta  o p o d s ta w ie  AB i  w ie rz c h o łk u  G le żą cym ,n a  da n e j
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p r o s t e j .  Wtedy

y ł ®  = \  S? (2 )

i  j e ż e l i  w s p ó łrz ę ­
dne w ie rz c h o łk a  C 
oznaczymy p rz e z  £  

i f  j  to

* *  3 f  , y  *  3 7  •

*
dnych

|  *  3x i  ^  *3 y  
le ż y  na dane j p ro s ­
t e j  i  wobec te g o

P unkt C o w s p ó łrz ę

Ryso 124

je g o  w sp ó łrzę d n e  s p e łn ia ją  rów nan ie  t e j  p r o s te j .  

O trzym ujem y ró w n an ie

k tó r e  j e s t  s p e łn io n e  p rze z  w spó łrzędne  środków c ię ż ­
k o ś c i rozw ażanych  t r ó jk ą tó w .  BÓwnanie to  p rz e d s ta w ia  

p ro s tą  ró w n o le g łą  do p r o s te j  d a n e j.
O d w ro tn ie , każdy p u n k t s p e łn ia ją c y  rów nan ie  z n a le  

z io n ę j  p r o s t e j ,  s p e łn ia  ró w n ie ż  warunek (2 ) i  wobec 
te g o  p ro s ta  ta  j e s t  m ie jscem  geom etrycznym  punktów  S .

P rz y k ła d  4 * P ro s ta  p p rzem ieszcza  s ię  ró w n o le ­
g le  w p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Qxy w te n  sposób , że o d k reś— 
la  na o s ia c h  u k ła d u  równe o d c in k i OP^ i  OP2 « P rzy jm u­

ją c  o d c in e k  P^P^, ja k o  bok p ro s to k ą ta  k tó re g o
w ie rz c h o łe k  P _, w c z a s ie  ru ch u  p r o s te j  p 9 po rusza  s ię

3
Po p r o s t e j  1 o k re ś lo n e j równaniem

W yznaczyć m ie js c e  geom etryczne  czw artego  w ie rz c h o łk a  

P ( r y s . 1 2 5 ) .
R o z w ią z a n ie i J e ż e l i  zm ienną m ia rę  odcinków  QP^ i  0?2

3y -  3mx + n
lu b

a i



I
-  234 -

oznaczymy p rzez n 9 to  rów naniem  p ro s te j P^P^ je s t

y  s x  + n  
Równaniem p r o s te j
1 je s t

x  y
*”  + t r  ® ia b

Rozw iązując układ  
ró w n a li 

y  “  x  *

R ys, 125

otrzym am y współ-» 
rzę dne  p u n k tu

^  * Otrzymujemy;

.  & £ k ra l
~ a + d

b (a + n )
a + o

P u n k t P j e s t  punktem p r z e c ię c ia  s ię  p ro s tych  P^P i  
P jP . Równaniem p r o s te j P~Pf ja k o  p ro s te j przechodzą­
c e j p rz e z  punkt ( jg * ) 1 tw o rzące j z o s ią  x k ą t

135° j e s t

y  *
b (a  t  n)

~ [ x  *
a (b  -  n ) 

a + ba + b
Równaniem p ro s te j P,,P je s t

y  s x  » n
R ozw iązując układ  ró w n ań # złożony z równań p ro s ty c h  
P lP  i  P-, P 9 otrzymamy w spółrzędne punktu P ( x 9y ) 9 

O trzym ujem y

X » b (a  + n j  
"  .a *  n 9 a ^ -T T  v C3)

g d z ie  n j e s t  zm ienne i  z a le ż y  od p o ło ż e n ia  p r o s te j  p ,  
O d w ro tn ie , można w ykazać„ że d la  każdego n  p u n k t 

o w s p ó łrz ę d n y c h  (31 j e s t  w ie rz c h o łk ie m  p ro s to k ą ta  
o k re ś lo n e g o  w tem ac ie  z a d a n ia .
Z w ią z k i (3 ) są zatem p a ra m e tryczn ym i ró w n a n ia m i szuka­

nego m ie js c a  g e om e tryczne go . Chcąc od rów nań parame­
t r y c z n y c h  m ie js c a  g e om e tryczne go9 p rz e jś ć  dó je g o
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równania zwyczajnego, należy wyrugować.parametr n® 
Przebieg rugowanie parametru pokazuje poniższy ra ­

chunek:
(a+b) x *  ab + nb 

(a-i-b)y s ab -  ^

a
b

(a + b)a x + (a + b>b3' s ^  *  ab‘~ 

D zieląc stronami przez ab ia+h)* otrzymujemy

+ X *  1a

Zatem miejscem geometrycznym wierzchołków P je s t  
prosta c d k re ś la ją c a  na osiach układu odpowiednio 

odcinki o m iarach b i s ®

P rz y k ła d  5 . In n e  są dw ie p ro s te  1Ł i  12 o rdwna'

aiaoh y -  j  -  * 2 *  « • *  m c h o a a  p r° S* S P> ! ° Wn° -
le g ła  do osi x , ktdra przecina proste 1Ł i  12 odpo­
wiednio w p u n k ta c h  P j. i  P2- »  P ^ c le  P1 P o r r o 0 ^ o -  
n o  prostopadła do V  a .  punkcie P2 -  prostopadłą do
1 , ( ry s .1 2 6 ), P ro s te  p ro s to p a d łe  przecinają s ię  

2 w punkcie P.
Wyznaczyć m ie j­

sce geom etrycz­
ne p u n k tu  Po 
Rozw iązanie®
N iech równaniem 
prostej p bę­
dzie y -n 3 wte­
dy punkty P^ i  
P2 mają współ­
rzędne t

Rys „> 126

P . ( §  , n)P l ( » n ) » P2 1 m2

Równaniam i pros tych  P i  P2P sąs
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y - n s 

y -  n  s )

R o z w ią z u ją c  u k ła d  ty c h  ró w n ań , otrzymam y w spó łrzędn e  
p u n k tu  P (x  ay ) a 
Otrzym am y:

x  =
n(m-| + nu,)

y
n 15

*1 ®2
O d w ro tn ie , d la  każdego n  p u n k t o w s p ó łrz ę d ry c h  

(4 )  j e s t  punktem  p r z e c ię c ia  s ię  p ro s ty c h  P ,P  i  P^P«, 

Równania w ię c  (4 ) p rz e d s ta w ia ją  p a ra m e try c z n ie  m ie j­
sce geom e tryczne  punktów  P w z a le ż n o ś c i od n„ C^cąc 
uzyskać ró w n a n ie  zw ycza jne  m ie js c a  geom etrycznego* 
w yrugu jem y n  z rów nań p a ra m e try c z n y c h .
P rz e b ie g  ru gow a n ia  je s t  n a s tę p u ją c y :

m-jD^ x  *  n(m-j_ +• m^) 

m-jmz  y  = n(m3m2- l )  * I

© — (m^m0 — 1,1 

o im-, -i- m2 5

— m^nu, (m^m2- l ) x  m^m2 (m^-̂  m2 ) y  — 0

Zatem rów nan iem  zw ycza jnym  m ie js c a  geom etrycznego 
j e s t :

(1  -  x  + + m2^ y  s

P rz y k ła d  6 .P rze z  p u n k ty  P ^ ia ^ O ), P2 ( - a #Q) po­
prow adzono p r o s te ,  k tó r e  p r z e c in a ją  oś y  od pow iedn io  
w p u n k ta c h  i  0 ^ .  W yznaczyć m ie js c e  geom etryczne 
punktów  p r z e c ię c ia  s ię  p ro s ty c h  P1Q,1 i  ?pQl^9 j e ż e l i  

p ro s te  PyQij_ i  ^¿^2  W r a c a ją  s ię  o k o ło  punktów
I  P2 w te n  spo só b 8 że 00^ . 0Q2 = a2 i  oba p u n k ty  
Qp i  Q2 le ż ą  na je d n e j p ó ło s i  y  ( r y s , 127)»  
R o z w ią z a n ie , J e ż e l i  m ia ry  odc inków * ja k ie  p ro s te  P^Q.^ 

i  ^2 ^2  o d k re a l aJ§ 113 p ó ło s i  y ,  oznaczymy o d pow ie dn io

p rz e z  n-  ̂ i  n2>. t o  ró w n a n ia  p ro s ty c h  P2Q2 » ja k o
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p ro s ty c h  prsechodisą= 
cych  p rz e z  dwa pun­
k ty  9 możemy nap isad  
w p o s ta c i :

y  -  "T Ł* ^ s>.* 
«2

y  s  ~  (x  -8- a) 

Ponieważ

„  « r « 2 s ' t

c z y l i
nx  » n2 ® ©2 S

Eys® 127 w i?c 2
n2 S nT

Równaniu p r o s te j  P202 możemy te ż  nadaó po s ta ćs

~ • »  ( x  +■ a) 
y  Q1

2 po ró w n a n ia  p o s ta c i równań prostych  *  ^2  ‘2
^syn ika9 że p ro s te  te  są prostopad łe i  wobec_tego

jP2P | 2 ♦ f 2 ® 1 P1P212

lu b
(z + a )2 + y 2 *  Cx=a) 

Po w yko n a n iu  d z ia ła ń  otrzymamy

' *  y 2  S  4 8 ^

rów nan ie  okręgu

s  a

O d w ro tn ie 9 można wykazać9 że pu n k t 9 k tó ry  
s p e łn ia  ró w n a n ie  te g o  o k rę g u , po s iądę  w łasność pun­
k t * *  P i  wobec te g o  o k rą g  je s t  p o s z u k iw a n a  m ie jscem

geom etrycznym »

P rz y k ła d  7 .  Podstawa AB t r ó jk ą t a  ASO ma d łu ­
go ść  a .  B ie rz c h o łe k  C t r ó jk ą t a  po rusza  s ię  na p ła s z ­

c z y ź n ie  w te n  sposób , te  | AC f s i 3C ! « A  , « p n ą c z y  ć 

m ie js c e  geom e tryczne  punktów  C.
R o z w ią z a n ie . Podstawę AB t r ó jk ą t a  u m ie s z c z a j na o s .  

*  t a k ,  by wierzchołek A p o k r y ł  s ię  z począ tk iem
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u k ła d u  ( r y s 0 1 2 8 ) .
J e ż e l i  w spó łrzędne  pun­
k t  u C oznaczymy p rzez  
x 8y B to  w arunek

I A C  j  s | B C |  »  A  
możemy a a p is a ć  w p o s ta ­
c i

i/~ ~ 2  2 W
J L ł . *  j  „ 3  a m

V C x - a ) V

lu b

% s 9 128 skąd o trzym u jem y ró w n an ie

x 2 + y 2 = A,2 [  ( i - a ) 2 + y 2 ]

U.-A2) Cx2-»y2)+ 2b IW  A2 = C (S)
O d w ro tn ie  p u n k ty  k tó r y  s p e łn ia  ró w n a n ie  (6 )  0 s p e łn i©  
ró w n ie ż  w arunek ( 5 ) .

1 /  N ie c h  A #  1» w ted y  p r z e k s z ta łc a ją c  rów nanie . 
(6 ) f możemy je  n a p is a ć  k o le jn o  w n a s tę p u ją cych , p o s te -  
ćsiaehs

2 2 A ^x 4-*3T+2a
1 - A

x  -  s

z-s-a2 A 4

( O T * 4*
. 2

1 - A

W - l L
1 - A

?  “  0»

a*
o T F '

^x+a
1 ~ A S

y . s 2 A
.¿s2

( i - A  >'

i  p rz y p a d k u  w ię c  gdy A #  1 ,  ■ ~ m ie jscem  geornetrycarym  
punktów  C j e s t  o k rą g  o ś ro d k u  . . . . . . .

i  A 2 ^
a J - r j -  » 0 |  i  p ro m ie n iu  r A

e FTF?
2 /  J e ż e l i  A  s  1 8 c z y l i  gdy J r ó jk ą t  ABC je s t  

ró w no ram ienny* t o  ró w n a n ie  (6 )  p rz y jm u je  p o s ta ć

xSf
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i  p rzed staw ia  p ro s tą  rów noległą do osj. y *

P rz y k ła d  8 .  Gaiąy je s t  okrąg  K o p ro m ie n iu  r  
o ra z  p u n k t P±9 ss k tó re g o  poprowadzono s ty c z n e  do 
okręgu  w p u n k ta ch  ?2 i  ? y  Wyznaczyć m ie js c e  geome­
try c z n e  punktów  p r z e c ię c ia  s ię  w ysoko śc i t r ó jk ą t a  

P-jP-P-sj, j e ż e l i  p u n k t P~L po rusza  s ię  po je d n e j ze

stycznych®
R o zw ią za n ie * Ś rodek okręgu  K umieszczamy w p o c z ą tk u  

i  .jako je d n ą  ze stycznych p rzy jm u jem y p ro s tą

ró w n o le g łą  do o s i  x ( r y s .1 2 9 ) .  N ie ch  punkt Px  po rusza
s ię  po t e j
s ty c z n e j.  Jeże ­
l i  z m ie n ia ją c ą  
s ię  o d c ię tą  punk' 
t u  oznaczy­
my p rz e z  to  
p u n k t p o s ia ­
da w spó łrzędn e  
( t p i K  Zmienna 
t  je s t  różna  od 
z e r a 9 bowiem d la  
t  ~ 0 p u n k ty

Bys a 129 ■̂ 1 ^ ^3 8
k ry w a ją  s ię  i

rozw ażany t r ó j k ą t  n ie  i s t n i e j e .  P unkt PCx»y) je s t  

punktem  p r z e c ię c ia  s ię  p r o s te j  0 ^  i  p r o s te j  P ,« .

Równaniem p r o s te j  OP^ j e s t

P ro s ta  P,Q J e s t  ró w n o le g ła  do o s i  y ,  j e j  rów nan ie  
o trzym am y, J e ż e l i  wyznaczymy o d c ię tą  p u nk tu  P , t j  
p u n k tu  p r z e c ię c ia  s ię  b iegunow e j pu n k tu  PŁ w zg lę ­

dem okręgu  K z okręg iem  K . Równaniem b iegunow e j

p u n k tu  P-£ je s t
x t  + y r  s  r
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W yznacza jąc x  z u k ła d u
2x t  + y r  '

2 ,  2 .  2x  + y  s  r
o trzym u jem y

x  s 2 r 2 t  

r 2+ t 2

Punktem  P j e s t  w ię c  punktem  p r z e c ię c ia  p ro s ty c h

_ r
y ' T  *

2 r 2tx  *

R o zw ią zu ją c  te n  u k ła d  rów nań ze w zg lęd u  na x i  y ,  
o trzym u jem y

(7 )

x  =_ 2 r 2 t  _ 2 r 5 . t  4  0
■ » *  -  i t j t

(8 )
r Ł+ t "  r fc+ t ‘

ja k o  z w ią z k i w y ra ż a ją c e  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  p r z e c ię ­

c ia  s ię  w yso ko śc i t r ó j k ą t a  p rz e z  zm ienny p a ra m e tr t .
O d w ro tn ie , d la  każdego t  f*  0 p u n k t o w s p ó łrz ę ­

dnych (8 ) j e s t  punktem  p r z e c ię c ia  s ię  w ys o k o ś c i t r ó j ­
k ą ta ,  s p e łn ia  bowiem ró w n a n ia  ( 7 ) *  Z w ią z k i w ię c  (8 ) 
są ró w n a n ia m i p a ra m e tryczn ym i poszuk iw anego m ie js c a  
geom etrycznego» Chcąc uzyskać ró w n a n ie  zw ycza jne  m ie js c a  

ge om e tryczn e g o , ru g u je m y  z  równań (8 ) p a ra m e tr t *  P r z e b i j  
ru g o w a n ia  je s t  n a s tę p u ją c y :
D z ie lą c  s tro n a m i ró w n a n ia

y  ( r 2 + t 2 ) = 2 r5

x  Cr2 + t 2 ) *  2 r 2t ,

o trzym u jem y

skąd

X
x

r
T  >

t  ■ S L

P o d s ta w ia ją c  uzyskane w y ra ż e n ie  na t  do ró w n a n ia
p ie rw s z e g o , mamy

2 2
x  + y  — 2 ry  «  0
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lub X 2  +  Cy •  *  1,2

Szukanym więc miejscem geometrycznym je s t okrąg»
Z okręgu tego należy jednak wyłączyć punkty 10,0} 
i  (0 ,2 r )  , są to punkty do których zdąża punkt 
P ( x 9y ) 9 gdy t  dąży do nieskończoności lub do sera»

Mamy mianowicie?
2 r2

l im  x  s  l im  *  l i j n  - = 3 ^ —  ”  0 ,
t-^oo t-^oa r  + t t ^ c o  r_

lim y E lim  
t-*>o0 t,-«*«®

2r3 SS 0 ,
At*

lim x « lim 
t 0 t -*• 0

Z r h

A t2
» 0

lim y a lim 
t - * Q  t -* 0

2e?,...o ss 2 r
r̂ +t2

2« E l ip s a »
Z a d a n ie : Wyznaczyć miejsce geometryczne pun­

k tów  p ła s z c z y z n y 9 k tó ry c h  suma odległości od dwóch 

punktów  s ta ły c h  Fn i  Jes^ s ta ła  i  równa się Ł.s0 
Jako  oś x  u k ła d u  Gxy p rzy jm u jem y prostą na<Jft'"
ją c  j e j  z w ro t w e k to ra  j sko 08  ̂ °ki~ramy sy
m e tra ln ą  o d c in ka  F ^ ,  przyjmując jeden z je j  dwóch 

zw ro tów  ja k o  z w ro t d o d a tn i (rys©130/®

Oznaczamy:

iF l F! stV  i r 2Pl $ r 2 g 

iF2Fl l  S 2c
J e że li punkt P(x9y)  
należy do szukane­
go miejsce geome­
trycznego, to

Bys® 130
r 1 * r 2S2s (10)
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p rz y  czym

2a >  2 c P

pon iew aż  suma dwóch boków F-jP i  ?F2 t r ó j k ą t a  F-jP F2 je s t  
w ię ksza  od boku t r z e c ie g o  F2F ^ ,

J e ż e l i  p u n k t P n ie  n a le ż y  do szukanego m ie js c a  ge om e trycz ­
nego* t o

r l  *  * 2 *  2a (X I )
U w z g lę d n ia ją c  w sp ó łrzę d n e  punktów  F^Cc^O)*  F2 ( - c s0 ) f 
P ( x , y ) , zap iszem y z a le ż n o ś ć  (1 0 ) w p o s ta c i

■ ^ U - c ) 2 + y 2 * + V ( x + c ) 2 + y 2* ■ 2 a }

o trz y m u ją c  ró w n a n ie , k tó r e  s p e łn ia ją  p u n k ty  ( x , y )  
n a le żą ce  do szukanego m ie js c a  ge om e tryczne go .
Równaniu tem u nadajem y in n ą  p o s ta ć  * p r z e k s z ta łc a ­
ją c  je  n a s tę p u ją c o :

x 2 +2cx+e2+y2 •  4e2~4a V ( x - c ) 2+y2+x2-2 c x + c 2+y2 8

a V T x  -  c ) 2 + y 2 -  a2 -  c x ,

a2x 2 -  2a2c x  + a2c2 + a 2y 2 » a 4 -  2a2cx  + c2x 2 p

(a 2 -  c2 ) x 2 + a2y 2 -  e2 (a 2 -  c 2 )

Poniew aż a >  c> w ię c  a2 - c 2 >  0 i  wobec te g o ,  by 
tem u dać w y ra z > oznaczamy e2 -  c2 = b2 
O trzym ujem y

b 2x 2 + a 2y 2 *  a2*»2 ,
p p

d z ie lą c  s tro n a m i p rz e z  a b  9 mamy

* 2 ”  + * 2  s  1  (1 2 ) a

js k o  ró w n a n ie  rozważanego m ie js c a  geom e trycznego .
P osta ram y s ię  z p o s ta c i  te g o  ró w n a n ia  poznać pewne 
w ła s n o ś c i punktów  n a le ż ą c y c h  do m ie js c a  g e o ra e tryca - 
nego

1 /  W spó łrzędne punktów  n a le ż ą c y c h  do m ie js c a  geome­
t ry c z n e g o .  o k re ś lo n e g o  rów nan iem  ( 1 2 ) ,  s p e łn ia ją  n ie ró w n o ś c i



-  245 -

h  4 1a

ls ih
z 2- e 2 <  0

skąd - a  4  51 4  8

i  <ł
i  4

i  - b  4  y  4  b *

s t o  z tm c z jt  ¿8 p u n k ty  na leżące  do badanego m ie js c a  
geom etrycznego  le ż ą  w obszarze  p ro s to k ą ta  o d łu g o ś c i

2a i  s s e ro k o ś c i 2b Crys® 15D e
2) J e ż e l i  p u n k t ( x 0 ,y Q) n a le ż y  do m ie jsc©  geome­

try c z n e g o , c z y l i  j e ż e l i  0

- i
4

7
» i ,

to  ró w n ie ż  p u n k ty  

i x og- y Q) o raz  
(~xQiy Q) n a le ż ą  do 
m .g , ic h  bowiem 
w spó łrzędn e  s p e ł­

n ia ją  ró w n an ie  (1 2 )*  
D is  badanego w ięc

m ie js c e  g e o m e tr. oś x  i  os y są o s ia m i s y m e t r i i .
3) J e ż e l i  pu n k t U 0#jr0.) nB leźy  do to  rów

n ie ż  p u n k t C-x0 » -yo 3 na leży  do m .g , c z y l i  że począ­

te k  u k ła d u  j e s t  ś ro dk iem  s y m e t r i i  m®g®
Beasne m ie js c e  geom etryczne nazywany e l i p s ą .

3Sys® 132

E lia s a  w ię c  je s t  
m ie jsce ®  geom. 
pu nk tó w # k tó ry c h  
suma o d le g ło ś c i 
od dwóch punktów  
s ta ły c h  i  Fg 
gwaąych o g n i s ­

k a m i  j e s t  s ta ­

ła  i  równa n ię  2®,
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O d le g ło ś ć  o g n is k  F -jFg* 2c nazywamy o g n i s k o ­
w ą  e l i p s y »  o d c in k i i  r  ? »  p r  e a i  8 n i  &• 
m i  w o d z ą c y m i  p u n k tu  e l ip s y .

P unk t 0 g k tó r y  j e s t  ś rodk iem  s y m e t r i i , nazywamy 
ś r o d k i e m  e l i p s y ,  © każdą c ię c iw ę  pocho­
dzącą p rz e z  ś ro d e k  e l ip s y  - ś r e d n i c ą ,  n a jd łu ż ­

szą  spo śród  ś re d n ic  A ^A ^, k t ó r e j  d łu g o ś ć  równa s ię  2 s ,  
nazywamy o s i ą  w i e l k ą  e l i p s y , n a jk ró ts z ą  
ś re d n ic ę  3 ,3 2  0 d łu g o ś c i 2b -  o s i ą  m a ł ą .
P u n k ty , w k tó r y c h  o s i e l ip s y  p r z e c in a ją  e l ip s ę ,  c z y l i  
p u n k ty  A^ B ^s nazywamy w i e r z c h o ł k e -
m i  e l ip s y .

Z b ió r  punktów  ( x , y )  p ła s z c z y z n y  O xy9 d is  k tó ­
ry c h  "AŁ . y ^

+ ^  nazywamy obszarem  wewnętrznym

e l ip s y ,  zaś z b ió r  p u n k tó w , d la  k tó r y c h

^  1 -  obszarem  zew nętrznym  e l ip s y ,

Równanie e l ip s y  w p o s ta c i

1

nazywamy r ó w n a n i e m  o s i o w y m  e l ip s y .  
O gn iska  e l ip s y  le ż ą  na o s i  w ie l k i e j .  J e ż e l i  w ię c  
w ró w n a n iu  (1 2 ) a >  b , t o  o g n is k a  le ż ą  na o s i x ,  
j e ż e l i  b >  a ,  t o  na o s i  y  ( r y s .1 3 3 ) .

Tak n p . ró w n a n ie  9x2 ♦ 25y2 3 225 możemy n a p isa ć  
w p o s ta c i

v 2
V  Ł -

Równanie w ię c  p rz e d s ta w ia  e l ip s ę ,  k t ó r e j  p ó ło ś  
w ie lk a  a = 5 le ż y  na o s i  x s a p ó ło ś  m a łe  b ® 3 na 
o s i  yo P ó ło g n isko w a  c = ^ 2 5 ^ 9 *4 , wobec te g o  
F1 ( 4 , 0 ) ,  F2 ( - 4 e0 ) e

2 2
Równanie 25x + 16y *  400 możemy n a p is a ć  w p o s ta c i

V2 2
h  ♦  h  -  u
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Równania w ię c  p rz e d s ta w ia  e l ip s ę *  k t ó r e j  pó lo ś  
m ała e •  4 S p ó ło ó  w ie lk a  b *  5» Ognisk© są w punk­

ta c h  Fx (0 ,3 )  9 F2 '( 0 , - 3 ) .

3» H ip e rb o la .

Z a d a n ie ; Wyznaczyć m ie js c a  geom etryczne pun­

k tów  p ła s z c z y z n , k tó ry c h  ró ż n ic a  o d le g ło ś c i od 

dwóch punktów  s ta ły c h  F-j i  F2 j e s t  s t a ł a  i  równa 

2 a .
P odobn ie  je k  w poprzedn im  p rz y k ła d z ie  Jako oś 

x  u k ła d u  Qxgr p rzy jm u jem y oś FgF^* jak®  oś y® sy»«^ 

t r a ln ą  o d c in k a  Fj F2 ( r y s *  134)»
Oznaczasąy;

F1P * r1 , F2P s r2 , F ^ - t o

J e ż e l i  p u n k t P ( x 2y )  
n a le ż y  do szukanego 
m ie js c a  geom etryczne­

go» to

r j - r 2* 2 a » gdy r x > r 2 (13 ) 

lu b
Itys« 134
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r 2 *  r l  *  2 a ? r 2 > (1 3 )

c z y l i

l r l  -  r 2 j -  2a

p rz y  czym 2a C 2 c , pon iew aż r ó ż n ic a  dwóch boków 
F-^P i  P?2 z) F 1 .P F j  j e s t  m n ie js z a  od boku trz e c ie ­
go F2F r

J e ż e l i  p u n k t P ( x ,y )  n ie  n a le ż y  do szukanego
m ie js c e  ge om e tryczne go , t o

I r l  -  r 2l #  2a

U w z g lę d n ia ją c  w sp ó łrzę d n e  punktów  F1 ( c ,0 ) 9 F2 ( - c ,0 ) ,  
F ( x ^ )  zap iszem y z a le ż n o ś c i (13 ) w postaci

V T x ^ 'S™T~p"' -  y  (x«-c)2 + yć *  2a, gdy r x >  r £

l u b __________

♦ y 2 “ ^/Tx~c^-*-y2 s 2e, gdy r 2 >  r^

P rz e k s z ta łc a ją c  t e  dwa. ró w n a n ia , podobnie jak  w przy­
k ła d z ie  p o p rze d n im , o trzym u jem y jedno równanie równo­
ważne obu w p o s ta c i

U 2- 2 ) x 2 -  a2y 2 .  * 2 ( c 2 -  P )

i  o trzy -Poniew aż c :" -  a2 >  0 P oznaczamy e2“ >&2 
mujemy

b 2x 2 -  e2v 2 .  a V .
D z ie lą c  s tro n a m i p rz e z  a2b2 „ mamy

2 2
h  *  ^  *  1 (1 4 )* a b

ja k o  ró w n a n ie  szukanego m ie j s c a  geometrycznego.
Z ró w n a n ie  te g o  możemy wysunąć następujące wnioski:

1) P is z ą c  ró w n a n ie  (14 ) w postaci

S ’  - l

s tw ie rd z a m y , że o d c ię te  punktów  badanego miejsca geo­
m e tryczne go  w inny  s p e łn ia ć  warunek

x 2  -  a2  >  0 ,

c z y l i  x  Ą  - a  lu b  x  ^  a . Z tego wynika, że pun­
k ty  n a le ż ą c e  do m.g. le ż ą  poza pasem ograAlczortym pros-
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ty m i x  •  ~s 1 s  *  e ( r y s 155) *
2) Ponieważ w ró w n a n iu  (14 ) 

zmienne x  i  y  w y s tę p u ją  t y l ­
ko w kw a d ra ta ch , w ię c  j e ż e l i  
p u n k t U 0?y 0 ) s p e łn ia  równa­
n ie  a to  s p e łn ia ją  je  ró w n ie ż  

p u n k ty  Cxo9- y 0 ) 9 ( - x 0 »y0 )»
® O sie u k ła d u  są 

sstsm  o s ia m i s y m e t r i i ,  s po­
c z ą te k  u k ła d u  ś rodk iem  syme­

t r i i  badanego m ie js c a  geome­
try c z n e g o .

M ie js c e  geom etryczne  o k re ś lo n e  równanie®  (1 4 ) nazywa- 

my h i p e r b o l ą ®
H ip e rb o le  w ię c  je s t  m ie jscem  geom etrycznym  punktów  
p ła s z c z y z n y , k tó ry c h  ró ż n ic a  o d le g ło ś c i od dwóch 

punktów  s ta ły c h  i y  i  % e  zwanych o g -* 1 s k a m l ,  

j e s t  s t a ła  i  równa s ię  2a (*y ® *1 5 6 K
O d le g ło ść  o g n is k  
F jFp,-2c nazywa** 
ay o g n i s k o ­
w ą  h i p e r ­
b o l i ,  p rz y  czym 
z p o d s ta w ie n ia  d o ko ­

nanego w t r a k c ie  
p rz e k s z ta łc e n ia  

ró w n an ia  h ip e rb o -  
żeX I w y n ik a ,

c 55 a oi
O d c in k i r-? i  r

nazywamy p r o m i e  n i a & l  v‘ a w /  ** ' * , 
punktu h ip e rb o li, a p o e t e k  układu który je s t  środ­
kiem sym etrii h ip erb o li -  ś r o d k i ® ®  h i p e r ­
b o l i .  Oś sy m e trii, irtdre przechodzi przez ogn-ske, 
przecina h ip erbo li w punktach A3.Ca.OJ i  A jl-a .O ) .wanych
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w i e r z c h o ł k a m i  h i p e r b o l i «  
O dcinek o s i s y m e t r i i  Aj A2*2 a  nazywamy o s ią  
r z e c z y w i s t ą  h ip e r b o l i«
Równanie

« 1 (15)

o k re ś la  ró w n ie ż  h ip e r b o lę ,  j e j  od rz e c z y w is ta  równa 
s ię  2b i  le ż y  na o s i  y ,  a o g n is k a  m a ją  w sp ó łrzę d n e  
^ C O . c ) ,  E > (0 , - c )  ( r y s * 1 3 6 ) *

H ip e rb o le  o k re ś lo n e  ró w n an ia m i (1 4 ) i  ( 15 ) nazywa­
my p a rą  h ip e r b o l  sp rzężonych«  M a ją  one wspólny środek 
o ra z  równe co do d łu g o ś c i t  w za jem n ie  prostopadle 
ogn iskow e „

C ię c iw y  p rzechodzące  p rz e z  ś ro d e k  h ip e r b o l i

* 2 £  -
7  ’  £  = 1

nazywamy j e j  ś r e d n i c a m i  r z e c z y w i s  
t  y  m i«  OŚ rz e c z y w is ta  h ip e r b o l i  j e s t  w ię c  n a j­
k ró ts z ą  sp o ś ró d  ś re d n ic  rz e c z y w is ty c h «

Ś re d n ic e  rz e c z y w is te  h ip e r b o l i  s p rz ę ż o n e j z h ip e rb o lą  
(1 4 ) c z y l i  ś re d n ic e  rz e c z y w is te  h ip e r b o l i

£  * *
7  7  - 1

nazywamy ś r e d n i c a m i  u r o j o n y m i  
h ip e r b o l i  ( 1 4 ) „  N a jk ró ts z ą  spo śród  ś re d n ic  u ro jo n y c h  
h ip e r b o l iB c z y l i  2b nazywamy o s i ą  u r o ­
j o n ą  h ip e r b o l i«

Równanie h ip e r b o l i  w p o s ta c i  (14 ) nazywamy r ó w n a  
n i e m  o s i o w y  m0

Gdy a *  b f h ip e rb o lę  nazywamy r ó w n o ó s l o w ą .  
J e j  ró w n a n ie  os iow e ma p o s ta ć

2 lb ió r  punktów  ( x 8y )  s p e łn ia ją c y c h  n ie rów no ść

< 1
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nazywamy obszarem zewnętrznym  >, zbiór êś punktów  8 

s p e łn ia ją c y c h  warunek

4  -  ^  >  ł *a  o
obszarem  wewnętrzręyia h ip e r b o l i  o

4» P a ra b o la .

Z a d a n ie . Wyznaczyć m ie js c e  geom etryczne punk tów , 

k tó r y c h  o d le g ło ś c i  od p u n k tu  s ta łe g o  F i  p r o s te j  s ta ­

ł e j  k  są rów ne.
M a jąc  p ro s tą  k o ra z  p u n k t F „ oznaczamy o d le g ło ś ć

p u n k tu  F od p r o s te j  k przez  p ( r y s .  137»*& esy l i  
jK F | a  p .  Jako  oś x  p rzy jm u jem y p ro s tą  o k re ś lo n ą  w ekto ­
rem 13% ja k o  oś y  -  s y m e tra ln ą  o d c in ka  KFo W p r z y ję ­

tym u k ła d a ie  Oxy p u n k t 
F ma w spó łrzędn e  ( |  » 0 } g 
ICC- | 9 o) i  J e ż e l i  p u n k t 
M j e s t  rzu te m  p u n k tu  
P (X jy )  na p ro s tą  K „ to  

M (-  §? y)®  J e ż e l i  P ^ k t  
p ( x 9y )  n a le ż y  do s tu k a ­
nego m ie js c a  geom e trycz ­

nego, to
JM?1 *  I FP| (16)

B y s . 137

J e ż e l i  P ( x 9y )  n ie  n a le ż y  do szukanego m ie js c a

ge om e tryczn e g o , t o  |MP| #  |F P |*
Korzystając ze w zoru  w yraża jąceg o  o d le g ło ś ć  dwóch

p u n k tó w , możemy za le żn o ść  (1 6? n a p isa ć  w p o s ta c i

Y u  - 1>2 ♦ / '  • % *  f »

otrzymując ró w n a n ie  rozważanego m ie js c a  geom etry cz 

nego . Równanie to  p rz e k s z ta łc a m y »  u z y s k u ją c

x 2 - p x  ♦  |  2  t  , 2 *  I 2 *  1» *  f
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a po r e d u k c j i

y : *  2px ( 17)
Z p o s ta c i te g o  ró w n a n ia  w n iosku jem y i

1) oś x  j e s t  o s ią  s y m e t r i i  m ie js c a  g e om e tryczne go , bo­
wiem gdy p u n k t ( x Qiy 0) s p e łn ia  ró w n a n ie  (1 7 ) *  t o  ró w n ie ż  
p u n k t ( x o9 -  y Q) s p e łn ia  to  ró w n a n ie ,

2) P o czą tek  u k ła d u  n a le ż y  do m ie js c a  geom etrycznego bo 
p u n k t (0 ,0 )  s p e łn ia  ró w n a n ia  (17 )

3) J e ż e l i  p >  0 g t o  ró w n a n ie  s p e łn ia ją  p u n k ty ,  
k tó r y c h  o d c ię te  są n ie u je m n e , c z y l i  że p u n k ty  bada­
nego nug*. z n a jd u ją  s ię  po s t r o n ie  d o d a tn ie j p ó ł -  
o s i x j e ż e l i  p K 0 ,  t o  ró w n a n ie  s p e łn ia ją  p u n k ty , 
k tó r y c h  x  ^  0 ,  c z y l i  że p u n k ty  m .g . le ż ą  po s t r o n ie  
u je m n e j p ó ło s i  x*

M ie js c e  geom e tryczne  o k re ś lo n e  równaniem  (1 7 ) nazywa­
my p a r a b o l ą *

P a ra b o la  w ię c  j e s t  m ie jscem  geom etrycznym  pu nk tó w , 
k tó r y c h  o d le g ło ś c i  od p u n k tu  s ta łe g o  F , zwanego 
o g n is k ie m , i  od p r o s te j  s t a łe j  k ,  zw anej k ie ro w n i­
c ą , są równe, ( r y s .1 3 8 ) *  P ó ło ś  0 x ,  k tó r a  j e s t  o s ią

s y m e t r i i  p a r a b o l i ,  
nazywamy o s i ą  
p a r a b  o 1 i .  Oś 

p a r a b o l i  ma z w ro t do­
d a tn i  o s i  x ,  j e ż e l i  

p >  0 ,  z w ro t p r z e c i -  
gdy p <  0 ,

P unk t 0 ,  w k tó ry m  oś 
' p a r a b o l i  p rz e c in a  pa­

r a b o lę ,  nazywamy 

w i e r z c h o ł k  i em 
p a r a b o l i *
L ic z b ę  2p nazywamy

p p ó ł p a r a m e t r e m

2

p a r a m e t r e m ,  a
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p a ra b o li«  Parametrowi Zp możemy nadać następującą 
in t e r p r e t a c ję  geometryczną* J e że li obliczymy w spó ł­

rzę dne  punktów paraboli dis x v'3 otrzymamy
A (1 /2  p ,p )  i  B (3 /2 p *-p )» Plugość więc cięciwy p a ra ­
b o l i ,  prostopadłej do osi i  przechodzącej przez j e j

o g n is k o , równa się 2p®
Równanie paraboli w postaci

y 2 3 2px

nazywany r ó w n a n i e m  w i  e r  % c h o ł  k o 

w y m  p a r a b o l i «
Równanie

x” 3 2py
o k re ś le  rów nież parabolę, k tó re j oś pokrywa się  
z o s ią  y .  Z parabolą tą  spotkaliśmy się już w 
szko le  średniej przy wykreślaniu wykresu fu nkc ji 
y « sx2* Parametr 2p te j  paraboli równa się -  .

5* Przekroig-A tfiŻfeŁa.
J e ż e l i  p ro s te  p i  1 p r z e c in a ją  s i ,  «  p u n k c ie  

W 1 n ie  33 p ro s to p a d łe  , to  p o w ie rz c h n i,  u tw o rzoną  

ruchem  obrotowe® p r o s te j  1 dooko ła  p r o s te j  p na­

zywamy s t o ż k i e m  o b r o t o w y m .
P ro s tą  p ,  k tó r a  je s t  o s ią  o b ro tu ,  nazywamy o s i ą  
s t o ż k a ,  a p ro s tą  1 ,  k tó ra  rucham obrotowy® za­

to c z y ła  p o w ie rz c h n i,  s to ż k a  -  „ w o r z ą c ą
s t o ż k a .  P u n k t W (w ie rz c h o łe k ) d z i e l i  p o w ie rz ­

c h n i ,  na dw ie  c z p ó c i zwane p o w ł o k a m i

J e ż e l i  s to ż e k  p rz e tn ie m y  p ła s z c z y z n ą  ć ,  t o  
n i ,  p r z e c ię c ia  s to ż k a  i  p ła s z c z y z n y  nazywamy 

t  o ż k  o w ą .  K s z ta ł t  s to żko w e j z a le ż y  od 
ita  O pod Jakim  p ła s z c z y z n a  6  j e s t  nachy lona  

o s i  p o ra z  od te g o ,  ozy p ła s z c z y z n a  p rz e c h o d z i,  

y  te ż  n ie  p rz e c h o d z i p rz e z  w ie rz c h o łe k  W.
m e c h  8  oznacza K ą t tw o rz ą c e j 1 z o s ią  s to ż k a .
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B y s . 139

J e ż e l i  p ła s z c z y z n a  6  p rz e c h o d z i p rz e z  TC, to  
o trzym u jem y w p r z e c ię c iu :

1 /  p u n k t W » gdy f  >  g  
2 /  p r o s tą ,  gdy ^  =@

3 /  dw ie  p r o s te ,  gdy o? <  @

Dowodzi s i ę ,  że j e ż e l i  p ła s z c z y z n a  n ie  p rz e c h o d z i 
p rz e z  W, to  o trzym u jem y ja k o  p r z e k r o je :

V  e l ip s ę ,  gdy f > &  ( r y s .  139)
2 /  p a ra b o lę , gdy <|> s  0  ( r y s .  140)

3 /  h ip e r b o lę ,  gdy T < 8  ( r y s . 141)

P rz e k ro je  s to ż k a ,  uzyskane 
p rz y  p r z e c ię c iu  p ła s z c z y z n ą  

p rzecho dzącą  p rz e z  w ie rz c h o ­
łe k  (p u n k t,  p r o s ta ,  dw ie 
p ro s te  ) nazywamy s t o ż ­

k o w y m i  n i e w ł a ś -  
c i  w y  m i .  P rz e k ro je  

s to ż k a  uzyskane p ła s z c z y z n ą  
n ie  p rzechodzącą  p rz e z  w ie rz ­

c h o łe k  s to ż k a  ( e l ip s ę ,p a ra b o lę , 
h ip e r b o lę )  nazywamy s t o ż ­
k o w y m i  w ł a ś c i w y -  
m i  * l ub  k r z y w y m i
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§ 17 . RÓWNANIA KRZYWYCH STOŻKOWYCH W PROSTYCH 

POŁOŻENIACH WZGLĘDEM UKŁADU

1 . Równanie os iow e e liP A LY«
W yprowadzając na s t r o n ie  244 rów nan ie  m ie js c a

geom etrycznego pu nk tó w , k tó r y c h  suma o d le g ło ś ć -,

dwóch punktów  s ta ły c h  i  ^2  <3e s t s ta ^ a ~ równa
s ię  2 s , o trz y m a liś m y  ró w n an ie  e l ip s y

x i  + ¿L  a 1
? b

Ś rodek e l ip s y  o k re ś lo n e j tym  równaniem  z n a jd u je  s ię  

w p o c z ą tk u  u k ła d u  w s p ó łr z ę d n y c h , s  o s ie  e l ip s y  
1 2b le ż ą  na o s ia c h  u k ła d u  w sp ó łrzę d n ych . Równanie 
e l ip s y  w p o s ta c i  U J  n a z w a liś m y  równaniem  osiowym

e l ip s y .  , ,
Wykażemy, że j e ż e l i  w spó łrzędne  ś ro dka  -  e l i p ­

sy równe są  p i  q ,  a o s ie  e l ip s y  2a i  2b są ró w n o le g łe  
do o s i u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h , to  równaniem e l ip s y  je s t

2
u -  p ) 2 + -Lsł=s2— = 1 C2>

y  s* y ł + 4 t

I s t o t n ie  przesuwa­
ją c  ró w n o le g le  
u k ła d  Oxy do pun­
k tu  S ( r y s ,142) 
otrzymamy u k ła d  

S x*y * •  Równaniem 
e l ip s y  w u k ła d z ie  

S %*y* jest

K o rz y s ta ją c  ze zw iąz
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otrzym am y ró w n a n ie  ( 2 ) .

Równanie (2 )  możemy p r z e k s z ta łc ić ,  o trz y m u ją c  k o le jn o

0 ,b 2 ( x - p } 2 + a “ (y ~ q )2 -  a2b2

b 2x 2 ♦ Ą 2 2b2px  -  2s2ąy +b2p2+ a2q2 a2b 2 ■ 0

lu b ,  j e ż e l i  w s p ó łc z y n n ik i p rz y  zm iennych x i  y  o raz  
w yraz  w o lny  oznaczymy l i t e r a m i  dużego a l f a b e t u ,  to  
ró w n a n ie  e l ip s y  możemy n a p is a ć  w p o s ta c i

Ax2 + Ęy2 + 2 Cx + 2 Dy + E *  0 ,

g d z ie  A f  B o ra z  A >  0 i  B >  0

N ie  każde je d n a k  ró w n a n ie  p o s ta c i  (3 ) , w k tó ry m  A ^ D
i  A >  0 ,  3  >  0 , j e s t  równaniem  e l ip s y .

S prow adza jąc bowiem ró w n a n ie  to  do p o s ta c i ( 2 ) ,  o t r z y  
mujemy

A (x c+ 2 jx  + )>  B (y 2+2 | |  y  + + s  Qt

C2 r\2
+ 5 - - £ .

(3)

lu b  A U + £  ) 2 + BCy + | ) 2 (4 )

skąd  w y n ik e 9 że ró w n a n ie  (4 )  1 równoważne mu równa™
n ie  (3 ) p rz e d s ta w ia ją

2 2
1 °  e l ip s ę ,  gdy + i -  -  E >  0

2> 2
2 °  p u n k t ( -  f  , -  J  } ,gdy 3 *  O ,*7

O
3 n ie  p rz e d s ta w ia ją  żadnego u tw o ru  rz e c z y w is te g o ,

gdy §- + § - -  s < o.
P rz y k ła d .  Zbadać, czy  ró w n a n ie

25x*~ + 9y2 -  50x -  54y -  119 *  0 

p rz e d s ta v /ia  e l ip s ę .

Dane ró w n a n ie  p rz e k s z ta łc a m y  n a s tę p u ją c o :

25 ( x 2 - 2 x + l) + 9 ( y 2-6 y + 9 ) -1 1 9 -2 5 -8 1 -0 ,

x/ tylko punkt (- ■£, - j  ) spełnia równanie (4)



-  255 -

2 5 U - D 2 + 9 ( y - 3 ) 2 *  225,

i x - l ) 2 + i l z U L .  *  i .
9 25

Z o s t a t n ie j  p o s ta c i ró w n an ia  w y n ik a , że dane równa­
n ie  p rz e d s ta w ia  e l ip s ę  o ś ro dku  S ( l , 3 ) ,  k t ó r e j  o s i 
2a a  5 i  2b = 10 są ró w n o le g łe  do o s i  u k ła d u . 

O gn iska  e l ip s y  z n a jd u ją  s ię  na w ie lk ie j  o s i e l i p s y ,

ró w n o le g łe j do o s i  y»

2 . Równanie o s iowe h ip e r b o l i^
Równaniem osiowym h ip e r b o l i  ( s t r . 2 4 7 ) , k t ó r e j  

ś ro d e k  S z n a jd u je  s ię  w p o czą tku  u k ła d u , oś rz e c z y ­

w is ta  2a le ż y  na o s i x ,  a oś u ro jo n a  2b na o s i  y ,

j e s t  ró w n a n ie  _
2 2

V-fea u
J e ż e l i  ś ro d e k  S h ip e r b o l i  ma w spó łrzędne  (p ,q )  i  
o s i  h ip e r b o l i  są rów noległe do o s i  u k ła d u  Oxy, to  

ró w n a n ie  h ip e r b o l i  ma po s ta ć

I ł i r E i i  -  *  1 (5 )
s

Równanie (5 ) wyprowadza s ię  p rzesuw a ją c  ró w n o le g le  

u k ła d  Ozy do p u n k tu  S C p .q ). P °a° b n le  Jsk

P rz e k s z ta łc a ją c  rów nan ie  h ip e r b o l i  w p o s ta c i ( 5 ) ,

otrzym am y 2 2 2 2 2. 2 „ n
b2x 2- a 2y 2-2 b 2px ♦ 2B2qy *  b P '  a q - a b  - ° ’

k tó r e  po nowym o zn aczen iu  w spó łczynn ików  p rz y jm ie

p o s ta ć Ax2 -  3y2 + 2Cx + 2Dy + F » 0 , (6)
g d z ie  A > 0 ,  3  >  0 (
O d w ro tn ie , j e ż e l i  marny dane rów nan ie  p o s ta c i ( 6 ) ,

t o  możemy je  p r z e k s z t a ł c i ć  n a s tę p u ją c o :

2 C C2 \ -a/-,.2 oSy 4- P_) + P— — + 9  *  0
A(x2+2Jjc + ^  A B

A-
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A U  ♦ f ) 2 -  BCy- § ) 2 = £

2 2
Z t e j  zaś p o s ta c i  w y n ik a , że j e ż e l i  g™ ~ -  F >  0 S

to  ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  h ip e r b o lę , k t ó r e j  oś rz e c z y w is *  
t a  j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  x ,  gdy

g ----- J ------- F < 0  h ip e r b o lę ,  k t ó r e j  oś rz e c z y w is ta

je s t  ró w n o le g ła  do o s i  y .  
J e ż e l i  D2

BT
ma p o s ta ć

J e ż e l i  D2 C2
B-----  J -----  F *  0 ,  c z y l i  gdy rozważane ró w n an ie

A (x+  f ) 2 -  a ( y - § } 2 = 0 ,

to  możemy je  d a le j  p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i

[V a(x + | )  -YsCy-g)] [V a (x+£) + Y"3(y- §)] ~ 0,

skąd  w y n ik a , że ró w n a n iu  c z y n ią  zadość p u n k ty  s p e ł­
n ia ją c e  ró w n a n ie

y i  (X + | )  - V b  Cy -  § ) = 0 (7 )
lu b

V I  Cx + + (y -  | )  *  o (8)

c z y l i  ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  dw ie p ro s te  (? ) i  (8 ) ,  
P rz y k ła d y :
1 .  M a jąc ró w n a n ie

9x2 -  16y2 -  36x  -  32y -  124 ■ 0 
p rz e k s z ta łc a m y  je  n a s tę p u ją c o :

9 (x 2 - 4 x + 4 ) -  1 6 (y 2+ 2 y + l)  -  36 + 16 -  124 *  0 ,

9C x -  2 )2 -  16 (y  + l } 2 *  144 ,

* 3 *  - •  i

Z o trz y m a n e j p o s ta c i  ró w n a n ia  w y n ik a , że p rz e d s ta ­
w ia  h ip e rb o lę  o ś ro d ku  S (2 ,  - 1 ) ,  k t ó r e j  o s i  są 

ró w n o le g łe  do o s i u k ła d u , p rz y  czym oś rz e c z y w is te

2a *  8 j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  x .
2 . M a jąc  ró w n a n ie

25x2 -  4y2 -  50x + 24y -  11 « 0 ,
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możemy je  k o le jn o  napisać w następujących postac iach : 

25 (x2-2 x + l) -4 (y 2-6y+9)*~ 25+36-11 -  0,

2 5 U -1 )2 -  4(y -  3) "  ° i

[ 5 ( x - l )  -2(y-3)] [ 5 U - D  + 2(y~3)J *  0 
Równanie dane s p e łn ia ją  więc punkty, które należą do 

p ro s te j
5 (x  -  1) -  2 (y  -  3) "  0 

oraz punkty p ro s te j

5 (x  -  1) + 2 (y -  3) ~ 0
Równanie dane przedstaw ia więc dwie? p ros tu ,
Z p o s ta c i równań ty c h  p ros tych  w yn ika„ że proste

przechodzą przez punkt (1,3)®

3. Równanie wi e rzcho łkow e_^srs^o l^-
Równaniem wierzchołkowym p a ra b o li ( s t r „ 2 5 ^  , 

k tó r e j w ie rzch o łe k  zna jdu je  s ię  w początku układu, 
a oś p a ra b o li pokrywa s ię  z ° s ią  x , Jest równanie

y 2 = 2px (9)
J e ż e li w ie rzch o łe k  p a ra b o li zna jdu je  s ię  w począt 

ku u k ła d u , a oś pokrywa s ię  z os ią  y s to  P^ra  0 ^ 

ok re ś la  równanie
X2 = 2py . £10J

Wykażemy, że równaniem  p a r a b o l i ,  kuórej wierzchołek
W ma współrzędne m i n ,  jesu równanie

Cy -  n )2 = 2p ( X  -  rn) , U 1 /

gdy oś p a ra b o li jest rów noleg ła do osi x , i równa™

n ie  ( x - 0 ) 2 = 2p  C y . - » ) .  C 2 )

gdy oś p a ra b o li je s t  rów noleg łe do os* ó 
K lech b fd z le  dena parabola o w ie rzcho łku  WCm

parametrze równym 2p i  031 równoległe j  o
• n ie s ie  układ Oxy oo( r y s .143). P rzesuw a jąc  ro w n o ie g ie   ̂ ^

punktu W (m,n), otrzymujemy układ W y
Równaniem p a ra b o li w u k ład z ie  W x>y Jes
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y ,2 s  2 p x s 

K o rz y s ta ją c  
ze zw iązków 

x  ® x *  + m, 
y  *  y» + n , 

o trzym any 
ró w n a n ie  
( 1 1 ) .P o s tę ­

p u ją c  a n a lo ­

g ic z n ie  w p rz y ­
p a dku , gdy 
oś p a r a b o l i

j e s t  ró w n o le g ła  do o s i y ,  otrzym am y ró w n a n ie  (1 2 ) .  

Równanie p a r a b o l i  w p o s ta c i

(y  -  n ) Ł -  2p (x  -  m) 
możemy p r z e k s z t a łc ić s u z y s k u ją c

y 2 -2 n y  + n 2 *  2px -  2pm,
a d a le j

? 2 y  -  2px -  2ny + n  .+ 2pm *  0

lu b  w prow adza jąc nowe o zn a cze n ia  w sp ó łczyn n ikó w  wy­
s tę p u ją c y c h  w ró w n a n iu , otrzym am y ró w n an ie  p a r a b o l i  
w p o s ta c i

y *  + 2Cx + 22y + S *  0» 
g d z ie  2C -  -2 p  j e s t  ró żn e  od z e ra .
O d w ro tn ie , m ając ró w n an ie

y 2 + 2Gx + 2Dy + E -  0
w k tó ry m  C #  0 możemy je  k o le jn o  p r z e k s z ta łc ić  na­
s tę p u ją c o :

y 2 + 2Dy + L 2 + 2Cx + E -  D2 = 0 ,

E

(15)

Cy + v r  + 2C ) = o

2
(y  v  L ) 2 S -2C (x  + )
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z t e j  zaś p o s ta c i w y n ik a , że ró w nan ie  p rz e d s ta w ia  
p a ra b o lę , k t ó r e j  oś j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  x .  

R o z p a tru ją c  podobn ie  rów nan ie

x 2 + 2C.x + 2Dy + E ~ 0 ,
w k tó rym  D #  0 s tw ie rd z im y , że o k re ś la  ono p a ra b o lę  

o o s i  ró w n o le g łe j do o s i y *
Z równaniem  p a ra b o l i  w t e j  p o s ta c i s p o tk a liś m y  s ię  

w s z k o le  ś re d n ie j p rz y  om aw ianiu f u n k c j i  kw a d ra to ­

w e j ( t r ó jm ia n u  kwadratowego)

y s  ax2 bx + C (14)

J e ż e l i  t r ó jm ia n  kwadratowy p rzeds taw im y w p o s ta c i 

k a n o n ic z n e j,  to  otrzymamy

y  3  8 [ (x  + | j ) 2 -  ,

a n a s tę p n ie  ^
y  «  a (x  + jrg ) ~ Ta

lu b  a

( x  + § ^ ) 2 s  £  (y  + Ta *»

skąd w y n ik a , że ró w n a n ie
y  *  a x2 + bx + c ^

p rz e d s ta w ia  p a ra b o lę  o w ie rz c h o łk u  W ( -  *

p a ra m e trze  2p = “  i  o s i ró w n o le g łe j do o s i y» 

P rz y k ła d y :
1* K a ją c  ró w n an ie

y2 _ 8y + 6x + 28 = 0 ,

p rz e k s z ta łc a m y  je  n a s tę p u ją c o :

y 2■ „  gy + 16 + 6x + 28 -  16 "  0 ,

(y  -  4 )2 + 6x  + 12 -  0 ,

(y ~ 4 ) 2 — — 6 (x  + 2)

Dane ró w n a n ie  w ię c  p rz e d s ta w ia  p a ra b o lę  o w ie rz ­

c h o łk u  W( - 2 , 4 ) t pa ram e trze  2p -  -6  i  o s i ró w n o le ­
g ł e j  do o s i  x ,  o zw ro c ie  przeciw nym  do zw ro tu  do da t­

n ie g o  o s i X.
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2 . Równanie

-  3x -  5y + 1 s  0 
możemy n a p is a ć  w p o s ta c i

(x  -  | ) 2 = 5 Cy + i ) ,

skąd w y n ik a , że ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  p a ra b o lę  
o w ie rz c h o łk u  W , o o s i  ró w n o le g łe j do

o s i y  i  s k ie ro w a n e j zgo dn ie  z j e j  zw rotem  d o d a tn im .

§ 1 8 . POŁOŻENIE PROSTEJ WZGLĘDEM KRZYWYCH STOŻKOWYCH

1 . E l ip s a  a p r o s ta .

M a jąc daną e l ip s ę

b 2x 2 + a2y 2 = a2b2 (1 )

o ra z  p ro s tą  1 ,  z n a jd z ie m y  p u n k ty  p r z e c ię c ia  e l ip s y  
z p ro s tą  1 .

1 . N ie ch  p ro s ta  1 b ę d z ie  o k re ś lo n a  równaniem

y  *  mx + n , (2 )
co z n a c z y , że p ro s ta  1 n ie  j e s t  ró w n o le g ła  do 
o s i y .

P u n k ty  w spó lne  e l ip s y  i  p r o s te j  s p e łn ia ją  je d n o ­
c z e ś n ie  ró w n a n ia  obu l i n i i ,  i c h  w sp ó łrzę d n e  otrzymamy 
ro z w ią z u ją c  u k ła d  równań

R o z w ią z u ją c  u k ła d ,

b2x 2 + a2y 2 *  a2b2 1
+ n  Jy  s  mx 

otrzym am y ró w n an ie

(a 2m2 + b 2 ) x 2 + 2a2ianx + a2 (n 2 -  b2 ) » 0 ,

k tó r e  ze w zg lęd u  na a2m2 + b 2 4  0 je s t  równaniem  
kwadratowym . P ie r w ia s t k i  te g o  ró w n a n ia  są o d c ię ty m i 
punktów  p r z e c ię c ia  p r o s te j  z e l ip s ą .  L ic z b a  p ie r ­
w ia s tk ó w  ró w n a n ia , a p rz e z  to  l i c z b a  punktów  p rz e ­
c ię c ia  p r o s te j  z e l ip s ą  z a le ż y  od w y ró ż n ik a

4 *  4a4m2n2-4 a 2 (a 2m2 + b2 )Cn2- b 2 )= 4a2b2 (a 2m2 + b2~n2 )
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Zatem p ro s ta  (2 ) p rz e c in a  e l ip s ę  ( D  w dwóch p u n k ta ch , 
w jednym  lu b  w żadnym p u n kc ie  z a le ż n ie  od te g o , czy

w y ra ż e n ie
2 2 x 2  „ 2a m  + b -  n

j e s t  d o d a tn ie ,  równe z e ru , czy ujem ne.

P ro s tą  1 w p rzyp a d ku * gdy a2- 2*  b2- n 2 »  0 ,  nazywamy 

s t y c z n ą  do e l i P 3 5r#

2 ° .  N ie c h  p ro s ta  1 b ę d z ie  o k re ś lo n a  równaniem

x  *  k ,

co z n a c z y , że dana p ro s ta  je s t  ró w n o le g ła  do o s i ¿ « 

R ozw ią zu ją c  u k ła d

b 2x 2 + a2y 2 *  a2b2

x *  k

otrzym am y ró w n a n ie  kwadratowe

a2y 2 -  b 2 (a 2“* k 2 ) * * 0 ,
k tó re g o  l ic z b a  ro z w ią z a ń  z a le ż y  od w y rd ż n ik a

a2b 2 C a2 -  k^ )

P ro s ta  w ię c  1 ma z e l ip s ą t

1) 2 p u n k ty  w s p ó ln e , gdy a2 " k 2 >  0 , c z y l i  

gdy - a  <  k a

2) 1 p u n k t w s p ó ln y , gdy a2 ~k2 *  0 , c z y l i  goy
l  _  +

P ro s ta  1 n ie  ma żadnego p u n k tu  wspólnego z e l ip s ą ,

gdy a2 — k2 <  0 ,  c z y l i  gdy k <  ~ a lu b  k  >  ♦
W p rzyp a d ku  w ię c  2 ° p ro s ta  1 może względem e l ip s y  z a j­

mować podobne p o ło ż e n ia  ja k  w wypadku 1
P ro s te  x  = - a  nazywamy s tyczn ym i uo e lip sy®

2 . H ip e rb o la  a p ro s ta«.je ru u -ia  a w-»- ,
Z na jdz ie m y p u n k ty  p r z e c ię c ia  h ip e r b o l i

b2x  -  a V  = a b

z p ro s tą  1.
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1 * N iech, p ro s ta  1 b ę d z ie  o k re ś lo n a  równaniem
y  *  mx

t . z , n ie c h  b ę d z ie  p ro s tą  p rzechodzącą  przez  
ś ro d e k  d a n e j h ip e r b o l i *

R o zw ią zu ją c  u k ła d

h2x 2 -  a2 / 2 ~ a^b2

y  *  mx
otrzymam y ró w n a n ie

(b*" -  a2m2 ) x 2 *  a2b 2
Z- p o s ta c i ró w n a n ia  w y n ik a , że

l / g d y  b V n 2 >  o s o ż y l i  gdy -  |  < m < | ,  t o

ró w n a n ie  p o s ia d a  2 ró żn e  p ie r w ia s t k i ;  p ro s ta  

w ię c  p rzechodząca  p rz e z  ś ro dek  h ip e r b o l i  p rz e ­
c in a  ją  w dwóch ró ż n y c h  p u n k ta ch

2 /g d y  b ‘ ‘ - a 2m2 <  0 ,  c z y l i  gdy m <  -  |  lu b  m >a r  q »
to  ró w n a n ie  n ie  p o s ia d a  p ie rw ia s tk ó w  w z a k re s ie  
l i c z b  r z e c z y w is ty c h ,  p r o s ta  w ię c  1 n ie  ma z 
h ip e r b o lą  żadnych punktów  w sp ó ln ych ,

cj 2  2
5 /g d y  b ^ -e ^ n r  » 0 ,  c z y l i  gdy m *  + -  lu b  m » -  -

t o  ró w n an ie  0 . x c~ »  a ^b fc j e s t  sp rzeczne  w z a - 
k r e s ie  w s z y s tk ic h  l i c z b  i  wobec te g o  p ro s te

J , + ^ x i y s - ^ x  n ie  m a ją  z h ip e rb o lą  

żadnych punktów  w spó lnych,,

Równanie y  *  mx n ie  obe jm u je  p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j 
p rz e z  ś ro d e k  h ip e r b o l i  i  p o k ry w a ją c e j n ię  z o s ią  y 9 
c z y l i  p i d s te j  x  ~ 0* Łatw o s p ra w d z ić # że ta  p ro s ta  
n ie  ma z h ip e rb o lą  punktów  w sp ó ln ych *

Z rozw ażań w ię c  w y n ik a , że w śród  p ro s ty c h  
p rzech o d zą cych  p rz e z  ś ro d e k  h ip e r b o l i  i s t n i e j ą  
t y l k o  p r o s te ,  s to rę  m ają z h ip e rb o lą  2 ró ż n e  p u n k ty  
w spó lne  lu b  n ie  m ają żadnego p u n k tu  wspólnego» 
P ro s ty c h  p rzecho dzących  p rz e z  ś ro d e k  h ip e r b o l i  i  

m ających, z h ip e r b o lą  t y lk o  je d e n  p u n k t w spó ln y  n ie  ma.
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P ro s ta  y  *  mx ma z h ip e rb o lą  2 p u n k ty  w sp ó ln e , 
j e ż e l i  j e j  w s p ó łc z y n n ik  k ie ru n ko w y  m s p e łn ia  w aru­

nek -  ~ < m <  +a a

a lu b m + 5 •

S X,a f y  * a (3 )

P ro s ta  y  ^  nut n ie  ms z h ip e rb o lą  żadnych punktów  
w s p ó ln y c h , j e ż e l i  j e j  w s p ó łc z y n n ik  k ie runkow y 

s p e łn ia  w arunek m

P ro s te
y  •  +

r o z d z ie la ją  w szystk ie  p ro s te  p rzechodzące p rze z
środek h ip e r b o l i  
na dw ie k la s y .
Do je d n e j k la s y  
n a le ż ą  p r o s te ,  
k tó re  m ają z h i ­
p e rb o lą  2 p u n k ty  

w spó lne ( r y s * 1 4 4 ) t 
do d r u g ie j  p ro s te ,  
k tó re  m ie m ają 
z h ip e rb o lą  żad­
nych punktów  

w spó lnych* Same

p ro s te  (3 ) n a le ż ą  do d r u g ie j  k la s y  

P ro s te

y  *  + i  X j
_ by 3 “  a x

~ + o ł- fi m i  h i p e r b o l i  nazywamy © s y m p t o t  -

x 2
7  b

2

2° w Nie c h  p ro s ta  1 b ę d z ie  o k re ś lo n a  równaniem  

y  k  m x + n

g d s ie  n t f  0 ,  t . z n .  n ie c h  p ro s ta  1 n ie  p rz e c h o d z i 

p rz e z  środek, h ip e r b o l i *
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R ozw ią zu ją c  u k ła d

b 2x 2- a 2y 2 *  aV
1

n J ,y  «  mx +
otrzymam y rów nan ie  

(a 2m2- b 2 ) x 2 + 2a2mnx + a2 (n 2+b2 > « o

1 /  J e ż e l i  a2m2 ,2 _
(4)

0 » c z y l i  gdy m a + 2 3̂
B

"  *  -  5 « t o  rów nan ie  ( 4 ) J e s t równaniem s to p ­
n ia  P ie rw szego  i  pos iada  zawsze jedno  r o z w i j a n ie .

w lp ó l^ y  P° S leaa Z h ip e l‘b ° l t  t y lk o  Jeden pu nk t

Zatem p ro s ta  ró w n o le g ła  do je d n e j z asym pto t 

po s iada  z h ip e rb o lą , je d e n  pu n k t w spó lny ( r y s . 145) .

2 /  J e ż e l i
2 o ">

8 IflŁ'7b^  0 , c z y l i  g d y  
ł( i m ~ 5 , to  rów ne- 

n ie  ( 4 ) j e s t  rów na" 
niem kwadratowym 

i  l ic z b a  je g o  p ie r ­
w ias tkó w  je s t  za­
le ż n a  od w y ró ż n ik a  i

% s & 145

A  « 4 a W - 4 a 2 £ a V - b 2) ( n ^ b ^ A ^ n 2-*,2^ )

Zatem p ro s ta  y  w mx + n  n ie ró w n o le g > a do »„a •

z asym p to t p rz e c in a  h ip e rb o lą  w dwóch p u n k ta c h "“’ 
w Jednym lu b  w żadnym z a le ż n ie  od t e r o *  ery ’

a2 + b2 2 2 a  m
je s t  d o d a tn ie , równe z e ru , czy ujemne 
P ro s tą  y  « mx + n , n ie ró w n o le g ła  do 
i  s p e łn ia ją c ą  warunek n2+b2«a2m2 -  ^  Z
s t y c z n ą  do t  1 p ,  n  ^

N a le ża ło b y  Jeszcze ro p a trz y ó  p rz y p a d a ;. gdy  p ro s ta  1
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j e s t  ró w n o le g ła  do o s i y  t . z n . , g d y  p ro s ta  1 j e s t  
o k re ś lo n a  rów naniem  x«k» Łatw o s tw ie r d z ić ,  że w 
tym  p rzyp a d ku  p ro s ta  1 z a le ż n ie  od k z a jm u je  w z g lę ­
dem h ip e r b o l i  podobne p o ło ż e n ia  ja k  w p rzyp a d ku  2)

W s z c z e g ó ln o ś c i,  gdy x  *  -a  lu b  x  *  to  
p ro s ta  ma je d e n  p u n k t w spó lny  z h ip e rb o lą .

3 .  P a ra b o la  a p ro s ta .

Z n a jd z ie m y p u n k ty  p r z e c ię c ia  p a ra b o l i  

y  = 2px
z  p ro s tą  1

y  3  m  + n

R o z w ią z u ją c  u k ła d  równań

y2 = 2px 1
y  = mx + n

J s
o trzym u jem y ró w n a n ie

m^x^ + 2(mn -  p ) x  + n * *  0 (5 )

1 .  J e ż e l i  m = 0 ,  c z y l i  gdy p ro s ta  1 j e s t  ró w n o le ­
g ła  do o s i  p a r a b o l i ,  t o  ró w n a n ie  (5)» ja k o  ró w n a n ie  
p ie rw sze g o  s to p n ia ,  p o s ia d a  je d n o  ro z w ią z a n ie .
Zatem p ro s ta  ró w n o le g ła  d o - o s i  p a r a b o l i  ma z p a ra ­

b o lą  t y lk o  je d e n  p u n k t w s p ś ln y  ( r y s . 1 4 6 ).
2 ‘o J e ż e l i  m ^  0 , to  

ró w n a n ie  (5 ) je s t  rów­
naniem  s to p n ia  d ru g ie ­
go i  l ic z b a  je g o  p ie r ­
w ia s tk ó w  z a le ż y  od 
w y ró ż n ik a  •

A  *  4p (p-2m n)
P ro s ta  n ie ró w n o le g ła  
do o s i p a r a b o l i  p rz e ­

c in a  p a ra b o lę  w dwóch 
p u n k ta c h , w jednym  
lu b  w żadnym z a le ż n ie  
od te g o , czy

R ys . 146



266

P (p “  2mn)
j e s t  d o d a tn ie , równe ze ru  lu b  ujem ne, P ro s tą  n ie -  
ró w n o le g łą  do o s i p a ra b o l i ,  k tó r a  ms *  p a ra b o lą

je d e n  pu nk t w sp ó ln y , nazywsmy s t  y  c n  o do 
p a r a b o l i .  H

J e ż e l i  p ro s te  1 je s t  ró w n o le g ła  do o s i y  Cz v l i  

gdy je s t  o k re ś lo n a  równaniem x .  k ,  to  fcatwo* s ie  
p rz e k o n a ć , że za jm u je  w tedy podobne p o ło ż e n ia  

w z g lę d e m 'p a ra b o li ja k  w p rzypadku  2°«, P ro s ta  x  .  k 
je s t  s ty c z n ą  do p a r a b o l i , gdy k ^  o ,

do ei i DRy .

S tyczn ą  do e l ip s y  nazywamy p ro s tą  m ającą z
e i ip s ą  t y lk o  je d e n  pu nk t w spó ln y . '
T w ie rd z e n ie .

J e ż e li,  e l ip s a  je s t  o k re ś lo n a  równaniem  
2 2

-  u

r a le iy  d° e l łp s >- t 0  równaniem  s ty o z - 
n e j G0 el ip s y  w ty a  punkc ie  je s t

y^yX Xo
" a 7

Cr—~“ły K ][_ ( 6 )

Dowód: 1 /  Z a k ła d a ją c , 4e y <t 0 . „ ,

n ie  je s t  żadnym z w ie rzch o łkó w  o ) ° ’ (a °o )

: : Z e j  n le  p ro 3 te i (6> - < * ■ *  •  £ .  •
v2

.2b2x
y •  -  — x -v £

8 y o y,
D lo  p r o s te j  t e j  s p e łn io n y  je s t  w«™« l. 
ao e l ip s y ,  o l i c z a ją c  b o ^ ^ Ś  i * “ “ * 1 
mamy n « n o t r z y ­mamy 

a2 . 4  S + b 2
a yo

b4 o2 { ^ x2 + a2y 2 _ a2b 2 }

y C -----T T  a jr
Ponieważ pu n k t ( x 0 , y )  n a le ż  do 

b * 0 ^ 0  ° « y i i
9 * 0  8 13 *  0
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2) P ro s ta  (6 ) na p o d s ta w ie  1) p o s ia d a  z e l ip s ą  

t y l k o  je d e n  p u n k t w sp ó ln y *  Tym punktem  je s t  w ła ś ­

n ie  ( x 0 ,y 0) , bo p u n k t te n  sprawdza j e j  ró w n a n ie .
P u n k t ( x Q,y o) j e s t  w ię c  punktem  s ty c z n o ś c i.

J e ż e l i  p u n k t ( x 0>y Q) j e s t  jednym  z w ie rz c h o łk ó w  
e l ip s y  ( -a ,O J ,  i a 90 ) ,  t o  równaniem  s ty c z n e j do e l ip s y  
w tym  p u n k c ie  j e s t  x  *  - a  lu b  x  *  +a . Równania te
o b ję te  są ró w n ie ż  wzorem (6 ) d la  x Q *  - a ,  y Q « 0 .

Łatwo wykazać p rz e z  px*zesu n ięc ie  ró w n o le g łe  
u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h , że j e ż e l i  e l ip s »  j e s t  o k re ś ­
lo n a  równaniem

+ iXT^ ,2 « i b
a2 b2

t o  równaniem  s ty c z n e j w p u n k c ie  ( x Qy 0) j e s t

CxQ-p )  (x -p )
r™"1...1 ' ry r

CyQ~q) Cy-q)
« 1 .

5® Równanie s ty c z n e j do h ip e r b o l i .

P ro s tą  n ie ró w n o le g łą  do ż a d n e j z asym p to t i  ma­
ją c ą  z h ip e r b o lą  t y lk o  je f ie n  p u n k t w spó ln y  nazywa­
my s ty c z n ą  do h ip e r b o l i .
T w ie rd z e n ie .

J e ż e l i  h ip e rb o la  j e s t  o k re ś lo n a  równaniem

x 2
7 - 4

i  p u n k t ( x 0 ,y 0 3 n a le ż y  do h ip e r b o l i ,  t o  równaniem  
s ty c z n e j do h ip e r b o l i  w tym  p u n k c ie  j e s t

x 0x

" 7 “ 7
» i

Lewad: Z a k ła d a ją c  że purifeft n ie  j e s t  żadnym
fc w ie rz c h o łk ó w  h ip e r b o l i  ( - a , 0 ) B ( a , 0 ) ,  wykażemy, że 
1 /  p ro s ta  O )  n ie  J e s t  ró w n o le g łs  do ża d n e j z a sym p to t 

h ip e r b o l i .
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Ponieważ y 0 ^  0 , w ięc  możemy rów nan ie  p r o s te j  (7 ) 
n a p isa ć  w p o s ta c i k ie ru n k o w e j, o trzym u ją c

H2b o
7  7

W spó łczynn ik  k ie ru nko w y p r o s te j
x * 1 *

j e s t  ró żn y  od -  -
S i I s t o t n i e , gdyby

K2b x
T ~e y,

0_ _. + b
a ’

to

b ( b Xo
0 \®  J 0 + '  ° .

a d a le j

skąd

b x

¡T y T  ? 1 '  » .

-  + ~ V
y  O ”  ”  ® Oj

co z n a c z y ło b y , że pu n k t le ż y  M  6 8 ym p to c le ,

B y ło b y  to  je d n a ł sp rzeczne z z a ło ż e n ie . ,  pu n k t b o -

I  f 10’ " ?  w  ^  d°  h lP e r b 0 U * * •  ">°*® je d n o ­c z e ś n ie  na le że ć  do j e j  s s y m p to ty , gdyż t a  n ie  ma
żadnych punktów  w spó lnych  z h ip e rb o lą .,

2 /  p ro s ta  (7 ) s p e łn ia  warunek s tv c z n n 4^  i
b o l i  t . z n .  n2 ♦  b2 -  a2m2 = 0 . 1 d°  h ip e r ”
I s t o t n ie

b
4 u.4 2

—̂  + b — a — ——  —
y 0

gdyż z z a ło ż e n ia

• V o

k (fi^b^+ a^y2 ~ k 2y 2 >
--------- - ——-.O  D Xn>

a"* y 2 °>
J o

bH  = a V  *  a2 2
O

V  p u n k t <x0 ,y 0 ) je a t°p u n k te m  s ty c z n o ś c i.
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(x  ,y  ) j e s t  punktem  s ty c z n o ś c i,  bo s p e łn ia  równa­

n ie  p r o s te j  ( 7 ) .
J e ż e l i  te r a z  z k o le i  za ło żym y , że p u n k t Cx 0 »y0) je s t  
jednym  z w ie rz c h o łk ó w  h ip e r b o l i  ( - a , 0 ) , ( a , 0 ) , t o  
ró w n a n ie  (7 ) p rz y jm u je  p o s ta ć  x  *» ~a lu b  x  m +a . 
Z godn ie  z w yn ika m i na s t r .  265 ró w n a n ia  te  p rz e d s ta ­
w ia ją  s ty c z n e  do h ip e r b o l i  w j e j  w ie rz c h o łk a c h .

J e ż e l i  h ip e rb o la  j e s t  o k re ś lo n a  równaniem  

2 / „  ^ 2
-  1*X *= E l -  S x = &

b ‘

t o  rów nan iem  s ty c z n e j w p u n k c ie  ( x 0 ,y 0 ) j e s t

(x 0- p ) ( x - p )

a

(y 0~Q) ( y - q )
1 ,

6 . Równanie s ty c z n e j do p a r a b o l i .
P ro s tą  n ie ró w n o le g łą  do o s i  p a r a b o l i  i  m a jącą 

z p a ra b o lą  t y lk o  je d e n  p u n k t w spó ln y  nazywamy s ty c z ­
ną do p a r a b o l i .
T w ie rd z e n ie : J e ż e l i  p a ra b o la  j e s t  o k re ś lo n a  równa­

niem
y 2 *  2px

i  p u n k t ( x 0 ,y 0) n a le ż y  do p a r a b o l i ,  t o  równaniem  
s ty c z n e j do p a r a b o l i  w tym  p u n k c ie  j e s t

y 0y  *  p (x  + x Q) (8 )

Dowód: J e ż e l i  y Q 5* 0 , c z y l i  gdy p u n k t ( x 0 ,y 0 ) n ie  
j e s t  w ie rz c h o łk ie m  p a r a b o l i ,  t o  ró w n a n ie  p r o s te j  (8 ) 
możemy p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i k ie ru n k o w e j,  o trz y m u -

px
Y *  J2_ x  +

P ro s ta  (8 ) n ie  je s t  ró w n o le g ła  do o s i p a r a b o l i ,  
j e j  bowiem w s p ó łc z y n n ik  k ie ru n k o w y  Ę™ j fe s i ró ż n y  

od z e ra .



^ P ro s ta  (8 ) s p e łn ia  warunek s ty c z n o ś c i do p a ra b o l i
p -  2tm  -  0® O b lic z a ją c  bowiem w a rto ść  p -  2mn, mamy: 

n -  ? £ _  ' = -D(y 0 ” 2pxn)y c -  ------ ----w----2---- -  n
y© y 0

gdyż

2p xO *■ O
P ,o st a (3 ) przechodzi przez punkt (x 0 .v ) ,  punVtt 
te n  bowiem sp e łn ia  Je j rów nanie. °

J e ż e l i  z k o le i  za łożym y, że y Q -  o ,  c z y l i  » .  punlct

x c ,y ) je s t  w ierzchołkiem  p a ra b o li ( 0 ,0 ) ,  to  równa­
n ie  (3 ) p rzy jm ie  postać

P.dv,nenie to  zgodnie z w y n i k a  aa s t r .2 6 6  ta ,

w ia styczną do p a ra b o li w w ierzcho łku  p a r a b o l i .

•Jeże li parabole je s t  określona równaniem  

(y~n>£ .  2p ( X .
to  równaniem s tyczn e j w pu„ko le  ( x  } Jest

(y °  ^  (y ' D) [ < *  -  »  + U 0 -  - i ]  - (9 )

^ ...S T iczNYCH DO KHZWIOH STOŻKOWYCH

1 * M § § n £ i £ i _ s tffcgngl_do e iiD fiY .
a / P r o m i e n i e  w * .

e l ip s y .  •• '  d Z ą  0 e Pu o k tu

N iech  b ę d z ie  aana e ł i p Ea

b2* 2 *  a2y2 » aV  
i  n iech  punkt P Cx v  ) , .
k tó w . °  ° ’ yo ) U?d2le J « * » »  ^ J e j pun­

k tu  P T17: Ż\ i i a e ° ŚCi P r° “ le n i  - d z ą c y c h  p u n ~
g --'*o »«V w yrażają  s ię  wzoram i
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R y s .147 msmy

r 2- r Y * ^  I  V
D oda jąc i  od e jm u ją c  o s ta tn ie  dw ie ró w n o ś c i, u z y s k u je ­

my
r 2 *  a + i  x o>

a - c
a x o

S tosunek  -  < 1 nazywamy m i m o ś r o d e mW
e l i p s y  i  oznaczamy p rz e z  e . Od w a r to ś c i  m i­
mo ś ro d ku  z a le ż y  k s z t a ł t  e l ip s y .

P ro m ie n ie  wodzące p u n k tu  e l ip s y  możemy te ż  
w y ra z ić  w zoram i

a + e x o ! r-j -  a e x.

b /  W ł a s n o ś ć  s t y c z n e j  do 
e l ip s y .

Wykażemy, że s ty c z n a  do e l ip s y  w p u n k c ie  

P0 (x 0 »y0 ) j e s t  dw us ieczną  k ą ta  m iędzy jednym  z p ro ­
m ie n i w odzących te g o  p u n k tu  i  p rz e d łu ż e n ie m  d ru g ie ­
go p ro m ie n ia .
Dowód: W ys ta rczy  w ykazać, że ( r y s . 148)

*  «1 Po F1 <  «2 p o F2O l  C. O
Równaniem ogólnym  s ty c z n e j do e l ip s y  w p u n k c ie

P0Cx0,y0) Jest
b 2x Qx  + a2y 0y  -  s ^ 2 = 0 ,
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j e j  równaniem  normalnym

b *~x o x  *  “  a V
a 0,

b ^  + ayo o o

O b liczam y o d le g ło ś c i o g n is k  e l ip s y  P1 ( c ,0 ) i  
? 2 ( - c ,0 )  od s ty c z n e j:

I b \ c  -  a2b2 |

V  - ń ; '  '
d l  =

I -b'~x c 
a -  _L od2 -  — —

.2. 2*2\
bX  + a4y i/ b Vy O

S tosunek ty c h  o d le g ło ś c i w yraża s ię  n a s tę p u ją c o :

h  l b2xoc - s2b2l .  b2H K - H

d 2 1  - b ^ c - A 2! b2a | -  | x 0-a |
8 -  sxo .  r l
a + ex

y |

/ /  
/  /

l

/
r

W a  * /_ p i -------

& t r ó jk ą ta c h  w ię c

W o  1 W o

b o k i f A  i  F i p o

są p ro p o rc jo n a ln o  
do boków F2(;2 iF 2p o ,

8 ponieważ na d to  
k ą ty  le ż ą c e  na 

p rze c iw ko  w ię k s z y c h  
z ty c h  boków t .  j .

H ys. 148 <  ? l ^ l ? o i

*  F2<i2Po ^ak0 P ro s te  są rów ne, wobec te g o  
t r ó j k ą t y  F1Q1P0 i  p a P

2 2 o są podobne t skąd

*  W l  - ^ ^ p of 2 ,
a poniew aż >-• o_p p „  > n  « _

' 2 o 2 % ^  J8ko w ie rz c h o łk o w e ,

zatem <  ' i poFi  -  i  ą p 0R.

N o r m a l n ą  H a l i ,  pu n kc ie  {x
zywemy p ro s tą  p ro s to p a d łą  do s ty c o n e j w t °m p° u n k o ie .
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Norm alna e l ip s y  w p u n k c ie  ( x 0 ,y 0 ) p o ło w i k ą t  m iędzy 
p ro m ie n ia m i wodzącym i te g o  p u n k tu  je s t  w ię c  ( r y s . 148)

*  i w  = *  w

Ta w łasność  n o rm a ln e j e l ip s y  j e s t  w n io sk ie m  z po­

p rz e d n ie g o  tw ie rd z e n ia ,
Z t e j  w ła s n o ś c i 

n o rm a ln e j e l ip s y  na 
p o d s ta w ie  prawa o p ty ­
k i  o ró w n o ś c i ką tów  
padan ia  i  o d b ic ia  wy­

n ik a  , że p r o m itn ie  
ś w ie t ln e  wychodzące 
z jednego  o g n is k a  np, 

( r y s . 1 4 3 ) ,  po od­
b i c i u  od e l ip s y  ja k o  

z w ie r c ia d ła ,  p rzecho dzą  p rz e z  d ru g ie  o g n is k o  Fg* 2

2 . W ła s n o ś c i s ty c z n e j do h ip e r b o l i .
a) P r o m i e n i e  w o d z ą c e  p u n k tu

h ip e r b o l i .
N ie ch  b ę d z ie  dana h ip e rb o la

2 2 2 2 _ 2v,2b x  -  a y  • - a b  . .

i  n ie c h  p u n k t P0 Cx0 ,y Q) b ę d z ie  dowolnym punktem  

h ip e r b o l i .
Wykażemy, że d łu g o ś c i p ro m ie n i wodzących pun­

k tu  P0 Cx0 ,y 0 ) w y ra ż a ją  s ię  wzoram i

j e ż e l i  x Q>  a , c z y l i  gdy P0 CxQy o ) n a le ż y  do p ra ­

w e j g a łę z i  h ip e r b o l i  i

r l  = -  5 x o + a

r 2 = "  I  x o "  a '

j e ż e l i  x Q<  -  a ,  c z y l i  gdy P0 C*0 , y 0) n a le ż y  do le w e j
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J e ż e l i  x 0 >  a , to

g a łę z i  h ip e rb o ­
li.
N ie z a le ż n ie  od 
te g o  na k t ó r e j  
g a łę z i  le ż y  
punkJ Pq mamy

r 2=;>'o+ (V c ) 2 >
2 0 o

r r y P (x 0- c) >

skąd

r 3_)* 4 c x Q

wobec czego
r . = 2a.

r 2 + r x *  2 £xa o
R ozw iązu jąc  o s ta tn ie  dwa równani o a i

“ - v - i  ot r ~ ; J a k o u k ł s d “

J e ż e l i  x Q ^  -a ,, to  

wobec czego 

skąd 2

"P¡ C
*2  a x 0 + a -

r ,  » ■t x  -  a a o CŁ*

r 2 -  r i  » -  2a.

r ^ r 1 =  - 2 S

2 a x o. “  a )
r ,  =s „ o

1 5 x 0 + a .
S tosunak ~ > 1 a7nD~„__

a °z n a raan,y p rz e z  e i  nazywamy
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l i a o ś r o d e s  h i p e r b o l i .
P rom ie n i©  wodnące p u n k tu  h ip e r b o l i  możemy te ż  

w y ra z ić  w zo ra m i: 
gdy x Q >  to

r l  s  e x o “  a ® r 2 = e x Q + a ;

gdy x <  - a , t o

x»i -  e x 0 + a ,  r 2 *  -  exQ - e  

lu b  te ż  w zoram i u jm u ją c y m i oba p rz y p a d k i

« *»  -  • i • 2 ‘  l e* 0 8 I >

b /  W ł a s n o ś c i  s t y c z n e j  do h ip e r b o l i .

Wykażemy, że s ty c z ­
na do h ip e r b o l i  po­
ło w i  k ą t  m iędzy p ro - 
m ia n ia m i wodzącym i 

p u n k tu  s ty c z n o ś c i®  
►  Dowód podobn ie  ja k  

w p rzyp a d ku  s ty c z «  

n e j do e l ip s y .  
Równaniem no rm a l­

nym s ty c z n e j do h i«  
p e r b o l i  w p u n k c ie

Po < x o>y o )
R ys . 151

je s t

b V 2,2** a  b

V  b4x?  ♦ » "y

■ 0 .
4 „2

o

O d le g ło ś c i o g n is k  h ip e r b o l i  od s ty c z n e j w y ra ż a ją  s i f

n a s tę p u ją c o :

. , _ | b ^ C - « 2!)2 1
» A l

1 V  b * * o  +
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a s tosu ne k

h  .  b2a i I x °~a I s I exo “  a I _ n

2 b a ! ~ t x o ' a | ! exo + a ] r 2
Wobec te g o  t r ó jk ą t y  p ro s to k ą tn e  F-.P Q, i  P P a

i  o x * 2  o y
są podobne j a s tą d

*  W l  s  *  *2 *0 *2

W nioskiem  z te g o  tw ie rd z e n ia  je s t  w łasność n o rm a ln e j: 
no rm a lna  h ip e r b o l i  w p u n kc ie  ( x o t y Q) p o ło w i k ą t m ię­
dzy jednym  prom ien iem  wodzącycm teg o  p u n k tu  i  p rz e ­
d łu że n ie m  d rug iego«  •

S ys. 152

ro z p ra s z a ją  s ię  t e k ,  że p rz e d łu ż e n ia  
ty c h  p rzechodzą  p rze z  o g n isko

2» w ła s n o ś c i n o r­
m a ln e j h ip e r b o l i  
w yn ika  ważna 
w łasność d la  o p ty ­
k i  h ip e r b o l i»  

W s z y s tk ie  p ro ­
m ie n ie  ś w ie t l ­
ne wychodzące 
np„ s o g n iska  

F1 (rys« 1 5 2 ) 
po o d b ic iu  od 

z w ie rc ia d ła  h i -  

p e rb o lic z n e g o  
p ro m ie n i o d b i-  3

3 . W łasność s ty c z n e j do i

S tyczn a  do p a ra b o l i  p o ło w i k ą t p rom le_

niem wodzącym p u nk tu  s tc z n o ś c i i  prostopadłą spuszczo­
ną z te g o  p u n k tu  na k ie ro w n ic ę  ( r y s . 1 5 3 ) .
Bowód: K le c h  p a ra b o lę  o k re ś la  rów nan ie

y 2 ~ 2px,
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w tedy rów nanie®  
k ie ro w n ic y  k j e s t

a o g n is k ie m  F(js|»Q) 
T r ó jk ą t  F P0N 
je s t  t ró jk ą te m
równoram iennym . 

Wykażemyf że 
e ty c s n a  w p u n k c ie  

Fq p rz e c h o d z i 
p rz e z  p u n k t M, 
k tó r y  j e s t  środe­

k iem  podstaw y 
t r ó jk ą t©

Rys. 153 F n .

Ponieważ F ( | ,  0 ) ,  a N (- y Q) , w ię c  w sp ó łrzę d n e  
punktu M jako środka o d c in k a  FN są równe 0 i  £o , 

Współrzędne punktu U (0 , s p e łn ia ją  ró w n a n ie  

stycznej w punkcie yQ

y ^  = P Cx ♦ x Q) ,

wobec tego styczna przechodzi p rz e z  p u n k t M i

Rys. 154

JM P 0F *£ M P QN.

Z w ła s n o ś c ią  s ty c z ­
n e j do p a ra b o l i  
w p u n k c ie  ( x 0 , y 0> 
w ią że  s ię  n a s tę ­
pu jąc®  w łasność 

n o rm a ln e j w tym  
p u n k c ie : norm alna 
p a r a b o l i  w pun­
k c ie  ( x 0 i y 0 ) p o ło ­
w i k ą t  m iędzy p ro ­
m ien iem  wodzącym 
te g o  p u n k tu  a p r o -
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s tą  przechodzącą przez te n  pu n k t ró w n o le g le  do o s i 
p a ra b iu i. J e ż e l i  więc ognisko p a ra b o l i  j e s t  ź ród łem  
prom ieni św ie tln ych  ( r y s . l 5 4 ) t t o  p ro m ie n ie  te  po 

o d b ic iu  od z w ie rc ia d ła  p a ra b o lic z n e g o  b ie g n ą  równo» 
le g ie  do o s i p a ra b o li.

§ 2Ch ŚREDNICE SPRZĘŻONE KRZYWYCH STOŻKOWYCH

ie  Srednjxo_sprzężone. e lip s y„

Niech będzie dana elipsa

b2x 2 > a2y 2 s  @2b2

° ra *  PUnkt * o * x q # o ) ^ le żą c y  do e linsy .

iÓ " “ r‘; e!  Ś re fin lC y 8 l lp s y  P o c h o d z ą c e j p rz e zpunW. P0(x0 ,y0) Jest

y .« b  x
xo

^ .u c zy m y  m ie js c e  geom etryczne środków cięciw
równoległych do średnicy ( 2 ) ,

W ',n a n ie °1 Cł?ol'fy równoległej do średnicy ( 2 ) j e s t

-  O
gazie t  .jest parametrem zmiennym.
Chc.*c uzysksó współrzędne środka S c ię c iw y  ( ? ) ,
w inn iśm y wyznaczyó w spó łrzędne  k o ń c ó w 'c ię c iw , ,  r o z -  
w ią z u ją c  u k ła d  równań;

b V J' ♦ e2y 2 s 8 ^ 2 ,

Q
Otrzym ujem y rów nan ie  kwadratowe

(b ^  *  * M >  * 2 *  2»2V o t x  ♦  ( t l b 2 ) w 0 .

P ie r w ia s tk i  te g o  rów nan ia  x  i  x  są o d c ięt jrm i
teorie ów c ię c iw y  x>r>n* I  Ł ' *  ^
T.4v?nfi , 1 Jf * P o n i«w®* o d c ię ta  ś ro d ka  c ię c iw yrówna s i ę  Ą (x , + x  ̂ „

- i  2 » %a-?c ó la  j e j  z n a le z ie n ia

( 1 )

( 2)

O )
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możemy s k o rz y s ta ć  ze w zoru  d la  sumy p ie rw ia s tk ó w  

ró w n a n ia  kwadratow ego*
Otrzynujemy

x l +x2 "  *  '
o -

b V e y o

a ponieważ-
. 2 2 ,  2 2 2, 2
b * 0 *  8 -v o s  a b ,

w ię c 2x y  t  or o
* 1  + x 2 * '  ~ 7 ~

O znacza jąc w spó łrzędn e  ś ro dka  S ja k o  p u n k tu  n a le ­
żącego do szukanego m ie js c a  geom etrycznego przez 
x  i  y f mamy

X » -------~x~
h*

y l +y2
— r ~Rzędną y  «

(4)

otrzym am y p o d s ta w ia ją c  uzyskane
x  do ró w n a n ia  c ię c iw y  ( 3 ) .  Wtedy

i  i .
‘ o l

c z y l i
W -

t

x2o

7

2
o

7

(5 )

Rówania (4 )  i  (5 )  są ró w n an ia m i p a ra m e tryczn ym i 
szukanego m ie js c a  geom e trycznego .
Gdy p a ra m e tr t  ś m ie n ia  s ię ,  t o  p u n k t ( x „ y )  porusza 
s ię  t a k ,  że j e s t  ś ro d k ie m  c ię c iw  równoległych do 
da n e j ś re d n ic y .
R ugu jąc t  otrzym am y ró w n a n ie  zw ycza jne  m ie js c a  
geom e tryczne go .
O trzym u j emy 7 ,

7 7

Z p o s ta c i  te g o  ró w n a n ia  w y n ik a , że szukahym m ie jscem  
geom etrycznym  je s t  ś re d n ic a .
Zatem m ie jscem  geom etrycznym  środków c ię c iw  równo­
le g ły c h  do ś re d n ic y
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(6)
j e s t  ś re d n ic a

T u
C7)

P orów nując w s p ó łc z y n n ik i k ie runkow a obu ś re d n ic  
zauważamy, że w s p ó łc z y n n ik  k ie runkow y ś re d n ic y  
z n a le z io n y  (7 ) równa s ię  i lo c z y n o w i czynnika 

b** *x o
“  ^ 2  P~2ez y°”  p c z y l i  p rze z  odw rotność współ«

c z y n n ik a  k ie runkow ego ś re d n ic y  dane j (6 ) *

Wykażemy te r a z ,  że o d w ro tn ie  m ie jscem  geom etrycznym  
środków c ię c iw  ró w n o le g ły c h  do ś re d n ic y

b ZX  y
y  s  “  “ 2—  x  J e s t y  *  i-2. x  .

® ^0  Xo

Tworzymy w s p ó łc z y n n ik  k ie ru nko w y  ś re d n ic y ,  k tó r a  

j e s t  m .g . środków c ię c iw  ró w n o le g ły c h  do ś re d n ic y

b2.
y  s -

a y ,

“  tym  c e lu  -  7  P™ e* odw ro tność w s p ó łc z y n n i-

ka k ie runkow ego ś re d n ic y  d a n e j, c z y l i  p rze z

a 'y 0
*  7 1 ”  *

0 y
O trzym ujem y - Ł  i  wobec te g c  n -g#  ^
j e s t  ś re d n ic a

V m  i o
J x *  c*n.oka*ać.

Bwle ś re d n ic e  e l ip s y ,  z k tó ry c h  każda p o ło w i c ię c iw y

e l ip s y  ró w n o le g łe  do d r u g ie j ,  nazywamy średnicami
s p r z ę ż o n y m i  e 1  i  p ,  y . (rye> ^
P ro s te  w ię c  (6 ) 1 (7 ) tw ó r z ,  pa rę  ś re d n ic  sprzę­
żonych . I c h  ró w n an ia  możemy te ż  M ( > W  ,  p o s ta c i .

V  ~ » o *  *  0 .

i s i *  &  » 0 .
*  b2^

(a)

(9 )
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R ys. 155

O sie e l ip s y  
są te ż  ś re ­
d n ica m i s p rz ę ­
żonym i.

Łatwo wy­

ka za ć , że 
s ty c z n e  w 
końcach ś re ­

d n ic y  e l ip s y  
są ró w n o le g łe  
do ś re d n ic y  
z n ią  s p rz ę ­

żo n e j .

2 . Ś re d n ic e  sp rzężone  h ip e r b o l i .
N ie c h  b ę d z ie  dana h ip e rb o la

2 2 b x -  a2y 2 ... _2, 2 - a b

o ra z  p u n k t P0 (x 0 »y0) n a le ż ą c y  do h ip e r b o l i .  P ostępu­
jem y po dob n ie  ja k  w p rzypad ku  e l ip s y .  Równaniem ś re d n i­

cy p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  p u n k t £ o (x 0 ły 0 ) je s t

y *« *0 X. ( 10)

R ównaianiem  c ię c iw y  ró w n o le g łe j do t e j  ś re d n ic y  je s t
y

x  + t (11)

D la  z n a le z ie n ia  w sp ó łrzę d n ych  końców c ię c iw y  n a le ż y  

ro z w ią z a ć  u k ła d  równań

b2x 2 -  a2y 2 « a2b 2 ,

y *  tr- x + t
o

R o z w ią z u ją c , otrzym am y ró w n a n ie  kwadratowe 

(b 2x 2 -  a2y 2 ) x 2 -  2a2x Q y Qt x  -  a2x 2 ( t 2 + b2 ) *  O 

k tó re g o  p ie r w ia s t k i  i  x 2 są o d c ię ty m i końców



c ię c iw y . ( Szczegółowe ra c h u n k i p rze p ro w a d z i C z y te ln ik ) .
J e ż e l i  w spó łrzędne  środka  c ię c iw y  oznaczymy p rze z  

( x , y ) , t o  k o rz y s ta ją c  ze wzoru na sumę p ie rw ia s tk ó w  rów ­
n a n ia  kw adratow ego, mamy

i 2 V o  t _ V o
~ T ~

x l +x2
—b x - a  y  o •'o

t , ( 12)

P o d s ta w ia ją c  w a rto ść  na x  do rów nan ia  c ię c iw y  ( 11) , 
otrzymamy

y r » 2  _
o X_

V o 1

c z y l i

+ t *  < ^ >
b d

1)  t

2
x o
7 "

i - (1 3 )

(14)

Równania ( 12 ) i  ( 13) p r z e d s ta w ia j  p a ra m e try c z n ie

m ie js c e  geom etryczne środków c ię c iw  ró w n o le g ły c h  
do ś re d n ic y  y  *  x .

x o

Rugując z ty c h  równań pa ram e tr t ,  mamy

b2 x
y -  “ "o - “ 2 x

BT y Q

ja k o  rów nan ie  zw ycza jne azukanego m ie js c a  ge om e trycz ­
nego. Z p o s ta c i tego  rów nan ia  w id z im y , że m ie jscem

geom etrycznym  środków c ię c iw  ró w n o le g ły c h  do ś r e d n i-  
cy je s t  d ruga ś re d n ic a *

P orów nując w s p ó łc z y n n ik i k ie runkow e obu ś re d n ic  w id z i­
m y, że w s p ó łc z y n n ik  k ie runkow y ś re d n ic y  z n a le z io n e j 

(14 ) równa s ię  i lo c z y n o w i c zyn n ika  Ą  Pr zez ^  ,

c z y l i  p rze z  odw rotnośó w sp ó łczyn n ika ^k ie ru n ko w e g o  
ś re d n ic y  d a n e j.

J e ż e l i  te ra z  ja k o  daną p rzy jm iem y ś re d n ic ę

y = bi * o  y —75-— x
a y .

to  ponieważ
2 2
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w ię c  m ie jsce a i geom etrycznym  środków  c ię c iw  ró w n o le ­
g ły c h  do ś re d n ic y  9

b V  y
y  m ---------— x  j e s t  ś re d n ic a  y  *  —2— x .

8 y 0 x °

Dwie ś re d n ic e  h ip e r b o l i ,  z k tó r y c h  każda p o ło w i 
c ię c iw y  ró w n o le g łe  do d r u g ie j , nazywamy ś r e d n i ­
c a m i  s p r z ę ż o n y m i  ( r y s ,  1 5 6 ).
Ś re d n ic e  w ię c  (10 ) i  (14 ) są ze sobą s p rz ę ż o n e .
O s ie  h ip e r b o l i  -  rz e c z y w is ta  i  u ro jo n a  tw o rz ą  te ż  
p a rę  ś re d n ic  sp rzę żo n ych .

W ła sn o śc i ś re d n ic  sp rzężon ych  h ip e r b o l i .
1 /  J e ż e l i  je d n a  ś re d n ic a  je s t  r z e c z y w is ta ,  to

ś re d n ic a  z n ią  sp rzężona  je s t  u ro jo n a  i  o d w ro tn ie .
Wiemy ju ż  ( s t r .2 6 2 ) ,  że j e ż e l i  p ro s ta  y  ~ mx p rz e —
c in a  h ip e r b o lę ,  t o  g i  j e ż e l i  p ro s ta
h ip e r b o l i  n ie  p r z e c in a ,  t o  m ^  -  g lu b  m ^  g .
P rzy  z a ło ż e n iu ,  że p u n k t PQU 0 »y0) je s t  punktem
h ip e r b o l i , ś re d n ic a  „  _ *^o .

y  -  ~—  x  je s t  rz e c z y w is ta
o

(p rz e c in a  h ip e r b o lę )  i  wobec teg o

b < f j  
a ^  x x  a *

j e ż e l i  n a d to  za ło żym y, że p u n k t P0 (x Q,y 0 ) le ż y  
w I  ć w ia r tc e  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h , to

0 < <  5 % a
s tą d  w yn ika

o ^  a
5 7  >  E

Mnożąc s t ro n y  t e j  n ie ró w n o ś c i p rz e z

2 ib
T
a

i o  .  b
*o  ^  ®

—̂  mamy 
a

i  wobec te g o  ś re d n ic a  o w s p ó łc z y n n ik u  k ierunkow ym  
b ^  x o
~T tt* n ie  p rz e c in a  h ip e r b o l i .  T a k i w ła ś n ie  w s p ó ł-  
a ^ o
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\

c z y n n ik  k ie ru n ko w y  po s ia d a  ś re d n ic a  sp rzężona  z p ro -

^  x * jc s k  zatem ś re d n ic ą  u ro jon ą«

Do ty c h  samych wyników d o jd z ie m y , j e ż e l i  pu n k t 

Po^x o»y o) w in n e j ć w ia r tc e  u k ła d u  w sp ó ł­
rzę d n ych  lu b  na o s ia c h  u k ła d u . Podobnie te ż  p rz e b ie g a  
dowód tw ie rd z e n ia ,  że ś re d n ic ą  sp rzężony ze ś re d n ic ą  
u ro jo n ą  je s t  ś re d n ic a  rz e c z y w is ta  h ip e r b o l i .

2 /  S tyczne  h ip e r b o l i  poprowadzone w p u n k ta ch

końcowych ś re d n i­
cy r z e c z y w is te j 
są ró w n o le g łe  

do ś re d n ic y  z 
n ią  s p rz e c z n e j.  

I s t o t n i e ,  j e ż e l i  
ś re d n ic a

y 0
y  = ~  x

p rz e c h o d z i p rze z  
p u n k t P0 (x Q, y 0) 

n a le ż ą c y  do h i ­
p e r b o l i ,  t o  rów­

naniem ś re d n ic y  
z n ią  sp rzę żo ­
n e j je s t

R ys. 156

_ by -  ?
X

y,

Równanie to  możemy nap isać  w p o s ta c i

b2* 0x  ~ a2y Qy  *  0
lu b

x ox y 0y

' ? s ° (155

Równaniem s ty c z n e j do h ip e r b o l i ,  w p u n kc ie  Pn (x 0 ,y 0 )

je s t
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b
(16)

Z p o s ta c i rów na li (15 ) i  (1 6 ) w y n ik a , że p r o s te ,  k tó re  
one p r z e d s ta w ia ją ,  są do s ie b ie  ró w n o le g łe .

5 .  Ś re d n ic e  p a r a b o l i .
N ie c h  b ę d z ie  dana p a ra b o la

Wyznaczymy m ie js c e  geom e tryczne  środków  c ię c iw  równo­
le g ły c h  do d a n e j c ię c iw y  y  *  mx.

Równaniem c ię c iw y  ró w n o le g łe j do da n e j c ię c iw y  je s t

y  *  mx ♦ t .

R o zw ią zu ją c  u k ła d  rów nań :

k tó re g o  p ie r w ia s t k i  x ^  i  x 2 są o d c ię ty m i końców 
c ię c iw y .

O znacza jąc  w sp ó łrzę d n e  ś ro d ka  c ię c iw y  p rz e z  ( x , y ) , 
o trzym u je m y z ró w n a n ia  kwadratowego

w a rto ś ć  zaś y  otrzym am y z ró w n a n ia  c ię c iw y ,  j e ż e l i  
za x  podstaw im y uzyskaną w a rto ś ć  o d c ię te j  ś rodka  
c ię c iw y .

n + T » > 7 .v rT m  1 o m v

n ie  szukane m ie js c e  ge om e tryczne .

x /  j e ż e l i  p ro s ta  p rz e c in a  p a ra b o lę  w dwóch p u n k ta c h , 
t o  m j ł  0

y 2 = 2px
x /o ra z  p ro s ta  p rz e c in a ją c a  p a ra b o lę  w dwóch p u n k ta ch

y  = mx

1y  3 mx + t »
o trzym u je m y  ró w n a n ie  kw adratow e

m2x 2 + 2 (mt -  p) x  + t 2 3 0
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postaci tych równań, w szczególności z postaci y 
wynika, że rzędne punktów należących do miejsca geo­
metrycznego nie zależą od parametru t ,  c z y li że 
wszystkie środki cięciw do siebie równoległych ma­
ją  te same rzędne. Wobec tego miejscem geometrycz­
nym środków cięciw równoległych do cięciwy y = mx 
je s t prosta równoległa do osi p arab o li„
Jej równaniem zwyczajnym je s t równanie

Prostą te nazywamy średnicą paraboli sp rzężona  z
kierunkiem m.

Cięciwa y = mx nie obejmowała c ię c iw y  równo­
le g łe j do o s i, t . j .  c ię c iw y  o k rę ś lo n e j równaniem

x  = 1
Gdybyśmy i  ten przypadek ro z p a trz y li , to okazałoby 
s ię , ze średnicą sprzężoną z kierunkiem określonym
prostą x = 1 je s t oś paraboli.

Tak w ię c  c ię c i ­
wom ró w n o le g łym  
p a r a b o l i  odpow ia­
da je d n a  ś re d n i­
ca sp rzężona  z ic h  

k ie ru n k ie m  i  od­
w ro tn ie  ka ż d e j 

p r o s te j  ró w n o le ­
g łe j  dc 0 3 i p a ra ­
b o l i  odpowiada 
je d e n  k ie ru n e k  
z n ią  s p rzę żo n y  
-  je s t  on k ie r u n ­
k iem  c ię c iw  równo­

le g ły c h ,  k tó r y c h

Hys. 157 ó ro d k i le ż ą  na t e j

prostej (ry s . 1 5 7 ) .
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§ 21. BIEGUNOWE I  KIEROWNICE STOŻKOWYCH

1 . B iegunowa względem e l i p s y .
N ie c h  b ę d z ie  dana e l ip s a

K ( x ,y )  B  b 2x 2 + a2y 2 -  a2b2 *= O x /  (1 )
o ra z  p ro s ta  p rzecho dząca  p rz e z  p u n k ty  A (x -^ ,y ^ ) i
A ,  Cx2 ,y 2 ) i  p rz e c in a ją c a  e l ip s ę  w dwóch p u n k ta ch
B. i  3» ( r y s *  1 5 8 ). Z n a jdz ie m y w arunek, j a k i  w in ie n

s p e łn ia ć  p u n k t 
A ’ ( x 2 ,y 2 ) ,b y  
p a ra  punktów  
B ,B ’ r o z d z ie la ­
ł a  h a rm o n icz ­

n ie  pa rę  A ,A * 
P ro s tą  p rze ch o ­

dzącą p rze z  
p u n k ty  A i  A* 

okreś lam y równa­

n ia m i parame­
try c z n y m i

x , + A x ? 
x  = — , S =

y x + A y 2

i  + A ' i  + A

i  wyznaczamy p u n k ty  p r z e c ię c ia  p r o s te j  z daną e l ip s ą .
W tym  c e lu  ro zw ią zu je m y  u k ła d  równań p r o s te j  i  e l ip s y ,  

o trz y m u ją c

( x \ \ X ^ ) ż * a2 (—T?)2"‘V=o ,

lu b  po w ykonan iu  d z ia ła ń  i  up o rządkow an iu

x /  Symbolem K (x ,y )  oznaczamy t r ó jm ia n  b x  +a y  - a  b 
ja k o  fu n k c ję  zm iennych x  i  y ;  w a rto ś ć  w ię c  teg o  

t r ó jm ia n u  d la  x  -  x  i  y  = y  , c z y l i  
b + a y *  "  a oznaczymy symbolem KCx0 ,y 0 ) .
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(b<'* 2  A 2+ 2 ( ‘>2* 1x 2+a2y i y 2. a2b 2 ) ^ ł .b 2x 2 +

*  -  a2b2 *  o

lu b  k r ó tk o ,  j e ż e l i  użyjem y symbolu. K {x ,v )

K (x 2 ,y 2 ) A ?- + 2 ( b \ x 2W ^ iy 2 - a 2b2 ) A + K (x , . y ^  = 0 .

O p u n k ta ch  A i  A ' za łó żm y, że żaden z n ic h  n ie  l e ­
ży w środku  e lip s y . (D la c z e g o  i ) .  P ro s ta  . , ,

z z a ło ż e n ia  e l ip s ę  w dwóch pu nk ta ch  B i  B>, uzyskane
w ię c  ró w n a n ie  kwadratowe ze w zg lędu no 2. w zględu na A p o s ia d a  dwa
ro żne  p ie r w ia s tk i

= a b .
3A ! A s  AB*

* 2

By je d n a k  p a rs  punktów  3 .B *  r o z d z ie la ła  h e rm o n icz - 
n ie  pa rę  punktów  A fA 3 n a le ż y  pu nk t A 9 (X o ,y  ) ta k
o b ra ć , by \ j_  ;  A 2 = - l ,  c z y l i  ta k  by A . ’ i  A by i y  

l ic z b a m i p rz e c iw n y m i. Równanie kwadratowe k t ó r L o
w y ró ż n ik  j e s t  d e ć e tn i,  po s ia d s  i»ko  • * Ó g
. 9 k s aas ja k o  p ie r w ia s t k i  l i c z -

y  P r c iw ne t y lk o  w te d y , gdy w s p ó łc z y n n ik  Pr zy
n iew iadom e j w p ie rw s z e j po tędze równa s i»  z „ u
^ ro zw a ża n ym  w ięc  p rzypadku  n a le ż y  Xg t  , a ^  ^

"  . V  -b2Xj_x2 + a2y 1y 2
0,

I r l l T r ^ ’ Je Ż e U  P'm k t  * *  U 2 ^ >  ob ie rzem y

2 o
b XjX  + & y ^ y a2b2

ne

( 2)

P ro s ty  ( 2 ) ,  k t ó r e j  rów nen ie  możemy te ż  n * ni  *  
s t ac i  J o p is a ć  w po“

x-.x

a^ t r (3)

nazywamy b i e g u n o w y  p u n k t u  z 

dem e l i p s y  ( 1 ) .  a p u n k t A b l e g ^  *
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Gdy p r o s ta ,  p rzechodząca  p rz e z  p u n k t A , ob raca  s ię  
d o o k o ła  te g o  p u n k tu  i  p rz e c in a  e l ip s ę  w dwdch punk­
ta c h  B i  B ’ , t o  c z w a rty  p u n k t A ’ , ta k  d o b ra n y , by pa­
r a  AA* r o z d z ie la ła  h a rm o n ic z n ie  pa rę  B B * ,  po rusza  
s ię  po b ie g u n o w e j p u n k tu  A.
Z p o s ta c i  (5 ) ró w n a n ia  b ie g u n o w e j p u n k tu  A (x ^ ,y ^ )  
względem  e l ip s y  w yn ika ,, że j e ż e l i  p u n k t A n a le ż y  
do e l ip s y ,  to  b iegunow ą te g o  p u n k tu  je s t  s ty c z n a , 

a b iegunem  p u n k t s ty c z n o ś c i.

B iegunowa p u n k tu  A (x 1 ,y 1 ) le żą ce g o  poza e l ip s ą  
p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k ty  s ty c z n o ś c i s ty c z n y c h , po­
prow adzonych z te g o  p u n k tu  do e l ip s y  ( r y s . 1 5 8 ) . 

I s t o t n i e ,  n ie c h  ( x Q,y 0 ) b ę d z ie  punktem  s ty c z n o ś c i 
je d n e j ze s ty c z n y c h  poprow adzonych z p u n k tu  A (x 1 ,y -^ ) , 

w tedy  równaniem  s ty c z n e j w p u n k c ie  ( x Q,y 0 ) j e s t

x xo
T + y °y  = 1

'

a le  s ty c z n a  ta  p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k t A foc-^y^) s 

w ię c  je s t

x ox l  . V l  _ ,
— r  , 2  ”a b

a to  z n a c z y , że p u n k t (x  , y Q) spraw dza ró w n a n ie

x  x n

a

c z y l i  le ż y  na b ie g u n o w e j.

2 .  B iegunowa względem h ip e r b o l i .
J e ż e l i  dana je s t  h ip e rb o la

K ( x ,y )  S  b 2x 2 -  a2y 2 -  a V  = 0 (4 )

o ra z  p ro s ta  p rzecho dząca  p rz e z  p u n k ty  A (x 1 ,y 1 ) i  

A ’ ^x 2»y 2^ 1 P1*2605-11®.]**0® h ip e rb o lę  w dwóch p u n k ta c h  
B i  B ’ , t o  m ie jscem  geom etrycznym  punktów  A * ,  ro z ­
d z ie la ją c y c h  z punktem  A (x 1 ,y 1 ) h a rm o n ic z n ie  pa rę
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B , B* j j e s t  p ro s ta

x l x y xy
(5)

P ro s tą  (5 ) nazywamy biegunową p u nk tu  A (x , y  ! wzei e-
dem h ip e r b o l i  i  j e j  rów nani®  r+ _ „  . 1 g  ^

. : _ ' J 0 ° Wnanie o trzym u je m y, p o s tę p u ją c
w podobny sposób ja k  w przypadku e l ip s y  

Biegunowa p u n k tu  wzglądem h ip e r b o l i  p o s ia d a  t e  same 
w ła s n o ś c i,  co biegunowa p u n k tu  wzglądem e l i PSy ,

5 * i lg jg^ow a względem parabo li

N ie ch  b ę d z ie  dana pai^abola

K S y Ł - 2px a o (6)
oraz  p ro s ta  przechodząca p rze z  p u n k ty  A (x  v )

A - U ^ y j i  i  p rz e c in a ją c a  p a ra b o l,  w ć M e h ^ u n U a c h
B i  B * u s tę p u je m y  podobn ie  ja k  w n, .»  . *jWK‘ w PA wypadku e l ip s y .
P postą  AA’ możemy o k r e ś l ić  rów naniam i

*  k '¿ 2
-  y l  *  A y 2

A *  - i1 + *  ’ i  + A
Rozwiązując układ  równań p ro s te j i  P ar8bo ll>  o tr2 y _
mujemy równania kwadratowe

K (* 2 ’* 2> A < ł + 2 [ > i * 2 - p ( v * p ]  A t  K U i> y i )  .  0>

k tó re  posiada p ie rw ia s tk i A. i 3
runek X - 1 -  ,  . 1 A 2 S s p e łn ia ją c e  wa­runek A x .  A 2 -  - 1  ty lk o  w te d y , gdy

^1 ^ 2  " P (xx + x2) *  o,
c z y l i  gdy punkt A* (v„ v  ̂ l o .

vx2 ?y2 ; le z y  na p r o s te j

y l y ~ p ' x] + x ) .  (7 )

3 » “ "  — »  *  W

dem elipsy i  h ip e rb o li. ' *  ^  »“ « »  « " H ł -
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4 . K ie ro w n ic e  k rzyw ych  s tożko w ych .

K i e r o w n i c ą  s t o ż k o w e j  na­
zywamy b iegunow ą o g n is k a  s to ż k o w e j.

Równanie k ie ro w n ic y  p a r a b o l i .
J e ż e l i  dana j e s t  p a ra b o la

• SZ *  2.P* ,,

t o  w sp ó łrzę d n e  o g n is k a  F są równe ^»0» wobec te g o  
równaniem  b ie g u n o w e j p u n k tu  F ,  c z y l i  k ie ro w n ic y  pa­
r a b o l i  j e s t

x  s

Z p ro s tą  t ą ,  ja k o  k ie ro w n ic ą ,  s p o tk a liś m y  s ię  ju ż  p rz y  
w yprow adzan iu  ró w n a n ia  p a r a b o l i  ( s t r . 2 5 0 ) .

Równani© k ie ro w n ic  e l ip s y  i  h ip e r b o l i e 
J e ż e l i  dana je s t

2 Z 2 2
e l ip s a  = 1 lub- h ip e rb o la  *  1

s c b a “ o

t o  o g n is k a  z n a jd u ją  s ię  w p u n k ta c h  F , ( c , 0 )  i  F9
C~c,0 )

P o d s ta w ia ją c  do ró w n an ia

XX-, XX,
1 lu b -  i i i  = i  -  1

W m ie js c e  (x-j ^y-^) w sp ó łrzę d n e  F1 ox*az F ^ ,  o trzym a
my

x _ a x  -  -
o .

9 W p rzyp a d ku  e l ip s y  © >  c ,  w ię c  -  >  1,. a d a le j  
•£— >  a ,  wobec te g o  k ie ro w n ic e  e l ip s y  i  ( r y s . 1^9) 
le ż ą  z e w n ą trz  e l ip s y .

W p rzypad ku  h ip e r b o l i  j e s t

a < 0 ,  w ię c  |  <  1 i  ~ ~  <  &,

wobec te g o  k ie ro w n ic e  h ip e r b o l i  i  k2 ( r y s .  160) 
p r z e c in a ją  oś x  m ięó - w ie rz c h o łk a m i h ip e r b o l i .



-  292

Wykażemy„ że 
miejscem geome- 
trycznym punk™  ̂
tów, których 
stosunek odleg^ 
ło ś c i od stałe™ 
go punktu (zwa­
nego ogniskiem) 
do odległości 
od s ta łe j pros­
te j  (zwanej k ie ­
rownicą) je s t  
s ta ły  i  równy 8 ,

j e s t  k rzyw a stożkow a p rz y  czym, gdy e <  1 , krzyw ą 

j e s t  e l ip s ą ,  gdy e > 1 -  h ip e rb o la ,  e ■ 1 -  p a ra b o la .

1 / Niech punkt

b ed s ie
punktem elipsy (rys. 
159), -  jego
rzutem na kierow ni-
*-•§ k-i , Mo

-im Cm

na kierownicę k z » 
wtedy

Hys. 160

l » i l

| m 2 |

a~ ex„ o
e j

a+ ex„ o

a poniew aż ( s t r .2 7 1 )

r l  s  a - e x o- * r z  * + e x .
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w ię c
r ,  i *2

——i —  *  e i  — ------ - "  e , g d z ie  e s  “  < 1 »
[ P K j  l « 2 l

2 /  J e ż e l i  P (x 0 ,y Q) je s t  punktem  h ip e r b o l i ,  M]l i  M2

je g o  rz u ta m i na k ie ro w n ic e  k^  i  k 2 h ip e r b o l i ,  to
2

, gdy x r >  a ,-  a*0  —;

PM,

—  -  x 0 > 8<3y x 0 4  
2

s,

c z y l i  | « !  | *  1 x o *  f *  I = ' J l d g — 4 L  ;

f  v + i
| B i 2 J =

/  x o + I “  •

l - ^ - x o.

gdy x 0 >  a s 

0 » gdy x 0 4  -  a,

c z y l i
2 } e x

łp ts2 l *  | z 0 t  f - 1  ■=J -

a pon iew aż ( s t r ,  273)

o + Bł

r ,  = | e x Q -  a |  i  r z  -  j e x Q + a j

w ię c
r ,  To «
—  = e i  ------—  *  e ,  g d z ie  e » ~ >  1

i « i  I | a U

3 /  J e ż e l i  p u n k t P (x 0 ,y Q) n a le ż y  do p a r a b o l i  i  M je s t  

je g o  rzu te m  na k ie ro w n ic ę  k ,  to

( PM J s  r  i  wobec te g o *  1

O d w ro tn ie , j e ż e l i  p u n k t P ( x ,y )  s p e łn ia  warunek

L i i i  =  8 *  1 ,
i M i l

t o  pon iew aż

Jf -jP) *  y  Cx-c)2 *y 2 8 |PMiS *  ! “  ~ *
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w ięc

x <~^Zcx+c^ y ^ » cx+ c
?  • 7  ’

a d a le j

(a '--c‘ )x?- + a V  = a2 (a2-c 2) .
O trzym ane zaś rów nan ie  p rz e d s ta w ia  e lip s ę  g iy

a > c ,  c z y l i  e < U  h ip e rb o lę ,  gdy a < c,  c z y l i
8 ^ 1 «

Bo tego  samego w yn iku  d o jd z ie m y , gdy ro z p a trz y m y
w arunek w

| f 2p |

l a t ? !
e #  1 .

J e ż e i i  pu n k t P (x ,y )  s p e łn ia  warunek

J P  P i
f PM f

e *  1,

t o  Wtedy I I P I  w ¡ » i ,  a t o  oznacza, że punkt F je s t
punktem p a r a b o l i ,  zgodn ie  ,  o k re ś le n ie m  na s t r . 2 5 0 .

a RÓWNANIA WIERZCHOŁKOWE STO ŻKO M »

U  S ^ ^ « ^ b J i ° ł k ° w e J ę r.z.ywe.i
J e ż e l i  dany j e s t u k ła d  Oxy o raz krzywd . t o i k o -  

wa k to re y  w ie rz c h o łe k  z n a jd u je  A ę  .  poc^ tk u  u k łs „
du i  oś 9 na k tó r e j  le ż ą  og n iska  (n-rn-s i,
p a r a b o l i)  pokrywa s ię  ,  j edną ,  o s ł u

rów nan ie  o k re ś la ją c e  k rz y w , stożkow ą w tym  p o ł ^ e !  
m u  względem u k ła d u  0 *y  n a z y w a j r  *  .  ^  ,  ,  .

w i e r z c h o ł k o w y m  s to ż k o w e j.

2 w Równanie „w ie rzchołkowe paT.» h n n

Równanie w ie rzch o łko w e  paraboli ^  
w yprow adza jąc rów nan ie  p a ra b o l i  na s t r  ¿ ¡ T

Równaniem w ierzcho łkow ym  p a ra b o li, w ia la ż n o ś -
c i  od te g o ,  czy j e j  oś pmkrywa s ię  z 03i ą x 
o s ią  y , je s t  rów nan ie  , 1 Zy
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lu b
y 2 -  2px,

= 2py

3« Równanie w ie rz c h o łk o w e  e l ip s y .
J e ż e l i  w u k ła d z ie  Oxy dana je s t  e l ip s a  o o s ia c h  

2a i  2b , k t ó r e j  w ie rz c h o łe k  z n a jd u je  s ię  w p o czą tku

u k ła d u , a o g n is k a  

le ż ą  na d o d a tn ie j 
p ó ło s i  x(rys<>162) 
to  ś ro d e k  e l ip s y  S 

ma w sp ó łrzę d n e  ( a ,0 K  
Równanie t e j  e l ip s y  
możemy n a p isa ć  w

R ys* 162

, 2  £

p o s ta c i

skąd o trzym u jem y

( 2 )

( 1 )

W yrażen ie  2 - r  nazywamy p a r a m e t r e mO
e l i p s y  i  oznaczamy symbelem 2p„

P odobn ie  ja k  w p rzyp a d ku  p a r a b o l i ,  p a ra m e tr e l ip s y  wy­
ra ż a  d łu g o ś ć  c ię c iw y  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  o g n is k o  p ro ­
s to p a d le  do o s i  e l ip s y .
I s t o t n i e ,  p o d s ta w ia ją c  do ró w n a n ia  (2 ) g d c ię tą  o g n is k a  
F2 , c z y l i  x  *  a -  c ,  otrzym am y y  *  -  ™  , Końce w ię c
c ię c iw y  AB m a ją  w sp ó łrzę d n e

h 2 h2
A ( a - c ,  -  , B ( a - c 9 £ - )

i  wobec te g o  2
| A B j  *  2  -  2p .

U żyw ając sym bolu  2p , możemy ró w n a n ie  w ie rz c h o łk o w e  
e l ip s y  (2 )  n a p is a ć  w p o s ta c i

y 2 *  2px -  |  x 2 . (3 )
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4 . Równanie w ie rzch o łko w e  h ip e r b o l i „

J e ż e l i  w u k ła d z ie  Oxy dana je s t  h ip e rb o la  ja k  
na r y s . 163 o o s ia c h  2a i  2 b , to  ś ro d e k  S h ip e r b o l i  ma

h ip e r b o l i  ma g e o m e tryczn ie  to  samo zna czen ie  oo p a - 

ra m a e tr  p a ra b o l i  i  e l ip s y ,  t . z n .  w yraża d łu g o ść  c ię c iw y
p r o s to p a d łe j do o s i  h ip e r b o l i  i  p rze ch o d zą ce j p rze z  
je d n o  z j e j  o g n is k .

O trzym a liśm y  n a s tę p u ją ce  rdw nan ia  w ie rz c h o łk o w e  
k rzyw ych  stożkow ych :

y 2 » 2px -  £ x 2
2 a

y s 2.px

y 2 s 2px + 2 x 2 a

( e l ip s a )

(p a ra b o la )

(h ip e rb o la )

“  P° S taC i rÓWnsn e l i Psy -  u ip e r o o i i  w yn ika  że gc 
p ó ło ś  a ro ś n ie  n ie o g ra n ic z e n ie  p r z y .s ta ły m  p to
krzyw e te  z b l iż a ją  s ię  do p a r a b o l i ,  bowiem w(edy B

dąży do ze ra  a p rzez  to  w rdw nen iach  ty c h  k rzyw ych * 
w yraz |  x  dąży do z e re .
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§ 23. RÓWNANIA STOŻKOWYCH WE WSPÓŁRZĘDNYCH 
BIEGUNOWYCH. 1

1. Równanie e lip s y .
Niech będzie dana e lipsa

b2x2 + a2y2 *  e2b2

Jako biegun układu biegunowego przyjmujemy jedno
z ognisk,jako oś 
biegunową -  oś x, 
nadając je j  zwrot 
od ogniska ku k ie ­
rownicy tego ognis­
ka .Ja ko  biegun o b ie ­
ramy np. F-^CcjO), 
wtedy oś biegunow a 

pokrywa się z o s ią  
x i  je s t  z nią zgod- 
s k iis *  nie skierowa­
na. ( ry s .3.65) .P rz e s u ­
wamy układ Oxy 
równoległe do pu nk-Rys. 165



tu  Fr  Otrzymujemy układ F ^ - y ’ .  Ponieważ p u n k t 0 
w tym układzie ma współrzędne ( -c ,0 ) ,  w ięc  ró w n a n ie
elipsy w nowym u k ła d z ie  ma po s ta ć

(x 3 +■ cV
" 7 ~ ~

Między współrzędnymi pu n k tu  U \ y > )  w u k łe iz ie  F x .y .

a współrzędnymi biegunowym i r ,  < f te g o  p u n k tu  w u k ła -
dzie biegunowym zachodzą z w ią z k i

' » s r  cos

punktów więc elipsy mamy zw iązek 

a

s in  <j£

( r  cos (ł  ■» ę ) 1 r 2 s in 2 <|P
-  1 ,

skąd otrzymujemy rów nan ie  e lip s y  

r - l e ^ i r r  f  t b :W  f  ) + 2b2 „  0QS y  ^

Równanie to jes t postaci F( r  w 0 . Sprowadzim y je
do postaci r  “ f  ( <P )  „

Ponieważ

= 0 (1 )

2 - 2 e sm + b*- cos2 <f yt o,

a d /'Ie  *  1 C0S f  n le  moS»4 je d n o c z e ś n ie  równać s ię  
zeru, więc równanie ( 1 ) je s t  ze w zg lędu na r  równa­
niem stopnia drugiego.
Obliczamy p ierw iastk i tego rów nania:

&  = 4 b V o o a 2 <f H b 4 Ca2sin2 +„2C0S2 ^  > .

= 4b4 [a2sin2 ( f + (b2+c2) Cos2<j>] *»'. 4bV,

r * S ~ ^ CxC0S^ Ł t § )
a s in 2 ^ + b a cos2 <p’

r  * *s » ¿ ( c  cos 0  +
8 s i n  CD +b2C0s2 «i 5

Ponieważ c <  a s więc tym b a r d z ie j  | c cosóPUa
wobec tego u -  c cos Cf>Q i  .  + 0 coa W '

s tą d  r *  >  0 ? a r» *  <  o . I  >  '

~ 5 ?  -  ^ , . r
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Z g odn ie  z o k re ś le n ie m  w s p ó łrz ę d n y c h  b iegunow ych  pun­
k t u ,  p ro m ie ń  wodzący r  p u n k tu  je s t  n ie u je m n y , zatem 

ró w n a n ie
_ b^Ca -  c cos ) 

a2s in 2 ( f  + b2cos2 f
o k re ś la  daną e l ip s ę  w p rz y ję ty m  u k ła d z ie  w s p ó łrz ę ­
dnych b iegunow ych»
Równanie to  p rz e k s z ta łc a m y  d a le j  n a s tę p u ją c o :

_ b ia - e  cos <$ )r  a , „2,v ■■ Z " - -2 b la  -  c cos
“ T r T z r ~ ~ ~

1
a*“ Cl~cos^C|5 J+b^cosd tf> © ^ ( a  -b  ) cos1"cg

% j-lJL§ c cosr^-~~~7*r
a — c cos.

1
b
a

a + c cos <j>

O trzym ujem y w ię c  ja k o  ró w n a n ie  e l ip s y

1+ |  cos

V s
1+e cos

, g d z ie  e < 1 ( 2)

2 • Równanie h ip e r b o l i .
M a jąc  daną h ip e rb o lę  

2 „2  2 ,2  „ 2, 2b ^ 4- -  a ^y4* ~ a “b , 

ob ie ra m y o g n is k o  F-lCc ^O) ja k o  b ie g u n , a ja k o  oś b ie ­
gunową p r o s tą  p o k ry w a ją c ą  s ię  z o s ią  x ,  n a d a ją c  j e j  
z w ro t od o g n is k a  do k ie ro w n ic y  n a le ż ą c e j do te g o  

o g n is k a , c z y l i  z w ro t p rz e c iw n y  do z w ro tu  o s i  x  
( r y s .  1 6 6 )*  D a le j po s tępu jem y podobn ie  ja k  p rz y  w ypro ­

w adzen iu  rów nan i©  e l ip s y «  P rzesuw a jąc  u k ła d  Qxy równo­
le g le  do o g n is k a  Fl f  o trzym u jem y u k ła d  F-j_ x ’ y » .  W tym  
u k ła d z ie  ś ro d e k  da n e j h ip e r b o l i  ma w s p ó łr z ę d n e ( -c ,0 ) , 

a ró w n a n ie  h ip e r b o l i  ma p o s ta ć

(x> + e) «  1

K o rz y s ta ją c  ze zw iązków  m iędzy w sp ó łrzę d n ym i p ro s to ­

k ą tn y m i x , , y > i  b iegunow ym i r ,  ^  te g o  samego p u n k tu
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X» ~ -  r  cos Cf x / s y *  S r  s in  ^  
otrzymam y rów nan ie

..(-P  cos + c l 2 r 2s in 2 O
a2 "  1 <

k tó r e  je s t  s p e łn io n e  t y lk o  p rzez  w spó łrzędne  biegunowe 
punktów  h ip e rb o li®

r 2 (b 2 cos2 <j> «-a2s in 2 <f )~2b2c r  cos <j> +b4 **S  s  0 (5 )

1 /  J e ż e l i

b cos2 -  a2 s in 2 ęp f i

c z y i i  gdy
t g < ^ /  i  | ,

ró w n a n ie  (3 ) je s t  równaniem  s to p n ia  d ru g ie g o  ze 
w zg lęd u  na r .  °

x /  Zw iązek x *=  r  cos <j> za ch o d z i w p rzyp a d ku , gdy

03 x i  oś hiegunowa są zgodn ie  sk ie ro w a n e ;

j e ż e l i  os x l  oś biegunowa m ają z w ro ty  p rz e c iw  
n e , t o  x 9 *  ™ p e c i®‘

x x /  b2 ( c 2 -  a2 }
- r  cos

2 '  -  b t
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Celem o b l ic z e n ia  je g o  p ie rw ia s tk ó w  wyznaczymy n a j­

p ie rw  w y ró ż n ik  ró w n a n ia :

4  *4 b 4c2cos2 ( f -4 b 4 (b 2cos2 cg - a 2s in 2 Cg ) »

**4b [ ( c 2 - b 2 )
o 2 2

cos Cp + a s in <j?J = 4a2b 4

Wobec te g o
2 2b ^c  coa -a b  s  b (e  cos tp -  a )

7 ------2"
b cos cg - a  s in

_ b2 (e cos - a )
*  ..ó > g ” — 2

c cos^  -a "1

C fc y li

(b  +a ) cos

2

c cos  <jP +&

b
i

“ COS <g + 1

, g d z ie  e >  1 ,
e cos cp +1 

po dob n ie  otrzym am y

T» * f 5» ------ -E---------
e cos cg - 1

Rówmanie (4 ) o k re ś la  g a łą ź  h i p e r b o l i , le ż ą c ą  po 
s t r o n ie  d o d a tn ie j p ó ło s i  x ,  ró w n a n ie  (5 ) -  g a łą ź  

h ip e r b o l i  po s t r o n ie  u je m ne j p ó ło s i  x .

2 /  J e ż e l i

(4 )

( 5 )

c z y l i  gdy

2 2 b cos  Cjg a2s in 2 Cg *  0»

t g  <j? *  i  b

t o  p rom ień  wodzący r  j e s t  ró w n o le g ły  do je d n e j 
z a s y ra p to t. Równanie (3 ) j e s t  w tedy  s to p n ia  p ie r ­
wszego i  d la  <f s p e łn ia ją c e g o  w arunek t g  <f *  -  |  ^  s
co rów noznaczne je s t  z w arunkiem  cos Cg = -  ^  2 -  

o trzym u jem y
b 2 as + b2 »  i  g

2c cos
f

2© 2

?
tt + b to oos2 cg * 1 _  a ^

5 ' l+ tg ^ a »  a '+hc

= 4  =
7
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¿¡¿gOdnie z o k re ś le n ie m  p ro m ie n ia  wodzącego sens 
ma t y lk o  r  j? 0 s c z y l i  r  — Punkt o w sp ó łrzę d n ych

r  “  2. ^ ^ *** a rc  cos e o k re ś lo n y  j e s t  ró w n ie ż  rów na*
niem  (4)®

Z a leżność  p ro m ie n i wodzących r  punktów h ip e r b o l i  
od k ą ta  (g p o kazu je  r y s Q 167*

Kątom ^  z p rz e d z ia łu  < 0 , « , )  odpow iada ją  dwa p ro m ie n ie  r ' i  r '

CaCjTr"OC)odpowiada je d e n  p ro m ie ń  r * .

K7l'~°t »£+<&) n ie  odpowiada żaden p rom ień  
w odzący.

w ^ ^  ^»*1' p o d p o w ia d a  je d e n  p rom ień  r .
2 J t )  odpow iada ją  dwa p ro m ie n ie  

r *  i  r » » .

3 «Równanie p a r a b o l i .

N iech  b ę d z ie  dana p a ra b o la  

7^ s  2px

jB k o  b ie g u n  u k ła d u  biegunowego p rzy jm u jem y o g n is k o  

, ja k o  oś biegunowa p ro s tą  po k ryw a ją cą  s ię  

z o s ią  x '  nada ją c  z w ro t og n iska  do k ie ro w n ic y
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9 y s . 168

p a r a b o l i  ( r y s . 1 6 8 ). 

Po p rz e s u n ię c iu  ró w ­

n o le g ły m  u k ła d u  
0xy  do o g n is k a  
F ( |> 0 )  otrzymamy 

u k ła d  F x ’ y * .  
W ie rz c h o łe k  pa rab o ­

l i  w nowym u k ła d z ie  
ma w sp ó łrzę d n e  
( -  i j  |0 )  t wobec t e ­
go równaniem  dane j 

p a r a b o l i  w tym  u k ła ­

d z ie  je s t

y » 2 a  2p ( x * + | )

J e ż e l i  s ko rzys ta m y  ze zw iązków

» -  r  cos i y® .*» r  s in  , 

t o  otrzym am y ró w n a n ie
p O T\

r  s in  ® 2 p (~ r  cos + i p ,

k tó r e  j e s t  s p e łn io n e  p rz e z  w sp ó łrzę d n e  biegunowe 
punktów  da n e j p a r a b o l i .

Po p r z e k s z ta łc e n iu  ró w n a n ia  otrzym am y

r 2s in 2 (£ + 2 p r cos <jp -  p2 = 0 (6 )

1 /  J e ż e l i  &  0 , t o  ró w n a n ie  (6 ) j e s t  równaniem  kwa­

dra tow ym .
Z ró w n a n ia  o trzym u jem y

r> = -2PCOS 9  +2p.. = _ i? (lrC 05 y  -  -----JB-------- >  o
2 s in 2 <p l-c o s 2 CP 1+cos (f>

r - -  - 2P cos s  _ -------- 2------ <  o
2 s in ^ c p  1 -c o s

2 /  J e ż e l i  ( f *  O, to  ró w n a n ie  (6 ) j e s t  s to p n ia  p ie rw -
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ssego i

r  «

P unkt 0 ) ,  ja k  ła tw o  s p ra w d z ić , o b ję ty  je s t  
ró w n ie ż  wzorem w yraża jącym  r * .

Zatem równaniem  p a ra b o l i  w u k ła d z ie  w s p ó łrz ę ­
dnych b iegunow ych je s t

r
l+ c o s (7 )

Z e s ta w ia ją «  rów nan ia  krzyw ych  stożkow ych w u k ła ­
d z ie  w sp ó łrzę d n ych  b iegunow ych o trzym u jem y:

r  s
1+e cos e < 1 -  e l ip sa

£ z P ^ .
1 + e  cos &  ! c ^  1 -  h ip e rb o la  (g a łą ź

* h ip e r b o l i )

1+ cos <* '  p i ir 8 b o la ,
r  -

Równania w ięc  k rzyw ych  s tożkow ych w u k ła d z ie  b ie g u -  
nowym m ają tę  samą p o s ta ć

r  a —
1 + e cos

k tó r a  w z a le ż n o ś c i od e p rz e d s ta w ia

1 /  e l ip s ę  9 gdy 0 <  e < 1 ,
2 /  p a ra b o lę , gdy e = 1 
3 /  h ip e rb o lę ,g d y  e > 1 , .

§ 24« RÓWNANIA PARAMETRYCZNE STOŻKOWYCH

^ ^ ¿ ^ s-tQżk^ y ^ u k ła d z ie  b i s o w y m .  „  ^  

ró w n a n ia  p a ra m e tryczn e .

W yprowadzając ró w n an ia  k rzyw ych  s tożkow ych  w 
u k ła d z ie  w sp ó łrzę d n ych  b iegunow ych o trz y m a liś m y  ró w - 
n a n ia  w p o s ta c i

r  *  f  ( ( f  ) ,
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t . z n .  w y ra z i l iś m y  p ro m ie ń  wodzący r  ja k o  fu n k c ję  

a m p litu d y  ^  .
N ie ch  u k ła d  p ro s tp k ą tn y  Cxy i  u k ła d  b iegunow y 

ta k  będą d o b ra n e , że m iędzy w sp ó łrzę d n ym i p u n k tu  
( x , y )  w u k ła d z ie  p ro s to k ą tn y m  i  w sp ó łrzę d n ym i ( r , ^ )  
w u k ła d z ie  biegunowym zachodzą z w ią z k i

x  *  r  cos tjs , y  *  r  s in  Cp

J e ż e l i  ró w n a n ie
r  = f  ( f  )

j e s t  rów naniem  k rz y w e j w p rz y ję ty m  u k ła d z ie  b ie g u ­

nowym, to  możemy n a p is a ć

x  -  f  ( ) cos , y  *  f  ( ^  ) s in  Cjp

lu b  k ró tk o

x = F ( (f> ) r y * G ( ^ > )

g d z ie  F ( Cf ) i  G( <j> ) o z n a c z a ją  fu n k c ję  a m p litu d y  ^  . 
P rz y jm u ją c  a m p litu d ę  Cf ja k o  par*am etr i  k ła d ą c  
( j  = t ,  o trzym u jem y ró w n a n ia  pa ra m e tryczn e  k rz y w e j

x *  F ( t ) , y  *  G ( t )

W ró w n a n ia c h  ty c h  p a ra m e tr t  j e s t  a m p litu d ą ,  może­
my je d n a k  w yprow adz ić  in n e  ró w n a n ia  p a ram e tryczn e  

k rz y w y c h , n a d a ją c  p a ra m e tro w i in n y  sens geom etryczny#

2 . Równania p a ra m e tryczn e  e l ip s y .
J e ż e l i  dana je s t  e l ip s a  

2 2

a b

to  d la  każdego p u n k tu  ( x , y )  na le żą ce g o  do e l ip s y  je s t

l a l  k  1 1 H l k i
i  wobec te g o  u ła m k i g i  ^  możemy uważać za c o - 
s in u s  i  s in u s  pewnego k ą ts  o m ie rz e  t  z p r z e d z ia łu  
< 0 ,  2 J t  ) ,  c z y l i

x = a cos t ,  y  *  b s in  t .

D la  każdego w ię c  p u n k tu  p 0 ( x 0 , y 0 ) t na le żą ce g o  do 
e l ip s y  możemy w yznaczyć ta k ą  w a rto ś ć  t 0 , że 

x Q*  a cos t 0 , y Q*b  s in  t Q
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»-.awrotm e, d la  Każdego 
t 0 z p r z e d z ia łu  < 0 , 2  %  ) 
pu n k t o w sp ó łrzę d n ych  
(a  cos t  , b s in  t 0 ) 
n a le ż y  do e l ip s y ,  bo 
spełnia j e j  równanie. 
Zatem ró w n a n ia

X *  a COS t  (2)
y  s  b s in  t

są p a ram e tryczn ym i rów­
na n iam i e l ip s y .

Rys o 169 Z n a jdz ie m y sens geome­
t r y c z n y  p a ra m e tru  t .

M ając e l ip s ę  ( 1 ) ,  zak reś lm y  dooko ła  ś ro dka  e l ip s y  
dwa o k rę g i w spółśrodkow e o p ro m ie n ia c h  rów nych p ó ł -  
osiom  e l ip s y  a i  b < r y s . l6 9 K  O k rę g i te  nazywamy . 
odpow iedn io  okręg iem  wpisanym i  op isanym  na e l i p s ie .

N ie ch  p rom ień  QA®a

B ys . 170

o kręgu  op isanego  

tw o rz y  z o s ią  x  
k ą t  t  i  n ie c h  p ro ­
m ień  te n  p rz e c in a  

©krąg w p isany  w 
p u n k c ie  B .P rze z  
p u n k t A p ro w a d z i­

my ró w n o le g łą  do 
o s i  y ,  p rz e z  p u n k t 

B p ro s tą  ró w n o le ­

g łą  do o s i x .
P unkt p r z e c ię c ia  
s ię  ty c h  p ro s ty c h  

oznaczamy przez. P .

Z4 sposobu k o n s t r u k c j i  p u n k tu  P w y n ik a , 4e je g o  o d c ię ­
ta  równa s ię  o d c ię te j  p u n k tu  A , c z y l i
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x *  QA* “  a cos t ,
saś  rzę d n a  równa s ię  rz ę d n e j p u n k tu  B $ c z y l i  

3T "  B*B » b s in  t
W spó łrzędnym i w ię c  p u n k tu  P są a c o s t ,  b s in  t ,  
p u n k t zaś o ta k ic h  w sp ó łrz ę d n y c h  n a le ż y  do e l ip s y .  
K ą t t  o d p o w ia d a ją cy  p u n k to w i e l ip s y  o w s p ó łrz ę d n y c h  
a c o s t ,  b s in  t  nazywamy a n o m a l i ą  te g o  

p u n k tu  e lip s y ®  P a ra m e tr t  w y s tę p u ją c y  w ró w n a n ia ch  
p a ra m e try c z n y c h  e l ip s y  (2 ) j e s t  a n o m a lią  p u n k tu  e l i ­
p s y .

O s ta tn ie  ro zw a ża n ia  n sp row a dza ją  nas na sposób kon­
s t r u k c j i  punktów  e l ip s y  p rz y  pomocy okręgów, w p isa ­
nego i  o p isa n e g o .

Sposób k o n s t r u k c j i  p o k a z u je  (rys»170)®

3® Równania pa ra m e tryczn e  h ip e r b o l i .
M a jąc daną h ip e rb o lę  

2 2
Łg  -  s 1 , • (3 )
£i D

możemy j e j  ró w n a n ie  n a p is a ć  w p o s ta c i
2 2

i + h -hb a

M a jąc n a s tę p n ie  na uwadze r e l a c j ę

1 + t g 2t  = — V -  , 
cos t

możemy u ła m k i ^  i  ~ uważać za tangens i  odw ro tność  
c o s in u s a  pewnego k ą ta  o m ie rz e  t , c z y l i “ -

% = 1 I  = s r r
lu b

x  “  ć o s ~ t»  y  *  h t g  t

Każdemu w ię c  p u n k to w i P ( x , y )  h ip e r b o l i  możemy p rz y ­
porządkow ać m ia rę  k ą ta  t  w te n  spo só b „ że

x *  —-&—  , y  *  b  t g  t .  '  (4 )
cos t

%
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O d w ro tn ie , ka ż d e j l i c z - “ 
b ie  t Q z p r z e d z ia łu  
< 0 ,  2 % } v ró ż n e j od

M , 1 1 K^ 2  ¿T* mozemy  przy-»

p is a ć  p u n k t s b tg  t (

P unkt te n  je s t  punktem 

h ip e r b o l i  ( 3 ) ,  sprawdza 
bowiem j e j  równanie«, 
Zatem ró w nan ia  (4 ) są 

pa ram e trycznym i ró w n a -

Sens geom etryczny pa ram e tru  t ? w ys tęp u jące go  w 
ró w n a n ia ch  (4 ) , zna jdz iem y w ykonu jąc n a s tę p u ją c ą  kon­
s t r u k c ję :

\»p i = \ n b \
\htPi\-\Ni B1\
\Nt pt\=\Nt at \

o k o ła  ś rodka  
h ip e r b o l i  0 
dwa o k rę g i 

w s p ó łś ro d k o - 
we o p ro m ie ­

n ia c h  równyc] 
p ó ło s io m  h i ­
p e r b o l i  a i  

b ( r y s » 171)® 
Ze w spó lne­
go ś ro d ka  

obu okręgów 
prowadzim y 
p ó łp ro s tą  1

Rys® 172

j e j  k ą t  z o s ią  x  oznaczamy p rze z  t>  s  punkt7 p r a T C ię  
c ia  s ie  z okręgam i p rze z  A i  B . VS p u n k ta ch  A i  B wy 
staw iam y s ty c z n e  do okręgów i  ic h  p u n k ty  p r z e c ię c ia  
s ię  o s ią  x oznaczamy odpow iedn io  p rze z  M i  N,
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Z A 0 M A mamy

__a
>

cos t
a z A  0 N B

j NB} *  b  tg  t

J e ż e l i  w ię c  w u k ja d z ie  Oxy wyznaczymy p u n k t P , k tó ­
re g o  w s p ó łrzę d n e  są równe x  » | CM| , y  = j N B j , to  
p u n k t P j e s t  punktem  h ip e r b o l i .  O p isa n e j k o n s t r u k c j i  
możemy użyć do w yzna czen ia  d o w o ln e j l i c z b y  punktów  
h ip e r b o l i  ( r y s .  1 7 2 ).

4 .  Równania p a ram e tryczn e  p a r a b o l i . 
J e ż e l i  dana j e s t  p a ra b o la

y 2 = 2 p x }
t o  k ła d ą c

y  = t
otrzym am y ^

x = —  , y  = t  (5 )
2p

Z p o s ta c i  ty c h  rów nań w y n ik a j że każdemu p u n k to w i 
P ( x , y )  p a r a b o l i  możemy p rzyporządkow ać w sposób 
je d n o zn a czn y  ta k ą  w a rto ś ć  p a ra m e tru  t ,  że

x  = 2p~ * y  "  1
O d w ro tn ie , j e ż e l i  t  j e s t  dow olną l ic z b ą  z p rz e d z ia ­
ł u  n ie o g ra n ic z n e g o  ( -  oo , + o© ) , to  p u n k t 
t 2

> t Q j e s t  punktem  p a r a b o l i ,  je g o  bowiem w sp ó ł­
rzę d n e  s p e łn ia ją  ró w n a n ie  p a r a b o l i .

Zatem  ró w n a n ia  (5 ) p rz e d s ta w ia ją  p a ra m e try c z n ie  p a ra ­
b o lę .  I n t e r p r e t a c ja  geom e tryczna  p a ra m e tru  t  j e s t
o c z y w is ta ,  p a ra m e tr t  j e s t  rzę d n ą  p u n k tu  p a r a b o l i .

2
Ze zw ią zku  t  2px w y n ik a , że rzę dna  p u n k tu  pa­

r a b o l i  j e s t  ś re d n ią  geom e tryczną  m iędzy  param etrem  
2p a o d c ię tą  te g o  p u n k tu . Z w ła s n o ś c i t e j  możemy k o - 
r z y s ta ć  p rz y  k o n s t r u k c j i  d o w o ln e j l i c z b y  punktów  pa­

r a b o l i .  Na u je m ne j p ó ło s i  x  od kreś la m y o d c in e k  AO,
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d łu g o ś c i ró w n e j 

p a ra m e tro w i p a ra ­
b o l i  2 p , a na do­
d a tn ie j p ó ło s i X 
o d c in e k  0P® dow ol­
n e j d łu g o ś c i 

( r y s .1 7 3 ) «.
Na o d c in k u  A F ,  
ja k o  na ś re d n ic y ,  
zataczam y p o ł -  
ok rąg  i  p u n k t 

p r z e c ię c ia  s ig  
p ó ło k rę g u  z o s ią

P® ® . Mamy
y  oznaczamy p rz e z

l 0 p , i  2 = 2p ! 0P "|

Punicty P ’  i  P ”  «4 w ięc  r z u ta n i  p u nk tu  P p a ra b o l i  na 
o s i u k ła d u . Prowadząc p rze z  p u n k ty  P® i  p>> ró w n o le ­

g łe  do o s i u k ła d u , otrzymamy w p r z e c ię c iu  s ię  p ro s ty c h
p u n k t Pe
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R O Z D Z I A Ł  V

L IN IE  STOPNIA DRUGIEGO 

§ 2 5 . L IN IE  STOPNIA DRUGIEGOi

1 . Równanie l i n i i  s to p n ie  d ru g ie g o .
L in ię  stopnia drugiego nazywamy l in ię  określo­

ną równaniem stopnia drugiego o dwóch zmiennych x i  y 
postaci

Ax2*Bfcy + Cy2 + Dx + Ąy + F *  0» (1 )

gdzie nie wszystkie współczynniki w wyrazach sto­
pnia drugiego są jednocześnie równe zeru*
W różnych podręcznikach różn ie  oznacza s ię  współczyn­
n ik i  występujące w równaniu (1 )*  Tak np. równaniu 
drugiego stopnia dwóch zmiennych nadaje s ię  często 
postać

ax2 +• 2.bxy cy2 + 2dx + 2ey + f  -  0 (2)

lu b

a l l x<">a22^^+2a12x^ +2eI3 x ^ 2s23’y^ a3'3” °  (3 )
-■ *' *■ ' ’ .■' 1 'i' J J •

Ostatnia postać szczególnie je s t  dogodna, je ż e l i  
przy badaniu tego równania posługujemy s ię  wyznacz­
nikami *
W naszych dalszych rozważaniach posłużymy s ię  właś­
n ie  tą  postacią.
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Na podstawie znanych ju ż  równań okręgu* e lip s y  
h ip e r b o li  i  p a ra b o li możemy pow iedzieć* że l i n i e  te  
są l in ia m i stopn ia  d rug ieg o , ic h  bowiem równania są 
niezupełnym i równaniami p o s tac i ( 1 ) .  Pow staje jednak  
p y ta n ie , czy is t n ie ją  jes zc ze  inne l i n i e  s topn ia  dru­
g ie g o , N ie trudno je s t  na to  p y tan ie  odpowiedzieć* 
J e ż e l i  np„ weźmiemy równanie s topn ia  drugiego*

U xx + Bxy + C l> CA2x  + + C2 > *  0 , ( 4 )

to  równaniu temu czyn ią  zadość ty lk o  współrzędne 
punktów* k tó re  n a leżą  do prostych

A ± x  + 3 ^  + Cx  « 0 ,

A2x  + + C2 ® o .

Równanie zatem (4> przedstaw ia te  proste« Równania 
więc p o s ta c i (4 ) określ©  dwie proste  p rze c in a ją c e  
s ię  lu b  rów noległe jako  l i n i ę  s topn ia  d rug iego .

Równanie s to p n ia  drugiego może okreś lać  te ż  
jedną p ro s tą  ja k  np.

(Ax + Qy + C )2 *» 0 (5 )
W takim  przypadku będziemy m ó w iili d o k ła d n ie j * że 
nenie p rzed staw ia  dwie proste  pokrywające s ię  lub  
p ro s tą  podwójną.

Równanie s topn ia  drugiego może p rz e d s ta w ia ć  
punkt ja k  np»równanie

rów -

któremu czyn i zadość ty lk o  punkt (0  Q ),

Pewnym równaniom stopn ie  drugiego n ie  odpowiada 
żadna f ig u r a  rz e c z y w is ta , ja k  npe równaniom

+ * z  - 1 .
-hi

W ty c h  przypadkach będziemy m ó w ili, że równanie przed­
s taw ia  utw ór urojony i  to  z a le ż n ie  od p o s ta c i równa­
n ia  okrąg urojony lub  e lip s ę  u ro joną .



-  313 -

Wykażemy, że równanie (3) przedstawia zawsze 
jeden z następujących utworów;

1 . utwór urojony, 2 „punkt, 3»dwie proste,
4 . e lip s ę , (w szpzególnym przypadku okrąg), 5»hiper" 
bo lę , 6 .parabolę*

Okaże s ię , że rodzaj utworu określonego równa» 
niem (3) je s t  zależny od znaku dwóch wyznaczników 
symetrycznych

al l *  a12f a13 

s21* a22* ^ 3

e31® a32f a33

gdzie s ak i*

Wyznaczniki te  nazywamy odpowiednio małym i  w ie l­
kim wyróżnikiem równania (3)»

2,  Dyskusja równania jednorodnego stopnia drugiego»
Równaniem jednorodnym stopnia drugiego nazywamy 

równanie

S11 x2  + 2a12Xy + a22y 2  S ° s (6 )

w którym nie wszystkie współczynniki an » ai2  9a22 
równe zeru. Równanie to  je s t szczególnym przypadkiem 
równania ogólnego ( 3 ) ,  w którym a ^  3 a£3 3 s 0. 
Wykażemy, że równanie (6) przedstawia

1° dwie proste przecinające s ię , gdy w < 0,
2° jedną prostą (dwie proste pokrywające s i ę ) , 

gdy w = 0,
3° punkt, gdy w >  0.

Dowód:
1 / Niech będzie a-Q #  0 , wtedy uważając lewą 

stronę równania (6) za tró jm ian  kwadratowy o zmiennej 
x , możemy ją  przedstawić w postaci kanonicznej ^ ,

w
al l»  a12

a21  *  a22
i  W =

x /  ax2 + bx + c = a£(x +
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t . z r w  w p o s ta c i

» i A ^ V « u | ł  5 *  y )2 -  l ^ - n ^ .?-2. ]

4 811 J

Równanie w ięc (6 ) możemy napisać w p o s ta c i

( - *  & » )
- = j h l

fin 2
CT)

1 Gdy w <  0 S to  lewa s tro n a  je s t  ró ż n ic ą  kwadratów 
i  da je  s ię  ro z ło ż y ć  na dwa czy n n ik i rze c zy w is te :

Równanie to  je s t  spełn ione przez współrzędne punktów 
należących do prostych

e12 + V ~ ^
—  y a G,X +

X + *12

®11

&n y *  o

Równanie zatem (6 ) o k re ś la  w tym przypadku dwie pro­
s te  p rze c in a ją c e  s ię *

2 Gdy w *  0 S to  lewa strona równania (7 ) je s t  kwadra­
tem dwumianu® Mamy wówczas

( x ł  y) ’ -  o.  •

Równanie to  s p e łn ia ją  punkty p ro s te j

y s oa ip
X  *

a11

adwłmy, że równanie (6 ) o k re ś la  dwie p ro s te  pokrywa- 
ją c e  s ię  lub te ż  p ro s tą  podwójną.
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3^ Gdy w > O, ró w n an ie  (7 )  j e s t  s p e łn io n e  t y lk o  
p rz e z  p u n k t { 0 ?0 )»  Lewą s tro n ę  ró w n a n ia  możemy 
r o z ło ż y ć  na c z y n n ik i  zesp o lon e  i  wobec tego mówimy, 
że ró w n a n ie  ( 6 ) w tym  p rzypad ku  o k re ś la  punkt lub 
dw ie  p r o s te 'u r o jo n e  p rz e c in a ją c e  s ię  w p u n k c ie  
rz e c z y w is ty m  (G „0 ) .

2 /  J e ż e l i  822 T  0 t t o  uw aża jąc lew ą s tro n ę  ró w n a - 
n is  ( 6 ) za t r ó jm ia n  kw adratow y względem y ,  otrzymamy

a
12
22 ) 2 -

-v/

*22

P o s tę p u ją c  d a le j  ja k  w p rzyp a d ku  1 /  otrzym am y w y n ik i
zgodne z tw ie rd z e n ie m .

p
3 / J e ż e l i  8-5̂ - 822* 0 » a le  a - j^ C , t o  w *  -  e ^ ,  <  0«

W tym  p rzyp a d ku  ró w n a n ie  ( 6 ) ms p o s ta ć

2 a - j x y  *  0 ,

Równanie t o  s p e łn io n e  j e s t  p rz e z  p u n k ty ,  k tó r e  n a le ­
żą do p ro s ty c h

x -  0 ,
y = 0

Równanie w ię c  ( 6 ) w tym  p rzypad ku  p rz e d s ta w ia  dw ie 
p ro s te  p r z e c in a ją c e  s ię ,  co zgodne je s t  z w yg ło ­
szonym tw ie rd z e n ie m .
P rz y k ła d y :

1 . D la  ró w n a n ia

21x ^ + x y -10y 2 -  0

m ały  w y ró ż n ik

* = * 1 1 * 2 2 -4 2 "  - 210-  \  ”  *  ^  <  °>

ró w n a n ie  w ię c  o k re ś la  dv.de p ro s te  p rz e c in a ją c e  
s ię .  R ozw iązu jąc  ró w n a n ie  względem x,, o trz y m a - 

my

-y+ 2 9 y



Równanie dane możemy te ra z  n a p isa ć  w p o s ta c i 

( x  + ^ y ) ( x  -  |  y )  •  o ,

w y n ik a , że p ro s ty m i o k re ś lo n y m i tym  równaniem  
są p ro s te

x +  ̂ y * o,
2x - 3 y = o.

2» O b lic z a ją c  w y ró ż n ik  w d la  rów nan ia

x 2 -  2xy+5y2 = 0 ,

O trzym ujem y

w - 5 - 4  = l > Q

Zatem ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  p u n k t (0 ,0 )  lu b  w y ra - 
z a ją c  s ię  in a c z e j,  dw ie p ro s te  u ro jo n e ,  p rz e c in a ­
ją c e  s ię  w tym  p u n k c ie .

P rz e d s ta w ia ją c  lew ą s tro n ę  ró w n a n ia  w p o s ta c i 
k a n o n ic z n e j, otrzymamy

i  x  -  y ) 2 + 4y2 s  o ,

a d a le j

( x - y - 2 iy ) ( x - y + 2 iy )  s  o
lu b

£ X "  (1+21) y] f  x -  ( l*“2 i )  y j a Oo
P ro s ty m i u ro jo n y m i są w ięc  p ro s te

x “  U + 2 i) y  a 0 ,

x  -  ( l “ 2 i ) y  « 0e

3 .  dy s k u s ja  ró w n a n ia_ l i n U  s to p n i .
Wykażemy, że ró w nan ie

a i l x 2+a22y 2-ł-2a123̂ + 2a15x 4-2a23y + e 53 .s  0 (3

p rz e d s ta w ia  w p rzyp a d ku , gdy

1 /  W 0 l i n i ę  s tożkow ą w ła ś c iw ą  i  to  
p rz y  w 0 -  e l ip s ę ,

w *  0 -  p a ra b o lę , 

w <  0 -  h ip e rb o lę ,
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2 /  W *  O l i n i ę  s tożkow ą n ie w ła ś c iw ą  i. t o

p rz y  w > 0 -  dw ie  p ro s te  u ro jo n a ,
•* w s  o -  dw ie  p ro s te  ró w n o le g łe  lu b  p ro -  

, s tą  podw ó jną ,
» w <  0 -  dw ie p ro s te  rz e c z y w is te  p r z e c i­

n a ją c e  s ię .
Dowód tw ie r d z e n ia  p rzep row adz im y n a jp ie rw  w p r o s t ­

szym p rz y p a d k u , gdy a-^2 ^  0 ,  a n a s tę p n ie  p rz y  z a ło ż e ­

n iu  a ^  &  0 .

1 /  N ie c h  a12. 38 ° *  w tedy  ró w n a n ie  l i n i i  stop« 
n ia  d ru g ie g o  ma p o s ta ć

en x 2 + a22y 2 + 2a1^ 2 a 2^ ^  *  0 ,

a w y ró ż n ik i  ró w n a n ie  są rów ne:

SU , o

*  *  i *  *11 *22*
0 ,  a22

(8 )

al l >  0 » a 13

0 t a2 2 * s 23

a13» e2 3 ’ a33

S a l l  a22 a33 "  S11S23 “  a22e l >  

a/  J e ż e l i  0 ,  c z y l i  gdy a-,-j #  0 i

s ’ 2 ^  t 0  ró w n a n ie  (8 ) możemy p rz e d s ta -

2 2
= aH  (a 22a33~a23^ ~s 22a13 *

ł l l

w ić  w p o s ta c i

Pt 2  & ł U; )ł •» (y2+z § y  +

2
8o

a22

2 2
„  e13 . a23
4WK, M M M n w  ^■'•M* *̂******

*11 '22 *33
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a d a le j

Sn *» IW  |
l l \> ®11 /

lu b

a l l f x+
1 an

U *  f *  a „  ( y *  122 \ 2»
l i  - \  a2Z J' an  ® io11 **12

* 2 z h * f l 2 \ 2 .  .  S
«22 /

J e ż e l i  u k ła d  Oscy przesuniemy równolegle do punktu 

° '  (

G83Csy s p rz y jm ie  p o s ta ć

®23 \
~ e j"  ;  * równanie (8 ) w układzie

sU xs2 *  a22 s ~ 5 (9)

£ & / Gdy W ł*  0 ró w n an ie  (9 ) przedstawia:
e l ip s ę  5 j e ż e l i  i  są je d n a ko ­
wych znaków9 c z y l i  gdy w >  0 ; 

h ip e r b o lę , j e ż e l i  au  i  a22 są p rz e c iw ­
nych  znaków, c z y l i  gdy w <  0 .

( V  Gdy w *  0 ,  ró w nan ie  (93 s ta je  s ię  równaniem  
jednorodnym  i  przedstaw ia

dw ie p ro s ta  r z @cssywiste p rz e c in a ją c e  s ię ,  gdy w <  0 
dw ie  p ro s te  u ro jo n e , gdy w >  0 .

b / J a ż e li w “ °» t 0  « u “ 0  lub a22*  o . Załóżmy, 
ie  au * 0 ,  a a2^ *  0 . H tym przypadku równanie 
(8 ) możemy napisać w postaci

2* 1 3 » - 55 * 4  ■ U «

p rz y  fizym 1 « -  a22& |5

%  Gdy * y * 0 ,  t o  a15 f *  o i  rów nan ie  (10 ) możemy n a -

3 /  e l ip s a  je s t  r z e c z y w is ta ,  gdy au  W < 0 , u ro jo n a ,  
gdy ax i  W >  0 .
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p isać  w p o s ta c i

. i 2
22a 22

lu b

J ( y  + ( * + -  sĘ ą ,  )

( y  +
2a

l l
**22 (x * * a22&3 3 "&23 

2a22 a13

22 13

J e ż e l i  u k ład  współrzędnych przesuniem y rów noleg le  
do punktu

0 S( a22a3 3 "a23 •
2a22 ®13

!2 3  \
®22 /  ’

to  rów nanie (8 ) v/ u k ła d z ie  0 ’ x ’ y*  p rzy jm ie  postać
2a,

.»2 = *13
22

i  p rzed s taw ia  parabolęo

p /G d y  I  *  0 ,  to  a , ,  s 0 i  równanie (1 0 ) możemy

2
napisać w p o s ta c i

2

(>•5 ) e22s 33 ” a23
a22

Równanie t o  przedstaw ia:. .
2

gdy a92a 33“ 623 ^  0 -  dwie p ro s te  ró w n o leg łe ,

" a 2 2 a3 3 “ ® 23  = 0 “ jed ną  p ro s tą  podwójną,

2
H a22e 33”a23 >  0 -  dwie p ro s te  u ro jo n e ,

Do ana lo g iczn ych  wyników dojdziem y rów nież w przypadku,

gdy a-Q #  0 ,  a &2Z = 0*

I I /  Rozpatrzymy z k o le i  przypadek, gdy a-jo^O»
f * x e~

P rzez obrót uk ładu  0xy o odpowiednio dobrany ką t

e22a33” a23
2 - **22 23

• a 23 a33 *
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p rzypad ek  te n  możemy sp row ad z ić  do p rzypad ku  1 /
M iędzy w spó łrzędn ym i p u n k tu  ( x 9y )  w u k ła d z ie  

Qxy a w sp ó łrzę d n ym i (x » y ’ ) te g o  samego p u n k tu  
w u k ła d z ie  0 x * y *  zachodzą z w ią z k i

x  = x> cos e t -  y» s in  

y  *  x» s in  o t + y ’ cos e&

P o d s ta w ia ją c  do ró w n a n ia  (3 ) za x  i  y  w y ra ż e n ia  
o k re ś lo n e  w zoram i ( 11) 9 otrzymamy ró w n a n ie , k tó re  
o k re ś la  l i n i ę  s to p n ia  d ru g ie g o  w u k ła d z ie  0 x sy ?* 
Otrzymamy

a1;L( x 'c o s  ( X - y > s in  < x ) 2 + a22 ( x > a in < *  + y > c o s a i ) 2 +

+ 2a12(x 'c o so c ,-y» a in o < .H x ’ sinoc + y>coaOt )  +

+ 2e1 3 C x » c o s < * -y ’ s l n o O  + 2a2,  (x  > s in  oc  +y » cos « .  ¡+8 ^ = 0  

lu b  po w ykonan iu  d z ia ła l i  i  uporządkow an iu

a I l *  ’ Z* ai ^ ’ Z+zH z x , y ’ +2ai3 x t * 2ai i / ’ *  *55  *  o ,  ( 12) 

g d z ie

a l l  *  a l l  C0s2c,t + a12 s in  2 o t + e22 s i n2 «x #

a Ź2 ~  al l  s in  * *  “  ®12 s in  2- o c+  »22 C0S" ,

a12 = 2 ^a22" al l ^  s in  2 cos 2 G& $

a13 ~ a13 cos 00 + a23 s in  O t,

»23 ~ »23 nos Ot. — a -̂ 3 s in  OC 2

a 33 “  a 33*

Wykażemy, że w y ró ż n ik i w> 1 w ró w n an ia  ( i 2 ) ró m e

są w yróżn ik0 ,n  w 1 *  ró w n a n ia  ( 5 ) ,  c z y l i  w y ra ż a n e  s ie  
in a c z e j :  w y ró ż n ik i  ró w n an ia  l i n i i  s to p n ia  d ru g ie g o
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C

są n ie z m ie n n ik a m i o b ro tu  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h . 

I s t o t n i e ,  poniew aż
cos oC- , 

s in  <X> ,

w ię c  mażemy n a p is a ć

| al l *  a12:
w

812»

-  s i  n o&-

cosoC V

cos oc s ”  s in  C&r 

s in  o6> j cos oę

Mnożąc w ie rs z e  p ie rw sze g o  w yznaczn ik©  p rz e z  kolum ny 

d ru g ie g o  w yzna czn ika  otrzym am y

a l l cos +  a ] ?s - n  o *  » - a - i i s i n  ‘t a i 2  0 0 3  |
W "

£12cos 04 + a22s ia i ^  9 - a 12e in  c* *©22 eos o i

a d a le j  p is z ą c  znowu

w
e l l cos ^  +ai 2 s ia  ^  » "a1 i s in  +a12cosetf

a 12COS +a22s^ n 3'“ ai 2 s ~nCii‘’ * a22COS°k  s;

i  mnożąc te ra z , kolum ny p ie rw sze g o  w yzn a czn ika  

kolum ny d ru g ie g o , otrzymamy

x /

, COS CC

p rz e z

x /  I lo c z y n  dwóch w yznaczn ików  te g o  samego s to p n ia  
o trzym am y, mnożąc w ie rs z e 'je d n e g o  p rz e z  w ie rs z e  
d ru g ie g o ,a lb o  ko lum ny jednego  p rz e z  ko lum ny d ru ­
g ie g o  ,a lb o  kolum ny jednego  p rz e z  w ie rs z e  d r u g ie -  
g o , I lo c z y n  w yznaczn ików  t r z e c ie g o  s to p n i©  uzys­
kany p rz e z  m nożenie w ie rs z y  jednego  p rz e z  w ie r ­
sze d ru g ie g o  i l u s t r u j e  w z ó r:

al l  »al 2 s,a13 fcl l® bi 2 9b13 1

a21»a2 2 *a23 o b21»b2 2 sb23

8 3 1 ,S3 2 9a33 b 3 1 sb32®b 33 :

l l b l l +a12b 12+a13b 13 *al l b 2 1 *a12b22+a13b 23 »al l b 31* 

21b l l +a22b12+a23b 1 3 ,a21b 21+a22b22+®23b 2 3 ,a 21b 31+ 

31b l l +a32b12+a33b 1 2 »a 31b 21+a32b22'l'a33b 23 vS31b 31+

+ a12b32+
+ a22b22+
+ a32b 32^a 33b 33

13 33 
a23^33
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| a 12cos2 « , +a12s in  cx cos o& ^  s in  o t cos og. + a , „ s in 2<*, 

| " al l s ln  »  c° a «  - » I 2« in 2 o t  * b12 cos2oł +2?s in o o  cos e t . 

- a n s in < * , cos K + a ^ o o s 2 « .  - e ^ s i n ^ + e ^ a i n o t c o s  <*"11

ai l
. 2

S ln  *  - a12s ln  “ ■soa <* - a ^ s l n  oc. cos « . t s ^ c o s 2»

E lem en ty  te g o  w yznsczn ika  są równe od pow iedn io  elementom
sil> Hz> ®22 wyznacznika w >, c z y l i  w * w '.
P o d o b n ie , pon iew aż

cos o t  # 
s in  op t

s in  O t t q 

cos o t  , o = 1

sac żerny n a p isa ć
0 ? 0 1 1

el l s a12» a13 COS o t J “  s in  o t  8 0
>jr **»*  *- aX28 s 22* a23 a I s in  o t  8 cos Ot j 0

a13* a23* a 33 ! o , o , 1

* J O  mn02enle wyznaczników jak po­
p rz e d n io  otrzym am y, że W s  Ws -

S tw ie rd z iw s z y  n le z m le n n ic z o ś ć ly ró ż n ik ó w  ró w n a n ia  dane. 
g. *  io w n a n ia  p rz e k s z ta łc o n e g o  dobieram y k ą t o b ro tu  o t  
ta k  by a ^  -  o , U tym  c e lu  w y s ta rc z y  p rz y ją ć  ja k o  k ą t  
Obro .a  k ą t, k tó r y  j e s t  ro zw ią zan ie m  ró w n a n ia

ta 2 2 ~aU >  s in  2  CK + 2 « ^  cos 2 0 6  = o 

<*g  2  «  .  ! l p g 2  .
¿a12

an x<+a2 2 i^ 2 a 12^ 2 a 13x ł 2a23y  w ay . .  0 (14

po o b ro c ie  u k ła d u  w spó łrzędn ych  o k ą t c c  k td r v  ie a t  
p ie rw ia s tk ie m  rów nan ia  ( l j )  p rz y jm ie  p g s ^ £  }

H l  x ’ 2 t  *  « { , * >  ♦  aŹ5y> *  .  0> (1 ,

o t y l i  p rz y jm ie  p o s ta ć  ró w n a n ia  ro z p a trz o n ą  j uż w
p rzyp a d ku  X / ,  J

lu b

Równanie
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Poniew aż w a r to ś c i w y ró żn ikó w  w i  W. w sku te k  o b ro tu  
u k ła d u  n ie  u le g a ją  z m ia n ie , w ię c  w y n ik i  d y s k u s j i  • 
uzyskane w wypadku 1 /  są a k tu a lp ę  ró w n ie ż  d la  wy­
padku I I / *
S prow adzen ie  ró w n a n ia  (1 4 ) do p c ^ ta c i  (1 5 ) nazywa­
my sprow adzeniem  ró w n a n ia  (1 4 ) do k ie ru n k ó w  g łó w ­
n y c h . O sie  s y m e t r i i  l i n i i  s to p n ia  d ru g ie g o  po 
o b ro c ie  o k ą t  Q& są ró w n o le g łe  do o ą i u k ła d u  0 x * y s.

W y n ik i d y s k u s j i  ró w n a n ia  l i n ^ |  s to p n ia  d ru g ie g o  
możemy u ją ć  w n a s tę p u ją c e j t a b e l is

• ——I
W #  0

Stożkowa w ła ś c iw a
W »  0

S tożkowa n ie w ła ś c iw a

w >  0
E lip s a

( rz e c z y w is ta  lu b  
u ro jo n a )

P ro s te  u r o jo n e ,p rz e c in a ­
ją c e  s ię  w p u n k c ie  r z e ­
czyw is tym

w -  0 P a ra b o la
P ro s te  ró w n o le g łe  lu b  
po k ryw a ją ce  s ię  ( r z e ­
c z y w is te  lu b  u r o jo n e ) .

w < 0 H ip e rb o la
P ro s te  rz e c z y w is te  
p rz e c in a ją c e  s ię .

4 * P rzy k ła d y  b a d a n ia  ró w n a n ia  l i n i i  s to p n ia  I i - g o .

1 . Zbadamy l i n i ę

8 x2 + 17y2 -  12xy ♦  72x  -  104y + 202 «  0 

W ró w n a n iu  tyś?

e n “ 8 ,  a ^ p - l?  , a^ps - ó s®2^s 3 6 s & 2 ^ s“ a^ 2 .9 a ^^s 202.

O b liczam y w y r ó ż n ik i :

*  100, W -
a , - 6  , 36

- 6  , 17 , -5 2
36 ,-5 2  , 202

*  -  1000 .

Wobec te g o ,  że W #  0 i  w >  0 , ró w n a n ie  dane o k re ś l®  

e l ip s ę .
Sprowadzamy ró w n a n ie  e l ip s y  do k ie ru n k ó w  g łó w n ych . 

K ą t o b ro tu  oó, otrzymam y z ró w n a n ia
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c tg  2 o t *  ^ U - ^ 2-2-“ *  — 2 I I  -  2  
2e12 - I I  4

m ia n o w ic ie

2 o i  «  5 3 °8 5 

a <*■ ągj 2 6 °3 4 s

Równanie e l ip s y  po o b ro c ie  u k ła d u  o k ą t o*, p rz y jm ie  po« 
s ta ć

a i l x *2 *  a2 2 ^  *  2si3  x * *  2®2$J9 + a53 *  o

O b liczym y w a r to ś c i w spó łczyn n ików  a { .  , U d .
W s p ó łc z y n n ik i te  w y ra ż a ją  s ię  p rze z  w s p ó łc z y n n ik i

ró w n a n ia  danego en ,a 1 2 ------ o raz  p rze z  w a r to ś c i s in  2«x ,
cos 2 «  ,s in < x  i  c o s o f i  wobec teg o  n a jp ie rw  o b lic z y «  
my w a r to ś c i ty c h  f u n k c j i  trygonom etrycznych®

J e ż e l i

c tg  2 oó = | 5 t o  tg  2 o t «  | s 

a poniew aż

tg  2 o t = -  4
i - t g 2J  5 ’

w ię c  z ró w nan ia

2 t g  oę. *  3 tg  cii. - 2 * 0

a d a le j

Otrzymamy

tg  ot -  ^2^5 SC 1

s in  2 <X »  2 if iJ S L  ar 1
W i 1+ I  " 

I
. -  |

2
cos 2 o t  =  -» 1« i .» 3

i ^ r 1+
1

”  i  ✓

zaś równań

s in  cl. 1
cos o t 5

i
2 s in  oc cos 0£ ¡» 4

1

V T
2s in . o t  * t cos Ot *a*
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Y Y sp ó łczynn ik i w ię c  a j ^ , a | 2 i t d .  m ają w a r to ś c i. :
2 2

ai l  *  al l cos ^  *  al 2 s in  2 o ^ + a 2 2  s in  PC® 5,

2 2
a 22 *  a ^ s i n  oc -  a^2s in  2. e t+ S p 2 C0a “ 20,

a 12 *  °»

a15 *  s 13 cos 00 + *2"* s i n ° ^  > 

a23 = **23 cos 06 ”  a13 s in  c c ~ "

33 = *33 = 202 .

Zatem  ró w n a n ie  l i n i i  s to p n ia  d ru g ie g o  w nowym 
u k ła d z ie  w s p ó łrz ę d n y c h  ma p o s ta ć

2805x»2 + 2 0 y *2 + x*
Y T  V T

y *  + 2 0 2 - 0

Równanie t o  p rz e k s z ta łc a m y  d a le j  n a s tę p u ją c o :

5 ^c , 2+ x > +  +20 ^ y s2- ^ | r  y *+  f  =16+196-202,

( * ’
+ - i - r  +

Y T  i
4

(20 y 7
V ?

10 ,

( x '  j f e )  + ( » ’  -  T ? )  ,  i

2

Z p o s ta c i te g o  ró w n a n ia  w y n ik a , że w u k ła d z ie  0 x * y 9 
p rz e d s ta w ia  ono e l ip s ę  o ś ro d ku

i  o s ia c h  rów nych

2a = z Y ^ »  2b 2

y t *
ró w n o le g ły c h  do o s i  x *  i  y *  ( r y s .  1 7 4 ).

2 *  Zbadamy l i n i ę  o ró w n a n iu
8y2 + 6xy -  12x -  26y + 11 = 0»
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W ró w n a n iu  tyra

a22s 8 » a12* 5 * ax 3“ -“ 6 ? a23=r~15 * »33s  11 .

% s *  174
W y ró ż n ik i ró w n an ia  Są rów ne;

w
0 „ 3 0 * 3 , -6

3 , 8
*  -  9 <  0 , w s 3 , 8 , -1 3

-6 »“ 13 , 11
*81 ^  O

^  v * wx* c ró w n an ie  p rz e d s ta w ia  
h ip e r b o lę .  Sprowadzany rów nan ie  do k ie ru n k ó w  g łów ­

n y c h , o b ra c a ją c  u k ła d  w sp ó łrzę d n ych  o k ą t  o t , k tó r y  
wyznaczamy z rów nan ia *

c tg  2 m  *  a Z ^L

Mamy
12

2 a * s  143° 8 S 

71°34>

Poniew aż c tg  2 o t  «  -  t o  t g  2 o<, » 

a d a le j

t g  2 <x s  ^  "tff J X  
l- tg ^ o s -
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skąd 

c z y l i

wobec te g o

3 t g ” m? -  8 t g  01» -  > *  Oj 

t g  Ok » 3

s in  2 Ot Si ¿LJíáLíSk »  I  
l + t g 2e t

cos 2 ©&

Z u k ła d u  zaś równań*.

1 -  t s ¿ <X ------ —
1 + tg o é ,

4
5

2 s in  Ok cos o&- *  |
3

s in  Ok
COS Ok •  3

o trzym u je m y

a i n o t «  - íé = r » coa 04 * = ,
V T o  f i ó 1

O b licza m y a |^  f i t d ,

a í l ł l l cos'
» p
'<% +>a12 s in  2 Qfe + ®22 s in  4H «  9,

a 22 *  S11 s in * "  a ]_2 s in  ^ + a?2 c o s ^ « | |«  -1

a 12 O,

a-?-* *  &■«.* coa <s|+ a0 >2 s in é s^**  -  J L L .  
x '' 15 23 V io *  ’

e b  *  *23  a o s ^  *  ^ 3  s in  «*** •

a 55 *  a33 *  U .

Rówánie w ię c  h ip e r b o l i  w u k ła d z ie  O x * y *  ma postad 

9x»2 -  y » 2 -  y *  + H i  3 o .
Y T d  V io

Równanie t o  p rz e k a z ia łc a m y  da lc^-' n a s tę p u ją c o ;
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od pow iedn io  do o s i x '  i  ( r y s *  175) #

O s ta tn ia  po­
s ta ć  je s t  
równaniem  
osiowym h i ­
p e r b o l i  , k tó ­
r e j  ś rodek  
ma w u k ła ­
d z ie  0 x * y * 

w sp ó łrzę d n e

i  k t ó r e j  o s ie  
2 a -2 8 2h®6 

są ró w n o le g łe

3® Zbadamy l i n i ę  o ró w n a n iu

2 J o
x -  4xy + 4y * + 4x 3y -  7 ® 0

Mamy:

a u  = i ,  a22=4 , t ^ - Z ,  8 ^ * 2 ,  a2J= - l | ,

x /  w u k ła d z ie  Qxy w spó łrzędne  p u n k tu S równe są 4  i  2
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Wobec te g o ,  że w *  0 i  W #  0 ,  ró w n a n ie  dane p rz e d ­
s ta w ia  p a ra b o lę .

Obracamy u k ła d  Qxy o k ą t  os* uzyskany  % rów na­

n ia

C tg  2 oc «  Ą p a , | .
612 4

K ą t w ię c  ob ro tu o c ró w n a  s ię  w p r z y b l iż e n iu  2 6 °3 4 9* 
K o rz y s ta ją c  z wyników  p o p rze d n ie g o  p rz y k ła d u ,  mamy

s in . 2 » 3 'f|s cos 2  ~ | i

s in  ©6 = cos Ot, a - i =—r■
V T

O b liczam y w s p ó łc z y n n ik i ró w n a n ia  l i n i i  w u k ła d z ie  
0 x  ł y  * :

2 ?
a l l  *  al i  C0S °** + al?  s in  2 + e?2s i n *'°^  s  ° ł

2 2
S22 = s in  06 ”  s ^2  s in  2 ° ^ *  &22coa ^ 5 ,

s i i  *  0 ,

a ,*, = a , ,  cos c 6 +  a0„  s in  oś *  w 7
15 13 ¿5 y = > >

SŹ3 = a23 c o s o i “  a13 s i n «  s  " y = | r  >

a 33 -  7 .

Równanie p a r a b o l i  w u k ła d z ie  0 x * y ? ma p o s ta ć
105 y * 2 + - J -  x *  -  _ _

y  y ?  y t
j ’ -  7 = 0 ,

P rz e k s z ta łc a ją c  je  o trzym u jem y
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Rys* 176

Z o s t a t n ie j p o -
s ta c is  ró w n a n ia

o d c z y tu je m y , że
w ie rz c h o łe k A
p a r a b o l i  w u k ła -

d z ie  0 x ’ y ! ma
w sp ó łrzę d n e

co 1

\  5 V T
p a ra m e tr p a rs b o - 

11  2P * -  1
V T  *

oś p a r a b o l i  j e s t  

ró w n o le g łe  do cbI  x* 
i  p o s ia d a  z w ro t

p rz e c iw n y  do z w ro tu  d o d a tn ie g o  o s i  x ’ ( ry s »  176)» 

W ie rzch o łe k  A w u k ła d z ie  Qxy ma w spó łrzędn e  x  *  3 , 
y  “* f co można sp raw dz ić  p o s łu g u ją c  s ię  zw iązkam i

X » x *c o s  ofi. -  y » s in « ,  s

y  x » s in  + y ’ cos <X

4 0 Badamy l i n i ę  o ró w n an iu  
2. o

5X *»-  ?-xy + 3y* -  4 x  + 2Qy + 20 *  0

Ponieważ

5 , “ 1 |  | 5 S “ 1 9 -2
W i  *2 4  >  0 i  W « i  - 2 , 5 , 10

~ l s 5 I  1 - 2 , 10 , 20

w ię c  dane rów nan ie  p rz e d s ta w ia  dw ie p ro s te  u ro jo n e  
p rz e c in a ją c e  s ię  w p u n k c ie  rze czyw is tym «  
Sprowadzamy rów nan ie  do k ie ru n kó w  g łó w n ych .
Z ró w n an ia

c tg  2 o t s  5 = |  -  o .

a eęm 4 5 °,Otrzymujemy 2 t%s 90 °
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a d a le j
s in  2®® s  1 9 cos 2o< s  0

s in  -06- V  2 cos 06 “ tZ
Wobec te g o  w s p ó łc z y n n ik i ró w n a n ia  l i n i i  w u k ła d z ie  
0 x  * y ?» pow sta łym  z u k ła d u  Qxy p rz e z  o b tó t  o k ą t  

<&® 4 5 ° s p rz y jm u ją  w a r to ś c i ;

a j j  »  a,, ] Cos ot + a ^ s in  Z O fc + ^ p s ln 'm, » 5 *2  $  s °»

p p -j i
a 22 *  s ^ s i n  - a ^ s i n  ¿ ó Ł + a ^ 00® +1*5* s  6 ,

a i2  -  0 ;

i2y f 7a33” a 13C03 +So,zSinOC *-»2 „ - 2 ^  +10

&2^aa2^c° 8 oc> -â  ̂ sin * 10» Xjr̂ — + 2». ~ 6 V""2i

»s as
a 33

Równaniem l i n i i  w u k ła d z ie  0 x S)y li j e s t

4x »E + 6 y *2 + a V  ?- x> + 12 f T  y *  *  20 *  0 .

P rz e k s z ta łc a ją c  t o  ró w n a n ie  o trzym u jem y

4 ( x * 2 + 2 \ r Z x 3 + 2 )+  6 f y ?2 + 2 1| T T y V +  2 } “ 20 -20

lu b

2 ( x 9 + V 2 ) 2 + 3 ( y p .+ i f S ) 2 a 0 ,

skąd w y n ik a , że ró w n a n ie  to  p rz e d s ta w ia  p u n k t o 
w sp ó łrzę d n ych  x*  *  -  Y"2*, y s 55 -  y i ł *  .
P unk t te n  w u k ła d z ie  Qxy ma w s p ó łrz ę d n e :

x -  x *c o s  ~ y * s in £ 4  ■ -  V ^ l  + ^ T !  ® 0 S

y *  x * s in  (S> + y*eos<2|» -  tfl?,,. -ifŚ ? . *  -2

Chcąc uzyskać  ró w n a n ia  p ro s ty c h  u ro jo n y c h  w u k ła d z ie  

0 x  *y * ,  n a le ż y  lew ą  s tro n ę  tć w n a n is  l i n i i  w tym  u k ła
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d z ie  ro z ło ż y ć  na c z y n n ik i zespolone®

Do ty c h  samych wyników do jd z ie m y  d ro g ą  k ró ts z ą ,  
od pow iedn io  p r z e k s z ta łc a ją c  rów nan ie  l i n i i .  
M ia n o w ic ie , p is z ą c  ró w n a n ie  

2. 2
5x -  2xy + 5 y  -  4x + 20y + 2 0 - 0  

w p o s ta c i
2 2 

5x -  2 x (y  + 2 ) + 5y *  2Qy -  20 ■ 0 ,

możemy lew ą s tro n ę  ró w n a n ia  uważać za t r ó jm ia n  kwad­
ra to w y  o zm ienne j x .

P rz e d s ta w ia ją c  lew ą  s tro n ę  ró w n an ia  w p o s ta c i kano- 
n ic z e n e j otrzymamy

skąd b e z p o ś re d n io  w y n ik a , że je s t  to  ró w n a n ie  pun­
k tu  0 ,  - 2  .

5* Badamy l i n i ę

7x2 + 6xy -  y 2 + 28x  + 12y + 28 * o
Ponieważ

W S
7 ,  3

*  -1 6  <  0 i  % ®
7 ,  3 8 
3 , - 1 ,

14
6

3 , -1 1 4 , 6 , 28

w ię c  ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  dw ie p ro s te  p rz e c in a ją c e  
s ię .

Celem u z y s k a n ia  równań ty c h  p ro s ty c h  możemy dane 

ró w n a n ie  d ro g ą  o b ro tu  u k ła d u  sp row ad z ić  do k ie ru n ­
ków g łó w n ych  lu b  te ż  p o s tą p ić  ta k  ja k  w o s ta tn im ' 
p r z y k ła d z ie *

P is z ą c  ró w n a n ie
r\

y  — 6xy -  12y — 7x^ -  28x -  28 » o 

w p o s ta c i p
y  — 6 y (x+ 2 ) — 7 (x 2+4x+4) ® 0 ? 

możemy lew ą  s tro n ę  ró w n a n ia  tra k to w a ć  ja k ^  t r ó jm ia n
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kw adratow y o zmiennej y  i  p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i 

kanonicznej.
Otrzymuj emy

£ y  -  3 U  + 2)] 2 -  16 (x  ^ 2 )2 « 0,

skąd _
£y  -  3(x+2) -4(x+2)J [ y  -3(x*2)+4(r<-2)J « O

lu b
(y -  7x -  14) (y  + x + 2) »  0.

Zatem badane równanie stopnia drugiego przedstawia 
proste >

y - 7 x - 1 4 “ 0j

y + x + « 0 *

6 . Badamy l in ię

9x2+12xy+4y2~24x -  16y + 3 31 0

Poniew aż

9 > 6
= 0 i  W “

9 , 
6 1

6 § 

4 ,

-1 2
-8

6 . 4 "1 2 , »8 , 3

w ię c  ró w n a n ie  p rz e d s ta w ia  dw ie  p ro s te  ró w n o le g łe *  
P o s tę p u ją c  podobn ie  ja k  w p r z y k ła d z ie  5 ? możemy 
ró w n a n ie  l i n i i  sp ro w a d z ić  do p o s ta c i

r  v + \
~~T  ) -  ^  a 0 ,

skąd otrzym am y ja k o  ró w n a n ia  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h

2y + 3x -  ![ 4 + y T ? )  *  o ,

2y + 3x -  |[ 4  * y r r ) =  o .
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R O Z - D Z I A Ł  V I

PRZYKŁADY POWIERZCHNI 

§ 26. KULA

1* Równanie k u l i  (a fe ry )

Mówiąc o k u l i  mamy ne m y ś l i  k u lę  ja k o  p o w ie rz ­
c h n ię .  K u la  ja k o  p o w ie rz c h n ia  j e s t  m ie jscem  geome­
tryczn ym  pu nk tó w , k tó r y c h  o d le g ło ś c i od p u n k tu  s t a łe -  
g o , zwanego środk iem  k u l i ,  są rów ne.

Wykażemy, że równaniem k u l i  o ś ro d ku  S (e ,b ,c )  
i  p ro m ie n iu  równym r  je s t

( x - e ) '-  + ( y - b ) 2 + ( z - c ) 2 <■ r 2 ( i )

I s t o t n ie ,  j e ż e l i  p u n k t P ( x ,y ,z )  n a le ż y  do k u l i ,  
to

1 SP?S s r  “  V ^ - * a P '+ C y - - b ) 2+C2- ^
skąd

tx - a ) Ł + (y —b ) 2 +■ ( z - c ) 2 .  r 2

J e ż e l i  p u n k t P ( x ,y ,z )  n ie  n a le ż y  do k u l i ,  t o  je g o
o d le g ło ś ć  od p u n k tu  S je s t  w ię ksza  lu b  m n ie js z a  od 
r ,  c z y l i  w tedy

( x - a ) 2 i- ( y - b ) 2 + Cz-0 ) 2 >  0

lu b

C x-a )2 ,+ (y —b ) 2 + ( z - c ) 2 <  0 

Równanie w ięc (1 ) j e s t  równaniem  k u l i .

J e ż e l i  ś rodek  k u l i  z n a jd u je  s ię  w p o c z ą tk u  u k ła d u , t o  
ró w n a n ie  (1 ) p rz y jm u je  p o s ta ć t



- 335 -

x 2 + y 2 + z2 -  r 2 , (2 )

R o z w ija ją c  k w a d ra ty  w ró w n a n iu  (1 ) i  o zn a cza ją c  nowy­
m i sym holsm i w s p ó łc z y n n ik i,  w y s tę p u ją c e  w u z y s k a n e j 
p o s ta c i t otrzymam y 

2 2 2
x  + y  + z + 2mx + 2ny *  2pz + q  ~ 0 (3 )

O d w ro tn ie , każde ró w n a n ie  p o s ta c i (3 ) możemy p r z e k s z ta ł­
c ić  n a s tę p u ją c o ;

(x^+2mx+m2) + (y i'+2ny+n2 )+ (z 2+2pz+p2 ) ®m2+n2+p2- q , 
a d a le j

( x  +m)2 +Cy+n) 2+ (z + p )2 *  m2+n2+p2 -  q 
Z p o s ta c i t e j  w y n ik s , że ró w n a n ie  (3 ) p rz e d s ta w ia  

1 °  k u lę  o ś ro d ku  S ( - m , - n , - p )  i  p ro m ie n iu

r  * V  m^+n^+p2~q , j e ż e l i  m2+n2+p2- q  >  o,

2 ° p u n k t ( -m , - n ,  - p ) , j e ż e l i  m2+n2+p2- q  •  0 ,

3° k u lę  u ro jo n ą ,  j e ż e l i  n r  + n + p -  q  <  0 .

2 .  P ła s z c z y z n a  s ty c z n a  do k u l i .

T w ie rd z e n ie : J e ż e l i  dana je s t  k u ls

( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 + ( z - c ) 2 *  r 2

i  p u n k t P0 (x o iy 0 »z0 ) n a le ś y  do k u l i ,  t o  równaniem  

p ła s z c z y z n y  s ty c z n e j do k u l i  w p u n k c ie  P0 (x 0 »y0 »z0) 
j e s t

Cx-a) ( x Q-a )  + (y -b )  ( y Q- b )  + Cz-c) ( z Q- c )  = r 2 (4 )

Dowód:
fiła s z c z y z n a  s ty c z n a  do k u l i  w p u n k c ie  i>0 Cx0 ,y 0 , z 0) 

p rz e c h o d z i p rz e z  p u n k t P0 i  j e s t  p ro s to p a d ła  do p ro m ie ­

n ia  k u l i ? ,  łą c z ą c e g o  ś ro d e k  S z punktem PQ( r y s . 11 7 )* 
Składow e w e k to ra  SPQ są rów ne:

x o‘ a » i 0* b > V °

Równanie w ię c  p ła s z c z y z n y  s ty c z n e j możemy n a p is a ć  ja ­
ko ró w n a n ie  p ła s z c z y z n y  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  p u n k t 

Po^x o » ^o >Ło^ 1 P ro s to p a d łe j do w e k to ra  ^ 0{ * 0“ a »y0~b »z 0~c}
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O trzym ujem y

(xo-a ) (x -x 0) + (y 0-b )C y -y 0 )-»‘ (z  - c ) ( z - z  ) a 0 (5)

Równanie to  dopro ­
wadzamy do p o s ta c i 
i4 )  w n a s tę p u ją c y  
sposób:

Bo obu s t r o n  rów ne- 

n ie (5 ) dodajemy 
r  z tym je d n a k , 
że do le w e j s t ro n y  
dodajemy r 2 w p o s ta ­
c i :

( x Q - a ) 2 + (y0 -  b ) 2 *  (
zo “  c >2 »

O trzym ujem y

(x 0-a )  U - x 0 ) + (x Q- a ) 2  *  ( y 0- b ) ( y - y  ) . + (y  _ )2  +

+ (z  - c ) ( z - z  ) + ( z - c )

I t ib

Cx0-a )  ( x - x 0+x 0- a ) t { y o-b )  ( y - , o+y o- b ) + (ao_ o)

c z y l i  p o s ta ć  ( 4 ) .

J e ż e l i  ś ro dek  k u l i  znn irhn -^ ~1 znaJauJ8 s ię  W p o c z ą tk u  u k ła ­
du, c z y l i  gdy

x 2 + y 2 + z2 s

to  równaniem  p ła s z c z y z n y  s ty c z n e j do k u l i  w p u n k c ie  

(-x o 'x o ’ zo) ¿e s t
x  * 0 + i  y 0 + z z0 « r 2 .

3 . Równania okręgu  w D rzaa tr» .» .^

j e ż e l i  o k r ^  le ż y  w p ła s z c z y ź n ie  ró w n o le g łe j do 
je d n e j z p ła s z c z y z n  u k ła d u , to  o k r ,* ;  możemy o k r e ó l ió  
ja k o  p r z e k ró j p ła s z c z y z n y  na k t ó r e j  - le ż y  z odpow iedn io
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dobraną k u lą  lu b ,  gdy poznamy ró w n an ie  w a lc a  ko łow ego , 
ja k o  p r z e k r ó j  p ła s z c z y z n y  o k ręgu  z walcem kołowym o 

o s i  p r o s to p a d łe j do t e j  p ła s z c z y z n y .
J e ż e l i  o k rą g  n ie  le ż y  w p ła s z c z y ź n ie  ró w n o le g łe j 

do p ła s z c z y z n y  u k ła d u  i  p o w s ta ł z o b ro tu  p u n k tu  

» y i» 2-!) d o k o ła  p r o s te j  p ( o s i  o b ro tu )

x “ x o
1

a z“ ao
n ( 6 )

to  o k rą g  możemy o k r e ś l ić  ja k o  p r z e k ró j p ła s z c z y z n y  
p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  p u n k t i  p r o s to p e d łe j do o s i  
p (p ła s z c z y z n a  o b ro tu  p u n k tu  P^) z odpow iedn io  do­

b ra n ą  k u lą .
Równaniem płaszczyzny przechodzącej p rz e z  

Pl (x l» y l » z l 5 1 Prostopadłej o s i P <3est
1 ( x - x ^ )  + m (y -y 1 )+  n C z -z ^ ) *  O (7 )

K u lę  ob ie ram y w te n  sposób, 
by je j  ś ro dek  le ż a ł  na o s i 

o b ro tu  p ,  a p rom ień  R 
ró w n a ł s ię  o d le g ło ś c i  pun­
k tu  P^ od obranego środka  
S«. J e ż e l i  ja k o  ś ro d e k  ku­
l i  p rzy jm ie m y  p u n k t 

Po ( x o ^ o > s o) C rys .1 78 ) 

le ż ą c y  na p r o s te j  p ,  t o

R ys. 178

R *  V ( x l “ x o )2 + ^ l ^ o )2 + ( z l " z o ) T

i  w tedy  o k rą g  p o w s ta ły  z o b ro tu  p u n k tu  P i ( x i» y i» z x^ 
doteoła p r o s te j  p j e s t  o k re ś lo n y  układem  rów nań

( x - x 0 ) 2 +(y^y0 ) 2 + ( z - z 0 ) 2* ( x 1- x 0) 2 + (y1~y0 ) 2 +Czi “ zo) 

l ( x - x 1 ) + m C y-y^) + n ( z - z ^ ) «  O.
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Ś rodek o k rę g u  z n a jd z ie m y , z n a jd u ją c  p u n k t p r z e b ic ie  
p r o s te j  p z p ła s z c z y z n ą  o b ro tu  (7 )

§ ¿7» POWIERZCHNIE WALCOWE

1 *OMeglgUlg,.powierzchni wglCOwp, -j #
J e ż e l i  tona je s t l i n i e  1 i  p r0 3 ta  p , kW rB  p o ru _ 

szejąc s i ę  z zachowaniem stałego k ie ru n k u  p rz e c h o d z i 
przez wszystkie punkty l i n i i ,  to p o w ie rz c h n ię  z a k re ś -
i0n<i ruchem prostej p nazywamy p o w i e r z c h n i a
v/ a 1 c o w ą. 4

U n ię  1 nazywamy k i e r o w n i c a  w a l c a .
a prostą p t w o r z ą c ą  walca.

.1 szkole średniej poznaliśmy t y lk o  p o w ie rz c h n ię
waicową, k tó re j kierownicą,był okrąg  (w a lec k o ło w y ) . 
* z y ję t a  d e fin ic ja , pozwala konstruować ró żn e  p o w ie rz ­
c h n ie  wa-cowe w zależności od rodzaju k ie ro w n ic y  i  
K ie ru n k u  tw orzącej. J e że li jako kierownicę p rz y jm ie ­
my prostą, to również płaszczyznę możemy z a l ic z y ć  
do powierzchni walcowych.

. r r “  Wa"1C0WS ^ « « o n a ,  j e ż e l i  da­
na je s t kierownice 1 i  kierunek tworzącej p.

2 - H ^ i S U ł O ^ z c t ^ ^
g łe ,1 do OSI układu . ----d--------------

N iech w u k ła d z ie  Oxyz k ie ro w n ic ą  p o w ie rz c h n i
walcowej będzie l i n i a  1 l e żą0a w p ła s z c z y ź n ie  x y ,  
określona w u k ła d z ie  Oxy równaniem  f ( x , y ) . 0 i  A ech 
tworząca p będzie ró w n o le g ła  do o s i z c

Wykażemy, że równaniem p o w ie rz c h n i w a lc o w e j, ta k  
określonej, je s t rów nan ie  k ie ro w n ic y  1 , c z y l i

Dowód: wykażemy, że 1 /  d o lo ln ^  punkt n a le ż ą c y  do p o ! 
w erzchni w alcow e j s p e łn ia  rów nan ie  (1 ) i  ^

08 ą0S d°  P°»i e r “ h n i w a lcow e j ró w n a n ia  te g o  n ie
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s p e łn ia ją *
1 /N ie c h  p u n k t P (x oSy 0 ,z o ) b ę d z ie  dowolnym punktem 
p o w ie rz c h n i w a lcow e j ( r y s .1 7 9 ) , w tedy  je g o  r z u t  p ro ­
s to k ą tn y  P* na p ła s z c z y z n ę  xy  le ż y  na k ie ro w n ic y  i  
ma w sp ó łrzę d n e  ( x c ,y o » 0 ). A le  par® (x 0 ,y Q) ja k o  pa ra

w s p ó łrz ę d n y c h  pun­
k tu  le ż ą c e g o  na 

l i n i i  1 s p e łn ia  
ró w n a n ie  ( 1 ) ,  wobec 
te g o  ró w n a n ie  to  
s p e łn ia ją  ró w n ie ż  
w sp ó łrzę d n e  p u n k tu

P U 0 ,y 0 »z 0 ) n ie z s "
le ż n ie  od w a r to ś c i 
zQt gdyż zm ienna 

z w ró w n a n iu  (1 ) 
n ie  w y s tę p u je ,
2 /  J e ż e l i  p u n k t

p ( x 0 »y0 »z o ) n ie
n a le ż y  do p o w ie rz ­
c h n i w a lcow e j , to  

je g o  £ z u t P»Cxo ^ r o ,0 ) n ie  le ż y  na l i n i i  1 , par© x Q, 
y 0 n ie  s p e łn ia  ró w n a n ia  (1 ) i  wobec te g o  n ié  s p e łn ia ­
j ą  ró w n a n ia  ta k ż e  w sp ó łrzę d n e  p u n k tu  P.
P o s tę p u ją c  podobn ie  można w ykaza ć , że ró w n a n ie

f ( y , z )  *  0
o k ^ ś la  p o w ie rz c h n ię  w a lcow ą , k t ó r e j  tw o rzą ce  są rów­
n o le g łe  do o s i  x ,  zaś ró w n a n ie

f  ( x , z )  »  0
p rz e d s ta w ia  p o w ie rz c h n ię  walcow ą o tw o rz ą c y c h  ró w n o le  

g ły c h  do o s i  y *
Z rozw ażań  w ię c  w y n ik a , że j e ż e l i  ró w n a n ie  

f ( u , v } * 0  w u k ła d z ie  Guv p rz e d s ta w ia  pewną l i n i ę  1 , 
to  ró w n an ie  to  in te rp re to w a n e  w u k ła d z ie  p rz e s trz e n ­
nym Quv w p rz e d s ta w ia  p o w ie rz c h n ię  w alcow ą o tw o rz ą —
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cych  ró w n o le g ły c h  do o s i w, L in ia  1 je s t  p rz e k ro je m

3 - R zu t l i n i i  na p ła s z c z y z n ę  u k ła d u .

R zu ty  l i n i i  i t d , , należących do powierzchni
w a lc o w e j, na p ła szczyzn ę  układu współrzędnych w k ie ­
ru n k u  tw o rz ą c y c h  t e j  powierzchni pokrywają się z p rz e ­
k ro je m  1 p o w ie rz c h n i walcowej i  płaszczyzny układu 
w sp ó łrz ę d n y c h  ( r y s . l8 2 a ) .  Z uwegi te j  korzystamy przy
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By s . 182 Rys«.182a

wyznaczeniu r z u tu  krzywej na płaszczyznę układu*
Tak n p . j e ż e l i  dana j e s t  k rzyw a  C i  mamy wyznaczyć 
j e j  r z u t  p ro s to k ą tn y  na płaszczyznę yz , to  przez 
k rzyw ą  C przesuwamy p o w ie rz c h n ię  walcową o tworzą­
cych  p ro s to p a d ły c h  do p ła s z c z y z n y  yz (Równoległych 
do o s i  IL in ia  p r z e n ik a n ia  ( p r z e k r ó j)  powierzchni 
w a lco w e j z ;p ła s z c z y z n ą  y z  je s t  rzutem krzywej G na 
p ła s z c z y z n ^  y z .  P o w ie rz c h n ie  walcowe o tworzących 
p ro s to p a d ły c h  do je d n e j z płaszczyzn układu, odgrywa­
j ą  p rz y  w yżna czan iu  rz u tó w  k rzyw ych  na płaszczyzny 
u k ła d u  ta k 4  samą r o lę  ja k  p ła s z c z y z n y  rzu tu jące przy 
w yzna czan iu  rz u tó w  p r o s te j  na p ła s z c z y z n y  układu. 
P rz y k ła d .K rż y w a  C j e s t  o k re ś lo n a  ró w n an ia m i

'\ x 2 + y 2 + z2 |=  r 2
i * 2

, 2 . 2  -  rI (x  -  2 * + y  -

W yznsczyć C z u ty  t e j  k rz y w e j na płaszczyzny układu 
w s p ó łrz ę d n y c h .
R o z w ią z a n i^ . Z p o s ta c i rów nań krzywej wynika, że l i "  
n ia  C j e s t . l i n i ą  p rz e n ik a n ia  k u li o środku w początku
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u k ła d u  i  p ro m ie n iu  równym r  s walcem kołowym o tw o rz ą ­

cych  ró w n o le g ły c h  do o s i  z *  k tó re g o  oś p r z e b i ja  
p ła s z c z y z n ę  xy w p u n k c ie  3 (5 *  0 * 0 ) » P rom ień  p rz e -

X*k r o ju  p ro s to p a d łe g o  do o s i w a lca  równa s ię  Na 

ry s u n k u  (183) p rz e d s ta w io n o  ósemkę k u l i .
1 /  Wyznaczamy r z u t  k rz y ­

k i  w e j C na p ła s z c z y z n ę

x y :
Ponieważ l i n i a  C le ż y  
na p o w ie rz c h n i w a lc a  
o ró w n a n iu

U -  § ) 2+y2*  J -  *

k tó r e  możemy n a p isać  
te ż  w p o s ta c i

0 ,
2 2 x - r x  +y

B ys. 183 w ięc  j e j  rz u te m  C 
na p ła s z c z y z n ę  xy

je s t  okąg o k re ś lo n y  w u k ła d z ie  Oxyz rów nan iam i
„ o „ „2

( x r  v2 , 2
2 ) + y

r
T

2 /  Wyznaczamy r z u t  k rz y w e j G ns p ła s z c z y z n ę  xz
Celem w yznaczen ia  r z u tu  C na p ła s z c z y z n ę  xz na­

le ż y  n a jp ie rw  z n a le ź ć  ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i w a lcow e j 

p r z e s u n ię te j  p rze z  l i n i ę  Gs k t ó r e j  tw o rzą ce  są p ro s to ­
p a d łe  do p ła s z c z y z n y  u k łę d u  x z .

B ie rzem y pod uwagę ró w n an ie

A 1 (x 2+y2+z2- r 2 ) + A 2 (x 2- r x + y ^ ) ~Q, (2 )

g d z ie
X \ + A | > o

Równanie t o  p rz e d s ta w ia  pęk p o w ie rz c h n i p rzecho dzą ­
cych  p rz e z  l i n i ę  C® J e ż e l i  bowiem dowolny p u n k t
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P0 Cx0 fy 0 , 2 0) naleśy do l i n i i  C9 to punkt ten  leży
również na powierzchniach pęku (2)*  Jego spółrzędne
sp e łn ia ją  równanie( 2 ) ,  gdyż wtedy mamy

2 2 2  2x + y -t- z -  r  -  0  o **0 o
i

2 2 x — rx  + v -  0O 0 ^ 0

Odwrotnie? je ż e l i  punkt spełnia równanie pęku, to  
należy do krzywej C.

Z pęku ( 2 ) przez odpowiedni dobór A  ̂ i  A2 wybiera- 
my tę  powierzchnię, k tó re j równanie n|e zawiera zmien­
nej y 3̂ .  i
Biorąc *  1 i  A 2 *  ” 1 , otrzymujemy

2 2z + rx  -  r  = 0

jako równanie powierzchni walcowej, która zawiera 
krzywą C i  k tó re j tworzące są równoległe do osi y .
J e ż e li równanie uzyskanej powierzchni walcowej napi­
szemy w postaci

2
z -  - r ( x - r ) ,

to  widzimy, że powierzchnią je s t walec paraboliczny. 
Zatem rzutem Cs* krzywej C na płaszczyznę xz je s t luk  
p arab o li, określony w układzie Qxyz równaniami

zŁ' = - r ( x  -  r )
»

y *  o

3/  Wyznaczamy rzu t krzywej C na płaszczyznę yz .
Znajdujemy równanie powierzchni walcowej przesu­

n ię te j przez krzywą C i  o tworzących prostopadłych 
do płaszczyzny y z . Rachunkowo zagadnienie to spro­
wadza s ię  do wyrugowania zmiennej x z równali określa- * 2

x /  Operacja ta  je s t równoznaczna z rugowaniem 
zmiennej y z równań

2 2 2 2 x  + y  + z - r  » O
2 2 x • - r x  + y *  O
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jących krzywą C, c z y li z równań
o 2 2 2+ y + z -  r  ® 0

p 2
x ■“ rx  + y 85 0

Odejmując równania stronami otrzymujemy
2 2 z + rx  -  r  86 0 ,

skąd
x «

2
r

Podstawiając uzyskane wyrażenie na x do równania 
pierwszego (równania k u li)  i  przekształcając je  
odpowiednio otrzymamy

2 _ 2
( l  -  \  )

jako równanie powierzchni walcowej, k tó re j tworzące 
są prostopadłe do płaszczyzny yz.
Tok rozumowania uzasadniający otrzymane równanie, 
je s t następujący?.
Równanie

2 2 z + rx  -  r  *  O,

które otrzymaliśmy odejmując stronami równania okreś 
ła jąc e  krzywą Cs je s t równaniem powierzchni walcowej 
przesunięte j przez krzywą C, Wykazaliśmy to znejdu- 
jąc  rzu t C’ ’ . Wobec tego krzywą C możemy również 
o kreś lić  równaniami

2 2 2 2 - 1X + + N 1 i ą i it c

2z + rx  - 2r  a 0

które możemy też napisać w postaci

0

Wobec tego równaniem pęku powierzchni przechodzących 
przez krzywą G je s t
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/ i 1 (x  - V  r?" -y2 -z2) + /*> 2^x

g d z ie  ^ ^  |  >  O

B io rą c  / ¿ i  = 1 > /¿ 2  = > mamy

T

2r  “ Z - )  *  O

i  V r  -  y -  z
,,2  2 r  - z = O

lu b

a d a le j  ?

y 2 -  z2 (1  -  - f  )
r

Zatem rzu te m  C ’ ’ ’ k rz y w e j C na płaszczyznę yz je s t  
k rzyw a o k re ś lo n a  w u k ła d z ie  Oxyz równaniami

( 1

x  = 0

Jest to  l in ia  stopnia czwartego, posiadając©  punkt 
podwójfny w punkcie 0 , k tó re j k s z ta ł t  przypomina c y frę  
osiem.

§ 28«. POWIERZCHNIE STOŻKOWE

1. Określenie powierzchni stożkowej.

J e ż e li dany je s t punkt S, l in ia  1 oraz p ro s ta  p , 
która ś lizg a jąc  się po l i n i i  1 przechodzi p rzez  s ta ły  
punkt S, to  powierzchnię zakreśloną ruchem próstjce j p 
nazywamy p o w i e r z c h n i ą  s t o ż k o w ą  

lub stożkiem (ry s , 184).
Punkt S nazywamy w i e r z c h o ł k i e m  s t  o ż -  

k a, l in ię  1 -  kierownicą, a p ro s tą  ruchomą p -  
t w o r z ą c ą  s t o ż k a .
Powierzchnia stożkowe je s t  określona, j e ż e l i  dany 

je s t je j  wierzchołek S i  kierownica 1.
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2 »Rów nani9 s to ż k a  
e lip ty c z n e g o »  
N ie ch  w ie rz c h o ­

łe k  S s to ż k a  bę­
d z ie  w p o c z ą tk u  
u k ła d u  i  n ie c h  
k ie ro w n ic ą  s to żka  
b ę d z ie  e l ip s a  
o k re ś lo n a  równa­
n ia m i x /

b¿
( 1)

Równania pa ram e tryczn e  t e j  e l ip s y  m ają p o s teé  i

x  *  a coa t ,  y  *  b s in  t ,  z » c

Napiszem y ró w n a n ia  tw o rz ą c e j ja k o  p r o s te j  p rzechodzą ­

c e j p rz e z  dwa punkty®  Jednym punktem  je s t  S ( 0 , 0 , 0 ) , d ru ­
g i  p u n k t ob ie ram y na. e lip s ie ®  P rz y jm u ją c  t~ fc0 , o t r z y ­
mujemy Pr (a  cos t Q9 b» .s in  t  c)
Równania tw o rz ą c e j m ają w ię c  po s ta ć

---- *  ...- 3 ___1____  a i
a cos b s in  t  c *o o

c z y l i

x  a |  z -c o s  t Qł y  = |  z s in  t Q (2 )

Z p o s ta c i  ty c h  rów nań w y n ik a , że p ro s ta  j e s t  o k re ś lo ­
na ja k o  krawędź dwóch p ła s z c z y z n , je d n e j p rzechodzą ­
c e j p rz e z  oś y  i  d r u g ie j  p r z e s u n ię te j  p rz e z  oś x  
( ry s »  1 8 5 ).

J e ż e l i  w a rto ś ć  p a ra m e tru  t  będziem y z m ie n ia ć  
w sposób c ią g ły } t o  p u n k t P b ę d z ie  p r z e b ie g a ł e l ip s ę ,

x /  E l ip s a  je s t  o k re ś lo n e  ja k o  p r z e k ró j w a lca  e l ip t y c z ­
nego i  p ła s z c z y z n y  ró w n o le g łe j do p ła s z c z y z n y  x y „



-  347 -

a p ła s z c z y z n y  o k re ś la ją c e  p ro s tą  p będą s ię  odpow ie­
d n io  o b ra c a ły  d o o k o ła  o s i  x  i  o s i y .  Otrzymamy z b ió r

n ie s k o ń c z e n ie  w ie lu  
p ro s ty c h  p ,  zwany 
r o d z i n ą  
p r o s t y c h  
z jednym  param etrem . 

R ugu jąc z rów na li (2 ) 
p a ra m e tr t Q, o trzym a­
jmy zw iązek

2 2 2 

h ' h  - h  ■ «>.a b c

o k re ś la ją c y  p o w ie rz ­

c h n ię .  Każdy pu n k t 
( x , y , z ) ,  k tó r y  s p e ł­

n ia  ró w n a n ia  ( 2 ) ,  s p e łn ia  ró w n a n ie  ( 3 ) i n ie z a le ż n ie  
od p a ra m e tru  t » c z y l i  każdy p u n k t d o w o ln e j p r o s te j  
r o d z in y  (2.) le ż y  na p o w ie rz c h n i o d p o w ia d a ją c e j w y n i­

kow i ru g o w a n ia  ( 3 ) .
O d w ro tn ie , j e ż e l i  p u n k t P (x 0 ,y 0 , z 0) s p e łn ia  ró w n an ie  
( 3 ) ,  t o  możemy wyznaczyć t a k ie  t Q, że

* o  *  I  z o 008 t o- y o = 5 z o 3 in  t o>

a t o  z n a c z y , że p u n k t P (x 0 ,y 0 ,z 0 ) j e s t  punktem  je ­
d n e j z p ro s ty c h  ro d z in y  (-2).
Równanie w ię c  (3 ) j e s t  s p e łn io n e  d la  punktów  s to ż k a  
i  t y lk o  d la  ty c h  punktów .

3 * P rz e k ro je  s to ż k a  p ła s z c z y z n a m i ró w n o le g ły m i do 
p ła s z c z y z n  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h .

1 /  J e ż e l i  s to ż e k  (3 ) p rz e tn ie m y  p ła s z c z y z n ą

z = k ,

to  p r z e k r ó j  C s to ż k a  i  p ła s z c z y z n y  o k r e ś la ją  równa­

n ia

Rys® 185
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X2

7

2
2L.
b2

»2 -  0 ] -  -  0 ,
C

z =

U k ła d  ty c h  równań je s t  równoważny u k ła d o w i

(4)

P ie rw sze  ró w n a n ie  nowego u k ła d u  d is  k #  0 j e s t  
rów naniem  w a lc a  e lip ty c z n e g o  o tw o rz ą c y c h  p ro s to p a d ­

ły c h  do p ła s z c z y z n y  x y .
P rz e k ró j w ię c  C s to ż k a  (3 ) i  p ła s z c z y z n y  z = k j e s t  
id e n ty c z n y  z p rz e k ro je m  w a lca  i  p ła s z c z y z n y  z » k* 
P rz e k ró j C le ż y  na p o w ie rz c h n i w a lc o w e js w ię c  r z u t  
G p r z e k ro ju  na pł«. xy  o k r e ś la ją  ró w n a n ia

(5 )

Z = 0 .

Ponieważ p r z e k r ó j  C je s t  ró w n o le g ły  do p ła s z c z y z n y

r z u tu  w ię c  r z u t  j e s t  f i g u r ą  p r z y s ta ją c ą  do p r z e k ro ju
x /

C i  z p o s ta c i r z u tu  C* możemy wnioskow ać o p o s ta c i 
p r z e k r o ju  C *. Równania (5 ) p rz e d s ta w ia ją  d la  k #  G 
e l ip s ę  o p ó ło s ia c h  rów nych

#1 i \ f
D la  k = 0 ró w n a n ia  (4 ) p rz e d s ta w ia ją  p u n k t ( 0 , 0 , Q)"a 
p rz e k ro ja m i w ię c  s to ż k a  (3 ) p ła s z c z y z n a m i ró w n o le g ły ­
m i do p ła s z c z y z n y  xy  są e l ip s j f  ó co ra z  w ię k s z y c h  o s ia c h  
w m ia rę  o d d a le n ia  s ię  od p ła s z c z y z n y  x y .  P rz e k ro je m  

s to ż k a  p ła s z c z y z n ą  xy  je s t  p u n k t (w ie rz c h o łe k  s tożka )« .

x /  J e ż e l i  f i g u r a  p ła s k a  F j e s t  ró w n o le g ła  do p ła s z c z y z n y  
r z u tu  , to  r z u t  p ro s to k ą tn y  F* f i g u r y  F na 3T j e s t  
f i g u r ą  do F p r z y s ta ją c ą ,  c z y l i  F s ~  F

\
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2 / J e ż e li stożek (3) przetniemy płaszczyzną

y = m,
to przekrój stożka i  płaszczyzny określa ją  równa­
nia

2 2 „2
72  + h  “  *7  s  °>a b  c 

y *  m.

Układ tych równań je s t  równoważny układowi
2 2 2

—  t  —  *  —  ,
c2 a2 b2 (6)

y -  m.
Układ równań (6) d la m #  0 określa przekrój stożka 
płaszczyzną y = m jako l in ię  p rzec ięc ia  walc® h i-  
perbolicznego o tworzących prostopadłych do płaszczyz­
ny xz z płaszczyzną y = m. Rzutem więc przekroju na 
płaszczyznę xz je s t l in ia

4  - X2
" 7a

m2

7
y » 0

czy li|th iperbo la  o półosi rzeczyw istej | tr— | i  półosi 
urojonej | -g- J .
Dla m *  0 pierwsze równanie układu (6) przyjmuje po­
stać 2z

7 i  = 0

a drugie
y = 0

pierwsze równanie możemy napisać w postaci
x/ z x, 

< ć *  a> ( 2 v c >a ' 0*

skąd wynika, że równanie to  przedstawia dwie płaszczyzny 
przechodzące przez oś y

S -  2 * 0 ,c a * c | * 0a (?)
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P rz e k r ó j w ię c  s to ż k a  (3 ) p ła s z c z y z n ą  y-G  j e s t  id e n ty c z ­
ny z k ra w ę d z ia m i p ła s z c z y z n

oi* a z

z
c

5 +

x
•*=»

a 0 i  y  = 0

(8 )

1 = 0 i  y  = 0 .

Zetem p rz e k ro ja m i s to ż k a  (3 ) p ła sz c z y z n a m i ró w n o le ­
g ły m i do p ła s z c z y z n y  xs  i  ró żn ym i od n ie j  są h ip e rb o ­

le  ( 6 ) ,  p rz e k ro je m  zaś s to ż k a  p ła s z c z y z n ą  xa są dw ie  
p ro s te  (8 )»
Znajdźm y a sym p to ty  h ip e r b o l  (6 )
P is z ą c  ró w n a n ie

a
» 2
7

w p o s ta c i

(= m )2  ( S g ) 2

o trzym u je m y asym p to ty  h ip e r b o l i

« 1

X =  |  Z

m

- I  *
' i

m

A sym p to ty  w ię c  h ip e r b o l  (6 ) są ró w n o le g łe  do p ro s ty c h  
( 8 ) ,  ic h  r z u ty  p ro s to k ą tn e  na p ła s z c z y z n ę  xz pokryw a­
ją  s ię  z p ro s ty m i (8 )»

3 /  J e ż e l i  s to ż e k  (3 ) p rz e tn ie m y  p ła szczyzn a m i ró w n o ­
le g ły m i do p ła s z c z y z n y  y z ,  c z y l i  p ła sz c z y z n a m i

x  -  n ,

to  p r z e k ro je  są o k re ś lo n e  rów nan iam i
i

® 0

x  = n

B ada jąc  ró w n a n ia  p r z e k ro ju  ( 9 ) ,  w podobny sposób 
ja k  w wypadku 2 / ,  otrzym am y ja k o  p rz e k ro je  s to ż k a  
p ła s z c z y z n a m i ró w n o le g ły m i do p ła s z c z y z n y  y z  l i n i e

(9)
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podobne do p rz e k ro jó w  w p rzyp a d ku  2 / .

|  29 , POWIERZCHNIE OBROTOWE

1 . Równanie p o w ie rz c h n i obrotowe,-!.

P o w ie rz c h n ię  p o s ta łą  p rz e z  o b ró t  l i n i i  1 doko­
ła  p r o s te j  p nazywamy p o w i e r z c h n i ą  o b r o ­
t o w ą .  P ro s tą  p nazywamy o s i ą  o b r o t u .

P rzyk ładem  p o w ie rz c h n i ob ro to w ych  je s t  k u la ,  
w a lec  ko łow y i  s to ż e k  ob ro tow y»  K u la  p o w s ta je  p rz e z  

o b ró t  p ó ło k rę g u  d o ko ła  ś re d n ic y ,  w a lec  ko łow y p rz e z  
o b ró t  p r o s te j  ró w n o le g łe j do o s i ,  s to ż e k  ko łow y p rz e z  
o b ró t  p r o s te j  p r z e c in a ją c e j s ię  z o s ią  i  n ie  tw o rz ą ­
c e j z n ią  k ą ta  p ro s te g o »

W d a ls z y c h  ro zw a ża n ia ch  poznamy je s z c z e  in n e  p o w ie rz ­
c h n ie  ob ro tow e  ja k  n p . p o w ie rz c h n ię  p o w s ta łą  p rz e z  
o b ró t  p r o s te j  d o k o ła  o s i  s k o ś n e j względem n i e j ,  po­
w ie rz c h n ie  p o s ta łe  p rz e z  o b ró t k rzyw ych  s tożko w ych  
d o k o ła  Ic h  o s i  s y m e t r i i  i  in n e .

N ie c h  l i n i a  1 b ę d z ie  o k re ś lo n a  rów nan iam i parame­
try c z n y m i

x  * f ( t ) , y - g ( t ) , z * h ( t )

i  n ie c h  o s ią  o b ro tu  bę­
d z ie  oś ZoNe l i n i i  1 
ob ie ram y dow olny pu nk t 

P0 p rz y jm u ją c  t = t Q. 
Otrzymamy p u n k t

Po [ f ( t o } ’ g ^ o ^  >h ( t o }]  * 

P rzy  o b ro c ie  l i n i i  1 

d o k o ła  o s i  z p u n k t PQ 
z a to c z y  o k rą g  po ło żo n y  
na p ła s z c z y ź n ie  z = h ( tQ) ,
0 ś ro dku  So [ 0 , 0 , h ( t Q)]

1 p ro m ie n iu

R ys. 186
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I V o  I *  V f < V 2 + 8 ( V 2-'
Okrąg te n  o k r e ś la ją  ró w n a n ia

x 2 + y 2 *  f ( t 0 ) 2 *

z = h ( t Q) .
(1)

J e ż e l i  w ró w n a n ia c h  ty c h  będziem y t r a k t o w a l i  t  

za zm ienną , t o  ró w n a n ia  (1 ) o k r e ś la ją  c a ły  z b ió r  
okręgów  le ż ą c y c h  w p ła s z c z y z n a c h  ró w n o le g ły c h  i  pow­
s ta ły c h  z o b ro tu  punktów  l i n i i  1 d o k o ła  o s i  z» P o w ie rz ­

c h n ię  ob ro to w ą  możemy uważać za p o w ie rz c h n ię  pow sta­
łą  z okręgów (1 ) p rz e z  zm ianę p a ra m e tru  t Q w sposób 

c ią g ły .  J e ż e l i  p u n k t n a le ż y  do p o w ie rz c h n i o b ro to w e j,  
t o  n a le ż y  do jed neg o  z okręgów (1 ) i  je g o  w sp ó łrzę d n e  
s p e łn ia ją  ró w n a n ia  ty c h  okręgów . O d w ro tn ie , j e ż e l i  
p u n k t s p e łn ia  ró w n a n ia  ( 1 ) ,  to  n a le ż y  do jed neg o  z 
okręgów , a p rz e z  to  do p o w ie rz c h n i o b ro to w e j.
R ugu jąc z rów nań (1 ) p a ra m e tr t Q otrzym am y zw iązek

f  ( x , y , z )  = 0 (2 )

o k r e ś la ją c y  p o w ie rz c h n ię  o b ro to w ą *
Każdy p u n k t ( x , y , z ) ,  k tó r y  s p e łn ia  u k ła d  rów nań (1 ) 

s p e łn ia  ró w n ie ż  zw ią ze k  (2 ) n ie z a le ż n ie  od w a r to ś c i 
p a ra m e tru  t 0 * Z b ió r  n ie sko ń czo n y  okręgów C l ) , k tó r y  
u tw o rz y ł p o w ie rz c h n ię  ob ro to w ą  nazywamy r o d z i ­
n ą  o k r ę g ó w  z jednym  param etrem .
Równanie p o w ie rz c h n i o b ro to w e j,  u tw o rz o n e j p rz e z  r o ­
d z in ę  okręgów  z jednym  param etrem  zm iennym , o trzym u ­
jem y p rz e z  w yrugow an ie  p a ra m e tru  z równań o k r e ś la ją ­

cych  ro d z in ę  okręgów .

2 .  P rz y k ła d y  rów nań p o w ie rz c h n i o b ro to w ych .
P rz y k ła d  1 .

Równanie k u l i  w y z n a c z y liś m y  ja k o  ró w n a n ie  m ie js c a  
geom e trycznego  punktów  równo o d d a lo n ych  od p u n k tu  

s ta łe g o *  O becnie wyprowadzim y ró w n a n ie  k u l i  ja k o  

ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i o b ro to w e j.
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N ie ch  b ę d z ie  dany p ó ło k rą g  1 le ż ą c y  w p ła s z c z y ź ­
n ie  x  z ( r y s  o 18?)

x  *  y  r  -  z 
z “

n a le ż ą c y  do p ó ło k rę g u  1«. J e ż e l i  l i n i a  1 ob raca  s ię  do­
k o ła  o s i  $ , t o  p u n k t PQ z a to czy  okrą g  o ś ro d k u  So ( 0 , 0 , t o ) 

i  p ro m ie n iu  równym |S 0P0 i “V r 2 - 
O krąg te n  o k r e ś la ją  ró w n a n ia

J e ż e l i  t Q uważamy za zm ienną , t o  u k ła d  rów nań (3 ) 
o k re ś la  ro d z in ę  okręgów  tw o rz ą c y c h  p o w ie rz c h n ię  
o b ro to w ą .

R ugu jąc  p a ra m e tr t  , otrzym am y

c z y l i  znane nam jlSż ró w n a n ie  k u l i  o ś ro d ku  w p o c z ą tk u  
u k ła d u  i  p ro m ie n iu  równym r .

x /  P a ra m e tr t  oznacza g e o m e try c z n ie  wysokość p u n k tu , 

rów ną b e z w z g lę d n ie  o d le g ło ś c i  p ła s z c z y z n y  o b ro tu  
te g o  p u n k tu  od p ła s z c z y z n y  x y .

y  ^  0

i  n ie c h  o s ią  o b ro tu  
b ę d z ie  oś z .
Równania p ó ło k rę g u  
możemy n a p is a ć  w na­
s tę p u ją c e j p o s ta c i 

x /p a ra m e try c z n e j

y * o
R ys. 187

z » t

P rz y jm u ją c  t  = t  , otrzym am y p u n k t

(3 )

lu b
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P rz y k ła d  2 .

Wyznaczymy ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i u tw o rz o n e j p rze z  
o b ró t  p r o s te j

_ cZ =  ~  Xa

d o k o ła  o s i z
Z _  XK ła d ą c

ne t e j  p r o s t e j :
t , o trzym u jem y ró w n a n ia  p a ra m e try c z ­

ni
a t , y ~ 0 , z - c t

Zi i

0.

P rz y jm u ją c  t  = t  , o t r z y ­
mamy na p r c s t e j  p u n k t 
P0 (a t Q, 0 ,  c t 0 ) ,

k tó r y  p rz y  o b ro c ie  p ro ­
s t e j  d o k o ła  o s i  z za­
k r e ś la  o k rą g  o ś ro dku
SQ( 0 ,0 ,c  t Q) i  p ro m ie ­
n iu

l SPo l -  8

B ys . 188
O krąg te n  o k r e ś la ją  

ró w n a n ia

2 2 x  + y 2 , 2 
8 l o>l

c t

P rz y  zmiennym t  ró w n a n ia  te  o k r e ś la ją  ro d z in ę  o k rę ­
gów tw o rz ą c y c h  p o w ie rz c h n ię  o b ro to w ą .

R ugu jąc  t  otrzym am y ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i o b ro to w e j
? 9 2 „2

x 2 *  y 2 =

lu b
2x

7
+ Ą  

& c
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Jest to ró w n a n ie  s to ż k a  ko łow ego o w ie rz c h o łk u  w po­
czątku układu.

P rz y k ła d  5»

P ro s ta  x  ~ a , y -  g z ob raca  s ię  d o k o ła  o s i  z . 

Z n a le ź ć  ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i o b r o to w e ju tw o r z o n e j  
ob ro tem  t e j  p r o s t e j *  Z p o s ta c i równań p r o s te j  w y n ik a f 
że p ro s ta  je s t  skośna względem o s i z ( r y s „1 8 9 )*  J e j
rów nan iam i p a ra m e tryczn ym i są:.

x  » a ,  y  = o t ,  z = c t .
P rz y jm u ją c  t  s t Q( o trzym u jem y na p r o s te j  p u n k t 

Po^a , 8 t o ,c  t o ) * k tó r y  p rz y  o b ro c ie  p r o s te j  za ta c z a  
o k rą g  o ś ro d ku  SQ(0 » 0 ,c  t Q) i  p ro m ie n iu

| s 0e 0 | = V a<; u  + V 2 -

O krąg te n  o k r e ś la ją  ró w n a n ie

x 2 ■* y 2 *  a2 ( l + t Q) 2 '

z = c t

P rz y  zmiennym p a ra m e ts rz e  t Q ró w n a n ia  te  o k r e ś la ją  
g o d z in ę  okręgów tw o rz ą c y c h  p o w ie rz c h n ię  o b ro to w ą . 
R ugu jąc z równań t  , otrzym am y
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ja k o  ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i o b ro to w e j p o w s ta łe j p rze z  
o b ró t p r o s te j  d o k o ła  o s i s k o ś n e j względem n ie j»  J e s t  
to  ró w n a n ie  h ip e r b o lo id y  jed nop ow łokow e j ( r y s »190) 

P rz y k ła d  4 .
Okrąg

o b ra ca  s ię  d o k o ła  o s i z .  Wyznaczyć ró w n a n ie  p o w ie rz ­
c h n i o b ro to w e j.

Celem u z y s k a n ia  ró w n a n ia  p o w ie rz c h n i u tw o rz o n e j p rz e z  
ro d z in ę  okręgów (4 ) ru gu je m y z ty c h  rów na li p a ra m e tr t Q. 
Z ró w n a n ia  d ru g ie g o  mamy

( x - p ) 2 + z 2 -  r 2 , ( r  ^  P>

y -  0

Okrąg le ż y  w p ła s z ­
c z y ź n ie  x z ,  je g o  równa­
n ia m i p a ra m e tryczn ym i 

są :
x= p + r c o s t , y - 0 ,  z - r  s in t

P rz y jm u ją c  t = t Q, o t r z y ­
mujemy p u n k t

P0 (p + rco s  t Qi 0 , r s i n t o ) ,

R ys. 191

k tó r y  p rz y  o b ro c ie  doko­
ł a  o s i z z a ta c z a  o k rąg  

o ś ro d ku  So ( 0 , 0 j , r s in t o )

i  p ro m ie n iu

O krąg te n  o k r e ś la ją  ró w n a n ia

2 2 2 
x  *  y  = (p  + r  cos t  ) ,

(4 )
z = r  a in  t 0

s in  t  = o
wobec te g o

z
r  *
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COS t  *  -  V T " ^ ~  .
r

P o d s ta w ia ją c  uzyskane w y ra ż e n ie  na cos t Q do rów na­
n ia  p ie rw s z e g o , o trzym u jem y

x2 +y2 = (p il/T 2 -z2)̂ ,

a d a le j

i 7 T 7 - P =

lu b

( V X2 + y 2' -  p j  2 +■ Z^: a  r 2 

J e s t  t o  ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i zw anej to rusem  ( r y s e1 9 1 )a

§ 30 . POWIERZCHNIE STOPNIA DRUGIEGO 

1 . E l ip s o id a ,

O b ra c a ją c  e l ip s ę  d o k o ła  je d n e j z j e j  o s i .  otrzyma« 
my p o w ie rz c h n ię , zwaną e l ip s o id ą  obrotową»

N iech  p ó łe l ip s a .

y  ~ 0 |

o b ra c a  s ię  d o k o ła  o s i z ( r y s »192)» Daną p ó łe l ip s ę

możemy p rz e d s ta w ić  n a -
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n a le ż ą c y  do p ó łe l ip s y ®  P rz y  o b ro c ie  d o k o ła  o s i  z

>0S
T

p u n k t PQ z a k r e ś l i  o k rą g  o ś ro d k u  SQ( 0 * Q , t0 ) i  p ro ­
m ie n iu  równym

! V o i  “

O krąg w ię c  o k r e ś la ją  ró w n a n ia
2 2 x  + y e (1

'“ o
c

t o \
-t )

( i )

P rzy  zmiennym p a ra ­

m e trze  t  u k ła d  
C l) p rz e d s ta w ia  
ro d z in ę  okręgów 
n a le ż ą c y c h  do po­
w ie rz c h n i o b ro to ­
w e j .

R ugu jąc p a ra m e tr 
t Q, otrzym am y rów­
n a n ie  e l ip s o id y  
o b ro to w e j

1 . ( 2 )

Równanie to  w przypadku,, gdy c s a p rz y jm u je  p o s ta ć
2 2 2 2 x  + y  ♦ z = a.

i  p rz e d s ta w ia  k u lę

W p rzyp a d ku  z a ś , gdy ró w n a n iu  (2 ) nadamy o g ó ln ie js z ą  po­
s ta ć

4\ r
x 2 +
7 * 4<i

i , C3)

to  p rz e d s ta w ia  p o w ie rz c h n ię  zwaną e l ip s o id ą  t r ó j o s i o -  
wą ( r y s .  1 9 3 ).
P rz e k ro je  e l ip s o id y  p ła s z c z y z n a m i ró w n o le g ły m i do 
p ła s z c z y z n  u k ła d u  są e l ip s a m i . . Np. p r z e k r ó j  p ła s z ­
czyzną  x  -  k j  g d z ie  j k |  < a  o k r e ś la ją  ró w n a n ia
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x = k

t i , .

U k ła d  ty c h  rów nań je s t  równoważny u k ła d o w i

Z p o s ta c i ty c h  równań w yn ika  , że o k r e ś la ją  one 

p r z e k r ó j  w a lca  e l ip ty c z n e g o  o tw o rz ą c y c h  ró w n o le g ły c h  
do o s i  x  z p ła s z c z y z n ą  p ro s to p a d łą  do ty c h  tw o rz ą ­
c y c h , a w ię c  e l ip s ę .

2 . H ip e rb o lo id a  jednopow łokow a .
W yprowadzając na s t r .  355 ró w n a n ie  p o w ie rz c h n i 

o b ro to w e j,  p o w s ta łe j z o b ro tu  p r o s te j  s k o ś n e j w zg lę ­

dem o s i o b ro tu  z ,  o t r z y ­

m a liśm y ró w n a n ie  h ip e r -  
b o lo id y  jednopow łokow e j 
o b ro to w e j w p o s ta c i

2 2 2
+ Ł -  -  s i  ( 4) 

a ' a ‘ c

To samo ró w n a n ie  o t r z y -  
mamy, j e ż e l i  o b róc im y  
d o k o ła  o s i z g a łą ź  h i ­
p e rb o l i :

x=aVi+§? .
y  " o
J e ż e l i  ró w n a n iu  (4 ) na­

damy o g ó ln ie js z ą  p o s ta ć
B ys . 194

x2 V2 z2 * '
h  + h - h  *  x ’ (5 )a b b

to  p o w ie rz c h n ię  o k re ś lo n ą  tym  równaniem  nazywamy h i -  

p e rb o lo id ą  jednopow łokow ą ( r y s .  1 9 4 ).
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Płaszczyzny rów no leg łe  do p ła s z c z y z n  xy p rz e c in a ją  
h ip e rb o lo id e  wzdłuż e lips®  P rz e k ró j bowiem ráwnole ­
g ły  do p łaszczyzny xy je s t  okreś lony układem równań

2 2 

" s *  h
z2

7

k tó ry  je s t  równoważny układow i

.2 2x
7 * 2  = l  + \

O c¿

»

lu b

a2 ( l+  ^  )
c

7 ( 1 +  ^  >
C

z = k

*  1

Pierwsze równanie o s ta tn ie g o  układu równań przedstaw ia  
w alec e lip ty c z n y  o tworzących rów no leg łych  do o s i z , 
d ru g ie  -  p łaszczyznę p ro s to p a d łą  do ty c h  tw orzących. 
Układ w ięc równań przedstaw ia  e lip e y  i  to  o os iach  
w zra s ta ją cych  wraz z bezwzględną w a rto ś c ią  k .

P rze c in a ją c  h ip e rb o lo id ę  jednopowłokową p ła sz ­
czyzną rów no leg łą  do p łaszczyzny y z , otrzymamy prze­
k ró j

x *  m
P rz e k ró j te n  możemy rów nież o k re ś lió  układem

2 2rlII o
*  T *C a

x = m

(6)

lub
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k 2 , ,  m .b (1 -  i
a

o2 ( l -
7

m

P ie rw s z e  ró w n a n ie  te g o  u k ła d u  J e s t d la  | mj #  a 
równaniem  w a lc a  h ip e rb o lic z n e g o  o tw o rz ą c y c h  ró w n o le ­
g ły c h  do o s i  x® Wobec te g o  p ła s z c z y z n y  x  -  m p rz e c in a «  
j ą  w a le c  w z d łu ż  h ip e r b o l i  i  t o  d la  - a  <  m <  a o o s ia c h  
rz e c z y w is ty c h  ró w n o le g ły c h  do o s i y 9 d la  m < ~a lu b

m >  a -  o o s ia c h  rz e c z y w is ­
ty c h  ró w n o le g ły c h  do o s i  

z (rys® 195 )«
D la  I m{ = a p r z e k ro je  (6 ) 

h łp e r b o lo id y  o k re ś lo n e  są 
u k ła d a m i 

22

i* z _ r .
cr

Rys® 195

x  s  s

2 2 
L .  .  Ł .  ,
k 2 2 b c

x  » - a

(7a)

(7b )

P ie rw s z y  u k ła d  możemy n a p is a ć  w p o s ta c i

( £  -  I  > ( !  + I  > *  0

x ~ a

i  d a le j  z a s tą p ić  dwoma u k ła d a m i równoważnymi

&  -  S  = ob c

a

§
x  *  &

skąd  w y n ik a , że p ła s z c z y z n a  x -  a p rz e c in a  h ip e r b o lo ! '  
dę jednopow łokow ą w z d łu ż  dwóch p ro s ty c h

§  1 I - o '

x  = a
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P o s tę p u ją c  po dob n ie  z d rug im  sp o ś ró d  uk ładów  ( 7 ) ,  
otrzym am y w p r z e k r o ju  p ła s z c z y z n ą  ac*$a ró w n ie ż  
dw s ie  p ro s te

X ± 5 
b c 0 ,

x  *  -  a

3* H ip e rb o lo id a  dwupowłokowa,

y  Sq *

O b ra ca ją c  h ip e r ­
b o lę  d o k o ła  j e j  o s i 

r z e c z y w is te j ,  o t r z y ­
mamy p o w ie rz c h n ię , 
zwaną h ip e r b o lo id ą  
dwupowłokową o b ro ­
tow ą s
N ie ch  część h ip e r ­
b o l i  ( r y s .  1 9 6 ), 
o k re ś lo n a  ró w n a n ia ­
m i

R ys. 196

Z »  G V x2'
7

(8)

ob raca  s ię  d o k o ła  o s i  x e
Równania (8 ) możemy n a p is a ć  w ssa s tę p u ją ce j p o s ta c i 

p a ra m e try c z n e j

x  E t „  y - 0 ,  z=c V t 2
7

P rz y jm u ją c  t  *  t G> g d z ie  i t Ql > a ,  otrzym am y p u n k t

p o ( t o» ° » , v y
3

l  >»

n a le ż ą c y  do h ip e r b o l i .  P rzy  o b ro c ie  c z ę ś c i h ip e r b o l i

(8 ) d o k o ła  o s i  x  p u n k t Pc z a k re ś la  o k rą g  o ś ro d ku
So ( t o ,0 ,0 )  i  p ro m ie n iu  równym.

ShP0D O ■v ( - §  -  i  )
*

i
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O krąg te n  o k r e ś la ją  ró w n a n ia

O O O &
y  + z » c '” C ->1

X *  t o

(9)

P rzy  zmiennym 
t Q ró w n a n ia  

(9 ) o k re ś la ­
j ą  ro d z in ę  
o k rę g ó w , n a le ­
żących  do ro z ­
w ażane j p o w ie rz ­
c h n i o b ro to w e j.  
R ugu jąc z rów­

na li (9 ) t Q,

otrzym am y

(10)

ja k o  ró w n a n ie  h ip e r b o lo id y  dw upow łokowej o b ro to w e j.  
P o w ie rz c h n ię  o ró w n a n iu  o g ó ln ie js z y m

4  -x 2
7

z2

7
SE ^ (11)

nazywamy h ip e r b o lo id ą  dwupowłokową ( r y s . 1 9 7 ) .  
P ła s z c z y z n y  x  = k d la  \ k  | >  a p r z e c in a ją  h ip e r h o lo -  
id ę  (1 1 ) w zd łu ż  e l ip s

- X

b2 ( 1) c2 (

z 2

72

s  1

1)

x  — k

P ła s z c z y z n y  y  »  mf ró w n o le g łe  do p ła s z c z y z n y  x z ,  p rz e ­
c in a ją  h ip e r b o lo id ę  w zd łu ż  h ip e r b o l
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y  « m.
Rów nież p ła s z c z y z n y  ró w n o le g łe  do p ła s z c z y z n y  x y  p rz e ­

c in a ją  h ip e r b o lo id e  dwup^astókową w zd łu ż  h ip e rb o lo

4 . P a ra b o lo id e  e lip ty c z n a « ,

P o w ie rz c h n ię , uzyskaną  p rz e z  o b ró t  p a r a b o l i

d o k o ła  j e j  o s i ,  nazywamy p 
o b r o t o w ą »

a r a b o l o i d ą

N ie c h  b ę d z ie  dana p a ra ­
b o la  le ż ą c a  w p ła s z c z y ź ­

n ie  xz
2 -\

x  s  2p a

y  *  0 J

i  n ie c h  o s ią  o b ro tu  b ę d z ie

oś Z o
Równaniam i p a ra m e try e z - 

nym i c z ę ś c i p a r a b o l i  , l e ­
ż ą c e j w p ła s z c z y ź n ie  xz 

po s t r o n ie  d o d a tn ie j p ó ł -  
o s i  x  (rys®  1 9 6 ) ,  są 

ró w n a n ia

® 0 , z = t  (12 )

P rz y jm u ją c ,  że p > 0 ,  otrzym am y d la  t  s t Q > 0 p u n k t 

le ż ą c y  na p a r a b o l i

po ‘ V  2 p t0'» 0 , t 0>

P unk t te n  p rz y  o b ro c ie  l i n i i  (1 2 ) d o k o ła  o s i z za k re ś  
l a  o k rą g  o ś ro d k u  SQ ( 0 s0 , t o ) i  p ro m ie n iu  równym

l S0Po l



-  365 -

Rówtesniami w ię c  o k rę g u  są

+ y ^  -  2 p t

z s  t
(13)

P rz y  zmiennym t Q# u k ła d  (1 3 ) o k re ś la  ro d z in ę  o k rę ­
gów tw o rz ą c y c h  p o w ie rz c h n ię  ob ro tow ą» R ugu jąc t
z rów nań ( 1 3 ) ,  otrzym am y

ja k o  ró w n a n ie  p a ra b o lo id y

z\ \

(14 )

o b ro to w e j»

Równanie o g ó ln ie js z e  po­
s t a c i

y Z  2
—w + a 2z (1 5 )
a

p rz e d s ta w ia  p o w ie rz c h n ię  
zwaną p a ra b o lo id ą  e l i p ­

ty c z n ą  ( r y s »199)» 
P ła s z c z y z n y  z « k ,  gdy 

k  > ó ,  p r z e c in a ją  p a ra -  
b o lo id ę  e l ip ty c z n ą  w zd łuż  
e l ip s

3 y s . 199

® 1
►

4

P ła s z c z y z n y  x  = m p r z e c in a ją  p a ra b o lo id ę  e l ip t y c z ­
ną w z d łu ż  p a ra b o l

y 2= |b 2 (z

x  = m
(16)

Do podobnych w yn ików  d o jd z ie m y , p r z e c in a ją c  pa rab o ­
lo id ę  p ła s z c z y z n a m i y  *  n „

Z równań p a ra b o l ( 1 6 ) ,  ze w zg lęd u  na s t a ły  p a ra m e tr 

2b w y n ik a , pe p a ra b o le  te  są p r z y s ta ją c e » Ic h  w ie r z -
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c h o łk i  W(m,Q
2m— 7 ) le ż ą  na p a r a b o l i , k tó r a  j e s t  

p rz e k ro je m  p a ra b o lo id y  z 
p ła s z c z y z n ą  x z „  Ła tw o s ię  
o tym  p rzekonać 8 p o d s ta w ia ­
ją c  w sp ó łrzę d n e  w ie rz c h o ł­
ków do równań p a r a b o l i  

2
■“'7 s  2 z 
&

y *  0
Wobec te g o  możemy pa rabo­
lo id ę  e l ip ty c z n ą  ( 15 ) uwa­
żać za p o w ie rz c h n ię  pow sta­
ł ą  p rz e z  ró w n o le g łe  p rz e s u -Ryso 200

n ię c ie  p a r a b o l i  ( r y s . 200 )
2 _ 2b “~z„ x  ® 0 ,

k t ó r e j  w ie rz c h o łe k  ś l iz g a  s ię  po p a ra b o l i
2 2x  » 2a a s y  *  0

O c z y w iś c ie , tę  samą p a ra b o lo id ę  o trzym am y, j e ż e l i  

p rzesun iem y ró w n o le g ła  p a ra b o lę

-  02 „ 2 x  s  2s  z.

t a k ,  by w c z a s ie  ru ch u  j e j  w ie rz c h o łe k  ś l i z g a ł  s ię  

po p a r a b o l i
y 2 -  2b2z ,  x  = 0

5* P a ra b o lo id a  h ip e r b o l ic z n s .
P o w ie rz c h n ię  o k re ś lo n ą  równaniem

.2 2x

7 h
o

= 2z (17 )

nazywamy p a ra b o lo id ą  h ip e ^ b o lic z n ą  ( r y s , 201)«
P ła s z c z y z n y  z = k  #  0 p r z e c in a ją  p a ra b o lo id ę

h ip e r b o l ic z n ą  w zd łu ż  h ip e r b o l
.2o<L

2a2k 2b2k
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k tó ry c h  o s ie  rz e ­

c z y w is te  są d la  
k > 0 ró w n o le g łe  
do o s i  x ,  a d la  
k < 0 -  ró w n o le ­
g łe  do o s i y 0 

W p rzypad ku  z -  0 
o trzym u jem y parę  
p ro s ty c h

z *  0

Rys *  201 g .a  o

P ła s z c z y z n y  x  = m p r z e c in a ją  p a ra b o lo id ę  (17) 
w z d łu ż  p a ra b o l

(13 )

a p ła s z c z y z n y  y  » n  w zd łu ż  p a ra b o l

(19 )

Z p o s ta c i rów nań (1 8 ) i  (1 9 ) w y n ik a , że o s ie  ty c h  
p a ra b o l aą ró w n o le g łe  do o s i z z tym , że o s ie  p a ra b o l 
(1 8 ) m ają z w ro t ujem ny o s i  z ,  a o s ie  p a ra b o l (19) 
z w ro t d o d a tn i o s i  z«

P a ra b o le  (18 ) m a ją  s t a ły  p a ra m e tr ( - 2 b ^ ) , aą w ię c  

p r z y s ta ją c e ;  ró w n ie ż  p a ra b o le  (19 ) -są p rz y s ta ją c e « , 
Łatw o s t w ie r d z ić p że w ie r z c h o łk i  p a ra b o l (18 ) 

le ż ą  na p a r a b o l i
2 2x  2a z ,  y  *  0 ,

a w ie r z c h o łk i  p a ra b o l (19 ) na p a ra b o l i
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R ys. 202

Ka p o d s ta w ie  ty c h  danych , 
odnoszących s ię  do p rz e ­
k ro jó w  (18 ) i  (195 możemy 
podać sposób k o n s t r u k c j i  
p a ra b o lo id y  h ip e r b o l ic z n e j  
p rz y  pomocy odpow iedn iego  
ru c h u  p a r a b o l i .  M ia n o w ic ie  
j e ż e l i  w dwóch p ła s z c z y z n a c h  
do s ie b ie  p ro s to p a d ły c h  da­

ne są dw ie  p a ra b o le  o w s p ó l­
nym w ie rz c h o łk u  i  o s ia c h

p rz e c iw n ie  s k ie ro w a n y c h , to  każda z ty c h  p a ra b o l,  
p rz e m ie s z c z a ją c  s ię  ró w n o le g le  w te n  sposób , by j e j  
w ie rz c h o łe k  ś l i z g a ł  s ię  po d r u g ie j  p a r a b o l i ,  z a k r e ś l i  
swym ruchem p a ra b o lo id ę  I f t ip e rb o lic z n ą  ( r y s ,  202) ,

Do p o w ie rz c h n i s to p n ia  d ru g ie g o , ze w zg lędu  
na swe ró w n a n ie , n a le ż y  s to ż e k  e l ip t y c z n y .  Równanie 
s to ż k a  e l ip ty c z n e g o ,  k tó re g o  w ie rz c h o łe k  z n a jd u je  s ię  
w p o c z ą tk u  u k ła d u  w y p ro w a d z iliś m y  na s t r *  346 o trzym u­

ją c

S pośród  w alców  do p o w ie rz c h n i s to p n ie  d ru g ie g o  n a le ż ą  
w a le c  e l ip t y c z n y ,  w a le c  h ip e r b o l ic z n y  i  w a lec  pa rabo­
l ic z n y c h ,  k tó r y c h  ró w n a n ia  w p o s ta c i

2 2 x  . ŷ  = 1 -  d la  w a lca  e l ip ty c z n e g o ,
a b

—7  -  “W = 1 -  d la  w a lca  h i  p e r  b o l i  c z ae go
ar b^

2
y  = 2px -  d la  w a lca  p a ra b o lic z n e g o ,

u z y s k a liś m y  na s t r ,  340
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7 . K la s y f ik a c ja  p o w ie rz c h n i s to p n ia  d ru g ie g o »

Każdą p o w ie rz c h n ię  p rz e d s ta w io n ą  rów nan ie®  po­
s t a c i

g d z ie  n ie  w s z y s tk ie  w s p ó łc z y n n ik i a ^  w w yrazach  
s to p n ia  d ru g ie g o  są je d n o c z e ś n ie  równe z e ru ,  nazy­
wamy p o w ie rz c h n ią  s to p n ia  d ru g ie g o »  P odo bn ie , ja k  
to  m ia ło  m ie js c e  d la  równań l i n i i  s to p n ia  d ru g ie g o , 
ró w n ie ż  w p rzyp a d ku  p o w ie rz c h n i s to p n ia  d ru g ie g o  
można ró w n a n ia  ty c h  p o w ie rz c h n i sp ro w a d z ić  p rz e z  
p rz e s u n ię c ie  ró w n o le g łe  i  o b ró t  u k ła d u  Oxyz do p ro s -  
t e j  p o s ta c i o
S zczegó łow ą d y s k u s ję  równań p o w ie rz c h n i s to p n ia  
d ru g ie g o  p o d a ją  o b s z e rn ie js z e  p o d rę c z n ik i g e o m e tr i i  

a n a l i t y c z n e j» T u ta j og ran iczym y s ię  t y lk o  de w y l ic z e n ia  

w s z y s tk ic h  n a jp ro s ts z y c n  p o s ta c i równań s to p n ia  d ru g ie g o , 
do ja k ic h  d o jd z ie m y , s to s u ją c  do ró w n a n ia  (2 0 ) odpo­
w ie d n ie  p rz e s u n ię c ie  ró w n o le g łe  i  o b ró t  u k ła d u  w spó ł­
rz ę d n y c h . Celem u z y s k a n ia  ła tw e g o  p rz e g lą d u , p o d z ie ­
l im y  w s z y s tk ie  ró w n a n ia  p o w ie rz c h n i w p r o s te j  p o s ta ­
c i  na t r z y  g rupy»
Grupa I . ?

2 2  2
al l x  +a22*^ +a33z >2a -2 xy 'fr2a1^xz^2© 2^yz>

( 20 )
+ 2a14x  + 2&2ą$  + Z a ^ z  + aĄĄ ^  0 }

2
1  "  ~2  s  1 »

c

g d z ie  £ równa s ię  +■ 1 lu b  -  1»

Równanie 1 /  p rz e d s ta w ia  e l ip s o id ę  rz e c z y w is tą  d la  
£ ® + 1 , u ro jo n ą  d la  £ = -  1 .
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Równanie 2 /  p rz e d s ta w ia  h ip e rb o lo id ę  jednopow iokow ą 
d la  £ ~ + 1 , dwupowłokową d la  E = “ 1»
Równanie V  p rz e d s ta w ia  p a ra b o lo id ę  e l ip ty c z n ą
d la  $ s h ip e r b o l ic z n ą d la  £ *  -1

Grupa
2

11«
2 2 2 „ 2

1 7 * 2
a

*  4 ~ Ł ~2  “ 0* 
e

2 /
7  ł  b5  = £ ’

x 2
y  7 - i

■ ^  , 4 / x Ł -  2az

Równanie 1 /  p rz e d s ta w ia  s to ż e k  d la  t  = + 1$ p u n k t 
( 0 ,0 ,0 )  d la  £ a - l .
Równanie 2 /  p rz e d s ta w ia  w a le c  e l ip ty c z n y  d la  £ *  + 1 , 
w a le c  e l ip t y c z n y  u ro jo n y  d la  £ » =1 

Równanie 3 /  p rz e d s ta w ia  w a le c  h ip e r b o l ic z n y , a równa­
n ie  4 /  w a le c  p a ra b o l ic z n y *

Grupa I I I .
2 2

v  h  -  *  h  = oa b

Równanie 1 /  p rz e d s ta w ia  d la  ę  -  +1 dw ie p ła s z c z y z n y
p rz e c in a ją c e  s ię

I  - i  '  o. I  * s * o.
a d la  £ *  -1  ró w n a n ie  1 /  j e s t  s p e łn io n e  t y lk o  p rz e z  
p u n k ty  o w s p ó łrz ę d n y c h  x  » 0 ,  y  -  0 ,  z =  d o w o ln e j 
l i c z b i e ,  p rz e d s ta w ia  w ię c  oś z.,
Równanie 2 /  p rz e d s ta w ia  d la  S = +1 dw ie p ła s z c z y z n y
ró w n o le g łe

x  -  a , x  ® - a ,

2 /  x 2 ~ £ e "  = Q

dla £ s -1  -  utwór' urojony .
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§ 31o POWIERZCHNIE•PROSTCKRESŁSB 

STOPNIA DRUGIEGO

1« P o w ie rz c h n ie  p ro s to k re ś ln e «
P o w ie rz c h n ia  nazywa s ię  p r o s t o k r e ś l n ą ,  

j e ż e l i  p rz e z  każdy j e j  p u n k t p rz e c h o d z i p ro s ta  c a łk o w i­
c ie  n a le żą ca  do t e j  p o w ie rzch n i®

Z poznanych p o w ie rz c h n i s to p n ia  d ru g ie g o  p o w ie rz c h ­
n ia m i p ro s to k re ś ln y m i są s to ż e k  e l ip ty c z n y  i  w s z y s t­
k ie  walce® Wykażemy, że ró w n ie ż  h ip e rb o lo id e  je d n o -  
powłokowa i  p a ra b o lo id a  h ip e rb o l ic z n a  są p o w ie rz c h ­
n ia m i p ro s to k re ś ln y m i *

2» P ro s to k re ś ln o ś d  h ip e r b o lo id y  .iednopow łokow e.i,
N ie c h  b ę d z ie  dana h ip e r b o lo id e  jednopow łokow a

2 2 2
+ -  1 ( 1 )

a c

Równanie ( i )  możemy n a p is a ć  w p o s ta c i
.2 2 

1 -  i y ,  
b 2

x 2
7

z
7

a d a le j  w p o s ta c i

CX z
) i

z
) » (1  -  £ ) ( i+  j j )  (2 )

J e ż e l i  te r a z  weźmiemy pod uwagę ró w n a n ia

x I)  A «( a 1 -

z _ 
c ( i  + A »

( 3 )

t o  ró w n a n ia  t e  d la  k a ż d e j w a r to ś c i A p rz e d s ta w ia ją  
p ła s z c z y z n y  p rz e c in a ją c e  s ię  , o k r e ś la ją  w ię c  p ro -

— — ■—— ■— 1 ■■ —  A B C
x /  Łatw o s p ra w d z ić , że d la  A #  0 j e s t  - Ł  £ - Ł  # - i ,

Op ^2

a d la  A = 0 ró w n a n ia  (3 ) p rz y jm u ją  p o s ta ć  1 - ^ - 0 ,
X Z
g ^  * 0  i  wobec te g o  p rz e d s ta w ia ją  te ż  dw ie  p ła s z ­
czyzny n ie ró w n o le g łe .
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s tą  w p r z e s t r z e n i .

R ugu jąc X  z rów na li (3 ) p rz e z  pom nożenie ty c h  rów ­
nań s tro n a m i,  otrzym am y ró w n a n ie  ( 2 ) ,  S tąd  w n io s e k , 
że każdy p u n k t p r o s te j  ( 3 ) ,  n ie z a le ż n ie  od w a rto ś ­
c i  X  , s p e łn ia  ró w n a n ie  h ip e r b c le id ^  je d n o p o w ło k o w e j. 
Na h ip e r b o lo id z ie  C l) le ż y  w ię c  c a ła  ro d z in a  p ro s ty c h  
o k re ś lo n y c h  ró w n an ia m i ( 3 ) .

P ro s te  te  p r z e c in a ją  e l ip s ę

(4 )

k tó r a  j e s t  p rz e k ro je m  h ip e r b o lo id y  (1 ) z p ła s z c z y z n ą  
xy-, ic h  bowiem p u n k ty  p r z e b ic ia  z p ła s z c z y z n ą  x y  ma­
j ą  w sp ó łrzę d n e

„  _  2 A .  _________  1 -  A2 , _ 2  _ ... „x  — —------w— a y  -  o z — 0
1 +  A 2  1 +  A 2

i  ja k  ła tw o  s p ra w d z ić  ra c h u n k ie m , s p e łn ia ją  równa­
n ia  e l ip s y  ( 4 ) .
Gdy zm ien iam y A  w ró w n a n ia ch  ( 3 ) ,  t o  p ro s ta  ta  p o ru -  
sza s ię  po e l i p s ie  (4 ) i  z a k re ś la  h ip e r b o lo id ę .  
P ro s tą  (3 ) nazywamy t w o r z ą c ą  h i p e r ­
b o l  o i  d y  je d n o  p o w ło ko w e j.

J e ż e l i  z k o le i  weźmiemy pod uwagę ró w n a n ia

2Ł -  *  = ( i
a c ' f-

(5 )
/ < c f  s  i  -

t o  ró w n a n ia  t e ,  podobn ie  ja k  ró w n a n ia  ( 3 ) ,  o k re ś la  
j ą  ro d z in ę  p ro s ty c h  n a le ż ą c y c h  do h ip e r b o lo id y  (1 ) 
T w ie rd z e n ie : P rzez  każdy p u n k t h ip e r b o lo id y  (1 ) 
p rz e c h o d z i je d n a  p ro s ta  ń a le ż ą c a  do ro d z in y  (3 ) i  
je d n a  p ro s ta  do ro d z in y  (5 )  ( r y s a 203)»

Dowód: N ie ch  p u n k t pQ( x 0 »y0 »z 0 > n a le ż y  do h ip e r ­
b o lo id y ,  w ted3'  mamy

x „
( - 2a

z^ z „
(1 -  ) .  (1  + £p)

o
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y o
S pośród  czynn ików  1 -  ■g— , 
1 + p rz y n a jm n ie j je d e n  
j e s t  ró ż n y  od z e ra ; j e ż e l i

y o ,
1 + r — $  0 ,  t o  b io rą c

A s  (
X z

2  + -O ) 
a c 7

n  *  y oCl +• )

w ró w n a n ia ch  ( 3 ) ,  otrzym am y 
p r o s tą

Byś» 203

< 1 + f>a + Ja> - u + f) ( ia + g£) ,
'■ !f '  i  , ł

p rzecho dzącą  p rz e z  p u n k t P0 ( x Qjy c , z o) » gdyż p u n k t

te n ,  ja k  to  w yn ika  z b e zp o ś re d n ie g o  p o d s ta w ie ­
n ia  je g o  w sp ó łrzę d n ych  do rów na li badane j p r o s t e j *  s p e ł­
n ia  j e j  ró w n a n ia .
P rz y jm u ją c  x  s

/ * * < - §  “  ć 2 ) » c i  +

w ró w n a n ia ch  ( 5 ) ,  otrzymam y p ro s tą

( i  -  2 )  ( i
'a  c /v Ś (1  + (

X ,

a
0 V

F "  } *

( -'a 5 )C—c a -£)c ' (1 !) a
p rzecho dzącą  ró w n ie ż  p rz e z  p u n k t P ,O
Z udowodnionego tw ie rd z e n ia  możemy wysunąć n a s tę p u ją ­
cy  w n io s e k t Ponieważ p ro s te  je d n e j ro d z in y  n a le ż ą  
w c a ło ś c i  do h ip e r b o lo id y  (1 ) d. p rz e z  każdy p u n k t 
h ip e r b o lo id y  p rz e c h o d z i t y lk o  Z jedna p ro s ta  r o d z in y ,  
w ię c  p ro s te  n a le żą ce  do je d n e j ro ^ ę in y  n ie  p rz e c in a ­
ją  s ię ,  c z y l i  są względem s ie b ie  skośne*
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5• Prostokreślność paraboloidy h ip e r b o l ic z n e i .
Niech będzie dana pareboloida h ip e rb o l ic z n a

2 2
4  -  2 z ,

x
7 (6)

k tó re j równanie możemy też napisać w p o s ta c i

( ) (a b

Biorąc pod uwagę równania

A ( a 2 z

2 z

(7 )
x
a 4- X 

D
o raz

x
I i  - / *

/ *  < 1 *  J >  s  2 z
(8 )

stwierdzamy, podobnie jak w przypadku h ip e r b o lo id y , że

każdy z ty c h  układów  
p rz e d s ta w ia  p ro s te ,  
k tó r y c h  p u n k ty ,  n ie ­
z a le ż n ie  od w a r to ś c i 
param etrów  A lu b JU, 
s p e łn ia ją  ró w n a n ie  
( 6 ) ,  a w ię c  o k re ś la  
ro d z in y  p ro s ty c h  na­
le ż ą c y c h  do p a ra b o - 
lo id y  h ip e r b o l ic z n e j  

( r y s . 2 0 4 ).

P ro s te  te  p r z e c in a ją  p a ra b o lę
2 „ 2 x £ = 2a z

' * (9 )
y  -  0

k tó ra  j e s t  p rz e k ro je m  p a ra b o lo id y  (6 )  z p ła s z c z y z n ą  
x s ,  ic h  bowiem p u n k ty  p r z e b ic ia  z p ła s z c z y z n ą  xy  ma­
j ą  w sp ó łrzę d n e  równe od pow ie dn io
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x « a A O, A 2 M  2~*r- lu b  x=a ytó , y= 0 , z= —

1 s p e łn ia ją  ró w n a n ia  (9)®

Można w ykaza ć f że p rze z  każdy p u n k t p a ra b o lo id y  (6 ) 
p rz e c h o d z i t y lk o  je d n a  p ro s ta  z k a ż d e j r o d z in y  
(7 ) i  ( 8 ) .

\
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R O Z D Z I A Ł  71I I

PRZEKSZTAŁCENIA GEOMETRYCZNE 

§ 32. POJĘCIE PRZEKSZTAŁCENIA

1. Po.iecie przekształcenia geometrycznego,.

J e ż e li każdemu punktowi P zbioru punktów Z (na 
p ro s te j, na płaszczyźnie lub w p rzes trzen i) przypo­
rządkowano na mocy pewnego prawa (przepisu) po je ­
dnym punkcie P f zbioru Z* , to  mówimy, że je s t  
określone p r z e k s z t a ł c e n i e  l ub 
o d w z o r o w a n i e  geometryczne.

Przyporządkowanie ta k ie  będziemy oznaczali sym­
bolem f , pisząc

P* » f  (P)

Z określenia wynika,, że przekształcenie je s t uogól­
nieniem pojęcia fu n k c ji,  w którym zbiory liczbowe 
zastąpiono zbiorami punktów,

Punkty P zbioru Z nazywamy punktami p i e r ­
w o t n y m i  l ub o r y g i n a l n y m i ,  a 
odpowiadające im punkty P* zbioru Z s Ich  o b r a ­
z a m i .

J e ż e li mamy substancję, która pokrywa pewien 
obszar p łask i lub wypełnia pewien obszar przestrzen­
ny i  substancję tę  zdeformujemy, to  deformacja ta  
je s t przykładem przekszta łcen ia , w którym każdy punkt 
substancji z pierwotnego położenia przeszedł w nowe
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na skutek odkształcenia»
J e ż e li przekształcenie je s t tego rodzaju , że 

każdy punkt P zbioru Z je s t  zarazem swoim obrazem, 
to przekształcenie nazywa s ię  przekształceniem  
t o ż s a m o ś c i o w y m »

J e ż e li dane przekształcenie posiada tę  włas­
ność, że każdym dwom różnym punktom P-̂  i  Pp zbioru Z 
odpowiadają odpowiednio dwa różne punkty i  P | zbio­
ru  Z ’ , c z y li je ż e l i  przekształcenie je s t przyporządko­
waniem wzajemnie jednoznacznym, to is tn ie je  p r z e k ­
s z t a ł c e n i e  o d w r o t n e  do danego prze­
kształcenia» Przekształceniem odwrotnym do danego na­
zywamy przekształcenie przyporządkowujące obrazom P‘ 
zbioru Z ’ ich  punkty pierwotne P zbioru Z»

Przekształcenie odwrotne względem przekszta ł­
c i

cenią f  oznaczamy symbolem f  , c z y li je ż e l i  prze­
kształcen ie

P* » f  (P)

je s t  odwracalne, to

CP’ )

2« Przykłady przekształceń geometrycznych» 
Przykład 1:

Niech w płaszczyźnie Oxy wzory

= a + x 

y f ~ b + y
(1 )

o kreś la ją  przekształcenie geometryczne.
Na podstawie tych wzorów punktowi P (x ,y ) przy­

porządkowany je s t  punkt P* (x *  a , y + b) t .zn .p u n k t, 
który otrzymamy z punktu P przez przesunięcie równo­
le g łe  wyznaczone wektorem PP* { a ,b |  .
J e ż e li dana je s t w płaszczyźnie Qxy fig u ra  F 
(zb ió r punktów) i  każdemu punktowi P fig u ry  F przy­
piszemy w sposób określony wzorami (1) punkty Ps , to 
otrzymamy fig u rę  F* ,  która je s t przesunięciem równo­
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ległym fig u ry  F ( r y s *  20$),

Rys* 20$

P rz e k s z ta łc e n ie  
o k re ś lo n e  wzo­
ra m i CD nazy­
wamy p r z e ­
s u n i ę c i e m  

r ó w n o l e ­

g ł y m .
J e ż e l i  z b ió r  
F j e s t  c a łą  
p ła s z c z y z n ą , t o  
w zory  (1 ) o k re ś ­

l a j ą  p r z e k s z ta ł­
c e n ie  p ła s z c z y ­
zny w s ie b ie  
p rz e z  p rz e s u n ię ­

c ie  ró w n o le g łe *

Wzory w ię c  CD możemy g e o m e try c z n ie  in t e r p r e t o ­
wać dw o jako :

X s Jako  w zory  o k re ś la ją c ©  z w ią z k i m iędzy w s p ó łrz ę ­
dnym i te g o  samego p u n k tu  w dwóch ró ż n y c h  u k ła ­
dach w sp ó łrz ę d n y c h  Gacy i  0 *x»y® , z k tó r y c h  
je d e n  j e s t  ró w n o le g łym  p rz e s u n ię c ie m  d ru g ie ­
go.

2 °  Jako  w zo ry  o k re ś la ją c e  p rz e k s z ta łc e n ie  geome­
t ry c z n e *  W t e j  i n t e r p r e t a c j i  p rz y  n ie z m ie n io ­
nym u k ła d z ie  w s p ó łrz ę d n y c h  z m ie n ia ją  s ię  pun­
k t y  -  p u n k to w i (x y )  z o s ta je  p rz y p o rz ą d k o w a ł^  
o b ra z  ( x #y 9) ,  f ig u r a  F d rogą  p rz e s u n ię c ia  rów­
n o le g łe g o  p rz e c h o d z i w f ig u r ę  F * •

P rz y k ła d  2* N ie ch  w p ła s z c z y ź n ie  Qxy b ę d z ie  
o k re ś lo n e  p r z e k s z ta łc e n ia :

x® ® x  cos oc -  y  s in  o t  , 

y® *  x  s in o *  + y  cos o* ,
( 2 )

W yka jg p y , że w zo ry  (2 ) p rz y p o rz ą d k o w u ją  p u n k to w i P (x ,y )
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p u n k t P*(:c9y 9) , k tó r y  o trzym u jem y z p u n k tu  P p rz e z  o b ró t
te g o  p u n k tu  d o k o ła  p o czą tku

»4

u k ła d u  o k ą t  o t ( r y s o2 0 6 ) . 

I s t e t n i e ,  j e ż e l i  pu nk t 

P* j e s t  punktem  uzyska ­
nym s p u n k tu  P p rze z  
o b ró t  d o k o ła  p o c z ą tk u  
u k ła d u  o k ą t  oc i  r  

o ra z  ip są  w s p ó łrz ę d ­
nym i b iegunow ym i 

—9»* p u n k tu  P , t o  w s p ó łrz ę -  
dpym ib iegunow ym i pun­
k tu  P® są r  i  cj> + oC , 
Wówczas na p o d s ta w ie

zw iązków  m iędzy w sp ó łrzę d n ym i b iegunow ym i i  p r o s to ­
k ą tn y m i p u n k tu  mamy

o ra z

x  ® r  cos ^  y

x 9 *  r  cos ( j? + o C ) 8 y i  3 r  s in  ( ( f + o C ),

Stąd

x 9 s  r  cos  J0 cos o t -  r  s in  s in  oC = x  cos oc - y  s in  OC

y  i  s  2» cos < f s in  o t ♦  r  s in  cos oc *  x  s in  O C  + y  cos oc ,

c z y l i  p u n k t P* Cx*y *) o k r e ś la ją  w zory  ( 2 ) .
J e ż e l i  w p ła s z c z y ź n ie  Oxy dana je s t  f ig u r a  F i  

każdemu p u n k to w i P f i g u r y  F p rzyp isze m y  ja k o  o b ra ­
zy p u n k ty  P B w sposób o k re ś lo n y  w zoram i ( 2 ) ,  t o  o t r z y ­
mamy f ig u r ę  F * ,  k tó r a  p o w s ta je  z f ig u r y  F p rz e z  
o b ró t  d o k o ła  p o c z ą tk u  u k ła d u  o k ą t  oc (rys®  2 0 7 ) . 
P rz e k s z ta łc e n ie  o k re ś lo n e  w zoram i (2 ) nazywamy 

o b r o t e m »  J e ż e l i  z b ió r  F s ta n o w i c a łą  p ła s z c z y z ­
n ę , t o  w zory  (2 )  o k r e ś la ją  p r z e k s z ta łc e n ie  p ła s z c z y z ­
ny w s ie b ie  p rz e z  o b ró t*

P odobn ie ja k  w p r z y k ła d z ie  1* w zory  (2 ) możemy i n ­
te rp re to w a ć  dw o ja koz

1 °  ja k o  w zory  o k r e ś la ją c e  z w ią z k i m iędzy  w sp ó ł­
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rzędnymi tego sa­
mego p u n k tu  w 
dwóch różą?eh 
układach współ­
rzędnych Qxy i  
Ox’ y s’ » z których 
jeden powestał z 
d ru g ie g o  p rz e z  
obrót dokoła 
p u n k tu  0%

2° ja k o  wzo­
r y  o k re ś la ją c e  
p rz e k s z ta łc e n ie

ge o m e tryczn e . W tym  u ję c iu  p rz y  n ie zm ien io nym  u k ła d z ie

w s p ó łrz ę d n y c h  z m ie n ia ją  s ię  p u n k ty  -  p u n k to w i ( x sy5 zo 
s ta je  p rzyporządkow any ob raz  ( x » y i ) g a f ig u r a  F d ro ­

gą o b ro tu  p rz e c h o d z i w f ig u r ę  F * .
P rz y k ła d  3» ‘wzory

y9

y 9 -

(3 )
= - y

p rz y p o rz ą d k u ją  p u n k to w i 

P ( x sy )  p u n k t P 9( x % y s) ,  
k tó r y  j e s t  sym etrycznym  

o d b ic ie m  p u n k tu  P w o s i  

x  ( ry s o  208)» 
P rz e k s z ta łc e n ie  o k re ś lo n e  

w zoram i (3 )  nazywamy s y ­
m e t r i ą  w z g l ę ­

d e m  o s i  x®
P ro s tą  p o ró w n a n iu

y  ® x  -  3
p r z e k s z ta łc a ją  w zo ry  (3 )

-  x 9 ♦  3



O k r ą g ,  K o rów nan iu .

( x  -  3 ) 2 ♦ iy  -  2 ) 2 s  2 952

p rz e c h o d z i po za s to s o w a n iu  wzorów (3 )  w o k rą g  
ró w n a n iu

( x 9 -  3 ) 2 *  i y 9 ♦ 2 ) 2  s  2»52

w zory (3 ) możemy ró w n ież -u w ażać  za z w ią z k i m iędzy 
w sp ó łrzę d n ym i te g o  samego p u n k tu  dwóch uk ładów  
w s p ó łrz ę d n y c h  Oxy i  Ox8y %  k tó r y c h  o s ie  x  i  x *  p o k ry ­

w a ją  s ię  i  p o s ia d a ją  zgodne z w ro ty 9 a o s ie  y  i  y *  po­
k ry w a ją  s ię  i  m ają z w ro ty  p rz e c iw n e «

P rz y k ła d  4o Z k o le i  za jm iem y s ię  p rz e k s z ta łc e ­
n iem  zwanym je d n o k ła d n o ś c ią o  N ie ch  w p ła s z c z y ź n ie  u k ła ­
du Gxy b ę d z ie  dany punk i, S (x Q9y 0 ) i  l ic z b a  k  #  0» 
P rzypo rząd ku jem y każdemu p u n k to w i P ( x 9y )  p ła s z c z y z n y  

p u n k t P B( x % y 9) 9 s p e łn ia ją c y  warunek

SPS s  k  I F

S to s u ją c  tw ie rd z e n ie  o w sp ó łrz ę d n y c h  w e k to ra  pomnożone­
go p rz e z  l ic z b ę  s o trzym u jem y w zory

X 9 -  x Q *  k ( x  -  x Q) 

y* “  y0 s  k ( y  -  yQ).

lu b
X 8 s  x Q -i- k ( x  -  X Q)

y® s  y 0 *  k (y  -  y 0) . .
( 4 )

k tó r e  o k r e ś la ją  p r z e k s z ta łc e n ie  zwane j  e d a  o -  
k ł a d n o ś c i ą e P unkt S nazywa s ię  środkiem , 
je d n o k ła d n o ś c i,  l i c z b a  k « s t o s u n k i e m  j e -  

d a o f c ł a d n o ś c i o
J e ż e l i  k >  0 & to  p u n k t P 8 le ż y  ne p r o s te j  SP 

po t e j  s t r o n ie  p u n k tu  S s co p u n k t P 9 p rz y  czym s j e ­
ż e l i  k <  1 9 t o  P 8 le ż y  m iędzy S i  P 9 gdy k  >  1 poza 
o d c in k ie m  SP| gdy k  »  1 9 t o  ? 8 pokryw ę ś lę  z punktem  

P , c z y l i  p r z e k s z ta łc e n ie  j e s t  tożsam ośc iow e* Sposób
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p r z e k s z ta łc a n ie  s ię  punktów  ? w p u n k ty  P* p rz y  k « 2 
21 k  ® » p o k a z u je  ry s u n e k  209 a i  b e

J e ż e l i  k  <  O* to  p u n k t 

P f le ż y  na p r o s te j  SP 
po p rz e c iw n e j s t r o n ie  
p u n k tu  S 9 co p u n k t Po 
J e ż e l i  k 3 - 1 ,  t o  p rz e ­
k s z ta łc e n ie  (4 ) nazywa­
my ró w n ie ż  s y m e tr ią  ś ro d ­
kową , a p u n k t S ś rodk iem  
s y m e tr ii®
S y m e tr ia  środkow a je s t  
z re s z tą  te ż  szczegó lnym  
wypadkiem  o b ro tu ,  m iano­
w ic ie  o b ro tu  o k ą t 3T do­
k o ła  p u n k tu  So 
J e ż e l i  ś ro d e k  je d n o k ła d -  
n o ś c i um ieśc im y w p o c z ą t­
ku u k ła d u 9 t o  w zory  (4 ) 
p rz y jm ą  p o s taó

x -  k x 
y  s  k y

W zory (4 ) możemy te ż  i n ­

(5 )

Rys® 209

te rp re to w a ć  ja k o  z w ią z k i m iędzy  w s p ó łrzę d n ym i te g o  sa­
mego p u n k tu  dwóch uk ładów  Gxy i  0®x®ytl® W t e j  i n t e r ­
p r e t a c j i  p o c z ą tk ie m  u k ła d u  O ^ y ®  je s t  p u n k t S i  p rz y  

k >  Q o s ie  x  i  y  są z g o d n ie  ró w n o le g łe  a p rz y  k <  0 
n ie z g o d n ie  ró w n o le g łe  z o s ia m i x 9y  o ra z  w e k to ry  j e ­
dnostkow e T*  i  J ! u k ła d u  0 9x»y» są pod względem d łu ­
g o ś c i pow iększen iem  lu b  p o m n ie jsze n iem  w ekto rów  i  i  3  
w z a le ż n o ś c i od te g o ,  czy 1 k j  >  1 8 czy te ż  | k |  <  1 .

W podanych p rz y k ła d a c h  p rz e k s z ta łc e ń  w ym ien iono 
t y lk o  p r z e k s z ta łc e n ia  p ła s z c z y z n y 9 podobn ie  o k re ś la ­
ją  s ię  p r z e k s z ta łc e n ia  p r z e s t r z e n i  u k ła d u  Oxyz®

I  ta k  w zory
x 9 «  x * a f y® -  y+b» z* s  z * c
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o k r e ś la ją  p rz e s u n ię c ie  ró w n o le g łe j 
w zo ry

X® 31 x  coa <x 1 + y  cos c*2 + z cos oC ̂

y® s  x  coa |3 ^  -&• y  cos | l 0 ♦ z cos ¿5 ̂

z p s  X  coa f  1 + y  cos 1*2 +  a cos y  ̂

o k r e ś la ją  o b ró t*  
w zory

x® ~  x ,  y *  = y ,  z® *  -  z

o k r e ś la ją  s y m e tr ię  względem p ła s z c z y z n y  x y , 
w zory

x s •" - X ,  y® s  - y ,  z* *  -  z

o k r e ś la ją  s y m e tr ię  środkową o ś ro d k u  s y m e t r i i  w po» 
c z ą tk u  u k ła d u j, a w zory

x® a k x 9 y 8 = k y ,  z ? “  k z

jednakowośće
W zory te  p rzyp o rz ą d k o w u ją  każdemu p u n k to w i 

P ( x 9y ?z) p u n k t P® o w sp ó łrz ę d n y c h  x %  y ^ z 8, a  
w ię c  o k r e ś la ją  p r z e k s z ta łc e n ie  p r z e s t r z e n i .

§ 33o PRZEKSZTAŁCENIA AFINICZNE

i *  O k re ś le n ie  p r z e k s z ta łc e n ia  a f in ic z n e g o .
Z k o le i  za jm iem y s ię  pewną o g ó ln ie js z ą  g ru p ą  

p r z e k s z ta łc e ń ,  k tó r a  ob e jm u je  w s z y s tk ie  w ym ien ione  

w poprzedn im  u s tę p ie  p r z e k s z ta łc e n ia  ja k o  p rzyp a d ­
k i  s z c z e g ó ln e , pod w spó lną  nazwą p r z e k s z t a ł ­
c e ń  a f i n i c z n y c h  l u b  p o w i n o ­
w a c t w a .

P rz e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e  p r z e s t r z e n i  u k ła d u  
Oxyz o k re ś la  s ię  a n a l i t y c z n ie  w zoram i

x s = a ^x  + b^y *  c^z  +- d^

y® = aux. + b2y  + + ¿2

z 9 = a ^x  + b^y  + c^z  + d^
(1 )
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a p r z e k s z ta łc e n ia  a f in ic s n e  p ła s z c z y z n y  u k ła d a  Oxy w zora ­

m i
x 8 3 a ^x  +  b ^y  ♦  &j

( 2 )
y 9 “  &2% + b2y  + %

g d z ie  o d p o w ie d n io  x , y ,  z lu b  x *y  o zn a cza ją  w s p ó łrz ę ­
dne p u n k tu  p ie rw o tn e g o  a x 9y sz 9 lu b  x 8y 8 -  w s p ó łrz ę ­

dne je g o  o b ra z u 0
P rzede w s z y s tk im  nasuwa s ię  p y ta n ie , j a k i  w aru­

nek m usi być s p e łn io n y ,  by dane p rz e k s z ta łc e n ie  e f i -  
n ic z n e  p o s ia d a ło  p r z e k s z ta łc e n ie  odw ro tne  t ez n e by 
o d w ro tn ie  każdemu p u n k to w i P%  trak tow anem u ja k o  
o b ra z  p u n k tu  P , można p rzyporządkow ać w sposób je ­
dnoznaczny p u n k t P®
B ę d z ie  to  m ia ło  m ie js c e  t y l k o  w te d y , gdy u k ła d  rów­

nań

a 1x+b1y + c 1z - x f - d i  »  x 8 -  d1

a2x+b2y + c 2z = y s- d 2 ^  lu b  a2x+b2^ s  “  d2

a jX + b ^y + c ^z 3 z

d la  każdych  w a r to ś c i p raw ych  s t r o n  b ę d z ie  p o s ia d a ł 

jed nozn aczne  ro zw ią za n ia ®
Wobec te g o  w arunkiem  kon iecznym  i  dos ta tecznym  

o d w ra c a ln o ś c i danego p r z e k s z ta łc e n ia  a f in ic z n e g o  j e s t ,  
by odpow ie dn io  w yzn a czn ik

\  * b l  9 °1

a2 s» ^2 9 c2

9 » c 3

lu b
al  » b l

&2 *

b y ł  ró ż n y  od zera® W tedy d la  każdych  x * y * z * lu b  x 8y 8 
u k ła d  (3 ) w z g lę d n ie  (4 ) p o s ia d a  jednoznaczne  ro z w ią z a ­

n ie  p o s ta c i 
x  = a | x s+ b £ y *+ c £ z s+ d |

y  = a2x ’ +bi y , + c i z ,+ d l  C5) lu b  

z = a^x»+b^y  ®+e^z’ -t-d^

x  ® a£x*+b£y-*+d£ 

y  *  ©^x*"H>|y *+d^
(6)
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S zczegó łow y ra chun ek  w p rzyp a d ku  u k ła d u  (4 ) p rze d s ta w i©  
s ię  n a s tę p u ją c o ; 

x 1

X -

'  ■ dl>  b l

y 9 “  ¿2» b2 (x » -d 1 )b :>- ( y , -ć U )b 1 h? b1
& « »Jk j t * — .»Jt -„•'»<«

dl b2 “  d2b l
4

al s x p «dL

a2 * y s ~d2 a1 ( y 9-”d2 ) -& 2 ( x i - d 1 )
«roS X 9 y  9 +

a-^d2 ap d-j

O znacza jąc  w uzyskanych  w y ra ż e n ia c h  na x  i  y  w spó ł»  
c z y n n ik i  p rz y  x 9 I  y *  o ra z  w yrazy  w o lne  od po w ie d n io  
p rz e z  a |  . o«® ®ĆL̂ s otrzym am y w y ra ż e n ia  p o s ta c i ( 6 K

J e ż e l i  w ię c  p r z e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e  je s t  odwra­
c a ln e  8 t o  p r z e k s z ta łc e n ie  odw ro tne  je s t  ró w n ie ż  p rze »  
k s z ta łc e n ie m  a fin ic z n y m ®  W ynika to  z p o s ta c i wzorów 
(5 ) i  ( 6 ) ,  o k re ś la ją c y c h  p rz e k s z ta łc e n ie  odwrotne®

2 e W ła s n o ś c i p r z e k s z ta łc e n ia  a fin ic z n e g o ®
Zajm iem y s ię  w ła s n o ś c ia m i p r z e k s z ta łc e n ia  a f i -  

n ic z n e g o  (pow inow actw a) (1 ) i  (2 )  w p rzypadku ,, gdy wy» 
z n a c z n ik  4» 9 zwany w y z n a c z n i k i e m  

p r z e k s z t a ł c e ń  i  8 j  j e s t  r,óżąy pd  ,£££$«
M ając dane p rz e k s z ta łc e n ie  (1 ) możemy je  p rz y  

pomocy punktów  p o ś re d n ic h  P* * ( x * 9 „y  » t z ło ż y ć
z dwóch p r z e k s z ta łc e i ir

x , , s  a ^ x  *  b ^y  + c^z  x 9 c  x , ł  + d-,

y»»»a2x  + b 2y  + c2z i  y» s  y *»  + d?

z * i3la , x  + b ^y  +• c ^z  z* = z 98 +

P odobn ie  p r z e k s z ta łc e n ie  (2 ) możemy z ło ż y ć  z p rz e »  
k s z ta łc e ń
x * *®©1x  + b-j^y x s s  x ss + dx

y 9p5Sa2x + b2y 1 y* & y»» + d£
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P ostępu jąc  w te n  sposób„ p rzeksz ta łca m y n a jp ie rw  
punk t P (x ,y  ¡.z) w p u n k t P 5S( x ?% y ?% z 98)» a te n  d o p ie ro  
w punkt P 8(x %  y %  z f )» Tak samo na leży  ro zu m ie ć  z ło ­
żen ie  p rz e k s z ta łc e n ia  na p ła szczyźn ie »
D ru g ie  z ty c b  dwóch p rz e k s z ta łc e ń  je s t  p rzesu n ię c ie m  

rów no leg łym , okreś lonym  wektorem f  d -^ d g 9<H f  w u^ s d z ie  
Qxyz i  wektorem {  d j ?d? |  w u k ła d z ie  Qxy»

Wobec te g o  d la  poznan ia  w ła s n o ś c i p r z e k s z ta ł­
ce n ia  a f in ic z n a g o  w ys ta rczy  rozw ażyć p r z e k s z ta łc e n ie  
p ie rw s z e 8 k tó re  je s t  szczególnym  p rzypadk iem  p r z e k s z ta ł­
c e n ia  (1 ) e gdy d^ *  dg & d^ *  0 
Badamy zatem p rz e k s z ta łc e n ie

x s s  a7 x^b^y+c1z x® *  a^x -*> b^y

y # *  a2x+b2y+CgZ (7 )  lub y 8 3 a2x +

z 8 s

p rz y  z a ło ż e n iu , że w yznaczn ik p rz e k s z ta łc e n ia  A  j e s t  
ró żn y  od zera®

P rz e k s z ta łc a n ie  to  je s t  o czyw iśc ie  o d w ra c a ln e ! 
w ynika  to  z rozważań poprzedn ich»  P rz e k s z ta łc e n ie  
odwrotne o k re ś la ją  w zory

x -  s £ x ® + b |y 9+ c | z * , 

y  *  a | x s-5-b£y p-frc£z8 , (9 ) lu b

z -  a ^ x s*b,|y t-^cĄz"

x  » a | x 8 -«-b^y8 -&-c-£z», 

y  -  a £ x* +b£y* +c£zp,
(10)

g d z ie  a * t o « .9 c,| są w y ło ż e n ia m i u tw o rzonym i ze w s p ó ł­
czynn ików  a -p  »«»» c.̂ ®

N a s tę p u ją ce  tw s ie rd z e n ia  u jm u ją  n a jw a ż n ie js z e  w ła s ­
n o ś c i geom e tryczne  p r z e k s z ta łc e n ia  a f in ic z n e g o :

I»  Obrazem p ła s z c z y z n y  j e ś t  p łaszczyzna®  
Bowódi J e ż e l i  dana je s t  p ła s z c z y z n a  równaniem

A x + % + G z + D = 0
g d z ie  B , C n ie  są je d n o c z e ś n ie  równe z e ru ,  t o  
p r z e k s z ta łc a ją c  p ła s z c z y z n ę  p rz y  za s to s o w a n iu  wzo­
rów  (7 ) otrzym am y n a jp ie rw
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A ( e ^ x + b , . y - i - c t  s )  + B ( a ^ + b g y + c 2 & ) -K J  ( a ^ x + b ^ y + c ^ a )  -3-D=* O »

a ?d a le j
( a-jA+agB+s.^C) x> Cb-,A+b2B-$-b 5 y •*• ( c -jA+CgB+c^C) z+D*0

Uzyskane ró w n a n ie  je s t  równaniem  p ła s z c z y z n y  gdyż 
w s p ó łc z y n n ik i p rz y  zm iennych x , y * z  c z y l i

A9 *  a-jA ♦ a2B + a^C

Bs = b-jA + b2B + b^G

Cs » c-jA *  + c^C

n ie  są  je d n o c z e ś n ie  równe u e r u 9 bowiem u k ła d  równań

a,; A + agB + a^C « 0 

b |A  + bgB *9" b^C ® 0 

c-^A S2B + c^G ® |

uważamy ja k o  u k ła d  t r z e c h  rów nań ze w zg lęd u  na A ? B„C 
ma t y lk o  ro z w ią z a n ie  A - B S C S G0 W naszym zaś p r z y -  

padku AjBęG z z a ło ż e n ia  n ie  są je d n o c z e ś n ie  równe 

ze ru»  •

2» Obi*azem p r o s te j  na p ła s z c z y ź n ie  Qxy j e s t  
p ro s ta »
Dowód» te g o  tw ie rd z e n ia  p rz e b ie g a  podobn ie  ja k  w przy-“  

padku tw ie rd z e n ia  I-g o »

3» P ła s z c z y z n y  p rz e c in a ją c e  s ię  p r z e k s z ta łc a ją  

s ię  w p ła s z c z y z n y  p rz e c in a ją c e  s ię »
Dowóds J e ż e l i  p u n k t P ( x ?y ł z ) j e s t  punktem  wspólnym  
danych p ła s z c z y z n ,, t o  p u n lf t  t e n  p r z e k s z ta łc a  s ię  w 
o b ra z  P i ( x 9y >z ) w spó ln y  obrazom ty c h  p ła szczyzn » O b ra ­
zy p ła s z c z y z n  na p o d s ta w ie  tw» 1 są p ła s z c z y z n a m i 
i  m a jąc je d e n  p u n k t w spó ln y  m a ją  p rz y n a jm n ie j p ro ­
s tą  w spó lną» O brazy p ła s z c z y z n  m a ją  t y lk o  p ro s tą  
w s p ó ln ą „ gdyby bowiem m ia ły  je s z c z e  in n e  p u n k ty  
w spó lne  t» zn «  gdyby s ię  p o k ry w a ły „ to  tym  innym  pun­
k tom  wspólnym  od p o w ia d a łyb y  dwa ró ż n e  p u n k ty  o r y g i -
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n a ln e s n a le ż ą c e  każdy do in n e j  p ła s z c z y z n y o  Obrazy 
w ię c  p ła s z c z y z n  p rz e c in a ją c y c h  s ię  są p ła s z c z y z n a m i 

p rz e c in a ją c y m i s ię

4 „ P ro s ta  w p r z e s t r z e n i  u k ła d u  Qxy& p r z e k s z ta ł­

ca s ię  w prostą« .
Dowód*. P ro s tą  w p r z e s t r z e n i  możemy uważać ja k o  p ro ­
s tą  p r z e c ię c ia  s ię  dwóch p ła s z c z y z n o  
Z t e j  uw agi i  z tw ie rd z e n ia  3 w y n ik a  s łu s z n o ś ć  tw „4«

5 .  P ła s z c z y z n y  ró w n o le g łe  p r z e k s z ta łc a ją  s ię  

w p ła s z c z y z n y  ró w n o le g łe *
Dowód.: Gdyby ob ra zy  p ła s z c z y z n  p o s ia d a ły  p u n k t w sp ó l­
ny P * ( x * , y * 9z 8) 9 t o  p ła s z c z y z n y  o ry g in a ln e  m u s ia ły b y  p rz e ­

c in a ć  s ię  w p u n k c ie  P ( x 9y 9z ) 9 k tó re g o  obrazem je s t  
p u n k t P%  co j e s t  sp rzeczne  z za łożen iem «

6 o P ro s te  ró w n o le g łe  w p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  Gxy 

p r z e k s z ta łc a ją  s ię  w p ro s te  ró w n o le g łe *

Dowód: p rz e b ią g a  podobn ie  ja k  w tw*5®

7«. P ro s te  ró w n o le g łe  w p r z e s t r z e n i  p rz e k s z ta łc a ­

j ą  s ię  w p ro s te  ró w n o le g łe *
Dowód: P ro s te  ró w n o le g łe  n a le ż ą  do je d n e j p ła s z c z y z n y  
wobec te g o  na p o d s ta w ie  tw.®!» ic h  o b ra zy  n a le ż ą  też. 
do je d n e j p ła s z c z y z n y * Obrazam i p ro s ty c h  są p r o s te 9 
p ro s te  te  n ie  mogą m ieć  p u n k tu  w sp ó ln e g o 9 bo p ro s te  
o r y g in a ln e  n ie  m a ją  p u n k tu  w spó lnego*

8 » W ektor w {w lss w2 , J p r z e k s z ta łc a  s ię  we 

w e k to r  w* o w sp ó łrz ę d n y c h

wl s  a l wl +bl V * c l w3*

* ł s  a2wl ' 5'b 2132',rc3W3 8 (1 1 )

®3 Ss3wl * b 3w2 * c 3w3 ‘
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Dowód: p rz y jm u ją c  od pow iedn ie  w sp ó łrzę d n e  d la  końca 
i  peczą .tku  w e k to ra  w możemy je g o  w sp ó łrzę d n e  w y ra z ić  
w p o s ta c i

wl * x 2- łx 9 w2 sy 2°°^ i s 3 z2“ zl

W spó łrzędne te  p rz y  z a s to so w a n iu  p r z e k s z ta łc e n ia  (7 ) 
p rzecho dzą  w

*1> •

s  a l ^ x 2“ Xl )  + b l ^ 2 “ ‘y l i  + c l ^ * 2 ” z l ^ * al wl +bl w2+cl w3®,,i

x £ "x i =el x 2+V 2 +cl z 2 (a i x i  *  V i  *  C1

“ ^ i =a2 ^ x 2“ x l  i + ' b2 ̂ 2 " y l ) +c2 ̂  z2”“ al ) Ss2wl +b2w24'c2w3~wi  

z^“ z i * a 5Cx2“x i i  +b3 (y2~y l *  +c3^ z2~z i  ̂ Sa3wl * b3w2+C3w33w3 *

9* P rz e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e  zm ie n ia  na o g ó ł 
d łu g o ś c i odc inków  i  k ą ty .

J e ż e l i  bowiem dany je s t  w e k to r  . i i  £wi s w" )  i  
w e k to r  w ’ {w-£* w£, j  j e s t  je g o  obrazem p rz y  z a s to ­
sow an iu  p r z e k s z ta łc e n ia  (T ) & t o  d łu g o ść  w e k to ra  w wy~ 
ra ż a  s ię  wzorem

|w| " V WX2 +

zaś  d łu g o ś ć  w e k to ra  w* wzorem

| “ s| s  y ~ w |2 + w |2 +

g d z ie  w £f w £, w» w y ra ż a ją  s ię  zw iązkam i (11 ) 0 Z porówna­
n ia  lw i i  lw i  b e z p o ś re d n io  w y n ik a , że d łu g o ś c i t e  są na 
o g ó ł ró żn e  i  t y l k o  w szczegó lnym  wypadku p r z e k s z ta łc e ­
n ia  (7 ) są równe ja k  n p . w wypadku» gdy p rz e k s z ta łc e ­
n ie  to  j e s t  ob ro te m , c z y l i  p rz e k s z ta łc e n ie m  o k re ś la ­
nym zw iązkam i

x *  s  x  cos oc^  + y  cosOś2 + z coaoC-j

y  * -  x  cos  x + y  cos £§>2 + z cos ^

Z* *  X COS + y  COS -^2 + Z COS 1» J

N a le ży  je d n a k  zauw ażyć, że c h o c ia ż  p r z e k s z ta łc e n ie  

a f in ic z n e  z m ie n ia  na o g ó ł G ługośĆ w e k to ra , t o  je d n a k
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w ektorem  k o lin e a rn y m  i  t e j  sam ej d łu g o ś c i odpow iada­
j ą  ró w n ie ż  w e k to ry  k o lin e a rn e  i  ró w n e j d ługośc i« ,

W ynika  to  s tą d 9 że p ro s te  ró w n o le g łe  p rz e k s z ta łc a ­
ją  s ię  w p ro s te  ró w n o le g łe  o ra z *  że w spó łrzędn e  o b razu  
w e k to ra s ja k  p o k a z u ją  z w ią z k i ( 1 1 ) ,  w y ra ż a ją  s ię  p rze z  
w sp ó łrzę d n e  o r y g in a łu  i  n ie  z a le ż ą  od w s p ó łrz ę d n y c h  je ­

go p o c z ą tk u  i  końca*
P odobn ie , j e ż e l i  dane są dwa w e k to ry  u  {u -^ u ^ g U ^ J  

i  w |w-, g 2  9 tw o rzą ce  ze sobą k ą t  ( f  i  w ektorom  
tym  o d pow ia da ją  ja k o  o b razy  w e k to ry  u* i  w 8 tw o­
rz ą c e  k ą t  to  na p o d s ta w ie  wzorów w y ra ż a ją c y c h  k ą t  

m iędzy w e k to ra m i ła tw o  zauważyć s że k ą ty  ( f  i  są na 
o g ó ł ró ż n e  i  znowu t y lk o  w szczegó lnym  p rzyp a d ku  p rz e k ­
s z ta łc a n ia  (7 ) ja k  np a w p rzypad ku  je d n o k ła d n o ś c i są 

równe •

10® S tosunek p o d z ia łu  j e s t  n ie z m ie n n ik ie m  

p r z e k s z ta łc e n ia  a f in ic z n e g o .

M iech  będą dane 5 p u n k ty  t p2 t x 2 9y2 sZ2*
P ,, (x ^ sy ^g Z ^ ) 3 le ż ą c e  na l i n i i  p r o s te j  i  n ie c h

P jP ^  i  P^Pp *  A  o Wykażemy» że j e ż e l i  P £ s P£> P j

są ob razam i danych punktów  p rz y  za s to so w a n iu  p rz e ­

k s z ta łc e n ia  (7 )  * t o  ró w n ie ż  P£P£ i  PjP-^ s  A  »

W tym  c e lu  m l  esy wykazać s że

x i  * A
- T T J - 9 *3

n  *  *  n
— T T X ~ >

ł  A ^
r r r

I s t o t n ie »  mamy

x i  *  £l x l  + b Xy l  + c l z l ’

x 2 S *1 *2  ■* b l y 2 + . c l z 2» 

xą  -  a xx 5 + bxy 3 + C j i j ,

y j  Każde w y ra że n ie »  k tó r e  po d o ko n a n iu  pew nej o p e r a c j i  
n ie  z m ie n ia  s ię *  nazywamy n ie z m ie n n ik ie m  t e j  o p e r a c j i .

%
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a le  z-; ^ 1 5 ^  x 2x<* *

1-«* A ^3
* 1 *  - ^ 2

1+ A
8

V  ■* *2

l ł  A  " ’

wobec te g o

X-, + A X9 yn ♦ A y« a1 > A s~
x i s g -= ——— ■=-. > b, -= —— —= - + c, — --------  -

3 x 1 i + A1+ A 1+ A
lu b

x i  s 3
el x l ł b l y l '* 'c l 3Łl ł  *  i® 1^2+bl y 2+cl z2 J x i + ^  x i

1 + A 1 + A

Podobne w y ra ż e n ia  o trzym u jem y d la  y |? i  z^ .
W n iosek; ś ro d e k  o d c in k a  p r z e k s z ta łc a  s ię  w ś ro d e k  
o b ra zu  te g o  odcinka®

3 . I lo c z y n  p r z e k s z ta łc a l i  a f in ic z p y c h .
J e ż e l i  p r z e k s z ta łc e n ie  f ^ ( P )  odw zorow uje p u n k t 

P na P% zaś p r z e k s z ta łc e n ie  f*2 (P®) odw zorow uje p u n k t
P 8 n& P **  B t o  p r z e k s z ta łc e n ie

P "  *  f 2 [ f l  « ]

nazywamy i l o c z y n e m  l ub  z ł o ż e n i e m  

p r z e k s z t a ł c e n i a  1% z p rz e k s z ta łc ę « *  
n ie ®  i 2 * oznaczamy symbolem f 2 *
T w ie rd z e n ie s  Z ło że n ie m  dwdch p rz e k s z ta łc e ń  a f i n i c s -  
nych  j e s t  ró w n ie ż  p r z e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e «
I s t o t n ie *  j e ż e l i  ob raz  P® ( x 8 „y® , * » )  p u n k tu  P ( x By 9s ) 
uzyskany z p r z e k s z ta łc e n ia

*  s-Lx  *&• b ^y  + c-jZ ,

y s ^  a2x  + b2y  + c2z ,

z® s  a ^x  + b ^ y  + c^z

odwzorujem y p rz y  pomocy d ru g ie g o  p rz e k s z ta łc e n ia

x 9* "  a£x» + b£y* ♦ c |z  8

y®* s a | x ! + k^y® + C2Z * 

z® 5 - 0 ^x * + b ^ y 8 + c ^ z 8

na p u n k t P * 8(x ® 9, y 99$z 88) „ t o  p o w s ta je  w tedy  nowe

p r z e k s z ta łc e n ie
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X e? s  a £ 8X + h | S2i *  c £ BS6

y 8 8 s  s " x  + bA ey  + c ^ 9z

z 99 s  a j ex + h ^ 8y  + c ^ sz

k t ó r e s ja k  t o  w y n ik a  z p o s ta c i je g o  wzorów je s t  
p rz e k s z ta łc e n ie m  a f in ic z n y u u
W s p ó łc z y n n ik i te g o  p r z e k s z ta łc e n ia » k tó r e  j e s t  z ło ­
żeniem  p rz e k s z ta łc e n ia

f -^ (x 8sa£x+b^y+c^ss y 9sa^x +b2y+c2£ t z^eyŁ +b ^ y  ^c^z)

z p rz e k s z ta łc e n ie m

f 2 ( x 9 ’ ~ a |x ?+ b |y  8+ c £ z 9 „ y 8 9= a £ x 8+b£y 8+ c £ z 99 z 9 »»e^x*+b^5/r ,+ c ^ z * ' ,

w y ra ż a ją  s ię  p rz e z  w s p ó łc z y n n ik i p rz e k s z ta łc e ń  i  
f 2 n a s tę p u ją c o :

ai ,salai+s2bi+a3ci 9 bl 93blaf*b2bi+b3ci9 ci 9̂clsi*c2bi*l’c3ci

a 2 * Sal a2"*’a2b 2 i’a3c 2 8 b2 ?® b is£ 4'b2b i ' * b 3c i 8 el  i3*c i a| +c2bi * c3c$

a ^ 9=a1a^+a2b^+a^c^g b ^ a b ^ a j+ b g to j+ b jc j, e ^ a e ^ a ^ C g b ^ c ^ c ^ .

J e ż e l i  p r z e k s z ta łc e n ia  i  f 2 o d w ra c a ln e , c z y l i  
j e ż e l i  w y z n a c z n ik i t y c h  p rz e k s z ta łc e ń  A  i  A s aą r ó ż ­

ne od z e ra , t o  o d w ra ca ln y  j e s t  ró w n ie ż  i lo c z y n  ty c h  

p rz e k s z ta łc e ń  f ^ f 2 8 J eS° bowiem w yzn a czn ik  p r z e k s z ta ł­
c e n ia  A  , ja k  ła tw o - s p o ® trz e d 9 w yraża  s ię  ilo c z y n e m  
w yznaczn ików  p rz e k s z ta łc e ń  f j  i  f g 9 c z y l i  że

a {  * • b £ \  c f 8 S1 b l  C1 ai bi  c i

a2 ’ . b | 9, c £ 9 - a2 b2 c2 e a2 b |  cż

a 99 , b 99, c * ‘
e5 b 5 c 3 a3 b 4 '“ 4

A " .

Z u p e łn ie  po dob n ie  p rz e d s ta w ia  s ię  z ło ż e n ie  p r z e k s z ta ł­
ceń a f in ic z n y c h  na p ła s z c z y ź n ie * ,
J e ż e l i  dane są p r z e k s z ta łc e n ia

f l ( x * 3 a l x  *  b l^ »  W* s  a2x  + b 2y ) *

f 2 ( x 8 855 a£x®*b£y% y * fsa^ s  *  b | y 8) ,

5^0
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t o  i lo c z y n  ty c h  p r z e k s z ta łc a l i  o k r e ś la ją  w że ry

x » ss ( S la |  ♦ ®2b i ^  + ^ l a|  *  b 2b i^  i»

y » » s (a;La |  + a2b | ) x  + ( b ^ a j + b2b | )  y .

Wprowadzimy p o ję c ie  przekształcenia © £ i  n  i  ® z« 
n e g o e l e m e n t a r n e g o ®

P rz e k s z ta łc e n ie  a f in ie s n e  w przestrzen i nazywa­
my e lem entarnym ,, j e ż e l i  spośród trzech  współrzędnych 
o b ra zu  p u n k tu  dw ie  współrzędne są równe współrzędnym 
o ry g in a łu ®

P rz e k s z ta łc e n ie m  e lem entarnym  je s t w ię c  np® 
p r z e k s z ta łc e n ie

x® “  ax + by + cz
y 8 s y
z® *  z

P rz e k s z ta łc e n ie  © f in ic z n e  na płaszczyźnie nazywamy 
e le m en ta rn ym „ j e ż e l i  spośród dwóch współrsędnych  obra­
zu p u n k tu  je d n a  w sp ó łrzę d n a  punktu równa je s t współ­
r z ę d n e j o ry g in a łu ®

P rzyk ład em  p rz e k s z ta łc e n ia  elementarnego na płasz­
c z y ź n ie  j e s t  n p e

x e » ©x +  by
y 9 *  y

P rz e k s z ta łc e n ie  e le m e n ta rn e  możemy sobie wyobrazić 
ja k o  p r z e k s z ta łc e n ie ,  w którym przestrż&ń lu b  p ła s z ­
czyzna  po d leg a  ro z s z e rz e n iu  lu b  skurczeniu ty lk o  w 
jednym  k ie ru n k u „ p rz y  któpym  wi"ęc wszystkie p u n k ty  
p r z e s t r z e n i  lu b  p ła s z c z y z n y  p o d le g a ją  przemieszcze­
n iu  w zd łu ż  p ro s ty c h  ró w n o le g łych ®

T w ie rd z e n te s  Ogólne p r z e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e  f  
na p ła s z c z y ź n ie

x® ® a ^x  *  b^y  

y® » a2x  + b2y  ,

k tó re g o  w yzn a czn ik  j e s t  ró ż n y  od sseraB można z ło ż y ć  
z p r z e k s z ta łc e ń  e lem entarnych®
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Dowódj M e c h  a-j 5*  CK M ając p r z e k s z ta łc ić  p u n k t 
P ( x fy )  danym p rz e k s z ta łc e n ie m  w p u n k t P * ( x *  , y ' ) ,  może­

my u c z y n ić  t o  p rz y  pomocy p u n k tu  p o ś re d n ie g o  P * * ( x f * , y * * ) ,  
odw zorow u jąc p u n k t P (x ,y )  w p u n k t P 98 za pomocą p rz e ­
k s z ta łc e n ia  f j » o k re ś lo n e g o  w zoram i

x S9 s  a^x  + b^y

y S9 *  ¥

W yznaczn ik  te g o  p rz e k s z ta łc e n ia  równa s ię  a ^ ,  j e s t  
w ię c  ró ż n y  od s e ra *

N a s tę p n ie  p rz e k s z ta łc a m y  p u n k t P s? w p u n k t P 8 p r z e k s z ta ł­
cen iem

x f i  ,

y Si5 &2X *  b 9y

p a m ię ta ją c ,  że na s k u te k  p r z e k s z ta łc e n ia  f-» w s p ó ł-
y ,8 «ob v 9S ■L*•' I r  e a  w sp ó łrzę d n arzę d n a  x  p rz e s z ła  w

y  w y  * 8 i  wobec te g o  y * p r z e k s z ta łc e n ie  f 2 określo­
ne j e s t  zw iązk iem

-  b , y 98
i ’ 86 a2. * ------ »■------------ + b2

P rz e k s z ta łc e n ie  f 2 o k re ś lo n e  w ię c  j e s t  zw iązkam i

X 9 a X 98,
Bo ®Xb2 **®2bly * S - £ X *» +

W yznaczn ik p r z e k s z ta łc e n ia  j e s t  ró ż n y  od ze ra 8 
równa s ię  bowiem

aXb2 " * 2 b l  .. 1 el 8 b l j
&l  a l  a2 „ fe2 |

P rz e k s z ta łc e n ie  zatem  f  z o s ta ło  z re a liz o w a n e  przez 
z ło ż e n ie  z  dwóch p rz e k s z ta łc e ń  e le m e n ta rn y c h  i  fg*

W p rz y p a d k u , gdy O, t o  b^f* 0 ,  w przeciwnym bo­
wiem r a z ie  w yzn a czn ik  p r z e k s z ta łc e n ia  równałby się  
serii®  P rzypadek te n  p rz e z  zm ianę x  na y i  o d w ro tn ie  
sprowadzamy do p o p rz e d n ie g o  gdy #  0® Zmiana
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zm iennych x  ns y  1 
o d w ro tn ie  j e s t  równo­
znaczna p rz e k s z ta łc e ­
n iu  X s y 8 I  s x t j®  
p r z e k s z ta łc e n iu ,  k tó re  
odw zorow uje p u n k t 
P ( x 8 y )  na p u n k t Q 
(Y , X) w te n  sposób , 

że p u n k t Q, j e s t  sy­

m etrycznym  o d b ic ie ®  
p u n k tu  P w p r o s te j  
p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  
p o c z ą te k  u k ła d u  i  
tw o rz ą c e j z o s ią  x  
k ą t  I  o P rz e k s z ta ł­

ceni*-4 * t o  można z ło ż y ć  z  n a s tę p u ją c y c h  p rz e k s z ta łc e ń  
e le m e n ta rn ych  (rys®  210) i

1 /  F . j(X s “  x - y ,  Y 9 *  y ) ,

k tó r e  p r z e k s z ta łc a  P w Q*

2 /  FZU "  s X » , P ? = P +  X®) ,
k tó r e  p r z e k s z ta łc a  Q® w f t 9 8

3 /  F5 (X 3 Y » » r i s y ! I s y H S x ) i

k tó r e  p r z e k s z ta łc a  Q98 * * w

4 . Z n aczen ie  ¿geometryczne w yzn a czn ika  t r a n s fo r m a c j i  
a f i n i c z n e j .

Celem z n a le z ie n ia  geom etrycznego  sensu wyznacz­
n ik a  p rz e k s z ta łc e n ia  a f in ic z n e g o  zbadamy na p ła s z c z y ź ­
n ie  p o le  t r ó jk ą t©  i  je g o  o b ra z u , © w p r z e s t r z e n i
o b ję to ś ć  c z w o ro ś c ia n u  i  je g o  obrazu®
1 /N ie c h  w p ła s z c z y ź n ie  u k ła d u  0xy b ę d z ie  dany t r ó j ­

k ą t  P2 ^x 2»y 2^ * a ra z  P rze ­
k s z ta łc e n ie

x 9 ~ a ^ x  *  b1y ,

J f8 s  ^  + b g y ,

k tó re g o  w yzn a czn ik  A  je s t  ró ż n y  od zera®
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T r ó jk ą t  pyp^F,* p r z e k s z ta łc a  s ię  w t r ó j k ą t  P fP JP^ » 
k tó re g o  p o le  S 9 w yraża s ię  w zó re s

s * s  5

^1^1  ^1*^19 a2x l. *  &2^X ® ^

&l x 2 + » a2x 2 "* ^2 ^ 2  9 ^

a l x 3 ^ a a.-jłŁę» h.^y<  ̂ > •'•

c o , j e ż e l i  uw zg lędn im y re g u łę  m nożen ia w yznaczn ików , 
możemy te ż  z a p is a ć  w p o s ta c i

q , -  1 
S -  2

x l *  * 1 *  1 a l 5 b l *  0

x 2 9^ 2®  ^ &2 9 b2 9 ®

x 3 9 ^ 3 9 ^ 0 , 0 , 1

c z y l i  S s 3 S® B gdy S oznacza p o le  t r ó j k ą t a  p ie rw o ­
tnego»

Zatem p rz y  p r z e k s z ta łc e n iu  a f in ic z n y m  p o la  
w s z y s tk ic h , t r ó jk ą tó w  i  w o g ó le  p o la  w s z y s tk ic h  obsza­
rów. p ła s k ic h  ( ja k o  sumy p ó l  t r ó jk ą tó w  lu b  g ra n ic e  
sum p ó l  t r ó jk ą tó w )  z o s ta ją  pomnożone p rze z  s t a ły  
c z y n n ik s rów ny w yzn a czn iko w i p r z e k s z ta łc e n ia  a f i n i c z -  
negOo W s z c z e g ó ln o ś c i kw a d ra t je d n o s tk o w y , k tó re g o  
p o le  równa s ię  1 , p rz e k s z ta łc a  s ię  w ró w n o le g ło b o k  o 
p o lu  równym w yzn a czn iko w i p rz e k s z ta łc e n ia « ,
Łatw o te ż  zauw ażyć, że p rz e k s z ta łc e n ie  o d o d a tn ie j 
w a r to ś c i w yzn a czn ika  n ie  z m ie n ia  o r ie n t a c j i  p r z e k s z ta ł­
c o n e j p ła s z c z y z n y , n a to m ia s t p rz y  u je m ne j w a r to ś c i *» 
z m ie n ia  o r ie n ta c ję  na przeciwną«,
2 /  J e ż e l i  w u k ła d z ie  Oxyz dany j e s t  c z w o ro ś c ia n

^ l ^ x l ŝ l * z l ^ 9 9 ^ 5 'X3 Ŝ 3 S,Z3 ^ 9

,z ^ )  o ra z  p rz e k s z ta łc e n ie

x 9 *  a^x ♦ b^y + c1z

y p s  + 02z gózi%  Qg

z 8 s a ^x  + b ^y  ♦ c ^ z ,

t o  o b ję to ś ć  o b ra zu  te g o  czw o ro ś c ia n u  w yraża  s ię

wzorem
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V»1

al x l +^ l ,yl +c l z l » e2x l +^ 2 ^ 1 ^ c2al * a3x l f b 5^1*’c5z l 3

al x2+bl* 2 +cl z2® a£x2+b2^2+c2z2 8 a5x2*b5^2*^'5z2 *

a l x 5+b1^3+cl z 3 * a2x 3+b^ 3 ^°2 Z3 ® s 5x 5+b3 y 3 *c 3z 5 *

Bl x4+bl y 4+cl z3> a2x4+b2y4 ^ 2 z49 ®3x4+tV 4 +c3z4 8 
c z y li

V»:

1

1

1

1

x l®  ^1» z l *  ^ al*s cx , 0

x 2® y 2® z2® 1 a2 s b2 9 c2® ®

x 5» s 5» ^ e3» ^3» c 3? 0

x 4 » y Ąt v  i 0 , 0 , 0 , ! '
gdy  o b ję to ś ć  czw o ro śc ia n u  p ie rw o tn e g o  oznaczymy 
p rz e z  V*

Zatem p rz y  p r z e k s z ta łc e n iu  e f in ic z n y m  o b ję to ś c i  
w s z y s tk ic h  czw orośc ianów  i  w o g ó le  o b ję to ś c i  w s z y s t­
k ic h  obszarów  p rz e s trz e n n y c h  ( ja k o  sumy o b ję to ś c i  

czw orośc ianów  lu b  g ra n ic ę  sum o b ję to ś c i  c z w o ro ś c ia «  
nów) z o s ta ją  pomnożone p rz e z  s t a ły  c z y n n ik 9 rów ny wy­
z n a c z n ik o w i p rz e k s z ta łc e n ia ^  W s z c z e g ó ln o ś c i sześ­
c ia n  je d n o s tko w y  p r z e k s z ta łc a  s ię  w ró w n o le g ło ś c ie n  
o o b ję to ś c i  ró w n e j w yzn a czn iko w i p rz e k s z ta łc e n ia »

5» Podobieństw o»

P rz e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e B k tó re  n ie  zm ie & ia  
ką tów  nazywamy p o d o b i e i i s t w e m .

T w ie rd z e n ie : P rz e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e
**-

x® .*  «»X *  b 1y
( 12)

y® *  &2* *  b^y

j e s t  w tedy i  t y l k o  w tedy podob ieństw em 9 gdy s p e łn io ­
ne są w a ru n k i

® i2 *  * ł  *  b i £ *  ba2
{ i %\

al b l  + ®2b2 ~ 0
Dowód:

1 /N ie c h  p r z e k s z ta łc e n ie  (1 2 ) b ę d z ie  podob ieństw em  i  
n ie c h  w e k to ry  u  i  w będą p ro s to p s -
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d łe s c z y li u-jŴ  + xa,:m 9 « 0 *
Wykażemy, że zachodzą związki (13 ) f

Wektorom u i  I  jako obrazy od pow ia da ją  w e k to ry
u* i  w* o składowych

Przekształcenie (12) je s t  z założenia podob ieńs tw em > 

wobec tego wektory u* i  są również p ro s to p a d łe
i  i c h  składowe spe łn ia ją  związek

)
is l ul +bl u2>ia l wl +^ w2 J + (a2ul * b2u2*^e2wl +b2w2> *  °*

k tó r y  możemy te ż  napisać w postaci
2 2 2 2.

ul wl (a l +a2>+ u2w2 ^ ^ 2 ^ ul w2+u2wl ^ al bl ',’a2b2^* ° *

Z postaci uzyskanej równości w yn ika»  że z a c h o d z i ona 
przy wszelkich wartościach U j , » 2 » s p e łn ia ­
jących warunek ♦ u ^ c "  0 ty lko  w te d y , gdy je ­
dn ocze śn ie

O bliczając z t y c h  dwóch równań b j  i  o t r z y ­
mamy jako warunki równow ażnej

2 /  Dowód tw ie rd z e n ia  o d w ro tn e g o i
N ie ch  będą s p e łn io n e  w a ru n k i ( 1 3 ) ,  równoważne wa­
runkom  ( 1 4 ) o Wykażemy9 że p r z e k s z ta łc e n ie  a f i n i c z -  
ne (1 2 ) j e s t  p rz y  ty c h  z a ło ż e n ia c h  podob ieństw em * 

I s t o t n i e ,  tan ge ns  k ą ta  <p w ekto rów  u i w  

w yraża  s ię  wzorem

w 9 { a^w.. *  a2wi  + ^2w2 }  9

(14)

u l w2 -  °2W1 
u l wl  +  U2 *2  ’

a tan ge ns  k ą ta  <pv o b ra z ó w .ty c h  w ekto rów  -  wzorem
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+ *  ^ l V bA ) (a 2w1^b2w2 ) ^ ( a 2u ^ b 2u2 ) ( ^ y b ^ g )

'*'s  ?  "  *  1 (« 5 «x^ 2 w2^

lu b

t g  . . .  i  „ _____  / y a - . . y i l ^ Ł - ^ ______ _____
* ^ ^ ' ( a | + a | )  +u2w2 ( b p b | ) + ( u 1« 2+u2w1) ( £ i b i +a2b2*

Po u w z g lę d n ie n iu  warunków (1 5 ) otrzym am y d a le j

t g  f  -  ± {u l * ‘l - u2wl )
(li-jW^+u^w^) ( ł ^  ■*■ ®2 )

B io rą e  pod uwagę tożsam ość L a g ra n g e 9a

Cal 2 *  a22 ) ( b i 2 + b22 ) ®  Ca1b1+a2b 2 ) 2-4-(a1b2- a 2b 1 ) 2

i  z a le ż n o ś c i (1 3 ) mamy

(®^ ^  &2. J 2  ^ei b2 °°* a2b l   ̂ *

skąd
a2b i>

i  wobec te g o  u ła m e k9 w y s tę p u ją c y  ja k o  
ra ż e n iu  na t g  <p*

c z y n n ik  w w y-

O trzym ujem y w ię c  t g  ^p* 3 t g  <p , w e k to ry  w ię c  u 9 
i  w s tw o rz ą  ze sobą te n  sam k ą t  9 co w e k to ry  u l w *

T w ie rd z e n ie s  Każde p o dob ieńs tw o  można z ło ż y ć  z o b ro ­

t u  g je d n o k ła d n o ś c i i  p r z e s u n ię c ia  lu b  z o b ro tu ,  je d n o -  
k ła d n o ś c i,  s y m e t r i i  względem o s i  i  p rz e s u n ię c ia *
Dowódi N ie c h  b ę d z ie  dane p r z e k s z ta łc e n ie  a f in ie z n e

x 9 *  & jX  + b^y  +
(15 )y 9 b2y  + c2 v

k tó r e  j e s t  podob ieństw em „ c z y l i  s p e łn io n e  są w a ru n k i
( 1 3 ) ,  równoważne warunkom (14)«

2 2 2Oznaczmy &1 + ag p rz e z  k  , •

w ted y  otrzymamy
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i  możemy p r z y ją ć ,  że

s  -  cos o t  , = “  s in  o t  ,  (16)

P rz y jm u ją c
= k cos o t  i  a2, s  k s in  o t 6 

mamy na p o d s ta w ie  zw iązków (14)

s  - k  s in  o t  i  bg s  k  cos Ot

lu b

bi  =  k  s in  o t  i  b2 ® - k  cos o t  

W tym  p rzyp a d ku  w zory  (15 ) p rz y jm u ją  p o s ta ć

x *  s  k ( x  cos o t -  y  s in  o t  ) + c , ,
1 (17 )

y  * -  k ( x  s in  Ot + y cos o t  ) + C£

lu b
x 9 s  k ( x  cos o t  + y  s in  o t ) + Cj 

y t *  k ( x  s in  o t  -  y  cos ) + c -2 

P rz e k s z ta łc ę a iie  (16 ) możemy ro z ło ż y ć  na p r z e k s z ta łć

(18)

c e n ią
x »s x » i 4. c-

■ >= y ”  + c.

x * ?5S l ( x  cos  oL -  y  s i n  o t  ) 

y  «  k ( x  s i n  o t  + y  cos o t  ) s

P ie rw s z e  z ty c h  p rz e k s z ta łc e ń  je s t  p rz e s u n ię c ie m * 
P rz e k s z ta łc e n ie

x * 8 s  k  (x  cos  OC — y  s in  o t ) 
y »» s  k (x  s in  o t + y  cos o t ) 

możemy ro z ło ż y ć  na p r z e k s z ta łc e n ia
x»» s  k x»»» j  x 8 * * *  x  co * o t -  y  s in  o t  
y M s k y ” ' y 8 * * *  x s in  ot + y cos oa-

P ie rw s z e  z ty c h  p rz e k s z ta łc e ń  j e s t  je d n o k ła d n o ś c ią ,  
a d ru g ie  o b ro te m P

P rz e k s z ta łc e n ie  zatem  o k re ś lo n e  w zoram i (1 7 ) mo­
żemy z ło ż y ć  k o le jn o  z n a s tę p u ją c y c h  p rz e k s z ta łc e ń ?
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1 / z o b ro tu ,  g d z ie  p u n k t P ( x , y )  p rz e c h o d z i w p u n k t 
P 888( x 883 f y»»» )

2 /  z je d n o k ła d n o ś c i, g d z ie  p u n k t P 3 8 ? ( x ® 819, y 883) 
p rz e c h o d z i w P 8 8 ( x 8% y 88}

3 /  z p r z e s u n ię c ia ,  g d z ie  p u n k t P 98( x 33 , y 88) 
p rz e c h o d z i w P 3( x 8 , y 9}

Celem z in te rp re to w a n ia  p r z e k s z ta łc e n ia  o k re ś lo n e g o  
wzorami (1 8 ) podstaw im y <x “  -  c&s% o trzym u jem y w tedy

X 3 s k ( x  cos e t*  ®y s in  ©£* )♦■

y 9 s «-k(x s inO k*+ y  cos 06 * )+  c 0

Przekształcenie to  możemy ro z ło ż y ć  na

x ’ *  x * s + c^  x 8i,s k ( x  cos OL9 *»y s i n  o t * )

y» * y "  + eg'  1 y  * Ss - k ( x  s in  a ! + y  cos O t* )

Drugie z tych p rz e k s z ta łc e ń  możemy ro z ło ż y ć  na

X 8 8 s  X i M  X H , S  k ( s  COS O t ' - y  s i n a ^

y 8 8 k ( x  s in  efe,® +y cos«%#) ,

a drugie z ostatn io  o trzym an ych  p rz e k s z ta łc e ń  na

x 8 8 8-  k x 77 x 7Vs  x  cos Ot* - y  s in  C iP

y f » » s  k  y 77 y w ® x  s in  o t 8 +y  cos ot®

Przekształcenie więc (1 8 ) można z ło ż y ć  z n a s tę p u ją -  
cych przekształceń:

1 / z obrotu, g d z ie  p u n k t P ( x ,y )  p rz e c h o d z i w p u n k t
pJT  (X T * # yTT j

2 / z jednokładności, g d z ie  P ^ ^ y 17) p rze ch o ­
dzi | P " ' ( x , ! !  , y  8 8 8 )

3 /  z sym etrii względem o s i x ,  g d z ie  P® 8 8 (x  8 8 8 ,y  8 8 8 ) 
przechodzi w punkt P 38( x 39 , y 38) 

i  4 /  z przesunięcia , g d z ie  P 8* ( x 39, y 33) p rz e c h o d z i w 
P9(x®g y 3) .

Związki (16) p o z w a la ją  nam je s z c z e  na in n y  do­
bór współczynników a-p b p  b2 , a m ia n o w ic ie :

« -k  cos oc i  «g.* -  k s in  e t



— 4-02

©raz b -j^k  s in  ca i  co a.04, lu b  b - ^ - k  s in  i  b 2®k co©<$£,

a lb o
® k  cos 0 6  i  & 2  s  ~k  s in  <g&

© raz b - j^ -k  s iń c a  i  b y s -k  cos ca, lu b  b ^ k  s i n a w i  b^®k cos aft, 

s lb o
*  - k  cos o t  i  ag s  k  s ia  o t

© ras b^®k s ind ft* i  b2®k cos cg, lu b  b^«»k s in o &  i  b 2® -  k cos ot,

B a d a ją c  w s z y s tk ie  t@ p rz y p a d k i zawsze d o jd z ie m y  do po­
dobnych w yn ików  B co w p rzyp a d ka ch  ju ż  zbadarych«

Z a taB  każde p o d o b ie ń s tw o  na płaszczyźnie Osty 
®ożn$ © k re ś l ić  w zoram i p o s ta c i

x 9 *  k£x  cos o t -  y  s in  oC ) + c ^ ,

(19)
y 9 *  k (x  s in  o t  + y cos ot )♦

lu b
x 8 ,» k ( x  cos o t  - y  s in  o t  )■*• en ,

1 (20)
y < * k ( x  s in  ©C *  y  cos o t }-*• c£ .

S pośród  ty c h  dwóch p rz e k s z ta łc e ń  p ie rw s z e  n ie  zm ie­
n ia  o r ie n t a c j i  p ar w e k to ró w , d r u g ie ,  ze w zg lędu  na 
w y s tę p u ją c ą  w n im  s y m e tr ię  o s io w ą , z m ie n ia  o r ie n ta c ję  

p a ry  w ekto rów  na przeciw ną®
J e ż e l i  bowiem dsae s ą  dwa w e k to ry  u u 2j  
i  w , «2  |  ^ dla s k ró c e n ia  rachunków  p rzy jm ie m y  
w p rz e k s z ta łc e n ia c h  (19) i  (20) ® C2 3 0 , to
ob razam i ty c h  w ekto rów  p rz y  za s to s o w a n iu  p r z e k s z ta ł­

c e n ia  (1 9 ) są  w e k to ry

u* {k  (u^eos oC « « ^ s in  o t ) 9 k(u , s in  o t + ^ 00© ot )}

w 9 | k  (W|C0s  o t -W2© in  dft ) „ k (w ^ s in  ©t ^ ’̂ c o s  o f )J

Tworząc wyznacznik % (u8 i?9) (ftr® 59 ) otrzymamy
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1k  (U |C os «*. - u 2s in  ) 8 kC u^e in  Ofr -H ^ c o s a t

k Cw ̂ co s  &<: -W g s in  o t ) 8 k iw ^ s in o t  +w2co a o t

u l>  U2 

«1» W2

coa o t  * -  s in  o t 

cos ©Ł , s in  ot

W (u ,  w ) ,

c z y l i  znak w yzn a czn ika  1 ( u * tw* )  j e s t  zgodny ze zna­

k iem  w yzn a czn ika  W C u 8 w)®
P o s tę p u ją c  podobn ie  w p rzyp a d ku  p r z e k s z ta łc e n ia  (20) 

otrzym am y
V Cu* 8 w 8)® -  k 2- U( u ,  w ) ,  ' 

c z y l i  znak w yznaczn ika  W( u 8„ w 8) j e s t  p rz e c iw n y  do 

znaku w yzn a czn ika  W( u s w,) .
$e same w ła s n o ś c i»  k tó r e  p o s ia d a  po dob ieńs tw o  

na p ła s z c z y ź n ie 8 ma ró w n ie ż  p o d o b ie iis tw o  w p rz e ­

s t r z e n i»

6 o P rz e k s z ta łc e n ie  iz o m e try c z n e »

P rz e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e j  k tó r e  n ie  z m ie n ia  
d łu g o ś c i o d c in k ó w , nazywamy p rz e k s z ta łc e n ie m  izom e - 

try c z n y m  lu b  iz o m e tr ią ®
T w ie rdzen ie®  P rz e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e  j e s t  w tedy
i  t y l k o  w tedy iz o m e t r ią , j e * e | i  j e s t  podob ieństw em
i  s p ó łc z y n n ik  k  w y s tę p u ją c y  we w zorach  o k re ś la ją c y c h

po dob ieńs tw o  równe s ię  -  1®
Dowód5 N ie c h  b ę d z ie  dane p rz e k s z ta łc e n ie

x 9 *  » , x  *  h ,y
1 1 (21) 

y 8 •  a2x  *  b 2y

i  n ie c h  obrazem  o d c in k a  P-jP2 b ę d z ie  o d c in e k  P£ P£ <? 
O znacza jąc w sp ó łrzę d n e  końców o d c in k a  i  ja g o  ob razu

p rz e z  ? 2^x 2®y 2 ^  pi ^ x i® y i ^ 0 ^ P s
mamy ? >2

|P£ P £ j2 88 -  * { )  ♦ ( y j  -  y ł>  *

85 fa iC x 2-3Łi )+ b1 (y 2- y i ) J 2 ♦  [ e 2 U 2- x i> *

+b2(y2-yi>}2 • l Ą * Ą > l * z - * i > z  Cj2-y ń 2 +
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2 U jb j,  + a2b2 ) f a r ^ )  ,

oraz,

l Pl P2 |  2 *  t x 2 “  X1>Z *  fc?2 “  i j . ) 2

P o rów nu jąc  |P |  PJ j a j P l  P.,| . tw ie r d z s .g r ,  te  długości 
te  są równe w te d y  i  t y lk o  w te d y , gdy

* l bl  + a2b2 = O-
Otrzymane warunki charakteryzują podobieństwo dla  
k a t  1 . ;

Posługując s ię  wzorami (19) i  (20) możemy usta­
l i ć  wzory określające izom etrię*

J e ż e li weźmiemy pod uwagę wzory (19) to  d la  
k *  1 otrzymamy

a dla k *

x 9 = x cos ot -  y  s in  o t *  Cj 

y & *  x  s in  ot + y cos ot *  e2

x 8 s "X cos ot ♦ y s in  o& + 

y* ® -x  s in  o t -  y cos o t+ c2

(22)

J e ż e li jednak do ostatn ich wzorów za podstawimy 
3T + » to  otrzymamy wzory postaci (2 2 ),

Podstawiając do wzorów (20) k a i s otrzymamy
x s x  coe ot -  y s in  o t ł  ^

y s - x  s in  cc -y  cos ct-t Cg,

a d is  k s -  1
x 8 *  -x  cos »  ♦  y s in  dft ♦

y 9 s x s in  o t t  y cos o n - Cg

Ostatnie jednak wzory przy podstawieniu CR »  3f ♦ 
przyjmują postać (23)«»
Izom etrię  więc o kreś la ją  wzory 622) lub (23)«» Z posta­
c i tych wzorów wynika9 ż© izom etrię  można złożyć z obro-



-  405 -

t u  i  p rz e s u n ię c ia  lu b  z o b r o tu 9 s y m e t r i i  względem 
o s i x  i  p rz e s u n ię c ia ,,

7 o P rz e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e  k rzyw ych  i  p o w ie rz c h n i»  
P rz e k s z ta łc e n ie m  a f in ic z n y m  k rz y w e j s to ż k o w e j 

j e s t  k rzyw a stożkow a te g o  samego r o d z a ju 9 a w ię c  
obrazem e l ip s y  j e s t  e l ip s a  lu b  o k rą g , h ip e r b o l i  -  
h ip e r b o la , p a r a b o l i  -  p a ra b o la e 
I s t o t n i e ,  m ając np „ ró w n a n ie

o t  x 2 + P  y 2 -  1 *  0 ,  (24 )

k tó r e  d la  od po w ie d n io  do b ranych  w sp ó łczyn n ikó w  
o t  i  ( ł  p rz e d s ta w ia  e l ip s ę  lu b  h ip e rb o lę  o ra z  p rz e -  
k s z ta łc e n ie

y 8

« 1 *  + b xy

*  b jjr»
( A  #  0)

o trzym u jem y ja k o  ró w n a n ie  o b razu  k rz y w e j (24 )
2 % „2(<* a£+ f  a | ) x fe+ 2 ( o t  ¡3 e ^ i jc y + C  o t Jl b | ) y 2- l« 0  (25 )

M a ły  w y ró żm ik  w 8 te g o  ró w n a n ia  równa s i ę s

o ta l + P a2 8 * *  ® lb l + P  a2b 2

s  C&fi (&l b2~&2b: J Ć

oCal bl *  P  a2b 2 0 P  b 2

lu b ,  j e ż e l i  m a ły  w y ró ż n ik  ró w n a n ia  (2 4 ) oznaczymy
p rz e z  w

w 8 = w (a 1b2 -  a^b-^)-

J e ż e l i  w ię c  ró w n a n ia  (24 ) p rz e d s ta w ią  e l ip s ę ,  t o  
ró w n ie ż  ró w n a n ie  j e j  ob razu  (25)  p rz e d s ta w ia  e l ip s ę } 
w p rzyp a d ku  zaś gdy ró w n a n ie  (2 4 ) j e s t  rów naniem  h ip e r ­
b o l i ,  t o  i  ró w n a n ie  (2 5 ) j e s t  równaniem  h ip e rb o li®  
Podobne w y n ik i  o trzym u jem y w p rzypad ku  p a ra b o li®
M a jąc ró w n a n ie

y 2 -  2px *  0 ,

o trzym u jem y ja k o  ró w n a n ie  ob razu  p rz y  za s to s o w a n iu  
danego p r z e k s z ta łc e n ia  a f in ic z n e g o :  
a |  x2 + 2a2b2xy+b2y 2»2a1px -  Zb^py *  0,
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k tó re g o  w y ró ż n ik  w 8 fów na s ię
.

s  4  4  -  4 4 m 0

Poniew aż p ro s te  ró w n o le g łe  w p r z e k s z ta łc e n iu  s f i n i c z -  
nym odw zorow u ją  s ię  w p ro s te  ró w n o le g łe g & ś ro d k i 
odc inków  w ś r o d k i  i c h  ob razów 9 w ię c  ś re d n ic e  s p rz ę -  
żonę k rzyw ych  s tożkow ych  p r z e k s z ta łc a ją  s ię  w ś re d n i»  
ce sp rzężone  ic h  obrazów® O sie  k rzyw ych  s tożkow ych  

p r z e k s z ta łc a ją  s ię  w o s ie  ic h  obrazów t y lk o  w tedy ¡> gdy 
p r z e k s z ta łc e n ie  a f in ic z n e  n ie  z m ie n ia  k ą tó w 8 a w ię c  

gdy j e s t  podob ieństw em .
P o d o b n ie , ja k  w p r z e k s z ta łc e n iu  a f in ic z n y m  na 

p ła s z c z y ź n ie  zachow ują  s ię  krzyw e  , ta k  w p r z e s t r z e n i  
zachow u ją  s ię  pow ie rzchn ie®

§ 34 o- IKWEHSJA

lo  In w e rs ja  na p ła s z c z y ź n ie .,
J e ż e l i , m ając o k rą g  K o p ro m ie n iu  r  i  ś ro d k u  

0 8 każdemu p u n k to w i P 9 różnem u od ś ro d k a , p rz y p o ­
rzą d ku je m y ja k o  o b ra z  p u n k t P %  le ż ą c y  na p ó łp r o s -  
t e j  0 P ( r y s „2X1) i  s p e łn ia ją c y  w arunek

|0 P | |QP8| *  r 2 (1 )
t o  p r z e k s z ta łc e n ie  ta k  o k re ś lo n e  nazywamy i n w e r ­
s j ą  względem  o k rę g u  K lu b  o d b ic ie m  w o k rę g u  ^  lu b  
p rz e k s z ta łc e n ie m  p rz e z  p ro m ie n ie  odw rotne»
Ś rodek o k rę g u  K nazywamy ś r o d k i e m  i n w e r ­

s j i ®  W yprowadzimy w zory  o k re ś la ją c e  in w e rs ję  w 
u k ła d z ie  Osy»

x /  Poniew aż w p r z y b l iż e n iu  za le żn o ść  m iędzy punktem  
p ie rw o tn ym  i  je g o  obraza®  j e s t  ta k a ,  ja k  m iędzy 

p rze d m io te m , a obrazem w z w ie r c ia d le  k o l is ty m .

[S-S
*2»  ®2 2
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Ponieważ p u n k ty  

P (x ,y )  i  P* (x *  ,y  *) l e ­
żą na je d n e j p r o s te j  
p rz e c h o d z ą c e j p rze z  
p o c z ą te k  u k ła d u ,  w ię c  
je s t

x  : y  *  x *  : y» 

Warunek (1 )  możemy 
n a p is a ć  w p o s ta c i

By 3«. 211
dwóch zw iązków  x* i  y® otrzymam y

x f » vc' K ■—  8 y® »

?
O b lic z a ją c  z ty c h

x ( 2)

W zory te  o k r e ś la ją  in w e r s ję .

Z w arunku (1 ) w y n ik a , że j e ż e l i  OP » r ,  t o  
|0P » | *  r ,  j e ż e l i  f OP j  <  r ,  t o  |  OPsJ > r  i  gdy f 0P |>  r ,  
t o  jO P g|<ro. In w e rs ja  w ię c  p r z e k s z ta łc a  p u n k ty  na 

o k rę g u  w s ie b ie ,  p u n k ty  le ż ą c e  w ew aątrz  o k rę g u  ( ró ż ­
ne od ś ro d k u ) na p u n k ty  le ż ą c e  ze w n ą trz  o k rę g u  i  na 

odwrót®
In w e rs ja  n ie  o k re ś la  o b ra zu  p u n k tu  0» Zauważamy 

je d n a k , że gdy p u n k t P z b l iż a  s ię  po p ó łp r o s te j  ćo 
p u n k tu  0 ,  t o  p u n k t P* o d da la  s ię  na t e j  p ó łp r o s te j  
n ie o g ra n ie z e n ie ®  W skazuje na t o  n a s tę p u ją c y  w y n ik  
ra c h u n k u : ^ ^

l im  x® * l im  r 2 v?~ " " y y  ®l im  1,2 — *■ —  85“ »s
:-»o x -*o  x x-+o l+(jE)  ̂ x-»o 1 + tg ^ 1

podobn ie  l im  y® s
x  -©■ o

Z te g o  w zg lędu  mówimy n ie k ie d y ,  że p u n k to w i 0 ja k o  
ob raz  odpow iada p u n k t w n ie s k o ń c z o n o ś c i ( t» z w .p u n k t 
n ie w ła ś c iw y ) .,
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Ze zw ią zku  jO P j • |0 P S) S r 2 w y n ik a , że j e ż e l i  
p u n k t P* j e s t  obrazem p u n k tu  P , to  obrazem p u n k tu  P® 
je s t  znowu p u n k t P® Z p rz e k s z ta łc e n ia m i o t a k i e j  
w ła s n o ś c i ju ż  s p o tk a liś m y  s ię «  Taką w łasność wy~ 
k a z u je  na p ła s z c z y ź n ie  np® s y m e tr ia  względem p r o s t e j , 
w p r z e s t r z e n i  s y m e tr ia  względem p ła s z c z y z n y  o ra z  sy­
m e t r ia  względem p u n k tu . P rz e k s z ta łc e n ia  o t e j  w ła s ­
n o ś c i nazywamy p rz e k s z ta łc e n ia m i i n w o l u c y j ­

n y m i .
i J e ż e l i  ze. zw iązków , z k tó r y c h  o trz y m a liś m y  ju ż  

x ’ i  y * , z k o le i  o b lic z y m y  x i  y ,  t o  otrzym am y

x  *  r 2 " a~ ■■■".’* , , y  s  r 2 (3 )
x ’ + y » x 3^ y  ®

ja k o  w zory o k r e ś la ją c e  p rz e k s z ta łc e n ie  o d w ro tn e .

W ła s n o ś c i p r z e k s z ta łc e n ia  inw e rsy jnego®
Weźmy pod uwagę p ro s tą

Ax + By + C *  0

i  p rz e k s z ta łć m y  j ą ,  s to s u ją c  w zory  ( 2 ) ,  
O trzym ujem y ja k o  ró w n an ie  o b ra zu  p r o s te j

A r 2 + B r 2- - j Ł - j  *  C ■ 0
x +y x +y

lu b
A r2x  + B r2y  + G (x2 + y 2 > » 0 (4 )

D y s k u s ja :
1 ° .  J e ż e l i  0 * 0 ,  c z y l i  gdy p ro s ta  p ie rw o tn a  p rz e c h o d z i 

p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u , t o  j e j  o b ra z  o k re ś la  równa' 

n ie
A r2x  + S r2y  -  0 , 

c z y l i  A x + B y  = 0

Zatem p ro s ta  p rzechodząca  p rz e z  ś ro dek  in w e r s j i  
p rz e k s z ta łc a  s ię  sa%  s ie b ie .

2 ° .  J e ż e l i  C #  0 , t o  ró w n a n ie  (4 )  p rz e d s ta w ia  o k rą g  
p rzecho dzący  p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u .
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P ro s te  w ię c  n ie  p rzechodząca  p rz e z  środek i n ­
w e r s j i  p r z e k s z ta łc a  s ię  w okrąg przechodzący  

p rz e z  ś ro d e k  in w e r s j i .

Z k o le i  zbadamy ob ra zy  o k rę g u ,

J e ż e l i  dany je s t  ok rąg

x 2+y^+2ax +2by + c  3 0* 

t o  równaniem  je g o  o b razu  je s t

.. r W + jfi L  + 2a _ A _  *  2b - ■ + c *  0
( x 2+ a T r  * r * x  X +y

lu b
c ( x 2+ y2 ) + 2 a r2x  + 2 b r2y  + r ^  *  0 (5 )

D y s k u s ja :
1 ° . J e ż e l i  C = 0 ,  c z y l i  gdy o k rą g  p ie rw o tn y  p rze ch o ­

d z i  p rz e z  ś ro d e k  in w e r s j i ,  t o  ob raz  te g o  o k rę g u , 
uzyskany p rz e z  p rz e k s z ta łc e n ie  (2 ) j e s t  o k re ś lo n y  rów ­
naniem  ( 5 ) ,  k tó r e  w tym  p rzypad ku  p rz y jm u je  p o s ta ć

r 2 (2ax + 2by + r 2 ) *  0

lu b
2ax + 2.by + r Ł ® 0®

2 ŁJ e s t  to  ró w n a n ie  p r o s te j  i  t o ,  poniew aż r  ? 0 ,  
p r o s te j  n ie  p rz e c h o d z ą c e j p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u .
Zatem o k rą g  p rzecho dzący  p rz e z  ś ro d e k  in w e r s j i  
p rz e k s z ta łc a  3 i ę  w p ro s tą  n ie  p rzechodzącą  p rz e z  
ś ro d e k  in w e r s j i«
2 ° .  J e ż e l i  C #  0 ,  c z y l i  gdy o k rą g  p ie rw o tn y  n i®  

p rz e c h o d z i p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u ,  t o  ró w n a n ie  
(5 ) p rz e d s ta w ia  o k rą g  i  t o ,  ze w zg lędu  na r V  0 , 
o k rą g  n ie  p rzecho dzący  p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u .

Wobec te g o  in w e r s ja  p r z e k s z ta łc a  o k rą g  n ie  p rze ch o ­
dzący p rz e z  ś re d e k  in w e r s j i  w o k rą g  ró w n ie ż  n ie  p rz e ­

chodzący p rz e z  ś ro dek  in w e r s j i«

2« In w e rs ja  w p r z e s t r z e n i .
in w e rs ję  w p r z e s t r z e n i  ok re ś la m y  podobn ie  ja k  

in w e rs ję  na p ła s z c z y ź n ie .
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Dana J e s t k u la  K o p ro m ie n iu  r  i  ś ro d k u  0® 
Każdemu p u n k to w i P9 różnemu od ś ro d k a , p rz y p o rz ą d ­
ku jem y ja k o  obxsaz p u n k t P%  le ż ą c y  na p ó łp r o s te j  OP 
i  s p e łn ia ją c y  w arunek

[QP| |QP9f *  r 2 (6 )
Ponieważ p u n k ty  P ( x 8y S)z )  i  P 9 ( x 9 , y 9 8z * )  l e ż ą  na je d n e j 
p r o s te j  p rz e c h o d z ą c e j p rs e z  p o c z ą te k  u k ła d u  0 ,  w ię c  
j e s t

x i  y  x z  « x 9 i  y 9 : z*

Warunek (6 ) możemy te ż  z a p is a ć  w p o s ta c i

V
O b lic z a ją c  z ty c h  row na ii x 9, y 9 , z 9

x » = rź - j - j U y 9® r ' f‘ -g,  z 9
x “ +y~+z x + y + z

9 otrzym am y 

2
*  - T - f - (7)k + y + z

o b l ic z a ją c  zaś x , y , z ,  mamy

2 X 51 2 y  Sxsr  — » y—  " J t  y « r
X9 +y9 + z9 x 9 +y* + z 9

z « r2 5— %  1 3 (8 )
x 9 + y 9 + z 9

W zory (75 o k r e ś la ją  in w e rs ję  względem k u l i  K , w zory 
(8 ) p r z e k s z ta łc e n ie  o d w ro tn e , k tó r e  ja k  w yn ika  z 
wzorów je s t  ró w n ie ż  p rz e k s z ta łc e n ie m  in w e rs y jn y m . 
B ada jąc  o b ra zy  p ła s z c z y z n 8 podobn ie  ja k  o b razy  

p ro s ty c h  w wypadku in w e r s j i  na p ła s z c z y ź n ie ,  o t r z y ­
mamy, że p ł& s z c s y z p y  p rzechodzące  p rz e z  ś ro d e k  i n ­
w e r s j i  odw zorow u ją  s ię  same w s ie b ie ,  n a to m ia s t p ła s z ­
czyzny  n ie  p rzechodzące  p rze z  ś ro d e k  in w e r s j i  p rz e k s z ­
t a łc a ją  s ię  w k u le  p rzechodzące  p rz e z  ś ro d e k  in w e r­
s j i .

Łatw o te ż  w ykazać, że k u le  p rzechodzące  p rz e z  
ś ro d e k  in w e r s j i ,  p r z e k s z ta łc a ją  s ię  w p ła s z c z y z n y  
n ie  p rzechodzące  p rz e z  ś ro d e k  in w e r s j i  o ra z ,  że k u le  

n ie  p rzechodzące  p rz e z  ś ro d e k  in w e r s j i  p r z e k s z ta ł­
c a ją  s ię  w k u le  n ie  p rzechodzące  przez  ś ro d e k  i n ­

w e r s j i .
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S pośród  w ła s n o ś c i in w e r s j i  na szcze g ó ln e  p o d k re ś la -  
n ie  z a s łu g u je  w ie rn o k ą tn o ś ć  in w e r s j i  p o le g a ją c e  na 
ty m , że ką t dwóch p o w ie rz c h n i w każdym p u n k c ie  ic h  
l i n i i  p rz e n ik a n ia  n ie  u le g a  w in w e r s j i  zm ian ie»  Do­
wód t e j  w ła s n o ś c i d la  in w e r s j i  na p ła s z c z y ź n ie  poda­
ny j e s t  w p o d rę c z n ik u  g e o m e tr i i  a n a l i t y c z n e j  ¡¿»S tarka . 
Dużą r o lę  ze w zg lęd u  na l ic z n e  zas to sow an ia  w t e o r i i  
f u n k c j i  o raz  w k a r t o g r a f i i  odgrywa in w e rs ja  k u l i  

równoważna t» z w e r z u to w i s t e r e o g r a f i c z -  
n e m u .

N ie c h  w u k ła d z ie  Oxyz b ę d z ie  dana k u le  K o ś ro d ku  
w 0 i  p ro m ie n iu  r= *l o ra z  d ru g a  k u la  s ty c z n a  do

x i
p ła s z c z y z n y  xy  w p u n k c ie  0 i  p ro m ie n iu  r  = ^  • 
Równaniem k u l i  K-  ̂ j e s t

x 2 + y 2 + (z  -  \ ) Z = |

lu b
2 2 2 x  + y  + z » z

Obrazem t e j  k u l i  przy i n w e r s j i  

xx *  = 7 " '"2— Z * ”  “ 2 — > z * ~

x  +y +3 x  +y +z x + y  +z

j e s t

(x 2+y2+z2 ) *  T x2+y^+z^ ) 2 (x ^+ y 2+z2 ) 2 “ 2— 5— £
x  +y +z

lu b  po u p ro s z c z e n ia c h

z "  1

Obrazem w ię c  k u l i  j e s t  p ła s z c z y z n a  z - 1 ,  c z y l i  
p ła s z c z y z n a  s ty c z n a  do k u l i  w j e j  b ie g u n ie  p ó ł­
nocnym Q» Na r y s *  212 u w id o c z n io n y  je s t  p r z e k ró j 
p ła s k i  k u l i  i  p ła s z c z y z n y  z = l ,  p ła s z c z y z n ą  xz» 
Łatw o je s t  te r a z  u s t a l i ć  odpow ie dn iość  m iędzy pun­
k ta m i k u l i  K-  ̂ ja k o  punk tam i p ie rw o tn y m i,  a pu nk ta m i



p ła s z c z y z n y  z « l  ja k o  
ic h  ob razam i & Miano?? 
w ic ie ,  z b ie g u n a  po­
łu d n io w e g o  0 k u l i  
poprow adzim y p ó łp r o -  
s te  i  p rz y p o rz ą d k u ­
jem y punktom  P k u l i  
te  p u n k ty  P® na p ła s z ­
c z y ź n ie  z® ! ja k o  o b ra z y , 
w k tó r y c h  p ro m ie ii QP 
p r z e b i ja  p ła s z c z y z n ę  

B y s . 212 z => 1 ( r y s &2 1 2 )0

Ten sposób p rzyp o rzą d ko w a n ia  s o b ie  punktów  P i  P ! 
j e s t  równoważny z danym p rz e k s z ta łc e n ie m  in w e r s y j-  

nynu I s t o t n i e ,  j e ż e l i  p u n k t PQ j e s t  punktem k u l i  
K ^ , to 'r ó w n a n ia  p r o s te j  0PQ, ja k o  p r o s te j  p rzecho dzą ­

c e j  p rz e z  dwa p u n k ty  0 ( 0 ,0 ,0 )  i  P0 (x o!)y Q, z o ) m ają 
p o s ta ó

2 L .sk Ł _x
X

z,
z.

li i X, + 2 2 _ y  -a z  s za o o 0

x 3L.
x o o>» Ą Jo **o o

R o z w ią z u ją c  u k ła d  równań

2L  L _
x  + y  +z o J o o

z *  1

otrzym am y p u n k ty  p r z e c ię c ia  s ię  p ó łp r o s te j  0?c 
z p ła s z c z y z n ą  z = 1 *  O trzym ujem y

x z
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2 p o s ta c i 
w sp ó łrz ę d n y c h  
p u n k tu  w y n i­
ka p że j e s t  on 
obrazem in w e r -  
s y jry m  p u n k tu

V
2atem  rz u to w a ­
n ie  k u l i  K-^ na 
p ła s z c z y z n ę  
z«1!  p rz y  pomo­

cy p ro m ie n i wy­
chodzących s 
b ie g u n a  0 je s t

równoważne p r z e k s z ta łc e n iu  inw e rsy jn e m u  k u l i  K-̂  w 
p ła s z c z y z n ę  z *  1 . O p isany r z u t  k u l i  n© p ła s z c z y z n ę  
nazywa s ię  rz u te m  s te re o g ra f ic z n y n u

Odwzorowanie k u l i  K-^ na p ła s z c z y z n ę  z*®! ma na­
s tę p u ją c e  w ła s n o ś c is

1 /  O k rę g i p o łu d n io w e  k u l i  (o k rę g i p rzecho dzą ­

ce p r z e *  b ie g u n y ) ja k o  k o ła  p rzechodzące  p rze z  
ś ro dek  in w e r s j i  p r z e k s z ta łc a ją  s ię  na p ła s z c z y ź - 

n ie  z = l  w p ro s te  p rzechodzące  p rz e z  b ie g u n  p ó ł­
nocny Q.

2 /  O k rę g i ró w n o le żn iko w e  k u li (o k rę g i równo­
le g łe  do ró w n ik a ) p r z e k s z ta łc a ją  s ię  w k o ła  
w spó łd rodkow e na p ła s z c z y ź n ie  z ~ l  o w p ó ł  rym 
ś ro d ku  Q,

3 /  O k rę g i po łudn ifew e i  ró w n o le żn iko w e  p r z e c in a ją  
s ię  pod kątem  p ro s ty m  i* pod tym  samym kątem 
p r z e c in a ją  się_ ic h  o b ra zy  ( ry s .2 1 3 ).

M etody r z u tu  s te re o g ra f ie z n a g o  używa s ię  w k a r ­
t o g r a f i i  np* d la  odw zorow ania obszarów  podbiegunowych«
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A lfa b e t g re c k i

A ot alpha1̂ N V ny
B P beta s 4 x i  6 /

F T gamma 0 O omikron
A § delta I i 5* Pi
E e epsilon P * P rho 7/
Z £ dseta 23 a sigma
11 n eta T 'C tau8/
0 theta ^ r ypsilon
I i iota. ^ $ ? phi 9/
K % kappe X X chi
A A lambda w t psi
M ¡ i 4/my 6) omega

C z y ta j :  1 /  a l f a  2 /  t e t a  3 /  jo t a  4 /  mii 5 /  n ii 

6 /  k s i  7 /  ro  8 /  t a ł  9 /  f i®



C ostrzeżone_om yłki

S t r i  W ie rsz  J
i od i od ! J e s t  
¡g ó ry ! d o łu |

Powinno być

6 j 10
21 i 9 

37 j 11

5 1 ! 8 
53 |

7 4 !
8 1 1 5

121 ! i 
i

126 i 10

i i m 
i i
J i cos 

¡a  -  (a 2- x 1 ) I  +

! s in  ipC1-  oo ) j . 
i 6 jW a r to ś c i

i 11 i o ^  V1 < ę
I I ^  t

J cos 04 *  -  S in  OC

i 10 i f  *  f
i i a 2 B2

| m /  0
cos f

1 a *  ( x 2- x 1 ) I  ♦ (y 2- y 1 ) I

! j s in  (04* -  oc ) l  
j W artość

i 0 < ^ < f
} cos 04** -  s in  oC

i = _ _
i
iii i !

151 ! 6
iit

¡Ax+3v+C + A ^ + B ^ + C ’ Q
-K

i Ax+Rv+C + A ^ + B ^ + C *  -  o

i i
¡ V a 2+b 2 V a »^+E’ 2

175 ! 6 ¡p o s ta c i ( 2 )
i
| p o s ta c i (16)

194 | | 14 | P 1 P l

228 J ! 3 ¡p ła s z c z y z n y  W p rz e z  v ' p ła s z c z y z n y  W z p r o s ty  p
I| 1 1 ) | } p rz e z  v

270 1 2 ! p -  2mn -  0 ! p -  2 mn -  0

293 1 5 i iw i | IP M rl
M O O ^ii ! ( r  c o s ^ + c ) 2 . r 2s in 2 <^ i !  ( r  cos + c )2 + y  s l n . j g .  a

298 J 10
i

! r — ź 2—  + r r ^  -
J a  b

1 * “  k 2 j a b

298 ! ! 12 ¡g d z ie ! gdyż

351 } 4 | jp o s ta łą J p o w s ta łą

387 1 13 ! ¡uważamy /  * i uważany

394 J j 4 ¡&1 /  0 , t o  b ^ ‘#  0 j a^  s  0 , to  b ^  0
i

404 !i
ii
i
iii

i 12 ¡za  podstaw im y
i ii i

•
!

i i

! za oO  podstaw im y

iit
i
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