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4. D i e  Q u a n t e n s t a t i s t i k  v o n  M. Pl a n c k .

Die Q uantensta tis tik  von M. Pl a n c k  un terscheidet sich von der b isher v o rg e ­
tragenen klassischen S ta tis tik  durch  die Annahm e, daß die Phasenzellen einen end­
lichen und  w oh lde fin ie rten  W e rt haben. Pl a n c k  füh rte  fü r  die Größe e iner solchen 
Zelle den W e rt h3 ein, w obei h eine n ich t zahlenm äßig bekannte und  du rch  das 
E xpe rim en t zu bestim m ende neue phys ika lische  Konstante ist. A lle rd in g s  müssen w ir  
den Phasenraum  dahingehend abändern, daß an d ie Stelle der G eschw ind igke its ­
koo rd ina ten  vx, vv, vz d ie Im pulse m v x =  p x, m v y =  pv, m v z= p z zu setzen sind. W ürden

w ir  d ie v als K o o rd ina ten  w e ite rh in  benutzen, so w ürde  d ie Ze llengröße ^ sein,

und d a m it von der von P a ll zu F a ll verschiedenen Masse abhängen, w ährend  bei 
Benutzung der Im pu lse  d ie Größe der Phasenzelle u n ive rse ll is t.

Es muß dann w e ite r auch eine Festsetzung über die E nerg ie  ge tro ffe n  w erden, 
die den in  den einzelnen Zellen sitzenden M o lekü len  zu e rte ilt w ird . F ü r den F a ll, 
daß die M olekü le  harm onische O sz illa to ren  von  der Frequenz v s ind, sollen nach 
der PLANCKsehen Annahm e diese in  der i- te n  Zelle d ie Energ ie  i - h - v  haben. Das 
Zustands in tegra l geht fü r  diesen F a ll übe r in  d ie Zustandssumme

h v
co i h v  , JPt
Y e ~ * T ______1____=  _ £ _____,
_ — _ A h  hu

1 — e k T  ek T - \

und fü r  d ie  V e rte ilu ng  der O sz illa to ren  auf d ie Phasenzellen fand  Pl a n c k  d ie fo lgenden 

A u sd rü cke :
/  hv \  i h v

N i  =  N \  1 — e ~ r ¥ ) e ~ * T - ,

der E n e rg iem itte lw e rt in  einem solchen O szilla torengas ist:
h v

~  k7?
E  = y ,  i h v  • N i  =  N h v ------------ ft - ;

1 — e “ k T

und die fre ie  Energie, d ie m it der Zustandssumm e durch  d ie G le ichung

F  =  —  I c N T  ln  2
v e rk n ü p ft is t, ha t d ie F o rm :

/  _ A l \
F  =  k N T  I n U —  e kT ) .

Pl a n c k  konn te  fe rn e r zeigen, daß G le ichgew ich t zw ischen de r S trah lung  und einem 
solchen O szilla to rengas n u r dann vorhanden sein kann , wenn auch die m ittle re  E n e rg ie ­
d ichte  der S trah lung  der Frequenz v fo lgendem  Ausdrucke  g le ich  ist:

,  8 n h v a d v e
Qv d v  = ---y-------  Tv

1 — e~ kT
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Dieser A usd ruck en thä lt das PLANCKsche S trahlungsgesetz fü r  die S trah lung  eines 
sogenannten schwarzen K örpers. F ü r k le ine  Frequenzen geht sie in  das R a y l e ig h - 

jEANSsche Gesetz ü b e r:
e, d v  =  ^ - v ' k T d v .

F ü r «roße Frequenzen h ingegen e rg ib t sich das W iENsche S trahlungsgesetz: 
°  h v

, 8 n , o kT  7 ,
qvdv  — -p -  h v3e d v .

De b y e  konn te  m it H ilfe  der PLANOKschen S ta tis tik  ein anderes brennendes P rob lem  
der Lösung zuführen, indem  er annahm, daß auch die E ne rg ied ich te  fü r  d ie elastischen 
W e llen  in  einem festen K ö rp e r im  therm ischen G le ichgew ich t dem PLANOKschen Gesetze 
genügen müsse. D er U ntersch ied  gegenüber der S trah lung  besteht le d ig lich  d a rin , 
daß das F requenzgeb ie t fü r  d ie S trah lung  unend lich  ist, d. h. es tre ten  m  der H o h l­
raum strah lung  be lieb ig  hohe Frequenzen auf, diese a lle rd ings  dann m it im m er schwächer 
w erdender In tens itä t, w ährend im  F estkö rpe r Frequenzen, deren W ellen länge  k le in e r 
als der A bstand zw e ie r benachbarte r M o lekü le  is t (etwa 10“ 8 cm), n ich t au ftre ten  
können. Im  F estkö rpe r e x is tie rt also im  U ntersch iede zu r H oh lraum strah lung  eine 
größte F requenz vgv, d ie fü r  den betre ffenden S toff cha rak te ris tisch  is t. D ie  m it vgv

geb ilde te . Größe 0  =  ^ ,  welche d ie D im ension e iner T em pera tu r hat, bezeichnet

m an dem entsprechend als die charakte ris tische  T e m p e ra tu r der be tre ffenden Substanz. 

D ie  Rechnungen ergeben im  einzelnen

fü r  d ie fre ie  Energ ie  F  =  E 0-\- 3 L k T ln  1
0

e t

T
T 3 /' x3 dz  1

fü r  d ie fre ie  E nerg ie  bei hohen Tem pera turen F  — E 0 — L k T  ' ¿ L k \ n  

fü r  die fre ie  E nerg ie  bei tie fen  Tem pera turen F  =  E 0 +  3 L k  T In 1 — e t
n* T 3] 
15 0 3] ;

oder fü r  den le tz te ren A u sd ruck  näherungsweise
_4 rpa

F f v E o - f L k T - Q .

F re ie  E nerg ie  und  Gesam tenergie s ind fü r  tie fe  Tem pera tu ren  in  e rster N äherung 
p ro p o rtion a l zu T i , daher die spezifische W ärm e p ro p o rtion a l zu T 3. D ie spezifische 
W ärm e eines festen K ö rpe rs  ve rschw inde t demnach bei tie fen  Tem pera tu ren  und 
genügt demgemäß den Forderungen  des d ritte n  W ärm esatzes. F ü r hohe Tem pera turen 
e rg ib t sich ein kons tan te r A usd ruck  der spezifischen W ärm e, w ie  es nach dem D u l o n g - 
PETiTschen Gesetz g e fo rde rt w erden muß.

5. D ie  m o d e r n e n  S t a t i s t i k e n .
Auch die m odernen S ta tis tiken  behalten die Annahm e Pla n c k s  über d ie  Größe 

der Phasenzellen bei. D ie  aus dem Strahlungsgesetz e rm itte lte  Größe h =  6,547 • 10 27 
is t die G rund lage  jede r m odernen Q uantensta tis tik . D ie  Größe de r E nerg iew erte  in  
den einzelnen Phasenzellen kann  eine S ta tis tik  ohne zusätzliche A nnahm en n ic h t an­
geben. Diese W erte  müssen e iner anderen phys ika lischen  D isz ip lin  entnom m en w erden. 
E ntw eder bestim m t m an die E nerg ie term e aus spektroskopischen Messungen, odei 
man berechnet sie nach den Methoden der Q uantentheorie. A u f jeden F a ll muß 
die S ta tis tik  d ie  F rage  nach der Größe der E ne rg iew erte  als e rle d ig t be trachten und 
annehmen, daß m an in  jedem  einzelnen F a lle  die E nerg iew erte  angeben kann.

Zu den m odernen S ta tis tiken  rechnen w ir  d ie  BöSE-EiNSTEiNsche und  die F e b m i- 
DiBACsche S ta tis tik . B e iden gem einsam  is t eine zusätzliche Annahm e, die über die 
Voraussetzungen der PLANOKschen S ta tis tik  hinausgehen. In  der PLANOKschen S ta tis tik  
w u rde  das klassische A b zä h lve rfah ren  im  w esentlichen beibehalten und  le d ig lich  
die endliche Größe der Phasenzellen und der d iskre ten  E nerg ie term e b e rücks ich tig t.
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A be r es w urde  w e ite rh in  die Annahm e gem acht, daß die M olekü le  (oder besser gesagt: 
d ie Gegenstände der statistischen A bzäh lung) als In d iv id u e n  vone inander unterschieden 
w erden können. A n  de r D e fin ition  der m ik roskop ischen  V e rte ilu n g  w urde  demgemäß 
n ichts geändert.

H ie r in  unterscheiden sich die m odernen S ta tis tiken  von ih re n  V o rgängern . N ich t 
etwa aus logischen, sondern aus phys ika lischen  G ründen ve rz ich te t m an darau f, die 
M olekü le  als in d iv id u e lle  Größen in  A na log ie  zu den Gegenständen des täg lichen  
Lebens zu betrachten. D ie  Aussage, daß ein M olekü l, das w ir  z .B . m it de r N um m er 1 
versehen haben, zu jedem  be lieb igen Z e itp u n k t als solches w ie d e re rka n n t w erden 
kann, ist- zw a r n ich t log isch, aber p h ys ika lisch  sinnlos, w e il bei de r B eschränkthe it 
unserer phys ika lischen  M eßinstrum ente ke in  V e rfah ren  angegeben w erden kann , das 
gestatten w ürde , eine de ra rtige  Aussage nachzuprüfen.

Es hande lt sich bei dieser E insch ränkung  n ich t um  eine B eschränkung durch  
technische M ängel oder F äh igke iten , sondern die E insch ränkung  en tsp rich t der T a t­
sache, daß unsere phys ika lischen  H ilfs m itte l w iederum  Gegenstände de r P h ys ik  sind, 
d ie w ir  also als gegeben h inzunehm en haben. E xpe rim en tie ren  w ir  an den k le ins ten  
Te ilchen der M aterie, so s ind  unsere M eßm itte l w iede rum  bestenfa lls E lem entarte ilchen, 
deren Masse und  E nerg ie  n ich t so w esentlich  verschieden is t von der Masse und 
E nerg ie  der zu beobachtenden phys ika lischen  Gebilde. A u f a lle  F ä lle  is t m an da m it 
von dem Id e a l de r klassischen P hys ik , daß ein messender E in g r if f  den zu messenden 
V o rg a n g  b e lieb ig  w en ig  stören d a rf, sehr w e it en tfe rn t, und so e rha lten  unsere 
physika lischen Aussagen in  der A to m p h ys ik  einen un ive rse lle ren  C ha rak te r dera rt, 
daß der phys ika lische  V o rg a n g  und der messende E in g r if f  n ich t m ehr vone inander 
zu trennen sind.

Diese w irk l ic h  p rin z ip ie lle n  S chw ie rigke iten  der F o rtfü h ru n g  der klassischen P hys ik  
w ären  n u r zu überw inden , w enn sich ein ganz neues physika lisches Phänomen finden 
ließe, das zu r Beobachtung von Erscheinungen herangezogen w erden könn te  und  das 
die angenehmen E igenschaften hätte, welche die klassiche P h ys ik  z. B. dem e le k tro ­
magnetischen F e ld  be ige leg t hat. V on der A nw endung eines solchen neuen M eßver­
fahrens w ürde  n a tü r lich  auch die experim ente lle  E rfa h ru n g  N utzen  haben, und eine 
Reihe phys ika lisch e r Aussagen w ürde  einen ganz anderen C harak te r annehmen. Man 
sieht also daraus schon, daß zw a r log isch ganz andere Aussagen m ög lich  w ären, wenn 
andere M eßm itte l benutzt werden können, und daß es andererseits im  Rahmen der 
messenden P h ys ik  sinnlos wäre, m ehr aussagen zu w o llen , als nach unserer heutigen 
A ns ich t jem als w ü rde  bestä tig t w erden können.

a) D ie  B ose-E in s t e in s  c h e  S t a t i s t i k .  Nach dem Vorhergehenden ka n n  als 
M ik rozustand  n ich t m ehr die V e rte ilu n g  in d iv id u e lle r M o lekü le  angesehen werden. 
F ä llt  aber die In d iv id u a litä t de r M olekü le  fo rt, so kann  m an bestenfa lls noch angeben, 
w ie v ie l M o lekü le  sich in  den e inzelnen Zellen befinden. H ingegen  besitzen bei der 
A bzäh lung  die Ze llen nach w ie  v o r  eine In d iv id u a litä t, denn die Ze llen sind ja  ke ine 
phys ika lischen  Gebilde, sondern die Fo lge  eines m athem atischen O rdnungsverfahrens. 
A lle rd in g s  können n ich t a lle  Zellen m ite inande r ve rtauscht werden, da ja  die meisten 
Ze llen  verschiedene phys ika lische  Zustände bedeuten, so daß m an bei e iner w i l lk ü r ­
lichen  Vertauschung zw eier Ze llen m ite inande r zu phys ika lischen  Zuständen gelangen 
könnte, d ie den a llgem einen Nebenbedingungen n ich t m ehr entsprächen. Aus diesem 
Grunde w o llen  w ir  das A bzäh lungsverfahren  in  m ehrere S ch ritte  au fte ilen, indem  w ir  
zunächst n u r a lle  d ie  Ze llen  be trachten, die energetisch w en ig  vone inander ab weichen.

W ir  w erden demgemäß un te r Z j d ie Zahl de r Ze llen verstehen, deren E nerg ie  
in  einem k le inen  Bereiche zw ischen e* und ei +  A e ' lie g t, und  eine A bzäh lung  zu ­
nächst n u r an ihnen du rch füh ren . E in  M ik rozustand  w ird  du rch  fo lgende A ngaben 
bestim m t sein:

Zellen N r . :  1 2 3 4 5 6 7
Zahl der T e ilchen : 17 131 0 134 28 o 0,

9 *
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eine Ze lle  m it 28 T e ilch e n ; 3 : zw e i Ze llen m it 134 T e ilchen , 4 . d re i e eil

^ " » J e i S ' n n m i t t e l b a r ,  daß ein solcher M .k ro zu s ta n d  noch du rch  andere M ik ro - 
• I I o-metcllr w erden ka n n  und  w ir  w erden  d ie Zah l d ieser M ikrozustande,

d”  d e rg le ic h e n  M a k ro z .s ta n d  lie ie rh , als d ie  therm odynam ische W a h rsch e in lich ke it 

dieses M akrozustandes de fin ie ien . .. ¿ je Ze ilenzah l
U m  also den M akro—  T a  U e L u Z  nach w ie

vnit ke inem  m it einem, m it zw ei ust. ie ilc h e n  angepeii. u a
v o r n u r dem v o rh in  angegebenen E n e rg ie in te rva ll zw ischen e< und e« +  e ange- 
hören sollen müssen a lle  Ze ilenzahlen diesen In d e x  * tragen. W ir  bezeichnen a 
die Zah l de’r  Ze llen  aus dem E nerg ie in te rvaU  i ,  d ie m it ,  T e ilchen  besetzt sind,

m it Z f .

A u s fu M ic h e m e ^  des E nerg ie i n t erva lle s  i  ohne T e ilch e n ;
1 i  m it 1 T e ilch e n ;

Z \  „ 
ZA „
z\

2
3

W enn m an ”  diese A n o rd n u n g  m it de r aus der klassischen S ta tis tik  ve rg le ich t 
k a n n  m an saffen daß in  der klassischen S ta tis tik  die in d iv id u e lle n  M olekü le  au f 

die Ze llen  v e rte if t w u rden , w ährend  in  de r BosB— Hschen S ta tis tik  d ie i n d i ^  
due llen  Ze llen  au f M o lekü lzah len  v e rte ilt  w erden. D ie  Z \  spielen also h ie r d ie  R o lle  
der N s. D a m it können w ir  d ie F o rm e l fü r  d ie  W a h rsch e in lich ke it ans de i klassischen

S ta tis tik  entlehnen, indem  w ir  n u r an d ie Stelle der N s die Z f setzen.

Wi
Zi\ z f

i _ ZH Z f !  Z f ! . z f '1 z f  l • Zf

Z i = X % l  ist.WO -e  -
H ie r ha t d ie Größe W t den In d e x  i  e rha lten , um  anzudeuten, daß es ¡sich un i die 

W a h rsch e in lich ke it e iner V e rte ilu n g  im  E nerg iegeb ie t « handelt. Da die V e rte ilu  ö 
in  verschiedenen E nerg iegebie ten vone inander unabhäng ig  s ind is t d ie W ^ s c h e in l ic  - 
k e it  fü r  eine bestim m te V e rte ilu n g  in  m ehreren E nerg iegebie ten e in fach d a s P io d U k

der E in ze lw a h rsch e in lich ke ite n : W = I J W i .
D ie ien ige  V e rte ilu n g , die dem therm odynam ischen  G le ichgew ichtszustand ent- 

sp rich t w iM  w ie  auch l n  der klassischen S ta tis tik , du rch  ein M ax im um  von IF  oder

\  —  Ä C Ä
N ebenbedingungen w erden  w iede r d ie  G le ichungen au ftre ten , die K onsm nz der Cta- 

sam tenerg ie  und  K onstanz der T e ilchenzah l verlangen . Da 

T e ilchen  N t im  E nerg iegeb ie t i  is t, so muß also ge lten :

Da fe rne r Z  ^  die Gesam tenergie ¿ d e s  Gases ist, e rha lten  w ir :
Z e t N ^ Z ^ Z s Z l = E .

F ü r dieses M al dürfen  n ich t d ie N t als die unabhängigen Größen angesehen w erden, 
sondern d ie Z \ .  A lle rd in g s  ge lten fü r  diese n ich t n u r die zwei Bedingungen, welche
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die Konstanz der Te ilchenzah l und  der E herg ie  aussprechen, sondern auch noch 
Bedingungen, die aussagen, daß d ie  also die Zah l de r Ze llen  in  jedem  der Energ ie-

eebiete, kons tan t s ind :
s ¿ > Z f  = 0 .  . ( i = l .  2, 3 . . . )

s
Aus der W ah rsch e in lich ke it e rg ib t sich die E n trop ie

8 = k \ Z z i \ n Z i - Z Z Z i  1 nZ \
y i  i s

und die B ed ingungen  fü r  einen E x tre m w e rt de r E n trop ie  lau ten  zusammen m it den 

N ebenbed ingungen :
Ö S =  ~ k Z  Z ö Z f O n Z t  +  1) =  0 .

E Z M =  0 ;  Z e i Z ^ Z t =  0 ; Z « 5 Z ? = 0  (I =  l , 2 , 3 . . . ) -
i  s i  s s

Von den Nebenbedingungen befre ien w ir  uns nach der g le ichen Methode w ie in  der 
klassischen S ta tis tik . D ie  erste der N ebenbedingungen m u ltip liz ie re n  w ir  m it e iner 
F u n k tio n  oc, d ie zw eite m it e iner F u n k tio n  ß, und die Bedingungen, we c ie  te vons anz 
der Z , aussprechen, w erden m it F unk tionen  y t m u lt ip liz ie r t, deren Zah l genau so 
groß ist, w ie  d ie  Zahl der Energ iegebie te  i .  W ir  ve rlangen  also d iesm al einen E x tre m ­

w e rt fü r  die F u n k tio n  {S +  a N  +  ß E ^ - Z  7 iz i) und  e rh a lte n :
i

k Z Z d t f i f a z t  +  l - “  , ß p. — 0-
T 5 “ T £iS ’

daraus e rg ib t sich:

Z¡  =  e fc
— l - (<* + ß e,-)

Aus der B ed ingung , daß Z  Z i  — Z i  i s t> finde t m an :

—  i
= z t •• Z '

- (a + ß £»•)
Z A l — ek

Ka+ZSep

i>
S chließ lich bestim m en w ir  d ie  V * nach der G le ichung Z s Z i = N i  ™ d erha lten  

nach e in igen U m rechnungen:
i (« + ß ei>

N i  =  Z i  -
: (“  + ß £¡)

D aher is t d ie  Gesam tzahl der T e ilchen  des Gases du rch

N = Z
Zi.e

-r (a+ßei)

1
: ( *+ ß  «i>

und die Gesam tenergie des Gases du rch
i ( a +  ß^) 

E  __ V 1 ZjEj e________
. i  i  («+/»•«)

1 — ek
gegeben.uen. . . . . . .

Je tz t müssen noch d ie Größen oc und ß bestim m t w erden. H ie rzu  setzen w ir  d ie fü r

die Z \  gefundenen A usdrücke  in  die E n trop ie  S ein, w obei w ir  aber ( - £  -  1 ) durch  

Z i  ausdrücken. F ü r den L oga rithm us  der Z*  finden w i r :

1 — ek
(*+ ßeß

+  T °  +  W -l og  Z f  =  log  Z i  +  log
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Dies, über a lle  i  und s sum m iert ,*  nachdem m an vo rh e r m it Z \  m u lt ip liz ie r t 
hat, e rg ib t :

:(« + ß»s)
k N - ß

k E.Z  Z i  log Z { +  Z  Z i \ og [  1 — e*
i

W enn m an dies m it (— Je) m u lt ip liz ie r t und  zu k ^ J Z i l n Z i  h in zu a d d ie rt, w ird  S
i

e rh a lte n :

S =  — a .N — ß E  — k X Z i \ o %  1,1

O ffenbar ge lten d ie G leichungen
es öS a
e w = “ a ’ ~ c H = - ß -

Da aber aus der T h e rm o d yn a m ik  die G leichungen

es 0 ss i  0  =  s - p V
B N  T  ’ BE T  ’ N  "  N

bekann t sind, so erha lten  w ir  fü r  ß d ie g le iche Bedeutung w ie  in  der k lassischen 
S ta tis tik , w ährend oc sich als der Q uotien t des therm odynam ischen P otentia ls  von 
G ib b s , d iv id ie r t du rch  T , e rw eist. E x p liz it  sieht also die E n trop ie  fo lgenderm aßen aus :

0 -

8 =  —
A<Z> E

T  +  T
und daraus e rg ib t sich z. B. d ie  fre ie  E ne rg ie :

k Z Z i  I n U  — k T

F  =  E  — T S  = k T Z -Z»ln \  1 — k T - N 0 .

E S
In  beiden G le ichungen is t 0  n ich t durch  — T  -j- p V , sondern durch  die

G le ichung

N = Z
Z ,: e k T

l — e K1
zu bestim m en, denn da N  bekannt ist, so is t die Größe 0  in  d ieser G le ichung die 
e inzige U nbekannte, vorausgesetzt, daß w ir  d ie Größen Z i  kennen. Diese aber lassen 
sich in  jedem  E in ze lfa lle  berechnen.

D ie Z t sollen berechnet w erden un te r der Voraussetzung, daß die T e ilchen  a u f­
e inander ke ine W echse lw irkung  ausüben, d x d y  d z d p x d p v d p z is t e in Volum enelem ent

des Phasenraumes, also d x d y d z d P^d P«d Pj .  d ie Zahl de r Phasenzellen in  diesem 

Volum enelem ent. F ü r dpx dpy dp2 können w ir

dpx dpy dpz =  m 3v2d v  s m ' & d f t d ( p =  1/2 (2 m)3/2 y Ede s in f td f tdcp

ein führen, wo e die von  $  und  cp unabhängige Energ ie  ist. D ie  In te g ra t io n  über die 
W in k e l e rg ib t den F a k to r  4 jt. A lso is t die Zahl der Phasenzellen in  dem Energ ie- 

® 2 n y
gebiete zw ischen e; e +  cüe genau g le ich  Z e =  —p -  (2 m)3/2 e1/2 de .

M it H ilfe  dieses Ausdruckes kann  m an dann die Größen N  und E  als In teg ra le  
schre iben :

W =  ^ - ( 2 m ) 3 / 2 | - ^ de
I Z ]

k T

E -
2 nV  

h3 2 m )3/2 y e— (P — l

D ie eben en tw icke lte  S ta tis tik  w urde  von Bose e rdacht, um  das PLANCKsche 
S trahlungsgesetz abzu le iten u n te r der Annahm e, daß ein Gas aus la u te r E in z e lp a rti­
ke ln  besteht, d ie vone inander unabhäng ig  s ind. Daß solche L ich tq u a n te n  w irk l ic h
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existieren, hatte  die phys ika lische  Forschung der le tz ten  25 Jahre  e rw iesen; daß 
aber d ie a lte  S ta tis tik  n ie zum PLANCKschen Strahlungsgesetz, sondern im m e r zum 
W iENschen Strahlungsgesetz führte , w a r ebenfa lls bekannt. B ose fü h rte  nun re in  
fo rm a l eine d e ra rtig e  A bänderung  der sta tistischen Zählw eise ein, daß sich das 
PLANCKsche Strahlungsgesetz r ic h t ig  ergab. E in s t e in - w andte  die g le iche A bzäh lung  
an, um ein ideales Gas zu quante in. D ie  A nw endung  auf solche m a te rie llen  Gase 
füh rte  a lle rd in g s  se inerze it zu ke inen  p raktischen  Fo lgerungen, w e il d ie Q uanteneffekte 
sich erst bei sehr tie fen  Tem pera tu ren  bem erkbar machen und  dann im m e r von den 
E ffek ten  übe rdeck t w erden, die von der E xistenz von  K rä fte n  zw ischen den M olekü len 
herrüh ren . E rs t in  neuster Ze it is t es gelungen, die Quantentheorie au f n ich t idea le  
Gase anzuwenden (So m m e r fe ld , W a l d m a n n ).

D ie  F o rm e ln  der PLANCKschen S trah lungstheorie  aus den F orm e ln  der B ose-E i n - 
STEiNschen S ta tis tik  herzu le iten, is t nunm ehr sehr le ich t. E in  L ich tquan tengas u n te r­
scheidet sich von einem m ate rie llen  Gase n u r dadurch, daß die Zahl de r L ich tquan ten  N  
n ich t begrenzt is t und daher bei de r V a ria tio n  die eine der B ed ingungen, welche die 
Konstanz der Te ilchenzah l ausspricht, fo rtb le ib e n  muß. R ein fo rm a l bedeutet dies das 
V erschw inden von oc oder auch von  0 .  F e rn e r w erden w ir  d ie Zahl de r Zellen Z; 
du rch  die F requenz v ausdrücken, indem  w ir  berücks ich tigen , daß der Im p u ls  eines

Teilchens der F requenz v den W e rt ~  hat. D a w ir  soeben fü r  Zu d ie Größe j P d p

fanden, so erha lten  w ir  je tz t Z „ =  —™^-v2d v  und daraus N v d v =  r 2 —̂ ------- ;

e * ^ - l
indem  w ir  die Zah l der T e ilchen  aus dem Gebiete v ; v +  dv,  die w ir  N v dv  nennen, 
noch m it de r Energ ie  eines L ich tquan tes hv  m u ltip liz ie re n , e rha lten  w ir  d ie räum liche

., , 7 4 n V  hv3
D ichte der S trah lung  Qvdv  — -----^ -------•

e ^ - 1
D ieser A usd ruck  is t genau ha lb  so groß w ie  der, den Pl a n c k  ang ib t. D er fehlende 

F a k to r  2 rü h r t n u r daher, daß w ir  d ie L ich tqüan ten  als u npo la ris ie rte  Größen ange­
sehen haben. D ie  h ie r gefundene Größe is t daher d ie räum liche  S trah lungsd ich te  fü r  
eine P o la risa tionsrich tung .

W enn m an auch in  dem A u sd ru ck  fü r  die fre ie  E nerg ie  die spezie ll fü r  L ic h t­
quanten ge ltenden W erte  e in fü h rt, so ge lang t m an zu genau dem A usdruck, den w ir  
im  A bschn itt 4 fü r  die fre ie  E nerg ie  von  O szilla to ren  angegeben haben.

b) D ie  FERMi-DiRACSche S t a t i s t i k .  Diese geht aus der soeben behandelten B ose- 
EiNSTEiNschen S ta tis tik  durch  eine E insch ränkung  he rvo r, d ie es gestattet, d ie F orm e ln  
der F e r m i-Sta t is t ik  besonders e in fach aus unseren b isherigen D eduktionen  abzuleiten.

D ie  FERMi-DiRACSche S ta tis tik  b e rü cks ich tig t eine E rke n n tn is  von Pa u l i , die als 
PAU Li-P rinzip  in  der P h ys ik  eine große Bedeutung e rla n g t hat. Pa u l i  hat näm lich  
festgeste llt, daß im  ganzen periodischen System n ich t e in einziges M al der F a ll ein- 
t r i t t ,  daß zwei E lek tronen  eines A tom es die g leichen Q uantenzahlen haben. Dies is t 
a lle rd ings  erst dann r ic h tig , w enn m an be rücks ich tig t, daß ein E lek tron  eine A r t  
P o la risa tion  zeigt, ähn lich  der der L ich tquan ten . D ann lau te t das Pauli-P rinz ip  so: 
zw ei E lek tronen  können n u r dann d ie g le ichen Q uantenzahlen haben, wenn sie v e r ­
schiedene Polarisationszustände besitzen.

In  dieser F o rm  is t das PAULische P rin z ip  nach a llem , was w ir  heute wissen, 
streng r ic h t ig  und  ließ  sich auch m it gewissen E igenschaften des V ie lkö rpe rp rob lem s 
der Quantentheorie in  Zusam m enhang b ringen , w ie  im  w esentlichen von D ir ao  nach­
gewiesen w urde. D ie  erste A nw endung des PAULischen P rinz ips  au f die S ta tis tik  
verdanken  w ir  F e r m i.

D ie  V e rkn ü p fu n g  zw ischen dem PAU Li-P rinzip  und  der S ta tis tik  s te llt die E r ­
kenn tn is  her, daß die einzelnen Phasenzellen der S ta tis tik  m it den sogenannten
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sta tionären Zuständen der Q uantentheorie  übere instim m en. D ie  Aussage des Pa u l i- 
P rinzipes, daß n iem als zw ei oder m ehr E lek tronen  die g le ichen Q uantenzahlen haben 
können, bedeutet also h ie r, daß in  je d e r Phasenzelle höchstens ein E lek tron  sich 
befinden kann . Z w a r  is t dies inso fe rn  n ich t ganz r ic h tig , als bei verschiedenen 
P o larisationszuständen zw eier E lek tronen  im m e r noch beide die g leiche Phasenzelle 
besetzen können, doch w o llen  w ir  d ieser Tatsache genau so Rechnung tragen, w ie  
w ir  d ie P o la risa tion  im  F a lle  der L ich tquan ten  berücks ich tig ten . W ir  w erden n u r 
in  den G leichungen, den beiden Polarisationszuständen entsprechend, den F a k to r 2 
h inzu fügen und  so verfahren , als ob w irk l ic h  in  e iner Phasenzelle sich höchstens 
ein E le k tro n  befinden kann.

D ie  wesentliche V ere in fachung gegenüber der B ose-E in s t e in sehen S ta tis tik  beruht 

dann darau f, daß von  den Zahlen Z \  nu r die Zahlen ZI  und Z\  ex is tie ren  können. 
Diese Zahlen geben d ie A nzah l de r unbesetzten und der besetzten Ze llen an. Auch 
is t Z\  =  N i , da jede besetzte Zelle  n u r e in T e ilchen  tragen  kann. Indem  w ir  der 
Größe s n u r die beiden W erte  0 und 1 zute ilen, e rg ib t sich so fo rt:

-*-— 1 1 +^o _ _ e k . 7 \ — Ar . — ek ßk

und daraus, da Z\  +  Z\  =  Z { sein m uß: e

V•
1 Zi

1 +  e
r (“ + 0 £i>

D a die Zahlen Z i  d ie g le ichen s ind w ie  im  F a lle  der BosE-EiNSTEiNschen Sta­
t is t ik , erha lten  w ir  w iede r fü r  den F a ll, daß ke ine  K rä fte  zw ischen den Te ilchen 
w irke n , die fo lgenden G le ichungen:

N = 2 - 2 n V
(2 m) 3/2

Ä3 J - l
0 „ kT

e ' l ' d , E  =  2 - 2 n - V  ■
(® —«)

0

(2 m)
— w

,3/2 r  e3l'2 de
J .---- — £)
o „ k r v ’ + 1

H ie r haben w ir  bere its oc durch  ^  und ß du rch  —  y- ersetzt und w erden erst nach ­

trä g lic h  die R ic h tig k e it d ieser S ubstitu tion  zeigen. D er F a k to r  2 en tsp rich t den beiden 
P o larisationszuständen 1 Schließ lich e rg ib t sich fü r  d ie E n tro p ie , indem  w ir  die 

gefundenen W erte  von Z\  und  Z\  in  die F o rm e l S  =  k T ,  (Z,: ln  Z j — Z J l n Z j  Z \ \ n Z i )

einsetzen :
S =  — x N  — ß E +  J c Z i \ n \ l  +  e k (a + ßH)

Daraus w ie  vo rh e r:
8 8 e s_  1 =  — ß,  w oraus dann genau w ie  im  F a lle  der
6JV ’ a E  r

BosE-EiNSTEiNschen S ta tis tik  d ie Bedeutung von a und  ß fo lg t. Es e rg ib t sich so:
0— e\

s = E Nd> 
' T

- k - 2 • 2 n -  V
(2 to)3/2

A3

/
, kT

oder die fre ie  E n e rg ie : 

F
°° / 0 ~ ey

=  - i n k V - ^ ^ T - J \ n [ l  +  e k T ) em d e _

e1/2 de,

N O .

Aus der G le ichung fü r  d ie E n trop ie  fo lg t:

S + - - N
_ ^ X = y F =  fc F (2m)

T I  T  ™

3/2 °° Í  0 ~ e \
J  ln  \1  + e  fcT j e ^ d e .

Indem  w ir  das In te g ra l rech te r H and  durch  p a rtie lle  In te g ra tio n  um form en, e rg ib t s ich :

~  e ^ d epV  2 
T  “ 3" ' 471 T

V (2 to)3/2 
' A3 I-

o e

p F  =  2/3Æ

0  — e 
kT  . i

oder
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eine G le ichung, d ie übrigens sowohl in  der klassischen S ta tis tik  w ie  auch in  der 
BosE-EiNSTEiN-Statistik ebenfalls r ic h tig  ist. A ls  „Z us tandsg le ichung  eines idealen 
FERMi-Gases“  aber w ürde  man d ie  G le ichung e rha lten :

p V  m  =  R T  • A tzVm
(2 m),3/2 /'ln  11 +  e kT e1/2 dt

H ie r is t VM das M olvo lum en, die Zah l N  is t g le ich der LoscHMiDTschen Zahl und 
L  ■ k g le ich  der absoluten Gaskonstante R.  Man sieht, daß diese G le ichung in  die 
gew öhnliche ideale Gasgle ichung übergeht, wenn rechter H and  der bei R T  stehende 
A u sd ruck  g le ich 1 w ird . Is t dies n ich t der F a ll, so nennen w ir  das Gas e n t a r t e t .  
W ir  w erden zeigen, un te r welchen Bedingungen ein Quantengas en ta rte t is t. F ü r 
h in re ichend  hohe Tem pera turen s ind a lle  Gase n i c h t  entarte t.

D ie  u n te r dem In teg ra lze ichen  in  den G le ichungen fü r  N  und E  vorkom m ende 
F u n k tio n

M(e) =  4 n V  ------ r~~~~----------

e k T ( 9 C) +  l

kann  m an fo lgenderm aßen deuten: u ( e ) d s  is t die re la tive  Zahl von Te ilchen  m it der 
Energ ie  im  In te rv a ll e \ s - \ - d s .  Entsprechend is t

' m \  3 dvx dvy dvz
w {vx vy vz) d v x d v v ctvz =  V  ■ y l

k fe + 1
die re la tive  Zahl von Te ilchen, deren G eschw ind igke itskom ponenten in  den In te rv a lle n
vx ; vx +  d v x \ vy -, Vy +  d V y  \vz-, vz +  dvz liegen, und

' 7Tb \  3 V* d V
w  (v) dv  =  4 n V  (

kT (® —s)
1

g i lt  als V erte ilungsgesetz fü r  die A bso lu tbe träge  der G eschw ind igke iten  im  In te rv a ll

v; v +  dv.
W ir  w o llen  zunächst versuchen, aus der G le ichung fü r  N ,  die w ir  auch in  der

00 1/2 7

: I --------------- -------- schreiben kö n n e n , e in ige Schlüsse über denF o rm
N h3

4 7i V (2 m ,3/2
® e kT

( 0 — U)

1
W e rt des therm odynam ischen Potentia les &  zu ziehen. Zunächst is t k la r , daß, wenn 
unser Gas w irk l ic h  n ich t en ta rte t is t, w ir  au f d ie klassische S ta tis tik  ge fü h rt w erden

0 N
sollten. D ies w ürde fü r  fF?  bedeuten, daß es in  den klassischen W e rt Z übergehen 
müßte, wo 7j das Z ustands in tegra l de r klassischen S ta tis tik  bedeutet. Dabei müssen 
w ir  a lle rd ings  beachten, daß das Zustands in tegra l de r klassischen S ta tis tik  wegen 
der unbestim m ten Größe der Phasenzellen einen w illk ü r lic h e n  konstanten F a k to r 
enthä lt. F e rne r is t zu  beachten, daß der Phasenraum  in  der klassischen S ta tis tik  
(übrigens durchaus w illk ü r lic h )  von  uns aus K oo rd ina ten  und  G eschw indigke iten  
geb ilde t w urde , w ährend w ir  uns in  der Q uantentheorie aus Zw eckm äß igke itsg ründen  
fü r  K oo rd ina ten  und Im pu lse  entschieden haben. Aus diesen Gründen werden fü r

den F a ll der N ich te n ta rtu n g  ^  und  ek T n u r bis auf einen F a k to r  übere instim m en, der 

n ichts w e ite r en thä lt als h und  m,  sowie einen Z a h le n fa k to r 1, de r von dei E xistenz 
der beiden P o la risa tionen  he rrü h rt.

W ir  machen je tz t d ie Annahm e, daß e kT  sehr groß gegen 1 ist. F e rn e r führen 

w ir  un te r dem In te g ra l der le tz ten  G le ichung an Stelle von  e die Größe ”j / a ŝ
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neue In te g ra tio n sva ria b le  ein. W egen der Annahm e über e kT  können w ir  d ie Zah l 1 
im  N enner vernachlässigen und e rha lten :

0 ° °N  h3 - r
(2 m IcT)ZI2 =  2 ekJ ' f  e~~V‘ ^  d v  ■
_  0

Das In te g ra l is t aber g le ich  ^ , so daß sich sch ließ lich  e rg ib t:

jPp   I W  h3
e ~  l i  " V ‘ (2 n - m h T ) 3l2 '

und das ist, abgesehen von  dem genannten F a k to r, w irk l ic h  der W e rt de r k lassi-
Zj

sehen S ta tis tik .

D a m it haben w ir  ein K r ite r iu m  fü r  das A u ftre te n  der E n ta rtu n g  gefunden. D ie
0

H e rle itu n g  w a r gestü tzt auf d ie Annahm e e * ^ > » 1 ,  und  das bedeutet:

K lassische Theorie  =  N ich ten ta rtung , w enn * \  <^; 1
V 71171K  1  ) '* l“

und entsprechend:

Q uantentheorie  =  E n ta rtung , wenn y  ^  (T ^ ^ s / a  >  1 •

K lassische Behandlungsw eise des Gases is t daher im m e r gesta tte t bei hohen T em ­
pera turen ; Q uantentheorie is t e rfo rd e rlic h  bei tie fen  T em pera tu ren . W ie  t ie f d ie  T e m ­
pera tu ren  sein müssen, d a m it die Quantenphänomene sich zeigen, häng t sehr w esentlich 
von  der Größe m, de r Masse eines Te ilchens ab. Je k le in e r die Masse is t, um  so 
höher kann  m an d ie Tem pera tu ren  w ählen, ohne das G ebiet de r Q uantentheorie  zu 
verlassen. D aher müssen sich die Q uanteneffekte  des Gases an den k le ins ten  uns 
zu r V e rfü g u n g  stehenden Massen, den E lek tronen , am leichtesten nachweisen lassen. 
Rechnet m an das E n ta rtu n g s k rite r iu m  fü r  E lektronenm asse und  Z im m ertem pe ra tu r nach, 
so e rh ä lt m an unge fähr 2 - I O 3, was sicher groß gegen 1 is t. D abe i is t d ie D ichte  
eines solchen Gases sehr groß  angenommen, e tw a g le ich  1022. D ies en tsp rich t näm ­
lich  unge fähr der D ichte  der E lek tronen  in  einem  M eta ll.

F ü r tie fe  Tem pera tu ren  s ind d ie Q uanten in tegra le  n ich t so e in fach auszuw erten; 
m an finde t fü r  sie im  a llgem einen n u r asym pto tisch  r ich tig e  A usd rücke  in  geschlossener 
F o rm . So lä ß t sich fü r  die Größe 0  be i sehr tie fen  T em pera tu ren  e in  A u sd ruck  an­
geben, der fo lgende Gesta lt ha t:

0
0 2 m \8  7i VJ

Setzt m an diesen A u sd ru ck  in  d ie W a h rsch e in lich ke its fu n k tio n  w (v x vyvz) ein, so e r­
h ä lt m an

W (vx vv vz) =  y (-

e
V m3

1 [ ft* ( 3JV \ 213
, k T [ i m  \ 8 n V j

und diese Größe is t fü r  T  =  0  g le ich  - p -  fü r  s < 0 o, und g le ich  N u ll, wenn 0 n
is t. D ie  Größe 0 O — 0  fü r  T  =  0 w ird  als FEBMische G renzenergie bezeichnet. Denn 
da jede Zelle  des Phasenraumes n u r m it e inem  Te ilchen  besetzt w erden kann , läß t 
sich de r Zustand fü r  T  — 0 n ich t dadurch  v e rw irk lic h e n , daß a lle  T e ilchen  in  die 
unterste Phasenzelle übergehen, w ie  das bei de r klassischen und  der B ose-E in s t e ih - 
schen S ta tis tik  der F a ll is t. Das FEBMi-Gas muß im m e r E lek tronen  m it end licher 
E nerg ie  enthalten, und  deren obere Grenze fü r  den absoluten N u llp u n k t is t du rch  0 O 
gegeben. D er W e rt d ieser Größe hat d ie  G rößenordnung e in ig e r E le k tro n e n v o lt fü r  
e in E lektronengas im  M eta ll, so z. B. fü r  A g  g le ich  5,45 eV.

D ie Energ ie  des Gases fü r  sehr k le ine  Tem pera tu ren  hat den W e rt
3 IV \ 1/3

E  =  E n j  (2 TT lc)2
8 n V )
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wo E 0 d ie vorgenannte  N u llpunk tsene rg ie  ist. Denn da n u r ein E lek tron  in  der ener­
getisch tie fstge legenen Zelle sein kann , muß das FERMi-Gas im m e r eine endliche Energ ie  
haben, die n a tü r lic h  eng m it de r FEBMischen G renzenerg ie  zusam m enhängt; ih r  
W e rt is t

„  _ 4 jz V h 2 / 3 N  \ 5/3 
5 m [ 8  n V )  '

D iffe re n z ie rt m an nach T,  so e rg ib t sich die spezifische W ärm e fü r  k le ine  T e m p e ra tu re n :

c  =  23
Sie is t o ffenba r sehr k le in  und ve rschw inde t am absoluten N u llp u n k t gänz lich . Das 
is t auch de r G rund da fü r, daß im  Gegensatz zu der k lassisch begründeten E rw a r­
tu n g  das E lektronengas ke inen  B e itra g  zu r spezifischen W ärm e lie fe rt. Denn fü r  das 
E lektronengas is t Z im m ertem pe ra tu r noch eine sehr n ie d rig e  T e m p e ra tu r und lie g t 
w e it im  E n ta rtungsgeb ie t, so daß w ir  d a fü r die h ie r abgele ite ten N äherungsform eln  
noch anwenden dürfen , w ährend fü r  d ie spezifische W ärm e des M etalles ohne die 
E lektronen  noch das DuLONG-PETiTsche Gesetz g ilt .

W enn m an jedoch zu tie fen  Tem pera turen übergeht, so kom m t m an in  e in Gebiet, 
in  dem fü r  den M e ta llru m p f das T 3-Gesetz von  D e b y e  zu ge lten  beg inn t. D ann v e r­
schw indet aber die spezifische W ärm e des M eta llrum pfes schneller als d ie spezifische 
W ärm e der E lektronen . In  solchen Tem para tu rgeb ie ten  kann  m an dann auch ta tsäch lich  
d ie  spezifische W ärm e der E lek tronen  nachweisen.

D ie zu le tzt en tw icke lte  Quantentheorie au f der G rund lage  von Pa u l i  und F e b m i 
ha t ungeahnte E rfo lge  gehabt, denn es is t m it ih re r  H ilfe  gelungen, die the rm oe lek­
trischen und L e itfä h ig ke itse ffe k te  zum  m indesten bei M eta llen be fried igend  aufzuk lä ren . 
Das P rob lem  des Iso la to rs  hingegen is t noch n ich t so w e itgehend gelöst, da h ie r noch 
wesentliche, von  uns n ich t v o ll beherrschte S tru k tu rsch w ie rig ke ite n  —  so z. B. be i den 
H a lb le ite rn  und Lum inophoren  — zu überw inden  sind.

K le in e  M it t e i lu n g .

Sichtwahrscheinlichkeit im Walde.
Von H. Bock in  Hamburg.

D er anschauliche Name „ W a l d “ m ag ein vo llkom m en  z u fä llig  verstreutes System 
g le ich  großer K re ise  in  der unendlichen Ebene kennzeichnen, von denen n ich ts bekannt 
is t als der K re isdurchm esser d und  ih re  du rchschn ittliche  A n za h l n  je F lächeneinheit, 
so daß sich au f jeder w ie  auch im m e r gestalteten, jedoch in  m indestens e iner D im en­
sion h in re ichend  ausgedehnten F läche F  w ahrsche in lich  n - F  K re ise  befinden. Nach 
dem Gesetz de r großen Zahlen ste ig t diese W ahrsche in lichke it m it n  und F.

1. D ie  d u r c h s c h n i t t l i c h e  S e h w e i t e  1. A u f einem re ch tw in k lig e n  S tre ifen von 
der be träch tlichen  Länge  l  und  der 
B re ite  d  stehen du rchschn ittlich  n - l - d  
B a u m m itte lpunk te  (v g l.F ig . 1). D ie  d u rch ­
schn ittliche  E n tfe rn u n g  zw e ie r Bäume

is t som it l  =  —- y . Da m an den Beobachter n • a
selbst als „B a u m “ ansehen da rf, ohne den C harakte r des ganzen Bestandes w esentlich  
zu ändern, so is t l  auch die du rchschn ittliche  Länge a lle r vom  Beobachter ausgehenden 
Sehstrahlen, d. h. d ie  du rchschn ittliche  Sehweite. D ie  A n a lo g ie  zu r B estim m ung der 
fre ien  W eglänge in  der k ine tischen  Gastheorie is t augen fä llig . A ls  Z a h l e n b e i s p i e l  
be trach ten  w ir  stets einen Bestand, der au f je  10 m 2 einen Baum  vom  Durchm esser 
0,2 m e n th ä lt; dann w ird  1 =  50 m.

Fig. l .  Probestreifen.
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2. D e r  B e d e c k u n g s g r a d  B  (x) g ib t an, w e lcher B ru ch te il eines m it dem 
Halbm esser x  um den Beobachter geschlagenen K re ises von Bäumen ve rdeck t ist. 
B  e rg ib t sich so. A u f einem K re is r in g  m it dem H albm esser x  und  der B re ite  d x  stehen 
2 n - x - n - d x  Bäume, von denen das jB-fache schon ve rd e ck t ist ;  der Zuwachs von 
2 7i • x  • B  is t aber g le ich  der G esam tbreite der noch sichtbaren Stücke des R inges: 
2 x - 7 T - d B  =  2 n -  x - d x - n ( l —  B) ■ d oder in te g r ie r t B =  1 — C - e ~ xl*. Da B { 0) v e r­
schw indet, so w ird

ß (,*) =  1 — . (1)

l ic h k e it da fü r ,  daß man 
kann . F ü r  unser Beisp ie l

m
is t

D e r K om p lem en tä rw e rt 0 { x ) =  1 — B ( x )  =  e ~ x!>- heiße der Ö f f n u n g s g r a d .  E r  
g ib t an, w e lcher B ru ch te il des Kreises noch s ich tba r is t und  bedeutet die W ahrsche in ­

irg e n d e in e r R ich tung  m indestens x  M eter w e it sehen 
in  100 in  E n tfe rnung  0 = 1 3 , 5 % .

3. D i e  S t r a h l e n f u n k t i o n  S (x) is t d ie jen ige  
K u rve , deren zw ischen x  und (x - \ - d x ) liegende F läche 
ein Maß is t fü r  d ie w ahrschein liche A nzah l de r Seh­
strah len m it de r Länge x.  D ie  ganze F läche zw ischen 
N u ll und  U nend lich  rep räsen tie rt dann die G esam theit 1 
a lle r S trahlen, d ie  vom  Beobachter b is an irgende inen 
Baum  re ichen (vg l. F ig . 2). Von den 2 n - x - n - d x  Bäu­
men des in fin ites im a len  Ringes is t das O-fache noch 
sichtbar, und deren Gesam tbreite, d iv id ie r t  du rch  den 

is t d ie W ah rsche in lichke it da fü r, daß ein S trah l gerade er Meter la n g  is t:

Fig. 2. Wahrscheinlichkeitsfunktion 
von ix) über x, von L (x, b) über b.

K re isum fang , 
2 n ■ x ■ n ■ d x ■ e

2 71 x ■ d = - r  • e ~ xl* ■ d x. Som it hat S d ie F o rm :

S (x) =  ~  • e~xl*. ( 2)

D abei is t von den k le inen  Störungen, die durch  die endliche Baum dicke entstehen, 
abgesehen. D ie m itt le re  Länge  a lle r Sehstrahlen is t daher:

OO
/ x ■S ■dx
-------------- — X.  Das is t eine B estä tigung  de r A b le itu n g  in  N r. 1.

J S - d x
o

4. F r e i e  F l ä c h e n .  D a fü r, daß irgende in  P u n k t e iner F läche F  von H o lz  fre i 
sei, besteht, abgesehen von k le inen  R andstörungen (vg l. N r. 6), die W ahrsche in lich ­

k e it —— ” , ——, wenn un te r /  der B aum querschn itt verstanden w ird . U m  d ie  F re ih e it

de r ganzen F läche festzustellen, muß m an sie ganz abtasten, wobei es jedoch genügt, 
F

 ̂ P unkte  zu untersuchen, w e il dieses V e rh ä ltn is  die H öchstzah l de r Bäume da rs te llt,

d ie au f F  a lgebra isch un te rgebrach t w erden können. D ie  W ah rsch e in lich ke it fü r  die 
Leere der ganzen F läche is t som it nach dem Gesetze des „S ow ohl —  als auch“ :

W  (/>') =  (1 — n f ) F d  ~ eFl f  Ina  — nf) e—m  ^

F ü r  unser B e isp ie l und F =  25 in 2 w ird  W  g le ich  8,24%.
W (F)  läß t sich w e ite rh in  gu t verw enden.
5. D ie  L ü c k e n z a h l  Z  (x) is t d ie A nzah l der noch unve r- 

deckten  Stellen des um den Beobachter geschlagenen K re ises vom  
H albm esser x. Jeder Baum, dessen M itte llin ie  im  T e il s e iner Lücke  
(vg l. F ig . 3) h inzukom m t, m acht aus ih r  zw ei L ü c k e n ; dahe r g i l t :

1
- d2

1
Fig. 3. Reduzierte 

Baumlücke.
d Z  =

2 n ■ x ■ e -x/ \l- Z - d
2 x ■ n 2 Ti • x  ■ n • d x.

Im  Z äh le r steht d ie Summe a lle r« , und  der F a k to r  h in te r dem B ru ch s tr ich  is t d ie  A nzah l 
de r be im  W achstum  von x  um  d x  neu h inzukom m enden Bäume. D ie  In te g ra tio n  l ie fe r t:

Z  (.*) =  „t  • x 2 • n  • e~  .
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Sein M ax im um  e rre ich t Z  fü r  x  =  2 • 1 im  Betrage 4 n  ■

beobachten, wenn m an sich einem W a ld rande  nähert. 
Z  be i * =  100 m  g le ich  424.

6. D i e  L ü c k e n f u n k t i o n .  Gesucht is t d ie jen ige 
K u rv e  L ( x ,  6), deren zw ischen b und (b +  db)  liegende 
F läche ein Maß is t fü r  d ie w ahrsche in liche  A nzah l der 
Lücken  von  der B re ite  b. N ach N r. (4) is t d ie W a h r­
sche in lichke it da fü r, daß die F läche der F ig . 4 fre i is t:

W (6) =  e

A
Das kann m an gu t 

F ü r  unser Zahlenbe isp ie l is t

/ , . b \ x (, 1 b \
[d + i ) x = e ~ - r (1 + v d)

D a nun die Gesam tzahl de r L ü cke n  nach N r. (5) C - f  W ■ db — n  • x 2n  • e— sowi e
oOO

die Summe ih re r  B re iten  nach N r. (2) C- Jb ■ W ■ db  =  2 n  x  ■ e~x^  is t, so e rg ib t sich in
o

beiden F ä llen , w ie  es sein muß, derselbe W e rt C - x 3- n 2 und som it:

— — • (t j .  JLA.1
L  ( x ,  b)  = - ^ - .  a?3 • « 2 • e ,l - ' (5)

D ie  In te g ra tio n  bis b =  oo is t eine zulässige N äherung, w e il W  m it wachsendem b 
rasch abn im m t, und zw a r um  so schneller, je  g röß er x  und  n sind, was auch der 
F o rd e ru n g  des Gesetzes der g roß e»  Zahlen entsprich t.

In  unserni Z a h l e n b e i s p i e l  b e trä g t d ie  A nzah l de r in  1 0 0 m  A bstand be find ­
lichen Lücken , deren B re ite  z. B. den W e rt 0,3 m  üb e rs te ig t:

O? 0,3 \
/ L  ■ db =  n  ■ x 2 ■ n -  e + 2 t f / = 9 5 .

0,3
D ie Summe der B re iten  a lle r d ieser Lücken  is t a b e r :

X)
b ■ L  • db  =  2 jz xI1

0,3

_ x _ ( . , °,3 
x_ 0,3 \  A \ 1 + 2 d 
X ' 2 d ' 6 =  47 m .

H ieraus kann  man die W ah rsch e in lich ke it D 1 d a fü r ableiten, daß e in  G e g e n ­
s t a n d  o d e r  e i n e  P e r s o n  v o n  0,3 m  B r e i t e  i n  100 m A b s t a n d  v o l l  s i c h t b a r  
w i r d :

D x{x, bj-
f b ■L - d b -

0,3
-b J L - d b

0,3 4 7 -0 ,3 -9 5 . '! o/ o /o .2 n x  200 • n
Das zw eite Z äh le rg lied  bedeutet, daß der Gegenstand, um v o ll s ich tbar zu sein, sich 
n ich t zum T e il un te r die benachbarten Baum gruppen unterschieben da rf. A llgem e in  
w ird  durch  Einsetzen von L-.

— — (i  +
ß i  (x , b) = e  x t 2 (l- ( 6)

7. D ie  D u r c h s i c h t i g k e i t  D 2(x,b)  g ib t die W ah rsch e in lich ke it d a fü r an, daß 
m an von einem Gegenstand m it de r B re ite  b in x  M etern E n tfe rnung  ü b e r h a u p t  
e t w a s  s i e h t ,  w obei vorausgesetzt w ird , daß der Beobachter den ganzen G esichtskreis 
abtastet. Sie is t das w ich tigs te  E rgebnis der vo rliegenden U ntersuchung. Zu dem v ö llig

fre ien  T e ile  des U m fanges 2 n - x - 0 ( x )  kom m en 2 - Z - ~  U m fangsstücke, au f denen 

de r Gegenstand te ilw e ise u n te r d ie L ü cken rände r untergeschoben is t; also w ird :
X

T. / .s e 1 -2 Z b  i  I x  b \  -
D i  (# j b)  = ------------------------- =  (1  +  —  - 2-rf ) e  - (7)

Vorausgesetzt is t, daß b d ie  B re ite  d n ich t w esentlich übers te ig t, w e il sonst Z - b  zu. 
groß ausfä llt. F ü r b =  0 gehen die G l. (6) und (7) ine inande r über, w ie es sein muß. 
In  unserm  Zahlenbeispiel w ird  fü r  x =  100m  und 6 =  0 ,1 5m  der W e rt D 2 g le ich  23,6%.
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Setzt m an in  Gl. (7) b =  d, so kann  m an sie a u f  d e n  W a l d  s e l b s t  a n ­
wenden. Von den 2 n -  x - n - d x  Bäumen des in fin ites im a len  R inges ve rm ag  m an also

2 n - x - n  I 1 +  y j ) e ’ & x  S tücke ganz oder zum T e il zu e rb licken , und demgemäß 

ze ig t de r gesamte W a ld  dem Auge T e ile  von
OO x

J 2 n x n  ^1 -+- * - d x  =  4 j t ~  (8)
o

Bäumen. In  unserm  Zah lenbeisp ie l w ären das 3140 Stück.
A n m e r k u n g .  Den K om p lem en tä rw e rt von D 2, n ä m lich :

n » (* . +  (9)

kann  m an als U n d u r c h s i c h t i g k e i t  bezeichnen; e r bedeutet d ie W ah rsche in lichke it 
da fü r, daß m an von dem Gegenstände m it der B re ite  & ü b e r h a u p t  n i c h t s  s i e h t .  In  
unserm  Zahlenbeisp ie l be läu ft er sich fü r  6 =  0,2 5 m  und x = 1 0 0 m  auf  70%.

Z u s a m m e n f a s s u n g .  A u f G rund  eines e inzigen Postulates s ind W a h rsche in lich ­
keitsgesetze über die S icht im  „W a ld e “ abgele itet, w o ru n te r m athem atisch au f der 
Ebene z u fä llig  ve rte ilte  K re ise  m it g le ichen Durchm essern zu verstehen sind.

Für die Praxis.
H a rn s to ff. G esa in ta iia lyse  in  einem  A rb e its g a n g . Von W . T ra u tm a n n  in  Potsdam. 

In  der Regel s ind zu r Gesam tanalyse e iner s ticks to ffh a ltig e n  organischen Substanz 
zwei getrennte Untersuchungen, die C H O -Bestim m ung und  die S ticksto ffbestim m ung, 
e rfo rd e rlich , w odurch  die ganze A rb e it ve rh ä ltn ism ä ß ig  um ständ lich  w ird . N im m t m an 
jedoch d ie V e rb rennung  im  S ticks to ffs trom  vo r, so g e lin g t es, säm tliche Bestandte ile  
des H arns to ffs  in  einem A rbe itsgange  zu erfassen, ohne daß dabei d ie S ch w ie rig ke it 
und  der Z e itau fw and nennensw ert g rößer w erden als be i e ine r gew öhnlichen V e r­
brennungsanalyse. Das V e rfah ren  is t sogar s icherer als die ge trennte A rbe itsw eise, 
wo die G esch ick lichke it des A usführenden eine m ehr entscheidende R o lle  sp ie lt und 
daher einen zusätzlichen R is ik o fa k to r da rs te llt. D er G rundgedanke der Methode besteht 
d a rin , daß m an d ie m it C uO -Pulver gem ischte Substanz in  einem gemessenen S tic k ­
sto ffs trom  ve rb re n n t und  das geb ilde te  W asser und K o h le n d io xyd  m it P20 5 und  N a tro n ­
k a lk  absorb ie rt, w ährend  der fre igem achte  S ticks to ff zusammen m it dem überge le ite ten 
in  einem M eßrohr aufgefangen w ird .

D ie  A rb e it beg inn t m it de r H e rs te llung  von O -fre iem  S ticks to ff. Das eine der 
beiden Gasmeßrohre, die fü r  den H auptversuch  gebraucht werden, w ird  m it L u ft  ge ­
fü llt ,  w ährend das andere, e insch ließ lich  A nsa tz roh r, m it W asser g e fü llt w ird , w o ra u f 
beide Hähne zu schließen sind. Zw ischen beide B üretten w ird  ein ss-Rohr m it K u p fe r 
geschaltet und  dieses dann e rh itz t. D a ra u f tauch t m an die L u ftb ü re tte  t ie f in  das 
W asser und  tre ib t, u n te r R egelung des Gasstroms m it e inem  Quetschhahn, d ie  L u ft  
übe r das K u p fe r  und  fä n g t u n te r entsprechendem  Heben der anderen B ü re tte  den 
übriggeb liebenen  S ticks to ff auf. S e lbstve rs tänd lich  hat m an d a ra u f zu achten, daß 
der Schlauch, der zu r N -B üre tte  fü h rt, erst dann an diese angeschlossen w ird , wenn 
a lle  L u ft  aus ihm  ve rd rä n g t ist. D a dieser e inm a l m it S ticks to ff g e fü llte  Schlauch 
zw eckm äß ig  auch fü r  den H auptversuch  benutzt w ird , so schalte m an in  ih n  schon 
be i dieser A rb e it das P20 5-W atte röhrchen  ein, das bei der V erb rennung  zum  T rocknen  
des N-Strom es e rfo rd e rlich  ist. W enn auch der B edarf an S ticks to ff kaum  übe r 40 ccm 
h inausgeht, so stelle man doch au f a lle  F ä lle  die doppelte Menge her. Nach Been­
d ig u n g  dieser A rb e it ve rsch ließ t m an den Schlauch m it einem Quetschhahn.

Das V e rb rennungsroh r ha t 15 b is 16 cm Länge bei etwa 8 m m  Durchm esser. A n  der 
E ingangsseite  b le ib t ein D r it te l fü r  d ie Substanz und eine K u p fe ro xyd sp ira le  fre i, dann
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fo lg t, durch einen P frop fen  K u p fe rw o lle  gesichert, d ie F ü llu n g  m it C uO -D raht, bis 
etwa 3 cm vom  anderen Ende des Rohres en tfe rn t. D er h ie r g le ich fa lls  anzubringende 
S icherungspfrop fen aus C u-W olle  is t etwa 2 cm la n g  und  v e r t r i t t  zug le ich  d ie  zu r 
R eduktion  von  S ticks to ffoxyden  e rfo rd e rlich e  K u p fe rsp ira le . H a tte  m an das K u p fe r­
o xyd  vo r dem E in fü lle n  in  einem T iege l ausgeglüht, so b rauch t das g e fü llte  R ohr 
n ich t noch e inm a l geg lüh t zu w erden. A m  Ausgangste ile  des N a tro n ka lk ro h re s  b ringe  
man auf jeden F a ll zu r S icherhe it noch ein PäOä-R ohr a n 1. D er G eräteaufbau e rg ib t

sich aus der F ig u r. D ie A bso rp tions te ile  und das V e rb rennungsroh r ruhen auf zw ei 
nebeneinander stehenden D re ifüßen.

D ie e igentliche  U ntersuchung beg inn t m it dem Abw ägen von etw a 100 m g ge­
p u lve rtem  und anschließend bei etwa 90° getrocknetem  H a rn s to ff au f einem Stück G lanz­
pap ie r m it H ilfe  eines F ederlö ffe ls .

Dann fü g t m an dazu vo rh e r ausgeglühtes C uO -P u lver und m ischt m it dem F ede r­
lö ffe l s o rg fä ltig  durch. D ie  fast schw arz aussehende Masse b r in g t m an m it einem F ü ll ­
tr ic h te r  in  das V erb rennungsroh r und s ichert m it e ine r K u p fe ro xyd sp ira le , d ie in  diesem 
F a lle  besser aus D rahtnetz m it Schlinge besteht, um  sie besser handhaben zu k ö n n e n ; 
C u-W olle  genügt aber auch. M an schiebe diese n ich t zu d ich t an die Substanz heran, 
dam it m an über ih r  durch  K lop fen  einen D urchw eg fü r  den S ticks to ff herste ilen k a n n ; 
andern fa lls  könn te  durch  eine unerw arte te  V ers top fung  d ie ganze A rb e it ve rdorben  
w erden. Nachdem  das P20 5-R ohr fü r  die W asserabsorption und das N a tro n k a lk ro h r 
(zusammen m it seinem P20 5-R ohr) zu r C 0 2-A bso rp tion , jedes m it seinem Schlauch­
ansatz an der E ingangsseite, gewogen w urden, w ird  die V ersuchsanordnung zusamm en­
gesetzt und  durch  Senken der N -B üre tte  auf D ic h tig k e it g ep rü ft, was sehr w ic h tig  
ist. W urde  alles in  O rdnung  befunden, so w erden bei ausgeglichenem  W asserstande 
die Anfangsstände in  beiden B üretten abgelesen und no tie rt. D a rau f senkt m an die 
N -B üre tte  (I) t ie f in  das Wasser, ö ffne t ih re n  H aupthahn, h ä lt aber den Quetschhahn 
noch fest verschlossen. N un beg inn t m an m it dem E rh itzen  des V erbrennungsrohres 
an dessen Ausgangsseite, und zw a r zunächst m it einem gew öhn lichen Brenner, später, 
w enn etwas K u p fe ro x y d  bere its g lüh t, m it einem B re itb renne r, den m an nach B edarf 
a llm ä h lich  s tä rke r brennen läß t. Sobald d ie W ärm e bis zu r Substanz vorgedrungen  
is t und  diese sich zu zersetzen beg inn t, ö ffne t m an den Quetschhahn ganz vo rs ich tig , 
um  einen zunächst n u r sehr schwachen N -S trom  zu r M itnahm e der Verbrennungsgase 
zu erzeugen. D ie  A u ffangebüre tte  is t in  dem Maße zu heben, daß ke in  Ü b e rd ru ck  
entsteht. W enn nach e tw a fü n f M inuten die Zersetzung beendet ist, e rh itz t m an die 
Stelle, wo die Substanz lag , noch e inm a l k rä f t ig  und s te llt g le ich ze itig  den N -S trom  
etwas s tä rke r, um  nam en tlich  das W asser vo llends aus dem V e rb rennungsroh r zu

1 Auch fü r die CHO-Analyse is t dies zu empfehlen.
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tre iben. W enn der z iem lich  re ich liche  W asserdam pf heiß in  das P20 5-ß o h r ge langt, 
kom m t es d o rt le ich t zu r V e rko h lun g  der W atte . O bw ohl dies an sich nichts schadet, 
is t es doch gut, das P20 5-R ohr m it einem S tre ifen  feuchten F iltr ie rp a p ie rs  von A n fang  
an zu küh len. Sobald m an annehmen kann, daß a lle  V e rb rennungsp rodukte  aufgefangen 
sind, schließt m an den Ila h n  von Berü tte  I, e n tfe rn t den Brenner, und lie s t nach A b k ü h ­
lu n g  des V erbrennungsrohres die V o lum ina  des ve rb rauchten  und gewonnenen S tic k ­
stoffs ab. D ie  W ägung  der A bso rp tions te ile  beschließt den Versuch.

Q ua lita tive  Vorübungen zu r r ich tig e n  H andhabung der V erbrennungstechn ik , jedoch 
ohne A bsorp tionste ile  und im  L u fts tro m , sind v o r e iner E rs taus füh rung  unerläß lich . 
Bei Schülern, d ie schon ähn liche A ufgaben  b e w ä lt ig t haben, b rauch t m an vo r e iner 
G le ich fro n ta rb e it n ich t zurückzuschrecken, sonst übe rläß t m an die Gesam tanalyse n u r 
den d a fü r Geeigneten, w ährend  d ie  ü b rigen  le d ig lic h  d ie  S ticksto ffbestim m ung aus- 
füh ren  (s. u.). Be i entsprechender V o rb e re itu n g  und E inübung  läß t sich der Versuch 
in  e iner D oppelstunde g u t bew ä ltigen , vorausgesetzt, daß der S ticks to ff schon bere it 
steht (Leh re rvorbere itung).

Beispiel. t =  22°;  b =  760,5 m m ; e =  19,8 mm.

107 m g H a rn s to ff ergaben 77,5 m g  C 0 2 und 62,5 m g I:I20 .

N -G ew inn  in  Büre tte  1 1 =  80,4 ccm
N -A bgabe in  Büre tte  I  =  36,2 ccm

F re i gew ordener N  = 4 1 , 2  ccm

V0 — 39,9 ccm;  G ew ich t p  =  4 9 , 8 m g ;  ^  =  3,56.

c
77.5 m g  C 0 2 entha lten 21,13 m g C. ^ =  1,76.

62.5 m g H 20  entha lten 7,01 m g H. =  6,94.

Sauerstoff =  107 —  (49,8 +  21,13 +  7,01) =  29,06 mg.

1 6 =  1,82‘
A to m za h le n ve rh ä ltn is :

C : H : N  : O =  1,76 : 6,94 : 3,56 : 1,82 =  1 : 4 : 2 : 1.
D ie  e infachste F o rm e l fü r  H a rn s to ff is t demnach CH4N 20 .
W il l  m an n u r den S ticks to ffgeha lt in  Prozenten e rm itte ln , so ka n n  m an dieses 

V e rfah ren  g le ich fa lls  benutzen. Da dann der überge le ite te  S ticks to ff n ich t ge trockne t 
zu w erden braucht, so is t diese Methode sogar noch e in facher als die N -B estim m ung 
im  C 0 2-S trom  und dabei sicherer, w e il m an n ich t von  der Beschaffenheit de r k ä u f­
lichen  Kohlensäure abhäng ig  ist. Zum  A bfangen der bei de r V e rb rennung  entstehen­
den Kohlensäure, und  g le ich ze itig  auch des Wassers, is t h in te r dem V e rb rennungsroh r 
le d ig lic h  ein N a tro n k a lk ro h r e rfo rd e rlich , das aber n ich t gewogen zu w erden braucht.

In  unserem Beispie l w ürde  sich aus der P ropo rtion  107 : 49,8 =  100 : x  der N -G ehalt 
des H arns to ffs  zu 46,54% sta tt 46,6% ergeben.

B e r ic h te .
2 . F o rs c h u n g e n

Anwendungen der Elektronenoptik, insbe­
sondere das Elektronenmikroskop. V onD r. F r a n k  
M a t o s s i und D r. Ot t il ie  M a t o s s i-R ie c h e m e ie R 
in  Graz.

Linsen und Prismen der Elektronenoptik, die 
w ir im  1. Teile dieses Berichtes1 kennengelernt

1 Diese Z. 53,111 (1940). Im  folgenden m it (A) 
z itie rt. In  (A) sind zwei sinnstörende Druckfehler

u n d  E rg eb n is se .
haben, werden, mannigfach kom biniert, in  ver­
schiedenen Geräten der physikalischen Technik 
verwendet. Einige der bezeichnendsten elektronen.

zu berichtigen: Auf S. 120, linke Spalte, 4. Zeile 
von unten is t s ta tt „Verbrauch“  zu lesen: „V e r­
lau f“  ; auf S. 122, linke Spalte, 28. Zeile von oben, 
is t „E lektronenobjekte“  durch „Elektronenobjek­
tive “  zu ersetzen.
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optischen Anwendungen wollen w ir hier bespre­
chen; w ir werden den Massenspektrographen, die 
BRAUNsche Bohre, den Bildwandler und das E lek­
tronenmikroskop als Beispiele heranziehen. Dabei 
sollen aber die drei erstgenannten Apparate nur 
so weit einer Betrachtung unterzogen werden, als 
in  ihnen elektronenoptische Elemente zur Ver­
besserung ihrer Eigenschaften benutzt worden 
sind. Als typisch elektronenoptisches Gerät soll 
dann das Elektronenmikroskop in  seinen konstruk­
tiven Grundlagen und verschiedenen Verwendungs­
möglichkeiten in  Wissenschaft und Technik etwas 
ausführlicher besprochen werden. Für weiter­
gehende Belehrung, als sie in  einem kurzen Bericht 
möglich ist, sei auf die schon in (A) angegebene 
L ite ra tu r hingewiesen 1.

I. D er M assenspektrograph . Der normale 
lichtoptische Spektrograph hat bekanntlich die 
Aufgabe, die in  einem Lichtstrahlenbündel ent­
haltenen monochromatischen Teilbündel räum lich 
zu trennen. Jedes monochromatische Bündel ist 
dabei eindeutig durch die Angabe der Wellenlänge 
gekennzeichnet. Analog dazu is t die Aufgabe, ein 
Elektronenbündel m it verschiedenen Geschwin­
digkeiten (verschiedenen d e  BROGLiEschen W ellen­
längen) „spektra l“  in  Strahlen homogenst- Ge­
schwindigkeit zu zerlegen (Geschwindigkeits- 
spektrograph). Nun sind ja  die elektronenopti­
schen Betrachtungen n icht auf Elektronen be­
schränkt, sondern sie sind fü r alle Korpuskular­
strahlen gültig. Zur vollen Charakterisierung eines 
Materiestrahls gehören aber Geschwindigkeit v, 
Ladung e und Masse m der Teilchen, also drei Be­
stimmungsstücke. Man braucht daher fü r Materie­
strahlen im  allgemeinen n icht nur einen Geschwin- 
digkeitsspektrographen (v variabel, e, m konstant), 
sondern entsprechende Apparate zur Bestimmung 
von e und m, bzw. zur Trennung eines bezüglich 
Masse und Ladung inhomogenen Strahlenbündels 
in seine homogenen Teile. Dazu haben w ir grund­
sätzlich die M öglichkeit in  der Benutzung von 
elektrischen und magnetischen Feldern, die Ab­

lenkungen proportional —~  bzw. ----- liefern I vtil.mv2 mv Lö
(A) Abschnitt V ]. H inzu kommt als drittes Ab­
lenkelement z. B. die Beugung an einem G itter, 
das die Teilchen proportional A, d. h. proportional

——, ablenkt. Wegen der K leinheit der Materie­

wellenlänge benutzt man wie bei Röntgenstrahlen 
meist A tom gitter. Die Kom bination von drei 
derartigen Ablenkmessungen ergibt e, m und v 
einzeln.

1 Seit Fertigstellung der Handschrift (Herbst 
1939) sind weitere wesentliche Fortschritte speziell 
auf dem Gebiete der „Überm ikroskopie“  erzielt 
worden, die ihren Niederschlag in  dem kürzlich 
erschienenen Buche von M. v . A r d e n n e , Elek­
tronen-Übermikroskopie, B erlin : Julius Springer 
1940, und im  Sonderheft „Überm ikroskopie“  des 
Jahrbuchs der AEG-Forschung, 7. B d „ 1940, ge­
funden haben. In  unserem Berichte wurden 
bei der K orrektur diese neuesten Ergebnisse noch 
kurz verarbeitet.

a) W ir befassen uns zunächst m it dem reinen 
G e sch w in d ig ke itssp e k tro g ra p h e n . Schon 
(A) Fig. 16 hat uns das Prinzip eines solchen Spek- 
trographen gezeigt. Dabei wurde das Magnetfeld 
als Prisma und als Linse benutzt; es trennte Strah­
len verschiedener Geschwindigkeit, fokussierte da­
gegen solche verschiedener R ichtung, aber gleicher 
Geschwindigkeit (Richtungsfokussierung). E in 
solcher Apparat kann natürlich auch als Mono­
chromator zum Aussondern von Geschwindigkeiten 
dienen, wenn man am Orte des Vereinigungs­
punktes der gewünschten Geschwindigkeit eine 
Öffnung anbringt.

Eine noch engere Analogie zu lichtoptischen 
Apparaten zeigen einige andere Konstruktionen

von Monochromatoren und Spektrographen fü r 
Elektronenstrahlen. In  Fig. 1 z. B. entwerfen 
Elektronenstrahlen, die von K  kommen und die 
Blende B 1 beleuchten, in einem homogenen longi­
tudinalen Magnetfeld — erzeugt durch eine Spule, 
deren Drahtwicklungen im  Querschnitt durch 
Punkte angedeutet sind — ein B ild  von B 1 auf 
B3 fü r eine bestimmte Geschwindigkeit v0, je nach 
der Größe des Magnetfeldes. Bündel anderer Ge­
schwindigkeit dagegen werden ein B ild  von B t an 
anderer Stelle vor oder hinter Bs liefern. Sorgt man 
durch eine ringförm ige Öffnung B 2 dafür, daß die 
Achsenstrahlen ausgeschieden werden, die ja fü r 
jede Geschwindigkeit durch B3 gehen, so w ird nur

Fig. 2. Zur Quarzlinsenmethode im ultraroten 
Spektrum.

Strahlung der Geschwindigkeit v0 aus Ba austreten. 
W iederholt man den Vorgang im  Raum V noch 
einmal, indem man B3 auf Bl  abbildet, so w ird 
eine unter Umständen in  V noch auftretende Streu­
strahlung anderer Geschwindigkeit weitgehend 
vom Empfänger H  ferngehalten. In  dieser Anord­
nung w ird also die „chromatische Aberration“ , die 
Abhängigkeit der Vereinigungsweite von der 
Wellenlänge bzw. Geschwindigkeit, ausgenutzt, 
ebenso wie bei der sog. Quarzlinsenmethode, die 
wegen des großen Unterschiedes der Brennweiten 
des Quarzes fü r langwelliges und kurzwelliges 
U ltra ro t fü r die Isolierung des langwelligen U ltra ­
rots (A >  100 ¡i) o ft angewandt w ird L In  Fig. 2 
ist der Strahlengang fü r diese optische Methode

1 Vgl. z. B. F. M a t o s s i: Das ultrarote Spek­
trum . Diese Z. 47, 23 (1934).

U . 53. 10
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skizziert; die Analogie is t ohne weiteres zu er­
kennen (gestrichelt die langwelligen Strahlen, aus­
gezogen die kurzwelligen, M  — Empfänger)1.

Pig. 3 ze ig t e in elektronenoptisches Analogon 
zu einem G itterspektrographen. D ie  beleuchtete 
B lende B  w ird  durch  die kurze  magnetische Linse 
L  au f den rechts angebrachten Sch irm  abgebildet. 
F  is t das Beugungsgitter, an dem Beugung in  die 
verschiedenen Beugungsordnungen s ta ttfin d e t. Das 
G itte r is t in  W irk lic h k e it  eine M e ta llfo lie , deren 
K ris tä llch e n  regellos gelagert sind, so daß Beugung 
nach A r t  eines DEBYE-ScHERRER-Röntgenogramms 
a u f t r i t t .  Is t  der S tra h l inhomogen, so erscheinen 
au f dem Schirm  nebeneinander die G eschw indig­
ke iten, d ie im  S tra h l en tha lten  sind. Gegenüber 
einer norm alen D e b y e -Sc h er r er -Au f nähme, die

Fig. 3. Beugungsspektrograph nach L e b e d e f f .

m it einem schmalen Bündel gleichgerichteter 
Strahlen arbeitet, is t das Verfahren der Fig. 3 
lichtstarker, da hier ja  ein breites Bündel Strahlen 
verschiedener Richtung infolge der Konzentration 
durch L  zur M itw irkung gelangt.

E inen ähn lichen E rfo lg  in  Bezug au f die L ic h t ­
stärke des E lektronenspektrographen erzie lte  B ü h l  
du rch  A usnutzung der sphärischen A b e rra tio n  
einer langen magnetischen L inse (vg l. F ig . 4). 
Zw ei B lenden B x u nd  B 2 sondern zunächst ein 
schmales E lektronenbünde l aus, dieses w ird  in  der 
F o lie  F  abgebeugt; ohne L inse w ürden a u f einem 
rechts be find lichen  SchirmDEBYE-ScHERRER-Ringe 
entstehen, die rech t lichtschw ach sind. D u rch  eine

magnetische Linse zwischen B 2 und der Auffang­
fläche werden unter Ausblendung der Zentral­
strahlen die abgebeugten Strahlen zu einem Bilde 
von F  vereinigt. Wegen der sphärischen Aber­
ration ist dies an einer bestimmten Raumstelle 
immer nur fü r je eine Beugungsordnung möglich. 
Die Strahlen der übrigen Ordnungen können ab­
gefangen werden. So werden die auf dem Beugungs­
ring verteilten Elektronen wieder zusammen­
gefaßt und können so etwa m it einem E lektro­
meter leichter nachgewiesen werden.

B r ü c h e  schlägt eine Kom bination der beiden 
Anordnungen von Fig. 3 und 4 vor: Einerseits

1 Da die Figuren durchweg den zitie rten A rbei­
ten entnommen wurden, paßt sich in  einzelnen 
Fällen die Beschriftung unseren Bedürfnissen 
nicht vö llig  an.

sollen du rch  eine Linse zwischen B j und  F, wobei 
B.2 w e g fä llt, S trah len  verschiedener R ich tung  in  
einen B ild p u n k t von  B 2 au f dem A uffangsch irm  
konzen trie rt werden. Diese B ild p u n k te  würden 
d o rt au f einem DEBYE-ScHERRER-Ring liegen. 
Anderseits so ll eine zweite Linse w ie in  F ig . 4 
w ieder die K o n ze n tra tio n  des Ringes besorgen.

Man sieht, wie konsequente optische Betrach­
tung zur Empfindlichkeitssteigerung führen kann. 
Daß w ir es m it E lektronenoptik und n icht m it 
L ich top tik zu tun  haben, konnte dabei während 
der qualitativen Diskussion vergessen werden. Erst 
die technische Durchführung und natürlich die 
genauen quantitativen Angaben müssen auf die 
Tatsache, daß es Elektronen- und nicht L ich t­
strahlen sind, Rücksicht nehmen. Im  lich to p ti­
schen Bereiche wären z. B. Strahlengänge nach 
Fig. 4 wohl grundsätzlich möglich, aber wegen 
der nur sehr geringen sphärischen Aberration 
normaler Glaslinsen praktisch kaum von Nutzen. 
Dasselbe g ilt fü r die elektronenoptische Quarz- 
linsenmethode, die in  der O ptik nur fü r so extreme 
Fälle wie das langwellige U ltra ro t brauchbar ist.

b) Der eigentliche M assenspektrograph  
soll eine Trennung von materiellen Strahlen be­
züglich e/m ermöglichen, es sollen also im  wesent-

Fig. 5. Schematischer Strahlengang des ASTONschen 
Massenspektrographen.

liehen verschiedene Massen ausgesiebt werden, da 
man die Ladung meist als bekannt annehmen 
darf. Dazu könnte man nun im  P rinzip dieselben 
Geräte benutzen, die als Geschwindigkeitsspektro- 
graph gedient haben. Während dort e/m von vorn­
herein festgelegt war und nur v variierte, müßte 
je tz t vor E in tritt des Strahls in den Apparat auf 
irgend einem Wege eine Geschwindigkeitsauslese 
stattgefunden haben, dam it nur noch eine Ver­
änderliche im  Strahlenbündel a u ftritt. D am it 
wäre aber zweifellos ein starker Intensitätsverlust 
verbunden, da ja  ein Materiestrahl im  allgemeinen 
stets viele Geschwindigkeiten enthält und diese 
Methode also jeweils nur einen Bruchteil der im  
Strahl enthaltenen Teilchen erfassen würde. Des­
halb is t es wesentlich günstiger, wenn a lle  Strah­
len m it gleichem e/m, die sich aber sowohl nach 
Richtung als auch nach Geschwindigkeit unter­
scheiden, in  einen Punkt gesammelt werden 
(Doppelfokussierung). Zunächst hat man in  der 
Entwicklung des Massenspektrographen nur die 
eine oder die andere Fokussierung erreicht, die 
Richtungsfokussierung z. B. nach den oben ange­
deuteten Prinzipien, die Geschwindigkeitsfokussie­
rung im  AsTONschen Massenspektrographen, dessen 
grundlegenden Strahlengang Fig. 5 veranschau­
licht.
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Der durch zwei Blenden B v B 2 der Richtung 
nach homogenisierte Strahl w ird zunächst im  elek­
trischen Prisma C derart zerlegt, daß in  jedem T e il­

strahl %  konstant is t; im  magnetischen Prisma mv‘
M, dessen K ra ftlin ien  senkrecht zur Zeichenebene 
stehen, werden die Strahlen dann in  entgegenge­

setzter Richtung proportional — y abgelenkt. Die

resultierende Gesamtablenkung is t demnach, wenn 
man von v absieht, ausschließlich durch den W ert 
von e/m bestimmt. Es läßt sich nun le icht zeigen, 
daß durch das geeignet gewählte Magnetfeld die 
Teilchen konstanter Ladung und Masse, aber ver­
schiedener Geschwindigkeit, in einen einzigen Punkt 
fokussiert werden: Die Dispersion der beiden Pris­
men kann man aus den Ablenkungswinkeln 0 e =

constt ■

Abschn.V]. Es ist

0 m =  const2

— d@e

berechnen [vg l. (A)

d v

const,

=  const, —  , 1 mv“
0n

2 e ■— d
dv

— Daraus fo lg t d 0 m =  ,, d & e, also 
mv2 6 v>e

d 0 m~ d  @e. W ird also das Magnetfeld so gewählt, 
daß 0 m > 2  0 e is t, so w ird die 
dispergierende W irkung des elek­
trischen Feldes durch die ent­
gegengesetzte Dispersion des Ma­
gnetfeldes n icht nur aufgehoben, 
sondern es muß eine Stelle geben, 
an der eine Konzentration des 
Strahlenbündels erfolgt, und zwar 
fü r alle Strahlen eines Bündels 
an derselben Stelle; denn der 
Proportionalitätsfaktor zwischen 
d 0 m und d 0 e is t unabhängig von 
den sich wenig unterscheidenden 
Geschwindigkeiten der einzelnen 
Strahlen, er enthält nur die „m ittle re “  Geschwin­
digkeit v des Bündels. Die gleichen Überlegungen 
gelten natürlich fü r die Bündel m it anderem 
e/m-Wert, so daß auf dem Schirm S tatsächlich 
ein bezüglich der Geschwindigkeit fokussiertes 
Massenspektrum erscheint.

W ollen w ir nun s ta tt des schmalen ausgeblen­
deten Ausgangsbündels auch solche Strahlen ver­
einigen, die von B 2 m it endlicher Apertur ausgehen, 
was einen beträchtlichen Intensitätsgewinn ergeben 
würde, dann müssen w ir durch eine Linse ein B ild  
von B 2 erzeugen und dafür sorgen, daß dieser 
B ildpunkt, der Sammelpunkt der Strahlen ver­
schiedener Ausgangsrichtung, durch geeignete 
W ahl der Linsenbrennweite m it dem AsTONschen 
Geschwindigkeitsfokus zusammenfällt. Die tech­
nische Durchführung dieses Gedankens is t nicht 
einfach, da die Linsen bekanntlich m it starken 
Abbildungsfehlern behaftet sind, wobei hier 
naturgemäß besonders die chromatischen Fehler 
störend w irken. Auch muß erreicht werden, daß 
das B ild  der Blende B 2 n icht nur fü r eine Masse 
m it dem Geschwindigkeitsfokus identisch ist, 
sondern möglichst fü r alle Massen, und daß ferner 
der O rt a ller Vereinigungspunkte auf einer Ge­
raden liegt, an deren Stelle eine photographische 
P latte gesetzt werden kann. Diese Forderungen

sind in  einer Konstruktion von M a t t a u c h  1 ver­
w irk lich t worden, die gegenüber den ursprünglichen 
Massenspektrographen m it nur einfacher Fokus­
sierung einen großen Fortschritt bedeutet und die 
Em pfindlichkeit der Massenspektrographie stark 
erhöhte. F ig. 6 zeigt den Strahlengang fü r ein 
Bündel von konstantem e/m-Wert. Die vom 
materiebeleuchteten Spalt 8  austretenden diver­
gierenden Materiestrahlen werden durch eine elek­
trische Linse (elektrisches Radialfeld), die auch 
prismatisch w irk t, parallel gemacht und nach der 
Geschwindigkeit zerlegt. E in Magnetfeld als Pris­
ma und gleichzeitig als Linse läß t die Strahlen­
bündel konvergieren, wobei durch W ahl der Brenn­
weite und der Begrenzung der Magnetfeldlinse (in 
Fig. 6 schraffiert) die Doppelfokussierung erreicht 
w ird. Das gleiche g ilt fü r die Bündel anderer 
Masse; das Massenspektrum t r it t  auf der P latte PI 
auf.

I I .  BRAUNsche R ö h re ,  B i ld w a n d le r .  D ie  
BRAUNsche Röhre, v ie lle ic h t das älteste In s t ru ­
m ent, in  dem, zunächst unbew ußt, E le k tro n en ­
o p tik  getrieben w urde 2, h a t sich gerade du rch  die 
je tz t  m ögliche bewußte A nw endung e lektronen­

Fig. 6. Strahlengang im  Spektrographen nach M a tta u c h . S Spalt, 
&e Ablenkung im  elektrischen Feld, « = « »  Ablenkung im Magnetfeld, 

M  Magnetfeld, PI  P latte; die übrigen Bezeichnungen werden hier 
übergangen.

optischer Grundsätze auf vielen Gebieten der elek­
trischen Übertragungstechnik als lebenskräftig 
erwiesen. Ihre Hauptanwendungsgebiete liegen in  
der Oszillographie und in  der Fernsehtechnik. Die 
Anforderungen, die dabei an die Eigenschaften der 
Röhre gestellt werden müssen, mögen kurz gekenn­
zeichnet sein, um die Aufgaben, die hier der E lek­
tronenoptik zu stellen sind, klarzulegen.

a) K a th o d e n s tra h lo s z illo g ra p h . Die 
BRAUNsche Röhre besteht in  ihren wesentlichen 
Teilen (vgl. Fig. 7) aus der elektronenspendenden 
Kathode, einer Anode, die neuerdings meist als 
Blende ausgebildet ist, einem oder zwei senkrecht 
zueinander stehenden Ablenkkondensatoren (in 
Fig. 7 nur e in e r gezeichnet) und dem Auffang­
schirm. Als Oszillographenröhre hat sie die A uf­
gabe, die an die Kondensatoren angelegten, unter 
Umständen schnell wechselnden elektrischen Span­
nungen als Bewegung des Elektronenstrahlflecks 
auf dem Auffangsehirm aufzuzeichnen. Zu diesem 
Zweck muß der Elektronenstrahl am Orte des 
Schirms einen möglichst kleinen Durchmesser

1 J. M a t t a u c h : Physik. Z. 38,951 (1937)
2 D er sog. W EHNELT-Zylinder um  die K a t 

w ar ein solches re in  empirisches elektrone: 
sches E lem ent.

10*
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haben. Es handelt sich also zunächst darum, das 
von der Kathode ausgehende divergente Strahlen­
bündel zu einem B ild  der Kathode auf dem Schirm 
zu konzentrieren, was in  der Anordnung nach 
Fig. 7 durch die „Konzentrationsspule“ , eine ein­
fache magnetische Linse, erreicht w ird L Noch 
günstiger werden die Verhältnisse, wenn man den 
Lichtverlust, der durch die Schattenwirkung der 
Anode bedingt ist, durch eine Vorkonzentration 
m ittels magnetischer Kondensorlinse auf die 
Anodenebene vermeidet; in  dieser entsteht also 
ein Zwischenbild der Kathode, das dann seinerseits 
durch die Hauptkonzentrationsspule auf den 
Schirm abgebildet w ird.

Um einen möglichst kleinen Lichtfleck (k le i­
nes Kathodenbild) zu erhalten, müßte nach den

Ka/hodê

/ .Hon zentral ions -
m

- ± ~
'Wllll I

Anode

—\  Schirm

3
ÿm ''Ablenkplotlen

Fig. 7. Schema einer BRATJNSchen Röhre.

optischen Abbildungsgesetzen die Bildweite mög­
lichst klein gehalten werden, d. h. die magnetische 
Hauptlinse müßte möglichst nahe an den Schirm 
herangebracht werden. Da sich nun leicht zeigen 
läßt, daß das Prisma am besten am Orte der Linse 
steht, müßte demnach auch der elektrische Kon­
densator nahe an den Schirm rücken. Dies ist aber 
der Erzielung hoher Ablenkungsempfindlichkeit 
abträglich, fü r die natürlich der Kondensator ge­
rade möglichst w eit ab vom Schirm stehen muß.

Fig. 8. Optisches Ersatzschema der BRAiTNSchen Röhre.

weite, @e den Ablenkungswinkel im  Prisma). 
Is t das Prisma anderseits zwischen Linse und B ild , 
etwa in  der Entfernung A vom Schirm, so is t die 
Verschiebung S ' des M itte lstrahls auf dem Schirm 
einfach durch S ' =  A • tg  & e gegeben. In  jedem 
F a ll is t die Ablenkung S bzw. S’ dem Abstande 
des Prismas von der Kathode oder vom Schirm 
proportional. Die Ablenkung is t also am größten, 
wenn Prisma und Linse zusammenfallen, was ja 
fü r die E lektronenoptik keine technische Schwie­
rigke it ist. Wegen dieser Koppelung von Linse und 
Prisma is t es also nicht möglich, die Forderungen 
kleiner Bildweite und großen Lichtzeigers ohne 
weiteres zu vereinigen. Gerade in  der Elektronen­
optik hat man aber noch ein weiteres bequemes 
M itte l zur Verkleinerung des Bildes. Das Gesetz 

B/G =  big (B  =  Bildgröße, G =  Gegen­
standsgröße, b, g =  B ild - bzw. Gegen­
standsweite) g ilt in  dieser Form ja  nur, 
wenn die Brechungsindizes auf beiden Seiten 
der Linse einander gleich sind. Is t das 
n icht der F a ll, so berechnet sich, wie aus der 
O ptik bekannt ist, die wahre Bildgröße B ’ 
zu B ' — B  • rigln) M a n  muß also den 
Brechungsindex nb im  B ildraum  groß im  
Verhältnis zum Brechungsindex ng im 

Gegenstandsraum machen, bzw. die Geschwindig­
ke it im  B ildraum  muß groß gegen die Anfangs­
geschwindigkeit sein. Die E rfü llung dieser Forde­
rung hat den weiteren V orteil, daß die Elektronen 
m it großer Geschwindigkeit auf den Leuchtschirm 
auf prallen und so die H elligkeit des Fluoreszenz - 
leuchtens erhöhen. — Die Abbildungsfehler der 
verwandten Linsen müssen natürlich möglichst 
klein sein, insbesondere muß die Forderung er­
fü llt sein, daß auch bei großen Ablenkungswinkeln 
die Güte der Abbildung nicht nachläßt.

Außer den hier genannten einfachsten elek­
tronenoptischen Elementen, die in  einer B r a u n - 
schen Röhre Anwendung finden, g ib t es noch viele 
andere, die einzeln oder in verschiedenen K om bi­
nationen die BRAUNsche Röhre von einem Demon­
strationsapparat zueinemHochleistungsinstrument 
gemacht haben. Beispielsweise w ird unter Um­
ständen der Brechungsindex in  der Nähe der 
Prismen durch Verzögerungslinsen stark herab­

Daß Linse und Prisma tatsächlich zusammenstehen 
sollen, kann man an Hand der Fig. 8 einsehen, in 
der das optische Ersatzschema der BitAUNSchen 
Röhre gezeichnet is t. Der Kathodenpunkt P 
würde ohne Prisma auf dem Schirm wieder als 
Punkt auf der Achse abgebildet werden. Durch 
das elektrische Prisma im  Abstand D  von der 
Kathode w ird das B ild  seitlich um das Stück S 
verschoben. Der verschobene B ildpunkt rüh rt 
scheinbar von einem Objektpunkt P1 im Abstande
V vom Achsenpunkt P her. Nun is t nach Fig. 8

V =  D  ■ tg ©,, ferner — =  — , a ls o £ =  - - D - t s 0 e
v  g g

(g und b bedeuten bzw. Gegenstands- und B ild- 1

1 Selbstverständlich sind auch elektrische L in ­
sen möglich, die neuerdings einfach durch geeignet 
aufgeladene metallische Innenbelegungen der Röhre 
hergestellt werden.

gesetzt, um die Ablenkwirkung zu erhöhen; durch 
eine Nachbeschleunigungslinse kurz vor dem 
Schirm kann die H elligkeit so stark erhöht werden, 
daß heute schon objektive Projektion von Oszillo- 
grammen auf einen Wandschirm möglich ist. 
Daß natürlich auch die Gaskonzentrationslinse 
\  erwendungLindet, besonders in  Niederspannungs­
röhren, bedarf kaum einer besonderen Erwähnung. 
I  ür Einzelheiten sei auf die L ite ra tu r verwiesen.

b) F e rnseh röh ren . BBAUNsche Röhren oder 
auch Abarten davon werden neuerdings in  steigen­
dem Maße in  der Fernsehtechnik verwandt. Der 
Oszillographenröhre kommt dabei am nächsten 
die Bildschreiberöhre, die das Fernsehbild fü r den 
Betrachter erzeugt. Bei ih r werden die Prismen 
durch Anlegen von Wechselspannungen aus K ipp ­
schwingungskreisen geeigneter Frequenz so ge­
steuert, daß der Elektronenstrahl die Schreib­
fläche sehr schnell zeilenmäßig überstreicht. Die
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gesamte B ildfläche von etwa 20 X 20 cm2 w ird 
heute in  über 400 Zeilen 25mal in  der Sekunde 
beschrieben. Die In tensitä t des Strahls w ird fü r 
jeden B ildpunkt durch die von der Sendeanlage 
ankommenden Impulse getreu der In tensitä t des 
zu sendenden Bildes gesteuert; das Fernsehbild 
w ird so als Rasterbild aufgebaut. Der schreibende 
Strahl muß also einen sehr kleinen, gut begrenzten 
Lichtfleck liefern, dam it die Zeilenbreite möglichst 
gering is t und dam it die Intensitätsunterschiede 
auf der Zeile selbst möglichst scharf heraus­
kommen. Es werden daher an die Abbildungsgüte 
der E lektronenoptik in  der Bildschreiberöhre noch 
höhere Anforderungen gestellt als in  der normalen 
Oszillographenröhre, von der sich die Bildschreibe­
röhre grundsätzlich jedoch n icht unterscheidet.

Die Empfängerröhre is t m it der Senderöhre 
synchron gekoppelt. Das aufzunehmende B ild  
muß also in  analoger Weise zeilenmäßig zerlegt 
werden. Um eine derartige Zerlegung zu erzielen, 
w ird heute zunächst ein „B ildw andler“  benutzt, 
der aus dem zu sendenden Gegenstand ein elek­
tronenoptisches B ild  erzeugt (Näheres über den 
Bildwandler s. unter c). Das so entstandene elek­
tronenoptische B ild  w ird nun als Ganzes durch 
Ablenkungsspulen m ittels geeigneter Kippschwin­
gungen vor einer feststehenden Öffnung w iederholt 
schnell vorübergeführt, und zwar jedesmal um 
eine Zeilenbreite verschoben. Dadurch treffen 
auf eine hinter der Öffnung stehende Elektrode 
jeweils Elektronenströme, die der In tensitä t des 
gerade vorübergeführten Bildpunktes entsprechen. 
Diese Aufladung der Elektrode w ird nun m it rein 
elektrischen M itte ln  der Sende- und Verstärker­
technik dem Intensitätssteuerorgan der B ild - 
schreiberöhre zugesandt, worauf w ir in diesem 
Zusammenhänge n icht weiter eingehen können1.

Als die zur Zeit wohl beste Lösung der B ild - 
zerlegung in der Senderöhre sei weiter das „Superi- 
konoskop“  erwähnt, das ebenfalls das B ild ­
wandlerprinzip benutzt. N ur w ird  hier das E lek­
tronenbild, das von dem zu übertragenden Gegen­
stand im  Bildwandler erzeugt w ird, n icht an einer 
Blendenöffnung vorbeigeführt, sondern es w ird 
auf eine mosaikartig unterteilte Schicht entworfen, 
die Sekundärelektronen auslösen kann. Die ein­
zelnen voneinander isolierten Mosaikfläcben sind 
durch Glimmer von einer leitenden Metallschieht 
getrennt, so daß jedes Mosaikteilchen m it dem 
Metallbelag einen Kondensator bildet. Die Mosaik­
teilchen werden durch das auffallende Elektronen­
b ild  je nach der In tensitä t der einzelnen B ildpunkte 
zu verschieden starker Sekundäremission angeregt 
und laden sich daher verschieden stark auf. E in 
in  einem Seitenansatz der Röhre durch elektronen- 
optische Sammellinsen erzeugtes sehr feines inten­
sives Elektronenbündel tastet nun seinerseits das 
feststehende E lektronenbild auf dem Mosaik­
kondensator ab. Dadurch werden nacheinander 
alle Mosaikteilchen zu zusätzlicher Sekundär­
emission angeregt, und ih r Potential w ird beim 1

1 Vgl. hierzu das allgemein verständliche Büch­
le in von K . L ipfekt : „D as Fernsehen“ . Mün­
chen-Berlin 1938.

Auftreffen des Abtaststrahls auf einen und den­
selben positiven Grenzwert angehoben. Jeder 
kleine Mosaikkondensator ändert infolgedessen 
dabei sprungweise sein Potential vom Ausgangs­
wert aus, also entsprechend der In tensitä t des 
Elektronenbildes. Die verschiedenen Helligkeiten 
des Bildes sind so in  zeitlich aufeinanderfolgende 
Potentialschwankungen umgesetzt, die von der 
hinteren Kondensatorplatte abgenommen, ver­
stä rkt und dem Sender zugeführt werden, von wo 
sie zur Intensitätssteuerüng der Bildschreiberöhre 
weitergesandt werden. Im  Gegensatz zur oben be­
schriebenen Fernsehröhre is t hier fü r die ge- 

| steuerte Stromschwankung n icht nur die E lek­
tronenmenge während der Durchgangszeit des 
B ildpunkts selbst maßgebend, sondern fü r die 
Aufladung der Mosaikteilchen is t die sehr viel 
längere Zeit zwischen zwei Durchgängen des Ab­
taststrahls in  Rechnung zu setzen. Diese Speiche- 

j  rung der Energie macht das Ikonoskop wesentlich 
I ökonomischer als die einfache, oben beschriebene 

Senderöhre. Allerdings fä llt dieser V orte il nicht 
ganz so stark ins Gewicht, wie es zunächst scheinen 
mag, da die Verstärkung der Potentialschwan­
kungen schwieriger is t als die der freien Elektronen­
ströme der einfachen Röhre.

c) B ild w a n d le r. Im  B ildwandler w ird der 
abzubildende Gegenstand lichtoptisch auf eine 
Photokathode abgebildet. A uf dieser Kathode ent­
stehen je nach der In tensitä t der auffallenden 

j Lichtstrahlen Punkt fü r Punkt verschieden inten­
sive, photoelektrisch erzeugte Elektronenstrahlen, 
die nun beschleunigt und m ittels elektrischer oder 
magnetischer Abbildungslinsen zu einem E lek­
tronenbild des Lichtbilds umgewandelt werden. 
Läßt man das Elektronenbild auf einem Leucht­
schirm entstehen, so is t es wieder sichtbar. Auf 
diesem Wege lassen sich m it dem Bildwandler auch 
Gegenstände sichtbar machen, die unsichtbare 

i Strahlung aussenden, fa lls diese wenigstens photo­
elektrisch wirksam ist (h)na,x etwa 1,2 /i). Der 

l B ildwandler kann technisch z. B. fü r Beobachtung 
j von Wärmestrahlern unterhalb der Grauglut bis 

zu einer unteren Temperaturgrenze von 350° C 
angewandt werden, so daß die Temperaturver­
teilung solcher Strahler aus der Helligkeitsver­
teilung des Elektronenbildes erschlossen werden 
kann. Andere Anwendungsgebiete sind Spektral­
aufnahmen im  U ltra ro t, U ltrarotm ikroskopie u. a.

I I I .  Das E le k tro n e n m ik ro s k o p . Als E lek­
tronenmikroskop werden alle diejenigenelektronen- 
optisehen Systeme bezeichnet, welche die Aufgabe 
lösen, von einem Gegenstand ein elektronenopti­
sches vergrößertes B ild  zu erzeugen, das entweder 
auf einem Leuchtschirm sichtbar gemacht w ird 
und dort okular oder photographisch beobachtet 
werden kann, oder das d irekt auf der photographi­
schen P latte aufgefangen w ird. Unter Umständen 
ist eine nachträgliche Vergrößerung auf lic h t­
optischem Wege zweckmäßig; diese ändert na tü r­
lich  an der Güte des Bildes, an dem kleinsten noch 
trennbaren Abstand zweier Objektpunkte, nichts 
mehr, da ja diese Grenze ausschließlich durch das 
Auflösungsvermögen der O ptik des Elektronen­
mikroskops gegeben is t [vg l. (A) Abschn. I]-  Als
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„förderliche Vergrößerung“  des Elektronenm ikro­
skops w ird diejenige Vergrößerung angegeben, die

5,
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Schematischer Auibau des Rastermikroskops.

den kleinsten m it dem Instrum ent noch trenn­
baren Objektabstand auf einen fü r das Auge be­
quem aufzulösenden W ert, 0,3 mm, bringt. Was 
darüber hinausgeht, is t „leere Vergrößerung“ .

tung sind neuerdings Konstruktionen angegeben 
worden. Anderseits bietet die Elektronenoptik 
auch die Möglichkeit, Elektronen-Selbstleuchter 
(Kathoden) während des Betriebs mikroskopisch 
untersuchen zu können (Emissionsmikroskopie).

Die verschiedenen bis je tz t konstruierten M ikro­
skoptypen sollen hier n icht in  historischer Reihen­
folge besprochen werden, auch n icht gemäß der 
eben angedeuteten E inteilung in  Emissions- und 
Durchleuchtungsmikroskope, sondern in  der Rei­
henfolge wachsender Analogie zum L ichtm ikro­
skop. E in  Unterschied zum Lichtm ikroskop is t 
übrigens bei allen Elektronenmikroskopen vor­
handen: Eine Okularlupe g ib t es hier natürlich 
nicht, da notwendigerweise reelle B ilder auf einem 
Schirm erzeugt werden müssen.

a) Das R a s te rm ik ro s k o p 1. Das Prinzip 
des Rastermikroskops schließt an die bei der Fern­
seh-Elektronenoptik benutzte Zerlegung des Bildes 
oder des Objekts in  zeilenförmig angeordnete B ild ­
punkte an. Zu dem Zweck w ird  ein sehr feiner 
Elektronenstrahl hergestellt (Fig. 9), dessen Durch­
messer in  der Objektebene weniger als 10~5 mm be­
träg t, und zwar durch elektronenoptische Ver­
kleinerung einer schmalen Austrittsblende von 
etwa 0,1 mm Durchmesser m ittels zweier kurz- 
brennweitigen Spulen. Diese „Elektronensonde“  
w ird wie in  der Fernsehtechnik Zeile fü r Zeile durch 
Ablenkfelder über den ganzen zu beobachtenden 
Gegenstand, etwa eine dünne Folie, geführt, so 
daß diese in  vielen Punkten nacheinander durch­
leuchtet w ird. H inter der Folie w ird die In tensitä t

Der abzubildende Gegenstand kann einerseits 
von Elektronen durchstrahlt werden, wie ja  nor­
malerweise auch im  Lichtm ikroskop durchleuchtete 
Objekte untersucht werden. In  diesem Falle 
dient das Elektronenmikroskop dazu, Gegenstände, 
die fü r lichtoptische Untersuchungen ungeeignet 
sind, zu beobachten, sei es, daß das hohe A u f­
lösungsvermögen elektronenoptischer Systeme aus­
genutzt werden soll, sei es, daß fü r Lichtstrahlung 
das Objekt keine Kontraste bietet, die aber 
unter Umständen bei Elektronenbeleuchtung voi - 
handen sein können. Auch fü r Aufsichtbeobach-

des Elektronenstrahls je nach der durchlaufenen 
Masse von Punkt zu Punkt variieren. Man regi­
strie rt nun diese Intensitäten, indem man eine 
photographische P latte hinter die Folie bringt. 
Würde diese P latte im  Raume feststehen, dann 
könnte natürlich nur eine „K ontaktkopie“  ohne 
Vergrößerung entstehen. Bewegt man aher die 
photographische P latte synchron m it der Sonden­
bewegung, so vergrößern sich die Abstände der auf 
der P latte registrierten B ildpunkte gemäß der 

1 M. v. A r d e n n e : Z. Physik 109, 553 (1938). 
Vgl. auch das bereits genannte ARDENNEsche Buch.
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Geschwindigkeit der P latte. Je größer diese 
gegenüber der Sondenbewegung is t, um so größer 
is td a s  B ild . Da die Plattengeschwindigkeit aus 
mechanischen Gründen begrenzt ist, ist die Zeit fü r 
eine ganze Aufnahme von sehr vielen Bildpunkten 
recht groß, mehrere Minuten, unter Umständen 
sogar einige Stunden, was fü r die allgemeine 
Anwendbarkeit des Rastermikroskops nachtei­
lig  ist.

Das Auflösungsvermögen des Rasterm ikro­
skops is t im  wesentlichen begrenzt durch die 
Schärfe der Sonde und die Dicke der durchstrahl­
ten Schicht, in  welcher der Sondenstrahl durch 
Streuvorgänge verbreitert w ird ; ebenso is t na tür­
lich  die Korngröße der photographischen P latte 
und die Geschwindigkeit der Sonde maßgebend 
fü r das Auflösungsvermögen. In  Zeilenrichtung 
konnten bisher günstigstenfalls Abstände von etwa 
1 • KH> mm getrennt werden, was einer förderlichen 
Vergrößerung von rund 32 000 entspricht. Da 
die einzelnen Zeilen in  Abständen von etwa 
1 • KU4 mm aufeinanderfolgen, is t quer zur Zeilen­
richtung das Auflösungsvermögen geringer. F ig. 10 
zeigt ein derartiges Rasterbild, aufgenommen 
m it Elektronen von 23 ekV Geschwindigkeit an 
einer Folie von ZnO -Kristallen, deren Grenzen 
sich durch die verschiedene H elligkeit bemerkbar 
machen. Die Vergrößerung is t hier nur 8000facli. 
Das B ild  is t tro tz  der fü r den Betrachter störenden 
Zeilenstruktur schärfer und dam it aufschlußreicher 
als ein L ich tb ild  gleicher Vergrößerung, bei dem 
aber infolge des geringeren Auflösungsvermögens 
die Helligkeitsverteilung durch Beugungserschei­
nungen vö llig  verwischt is t.

b) Das S ch a tte n m ik ro sko p . Wie beim 
Rastermikroskop is t auch beim Schattenmikro­
skop (H. B o e r s c h ) die feine Elektronensonde das 
wesentliche Werkzeug fü r eine brauchbare Ver­
größerung. Die Stelle des kleinsten Sondendurch­
messers dient als nahezu punktförm ige Elektronen­
quelle, die von dem zu untersuchenden Objekt eine 
Schattenprojektion en tw irft (vgl. Fig. 11). Wie 
bei jedem Schattenwurf fo lg t die Vergrößerung un­
m itte lbar aus den Abständen des Auffangschirms 
von Gegenstand und Strahlungsquelle, 1 =  big. 
Das Auflösungsvermögen is t einerseits begrenzt 
durch die Breite der Sonde (d), anderseits durch 
etwaige Streuvorgänge im  Objekt. Sieht man von 
letzteren ab, was sehr dünne Objektschichten vo r­
aussetzt, so is t die Unschärfe des Bildes, wie leicht 
ersichtlich ist, durch V ■ d gegeben, wenn b > fir. 
Das Auflösungsvermögen, der kleinste noch trenn­
bare Abstand im  Objekt, is t also durch d gegeben. 
Bei den bisherigen Konstruktionen hat d den Wert 
0,1 /i. Die Unscharfe durch Streuung im  Objekt 
kann bei dickeren Objekten sehr störend wirken. 
M . v. A r d e n n e  hat daher das Prinzip des Schatten­
mikroskops dadurch abgewandelt, daß er m it der 
Elektronensonde a tif einer Antikathode eine ent­
sprechend feine Röntgenstrahlquelle erzeugt, die 
ihrerseits zum Schattenwurf benutzt w ird. Der 
wesentliche V orte il dieser K onstruktion beruht 
darauf, daß die Streuung der Röntgenstrahlen 
wesentlich geringer is t als die von Elektronen der 
im  allgemeinen verwandten Geschwindigkeiten.

Das Schattenmikroskop zeichnet sich im  Ver­
gleich zu den sog. Übermikroskopen (vgl. Ab- 
schn. e) n icht durch besonders hohe Auflösung 
aus, jedoch hat es naturgemäß den n icht zu unter­
schätzenden V orte il großer Tiefenschärfe (lich t­
optisches Analogon: die Lochkamera). Eine solche 
Tiefenschärfe is t z. B. fü r stereoskopische A uf­
nahmen unbedingt erforderlich.

c) Das F e ld e le k tro n e n m ik ro s k o p l . Durch 
sehr hohe Felder in  der Größenordnung von etwa 
106 bis 107 Volt/cm  können aus einem M etall 
Elektronen herausgezogen werden, auch ohne be­
sondere Energiezuführung durch Erhitzung oder 
Bestrahlung. Die Äustrittsarbeit der Elektronen, 
die bei deren Befreiung überwunden werden muß, 
hat die Größenordnung von wenigen V olt. Da die 
dabei maßgebenden atomistischen K räfte sich aber 
in  einer äußerst dünnen Schicht auswirken, ent­
spricht diese A ustrittsarbeit sehr hohen le id ­
stärken, die auch durch äußere Felder der ange­
gebenen Stärke n icht ganz überwunden werden. 
Jedoch können die Elektronen nun von selbst die 
restliche Potentialschwelle infolge des quanten­
mechanischen sog. Tunneleffekts überwinden. 
Dieser g ibt eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß Teilchen eine Energieschwelle überwinden, 
auch wenn ihre Eigenenergie dazu n icht ausreicht, 
wobei die W ahrscheinlichkeit um so größer ist, 
je geringer der fehlende Restbetrag an Eigen­
energie ist. Dieser Tunneleffekt is t also grund-

^ T j u v v Müller : Z.Physik 106.541 (1937)-
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sätzlich stets vorhanden, w ird aber erst durch das 
Anlegen hoher Felder so verstärkt, daß eine merk­
liche Elektronenausbeute zustande kommt.

Fig. 12. Schema des Feldelektronenmikroskops.

Fig. 13. Abbild einer Wolfram-Einkristallkathode.

Das Feldelektronenmikroskop (Fig. 12) be­
steht im  wesentlichen aus einer sehr kleinen K a­
thode, deren Oberfläche eine kleine Kugelkappe

schirm und Kathode gleich ist. Bei dem in  Fig. 12 
dargestellten Mikroskop is t diese Vergrößerung

V =  ,  Z T  =  200000.d • 10_a cm
Die Helligkeitsverteilung auf dem Schirm gibt 

die Emissionsverteilung auf der Kathode wieder. 
In  Fig. 13 ist auf diese Weise die Projektion einer 
emittierenden Kathode aus einem WoLPBAM-Ein- 
k ris ta ll erhalten, wobei die Bedeutung der K ris ta ll­
symmetrie fü r die Emission deutlich zutage tr it t .  
Die M itte des Bildes entspricht der Emission einer 
Rhombendodekaederfläche (110), die also schlecht 
em ittie rt, eine hohe A ustrittsarbeit besitzt; die 
vier anderen schwarzen Punkte entsprechen den 
Ikositetraederflächen (211). A uf diese Weise läßt 
sich die Abhängigkeit der A ustrittsarbeit von der 
K rista llrich tung bequem untersuchen. Die Ab­
bildung is t so gut, daß die förderliche Vergröße­
rung bis zu 50000 geht.

Weder im  Feldelektronenmikroskop noch in 
den Elektronensondenmikroskopen is t die Ver­
größerung auf e lektronenoptischem  Weg er­
reicht worden, diese beiden Apparate sind also 
unter diesem Gesichtspunkt n icht zu den M ikro­
skopen im  engeren Sinne zu zählen. Dagegen sind 
die folgenden Typen in  enger Analogie zu den lic h t­
optischen Mikroskopen entstanden.

d) Das E m iss io n sm ik ro sko p  L Dieses dient 
dazu, „selbstleuchtende“  Objekte abzubilden. Es 
liegt auf der Hand, welche Bedeutung ein solches 
Instrum ent fü r die Erforschung der Vorgänge auf 
Kathoden bei hohen Temperaturen hat, wo eine 
lichtmikroskopische Untersuchung praktisch aus­
geschlossen ist, irgendwelche Veränderungen auf 
den Kathoden sich aber in  der Stärke der E lek­
tronenemission kundtun. A uf diese Weise lassen 
sich auch Um kristallisierungen bei hohen Um­
wandlungstemperaturen verfolgen. Man kann 
also erstmalig Glühkathoden im  Betrieb d irekt 
beobachten. Bei den technisch im  allgemeinen

Fig . 14. Veränderungen au f einer G lühkathode (65fach vergrößert).

darstellt, einer in der Nähe befindlichen Anode 
und einem Leuchtschirm, der konzentrisch zur 
Kathode angebracht ist. Durch die an der Kathode 
liegende hohe Feldstärke verlassen die Elektronen 
deren Oberfläche praktisch radial und durch­
laufen den feldfreien Raum vor dem Leuchtschirm 
geradlinig, so daß auf diesem ein Projektions­
b ild  der Kathode m itte ls Zentralprojektion ent­
steht, und zwar in  einer Vergrößerung, die dem 
Verhältnis der Krümmungsradien von Leucht­

verwandten Glühkathodenröhren sind allerdings 
häufig sich stark ausbildende Raumladungen einer 
sauberen Abbildung hinderlich; man muß die 
Raumladungen deshalb durch etwas veränderte 
Betriebsbedingungen, Unterheizung oder hohe 
Spannung, die die Raumladung zerstört, mög­
lichst beseitigen. Die Anwendung des Elektronen- 1

1 L ite ra tu r siehe in  den in  (A) angegebenen 
Zusammenfassungen.



153und chemischen Unterricht, p_ ^  Q ]V[a xosSI- ANWENDUNGEN DER ELEKTRONENOPTIK.
1940. Heit 5. ____

mikroskops is t natürlich keineswegs auf hoch­
temperierte Kathoden beschränkt, auch photo­
elektrisch emittierende Kathoden können ab­
gebildet werden.

Fig. 14 und 15 geben Beispiele fü r die A n­
wendung der Emissionsmikroskopie. Aus Fig. 14a 
ersieht man die ungleiche Elektronenemission an 
verschieden vorbehandelten Stellen der G lüh­
kathode. Die späteren Aufnahmen d und /  zeigen 
deutlich, daß Veränderungen während der Emis­
sion stattgefunden haben. In  Fig. 15 sind zum 
Vergleich Elektronen- und L ich tb ild  einer Z ink­
elektrode, die durch Bestrahlung zu Photoemission 
angeregt wurde, nebeneinander gestellt. Zweifel­
los is t dabei das lichtoptische B ild  in  seiner Q uali­
tä t besser. Man sieht, daß sich die Abbildungs­
fehler [vg l. (A) Abschn. IV ] bei dem hier not­
wendigen großen Gesichtsfeld sehr stark auswirken. 
Aus diesem Grund is t es in  der Emissionsmikro­
skopie noch nicht möglich, sehr hohe fö rd e rlic h e  
Vergrößerungen zu erreichen. Ih r Maximalwert 
liegt zur Zeit bei etwa 100. Aufgabe der Emissions­
mikroskopie is t es aber auch weniger, sehr stark 
zu vergrößern, als Vorgänge sichtbar zu machen, 
die dem Lichtm ikroskop unzugänglich sind.

Der grundsätzliche Aufbau eines Emissions­
mikroskops is t einfach: Die Kathode w ird durch 
ein elektronenoptisches System vergrößert auf dem 
Leuchtschirm oder der photographischen P latte 
abgebildet. Beschränkt man sich n icht auf nur 
ganz geringe Vergrößerungen, so nim m t man 
zweckmäßigerweise wie beim Lichtm ikroskop die 
Vergrößerung meistens in  zwei Stufen vor, indem 
man ein reelles Zwischenbild erzeugt und dieses 
weiter vergrößert. Abgesehen von den geringeren 
technischen M itte ln, die fü r jede einzelne Linse bei 
zweistufiger Ausbildung des Mikroskops erforder­
lich  sind, hat dieses Vorgehen noch den V orte il, daß 
auch an der Stelle des Zwischenbildes ein Leucht­
schirm angebracht werden kann. Dadurch ver­
schafft man sich bei geringer Vergrößerung einen 
Gesamtüberblick über das B ild  und w ählt nun 
besonders interessierende Stellen aus, die man m it 
H ilfe  einer Blendenöffnung der zweiten Vergröße­
rungsstufe zuführt. Das so entstehende Endbild 
g ib t zwar nur einen kleinen Ausschnitt aus dem 
zu untersuchenden Objekt, diesen dafür aber m it 
einer der Gesichtsfeldbeschränkung entsprechen­
den genügend einheitlichen Schärfe. Die E in ­
justierung des gewünschten Bildausschnitts über 
die Blendenöffnung kann dabei entweder durch 
Ablenkfelder geschehen, die das Elektronenbündel 
als Ganzes zur Seite schieben, oder auch durch 
mechanische Verschiebung des Objekts selbst.

Es sei bemerkt, daß fü r diese Überlegungen die 
Selbstleuchtereigenschaft des Objekts nicht wesent­
lich  ist. Sie gelten vielmehr in  gleicher Weise fü r 
das sog. Übermikroskop, in  dem Objekte durch­
leuchtet werden (Abschn. e). E rst dort kommen 
die Vorteile vo ll zur Auswirkung, weil man dabei 
die Vergrößerung auf Kosten des Gesichtsfeldes 
weiter steigern kann, als es beim Emissionsmikro­
skop natürlicherweise möglich ist, wo ja  bei den 
üblichen Anwendungen immer ein erheblicher Teil 
der Kathode gleichzeitig beobachtet werden muß.

Als Linsen benutzt man einerseits magnetische 
( K n o l l -R u s k a ), anderseits elektrische (B r ü c h e - 
J o h a n n s o n ). Erstere haben den V orte il, daß sie 
technisch leichter zu handhaben sind; sie können 
außerhalb des Vakuums der Entladungsrohre an­
gebracht und jus tie rt werden. Jedoch lassen sie 
dann nur geringe Vergrößerungen zu. E rst neuer­
dings is t es möglich geworden, so kleine magneti­
sche Linsen zu konstruieren, wie sie zur Erzielung 
kleiner Brennweiten und dam it hoher Vergröße­
rung nötig sind; sie sind dann natürlich innerhalb 
der Entladungsrohre anzubringen. M it solchen 
magnetischen Linsen konnten in  zwei Stufen bis 
30 OOOfache Vergrößerungen erhalten werden. Die

a b
Fig. 15. Elektronen- und Lichtbild einer Photokathode 

(2fach vergrößert).

elektrischen Linsen lassen hohe Vergrößerungen 
ohne weiteres zu. A ls O bjektiv verwendet man 
gern eine elektrische Linse, das Immersionsobjek­
tiv  [vg l. (A) Abschn. I I  c], das sich schon deshalb 
aufdrängt, weil das bei ihm vorhandene Beschleu­
nigungsfeld ohnehin nötig ist, um den Elektronen 
die notwendige Geschwindigkeit zu erteilen.

Fig. 16. E iniluß des Profils der Blenden 
auf das Potentialfeld.

Die Schwierigkeiten bei dem Bau der E lek­
tronenmikroskope liegen n icht in  der Erzielung 
hoher Vergrößerungen. Wie schon mehrfach er­
wähnt wurde, is t das Augenmerk besonders auf 
gut abbildende Linsen zu legen. Wie sehr bei elek­
trischen Linsen die Form der Linsenelektroden 
den Verlauf der Potentialflächen außerhalb der 
optischen Achse und dam it die Güte des Bildes 
beeinflußt, mag Fig. 16 veranschaulichen, aus der 
ersichtlich ist, daß die Potentialflächen bei der 
Anordnung rechts auch noch am Rande nahezu 
kugelförmig sind, während links stärkere Defor- 

! mationen auftreten, welche die optische A bbil- 
I düng ungünstig beeinflussen. Der Bereich des 

scharf abgebildeten Gesichtsfeldes beträgt fü r die 
I rechte Anordnung gegenüber einer m it nur ebenen 

Elektroden etwa das Dreifache.
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Den Aufbau eines technisch sehr einfachen ma­
gnetischen zweistufigen Mikroskops zeigt Fig. 17:

Fig. 17. Magnetisches Mikroskop

Rechts die Kathode, dann die beiden abbilden­
den Magnetspulen, als Abschluß des Rohres der 
Leuchtschirm, der m it der Kamera links photo­
graphiert werden kann. Außer rein magnetischen 
und rein elektrischen Mikroskopen 
können natürlich mannigfache Kom ­
binationen Vorkommen. Auf weitere 
technische Einzelheiten gehen w ir 
n icht ein.

feststehenden Linsen läßt sich das Ziel n icht ein­
fach durch Spannungsänderung erreichen, da m it 

der hierdurch erzielten Änderung der 
Brennweite nicht nur die Vergrößerung, 
sondern auch der B ildo rt verschoben 
w ird. Zu einer feststehenden Linse muß 
vielmehr eine davon unabhängige elek­
trische oder magnetische Zusatzlinse ge­
setzt werden, sei es am O rt der ersten 
Linse selbst, oder auch an anderer Stelle 
des Strahlengangs. Eine solche Zusatz­
linse en tw irft durch passende W ahl der 
Spannung vom Objekt an geeigneter 
Stelle ein im  allgemeinen virtuelles B ild , 
das je tz t seinerseits durch die ursprüng­
liche Linse m it unter Umständen ge­
eignet abgeänderter Brechkraft am 
vorgegebenen B ildo rt abgebildet w ird. 
Gerade hierbei is t die optische „B ieg­
samkeit“  der Elektronenlinsen sehr von 

V orte il, so daß tatsächlich durch einfache Po­
tentialänderungen die Vergrößerung innerhalb 
gewisser Grenzen kontinuierlich va riie rt werden 
kann (etwa um das Doppelte). Im  lichtoptischen 

Falle kann die Vergrößerung 
bekanntlich nur durch Aus- 
wechseln der Objektive und 
Okulare diskontinuierlich ver­
ändert v,-erden.

L ich tque lle
Strahlenquelle-

O bjektebene-

Kathode 

_ Anode

Kondensorspule

O bjekfiespule

Zwischenblldebene-

Beobachtungsz_ 
fenste r

P rojektionsspule

zu r Pumpe

Bildebene Leuchtschirm
a °  c

Fig. 18a—c. Magnetisches Übermikroskop, a Schema des Übermikroskops; ^ praktische Ausführung;
c lich top tisches Ersatzsehema.

Es sei jedoch noch die Frage besprochen, wie 
die Vergrößerung va riie rt werden kann, wenn die 
Gesamtentfernung Gegenstand-Bild konstant ge­
halten w ird, wie es aus technischen Gründen not­
wendig ist. Wenn die Linsen auf der Achse be­
weglich angeordnet sind, is t dies einfach durch ihre 
Verschiebung zu erreichen. Bei kleinerer Gegen­
standsweite w ird das B ild  größer; dabei muß die 
Brennweite der Linse durch W ahl eines anderen 
Potentials entsprechend geändert werden. Bei

e) D asÜbe rm ik ro s k o p 1. Der grundsätzliche 
Aufbau der Optik des Emissionsmikroskops bleibt 
auch dann erhalten, wenn man nicht Selbstleuchter

1B. v. B o r r ie s  u . E. R u s k a : Verh. dtsch. Ges. 
Naturforsch. 95. Verslg S tuttgart, S. 72. B erlin: 
Julius Springer 1939. —  M. v. Ardenne: Elek- 
tronen-Ubermikroskopie. Berlin 1940. — Jahrbuch 
der AEG-Forschung, Bd. 7, Sonderheft „Ü ber­
mikroskopie“ , 1940.



155und chemischen Unterricht, p  „  n  M a t o s s i: A n w e n d u n g e n  d e r  E l e k t r o n e n o p t ik .
1940. Heft 5. . . .  _____________________________________

untersucht, sondern wenn das abzubildende Ob- größerungsfaktor is t in  beiden Fällen durch lich t-
jekt, wie es in  der Lichtm ikroskopie üblich ist, optische Nachvergrößerung auf 10000 gebracht
durchstrahlt w ird. Bei diesem

Fig. 20 a und b. Bacterium coli, a elektronenoptisch, 4200fach vergrößert, 
2,4fach nachvergrößert; b lichtoptisch lOOOfach vergrößert, 

lOfach nachvergrößert.

„Überm ikroskop“  t r it t  an die 
Stelle der Kathode des Emis­
sionsmikroskops das Objekt, 
das seinerseits durch eine E lek­
tronenquelle m itte ls einer 
Kondensorspule „beleuchtet“  
werden muß. Den schemati­
schen Aufbau eines solchen 
Durchstrahlungsmikroskops 

und ein Beispiel fü r die prak­
tische Ausführung zeigt E ig. 18.
Es handelt sich um ein ma­
gnetisches zweistufiges M ikro­
skop , dessen Magnetspulen 
sehr kleiner Brennweite im  
Innern des Rohres sitzen.
Eig. 19 zeigt in  instruktiver 
Weise den Strahlengang in 
einer solchen Magnetlinse.
Das unm ittelbar vor den ma­
gnetischen K ra ftlin ie n  angebrachte Objekt streut j 
einen Teil der Elektronen auf die dick gezeich­
nete Blende zwischen den Polen und läßt,, einen

worden. Die Größe der schwarzen Punkte inner­
halb der Bakterien in  der elektronenoptischen 
Abbildung beträgt etwa 100 bis 200 va/i, eine Größe,

Polschuhe
\

Objekt

-  m agnetische Feldlinien  
— * —  E lektronentlohnen

Fig. 19. P o lsch u h lin sc . Fig. 21. Tabakmosaikvirus m it Goldkolloidteilchen 
(20 OOOfach vergrößert).

anderen Teil der Elektronen durch, die von ihm 
ein B ild  erzeugen.

In  einer neueren Ausführung hat die O bjektiv­
spule eine Minimalbrennweite von 5,4 mm, die 
Projektionsspule eine solche von 1 mm, die B ild ­
weite beträgt in  beiden Stufen 400 mm; das be­
deutet eine 75fache Vergrößerung in  der ersten 
Stufe, 400fache in  der zweiten, so daß im  ganzen 
30OOOfach vergrößerte Abbildungen möglich sind. 
N icht nur die Vergrößerung, auch das Auflösungs­
vermögen is t außerordentlich hoch, so daß lic h t­
mikroskopisch n icht mehr auflösbare Abstände 
noch gut getrennt werden können. Daher auch der 
Name Übermikroskop.

So zeigt z. B. Eig. 20 die mikroskopischen 
B ilder von Bacterium c o lil , und zwar sowohl elek­
tronenoptisch als auch lichtoptisch. Der Ver-

i  Vgl. diese Z. 52, 218, 220 (1939).

die lichtoptisch n icht mehr aufgelöst werden kann, 
wie das Vergleichsbild deutlich lehrt.

Neuerdings is t auch ein Übermikroskop m it 
elektrostatischen Linsen konstruiert worden (M a h l - 
v. A r d e n n e ), nachdem längere Zeit das magneti­
sche Übermikroskop das Eeld beherrscht hat. 
Elektrostatische Linsen von genügend kleiner 
Brennweite erfordern die Anwendung hoher 
Spannungen bei sehr geringem Elektrodenabstand 
der elektrischen Linsen; sie konnten daher erst 

; durch konsequente Anwendung der Erfahrungen 
| der Hochspannungstechnik auch auf elektronen­

optische Systeme hergestellt werden. Die magneti- 
! sehen und elektrostatischen Übermikroskope unter­

scheiden sich zur Zeit in  ihrer Leistungsfähigkeit 
| nur in  geringem Maße, wesentliche Unterschiede 

bestehen vor allem in  der technischen Hand­
habung. v. A r d e n n e  hat sogar ein Universal-
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Übermikroskop gebaut, das wahlweise als ma­
gnetisches oder elektrisches Übermikroskop ge­
braucht werden kann. Außerdem is t es durch 
geeignete Ausblendungen gelungen, „D unkelfeld- 
beleuchtung“  anzuwenden und dam it gelegent­
lich  vorteilhafte Kontrastwirkungen zu erzielen. 
Schließlich dient auch das Übermikroskop zur 
Herstellung stereoskopischer B ilder; dies is t mög­
lich durch die verhältnismäßig große Tiefenschärfe

Fig. 22. Edestinmoleküle auf Kollodiumhaut 
(100 000 fach vergrößert).

(bis zu 2 //), die sich aus den geringen Aperturen der 
Linsen (IO -2 bis 10~3) ergibt.

Die Anwendung a ller bisher möglichen tech­
nischen Verbesserungen hat den noch auflösbaren 
Minimalabstand im  Objekt auf 3 m¡i herab­
gedrückt, so daß der förderliche Vergrößerungs­
faktor rund 100000 beträgt. Man ist daher heute 
imstande, Bakterien, Kolloidteilchen und sogar 
größere Moleküle sichtbar zu machen und zu unter­
suchen, was fü r Medizin und Biologie überragende 
Bedeutung hat.

Big. 21 zeigt ein Beispiel eines überm ikroskopi­
schen Bildes bei 20000facher Vergrößerung. Die 
schwarzen Punkte stellen Goldkolloidteilchen dar, 
die nur als Prüfobjekte zur Scharfstellung ein­
gestreut waren. Das eigentliche Versuchsobjekt 
war der Virus der Tabakmosaikkrankheit, dessen 
Individuen als sich wenig abhebende graue faden­
förmige Gebilde in  der unteren H älfte  der Figur

zu erkennen sind. Einzelne Fäden haben eine 
Dicke von weniger als 20 m,«. Eine Aufnahme der 
neuesten Zeit, m it lOOOOOfacher Vergrößerung, 
zeigt Fig. 22, in  der Eiweißmoleküle m it 8 in// 
Durchmesser noch deutlich sichtbar sind.

Bei der Vergleichung von L ich tb ild  und E lek­
tronenbild muß beachtet werden, daß die Kontraste 
in beiden Fällen auf verschiedenem Weg entstehen: 
Im  L ich tb ild  ist die verschiedene Absorption elek­
tromagnetischer W ellen an den einzelnen O bjekt­
punkten maßgebend. Im  E lektronenbild dagegen 
is t bei den hohen hier benutzten Geschwindig­
keiten (bis zu 80 ekV) echte Absorption so gut 
wie nicht wirksam, sondern im  Elektronenbild 
kommen die Intensitätsunterschiede durch die 
verschiedene Streufähigkeit der Objektpunkte 
gegenüber Elektronen zustande. Die W irkung 
dieser Streuung lieg t im  wesentlichen darin, daß 
mehr oder weniger große Mengen von Elektronen 
durch seitliche Ablenkung um große W inkel aus 
dem Strahl entfernt werden. Bei dünnen Objekten 
kommt ein erheblicher Teil anderseits ungehindert 
hindurch, und schließlich werden einige Elektronen 
nur um so kleine W inkel gestreut, daß sie sich als 
Verbreiterung des abbildenden Strahls störend 
bemerkbar machen. D am it n icht schon der Ob­
jektträger eine derartige Verbreiterung bew irkt 
ode,' die Intensität des Elektronenstrahls merklich 
schwächt, muß er möglichst dünn gewählt werden. 
Die Objektträger bestehen deshalb aus Kollodium ­
häutchen von 10 bis 20 m/x Dicke.

Die Versuche, möglichst starke elektronen­
optische Vergrößerungen zu erzielen, sind m it der 
Konstruktion des beschriebenen Übermikroskops 
noch keineswegs an der grundsätzlichen, durch 
die ABBEsche Bedingung gegebenen Leistungs­
grenze angelangt [vg l. (A) Abschn. I  und IV ], und 
man darf hoffen, daß noch M itte l und Wege ge­
funden werden, die noch hinderlichen Abbildungs­
fehler der E lektronenoptik weiter herabzusetzen. 
Dabei is t im  Übermikroskop wegen des kleinen 
Gesichtsfeldes praktisch nur gegen sphärische 
Aberration und Beugungsfehler anzukämpfen, 
während im  Emissionsmikroskop gerade die übrigen 
Abbildungsfehler vermieden werden müssen.

Wenn w ir das auf dem Gebiete der Elektronen­
optik und speziell auf dem der Elektronenm ikro- 
skopie Geleistete uns noch einmal vergegenwär­
tigen, dann wollen w ir gerade heute n icht an der 
Feststellung vorübergehen, daß die grundlegenden 
Erkenntnisse sowohl als auch die technische E n t­
w icklung im  wesentlichen deutschen Forschern 
zu danken sind.

3 . Geschichte u n d
Berzelius-Bildnisse. Von R u d o l f  W in d e r l ic h  

in  Oldenburg i. O.
Im  Aufträge der K g l. Schwedischen Akademie 

der V  issenschaften hat ih r B ibliothekar A r n e  
H o l m b e r g  seine Bibliographie über B e r z e l iu s  1

1 A r n e  H o l m b e r g : ,,B ib liografi over J. J* 
Berzelius.“  Utgiven av Kungl. Svenska Veten-

E rken ntn is leh re .
durch ein geistvolles Buch über die Bildnisse des 
großen Schweden ergänzt1.. E r hat die Schätze

skapsakademien, 2 Bde. Stockholm u. Uppsala: 
A lm qvist & W iksell 1933 u. 1936. [V gl. diese Z. 
47, 190 (1934).]

A r n e  H o l m b e r g : „B erzelius- P orträ tt. I l ­
lustrerad Beskrivning.“  U tgiven av Kungl. Svenska
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schwedischer und finnländischer Sammlungen 
und Museen, sowie die Ergebnisse einer Rundfrage 
an alle wissenschaftlichen Akademien und ge­
lehrten Gesellschaften ausgewertet, denen B e r - 
z e l iu s  angehört hatte. Trotzdem verm utet er, 
daß ihm mancherlei verborgen geblieben is t; er 
b itte t deshalb um weitere M ith ilfe .

Gemälde, Skulpturen, Denkmünzen, Zeich­
nungen, Schattenrisse, Holzschnitte, Stiche, Stein- | 
drucke und Daguerrotypien verm itte ln eine gute 
Vorstellung von dem Aussehen des Mannes wäh­
rend der verschiedenen Abschnitte seines Lebens. 
Sie zeigen neben dem Wandel der Gesichtszüge m it 
zunehmendem A lte r zugleich die Abhängigkeit von 
der Wesensart und dem Können des Künstlers und j 
Beurteilers. H o l m b e r g  bemüht sich, fü r die ein­
zelnen Bildnisse in  zeitlicher Folge ohne Rücksicht 
auf ihren künstlerischen W ert die Umstände zu 
erm itteln, unter denen sie entstanden sind. Er 
sieht inihnenZeugnisse fürdennachhaltigenEinfluß 
des Dargestellten auf seine Zeitgenossen w eit über 
die Kreise der Chemiker hinaus. Eine Auswahl 
weniger Beispiele aus dem Reichtum des Gebotenen 
genügt, um diesen Grundgedanken zu erhärten.

H. G. S ö d e r b a u m  hatte als wahrscheinlich 
ältestes B ildnis des B e r z e l iu s  seiner Ausgabe der 
Reiseaufzeichnungen* 1 2 1 den Nachdruck eines “Aqua­
rells beigegeben, das die B ibliothek der Akademie 
der Wissenschaften in  Stockholm besitzt. Es ze;gt 
einen jungen Mann im  braunen D irektoria lfrack 
m it kurzen hellblauen Hosen, weißen Strümpfen 
und schwarzen Halbschuhen, der m it einem Buche 
vor einem Tische sitzt und die D estillation aus einer 
Retorte beobachtet. G. W. A. K a h l b a u m  hat das­
selbe B ild  in  Schwarzweißdruck fü r die deutsche 
Ausgabe der selbstbiographischen Aufzeichnungen 
des B e r z e l iu s  2 als Vorsatzblatt gewählt. Man 
vermutete bisher, daß dieses Aquarell um 1800 
entstanden ist. Das is t jedoch so wenig beglaubigt 
wie die Persönlichkeit des Dargestellten: es ist 
w'eder ein Künstlerzeichen, noch eine Jahreszahl 
noch sonst irgendeine beweiskräftige Angabe vor­
handen. H o l m b e r g  spricht deshalb von der Mög­
lichke it, daß hier überhaupt nur ein Phantasie­
b ild  vorliegt, das wegen seiner Ä hnlichkeit m it un­
zweifelhaften BERZELius-Bildnissen zu dem Glau­
ben verle itet hat, auch hier sei B e r z e l iu s  dar­
gestellt.

Die beiden ältesten, sicher zu belegenden B ild ­
nisse des B e r z e l iu s  sind scherzhafte Zeichnungen 
aus dem Jahre 1810, ohne jeden Anspruch auf 
künstlerischen W ert. W ir sehen auf ihnen

Vetenskapsakademien. Stockholm u. Uppsala: 
A lm qvist & W iksells Boktryckeri-A.-B . 1939.

1 H. G. Sö d e r b a u m : „Jac. Berzelius. Resean- 
teckningar.“  U tg. av Kungl. Svenska Vetenskaps­
akademien. Stockholm 1903.

2 ,,Jakob Berzelius. Selbstbiogfaphische A uf­
zeichnungen.“  Herausgeg. im  Auftrag der K gl. 
Schwedischen Akademie der Wissenschaften von 
H . G. Sö d e r b a u m . Nach der wörtlichen Über­
setzung von E m il ie  W ö h l e r , be'arbeitet von G eo rg  
W . A. K a h l b a u m . Leipzig: Johann Ambrosius 
Barth 1903.

B e r z e l iu s  m it Freunden Karten spielen. Einer 
von ihnen war der Zeichner. Diese beiden harmlos 
heiteren Spottbilder und die von B e r z e l iu s  eigen­
händig gezeichnete spätere K arika tu r (1838) über­
treiben das w irre Kraushaar, die kräftigen Augen­
brauen und die eigentümliche Nasenform. Offen­
bar sind diese Merkmale sehr auffä llig  gewesen, 
denn sie sind überall zu finden, selbst auf miß­
lungenen Darstellungen, wie auf dem englischen 
Schattenriß von 1812, der m it dem zeitlich nächst­
gelegenen, künstlerisch wertvollen Aquarell des 
Jahres 1816 in  dem lebenskundlich vie l wichtigeren 
Merkmal der Schädelform so wenig übereinstimmt, 
„daß man nicht ohne weiteres die beiden Bildnisse 
gleichsetzen könnte, wenn man nicht wüßte, daß 
sie dieselbe Person darstellen sollen“ .

Kopfform , Haar, Nase und Lippen sind in  ihrer 
Eigenart sehr scharf ausgeprägt auf dem Brust­
b ild  aus Biskuitporzellan von Sèvres, das 1819 
bei dem Aufenthalt in  Paris entstand. B e r z e l iu s  
hat es F r ie d r . W ö h l e r  geschenkt. K a h l b a u m  
hat eine gute Wiedergabe davon als Vorsatzbild 
fü r die deutsche Ausgabe von H. G. Sö d e r b a u m s  
„Berzelius’ Werden und Wachsen 1779—1821“  1 
verwendet.

A lle  bisher genannten Bildnisse sind Seiten­
ansichten, und zwar Linksansichten, bis auf eines 
der Scherzbilder, das B e r z e l iu s  von vorn zeigt, 
jedoch auch hier ein wenig nach rechts gewandt, 
so daß die linke Seite mehr zu sehen ist. Das ist 
wahrscheinlich kein bloßer Zufa ll, denn von der 
Gesamtheit a lle r Bildnisse zeigen die meisten eine 
Seitenansicht, die von den Künstlern verm utlich 
bevorzugt wurde, weil sie besonders charak­
teristisch erschien.

B e r z e l iu s  is t als Mann von W eltru f während 
seiner Reisen häufig gemalt, gezeichnet und model­
lie rt worden. Als er 1822 auf der Heim fahrt aus 
Karlsbad in  B erlin weilte, hat der Bildhauer C. F. 
T ie c k  eine Büste von ihm geschaffen, die in  man­
cherlei Stoffen nachgeformt worden is t ; ein Bronze­
stück steht im  Deutschen Museum in  München. 
Zur selben Zeit hat L e o n h a r d  P o sch  in  B erlin 
ein Medaillon aus Wachs hergestellt, von dem 
viele Abgüsse in  Eisen, B iskuit-, Sèvres- und Lava- 
Porzellan hergestellt worden sind. B e r z e l iu s  hatte 
selbst 36 Stück in  Eisen fü r seine Freunde in 
Schweden und Deutschland bestellt.

Aus Anlaß der 7. Deutschen Naturforscher­
tagung in  B erlin 1828, an der B e r z e l iu s  te il­
nahm, schlug dort die Königliche Münze eine Me­
daille m it dem K opfb ild  des B e r z e l iu s , das 
W i l h . K ir c h n e r  graviert hatte, „ In  memoriam 
conventus naturae scrutât, totius Germaniae sep- 
tim ---- “  Für die 9. Versammlung 1830 in  Ham­
burg wurde die Denkmünze noch einmal m it der­
selben Vorderseite geprägt, d. h. m it dem Kopf 
des B e r z e l iu s  in  Linksansicht. Gleichzeitig wurde 
in  B erlin eine kleinere Münze m it der gleichen 
Vorderseite geschlagen; ihre Rückseite verweist 
m it den W orten „Pondéra et numéros investigavit“  
auf den Wahlspruch des Gefeierten ; sie zeigt außer­
dem eine chemische Waage m it Gewichtskasten

1 Leipzig: Johann Ambrosius Barth 1899.
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und Pinzette. Über die Vorgeschichte dieser 
Denkmünzen hat B e r z e l iu s  selbst an W ü h l e r  
berichtet1. Übrigens w itterte  der kritische Forscher 
in  der ganzen Angelegenheit nichts weiter als das 
geschickte Unternehmen eines geschäftstüchtigen 
Mannes; „b lo tt en privatspeculation of directeuren 
fo r medaljpräglingen Loos“  2.

Wie dem auch sei, B erlin hat den großen Mann 
aufrichtig geschätzt und geehrt. Der Berliner 
Maler F r a n z  K r ü g e r  hat den bewunderten Gast 
der Preußischen Hauptstadt gezeichnet. K r ü g er s  
B la tt hat viele Nachahmer gefunden. Für zahl­
reiche Stiche is t es das Vorbild gewesen, aber es 
is t selbst nirgends mehr aufzufinden; auch die 
näheren Umstände, unter denen es entstanden ist, 
haben sich n icht erm itteln lassen. Nach einem der 
abgeleiteten Stiche is t eine Ätzung als T ite lb ild  fü r 
den zweiten Band von K opps „Geschichte der 
Chemie“  hergestellt worden. Sie träg t dort die 
U nterschrift: „Berzelius. Gezeichnet von Professor 
Krüger im  Jahre 1827.“  Sie is t aber keinesfalls 
unm ittelbar nach der ursprünglichen Vorlage ge­
macht worden, sondern geht auf einen „S tahlstich 
von Ca r l  M a y e r “ in  Nürnberg zurück, der mehr­
fach abgedruckt worden ist, z. B. im  4. Bande der 
ersten Auflage von M e y e r s  Konversationslexikon. 
Jene Ätzung is t ein Spiegelbild der angeblichenVor- 
lage und so schlecht gelungen, daß H o l m b e r g  von 
einer K arika tu r spricht, von einem abscheulichen 
B ild , „anskräm liga b ild “ . In  etwas verbesserter 
Form is t es in den „Briefwechsel zwischen J . B e r - 
z e l iij s  und F. W ü h l e r “ übergegangen3.

In  der Berliner National-Galerie w ird eine 
wenig bekannte Zeichnung aufbewahrt, fü r die 
B e r z e l iu s  dem Meininger Hofmaler S. F. D ie z  
gesessen hat, wahrscheinlich 1840 während der 
Naturforschertage in Kopenhagen.

Für G. B u g g es  „Buch der großen Chemiker“  4 
hat Sö d e r b a u m  das Ölgemälde von J. G. Sa n d ­
b e r g  als Vorlage gewählt, das B e r z e l iu s  m it 
schwarzem Frack und weißer Weste im  Ordens­
schmuck zeigt. Das B ild  hat ein seltsames Schick­
sal gehabt: Einige Freunde hatten es fü r die Aka­
demie malen lassen, der es im  März 1827 m it einer 
kleinen Feier überreicht wurde. Sie ließ es zunächst 
im Bibliotheksraum aufhängen, aber nach einiger 
Zeit in  B e r z e l iu s ’ Privatwohnung bringen. Nach 
seinem Tode hat die W itwe das kostbare Andenken 
dem Gymnasium in  Linköping geschenkt, weil sie 
n icht ahnte, wer der wahre Besitzer war. E rst ein

1 Briefwechsel zwischen J. B e r z e l iu s  und 
F. W ü h l e r , Bd. 1, S. 233f. Leipzig 1901.

2 B rief vom 26. September 1828 an F l e m in g . 
Vgl. H . G. Sö d e r b a u m : „Jac. Berzelius-Levnads- 
teckning“ . Bd. 2, S. 474. Uppsala 1929.

3 „Briefwechsel zwischen J. B e r z e l iu s  und 
F. W ü h l e r .“  Im  Aufträge der K g l. Ges. der 
Wissenschaften zu Göttingen, m it einem Com- 
mentar von J. v o n  B r a u n , herausgeg. von 0 . W a l ­
l a c h . 2 Bde. Leipzig: W. Engelmann 1901. Das 
BERZELius-Bild enthält der erste Band.

4 G ü n t h e r  B u g g e : „D as Buch der großen 
Chemiker“ . Bd. 1, Tafel 38. B erlin : Verlag Chemie 
1929.

halbes Jahrhundert später wurde das Versehen 
entdeckt und das B ild  zurückgefordert. Das Dom­
kapite l in  Linköping weigerte sich jedoch, seinen 
Besitz herauszugeben. So begnügte sich schließlich 
die Akademie m it einer kleinen Kopie, die J e a n  
H a a g e n  im  Jahre 1904 angefertigt hat. Übrigens 
hat Sa n d b e r g  selbst sein Gemälde noch einmal als 
M itte lstück fü r ein Gruppenbild in  Gripsholm be­
nutzt.

Anläßlich des 200jährigen Bestehens der K gl. 
Schwedischen Akademie der Wissenschaften tragen 
die Briefmarken zu 10 und 30 öre, die 1939 aus­
gegeben wurden, das K opfb ild  des B e r z e l iu s  
nach einer Tuschzeichnung von T o r s t e n  Sc h o n ­
b e r g , der sich eng an das berühmte große Gemälde 
von 0 . F. Sö d e r m a r k  gehalten hat. Dieses Ö lbild 
(130 X 100 cm) schmückt den Sitzungssaal der 
Akademie. Es is t häufig kopiert worden.

Heute sind w ir überzeugt, daß eine getreue 
Wiedergabe der Züge eines Menschen durch die 
geschickteste Künstlerhand niemals so gut möglich 
is t wie durch eine sorgfältige Photographie. Ließ 
doch L e s s in g  den Maler Co n t i  klagen: „H a ! Daß 
w ir nicht unm ittelbar m it den Augen m alen! Auf 
dem langen Wege, aus dem Auge durch den Arm 
in  den Pinsel, w ieviel geht da verloren! 4“  Es geht 
n icht nur vieles verloren, wie Co n t i  klagt, sondern 
es w ird vieles durch das H irn  des beurteilenden 
Künstlers umgearbeitet und verändert. „M an 
kann sich fragen, obBE R ZE Lius ’ Aussehen in  seinen 
älteren Tagen w irk lich  m it dem w ohlfrisierten und 
korrekten B ild  übereinstimmte, wie es durch 
SÖDERMARKs Gemälde der Nachwelt überliefert 
w ird. Seine P orträtkunst hat charakterisiert und 
zugleich ,maßvoll idealisiert1 2.“

Glücklicherweise sind einige Daguerrotypien 
aus jener Zeit erhalten geblieben, die erkennen 
lassen, wie weit der Künstler der W irk lichke it nahe 
kam. Die vorzügliche Aufnahme, die Frau L a u r a  
M it s c h e r l ic h  am 25. Juni 1845 in  B erlin gemacht 
hat, zeigt auch bei dem alten Manne noch das w irre 
Haar seiner Jugend und n icht etwa ein wohl- 
gepflegtes Gelock. Dafür fesselt der unbestechlich 
scharfe, kritische B lick des unerbittlichen W ahr­
heitssuchers, ein B lick, hinter dem ein feiner Spott 
zu lauern scheint. Fest geschlossene Lippen und 
tie f eingegrabene Falten verraten eine seelische 
Festigkeit, die im  harten Lebenskampf errungen 
wurde und nun auch die Beschwerden des A lters 
ertragen läßt.

In  dem schwerkranken Manne steckte noch ein 
mächtiges Feuer der Seele. E. H e n n in g s e n  hat 
das 1896 in  seinem Gemälde „D ie  Skandinavische 
Naturforscherversammlung in  Kopenhagen 1847“  
prachtvoll zum Ausdruck gebracht: B e r z e l iu s  
sitz t links im  Vordergrund an einem Tische, m it 
gespanntem B lick aufmerksam zuhörend, bereit, 
bei der nächsten Gelegenheit aufzuspringen und 
in  die Aussprache einzugreifen. Aus dem B rie f­
wechsel m it W ü h l e r  wissen w ir, daß B e r z e l iu s

1 G. E. L e s s in g : „E m ilia  G a lo tti“ . Erster 
Aufzug, vierter A u ftritt.

2 A r n e  H o l m b e r g : „B erze liusP orträ tt“ . S.33.
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fü r diese Fahrt nach Kopenhagen auf die Mitreise 
seines Arztes angewiesen war, daß er unterwegs zu­
sammenbrach und dennoch m it a ller Energie dem 
Ziele zustrebte. N icht das Großkreuz des Danebrog- 
Ordens hatte ihn gelockt, sondern dieWissenschaft. 
E r schrieb seinem Freund und Lieblingsschüler, 
daß „e in  Doktordiplom , fü r mich speziell s tilis ie rt, 
worin meine chemischen Arbeiten m it Lob erwähnt 
werden, .. . meine kleine E ite lke it w eit mehr 
geschmeichelt und befriedigt hat, als alle die

königlichen Auszeichunngen, die ich empfangen 
habe“ L

In  wenigen Jahren w ird sich der Todestag des 
großen Schweden zum hundertsten Male jähren. 
Da w ird es gut sein fü r seine wissenschaftlichen 
Verehrer, sich zu vergewissern, wie das äußere B ild  
dieses Ausnahmemenschen sich in  den Augen seiner 
Zeitgenossen spiegelte.

1 Briefwechsel B e r z e l iu s -W ö h l e r , Bd.2, S.690.

Neil erschienene Bücher im« Schriften.
Atombau und Spektrallinien. I I .  Band. 2., um­

gearbeitete und erweiterte Auflage des „W ellen­
mechanischen Ergänzungsbandes“ . Von A r n o l d  
So m m e r f e l d . 820 Seiten m it 62 Abbildungen. 
Braunschweig: Vieweg & Sohn 1939. Preis geh. \ 
BM. 35,—, geh. EM. 38,— .

Bald nach dem W eltkrieg, Ende 1919, erschien 
die 1. Auflage von So m m e r f e l d s  „Atom bau und j 
Spektrallinien.“  In  5 dauernd vermehrten und j 
umgearbeiteten Auflagen hat dann das Buch zwei 
Jahrzehnte hindurch als das gründlichste Lehr­
buch der Atom physik allen lernenden Physikern 
gedient. Es war einfach das Buch, nach dem man 
die Quantenphysik des Atombaus studierte. Dieser 
erste Band is t ein Lehrbuch der ersten Form der 
Quantenphysik, jener, die noch m it anschaulichen 
Atommodellen arbeitet. Kurz nach dem Erschei­
nen der grundlegenden Arbeiten von Sc h r ö d in g e r , 
H e is e n b e r g  und D ir a c  gab S o m m e r f e l d  im 
Jahre 1928 den „Wellenmechanischen Ergänzungs­
band“  heraus. In  jahrelanger A rbeit hat er je tz t 
diesen Band, um das 21/2fache seines Umfanges ver­
mehrt, als zweiten Band des Gesamtwerkes erneut 
herausgegeben.

Das Buch beginnt m it der Herleitung der W el­
lengleichung Sc h r ö d in g e r s  aus der Gedanken­
w elt H a m il t o n s . Aus dieser ergibt sich die u r­
sprüngliche d e  BROGLiEsche Theorie des E lek­
trons. In  ih r steckt das Prinzip der Komplemen­
ta ritä t (B o h r ), „welches unter allen erstaunlichen 
Entdeckungen dieses Jahrhunderts die erstaunlich­
ste is t“ , das die Doppelnatur n icht nur des Lichtes, 
sondern auch des Elektrons und dam it aller Materie 
zur Folge hat. Nachdem dann die nötigen E rläute­
rungen der mathematischen Methode vorgetragen 
sind (Kugelfunktionen, BESSELSche Funktionen), 
w ird am Tunneleffekt der charakteristische U nter­
schied zwischen klassischer und Wellenmechanik 
dargestellt, und es werden die einfachsten An­
wendungen, auf Oszillator und E otator, gebracht. 
Dann w ird die Wellengleichung verallgemeinert 
auf den Fall, daß es sich um K räfte  handelt, die 
zeitabhängig sind, und fü r mehrere Massenteilchen. 
Es fo lg t die statistische Deutung der W ellen­
funktion, Normierungs- und Orthogonalitätsbedin­
gungen fü r Oszillator und E otator. Das 2. K apite l 
b ringt das Wasserstoffatom, den Prüfstein der 
Sc h r ö d in  GERschen Theorie, einschließlich des 
normalen ZEEMAN-Effektes, dazu die Serien- und 
die Bandenspektren. Das 3. K apite l macht den 
Leser bekannt m it den allgemeinen Methoden und

Gesichtpunkten, wie dem B egriff des Wellenpakets, 
zu dem die statistische Deutung fü h rt, der Ope­
ratorenrechnung, der Matrizenrechnung, die am 
Fa ll des Oszillators durchgeführt w ird, der U n­
schärfebeziehung und der Transformationstheorie. 
„Diese grundsätzlichen und reichlich abstrakten 
Dinge“  werden verhältnismäßig kurz behandelt, 
„zum al ja hierüber mehrere kompetente Darstel­
lungen vorliegen.“  Der Nachdruck lieg t hier wie 
im  ganzen Buch darauf, den Leser in  der prak­
tischen Anwendung der neuen Begriffswelt und im  
Gebrauch der erforderlichen mathematischen Me­
thoden zu schulen. Das 4. K apite l beginnt m it der 
Feststellung: „V on jeder mathematisch-physikali­
schen D isziplin müssen w ir heutzutage verlangen, 
daß sie dem K elativitä tsprinzip genügt.“  Es w ird 
gezeigt, daß die relativistische Sc h r ö d in g e r - 
Gleichung des Ein-Elektronenproblems dem Spin 
des Elektrons noch n icht Eechnung träg t. E rst 
D ir a c s  genialer Gedanke, die S c h r ö d in g e r - 
Gleichung zu linearisieren, fü h rt weiter. Um die 
Verallgemeinerung zu finden, benutzt So m m e r ­
f e l d  aus didaktischen Gründen s ta tt der D ib a c - 
schen Matrizen hyperkomplexe Einheiten. M it der 
Durchführung des DiRACschen Gedankens gelingt 
es, das mechanische und magnetische Moment des 
Elektrons in  die Wellenmechanik einzuführen, 
„ohne daß irgendeine Modellvorstellung über 
S truktur und Bewegung des Elektrons zugrunde 
gelegt w ird “ . Nach einer Darstellung der Gruppen 
der hyperkomplexen Einheiten und ihrer U nter­
gruppen und dem Nachweise der Invarianz der 
DiRACschen Gleichungen gegen LoRENTZ-Trans- 
formationen w ird das KEPLER-Problem auf der neu 
gewonnenen Grundlage behandelt und gezeigt, daß 
je tz t die Feinstrukturform el hergeleitet werden 
kann. Auch die Entdeckung des Positrons w ird 
besprochen. Von dem neuen Standpunkt aus sind 
je tz t Anwendungen der Theorie auf Probleme 
möglich, die vorher nur unbefriedigend, unvoll­
ständig oder gar n ich t behandelt werden konnten. 
Zunächst bring t das 5. K apite l die von Sc h r ö ­
d in g e r  entwickelte Störungstheorie, und zwar 
im Zusammenhang, wodurch ihre Leistungs­
fähigkeit besonders deutlich w ird. Es werden als 
Anwendungen behandelt: Der STARK-Effekt, die 
Dispersionstheorie, die KuTHERFORDsche Streu­
formel, die Gitterbeugung, die DlRACSche Spin­
korrektion, der anomale ZEEMAN-Effekt. Die vier 
folgenden K apite l geben dann eine ausführliche 
Darstellung des Photoeffektes und des kontinuier-
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liehen Röntgenspektrums, wie sie von So m m e r - ' 
Feld selbst und anderen behandelt wurden, des I 
CoMPTON-Effekts und des Mehrkörperproblems: ! 
Heliumspektrum, Wasserstoffmolekül, P a u l i - 1 
Prinzip, B o s e - und FERMi-Statistik und das 
Problem der chemischen Bindung. A lle diese 
K apite l beginnen m it historischen Einleitungen 
und einer Übersicht über das Ganze. Zum Schluß 
fo lg t ein K apite l über Näherungsmethoden zur 
Berechnung von Eigenfunktionen, gekennzeichnet 
durch die Namen H y l l e r a a s , T h o m a s -E e r m i , 
H a r t r e e  und W e n t z e l -B r il l o u in -K r a m e r s . 
Der Anhang bringt auf 100 Seiten mathematische 
Zusätze und Ergänzungen und ein ausführliches 
Namen- und Sachverzeichnis.

Das zweibändige W erk bildet in  seiner neuen 
Gestalt das umfassendste Lehrbuch der Physik 
der Atom hülle und w ird wie in  den vergangenen 
zwei Jahrzehnten auch wTeiter allen, die sich 
gründlich in  die Atom physik einarbeiten wollen, 
als Führer dienen. Jeder der beiden Bände is t in 
seiner letzten Auflage genügend lange nach dem 
Abschluß der behandelten Methoden erschienen, 
so daß man annehmen darf, daß hier eine dauernde 
Form erreicht is t. „E s is t k la r, daß ein Verständ­
nis der neuen Theorie nur auf der Grundlage der 
alten Theorie möglich is t“  (Vorwort zur 5. Auflage 
des I. Bandes). So setzt die Lektüre des 2. Bandes j 
eine Bekanntschaft m it dem ersten voraus. Das

Werk is t ein Lehrbuch der theoretischen Physik. 
Seine eigentliche Aufgabe is t danach n icht so 
sehr eine Erörterung der ins Philosophische füh ­
renden Grundlagen, noch auch die Ausspinnung 
rein mathematischer Probleme, die durch die 
Physik angeregt sind; es is t vielmehr ein Buch, 
nach dem man die Quantenphysik des Atombaus 
w irk lich  gründlich studieren kann. E in lange ge­
hegter Wunsch vieler is t m it dem Erscheinen 
dieses Buches in  E rfü llung gegangen. Der zweite 
Band besonders bringt die algebraischen und 
funktionentheoretischen H ilfsm itte l der W ellen­
mechanik und übt sie so, daß man sie bei geduldi­
gem Fleiße verstehen und w irk lich  gebrauchen 
lern t. E in reicher S toff w ird vor dem Leser aus­
gebreitet, der ihn doch nie übersättigt; die Gründ­
lichke it der mathematischen Darstellung verschafft 
ihm  ein Gefühl der inneren Sicherheit, und das 
außerordentliche pädagogische Geschick, m it dem 
die Probleme und ihre Lösungen vorgetragen 
werden, halten ihn in  gespannter und begeisterter 
Teilnahme. Darüber hinaus g ib t das Studium.des 
Werkes jedem Leser einen tiefen E indruck von der 
gewaltigen A rbeit, die die theoretischen Physiker 
bei dem Ersinnen neuer Vorstellungen und bei 
ihrer mathematischen Verarbeitung geleistet 
haben, um die Probleme zu klären, die die 
Atom hülle bietet.

Ernst Zimmer.

K o rre s p o n d e n z .
Ge r h a r d  L oschner gefallen.

M it den beiden vie l beachteten Arbeiten „H e r­
stellung eines Interferenzspektroskopes nach 
P é r o t -F a b r y  aus Spiegelglasplatten“  [52, 191 
(1939)] und „Erzeugung des optischen Doppler- 
Effektes m it bewegten Spiegeln und sein Nachweis 
m it einem Interferom eter nach P é r o t -F a b r y “  
[53, 10 (1940)] is t G e r h a r d  L ö s c h n e r  vor Jahres­
fr is t in  den Kreis der Verfasser von Beiträgen fü r 
unsere Ze itschrift eingetreten. Nun g ib t H err D r. 
habil. P e t e r  B r a u e r  in  München über seinen 
Freund und M itarbeiter die folgende N achricht:

„D e r U nteroffizier und Anwärter auf Beförde­
rung zum O ffizier des Beurlaubtenstandes in  einem 
Infanterieregim ent cand. phys. G e r h a r d  L ö s c h ­
n e r , Assistent an der Technischen Hochschule 
München, is t am 19. Juni 1940 im  25. Lebensjahre 
bei Lunéville als Führer eines Stoßtrupps gefallen.

Obgleich er bei Kriegsanfang — von schwerer 
K rankheit n ich t vö llig  genesen — .zeitlich untaug­
lich “ war, gelang es ihm  unter Überwindung er­
heblicher Schwierigkeiten, noch vor Beginn des 
Polnischen Feldzugs seiner fre iw illigen Meldung 
zum Kriegsdienste zum Erfolg zu verhelfen. Zur 
gleichen Zeit stand er unm itte lbar vor seiner Ab­
schlußprüfung als Physiker. Den Versuchen seiner 
I  reunde, ihn zur Ablegung dieser Prüfung während 
des W inters zu bewegen, setzte er seine entschie­
dene Weigerung entgegen; er glaubte es n icht ver­

antworten zu können, seine Truppe auch nur fü r 
wenige Wochen zu verlassen. Diese Kompromiß- 
losigkeit, diese Treue zur selbstgewählten Aufgabe, 
schien seine hervorragendste Charaktereigenschaft 
zu sein; denn sie kennzeichnete im  gleichen un­
gewöhnlichen Maße seine A rt zu arbeiten. Sie 
führte  dazu, daß er in  einem A lte r, wo ein Student 
im  allgemeinen nur als pädagogisches Objekt 
interessant zu sein pflegt, n icht nur seinerseits 
selbst zum Lehren berufen wurde, sondern vor 
allem als produktiver M itarbeiter von vollkom ­
mener Selbständigkeit galt. A ls solcher is t er un­
ersetzlich. Seinen um ihn trauernden Freunden — 
und wie könnte er m it seiner Fähigkeit zur Treue 
keine Freunde gehabt haben! — is t er zum V or­
bilde geworden.“

Druckfehler-Berichtigung.
In  H eft 4 des laufenden Jahrgangs der Ze it­

schrift sind -in dem Berichte von F r a n k  und 
O t t il ie  M a t o s s i: „D ie  Grundlagen der E lek­
tronenoptik“  die beiden folgenden Druckfehler 
als sinnstörend zu verbessern:

1- Auf Seite 120, linke Spalte, Zeile 4 von 
unten, muß das W ort „Verbrauch“  ersetzt werden 
durch „ V e r l a u f “ .

2. A uf Seite 122, linke Spalte, Zeile 28 von 
oben, is t magnetische „M ikroskopobjekte“  in 

I „ M i k r o s k o p o b j e k t i v e “  zu ändern.
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