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Dar Ilelmholtzsche Wellentypu;
bei erzwungenen Saitensehwingungen;

von A. Kaldhne.

(Eingegangen am 28. Oktober 1914.)

Einleitung.
I T' xIn “iner PBeihe VOn Arbeiten’ die zum Teil in schwer
Uganglichen Zeitschriften erschienen sind, hat kiirzlich RAMAN)

gewisse Probleme der erzwungenen Saitenschwingungen mit einer
im wesentlichen der alten MELDEschen nachgebtldefen Versuchs

Erreurlll8 TJw !"Tersucllt- Es Eandelte sich besonders um die
durch Modische6 ¥ (2?8 ~11 Schwin-Un«en bestimmter Frequenz

urcn periodische Krafte von anderer Freauenz Dttltn; J a
laTsLe fos%ot '"d8t ,er"achttss¥ste ObertckBichtigt gT

=< _z— w /T == a'\=vaslsi L-
Phischen Abbildungen dieser Bewegung TTralTa B> ><<" X~

Form der LuftSehw IT" &= == ==
zuweisen. ~Die von RAMAN _erhaltene Phnt X 01 1!’
x. T T

die folgenden Zeilen aufmerksam
Bsstahgung der Richtigkeit der HeutHOLTZsohm T hX"'X”

sei gestattet, dies hier genauer zu erdrtern 7n ! , i  1.ri6-
Darlegungen die der Natar der Sache nach zuI'g'Lm Sil B"”

kanntes enthalten, dazu dienen, auf gewisse IThLfnT i ! B®
der gewohnlichen, elementaren Vorstellung iiber XX NT re
meisten als stehende Wellen angesehenen Bawo N "I der
weisen, die besser durch eine der HELMHOLTZschefTcW
theorie angepafdte ersetzt werden wiirde.  TZ8Chen Sch™gungs-
Gewohnlich begniigt man sich bei der Einteilung dPr
Sclnedenenjingedampften Wellenarten mit der Unterscheidung'

Nr2 L LVwoo'’ °f thO Indian Assoc ‘
615 1911 * 6 1909-1912> phYs- Kev. 32, 309, 1911; 1'i,% e ef: Science
%osi (6) 21,

wl C H |
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in fortschreitende und stehende Wellen schlechthin und bertick-
sichtigt die Zwischenstufen iiberhaupt nicht. In Wirklichkeit
sind aber gerade diese Zwischenformen die in der Natur vor-
kommenden Wellenformen; die reinen, d. h. unverdndert fort-
schreitenden Wellen sind ebenso wie die vollkommenen stehenden
Wellen ideale Grenzfille. Von der Dampfung, die bei wirklichen
Schwingungen immer vorhanden ist und die Wellenform noch
weiter verdndert, werde zunidchst ganz abgesehen. Der Grund
fiir die Bevorzugung jener beiden idealen Fialle ist offenbar; es
sind die einfachsten typischen Losungen der linearen Differential-
gleichung der Wellenbewegung. Als solche geben sie ein ein-
faches und tbersichtliches Bild der moglichen Bewegungen. Sie
reichen in dieser idealisierten Form auch aus, wenn es sich nur
um die Darstellung der Erscheinungen im grofen und ganzen
handelt, oder wenn — =z B. bei stehenden Wellen — nur die
Schwingungsfrequenz berechnet werden soll. Sie reichen aber
nicht mehr aus, wenn man die Vorgidnge im einzelnen genauer
verfolgen will, ganz besonders, wenn bei den sogenannten stehen-
den Wellen doch noch ein gewisser, nicht zu vernachldssigender
Energiebetrag dauernd das schwingende System (z. B. die Saite,
die schwingende Luftsdule usw.) entlang wandert, um sie — etwa
in Form von Strahlung — an den Enden zu verlassen. Gerade
diesen Fall hat HELMHOLTZ!) in einer seiner bedeutendsten
Arbeiten behandelt und ist dabei zu eigentiimlichen Ergebnissen
tiber Form und Fortbewegung der Wellen gekommen, die von
den iblichen Vorstellungen erheblich abwichen, obwohl sich diese
Wellen einfach aus Sinuswellen zusammensetzen, die mit kon-
stanter Geschwindigkeit gleichférmig fortschreiten. Deshalb werde
ich, um eine kurze Bezeichnung zu haben, diesen Wellentypus
den HELMHOLTzschen nennen.

Wesen des HELMHOLTzschen Wellentypus.

§ 2. Der HELMHoLTzscheWellentypus besteht aus sinus-
formigen fortschreitenden Wellen, die sich von den gewohn-
lichen fortschreitenden Wellen dadurch unterscheiden, daff ihre

1) H. V. HELMHOLTZ, Theorie der Luftsechwingungen in R&hren mit
offenen Enden; CRELLES Journ. f. Math. 57, 1, 1860; OSTWALDS Klassiker
d. exakt. Wiss. Nrl 80; Wissensch. Abh. I, S.303.
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Gestalt sich beim Fortschreiten periodisch andert. Anders aus-
gedrickt: Die Extremwerte der Elongation, d. h. die Wellenberge
und -tdler, behalten nicht, wie dort, ihre Hohe konstant bei, son-
dern sie haben ihre Maximalbetrdge beim Passieren gewisser
Stellen des Raumes, die in Analogie mit der Bezeichnungsweise
bei reinen stehenden Schwingungen ,Schwingungsbauche”
genannt werden; flachen sich beim Fortschreiten zu einem Mini-
malwert ab, mit dem sie an den ,Schwingungsknoten” vor-
beieilen, steigen von da bis zum nichsten Bauch wieder an, und
so geht das Spiel weiter. Man erhalt fiir diese Art Wellen das
Bild, das BRILLOUINI) in einer franzosischen Darstellung der
HELMHOLTzschen Arbeit auf Grund der Rechnung fiir einen

speziellen Fall gezeichnet hat, und das hier in Fig. 1 wieder-
gegebenist. Die Kurven 0, 1, 2,... 5 stellen die Form der Wellen
zu . en eiten 0, T/20, 2 T/2Q, --- bis T/4, also fiir eine Viertel-
perm e ar. m auch das Bild fiir die Zeiten von T/4 bis T/2
zu bekommen, mufd man sich die Kurven 4, 3, 2, 1, 0 weiter

JOari ~"-.denken, so dafl sie symmetrisch zu den
T J 1Sri 6u  'uvem in bezug auf das Maximum der Kurve 5
e ,, u 18 16 ganzB Schwingungsdauer. Die gewohnliche

btu]p,Je O,wur e man erBalten, wenn man die Kurve 0 unver-
mit konstanter Geschwindigkeit nach rechts verschiebt,

der HJJu auc® 80"0I 6mO weitere Eigentiimlichkeit

1aTh~  [/15Wremwerte> ““ U d.h. %
““ »e .hre grofiten Werte erreichen, sehr langsam lortschreite.,

) M. BBILLOUIN, Journ. de
Ptys. (2) 6, 214, 1887.
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ja fast stillzustehen scheinen; dafd sie dagegen an den Knoten N,
wo sie sehr flach sind, aufderordentlich schnell voriibereilen. Um-
gekehrt bewegen sich die Minima, d.h. die Nullwerte der Welle
an den Knoten langsam, an den Bduchen aber schnell.

Der HELMHoLTzscheWellentypus steht in der Mitte zwischen
den unverdndert fortschreitenden Wellen und den reinen stehen-
den Wellen, die in der elementaren Theorie der Pfeifen- und
Saitenschwingungen benutzt werden. Er ist der allgemeinere,
und wenn man die in den HELMHOLTZschen Schluf3formeln durch
Verfiigung lber die Konstanten getroffene Spezialisierung be-
seitigt, der allgemeinste liberhaupt mogliche Typus ungedampfter
ebener Wellen. Zur ndheren Erlduterung miissen die HELMHOLTZ-
schen Formeln und ihre Ableitung hier mitgeteilt werden.

Die bekannte Differentialgleichung ebener Wellen, die in der
«-Richtung fOrtschreiteD,

82T __ aaV¥

St 5y (¢ = Fortpflanzungsgeschwindigkeit) 1)

geht bei Annahme sinusformiger Abhadngigkeit der Wellenkoordi-
nate ¢ von der Zeit f, d. h. bei Annahme eines einfachen Tones,
durch Abspaltung des Zeitfagktors sin/;cf bzw. cosfccf liber in die
Gleichung der Normalfunktionen des Raumes, in dem die Wellen
laufen,

Y > ==0 2)

Hier ist & eine Normalfunktion des betrachteten Raumes,

2nIN
c

eine der Schwingungszahl direkt, der Wellenldnge A umgekehrt
proportionale Konstante, N die sekundliche Schwingungszahl
(Frequenz), n die zyklische Schwingungszahl (Kreisfrequenz). Die
Integration von (2) gibt bekanntlich die Partikularintegrale
W — sinlcx und %i' = cos lex bzw. das allgemeine Integral A sin lex
fl- B cos lex mit den willkirlichen Konstanten A und B. Damit
erhdlt man weiter die allgemeinste Form der Funktion ¢

@ = Y*cos2 TNt + W**sin 2 TNt
= (Asinlex A B cos lex~) cos 2tNt 3)
-]- (Csinfca; -|- Dcos lex) sin 2 nNt
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wobei beliebig statt des Argflmentes 2w Nt auch nt oder kct ge-
schrieben werden kannl). Diesen Ausdruck ¢ benutzt HELMHOLTZ
zur Darstellung der Wellenbewegung im Inneren der zylindrischen
Réhre, nur wird noch durch passende Wahl des Anfangspunktes
der Zeit der Koeffizient C gleich Null gemacht, wodurch die Zahl
der zu berechnenden Konstanten sich um eine verringert.

In der HELMHOLTZschen Abhandlung ist ¢ das Geschwindig-
keitspotential, aus dem durch Differentation die Geschwindigkeit

der Luftteilchen folgt. Dieselben Gleichungen 1), 2), 3) gelten
aber auch, wenn ¢ irgend eine beliebige der periodisch verander-
lichen Groflen irgend einer ebenen Wellenbewegung darstellt,
z. B. die seitliche Elongation bei einer Transversalwelle.

HELMHOLTzsche Wellen in offenen Gassiaulen (Pfeifen).

§ 3. Unter Zugrundelegung gewisser Voraussetzungen —
niamlich 1. Rohrlidnge grofs gegen die Rohrweite, 2. Wellenldnge
des in der Rohre erzeugten Tones ebenfalls grofd gegen die Rohr-
weite und die Dimensionen der Rohrmiindung — ergibt sich nach
HELMHOLTZ, daff Gleichung 3) bzw. die durch Nullsetzen von
C daraus hervorgehende einfachere Gleichung

¢ = {Asitikx + jBcoskx)cos2nNt + Dcoskxsin2mNt 3a)

mit grofler Anndherung denjenigen Bewegungszustand im Rohr-

inneren darstellt, zu dem im Aufienraum eine von der Miindung

aus fortschreitende, mit wachsender Entfernung immer mehr in

eine Halbkugelwelle iibergehende Welle entspricht, wenn man die
Konstanten in folgender Weise bestimmt

B = -Atgkoc, 7 )—--"AQ __ TAQ n

2m A= !

Darin bedeutet Q den Rohrenquerschnitt in dem von der Miindung

entfernteren 1eile der Rohre, a die ,Miindungskorrektion®,

eine gegen die Wellenldnge A kleine Lange, deren Wert von der
besonderen Form der Rohre abhidngt. Diese Korrektion hat die

“r“dcda Yo »l o«
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Bedeutung, daf® der in der elementaren Pfeifentlieorie als an der
Miindung liegend angenommene Verdichtungsknoten (Bauch der
Verriickung und Geschwindigkeit) scheinbar um die kleine Strecke
a nach aufden riickt. Die Amplitudenkonstante A bleibt natiir-
lich noch unbestimmt; sie wird erst bestimmt, wenn die Energie
der in der Rohre erzeugten Wellenbewegung gegeben ist.

Durch Einsetzen der Werte 4) in 3 a) wird die letztere

¢ = |—4—sinT (x — a) cos 2 TNt —

cos kx sin 2 TNt 5)
coska v 2m !

Hieraus ergibt sich die Geschwindigkeit u und Verdichtung
s = (p — p)p der Luftteilchen

u = O =A;:_a cos ;"éx — a) cos 3 Kt

Ox cos,
-|- ~1Ili sul%xsin2m Nt 6
21 )
S =---- ! é(lp =AI$— st'n;igx—a);sfnf'nlvt‘
cl ot ccoska
RS cOskxcos2mNt. U
2 Ic

Diese Grofien lassen sich in die HELMHOLTZsche Form bringen:
U = _Jcos (2%Nt-J-7) €)
s = Lsin (2T Nt-|- 1), 0)
wenn man setzt

0 -
=arp éoDsZ//gr;'”] + YaTfas Ve Ve, 10)

k2Q ohkex
o 21
1 cosk (x —a) 11)
cos Aa
und
4m 12)

13)
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Diese Formen von u und s zeigen, daff man die Bewegung
als eine Schwingung auffassen kann, deren Amplitude und
Phase mit dem Orte variiert. Das ist aber gerade das Kenn-
zeichen einer Bewegungsform, die sich zwischen die unverdndert
fortschreitende Welle (Phase vom Orte abhdngig, Amplitude davon
unabhdngig) und die reine stehende Welle (Phase vom Orte un-
abhdngig, Amplitude davon abhidngig) einordnet. Die BRILLOUIN-
sche Zeichnung 1af3t erkennen, daff man sie physikalisch als fort-
schreitende Welle ansehen mufi, die wahrend des Fortschreitens
periodisch ihre Amplitude, also ihre Gestalt, dndert. Statt dessen
kann man sie natiirlich auch, mehr mathematisch betrachtet, als
Ergebnis der Dbereinanderlagerung zweier stehender Wellen oder
einer stehenden und einer fortschreitenden oder schliefdlich zweier
gegeneinander fortschreitender Wellen ungleicher Amplitude auf-
fassen. Ein Beispiel fiir die Zerlegung in zwei stehende Wellen,
die man Ubrigens noch weiter zerlegen kann, bieten die Ausgangs-
formeln 3) bzw. 3a) und 5) fiir ¢, sowie die daraus abgeleiteten
Formeln 6) und 7) fir u und s. Um die zweite Zerlegungsart zu
erhalten, kann man beispielsweise in 5) das erste Glied durch
Auflésung von sinfc(a: — a) in zwei zerlegen, von denen man einen
Teil des einen mit dem letzten Gliede zu einer fortschreitenden
Welle vereinigt, wahrend die lbrigen zu einer neuen stehenden
Welle zusammengefafdt werden. So erhdlt man

T — [(IT---—--- s'a'ix — Mtgfcacosfcirl cos 2 TNt

MQfc? . z
d---- 2Q~~ sm (fce — 2 m Nf). 14)
Diese und die anderen Zerlegungen bieten aber nur vom
mathematischen Standpunkte aus Interesse, da die physikalischen
Vorgange durch die Gesamtbewegung und nicht durch einzelne
Ieile derselben bedingt und bestimmt werden.

Einflufd der Strahlung und Reibung auf die Wellenform
in Rohren.

§ 4. Thre Hauptbedeutung haben die HELMHOLTZ sehen Resul-
tate in dem Falle erzwungener bzw. unterhaltener Schwingungen,
sei es, dafl eine von auflen kommende Welle die Luft im Rohr-
inneren in Mitschwingung versetzt oder dafl die Schwingungen im
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Inneren selbst erzeugt werden, etwa durch periodische Bewegung
einer die Réhre an einem Ende abschlieflenden Platte. Letzteres
kann angendhert durch die Schwingungen einer in diese Verschluf3-
platte eingesetzten Metallzunge wie bei Zungenpfeifen ersetzt werden.
Dann hat man eine am Rohrenende erregte erzwungene Schwin-
gung, die sich als Welle durch die Rohre fortpflanzt und am
vorderen offenen Ende in die freie Atmosphéire ausstrahlt.

Die Stiarke der Ausstrahlung hingt von Gestalt und Grofie
der Miindung ab. Bei kleiner Offnung derselben ist sie selbst
klein und wird Null, wenn die Offnung verschwindend klein ist,
d. h. wenn die Miindung fest verschlossen wird. Dann bleibt
natiirlich die ganze Energie dauernd in der Réhre und man hat
den Idealfall einer reinen stehenden Welle. Dauernder Energie-
nachschub von der Erregungsstelle her wiirde in diesem Falle, da
keine Strahlungsdampfung stattfindet, die Schwingungen
schliefdlich unendlich groff werden lassen, wenn nicht noch die
von HELMHOLTZ vernachlédssigte Reibungsdampfung vorhanden
wdre. Bei Luftschwingungen in engen Rohren ist der Betrag der
durch Reibung zerstreuten Energie, die hauptsachlich an die
Wainde abgegeben wird, gegen den auf Schallstrahlung entfallenden
Betrag keineswegs ganz zu vernachldssigen, selbst dann, wenn die
Strahlung durch Freilassen der ganzen Réhrenmiindung besonders
beglinstigt, also recht grof3 gemacht wird. Genaue Untersuchungen
tiber das Verhiltnis zwischen Strahlungs- und Reibungsddmpfung
in Rohren bzw. Pfeifen sind allerdings nicht vorhanden. Doch
folgt die Richtigkeit dieser Behauptung aus einer Beobachtung,
die man leicht an jeder Resonanzrohre — offenen Réhre mit ver-
schiebbarem Stempel zur- Anderung der Linge der resonierenden
Luftsdule — anstellen kann. Dabei zeigt sich namlich, daf} die
der Rohrenmiindung ndheren Tonmaxima und -minima ver-
waschener sind und die Lage der zugehorigen Knoten und Bauche
in der Rohre weniger scharf zu bestimmen ist, als die der Miin-
dung ferner, dem Stempel also ndher liegenden. Das ist nur
dadurch zu erkldaren, daf} die in die Rohre eindringenden Wellen
auf ihrem Wege bis zum reflektierenden Stempel und zuriick
gedampft werden, so daff in der Ndhe der Miindung die Ampli-
tuden der einfallenden und der reflektierten Welle schon merklich
verschieden sind. Der naheliegende Einwand, daf} diese Erschei-
nung durch die natiirlich immer etwas vorhandene zeitliche
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Dampfung der einfallenden Welle verursacht und somit die rdum-
liche Dampfung beim Fortschreiten nur vorgetduscht werde, ist
nicht stichhaltig. Denn dazu ist die zeitliche Dampfung der
praktisch benutzten Tonquellen — Stimmgabeln — selbst bei
hohen Toénen, um die es sich dabei handelt, viel zu gering. Wenn
diese primdre Dampfung ausreichen sollte, um Unschirfe der
Knoten und Bauche zu erzeugen, miifdte sie so stark sein, dafd der
Ton bereits in Bruchteilen einer Sekunde vollig verklingen, also
zur Erzeugung von horbaren Interferenzen unbrauchbar sein wiirde.

Ist sonach die Reibungsdiampfung in engen Luftsdulen zwar
merkbar, so lberwiegt doch bei nicht zu kleiner Miindung die
Strahlungsdampfung bedeutend, und man erhdlt angendhert
richtige Resultate, wenn man ungeddmpfte Fortpflanzung der
Wellen in der Rohre annimmt, welche Annahme zu den HELM-
HOLTZ sehen Formeln fiithrt. Bertlicksichtigung der Reibungs-
dampfung wiirde, wenn die Rechnung dann tiberhaupt ausfithrbar
wére, viel kompliziertere Formeln ergeben.

Vergleich zwischen Luftschwingungen in offenen Réhren
und erzwungenen Saitenschwingungen.

§ 5. Versuche, die Richtigkeit der HELMHOLTZschen Theorie
beziiglich der Form und eigentiimlichen Fortbewegung der Wellen
in Roéhren nachzuweisen, sind nicht ausgefitihrt worden. Deshalb
ist es von Interesse, daf, wie eingangs angedeutet, auf einem
anderen Gebiete, ndmlich bei den erzwungenen Transversal-
schwingungen von Saiten die gleiche Art des Fortschreitens,
die ruckweise Bewegung der Wellenberge und -tdler (Maxima)
und der Nullwerte (Minima) direkt beobachtet und die Theorie
nach dieser Richtung hin gepriift werden kann.

Genau genommen liegen beziiglich der Energieabgabe und
der dadurch erzeugten Dampfung die Verhaltnisse bei den er-
zwungenen Schwingungen von Saiten und ebenso von Stdben
(Zungen, Lamellen), denen an einem Ende, etwa durch Anheften
an die Zinke einer Stimmgabel, eine sinusférmige Bewegung auf-
gezwungen wird, gerade entgegengesetzt wie bei offenen Luft-
sdulen, die an einem Ende erregt werden. Wahrend bei letzteren
die Energieabgabe hauptsichlich durch Strahlung am offenen
Ende, durch Reibung liangs der Rohre nur zu einem Kkleinen I eil
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erfolgt, findet bei jenen die Energiezerstreuung auf ihrer ganzen
Lange statt, sowohl durch Strahlung als auch infolge innerer
Reibung. Nur ein Bruchteil der insgesamt zerstreuten Energie
wandert durch das ganze System hindurch und verldfdt es erst
am entgegengesetzten Ende. Dieser Bruchteil ist bei Saiten und
Stdben mit fest eingespanntem Ende fast immer sehr klein, be-
sonders wenn die Einspannungsvorrichtung hinreichend schwer
und stabil ist, um eine merkliche Bewegung des Saitenendes zu
verhindern. An der Befestigungsstelle ist dann ein vollkommener
Knoten, durch den keine Energie auf den Halter iibertragen wird.

DerVersuch ist in der bekannten, von MELDE!) angegebenen
Form mit einer dinnen Saite, am besten einem Zwirn- oder
Seidenfaden, und einer kraftigen elektromagnetischen Stimmgabel
leicht ausfiihrbar und dient in dieser Gestalt seit langem als wirk-
samer Vorlesungsversuch. Die Saite bildet dabei entweder die
Verldngerung der einen Stimmgahelzinke oder steht senkrecht auf
der Schwingungsebene der Gabel; sie schwingt je nach ihrer
Lange und der willkiirlich zu regelnden elastischen Spannung in
einer oder mehreren Abteilungen, die durch Stellen geringster
Bewegung, die ,, Knoten“ voneinander getrennt sind. Diese Knoten
sind aber keine Stellen vollkommener Ruhe, wie bei reinen
stehenden Schwingungen; sie konnen das nicht sein, weil sonst
keine Energie durch sie hindurch iibertragen werden kénnte, und
die an den Knoten vorhandene Restbewegung ist geradezu ein
Mafd fiir die von einer Abteilung auf die nichste iibergehende
Energie. Wegen der gleichmafdig tiber die Saitenldnge verteilten
Dampfung nimmt die weiterwandernde Energie allmahlich ah, bis
sie am Endknoten, wenn dieser vollkommen fest ist, den Wert
Null, wenn er nicht ganz fest ist, einen gegen den Anfangswert
kleinen Betrag erreicht. Bei den Luftschwingungen in Rohren
bleibt dagegen, wie friher dargelegt, der durchwandernde Betiag
(anndhernd) konstant und tritt erst am Ende aus. Trotzdem ist
aber die Bewegung in beiden Fallen, den Saiten- und den Luft-
schwingungen, einander sehr dhnlich, besonders wenn die Dampfung
der Saite nur klein ist, so daf der Energiestrom durch aufein-
anderfolgende Knoten anndhernd derselbe ist.

1) F. MELDE, Pogg. Ann. 109, 192, 1859; 111, 513, 1860; Wied. Ann. 24,
496, 1885.
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Vergleich der Formeln
fir raumlich gedampfte, CrzwungeneSaitenschwingungen
mit den HELMHOLTzschen.

§ 6. Um den Vergleich mit den HELMHOLTZschen Schwin-
gungen deutlich zu machen, muff die Theorie der erzwungenen
Saitenschwingungen kurz skizziert werden. Sie ist im wesent-
lichen bekannt. Man hat die Differentialgleichung 1) der un-
geddmpften Saitenschwingungen durch ein Dampfungsglied auf
der rechten Seite zu vervollstindigen, was auf verschiedene Weise
geschehen kann. Ein derartiger Ansatz stammt von WARBURG I),
ein anderer von HOPKINSONZ); er laf3t sich ibrigens mit jenem
zu einem allgemeineren vereinigen. Der WARBURGsche Ansatz
beriicksichtigt die Strahlungsdampfung, wobei die dampfende
Kraft proportional der jeweiligen Geschwindigkeit der Saiten-
teilchen angenommen wird, der HoPKiNSONsche die Dampfung
durch innere Reibung unter der speziellen Annahme, daf} die
dampfende Kraft der zeitlichen Anderung des ,stress”, bei Trans-
versalschwingungen der zeitlichen Anderung der Saitenkriimmung
proportional ist3). Die Differentialgleichungen lauten demnach:

%6 = (2 —27/& (WARBURG) 15)

W = 0 (B +fc L&) (HOPKINSON). 16)

Darin bedeuten y die seitliche Ausbiegung, ¢ die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit der Wellen, die durch die Spannung der
Saite und die Masse ihrer Langeneinheit bestimmt wird, « und
c2% die Dampfungskonstanten4). Aufder diesen Ansdtzen fiir die
Dampfung sind natiirlich noch andere moglich. Wenn die be-
treffenden Zusatzglieder linear sind wie die obigen, so &andert
sich an der Integration der Gleichung nichts Wesentliches, nur

1) E. WABBUIIG, Pogg. Ann. 136, 89, 1869.

2) J. HOPKINSON, Phil. Mag. (4) 45, 176, 1873.

3) Die HoPKINSONsche Rechnung fafit urspriinglich nur longitudinale
Schwingungen ins Auge; sie 146t sich aber mit etwas anderer Deutung der
einzelnen GroBen auf Transversalschwingungen tibertragen.

4) Das HOPKiNSONsehe % hat natiirlich mit dem HELMHOLTzschen 7
der Gleichungen 2) bis 13) nichts zu tun.
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die dabei auftretenden Koeffizienten erhalten je nach dem be-
sonderen Fall verschiedene Formen und Werte.
Die Integration wird am einfachsten durch Ansatz dee
Partikularintegrals
y = Aeix+,1 17)

bewirkt, wobei A eine willkiirliche Amplitudenkonstante, A und %
zwei durch die Sadkulargleichung (charakteristische Gleichung),
die man durch Einsetzen von 17) in die Differentialgleichung
erhélt, miteinander verbundene, von den Konstanten der Gleichung
und den dufleren Bedingungen abhingige feste Konstanten sind.
Alle drei kdonnen komplex sein; durch nachtragliche Zerspaltung
der Losung in den reellen und magindren Teil erhdlt man dann
schliefdlich in bekannter Weise die reellen Losungen.

Wenn das Problem wie gewohnlich lautet, die erzwungenen
Schwingungen einer am einen Ende (bei x — 0) starr befestigten,
am anderen Ende (bei x = I) einer periodischen sinusférmigen

Bewegung
y = II'sinki oder y =KICosxt

unterworfenen Saite zu bestimmen, so ist

pH=k=1x\—1
zu setzen; A wird dann komplex, d.h. man erhilt eine ortlich

gedampfte, zeitlich ungeddampfte Schwingung. Die vollstindige
Losung hat die Form

|__ g0f0 18in y I Stn d x cos y x cos k t
I + Stn o/l cosyZ60jd ysin yy cos kt

y = 60j 2AZ — cos 2?Z | + 60jdIsin yI Soj o' £sin / {sinkt
I-F gi[[0ZcosyZSindxcos7 *sinki

wobel gilt) A= d-|-iy und p = o 19)
Die hierdurch erfiillten Grenzbedingungen sind
fir x =0 ist y =0 1 20)
, x=1 , y = Ksinxt
1) z ist die Kreisfrequenz der erzwungenen Schwingungn 7 bestimmt

die rdumliche Periode (Knotenlage). 4 die raum mhe bei x = L
Saitenldnge, K die Schwingungsamplitude des Saitenendes beif
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Die Losung 18) lafdt sich auch in die Form bringen 1)

y = M sin (xf %- rw), 21)
wenn gesetzt wird
x _ HOYR26m—coss2Ay/4r
[ 60f 2dZ- cos 2yT

- 22)
1 — (StgOA&Igd'Ztgy Aictg/Z

tgTw Gtgo'rtgyrr-(-1g 67-ctg yl

Die erste Form, 18), entspricht vollkommen der in Glei-
chung 3) enthaltenen Form der HELMHOLTzschen Ld&sung, die
zweite, 21), der in den Gleichungen 8) bzw. 9) und den folgenden
angegebenen. Aufler diesen sind natirlich noch andere Formen
moglich, z.B. die auch von WARBURG mitgeteilte, bei der die
Schwingung in zwei gegeneinanderlaufende, rdumlich gedampfte
Wellen aufgelost erscheint, die sich iibereinanderlagern, ebenfalls
in Analogie mit der gleichen Zerlegung der ungeddmpften Wellen.

Aus den Eigenschaften der Hyperbelfunktionen folgt — was
hier nicht ndher dargelegt werden soll —, dafd fiir kleine Werte
der rdumlichen Dampfung 0 der Verlauf der Grofien JH und tw
einerseits, L und t' [vgl. Gleichung 12) und 13)] andererseits,
als Funktionen von x betrachtet, qualitativ derselbe ist. Quanti-
tativ sind natiirlich Unterschiede vorhanden, und zwar in dem
Sinne, daf} die Sprunghaftigkeit der Bewegung der HELMHOLTZ-
schen ungeddampften Wellen bei den gedampften Wellen weniger

schroff ausfillt. Immerhin ist sie noch geniigend ausgeprigt, um
erkennbar zu sein.

Subjektive Beobachtung des HELMHOLTzschen Wellen-

typus bei Saitenschwingungen.

§ 7. Man kann die Erscheinung leicht subjektiv beobachten,
dagegen weniger leicht Objektivphotographischfesthalten. Letzteres
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ist, worauf eingangs hingewiesen wurde, RAMAN gelungen. Die
Versuchsanordnung zum subjektiven Studium benutzt die be-
kannte stroboskopische Methode. Vor der durch eine elektro-
magnetische Stimmgabel in kraftiger Schwingung erhaltenen Saite
— am besten eignet sich ein Faden gewohnlicher diinner Nah-
seide dazu — wird eine stroboskopische Scheibe in gleichmafiige
Drehung versetzt. Ist die Zahl der in der Sekunde voriiber-
gehenden Schlitze genau gleich der Schwingungszahl des Fadens,
so sieht man die momentane Schwingungsfigur feststehen. Ist
die Drehgeschwindigkeit der Scheibe und damit die Zahl der in
der Sekunde voriibergehenden Schlitze aber grofier oder kleiner,
so sieht man in bekannter Weise die aufeinanderfolgenden Phasen
der Saitenbewegung. Man erkennt sofort, daff diese Bewegung

Fig. 2.

im wesentlichen die von HELMHOLTZ angegebene Wellenbewegung
mit variabler Amplitude und Geschwindigkeit ist. Noch deut-
licher sieht man das, wenn man den von RAMANI) benutzten
Kunstgriff anwendet, die Scheibe mit doppelter Geschwindigkeit
laufen zu lassen, so dafl aufeinanderfolgende Schlitze immer ent
gegengesetzte (bzw. anndhernd entgegengesetzte) Bewegungsp . asen
zeigen. Man erhalt also gleichzeitig zwei Kurven im Gesichts-
feld, ndmlich die Bilder der um (anndhernd) 1800 in er
verschobenen Schwingungsfigur der Saite. Die bei en  urven
sind die Spiegelbilder voneinander in bezug auf ie uici

[) C. V. RAMAN, Phys. Rev. 32, 309, 1911.
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Ruhelage der Saite gegebene Achse. Ihre gegenseitigen Schnitt-
punkte liegen auf dieser und bezeichnen somit die Nullage (vgl.
Fig. 2).

Beobachtet man in dieser Weise, so kann man die Wande-
rung der Wellenmaxima (Berge und Taler) und der Minima
(Nullwerte der Saitenelongation) bequem verfolgen und man
findet — besonders gut ist das bei der Bewegung der Nullwerte,
eben der leicht zu beobachtenden Schnittpunkte jener Kurven, zu
sehen — die fiir den HELMHOLTZ sehen Wellentypus charakteristische
ungleichférmige Geschwindigkeit, wie sie aus der BRILLOUiNschen
Zeichnung zu entnehmen ist. Man hat hier also, wenigstens in-
direkt, eine Bestdtigung der HELMHOLTzschen Rechnungsergebnisse,
da diese, wie gesagt, in ihrer Form mit den fiir geddmpfte Saiten-
schwingungen geltenden nahe iibereinstimmen.

Objektive Darstellung der Erscheinung nach RAMAN.

§ 8. Damit die Erscheinung deutlich wird, muf} der die
stroboskopische Scheibe drehende Motor sehr gleichméafig laufen;
sonst wird sie verwischt, ja kann ganz gefdlscht werden. Mit
den gewodhnlichen Mitteln zur Erzeugung anndhernd konstanter
Rotation (ich benutzte einen Kkleinen Elektromotor mit regulier-
barer Umdrehungszahl) gelingt es nur immer kurze Zeit, die Er-
scheinung festzuhalten. Es dirfte kaum moglich sein, einen
nicht von der schwingenden Saite selbst in seiner Geschwindig-
keit kontrollierten und regulierten Motor dauernd so gleichmafiig
rotieren zu lassen, daff man eine Anzahl photographischer Auf-
nahmen anfertigen kann, die die Bewegung in verschiedenen
Phasen darstellen. Denn wenn die Scheibenbewegung nicht genau
der Saitenbewegung angepafdt ist, sind die erhaltenen Bilder nicht
beweiskraftig. Zur photographischen Aufzeichnung der Erscheinung
muf man deshalb besondere Mittel anwenden. RAMAN hat seine
Bilder in folgender Weise erhalten. Zur Drehung der Scheibe
wurde ein von derselben Stimmgabel, die die Fadenschwingung
erzeugt, angetriebener Synchronmotor nach Lord RAYLEIGH be-
nutzt. Da hierbei infolge des vollkommenen Synchronismus einem
feststehenden Auge oder photographischen Objektiv immer die-
selbe Bewegungsphase der Saite beim Vorilibergang der Schlitze
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erscheint, so mufd man, um die Bewegung zu verfolgen, das Auge
(Objektiv) in der Drehrichtung der Scheibe (oder gegen sie) fort-
bewegen. Einer Verschiebung desselben um den Abstand zweier
benachbarter Schlitze entspricht eine Phasendnderung der beob-
achteten Bewegung um m, also eine Fortbewegung der Welle um
eine Halbwellenldnge, wenn die Scheibe sich, wie angenommen,
mit der doppelten Geschwindigkeit dreht, so daff wéhrend einer
Periode der Saitenschwingung zwei Schlitze vorbeigehen. Zu
jedem Bruchteil dieser Verschiebung gehort der gleiche Bruchteil
der Phasendnderung.

Auf diese Weise von RAMAN hergestellte Aufnahmen zeigen
nun ganz deutlich, daff die Kurvenschnittpunkte, die Nullwerte
der Elongation, sich in der Art der HELMHOLTZschen Wellen
bewegen. Fig. 2 ist eine Reproduktion der in der RAMAN sehen
Veroffentlichung!l) enthaltenen Abbildung einer solchen Auf-
nahme, die 13 aufeinanderfolgende, um gleiche Zeiten auseinander-
liegende Phasen zeigt. Es ist nur die Umgebung eines ,,Knotens"
der Saite dargestellt; die vertikale Mittellinie der Figur entspricht
der mittleren, ohne stroboskopische Scheibe gesehenen Lage des
,Knotens“. Die Figur ist von unten nach oben zu lesen. Wie
man sieht, bewegt sich der Schnittpunkt der beiden Kurven zu-
ndchst sehr langsam, dann immer schneller und schneller nach
rechts von dem ,Knoten“ fort. Die sechste Phase (sechstes Bild
von unten) zeigt ihn schon ganz am rechten Rande der Abbil-
dung. Bei der siebenten Phase, der mittelsten Aufnahme, liegt er
weit rechts aufierhalb der Bildgrenze, nach der auf direkter
Okularbeobachtung fufdenden Angabe von RAMAN gerade um die
halbe Lange einer Schwingungsabteilung, d.h. also um eine
Viertelwelienlange vom ,Knoten“ entfernt an der Stelle eines
,Bauches“2). Der nichstfolgende Schnittpunkt liegt um ebenso-
viel nach links. An dem ,Knoten“ also in der Bildmitte, hat
die Saite in dieser Phase gerade ihre maximale Elongation, die,

1) C. V. RAMAN, Experimental Investigations on the Maintenance of
Vibrations; Bulletin No. 6, IndianAss. for the Cultiv. of Science 1912, Tafelll.

— In der Phys. Rev. 32, 309, 1911 ist ebenfalls eine solche, aber wemgei

gute F)l%ll{f egg%a.l/g%%ildung laufen in Phase 7 die beiden Kurven j%as' voll-
kommen parallel; ihre Schnittpunkte miissen also sehr weit auflerhalb der
Bildgrenze liegen. Durch Vergleich mit Phase 6 erkennt man, dal fceEnt
fernung vom Bildrande mindestens etwa gleich der Bildbreite sein n
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wie der Augenschein lehrt, kleiner ist als die Maximalelongationen
der ibrigen Saitenpunkte, die natiirlich zu anderen Zeiten ein-
treten.

In den folgenden Phasen (8 bis 13), die in der oberen Halfte
der Figur dargestellt sind, riickt der nadchste Schnittpunkt von
links heran, anfangs schnell, dann, je ndher er dem ,Knoten“
kommt, um so langsamer werdend, bis er ihn in der 13. Phase
erreicht. Mit dieser, die der ersten Phase gleich ist, beginnt dann
das Spiel von neuem und wiederholt sich immer in der gleichen
Weise.

Danzig-Langfuhr, Technische Hochschule, Juli 1914.
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