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l. Die Austrittsivahrscheinlichkeit
Jiolloidaler Teilchen und verwandte Begriffe;

von Eberhard Buchwald.

Einleitung.

1. Das Erscheinungsgebiet der Konzentrationsschwankungen
stellt uns im wesentlichen vor zwei Probleme: das der Schwan-
kungsgrole und das der Schwankungsgeschwindigkeit. Das
erste ist verhéltnisméBig einfach zu behandeln und seit langem
erledigt; das zweite, weit schwierigere, geldst zu haben ist eine
der letzten Leistungen Smoluchowskis gewesen. Hier spielt
der neue Begriff der Wahrscheinlichkeitsnachioirkung — die man
auch WahrscheMichkeitskoppelung nennen konnte — eine {iber-
ragende Rolle: zdhlt man in gleichen Zeitabstdnden r die
Teilchen, die sich in einem abgegrenzten Volumen v einer
kolloidalen Losung befinden, so folgt bei geniigend grofiem =
aus elementaren Betrachtungen die Beziehung

(1) J=2v,

wo A die Differenz aufeinander folgender Teilchenzahlen, v die
mittlere Teilchenzahl und die Uberstreichung Mittelwertsbildung
bedeutet. Waihlt man aber 7 klein genug, so besteht eine ge-
wisse Wahrscheinlichkeit, dal ein einmal mitgezdhltes Teilchen
sich auch bei der ndchsten Beobachtung noch innerhalb v be-
finde, und diese Wahrscheinlichkeitskoppelung zwischen den
einzelnen Zahlenwerten wirkt dahin, da3 die 4 im Mittel kleiner
werden als im Unabhangigen Falle. Auf der rechten Seite von (1)
tritt ein echter Bruch P als Faktor hinzu:

) J1 =

und P erweist sich nach der Theorie als % Wahrscheinlich-
keil, daf3 ein anfdnglich irgendwo in v befindliches Teilchen nagli
der Zeit T nicht mehr darin sei.
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2 E. Buchwald.

Die Smoluchowskische Theorie ist au Kolloiden, wenn
man von eciner &dlteren Arbeit Svedbergs absicht, die nicht
ad hoc angestellt ist und sich fiir den vorliegenden Zweck
z. T. wenig eignet, nur in zwei Mitteilungen Westgrensl) ge-
priift worden. Die beiden Mitteilungen unterscheiden sich durch
die Form von v. Wir interessieren uns fiir die zweite Arbeit,
wo v ein flacher Kreiszylinder ist, dessen Grundflichen durch
Glasplatten gebildet werden, wéhrend die Mantelfliche, durch
die allein der Teilchenverkehr mit der {ibrigen Fliissigkeit
Stattflndet, optisch durch eine kreisformige Blende im Okular
festgelegt ist. Das Priifverfahren ist in beiden Arbeiten gleich:
A4 und v in (2) werden durch Vielhundertmalige Zdhlung der
Teilchen in v ermittelt, und fiir P wird ein von Smolu-
chowski errechneter Ausdruck lierangezogenlf, der im Falle
des zylindrischen Volumens die Form hat:

(3) P= e-2apn0(2PB)-1J1(2za)).
Hierin ist
)

5) /i N e6myr

(V0 und JI Besselsche Funktionen in der iiblichen Bezeich-
nung, ¢ Radius der Grundflachen des Zylinders, D Diffusions-
konstante, ¢ Zeit, R Gaskonstante, 7 absolute Temperatur,
N Loschmidtsche Zahl pro Mol, n Koeffizient der inneren
Reibung des Dispersionsmittels, r Teilchenradius). Da alle
Groflen bekannt oder meBbar sind, ist eine Priifung der Be-
zichung (2) moglich. Nach Westgrens Darstellung wird (2)
bestatigt.

§ 1. Die Ausenwahrsclieinlichkeit P.

2. Den Ausgangspunkt des Folgenden bildet das Bestreben,
die Smoluchowskische Theorie in Gestalt der Beziehung (2)
noch auf eine zweite Weise mit der Erfahrung zu vergleichen:

1) A. Westgren, Arkiv f. Mat. Svensk. Vet. Ak. 11. Nr. 14. 1916
und 13. Nr. 14. 1918.

2) M. v. Smoluehowski, Physikal. Zeitsehr. 17. S. 557. 1916.
Gleiehung (17).
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namlich auf die urspriingliche Bedeutung von P zuriickzugehen
und dem statistisch gefundenen 47/ 2v ein gleichfalls statistisch
gewonnenes P gegeniiberzustellen, das man findet, indem man
haufig beobachtet, ob ein bei 1i=0 in v befindliches Teilchen
sich zur Zeit ¢ aullerhalb befindet, und den Bruchteil aller
untersuchten Teilchen feststellt, der bei # nicht mehr darin ist.
Dieser Bruchteil, eine Funktion von f ist das gesuchte P.

P wird gelegentlich als Diffusionsfaktor bezeichnet. Wir
vermeiden diesen etwas farblosen Ausdruck und nennen P auch
nicht Austritts Wahrscheinlichkeit, um nicht die Vorstellung zu
erwecken, daB} es sich um die Wahrscheinlichkeit handele, bis
zur Zeit t ausgetreten zu sein. Vielmehr darf das Teilchen
bis ¢ beliebig hiufig die Grenzfliche durchschritten haben; es
kommt nur darauf an, ob es bei # auBlen ist. Daher werde P
die VAVh7zwallrscheinlichkeit genannt.

3. Beobachtet wurde an einem Ultramikroskop mit Kar-
dioidkondensatorl) (ObjektivC, Okular: Kompensationsokular 18)
ein in einer Quarzkammer)) befindliches Selenhydrosol, das
nach der Vorschrift hergestellt ward): 100 ccm einer I-I0-3Mol
pro Liter selenige Sdure enthaltenden Lésung wird mit | ccm
50proz. Hydrazinhydrat versetzt, etwa cine halbe Stunde lang
auf dem Wasserbade erwidrmt und mit reinstem Wasser ge-
eignet verdiinnt. Die anndhernde Gleichformigkeit dieses Sols
kann nach der WestgrenschenDissertation4p und seiner Unter-
suchung tiiber die Gleichféormigkeit von Goldhydrosolent) als
sichergestellt angesehen werden. Als die v umgrenzende ,,Blende*
im Okular — eine Blende, die die Teilchenverfolgung inner-
halb und auflerhalb von v ermdglichen muB — diente ein
Tuschefleck auf einem Deckglase, den man nach einigem Pro-
bieren geniigend kreisrund herausbekommt. Sein Durchmesser
betrug 5,39 + 10-2 cm, was im Objekt einem Radius des v von

a— 1,08 - 10-s cm
entspricht.

1) H. Siedentopf, Verb. d. D. Phys. Ges. 12. S. 6. 1910.
2) H. Siedeutopf, a. a. 0. S. 18.
3) A. Gutbier, Zeitschr. f. anorg. Chem. 32. S. 106. 1902.

4) A. Westgren, Diss. Upsala 1915; vgl. auch Westgren, Zeitschr.
f. phys. Chem. 89. S. 63. 1915, bes. S. 68.

5) A. Westgren, Zeitschr. f. anorg. u. alig. Chem. 91. S. 193. 1916.
1*



4 E. Buchivald.

4. Nach dem Schlage eines Metronoms werden in gleichen
Zeitabstinden t (1 bis 117 Sekunde) einerseits die Teilchen in
V' gezdhlt und aus der Zahlenreihe der Ausdruck J22 v ge-
bildet, und zwar (unter vielleicht allzu ausgiebiger Verwertung
der Reihe, vgl. Nr. 6) fir die Zeiten 7z, 27 ... Andererseits
werden durch die Verfolgung von einigen hundert Einzelteilchen
Aufzeichnungenl) von folgendem Typus gewonnen:

1t 27z 37z 47 5t 61 77z 8t 9t 10r
+ + 4+ 0 + 0 4+ 0 0 0

+ — innerhalb von v,
0 = auBerhalb von .

Eine besondere Vorsichtsmafiregel muf3 getroffen werden,
damit man unter den Teilchen, die man bei =0 in v vor-
findet, ohne Willkiir nach reinem Zufall das zu verfolgende
auswidhle. Zu diesem Zwecke wurde vor jeder Teilchenver-
folgung blindlings auf ein mit vielen gleichen Kreisen bedecktes
Papier getippt und dasjenige Teilchen gewihlt, das bei Z=O
dem getroffenen Punkt am nichsten war.

Fig. 1.

5. Tab. 1 faBt eine Beobachtungsreihe von 600 Teilchen
zusammen. Von ihnen waren (Reihe 2) im Zeitpunkt | T = 1,34"
118 nicht in v, im Zeitpunkt 2r 179 usw., so daB sich fiir P

(Reihe 3) die Werte --80- = 0,197, 100- = 0,298 usw. ergeben.

1) Fiir bereitwillige Unterstiitzung bei sdmtlichen Beobachtungs-
reihen bin ich Hrn. stud. Quarder zu Dank verpflichtet.
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Die Kreise der Fig. | geben graphisch die gefundenen P-Werte.
Aus 6000 anscheinend ganz zusammenhanglosen Einzeldaten
solch glatte GesetzméBigkeit herausspringen zu sehen bildet
den Hauptreiz statistischer Messungen.

Tabelle 1.
¢ = 134"

i aBealb r . nt
o5 18 0197 807 108
_ 2228 179 0.298 344 92
_ 1,62,. 223 0372 2.15 86
_ 452 o 271 0,452 141 76
5o 297 0495 114 76

6z 320 0,533 0,96 7.7
= 8,04" : : :
B 79758,. 342 0,570 0,81 7.6
o 344 0573 080 8,6
B 192f06,, 365 0,608 0,68 82
_ 11%;0.. 388 0,645 057 76

Reihe 4 der Tab. 1 gibt das nach Gleichung (1) zu P
gehorige «, zu entnehmen aus einer von Westgrenl) be-
rechneten Tabelle oder aus den Jahnke-Emde-Tafeln S. 130 ff.
Reihe 5 enthidlt a7, das nach Gleichung (3) konstant gleich
al47) sein soll. Diese Konstanz ist von 3t ab mit aller
wiinschenswerten Genauigkeit erfiillt; dal der Wert bei 2t
etwas zu hoch ist, ist eine Eigentiimlichkeit gerade dieser
Versuchsreihe. Dagegen ergibt sich der Wert bei IT fast
durchweg zu hoch, d h. P wird hier zu klein gefunden (vgl.
Fig. 1). Das diirfte darauf zu schieben sein, dal man bei

1) A. Westgren, a. a. O. (Il. Mitteilung) S. 4/5.
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der Auswahl des zu verfolgenden Teilchens doch nicht ganz
wahllos verfahrt, sondern unbewuflit das bequemer liegende,
vom Rande weiter entfernte aussucht. Immerhin wiirde ein
Mehr von nur 3 Proz. der Gesamtzahl, bei |t auflerhalb ge-
zéhlt, geniigen, um den «Z-Wert auch fiir Ir auf den fir die
iibrigen Zeiten geltenden Mittelwert

(6) «, = 8,1
herunterzudriicken.

Mit diesem bei sdmtlichen Beobachtungsreihen anndhernd
wiedergefundenen Werte ist die ausgezogene Kurve in Fig. |
nach Gleichung (3) gezeichnet, und er ist allem folgenden zu-
grunde gelegt. Aus ihm ergibt sich mit ¢ = 1,08-10-3 (Nr. 3)

B = 3,60 - 10°8
und aus Gleichung (5) mit

T = 2940,

R = 8315 -107, i
N = 6,064 - 1023, i)
Il = 0,00980 )

aKM

der Teilchenradius zu
r = 60,6 uli

oder, wenn man den hemmenden Einflul der Grundflichen
von V beriicksichtigt, der bei deren geringer Entfernung
2A = 2,12p merklich ins Gewicht fallt, und nach der von
Westgren?) korrigierten Formel

7. =H%L *

SR or L;j
67tnr11 ! 6T - 1) In B

rechnet, zu
r= 554 up.

6. Die zu Tab. | gehorige Teilchenzéhlung, bestehend
aus 1200 Ziffern

2011122301111111222122101...,

1) R. Ladenburg, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektron. 17. S. 93. 1920.

2) R. Hosking, Phil. Mag. 18. S. 260. 1909; Landolt-Bornstein,
4. Aufl. S. 77.

3) A. Westgren, a. a. O. (II. Mitteilung) S. 7.



Die Austrittswahrscheinlichkeit kolloidaler Teilchen usw. 7

ist durch Tab. 2 wiedergegeben, deren erste Reihe die ent-
scheidende Kombination A42|2v angibt, worin v = 1,324 war.
Diese Werte sind als Kreuze in Fig. | eingezeichnet und
passen sich der P-Kurve so gut an, dafs man von einer Be-
statigung der Smoluchowskischen Beziehung (2) sprechen kann,

ebensogut wie bei Westgren.

Tabelle 2.
T = 134",
t AV2* 0 ot
_ %’24.. 0,236 5,59 15
e 0B s 14
B 2?02.. 0,390 1,96 19
_ 45’3 o 0,445 1,46 ns
g 0500 wu 8,9
_ }26f08., 0,654 0,55 8.8

Doch besteht ein Bedenken: bestimmen wir nach Glei-

chung (3), in der wir nunmehr P mit unserm A2/2v identi-
fizieren, zu den Werten der Reihe | (Tab. 2) die a- und die
a Z-Werte, so ergeben sich die Reihen 2 und 3. «¢ wird
zwar in geniigender Ubereinstimmung mit Tab. 1 im Mittel
zu 8,0 gefunden; die oZ-Werte zeigen aber einen Gang, der in
dieser Beobachtungsreihe verhéltnismafig wenig ausgesprochen,
in den meisten andern aber wiederzufinden ist, bald nach
oben, bald nach unten gehend.

Ziechen wir zum Vergleich die vier Westgrenschen
Beobachtungsreihen heran, die ihm zur Bestitigung der
Smoluchowskischen Theorie dienenl), so bietet sich das
Bild der Tab. 3.

1) A. Westgren, a. a. O. (Il. Mitteilung) S. IIff.
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Tabelle 3.
at (Westgren).

t . Reihe 2. Reihe 3. Reihe 4. Reihe

lz 1,16 3,62 9,96 14,6

27 1,36 4,48 9,55 14,5

3t 1,31 5,60 8,73 16,7

it 1,25 5,65 8,82 15,7

St — 6,38 8,30 17.6

Tt 0,90 — — .
101 0 1) — — —
berechn. = ot2 1,24 4,86 8,27 19,5
1D ’ ’ ’ ’

Fir die Zeitpunkte 1z, 2T... (wobei z von Reihe zu
Reihe verschieden ist: 1. Reihe 7 — 0,95"; 2. Rethe 7 — 0,947";
3. Rethe 7 — 1,50"; 4. Rethe = — 1,579") sind die aus West-
grens Messungen folgenden az-Werte zusammengestellt, hinzu-

gefiigt ist der sich aus az — ergebende Wert. Der Gang

des at ist in der 1. und 2. Beobachtungsreihe auffallend und
auch in der 3. und 4. noch sehr merkbar. Der theoretisch
geforderte Wert wird in der 1. und 2. Reihe bei mittleren

Zeiten, in der 3. bei groflen Zeiten, in der 4. {iberhaupt nicht
erreicht.?)

Dieser bemerkenswerten Tatsache wird, bei Westgren
nicht Erwéhnung getan. Von ihr Rechenschaft zu geben
diirfte unmoglich sein ohne eingehende Kritik der Art und
Weise, wie das Beobachtungsmaterial bei Westgren und bei
uns in Tab. 2 verwertet wird und wie weit es zuldssig ist,

es so zu verwerten.) Darf man z. B. das zu 12 7 gehdrige J

1) Hierbei ist das Westgrensche z'"2r gleich | angenommen.
Tatsdchlich liegt es sogar etwas iiber 1.

2) Bei den Beobachtungen am eindimensionalen Falle (West-
gren a. a. O., I. Mitteilung) ergibt sich der az entsprechende Ausdruck
merklich konstanter.

3) Bemerkungen hierliber verdanke ich Hrn. E. Schrodinger.
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durch Zusammenfassung der 1., 13., 25, 37, der 2., 14,
26., 38., der 3., 15, 27. Ablesung berechnen, da doch die
Ziffern dieser verschiedenen Teilreihen miteinander gekoppelt
sind und man korrekterweise dem J1 fiir 1T, das aus 1200

um | T abstehenden Werten gewonnen ist, ein J2 fir 127
gegeniiberstellen miilte, das man aus 1200 um 12r ab-
stehenden Ablesungen gefunden hat? Konnen nicht bei dieser
Verwertung individuelle Eigentiimlichkeiten der Reihe, etwa
Gruppen von aullergewdhnlich verschiedenen oder benachbarten

Ziffern, dahin wirken, dal ein systematischer Gang in J2
und damit in az vorgetduscht wird? Denn man kann ebenso-
wohl Eigenheiten ausfindig machen, die, einer Beobachtungs-
reihe aufgeprégt, bei unserer Rechenmethode mit wachsendem

Zeitabstand steigenden EinfluB3 auf J? gewinnen wie umgekehrt.
Der Weg, diese Probleme zu behandeln, erscheint vor-
geschrieben, soll aber an dieser Stelle nicht verfolgt werden.l)

§ 2. Die Austrittswalirscheinlichkeit P2.

7. Vielmehr mogen die Uberlegungen des § 1 in der
Richtung ausgebaut werden, dal wir der A?/“enwahrscheinlich-
keit P eine AMsifntAswahrscheinlichkeit P gegeniiberstellen, die
wir definieren als die Wahrscheinlichkeit fiir ein irgendwo in v
hefindliches Teilchen, innerhalb der Zeit t auszutreten. Dabei
darf das Teilchen nicht wie bei P das Volumen beliebig ver-
lassen und betreten, sondert scheidet mit dem Augenblicke des
ersten Austritts aus der Betrachtung aus.

8. Der theoretische Ausdruck fiir P2, der an die Stelle- .
der Bezichung (3) tritt, ist wie dieser aus den Gedankengédngen
der Diffusionstheorie zu entwickeln. Diffusionstheoretisch ge-
sprochen 146t sich nidmlich P auffassen als der ,,Bruchteil
einer anfianglich den Raum v gleichméBig erfiillenden Substanz,
welcher in der Zeit ¢ iiber dessen Grenzen hinausdiffundieren
wiirde, falls der duBere Raum anfangs von jener Substanz vollig
leer wére“) Bm P) dagegen haben wir eine v anfinglich gleich-

1) U. a. hierzu wird die demnichst erscheinende physikalische
Doktorarbeit von Hrn. Dr. med. Silberberg Material beibringen.
2) M. v. Snioluchowski, Physikal. Zeitschr. 17. S. 563. 1916.
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maifig erfiillende Substanz anzunehmen und dem Verschwinden
der Teilchen beim Austritt dadurch Rechenschaft zu tragen,
dafl wir an der Mantelfliche fiir alle Zeiten die Teilchendichte
p = 0 vorschreiben. Fiigen wir hinzu, daB3 p fiir » — 0 (r Radius-
vektor) endlich bleiben mul3, so ist das Problem festgelegt und
nach der Fourierschen Methodel) zu l6sen.

Hiernach setzen wir als Losung der Diffusionsgleichung

1. e

)
und bestimmen die Konstanten An aus der Rand-, die Kon-
stanten An aus der Anfangsbedingung. Die Randbedingung
verlangt die Ana (a Volumradius) gleich den Wurzeln zn der
Besselschen Differentialgleichung Oter Ordnung; die An findet
man, indem man die fiir = 0 geltende Gleichung

1..00

@®) Co = T A J O (M)

(p0 konstante Anfangsdichte) mit C-O(1BI') erweitert und von 0
bis @ integriert. Unter Zuhilfenahme bekannter Beziechungen
ergibt sich

(eh Besselsche Funktion 1. Ordnung) und damit
1..co
(10) 0 C 2m7 I
Hieraus findet man als mittlere Dichte p zur Zeit ¢

2 prdr Dzu"t
o
P ain
plp0 ist als BleibetDahrscheinlichheit Q) aufzufassen, d. i.
als Wahrscheinlichkeit flir ein anfangs irgendwo in v befind-

1) M. Fourier, Analyt. Theorie der Wérme, deutsch von B. Wein-
stein, 6. Kapitel.
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liches Teilchen, bis ¢ das Volumen nicht verlassen zu haben.
Das gesuchte P ist gleich I-QQ2:

(12)

Die Wahrscheinlichkeit, zwischen ¢t und ¢ + dt auszutreten,
folgt hieraus durch Differentiation nach Z

1--00 D Zn"t

(13) dP,-dr -

9. Hinzugefiigt seien die nach der gleichen Methode fiir
den eindimensionalen Fall berechneten analog gebauten Aus-
driicke (die zwischen den Deckgldsern eingeschlossene Fliissig-
keit ist dabei optisch durch eine .yoZzformige Blende im
Okular begrenzt)

1..00
(Inh) 0=PoAa>_cs. 1 e
und Spalt

1..co Df2ut - Drr]ge
(12 1i-,-1-s2 w1 s

n

(a Schichtbreite) und die gelegentlich von Smoluchowskil)
fir den Fall der Kugel erwidhnten

1..CC
2a 3 (-D"+1 e-
aon 2= .,

n

und Kugel
1--00 Dnwl
(2"

(a Kugelradius).

1) M. v.Smoluchowski, Wiener Ber. 124(Ila) S. 339. 1915. Gl. (39)
und (40).
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Ferner sei fiir die drei Fille die wahrscheinliche Aufent-
haltsdauer oder Austrittserwartungszeit )i nach

berechnet 1)
i oo
(14) Zylinder: Tz ‘:2 fr ! )
(14" Spalt: | 7’3 B 8;2 SZ°>
(14") Kugel: s 0 p 2 4

SchlieBlich sei der Zusammenhang zwischen 1" und

(15)
tabellarisch festgelegt (Tab. 4).

Tabelle 4.

r A r A N2 il
0,01 0,215 0,10 0,606 0,40 0,932
0,02 0,299 0,12 0,652 0,45 0,949
0,03 0,360 0,14 0.691 0,50 0,061
0,04 0411 0,16 0,725 0,55 0,971
0,05 0,453 0,18 0,755 0,60 0,979
0,06 0,491 0,20 0,782 0,65 0,984
0,07 0,523 0,25 0,838 0,70 C,988
0,08 0,553 0,30 0,878 0,75 0,991
0,09 0,581 0.35 0,909 0,80 0,993

Der Forderung ecines konstanten az im Falle des P ist
jetzt die Forderung eines konstanten yf# an die Seite zu
stellen.

1) Der Wert fiir die Kugel schon bei Smoluchowski a. a. 0.
Gl. (42).
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10. Die experimentelle Priifung der abgeleiteten Be-
zichungen wird mit der Stoppuhr in der Weise durchgefiihrt,
daB bei £t =0 eins der in v befindlichen Teilchen nach Zufall
ausgewdhlt (vgl. Nr. 4) und der Zeitpunkt seines ersten Aus-
tritts gestoppt wird. Diese Beobachtung wird hdufig wieder-
holt, und von jeder gefundenen Zahl werden 0,2" als persdn-
liche Gleichung abgezogen. Dann wird eine Beobachtungsreihe

Tabelle 5.

il 2 3 4 5 6 7 | 8 9

Ausgetret. Aus- P2 r

» p, dP] P2 o
! :)&*/ahr/ei cll exper. theoret. gfﬁir;)tet:n exper. theoret. elfgfrr_ exper.

0" 216 0,309 0,364 0 0 0 0 —
" 96 0,137 0,133 216 0,309 0,364 0,364 0,022
2" 77 0,110 0,091 . 312 0,446 0,497 0,490 0,024
3" 54 0,077 0,071 389 0,556 0,588 0,591 0,027
4" 45 0,064 0,057 443 0,633 0,659 0,663 0,028
5" 38 0,054 0,047 488 0,697 0,716 0,721 0,029
6" 24 0,034 0,039 526 0,751 0,763 0,771 0,029
32 0,046 0,033 550 0,786 0,802 0,803 0,029
8" 20 0,029 0,027 582 0,831 0,835 0,844 0,030
9" 13 0,019 0,022 602 0,860 0,862 0,870 0,031
10" 20 0,029 0,019 615 0,879 0,884 0,887 0,031
" 15 0,021 0,016 635 0,907 0,903 0913 0,031
2" 10 0,014 0,013 650 0,929 0919 0,933 0,033
13" 1 0,001 0,011 660 0,943 0,932 0,946 0,033
14" 1 0,010 0,009 661 0,944 0943 0,947 0,031
15" 5 0,007 0,007 668 0,954 0,952 0,956 0,031
16" 2 0,003 0,007 673 0,961 0,959 0,963 0,031
7" 6 0,009 0,006 675 0,964 0,966 0,966 0,030
18" 2 0,003 0,005 681 0973 0972 0,974 0,031
19" 4 0,006 0,004 683 0,976 0,977 0,977 0,031
20" | 687 0,981 0,981 0,983 0,031

nach dem Schema der Tab. 5 verwertet. Hier ist fiir die
Zeiten t= 0", 1", ...19" in Spalte 2 angegeben, wie viele
unter 700 Teilchen zwischen z...7 + dt ausgetreten sind, und
Division durch 700 fithrt zu den dP2-Werten der Spalte 3.
Diese d P2-Werte sind in der unteren Halfte der Fig. 2 (Ordi-
natenbezifferung am rechten Rande) eingezeichnet.
Theoretisch ergeben sich aus Gleichung (12) (Gleichung (13)
ist wegen des grofBen Wertes dt = 1 zur Berechnung nicht

geeignet) mit dem aus Nr. 5 bekannten Werted7] = 8,1 die
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d P2-Werte der Spalte 4 oder die ausgezogene untere Kurve in
Fig. 2. Die Ubereinstimmung ist befriedigend; nur der erste
Punkt liegt merklich zu tief: die Zahl der zwischen Z=O und
t = | Ausgetretenen ist zu klein gefunden — derselbe Mangel
der Beobachtung wie in Nr. 5 und in derselben Weise zu be-
griinden.

I1. In der d P2-Darsteliung bewirkt dieser Fehler im ersten
Zeitintervalle nur das Herausfallen eines Punktes. Er macht
sich aber, wenn auch mit abnehmendem EinfluB}, fiir den
ganzen Kurvenverlauf bemerkbar, wenn wir zu P2 selbst {iber-
gehen (Spalte 6). Hier sind die li2-Werte verzeichnet, die aus
Spalte 5 (Anzahl der bis ¢ ausgetretenen) folgen; in Spalte 7
finden sich die aus Gleichung (12) berechneten theoretischen
Werte. Graphisch ist in Fig. 2 die Spalte 6 durch die Kreuzel),
Spalte 7 durch die ausgezogene obere Kurve wiedergegeben.
In der Tat werden auf Grund des ersten auch die {ibrigen
experimentellen Punkte zu tief gefunden.

Jedoch 148t sich zeigen, da eine Korrektur am ersten
Beobachtungspunkt Experiment und Theorie zur Deckung bringt.
Nimmt man ndmlich an, man héitte in der ersten Sekunde statt
JP) = 0,309 das theoretisch geforderte 0,364 beobachtet, so
entspriche das 255 ausgetretenen Teilchen statt 216. Wir

1) Die Kreuze sind nur fiir kleine Zeiten gezeichnet; fiir die gro3eren
fallen sie praktisch mit den gleich zu besprechenden Kreisen zusammen.
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schreiben diese Anzahl dem ersten Intervall zu und haben,

da dann auf alle iibrigen statt 484 nur 445 Teilchen kommen,

445
fir jedes Intervall die Zahl der ausgetretenen mit zu

multiplizieren, um dieselben relativen Zahlen zu behalten, wie
sie der Versuch gibt. Hierdurch wird einerseits die dTj3-Kurve
durch ein wenn auch unbedeutendes Herunterriicken aller Punkte
verbessert; andererseits erscheint die so korrigierte experimen-
telle P2-Kurve (Spalte 8 der Tab. 5, Kreise an der oberen Kurve
Fig. 2) jetzt im besten Einkldnge mit der Theorie.

Als Kriterium fiir die Ubereinstimmung von Versuch und
Eechnung ist auch die Konstanz der experimentellen //Z-Werte
anzusehen (vgl. Nr. 9). Bestimmt man mit Hilfe von Tab. 4
zu dem experimentellen P2 die zugehorigen y/1, so findet man
die Zahlen Spalte 9. Wie vorauszusehen, macht sich die Fehl-
beobachtung im ersten Zeitintervall hier dadurch bemerkbar,
daB3 die y/Z allmidhlich zu einem konstanten Werte von rund
0,031 ansteigen, den sie in der neunten Sekunde erreichen.
Geht man jedoch von den korrigierten P2-Werten aus, so ist
die Konstanz des y/Z von vornherein gewahrt. Denn an Stelle
der ersten acht Werte treten die folgenden:

0,031; 0,030; 0,031; 0,031; 0,032; 0,032; 0,031; 0,032.

Dieser //Z-Wert vertragt sich bestens mit dem az = 8,/
der Gleichung (6). Denn hiernach muf3 sein

Fir die wahrscheinliche Aufenthaltsda,uer berechnen wir
nach Gleichung (14)

(16" P2theoret. =.3,81"",

wiahrend die 700 Teilchenbeobachtungen Tab. §
_4.QQ"

11
(16) { 2 exper. rtJuo

ergeben. An anderen Tagen wurden Zahlen gefunden, die
dem theoretischen Werte ndher lagen. In unserem Fall ist
der Unterschied wieder durch die zu geringe Zahl von Teilchen
kurzer Aufenthaltszeit (0 bis | Sekunde) bedingt.
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§ 3. Die Aiistrittswahrscheinlichkeit P/

12. Man unterscheidet seit Smoluchowski zwischen der
durChschnittlichen (Z'1) und der wahrscheinlichen ErwartungszeitfTf)
eines statistischen Ereignisses. Denkt man sich auf der Zeit-
achse die Zeitpunkte markiert, in denen das Ereignis eintritt,
so ist 71 der Mittelwert der Zeitstrecken zwischen dem Zeit-
punkt eines Ereignisses und dem Zeitpunkte des nédchsten Er-
eignisses, wihrend, um 77 zu finden, der Mittelwert der Zeiten
zwischen jedem. Punkte der Zeitachse und dem des nichsten
Ereignisses zu bilden ist. Sind die Ereignisse nach dem Zu-
fall verteilt, so ist 71 = 72: es dauert z. B. beim Wiirfelspiel
im Mittel ebensolange bis zur nichsten Sechs, gleichgiiltig ob
ich alle Sechsen (Tl) oder alle Wiirfe (T2) zum Ausgangspunkt
der zu mittelnden Zeitstrecken nehme. Anders wenn zwischen
den Ereignissen eine Wahrscheinlichkeitsnachwirkung besteht,
wie etwa — um ein Beispiel von Smoluchowskil) zu nennen —
zwischen den DurchstoBungen einer in einem Gase gedachten
Kugeloberfiache durch ein und dasselbe Gasteilchen. Ist keine
Durchstofiung da, so ist im Mittel auch verhdltnisméBig lange
keine zu erwarten. Ist das Teilchen aber gerade durch die
Oberflaiche gegangen, so geht es infolge seiner Zickzackbahn
vermutlich in .rascher Folge noch mehrere Male durch die
Oberflaiche. In solchen Fillen konnen 7! und T3 von ganz
verschiedener GroéfBenordnung sein.

Ein Beispiel aus dem tédglichen Leben wire die Verteilung
der Zeitpunkte, in denen ein Mensch die Bahnhofsperre durch-
schreitet: lockere Schwarmbildung vor Abgang, dichte nach
Ankunft eines Zuges. Vom Zeitlichen aufs Raumliche {iiber-
gehend, konnte man in einem gaserfiillten Raume zwischen dem
durchschnittlichen und dem wahrscheinlichen Abstand bis zur
nédchsten Molekel unterscheiden. Unter normalen Verhéltnissen
wiren beide gleich,, bei der Clusterbildung in der Néhe des
kritischen Punktes nicht mehr.

Wir sind in der Lage, beide Begriffe einander rechnerisch
und experimentell gegeniiberzustellen, wenn wir dem § 2, der

1) M. V. Smolucliowsk!, Wiener Ber. 124 (Ila). S. 339, 359 ff.
1915.



Die Austrittswahrscheinlichkeit kolloidaler Teilchen usw. 17

sich auf eine beliebige Anfangslage des Teilchens bezog, also
hinsichtlich des Austrittsereignisses die wahrscheinliche Erwar-
tungszeit 7i lieferte (daher bei uns der Index 2 vor dem In-
dex 1), Betrachtungen tiiber die durchschnittliche Erwartungs-
zeit 71 hinzufiigen, d. i. iiber die Zeit, die im Mittel von einem
Eintritt in das Volumen v bis zum nichsten Austritt verstreicht.
Dazu haben wir von der Austrittswahrscheinlichkeit Pl auszu-
gehen als der Wahrscheinlichkeit fiir ein die Mantelfdche des
Volumens durchstofiendes Teilchen, innerhalb der ndchsten t Se-
kunden die Mantelfliche wieder zu durchstofen.

13. Anfangslage des Teilchens auf der Mantellinie be-
deutet im Sinne der Diffusionstheorie: die Mantellinie ist die
Ausgangsstelle der diffundierenden Substanz. Ausscheiden des
Teilchens beim nidchsten DurchstoBen der Mantellinie aber be-
deutet als Bedingung fiir die Mantellinie p = 0. Beiden Be-
dingungen zugleich ist nicht zu geniigen; denn dann mii3te
jedes Teilchen beim Auftreten augenblicklich verschwinden,
und es kdme tiberhaupt keine Diffusion zustande. Auch ist
man, um die Versuche darzustellen, gendtigt eine empirische
,.physiologische” Konstante einzufithren, da man ein Teilchen
nur dann als durch die Handlinie eingetreten wertet, wenn es
bereits eine gewisse Entfernung 0 in das Volumen hinein
zuriickgelegt hat. Danach ist als Anfangslage der diffun-
dierenden Teilchen eine Kreislinie vom Radius

A—a—20
anzuschen.l) Die in Nr. 3 gegebenen Daten lassen erwarten,
dafl 4 von der GroBenordnung = des Volumradius a sein muB.
Es liegt also das Problem vor, eine Ldsung der ebenen
Diffusionsgleichung mit der Anfangsbedingung
p=p fir A...4+ dr
und den Randbedingungen
p=20 fir r=a,

p endlich fir »=20

1) Vgl. hierzu eine gleichzeitig in der Physikal. Zeitschr. erscheinende
Arbeit.

Annalen der Physik. IV. Folge. 66. 2
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zu finden. Die Bechnung gestaltet sich folgendermaflen. Wir
setzen die Losung (7) an, finden die Ana wieder als Wurzeln
zn der Besselschen Differentialgleichung Oter Ordnung und
fir die An

a

JrJ0- (mr)dr
0

Das im Nenner stehende Integral ist bekannt gleich

Ye=r12(IM;

das im Zahler stehende reduziert sich, wenn wir die Dichte 00
einfithren, die bei anfanglicher G%o'c7iverteilung der vorhan-
denen Gesamtmasse herrschen wiirde, auf

% La(M)-
Damit wird
1. Dn t
(17)
n
also die mittlere Dichte p zur Zeit
»
« /
2 r2j qrdr 100 J0
0 u---—-—-- =2p0 - A al
an S0

Wie in Nr. 8 ist | — @ als die gesuchte Austrittswahr-
Qo
Scheinlichkeit Pl aufzufassen:
«y — Q7Init
a ,

(18) e ai

n

und fiir die durchschnittliche Aufenthaltsdauer oder Austritts-
erwartungszeit T| ergibt sich

16)
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14. Bei den Versuchen wird mit der Stoppuhr die Zeit
des Eintritts und des néchsten Austritts bestimmt, von der ge-
fundenen Zeitdifferenz aber im Gegensatz zu Nr. 10 keine per-
sonliche Gleichung abgezogen. Tab. 6 gibt eine Beobachtungs-
reihe von 800 Teilchen. Die Anzahl der bis ¢ (Spalte 1) aus-
getretenen Teilchen ist in Spalte 2 angegeben; durch Division
mit 800 folgen die experimentellen Pl-Werte der Spalte 3, in
Fig. 3 durch Kreise dargestellt. Die beste Ubereinstimmung
mit der Theorie ergibt sich, wenn man in Gleichung (18)

setzt, eine empirische Konstante von der vermuteten Grofen-
ordnung, auf deren Zahlenwert kein sonderliches Gewicht zu

Tabelle 6.
Ausgetret. Ausgetret.
higs t Pl exper. Pi tlieoret. ? bigg t PlI exper. JP | theoret
" 458 0,573 0,619 10" 761 0,951 0,950
2" 577 0,721 0,749 " 765 0,956 0,958
3" 635 0,794 0,810 12" 773 0,966 0,965
4" 664 0,830 0,849 13" 777 0,971 0,970
5" 692 0,865 0,876 14" 782 0,978 0,975
6" 715 0,894 0,897 15" 783 0,979 0,979
7" 731 0,914 0,915 16" 788 0,985 0,982
8" 740 0,925 0,929 7" 790 0,987 0,985
9" 749 0,036 0,940 8 793 0,991 0,988
Fig. 3.

legen ist. Hieraus folgen die Werte Flleoret. der Tab. 6,
Spalte 4, und der Kurvenzug in Fig. 3. Wieder liegen die be-
obachteten Punkte anfinglich etwas zu tief, doch geniigt es

o*
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wieder, wie man sich leicht liberzeugt, den Fehler im 1"-Werte
nach dem in Nr. 11 vorgeschlagenen Verfahren auszumerzen,
um auch die ersten fiinf Punkte auf die Kurve zu verlegen.
Von ¢ = 6" ab ist ohnedies die Ubereinstimmung erstaunlich.

Fur die durchschnittliche Aufenthaltsdauer liefert die Be-
obachtungsreihe

(20) Tlexpe, = 2,27".

Nach Fig. 3 ist vorauszusehen, dafl der theoretische Wert
nur wenig kleiner ist. Er folgt aus Gleichung (19) zu

120N/ fItheoret. = 64,8 (0,02559 + 0,00447 + 0,00156 + ...)
(7 1 =2,11".

>

Wichtig ist der Vergleich des experimentellen 71 (Glei-
chung (20)) mit dem experimentellen 77 der Gleichung (16).
Im Versuch diirfte damit zum ersten Male der Unterschied
beider Begriffe zahlenmiBig dargelegt sein. Die Werte unter-
scheiden sich rund um den Faktor 2. Eine fiir diesen Zweck
geschicktere Wahl der Volumgroe und des abbildenden
Systems, vielleicht auch groBere Ubung, lassen aber den
J/a-Wert so viel ndher an | herankommen, dal3 71/7) von
kleinerer Grofenordnung als | wird. MalBgebend dafiir ist,
daB mit dem an | heranriickenden A a alle Zihler in der
Summe Gleichung (19) verkleinert werden.

§ 4. Die AuBenwahrscheiiilichkeit JP'

15. Um die vier vorhandenen Mdglichkeiten zu erschopfen,
werde noch die [Bahrscheinlichkeit definiert, dafS ein in v ein-
tretendes Teilchen sich t Sekunden spdter nicht in v befinde (Aufsen-
wahrscheinlichkeit P').  Sie hat mit Pl die Anfangslage am
Rande gemein, mit P die Zuldssigkeit beliebigen Ein- und
Austritts.  Nach Nr. 13 ersetzen wir die Anfangslage am
Rande durch eine um d vom Rande, d. h. um 4 — ¢ — 0 vom
Mittelpunkt entfernte. Die Wahrscheinlichkeit, sich zur Zeit ¢
in dem vom Mittelpunkt um R entfernten Flachenelement
RdRdcp aufzuhalten, dessen Abstand vom Ausgangspunkt p
sel, 1st

v R+ 42-2B 4 cos ¢
SIR IV,

W7sPg%s Upi=J
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und die gesuchte AuBenwahrscheinlichkeit folgt durch Inte-
gration zu

- s o « 1i2 2114 cos ¢

P’= €2n‘Dz JC e~ iDt e #ri IldRdcp
a o

oder mit den Abkiirzungen (4) und

IDr — s

und unter Beniitzung der Beziehung

T

JO(z) = = § eizeosp d(p

[}
zu

(21 P'= 2e-"J"J0(2ix]/e) e~ x dx.

F«

Das Integral, bei den Grenzen 0 und oo eine wohl-
bekannte e-Funktionl), diirfte bei den angegebenen Grenzen
eine Transzendente fiir sich darstellen, so da} wir am ein-
fachsten graphisch integrieren.

16. Beobachtungen. Eine elektromagnetische Vorrichtung
gestattet, das Metronom im Augenblicke des Teilcheneintritts
auszulésen. Sie ist so cingestellt — was sich mit einfachen
Mitteln recht genau erreichen 143t —, daB der erste Schlag
um 7 — 0,2" (0,2" personliche Gleichung) nach dem Auslosen
und die weiteren je im Abstande 7 folgen. Beijedem Schlage
wird nach dem Schema in Nr. 4 die Teilchenlage vermerkt.
Tab. 7, an 920 Teilchen gewonnen, bedarf als Gegenstiick zu
Tab.T keiner weiteren Erldauterung. Die theoretischen Werte
sind unter Beniitzung der Andingschen2) Tafeln nach Glei-
chung (21) berechnet. Aus naheliegenden. Griinden bestimmt
man praktisch besser die zugehdrige Innenwahrscheinlichkeit2

1) Vgl. z. B. N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Zylinder-
funktionen. S. 185. Leipzig 1904.

2) E. Anding, Sechsstellige Zahlen der Besselschen Funktionen
imagindren Argumentes. Leipzig 1911.
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Tabelle 7.
T=1.32"
¢ alﬁ;gﬁ};{b Prexper. Pltheoret.

_ 1122 428 0,465 0,483
_ 5,24,. 488 0,531 0,538
_ ;r% 507 0,551 0,565

M 522 0,568 0,588
~ 528" . .
_ 220 555 0,604 0,609
_ %2.. 587 0,638 0,630
_ (7)’2 " 604 0,657 0,649
_ fof%.. 608 0,662 0,66§
_ 191f88,. 661 0,719 0,682
_T350" 660 0718 0,698

0.3

gt 2 3 9-5 6 789 101112134

Fig. 4.

0 — | —j°> di® empirische Konstante, dic den genauesten
Anschlul der Formel an die Beobachtungen gibt, ist in
diesem Falle
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Der Unterschied gegen das x = 0,86 in Nr. 14 ist ohne

wesentliche Bedeutung; die Hauptsache ist die gute Wieder-
gabe der experimentellen Werte (Kreise in Fig. 4) durch die
ausgezogene Kurve. Um sie richtig zu bewerten, achte man
darauf, wie verschieden die vier untersuchten Kurven (Bigg. !
bis 4) trotz ihres gemeinsamen Anfangs und Endes verlaufen.

Zusammenfassung.

§ 1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB3 ein anfinglich
irgendwo in dem abgegrenzten Volumen v eines Sols befind-
liches kolloidales Teilchen nach Ablauf der Zeit ¢ nicht in v
sei (AuBenwahrscheinlichkeit P), wird an einem Selenhydrosol
fir ein zylindrisches Volumen und fiir verschiedene Zeiten
durch Verfolgung zahlreicher Einzelteilchen bestimmt. Unter
denselben Versuchsbedingungen wird in &dquidistanten Zeit-
punkten festgestellt, wie viele Teilchen sich in v befinden und
aus der so gewonnenen statistischen Reihe der Ausdruck
J3/2r gebildet (J? mittleres Differenzenquadrat aufeinander-
folgender Zahlungen, v mittlere Teilchenzahl). Die von der
Smoluchowskischen Theorie der Wahrscheinlicbkeitsnach-
wirkung geforderte Gleichheit von P und A42(2v wird im
wesentlichen bestdtigt; eine systematische Abweichung wird
aufgedeckt.

In § 2 wird wie in § | beliebige Anfangslage des Teil-
chens in v angenommen und nach der Wahrscheinlichkeit ge-
fragt, dal das Teilchen bis zur Zeit ¢ ausgetreten sei, wobei
im Gegensatz zu § | der erste Austritt das Teilchen aus der
weiteren Betrachtung ausscheiden 14Bt. Die so definierte
Austrittswahrscheinlichkeit P2 wird berechnet, die Rechnung
durch den Versuch bestitigt. Aus P} folgt ein Wert fiir die
wahrscheinliche Aufenthaltsdauer oder Austrittserwartungs-
zeit T2.

§ 3. Wie bei allen Ereignissen, die nicht rein nach
dem Zufall, sondern unter Schwarmbildung iiber die Zeit-
achse verteilt sind, ist von der wahrscheinlichen Austritts-
erwartungszeit 77 die durchschnittliche 7/ zu unterscheiden.
Der Ausdruck hierfiir folgt aus dem fiir die Austritts
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IT 26275
Wahrscheinlichkeit Pv das ist di
in V eintretendes Teilchen v bi Politechniki Gdanskiej
habe. Gleichungen fiir Pl un<
am Versuch gepriift, die Verschiedenheit von 21 und [? Iest-
gestellt.

§ 4. Der Vollstandigkeit halber wird neben P Pl P} die
AuBenwahrscbeinlichkeit P’ theoretisch und experimentell
untersucht. Es ist die Wahrscheinlichkeit, dal ein Teilchen
t Sekunden nach seinem Eintritt in v sich nicht darin befinde.

Mein besonderer Dank gebiihrt Hrn. A. Eucken, der
mir mit groBler Liebenswiirdigkeit alle benétigten Apparate
im Physikalisch-chemischen Institut der Technischen Hoch-
schule Breslau zur Verfligung gestellt hat.

Breslau, Physikalisches Institut der Universitit,
Juli 1921.

(Eingegangen 26. Juli 1921.)
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