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Wyciqg z PAMIETNIKOW TOWARZYSTWA NAUK ScistycH w Paryzu, tom X1, rok 1879.

BADANIA W DZIEDZINIE NAUKI

O ROWNANIACH

OPARTE NA POGLADACH

NALITYCZNO-GEOMETRYGZNYCH W PRZESTRZENI.

NAPISAL

D WAWRZYNIEG ZMURKO .

C. Ki Profesor we Wszechnicy i wC. K.Szkole Politechnicznej we Lwowie;
Dziekan wydziatu filozoficznego; Dyrektor i Gzlonek Koinisyi egzaminacyjnej dla kandydatow na nauczycieli szkot realnych ;
Cztonek takiejze Komissyi dla szkot gimnazyalnych.
Cztonek zwyczajny Akademii umiejetnosci w Krakowie, jakotez Akademii narodowej dla rolnictwa handlu i przemyshu w Paryzu
Cztonek honorowy towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, Czlonek-Korespondent Przyjaciot Nauk w Poznaniu

Czlonek czynny Towarzystwa Agronomicznego we Lwowie.
(Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, dnia 10 Lutego 1879 roku.)

WSTEP

Newton podaje pierwiastek réwnania liczebnego f{) = 0 za pomoca swej metody przyblizenia
w postaci nastepujacego dziesietnie utozonego malejacego szeregu :

Xo Xi Xt
%~~x0—Qo—Qo—Qo— -,
w ktérym stanowi warto$¢ poczatkowa, lub tez kilka poczatkowych cyfr pierwiastku; wyrazy za$

przez Q oznaczone poddane s3 warunkom
aj—i
Arzzh7--1 Qo
Qo==A'Aj : ¥ =f(x): AM
Z kazdego Q bierzesie do rachunku tylko jedne, lub kilka cyfr poczatkowych, wedle tego ile z nich
za doktadne dalsze dziesietne miejsca w pierwiastku uzna¢ wypada. W ciggu naszej rozprawy nazy-

wac bedziemy stosunek /(,z) : /i(a?) = QO, jako tez ogdlnie stosunek

P £ +10)=6,
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stosunkiem krytycznym rzedu steso, gdzie znaczek s ma przypominaé, wiele razy pierwotny wielo-

mian /() ma by¢ rézniczkowany, aby otrzymac licznik do Qs.

«) W przypadku, w ktéorym wychodzac z wartosci x0 wyrazenie~(z) Avskutekwzrastaniailosci x
maleje, metoda Newtona przy obliczaniu pierwiastkow okazuje sie niezawodna. Stosunki krytyczne
wziete ze znakiem przeciwnym stanowig szereg dziesietnie malejacych skladnikéw, posiadajacych
znak wspdlny z iloscia poczatkowa x(, ktére zatem kolejno doliczone do X0 tem doktadniej przed-
stawig pierwiastek Zadany, im wiecej takich sktadnikéw w rachunek weszto. Liczebnie biorac
przedstawia xr tem wiekszg i Zgdanemu pierwiastkowi tem blizsza liczbe, im jest wiekszy nalezacy do
niego skaznik r. "

b) W przypadku, w ktérym wychodzac z wartosci x0, pochodna /j(a.) rosnie wskutek wzrastania
ilosci x, wypadaja kolejno po sobie nastepujace sktadniki w miare tego za wielkie, im razniej wzrasta

pochodna fI(x). W takich razach sktadniki— Q0 nie przedstawiajgjuz odpowiednich przyrostéw zada-

nego pierwiastka, i moznaby w tym przypadku bardzo tatwo odmoéwi¢ metodzie Newtona wszelkiej

przypisywanej jej wartosci. Te tu oczywistg niedogodno$¢ usuniemy bardzo tatwo jezeli przyjmiemy, ze
P /{ﬂj,5> /.V>/\A4j... f ,-ly /M'Z]’y b

iloéci majace przedstawia¢ zadany pierwiastek tem doktadniej im skaznik do nich nalezacy jest wiekszy,

nie tworza szeregu rosnacego, ale owszem, zblizaja sie malejagco do Zadanego pierwiastku.

o 0 2l

Przyjmujac mianowicie do X0 jako pierwszy w tym razie Zawielkidodatek —Q0 otrzymamy xI/
. w. ‘ X1

ktére wskutek tego liczebnie wypadnie wieksze jak sam pierwiastek. Odtad Q0 i kazdy nastepny

stosunek wypadnie ze znakiem przeciwnym jak Qa i stanie sie powodem zZe a% i wszelkie nastepne
liczebnie coraz mniejsze xr, malejac zbliza sie do Zadanego pierwiastku. Ze to przeciwne poprze-
dniemu postepowanie okazuje sie skutecznem, zawdzieczamy tej okolicznosci, Ze w miare malejacego
szeregu xI, x3, xi, xn--- pochodna fi(x) przybiera coraz mniejsze wartosci, i tak w tym jak
AV przypadku a, do prawidtowego zblizania sie do Zadanego pierwiastku prowadzi¢ musi.

c) Wiecej razaco wystepuje niedogodnos$¢ uzytkowania metody Newtona w przypadku, gdy dany

do obliczenia pierwiastek nalezy do grupy np. r pierwiastkéw, ktére wszystkie majg np. m cyfer
! X
poczatkowych wspoélnych. Tu stosunek — Q0 nie daje juz najmniejszego punktu oparcia przy obli-

czaniu pierwiastku.

Celem usuniecia tej niedogodnosci pomnijmy, iZ grupa r pierwiastkOw o wspdlnych m cyfrach
poczatkowych, moze ze AYzgledu na poczatkowi cyfry by¢ uwazang jako grupa r réwnych pier-
wiastkow. Ze wzgledu na réwnania :

/(3)=0, A(p=0, fi(x)=0.,.. [fr-i(x)=0, [fr-i(OJ=0, f,,(2)-0,
pojmujemy bezposrednio, Ze idac od lewej ku prawej, pierwsze z nich posiada ten pierwiastek r razy,
i ze kazde nastepne posiada go ojeden raz mniej, jak bezposrednio poprzedzajace. Dojdziemy tym
sposobem az do réwnania /,,-1(al)=0, ktéremu ten pierwiastek juz tylko raz przynalezy, i wtasnie

na podstawie tego réwnania za pomocga stosunku krytycznego — (31--1 podtug a) lub poditug b) obli-
czony by¢ moze. Tq droga dochodzimy do coraz dalszych cyfer dziesietnych, ktére jak dlugo s3
rzeczywistem przyblizeniem do Zadanego pierwiastku, pociggaja za soba zblizanie sie wielo-
mianéw/’(®), a(jr), ft{x}, f(x)... do zera tem razniejsze, im mniejszym znaczkiem takowe s3
opatrzone. Jezeli ta wlasnie okolicznos¢, przy jakiejs nowo przybytej cyfrze nie sprawdzi sie, upatru-
jemy w tem znak, Ze od tej cyfry poczawszy owe r pierwiastki za réwne uwazane by¢ nie moga,
i ze rachunek dalszych cyfr odtad dla kazdego pierwiastku z osobna prowadzonym by¢ winien.
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We wszystkich tedy przypadkach a, b, ¢, metoda Newtona wystarcza nam do jak najdoktadniejszego
obliczenia Zadanego pierwiastku. Ta metoda wszakze nie podaje nam kazdorazowo pewnego $rodka do
stanowczego Ocenieniaj o ileSmy sie juz przyblizyli do wartoSci samego pierwiastku.

Dopiero Matematyk FOURIER tak te metode udoskonalit, Ze po kazdorazowym nowym sktadniku
stanowczo powiedzie¢ mozemy, w wielu dziesietnych cyfrach juz sie zgadzamy z zadanym pier-
wiastkiem. Dotyczace przez FouRiERa uzasadnione postepowanie jest nastepujace :

Majac taka liczbe xr, ktoéra Wszystkiemi swemi cyframi zgadza sie z poczatkowemi cyframi Zada-
nego pierwiastku, i rozumiejac pod x'r liczbe wynikla z liczby Xr przez powiekszenie jej ostatniej
cyfry o jedno$¢ w ten sposéb, ze wychodzac np. z liczby x3 = 32’576 dojdzie sie do '3 = 32’577,
to prawdziwa warto$¢ pierwiastku bedzie z pewno$cig zawarta w odstepie miedzy xr i x'r.

Niech w ogélnosci z dwdch ilosci f35(x), fstx,) wieksza oznaczong bedzie przaz vfs(x), mniejsza za$

przez fs{xy, to otrzymamy dla x's—xs— —,

+1 — 1 Xr — prezey - fx'r) M\ ., Xreit=Xr+1+ .1,J-7.
' v 2n + f 111

gdzie oznaczywszy k z réwnania

AW, Z2A s ) = —d -

oblicza sie xr+| az do dziesietnej posiadajacej ceche — (2u-]-%).
Ztad juz wida¢, jak sie kolejno dochodzi do wyrazéw szeregu

@'1j 2W%j  m3> [F) +

a tem samem do jak najdoktadniejszego oznaczenia Zgdanego pierwiastku.

Na podstawie rozwazania wtasnos$ci tak zwanej krzywej DESCARTESR, jako tez odpowiednich sto-
sunkoéw krytycznych wyprowadzit matematyk FOURIER te teoretycznie doskonatg a w zastosowaniu nader
prosta metode, rozstrzygajaca w badaniu réwnania liczebnego o jednej niewiadomej ze wzgledu na
nature jego pierwiastkdw, i dajaca sie tatwo zastosowac¢ do obliczania pierwiastkdw rzetelnych
z cala zadang dokladno$cia. Znajduje sie ona w dziele po $mierci jego wydanem Analyse des Equa-
tions déterminées par M. FOURIER, Iro partie.

Baczac wszelako na tytul tego dzieta i zawarte w niem : Exposé synoptique oraz na liczne w drugim
rozdziale znajdujace sie oSwiadczenia, musimy przyjs¢ do przekonania, ze przez wczesng $Smier¢ tego
myS$liciela na dtugi czas WStrzymanem zostalo dla potomnos$ci rozwigzanie wielu a moze i wszystkich
waznych teoretycznych i praktycznych kwestyi w dziedzinie nauki 0 réwnaniach; Ze potrzeba bedzie
bardzo wielu usitlowan i wielostronnych dzielnych badan, azeby zwolna i stopniowo wzbi¢ sie cho-
ciazby na niektdre gtéwniejsze wyzyny tej nauki, ktéra w genialnym umys$le FouRiERa z pewnoscia
juz przy rozpoczeciu swego dzieta zupelnie jasng"cato$¢ stanowi¢ musiata.

Na stronnicy 231 artykut 37 czytamy :

« Cette remarque n’est point bornée aux fonctions, qui ne contiennent qu’une seule variable. On
peut en général résoudre la question suivante qui se présente dans les applications principales de 1'ana-
lyse algébrique. Une fonction f{xyz...") de plusieures variables étant proposée... etc. »Ztad to, jako tez
z miejsc na stronnicy 227, oraz wielu innych widac¢ jasno, Ze autor przy réwnaniach o jednej niewia-
domej, starat sie przy kazdej sposobnosci oto, aby poglady swe tak przedstawi¢ i przygotowaé, azeby
je zczasem uzy¢ na przej$cie do metody, ktérej zadaniem jest prawidtowe obliczanie pierwiastkéw
uktadu réwnan, o kilku niewiadomych. Wzigwszy za wzor metode FouRiERa obliczania pierwiastkéw
rzetelnych réwnania o jednej -niewiadomej, staralem sie rozszerzy¢ jg i zastosowa¢ do obliczania
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pierwiastkow urojonych takiegoz réwnania, a w konicu poda¢ metode, ktéraby prowadzita do obli-
czania pierwiastkdw wspétistniejacych réwnan o wiekszej liczbie niewiadomych Zdawato mi sie zrazu
stosownem, przylaczy¢ bezposrednio te uogélniong metode przyblizen do teoryi FouRiERa, spostrze-
gtem wszelako wkrotce, ze analityczno-geometryczne poglady stuzace jej za podstawe nie s3 tak
dalece rozwiniete, azeby mogty dostarczy¢ wszelkich $rodkdéw, potrzebnych do uzasadnienia takiej
ogdlnej metody. Przedsiewziglem tedy wyszuka¢ taki punkt wyjscia, z ktéregoby najwazniejsze teorye
rownan wynikaty, i wzajem sie wspierajac lub uzupeiniajac, wigzaty w jeden system i tworzyly catos¢
organiczng. Taki punkt wyjscia znalaztem cze$ciowo w uogélnieniu dowodu UAUCHYego na istnienie
przynajmniej jednego pierwiastku o jednej niewiadomej, a dalej w stosownem i gruntownem rozwi-
nieciu przez S. SpiTZERametodyprzedstawiania przestrzennie pierwiastkOw roéwnania. Ztad juz tatwo
mi bylo uzasadni¢ wskazane przez GAuciiYego niezbite dowody poziomego ograniczenia punktéw
pierwiastkowych, a przy pomocy StuRMa metody reszt, wytworzy¢ stanowczy $rodek rozdzielania
punktéw pierwiastkowych.

Sama nawet teorya rownan FouRiERa zostata znacznie wzbogacong i uproszczona na podstawie po-
gladéw geometrycznych, a mianowicie pod wzgledem pojmowania i wyliczania pierwiastkéw uro-
jonych; udato mi sie tez przedstawi¢ calg te teorye w nadspodziewanie krétkim rozbiorze umiesz-
czonym w § 6 tej rozprawy na niespeina 12 stronnicach.

W Czesci IItej pracy przedstawitem kolejne wyszukiwanie wspoétczynnikéw réwnania w dwojaki
sposéb, stosownie do tego, czy obliczanie pierwiastku dokonywa jeden tylko, czy tez réwnocze$nie
kilku rachujacych. Tam tez znajduja sie wskazdéwki do graficznego wyszukania kolejnych szeregéw
wspobtczynnikéw, jako tez rysunkowa metoda przyblizonego wynajdywania rzetelnych pierwiastkow
réwnania. Druga metode rysunkowego wyznaczenia rzetelnych pierwiastkéw stanowi uzycie tak
zwanej krzywej catkowe;j.

Dalej podane sa w tej czeSci Srodki konstrukcyjne, za pomoca ktérych mozna uskuteczni¢ rozwia-
zania réwnan nie przechodzacych 470 stopnia. Tak wiec uwidocznitem, iz jak matematyka daje
w ksztatcie skonczonym rozwigzania pytan zaleznych od réwnan az do 4%° stopnia wiacznie, tak tez
i geometrya drogg rysunku siega do tego samego stopnia.

Pomiedzy $rodkami rysunkowemi przedstawiam w ostatnim paragrafietakze kilka przyrzadéw mego
pomystu, stuzacych do wykreslania Elipsy, Hyperboli, Paraboli i Cykloidy— i wskazuje, jak miano-
wicie ostatniej krzywej mozna uzy¢ do wyprostowania tukéw kotowych, do polisekcyi katéw i
w ogdble do rozwigzywania réwnan przestepnych.

Paragrafy 3ci i 4% obejmuja w tym dziale nowa teorye réwnan 3=0 i 4fc° stopnia i podaja Srodki do
wykrycia znamion, wobec ktérych réwnania siegajace po wyz czwartego stopnia ze wzgledu na ich
rozwigzanie sprowadzi¢ sie daja do réwnan, ktdre nie sg wyzszego stopnia jak czwartego. Na tych
poszukiwaniach, jako teZ na postepowaniu rozwinietem w cze$ci lel w paragrafie 5%m uzasadnitem
nowa metode stuzaca do rozwigzywania réwnania liczebnego o jednej niewiadomej.

Rozprawe te napisang w jezyku niemieckim datem przed Kkilku laty Cesarskiej Akademii Umiejet-
nosci w Wiedniu, ktoraja bardzo przychylnie przyjetai w swoim pamietniku w tomie XXX umiescita.
Naktad odbitkéw osobnych, zwykle nie bardzo liczny, zostal juz w pierwszym miesigcu wyczerpany
Ze wzgledu na te okoliczno$¢ daty sie styszéé gltosy powazne, abym te rozprawe oglosit w jezyku
polskim. Sktonitem sie do tego tern chetniej, Ze tym sposobem nastrecza mi sie sposobnos$¢ wpro-
wadzenia w CzeSci I, niektérych wazniejszych zmian i uwag, i zarazem zasilenia Czesci 11 w §§ 3, 51 6
zawierajagce osnowe zupetnie nowych badan i wynikéw, dotyczacych rozwigzywania przewaznie
réwnan szczegoélnych tak algebraicznych, jako tez i przestepnych.

Pisalem we Lwowie w miesigcu grudniu 1878.

ZMURKO.



GZESC PIERWSZA

1.
WLASNOSCI ZASADNICZE WIELOMIANOW ROWNAN

Niechaj bedzie
€8] F(w) =)« -J-ty(w), gdzie i =vyr=-v

réwnaniem algebraicznem, wktérem tak—~(M) jak @(w) oznaczaja wielomiany postaci A(-J-Alw-]J-A2w2-]-...
o skoniczonej liczbie wyrazow.
Na mocy wzoru Taylora otrzymamy :

) F'(n[+pe23= lTi‘V(IXz)[-]lf-iX—)'e PRL ) S P,

Ktadac ogdlnie

(3) .r
np,i Hz

(4) pe = pdosrtfA-]-ZpWStnfii, pe = pdosp-]J-zpwstp. = Az-J-1Ay

@ ~E=13

otrzymamy ze wzoru Taylora symbolicznie :

Di
—Slu + zy) =-s(x)e =/)(.z)dosD -J- ifs{y) wstD,

Di
os(% -J- zy)= \/a>)e =y,(a:)dosD-]- %s(al)wstD,

a zatem
(6)
gdzie
s!Zs =.slosdos¥s —A5(.z)dosD — ¢5(a?) wstD,
slzs = sYawst34 = ['s(z)wstD -J-fi(zc)dosD,
7 dosD=1— \gx) 21 ' \dxj 4!

Wstb = - NAVLINAWY-

\dx) = ~\dx] 5

Z rézniczkowan w (6) (7) oznaczonych symbolicznie, wynikng wielomiany skonczone, ktérych

wyrazy majg jedng z postaci nastepnych :

(8)
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i za pomoca wzoréw (8) dostatecznie sa oznaczone. Jezeli f{(xy, jest wzgledem x funkcya m-tego sto-

pnia, natenczas wyrazenia w (8) przybieraja warto$¢ zera, skoro n-j-s>m. Ztego widzimy, ZzZe

kazdy z wielomianéw w (7) jak /)(a;)dosD, ys(agwstD posiada skonczong ilo§¢ wyrazow.
Wstawiwszy w (2) zamiast u dwumian X -J- iy, otrzymamy na mocy (6) i (7)

(9) F(yz?j- I'y—\—pe"AZ ) =F[(zc-j—Azc)-- i(y-]~Ay)]= (70:0i -I-poléaiﬂi —\—pa"(ejmz‘a)i -J-...=Z"'0-j-1z,0 =0',()ezal0 ,
gdzie

(10) Z'0 = 0¢'0dBSal — o0 d6Sal "~j~ Poi dBs(ar —[- fi)-j- p3¢-2 dBs(o¥s -]- 2JA)-j—-..

(H) z'o — 0,0WSta,0 = t0WStal -J-pojWSt(at -j- ft)-1- p'o2WSt(a2 -J- 2p,)-f-...

Z (7) otrzymamy catkiem ogoélnie
(12)
(13) z czego wyptywa, iz dla 0-,.= 0 musi by¢ takze Zr = Zr=0.
Jezeli zatozone warto$ci na x i y zadosy¢ czynig ro6wnaniu co=0 wiec Z0=Z0=0, jako tez F(x-]yﬂ//)=

of

— Z0 + iz0 = ole =0, natenczas méwimy Ze warto§¢ u=x iy jest pierwiastkiem réwnania
(14) F(a)=0,

Jezelijednak o nie przybiera wartosci zera dla zatoZzonych wartos$ci na x i ), natenczas tatwo

okaza¢> iz mozna obrac taki przyrost pe = Ax -+ Ay by z r6wnania

(15) F(ic-J- iy + 72¢ )=F[@ + af)-j-i(y Vs A¥)]=0c'le

wynikla warto$¢ na ¢'0 liczebnie mniejsza od wartosci o0.
Przedewszystkiem widzimy, iz wskutek zalozonych wartosci na x, y nie wszystkie ilosci

(16)

moga réwnoczes$nie zniknaé¢, gdyz toby znaczylo, iz wyrazenie F(w) jest nie zaleznie od x iy
réwne zeru, co sie sprzeciwia zatozeniu w (1), gdzie sie wyraz F(w) jako ilo$¢ od u zalezng okreslito.
Moze sie jednak zdarzy¢, iz wskutek obranych warto$ci na x i y niektére po sobie nastepujace

wyrazy w (16) réwnocze$nie znikaja, np.
a7 002>0, ol2=ols =Hll= or_2) = or-13=0, or2>0

Wtenczas otrzymamy :

18 Yo" =, Z1i+1r* A+-"-+ - i |
( ) Coo oo !

Przy dostatecznie matem p wystarczy nam 2 wyrazy poczatkowe wielomianu w nawias ujetego, by
Wyznaczycjego warto$¢ i znak; wolno nam proécz tego zazada¢ speinienia warunku

(19)
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zaktadajac dostatecznie matg dodatng warto$¢ na & Z tego wynika :

1 KO—«I'
/=(-fye 7e— '}j,

1 1
(20) Ax=(-D\*"*dosu2=",

1 1
Ay=(-)"e(o0
(f

Z (18) wynika uwazajac nadto e < 1

(00 iao
c'0p —oee (1—zer),

a poniewaz w takim razie zawsze i —er< 1

(21) g'ol < olz,

jak byto przy (15) zapowiedziane.

(22) Kladac x-\-Ax=x', y -\- Ay=y,, wilasnie co wykazanyzwiazek poucza nas, iz mozemy ze wzgledu
na wielomian F(u) z uktadu [x y, z] przejs¢ do uktadu drugiego \x’y',z", przyczem wielkos¢
oznaczona przez co zmniejsza sie. Wypowiedzie¢ przeto mozemy, ze wychodzqc z takich wartosci
na X iy, dlalMrych o02 >0, musimy tez dojs¢ i do takich wartosci x' i y', dla JMrychodpowiednie ¢'02
mniejszern sie okaze jak o(2.

Z uwagi na te okolicznos¢, ze F(w) jest funkcya algebraiczng, zatem i ciggla; ze zatem dla skon-
czonych wartosci x, y warto$ci na Z i z skoficzonemi sie okaza¢ musza, musimy w obec ogoélnego
zwigzku (12) przyznaé, ze i odpowiednia ilo$¢ o2 skonczong warto$¢ przedstawia¢ musi, czy sie ja
oblicza na podstawie x i ), czy tez na podstawie zmienionych wartosci x’ i y' Przyznac takze
musimy, ze w dziedzinie wszelkich mozliwych skonczonych warto$ci na x i y i takie wartosci
np. « =X, y=Y istnie¢ musza dla ktérych odpowiedni wyraz X02 otrzyma warto$¢ mozliwie naj-
mniejszg, t. j. taka ktéra zadnego zmniejszenia doznawac nie moze, chociazbySmy w mys$l (22) za po-
mocg drobnych przyrostow Xx i Ay obliczyli ilo§¢ }'02 na podstawie rc'=X-j-AX, y '=Y-|-AY.

Wyraz o03 o warto$ci réznigcej sie od zera nie moze przedstawia¢ mozliwie najmniejszej war-
tosci Yo2, gdyz wedtug (21) prowadzitaby taka wartos$¢ do jeszcze mniejszej 6'02. Musimy tedy przy-
zna¢, zeta koniecznie istniejagca najmniejsza warto$¢ Y02 posiada warto$¢ zera i prowadzi do réwnania

(23) 002=Y02=0, a w nastepstwie wedtug (12)

dla x =X, y =Y do nastepujacego réwnania :
(24) 20 =2z — u=X zYF(u) =0,

przedstawiajacego, Ze koniecznie istnieje taka warto$¢ na w = X-|-rY dla ktérej algebraiczny wielo-
mian F(w) przybiera warto$¢ zera. Kazde wiec réwnanie F(«)=0 posiada przynajmniej jeden
pierwiastek w ksztatcie w=X-j-zY.

W mys$l (22) mozemy, na$ladujac sposéb postepowania prowadzacy od ukitadu (xy) do
uktadu (xy,), dojs¢ stopniowo do uktadow : (x"y"), (x""y'"),... zatrzymujac sie na uktadzie (XY),
dla ktérego z zadana doktadno$cig spelni sie warunek (23).

Dla dowolnej catkowitej warto$ci na n. marny:

2n+1)zi
(—l)=e[ n=+1)zi
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a wiec
- (2n=+1)5i

C-)=e

Za wstawieniem tej warto$ci w (20) otrzymamy :

(25)

(A )n=t (f<ydos =0-=>+("+n",

(26) 1
(Ay)w=/LBywstaO-a>+(2w+ 1.
W r
L tego wynika, iZ wychodzac z wartoSci poczatkowej « =ae -f- iy w powyzszym przypadku otrzy-
mamy r réznych wartosci sasiednich z ktérych kazdej odpowiada wartos¢ na ¢'03 < o02.

Te r wartos$ci wynikajg ze wzoru
(27) [+ (Ax)]+Ay Y6(Ay)n],

wstawiajac zamiast n kolejno 0, 1,2,... r—2, r— 1 i obliczajac podiug (26) Ax i Ay stosownie
do tych skaznikow.
(28) Wartos¢ poczatkowa x-\-iy wskazuje w tym przypadku r réznych pierwiastkéw, a skoro r=>1,
natenczas nazwieray powyzsza warto$¢ na x -j- iy wartosciq wskazujgcq, przejmujac to nazwanie od
teoryi réwnan FouRiERa.

Kazda inna dowolna warto$¢ poczatkowa moze speini¢ warunek z-=17, przeto nie wymaga osob-
nego nazwania.
(29) Z powyzszego rozumowania nalezy wnosié, iZ moze sie pojawic¢ kilka réznych wartosci X'-j- iy,
z ktérych kazda jest pierwiastkiem réwnania (1), musimy tedy rozstrzygna¢ pytanie : ile pier-
wiastkow przynalezy powyzszemu réwnaniu ?

W tym celu napiszmy réwnanie (1) jak nastepuje :

(30) F(iz)=Bnw'i-[-Bn-1lwm-1-|-...5j-BIM-j-B0 = 0,

co jest dozwolone, skoro spétczynniki B zatozymy wpostaci p-\-qi-

Aby otrzymac wszystkie pierwiastki danego réwnania, moznaby na podstawie powyzszego rozumo-
wania nastepna obra¢ droge : przez przyréwnanie do zera pochodnych wielomianu F(w) otrzymamy
zaktadajac tymczasem wszystkie B rézne od zera,

.(31) F1(w)=0, Fs(w)=0,.. .F(n-1>(w)=0,

wiec (n— 1) nowych réwnan, wzglednie do (w— 1)?°, (n — 2)s<>,..3s°, 2?%, 1=0 stopnia. Kazdy pier-
wiastek ktéregokolwiek z rownan (31) jest warto$cia, wskazujacg pierwiastki réwnania poprzedniego.
Szukajmy tedy pierwiastku rownania Is0 stopnia F(i%s-i)(u)=0, a otrzymamy warto$¢ wskazujaca dwa
pierwiastki réwnania F(n-2)(w)=0. Kazdy pierwiastek tego réwnania wskazuje znowu dwa pier-
wiastki réwnania F(n-3)(u) =0, przyczem moze sie wydarzy¢, iz wychodzac z réznych wartosci
wskazujacych, przychodzimy do tego samego pierwiastku réwnania poprzedzajacego. T3 droga doj-
dziemy do pierwiastkéw roéwnania F1(w)=0, ktére wskazuja pierwiastki réwnania pierwotnego (30)
i stuza do ich obliczenia.

Powyzszy sposéb postepowania moégtby istotnie postuzy¢ do Obliczeniapierwiastkow réwnania (30),
gdyby nie byl zanadto zmudny. My$l zasadnicza tej metody przyda nam sie przy rozwijaniu toeryi

innych metod obliczania pierwiastkéw.
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Niechaj tedy wn=pn -\-ign bedzie pierwiastkiem réwnania
(32) F(H) = F«(«)=0,
przyczem skaznik u géry oznacza stopien tego réwnania.
Dzielagc przez (w — w,) otrzymamy réwnanie, wazne dla kazdego u :
(33) Fl(w)=z Fii-1(a) [a — ean]-|- rn,
gdzie F<il-")(a) oznacza iloraz (n —-i)s6 stopnia, a rn reszte.
Dla u =wn otrzymamy z (33) na mocy zatozenia, iz wn jest pierwiastkieni réwnania Fre(a)=0,

— 0’
a zatem :

(34) Fl(a)=(a-wn).F-1(a),

z czego wynika, iz kazdy wielomian ksztattu (30) moze by¢ przedstawiony jako iloczyn wielomianu,
ktérego Stopierijest mniejszy o jednos$¢ i dwumianu (a — wn), ktdérego drugi wyaz wziety ze zna-
kiem przeciwnym, jest pierwiastkiem réwnania (30). Dwumian (u—wj) nazywaé bedziemy czyn-
nikiem pierwiastkowym wielomianu F,1(%).

Z (24) wynika, iz kazdy wielomian Fs(/%) moze przybra¢ warto$¢ zera za wprowadzeniem stosowne;j
wartos$ci na a —ws, czyli, Ze réwnanie

(35) Fs(w)=(w-ws¥F 1(w)

da sie sprawdzi¢ dla kazdej wartosci na s. Wstawiwszy w to réwnanie zamiast s kolejno war-
tosci n, n— 1,..3, 2, 1 1 pomnozywszy powstate ztad rdédwnania, otrzymamy po Obustronnem
opuszczeniu czynnika wspoélnego :

(36) F,i(w)= B,i(u — wi)(u — wl)... (u —wn-t)(u — Wn)=0,

gdzie B,l oznacza spétczynnik wyrazu un wfunkcyi Fra(u). Dla kazdej z ilosci wl, w3...wn—i, wn, Fn(u)
przybiera warto$¢ zera, skoro te ilo§¢ zamiast u wstawimy. Kazda z tych iloSci jest przeto pier-
wiastkiem,a kazdy z dwumianéw (w— wl), (w—w?)...(zz — wn) czynnikiem pierwiastkowym réwna-
nia (30). Zadna iloé¢, rézna od ktéréjkolwiek z poprzednich wl, wi,.,.wn, nie moze zréwnaé
z zerem iloczynu (36), nie moze by¢ tedy pierwiastkiem réwnania (30).

(37) Roéwnanie ns°® stopnia posiada tedy n pierwiastkéw a nie wiecej. Seieii jest kilka pierwiastkéw sobie
réownych, np. wi=w3=wx-=a, wtedy wielomian jest podzielny przez (w—=x)3, co wyrazamy, méwiac
iz a jest pierwiastkiem potréjnym lub trzykrotnie powtérzonym réwnania (30).

Z (36) otrzymamy :

Fii(w¥s 7 = BY8 -~{wl —I¢)] W —(w.. — K)]...[u -(wn— k)] = 0,

-7 a)=p
(38) F’(Gj= Y% — kwl(u — liw3)...(u.— Y8)=; o,

F"(x)=B,i(z1 —(p wi)k)(itk—(j/ w2)") Ik (WA—(p, w’,fo= 0,

F,i(t ¥)=Bn(pz¢—p (WD) u— p (Wi)G -.. (p « — p (Wwn)G= 0;
ART. IV.
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to znaczy :
(39) Jezeliwrownaniu Fn(w)=0 potaczymy u zestala k za pomoca pewnego dziatania, natenczas
otrzymamy pierwiastki réwnania przeksztatconego iaczac stale k z kazdym pierwiastkiem pierwo-
tnego réwnania za pomoca dziatania wprost przeciwnego.

Ze wzoru (36) mozna wielomian FH(M)=O0 utworzy¢ z danych pierwiastkéw wi, wJ,..wn-1I, wn,
w sposdb nastepujacy :

Zatozywszy, iz pierwszy spoétczynnik Bn jest wiadomy, znajdziemy Yvartosc na Bn_s, tworzac
z pierwiastkéw wzietych ze znakami przeciwnemi —wl, -W1i,,..—wn wszystkie kombinacye
stéi klassy ; kazda kombinacye nalezy potem uwaza¢ jako iloczyn wszystkich elementéw i dodaé te

iloczyny do siebie. Oznaczmy summe tych iloczynéw przez S5, bedzie :
(40) Bn-s ==Bn. Ss.

Bedziemy tedy mieli :
Bn-1 = — Bn(wl-j-W2 -J-. . .-j- Wnn
(41)
Bl — Bn-n== (— 1)n.Bn.wl.wlw3...wn—1Iwn.
Wzigwszy na uwage pie¢ pierwiastkéw wl, w2, w3, wi, w-], przyjdziemy do wnioskéw naste-
pujacych :
1. Wskladspolczynnika Bl wejda wszystkie 5 pierwiastkéw jako czynniki.

2. Do utworzenia sktadnikéw kombinacyjnych w Bl uzyjemy przynajmniej cztery

3. » » D ]) » Bl » ) *W
(42) 4. » ) N ) » B3 » » dwa
5 » » » ) » Bi » » ]ed en

z pieciu danych pierwiastkow.
Napiszmy pierwsze z réwnan pod /. (38) w postaci :

(43) FM(M -J-A)= BoMn -J- B'n—1Mn-i -J- B'ln-2Mn~1 -J-. - .-J- B3M3-J-Bf2M2 -J- B'lw-]J-B'0 = 0,

i zatézmy :

wl—A=w'l, W2—A=w,2; ..wn— k-w'n,
i nadto, ze w (36) pierwiastki, wl, w2, W3, wi, w; zgadzaja sie co do v cyfer poczatkowych, i ze A
wyobrazajg wlasnie owe wspoélne cyfry poczatkowe co do ich warto$ci miejscowej i znaku. Z powyz-
szego wynika, iz cecha kazdego z pierwiastkdw w'l, w'2, wi3, «'4, wil bedzie przynajmniej o v jed-
nosci mniejsza od cechy pierwiastkow wl, W2, w3, wi, wi.

Przy oznaczaniu cechy kazdego ze spétczynnikéw w (43) ten element kombinacyjny rozstrzyga,
ktérego cecha najmniej sie znizyla, a zatem ten, do ktérego utworzenia uzyto najmniejszej liczby pier-
wiastkéw uktadu w'l, w'2, w'3, w'4¢ W5. Uwzgledniajac uwagi pod (42), wyprowadzamy tedy nastepu-
jace wnioski :

Cecha spétczynnika B'o jesto 5v jednosci mniejsza od cechy B0,

» » Bzl n ooy 4v » » a Bi,
) » Bil » » Bv ) )) » B2,
) ) Ba » » 2 ) ) » B3

Bt » »n Iv » ) » B4.
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(44) Z powyzszego widzimy, iz przechodzac ze spdtczynnikéw B0, Bi, B3, B3, Bl do odpowiednich Bl
B'l, B3, B3, B'l, cechy znizaja sie stopniowo o 5v, 4v, 3v, 2v, Iv jednosSci. W skitad nastepnych
sp6tczynnikéw B'5, BiS... wchodza i takie elementa kombinacyjne:, ktore nie mieszcza w sobie zadnego
z czynnikéw w\, w'i, w3, w'i, w’, nie mozemy tedy z géry przewidzie¢ zmian cech odpowiednich.

Jezelirownanie (30) aavzglgdnie (!) tylko pierwszorzedne zawiera wyrazy, mamy identycznie y(¥8)=0
1 /(w)=F(w).

W tym razie otrzymamy catkiem ogodlnie :

s! Zs= s! dosas = Fs(+dosD = Fs(+ I'i-BVL2.H..]

L \dxj 2!
(45)
sl zs =s! wstas = Fs(+ wts D= Fs(+/[]+ 1L 7E\V1
L<Z+1! \rfiy 3! ™+"
réwniez
s! Zs = Fs(+- Fs+3(+ |- +Fs+4(+ yi
v v 3 r
(46)
slzs = y| Fs+1(+ — Fs+3(+ If + Fs+5(+ If —...
Z = F(+-Fl(+g+F(+g-..-
(47)

20= ypl(+ — F3(+ j-"+ F5(+
Aby zadosy¢ uczynié réwnaniu
(48) F(w)=F(x+ iy)= 0,
trzeba na x i y obra¢ takie wartosci, aby byto
(49) 060 = Zo — Zo= 6-

Z (47) widzimy, iz tym warunkom mozna w dwojaki sposéb uczyni¢ zado$¢, mianowicie kladac :

(50) 1. F(+ =y=0,
albo

( F(+-F2(+ |YaFV+ E-... =0,
(51 2. » Tox

( Fi(zr)- F3(+ Ir+ F5(+ fi — — =0,

Z (50) wynikaja same pierwszorzedne pierwiastki. Z (51) otrzymamy reszte pierwiastkéw uro-
jonych x-j-vy, iwidzimy zarazem, iz x— iy musi by¢ takze pierwiastkiem danego réwnania, po-
niewaz réwnania (51) s3 niezalezne od znaku y.

Pierwiastki, jak a’-j—iy, ;r — iy nazywajq sie sprzezone pierwiastki urojone.

lloczyn sprzezonych czynnikdéw pierwiastkowych ma postac :

(53) {u—1> + —k—iy]]=lu— +3 ++,

warto$¢ jego jest zawsze dodatna bezwzgledu na uktad wartosci (x, y, u).
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Jezelitedy réwnanie F(w)=0 z pierwszorzednemi Spolczynnikamiposiada pierwiastki pierwszo-
rzedne wl, w2, w3,..wt,-1, W, a zreszta same pierwiastki urojone, wtenczas ilo$¢ tych ostatnich
jest parzystai rozpada sie na grupy pierwiastkéw sprzezonych. Oznaczywszy przez Y(w) iloczyn
wszystkich sprzezonych czynnikéw pierwiastkowych, wiemy z (53), iz funkcya y(w) zachowuje war-
tos¢ dodatng dla kazdej pierwszorzednej wartosci na w.

Réwnanie (30) przybiera w tym razie nastepujaca postac :

(54) F(w)= B,i% — wl)(w —w2)...(w- wi,-1)(w —w{)P(w)=0,
przyczem zastrzegamy, iz pierwiastki pierwszorzedne czynia zado$¢ warunkowi :

(55) Ul < U2 < 3...<Wi,-1 < Wi,

Z (54) otrzymamy :

R M U
dalej :
(56) i) FOO = Bl — wa)(wl —wa)...(wl — wiw),
(57)
Fl(W2)=1‘\N/IfLU‘211u_ =-BVwil— W2) (W2---W3). . .(w3 —wv)ys(w2).

Z zatozenia (55) wynika, iz iloczyny w (57) po prawej stronie znaku réwnania maja znaki prze-
ciwne, czyli, ze F1(w) przybiera wartosci przeciwne przy zatozeniach w=wl, w==w2. Poniewaz F1(w)
jest funkcya ciagla, wiec miedzy wl i W2 musi istnie¢ przynajmniej jedna warto$¢ pierwszorzedna w'l,
dla ktorej Fl(a) staje sie rowne zeru, ktéra przeto jest pierwszorzednym pierwiastkiem réwnania

(58) F1(W)=0.

W podobny sposéb mozna dowiesé, ze kazdemu z uktadéw [w2, w3],...,[uv—1, wyJ przynalezy przy-
najmniej jedna warto$¢ posrednia, ktéra jest pierwszorzednym pierwiastkiem réwnania (58).

(59) V pierwszorzednych pierwiastkéw réwnania F(w)=0 wskazujq przynajmniej (y— 1) pierwszorzednych
pierwiastkéw réwnania F1(w)= 0.

To twierdzenie nie przestaje by¢ prawdziwe i w tym razie, gdy réznice dwu po sobie naste-
pujacych pierwiastkéw w (55) stajg sie dowolnie mate, wiec i wtedy gdy te réznice znikaja.

(60) W tym razie widzimy, i{pu-krotnie powtdrzony pierwiastek rownania F(w)=0 jest (p—1I1)-krotnie
Powtorzonympierwiastkiemrownania F1(w) = 0. Latwo dowie$¢, Ze to twierdzenie stosuje sie takze
do réwnania (1) i wtym nawet razie, gdy pierwiastek powtdérzony jest urojony; w tym celu

utwarzamy do rownania (36) przynalezne mu 'LM = F1(W)=0sposobem w (56) oznaczonym, i z iloSci

powtarzajacych sie w F(w) czynnikéw pierwiastkowych wnosimy o ilosci powtarzajacych sie czyn-
nikéw pierwiastkowych w F1(w).

Nastepstwo réwnan

(61) Fs(a)=0, Fs+lw) = 34~ =0,
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nacechujmy w ten sposéb, iz pierwsze nazwiemy réwnaniem pierwotnem, drugie za$ réwnaniem
pochodnem. Nie trudno do poprzedzajaych twierdzen dotaczy¢ nastepujace :

1. m réznych pierwszorzednych pierwiastkéw réwnania pierwotnego zapewniajg istnienie przy-
najmniej (m—1) pierwiastkéwréwnaniapochodnego.

2. Jezeli réwnanie pierwotne ma m pierwiastkow réwnych, natenczas lsze, 210,...,/0 réwnanie
pochodne ma wzglednie

(62) m—1, m—2,.. m—(v—1), (m—1¥%

pierwiastkéw réwnych.

3. Wartos$¢, wskazujaca m par pierwiastkOw sprzezonych, nalezacych do réwnania Fs(a) =0,
oznajmia, ze to ro6wnanie (n—s)%° stopnia moze co najwiecej posiada¢ (ra—s— 2«) pierwiastkow
pierwszorzedych. Z tego wynika dalej, iZ roéwnanie Fs~t= 0 (n—s-J-j)go stopnia posiada co naj-
wiecej (n—s-|-1-2m) pierwiastkéw pierwszorzednych, a zatem przynajmniej m par pierwiastkow
urojonych, bo w razie przeciwnym, musialoby réwnanie Fs=O wiecej jak (n—s—Sm) pier-
wiastkow pierwszorzednych posiada¢. Wnioskujac tak samo dalej, mozemy twierdzi¢, iz warto$¢
wskazujaca m par pierwiastkéw sprzezonych réwnania Fs(58)=0 oznajmia, iz kazde z réwnan

Fs-1(w)=0, Fj-a(tt)= O0...F1(a)=0, F(w)=0,

Posiadaprzynajmniej m par pierwiastkéw sprzezonych.

§ 2.
WYOBRAZENIE ROWNAN [ IGH PIERWIASTKOW W PRZESTRZENI.

Wyraz
1) F(a: -]- iy )=[/'(x)cosD — ?(A?)sinD] -J- i[f{(x) sinD -]- ¢p) cos D]= Zo-|- iz(,

moze by¢ wyobrazony w przestrzeni, tak ze wzgledu na wyraz pierwszorzedny Z0, jak drugorzedny z(.
To wyobrazenie Uskutecznimy w sposdb nastepujacy : Odnosnie do prostokatnego uktadu osi ox, oy, oz
zat6zmy, iz dwumian (x-J-iy) przedstawia spétrzedne x, y punktu m na ptaszczyznie xoy, tak ze :

(2) punkt ™ na ptaszczyznie xoy — punktowi (x -J-iy).

(3) Warto$ci na Z0 i 70 przynalezne punktowi (x-|-iy) wyznacza na prostopadtej do ptaszczyzny xoy
w punkcie m dwa punkta P i p, z ktoérych pierwszy ma od 1 odlegto$§¢ = Z0, drugi za$ od-
legto$¢ =z. Ze wzgledu na znaczenie wyrazéw Z0 i Z0 nazwiemy dwa punkta sprzezone Pi/>:
pierwszy punktem pierwszorzednym, drugi drugorzednym.

(4) Przezstosownydobordwumianu (a?-J-zy) mozemy otrzymac kazdy dowolny punkt w ptasz-
czyznie xoy. Do dowolnie obranego uktadu punktéw T, %" V/",.ina xoy otrzymamy, za pomoca
odpowiednich wartosci na Z0, uktad punktéw P, P', P", P'",... w przestrzeni, tak samo za pomoca
odpowiednich wartoéci na z0 drugi uktad p, p’, p" z> ““Jezeli uktad m, v/, 7", 7'"... wyobraza
calg ptaszczyzne xoy, natenczas uktad P, P', P", P'",... stanowi¢ bedzie utwor ciggty Wprzestrzeni,
czyli powierzchnie, ktdrg zwac bedziemy pierwszorzedng powierzchniq pomocniczgq.

Tak samo nazwiemy uktad p, p’ p", p",... drugorzedngpoioierzc/iniq pomocniczq.
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Wyrazeniem analitycznem pierwszorzednej powierzchni pomocniczej bedzie tedy :

5) 2 = 7Z) =~ic) dos D — y(x)wstD,
a drugorzednej powierzchni pomocniczej :
(6). z="7/8 =~{%) wstD + ?(#) dosD.

Kazda z tych powierzchni pomocniczych dzieli przestrzen na dwie czesci, gérna i dolng, tak samo,
jak ptaszczyzna xoy. Prosta réwnoleglta do osi oz spotyka kazda z tych powierzchni tylko w jednym
punkcie.

Réwnania
(7) Z0=0, TIo— 0,

(8) wyrazaja $lady Obydwupowierzchni na ptaszczyznie xoy, pierwsze slad pierwszorzedny, drugie slad
drugorzedny. Kazdy pierwiastek réwnania F(w)=0 czyni réwnocze$nie zado$¢ obydwom réwna-
niom (7), wyobraza tedy punkt pierwiastkowy m, spoiny obydwu $ladom.

Poniewaz réwnanie stopnia F(W)=0 posiada n pierwiastkow, wiec jesteSmy pewni istnienia
n punktéw pierwiastkowych na ptaszczyznie xoy, powyzsze $lady istnieja tedy koniecznie i przeci-
naja sie nawzajem w n punktach. Pierwiastki réwne wskazuja oczywiscie wielokrotne purikta pier-

wiastkowe.

(99 Wyprowadzmy z kazdego punktu $ladu drugorzednego prostopadia do plaszczyzny xoy az
do spotkania pierwszorzednej powierzchni pomocniczej, otrzymamy Kkrzywe ciagla, ktéra ptlasz-
czyzne xoy w n punktach pierwiastkowych przebija. To pasmo zwa¢ bedziemy pierwszorzednem
pasmem sprzezonem. Tak samo rozumie¢ nalezy Arugorzednepasmo sprzezone.
Stosownie do znakowania pod (6) i (7) w § 1, mamy :
Z3 = [/)(z;)dos D —f,(z)wsID]: s!, 3% = [A("“wstD¥sy,Gr)d6sD] : s!,

A=) +%) Vo(* 4]

a wiec /- i o u
(SLIZZYs + 2m(.z1)dosD-ys+ mWwstD] = (—Dm ~ + L/ Zs+2m,
ay m s! d
NNANegzLagN 's+im+IMwstD+p+=+viC TdosIHO1l= SC—3AL +2m+u
dylm+] s! '

Ta wiec drogg otrzymamy :
i dimZs : Jyn(s+2m)'7

----------- Jj------ zjs+ é>)l'
dylm
ldim+1zs __/__ |y 1 1/8+ 1/8+fﬂ]1/8= (_’) 'M1/811> 'Z'tz"'"
jrfyimel " T s! ¥
] dmZs(s-j-m)! » dmzs (s -I-m)l Is+m-
L dn ST e TR

(10)
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Pierwszorzedne pasmo sprzezone wyrazone jest przez réwnania :

(Ir) z=1720, Zo=0.
Rézniczkujgc otrzymujemy :
dy.
dx’ dx

(12) a zatem
E._Zaujz_o?. dy -=oL
dx Z! Z!I' dx L1’

Przez A, i, V oznaczymy katy, ktére element pierwszorzednego pasma sprzezonego w punkcie (%, y, z)
tworzy z osiami ox, oy, oz. Na oznaczenie tych katow wynikaja z (12) wzory :

(13) dos> = —--| dos|A=—?>~ 11 1, dos,j= — ov—,
al\/1*t~ o]" o1/ 1+\) V1-hol"

COSv staje sie rownejednosci tylko dla bardzo wielkiego o1, czyli dla punktéw, ktérych xiy sa bardzo
wielkie. Z tego wynika, iZ pierwszorzedne pasmo sprzezone przybiera kierunek réwnolegty do osi oz
tylko w bardzo wielkiej odlegtosci od tejze osi. Takie pasmo, wychodzac z punktu (%, y, z), zbliza¢
sie bedzie do ptasczyzny xoy w kierunku (13), albo w kierunku wprost przeciwnym; z czego mozna
wnosi¢, iz, przebiegajac to pasmo, dojdziemy do punktu pierwiastkowego na ptaszczyznie a?oy. Moze
sie jednak wydarzy¢, iz podczas $ledzenia przebiegu tego pasma trafimy na element tegoz réwnolegly
do ptaszczyzny xoy, ktory zdaje sie wskazywal, iz odnoga pasma, przestaje sie odtad zbliza¢ do

ptaszczyzny xoy, i od niej coraz bardriej sie oddala.

(14) Element pasma moze tylko w tym punkcie (x, y, z) przybraé¢ kierunek réwnoleglty do ptasz-
czyzny xoy, dla ktérego cosv w (13) staje sie réwne zeru. Ten warunek bedzie speiniony skoro

zalozymy ol = Z! = zI = 0. Aby poszukiwania nasze stosowane by¢ mogly do najogélniejszego przy-

padku, zatozymy, iz procz réwnan (14) maja miejsce nastepujace réwnania :
(15) ol =03 =...=or-1=0.
Podstawmy zamiast ic, y, z nastepujace wartos$ci :
x-\-dx=zx-\-p dosfh, y-\-dy=y-j-pwstp,

wtedy otrzymamy z (11) [ob. §1,1. (10) i (11)] :
Z'o = z-|- dz = Z0 -j-lo,Y8 dos(zy! -j-c,-)+ pr+lor+1 dos[(r -j- )p-j-ar +1]-|-...

0 = 720 + A% wst(rp-4- a,)=—Tor+ | WSt[(r -j- 1)g. -j- a,-+ 1]-I-...
Te réwnania przybieraja wedtug (11) przy bardzo matem p nastepujaca postac :
(16) Z'o= z-j-d% = Z0-)-prol. dos(rp-]-a,-);  wst(rfl-|-a,.)= 0.
Z drugiego réwnania pod 1. (16) wynikaja dla catkowitego m :

17 rp ' =z mm> =m~—F
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a z pierwszego réwnania pod 1. (16) otrzymamy na mocy (17) :
(18) Z'0=5 4--bfc = Zo+ (-1)moj,pr-Z0ygj

Z (17) otrzymamy dwa ukltady wartosci na a :

e) Gv¥s fi3, [Va,--- 1 Ye-Du Ye-2, [1i, pc,---t1s)3,

(20) z ktérych pierwszy odpowiada nieparzystym, drugi zas parzystym wartosciom na m. Przyrost (,
ktérego warto$¢ wynika z (18), przybiera znaki przeciwne, odnos$nie do obydwu uktadéw w (19),
jezeli z pomiedzy tych ukltadéw obierzemy ten, dla ktérego iloczyn {Z0 przybiera znak odjemny’
Wtedy warto$¢ na Z'o bedzie liczebnie mniejsza od wartosci na Z(.

Szereg warto$ci na u w ten sposéb obrany wskazuje r sprzezonych pierwszorzednych odndg, ktére
wychodze, z punktu (a?, y, z) i zblizajg sie ku plaszczyznie xoy, spotykajac ja przynajmniej w r punk-
tach pierwiastkowych. Jezeli r jest liczba parzysta, wtedy dwie wartosci na p, ktére sie réznia o Ir,
majg réwnocze$nie skazniki parzyste lub nieparzyste. Odnogi odpowiadajace kazdemu z takich katow,

tworza pasmo ciagte w punkcie (tf, y, z], ktére wychodzac z punktu (a;, y, z) z obu stron albo zbliza
sie ku ptasczyznie xoy, albo od niej sie oddala.

(21) Taki punkt wyjscia (#, y, z) jest punktem najwiekszosci, a wzglednie najmniejszésci kazdej takiej
krzywej, stosownie do znacznikéw kata p i znaku ilo$ci Z0.

Szukajac punktéw najwyzszych i najnizszych powierzchni z=F(w) za pomocg urojonych wartosci
zmiennej, mamy wiec za wiele warunkéw do speinienia; poniewaz zz-x-|-ty musi by¢ tak

oznaczone, aby warto$¢ na F(x, -j- o/)=Zo -]J- izo byta pierwszorzedna a réwnoczesnie wypadto :
FI(tf -]- iy)= Z1-]- izl = 0.
Wartosci na x i y musza by¢ tedy tak obrane, aby spetnily nastepujace trzy warunki :
i22) 78=0, Z1-0O, SI=0;
Tym warunkom mogg tylko szczegélne wartosci spétczynnikéw w F(w) zado$¢é uczynic.

(23) Z punktu T na ptaszczyznie xoy, ktérego dwumian cechujacy x*7iy spetnia r6wnania ol = o3=...

or-1 0, wyprowadzmy prostopadla i w wysokosciach Zo i 7 oznaczmy pare sprzezonych punk-
tow P, p, z ktorych pierwszy znajduje sie na powierzchni pierwszorzednej, drugi na drugorzednej
powierzchni pomocniczej. W tych punktach maja powierzchnie pomocnicze poziome, plaszczyzny
styczne, ktére sie ich w (r — )y™ stopniu dotykaja. Plaszczyzna styczna przecina précz tego po-
wierzchnie drugorzedng w punkcie p w 2r odnogach krzywych, a kierunki pierwszych elementéw
tychze odpowiadaja katom w (19). Poziome proste, wykreslone przez punkt, p w kierunkach
przez (19) oznaczonych, dotykaja sie powierzchni drugorzednej w rb™ stopniu.

Tak samo znajdziemyze wzgledu na dotykanie w punkcie P uktad 2r prostych ktére sie powierzchni
pierwszorzednej w r%m stopniu dotykaja. Kierunki tych prostych wynikaja z réwnania eos(n,--j-re.)=0

albo: a,.-J-ru'm = rr27r |, wstawiajac na m kolejno wartosci 1, 2, 3..2r. Z tego wynika uktad

katow [p-'1, y-,2,.-0"2i.-1, p'2r], gdzie
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Z poréwnania wzoru (24) ze wzorem (19) wynika :

(25) PS+1  PS-—- pA+ I f'S "

Jezeli na ptaszczyZnie xoy przez punkt m wykred$limy pek 4r promieni w kierunkach ft i u’, to
dwa promienie sagsiednie beda zamykaly kat = , a kazdy promien uktadu (24) podzieli na dwie

réwne czes$ci kat miedzy dwoma promieniami sgsiedniemi uktadu (19) i odwrotnie.

Jezeli oprécz réwnan ol =oa =...=sr-1 = 0 spelnig sie jeszcze réwnania co=2Zo = ==0, na-
tenczas punkta P, p i m wzajemnie sie nakryja. Pek 4r promieni wyobraza w tym razie 4r ele-
mentéw $ladéw wychodzacych z punktu 11, ktére naprzemian nalezg do powierzchni pierwszo i drugo-
rzednej. Punkt 7 jest w tym razie r-krotnym punkiem pierwiastkowym, a dwumian x -f- iy r-krotnym
pierwiastkiem réwnania F(w)=0.

Ze wzgledu na ciagglto$¢ pierwszorzednej odnogi sprzezonej Utwarzamy przez stopniowe rdézniczko-
wanie réwnania $ladu drugorzednego, Z0= 0, nastepujaca tabliczke :

Zj,1 H-sl — uj
(27)
Ziys  "gy\2-1-2Z2yl -j-34= 0.
1 M 2022 Zjyiy  Z3yB3 — 323y12 -j- 3/3yt -j- 13 —O,
v Ziyr -%- 2(Z) —z2yy3 — Znyr -j- 3(— Z3yii —223yi -j- Z3)yl -j-
(28)

' H- (z¥1 ¢ — 4Ziy3 — Gziyi? -j- 4Zly! -j- 3%4)- Ol

ktadac ogélnie :

Niechaj xj7z-iy nalezy do punktu w obranego na $ladzie drugorzednym w skonczonej odlegtosci
OdpunktuwielokrotnegotegosladulAVyraz Z1, przynalezny punktowi w, nie znika, mozemy przeto
z rownan (27) szuka¢ warto$ci na /I, yi, %%. Jezeli zadamy, by punkt flA?-|-Ar)-j-i(y -]-Ay)]
znajdowat sie na $§ladzie drugorzednym, to otrzymamy dla stosownie obranej warto$ci na Ar :

(29) Av=y1L.AN+y2.AN2-j-y3.Aa3 + ...
Szukajac warto$ci na p i y z réwnan

P dosp = Aa?, p wstp.— Ay,
mozemy obliczy¢ ZI0 za pomocg réwnania :
(39) z'0 — Z0 -J- olpdos(p.-I- ar)-[-o2p" dos (2p. -J- a2)-(- ...

Z tej wartoSci na Z,0 mozemy potem wnosi¢, 0 ileSmy sie podczas przebiegania odnogi krzywej
zblizyli do ptasczyzny xoy, azatem do punktu pierwiastkowego.

Z powyzszego rozumowania pokazuje sie jasno, iz tyychodzac z dwumianu dowolnego, czynigcego
zado$¢ warunkowi 7% = 0, przychodzimy do punktu na odnodze sprzezonej, od ktérego ta odnoga

albo poczyna zbliza¢ sie do punktu pierwiastkowego, albo prowadzi nas do takich punktéw na

ART. 1V. 3
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pierwszorzednej powierzchni sprzezonej, zkad wychodzi pek odnég, zblizajacych sie do ptaszczyzny xoy
i zdazajacych przynajmniej ku tylu punktom pierwiastkowym, z ilu odnég pek sie sktada.

§ 3.

POZIOME ODGRANICZANIE PUNKTOW PIERWIASTKOWYCH

Niechaj dwumian x-\-iy wyznacza r-krotny punkt pierwiastkowy ml-, to przedewszystkiem musza

by¢ spelnione réwnania :

060 = 0) = 03=,..=or-1 =0,
1 N=7Z1=2Z3=...=27Z,-1=0,
Do wyznaczenia punktéw sasiednich na plaszczyznie xoy mozna uzywaé wyrazu : 4~ p cosp)4-

i(y -f-psin|7), oznaczajac przez p i p. skladowe (rzedne) biezace punktéw, otaczajacych punkt nr
Oznaczmy przez Z'o, z'o trzeciorzedne sktadowe promieni prowadzacych do punktéw sasiednich na
pierwszo i drugorzednej powierzchni pomocniczej, wtedy z réwnan :

Z'o = 0,prd®s (ar -|- [[z)4" or+ lpr+1d6S [ar+1  (» <+ 1)f 4"
2
z'o = O0i-PrWSt (al. 4- rp)4- SL+1pr+1WSt [a,.+1 % (7 + D)fr]+- -

otrzymamy dla dowolnego p i bardzo matego p spoétrzedne najblizszych punktéw otaczajacych.
Szukajac liczebnych wartoéci Z'o i z'0 wolno nam opusci¢ wyzsze potegi ilo$ci p i napisac :

3) Z,0 =orprdos(¥%s4"z(z), z'o= orptwst(Ys-|-rp-),
z czego wynika ilo$¢ stosunku krytycznego
Qr=Z"0 : z'o=doty(a,-4-M-

Podczas gdy p przechodzi wszystkie wartosci od zera do 2m, wyraz {ar4~Uj) przybiera ko-
lejno warto$ci miedzy or a (c's4-2rm). Ilekro¢ razy wyraz (af4-n przekraczajac granice 1sz°,
3ei, 5ei,... (4r—3)ei, (4r— 1)ei ¢wiartki, przechodzi z ¢wiartki nieparzystej do parzystej, tyle-
kro¢ razy warto$¢ przynalezna Qli przechodzi ze stanu dodatnego przez zero do stanu odjemnego.

(4) Powyzszy Stanprzechodowynacechujemy symbolem [4-6 — 1> zowiac go mutacyq dodatni}. [Po-
dobnie nalezy rozumie¢ symbol £—0-j-1], przynalezny mutacyi odjemnej. Oznaczmy liczbe dodat-

nych mutacyi znakiem dodatnym, a liczbe odjemnych mutacyi znakiem odjemnym, to pod iloscia
mutacyj w znaczeniu ogélnem bedziemy rozumieli sume algebraiczng tych obydwu liczb. Niechaj 8

oznacza ilo§¢ mutacyj dodatnych, a — 12 ilo§¢ mutacyj odjemnych, to bedzie :
(5) ilo$¢ mutacyj =84-(—12)=—4.

Na mocy okreslen (4) mozemy twierdzi¢, iz stosunek krytyczny Qli musi przeby¢ 2r mutacyj,
podczas gdy p stopniowo przybiera wszystkie warto$ci miedzy zerem a 2m, postepujac ciagle w kie-
runku dodatnym. Stopniowe przejécie z jednej wartosci na p do nastepnej jest niczem innem, jak
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przejéciem z jednego punktu na krzywej, otaczajacej r-krotny punkt pierwiastkowy, do drugiego,

mozemy tedy podac nastepujace twierdzenie :
Jezeliwcelu Oznaczeniawartosci na Qi =Z'o :
blizszej krzywej, otaczajgcej r-krotny punkt pierwiastkowy, to otrzymamy :

z'o uzyjemy kolejno wszystkich punktéw na naj-

()] ilo§¢ mutacyi = 2r.
Mamy wiasciwie dla x“=ar-|-pdosy, Yy, =y-j-p wsty,

) ——%")dosD,— 7,(zc")wstD'
_~ic")wstD'-|-if>(zc")dosD"’

Mozemy jednak bez naruszenia istoty rzeczy wypusci¢ we wzorze (7) wszystkie kreski, méwiac, iz
w celu oznaczenia wartosci na QAI/ uzywamy tylko tych x iy, ktére wskazuja punkta na krzywej

(8) otaczajacej. Twierdzenie (6) wymaga koniecznie, by zaden z punktéw na krzywej otaczajacej nie

byt punktem pierwiastkowym.

(9) Podczas oznaczania kazdorazowej wartosci na Q),u musimy krzywe otaczajaca r-krotny punkt
pierwiastkowy opisywa¢ w tym kierunku, w ktérym dodatny odcinek na osi Ox obréci¢ sie musi
okoto osi oz, aby padl na dodatny odcinek osi oy. GdybysSmy atoli krzywe otaczajaca opisywali
w kierunku wprost przeciwnym, toby$Smy otrzymali 2r mutacyj odjemnych, czyli — 2r mutacyj.

(10) Chociaz p jest bardzo mate, jednak krzywa otaczajgca moze posiadac taki ksztalt, iz podczas opi-

sywania jej tuku w kierunku dodatnym musimy przynalezne czesSci kata p w Odjemnym opisywac
kierunku. Zwazywszy, iZ po przebiezeniu catego
tuku krzywej kat p musi przybra¢ warto$¢ 2tr,
Ze zatem po opisaniu powyzszych czesci kata p
w kierunku odjemnym, nastapi¢ musi dwu-
krotne opisanie tych samych czeS$ci w kierunku
dodatnym, — przyznamy, iz nawet dla takich
czesci linii obwodowej twierdzenie nasze nie
przestaje by¢ prawdziwe. Mozemy tedy wypo-
wiedzie¢ twierdzenie ogdlne :

(11) Jakgkolwiekjest krzywa otaczajgca r-krotny
punkt pierwiastkowy, ilos¢ mutacyj stosunku kry-
tycznego Qa,, wynosi 2r.

(12) Pomyslmy sobie dowolng krzywe zam-

knieta na ptaszczyznie xoy, tej wartosci, iz ani wewnatrz tejze, ani na jej obwodzie nie znajduje sie
punkt pierwiastkowy, to tatwo dowies$¢, iz podczas opisywania tej krzywej przypadnie ilosci

ilo§¢ mutacyj = zeru.

(13) Niechaj hu bedzie taka krzywa. Przezwycinek ptaszczyzny, ktéry ona zamyka, przechodza $lady
pierwszorzedne pp' i drugorzedne ss' Przedewszystkiem widzimy, iz wewnatrz krzywej $lady rézno-
rodne nie moga sie przecina¢, bo kazdy taki punkt bylby w sprzecznosci z zatozonym punktem
pierwiastkowym.

Miedzy kazdemi dwoma $ladami pp’iss' mozemy nakresli¢c pasmo mlw'l, m-pni, na ktére nie
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pada zZaden punkt pierwiastkowy. Na obwodzie tych pasin nie przypada tedy zadna mutacya
ilosci Quy.
Obwdd krzywej (t) mozna za pomoca takich pasm pomocniczych roztozy¢ na kilka pasm ciagtych,

mianowicie :
(14) m'ip'hpmim'i; mrlmlssmim'i; m\m.ippup'p'm"i,; m'-g,s'm'i.

Znak spoéirzednej 7% nie zmienia sie podczas opisywania pierwszego pasma zamknietego, a Z0
przybiera warto$¢ zera tylko w punktach p; zadna tedy mutacya iloSci Qicij nie przypadnie.
Drugie pasmo w potaczeniu z czwartem jest zamkniete i nie ma Zadnego
punktu p, jest niem tedy ilo$¢ mutacyjna = zeru.
Wzdtuz trzeciego pasma ilo§¢ mutacyj bedzie réwna zeru dla tych samych
przyczyn, co wzdtuz pierwszego.

(15) Powyzszy sposéb postepowania moze by¢ zastosowany do kazdej
innej krzywej, a zatem twierdzenie (12) jest prawdziwe.

Pasma ‘Li=uhvnu, L" = unvmu, z ktérych pierwsze otacza r-krotny punkt
pierwiastkowy mr, a drugie m Zadnego punktu pierwiastkowego w sobie nie
mie$ci, mozna zlozy¢ w jedno pasmo L = uhvnunvmu = ukvmu. Pierwsze

pasmo daje 2r mutacyj, a drugie zadnej. Pasmo ztozone L, w w ktérém pasma czeSciowe vnu i unv
co do ilo$ci mutacyj sie znosza, daje oczywiscie takze 2r mutacyj.
Mozna tedy krzywe, otaczajaca punkt pierwiastkowy dowolnie rozciggaé, nie naruszajac ilosci
mutacyj, byle tylko nowo-przybyta cze$¢ ptaszczyzny i obwodu nie
zawierata Zadnego punktu pierwiastkowego.

(16) Jezeli mr jest r-krotnym, a m , r'-krotnym punktem pier-
wiastkowym, to pasmu LI = numsn przypadnie 2r, a pasmu
L2 = nsmun przypadnie 2r' mutacyj. Wypusciwszy znoszace sie
nawzajem pasmo czeSciowe nsm i msn, mozna z L1 i L1 utworzy¢
pasmo L = numvn, Ltoremuprzypadnie 2(r-|-r') mutacyj.

To rozumowanie zastosowane by¢ moze do dowolnej liczby
punktéw pierwiastkowych, z czego wynika nastepujace twierdzenie:

(17) Jezeli dowolna krzywa na obwodzie swoim nie mie$ci zadnych
punktéw pierwiastkowych, w zamknietym za$ przez siebie wycinku
plaszczyzny zawiera wielokrotne punkta pierwiastkowe mr, mv, 7t,-",...,

ktorych wielokrotnos¢ zapowiadaja znaczki r, r’, r"..., to stosunkowi krytycznemu Qay przypadnie

na obwodzie tej krzywej liczba mutacyj = 2(r-|-r'-1-r"-|- ...).

(18) Albo : dowolnej krzywej zamknietej odpowiada dwa razy tyle mutacyj, ile punktéw pierwiast-
kowych ona otacza.
To twierdzenie moze by¢ odwrdcone, i odwrotno$¢ ta da sie wystowi¢ jak nastepuje :

(19) Jezeli Slosunekkrytyczny Qxy fia dowolnej krzywej doznaje pewnej liczby np. M mutacyj, to krzywa

otacza I\é[ punktéw pierwiastkowych.
Niechaj x-\-iy nie wyznacza punktu pierwiastkowego; niechaj bedzie a/=tf-|-pdosf), y'=y+pwstf
Iniechajdladowolnego p bedzie » = oo, to nastepstwo punktéw przynaleznych zmiennemu dwu-
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inianowi x,-\-iy’ wyznaczy koto opisane ze S$rodka tf-]J-Y%&/ promieniem nieskonczenie wielkim;
wewnatrz tego kota znajduja sie z pewnoscia wszystkie punkta pierwiastkowe danego réwnania.
Przy obliczaniu wartos$ci na Q\/,,/, przy zalozeniu p = oo, zachowamy w liczniku i mianowniku
tylko wyrazy z n“i potega ilosci p, skoro réwnanie jest rf8° stopnia, i otrzymamy :
20) @y - onp,idOs(on -J- niz) — 40ty (an -I- Hy),
15, WSt(ot,1-- Hy.)

(21) Jezeli y przybiera wszystkie warto$ci miedzy 0 a 2m to Q\/,/ da 2H mutacyj, z czego wynika,
iz wewnatrz kota nieskonczenie wielkiego, to jest na plaszczyznie xoy znajduje sie n punktéw pier-
wiastkowych. (Drugi dowdd na twierdzenie podane w § 1.)

Niechaj yl i y2 oznaczaja takie dwie warto$ci na y, ktore zadosy¢ czynig réwnaniu : (an-J-ny2) —
—(aij -J- Hyl) = tc, to bedzie :

(22) y2-3y1—

(23) Co do wyrazoéw ai-J-Hy! i Kll--]-Hy? widzimy, iz albo Zaden z nich nie jest wielokrotnoscia éwiartki,
albo obydwa sa réwnocze$nie parzystemi, lub réwnocze$nie nieparzystemi wielokrotnosciami ¢wiartki.
Jezeli tedy y! wskazuje miejsce, gdzie iloSci Qaij przy-
pada mutacya dodatna, to y2 musi takze wskazywaé miejsce
dodatnej mutacyi. Z tego wynika, iZ 2H mozebnych miejsc,
ktéorym przynaleza mutacye dodatne, sa tak rozlozone
na nieskonczenie wielkim obwodzie kota, ze kazde dwa
promienie, do tych miejsc wyprowadzone, tworzg staty

kat -.
* o

(24) Kazda $rednica tego kota, to jest kazda nieograni-
czona prosta, poprowadzona przez dowolny punkt x -J- iy
dzieli obwd6d kota na dwie potowy, z ktérych kazdej przy-
pada n mutacyj dodatnych. Srednica nie przechodzi jednak

przez zaden punkt pierwiastkowy.

(25) Niechaj figura (4) przedstawia takie koto wpomniej-
szeniu; punkt tc odpowiada dwumianowi x-\-iy, przez niego przechodzi $rednica ww’ ktora

tworzy V mutacyj odno$nie do stosunku krytycznego Q.
Niechaj jedna potowa obwodu otacza m, a druga m' punktéw pierwiastkowych. Zwazywszy, iz

kazdej z tych potéw przypada n mutacyj, bedzie:

H-Lv=2m, — v-J-n = 2m', ZCzegowynika:
1 1
(26) m=g(n-J-v), w'="(n-l), v=m—m)

gdzie na oznaczenie liczby % uzytek sie robi z calego przebiegu prostej ww’. Oznaczajac przez
symbol (LI1...L2) ilo§¢ punktéw pierwiastkowych lezacych miedzy dwiema do siebie réwnole-
gtemi L1, L2 otrzymamy w ten sposéb

1
(27) (LL.L2) = g (% — vI)

jezeli Qxy w przebiegu po LI, Il mutacyj, zas w przebiegu po L2, v2 mutacyj doznaje.
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Celem uproszczenia dotychczasowego Poszukiwaniawyznaczmyjak najkrétszy promien p, ktérym
z poczatku osi na plaszczyznie xoy nakres$lone kolo otacza swoim obwodem wszystkie do danego
réwnania nalezace punkta pierwiastkowe.

Ktadac w réwnaniu

(28) F(u)=uw + B%-lun-1+B,l-2uil-2 + _..4 -BlUYB0 =0
Cfri [ki
ogblnie B, = bre , u = pe Otrzymamyrownanie
n  thi n—1 [(I1—D)p+en-1]i w—2 [(n-2)n¥e<m—]i Yp+<fl]i 2.4
Pe -I-f>n-p e -1-bn-zp e Tope ' e O,

ktore sie roztozy na nastepujace dwa réwnania

dos [lppn + %l-1d0s[(w — '1)a + pn—1\pn~1 +...__|_ II1d0s[fz + ¢l]p + %0d6S@0= O,
WSUpp« + %l-1wst[(n — Df* + gn—1]pn-1 + ... + 6IWSt(f* + ¢¥ Yr 34wst 20 = 0.

Mnozac pierwsze przez dosup, drugie za$ przez wstnp i dodajac tak powstate ré6wnania, otrzymamy

réwnanie :

(29) pn + én-idos[n-t— plp,s-1+Vg-2dos(,|-2—2fz)pn~2+ ...+ 6jdos¥sl — (n—1)p¥s+badoshi—T+=0,

ktéremu pierwiastek u = pepi nalezacy do (28) zadosy¢ uczyni¢ musi.
Mozna takze powiedzie¢, Ze podstawienie u = pe/i nieczynigce zadosy¢ réwnaniu (29) nie moze
by¢ uwazane jako pierwiastek rownania (28).
Ktadac
n—1
JA[dosVer — (n—r>)¥4V,-1] = Y(p)
0

mozemy réwnanie (29) i tak napisac
(30) p«+y(p)=0.

Jezeli b jest z pomiedzy oczywiscie dodatnych ilo$ci bn-1I, bll-i,..., bl, ba jedna z najwiekszych,

to otrzymamy bezposrednio dla p = 1.

Yp)=bpn 1 +bpn 2 + ... +bp + b albo

0n-1__1
(1) 18)<8'-7E=-T-
Ktadac nadto P=6-+1, bedzie :

i nareszcie p,t>y(p).

Wyraz pft + ¥8) bedzie dla p>vs=+1 w kazdym razie dodatnym, bez wzgledu na szczeg6towe
warto$ci kata u, jako tez bezwzgledu na znak nalezacy do wyrazu y(p). Ztad wnosimy, zZe

podstawienie  zz~pev-i, gdzie p 1

nie moze zadosy¢ uczyni¢ ani réwnaniu (30), ani tez rownaniu (28), i powiadamy, Ze :
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(32) Koto zakreslone z poczatku osi na ptasczyznie xoy promieniem p=%g-f-1 otacza swym obwodem
wszystkie punkta pierwiastkowe nalezace do réwnania (28). Takie koto nazywa sie obrebem punktéow
pierwiastkowych, i da sie bardzo tatwo wyznaczy¢ na podstawie spoéiczynnikéw B nalezacych do
danego réwnania.

Celemjak najdogodniejszego uzytkowania twierdzen podanych w (12), (19), (26), (27),(32)obreb punk-
tow pierwiastkowych rozdziela sie za pomoca prostych réwnolegltych do osi ox, oy na prostokaty
tak, aby Zadna z tych prostych nie zawierata w sobie punktéw pierwiastkowych. Na granicy kota
obrebowego znajdowac sie beda prostokaty niezupeine, gdyz sa cze$ciowo lukiem obrebowego kola
ograniczone. Kazdy ze wspomnianych prostokatéw postuzy swoim obwodem do oznaczenia mutacyi
stosunku QLz a tem samem i do oznaczenia ilo$ci punktéw pierwiastkowych wewnatrz tego obwodu
zawartych.

Jezeli do wyzwspomnianego uzytku wziety prostokat otoczony jest prosterni x —a, x==al,
y+==b, y—0>b', ijezeli a'>a, 6'>6 to chodzi o to, aby wyznaczy¢

liczbe mutacyi wyrazu Qay w granicach od y —b' az do

» ) ) Qxb » y X=a » » X _ a
) ) » Qay » >y b s D y = b
» ) » Qxb’ » » X—a » ) X—a.

Stosunki Qay, Qxi przedstawi¢ mozna w formach

/1 Ao+ Aly + Aa//Z -j-.-.
%o0-A'o + A'Jjy+A'IN + ]

(33)

irl _ Bo-f-Biic-j-Bla2-|-...
SUe6”"B'o+ B'* + BW+---’

obliczywszy spdélczynniki A i A' na podstawie statej a, za$ spoétczynniki B, B' na podstawie statej b.

Do obliczania mutacyi moznaby zamiast wyrazu Qxy uzy¢ takze wyrazu — . Mamy bowiem
(34) -Q-1=-tg(x, +1y)
wyrazenie doznajgce za sprawg rosngcego y w granicach od h=0 az do |, = 2n w kazdym razie,

jednej dodalnej mutacyj, gdzie luk (o,.-j-?>) z dziedziny parzystej cwiartki wkracza w dziedzine
¢wiartki nieparzystej. To wyrazenie dozna tedy w zakresie od =0 do f = 2m, 2r mutacyj.

W drugiej czesci tej pracy podamy sposoby, jak sie za pomoca rachunku lub konstrukcyi oznacza
liczby mutacyj przynalezne wyrazom Qay, Qxil. Tu podamy jeszcze jedna teorye, ktéra droga
nadzwyczaj prosta prowadzi do rezultatbw wykazanych na odmiennej drodze przez matematyka
StuRMa, a ze wzgledu na wyznaczenie liczby mutacyj szczegélnie ta okoliczno$cia sie zaleca, ze
z pomocy tej teoryi dojdziemy do liczby mutacyj, bez badania tych miejsc, na ktérych wyrazy Qay,
Qxb znikaja.

Pomys$lmy sobie szereg funkcyi Zo, Zo» ?i, ¥ i3,~{l--1, {r dwa razy jeden pod drugim tak napi-
sany, ze dolny szereg okaze sie o jeden wyraz ku prawej wysuniety, to otrzymamy :

Zo, 20, Cl, % =i, - Cr-1, &r,

(34)
Zo, 70, gl, Tg.-.g—2, G,~1, T

Uwazajac te funkcye zalezne od zmiennej x, otrzymamy podstawiajac za x pewna warto$¢, odpo-
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wiednie wartosci na wszystkie te funkcye, z ktéorych kazda pojawi sie ze znakiem dodatnym Ilub
odjemnym. Dla takiej obranej warto$ci na x okaza sie wartos$ci kazdej pojedynczej pary pod sobag
stojacych funkcyj o znakach réwnych lub o znakach przeciwnych. W pierwszym razie znajduje
sie para pod soba stojacych funkcyi w stanie znakéw nastepstwa (Zeichenfolge), w drugim zas w stanie
znakéw zmiany (Zeichenwechsel). Otrzymawszy zatem dla pewnej warto$ci na x dla szeregu r-J-2
funkcyj dajmy nato, p znakéw zmian i q znakéw nastepstwa, okaza¢ sie musi p -ir g —r-\-\. W razie
znikania niektérych funkcyj wypadatoby tym znikajacym funkcyjom przydac : znaki albo przynalezne
im tuz przed zniknieciem, albo znaki przynalezne tym funkcyjom po zniknieciu.

Za przewodnictwem StuRMa otrzymujemy funkcye (1, {3...Cr nalezace do danej pierwszej pary
funkcyj Z0, 10 z nastepujacych zwigzkow :

Z) — yo’k — Q1>

=0 —quit — 0,
51-q-27-2 — o,
B5)

I=r-2—qi—%o-i  Cr,

z czego wynika, Ze z jakichkolwiek dwo6ch po sobie idacych funkcyj szeregu (34) otrzymamy nastepu-
jaca trzecig jako reszte wzietg ze znakiem przeciwnym — ktéra sie okaze, dzielgc pierwsza funkcyje
przez druga celem otrzymania cze$ciowych ilorazéw uporzadkowanych wedtug znizajacych sie poteg
zmiennej x, az wilacznie do ilorazu czesciowego statego.

(36) Uwazajac funkcyje Z0 i Z0 jako nie posiadajace funkcyjnej wspdlnej miary, ostatnia funkcyja (r
bedzie juz iloScig stala. Dzialanie postepowego tworzenia funkcyi podane w (35) moznaby w tym
razie zamkna¢ takg funkcya (-, ktéra w catym przypisanym zakresie warto$ci na x nie znikajac, po-
siada warto$ci o znaku statym.

(37) Jezeli nie wiemy z géry, czy Z0 i Zo posiadaja funkcyjng wspo6lng miare czy nie — to witasnie dzia-
taniem (35) przekonac sie mozemy o rzeczywistym stanie. Doszedlszy, dajmy nato, do takiej funkcyi Ir,
dla ktérej idac dalej nastepna funkcya (.+! okaZze sie identycznie zerem— wnosimy Ze (- mieSci
sie jako miara w G—i a zatem i w Dmkcyjach {j—2, {>-3>-{1, Y4 Zo. Kladac w takim razie . =c 0,
i znalazlszy na x warto$ci wl, wi,..,Wl, dla ktérych {r rzeczywiscie znika — wnosimy dalej, ze
i funkcyje Z0iz0 dla tych warto$ci na x rownocze$nie znikaja. Jezeli przytem funkcyje Z01i Z0 przed-
stawione s3 na podstawie y — b, to twierdzimy nareszcie, Ze wyrazy wl-j- bi, wi-\-bi,...ws-\-bi s3
juz pierwiastkami réwnania (28).

(38) Te wyrazy nie przestaja by¢ pierwiastkami réwnania (28) i w tym razie jezeli niektdére albo
wszystkie iloSci oznaczone przez wl, wJ,...ws okaza sie w postaci dwumianéw.
Wyznaczenie warto$ci wl, wi..ws polega na rozwigzaniu réwnania {} =0 ze Wzgledunastopieri
oczywi$cie nizszego jak rOwnanie (28) a zatem na rozwigzaniu réwnania tatwiejszego jak (28).
Podzieliwszy wielomian F(w) w (30) przez iloczyn

u— wl — bi), (w— wl— bi),.(w— ws - - bi)
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otrzymamy, dajmy nato, funkcye () bez zadnej reszty, a z rOwnania
(39) Y(a) =0,

ktére jest oczywiscie takze stopnia nizszego jak rownanie (28) dojdziemy do reszty pierwiastkow
nalezacych do tego réwnania.

. . yA . . oo
Wracajac teraz do badania stosunku Qtvs=- w tym razie, gdzie prosta y — b w zakresie Z3-
7,
8

danych wartoSci na x nie zawiera w sobie Zzadnego punktu pierwiastkowego, widzimy, ze dla zadnej
rzetelnej warto$ci na x w danym zakresie funkeye Z0 i z0 réwnocze$nie znikna¢ nie moga, Ze zatem
dziatanie w (35) zamknie sie albo statym wyrazem . albo taka funkcyjna wspdlng miarg miedzy Z0 i Z0,
ktéra w zakresie rzetelnych wartosci na x nie znika, a wskutek tego w przeciggu catego zakresu
rzetelnych warto$ci na x staly znak zatrzymuje. Wnosimy ztad, Ze w tym razie zadna para pod soba
stojacych funkcyj w (34) nie moze rownocze$nie w tym zakresie znikngé¢, gdyz takie zdarzenie prowa-
dzitoby na podstawie zwigzkéw (35) wbrew zatozenia do réwnoczesnego znikniecia funkcyi Z0 i z0:

(40) Jezeli np. dla x=g okaze sie Zo<O i dajmy na to & =0, to zwiazki (35) wskazuja nam, ze w tym

razie es_, 1 (s+! posiadajg znaki przeciwne; a poniewaz dla x=g-\-dx, i x = g—dx, (s-1 i (s+!
pozostaja réznie oznaczone a (s w tych dwu miejscach posiada¢ musi rézne znaki, wnosimy ztad, zZe
w tych obydwu miejscach pary funkcyjne s {s~1, (s+1 (s przedstawi¢ musza te dwie zm/any znakdw.
PrzejScie tedy przez miejsce x=g nie pocigga za sobg w tym razie zadnej zmiany ani co do liczby
zmian znakéw ani tez co do liczby nastepstwa mals<5wjawiacych sie w (34). Te liczby pozostang nie
zmienne i wtenczas, gdy sie przechodzi przez miejsce x=h, dla ktérej to wartosci zadna
funkcyjaw (34) nie znika.

(41) Jezeli np. dla x=g okaze sie Z0 = O, w takim razie zo<O a z funkcyi {7, (3...C,.-1 nie moze

zadna pojedynczo znika¢. W tym razie Z0 przyjmie, w miejscach przed i po zniknieciu, znaki
przeciwne, podczas gdy z0 zatrzyma znak staty. Wskutek przej$cia przez takie miejsce para funk-
cyjna Zo, Z0 przechodzi ze stanu nacechowanego zmiang znakéw do stanu nacechowanego nastepstwem
znakow, lub odwrotnie, podczas gdy liczby zmian znakéw i nastepstw- znakéw ze wzgledu na dalsze
pary funkcyjne w (34) pozostaja niewzruszone. Jezeli w tym razie Qu, przyjmuje dla x=g mutacje
dodatng, to para, (Zo, 10) znajdowala sie przed zniknieciem Z0 w stanie znf%(%u nastepstwa-, po zni-
knieciu Z0 wstanie zmiany znakéw. Wrazie tedy mutacyi dodatnej w Qu% przybywa dla szeregu (34)
po przejsciu przez miejsce x=g jedna zmiana znakéw. Jezeli za§ Qaxj przyjmuje dla x =g mutacye
odjemna, to para funkcyjna (Z0, z0) znajdowata sie przed zniknieciem Z) w stanie zmiany znakdw, a po
(42) zniknieciu Z0 w stanie nastepstwa znakéw. Wrazie wiec odjemnej mutacyi w Q.cki ubywa w sze-
regu (34) jednazmiana znakéw. Tak samo mozna powiedzieé, Ze przybywanie lub ubywanie liczby zmian
znakéw w (34) wskazuje odpowiednig jliczbe mutacyj dodatnych lub Odjemnych ze wzgledu na
stosunek krytyczny Qal.

(43) Z przytoczonych tu twierdzen wida¢, iz szereg funkcyjny bTimia'postuzy¢ moze do oznaczenia
ilosci mutacyj ktore sie dla (%% w danym zakresie wartos$ci rzetelnych na x pojawi¢ musza.

Aby tedy dla Qxb w zakresie (x=al do x=aj) oznaczy¢ liczbe mutacyj, obierzemy nastepna
droge :

(44) Zbudujemypodlug (35) szereg funkcyj Z0, z0, ¢l, ¢2...(,-; oznaczymy ich wartosci dla ;c=062i wy-
nikajaca ztad liczbe ;; zmian znakow; nastepnie oznaczymy ich wartosci dla x=ai, i wynikajaca
ART. 1V. 4
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ztad liczbe 1/1 zm?an znakéw i otrzymamy w koncu liczbe mutacyj nalezacych do stosunku Q.th
wzakresie x-al do w=ai jak nastepuje :

(45) liczba mutacyj dla QaYs=[%% — gl.

(46) W przypadku al= —o0o0, «» —oo znajdziemy liczbe mutacyj jeszcze prosciej, bo w kazdej po-
szczegoblnej funkcyi (34) tylko ten wyraz, ktérego x do najwyzszej potegijest wyniesione, uwzglednia¢
bedziemy potrzebowali, aby oceni¢ znak tej funkcyi.

Wypada nam jeszcze wspomni¢ o szczegdlnym przypadku, w ktérym mianownik stosunku Q- jest
pochodng licznika o spéiczynnikach rzetelnych. W tym razie mamy :

0Xn-\-an-IXn | ————  <7p__f(x)

(47) naux,I~I-|-(n~I)alt-ix,."2-f-....*-al  fA\(x)"'

Jezeli x=a, czyni zado$¢ réwnaniu fix’) = 0 i jako jedyny pierwiastek tego réwnaniaprzedstawia

sie, obierajac p bardzo mate otrzymamy :
Zgx scasp) __/Xa)+ pAla) __pricy —.
/( % e 7(Cet?2)*= A(Q)JJA/\LE«} "A(<)

z czego sie okazuje, ze Qc, przed zniknieciem odpowiadajac odjemnemu p, znak odjemny, za$ po
zniknieciu odpowiadajac dodatnemu p, znak dodatny, posiada. W tym razie stosunek Q£ posiadac
bedzie, w danym zakresie wartos$ci rzetelnych na x, same tylko odjemne mutacye w liczbie naprzy-
ktad —pu. Gelem oznaczenia liczby p przerébmy szereg funkcyjny podtug (35)

(49) ), f(x), 8, z2on..

obliczmy wartosci tych funkcyj na podstawie granic (zakresu od x =ai, do x=ai, i otrzymawszy
dajmy nato —ul, —uya jako liczby kazdorazowych nastepstw znakdéw, bedzie :

(50) ft=pa-{f
gdzie u oznacza liczbe pierwiastkéw rzetelnych, zawartych w zakresie od x =ai do x =a2

(51) Z (48)czytamy, ze przed kazdorazowym zniknieciem funkcyi f{x), funkcyjna para f{(x), fi(x)
objawia zmiane znakdéw, za$ po zniknieciu, nastepstwo znakéw.

Jezeli wiec f{x) znika dla x=a, a nastepnie dla x=5b, to mozemy twierdzié, Zze w zakresie x—a
do x—b funkcyja fifx} Przynajmniejjedenpierwiastek albo nieparzysta liczbe pierwiastkéw po-
siada¢ musi.

Dla blizszego wyja$nienia tego rodzaju przypadkéw niechaj

(52) /(w)=0,

bedzie ré6wnaniem ns® stopnia o samych pierwszorzednych”spo6tczynnikach.
Nalezace don Q.(j Znajdziemy zrownania:

Jw-(V=w+JAw—

(53) s~ |Bx)+ 1 xxry--o
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UWAGA. — Dlanieskoiiczenie malego i slatego y Wypadlobyogoinie Qxy nieskoniczenie wielkie lecz zawszejpropor-
cyonalne do stosunku krytycznego [f(x) : fl(x~]]- Ten stosunek okaze sie w péZniejszych poszukiwaniach wielce przy-
datnym do rozbierania réwnan o Spolczynnikach rzetelnych ze wzgledu na nature pierwiastkéw. Z tego wzgledu
nazywaé go bedziemy takze stosunkiem Kkrytycznym i oznaczymy go przez Qr0, gdzie przyczepiony znaczek ma nam
przypominaé, ze ten stosunek nalezy do wielomianu f{x). Wrazie za$, gdziey Idzieobadanie réwnania fi(x")=0,

oznaczymy go przez Qrx.

(54) Niechaj prosta L'L lezy rownolegle do osi x'x w bardzo matym odstepie y— 00'=p, i przy-
pusémy, iz na niej nie znajduje sie zaden punkt pierwiastkowy réwnania (52). Od wielokrotnych
punktéw pierwiastkowych na x'x wychodza dwa uktady s$ladéw pomocniczych, z ktérych pierwszy
nalezy do pierwszorzednej, drugi do drugorzednej powierzchni pomocniczej. W poblizu wielo-
krotnego punktu pierwiastkowego, kazde dwa $lady tego samego ukiadu zamykajg kat staty miedzy

Fig. 5.

soba, a kazdy $lad jednego uktadu dzieli na potowe kat zawarty miedzy dwoma $ladami sgsiedniemi
drugiego uktadu. Z tego wynika, iz na L'L w takich miejscach, nie mogg licznik i mianownik w (53)
réwnocze$nie znikngé, poniewaz punkta spotkania sie prostej L'L ze Sladami naleza naprzemian do
pierwszo i drugorzednego uktadu, w nich przeto na przemian licznik i mianownik staja sie réwne zeru.

(55) Jezeli wiemy, iz w pasku miedzy L'L i x'’x nie znajduje sie Zaden punkt pierwiastkowy row-
nania (52), to mozemy p — 00' nada¢ warto$¢ skonczona, niekoniecznie nieskonczenie mata.
Obrawszy raz p, wstawmy jego warto$¢ w (53) zamiast y i uporzadkujmy licznik i mianownik

podtug poteg X, to otrzymamy :
/kc N _ Al—|- AjJ? -|- Ag-ar2 + - __ 3s+)
V\> pQ*e ~ Al =Al'x +A* 24+ - "7 W( '
Zatézmy, iz szeregowi funkcyj <f{x), W('r), 6> +---i5* odpowiada dla x = al, ul zmian, a dla x=at,

u2 zmian znakéw.
Jesli w (54) ponad L'L znajduje sie m', a pod L'L, m punktéw pierwiastkowych réwnania (52),

to znajdziemy przedewszystkiem :

(57) m=m’-\-p,

oznaczajac przez p liczbe punktéw pierwiastkowych pierwszorzednych w odstepie.(*—a2), t.j. liczbe
pierwszorzednych pierwiastkdw réwnania (52). Z (45) mamy :

(58) m’—m=u-2— 1, wiec p = p2— pi-



PAMIETNIK TOAVARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM XT.

Ze wzgledu na mate p moznaby utamek V() przedstawi¢ w jednej z postaci nastepnych :

00, JSO—= 150+ Sfix) -
(59) Iy

jezeli wiemy, iz w danym odstepie pierwszorzedne pierwiastki réwnan (52) moga by¢ co najwiecej
jedno, dwu, trzy, —... krotne.

(60) Pierwszy z tych przypadkéw, rozwazany przez StuRMa jesttylko szczeg6lnym przypadkiem poste-
powania pod 1.(56) wskazanego. Za pomoca metody StuRMa otrzymamy dla wielokrotnych pier-
wiastkéw szereg funkcyj, a w koncu reszte zalezng od x ktéra jest najwiekszg spoing miarg
miedzy /'(zj a fi(x). Jezeli ta reszta nie znika wewnatrz danego odstepu, to zachowuje znak swdj
stale, wiec w kazdym takim odstepie mozna za pomoca szeregu funkcyj oznaczy¢ liczbe mutacyj,
a zatem i liczbe pierwiastkéw pierwszorzednych w tym odstepie. Szereg funkcyj mozna zamkna¢ jaka-
kolwiek inng reszta, byleby tylko wiedziano, iz ta reszta znaku swego nie zmienia w danym odstepie.

(61) Jezeli p Oznaczamydlatakiego odstepu (a,-=al do a?=U?2), zewnatrz ktérego f{(x) znaku swego
nie zmienia, to p oznacza temsamem liczbe pierwiastkéw pierwszorzednych réwnania (52) w od-
stepie xI=-00, xi = o0o. Jak mozna oznaczy¢ odstep tego rodzaju, ile moznosci maty, o tern
bedzie mowa przy zakonczeniu biezacego paragrafu.

Aby oznaczy¢ miejsca, w ktorych punkta pierwiastkowe réwnania (52) na plaszczyznie xoy sie
znajduja, moznaby ptaszczyzne xoy, za pomoca uk’sadu rownolegtych L1, L2, L3,.., podzieli¢ na paski
i bada¢ podtug (27), czy i ile punktéw pierwiastkowych w kazdym pasku sie znajduje. Dla takiej
prostej, ktérej rownaniem jest x=a, otrzymaliby$my, ktadac y2—u :

/(@)— A(q) gW A(X) 24 — -
(62) 2/-Q0t, Yg=n-nmmnmmmmmmnnmaes ¥2 ip
AQ—A() 8 + A j20 “B

i
Wyrazenie powyzsze jest ze wzgledu na v co najwyzej w8° stopnia, z czego wynika, iz na-

lezy je bada¢ tylko w odstepie od U=0 do v=o00. Jezeli u oznacza liczbe mutacyj nalezaca do
tego wyrazenia w powyzszym odstepie, to wyrazenie Qa., daje w odstepie od yy=-—o00 do y=-|-00
2iz mutacyj; dalej mamy :

) n , n
M =Q+|p m=2-—¢F’

to znaczy : ze m' punktow pierwiastkowych znajduje sie po lewej, za§ m punktéw pierwiastkowych
,po prawej stronie prostej H#=«.

(63) Poszukiwania dotychczasowe wskazuja, jak w kazdym razie nalezy od wiekszych do coraz mniej-

szych cze$ci ptasczyzny przechodzié, aby oddzieli¢ od siebie miejsca punktéw pierwiastkowych
i przysposobic sie do obliczenia pojedynczych pierwiastkow. Rachunek moze w danym razie by¢ rozdzie-
lony pomiedzy kilku rachmistrzéw, ktérzy rachujac réwnoczesénie, na linijach granicznych wzajemnie
sie wspierajg, aby tem rychlej oznaczy¢ w przyblizeniu miejsca punktéw pierwiastkowych. Ta oko-
liczno$¢ moze czestokro¢ znaczne przynie$¢ korzysci.
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Wylozymy teraz sposéb postepowania, by wynalez¢ najkrotszy mozliwy odstep, wewnatrz ktérego
znajduja sie wszystkie pierwszorzedne pierwiastki rownania (52). Niechaj bedzie :

(64) /(j')—Anxn-}-An—-Ixn *-|-...-j-An-lyt ' —F —_-An-syn s--...-—Ao—0,
ztad wynika :

fro(r) :s! ...+ ¢~DAI_yr-<«-> +...4_

"'+(\AA'I'AAW'S+"'+QAW'

Niechaj, postepujac w (64) od lewej ku prawej, A,I-r bedzie pierwszym odjemnym spoétczyn-

(65)

nikiem, a An-i liczebnie najwiekszym odjemnym. sp6tczynnikiem, to w (65)*w~, *“An-r jest pierw-
szym odjemnym spoétczynnikiem, a wyrazenie C An-s jest liczebnie wieksze od wszystkich

Odjemnych spétczynnikéw wielomianu (65), albowiem czynnik Jest najwiekszy z pomiedzy
spotczynnikdw szeregu Newtona, ktére s pomnozone przez odjemne A, a Aii-s jest najwieksze
z pomiedzy Odjemnych A.

Dla a?>1 i Aji >0 bedzie oczywiscie :

(66) AllXn + All-S [xn~r -}-Xn~r—i -J--.-+ X-}- [ [ < f(x),

zkad wynika, iz f{x) musi by¢ dodatna, skoro wyrazenie po lewej stronie w (66) okaze sie dodatne.
To za$ nastapi, skoro dla

(67) A«—«+ Au— —§,

bedzie

a tem bardziej, skoro
xn(x — 1)> &ars-',+|,
czyli
xt-4)>¢,
a tem bardziej, skoro
+ -1)""=7,

czyli skoro obierzemy

) tf>(ve+1)=L.

Dla kazdego x, dopetniajagcego warunku (68), przybiera z pewnos$cig warto$¢ dodatng rézna
od zera, z czego wynika, iz zaden z dodatnych pierwiastkdw réwnania (64) nie moze przewyzsza¢ L.
Wstawmy w (65) :

to otrzymamy :

x>("H+1/

(69) a kazda warto$¢ na x, czynigca zados$¢ tej wzglednosci, przewyzsza kazdy pierwiastek dodatny
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réwnania Af,(ar)=0. Poniewaz jednak &=&', to widzimy, iz zaden z pierwiastkéw dodatnych

ktéregokolwiek z réwnan

Sl2j= A(®)=AX)=" =1A-3(x)=1-1(X)=0,
nie moze przewyzszac L.
Ktadac X =— v, otrzymamy z (64):
(70) s~ O= — An-lun-1-J- A,i-,i~2 —... -J- (- Dw-1AlV-|-(— D7IA0 — 0"

Dla tego ré6wnania mozna takze oznaczy¢ liczbe L' ktérej, Zaden z jego dodatnych pierwiastkéw,
azatem zaden z odjemnych pierwiastkéw réwnania (64), przewyzsza¢ nie moze. Mamytedy ostatecznie

(71) odstep od —L' do L,

wewnatrz ktérego wszystkie dodatne i odjemne piezwiastki pierwszorzedne réwnania (64) ijego po-
chodnych z pewno$cig znajdowa¢é sie beda.

W nastepnym paragrafie wskazemy sposéb postepowania, aby obliczy¢ z wszelka Zadang doktad-
noscig, pierwiastek réwnania, ktérego cyfry poczatkowe sgjuz znane. Aby jednak rachunek o ile
moznosci ujednostajnié, podamy tu jeszcze kilka przeksztatcen, zapomoca ktérych z danego réwnania
mozemy przej$¢ do innego z t3 wlasnoScig, izby pierwiastek jego x -J- ¥ tak ze wzgledu na x, jak
ze wzgledu na y wypadidodatny, nie zmieniajac swej wartosci liczebnej.

Obok réwnania

(72) F(M) =AWw)-J77W)=0,

mozna bezposrednio ustawié trzy nastepujace :

(73) S+ «)— %(-]-»)—0,

(74) y("M)-1_fy(w)-o,

(75) /' (—w)— Y&(-w)=0.

Jesli w=-J-X-]-Zy  jest pierwiastkiem réwnania (72), to

u=-J-x—Iiy » » ) (73),
U=—X—1Iy » ) > (74),
u=—X-J-iy » ) ) (75)-

Jakiekolwiekbylybyznaki x i y, mozemy zawsze z pomiedzy ksztattow pod 1.(76) oznaczy¢ taki,
ktérego wyraz pierwszo i drugorzedny jest dodatny. Z tego ksztaltu pierwiastku wyniknie potem

zadany ksztatt rownania.

§ 4-
0 PRAWIDLOWEM SCIESNIANIU GRANIC

Niechaj x, ), %o, Z0 przybiora wartosci nastepne :
§8)] x, =x-]-Ax, y,=y-\-4y, Zjl = Zo-]-AZo, z,0=z0 -J-Azol
przyczem przyrostki Ax, Ay s3a dostatecznie mate. Na mocy wzoru TAYLORU otrzymamy, opuszczajac
wyrazy wyzszego stopnia jak drugiego :
7,0 — Zo —- Z1Ax — z1Ay -J- (Z2(AX" —Ay~] -Z3AxAyj,

(2)
z,0 = z0-|-zlAX-]-Z1Ay-]-[z2(Ax" — Ayl)-]-2Z1AxAy];
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albo :
Z'o — 720 = ZI(x' — x ) -zI(y' — y)¥s [Z2(j>'—]= — [y’ — y]2)~ 2%(%' — ar)(y' — y)],

3)
z" -2 = z1(x, —@)-j- ZI(/ -y) +[zVI>"-a2 — [y'-y]1D)-1-2Z2(cc:"-#) () —Y)).

Punktowi 7, obranemu na plasczyznie xoy, odpowiada pewien dwumian x-\-7y; Z0 i z0 s3
réwniez oznaczone i wyznaczaja na powierzchniach pomocniczych punkta sprzezone P, p, odpowia-
dajace punktowi I -Jezeli w (3) uwaza¢ bedziemy x’ y’ Z0' z0, jako wspoéirzedne biezace, to
réwnania (3) wyrazaja powierzchnie drugiego stopnia, ktére sie z powierzchniami pomocniczemi
z=70, Z =120 Wpunktach P, p w drugim stopniu stykaja. Te powierzchnie moznaby rwa¢ sprzezo-
nemi powierzchniami Stycznemi. Ich przekroje ptaskie, réwnolegte do ptaszczyzny xoy sa hyperbo-
lami, a Srodki tych hyperbol znajduja sie na prostopadiej w punkcie

4

Dla Z1=Z1=0 Otrzymaliby$my &-|~% = x,-|-Y8/, zkad wynika, owa prostopadta przechodzaca przez
punkt 1. Przesunimy przez $lad tej prostopadtej na plaszczyZnie xoy cztery proste w ktére wpadaja
kierunki asymptot do powyzszych dwoéch uktadéw hyp erbol, to otrzymamy pek o$miu promieni,
ktorego wierzchotkiem jest punkt 1, a kazde dwa promienie sgsiednie zamyka¢ beda kat 450. Kazdy
promien jednego uktadu dzieli na dwie réwne czesci kat zawarty miedzy dwoma promieniami sg-
Siedniemi drugiego uktadu. (Obacz (25) w § 2).

Opusémy w (3) wyrazy nieskonczenie mate drugiego stopnia, to bedzie :

Z'o—-Z0—Z1(+ x) z{y y). .. .Er
ZN - 20 = zi(x"- x')1-ZI(y"-y). . . . eri,

Wzory (5) s3 réwnaniami dwu ptaszczyzn Eri i elt, z ktérych pierwsza dotyka sie pierwszo-
rzednej powierzchni pomocniczej w punkcie P, druga za$§ drugorzednej powierzchni pomocniczej
w punkcie p.

Oznaczmy przez 7z, W, v katy wskazujace kierunek pierwszorzednej plaszczyzny stycznej, przez

A, W', v' katy wskazujace kierunek drugorzednej ptaszczyzny stycznej, jpotézmy Vi4-olVs=r, to bedzie:

dosz=-1,

dosA = —1I dospy =— -
0 4 4

(6)
Zi . '
- =-]-—; doSv =- -
dos)/ - dosp'=-] 7 v V)’

i
(N dos|Eri, eri] = -2.

Wzér pod (7) wyznacza kat zawarty miedzy obiema ptaszczyznami stycznemi.

Jesli m znajduje sie w skonczonej odlegtosci od punktu zera, to v zachowuje warto$¢ skonczona,
aani dos%, ani dosv, nie przybierajg wartosci zera. Z Legownosimy, iz w skoficzonej odlegtosci od
punktu zera zadna z powierzchni pomocniczych nie posiada ptaszczyzny stycznej prostopadiej
do ptaszczyzny xoy; elementa powierzchni nie moga byc¢ przeto réwnolegte do osi oz. Z powyz-
szych wzoréw wynika takze, ze ptaszczyzny Eri i eri nie moga by¢ do siebie prostopadte, tak diugo
jak punkt m znajduje sie Wskoriczonej odlegtosci od punktu zera.



32 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM XI.

Aby otrzymaé réwnania prostych poziomych Liti i Itt, stycznych w P i /> zalézmy we wzorze (3)
Z'=70, zr0-=0, to wyniknie :
Z1(x,— x}—zi(y' — V) =0 Liti,

(8)
210" - xX)4-Z1(hz2— Y ) =O0.cererrrerenn. Zitl,

zkad widzimy, iz Liti jest prostopad¥% do Iitl. Jezeli przytem a0 —70=Z) = Q, to dwumian at-|-Ys
bedzie pierwiastkiem réwnania F(w)-0, proste Liti i Zii przetng sie w punkcie 7, czyli : elementa
$ladéw pierwszo i drugorzednego beda prostopadie do siebie w punkcie 7. Punkt m bedzie w tym
razie pojedynczym punktem pierwiastkowym réwnania F(w)=0.

Oznaczmy przez pl i % katy, ktére proste Liti i Ini tworza odpowiednio z osia ox, to znajdziemy

stypl = £

z (8) ze wzgledu na (7), w § 1 :

9)
zkad wypada : M=al; 2=d oF.

Pomy$lmy sobie dwie dwoéjek punktow w ptaszczyZnie xoy, oznaczmy jedng z tych dwodjek
(m, V), a drugg przez (n" V") :
W tabliczce

% ) Zos Zl, 72 . .. o0, Al» Ce P, p Eti, E. et e
U x\ y> Zo ZU, Z% .. . zo Zi Z2. 1 P, p, EY, EVY, er, et
(10) |
"1_';1'1 )n!'i Z"O; Z", Z"2 . . . 2//01' Zui, M . P",

te ,')Qﬂri .;)/'W> gm()i i, 2"y .. Zmol' ’~]"15 [lHZ S Py

oznaczone s3 uktady odpowiadajacych sobie punktéw, plaszcyzn i funkcyj tem, iz nad gloskami
tegoz samego uktadu, albo Zadnej kreski, albo jednakowag liczbe kresek umieszczono :

E-, i eiti oznaczaja dwojke sprzezonych ptaszczyzn dotykajacych powierzchnie positkowe w punktach
P i p lezacych ponad m. ToZ samo odnosi sie do Eifi i eVi ze wzgledu na punkt V.

Ett i eit plaszczyzny sieczne przechodzace przez punkta sprzezone P i p tak dobrane, aby byto

(H) E-1IEV1; emlleVi.

Eit i eit oznaczaja ptaszczyzny sieczne w P' i p’ tak, iz EV || E.tl, eV || et Wzmiankowane ptasz-
czyzny sa wiec co dwie, pod soba w tabliczce (10) umieszczone, do siebie réwnolegte.

(12) W poblizu pojedynczego punktu pierwiastkowego mozna kazda plaszczyzne positkowa uwazac
za malenikg czastke stycznej powierzchni siodetkowatej, czastka ta rozpada sie na dwie potowy, ktére
wychodzac z odpowiedniego $ladu rozciagaja sie jedna ponad, druga pod ptaszczyzna xoy. Po-
niewaz w tej malenkiej czasteczce nie moze by¢ mowy o falowej krzywiznie powierzchni, jest przeto
jasnem, ze jezeliby gérna potowa zwracata sie ku xoy strong wypukta, to dolna musiataby sie ku tej
plaszczyznie zwraca¢ strong wklesta i odwrotnie. Punkta tych potéwek niechaj sie nazywaja punktami
wypuktosci a odpowiednio punktami loklestosci wedle tego, jak odpowiednia czastka powierzni wypu-

ktoscig lub wklestoscig ku xoy sie zwraca.
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(13) Jezeli mamy dwa punkta lezace i ' w ptaszczyZnie xoy po dwoch stronach kazdej z przecina-
jacych sie gatezi $ladéw, a wiec jak gdyby w dwoéch wierzchotkiem przeciwleglych katach miedzy
femi siadami zawartych a nadto dostatecznie blisko punktu pierwiastkowego potozone, to przynalezne
punkta P i P' znajdujace sie np. na pierwszorzednej powierzchni positkowej, beda tez nie watpliwie
lezaly po obu stronach xoy. Jezeli jeden z nich np. P jest punktem wypukfosci, to drugi P' musi
by¢ punktem wklestosci. Ptaszczyzna Ei- styczna do positkowej w punkcie wypukto$ci P, oraz ptasz-
czyzna sieczna F przez punkt wklestosci P' przechodzaca, przetnie na mocy (11) ptaszczyzne xoy
podlug dwu prostych lezacych oczywiscie blizej odpowiedniej czeSci $ladéw, anizeli pierwotne

Fig. 6.

punkta T i V. w (12) uwidocznionym jest przebieg w przecieciu pionowym. HH' przedstawia pierwszo-
rzedng powierzchnie positkowa z punktem wypukto$ci P iz punktem wklesto$ci P'. PG przedstawia
ptaszczyzne styczng, P'G' sieczng, G i G' sa punktami owych wzmiankowanych prostych, ktére sie
blizej punktu S przeciecia §ladéw znajduja, anizeli ™ i T".

Jezeli na plaszczyznie positkowej drugorzednej p' jest punkiem wypuktosci a p punktem wkle-
stosci, ptaszczyzny er'ti i er przecinaja ptaszczyzne xoy podiug prostych réwnolegtych g’ i g, ktore
rowniez leza blizej punktu S, anizeli punkta m' i T

(14) O ile m i v dostatecznie blisko siebie s3 zatozone, o tyle mozna na zasadzie (8) wnioskowaé, iz

kierunek prostych G || G' prawie o kat prosty od kierunku prostych g |/ g’ sie odchyla. Okoliczno$¢

tawraz z tern, co sie w (13) powiedziato pozwala przypuszcza¢é, iz punkta " i ©'" z ktérych jeden

lezy w G i £ drugi w G' i g’ blizej tez punktu S sie znajduja, anizeli pierwotnie zatoZzone punkta mi m'.
Stosownie do tego

punkt 1" lezy w ptaszczyznach : xoy, Emt, e,

» " » » : xoy, E\/, eVi.

Tak wiec przedstawiliémy zasade, dozwalajaca uskuteczni¢ przejscie od danej dwoéjki punktéw (nm')
do pochodnej z niej dwodjki (m" m'™), i to rachunkiem i bez trudnos$ci. Pozostaje tylko przejscie
od T do ' odby¢ w taki sposéb, izby zfad byto Widocznem, ktére z punktow P i P, p, p’
za punkta wypuktosci, a ktoére za punkta wklesto$ci uwaza¢ nalezy. W dalszym ciggu podamy
wskazowki rozstrzygajace, o ile punktami (n" n') ograniczony $ci$lej punkt pierwiastkowy zamyka,
anizeli pierwotnie przyjety odstep miedzy m i Vv zawarty.

ART. IV. 5
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(16) PomyslinysobiepiinktTrokreslonywyrazeniem #23.24-(-31.561j, wtedy mamy #=23.24,
y =31.56; a dalej mozna wartos$ci Z0, Z1, Z2. . z0, zl, 7Z2,... za pomoca tych wtasnie wartosci
na X i y obliczyé. Zalézmy A# =Ay —r =10-2, a znajdziemy na okreélenie punktu v/, # = 23.25,
y'=3].57 t.j. liczby powstate z x i y przez podniesienie ostatniej ich cyfry dziesietnej o jednosc.
Odpowiednio warto$ciom #' i y» mozna obliczy¢ Z'o, Z,1, 7Z'2..z'0, z'l, z'2... Znalaztszy Z0Z1< O,
70z1<O, a nadto kazda z ilosci Z1, Z2, zl, 71 jako stata, co do znaku w przyjetym odstepie —
jesteSmy w prawie wnioskowaé, iz miedzy x i x’' musi istnie¢ jaka$ liczba p, za$§ miedzy y i y'jakas
liczba q posiadajace te wtasnos¢, ze wyrazenie p-\-iq oznacza prawdziwe potoZzenie punktu pierwiast-
kowego, ze zatem to wyrazenie wlasnie sam pierwiastek przedstawia.

Oczywiscie, ze liczby p i q beda sie dopiero w trzeciej cyfrze dziesietnej réznity od liczb x i y
a wlasnie te dalsze cyfry potrzeba nam wyznaczy¢ przy uzyciu tak zwanej metody $cie$niania granic

pierwiastku.

(17) Niechze teraz #-(-«/ bedzie takie, ze liczby x\ y zgadzajg sie co do skaznika ostatnich swych
cyfer dziesietnych, a co do wielkos$ci doktadnie wyznaczajg poczatek pierwszorzednej i drugorzednej
sktadowej pierwiastku, o ktéry chodzi. Na wyznaczenie v otrzymujemy #' + iy’ =(#_(_1)-I- \(y-I-1),
gdzie T oznacza jednostke z ostatniego miejsca dziesietnych. W tym razie prosta taczaca []i v jest
dwdjsieczng kata xoy, a przejscie od jednego punktu tej prostej do drugiego dokonywa sie za przy-
daniem jego wspotrzednym przyrostow rownych A#=Aly.

Na oznaczenie szeregéw punktoéw na pierwszorzednej i drugorzednej powierzchni pomocniczej, albo
raczej na przynaleznych stycznych siodetkowatych, ktére to szeregi leza ponad prosta TV otrzy-
mujemy z (2)

(Zr0) = Z0 -j- AX(Z! — z))—2Q2A#2,

(18)
Czro) — 70 —|- A#(Z! -[- Z1)-]- 2Z20#-,

za pomoca czego mozna dla kazdej matej przyjetej wartosci na Ay- obliczy¢ (Z,0) i (z'0). Dla A# —O0
wypada z pierwszego rOwnania punkt P 0 wspétrzednych (#, y, Z0), a z drugiego punkt p 0 wspot-
rzednych (#, y, zo.

Z (18) zaniedbujac A#2 Otrzymamyrownania stycznych prostych, z ktérych jedna dotyka szereg
punktéw pierwszorzedny w P, druga szereg drugorzedny w

Ilownania te s3 :-

(19) [Z0] — Z0 -j- Ax, (Z1 — z1);  [s'0] =z0-]-Az' (Z1-j-z1).

Dla z2Z0 > 0 i przy dowolnie matem A# jest (Zi0) liczebnie mniejsze niz [Z'0]. Przeto kazdy punkt
pierwszorzednego szeregu sasiedni punktowi P pozostawaé bedzie miedzy prosta styczng a ptas-
czyzng xoy, a punkt Pjest w tym razie punkiem wklesto$ci. Dla z2Z0 < 0 jest Zi) liczebnie wieksze

niz Z'o a P w tym razie jest punktem wypukto$ci.

(20) Dla Z270 = O, i przy dowolnie matem A# jest (z'0) liczebnie wieksze niz [z,0", a punkt p
w tym razie jest punktem wypukto$ci. Tak samo dla Z2z0 < 0 p jest punktem wklestosci.

Widzimy ztad, iz poprzednie zabezpieczenie sie przeciwko falowatej postaci elementéw powierzchni
w poblizu punktu pierwiastkowego, wyrazone jest w ciggu badania tom, iz ilosci Z1 i z2 w od-
stepie (trvV) znak swéj wciaz zachowuija.

Baczac jak nalezy na postepowanie w (13) wytozone z uwzglednieniem warunkéw poznanych w (20)
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okazuje sie, iZ odno$nie do pierwiastku ztozonego z dwéch jednakowym znakiem opatrzonych skta-
dowych, cztery mozebne przypadki rozrézni¢ nalezy :

1 Jezeli (z2Zo<O, a Zizl >0), wtedy P i p sg punktami wypuktosci, a przeto P' i p’ punktami
wklestosci. W tym razie

w" lezywplaszcyznach xoy, Ettils,

(21)
e » » xoy, EV i e\/;

2. Jezeli (z3Zo<O, a Z2z0<0) wtedy P jest punktem wypuktosci, a p punktem wklestosci;
przeto P' punktem wklestosci a p’ punktem wypukto$ci. Wtym razie :

T lezy w ptaszcyznie xoy, E-ri | eti

Al » » » EV i er'f

(22)

3. Jezeli (z2Zo>0O a Z270= 0;, wtedy P i p, sa punktami wklestosci zas P' i p punktami wypuk-
tosci. W tym razie :
V' lezy w plaszczyznie xoy, En i et

(23)
\/" » » xoy, E-'/ i ev.

4. Jezeli (z2Zo>0, a Zz0<0) wtedy P i p s3 punktami wklestosci, a zatem P' p’ punktami
wypuktosci. Wtedy tez

V' lezy w plaszczeznach xoy, Ez,

(24)
\/ " » » xoy, EVi, e’y

W (21) ptaszczyzna EV przechodzi przez punkta (Xx'"y",ty, (x, y’, Z'0), i jest réwnolegla
do E-,; podobnie ptaszzyzna eV przechodzi przez punkta (x, y, 0), (z', y'" z0') i jest réwno-
legta do V&. Z wynikajacych ztad réwnan :

(25)' 0—17'» =Zf(%" — x)— zty/"— //); 0—2z'0 = ztyc'"-x)ty Zty/" — y’)
otrzymujemy
(25) D 4 0z1-)- z'41.

+ zI3l

W (21) przechodzi ptaszczyzna Ezi przez punkta (af, y", 0), (a?y, Z0) i jest styczng w punkcie P,
tak samo ptaszczyzna ert przechodzi przez punkta (#",y", 0) i styka sie z drugorzedna powierzchnig

positkowa w p. Daje to nastepujace réwnania :

(26)' 0—7Z0 =21 (x"-x)-zty/'—y);, 0—z20-=z/x"-xX)tyZtyy"-y),
a ztad
(26) Zﬂrfmﬂ- » Zﬂl_b@

Z1Z\~j-Z\Z) Z1Z1-j-"1zl

W (25) i (26) wyznaczyliémy potozenie m" i V" z uwzglednieniem (21), a tatwo bardzo bedzie



36 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM XL

wyznaczy¢ potozenie tych punktéw z uwzglednieniem (22), (23), (24). Postepujac tym samym spo-
sobem dojdziemy do schematu nastepujacego :

X" — X ZpZi -J- zazt _ — IxZp “
Z171 + sizi
M 10 !
22/\02.0 X'—X'"=+g frTKZ ) y_y
y ZQZ'1 -|- Jpgl "
z2Zo0< Op¢&__x y oy —y
(M
=0 ZIZ' + zls't
27)
Zozl — Zl1o
=0 T e
(I
Z20 > 0 “* "
° Y TY izt +
270> 0 yry = ALzl
(v)
72720 <0 x'—x"'
Ktadac w (2) Auc=Ay =t otrzymamy:
(28) Z'o-Z(=1(Z1-=z1)-2%s, z'0-z0=Tt(Z,-]-z1)-]-2t%4.
Zastepujac w tych réwnaniach wszedzie t iloScia —t, potrzeba tez iloSci opatrzone kreskami,

od takowych uwolni¢, a odwrotnie ilosci bez kresek pokreskowa¢. Wedle tego otrzyma sie z (28)
(29) Zo —Zo— —t(Z'1— z')—212z"2, 1o —z,0=— t(Z"-]- z'1)-]-212Z"2.

Ktadac (;r"’—.\/'—‘tl, y"—y" =1l 1 odejmujac kazde z réwnan (26)' od odpowiedniego
réwnania w (25)" wypadnie :
(30) —Z'0-]-Z0 = ZITi — Z1T2—~=(Z1—7z1), —7z'0-j-Z0 = zlt1-{-ZIt) — t(Z1-]-z1),
a dodajac réwnania w (30) odpowiednio do réwnan (28)

Zitl —ZIT2 - 2t*22 — 0,  zltl-]- Z1tl-}-21Z) = 0,

a ztad
1) o m=

To wyznaczenie odstepow tl, Tl jest wynikiem réwnan okreslajacych (25)', (26)' ktoérych uzy-
liémy do wskazania potozenia punktéw ", V" w przypadku (1).

Postepujac tak samo z réwnaniami okreslajacemi w (II), (III), (IV) i uwzgledniajac przytem nale-
zycie zwigzki (28) i (29) otrzymamy odpowiednio do przypadkéw (II), (III), (IV) na wyrazenie wy-
nikajacych odstepéw tl i T2 wzory nastepujace :

N _a 272177 7'z1

(H) A Lo + %21’ ts—> 1 =it Z1Z'1-J-zlz'1’

(32) HIY M=x"-X'=—-213i34+34 Tl =x —y" = 2123B3%6+.2% ;
( ) L1Z 1-j-721Z1 Z1A 1-j—7Z17 1

=G, 0 Z,17'1-jZ,12"
- .

ey 1-j-z 171

o 2117 2-]-7Z 271
ZT

7. 1z. 1%5- 1z 17

a) Tt —p'= 22/ —y’
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Ze wzgledu na punkta sprzezone P", P"', p", p'" lezacych na odpowiednich powierzchniach posit-
kowych ponad punktami ", V" otrzymuje sie wedle (3) zwigzki :

T3—Z'0o—7Z 'o——7TZ i-j- 2, -J-Z"2(122— Tu)-1-2tT2Zii2,

(33) . .
T3~ g‘go;ﬂ‘ 0~ T w2F " e B e T SiTsE s,

ktére stuza do znalezienia kazdorazowych pionowych odstepéw (P"Pi") i (p"p’”) jezeli tylko na ten
cel uzyjemy ktérychkolwiek z podanych w (31) i (32) wzoréw okres$lajacych odstepy.
Zreszta znajdziemy zwiazki :
Zi3 =—7g -~ 3r(z3 — 10)-}- -+
=72 j- 3v(z3 4" «3)+ '

(34)
Z'" =7 + 27(Z3 —23) +-..

7'l =zl +27t(Z2-]-z1)-I-...

z ktérych dla dostatecznie matego T wyptywa, iz z funkcyj Zi, ZIl zIl, z3 kazida w odstepie [+-|-Y&/,
x'~Iy'] ciagle rosnie lub ciagle maleje, skoro sie przekonamy, ze w tymze odstepie wyrazenia
(Z2-1-z2), (Z2—12), Z3-j-Z3), (Z3— z3) zachowujg stale znaki swe.
Co do wielkosci (Zi --21), (Zi-]-S1) mozna tu jeszcze zauwazy¢, ze one zwigzkom :
Z0(Z1-ZY) <O, Z0(Z'1-z')<O0,
(35)
Zo(Z! + z1)<O, z0(Z'1-]-z'y=< 0,
zado$¢ uczyni¢ musza, jezeli wogble jest mowa 0 cigglym zcie$nianiu granic punktu pierwiastko-
wego, 0 ktérego wyznaczenie chodzi. Albowiem pod temi tylko warunkami postepujac w orzeczonym
odstepie mozna Z0 i z) a wiec i wyrazenie (Zo-J-zzo) coraz blizej do znikajacej ilosci doprowadzic.
Na zasadzie (35) oraz warunkéw okres$lajacych przypadek (I) znajdziemy :
z0Z,— Z1)> O; ZXNZi-J-Z1)<<0,
a ztad :
(22Zj  ZiZ))=> (21z2 -[- ZiZ2),

a zatem : Tl = TS.
Postepujac wskazanym tu sposobem, dojdziemy do przekonania, Ze we wszystkich przypad-
kach (I), (II), (II), (IV) sprawdza sie zwigzek :
(36) T1=-T1 czyli (&""—ar")=(y"-?/"),
co tez by¢ musi, gdyz odstepy tl i T2 oba dodatnemi by¢ musza.
W danem réwnaniu, ktorego pierwiastek przedstawiony jest znanem wyrazeniem (H»-)- fy) co do

obu czesci skltadowych w cyfrach poczatkowych az do wtei dziesietnej, nalezy podiug (27) obliczy¢
ilosci Tt i T2 w dwéch Cyfrachpoczatkowych. Znalaztszy przytem

(37 (liczebnie wieksze 1)= xx— ] 1x-
nalezy wedle (27) obliczy¢ az do (s —- 2)si% dziesietnej warto$ci
(38) xX"—X=a, X'—x"'=a’, y"-y=8 y'-y'=43"
a znajdziemy, dajmy nato,

X —X —T— a— m' mi oy

T —X X T—a—a - IIﬁld’\"]
(39) (przyczem t=10~t)
m3 m'2
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(40) Niechze teraz (wartos¢ k wiekszego T w (39) bedzie)= A-|-2n, to widzimy przedewszystkiem,
ze jezeli np. w przypadku (I) wieksze z wyrazen

(411 gzy% zA Qi1 + ZiZi
ZjZi -j- 171" ZUZi + 721z1

w postaci : "%+1 -J- 1© ~+_.. sie przedstawia, to warto$é ta w dalszym ciggu rachunku nie moze sie

znacznie zmieni¢; gdyz wchodzace w te wyrazenia iloSci z1, z3, Z1, Z1 zbyt znaczacym zmianom nie-
podlegaja. Skutkiem tego i k, ktére sie tu pokaze, zachowa w ciggu rachunku, warto$¢ prawie
niezmienng i Io odno$nie do kazdego z przypadkéw uwidocznionych w (27).

Po takim rozbiorze jasnem bedzie, Ze wyrazenia (a&"-j-1'1/"), (x"'-]J-z//") okreSlajac punkta 7" i "
zgadzaja sie az do (2« -J- %)teso miejsca dziesietnego liczb wyrazajacych spoétrzedne, i wiasnie az do
tego miejsca warto$¢ prawdziwg pierwiastku przedstawiaja.

(42) Teoretyczniebiorgc nalezatoby odstep [(zc"-J-zz/"), (a'"-J-?)/™)] uwazac za pochodne z pierwotnie
przyjetego odstepu [(a?+ iy), {x'-]-wy')] i za tak zwany Sciesniony. Aletospowodowaloby rachunek
bardzo mozolny, gdyz wypadatoby rachowaé bez potrzeby w bardzo wielu cyfrach dziesietnych,
z ktérych potem cyfry po za (2ra-[-%6)tom miejscem stojace wcaleby do pierwiastku nie nalezaty.
Za pomoca Uwagpoprzednich mozemy wynaleZ¢ Odstepzupetnie odgraniczony i posiadajacy wtasnos¢,
iz w obreb jego wciagniete zostaly tylko te miejsca dziesietne, o ktérych jesteSmy przekonani, ze one
istotnie do pierwiastku naleza. Wyznaczenie takiego odstepu tyle tylko rachunku wymaga, ile
sama istota zadania niezbednem go czyni.
Oznaczmy nowy odstep przez : [[(«™)+38")L [(a'")-]-/(y"")]j, a otrzymamy dla znalezienia go

wedle poprzedniego zwiazku :

@-M)="+0--"-a 5 ") = (") =™ -

/24 % U

(43)

(V)=y+(-y"-2)jon+ts + sdzie W= -8%1%:

Wyrazenia (A-"—x}, {y"—y) nalezy oblicza¢é wedle wzoréw (27) odpowiednio wtlasnosciom

ilosci z2Zo, Z220-
Wskazéwki (Szz-]-Zc) widoczne w (43) wskazuja, iz przy obliczaniu wartosci (x"—x), (y''-y), is¢
nalezy tylko do miejsca dziesietnego odpowiadajacego skazéwce (2n-]J-%%).

1-i-1
Jesli w odstepie zatozonym [(x-\-iy'), (a;'-]-zy')] przyjeto odlegto$¢ odstepu t -J- it =B r(1-]-z)= —ii,
4 1/
otrzymuje sie w nowopowstatym odstepie odlegtoéé odstepu (1) + fr) = |0k+}% ’ pokazuje sie, ze

$cieSnienie odstepu tylko Wtedyzawykonalne uwaza¢ mozna, jezeli (2n-(-/«) przynajmniej ilo$ci 2w-j-1

doréwnywa, a wiec kiedy zwigzek n = (1 — /«) sie sprawdza.

(44) Jezeli tak jest, to dalszym rachunkiem dochodzi sie do coraz to nowych odstepdw, ktore pokolei
daja miejsca dziesietne-:
w, 2rz-]-7¢, 4n-1-34, 8n —-|-7/r, 16n-(-'15%...
odlegtosci odstepu.
W przypadkach, kiedy (ra-j-A) tylko jedna IubJkilka jednos$ci wynosi, radzimy ilosci te w ciggu
rachunku wedle (39) kontrolowaé, a nastepnie te nowe k przyjaé za podstawe dalszego rachunku.

(45) Przyobliczaniu (a?'—x), Cy"—y] nalezy mianownik obliczy¢ doktadnie w (w-]-Zc—1) cyfr; cb,
ajezeli sie przytem p Okazejakoznaczek najwyzszego miejsca dziesietnego, nalezy zauwazy¢ zna-
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czek / poczatkowy licznika i obliczy¢ licznikw (2n-|-|[x —pd——4) cyfrach, azeby ostateczne ilosci
zna¢ doktadnie az do Iniejscakohcowegoze znaczkiem 2/z-j-L

Zachowujac ten sposoéb postepowania mozna pierwiastek ztozony z pierwszorzednej i drugorzednej
sktadowej w dowolnej liczbie cyfer dziesietnych obliczy¢; jezeli sie tylko przy wyszukiwaniu
ilosci Z0, Zi, Z2,... z0, z1, z3... baczy na to, azeby funkcyje Z0 i Z0 juz w poczatku rachunku byty
doktadne w liczbie cyfer o jedng a raczej o dwie wiekszej, anizeli Zadana liczba cyfer pierwiastku.
Bedzie to w dalszym dziataniu wskazéwka, jak dalece pozostate funkcyje Z1, zl, Z3, 73 dokiadnie
oblicza¢ sie maja.

W przeciwienstwie ze ztozonemi pierwiastkami réwnania ksztattu
(46) /A (W)4-Ye(M)=0,
(47) stoja jednowyrazowe pierwiastki, sa one albo pierwszorzedne albo drugorzedne wedle tego, czy
punkta pierwiastkowe na pierwszorzednej lub drugorzednej osi sie znajduja. Pierwszorzedne sa
liczbami Opatrzonemi zwyczajnem znakiem -[- lub —! drugorzedne s3 dodatnemi lub ujemnemi

liczbami opatrzonemi jeszcze w czynnik z=\/— 1.

Jezeli liczba pierwszorzedna =X ma zado$¢ czyni¢ réwnaniu (46), to moze to oczywiscie nastgpic

nie inaczej, jak tylko za rownoczesnem sprawdzeniem sie réwnan :

(48) /H=0, y(¥)=0.

(49) W tym Celuwyszukamy dla wielomiandéw f{x) i ?(z2) najwieksza wspdélng miare np. Y(x) i zba-
damy czy réwnaniu -L¥8)=0 mozna uczyni¢ zado$¢ pierwszorzednemi pierwiastkami czy tez nie.
Pierwiastki pierwszorzedne tego réwnania nalezg zarazem réwnaniu (46).

Dla wyszukania pierwiastkow drugorzednych potrzeba wielomiany f{u) i %(u) roztozy¢ kazdy na
dwie czesci, z ktérych jedna zawierataby potegi parzyste, a druga nieparzyste. Rozklad ten daje
np. flu) =(u)l-I- m(M2)3, <p(w)= ~ufu%o a ztad :

(50) AY)+ y()=[(W2)1+ wifu]lj + i [[w2]1— wi(wl)a] — O,

ktadac tu u = iyl otrzymamy réwnanie (46) w tym razie w postaci :

61 WEMI,

prowadzace znowu do réwnania z zerem najwiekszej wspdlnej miary Y(y') nalezacej do F(y') i ®(y").

Jezeli np. yi1, y3, y0,.-, sa pierwszorzednemi liczbami sprowadzajacemi do zera W(y'), to
Ziyl, w2, iy0,--. stanowig drugorzedne pierwiastki réwnania (46).

Roéwnania (49) i (51) posiadajg tylko pierwszorzedne spéiczynniki i sg wtasnie takie, ktorych
pierwszorzedne pierwiastki prowadza do poznania jednowyrazowych pierwiastkbw réwnania (46).
Z tego powodu potrzeba nam ustali¢ sposéb obliczania pierwiastkéw pierwszorzednych tylko dla takich
roéwnan, ktérych spoétczynniki sa pierwszorzedne.

Niechze bedzie nastepujace rownanie o pierwszorzednych spétczynnikach

(52) An)=x~Allxn Vs Afi- Ixn~! -j-...-(- A3Xi -j- Alx Ao — 0,
Roéwnanie
(53) 20=/>),

ze wzgledu na uktad prostokatny ox, oy, 0Zl przedstawia krzywe przecinajgca o$ ox w tylu punktach, ile
posiada pierwiastkéw pierwszorzednych réwnanie (52). DESCARTES byt pierwszym, ktéry te krzywe
badal, i od niego tez linija (53), ze wzgledu na réwnanie (52), nosi nazwe krzywej DESCARTESR. Prze-
ciecia jej z osia ox nazywaja sie punktami pierwiastkowemu pierwszorzednemi. Odleglo$¢ punktu
pierwiastkowego od poczatku (wspoéirzednych, wymierzona przyjeta jednostka diugosci, daje przyna-

lezng temu punktowi warto$¢ samego pierwiastku.
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Zamieniajgc xI Z) odpowiednio na x, =x-j- Aar, Z'o =Zo-|~AZo, a wprowadzajac oznaczenie

(54 AO) = dﬁj’) — 170,

otrzymuje sie, przy pomocy metody TAYLORa i zatrzymania wyrazéw z 28? potega Ax
(55) Z'o = Zo + ZIA™ + (Z2)Arr2,

gdzie :

(ZD)==A(rr...az-|-Ar): 2!
wyraza warto$¢ stosowng wyjeta z szeregu warto$ci miedzy Zl1 i Z'] lezacego odpowiednio do zna-
czenia, jaka sie do reszty szeregu TAYLORa przywiazuje.

Roéwnanie (55) mozna tez pisa¢ w postaci
(56) Z'o -Z0 = Z1(>' — x)+ Z(Z1)3>"' —a)2.

Jezeli tu Z'o i x' uwaza¢ bedziemy za wspdirzedne biezace, to (56) przedstawia krzywe parabo-
liczna, ktéra w punkcie P wyznaczonym wspotrzednemi x i Z0 jest styczng drugiego rzedu do
krzywej DESCARTESa. Opuszczajac w (56) wyraz majacy Ax-, otrzymamy
(57) Z'o —Z0 =Z1=>"— x}..L,-t.

Tu przedstawiona jest prosta Lrt styczna do krzywej DESCARTEsa w punkcie P lezacym ponad
punktem -m... (xI==x, Z,0 = 0).

Dla matych wartos$ci Ax mozemy Z2 i (Z2) uwazac jako iloSci tego samego znaku, i dochodzimy
sposobemjuz poprzednio uzytym z poréwnania zwigzkéw (55) i (57) do przekonania, ’iz punkt P
lezacy na krzywej DESCARTESa powinien by¢ uwazanym

za punkt wypuktosci dla 2073 = 0,

(58)
»  « wklestosci dla 2022 < 0,

gdyz krzywa DESCARTESa zwraca sie do osi ox w punkcie P w pierwszym razie strong wypukig,
w drugim razie strong wklesta.

Zanim w uwagach tych dalej péjdziemy, objasnimy wprzdd kilka, dla dalszego ciagu, waznych
oznaczen.

Dla dwéch na osi ox lezacych punktéw w, v wyznaczonych odcinkami x, x' otrzymamy na

krzywej DrscARTEsa ponad niemi lezace odpowiednie punkta P i P'.
Nalezacy do x Szeregfunkcyj Zn, Zn-1,...Zi, Zi.-1, Ictorewznaczeniu (54) pojmowane by¢ majg

niechaj sie oznaczy symbolem (at)r-1. Wedle tego otrzymamy dla -7 i v

50
(50) >Y)r—i— (Z'i, Z,%-\. . z't, z',-1), (aro— (Zn, Sn—1>- %% Z'0).
Z pomiedzy warto$ci funkcyj Z5 i Z'S oznaczamy liczebnie wieksza przez %5, liczebnie mniejsza

przez Z5.
A
Iloraz, jaki otrzymamy dzielagc w (a),_x ostatni wyraz przez przedostatni, znaczkiem swym pomno-
zony, jest oczywiScie stosunkiem krytycznym dla réwnania fr-i(x~)=Q [§ 3. (53) Uwaga). Oznaczmy

X
go przez Q,-1. Daje to :

X ZfB X Zf-X
87, - wr-i—
(60) L x x Z'r—|

. ,
B} 7 G}/_Si_ Ty
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llorazy te niech sie nazywaj<} zwyczajnemi Rvylycznemi ilorazami. Stosunek (Z,-1 :rZ.) jest
v

liczebnie zwykle mniejszym a nigdy wiekszym od Q!—1. Podobnie stosunek (Zr-1: ZX.) jest liczebnie

X
zwykle wiekszym a nigdy mniejszym od Q,.~1. Pierwszy nazwijmy stosunkiem Kkrytycznym stabym
y €KSzZy gay )SZy Q y jmy ytyczny Y

X

i Oznaczmygo przez Q,._1, drugi zas stosunkiem krytycznym silnym i oznaczymy go przez Qr-1. Mo-
A v

zerny wiec napisac :

(61)

\4 A

Z.tych nazw i oznaczen zrobimy tu juz niejaki uzytek, ale zwracamy uwage, ze dopiero w teoryi
réwnan FuRiERa zaprowadzenie ich okaze sie szczegdlnie przydatnem do ozywienia i rozjasnienia
najwazniejszych praw w tejze teoryi zawartych.

W poblizu punktu pierwiastkowego mozemy krzywe DESCARTESR przyje¢ za malenka czastke stycznej
paraboli. Czastka ta rozpada sie na dwa oddziaty, ktére poczynajac od punktu piarwiastkowego roz-
ciagaja sie jeden pod, drugi nad osia ox. W tym malenkim odstepie nie moze by¢ mowy o falowatej
Rrzywiznie, jest przeto jasnem, Ze jezeli jeden z tych oddzialéw uchodzi za Szeregpunktow wypu-
ktosci, drugi koniecznie za szereg punktéw wklestosci uwazanym by¢ musi.

Majac jedng dwodjke punktéw (m, m') polozoych na ox, stanowiaca odstep nalezycie $cie$niajacy
punkt pierwiastkowy, mozna z tej dwojki otrzymac druga dwojke (m", m'") wskazujaca odstep zamy-
kajacy ten punkt pierwiastkowy jeszcze Scislej, anizeli pierwotny. Oznaczajac przez P", P"' punkta
krzywej odpowiadajace dwdjce (m", t'"1), mozna przyjaé, ze z dwodjek (P, P"), (P', P"") jedna na wy-
pukitym, druga na wklestym oddziale sie znajduje.

Jezeli Z320> 0, to P jest punktem wypuktosci, a P' punktem wklestosci. Styczna L-< popro-

wadzona w punkcie P przecina ox w m" i powoduje, odno$nie do swych punktéw P i m", naste-
pujacy zwigzek :

(62) 0—Z0==Z1(/"-X").

Oznaczywszy przez LV sieczne przechodzaca przez P' a réwnolegla do L-», sieczna ta przecina ox
w punkcie m": i daje, ze wzgledu na swe punkta P' i m'", zwigzek :

(63) O-ZN=7Z1(/"-/).

Z (62) i (63) wynika na oznaczenie m", m'",
64 dla 7320=0; X" —x=— X =
9 qai 4 Jt

Tukoniecznie Z(0Z! < 0, a wiec Z3Z!1 <O i zpewnoscia dla dodatniego Lx jest co do wartosci
liczebnej :

(65) Z1> Zi1; wiec takze ZI = Z1.
.

Jezeli Z3Z0< 0 to punkta P' i m'" leza w Lzt, a punkta P i ™" w Lz przyczem Lzt || L

Dajeto: O-Zl=721(/"—/); 0—Z20=7Z1(C/ -/, awiec
(66) dla 7270<0, XV—X— —~-, X,—X""-"r-
Li Zl
ART. IV.
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Z powodu takiego jak poprzednio jest

dla VA

Na zasadzie oznaczen przyjetych w (61) otrzymamy wypadki z (64) i (66) w nastepujacej zgodnej

postaci :

67) dla

To powiada, Ze w przejsciu od odstepu -m-' do odstepu \/ '\/ " zblizanie sie do punktu pierwiastko-
wego wyréwnywa odpowiedniemu stabemu ilorazowi krytycznemu.
Illoraz krytyczny odpowiadajacy punktowi wypukto$ci stanowi juz dostateczne zblizenie sie do

punktu pierwiastkowego.
Dla wyznaczenia rozlegtosci odstepu v'v/" = x znajdziemy za pomocg (64) i (66) i wedle istnie-

2 —X~T; ZO 'ZO'_Zuﬁ Tr— \[(%}J— M wzory :

jacych tu zwigzkéw :

dla Z0Z) = O...
zZ1

(68)
dla

a wiec liczebnie zawsze
(69)

jak tylko w odstepie Z3 zatrzymuje stale znak ten sam, a przeto Z! przedstawia liczebnie
A

najwieksza w odstepie tym mozliwg wartos¢.
Jezeli T = 10~n a liczebna wartos$cig (Z3 : Z1) jest szereg :
v A

to na wyznaczenie nowego odstepu [(&"). (#")] majacego stuzy¢ dla dalszych przyblizen otrzymuje

sie zwigzki :

(70)

gdzie — X——Qo.
A

Z uwag jakie sie w toku tego rozbioru nasunety, co do wtasno$ci szeregu znakéw odpowiadajacych
szeregowi funkcyj (Z3, Z3, Zb Z0) w granicach odstepu $cie$ni¢ sie majacego, wynikaja dla sze-
regow funkcyj :

~z3, Z31 Z1, 7o |

(71) ZoJ:
Z's, Z'3, 171,
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nastepujace mozebne Rombinacye znakéw w liczbie 8

+ 4—! ’ |’+—+_ .+ - mmmmmnees r-mmee-
? ¥
-+ H- + +-. e I | H4-_; e H 4--i
(72)
---------- I- ——e-H e
------------- 5 1- + —Je ) e Y NS S

Kazdaztych Rombinacyj okazuje przy przejsciu od Z31 Z2, Z1, Z0 do wartosci Z'3, Z'2, Z'1, Z'o,

strate jednej przemiany znakéw.

§ 5.

ROZCIAGNIENIE UZYSKANYCH ZASAD ROZWIAZYWANIA NA DOWOLNA LICZBE ROWNAN
z NIEWIADOMEMI W ODPOWIEDNIE] LICZBIE.

Niech :
1) F(/M=0, F'(ee)=0, F"(¥)=0..-, F'(A)=0,

bedzie uktadem n réwnan liczebnych algebraicznych z n lilewiadomemi xI, xi,..,xn, ktére w (1)
dla prostszego pisania zostaly oznaczone jedna tylko gtoska x. Wtasciwy ksztatt tych réwnan dla
ilu Rolwiek badZ kresek po prawej stronie przy F niech bedzie ;

(2) F(@")Aa.'l, X2,... 34)-j-%(AT, xs.... xn)=f~]riy=0,

niech dalej na oznaczenie rézniczkowania bedzie :

3) dxn
a znajdziemy nastepujace zwiazki jasne same przez sie :
4) D_p,._— D3; D3% D3 = D3.+3"; D33=/D3.
Wedle wzoru TAYLORR znajdziemy w postaci symbolicznej :
F(x-|-iy)=(/4-i1en" —Z0 + %0 z okresleniami :

5
©) Z0) =~dosDy — @wstD%,; 7% =~ WstDVg+ ?dosDy.
Dalej :
F[(Z+)-t8)-]- \y -I- ™l]=(Zo -j- wz)e * E+DO=2ZZ'0 A-u'o =

(6) 11(zo ~j~ "0)~j-(Zl A-'zm)r-j-(Z1 -1~ (1" A-.-. Zokresleniamii

uzs==""D-W+...jzo N"()Dritae-QorisH--|N'

(7)
s =fDI-QDI'X+...™ + 1QDI Ve FQDIX+---LaZo0.

(g) Z,0 — 70 -J- TZ1 -j-T2Z2 -J-..., Z'0 = Zo4" tz14"t'z4" -
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Zamieniajac av (G) x, y na (x— v§), (//—m) otrzymamy :

)

:z'o,

(10)

slz,i =

(H)
Z (7) i (10) okazuje sie zgodno$¢ budowy naocznie.

(12) Pojedyncze wyrazy w F(a?) mozemy zatozyéw postaci Bsffi...tf}>i a kazdorazowa summe
oL+ a2% «3 +---+ On=S oznaczy¢ gloska s. Najwieksze s oznacza stopien wielomianu réwnania,
i mozna sie przekonaé, Ze w szeregach nieskonczonych przedstawiajacych dosDiz, AvstDi niepotrzeba

uwzglednia¢ Avyrazow w postaci P)m/, jezeli tylko m bedzie wieksze niz stopien.

Przyjmijmy dwie osie do siebie prostopadte ox, oy, aAv plaszczyZnie ich jakakolwiek cze$¢ zam-
knieta np. prostokat o bokach rOAvnolegtych do osi ox, oy, na ktérego obwodzie niema zadnego
punktu pierwiastkowego takiego, ktérego okreslnik (arl-]J-zyl) w potaczeniu ze stosownie dobranemi
warto$ciami (xi + iy;), (Q?=3wy3)---(34y») sprawdzalby réwnania podane w (1). Przynalezny
stosunek krytyczny (Umgebungsverhiltnis) odniesiony do jednego z réwnan (1) niech bedzie Qiriiz,
z dodaniem ponad Q po prawej stronie liczby kresek odpowiedniej wybranemu réwnaniu.

Tym sposobem otrzymuje sie stosunek krytyczny dla réwnania F'(<z)=0

sy | Zo__ fdosDi — v wstP,]

8] ¢v' 7o  /'wstDiz-)-/dosDi,

Dla jakiegobadZ punktu obranego na obAvodzie Otrzymamyw tym razie Avartosci (xI-|- Yl), za

podstawieniem tych wartosci a1, y! nalezy przez rozwigzanie pozostalych (n— 1) réwnan
(14) F'(a,))=0, F"(#)=0... Fw(x) =0,
wyznaczy¢ jeden z zadosy¢ czynigcych uktadéw wartosci

(zVed~1y4> (W 4- ws)> (-344- y[M

a za Avprowadzeniem takowych w (13) otrzymamy poczatkoAva punktowi (-rl-]-'yl) odpowiednig war-
tos¢ Q.Tiu

Dla nastepujacego punktu j[it/1-)-&!] -|- i [V1-j- »i)j Otrzymamyprzy dostatecznie matem &, m, na
AvyznaczenieodpoAviednicli Avartoici &, [[i, & n3,...&ii yln nastepujace réwnania Is( stopnia ze wzgledu
na te ilosci, ktére wedle (7) pojmowa¢ nalezy, mianowicie :

0 S N T A R

(15)
z ktérych (2w—2) przyroslkOAV url2, €3n3,... {n-ll Avprest mozna otrzymadé, a na zasadzie tak znale-
zionych Avartosci obliczy¢ Avarlo$¢ stosunku; obwodowego dla nastepnego punktu t. j. war-

tosci Q t=+i, v+
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Przechodzac tym sposobem od jednego punktu obwodowego do drugiego, wyznaczy sie liczbe
mutacyi, jakie wyraz Q41> przedstawia w czasie obiegu po catej linii obwodowej. Z potowy liczby
dodatnych mutacyi wniesiemy na tylez punktéw pierwiastkowych zawartych w obrebie przestrzeni
ograniczonej przyjeta linija obwodowa. Kolejnem przechodzeniem do coraz to mniejszych czastko-
wych prostokatéw zdotamy nareszcie pojedyncze punkta pierwiastkowe porozdziela¢ i przyjdziemy

do uktadu przyblizonych a zarazem przynaleznych wartosci.
ah M* Y0 3% H—ya ~|~ 3%-|-13L-

sprawdzajacych réwnocze$nie réwnania dane, i uchodzacych za ukiad przyblizonych wartosci pier-

wiastkow tychze réwnan.
Dla otrzymania wszelkich ukladéw pierwiastkéw réwnan (1) nalezy uzy¢ kazdego ukladu pier-

wiastkow réwnan (14) wedle sposobu w (16) wskazanego, i to ze wzgledu na dostatecznie wielka
na okoto obiegajaca linije obwodowg; a dopiero nastepnie przechodzac do coraz mniejszych po-
dziatéw, porozdziela¢ punkta pierwiastkowe w granicach catkowitej linii obwodowej lezace.

Nie ma prawie potrzeby wspominaé, jak postapi¢ nalezy, azeby wedle (27) § 3 powynajdywac
punkta pierwiastkowe zawarte miedzy dwiema réwnolegtemi. Wida¢ tez, iz wskazany sposob oddzie-
lania pierwiastkdw polega na przypuszczeniu mozliwosci zupetnego rozwigzania (n — 1) réwnan, i na
uzyciu takowego do rozwigzania uktadu réwnan w liczbie n.

Wyprowadzamy ztad nastepujace postepowanie:
Przyjawszy poczatek osi za punkt wyjscia linii obwodowej zatézmy :

(18) y% = al-j~1y3 = ... 11 al« —iyn 0.

Hozwigzmy réwnanie F,(zc) = 0 na podstawie zatoZenia (18), a znajdziemy wszystkie mozliwe war-
tosci wyrazenia xi-J- iyi.
(19) Z kazda z tych warto$ci udamy sie do linii obwodowej, rozpoczynajacej sie w punkcie poczatkowym
uktadu osi, azeby Zaposrednictwem Q'4ay? wynalez¢ liczbe uktadéw wartosci (¢h-j-zyi, a? 2+1%,2)
i kazdy Z nich poda¢ oddzielnie.

Wtedy kazdy z tych uktadéw warto$ci w potaczeniu z zatozeniem
(20) X3 -f-iy3 =xi + iyi — ...=xn-\-iyn =0
sprawdzi réwnocze$nie dwa pierwsze réwnania w (1).

Na zasadzie wskazanych uktadéw wartosci w (19) i (20), nalezy uzy¢ wyrazenia Q

wzgledu na linije obwodowa poczynajaca sie w punkcie "3 =y3 = 0 wyszuka¢ liczbe uktadow
wartosci (I -|- iyl, xi -j- zy2, x3 + iy3) i kazdy z nich poda¢ oddzielnie; wtedy kazdy uktad w pota-

clyj, azeby ze

czeniu z zasadniczem zatoZeniem
xi -[- iyl - X5-}- iy — ... =xn-}~iyn =0
sprawdzi réwnocze$nie trzy pierwsze réwnania w (1).

® () (n)
Przechodzac tak kolejno do wyrazen Qii4tid, Q.%3%> - -+ Qxuvn dochodzi sie nareszcie do wszystkich

mozebnych uktadéw wartosci
I+ WPl, 34 + %o Xs + Y3,.. Xn + %

z ktoérych kazdy, dla siebie, sprawdzi réwnocze$nie réwnania (1), a zatem przedstawia uktad pier-

wiastkéow temu uktadowi réwnan odpowiadajacy.
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W danym.uktadzie diwaehr réwnan

(21) F(x1,34) —0 F'(Y&178)=0'

przyjmijmy np. drugie za r6wnanie gtoskowe. rozwinmy pierwiastki jego, a%, x'2, x"2,... na szeregi
zbiezne uporzadkowane podiug poteg xi, a znajdziemy dajmy na.to :

(22)

dla kazdego zatozenia xi — al -I-ibl otrzymamy wtedy bardzo tatwo o = a34-%o0 a wiec na
dowolnie przyjeta linije Obwodowaznajdziemy liczbe dodatnych mutacyi, jaka odpowiada stosunkowi
obwodowemu nalezacemu do pierwszego z réwnan.

Znajdziemy ostatecznie liczbe punktéw pierwiastkowych lezacych na wewnatrz zakreS$lonej linii
obwodowej, a w nastepstwie i same uktady warto$ci pierwiastkow.

Wyltozony w (21§ T), sposéb postepowania, zastosujmy takze do uktadu (T).

Niech bedzie
(23) Xi 4- iyi, x'T-I- yn x3 4- iys, 111 Xn -j- tn

przyjetym uktadem poczatkowym,, ktory podstawiony w (I) prowadzi da wypadkéw :

(n) ()
(24) Zlo-f-Y80> Z%-|-2z2%0 7,"0 -j- 1z,"0,... 770-A-1Zo-

Dla wyznaczenia przyrostkow &1, &3... &tt, m, [|2, vs-.~vin raeznaby, uwzgledniajac wskazang w (7)
budowe wyrazen Z!izl, utozy¢ nastepujace wedle &, » linfowerownania:

otrzymuje sie wtedy z powodu tak zmienionych wartosci poczatkowych

(26) 4- &) 4-1(yi + 'n)j (3 + %) 4~ 4~170); - -+ (alk 4- 5») 4- I(y« 4-rlli)

Wvpadki podstawienia : i ' “ . ‘

(27) z,04-%Y% Z,(; 4—*2,0,- Z(>(l;) 4« *éne)j

ktére, dla dostatecznie matych odpowiednio dobranych wartosci ¢',e"el",.... Z») moga mie¢ wtasno$¢
powodowania zwigzkdéw w postaci

(28) Zo) + =0->Z'02Y8zV

odnoszacych sie do dowolnego w (1) danego réwnania.

Postepujac tak dalej dochodzi sie nareszcie, ciggiem poprawianiem poprzednich warto$ci uwaza-
nych za poczatkowe,, do uktadu wartosci, dla ktérych wypadki, podstawienia staja sie tak mate, iz
przy zadanej, doktadno$ci, zaniedba¢ je mozna. Uklad ten mozna przeto w pierwszym przyblizeniu
uwazac jako pierwiastki réwnan (1).

METODA. PRAWIDLOWEGO SCIESNIANIA GRANIC WARTOSCI PIERWIASTKOW.

Niech beda dwa uktady wartosci
(29) S = (a% 4- iyl, X2 -f- iy2... xn 4-yn); S'— (X1 -j- iy, i, x¥% 4- YVels-' Yo+ Yels
ktérych wzajemna zalezno$¢ niechaj sie wyraza réwnaniami

(30) x, =X-}- 1, yI=y.-\-t, T=A0rr

przy statem tir.
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Niech pierwszy uklad wartosci w (29) bedzie tak dalece przyblizonym do prawdziwego uktadu
warto$ci pierwiastkéw, iz go uwaza¢ mozna za pochodzacy z ostatniego i to w ten sposéb, iz
w liczbach x iy nalezacych do uktadu pierwiastkéw opuszczono cyfry stojace na miejscach :

(31) —+'1), —=+2), -(xr + 3),...

Wartoéci xiy w S s3g przeto wszystkie liczebnie mniejsze, a za§ w S' liczebnie wieksze anizeli odpo-
wiednie wartosci aei y w (uktadzie pierwiastkéw) = o.

Z.SiS' wyprowadzmy dwa liczebnie posrednie uktady wartosci S" i S
ze wzgledu na liczebne warto$ci xi y dajg zwigzek :

" majace te wlasnos$¢, iz

(32) S<S"<o<S"<S\

Pochodne uktady warto$ci moga sie w ten sposéb przedstawic

-

(33) Si'=( “+ YA, x"I-iy\,...x!'n-\-iy"'ny, "' = (x""1 + iy"iex""2"-y"'"q,... x""'n"-iy'"n)

wraz z nastepnemi réwnaniami okreslajacemi, stuzacemiza dowolne wskazéwki nadawane, ilo$-

ciom Xxiy.
X"=x+18"; #W—x"_ttw—eae _|_t(1 _.E")
(34) J==y-f-t"; /r==y-— —y-\-1(l —¢")
(35) X"— =Tl -8 —8) =1 y"'_Jz=t(l— - )=

Ktadac nadto :

Z,0D¢" — groDV'=-Z,.*  Z'0(Dx" v8)- ZDE"D\/’Z'O =
[36) i <7
2 2
z%DE" —|- ZzoDn" — /2/,1 ; z'o(DE" -DV,)-I-WD+VZ'o 2/%'2.2,

i zapowiadajac, iz kreski nad Z i z umieszczone wskazywa¢ maja odpowiednie warto$ci x i y
w funkcyi przez Z i z wyrazonej; a za$ kreski umieszczone pod Ziz pochodza od & i v bedacych

w okre$lniku roézniczkowym, otrzymamy, ze wzgledu na uklady S', S", S7", nastepujace zwigzki

zakonczone na drugiej potedze dostatecznie matego T,

1"» =- Zo —J- <Li -J- ©22:2; Z"Q--Z¢ -J-TM -J- £34
Z 11 A A
(37)
P =:Z'0-tZ'1+Tt34 6—z01 'ﬁ/l-'f--r-ﬁ)‘/.z-
W 77 n 7/
70 = Zo--]- | -J- TZ%aE 2 0120 —J- TZ* —|— T%&,
/ /
(38)

Zo =;Z'o0 —T%’I-]—TZZ,Z; Zo —ZQ——13,| -~ 7% 2
r r 1

Umieszczona pod Zizww (38) jednostka wskazuje, iz w odpowiednich okreslnikach réznicz-
kowych D-, Dy pozostawiajac ilosciom &, n witasciwe znaki, zréwnywamy je liczebnie z jedno$cia.
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(39) Uktad przeto réwnan (38) wynika z (37) przez zréwnanie liczebnej wartosci §, n z jednoscia.
Réwnania takie mozna uwaza¢ jako nalezgce do dowolnego réwnania w (1) jezeli tylko przydamy
z prawej strony u gory gtoskom Z, z odpowiednia liczbe kresek.

(40) W pierwszym wierszu (37) &€ i 1" s3a wlasciwemi ulamkami, i nalezy je uwaza¢ jako
zmieniajace sie miedzy zerem a Iemi warto$ciami, ktére ukiad S" na uktad o zamieniajg. Po-
dobnie &" V" uwazamy za zmienne miedzy zerem a lemi warto$ciami zawarte, ktére przejscie S™
do o uskuteczniaja.

Wewnatrz matego odstepu od x, y do x’, y' Rrnkcyje Z3, z0 przechodzg przez zero, mozemy
przeto z uwzglednieniem (40) napisac :

Z0Z'0<O0, z0z'0<O, 7"0Z'"o0<O0, Z"0Z0>0, Z"'0Z'0 > 0,
(41)
2020=0, Z"0z'o =.

(42) W nastepstwie przypusci¢ musimy, iz ilosci Z1, Z1, ZI, Z'l maja znak wspdlny, i ze podobnie
ilosci zl, z1, z1, z1, tym samym znakiem s3 opatrzone. Réwniez wskazéwka 2 opatrzone war-

tosci Zizwv (37) i (38) jako jednym i tym samym znakiem obdarzone pomysle¢ nalezy.

Mozemy teraz przystapi¢ do wytozenia zapowiedzianej metody prawidtowego $cie$niania odstepédw
pierwiastkéw. Rozwigzanie tego zadania zawiera sie oczywiscie w podaniu 4n zwigzkoéw, o ile mozna
Stopniapierwszego, azeby za ich pomoca ze znanych uktadéw S i S' wynalez¢ uktady S", S bar-
dziej do o przystepujace. Te ze wzgledu na &', £, 1", V" liniowe réwnania mozna otrzymaé jedynie
z réwnan (1), i wedle istoty rzeczy spodziewaé sie nalezy, iz kazde z tych n réwnan da 4 potrzebne
zwigzki.

Dla wykazania wptywu kazdego z réwnan (1) na owe zwigzki przypatrzmy sie blizej jednemu z nich
np. tymczasowo nie kreskowanemu réwnaniu.

(43) F(tH)=0,

i przypusémy iz juz posiadamy (4« —4) wspomnianych zwigzkéw, ktére z rownan (1) po wylaczeniu
réwnania (43) otrzymaliémy. Za pomoca nich mozemy wyrazi¢ iloéci £'3, £'s, £,4...8"n, V'2,V"3, V'4..V")
przez &'l, Vi podstawi¢ to w réwnania (37) do (48) naleznie przysposobione.

Uwazajac przy prostokatnym uktadzie wspétrzednych grupy (Z"o, x", y"), (z"0,x", y"), (Z'"0, x", y'"}
i (z"0,x", y'1) kazde jako zlozong z trzech biezacych wspétrzednych w odpowiednich réwnaniach (37),
to oba réwnania w pierwszym wierszu, jako tez oba réwnania w drugim wierszu (37), przedstawiaja
po parze powierzchni, mianowicie pierwszo i drugorzedna powierzchnie positkowa réwnania (43).
Punkta (Zo,x, y) i (Z'0,a4 y'} leza po przeciwnych stronach xoy, tak samo punkta (z0,x,y} i (z'0, r",y").

Po opuszczeniu wyrazéw majacych V2, otrzymujemy z (37) réwnania ptasczyzn stycznych, ktérych
kierunki zaleza od ilosci ZJ, z1, Z'1, z'l albo raczej od wspétczynnikéw nalezacych do ilosci t€"1, T/',
€, t/", ktére wynikajaz wyrazen zl, Z1, jezeli w nich opuscimy &", V', €'"/" opatrzone znacz-
kami 2,3,4,...n.

Z punktéw stycznosci (Zo, X, y~} i (Z'0 x', y) jeden jest zawsze punktem wklestosci a drugi punktem
wypuktosci. Toz samo rozumie sie o punktach stycznosci (z0, x, y) i (z'0, x’, ¥'). Wedle zasad w §4
rozwinietych nie trudno bedzie rozstrzygna¢ wedle uwazanego rownania (43), ktdre z czterech punktéw
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stycznos$ci odpowiadajg wklestosci, a ktére wypuktosci i w kazdym przypadku dla réwnania (43) tatwo
bedzie mozna 4 wypadkowe zwigzki ustanowic.

Zo%2>?} ™, + Zo=0; —Z1-]-Z,0— O[t
i)

zo’s = 0 I '1-j-=0 — 6; — /z.i H-zo=o0 ﬁ

20722 > Oi) ‘t"21-]-Z0 =0; -TtZ! +7Z10 = 0j
I

)
%r2 < 0)—7tz,-]- %= 0; tz 1-J- ZI0 — 0 (
" |
(44)

Z0Z2<0l —TZ' -]-Z0 = 0; TZ11-]-Z0=0'

(111 ! ( i

20Za> 0 } Til-]-Z0 = 0; — TZi -J- 2o = 0|

il
TZ1,-]-Z20=0"
av) |

T/ﬁ'l -J-z'0 —. 0(

Wida¢ ze do tych samych zwigzkdéw dochodzi sie biorac, na wyznaczenie kolejnych punktéw na
powierzchniach positkowych, ktérebadz dwoéjki np. (€'s, Vis) i (&us, Vus) zamiast (&1, V1), (&ut, V™)
Weille kombinacyi znakéw w iloczynach Z0Z) i z0z2 otrzymamy na mocy (44) z kazdego z réwnan (1)

po 4 réwnania liniowe na wyznaczenie uktadéw S", S"' i pozostaje tylko odpowiedzie¢ na pytanie,
o ile sie zmniejszyta nowa dlugosc¢ odstepéw t,c, Tu wzgledem przyjetego wspdlnego odstepu t=10-r?
W tym celu z (35) mamy :

Zolh.c -J- zodv'-T ZI — ZI — Z1);  Zi0Dtt — zD™ ;— t(Z! — Zil — Z1i1),
i i m j
(45)
.z080tc-J-Z0Dty T (GL M il);  *'0Dtc — Z'0D1j, =T (21 Z7 — Z']),
Z'o — Z0) —1Zl —72) =7Z77"\, — TZ,)2,
i 1 1 i
(46) dalej z (83)
G0 - O Tl T x>-2----TV1 - T Z'-2-
. I W 1

Z pierwszego wiersza w (1) znajdziemy uwzgledniajac (46)

Z'o — Zo — r (Z-i Zi) —: TZI -|- T“Za?
ii lii i i
a wiec
T'Zw — Zi — Zi) -p T2Z2=z 0i
i " " i
a ostatecznie z powodu (45)

(47) Postepujac podobnie z drugim wierszem w (I) otrzymamy :
20D, -J- Z0Dri, -J- T%2 = 0.
1

ART. V. 7
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Stosujac to do kazdego rownania w (44) wypadnie :

w przypadku M .. . Z0Dtt --- %Drj -(- T21Z2---0, 20R-r-{- Z0D-~{- 11/132 —O0,
» () . . . Z6DT"-—|Z0R;/ + T2Z2-=0, Z'ORTic-l—Z'ODU'/—\/%'s=O,
(48)
» 1 1 ..ZﬂnN—ZDH@ﬂﬂ%7=O, ZDT.c-p Z0Dty -- H4 =0,
) aw . . - 7v/0Doir —z'Ol%—TZ%vZ:: 0, 2,0Dtic-|- Z,8Dty — T%i,g 0,

kazde przeto réwnanie w (1) da w szczegélnym odpowiednim mu przypadku dwa liniowe réwnania.
Wynikajace ztad  réwnan wprost wystarczaja do oznaczenia 2« dtugosci odstepdow :

wl> Tx3,..Tws, 2zZyl, Ty,.-.Tyt.

(49) Kladac w (48) ogodlnie X=T-TX, T©=TIT,

otrzymuje sie réwnania, z ktérych 12 wyrugowa¢ mozna. Tak np. w przypadku (I) mamy dwa

wypadkowe zwigzki

(50)

Oznaczajac przez V' liczebnie najwigkszaz iloSci ¢’ tvlp the> TVZ2e---TY> Zy,, 1 znalaziszy

np. z rozwigzania owych 2n réwnan :

(51) V==

Otrzymamydla Obliczeniazredukowanychgranicznych wartosci (z:"), (&), (y"), (y'") potrzebnych
w dalszym rachunku, réwnania :
= Arek,t (xM) = (~) + /RF—;,

(52)

i nowy w tym wzgledzie ustanowiony odstep :

(53) W=40%o-

Wszystkie uwagi poczynione w § 4 od (36) do (44) przy podobnej sposobnosci zachowujg swa
moc i tutaj.

Rozwigzanie réwnan danych w (1), sprowadzili$my wtasciwie do rozwigzania 2n réwnan z 2n pierw-
szorzednemi niewiadomemi x/, a¥s,.. xn, yl, y-n,.- y[], i otrzymaliSmy odpowiednie réwnania okre$la-

jace w postaci :
() O]
(54) I, =Lla"=..=2Z0 =z0=z10= ... =Z0=0.

Jezeli réwnania (1) majg dozwala¢ na uktady jednowyrazowych pierwszo Iub drugo-rzednych
pierwiastkéw, to n pierwszorzednych ilosci xI, xi,... xn, musza takze sprawdzacZn réwnan przy
zatozeniu yl=yl=... =y,i= 0, w drugim za$ razie n drugorzednych iloSci yiy-t,---yn przy

zatozeniu Al =k = ...= a¥s=0,
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Zadnego z tych wypadkéw w ogélnosci przyjaé¢ nie mozna, jednakze w szczegblnych razach zdarzy¢
sie one moga jezeli spoétczynniki w rownaniach (1) sprawdzaja nadmiarowe warunki podane w (54).
Dla tego tezwystarczy wskaza¢ obliczenie uktadéw pierwszorzednych pierwiastkéw, tylko dla réwnan
o pierwszorzednych wspoétczynnikach.

W uktadach réwnan o pierwszorzednych wspoétczynnikach mozna, dla rozdzielania ich pierwszo-
rzednych uktadéw pierwiastkdw, uzy¢ metody skalarnej (Staffelmethode) wskazanej w (17)-(20),
z tern nastreczajgcem sie tu uproszczeniem, iz nie z przebiegu linii obwodowej, ale tylko z przebiegu
po osi ox; liczbe mutacyi wyznaczy¢ nalezy.

Odpowiedni stosunek obwodowy nastrecza nam kazdorazowy wielomian réwnania, z kolei w zakres
badania wciagniety. Miejsca mutacyj stanowig tu wlasnie punkta pierwiastkowe, i wyréwnywaja sie
co do swej liczby.

I co do prawidtowego Sciesniania pierwszorzednych ukladéw pierwiastkéw nie potrzeba nowego
badania wprowadza¢; gdyz metoda Wyprowadzonadla réwnan (54) zawierajgca sie w ustawieniu
zwigzkow (44) prowadzi wprost do wyznaczenia z wszelka zadang doktadnoscia pierwszorzednych
uktadéw pierwiastkéw x1, x-1, x3,... xll, yit yii y3, .. yn dla rdwnan (54) o pierwszorzednych wspot-
czynnikach, a to przez prawidtowe Sciesnianie odstepow.

Poszczegblny niejako sposéb utworzenia (7) i (8) ze wzgledu na réwnania (1) nie przedstawia nic
sprzecznego z wyrazonem tylko co twierdzeniem, gdyz dla

tenze sam sposdb, nastepujacym zwyklym zastapi¢ mozna :

s! Zs =Z0D', rt% = D"

Nie zobaczy sie tez nic zdroznego w tern, iZ ustanowienie zwigzkow (44) polega na parzystej liczbie
rownan, skoro sie zauwazy, iz z kazdego pojedynczego réwnania w (54), bez uwzglednienia pozostatych
wyprowadza sie tak istniejagce w danym razie krileryum, jako tez i odpowiadajagce mu oba zwiazki.

Zresztg dla ? =0 przedstawiajg sie rownania (1) opatrzone pierwszorzednemi wspotczynnikami.
Ze wzgledu na pierwszorzedne uktady pierwiastkéw otrzymamy yi=yi=y3—... ~yn=20,
Dii =z0 =Zl = ... =7B=0; zwiazki (44) sprowadzaja sie w drugim wierszu do tozsamosci, zawarte
za§ w pierwszym wierszu stanowig wlasnie wzory potrzebne do Scie$nienia pierwszorzednych od-
stepéw. Z réwnan (48) pozostaje w kazdym przypadku takze tylko pierwsze i stuzy do wyznaczenia

odstepow

WYPROWADZENIE METODY FOURIEfDA
PRZY ROZDZIELANIU PIERWIASTKOW PIERWSZORZEDNYCH.

Niech bedzie :
6] f(x)="xn -I- Kn-ixn~1 -j- Ag-2~v24- - 4- Al.c 4- Al = 0,1
réwnanie o pierwszorzednych wspoétczynnikach.
Baczac tylko na pierwszorzedne warto$ci x otrzymamy, wedtug § 1 (5), (7), na y=5>(%) =0,
a wiec D=0, dosD=l, wstD = O:
(2) 5! Zs —-sMa?), s!zi==0, aztad os—IZs, as =0,

gdzie s wyraza liczbe rézniczkowari, jakie na wyrazeniu wykona¢ nalezy.
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Z (1) znajdziemyzupetnie ogélnie :

fr-s(% —+ p) =A-s(a0 + /,-s+ (Ve 1-j+ /--s+2%) 1x-f -+ A-1N Ly, + etc

Wprowadzajac w to ré6wnanie oznaczenia podane w (2) i ktadac nadto :
£11
fr-s(x-f-p) — (r — s)! ZI--s
otrzymamy :

~+f - (r—S-I-D!' 1, , . (r—s-
(r—s) Z,--s=(r—s)! Z,-« + —---- yy Zl.-s+1p-|- yr

__ ofA v, .
a ztad, z powodu (r—s-fAm)'-_ (r—|

(r—s)I ml \i
A —s2'
Z,—S+IiP -M g

Nieeh Iu Z! bedzie roznem od zera, a nadto niech kilka kolejnych mniejsza wskazéwka niz r
opatrzonych Z przyjmie warto$¢ zera dla uwazanej tu wartosci x, wtedy dla dostatecznie matego o

znajdziemy :
4 Zr-S = "~"Arps,

skoro ZI-S takze w szeregu znikajacych Z sie znajduje. Jezeli jeszcze i Zr-1i,.t dla tejze warto$ci x
zerem sie staje, to znajdziemy réwniez :

E=N4 r . aix?
(5) Z,,-s +1=1/ ]&\/—110 a wiec Qr-, = £,

Xfo
rozumiejgc przez Q stosunek krytyczny objasniony w (60) i (61) § 4.

Pomys$lmy szereg funkcyj :
(6) Zl-, Zl.-y, Z1—2, ... ZI--1l]l Zl—m-j,
wraz z naleznemi do nich stosunkami krytycznemi :
7 Qr-1t Qc-2,' Q)'-3 --- Qr-mi Qr-1B-It

majacy te wlasnos$¢, iz z wyjatkiem Z! i Zl.-,n-| wszystkie inne funkcyjc w (6) staja sie zerami. W tym
razie bedzie Q,.-1~0, Ql.-m-1==oco, a wszystkie pozostate ilorazy krytyczne podane,w (7) przyj-
0

mujg posta¢

Zmieniajac x na x-j-p, Olrzymamy wskutek przyjetej wtasnosci szeregu funkcyj (6) oraz
zwiazkéw (5) wskazany w (7) szereg ilorazéw w postaci :

8



0 ROWNANIACU. 53

Ztad wynika, iz w (7) z powodu p =0 tylko ostatni iloraz krytyczny przybiera warto$¢ nieskon-
czenie wielka, kiedy tymczasem wszystkie inne stajg sie zerami.

Nastepstwo znakéw nalezacych do kolejnych ilorazéw krytycznych nazwijmy grupa Kkrytyczna
znakow.

Ze wzgledu na parzyste lub nieparzyste m iz uwagi na znak ilorazu (Z,~m-!1: Zr) trzeba w (8)
rozrozni¢ 4 przypadki w tworzeniu grup krytycznych znakdéw, otrzymamy wiec z (8) :

i dla (a?— o) .- J-,
dla gr T 0 i parzystego m <
v x4-F H———H - - H H
Air-tn- L i ' a '
» -“>0 i nieparzystego
zr Yo (relp) S —F o ]
9
) = <O i parzystego g dia @ —p) T '
- m |
Zr ( » («+F) H——( + -+ H—;
v (dla (r—p) N P,
) -1 < 0 | nieparzystego m
zr "y (x~h) "+ + = + - 4——

Z tablicy tej wynikaja nastepujace prawa :
1. Przy przejSciu przez miejsce znikania parzystej liczby kolejnych funkcyj Z wypada zawsze
zysk tyluz znakéw dodatnych w odpowiedniej grupie krytycznej znakéw.

(10) 2. Przy przejsciu przez miejsce znikania nieparzystej liczby kolejnych funkcyj Z wypada
WodpOwiedniej grupie krytycznej znakéw zysk tyluz znakéw dodatnych wiecej Iluh mniej jednym wedle
tego, czy funkcye znikajace zawarte sg miedzy granicznemi Iunkcyami jednakowym Iub niejednakowym
znakiem opatrzonemi.

W szeregu funkcyj (6) kazde 2 sasiednie wyrazy dajg znak dodatny Iubodjemny do grupy krytycznej,
wedle tego, czy zestawienie ich znakéw tworzy zmiane, czy nastepstwo. Podtug tego mozna wyrazone

w (10) prawo, wystowi¢ w ten sposéb :

(11) o Przejscie przez miejsce znikania parzystej liczby kolejnych funkcyj Z objawia sie w odpo-
wiednim szeregu znakoéw jako strata tyluz zmian znakéw.

(3. Przejscie przez miejsce znikania nieparzystej liczby kolejnych funkcyj Z objawia sie w od-
powiednim szeregu znakéw strata tyluz zmian znakéw, wiecej lub mniej jedna wedle tego, czy zni-
kajace Tunkcyje zawarte s3 miedzy funkcyjami granicznemi jednakowego czy niejednakowego znaku.

Opuscmywszeregufunkcyj (6) Ostatniwyraz Zr-m-1, wtedy we wszystkich gromadach znakéw

podanych w (9) odpadnie znak ostatni, i dochodzimy do wyniku :

(12) y. PrzejScie przez miejsce znikania ilukolwiekbadZ kolejnych funkcyj koncowych, okazuje
sie jako strata tyluz zmian znakéw w odpowiednim szeregu.

a. Przejscieprzeziniejsceznikaniajednejtylkoposredniej funkcyi Z miedzy sasiedniemi nie-
jednakowym znakiem opatrzonemi funkcyjami zawartej, nie wywiera na mocy f zadnego wptywu na

liczbe zmian w odpowiednim szeregu znakéw.
Znalaztszy z dotychczasowego rozbioru wystarczajace punkta oparcia do nalezytego ocenienia
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wptywu, jaki przejscie przez miejsce znikania kolejnych funkcyj wywiera na odpowiedni szereg
funkcyi jako tez na krytyczng grupe znakéw, postarajmy sie o stosowne rozwigzanie pytania :

(13) Dla ilu ztozonych pierwiastkéw réwnania Zr-m-1= 0 nalezy warto$¢ x odpowiadajgcq takiemu

znikaniu uwazac za wskazujgcq?
Sposobem podanym w (4) znajdziemy dla dostalecznie matego p :

Jezeli ¢ jest dostalecznie malg ilo$cig dodatng, to zawsze mozna tak wyznaczy¢ p, iz bedzie :

rjf, m+ 1 U dn+1

\m + L7Zi -mi-1

z uwagi, iz moze by¢ -~%,—. ¢% 0,

Z rozwigzania tego réwnania wzgledem jj,
Zr—m—1

(15) wypada dla T =0..
(16) dla - <0 ..
Jjr-rm-1

W obu tych razach otrzymamy z (14) :

sam- i QL Z.
a wiec co do wartosci liczebnej :
17) Zr-w—i Zr—
1 1

Poniewaz kazde z wyrazen (—'1),"+1 i (_|_ Dm'rl
skujemy zupelnie jak w §1, iz warto$¢ x odpowiadajaca miejscu znikania w kolejnych Z moze by¢

wskazuje na (m-j-1) wartosci, przeto wnio-

uwazana jako warto$¢ poczatkowa (m -{- 1) pierwiastkéw réwnania
(18) Z,—m—1 —0,
biorac w wyrazeniu Zi—m-! X1 za niewiadomet

Jezeli w (15.) m jest parzyste, to jedna z (m-f-1) warto$ci (— 1)m+1jest pierwszorzedna ujemnay;

w tym razie odpowiednie. x. ma warto$¢, wskazujgcq dla. m zlozonych pierwiastkéw réwnania (18).
i
Jezeli w (15) m jest nieparzyste, wtedy zadna z (m-|-1) mozebnych wartosci (—Dm'" nie jest

pierwszorzedng, w tym razie odpowiednie x wskazuje na (m + 1) ztoZonych pierwiastkow w (18).
i

(19) Jezeli w (16) m jest parzyste, wtedy jedna z (m-J—1) mozebnych wartosci (—- 1),n+1 jest pier-

wszorzedng dodatng, a odpowiednie x wskazuje na m ztozonych pierwiastkéw w (18).
i

Jezeli nareszcie w (16) m jest nieparzyste, wtedy dwie z mozebnych (m -j- 1) wartosci (-|-)m+1 s3
pierwszorzedne, a odpowiednie x wskazuje w tym razie na (m —'l) ztoZzonych pierwiastkéw

w réwnaniu (18).
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Nadio wiadomo z danego w (62) § 1 orzeczenia, iz warto§¢ x bedaca wskazujaca dla ztozonych
pierwiastkow w (18) moze by¢ réwniez uwazang za wskazujaca tyluz pierwiastkdw ztozonych
réwnania :

(20) 70—/ (@) ==0.

Na zasadzie twierdzen w (18) i (20) mozemy tatwo zrozumie¢ nastepujace prawa :

«') Warto$¢ X dla ktorej parzysta liczba kolejnych funkcyj Z znika, wskazuje tylez utozonych
pierwiastkéw w (20), jezeli ,Z0 nie znika rownoczes$nie.

Bi) Wartos¢ x, dla ktdérej nieparzysta liczbakolejnychfunkcyj Z znika, za§ Z0 wypada réznem
od zera, wskazuje w (20) tylez pierwiastkéw ztozonych. wiecej lub mniej jednym, wedle tego,
czy znikajace kolejno funkcyje Z zawarte sa miedzy fuukcyjami o jednakowym czy o réwnych

znakach.
?7") Wartos$¢ X dla ktérej pewna liczba kolejnych funkcyj koncowych szeregu

(21) Zii, Z»—4, In—>, ... 7Z), Zl, Zo,

réwnoczes$nie znika, wskazuje tylez pierwszorzednych réwnych sobie pierwiastkéw w (20).

<I) Moze sie tez zdarzy¢, ze skutkiem jakiej$s warto$cj x funkcyje Z znikajg rownoczes$nie grupami
w kilku miejscach szeregu (20): w tym razie nalezy wedle tylko co danego przepisu zbadaé liczbe
wskazanych pierwiastkéw ze wzgledu na kazda grupe oddzielnie, i uzna¢ te warto$¢ x za wskazujaca
dla catkowitej tak znalezionej liczby pierwiastkéw (20). Wypada ztad, iz jedna warto$¢ x moze
réownoczes$nie wskazywac ztozone jakotez pierwszorzedne réwne pierwiastki w (20), skoro pomiedzy
grupami Znikajacemi réwnoczesnie funkcyj Z, znajdzie sie grupa kolejnych funkcyj koncowych w (21).

Wyprowadziliémy prawa 0t), 8), y), i), V), B')7'),4") napodstawie réwnan (4) i (14) pozostawiajac
czytelnikowi wyprowadzenie tychze praw z uwag ogélnych o sprzezonych gateziach krzywych,
a mianowicie ze stanowiska wyniku wytozonego w (18) § 2.

Wobec tego od (10) do (27) w § 2 prowadzonego rozbioru wytozone w (20) prawa ustanowione s3
w oczekiwaniu najmniejszej mozebnej liczby wskazanych pierwiastkéw, ktore sie wskazuja sprzezo-
nemi gateziami krzywych, wychodzacemi z punktéw szczegédlnych odpowiadajacych warunkom :

W nastepstwie udowodni¢ mamy, iz przypuszczona w (21) liczba Wskazanychpierwiastkowjest
wtasnie prawdziwg, Ze wiec w przebiegu tych gatezi krzywych, liczby tej przekroczy¢ nie wolno.

W Iym celu pomys$lmy szereg funkcyj (21), ktérego wyrazy s3 na przemian parzystego i nie-
parzystego rzedu ze wzgledu na niewiadoma x. Odstepu (— L', L) ustanowionego w (68) (70) § 3,
a zamykajgcego wszystkie pierwszorzedne punkta pierwiastkowe réwnan :

(24) Zii,1, Zi-2, ...7Z) = Z1=Zy,

uzyjemy na to, azeby dla wszystkich miejsc posrednich obliczy¢ podane w (21) funkcyje Z i znalezé
kazdorazowa gromade znakéw. Dla x= — L' otrzymamy oczywi$cie gromade samych zmian znakéw,
i lowliczbie n. Taksamodla x = -{-L. gromade dajaca n nastepstw znakéw. Przechodzac przez
odstep od — L' ku -f- L przychodzi sie ewentualnie w cze$ci do miejsc sprowadzajacych znikanie
funkcyj Srodkowych, w cze$ci nareszcie do miejsc, ktoére sie staja powodem znikania réwnoczesnego
$rodkowych i koncowych funkcyj Z. W kazdym z tych przypadkéw, a w zadnym innym, ginie liczba
zmian znakéw wyznaczona wedle «) 0) y) i nigdzie w przechodzie przez odstep nie ma powodu

odnalezienia straconych zmian znakdéw.
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W przebiegu catego odstepu ginie n zmian znakéw to jest tyle, ile posiada pierwiastkow
réwnanie (20).

(25) Z y,y' pokazuje sie, iz liczba pierwiastkow pierwszorzednych w (20) daje sie wynalez¢ tylko
z postepowo jawigcego sie znikania funkcyj koncowych. Liczba gingcych zmian znakdéw dajaca sie
wyznaczy¢ ze znikania grup Srodkowych jest zawsze parzysta i odpowiada wprost liczbie ztozonych
pierwiastkéw w (20). Liczba ta wyréwnywa sie doniosto$cia wskazujacej wartos$ci x wyznaczajacej
sie wedle a) ) tak dobrze, jak i wedle «') i ') — a doniostosci tej nie wolno zmieni¢ w ten sposdb,
izby na rachunek jednej ze wskazujagcych wartosci x wiecej ztozonych pierwiastkéw policzono,
anizeli prawa w a,), /3), a!}, B’) pozwalaja, gdyz inaczej przyjacby trzeba, wbrew niezaprzeczalnemu
faktowi, iz innej jakiej$§ wskazujacej warto$ci odpowiada mniej ztozonych pierwiastkéw, anizeli na
mocy powyzszych praw odpowiada¢ moze i musi.

(26) Z uwagi na rozbiér w (25) podany, stuza prawa «'), '), /) nie tylko dla zupeinego szeregu
funkcyj danego w (31), ale takze dla kazdego innego szeregu wynikajacego z (21) za opuszczeniem
ilukolwiekbadZ koficowych wyrazow.

Dla a;=0 wspbétczynniki w (1) przedstawiajg szereg :

(27) Are—1, Ar-a, . .. Ar, Aj, Ao

dajacy w tym razie te sama grupe znakéw, co i (20). Wypadajaca ztad liczba nastepstw znakéw po-
kazuje, ile zmian znakéw zagineto w ujemnym odstepie (— L', 0) i dowodzi iz réwnanie (1) moze
najwyzej tylez ujemnych pierwszorzednych pierwiastkow posiada¢. Tak samo wskazuje zawarta w (27)
liczba zmian znakéw najwyzsza mozebna liczbe dodatnych pierwszorzednych pierwiastkéw nale-
zacych do réwnania (1).

(28) Jezeli w szeregu (27) znajduje sie jeden lub wiecej oddzielnych gromad wspétczynnikéw
réwnych zeru, wtedy x = 0 uznaje sie za warto$¢ wskazujaca dla pierwiastkéw, ktdérych liczba
wedle «o'), £'), y') zwyklym sposobem sie wynajduje. Pojedyncze Siodkowe wspétczynniki majace
warto$¢ zera, przyczyniajg sie do wskazania ztozonych pierwiastkéw tylko wtedy, jezeli sie one
znajduja miedzy sasiedniemi Wspolczynnikamijednakowym znakiem opatrzonemi.

Oznaczmy jak w (59) § 4 szereg funkcyj :

1, que—i, Zre—Z, .. Zr—L, Zr,

przez [«]. a liczbe zmian znakéw odpowiadajacych temuz szeregowi przez (a)r, lo dla 3 <
wyrazenie :
(29) Jr=(B)r— (i
oznacza strate zmian znakow pokazujaca sie w szeregu [a]r przy przejsciu od y — f az do x = a.

Dla kazdego odstepu (o, ) otrzymamy ze wzgledu na kazda funkcyje Z, jako koncowa szeregu
poczynajacego sie od Zr = 1 odpowiednie przez J oznaczone wskazéwki, i to w nastepujacym

porzadku :
(30) Jeei, Ju=2, Jr=3, . . - J2 I, Jo:

Przy przejsciu od [it]r do [a]r-u nie zyskuje sie zadnej lub tez jedna tylko zmiane znaku. Z tego
powoduporéwnanie dwdch po sobie idagcych ] moze dawac¢ lyiko jeden z nastepujacych zwigzkéw :

31 Sr—i = [», Jr-1=]Jr-J-I, Jr-«=Jr—1L
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Jezeli Jr=M, za$ Jj.-s=w-[-m, a zadne ] miedzy J,. i J,._s nie ma warto$ci u, to mozna
twierdzi¢, ze koniecznie

(32) Jr-1 — M —1,

wypas¢ musi. Nie moze bowiem wedle zatozenia Jr—! przybra¢ wartosci u ani tez warto$ci (w—1),
gdyz inaczej sprzecznie z zalozeniem wartos¢ ta rosnac az do a-|-in musiataby przechodzi¢ przez w;
co wraz z tern, co sie powiedziato w (31) wystarcza do utwierdzenia (32).

Jezeli w odstepie (afS) otrzymamy up. Jr = Jr-1=1, to mamy znak, Ze w odstepie («, {3
zawarty jest pierwiastek réwnania Zr—1=O0, oraz pierwiastek réwnania Zr = 6. Pierwiastkite,
ktére niech beda oznaczone przez xr—i i xr nie moga by¢ sobie réwne, gdyz pierwiastek wspdlny
tym roéwnaniom bytby wbrew zatozeniu J,-1 = 1 pierwiastkiem dwukrotnym réwnania Z/—1=0.

(33) Jezeli pierwiastki te sa rézne i np. ,zr>a?,.-1, to mozna wystawi¢ sobie v czynigce zados¢
warunkowi xr> v>Xx,-i i widzimy Ze Wszczuplejszym odstepie («, v) lezy dla Zr-! = 0 jeden pier-
wiastek, za§ dla Zr =0 Zadnego nie ma, ze wiec ze wzgledu na odstep (« v) wypadaja wartosci
wskazoéwek J,. =0, Jr-1= 1. Gdyby za$ bylo xr<,xr-¢ a v zawarte miedzy xri xr-¢, to w szczup-
lejszym odstepie (v, f) bytoby z pewnoscig Jr =0, Jr—1 = 1. Moze sie tez zdarzy¢, iz obok Jr~1 =1
wskazéwka Jr = 2 wypadnie réwna 2 i zapowi dwa pierwiastki xr i x,r. Pierwiastki te moga by¢ tylko
pierwszorzedne, gdyz inaczej wbrew Jr~l =1 w pomys$lanym odstepie i dla Zr-1=0, dwa ztoZone
pierwiastki bylyby wskazane.

(34) Czy oczywiscie pierwszorzedny pierwiastek x|—I przypada wewnatrz odstepu (xr,x,r'), czy
zewnatrz niego, mozna zawsze w pierwszym razie wewnatrz (xr,xlr) w drugim razie zewnatrz tegoz
odstepu wyznaczy¢ odstep szczuplejszy («'(3'), dajacy wiasnie Jr =10, Jr_1 = 1.

(35) Jezeli w odstepie (a, S) J2= 2, wtedy w Z0 = 0 sg wskazane dwa pierwiastki xi, xi. Jezeli pier-
wiastki te sg pierwszorzedne ijezeli zarazem x/>xi, a liczba v zawarta miedzy xI i xi, to ré6wnanie Z0=0O
posiada w odstepach (av) i (vf) po jednym pierwszorzednym pierwiastku i otrzymamy dla kazdego
ztych odstepéw JO=I. W odstepie (af) moze obok J0 =2 wskazéwka J! przybraé¢ najwyzej war-
to$¢ 3. Jezeli pierwiastki ,zl, 34 nalezace do Z0 = O, s3g pierwszorzedne, wtedy z trzech dla Z1=0
wskazanych pierwiastkéw jeden bedzie z pewno$cia pierwszorzednym zawartym w odstepie (xI, xi),
pozostate za$ nie moga by¢ ztozone, gdyz wtedy xI i X3 wbrew zatozeniu musiatyby by¢ ztozonemi.
Pozostaje tylko przyja¢ wszystkie 3 za pierwszorzedne; z tych trzech pierwszorzednych pierwiastkow
nalezacych do Z1=0O nie moga wszakze ani dwa ani wszystkie trzy zaja¢ miejsca w odstepie (x1,x3),
gdyz w takim razie musielibySmy przypusci¢ taki odstep, ktéryby w sobie miescil, z wykluczeniem
pierwiastkow x! i xi7, tylko 2 lub 3 pierwiastki réwnania Z1=0O. Tobyspowodowato w pierw-
szym razie zwigzki (Jl = 2, J0 = 0), w drugim razie zwigzki (J1 = 3, J0=0), ktdre oczywiscie stoja
w sprzecznosci z twierdzeniem (31).

(36) Tak samo mozemy zaprzeczy¢ istnieniu razem obok siebie 2 lub wszystkich 3 pierwiastkéw
réwnania Z1=0 poza obrebem o Istepu (x! xjj~), i wnosimy, ze tylko jeden z tych trzech pierwiastkdw
zaja¢ moze i musi miejsce w obrebie odstepu (arl, xi). Mozemy tedy S$cie$niajac odstep (af) doj$¢ do
takiego w koncu odstepu («' ), ktory obok pierwiastkow xI, x3 mie$ci w obrebie swoim jeden
tylko pierwiastek réwnania Z! = 0 znajdujacy sie w odstepie (xtx3).

W takim odstepie («(s') bedziemy mieli J1="1, Jo = 2.

Przytoczone dowodzenie moc swa zachowuje, jakkolwiek blizkie siebie bylyby pierwszorzedne
pierwiastki X! i x; wskazane przez J0 = 2, a nawet i wtedy, kiedy pierwiastki te ze soba i z po-

ART. 1IV. 8
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miedzy niemi zawartym pierwiastkiem réwnania Zi-O sie zréwnaja. Wynik ztad ptynacy mozna

wystowi¢ w ten sposéb :

(37) Jezeli, w jakimkolwiek odstepie, wskazane sq tylko 2 i tu pierwszorzedne pierwiastki réwnania Z0=0,
to w tymze odstepie lub tez dostatecznie Sciesnionym spodziewac sie nalezy wskazéwki J| =1 ohok J0 = 2.

Widocznie, iz twierdzenie w (37) przystuguje dowolnie poznaczkowanym lunkcyjom Z,., Zr-1.
Pamietajgc nadto o tem, co w (33), (34), (35) wypowiedziano, przyjdziemy tatwo do nastepujacego
zdania.

Jezeli w odstepie (a3) wskazane s3 dwa pierwiastki pierwszorzedne réwnania Zr~1=0, wtedy
albo przy Stosownem rozdzieleniem tego odstepu, znajduja sie dwa inne odstepy zawierajace po jednym
pierwiastku réwnania Zr-J==0 i dajace Jr-1 = 1, albo tez odstep (0j3) da sie zastapi¢ innym szczup-
lejszym (\/ﬁ’) dajacym gromade wskazéwek (Jr+1—0, Jr="1, Jr-1 = 2).

(39) Jezelizas wodslepie («(3), za poSrednictwem (J0=2, Z0==0), ukazuja sie dwa ztoZone pierwiastki,
wtedy odstepowi temu odpowiada, stosownie do praw (21), warto$¢ wskazujaca x, nadajaca; albo
funkcyi pojedynczej z grupy (Z1, Z2, 73, . . . Zll-1), np. funkcyi Zi warto$¢ zera, i powodujaca
dla sasiednich funkcyj jednakowe znaki, albo tez dla tej wartosci x znikajg 3 kolejne funkcyje Z
np. Zr+1, Zr, Zr-1, podczas kiedy przytykajace do nich funkcyje Zr+2, Zr_3 sa Znakowprzeciwnycb.
W kazdym z tych przypadkéw mozna w obrebie (aff) wyznaczy¢ cze$ciowy odstep (a'3'), ktéry wska-
zujacg warto$¢ nalezycie $ci$le odgranicza, a ze wzgledu np. na funkcyje (Zr+1, Zr, Zr-1) daje gro-
made wskazowek (Jr+1=0, Jr=1, Jr-1 = 2). Gdyby wskazujagca warto$¢ x nadawata funkcyi Zl
warto$¢ zera a funkcyjom Z2, Zu jednakowe znaki, mozna byloby tak samo wyznaczy¢ odstep

cze$ciowy («'|3') objawiajacy sie gromada wskazéwek (J1= 0, J1 = i, J0 = 2).

(40) Z (38) i (39) wida¢, iz z gromady wskazowek (Jr+1 =0, Jr=1, Jr-1=2) w odstepie («(3)
wywnioskowa¢ nie mozna,czy oba piewiastki wskazane w Zr—1 =0 uwazac¢ nalezy za pierwszorzedne
rézne, czy rowne, lub nawet za zlozone sprzezone, gdyz kazda z tych rodzajéw par pierwiastkdw
zdolng jest sprowadzi¢ wspomniang gromade wskazowek. Z tego powodu nazywamy odstep taki
odstepem wgqtpliwym. Podlug FouRiERa okaza¢ mozna, w jaki sposéb nalezy uzy¢ obok wskazowek,
-Wartoscifunkcyj Zr+1, Zr, Zr~1, odpowiadajaccyh takiej gromadzie wskazéwek, azeby w tym wzgledzie

stanowczo rozstrzygnaé¢ mozna.
Jezeli gromada znaczkéw :

(41) (Jr+1=0, Jr="1, Jr-1 = 2),

ma wskazywaé dwa pierwszorzedne pierwiastki x'<,x” réwnania Zr~! = 0, nalezy dla znalezienia

tegoz rozstrzygniecia utworzy¢ szeregi funkcyj
(42) [o]r—1 — 1, Za-2, . .. Zr+l, Zr, 7Z,—j,
odpowiednie odstepowi (qj3), a otrzyma sie wedle gromady (41) ilorazy krytyczne :

Qr-1<0O, Qr <0; ztad Qr-1xQr— (Zr-i : r(r-1-DZr+1) =0,
(43)
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gdyz z powodu Jr+1=0, Zr+l i ir+} musza mie¢ jednakowe znaki, a zatem i Zr-1 11Zr—i musza
by¢ jednakowego znaku. Punkta «:=a i x=3, na krzywej DESCARTESa z=Zr-1,, sa obydwa
punktami wypuktosci, dla tego otrzymujemy w przybliZeniu

o B
= a—Qr-1, A'""=S—Q,._i a zatem z powodu
(44)

p—a > Qr-i — Qr-P

P U
Qr-1 i —Qr-i sa wedtug (43) iloéciami dodatnemi; mamy wiec ze wzgledu na (44) twierdzenie :

(45) Jezeli w wqtpliwym odstepie (af§) znajdujq sie dwa pierwszorzedne pierwiastki danego réwnania,
natenczas suma liczebnych wartosci ilorazéw krytycznych wypada mniejszq od dtugosci odstepu.

Jezeli za$ pierwiastki rownania Zr-1 —0, odpowiadajace gromadzie wskazéwek (41), sa ztoZone, to
funkcyja Zr-1 nie zniknie wewnatrz (a/3), podczas kiedy funkcyja Zr przy $cie$nianiu granic od-
stepu coraz bardziej zbliza¢ sie bedzie do zera. W tym razie iloraz krytyczny Q!—! przy Scie$nianiu
granic nietylko zréwna sie z odstepem tychze, ale go liawetznacznie przyspieszy.

(46) 21) Jezelijeden z ilorazéw krytycznych—Qr-¢, Qr-1 albo ich suma przewyzsza odstep (f—a), wtedy
pierwiastki réwnania Zr—1=0, Wskazaneprzez J,._| =2, sq ztozZone.

(47) Jezeli wobec gromady wskazéwek (41) kryteryum (46) nie stwierdza sie, to w odstepie (aff) na-
lezy spodziewac sie dwdch pierwiastkéw pierwszorzednych rzetelnych réwnania Zr-1 — 0, a przy $cies-
nianiu granic szuka¢ nalezy pierwiastku réwnania Zr— 0, w celu oddzielenia od siebie pierwiastkéw
réwnania Zr-1 = 0. Jezeli w nowym szczuplejszym odstepie pojawi sie znowu gromada wskazéwek
(41), a kryteryum (46) nie stwierdzi sie, to nalezy sie przekona¢, czy podczas zblizania sie do zera
funkcyi Zr nie zbliza sie tez i Zr—1 i to coraz predzej do zera. Innemi stowy, Czyszukanepierwiastkl
réwnania Zr—i =0 nie sg rowne. O tern mozna sie przekona¢ nastepujacym sposobem :

Szukajmy najwiekszej wspdlnej miary y(x) dla Zr i Zr-1. Jezeli ({x) znika wewnatrz (af), to
pierwiastki réwnania Zr—7-@ s3 sobie rdéwne. Jezeli Zr i Zr—! nie majg Zadnej wspolnej miary,
albo jezeli istniejaca wspdlna miara (f{x) wewnatrz (a3) nie znika, to jesteSmy pewni, ze pierwiastki
réwnania Zr—1= 0 s3 albo pierwszorzedne i rézne, albo ztozone. Scie$niajac ciagle granice odstepu
przyjdziemy nareszcie do takiego odstepu, iz, albo pierwszorzedne pierwiastki juz beda oddzielone,
albo jezeli takich nie ma, do stanowczego okazania sie kryteryum (46).

Przyszedtszy do odstepu (0,3) dajacego gromade wskazéwek

(48) (r+2=Jr+1=0, Jr=1, Jr-1=2),

mozemy z jednej strony przedsiewzia¢ prawidtowe Obliczeniepierwiaslku réwnania Zr=0, a z drugiej
mozemy w tym razie zamiast krzywej DsscARTEsa z= Zr -1 wzig¢ krzywe paraboliczng dotykajaca,
ktéraby, jak to wkroétce zobaczymy, odnos$nie do witasciwosci pierwiastkéw réwnania wskazanych
przez Jr—1=2, dawata proste i stanowcze rozstrzygniecia.

Ze wzgledu na granice odstepu « i f otrzymujemy podlug TAYLORU nastepujace wzory dla przy-
blizonego obliczania dwéch pierwiastkéow 0 ktérych mowa :

(49) Zr-1 x Qzr(-r-a)-La’+ oz,.+1(i—a)3=0; Zr-j ¥8(OZr (z— '5)+(r=1)qr+1(t-6)¥=0.
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, LN
Podzielmy pierwsze réwnanie przez drugie przez | G IZr+1; wypadme:

g P

(50) (X —a)2 + 2(51. (tf—a) + 2QLQI—1 = 0; ¢x-B)2%2Q (f — 3)+2QrQr— = 0,

a ztad na oznaczenie przyblizonych wartosci x :

W  skutek ¢+2 = O, Z,.+3 nie zmienia znaku wewnatrz (%), tym czasem Z,.+!
o 8
wzrasta albo maleje. Oznaczmy liczebnie wieksza z funkcyj Zr+i, Zr+4 symbolem Zr+1, a
symbolem Z,.+! liczebnie mniejsza, wtedy Z.+!1 jest, najwieksza a Z,.+! najmniejsza z liczebnych
A A A

Wartoscijakie Zr+! wewnatrz (a6) przybraé moze.

(52) Wstawmy w (49) Z,.+1 zamiast Zr-+1 i ZL+1; krzywe styczne paraboliczne znajdujg sie na
v

stronie wklestej krzywej z = 7,._1, ztad wynika, ze krzywa z = Z,-1 wypukla wzgledem ox
przetnie te 0§ albowiem krzywe styczne zostajacych po jej stronie wklestej przecinajg te os.

(53) Ktadac w (49) Z,+1 zamiast Zr+1, Zr+}; krzywe styczne beda lezaty po stronie wypuktej
A

krzywej z=Zr-1, a zatem krzywa =z=2Z,-1 wypuklta wzgledem osi ox nie przetnie jej, albowiem
krzywe styczne lezace po jej stronie wypuktej wzgledem osi ox nie zchodza sie z ig osia.

W przypadku (52) wypada :

Zi: (r-j-1)Z. = Qr; ZL.: (r-l~1)Zr= Qr>
a ztad :
(54) (x-0)=-QlL+ 1/2Qr(1Qr-6cll); X—ih = -Qft= 1/°0r"0r-06,-1)-

W przypadku (53) wypada tym samym sposobem :

(55) Fu==- Qr+="2Qr("Qr-Qr-i); x-L= -0, = 1P2Qr(J Or-1V1i).

Jezeli pod wzgledem liczebnym sprawdza sie chociaz jeden ze zwigzkéow :

(56) Q—i<  1Qr; Ql—!<1Qr

A “FA

wypadek w (54) bedzie pierwszorzedny i odpowiednia krzywa styczna po stronie wklestej przetnie
0§ ox, a tem bardziej krzywa Z =7ZrLt zejdzie sie z t3z osia. W tym razie pierwiastki réwna-

nia Z,-1=0 wskazane przez 3,—t — 2 s3 pierwszorzedne.
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Jezeli przeciwnie pod wzgledem liczebnym sprawdzi sie chociaz jeden ze zwigzkow:

(57) Qc-I 2% Qr, Qi—! = "Qr>

wypadek w (55) bedzie miat posta¢ ilosci ztozonej. Odpowiednia krzywa styczna po stronie wypuktej
krzywej z = Zr—1 nie zchodzi sie wcale z osig 0x, a tern wiecej nie mozna przypusci¢ zejécia sie
krzywej z —Zr—1 z ta osig. Ostatecznie wiec okaze sie, iZ w tym razie pierwiastki wskazane
przez Jr—1=2 s3 ztoZone.

Gdyby wszelako nieréwnosci (56) (57) okazaly sie w odwrotnym kierunku nieréwnosci, w takim
razie nie byloby pewnosci o istocie pierwiastkéw wskazanych przez Jr-1=2. Odpowiedni odstep
trzeba wtedy innym szczuplejszym zastapi¢, azeby za pomoca niego ostatecznie o istocie tej
orzeknat.

Pojmujac ilorazy kierownicze tylko liczebnie, mozna prawa podane w (56) i (57) wystowi¢ tak :

S). Jeteli w odstepie (of)) okaZe siejeden iloraz mniejszym niz potowa stabego najblizsza wyzszq wska-
z6wkq obdarzonego ilorazu, Ivtedypienviastkiwsliazane przez 6t—I="1% Sapierwszorzedne.

(58) Jezeli zas w odstepie tym jeden z owych ilorazéw wiekszym sie okaze, niZz potowa silnego najblizszq
wyzszq wskazéwkq opatrzonego ilorazu, wtedy pierwiastki wskazane przez %r—I sq ztoZone.

Na podstawie rozwinietych tu zasad mozemy przystapi¢ do ustanowienia prawidtowego postepo-
wania : tak dla oddzielenia pierwszorzednych pierwiastkéw w odstepie (af3), jako tez dla wyszukania
warto$ci wskazujacych odpowiednich ztozonym pierwiastkom réwnania Z0-O-

Jezeli w odstepie ($8) wypadnie J0 >0, to w odpowiednim szeregu:

(59) Jn—i, Jt-2-1"-]3, ]Ji Jo,

idac od prawej ku lewej stronie, potrzeba wyszukac pierwsze ] roéwnajace sie jednosci, znalaziszy
na tej drodze dajmy Jr=1I, mozna by¢ pewnym Ze oddzielenie pierwiastkéw doszto juz do
réwnania Zr=0. Gdyz miejsce znikania jednej lub kilku funkcyj Zn-u, Zr-2. . . Zr+1, Zr+1 w od-
stepie danym, nie moze dla ro6wnania Zr = 0 dawa¢ Zzadnej warto$ci wskazujgcej x, albowiem inaczej
wbrew Jr=O0O przynajmniej dwéch ztozonych pierwiastkdw réwnania Zr = 0 w odstepie tym spo-
dziewacby sie trzeba.

Obok Jr=1 znajdzie sie z powodu (32) wskazéwka Jr—1=2; ze wzgledu na Jr+! znajdziemy
wskazéwke te : albo juz réwnag zeru, albo tez sprawdzi sie ona do zera za uzyciem czeSciowego
odstepu (a',6"), a zatem dla tego odstepu da ona gromade wskazéwek J'r+1 =0, ', = i- Z dalszych
wskazowek J'r-1, Jr-2, J'r=3, .. . J's, J',, J'o : albo zadna nie jest jednoscig a wiec J'r—i = 2, albo
jedna z nich J'r~s=1 lezaca najblizej J0 w odstepie («', B'). Wpozostalych czesciowych od-
stepach (aa'), (BB,) Otrzymamyz pewnoscia Jr=O i znajdziemy np. Jr_s = 1 jako wskazéwke
pod wzgledem wtasnosci wartoSciowej zbliZzong najbardziej do J0. W kazdym razie posuwa sie od-
dzielanie pierwiastkow i warto$ci wskazujacych coraz wiecej ku prawej, to jest do tej gromady
liolejnychfunkcyj Z, w ktérej zaden znaczek po nizej Z stojacy wartosci r nie dosiega. Idac tak dalej
otrzymuje sie wreszcie takie odstepy czesSciowe, z ktérych kazdy z osobna daje J0 =0 albo J0=I.

Gdyby wijakim odstepie wskazéwka Jr= 1 byla w tym wzgledzie najblizsza J0, za§ gro-
mada (Jr+1=0, Jr=1, Jr_i =2) juz uzyskang, wtedy nalezy za pomoca 21) lub za pomoca
zbadac istote dwoch pierwiastkow przez Jr—-1 =2 wskazanych. Jezeli one s3 ztozone, to wiasnie ten

pierwiastek réwnania Zr=0 wskazany przez Jr=I jest wartos$cia wskazujaca x dla zlozonych
dwoch pierwiastkdbw w Z0 = 0. Jezeli za§ owe pierwiastki wskazane przez Jr-1=2 sg rdéwne, to
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trzeba sie przekona¢, czy dla tej wartosci x nie znikajg tez i pozostate funkcyje Zr-2, Zr-3,...Z3, Z1, Z0;
a jezeli takjestistotnie, to wnie$¢ trzeba, iz ta warto$¢ x jest (r-j-1)-krotnym pierwiastkiem réwna-
nia Z0—0. Gdyby za$ to x nie sprowadzalo wszystkich wyrazéw Zr-2, Zr-3, ... Z1, Z0 réwno-
cze$nie do zera, a tylko czesciamije na zero zamieniato, wtedy wedtug «'), /3'), /), S'), zbada¢ wy-
pada, ile pierwiastkdw rownania Z0 = 0 wskazanych jest taka wartoscig x.

Jezeli nareszcie oba wskazane pierwiastki przez y,-1=2 s3 pierwszorzedne i rézne, wtedy nalezy
dany odstep roztozy¢ na odstepy czeSciowe, dajace kazdy 5r—1 =1, azeby dalej wedle poprzednich
zasad postepowacd.

Rozstrzygnawszy dla odstepu («j3), na mocy gromady (%r+1 =0, §r=1, £r_1=2), Ze zawarty
Whnimpierwiastek réwnania Zr=0O jest wskazujaca wartoscia dla ztozonych dwoéch pierwiastkéow
réwnania Zr—x =0 a wiec tezi ro6wnan Zr-s=Zr-3=...= Z3 = Z1 = Z1 = Z0=0, pewnemjest, ze
w kazdej z odpowiednich wskazéwkek S|—i, Sr-a, §r-3, .. ' 34, Si, S0 po dwie jednosci wziete by¢
musza jako czesci przypadajace na karb wtasnie przez nig wskazanych dwéch ztoZzonych pierwiastkéow.
Odrzuciwszy od kazdej z tych wskazéwek te dwie jednosci otrzymamy nowy szereg zmniejszonych

wskazdowek :
0, ir—2, Sll—3, STr—4, . - - i,2,i‘1, So,

z ktéremi nalezy wedle powyZej podanych prawidel postapi¢; pozostate wartosci wskazujgce odszukac
i oddzielenia pierwszorzednych pierwiastkéw dokonac.

Jezeli wogble w odstepie (af) za pomoca [ir+x =0, 36-=1, Sr-1 =2, <J,1=23, . .. Sr-(¥%-i) = 25]
rozstrzygniemy, iz pierwiastek réwnania Zr=0 w odstepie tym zawarty wskazuje w kazdym
z réwnan :

Zr——i) — Zr—25 — Zr—25—1 — -« - - "2—7Z1. 7Z0—0,
po jednym uktadzie 0 s sprzezonych dwoéjkach ztozonych pierwiastkéw; to pewnem jest, ze w kazdej
z odpowiednich wskazéwzek Sr-~s-tl, Sr-is, --_ S, Si, S0 po 2s jednos$ci nalezy wzig¢ jako czes¢
wskazoéwki przypadajaca na karb wiasnie przez nig wskazanych 2s pierwiastkéw. Po odrzuceniu tej
czesci od kazdej z tych wskazéwek otrzymamy nowy szereg zmniejszonych wskazéwek :

0, S'i—2s, ar—2s—1, Si—2s—2, - - - 82, S,i, So,

ktéry znanym sposobem zastosowany postuzy do znalezienia pozostatych wartosci wskazujacych

lezacych w odstepie (af3), oraz do wyszukania pierwszorzednych pierwiastkow réwnania Z0=0O.
Przykladynaoddzielanie pierwiastkbw rdéwnania znajduja sie w dziele FouRiERa «Analyse des

équations » a nadto w encyklopedycznym wyktadzie teoryi réwnan SctiNusEgo, Brunswik, 1850.



GZESG DRUGA

§ I
o SPOSOBACH OBLICZANIA SZEREGOW FUNKCYJNYCH.
N=[ A% faj,4xin-U)> - - - rfIA#>, %WC=))

Majac
(1) /" (#)-Ali%i-J-A)i_la;n—1 -J- ___ -J- Ai#-]- Ao,

otrzymamy za pomoca zwyklego dzielenia

2) ~Ne~ = anxn~I-\-an-i.in~2-[-. . . 4- aix -j-ai -[-----,

czyli ktadac

3) anxn~" -J-ova-1ze—2-J- . . . -J- alx -J- ol = ~o,

i mnozac obustronnie przez x — q,

w A(a-)=-5,0(a;— ot)-J-Bo-
Ze wzgledu na wspoétczynniki an, an—7, an-%, . . ., a3, al, al otrzymamy takze nastepujace'zwigzki :
Qi = 0.a. -j- Alj,

(In—1 = 0OnC-  -J- Ajj-I-,
On—1 = Qli-to-J-All—2,

)

«1 — a._a -J-Aj,

, & -—¢zja  -U AD.

X
Wyraz q0 przedstawia iloraz wynikajacy z dzielenia funkcyi f{x) przez (# — «), za$ a0 reszte wy-

nikajaca z tej operacyi i réwnocze$nie rezultat podstawienia oznaczonego przez—(k); mamy bowiem
z réwnania (4) ktadac # = «

<6) A=x)=00-

Praktyczne tworzenie wspétczynnikéw odnoszacych sie do g0 z danych wspoétczynnikéw nalezacych
do /%0') moznaby zestawi¢ w nastepujacy sposoéb :

a

/@ - - - Ali-J- A»—i + All=2 -J- . . .-J-A3-]J-A1l-]- Ao,
X
20 I - - O-J-Hli-J- Hij-i -J- flli=2 -J- -__ -J- a3 -J- H1 -J- [<20,

a prawidto tworzenia dolnego szeregu z danego gdérnego da sie na podstawie zwigzkéw (5) wystowié
w nastepujacy sposéb :
(8) Wartos¢ ktérejkolwiek dolnej liczby sktada sie z odpowiedniej liczby gornej i poprzedzajgcej obli-

czonej liczby dolnej pomnozonej przez a.
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W razie jednocyfrowego a liczby dolne daja sie pisa¢ bezposrednio jedna po drugiej wedtug (8)
na podstawie danych liczb gérnych, bez wypisywania rachunku wskazanego prawidiem (8).
X
Nasladujac sposob postepowania uzyty przy przejéciu od wyrazu f{x) do wyrazu q0, dojdziemy od

e~ e X X
wyrazu q0 do qI; od wyrazu qt do g2 .. i nareszcie od wyrazu qn-¢ do wyrazu qn i uwidocz-

nimy to postepowanie w nastepujacym szemacie :

a

JH . v Alt4- Alt-1 Ati—a-j- .+ 4- A3 + Al 4~ AT 4~
X
qa . .+ Un g on-r-j- Un=0 4“ « . . |"d + vz = a = [0l
X
ffi v - ¢+ bn 4- bu—i 4- ~n-l 4- - b - -4- "3 s [(,1
X
@ - - e 4-Clt-v +Ct-24-. 153 4 [el

) '

X

Qn-L - - - rn = ran—i -l- 1

X

gt~ o Y 4 [%—1

<gn oo [AL

gdzie szczegdlne wyrazv zadanego wiersza tworza sie podtug (8) na podstawie wiersza poprzedniego.
Nawiasem | odosobnione liczby a0, bl, c2.-. . sn—1 tn wskazuja reszty otrzymywane przy kazdo-
razowem dzieleniu wielomianu przez x—a. Liczbe a, za pomoca ktérej wytwarza sie szemat (9),

nazywa¢ bedziemy argumentem.
Z szematu (9) mamy np :

(10) Qz — Cnltn 3 -- Cn+v®'™4 -+ . - CSic -1
X X
Qi = Quw — a4~ ch zatem qi-ci i takze
A — can — bn cmo=... — — Sn — tn
Otrzymamy takze ;
X
= — &) 4~ flo (x— af
X X
g» = gl(X — -+ bl (X — 8)1
X X
Ql =. Qii — a) 4r ¢ fZ — a)
(H)
X X
qlt-i = qn-t(x — a) -F Us-I1
X
</n-1 O.(A' — 0() —]- tn (X — a)'l.

Uskuteczniwszy mnozenie tych réwnan przez odpowiednie po prawej stronie stojace potegi
dwumianu —a) dodajmy je do siebie, a otrzymamy, po opuszczeniu wyrazéw nalezgcych

wspdlnie do obu stron samego réwnania, nastepujgce réwnanie :

(12) i) = Las—-o)" + se-1(a?-Jre—-1 + -2 € == = —. YWl(zc-«)+ «o-
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Majac na przyktad
(13) v(x) = 3x*4-7a;3— 67]-Y88A2—9 1 a=2,

otrzymamy podtug (8) i (9)
2
3_|_ 7__ oy g__ 9

3 + 13+ 204- 48~ [87
3 4- 194- 584- [164
3 4-  254~[108

3 4- [31
3
a ztad nareszcie
(14) f(x)=3(e — 2)i 4-31 (x—2)34-108(a;- 2)24-164(r; —2)4-87,.

Podtug MAC-LAURiNa otrzymamy f{x} takze w nastepujacej formie :

(is) zZow=O+ Vs> -«)+Ls>F«<N- - —m—% —5F +75L5—»

Poréwnujac ksztatty f{x) w (12) i (15) otrzymamy na podstawie dziatania uwidocznionego sze-
matem (9) obliczony szereg funkcyjny [a]0 w nastepujacej postaci :

RN

> %4 M ao -

Ktadac
o=«4-B3»

otrzymamy wychodzac z szeregu funkcyjnego [«0] i argumentu f poditug (9) podobnie jak w (12)
(17) f(x)=t'n{x —o)n 4-s’'n-i (x —o)u~l -I-r'n-2(x — 0)"-24~...-j- (2(x — )3 4~ 6'i(x —0a) a'l,
a zatem
(18) Mo— i t'nl Sin-1> Bn=2) - - - >c'y, 60 j-

Do szeregu [c]o zaprowadzi nas podtug (8) takze pierwotny szereg

[O]o-j Anj Ali—i» An—2) - - - > Aly Aij Ao0j

za pomoca argumentu o.

(19) Jezelinp. a = 24’96345, 3= 0'000002457, zatem ¢ = 24'963452457, to otrzymamy szereg [c]o

albo z szeregu [a]0 za pomoca argumentu S albo z szeregu [0J0 za pomocg argumentu o. Posia-
dajac juz obliczony szereg [a]0, korzystniej bedzie oblicza¢ z niego szereg [c]0 za pomocg argumentu S,
jak z szeregu (0)0 za pomoca argumentu o.

Jakoz w istocie ukladanie szematu (9) za pomoca argumentu f odbywa sie w przewaznej czesci
powtarzajacem sie mnozeniem 4 cyfrowa liczbg [ — ukltadanie za§ szematu (9) za pomoca argu-
mentu ¢ odbywa sie przez daleko mozolniejsze powtarzajace sie mnozenie liczba jedynastocyfrowa o.

ART. IV. ! 9
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Jezeli w uktadzie rownan
X0 ZZ1 a
Xl — Xxp -I- a1

zzz #1 Vg A2

(20)
Xy-~1 2 " Otr—1
X — Xr = Xr-1 -(-Otr — oto H- at "% 3 —F—... -j- ar—1 ~~ «-,
oto, =i, «2, + * * al-O a, przedstawiaja malejaco uporzadkowany szereg skladnikéw clo obliczenia

przedtozonego pierwiastku w takim samym porzadku, jak podtug metody FouRiERa otrzymujemy, to
wiemy, ze do wysledzenia takowych potrzebne jest kolejne obliczanie szeregéw funkcyjnych

(21) [@>]o, [filo, [a%lo, . .. [xr-yo- [zj]o.

Wyprowadzenia tych tu nadmienionych wartosci daja sie uskuteczni¢ za pomoca kolejnego ukta-
dania szematéw (9) na podstawie po sobie nastepujacych argumentéw a0, ay, as, . . ., a,-1,

Widzimy wszakze, ze w tym razie wyprowadzenie tej dosy¢ mozolnej rachuby na barkach jednego
i tego samego rachmistrza spoczywa¢ musi, gdyz obliczenie jakiegokolwiek symbolu w (21) nie moze
nastapi¢ dopoty, dopoki poprzedni nie zostat juz obliczony.

Celem umozliwienia zajecia sie rownoczesnego kilku rachmistrzéw przy obliczaniu naprzyktad wy-
razu [a%]o na podstawie obliczonego juz wyrazu Os_]Jo za pomoca argumentu 0% mozemy przede-
Wszystkiem jako juz ze wzgledu na wspoétczynniki B obliczone réwnanie napisac :

(22) / (a)=Bn Cr-—"s-yn-j-B«—i (a?— 34-Un 1-(- . .. -1-Bl(ir —a%—J-J-Bo,

gdzie oczywiscie :

n!Bli = fi(x,-1)
(w—11 Bl-1 = fn-((Xs-t)
(n—2)!Bn-2 = fn-i(xs-1i
(23)
IIBi = fi{Xs-y)
O!'Bl = f{(xs-i}.
Dla majacgo obliczy¢ sie szeregu funkcyjnego [a%]0 mozemy nastepujace réwnanie napisac :
(24) /"(£) — B'«(# — Xs)n -j- Bill—-i(x—-ns)n 1-)- . . . -j-B,j(a;—34)-j~B)

w ktérem wiasnie wspoédtczynniki B: maja by¢ obliczone.

W tym celu mamy :

JrlYe) frissig-ed SO0 LI o S0 g

albo
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ztad na podstawie zwigzkow (23)

Br+3a2i
albo
(25) B'. T
Jezeli szereg wiadomych juz wspoétczynnikow
(26) B« B,i-i, BB_2, . . . , B», Bo Bo,
przerobimy ze wzgledu na znaczek a wedtug zwigzku
(27) Im — Bm,
r

na odpowiedni szereg sp6tczynnikow
(28) Bu? B/i-n BI-2,. .. B2, Bi, Bo>

1, r r r r r
to otrzymamy z (25) nastepujacy zwiazek :
(29) B r— “nfxsn' r~j—Bn—ian r 1-|-Bil-2an r 2-]J- . . . -]J-Br+a5-|-B.

r r r r r

(30) Majac tedy kilku rachmistrzéw do dyspozycyi, mozemy celem obliczenia szeregu [34]0 kazdemu
z osobna zada¢ do obliczenia jedno B'. Kazdemu
z nich przypadnie inny znaczek przyczepiony
do B', wedtug ktérego przerobiwszy dany szereg
wspoétczynnikéw (26) na odpowiedni szereg (28),
dojdzie ostatecznie podilug (23) na zasadzie argu-
mentu «5' i metody (7) do warto$ci zadanego wspét-
czynnika B'.

Jak widzimy obydwa sposoby obliczania szeregu
funkcyjnego ["i]0 polegaja na bardzo fatwem two-
rzeniu szematu (7).

Na obecnej figurze podajemy sposéb tworzenia
drugiego wiersza w (7) na podstawie wiadomego
pierwszego i argumentu a.

Majac

A Gl1) B —a AW-A4--A3I3)-AgX2-|-Aiz'-f-Ao;
Vig. 7.

Uy prostopadte do U.r, niech w famanem pasmie 55'44'33'22'11'0 oznaczaja:
U5 = A5, 5'4=A4, 43 = A3 32=A2

(32) 2'1 =Al, 10 = Ao,
55"H33"1l H' || mr; 44" 22" J_ mr

Um=D a—Ur; zatem sty?=«>
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ztad znajdziemy :
U5 == A5 = o

U4 —  USsty<p-|- 5'4 — ASa —Al — &

U3 = U4styp-J- 43 =f4a + A3 = a3
(33)

U2 — U3styp-j- 3'2 —alda -j- Al=

Ul = U2styi-p 2'1 =02« -j- Al =al

U0 — Ulstyp —1'0 — ala -j- Ao —— eto

a w nastepstwie mnozac te ro6wnania przez obok wskazane potegi a i sumujac takowe bedzie :

(34) () = ASab -j- Ada'l -p A303 —A202-P Ala -|]- Ao =clo = Uo,

X
i rownoczesnie szereg wspotczynnikdw nalezacych do ilorazu gl

U5, U4, U3, U2, UL

Widzimy zlad, ze obydwie metody obliczania szeregéw funkcyjnych (21) mozemy oprze¢ na nader
tatwej konstrukcyi uwidocznionej na powyzszej figurze.
Niech bedzie na figurze (36) UY | UX, mrl]st | rsll; ma’\\st" | rs'lli'u’; Um==],
Ur==ol, Ur'=a’; UA = a, to na zasadzie zatozonej konstrukcyi mamy :
Us ==aStyy ==a2, Ul — 2Styy = oc>,
(36)
Ur =alstyy = at <a
Us'—a'styy, = a'2 : Ui, = a'2styy"'=ot3
(37)
Ur' = alstyy'4t<a,
a ztad oczywiscie

(38) ad<«<«'t albo a<y'a<o’'.

Tu mamy Uwidocznionebardzo proste konstruk.
cyjne postepowanie Sciesnianiagranic dla jakiego-
kolwiek pierwiastku danej ilosci a.
Postepowanie (32) daje sie zastosowaé¢ do wy-
Sledzenia konstrukcyjnego przyblizonych wartosci
pierwiastkow rzetelnych réwnan liczbowych.
Fig. 8. Do utozenia konstrukcyjnym sposobem catego
szematu (9) trzebaby sposobem w (32) uwidocz-

nionym wyznaczy¢ /(«) i wspétczynniki do q0) nastepnie q0 i wspétczynniki do gi . . . i tak dalej

postepowad, az sie dojdzie do wartosci na gn*I/=sn-1 i qn =tn.

Io kolejne postepowanie moznaby odbywa¢ na dwéch pergaminowych tabliczkach zaopatrzonych
statemi osiami do siebie prostopadtemi. Odbywszy konstrukcyjny pochdd na jednej tabliczce, zbiera
sie z niej wynikajgce wspébtczynniki, aby na ich podstawie na drugiej tabliczce wynalezé¢ wspot-
czynniki nastepnego q. Zmazawszy kostrukcyjny rysunek na pierwszej tabliczce, zbiera sie z tabliczki
drugiej otrzymane wspotczynniki, aby znowu za ich pomoca wyprowadzi¢ na pierwszej tabliczce
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wspélczynniki dalszego G— i tak uzytkujac te dwie tabliczki na przemian dojdzie sie nareszcie do
ustalenia catego szematu (9) i wyznaczenia za pomoca konstrukcyi Zadanego szeregu funkcyjnego.

PRZEDSTAWIENIE SZEREGU FUNKCYJNEGO ZA POMOCA UK:LADU CIAGLOKRZYWYCH
TAK ZWANYCH KRZYWYCH CALKOWYCH.

(39) Podktadke obecnej figury stanowi kartka biatego kartonu, na ktérej znajduje sie pole podzielone pro-
stopadle do osi AX na réwne paski oznaczone liczbami 1,2,3,...10,11, 12; kazdy pasek podzielony jest

linijg takze prostopadia do AX na dwie réwne cze$ci. Szerokosckazdego paska wynosilg VU = % przyj-

mujac dtugos$¢ VU za jednos$é. Paski liczymy od U jako konicowego punktu jednosci VU = 14, i tak

Fig. 9.
"'pasek czwarty, ktory prosta 74" prostopadla do AX jest przepotowiony. Aby nie

1
komplikowac figury, przyjeliSmy paski o szerokosci 3; nadmieniamy wszakze, ze w praktyce korzyst-

oznaczamy przez 4

niej bedzie podzieli¢ pole na ile moznos$ci wazkie paski, aby uczyni¢ podktadke przydatng do otrzy-
mania doktadnych rezultatow.
Tak przygotowany karton mozemy uzy¢ do przybliZonego przedstawienia tak zwanej linii

catkowej
(40) Y= £&(#-1-C,

jezeli posiadamy juz narysowang linije przedstawiong réwnaniem

(41) y=f(p)-

W tym celu trzeba krzywe (41) przenies¢ na przezroczysty papier i zarazem uklad osiowy XAY
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na nim naznaczy¢. Tak przerysowany krzywe uktada sie na przygotowany karton (39) w ten sposéb aby
0§ AX! pzypadta w potozeniu VX, i zeby punkt poczatkowy krzywej (41) zajat miejsce na linii pionu
przechodzacej przez U. Punkta krzywej (41) znaczkuja sie odpowiednio do paskéw, na ktérych sie
uktadaja, liczbami 1', 2', 3,... 10', 11',... Na figurze uwidoczniona krzywa A'B' niech wtasnie
przedstawia nam linije (41).

Oznaczmy przez yl, y3, v3.. . .77, 8) y9, . . . katy zawarte miedzy prosterni

(42) 11', 22, 33, ...77, 88, 99

i osia AX, a otrzymamy wedlug zatozonego uktadu rysunkowego ze wzgledu na krzywe (41) np.
85'=yi = A7), Styn= ||- = ™ =A%)
i takze ogélnie dla kazdej w (42) wymienionej prostej
(43) stye —/'(a)-
Z rownania krzywej catkowej w (40) mamy

— = /(ar), a zatem wedtug (43),

Wida¢ ztad, iz w punktach krzywej catkowej odpowiadajacych warto$ciom na x
a%, x3, . . ., iCu,
odpowiadajg prostym stycznym katy

1> 72> 3> - - - fil 712, .1 -

ze zatem drobne tuczki krzywej catkowej, z ktoérych kazdy w obrebie swego wazkiego paska jako
odcinek prosty lezacy na Odpowiednej stycznej uwazanym by¢ moze, uktadaja sie réwnolegte do
prostych podanych w (42).
Pierwszy punkt na linii pionu 11" oznaczony na figurze przez 11" moze by¢ dowolnie obrany, i daje
nam wstawiony w (40) odpowiednig warto$¢ na G, a wskutek tego caly przebieg krzywej catkowe;j.
Nakre$lenie krzywej catkowej poczynajacej sie w punkcie 1" odbedzie sie w sposéb nastepujacy :
Pierwszy tuczek idzie przez obrany punkt 1" i przecina pasek T" prostokres$lnie i réwnolegle
do IT', od konca pierwszego tuczku poczyna sie tuczek drugi przecinajacy prostokredlnie i réwno-

legle do 22' nastepny pasek 2'; od punktu konicowego drugiego tuczku idzie tuczek trzeci przeci-

najac prostokreslnie i rownolegle do 33' pasek 3'"; i tak dalej postepujac dojdziemy az do ostatniego
tuczku zadanej krzywej catkowej, odpowiadajgcego zatozonemu ostatniemu punktowi w linii A'B’,
czyli raczej w linii (41).

Tym sposobem z drobnych tuczkéw ztozona krzywa A"B" przedstawi nam linije catkowa tym do-
ktadniej, im wezsze sg paski, na ktére podktadka podzielong zostata.

Szereg funkcyjny

(45) AG4> fn-1(x),—1-2Y%), . . . /2(4, A(4> fW,
odpowiadajacy réwnaniu

(46) S(x)-Anxn + An—ixn~l 4- . . . 4- Anx -}- A0= 0,
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.da sie przedstawi¢ geometrycznie krzywemi :
(47) Y =Jn0), y=f~I0), y=ifn-"x), . . .y =Jf'x), y =fx), y=f(x),

7. ktorych kazda nastepna jest krzywa catkowa krzywej poprzedzajacej. Idac od lewej strony ku prawej,
przedstawia sie nam pierwsza jako prosta réwnolegta do osi AX, druga za$ jako prosta odchylona
od AX o pewien kat. Trzecia jako catkowa do drugiej przedstawi sie jako zwykta parabola. Wszystkie
inne nazwiemy takze linijami parabolicznemi nalezacemi odpowiednio do rzedéw 3«° 4?0, 5s°,... ns°.
Na podstawie paraboli rzedu 2?0 narysujemy poditug wytoZzonej metody jej krzywe catkowa i otrzy-
mamy krzywe paraboliczng rzedu 3s°, i lak dalej postepujac dojdziemy nareszcie do przedstawienia
ostatniej linii catkowej nacechowanej réwnaniem y = f{(x).
Rozpoczynajac np. od x — a, Obliczymywartosci

(48) Avi(a), /n-a(a)-1-3(a), - - 1, fB(al, fi(a), fla),

i otrzymamy tym sposobem poczatkowe punkta kazdej nakresli¢ sie majacej krzywej catkowej. Tym
sposobem nakre$liwszy krzywe y = f{x), otrzymamy punkta, w ktérych ta linija przecina 0§ AX;
kazdy z tych punktéw ma na y wartos¢ zera, i rézni sie od innych tylko wartos$cig swego x. Ozna-
czajac przez a'%, %% x3, | 1 1 Xr warto$ci na x przynalezne punktom przeciecia krzywej y=f{x)
z osig AX, otrzymamy dla kazdej z tych wartosci np. dla warto$ci x; nastepujace réwnanie :

n n—I
O= f{xs) =Anxs-\-A,n-iXs -J- - + + -J-Az's-J-A0!
i wnosimy ztad, ze xI, xi, x3, . . . xr s3 pierwiastkami rzetelnemi réwnania
(49) KnXn —Kn—Ixn 1-j- . . -(- KiX —Ao = 0.

Wstawiajac w réwnanie (40) pierwszy raz x= xp, drugi raz x =xli, mozemy dla pewnego C t.j.
dla pewnej krzywej catkowej obliczy¢ diugosci Yp i Y% i dojdziemy do nastepujacych zwigzkéw :

Yt =CAX)dX + °)-36 " Yp==(Jfdx+G

(50) 1 nareszcie

= [powierzchnia ograniczona krzywa catkowg, osia AX, i lezgca miedzy pionami nalezacemi
do Xp i Xk].

(51) Jezeli ze wzgledu na 0§ AX i poczatek wspoéirzednych A", krzywa A"B"l jest catkowa dla
krzywej A'IB'l, a krzywa A"B" catkowa dla krzywej A'B’, to liczba dajaca dtugos$¢ B"1B" przedstawiac
bedzie ograniczong powierzchnie, zawarta miedzy A'IB'l i A'B' jako tez miedzy prosterni K'K'i i
B'B'l. Niech w'B'l =1 bedzie liczba dtugosci przedstawiajaca czes$¢ powierzchni A'IB'IB'A' w sto-

By o
L

sunku odcigé¢ sie majgca; weZmy prostokreslnie wyciety pasek papieru z dwoma, w odie-

gtoSci = [, naznaczonemi na nim punktami b"7, b" i przesunmy pasek ten tak daleko az B"! wpadnie-
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np. w b"i na krzywe A"B"l, za$ o' zajmie miejsce b" na krzywej A"B", przyczem prosta b"Ib" zos-
taje rownolegly do B"lw. W tym razie powierzchnia A'lnmA'Al jest zadany cze$cia w'stosunku

danym podzielonej powierzchni A'IB'IB'A'A,1L.

Fig. 10.

Wida¢ z tego, ze starannie wykonana 'krzywa catkowa przydaje sie do rozwigzywania zadan
Planimetrycznych lak samo dobrze, a w niektérych razach nawet i lepiej, niz jakikolwiek na ten cel

zbudowany przyrzad p.ammetryczny.

§ 2.

RYSUNKOWE ROZWIAZANtE ROWNAN TRZECIEGO I CZWARTEGO STOPNIA
ZE WZGLEDU NA PIERWIASTKI RZETELNE.
W CIAGU DALSZYM 0O ROZWIAZANIU OKRESOWEM ROWNAN ALGEBRYCZNYCH.

Z (9 §1 mamy :

(In-i = Ali-1 -|- aAil, bn—i = Are—i |- 2aAli, Cn-1z=An—-1-]- 3aAj,-..
(M 1%-1 = Ajl-1-j-(zi—'l)aAn, Sn—1 = Ait— -J-MaAii;
ktadac
L. An-|
2) Sii-7- O znajdziemy «=- AR

ze wzgledu na réwnanie

3) /(a) — Anicn -J- An-tXn~1 -J- - - . -J- Atic -J]-Ao = 0,

taka warto$¢ argumentu «, na podstawie ktérego szemat (9) ztozony prowadzi do réwnania
S@) = A,GC — w)"! +rii-2 (#— an~2-J]- —__ -J- bi{X —« -]J- 00 =0,

czyli zaktadajac

(4)

do réwnania
5) ) = Anyn -J- rn-eyn~ <+ - - | + Gy2-]-% y + «0=0.
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(6) RoOwnanie (5) jest w tym wzgledzie prostsze niz (3), gdyz w nieta drugi od poczatku wyraz
otrzymal wspétczynnik ¥s-1= 0. Pierwiastki réwnania (5) powiekszone kazdy o argument a sta-
nowia po kolei pierwiastki rdwnania (3). Wystarczytoby przeto podac¢ sposoby rozwigzywania réwnan
ksztattu (5), azeby za ich pomoca zupeine réwnanie (3) rozwigzanem by¢ mogto.

Do rozwiazania zadania Wparagrafie biezacym podanego, potrzeba wiec tylko pzzedstawi¢ rysun-
kowy sposéb rozwigzywania zredukowanych réwnan

(7 ea} -J- 0zcl -J- czc -J- V=0,
(8) ax3 bx c¢=0.

Ktadac w (7) x"i-y~, otrzymamy w miejsce (7) nastepujace dwa réwnania
9) 6l =y, ayi-J- by-J-ex-j-d — 0.

Mnozac pierwsze przez a i dodajac do drugiego, dalej mnozac pierwsze przez 4a i dodajac do
drugiego bedzie :
1 «lel2 -J- ayl Ji- Q, -a)y’-\-cx A-d = 0,

( 4azrl -3- ayi -J- {b — id)y-\-cx-\- d = 0.

Roéwnania te mozna napisa¢ w ksztatcie nastepujacym :

4a 4a
(H)
)
2« 4a
Ktadac w tych réwnaniach
!r_: ci -J- (6 — By2— Jkad c b—a
Jkdi o Va’ "20°
(12)
m c2-J-4(0-4«)l — 16arf b —4a
16« 8a’ 2«

dojdziemy nareszcie do nastepujacych ksztattéw réwnan (11)

I(x — «)?2 _ (y — s)2—1.

(13)

ktére, rugujac z nich y, prowadza oczywiscie do réwnania (7); przeto tez wartosci na x czyniace
zado$¢ rownaniom (13) sprowadzaja takze réwnanie (7) do zera i sgjego pierwiastkami.

Z powodu (9) do rzetelnych zc naleza dodatne wartosci y, a takie dwie do siebie nalezgce war-
tosci x, y moga za uzyciem ukladu prostokatnego wspoétrzednych stuzyé do wyznaczenia potozenia
punktu. Znalaziszy w (12) wartosci r2 i m2 dodatne, pierwsze réwnanie w (13) przedstawia koto,
drugie za$ elipse odniesiong do uktadu prostokatnego. Punkta wspoélne obu tym linijom beda
mialy dodatne wspétrzedne y, i moznaje uwazac za punkta pierwiastkowe pierwszorzedne réwna-
nia (7), gdyz przynalezne im warto$ci rzetelne sprawdzaja réwnania (13), a tem samem czynig zado$¢
i réwnaniu (7).

ART. 1V. 10
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Jezeli Wszelakojedna z warto$ci r2 lub m2 albo obie ujemne wypadna, to bedzie to znakiem, ze
réwnanie (7) nie ma pierwiastkow rzetelnych. Moze sie to jednak i przy dodatnem r2 i m- pokazac,
mianowicie w przypadku, kiedy Imije przedstawione w (13), koto i elipsa wcale sie nie przecinaja.

Ten pobiezny wyktad daje juz dostateczne punkla oparcia do wyprowadzenia stanowczych orzeczen
o istocie pierwiastkéw.

Nalezace tu zadanie rachunkowe pozostawiamy czytelnikowi i przystepujemy bezposrednio do ry-
sunkowego przedstawienia réwnan (13) a wskutek tego do wyznaczenia pierwiastkéw réwnania (7).

Nad réwnaniem (8) nie potrzeba oddzielnie zastanaaviae sie. gdyz jest ono szczegbélnym przypadkiem
réwnania (7), jezeli tylko wykonamy rysunek dla (12) i (13) w zatozeniu d = 0. Tym sposobem wy-

prowadza sie wtasciwie rozwigzanie réwnania
(14) axi -j- +ex=0;

widacatoliod razu, iz z wyjatkiem pierwiastku x=@), wszystkie trzy pozostate pierwiastki lego

réwnania naleze¢ takze musza do réwnania (8).
»

(15) Dla réwnania

Xi — 9x-j- ix 12 =0,
znajdziemy podtug (12)

r=4'12 ... m=5'59,

a=-2, =5 a'=-Zg, L'==W.

(16) Dla royvnania
x1-f1524-8.z--3 =0,

mamy
r—559 ...; m=505...
a=—4, B=="; a'=—1, pf' =,
(17) Dla réwnania
Xl —qgx—0,

znajdziemy :

W przyktadach tu Yvybranych zaznaczyliSmy rachunkiem elementa podane w (12), nic wszakze nie

przeszkadza elementa te znaleZ¢ za pomocg samego wykreS$lenia.

(18) Na figurze 11 Przedstawionem jest wykreSlenie, tyczace sie rozYyigzania réwnan przygo-
towanych w (15), (16) i (17). Ze wzgledu na prostokatny uktad osi XOY wyznaczony jest kazdo-
razowy Srodek kota k przez odpowiednie wspétrzedne « i B; zas Srodek elipsy przez odpowiednie
wspétrzedne o' i Sl Promien kazdego z két konstrukcyjnych ma dtugosé¢ odpowiedniego r, a dln-

gos¢ potoéwek wielkiej i matej osi elips konstrukcyjnych sa odpoyviednio m i
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Ad (15) mamy w oddziale gérnym figury 11, pierwiastki :

(19) xi = 0a’

Fig. 11.

xi = 05'=~-1, z3 =34 = 0c'=2.

Ad (16) w oddziale $rednim

Ad (17) woddziale dolnym jest q = 27, a pier-
wiastki nastepujace:

21) x1 =0, xXX=0'=3=yq, X31iXxiy

sg pierwiastkami ztoZonemi.

W pierwszym oddziale punkt c przedstawia punkt
podwéjny t. j. punkt stycznosci kota krzywizno-
wego z elipsa.

W oddziale drugim, punkt c jest punktem potroéj-
nym t. j. takim, ktéry przedstawia zarazem i zet-
kniecie i przeciecie kota z elipsa.

W oddziale IrzecimprzeprowadzonyjestrysuneR
nawet ze wzgledu na (12). Tu :

(22) Elipsa w tym oddziale wykonana jest za po-
moca paska papierowego VMH, majgcego na prosto
odcietym brzegu trzy rownooddalone znaczKi s, /i, a,

ktérych odlegtos¢ wzajemna wynosi — =ou.

Pasek len porusza¢ nalezy tak, Zeby s na prostej
nalezacej do matej osi, p za$ na prostej nalezacej do
wielkiej osi pozostawalo. Na wyznaczenie punktéw
przeciecia kota i elipsy, niech koto bedzie juz wy-
kreSlonem, a nastepnie szukajmy za pomoca pas-
ka VMH tylko tych punktéw na obwodzie kota,
w ktére pada znaczek a przy nalezytem potozeniu
paska papierowego.

Prawdziwo$¢ tego, co tu powiedziano, wyjasni

sie z nastepnego, zupetnie ogolnie przeprowadzonego rysunku.
Niech bedzie fig. (12) linijat VM opatrzony znaczkami n, a, e tak, ze en = 21, ea = 2, a ruch jego

niech bedzie taki, ze zawsze a na OX, za$ n na OY pozostaje. Niech linijat w jednem ze swych po-
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tozen tworzy z osiag OX kat f, i niech x = oP, y=Pe beda wspoétrzedne odpowiedniego potozenia

znaczku e, a otrzymamy wtedy :

Qe =dose; Pe = wstd,
en ea
albo
I = dosp; I==WStf,
a ztad dla dowolnych f
(23) =>+r6=1

(24) Ztad widzimy, iz kazdy z punktéw linijatu opisze obwdd elipsy, skoro dwa jego punkta np. a i n,
w czasie poruszania VM, pozostaja : pierwszy na o.r, drugi na oy. Latwo okaza¢, iz przy takim
ruchu kazdy punkt ptaszczyzny, w ktérej linijat lezy, elipse opisa¢ musi.

(25) Bardzo tatwo wyznaczy¢ tym sposobem za uzyciem Znaczkowanego linijatu, punkta zetknie-
cia a, 5, +/, 5 w ktérych elipsa przecina wykres$long juz poprzednio linije RST.

Pojmujac w ten sposob przeciecia za pomoca elipsy, mozna ze wzgledu na wykres$lenia (15) i (16)
wogole powiedzie(, iz kazde naj wyzej czwar-
tego stopnia siegajace rownanie daje sie roz-
wigza¢ wprost za uzyciem cyrkla i poznacz-
kowanego linijatu.

(26) Z fig. ad (17) wida¢ zupeing wykreslng
metode wyciagania pierwiastku sze$cien-
nego. Nalezy tu takze szukane od niepa-
mietnych czas6w zdwojenie szeS$cianu.
Twierdzenie w (25) jest Usprawiedliwio-
nem tylko ze wzgledu na pierwiastki rze-
telne wspomnianych réwnan. Matematyka
podata wzory na obliczenie takze pierwiast-
kéw ztozonych réwnan 3s0 stopnia, a zaich
— pomoca takze i rGwnan 4=0 stopnia. Lekkie
zastanowienie uczy nas, iz dziatanie wedle
wzoréw tych odby¢ sie majace, mozna wykonaé i za pomoca rysunku, albowiem rysunkiem mo-
zemy wyciagnac pierwiastek szeScienny, i podzieli¢ kat na trzy réwne cze$ci. Pierwsze rozwiazanie
podaliSmy na figurze ad (17), a trisekcye kata zaraz poznamy.
Mamy

2dos31 =dos V1 -(-dos -3%" = dos 1 + 1 2dos | f dos| = dos | + | dosg-I|- | dos |,

2 wsi3l = wstifl —dos |©O =wst? — 12 wst % wst | = wst | | wstb +  wst |,

zatem
(27)  dos@ = 4doss|l —3dos |, WSt =—4wst3]-f-3 wst] =wst |dSs-"-—1];
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ktadac :
2dosl=x, 2dosy-k' 2wstp=s, bedzie
(28)

x3—3x— k=0, =wst§>[xi—1).

I
2

Danemu katowi odpowiadajg iloSci oznaczone przez s i k, ktdre bardzo tatwo wykresli¢ sie daja.
Wedtug (18) znajdziemy zréwnania (28) np. pierwiastki xi, x<i, X3- Potowa kazdego z tych pier-
wiastkéw przedstawia dostawe szukanego kata (1{3. Do jednego pierwiastka np. xI znajdziemy
wykresleniem kat Odpowiednidajmynato Y1, i réwnoczes$nie kat |,! = 2 — 1. Dwa te katy maja
wstawy o przeciwnych znakach, a z powodu (28) moze w tym razie z pomiedzy réwnan :

(29) wstPl(a2-1)=1; wst'l(a2 —1)=Vp,

jedno tylko by¢ prawdziwe, a wiec z obu tych katéw jeden tylko uczyni zado$¢ przedioZzonemu
zadaniu.

Jezeli i, 3, s sk katami, sprawdzajacemi réwnoczesnie zwiazki (28), to katy 3y¢l, 3% 3y3, y
beda mialty wszystkie tez sama wstawe i dostawe, a wiec mogg sie r6zni¢ miedzy soba tylko o pewna
liczbe katéw pelnych. Uktad katéw wynikajacych z (28) mozna przeto zastapi¢ nastepujacemi

1+ 120», j + 240"

a poniewaz

dos 120° = — g, dos 240» = —2'7), wst 120° = = wst 240°

otrzymamy pierwiastki rownania (28) w nastepujacym ksztatcie

x| = 2dos I,
0

(30) zl = 2dos  +120°* = —dos I —wst | . V3,
a% = 2dos ~| + 240°)=-dos | + wst j . V3,

gdzie na wyznaczenie kata y postuzy warunek dos? = g.

Rysunkowe wyznaczenie pierwszego z tych katéw stanowi wiadnie rozwigzanie zadania podziatu
kata na trzy réwne cze$ci (Trisectio anguli). Drugie znacznie prostsze rozwigzanie tego zadania jest
nastepujace :

(31) Azeby wyznaczy¢ trzecia cze$¢ danego kata ? — < XON, wezZzmy linijat VS z trzema réwnood-
dalonemi znaczkami A, m, B, odetnijmy na ramieniu ON ditugos¢ OE=mBs= mA i zaznaczmy
punkt E; nastepnie wystawmy OY prostopadte do OX i poruszajmy linijat VS tak, azeby znaczek A
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lezat wcigz na X'X, za$ znaczek B na Y'Y, az dojdziemy do potozenia, w ktérem linijal przechodzi
takze i przez punkt E. Otrzymamy tym sposobem punkt A na OX i proste AE; kat XAEY =yl
jest trzecig cze$cig kata: .

DowOD. — W tréjkacie prostokagtnym mamy mO = mA = mB = OE, ztad :

< OEm = Emo = 2yj,
a wiec ostatecznie
< EOX = < OEA 4- < EAOQ,
czyli

(32) 0= 201-- Y1 — 3L, g. e d

fig. 13.

Wykresleniefig- ISdajeiOwniez dwa pozostate katy uktadu (30), jezeli potozymy linijal VS najprzéd
w ¢wiartke xoy' a nastepnie w ¢éwiartke xoy.

W (¢wiartce YOA nalezyte potozenie VS jest niemozliwem, gdyz jezeli A lezy na OA, zas B
na OY', nie moze wtedy linijat przechodzi¢ przez E.

Rozwiagzanie szczegdélnego réwnania (28), uskutecznione wzorami Uwidocznionemi w (30), moze
nam postuzy¢ za podstawe do uskutecznienia rozwigzania rachunkowego réwnania

(33) Yi-py + <7=:°,

o dowolnych wspoétczynnikach p i g, a to w nastepujacy sposéb.
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Ktadac w (28) i (30)
(34)
otrzymamy réwnanie :

Te-34-Lg =0,
(35) r38 r ’

albo
y3 — 3r2y — Ar3==0,

a jego pierwiastki

2rdos 1
o

(36) . YV.= 2rdos”+1200" = —rdos|-rv3wstl.

obliczywszy kat ¢ zréwnania dos@=>5.

Porownywajac réwnanie (33) z r6wnaniem (35) mamy :

3r2=p, —IZerI=y,
a ztad

(37) h=2dos¢ =

zatem

<38)

potozywszy dla skrécenia

Z (38) mamy dalej

(39)
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Dodajac te réwnania do siebie, a potem odejmujac drugie od pierwszego, otrzymamy :

?
2 dos 3 -

(40)

2« w’st

Otrzymamy nareszcie, ze wzgledu na wzory (30) i warto$ci otrzymane w (40), pierwiastki réwna-
nia (33) w nastepujacym ksztatcie :

yi=~| ~m]+é U/—f+m—/—i—%
A=RH(s)-()  =N=T=-L

gdzie

Dla ré6wnania
(42) Yi-\-py +72=0,

otrzymamy odpowiednie wzory z (41) ktadac na miejscu /i ilo§¢ —p.
W tym razie bedzie

(© = L L<—(|)= t/©'+(D=R

zatem pierwiastki
A=Vi-|+R+ 1 x-|-R"

(44) w=-*[3~7+K+ u=<-1I-B'] —~ == [~ fFfF+R'-IZ7-1- 15

=iV [ +r, e Z1er JFE L 141,V 1 Ar]

(I) Rozwiagzanie réwnania (33) odbywa sie najprosciej zapomoca wzoru (36) wtym razie, gdy p>0 i
(i) =(3) ' Pon'ewal w %'m PrzyPa-dku dostaniemy podtug (37) rzetelne wartosci na ri ?, a na

podstawie tak obliczonych elementéw uktadaja sie podtug (36) trzy rzetelne pierwiastki réwnania (33).
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Wzory (41) przedstawiajg takze w tym samym przypadku trzy rzetelne pierwiastki réwnania (33) —
aczkolwiek w ksztatcie mniej dogodnym, gdyz te trzy rzetelne pierwiastki sktadajg sie w tym razie
ze sktadnikéw tak zwanych urojonych i sprzezonych. Przy pojawieniu sie po raz pierwszy rozwigzania
réwnan 3s° stopnia przez wtoskiego matematyka CAimANa,nie umiano, w tym przypadku, ze sktadnikéw
urojonych ztozy¢ rzeczywistych wartosci pierwiastkéw w postaci rzetelnej, i dla tego tez nazwano ten
wtasnie przypadek zachodzacy przy réwnaniu 3s°® stopnia casus irreducibilis.

(I) Jezeli w (33) p=>=0, i . mozemy i w tym razie nalezace pierwiastki w (41) przed-
stawi¢ w postaci goniometrycznej ktadac :

3
(45) wstys - 1 92— srdosieyd zatem

3

/R='Vz(3)'-(3)'d°sie*w = 3y/d°si6'2\y—i— (Vdoly-},

VvV wsi}

doty i ;

+v—3

y—

(IlI) Jezeli nareszcie mamy do rozwigzania rownanie (42) dla p > 0, mozemy i w tym razie nale-
Zace tu pierwiastki w (44) przedstawi¢ w postaci goniometrycznej, ktadac :

9 3
(47) doty y = 2 72i jdoty:}, a wiec
R'= dosie
3 /1 — dos}
2 1 WSty
I 31 -|-dos‘}
wsty

ART. v 11
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B-=(5) vIM -vi¥I,A
w »=1(j)5 [- \ayl+ V10§5]+%t=[ vzslys + Vzdoly f1 i

*~I(D{[- iM+ yi<M]+=3[ OIt vM

W przypadkach tedy (II) i (III) obliczamy z warunku (45), a wzglednie z warunku (47), odpowiednia
warto$¢ kata 5, a nastepnie same pierwiastki podtug (45), a wzglednie podtug (48).

Rozpatrzywszy wszystkie trzy przypadki, zachodzace przy rozwigzywaniu réwnan 3s°® stopnia
widzimy, Ze w kazdym razie réwnanie 3B° stopnia posiada¢ musi przynajmniej jeden pierwiastek
rzetelny. W przypadku pierwszym jawig sie Wszystkielrzy pierwiastki w postaci rzetelnej, w dwéch
innych przypadkach przynalezy réwnaniu précz jednego pierwiastku rzetelnego jeszcze para pier-

wiastkéw ztoZonych tak zwanych sprzeZonych.
Rozwigzanie réwnania (42) podane pod liczbg (44), uskutecznione zostalo wyrazeniami zbudowa-

nemi ze wspdétczynnikéw réwnania jo i q. Te trzy pierwiastki w (44) moga by¢ uwazane za rozwia-
zanie dla wszystkich trzech przypadkéw. Rozwigzania ze wzgledu na poszczegélne przypadki rdzniag
sie tylko z powodu kazdorazowego wprowadzenia goniomelryeznych funkcyj w celu przygotowania

wzoréw do praktycznego obliczania pierwiastkéw.

(49) Pierwiastek yl sktada sie z dwéch sktadnikéw i prowadzi do drugiego pierwiastka v2 za pomoca

pomnozenia pierwszego sktadnika przez (_1 + — i3 drugiego za$ przez fl=(—g— m )

Pierwiastek yi zamienia sie na pierwiastek y3 za pomocg pomnozenia pierwszego sktadnika przez {9,
drugiego za$ przez (. Liczby f i 3 sa trzeciemi pierwiastkami z jedno$ci, i znajdziemy zawsze 4=1,
(%21 — (3s)2=1. Ztad wypada wzoér ogdélny na ktérykolwiek pierwiastek :

R, (da s=-1,2 3).

Ktadac w réwnaniu
(50) &} =+ ax3 bx 4-c — 0,

o YV— 3{ t  otrzymamy, piszac dla skrécenia

36 — cP
(51) 27
réwnanie
(52) W=py +1T—

ktérego ogdlne rozwiazanie podaliSmy w (44).

AVprowadzmy w (44) we wzorze na y! wartosci na p i ¢ podanew (51) a otrzymamy pierwiastek arl
réwnania (50) :
(53) X—Xi—Ui—|=—14 ai4Q4"12\/3\/H4- -i'4Q 42\3 y/H,



10 [IOWNANIACIL. 83
gdzie
(54) Q==%0Y%s — 2a2— 27c, H = &63+4ca3+27c2— a202— I8abc.

Oznaczajac przez xI, xi, x3, pierwiastki rownania (50), otrzymamy, na podstawie ogélnych wia-
snos$ci réwnan, nastepujace zwigzki ;
— « Xi-|-X3 -]- X3l

b = xIxi -j- xIx3 -]- X3X1,

— (= xIx3x3;

a rozumiejgc przez symboliczne wyrazenie (Qghfc) sume jednorodng utworzong z xI, x2, x3, 0 wy-
ktadnikach g, h, k, bedzie oczywiscie :

(55) (+\/ c) = xalx\xk3 -+ xaixliixh3 4- xlilxaixIi3 -j- xhix\xa3 + xYeaslxft3 + xliix\xa3,

a nastepnie :
— «/> = (012) + 3(111),

— u3 = (003) + 3(012) + 6(111),
— ¢ = (111),
(56) ¢3 =(033) + 3(123) + 6(222),
ca3 = (114) + 3(123) + 6(222),
c2 =(222),
202 = 2(114) + 15(222) + 8(123)+ 2(033) + (024),
a wskutek tego
Q = 9a6 —2«3 — 27c¢ = 2(003) — 3(012) + 2(111),
4Q = 8x31 + 8x3a + 8x3 — 12(x2x2 + X1X2s + x22X3 + xIx2| + X23%h + x3x21) -J- SxIx2x3,

(57)
H = 443 + 4cad + 27¢2 — a%l — 1Sabc — — 1 [(024) — 2(114) — 6(222) + 2(123)-2(033)] =

= [(x2x2 — XIX22) i + (X22X3 — XIX23) i + (x22xt — X3X2I) GIj
vl = =+ i[x2x, — XIX2 + X22X3 — X2X23 + X22X1 — X3X21]:

Z tych dwoéch wartosci przeciwnego znaku jedna wejdzie do jednego, druga za$ do drugiego

sktadnika w (53).
Otrzymamy nareszcie z (53)

(58) X =¥%+¥%a-4-X%—+ | 3 [(8x3] + 24x2x35 + 24xIxVe)+...] + 8XIX3x3 +

+ 1 ] (8x31 + 24x22x3[3 +24xax23p2) + -..] + SxIX2X33

gdzie znak ... ma przypominaé, Ze wyrazenie ujete nawiasem uzupetnione by¢ musi jeszcze dwoma
podobnemi wyrazeniami powstatemi z pierwszego przez réwnoczesne posuniecie wszystkich dolnych

znaczkow 0 jedno$¢ a wzglednie 0 dwie jednosci.
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Pierwiastkowanie daje sie uskuteczni¢, w obydwo6ch wyrazach (58) itrzeci pierwiastek otrzymamy

w nastepujacej formie :

(59) [2~14-2~14-2"1],
gdzie stosownie do wyrazen znajdujacych sie pod znakiem y warto$ci na E)i oznaczone byc¢
musza. Jezeli fF——x—-"%r~0 to kazdy z wyrazéw B, B2, B3, moze nam przedstawia¢ war-

Z Z
togé na i'}l, i chodzi nam teraz tylko o zbadanie, wjaki sposéb te trzy warto$ci przyczyniaja sie do
zlozenia trojmianu(59)aby tak uzyskany tréjmian przedstawiat rzeczywiscie jeden lub drugi z zadanych

pierwiastkéw w (2'1). Stosownie do wyrazu 8% 3 X3 znajdujacego sie pod znakiem p musza w (58)

wartoscina p1, p1, p1 tak by¢ dobrane, aby ich iloczyn byl réwny jednosci. Ta okolicznosé
sama wskazuje dla tréjmianu (59) jeden z ksztattéw

(60) 2(3%14-f34+,6Y6), 2(3% + ~+%2-1-35+343), [s= 1,2, 3]

a mianowicie na ksztalty, gdzie wszystkie trzy pierwiastki zastapione sg albo réwnemi albo zupetnie
réznemi potegami ilosci S.

Uwzgledniajac wyrazy ksztattu x/sl stojace pod pierwiastkiem przekonamy sie, Ze tylko zupetnie
rézne ilo$ci f przedstawia¢é moga'wspoédtczynniki Wtrojmianie (59).

Uwzgledniwszy te uwagi, mozemy to rownanie (58) napisa¢ w formie nastepujacej :

X = Yo(xl +34 + "3)+ ] (221N +234 7 +14+2347+0) +i (27pl+2x2A (s+1)+2x3p27+2)),

0 (o] (o]
albo
(61) X=1[1 4-Ps + 3% + 78 [1 4-Ps+1 + ,8%+1)j 4- Vs [1 4- 05+3 + 320+
Ry, T aa— 1]
Ktadac tu

s—0 otrzymamy x==rl

(62) s=+4 ) a? — #3.
szzz.2 » X =

Dla dalszych warto$ci na s warto$ci na x wtasnie otrzymane beda sie peryodycznie powtarzaty.

Widzimy ztad, ze wartos¢ na x podana w (53) przedstawia nam wszystkie trzy pierwiastki
réwnania (50), jezeli tylko pierwiastkowanie 3%° stopnia w odpowiednich Znaczeniachzastosujemy.

Z réwnania (61) mozna sie takze przekona¢, zZe biorac je dla jakiejkolwiek pewnej wartosci na s,
dojdziemy zawsze do jednego z zadanych pierwiastkdw réwnania (50), a do reszty dwdch pier-
wiastkow dojdzie sie na podstawie tej samej wartosci na s, posuwajac w réwnaniu (61) wszystkie
dolne znaczki 0 jedno$¢ a wzglednie 0 dwie jednos$ci. Nadmieniamy tylko, Ze znaczek 3 posuniety
0 jednos$¢ wyda nam wprawdzie znaczek 4, ktéry wszakze jest rOwnowazny znaczkowi 1.

Nadmieniamy takze, Ze warto$¢ ogoélna na x podana w (53) nie przestaje czyni¢ zado$¢ rdéwna-
niu (50) i wtedy, z pomiedzy ilosci a, b, ¢ jezeli nie wszystkie to przynajmniej niektére przed-
stawiajg liczby tak zwane urojone.

Przypatrzywszy sie wyrazom HiQ stojacym pod znakiem pierwiastkowania a wyrazonym za
pomoca pierwiastkéw xi, x3, X3> przekonamy sie, Ze te wyrazy s3a, ze wzgledu na xi, x2, x3, funk-
cyjami symetrycznemi, ktére sie nie zmieniaja w skutek przestawienia dwéch jakichkolwiek ze

wskazéwek 1, 2, 3 miedzy soba.
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Uskuteczniwszy pierwiastkowanie VH doszliémy do funkcyi juz nie symetrycznej, lecz do funkcyi
tak zwanej potsymetrycznej czyli do funkcyi dwuwartos$ciowej, ktéra w skutek przestawienia
dwéch znaczkéw miedzy sobg przybiera wartos$¢ te samg ale o znaku przeciwnym. Wyciagnawszy
nareszcie trzecie pierwiastki ze sktadnikéw wyrazu (53) otrzymali$my pod liczbg (61) funkcyje tak
zwang trzywarto$ciowg, przedstawiajaca ktérykolwiek z pierwiastkéw xi, xi, X3 1i tylko za pomoca
odpowiedniego ustawienia znaczkéw 1, 2, 3.

Wskutek tych tu wymienionych wtasnos$ci wyrazu (53), nazywamy go pierwiastkiem ogdlnym
réwnania (50), czyli takze tegoz réwnania rozwigzaniem ogdlnem (1).

(Cigg dalszy.)
0 ROZWIAZANIACH OKRESOWYCH.

Do rozwigzania ogélnego réwnania stopnia trzeciego doszliSmy droga syntetyczna, polegajac na

goniometrycznej wlasno$ci wyrazu okresowego a's= 2rdos f-j-(s — 4-3/gj, ktdéry dla staltegori ¢

i dowolnych catkowitych wartoéci na s tylko trzy miedzy sobg rézne szczegdlne wartosci atl, a¥%, X3
przybra¢ moze. Kladac nadto k — 2dos (3¢ -I- (s — 1)2m) moglibySmy powiedzie¢, ze wy-

raz o= 2rdos A+ (s—1)xj dla statych r i k i dowolnych catkowitych wartosci na s przed-

stawia tylko trzy miedzy soba rézne szczegblne wartosSci a'%, o', X3-

Szukajac réwnania, ktéreby te trzy warto$ci xI, xt, X3 jako pierwiastki posiadato, moglibySmy
zamiast metody uzytej pod liczba (27), (28) i (34) postapi¢ droga nastepujaca :

Mamy przedewszystkiem

icl = 2rdos ¢,
(63) xi == — rdos@ -j- r\"3wsls,
X3 = —rdos@ — ry3 wsty,

i rownanie posiadajace pierwiastki icl, a%, x3,
(x — xi)(x — x%)(x — x3) =0, albo
(64) ' X3 — (xi “Mx9p M x3)  "$“h1 4~ ~i~ Btz Aivzi 0.
Na podstawie (63) bedzie :
Xi -j-xi "™ X3 —— O]
Xixi-(-xix3-(-x3Xi = [ —2r2dos¥s — 2r2\/3 dosp wste] -f-
4- [r2dos¥s — 3r2wst2¢]-4~[—2r2dos2y -j-2r2\/3 dos@ ws¥s] =

— — 3r2(dos¥% -|- wstlg) _ — 3r2;

(*) Opierajac sie na powyzszem pojmowaniu rozwigzania ogoélnego wioski matematyk RUFFINI uaowodnit, ze
roéwnania siegajace ponad stopien czwarty nie posiadajg ogdlnego rozwiazania.
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i nareszcie
Z1%a% = 2r3dosy [ doss%s —3 wst¥s] = r3dos® [I  dos2? —3(1 — dos2y))=

= r3des¢[— 2 -j- 4dos2@j =—-2r}dos@ -]-2r3.2 dos2¢ dos® =
— 2r3[— dosy + (dos3y -j- dos?)] = 2r3dos3? = r%,
i nareszcie na podstawie tych tu wyprowadzonych warto$ci wyrazéw :
(% - 2@ = a%)? (X" ~“ <Ytk —j— a%(Ty), .z'uzz-z'3
otrzymamy réwnanie (64) w postaci nastepujacej
(65) X3 — 32%0 — r3k—O,

ktére zupeknie sie zgadza z réwnaniem (35).
Przygotowawszy tym sposobem, do zatozonego tréjwartosciowego wyrazu okresowego

odpowiednie réwnanie trzeciego stopnia pozbawione wyrazu zawierajacego druga potege niewiadomej,
staraliSmy sie state r i k tak dobra¢, aby otrzymane réwnanie (65) swemi wspotczynnikami byto
podobne do wspoétczynnikéw réwnania danego do rozwigzania a mianowicie juz tak przerobio-
nego, aby nie posiadato juz wyrazu o potedze drugiej iloSci niewiadomej. Przedstawiwszy tak
state r i k a posrednio i ? za pomoca wspétczynnikdw réwnania zadanego i wstawiwszy takowe
we wzorach (63) doszliSmy nareszcie do rozwigzania okresowego zadanego réwnania trzeciego stopnia.

Z porzadku rzeczy wypada nam sie zaja¢ uogolnieniem tej syntetycznej metody, i zbada¢ jakie
réwnania ogétem za pomoca tej metody rozwigzane by¢ moga.

Latwo zrozumiemy, Ze zwigzek :

(66) Ic=2 dos [m? -(- (s— 1)2w] = 2dosnie,

dla dowolnego catkowitego s zawsze do tej samej warto$ci k prowadzi¢ musi, dopdty, dopodki liczba
tukowa m<f zatrzymuje te sama warto$¢.
Inaczej rzecz sie ma z wyrazem okresowym :

(67) a% = 2rdospp-]-(s-1D) 1],

ktéry dla statego r, ? i catkowitego m, dla wszelkich mozliwych catkowitych wartosci na s, okazuje
sie wyrazem m-warto$ciowym, przedstawiajagcym rézne miedzy sobg wartosSci xI, xi. x3, ... xym
i zadnej innej.

Celem otrzymania réwnania 7>c=0 stopnia posiadajacego rozwigzanie okresowe (67) otrzymamy
rozwijajac funkcyje dos my w szereg uporzadkowany wedtug wzrastajacych poteg ilosci dos?, poste-
pujac droga wskazang w Ilira tomie mojej matematyki (d) na stronnicy 596, nastepujace réwnanie :

(68) 2 dos«? — km = wst” P'ni-|- dos z okresleniami :
P'm = %8 dosy— &-=8~-A2) dose+g > — s> — —32 dos3®- . ..
11 3! 51 '
(69)
P-,.=2-3%: <w%&+34a doV,-Yelsi=|2i(==A> d~Ve—+ ...
il 41 0!

(*) Wyktad matematyki nn podstawie ilosci 0 dowolnych kierunkach, w 2 toinach. Lwéw, 1864, drukiem Kor-
nela Pilleia.



0 ROWNANIACH. 87

Wskutek dos(2n-|-1) £ = wst2w £ = 0, wst(2w-|-1)£ =dos2n = (—1)w roéwnanie (08)

przedstawia sie stosownie do tego czy m jest parzyste lub nie, w nastepujacych postaciach :
vi
2 dosmy = km — (— 1)3 p"m dla parzystego m,
(7% -

2dosm@ = Y%roL=(—1) 2 P,m dla nieparzystego m;

w kazdem réwnaniu (70) wielomian P konczy sie wyrazem zawierajacym mit potege ilosci doseo.
Przerabiajgc wyrazenia [m2 — (2s)2j, [m'1— (2s x 1)] wedtug wzoréw :

A-(Ye=s-(J+.)(2-),

(71) 1/4+"\[1 1
nti — (25 -}- 1)a = 22 ( /8+ )[ /8A—+1/.

i ktadac ogdlnie

(72) (- 1) m'm — = 2)-<w-—_3%+1>=[m, s],

s!
mozemy réwnaniom (70) nada¢ nastepujace podobne ksztatty :
(2dosp)oo — (2 dosP)m—2-]-[m, 2](2 dos@)m~i—/m, 3](2dos¥)m”

Claetm, £~ 1F2d0S02+ 122 =5 gocue — kn

(73)
(2 dos@)w — m(2dosy)wmn-2-|—[?, 2](2 dos@)m=4— [m, 3](2dosy)m~[-I- . . .
vi—1
_+f]l_‘w’ Y%Tj(2d055>]3—|—(—1] 2 w(2dos@)=2dosn¥s —.Itm.
Te réwnania przybiora, za podstawieniem 2 dos¢ — - i po Obustronnem pomnozeniu przez rm, na-

stepujaca forme :

-10. JR— . § —
a" — mz,%m-24- [nz, 2]rYem~i ... -1%o0 | 1Irco-182yPpl)22rm=

— 2rmdosnz¢@ — kmr'n,

(74) e
mi%am-2y[we 2Jrikco-i — . . . -J- m, m2—3 rm~%:3-|~(—1) ~ mrm~i>x—

— 2rm dos m<f — kmrm.

Latwo pojac, ze bez naruszenia warto$ci statej km mozna obustronnie w réwnaniach (73), dla do-

wolnego catkowitego s, zastgpi¢ | wyrazem ¢p-|--————— w tym bowiem razie wyraz po prawej
stronie zamieni sie na 2 dos[m” -|-(s — 1)2tr] = 2 dosn% =km.

Wskutek tego, co sie powiedziatlo, mozna w réwnaniach (74), bez naruszenia statych r i km dla
dowolnego catkowitego s, ilo$¢ x zastapi¢ wyrazem okresowym

xs = 271 cos = _ 7 —~Ip" + rpBl~se
(75)
gdzie p=¥i"—V/84=z¢" =dbs------ 'Uzwsts,
m m

i powiedzie¢, ze pierwiastki xi3 ¥ r x3i.,.xm naleza do réwnan (74).
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Roéwnania (74) posiadajace w (75) rozwigzanie okresowe maja te szczegblng postaé, Ze zawieraja
w sobie niewiadome tylko w potegach parzystych lub nieparzystych wedle tego, czy ich stopien m
okazuje sie parzysty lub nie.

Celem pordéwnania zadanego réwnania

(76) ym —+ Olym~1 ¥ blym~- + lB3yn~3 —+. .. + bm_iy -]-bm = (,
z rOwnaniem typowem (74) postawmy w niem y—x —  a otrzymamy réwnanie przerobione
(77) Xm-j- pxm~i -+ cixm-3 _\ cixm~i + caxm~'i -j- . . . ¢-cm_223 + cm-Ix P q =0,

ktére oczywiscie okaza¢ musi

jezeli méwiwy o jego podobienstwie do typowego réwnania (74).
Jezeli w samej rzeczy przerobione réwnanie (76) okaze sie w postaci :

(78)

mozemy zaja¢ sie badaniem, czy stale km i r rnoga by¢ tak dobrane, aby réwnanie (74) zgodzito
sie ze wzgledu na wszystkie wspoétczynniki z réwnaniem (76).

W tym celu postawmy :

i 1
(79) -mr>- = p, a  znajdziemy r=g-"j2=; (Y,

a na podstawie poréwnania ze wzgledu na wspotczynniki oznaczone przez ¢ nastepujace zwiazki :

C4
i}
6 = [m, 3]
(80)
S
C2s= [m, s] 1

ktére koniecznie spetnione by¢ musza, jezeli ma by¢ mowa o rozwigzaniu réwnania (78) za pomoca
znanego rozwigzania rOwnania (74).
Przekonawszy sie juz o rzeczywistem istnieniu zwigzkéw (80), ktadziemy dalej :
m

(81) w przypadku parzystego m [2rm(— 1)3 — 2rmdosn% = g,

(82) w przypadku za$ nieparzystego m — 2rm cosnts — q.
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Na podstawie (81) i (79) znajdziemy :

dosmo=[(-D2(="y-1] =
i WStWy —
(83) emp<

'w = H2 : rm.

zatem dla parzystego m
(84)

z okresleniami :

(85)

W rozwigzaniu okresowem uzyliSmy znakéw przeciwnych przy m-tych pierwiastkach wy-
razé6w Hi i H2, jak sie o tern tatwo przekona¢ mozna w przypadku szczegélnym dla m = -i podsta-
wiajac xs w Odpowiedniem réwnaniu 4le=) stopnia.

Na podstawie (82) i (79) mamy dla nieparzystego m

dos m<f- — i rm,
| 1
i WSt my
(86)
e-m,
e-v-= (H? : 1,

ART. 1V. 12
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zatem dla nieparzystego m :
(87) xt = f°~i y HIl + Bl-sy HT;, ys = xs— 15,

z okre$leniami :

B = 01(0521 + 'iwstg.
m

Rozwigzania okresowe podane w (84) i (87) naleza tylko natenczas do przedtozonego réwna-

nia (26), (27), jezeli spelnione sg warunki (80).
Dla réwnania -j- ¥ =0 mamy x =\/-q,; postepujac za$ podtug (84) ktadac tam m = 2, 8=1

V-H-t+( )-d >"-i-/©“’i:

m = V= pi()M -hzH-<-7

Réwnanie z2%8pz + % =0 daie z=-"-|-1/ atoli poréwnywajac to réwnanie z ro-

otrzymamy :

wnaniem (78) dla m =4 otrzymamy z =Xx-, | dojdziemy na podstawie (84) do nastepujacego

zwigzku :

s==LYsE===NF VeV Ve YY+V7Y -1 = VVey-1 (1
albo

(90) 7\<22/V ”,\W

i takze

(o1

Do rozwigzania réwnan moze sie takze przydac znany nastepujacy zwigzek :

(92)

ktéry dla catkowitych m i odpowiednich stalych wartosci na i t istnie¢ nie przestaje, choébysSmy

w nim ilo$¢ o zastgpili wyrazem [@Y&8(s- 1) -1 o dowolnych catkowitych warto$ciach na s.
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Ktadac w nim styp = | uporzadkujmy go wedtug malejacych poteg x, otrzymamy nastepujace

réwnania mtc=0 stopnia :

m
txm ~(( M rixm—- —Qirz%m-3. -j- . . - + (— D2trm =0,

(33) L.t = sty mf

z ktérych, pierwsze ma miejsce dla parzystych m, drugie za$ dla nieparzystych.

Na podstawie poprzedzajacej uwagi otrzymamy okresowe rozwigzanie réwnan (93) w nastepujacej
formie :

(94)

albo

Dla réwnania

(95) £E2 + PX -j~ T — 6>
mamy
m
. 2r (—D2erm L
m — 2, _? —_ ?’ ¢ TZ—Y. l—Styzf.
zatem

eiu=(p-2q) : VF2--4¥,

-V, em=——|,

(96)

Dla réwnania
(97)

mamy

(98)
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stuzacy do rozwigzania rdwnania, jezeli jego wspoétczynniki P, Q, H spetniaja warunek
(100) PQ = 9H.

Majac np. rozwigzaé réwnanie
(101) z3-(-3pz-(- 2y =0,

Hiusitny je za pomoca odpowiedniego « przerobi¢ na inne podstawiajac w niem z=x—a tak, aby
wspotczynniki przerobionego réwnania, oznaczone przez P, Q, H spekity warunek (100).
Wzmiankowane podstawienie przeistacza réwnanie (101) na nastepujace :

(102) 37— 3aXi-j- 3p 3427 -[- (<] — 3/}« — o3) — 0,

zkad
P——3« Q=3p-p3a2, H=12%& —3/%—a3

i zarazem na oznaczenie wartosci na a wedtug (100) :

PQ = — 9/7« — 933 — 9H = 187 — 27/ia — 9«3,
albo
/Ta=y, a=«

P_ g Qp34."
3 /3 3~ p-

nareszcie podtug (99) rozwigzanie przerobionege réwnania (102)
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SprowadZzmy xs do wymiernego mianownika, a otrzymamy :

Xs= ? 4- flhs~1)> — q—\ipi + q- + fs~lv — qH-\|p3 +q'7,
a zatem

e ,
(103) z=xs—a=xs—1i = p>-1¥Y-15 — _ e |- ~3_].92

jako juz nam dobrze wiadomy wzdr przedstawiajacy rozwigzanie ro6wnania (101).
Nareszcie znajdziemy, zwyktem tu juz Uwidocznionem postepowaniem, na rozwigzanie roéwnania :

(104) xm 4- Pxift—1 4- Qym”2 + H3Xift—3 4- HéXfft—4 4-__. < —= 0>

jezeli dla wszystkich, réwnaniu (104) odpowiadajacych wartosci znaczka s, spelniaja sie nastepujace

zwiazki :
sP

(106) H25 o

Na podstawie wiasnosci Iunkcyj goniometrycznych i rozwiniecia funkcyj goniometrycznych katéw
wielokrotnych na szeregi uporzadkowane wedlug poteg Zadanej funkcyi goniometrycznej kata poje-
dynczego doszliSmy droga syntetyczng do rozwigzania okresowego rozlicznych réwnan szczegdlnych,
lojesttakichjktorychwspolczynniki speiniaja okoliczno$ciowo zadane warunki. Na dwéch gatun-
kach szeregéw goniometrycznych wykazaliSmy dosadnie sposéb postepowania, jak za pomoca
takowych doj$¢ mozna do kryteryéw rozpoznawczych tych réwnan szczegdlnych, ktére za ich pomoca
moga by¢ rozwiazane, i podaliSmy kazdorazowe samo rozwigzanie w zupetnie ogdlnej formie. Za
przewodem tak rozwinietego postepowania tatwo moznaby uzy¢ i innych szeregéw goniome-
trycznych dla wydobycia zupelnego rozwigzania odpowiednich réwnan szczegélnych. Na szczegdlniejsza
uwage zasluguja réwnania ogdlne, to jest takie, ktérych wspétczynniki niepodlegajac zadnym ko-
niecznym warunkom dopuszczajg wyprowadzenia wzoru okresowego na obliczanie wszystkich pier-
wiastkow tego réwnania. Poszukiwania dotychczasowe oparte na wiasno$ciach szeregéw gonio-
metrycznych przekonaly nas, Ze postepujac droga systematyczng nie mogliSmy dla ogélnych réwnan
siegajacych powyzej trzeciego stopnia dojs¢ do rozwigzania zupetnego, tylko pod zastrzezeniem spet-
nienia wspétczynnikami takiej liczby warunkéw, ktéra wtasnie wskazuje na ilo$¢ jednosci, zawartych
w stopniu réwnania ponad stopien trzeci. I juz z natury tej metody nie mogto to sie sta¢ inaczej;
zaktadajagc bowiem niewiadomg x w ksztalcie (2rdose-j-x) wn (r=tye a) rozporzadzaliSmy
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w kazdym razie tylko trzema argumentami r, y i «, aby za pomoca stosownego doboru ich war-
tosci. sprowadzi¢ réwnanie typowe do takiego ksztattu ktéryby Swemiwspolczynnikami byt podobny
do wspoétczynnikéw zadanego réwnania ogélnego. Zwiekszenie liczby argumentéw pociagnetoby za
sobg te okolicznos$¢, ze szeregi goniometryczne przestatyby w takim razie by¢ skonczonemi, a wskutek
tego nie moglyby by¢ przydatnemi do posredniczenia w rozwigzywaniu réwnan algebraicznych,
zlozonych z wyrazen o liczbie skonczonej.

Celem dojscia do rozwigzywania réwnan stopnia powyz-trzeciego pozostaje nam jeszcze metoda
analityczna, ktéra nie przysadzajac juz z géry ksztaltu wzoréw na pierwiastki, postepuje w duchu
stopniowego rozwoju dzialan matematycznych w ten sposéb, Ze na podstawie rozwigzania za-
dania nizszego rzedu, wzbija sie o ile to jest mozliwe do osiggniecia rozwigzania rzedu wyz-
szego. Majac tedy na wzgledzie wyszukiwanie pierwiastkdw rdédwnania, szukamy tem samem czyn-
nikéw pierwiastkowych tego réwnania, i usitujemy rozbi¢ réwnanie albo na pojedyncze czynniki
pierwiastkowe, albo wedlug okoliczno$ci na wielomiany przedstawiajace czynniki pierwiastkowe
grupami. Kazdy taki wielomian przyréwnany do zera, bedzie rGwnaniem stopnia nizszego jak rdGwnanie
zatozone, i do rozwigzania oczywiscie tatwiejszem. Pierwiastki tego réwnania stopnia nizszego naleza
niewatpliwie jako pierwiastki doréwnania zatozonego.

Poszukiwaniem tego rodzaju zajmiemy sie w paragrafie nastepnym.

§ 3

Kazde réwnanie mozemy uwazac jako réwnanie stopnia parzystego, albowiem roéwnanie stopnia
nieparzystego zamieni¢ mozna, mnoz3ac je przez niewiadomg, na réwnanie stopnia parzystego. Dla
réwnania o stopniu nieparzystym przybywa tym sposobem jeden pierwiastek o wartosci zera.

Ztego powodu zajmowac sie bedziemy tylko rozwigzywaniem rdéwnan o stopniach parzystych.
Jezeli ro6wnanie 2ntes® stopnia ma rozwigzanie ogdlne, mozemy z tego rozwigzania, za pomocg sto-
sownego Specyalizowania wieloznaczno$ci zawartych w niem pierwiastkowan, dojs¢ do wartoSci
wszystkich temu réwnaniu przynaleznych pierwiastkéw xi, x2, . . . z¥%, i tym sposobem przed-

stawi¢ réwnanie

1) SO =-A0-j- Aitc -|—A242-]- . . .-{- Ali-i -J-xin 1-j-tc",i— O,
w sposéb nastepujacy :

) S = (x — X){x — rw)(tc —X3) -+ .(at—260-1)(A — tr2,i) — 0.

Z tych czynnikéw dwumiennych mozemy zestawi¢ grupy po n czynnikéw w liczbie

®3)

i oznaczy¢ takowe przez

rozumiejac np. przez pare Pi, P'l' takie grupy, ktére miedzy soba réznia sie ze wzgledu na wszystkie
czynniki w nich zawarte, w ten sposob, ze w grupach Pr i Pl znajduja sie wszystkie czynniki
uwidocznione w (2).

(4) Takie grupy mozemy nazwaé grupami Spelniajacemi sie.
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Uwazajac kazde P Jakoiloczynzwszystkichwtej grupie zawartych czynnikéw pierwiastkowych,
mozemy Wielomianrownaniowy fjej przedstawi¢ w nastepujacych postaciach :

()

Po wykonaniu mnozenia dwumianéw zawartych w P, przedstawi sie kazde P jako wielo

mian rateso stopnia

(7 P = xn (- Bft- LXn~! -[- Bn-zXn 2 -|~ - - - —(- Bai?--|- Bix -J- Bll,
ztad
1
2
1
2
albo
1
2
)

a poniewaz SW=PP'=Q ([P +P)J—-B(-P)J. otrzymamy na podstawie (8) dla jakiej-

kolwiek pary speiniajacych sie grup réwnanie (1) w nastepujacym Kksztalcie :

%) fOA = 2z -j- mx'l-i -\-pxn~i —. . . -)-Yet-|-Z]2— [m'xn~i -I- pxn~2 -]-+ - . -j- /Z'[-j-Z"]-=0,

gdzie uktad wspétczynnikéw m, m’, p,p’... h, h', I, I’ dla kazdej poszczegdlnej pary speiniajacych
sie grup, przedstawia sie jako uktad liczb zauwazanej parze odpowiednich.
2n—1\

(10) Ztgd wyptywa, ze wZetomiare 2rete=) stopnia zamieni¢ mozna, na SZn==I/ [réznych sposobéw, na kwa-

drat wielomianu nteso stopnia pomniejszony o kwadrat innego wielomianu o stopniu (n — 1)szyoo.

Jezeli w (9) wyraz po prawej stronie uporzadkujemy wedlug malejacych poteg niewiadomej Xx,
otrzymamy, ze wzgledu na kazda pare speiniajacych sie grup, wielomian 2nteso stopnia, ktéry oczy-
wiscie réwnowaznym by¢ musi Wielomianowirownaniowemu fjc] w ten sposdb, Ze rownym potegom
niewiadomej x odpowiadaja obustronnie réwne wspoétczynniki.

Rownosci zachodzace miedzy Odpowiedniemi wspoétczynnikami po lewej i po prawej stronie w (9)
dadza nam 2re warunkéw, ktore uktadem wspoédtczynnikow m, m’,... h, /i’ I, I, nalezacych do jakiej-
kolwiek pary spetniajacych sie grup speini¢ trzeba, aby wielomian f{x) zamieni¢ na réznice kwa-
dratéow’ dwéch wielomianéw nalezacych do stopnia HleS0 a wzglednie do stopnia (a — [)%r®°.

(11) Z tych Warunkowjeden odpadnie, jezeli raz na zawsze zatozemy 2m = Asn-,1, i pozostanie nam
tylko 2re—1 warunkdéw, z ktérych, jezeli np. ilosci p,...A,m’, p’'...~hA’, I, wyrugujemy, doj$c¢
musimy do réwnania eliminacyjnego (R), posiadajagcego pozostala niewiadoma ! przynajmniej
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w s5llfra stopniu, gdyz ono do ¥s réznych warto$ci niewiadomej prowadzi¢ musi, aby ilo$¢ I
poszczegdblnie do kazdej pary spetniajacych sie grup zastosowal sie mogta. Ogétem powinny wspo-
mniane 2n— 1 warunki dostarczy¢ nam 3%n réznych uktadéw wartosci na wspétczynniki m’, p,p’,...
. A h) L i
Oznaczajac przez W,, i Wll-1 wielomiany odpowiadajace jednemu z uzyskanych uktadéw m’, p, p’,..
...h, h', I, I', otrzymamy :

(12) /@) =WIin-WVi= (Wn4- Wn-1)(Wn — Wn_1) = PP' = 0.

Pierwiastki réwnan
(13) P=Wn + Wn-1 = 0,

(14) P'=Wn—Wn-1=0,

s3 oczywiscie pierwiastkami réwnania (1). Kazde z tych réwnan dostarczy nam po n pierwiastkow,
a wiec razem 2ra pierwiastkéw, t. j. wszystkie pierwiastki réwnania (1).
Bedac juz w posiadaniu wszystkich spetniajacych sie par PP', mogliby$my, bez uprzedniego roz-
wigzywania réwnan (13) i (14), doj$¢ do pierwiastkOw réwnania (1) nastepujacym sposobem :
Szukamy, miedzy dwoma niespelniajgcemi sie grupami czynnikéw pierwiastkowych, naprzyktad
miedzy Pnf i P9, wspdélnej miary mwg, i otrzymamy dajmy na to :

(15) Pw — pw’w<iy  Pf] ---PqWwq -

Stopnie wielomianéw pw i Pq sa réwne, i albo zgadzaje. sie ze stopniem wielomianu mwg albo nie.

W pierwszym razie wspélny stopien wielomianéw wynosi -, w drugim za$ razie otrzymamy
hii
réznice v miedzy stopniami wielomianéw p i mwgq, dojdziemy zatem do wielomianu o sto-

. LV Tl i I, . . . f s L
pniu —j— < g, ktory przyrownany do zera moze nam da réwnanie o tak nizkim stopniu iz po-
trafimy juz je rozwigza¢. Otrzymane pierwiastki naleza oczywiscie do zadanego réwnania (1).

Zreszta szukajac wspoélnej miary do kazdej pary niespetniajacych sie P, natrafi¢ musimy na 2«
takich wspoélnych miar, ktére sg stopnia Is® i bezposrednio prowadza do wszystkich pierwiastkéw
zadanego réwnania (1).

Ztad widzimy, ze metoda rozkladania wielomianu réwnaniowego na réznice dwéch kwadratéw
prowadzi tak samo do zupelnego rozwigzania tegoz réwnania, jak bezposrednie rozwigzanie réwnania
zadanego. Réwnanie ogdélne o wspoétczynnikach niepodpadajacych zadnym warunkom i niedopuszcza-
jace rozwigzania okresowego staramy sie podda¢ dziataniu roztozenia jego wielomianu na czynniki
grupowe P i P' w tej nadziei, Ze mozZe réwnanie pomocnicze (R) okaze sie albo jako okresowo
rozwigzalne albo przynajmniej do rozwigzania tatwiejsze i doprowadzi nas swemi pierwiastkami do
pierwiastkOw zadanego roéwnania. O ile i kiedy na taka ewentualno$¢ wypada liczy¢, okaze sie to

o . . - . . . n-1
najlepiej z po sobie nastepujacych wartosci, przynaleznych kazdorazowemu wyrazowi sin _/\Zn—l\)’

Ktadac zamiast n wartosci : 1, 2, 3, 4, 5, 6,... otrzymamy

S1=(1)°"3; {0=(~=," f=Q==-35i I*=Q=25% ~=")=462;...

(16)
zatem: Yel<2.1, s22<2.2, %3 > 2.3, %i>2.4, s25 >2.5,it d
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Wobec tych nieréwnos$ci mozemy tylko dla réwnan nie siegajacych po nad stopien czwarty spo-
dziewaé sie pomocniczego réwnania (R) mniejszego ze wzgledu na stopien niZ réwnanie zatoZone.
Dla réwnan za$ wyzszych nad czwarty stopien, stopienn réwnania pomocniczego (R) wynosi wiecej niz
stopien réwnania zalozonego. Ze wzgledu wiec na stopien wypadatoby réwnanie pomocnicze (R) uwa-
za¢ za trudniejsze, do rozwigzania niz réwnanie zaloZone; ale z uwagi, ze réwnanie (R)! jako elimi-
nacyjne, moze swemi wspdtczynnikami podpada¢ pewnym warunkom, a okoliczno$ciowo, moze na-
wet takim warunkom, wskutek ktérych mogtoby jako réwnanie szczegdlne by¢ rozwigzane okresowo,
Hiusimy ten przypadek zbadac blizej i przekona¢ sie o rzeczywistym stanie rzeczy.

Jakoz dazac do rozwiazania ré6wnania o wspoétczynnikach al, ai, a3,... a3n niepodlegajacych zadnym
warunkom, ktére wskutek 2« >4, dajmy na to, wskutek 2n = 3-|-q i </ >1 nie da sie rozwigzaé okre-
sowo, zmuszeni jesteSmy uda¢ sie do réwnania pomocniczego (R) o stopniu m >- 2«, gdzie
przypusémy m = 3 —|—e-|-Q-

Wspotczynniki Al, A2, A3,... Am roéwnania (R) dadza sie droga rugowania przedstawi¢ jako

zalezne od wspéiczynnikéw al, al, a3, . .. a3l i prowadza do m réwnan w nastepujacej postaci :
a7 As = ¢ff(al, 02, a3,--- oll), (1 <, y<m).

Rugujac z tych m réwnan ilosci ai, a3, a3, . . . a2l otrzymamy najwyzej m—2n = Q zwigzkéw
niezawistych, ktéorym wylacznie wspoétczynniki Al, Al, A3, ... Am podlega¢ maja.

Na podstawie ostatniego ustepu wnosimy, Ze réwnanie (R) nie moze by¢ okresowo rozwiazane,
albowiem rozwigzanie okresowe zadatoby speinienia g -f-Q stosownych zwigzkéw wspoédtczyni-
kami Al, A2, A3, .. . Am, co zadng miarg sta¢ sie nie moze, gdyz w mysl powyzszego wywodu te
wspébiczynniki najwyzej do Q zwigzkéw i do tego niekoniecznie okresowemu rozwigzaniu odpo-
wiednich zobowigzane by¢ moga.

Z szeregu warto$ci na s4, sf, S8,.... widzimy Ze sl = 3; réwnanie (R), nalezgce do ogdlnego roé-
wnania stopnia czwartego okaze sie, jak sie w nastepnym ustepie przekonamy, byé¢ ré6wnaniem sto-
pnia trzeciego, i na podstawie okresowego swego rozwigzania prowadzi do zupelnego rozwiagzania
réwnania stopnia czwartego o wspoétczynnikach ogélnych. Atoli juz dla réwnan pigtego i széstego
stopnia mamy sfp = 10, i wiemy Ze pomocnicze réwnanie (R), ktére jest co najmniej stopnia dzie-
sigtego i nie posiada rozwigzania okresowego nie moze by¢ rozwigzane na podstawie dotad zdobytej
juz teoryi réwnan, siegajacych li tylko do stopnia czwartego wiacznie. Rozwigzania tego, przynaj-
mniej do dziesigtego stopnia nalezacego, rownania jako tez réwnan pomocniczych, nalezacych do
réwnan dalszych stopni nawet znikad oczekiwac¢ nie wypada; inaczej znaczytoby to uznawac¢ niedo-
rzeczne, naturze samej sprzeciwiajgce sie analityczne zjawisko, wedtug ktérego analiza miataby
zatatwiaé sprawy dziatan nizszego rzedu na podstawie luZznie i samopas stojacych rozwigzan réwnan

stopni wyzszych, rozstawionych w odstepach geometrycznie rozbieznych i nie bedacych z sobg
w zadnym zwigzku.

Zreszta juz sam poglad na szereg (16) uczy [nas, Ze rozwigzania ogélne rozdzielaja sie wobec
tej analizy na dwa dziaty, wedlug tego, czy odpowiednie rownanie pomocnicze okazuje sie w stopniu
wyzZszym czy hizszym niz réwnanie zadane. Do pierwszego dziatu naleza réwnania az po stopien
czwarty wiacznie i posiadajg rzeczywiscie ogdlne rozwigzanie. Takiego rozwiazania dla réwnan wyz-
szych nad czwarty stopien nawet nie mozna przypusci¢, gdyz w przeciwnym razie nie mogliby$my zro-
zumie¢ zachowania sie analizy wobec tej samej kategoryi rdwnan w dwoéch rdéznych zupeinie sob.

ART. 1IV. 10
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przeciwnych Iderunkach i niemoglibySmy pojaé¢, dlaczegoby analiza, biorac tylko niektére z tych réw-
nan w swoja szczeg6lna protekcyje, wptywata na ich rozwigzanie utatwiajaco, za§ wprost utrudnia-
jaco na rozwigzanie reszty rownan, chociaz wedlug obecnego przypuszczenia, nalezacych takze
zarO6wno z pierwszemi do tej samej kategoryi.

Gelem usuniecia wszelkich pojawi¢ sie mogacych sprzecznosci nie mamy wobec powyzej przytoczo-

(18) Rownania ogélne wyzsze nad czwarty stopieni nie majq rozwiqzania ogdlnego.

UWAGA. — Jak juz z powyzszych wyjasnien wida¢ twierdzenie (18) odnosi sie li tylko do rozwigzan
algebraicznych, i Zze na mocy tego twierdzenia niepodobna wnioskowa¢ o mozliwosci lub niemozli-
wosci innego rozwigzania jak algebraicznego.

ZASTOSOWANIE METODY ANALITYCZNE] DO ROZWIAZYWANIA ROWNAN.

Ze wzgledu na réwnanie 2s° stopnia
(19) 22—/ -1-b = 0

/2n__ 1\ /1}
mamy n =1, sl = | J = \I¥ ~ 1" a nas%Pn*e Pocug (12),

«2-|-2izee-|-& = (a;-j-a)l — m2 = (4-|- c-j-©) (x-+-a —ni) = x2-]-2ax-T-(a2-m ),
Z poréwnania obustronnych wspoétczynniko6w mamy na oznaczenie m
(20) —m2=b, m=jal—b,
zatem na oznaczenie pierwiastkoéw réwnania (19)
r-l-a-|-Voa2—6 = 0, x-\-a—ja?— 6=0,
(21) X =—a—\la>—b, X =—a-j\l[di— b=0.
Jakjuz z géry dorozumiewaliSmy sie, rozwigzaliSmy idac ta droga réwnanie drugiego stopnia za po-
moca dwoéch réwnan stopnia pierwszego i réwnania pomocniczego (20), ktére do rozwigzania jest

oczywiscie tatwiejszem niz réwnanie zadane.
Ze wzgledu na réwnanie 4s° stopnia

(22) x7i--2ax3-|-bx2-J-2cx-j-d = 0,

=—

1
\I=Z%\=3; a nastepnie podtug (12)
xi-f- %ax3  bx"-|-2c0-J-d = (#2-|-«z+-|-13)2 — (m# +5)ab = -

Z poréwnania obustronnych wspétczynnikdw otrzymamy na wyznaczenie ilosci />, m, i q naste-

pujace warunki :
tZp-[-a2—ml = b

(23) ap —mg =c¢
vZ—q =d
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Warunki (23) daja
»il = 2;j -|- ai — b,
qp2-d,

mg = ap —¢,
zatem

mig"l = (2/i-j- «2—Db) (/> — d) — (apl— c)2,
a zatem, zgodnie z warto$cia podana na S4 na oznaczenie niewiadomej 3%"° stopnia
(24) 218 — bpl + 2 (ac— d) p-ir-[d(b-ai} —clj = 0.
Obliczywszy podtug (53) poprzedniego paragrafu jeden pierwiastek rownania (24) i oznaczywszy go

przez pl, otrzymamy z (23)
(25) il=vVAS1Y wil=v A=F=#£"=a2~0

a pierwiastki réwnania zatozonego w (22) dadza sie wyciagna¢ z dwéch réwnan 2si stopnia,

N2=4 + muyrn + Yeu+ %4 = 0>
(26)

ar~p(a-zANtf-j- (pl~-gl) = 0,
w nastepujacym ksztalcie

2x1 = — (a-j-mwl) -|- V(a H- otl)2 '— 4zl -[- <),
2% — — (a -J- oo1) — V(« -J- 0t1)2 — 4(pl -j- %1),
27) -
lath = — (« — '«i) + V(a— o)l — 4-¢ — J1),
204 = — (a— ml) — \/(« — Wil)2 —4(jol— y1),
Piszac-
(28) X— —g(a4" Vis+flj 'OH--0\/(«4" VigH-02— ;01 — 4,(34- \'6" ~ i0

gdzie p oznacza¢ ma jeden z pierwiastkdw réwnania
288 —bpi  2(uc—dip-(- "N —1fl2) —c2] =0

wyrazony podtug (53) poprzedniego paragrafu, ktadac tam na miejsce wspoétczynnikéw a, b i ¢

1
wyraz ac— d); "\d(b— dl}-ct\, mamy rozwiagzanie ogélne réwnania 4s° stopnia podanego
yrazy y q g p p g

pod liczba (22).

Aby z (28) doj$¢ do wszystkich pierwiastkdw réwnania (22) wybiera sie przedewszystkiem na ozna-
czenie p jedna z trzech kombinacyj réznowarto$ciowych pierwiastkowan uwidocznionych w (53) po-
przedniego paragrafu, anastepnie dobiera sie podtug (27) cztery stosowne Irombinacyje trzech w (28)
uwidocznionych pierwiastkowan drugiego rzedu.

W razie d=Q przedstawia si¢ nam w (28) rozwigzanie ogélne réwnania 3?° stopnia pomnozonego
przez X, i rzeczywiScie mamy w tym razie na mocy ostatniego warunku podanego w (23) p—¢q, a wsku-
tek tego okaze sie w (27) yi ~ 0. Zobaczemy tu zaraz, ze wzgledu na réwnanie trzeciego stopnia, inng
budowe reszty dwéch pierwiastkéw, skoro jeden pierwiastek tego samego réwnania jest juz wiadomy.
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Przypatrzywszy sie bowiem réwnaniu pomocniczemu (24) w przypadku V = 0 tatwo dostrzezemy

. —C
ze ono powstaje z rOwnania 234~ 2«a2-\-bx -|- 2c = 0, jezeli w tem réwnaniu podstawimy x = — -

Jesli tedy x’ jest jedynym pierwiastkiem réwnania zatozonego x3-|-2aai34” = 0, to otrzy-
mamy p — :pr> jako jeden pierwiastek ro6wnania pomocniczego (24). Na podstawie tego otrzymamy
rozwiazanie ogoélne réwnania

(29) ad-J- "ax- - -2 =0

w nastepujacej formie :

B0) «=—I(x+"~"J-x3 — & _a+\Ai™ +f2 — — 4~ =th)

gdzie x' przedstawia jeden pierwiastek réwnania (29).

Wedtug (25) mozna (30) napisa¢ w nastepujacej postaci.

(31) albo

N=“aft — =X WI={\/| <~ WT]i-¥§ [-1+Vi

z ktérej, za pomoca stosownego Specyalizowania znaczen zachodzacych tu pierwiastkowan drugiego
rzedu, wszystkie trzy pierwiastki rownania (29) otrzyma¢ mozna.

Po Wyczerpujacem Zbadaniurozwigzywania réwnan trzeciego i czwartego stopnia w najogdlniejszej
ich postaci wypadatoby jeszcze zapytaé, czy nic istnieja jakie szczegélne przypadki réwnan tego
rodzaju, ktdreby daly sie rozwigza¢ bez uprzedniego rozwigzania réwnania pomocniczego (24)?

Moga to by¢ oczywiscie tylko takie przypadki, gdzie bez uprzedniego rugowania i ustawiania
réwnan (24), juz same warunki (23) moglyby nam bezposrednio dostarczy¢ wartosci na m, p, q. Tu
zastanowimy sie szczeg6lnie nad wykryciem takich réwnan, dla ktérych jedna z ilosci m, p, ¢ war-

to$¢ zera przybra¢ moze.

Aby warunkom

(32) 2p +a2—mi =b; op—mqg=c, p2—q2-d,
uczyni¢ zado$¢ dla p = 0, mamy
92 =—</, to2—al—06, m342-()
a zatem i réwnanie
(33) <7(6 —a2)—c3c=0, b=- 1%a?

ktéremu wspoétczynniki danego réwnania 4s° stopnia zado$¢ uczyni¢ musza, jezeli takowe ma by¢

10zwigzariezapomocg p — 0.
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Rugujac tedy zapomoca (33) b z réwnania (22), otrzymamy pierwszy typ szczegdlnego rdéwna-
nia %0 stopnia w nastepujacej formie :

(34) xi  2au3-J-(a--J- -J- %cx -]- d=0. M

Celem otrzymania pierwiastkdw réwnania (I) mamy

zatem

35
(35) 3l = —-(a- 1A \Aa~ ~) +47Vrf:

Tu zatrzymujemy przy ze znaczek przyczepiony pierwszy lub drugi wedlug tego, czy po prawej
stronie réwnan (35) uwzgledniamy znak plus lub minus. Dojdziemy tym sposobem do wartosci pier-

wiastkéow zcl, z%, x3, XI.
Chcac warunkom (32) uczyni¢ zado$¢ na mocy zatozenia ¢ — 0, mamy :

p=yjd--, wtl=(ii-\-%\]d—D>,
ztad réwnanie typowe nastepujace :
(36) Xi -J- 2aze3 -J- bx2 2czr -J- -1 = 0. (1)
Do wyznaczenia pierwiastké6w mamy tutaj :
P=-, T03=U2-Z=+-, ¢=0,
Z < «
zatem :
2zcl,2
(37)
c
2a7%4 = a
Chcac warunkom (32) uczyni¢ zado$¢ zatozeniem m = 0, mamy

c b—tf 3 el rl

ztad réwnanie typowe :
(38) ri—+ 2o, + 6x2+(adé —uwl)« +</==0. (1

Do wyznaczenia jego pierwiastkéw mamy :

P=1(

zatem

39)
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Zamiast réwnania (22) mozna napisa¢ nastepujace :
(40) Vg=0-

Réwnania warunkowe ze wzgledu na to rdwnanie otrzymamy z (32), jezeli w nich za ilosci a, b, ¢, d

podstawimy wyrazenia :
C b a 1.
d d’ ~d 7r

tym sposobem otrzymamy z (32)

C a
41 — mg —
(41) dp—mi— .

Zaktadajac tu p = 0, mamy

zatem
b=+~

a wiec réwnanie typowe zupelnie to samo, ktéreSmy pod (I) przytoczyli i juz rozwigzali.
Zaktadajac w (41) ¢ = 0, mamy:

,, 4 )

. . , _aa c2
r=H-=-C m' —Zc—+1-

b'
~=

zatem

a réwnanie typowe to samo, ktére§my pod znakiem (II) przytoczyli i rozwigzali.

Zaktadajac wreszcie w (41) m==0, otrzymamy

b_c2__ « 2 a2 1
p~~2d 2di~~c, q d
zatem
a rébwnanie typowe nastepujgce :
(42) ¥2air 3+2 (7s8+=)f+ief+'i=0 m

Rozwigzanie tego réwnania otrzymamy rozwigzujac r6wnanie (40) na podstawie m =0, p= X

9 — . znajdziemy

#3,4
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a zt7sul

(48)

Zostawiajac czytelnikowi znalezienie wszelkich innych utatwien na podsiawie ktérych warunkom
(32) bezposrednio zados$¢ uczyni¢ mozna, poprzestajemy na podaniu bezposredniego rozwigzania ro-
wnali 4»° stopnia w czterech tu przytoczonych postaciach typowych, i przystepujemy do zbadania
ta metoda réwnan 520 i ,f> stopnia.

Jakkolwiek moglibysmy dla wszystkich réwnan bardzo tatwo wprowadzi¢ uproszczenie, wskutek
ktérego mieliby$Smy raz na zawsze w danych réwnaniach wspétczynnik =0, odstepujemy w dalszej

rozprawie od tego szczegélnego zatozenia, i zatrzymujemy we wszystkich réwnaniach a <0 w prze-

konaniu, Ze czytelnik odpowiednie obliczenia dla a1r® sam sobie przeksztatci lub uzupetni.

Ze wzgledu na réwnanie 620 stopnia

(44) JUX)-Xi_|_2aks J_bXi 4-20034-<a-24-2ea'4~= 0,
mamy

(45) n=a,

(46) L) - (X3 -axii-\-px-\-q } °- (mx24- hx s [l = 0.

Z poréwnania obustronnych wspétczynnikéw otrzymamy nastepujace warunki :
Ye= a2 — m34-Ys,
c-q-\-ap —mh,
(47) d-ps-\-2aq — |I' — Imk,
e=pq —hk,
Jf=qi-/A
Rozwigzanie réwnania 6e° stopnia w (44) zalezy wiec od rozwigzania réwn.ui
(48) MNM=(a-+mW=(Z, + )L+ (e +/)=0,
X3 4- (« — mjx-4- (p —h)x 4~ (e — %) -0,

i IOwnania pomocniczego (R), ktére wyprowadza sie z warunkéw (47) za pomoca rugowania czterech
niewiadomych ilosci p,q, m, h, ki uporzadkowania rezultatu eliminacyjnego wedtug poteg pozostatej
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piatej niewiadomej. Ze wzgledu na warto$¢ sé = 10 dojdziemy za pomoca rugowania do réwnania
pomocniczego, ktére nalezac co najmniej do stopnia dziesigtego jest oczywiscie do rozwigzania
trudniejszem, niz zatoZone réwnanie samo, ktére tylko do 5s° lub 6s° stopnia nalezy.

Jakkolwiek juz wyzej podaliSmy, ze wiasnie z tej przyczyny ogélne rozwigzanie réwnania (44) nie
istnieje, nie idzie zatem, aby$Smy bliZzszego zbadania réwnan takich zupeinie zaniechali. Zdarzy¢ sie
bowiem moze, ze wskutek przypadkowych miedzy wspoétczynnikami a, b, ¢, d, e, f zachodzacych
szczegllnych zwigzkéw albo réwnanie (R), albo juz same réwnania (47) dadza sie rozwigzaé, i do-
starcza nam pewnych wartoSci na p, g m, h, k. W takich szczegdlnych razach mozemy oznaczy¢
takze i roOwnania (48) i takowe rozwigzaé, i tym sposobem doj$¢ do pierwiastkéw tego szczegdlnego
réwnania.

Przystepujemy zatem wprost do réwnan szczeg6lnych t%"° stopnia, t. j. do wykrycia znamion i naj-
gtéwniejszych zwigzkéow miedzy wspéiczynnikami réwnania 6s® stopnia, a mianowicie takich, ktoére
dozwalaja niektérym z niewiadomych p, q, m, h, k przybra¢ warto$¢ zera, i tym sposobem umozli-
wiaja rozwigzanie rdwnan (47) a posrednio rozwigzanie odpowiedniego réwnania szczegdlnego.

1° Dla m = 0 mamy na podstawie zwigzkéw (47)

P= ll> /fb—a-), "o

n 2c— («6 — aj3)
q 2

h- — i (6 —a2)2-]- 2ac—a~b-f-al —d,

(49)
N2 (2c—ao-j-i3)l—if

ztad wyptywa nastepujacy zwigzek warunkowy miedzy wspo6tczynnikami danego réwnania :
4f1 (b— a2)2-1- 2ac— a26-)~ ai— czl [(2c— ab-j-a3)2 — if] = [(6— al)(2c— ab-\- al)—4e]2,

albo
[(h—a2)2+8Bac—4a2%-j-4ai-<f][2c—a%%k+a3]3-[ (Vo—al) (2c—ad-j-a3)—4e]d
(50) 4[(6-aljl-|-8ac—4al-|-dab—id] =

A

na mocy tego mamy nastepujace réwnanie typowe :

(51) ic [(323a? = 6z4-j- 2¢.13 -[t73:2 4 %ex-T-(f) =0, )

gdzie nawias przy f ma przypomina¢ na w (50) wyluszczone powstawanie wspoétczynnika fze

wspétczynnikéw a, b, ¢, di e

Wstawiwszy, w przypadku m =0 warto$ci znalezione nap, q, h, k i uwidocznione w (49), w réwna-
nia (48), otrzymamy dwa réwnania 3x0 stopnia, ktérych pierwiastki beda zarazem pierwiastkami

typowego réwnania (I).
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2" W przypadku /; =0 mamy :
I ' m}=a —b,

ki =ql-f5
/8 =2aq— 2V (@ —6)(?22—/) — d,

h=4=1z,
\az-b
W=P= | @ 08

a2—b
W=Zaq-d-=Z N-bB) ™ -f) = |

Ostatnie dwa réwnania uporzadkowane wedtug q dajg :

(/* — 2R3 + (cs —f) q1-\- Zcfq -4- [bel — eldl — 2 f] = O,

(53)
\gi + @ 3+ QV +Qi?+Q =0,
gdzie
(Q3 = — 4(a3—ab-\-c),
4 [a3 — ab-\-c)l — 2 (db — cl — dal)
(54)

)Ql= 4 (31— ab-j- )b — cI —da3),
\Qo=  {db-c3-da’-"if(d1-b).

Widzimytu, ze przypapek p —O0 tylko dla takiego réwnania zachodzi¢ moze, ktérego wspot-
czynniki a, b, ¢, d, e, f dopuszczajg dla réwnan (53), ze wzgledu na niewiadoma g, przynajmniej
jeden pierwiastek wspdlny. Oznaczajac przez (y) taka warto$¢ na q otrzymamy z (52) odpowiednie
warto$ci na m, k, h, a na podstawie tych warto$ci dojdziemy do oznaczenia réwnan 3s° stopnia
w (48), ktorych pierwiastki w tym razie beda pierwiastkami réwnania (44), jezeli jego wspdiczyn-
niki a, b, ¢, d, e, f dopuszczajg wspélny pierwiastek dla réwnan (53) ze wzgedu na niewiadoma g-

Niechaj bedzie
(55) <z, b, ¢, d, e f)=¢-0,

réwnaniem Wypadkowern rugowania ilosci q z pomiedzy réwnan (53); mozemy dla dowolnego ).

w przypadku /?= 0, réwnanie typowe napisa¢ w nastepujgcej postaci :

(56) iI8+Wi1IsW+2"N + Lg+oo/~4+Lg =0 (In
W przypadku ¢ — 0 mamy :
ld=—f,
me\2 1
~ 77

ART. V. 14
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ztad na oznaczenie m nastepujgce réwnania :

Iand -{- -A. m-\-(ab —a3 —2c) =0,

(58)
I(G o3+ 2 (ai 4. ~a2-iL _ Q”=0.

Przypadek wiec ¢ — 0 moze tylko wtedy zachodzi¢, jezeli wspétczynniki a, b, ¢, d, e, fdopuszczaja
dla réwnan (58) ze wzgledu na niewiadome m przynajmniej jeden pierwiastek wspoélny. Ozna-
czajac warto$¢ takiego pierwiastka przez (m), otrzymamy z (57) odpowiednie wartosci na k, h, p,
a na podstawie tych wartosci dojdziemy do oznaczenia réwnan 3=0 stopnia w (48), ktoérych pier-
wiastki w tym razie beda pierwiastkami réwnania (44), jezeli jego wspétczynniki «, b, ¢, d, e, f do-
puszczaja wspdlny pierwiastek dla rdwnan (58) ze wzgledu na niewiadome m.

Niechaj bedzie
(59) -i(«, b, ¢, d, e =10 =0,
réwnaniem Wypadkowem rugowania ilosci m 7 pomiedzy réwnan (58); mozemy dla dowolnego A

Wprzypadku g — U réwnanie typowe napisac jak nastepuje :
(60) a% + 2<%:54~ bxi-j- 2cz3 —[- dx2-irYex A~~J-\¥ — 6- (1

4. W przypadku h =0 mamy:

(61)

ztad
ml =a2-[-

zatem na oznaczenie warto$ci g nastepujace réwnania :

Jezeli tu wspoétczynniki a, b, ¢, d, e, f dopuszczaja, aby przynajmniej jedna z wartos$ci uzyskanych
na q z pierwszego réwnania (62) czynita zado$¢ réwnaniu drugiemu, natenczas oznaczajac takowa
warto$¢ przez {q) otrzymamy z (61) odpowiednie wartosci na p, k, m, a na podstawie tych wartosci
Otrzymamywtym razie z réwnan (48) pierwiastki rownania (44), jezeli jego wspoétczynniki a,b,c, d, e, f
dopuszczaja wspoélny pierwiastek dla ré6wnan (62) ze wzgledu na niewiadome gq.

Niechaj bedze
(63) z(n, b, ¢, d e f)=x-0.
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réwnaniem uzyskanem za pomoca rugowania ilosci q z pomiedzy réwnan (62), natenczas otrzy-
mamy dla dowolnego A w przypadku A = 0 réwnanie typowe nastepujace :

(64) 3,0 + 2005-]-Art Y2ca:3-|-Ya2-{-2cotA4=>x = 0. (1\%)]
5. W przypadku k = 0 mamy na podstawie (47) :
T =A
e
V'
/m 2e
(65)
m
zatem
ztad
2
(66) : LL------ + = (A).
//

Otrzymamy ledywprzypadku A—0 réwnanie typowe :
(67) N+207M4-(A)N-f-2¢c™ + N2 4-2czc+/-=0, \%]

gdzie symbol (6) ma przypominaé, Ze b ma warto$¢ taka samg, jakaby$miy poditug formuty (66)
otrzymali na podstawie znanych wartosci a, b, ¢, d, e f.

Dla réwnania (67) otrzymamy z (65) odpowiednie warto$ci na p, g, m, hf Jif i Oziaczyiny rdéwna-
nia (48), ktérych pierwiastki beda pierwiastkami réwnania (V).

6. W przypadku p — q =0 mamy :

ml=oa2— b,
A —c
~ JO2="6"
k =;'l£2:--?= 1we
(68)
Al = —d—iiy flai— D), ztad
c — —ef.\/AEb-’ d=fF- v IV—, | 34s]]ie typowe tu nalezace :

®G-|-2«ar'-|-Aa;4 —2ezle—Zal — b , %
xi -f-
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7. W przypadku p =m = 0 mamy :

(69)

(70)

71)

/6 =co,

ztad

a réwnanie typowe :

(iac — §)
8. W razie p — h =0 mamy :
/e —O0,
y =c
k =&,
m2— al —b,
k = Zﬁ_d, zatém
2/al—b
f -a Nac — dyi
"~ %(aZz-b") '
i réwnanie typowe
X -J- 205 -J- 'fei -J- 2003 -J- VBl -J- Pl 1— 0
9. W przypadku p =% = 0 mamy :
ml =al — b,
A=A
e =0,
¢ =z""f~h\ld1—a>,
d =2a| 7—al zatem
N=w s = B e
ztad
(T ¢+ . :
e =0, d=20Vf —-—, 1 réwnanie typowe
-J- 2<005 -J- bxi -J- 2cV3-J- 20 €/
J- 2<65% -J- bxi - 203 ] 20 £/ /=0

X

9"

(VI

(i)

v
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10. W przypadku ¢ = m — 0 mamy :

4
ki=—f7
(72) h —e x; zatem
ab — a3
c — —-T—

i rbwnanie typowe

109

2, 4- 20,15 -]- bxi -j- (ab — a3)x3 -/~ £l + 2ex + /= 0. X)
11. W razie ¢q = h = 0 mamy :
e =0,
c
P=a’
73 > 2 z | 2c
(73) nr=a — 6_4I""é'
*2 NZ2al— 64-17 4-.«V/5 Irownanietypowe
a-
P 4- 2arr, 4- bxl 4- 2003 4~ | (XD)

(74) 12. — Wprzypadku g=h =0 musi by¢ f=e = 0, zatem réwnanie typowe podzielone
przez X! staje sie rOwnaniem 4s° stopnia i moze by¢ tu opuszczone.

13. W razie m =h = 0 mamy :

iz2

__4e 4- a(6 — a2)}
2(6 — aa) ’

if _ (6 — a2)3 + 1l6«e .

a l%sw]]anie typowe ;
46 — a-)

Xr 4- 2005 4- 6iT44~ |l
b — a- | |

2%0s _LI'(78-38dO"1
46 —«) J

4_200 4- F=0. (XII)
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14. W razie m = k = 0 mamy :

] =1x.
Q =V~
JP=<A~a2)] + 2«<F—]%
(76) i
R=V7+".
5—2 /7. , . ,
e -=——-y/; zatem nalezace fu rowname typowe :
\ xe -]- 2005 + Bx 4- (2VA4- ab — a3)x3 Y dx2 4_ (h __ 4- /= 0. (XI1I;

15. Jezeli nareszcie :

|h =2k — 0, mamy
i =VA
e
p ~V7Z,
mi— a —b4—-=,

/T
(77)

d

i odpowiednie réwnanie typowe :

i + 2085 4+ M 2AV T ANZEALWT AN24-2eN 44= 0. (XIV)

W przypadku, gdy ze wspéiczynnikéw p, q, m, h, k trzy moga stac sie zerami np. gdy p=<j=m "),
mamy :

h~1i\d,
(78) ie
k— —= i réwnanie typowe
X6+ 2ath + aixi  dx2-j- 2ea?- ] =0O (XV)

Reszte dziewie¢ kombinacyj, gdzie réwnoczesnie trzy ze wspdiczynnikdéw p, q, m, h, k sta¢ sie
moge zerem, zostawia sie czytelnikowi, aby sobie odpowiednig rachube przysposobil. Réwniez zosta-
wiamy czytelnikowi, aby sobie zestawil rownania typowe nalezace do réwnania

191 =)+
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ktoére do rozwigzania rownania (44) przyczynia Sigwtensposob, ze odwrotnosci pierwiastkéw row-
nania (79) beda juz pierwiastkami réwnania (44).
Ze wzgledu na réwnanie 8s° stopnia

(80) S) = B -f-2=1 + bxs-j- 2cx5  dxi-|- 200} -j- fxt-\-igx-]-A = 9
mamy
*— —_
=Q=8
(81) flx) = [z4+ra-3-Yewj2 +"4-%]2 — [a¥l +p'icl + Yals+ %']ls = 0.

Zporownauiaobustronnychwspolczynnikow Otrzymamynaoznaczenieilosci/>, q, k p’ q’ k' na-
stepujace warunki.
[ ¢=:2/i-1-a2—a'2
c~qg-\-ap—ayp’
d — 2A-j-2al%k + p2— 2a'/ — />3

(82) - e=ak-\-pq—ak'—p'q’
= 2j0h-j-52—- 24 -1 /]
g --qk —q¥k
h=ki-K"i

Poniewaz z powodu s8 > 8 réwnanie 8s° stopnia nie posiada rozwigzania ogdlnego, przeto przysta-
pimy wprost do wykrycia znamion i najgtéwniejszych zwigzkéw miedzy wspdiczynnikami réwna-
nia (80), a mianowicie takich, ktére dozwalaja niektérym z ilosci p, q, ,k a’, p', d, k' przybra¢ war-
tos$¢ zera i tym sposobem czynig mozliwem rozwigzanie ré6wnan (82) a posrednio rozwigzanie samego
réwnania szczegd6lnego.

Zaktadajac dla jednej tylko z pomiedzy ilosci p, q, k, a), p', /, Il warto$¢ zera, nie dadza sie jeszcze
warunki (82) z tatwos$cia i ogdlnie rozwiazac; zaczniemy przeto od przyréwnania dwéch z powyzszych

ilosci do zera i postawimy np.

p=q=0.
W tym razie bedzie na podstawie (82)
Wul=di—-»b
P
gk’ = —9

(83)

Rugujac k i ostatnich dwoéch réwnan, bedzie :



'J12 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM XI.

Mnozac ostatnie réwnanie przez k', otrzymamy po zastgpieniu jawigcego sie iloczynu gk'iloscia — g,
nastepujace ré6wnanie

(85) 2VAET 624+ Ne—aX ™ + -1 A 0.

Za pomoca warto$ci otrzymanej na k' z réwnania (85) mamy z trzeciego réwnania w (83) warto$¢
na q', a za pomoca warto$ci na q' otrzymamy nareszcie z pigtego réwnania (83) warto$¢ na k. Jezeli
ta droga otrzymane wartosci na q,' k k' uczyniga zado$¢ warunkowi pigtemu i si6dmemu w (82),
przystapimy na podstawie tych wartosci do oznaczenia réwnan :

ir 4-(a¥sa;x3 + Ye+)o'Xl + {q + q')x V& (Ve+B') = 0
(86)
H-(a- a)x3 + (p—p)x2 + Ye—ij)-)-(A—%) = 0,

ktore rozwigzane wedtug x dostarcz.a nam po cztery pierwiasttki nalezgce do réwnania (80) w tym
przypadku, jezeli jego wspoétczynniki dozwalaja rozwigzania warunkow (82), na podstawie zalozenia
p—q=0.

Wyraziwszy za pomocg réwnan (84) i (85) ilosci k'i g, a potem z ostatniego réwnania (83) ilo$¢ k
wspoétczynnikami a,b, ¢, d, e, g, i wstawiwszy te wartosci w pigte i siddme réwnanie (82), otrzymamy
dajmy na to

S=flwb cdeg =7
A=1y(o, b,c, d e g) =1

(87)

i nareszcie rownanie typowe w nastepujacym ksztatcie ;
(88) A84-20x',4-tef-1-20054- dxi-j-2ex3-j-px2-|-2gx-j-" — 0. 0
Zaktadajac p = k-qg "-O mamy podiug (82)

a2 =al— b, g—2o0

kli=-h, e— —y//(b— ai)

c—q — ]/al — b.p
d = 2ay —p'l
|\ Sf—q2-Yey/h-p]
z przedostatnich dwéch réwnan otrzymamy na oznaczenie iloscip’ i ¢ nastepujace réwnania :

p" — 2avci2*bpl + (d2 — 2ac) = 0
(90) —_—
? = c4-vo2-6V/.

Wyszukane za$ warto$ci na p’' i q wstawione w ostatnie réwnanie (89) dajg f wyrazone przez
a, b, ¢, d, dajmy na to w nastepujacym ksztalcie :

1) = fa, b,c,d]~T.

ztad réwnanie typowe :

(92) "s_|_2aa:6 + toe-|-2ca?5 4-<Za-4—2/N(6 —a)¥e + N1+ % = O, (H)
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Zostawiajac czytelnikowi przygotowanie rachuby dla wyprowadzenia réwnan typowych i ich rozwig-
zania w przypadku réznych kombinacyj wspétczynnikéw p, q, k a’, p’, q’, k', mogacych przybieraé
warto$¢ zera, przystepujemy jeszcze do pobieznego rozebrania réwnania stopnia 10~o.

(93) /(@) = itD 4- 2ax9Ys YexB + 2¢xT 4+ V,z6 4- 2ex5Y%-i + 2<zy3 -fo 0L -|- 2Vex-f-1 — 0.
Ktadac

(94) fix) = [x5 + ax4+/JX3-]-yx'2-|-rx-|-f]2 — [a'a:4+j»".r3 + y'xs-|-r'a?-|-f] — O,
mamy

P — aré-|-(a-]-B)xi-1-(j4-2>")z3-]-Ye4-y ) 2-4-(r+1r'>4-(i4-2') =0
(95) , . : ] . :
Pt = x5-j-(a — &Y —pIX3-{-(q— q")x2-{-(r-r')x-\-(t—t) — 0.
Z pordéwnania obustronnych wspoétczynnikow w (94) otrzymamy nastepujace warunki :
ib—2p4"ai — a'i,
c=q-\-ap —ap,
d=ir +laq-j-pi—ia'q'—p'i

=1-]-ar4-PQ—a'r'—Pl'i

= 2aZ4"25r-|-g2 —2a'l'—ip'r'— q7,

’

q=tp-\-qr—tp'—q'r.

. . h = jtq -I- r-—ilt'q'—r'i,
Celem uzyskania réwnania typowego np. dla zatozenia :

97) k=trptrlg=r=0
otrzymamy : I =t2-t'~.
/a?=al—b,
Vi~
(98) C vaz-0,
[rf(a2-0) + €3] .
\? 2(02-6)y'a2—o6’

1/ 222 W12 6+ 2c r FAa)c7
(99)

r ’ ~ M02-0 42— &'
ct' [cZ(a2—¢) 4- clJu,
%7 ~al—b  Hfli-b)yPai-b
/. [¥2-0)4-c'4,
k (@2— b)\/ai — b
(100) \k=-r't’,

\I="-¢"i

ART. IV. 15
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Obrawszy p ==q = r =0 mamy do wyszukania jeszcze 6 niewiadomych a,, p’, q’, r’, t, t’, z ktérych
trzy pierwsze juz s3 w (98) oznaczone; trzy ostatnie majg czyni¢ zado$¢ trzem réwnaniom pierwszego

stopnia w (99), wiec takowe tatwo obliczy¢ mozemy.
Wstawiwszy wszystkie tak oznaczone warto$ci w réwnania (I00) otrzymamy z tatwos$cig dajmy na to

h=ql(o, bc d e /,g) =

(101) k —i2(a, b c d e f g) =n

a Wskutektego mamy dla przypadku p = q =r = 0 nastepujace rOwnanie typowe :
(102) a,16~4 2aa9-" 8a8-(-2007-|-dafl-j-2ea’ + s <A-2<7a3-|-pla2-]-2"jV¥8z-733 — 0, .. (I)
ktérego pierwiastki wyprowadzi¢ sie dadza z réwnan (95) na podstawie wartosci na /)=<¢ => =01 na

podstawie wartos$ci na a’, p’, c;, r’, t, t' otrzymanych z (98) i (99).
W przypadku t'=r'= 0 mamy

(102)

S$—2/ X2y p
] AR @)t

a na podstawie tych wartosci znajdziemy podtug czwartego i pigtego réwnania w (96) dajmy na to :

e=wpe, b ¢, d g h Il I)=yl,

(103) «
f=pi(a, b, ¢ d g h k I'=<f],

i nareszcie przypadkowi t' = V=0 odpowiednie typowe réwnanie
(104) all0-j-2aal Y8 ;a8-j-2ca7-}-dab6-|-2?1a5-{-?a"4-|-2<ral V&/i<l + 2%a-|-I = O, n

ktérego pierwiastki wyznaczaja sie pierwiastkami réwnan (95), wyznaczonych na podstawie war-

tosci (102).
Gdyby przedtozone réwnanie dziesigtego stopnia przedstawi¢ sie dato w dwoéch postaciach ty-
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powych, dajmy na to w postaciach;(I) i (II), to zaraz wykazemy, ze takie réwnanie da sie ogdlnie
rozwigzac.
Jezeli ré6wnania (95) wskutek postaci (I) symbolicznie oznaczymy przez

(105) Pl = P'1 =0,
i tak samo wskutek postaci (II) przez

(106) Pll = Pil =0,

wiemy z rozprawy wstepnej w tym paragrafie, ze wspo6lna najwieksza miara miedzy Pt i Pm, Pt i P'm,
pt i P[], Pvi P'n w kazdym razie przedstawia sie jako wielomian niZszego stopnia niz stopien 5ty
Jezeli np.
Pi == Pi Min, Pil —p\ M'ym,
(107)
Pll —pilML11, P',1—p,[] M, 11,
to mamy oczywiscie

(106) /> =Pl Pl =Pi pl MinM111 =0,
a ztad réwnania :
Pi 0,
=0,
(109) Mili = 0,
M, =0,

ktére wszystkie sa nizszego stopnia niz piaty, w ten sposéb, ze suma odpowiednich najwyzszych
wyktadnikéw stanowi liczbe 10.

(110) Rozwigzanie tych réwnan jest mozliwe, a pierwiastki otrzymane z tvch réwnan sg takze pier-
wiastkami réwnania zadanego.

Uzytkujac zewszystkich wspélnych miar, ktére do powyzej wytknietych kombinacyj wyrazéw P i P'
naleza, fatwo pojmiemy, ze nawet réwnanie 20?° stopnia dajace sie przedstawi¢ w dwoch typowych
postaciach mozemy rozwiazaé ze wzgledu na wszystkie przynalezne mu pierwiastki.

(111) Aby réwnaniajeszcze wyzszego stopnia mozna ta metoda ogdlnie rozwigzaé, musiatyby takowe
da¢ sie przedstawi¢ w trzech, a wedtug okolicznosci, i w wiekszej liczbie postaci typowych.

(112) UstawiliSmy dla réwnan szoéstego, 6smego i dziesigtego stopnia sporadycznie po kilka réwnan
typowych i to tylko na podstawie przypadkéw, w ktorych kilka z niewiadomych wspétczynnikéw
warto$¢ zera przybraé moga; stato to sie dla tego, aby okazac istote metody nieutrudniajac pogladu
utrudnianiem rachuby. Zdarzy¢ sie bowiem moze, Zze w przypadkach rzeczywistych wyprowadzi¢ sie
dadza réwnania typowe na podstawie wartosci réznych od zera dla niewiadomych wspdiczynnikéw.

Ogoétem chodzi tu przedewszystkiem o wartosci na niewiadome wspdétczynniki, ktéreby zadosy¢
czynily warunkom stuzgcym do przerobienia réwnania na réznice kwadratow.

Réwnania specyalne wystepuja przewaznie przy poszukiwaniach praw w naturze, a mianowicie
przy badaniach fizycznych. Wspétczynniki takich réwnan sa zwykle wyrazeniami Utworzonemi
z kilku parametrow.

(113) Jezeli liczba parametréw, ktére jako elementa wchodzg w sktad wspoétczynnikéw réwna-
niowych nie dochodzi liczby stopnia réwnaniowego, natenczas domys$lamy sie pewnej liczby wa-
runkéw, ktérym wspoétczynniki réwnaniowe zados¢ czyni¢ powinny.
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RézZnica miedzy stopniem réwnania a liczbg parametréw wchodzacych w sktad wspdtczynnikéw
rownaniowych, stanowi wtasnie liczbe wspomnianych warunkéw. W takich wiec tylko przypadkach,
gdy liczba parametréw okazuje sie mniejsza niz najwyzszy wyktadnik réwnaniowy, istnieja pewne
warunki zachodzace miedzy wspétczynnikami, ktére moga by¢ wiasnie tego rodzaju, Ze na ich pod-
stawie okaza sie te rOwnania rozwigzalne. Metoda w tym paragrafie wyltoZona nastrecza badaczowi
sposé6b dojsécia do ogélnego rozwiazania takiego réwnania.

W celu rozwigzania réwnan, ktérych wspoétczynniki sg liczbami, bez wzgledu na to, czy one s3
rzetelnemi czy ztozonemi (urojonemi), mozemy z wielka korzyscig tej tu wylozonej metody uzy¢.
Jak wiasnie przekonali$my sie, réwnania warunkowe, Ustanowionewcelu roztozenia réwnaniowego
wielomianu na rdéznice dwéch kwadratéw posiadaja, ksztalt bardzo prosty, bo naleza ze wzgledu na

niewiadome najwyzej do stopnia drugiego.

(114) Do rozwigzania tych réwnan da sie bardzo korzystnie zastosowaé metoda wytozona w czeéci |
tej rozprawy w § 5 a to z tego powodu, ze zakltadajac jedne lub dwie niewiadome réwne zeru, (co az
do zadanego réwnania 10=o0 stopnia wtgcznie wystarcza) wcigga sie odrazo wszystkie réwnania warun-
kowe précz jednego a wzglednie dwdéch w prébna rachube, wskutek czego ma sie do ukonczenia
Probiostatecznegoobliczenia wartosci niewiadomych tylko jeszcze z jednem a wzglednie z dwoma
réwnaniami do czynienia.

Tak probne jako tez ostateczne obliczania niewiadomych wspdtczynnikéw odbywaja sie w sposéb
bardzo prosty, albowiem i te ostatnie réwnania naleza tylko do stopnia drugiego i nie zawieraja
w sobie wszystkich niewiadomych.

Przy roéwnaniu 6%° i 8s° stopnia wystarcza obliczenie jednego ukladu niewiadomych wspét-
czynnikéw; poczawszy za$ od réwnania stopnia dziesigtego az do réwnania 20»° stopnia witacznie
zachodzi potrzeba obliczania dwéch uktadéw niewiadomych wspétczynnikéw it. d. i dojdzie sie
nareszcie okoliczno$ciowo za pomoca szukania najwiekszej wspélnej miary dla réwnan tak nizkich
stopni, Ze takowe bezposrednio rozwigzywa¢ mozemy; tym sposobem dojdziemy do pierwiastkéw,

ktore réwnoczesnie sg juz pierwiastkami zadanego réwnania.

0 ROZWIAZYWANIU ROWNAN ZA POMOCA KRZYWYCH CYKLOIDALNYCH.

1'1%. UL

(2) Kazdy punkt A stale potaczony z kotem mnH toczacem sie wzdtuz prostej a% opisuje linije
ciggla, ktéra znang jest pod ogdélnem nazwiskiem cykloidy. Jezeli a przedstawia nam promien
toczacego sie kota a dtugo$¢ a oddalenie punktu A od $rodka tego kota, to linija opisana punktem A
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bedzie cykloida skrdcong zwyczajng lub wydtuzong wedtug tego czy dtugos$¢ « jest krétszq, réwng lub
dtuzszq niz promien r.

Podczas toczenia sie kota, mnH postepuje w kierunku x'x punkt stycznosci prostej xx / ko-
tem mnH, a mianowicie w punktach obwodu kota nznH kolejno po sobie nastepujacych w kierunku
na figurze podanej strzatki. Jezeli tedy punkt koncowy n tuku ¢ — tuk < mon wejdzie w stan stycz-
nosci «' to odcinek mri przedstawia nam wilasnie dlugo$¢ wyprostowanego tuku ry = mn jako
czesci obwodu odpowiadajacej ilosci wykonanego toczenia sigkota wwil, i prowadzi do zwigzku

®3)

Promien oA = a, ktdry podczas toczenia sie kota mnri, zostajac ciagle swym poczatkiem o w osi
Cykloidalnej 00, a swym koncem A opisuje sama cykloide, nazywa¢ bedziemy promieniem cyktoidainym
odroézniajac go tym sposobem od r jako promienia toczenia.

Powykonaniu toczenia sie 0 tuk ry promien poczatkowy r =om zajmie potozenie o'm’ a odpo-
wiedni punkt A' zajmie ze wzgledu najego wspoéirzedne %, y potozenie cechujace sie naslepujacemi
zwigzkami :

x-mX, =-mn'—o'u, y=PA'—n'o'+ ud’

1
wA' — 0'A" wst 5 =— «dos
zatem ostatecznie
(4) rc=ry-awsty, y = r— adosy,

z ktérych rugujac y bedzie :
(5) #==r.tuk "dos = Pl — (r—yjL

Réwnania (4) lub tez réwnanie (5) cechuja analitycznie cykloide skrdocona, zwyczajng lub wydtu-
zona wedlug tego, czy promien a zatozymy krdétszym, rownym lub diuzszym niz r.
Z (4) mamy :

-, rfy__.«WSty __ oti7__WP —ct, U- "A'D
(C)) - — dnZ — sty * — pT7 — sty < wA 1,

gdzie ¢ przedstawia kat zawarty miedzy styczng do cykloidy w punkcie A' i osia wspbirze-
dnych x'x. Ten kat rowna sie katowi zawartemu miedzy prosta taczaca punkt stycznosci n' z punk-
tem A' iosig my. Ztad idzie, ze wlasnie prosta taczaca n’ z punktem A' jest normalng do cykloidy
w punkcie A'.

Oznaczajac przez %o , )y, wspéirzedne obliczone na podstawie iloci toczenia = y, mozemy z (4)

wypisaé nastepujace zwigzki :

Dla p — 2ru,
[7) y=+2An =y?, aio4-anm — 228 ——NP,
®) Xi + T~ = p,

9) y-y —yx. X xI—0
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(10) Odcinek na osi x’x odpowiadajacy toczeniu sie kota o kat pelny nazwiemy rozpietoscig Cykloidy.
Odcinek nieskonczonej krzywej Cykloidalnej odpowiadajacy jednej rozpieto$ci nazwiemy cykloida
pojedyncza.

Na figurze (1) ciggnie sie pojedyncza cykloida np. od punktu A az do punktu s. Wedtug (7) sktada
sie krzywa Cykloidalna z nieskoniczenie wielu pojedynczych cykloid.
(11) Liczac od poczatku osiowego oznaczmy kolejno po sobie nastepujace wspdlng dtugos$¢ p posia-
dajace rozpietosSci przez :

Z>-ft, A-(Y-D,...p_2, p_u p0, p+l p3 p3,...
i odpowiednio do tego kolejno po sobie idgce pojedyncze cykloidy przez :
C-A> G—(pA—1),...C—J, C-J, Co, CJl CJ, C3,.-.

a przez Vm prosie prostopadla do x'x przecinajaca pojedyncza cykloide Cm.
Wedtug (8) punkta réwno oddalone od poczatku i konca cykloidy pojedynczej znajduja sie
w réwnej wysokosci.

(12) Punkt $srodkowy pojedynczej Cykloidyjest tedy punktem szczegélnym i przedstawia ze wzgledu
na swoja wysoko$c¢ tak zwany punkt maxymalny.

(13) Wedtug (9) punktakrzywej Cykloidalnej odpowiadajace réwnym oddaleniom po obu stronach od
osi my znajduja sie w réwnej wysokosci, dlatego teZ miejsce rozgraniczajace dwie po sobie naste-
pujace pojedyncze cykloidy wskazuje wysoko$¢ najmniejszg czyli minimalna.

(14) Wedtug (6) miejscom maxymalnym i minimalnym odpowiadajg styczne poziome, z wyjatkiem
miejsca minimalnego cykloidy zwyczanej, w ktdrym styczna jest prostopadig do x'x.

(15) Podczas ruchu toczacego sie kota promien Cykloidalny a opisuje odpowiednig cykloide w ten
sposoOb, ze przesuwajgc sie swym poczatkiem 0 wzdtuz osi Cykloidalnej 0 odstep np. Z, w tym
Samymczasie doznaje obrotu 0 taki kat , ktéry réwnaniu ry = 7 zados$¢ czyni.

(16) Zreszta tatwo dostrzedz, ze opisujac jedne i te sama pojedyncza cykloide promien a w kazdem
potozeniu znajduje sie swym koncem A w blizszem oddaleniu od pionu Hiaxymalnego iy, niz
poczatkiem 0.

(17) Majac na podstawie promienia r i promienia Cykloidalnego 0 pewnej dlugosci «Jedna pojedyncza
cykloide narysowang, nietrudno nam bedzie na podstawie promienia r inng cykloide wypunktowaé

nalezaca do jakiejkolwiek dtugosci promienia Cykloidalnego=;<«_

(18) [fig. 15) W tym celu bierze sie pasek przezroczystego papieru LL', wytyka sie na nim trzy w pro-
stej linii lezace znaczki o, A', B' w ten sposdb, aby ich odstepy odpowiadaty zadanym diugos-
ciom o'A'=a, c¢/B'— b. Ukléciem igla Otrzymamynapaskuw punkcie B' malutki otworek tak,
aby przez niego cieniutki koniec otéwka przeprowadzi¢ mozna.

Poruszajac ten pasek z uwzglednieniem uwagi (16) tak, aby znaczek 0’ $lizgal sie na osi 00, za$
znaczek A' po narysowanej juz pojedynczej cykloidzie, otéwek siegajacy otworkiem B' do papieru
rysunkowego znaczy¢ bedzie punkta nalezace do cykloidy odpowiadajacej promieniowi Cykloidalnemu
0 zadanej dtugosci b, i odpowiadajacej analitycznemu réwnaniu :

(19) X = rtukidos = —V2—(r—y}r
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Za pomoca wyzej opisanego paska moznaby tylko pewne punkta wyznacza¢ np. takie, ktére réwno-
cze$nie sig mieszczg na linijach juz na papierZe rysunkiem przedstawionych, a zatem takie punkta,
w ktorych zadana Cykloida B przecina linijg juz narysowana.

Na figurze widzimy oznaczony punkt B' jako punkt spotkauia cykloidy B z linija CG'.

Na fig. 15 widzimy punkt w, w ktéorym spotykaja sie dwie po sobie idgce wydtuzone pojedyn-
cze cykloidy.

fig. 15.

(20) Taki punktpodwojny nazywaé¢ bedziemy weztem. Cze$¢ tuku Cykloidalnego zawarta miedzy
dwoma po sobie idgcemi weztami, niech sig nazywa lukiem gtéwnym, rozrdzniajac ja tym sposobem
od czesci drugiej pojedynczej cykloidy tworzacej z podobna cze$cia sasiedniej cykloidy zamkniety
owal, ktdry niech sie petlicg nazywa.

Kazda petlica przecina 0§ x'x w dwoéch punktach lezagcych w réwnem oddaleniu po obu stronach
pionu wezlowego. Dla oznaczenia wszystkich punktéw przeciecia osi x’x petlicami, wystarczy obli-
czy¢ owe punkta e i e, w ktoérych petlica ztozona z resztek cykloid B0 i Bl przecina o§ xx. We-
diug (19) otrzymamy dla y = 0 :

(21) xe — rtuk*dos = — 62 — 1, Xc = I/bl — 7i — rluk(dos =

Za pomoca (6) tatwo dopatrzeé, ze styczne w punktach e ie' majg kierunek prostopadly do osi x'x.

(22) Odcinek ee' przedstawia szerokos$¢ petlicy. Prostopadita do x'x, idaca przez jakikolwiek punkt

zawarty miedzy dwoma punktami e i e, przetnie odpowiednig petlice z pewnoscia w dwdéch punktach.
Przy wiekszych b moze sie zdarzy¢, ze xs' = —xe zajmie kilka calych rozpietosci p albo nawet

przekroczy wielokrotna rozpietos$¢ o jaka$ czes¢ w. < p.

(23) W takim razie tworzy sie okoto punktu, rozgraniczajgcego dwie sasiednie rozpietosci, petlica,

ktéraz goéry i z dotu rozpina sie. po nad kilkoma po sobie idgcemi catemi rozpieto$ciami i nadto jeszcze

nad odcinkiem czeSciowym nastepnej rozpietosci p.
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Skutkiem tego sta¢ sie moze, ze przy odpowiednio dtugiem b kazda pojedyncza rozpieto$¢ p nakry-
waja z goéry i z dotu tuki petlicowe sasiednich cykloid, i précz tego gtéwny tuk do tego p nalezacej
cykloidy.

Jezeli np. uwazajac n jako catkowita dodatnig liczbe otrzymamy

(24) xe =- 62—r2? — Huk (dos = ©= n/>-]- w,

(25) gdzie u<p, to nad kazda pojedyncza rozpietoscig p rozpinaja sie najpierw z gory gtéwny tuk
odpowiedniej cykloidy, potem z gory i z dotu 2n petlic sasiednich cykloid wzdtuz catego p, i na-
reszcie ostatnia sasiednia petlica nad poczatkowym, jako tez nad koncowym odcinkiem tej rozpietosci
odpowiadajacym diugosci u

Niechaj bedzie v <p odstep pionu V od poczatku jakiego$ p nalezacego do cykloidy, z ktérej za-
czerpneliSmy ilo$ci u i n dla zwigzku (24). Niechaj dalej symbol (v, u, n) wyraza liczbe punktéw
spotkania sie pionu V z pasmem Cykloidalnem’ to réwnowaznos$¢

(26) 21= (u,a,n,)

czytamy jak nastepuje : Liczba 21 oznacza ilo$¢ punktéw, w ktérych pion V przecina pasma cykloi-
dalne nacechowane ilo$ciami u i n.

Ze wzgledu na ilo$¢ punktéw przeciecia musimy kazda petlice, rozpinajaca sie po nad jakotez i pod
rozpietos$ciag p uwaza¢ kak  podwdjny.

Odcinajac z poczatku i z konca rozpietosci p diugos¢ u rozpadnie sie dtugos¢ p na dwa réwne od-
cinki skrajne, miedzy ktéremi znajduje sie odcinek $redni. Uwazajac tuk gtéwny pojedynczej cykloidy
za tuk pojedynczy, mozemy wypowiedzieé¢, Ze kazdy odcinek skrajny znajduje sie miedzy (2n-j-3)
tukami; odcinek za$ $redni znajduje sie miedzy (2n-|-1) lub (2n-]J-5) lukami wedlug tego, czy u
wynosi mniej lub wiecej niz dtugos¢ p.

Ze wzgledu na ilo$¢ przecie¢ pionu V z cykloidg mozemy na podstawie tej uwagi i (26) utozy¢ na-

stepujaca tabliczke :

(«,«»«) (v,u,n)
1

U —o, v dowolne 4n-j-1  u < gp, p—w =6 .- . 4«4-3
1 . 1

U 7). V < Uorrsrvrreennan 4re-j- 1 U > > [ 4n-J-5
1 1

U _— & V=U.erereen. 4n-I-5 U > 1 =p—U . .. 4n4-5
1 . 1

U<gp, Uu<v<p—n 4nj-1 U= gp = V=l 4n-j-3
1 0 1

U <= gZb W= O 4« 4-3 « = yn U< (p—»). . .. 4]]4-3

1
« = 2A M>V=(p—u- s4-5

Tabliczka (27) tyczy sie rzeczywiscie tylko cykloid wydtuzonych. Cykloidy skrdcone jako tez zwy-
czajne moga mie¢ z pionem tylko jeden punkt stycznosci z wyjatkiem punktu rozgraniczajacego
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dwie pojedyncze cykloidy zwyczajne, przez ktéry przechodzi linija pionu i jest styczng i ktéry skut-
kiem tego uwazany by¢ musi jako podwojny punkt przeciecia.

Odpowiednio do tabliczki (27) chodzi teraz o wskazanie punktéw przecie¢ a mianowicie o ozna-
czenie liczb tukowych odpowiadajacych wykonanemu toczeniu sie kota od poczatku az do nakresle-
nia punktu przeciecia o ktérym mowa. W praktyce wystarcza jedna pojedyncza jakimkolwiek pro-
mieniem «narysowana cykloida np. C0, aby doj$¢ do oznaczenia wszystkich wtasnie co wspomnianych
liczb tukowych.

Uwazajac ogdlnie Vm jako pion odcinajgcy od poczatku rozpietosci pm—p diugosé¢ v, pomysSimy
sobie uktad pionéw

(28) ... V.3 T-2, V-1, VI, V1, V3 V3 .

tak ustawiony, zeby odlegto$¢ dwdch sasiednich pionéw wynosita : dtugos$é rozpietoscia, i pojedyn-
cza cykloide Cl na Odpowiedniem miejscu narysowang jakimkolwiek promieniem a. Podtug przepisu
uwidocznionego na (fig. 17) mozZemy na podstawie narysowanej cykloidy C0, za pomoca paska z pa-
pieru opatrzonego znaczkami O, A, B w odstepach 0A = a, 0B = b, oznacza¢ punkta nalezace do
cykloidy G'o o Zadanym promieniu Cykloidalnym b. Za pomoca takiego paska oznaczmy tylko punkta
spotkania sie cykloidy C'o z uktadem pionéw (28) t. j. punkta nalezace do uktadéw wzietych po

parze
(Ci0Vo); (COVL); (COV3) 5 --,

(29)

(C'oV_j); (CoV-s); (CO0V-3); . ..
z ktorych tylko pierwsza para wskazuje na jedyny punkt, za$ kazda inna para na dwojke punktéow
Do kazdego w (29) wskazanego punktu nalezy odpowiednia dodatna liczba tukowa mniejsza niz 2.
Liczby tukowe przedstawiajace kazdorazowy kierunek promienia b prowadzacego do punktu przecie-
cia cykloidy C'o z pionem nalezagcym do uktadu (20) oznaczmy, odpowiednio ‘do (29), nastepujacym
uktadem :

Yol Yijy,u! Ve 213> ¢'3; .. -
Y-15¢,-1; §-3, ¥'2; ¢-3, ¢3;

(30)

Aby dosta¢ liczby tukowe nalezace do punktéw, w ktdrych np. pion Vm przecina pasmo Cykloidalne
G' 0 promieniu b, pomy$lmy sobie znaczki kazdej pary av (29) przesuniete rownoczesnie 0 tyle jedno-
$ci, aby w kazdej parze znaczek przy V wynosit m; otrzymamy tym sposobem nowe pary i rOwniez yiowe
punkta przeciecia, posiadajace wszakze te wlasno$¢, ze kierunki promieni Cykloidalnych b prowadza-
cych do tych punktéw pozostana takie same, jakie im wskutek liczb tukowych w (30) nalez(-. Tylko
liczby tukowe przedstawiajace iloSci wykonanego otoczenia sie kota az do zakre$lenia tych punktéw
rézni¢ sie beda od liczb (30), wzglednie 0 tyle razy po 2m, ile jednosci przybyto znaczkowi przy G
przy przejsciu uktadu (29) na uktad taki, aby sie kazdy pion V zamienit na pion Ym. Uktad (29) za-
mienitby sie w tym razie na uktad

(GImVm),; (Gm-tVm); (G,n-5Vm); (C'm_3Vm); . . .
31
1) (GmtlVm)? (Gm+2Vm)? G'm+3Vm); . . .
a liczby tukowe w (30) zmienig sie stosownie do uktadu (31) w nastepujacy sposob :

(2m7rj-p0); [2(n—D]7e-1-y1], [2(m—D1-j-b\]; [2(m—2)10-j--V [2(m—2)tr]-Ys] 5 . . .

(32)
[2(m-|-Dx-1-Y-1], [2(m4-D)+V-1]; [2(w-j- 2> + P-20, [I(m-]-2)rc + P’ 2] ;

ART. 1V. IG
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Réwnanie pionu Vm jest oczywiscie

(33) x = %'mn-\-v-Xmn

gdzie Xm jest iloscig statla.

Kazda z liczb tukowych w (32) nalezy do odpowiedniego punktu, w ktérym pasmo Cykloidalne o
promieniu b przecina pion (33), a kazdemu tak otrzymanemu punktowi pasma C' przynalezy ilo$¢
stata Xmjako wspélna wspdirzedna x. Poniewaz dla pasma Gz ogdélnie mamy

X —ry — bwsty,

to ktadac x — Xm otrzymamy réwnanie
Xm = ryy — b wsty,

w ktérem niewiadoma | kazda z liczb uktadu (32) zastgpiong by¢ moze.
Liczby uktadu (31) przedstawiajg nam tedy wszystkie rzetelne pierwiastki réwnania

(34) Xm = 2mm-|-v = r{y— Swsty,

jezeli w niem ¢ jako niewiadomg uwazamy. W tern réwnaniu ilo$¢ | jest zalezng od wartos$ci stosun-

kéw X. i 2 moznaby na tej podstawie napisaé

(35) F=r(] (N

Widzimy ztad, ze wartoSci liczebne pierwiastkéw réwnania (34) zaleza tylko od stosunkéw ilosci Xm
i b do promienia toczacego sie kota, ze Wskutektego wolno nam ten promien uwazac zajednostke
pomiaru. Cykloida wiec narysowana jakimkolwiek promieniem r moze stuzy¢ za podstawe konstruk-
cyjna pierwiastkéw réwnania (34) czyli raczej uwazajac r za jednostke pomiaru réwnania o wspot-

czynnikach liczbowych

¢36) Xm =1y — b wsti.

Liczbapierwiastkowzalezy dla danego pionu x-Xm =2mmn + v od dtugos$ci promienia cykloi-
dalnego b. Liczbe te znajdziemy, badajac rysunkowo najwieksze znaczki dodatne i odjemne pionéw
skrajnych, ktére przy postepowaniu podanem w (29) spotykac sie jeszcze moga z cykloida C'o' Liczbe
pierwiastkow rzetelnych moznaby wyznaczy¢ takze bez uprzedniego rysunku za pomoca tabliczki (27)
na podstawieobliczonycli ilosci xe — 2« u i zatozonych ilosci v i b.

Réwnanie (36) nazywa sie rownaniem KEPPLERa wedlug astronoma tego imienia, ktéry na potrzebe
rozwigzania takiego réwnania pierwszy zwrocit uwage. Rozwigzat je La PLAGE szeregiem nieskon-
czonym, nie podajac wszakze sposobu obliczania wszystkich pierwiastkoéw rzetelnych temu réwnaniu
przynaleznych, ani tez kryteryéw stuzacych do rozrézniania i policzenia takowych.

Metoda wtasnie wytozona stuzaca do rozwigzywania rownania Kepplerowskiego polega na wska-
zaniu cykloidy G' i odpowiedniej prostej Vm, a ostatecznie na wytknieciu punktéw spotkania sie
tych ksztattéw i oznaczeniu tym punktom odpowiednich tukowych liczb wyrazajacych ilosci wykonaé
sie majacego toczenia kota az do naznaczenia owych punktéw promieniem Cykloidalnym.

(37) Zastepujac w postepowaniu podanem w numerach od (29) az do (33) uktad pionéw (28) uktadem
innych réwnolegtych prostych lub uktadem krzywych ... 4_s, k~i, k0, ki, k2,... do siebie przystajacych
ozsunietych rownolegle do rozpietosci cykloidy o stale odlegtosci p == 2/, nietrudno zrozumie¢ rysun-
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kowe postepowanie, aby otrzymac¢ punkta spotkania sie Cykloidy G' z ksztattem km, jako tez liczby
tukowe tym punktom odpowiednie. Wyznaczenie punktéw przeciecia zada oczywiscie tatwego nary-
sowania nietylko Cykloidy C' ale takze i krzywej pomocniczej k.

(38) PoznaliSmy juz w poprzednim paragrafie stopniowe tworzenie linii tak zwanej catkowej, i nie-
ktére utatwienia przy nakresleniu elipsy; zwracamy uwage na dodatek stanowigcy ostatni paragraf
tej czesci, gdzie podajemy teoretycznie i praktycznie uzasadnione przyrzady mechaniczne, stuzace
do ciaglego wykreslenia dowolnie zgdanej elipsy, paraboli i hiperboli, jakolez cykloidy dla toczacego
sie kota o promieniu r = 1.

(39) W nastepnym paragrafie zajmiemy sie wykazaniem niepospolitych korzysci, w dziedzinie teoryi
réwnan, wyptywajacych ze stosownego zestawienia cykloidy z innemi tatwo przedstawic¢ sie dajacem
krzywemi, celem Uzyskaniapunktow przeciecia i tym punktom odpowiednich liczb tukowych.

Fig. 16.

Nafigurzeobecnej mamy doktadnie narysowane promieniem ow =1, koto toczace sie; promie-
niem za$ ad koto, ktérego punkt d podczas ruchu toczenia porusza sie po linii Cykloidalnej na figurze
doktadnie narysowane;j.

Wychodzac z pewnego punktu v kota toczacego sie otrzymamy w kierunku a/o na kole tworzacem
punkt a, od a idac réwnolegle do mx otrzymamy na cykloidzie odpowiedni punkt A, ztad za
pomoca promienia Cykloidalnego Aol — od odpowiedni $rodek Cykloidalny ol i odpowiedni punkt
stycznoéci Si. Na podstawie pochodu pasmem tamanem od punktu v do Si tatwo widaé, jak sie
ma dochodzi¢ droga w kierunku przeciwnym z punktu S! do punktu Na figurze mamy uwidocz-
nione pochody od punktu B' do S2, od punktuy’ do S3 i na odwrét.

Latwo mozemy na podstawie tej konstrukcyi zrozumie¢ nastepujace zwigzki :

arc <€ mop' = mS2,
(49) arc < mo«' = BYgl,

arc < moy — mS3,

wraz z postepowaniem, jak sie na podstawie danego kata np. moa! dochodzi do dtugosci temu katowi
odpowiadajacego lukujmS! 0 promieniu 1.
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I réwnoczes$nie postepowanie, jak sie na podstawie danej dtugosci tukowej m¥ dochodzi do
wielkosci odpowiedniego kata moy’. Mamy tedy klucz do rozwigzywania rysunkowego nastepujgcych
zagadnien :

I0 Zamieni¢ dtugo$¢ tuku lezacego na obwodzie kota toczacego sie i poczynajacego sie w punkcie m
na prostokres$lng z punktu m wychodzaca dtugosé;

2°-Prostokres$lnie dang dtugo$¢ mS! nawingé na obwodzie kota toczacego sie, i oznaczy¢ punkt
koncowy v zajetego tuku.

3" WynaleZ¢ trojkat majacy te sama powierzchnie, co dany wycinek kotowy. Tak np. trojkat
prostokatny omS! odpowiada wycinkowi ograniczonemu tukiem znv.

4° Na odcinku MS] przedstawiajacym dlugo$é¢ tuku ma! otrzymamy na podstawie przedtozonego
podziatu odcinka ma w punktach dowolnych y, (3, a odpowiednie punkta dziatowe §-2, §-2, S,
a w nastepstwie na obwodzie kota odpowiednie konce tukowe /, B’ a,. Iwidzimyjasno, jak po-
stepowac nalezy, aby jakikolwiek dany tuk lub kat podzieli¢ na podstawie danych stosunkéw wy-
miernych lub niewymiernych.

Ogétem dochodzimy za pomoca Cykloidy z tatwoscia do rozwiazania rysunkowego zagadnien,
ktéremi sie z niewielkiem powodzeniem zajmowano juz od czaséw starozytnych, a mianowicie :

(42) Do tak zwanego wyprostowania Irektyfikacyi) tukéw kotowych, i dowolnego podziatu takowych;
Do wyznaczenia powierzchni wycinkéw kotowych, za pomocqg tréjkqtow Iub czworobokéw prostokresinych.

Naobecnej figurze mamy wycinek kotowy o promieniu r = oj, = 0Z. Wysoko$¢ odpowiedniego od-
cinka oznaczamy przez h—nt a dlugo$¢ przynaleznego
tuku i cieciwy przez 2Z = 2.r* i 2g = 2nr/. Kat wycin-
kowy oznaczamy przez 2y' a jego speinienie przez 2i<

Mamy :

(43) r—/i=rdosp =rwstp', y=awsty, Z=r?.

Rugujac za pomoca trzeciego réwnania ilo$¢ r mo-
zemy rownanie pierwsze i drugie napisa¢ w nastepu-
jacych ksztattach ;

-—4 = -dose, albo
? 9

........ —h — —-— wstop' zatem :

) )

2_7

Fig. 16.

N A
l
~

(44) mr

(45) r-=1;y.

Kazdy pierwiastek y réwnania (44) daje odpowiednia dtugos¢ promienia r a zatem takie koto, na
ktérego obwodzie nawinieta dtugo$¢ 27 prowadzi do odcinka kotowego o danej W'ysokosci h.

Kazdy pierwiastek y réwnania (45) daje odpowiednia dtugo$¢ promienia r takiego kola, na ktérego
obwodzie nawinieta dtugo$¢ 2Z prowadzi do wycinka kotowego o danej cieciwie 2y.

Przy koncu paragrafu nastepnego umieszczamy rysunkowe rozwigzanie rownan ksztattu (44) i (45).
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§ 5
Niech réwnanie

(1) (%, yj==0»

odno$nie do osi prostokatnych, przedstawia nam krzywe k, ktéra rysunkiem daje sie tatwo przed-
stawi¢ jako linija ciggta.
Dla punktéw przeciecia krzywej k z cykloida

(2) yv=1—1kdosy. x=<{— Yswstq,

dostaniemy, wstawiajac w rownanie (1) warto$ci na x i y wyrazone w (2) przez y, nastepujacy
warunek -

3 /(7 — Yewste), (I —bdosy)] =F(y, dosy, wsty)=0,

ktéry liczbami tukowemi naiezgcemi do punktéw przeciecia dopetniony by¢ musi.

Majac na odwrdét réwnanie
(4) F(f, d8S¢e, WStp)=0.

podane do rozwigzania, mozemy nastepujacym sposobem sprébowa¢, czyby sie ono nie dato ro-
zwigzac za pomocg punktdéw przeciecia stosownej cykloidy z jaka$ krzywa k, do ktérych nalezace
liczby tukowe przedstawiaja pierwiastki rzetelne réwnania (4).

W tym celu niechaj cykloida, co do b jeszcze nieoznaczona, odpowiada réwnaniom (2). Z tych
réwnan otrzymamy :

1 —y)2+%—")0 ;0 1T= = a_m x

) -
bodesd =22, P wser =02

’

Réwnanie (4) przybierze na podstawie zwigzkéw (5) nastepujaca postac :

0) Fila—(1-12-M

w ktoérej ilo§¢ b mamy prawo tak dobra¢, aby réwnanie (6), jezeli to by¢ moze, przyjeto postaé ile
mozno$ci najprostsza i przedstawialo nam krzywe k, dajaca sie tatwo przedstawi¢ rysunkiem.

Jezeli to wszystko sie zici, szukamy znanym nam juz sposobem przecie¢ (CVt) i dochodzimy do
liczb tukowych na ktore juz beda pierwiastkami rzetelnemi réwnania (4).

Jezeli podane rdéwnanie (4) jest funkcya ztozona algebraicznie z elementéw <p dosy i wsty, to
i rownanie (6) da sie ostatecznie przedstawic¢ jako funkcya algebraiczna ze zmiennych x i y.

Badanie ogdlnej funkcyi (4) nie moze by¢ dalej prowadzone jak tylko ao otrzymania zwigzku (6) —
a Specyalizowanie funkcyi (4) nie mogtoby nigdy by¢ wyczerpujace, i tylko w rzadkich przypadkach
zaprowadzitoby nas do rezultatéw praktycznych.

W tym paragrafie ograniczymy sie tylko na wyszukaniu ksztattéw réwnan (4) odpowiednich zesta-
wieniom cykloidy z kazda po kolei linijag, ktérej ksztalt rysunkowo linije ciagla przedstawi¢ potrafimy.

Wychodzac z ré6wnania prostej
(7 Jx yj=x-Ay-B=0,
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otrzymamy wskutek podstawien (2)

(8) y— Owstg -}-A%dosp — (A-1-B) = 0.
Na odwrét majac do rozwigzania dane réwnanie yv tym samym ksztatcie np :
9) ¥ —Pwsti=—Qdosp-|-.R==Q, P=0, 1

otrzymamy z poréwnania (9) i (8)

(10) i=P, A=|, B=-" +R).

Cykloida na podstawie tu otrzymanej warto$ci na b, zestawiona z prosta nacechowana warto$-
ciami na A i B zaprowadzi nas do punktéw przeciecia i do tych punktéw przynaleznych liczb
tukowych, ktére przedstawia¢ beda rzetelne pierwiastki danego réwnania (9).

Jezeli Q =0, to mamy takze i A=O0, a linija prosta (7) bedzie w takim razie prostopadia do roz-
pieto$ci cykloidy. W tym przypadku réwnanie (9) posiada ksztalt znanego nam juz réwnania
KEPPLERa.

Jezeli P < 0, otrzymalibySmy odjemne b, coby wskazywalo te okoliczno$¢, iz dla y=0 cy-
kloida rozpoczynataby sie w punkcie najwyzszym, dla ktérego mielibySmy a=0, y= 1—~b.
Zreszta punkta przeciecia otrzymane w tym razie prowadzityby réwniez do rzetelnych pierwiastkéw
zadanego réwnania. Atoli ocenianie liczby punktéw przeciecia, na podstawie tabliczki (27) w § 4
uzasadniliSmy na dodatnem b, dla tego bedziemy sie stara¢, wedlug moznosci, omija¢ w rezultatach

odjemne b.
Dlaodjemnego P= — P' mieliby$Smy zamiast (9) ré6wnanie :
(11) ? + P' wstep -|- Q dosy -|*li = 6> o

Ktadac tutaj
y—/a 7w R+m=R, Q=Q,
otrzymamy

(12) / — P'wste' 4- Q' dos/ 4- R' = 0, P' > 0,

ktérego rozwigzanie polega juz na dodatnych b, a ktérego pierwiastki powiekszone o m przechodza
,na pierwiastki nalezagce do réwnania (11).
Nareszcie dla P =0 mieliby$Smy na miejscu réwnania (9) nastepujace

(13) y 4-Q dosp 4-R = 0. Mm"
Ktadac w niem y= / H= , R[22 =R wedlug tego, czy Q jest iloScia dodatng lub od-
jemna, otrzymamy
y'— Q'wst/ 4- B' =0,
gdzie Q' jest iloscia dodatng i numerycznie réwnowazng iloSci Q. Rozwigzanie tego rdéwnania
polega juz na dodatnem b, a jego piewiastki powiekszone o H=" stang sie "pierwiastkami réw-

nani a. (13
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Réwnanie
(14) 2f -J- 2P wst¥s -J- 2Q dos'lf -J-R=0, "
mozna napisaé
2f -]- P(1 — dos2f) -J- Q(1 -J- dos2f) -J-R = 0,
albo ktadac
2=f, Q-P=Q, R-J-P-]-Q=R’,

(15) —+ Q'dosf -J-R' =0,

ktore jest oczywiscie ksztattu (I)"; jego pierwiastki rozmnozone przez 2 przechodza na pierwiastki

réwnania (I)".

Roéwnanie (9) rozwigzuje sie dla PQ > 0 za pomoca prostej nie prostopadtej do rozpietosci; cy-

kloidy. Mozemy jednak i takie réwnanie rozwigzywaé za pomocg prostopadiej. W tym celu musieli-

bySmy réwnanie (9) przerobi¢ za pomoca podstawienia.

P = b dosfz, Q = —b {vstf
zatem
6 =VP2-J-Q2, Hos; = 7, wstfE=<[]

na nastepujace :
f—bwst(f-]-] -]-R=0,
albo ktadac
—7—P R—P=Rj

na réwnanie :

(16) f —bwstf -J-R = 0,

ktoére sie rozwigzuje za pomoca prostopadtej do rozpietosci cykloidy, a ktérego pierwiastki pomniej-
szone o u stajg sie pierwiastkami réwnania (9).

Zapytajmy sie teraz o ksztalt réwnania z niewiadoma f w takim razie, kiedy prosta P' przecina-
jaca cykloide zawiera¢ ma w sobie promien Cykloidalny w potozeniu punktowi przeciecia odpo-
wiedniem — i przechodzi¢ przez dany punkt [x = &, y = n]- Oznaczajac przez f liczbe tukowa
nalezaca do punktu przeciecia, a przez | liczbe tukowa kata przedstawiajgcego kierunek prostej P,

otrzymamy

(17)
S |
Styl-p_X — é‘>
a poniewaz punkt (%, y) leze¢ ma na cykloidzie (2)

1 —dosf —n
V= e wstf — &

zatem warunek spelni¢ sie majacy przez f :

(18) £J-(F*— DstyF—E = 0.
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Jezeli na odwrét mamy do rozwigzania réwnanie

(19) Astyi+B=0, In

dojdziemy z poréwnania (19) i (18) do nastepujacych wartosci :

(20) »=A+1, §= —B.

Poniewaz réwnanie (18) jest niezalezne od b, mozemy kazdej Cykloidy uzy¢ do konstrukcyi pier-
wiastkéw réwnania (19).

Majac tedy juz narysowang cykloide Opromieniu Cykloidalnym dajmy nato b, opatrzmy pasek
papierowy dwoma znaczkami OiBw ten sposéb, aby promien Cykloidalny narysowanej cy-
kloidy réwnat sie dlugosci odcinka OB. Posuwajgc ten pasek w ten sposdb, aby poruszajac sie
punktem O po linii Srodkéw toczacego sie kota, drugim znaczkiem B zostawal zawsze w nakreslonej
cykloidzie, dojdziemy podczas takiego ruchui do takich potozen paska, gdzie jego prostokreslna
krawedz przechodzi przez punkt obliczony w (20) i réwnoczes$nie wskazuje na punkta cykloidy, ktére
przynaleznemi liczbami Iukowemi czynig zado$¢ réwnaniu (19).

Réwnanie
(21) y+Adotyy+ B =0, an"
przybiera dla
@w-/+1, A— A, B+| =By,

nastepujacy ksztatt :
(22) y, + A'styy'+ B'= 0.

To réwnanie rozwigzane wedlug metody poprzedzajacej daje nam pierwiastki rzetelne, ktoére
powiekszone przechodza na pierwiastki réwnania (21).

Miedzy prosterni, ktéremi cykloide przecina¢ zamierzamy, wybierzmy jeszcze takie, ktére z danego
punktu wychodzac spotykaja cykloide albo podtug stycznych albo podiug normalnych. Do naryso-
wanej juz cykloidy bardzo latwo z danego punktu poprowadzi¢ styczng i podtug orzeczenia w § 4
przy liczbie (6) wys$ledzi¢ punkt stycznosci i jemu przynalezng liczbe tukowa. Miejsce przeciecia
normalnego idacego z danego punktu szuka sie w przyblizeniu za pomoca tréjkata prostokatnego,
wprowadzajagc go w ruch w ten sposéb, aby jeden bok kata prostego przechodzit przez dany
punkt i aby réwnocze$nie wierzchotek kata prostego poruszat sie po cykloidzie. Podczas takiego
ruchu mozna na oko oceni¢ miejsce, gdzie drugi bok kata prostego schodzi sie z cykkida po-
diug stycznej. Ztad wynajdzie sie prawdziwe miejsce za pomoca kilku préb, majac zawsze na
uwadze regute wypowiedziang w § 4 przy liczbie (6).

Dla stycznej do cykloidy w punkcie [x-<f—0wstp, y=1— ;dosy] przechodzacej zarazem przez
dany punkt (x=¢& y —vi) otrzymamy nastepujace zwigzki :

23 y—n_ bwsg¢ _1—bdosy)l—]
(23) X—¢& 1'—6dosy (f— 6wstp)—&,

a na podstawie takowych nastepujacy warunek:

(24) dosie?— §= 0.
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Majac odwrotnie dane réwnanie

(Im

Z tych réwnan wyptywaja, na oznaczenie punktu wyjscia, jakoteZ na oznaczenie promienia cykloi-
dalnego b, nastepujace wzory :
S=-R,

@27 nN=2-P,
—Q % Vty-4P-j-3%

Obliczywszy podtug (27) punkt wyjscia (§, -7) i odpowiednie 2 pasma Cykloidalne, prowadzi sie,
podtug powyzej (23) podanych wskazéwek, wszystkie mozliwe punkta stycznos$ciz punktu (§, «)
i szuka sie liczb tukowych tym punktom stycznos$ci odpowiednich, a dojdzie sie do wszelkich pier-
wiastkow rzetelnych réwnania (III).

Dlanormalnej do Cykloidywpunkcie [a? = <»>—-0wst?, y— Z—3dbdosp] przechodzacej przez
dany punkt (& 1) mamy :

/| =T _6dos? — 1__ (1 — Yedosy)—

(28) a-—¢ 6 wsi? (? —éwsth) —¥§)’
a zlyd nastepujacy warunek :
(29) (? — §)[6doty ? —-dos1e?]-j-14j = O.

Majac naodwr6t dane réwnanie

(30) (? + P)[Q doty ¢ -j- R dosie?] 1\%)

poréwnajmy go z réwnaniem poprzedzajacera a otrzymamy na wyznaczenie &, 7, b nastepujace

WZOry

(31)

Narysowawszy do Cykloidalnego promienia b— — "5 odpowiednig cyldoide, prowadzi sie z punktu

malne do cykloidy az do spotkania sie z tg krzywa. Liczby tukowe odpowiadajgce tym punktom
spotkania beda pierwiastkami rzetelnemi réwnania (IV).

ART. 1V. 17
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Jak juz wspomniano powyzej, krzywe drugiego Stopniajako linije ciaggte daja sie narysowaé przy-
rzagdami Opisanemi w ostatnim paragrafie. Rozrézniamy dwa ksztatty réwnania ogdlnego tych linij
wedlug tego, czy rownanie to wskazuje linije posiadajaca $rodek czy nie.

Elipsa i hyperbola jako Iinije posiadajace $rodek daja sie analitycznie nacechowa¢ wspdlnem

réwnaniem odniesionem do osi prostokatnych :
(32) Al(y —,) wsty 4- (x — &) dosy]2 4-B [(y — ,) dosy — (zz — &) wstylz —1 =0,

rozumiejgc pod A i B kwadraty odwréconych pét-osi gtldéwnych, pod y kat nachylenia osi gléwnej
do osi xx’, a pod &, r, wspétrzedne $rodka nalezacego do tej krzywej. Roéwnanie (32) wskazuje
zresztg elipse, jezeli A i B s3g dodatnemi, za§ hyperbole, jezeli A i B posiadaja znaki rézne.

Ktadac
A dosly 4" B wstly = 21,

(33) A wstly + B dosly = 23,
2(A — Bjwstydosy = 26= (A — B)wst2y,
mozemy réwnanie (32) i tak pisac :

(34) 214 — )2+ 2%0 — N2 4- 2@ (£— )7 —,) — 1 = 0.

Z (33) otrzymamy
2t 4- =A 4- B,
21—23= (A — B) db6s2y
(35)
26 = (A — B)wst2y,

A 4- B =21+ 23,
zatem
A-B=+/(21-23)34-M§g

26
"7 21— 237

na podstawie wiadomych 21, 23, 6 mamy na oznaczenie p6t-osi i kata y nastepujace wzory :
2A = (21 4- 23) 4- \v2C — 23)2 =+ 462,
2B = (2t + 23) — VA%l — 23)3 -)-~W,

(36) AB = 2(23 —61.
Sly2y=sx3as=sty2T,

NnN=1, yl=141I,

Wychodzacz wiadomych 21, 23, 6 mamy na odpowiedZz dwie zupeinie jednakowe krzywe, ktére
réznia sie tylko w kierunku gtéwnych osi o ¢wiartke obrotu. Zwazywszy nadto, Ze na podstawie dru-
giego i trzeciego réwnania w (35) i podstawienia y3 na miejscu y! pét-osie A, B zmieni¢ sie muszg
na pot-osie B, A mozemy ostatecznie twierdzi¢, ze krzywe nalezace do yl1i y3 wpadajg jedna w druga.

Gelem oznaczenia punktéw przeciecia krzywej (34) z cykloida

37) X =0—bwst® y=1—>bdost,
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otrzymamy wskutek rugowania z réwnania (34) x, y za pomoca réwnan Cykloidy (37), nastepujace
réwnania :

(38) . 342-|-2¢@[- Y2lwsty — Ogdosy—j—(@x/— 28)] 4-26wsti[91§ — %o']4"
4- 2dos? [6€ — 53V] Y62 wsti¥s[Ql — 39] Ve 2%k2gwsty dos? +

+ 218 + SV2— 2S5V + W- — 1] =0,

w ktérem dla skrécenia potozyliSmy 1 — b = V.

Liczby tukowe nalezgce do punktéw przeciecia cykloidy (37) z krzywa (34) sa rzetelnemi pier-
wiastkami réwnania (38).

Zajmiemy sie teraz zadaniem odwrotnem wtlasciwie waznem dianas, mianowicie, ustanowieniem
wzoréw uskuteczniajacych przejscie z danego réwnania ksztattu (38) do odpowiedniej cykloidy (37)
i krzywej (34) tak, aby liczby tukowe nalezace do punktéw spotkania sie tych krzywych tworzyty
rzetelne pierwiastki zatoZzonego réwnania w ksztatcie (38).

Niechaj bedzie dane réwnanie ksztaltu (38) nastepujace :
(39) y2 4- 2?7[ Al wst? —131 dos? 4 ai]~j~ 2Dl wsty -|*- 2El dos? 4~ Flwst"? 4- 2Gtl wstgdosy 4~ Hl — O.

Mnozac to rownanie przez fi i poréwnywajac je z ksztattem (38), otrzymamy :

A=u
—oQl  Alfl,
— (6 = BIf,
— 3( = CIM,
(40) — %[(%' — @  DIf],
— Q3V] = El,,

W2[21 — SB] = Flfz,
= = Glfz,

— &[SV — 2§] — 1, [6§ — 33V] 4- =1 — 1 = Hlu.

Zwiazki (40) w liczbie dziewieciu maja nam postuzy¢ do Wyznaczeniacykloidy (37) i krzywej (34).
Za pomoca tych zwigzkéw bowiem mamy wynaleZ¢ ilosci y, b, & [[, Ql, 39, 6, ktére na podstawie
wzoréw napisanych w (36) posrednicza do obliczania ilosci fz, b, & [|, A, B, y.

Nie wchodzac jeszcze w ostateczne rozwigzywanie réwnan (40), spostrzegamy bezposrednio, Ze
celem zado$¢ uczynienia réwnaniom w liczbie dziewieciu mamy uskuteczni¢ stosowny wyboér ilosci
v., b, &, SI, Q3, 6 w liczbie tylko siedmiu. Siedem ilo$ci dobranych tak, aby zado$¢ czynily siedmiu
warunkom w (40), muszg takze zado$¢ uczyni¢ i dwom ostatnim warunkom. Ztad wyptywa : ze
wspoétczynniki w (39) nie s3 miedzy soba niezaleznemi, Ze owszem muszg one dopetni¢ dwu warunkéw
pewnych jezeli zachodzi¢ ma mozliwo$¢ rozwigzania réwnania (39) za pomoca punktéw przeciecia
sie miedzy saba stosownie dobranej cykloidy i krzywej drugiego rzedu posiadajacej Srodek,
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Celem rozwigzania réwnan (40), uwazajmy z poczatku u jako juz obliczone i w miare moznoSci

wyrazmy szukane iloSci przez . Przedewszystkiem mamy :
%ﬁ' % = _Amz_élhl.: _/\i” g = %UZ@/.
fz

6 — —Ufl, az poréwnania tej wartoSci z wartoScia

(41)

Z réwnania 6smego w (40) mamy takze

na S w (41) wypada nastepujacy warunek :

(42) Gi — AxBL

Dzielgc pigte réwnanie w (40) przez czwarte, otrzymamy drugi warunek :

(43) Dl = AICL
Wyraziwszy w siddmem réwnaniu ilo$ci b, 91 za pomoca (41) otrzymamy :
(Ais-F1)
(44) B Tr—v-

Celem wyznaczenia ilosci § i [[ wyrazmy w réwnaniach pigtem i széstem 91, 33, b za po-
mocga (41) i (44) przez p, a otrzymamy :

Al[-PE + 1%V =Dy, — AlBYsp? — ~ ] = Elx

a po wypuszczeniu wspoélnego czynnika y, i pomnozeniu drugiego réwnania przez Al bedzie ze
wzgledu na (42) i 43)

(45) A1? + BV = D1, E1AL,

ztad otrzymamy :

(46) B12—Al- —I1

Celem obliczenia ilo$ci y, réwnanie dziewigte przybierze ze wzgledu na czwarte i szoste postac

nastepujaca :

a ztad

i1 nareszcie
Al
(47) '

gdzie ilo$ci § i n' zastgpione by¢ winny warto$ciami Obliczonemi w (46).
Uwzgledniajac warunki (42) i (43), napiszemy réwnanie (39) w nastepujgcy sposéb :

(48)  ¢s-J-2¢(Al wsty-j-Bldos'f-j-C1)4-2A1CIwsYs-|-2Eldos-[-Flwsl2w-|-2ABIwstydosy-]-Hl — 0.  (IV)

Rozwigzanie tego rownania przy zreszta dowolnych wspoétczynnikach,dla ktérych wyraz (Bl12—Al12-)-F)
nie niknie, odbywa sie za pomoca przecie¢ cykloidy z krzywa drugiego rzedu posiadajaca $rodek.
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W celu blizszego oznaczenia tych dwoch krzywych mamy nastepujace wzory :

6==-Aj,

(49)

(50

i nieréwnos¢ Al2 — Fl — B12 = wskazujaca géornym znakiem na elipse, dolnym za$ na hyperbole.

Na podstawie obliczonych wartoéci 2f, S3, obliczymy, podtug (36), ilosci A, B, yi, yi i otrzy-
mamy dwie krzywe drugiego rzedu posiadajace Srodek wspdlny, zreszta do siebie przystajace i réz-
nigce sie tylko co do kierunku ich gléwnych osi o kat 180°. Krzywa ta przecinajgca cykloide
o Cykloidalnym promieniu b dostarczy nam odpowiednich liczb Iukovvych przedstawiajacych pier-

wiastki rzetelne réwnania (IV).
W razie spelnienia warunku :

%S — G2 = AB = All — B2 — FI =0,
mieliby$my nieskonczenie dtuga elipse czyli tak zwana parabole.
Z tego wzgledu wypada nam przystapi¢ do wys$ledzenia réwnan, ktére daja sie, rozwiazywac

za pomocga potaczenia cykloidy z parabola.
Réwnanie paraboli wysunietej wierzchotkiem do punktu (&, 1), nachylonej gtéwna osia do

osi xx' o kat y i posiadajacej rozpieto$¢ p, przedstawia sie analitycznie w nastepujacej postaci :

(51) [y — 7))dBSy — («— §) WStyj§ —p[(y —«]wsty -j- — §)dBSy] = 0,
ktadac Wtemrownaniu za x, y wartoSci wyrazone, na podstawie cykloidy (37), przez y, otrzy-
mamy, z uwagi na V=1—», nastepujace réwnanie warunkowe :
wst,yp! 2% wstly WSty -j-27vvsty dosy dosy — (pdosy -j-2 wsty dosy. V-1- 2wstly. §)]4~
-]-6wsty[pdosy-}-2wstydosy.n'-f-2wstly.£]4-Yedosy [pwsty — 2dosly.V —2wstydosy |4~

(52)
4- 62WSt2y [wstly — dosly] — 2 wsty dosy b'l wsty dosy 4-

4-{ 62dosly44ydosy -j- wsty dosy.V -j- wstly. £]€ — [p wsty — dos2y [l — wsty dosy. £jV]= 0.
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Widzimy zlad, Ze i parabola potgczona z cykloida prowadzi do réwnania warunkowego w ksztat-
cie (39). Poréwnywajac to réwnanie zréwnaniem podanem w (39) pomnozZonem przez Y, otrzymamy
nastepujace zwiazki :

wstly = p,

— 28wstly =2 Aly,
20 WSty dosy = 2Blp,
— [pd6Sy4-2wstydBSy.V-]-2 WStly.§] = 2Clu,
(53) 8[pdosy—|-2wstydosy.\/ — 2wstly ¢ = 2Dlp,
S[pwsty — 2 dosZy.\/ — 2wsty dosy.§] = 2Elp,

82[WStly — desly} = FI1U,
— 2 WSty d6Sy.Z>2 = 2Glfz,

U1 d6S2y -1- [pd®sy -j- WSty doSy .V -[- WStly.E]€ — [pwsty — dbs'ly .v/ — WSty doSy . £]V = Iliu.

Tu stosownie dobranemi iloSciami p, p, ¢ ‘[|, ¥, b, mamy spemi¢ dziewie¢ warunkéw w (53), co
sie tylko wtedy sta¢ moze, jezeli te ilo$ci, wyprowadzone na podstawie szeSciu z owych warunkdéw,
uczynig zado$¢ trzem pozostalym. I w tym wiec razie wspdiczynniki réwnania (39) nie moga by¢
uwazane za niezalezne miedzy soba.

Cel zatem wytkniety taczeniem paraboli z cykloidga mozemy tylko wtedy osiggnaé, jezeli zalozone
réwnanie (39), ze wzgledu na wspoétczynniki, uczyni zado$¢ pewnym ponizej bliZzej- oznaczonym
warunkom,

Z pierwszego, drugiego i siddmego rownania w (53) otrzymamy z tatwoscig :

wstly=p, S- — AL 82(wslly—4-j-wstly) = §2(2p — 1) = Flp, zatem
(54)
=bAl ia -Ff .
WSty = = ’ —_
Y= V2az—rF O T 5 aAn Al

Te otrzymane wartos$ci musza czyni¢ zado$¢ trzeciemu i 6smemu warunkowi i prowadza do naste-
pujacych zwigzkéw :

(55) Bl = — JAI2—FIl,

(56) Gl=-AIlVAI2-F1.

Dzielac réwnanie pigte przez czwarte, bedzie : «

Réwnania (55), (56) i (57) stanowig wlasnie na wstepie zapowiedziane trzy warunki, ktérym wspot-
czynniki w (39) zado$¢ uczyni¢ musza, jezeli ma by¢ mowa 0 rozwigzywaniu réwnania za pomoca
przecie¢ miedzy cykloida i parabolg. Aby wobec spetienia tych warunkéw rozwigzanie réwnania (39)
rzeczywiscie nastapi¢ moglo, wymaga sie nadto, aby pozostale réwnania pigte, szdste i dziewiate pro-
wadzity do pewnych i skonczonych wartoéci na p, § i V.

Z réwnania pigtego i széstego otrzymamy :

2u(D1E — E1>})=; p¥(§dosy — Vwsty) -I- 2%(Ewsty -{- V Hlosy)

(58)
2fl(D1 WSty — El dosy) =2%(EWSty  n' dosy),
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a réwnanie dziewigte mozna i tak napisac :
(59) 7BHIL = A%(§ doSy —V), WSty)+Ys(Ewsfy -1- n'd0Sy)2 + 63dosly.
Z pierwszego w (58) i réwnania (59) mamy
(60) 22DIiE- Ew- | H1j = %((EWSty -J- v dosy)? -J- b3 dos-y.

Wstawiwszy w (6.0) warto§¢ dwumianu (§wsty -1- »'dosy) otrzymang z drugiego réwnania w (58).
mamy hareszcie :

(61) 2/ 1D1E-Ew—1 Hi) =f (Dlwsty — El dosy)? ¥s 63dosly,

Mozemy tedy uktad obejmujacy réwnanie pigte, szdste i dziewigte zastgpi¢ nastepujacym uktadem:

(62) 2ftElV — iAHI -J- %3dosSy-j- ¢ (D1WSty — E1d6Sy)2.
p wsty= -1- 2d052y\/ -J- 2dosydosy . €.

Wstawiwszy w te réwnania wartos$ci na , 6, y podane w (54), pozostang w nich tylko ilosci &, », p
jako niewiadome. Pierwsze dwa réwnania rozwigzane wedtug &, »' dostarcza nam wartosci na § i »',
ktoére wstawione w réwnanie trzecie prowadza do wartosci na p.

Warunki podane w (55), (56) i (57) moga by¢ napisane jak nastepuje :
All — Bl2 — F1 — 0,
(63) Gl = HIB|,
pi — AICL
Za uwzglednieniem tych warunkéw réwnanie (39) przybierze nastepujaca postac :
(64) y2 -j- 2y(Al wsty -}- Bl doSy - C1) -}- 2A1Cl wsty -J- 2El dosy —|-
+(All — Bl2)wstly + 2A1Blwsty dosy + H! = 0. \%)

Rozwigzanie tego rdéwnania dla dowolnych Al, Bl, Cl, El, Hl, odbywa sie za pomocga przecie¢
paraboli z cykloida, ktére.ze wzgledu na potozenie i rozmiary obliczajg sie za pomoca nastepujacych
WZOrow :

wst.§ + dos.»'= 7 [ClAlwsty— Eldosy],

(66) L4AICIE-217,Ew'=yYsH] +63dosly + + (AlCIwsty — El dosy)2,

__+1s L 2dosy.&.
0 WSty WSty
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Z wzoréw (65) widzimy, Ze 0§ gtéwna paraboli moze zajmowal cztery Kkierunki. Na podstawie
kazdego z tych kierunkéw oblicza sie za pomoca pierwszych dwéch réwnan (66) potozenie wierz-
chotka paraboli, aby ostatecznie za pomocga trzeciego réwnania w (66) doj$¢ do wartosci na p. sta-
nowigcej rozpieto$¢ tej paraboli. Kazda z tych czterech parabol wskaze nam punktami spotkania sie
z cykloida o promieniu b = — Ai odpowiednie liczby tukowe, bedace juz pierwiastkami rzetel-
nemi réwnania zatozonego (V).

Warunki (63) sa wtasnie te same, ktorych istnienie juz sie nam nasuwato przy rozpatrywaniu
réwnania (IV), zalecajgc nam wziecie pod szczegdlng uwage przypadku potaczenia paraboli z cykloida
i w nastepstwie ustanowienie rezultatéw (65) i (66).

Celem rozwigzania réwnania

(67) ¢ = Bwsty -j- Bo —|- Bi dos¢ -]-B... dos2y -j- . . . -|- B«dosngp, (hV)
szukajmy do Cykloidy

(68) 77— Bwstq)=\/r, 1 — Bdosy=y,

odpowiedniej krzywej, ktéra punktami spotkania sie z nig wskazuje pierwiastki rzetelne réwna-

nia (67).
Rugujac z rownan (67) i (68) liczbe tukowa ¢, otrzymamy :

(es; B.+78<t->>+780-y> + ...+ VBO-y)/W. ...
n—1[—y.

Rozumiejac, pod fi(n) r-ta pochodne funkcyi~{%) mozemy krzywe

x = /[k.s(u),
# = fn—iiyi),
X — fn-(y),
X - figi},
X:: >

z ktérych piewsza jest zwykla parabolg a kazda nastepna krzyw catkowa ze wzgledu na krzywe
poprzedzajaca — postepujac sposobem w §1 wytozonym kolejne géry na dét przedstawi¢ jako
linije ciagle, a dojdziemy ostatecznie do przedstawienia rysunkiem krzywej (69), ktéra punktami
spotkania sie z cykloida (68) wskaze liczby tukowe bedace pierwiastkami rzetelnemi réwna-
nia (67).

Na zakonczenie tego paragrafu podajemy praktyczne rozwigzanie rysunkowe niektdrych w tym
paragrafiepodanych typowych réwnan o wspoétczynnikach liczbowych.

Majac réwnanie
(70) ¢ = 6,2wsti — [1%o0-j-2,5]=0, (1)

do rozwigzania, mozemy uwazac¢ < jako liczbe tukowa nalezaca do przecie¢ Cykloidy o Cykloidalnym
promieniu 6 = 6'2 z prosta réwnolegla do yy' przedstawiong réwnaniem x = 12m -j- 2'5, ktéra
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zatem stoi prostopadle na podstawie Cykloidy C7 w oddaleniu A7V7 = 2'5. Przedstawmysobie na
rozpietosciach kazdej cykloidy w oddaleniach

.................. — A-3V-3 =A 2V 2 — A—iV_i = Atho = A pV+1 = A+lV+l=x. ., .=2'5,
wystawione prostopadle . . . V-3, V-s, V-1, V0, V+, Y+2, ___ iprzelnijmy owe prostopadte
Fig. 18.

cykloidy C0 0 promieniu ;= 6'2; pokaze sie stosownie do powyzszej figury, ze Cykloida C0 moze
sie zej$¢ tylko z prostopadlemi V-1, V0. V+j, a mianowicie :

C0 zejdzie sie z prostopadta V_4 w punktach B-1, B'_,,
(71) » » ) » V0  w punkcie Bo,
» » » ”» V+!1 Wpunktach B+1, B'+i
Poniewaz wlasciwie wszystkie Ie punkta uwaza¢ winniSmy za punkta lezace na prostopadtej V+7,

dla tego musimy pierwsze dwa punkta odnie$¢ do cykloidy C+8, punkt B0 do cykloidy C+7, a
ART. IV. 18
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punkta B+1 i B'+1 do cykloidy C+6. Odpowiednie liczby tukowe przedstawiajgce rzetelne pier-
wiastki rownania (40) wyrazimy nastepujacemi diugos$ciami :

[2_1] — 8.21r -j- AoiCj, [?—i] = 8.2, -j- Ao",-1>
(72) o] = 7.2m 4~ Aozoi  [p+1] = 6.2Tt-J-Ao™+], [0,+] = 6.2TTAOYG, + -

Te pie¢ wartosci na @ przedstawione na podstawie pomiaru jednostkg A(0O stanowi¢ beda przy-
blizone wartos$ci pierwiastkdw réwnania (70).
Celem rozwigzania réwnania

(73) 13¢2-]-2¢[- 52 wst-1-20 dos® — 114] -J- 912 wst? — 528 dos® —160 wstwdosi 1252 — 0, (1D

mamy
52 Q r 114
Al = 13 Bl=13 ar« (3.
456 264
i — Ei= F1 =0,
(74) L 13 13 7
Gi 80 H1- 1252 , 1oraz
13’ 13
(75) Di=CAl=gBi Gi=AIBi=3=|0, A4-Fi*B [%0.

i wnosimy, Ze pierwiastki réwnania (70) moga by¢ przedstawione liczbami Iukowemi nalezacemi do
punktéw przecie¢ stosownej cykloidy odpowiednig byperbole.
Rozmiary i potozenia tych krzywych otrzymamy podtug zwiazkow (49) :

SI =13z, 0=4, <$=5M, 23=13phk 7=45"

(76) AY%B = 260, A-B=-10a, A:B=U;|,

»--2, t=8 {f=—1 fz=00

Z powodu pu—oo hyperbola przedstawia sie jako uktad dwoéch przecinajacych sie prostych, ktére

s3 ledwoniestycznemi liyperboli :

/N R

obréconej okoto swego Srodka tak, aby jej oS rzetelna z osig ox tworzyta kat y =r45°.

Obrawszy Al za poczatek osi, przedstawiliSmy rzeczony ukiad Iedwoniestycznych prosterni (o)n,
om wychodzacemi z punktu o, ktérego wspotrzedne s3 §=A0 0=8, -[[-po-—I1. W odstepach 2|
przesuniete sg, rownolegle do mo, proste przez punkta —5, — 4, —3, —2, —1, -1-1, i réwniez
w takim samym odstepie réwnolegle do drugiej prostej (o)w prosta (— 1). Mozemy zatem powiedzie¢
ze prosta (— 1) znajduje sie wzgledem cykloidy C_4 tak samo potozZona, jak prosta on wzgle-
dem Co. i t. p. Na podstawie toczacego sie kota o promieniu =1 narysowaliSmy promieniem
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Cykloidalnym wynoszacym 4 jednosci cykloide C0 nad podstawa AoAi, ktéra przecina rzeczony uktad
prostych réwnolegtych —5, —4, —3, —2, —1, 0, -[-1, w punktach :

(€0, —5), (Co, —i), (Co, —3), (€O, -—2), (CO, —1), (Co, 0), (Co, —+1)
(70)

(€O, -5)", (Co, —4), (Cil -3)'s (Co, -2)", (Co, -1)", (Co, 0,

a proste on (—1) wpunklach:

[Co, (0)], [Co, (0)], [Co, (-ux-

Jezeli jaka z tych prostych przecina cykloide w dwdch punktach, oznaczamy te okoliczno$¢ tym spo-
sobem; punkt wzglednie po lewej Stronielubna dole lezacy opatrujemy kreska ugory poprawej stronie.

Fig. 19.

Do kazdego z tych punktéw jak np. do punktéw :(Co, —5), (C0, —5)'; szuka’sie promieniem
Cykloidalnym =4, odpowiednich punktéw $rodkowych O-51i O'-5i wyznacza sie potozenia «_5, ‘zf-5.
Dtugosci Ao” 5, Aon'b przedstawia nam dtugosci tukédw, wyrazajacych ilosSci toczenia sie kota,
odpowiadajace punktom (Co, —5), (C0, —,5)".

Nam wtasdnie chodzi [o dtugos$ci tukowe nalezace do punktéw spotkania sie prostych om i on
Zroznemicykloidamijmusimyzatempunktanp. (Co, —5), (Co, —5/ Zamienicnapunkta (C5, 0),
(C5, 0/ dodajac do znaczkdéw po tyle jednoSci, ile potrzeba Zeby znaczek drugi zamienit sie na 0. To
wlasnie tu wyrazone dodawanie 5 jednos$ci do znaczkéw .wyraza, ze punkta (C0 — 5), (Co, —5}'
maja by¢ posuniete rownolegle]do KaX o diugo$¢ 5.2]r.
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Na lej podstawie wyrazimy pierwiastki réwnania (73) odpowiednio do punktéw (Co, —5), (C0, —5),
nastepujecemi dtugo$ciami lukowemi :
[tf-5] = 5.2u + Aor~5,

(80)
[az,5]'=5 2m + Alx-'-5.

Fig. 20.

Podobnie Otaymamy odpowiednio do punktéw (C0, —2), (CO, —2)', (Co, ¢-1I), [Co, (—1)],
[Co, (— 1)]' nastepujace pierwiastki réwnania (73).
[#_2] =2.21t4-Al\2i
V-2 =2ATt + AN -2,
(81) [#+F = — 1.21r -[~ Aowr+ 1,
zzz1,2tr  Po-l —i)j
WL (—1)] =I= 1.2m |- AaEz—1),

nadmieniajgc zarazem, ze punkta po prawej stronie w tych rdéwnaniach przedstawione znacz-
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kami IC_2, 2’2, awt1, ai(-1), x\~i) szukaja sie na figurze za pomoca promieni Cykloidalnych prowadza-
cych od punktéw przeciecia do odpowiednich $rodkéw Cykloidalnych.
Z powyzszego Uomaczenia figury widaé, ze réwnanie (73) posiada 16 rzetelnych pierwiastkow.

Celem rozwigzania réwnania

(82) 13y2-1-2y[-65wsty -]-25do.-¢— 109] -I~ 1090wsty— 530dos@—250wsYsdosy-|-1178 =O (II)

mamy
— 65 B, =g, C,=—109
Al = 13 13
b _ 545 . —265 T “o
130 1 13 r-==0,
— 125 H1-——+1178
83 — ,
(83) G1 3 . 13
zZarazem

DI=CIAl = ~, Gl=ABl=2ZA4A, Al2-F1-BIl2>0,

i wnosimy, ze pierwiastki réwnania (82) moga by¢ przedstawione liczbami Iukowemi nalezgcemi do
punktéw przeciecia stosownej cykloidy odpowiednio dobrana elipsa.
Rozmiary i potozenie tych krzywych otrzymamy podtug zwigzkéw (49) jak nastepuje :

SiI=H ¢=5, S==15, ® =k,

a na oznaczenie punktu (§ «).
5vV-f-13£ =109, 13vV-|-5§ = 53,

zatem
«=1=1—«, §=38,
i nareszcie
13

fz 72’

zatem
34=if, vs8=1|, S==14, §&6'=5, {='8 «=0,

(85) A+B="71+33=1]|, SI-SB=0 =(A-B)dos27, 27=1, y=]J,

(A_B)wst! =SS=T~"=A-B, A=i=t B=%=* 4=S, 6=%

Na figurze 20t°i uwidocznione sg pasma Cykloidalne C0, Cl, C2 o promieniu Cykloidalnym % = 6,
nad podstawami A0Al, AlAs, A2A3, Al i A3 wypadtly one w lewo i prawo po za ttem rysunku.

Zalozywszy koto toczace sie o promieniu xo =/ mamy :

A(E =& =8 =2w-|-AlE.

Zesrodka E nakreslono elipse o pot-osiach «'=3, §' =2, gdzie 0§ «' zosig x'x tworzy kat 45"
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Punktom przeciecia B0, B,o, B2, B2 odpowiadaja w tym samym porzadku nastepujace liczby

tukowe :

Do Bl ... luk = Aod) — 8 — 8 =

» B . . ) = At = 8 — <lE = g,
(86)

» B2 ... ) 8272 — 8 - KT ~- A2,

» B2 . . « )] 2 8 —EZ 1 ™~

W miare doktadnosci rysunku przedstawiajag nam luki :
N, @6 <fii @72

przyblizone warto$ci rzetelnych pierwiastkéw réwnania (82).

§ 6
0 PRZYRZADACH FONOGRAFICZNYCH.

Te przyrzady stuza do kreslenia krzywych rzedu drugiego, czyli tak zwanych przecie¢ stozkowych
mianowicie elipsy, paraboli i liyperboli.
Przyrzad lionograliczny sktada sie z trzech czesci mianowicie, z elipsografu, parabolografu i hyper-

bol ografu.

i. — ELIPSOGRAF.

a. Zasada i opis elipsografu.
(1) Wykre$lmy z punktu o pek promieni on =on'=on"= b
ze m o>8", ana prostolinijnym pasku papieru dd’ zrébmy znaczki e', , t w ten sposéb, zeby
byto /'¢' =a, l'e’ =b", poruszajmy naste-
pnie pasek papieru tak, izby znaczek t'
posuwat sie naprostej nn’, a znaczek I' na-
proslej A7A, to znaczek e' opisze wskutek
lego ruchu krzywe zamknietg przechodzaca
przez punkta n, n', A i A', ktérej srodkiem
jest punkt o. Okazemy, Ze Kkrzywa opisana
jest elipsa, dla ktérej proste AZA, i nn' jako
Osiekonstrukcyjne uwazaé nalezy.
Jakoz wystawmy w punkcie o prosto-
padia n"] do A'A, i uczynmy

tudziez OAf=0OA'-«, przv-

' "

on' =on" =on =, n"=a;
przesunmy proste Ji || AA az do przeciecia
Fig- 21 sie z prosta nn" i wystawmy prostokat n"Ate.
Biorac oAi oe jako Osie wspoéirzednych ox, ot/
atézmy x=oP, >/~Pe’' || oe, to otrzymamy z figury kres$lac t'm || n"J :

5 yin_oq__t'q__ t'q_q'e__q't
(2) Me ol tl  t't l'e’ le

s
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zkad wynika
3) qm =q'e, me'=qq’ Pql—oq,
a zatem
X =oP =qq’' —me!, y —Pe'—om,
co daje kltadac oe — b:
A X_oP_me'- y._Pe om__tq t'q__qe tm
a t'e’ te', b oe oe tl t'!" el te'’
a wiec
I me’] t'm-__ .
() | I

Poniewaz x i y s3 spéirzednemi ruchomego punktu e, przeto okazuje sie, ze punkt e' opisze

elipse, ktorej osiami sprzezonemi sa proste oA = a, i oe = b.

Elipsograf kresli elipse na zasadzie powyzszej figury, przyczem moga by¢ dane badz osie konstruk-
cyjne a i b, badZ osie sprzezone a i b. Jezeli dane
s3 osie sprzezone to nalezy przed ustawieniem elipso-
grafu wykresli¢ zawsze osie konstrukcyjne, a dopiero
ptaszczyzna rysunku jest nalezycie przysposobiona do

Fig. 22.

nowg osig

kreslenia elipsy.

Drazek metalowy dd° przesuwalny w podwodjnej
pochwie, i zaopatrzony na drugim konicu w rysik e’
wyobraza w elipsografie Znaczkowany pasek papieru.
Pochwa wewnetrzna H potaczonajest na koncu z pio-

przySrubowang jest do poziomej plyty u, opatrzonej ptytka przesuwalng n. U spodu

pochwy zewnetrznej H' znajduje sie ndzka t, w ksztalcie podkowy, otwartej ku koncowi d, pota-
czona z ptyta p, tudziez z ptytka przesuwalng p’; obie ptytki p i p' daja sie obraca¢ okoto nézki t'

Fig. 23.

Do
pochewek H i H' stuzy $ruba przy-
ciskajgca, za pomoca ktoérej zgdana
odlegto$¢ t'l' moze by¢ ustalona.

Powyzej opisany przyrzad, zwany
cyrklem drazkowym, moze by¢ badz
za pomoca trybu zegarowego, badz
reka w ruch wprawiony, przezco
rysik e’ obraca sie okolo nézki t
Cyrkiel drazkowy nalezy tak usta-
wié, zeby stosownie do wymiaréow
elipsy byto et — b’
Ptytka n jest przesuwalng w kie-
runku pierwszej, ptytka za$ p w kie-
Itostrukcyjne;j.

statego potaczenia obydwoch

te = aq,

runku drugiej osi

Do tego przesuwania stuzy tak zwana podstawa kierownicza (fig. 23 daje nam obraz podstawy kie-
rowniczej, na ktérej jest ustawiony cyrkiel drazkowy). Ptytka n posuwa sie w rurce pryzmatyczne;j,
z boku wcietej, ktéra przysrubowana jest do ptaskiej Sciany metalowego odcinka kota i ustawiona
by¢ musi réwnolegle do pierwszej osi konstrukcyjnej. Do tego ustawienia stuzg trzy ruchome wska-
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zowki przy nézkach wycinka, ktére obracaja sie okolo wspélnej osi; wskazéwki stawia sie na plasz-
czyzne rysunku $rednig na Srodek elipsy a dwie inne na pierwsza o$ konstrukcyjna. Na powyzszym
wycinku spoczywa druga rurka pryzmatyczna, wcieta u gory, i dajgca sie obraca¢ okoto Srodka
wycinka, a tem samem w dowolnem ustali¢ potozeniu. Na tej rurce znajduje sie drazek zebaty, zaze-
biajacy sie z kétkiem, ktére stuzy do przesuwania ptytki p’ w rurce. Swobodny koniec rurki zaopa-
trzony jest w ndzke ze znaczkiem, ktéry ustawia sie na ptasczyznie rysunku na drugiej osi konstruk-
cyjnej, aby ruchowi ptytki p’ nada¢ odpowiedni kierunek. Wprowadziwszy ptytka n do pierwszej
rurki, a ptytka p’ do drugiej, otrzymujemy przedstawiony przyrzad do kreslenia elipsy zwany
elipsografem.

b. Ustawienie elipsografu na ptaszczyznie rysunku.

Wykresliwszy z danego $rodka o, dwie osie konstrukcyjne a i b, stawiamy trzy dolne wzkazéwki na
pierwsza, a znaczek na ndzce gornej rurki kierujacej na druga o$; ustalamy obydwa potozenia przez
odpowiednie $rubki przyciskajagce; nadajemy cyrklowi drazkowemu kierunek drugiej osi &'; przesu-
wamy i ustalamy drazek w pochwie wewnetrznej H w takim potozeniu, izby rysik e' padt na punkt
koncowy osi b’y nadajemy dalej cyrklowi drazkowemu kierunek pierwszej osi a, a na koniec prze-
suwamy i ustalamy go w pochwie zewnetrznej H: wtakiem potozeniu, izby rysik e' padt na punkt
konicowy pierwszej osi a. Udzieliwszy cyrklowi pél obrotu, otrzymujemy jedna potowe zadanej
elipsy, a druga potowe nakres$limy przez odwrotne ustawienie i uzycie przyrzadu.

Jezeli réznica osi jest znaczna, to najstosowniej uzy¢ do poruszania rysika trybu recznego w goérnej
rurce, tudziez trybu zegarowego w cyrklu drazkowym, przez co nietylko kres$lenie elipsy staje sie
jednostajnem, ale nadto elipsa jednostajnie wykropkowana by¢ moze. Jezeli cyrkiel drazkowy
zajmie podczas ruchu takie potozenie, iz czyni z pierwsza osig konstrukcyjng kat mato rdzniacy sie
od prostego, to tryb zegarowy prawie wylacznie ruch sprawia, tryb bowiem reczny zwraca sie
w, takich miejscach, ijest z tego powodu prawie nieruchomy. To potoZenie cyrkla zachodzi zawsze
w chwili przejscia rysika e’ przez punkt koncowy osi sprzezonej b. Przy malej réznicy osi moznaby
cyrkiel wprawia¢ w ruch bez pomocy trybéw.

Powyzszy elipsograf pozwala wykre$la¢ elipsy o dowolnych stosunkach osi w granicach od zera
do 60 cm. dlugosci, a od zera do 40 cm. szerokosci.

ii. — PARABOLOGRAF.
a. Zasada i opis parabolografu.

(6) Dla wykresli¢ sie majacej paraboli dany jest jeden punkt o na tej paraboli lezacy, styczna oB
wtym punkcie, tudziez ognisko F, wyznaczone odcinkiem L= oF. Z tych danych otrzymujemy nor-

malne NN w punkcie o, kierunek ogniskowy F/', kat y, a prowadzac z punktu o proste pod katem y
po drugiej stronie prostej NN, otrzymujemy $rednice XX'.

(7) Proste OB uwazaé bedziemy jako pierwszg, $rednice za§ XX' jako druga o$ konstrukcyjng paraboli.

PrzenieSmy pek promieni OA, OL, ON, OB, ktéry oznaczymy symbolem (O, ABLN) na wycinek
papieru przezroczystego tym sposobem, izby ramiona I'A' i /'Bl krawedzi prostej tego wycinka
przedstawiaty promienn podwoéjny OA, OB, a proste IzL' i Z'N' odpowiadaly promieniom OL i ON,
to otrzymamy tym sposobem przeno$ny pek promieni (/', AzBzL'Nz) o wierzchotku Z'. Posuwajmy
ten pek tak na ptaszczyznie rysunku, izby wierzchotek V posuwal sie po prostej AB, a promien Z'L
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przechodzit ciggle przez ognisko F, to w kazdym potozeniu wycinka otrzymamy na ruchomej kra-

wedzi A'B' odcinek Z'], zawarty miedzy ohiema osiami konstrukcyjnemi, a odcinajac te dtugos¢ 13

po przeciwnej stronie wierzchotka 1) wyznaczymy punkt M Zadanej paraboli. JakoZ niechaj bedzie :
oF/Y= AZA',

to widocznie
< JoZ' = < Z'oF =y + 90",

a przeto trojkaty JoZ' i Z'oF sg podobne, z czego wynika proporeya
0j: o' =ol': oF.
Biorac uktad osi spétrzednych oxy, potézmy :

A =0P-0], y—PM— 2.0t
to powyzsza proporeya daje

(8) X: =] I azatem tfi-sx;

z czego sie okazuje, ze punkt M opisuje rzeczywiscie zadang parabole.
Poruszajagc tym sposobem ruchomy pek promieni, izby wierzchotek I' posuwatl sie w kierunku

Fig. 24.

od o ku A, otrzymamy drugg odnoge Zadanej paraboli. Do wyznaczenia punktu M stuzy tak zwany
dweé)siecznik (bissector), ktéry w powyzszej figurze Oznaczonyjestjako uktad prostych JAGr, MA'Z).
Dwojsiecznik sklada sie z dwoéch cyrkldow JGM i AZA, z ktdrych pierwszy posiada dwa razy tak
diugie ramiona, jak drugi, a koice ramion cyrkla mniejszego obracaja sie okoto $rodkéw ramion
cyrkla wiekszego. Przy kazdym otworze dwdjsiecznika wierzchotek I' cyrkla mniejszego potowi
ART. 1V. 19
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wzajemng odlegto$¢ koncow ramion wiekszego. No6zki na konicach ramion cyrkla wiekszego maja
ksztatt podkowy, przez co uktadajg sie spétsrodkowo z~osia I' przy zamknieciu dwojsiecznika, a okoto
kazdej z nozek obraca sie plaska tapka. W gléwce G dwojsiecznika, znajduje sie tryb zegarowy,
za pomoca ktérego dwdjsiecznik yvedle potrzeby otwiera sie lub zamyka. Prosta taczaca Srodki nézek
dwojsiecznika wyobraza promien podwéjny Z'A', Z'B' przenosnego peku promieni; gtéwka cyrkla
mniejszego wyobraza Yvierzchotek peku (/', A'B'L'N") a gtéwka G cyrkla wiekszego posuwa sie na
prostej /'Nf. Pare promieni ZLL' i Z'N, wyobrazaja dwie pryzmatyczne rurki, lezace jedna na drugiej
i dajace sie obraca¢ okoto osi Gorna rurka wrcieta jest u géry, dolna za$§ na powierzchni dolne;j.
Pionowe nézki obydwéch rurek spoczywaja w rynewkach,"ktére umieszczone sag w ptycie kotowej,
spoczywajacej na ptaszczyznie rysunku, a kazda nézka moze by¢ za pomoca muterki przyciskajacej
w takim potozeniu na ptycie ustalong, izby rurki Czynily Zadany wycinek kotowy odpowiadajacy ka-
towi y. Osadzajac gtowke mniejszego cyrkla dyvojsiecznika na osi I' wycinka kotowego, a nézke
gtowki G w rynewce gérnej rurki, otrzymujemy regulator ruchu do opisywania paraboli. Okoto
osi I' tego regulatora daje sie obraca¢ ptytka, ma-
jaca sie przesuwac zawsze réwnolegle do pierwszej
osi konstrukcyjnej. Pod dolng rurka regulatora znaj-
duje sie tak zwany drazek ogniskowy, obracajacy
sie okoto kolca ogniskowego, ktdry osadzony jest
w ptytce, przesuwajacej sie w rynewce tej dolnej
rurki. Podczas kreSlenia paraboli nézka drazka
OgniskoYvego spoczyyva na ptaszczyznie rysunku, a
znaczek na tej nézce ustawia sie w kierunku ognis-
kowym na punkt, ktéry liczac od punktu o znajduje

Fig. 25.
sie 0 dwa centymetry dalej, nizZ prawdziwe ognisko.

Opisany powyzej regulator paraboliczny wyobraza przeno$ny pek promieni, o ktérem byla mowa.
Na ubocznej figurze mamy obraz dwoéjsiecznika przedstawiony w perspektywie w formacie pomniej-

szonym.
Podstawa kierownicza jest ta sama, co dla elipsografu, z ta tylko réznica, iz nie udlyyva sie cyrkla

Fig. 26.
di34alkoyvego, lecz regulatora parabolicznego (fig. 26), ktéry w nastepujacy sposdéb taczy sie z pod-
stawag kierownicza: Drazek ogniskowy wsuwa sie i ustala w pochewce ogniskoyvej, umieszczonej
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u spodu podstawy kierowniczej, a w gérng rurke wprowadza sie suwak S o dwoch pochewkach.
Wedtug potrzeby wprowadza sie i ustala tapke jednej z ndzek dwojsiecznika w odpowiedniej po-
chewce powyzszego suwaka, a swobodng ndzke dwdjsiecznika zaopatruje sie w rysik, i tym sposobem
parabolograf przygotowany jest do uzytku. Tryb zebaty w gérnej rurce taczy sie z powyzej opisanym
suwakiem, a obrét tego trybu wprawia ndézke dwojsiecznika w stosowny ruch wzdituz gérnej rurki.

b. Ustawienie parabolografu na ptaszczyznie rysunku.

Jakiekolwiek elementa paraboli bylyby dane, zawsze nalezy z nich wyszuka¢ ognisko, jeden
punkt oi styczne w tym punkcie — a ztad wyjdzie bezposrednio normalna i kierunek ogniskowy.
W tym celu uwazamy punkt o jako $rodek konstrukcyi; bocznej rurce podstawy kierowniczej na-
dajemy kierunek pierwszej, gérnej za$ rurce kierunek drugiej osi konstrukcyjnej. Przy zamknietym
dwoéjsieczniku dajemy gbérnej rynewce wycinka regulatora kierunek normalnej, postugujac sic
przytein znaczkiem na tym wycinku; wprowadzamy drazek ogniskowy w odpowiednia pochewke
i dajemy mu kierunek ogniskowy. Znaczek F na noézce drazka ogniskowego wysuwa sie przytem
w kierunku ogniska o dwa centymetry przed prawdziwe ognisko. Ustaliwszy jeszcze jcdne ndzke
dwojsiecznika w gérnym suwaku, a nézke swobodng zaopatrzywszy w rysik, wprawiamy reka tryb
zebaty w ruch, réwnocze$nie za$ Iuzujemy tryb zegarowy, przez co ramiona dwdjsiecznika zaczynaja
sie roztwieraé. Z poczatku nalezy regulatorowi nada¢ maty obrot aby pokonaé¢ opér w punkcie
martwym. Opisawszy jedne odnoge paraboli, wprowadza sie druga nézke, dwodjsiecznika w suwalk,
a pierwsza zaopatruje sie w rysik, aby tym sposobem druga odnoge paraboli otrzymac.

Jezeli Zada sie dtuzszych odnog paraboli, to kresli sie parabole, poczynajac od tej stycznej, ktéra
jest prostopadta do kierunku ogniskowego, a nastepnie obiera sie dalszg styczne jako nowa o$ kon-
strukcyjng. W tym celu najdogodniej uzy¢ tej stycznej, ktéra z kierunkiem ogniskowym czyni
kat 450. Odpowiedni tej stycznej punkt styczno$ci otrzymamy, przecinajac parabole cieciwg,
wystawiong w ognisku prostopadle do drugiej osi konstrukcyjne;j.

Fig. 27.

Na lineale L'L znajduje sie drazek metalowy TZi'" w postaci T, obracajacy sie okoto punktu
statego G, i przesuwalny w pochewce wr, w ktérej za pomoca S$rubki przyciskajacej ustalony by¢
moze w zgdanym odstepie rz = Crf= a od drugiego linealu DZ. Ramie t¢ drazka T przesuwa sie
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wzdtuz lineatu DZ. Lineal DZ obraca sie okoto osi pionowej Z, bedacej takze osig obrotu drazka 13.
Wzdhuz linealu L'L posuwa sie tak zwany mostek qfV, pod ktérym znajduje sie pochewka do prze-
suwania drazka 13, i ustalenia go w Zzadanym odstepie Ip = b. Namostku spoczywa listewka JM",
przesuwalna wzdluz krawedzi (31L AV punkcie ». przytwierdzona jest gtéwka mniejszego cyrkla
dwoéjsiecznika mHM', gléwka za$ wieksza H posuwa sie wzdtuz rynewki y.H, a skutkiem przesu-
wania sie listewki JM" dwojsiecznik zamyka sie lub otwiera. Mniejsza gtéwka opisanego poprzednio
(przy parabolografie) dwojsiecznika MG] osadza sie na osi Z, gléwka zas wieksza przesuwa sie
wzdtuz lineatu DZ, przyczem nézka dwoéjsiecznika za posrednictwem tapki taczy sie w punkcie ]
z listewka JM". Ruch tego dwojsiecznika reguluje wzajemne potozenie mostka i listewki podczas
obrotu drazka T. Obrét trybu zebatego, umieszczonego na lineale DZ, sprawia ruch ramienia tt
wzdluz tego lineatu, a tern samem obrét drazka T okoto punktu C, a wskutek- przesuniecia osi !
i potaczonego z nia mostka y%V wzdluz CH, dwdjsiecznik MG] otwiera sie Jub zamyka, przyczem
tryb zegarowy w gléwce G dwdjsiecznika ulatwia to dziatanie. W skutek tego punkt J porusza sie
wraz z listewka JM" i powoduje réwnocze$nie ruch punktéow m i M' w dwoéch przeciwnych kie-

r

runkach.
Punkta M, M', M" i J opisujg przytem pewne krzywe, ktérych wilasnoéci tatwo poda¢ mozemy.

Potézmy
X—CP, §{=0C3 Xx'=x"=C(Cy
y — PM, , =pJ y —¥M, y"=fM"
a =rz = Ci/, b —Ip =ZP, u — fu, k= )
to bedzie
£ +6__CZ —>y PM_ W
a cd b PI cd
z czego wynika
#O s Yy _ Cii-Td)__
di /] Cds

a poniewaz
X—{(— % =x"—26 —u=x"—26 —u,

przeto otrzymamy nastepujace réwnania krzywych opisanych przez punkta M, J, M', M

“A- -
Dla punktu M . U-a-er (—/P —

al |1 !

_ g = ' 7
» » » {X b W)_ ('/ 7~ A;] —1;

tt2

z czego sie okazuje, Ze kazdy z tych punktéw opisuje odnoge liyperboli o osi rzetelnej a i urojonej b.
Przy powyzszem ustawieniu przyrzadu punkta M i M' opisza odnogi gérne i prawe hyperboli, punkta
za§ J 1 M" odnogi dolne i lewe. Ustawiajac przyrzad przeciwnie, otrzymamy przeciwne odnogi
hyperboli.

Na koncu ramienia HM' dwéjsiecznika mHM', tudziez w otworze M" listewki JM" znajduje sie rurka-
pionowa, do ktoérej wkiada sie rysik lub grafion stosownie obcigzony i kreslacy na ptaszczyznie ry-
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sunku zadane odnogi hyperboli. Kazda rurka zaopatrzona jest w muterke Srubowa do podnoszenia
grafionu, aby w razie potrzeby nie dotykat rysunku.

Hyperbolografjest tak urzadzony, Ze po opisaniu odnogi liyperboli M' mozna przez fatwe przesu-
niecie przyrzadu druga odnoge hyperboli M" nakresli¢ w przedtuzeniu pierwszej.

Z powyzszego opisu tatwo zrozumie¢ rysunek liyperbolografu narysowanego (fig. 28).

Fig. 28.

nr. — OPISANIE CYKLOIDCGBAFU.

Na-lawce L spoczywajacej na fysownicy ptytkami T i T' posuwa.sie wzdtuz gérnej ukosnie wy-
cietej rynewki suwak W opatrzony czworobocznym otworem stuzacym do przesuwania w nim
stalowej belki B za pomoca $ruby S, ktéra swa glowa wsparta o wktadke elastyczng, wedtug po-
trzeby dozwala belce mimo naciagniecia odbywa¢ drobne ruchy. Belka pozioma B nosi w punkcie 0
0$ pionowa, do ktorej u spodu przytwierdzone jest Obracalnie kétko r ktérego przeznaczeniem toczy¢
sie wrynewce Oprzekroju w ksztatcie u, t. j. wrynewce zwezajacej sie w miare zagtebienia. Ptytka
okragta Kma na gorze walcowe wydrazenie, a na obwodzie tego wydrazenia wtasnie te rynewke,

Fig. 29.

w ktérej wyz wspomniane koétko r ira sie toczy¢. Obwdd kotowej ptyty K przeznaczony jest toczy¢
sie wzdtuz bocznego wyciecia na tawce L w ksztatcie w, i przylega do tej rynewki tern lepiej, im
wiecej przyciaggniemy belke B za pomoca $ruby S.
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Latwo ztad zrozumieé, Ze ptytka kotowa K odbywa¢ musi ruch dokladnego toczenia sie, jezeli
suwak W wprawiamy w ruch wzdtuz goérnej rynewki k.

U spodu plyty K przytwierdzona jest pryzmatyczna rurka stuzgca do utwierdzania w dowolnej zg-
danej dtugos$ci drazka d opatrzonego na wolnym koncu w rysik P, ktéry stosownie do przyjetej
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dtugosci drazka d opisywac bedzie odpowiednia cyklpide, podczas podtuznego ruchu suwaka W.

Doutrzymaniaplytki K w potozeniu poziomem stuzajeszcze dwa kétka toczace sie wzdtuz tej
samej rynewki, w ktoérej sie odbywa toczenie sie kétka r. Te koétka sg Obracalnie przytwierdzone do
pionowych osi na ramionach tak zwanych, za pomoca sprezyny otwierajacych sie, nozyczek, utwier-
dzonych na pionowej osi u konca belki B. Zamykajgc za pomoca $ciskania wspomnianych nozyczek

wychodza kétka z rynewki, a ptyta K moze by¢ uwolniona od zwiagzku z belka B i taweczka kL.
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