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Streszczenie

W niniejszej pracy inzynierskiej rozwazano problem budowy stanowiska z podwdéjnym,
odwréconym wahadtem wraz z syntezg systemu sterowania, ktéry miat odpowiadaé za stabili-
zacje wahadta w jego gornym potozeniu rownowagi. Zasadniczymi celami postawionymi przez
autoréw byto zaprojektowanie i wykonanie fizycznego obiektu sterowania oraz stworzenie spraw-
nego i spéjnego systemu regulacji na podstawie odpowiedniego modelu matematycznego. Po-
nadto, zakres pracy obejmowat przeglad literatury dotyczgcej modelowania matematycznego, za-
awansowanych algorytméw sterowania i estymaciji nieliniowymi, wielowymiarowymi systemami
dynamicznymi, przeprowadzenie analizy dynamiki obiektu sterowania, opis metodologii syntezy
systemu sterowania, wykonanie szeregu symulacji weryfikujacych jako$¢ dziatania systemu regu-
lacji, projekt mechanizmu estymacji zmiennych procesowych, dobor struktury sprzetowej oraz pro-
gramowej realizacji systemu sterowania oraz weryfikacje dziatania algorytmow na rzeczywistym
obiekcie sterowania. Ponadto, zaprojektowany system sterowania uwzgledniat fakt, iz nie wszyst-
kie parametry wahadta byly doktadnie znane. Stabilno$¢ uktadu regulacji w gérnym potozeniu
réwnowagi musiata by¢ zapewniona nie tylko ze wzgledu na zmiany w obiekcie sterowania,
ale réwniez w celu odrzucania zaktocen zewnetrznych. Na potrzeby budowy fizycznego obiektu
zaprojektowano mikroprocesorowy system sterowania charakteryzujgcy sie rozproszeniem obli-
czen miedzy poszczegdlnymi jednostkami w celu dekompozycji funkcjonalnej oraz przyspiesze-
niu operacji na danych. Obstugiwat on uktad pomiarowy ztozony z trzech enkoderéw oraz dwoch
akcelerometréw, ktére to dostarczaty informacji poprzez sprzezenie zwrotne do uktadu regula-
cji. Nastepnie, poprzez estymator oparty na Filtrze Kalmana odtwarzano odpowiednie zmienne
stanu, ktére byty niezbedne do wykonywania sie algorytmoéw sterowania. Algorytmy sterowania
w postaci regulatora liniowo - kwadratowego oraz typu PID musiaty zapewni¢ wystawienie sygna-
tu sterujgcego, ktory poprzez modut urzgdzen wykonawczych sktadajgcy sie z silnika i przektadni
pasowych stabilizowat obiekt wahadta. Elementami konstrukcyjnymi wahadta byty dwa ramiona
potgczone ze sobg tozyskowanym enkoderem oraz wdzek przymocowany w identyczny sposéb
do jednego z ramion. Catos¢ stanowiska poruszata sie po odpowiednio dtugiej suwnicy liniowe;j.
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Abstract

In the scope of this engineering thesis a problem of double inverted pendulum (DIP) stabi-
lising control has been addressed. The main goal of the work was to synthesise a control system
by following a model driven design approach. The main objectives included state-of-the-art asses-
sment in modeling and control of DIP, derivation of DIP model based on Euler-Lagrange appro-
ach and model based control system design, tuning and validation using PID and linear-quadratic
(LQR) type controllers (to stabilise the DIP in inverted position) and a swing-up control for which
a Kalman state estimation was required. The controllers were tuned under model parameters un-
certainty by which a certain level of controller robustness was achieved. The originally continuous
time control algorithms were emulated into the discrete time for implementation in dedicated digital
hardware platform. The main feature of the hardware platform is a distribution of the estimation and
control algorithms in between the computation nodes (microcontrollers) to reduce the calculation

burden.

Key words: Control engineering, Kalman Filter, Nonlinear dynamic systems, Control systems,

Pendulum.
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Wykaz wazniejszych oznaczen i skrotéw

LQR - Regulator liniowo - kwadratowy (ang.: Linear - Quadratic regulator),

PID - Regulator PID (ang.: proportional—integral-derivative),

c(t) - wektor wielkosci sterowanych systemu,

¢ f(t) - wektor sygnatéw referencyjnych,

L, - dlugosé¢ catkowita ramienia pierwszego [m],

L, - dtugos¢ catkowita ramienia drugiego [m],

l; - odlegtos¢ pierwszego przegubu do srodka masy ramienia pierwszego [m],

I - odlegtos¢ drugiego przegubu do $rodka masy ramienia drugiego [m)],

I, - moment bezwtadnos$ci ramienia pierwszego [kg m?],

I, - moment bezwtadnos$ci ramienia drugiego [kg m?],

Fyo(t) - sita zwigzana z tarciem suwnicy [V],

g - przyspieszenie ziemskie [m/s?],

mg - masa woézka [kg],

my - masa ramienia pierwszego [kg|,

mo - masa ramienia drugiego wraz z obcigzeniem [kg],

my - masa obcigzenia [kg],

my, - masa ramienia drugiego [kg],

M1 (t) - moment sity zwigzany z tarciem w tozysku dla ramienia pierwszego [Nm],

M5 (t) - moment sity zwigzany z tarciem w tozysku dla ramienia drugiego [Nm],

Q@ - macierz kowariancji szumu przetwarzania,

Q., - macierz wag stanu,

R - macierz kowariancji szumu pomiarowego,

R, - macierz wag sterowania,

x(t) - wektor zmiennych stanu systemu sterowania,

2(t) - wektor estymowanych zmiennych stanu systemu sterowania,

e(t) - wektor uchybow sterowania,

7o - wspotczynnik tarcia wézka o suwnice [kg m/s],

m - wspdtczynnik tarcia w pierwszym przegubie [kg m?/s],

12 - Wspotczynnik tarcia w drugim przegubie [kg m?/s],

0o(t) - potozenie liniowe wozka [m],

61(t) - potozenie katowe ramienia pierwszego [rad],

O (
(
(
(

)
t) - potozenie katowe ramienia drugiego [rad],
&o(t) - sita zakioécajaca dziatajgca na wozek [N],
)
)

22}

1(t) - moment zaktécajacy dziatajgcy na pierwsze ramig [Nm],
& (t) - moment zaktdcajacy dziatajgcy na drugie ramie [Nm],

u(t) - sygnat sterujacy [N].
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1. Wstep i cel pracy

1.1. Wprowadzenie

Automatyka, jako dziedzina wiedzy, zwigzana jest zaréwno z bardzo szerokg gamg za-
gadnien praktycznych jak réwniez teoretycznych. Bardzo waznym aspektem ksztatcenia inzyniera
automatyka jest nauczenie go tgczenia osiggnie¢ wypracowanych na gruncie teorii z projektowa-
niem i budowg rzeczywistego obiektu. Ze wzgledu na niejednokrotnie zaawansowany aparat ma-
tematyczny stosowany przy syntezie systemow sterowania oraz mnogosc¢ problemoéw zwigzanych
z implementacja, realizacja powyzszego postulatu jest zadaniem ztozonym.

Podjeta w niniejszej pracy tematyka budowy stanowiska podwdjnego, odwréconego wa-
hadta na poruszajgce;j sie platformie jest zadaniem wymagajgcym duzej wiedzy teoretycznej, doty-
czacej modelowania i algorytméw sterowania oraz umiejetnosci praktycznych, zwigzanych z bu-
dowg fizycznego urzgdzenia. Rozwazany obiekt charakteryzuje sie silnie nieliniowg dynamika.
Matematyczna teoria uktadéw dynamicznych udowadnia, ze rozwigzania nieliniowych réwnan roz-
niczkowych sg bardzo wrazliwe na zmiany parametrow, co moze skutkowac¢ nieprzewidywalnym
zachowaniem sie ukfadu w kolejnych chwilach czasu [48]. Zapewnienie stabilnosci nieliniowego
uktadu dynamicznego jest zadaniem znacznie bardziej ztozonym i wymagajgcym niz stabilizowa-
nie uktadu liniowego [30,48]. Obiekt opisany takim modelem matematycznym moze posiadac kil-
ka osobnych punktéw rownowagi, w ktérych dynamika zanika co mozna powigzaé z osiggnieciem
przez niego stanu ustalonego [18]. Zatem, projektujgc algorytm sterownia, trzeba mie¢ na uwadze
fakt, ze najlepsze wiasciwosci dynamiczne sg osiggane przez uktad w punkcie rownowagi co wig-
ze sie z zastosowaniem takiego sterowania, aby doprowadzi¢ system ze stanu poczatkowego do
pozgdanego punktu pracy.

Podwdjne, odwrécone wahadto jest doskonatym przykladem obiektu nieliniowego, kto-
ry posiada wyzej wymienione wtasnosci. Dla identycznych wartosci parametréw oraz tych samych
warunkéw poczgtkowych, bgdz tez przy niewielkich ich zmianach, ruch wahadta moze stac sie nie-
przewidywalny. Zatem, biezgca realizacja jego trajektorii moze by¢ odmienna, od tych zaobser-
wowanych we wczesniejszych eksperymentach. Jest to zwigzane z zachowaniem sie trajektorii
fazowych uktadu w przestrzeni stanu [38, 48]. Zjawisko to jest charakterystyczne dla tzw. ruchu
chaotycznego, tj. takiego, w ktérym punkty znajdujgce sie na ptaszczyznie fazowej, moga zacho-
wywac sie w sposob nieprzewidywalny. Zatem, obserwujgc przestrzen fazowg takiego ukfadu,
mozna zauwazy¢, ze lezace blisko siebie trajektorie fazowe z czasem zaczynajg sie od siebie od-
dalac [48]. W zwigzku z tym , przy sterowaniu takim obiektem wazne jest , aby system sterowania
osiggnat stabilno$¢ w punkcie pracy nim dynamika obiektu stanie sie zbyt chaotyczna [38].

Obecny stan wiedzy dotyczacy sterowania podwaojnym, odwréconym wahadtem jest bar-
dzo bogaty. Mnogo$¢ zastosowanych algorytmow regulacii, rozciggajaca sie od ukfadu sterowania
opartego o regulatory PD [37] przez regulator liniowo - kwadratowy ang.: linear - quadriatic regula-

for - LQR [37] i sterowanie slizgowe Sliding Mode Control - SMC [23,42] po sieci neuronowe [6,17].
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Autorzy niniejszej pracy inzynierskiej opracowali dwa algorytmy stabilizacji wahadta w po-
zycji pionowej (gérnym potozeniu réwnowagi) z zastosowaniem:
« uktadu regulatoréw typu PID (ang.: proportional integral derivative controller) [30]
+ sterowania optymalnego z regulatorem liniowo-kwadratowym LQR [18, 38]

Oproécz przedstawionych powyzej koncepcji, w celu wprowadzenia wahadta w obszar pra-
cy regulatora stabilizujgcego, przeanalizowano dziatanie mechanizmu rozhustania wahadta (ang.
Swing - up) [31].

Gtéwnym zadaniem proponowanych algorytméw sterowania jest zapewnienie przejscia
ukfadu ze stabilnego punktu réwnowagi obiektu (znajdujacego sie w dolnym potozeniu ramion
wahadta) do punktu pracy, w ktérym ramiona sg uniesione, przy spetnieniu zatozonych kryteriow
jakosciowych, rowniez w warunkach niepewnosci pomiaréw i/lub modelu obiektu.

Niezbednym dla dziatania uktadu regulaciji, jest dobér odpowiedniego zestawu urzgdzen
pomiarowych. Na podstawie pomiaréw z dwdch zyroskopdw oraz trzech enkoderéw mierzy sie od-
powiednie zmienne procesowe, ktére nastepnie poprzez estymator oparty na Filtrze Kalmana,
sg dostosowywane do postaci niezbednej do realizacji sterowania [19]. Nastepnie, na podstawie
opracowanego algorytmu sterowania, uktad mikroprocesorowy oblicza sterowanie dla urzgdzenia
wykonawczego. Urzgdzeniem wykonawczym systemu zostat silnik pradu statego o magnesach
trwatych. Jego praca jest regulowana za pomocg dedykowanego sterownika, ktéry wykorzystu-
jac modulacje PWM realizuje odpowiednie napiecie wptywajgce na predkos¢ obrotowg urzadze-
nia [20].

1.2. Cel i zakres pracy

Celem niniejszej pracy inzynierskiej byto zaprojektowanie oraz zbudowanie stanowiska
z podwojnym odwréconym wahadtem wraz z syntezg systemu sterowania.
Zakres pracy obejmowat:
» Przeglad literatury obejmujacy w szczegodlnosci: modelowanie matematyczne oraz synteze
sterowania wielowymiarowymi nieliniowymi systemami dynamicznymi.
» Wyprowadzenie modelu matematycznego dla celéw poznawczych.
 Implementacja modelu poznawczego w srodowisku Matlab Simulink.
* Wyprowadzenie modeli matematycznych dla celéw sterowania.
» Synteze systemu sterowania z wykorzystaniem modelu wej$cie-wyjscie.
* Implementacja systemu sterowania bazujgcego na modelu wejscie-wyjscie w srodowisku
Matlab Simulink.
» Synteze systemu sterowania z wykorzystaniem modeli w przestrzeni stanu.
* Implementacja systemu sterowania bazujgcego na modelu w przestrzeni stanu w srodowi-
sku Matlab Simulink.
* Dobor elementéw dla potrzeb stanowiska.
+ Zaprojektowanie i zbudowanie stanowiska.
» Implementacja algorytmow sterowania w zbudowanym stanowisku oraz ich praktyczna we-

ryfikacja.
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1.3. Struktura pracy

Rozdziat pierwszy zawiera wprowadzenie, cel i zakres pracy oraz opis jej struktury.

W drugiej czesci pracy zawarte sg tresci zwigzane z modelowaniem obiektu. Poczgwszy
po wyprowadzenie modelu poznawczego, po jego uporzagdkowanie na przeprowadzeniu symulacji
w srodowisku Matlab Simulink koriczac.

Kluczowe dla dziatania systemu sterowania zagadnienia zawiera rozdziat trzeci. Na je-
go poczatku wyprowadzony zostaje model zlinearyzowany wahadta, a nastepnie na jego podsta-
wie budowane sg modele do celéw sterowania w postaci ciggtej oraz dyskretnej i do celéw es-
tymacji stanu. Nakreslone zostajg podstawy teoretyczne dotyczgce proponowanych algorytmow
sterowania i estymaciji.

W rozdziale czwartym przedstawiona zostata synteza systemu sterowania.

Rozdziat pigty po$wiecony jest zagadnieniu budowy obiektu. Opisana jest w nim kwestia
doboru urzadzen pomiarowych, wykonawczych oraz platformy mikroprocesorowej, ktéra odpo-
wiada za fizyczng realizacje nakreslonych w rozdziatach poprzednich koncepcji. Oprécz tego,
wyjasnione zostajg aspekty zwigzane z praktyczng realizacjg konstrukcji wahadta.

W rozdziale széstym przedstawiono rezultaty jakie otrzymano po opracowaniu systemu
sterowania wahadtem. Poréwnano tam wyniki symulacyjne uzyskane dzieki srodowisku Matlab Si-
mulink, z rzeczywistymi sygnatami wystepujgcymi w zbudowanym stanowisku. Poruszane sg row-
niez aspekty zwigzane z implementacjg algorytméw w zbudowanym stanowisku.

Ostatni rozdziat ma charakter podsumowania pracy. Zawarte sg tam wnioski oraz przemy-
Slenia autorow na temat zbudowanego systemu. Dodatkowo, przedstawione sg koncepcje, ktérych
celem bytoby udoskonalenie powstatego systemu.

Na koncu pracy umieszczono stosowng bibliografie, spis rysunkéw, tabeli i schematow
oraz zatgczniki zwierajgce dodatki do pracy. Prezentujg one rozwigzania pewnych problemoéw na-
tury teoretycznej, ktére autorzy napotkali na swojej drodze, stosowne spisy urzadzen oraz projekty

elementow.
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2. Model matematyczny obiektu

Synteze systemu sterowania nalezato rozpoczeto od budowy modelu matematycznego
obiektu. Sam proces modelowania matematycznego systeméw dynamicznych jest dziataniem
wieloetapowym. Na potrzeby niniejszej pracy inzynierskiej wyszczegdlniono cztery kroki poste-
powania [10, 11]:

» Krok 1: okreslenie oraz wyodrebnienie obiektu z otoczenia,
» Krok 2: opracowanie koncepciji oraz prezentacji ideowej systemu w zakresie potrzebnych

zaleznosci oraz cech,
» Krok 3: budowa reprezentacji matematycznej obiektu,
» Krok 4: weryfikacja poprawnosci zbudowanego modelu,

W zwigzku z tym, w podrozdziale 2.1 przedstawiono realizacje krokéw 1 i 2. Nastepnie
wyprowadzony zostat model matematyczny (krok 3). na koniec dokonano weryfikacji poprawnosci

modelu poznawczego za pomocg badan symulacyjnych.

2.1. Aspekty dotyczace modelowania

Podwdjne, odwrocone wahadto stanowigce obiekt rozwazany w niniejszej pracy mozna
podzieli¢ na nastepujgce elementy: wozek poruszajgcy sie w poziomie, dwa obracajace sie w jed-
nej ptaszczyznie ramiona, ktére potgczono ze sobg za pomocg tozyskowanego enkodera, suwnicy
oraz ciezarka umieszczonego na szczycie ramienia drugiego. Na rysunku poglgdowym 2.1 przed-

stawiono ogolny zarys budowy obiektu.

Drugie
b ramie

Pierwsze //
ramie

. Suwnica
Wozek

X

Rys. 2.1. Rysunek poglagdowy z oznaczonymi elementami wahadta

2.1.1. Sformutowanie zalozen

Dla potrzeb modelowania tego obiektu przyjmuje sie nastepujgce zatozenia:
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Zatozenie 1. Ramiona wahadta sg idealnie sztywne

Sztywnos¢é ramion wahadta powoduje, iz nie zmienia sie w czasie ich geometria, co wig-
ze sie ze stalg formutg matematyczng opisujgcag ich moment bezwtadnosci. Zjawisko to wynika
z faktu, iz materiat, z ktérego zbudowane sg ramiona, nie ulega istotnym odksztatceniom podczas

przenoszenia obcigzen [44].
Zatozenie 2. Brak oporow powietrza

Ruch wahadta nie jest zaktécany przez otaczajgce je powietrze. Gestos¢ powietrza nie po-
woduje wystepowania dodatkowego oporu ruchu. Powoduje to uproszczenie modelu zakitdcen
wahadta przy pominieciu pewnych wptywoéw zewnetrznych. Nalezy jednak zaznaczy¢, iz w rze-
czywistosci opory powietrza mogg wywiera¢ znaczgcy wptyw na wytracanie pedu przez ramiona
wahadta [15].

Zatozenie 3. Réwnomierny rozktad masy w rozpatrywanych elementach konstrukcyjnych

Powoduje to uproszczenie modelu matematycznego opisujgcego moment bezwtadnosci

ramion wahadta [44].
Zatozenie 4. Niepewnos$¢ w parametrach

Masa cigzarka umieszczonego na szczycie ramienia drugiego nie jest doktadnie znana.
Wiadomo natomiast, ze jej warto$¢ znajduje sie w pewnym znanym i ograniczonym przedziale.
Wspotczynniki tarcia wymagajg wczesniejszego oszacowania ze wzgledu na ztozong procedure

modelowania [10].
Zatozenie 5. Ruch rozpatruje sie w dwoch wymiarach

Modelowany obiekt rozpatrywano w przestrzeni dwuwymiarowej, ze wzgledu na to, ze wszel-

ki ruch w trzecim wymiarze nie powoduje zauwazalnych zmian w dynamice uktadu [15].

2.1.2. Opis zmiennych fizycznych obiektu

W pierwszej kolejnosci nalezy okresli¢ jakie zmienne w postaci funkcji czasu wystepujg
w fizycznym modelu wahadta. Mozna je podzieli¢ na zmienne wejsciowe, oraz na zmienne proce-
sowe, ktorych to opis jest kluczowy dla rozpatrywanego modelu. Wszystkie zmienne widoczne sg
na rysunku 2.2.
Zmiennymi wejsciowymi ukfadu sa:
+ sita napedowa majaca charakter sygnatu sterujgcego u(t), oznaczona na rysunku,
* site zewnetrzng zaktdcajacy &, (t) (nie pochodzaca z jednostki napedowej) przytozong do woz-
ka,
* momenty zewnetrzne zaktocajace &; () i £&2(t) (nie pochodzace od ruchu obrotowego ramion)

dziatajgce na pierwsze i drugie ramie.
Jako zmienne procesowe bedgce funkcjami czasu okreslono:

* potozenie liniowe wozka 6, (t) wzgledem punktu bazowego znajdujgcego sie na suwnicy,
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* potozenie katowe ramienia pierwszego 6, (¢) jako kat miedzy prosta réwnolegta do osi rzed-
nych, a osig symetrii przechodzacg przez konce ramienia pierwszego,
* potozenie katowe ramienia drugiego 6 (t) jako kat miedzy prostg réwnolegtg do osi rzednych,

a osig symetrii przechodzgcg przez konce ramienia drugiego.
* sita tarcia w ruchu postgpowym dla wézka Fj(t),
+ moment sit tarcia w ruchu obrotowym dla ramienia pierwszego M, (t) oraz drugiego M.

%

N <
N,

%

Fy(t) &

Bot)

X

Rys. 2.2. Rysunek poglgdowy z oznaczonymi zmiennymi wejsciowymi i procesowymi
Powyzszy opis pozwala zdefiniowa¢ wektor potozen jako:
A T
0(t) = [00(t) 6:(1) 6a(1)] - (2.1)
oraz zaktécenia jako wektor:

60 o a® el (22)

Na podstawie (2.1) oraz (2.2), zdefiniowano wektory x(t) oraz z(t), ktére zostang wyko-

rzystane w dalszej czgsci pracy. Wektor stanu x(¢) wyraza sie jako:
A ; T
(1) 2 o) ()] . 2.3)
a wektor zaktécen z(t):

=(t) 2 (). (2.4)
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Ze wzgledu na chec uproszczenia zapisu matematycznego, oznaczenia zmiennych: 6(t),

£(t), x(t), z(t) oraz u(t), zapisywane bedg odpowiednio jako: 6, &, x, z oraz u.

2.1.3. Opis parametrow fizycznych obiektu

Parametry uktadu sa Scisle zwigzane z mechaniczng naturg obiektu sterowania. Zasad-

niczym faktem, jaki wigzat sie z opisem parametréw obiektu byto wyszczegdlnienie, ktére z nich

sg dane w pewnym przedziale wartosci. Parametry opisano kolejno dla kazdego elementu waha-

dfa, zostaty one réwniez zaznaczone na rysunku 2.3:

- dla wozka:

masa wézka m zawierajgca w sobie mase elementu ruchomego suwnicy, mocowanie na en-

koder oraz odpowiednie potgczenia mechaniczne,
wspotczynnik tarcia liniowego miedzy suwnicg a wozkiem 7.

- dla ramienia pierwszego:

masa ramienia m; zawierajgca mase tgcznika, enkodera, mocowania na enkoder i alumi-

niowego profilu,

moment bezwtadnosci ramienia I, obliczony na podstawie rozktadu srodka ciezkosci ele-
mentéw wchodzacych w sktad ramienia,

dtugos¢ ramienia L1,

odlegtos¢ od potgczenia z wozkiem do srodka ciezkosci ramienia [,

wspotczynnik tarcia w pierwszym przegubie 7; .

- dla ramienia drugiego:

masa ramienia my zawierajgca mase tgcznika, enkodera, mocowania na enkoder i alumi-
niowego profilu wchodzgcego w sktad m,; oraz mase ciezarka w postaci metalowej Sruby
umieszczonej na koncu ramienia drugiego my,, ktérej wymiar oraz waga bedzie ulegata zmia-
nie,

moment bezwtadnosci ramienia drugiego I, obliczony na podstawie rozktadu srodka ciez-

kosci elementéw wchodzgcych w skifad ramienia,

moment bezwtadnosci ciezarka Iy,

moment bezwtadno$ci ramienia drugiego I», obliczony na podstawie rozktadu momentu bez-
wtadnosci ramienia drugiego I, oraz ciezarka I, znajdujgcego sie na jego czubku,

dtugosé ramienia Lo,

odlegtos¢ od potgczenia z ramieniem pierwszym do $rodka ciezko$ci ramienia wraz z cie-
zarkiem [,

wspotczynnik tarcia w drugim przegubie 7,.
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Mg, o

X

Rys. 2.3. Rysunek pogladowy z oznaczonymi parametrami

2.2. Wyprowadzenie modelu

Kolejnym krokiem modelowania obiektu byto wyprowadzenie matematycznego opisu za-
leznosci fizycznych wystepujacych w rozwazanym wahadle (2). Uzyskany opis bazuje na nielinio-

wych réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych, obrazujgcych dynamike wewnetrzng obiektu [18].

2.2.1. Roéwnania Eulera - Lagrange‘a jako metoda rachunku wariacyjnego

Fizyczna natura obiektu sterowania sktania do oparcia modelowania o metodyke mechani-
ki klasycznej. Korzystajgc z zasady zachowania energii zbudowano funkcje Lagrange‘a, opisujaca
ruch ciat w matematycznej przestrzeni konfiguracyjnej uktadu [14, 44].

Funkcja Lagrange’a jest w rzeczywisto$ci funkcjonatem czasu, wspoétrzednych potozenia
oraz predkosci ciat rozpatrywanego uktadu. Zgodnie z zasadg najmniejszego dziatania Hamiltona,
bedaca fundamentem rachunku wariancyjnego, ruch ciat w uktadzie fizycznym pomiedzy danymi
punktami w przestrzeni, musi przebiega¢ po takiej krzywej, ze opisujacy jg funkcjonat osigga eks-
tremum minimalne. Dla uktadu n ciat o masach m;, Vi € 0,n, , ktory posiada, badz nie posiada
wiezéw ograniczajgcych jego energie oraz przy zatozeniu, ze predkosci wystepujgce w rozpatry-
wanym uktadzie sg znacznie mniejsze od predkosci Swiatta, energia kinetyczna Ey(¢(t),t) uktadu
opisana jest jako funkcjonat [14]:

"

Ei(d(t). 1) £ D 5ai(t), (2.5)
1=0

gdzie ¢(t) jest wektorem predkosci uogdlnionych uktadu.
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Energia potencjalna E,(q(t),t) w jednorodnym polu grawitacyjnym zwigzana jest z poto-

zeniem obiektu lub uktadu obiektdw w przestrzeni [15]. Dana jest jako funkcjonat [14]:

Ey(q(t),1), (2.6)

gdzie g(t) to wektor przemieszczen uogolnionych uktadu. Wspotrzedne uogdlnione definiuje sig ja-
ko niezalezne wgledem siebie zmienne majace reprezentacje fizyczng, ktore opisujg dynamike
uktadu w pewnej skonczonej przestrzeni [44].

Definiujgc wektor sit uogélnionych:

T

Q(“(t)vﬁ(t))é[Qo(U(t)vE(t)) Qu(u(t),€(1))  Q2(u(®),&(1))] > (2.7)

gdzie taka postac (2.7) wigze sie z faktem, iz wptywami zewnetrznymi dla rozpatrywanego modelu
wahadta jest sita sterujgca wozkiem w(t) oraz wektor zaktdcen £(t).

Macierz wspétczynnikéw tarcia definiuje sie jako:

n 0 0
'r] e 0 ,'71 O . (2.8)
0 0 mno

Wykorzystujgc (2.5) oraz (2.6) zapisano funkcjonat bedgcy réznicg energii kinetycznej

oraz potencjalnej uktadu [14]:

L(q(t),q(t),t) = Ex(q(t),t) — Ep(q(t),t). (2.9)

Uktad fizyczny ewoluujgcy w czasie spetnia zasade najmniejszego dziatania Hamiltona
gdy [14]:

tl
/ L(.)dt = min. (2.10)
t0
Rozwigzanie réwnania catkowego (2.10) mozna sprowadzi¢ do rozwigzania wektorowego

réwnania rozniczkowego Eulera - Lagrange’a [14]. Dla ukfadu n ciat, rownianie to jest postaci [44]:

=Q(.), (2.11)

d ( 0L oL oD
i (aq<t>> " 9q(t) " 9400
Po prawej stronie réwnan (2.11), umieszczono zewnetrzne sity uogdinione uktadu Q(.),
ktére wptywajg na zachowanie energii catkowitej uktadu [44]. Dla uproszczenia zapisu matema-
tycznego symbole L(q(t), q(t),t) oraz Q(.) w dalszej czesci pracy bedzie oznacza¢ sie jako L
oraz Q.
Funkcja dyssapacji Rayleigha D(¢(t), t) zawiera zaleznosci, ktore nie sg zwigzane z ener-

gig kinetyczng oraz potencjalng uktadu a zmieniajg catkowitg energie uktadu w czasie. Moz-
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na jg interpretowaé jako opis czynnikdéw rozpraszajgcych energie np. tarcie czy opory powie-
trza [14,44].

Czion D(.) mozna bezposrednio powigzac z sitami tarcia, ktére uwzgledniane sg w modelu
wahadta. Gdy sity oporow tarcia zalezg liniowo od predkosci uogélnionych ukfadu ¢(¢), to funkcja

dyssypaciji wyraza sie jako [44]:

D(q(t),t) = 54" ()n(t)q4(?) (2.12)

Taka strategia modelowania pozwala na szybkie przejscie ze zmiennych zwigzanych ze zmia-

nami energii uktadu na réwnania opisujgce dynamike obiektu [44].

2.2.2. Model energetyczny wahadta

Aby méc skorzysta¢ z (2.9), nalezato wyprowadzi¢ réwnaniadla Ey(.) i E,(.) charakteryzu-
jgce dany uktad fizyczny. Wykorzystujgc zatozenie 5, definicje (2.1) oraz (2.11) zapisano réwnania
Eulera - Lagrange‘a w postaci:

d (GL) oL 0D

Opis energetyczny ukiadu jest dany jako:

Ek() = EkO(-) + E}gl(.) + Ek2(.)7 (214)
Ep(.) = Epo(.) + Ep1 () + Ep2(.), (2.15)

gdzie Eyo(.), Fri1(.), Era(.) to energie kinetyczne odpowiednio: wozka, ramienia pierwszego i ra-
mienia drugiego oraz E,(.), Ep1(.), Ep2(.) to energie potencjalne odpowiednio: wozka, ramienia
pierwszego i ramienia drugiego. W celu uproszczenia zapisu matematycznego, stosuje sie sym-
bole opisujgce dang energie bez zmiennych tych, ze funkc;ji.

Przyjmujac za ¢(t) rozszerzony wektor 8 o element 0, — 6;, wynikajacy z koniecznosci
zastosowania jednego uktadu wspétrzednych oraz macierz n z réwnania (2.8), korzystajac z wzoru
(2.12) otrzymano:

1

1 . . 1 . . 1 . 1 . 1 . .. .
D= 577093 + inaf + 5772(92 —0,)? = 577093 + 57719% + 5772(95 — 260105 + 6?). (2.16)
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Liczac pochodne czastkowe z (2.16) po 6 otrzymuije sie zmienne fizyczne w postaci sity

tarcia Fo:(t) oraz momenty tarcia M;.(t) i Mo (t), ktdre zostaty oznaczone na rysunku 2.2:

oD .

Fou(t) = —— = mobo, 2.17

0 (t) a5, — oo (2.17)

oD . . .

Mie(t) = — = mbi + 1201 — 1262, (2.18)
001
oD . .

Moi(t) = —— = nably — 1201 (2.19)
005

Poszczegdlne sktadowe wektora sit uogélnionych wyraza sie jako:

Qo = u + &, (2.20)
Q1 =&, (2.21)
Q2 =& (2.22)

Energia kinetyczna obiektu jest zwigzana z przemieszczaniem sie jego masy. Przy wy-
znaczaniu energii kinetycznej w przypadku wahadta nalezy uwzglednié¢ ruch postepowy oraz ruch
obrotowy. Wéwczas wzér na energie kinetyczng mozna zapisa¢ jako sume energii kinetycznych
ruchu postepowego i obrotowego [15,44].

Predkosci srodka masy ramion wahadta sg obliczane poprzez roztozenie predkosci linio-
wej wynikajgcej bezposrednio z predkosci katowej cztonu na osie x oraz y. Ogdlna zalezno$¢

opisujgca zwigzek predkosci liniowej z katowg jest dana wzorem (2.23) [15]:

v(t) = 0(t)rp, (2.23)

gdzie v(t) to chwilowa predko$¢ liniowa, 6(t) jest chwilowag predkos$cig katowg a r, to promien
okregu, ktory zatacza trajektoria poruszajgcego sie ciata.

Predkosci w osiach x oraz y skladane sg przy pomocy twierdzenia Pitagorasa, co poka-
zane zostato na rysunku 2.4, gdzie v(¢) cos 0 jest skladowg predkosci liniowej dla osi x a v (¢) sin §

jest sktadowg predkosci liniowej dla osi y [15].
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Rys. 2.4. Rozlozenie predkosci liniowej na sktadowe

Energie kinetyczng catego obiektu mozna rozpatrywac jako sume energii kinetycznych
poszczegolnych jego elementéw. Wiedzgc, ze umieszczone na woézku ramiona posiadajg tg wia-
snos¢, iz ich ruch postepowy jest Scisle zwigzany z przemieszczaniem sie wézka, nalezy uwzgled-
nié 6, w cztonie opisujgcym energie kinetyczna dla ruchu postepowego w osi z dla obu ramion [44].

Zatem, predkos¢ liniowg ramienia pierwszego dla osi x mozna zapisac jako:
0o + 0111 cos 0y, (2.24)

a dla osi y jako:
6,1, sin 6; . (2.25)

Pod uwage nalezy réwniez wzigé fakt, iz rozpatrywany ukfad wspotrzednych jest wyzna-
czany wzgledem wézka wahadta. Skutkuje to tym, ze dla drugiego ramienia, jego przemieszczenie
katowe jest zalezne od przemieszczenia kgtowego ramienia pierwszego. Dla drugiego ramienia

predkos¢ liniowa wzgledem osi x jest rowna:
0o + 61 Ly cos 01 + 0,15 cos Oy, (2.26)

a dla osi y jako:
élLl sin 01 + églg sin 92. (227)

Zatem, po wyjasnieniu jak odbywa sie ruch w przyjetym uktadzie wspotrzednych, mozliwe
jest wyznaczenie wzorow na energie kinetyczng catego uktadu.

Dla wézka, energia kinetyczna jest rowna:

1 .
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Biorac pod uwage zalezno$¢ dotyczgcag przemieszczenia liniowego, przy wykorzystaniu

(2.24) i (2.25), energia kinetyczna ramienia pierwszego jest rowna:

1 . . . 1 .
Ep = §m1 ((90 + 6117 cos 91)2 + (91l1 sin91)2) + 5]19%, (229)

a dla ramienia drugiego przy uwzglednieniu obu zalezno$ci oraz (2.26) i (2.27), energia kinetyczna

wynosi:

Fio = %mg ((é() + élLl cosfy + églg Ccos 92)2 + (élLl sin 6, + ézlg sin 92)2) + %1—295 (230)

Dokonujgc dalszego przeksztatcenia (2.29) oraz (2.30) otrzymano zaleznosci:

-dla Ey1:

1 : . . . 1. .
B = §m1(98 + 2006111 cos 01 + 0313 cos® Oy + 0313 sin® 0,) + 5113%
1. . . 1.
= 5’/711((93 + 260p6117 cos 01 + 9%[%) + 5[19%

1 . . 1. 1.
= imlﬁg + m1600011l1 cos 1 + §m19fl% + 5[19%, (231)

-dla Eps:

Ejo = 5mz(e‘g’ + 6212 cos? 1 + 0212 cos? O + 2006, Ly cos 81 + 2006215 cos By
+ 201 Ly cos 01 6aly cos Oy + 02 L2 sin? 6 + 6313 sin? Oy + 201 Ly sin 01051 sin ) + 5129‘5’
= 5m2(9§ + 60212 4 0212 + 2006, Ly cos 01 + 200015 cos B + 26, Ly cos 01615 cos B,

. . 1 .
+ 26, Ly sin 6160515 sin 0y) + 51293

= émgﬂg + 57”29%[/% + 577@9%1% + m29091L1 COS 01 + 77L2000212 COS 92
+ TTL201L10212 COS(91 — 02) + 5[203 (232)

Podstawiajgc (2.28), (2.31) i (2.32) do (2.14) otrzymano zaleznos$c¢ opisujgcg energie ki-
netyczng catego uktadu:
_1 12 1 )2 ) A 1 1272 1 12 1 32 1 32 12
E, = 2m090 + 2m190 + m10061171 cos b1 + 2m19111 + 2]191 + 2m290 + 2m291L1

1. . . . 1.
+ §m20§l§ + Mmool L1 cos 01 + mobybsls cos o + maby L1051 COS(91 — 92) + 5[29% (233)

Energie potencjalng catego obiektu mozna rozpatrywac¢ jako sume energii potencjalnych

poszczegdlnych jego elementow.
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Dla wézka energia potencjalna jest rowna:
Epo =0, (2.34)
a, energie potencjalng ramienia pierwszego wyraza wzor:
Ep =limigcos. (2.35)

Wiedzac, iz potozenie drugiego ramienia zalezy od potozenia ramienia pierwszego, ener-

gia potencjalna ramienia drugiego jest rowna:
Epo = mag(Ly cos by + Iz cos 02). (2.36)

Podstawiajgc (2.34), (2.35) i (2.36) do (2.15) otrzymano zaleznos$¢ opisujgca energie po-

tencjalng catego uktadu:
E, = mygcosbily + magcos by Ly + mag cosbals = magls cos by + (migly + magLy)cosby. (2.37)

2.2.3. Wyprowadzenie rownan Eulera - Lagrange‘a dla wahadta
Podstawiajgc (2.33) oraz (2.37) do (2.9) otrzymano nastepujgcy Lagranzjan:

1 . 1 . .. 1 . 1 . 1 .
L= 5moeg + 5mleg + m1 609011y cos by + imla‘fzf + 51195 + §m20(2)

+ %mgéfL% + %mgéglg + mgéoélLl cos b + nL29092l2 cos 05

+ moby L1051y cos(f1 — 02) + %1'293 — magLo cosfs — (lymyg + magLy) cos 6y
= %(mo +my +mg)03 + %(mﬂf +moL? + )03 + %(mzlg + 1)63

+ (myly + mng)éoél c0s 01 + mabloBsls cos Oy + mob0sL1ls cos(f1 — 603)

— mgglg cos By — g(m1l1 + mng) cos 0. (238)

Przy wykorzystaniu (2.38), poszczegdlne elementy sktadowe réwnania Eulera - Lagran-
ge’a (2.13) wyznaczone zostaty w nastepujacy sposéb:
- dla wézka:

- liczac pochodng czastkowg z L po 6y:

OL

% = (mo +mq + mg) 90 + (m111 + mng) coS 9191 + msly cos 9292, (239)
0

24



- rézniczkujgc po czasie (2.39):

d (oL ) . . “

2 \55 ) = 6 l L) (0, (—sinb,) 0 0.0

dt (890> (mo +ma +mz) 0 + (mali +ma 1)<1( sinf,) 6, + cos 11)
+ maly (92 (— sin ) B3 + cos Qzéz)

= (mo +mq + mg) éo — (mlll + mQLl) sint‘)léf

+ (maly +maLy) cos 0161 — mals sin 02602 + maly cos B20s, (2.40)
- liczac pochodng czgstkowg z L po 6y:
= =y, (2.41)
- odejmujac (2.41) od (2.40) otrzymuije sie:

d (0L oL .. . .
% <890> — (9790 = (mo +mq + mg) 0y — (m111 + mng)sm@le

+ (mlll + mng) coS Glél — mals sin 929% + mals cos 92&2. (242)
- dla ramienia pierwszego:
- liczac pochodng czastkowa z L po 6;:

oL . . .
% = (mllf + W’LQL% + Il) 01 + (m1l1 + mng) COSs 9190 + m2L1l2 [¢0)S] (91 - 02) 92, (243)
1

- rézniczkujgc po czasie (2.43):

d L .. N .
% <§9> = (mll% + TTLQL% + Il) 61 + (m111 + mng) COS 9190 — (mlll + mng) sin 010190
1

+ moLqls cos (91 — 92) ég + moLqls sin (91 — 92) 9% — maoL1lysin (91 — 92) 9192, (244)
- liczac pochodng czgstkowg z L po 6, :

oL .. ..
87 = — (m1l1 + mng) sin 0160001 — moL4ls sin (91 — 02) 0105 + (m1l1 + mng) gsin 01, (245)
1

- odejmujac (2.45) od (2.44) otrzymuije sie:

d (0L oL .. ..
% (691> — 8791 = (m1l1 + mng) cos 010 + (mllf + mgL% + Il) 01

+ molL4ls cos (91 - 92) ég + moLql5 sin (91 — (92) 9% - (m1l1 + mng) gsin ;.
(2.46)

- dla ramienia drugiego:

25



- liczac pochodng czastkowg z L po 6s:

687 = (mglg + IQ) 92 -+ m2l2 COS 0290 —+ mnglg COS (01 — 92) 01, (247)
2

- rozniczkujgc po czasie (2.47):
d (8L . . .
— [ == ) = (mol? + 1) 05 + mols cos 0360 — maly sin 6200
dt<802) (22 2)2 202 200 202 20002
+ m2L1l2 COS (91 — 02) él —+ m2L1l291 (— sin (91 — 92)) (91 — 92)

= (mgl% + Ig) ég + mols cos Hgéo — maly sin 92(9'00'2 + moLqls cos (91 — 92) 01

— malLqls sin (91 — 92) 9% + moL1ls sin (91 — 92) 9192, (248)

- liczgc pochodng czgstkowg z L po 65:

oL

87 = —sin 927712[29092 + moLqls sin (91 - 92) 9192 + molag sin s, (249)
2

- odejmujac (2.49) od (2.48) otrzymuije sie:

d (0L\ 0L )

% (8%) - 832 = mglg COSs 92[90 + mlelQ COS (91 — 92) él + (mglg + IQ) (92

— mgLqlysin (6; — 605) 9% — malagsin By (2.50)

Wykorzystujac (2.17), (2.18), (2.19), (2.20), (2.21), (2.22), (2.42), (2.46) oraz (2.50), row-

nanie Eulera - Lagrange’a (2.13) przyjmuje posta¢ nastepujgcego uktadu réwnan:

u+ & — fono = (mo +mq + mz2) fo — (m1ly + maLq)sin 919%+

(m1l1 + mng) COS 0151 — m2l2 sin 929% + m2l2 COS 029.2,

& — b1y — (01 — 02)mo = (maly + mgLy) cos 616y + (m1l% +maoL? + 11) 0,1+ (2.51)

mnglg COS (91 — 92) ég + mnglQ sin (91 — 92) 9% — (m1l1 + mng) gSiIl 91,

fg — (92 — él)ng = mglg COS 921'9'0 + m2L1l2 COS ((91 — 92) 91 + (mglg + Ig) 92

7m2L112 sin (91 — 92) 0% — mglgg sin 92.

Otrzymany ukfad réwnan rézniczkowych drugiego stopnia charakteryzuje sie uwiktang
forma. Innymi stowy w jednym réwnaniu znajduje sie wiecej niz jedna pochodna drugiego stopnia.
Pozostawienie modelu w takiej postaci moze wigza¢ sie z problemami przy syntezie systemu

sterowania oraz z symulacjg w $srodowisku Matlab Simulink.
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2.2.4. Model parametryczny wspétczynnikéw tarcia

Z natury, tarcie ktére wystepuje w uktadach mechanicznych chechuje sie nieliniowoscig
oraz niestacjonarnoscig. Negatywnym wptywem jej dziatania jest pogarszanie dynamiki ukfadu
co powoduje, ze zadanie kompensacji tego zjawiska jest niezwykle wazne [8, 47]. Zasadniczo,

rodzaje tar¢ mozna podzieli¢ wedtug schematu umieszczonym na rysunku 2.5.

Tarcie

tarcie zewnetrzne tarcie konstrukcyjne tarcie wewnetrzne

tarcie w ciatach ]
stalych tarcie w ptynach

tarcie
aerodynamiczne

tarcie statyczne tarcie kinetyczne

tarcie slizgowe tarcie toczne

tarcie techniczne

tarcie mieszane
suche

tarcie suche

Rys. 2.5. Podziat zjawiska tarcia [8]

Budowa matematycznej reprezentacji zjawiska tarcia jest zadaniem bardzo ztozonym i wy-
magajgcym zaawansowanej procedury identyfikacji parametréw oraz zatozenia odpowiedniego
modelu do celéw estymaciji. Odwotanie sie do teorii modelowania taré w uktadach mechanicznych
pozwala jednak na pewne uproszczenia modeli fizycznych. Szczegdlnie jest to przydatne przy
syntezie systemu sterowania [47].

Posta¢ réwnan Eulera - Lagrange‘a (2.13), zastosowana przy modelowaniu wahadta,
w ktdrej wstepuje czton D wymusza zapisanie wptywu czynnikdw rozpraszajgcych energie w po-
staci (2.12). ze wzgledu na skomplikowang procedure modelowania wptywu tar¢ na ruch poszcze-
golnych elementéw wahadta, konieczne byto zastosowanie uproszczonego opisu matematyczne-
go tych zjawisk.

Autorzy pracy zdecydowali sie na model tarcia, w ktérym warto$ci nominalnych wspot-
czynnikéw podanych w (2.8) zostang ustalone w sposob deterministyczny jako pewne state [10].
Wyboru tego dokonano poprzez arbitralne zatozenie ich jednostek fizycznych tak, aby po prze-
mnozeniu razy predkos$c¢ liniowg bgdz katowg otrzymac kolejno site wyrazong w N oraz moment

sity wyrazony w N'm. Wowczas wspotczynniki macierzy n wyniosty (2.52):

1 0 0
n=10 00 0 | (2.52)
0 0 0,01
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2.2.5. Modele momentow bezwtadnosci ramion wahadta

Majac na uwadze zatozenia dotyczgce parametréow z (2.1.3), konieczne byto wyznacze-
nie wypadkowych momentéw bezwtadnosci I; i I5. Nierdbwnomierny rozkfad masy poszczegol-
nych elementéw wahadta musiat zosta¢ uwzgledniony przy obliczeniach. ze wzgledu ich ztozo-
nos¢, do wyznaczenia wartosci parametrow zastosowano program Inventor firmy Autodesk. Je-
go funkcjonalno$¢ zostata rowniez wykorzystana do zaprojektowania odpowiednich elementow
sktadowych wahadta co zostanie szerzej oméwione w rozdziale (5.2.1). do wyliczania momentow
beztadno$ci I, I, I, i I}, program wykorzystywat metode catki ujemnej [2].

W przypadku ramienia pierwszego, jego masa m; oraz moment bezwtadnosci I; pozosta-
waty niezmienne, ze wzgledu na brak mozliwosci wyptywania na elementy sktadowe. Inna sytuacja
wystepowata dla ramienia drugiego. Wartosci momentu bezwtadnosci ramienia I, oraz masy my
bez ciezarka byty state. Zmiany warto$ci momentu bezwtadno$ci I oraz masy ms wynikaty z nie-
pewnosci parametréw I, i my, ktére opisujg wiasciwosci ciezarka umieszczanego na szczycie
ramienia. Dla maksymalnych oraz minimalnych wartosci parametréw I i m; nalezato wyznaczy¢
wartosci wypadkowe I, oraz mo, ktére sg docelowymi wielkosciami rozpatrywanymi w kontek$cie

symulacji oraz syntezy sterowania.

2.2.6. Wartosci parametrow wahadta

Kolejnym krokiem w modelowaniu obiektu wahadta byto podanie wartosci parametrow fi-
zycznych obiektu. ze wzgledu na zatozenia poczynione w (2.1.3) oraz rozwazania z rozdziatow
(2.2.5) oraz (2.2.4), okres$lenie wartosci parametrow skfada sie z dwdch czesci. Pierwsza z nich ty-
czyta parametrow o statych, wartosciach natomiast druga czes$¢ opisywata parametry dla ktérych
niepewnos¢ miata charakter deterministyczny, przedziatowy. Doktadny opis elementéw konstruk-
cyjnych, z ktérych zbudowano wahadto zawarto w rozdziale (5.2.1). na ich podstawie dobrano

wartosci parametréw wahadta, umieszczone w tabeli 2.1.

Tabela 2.1. Parametry fizyczne wahadta

Lp. | Parametr Wartos¢ parametru Jednostka
1. I 0,0016556 kg m?
2. I [0,0012716;0,0014248] kg m?
3. I, 0,000816116 kg m?
4. I, [0,0000015; 0,0000122] kg m?
5. I 0,14527 m

6. l> [0,11483;0, 12633] m

7. L1 0,23138 m

8. Lo 0,257 m

9. mo 0,530168 kg
10. mi 0, 18369 kg
11. ma [0,130933; 0, 14778] kg
12. me 0,109236 kg
13. mg [0,021697; 0, 038554] kg
14. 1o 0,1 kgm/s
15. m 0,01 kg m?/s
16. 72 0,01 kgm?/s
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2.3. Rozwikianie modelu

W przypadku bezposredniej implementacji modelu (2.51) w Srodowisku Matlab/Simulink,
pojawita sie koniecznos¢ rozwigzania nie tylko rownan rézniczkowych, ale i tzw. petli algebraicz-
nych. Wbudowane solvery srodowiska Matlab/Simulink podejmujg prébe rozwigzania problemu
poprzez uruchomienie dodatkowych procedur iteracyjnych. Jednakze, jak wskazuje dokumenta-
cja, dziatania te nie zawsze bedg gwarantowaly znalezienie rozwigzania [34, 39].

W zwigzku z tym, w rozwazanym przypadku mozliwe byly dwie Sciezki postepowania.
Pierwsza to dostosowanie modelu do postaci wymaganej przez dedykowane, modelom uwikta-
nym solvery srodowiska Matlab. Druga to przeksztatcenie (rozwiktanie) modelu do postaci jawnej,

co umozliwi wykorzystanie typowych solverow srodowiska symulacyjnego [34, 39].

2.3.1. Posta¢ macierzowo - wektorowa modelu w wersji uwiktanej

W niniejszej pracy zdecydowano sie na drugie z podej$¢. W zwigzku z tym, w pierwszej

kolejnosci (2.51) przeksztatcono do postaci:

(mo —+ mi —+ mg)éo =u -+ 50 — éo?]g —+ (m1l1 —+ mng) sin 010% —+ m212 sin 620%

— (mqly +maLq) cos 0161 — mals cos 020,

(mal +maLf + 1)1 = & — v — (61 — O2)12 — maLalosin(6r — 62)63 (2.53)

+(m111 + mng)g sinf1 — (m111 + mng) coS 91&0 — moL1ls cos (91 - 92) ég,

(mgl% + Ig)ég = §2 — ((92 — él)ng +molLqly sin(91 — 92)9% + mglggsin 02

7777,212 COS 0290 — ’ITLQLllQ COS (91 — 92) 91.

Chcac uprosci¢ procedure wyznaczania rozwiktanego uktadu réwnan rézniczkowych opi-

sujgcych zachowanie dynamiki obiektu przyjeto nastepujgce podstawienia:

ar £ (mo + my + ma),
br £ br(é, 0) =u-+ 50 — 907]0 + (m1l1 + mng) sin 019% + mglg sin 0203,
er £ ¢ (0) = (myly + maLy) cos by,

d, = d.(0) = maly cos By,

er 2 (mil? +mol? + 1),

fr 2 £(6,0) =€ — 0 — (61 — 62)n2 — maLylysin (6; — 0) 63 + (myly +maLy) gsinéy,
hy 2 h(60) = maLyly cos (01 — 65),

.A
1y = mglg —+ 12,

jr = jr(é, 9) = 52 — (92 — él)ﬁg + mnglz sin (91 — (92) 9% + m2129 Sineg.
(2.54)
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Nastepnie rownania (2.53), zapisano ponownie, uzywajgc wprowadzonych oznaczeh (2.54):

a/réO =b, — crél - dré27
erél = f,« — Créo — hrég, (255)
iréZ = Jr — dréo - hréb

Po uporzgdkowaniu (2.55) otrzymano:

aTéO + Crél + d’!‘éQ = bm
o + erby + hpbs = fr, (2.56)
dybo + hoby + .05 = j,.

Wprowadzajgc opis macierzowo - wektorowy rozwiktanie modelu danego w (2.56) mozna

przeprowadzi¢ w nastepujacy sposéb. Definiujgc macierze A,., B, oraz X,.:

ar ¢ d, éo br
A'r é Cp €r h'r 9 X'r’ é él ) Br é fr ) (257)
dr hy iy 0, r

ktére muszg spetnia¢ zaleznos¢:

AX. =B, = X.=A'B, (2.58)
gdzie:
a1 T
A= QoA [AT] . (2.59)

Nalezy podkresli¢, iz macierz funkcji zaleznych od zmiennych systemu A,., zdefiniowana
w (2.57) musi by¢ nieosobliwa, co zostato pokazane w Dodatku C.
2.3.2. Posta¢ macierzowo - wektorowa modelu w wersji rozwiktanej
W celu wyznaczenia macierzy odwrotnej A ! obliczono:
- wyznacznik z macierzy A,:
det A, = a,e i, + 2c,d.h, — cfz’r — arhg — dfer, (2.60)

- macierz dopetnien:

erip — h? d.h, — ¢ i, crh, —dye,

AP = \d b, — ciy  ayir —d®  cpdy —ayhy | (2.61)

2

crhy —dre,  cpdr —arh,  are, —ci
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- macierz dopetnien transponowanych:

ety — h? d-h,. —ci ¢ h, —dre,

crdy — aphy| - (2.62)

2
T

— . : 2
dr-h, — criy Qply — dZ

[a?)"

crhy, —dye,. cd. —arh, are,—c

Nastepnie (2.60), (2.61) oraz (2.62) wprowadzono do (2.59) otrzymujac:

d.h, — ¢ i, crh, —dye,
crdy — ayh, | - (2.63)

crhy —dre, ¢ d,. —arh, are, — c%

erip — hZ

1

A7l =
" areriy + 2¢pdphy — 2i, — aph2 — d2e,

: : 2
dyh, — ¢ i, Griy — dZ

Na podstawie (2.58) oraz (2.63) zapisano réwnanie macierzowe wymagane do wyznacze-

nia macierzy X,. zawierajgcej drugie pochodne zmiennych 6y, 61, 8> opisujgcych potozenie obiektu:

b erip —h2  dphy — iy crhy —drey | | by
.. 1
— _ . . _ 2 _
?1 areriy + 2¢pdpohy — c2ip — arh2 — d2e, dehy = ¢pip - apiy —dpepdy —aphe | | fr
92 Crhr - drer Crdr - arhr Qr€p — Cz jr
(2.64)

Przeksztatcajgc (2.64), ostatecznie otrzymano uktad réwnan zawierajgcy rozwiktane réw-

nania rézniczkowe:

br(eTiT B h72") + fr(drhr - Crir) +jr(crhr - dreT)
areriy + 2¢pdphy — i, — arh? — d2e,

é() =

i

n br drhr - Cri'r + T arir - d% + b'r C'r‘dr - arhr
jy = bl = criv) + folasie — ) & jolerd: = arhe), (2.65)
areriy + 2¢pdphy — c2i, — arh? — d2e,

br(crhr - drer) + fr(crdr - arhr) +jr(a'rer - Cg)

arepiy + 2¢pdhy — 2i, — arh2 — d2e,

0y =

Tak uzyskany model (2.65) zaimplementowano w srodowisku Matlab/Simulink.

2.4. Symulacyjne badanie modelu

W celu przeanalizowania dziatania modelu wahadta oraz weryfikacji jego poprawnosci (2),
konieczne byto przeprowadzenie symulacji w programie Matlab Simulink. Rozwiktang postac row-
nan roézniczkowych z (2.65) badano pod kgtem wptywu wartosci parametréw fizycznych oraz wa-

runkéw poczatkowych 6(0) i (0) na dziatanie uktadu.

2.4.1. Dobér parametrow do celow badania modelu obiektu

Parametry przyjeto z rozdziatu (2.2.6), gdzie dla tych cechujgcych sie niepewnoscig prze-

dziatowg nalezato zdecydowag, jakie wartosci zostang obrane za nominalne. Wiadomym byto,
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iz ustalajgc wartos¢ parametrow I, oraz my, mozna byto wyliczy¢é na podstawie ich znajomosci
warto$ci parametréw I,, [, oraz mo, niezbednych do badania obiektu.

Wartos¢ parametrow I oraz m; obliczono wedtug $redniej geometrycznej [7, 38]:
I; = bmambmina (266)

przy zatozeniu, ze:

0< bmin < 6 S bmaa:v (267)

gdzie Bjest estymatg parametru, a b4, Oraz b,,;, sa kolejno maksymalng oraz minimalng war-
toscig danego parametru [7, 38].
Na podstawie rozwazan z (2.66), (2.67) oraz znajomosci krancowych wartosci parametrow

z tabeli 2.1, obliczono wartosci estymat I, oraz ry:

Ty = 28, 9186647 g,

I, = 43,98882642 gem?. (2.68)

Ze wzgledu na fakt, iz program Inventor jest wstanie tworzy¢ jedynie rzeczywiste obiek-
ty, ktére nie moga mie¢ dowolnych wymiaréw oraz wiadciwos$ci, osiggniecie wartosci nominalnych
parametréw wyliczonych w (2.68) byto utrudnione [2]. W celu rozwigzania problemu autorzy posta-
nowili zamodelowac obcigzenie tak, aby jego parametry Ik oraz my,,, miaty wartosc przyblizong
do estymat I, oraz ni;. Btad dopasowania zatozono na poziomie 5% na kazdy parametr.

Matematycznie, zalezno$¢ tg mozna wyrazié jako btgd wzgledny w postaci:

Iy,
|11y — 1y,

inol (2.69)

)

0.05 >
iy,

Po dokonaniu modelowania elementu o przyblizonych wtasciwosciach zweryfikowano je-

go doktadnos¢. Obliczenia numeryczne przeprowadzono w nastepujgcy sposéb:

143, 98882642 — 44, 06807
4398882642
|28,9186647 — 28,717
28,9186647

=0.0018 <0.05 g cm2,

= 0.00697 < 0.05 g.

Wowczas na podstawie powyzszych obliczen spetniajgcych warunek z (2.69) mozna przy-

jac jk’m,v oraz my, . jako nominalne parametry I, oraz my.

Zatem, bazujac na wartosciach parametréow z tabeli 2.1, obliczen z (2.68), oraz rozwazan
Z (2.69), po przeliczeniu na jednostki uktadu Sl wybrano wartosci nominalnych parametréw do celu

symulacji obiektu, ktére zamieszczono w tabeli 2.2.
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Tabela 2.2. Parametry fizyczne wahadta

Lp. | Parametr | Warto$¢ parametru | Jednostka
1. | L 0,0016556 kg m?
2. | I 0,0013518 kg m?
3. | I 0,0008161 kg m?
4. | I, 0,0000043 kg m?
5 |4 0,14527 m

6. | Iy 0,12041 m

7. | L, 0,23138 m

8. | Lo 0,257 m

9. mo 0, 530168 kg

10. | my 0, 18369 kg

1. | ma 0, 137952 kg

12. | me 0,109 kg

13. | mx 0,028 kg

14. | no 0,1 kgm/s
15. | m 0,01 kg m?/s
16. | 72 0,01 kg m2/s

2.4.2. Dobér procedury numerycznej

W celu numerycznego rozwigzania zaimplementowanego modelu nalezy wskazac wtasci-
wg procedure numeryczng. Typowo, wybrane srodowisko symulacyjne Matlab Simulink, do roz-
wigzania rownan rozniczkowych wykorzystuje jednokrokowg metoda Rungego-Kutty rzedu 4 i 5
[29]. Metoda ta sprawdza sie stosunkowo dobrze dla szerokiego zakresu problemoéw, gwarantu-
jac niewielki btgd przy racjonalnym czasie obliczen. Jednakze, autorzy pracy przebadali rowniez
inne, dostepne w Matlabie, odpowiednie dla rozwazanego problemu, solvery. Dob6r metody nu-
merycznej uzalezniony od wielu réznych aspektow, np. to czy symulowany model jest w postaci
ciggtej, dyskretnej czy jest hybrydg dwoch pozostatych [34,39]. Stworzony model wahadta zostat
przygotowany dla ciggtej dziedziny czasu, co poskutkowato wyborem metody o zmiennym kroku.

W przypadku modelu o dynamice ciggtej, dobor metody o zmiennym kroku pozwalat na to,
ze algorytm podczas swojego dziatania potrafit dostosowywac sie do zmian zachodzacych w mo-
delu na biezgco. na podstawie dokumentacji wybrano nastepujgce solvery [34, 39]:

+ ode 23 (mod.stiff/Trapezoidal) - Metoda Rungego-Kutty, dopasowanie Bogackiego - Sham-
pina (2,3),

» ode 45 - Metoda Rungego-Kutty, dopasowanie Dormanda-Prince’a (4,5),

+ ode 113 (Adams) - metoda PECE (Predict—Evaluate—Correct—Evaluate) Adamsa -Bashfortha
- Moultona.

W wyniku przeprowadzonych rozwazan, opartych na analizach dokumentacji solverow
oraz przeprowadzeniu odpowiednich badah symulacyjnych, wybrana zostata metoda ODE 45.
W tabeli 2.3 umieszczono parametry solvera, ktére stosowano we wszystkich plikach symulacyj-

nych.
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Tabela 2.3. Parametry procedur numerycznych

Lp. | Parametr Wartos$¢ parametru
1. Max Step Size 0.001

2. Min Step Size auto

3. Relative Tolerance 1e-3

5. Absolute Tolerance | auto

6. Shape Preservation | Disable All

2.4.3. Weryfikacja poprawnosci dziatania modelu symulacyjnego

W celu zweryfikowania poprawnosci dziatania modelu symulacyjnego wahadta, zobrazo-
wano jego dziatanie na przebiegach czasowych uzyskanych w programie Matlab Simulink. Model
ten mozna znalez¢ na plycie CD w Dodatku | pod nazwg DIP_MODEL.slx. Dla znanych wartosci
parametréw fizycznych oraz zatozonych z géry warunkéw poczatkowych 0(0) i 8(0) analizowano
ewolucje wektora zmiennych 6(t) w czasie. Dla nastepujacego zestawu warunkéw poczgtkowych:

« symulacja nr.1 - [0T(0) éT(o)]T = [0.0 0.0 0.1 0.0 00 o.or,
+ symulacja nr.2 - {OT(O) éT(O)r = [0.0 0.2 -0.1 0.0 0.0 0.0} T,
* symulacja nr.3 - {aT(O) éT(O)r = {0.0 —0.1 0.0 0.0 0.0 0.0} "
przeprowadzono trzy symulacje, dla ktérych czas ich trwania wyniést 20 jednostek czasu. na ry-

sunkach 2.6, 2.7 i 2.8 przedstawiono wykresy pokazujgcy zmiany dynamiki wahadta w czasie.

(6] rad
ra

0] rad ),

Malt) mi,

3r Ill’ '\F/\N\/\/\N\_HN_F :

_4 - —
| theta (1) theta, (t) theta, (1)
5 i i i -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Czas [s

Rys. 2.6. Przebieg czasowy wektora 0(¢) dla pierwszego zestawu warunkéw poczgtkowych
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Polt) m, P40 rad, B:f) rad

theta, (1) theta_it) theta, (1)
_.1 i i i
0 2 4 3] 8 10 12 14 16 18 20
Czas 4]

Rys. 2.7. Przebieg czasowy wektora 0(¢) dla drugiego zestawu warunkéw poczatkowych

Bolt) m, 00 rad, 008 rad

U{\IJ"\\JWJ’\JW«A..—-_—-T—-___ R —

-4 1
| |

sk i
|I |
v theta, (1) theta (t} theta, (1)

_’5 i i i

) 2 4 3] B 10 12 14 16 18 20
Czas &)

Rys. 2.8. Przebieg czasowy wektora 0(t) dla trzeciego zestawu warunkéw poczatkowych

Analizujgc rysunki 2.6, 2.7 i 2.8, mozna dojs¢ do wniosku, iz warto$ci wektora zmiennych

0 sg zbiezne do pewnej okre$lonej, skornczonej wartosci rownej:

92[0 +r iﬂ]T.
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Logicznym jest, ze dla danej pozycji poczatkowej, puszczone swobodnie, rzeczywiste wa-
hadto wskutek oporéw ruchu zatrzyma sie po pewnym czasie w dolnym potozeniu (2.70). Majac
na uwadze nieliniowg dynamike obiektu, takie zachowanie wahadta mozna utozsamic z osiggnie-
ciem przez nie dolnego punktu réwnowagi [38].

W przypadku otrzymanego wyniku z (2.70), zmienne 6, oraz 0, osiggaly warto$¢ +x
ze wzgledu na posta¢ uktadu wspotrzednych. Wahadto, dgzgc do dolnego punktu réwnowagi,
w zaleznosci od zatozonych warunkéw poczatkowych, moze poruszy¢ sie w lewo badz prawo.
Funkcje trygonometryczne sin(.) oraz cos(.) wystepujace w modelu z (2.65), dla zmiennych kté-
rych warto$ci sg rowne +x osiggajg te same wartosci.

Odwotujgc sie do teorii stabilnosci nieliniowych uktadéw dynamicznych, dynamika we-
wnetrzna takiego systemu cechuje sie, asymptotyczng stabilnoscig, jezeli system osigga stabilny

punkt rownowagi w pewnym czasie ¢ € [tg, oo, cO mozna zapisac jako [38]:
lim [[2(t)]]2= 7, (271)

gdzie: ||(.)||]2 0znacza norme euklidesowa, a T jest punktem réwnowagi uktadu. Uktady nieliniowe
mogg cechowac sie globalng asymptotyczng stabilnoscig, co oznacza, ze startujgc z dowolnego
warunku poczgtkowego mozliwe jest osiggniecie (2.71), oraz lokalng, asymptotyczng stabilnoscia,
gdzie jedynie ograniczony zbiér warunkéw poczatkowych gwarantuje spetnienie (2.71) [18].
Dowdd globalnej, asymptotycznej stabilnosci danego punktu stacjonarnego dla uktadu
nieliniowego wigzatby sie¢ ze zdefiniowaniem odpowiedniej, skalarnej funkcji Lapunov'a V (z(t))

spetniajgcej nastepujgce warunki [18]:

V(E) =0, (2.72)
V(x(t) = g—‘;dz(t) < 0.

Ze wzgledu na ztozonos$¢ oraz objetosé potencjalnego dowodu matematycznego, maja-
cego na celu wykazanie bgdz wykluczenie globalnej, asymptotycznej stabilnosci dolnego punktu
rébwnowagi za pomocg (2.72), prostszym i czytelniejszym rozwigzaniem problemu analizy stabil-
nosci byto odwotanie sie do graficznego przedstawienia zachowania sie modelu wahadta. Chcac
zobrazowa¢ dynamike nieliniowego systemu warto siegng¢ po Metode ptaszczyzny fazowej [38].
Polega ona na poszukiwaniu rozwigzania stanu uktadu w funkcji pochodnej stanu i (¢) od zmiennej
stanu z(t) [38]. Punkt znajdujgcy sie na ptaszczyznie fazowej porusza sie wraz z uptywem cza-
su po krzywej zwanej trajektorig fazowa, ktéra jest geometryczng formg zobrazowania dynamiki
uktadu. Portretem fazowym definiuje sie zbior trajektorii systemu, ktéry ewoluuje w czasie [18].

Ze wzgledu na potrzebe przedstawienia zalezno$ci miedzy zmienng stanu a jej pochodna,
dokonano przeksztatcenia przestrzeni szesciowymiarowej, w ktdrej zawiera sie wektor 6(t) € RS,

na trzy podprzestrzenie dwuwymiarowe R2. Ponadto, w celu podkreslenia réznic w zachowaniu
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systemu dla réznych wartosci warunkéw poczatkowych, trajektorie fazowe dla wszystkich symu-
lacji umieszczono na jednym wykresie, dla danej podprzestrzeni R2.

Portrety fazowe wygenerowano przy pomocy programu napisanego w Matlab Simulink,
ktéry mozna znalez¢é w Dodatku | pod nazwg chaos.m. na ponizej zamieszczonych rysunkach
2.9, 2.10 i 2.11 zamieszczono zbidr trajektorii fazowych dla trzech réznych zestawéw warunkow
poczatkowych, ktérych postaé zdefiniowano w Dodatku B. Czas jednej symulacji trwat 20 jednostek

Cczasu.

0.8 T T T T T T T

0.4 r

fh mifs
=
ha

T

Sym. 1
Sym. 2

Sym. 3 | . | |
-1
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 ] 0.02 0.04 0.06 0.08

thy [m)]

Rys. 2.9. Portret fazowy dla 6o (6o)
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Rys. 2.10. Portret fazowy dla 6, (6;)
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f;

Sym. 2
Sym. 3
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Rys. 2.11. Portret fazowy dla 62 (6-)

Analizujgc tresé rysunkow 2.9, 2.10 i 2.11, mozna zauwazy¢, ze dla zatozonych trzech
zestawow warunkéw poczatkowych, wahadto osigga dolny punkt rownowagi w t — oo. Wnioskuje
sie, ze dolny punkt rownowagi jest asymptotycznie stabilny [38]. Nie mozna jednak uznac, ze jest
to stabilnos¢ globalna. Ustawiajgc warunki poczatkowe wahadta w gérnym punkcie réwnowagi,

model pozostanie w tym potozeniu. Zatem, nalezy odrzuci¢ stwierdzenie o globalnej stabilnosci
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i przyja¢, ze model jest lokalnie, asymptotycznie stabilny [18]. Oprocz powyzszych analiz, au-
torzy zdecydowali sie na zbadanie stabilnosci lokalnej punktow rownowagi wahadta za pomocg
posredniej metody Lapunov‘a. Model do celéw badan zaczerpnieto z rozdziatu (3.1.5), a wartosci
punktéw stacjonarnych z (3.21) i (3.22). Efekty tych dziatan zostaty zaprezentowane w Dodatku
D.

Na podstawie powyzszych obserwacji mozna byto stwierdzi¢, ze model poznawczy waha-
dfa dziata poprawnie i moze on zosta¢ zastosowany przy syntezie systemu sterowania obiektem.

Autorzy pracy dokonali réwniez badan symulacyjnych nad chaotyczng dynamikg mode-
lu wahadta. W Dodatku B, zamieszczono krétki opis teoretyczny zjawiska chaosu wystepujgce-
go w nieliniowych systemach dynamicznych, osiggniecia zwigzane z przeprowadzonymi testami

oraz odpowiednie wnioski.
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3. Modele dla celéow sterowania i estymaciji

Aby zastosowaé zatozone algorytmy sterowania, niezbedne jest dostosowanie poznaw-
czego modelu matematycznego wahadta do odpowiedniej postaci. W tym celu koniecznym byto
dokonanie operacji przedstawionych w niniejszym rozdziale. W pierwszej kolejnosci zdecydowano
sie na linearyzacje modelu w otoczeniu punktu pracy, co byto niezbedne dla opisu w przestrzeni
standw oraz wejscie - wyjscie. Nastepnie wprowadzono modele urzgdzen wykonawczych i po-
miarowych oraz powigzano je z dynamikg obiektu. Dodatkowo przeprowadzono dyskusje na te-
mat przedstawienia niepewnosci w parametrach obiektu. Na sam koniec rozdziatu przedstawiono

model na potrzeby estymacji stanu wahadta.

3.1. Linearyzacja modelu obiektu

Ze wzgledu na rodzaj zastosowanych algorytméw sterowania, nieliniowy model matema-
tyczny wahadta musiat zostac¢ zlinearyzowany wokét punktu pracy uktadu. Przyjmuje sie, ze punk-
tem pracy jest goérny punkt rownowagi wahadta. Chcac odnalez¢ punkt pracy nalezy wyzerowaé
pochodne w réownaniach opisujgcych wiasciwosci fizyczne uktadu, a nastepnie rozwigzac uktad
réwnan algebraicznych. Nastepnie, koniecznym byto znalezienie wspotczynnikéw linearyzaciji wy-
nikajacych z rozwiniecia réwnan dynamiki obiektu w szereg Taylora [10]. Na koniec przedstawiono

model zlienaryzowany w postaci macierzowo - wektorowe;j.
3.1.1. Metoda rozwiniecia w szereg Taylora
Linearyzacja uktadu zostata dokonana przy zastosowaniu metody rozwijania funkcji wielu

zmiennych w szereg Taylora [18, 30]. Przyjmujac posta¢ systemu jako wektor funkcjonatow f(.):

@(t) = f(z(t), u(t), z(t)), 3.1)

gdzie wyszczegolni¢ mozna n zmiennych stanu oznaczonych wektorem x(t) € R", p sygnatow
sterujgcych u(t) € RP oraz o sygnatow zaktdcajgcych z(t) € Re.
Definiujgc wektor funkcjonatéw na podstawie (3.1), dla sze$ciu zmiennych stanu otrzyma-

no nastepujgce rGwnowaznosci:

1 (t) = fr(z(t), u(t), 2(t)),
o (t) = fala(t), u(t), 2(t)),
3(t) = fa(x(t), u(t), 2(t)), (3.2)
a(t) = fa(z(t), u(t), 2(1)),
i5(t) = fs(2(t), u(t), 2(t)),
6 (t) = fo((t), u(t), 2(t)),
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gdzie wektory x oraz z zostaty zdefiniowane w (2.3) oraz (2.4).

Na podstawie nastepujgcej formuty, gdzie dany jest punkt réwnowagi (Z, u, Z) uktadu opi-
sanego jako funkcjonat (3.2), konstruuje sie przyblizenie liniowe w otoczeniu punktu stacjonar-
nego. Aproksymacja liniowa w otoczeniu punktu rownowagi jest rozwinieciem funkcji wektorowe;j
zmiennej wektorowej w szereg Taylora rowne [18]:

L of

&(t) = f(Z,u,z2)+ == (z(t) —x) B

(u(t) —u) + == (z(t) —2)+0, (3.3)

U,z U,z

gdzie O jest btedem przyblizenia liniowego [30].
Majac na uwadze to, iz uktad ma wykazywac niewielkie odchylenia od stanu réwnowagi,
zakfada sig iz, btad linearyzaciji jest réwny zero, podobnie jak czton f(Z,u,z), bedacy wartoscia

wektora funkcjonatéw f w punkcie pracy [38].

3.1.2. Postaé macierzowo - wektorowa modelu zlinearyzowanego

Dla gérnego oraz dolnego potozenia ramion wahadta definiuje sie dwa punkty rownowagi

w postaci:

P1 é(‘KE173527‘/L.37:E47xfnxfhuu'2:17227'23)|P17 (34)

Py £ (T, T2, T3, T4, T5, Te, Uy 21, 72, 23) | p, » (3.5)

gdzie P, jest dolnym a P; gérnym punktem réwnowagi.

Aby moc przedstawic uktad nieliniowy w postaci zlinearyzowanej wokét punktu stacjonar-
nego, nalezy zdefiniowa¢ zmienne przyrostowe, ktore utatwiajg zapis dynamiki ukfadu liniowe-
go [30]:

AIl(t) £ Il(t> — 517 AI’Q(t) £ I’Q(t) — EQ, ASCg(t) £ $3(t) - fg, AI4(t) £ I4(t) — f4,
A$5(t) £ 1‘5(t) — Ts, AJTG(LL) £ Iﬁ(t) — Tg, A’U,(t) £ U(t) —u, Az (t) £ 21 (t) —Z1,
Azo(t) £ 29(t) — 22,  Azg(t) £ 23(t) — Z3. (3.6)

Korzystajac z (3.6) mozliwe byto zdefiniowanie wektoréow przyrostowych: stanu Ax(¢) i za-
kiécen Az(t) w postaci [30]:
T
Az(t) 2 [Axy(t) Awat) Aws(t) Aaalt) Aws(t) Awg(t)] (3.7)

T

Az(t) 2 [Azl(t) Az(t) Az(t)] - (3.8)

Pomijajac czlon f(z,u,z), ktérego wartos¢ w P; lub P, jest zawsze réowna 0, oraz pomi-

jajac biad linearyzacji, réwnanie (3.3), przy uwzglednieniu zdefiniowanych zmiennych przyrosto-
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wych (3.6) oraz zdefiniowanych wektoréw z (3.7) i (3.8) sprowadza sie do [30]:

of

_9f of
ou

Ad(t) = S5 Aa(t)+ Au(t) + g—ﬁ Az(t). (3.9)

TUZ TUZ TUZ

W celu uproszczenia zapisu rownan stanu, dokonano nastepujgcego zdefiniowania ma-

cierzy A, B oraz 2 w postaci:
of

A2
oz

, (3.10)

co pozwala zapisa¢ (3.9) jako:

Ai(t) = AAx(t) + BAu(t) + EAz(t), (3.11)

gdzie wymiary macierzy zdefiniowanych w (3.10) dane sg jako: A € R6%6, B ¢ R6*! | & ¢ R6x3,

Dla obiektu wahadta, posta¢ macierzowo - wektorowa jest rowna:

A‘rl(t) vmfﬂﬁ,ﬁ,? A‘xl(t) Vufl |57§,g vzf1‘57ﬂ7g
Ax2(t) vme'EﬂZ sz(t) vuf2|§ﬂg vzfQ‘EﬂE
A Vafilons| |A Vufilon Vsl |2

g (t ofslm 2 t oSl e o

%3( ) _ f3|m,u,z .’173( ) + f3|w,u,z A’M(t) + f3‘m,u,z AZz(t) : (312)
Ady (t) vmﬁdﬁj; Axy (t) vuf4|5753 vz.f4‘57ﬂ7g A (t)

23

Ais (t) vmf5|i,ﬁ,2 Azs (t) V’H«f5|§7ﬂ72 vsz)‘ij’z
_A:t6 (t)_ _me6|i,ﬂ,f_ _ASUG (t)_ _vuf6|i,ﬂ,2_ _vzf6‘57ﬂ’§_

gdzie V (nabla) oznacza operator rozniczkowy gradientu.

3.1.3. Wyznaczenie punktéw réwnowagi

Zgodnie z przedstawiong procedurg, pierwszym krokiem linearyzaciji jest znalezienie war-

tosci zmiennych fizycznych, sterowanh oraz zaktdcen w punkcie pracy:
=0, =0, 0;=?, 6;=0, 6;=0 (i=0,1,2). (3.13)

Ze wzgledu na fakt, iz w stanie ustalonym warto$¢ sterowania w(t) jest réwna 0, dla szu-
kanych punktéw pracy zaktada sie w (3.13), ze w = 0. Analogicznie, wektor zaktdcen £ w stanie
ustalonym jest rozpatrywany jako nie wptywajacy na dynamike uktadu [18].

Aby méc dokona¢ odnalezienia punktéw rownowagi uktadu, uwiktane réwnania dynami-
ki zapisano w postaci tréjelementowego wektora funkcjonatéw g(0,u, £). Podejscie to zastoso-

wano, ze wzgledu na fakt, iz analiza réwnan algebraicznych powstatych w wyniki wyzerowania
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pochodnych jest prostsza, niz w sytuacji analizy rozwiktanych réwnan dynamiki [10]. Operacje te

przedstawiajg sie w nastepujacy sposéb:
-dla g1(.):
- definiujgc funkcjonat g1 (.):

9 (vao, 01,03, 00,61, 0>, é0792> 2 —u— &+ Oono + (mo + my +mo) 0
— (mlll + mng) sin 910% + (mlll + mng) COS 9151

— m212 sin 920% + m212 COS 02@2, (314)
- podstawiajgc do (3.14) wartosci (3.13) w punkcie pracy:
g1 (ﬂag()agla§270a 07 07070) = O = —-u— EO = —u= g()? (315)
co pokrywa sie z zatozeniem (3.13).
- dla g2(.):
- definiujgc funkcjonat g5 (.):
92 (517917 02,01, 60,61, 52) 2 & +0im + (61 — 02)n2 + (maly + maLy) cos 016
+ (mllf + mgL% + Il) él + mnglg COSs (91 — (92) ég
+ moLqls sin (91 — 92) 9% — (m1l1 + mng) gsinfy, (316)
- podstawiajgc do (3.16) wartosci (3.13) w punkcie pracy:
92 (EhahéQa 070707 0) = _El - gSingl(mlll + leg) - 07 (317)
€0 na podstawie (3.17) pozwala okresli¢ punkt réwnowagi dla 6, jako:
(3.18)

0, =0+knm keZ

-dla g3()
- definiujgc funkcjonat gs(.):
93 (527 01,02, 01,02, 0,01, éz) 2 &+ (B2 — 61)na + mala cos B2,

+ m2L1l2 COS (91 — 92) él + (Mng + 12) 92
(3.19)

— m2L1l2 sin (91 — 92) 9% — mglgg sin 92,

- podstawiajgc do (3.19) wartosci (3.13) w punkcie pracy:
(3.20)

93 (€2, 01,02,0,0,0,0) = 0 = —mylagsinbs.
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co na podstawie (3.20) pozwala okresli¢ punkt réwnowagi 6, jako:

0y =0+ knm keZ.

Majgc na uwadze istote dziatania systemu, zatozono iz, #; oraz 6, mogg przyjmowaé
wartosci od —7 do 7. Wynika to z faktu, iz konieczne jest unikniecie nawarstwiania sie wartosci
k € Z zwigzanego z okresowym dziataniem systemu. Pozwala to okresli¢ wartosci zmiennych
fizycznych jako 01|p, =01 03| p, =00raz 01|p, =i Oz|py = 7.

Na podstawie obliczen oraz zatozen (3.13), (3.4) oraz (3.5) znaleziono dwa punkty réw-

nowagi, ktére sg réwne:

P, = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), (3.21)

P, = (0,7,7,0,0,0,0,0,0,0). (3.22)

3.1.4. Procedura obliczania pochodnych

Zaleznosci miedzy zmiennymi x1(t), z2(t), x3(t), @ zmiennymi x4(t), x5(t), x¢(t) s w dane

jako:
i1(8) = fi(@(t), u(t), z(1)) = za(?), (3.23)
o (t) = fa(2(t), u(t), 2(t)) = x5(t), (3.24)
Ea(t) = fa(a(t), u(t), z(1)) = x6(t). (3.25)
Pochodne po czasie zmiennych z4(t), z5(t), z¢(t) 53 okreslonymi w (2.65) zmiennymi 6,
él, ég:
. YA Ll
4(t) = fa(2(t),u(t), 2(t)) = b0 = 7 (3.26)
(1) = ((t), ult), 2(0)) = by 2 22, (327)
o(t) = falw(t),ult), 2()) =, 2 72, (3.28)
gdzie:

* L1 - licznik pierwszego réwnania z (2.65),
» L2 - licznik drugiego rownania z (2.65),
» L3 - licznik trzeciego réwnania z (2.65),
* M - mianownik wystepujgcy w uktadzie réwnan (2.65).
W celu uproszczenia obliczeh pochodnych skorzystano ze wzoru na pochodng ilorazu

funkcji:

(f(xi)/ _ fz)g(x) — f(x)g’(x)’ oile  g(z)#£0 (3.29)
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Co po uwzglednieniu zaleznosci (3.26), (3.27) i (3.28) oraz wzoru (3.29) pozwolito uzy-

skac:

Afi
8%

Af
ou

asz
(921”

OLy ,, _ OM

ity
o al’il 8;% i
P"L M?
oL; M
M- —1L;
_ _Ou ou 7
Pn, M?
0L;, oM
M — L;
8Zk-l azkl i
Py, M?

a oznaczenia dla (3.31), (3.31) i (3.32) dane sie jako:

ir €{1,2,3,4,5,6}, ji € {1,2,3}, k€ {1,2,3}, my € {1,2}.

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Na podstawie zdefiniowanych oznaczen (2.54) wprowadzono nowe oznaczenia, w ten

sposob, aby nie zawieraty one w sobie zmiennych stanu:

A
A= mgy +mq + ma,

Bi1 = myly +maLy,

A
By = mals,

CE2ml?+mal?+ 14,

Dy £ maLyls,

Dy & (maly +maLy)g,

E 2 myi2 + I,

F £ mylag £ Bag.
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Nastepnie, bazujgc na (2.54) oraz (3.33) okreslono zalezno$ci miedzy oznaczeniami:

ar £ A,

b, & u+ & — x4m0 + By sinxoz? + By sinzza?,

Cr £ B, cos T3,

d. 2 B, cos X3,

e 2 C, (3.34)
fr 2 & — x5 — (5 — 26)12 — Dy sin (2o — x3)x% + Dy sinxa,

h, £ Dy cos (x5 — x3),

i 2B,

jr & &2 — (w6 — x5)1 + Dy sin (z2 — x3)23 + Fsinas.

Korzystajgc z tak okreslonych oznaczen (3.34) mozliwe jest sprawne obliczenie wymaga-
nych pochodnych. Przed wykonaniem obliczen roztozono wyrazenia zawarte w uktadzie rownan
(2.65) na liczniki L1, L2, L3 oraz mianownik M w nastepujgcy sposob:

- mianownik uktadu réwnan (2.65):

M 2 ACE + 2B cos 13 By cos £3D; cos (x5 — x3) — B% cos® 2o E

— AD? cos? (xy — x3) — B3 cos? 230, (3.35)
- licznik pierwszego réwnania z uktadu réwnan (2.65):

L1 2 (u+ & — x40 + By sin 2922 + Bysinx3x2)(CE — D3 cos? (13 — 3))
+ (61 — IpM1 — (I5 — Iﬁ)’l?g — D1 Sin (1‘2 — l‘g):ﬁg —+ D2 SiIl Ig)
(By cos gDy cos (kg — x3) — BycosxoE) + (§2 — (w6 — x5) 102

+ Dy sin (1 — x3)x2 + Fsinas)(B; cos 2D cos (x9 — x3) — By cos 23C), (3.36)
- licznik drugiego rownania z ukfadu réwnan (2.65):

L2 2 (u+ & — x4m0 + By sinaox? + By sinx3a?)(By cos 3D cos (xo — x3) — By cos 2o E)
+ (& — 2sm — (x5 — 26)m2 — Dy sin (zg — x3)x2 + Dysinay)(AE — B3 cos? x3)

+ (&2 — (w6 — w5)n2 + Dy sin (zg — x3)x2 + Fsinxz)(B) cos xo By cos w3 — AD; cos (zg — 23)),

(3.37)
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- licznik trzeciego rownania z ukfadu réwnan (2.65):

L3 2 (u+ & — x4m0 + By sin ZL’QLE?) + By sin $3$%)(Bl cos x9 D1 cos (x2 — x3) — By cosz3C)
+ (51 — T5M1 — (I5 — I6)772 — D1 SiIl (ZZJQ — l‘g)ﬂjg —+ D2 sin 1’2)
(By cos o Bs cos g3 — ADq cos (x2 — x3))

+ (& — (z6 — x5)n2 + Dy sin (zg — x3)x2 + Fsinas)(AC — B} cos® x). (3.38)

3.1.5. Model zlinearyzowany
W pierwszej kolejnosci obliczono wszystkie pochodne z M zdefiniowanego w (3.35):

oM _OM oM oM _oM oM oM _oM
ou O0z1 Oz Oz3 Oxr; Ox4 Oxs Oxg ’
OM
Oxa

= —2sin 19 By cos x3B1 Dy cos (2 — x3) — 2 cos 9By By cos 3Dy sin (xy — x3)

+ 2cos zp sin zo EB? 4+ 2AD? cos (x5 — 3) sin (z2 — x3),
oM

Tn = —2cosxo By By sinx3 Dy cos (xe — x3) + 2 cos 9By Bs cos 3Dy sin (xg — x3)
x3

— 2AD? cos (x9 — 3) sin (xg — 23) + 2B3C cos x3 sin 3.

Podstawiajgc wartos¢ P; do pochodnych oraz funkcji M otrzymano:

OM|  _oM| _oM| _oM| _oM| _ oM
ou Pl_azl Pl_aZQ Pl_aZ;g Pl_ﬁxl Pl_al’g P,
_oM| oM _oM| _oM| _g
78.13313176%‘4131781‘513178.1‘61317.
Podstawiajgc P, do M otrzymano:
M| _oM| _OM| _0M| _oM| _oM| _ oM
8u P2_82’1 P2_322 P2_823 P2_8x1 P2_8172 P2_6$3 Py
_oM| oMl _oM|
_3334},2_81'5P2_8x6p2_'

Podstawiajgc wartosci P, i P, do funkcji mianownika otrzymano:
M|p = M|p, = ACE 4 2B, B,D; — BiE — AD} — B3C.

Obliczajgc wszystkie pochodne z f; oraz podstawiajgc P; do pochodnych z f; otrzymano:

Of| _ohl _09h| _Oh| _Oh| _9h| _0A| _,0h| _,;
ou P, 821 P, 322 P 823 P, &rl Py al'g P, 8%3 P, ’((9%4 Py o
of| _oh| _,
8.2?5 P, 8.136 P, ’
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Obliczajgc wszystkie pochodne z f> oraz podstawiajgc P, do pochodnych z f; otrzymano:

Of2) _ 0F| _ 0f| _0f| _ 0 _0f2 _0f
ou |p, 0z1 P, 0za P, 0z3 P o1 p. Om2|p  Oxs|p
_ob| _, 0R| _, 0h| _,
Oz P ’ Oxs P, ’ Oxg P .

Obliczajgc wszystkie pochodne z f3 oraz podstawiajgc P; do pochodnych z f3 otrzymano:

Ofs| _Ofs| _0h| _ 0| _ 0| _ok| _ofs
8u P, 821 P, 822 P, 623 P 81’1 P, 81;2 P, 8933 P
Oxy|p ~ Oxs|p " Oxe P, '

Obliczajgc wszystkie pochodne z f; oraz podstawiajgc P, do pochodnych z f; otrzymano:

Oh| _Oh| _0h| _9h| _oh| _9h| _oh| _, 9h| _,
ou Py 821 Py 82’2 Py 82’3 Py 8951 Py 81'2 Py 81'3 P ’8$4 Py ’
on| _on|
81‘5132 8.136132 '

Obliczajgc wszystkie pochodne z f> oraz podstawiajgc P, do pochodnych z f; otrzymano:

oh| _oh| _on| _op| _on| _op| _ o
ou P2_821 P2_822 P2_8z3 P2_8x1 Pl_axg Pz_('?:rg P,
_Ohy _, 9 _, 9 _,
8I4 P ’ 8955 Ps ’ 81‘6 Ps '

Obliczajgc wszystkie pochodne z f3 oraz podstawiajgc P, do pochodnych z f3 otrzymano:

Ofs|  _0fs| _0fs) _0fs| _0fs| _9fs| _0fs
ou P, 071 Py 079 Py 073 Py 0x1 Py 0xo Py Oxs P,
_ Ol _0fs| _, 9f| _
81'4 Py 81‘5 Py ’ 8936 Py

Obliczajgc pochodne z L4, zdefiniowanego w (3.36) otrzymano:

- po zmiennych u, z1, 22, 23 i x1:

oL oL
5‘7; = CE — D? cos® (x9 — x3), 8211 = CE — D? cos? (x5 — x3),
oL
8—1 = —cosxaB1E + Bg cosx3 Dy cos (x — x3),
2
L L
b =cosxoB1 D1 cos (xg — x3) — BoC cos xs, b =
0z3 O0x1
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- po zmiennej xa:

0L,

—— = Byx2 cosxa(CE — D? cos® (xo — x3))
83:2

+2D7 cos (zg — x3) sin (zo — x3)(u + 21 — Mox4 + Br22 sinzy + Byxd sin a3)

+ (= D12 cos (zy — x3) + Do cos ) (— cos £ B1 E + By cos 25Dy cos (x5 — x3)) 4 (20 — s
— (x5 — zg)m2 — Dlmg sin (xg — x3) + Do sinxg)(sinxaB1E — By cos g D1 sin (z2 — 3))

+ Dy? cos (w9 — x3)(cos By Dy cos (w2 — x3) — BaC cosx3) + (22 — (26 — 25)12

+ Dlxg sin (1‘2 — 1‘3) + F'sin 333)(— sin $231D1 COS (1‘2 — I3) — COS l‘gBlDl sin (332 — 333)),

- po zmiennej z3:

0L

—— = x2Bycosx3(CE — D3 cos® (x5 — x3))
81'3

+ (u+ 21 — noxs + Bix2sinwy + Boxlsinaz)(—2D7 cos (1 — x3) sin (zg — x3))

+ Dlxg cos (xg — x3)(— cos xaB1 E + By cosxz D1 cos (xg — x3)) + (22 — mas — (x5 — 26)N2
- Dlzg sin (xg — x3) + Dy sinxg)(—Bg sinxz Dy cos (x9 — x3) + Bg cos x3 Dy sin (xg — x3))
+ (= D122 cos (x — x3) + F cos x3)(cos w9 By Dy cos (zo — x3) — BoC cos x3)

+ (23 — (w6 — 25)n2 + D122 sin (x9 — 3) + F sinz3)(cos oDy By sin (13 — x3) + ByC'sinx3),

- po zmiennej x4:

oL
Txi = —no(CE — D% cos® (x9 — x3)),

- po zmiennej x5:

OL
a—l = 2B x5 sinx5(CE — D3 cos® (zo — x3)) — (1 + 12)(— cos 2o B1 E 4 By cos 23D cos (x5 — x3))
Ts

+ (772 + 2D1£C5 sin (Z‘Q — 1‘3))((?08 I’QBlDl COS (1’2 — Ig) — BQC (o)) Ig),

- po zmiennej xg:

L
% = 226 By sinx3(CE — D? cos® (z9 — x3))
L6

+ (n2 — 226 D1 sin (x5 — x3))(— cos xe B1 E 4+ B cos x3 D1 cos (x3 — x3))

— n2(cos xoB1 D1 cos (xg — x3) — BoC cosxs).
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Podstawiajgc P, do pochodnych z L; otrzymano:

oL, oL, oL, oLy

—| =CE-D? —| =CE-D? —| =-BE+ByD = B, D, — B,C
ou N 1 EPs " 1 929 o 182+ baDy, 92 o 11 20,
oL oL oL
=L =0, == =Dy(—BiE + ByDy), = =F(B.D; — ByC),
81'1 P, axz P, 8%3 Py
oL oL
671 = —n(CE—D?}), ——| =—(n +n)(—B1E + ByDy) + n2(B1 D1 — B>C),

XTq P, 8$5 P,
oL
871 = ng(Bng — BlE) — 7’]2(B1D1 — BQO)

Te P,

Podstawiajgc P, do pochodnych z L; otrzymano:

L L L L
0Ly =CE — D?, 0Ly = CE — D?, 0Ly = B1E — ByDy, 0Ly = —B1D; + B»C,
ou Py 071 Py 079 Py 073 Py
oL 0L oL
L =0, =2 = Dy(=BiE+ ByDy), = = F(B.D; — ByC),
8:1:1 Py 6562 Py 8%3 Py
oL oL
| = —no(CE—D}), | = —(m +m)(Bi1E — BoDy) + no(—B1D1 + BxC),
8.%‘4 Py 8.%‘5 Py
oL
871 = n2(—BaD1 + B1E) — n2(—B1 D1 + BoC).

T Py

Podstawiajgc P, i P, do L, otrzymano:
Li|p, =0, Li|p, =0.

Obliczajgc pochodne z L, zdefiniowanego w (3.37) otrzymano:

- po zmiennych w, 21, 2o, 23 i x1:

oL oL

872 = By cosx3 Dy cos (xg — x3) — cosxaB1 E, 8—2 = By cosxsDy cos (xg — x3) — cosxaB1 F,
U 21

oL oL oL

22— AE - B3 cos® x3, =2 = cosz2B1 B> cosxz — ADq cos (z2 — x3), 2 0,

(922 (923 axl

- po zmiennej xa:

OLo

T = leg cos xo(Bg cos x3 D1 cos (xg — x3) — cosxa B1 E)
€r2

+ (—=BgcosxszDysin (xg — x3) + sinxoB1 E)(u + 21 — noxs + leg sinxy + Bng sinxs)
+ (=D a2 cos (zg — x3) + Do cos o) (AE — B3 cos® x3)
+ Dlxg cos (xg — x3)(cos wo By By cosxg — AD1 cos (x — x3))

+ (23 — (w6 — 5)n2 + D22 sin (vg — x3) + Fsinas)(—sinxy By By cos x3 + AD; sin (zo — 3)),
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- po zmiennej x3:

OLs

T = (u+ 21 — noxg + Blmg sin o + ngg sinx3)(BaD1 sin (2 — 3) cos x3
3

— BoD cos (zy — x3) sinwz) — Dyag cos (xo — x3) (B3 cos (13 — x3)* — AE)

— (29 — mas — (x5 — x6)n2 — D122 sin (xy — x3) + Dy sin o) (283 cos x3 sin 3)

— (=D1x2 cos (zo — 23) + F cosx3)(AD; cos (x2 — x3) — By By cos x3 cos x3)

+ (23 — (26 — 25)n2 + D1aZsin (xy — x3) + Fsinaz)(—ADy sin (2o — 23) — By Ba cos 3 sin x3)

— Bzﬂ?% cos x3(B1E cosxg — Ba D1 cos (xg — x3) cos x3),

- po zmienej x4:

0L4

s = —1o(Bz cos x3D1 cos (rg — x3) — cosxoB1 E),
T4

- po zmiennej xs:

0Lo

Do 2B x5 sin 29 ( By cos £3D; cos (x5 — x3) — cos w2 B1E) — (01 + n2)(AE — B3 cos® 3)
Zs

+ (2 + 2D1 x5 sin (x9 — x3))(cos w9 By By cos xg — AD1 cos (z2 — x3)),
- po zmiennej xg:

oL
872 = (2 — 2Dy sin (zg — x3)z6) (AE — BS cos? x3) — na(cos o Ba By cosxg — AD1 cos (xa — x3))
T

+ 26 Bg sin 2:3(Bs cos 3D cos (x2 — x3) — cosxaB1 E).

Podstawiajgc P, do pochodnych z Ly otrzymano:

L L L L
oLl _pop —mE 22— —mE 9P| —ap—B2 %% _pB, - ap,,
ou P, 821 P 822 P, 82’3 P,
8[/2 8L2 2 8L2 8L2
21 =0, =2| =Dy(AE - B2), =2| =—F(AD, - BiB,), —2| = —no(B2D; — B1E),
O o D N 2( 2) D73 N ( 1 1 2) D24 N 770( 211 1 )
0L, ) 0L, ,
|l =~ (m +m)(AE — B3) + n2(B1B2 — AD1), ——| =n2(AE — B3) —n2(B2B1 — ADn).
zs5 | p, Oz | p,
Podstawiajgc P, do pochodnych z Ly otrzymano:
L L L
OL:| _ _ oo+ mE 22— _popiimE 282 —ap- B
ou Py 0% Py 22 |p,
L L L L
OLs| _pip,—apy, 22| —o, 92| _ _pyar—B2), 22| — FAD, - BiBY),
82’3 Py a$1 Py 8952 Py 3%3 Py
oL oL
—2| = —no(=BaDy + BiE), ——| = —(n +n2)(AE — B3) + na(B1By — ADy),
8334 P. 8335 P
2 2
oL
78 2 ZUQ(AE—B%) —nQ(BgBl —ADl).
T Py
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Podstawiajgc P, oraz P, do L. otrzymano:

Lolp, =0, Lo|p, =0.

Obliczajagc pochodne z L3 otrzymano:

- po zmiennych u, z1, 22, 23 i x1:

oL OL

873 = — OBy cosxz + D cos (v9 — x3) cos 12 By, 373 = —CBycoszz + Dj cos (13 — x3) cos 12 By,
u Z1
L- L- L-

& = cosxoB1 By cosxg — AD1 cos (xz2 — x3), b = AC — Bf cos® o, & =0,

82;2 823 61‘1

- po zmiennej x-:

L
% = leg cos xo(—C By cosxs + Dy cos (xg2 — x3) cos e B1) + (— sinxo By D1 cos (x — x3)
)

— By D cosxgsin (xy — 23))(u + 21 — noxs + Braksinxy + Boxd sinxs)

— (=Dya? cos (xo — x3) 4+ Dy cos x5)(cos 29 By By cos 3 — ADj cos (1 — x3))

+ (22 —mas — (x5 — x6)M2 — Dlxg sin (xg — x3) + Dasinxo)(— sin xo By By cos 3

+ AD; sin (zg — 3)) + 2B? cos xa sin xa(23 — (w6 — x5)n2 + D122 sin (zo — 23) + Fsinxz)

+ (AC — B? cos® x3)(Dy a2 cos (x9 — x3)),

- po zmiennej x3:

OLs

T x%Bg cos x3(—C By cosxs + Dy cos (xo2 — x3) coszaBy)

€3

+ (u+ 21 — Mox4 + Braksinxy + Boxl sinx3)(C By sinxs + Dy sin (zy — x3) cos z2By)
+ Dlxg cos (xg — x3)(cos xo By By cosxg — AD1 cos (x2 — x3))

+ (22 —mas — (x5 — x6)M2 — Dlxg sin (xg — x3) + Dy sinxg)(— cos xo B1 By sin 3

— AD; sin (29 — 3)) + (AC — B} cos® 25)(— D122 cos (vg — x3) + F cosx3),

- po zmiennej x4:

OLs

Do —no(—CBs cosxz + D cos (xo — x3) cos xaBy),
T4
- po zmiennej xs:

oL
) 3 = 231I5 Sil’l:l?g(—CBg cosx3 + D1 COS (932 — CC3) COS l‘gBl)
L5

— (1 + n2)(cos x9B1 Ba cos x5 — ADq cos (z2 — x3))

+ (ng + 2Dy x5 sin (29 — 23))(AC — B? cos® a3),
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- po zmiennej xg:

9L
ou
0L
Oy
0L
Oxs
0L
Oxe

0L3
ou
OLs
83:1
OL3
dxs
OLs
dz6

L
0Ly = (ne — 2Dy sin (zg — x3)x6)(cos x9 By Ba cos xz — AD; cos (zg — x3))

81‘6

— 12 (AC — B} cos® x3) + 226 By sin x3(B; Dy cos x5 cos (13 — x3) — By cos 230).

Podstawiajgc P; do L3 otrzymano:

L L L

= —CBy + D1 By, OLs = —CBy + D1 By, OLs = B1By — ADq, OLs = AC - B},

P, 821 P, 322 P, (92’3 P,
OL OL OL

=0, a—?’ = Dy(B1By — ADy), —2| =F(AC — B?), ==2| = —no(~CBy+ D1By),
P To P 8x3 P 81‘4 P

= — (m +nm2)(B1B2 — ADq) + 1m2(AC — B}),
P,

= 772(B1.BQ — ADl) — ﬂQ(AC — B%)
P

Podstawiajgc P, do L3 otrzymano:

oL oL oL

=CBy— DBy, =2| =CBy— DBy, —2| =BBy— AD;, —2| = AC - B,

Py 821 Py 322 Ps 823 Py
OL OL OL

=0, =—2| = —Dy(B1By — ADy), a—3 = —F(AC — B?), a—f” = —no(CBy — D1 By),
Py 8332 Py I3 Py Xy Py

= — (m +n2)(B1By — ADy) + 2 (AC — BY),
Py

= 7]2(B1B2 — ADl) — UQ(AC — B%)
Py

Podstawiajgc P; do P, do L3 otrzymano:
La|p =0, Lz|p, =0.

Po znalezieniu wszystkich wartosci pochodnych funkcjonatu f(.), do obliczenia wartosci

macierzy (3.10), wykorzystano wartosci parametrow z tabeli (2.2). Po podstawieniu do pochod-

nych (3.21) oraz (3.22), posta¢ macierzowo - wektorowa z (3.11) i (3.12) przyjmuje nastepujgce

wartosci:
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-dla P;:

A|P1 =

—

HPIZ

-dla Py:

A|P2 =

—

HP2:

0 0 0 1,0000
0 0 0 0
0 0 0 0
0 —4,5744  0,1066 —0,1712
0 88,7525 —22,4745 —0,7947
0 —79,3866 73,9291 —0,0654
[0 0 o |
0 0 0
0 0 0
1,7120  —7,9473  0,6544 |
—7,0473  154,1926  —137,9209
0,6544 —137,9209 453,6863
[0 0 0 1,0000
0 0 0 0
0 0 0 0
0 —4,5744  0,1066 —0,1712
0 —88,7525 22,4745 —0,7947
0 79,3866 —73,9291 0,0654
[0 0 o |
0 0 0
0 0 0
1,7120  7,9473  —0,6544
7,9473  154,1926  —137,9209
—0,6544 —137,9209 453,6863

0
1,0000
0
0,1655

—4,4631

7,2953

0
1, 0000
0

—0,1655
—4,4631

7,2953

0 0
0 0
1,0000 0
9 B‘Pl = 9
0,1496 1,7120
2,9211 —7,9473
—5,9161 0,6544
(3.39)
0 0
0 0
1,0000 0
y B‘PZ = 9
—0, 1496 1,7120
2,9211 7,9473
—5,9161 —0, 6544
(3.40)

Tak stworzone modele w postaci macierzy stanu wykorzystano nastepnie przy syntezie

sterowania regulatorami LQR oraz typu PID.

3.2. Modele urzadzen wykonawczych oraz pomiarowych

Synteza sytemu sterowania wymagata rozpatrzenia zaleznosci fizycznych, ktére wyste-

pujg w urzgdzeniach wykonawczych oraz pomiarowych. Koniecznym byto zbudowanie odpowied-

nich modeli matematycznych a nastepnie powigzanie ich z modelem poznawczym wahadta (2.65)

oraz modelem zlinearyzowanym (3.39).
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3.2.1. Modele urzadzen wykonawczych

Modut urzgdzen wykonawczych sktadat sie z trzech elementéw sktadowych:

zasilacz przeksztatcajgcy napiecie przemienne 230 V 50 Hz na napiecie state o wartosci

+12V,
* mechaniczna przektadnia planetarna o przetozeniu réwnym i, sprzegnieta z silnikiem DC,
silnik pradu statego o magnesach trwatych, o napieciu zasilania rownym +12 V', przetozeniu

réwnym i,.
Ograniczenie na napieciu wyjsciowym z zasilacza zostato zamodelowane jako saturacja
o dolnej granicy réwnej —12 V' oraz granicy gérnej w postaci +12 V. Wptywato to bezposrednio
na zakres generowanego sygnatu sterujgcego u(t).
Uwzglednienie przektadni mechanicznej wigzato sie z analizg predkosci na wale silnika
oraz na wale napedzanym przez urzadzenie. Przetozenie przektadni mozna uzyskac¢ ze wzoru
[44]:

. w1
iy = —

=—, (3.41)
wo
gdzie w; to predkos$¢ na wale silnika a wy to predkosé na wale napedzanym, obie wyrazone
w [obr /min]. W modelu matematycznym urzgdzenia wykonawczego, przektadnie zamodelowana
jako (3.41) uwzgledniono jako czton proporcjonalny oznaczony jako i, [—]. Na podstawie doku-
mentacji silnika zamieszczonej w Dodatku | na ptycie CD pod nazwg P205.pdf, wartos¢ przetoze-

nia przyjeto jako:
i) =6, (3.42)

Kolejng czescig modutu urzgdzen wykonawczych byt silnik DC zasilany napieciem w za-
kresie od —12 V do +12 V, ktére byto odpowiednio regulowane poprzez sterownik silnika. Prze-
ksztatcat on informacje o modulacji szeroko$ci wypetnienia impulsu PWM na odpowiednie napiecie
zasilania [20]. Sposob zastosowania tegoz mechanizmu w niniejszej pracy inzynierskiej zawarto
w rozdziatach (5.2.2) i (5.2.3).

Rzeczywisty model matematyczny silnika pradu statego chechuje sie duzg ztozonoscig.
Opisuje on zjawiska elektromagnetyczne i elektrodynamiczne wystepujgce w urzadzeniu oraz za-
leznosci miedzy czescig elektryczng i mechaniczng silnika [4,22]. ze wzgledu na fakt, iz w niniej-
szej pracy inzynierskiej miat petni¢ on role urzgdzenia wykonawczego, koniecznym byto uprosz-
czenie jego modelu matematycznego. Na rysunku 3.1 zamieszczono schemat ideowy uproszczo-

nego modelu silnika DC, ktéry opracowano na bazie publikacji [36].
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Rys. 3.1. Schemat zastepczy obwodu wirnika silnika DC

Widoczne na nim wielko$ci mozna podzieli¢ na elektryczne, kidre opisujg odpowiednio

[4,36]:
+ U,(t) - napiecie zasilania silnika [V],

i (t) - prad w uzwojeniach wirnika [A],
* R, - rezystancja zastepcza uzwojen silnika [(],
* L, - indukcyjnosé zastepcza uzwojen silnika [H],
« £(t) - SEM [V],
* k. - stata elektryczna silnika [V 5],

oraz mechaniczne opisujgce [36]:
* M, (t) - moment obrotowy silnika [N'm],
* wy(t) - predkosc katowa wirnika silnika [rad/s],
* 1 - wspotczynnik tarcia watu [kgm?/s],
« J, - moment bezwtadnosci watu silnika [kgm?],
* M, - staty moment obcigzenia silnika [Nm],
* k,, - stata elektromechaniczna silnika [kgm?/s%A].

Korzystajgc z praw bilansowych w postaci [l Prawa Kirchoffa i Prawa réwnowagi momen-

tow obrotowych, réwnania rozniczkowe opisujgce dynamike silnika DC sg dane w postaci [36]:

diy(t) 1 Ru. . ke

dt = ZUZ (t) - le(t) Lw wS(t)a
(3.43)
dws(t) k. Iz 1
a = g, et = wst) = 7 Mope.

Przy zatozeniu zerowych warunkoéw poczagtkowych, rownania rézniczkowe (3.43) prze-

ksztatcono za pomocg transformacji Laplace‘a do postaci [36]:

—keQ2s(s) + U, (s
Iw(s) = (L)S ( )7

(3.44)
o kaw(S) - Mobc

2:(5) Jss+ p

)

Na rysunku 3.2 zaprezentowano schemat blokowy modelu silnika DC z podziatem na

czesc elektryczng i mechaniczng bazujacy na opisie matematycznym z (3.44).
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Czesc elektryczna Czesé mechaniczna

Rys. 3.2. Schemat blokowy silnika prgdu statego [36]

Chcac uprosci¢ model silnika jako urzgdzenia wykonawczego, poczyniono nastepujgce,
realistyczne w kontek$cie budowanego systemu zatozenia [4, 36]:
* moment obcigzenia watu silnika zaktada sie jako M. = 0,
+ spadek napiecia zwigzany z £(t) zostaje zaniedbany ze wzgledu na fakt, iz straty mocy
W uzwojeniu sg pomijanie mate,
» wspotczynnik tarcia i jest na tyle maly, ze jego wptyw na dynamike ruchu obrotowego watu
silnika jest znikomy,
» wartos¢ momentu bezwfadnosci watu silnika J, jest pomijanie mata w stosunku do momentu
bezwtadnosci wahadta jako obiektu sterowania.
Powyzsze zatozenia powodujg, ze model matematyczny silnika mozna uproéci¢ do po-

staci danej transmitancjg [36]:

(3.45)

gdzie T, jest statg czasowg cztonu elektrycznego silnika w postaci T, = % a K, jest wzmocnie-
niem statycznym réwnym K, = Z—m

Wielkoscig wyjsciowa z transmitancji (3.45) jest wypadkowy moment silnika 1M,(s), co
w kontekscie syntezy systemu sterowania jest bardzo uzyteczne gdyz sygnat sterujacy u(t) jest si-

3 co na podstawie znajomosci promienia watka napedowego R,,,, pozwala wyjs¢ na zaleznosc [4]

Ms(s)

u(s) = 7 (3.46)

ktéra pozwala na jednoznaczne uzaleznienie napigcia zasilania silnika U, (t) ze sterowaniem u(t).

Na podstawie dokumentacji suwnicy, wartos¢ promienia watka napedowego przyjeto jako [16]:

Ryn = 1,05 cm. (3.47)
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Kolejnym zatozeniem, ktére poczyniono w celu przygotowania modelu urzgdzenia wy-
konawczego byto zaniedbanie dynamiki wewnetrznej czesci elektrycznej silnika. Dokonano tego
ze wzgledu na fakt, iz stata czasowa T, jest pomijanie mata przy czasie ustalania sie obiektu ste-
rowania [4]. Wéwczas, uwzgledniajac transmitancje (3.45), zalezno$ci wyrazajgce dziatanie prze-
ktadni (3.41), statyczny model silnika DC (3.46) oraz promien watka napedowego (3.47) mozna

byto zapisa¢ uproszczony model urzgdzenia wykonawczego w postaci:

K,
U.(s) Rynip’

(3.48)

Wiedzgc, ze sygnat sterujgcy wystawiany przez regulator jest sita, mozliwe byto zaprojek-
towanie struktury sterowania tak, aby nie wptywaé na wyliczanie sygnatu sterujgcego oraz zagwa-
rantowaé odpowiednig prace zespotu wykonawczego. Majgc na uwadze model statyczny z (3.48),
konieczne bylo wyznaczenie zalezno$ci wigzacej sygnat sterujgcy z urzgdzeniem wykonawczym
tak, aby jego dziatanie pozwalato na wiasciwg regulacje systemu.

Napiecie zasilajgce silnik jest wystawiane na podstawie wypetnienia PWM, autorzy po-
stanowili dokona¢ bezposredniej identyfikacji zaleznosci wigzacej u(t) z dziataniem sterownika
silnika, co oznaczono za pomocg statej K,,,. Pozwolito to na pominigcie badan nad wtasciwo-
Sciami fizycznymi silnika. W Dodatku E, dotgczonym do pracy zamieszczono efekty badan czescig
wykonawczg systemu. Na rysunku 3.3 zaprezentowano schemat blokowy struktury pokazujgcej

sposoOb potgczenia czesci sterujgcej systemu z urzgdzeniem wykonawczym.

System sterujacy(SS) Urzadzenie wykonawcze(UW)

230/12v

| ref u(t) |

—»| Regulator —| K py yy ———®| PWM [—®| SilnikDC —»

Rys. 3.3. Schemat przedstawiajacy sposob przeliczania sygnatu sterujacego dla urzagdzenia wykonawczego

3.2.2. Modele urzadzen pomiarowych

W modelu symulacyjnym zaimplementowanym w programie Matlab Simulink zbudowa-
no modele enkoderéw oraz zyroskopdw, ktdre miaty symulowaé ich rzeczywiste dziatanie jako
urzagdzen pomiarowych. Miato to na celu zweryfikowanie wptywu dziatania sensoréw na dziatanie

ukfadu regulaciji.

58



Pomiar predkosci obrotowej za pomocg zyroskopu charakteryzuje sie wystepowaniem
addytywnego szumu biatego , ktory to znieksztatca rzeczywistg wartos¢ zmiennej procesowej [41].
Zamodelowanie wptywu zaktdcen na mierzong wielko$¢ fizyczng pdzniejsze testy FK w modelu
symulacyjnym, co przetozylo sie na sprawniejszg implementacje w rzeczywistym obiekcie. Sensor
zamodelowano w $rodowisku Matlab Simulink poprzez dodanie do linii sygnatowej przenoszacej
predkosé sygnat z funkcji Band-Limited White Noise [39]. Blok ten pozwala na generowanie szumu
biatego, ktéry w kontekscie prowadzonych badan musiat zosta¢ zidentyfikowany.

Przemieszczenia kgtowe byty mierzone za pomocg enkoderéw inkrementalnych. Urza-
dzenia te ze swojej natury nie wykazujg wystepowania zaktécen w postaci szumu biatego. Sygna-
ty wystawiane na wyjsciah (A i B) majg charakter przebiegéw prostokatnych, ktére to wptywajg
na przetwarzanie danych [41]. Autorzy zdecydowali sie na zamodelowanie enkoderow w aplikaciji
symulacyjnej stworzonej w programie Matlab Simulink w postaci podsystemow, ktérych efektem
dziatania jest kwantowanie rzeczywistego sygnatu pomiarowego. Na ptycie CD w Dodatku | za-

mieszczono skrypt o nazwie enkoder.slx, ktéry zawiera modele enkoderdw.

3.3. Synteza systemu sterowania a niepewnos¢ strukturalna i parametrycz-

na modelu

Relacje miedzy rzeczywisto$cig, a modelami , ktére jg opisujg sg bardzo skomplikowane.
Doktadna reprezentacja obiektu fizycznego czesto prowadzi do skomplikowanego opisu (mode-
lu) matematycznego. ze wzgledu na ograniczenia poznawcze oraz skomplikowanie zjawisk fi-
zycznych, zbudowanie modelu uwzgledniajgcego wszystkie zaleznosci jest praktycznie niemozli-
we [10, 38,46].

Z tego powodu, projektanci systemu muszg podczas modelowania odpowiednio wybra¢
zaleznoéci fizyczne, ktére dla danych kategorii analizowania modelu sg najwazniejsze. Dobry mo-
del matematyczny, rozpatrywany przy syntezie sterowania musi by¢ na tyle prosty, aby jego anali-
za i wykorzystanie byto efektywne oraz na tyle rozbudowany, aby da¢ pewnos¢, ze zaprojektowany
na jego podstawie system sterowania zrealizuje stawiane przed nim wymagania w rzeczywistym
obiekcie sterowania [46]. Podjecie decyzji jakie zaleznosci fizyczne oraz jakie wartosci parametrow
modelu zostang uwzglednione przy syntezie sterowania ma kluczowe znaczenie dla skutecznosci
dziatania algorytmu sterowania. Czestym zjawiskiem podczas modelowania systeméw jest brak
petnej informacji o istotnych zaleznosciach fizycznych. Wigze sie to z niepewnoscia strukturalna,
gdzie pewne cechy dynamiki systemu nie mogg zosta¢ odpowiednio odwzorowane oraz niepew-
noscig w parametrach objawiajgcg sie niepetng informacjg odnoscie ich wartosci [10, 38]. Jezeli
niepewnosci modelowe oraz w parametrach mozna ograniczy¢ w pewnych znanych, ustalonych
granicach mozliwy jest dobor nastaw algorytméw sterowania tak, ze zapewniona zostanie stabil-
nos¢ systemu. Taki rodzaj sterowania nazywa sie Sterowaniem Krzepkim [38].

W przypadku syntezy systemu sterowania dla budowanego wahadta, wszystkie niepew-

nosci w parametrach opisane sg w sposéb deterministyczny, przedziatowy co zaprezentowano
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w rozdziale (2.2.6). Oznacza to, ze mozliwe jest pewne arbitralne dobranie nominalnych para-
metréw tak, aby zapewni¢ odpowiednie dziatanie systemu sterowania, ktory przy nieprzewidywal-
nych zmianach ich wartosci bedzie w stanie zapewni¢ stabilnos¢. Dla rozpatrywanego wahadia,
niepewnos¢ w strukturze modelu matematycznego objawiata sie gtéwnie w uproszczeniu opisu
zjawiska tarcia wystepujgcego w poruszajgcych sie elementach. Analizujgc rozwazania poczynio-
ne w rozdziale (2.2.4) oraz strukture modelu matematycznego z (2.51), mozna doj$¢ do wniosku,
ze poczynione uproszczenie modelu nie wptynie znaczgco na wynik dziatania systemu, a jedynie
go skoryguje. W wielu implementacjach algorytméw sterowania dla wahadta, modele do celow
syntezy pomijaty wptyw tar¢ na dziatanie catego uktadu fizycznego [6].

Majac na uwadze powyzsze rozwazania, koniecznym byto przeprowadzenie dyskusji do-
tyczacej ustalenia jakie wartosci parametréw zostang obrane jako docelowe. Wiedzac, Zze wartosci
odpowiednich parametrow majg charakter deterministyczny i zawierajg sie w pewnym zamknietym
przedziale mozliwe byty dwie drogi postepowania [7, 38]:

* wybor wartosci parametréw na koncach przedziatéw,
+ wybdr warto$ci parametrow w postaci Sredniej geometrycznej lub arytmetycznej z przedzia-
tu.

Wiedzac, ze parametry o niepewnej wartosci zamieszczone w tabeli (2.1) majg charakter
multiplikatywny, co wynika z podstawien (2.54) oraz postaci modelu (2.65), konieczne byto obli-
czenie estymat nominalnych parametréw w postaci $redniej geometrycznej. Autorzy pracy zdecy-
dowali sie na przyjecie wartosci parametréw z tabeli (2.2), ze wzgledu na zastosowanie identycz-
nego toku rozumowania przy zaktadaniu parametrow do celéw symulacji modelu poznawczego

wahadta.

3.4. Modele do celéw sterowania

W tym rozdziale zostang wyprowadzone modele na podstawie ktérych, dokona sie syntezy

systemu sterowania.

3.4.1. Model w przestrzeni stanu dla potrzeb sterowania liniowo - kwadratowego

W celu syntezy sterowania LQR niezbednym jest wyprowadzenie liniowego modelu obiek-
tu w przestrzeni stanu. Wykorzystano do tego wynik linearyzacji wokét Py z (3.39). Podstawowym
wymaganiem stawianym sterowaniu liniowo - kwadratowemu jest stabilizacja stanu wewnetrz-
nego oraz osiggniecie w stanie ustalonym wektora trajektorii referencyjnych c..r(t) € R? przez
c(t) € R?. W przypadku rozwazanego modelu wahadta, wektor sygnatéw referencyjnych jest zde-

finiowany w postaci:

Cref(t) [crefl(t) Crefy (t) crefs(t)}T7 (3.49)
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a wektor wyjs¢ sterowanych definiuje sie jako:
)2 [e(t) ) )] - (3.50)
Po zdefiniowaniu wektora wyj$¢ w punkcie rownowagi ¢:
c: {51 o E3r, (3.51)
oraz wektora wartosci referencyjnych w punkcie réwnowagi ¢, s:
Cres £ |:E7‘ef1 Crefs Erefg] p (3.52)
mozna obliczy¢, ze dla P, przy uwzglednieniu (3.21) wektory (3.51) i (3.52) wyniosty:
©@lp, = @)reslp, = [0 0 o]T. (3.53)

Zatem, przyrostowy wektor sygnatéw referencyjnych definiuje sie jako:

T

Acres(t) 2 [Acyep, () Acrep,(t) Acres,(t)] - (3.54)
przyrostowy wektor sygnatéw sterowanych:
Ac(t) £ [Acr(t) Deslt) Aes(t)] (3.55)
ktérego sktadowe sg réwne:
Aci(t) & Az (t), Aco(t) & Awy(t), Acs(t) = Awxs(t). (3.56)

Wykorzystujgc (3.49), (3.50) oraz (3.53) wektory przyrostowe (3.54) i (3.55) wyprowadzo-

no zaleznosci rowne:
Ac(t) = C(t) —C, Acref (t) = Cref (t) — Cref- (3.57)

Celem sterowania wahadtem jest zapewnienie dojscia catego uktadu do gérnego punktu
pracy P, co wigze sie z tym, ze zmienne stanu 1 (t), x2(t) oraz x3(t) muszg osiggna¢ pewna
wartos¢ referencyjna.

Zatem, zapisujgc zaleznos¢ wyjs¢ sterowanych w postaci wektorowo-macierzowej (3.56)

otrzymuje sie E réwna sig:

100000
E£10 100 0 0f. (3.58)
001000

61



Znajgc model w postaci macierzy stanu z (3.39) oraz zalezno$ci wigzgce wielkosci refe-
rencyjne z wyjsciami dane w (3.54), mozliwe byto przeprowadzenie syntezy systemu sterowania

w przestrzeni stanu.

3.4.2. Model wejscie - wyjscie dla potrzeb sterowania typu PID

W celu syntezy algorytmu PID wyprowadzono model wejscie-wyjscie w postaci transmi-
tancji operatorowe. W zwigzku z tym postuzono sie jednostronng transformatg Laplace‘a, ktéra po-
zwoli na przejscie z rzeczywistej dziedziny czasu ¢t do zespolonej dziedziny s. Chcac przeksztatci¢

model w postaci réwnan stanu na postac transmitancyjng stosuje sie wzér [30]:
G(s)=E(sI - A)™'B, (3.59)

Korzystajgc z (3.39) i macierzy wyjs¢ sterowanych (3.58), otrzymany wektor transmitanciji

byt w postaci:
G(s) 2 |AGo(s) AGi(s) AG2(5)]T. (3.60)

W celu przeksztatcenia modelu w przestrzeni stanu na posta¢ wejscie - wyjscie zasto-
sowano odpowiedni skrypt w programie Matlab Simulink [34, 39] realizujgcy zaleznos¢ (3.59).
Znajduje sie on w Dodatku | pod nazwg transmitancje.m. Otrzymane sktadowe wektora (3.60) sg

rowne:

_ AG(s) 1,712s% + 16, 555% — 249, 152 — 405, 1s + 5619

A = =
Gols) = "RU(s) ~ 58+ 10,5557 — 165,77 — 48857 1 465757 1 10865’
AGH(s) = AC(s) —7,947s* — 47,8353 + 556, 652 + 201, 1s (3.61)
W= "AU(s) ~ 5+ 10,5555 — 155, 751 — 4885 1 465752 + 10865’ '
AGA(s) = ACy(s) 0, 65445 — 55,065% + 553, 252 + 211, 35
28 = "AU(s) ~ 5+ 10,555 — 155, 751 — 488s° + 465752 + 10865

Sygnat U(s) jest transformatg Laplace‘a sygnatu u(t) natomiast ACy(s), AC,(s) oraz
ACs(s) sg transformatami sygnatéw wyjsciowych sterowanych (3.55). Wiedzac, ze algorytm regu-
lacji wahadtem musi realizowa¢ trojelementowy wektor sygnatéw referencyjnych z (3.54), mozna

zdefiniowaé wektor uchybu w postaci:
A T
Ae(s) 2 [Aco(s) Acr(s) Aea(s)] (3.62)
gdzie poszczegdlne sktadowe wektora (3.62) sg dane jako:

Aso(s) = Acrefl (5) - ACl(S),
Aei(s) = Acref, (s) — Aca(s), (3.63)

Aey(8) = Acrey,(s) — Acs(s).

62



Zatem, znajgc zalezno$ci modelowe wigzgce zlinearyzowang dynamike wahadta dang
w (3.61) oraz powigzania miedzy wartosciami referencyjnymi i sterowanymi z (3.63) mozliwe byto

przeprowadzenie syntezy sterowania za pomocg zespotu regulatoréw typu PID.

3.5. Badanie modeli do celéw sterowania

W procesie syntezy systemu sterowania bardzo waznym jest zbadanie pewnych wtasci-
wosci wyprowadzonych modeli do celéw sterowania. Autorzy pracy zdecydowali sie na weryfikacje
sterowalnosci obiektu oraz jego minimalnofazowosci. Badan dokonano jedynie dla modelu przed-
stawiajgcego linearyzacje nieliniowych rownan stanu z (2.65) wokét punktu pracy Py, ze wzgledu

na fakt, iz byt on rozpatrywany przy syntezie uktadu regulaciji.

3.5.1. Badanie sterowalnosci modelu zlienaryzowanego

Liniowy system dynamiczny jest sterowalny, gdy jest mozliwe zastosowanie takiego ste-
rowania u(t), ktére w skonczonym czasie ¢ € [to,t;] pozwala na przejscie stanu systemu x(t)
ze stanu poczatkowego x(t;) do stanu koncowego x(t;) [18,30].

Jedng z metod badania sterowalnosci uktadu jest test Kalmana. Jest to metoda algebra-

iczna, ktdra polega na skonstruowaniu macierzy sterowalnosci [30]:
M.=|B AB AB ... A"'B|, (3.64)

a nastepnie zbadaniu jej rzedu, ktéry musi spetnia¢ zaleznos¢ rank(M,.) = n, gdzie n to rzad
dynamiki uktadu [30].

Bazujgc na modelu (3.39), zbadano czy dla danych macierzy A oraz B, uzyskanych w pro-
cesie linearyzacji wokét P, model systemu cechowat sie sterowalnoscig. Ze wzgledu na ztozonos¢
obliczeniowg analitycznego dowodu sterowalnosci, autorzy pracy zdecydowali sie na zastosowa-
nie odpowiedniego skryptu w Matlab Simulink, wykorzystujgcego zaleznos¢ (3.64). Zamieszczony
on zostat na ptycie CD w Dodatku | pod nazwg wyznacz_Iqr.m. Program ten wykonuje sie po uru-
chomieniu skryptu pod nazwg dip_sterowanie.m.

Dla goérnego punktu rownowagi P; wyznacznik z macierzy sterowalnosci jest rowny:
det(M.|p,) = 6,9576 x 10 (3.65)

Na rysunku 3.4 zaprezentowano screen z programu Matlab Simulink, ktéry przedstawia

wyniki badania sterowalnosci systemu.

63



Command Window

CObiekt jest Sterowalny w P1

Cbiekt jest Sterowalny w P2

Punkt pracy Pl nie jest lokalnie, asymptotycznie stabkilny
Punkt pracy P2 jest lokalnie, asymptotycznie stabkilny

=

Rys. 3.4. Komunikat dotyczacy sterowalnosci systemu w P;

Na podstawie powyzszego komunikatu oraz otrzymanej wartosci wyznacznika z (3.65),

mozna stwierdzi¢ iz, system jest sterowalny w P;.

3.5.2. Badanie minimalnofazowosci modelu obiektu regulacji

Kolejnym badaniem modelu na jakie zdecydowali sie autorzy pracy jest weryfikacja mi-
nimalnofazowosci obiektu, ktérg oparto na analizie transmitancyjnego modelu z (3.61). Uktadem
minimalnofazowym definiuje sie taki uktad, ktérego przebieg charakterystyki fazowej moze zostac
przewidziany na podstawie charakterystyki amplitudowej uktadu. Nieminimalnofazowos$¢ wplywa
negatywnie na ukfad regulacji, zwiekszajgc jego wrazliwo$¢ na zmiany wartosci parametréow oraz
zmniejszajgc zapas stabilnosci [21].

Przyczynami nieminimalnofazowo$ci sg [21]:

* opoznienie transportowe e 570,
+ wystepowanie bieguna lub zera w prawej pétptaszczyznie zespolonej,
* "roztozenie” systemu.

Weryfikacji minimalnofazowos$ci modelu wahadta dokonano sprawdzajgc, czy zera trans-
mitancji obiektu majg ujemng czesc¢ rzeczywista. Jezeli obiekt posiada choé jedno nieujemne zero
transmitacnji to mozna go nazwac¢ nieminimalnofazowym [21]. Badan obiektu dokonano za po-
moca programu napisanego w aplikacji Matlab Simulink, o nazwie transmitancje.m, ktéry mozna
znalez¢ w Dodatku | na ptycie CD.

Wektor transmitancji AG(s) z (3.61), po przeksztatceniu jego sktadowych do postaci ilo-

czynowej, posiada nastepujgce zera transmitanciji:

- dla AGy(s):
SGy, = —16,7979,
SGos = —D, 1669, (3.66)
SGy, = 6,1484 4 0,12214,
5Gy, = 6,1484 — 0,12214,
-dla AG4(s):
sG,, = —11,7805,
sa,, = 6,1138, (3.67)

S, = —0,3513,
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- dla AG5(s):
SGyy = 72,3955,

8Gy, = 12,1057, (3.68)
Sy, = —0,3684,

Analizujgc wartosci zer wektora transmitancji AG(s) z (3.66), (3.67) oraz (3.68), mozna
doj$¢ do wniosku, ze obiekt jest nieminimalnofazowy. Oprécz badnia zer transmitancji, autorzy
pracy zdecydowali sie na wykreslenie charakterystyk amplitudowo - fazowych Bode‘a [30]. Na ry-
sunkach 3.5, 3.6 oraz 3.7 zamieszczono wyzej wspomniane charakterystyki. Do ich wygenerowa-
nia postuzono sie programem napisanym w aplikacji Matlab Simulink, o nazwie transmitancje.m,

ktéry mozna znalez¢ w Dodatku | na ptycie CD.

Bode Diagram

100 T T T

n
—
|
|
|
|

Magnitude (dB)

1
o

Frequency (rad/s)
Rys. 3.5. Charakterystyka amplitudowo - fazowa AGo(wj)
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Bode Diagram

20 - o

Magnitude (dB)
L
o]

) i i i
10 T T T

10T - g

Fhase (deqg)
/
/
.l'j{

_2D 1 1 1
102 10" 10° 10" 102
Frequency (rad/s)

Rys. 3.6. Charakterystyka amplitudowo - fazowa AG: (wy)

Bode Diagram

-100 | S 1

Magnitude (dB)

150 i

_2 D‘D‘ i i i i i

45 1

90 §

FPhase (deq)

135 1

'18'} I I I I r——
102 107! 100 10" 102 102 104
Frequency (rad/s)

Rys. 3.7. Charakterystyka amplitudowo - fazowa AG»(wy)

Analizujgc otrzymane rysunki 3.5, 3.6 oraz 3.7 mozna zauwazy¢ widoczny brak zwigzku

w przebiegach charakterystyk fazowych wzgledem amplitudowych.
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3.6. Modele dla celow estymaciji stanu

W przypadku rozwazanego systemu sterowania wahadtem konieczne byto estymowanie
oraz filtrowanie odpowiednich zmiennych stanu. Wynikato to z faktu, iz sensory, kiére zastosowa-
no w rzeczywistym systemie dawaty znieksztatcony pomiar co wymagato zastosowania mechani-

zméw odrzucania niepozgdanych zaktocen [32,41].

3.6.1. Istota procesu estymacji dla obiektu wahadta

Problemem jaki stangt przed projektantami systemu byto stworzenie odpowiedniej meto-
dy estymacji stanu, ktéra jest wstanie dziata¢ skutecznie bez wzgledu na to, z jakim rodzajem
algorytmu sterowania jest zwigzane sterowanie procesem. W przypadku rozwazanego systemu
zdecydowano sie na pomiar nastepujgcych wielkos$ci fizycznych:

» Przemieszczenie katowe watu silnika przy pomocny enkodera inkrementalnego w(t) [rad],
* Przemieszczenie katowe pierwszego ramienia przy pomocny enkodera inkrementalnego

01(t) [rad],
* Przemieszczenie kgtowe drugiego ramienia przy pomocny enkodera inkrementalnego 05 (t)

[rad],
« Predkos$¢ katowa ramienia pierwszego przy pomocny zyroskopu 0y (t) [rad/s|,
« Predkos$¢ katowa ramienia drugiego przy pomocny zyroskopu 05(t) [rad/s].
Zatem, bazujac na definicji wektora x(t) z (2.3), mozna byto zdefiniowa¢ wektor pomiaro-

wy systemu y(t) jako:

02 [0 1) w® w0 w0 (3.69)

oraz wektor sygnatéw pomiarowych w punkcie réwnowagi y:

T

925 % o U T - (3.70)

Mozna, okresli¢ ze dla P; oraz P, przy uwzglednieniu wartosci z (3.21) i (3.22) wektory

dla obu punktéw pracy, oparte na definicji (3.70) wyniosty:

@)p, =10 0 0 0 0|, (y)\P2=[o T om0 Or' (3.71)

Woéwczas, bazujgc na (3.69) oraz (3.71) mozna byto zdefiniowaé przyrostowy wektor po-

miarowy w postaci:

Ay(t)é[ﬁyl(t) Aya(t)  Ays(t) Ays(t) Aye(t)r' (3.72)
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ktérego sktadowe sg rowne:

Ayi(t) £ Azy(t), Aya(t) £ Axy(t), Ays(t) £ Axg(t), Ays(t) = Azs(t), Ays(t) = Axg(t).
(3.73)

Wykorzystujgc (3.71) oraz (3.72), wektor przyrostowy (3.73) mozna opisaé zaleznoscig

réwna:

Ay(t) = y(t) — v, (3.74)

Majac na uwadze wiasciwosci roznych algorytmow estymacji oraz wiedze na temat dzia-
tania urzadzeh pomiarowych zdecydowano sie na zastosowanie dwoch Filtréw Kalmana, ktérych

celem byto eliminowanie szumu biatego pochodzgcego z pomiaru zyroskopami [41].

3.6.2. Model do celow estymacji predkosci liniowej wozka

Aby otrzymac przemieszczenie liniowe wozka nalezy uwzgledni¢ prostg zaleznos¢ fizycz-
ng miedzy ruchem postepowym a obrotowym z (2.23). Pomiar przemieszczenia liniowego woz-
ka dokonano poprzez zastosowanie enkodera inkrementalnego przymocowanego do zebatki osi
jezdnej wbzka. Znajgc promien watka R,,,, na ktérym obracat sie enkoder otrzymywano wartosc
zmiennej stanu 1 (t). Nastepnie konieczne byto zastosowanie odpowiedniego algorytmu estyma-
cji, pozwalajgcego uzyskac¢ predkosc¢ liniowg wozka z4(t). Jednym z mozliwych rozwigzan tego
problemu bytoby zastosowanie estymatora w postaci obserwatora Luenbergera, ktory uwzgled-
niatby znajomo$¢ modelu do celdw estymaciji, sygnatu sterujgcego u(t) oraz odpowiednich pomia-
row y(t) [18]. W niniejszej pracy inzynierskiej autorzy zdecydowali sie na jednak na zastosowanie
prostszego rozwigzania polegajgcym na rézniczkowaniu pomiaru zmiennej stanu z; (¢t). Wéwczas
estymowana zmienna stanu Z4(t), ktérej nieobcigzona estymata mogta zostac potraktowana jako

w petni odtworzona zmienna stanu x4(t) byta réwna:
Z4(t) = 21(2). (3.75)

W Dodatku F zamieszczono rozwazania na temat doboru odpowiedniej metody pomiaru
predkosci za pomocg enkodera.
3.6.3. Model do celow estymacji predkosci katowej

W przypadku estymaciji predkosci kgtowych, konieczne byto wyprowadzenie modelu, kté-
ry uwzgledniatby wplyw szumu biatego na pomiar predkosci zyroskopem. Majgc na uwadze fakt,

iz algorytm musiat zosta¢ zaimplementowany na platformie mikroprocesorowej, posta¢ jego mo-
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delu musiata by¢ dyskretna. Wowczas stan z, (k) oraz wyjscie z filtru y, (k) sg dane jako:

:L'o(k) = LNy (k)v yo(t) £ fo(k)a (376)

gdzie N, € {1,2}.
Wodwczas, na podstawie powyzszych rozwazan oraz definicji z (3.76) model co celéw

estymacji jest dany w postaci:

Fo(k) = &0k — 1) + w(k — 1),

(3.77)
Yo(k) = Zo(k) + v(k),
gdzie v(k) jest szumem pomiarowym a w(k) jest szumem przetwarzania [32].
Zatem macierze A,, B,, C, oraz H, byly w postaci:
Ap,=1, Bp,=0, Hp,=1, Cp, = 1. (3.78)
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4. Synteza systemu sterowania

Celem tego rozdziatu jest opis syntezy systemu sterowania wahadtem w oparciu o przy-
gotowane wczesniej modele. Pojecie syntezy systemu sterowania wyraza zbiér operacji majgcych
na celu okreslenie struktury oraz parametréw algorytmu regulacji dla wskazanego systemu ste-
rowania. Warunki dziatania oraz wymagania stawiane systemowi muszg by¢ Scisle zdefiniowa-
ne [11,18]. na rysunku 4.1 przedstawiono strukture blokowg przedstawiajgcg system sterowania

obiektem wahadta.

Cref B H-(t) y(f)
—» SS —»| UW [—» DIP [—»| UP

w(k)
Rys. 4.1. Schemat blokowy systemu sterowania

Przedstawienie takiej struktury systemu sterowania pozwala na wyrazenie w sposob naj-
bardziej ogdlny istoty jego dziatania. Oprécz oznaczen przeptywajgcych sygnatéw, na schemacie
zaprezentowano moduty systemu, ktdre zidentyfikowaé mozna nastepujacymi skrétami:

+ S5 - algorytm regulaciji,
« UW - modut urzadzen wykonawczych,
* DIP - podwdjne odwrdcone wahadto,
U P - modut urzgdzeh pomiarowych,
* SE - system estymacji stanu.

Zasadniczym wymaganiem stawianym algorytmom sterowania byto realizowanie trajek-
torii referencyjnych c,.; oraz odrzucanie zaktécen z(t). Obiekt wahadta, po rozhustaniu musiat
utrzymac gorne potozenie rownowagi, bez wzgledu na pewne ograniczone zmiany warto$ci para-
metréw oraz niepozgdane wptywy zewnetrzne [10, 30].

Dokonujgc syntezy systemu sterowania nalezato mie¢ na uwadze zasade separowalno-
8ci, ktéra gtosi, iz mozliwe jest osobne zaprojektowanie prawa sterowania przy zatozeniu dostep-
nosci pomiarowej wszystkich zmiennych stanu oraz odrebnym skonstruowaniu mechanizmu esty-
maciji, ktory to na podstawie rzeczywistych pomiaréw y(t) rekostruuje stan systemu. Takie zjawi-
sko zachodzi jedynie dla obiektdw dynamicznych, ktére opisane sg za pomocg liniowych réwnan

rézniczkowych. Rozwazany obiekt wahadfa bedgcy systemem nieliniowym nie spetnia zasady
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separowalnosci jednak ze wzgledu na fakt dokonania linearyzacji wokét punktu pracy, zaktada
sie stusznos¢ zastosowania tej reguty [11, 30].

W pierwszej kolejnosci dokonano syntezy algorytmow estymacii, ze wzgledu na fakt, iz ko-
nieczna jest wspétpraca estymatora ze wszystkimi zastosowanymi algorytmami sterowania. Po-
tem okreslono wymagania jakie postawiono przed wybranymi algorytmami regulacji. Nastepnie,
opisany zostaje proces doboru nastaw dla liniowych algorytméw LQR oraz typu PID. W dalszej
kolejnosci opisana zostaje metoda Swing - up, oraz jej powigzanie z wyzej wymienionymi algo-
rytmami. Dla kazdego rodzaju regulatora przeprowadzono szereg testow symulacyjnych oraz wy-

ciggnieto odpowiednie wnioski z badan.

4.1. Estymacja stanu

Zaprezentowano strukture blokowg prezentujgcg przeptyw sygnatéw miedzy poszczegol-
nymi fragmentami a na koniec, autorzy na podstawie modelu do celéw estymacji, wyprowadzo-

nego w (3.6.3), realizujg koncepcje estymacji nakreslong w (3.6.1).

4.1.1. Filtr Kalmana jako optymalny estymator stanu

Filtr Kalmana, bedgcy optymalnym estymatorem stanu umozliwia dokonanie fuzji danych
pomiarowych z réznych rodzajéw sensoréw. Ma to na celu zmniejszenie potencjalnych btedow
w pomiarze zmiennych procesowych oraz zwiekszenie niezawodnosci funkcjonowania systemu
sterowania [26]. W przypadku rozwazanego systemu sterowania, pomiaréw dokonywano z dwéch
komplementarnych sensoréow w postaci zyroskopéw i enkoderdw.

Uzycie jakiegokolwiek rodzaju czujnika pomiarowego skutkuje wystgpieniem pewnych
niedogodnosci w odtwarzaniu mierzonych wielkosci, zaktdcenia mozna wyrazi¢ w postaci wektora
szumu przetwarzania w(t) oraz wektora szumu pomiarowego v (t). Wektory te mozna przedstawic
w postaci zrodet ciggtego szumu biatego, gdzie Q jest macierzg kowariancji szumu przetwarzania

a R jest macierzg szumu pomiarowego [32]:

w(t) = N(0,Q), v(t) = N(0,R). 4.1)

W przypadku uwzglednienia wektora szumu przetwarzania w(t) oraz wektora szumu po-
miarowego wv(t), dyskretne rébwnania stanu, rozwazanego modelu do celéw estymacji majg po-
sta¢ [32]:

:Bk(k):AD.’Bk(kf1)+BD'U/]€(]€71)+GD’U)(I€71), (42)

Zk(k‘) = HD:ck(k) + DDuk(k) + ’U(k),

gdzie x(k — 1) jest dyskretnym wektorem stanu filtru, u;(k — 1) jest dyskretnym sygnatem wejs¢
do filtru natomiast z (k) jest dyskretnym wektorem pomiarowym. Macierze Ap, Bp, Hp oraz D,

sg macierzami stanu, wejscia wyjscia oraz sprzezenia bezposredniego w FK [7, 32].
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Ze wzgledu na brak bezposredniego sprzezenia od wejscia oraz braku wptywu wielko$ci
zaktdcajgcych nie bedgcych szumem biatym na wyjscie mierzone oraz stan, macierz D, jest row-

na 0. Upraszcza to (4.2) do postaci:

(k) = Apxp(k — 1) + Bpug(k — 1) + Gpw(k — 1), (4.3)

Zk(k) = HD.’I}k(k) —+ ’U(k)

Wektor szumu pomiarowego v (k) wptywa negatywnie na pomiar z (k). Macierz wzmoc-
nienn Gp w rownaniach (4.2) oraz (4.3) wyraza wpltyw zakiécen stanu na btgd predykcji. Kazda
mierzona zmienna stanu oraz wejscia moze byc¢ przedstawiona jako suma warto$ci pomiaru & (k)

lub 4 (k) dodana do szumu przetwarzania w(k) [7, 32]:
uy (k) = ai(k) + w(k), zx(k) = 2 (k) + w(k), (4.4)

Aby skompensowaé wplyw zakitdcen, zastosowano algorytm dyskretnego, optymalnego
estymatora w postaci Filtru Kalmana. tgczy on mozliwosci odtwarzania stanu znane z obserwatora
Luenbergera oraz pozwala na skompensowanie dziatania szumoéw pomiarowych [25,43].

Algorytm Filtru Kalmana mozna podzieli¢ na dwie zasadnicze czesci. Réwnania aktuali-

zacji czasu dokonujg predykcji stanu uktadu w chwili £ — 1 na chwile k. sg one w postaci [7, 32]:

ﬁ:k(k\kfl):AD:i'k(kf1\k71)+BDuk(k71), (4 5)
Py(klk —1) = ApPy(k — 1|k — 1) A}, + Q,
gdzie wektory & (k|k—1) oraz & (k—1|k—1) sg estymatami stanu przed oraz po pomiarze wektora
stanu. Macierze Py (k|k—1) oraz Py (k—1|k—1) sg macierzami kowariancji wektoréw przed oraz po
pomiarze wektora stanu. Macierz @ jest macierzg kowariancji szumu przetwarzania [7, 19].
Réwnania aktualizacji, powodujg przystosowanie sie stanu do nowych wartosci pomiaro-

wych. sg one w postaci [7, 32]:

ek(k) = Zk(k) — HD:f?k(Mk — ].),
Si(k) = HpPy(klk — 1)H} + R,
Ky (k) = Py(klk — 1)HE S, (k), (4.6)

@i (k|k) = Zp(k[k — 1) + Ky (k)er(k),

Py, (k|k) = Py(klk — 1) — Ki(k)Sk (k) K} (k).

gdzie K (k) jest macierza wzmocnienia Kalmana, R to macierz kowariancji szumu pomiarowe-
go, ey (k) to btad estymacji natomiast S jest macierzg pomocnicza wigzacg macierz kowarianciji
szumu pomiarowego R. Macierze kowariancji tworzy sie na podstawie korelacji pomiedzy po-

szczegllnymi szumami pomiarowymi [19,43].
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Macierz kowariancji szumu pomiarowego R mozna przedstawi¢ jako:

R = E[va} =3,

a macierz kowariancji szumu przetwarzania @ jest dana w postaci:

Q= E[wa] — GpE.,GY,.

(4.7)

(4.8)

Postac (4.7) oraz (4.8) wynika z zaleznosci (4.1), gdzie macierz ¥, wyraza kowariancje

szumu pomiarowego a macierz X, przestawia kowariancje szumu zaktécajgcego przetwarzanie

danych zmiennych w filtrze [7,32].

4.1.2. Struktura blokowa algorytmu estymacji

W celu zobrazowania wspétpracy algorytméw estymacji wraz z resztg systemu sterowa-

nia, niezbedne byto przedstawienie doktadnej struktury blokowej, ktéra uwzgledniataby uwzgled-

niataby wszystkie niezbedne do jego dziatania sygnaty oraz ich powigzanie z innymi sygnatami

wystepujacymi w systemie. Na rysunku 4.2 zaprezentowano schemat blokowy wyszczegdlniajgcy

czes¢ zwigzang z algorytmami estymaciji.

Cref
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P z1(k) = Bo(k)
(k) (k) Est._vma.to.r
g predkoscl |¢———
liniowej Oo(k)
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Rys. 4.2. Schemat blokowy systemu sterowania dla algorytmow estymacii
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4.1.3. Filtr Kalmana dla wahadta

Na potrzeby projektu, algorytm Filtru Kalmana zastosowano w dwdch przypadkach jako
osobne podsystemy. Miaty one na celu optymalne filtrowanie sygnatéw reprezentujgcych pred-
kosci katowe pierwszego i drugiego ramienia po to, aby zniwelowa¢ szum pomiarowy. Dla obu
algorytmow skorzystano z modelu (3.77).

Macierz kowariancji szumu przetwarzania @ okreslono na podstawie macierzy Gp danej

jako:

Gp=1, (4.9)
oraz X, w postaci:

>, =0 (4.10)

Wykorzystujgc odpowiednio dtugi wektor pomiarowy wyznaczono $rednig z pomiaru ko-

rzystajac z wzoru:
1
mp=— > @, (4.11)

gdzie x;, to dany pomiar a ny, jest liczbg pomiaréw wykonanych na potrzeby obliczen.

Nastepnie kowariancje wyznaczono z wzoru [32]:

ng

o? = L Z(mk —my)?. (4.12)

n
k ip=1

Zatem, bazujgc na zaleznosciach (4.8), (4.9), (4.10), (4.11) oraz (4.12) macierz Q byla

dana jako:
Q=GpX,G% = o* =0.0073. (4.13)

Ze wzgledu na wplyw szumu pomiarowego v (k) na dziatanie zyroskopu, konieczne byto
uwzglednienie macierzy R w rownaniach filtru. Korzystajgc z zaleznosci (4.7), (4.11) oraz (4.12)
macierz R wyznaczono jako:

R=3,=0?=0.0073. (4.14)

Wadwczas rownania predykcji systemu, opracowane na bazie (4.5) sg dane jako:

Fp(klk — 1) = @p(k — 1]k — 1), (4.15)

Py(klk — 1) = Py(klk — 1) + Q.

gdzie wartos¢ macierzy @ zaczerpnieto z (4.13).

74



Réwnania aktualizacji stworzone w oparciu o (4.6) majg posta¢:

ek(k) = Zk(k) — i’k(klk — 1),
Si(k) = Pu(k|k — 1) + R,
Ki(k) = P(klk — 1)S~*(k), (4.16)

Tr(k|k) = T (klk — 1) + Ki(k)ex (k)

Py (klk) = Py(klk — 1) = K (k) Sk (k) K (k)

gdzie warto$¢ macierzy R zaczerpnigto z (4.14).
Réwnania Filtru Kalmana okreslone w (4.15) oraz (4.16) mozna byto bezposrednio zaim-
plementowac na platformie mikroprocesorowej.

Niezbednym byto zainicjowanie odpowiednich warunkéw poczatkowych w postaci [7]:

4.17)
Py(0) = Py(—1) = 0.

W przypadku estymatora pracujgcego w systemie predyktor - korektor, bardzo waznym
jest, aby warunki poczatkowe algorytmu estymacji byly tak dobrane, aby odtwarzane zmienne
stanu szybko osiggnety stan zblizony do rzeczywistej trajektorii [7,10]. Dla Filtru Kalmana, warunki

poczagtkowe okreslone w (4.17), zatozono tak, aby byty one zbiezne z gérnego punktu pracy P;.

4.2. Kryteria jakosciowe systemu regulaciji

Chcac ocenic¢ skutecznosé dziatania systemu regulaciji, konieczne jest przyjecie pewnych
kryteriow, na podstawie ktérych weryfikowana jest jego jako$¢ dziatania. Analiza stabilnosci na-
suwa jedynie wnioski o tym, czy system osigga pewien stan ustalony bgdz tez wykazuje pewne
oscylacje wokot niego. Konieczne jest wiec dokonanie dodatkowych analiz dynamiki uktadu ste-
rowania [11, 18, 30].

Wiedzac, ze biad regulacji systemu sterowania mozna zdefiniowac jako [11]:
e(t) £ es + ep(t), (4.18)

gdzie e(t) to uchyb catkowity, e, to uchyb w stanie ustalonym a e, (¢) to uchyb w stanie przejscio-
wym, miarami jakosci sterowania na jakie zdecydowali sie autorzy systemu byty kryteria catkowe.
Wskazniki te pokazujg catke z btedu regulacji w czasie trwania stanu przejsciowego [11, 30]. Wie-
dzgc, ze system posiada trzy sygnaty referencyjne zdefiniowane w (3.54), mozna na podstawie

(4.18) zdefiniowac tozsamy do (3.62) wektor uchybéw e(t) w postaci:

e(t) £ es + ey(t), (4.19)
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gdzie poszczegolny wektory e oraz e, (t) dane sg jako:

T

e, = [650 €s1 eszr’ ep(t) = {epo(t) ep1(t) epg(t)] . (4.20)

Zatem, na podstawie (4.19) i (4.20) mozliwe jest zdefiniowanie catkowych wskaznikow
jakosci sterowania w postaci wektorowej:

- catka z formy kwadratowej wektora uchybu przejsciowego:

o0

Jaleslt) = [ epft)"e, bt (4.21)

0

- catka z normy euklidesowej wektora uchybu przejsciowego:
Taley() = [llen®)]ade. (4.22)
0

gdzie e, (t) € £3, przy czym ¢3 jest tréjwymiarowg przestrzenig z normag euklidesowa ||e, (t)||2 [46],

- catka z supremum wektora uchybu przejsciowego:
Taley() = [llen®)] . (4.23)
0

gdzie e, (t) € €2, przy czym ¢3_ jest trojwymiarowq przestrzenig z normg supremum ||e, (¢)||co=
sup{le,,, (1)|: n € {1,2,3}} [46].

Wskaznikami jakosci systemu regulaciji sg wiec wartosc¢ catek z funkcjonatow (4.21), (4.22)
oraz (4.23), ktére muszg zosta¢ zminimalizowane. Zaktadajgc, ze na osiggniecie przez system
stanu ustalonego nie sg natozone Zadne ramy czasowe, jego btad regulacji w stanie przejSciowym

ep(t) = 0 dlat — oo, co uzasadnia przedziat catkowania jako ¢ € [0, oo] [11, 30].

4.3. Synteza systemu sterowania z regulatorem liniowo - kwadratowym

Zadaniem postawionym przed liniowo - kwadratowym algorytmem sterowania byto stabi-
lizowanie obiektu wahadfa w jego gérnym, punkcie pracy P;. Wybrana metoda regulacji musiata
radzi¢ sobie z odrzucaniem zewnetrznych zakidcen i spetniaé wymagania postawione w (3.3)
oraz (4.2) [30, 35]. Podrozdziat ten przedstawia catg procedure syntezy algorytmu poczgwszy od

wyjasnienia istoty jego dziatania, po dobér nastaw na testach symulacyjnych konczac.

4.3.1. Prawo sterowania

Regulator liniowo - kwadratowy jest algorytmem wykorzystujgcym ujemne sprzezenie zwrot-
ne od stanu, w ktérym to sterowanie jest wyznaczane wzgledem rozwigzania zadania optymali-
zacji [35]. Minimalizowana funkcja celu jest funkcjonatem kwadratowym, zawierajagcym w sobie

wektor stanu x(t), wektor sterowan wu(t) oraz typowo diagonalne, dodatnio okreslone macierze
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wag Q. i R,,. Dla ciggtego modelu systemu, na ktérego sterowanie nie sg narzucone ramy cza-

sowe, funkcja celu jest rowna [18, 35]:
J(x(t),u(t)) = /OC 7 (1) Qux(t) + u” (t) Ryu(t)dt. (4.24)
0

Prawo sterowania dla algorytmu LQR jest dane jako:

ut) = ~ug(t) + wper (1), (4.25)
gdzie u,(t) jest w postaci:

u,(t) = —Kx(t), (4.26)
a macierz K jest réwna:

K =R_,'B"P,. (4.27)

Macierz P,,, pojawiajgcg sie w (4.27) mozna wyznaczy¢ z rozwigzania algebraicznego

réwnania Riccatiego w postaci [18, 35]:
A"P, + P,A-P,BR,'B"P+Q, =0. (4.28)

Wyprowadzenie powyzszych zaleznosci (4.27) oraz (4.28) dokonuje sie poprzez zastoso-
wanie Zasady Maksimum Pontragina, metody optymalizacji dynamicznej korzystajacej z réwnan
Hamiltona [18]. Rozwigzanie powyzszego problemu optymalizacji dla funkcji celu (4.24) mozna
znalez¢ w pracy [35].

Oprocz sterowania od stanu u,.(t) opisanego w (4.26), konieczne byto wyznaczenie ste-

rowania od warto$ci referencyjnej u,.¢(t) danej jako [10]:
Upef(t) = Kpcrep(t), (4.29)
gdzie macierz wzmocnienia sprzezenia w przéd K, mozna wyznaczy¢ z zaleznosci (4.30) [10]:
K,=—-(E(A-BK)'B)™". (4.30)

Dzieki zastosowaniu podejscia opartego o rozwigzanie zadania optymalizacji z funkcjg
celu (4.24), mozliwe jest dobranie sterowania od stanu (4.25) i (4.29) w taki sposéb, aby mie¢
na uwadze to czy system ma szybciej podgza¢ do punktu pracy czy tez ma ogranicza¢ zuzycie
energii zwigzane z generowaniem sygnatu sterujgcego [18]. Wartosci macierzy wag Q., i R,

sg dobierane arbitralnie przez projektantéw systemu [35].
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4.3.2. Schemat blokowy systemu sterowania

W celu zobrazowania wspétpracy algorytmu LQR wraz z resztg systemu sterowania, na ry-
sunku 4.3 przedstawiono dokfadng strukture blokowg, uwzgledniajgca wszystkie niezbedne do je-

go dziatania sygnaty oraz ich powigzanie z innymi sygnatami wystepujgcymi w systemie.

c(t)T lz(f) lv(k)

Cref —+ ~ H(f) y(ﬂ
—»| Kr —P@—P UW —» DIP —»| UP

K N I PN
L ok
SE
x(k) <

w(k)
Rys. 4.3. Schemat blokowy systemu sterowania dla algorytmu LQR

Ze wzgledu na to, iz zadaniem regulatora jest utrzymywanie wahadta w gérnym potozeniu
rownowagi, warto$¢ referencyjna c,.; musiata by¢ powigzana z wartosciami punktu pracy P;.
Woéweczas jej warto$c jest réwna c,.; = 0, co skutkuje tym, ze macierz wzmocnienia w przéd K,

nie jest brana pod uwage przy wyliczaniu sterowania u(t).

4.3.3. Dobdr nastaw regulatora

Bardzo waznym faktem zwigzanym z zagadnieniem sterowania optymalnego jest to, ze ana-
lityczne badz numeryczne znalezienie rozwigzania problemu optymalizacyjnego nie gwarantuje
wyznaczenia takiego sterowania, ktére zapewni stabilno$¢ systemu [18]. W przypadku algorytmu
LQR, dobranie réznych warto$ci wag w macierzach Q,, i R,,, daje odmienne rezultaty. Poczagwszy
od zmiany jako$ci sterowania systemem, przez wieksze zuzycie energii urzgdzen wykonawczych

po w najgorszym przypadku zdestabilizowanie systemu sterowania [35].
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Wiedzac ze wymiary macierzy wag sg w postaci: Q,, € R*6 i R, € R'*! ich wartosci

dobrano jako:
100 0 0 0 00
0 100 0 0 00
0 0 100 0 0 O
Q'w = ) (431)
0 0 0 30 0 O
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
oraz:
RrR,=1. (4.32)
Wdéwczas, w oparciu o macierze wag z (4.31) oraz (4.32), wektor K wynidst:
K = 10,0 —280,44 338,12 10,65 —0,0849 29, 1] (4.33)

Zadanie optymalizacji zostato wykonane dzieki zastosowaniu skryptu napisanego w pro-
gramie Matlab Simulink, ktéry mozna znalez¢ na ptycie CD w Dodatku | pod nazwg wyznacz_Iqr.m.
Program ten wykonuje sie po uruchomieniu skryptu pod nazwg dip_sterowanie.m.

Po dobraniu macierzy wzmocnien K, nowe bieguny uktadu regulacji dane sg jako:

51 = —18,42,
sy = —10,93,
3= —7,47 + 1,49,

(4.34)
s4 = —T7,47 — 1,49,

s5 = —2,1+0,599,

s6 = —2,1—0,599.

Takie ulokowanie biegunow (4.34) daje gwarancje asymptotycznej stabilnosci uktadu reu-
glacji. ze wzgledu na fakt, iz s3 i s4 oraz ss i sg sg do siebie sprzezone, wyjscie systemu c(t) bedzie
miato charakter oscylacyjny [10, 18].

Przy doborze wartosci macierzy wag Q., i R,,, projektanci kierowali sie jak najlepszym
wplywem sterowania na przemieszczenie liniowe wézka oraz przemieszczenie kagtowe ramion
wahadta. Pozwala to na lepszg reakcje na zmiany wartosci stanéw x4 (t), z2(t) oraz z3(t), kto-
re muszg by¢ odpowiednio szybko doprowadzone do punktu pracy. Mniejszg uwage poswiecono

pozostatym stanom, ktérych stabilizacja nie musiata by¢ dostatecznie szybka.
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4.3.4. Dyskretyzacja prawa sterowania

W celu zaimplementowania algorytmu LQR na platformie sprzetowej, niezbednym byto
przejscie na posta¢ dyskretng. ze wzgledu na fakt, ze dyskretyzacja prawa sterowania w postaci

(4.25) nie uwzglednia cztonéw dynamicznych, jego postaé dyskretna jest nastepujgca [11]:
u(k) = —Kz(k) + K, crer (k). (4.35)
Wartosci nastaw dla regulatora (4.35) w postaci wektora K zaczerpnieto z (4.33).

4.3.5. Testy symulacyjne

Zakonczenie procesu doboru nastaw oraz dyskretyzacji prawa sterowania algorytmu po-
zwolito na przeprowadzenie testéw symulacyjnych na modelu poznawczym (2.65) w celu spraw-
dzenia jakosci dziatania systemu sterowania.

Podczas testéw symulacyjnych rozwazano dwa scenariusze. Pierwszy zaktadat brak wpty-
wu zakldcen zewnetrznych z(t) na dziatajacy system sterowania a drugi uwzgledniat je po to, aby zwe-
ryfikowa¢ zdolnosci systemu do ich odrzucania. Dla dwéch zestawow standéw poczatkowych bada-
no zachowanie sie uktadu poprzez obserwacje przebiegéw czasowych dla wektora wyjs¢ sterowa-
nych ¢(t) oraz zmiany zachodzgce w wartosciach kryteriow catkowych zdefiniowanych w rozdziale
(4.2). na potrzeby testow, okres probkowania T zostat zatozony jako Ts = 0, 0001 s. Dla obu typéw
badan warunki poczatkowe przyjeto jako:

* 2(0) = [—07 3 —0,04 0,03 0,1 0,2 -0, 2} y
s z(0) = [0,3 0,02 —0,02 —-0,1 —0,2 0, 2} "

Badania symulacyjne wykonano przy pomocy odpowiedniego skryptu napisanego stwo-
rzonego w programie Matlab Simulink. Znajduje sie on na ptycie CD w Dodatku | pod tytutem
DIP_STEROWANIE.sIx. Aby zainicjalizowaé parametry symulacji, w pierwszej kolejnosci naleza-
to uruchomi¢ plik dip_sterowanie.m.

W pierwszej kolejnosci zweryfikowano dziatanie systemu z pominieciem zakitdcen ze-
wnetrznych. Czas symulacji trwat 40 jednostek czasu. Na ponizej zamieszczonych rysunkach 4.4

T
oraz 4.5 zamieszczono przebiegi czasowe wektora c(t) = |z, (t) xo(t) xg(t)} .
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Rys. 4.4. Symulacja 1 - trajektorie sktadowych wektora ¢(t) dla pierwszego zestawu warunkéw
poczatkowych, bez uwzglednienia zaktécen z(t)

0.35 T T T T T T T

x1(t)
0.3 T —x2(t)| T
®3(t)
0.25 1

0.2 y

015 T y

0.1

0.05

rd) m, xa{l) rad, ra{l) rad

—D‘] i i i i i i i
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Rys. 4.5. Symulacja 2 - trajektorie sktadowych wektora ¢(¢) dla drugiego zestawu warunkéw poczatkowych,
bez uwzglednienia zaktécen z(t)

Na rysunkach 4.6 oraz 4.7 zamieszczono przebiegi czasowe sygnatu sterujgcego u(t)

dla obu symulacji bez zaktéceh.
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Rys. 4.6. Symulacja 1 - przebieg czasowy sygnatu sterujgcego u(t) dla pierwszego zestawu warunkéw
poczatkowych, bez uwzglednienia zaktécen z(¢)

u(t)

B I i I i

0 5 10 15 20 25

Clzas (s

30 35 40

Rys. 4.7. Symulacja 2 - przebieg czasowy sygnatu sterujacego «(¢) dla drugiego zestawu warunkow
poczatkowych, bez uwzglednienia zaktécen z(¢)

Nastepnie zweryfikowano dziatanie systemu z uwzglednieniem zaktécen zewnetrznych.

Czas symulacji trwat 40 jednostek czasu. Na ponizej zamieszczonych rysunkach 4.8 oraz 4.9
zamieszczono przebiegi czasowe wektora c(t).
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Rys. 4.8. Symulacja 3 - trajektorie sktadowych wektora ¢(t) dla pierwszego zestawu warunkéw
poczatkowych z uwzglednieniem zaktocen z(t)
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Rys. 4.9. Symulacja 4 - trajektorie skladowych wektora ¢(t) dla drugiego zestawu warunkéw poczatkowych
z uwzglednieniem zakiocen z(t)

Na rysunkach 4.10 oraz 4.11 zamieszczono przebiegi czasowe sygnatu sterujgcego u(t)

dla obu symulacji przy uwzglednieniu zakiocen z(t):
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Rys. 4.10. Symulacja 3 - przebieg czasowy sygnatu sterujacego u(t) dla pierwszego zestawu warunkéw
poczatkowych z uwzglednieniem zaktocen z(t)
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Rys. 4.11. Symulacja 4 - przebieg czasowy sygnatu sterujgcego u(t) dla drugiego zestawu warunkéw
poczatkowych z uwzglednieniem zaktocen z(t)

Analizujgc powyzej zamieszczone rysunki 4.4, 4.5, 4.8 oraz 4.9 mozna wyciggng¢ wnioski,
iz algorytm sterowania LQR gwarantuje stabilno$¢ systemu dla réznych warunkéw poczgtkowych.
ze wzgledu na silng nieliniowos$¢ rzeczywistego obiektu, oraz uwzglednienie modeli urzadzen po-

miarowych oraz wykonawczych, zauwazalne sg niewielkie oscylacje w przebiegu zmiennych wyj-
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sciowych. Ponadto, widoczny jest wptyw zaktécen zewnetrznych z(t) pojawiajacych sie w réznych
momentach czasu, jednakze sg one odrzucane i system powraca do punktu pracy.
Dotychczasowe badania odbywaty sie przy wykorzystaniu nominalnych wartosci parame-
trow I, I i mo. Aby zweryfikowac krzepkos$é dziatania systemu zdecydowano sie na pozosta-
wienie nastaw z (4.33) oraz zmiany wartosci parametréw I, oraz m; miedzy ich minimalnymi

i maksymalnymi wartosciami. Warunki poczatkowe dla symulacji przyjeto arbitralnie w postaci:
T
2(0)=[-0,3 —0,04 0,03 0,1 02 -02] . (4.36)

Dla przyktadowych, dwéch przeprowadzonych symulacji trwajgcych 40 jednostek czasu,
uwzgledniono wpltyw zakitécen zewnetrznych. Na rysunkach 4.12 oraz 4.13 przedstawiono prze-

biegi czasowe wektora c(t).

0.3 T T T T T T T

x1(1)

walt] rad

xa{t) rad,

Fift) m,
&
[
1

—D4 i i i i i i i
o 5 10 15 20 25 30 35 40

Czas 4]
Rys. 4.12. Symulacja 5 - trajektorie sktadowych wektora ¢(t) dla parametrow I, i my
z uwzglednieniem zakiocen z(t)

min min
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Rys. 4.13. Symulacja 6 - trajektorie sktadowych wektora ¢(t) dla parametréw I, i mk,, ..

z uwzglednieniem zakfocen z(t)

Na rysunkach 4.14 oraz 4.15 zamieszczono przebiegi czasowe sygnatu sterujgcego u(t)

dla obu symulacji.
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u(ty

__1 5 Il 1 Il 1 1 Il 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Czas [s]

Rys. 4.14. Symulacja 5 - przebieg czasowy sygnatu sterujgcego u(t¢) z uwzglednieniem zaktocen z(t)
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Rys. 4.15. Symulacja 6 - przebieg czasowy sygnatu sterujgcego u(t¢) z uwzglednieniem zaktécen z(t)

Analizujgc powyzej zamieszczone rysunki 4.12 oraz 4.13 mozna dojs¢ do wniosku, iz
system sterowania dla nastaw dobranych przy nominalnych parametrach zachowuje stabilnos¢
przy nieznanych zmianach wartosci parametrow.

Sygnaly sterujgce zamieszczone na rysunkach 4.6, 4.7, 4.10, 4.11, 4.14 oraz 4.15 maja
charakter szybko zmienny. Realizacja zadania utrzymania wahadta w gérnym punkcie réwnowagi

powoduje, ze sygnat u(t) przetacza sie z duzg czestotliwoscia.

4.4. Synteza systemu sterowania typu PID

Zadaniem postawionym przed regulatorem PD byto stabilizowanie obiektu wahadta w je-
go gornym, punkcie pracy P;. Wybrana metoda regulacji musiata radzi¢ sobie z odrzucaniem
zewnetrznych zakiécen i spetnia¢ wymagania postawione w (3.3) oraz (4.2). Rozdziat ten przed-
stawia catg procedure syntezy algorytmu poczawszy od wyjasnienia istoty jego dziatania, po dobor

nastaw na testach symulacyjnych korczac.

4.4.1. Prawo sterowania

Drugim z przewidzianych algorytmow sterowania byt uktad regulatorow typu PID. Taka
struktura sterowania cechuje sie potgczeniem w zestaw kilku regulatoréw PID, ktére wspotpracujgc
ze sobg, sg wstanie wygenerowacé sygnat sterujgcy w(t), stabilizujgcy obiekt regulacji [11, 30].

Autorzy zdecydowali sie na zastosowanie klasycznego, rzeczywistego algorytmu PID,

w wersji niezaleznej IND (ang.: independent). W dziedzinie zespolonej s, jego réwnanie opisu-
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jace zalezno$¢ miedzy sygnatem sterujacym w(s) oraz uchybem £(s) jest dane jako [30]

kds kz
— 4.37
Tys+1 * s ) ( )

u(s) = e(s)(ky +

gdzie k, to wzmocnienie cztonu proporcjonalnego, k4 to wzmocnienie cztonu rézniczkujgcego,
T, jest statg czasowgq inercji rzeczywistego cztonu rézniczkujgcego, k; to wzmocnienie czionu
catkujgcego [30].

Majac na uwadze nature obiektu wahadta, fakt iz stabilizacja odbywa sie jedynie w otocze-
niu P; oraz wnioski, ktére nasuwa dowdd twierdzenia zamieszczonego w Dodatku A, logicznym
jest, ze zespot regulatorow PID (4.37) zostanie zredukowany do regulatorow PD, gdzie rownanie

pojedynczego regulatora jest w postaci:

u(s) = e(s)(ky + —2°

bt ) (4.38)

Jedng z wad stosowania algorytmu PD jest wrazliwos¢ czionu D na szum pomiarowy.
Aby skompensowac tg niedogodnos¢, w (4.38) zastosowano czton inercji pierwszego rzedu dotg-
czony do czesci rozniczkujgcej [30].

Wiedzac, ze e(s) € C**! oraz u(s) € C nalezato zdefiniowa¢ wektory wzmocnien, odpo-
wiedzialnych za dang cze$¢ regulatora PD. Wektor wzmochien cztondéw proporcjonalnych zdefi-

niowano jako:

kp, = [kpo kp1 kpg], (4.39)
a wektor wzmocnien cztonéw rézniczkujgcych zdefiniowano jako:

ko= |k ko kal- (4.40)

Na podstawie znajomosci wektora uchybu (3.62), wektoréw (4.39) i (4.40) oraz prawa

sterowania w postaci (4.38), zdefiniowano macierzowo - wektorowg strukture regulacji PD dang

jako:
s
0 0
TbOS +1
s
u(s) = kpe(s) + ka 0 Tos i 1 0 e(s), (4.41)
s
0 0
Tyos +1
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gdzie dla kazdego z trzech regulatoréow PD, state inercji T, 131 oraz T, zostaty wyznaczone

jako [11]:

Tyo = 0,005,
Ty, = 0,005, (4.42)
Ty = 0,005,

Odpowiednio dobrana wartos¢ statych czasowych inercji (4.42) pozwala na skompenso-
wanie negatywnego wptywu zakidcen na czton D a zarazem nie wplywa znaczgco na szybkosé

dziatania uktadu regulaciji [7, 11].

4.4.2. Schemat blokowy systemu sterowania

W celu zobrazowania wspotpracy algorytmu z zespotem regulatoréw PD z resztg systemu
sterowania, na rysunku 4.16 przedstawiono doktadng strukture blokowa, uwzgledniajgcg wszyst-
kie niezbednedo jego dziatania sygnaty oraz ich powigzanie z innymi sygnatami wystepujgcymi

w systemie.

|
&

» PD
iy i c(r)T lzm ivm
+
TE, t t
et ;K—D—P PD —i@—b Uw u(]: DIP y()_; UpP
+

i@—» PD—T

.
>

z (k)
x2(k)

z3(k)
w(k]T

Rys. 4.16. Schemat blokowy systemu sterowania dla algorytmu typu PD

SE

A A

4.4.3. Doboér nastaw algorytmu

Nastawy dla zespotu regulatorow PD dobrano na podstawie osiggnieé uzyskanych przy stro-
jeniu regulatora LQR. W Dodatku A przedstawiono dowdd matematyczny, ktdry objasnia w jaki
sposéb mozliwe byto przeniesienie nastaw ze sterowania od stanu na strukture algorytméw PD.

Zatem, wektory wzmocnien k,, oraz k. wyniosty:
k,= (10 —280,44 338, 12], kg = {10,65 —0,0849 29,1 (4.43)

gdzie sktadowe wektoréw k, oraz k, zaczerpnieto z (4.33).
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4.44. Dyskretyzacja prawa sterowania

W celu zaimplementowania algorytmu LQR na platformie sprzetowej, niezbednym byto
przejscie na posta¢ dyskretng. Dla uproszczenia obliczeh, procedure dyskretyzacji przeprowa-
dzono dla jednego regulatora PD, a nastepnie ztozono analogiczne struktury dla pozostatych,
jak w (4.41). Stosujgc Transformate biliniowg Tustina dang jako [11, 30]:

2 z—1

gdzie T jest okresem prébkowania, a z jest zmienng zespolong, dokonano transformaciji prze-

strzeni. Nastepnie, podstawiajac (4.44) do (4.38) otrzymano:

de(z — 1)
2Ty + Ts)z + T's — 2Ty

u(z) =e(z)(kp + ( ). (4.45)
W celu uproszczenia obliczen zastosowano nastepujgce oznaczenia:

%1 £ 2kq, o £ 2T, + T, a3 £ Ts — 2Ty, (446)

co po podstawieniu (4.46) do (4.45):

(o1 + kpao)z + kpas — aq

= 4.47
u(z) = £(2) e , (4.47)

pozwolito uzyskaé z (4.47) postaé wejscie - wyjscie:
u(z)(ez + as) = e(z)(aq + kpaz)z + kpas — aq). (4.48)

Stosujgc odwrotng transformate Z na réwnaniu (4.48) otrzymano réwnanie réznicowe:

agu(k + 1) + asu(k) = (aq + kpas)e(k + 1) + (kpas — aq)e(k). (4.49)

Po uporzadkowaniu oraz przesunieciu probek w (4.49), réwnanie rzeczywistego regula-

tora PD w postaci réwnania réznicowego jest dane jako:

(2ka + by (2T, + T))e(k) + (ky(T, = 2T4) = 2ka)e(k = 1) = (T, = 2T )u(k — 1)

u(k) = 2T, + T,

(4.50)
Nastepnie, na podstawie (4.41) stworzono dyskretng strukture algorytméw PD generujgca

sygnat u(k) w postaci:

u(k) = ug(k) + u1 (k) + ua(k), (4.51)
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gdzie ug(k), u1 (k) oraz us (k) sa sygnatami sterujgcymi z poszczegélnych regulatoréw PD. Bazujgc

na (4.50) oraz (4.51) sygnat sterujgcy u(k) mozna zapisa¢ jako:

(deo + k‘po(QTb() + T5)>Eo(k) + (kpo(TS — 2Tb0) — deo)so(k — 1) — (TS — 2Tbo)u0(k — 1)

u(k) = oo 1 T. +
(2kaq1 + kp1 (2Tp1 + Ts))er (k) + (kp1 (Ts — 2Tp1) — 2kg1)er(k — 1) — (Ts — 2Tp1 )ua (k — 1)+
2Ty + T
(2kd2 + kpz(Qsz + TS))EQ(k) + (kpg(Ts — 2Tb2) — 2kd2)52(/€ — 1) — (TS — 2Tb2)u2(k — 1)
2Ty + T ’
(4.52)

Nastawy dla algorytmu sterowania (4.52) zaczerpnieto z (4.43).

4.4.5. Testy symulacyjne

Po dobraniu nastaw oraz dyskretyzacji prawa sterowania, przeprowadzono testy symu-
lacyjne na modelu (2.65). Miato to na celu sprawdzenie jakosci dziatania systemu sterowania.
Testy obejmowaty dwa mozliwe scenariusze dziatania. W pierwszym zatozono to, Ze zaktdcenia
zewnetrzne z(t) nie bedg wptywac¢ na system sterowania, a w drugim uwzgledniono ich wptyw.

Dla dwéch zestawow standw poczatkowych badano zachowanie sie uktadu poprzez ob-
serwacje przebiegéw czasowych dla wektora wyjs¢ sterowanych c¢(t) oraz zmiany zachodzace
w wartosciach kryteriow catkowych zdefiniowanych w rozdziale (4.2). na potrzeby testow, okres
probkowania T, zostat zatozony jako 7Ty = 0,0001 s. Dla obu typéw badan warunki poczatkowe
przyjeto jako:

« 2(0) = [—0,3 —0,04 0,03 0,1 0,2 -0, 2}T,
s x(0) = [0,3 0,02 —0,02 —0,1 —0,2 0, 2r,

Badania symulacyjne wykonano przy pomocy odpowiedniego skryptu napisanego stwo-
rzonego w programie Matlab Simulink. Znajduje sie on na ptycie CD w Dodatku | pod tytutem
DIP_STEROWANIE_PID.slx. Aby zainicjalizowa¢ parametry symulacji, w pierwszej kolejnosci na-
lezato uruchomi¢ plik dip_sterowanie.m.

W pierwszej kolejnosci zweryfikowano dziatanie systemu z pominieciem zaktoceh ze-
wnetrznych. Czas symulacji trwat 40 jednostek czasu. Na ponizej zamieszczonych rysunkach 4.17

oraz 4.18 zamieszczono przebiegi czasowe wektora c(t) = |z (t) xo(t) z3(t)
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Rys. 4.17. Symulacja 1 - trajektorie skladowych wektora c(t) dla pierwszego zestawu warunkéw
poczatkowych, bez uwzglednienia zaktécen z(¢)
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Rys. 4.18. Symulacja 2 - trajektorie sktadowych wektora ¢(t) dla drugiego zestawu warunkéw
poczatkowych, bez uwzglednienia zaktécen z(¢)

Na rysunkach 4.19 oraz 4.20 zamieszczono przebiegi czasowe sygnatu sterujgcego u(t)

dla obu symulacji bez zakiécen.
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Rys. 4.19. Symulacja 1 - przebieg czasowy sygnatu sterujacego u(¢) dla pierwszego zestawu warunkéw
poczatkowych, bez uwzglednienia zaktécen z(t)
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Rys. 4.20. Symulacja 2 - przebieg czasowy sygnatu sterujgcego u(t) dla drugiego zestawu warunkéw
poczatkowych, bez uwzglednienia zaktécen z(t)

Nastepnie zweryfikowano dziatanie systemu z uwzglednieniem zaktécen zewnetrznych.

Czas symulacji trwat 40 jednostek czasu. Na ponizej zamieszczonych rysunkach 4.21 oraz 4.22
zamieszczono przebiegi czasowe wektora c(t).
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Rys. 4.21. Symulacja 3 - trajektorie skladowych wektora c(t) dla pierwszego zestawu warunkéw
poczatkowych z uwzglednieniem zaktocen z(t)
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Rys. 4.22. Symulacja 4 - trajektorie sktadowych wektora ¢(t) dla drugiego zestawu warunkéw
poczatkowych z uwzglednieniem zaktdcen z(t)

Na rysunkach 4.23 oraz 4.24 zamieszczono przebiegi czasowe sygnatu sterujgcego u(t)

dla obu symulacji z uwzglednieniem zaktécen z(t):
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Rys. 4.23. Symulacja 3 - przebieg czasowy sygnatu sterujacego u(t) dla pierwszego zestawu warunkéw
poczatkowych z uwzglednieniem zaktocen z(t)
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Rys. 4.24. Symulacja 4 - przebieg czasowy sygnatu sterujgcego u(t) dla drugiego zestawu warunkéw
poczatkowych z uwzglednieniem zaktocen z(t)

Analiza rysunkow 4.17, 4.18, 4.21 oraz 4.22 nasuwa kilka wnioskéw. Algorytm sterowa-
nia PD gwarantuje stabilnos¢ systemu dla ré6znych warunkéw poczatkowych. ze wzgledu na silng
nieliniowos¢ rzeczywistego obiektu, zastosowanie modeli urzgdzen pomiarowych oraz wykonaw-

czych, zauwazalne sg niewielkie oscylacje w przebiegu zmiennych wyjsciowych. Ponadto, wi-
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doczny jest wptyw zaktocen zewnetrznych z(t) pojawiajgcych sie w réznych momentach czasu,
jednakze sg one odrzucane i system powraca do punktu pracy.

Dotychczasowe badania odbywaty sie przy wykorzystaniu nominalnych wartosci parame-
trow I, I5 i mo. Aby zweryfikowaé krzepkosc¢ dziatania systemu zdecydowano sie na pozostawie-
nie nastaw algorytmu z (4.43) oraz zmiany wartosci parametréw I, oraz m; miedzy ich minimal-

nymi i maksymalnymi wartosciami. Warunki poczgtkowe dla symulacji przyjeto jako:
T
2(0)=[-0,3 —0,04 0,03 0,1 02 -02] . (4.53)

Dla przyktadowych, dwéch przeprowadzonych symulacji trwajgcych 40 jednostek czasu,
uwzgledniono wptyw zaktécen zewnetrznych. Na rysunkach 4.25 oraz 4.26 przedstawiono prze-

biegi czasowe wektora c(t).

0.4 T T T T T T T

x1(t)

0.3 ———x2{t)| 1
x3(t)

walt] rad

xa{t) rad,

Fift) m,

—D4 i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Czas ¢
Rys. 4.25. Symulacja 5 - trajektorie sktadowych wektora ¢(t) dla parametrow I, i mp
z uwzglednieniem zakfocen z(t)

min min
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Rys. 4.26. Symulacja 6 - trajektorie skladowych wektora c(t) dla parametréw Iy, .. i mk,, ..

z uwzglednieniem zakfocen z(t)

Na rysunkach (4.27) oraz (4.28) zamieszczono przebiegi czasowe sygnatu sterujgcego

u(t) dla obu symulacji z uwzglednieniem zaktdcen z(t):

i) N
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Rys. 4.27. Symulacja 5 - przebieg czasowy sygnatu sterujgcego u(t) z uwzglednieniem zaktocen z(t)
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Rys. 4.28. Symulacja 6 - przebieg czasowy sygnatu sterujgcego u(t) z uwzglednieniem zaktocen z(t)

Analizujgc powyzej zamieszczone rysunki 4.25 oraz 4.26 mozna doj$¢ do wniosku, iz sys-
tem sterowania dla nastaw dobranych przy nominalnych parametrach zachowuje stabilnos¢ przy
nieznanych zmianach wartosci parametrow.

Sygnaly sterujgce zamieszczone na rysunkach 4.19, 4.20, 4.23, 4.24, 4.27 oraz 4.28 majag
charakter szybko zmienny. Realizacja zadania utrzymania wahadta w gérnym punkcie réwnowagi

powoduje, ze sygnat u(t) przetacza sie z duzg czestotliwoscia.

4.5. Poréwnanie wynikéw symulacyjnych regulatoréw LQR oraz typu PID

Majgc na uwadze fakt, iz do syntezy sterowania LQR oraz PD zastosowano te same na-
stawy, nalezato okreslic, jak istota dziatania tych regulatoréw wptywa na dziatanie systemu regula-
cji. W przypadku sterowania od stanu, wykorzystywano petny stan obiektu, na podstawie ktérego
wyliczano sygnat sterujgcy, natomiast w przypadku sterowania rownolegta strukturg regulatorow
PD, zmienne stanu x;(t), x2(t) oraz x3(t) byly rozniczkowane w przez czion D regulatora. Dys-
kretna implementacja mechanizmu rézniczkowania charakteryzuje sie dziataniem na probkach
sygnatu, ktére sg pobierane co okres T. Zbyt duzy czas probkowania moze skutkowac¢ uzyskiwa-
niem mato doktadnych wynikow, ktdre sg efektem nadmiernych przeskokéw miedzy zbieranymi
danymi [11, 40]. Jest to zasadnicza réznica w poréwnaniu ze sterowaniem od stanu, gdzie réz-
niczkowanie pewnych zmiennych wynika wprost z dynamiki obiektu.

Dokonujgc zestawienia przebiegow wyjsé ¢(t) uzyskanych dla algorytmu liniowo - kwa-
dratowego (rysunki od 4.4 do 4.13) z przebiegami uzyskanymi przy wykorzystaniu regulatorow
typu PID (rysunki od 4.17 do 4.26) mozna zauwazy¢, ze zachowanie obiektu wykazuje niewielkie

réznice. W przypadku struktury regulatorow PD trendy standw - i x5 reprezentujgcych przemiesz-
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czenia kgtowe wahadta wykazujg niewielkie oscylacje w bardzo bliskim otoczeniu punktu pracy.
Przebiegi uzyskane dla algorytmu LQR wykazujg oscylacje ze wzgledu na, fakt iz sensory mie-
rzgce stany x5 oraz x¢ generujg szum biaty, ktéry musiat zosta¢ skompensowany.

Do poréwnania jakosci dziatania obu algorytméw regulacji postuzono sie kryteriami cat-
kowymi zdefiniowanymi w (4.21), (4.22) oraz (4.23). Na rysunkach 4.29, 4.30, 4.31 zamieszczono
przebiegi czasowe wskaznikéw jakosciowych przyjetych na potrzeby analiz. do potrzeb symulacji
wykluczono wplyw zaktdcen zewnetrznych oraz zastosowano warunki poczgtkowe z (4.53). Czas

symulaciji trwat 40 jednostek czasu.
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Rys. 4.29. Trajektorie dla wskaznika jako$ciowego J.:

0 . . . . . . .
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Rys. 4.30. Trajektorie dla wskaznika jako$ciowego J.2
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Rys. 4.31. Trajektorie dla wskaznika jako$ciowego J.3

Analizujgc przebiegi czasowe wskaznikéw catkowych mozna dojs¢ do wniosku, ze uchyb
przej$ciowy obiektu sterowanego algorytmem PD jest mniejszy od uchybu przej$ciowego dla ste-
rowania liniowo - kwadratowego. Jest to zgodne z wczesniejszymi spostrzezeniami zwigzanymi
z badaniami przebiegéw czasowych, analizg dziatania systemu estymacji opartym o FK oraz dys-

kusjg dotyczgcg sposobu dziatania mechanizmu rézniczkowania w regulatorach PD.

4.6. Mechanizm rozhustania wahadta

Majac do dyspozycji algorytmy sterowania pozwalajgce na utrzymywanie stabilnego po-
tozenia wahadta w gérnym punkcie pracy, nmozna przejs¢ do rozwazenia mechanizmu, ktéry po-
zwoli na przejscie z dolnego punktu rownowagi P, do punktu pracy P;. W literaturze, algorytm

regulacji pozwalajgcy na tego typu dziatanie czesto okresla sie mianem Swing up [31].

4.6.1. Prawo sterowania

Literatura naukowa nasuwa wiele rozwigzan, ktére pozwalajg na zrealizowanie postulatu
rozhustania wahadta. Najczesciej opierajg sie one o nieliniowe algorytmy sterowania, ktérych za-
stosowanie wymaga wykonanie takich zabiegdw jak linearyzacja przez sprzezenie zwrotne czy de-
finiowanie funkcji Lapunov‘a [5, 31]. Autorzy pracy zdecydowali sie na skorzystanie z finalnych
dokonan teoretycznych zamieszczonych w pracy [31]. Zastosowany algorytm miat charakter pro-
porcjonalnego regulatora energii potencjalnej uktadu E,. W celu osiggnigcia gornego potozenia
wahadta, nalezato zada¢ energie potencjalng réwnowazng dla tego punktu réwnowagi. Wéwczas
uchyb energii potencjalnych mozna byto zdefiniowac jako [31]:

AE,=E, , —E,, (4.54)

ref
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gdzie E, ., jest wartoscig referencyjng energii potencjalnej.

Zatem, prawo sterowania dla algorytmu Swing - up jest w postaci:

u(t) = —k1sw1(t) — koswa(t) + kaswAEp[hosws(t) cos xa(t) + haswre(t) cos zz(t)], (4.55)

gdzie ks, kosw, Oraz ks, to arbitralnie dobrane state ktére pozwolity na poprawne dziata-
nie algorytmu, a hog,,, Oraz hss,, to pewne wspoétczynniki ktére sg okreslone przez fizyczne wartosci

parametréw wahadta.

4.6.2. Dobodr nastaw regulatora

Nastawy algorytmu Swing - up, ktérego prawo sterowania zdefiniowano w (4.55) dobrano
eksperymentalnie, dla pewnego testowego zestawu parametréw wahadta, poprzez przeprowadze-
nie szeregu symulacji w specjalnie przygotowanym skrypcie napisanym przy pomocy programu
Matlab Simulink. Program ten mozna znalez¢ na ptycie CD w Dodatku | pod tytutem przeszuka-
nie_swing_up.m Istotg jego dziatania byto przeszukiwanie tréjwymiarowej przestrzeni parametréw
k1sws kosw | k3500 W CelU Znalezienia nastaw gwarantujgcych osiggniecie gornego punktu rownowa-
gi dla ograniczonego, z géry zatozonego czasu. Zmiany wartosci parametrow odbywaty sie ze sta-
tym, ustalonym krokiem. Program przeszukujgcy na podstawie przebiegu symulacji okres$lat ilos¢
czasu przebywania w géornym punkcie pracy. Przy pomocy tego czasu okreslat czy wahadto zo-
stato w gérnym punkcie i przez dtugi czas sie w nim utrzymywato.

Dla przeprowadzonych testéw, wartosci nastaw byly dane jako:

klsw = ]-7 47
kosw =2,1, (4.56)
k3sw =2,7.

4.6.3. Testy symulacyjne

Zakonczenie procesu doboru nastaw prawa sterowania algorytmu pozwolito na prze-
prowadzenie testow symulacyjnych na modelu poznawczym (2.65) w celu sprawdzenia jakosci

dziatania systemu sterowania. Warunki poczgtkowe systemu przyjeto w postaci:

T

z(0)=10 = = —-03 0.1 01|, (4.57)

co pokrywa sie z dolnym punktem rownowagi P», ktérego wartos¢ okreslono w (3.22). W tabeli

4.1 zamieszczono wartosci parametréw, dla jakich przeprowadzono symulacje.
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Tabela 4.1. Parametry wahadta dla celéw badania swing - up

Lp. | Parametr | Warto$¢ parametru | Jednostka
1. | I 0,000443 kg m?
2. | L 0,000443 kg m?
3. | I 0,000443 kg m?
4, I 0 kg m?
5 | 0,12 m

6. l2 0,12 m

7. | L. 0,12 m

8. | L 0,12 m

9. mo 0,4 kg

10. | mo 0,288 kg

M. [ me 0,288 kg

12. | mg 0 kg

13. | no 0,1 kgm/s
14. | m 0,01 kg m?/s
15. | 12 0,01 kg m?/s

Badania wykonano przy pomocy odpowiedniego skryptu napisanego stworzonego w pro-
gramie Matlab Simulink. Znajduje sie on na ptycie CD w Dodatku | pod tytutem DIP_SWINGURP.slx.
Aby zainicjalizowaé¢ parametry symulacji, w pierwszej kolejnosci nalezato uruchomié plik dip_sterowanie.m.
Na rysunku 4.32 zaprezentowano przebieg czasowy wyj$¢ systemu c(t). Na potrzeby testow,

okres probkowania T, zostat zatozony jako T, = 0,0001 s. Czas symulacji trwat 10 jednostek

czasu.

x1(£)[m], za(t)[rad], zs(t) [rad)]
N

Rys. 4.32. Przebiegi czasowe wektora ¢(t) dla mechanizmu Swing - up

Analizujgc powyzszy rysunek 4.32 mozna zauwazyé, iz po bardzo krétkim czasie wahadto
startujgce z warunkéw poczgtkowych (4.57) osigga gérne potozenie rownowagi. Spetnienie wa-

runkéw (4.58) powoduje przetgczenie na algorytm sterowania, ktéry gwarantuje utrzymanie stabil-

4 5 6
Czas [s]
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nosci systemu w punkcie pracy P;. Na rysunku 4.33 zaprezentowano przebieg czasowy sygnatu

sterujgcego u(t).

15 T T T T T T T T T

_.15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Czas [s]

Rys. 4.33. Przebiegi czasowe sygnatu sterujgcego u(t) dla mechanizmu Swing - up

4.6.4. Mechanizm przelgczania algorytmoéw regulacji

Warunkiem, ktéry musi byé spetniony przy przetgczeniu sie z mechanizmu Swing - up
na jeden z algorytmow regulacji utrzymujgcych uktad w gérnym pukcie réwnowagi jest znale-
zienie sie sktadowych wektora zmiennych stanu ukfadu w pewnym przedziale wartosci. Dzigki
temu, regulatory bedg w stanie zagwarantowac osiggniecie i utrzymanie stabilnosci w gérnym
punkcie rownowagi P;. Bazujgc na osiggnieciach z pracy [31], warunki przetgczenia algorytméw
dane sg jako:

0 < |x2(t)]|< 0,2,
(4.58)
0< |l‘3(t)‘§ 0325

Wartosci te byly dobrane eksperymentalnie i skutecznos¢ ich dziatania dla innych konfi-

guracji parametrow wahadta moze by¢ odmienna.
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5. Budowa stanowiska

Gtéwnym celem podjetej przez autoréw pracy, byto zbudowanie rzeczywistego stanowi-
ska z obiektem wahadta oraz dotgczenie odpowiednich urzadzenh automatyki, ktérych celem byto
realizowanie algorytméw sterowania oraz estymacji stanu. Poczgwszy od odpowiednich zatozen
poprzez przedstawienie koncepcji realizacji sprzetowej systemu sterowania, autorzy nakreslajg
najwazniejsze cechy zrealizowanego projektu. Nastepnie opisany zostat proces doboru urzgdzen
oraz elementdw, na ktérych oparto rzeczywiste stanowisko. Na koniec rozdziatu zaprezentowano

aspekty zwigzane z tgczeniem oraz montazem poszczegolnych elementéw wahadta.

5.1. Realizacja sprzetowa systemu sterowania wahadiem

W pierwszej kolejnosci koniecznym byto zaprojektowanie struktury sprzetowej dla sys-
temu sterowania wahadtem. Doktadne okreslenie architektury urzgdzen oraz topologii potgczeh
miato na celu sprecyzowanie wymagan, ktére musiaty spetni¢ urzadzenia, aby z powodzeniem

realizowaé¢ zadania w ramach systemu sterowania.

5.1.1. Koncepcja systemu sterowania

Kazdy cyfrowy system sterowania musi spetnia¢ pewien zbiér wymagan. Zasadniczo,
mozna je opisac jako [33]:
* realizacja przesytu danych oraz ich przetwarzania z okreslonym, nieprzekraczalnym rezi-

mem czasowym (system czasu rzeczywistego),
+ sprawna i niezawodna komunikacja miedzy wszystkimi modutami,
* reagowanie w sposob przewidywalny, zamierzony na sygnaty zewnetrzne,
+ odporno$¢ na zaktdcenia zewnetrzne,

Platforma mikroprocesorowa musi nie tylko wykonywac zatozone algorytmy ale réwniez
interpretowac informacje z innych urzadzen tak, aby byly one ze sobg kompatybilne w celu prze-
twarzania ich jako pewnych danych. Kluczowym byto odpowiednie dostosowanie danych pomia-
rowych pochodzacych z réznych urzgdzen sensorycznych, ktére nastepnie miaty zostaé¢ uzyte
w celu estymacji zmiennych stanu [33].

Ze wzgledu na fakt, iz w uktadzie pomiarowym systemu wystepowaty dwa rodzaje sen-
sorow, ktérych obstuga wymagata wysokiej czestotliwosci taktowania procesora, w szczegélnosci
w przypadku inkrementalnych enkoderow optycznych, a takze z uwagi na koniecznos¢ wykorzy-
stania dodatkowego modutu sterowania silnikiem DC, zdecydowano si¢ na przydzielenie poszcze-
golnych zadan osobnym uktadom mikroprocesorowym potgczonych ze sobg w jedng strukture
sterowania. Miato to na celu spetnienie wymagan zatozonych w (5.1.1). Rozproszenie obliczen
na odrebne urzgdzenia mikroprocesorowe, pozwolito na dekompozycje funkcjonalng oraz struk-
turalng systemu, ktéra umozliwita bardziej precyzyjne wydzielenie zadan zwigzanych z realizacjg

sterowania [33,41].
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Sposdb dziatania zastosowanych urzgdzen pomiarowych wymuszat na projektantach wy-
korzystanie wstepnych metod obrébki informacji sensorycznych. Rozwigzaniami natury sprzetowo
programowej, majgcymi na celu przetwarzanie danych pomiarowych do uzytecznej z perspekty-
wy systemu sterowania postaci, ktérych forma uniemozliwia ich bezposrednie pozyskanie, nazywa
sie soft sensorami [45].

Dane z czterech soft sensorow trafiajg do gtéwnej jednostki obliczeniowej, ktérej celem
jest ostateczna obrdébka sygnatéw pomiarowych oraz realizowanie algorytméw estymaciji i ste-
rowania, a nastepnie wystanie odpowiedniego sygnatu do modutu urzadzeh wykonawczych. Ste-
rownik silnika DC, odbiera wygenerowany przez jednostke gtéwng sygnat PWM a nastepnie prze-

twarza go na odpowiednie napiecie zasilajgce silnik.

5.1.2. Dobér metod komunikacji miedzy modutami systemu sterowania

Ze wzgledu na rozproszenie obliczeh pomiedzy réznymi platformami mikroprocesorowymi
konieczne byto zapewnienie odpowiedniej metody przesylu danych miedzy nimi tak, aby spetnié¢
zatozenia postawione w (5.1.1).

Autorzy zdecydowali sie na zastosowanie interfejsu SPI (ang.: Serial Peripheral Interface).
Charakteryzuje sie on szeregowg transmisjg danych miedzy urzadzeniami w technologii master
slave, gdzie informacje przesytane sg w trybie full duplex, co oznacza, ze mozliwe jest jednoczesne
nadawanie i odbieranie sygnatéw za pomoca osobnych kanatéw komunikacyjnych [9]. Na rysunku

5.1 zaprezentowano przyktadowg konfiguracje urzgdzer komunikujgcych sie za pomocg SPI.

MOSI l MOSI
MISO b MISO
SCLK » SCLK

551 S SLAVEL
3

MOSI
MISO
» SCLK

~l= SLAVEZ

» MOSI
MISO
SCLK

58 SLAVEN

Rys. 5.1. Przyktadowy schemat potgczen w interfejsie SPI [9]

W komunikacji za pomocg interfejsu SPI urzgdzenia potgczone sg za pomoca nastepuja-
cych linii [9]:
» SLCK (ang.: Signal Clock) - linia sygnatu taktujgcego prace urzadzen slave,
* MOSI (ang.: Master Output Slave Input) - linia przesytania danych z jednostki master do sla-

ve,
* MISO (ang.: Master Input Slave Output) - linia przesytania danych z jednostki slave do ma-

ster,
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+ SS (ang.: Slave Select) - linia wyboru jednostki slave przez master‘a.

Waznym w komunikacji protokotem SPI jest fakt, iz linii SS musi by¢ tyle, ile jednostek
podrzednych slave, po jednym osobnym kanale komunikacyjnym dla danego slave‘a [9]. W przy-
padku rozpatrywanego systemu sterowania wahadtem zastosowano cztery linie SS.

Do komunikacji z jednym z soft sensoréw a zyroskopami zastosowano interfejs 12C, ktéry
podobnie jak interfejs SPI, dziata w systemie master - slave, a dane przesytane sg za pomocg
dwdch kanatéw komunikacyjnych [9]:

* SCL (ang.: Serial Clock) - zegar taktujgcy transmisje danych,
» SDA (ang.: Serial Data) - linia transmisji danych.

Linia SDA dziata dwukierunkowo, co skutkuje tym, ze transmisja ma charakter half du-
plex. Przesyt i odbiér danych odbywa sie na zmiane, co powoduje mniejszg predko$¢ transmisji

w stosunku do protokotu SPI [9].

5.1.3. Schemat potaczen urzadzen oraz przeptywu sygnatéw w systemie sterowania

W celu zobrazowania struktury sprzetowej systemu sterowania konieczne byto stworzenie
odpowiedniego schematu ideowego, na ktérym zaznaczono, role jakie spetniajg dane urzgdzenia,
oraz przeptyw sygnatoéw analogicznie do schematu z rysunku 4.1. Zamieszczony ponizej rysunek

5.2 prezentuje 0gdlng architekture urzgdzen oraz topologie potgczen miedzy nimi:

w(fl_ f—LC > Stcﬁ,rOL‘Uﬂik »| 1 U(ﬂ: DIP C(f)
Master silnika —»
A A A A A A
xq(k) 0 pC
o Sl::l.‘ﬁ < Enkoder 0
Tyl k)
1pC|
(k) Slave | Enkoder 1
2 uC
r'»': -t a =x
2a(k) Slave |® Enkoder 2
<+ Zyroskop(
(k) g | )
Slave
g (k) <+ Zyroskop 1
B2 (k)
SP1
12C
—

Rys. 5.2. Schemat blokowy urzadzen systemu sterowania

106



Na rysunku 5.2 widoczny jest podziat mikrokontrolerow oznaczonych jako uC, ze wzgledu
na rodzaj wykonywanych przez nie obliczen oraz ze wzgledu na petniong role: Master bgdz Slave.
Pokazano rowniez, za pomocg jakich interfejsow komunikacyjnych odbywa sie przesyt danych

miedzy danymi urzgdzeniami a sensorami.

5.2. Dobér elementéw oraz urzadzen

Celem obranym przy projektowaniu konstrukcji mechanicznej wahadta byto wykonanie
oraz dopasowanie elementdéw w taki sposéb, aby spetnione zostaty zatozenia dotyczgce budowy
stanowiska.

W pierwszej kolejnosci nalezato zaprojektowaé mechaniczng cze$¢ wahadta oraz oszaco-
wac wartosci jej parametréw fizycznych tak, aby potgczone ze sobg elementy stanowity jedng ca-
tos¢. Nastepnie koniecznym byto dobranie odpowiedniego zestawu urzgdzen wykonawczych oraz
pomiarowych tak, aby ich parametry nieznacznie wptynety na model obiektu sterowania. Na koniec
nalezato zaimplementowac¢ algorytmy regulacji oraz estymacji na platformie mikroprocesorowej,
ktéra potgczona z modutami wykonawczymi oraz sensorycznymi, pozwolitaby na sprawng regu-

lacje obiektu.

5.2.1. Dobér elementéw konstrukcyjnych

Zasadniczym problemem, ktéry stangt przed autorami pracy byto odpowiednie zaprojek-
towanie oraz wykonanie elementéw konstrukcyjnych wahadta.

Ruch wdzka oraz umieszczonych na nim ramion odbywat sie po suwnicy liniowej ZLW-
1040 firmy Igus. Posiada ona przektadnie mechaniczng, ktéra poprzez wat przenosi moment na-
pedowy z silnika na pas zebaty potgczony z wézkiem [16]. Na rysunku 5.3 zaprezentowano zdjecie

pogladowe suwnicy liniowej ZLW-1040.

Rys. 5.3. Suwnica liniowa ZLW-1040 firmy Igus [16]

Autorzy zdecydowali sie na suwnice liniowg firmy Igus ze wzgledu na zadowalajace para-
metry i wytrzymatos¢ urzgdzenia [16]. W celu zespolenia ramion oraz wozka zastosowano odpo-
wiednie mocowanie wykonane w technice druku 3D. Jego konstrukcja byta tak zaprojektowana,
aby w jego wnetrzu mozna byto umiesci¢ enkoder, ktérego wat stanowit bezposrednie potgcze-
nie miedzy pierwszym ramieniem wahadta a woézkiem. Na rysunku 5.4 zilustrowano zastosowane

mocowanie.
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Rys. 5.4. Mocowanie enkodera umieszczonego na wozku

Ramiona wahadta zostaty wykonane z aluminiowych rur czworokgtnych o przekroju po-
przecznym o wymiarach 25 x 15 x 1,5 mm. Ich konstrukcja pozwalata na mocowanie wciskowe
innych elementéw sktadowych wahadta. W pierwszym ramieniu umieszczono uchwyt na enkoder,
ktéry umozliwiat przewlekanie przewodéw wewnatrz ramion. Element ten wykonano w technice

druku 3D. Ponizej na rysunku 5.5 zamieszczono zdjecie wspomnianego elementu.

Rys. 5.5. Mocowanie enkodera umieszczonego na ramieniu

Obrotowe przeguby wahadta zaréwno ramienia pierwszego jak i drugiego zostaty zreali-

zowane poprzez potgczenie ramion z watkiem enkoderow. Wartos¢ statycznego obcigzenia pro-
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mieniowego wynikajacego z masy ramion i przyspieszenia ziemskiego nie przekracza 5 N, co po-
zwala stosowaé opisywane rozwigzanie. Watek enkodera zostat wsuniety poprzez wywiercony
w osi ramienia otwor w uchwyt mocujgcy, wykonany za pomocg druku 3D. Konstrukcja uchwytu
umozliwia zatwierdzenie watu w otworze poprzez srube dociskowg wkrecang prostopadle do osi
watka. Ze wzgledu na to, ze zastosowana technologia druku 3D nie pozwala na drukowanie tak do-
ktadnych elementéw konstrukcyjnych jak otwor gwintowany oraz wykorzystany materiat nie jest
wystarczajgco twardy, koniecznym byto umieszczenie w druku 3D miejsca na nakretke, o ktérg

mogta zaprzeé sie Sruba mocujgca. Na rysunku 5.6 pokazano zdjecie przedstawiajgce uchwyt.

Rys. 5.6. Uchwyt na kohcu ramienia pierwszego

Umieszczane na szczycie drugiego ramienia ciezarki zrealizowano za pomoca $rub o réz-
nych masach i dtugosciach, ktére mogty by¢ wymieniane podczas pracy urzgdzenia. Ich moco-
wanie do ramienia zrealizowano za pomocg zaprojektowanego w technice 3D uchwytu. Na poniz-

szym rysunku 5.7 zaprezentowano wspomniany uchwyt.
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Rys. 5.7. Uchwyt na koncu drugiego ramienia z mozliwoscig umieszczania ciezarkow

Projekty wykonano przy pomocy programu Autodesk Inventor. Modele wszystkich wy-
mienionych w tym podrozdziale elementdw zamieszczono na ptycie CD w Dodatku |, a ich rysunki
techniczne w Dodatku H. Na plycie zamieszczono takze kompletny projekt wahadta o nazwie
DIP.iam.

5.2.2. Dobér urzagdzen wykonawczych oraz pomiarowych

Z badan symulacyjnych na wyprowadzonym modelu wahadta w programie Matlab/Simu-
link okreslono, ze przy stabilizacji w gérnym potozeniu maksymalna chwilowa predkos¢ V,,, wynosi
nie wiecej niz 0,8 m/s, a wymagana sita F,,, nie wigcej niz 15 N. Moc potrzebng do stabilizowania

wahadta obliczono z (5.1) [28].

P,=V,,F, (5.1)

Wynika z tego, ze do stabilizacji wahadta potrzebne jest dostarczanie do uktadu mocy
o wartosci co najmniej 12 W. Po uwzglednieniu tych wartosci oraz po przyjeciu odpowiedniego
marginesu btedu jako urzadzenie wykonawcze napedzajgce wbézek znajdujgcy sie na suwnicy
wybrano silnik szczotkowy pradu statego z przekfadnig planetarng o momencie znamionowym
wynoszacym M,, = 0,58 N'm oraz znamionowej predkosci katowej wynoszacej w,, = 49,22 rad/s.

Moc mechaniczna na wale silnika jest obliczana zgodnie z (5.2) [28].

P, = Myw, (5.2)

Po podstawieniu wartosci do (5.2) obliczono, ze dla omawianego przypadku moc mechaniczna
na wale silnika wynosi 28, 55 W, co spetnia postawione wymagania.

Na podstawie badan doswiadczalnych przeprowadzonych w programie Matlab/Simulink
z wykorzystaniem stworzonego modelu matematycznego enkoderdw inkrementalnych stwierdzo-
no, ze wystarczajgca na potrzeby sterowania rozdzielczoscig enkoderéw jest 1000 imp/obr. Wy-

korzystujgc odpowiednig metode pomiaru mozliwe jest otrzymanie rozdzielczosci potozenia kgto-
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wego rownej 0, 09°. Urzadzenia pomiarowe wykorzystane przy budowie obiektu zostaty przedsta-

wione w tabeli 5.1

Tabela 5.1. Urzadzenia pomiarowe

Urzgdzenie pomiarowe Mierzone wielkosci llos¢ W
Enkoder inkrementalny f. Sick, 1000 imp/obr potozenie 2
Enkoder inkrementalny f. Sick, 10000 imp/obr | pofozenie, predkos¢ | 1
Zyroskop cyfrowy MPU-6050 predkos¢ 2

Enkodery inkrementalne o rozdzielczosci 1000 imp/obr oraz zyroskopy cyfrowe umiesz-
czono na ramionach wahadta. Enkoder o rozdzielczosci 10000 imp/obr zostat sprzezony poprzez
przekfadnie z watem obrotowym suwnicy liniowej. do poprawnego dziatania zastosowane enko-
dery wymagaty doprowadzenia przewodow zasilajgcych o napieciu zasilania z zakresu 10...32 V
oraz przewodow sygnatowych fgczgcych wyjscia A, B i Z enkodera z wejsciami mikrokontrolera.
Doktadniejszy opis dziatania tych urzgdzen oraz rozwigzan technicznych i programowych wyko-
rzystanych przy ich obstudze zostat przedstawiony w dalszej czesci niniejszej pracy. Dokumenta-
cje techniczne wymienionych elementéw systemu zamieszczone zostaty na ptycie CD w Dodatku
l.

5.2.3. Dobér elektronicznych urzadzen sterujacych

W celu realizacji koncepcji systemu sterowania, ktéra zostata nakreslona w rozdziale
(5.1.1) konieczne byto dobranie zestawu platform mikroprocesorowych oraz potgczenia ich we-
diug struktury z rozdziatu (5.1.3).

Na potrzeby realizacji systemu sterowania zdecydowano sie na wykorzystanie platform
opartych na uktadach Arduino Nano i Arduino Uno wykorzystujgcych mikroprocesory firmy At-
mel z rodziny Atmega328. Mikrokontrolery taktowane sg zewnetrznym oscylatorem kwarcowym
o czestotliwosci 16 MHz. Posiadajg dwa osmiobitowe i jeden szesnastobitowy uktady zliczajgce,
ktére wykorzystywane sg przy odmierzaniu czasu i generacji sygnatu PWM. Ponadto wyposazone
sg w przetwornik analogowo-cyfrowy o rozdzielczosci 10 bitéw oraz obstugujg interfejsy komuni-
kacyjne takie jak UART, SPI oraz 12C. Dzieki tym wtasciwosciom zapewniajg one wystarczajgcg
do projektowanego systemu moc obliczeniowg oraz mozliwosci komunikacyjne.

Ich zaletami sg takze niewielkie rozmiary, duza dostepno$é oraz mozliwos¢ programo-
wania za pomocg interfejsu USB dzieki obecnosci bootloadera [1]. Jednostki obliczeniowe ko-
rzystajgce z architektury Arduino Nano petnity role soft sensoréw natomiast jednostke bazujgcy
na architekturze Arduino Uno zastosowano jako gtéwny modut obliczeniowy.

Sterownik silnika Pololu VNH5019 pracujacy z napieciami do 24 V i maksymalnym ciggtym
pradem wyjsciowym o wartosci 12 A, na podstawie odbieranego sygnatu PWM oraz sygnatow ste-
rujgcych kierunkiem obrotéw generowat napiecie w zakresie —12 V do +12 V. Dobdr urzgdzenia
zalezat od wymagan prgdowych silnika DC [27]. Dokumentacje urzagdzenia mozna znalez¢ na za-
taczonej ptycie CD w Dodatku I. Wszystkie urzadzenia byty zasilane za pomocg odpowiednio

zmodyfikowanego, zasilacza typu ATX o catkowitej mocy réwnej 500 W. Umozliwia on zasilanie
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napieciem statym o wartosciach £3,3 V, 5 V oraz +£12 V. Znamionowy prad na linii o napieciu

12 V wynosi 12 A .

5.3. Wpykonanie stanowiska

W tym rozdziale opisany zostat proces tgczenia dobranych elementéw konstrukcyjnych
w jedng catos¢. Zbudowane stanowisko zostato wykonane tak, aby podczas dziatania jego inte-
gralno$¢ nie byta naruszona. Tyczy sig to takich zjawisk jak roztaczanie potgczen elektrycznych,
zrywanie sie przewodow, wyginanie elementéw mechanicznych czy tez w najgorszym wypadku

odpadanie czesci lub zwarcia.

5.3.1. Montaz i taczenie elementéw elektronicznych

W celu zachowania zwartej i ergonomicznej struktury sprzetowej, mikrokontrolery zosta-
ty umieszczone na specjalnie zaprojektowanej ptytce PCB (Printed Circuit Board) petnigcej role
ptyty gtdwnej. Plyta zostata zaprojektowana tak, aby zapewnia¢ modutowosé systemu poprzez
mozliwos¢ szybkiego montazu jednostek obliczeniowych i sterownika silnika oraz ich ewentualnej
wymiany w przypadku uszkodzenia. Zaprojektowano oraz wykonano listwy kotkowe typu "goldpin”
w celu umozliwienia sprawnego podfgczania urzgdzeh pomiarowych - enkoderéw inkremental-
nych oraz zyroskopow cyfrowych. Ze wzgledu na wymagane poziomy napie¢ przez wykorzystane
urzadzenia sterujgce i wykonawcze zastosowanych urzadzen sekcje zasilania podzielono na trzy
sektory:

* 3,3 V - do obstugi zyroskopow cyfrowych,
* 5V - do obstugi mikrokontroleréw,
* 12 V - do obstugi enkoderow.

Ze wzgledu na to, ze maksymalng dopuszczalng warto$cig napiecia sygnatu wejsciowego
zastosowanych mikrokontroleréw nie powodujgcym ich uszkodzenia jest 5,5 V, a sygnaty pocho-
dzace z enkoderdw optycznych zawieraly sie w zakresie 0 . .. 12 V koniecznym byto zastosowanie
dzielnikéw napiecia w postaci odpowiedniego uktadu rezystoréw dla kazdego kanatu enkodera.
Wartosci opornikow dobrano tak, aby napiecie wyjsciowe z dzielnika zawierato sie w wartosciach

dopuszczalnych. Napigcie wyjsciowe U,,, wyznaczono z réwnania na dzielnik napigcia:

Uwe

R 5.3
Rl + RQ 2 ( )

Uy =
gdzie:
* R; - rezystancja pierwszego rezystora - 15 kf,
* R, - rezystancja pierwszego rezystora - 10 kX2,
* Uye - Napiecie wejsciowe - 12 V,
* Uyy - Napigcie wyjsciowe - 4,8 V.
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Wzér poprowadzonych $ciezek ptyty uwzgledniat schemat potaczen interfejsu SPI dla jed-
nostki master, czterech soft sensoréow, sterownika silnika oraz urzagdzen pomiarowych. Na ptycie
CD w Dodatku | zawarto projekt elementu o nazwie PCB, do ktérego stworzenia zastosowano pro-
gram Eagle [12]. W Dodatku H zamieszczono schemat ideowy potgczen elektrycznych oraz obraz
ptyty drukowanej. Na rysunku 5.8 zamieszczono zdjecie przedstawiajgce wykonang ptytke PCB

wraz z urzgdzeniami.

3
Xl

Rys. 5.8. Plyta PCB z zamocowanymi modutami elektronicznymi

Zyroskopy zostaly umieszczone na powierzchni ramion wahadta. Ich potgczenie z soft
sensorem odpowiadajgcym za przetwarzanie danych pomiarowych zostato zrealizowane poprzez
zestaw przewodow, ktdre zostaty zabezpieczone tak, nie uszkodzi¢ elementéw uktadu sterujgce-
go.

Enkoder obstugujacy suwnice zostat zamocowany w przygotowanej do tego obejmie, kto-
ra zostata wykonana za pomoca druku 3D. Potgczenie z odpowiadajgcym mu soft sensorem zre-
alizowano za pomocg zestawu przewodow, ktére podobnie jak w przypadku fgczenia zyroskopéw,
byly odpowiednio zabezpieczone. Projekt mocowania opisywanego enkodera znajduje sie na za-
tgczonej ptycie CD. Na rysunku 5.9 zaprezentowano sposdb mocowania enkodera obstugujgcego

suwnice.
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Rys. 5.9. Enkoder wraz z mocowaniem

W skrajnych pozycjach suwnicy umieszczono czujniki kraricowe, ktérych celem byto za-
bezpieczenie wbzka przed uderzaniem w obudowy przektadni pasowych. W momencie osiggnie-
cia niepozgdanej pozycji, nastepuje odciecie zasilania od silnika. Na rysunku 5.10 zaprezentowa-

no sposob mocowania krancéwek zabezpieczajgcych suwnice.

Rys. 5.10. Sposéb mocowania czujnikéw krarncowych
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Karty katalogowe zastosowanych elementéw w postaci krarncéwek zamieszczono na pty-
cie CD w Dodatku I.

5.3.2. Montaz i taczenie elementéw mechanicznych

Suwnica liniowa, na ktérej znajdowato sie stanowisko wahadta zostata przymocowana za
pomocg zestawu Srub i tgcznikéw, do odpowiednio stabilnego stotu, na ktérym réwniez umiesz-
czone zostaty urzadzenia sterujgce i wykonawcze. Na rysunku 5.11 zaprezentowano sposéb mo-

cowania suwnicy do stotu.

Rys. 5.11. Mocowanie suwnicy do blatu stotu

Opisane w podrozdziale 5.2.1 mocowanie enkodera znajdujgcego sie na wdzku zreali-
zowano za pomocg czterech $rub M6x40. Umieszczony wewnatrz mocowania enkoder, dzigki
odpowiedniemu fozyskowaniu mogt zostaé wykorzystany do potgczenia z ramieniem.

Potgczenie silnika oraz suwnicy dokonano za pomoca elastycznego sprzegta, ktére umoz-
liwito przenoszenie momentu napedowego oraz redukowanie ewentualnej niewspoétosiowosci wa-
téw napedu i suwnicy. Element ten posiada niewielki moment bezwtadnos$ci oraz wytrzymatg kon-

strukcje. Na rysunku 5.12 przedstawiono fizyczng realizacje potaczenia silnika z watem suwnicy.
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Rys. 5.12. Pofgczenie silnika z suwnicg liniowg

Ze wzgledu na bardzo duzg rozdzielczo$¢ enkodera obstugujacego suwnice oraz na ogra-
niczone taktowanie procesora soft sensora, zastosowano odpowiednig przektadnie pasowa, ktéra
pozwalata na zmniejszenie predkosci obrotowej na wale urzgdzenia. Mechanizm zostat skonstru-
owany w oparciu o dwa kofa zebate wykonane w technice druku 3D oraz transmisyjny pas zebaty.
Projekt elementéw wykonano przy pomocy programu Autodesk Inventor, zostat on zamieszczony
na zatgczonej ptycie CD w Dodatku |. Zamieszczony ponizej rysunek 5.13 przedstawia wykonanie

potgczenia miedzy watem suwnicy a enkoderem.

o 9 J 5
WE-00C A1 H
i e

Rys. 5.13. Potaczenie enkodera z watem suwnicy
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6. Implementacja oraz walidacja zastosowanych rozwigzan

Szésty rozdziat pracy ma charakter powigzania osiggniec na gruncie syntezy systemu ste-
rowania oraz budowy stanowiska, w celu zweryfikowania dziatania zaprojektowanych rozwigzan
na rzeczywistym obiekcie regulacji.

W pierwszej czesci znajduje sie opis stworzonych programoéw, ktére zostaty zaimplemen-
towane w systemie sterowania. Opisy zawierajg najistotniejsze fragmenty kodu i przedstawiajg
argumentacje dotyczacg celowosci stosowanych rozwigzan. W drugiej czesci rozdziatu zostang
porownane wyniki symulacyjne z wynikami uzyskanymi w skutek obserwacji dziatania fizycznego

obiektu.

6.1. Opis oprogramowania systemu sterowania

Systemy sterowania oparte o mikroprocesorowe jednostki obliczeniowe muszg spetniaé
postulat determinizmu czasowego. Ich wydajnos¢ wynikajgca z warstwy sprzetowej oraz oprogra-
mowania musi by¢ na tyle duza, aby zapewni¢ wykonywanie sie obliczerh w odpowiednim czasie.
Mechanizmami zastosowanymi w programie, ktére pozwolity na zapewnienie determinizmu cza-
sowego byty:

* podziat zadah pomiedzy wieloma jednostkami obliczeniowymi,

« struktury danych w postaci unii usprawniajgce przesytanie bajtéw komunikacjg SPI,

* przerwania programowe na slave’ach,

+ odpowiednia struktura kodu pozwalajgca na szybkie przesytanie danych oraz efektywne wy-

korzystanie mocy obliczeniowej procesorow.

6.1.1. Struktura danych

Sprawno$¢ programu zalezy w duzej mierze od przygotowanej struktury danych, ktére
beda wykorzystywane do zbierania pomiaréw i wykonywania na nich obliczeh. Dane powinny by¢
przygotowane tak, aby nie powodowac¢ zbednych opdznien przy ich przesyle. Najwazniejszg pod
wzgledem transmisji danych strukture zaprezentowano ponizej.

union data

{
volatile byte Byte[20]; /I tablica mieszczaca wszystkie dane pomiarowe
struct select // struktura porzgdkujgca dane pomiarowe

{

struct state
{
volatile long Time;
volatile int Rotation;
} Enc_State[2];
struct Big_state
{
volatile long Time;

volatile long Rotation;
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} Big_Enc_State;
} Select;

/1 przyktadowe odniesienie do zmiennej okreslajgcej potozenie katowe enkodera
sensor. Select.Enc_State[0]. Rotation = 0;

Zmienne zamieszczono w typie danych zwanym unia, ktéra powoduje zapisywanie wszyst-
kich zawartych w niej zmiennych na tym samym fragmencie pamieci. Rozmiar unii jest réwny
rozmiarowi jej najwiekszego sktadnika. Pierwszg skladowg unii jest dwudziesto elementowa ta-
blica zmiennych o$miobitowych, a drugim struktura zawierajgca dwu elementowg tablice strukur

oraz inng strukture.

6.1.2. Funkcjonalnosci mikrokontrolera

Korzystanie z okreslonych funkcjonalnosci mikroprocesoréw z rodziny Atmega, takich jak
protokét SPI, obstuga przerwan systemowych, oraz uktadéw zliczajgcych wymaga operacii inicja-
lizujgcych. Polegajg one na wpisywaniu odpowiednich wartosci do okreslonych rejestréw proce-
sora. Dane techniczne oraz wytyczne dotyczgce stosowania odpowiednich funkcji znajdujg sie
w dokumentacji uzywanych procesorow [3].

W celu przedstawienia tego mechanizmu ponizej zamieszczono fragment kodu inicjalizu-
jacego uktad zliczajgcy typu "timer”.

void timer2_init ()

{

TCCR2A = 0; /! ustawienie w "normal mode”

TCNT2 = POS_BIAS; /1 przypisanie poczatkowej wartosci licznika
TCCR2B = (1 << CS21) | (1 << C820); Il preskaler 32

TIMSK2 = (1 << TOIE2); /] aktywacja przepetnienia timer’a 2

Uktady zliczajgce czas korzystajg z zegara systemowego, ktory taktowany jest przy po-
mocy rezonatora kwarcowego o czestotliwosci 16 M H z. Preskaler definiuje liczbe taktow proce-
sora wymaganych do jednorazowej inkrementacji licznika. Przepetnienie sie bajtu zawierajgcego
inkrementowang liczbe jest zdarzeniem (wewnetrznym), ktére powinno zosta¢ obstuzone przez
program mikrokontrolera. W podobny sposéb inicjowane sg pozostate funkcjonalnosci wykorzy-
stane przy projektowaniu systemu.

Ze wzgledu na postulat dziatania systemu w czasie rzeczywistym koniecznym byto re-
agowanie na zewnetrzne lub wewnetrzne bodzce zachodzace nieprzewidywalnie. Do tego celu
wykorzystano mechanizm przerwan systemowych. Przykltadowg obstuge przerwania wywotywa-
ng zakonczeniem pojedynczej transakcji SPI przedstawiono ponizej.

ISR(SPI_STC_vect){
SPDR = sensor.Byte[i]; // przepisanie bajtu do rejestru przesuwnego

i++;
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6.1.3. Transmisja danych

Kluczowym elementem systemu byta sprawna i deterministyczna komunikacja miedzy
urzgdzeniami. Listing funkcji zawartej w jednostce master odpowiedzialnej za wymiane danych
przedstawiono ponizej.

void SPIl_read(uint8_t slave, uint8_t start_byte, uint8_t byte_count)
{

SlaveSelect(slave); /! funkcja odpowiedzialna za aktywacje danego slave’a

for (uint8_t i = start_byte; i < (start_byte + byte_count) ; i++)

{
_delay_us (SPI_DELAY); /1 czas na ustabilizowanie sie stanéw przejsciowych
SPI_send(0); /1 funkcja wpisujgca pusty bajt na rejestr przesuwny
sensor.Byte[i] = SPDR; /1 przepisanie wartosci przestanej przez slave’a

Protokét SPI dziata w trybie full-duplex, co oznacza, ze transmisja danych musi odbywac
sie dwukierunkowo. Wynika to z potaczenia rejestréw przesuwnych master’ai slave’a. Ze wzgledu
na to, ze urzadzenia typu slave nie wymagaja odbioru zadnych znaczacych informac;ji, urzgdzenie
typu master kazdorazowo przygotowuje do transakcji pusty bajt, ktérego zapisywanie w rejestrze

powoduje wymiane bitdw zawartych w rejestrach przesuwnych.

6.1.4. Obstuga urzadzen pomiarowych

Aby zapewni¢ determinizm czasowy oraz odpowiednig doktadno$¢ pomiaru nalezato wy-
bra¢ odpowiednig metode obrébki cyfrowej sygnatéw pochodzacych z enkoderéw optycznych.

Pierwszg metodg zastosowang przy pomiarze obrotu enkodera jest obstuga przerwania
wywotywanego zboczem. Aby zastosowac takie rozwigzanie jeden kanat enkodera podtgczony
zostat do fizycznego wejscia procesora, ktére umozliwia obstuge przerwania zewnetrznego. W mo-
mencie wystgpienia przerwania mikrokontroler sprawdza stan logiczny na drugim kanale enkode-
ra i na tej podstawie dekrementuje bgdz inkrementuje licznik okreslajgcy pozycje enkodera. Na
rysunku 6.1 zobrazowano opisang metode [13]. Podczas tego samego przerwania obliczany jest
czas, ktory uptynat od ostatniego przerwania. Na jego podstawie master po otrzymaniu tej wartosci

liczy predkosc liniowag wozka na suwnicy.

119



OFF

Pin A

ON

CW

Pin B
0 V] 0
ON
1 1 1
OFF
Pin A
ON
CCW 1 1 1
OFF
Pin B

OnN

—INTO

Rys. 6.1. Przebiegi sygnatéw na pinach enkodera (CW - clockwise), (CCW - counter-clockwise) [13]

Fragment kodu odpowiedzialny za realizacje opisanej metody pomiaru zostat zamiesz-

czony ponize;.

1 ISR(INT1_vect) /1 obstuga przerwania zewnetrznego

2 {

3 if (PIND & B) /1 warunek sprawdzajgcy kierunek obrotu
« A

5 sensor. State . Rotation++; // inkrementacja potozenia katowego

6 dir = 0; /!l ustawienie zmiennej okreslajgcej kierunek
ro}

8 else

oA

10 sensor. State . Rotation—; /] dekrementacja potozenia katowego

1 dir = 1;

2o}

13 /] okreslenie czasu od ostatniego przerwania w celu liczenia predkosci
14 dt = (micros() - time);

15 time = micros();

Drugg metodg zastosowang przy pomiarze obrotu enkodera jest cykliczne sprawdzanie
standw jego kanatéw. Gdy obecny stan kanatdéw rézni sie od poprzedniego, sprawdzany jest kieru-
nek zmiany przy pomocy kodu Gray’a oraz o$miu warunkow logicznych, czterech dla kierunku do-
datniego oraz czterech dla kierunku ujemnego. Na rysunku 6.2 zobrazowano opisang metode [13].
Aby nie dopusci¢ do przepetnienia sie licznika zliczajgcego impulsy na koricu danego przerwania
czasowego wykonywana jest operacja modulo, ktérej mianownikiem jest ilos¢ impulséw przypa-

dajgcych na petny obrét ramienia, a licznikiem jest biezgca wartos¢ obrotu. Takie zabezpieczenie
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jest potrzebne jedynie w przypadku enkoderéw w przegubach, poniewaz ramiona nie majg fizycz-
nych ograniczen, co do ilosci wykonywanych obrotow, zas suwnica takie ograniczenia posiada.
Zdecydowano sie na takg metode pomiaru potozenia kgtowego, poniewaz ilos¢ dostepnych na
mikrokontrolerze przerwan aktywowanych zboczem byta niewystarczajgca. Aby zachowaé duzg

doktadnos¢ enkodera koniecznym byto zastosowanie przerwan czasowych.

OFF

Pin A
0 4]
ON

Cw i

Pin B ‘

ON,

Pin A
4]
ON— ]

CCw :

Pin B

ONI 0

Rys. 6.2. Przebiegi sygnatéw na pinach enkodera (CW - clockwise), (CCW - counter-clockwise) [13]

Fragment kodu odpowiedzialny za realizacje opisanej metody pomiaru zostat zamiesz-
czony ponize;j.

1 ISR (TIMER2_OVF_vect) /1 obstuga przerwania wewnetrznego

2 {

3 TCNT2 = POS_BIAS; // podniesienie warto$ci licznika

4 val_tmp = read_pins(); // odczyt stanu pindéw i zapisanie ich w postaci kodu gray’a
5 if (val != val_tmp) /!l sprawdzenie zmiany stanu na wyjsciach enkodera
o

7 /Il okreslenie czasu od ostatniego przerwania w celu liczenia predkosci
8 dt = micros() - time;

9 time = micros();

10 /] sprawdzanie warunkéw okres$lajgcych kierunek obrotu

1 if ((val == 2 && val_tmp == 3) ||

12 (val == 3 && val_tmp == 1) ||

13 (val == 1 && val_tmp == 0) ||

14 (val == 0 && val_tmp == 2))

15 {

16 sensor. State. Rotation ++; // inkrementacja potozenia katowego

17 dir = 0;

18 }
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/1 sprawdzanie warunkéw okre$lajgcych kierunek obrotu
else if ((val == 3 && val_tmp == 2) ||

(val == 2 && val_tmp == 0) ||

(val == 0 && val_tmp == 1) ||

(val == 1 && val_tmp == 3))

sensor. State . Rotation--;
dir = 1;

/1 dekrementacja potozenia katowego

}

sensor. State . Rotation = sensor. State.Rotation % 4000;

val = val_tmp; /| przepisanie stanu obecnego do stanu poprzedniego

if (PIND & Z)

if (calibrated)

/| przepisanie skalibrowanej warto$ci do potozenia kgtowego

/] sprawdzenie czy enkoder w pozycji zerowej

sensor. State. Rotation = zero_value;

else {
/] przepisanie potozenia katowego do kalibrowanej wartosci
zero_value = sensor. State.Rotation;

13

calibrated

6.1.5. Obstuga urzadzenia wykonawczego

W celu poprawnego sterowania obiektem sygnat sterujgcy generowany przez ukfad cyfro-

wy powinien zapewnia¢ odpowiednig rozdzielczos¢ i zakres napieciowy. Wstepnie przetworzone

dane powinny takze zosta¢ ostatecznie przeliczone na wymagane wartosci fizyczne. Fragment

kodu odpowiedzialny za te funkcje zostat przedstawiony ponize;.

void scale_u ()

{

if (u<2o0) /1 warunek okres$lajgcy kierunek obrotu silnika

{
PORTD &= ~INB;
PORTD |= INA;
dir = 1;

}

else if (u > 0)

{
PORTD &= ~INA;
PORTD |= INB;
dir = 1;

}

else

dir = 0;
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u = abs(u * CONTROL CONSTANT); // obliczenie wartosci bezwzglednej sygnatu

referencyjnego

if (dir)

u += CONTROL_BIAS; // niwelacja tarcia statycznego
if (u> 1023) /l saturacja

u = 1023;
OCR1A = (int) u; /1 rejestr wypetnienia sygnatu PAWM

Sygnat sterujgcy wysytany na urzgdzenie wykonawcze pochodzi ze sterownika silnika,
ktory przetwarza doprowadzony z jednego z wyj$¢ mikrokontrolera sygnat PWM. Sygnat ten gene-
rowany jest przy uzyciu metody z korekcjg fazy zalecang przez dokumentacje techniczng do stero-
wania silnikami elektrycznymi [3]. Metoda ta wykorzystuje licznik o rozdzielczos$ci dziesieciu bitdw,
co przektada sie na 1024 mozliwe do uzyskania poziomy napiecia z zakresu 0...12 V. Polary-
zacja napiecia sterowana jest za pomocg zmiany stanu wejs¢ sterownika oznaczonych jako INA

oraz INB.

6.2. Implementacja algorytmow sterowania i estymaciji

Implementacja sprzetowa algorytméw sterowania oraz estymacji zawsze wigze sie ze
stworzeniem programowej reprezentacji danego rozwigzania w postaci kodu, uruchomionego na
platformie mikroprocesorowej. W zwigzku z rozproszeniem obliczeh w systemie sterowania (5.1.1),
konieczne byto nie tylko przedstawienie programistycznych rozwigzan lecz rowniez powigzania

miedzy poszczegdlnymi zmiennymi, mikrokontrolerami oraz modutami 1/O.

6.2.1. Implementacja sprzgetowa algorytméw estymacji

Sprzetowa implementacja filtru Kalmana byta utatwiona ze wzgledu na fakt, iz jego kon-
cepcja teoretyczna bazuje na dyskretnych rownaniach stanu, ktére mozna bezposrednio przeniesc
na kod programu. Algorytm zostat umieszczony na gtéwnej jednostce obliczeniowej, ktéra to od-
bierata odpowiednio przetworzone dane pomiarowe z soft sensoréw obstugujgcych zyroskopy
oraz enkodery przypisane ramionom wahadta. Bazujgc na rownaniach (4.15), (4.16) oraz (4.17),
stworzono dwa osobne estymatory, tak aby proces estymaciji przebiegat osobno dla danego ra-
mienia. Struktura kodu dla obu estymatoréw jest identyczna, z tego wzgledu ponizej zamieszczony

zostat tylko jeden przyktadowy listing.

float kalman (float z){
static float x_est = 0; // inicjalizacja warunkow poczatkowych

static float p_est = 0;

float x_pred;

float p_pred;
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float e;
float S;
float K;

/Il faza predykcji
x_pred = x_est;

p_pred = p_est + Q;

5 // faza aktualizacji

e =1z x_pred;
S = p_pred + R;
K

x_est = x_pred + K » e ;

p_pred / S;
p_est = p_pred K=* S *» K ;

return x_est;

}

Dziatanie kodu jest nastepujgce. Na wejscie funkcji kalman zadawany jest pomiar korek-
cyjny z zyroskopu. Potem, wykonywane sg fazy predykcji oraz aktualizacji. Na koniec funkcja
zwraca optymalng estymate predkosci kgtowej.

Odfiltrowana warto$¢ zostaje pdzniej przestana do wyliczenia sterowania za pomocg al-

gorytmow LQR lub PD opisanych w podrozdziatach 6.2.2 i 6.2.3.

6.2.2. Implementacja sprzetowa algorytmu LQR

W przypadku implementacji sprzetowej algorytmu liniowo kwadratowego, sterowanie (k)
wyliczano na podstawie wymnozenia wektora wzmocnieh od stanu K z estymatami zmiennych
stanu & (k) oraz wektora wzmocnienia w przéd K, z wektorem sygnatéw referencyjnych c,. (k).
Z uwagi na fakt, ze wektor sygnatow referencyjnych byt rowny zeru, w programowej realizacji
algorytmu pominieto ten czton. Taki zestaw operacji wprost realizowat dyskretne prawo sterowa-
nia okreslone w (4.35). Ponizej zamieszczony fragment kodu realizowat przemnazanie wektora
wzmochieh z estymatami.

void LQR_control ()

{
LQR u = x[0] = K[O] +
x[1] = K[1] +
x[2] = K[2] +
x[3] = K[3] +
x[4] = K[4] +
x[8] = K[5];

Funkcja ta nadpisuje zmienng globalng LQR_u zawierajgca warto$¢ sterujgcg w konkret-
nej chwili czasu. Wartos¢ ta trafia nastepnie do funkcji skalujgcej i realizujagcej generowanie sy-

gnatu sterujgcego opisanej w podrozdziale 6.1.5.
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6.2.3. Implementacja sprzetowa algorytmu typu PID

Strukture zawierajgcg rownolegle rozmieszczone algorytmy PD zaimplementowano na
podstawie réwnan réznicowych z (4.52). Wartosci wektora uchybdéw e(k) oraz sterowania u(k)
w chwili £ — 1 zainicjalizowano w postaci osobnych zmiennych z zerowymi warunkami poczatko-
wymi. Po zakonczeniu wyliczania sygnatu sterujgcego, prébki z chwili & sg przesuwane do probek
odpowiadajgcych chwili & — 1.

I/l wyliczenie sktadowych sygnatu sterujgcego
uof[0] = ( (2 = K[3] + K[0] = (2 = TB + Ts)) = e0[0] + (K[O] » (Ts - 2 = TB) - 2 » K
[3]) = e0[1] - (Ts - 2 = TB) = u0[1]) / (2 = TB + Ts);
ul[0] = ( (2 = K[4] + K[1] = (2 = TB + Ts)) = e1[0] + (K[1] » (Ts - 2 = TB) - 2 » K
[4]) = e1[1] - (Ts - 2 = TB) = ul[1]) / (2 = TB + Ts);
u2[0] = ( (2 * K[5] + K[2] = (2 = TB + Ts)) = e2[0] + (K[2] » (Ts - 2 = TB) - 2 » K
[5]) = e2[1] - (Ts - 2 = TB) * u2[1]) / (2 = TB + Ts);

/] wartos¢ sterujgca
u = u0[0] + u1[0] + u2[0];

/] przesuniecie uchybow i sterowania

e0[1] = e0[0];
e1[1] = e1[0];
e2[1] = e2[0];
u0[1] = u0[0];
ul[1] = u1[0];
u2[1] = u2[0];

/I obliczanie czasu probkowania
Ts = (micros() - time);

time = micros ();

Podobnie jak w przypadku programu realizujgcego sterowanie za pomocg algorytmu LQR,
zmienna globalna u w kazdej chwili czasu trafia do funkcji skalujgcej i realizujgcej generowanie

sygnatu sterujgcego opisanej w podrozdziale 6.1.5.

6.3. Poréwnanie badan symulacyjnych oraz eksperymentalnych na obiek-

cie rzeczywistym

Weryfikacja skutecznosci dziatania algorytmoéw sterowania na docelowym, rzeczywistym
obiekcie wymagata poréwnania wynikéw symulacyjnych z rzeczywistymi. Chcagc dokonac¢ zesta-
wienie wynikow symulacyjnych z (4.3.5) oraz (4.6.3), konieczne byto zebranie odpowiednich ob-

serwacji i wyciggniecie z nich wnioskow.

6.3.1. Badania dla algorytmu PD

Jedng z zastosowanych metod regulacji byty trzy réwnolegte regulatory PD, ktérych nasta-

wy byty dobierane przy pomocy macierzy K regulatora LQR. Algorytm mimo poprawnego dziata-
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nia w srodowisku Matlab Simulink, po zaimplementowaniu na zbudowanym stanowisku nie zadzia-
tat poprawnie. Skutkowato to brakiem stabilizacji w gérnym potozeniu, co zostato zaprezentowane
na filmie w dodatku | na ptycie CD pt. regulacjaPD.mp4, z ktérego przebiegi zostaty pokazane na
rysunku 6.3. Dodatkowo, na rysunku 6.4 zaprezentowano przebiegi uzyskane z badan symulacyj-

nych, w celu poréwnania ich z rzeczywistymi.
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Rys. 6.3. Przebiegi potozen oraz sterowan wahadta podczas dziatania regulatora PD na obiekcie
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Rys. 6.4. Przebiegi potozen oraz sterowania wahadta podczas dziatania regulatora PD dla symulac;ji
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Podczas eksperymentu wahadto byto przez siedem sekund podtrzymywane rekg w pozy-
Cji pionowej gornej, a nastepnie swobodnie puszczone. Zarejestrowane dane ilustrujg, ze zestaw
regulatoréow PD nie stabilizuje wahadta w gérnym potozeniu réwnowagi. Prawdopodobnym po-
wodem tej sytuacji byto to, ze pochodne cztonéw rézniczkujgcych sg wyznaczane numerycznie
z pomiardéw potozenia zarejestrowanych przy pomocy enkoderow ze stosunkowo krotkim czasem
prébkowania. Wedtug wnioskow wyptywajgcych z Dodatku E skutkuje otrzymaniem duzego bte-
du wzglednego dla matych predkosci. Btad ten mogt by¢ wystarczajacy, aby przektamacé odczyty,

ktére mnozone sg przez wzmocnienia regulatora.

6.3.2. Badania dla algorytmu LQR

Drugg z zastosowanych metod regulacji byt regulator LQR. Nastawy algorytmu, ktére zo-
staly wyznaczone w $rodowisku Matlab/Simulink, zostaty zaimplementowane na zbudowanym
stanowisku. Stabilizacja w gérnym punkcie pracy wahadta zostata osiggnieta. Regulator wykazy-
wat rowniez odpornos¢ na przyktadane do niego zakiécen w postaci delikatnych uderzen w po-
szczegolne cztony wahadta, co zostato zaprezentowane na filmie w Dodatku | na ptycie CD pt.
LQR_ENC_GYRO.mp4 oraz LQR_ENC.mp4. Przebiegi odpowiadajgce wymienionym filmom zo-
staty pokazane na Rysunkach 6.5 oraz 6.6. Dodatkowo, na rysunku 6.7, zaprezentowano przebiegi
czasowe z symulacji. Mozna na nich zauwazy¢, ze warunki symulacji komputerowej byty w sto-
sunku do warunkéw weryfikacji sprzetowej znaczaco wyidealizowane, algorytm jednak zadziatat
poprawnie w obu srodowiskach.

Algorytm zostat zaprezentowany dla dwéch wariantéw pozyskiwania danych pomiaro-
wych. Pierwsza metoda pomiaru predkosci polegata na odczycie z zyroskopdéw cyfrowych oraz en-
koderéw cyfrowych, a druga opierata sie na metodzie rézniczkowania enkoderéw optycznych znaj-
dujgcych sie w przegubach. W wariancie z wykorzystaniem enkoderéw przyjetg metodg obliczania
predkosci byta metoda okresowa, ktéra zgodnie z Dodatkiem E charakteryzuje sie mniejszym bte-

dem przy niewielkich predkosciach obrotowych.

127



Rys.

X, () [m], x,(t) [rad], x, (1) [rad]

50 -

_h\J'V’UM“WWH‘ W W WM\WM W lW! 1! WW\WI W ”{h‘.f'} o MF“"W

=50

t)

LOR - enkodery i Zyroskopy

L LRI
L x|[t} 4
1
Al
/ mm&ﬂmw“ i M\mew W\ _ WWMWWMF ﬁ» -1., ﬁ}‘ "v% flMﬂ'i'ﬁ"
/ JM kwwwm o /f\«

(- ll I‘I -
2I clt é Elr ‘IID 1I2 1I4 1I5 18

Czas [s]

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Czas [s]
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Rys. 6.6. Przebiegi potozen oraz sterowania wahadta podczas dziatania regulatora LQR na obiekcie

rzeczywistym, w wariancie z enkoderami
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7. Podsumowanie

Ostatni rozdziat pracy ma za zadanie podsumowac¢ dokonania autoréw w niniejszej pra-
cy inzynierskiej. Oprécz wnioskéw zamieszczono dyskusje na temat alternatywnych rozwigzan,

ktére moga stanowic kierunki przysztych prac.

7.1. Spostrzezenia oraz wnioski

Podjete w niniejszej pracy inzynierskiej zadanie zbudowania fizycznego stanowiska z po-
dwojnym, odwréconym wahadtem byto zagadnieniem ztozonym. Wymagato ono syntezy wiedzy
wywodzgcej sie nie tylko z dziedziny automatyki, ale rowniez mechaniki czy elektroniki. Bardzo
waznym byto umiejetne potgczenie dokonan na gruncie modelowania obiektu oraz doboru struk-
tury i algorytméw sterowania ze sprzetowg oraz programowg implementacjg zaproponowanych
rozwigzan.

Zaczynajac od zatozen zwigzanych z modelowaniem po wyprowadzenie matematycznej
reprezentacji wahadta autorzy starali sie w jak najdoktadniejszy sposdb opisac dziatanie obiektu.
Dzieki rozbudowanym analizom poczynionym w rozdziatach trzecim oraz czwartym, wyjasnio-
no i opisano wiele zjawisk zwigzanych z fizycznym dziataniem obiektu. Poczawszy od badan
chaotycznosci ruchu, przez nieminimalnofazowos¢ po wptyw zmian parametrow na zachowanie
uktadu, autorzy starali sie stworzy¢ pewny grunt pod synteze systemu sterowania oraz przyszie
badania zwigzane z modelem wahadta. Opracowujac modele matematyczne, kitére rozwazano
W niniejszej pracy, autorzy brali pod uwage wiele réznych oddziatywan mogacych potencjalnie
negatywnie wptyng¢ na jakos¢ symulacji oraz pézniejszego dziatania systemu. Przyktadem takie-
go dziatania byto opracowanie modelu taré, ktéry mimo swojego uproszczenia dawat dobry punkt
odniesienia wzgledem rzeczywistego obiektu.

Synteza systemu sterowania, ktérej finalnym celem byto opracowanie systemu regulacji
stabilizujgcego wahadto w gérnym punkcie pracy, z wykorzystaniem regulatora LQR lub PD, zo-
stata zwienczona sukcesem Oprécz odrebnych badan, autorzy zdecydowali sie na dokonanie ze-
stawienia dziatania obu regulatoréw. Byto to bardzo wazne, majac na uwadze fakt, iz w strukturze
regulatoréw PD zaimplementowano identyczne nastawy, ktére wyznaczono rozwigzujgc zadanie
optymalizacji ze wskaznikiem liniowo - kwadratowym. Warto réwniez dodac, ze badanie dziatania
systemu zweryfikowato skutecznosé¢ dziatania algorytméw estymaciji, ktérych gtowng sktadowg
byly filtry Kalmana.

Implementacja algorytméw w $rodowisku symulacyjnym Matlab Simulink zostata zwieh-
czona sukcesem. Dla sterowania typu PID oraz liniowo - kwadratowego, obiekt zachowuje sta-
bilnos¢, pomimo niedoktadnosci modelowych oraz parametrycznych. Regulacja rzeczywistego
obiektu sterowania rowniez zostata zrealizowana z sukcesem dla regulatora LQR.

Opisujgc aspekty zwigzane z budowg, wskazano argumenty swiadczgce o stusznosci wy-
boru danych elementéw. Autorzy nie tylko korzystali z gotowych urzadzen, ale réwniez zaprojek-

towali i wykonali czesci w postaci mocowan i przektadni mechanicznych. Zaprojektowano takze
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mikroprocesorowy uktad sterowania dziatajgcy w srodowisku rozproszonym, ktéry zostat zintegro-
wany na wykonanej ptycie PCB. Realizacja fizycznego stanowiska bez wspomnianych rozwigzan
nie bytaby mozliwa. Takie podejscie pozwolito na jak najlepsze wykorzystanie posiadanych ele-
mentéw elektronicznych oraz mechanicznych, ktére stuzyly za urzgdzenia wykonawcze oraz po-
miarowe. Oprécz zobrazowania efektow dziatania w postaci zdje¢ stanowiska, do pracy dotgczono
szereg projektéw oraz dokumentacji opisujgcych wiasciwosci danych elementéw. Na ptycie CD,
w Dodatku | zamieszczono szereg zdjec¢ oraz filméw prezentujgcych proces tworzenia stanowiska.
Pokazujg one rowniez finalne efekty prac autoréw na, ktére sktadajg sie materiaty z testow obiek-
tu, gdzie widoczne sg badania dla sterowania majgcego na celu utrzymanie obiektu w gérnym
punkcie rownowagi.

Ze wzgledu na ograniczong objeto$¢ pracy pewne problemy napotkane podczas syntezy
systemu sterowania oraz budowy rzeczywistego obiektu zostaty jedynie zasygnalizowane w tresci
pracy. Czes¢ z nich zostata bardziej szczegétowo zaprezentowana w dodatkach do pracy, a czes¢
moze stanowic¢ kierunki przysztych prac. Czes¢ z tych zagadnien zostata przedstawiona w tresci
dodatkéw zatgczonych do pracy. Zagadnienia te tyczyly rozwigzywania probleméw zwigzanych
z aspektami sprzetowymi oraz programowymi.

Reasumujac, cel pracy w postaci zaprojektowania oraz zbudowania stanowiska z podwdj-

nym odwréconym wahadtem wraz z syntezg systemu sterowania zostat zrealizowany.

7.2. Kierunki przysziych badan

W zwigzku z duzg liczbg zagadnienn merytorycznych poruszonych w pracy, autorzy ba-
zujgc na odpowiedniej literaturze oraz wtasnych doswiadczeniach pokusili sie o przedstawienie

mozliwych kierunkéw dalszych prac.

7.2.1. Przelaczalny system sterowania

Zaprezentowany w podrozdziale (4.6) mechanizm rozhustania wahadta, w postaci regula-
tora Swing up, oraz warunki przetgczania pomiedzy tym regulatorem a regulatorami stabilizujgcy-
mi powinien zostac¢ przetestowany dla parametrow rzeczywistego wahadta zestawionych w tabeli
2.2. W przypadku symulacyjnego potwierdzenia poprawnosci jego dziatania mozliwe bedzie jego
zaimplementowanie na platformie sprzetowej. Naturalnie wyniki testow mogg wymagac dalszych
prac, zwigzanych np. z dodatkowg identyfikacjg parametréw rzeczywistego obiektu, w celu umoz-
liwienia zaréwno poprawnego podniesienia wahadta jak i jego "przechwycenia” przez regulator
stabilizujgcy jego potozenie w géornym punkcie pracy. Oczywiscie sprzetowa implementacja be-

dzie wymagata dyskretyzacji prawa sterowania przedstawionego w podrozdziale (4.6.1).

7.2.2. Nieliniowe algorytmy sterowania

Zastosowane w pracy algorytmy LQR oraz typu PID bazujg na zlinearyzowanych mo-

delach matematycznych, bedacych uproszczong forma nieliniowych réwnan rézniczkowych. Ich
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skuteczno$¢ dziatania jest ograniczona jedynie do pewnego otoczenia punktéw pracy. Jednak-
ze, jest mozliwe zastosowanie metod sterowania, ktére wykorzystujg przy syntezie sterowania
modele nieliniowe [38].

W przypadku rozwazanego problemu stabilizacji wahadta autorzy pracy rozwazali zasto-
sowanie regulatora slizgowego, ktérego istota pozwala na dobranie sterowania w taki sposab,
ze mozliwe jest niwelowanie niepewnosci modelowych oraz w parametrach. Przykladowe imple-
mentacje tej metody regulacji mozna spotkaé w pracach [23,42]. Ze wzgledu na ztozono$é modelu
wahadta (2.65) zadanie to charakteryzuje sie znaczng ztozonoscig, jak pokazujg wstepnie zreali-
zowane prace.

Mozliwe tez byto zastosowanie metody, ktéra sama z siebie nie jest algorytmem sterowa-
nia lecz pozwala na bardzo duze utatwienie zadania syntezy systemu sterowania. Metoda line-
aryzacji przez sprzezenie zwrotne polega na zastosowaniu takiego podstawienia pod nieliniowe
zmienne stanu obiektu, ze po przejsciu do nowego stanu system, na wyjsciu zachowuje sie podob-
nie jak liniowy. Bazujgc na koncepcjach nakreslonych w literaturze, mozliwe byto potraktowanie
ramion wahadta jako manipulatora o dwéch stopniach swobody, ktérych to dynamike mozna spro-
wadzi¢ do uktadu liniowego [38]. Do tak przeksztatconego modelu mozna dobra¢ prosty algorytm

regulacji, ktéry jest wstanie zagwarantowac¢ duzy zakres stabilnosci.

7.2.3. Alternatywne metody estymacji

W niniejszej pracy dyplomowej zastosowano mechanizm estymacji, sktadajgcy sie z trzech
odrebnych estymatoréw w postaci dyskretnego rézniczkowania oraz dwoch filtrow Kalmana. Uzy-
cie takiej struktury byto $cisle powigzane z mozliwosciami jakie dawat uktad pomiarowy. Autorzy,
oprécz zastosowanej koncepcji rozwazali rowniez zastosowanie kaskadowego estymatora, w kto-
rym oprécz optymalnych filtréw Kalmana, do estymacji predkosci liniowej wézka uzytoby obser-
watora Luenbergera.

Pomystem zastosowanym w pracy byto podzielenie przestrzeni stanu poprzez projek-
cie z szes$ciowymiarowej przestrzeni stanu z(t) € RS na trzy podprzestrzenie dwu wymiarowe
x(t) € R2. Wowczas, przy wykorzystaniu rzeczywistych pomiarow, ktérych fizyczna korelacja
umozliwia przyjecie uproszczonej dynamiki, mozliwe byto skuteczne estymowanie stanu liniowym
algorytmem dla nieliniowej dynamiki obiektu sterowania. Takie dziatanie byto mozliwe ze wzgle-
du na rozwikfanie modelu matematycznego wahadta do postaci danej w (2.65). Pozwolito to na
dekompozycje dynamiki systemu na czes¢ nieliniowg oraz liniowa [18].

Aby estymowac predkosci oraz przemieszczenia kgtowe, mozliwe byto zastosowanie ta-
kiej konfiguraciji filtru Kalmana, ktéra uwzgledniataby pomiar z akcelerometru, ktérego informacja
pomiarowa jest obarczona szumem biatym. Wskutek dziatania algorytmu nie tylko dokonywanoby
filtracji, ale rowniez odtwarzania brakujgcego stanu. Estymacja predkosci liniowej wozka miataby
opierac sie nie tylko na pomiarze potozenia kgtowego pomnozonego razy promien zebatki ale
réwniez przy wykorzystaniu pomiaru prgdu z silnika. Znajomos$¢ statej elektromechanicznej &,

pozwala na uzyskanie wartosci momentu napedowego, ktéry po skorelowaniu z momentem bez-
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wiadno$ci uktadu dawatby w efekcie wartos¢ przy$pieszenia kgtowego. Przypuszcza sie, ze taka
struktura do celdéw estymacji bytaby bardziej niezawodna i skuteczniejsza niz ta zastosowana
w pracy. Niestety, ze wzgledu na brak pomiaru pradu silnika, niemozliwe byto zastosowanie tego

rozwigzania w zbudowanym stanowisku.

7.2.4. Alternatywne rozwigzania natury projektowej

Oprécz rozwazan natury teoretycznej nalezy wspomnie¢ o mozliwosciach rozwigzania
pewnych problemoéw natury konstrukcyjnej. Za przykiad takiej koncepcji mozna uzna¢ zrealizo-
wanie potgczen elektrycznych umieszczonych miedzy ramionami wahadta za pomocg odpowied-
nich pierscieni slizgowych. W poréwnaniu z przewodami, pozwalajg na niezawodne zasilanie bez
ryzyka platania bgdz zerwania sie przewodéw. Niestety ze wzgledu na ograniczenia finansowe
oraz czasowe nie zdecydowano si¢ na zastosowanie tego rozwigzania.

Transmisja danych pomiarowych miedzy sensorami a odpowiednimi jednostkami oblicze-
niowymi mogta zostac zrealizowana poprzez komunikacje radiowg za pomocg technologii Zig Bee
badz Bluetooth. Zaletg takiego rozwigzania bytoby wykluczenie potgczen przewodowych, ktore
majg ograniczone mozliwosci fizyczne wynikajace z ruchu obrotowego ramion wahadta. Jako wa-
de nalezy uznac to, iz taka metoda przesytu danych wymagataby dodatkowych zasobéw obli-
czeniowych systemu, ktéry oprécz obstugi protokotéw 12C oraz SPI, musiatby realizowaé przesyt

zgodnie ze standardami przyjetymi dla wyzej wymienionych technologii.
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Dodatek A: Dobér nastaw regulatora PD z wykorzystaniem me-

tod przestrzeni stanu

Niech: z(t) € R™, u(t) € R?, c(t), cref(t) € RY, y(t) € R™ oznaczajg odpowiednio wekto-
ry: stanu, wejs¢ sterujgcych, wyjs¢ sterowanych i ich wartosci oraz wyj$é dostepnych pomiarowo.
Przyjmujac jako stan poczatkowy x(ty) = o mozna zapisac, iz Vt € [tg, oo], liniowy, stacjonarny,

deterministyczny system dynamiczny jest opisany [11]:

(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t), (7.1)
c(t) = Ex(t),

gdzie A € R™*", B € R™*P, C € R™", E ¢ RY" oznaczajg odpowiednio macierze: stanu,
sterowan, wyj$¢ pomiarowych i sterowanych [18, 30].

Czion zwigzany ze sterowaniem w(t) w rownaniach wyjscia pominieto ze wzgledu na brak
sprzezenia w przod wigzgcego sygnat sterujgcy z wyjsciem [11].

Jezeli system cechuje sie sterowalnoscig mozliwe jest zastosowanie odpowiedniego al-
gorytmu sterowania. Chcac stabilizowa¢ stan oraz nadgzanie za trajektorig referencyjna, mozna

zdefiniowa¢ prawo sterowania w postaci [11]:

w(t) = Ures(t) + uy(t), (7.2)

gdzie:
u,(t) = —Ka(t), (7.3)
Uref (t) = K’rcref(t)- (7.4)

Czton u, (t) (7.3) odpowiada za stabilno$¢ wewnetrzng obiektu sterowania. Jest on czesto
nazywany sprzezeniem od stanu. Dobd6r macierzy wzmocnieh K pozwala na alokacje biegundw,
tak aby spetnic¢ z gory zatozone wymagania dotyczace kryteriéw jakosciowych sterowania. Dyna-
mika wewnetrzna takiego systemu cechuje sie asymptotyczng stabilnoscia, ktérej wynikiem jest
to, ze warunki poczatkowe zostajg sprowadzone do 0 w pewnym czasie ¢ € [to, c0], CO mozna
zapisac jako (7.5) [38]:

lim ||z(t)||2= 0, (7.5)

t—o0

gdzie ||(.)||2 0znacza norme euklidesows.
Dobdr macierzy K moze zosta¢ dokonany poprzez arbitralne zatozenie biegunéw uktadu

regulacji lub poprzez rozwigzanie odpowiedniego zadania optymalizacji [18].
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Ponadto, aby system dynamiczny nadgzat za trajektorig referencyjng trzeba dobra¢ ma-

cierz wzmocnien K., ktora to pozwala na osiggniecie w stanie ustalonym [11]:
c(t) = cref (). (7.6)
Macierz wzmocnienia K,, mozna wyznaczy¢ z zaleznosci [11]:
K,=-(E(A-BK)'B)™, (7.7)

ktérg mozna otrzymac przeprowadzajgc nastepujgce rozumowanie.
Wiedzac, ze system ma $ledzi¢ pewna trajektorie referencyjng ¢, s (t), w stanie ustalonym

zachodzi (7.6), co pozwala zapisa¢ [11, 30]:

Cres(t) = Ex(t), (7.8)
z(t) — x, (7.9)
&(t) = 0, (7.10)
Upe = const, (7.11)

gdzie x, jest wartoscig wektora zmiennych stanu x(¢) w stanie ustalonym [11, 30].

Podstawiajgc do réwnania stanu (7.1) sterowanie w postaci (7.2) otrzymuje sie [11]:
z(t) = (A — BK)x(t) + Buyes(t), (7.12)
co po uwzglednieniu (7.8), (7.9), (7.10) oraz (7.11) daje [11]:
0=(A—-BK)x; + Bt,.;. (7.13)
Po przeksztatceniu (7.13) otrzymano [11]:
s = —(A— BK) 'Buy,.;. (7.14)
Podstawiajgc w (7.14) za x, (7.8) [11]:
Cref = —E(A — BK) ' Bu,.y, (7.15)
co po przeksztatceniu (7.15) na u,..; dato [11]:
Uref = —(BE(A— BK) 'B) 'c,cs. (7.16)

Przyréwnujac (7.4) do (7.16) mozna zauwazyc, ze zaleznos¢ (7.7) jest prawdziwa.
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Dziatanie tego typu regulatora mozna poréwnaé do dziatania szeregu regulatoréw PD,

ktérych réwnanie mozna opisac jako [11]:

u(t) = kpe(t) + kqé(t), (7.17)

gdzie k, oraz k, sg kolejno macierzami wzmocnien cztonu proporcjonalnego oraz roézniczkujgce-
go regulatora PD [11].

Wektor e(t) jest btedem sterowania danym jako [11]:

e(t) = —c(t) + cres(t). (7.18)

Po podstawieniu ¢(t) z (7.1) do (7.18) mozna otrzymac:

e(t) = —Ex(t) + cref(t), (7.19)

a po zrézniczkowaniu (7.19):

() = —Ea(t) + éref (t). (7.20)

Jezeli ¢,.f(t) jest trajektorig stato warto$ciowsg, jej pochodna jest réwna 0, co mozna za-

pisac jako:

bref(t) = 0. (7.21)

Wiedzgc, ze dla obiektu wahadtan = 6, p = 1, ¢ = 3 oraz m = 3 oraz, ze wektor stanu

x(t) jest zdefiniowany jako:

8
—~

~
=

[>

o) 6] (7.22)
oraz, ze macierz E ma postac:

100000
E=10 10 0 0 0}, (7.23)
001000

a macierze k), oraz k4 stajg si¢ wektorami o wymiarach dim(k,) =1 x 3 i dim(kq) =1 x 3.
Podstawiajgc do (7.17) zaleznosci z punktéw (7.19), (7.20) oraz (7.21) uzyskuje sie row-

nanie regulatora PD w postaci:

u(t) = kpCres(t) — kyEx(t) — kaEaw(t), (7.24)
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przeksztatcajgc (7.24) przy danej macierzy E z (7.23):
u(t) = kyperer(t) — kp0(t) — kab(t), (7.25)
a nastepnie, przy wykorzystaniu (7.25) i (7.22) otrzymuje sie nastepujgce prawo sterowania:
ul(t) = kyeres () = [k, kg @(0): (7.26)
Poroéwnujac stronami (7.26) z (7.2) otrzymano nastepujgce wyniki:

(7.27)

k,,
[kp kd} . (7.28)

K,
K

Na podstawie powyzszych obliczen mozna wyciggna¢ wniosek, Zze znajagc nastawy regu-
latora PD, mozna je bezposrednio przenies¢ na regulator operujgcy na zmiennych stanu, wedtug
(7.27) i (7.28). W przypadku, gdy znana jest macierz K, jej wartosci przenosi sie do wnetrza
regulatoréw PD.

Warto zauwazy¢, ze jezeli macierz K zostanie wyznaczona w skutek rozwigzania pew-
nego zadania optymalizacji (np. LQR), to wowczas rownowazny regulator PD, réwniez posigdzie

te ceche.

143



Dodatek B: Badanie chaotycznej dynamiki wahadta

Zgodnie z teorig systemow dynamicznych, wiedzgc ze znajomosé pewnych parametréw
oraz warunkow poczatkowych uktadu jest znana ze skornczong doktadnoscig, nawet niewielkie
zmiany ich wartosci mogg spowodowacé znaczgce zmiany w zachowaniu dynamiki systemu. Moze
to skutkowac tym ze , sposob dziatania uktadu staje sie nieprzewidywalny. Zjawisko to jest nazy-
wane chaosem ukfadu dynamicznego [38].

Rozwazane w niniejszej pracy wahadto jest przyktadem systemu chaotycznego. W celu
pokazania tego zjawiska przeprowadzono eksperyment symulacyjny w srodowisku Matlab/Simu-
link z zastosowaniem metody ptaszczyzny fazowej. Eksperyment polegat na przeprowadzeniu
trzech symulacji, w ktérych przy zastosowaniu modelu symulacyjnego wahadta zmieniano wa-
runki poczgtkowe. Czas symulacji wynidst 10 jednostek czasu, a warunki poczgtkowe zmieniano
dla potozenia kgtowego, liniowego oraz dla predkosci liniowej oraz katowych. Dodatkowo, na po-
trzeby symulacji, wytgczono z modelu wptyw sit oraz momentoéw tarcia, ktére to rozpraszatyby
energie wahadta w czasie. Dokonano tego eliminujgc wektor n, ktérego wartosci zdefiniowano
w (2.52) poprzez przyréwnanie go do 0.

Wartosci warunkéw poczatkowych byty wyznaczane wedtug nastepujgcego algorytmu:

60(0) = 0 4 0.0001% - warunek poczatkowy dla przemieszczenia liniowego wozka,
61(0) = 0 + 0.0001k - warunek poczatkowy dla przemieszczenia katowego ramienia pierw-

szego,
* 05(0) = 0.1 + 0.0001% - warunek poczgtkowy dla przemieszczenia kgtowego ramienia dru-

giego,
. 90(0) = 0+ 0.0001% - warunek poczatkowy dla predkosci liniowej wozka,
. 91(0) = 0+ 0.0001k - warunek poczgtkowy dla predkos$ci katowej ramienia pierwszego,
. 92(0) = 0+ 0.0001% - warunek poczgtkowy dla predkosci katowej ramienia drugiego,

gdzie k € {1, 2, 3}.

Wyniki eksperymentu zaprezentowano na rysunkach od 7.1, 7.2 i 7.3. Ze wzgledu na po-
trzebe przedstawienia zaleznosci miedzy zmienng stanu a jej pochodng, dokonano przeksztatce-
nia przestrzeni sze$ciowymiarowej, w ktorej zawiera sie wektor 8(t) € RS, na trzy podprzestrzenie
dwuwymiarowe R2. Ponadto, w celu podkreslenia roznic w zachowaniu systemu dla réznych war-
tosci warunkéw poczatkowych, trajektorie fazowe dla wszystkich symulacji umieszczono na jed-
nym wykresie, dla danej podprzestrzeni R2. Do stworzenia portretow napisano odpowiedni skrypt

w programie Matlab Simulink, ktéry mozna znalez¢ na ptycie CD w Dodatku | pod tytutem chaos.m.
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Rys. 7.2. Portret fazowy dla 6, (6:)
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Rys. 7.3. Portret fazowy dla 65 (62)

Analizujgc portrety fazowe zamieszczone na rysunkach 7.1, 7.2 oraz 7.3 mozna zauwa-
zy¢ rozbieznosci w ich przebiegach. Juz niewielkie zmiany w warunkach poczatkowych, spowo-
dowaty ze dla kolejnych symulacji modelu, zachowanie obiektu jest istotnie inne w poréwnaniu
do poprzednich wywotan algorytmu.

Zatem, przy wykorzystaniu metody ptaszczyzny fazowej, pokazano ze model wahadta

jest chaotyczny.
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Dodatek C: Dowéd nieosobliwosci macierzy A,

W celu zachowania logicznej spéjnosci w rozumowaniu autoréw, niezbedne byto dokona-
nie odpowiedniego dowodu, ktéry poswiadczatby o nieosobliwosci macierzy A..

Rdéwnania fizyczne, wyprowadzone w (2.65) wyrazajg bilans sit oraz momentéw w catym
uktadzie wahadta. Stosujgc zaproponowang przez autoréw metode rozwiktania modelu poznaw-
czego ((2.58) oraz (2.59)) na réwnania drugiego stopnia, konieczne byto umieszczenie wspdtczyn-
nikdow odpowiednich zmiennych procesowych w macierzach. Fizyczna interpretacja macierzy A,
ma charakter inercyjny, ze wzgledu na wystepowaniu w niej cztonéw zwigzanych z momentami
bezwtadnosci oraz masami ramion wahadta. Identyczny sens wykazuje macierz opisujgca iner-
cje ramion manipulatora H, ktérej konstrukcje przedstawiono w rozdziale széstym ksigzki Slotine
J.J., Li.W: Applied Nonlinear Control [38].

Rozdziat dziewiaty powyzej wspomnianej publikacji nasuwa koncepcje udowodnienia nie-
osobliwosci macierzy H poprzez wykazanie jej dodatniej okreslonosci. Niestety, dla macierzy A,
analogiczna operacja bytby niemozliwa ze wzgledu na fakt, iz 2, oraz x5 sg funkcjami czasu i ko-
nieczne bytoby wykonanie dowodu nieskonczong ilos¢ razy.

Ze wzgledu na istote przeksztatcenia (2.59), autorzy zdecydowali sie na sprawdzenie
wprost, czy wyznacznik z macierzy A,., bedacy jednoczesnie mianownikiem réwnan (2.65) jest réz-
ny od zera.

Réwnanie mianownika jest dane jako:

M = ACE + 2B cos 21 By cos 5D cos (x1 — x2) — B} cos® 11 E

— AD? cos® (z1 — x3) — B3 cos® a,C. (7.29)

Obie zmienne fizyczne wystepujgce w réwnaniu mianownika (7.29), charakteryzujg sie na-

stepujgcg dziedzinag:

T € [0,277],

T € [0,277].

Najprostszym oraz najbardziej intuicyjnym rozwigzaniem powyzszego problemu byto osza-
cowanie wartosci mianownika dla kilku réznych punktéw w dziedzinie. Niestety ze wzgledu na fakt,
iz metoda ta nie rozstrzyga tego czy mianownik jest zawsze rézny od zera, konieczne byto zasto-
sowanie innej metodologii.

Metodg jakg autorzy zdecydowali sie zastosowaé w celu udowodnienia nieosobliwosci
macierzy A, byto przebadanie mianownika M jako funkcji dwdch zmiennych x, oraz x5. Nastepnie
wykreslono wykres funkcji w przestrzeni R?, tak aby widoczne byty punkty ekstremalne oraz ewen-
tualne miejsca zerowe. Do stworzenia wykresu postuzono sie skryptem napisanym w programie
Matlab Silmulink, ktéry mozna znalez¢ na ptycie CD w Dodatku | pod tytutem test_mianownika.m.

Na rysunku (7.1) zamieszczono wykres funkcji M (z1, z2):
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Wartosé Mianownika

* Przy uwzglednieniu statych wartosci parametréw w tym wptywu tar¢, dla dowolnych warun-

kow poczatkowych wahadto bedzie traci¢ energie kinetyczna, zwalniajgc oraz zmierzajgc

%1073
35 -

4
4

4(t) [rad| 0 0 ry(t) |rad

Rys. 7.1. Wykres mianownika dla =1 i 2

Analizujgc wykres funkcji, mozna zauwazyé, ze nie osigga on zera, co moze nasungc
wniosek, iz nie jest mozliwe aby warto$¢ mianownika osiggata warto$¢ zerowa, co implikuje nie-
osobliwos¢ macierzy A,.
W celu dodatkowego zilustrowania powyzszego rozumowania, autorzy przeprowadzili do-
datkowe badania symulacyjne pokazujgce zbieznos¢é mianownika. W pierwszej kolejnosci warto

poczyni¢ pewne zatozenia:

do dolnego punktu pracy P,

* Punkt P, jest asymptotycznie stabilny, co powoduje ze warto$ci standw przy czasie dgzgcym

do nieskohczonosci osiggng pewng skonczong wartos¢. Dowdd asymptotycznej stabilnosci

punktu réwnowagi P, zaprezentowano w Dodatku D.

Zatem, mozna znalez¢ warto$¢ mianownika w dolnym punkcie pracy, a nastepnie przy uzy-
ciu symulacji sprawdzi¢, czy po odpowiednio duzym czasie wartosci mianownika bedg zbiezne do

pewnej roznej od zera statej .

Podstawiajgc P, do M otrzymuije sie:

M|p, = ACE +2B1B,Dy — B{E — AD} — B5C

=¢e~1,6691 x 107°. (7.30)
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Nastepnie dla réznych zestawien warunkéw poczatkowych systemu, przeprowadzono
szereg badanh symulacyjnych, w celu sprawdzenia czy w ¢ — oo wynik bedzie zbiezny do okreslo-
nego w (7.30) . Przy uzyciu odpowiedniego skryptu w programie Matlab Simulink, ktéry mozna
znalez¢ na ptycie CD w Dodatku | pod tytutem podglad_mianownika.m, dla czasu trwania symulacji
réwnego 20 jednostek czasu, zdecydowano sie na przebadanie pieciu réznych zestawow warun-
kow poczatkowych. Wyniki eksperymentu numerycznego, przestawiono na ponizszym rysunku
7.2.
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Mianownik

2.2
2

1.8 | }V}Mil#n_
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(lzas 5

Rys. 7.2. Przebieg zmian warto$ci mianownika dla ré6znych warunkéw poczatkowych

Analizujgc wartosci przebiegu w powiekszeniu, mozna zauwazy¢, iz po pewnym czasie
warto$ci mianownika, przy niewielkich oscylacjach zmierzajg ku wartosci 1, 6691 x 1072,

Majac na uwadze tres¢ tezy poczatkowej, niesprzeczne zatozenia oraz powyzej zamiesz-
czone dowody analityczne oraz symulacyjne wtasciwym jest dojscie do wniosku, iz macierz A,
jest nieosobliwa, gdyz dla dowolnych warunkéw poczatkowych, system dynamiczny zmierzajagc

do P, nie moze przekroczy¢ ¢ = 1,6691 x 10~°.
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Dodatek D: Badanie lokalnej stabilnosci punktéw stacjonarnych

za pomocg posredniej metody Lapnunov‘a

Analiza stabilnosci obiektow nieliniowych jest zazwyczaj procesem bardzo Zzmudnym oraz zto-
zonym matematycznie. Jezeli jest mozliwa linearyzacja modelu wokét pewnego punktu pracy =,
wowczas mozna skorzystaé z posredniej metody Lapunova. Metoda ta sprawdza sie jedynie
przy badaniu lokalnej, stabilnosci dla danego punktu réwnowagi = [18, 38]. Polega ona na rozwi-
nieciu rownan stanu uktadu w szereg Taylora, czego podstawy teoretyczne nakreslono w (3.9),
(3.10) oraz (3.11).

Koniecznym jest zbadanie wartosci wkasnych macierzy A oznaczonych wektorem . Sys-
tem jest lokalnie asymptotycznie stabilny jezeli dla wszystkich wartosci wiasnych systemu, ich cze-
8ci rzeczywiste sg mniejsze od 0. W przypadku, gdy jedna z warto$ci wtasnych macierzy stanu
ma czes$¢ rzeczywistg rowng 0, to system cechuje sie krytyczng stabilnoscig [18].

Wiedzac, ze w analizie stabilnosci punktow pracy P; i P, potozenie wdzka nie musi by¢ bra-
ne pod uwage, zdecydowano si¢ na dekompozycje macierzy A do macierzy A;,,, w ktorej wyklu-
czono wspotczynniki zwigzane z potozeniem wozka z (t) oraz predkoscig liniowg wozka x4(t).

Woéwczas macierz A,,, wyniosta:

Agy Agz Azs Ay
A A A A

Ay 2 s2 Ass Ass Ase| (7.31)
Asy Asz Ass Asg

Agy Agz Ags Ags

Wartosci elementéw macierzy (7.31) zaczerpnigto jako wynik linearyzacji wokét punktu
rownowagi P, z (3.39) oraz P, z (3.40).
Aby znalez¢ wartosci wtasne macierzy, mozna wykorzystac¢ réwnanie charakterystyczne

postaci:
det(A — Alap|PhP2) =0, (7.32)

za pomocag ktérego uzyskuje sie wielomian charakterystyczny macierzy A,,,,| P, W danym punk-
cie pracy. Na jego podstawie mozna okresli¢ wektor wartosci wtasnych A, ktére dla rozpatrywa-
nego modelu A € R**! [30].

Obliczenia numeryczne, realizujgce zaleznosé (7.32) zostaty wykonane przy pomocy spe-
cjalnie przygotowanego skryptu napisanego w programie Matlab Simulink, ktéry mozna znalez¢
na ptycie CD w Dodatku | pod nazwg wyznacz_Iqr.m. Program ten wykonuje sie po uruchomie-
niu skryptu pod nazwa dip_sterowanie.m. Efektem jego dziatania jest zwrot komunikatu w oknie
dialogowym, ktéry to obwieszcza o rodzaju stabilnosci. Na rysunku 7.1 zaprezentowano screen
z programu Matlab Simulink, ktéry przedstawia wyniki badania stabilnosci dla obu punktéw réw-

nowagi.
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Command Window

CObiekt jest Sterowalny w P1

Cbiekt jest Sterowalny w P2

Punkt pracy Pl nie jest lokalnie, asymptotycznie stabkilny
Punkt pracy P2 jest lokalnie, asymptotycznie stabilny

g

Rys. 7.1. Komunikat dotyczacy stabilnosci P; i P
Dla gérnego punktu réwnowagi P, wektor wartosci wtasnych macierzy Alup|P1 wyniost:

Alp, = [-17.07 —652 748 573, (7.33)

natomiast dla dolnego punktu rownowagi P, wektor wartosci wiasnych macierzy A;qp|p, wyniost:

Alp, = |—4.86+9.93i —4.86—9.93i —0.32+6.23i —0.32 — 6.23i- (7.34)

Komunikaty obwieszczajgce wykonanie sie programu oraz otrzymane wartosci wektoréw
wlasnych z (7.33) i (7.34) majg jednoznaczng interpretacje. Goérny punkt rownowagi P, jest lo-
kalnie niestabilny, co mozna wprost powigza¢ z fizycznym dziataniem uktadu oraz otrzymany-
mi wynikami symulacyjnymi. W przypadku dolnego punktu réwnowagi P,, wynik analiz pokrywa
sie z wnioskami dotyczgcymi badania portretéw fazowych zamieszczonych na rysunkach 2.9,

2.10i 2.11. Punkt ten jest lokalnie, asymptotycznie stabilny a jego macierz Alap|P2 jest macierzg
Hurwitza [18].
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Dodatek E: Badanie charakterystyki silnika DC

Ze wzgledu na to, ze wartoscig sterujaca u(t) pochodzgca z urzgdzenia wykonawczego
jest sita wyrazona w NV, koniecznym byto wyznaczenie zaleznosci pomiedzy wypetnieniem sygna-
tu PWM generowanego przez mikrokontroler a sitg przyktadang do wozka. Badania wykonano
dla obiektu pozbawionego ramion oraz mocowan. Do wézka jezdnego przymocowano wage ha-
kowa, ktéra pozwalata na dokonywanie pomiaréw z dokfadnoscig 10 g w zakresie 0 — 50 kg.
Wypetnienie modulacji PWM byto zadawane z pozycji komputera, kiéry poprzez interfejs USB
przekazywat dane do mikrokontrolera. Ukfad sterowania na podstawie otrzymanych danych ge-
nerowat wymagane napiecie. Aby unikng¢é dynamicznych zrywow silnika, ktére mogtyby powodo-
wac duze prady chwilowe oraz ewentualne uszkodzenie ukfadu, napiecie byto zwiekszane metodg
tzw. rampy i utrzymywane na danym poziomie przez 4 sekundy. Czas ten pozwalat na dokonanie
pomiaru. W celach pomocniczych na stanowisku zainstalowano diode LED, ktéra sygnalizowata
osiggniecie zadanej wartosci wypetnienia sygnatu PWM. Stanowisko pomiarowe przedstawiono

na rysunku 7.1.

Urzadzenie pomiarowe w swojej istocie jest sitomierzem wyskalowanym w jednostkach
masy przy zatozeniu okreslonej wartosci przyspieszenia ziemskiego, dlatego mozliwe jest otrzy-
manie sity wyrazonejw N po odpowiednim przemnozeniu otrzymanego pomiaru. Przyjeto wartos¢
przyspieszenia grawitacyjnego rowng g = 9,81 m/s?. Po wykonaniu serii pomiaréw otrzymano
zaleznos¢ sity ciggnacej wozek od wypetnienia sygnatu PWM, ktéra zostata przedstawiona na ry-
sunku 7.2.
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Rys. 7.2. Charakterystyka wypetnienia PWM do sity oddziatujgcej na wozek
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Dodatek F: Wybor metody pomiaru predkosci za pomoca enko-

dera inkrementalnego

Sygnat dyskretny otrzymywany z przetwornika obrotowo-impulsowego wymaga odpowied-
niego przetworzenia w celu okre$lenia predkosci obrotowej. Wybdr metody pomiarowej doko-
nywany jest tak , aby minimalizowac¢ btad wzgledny enkodera i jest podyktowany zatozonym
zakresem predkosci obrotowej. Predkos¢ obrotowa moze by¢ okreslana na podstawie pomiaru
czestotliwo$ci lub okresu sygnatu wyj$ciowego.

Pomiar czestotliwosci polega na zliczaniu okresow sygnatu wyjsciowego w statym czasie.
Btad pomiaru jest w tym przypadku wiekszy przy matych predkosciach obrotowych. Zmniejszenie
btedu mozna uzyskaé poprzez wydtuzanie czasu pomiaru, co nie zawsze jest mozliwe, szczegél-
nie w systemach krytycznych czasowo [41]. Predko$¢ obrotowg dla tej metody obliczyé mozna
z (7.35)

(7.35)

gdzie:
* w - predkos¢ obrotowa [obr/s],
 T,, - czas pomiaru [s],
* X -ilos¢ zliczonych okreséw sygnatu w czasie T,
* I/ - mnoznik zalezny od trybu obstugi enkodera (1, 2, 4),
* R -rozdzielczo$¢ enkodera.

Btad kwantowania Aw przedstawiony jest ponizszym réwnaniem:

Aw =

TER (7.36)

Btad wzgledny pomiaru predkosci przy metodzie czestotliwosciowej e,..;, moze zostac

obliczony przez dzielenie btedu kwantowania Aw przez aktualng predkos$é obrotowg w [24].

Aw
erelf = 7 . (737)

Druga metoda polegajgca na pomiarze okresu sygnatu wyjsciowego enkodera polega
na pomiarze czasu pomiedzy dwoma sasiednimi narastajgcymi lub opadajgcymi zboczami sy-
gnatu. Metoda ta cechuje sie wiekszym btedem przy wyzszych predkosciach. Czas ten mierzony
jest poprzez zliczanie okreséw sygnatu z generatora wzorcowego. Zmniejszenie btedu mozna
uzyskaé poprzez zwiekszanie czestotliwosci generatora wzorcowego, co moze by¢ ograniczone
przez mozliwosci stosowanego sprzetu [41]. Predkos¢ obrotowg dla metody pomiaru okresu obli-

czyé mozna z (7.38)

W= fclk
XER’

(7.38)
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Bfad kwantowania Aw przedstawiony jest ponizszym réwnaniem:

ER

A:Zj'r’ev = 7
fclk

(7.39)

Bfad wzgledny pomiaru predkosci przy metodzie pomiaru okresu e,..;, moze zostac obli-

czony przez dzielenie btedu kwantowania Aw przez aktualng predkos¢ obrotowg w [24].

_ Aw. (7.40)
w

Erelp

Znajgc rozdzielczo$¢ enkodera, przetozenie jednego obrotu watu na przemieszczenie
liniowe woézka oraz czestotliwos¢ zegara taktujgcego i wymagang szerokosé okna czasowego
mozliwe byto wyznaczenie charakterystyki btedu wzglednego pomiaru w funkcji predkosci wozka
dla metody czestotliwosciowej i okresowej. Skrypt napisany w programie Matlab Simulink wyzna-
czajgcy opisane zaleznosci zamieszczony zostat na ptycie CD w Dodatku |, pod nazwg

blad_kwantowania_enkodera.m.

30 T T T T T

metoda czestotliwosciowa
metoda okresowa

271 7

15 7

Btad wzgledny enkodera [%]

10 -
X: 0.84
S5r v:3182 4
I::*\_—
O 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Predkosc liniowa wozka [m/s]

Rys. 7.1. Wykres btedu wzglednego enkodera przy pomiarze predkosci obrotowej

Na postawie obliczen i badan stwierdzono, ze maksymalna predkos¢ liniowa suwnicy wy-
nosi okoto 0, 75m/s. Zatem wybrano metode pomiaru okresu, z uwagi na mniejszy btad wzgledny

w catym zakresie predkosci wozka.
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Dodatek G: Spis elementéw i urzadzen uzytych w projekcie

Spis elementéw wchodzgcych w sktad wahadta:

+ Sprzegto bezluzowe elastyczne CNC D25*L30 - 8x10 mm,

* Mikroprzetgczniki STDELE AZ-7141,

 Sterownik silnika VNH5019 Motor Driver Carrier,

» Suwnica liniowa ZLW-1040 firmy Igus,

+ Zyroskopy cyfrowe MPU-6050,

+ Silnik pradu statego o magnesach trwatych o napieciu zasilania 12V,
* Mocowania na enkodery oraz ramiona wykonane w technice druku 3D,
» Enkodery inkrementalne firmy SICK,

+ Zasilacz komputerowy impulsowy o mocy 500 W,

+ Platforma mikroprocesorowa oparta o architekture Arduino Uno,

+ Platformy mikroprocesorowe oparte o architekture Arduino Nano.
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Dodatek H: Zbior projektéow zastosowanych w pracy

Spis projektéw zastosowanych w pracy:

* Projekt ptytki drukowanej PCB,

* Projekt mocowania na enkoder obstugujgcy wat suwnicy,

» Projekt mocowania na enkoder tgczgcego dolne ramig z wézkiem suwnicy,
* Projekt mocowania na enkoder fgczgcego ramiona wahadta,

* Projekt kotkbw mocujgcych przewody i ciezarek,

* Projekt kot zebatych.
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Dodatek I: Plyta CD

Zawartos$c¢ plyty CD:
* praca dyplomowa w formacie PDF,

« rysunki wykorzystane w pracy w formacie FIG, JPEG | PNG,

+ aplikacje stworzone w programie Matlab Simulink na potrzeby modelowania i symulaciji obiek-
tu,

+ pliki projektowe z programu Inventor Autodesk,

+ pliki projektowe z programu Eagle Autodesk,

« materiaty w formacie mp.4 przedstawiajgce dziatanie obiektu,
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