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Rozdziat 1

Wiadomosci wstepne

1.1. Opis plynu na réznych poziomach skal

Rézne metody opisu plynu zwiazane sa z jego budowa, obserwowanymi skalami
przestrzennymi i czasowymi (rysunek oraz uproszczeniami w postrzeganiu jego
budowy. Na najnizszym, dalej rozwazanym, poziomie skal molekularnych znajduje sie
metoda opisu mikroskopowego, podczas gdy na najwyzszym poziomie skal (makrosko-
powych) — metoda mechaniki kontinuum. Pomiedzy tymi przypadkami na poziomie
skal mezoskopowych znajduje si¢ jeszcze metoda opisu pltynu. Opis makroskopowy
moze byé réwniez postrzegany jako w pewien sposéb uéredniony ruch w skali mi-
kroskopowej. Wielkosci makroskopowe mozna tez uzyskaé¢ przez usrednianie funkcji
gestoéci prawdopodobienstwa, ktéra uzywana jest w opisie mezoskopowym. Zagad-
nienia i skale mechaniki kwantowej sg poza zakresem tego opracowania.

10"
1073
% 107 mezo
1011 ?
ors | (e

10~ 107 107% 1072 10!
L [m]

Rys. 1.1. R6zne skale opisu

Granice pomiedzy sasiednimi skalami sa plynne, jak pokazano na rysunku
Oznacza to, ze w takim przypadku mozliwe jest wykorzystanie metod symulacji, ktére
zwiazane sg zaréwno z jedna, jak i druga skala.
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1.1.1. Opis mikroskopowy

Opis mikroskopowy plynu zwiazany jest bezposrednio z molekularng budowa ma-
terii. Wedlug tej teorii ptyn sktada sie z duzej liczby molekul, ktore sa w nieustannym,
chaotycznym ruchu i ulegaja ciaglym zderzeniom ze soba. Réznice miedzy ptynem
i cialem stalym sprowadzaja si¢ do sily wzajemnych oddzialywan, cho¢ w istocie
same roznice sg ,plynne”. W opisie mikroskopowym rozwazany jest ruch wszystkich
molekul, gdzie dla pojedynczej molekuly o potozeniu x; wykorzystywana jest druga
zasada dynamiki Newtona

2
mdd;l —f,. (1.1)

Przez f; oznacza si¢ catkowita sile wywierang na molekute ¢ o masie m przez wszystkie
inne molekuty oraz pole sit masowych.

Typowe metody numeryczne stosowane w opisie mikroskopowym to dynamika mo-
lekularna (molecular dynamics — MD) i metoda Monte Carlo (MC) [4]. Metoda dyna-
miki molekularnej oméwiona jest pokrétce w dalszej czesci. Metoda lub metody Monte
Carlo sa metodami, ktére wykorzystuja wielokrotne probkowanie ze znanego rozkladu
prawdopodobienstwa w celu uzyskania rozwigzania. Doktadnosé metody Monte Carlo
zalezy od liczby prébkowan.

Klasycznym przykladem zastosowania metody Monte Carlo jest problem catko-
wania. Z interpretacji geometrycznej calki pojedynczej wiadomo, ze rowna jest ona
polu powierzchni pod krzywa opisana funkcja f. Zatem calke (pole) przybliza sie
w nastepujacy sposéb

ff(x) dz ~ %ZF u,u), (1.2)
0 =1

gdzie U sa realizacjami cigglego rozkladu jednostajnego, a dwuwartosciowa funkcja
F przyjmuje wartosé 1, jezeli wylosowany punkt (U,U) znajduje sie pod krzywa, i 0
w przeciwnym przypadku, co zapisuje sie jako

Flo,y) = {1, jezeli f(z) >y (13)
0; poza tym.
Przez n oznacza si¢ liczbe powtdrzen.

Za pomocag metody Monte Carlo mozna rozwiazywaé réwniez pewne typy réwnan
rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych, dla ktoérych istnieje réwnanie Feynmana—
Kaca. Metoda Monte Carlo stosowana jest réwniez do probleméw molekularnych,
podobnie jak metoda dynamiki molekularnej, z ta réznica, ze modelowane sa zjawiska
w réwnowadze.

1.1.2. Opis mezoskopowy

Opis mezoskopowy dotyczy skal, ktore znajduja sie pomiedzy skalami mikrosko-
powymi i makroskopowymi. Z tego wzgledu opis mezoskopowy charakteryzuje sie
cechami, ktore zwiazane sa zaréwno ze skala mikroskopowa, jak i makroskopowa.
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Metody stosowane w opisie mezoskopowym pozwalaja modelowaé zjawiska w wiek-
szych skalach w poréwnaniu z metodami dynamiki molekularnej, jednoczesnie zacho-
wujac pewne cechy tych metod. Metody te stosuje sig, gdy dynamika molekularna
jest zbyt zlozona obliczeniowo, a istotne sa cechy zwiazane ze skala mikroskopowa.
Typowe metody uzywane do symulacji ruchu ptynu na poziomie skal mezoskopowych
to:

e Dynamika Langevina (Langevin dynamics — LD). W metodzie tej nie rozwiazuje
sie réwnan dla kazdej molekuty, a jedynie chaotyczny ruch duzych czastek w pty-
nie. Klasycznym przyktadem sa tu ruchy Browna. Réwnanie Langevina ma postac
rownania ruchu Newtona z dodatkowymi sitami

d2Xi
de?

m = £ — yv; + fF, (1.4)
gdzie v; jest predkoscia molekuty. Sity zachowawcze £ dane sa gradientem poten-
cjatu fiC = —VU. Sily dyssypatywne reprezentowane sa przez iloczyn —vyv;, gdzie
jest wspotezynnikiem proporcjonalnym do wspélezynnika lepkosci. Sity losowe £
odpowiadaja za przypadkowe zderzenia duzych czastek z czastkami otaczajacego
plynu. Sily te okreslane sa jako bialy szum [g].

e Dynamika Browna (Brownian dynamics — BD). Dynamika Browna jest szczegdl-
nym przypadkiem dynamiki Langevina, dla ktérej brak jest przyspieszen. Réwnanie
Langevina (|1.4) upraszcza sie do postaci

dXi

-y (15)

e Metoda czastek dyssypatywnych (dissipative particle dynamics — DPD), ktéra oma-
wiana jest w dalszej czesci. Wirtualna czastka dyssypatywna reprezentuje cala
grupe molekut. Metoda czastek dyssypatywnych jest rozwinieciem dynamiki Lan-
gevina, a jej réwnanie ruchu ma posta¢ podobna do réwnania ruchu Langevina

4

d?x; . C , ¢D | ¢R
m—r =Y (£ +£7 +£]), (1.6)
j=1%i

gdzie przez fi? oznacza sie sity dyssypatywne.

e Hydrodynamika wygladzonych czastek (smoothed particle hydrodynamics — SPH),
ktéra omawiana jest w dalszej czeSci. Rownanie ruchu w metodzie SPH ma postaé
dui

dt

=gi — fpi + 1, (1.7)

gdzie f,; oznacza sity of gradientu ciénienia, a f,; sity zwiazane z lepkoscia.

e Metoda siatkowa Boltzmanna (lattice Boltzmann method — LBM), ktéra omawiana
jest w dalszej czeSci. W metodzie tej nie rozwiazuje si¢ réwnania ruchu (1.1)),
a zamiast tego pojeciem kluczowym jest funkcja gestoéci prawdopodobienstwa fy
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w przestrzeni fazowej. Przestrzen fazowa reprezentowana jest przez 3N polozen
qi,---,qn 1 3N wymiaréow zwigzanych z pedami p1,...,pn, gdzie N jest liczba
czastek. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa fy pozwala wyliczy¢ prawdopodo-
bienstwo znalezienia molekuly w jednostkowym elemencie przestrzeni fazowej

(91,91 + dq) X (p1,pP1 + dp) X ... x (qn,qn + dq) x (py, Py + dp).  (1.8)

Calkowita liczba molekul w jednostkowym elemencie przestrzeni fazowej okreslona
jest przez
fN(thlaanapN) qude (19)

Ewolucje czasowsa, funkeji gestosci prawdopodobienstwa okresla rownanie Liouville’a

dﬁv_afN+i(afN_dpi+afN_dqi> 0

dt ot op; dt = 0Oq; dt

(1.10)

i=1

ktére oznacza, ze funkcja gestoéci prawdopodobienstwa jest stala na trajektoriach
w przestrzeni fazowej.

W praktyce nie rozwaza sie funkcji gestosci prawdopodobienstwa w postaci ,
ktoéra zalezy od 6N zmiennych. Wykorzystywane sg jej uproszczone postaci, ktore
zaleza od niewielkiej liczby zmiennych. W tym celu definiuje sie zredukowana funk-
cje gestosci prawdopodobienstwa jako

Fs (qlapla'“aqsapS?t) =

= f f fv (a1, p1, - - an, py) dgV 7 dp™ =) (1.11)
R3(N—s) R3(N—s)

gdzie 1 < s < N. Calkowanie rownania po czesci zmiennych prowadzi do
tak zwanego lancucha réwnan (hierarchii BBGKY), w ktérym pierwsze réwnanie
taczy ewolucje funkcji gestoéci prawdopodobienstwa jednej czastki z funkcja gestosci
prawdopodobienstwa dwdch czastek. Drugie rownanie taczy funkcje gestoséci dwdch
czastek z funkcja trzech czastek i tak dalej. Lancuch ten jest nieskoniczony. Pierwsze
réwnanie dla s = 1 przyjmuje postaé

oy  O0F dp; | OF1 dq; _

dp; OF; 219
=(N-1) - 5— (d1,p1,q2, p2) dg*dp®.  (1.12)
]Ii]]i[ dt 8pi

Roéwnania (1.12]) nie da sie rozwiazaé ze wzgledu na Fy, gdyz zalezy ono od Fby,
ktére zalezy od Fj i tak dalej. Jezeli jednak znana jest funkcja Fy, ktéra wyrazona
jest przez operator zderzen €2, to z réwnania (|1.12) wynika réwnanie Boltzmanna

oF, oF

971 R
ot T p,

gdzie v = %q, VF = B%Fl i1F= %p. Roéwnanie (1.13]) stanowi podstawe metody
siatkowej Boltzmanna.
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1.1.3. Opis makroskopowy

Opis makroskopowy zwiazany jest z postulatem kontinuum materialnego, ktéry
zaklada, ze rozwazana przestrzen wypelniona jest materia w sposéb ciagly. Pojecie
ciaglosci okresla sie za pomoca liczby Knudsena Kn = [/L. Przez | oznaczono tu
srednig droge swobodna, ktora pokonuje czastka miedzy kolejnymi okresami bezruchu.
Symbol L jest charakterystycznym wymiarem liniowym (np. oplywanej przeszkody).
O osrodku ciaglym moéwimy wtedy, gdy liczba Kn jest mniejsza od 0,01.

Hipoteza kontinuum umozliwia wykorzystywanie rownan rézniczkowych do opisu
ruchu ptynu. Réwnania rézniczkowe czastkowe, ktére opisuja ruch ptynu, to gltéwnie
réwnania zachowania (masy, pedu, energii), ktére uzupelnione sa réwnaniami konsty-
tutywnymi. Rownania zachowania, w przeciwienstwie do réwnan konstytutywnych, sa
og6lnymi prawami fizyki, stusznymi dla kazdego oérodka. Wiekszo$¢ réwnan roéznicz-
kowych opisujacych ruch plynu ma nastepujaca postaé

% + V- (ppu) =V- (IT'Ve)+ Sy. (1.14)

Sposérod typowych metod rozwiazywania rownan rézniczkowych czastkowych typu

, opisujacych ruch ptynu w skali makroskopowej, wyrdznia sie:

e metode réznic skonczonych, ktéra omawiana jest w dalszej czesci;

e metode elementéw skoniczonych [I1, [9], ktora nie jest omawiana w tym opracowaniu,
e metode objetosci skonczonych, ktéra omawiana jest w dalszej czesci.

Metody te prowadza zwykle do uktadu réwnan liniowych typu

apdpt +) anoy =", (1.15)
N

a roznia sie sposobem ich formutowania. Nieliniowe wersje rownania transportu ,
dla ¢ < u, najczedciej sie linearyzuje, choé istnieja réwniez metody rozwiazywania
uktadéw nieliniowych. W dalszej czesci omawiane bedg metody réznic i objetosci
skonczonych, z ktoérych ta druga dominuje w zagadnieniach technicznych, podobnie
jak ma to miejsce w przypadku opisu makroskopowego.

1.2. Klasyfikacja réwnan rézniczkowych czastkowych

1.2.1. Klasyfikacja ze wzgledu na charakter nieliniowosci

Réwnania rézniczkowe czastkowe opisuja miedzy innymi ruch ptynu, gléwnie w opi-
sie makroskopowym. Réwnaniem rézniczkowym czastkowym nazywa sie réwnanie, w
ktérym wystepuja pochodne czastkowe niewiadomej funkcji f [7]. Réwnaniem réz-
niczkowym czastkowym k-tego rzedu (k > 0) nazywa sie réwnanie w postaci [2]

akf akflf af _
F (8:[;;“ s f,x) =0. (1.16)

o A o N6 AT z;

Niewiadoma funkcja f jest funkcja n zmiennych, gdzie n > 1. Punkt x oznacza
(1,...,2,). Dla n; i m; spelnione sa warunki ) .n;, = k oraz )  ,m; = k — 1.
Réwnanie (|1.16]) moze by¢ réwnaniem:
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e liniowym, jezeli jest liniowe wzgledem funkcji f i jej wszystkich pochodnych, czyli

6k71f
20 ()8x M“Lzb ) e o Tt

i

+ch 8—@+d( X)f =g(x). (1.17)

Dla g(x) = 0 réwnanie (1.17)) nazywane jest réwnaniem jednorodnym. Wspélczyn-
niki a, b, ¢ i d sa funkcjami wytacznie x;

e semiliniowym (prawie liniowym), jezeli jest liniowe wzgledem pochodnych rzedu &
i wspOlczynniki a; przy tych pochodnych sa funkcja wylacznie x, czyli

8kf 3k71f af
Zai(x)&v?l ...0zpm +ao (83@{”1 L0z 8xi7f7x) =0 (1.18)

g

Wspéblcezynnik ag moze byé dowolnie nieliniowy ze wzgledu na funkcje f i jej po-
chodne do rzedu k — 1 wlacznie;

e quasi-linjowym (pozornie linjowym), jezeli dla ), r; = k — 1 jest liniowe wzgledem
pochodnych rzedu k, co zapisuje sie jako

T VA S S
— "\ 92 Oxy T 0T ) Ot L O

k—1
+ ao (af,...,gji,f,x> =0. (1.19)

ox™ ... 0z

Wspétezynniki a; 1 ap moga by¢ dowolnie nieliniowe ze wzgledu na funkcje f i jej
pochodne do rzedu k — 1 wlacznie;

e nieliniowym, lub dokladniej — catkowicie nieliniowym, jezeli nie jest spelniony za-
den z powyzszych przypadkéw, co oznacza, ze funkcja F' w réwnaniu (1.16) jest
nieliniowa wzgledem przynajmniej jednej z pochodnych rzedu k.

Zaréwno réwnania semiliniowe, jak i quasi-liniowe sa réwnaniami nieliniowymi.
Réznica polega na stopniu nieliniowosci, a co za tym idzie — na komplikacji przy
rozwigzywaniu tych réwnan. Réwnania liniowe sg szczegdlnym przypadkiem réwnan
semiliniowych, ktére to sa szczegdlnym przypadkiem réwnan quasi-liniowych, ktére
to sa szczegdlnym przypadkiem réwnan catkowicie nieliniowych.

1.2.2. Klasyfikacja ze wzgledu na typ

Dla uproszczenia rozwazany bedzie tylko przypadek funkcji dwéch (n = 2) zmien-
nych. W takim przypadku réwnanie rézniczkowe czastkowe semiliniowe (|1.18)) rzedu
drugiego (k = 2) upraszcza sie do postaci

02 0% f 0% f (8 f of
+ao

a( )W +b( )axay y? ) 8 -, |,z y) =0. (1.20)

+e(@,y) 55
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Réwnanie moze by¢ réwnaniem konkretnego typu w calym rozwazanym ob-
szarze lub rownaniem réznych typow w réznych podzbiorach tego obszaru. Wyrédznia
sie nastepujace typy [0]:

e hiperboliczne, jezeli b — 4ac > 0;
e paraboliczne, jezeli b — dac = 0;
e eliptyczne, jezeli b> — 4ac < 0.

1.2.3. Przyktady réwnan

Przykladowe réwnania eliptyczne
e Roéwnanie Poissona TR
— 4+ —= = . 1.21
o2 T e g(z,y) (1.21)
Roéwnanie Poissona otrzymujemy z réwnania (1.20) dla a = ¢ =1, =0, a9 =
—g(x,y). Jest to réwnanie eliptyczne, gdyz b? — 4ac < 0. Jest to ponadto réwnanie
liniowe niejednorodne.
e Réwnanie Laplace’a
02 0?
97 + o7 =0. (1.22)
0zx2 = 0y?
Roéwnanie Laplace’a jest jednorodnym réwnaniem Poissona (1.21]), dla ktérego przyj-
muje sie g(z,y) = 0.
e Rownanie Helmholtza 92 o2
f e
— 4+ —=+k°f=0. 1.23
a2 T agr TR (1.23)
Réwnanie Helmholtza jest réwnaniem liniowym jednorodnym. O typie réwnania
decyduja wspodtezynniki przy pochodnych najwyzszego rzedu. Wspolczynniki te
maja identyczng postaé, jak miato to miejsce w przypadku réwnania Poissona.

Przykladowe réwnania paraboliczne
e Réwnanie przewodnictwa

2
or _ aﬂ =0, (1.24)
ot 0x?
Réwnanie przewodnictwa otrzymujemy z réwnania dlab=c=0,a=—q,
y=t,ay = %. Jest to réwnanie paraboliczne, gdyz b — 4ac = 0. Jest to ponadto
rownanie liniowe jednorodne. Réwnanie przewodnictwa jest réwniez znane pod na-
zwa niestacjonarnego réwnania dyfuzji. Niejednorodne réwnanie przewodnictwa ma

postaé

of 0% f
5~ Oan3 = 9(@Y). (1.25)
e Roéwnanie konwekcji—dyfuzji
of af o*f

ot TYor Va2

gdzie u oznacza skladows predkosci, a v > 0 wspotczynnik lepkoéci. Réwnanie
konwekcji—dyfuzji jest réwnaniem liniowym.

(1.26)
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Przykladowe réwnania hiperboliczne
e Roéwnanie falowe

2 2
OF 290 0. (1.27)
ot? Ox?
Roéwnanie falowe otrzymujemy z réwnania dlaa=-a%,b=0,c=1,y=t,
agp = 0. Jest to réwnanie hiperboliczne, gdyz b? —4ac > 0. Jest to ponadto réwnanie
liniowe jednorodne.
e Réwnanie telegrafistow

f  f  of

gdzie a > 0. Réwnanie telegrafistow nazywane jest rowniez rownaniem linii dlugie;j.
Jest to rownanie liniowe.
e Roéwnanie konwekeji

of | of

- — =0. 1.29

ot + Yo ( )
Roéwnanie konwekcji jest réwnaniem liniowym pierwszego rzedu, wiec nie podlega
bezposrednio klasyfikacji ze wzgledu na typ, ale moze byé¢ sprowadzone przez réz-
niczkowanie do réwnania falowego (|1.27]).

Przykladowe réwnania typu mieszanego
e Roéwnanie Eulera—Tricomiego

9%u 0%u

Roéwnanie jest réwnaniem liniowym jednorodnym. Dla x > 0 mamy réwnanie
typu hiperbolicznego, dla £ = 0 — parabolicznego i dla x < 0 — eliptycznego.
¢ Roéwnanie potencjalnego przepltywu gazu
o OPf  O*f

(1 Ma ) 922 + a7 =0, (1.31)
gdzie Ma jest liczba Macha. Réwnanie jest typu hiperbolicznego dla Ma >
1, parabolicznego dla Ma = 1 i eliptycznego dla Ma < 1. O ile typ réwnania
Eulera—Tricomiego okreslony jest w sposéb geometryczny (w zaleznosci od
strony osi x), o tyle typ réwnania w poszczegdlnych punktach rozwazanego
obszaru zalezy od liczby Macha. Ponadto rownanie jest rownaniem liniowym
jednorodnym.

Przykladowe réwnania nieliniowe
e Roéwnanie Kortewega—de Vriesa, ktore jest réwnaniem semiliniowym trzeciego rzedu

ou ou  u

ot oz " ozs = (132)
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e Roéwnanie Burgersa

ou ou 0%y

Roéwnanie Burgersa jest rownaniem semiliniowym parabolicznym. Jest to nieliniowy
przypadek réwnania konwekcji-dyfuzji (1.26]). Réwnanie Burgersa (|1.33)) z zerowa
lepko$cia ma postaé

ou Ju
— +u— =0. 1.34
ot "oz (1.34)
Roéwnanie Burgersa z zerowa lepkoscia jest nieliniowym réwnaniem konwekeji ([1.29)).

e Jednowymiarowe réwnanie Naviera—Stokesa

ou  Ou o) 0%u
S U = o o (1.35)
Roéwnania Naviera—Stokesa nie mozna rozwigzywaé w takiej postaci, gdyz
oprécz predkosci u wystepuje tam réowniez inna niewiadoma — ci$nienie p. Réwnanie
jest réwnaniem semiliniowym (nieliniowym) typu parabolicznego. W przy-
padku stalego cisnienia rownanie Naviera—Stokesa przechodzi w nieliniowe
réwnanie Burgersa ([1.33). Tréjwymiarowe réwnanie Naviera-Stokesa jest oczywi-
Scie tego samego typu co jego jego jednowymiarowa wersja . W przypadku
stacjonarnym réwnanie ma postaé

ou op 0%u

Oczywiscie klasyfikacja rownania jest umowna, gdyz oprécz formalnego kry-
terium b? — 4ac w praktyce znaczenie ma liczba Reynoldsa Re = uLv~!. W przy-
padku duzych liczb Reynoldsa wyrazy konwekcyjne (zwiazane z pierwsza pochodna
predkosci) dominuja nad wyrazami lepkosciowymi (zwiazanymi z druga pochodna
predkosci), co sugeruje hiperboliczny charakter réwnania, jak ma to miejsce w przy-
padku réwnania Eulera . Dla bardzo malych liczb Reynoldsa sytuacja jest
odwrotna i paraboliczny charakter réwnania, wynikajacy z warunku b?> — 4ac = 0,
zgodny jest z charakterem fizycznym, wynikajacym z dominacji wyrazéw lepkoscio-
wych nad konwekcyjnymi.
e Jednowymiarowe réwnanie Eulera

ou ou @

o Tl = 5 (1.37)
Réwnanie Eulera jest szczegdlnym przypadkiem réwnania Naviera—Stokesa
dla zerowej lepkoéci. W przypadku stalego ciénienia réwnanie Eulera
przechodzi w nieliniowe réwnanie Burgersa z zerowa lepkoscia. Réwnanie
Eulera nie moze by¢ rozwiazywane w tej postaci z tych samych przyczyn co
rownanie Naviera—Stokesa . Réwnanie jest réwnaniem hiperbolicznym.
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1.3. Metody numeryczne w mechanice pltynéw

1.3.1. Metody

Numeryczna mechanika plynéw (niedokladnie moéwiac: Computational Fluid Dy-
namics — CFD) wykorzystuje metody numeryczne do rozwiazywania réwnan opisu-
jacych ruch plynu, a wiec np. do symulacji ruchu ptynu. Metody numeryczne, czesto
wyspecjalizowane, sa niezbedne, gdyz rozwiazania analityczne istnieja wylacznie dla
bardzo prostych przypadkéw przeptywu [3].

Podzial. Metody numerycznej mechaniki ptynéw mozna dzieli¢ na kilka sposobéw.
Jednym z nich jest podzial na metody siatkowe i bezsiatkowe. Metody siatkowe wy-
magaja dyskretyzacji obszaru przeplywu na wezly, elementy lub objetosci skonczone.
Do metod tego typu zalicza sie metody réznic skonczonych, elementéw skonczonych,
objetosci skonczonych. Metody bezsiatkowe nie wymagaja dyskretyzacji obszaru prze-
plywu. Do metod tego typu zaliczaja si¢ miedzy innymi metody typu dynamiki mole-
kularnej, dynamiki Langevina, dynamiki Browna, hydrodynamiki wygtadzonych cza-
stek. Z klasyfikacja metod na siatkowe i bezsiatkowe zwigzana jest blisko klasyfikacja
metod ze wzgledu na metode zmiennych opisujacych ruchu plynu, w ktérej wyrdznia
sie¢ metody lagranzowskie i eulerowskie. W metodach lagranzowskich opis ruchu zwia-
zany jest z ruchem poszczegélnych czastek (molekul) w funkeji czasu, a w metodach
eulerowskich — z polozeniem w przestrzeni i czasem. Ten drugi sposéb klasyfikacji
zostal wybrany do podzialu na poszczegélne czeéci tego opracowania. Przynaleznosé
metody siatkowej Boltzmanna do metod lagranzowskich moze by¢ dyskusyjna, gdyz
metoda ta nie wykorzystuje réwnania ruchu w takiej postaci, w jakiej wykorzystuja je
pozostale metody lagranzowskie. Niemniej metoda LBM wywodzi sie z metody lattice
gas automata (LGA), ktéra to wywodzi sie z dynamiki molekularnej.

Wyboér metody numerycznej lub metod numerycznych nalezacych do danego typu
powinien wynikac¢ z fizyki zjawiska, ktore nalezy symulowaé. Zwiazane jest to rowniez
ze skalami przestrzennymi i czasowymi. Z drugiej strony nie zawsze jest mozliwe roz-
wigzanie zagadnienia w najmniejszych skalach w rozsadnym czasie. Z tego wzgledu
nalezy sie decydowaé na tak duza dokladnos¢, ktéra jeszcze bedzie akceptowalna ze
wzgledu na czas i zasoby komputerowe. Dobrym przykladem sa tu metody wyko-
rzystujace opis mezoskopowy jako alternatywa do metody dynamiki molekularne;j.
W skali makroskopowej, przy uzyciu metod siatkowych, znaczenie majg rozmiary
siatki i dlugosci krokéw czasowych. Rozmiary i dtugosci nalezy dobra¢ na podstawie
szeregu obliczen, aby wykluczy¢ lub przynajmniej zminimalizowaé¢ ich wplyw na roz-
wigzanie, jednoczesnie nie przekraczajac rozsadnego czasu i zasobow komputerowych.

Warunki brzegowe i poczatkowe. Praktycznie wszystkie metody wymagaja sfor-
mutowania warunkéw brzegowych i poczatkowych. Potozenie powierzchni, na ktérych
te warunki sa formulowane, czasem wynika ze specyfikacji samej geometrii (Sciany),
a czasem przyjmowane jest arbitralnie (polozenie wlotu lub wylotu). Niewlasciwy
doboér warunkéw brzegowych moze prowadzi¢ do niewladciwych rozwiazan lub braku
zbieznosci. Jezeli jest taka mozliwosé, to polozenie arbitralnych warunkéw brzegowych
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powinno by¢ ustalone tak, aby nie mialy wplywu na wyniki obliczen. Niekiedy wpro-
wadzanie warunkow symetrii moze prowadzi¢ do blednych wynikow, gdyz symetria
w przeplywach raczej nie wystepuje (np. optyw cylindra) lub — precyzyjniej — moze
zaleze¢ od stanu przeplywu wyrazonego np. przez Re. Warunki poczatkowe w zagad-
nieniach niestacjonarnych lub inicjacja obliczen dla przeplywéw stacjonarnych moga
mie¢ ogromny wplyw na czas trwania obliczen i ich zbieznos¢. Wyniki obliczen sta-
cjonarnych dla przeplywdéw, ktére sg pozornie stacjonarne, nie zawsze pozwalaja na
otrzymanie wlasciwych wynikéw (np. kryzys oporu kuli). W przypadku przeplywoéw
periodycznych warunek poczatkowy moze by¢ tozsamy z rozwiazaniem, ktore nie jest
oczywiscie znane, co oznacza, ze zatozony warunek poczatkowy bedzie mial ogromny
wplyw na czas trwania obliczen. Obliczenia niestacjonarne mozna réwniez przyspie-
szy¢, wykorzystujac jako warunek poczatkowy wyniki stacjonarne.

Schemat postepowania. Dla wiekszosci metod numerycznej mechaniki plynow

schemat postepowania jest podobny i sktada sie z nastepujacych krokéw:

e okreslenie modelu fizycznego zjawiska i zjawisk towarzyszacych. Okreslenie to pro-
wadzi do wyodrebnienia istotnych zjawisk fizycznych i ustalenia skal przestrzennych
i czasowych;

e wybor i dyskretyzacja geometrii (dla metod siatkowych). Wybér geometrii moze
by¢ zwiazany z jej czeSciowym wyodrebnieniem z wickszej geometrii, w ktorej nie
ma mozliwosci przeprowadzenia symulacji;

e dyskretyzacja rownan. Dyskretyzacja ta zwiazana jest z wyborem konkretnej me-
tody numerycznej dla konkretnych skal przestrzennych i czasowych;

e okreslenie warunkéw brzegowych i poczatkowych lub inicjalizacji obliczen;

e wykonanie obliczen z warunkiem ich zakonczenia. Wykonanie obliczenn polega na
rozwigzywaniu uktadéw réwnan. Warunkiem zakonczenia moze by¢ osiagniecie re-
zyduum ponizej zatozonej wartosci. Innym warunkiem zakonczenia obliczen moze
by¢ otrzymanie stabilnej lub periodycznej wartosci wspdlczynnika oporu, ci$nienia,
spadku cisnienia itp. Dla metod lagranzowskich warunkiem zakonczenia moze by¢
np. czas symulacji lub osiagniecie przez system okre$lonego stanu;

e przetwarzanie i wizualizacja. Operacje tego typu pozwalaja na graficzne lub licz-
bowe przedstawienie wynikéw;

e interpretacja i weryfikacja wynikéw. Rozwiazanie mozna poréwnaé¢ z danymi eks-
perymentalnymi, o ile takie istnieja. Nalezy réwniez zbadaé wplyw dyskretyzacji
(gléwnie geometrii) i warunkéw brzegowych na wyniki. Nastepnie powtdrzyé caly
proces, az do osiagniecia zadowalajacych rezultatéow, co oznacza, ze caly proces
rzadko polega na pojedynczym przejéciu powyzszych punktow.

Przyczyny bledéw. Typowe bledy, ktére wspomniane byly wezesniej, powstajace
w wyniku obliczen numerycznych przeplywéw, moga wynikaé z:

e nieadekwatnosci modelu fizycznego i zjawisk towarzyszacych;

niewtadciwej dyskretyzacji czasu i przestrzeni;

niewystarczajacych mocy obliczeniowych;

blednych parametréw i braku kalibracji;

bledoéw zaokraglen i precyzji;

blednych lub nieadekwatnych warunkéw brzegowych.
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Uktlad réwnan. Zdyskretyzowane réwnania ruchu typu w metodach lagran-
zowskich (bezsiatkowych) rozwiazuje si¢ na ogdt w sposéb jawny. W przypadku metod
eulerowskich (siatkowych) dyskretyzacja réwnan prowadzi najczesciej do ukladu réw-
nan liniowych w postaci

A" " = b, (1.38)

Ze wzgledu na dyskretyzacje czasowa uklad réwnan moze by¢ jawny (ma-
cierz A™ jest macierza diagonalng) lub niejawny. Przypadek jawny jest niezwykle
prosty w rozwigzywaniu i nie wymaga duzych zasobéw komputerowych w sensie pa-
mieci. Co wiecej, dyskretyzacja jawna nie wymaga nawet tworzenia i przechowywania
macierzy A". Do najwiekszych wad metody jawnej zalicza si¢ niezwykle krotkie kroki
czasowe, co czyni t¢ metode niepraktyczna. Uktad moze by¢ rozwiazywany
w sposéb bezposredni lub iteracyjny. W przypadku duzych ukladow réwnan wyko-
rzystywane sa wylacznie metody iteracyjne, ktére cechuja sie znacznie mniejszymi
wymaganiami sprzetowymi w poréwnaniu z metodami bezposrednimi.

1.3.2. Cechy schematéw dyskretyzacji rownan

Schematy dyskretyzacji w metodach numerycznych powinny spelnia¢ pewne wy-
magania [3], ktére wynikaja z zasad analizy numerycznej i fizyki zjawisk. Z punktu
widzenia analizy numerycznej poprawny schemat numeryczny powinien byé wystar-
czajaco dokladny i zbiezny do rozwiazania dokladnego, ktére jest rozwiazaniem ory-
ginalnego réwnania rézniczkowego. Z tego wzgledu schemat powinien byé zgodny,
stabilny i zbiezny. Cechy te mozna badaé¢ dla réwnan rézniczkowych liniowych, zwy-
kle o stalych wspdélczynnikach, na siatkach izotropowych. Z punktu widzenia fizyki
zjawiska, ktore opisywane jest rozwazanym réwnaniem rézniczkowym, schemat powi-
nien byé¢ zachowawczy i ograniczony.

Dokladno$é. Roznica miedzy rozwiazaniem doktadnym a numerycznym réwnania
rézniczkowego jest btedem rozwigzania, ktérego warto$é nie jest zwykle znana, gdyz
nie jest znane rozwiazanie doktadne. Na btad ten, bedacy btedem catkowitym, skta-
daja sie trzy rodzaje btedéw:

e bledy dyskretyzacji, ktére sa funkcja rozmiaréw siatki (dla metod siatkowych) i diu-
gosci kroku czasowego. Przy zmniejszaniu rozmiaréow siatki i dtugosci krokéow cza-
sowych bledy tego rodzaju powinny male¢. Miara dokladnosci btedow dyskretyzacji
sa rzedy schematu, czyli bledy obciecia, odpowiednio O(Ax™) i O(At™), ktére sa
rzedu m i n. Bledy obciecia mdéwia o tym, jak szybko zmniejsza si¢ btad rozwiaza-
nia, gdy zmniejszane sa rozmiar siatki i dlugoéé kroku czasowego. Jednakze bledy
obcigcia nie sa bledami rozwiazania dla danej siatki. Co wigcej, nawet rézne metody
tego samego rzedu moga dac¢ rézne bledy rozwiazania;

e bledy zaokraglen, ktére wynikaja z reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych i sa
tatwiejsze w kontroli w poréwnaniu z btedami dyskretyzacji;

e bledy iteracji, ktére zwiazane sa z przyjetym rezyduum przy iteracyjnym rozwia-
zywaniu ukladéw réwnan i sa tatwiejsze w kontroli w poréwnaniu z bledami dys-
kretyzacji.
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Zgodno$é. Schemat numeryczny zdyskretyzowanego réwnania rézniczkowego na-
zywa sie zgodnym, jezeli blad dyskretyzacji dazy do zera, dla Az — 01 At — 0.
Czyli rozwiazanie zagadnienia dyskretnego dazy asymptotycznie do rozwiazania do-
kladnego. Poniewaz bledy dyskretyzacji sa proporcjonalne do rzedéw schematéw (ble-
déw obciecia), to rozwiazanie dokladne szacowane jest za pomoca rozwiniecia funkeji
w szereg Taylora i wstawienia tego rozwiniecia do réwnania dyskretnego. W ten spo-
sOb mozliwe jest otrzymanie oryginalnego réwnania rézniczkowego wraz z pozostalymi
wyrazami, ktére nazywane sa bledem obcigcia. Bledy obcigcia O(Axz™) i O(At"™) za-
leza od poteg m i n, ktdére to potegi powinny by¢ wieksze od zera.

Stabilnos¢é. Schemat numeryczny zdyskretyzowanego réwnania rézniczkowego na-
zywa sie stabilnym, jezeli w kolejnych krokach czasowych btedy nie sa wzmacniane
wzgledem kroku poprzedniego. Klasycznym sposobem badania stabilnosci jest metoda
oparta na rozwinieciu rozwigzania numerycznego w szereg Fouriera i ograniczeniu sie
wytacznie do jego pierwszego wyrazu. Pojedyncze wyrazy szeregu w nastepujacych
po sobie krokach czasowych wstawiane sa do schematu numerycznego zdyskretyzowa-
nego réwnania rézniczkowego i badany jest wspotczynnik wzmocnienia, ktéry stanowi
iloraz amplitud w kolejnych krokach czasowych. Warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym stabilnosci schematu jest to, aby wspotczynnik wzmocnienia byt nie wiekszy od
jednoéci. Metode oparta na rozwinieciu rozwiazania w szereg Fouriera stosuje sie do
réwnan rézniczkowych liniowych o statych wspolezynnikach. Stabilnosé zwiazana jest
z dyskretyzacja jawna i niejawng réwnania rézniczkowego. Dyskretyzacje jawne cha-
rakteryzuja sie bardzo malymi krokami czasowymi, ktére sa niezbedne, aby schemat
byl stabilny.

Zbieznos$é. Schemat numeryczny zdyskretyzowanego réwnania rézniczkowego na-
zywa sie zbieznym, jezeli rozwiazanie numeryczne dazy do rozwiazania dokladnego
rownania rézniczkowego, dla Ax — 01 At — 0. W przypadku metody réznic skon-
czonych dla réwnan liniowych zbieznosé okreslona jest twierdzeniem Laxa, ktére moéwi,
ze schemat roéznicowy jest zbiezny, jezeli jest stabilny i zgodny. Dodatkowo rozwia-
zanie oryginalnego rownania rézniczkowego musi byé jednoznaczne i wymagane sa
prawidlowo sformutowane warunki brzegowe i poczatkowe. W przypadku réwnan nie-
liniowych przeprowadza si¢ badanie wplywu na wyniki dyskretyzacji geometrii, ktéra
to polega na kolejnym zageszczaniu siatek numerycznych.

Zachowawczo$é. Wtasnoéé zachowawczosci bierze sie z tego, ze rozwigzywane sg
réwnania rézniczkowe, ktore sa réwnaniami zachowania. Stad schematy numeryczne
réwniez powinny mie¢ te wiasnosé. W przypadku braku zrédet masy, pedu i energii
suma strumieni danej wielkosci zachowawczej, wchodzacych do elementu lub obje-
tosci skonczonej, réwna jest sumie strumieni wychodzacych. W przypadku metody
réznic skonczonych zachowawczos¢é jest spetniona, jezeli schemat réznicowy moze byé
zapisany w postaci strumieni z jednego wezta do drugiego. W przypadku schematéw
zachowawczych bledy numeryczne maja jedynie wplyw na niewlasciwa dystrybucje
wielkosci zachowawczych pomiedzy weztami lub elementami. Metoda objetosci skon-
czonych jest zachowawcza ze wzgledu na swojg konstrukcje.
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Ograniczonosé. Schemat numeryczny charakteryzuje sie ograniczonoscia, jezeli roz-
wiazanie otrzymane za jego pomocs jest ograniczone, o ile takie ograniczenie istnieje.
Przyktadem ograniczen jest udzial masowy lub objeto$ciowy, ktére mieszcza sie w gra-
nicach od zera do jednosci. Wielkosci takie jak gestosé, temperatura (w ukladzie ST)
czy energia nie moga by¢ ujemne. Problemy z ograniczonoscia schematéw pojawiaja
sie w przypadku duzych gradientéw wielkosci transportowanej. Najlatwiejszym sposo-
bem uzyskania ograniczonosci jest ucinanie wartosci wielkoéci transportowanej, kiedy
przekracza ona dopuszczalne wartoéci. Takie postepowanie moze skutkowaé jednak
utrata wlasnoéci zachowawczosci schematu. Schematy wysokiego rzedu czesto cechuja
sie nieograniczonoscia, ktéra moze si¢ objawiaé niefizycznymi fluktuacjami. Schematy
niskiego rzedu potrafia by¢ ograniczone, ale rozwigzania otrzymane za ich pomoca
moga sie cechowaé zbyt duzg dyfuzyjnoscia.
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Rozdziat 2

Roéwnania makroskopowe

2.1. Rownania zachowania

2.1.1. Réwnanie zachowania masy

Roéwnanie zachowania masy, przy zatozeniu braku reakcji chemicznych, dane jest
nastepujacym réwnaniem rézniczkowym

dp

-u=0. 2.1
dt+qu 0 (2.1)

Réwnanie powyzsze nazywa sie rowniez rownaniem cigglosci. Jest to jedno réwnanie
rozniczkowe, ktore wiaze ze sobg cztery funkcje skalarne. Sa to trzy sktadowe wektora
predkoSci ug, uy,u, oraz gestosé¢ p. Réwnanie w takiej postaci nie moze by¢
rozwigzywane. Dodatkowe zalozenia upraszczajace, takie jak stacjonarnoséé % =0
czy niedcisliwo$é p = const, niczego w tej sytuacji nie zmieniaja.
Druga wazna postacia réwnania zachowania masy jest rownanie w postaci zacho-
wawczej, zapisywane jako
% + V- (pu) =0. (22)
Obie postaci réwnan zachowania masy i dla ptynu niescigliwego upraszczaja
si¢ do nastepujacej formy
V.ou=0. (2.3)

2.1.2. Réwnanie zachowania pedu

Réwnanie zachowania pedu jest zapisem drugiej zasady dynamiki Newtona dla
osrodkéw cigglych. Zasada ta méwi, ze szybko$é zmian pedu réwna jest sumie dzia-
lajacych sit. Wyréznia sie dwa rodzaje sil — masowe i powierzchniowe. Sily masowe
najczesciej wystepuja w postaci pdl sit dalekiego zasiegu, takich jak np. grawitacja,
i zwiazane sa z objetoscia plynu. Sily masowe dane sa poprzez gestosé sil maso-
wych f. Gestoéc¢ sit masowych moze by¢ funkcja polozenia w przestrzeni i czasu. Sity
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powierzchniowe dane sg poprzez wektor naprezenia o, i zwiazane sa np. z sitami ci-
$nieniowymi. Wektor naprezenia jest funkcja polozenia w przestrzeni i czasu oraz do-
datkowo funkcja wersora normalnego 7i. Wynika to stad, ze przez punkt w przestrzeni
mozna poprowadzi¢ wiecej niz jedna powierzchnie. Wektor naprezenia o, (zwiazany
z konkretng orientacja 7i) mozna powiazaé z tensorem naprezenia G za pomoca re-
lacji Cauchy’ego o, = fi- 0. Rézniczkowe (lokalne) sformulowanie drugiej zasady
dynamiki Newtona ma posta¢ rownania zachowania pedu

pil—ltl =pf+V-o. (2.4)

Réwnanie wektorowe odpowiada trzem réwnaniom skalarnym i wprowadza
dodatkowo sze$¢ nowych nieznanych funkcji. Tymi funkcjami sg sktadowe o;; syme-
trycznego tensora naprezenia o. Symetria tensora o wynika z réwnania zachowania
momentu pedu (drugiego prawa ruchu Cauchy’ego). Co wiecej, réwnanie nawet
z réwnaniem zachowania masy nie moze by¢ w takiej postaci rozwiazywane.

Zaktada sie, ze tensor naprezenia o mozna dekomponowaé¢ na czesé odwracalng
—p:8 1 nieodwracalna (lepko$ciowa) T w postaci

o= _pts + T. (25)

Cze$¢ odwracalna zwiazana jest z ciSnieniem termodynamicznym p;, ale nie moze
byé¢ w ogdélnym przypadku traktowana jako aksjator %5 tr o tensora naprezenia o©.
Jest tak dlatego, ze swéj aksjator moze mie¢ rowniez tensor T. Dekompozycja
stuszna jest zaréwno dla pltynéw newtonowskich, jak i nienewtonowskich. Rownanie

zachowania pedu (2.4]) przy wykorzystaniu dekompozycji (2.5)) przyjmuje nastepujaca

postaé
9 (pu)
ot

ktora tym razem zapisana zostala w formie zachowawczej

+V:(puu) =pf —Vp; + V-7, (2.6)

2.1.3. Réwnanie zachowania energii

Zasada zachowania energii méwi, ze szybko$¢ zmian catkowitej energii kinetycznej
objetosci ptynnej réwna jest mocy sit objetosciowych i powierzchniowych, doprowa-
dzonemu cieptu q (gestosci strumienia ciepla) i strumieniowi ciepta z wewnetrznych
zrodet ciepta. Na catkowita energie kinetyczng sktadaja sie energia kinetyczna ruchu
makroskopowego 3 |lul|? i energia wewnetrzna e (energia ruchu molekularnego). We-
wnetrzne zrédla ciepla zwiazane sg z reakcjami jadrowymi, chemicznymi, radiacja,
przewodnictwem elektrycznym i indukcja magnetyczng. Na ogdt nie wystepuja one
w przeplywach. Lokalne (rézniczkowe) sformulowanie zasady zachowania energii ma
postaé

d
Py (Bl +¢) = pf - ut V- (0-u—q) 2.7)
i nazywane jest réwnaniem zachowania energii. Ujemny znak przed gestoscia stru-

mienia ciepta q wynika z umowy, ktéra polega na tym, ze doprowadzany strumien
powinien by¢ dodatni. Poniewaz wersor normalny 7 do powierzchni skierowany jest
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na zewnatrz, wiec znak strumienia ciepta 7 - q byltby réwniez ujemny. Réwnanie ([2.7))
mozna zapisa¢ w postaci zachowawczej

S G + e+ ) V- (p (Gl et W) =V (cu—a),  (28)

jezeli gestodé sil masowych dana jest przez potencjal pola grawitacyjnego w postaci
f=g=—-VIL

Przy dalszych zalozeniach mozna podaé réwnanie zachowania energii catkowitej e,
ktora sktada sie z energii kinetycznej ruchu makroskopowego, wewnetrznej, potencjal-
nej I1 i ciénienia p;p~!. Kolejnym zalozeniem jest to, ze tensor naprezenia o dekom-
ponowany jest wedlug zaleznosci . 7 réwnania otrzymujemy nastepujaca
postaé¢ réwnania zachowania energii caltkowitej

dec 8pt

pdt :E‘FV'(T'U*Q). (29)

7 powyzszego rownania wynika, ze na szybko$¢ zmian energii catkowitej wplywaja
niestacjonarne pole ci$nien, strumien cieplta i efekty zwiagzane z lepkos$cia poprzez
lepko$ciowy tensor T.

Bardzo waznym réwnaniem energii jest réwnanie energii wewnetrznej e, ktore
stanowi sformutowanie pierwszej zasady termodynamiki dla oSrodkéw ciaglych

p%:T:D—ptV-u—V-q. (2.10)
Z powyzszego réwnania wynika, ze na szybko$¢ zmian energii wewnetrznej wplyw
maja trzy czynniki. Pierwszym jest praca sit lepko$ciowych, zwiazana z nieodwra-
calna czescia T tensora naprezenia. Drugim jest praca sil odwracalnych, zwiazana
z odwracalng czescia p;& tensora naprezenia. Ostatnim czynnikiem jest gestosé stru-
mienia ciepta q. Powyzsza zasada wiaze ze soba trzy funkcje, ktére sa niezbedne
do rozwiazywania ogélnych probleméw przeptywowych. Funkcjami tymi sa skalarna
energia wewnetrzna, wektorowa gestos¢ strumienia ciepla i tensor naprezenia. Wszyst-
kie trzy funkcje wyznaczone musza by¢ za pomoca rownan konstytutywnych. Iloczyn
podwdjnie skalarny lepkos$ciowej czedci tensora naprezenia i tensora predkosci defor-
macji, ktéry pojawia sie w pierwszej zasadzie termodynamiki , jest lepkosciowa,
(mechaniczng) czescia funkeji dyssypacji ¢ i definiuje si¢ go w ogblnym przypadku
w nastepujacy sposéb ¢, = T : D.

Sformulowane zostalo dodatkowe rownanie skalarne . Jednak wraz z nim
wprowadzone zostaly kolejne niewiadome funkcje. Jest to energia wewnetrzna e, trzy
sktadowe wektora q oraz skladowe tensora T. Oznacza to, ze réwnania zachowania
w ogdlnym przypadku nie tworza uktadéw zamknietych.

2.2. Ogoélne réwnanie transportu

Roéwnanie zachowania masy ([2.2)), réwnanie zachowania pedu (2.6) czy réwnanie
zachowania energii (2.8) maja podobna postaé, ktéra moze byé zapisana w postaci
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rownania transportu wielkosci ¢

9(p9)
ot
Po lewej stronie rownania mamy wyrazy zwiazane z niestacjonarnoscia i kon-
wekcja. Lacznie lewa strona przedstawia szybko$¢ zmian wielkoéci ¢. Prawa strona
przedstawia zrédta Sy dodatnie i ujemne oraz strumienie k. Strumienie opisuja trans-
port innymi mechanizmami niz konwekcja. Do innych mechanizméw zalicza sie np.
dyfuzje.

Jezeli w réwnaniu transportu przyjmiemy ¢ = 1, S, = 0 oraz k = 0, to
otrzymamy réwnanie zachowania masy (2.2). Przyjmujac ¢ < u, Sy «— pfpik — —o,
otrzymamy réwnanie zachowania p@du. Przyjmujac ¢ = L|lul|? +e+1I, Sy =0
ik = q— 0-u, otrgymujemy réwnanie zachowania energii .

+ V. (péu) = Sy — V-k. (2.11)

2.3. Druga zasada termodynamiki

Dla osrodkéw ciaglych druga zasade termodynamiki wyraza nieréwno$é¢ Clausiusa—
Duhema. Pomijajac wewnetrzne zrédta ciepta, podobnie jak miato to miejsce przy
rownaniu zachowania energii, otrzymujemy

ds q

P > V-T. (2.12)
Gestosé strumienia ciepla podzielona przez temperature q T~ ! nazywa sie strumie-
niem entropii. Nieréwnosé Clausiusa—Duhema méwi, ze szybkosé zmian entropii jest
wigksza lub réwna entropii transportowanej z cieptem. Strumien entropii moze by¢
doprowadzony lub wyprowadzony z rozwazanej objetosci. Jezeli nieréwnosé za-
stapiona zostanie réwnoscia, to rozwazania ograniczone beda wytacznie do procesow
odwracalnych. Nieréwnosé ta jest wiec traktowana jako postulat nieodwracalnosci.

Relacja (2.12), jako taka, nie moze stuzy¢ do bilansowania ukladéw réwnaf, po-
niewaz nie jest w ogélnym przypadku réwnoscia (poza procesami odwracalnymi) i po-
jawiaja sie w niej dwie nowe nieznane funkcje: entropia s i temperatura 7. Nieréw-
noé¢ Clausiusa—Duhema traktowana jest czesto jako ograniczenie na réwnania kon-
stytutywne. Jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze nieréwnos$¢ naklada ograniczenia
na dopuszczalne procesy. Jezeli rozwazymy przypadek, kiedy gesto$é strumienia cie-
pta q = 0, to z nieréwnosci otrzymujemy nastepujacy wniosek % > 0, ktory
moéwi o tym, ze entropia w przeplywie nie moze male¢. Przypadek zerowej gestosci
strumienia ciepta nosi nazwe warunku adiabatyczno$ci.

7 drugiej zasady termodynamiki dla osrodkéw ciaglych, w postaci nieréwnosci
Clausiusa—Duhema , wynika réwnanie bilansu entropii. Poniewaz nieréwnosé ta
przechodzi w réwnosé tylko w przypadku proceséw réwnowagowych, wiec aby roz-
wazaé procesy nieréwnowagowe, nalezy ja rozszerzy¢ o wyraz odpowiedzialny za pro-
dukcje entropii ¢ T~ wewnatrz rozwazanej objetosci przeptywu. Wyraz ten nazywa
sie intensywnoscig objetosciowych zrédel entropii, a funkcja ¢ — funkcja dyssypacji.
Réwnanie bilansu entropii zapisywane jest wigc jako

ds ¢ q

ds _ ¢ g a 2.1
P~ T VT (2.13)
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Réwnanie powyzsze méwi, ze na szybko$¢ zmian entropii wptywaja entropia produ-
kowana wewnatrz objetosci i entropia transportowana z cieptem. Podobnie jak w nie-
réwnosci Clausiusa—Duhema, tak i tu pominiety zostal wyraz zwiazany z wewnetrz-
nymi zrédlami ciepta. Wstawiajac réwnanie bilansu entropii do nieréwnosci
7 otrzymamy warunek, jaki musi spelnia¢ funkcja dyssypacji ¢ > 0. Oznacza to,
ze entropia produkowana wewnatrz objetosci jest wylacznie dodatnia. Dla przepty-
wéw adiabatycznych mamy relacje w postaci % > 0. Dla procesow izentropowych,
czyli odwracalnych i adiabatycznych, otrzymujemy warunek izentropowosci w postaci

ds __
T =0.

2.4. Réwnania konstytutywne

Roéwnania zachowania nie tworza na ogoét uktadéw zamknietych i nie moga by¢ roz-
wiazywane. W przypadku ptynéw lepkich zachodzi koniecznosé formutowania réwnan
konstytutywnych. Réwnania konstytutywne, w przeciwienstwie do rownan zachowa-
nia, sa stuszne dla wybranych grup pltynéw. Réwnania konstytutywne mozna podzie-
li¢ na trzy grupy. Sa to mechaniczne (reologiczne) réwnania konstytutywne, réwnania
stanu i rownania w postaci strumieni, ktére wyrazaja strumien przez gradient.

2.4.1. Mechaniczne réwnania konstytutywne

Mechaniczne réwnania konstytutywne przedstawiaja zaleznosci miedzy napreze-
niami i predkoéciami odksztalcen. Wynika z tego, ze naprezenia sa wyrazone za po-
moca zaleznoéci kinematycznych. Ogdlniejsze zaleznosci opisujace tensor naprezenia
nazywane sa rowniez reologicznymi réwnaniami konstytutywnymi.

Dla ptynéw newtonowskich podstaws do sformulowania zaleznoéci na tensor na-
prezenia jest do$wiadczenie Newtona

Ouy,
Ty = ay (2.14)

ktére opisuje liniows zalezno$¢ naprezenia stycznego 7., w funkcji predkosci écina-
nia a%um gdzie wspotcezynnikiem proporcjonalnosci jest wspdtezynnik lepkosci dyna-
micznej p. Wzér Newtona zapisywany jest réwniez jako 7 = py i nazywany krzywa
plyniecia. Naprezenia styczne sa konsekwencja réznych predkosci, z jakimi poruszaja
sie¢ warstwy plynu wzgledem siebie. Naprezenie to dziata w ten sposob, ze prébuje
zniwelowaé réznice predkodci miedzy warstwami. Zjawisko to okresla sie takze jako
tarcie wewnetrzne, za ktére odpowiedzialny jest transport pedu w poprzek warstw
plynu. Ogolnie naprezenie jest konsekwencja dzialajacych sit i transportu pedu. Je-
zeli rozklad predkosci jest réwnomierny, to naprezenia styczne zanikaja i pozostaja
wylacznie naprezenia normalne.

Mechaniczne réwnanie konstytutywne ma wiec postaé tensorowej zaleznosci mie-
dzy naprezeniami i predkosciami deformacji, ktora jest uogdlnieniem skalarnej za-
leznoci (2.14)). Przez naprezenia rozumie sie skladowe lepko$ciowej (nieodwracalnej)
czedci T tensora naprezenia o wedlug dekompozycji . Mechaniczne (reologiczne)
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réwnanie konstytutywne dla ptynéw newtonowskich przyjmuje nastepujaca postac

T =2uDP, (2.15a)
o = —pb +2uDP. (2.15b)

Réwnania powyzsze dotycza ptynéw Scisliwych. Réwnania nazywane sa rowniez
hipoteza Newtona i sa stuszne przy przyjeciu hipotezy Stokesa, ktora zaklada brak
roznic miedzy cisnieniem hydrodynamicznym p i termodynamicznym p;. W przypadku
plynu nieécisliwego dewiator tensora predkosci deformacji tozsamy jest z samym ten-
sorem D, co mozna zapisa¢ nastepujaco

T = 24D, (2.16a)
o= —pd+2uD. (2.16b)

Mechaniczne réwnania konstytutywne (2.15)) lub (2.16]) pozwalaja na zredukowanie
liczby niewiadomych, gdyz mozliwe jest wyrazenie szeéciu sktadowych tensora T lub o
przez funkcje p, u oraz nowy wspotczynnik p.

2.4.2. R6éwnania stanu

Réwnanie stanu jest rownaniem, ktére w sposob jednoznaczny opisuje ukltad ter-
modynamiczny w stanie rownowagi (réwniez lokalnej). Dla substancji prostych, czyli
substancji homogenicznych, jednofazowych i izotropowych, uklad opisany jest dwoma
parametrami, a dokltadniej funkcjami stanu, takimi jak p, p, s, e, T. Wyrdzni¢ mozna
fundamentalne réwnanie stanu, termiczne réwnanie stanu i kaloryczne réwnania stanu.

Fundamentalne réwnanie stanu w postaci e = f(s,p~1) jest réwnaniem, ktére
zawiera wszystkie termodynamiczne informacje o rozwazanym ukladzie i znane jest
pod nazwa réwnania Gibbsa. Réwnanie to jest stuszne przy zalozeniu lokalnej row-
nowagi termodynamicznej, ktéra wystepuje w niejednorodnych polach réznych wiel-
kosci. Z niejednorodnoécia pél wiaze sie powstawanie strumieni, ktére nie moga mieé¢
wplywu na stan lokalny (lokalng réwnowage).

Termiczne i kaloryczne réwnania stanu traktowane oddzielnie nie sg tozsame z fun-
damentalnym réwnaniem stanu, gdyz nie zawieraja wszystkich informacji o rozwaza-
nym uktadzie. Dopiero znajomo$¢ obu réwnan jednocze$nie moze by¢ traktowana jako
rownowazno$¢ fundamentalnego réwnia stanu. Termiczne réwnanie stanu ma znana
postaé

pr = pRT (2.17)

i nazywane jest termicznym réwnaniem stanu gazu doskonatego. W przypadku ptynu
niescisliwego termiczne rownanie stanu redukuje sie do postaci p = const. Cisnienie
w cieczy jest cisnieniem hydrodynamicznym p.

Postaé kalorycznego réwnania stanu dla gazéw doskonalych zapisuje sie jako

de = ¢, dT, (2.18)

gdzie ¢, jest cieplem wladciwym przy stalej objetosci. Zalezno$é ta jest rowniez stuszna
dla przypadku niescisliwego, kiedy to energia wewnetrzna stanowi funkcje wylacznie
temperatury.
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2.4.3. Strumienie

Jezeli transport wielkoéci ¢ wynika z nieréwnomiernosci rozktadu tej wielkosci,
to efektem jest strumien w przez powierzchnie, ktéry jest skierowany tak, aby wy-
réwnaé nieréwnomiernosé rozkladu ¢ po obu stronach powierzchni. Wymaga sig, aby
rozklad ¢ byl rézniczkowalng funkcja zalezna od polozenia w przestrzeni i czasu. Zalo-
zenie to i fakt, ze strumien ma zanikaé¢, gdy rozklad ¢ jest przestrzennie réwnomierny,
sugeruje, ze strumien powinien byé funkcja gradientu rozkladu w = f(V¢). Zaklada
si¢ ponadto, ze f zalezy wylacznie od ¢ i V. Co wiecej, zaklada sie, ze ta zaleznosé
jest liniowa. Pozwala to przedstawié¢ rownanie konstytutywne na strumien w postaci

w=-T-Vé. (2.19)

Tensor T jest tensorem transportu, ktéry w szczegdlnym przypadku moze redu-
kowaé sie do wspélczynnika transportu. Ma to miejsce wtedy, gdy zaktadamy, ze
tensor T da sie wyrazi¢ wytacznie przez swoj aksjator, czyli jest tensorem izotropo-
wym T = I'8. Przez I' oznaczono tu wspélczynnik transportu. Wspdlezynnik ten
moze zaleze¢ od wielkosci transportowanej ¢, ale nie od V¢, gdyz réwnanie konstytu-
tywne nie byloby wtedy liniowe. Réwnanie konstytutywne w os$rodkach
izotropowych przyjmuje prostsza postaé

w=-TI8-Vé=-TVg. (2.20)

Gestos¢ strumienia ciepla q jest formg transportu energii. Transport energii we-
wnetrznej nastepuje droga molekularna poprzez oddzialywanie sasiednich molekut
i powstaje na skutek nieréwnomiernosci rozkladu temperatury 7. Transport ener-
gii wewnetrznej nazywa si¢ przewodnictwem cieplnym, ktére opisuje prawo Fouriera.
Postaé prawa Fouriera, ktora jest stuszna dla ptynéw izotropowych, zapisuje si¢ jako

q=—\VT, (2.21)

gdzie wspolezynnik A jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego. Powyzsze row-
nanie nazywane jest réwniez energetycznym réwnaniem konstytutywnym.

Inne réwnanie konstytutywne, ktére ma postaé strumienia, to prawo Ficka, ktére
opisuje transport koncentracji g; (udzialéw masowych). Dyfuzyjna gestosé strumienia
masy j okreslana jest jako

gdzie D;; jest wspoélczynnikiem dyfuzji i-tego sktadnika w j-tym.

2.5. Szczegblne postaci podstawowych réwnan

Szczegodlne postaci réwnan zachowania zaleza od postaci rownan konstytutywnych
[2, [ B]. Wyjatkiem jest réwnanie zachowania masy, ktére ze wzgledu na swoj kine-
matyczny charakter pozostaje niezmienione.
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2.5.1. Rownanie Naviera—Stokesa

Roéwnanie Naviera—Stokesa otrzymujemy z réwnania zachowania pedu (2.4]) lub

(2.6) przy wykorzystaniu hipotezy Newtona (2.15)) lub (2.16)). Najogdlniejsza postaé
réwnania mozna zapisa¢ dla przypadku ptynu Scisliwego jako
du
dt
gdzie wspdlezynnik lepkosci dynamicznej u moze byé funkcja wytacznie temperatury.
Dla przypadku plynu nieéciéliwego wystarczy w réwnaniu (2.23) zamieni¢ DP
na D, gdyz w tej sytuacji oba tensory sa tozsame. Jednak bardziej przejrzysta postaé
roéwnania Naviera—Stokesa w przypadku niedcisliwym mozna otrzymaé, wprowadzajac
definicje ci$nienia kinematycznego

p— =pf —Vp+ V- (2uDP), (2.23)

pp=2_g.n, (2.24)
p

gdzie gestos¢ rozkladu sil objetosciowych dana jest wylacznie wektorem grawitacji
f = g. Dodatkowo ci$nienie hydrostatyczne pg-h podzielone przez gesto$¢ moze by¢
zapisane pod znakiem gradientu, o ile wektor g jest staly, a h jest wektorem potozenia,
wzdluz ktérego dziala g, np. h = —zk. W ten sposéb wektor grawitacji wyznaczony
moze by¢ z nastepujacego gradientu V(g-h) = g. Przy nastepujacej zaleznosci po-
miedzy wspotczynnikami lepkos$ci dynamicznej i kinematycznej g = prv, réwnanie
Naviera—Stokesa dla plynu niedcisliwego zapisuje sie jako

Ou

En +u-Vu=-Vp, + V- (vVu). (2.25)
W przypadku niescidliwym stala gesto$¢ jest jedynie parametrem i nie wystepuje bez-
posrednio w réwnaniu . Posta¢ zachowawcza rownania Naviera—Stokesa zapisaé
mozna jako

% +V: (uu) =—-Vp, +V- (vVu). (2.26)

W przypadku niewielkich zmian temperatury, dla ktérych zmiany gestosci sg row-

niez niewielkie, mozna stosowac¢ przyblizenie Boussinesqa, ktore zaklada, ze gestosé

w rownaniu jest zmienna tylko w czedci zwiazanej z wektorem grawitacji, a jej

zmiany w wyrazach zwiazanych z pochodng substancjalng sa pomijane. Przyblizenie

Boussinesqa wykorzystuje zatem réwnanie ze zmodyfikowanym wyrazem pg

w nastepujacy sposob

pg = pog + (P — po) 8 (2.27)

gdzie czesé pog znajduje sie¢ w definicji cisnienia kinematycznego zamiast pg,

a po jest stala gestoscia odniesienia. W przypadku niewielkich zmian temperatur
gesto$¢ stanowi liniows funkcje temperatury, co zapisywane jest jako

p—po=—poB(T —To) (2.28)

dla wspdlczynnika rozszerzalnosci objetosciowej . Réwnanie (2.26)) z przyblizeniem
Boussinesqa ma nastepujaca postac
Ou

E—’—V. (uwu) = —-6(T —Tp)g — Vpr + V- (vVu). (2.29)
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2.5.2. Rownanie Fouriera—Kirchhoffa

Pierwsza zasada termodynamiki (2.10) wymaga trzech réwnan konstytutywnych,
aby przyjaé¢ szczegdlna postaé dla konkretnych plynéw. Pierwszym réwnaniem jest
kaloryczne réwnanie stanu . Drugim réwnaniem konstytutywnym jest rownanie
energetyczne — prawo Fouriera dla ptynéw izotropowych. Iloczyn podwdjnie
skalarny lepkos$ciowe] czesci tensora naprezenia (trzecie réwnanie) i tensora predkosci
deformacji definiuje si¢ jako funkcje dyssypacji ¢,,. Posta¢ funkcji dyssypacji zalezy od
reologicznego (mechanicznego) réwnania konstytutywnego. Szczegdlna postaé pierw-
szej zasady termodynamiki przechodzi w

dT

o = Gu PV ut V- (AVT). (2.30)

PCy

Réwnanie moéwi, ze na szybko$é zmian temperatury (lub energii wewnetrz-
nej) wplyw maja trzy czynniki. Pierwszym jest proces dyssypacji energii mechanicz-
nej, ktéry powoduje zwiekszanie temperatury. Drugim czynnikiem sa efekty zwigzane
ze Scisliwoscig ptynu. Temperatura moze by¢ zwiekszana lub zmniejszana w zaleznosci
od tego, czy mamy do czynienia ze sprezaniem lub rozprezaniem. Trzecim czynnikiem
jest przewodnictwo cieplne. W zaleznoéci od kierunku przepltywu ciepta temperatura
(energia wewnetrzna) moze by¢ zwiekszana lub zmniejszana. Réwnanie nazy-
wane jest réwniez réwnaniem Fouriera—Kirchhoffa w zagadnieniach wymiany ciepta.
Dla przypadku plynu nieécisliwego réwnanie Fouriera—Kirchhoffa w postaci

upraszcza, sie¢ do

oT Oy

gdzie a = A\p~tc, ! jest dyfuzyjnodcia termiczna.

Postaé¢ funkcji dyssypacji ¢, zalezy oczywiScie od mechanicznego (reologicznego)
réwnania konstytutywnego opisujacego T. Dla plynéw newtonowskich najogélniejsza
postaé tensora T ma postaé (2.15), co daje

¢y = 2uDP2. (2.32)

W przypadku pltynéw niedcisliwych zaleznosé (2.32)) sie upraszcza, gdyz dewiator ten-
sora D jest tozsamy z samym tensorem, co daje

¢u = 2uD?. (2.33)

2.5.3. Ogoblne réwnanie transportu

Szczegblna postaé rownania transportu (2.11) otrzymujemy, zakladajac, ze stru-
mienie wyrazone sa przez réwnanie konstytutywne typu (2.20). Przy takim zalozeniu
réwnanie transportu (2.11)) przechodzi w

0
% + V. (ppu) = V- (I'Ve) + Sp. (2.34)
Roéwnanie ([2.34) to podstawowe réwnanie, ktére uwzgledniane jest w wiekszosci metod

numerycznych w skali makro.
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2.6. Warunki zgodnosci i fizyczne warunki brzegowe

Uktady réwnan rézniczkowych wymagaja prawidlowego sformutowania warunkow
brzegowych, aby umozliwié¢ ich rozwiazywanie. Cze$¢ warunkéw wynika z réwnan za-
chowania. Warunki te nazywane sg warunkami zgodnosci na powierzchni. Powierzch-
nia ta moze by¢ np. powierzchnig optywanego ciala lub innym fizycznym brzegiem.
Warunki zgodnosci nie wystarczaja do sformutowania wszystkich potrzebnych zalez-
noéci. Dodatkowe zaleznosci wynikaja miedzy innymi z drugiej zasady termodynamiki
dla oérodkéw ciaglych i empirycznych zaleznosci typu warunek adhezji. Te dodatkowe
warunki wraz z warunkami zgodnos$ci nazywane sg tacznie warunkami brzegowymi.
Jezeli przeplyw jest niestacjonarny, to konieczne jest podawanie warunkéw poczatko-
wych. Sa to zadane rozklady p6l w pewnym poczatkowym czasie.

2.6.1. Warunki zgodno$ci

Warunki zgodnodci [8] formuluje sie za pomoca zmodyfikowanego twierdzenia Rey-
noldsa o transporcie. Modyfikacja polega na wprowadzeniu powierzchni nieciaglo-
$ci A w rozwazanej objetoéci pltynnej. Na powierzchni niecigglosci nastepuje skokowa
zmiana transportowanej funkcji f. Powierzchnia ta nie musi by¢ w ogdlnym przypadku
powierzchnia nieciagtosci. Moze to by¢ dowolna powierzchnia, w tym powierzchnia
cigglosci, ograniczajaca rozwazana objetosé przepltywu lub w szczegdlnym przypadku
moze to byé powierzchnia oplywanego ciala. Wprowadza sie nastepujacy zapis [f],
ktéry oznacza [f] = fi1 — fa2, gdzie 11 2 sa stronami (o ile powierzchnia ma dwie
strony) powierzchni A. Jezeli powierzchnia A jest powierzchnia ciaglosci, to fi = fo
i [f] = 0.

Forma calkowa réwnania transportu ma, postaé

fﬂ( )dv+@§n (pue + k) d5+ﬂn [pue+1] dS =0, (2:35)

ov+

gdzie OV jest dodatnio zorientowanym brzegiem objetosci V. Z postaci tej i samego
réwnania (2.11)) wynika ogélny warunek zgodnosci

A-[puf+k =0 (2.36)

dla wielkosci ¢ na powierzchni A. W przypadku réwnania zachowania masy (¢ = 1,
Se = 0, k = 0) na nieruchomych powierzchniach oplywanych (u = 0) warunek
upraszcza sie do warunku nieprzenikalnosci 7 - [u] = [u,] = 0. Dla réwnania
zachowania pedu (¢ «— u, Sy «— p¢, k «— —0) na nieruchomych powierzchniach
oplywanych warunek daje fi - [0] = [oy] = 0. Dla réwnania zachowania ener-
gii (¢ = |ju|*+e+1L Sy = 0, k = q — 0-u) na nieruchomych powierzchniach
oplywanych 7 - [q]. Wykorzystujac prawo Fouriera w o$rodkach izotropowych,
otrzymujemy [Ag—:] = 0. Jezeli powierzchnia nieruchoma A oddziela dwa os$rodki
o réznych wlasno$ciach (réznych wspdlezynnikach \), to gradient temperatury (lub
pochodna w kierunku normalnym) musi byé¢ funkcja nieciagta na powierzchni A.
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2.6.2. Fizyczne warunki brzegowe

Roéwnania zachowania nie dostarczaja potrzebnej liczby warunkéw. Na przyklad
warunek nieprzenikalnosci jest wystarczajacy dla réwnania Eulera, ale dla réwna-
nia Naviera—Stokesa juz nie. Wynika to stad, ze to drugie rownanie jest réwnaniem
drugiego rzedu i wymaga dodatkowego warunku. Tym dodatkowym warunkiem jest
warunek adhezji [-u = w, = 0. Warunek nieprzenikalnosci i adhezji lacznie zapi-
suje sie dla nieruchomej powierzchni jako u = 0. Jezeli powierzchnia A porusza sie
z predkoscia uy4, to warunek brzegowy ma postaé u = uy4.

Druga zasada termodynamiki w postaci nieréwnosci Clausiusa—Duhema do-
starcza nastepujacego warunku na nieruchomej powierzchni [% g—ﬂ > 0. Przy wyko-
rzystaniu warunku wynikajacego z réwnania zachowania energii otrzymamy jeszcze
prostsza postaé¢ [T~1] > 0. Zakladajac odwracalnoéé proceséw na powierzchni A,
mamy ostatecznie warunek [T] = 0, ktéry jest tozsamy z warunkiem réwnowagi ter-
micznej. Jednak dla proceséw nierownowagowych temperatura na nieruchomej Sciance
oplywanej nie musi by¢ réwna temperaturze ptynu w tym samym punkcie.

Jezeli rozwazane sa przeplywy z wymiana ciepta, to konieczne jest formutowanie
warunkéw brzegowych zwiazanych z temperatura lub strumieniem ciepta. Wyroéznia
sie trzy rodzaje fizycznych warunkéw brzegowych. Pierwszym rodzajem warunku jest
warunek Dirichleta w postaci znanego rozkltadu temperatury 7' na brzegu 0V roz-
wazane]j objetosci przepltywu V. Warunek Dirichleta bierze sie z warunku zgodnosci
[T] = 0, ktéry wynika z drugiej zasady termodynamiki dla oérodkéw ciaglych przy za-
lozeniu odwracalnosci proceséw na powierzchni V. Drugim warunkiem jest warunek
Neumanna. Warunek ten wymaga podania strumienia ciepla g, = 7+-q na rozwa-
zanym brzegu. Jezeli wykorzystamy prawo Fouriera, to strumien ciepta ¢, wyraza
sie zaleznodcia ¢, = —)\g—:. Warunek ten bierze sie z warunku zgodnoéci wynikaja-
cego z réwnania zachowania energii [A%ﬂ = 0. Trzeci warunek, ktory jest najczesciej
spotykany w praktyce, jest liniowg kombinacja warunkéw Dirichleta i Neumanna.

Szczegblnej uwagi wymagaja te powierzchnie, ktére nie sa powierzchniami optywa-
nymi. Wyrdznia sie tutaj powierzchnie wlotowe 0V, 1 wylotowe OV, z rozwazanej
objetosci przeptywu. Zachodzi oczywidcie OVyy,, OV, € V. Mozna réwniez mieé¢ do
czynienia z wiecej niz jedna powierzchnia wlotowa i wylotowa. Na powierzchni wloto-
wej OV;, formulujemy o jeden warunek brzegowy mniej niz liczba niewiadomych (roz-
wiazywanych réwnan). Kazdy z tych warunkéw moze zaleze¢ dodatkowo od czasu,
jezeli problem jest niestacjonarny. Dla powierzchni wylotowej 0V,,: jest podobnie.
Warunki moga by¢ identyczne jak w przypadku powierzchni wlotowej. Zamiast roz-
ktadéw predkosci mozna podawaé sktadowa normalng 7 - o, i styczna [-o, wektora
naprezenia o, = fi- 0. Warunek ten bierze si¢ z warunku zgodnoéci, ktéry wynika
z réwnania zachowania pedu [o,] = 0. Jezeli powierzchnie wylotowe znajduja sie tam,
gdzie przeplyw jest w miare jednorodny i wplyw lepkosci niewielki, to mozliwe jest
uproszczenie warunku do postaci o, = —pn. Zatem wektor naprezenia okreslany jest
wylacznie przez sktadowa normalna, czyli przez cisnienie p. Zaklada sie rowniez, ze
zmiany temperatury w kierunku normalnym na powierzchni wylotowej sa niewielkie,
wiec g—g = 0. Pozwala to na redukcje liczby warunkow, co czasami moze sie wiag-
za¢ z niejednoznaczno$cig rozwiazan. Moze to mie¢ miejsce wtedy, gdy powierzchnia
wylotowa jest umieszczona w miejscu, gdzie przeplyw nie jest réwnomierny.
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Oproécz wyzej wymienionych powierzchni, na ktérych formuluje sie odpowiednie
warunki, mozemy mie¢ do czynienia rowniez z innymi powierzchniami. Zalicza si¢ do
nich powierzchnie symetrii i periodycznosci. Na powierzchni symetrii formuluje sie
nastepujacy warunek %(P) = 0 dla wszystkich skalarnych wielkosci ¢. Jezeli dwie
powierzchnie OVy1, OVio sa periodyczne i Py € OVy1, Py € OVis, to zachodzi naste-
pujacy warunek ¢(P;) = ¢(P2) dla wszystkich skalaréw ¢. Punkt P jest obrazem Py
w wyniku przeksztalcenia periodycznego P, = f(Py). Do przeksztalcen periodycznych
mozna zaliczy¢ rotacje i translacje. Mozna réwniez méwi¢ o warunku antyperiodycz-

nosci, jezeli ¢(Py) = —¢(P).

2.7. Przeplywy wieloskladnikowe i wielofazowe

2.7.1. Przeplywy wieloskladnikowe

Przeptywy wielosktadnikowe sg mieszaninami w skali mikro dwéch ptynéw. Ponie-
waz mieszanie nastepuje w skali mikro, wiec przeptywy wieloskltadnikowe posiadaja
wspélne pole predkosci, cidnienia i temperatury. Oznacza to, ze rownania zachowania
masy i pedu nie zmieniaja swojej postaci. Dodatkowe réwnania stanowia réwnania
transportu udzialéw masowych g¢;. Transfer masy przebiega tylko przez konwekcje
i dyfuzje. Rownanie transportu koncentracji otrzymuje sie z ogélnego réwnania trans-
portu (2.11) przy wykorzystaniu prawa Ficka , co daje postaé¢ réwnania trans-
portu (2.34) dla ¢ =g, i I' = D;;

d(pgs)
ot

+ V- (pgin) = V- (Di;Vgi) + Sy, (2.37)
Suma udzialéw masowych g; réwna jest jednosci, co zapisuje sie jako

Zgi =1 (2.38)

Réwnanie (2.38) oznacza, ze wystarczy rozwiazywaé n—1 dodatkowych rownan trans-
portu, gdyz ostatni n-ty udzial masowy mozna wyliczy¢ z réwnania algebraicznego
(2.38) zamiast rozniczkowego (2.37]).

2.7.2. Przeplywy wielofazowe

W przeplywach wielofazowych ptyny mieszaja sie w skali mikro i makro, co ozna-
cza, ze posiadaja osobne pola predkosci u; i temperatur T; [4, [§]. Zaklada sie, ze
wszystkie fazy maja identyczne cisnienie p.

Réwnanie zachowania masy dla i-tej fazy przyjmuje postac

O(piay )

% + V . (piaiui) = Zmij, (239)
J

gdzie mh;; oznacza strumien masy z fazy j-tej do i-tej, przy czym zachodzi 1;; = —1m;

i m;; = 0. Udzialy objetosciowe oznaczone sa jako a;. Réwnanie Naviera—Stokesa
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przyjmuje bardziej skomplikowang postaé

% + V- (aipiuiui) = Ozipif — ain + V- (OZ12,UZD1) +

J

Transfer pedu miedzy fazami ma dwie skladowe. Pierwsza z nich jest miedzyfazowa
sita F;; (bez sil od cisnienia) dzialajaca na i-ta faze ze wzgledu na istnienie innych
faz. Druga sktadowa jest transfer pedu zwiazany z miedzyfazowym transferem masy.
Dodatkowo dla udzialéw objetosciowych zachodzi

> ai=1. (2.41)

Uproszczone modelowanie przeptywéw miedzyfazowych polega na zalozeniu, ze
fazy maja identyczne pola predkosci, cidnien i temperatur. Rozwaza si¢ dodatkowe
réwnania transportu koncentracji poszczegélnych faz ze strumieniami masy pomie-
dzy fazami. Réwnanie Naviera—Stokesa moze zawiera¢ dodatkowe wyrazy zwiazane
z transferem pedu. W przypadku uproszczonym réwnania opisujace przeplywy mie-
dzyfazowe sa podobne do réwnan opisujacych przeplywy wieloskladnikowe.
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Rozdziat 3

Przeptywy turbulentne

3.1. Wstep

Turbulencja [I1 [6l, @, [I5] lub przeplyw turbulentny charakteryzuje sie nieregular-
nym, niestacjonarnym, tréjwymiarowym polem predkosci i ci$nienia z losowymi fluk-
tuacjami w czasie i przestrzeni. Aby przeplyw turbulentny byl podtrzymywany, musi
by¢ doprowadzana do niego energia, gdyz w przeciwnym przypadku dojdzie do jego
laminaryzacji. W przeplywie turbulentnym, na skutek doprowadzanej energii, mamy
do czynienia z intensywniejsza wymiang masy, pedu i energii w poréwnaniu z prze-
plywami laminarnymi. Zdecydowana wiekszo$¢ przeptywoéw wystepujacych w technice
jest turbulentna.

Przeptyw turbulentny w ujeciu Richardsona [I1] i Kolmogorowa [5] sklada sie
z kaskady wiréw o réznych rozmiarach (skalach). Skale zaczynaja sie od tych, ktére
sg poréwnywalne z oplywanymi cialami £. Skale zmniejszaja si¢ stopniowo az do roz-
miaréw najmniejszych, przy ktérych nastepuje najintensywniejsza dyssypacja energii.
Energia zwiazana z duzymi skalami przejmowana jest przez skale coraz mniejsze. Naj-
mniejsze skale, przy ktérych nastepuje wiekszos¢ procesu dyssypacji, zwane sg skalami
(dtugosci) Kotmogorowa L. Zgodnie z hipotezag Kolmogorowa o podobiefistwie wy-
nika, ze skale Lx zaleza od dyssypacji ¢ i lepkoéci v, a zatem moga by¢ szacowane za
pomocy € i v, gdzie z analizy wymiarowej wynika, ze

Lx =vied, (3.1)
Natomiast energia, ktora z duzych skal £ przekazywana jest do mniejszych, szacowana
jest za pomoca duzych skal predkosci U jako

u? u? u3
— = = —. (3.2)
t L/ L
Ze wzoréw (3.1) i (3.2) wynika bardzo istotny wniosek, ktéry wiaze najwieksze
skale dlugosci £ z najmniejszymi skalami wiréw L (skalami Kolmogorowa). Szaco-
wanie to przyjmuje nastepujaca postac

E ~

= ~Ref. (3.3)
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Zatem stosunek skal jest funkcja liczby Reynoldsa, co oznacza réwniez, ze jest funkcja
predkosci duzych skal U, z jaka porusza sie plyn.

L R MR U
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Rys. 3.1. Funkcja spektrum energii £/

Kolejna z hipotez Kolmogorowa, o lokalnej izotropii, méwi, ze dla dostatecznie
duzych liczb Reynoldsa wiry o skalach duzo mniejszych niz £ sg statystycznie izotro-
powe i charakteryzuja sie uniwersalnoscia, ktora nie zalezy od warunkéw brzegowych
przeplywu. Natomiast skale o wymiarach poréwnywalnych do £ sa statystycznie ani-
zotropowe i zalezg od warunkéw brzegowych. Z hipotezy o lokalnej izotropii wynika, ze
dla wiréw o skalach mniejszych niz £ i wiekszych niz L, funkcja spektrum (widmowy
rozklad) energii F' dana jest uniwersalna zaleznoscia

wlo

E(k) = Ce3r3. (3.4)
Funkcja spektrum energii E definiowana jest za pomoca liczby falowej x w ten sposéb,
ze energia kinetyczna k i dyssypacja e obliczane sa na podstawie E jako

k= TE(KV) dr, e= TQVHZE(K) dk. (3.5)
0 0

Wyrézni¢ mozna kilka sposobow modelowania turbulencji. Do najpopularniej-

szych, ustawionych wedlug potrzebnych mocy obliczeniowych, zalicza sig:

e DNS (Direct Numerical Simulation) — bezposrednia symulacje numeryczna. W po-
dejsciu DNS rozwigzywane jest calte spektrum FE z rysunku

e LES (Large Eddy Simulation) — symulacje duzych wiréw. W podejéciu LES dazy si¢
do rozwiazania spektrum F z rysunku [3.1] ktére rozciaga si¢ od najwiekszych skal £
do skal, ktore znajduja sie w przedziale od £ do Lx. Mniejsze skale sa modelowane;

e DES (Detached Eddy Simulation) — polaczenie modeli URAS i LES;

e URAS (Unsteady Reynolds Averaged Simulation) — niestacjonarna symulacje usred-
niona Reynoldsa;

e RAS (Reynolds-Averaged Simulation) — stacjonarna symulacje usredniona Rey-
noldsa. W podejéciu RAS jest modelowane cale spektrum energii z rysunku
a wiec caly zakres wirow.



3.2. DNS 31

3.2. DNS

W metodzie DNS rozwiazuje si¢ bezposrednio réwnanie Naviera—Stokesa wraz
z réwnaniem cigglosci bez zadnego modelu turbulencji. Do bezposredniej symulacji
numerycznej wykorzystuje sie¢ najczesciej algorytm PISO.

Ze wzoru wynika stosunek skali najwigkszych wiréw do najmniejszych, co
jest zwiazane z liczba wezléw siatki obliczeniowej w jednym wymiarze. Zatem dla
tréjwymiarowej obszaru przeptywu liczba wezléw moze by¢ szacowana jako

L 3
(z) -

Dla liczby Reynoldsa Re = 10* otrzymalibyémy Re” wezléw siatki obliczeniowej, aby

uwzgledni¢ wszystkie skale dlugosci wiréw — od najwickszej do najmniejszej.
Minimalna liczba krokéw czasowych At < L /U potrzebna na czas t trwania sy-

mulacji moze by¢ szacowana za pomoca skali £ w nastepujacy sposéb [I] za pomoca

wzoru (3.3))

o

(3.6)

t t t 3

— = = ——Re7. 3.7
At Lg/U LU (3:7)
Liczba operacji koniecznych do wyliczenia predkosci i ciSnienia w danym wezle siatki
rowna jest liczbie wezléw pomnozonej przez liczbe krokéw czasowych, gdzie liczba
wezléw siatki okreslona jest za pomoca szacowania ([3.7))

£\t to

(£K> AL £/uRe . (3.8)
Czas trwania obliczenn réwny jest liczbie koniecznych operacji (liczbie wezléw) po-
mnozonej przez liczbe obliczen na operacje podzielonej przez moc komputera. Liczba
obliczen na jedna operacje dla pojedynczego wezla, czyli liczba instrukcji procesora
koniecznych do wyliczenia predkoéci i ci$nienia jest zwykle szacowana na 102, Moc
komputera wyraza sie przyktadowo w jednostkach TFLOPS = 10'2s~!. Biorac pod
uwage czas symulacji tylko ¢ = 10£ /U, mamy nastepujace szacowanie czasu trwania
symulacji

103 5 ¢ 10*Re?
O(E) _ 10*Re (3.9)

102\ Lk ) At 1012
Czas obliczen dla komputera o mocy 1 TFLOPS dla Re = 103 wynosi 10 sekund,
dla Re = 10* wynosi 3 godziny, dla Re = 10° wynosi 115 dni, dla Re = 10% wynosi
327 lat i to tylko dla krétkiego czasu samej symulacji t = 10L£/U, co jest ogromnym
wyzwaniem dla mocy obliczeniowych obecnych superkomputeréw.

3.3. URAS i RAS

3.3.1. Tensor naprezen Reynoldsa

W metodach URAS i RAS wielkosci takie jak predkosé i cisnienie dekomponowane
sa na wartos$é érednia f i fluktuacje f/ wedlug zaleznodci f(x,t) = f(x) + f'(x,1).
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Dekompozycje tego typu nazywa sie dekompozycja Reynoldsa. Wartos¢ $rednia rozu-
miana jest jako
e
Flx,t) = — f x, 1) dt, 3.10
Fot) = 5p [ s (310)
gdzie At jest czasem usredniania. W przypadku metod URAS i RAS rozwiazywany
jest wytacznie ruch $redni, a fluktuacje sa modelowane. Jest to zatem najprostsze
podejscie do modelowania turbulencji.
Usrednione réwnanie Naviera—Stokesa (2.26]) nazywane jest réwnaniem Reynoldsa

i przedstawiane w nastepujacej postaci

ou o i _

EJFV- (uu) = -Vp, + V- (2vD+R). (3.11)
Niestacjonarna postaé¢ réwnania ([3.11)) zwigzana jest z metoda URAS, a stacjonarna
jego wersja — z metodag RAS. Co wigcej, ze wzgledu na nieliniowo$¢ réwnania Naviera—
Stokesa po usrednianiu pojawia si¢ nowy tensor, ktéry zalezy od kwadratow fluktuacji
predkosci. Tensor ten nazywany jest tensorem naprezen Reynoldsa

R = —u'v. (3.12)

Poniewaz fluktuacje w metodzie URAS i RAS nie sa rozwiazywane, wiec tensor na-
prezen Reynoldsa R wymaga modelowania. Wyrdzni¢ mozna nastepujace sposoby
modelowania tensora naprezenia Reynoldsa:

e Model algebraiczny liniowy. Wzér na tensor R ma postaé¢ réwnania algebraicznego
liniowego. Tensor naprezen Reynoldsa dekomponowany jest na aksjator (tensor izo-
tropowy) %6 tr R i dewiator RP, co daje nastepujace réwnanie

R=31strR+RP =—2k8 +214D. (3.13)

Slad tensora naprezen Reynoldsa trR = —2k zwigzany jest z energia kinetyczng

turbulencji k. Dewiator tensora R wyraza sie za pomoca hipotezy Boussinesqa,

analogicznej do hipotezy Newtona i wprowadzajacej pojecie lepkosci turbulent-

nej ¥4 poprzez analogie do wspélczynnika lepkosci kinematycznej v. Jednak lepkosé

turbulentna jest cecha przeptywu, a nie cecha plynu. Réwnanie Reynoldsa (3.11))

przyjmuje nastepujaca postaé

ou o _

E + V- (uu) = —Vpe + V- (2(1/ + l/t)D) y (314)

ktora jest analogiczna do postaci réwnania Naviera—Stokesa (2.26]). Cisnienie efek-

tywne definiuje sie jako p. = pp + %k

e Modele algebraiczne nieliniowe. Zamiast liniowej hipotezy Boussinesqa (3.13)) wpro-
wadza sie inne algebraiczne réwnania nieliniowe tensorowe na anizotropowy tensor
naprezen a w postaci

5. (3.15)

az B
&

[SSRN V)
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Zaleznoéci te wyrazaja tensor a jako a = f(D, A), gdzie A jest ugredniona niesy-
metryczna czedcia gradientu predkosci. Zwykle sa to zaleznosci jawne ze wzgledu
na tensor a.

e Model rézniczkowy transportu. Zamiast rownania algebraicznego rozwaza sie roz-
niczkowe réwnanie transportu tensora R, ktére ma postac

dR
E:_vﬁ.(RTJFR)JrV-(C+yVR)—H+e. (3.16)

Wyréznia sie rézne modele w zaleznosci od sposobéw modelowania tensora trzeciej
walencji C i tensoréw drugiej walencji IT i e.

3.3.2. Wybrane modele turbulencji dla hipotezy Boussinesqa

e Model zeroréwnaniowy Prandtla—Kolmogorowa. Zaktada sie, ze k = 0 oraz € = 0,
co upraszcza hipoteze Boussinesqa do postaci R = 2»,D. Lepko$é¢ turbu-
lentna wyrazana jest za pomoca skal duzych predkosci U i skal dhugosci £ w po-
staci vy = cUL. Skala predkoéci estymowana jest za pomoca predkosci maksymalnej
U ~ ||@||maz, natomiast skala dlugosci — za pomoca wymiaréw obszaru przeplywu
L~ W . Stata modelu ¢ dobiera sie eksperymentalnie. Modele zeroréwnaniowe
nie naleza do najdokladniejszych modeli ze wzgledu na uproszczenia. Nie jest roz-
wiazywane zadne dodatkowe réwnanie transportu. Mimo to modele zeroréwnaniowe
wykorzystywane sa do inicjalizacji obliczen dla bardziej ztozonych modeli.

e Model jednoréwnaniowy k. Rozwiagzywane jest jedno dodatkowe réwnanie trans-
portu na energie kinetyczng turbulencji k. Réwnanie to otrzymuje si¢ poprzez obu-
stronne obliczenie §ladu réwnania transportu naprezen Reynoldsa . Jednym
z zalozen jest brak fluktuacji ciSnienia na skutek fluktuacji predkosci. Drugie zalo-
zenie stanowi to, ze dyfuzja energii kinetycznej na skutek fluktuacji wyrazana jest
za pomoca hipotezy dyfuzji turbulentnej wielkoéci f/u’ = —I'Vf dla zmiennej f.
Trzecim zalozeniem jest izotropia tensora dyssypacji €, przez co moze on by¢ wyra-
zony przez swoj aksjator i co za tym idzie przez dyssypacje ruchu fluktuacyjnego €.
Przy tych zalozeniach réwnanie transportu k przyjmuje postac

%+V.(kﬁ):'P+v- ((v+wno, ") VE) —e. (3.17)

Na szybkoéé zmian k wplyw maja odpowiednio tzw. produkcja P = 21,D?, dyfuzja
turbulentna i molekularna oraz dyssypacja. Poniewaz w modelach jednoréwnanio-
wych nie formuluje sie drugiego réwnania transportu, wiec dyssypacja € musi by¢
estymowana za pomoca k, co daje ¢ = k3/2£~. Lepko$¢ turbulentna réwniez esty-
mowana jest za pomoca k i duzych skal dlugosci £, co zapisuje sie jako vy = VEL.
Wielkoéci oy, 1 £ wyznacza sig¢ eksperymentalnie.

e Model dwuréwnaniowy k- [4]. Dla modelu turbulencji k-¢ z analizy wymiarowej
wynika, ze vy = C’Mk’QE_l. Réwnanie transportu k ma posta¢ identycznag jak réwna-
nie (3.17)). Zgodnie z nazwa modelu, druga wielkoscia, dla ktérej podaje si¢ réwnanie
transportu, jest wladnie dyssypacja energii kinetycznej €. O ile mozliwe jest podanie
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doktadnej postaci tego réwnania, o tyle jest ona malo uzyteczna w tym przypadku,
gdyz zawiera zbyt duzo nieznanych funkcji. Zamiast tego modeluje sie réwnanie
transportu € przez analogie do réwnania transportu k

0
S V(o) = Cak TP+ V- (v + 1ior ) Ve) = Caak™le?, (3.18)
Stale modelu wymagaja kalibracji. Standardowe wartosci wynosza o = 1, 0. = 1,3,

Cp = 0,09, Coy = 1,44, Coy = 1,92.

Model dwuréwnaniowy RNG k-¢ [I7]. Model ten jest modyfikacja standardowego
modelu k-¢, ktoéra w efekcie pozwala na stosowanie go na rzadszych siatkach. Row-
nanie transportu k ma albo prawie identyczna postaé, albo w pewnych wariantach
uzywa sie v(1 + vv~1)? zamiast I/tO'IZI + v. W réwnaniu transportu € pojawia sie
nowy wyraz G, ktory zwiazany jest z dodatkowymi Zrodtami

0
£ +V-(en) = Cak leP+V- (VeUS_IVE) — Cok™ 1?2 —@G. (3.19)
State C,, C.1, Cc2 maja inne wartosci niz te z modelu k-e. Podobnie jest z lepkoScia

turbulentng 4. Wyraz G obliczany jest jako

301 _ —1 —
G = Wk‘l, n=Ske™!, §=+2D2 (3.20)

Model dwuréwnaniowy Realisable k-e [13]. W modelu tym réwnanie transportu k
ma identyczng postaé, jak ma to miejsce w przypadku standardowego modelu k-&
(3.17). Rownanie transportu € przyjmuje inng postaé

% +V:(en) = Cak™leP+V- (I/EUE_IV&?) —

o +C1Se,  (3.21)

£2
Co—"
*k+ Jve
gdzie wyraz S wyliczany jest identycznie jak w modelu RNG k-¢ (3.20)). Dodatkowa
réznica polega na tym, ze stala C,, we wzorze na lepkos¢ turbulentng v, = C&kQE_l
nie jest stalq, a funkcja zalezna od $rednich tensoréw predkosci deformacji D oraz
spinu A.

Model dwuréwnaniowy k-w [16]. W modelu tym zamiast réwnania transportu e
rozwaza sie réwnanie transportu czestosci turbulentnej w ~ ¢/k. Wzér na lepkosé
turbulentna v, = Cuk25*1 przyjmuje zatem postaé¢ v; = kw~!'. Réwnanie trans-
portu k otrzymuje sie z réwnania transportu k dla modelu k-¢ , zastepujac €
przez w

% +V-(ku)=P+V- ((v+ utagil) Vk) = Cykw. (3.22)

Roéwnanie transportu w modeluje sie przez analogie do transportu & i €, co daje

%: + V- (i) = kWP + V- ((v + oy ) Vw) = fiw’. (3.23)

Stalymi modelu sg odpowiednio o1, 0w, Cp, a1, Bi.
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e Model dwuréwnaniowy k-w SST [7]. Model ten jest kombinacja modeli k-w w po-
blizu Scian i k-e z dala od nich. W wyniku kojarzenia obu modeli (w nomenklaturze
modelu k-w) w réwnaniu transportu w pojawia sie nowy wyraz

O V(1) = agk WP £ V- (v + i) Vi) — Bt

+(1— F))20,3w 'Vk-Vw. (3.24)

Réwnanie transportu k jest identyczne jak dla modelu k-w. Stale Cs dla modelu
k-w SST tworzone sg za pomoca dwoch funkcji interpolujacych Fy i Fs ze statych
Cy i Cy modeli k-¢ i k-w wedlug wzoru C3 = F1C; + (1 — F1)Cs. Inna jest réwniez
definicja lepkosci turbulentnej

alk

"= max(ajw, SFy)

(3.25)

Nowa stata a; przyjmowana jest na poziomie a; = 0,31.

3.3.3. Rownania Fouriera—Kirchhoffa

Usredniona postaé réwnania Fouriera—Kirchhoffa (2.31]), przy zalozeniu stalej war-
tosci wspoltezynnika A i ciepta wlasciwego c¢,, moze by¢ zapisana jako
T I S )
—+V-(Tu) =+ +—+V- VvT). 3.26
T (Ta) e + . + V- ((a+a;) VT) (3.26)

W poréwnaniu z oryginalna postacia widaé, ze pojawiaja sie dwa nowe wyrazy.
Pierwszy zwiazany jest z dyssypacja ruchu fluktuacyjnego € i stanowi wynik uérednia-
nia funkcji dyssypacji ¢,,. Drugi wyraz a; VT jest rezultatem uéredniania nieliniowego
wyrazu konwekcyjnego. Dyfuzja temperatury (energii wewnetrznej) na skutek fluktu-
acji predkosci jest modelowana przez analogie do prawa Fouriera T'a/' = —a;VT.
Turbulentna dyfuzyjno$é¢ termiczna oy, podobnie jak lepko$¢ turbulentna, jest cecha
przeplywu, a nie ptynu.

3.4. LES

Z metoda LES [12] zwiazana jest filtracja réwnan Naviera—Stokesa. Duze struk-
tury wirowe, ktore zaleza od geometrii przeptywu, moga by¢ rozwigzywane, natomiast
mniejsze struktury, o bardziej uniwersalnym charakterze (niezaleznym od geometrii),
sg modelowane. Przy odpowiednim doborze filtru mozna otrzymac usredniong postaé
rownania Naviera—Stokesa, ktora jest charakterystyczna dla metody RAS. Metoda
RAS jest jeszcze mniej kosztowna niz LES, ale dostarcza mniej informacji. W przy-
padku metody LES i RAS kazda funkcje f dekomponuje sie na czesé filtrowang f
i rezydualna f’ w nastepujacy sposéb f(x,t) = f(x,t) + f/(x,t), z tym ze w metodzie
RAS funkcja filtrowana nie jest na ogé! funkcja czasu i nazywa sie funkcja usredniona.
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Funkcje filtrowana f zapisuje sie jako splot oryginalnej funkcji f i filtru G' w postaci
f=f*Glub

F(x,t) = Hj T FXENG(x — X"t —t")dt” AV, (3.27)

R3 —o0

Postaé filtru (3.27)) jest bardzo ogdlna. Mozna rozwazaé nieco wezszy zakres filtréw,
ktore maja postac

3
Gx—x"t—t") =Gt —t") H Gui(z; — ). (3.28)
i=1
Zawezona postac filtru zaklada mozliwo$é przedstawienia go w postaci iloczynu filtru
czasowego G, i filtréow przestrzennych G,;. W metodzie LES rozwaza sie na ogot
wytacznie filtrowanie przestrzenne.
Obustronne filtrowanie réwnania Naviera—Stokesa daje w wyniku

ou
ot
gdzie nowy tensor T nazywany jest tensorem naprezen rezydualnych. Tensor ten ma

znacznie bardziej rozbudowang postaé niz tensor naprezen Reynoldsa (3.12)), ktéry
jest teraz jedng z jego skladowych

+ V- (un) = -Vp, + V- (2vD + 7), (3.29)

T=ul-—uu=uu-—uu-—uw —vu+R. (3.30)

Podobnie jak w przypadku metody RAS, tak i teraz tensor naprezen rezydual-
nych wymaga dalszego modelowania. Model pozwala na uwzglednienie wptywu
skal rezydualnych wiréw, ktére w metodach numerycznych rozwigzywania filtrowa-
nego réwnania Naviera—Stokesa nazywane sa skalami podsiatkowymi (subgrid-scales —
SGS). W praktycznych obliczeniowej przez filtr G rozumie sie¢ wylacznie same roz-
miary elementow siatki obliczeniowe;j.

W najprostszym przypadku tensor T wyrazany jest przez swoj aksjator
i dewiator, co zapisuje sie jako

T=38trr+ 70 (3.31)

Slad tensora T zwiazany jest z energia kinetyczna skal podsiatkowych
ksgs = —3 trT, (3.32)

natomiast dewiator tensora 7 wyrazany jest za pomoca hipotezy Boussinesqa, analo-
gicznie jak miato to miejsce w przypadku tensora naprezen Reynoldsa

T = —2kyge8 + 240,D, (3.33)
gdzie vyys jest lepkoscia podsiatkowa. Filtrowane réwnanie Naviera—Stokesa (3.29)
przyjmuje teraz nastepujaca postaé
ou _

5 V- (uu) = =Vpe + V- (2(v + v5g5)D) , (3.34)
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gdzie ci$nienie efektywne definiowane jest jako p. = ﬁk—i—%ksgs. Modele wykorzystujace
réwnanie (3.33)) nazywa si¢ podsiatkowymi modelami turbulencji. Do najpopularniej-
szych modeli podsiatkowych zalicza sie:

e Model Smagorinsky’ego [I4]. W modelu tym lepko$é podsiatkowa obliczana jest
z nastepujacej zaleznosci, analogicznej do lepkosci turbulentnej w modelu jednowy-

miarowym RAS
Vsgs = CAy/ksgs. (3.35)

Réznica polega oczywiscie na skalach uzytych do wyrazenia lepkosci. Domyslna
warto$¢ stalej C modelu wynosi Cy, = 0,094. Przez A w réwnaniu (3.35)) oznacza
sie rozmiar siatki, ktéry definiuje skale podsiatkowa.

Energia kinetyczna skal podsiatkowych wyliczana jest w modelu Smagorinsky’ego
w nastepujacy sposob -
ksgs = CkC;IAQDQ, (336)
co oznacza, ze nie jest wprowadzane dodatkowe réwnanie transportu ks gs. Zaleznosé
na kg5 wyznacza sie z zalozenia lokalnej réwnowagi pomiedzy produkeja 2v,,,D?
. 3/2 A —1 . . .
a dyssypacja ksgs A™" na poziomie podsiatkowym.

Rozmiary siatki mozna wylicza¢ na rézne sposoby. Jednym z najprostszych jest

nastepujacy wzor
A =cy/|Vp|, (3.37)

gdzie ¢ jest stala modelu, a |Vp| objetoscia elementu siatki. Wzér (3.37)) najlepiej
stosowaé do siatek izotropowych.

e Model WALE [I0]. W modelu WALE (wall-adapting local eddy-viscosity) lepkosé
podsiatkowa obliczana jest na podstawie wzoru (3.35)), a energia kinetyczna skal
podsiatkowych obliczana jest jako

C4 A2 S:S)°
Kags = 2 (5 ) — (3.38)
((D:D)* + (s:8)7)

gdzie
S=1(Vu Vu+ (Vu' (Vvu)T). (3.39)

e Model jednoréwnaniowy ksgs [I8]. W modelu tym lepkoé¢ podsiatkowa obliczana
jest na podstawie wzoru ((3.35)). Dodatkowo rozwaza sie réwnanie transportu energii
kinetycznej skal podsiatkowych w postaci

Oksgs _ = g A
ng + V- (ksgst) =T : D+ V- (( + vsgs) Vksgs) — CekZgs A7, (3.40)
gdzie produkcja moze by¢ wyliczona jako

T:D= (—%ksgsé + 2usgsf)) D= 2ngsf)2. (3.41)

Roéwnanie ma postaé¢ identyczna jak réwnanie , gdzie dyssypacja es-
tymowana jest za pomoca skal podsiatkowych A zamiast skal duzych wiréw L.
Model Smagorinsky’ego wykorzystuje uproszczona wersje réwnania , w ktorej
pozostawione sg wyrazy pierwszy i ostatni po prawej stronie.
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3.5. DES

Metoda DES stanowi polaczenie metod RAS/URAS i LES. W metodzie tej prze-
plyw w obszarze warstwy przysciennej rozwiazywany jest modelami RAS/URAS,
a poza warstwg przy$cienna — metoda LES. Podejscie takie jest mniej wymagajace
pod wzgledem zasobéw komputerowych niz metoda LES. W metodzie RAS/URAS
przedzial czasu, w ktorym nastepuje uérednianie, jest duzo wiekszy niz skale czasowe
wiréow turbulentnych, a naprezenia turbulentne modelowane sa za pomoca lepkosci
turbulentnej ;. W metodzie LES cze$é wirdw jest rozwiazywana, a mniejsze wiry sa
modelowane za pomocg np. lepkosci podsiatkowej vs4s. Wartosci vsgs 53 duzo mniej-
sze niz wartosci vy, aby mozna bylo rozwiagzywaé ruch duzych wiréw, ktérych nie ma
w rozwigzaniu metodg RANS, a ktdre sg ttumione przez duzo wigksze wartosci vy.

Rys. 3.2. Struktury wirowe (RAS — dét, URAS — érodek, DES — géra)

Metoda DES zmniejsza wartos¢ lepkosci turbulentnej w tych miejscach siatki,
gdzie jest ona dostatecznie dokladna, aby mozna bylo za jej pomoca rozwiazywac ruch
duzych wiréw, czyli stosowaé metode LES. W tym celu definiuje sie skale dtugosci jako

d = min (CDESAa E) 5 (342)

gdzie A to rozmiar siatki, ktéry zwiazany jest ze skalami podsiatkowymi w meto-
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dzie LES, a Cpgs to stala modelu. Turbulentne skale dlugosci z metody RAS/LES
oznaczane sg przez L i obliczane dla modelu k-w SST DES jako
k2 VE

L=—-= .
€ B*w

(3.43)

Szacowanie £ za pomocy k i € w postaci € = k3/2£~! znane jest z jednowymiarowych
modeli turbulencji w metodzie RAS/URAS. Réwnanie transportu & w modelu k-w
SST DES [§] przyjmuje posta¢ analogiczng do postaci znanej z modelu LES
%Jrv-(kﬁ) =P+ V- ((v+uroyt) VE) — CokPd . (3.44)
Definicja skali dlugosci wedlug wzoru powoduje zmniejszenie wartosci k
w réwnaniu , w przypadku gdy rozmiary siatki sa dostatecznie dokladne dla
metody LES, a wiec zmniejsza warto$¢ vy zgodnie z zaleznoscia . W poblizu
écianek, gdzie zwykle siatki obliczeniowe sa zageszczone, skala dtugoéci moze
wymuszaé stosowanie modelu LES zamiast RAS/URAS. W takim przypadku stosuje
sie zmodyfikowana skale dlugosci w postaci

d =min (CppsA, L(1 - F)), (3.45)

gdzie F; jest jedna z funkcji Fy i Fb, ktore znane sg z modelu k-w SST. Funkcje F;
przyjmuja wartosci 1 w obszarze warstwy przyéciennej. Podejscie takie nazywane jest
DDES (Delayed Detached Eddy Simulation).

Na rysunku [3.2| pokazane sa struktury wirowe, tworzace sie za samochodem, wy-
kreslone dla r6znych sposobéw modelowania turbulencji (RAS, URAS, DES). W miare
jak roénie zlozonosé modelu, pojawiaja sie kolejne, doktadniejsze struktury.
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Rozdziat 4

Modelowanie zlozonych
zjawisk przeplywowych

4.1. Przeplywy z powierzchnig miedzyfazowa

Jedna z najpopularniejszych metod modelowania przeplywéw z powierzchnig mie-
dzyfazowa jest metoda VOF (Volume of Fluid) [3], bedaca szczegdlnym przypadkiem
og6lnej metody rozwiazywania zagadnien przeplywéw dwufazowych opartych na row-
naniach typu i . Pozwala ona miedzy innymi na symulacje przeplywéw
z interfejsami miedzyfazowymi i powierzchniami swobodnymi, a zatem jest stoso-
wana tam, gdzie istotne jest odwzorowanie interfejsu miedzyfazowego. Dokladnosé
odwzorowania interfejsu, a wiec i réznych skal zjawiska, wiaze sie¢ z doktadnoscia
siatki obliczeniowej. W metodzie VOF skala odwzorowanego zjawiska jest wieksza niz
skala (rozmiar) siatki. Interfejs miedzyfazowy aproksymowany jest za pomoca warto-
$ci udzialu objetosciowego. W metodzie VOF rozwaza sie jedno ciggle pole predkosci,
ktére dotyczy réwniez interfejsu. Réwnania metody VOF sa analogiczne do rownan
przeplywéw wieloskladnikowych. Przyklady zastosowania metody VOF dla dwdch
skrajnych skal pokazano na rysunkach [I.1] i 2] Pierwszy dotyczy drgajacej kropli
wody o $érednicy dziesieciu milimetréw, w warunkach braku grawitacji. Na poczatku
symulacji kropla miala wymuszony ksztalt szescienny. W zagadnieniu tym rozwazane
bylto napiecie powierzchniowe. Drugi przypadek dotyczy ukladu falowego wokot ka-
dluba statku, gdzie napiecie powierzchniowe jest pomijalne ze wzgledu na skale innych
zjawisk.

Veeowo

Rys. 4.1. Kropla wody
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Réwnanie ruchu w metodzie VOF wynika z sumowania réwnania Naviera—Stokesa
(2.40) po poszczegdlnych fazach i zalozenia braku transferu pedu pomiedzy fazami.
Sumowanie wykorzystuje definicje masowej predkosci barycentrycznej u

u= Zgiui, (4.1)

gdzie g; oznacza udzialy masowe, skad bierze si¢ nazwa masowej predkosci barycen-
trycznej. Zalozenie braku miedzyfazowego transferu pedu daje w wyniku réwnanie
o postaci identycznej jak w przypadku rownania ruchu dla mieszaniny

0

5 (pu) + V- (puu) = 0kVa — Vpygr, —g-hVp+ V- (2uD). (4.2)
Dodatkowy wyraz ckVa w réownaniu (4.2) umozliwia modelowanie zjawisk zwiaza-
nych z napieciem powierzchniowym poprzez sily o charakterze objetosciowym [IJ.
Przez k oznacza si¢ $rednia krzywizne powierzchni swobodnej

Va
k=-V-n=-V.———. (4.3)
Vel
Zmodyfikowane ci$nienie p,qp, gdzie indeksy dolne zwigzane sa z gestoscia, grawitacja
i wysokoscia, definiowane jest podobnie do ci$nienia kinematycznego (2.24]) w taki
sposéb, aby wyeliminowaé ci$nienie hydrostatyczne z réwnania (4.2)

Prgh =p — pg-h. (4.4)

Gradient ci$nienia zmodyfikowanego Vp,.¢ daje dodatkowy wyraz g - hVp, ktory
z przeciwnym znakiem pojawia sie w réwnaniu . W przypadku dwoch faz, gdzie
faza ciekla oznaczona jest dolnym indeksem [, a faza gazowa indeksem g, gesto$é
mieszaniny wyliczana jest jako p = ap; + (1 — a)p,, a jej wspdlezynnik lepkodci
dynamicznej poprzez p = ap; + (1 — o)pg. Przez a przyjeto tu oznaczenie udziatu
objetoéciowego fazy cieklej ay, a przez ay = 1 — o udzial objetosciowy fazy gazowe;j.

Rys. 4.2. Kadhub statku

Réwnanie transportu udzialéw objetosciowych «; w metodzie VOF wykorzystuje
definicje objetosciowej predkosci barycentrycznej. Zaktada si¢ réwniez, ze obie pred-
kosci sa w tej metodzie tozsame. Objetosciowa predkosé barycentryczna definiowana
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jest jako

u = Zaiui. (45)

Réwnanie transportu «; ma postaé¢ analogiczng do réwnania (2.39) przy zalozeniu
braku migdzyfazowych strumieni masy

3(01%’)
ot

+ V- (piaiui) =0. (46)

Przy zatozeniu niescidliwosci poszczegdlnych faz mozna podzieli¢ obustronnie réwna-
nie (4.6)) przez «; i obustronnie zsumowaé, co da w wyniku réwnanie zachowania masy
dla mieszaniny

V.-u=0. (4.7)

Roéwnanie transportu dla pojedynczej fazy, np. cieklej, otrzymuje sie, uwzglednia-
jac zaleznosé wynikajaca z definicji (4.5))

w=u+u(1-a), (48)

gdzie przez u. = u; — uy oznacza si¢ predkosé kompresji. Dzielac stronami réwna-

nie (4.6) przez p; i wykorzystujac zaleznosé (4.8)), otrzymujemy nastepujaca postaé
réwnania transportu udziatu objetoéciowego oy [11]

foJe}
aTl +V- (qu) + V- (a1 = ag)ug) = 0. (4.9)
W klasycznej metodzie VOF zaklada sie, ze predkos$é kompresji jest zerowa u, = 0,
co oznacza réwniez, ze predkosci na interfejsie miedzy fazami sa sobie réwne w; = uy.
W ten sposéb réwnanie (4.9)) przyjmuje nastepujaca postaé

%j: +V: (au) =0. (4.10)
Udzial objetosciowy « (indykator fazy) przyjmuje wartosé jeden dla fazy cieklej i war-
to$¢ zero dla fazy gazowej. WartoSci z przedzialu « €]0; 1] oznaczaja interfejs.

Z numerycznego punktu widzenia lepsze wyniki w odtwarzaniu interfejsu daje
rownanie z odpowiednio zdefiniowana predkoscia kompresji. Jedna z mozliwosci
jest

u. = clju||n, (4.11)

gdzie stala ¢ przyjmuje wartosci ¢ € [0; 1] i zwiazana jest z dokladno$cia odwzorowania
(kompresja) interfejsu.

4.2. Topnienie i krzepniecie

Zjawiska topnienia i krzepniecia w ujeciu makroskopowym modeluje si¢ jako prze-
plywy wielofazowe z wymiana ciepta i masy pomiedzy fazami. W najprostszym przy-
padku pola predkoéci, ci$nienia i temperatury sa wspolne dla wszystkich faz. Oznacza
to, ze przeplyw wielofazowy traktowany jest raczej jako przepltyw wielosktadnikowy
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ze zrédtami masy. Do symulacji wykorzysta¢ mozna metode VOF. Poniewaz rozwaza
sie przynajmniej dwie fazy, ktorymi sg poruszajacy sie pltyn i nieruchome cialo stale,
wiec pod uwage brane sa dwa réwnania transportu udzialéw objetosciowych typu
) ) )

o ;

L+ V- () + V- (0i(1 = ag)u) = =, (4.12)

ot Pi
gdzie w przypadku metody VOF udzialy te oznaczane sa przez «; dla i-tej fazy.
Wspdlny wektor predkosci oznaczany jest jako u. Przez S,,, oznacza si¢ zrédta masy
i-tej fazy

S, = Tiij — 1715 (4.13)

Zrédla masy S, sa zwiazane ze strumieniem masy 1;; (masowym natezeniem prze-
plywu) pomiedzy fazami poprzez interfejs. W przypadku topnienia 7h;; oznacza trans-
port masy z fazy stalej do cieklej, natomiast w przypadku krzepnigcia 1;; oznacza
transport masy z fazy cieklej do stalej.

Jezeli rozwaza sie wytacznie topnienie, to m;; = 0. Transport masy pomiedzy
fazami moze by¢ opisywany wzorem Lee [0]

T-T,

_— 4.14
Ta ? ( )

mi; = Cpia
gdzie C jest stala modelu, a T oznacza wspOlne pole temperatur. Temperature ,ak-
tywacji” zjawiska topnienia (temperature topnienia) oznacza si¢ przez T,. Aby masa
bylta zachowana, musi zachodzi¢ ), S,,, = 0. Dodatkowo suma udzialéw objetoscio-
wych «a; poszczegdlnych faz réwna jest jednodci ), a; = 1. Réwnanie transportu
udzialéw objetosciowych «; faz daje réwnanie zachowania masy poprzez obu-
stronne sumowanie po rozwazanych fazach

V.u=0. (4.15)

Kolejnym réwnaniem jest réwnanie Naviera—Stokesa dla mieszaniny typu (2.29)
z przyblizeniem Boussinesqa

0
5 (Pw) + V- (puu) = pog — poS(T — To)g + fo = Vp+ V- (2uD) + Sy, (4.16)

gdzie wspoltczynnik lepkosci dynamicznej mieszaniny okreslany jest jako
1
= ;Zaipiui. (4.17)
i

Napiecie powierzchniowe f, pomija sie w przypadku zjawisk topnienia i krzepniecia.
Ostatni wyraz w réwnaniu jest zrédlem pedu, ktére ma charakter analo-
giczny do zrédla pedu w przypadku filtracji, wyrazonym prawem Darcy’ego. W przy-
padku prawa Darcy’ego wyraz zrédlowy reprezentowany jest w postaci dodatkowego
gradientu ci$nienia, ktéry zastepowany jest iloczynem stalej (iloraz wspélczynnikéw
lepkosci i filtracji) 1 wektora predkosci. Zrédla S, w przypadku topnienia zapisuje sie

jako [2| [10]
S, = —Au, (4.18)
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gdzie funkcja A opisywana jest wzorem Carmana—Kozeny’ego dla przepltywow przez
osrodki porowate (filtracji)

a2

S
Wspélezynnik C, jest kolejng stalg modelu, ktora wymaga kalibracji. Zwyczajowo
indeksy dolne s i [ oznaczaja odpowiednio faze stala i ciekla. Dla fazy stalej (as = 1)
wyraz S, = Au dominuje nad innymi wyrazami réwnania . Dla fazy ciektlej
(as = 0) wyraz S, = Au znika z réwnania (£.16), gdyz na podstawie wzoru
mamy A = 0. Model wyrazony réwnaniem @ﬁb pozwala na odtworzenie obszaréw
poltplynnych podczas procesu topnienia. Co wiecej, przy wykorzystaniu modelu
mozliwe jest wykorzystanie jednego réwnania dla calej mieszaniny niezaleznie
od fazy.

o o

Rys. 4.3. Kostka lodu

Ostatnim réwnaniem, ktére wykorzystuje sie w zagadnieniach topnienia, jest réw-
nanie entalpii mieszaniny

0
En (pepT) + V- (pcpTu) = V- (AVT) + S, (4.20)

gdzie cieplo wlasciwe mieszaniny definiowane jest jako

1
Cp=— Z Q; PiCpi, (4.21)
P
a wspotczynnik przewodnictwa mieszaniny jako

1
A= — QiPiN;. 4.22
P E p (4.22)

W réwnaniu entalpii (4.20) pominieto wyrazy zwiazane z pochodna substancjalng cis-
nienia i dyssypacja. Wyraz S}, reprezentuje zZrodla ciepla zwiazane z miedzyfazowym
transportem masy w postaci

0 0
Sy = —Hf (a (plOél) + V- (plalu)) ~ —pr%. (4.23)

Cieplo topnienia oznaczone jest przez H¢. Zaktada si¢ réwniez, ze wyrazy konwekcyjne
fazy cieklej oy w réwnaniu (4.23)) sa pomijalne.
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Krok czasowy At w symulacji numerycznej proceséw krzepniecia i topnienia kon-
trolowany jest najczesciej za pomocg maksymalnej liczby Couranta Co i maksymalne;j
liczby Fouriera Fo wedlug definicji

At
Fo= ——2 (4.24)
pcp L
gdzie L to wymiar charakterystyczny, przez ktéry nastepuje przewodnictwo. W przy-
padku symulacji numerycznych wymiar L zwiazany jest z rozmiarem siatki. Przyktad
numerycznej symulacji procesu topnienia kostki lodu pokazano na rysunku [4.3]

4.3. Kawitacja

Zjawisko kawitacji w zakresie réznych skal moze by¢é modelowane jako przeplyw
dwufazowy za pomoca metody VOF. W najprostszym przypadku rozwaza sie izoter-
miczna mieszaning dwéch niedcisliwych faz. Pomiedzy fazami ciekla (zwykle woda)
i gazowa (zwykle para wodna) rozwaza sie transfer masy zwiazany z procesami paro-
wania i kondensacji. W zaleznosci od rozwiazywanych skal zjawiska kawitacji mozna
uwzgledniaé¢ réwniez napiecie powierzchniowe. Przykladem procesu kawitacji, w kto-
rym nalezy uwzgledniaé¢ napiecie powierzchniowe, jest kawitacja pecherzykowa. Ty-
powy przypadek, gdzie napiecie powierzchniowe jest pomijane, stanowi kawitacja wi-
rowa.

Réwnanie ruchu uzywane do modelowania kawitacji jest standardowym réwnaniem
(4.2) wykorzystywanym w metodzie VOF, ktére uwzglednia napiecie powierzchniowe.

% (pu) + V- (puu) = 0kVa — Vpgn —g-hVp+ V- (2uD). (4.25)
Réwnanie (4.25)) otrzymuje sie przy pominieciu miedzyfazowego transferu pedu, co
jest konsekwencja dziedziczong z oryginalnej metody VOF.

Drugim réwnaniem jest réwnanie zachowania masy, ktére ma identyczna postaé
jak w metodzie VOF
V.u=0. (4.26)

Réwnanie jest réwnaniem stusznym dla mieszaniny obu faz, gdzie predkosé u
to objetosciowa predkosé barycentryczna, podczas gdy predko$¢ w rownaniu
jest masowa predkoécig barycentryczna. W metodzie VOF obie predkosci sa tozsame.

Dodatkowe réwnanie stanowi réwnanie transportu udziatu objetoéciowego «; fazy
ciektej, ktére ma posta¢ rownania z dodatkowymi zréodlami masy S,,, co zapi-
sywane jest jako

oa S,

LV () + V- (1= ag)u,) = 22 (4.27)

ot Pl
Dodatkowe Zrédta masy odpowiadaja za parowanie i kondensacje. R6zne modele kawi-
tacji zwiazane sa ze sposobem okreslania tych Zzrédel. Do najpopularniejszych modeli
zalicza sie:
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e Model typu Merkle’a [7]. Wyraz Zrédlowy sktada sie z dwéch strumieni masy po-
miedzy fazami

+

Sy =t — i, (4.28)

w ktérych przez m™ oznaczony jest strumien zwigzany z kondensacja, a przez
wyraz zwiazany z parowaniem. Poszczegdlne strumienie opisane sg nastepujacymi
zalezno$ciami

C. max(0,p — py
er:*,Dv(l*Oél) E D — Dv)
too 5[’!“%0
) (4.29)
.Gy min(0,p — py)
mo = —pyoy—
too §Plugo

gdzie p jest ci$nieniem cieczy, a p, oznacza ciSnienie nasycenia. Predkos¢ w prze-
plywie niezakléconym oznaczana jest jako us.. Gestosci cieczy i pary oznaczane sg
odpowiednio jako p; i p,. State modelu maja symbole C. i C,,. Przez to, oznacza
sie czas charakterystyczny, wyliczany na podstawie wymiaru charakterystycznego L
i predkosci uqo

P (4.30)

Uoo

Na podstawie wzoréw widaé, ze transfer masy miedzy fazami, zaréwno dla
kondensacji, jak i parowania, jest proporcjonalny do réznicy cinien p—p, i udziatow
objetosciowych odpowiednich faz. Transfer masy zwigzany z parowaniem 1~ za-
chodzi wtedy, gdy ci$nienie p jest mniejsze od ci$nienia nasycenia p,. W przypadku
kondensacji sytuacja wyglada odwrotnie.

e Model typu Kunza [5]. Model ten stanowi modyfikacje modelu typu Merkle’a, ktéry
opisany jest réwnaniami (4.30)), i przyjmuje nastepujaca postaé

C.
mT = t—cpvozl2 (1-ap),
Gy min(0,p—py) (4.31)
mo = Py

Wszystkie oznaczenia sa identyczne jak dla modelu typu Merkle’a. Jedyna réznica
polega na innym opisie strumienia masy 7", zwiazanego z kondensacja. Strumien
ten pojawia sie niezaleznie od wzajemnej zaleznosci pomiedzy ci$nieniem p i ci-
$nieniem nasycenia p,. Co istotne, miedzyfazowa wymiana masy zachodzi tylko na
interfejsie pomiedzy fazami, gdyz iloczyn o (1 — ay) jest niezerowy wylacznie na
interfejsie. Maksymalna warto$¢ strumienia m~ zachodzi dla o; = %

e Model typu Schnerra—Sauera [8]. Model ten wynika miedzy innymi z uproszczonego
réwnania Rayleigha—Plesseta i dany jest jednym wspélnym wzorem

2|p_pv|
1— ag)ayy | 22— Pol, 4.32
( D e (4.32)

'?’pvpl
p Ry

Sm = sgn(p — py)
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gdzie promien pecherzy oznaczany jest przez Rp, i dany jest zaleznoscia

3(1 - Oél)
Ry, = {| ———2. 4.33

b dTnaog ( )
Zaklada sie, ze wszystkie pecherze maja ten sam promien. Przez n oznaczono liczbe
pecherzy na metr szecienny, ktérej typowa wartoéé jest rzedu 10*2. W modelu typu
Schnerra—Sauera zmiana udzialu objetoSciowego o jest funkcjg rozmiaru pecherzy
oraz ich liczby. Model wymaga rowniez znajomosci poczatkowego promienia peche-
rzy Rpg.

Rys. 4.4. Lopatka pednika

Przykladowa symulacje kawitacji wirowej, ktora wykorzystuje model typu Schnerra—
Sauera, pokazano na rysunku [£.4] Napiecie powierzchniowe jest w tym przypadku
pomijane.

4.4. Przeplywy nienewtonowskie i bioprzepltywy

Przeptywy krwi w duzych naczyniach krwionosnych traktowane moga by¢ jako
przepltywy newtonowskie, dla ktérych sluszna jest hipoteza Newtona (2.16). W przy-
padku naczyn mniejszych wykorzystywane sg inne réwnania konstytutywne na lep-
kosciowa T czesé tensora naprezenia. Wyrdzni¢ mozna cztery typy ptynéw nienewto-
nowskich ze wzgledu na sposoéb przedstawienia tensora T:

e Uogdlnione plyny newtonowskie, dla ktoérych wykorzystywane jest réwnanie kon-
stytutywne analogiczne do réwnania ([2.16)

T =2u(y)D. (4.34)

Roéznica polega na tym, ze wspoOlczynnik lepkoéci dynamicznej p jest funkcja pred-
kosci $cinania . Modele uogélnionych pltynéw newtonowskich maja duze znaczenie
praktyczne, gdyz nie trzeba modyfikowaé¢ réwnania Naviera—Stokesa ani réwnan
konkretnej metody numeryczne;j.

Sposérod wielu modeli mozna wymienié¢ przykladowo model Herschela—Bulkleya, dla
ktérego wspotczynnik lepkosci dany jest wzorem

T n—
n(y) = ﬁ +kly T (4.35)
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Przez k oznacza sie stala konsystencji o wymiarze identycznym z wymiarem wspol-
czynnika lepkosci. Bezwymiarowy parametr reologiczny n dla krwi przyjmuje war-
toéci mniejsze od jednosdci. Przez 4+ oznacza si¢ bezwymiarowa predkos$é $cina-
nia, ktéra wynika z podzielenia warto$ci wymiarowej v przez jednostkowsa predkosé
Scinania. W ten sposéb zachowuje sie poprawne jednostki fizyczne, w przypadku
gdy n w rownaniu jest rézne od jednoéci. Symbol 7y oznacza granice plynie-
cia. W szczegblnym przypadku, gdy granica plyniecia 79 = 0, otrzymujemy model
Ostwalda—de Waele’a. Natomiast gdy bezwymiarowy parametr reologiczny n = 1,
model przechodzi w model Binghama.

Q) ‘

Rys. 4.5. Serce Rys. 4.6. Gérne drogi oddechowe

e Plyny typu rézniczkowego, dla ktérych lepkoSciowa T cze$¢ tensora naprezenia dana
jest w sposéb jawny w postaci

T = f(Al,AQ,...), (436)

gdzie A; oznaczaja tensory Rivlina—Ericksena. Tensory Rivlina—Ericksena otrzy-
muje sie przez rézniczkowanie (stad nazwa plynéw typu rézniczkowego) lewego
tensora deformacji Cauchy’ego—Greena C;.

e Plyny typu catkowego, dla ktérych lepkosciowa T cze$¢ tensora naprezenia dana
jest w sposéb jawny w postaci

= [ flt—7) (8- Culr)) dr, (4.37)

gdzie f jest tak zwana pamiecia pltynu.

e Plyny typu szybkosciowego, dla ktérych lepkodciowa T czesé tensora naprezenia
dana jest w postaci réwnania rézniczkowego

t = f(t,D,D), (4.38)

gdzie T oznacza pochodng, ktéra jest niezmiennicza wzgledem zmian polozenia
obserwatora.
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Oproécz symulacji ruchu krwi, ktorej przyklad podano na rysunku rozwazad

mozna przeplywy powietrza w ukladzie oddechowym, jak zilustrowano na rysunku[4.6]
Przeplywy powietrza w ukladzie oddechowym sa oczywiscie przeptywami newtonow-
skimi, ale trudno$¢ w ich modelowaniu polega na tym, ze ich charakter moze si¢ zmie-
nia¢ od turbulentnego do laminarnego poprzez przejsciowy. Kolejnymi utrudnieniami
moga by¢ sprzezona wymiana ciepta oraz dwufazowo$é¢ przeplywu.
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Rozdziat 5

Dynamika molekularna

5.1. Rownanie ruchu

Dynamika molekularna nalezy do deterministycznych metod symulacji [2 [6], co
oznacza, ze rOwnania ruchu wywodza sie z mechaniki klasycznej. W najprostszym uje-
ciu rozwazany jest ruch wszystkich molekut o ksztalcie sferycznym. Zalozenie sferycz-
nego ksztaltu pozwala na rozwazanie wylacznie ruchéow translacyjnych poszczegdlnych
molekul. Dla pojedynczej molekuly ¢ o masie m i polozeniu x; wykorzystywana jest
druga zasada dynamiki Newtona w postaci

N

d2Xi
mep = Gi +j§éifz‘j- (5.1)

Do rozwiazywania (catkowania) réwnan rézniczkowych wykorzystuje sie rézne
metody, ktére rdznia sie dokladnoscia i ztozonoscig obliczeniowa. Najprostsze metody
polegaja na bezposredniej dyskretyzacji pochodnych w réwnaniu lub na dyskre-
tyzacji prostszych réownan, na ktére dekomponowane jest réwnanie oryginalne (5.1)).

Sity dzialajace na molekule mozna podzieli¢ na sity zewnetrzne G typu grawita-
cji i sily wzajemnego oddzialywania f;; z innymi molekutami. Przez N oznacza si¢
calkowity liczbe molekut, dla ktérych nalezy rozwiazywaé rownania typu . Sita
wzajemnego oddziatywania wyrazana jest przez gradient potencjalu V;; w postaci

£, = —VVj,. (5.2)

W najogdélniejszym przypadku nalezy uwzglednié sity wzajemnego oddzialywania po-
miedzy wszystkimi molekutami. Liczba wzajemnych oddziatywan jest rzedu N2, co
czyni metode dynamiki molekularnej niezwykle wymagajaca pod wzgledem pamieci i
szybkoéci dziatania zasob6w sprzetowych. Nawet jezeli uwzglednié to, ze oddzialtywa-
nie jednej czastki na druga jest takie samo jak drugiej na pierwsza — z przeciwnym
znakiem, to liczba %N (N —1) oddzialywan jest dalej rzedu N2. Liczba molekul w jed-
nym molu jest rzedu 1023. Typowe wymiary stosowane w dynamice molekularnej to:

wymiary atoméw 10~% m, masy atoméw od 10724 g i skale czasowe od 10716 s.
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5.2. Potencjaty

5.2.1. Potencjal Lennarda—Jonesa

Potencjal, ktory czesto jest wykorzystywany do opisu oddzialywan miedzy mole-
kutami, przyjmuje postaé¢ potencjatu Lennarda—Jonesa [3] w postaci

gdzie ||x;;]| = x; — x; jest odlegloécia miedzy dwiema molekutami ¢ oraz j. Potencjal
sklada sig z czedci repulsywnej zwiazanej z ||x;;{| ~'? i atraktywnej zwiazanej z ||x;; || 7.
Stale € i o sg parametrami dobieranymi eksperymentalnie. Pierwszy z nich € to tzw.
studnia potencjatu, a drugi o stanowi odleglosé, przy ktorej potencjal miedzy mole-
kulami jest zerowy. Innymi stowy, € opisuje sile wzajemnych oddzialywan, natomiast
o ich zasieg. Znormalizowany wykres potencjatu Lennarda—Jonesa pokazano na

rysunku

-1
Vije

[l o=
Rys. 5.1. Potencjal Lennarda—Jonesa

Wyliczanie sit na podstawie gradientu potencjatu jest najbardziej czasochtonna
operacja w trakcie jednego kroku czasowego algorytmu. 7 tego powodu czesto rozwaza
sie obcietg wersje potencjalu Lennarda—Jonesa w nastepujacej postaci

R ((l,fjl)m — (|,§'J|)6) P Il < re (5.4)

0; x5l > 7e,

gdzie 7. jest promieniem obciecia. Na rysunku @ widaé, ze potencjat V;; dazy do
zera wraz ze wzrostem odlegtodci ||x;;| pomiedzy molekutami. Przyktadowy promien
obciecia moze wynosi¢ . = 30, gdyz V;;(30) = —0,0054794 €, co stanowi mniej niz
jeden procent minimalnej wartosci potencjatu.

Sile wzajemnych oddziatywan f;;, ktéra wystepuje w drugiej zasadzie dynamiki
Newtona , otrzymuje sie, liczac gradient potencjatu

24ex;; o 12 o 6
— WV = X (g (2 ) ). (5.5)
llxi; I 1%l llxi I
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5.2.2. Potencjal grawitacyjny

Kolejnym przykladem powszechnie znanego potencjalu moze by¢ potencjal gra-
witacyjny. Oczywiscie potencjal grawitacyjny nie mieéci sie w obszarze zainteresowan
dynamiki molekularnej ze wzgledu na odlegtoéci pomiedzy ,molekutami”, niemniej
spos6b postepowania przy wyliczaniu sit i symulacji ruchu jest analogiczny i miesci
sie w szerszym pojeciu, ktére nazywane jest symulacja N cial.

Potencjal grawitacyjny wyraza si¢ wzorem
mg;m;

[l

Vij =G

(5.6)

gdzie stala grawitacyjna oznaczona jest przez G, natomiast masy poszczegdlnych
obiektéw przez m,;. Sile wzajemnych oddziatywan f;; otrzymuje sie, liczac gradient
potencjatu (5.6)), co daje

mg;m; Xij

VVij =G

(5.7)

lI%i5112 [l

5.3. Wspoélrzedne bezwymiarowe

Przy korzystaniu z potencjalu Lennarda—Jonesa czesto wykorzystuje sie
wspoélrzedne bezwymiarowe, ktére utatwiaja skalowanie wynikéw. Za podstawowe wy-
miary przyjmowane sa odlegto$¢ o, energia € i masa m. Dwie pierwsze wielkosci wy-
stepuja we wzorze na potencjal . Bezwymiarowa sktadowa =T i wektor polozenia

xT okredlane sg wzorem

x

== xt ==, (5.8)
o o

Bezwymiarowy czas tT definiowany jest na podstawie wszystkich trzech podstawo-
wych wielkosci o, € i m jako
t €
th=—,/—. (5.9)

o\'m
Bezwymiarowa temperatura 7 definiowana jest jako

kpT
Tt =22 (5.10)

€

gdzie kp jest stala Boltzmanna. Bezwymiarowa sktadowa predkosci v i wektor pred-

kosci definiowane sa jako
vt =0 [ v =y [ (5.11)
€ €

Bezwymiarowa skladowa sity fT i caly wektor sity definiowane sg jako

F F
rr="2 Fr=22 (5.12)
€ €

Zatem bezwymiarowa sila (5.5)), ktéra wynika z potencjalu Lennarda—Jonesa (5.3)),
moze by¢ zapisana teraz jako

O- - p—
= 2OV, = 24 (20acf 7 = [ 75). (5.13)



5.4. Metody catkowania réwnania ruchu 59

5.4. Metody calkowania réwnania ruchu

Réwnanie ruchu (5.1)) pojedynczej molekuty, niezaleznie od wzoru na potencjat V;;,
przy oznaczeniu wszystkich sit dziatajacych na molekute jako

N
Fi(t)=G;— Y _ VVy, (5.14)
j=1%i

moze by¢ zapisane w prostszej postaci

dQXi(t) o Fl(t) o
Gz = =il (5.15)

Typowe algorytmy catkowania réwnan typu polegaja na wyznaczeniu sit
wzajemnego oddzialywania, a nastepnie nowych polozenn molekul. Niektore algo-
rytmy wymagaja dodatkowego obliczenia predkosci poszczegdlnych molekul. Nato-
miast wszystkie algorytmy wymagaja ustalenia poczatkowych potozen i predkosci
molekul.

5.4.1. Algorytm Eulera

W algorytmie Eulera calkowania réwnania ruchu, bedacego réwnaniem drugiego
rzedu, wykorzystuje sie zamiane tego réwnania na dwa réwnania pierwszego rzedu

dVi(t) o

T - a;(t), (5.16a)
Xm(t) o
— = vilt). (5.16b)

W obu powyzszych réwnaniach wykorzystywane sa réznicowe odpowiedniki pochod-
nych (9.5)), czyli liniowe rozwiniecie w szereg Taylora predkosci i polozenia, co prowa-
dzi do nastepujacego uktadu réwnan

vi(t + At) = v;(t) + a;(t) At, (5.17a)

Ze wzgledu na liniowe rozwiniecie w szereg Taylora algorytm Eulera jest algoryt-
mem tylko pierwszego rzedu. Modyfikacje algorytmu Eulera stanowi algorytm Eulera—
Cromera, ktory jest rowniez algorytmem pierwszego rzedu, ale stabilniejszym. Réznica
polega na tym, ze w réwnaniu na polozenie w nastepnym kroku czasowym x;(t + At)
wykorzystuje sie uaktualniona predkosé v;(t + At) zamiast v;(t)

vi(t + At) = v, (t) + a;(t) At, (5.18a)
x;(t + At) = x;(t) + vi(t + At)At. (5.18b)
Algorytm Eulera—Cromera przedstawiony jest w postaci pseudokodu (algorytm [5.1).

Algorytm potrzebuje poczatkowych potozen i predkosci dla ¢ = 0 oraz wyliczonych
na ich podstawie sit dla wszystkich molekut.
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1t:=0
2 Generate x;(0), v;(0)
3 foreach i do
N
a | Fi=Gi— YL, VVy

5 repeat

6 foreach 7 do

7 vV, = V; + %At

8 X; = X; + v; At

N

9 Fi = Gz — Zj:l;ﬁi v‘/z]
10 BC
11 t:=t+ At

12 until ¢ < t,,44

Alg. 5.1. Pseudokod algorytmu Eulera—Cromera

5.4.2. Podstawowy algorytm Stormera—Verleta

Jedna z metod catkowania réwnania ruchu (5.15)) drugiego rzedu, ktéra sprowa-
dza sie do wyznaczenia polozen (trajektorii) i predkoséci w funkcji czasu, jest metoda
Stormera—Verleta [7]. Wymaga ona warunkéw poczatkowych w postaci polozen i pred-

koéci dla t = 0. Druga pochodna w réwnaniu (5.15)) zastepuje sie jej symetrycznym
réznicowym odpowiednikiem drugiego rzedu ((9.13))

d®xi(t)  x(t+ At) — 2x(t) + x(t — At)
ez At?

. (5.19)

Wstawienie réznicowego odpowiednika drugiej pochodnej do réwnania ruchu (5.15)),
pozwala na wyznaczenie kolejnego polozenia molekuly w czasie t + At z ponizszego
WZzOoru

x;(t+ At) = 2x;(t) — x;(t — At) + F"—@At? (5.20)

m;

7 réwnania dyskretnego wynika konieczno$é znajomosci potozenia w poprzed-
nim kroku czasowym x;(t — At), co nie jest mozliwe dla czasu t = 0. W takim przy-
padku zamiast wzoru dla zerowego kroku czasowego korzysta si¢ z rozwiniecia x;
w szereg Taylora. Rozwiniecie to, z doktadnoscia do drugich pochodnych, ma postac

Fi() Ar?
m; 2 ’

xi(t + Ab) 2 x;(t) + vi () At + (5.21)

Wykorzystano tu interpretacje fizyczne pierwszej pochodnej, ktéra jest predkosé,
i drugiej pochodnej ze wzoru .

Algorytm pokazany jest w postaci pseudokodu (algorytm. Nosi on nazwe pod-
stawowego algorytmu Stormera—Verleta, gdyz nie wymaga liczenia predkosci. Same
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predkosci, o ile sa potrzebne, moga by¢ wyznaczone po obliczeniu potozen z central-
nego odpowiednika réznicowego drugiego rzedu pierwszej pochodnej

2At
Algorytm wymaga wygenerowania poczatkowych polozen i predkosci, ktére trakto-
wane sg jako warunek poczatkowy. W gtownej petli algorytmu nalezy uwzgledniaé
zderzenia, o ile potencjal sam tego nie uwzglednia. Dodatkowo mozna rozwazacé zde-
rzenia z ograniczeniami fizycznymi ($cianami), o ile istnieja. Algorytm wymaga
przechowywania polozen z poprzedniego kroku czasowego x;(t — At).

. (5.22)

1t:=0
2 Generate x? := x;(0), v;(0)
3 foreach i do

4 Fi = Gl - Z;V:b&i VV;]
5 | Xi ::X?—&—viAt—i—%Ath
6 repeat
7 foreach i do
N
8 Fi = Gl — Zj:l;ﬁi v‘/lj
9 xY ::2xi—xg+%At2
10 x¥ e x;
11 BC
12 t:=t+ At

13 until ¢ < t,,00

Alg. 5.2. Pseudokod podstawowego algorytmu Stérmera—Verleta

5.4.3. Algorytm leapfrog

W algorytmie leapfrog predkosci liczone sa w utamkowych krokach czasowych,
natomiast polozenia i przyspieszenia w krokach calkowitych. W ten sposéb naste-
puje przeskok (leap) polozenia nad utamkowym polozeniem predkosci. Ze wzgledu na
ulamkowe kroki czasowe predkosci algorytm leapfrog jest algorytmem drugiego rzedu.
Réwnania na predkoéci i polozenia sa podobne do réwnan w algorytmie Eulera

v (t+ 3AL) = v, (t — $At) + a;(t)At, (5.23a)
x;(t + At) = x;(t) + v; (t + LAt) At. (5.23b)
W kroku czasowym %At konieczna jest znajomosé predkosci w kroku %At. Mozna

te predkosé wyliczy¢ na podstawie liniowego rozwiniecia predkosci w szereg Taylora,
ale dla potowy kroku %

v; (3At) = v;(0) + a;(0) 4. (5.24)
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Powyzszy wzér wykorzystywany jest jednokrotnie przed wilasciwa petla algorytmu.
W przypadku koniecznosci wyliczania predkoéci w catkowitych krokach czasowych
mozna sie postugiwaé $rednia arytmetyczna z sasiednich utamkowych krokow

vi(t= 39 +vi(e+ 4)
5 .
Algorytm leapfrog przedstawiony jest w formie pseudokodu (algorytm. Jest on
bardzo podobny do algorytmu Eulera—Cromera (algorytm. Jedyna réznica polega

na wyliczeniu predkosci w utamkowym kroku czasowym przed gléwna petla. Ta jedna
roznica czyni z algorytmu pierwszego rzedu Eulera—Cromera algorytm drugiego rzedu

leapfrog.

vi(t) = (5.25)

1t:=0
2 Generate x;(0), v;(0)
3 foreach i do
N
a | Fi=Gi—3>_,,VVi

5 VZ‘:VQ—FFig

‘m 2
6 repeat
7 foreach i do
8 Vv, =V, + %At
9 X; = X; + v;At
10 F, =G, — Z;V:l# VVij
11 BC

12 t:=t+ At
13 until ¢ < t,,40

Alg. 5.3. Pseudokod algorytmu leapfrog

5.4.4. Predkosciowy algorytm Stormera—Verleta

Algorytm predkosciowy Stormera—Verleta wynika z algorytmu leapfrog przy za-
mianie predkosci z kroku ulamkowego na krok catkowity. Poniewaz algorytm leapfrog
jest algorytmem drugiego rzedu, wiec tak samo jest z algorytmem predko$ciowym.
Predkos$¢ w kroku t + %At liczona jest na podstawie predkosci w kroku t + At, czyli
w potowie dtugosci kroku %At. Predko$¢ w kroku t + At liczy sie natomiast za po-
moca wczesniej obliczonej predkoéci w kroku ¢ + %At, czyli brana jest pod uwage
znowu polowa kroku czasowego %At. Potozenie w kroku catkowitym ¢ + At obli-
cza sie identycznie jak w algorytmie leapfrog. W ten sposéb algorytm predkosciowy
Stormera—Verleta zapisywany jest nastepujaco.

vi (t+ $A) = vi(t) + 1a;(t)At, (5.26a)
x;(t + At) = x;(t) + v; (t + S At) At, (5.26b)
vi (t+At) =v; (t+ 3At) +a; (t+ At) &L (5.26¢)
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W tym zapisie wystepuja dwa przyspieszenia liczone w réznych krokach czasowych.
Jednak nie oznacza to koniecznosci dwukrotnego wyliczania przyspieszenia w danym
kroku czasowym. Wymagane jest tylko przechowywanie przyspieszenia z poprzedniego
kroku. Eliminujac predkosé¢ w kroku utamkowym %At, mozna przedstawic¢ nastepujaca
postaé algorytmu predkoéciowego Stormera—Verleta

Xi(t+ At) = x;(t) + vi () At + a; (1) AL, (5.27a)
a;(t) + a;(t + At)
2

vi(t + At) = vi(t) + At. (5.27b)

Pseudokod omawianej tu metody podano w postaci algorytmu [5.4]

1t:=0

2 Generate x;(0), v;(0)

3 foreach i do

a | FO=Fii=G,— Y, VV

5 repeat
6 foreach i do
) 2
7 X; :X7+V1At+%%
N
8 Fi = Gz — Zj:béi VV;]
0 .
9 vi = v 4 ;FZ %
10 FY :=F;
11 BC
12 t:=t+ At

13 until ¢ < t,,40

Alg. 5.4. Pseudokod predkoséciowego algorytmu Stormera—Verleta

5.4.5. Inne algorytmy

Do innych metod, ktoére sa nieco mniej popularne w zagadnieniach dynamiki mole-
kularnej, zaliczy¢ mozna np. algorytm Beemana i Newmarka. Algorytm Beemana [I]
jest algorytmem drugiego rzedu. Rownania na aktualizacje potozenia i predkosci maja
nastepujaca postac

x;i(t 4+ At) = x;(t) + vi(t) At + £ (da(t) — a; (t — At)) At?, (5.28a)
vi (t+ At) =v,(t) + % (2a; (t + At) + 5a;(t) — a; (t — At)) At. (5.28b)
Nowo wyliczone polozenie x;(t + At) stuzy do wyznaczenia przyspieszenia w nastep-
nym kroku a; (¢ + At), ktére potrzebne jest przy wyznaczaniu predkosci w nastepnym

kroku v;(t+ At). Algorytm wymaga dodatkowego przechowywania wartosci przyspie-
szenia z poprzedniego kroku a,; (t—At). Oznacza to, ze oprécz warunkéw poczatkowych
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przed gtéwna petla algorytmu nalezy podaé rowniez wartosé przyspieszenia w pierw-
szym kroku czasowym. Mozna to zrobi¢ przy uzyciu jednej z wezeéniej dyskutowanych
metod.

Metoda Newmarka [4] wyznacza polozenia i predkosci w nastepnych krokach cza-
sowych wedlug nastepujacych regut

x;(t+ At) = x;(t) + v; ()AL + (3 — B) ai(t) + Ba; (t + At)) At?, (5.29a)
v (t+ At) = vi(t) + (1 —v)ay(t) +va; (t + At)) At, (5.29b)

gdzie wspélezynniki algorytmu ~ €]0;1], 8 € [0; 3]. Czesto przyjmowanymi warto-
Sciami sg v = %, 8 = i. Z wyjatkiem przypadku § = 0 algorytm Newmarka wy-
maga dwukrotnego wyliczania przyspieszenia w petli, co czyni go mniej atrakcyjnym
w poréwnaniu z wezesniejszymi metodami. Przed obliczeniem x;(t + At) przyspiesze-
nia a;(t + At) wylicza si¢ za pomoca polozenia x;(¢). Po zaktualizowaniu polozenia
x;(t + At) przyspieszenie a;(t + At) wyliczane jest juz w nowym polozeniu.

5.5. Warunki poczatkowe i brzegowe

5.5.1. Potozenia poczatkowe

Najprostszym sposobem ustalenia potozenia poczatkowego molekut jest ich losowy
rozklad, np. wedlug rozkladu jednostajnego ciagtego 1(0, 1)

x; =L+ (U-L)oU(0,1), (5.30)

gdzie U i L sa wektorami ograniczajacymi polozenia molekul, o jest iloczynem Ha-
damarda. Jednak takie podejécie moze spowodowaé czedciowe nachodzenie na siebie
molekul, co moze prowadzi¢ do probleméw w przypadku stosowania np. potencjatu
Lennarda—Jonesa, gdzie takie sytuacje sa niemozliwe.

Inng mozliwosé, ktéra pozbawiona jest wad metody losowej, stanowi jednorodny
rozklad molekul w calej objetosci przez nie zajmowanej. Do rozkladu jednorodnego,
ktory jest wyidealizowany, dodaje sie niewielkie losowe odchytki. Odchytki sa niewiel-
kie w poréwnaniu z odlegloscia miedzy molekutami, aby unikngé¢ problemu czescio-
wego nachodzenia molekul na siebie.

5.5.2. Predkosci poczatkowe

Do okreslenia poczatkowych predkosci uktadu, ktéry znajduje sie w réwnowadze
termodynamicznej, mozna wykorzystaé rozktad Maxwella—Boltzmanna dla wektora
predkosci w postaci

3
m 2 mv)?
— 2kgT 31
1) (MBT) e T, (5.31)

Rozktad (5.31) sklada sie z iloczynu rozkladéw poszczegdlnych sktadowych predko-
Sci v; w postaci

muv?2
%ZLTe*isz’T, (5.32)

f(vi) =
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5.5.3. Warunki brzegowe

Ze wzgledu na ogromna liczbe molekutl, ktéra jest niemozliwa do symulacji w roz-
sadnym czasie, najczedciej spotykanym warunkiem brzegowym w symulacjach prze-
prowadzanych metoda dynamiki molekularnej jest warunek periodycznosci. Warunek
ten pozwala na symulowanie wlasnosci wiekszych uktadéow molekul za pomoca nie-
wielkiej ich liczby. Warunek periodycznosci oznacza np. dla przypadku dwuwymia-
rowego, ze gdy molekula opuszcza rozwazany kwadrat z lewej strony, musi ona si¢
pojawi¢ z prawej strony kwadratu. Dodatkowo wokoét rozwazanego kwadratu nalezy
rozwazaé identyczne kopie kwadratu. Jest to potrzebne do wyliczania wzajemnych
oddziatywan. Molekula znajdujaca sie w rozwazanym kwadracie oddziatuje na pozo-
state molekuty w tym kwadracie lub z ich najblizszymi obrazami, ktore znajduja si¢
w kopiach kwadratu.

Oprécz warunku periodycznosci mozna wprowadzi¢ warunek, ktéry imituje Sciany.
Molekuty sa odbijane do wnetrza rozwazanego obszaru, co moze mie¢ wplyw na stan
i wlasnosci uktadu, szczegdlnie gdy liczba molekut jest mata.
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Rozdziat 6

Dynamika czastek
dyssypatywnych

6.1. Rownanie ruchu

Metoda dynamiki czastek dyssypatywnych (DPD) [2, B] nalezy do grupy metod
mezoskopowych i pozwala na efektywniejsza symulacje ruchu czastek w poréwnaniu
z metodami mikroskalowymi. Kazda czastka reprezentuje cata grupe atoméw lub mo-
lekutl zamiast pojedynczych atoméw, co pozwala na symulacje dla wigkszych skal
dhugoéci i czasu w odniesieniu np. do dynamiki molekularnej. Oznacza to réwniez, ze
zjawiska na poziomie atomowym nie moga by¢ modelowane w ramach metody DPD,
cho¢ im mniejsza liczba atoméw reprezentowana jest przez czastki DPD, tym wigksza
dokladno$é w poréwnaniu z metoda dynamiki molekularnej. Dynamika czastek dys-
sypatywnych znajduje sie na pograniczu deterministycznych i stochastycznych metod
symulacji. Co prawda réwnania ruchu wywodza sie z mechaniki klasycznej, ale pewne
rodzaje sil maja charakter stochastyczny.

W metodzie DPD brany jest pod uwage zbiér N wzajemnie oddzialujacych ze soba
czastek. Réwnanie ruchu jest modyfikacja réwnania ruchu z dynamiki Langevina ((1.4])
i dla czastki 7 ma nastepujaca postaé

d’x; al c D R
j=1#£4

gdzie na sile f; dzialajaca na te czastke skladaja sie trzy rodzaje sil: zachowawcze £€,
dyssypatywne fP i losowe f¥. Sily te maja charakter wzajemnie addytywny. Masa
czastki oznaczona jest przez m, a jej polozenie przez x;. Dla czastki i rozwaza sie
sily pochodzace od wszystkich czastek j, ktore znajduja sie w odleglosci mniejszej niz
pewien charakterystyczny promien r..
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6.2. Okreslenie sit

Sity dyssypatywne zwiazane sa z lepkoscia ptynu i przedstawiane za pomoca na-
stepujacej formuty
£7 = —ywp (%ij - vij) Xij, (6.2)

gdzie wp jest funkcja wagowa zalezng od wektora x;; wyznaczajacego wzajemne po-
lozenie dwoch czastek i oraz j. Wektor ten wyliczany jest w nastepujacy sposéb
Xi; = X; — X;. Sily dyssypatywne dzialaja wzdluz wektora laczacego $rodki mas
czastek x;;, ktéry po unormowaniu ma postaé X;; = x;;/||x;;||. Sity dyssypatywne sa
proporcjonalne do réznicy predkoéci v;; = v; —v; czastek i ich intensywnosé okreslona
jest przez wspolczynnik . Sity dyssypatywne powoduja przycigganie lub odpychanie
czastek w zaleznoéci od znaku X;; - v;;. Co wigcej, jezeli jedynymi dziatajacymi sitami
bylyby wylacznie sily dyssypatywne, to ruch czastek zostalby sttumiony do zera.
Sity losowe okresla sie podobnie do sit dyssypatywnych nastepujaca zaleznoscia

0.
fg = O'UJR)A(U\/%
i réwniez dzialaja one wzdtuz wektora laczacego $rodki mas czastek x;;. Razem z si-
tami dyssypatywnymi zachowujg ped i moment pedu, gdyz 0;; = 60;;. Intensywnosé
tych sil okre$lana jest wspoélczynnikiem o. Przez 6 oznacza sie liczbe losowa z roz-
ktadu Gaussa o zerowej wartosci oczekiwanej i jednostkowej wariancji. Liczbe te wy-
biera si¢ dla kazdej pary czastek w kazdym kroku czasowym. Podobnie jak ma to
miejsce w dynamice Langevina, sity losowe okreslane sa bialym szumem. Gdyby jedy-
nymi dzialajacymi sitami byty wytacznie sily losowe, to predkosé czastek wzrastataby
ciagle.

(6.3)

0.5 - 3

WR

0 i T ]
0 1 2 3

lIxisll ot

Rys. 6.1. Funkcja wagowa ([6.4)

Funkcja wagowa wp jest analogiczna do funkcji wagowej wp, jednakze obie funk-
cje powiazane sa zaleznoscia wp = w}% [1]. Podobnie jest ze wspélczynnikami o2 =
2vkpT, gdzie kp jest stala Boltzmanna, a T temperatura. Jedna z najprostszych

funkcji wagowych, pokazana na rysunku moze mie¢ postaé

o [ 17 Tl < o
0; x5l > re.
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Funkcja powyzsza przyjmuje wartoéci zerowe, jezeli wzajemna odleglos¢ czastek jest
wieksza od charakterystycznego promienia . i rosnie liniowo do wartoéci jeden w miare
zblizania si¢ czastek.

Sity zachowawcze w najprostszej postaci majag postaé sit odpychajacych, dziataja-
cych wzdluz wektora taczacego Srodki mas czastek x;;, co zapisuje sie¢ jako

£¢

J = awacij. (65)

Maksymalna warto$¢ tych sit okresla wspotczynnik «. Funkcja wagowa wgr okreslona
jest w identyczny sposéb jak w przypadku sit losowych.

6.3. Wspolrzedne bezwymiarowe

Podobnie jak ma to miejsce w przypadku dynamiki molekularnej, tak i w metodzie
DPD wprowadza sie wspolrzedne bezwymiarowe, ktore utatwiaja skalowanie wynikéw.
Za wielkosci odniesienia przyjmowane sa: odleglo$¢ w postaci charakterystycznego
promienia (odcigcia) r., energia € i masa m. Bezwymiarowy wektor polozenia xT

okreslany jest wzorem
X

+
X = —. 6.6
x (6.
Bezwymiarowy czas t+ definiowany jest w odniesieniu do wszystkich trzech podsta-
wowych wielkosci 7., € i m jako
t €
th=—/—. (6.7)

re ' m
Bezwymiarowa temperatura 7+ definiowana jest jako
kgT
T+ =2B2 (6.8)

€

Bezwymiarowy wektor predkosci definiowany jest jako

vt = v\/T. (6.9)

Bezwymiarowy wektor sit f definiowany jest jako

gr= b (6.10)

€

6.4. Calkowanie rownania ruchu

Poniewaz sity dyssypatywne (6.2)) zaleza jawnie od predkosci czastek, do catkowa-
nia réwnania ruchu czastki nie mozna stosowaé algorytmu podstawowego Stormera—
Verleta (algorytm [5.2)). Calkowita sile dzialajaca na czastke i zapisuje sie jako

N 9 N N
5 o A . . 1
fi=a | Eli.WRXij T %aT gliw% (Xij - Vij)Xij + 0 | gl;é.WRXijeijAt. (6.11)
J=1 J=1#i J=1 '
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Do calkowania réwnania ruchu wykorzystuje si¢ zmodyfikowany algorytm
predkosciowy Stormera—Verleta (algorytm [4]. W pierwszym etapie oblicza sie
predkosé posrednig w kroku czasowym t + 5 At, wykorzystujac wyliczone sity i poto-
zenia z poprzedniego kroku f;(x;(t), v;(t)) jako

vi (t+ A8 = vi(t) + 5= £ (x(t), vi(t)) At. (6.12)
Predkosé te wykorzystuje sie do wyliczenia nowych potozen czastek w nastepnym
kroku ¢+ At na podstawie sil wyliczonych w poprzednim kroku f;(x;(t), vi(t + 3 At)),
co mozna zapisaé jako
xi(t+ At) = x;(t) + v, (t+ LA8) At + L (x(t), vi(t + L At)) At (6.13)
Nastepnie wyznaczone zostaja sity dla predkoéci poéredniej i aktualnych potozen cza-
stek £;(x;(t + At), v;(t + %At)). Sity te i predkosci posrednie wykorzystuje sie do
uaktualnienia predkosci w nastepnym kroku
vi(t + At) = v; (t+ SAL) + 58 (xi(t + At), vi(t + $AL)) At. (6.14)

Kolejnym krokiem jest uaktualnienie sit na podstawie nowego polozenia i nowej pred-
kosci jako f; (x;(t + At), vi(t + At)). Jako ostatnie uwzglednia si¢ warunki brzegowe.
Caly pseudokod przedstawiono jako algorytm [6.1]

1t:=0

2 Generate x;, v;

3 fl = fl (Xi,Vi)

4 repeat

5 Vi i=vV; + ﬁfiAt
6 X; = X; + VZ'At + ﬁszt2
7 fi = f2 (Xi,Vi)

8 V; =V, + ﬁfZAt
9 fi = f2 (Xi,VZ')
10 BC
11 t:=t+ At

12 until ¢ < 44

Alg. 6.1. Pseudokod zmodyfikowanego predkosciowego algorytmu Stérmera—
Verleta

Krok czasowy At dobiera sie na tyle maly, aby utrzymaé¢ warunek réwnowagi.
Przyjmujac kT = 1, mamy nastepujaca zaleznoéé pomiedzy wspétczynnikami o2 =
27v. 7 zasady ekwipartycji energii

mv?2 = 3kgT (6.15)

mamy nastepujacy warunek réwnowagi

N
m
7ZV7;'V2':]., (616)
3N P
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gdzie przez wartos$¢ srednig predkosci rozumie si¢ $rednia arytmetyczna.

Istotnym parametrem w metodzie DPD jest réwniez gestosé liczbowa py, czasem
oznaczana jako n, definiowana jako py = N/|V|, gdzie przez |V| oznaczona jest
miara rozwazane]j objetodci V', ktora wypelniaja czastki. Zwykle przyjmuje sie wartosci
z przedzialu py € [3;4].
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Hydrodynamika
wygladzonych czastek

Hydrodynamika wygtadzonych czastek (smoothed particle hydrodynamics — SPH)
[6] [T [7] jest metoda, ktéra wykorzystuje podejscie Lagrange’a do opisu ruchu plynu.
Rozwazane sa tu czastki, ktérym przypisane sa takie parametry, jak masa czy pred-
kos¢. Wielkosci opisujace stan ptynu obliczane sg za pomocg $rednich wielkosci liczo-
nych z sasiednich czastek. W ten sposob nastepuje wygladzanie danego parametru
jako $redniej z czastek sasiednich. Ponadto metode SPH klasyfikuje sie jako metode
bezsiatkowa.

7.1. Catkowa reprezentacja funkcji i jadro
aproksymacji

Podstawa metody SPH jest calkowa reprezentacja funkcji f za pomoca nastepu-
jacego splotu funkeji f i delty Diraca 0 w rozwazanym obszarze (objetosci) V'

f(x) = ﬂj F(x')o(x —x)dV. (7.1)
1%

Zamiast delty Diraca stosuje si¢ tzw. jadro aproksymacji W, ktore nazywane jest
réwniez jadrem wygladzania. Rozwijajac funkcje podcatkows f z tozsamosci
w szereg Taylora z dokladnoscia do pierwszej pochodnej wokdt x/; mamy f(x') =
f(x) + J(x)(x — x) + O(h?). Przez J oznaczono tu jakobian f, zatem

Hj FE)W(x—x)dV’ =
14
= f(x) Hj W(x —x',h)dV’ + J(x) ﬂf (x' —x)W(x —x,h)dV' + O(h2). (7.2)
Vv |4

Wykorzystujac warunek normalizacji (7.4), mozna zauwazyé, ze pierwsza calka po
prawej stronie wzoru (7.2) daje jedno$é. Druga calka po prawej stronie (7.2)) zeruje
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sie ze wzgledu na warunek symetrii (|7.6|) jadra aproksymacji W. Zatem z tozsamosci
(7.1) 1 wzoru (7.2)), przy uwzglednieniu przywolanych warunkéw, wynika nastepujaca
calkowa reprezentacja funkcji f

F&) = [[[ 16 Wx =%/ h)av’ + O(h2), (7.3)

gdzie h nazywane jest dtugoécia wygtadzania. Pomijajac wyraz O(h?), otrzymamy
przyblizenie funkcji f z doktadno$cia drugiego rzedu.
7 jadrem aproksymacji W zwigzane sa pewne warunki i wlasnosci, ktére powinny
by¢ spetnione:
e Warunek normalizacji wymaga, aby catka po calym obszarze V dawata w wyniku
jednoéé¢, co zapisuje sie jako

ﬂf W(x—x, h)dV' =1. (7.4)
|4

Warunek ten wynika z tozsamodci (7.1) po przyjeciu za f(x) = 1.
e Wraz z dazeniem dlugosci wygtadzania h do zera jadro aproksymacji dazy do delty
Diraca, co zapisuje sie jako

}l}mo Wi(x—x',h)=0d0(x—x). (7.5)

Whioskiem z tej wlasnoéci moze byé to, ze wraz ze zmniejszaniem dlugosdci wy-
gladzania h warto$¢ aproksymowana funkcji f wedlug (bez O(h?)) dazy do
wartoéci doktadnej wedlug .

e Warunek symetrii, ktory zapisywany jest jako

Wi(x —x' h) =W —x,h), (7.6)

oznacza w praktyce tyle, ze nie jest istotne polozenie czastek, tylko ich odleglosé
od czastki x. Zatem czastki polozone w tej samej odleglosci, mimo réznego umiej-
scowienia, oddzialywaja identycznie na x.

o Warunek kompaktowosci, zapisywany jako

vfox’H>khW(x - X/7 h) = Oa (77)

gdzie k jest stala, zwang niekiedy wspotczynnikiem skali, oznacza, ze poza obszarem
Ix — x'|| < kh C V calkowanie W lub jego iloczynéw z innymi funkcjami daje
w wyniku zero. Zatem wlasnosé sprowadza si¢ do zamiany obszaru calkowania
z V na lokalny obszar ||x — x'|| < kh CV wokél czastki x.
o Warunek dodatniosci
W(x—x',h)>0 (7.8)

zapewnia, ze gesto$¢ aproksymowana wedlug bedzie dodatnia. Pozwala to
zatem na unikanie niefizycznych rozwiazan.

e Warunek zanikania wplywu jadra aproksymacji W wraz ze wzrostem h oznacza,
ze wraz ze wzrostem odleglosci od czastki x warto$é funkeji W(x — x’, h) maleje.
W innym ujeciu mozna moéwié, ze czastki znajdujace sie blizej rozwazanej czastki x
maja na nia wiekszy wplyw niz czastki znajdujace sie dalej.

e Warunek regularnosci zwiazany jest z koniecznoscia obliczania gradientéow jadra
aproksymacji W. Wymagane sg zatem ciagle i rézniczkowalne postaci W.
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7.2. Aproksymacja funkcji i operatoréow
rézniczkowych

7.2.1. Funkcja

Aproksymacja funkeji f bierze sie z catkowej reprezentacji funkcji (7.3)) przy pomi-
nieciu wyrazéw O(h?) i dyskretyzacji calki za pomocy skoficzonej sumy. Po uwzgled-
nieniu, ze elementarna objetos¢ A|V;| = =L, otrzymujemy

x) ~ Zf(on(x—xj,h)mw = Zf—jﬂxj)vv(x—xm). (7.9)

J

W powyzszym réwnaniu funkcje f(x;) zwiazane sa z czastkami j, ktére znajduja sie
wewnatrz jadra aproksymacji W. Podobnie jest z gestoécia p; 1 masa m;. Aproksyma-
cja jest wiec aproksymacja dyskretna ciaglej funkcji f w dowolnym punkcie x,
ktéry nalezy do obszaru V. Punkt x nie musi by¢ punktem x;, w ktérym znajduje si¢
czastka 1. Jezeli wartosé funkcji f wyliczana ma by¢ w punkcie x;, to odpowiednikiem

[9) jest

IEOEDY %’f(xj) W(x; —x;,h) = Z 7/’} £ Wi, (7.10)

gdzie zapis W;; oznacza W (x; — x;, h).

7 dyskretna aproksymacja funkcji f wedlug zaleznosci lub zwigzane
sa dwa rodzaje bledéw. Pierwszy polega na pominigciu wyrazu O(h?). Blad ten moze
by¢ minimalizowany poprzez zmniejszanie dtugoéci wygtadzania h, czyli zmniejszanie
zasiegu jadra aproksymacji W. Drugi blad zwiazany jest z ograniczong liczba cza-
stek j, ktére bierze sie do aproksymacji przy sumowaniu we wzorach lub .
Ten rodzaj btedu mozna minimalizowaé¢ poprzez zwickszanie liczby czastek j. W tym
celu przydatna zalezno$¢ mozna otrzymadé, przyjmujac we wzorze za f stalg
funkcje, np. f(x;) = 1, co prowadzi do

mi
1= —LW,.. 7.11
>, an

Powyzsza aproksymacja pozwala na odpowiedni dobér jadra aproksymacji W wraz
z dlugoscia wygladzania h oraz liczby czastek j, ktore beda minimalizowaly bledy do
odpowiedniego poziomu.

7.2.2. Gradient

Gradient funkcji f wzgledem wspélrzednych x otrzymuje sie z réwnania ((7.3)),
uwzgledniajac fakt, ze tylko jadro aproksymacji W jest funkcja x. Mozna zatem za-
pisaé, ze

fﬂf ) VIV (x — %/, h)dV". (7.12)
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Dyskretyzujac catke jak w zaleznosci (|7.9)), otrzymujemy aproksymacje dyskretna
ciagtej funkcji w postaci

oy
Vf(x) ~ Z#f(xj)VW(x—xj,h). (7.13)
— Pj
J
Podobnie jak poprzednio, punkt x nie musi by¢ punktem x;, w ktérym znajduje sie
czastka i. W przypadku, gdy wartos¢ funkcji f jest wyliczana w punkcie x;, otrzymu-
Jemy
.
Vi)=Y = f(x;) ViWij. (7.14)
T P
Aproksymacja gradientu ([7.14)) sprowadza sie do sumowania wartosci funkcji f dla
czastek, ktére znajduja sie wewnatrz jadra aproksymacji W. Rézniczkowanie prze-
strzenne przeprowadzane jest na znanej postaci jadra aproksymacji W. Postaé¢ gra-
dientu jadra zalezy od samego wyboru jadra W i wyliczana jest z ogdlnego wzoru

Xi; OWyj
VW, ==L —2, (7.15)
Tij 87“ij
gdzie odleglosé miedzy czastkami i oraz j oznaczona jest jako r;; = ||x; —x;||, a réznica

wektoréw x; oraz x; — jako X;; = X; — X;.

Oprocz aproksymacji danej wzorem ([7.14)) mozliwe sa réwniez inne wersje. Mozna
zauwazy¢, ze jezeli przyjmiemy stala warto$¢ funkcji f w postaci f(x) = 1, to gradient
wyliczany z zaleznoéci ([7.14)) zeruje sie V1 = 0, co mozna zapisaé jako

M
0~y L v,w,. (7.16)

J

Znaczenie powyzszego wzoru jest podobne do ([7.11]). Obie zaleznosci (7.11) i (7.16)

moga by¢ teraz uzyte do odpowiedniego doboru jadra aproksymacji, ktére bedzie
minimalizowalo bledy przyblizen liczb 1 i 0.

Wykorzystujac wlasnoéci gradientu iloczynu funkcji f1, ktéry zapisywany jest
jako V(f1) =V f+ fV1, czyli Vf = Vf — fV1, mozna ostatecznie aproksymowaé
gradient w inny sposéb. W tym celu bierze si¢ pod uwage poprzednia aproksymacje
(7.14) i aproksymacje zera . W wyniku otrzymujemy

VI = 32 ()~ f0) Vil (7.17)
5 Pi

Powyzsza aproksymacja ma te przewage nad wezesniejsza wersja (7.14)), ze dla stalych
wartosci funkcji daje ona dokladnie zero, podczas gdy aproksyma w ogblnym

przypadku jedynie przybliza zero.
Kolejna aproksymacja gradientu wynika z nastepujacej tozsamoséci V(fp~!) =
p IV f—p~2fVp, skad mozna otrzymaé Vf = pV(fp~1)+p~ L fVp. Przyjmujac za f
najpierw fp~! i pézniej p we wzorze , otrzymuje si¢ nastepujaca aproksymacje

Vi) =y my (f(xi) + f(’;j)> A (7.18)

P p;

J

Pomimo ze nie daje ona dokladnie zera dla stalych funkcji, to ma ceche symetrii
wzgledem czastek i 1 j.
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7.2.3. Dywergencja

Aproksymacja dywergencji wielkoéci wektorowej f przebiega w podobny sposéb
do aproksymacji gradientu. Rozwaza si¢ tozsamos$¢ analogiczna do tozsamosci .
Poniewaz operator dywergencji wylicza sie wzgledem wspoétrzednych x i tylko jadro
aproksymacji zalezne jest od tych wspélrzednych, wiec mozna zapisaé, ze

V-f(x) ~ ﬂj £(x')- VW (x — x', h) dV". (7.19)
\4

Najprostsza aproksymacje dywergencji otrzymuje sie, dyskretyzujac powyzsza catke
jak w poprzednim przypadku aproksymacji funkeji (7.9)), co pozwala zapisaé aprok-
symacje dywergencji jako

Votx) = Y (k) - VW (7.20)
; Pj

Mozliwe sa réwniez inne postaci aproksymacji, ktére posiadaja uzyteczne wia-
snosci. Jezeli rozwazymy nastepujaca tozsamo$é¢ dla iloczynu funkcji wektorowej f
ijednosci V- (f1) =V -f+f- V1, skad mozna wyznaczy¢ sama dywergencje f w po-
staci V-f = V- f — f- V1, to wykorzystujac aproksymacje oraz aproksymacje
statej wartodci , mamy

Vo)~ Y % (£(x;) — £(x;)) - VaWi,. (7.21)
5 P

W tym przypadku dywergencja stalego pola wektorowego daje zero, w przeciwienstwie
do aproksymacji . Natomiast jezeli rozwazymy nastepujaca tozsamosé, ktora
dotyczy dywergencji iloczynu fp~! w postaci V- (fp~!) = p=1V.f — p=2f.Vp lub
dokladniej V- f = pV - (fp~1) + p~1f - Vp, to na podstawie aproksymacji 7 gdzie
za f podstawiamy fp~!, i aproksymacji gradientu , gdzie za f przyjmujemy p,
mozemy zapisaé symetryczng aproksymacje dywergencji

Jednakze powyzsza aproksymacja jedynie przybliza zero dla statej wartosci f.

7.2.4. Laplasjan

Najprostszy sposéb wyznaczenia laplasjanu V2 f = V-V f polega na wykorzysta-
niu wezedniejszych aproksymacji. W tym celu najpierw mozna obliczy¢ gradient na
podstawie wzoru i tak wyliczong warto$é¢ wstawi¢ do aproksymacji dywergencji
. Wade takiego podejscia stanowia podwdjne sumowania, ktore sa czasochtonne.

Drugi sposéb aproksymacji laplasjanu skalara moze by¢ przedstawiony analogicz-
nym wzorem jak w przypadku gradientu

Vi)~ Y % £(x;) V2W (7.23)
j J
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lub w przypadku laplasjanu predkosci ¥V2u

vV, fV Vu; =~ “Z Wu]V2W”, (7.24a)

Wiy = Ev.ovu ~ —p Z 1w VW, (7.24b)
p 7 PipPj

gdzie u;; = u; — u;. Aproksymacja jest dokladniejsza wersja (7.244)), ktéra
zeruje sie dla stalych wartosci u. Jest ona analogiczna do aproksymacji gradientu
i lub dywergencji i . Powyzsze aproksymacje laplasjanu
(drugich pochodnych) wykazuja szereg wad. Okazuje sie, ze takie aproksymacje zaleza
silnie od uktadu czastek. Kolejng wade stanowi to, ze wymagana jest duza liczba
czastek w kazdym kierunku w czasie sumowania (aproksymacji).

Trzecie podejécie do aproksymacji laplasjanu polega na wykorzystaniu wytacznie
aproksymacji pierwszych pochodnych za pomoca metody SPH. Najprostsza interpre-
tacja wykorzystuje jednowymiarowy laplasjan, czyli druga pochodna, ktora trakto-
wana jest jako pierwsza pochodna pierwszej pochodnej. Pochodng zewnetrzna aprok-
symuje sie za pomoca SPH, np. w postaci analogicznej do , a pochodng we-
wnetrzng ilorazem réznicowym [2]. W ten spos6b mozna zapisaé, ze

lde Z mj fz fj 8Wzg

2 da? pj i —x; Ox;

(7.25)

Powyzsze rozumowanie uogélnione jest na laplasjan wektora w trzech wymiarach.
Laplasjan traktuje si¢ jako zlozenie dywergencji i gradientu. Dywergencja aproksy-
mowana jest metoda SPH, natomiast aproksymacje gradientu przyjmuje si¢ jako od-
powiednik réznicowy [9]

I m; Wy Xq5 - ViWi;
Viu; = 5V.-Vu; ~ 2 J Y y 7.26
T : sz: pipj T3+ 0,01h? (7262
1 (i + pj)my iy Xij - ViWi
VW) = =V - (1, V) ~ : 7.26b

J
Wyraz 0,01h2, ktéry znajduje si¢ w zalezno$ciach (7.26), pozwala uniknaé dzielenia
przez zero, w przypadku gdy r;; =~ 0. Aproksymacja laplasjanu jest nieco ogol-
niejsza niz , gdyz pozwala na modelowanie zmiennej lepkosci, ktéra traktowana
jest tu jako $rednia arytmetyczna 2u = u; + p;.

7.3. Postaci podstawowych réwnan

7.3.1. R6éwnanie zachowania masy

Roéwnanie zachowania masy w metodzie SPH zapisuje sie w formie, ktora
przedstawia szybkosé zmian gestosci po lewej stronie i dywergencje predkosci po pra-
wej, co daje

dp

" pV-u (7.27)
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W zaleznoéci od aproksymacji dywergencji predkosci mozna uzyskaé¢ rézne postaci
réwnania zachowania masy. Ponizej przedstawiono trzy z nich, gdzie u;; = u; — u;

dpi mj

FriA Z 7“3‘ -ViWijy, (7.28a)
j J

dpi mj

dt = pPi Z Tjuij - ViWij, (728b)

J
dpi
dt = — z]: m; ;- VZ'WZ'j. (7.28C)

Réwnanie w postaci otrzymuje si¢ z rownania przy uzyciu aproksyma-
cji dywergencji w postaci . Postaé¢ réwnania zachowania masy wynika
z aproksymacji (7.21]). Trzecia postaé¢ (7.28c¢) wynika z nastepujacej formy zapisu
réwnania zachowania masy ([7.27))

i—f =u-Vp—V-(pu) (7.29)

i aproksymacji gradientu (7.14]) dla f = p oraz dywergencji ((7.20) dla f = pu.
Czesto zamiast réwnan zachowania masy ([7.28|) do wyznaczenia gestoéci w meto-
dzie SPH wykorzystuje sie aproksymacje (|7.10]), przyjmujac f = p

pi=y_ m;Wi. (7.30)
J

Powyzsza aproksymacja ma duzo prostsza postaé niz i wyraza gestos¢ w danym
punkcie za pomoca sumy wazonej. W rownaniu aproksymacje zastapiono zna-
kiem réwnosci. Gestos¢ wyznaczana wedlug powyzszego réwnania jest zwykle pierw-
szym krokiem algorytmu metody SPH, gdyz shuzy do wyznaczania kolejnych aprok-
symacji.

7.3.2. R6wnanie zachowania pedu

Réwnanie zachowania pedu (2.4) w najogélniejszej postaci, z uwzglednieniem sit
masowych poprzez wektor grawitacji g, zapisuje sie jako

du
31
n g—i—pV(r (7.31)

Aproksymacje tego réwnania w metodzie SPH mozna przedstawi¢ w kilku réznych
postaciach, zaleznie od aproksymacji dywergencji

du;
dt

du;
(;15 :gi_z

J

du. . ,
e Z m; —2’ %) vwy (7.32¢)
dt Pi Pj

=g +— Z —aj VWi, (7.32a)

gy VW, (7.32b)

PiPj
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Réwnanie ([7.32a)) otrzymuje sie z réwnania przy uzyciu aproksymacji .
Lepsza aproksymacje ([7.32b), ktéra zeruje sie dla stalych wektorow, mozna otrzymac,
wykorzystujac przyblizenie , gdzie 0;; = 0; — 0;. Ostatnia postaé¢ réwnania
zachowania pedu w postaci symetrycznej wynika z aproksymacji .

Postaci réwnania Naviera—Stokesa zaleza od przyjetego réwnania konstytutywnego
na tensor naprezenia o. W przypadku niesciSliwym i przy stalym wspolczynniku
lepko$ci kinematycznej v przyjmuje ono postaé

d 1
d—‘t‘ =g Vo »V2u. (7.33)

Aproksymacja gradientu ci$nienia w réwnaniu , a dokladnie wyrazu p~!'Vp,
polega na uzyciu np. wzoru . Do aproksymacji laplasjanu vV?u wykorzystuje
sie¢ zaleznosé , co pozwala przedstawi¢ nastepujaca aproksymacje réwnania
Naviera—Stokesa w metodzie SPH

du D; M Wi Xis o W
- = =+ ViWi; +2 I 292t 7.34
ij < p; g) i l‘; PipPj ri2j +0,01h2 ( )

7.3.3. R6wnanie stanu

W przypadku przeplywdéw niescisliwych ciSnienie p powiazane jest z predkoscia
réwnaniem Poissona

V2p=—p(Vu)' : Vu, (7.35)

ktore rozwiazuje sie z warunkiem brzegowym Neumanna. Duzo latwiejsze podejscie
do wyznaczenia ci$nienia w metodzie SPH polega na wykorzystaniu sztucznego réw-
nania stanu, w ktérym ciSnienie powiazane jest w sposob jawny z gestoscia. Jedna
z mozliwych postaci takiego réwnania moze by¢ zapisana jako [5]

p=po+B(<[’z])v—1>. (7.36)

W takim przypadku moéwi sie o plynie stabo Scisliwym. Wyktadnik v przyjmowany
jest zwykle jako v & 7, a przez py oznaczono tu gesto$¢ odniesienia plynu. Czesto
ze wzgledu na prostote przyjmuje sie pg = 0. Staba $cidliwoéé plynu pozwala na
istnienie skoficzonej predkoéci dzwigku ¢, definiowanej jako ¢ = dp/dp. Mozliwa
jest réwniez inna, prostsza posta¢ réwnania stanu p = c?p. Korzystajac z definicji
predkosci dzwieku, mozna zapisacé

2 _ B'Vpa, 1

7 (7.37)

C

gdzie ¢z = c2(po). W ten sposéb mozna wyznaczyé wspélezynnik B w postaci B =
pocay~ L. Predkoéé dzwieku w plynach nieécisliwych jest wieksza niz predkosé dZzwieku
w powietrzu, co wiaze sie z tym, ze krok calkowania musi by¢ odpowiednio matly.
W praktyce obliczeniowe] przyjmuje sie¢ sztuczna predko$é¢ dzwieku, ktora jest okoto
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dziesigé razy wigksza od maksymalnej predkosci przeplywu w rozwazanym obsza-
rze ug, tj. ¢ = 10 ug. Ostatecznie cisnienie moze by¢ wyliczane z nastepujacej postaci

réwnania stanu (pg = 0)
100 poug K
p= =V potiy <<p) _ 1> ) (7.38)
v Po

7.4. Jadro aproksymacji

7.4.1. Uwagi ogdélne

Warunki, jakie powinno spelniaé¢ jadro aproksymacji W, zostaly przedstawione
wczesniej. W zasadzie kazda funkcja, ktora spelnia te warunki, moze by¢ uzywana
w metodzie SPH. Istnieje zatem wiele postaci W, jednak dobér jadra zwiazany jest
z dokladnoscig metody SPH. Dla uproszczenia zapisu przyjmuje sie nastepujace pod-

stawienia, ,
[x = x| w(r)

W(x—-x'h)=W (h) =W(r) = WD (7.39)
gdzie przez r oznacza sie wzgledna odleglosé (odniesiona do dilugosci wygladzania
h). Z tego wzgledu jadro W dekomponuje si¢ na jadro w odniesione do h”. W ten
sposOb w ma te same wlasnosci co W, ale jest bezwymiarowe i prostsze w zapisie.
Dalsza dyskusja dotyczy¢ bedzie wytacznie jadra w postaci w.

Aby speliony byt warunek unormowania , wprowadza si¢ wspblczynniki nor-
malizacji o, przez ktére przemnaza sie jadro aproksymacji w, aby warunek unormowa-
nia byl spetniony. Wartosci wspotczynnikow o znajduje sie w zaleznosci od wymiaru D
przestrzeni z nastepujacych warunkow

b
2 . w(r)ydr=0"1, D=1, (7.40a)
b
27 jo w(ryrdr=0"1, D=2, (7.40b)
b
4 fo w(r)r?dr=0"1, D=3, (7.40c)

gdzie granice calkowania sa dziedzina, na ktérej okreslona jest zmienna r € [0;b].
Poniewaz zmienna r odpowiada bezwymiarowemu promieniowi, wiec jest zawsze do-
datnia. Warunek stanowi dwukrotnosé¢ zwyklej calki pojedynczej, tak aby
uwzglednié zaréwno lewa, jak i prawa strone osi . Podwojenie catki (7.40a)) jest moz-
liwe na mocy wlasnosci symetrii . Warunek drugi (7.40b), dla D = 2, bierze
sie z calki podwdjnej zapisanej w ukladzie biegunowym (r, ), gdzie kat ¢ € [0; 27].
Funkcja podcaltkowa nie zalezy od kata ¢, wiec moze by¢ od razu calkowana, dajac w
wyniku mnoznik 27. Jakobian w ukladzie biegunowym wynosi r, stad jego obecnosé
w funkcji podcatkowej . Ostatni warunek (7.40d), dla D = 3, wynika z cze-
$ciowego catkowania w ukladzie sferycznym (r, @, ), gdzie kat ¥ € [0;7]. Funkcja
podcatkowa nie zalezy od kata ¢ i daje w wyniku calkowania 27. Jakobian
w uktadzie sferycznym wynosi 72 sin). W tym przypadku funkcja podcatkowa
zalezy wiec od kata 9, ale jej catkowanie jest trywialne i daje w wyniku 2, co tacznie
przektada si¢ na mnoznik 47 w warunku .
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7.4.2. Wybrane postaci jadra aproksymacji

Ponizej przedstawiono najpopularniejsze postaci jadra w wraz z ich podstawowymi
cechami i dziedzing zmiennej 7.

e Jadro aproksymacji Gaussa dane jest wzorem
w(r)=ce™™, re[0;00]. (7.41)

Graficzna reprezentacje 7 wraz z dwiema pochodnymi, pokazano na wykre-
sie Wartosé wspotczynnika normalizacji o wyliczana jest z warunkow
w zaleznoéci od wymiaru D i wynosi ¢ = 7~ P/2. Jadro w postaci spel-
nia oczywiscie warunek unormowania oraz warunek symetrii . Podobnie
jest z warunkiem dodatnio$ci , gdyz funkcja wykladnicza jest dodatnia. Na
podstawie rysunku widaé, ze spelniony jest warunek zanikania wplywu jadra
aproksymacji wraz ze wzrostem dlugosci wygladzania h. Jadro Gaussa jest row-
niez gtadkie, gdyz jest ciagle wraz z pochodnymi, a doktadniej w € C*°. Warunek
kompaktowosci nie jest spetniony, gdyz k nie jest liczba skoficzong. Innymi
slowy, nie mozna zamieni¢ obszaru catkowania z r € [0;00] na r € [0; kh], co sta-
nowi wade tego jadra. Wada ta zwiazana jest z wiekszym nakladem obliczeniowym,
gdyz w aproksymacji podczas sumowania bierze udziat duzo czastek. Warunek
jest réwniez spelniony, co oznacza, ze wraz z dazeniem dlugosci wygladzania h do
zera jadro aproksymacji dazy do delty Diraca. Ostatnia wlasno$é¢ jest jednym ze
sposobow definiowania delty Diraca w teorii dystrybucji.

e Jadro aproksymacji super Gaussa dane jest wzorem
D
w(r) = (2 +1- 7"2) oe, re [0; 3] (7.42)

i pokazane jest na rysunku wraz z pochodnymi. Jest to jadro podobne do
oryginalnego jadra Gaussa . Wartos¢é wspélezynnika normalizacji o wyliczana
jest z warunkéw iwynosio = %] adro wymaga mniejszego nakladu
obliczeniowego niz jadro Gaussa, ale posiada pewna wade, ktéra moze prowadzi¢ do
niefizycznych rozwiazan. Wada ta wynika z niespelnienia warunku dodatnioéci ,
co jest widoczne na rysunku [7.10] Reszta wlasnosci jest analogiczna do wlasnosci
oryginalnego jadra aproksymacji Gaussa.

e Jadro aproksymacji kwadratowe, ktére stanowi jedna z najprostszych postaci w,
dane jest nastepujacym wzorem

_ (2 - T)Z’ re [0;2[7
w(r)=o {0, r e [2:00] (7.43)

Zaleznosé przedstawiono na rysunku Ponadto, jak wszystkie dyskuto-
wane tu jadra aproksymacji, tak i jadro kwadratowe jest symetryczne. Warunek
kompaktowosci jest spelniony ze wzgledu na to, ze zaleznoéé jest niezerowa
tylko w przedziale r € [0;2[. Warunek zanikania wplywu jadra wraz ze wzrostem
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odleglosci j jest réwniez spelniony, gdyz funkcja dana zaleznoscia (|7.43)) jest male-
jaca. Podobnie spelniony jest warunek dodatniosci (7.8). Gladkos¢ jadra jest
staba, gdyz funkcja ta w € C!, co oznacza, ze juz druga pochodna jest nieciggla,
jak ma to miejsce na rysunku Odpowiedni dobér wspoétezynnikéw unormowa-
nia o wedtug wzoréw zapewnia, ze warunek unormowania jest spetniony
c=32dlaD=10c=gdlaD=2ic=g>dlaD=3.

e Jadro aproksymacji szeScienne, zwane réwniez B-splajnem, dane jest nastepujacym
wzorem

2= =(1-r? relo]
w(r) =0 2(2-r)3, re(l;2], (7.44)
0, "€ [2500]

i pokazane na rysunku Posiada ono wszystkie cechy jadra kwadratowego
i dodatkowo zachodzi w € C?, co oznacza, ze druga pochodna jest ciagla, choé
jest opisana krzywa tamana, jak ma to miejsce na rysunku Podobnie jak
w poprzednich przypadkach, dobér wspotczynnikow unormowania o wedhug wzoréw
(7.40) zapewnia, ze warunek unormowania jest spelniony. Otrzymujemy o = %

dlaD:].,O':%?_dlaD:2OI‘aZ0':%dlaD:3.

e Jadro aproksymacji czwartego rzedu dane jest nastepujacym wzorem

G053+ 100" reil
sy =0 G 5" 23
TR N
0, r € [3;00]

i pokazane na rysunku Jadro posiada wszystkie cechy jader aproksyma-
cji kwadratowego Zeéciennego , z tg réznica, ze jest jeszcze gladsze
niz szeécienne, gdyz mamy w € C3. W odréznieniu od jadra szeéciennego druga po-
chodna jest gladka. Poréwnujac rysunki i z rysunkiem widzimy, ze
jadro czwartego rzedu lepiej aproksymuje jadro Gaussa niz jadro szescienne. Dobér
wspotczynnikéw unormowania o wedhig wzoréw daje nastepujace wartosci

c=5dlaD=10=2"dlaD=2ioc=5dlaD=3.

e Jadro aproksymacji piatego rzedu definiowane jest w nastepujacy sposob

(3—7)5—6(2—7r)°>+15(1—7)°, rel0;1],

B (3—1r)5—6(2—r)°, r € [1;2],
w(r)=o (31, re 23] (7.46)

0, r € [3;00[

i zobrazowane na rysunku [7.11] Posiada ono wszystkie cechy jadra czwartego rzedu
i dodatkowo jest jeszcze gtadsze od niego, gdyz zachodzi w € C*. Jadro piatego
rzedu aproksymuje jadro Gaussa lepiej niz jadra czwartego rzedu i szeScienne.
Wspdlezynniki unormowania ¢ wyznaczone wedlug wzorow daja nastepu-
j@cewartoéciazﬁdlaDzl,U:ﬁdlaD:Zia:ﬁdlaD:&
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(d) Szescienne (e) Czwartego rzedu (f) Piatego rzedu

Rys. 7.1. Jadra aproksymacji w dla D = 1 wraz z pochodnymi w’, w"”

7.4.3. Dtugosé wygltadzania

W najprostszym przypadku dlugosé wygladzania h przyjmowana jest jako stala
przez caly czas symulacji dla wszystkich czastek. W przypadku, gdy liczba sasiadéw
kazdej czastki, a wiec i gestosé, jest w przyblizeniu stala, zalozenie stalej wartosci h
daje dobre wyniki. Gdy jednak liczba sasiadow poszczegdlnych czastek jest rézna,
rozwaza si¢ zmienng dlugosé¢ wygtadzania. Zmiany takie moga mieé¢ miejsce w cza-
sie i przestrzeni. Wlasciwy dobér dlugosci wygladzania h ma wplyw na doktadnoscé
rozwigzania i zlozono$¢ obliczeniowa. Zaréwno zbyt mala, jak i zbyt duza liczba sa-
siadéw czastki wplywaja na dokladnos$é. Zbyt duza liczba sasiadéw moze sie objawiaé
rozmywaniem (zbyt silnym wygladzaniem) lokalnych zjawisk zachodzacych podczas
przeplywu.

Jeden ze sposobdéw uwzglednienia zmian w czasie i przestrzeni indywidualnej dtu-
gosci wygtadzania kazdej czastki h; polega na symetryzacji h w ten sposéb, ze jadro
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aproksymacji definiowane jest jako
Wij = W(XZ - Xy, hij), (747)

zamiast W;; = W(x; — x;, h). Symetryzowana dlugosé wygladzania h;; definiowana
moze by¢ jako Srednia arytmetyczna h;; = (h; + h;)/2 [1], warto$¢ minimalna h,;; =
min{h;, h;} lub maksymalna h;; = max{h,,h;} czastek ¢ oraz j. Innym sposobem
jest symetryzacja samych jader wygtadzania, zamiast dtugosci h, w ten sposéb, ze [4]

W(Xi - Xj, hl) + W(Xl — Xj, hj)
5 .
Symetryzacja jest istotna o tyle, ze w przypadku réznych wartoéci h; i h; w przestrzeni
moze doj$¢ do sytuacji, ze np. czastka ¢ bedzie wywiera¢ sile na czastke j, ale nie
odwrotnie. Zatem oddzialywanie czastek nie bedzie symetryczne.
Innym sposobem zmian globalnej dlugosci wygladzania h w czasie (takiej samej
dla wszystkich czastek) jest nastepujace réwnanie

h p )5
_ (2", 7.49
h <p0 (7.49)

gdzie hy oznacza poczatkowa dlugosé¢ wygladzania, a pg poczatkowa gesto$é. Mozna
réwniez formulowaé réwnanie rézniczkowe (ewolucji w czasie) diugosci h.

Kolejnym, bardziej zaawansowanym, sposobem na wyznaczanie zmiennej dtugosci
wygladzania h;, a co za tym idzie lepszej aproksymacji, jest powiazanie h; ze Srednig
odlegloscia miedzy czastkami. Jako miare Sredniej odleglosci wykorzystuje sie pojecie
gestosci liczbowej pp; [10], ktéra ma miare m~ /P, Przykladowo, w przypadku tréj-
wymiarowym gestosé liczbowa definiowana jest jako py = N/|V|, gdzie N oznacza
liczbe czastek. Dodajac do tego wzor na gestosé liczbowa w ramach jadra wygladzania
czastki i, otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan

h;

Wi = (7.48)

— ~ 1, (7.50a)
PNi
N;
pni = > W(x; =%, hi). (7.50D)
j=1

Mianownik zaleznosci ma ten sam wymiar co dlugo$é wygladzania h;.
Uktad réwnan pozwala na jednoczesne wyznaczenie h; i pn;, gdzie N; oznacza
liczbe sasiadéw czastki ¢. Jezeli masa czastek m; jest stata, to zamiast gestosci licz-
bowej py; W réwnaniu mozna postugiwaé si¢ zwykla gestoscia p;. Podobnie
jest z mianownikiem zaleznosci , gdzie gestosé liczbowa pn; = pi/m;. W ten
sposéb otrzymujemy nastepujacy uktad rownan

pPi = ijW(Xi - Xy, hl), (751b)
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gdzie przez n oznacza sie dodatkowy parametr zwiazany z dlugoscia wygladzania. Co
wiecej, z réwnania ([7.51a) wynika, ze

hi=n <m]> ’ : (7.52)

Pi

czyli dla stalej masy m; i statej wartosci parametru n mamy pihP = anj = const.
Wynika z tego, ze masa czastek zawarta wewnatrz jadra aproksymacji czastki ¢ jest
w przyblizeniu stata, gdyz h? ~ |V;|. Réwnanie wykorzystywane jest do wyzna-
czania zmiennej dlugosci wygladzania przy znanej wartodci parametru n. Rownanie
to nie komplikuje zbytnio obliczen, gdyz i tak p; musi by¢ wyznaczone w kazdym
kroku algorytmu.

7.5. Warunki brzegowe

Jednym ze sposobéw modelowania nieprzenikliwych $cian, ktore ograniczaja ob-
szar przeplywu, jest umiejscowienie na takich $cianach specjalnych nieruchomych cza-
stek, ktére wywieraja site odpychajaca fg na czastki znajdujace sie wewnatrz obszaru
[B, [§]. Sita taka ma analogiczng postaé jak sila wynikajaca z gradientu potencjalu

Lennarda—Jonesa ([5.5))

xig ()" _ (Lo)"z) y
£ = K (() P s (7.53)
0, Ti; 2 To,

gdzie wykladniki we wzorze przyjmuje sie zwykle jako ny = 12, no = 4 [3].
Warto$é parametru K ustala si¢ w ten sposéb, ze jest proporcjonalna do kwadratu
predkoéci maksymalnej ug, czyli K ~ u2. Za promiei ry przyjmuje sie albo poczatkowa
odleglo$¢ miedzy czastkami, albo dtugosé wygtadzania h.

W przypadku, gdy geometria obszaru przeplywu ma prosty ksztalt, np. ztozony
z plaszczyzn, mozna rozwazaé zderzenia poszczegélnych czastek w ten sposéb, ze
w razie wystapienia zderzenia czastka jest odbijana do wnetrza obszaru przeplywu
ze zmieniona predkoscia. Dokladniej méwiac, zmianie ulega znak sktadowej predkosci
normalnej do plaszczyzny, a sktadowa styczna pozostaje niezmieniona.

7.6. Algorytm

7.6.1. Zbior sasiadow czastki

Na szybkos¢ dzialania algorytmu w metodzie SPH decydujacy wplyw ma sposéb
wyznaczania zbioru N; najblizszych sgsiadéw czastki 4, ktéry jest podzbiorem zbioru
wszystkich N czastek A; C {1,..., N}. Rozwaza¢ mozna tu zbiér czastek danych
przez ich polozenia x; lub, co jest réwnowazne, tylko zbiér indekséw tych czastek j.
Rozwazane bedzie wylacznie to drugie ujecie, w ktérym zbiér N; zapisywany jest jako

Ni={j: [|xi — x;|| <Ekh}. (7.54)
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Innymi stowy, zbiér N; podaje indeksy j tych czastek, ktére znajduja sie w zasiegu
jadra aproksymacji czastki o indeksie .

Nalezy zauwazy¢, ze zbiér N; w ogdlnym przypadku zmienia sie¢ w kazdym kroku
czasowym, wiec musi by¢ w kazdym kroku uaktualniany. Najprostszy i najbardziej
zlozony obliczeniowo sposéb polega na bezposrednim przeszukiwaniu wszystkich N
czastek. Istniejg rowniez bardziej zaawansowane algorytmy, oparte np. na hierarchicz-
nej strukturze drzewiastej. Podejscie takie pozwala na wyodrebnienie podobszaréw
czastek, w ktérych sumowanie jest duzo szybsze ze wzgledu na mniejsza liczbe cza-
stek biorgcych w nim udzial.

7.6.2. Dyskretyzacja rownania ruchu

Aproksymacja réwnania Naviera-Stokesa w metodzie SPH jest wygodniej-
sza przy wyodrebnieniu poszczegélnych rodzajéow sit. Wyodrebnia sie sily zwiazane
z gradientem ci$nienia f,; i sity zwigzane z lepkoscia f,,;. Réwnanie ruchu ma wtedy
nastepujaca postac

du;
o gi + fpi + £, (7.55a)
dt
fi=— > m <p§ + p%) ViWij, (7.55b)
JEN: A
m; Wi Xij - ViWij
fi=2p Yy — L L0 (7.55¢)
jen, PiPi Tij +0,017

Przyjmujac nastepujacy zapis na poszczegélne rodzaje sil wraz z przyspieszeniem
ziemskim g w postaci f; = g; —f,,; +£,;, mozna réwnanie ruchu przedstawi¢ w postaci,
ktora wystepuje w innych metodach lagranzowskich d(;i =f.

Do catkowania réwnania ruchu w postaci dcﬁi = a; = f; mozna wykorzystywac
algorytm typu leapfrog (algorytm , gdzie polozenie liczone jest w caltkowitych
krokach czasowych t+ At, a predko$é¢ wyznaczana jest w ulamkowym kroku czasowym
t+ %At. Wygodniejszy jest algorytm predko$ciowy Stormera—Verleta (algorytm 7
gdzie uklad réwnan dyskretnych zapisywany jest nastepujaco

u; (t+ 3AL) = u;(t) + 3a,(t)At, (7.56a)
x;(t+ At) = x;(t) + u; (t + 1 At) At, (7.56b)
u; (t+ At) = u; (t + $AL) + da; (t + At) At. (7.56¢)

Uktad powyzszy (7.56) zapisa¢ mozna réwniez w prostszej postaci, eliminujac pred-
ko$¢ w utamkowym kroku czasowym t + %At. Potlaczenie powyzszych zaleznosci daje
w wyniku zaleznosci na poszukiwane polozenie i predkos¢ w kroku czasowym ¢ + At

x;(t+ At) = x;(t) + w; () At + 2 (t) At?, (7.57a)
fi(t) + £ (t + At)
2

w;(t+ At) = u;(t) + At. (7.57b)
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W algorytmie predkosciowym przyspieszenie jest liczone w catkowitych krokach czaso-
wych. Wzory ([7.57)) stanowia podstawe predkodciowego algorytmu Stormera—Verleta,
ktérego pseudokod podany jest w postaci algorytmu [7.1]

7.6.3. Dobor kroku calkowania

W najprostszym przypadku dobér kroku catkowania At opiera si¢ na warunku
CFL (Couranta—Friedrichsa—Lewy’ego), ktéry moze byé wyrazony za pomoca liczby
Couranta Co = u At Az~!, gdzie Az oznacza charakterystyczng skale dtugosci, a u
jest charakterystyczna predkoscia. W przypadku metody SPH za charakterystyczng
skale dtugosci przyjmuje sie dlugo$é wygladzania h, a za charakterystyczng predko$é¢ —
predkoéé dzwieku c. Liczba Couranta zapisywana jest wtedy jako Co = cAth™!.
W przypadku schematow jawnych warunek CFL naktada na liczbe Couranta nastepu-
jace ograniczenie Co < 1 [3], z ktérego wynika maksymalny krok czasowy At < hc™L.
Poniewaz predko$é¢ dzwieku w cieczach jest wieksza niz w gazach, wiec warunek
CFL wymagalby bardzo malych krokéw czasowych. Z tego wzgledu zamiast pred-
kosci dzwieku wykorzystuje sie jej numeryczna postac ¢ = 10 ug, co daje nastepujace
ograniczenia na maksymalny krok czasowy At

0.1h;

At < min . (7.58)
(3 UO

Maksymalny krok czasowy, wedtug powyzszego warunku, interpretowa¢ mozna w ten
sposéb, ze warunek ten nie pozwala na transport w przestrzeni z predkoscia wigksza
od predkosci dzwigku c.

Oprécz warunku CFL istnieja réwniez inne warunki, ktoére ograniczaja maksy-
malny krok czasowy At. Wspomnieé¢ tu mozna o ograniczeniach wynikajacych z przy-
spieszenia czastki. W przypadku wykorzystywania wigcej niz jednego kryterium wy-
biera si¢ najmniejszy krok czasowy z dostepnych kryteriéow [6].

7.6.4. Inicjalizacja

Znajac obszar (objetosé) przeplywu |V i gesto$é pltynu pg, ktéry te objetosé wypel-
nia, mozna réwniez wyznaczy¢ catkowita mase m lub mase poszczegdlnych czastek m;.
Przy zalozeniu, ze wszystkie czastki maja te samg mase m;, zachodzi

m = Nm; = pg|V]|. (7.59)

Dla zalozonej liczby czastek IV mozliwe jest wiec wyznaczenie ich mas m; oraz gestosci
liczbowej py = N/|V].

Poczatkowa dlugo$é¢ wygladzania hg lub ewentualnie stala dlugos¢ wygladzania h
moze by¢ wyznaczona za pomoca gestosci liczbowej pn; = N;/|Vi| = py = N/|V|.
Zakladajac pozadang liczbe sasiadéw N; pojedynczej czastki ¢ oraz objetosé otacza-
jaca czastke, mozna wyznaczy¢ poczatkows dlugoéé wygtadzania h; np. w przypadku
tréojwymiarowym z nastepujacej zaleznosci

4
Ni = pn Vil ZPN§Wh§7 (7.60)



7.6. Algorytm 83

gdzie gestosé liczbowa py jest znana, a IN; jest zalozone. W przypadku dwuwymiaro-
wym zamiast objetosci kuli postugujemy sie powierzchnia kola i powyzsza zaleznosé
przyjmuje nastepujaca postaé

N; = pn |Si| = pn Th?. (7.61)

Nalezy pamieta¢ o tym, ze gestos¢ liczbowa py w przypadku dwuwymiarowym defi-
niowana jest jako stosunek liczby czastek do pola powierzchni py = N;/|S;|.

1t:=0

2 foreach 7 do

3 L Generate x;(0), u;(0), p;(0), h;(0)
4 foreach 7 do

5 L flo = fZ = gz+fpz+fuz

6 repeat
7 up 1= max; ||u;]|
8 foreach i do
o | | Nii={j: lx—x,]l < kh}
10 pi =2 jen, miWis
2 ol
11 pi = 71005"“0 ((5—0) — 1)
12 foreach i do
13 f;m' = 72]'6/\/@ m]‘ (% + %) VZWZJ
14 f/”', = 2,” Z]EM ’mp]%:]] )Tc?j-i-OAOlhg
15 foreach i do
16 X; = X; + At + %fiAtz
17 fz =g + fpi + flli
0 ¢,
18 w = + ot ;fl At
19 flo = fl
20 BC(x;)
21 t:=t+ At

22 until ¢ < t,,44

Alg. 7.1. Pseudokod metody SPH

7.6.5. Pseudokod

Algorytm metody SPH pokazany jest w formie pseudokodu (algorytm . Linia
numer 3 przedstawia inicjalizacje algorytmu w postaci doboru poczatkowego potozenia
czastek, ich predkosci, gestosci i dtugosci wygltadzania. Linie 6-22 zawieraja wlasciwa
czed¢ algorytmu, ktoéry powtarzany jest w petli przez okredlony czas lub okredlona
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liczbe iteracji. Najpierw nalezy wyznaczy¢ dla wszystkich czastek ¢ zbiory ich sasia-
déw w ramach jadra aproksymacji (linia 9) i wtedy mozliwe jest wyznaczenie gestosci
pi 7€ Wzoru i ci$nienia p; ze wzoru . Petla 8-11 musi by¢ wykonana przed
obliczeniem sil w kolejnej petli 12-14, gdyz sily wymagaja juz uaktualnionych ge-
stosci. Sily od gradientu ci$nienia f,; liczone sa wedlug wzoru , a lepkosciowe
f,; wedlug . Petla w liniach 1520 odpowiada predkosciowemu algorytmowi
Stormera—Verleta, ktory opisany jest wzorami . Warunki brzegowe, np. zderze-
nia ze $cianami, uwzgledniane sa w linii nr 20. Algorytm [7.1] mozna uogdlni¢ o dobér
kroku catkowania po jednym przejsciu algorytmu. Do tego celu stuzy wzér (7.58)).
Dodatkowo mozna aktualizowaé¢ dtugosé wygtadzania h; np. wedtug zaleZnoéci
dla kazdej czastki z osobna lub dla wszystkich jednocze$nie w kazdym kroku czaso-
wym na podstawie wzoru . Linia numer 7 wyznacza w kazdym kroku predkosé
maksymalng ug, ktéra potrzebna jest do wyznaczenia fikcyjnej (numerycznej) pred-
kosci dzwigku. Predkosé ta jest potrzebna do wyliczania cidnienia p; i moze by¢ tez
potrzebna w przypadku doboru krokéw calkowania wedlug wzoru .
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Rozdziat 8

Metoda siatkowa Boltzmanna

8.1. Podstawy kinetycznej teorii gazéow

8.1.1. Gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa

Wedlug kinetycznej teorii gazéw gaz sklada sie z duzej liczby molekul, ktére sa
w nieustannym i chaotycznym ruchu, ulegajac cigglym zderzeniom ze soba i ewen-
tualnie innymi przeszkodami. Znajac polozenie kazdej molekuly opisane za pomoca
wektora wodzacego r = (x1,x2,23) 1 jej predko$é v = (v1,vs,v3) w danej chwili
czasu t, mozliwe byloby okreslenie przysztych potozen i predkosci, przy zalozeniu, ze
zderzenia sg elastyczne, molekuly maja ksztalt kulisty i wszystkie oddzialywaja ze
soba tylko podczas zderzen (wszystkie inne sily sa pomijane). Z powyzszych zalo-
zen wynika, ze efekty kwantowe i relatywistyczne sa pomijalne, a przyszite potozenia
molekut i ich predkoéci wynikalyby z réwnan mechaniki klasycznej. Jednakze liczba
molekul jest na tyle duza, ze bardziej ekonomiczne niz bezposrednie rozwigzywanie
duzej liczby réwnan jest podejscie statystyczne.

W przypadku podejscia statystycznego rozwaza sie funkcje gestosci prawdopodo-
bienstwa f, ktora w najogoélniejszym przypadku zalezy od potozen i predkosci wszyst-
kich N molekut i dodatkowo od czasu. Dla przypadku tréjwymiarowego zbior wszyst-
kich mozliwych stanéw, w jakich moze znajdowaé sie uktad N molekul, nazywany
jest przestrzenia fazowa. Dla molekul poruszajacych si¢ w trzech wymiarach prze-
strzennych mamy przestrzen fazowa o 6N wymiarach (trzy skladowe polozenia i trzy
predkosci razy N molekul). W najprostszym przypadku, gdyby byta tylko jedna mo-
lekuta poruszajaca sie w trzech kierunkach, mieliby$my do czynienia z szeSciowymia-
rowa, przestrzenia fazowa. Taka sytuacja jest typowa dla tak zwanej funkcji gestosci
prawdopodobienstwa pierwszego rzedu, ktéra podaje gestosé prawdopodobienstwa,
z jaka mozna znalezé pojedyncza molekute o zadanym potozeniu i predkosci. Postu-
giwanie sie gestoscia pierwszego rzedu stanowi pewne przyblizenie, ktore pozwala na
opisywanie stanu gazu, ktory to stan nie zalezy od wzajemnego polozenia molekut
(dtuga droga swobodna), a wszystkie molekuly sg traktowane identycznie. Oznacza
to réwniez, ze nie ma znaczenia, o ktora konkretnie molekule chodzi.
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Przyjmijmy nastepujace oznaczenia elementarnej objetosci dV i iloczynu trzech
elementarnych predkosci dv

D D
dv =] dzi, dv=]] do, (8.1)
i=1 i=1

gdzie przez D oznaczono fizyczny wymiar przestrzeni (1, 2 lub 3). Interpretacja fi-
zyczna funkcji gestosci prawdopodobienstwa f moze by¢ przedstawiona w ten sposob,
ze calka z gestosci f po calej rozwazanej objetosci V' i po wszystkich mozliwych
predkosciach v, czyli po calej przestrzeni fazowej

j f F(r,v,t)dV do, (8.2)

RP RP

réwna jest catkowitej masie molekul. Oznacza to, ze gesto$¢ f nie jest unormowana,
gdyz calkowita masa na og6l nie jest réwna jedno$ci. W przypadku rézniczkowym
méwimy o masie molekul zawartej w elementarnej przestrzeni fazowej, gdzie polozenia
zmieniajg sie od r do r + dr, a predkosci od v do v + dv, co zapisuje sie jako

f(r,v,t)dV dv. (8.3)

Stad wynika, ze gestosé prawdopodobienstwa f okresla prawdopodobng mase molekut
na jednostkowa objetos¢ i jednostkowy iloczyn predkosci v, czyli tacznie jednostkows,
przestrzen fazowa dV dv w danym czasie t. Jednostka powyzszego iloczynu jest kg,
podczas gdy jednostka samej gestosci jest kgsPm=2P.

8.1.2. Ciaggle rownanie Boltzmanna

Jezeli na molekuly, ktére znajduja si¢ w elementarnej przestrzeni fazowej dV dv,
dziata sita zewnetrzna F, niewynikajaca z obecnosci innych molekul, to pomiedzy
prawdopodobnymi masami molekut w czasie t i t + dt zachodzi nastepujaca réwnosé

fle+ dre,v+ dv,t+ dt)dV dv — f(r,v,t)dV dv = 0. (8.4)

Powyzsza zaleznos¢ jest prawdziwa w przypadku braku zderzen pomiedzy moleku-
tami. O ile elementarna przestrzen fazowa dV dv jest stala, to, przy braku zderzen
i pod wplywem dzialania sity zewnetrznej F na molekuly, prawdopodobna masa mo-
lekul m w czasie t, pozycji r i predkosci v bedzie taka sama jak w czasie t + dt,
polozeniur + dr = r + %dt =r+vdtipredkosci v+ dv =v + %‘t’dt =v+ %th.

W przypadku, kiedy zderzenia maja miejsce, prawdopodobne masy molekut w cza-
sie t i t + dt nie sa réwne, jak mialo to miejsce w réwnaniu (8.4)), co zapisuje sie
w nastepujacy sposéb

fr+ dr,v+ dv,t+ dt)dVdv — f(r,v,t)dV dv = Q(f) dV dv dt. (8.5)

Réwnanie (8.5 uwzglednia zmiane prawdopodobnej masy molekul na skutek zderzen
poprzez operator zderzen 2. Trudnos$é, ktora sie tutaj pojawia, polega na tym, ze
operator ten zalezy od funkcji gestosci prawdopodobienstwa f. Rozwijajac ponadto
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gesto$¢ prawdopodobienstwa f w szereg Taylora z dokladno$cia do pierwszych po-
chodnych, mozna zapisac

3f

flr+dr, v+ dv,t+ dt) = f(r,v,t) + dr-Vf+ dv-V f—|— (8.6)

Zatem z réwnania (8.5 i rozwiniecia wynika nastepujaca postaé réwnania Boltz-
manna
of

n +v Ver— Vo f =Q(f), (8.7)
gdzie predko$¢ molekul v = % i pochodna predkosci ma postac mfi‘; = F. Réwna-

nie jest rownaniem rézniczkowym czastkowym pierwszego rzedu lub rownaniem
réozniczkowo-catkowym, jezeli operator zderzen Q(f) jest dany w postaci caltki. Row-
nanie Boltzmanna jest bardzo podobne do réwnania Liouville’a, ktére rézni sie
tym od réwnania Boltzmanna, ze nie ma operatora zderzen. Réwnanie Boltzmanna
przy braku sily zewnetrznej dziatajacej na molekuly jest szczegdlnym przypadkiem

réwnania (8.7)), co pozwala zapisaé

of
ot

Réwnanie (8.8) nazywane jest réwniez cigglym réwnaniem Boltzmanna.

+v-Vf=Q(f). (8.8)

8.1.3. Operator zderzen

Operator zderzen Q(f), ktéry pojawia si¢ w réwnaniu , w najogdlniejszym
przypadku ma postaé catkowa i stanowi najwiekszy problem przy rozwiazywaniu tego
réwnania. Operator ten powinien spelniaé¢ nastepujacy warunek, ktéry nazywany jest
zachowaniem niezmiennikéw zderzen ¢

j @ Qdv = 0. (8.9)
RD

Niezmiennikami zderzen sa: 1 (trywialny), v i §[|v||*. Poszczegdlne niezmienniki zwia-
zane sa odpowiednio z réwnaniami Zachowama masy, pedu i energii. Warunek (8.9)
pozwala uzyskaé¢ réwnania zachowania z réwnania Boltzmanna .

Najprostszym i najbardziej powszechnym przyblizeniem operatora zderzen jest
przyblizenie BGK (Bhatnagara—Grossa—Krooka), ktére modeluje zderzenia w ten spo-
sOb, ze nieréwnowagowa funkcja gestoéci prawdopodobienstwa f dazy do rozkladu
rownowagowego f€4, czyli do rozkladu Maxwella—Boltzmanna. Model ten okredla sie
rowniez jako relaksacje do lokalnej rownowagi, ktora jest proporcjonalna do odwrot-
noéci czasu (czestosci) relaksacji 7. Przyblizenie BKG operatora zderzen ma postaé [1]

L), (5.10)

Réwnanie Boltzmanna (8.8)) z operatorem zderzen wedlug przyblizenia BGK nazy-
wane jest cigglym réwnaniem Boltzmanna z przyblizeniem BGK i ma postaé

of

V= (- ). (5.11)
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8.1.4. Twierdzenie H Boltzmanna

Twierdzenie H Boltzmanna méwi, ze funkcja H, definiowana jako

H(t) = j f(v,t)In f(v,t)do, (8.12)
RD

jest nierosnaca, co mozna zapisaé¢ jako %H < 0. Dodatkowo funkcja H osigga mini-
mum, co oznacza, ze jest nieodwracalna. Wynika z tego, ze pomimo odwracalno$ci
opisu ruchu gazu w ujeciu mikroskopowym (za pomoca réwnania ruchu Newtona)
mozna sformutowaé nieodwracalng funkcje wedlug definicji . Co wiecej, w przy-
padku gdy molekuty maja inny rozklad niz rozktad Maxwella-Boltzmanna, warto$¢ H
bedzie wieksza niz jej minimum. Rozklad taki bedzie dazyt do rozkladu Maxwella—
Boltzmanna, tym samym minimalizowana bedzie warto$¢ funkcji H.

8.1.5. Rozklad Maxwella—Boltzmanna

Rozklad Maxwella—Boltzmanna mozna uzyskaé¢ z ekstremum funkcjonalu H we-
dlug definicji (8.12)), przy nalozeniu pewnych ograniczen. Ograniczenia nalozone na
dowolna gestos$¢ rozkladu prawdopodobienstwa f maja postac

p= j fdo, (8.13a)
RD

pe=1 j lle|[2f dv. (8.13b)
RD

Ograniczenie (8.13a)) zwiazane jest z fizyczna interpretacja calki z gestosci prawdopo-
dobienstwa wedtug wzoru . Jest to po prostu gestos¢ p w ujeciu makroskopo-
wym. Drugie ograniczenie nakladane na funkcjonal H w postaci (8.13b)) zwiazane jest
z makroskopows interpretacja energii wewnetrznej e wedlug WZ i definicji
predkosci ¢ wedlug .

Funkcjonal H wraz z ograniczeniami mozna zapisa¢ jako nowy funkcjonat H;
z dwoma mnoznikami Lagrange’a A1, As w postaci Hy(t) = H(t) + Aip + Aape, co
odpowiada

Hi(t) = [ fv, ) f(v,t)dv+h [ f(v,)dv+ 30 [ fle|?f(v,t)dv.  (8.14)

Funkcja podcatkowa F' funkcjonalu ma posta¢ F(f) = fln f+ M f+ %)\2||c||2f.
Warunek konieczny ekstremum funkcjonalu dHq[f] = 0, niezaleznie od wymiaru D,
daje rownanie Eulera-Lagrange’a, ktére dla funkcji podcatkowej F' przyjmuje prosta
postaé g—l; = 0. Rozwiazanie rownania Eulera—Lagrange’a, oznaczone tutaj jako f¢9,

ma postaé
fU=exp(—1— X —2Xac|?). (8.15)

Poniewaz mnozniki sa wielkosciami stalymi, wigc mozna zdefiniowaé dwie nowe state
i rozklad f¢ przyjmie postaé f¢¢ = aexp(bl/c||?). State a i b mozna wyznaczy¢ z ogra-
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niczen (8.13a)) i (8.13bf). Przy wykorzystaniu réwnania (8.36)), wiazacego energie we-

wnetrzng e z ci$nieniem p, mozna pokazaé, ze

D
™7 P
—,(_Z b= ——. 8.16
a=p(-3) = (8.16)
Zatem rozklad Maxwella—Boltzmanna przyjmuje nastepujaca postac
D _Jv-u? -D _le?
£ = p(2rRT) "% e~ "Em- = p <\/2ms) ¢ =T (8.17)

gdzie przez c, oznaczono predkoéé dzwicku wedtug réwnania ¢ = RT.

s —

8.2. Rownania zachowania a rOwnanie Boltzmanna

8.2.1. Usrednianie

Roéwnania zachowania mozna uzyskaé¢ z réwnania Boltzmanna (8.7]) poprzez odpo-
wiednie zdefiniowanie $redniej (- ). Srednia taka moze mieé¢ postaé $redniej po wszyst-
kich mozliwych predkosciach v w postaci

[ ofdv
RD

(p) = W = pHJ; ¢ fdv. (8.18)

RD
Usredniana funkcja ¢ moze zaleze¢ od polozenia w przestrzeni r, czasu t i predkosci v.
Funkcja po uérednieniu wedtug definicji nie zalezy od predkosci v.
W przypadku catkowania funkcji gestosci prawdopodobienstwa f po wszystkich
mozliwych predkoéciach, ktére mieszcza sie w produkcie kartezjanskim RP zbioru
liczb rzeczywistych R, otrzymujemy gesto$¢ w ujeciu makroskopowym

p(r,t) = jf(r,v,t) dw. (8.19)
RD

Fizyczna interpretacja calki (8.19) jako makroskopowej gesto$ci moze wynikaé na
przyktad z zapisu i interpretacji funkcji gesto$ci prawdopodobienstwa f. Jed-
nostka iloczynu f dv jest kgm=3.

Wtlasnosci Sredniej mozna przedstawi¢ w nastepujacych punktach:
o Komutacja. Wlasnosé ta zachodzi wzgledem zmiennych niezaleznych ¢ i x;, co za-

pisywane jest jako
dp\ 0 dp\ 0
(B =50 (32)-m. (5:20)

Dowody sa oczywiste, gdyz calkowanie nastepuje po zmiennej v.
e Liniowo$¢. Funkcje ¢ i ¢ zaleza od r, t, v, natomiast a i b sa stalymi, co pozwala
wlasnosé liniowosci zapisaé jako

(ap +b9) = a(p) +0 (). (8.21)

Dowdd powyzszego jest konsekwencja wlasnoéci calek.
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e Idempotentno$é. Wiasnoéé te polega na tym, ze powtérne usrednianie nic nie zmie-
nia, co mozna zapisac¢ jako

{((e)) = (o) (8.22)

Dowdd wilasnosci idempotentnosci jest oczywisty, gdyz funkcja ¢ po usrednieniu
przestaje zaleze¢ od predkosci v i z tego wzgledu moze by¢ traktowana jako stata
w przestrzeni predkosei v. Mozna to zapisaé jako (p(r,v,t)) = (@) (r,t).

8.2.2. Rownania zachowania

Rozwazmy najbardziej ogdlny przypadek, gdzie D = 3. Mnozac obustronnie réw-
nanie Boltzmanna (8.7) przez funkcje ¢ i catkujac po produkcie kartezjanskim R”,
czyli po wszystkich mozliwych predkosciach, otrzymujemy nastepujace réwnanie

af F
R£ @adwﬂi cpv-Vfdv+R£ P Vofdv = [ (s dv. (8.23)

RD

Powyzsze réwnanie mozna traktowaé jako usrednione réwnanie Boltzmanna, jezeli
wykorzysta si¢ definicje sredniej i wprowadzi si¢ pewne zalozenia odnosnie do
pojawiajacych sie tam funkcji ¢, f i F. Funkcja ¢ zaleze¢ moze wylacznie od predkosci
v, czyli ¢(v) = .... Sila zewnetrzna F moze by¢ tylko funkcja polozenia F(r) = .. ..
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f dazy do zera, podczas gdy predkosci daza
do nieskoniczonosei, co mozna zapisaé jako (||v| — +too) = (f — 0). Ostatni waru-
nek zwiazany jest z koniecznoécia stosowania twierdzenia Gaussa. Przy powyzszych
zalozeniach usrednione rownanie Boltzmanna przyjmuje postaé

O (0l + V- (plev)) — pE - (Vug) =0, (8.24)

przy nastepujacej definicji f = %F

Poszczegblne wyrazy réwnania odpowiadaja wyrazom réwnania . Zgod-
nie z definicja operatora zderzen ostatnia catka w réwnaniu sie zeruje. Pierwszy
wyraz réwnania (8.23)), zwigzany z pochodna czastkows po czasie, wynika wprost z de-
finicji $redniej wtasnosci komutacji . Drugi wyraz réwnania , zZwig-
zany z dywergencja, wynika z tozsamosci V- (fov) = v-V(fp) + feV - v i wlasnosci
komutacji . Dodatkowo zachodzi V - v = 0. Trzeci wyraz réwnania ZwWig-
zany jest z gradientem V,,. Wykorzystywane sa tu tozsamosci V, (¢ f) = oV f+fVyp
i Vy-(fof) =1 -Vy(of) + ¢fV, f. Ponadto wykorzystane sa zalozenia o tym, ze
wektor sit F lub f zalezy tylko od polozenia, oraz twierdzenie Gaussa z zalozeniem
o zerowaniu sie funkcji gestosci f dla ||v|| — +oo. Ostatecznie usrednione réwnanie
Boltzmanna mozna zapisa¢ w postaci , z ktorej to wynikaja réwnania zachowa-
nia przy odpowiednim doborze funkcji ¢.

Jezeli przyjmiemy ¢ = 1, czyli spelnimy w trywialny sposéb zalozenie o tym, ze
© jest jedynie funkcjg v, to z réwnania otrzymamy

dp

LV (p(v) =0, (8.25)
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Oczywiscie zachodzi (1) = 1, chociazby na mocy wtasnosci liniowosci (8.21)). Aby
réwnanie ([8.25)) mialo postaé¢ réwnania zachowania masy, musi zachodzié (v) = u lub
to samo w postaci Sredniej

1
u=(v)= ) f v f dv. (8.26)

RD
Przy takiej definicji (8.26]) predkosci makroskopowej otrzymujemy znana postaé réw-
nania zachowania masy w skali makroskopowej

dp

ot

Aby otrzymaé réwnanie zachowania pedu w postaci makroskopowej z uérednio-
nego rownania Boltzmanna , nalezy wykonaé nastepujace podstawienie ¢ «— v.
Spelnione jest zalozenie o tym, ze ¢ jest jedynie funkcja v. Przy wykorzystaniu de-
finicji predkosci makroskopowej i nastepujacej zaleznosci V,v = 8 réwnanie

(8.24) przyjmuje postaé

+ V- (pu) =0. (8.27)

g
g (pu) + V- (p(vv)) —pf =0. (8.28)
Do definicji tensora naprezenia, energii wewnetrznej i gestosci strumienia ciepta po-
trzebna jest definicja kolejnej predkoéci w tej samej skali co predkosci molekut v.
Predko$¢ ta oznaczana jest przez c i definiowana w odniesieniu do predkosci w skali
makro u, czyli w odniesieniu do usrednionej predkosci molekut (v)

c(r,v,t) =v —u(r,t). (8.29)

W ten sposéb, za pomoca predkosci ¢, wprowadza sie definicje makroskopowego ten-
sora naprezenia o, ktéra jest efektem usredniania iloczynu tensorowego zewnetrznego
cc mnozonego przez gestosé. Definicja ta ma postaé

o=—plcc)=— f ccf dv. (8.30)
RD

Na podstawie definicji latwo mozna wykazaé, ze (cc) = (vv) — uu. Wyko-
rzystuje sie w tym celu wlasnosci liniowosci i idempotentnosci $redniej
8.18|). Powyzsza zalezno$¢ po przemnozeniu przez gestosé i wstawieniu do réwnania
8.28]) daje rownanie zachowania pedu w skali makroskopowej

% (pu) + V- (puu) = pf + V- 0. (8.31)

Réwnanie zachowania energii w postaci makroskopowej otrzymuje si¢ z rownania
Boltzmanna przy nastepujacym podstawieniu ¢ = %HV”Q = %v-v. Réwniez
w tym wypadku spelnione jest zalozenie, ze ¢ jest jedynie funkcja v. Dodatkowo
wprowadza sie dwie kolejne definicje wielkosci, ktore pojawiaja sie w réwnaniu zacho-
wania energii. Pierwsza z tych wielkosci jest energia wewnetrzna e, ktora definiuje sie

na podstawie predkosci ¢ (8.29) w nastepujacy sposéb

1
e =3 (lel?) = 5 | llell*f av. (8.32)
RD
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Druga wielkosScia jest gestos¢ strumienia ciepta q, definiowana jak ponizej

a=4o(clel?) =4 [ clel’fdo. (8.33)
RD

Powyzsze definicje pozwalaja na identyfikacje energii wewnetrznej i gestosci strumie-
nia ciepta w usrednionym réwnaniu Boltzmanna przy wczesniej wspomnianym
podstawieniu ¢ = %HVH2 Dodatkowo wykorzystuje si¢ fakt zerowania $redniej pred-
kosci ¢, czyli {c) = 0, i liniowosci $redniej oraz jej idempotentnosci . Przy-
datna jest réwniez tozsamo$é (c-u)c = cc-u. Gradient z kwadratu normy wektora
v daje si¢ zapisaé jako V,||v||? = 2v. Po przeksztalceniach otrzymujemy nastepujaca

posta¢ réwnania zachowania energii w skali makroskopowej
O o+ SIIP) + V- (plet Aul?)u) = pfut V- (ou—q).  (834)

W tabeli przedstawiono zalezno$ci miedzy predkosciami v, na podstawie kté-
rych definiuje si¢ wielkosci makroskopowe, takie jak predkosci u (8.26). Pokazano
réwniez zaleznosci tensorowe drugiego i trzeciego rzedu dla przypadkow jedno-, dwu-
i tréjwymiarowych.

Tab. 8.1. Wielko$ci makroskopowe w zaleznosci od v

Wielkosé 1D 2D, 3D
IRD fdv P P

fR pvfdv ou pu
J‘RD vvfdv p+ pu? p& 4+ puu

Jop vvvfdo  pu® +3pciu  puuu + pc(us + (ud)” + su)

8.2.3. R6éwnanie stanu

W definicji tensora naprezenia (8.30) pojawia si¢ $rednia z iloczynu tensorowego
zewnetrznego predkosci ¢ w postaci {cc). Wykorzystujac wlasnoéé komutacji sladu
tensora i Sredniej, mozna pokazaé, na podstawie definicji energii wewnetrznej (8.32), ze

tr (cc) = % f tr (cc) fdv = % j lel|?f dv = 2e. (8.35)
RD RD

W odniesieniu do tego samego tensora naprezenia definiuje sie ci$nienie p jako
srednig arytmetyczng z naprezen normalnych p = — 5 tr o, gdzie dla przypadku tréj-
wymiarowego D = 3. Polaczenie tej definicji z zaleznoscig pozwala powiazaé
ci$nienie z energia wewnetrzna
2pe = pD. (8.36)
7 zasady ekwipartycji energii dla molekuty w przypadku gazéw jednoatomowych
energia wewnetrzna wyraza si¢ wzorem e = %DRT. Potaczenie zasady ekwipartycji
i zaleznosci migdzy cidnieniem a energia wewnetrznag da réwnanie stanu w po-
staci
p = pRT = pc2. (8.37)
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8.3. Dyskretyzacja przestrzeni fazowej

8.3.1. Dyskretne ré6wnanie Boltzmanna

Dyskretyzacja ciaglej przestrzeni predkosci v polega na jej zamianie na skonczony
zbiér predkosci {v,, }, ktéry ma @ = |{v,, }| elementéw. Za pomoca dyskretnego zbioru
predkosci {v,,} definiuje si¢ dyskretne rozklady gestosci prawdopodobiefistwa f, i f<2
w postaci

fn(l‘,t) =W, f(I',Vn,t), (838&)
5(] (1‘7 t) =W, feq (I‘, Vi, t)~ (838b)

W powyzszych wzorach przez W, oznaczono wagi kwadratur Gaussa, ktérymi przy-
bliza sie catki. W ten sposob gestosé p okreslong wzorem ([8.19) mozna aproksymowaé
w nastepujacy sposob
IRD f(r,v,t)dv ~ Z W f(r, vy, t) = an(r,t). (8.39)
n n

Podobnie jest z aproksymacja pedu i energii wewnetrznej. WielkosSci te przedstawiono
w tabeli B2

Tab. 8.2. Podstawowe wielkosci w ujeciu ciaglym i dyskretnym

Wielko$é Ciagla Dyskretna

p fRD fdv Zn fn

pu JRD v fdov Zn Vi fn

pe 3Jep IV—ulPfdv 33 llva —ul’fn

O ile ciagta gestosé prawdopodobienstwa f opisana jest ciagltym rownaniem Boltz-

manna (8.11)), to dyskretna gestosé prawdopodobienstwa f,, (8.38al) opisana jest dys-
kretnym réwnaniem Boltzmanna w nastepujacej postaci

%"‘Vn'vfn:%(fsq_fn)' (840)

8.3.2. Kwadratury

Dyskretyzacja na skoficzony zbiér predkosci {v,} powinna byé przeprowadzona
w taki sposdb, aby pomiedzy catkami i kwadraturami zachodzity nastepujace zalez-

noéci
Voo e vae =3 2T ves (8.41)
i=0

0<m<3 b i=0 n

gdzie przez f2 oznaczono przyblizenie (8.77) dyskretnej gestosci prawdopodobiefistwa
Maxwella-Boltzmanna dla matych liczb Macha. lloczyny predkosci [ v i " v,
w zalezno$ci (8.41)) rozumiane sa jako iloczyny tensorowe zewnetrzne rzedu m. Jezeli
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dla dyskretnego zbioru predkosci zachodza zaleznosci , to mozliwe jest odtworze-
nie réwnan ciaglosci i Naviera-Stokesa z dyskretnych réwnan Boltzmanna (paragraf
i tabela .

Obliczanie zaleznosci typu sprowadza sie do nastepujacych prostszych kwa-
dratur Gaussa

1= f ”v‘ v)dv = ZW e % P(vp), (8.42)

RD
gdzie funkcja v zalezy od poteg k; skladowych predkosci v; lub v,; w nastepujacy
sposéb

D

() =T, (8.43a)
1;1

d(vn) = [T ohi (8.43b)
i=1

dla siatek D1Q3, D2Q9 i D3Q27, omawianych dalej. Postugujac si¢ norma Wektora

dana w nastepujacy sposéb [|v||? = ZZD L v#, mozna zapisaé catke wielokrotna (8
w postaci iloczynu catek pojedynczych jako

D +oo uf
=] j e >y du;. (8.44)
i=1—o00

Zamieniajac zmienne w nastepujacy sposéb y = vﬂ‘éc;l, dy = dvﬂ‘éc;l (granice
calkowania pozostaja identyczne), sprowadza sie powyzszy iloczyn calek (8.44) do
postaci

I= (\/ics)D+Z?1 " H —Toe_yzyk" dy. (8.45)

1=1—

Calki powyzsze przybliza sie lub doktadnie zastepuje, w zaleznoéci od liczby elemen-
tow @ dyskretnego zbioru predkosci {v,,} i sumy poteg >, k;, nastepujaca kwadratura
Gaussa—Hermite’a

D+ ki
I~ (\/ics) X HijyJ (8.46)
=1 j=1

Przyblizenie jest dokladne, jezeli liczba dyskretnych predkosci jest odpowiednio duza
2Q — 1> >, ks, co wynika z wlasnosci kwadratur Gaussa. Z powyzszej kwadratury
wynika, ze w jednym wymiarze D = 1 sg trzy wezly y;. Poniewaz catka wielokrotna
jest liczona jako iloczyn calek pojedynczych, wiec liczba weztéw w kolejnych wymia-

rach wynosi 37, tj. 9 dla dwéch wymiaréw i 27 dla trzech.
Kwadratura Gaussa—Hermite’a we wzorze , ktora zastepowana jest caltka

(8.45), ma nastepujaca, ogdlna postaé

—+oo

f eV fly)dy =~ ijf Yi)- (8.47)

— 00
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Kwadratury Gaussa we wzorach (8.38a) 1 (8.38b)) sa, $cislej méwiac, réwniez kwadra-
turami Gaussa—Hermite’a, gdyz mozna zapisac

+oo +oo
[ twydy= [ e fy)dy = Y wiel fy)) ZWf y),  (848)
—00 —00 J

gdzie zalezno$¢ pomiedzy wagami jest nastepujaca W; = wjey;z' , analogicznie jak we
wzorze (8.53). Wagi kwadratury (8.47) wyznacza sie z ponizszej zaleznosci

2m = Iml /T
m Hm—l(y’b)
Przez H,, oznaczono wielomiany Hermite’a rzedu m, ktére definiuje si¢ nastepujacym
wzorem
B m_y? dm —y?
H,(y)=(—-1)"e @e . (8.50)
7 wczesniejszej dyskusji wynika, ze przyjmowane sa trzy wezly w jednym wymia-
rze, co oznacza m = 3. Zatem obliczenie wag wymaga podania wielomianu Hs, ktory
ma postaé Ho(y) = —2 + 4y2. Obliczone wagi wynosza w; = w3 = % T, Wy = %ﬁ
Wezty kwadratury y; dobierane sa jako pierwiastki réwnania H3(y) = —12y+8y> = 0.
Pierwiastkami tego wielomianu sa y1 = —1/3/2, y2 =0, y3 = \/3/2.

Przyjmujac, ze zamiana zmiennych w kwadraturach Y = va*%cs’l jest analo-

giczna do tych w calkach (8.44)), mozna zapisaé¢ kwadratury (8.46) jako

D 3

IS p /D 3 P
x(\@cs) H va;;wj z(\/ics) (Evf;) ;Wj : (8.51)

i=1

Zapis taki jest mozliwy przy zalozeniu, ze wartos¢ predkosci v,; okre$lana jest przez
wage w; za pomoca wezta y; (np. wd zwiazana jest z predkoscia v,,; = 0, gdyz y2 = 0).
Ze wzgledu na definicje (8.43b)) wielomianu v i przyblizenie mozna powyzsza
kwadrature (8.51)) zapisa¢ jako

llvn 2

3
INZWe T (Un)z(\/ics)Dw(vn) ij . (8.52)

Wynikaja stad nastepujace zaleznosci na wagi W,

HVnH

W, =e 2 (Wc) Wn. (8.53)

Wspélezynnik 7P/2 zostal wprowadzony, aby uproscié¢ postaé¢ przyblizenia dyskret-

nej gestosci prawdopodobiefistwa Maxwella-Boltzmanna f0 dla matych liczb Macha
(8.77). Ten sam wspolczynnik musi si¢ znalezé w mianowniku wag liczbowych w,.



96 8. Metoda siatkowa Boltzmanna

Obliczone wagi w; stuza do wyznaczania wag w, wedlug zaleznosci wynikajacej ze
wzoréw (8.52)) i (8.53))

D

31 3
> wFwa(va) = vlon) | v (8.54)
n=0 Jj=1

i wynosza one odpowiednio

D
wp =72 Hwi. (8.55)
i=1

8.4. Dyskretyzacja przestrzeni

Omawiana wyzej dyskretyzacja predkosci v powiagzana jest bezposrednio z dys-
kretyzacja przestrzeni, gdyz otrzymywane jest konkretne rozmieszczenie weztow kwa-
dratur predkosci. Podstawienie zmiennych w réwnaniu mialo postaé y, =
vm-Q’%c;l, natomiast wezly kwadratury obliczone byly jako y, = £(3/ 2)%. Wynika
stad, ze predkoéé¢ w kierunku osi danego wymiaru moze by¢ zapisana jako v,; = 33¢,.
Podobnie jest z predkosciami w kierunku osi kolejnych wymiaréw, stad predkosé te
oznacza sie jako c i zapisuje dla siatek D1Q3, D2Q9 i D3Q27 jako

¢ =3¢, (8.56)
Predko$é¢ ¢ stuzy do dyskretyzacji przestrzeni Ax; w nastepujacy sposéb Ax; = c At.

Oczywidcie At oznacza tu krok czasowy (dyskretyzacje czasu t). Wprowadza sie réw-
niez bezwymiarowe predkosci siatkowe e,, wedlug nastepujacej definicji
v
e, = —, (8.57)
c

ktora oznacza, ze sktadowe tej predkosci wzdluz osi x; sa jednostkowe.

8.5. Siatkowe rownanie Boltzmanna

Dyskretne w przestrzeni predkoéci v réwnanie Boltzmanna (8.40) mozna zapisaé
przy uzyciu symbolu pochodnej substancjalne;j % = % + v, -V jako

dpnfn 1
== (f9—f,). 8.58
w2 (5 ) (5.58)
Réwnanie powyzsze mozna dyskretyzowaé¢ bezposrednio, zastepujac pochodna dr&{"
ilorazem réznicowym (schematem réznicowym pierwszego rzedu)
dn n at n nAt7t At —Jn at
Fulet) _ Salr 4 va B+ A~ 08) | ny 550

dit At
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lub catkowaé obustronnie od ¢ do ¢t + At wzdtuz linii charakterystycznych dr = v,, At

t+At t+At

1
[ dufa== | (2= fo) at. (8.60)
T
t i
Calke po prawej stronie powyzszej zaleznosci mozna przyblizaé¢ wzorem prostokatéw
ftt[)°+At f(t)dt = f(to)At. Otrzymuje sie w ten sposéb siatkowe réwnanie Boltzmanna

Ful® 4Vt £ A1) fulrt) = £ (7205,0) = fulr, 1), (8.61)

ktore jest podstawa metody siatkowej Boltzmanna. W takim ujeciu réwnanie powyz-
sze jest réwnaniem réznicowym pierwszego rzedu, podobnie jak schemat réznicowy
(8.59). Bezwymiarowy czas zderzen, ktéry pojawia sie w réwnaniu siatkowym (8.61)),
definiuje sie jako

T=—. (8.62)

EI:

5
RS

Rys. 8.1. Siatka D1Q3

i
i

o,
VA

8.5.1. Siatka D1Q3

Siatka D1Q3 jest siatka jednowymiarowa (D = 1) i sklada sie elementéw o trzech
wezlach (Q = 3). Element D1Q3 pokazano na rysunku Skojarzenie sktadowych
predkosci w wielomianie umozliwia zaleznosé , ktora w przypadku jed-
nowymiarowym zapisywana jest jako

3

I
N = 2 w;Y(vy) = 2wip(Fc) + warp(0). (8.63)

Poniewaz wagi wy = ws, wiec latwo zauwazy¢, ze waga wy zwiazana jest z predkosciami
e i eg, natomiast waga wy z predkoscia eg. Drugie skojarzenie wynika rowniez z tego,
ze zerowa predkodc ey zwiazana jest z weztem y, kwadratury Gaussa—Hermite’a. Na-
tomiast wagi w, wyznacza si¢ ze wzoru w postaci w, = W’%wi. Wynosza one

2 =0:
w, =43 T (8.64)
6 n e {1,2}
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8.5.2. Siatka D2Q9

Siatka D2Q9 jest siatka dwuwymiarowa (D = 2), skladajaca sie z elementéw
o dziewigciu wezlach (Q = 9), jak na rysunku Wielomian (8.43b|) pozwala na
skojarzenie predkosci z wagami w;w;

I 3 3
ﬁ = Z Zwiwﬂb(vn) = (865)

i=1 j=1

= w21p(0,0) 4 2wiws (Y(0, £c) + ¥ (£e, 0)) + dw?h(£e, £c).

Oczywicie waga w3 zwiazana jest z zerowa predkoScia ep. Element z rysunku
posiada cztery predkoéci (+c, +c) (es, eq, €7, es), ktére zwiazane sa z waga w?, gdyz
pozostala kombinacja wag wjws musi by¢ zwiazana z jedna zerowa predkosécia w po-
staci (0, %c) lub (£¢,0) (e1, eq, es, e4) poprzez wage wy. Ze wzoru wyznaczy¢
mozna wagi w, = ﬂ_lwiwj w postaci

. one{l,... 4% (8.66)

Rys. 8.2. Siatka D2Q9

8.5.3. Siatki tréjwymiarowe

e Siatka D3Q27. Siatka ta jest siatka tréjwymiarowa (D = 3), skladajaca sie z ele-
mentéw o dwudziestu siedmiu weztach (Q = 27), jak na rysunku Postugujac
sie wielomianem (|8.43b|), mozna skojarzyé predkosci z wagami w;w;wy,

1 3 3 3
m - ;;;”f%wwm) _

= 8wiih(de, +c, £¢) + w3 (0,0,0)+ (8.67)
+ 4wiwsy (¥(0, £¢, £¢) + (£, 0, £¢) + P (£c, £¢,0)) +
+ 2w1w2 (P(%c,0,0) + (0, %¢, 0) 4+ (0,0, %c)) .
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Sposéb postepowania jest analogiczny, jak mialo to miejsce w przypadku wagi
2, o . _3 .
D2Q9. Ze wzoru (8.55)) wyznaczyé mozna wagi w, = 7~ 2w;w;wr W postaci

3 n=0;
Z 1,...,6}
wa={m "EAL O (5.65)
1 nef{l5,...,26};
g5, ne{7,... 14}

\ _~

A7/
VAT
VAN

Rys. 8.3. Siatka D3Q27 Rys. 8.4. Siatka D3Q19 Rys. 8.5. Siatka D3Q15

e Siatka D3Q19. Siatka ta jest prostsza wersja siatki D3Q27, sktada si¢ z elementow
o dziewietnastu weztach (@ = 19) i pokazana jest na rysunku Wagi w, dla tej
siatki maja postaé

3 n=0;
w, =3¢ &, ne{l,..., 6} (8.69)
75, ne{7,...,18}.

e Siatka D3Q15. Siatka ta jest najprostsza siatka trojwymiarowa, z ktérej mozna
odtworzy¢ réwnanie Naviera—Stokesa, i sktada sie z elementéw o pietnastu weztach
(Q = 15). Siatke te pokazano na rysunku Wagi w,, dla siatki D3Q15 maja
postaé

5 n=0
Wy = %, ne{l,...,6} (8.70)
%, ne{7,...,14}

8.5.4. Tensory siatkowe

Definiuje sie trzy rodzaje tensoréow siatkowych, ktore sa wykorzystywane w roz-
winieciu Chapmana—Enskoga. Pierwszy tensor zwigzany jest z m-krotnym iloczynem
zewnetrznym predkosci v, 1 definiowany jako

(Lalag...am) = Z H Vi, (871)

n jg=1
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gdzie ajas ... ay, sa indeksami. Drugi tensor zawiera dodatkowo wagi w,, i definio-
wany jest w nastepujacy sposéb

(Ta1a2---am) = an ﬁ V. (872)
n j=1

Trzeci tensor zamiast wagi w,, zawiera aproksymowana funkcje gestodci f2 rozkladu
Maxwella—Boltzmanna wedlug réwnania (8.77))

n

(Fa1a2--.am) = Z fg H Vn. (873)
j=1

W tabeli przedstawiono wyliczone wartosci tensorow (8.71)), (8.72f) i (8.73)) do
czwartego rzedu wlgcznie (m = 4) dla siatek D1Q3, D2Q9 i D3Q27. Wyniki te sa
rozszerzeniem tabeli 8.2

Tab. 8.3. Tensory siatkowe

Wielkosé DIQ3 D2Q9 D3Q27

Zn W, 1 1
Zn Vn 0 0

Zn WnVn 0 0

>, VaVn 62 18¢28 54¢268

> WnVnVa c? 38

Zn VaVaVa 0 (0i5%)

> WnVnVaVn 0 (0ijk)

Zn WnVnVaVnVa 3¢t (6150 + 6051 + 6:10k;)
S fn p p

Zn f'r?vn pU pu

Zn f'r?vnvn p+ pu2 pd + puu

Zn v v va 3pciu pc? (ud + (ué)T + 8u)

8.6. Dyskretyzacja rozkladu Maxwella—Boltzmanna

8.6.1. Przyblizenie dla matych liczb Macha
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu Maxwella—Boltzmanna dana jest
réwnaniem (8.17)), ktére mozna zapisaé réwniez w nastepujacy sposéb
-D _lvi® _ (%_%)
fh=p (\/ 27rcs) e e \?% %/, (8.74)

Ostatni czynnik iloczynu w powyzszym rownaniu moze by¢ rozwiniety w szereg Mac-
laurina e=* = 1 — z + 2 + O(z?), gdzie za zmienng z nalezy podstawi¢ wyklad-
nik podstawy logarytmoéw naturalnych ostatniego czynnika. Rozwinigcie umozliwia
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uproszczenie postaci funkcji gestosci rozktadu Maxwella—Boltzmanna, gdyz zachodzi

ull3

fr=f+0 <| Cll ) = [0+ 0 (Ma?). (8.75)
Pomijajac wszystkie wyrazy, ktore zaleza od trzecich poteg predkosci, a wiec od
liczb Macha w trzeciej potedze, mozna zdefiniowaé¢ funkcje gestosci prawdopodo-
biefistwa f°, ktéra jest aproksymacja funkcji gestosci pelnego rozkladu Maxwella—
Boltzmanna dla matych liczb Macha

_ V|2 2
=0 (\/ﬂc) P <1 AL NRALVASS ”u|2> . (8.76)

2 1 2
c2 2c; 2c2

8.6.2. Dyskretyzacja

Analogicznie do definicji (8.38b]) dyskretnej gestosci rozktadu prawdopodobien-
stwa Maxwella—Boltzmanna wprowadza si¢ definicj¢ dla jej przyblizenia dla matych

liczb Macha (8.76) jako fU(r,t) = W, f%(r,v,,t). Majac na uwadze wzory (8.53)) na

wagi W,,, mozna otrzymadé nastepujacy wzér

0 Voou | (veew)?  uf?
n =wpp | 14+ 2 + - . (8.77)

4 2
2 2c; 2cz

Powyzsza zalezno$¢ pozwala na odtworzenie réwnan zachowania masy i Naviera—
Stokesa z siatkowego réwnania Boltzmanna.

8.7. Rozwiniecie Chapmana—Enskoga

Rozwinigcie Chapmana—FEnskoga jest tak zwana metoda wieloskalowa, pozwala-
jaca na odtworzenie réwnania zachowania masy i Naviera-Stokesa (réwniez Eulera)
z siatkowego réwnania Boltzmanna . Oprécz samych rownan odtwarzane sa
rowniez wspoOlczynniki, takie jak lepkos¢é. Parametr rozwiniecia € utozsamiany jest
z liczbg Knudsena, duzo mniejsza od jednoéci, aby mozna bylo méwié¢ o pltynie. Dys-
kretna gesto$¢ prawdopodobienstwa f,, zapisywana jest jako

oo

fo=> e f =0 4 efV 42D 4+ (8.78)
i=0

Rozwiniecie oznacza, ze gestos¢ prawdopodobienstwa jest pewng perturbacja
) Nawet gdyby poszczegdlne sktadniki fﬁf)
w rozwinieciu byly tego samego rzedu, to wyrazy tego rozwiniecia &° f,(f) sq
coraz mniejsze, ze wzgledu na coraz wyzsze potegi przy liczbie Knudsena ¢.
Rozwiniecie pochodnej czastkowej wzgledem czasu przedstawia zaleznosé .
W rozwazanym przypadku, aby uzyska¢ rownanie Naviera—Stokesa, wystarczy ogra-
niczy¢ si¢ do dwéch wyrazéw (dwdich skal). Skala czasowa ty moze byé utozsamiana
z konwekcja, a skala t; z dyfuzja. W przypadku pochodnej czastkowe]j przestrzennej

wokot rozkladu Maxwella—Boltzmanna fT(LO
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(8.79b)) rozwaza sie tylko jeden wyraz (skale), gdyz przyjmuje sie, ze rézne procesy za-
chodzace w przeptywie dzialaja w obrebie tej samej skali przestrzennej, ale z réznymi
skalami czasowymi. Zapisuje si¢ to jako
0 0 5 0
— =0+ = 8.79a
ot oty * oty ( )
0 0

=& .
afi 8xi0

(8.79b)

Dyskretna gesto$é prawdopodobienstwa f,, rozwija sie w szereg Taylora z doklad-
noscia do drugich pochodnych

=0 :
2
- %%g’t)m? L O(AP), (8.80)

a nastepnie wstawia si¢ to rozwiniecie do siatkowego réwnania Boltzmanna ({8.61]),
otrzymujac
df, = Atd3%f, 1 .
=+ = = I — fn) + O (AF). 8.81
a t2ap " aa IO AT (8:581)

Wykorzystujac zapisy pochodnych czasowych (8.79a)) i przestrzennych (8.79b)), mozna
przedstawi¢ pochodna ztozona % w postaci

d 0 5 0
—e— 42— 4¢ev, V. .82
7 sto € 0 € 0 (8.82)

Drugie pochodne liczone sg oczywiscie jako pochodne pierwszych % = %%. Po
wstawieniu rozwiniecia (8.61]) do réwnania (8.81)) i zapisaniu poszczegdlnych wielko-
$ci przy odpowiednich potegach liczby Knudsena e otrzymuje sie nastepujacy uktad

réownan

£ = £, (8.83a)
0 o_ 4
- S 83b
ot +v,-Vof, AL (8.83b)
af(o) 1 af(l) (2)
n 1— — n " )= _In )
o, T+ ( 2%) atg T Vn Volu FAL (8.83¢)

Do prostszego zapisu rownania wykorzystano rownanie wczesniejsze .

Réwnanie zwigzane jest z liczba Knudsena w zerowej potedze ¥ i jest
niczym innym jak potwierdzeniem, ze pierwszy wyraz rozwiniecia to gestosé roz-
ktadu Maxwella-Boltzmanna. Postugujac sie dyskretna definicja gestoscip = >, fn =
>, fU i rozwinieciem , latwo sprawdzié, ze ) fy(,,l) = 0. Podobnie jest z kolej-
nymi wyrazami rozwiniecia dyskretnej gestosci, co zapisuje sie jako

VY 9 =o. (8.84)

Ji>0
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Oznacza to, ze kolejne wyrazy rozwiniecia gestosci, oprocz gestoéci rozkladu Maxwella—
Boltzmanna, nie maja wplywu na gestosc p.
Réwnanie (8.83b)) zwiazane jest z liczbg Knudsena w pierwszej potedze €' i pozwala
miedzy innymi na wyznaczenie fn1 przez gestoéé¢ rozkladu Maxwella-Boltzmanna
(0) (1) . . . N
n . Gesto$¢ fn ' wyznaczana jest jako suma pochodnej czastkowej po czasie i po
chodnej kierunkowej w przestrzeni ,(LO). Bezposrednie sumowanie réwnania (8.83b)) po
obu stronach prowadzi do

0 -1
ot Zﬁ(zo) + Vo - Zvnféo) = A7 Zf’rg,l)7 (8.85)

n

przy nastepujacej tozsamosci
V- Vo f© = v, - (vn f,§0)> . (8.86)

Na podstawie wlasnosci (8.84) i tabeli mozna zidentyfikowaé powyzsze réwnanie
jako réwnanie zachowania masy

op B

Z wlasnoéci (8.84)) wynika, ze kolejne wyrazy rozwinigcia gestosci prawdopodobieni-
stwa nie maja wplywu na gesto$¢ p. Mozna wykazaé, ze podobnie jest z pedem pu.
W tym celu rozwaza sie nastepujace zaleznosci

pu = Zann = Zvnfg. (8.88)

Wstawiajac do powyzszego wzoru rozwiniecie (8.78)), mozna zauwazyé, ze

VD) vafy =o0. (8.89)

J>0 p

Mnozac rownanie (8.83b]) obustronnie przez predkosé v,, i sumujac je oraz wyko-
rzystujac tozsamosé
VpVp -+ vOfr(LO) = vO : (annfr(z())) ) (890)

mozna otrzymaé nastepujaca zaleznoscé

0 1
v (0) . E 0 — __~ (1)
Bt En v fn’ + Vo 2 VoV fn = AL E Vi Sy (8.91)

n

Prawa strona otrzymanej zaleznosci zeruje si¢ zgodnie z wlasnoscia (8.89)). Wyrazenie
za dywergencja definiuje sie w nastepujacy sposob

Py = Z vnvnf,(lo) = pd + puu. (8.92)

Suma w definicji (8.92]) moze by¢ odezytana z tabeli a caly tensor Py nazywany
jest tensorem gestosci strumienia pedu zerowego rzedu. Tensor ten opisuje odwracalny
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(nielepki) transport pedu. Zatem réwnanie (8.91) przedstawia soba réwnanie Eulera,
ktore moze by¢ zapisane w postaci

8t0 (pu) +Vo-Pyg=0. (8.93)

Réwnanie (8.83d) zwigzane jest z liczba Knudsena w drugiej potedze £2. Bezpo-
srednie sumowanie tego réwnania prowadzi do nastepujacej jego postaci

a(i Zf(o < 1> <8tozf(1 Yo Zvnf ) AAth(z (8.94)

Wykorzystujac wlasnosci i ), dyskretna definicje gestosci p =), 12 oraz
tozsamosé

Vo - (anv(zl)) =Vp- Voffll), (8.95)
mozna pokazaé, ze
dp
= =0 8.96
ty (8.96)

Réwnanie powyzsza oznacza, ze brak jest dyfuzji masy.
Mnozac réwnanie (8.83c) obustronnie przez predkosé v,, i obustronnie sumujac,
a nastepnie wykorzystujac tozsamosé

VnpVnp - V()fr(zl) = v0 . (annfrr(zl)) ) (897)

mozna zapisac

o0 Zvnf<0>+( 1><8t S v+ Vo Zvnvnﬂ”)
0

_ mt > vt (8.98)

Tensor gestosci strumienia pedu pierwszego rzedu definiuje sie analogicznie do tensora

zerowego rzedu (8.92)
1= Zvnvn fi, (8.99)

Jedyna réznica polega na tym, ze zamiast gestosci rozktadu Maxwella-—Boltzmanna

f,(LO) mamy do czynienia z fluktuacja tej gestosci f,(ll). Réwnanie (8.98) przyjmuje
zatem nastepujacg postaé

(%( )+<1—1)v0 P, =0, (8.100)

ktéra w swoim zapisie jest analogiczna do réwnania Eulera (8.93)), ale opisuje inny
proces transportu pedu.
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Tensor gestosci strumienia pedu pierwszego rzedu mozna wyznaczy¢ na podstawie
réwnania (8.83b)), ktore wstawia sie do definicji (8.99) i wykorzystuje tozsamosé

VoV Vi - Vof,(Ll) =V (vnvnvnffll)) , (8.101)
co daje
P, = —7At %Jrvo-zv Vv [ (8.102)
8750 ~ nvnV¥VnJ/n . -

Tensor zerowego rzedu dany jest definicja (8.92)), natomiast wyrazy za dywergencja
odezytuje sie z tabeli B3] W ten sposéb tensor pierwszego rzedu moze by¢ okreslony
jako

P, = —7At <£0 (p8 + puu) + Vo - (Pci (US + (ud)T + 511))) . (8.103)

Zapis powyzszy moze by¢ uproszczony przy wykorzystaniu nastepujacej tozsamosci

0
a1 P8 = —c38V - (pu), (8.104)

ktora pokazuje réwnos¢ wyrazu pierwszego w pochodnej czastkowej wzgledem czasu
i pierwszego za dywergencja. Wyrazy drugi i trzeci, ktére znajduja sie za dywergencja
w zapisie (8.103]), moga by¢ przeksztalcone w nastepujacy sposéb

V- (p (us)T) = p(Vou) +uVop (8.105)

oraz

Vo (pdu) = (Vop) u+ pVou. (8.106)

Drugi wyraz pod pochodna czastkowa wzgledem czasu zapisa¢ mozna jako

0
T (puu) = —Vg - (uuu) — ¢ (Vop) u — c2uVop. (8.107)
0
Majac na uwadze powyzsze przeksztalcenia i oddzielajac wyrazy zwiazane z trze-

cimi potegami predkosci (tensor uuu) jako O(Ma?), tensor gestoéci strumienia pedu
pierwszego rzedu (8.103) mozna przedstawié jako

Py = ~7e2AL (pVou + p(Vou)") + O (Ma?). (8.108)

Suma gradientu tensora predkosci i jego transpozycji jest oczywiscie tensorem pred-
kosci deformacji. Wstawiajac zapis (8.108]) do réwnania transportu pedu (8.100)) i po-
mijajac wyrazy zwiazane z trzecimi potegami predkosci, otrzymujemy nastepujaca
jego postaé

0

= (pu) — (7 — 1) RALV,- (pvou + p(Vou)T) ~ 0. (8.109)
at,
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Pelne rownanie zachowania masy w postaci moze by¢ odtworzone na pod-
stawie réwnania zachowania masy dla liczby Knudsena rzedu e! i réwnania
transportu (8.96]) dla liczby Knudsena rzedu 2. Wykorzystuje si¢ tutaj definicje po-
chodnych i . Dla matych liczb Macha gesto$é moze byé traktowana
jako stalta i réwnanie zachowania masy upraszcza sie do postaci

V.u=0. (8.110)

Podobnie mozna odtworzy¢ rownanie Naviera—Stokesa. Do tego celu wykorzystuje
sie¢ réwnanie Eulera dla liczby Knudsena rzedu ¢! i réwnanie transportu pedu
(8.109) dla liczby Knudsena rzedu e2. Na podstawie definicji pochodnych
i (8.79b)) mozna otrzymadé

% (pu) + V- (p8 + pun) — (7 — 1) ALV - (qu + p(Vu)T) —0. (8111

Wspétcezynnik lepkosci kinematycznej definiowany jest jako
v=(7-1)cAL (8.112)

Wykorzystujac to samo zalozenie odnos$nie do niewielkich liczb Macha, réwnanie
Naviera—Stokesa (8.111]) mozna zapisa¢ w klasycznej formie dla przepltywoéw niescisli-
wych

5,
5 (pu) + V- (puu) = —Vp + uV3u, (8.113)

gdzie wspotezynnik lepkosci dynamicznej p liczony jest jako p = pv.

[ | %7"777—\
| | | | |
| | | | |
F—— - et ——
| | | | |
| | | | |

N /‘W::K:% F:;TL::%_
b o s —— e %»75*:#774:/

AN N ‘fff‘"i\

Rys. 8.6. Strumieniowanie (rozplyw) dla siatki D2Q9

8.8. Opis metody

8.8.1. Algorytm

Roéwnanie siatkowe Boltzmanna (8.61]) stanowi podstawe metody siatkowej Boltz-
manna. Réwnanie w postaci

ot + v, At t+ At) = fo(r,t) + % (f(x,t) = fu(r,t)) (8.114)
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rozklada sie na dwa podréwnania. W pierwszym kroku, zwanym krokiem zderzen,
wykorzystuje si¢ pierwsze podréwnanie

fh(e,t+ At) = fo(r,t) + % (fr,t) = fulr,t)). (8.115)

W wyniku tego oblicza si¢ tymczasowe wartosci funkeji f7. Nastepnie w drugim kroku,
ktéry nazywany jest strumieniowaniem (rozplywem), wykorzystuje si¢ drugie podréw-
nanie

fo(r + v, At t+ At) = fL(r, t + At). (8.116)

Graficzna interpretacja kroku strumieniowania pokazana jest na rysunku dla siatki
D2Q9. Schematy w pierwszym rzedzie pokazuja sytuacje przed krokiem strumienio-
wania, a drugi rzad przedstawia sytuacje po tym kroku. Przypadek pierwszy jest
oczywisty. W przypadku, gdy strumieniowanie zachodzi dla weztéw znajdujacych sie
na brzegu rozwazanego obszaru, proces jest juz mniej oczywisty. Dwie przyktadowe
sytuacje przedstawiono w kolumnie drugiej i trzeciej.

1 k:=0

2 Apply ICs

3 repeat

4 R:=0

5 foreach [ do

6 if [ € (2)\09) then

8 w:= 23 Vafa

9 Calculate residue

10 foreach n do

0._ voru | (varw?  uf?

" 2im wap (14 25 + - )
12 fé(r,t—l—At) = fn<r7t)+%(fr?(r’t)_fn(ratD
13 | else if [ € 00 then Apply Bounceback
14 foreach [ do
15 if [ € (QUOQ) then

16 foreach n do

17 | fa(r+ VoAbt + At) = fi(r,t + At)
18 Apply other BCs
19 ki=k+1

20 until £ < k4. and R > R,in

Alg. 8.1. Pseudokod metody siatkowej Boltzmanna

Polaczenie réwnan (8.115)) i (8.116|) daje réwnanie (8.114]). Rozbicie réwnania

(8.114)) na dwa kroki jest konieczne, gdyz warunki brzegowe traktowane sa réwniez
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jako zderzenia. W zastosowaniach praktycznych w réwnaniach (8.115)) i (8.116)) wyko-
rzystuje si¢ bezwymiarowe predkosci e,,, wedlug wzoru (8.57), zamiast predkosci v,.
Krok zderzen przedstawiony jest w algorytmie [8:I] pomiedzy liniami 5 i 12. Krok stru-
mieniowania zawarty jest pomiedzy liniami 14-17. Petle obu krokéw powtarzane sa po
wszystkich weztach siatki. W przypadku kroku zderzen warunek brzegowy w postaci
Sciany wykonywany jest w linii 13, a w przeciwnym przypadku nastepuje wyliczenie
gestodci 1 predkosci wedlug wzoréw z tabeli [8:3] Wlasciwy krok zderzen ma miejsce
w linii 12, ktéra odpowiada wzorowi , linia 11 odpowiada zas wzorowi (8.77]).
Wtiasciwy krok strumieniowania znajduje si¢ w linii 17 i odpowiada wzorowi {]&
Petle w liniach 10 i 16 powtarza sie @) razy, czyli tyle, ile wynosi liczba elementow
zbioru dyskretnych predkosci {v,}. Dla siatki z rysunku mamy @ = 9.

Algorytm powtarzany jest, dopdéki rezyduum R jest wieksze od zalozonej wartosci
lub przekroczona zostanie maksymalna liczba iteracji kpq. (linia 20). Za obliczane
rezyduum (linia 9) mozna przyja¢é maksymalna (co do modulu) réznice pomiedzy
obliczona wartoscia funkcji f,, w obecnej i poprzedniej iteracji. Warto$¢ maksymalna
dotyczy wszystkich wezléw siatki. Warto$é rezyduum wymaga zerowania (linia 4)
w kazdym kroku iteracji.

Na pewne parametry nalozone sa ograniczenia. Poniewaz wspolczynnik lepkosci
kinematycznej v powinien by¢ dodatni, to ze wzoru (8.112]) mozna otrzymaé warunek
T > %, ktéry musi spelniaé¢ bezwymiarowy czas zderzen 7.

Rys. 8.7. Warunek brzegowy bounceback dla siatki D2Q9

8.8.2. Warunki brzegowe i poczatkowe

Warunki poczatkowe sprowadzaja si¢ do inicjalizacji wartosci funkeji f,,. Pierwsza
typowa metoda polega na wyzerowaniu f,. Druga metoda nadaje losowe wartosci fi,
z przedziatu [0; 1]. Warunki poczatkowe umieszczone sa w linii 2 algorytmu

Najprostszy i jednocze$nie najwazniejszy warunek brzegowy w postaci nieprzeni-
kliwej $ciany modeluje si¢ poprzez umiejscowienie jednego rzedu wezléw siatki ponizej
Sciany, tak jak jest to pokazane na rysunku 8.7 Wartosci funkeji ponizej Scianki sa
,odbijane” do obszaru przeptywu, co oznacza, ze fi = fi, fi = fi f&= fi. Po wyko-
naniu kroku zderzen (linie 6-12) nastepuje odbijanie (bounceback), ktére ma miejsce
w linii 13 algorytmu [8:1] Pozostale warunki brzegowe uwzgledniane sa po kroku stru-
mieniowania w linii 18.
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Rozdziat 9

Metoda réznic skonczonych

Idea metody réznic skoniczonych polega na bezposrednim zastapieniu pochodnych
w rownaniach rézniczkowych przez ich dyskretne odpowiedniki w weztach siatki, na
ktora podzielony jest rozpatrywany obszar. Pochodne w kazdym punkcie aproksy-
mowane sg przez wartosci poszukiwanej funkcji w sasiednich weztach. W ten sposob
otrzymuje si¢ uklad réwnan algebraicznych, ktérego liczba réwnan i niewiadomych
réwna jest liczbie weztéw siatki. Metoda réznic skonczonych zostata wprowadzona
prawdopodobnie przez Eulera lub Taylora w XVIII wieku. Dyskretne odpowiedniki
pochodnych tworzone sa za pomoca réznic skonczonych, ktérych rézne formy otrzy-
muje sie gtownie ze wzoru Taylora.

9.1. Schematy réznicowe

9.1.1. Wzér Taylora

Zakladajac, ze mamy do czynienia z ciagla funkcja ¢ w przedziale domknietym
[;; ], to stuszny jest wzér Taylora w postaci

P(x; + Ax) = i d”i?xi) + d”;f)!(c).

n=0

(9.1)

Funkcji ¢ jest ciaglta do rzedu m — 1 w przedziale domknietym, natomiast do rzedu m
wewnatrz tego przedziatlu. Punkt c lezy wewnatrz przedzialu, co zapisujemy ¢ =
x; + 0Ax dla § €]0;1[ przy nastepujacym oznaczeniu x = x; + Az, gdzie Az jest
przyrostem zmiennej niezaleznej. Przyrost Az (réznica zmiennych niezaleznych) moze
byé¢ zaréwno dodatni, jak i ujemny. Zerowa rézniczka d'¢ tozsama jest z funkcja ¢.
Ostatni wyraz we wzorze , ktory zwiazany jest z m-ta rézniczka, zwany jest m-ta
reszta wzoru Taylora.

Biorac pod uwage, ze n-ta rézniczka funkcji ¢ w punkcie z; dana jest zaleznoscia
d"é(z;) = ¢ (z;) dz”, mozna zapisaé wzér Taylora w nastepujacej postaci za
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pomoca pochodnych funkcji ¢

Oz + Az) = ¢(z:) + ¢/ (z:)Ax + §¢" (2:) Ax? + § " (2:) Az’ + .. + $¢(m)(C)A$m-

(9.2)
Jedna z interpretacji wzoru Taylora mozna przedstawi¢ w ten sposdb, ze umozliwia on
wyznaczenie nieznanej wartosci funkcji w punkcie x, oddalonym od znanego punktu x;
o Az, za pomocg znanych wartosci funkcji i jej pochodnych w punkcie z;, z wyjatkiem
nieznanej pochodnej rzedu m w punkcie c. Zamiast postugiwaé sie ta nieznana warto-
Scia w punkcie ¢ w postaci %(b(m) (c)Az™, wprowadza sie wielko$¢ rzedu m w postaci
O(Az™). W ten sposéb wzér Taylora przyjmuje postaé

P(xi + Az) — ¢p(x;) = ¢/ () Az + 5" (w:) Az’ +
+ot o (@) AT+ O(A ™). (9.3)

Odrzucanie wyrazéw rzedu O(Az™) zwiazane jest z przyblizaniem ¢(x; + Ax). Blad
tego przyblizenia jest proporcjonalny do O(Ax™).

Kolejna interpretacje wzoru Taylora mozna przedstawi¢ po wprowadzeniu definicji
przyrostu (réznicy) funkcji ¢ w postaci A¢ = ¢(x;+Ax)—¢(x;). Wracajac do definicji
rézniczek funkcji, mozna wzér zapisa¢ w nastepujacej postaci

D¢ = dg(@i) + 3 d%6(@) + .+ gty A6 D (@) + O(A™). (9.4)

Wzér powyzszy oznacza, ze przyrost (réznica) funkeji jest wyznaczana za pomoca
sumy kolejnych rézniczek.

9.1.2. Ré6znicowe odpowiedniki pochodnych

Biorac pod uwage wzér Taylora z dokladno$cia do pierwszych pochodnych,
mozna otrzymaé ¢(x; + Az) — ¢(z;) = ¢ (x;)Az + O(Ax?). Zaleznosé ta wyraza
pierwsza pochodna za pomoca réznicy skonczonej. Dokladniej méwiac, pochodna jest
wyrazona za pomocy roéznicy skonczonej odniesionej do réznicy zmiennej niezalez-
nej Az, co zapisujemy

x; + Ax) — ¢(z; it1 — O

o (z5) = 2T F A; 0@ | oAz ~ @%x% 9.5)
Pomijajac wyrazy typu O(Az), otrzymujemy przyblizenie pochodnej ¢ (x;) lub w za-
pisie skréconym ¢}, ktére jest rzedu pierwszego. Na rzad przyblizenia wskazuje odrzu-
cony wyraz O(Ax). Przyblizenie (9.5)) pierwszej pochodnej nazywane jest progresyw-
nym (w przéd). Jest to nic innego jak iloraz réznicowy. Warto$¢ pierwszej pochodnej
w punkcie x; zostala aproksymowana przez réznice wartosci funkcji w punkcie x; + Ax
i z; albo przez warto$é funkeji sasiednia z przodu (o ile Az jest dodatnie) i w tym
samym punkcie co pochodna. Przyblizenie pochodnej ¢} wedlug zaleznosci za-
pisywane jest réwniez w wersji skroconej, gdzie ¢;1 = ¢(x; + Az) i ¢; = ¢(x;). Za-
mieniajac Az we wzorze (9.5) na —Auz, otrzymujemy przyblizenie regresywne (w tyl,
wsteczne), ktére zapisywane jest jako

P(z;) — ¢p(xi — Ax)
Ax

+ 0(Az) ~ ¢ bim1 (9.6)

¢ (@i) = Az
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Przyblizenia wyzszego rzedu pierwszych pochodnych mozna otrzymaé poprzez
uwzglednienie wiekszej liczby wyrazéw we wzorze Taylora . Jezeli uwzglednimy
wyrazy do drugiej pochodnej wlacznie, to ze wzoru Taylora mozna otrzymaé naste-
pujaca relacje ¢(z; + Ax) — ¢(x;) = ¢/ (2:) Az + 56" (x:) Ax? + O(Az?). Zastepujac
w powyzsze]j zalezno$ci Ax przez —Ax i odejmujac od siebie wyniki, otrzymamy réz-
nicowy odpowiednik pierwszej pochodnej z dokladno$cig drugiego rzedu

oy @i+ Az) — ¢(x; — Ax) _ Git1 — Pi1
¢(w:) = 2Azx - 2Ax '

Przyblizenie powyzsze zwane jest przyblizeniem centralnym, gdyz do okreslenia war-
tosci pochodnej w punkcie x; bierze pod uwage wartosci sasiednie funkcji ¢ z obu
stron, w przeciwienstwie do przyblizenia progresywnego i regresywnego .
Wieksza liczba wartosci sasiednich, ktére sg brane pod uwage, skutkuje wyzszym
rzedem przyblizenia. Mozliwe jest rowniez podanie réznicowego odpowiednika pierw-
szej pochodnej z doktadno$cig drugiego rzedu w punktach bezposrednio sasiaduja-
cych (oddalonych od siebie o Ax). Pochodna ta bedzie przyblizona w punkcie po-
srednim x; + %Ax. W tym celu postepuje si¢ analogicznie jak w przypadku row-
nania , z ta réznica, ze zamiast Az przyjmuje sie %Am, co pozwala zapisaé
O(x; + 50z) — ¢(x;) = ¢ (z; + 3Az)3Az + 1¢"(z; + FAz) LAz + O(Az?). Za-
stepujac %Ax przez —%Am i odejmujac od siebie wyniki, otrzymamy

Ii + 3A7) — §{z: ~ 3A7) N
Az - Az .

Za pomoca wzoru Taylora mozliwe jest takze wyznaczenie przyblizenia regresyw-
nego pierwszej pochodnej z doktadnoscia drugiego rzedu w nastepujacej postaci

/ _ Pry — 2Ax) — 4¢(x; — Ax) 4 3¢(x;) 2y Pi—2 —4di—1 + 3¢5
¢ (@) = 2Ax +0(As%) ~ 2Ax

+ O(Az?)

(9.7)

¢ (zi + 3Az) = + O(Az?) (9.8)

(9.9)
ktore jest uzyteczne w zagadnieniach niestacjonarnych do aproksymacji pochodnej
wzgledem czasu, jak rowniez przy dyskretyzacji pochodnej na brzegu obszaru.

Przyblizenia rzedu pierwszego kolejnych pochodnych mozna znalezé, wykorzystu-
jac wzér Taylora dla réznych kroké6w Az. Aby otrzymaé przyblizenie progre-
sywne drugiej pochodnej, wykorzystuje si¢ najpierw wzoér Taylora z dokladnoscia do
drugiej pochodnej ¢(z; + Az) — ¢(z;) = ¢ (2;)Az + $¢" (2;)Az? + O(Az?), a na-
stepnie zastepuje sie Az przez 2Ax, co daje daje w wyniku nastepujaca postaé wzoru
o(x; + 28z) — ¢(x;) = ¢ ()20 + 16" (2;)4A2% + O(Az?). Odejmujac drugie row-
nanie od pierwszego, ktore jest przemnozone przez dwa, otrzymujemy nastepujace
progresywne przyblizenie rzedu pierwszego drugiej pochodnej

ne oy _ 0@ +20z) — 2¢(x; + Az) + ¢(w:) _ itz —20i41 + ¢
¢ (@) = Az? - Az?

Analogicznie mozna pokazaé, ze progresywne przyblizenie dowolnej pochodnej rzedu
pierwszego wyraza sie nastepujacym wzorem

+0(Ax)

. (9.10)

™ () = > o (-1)k (Z) Pz + (n — k)Az) + O(Azx). (9.11)
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Dla n = 1 otrzymujemy réwnanie , a dla n = 2 rownanie .

Przyblizenia regresywne rzedu pierwszego drugiej pochodnej otrzymaé mozna ze
wzoru Taylora dla kroku —Az i —2Az. Wynik dla kroku —Ax nalezy przemnozy¢
dwukrotnie i odjaé¢ od wyniku dla —2Axz. Rezultat bedzie mial posta¢ analogiczna jak
wzOr z wyjatkiem znakow przed Ax i 2Az. Dla pochodnej rzedu n mozna sie
postugiwaé nastepujacym wzorem

n

() = o SO (1) (Z)wxi ~ b Az) + O(Ax), (9.12)

ktory podaje regresywne przyblizenie rzedu pierwszego.

Pochodne wyzszego rzedu réwniez sa przyblizane poprzez uwzglednienie wigkszej
liczby wyrazéw we wzorze Taylora. Dla odpowiednika drugiej pochodnej rozwaza sie
wzOr z doktadnoscia do trzecich pochodnych wtacznie, co zapisujemy w nastepu-
jacej postaci ¢(z; + Ax) — ¢(xi) = ¢/ (z:) Az + 30" (2:) Aa® + 5" (z:) Az® + O(Az?).
Zamieniajac Ax na —Az i dodajac wyniki do siebie, mamy nastepujace przyblizenie
symetryczne drugiej pochodnej z dokladnoécia drugiego rzedu

P(z; + Az) — 2¢(z;) + ¢p(x; — Ax)

¢ (x;) = A2 +O(A2?) ~ Git1 — 20; + i1

Ax?
Analogicznie postepuje sie z pochodnymi wyzszych rzedéw. Ogdlny wzdr na przybli-
zenie centralne n-tej pochodnej z doktadnoscia drugiego rzedu ma nastepujaca postac

. (9.13)

o™ (z;) = Azn > (-1 (Z)(b (z; + (2 — k) Az) + O(Az?). (9.14)

k=0

Pochodne rzedéw parzystych 2n okre$lone sa na siatkach z calkowitym krokiem Az,
podczas gdy dla rzedéw nieparzystych 2n — 1 krok jest wielokrotnoscia %Am.

9.2. Ogdblne réwnanie transportu

Ogolne réwnanie transportu wielkosci ¢ w polu predkoéci u w przypadku tréj-
wymiarowym, ktére nazywane jest réwniez niestacjonarnym réwnaniem konwekcji—
dyfuzji ze zréodtami, ma nastepujaca postac

9 (p9)
ot

+ V- (ppu) =V - (I'Vp) + Sp. (9.15)

Pochodna % zwiazana jest z lokalna pochodna wzgledem czasu, czyli niestacjonarno-
Scia. Drugi wyraz V - (pgu) opisuje konwekeje. Trzeci wyraz V - (I'V¢) zwiazany jest
z dyfuzja ¢, gdzie I' jest wspoélczynnikiem dyfuzji. Czwarty wyraz reprezentuje zro-
dla wielkosci ¢, czyli te wyrazy, ktore nie sa klasyfikowane jako wyrazy konwekcyjne
i dyfuzyjne oraz nie zawieraja pochodnej czastkowej wzgledem czasu. Réwnanie pa-
raboliczne moze by¢ dalej uproszczone do trzech podstawowych typow réwnan:
e hiperbolicznego, jezeli I' = 0;

e parabolicznego w postaci . Dodatkowo moze zachodzi¢ u = 0;

e eliptycznego, jezeli % = 0 albo jednoczesnie % =0iu=0.
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9.2.1. Réwnanie konwekcji

Roéwnanie konwekeji otrzymujemy z réwnania transportu (9.15) przy zalozeniu
zerowego wspolczynnika dyfuzji I' = 0 i stalej gestosci p = 1. W przypadku jednowy-
miarowym réwnanie to przyjmuje prosta postaé

0¢ 0

gdzie predkosé u, jest stala, co wynika z réwnania ciaglosci 88“; = 0. Jednowymiarowe

réwnanie konwekeji (9.16)) ma proste rozwiazanie analityczne w nastepujacej postaci

d(x,t) = f(z — uyt), (9.17)

gdzie f jest dowolng funkcja.

Roéwnanie ((9.16), mimo ze jest réwnaniem pierwszego rzedu, klasyfikowane jest
jako réwnanie hiperboliczne. Latwo si¢ o tym przekonadé, liczac obustronnie pochodna
czastkowa po czasie i zamieniajac pochodna wzgledem = ponownie za pomoca réw-

nania (9.16)), co da w rezultacie

02 0?
—f - ui—f =0. (9.18)
ot ox
n+1 n+1 n+1
- o - o e O—O—O—
n r\/r\\r\ n r\/rL n FanY
\\% \\P A A % A%
n—1 n—1 n—1
i—1 i i+1 i—1 i it+1 i—1 i i+1
(a) FTCS, Laxa—Wendroffa (b) FOU (c) BTCS
n+1 7 n+1 A n+1
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\
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mn
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i—1 i i+ 1 i—1 i i+1 i—1 i i+1

(d) Cranka—Nicolson (e) regresywny  drugiego (f) Laxa—Friedrichsa
rzedu

Rys. 9.1. Typowe schematy dyskretyzacji réwnania konwekcji

Dyskretyzacja rownania konwekcji w ramach metody réznic skonczonych za-
lezy w najprostszym przypadku od przyjetego réznicowego odpowiednika pochodnych
i od tego, czy odpowiedniki te sg jawne, czy niejawne. W szczegdlnych przypadkach
sposéb dyskretyzacji jest nieco bardziej zlozony.
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9.2.1.1. Schematy dyskretyzacji

Istnieje wiele schematéw dyskretyzacji réwnania konwekcji. Do typowych zaliczyé
mozna schematy:

FTCS. Schemat FTCS (Forward Time Centred Space) otrzymywany jest przy wy-
korzystaniu progresywnego odpowiednika réznicowego pierwszej pochodnej wzgle-
dem czasu t i réznicowego odpowiednika centralnego pierwszej pochodnej wzgle-
dem polozenia x, co mozna zapisaé¢ jako

ot oor o - on,

At * 2Azx
Indeksy gérne w powyzszym zapisie odpowiadaja kole_]nym krokom czasowym, ¢}, | =
o(x; + Ax,t) i gb?“ = ¢(z;,t+ At). Réwnanie konwekcji (9.19)) jest zdyskretyzowane
z doktadnoscig pierwszego rzedu wzgledem czasu i drugiego rz@du Wzglgdem potozenia.

Graficzne przedstawienie schematu FTCS pokazano na rysunku [9 Dyskretyzacja
wzgledem czasu jest jawna, wiec z réwnania mozna wyznaczy¢ (b”“

¢?+1 =¢; — 100 (¢z+1 ¢?—1) ) (9.20)
gdzie Co jest liczba Couranta

= 0. (9.19)

[TIVAN)
Az’

Co= (9.21)

FOU. Schemat FOU (First Order Upwind) to schemat regresywny pierwszego rzedu.
Nazwa regresywny bierze sie od regresywnego odpowiednika réznicowego pierw-
szej pochodnej wzgledem polozenia. Wzgledem czasu wykorzystywany jest progre-
sywny odpowiednik réznicowy pierwszej pochodnej. Zdyskretyzowane réwnanie
konwekcji przyjmuje postaé¢ (u, > 0)

PPt — ¢" o7 — Py
Uy =0. .22
At Ax 0 (9-22)

Roéwnanie (9.22)) jest zdyskretyzowane z dokladnoscia pierwszego rzedu wzgledem
czasu i polozenia. Graficzne przedstawienie schematu FOU pokazano na rysunku[9.15]

Dyskretyzacja wzgledem czasu jest jawna, wiec z réwnania (9.22)) mozna wyznaczyé
¢n+1

%

PP = ¢ — Co (¢F — ¢ 4) - (9.23)

BTCS. Schemat BTCS (Backward Time Centred Space) jest podobny do jawnego
schematu FTCS. Jedyna réznica polega na tym, ze réznicowy odpowiednik pochodnej
9.7) ma postaé¢ niejawna, co pozwala zapisa¢ zdyskretyzowane réwnania konwekcji
9.16|) jako

¢n+1 ¢n (b’(l_:rll _ d)’(lJrll
3 11—
At 2Azx
Réwnanie konwekeji (9.16]) jest zdyskretyzowane z dokladno$cia pierwszego rzedu
wzgledem czasu i drugiego rzedu wzgledem potozenia. Graficzne przedstawienie sche-
matu BTCS pokazano na rysunku

= 0. (9.24)
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Cranka—Nicolson. Schemat tego typu [3] otrzymuje sie jako kombinacje jawnego
FTCS i niejawnego BTCS. W tym celu mozna dodaé¢ stronami réwnania ((9.19)) i (9.24]),

co w rezultacie da

L +1 +1
ot g 1 ( =0t i — o ) _
L = 0.

+ 2Ax t s 2Az (9-25)

At 2
Schemat typu Cranka—Nicolson jest schematem niejawnym. Réwnanie konwekcji (9.16))
jest zdyskretyzowane z dokladno$cia drugiego rzedu wzgledem czasu i potozenia. Gra-
ficzne przedstawienie tego schematu pokazano na rysunku [9.1d

Regresywny drugiego rzedu. Schemat ten otrzymywany jest przy wykorzystaniu
regresywnego odpowiednika réznicowego drugiego rzedu pierwszej pochodnej
wzgledem czasu t i niejawnego réznicowego odpowiednika centralnego pierwszej
pochodnej wzgledem polozenia x, co mozna zapisaé jako

A O W%
2t C2Ax

—0. (9.26)

Schemat regresywny drugiego rzedu jest schematem niejawnym. Réwnanie konwekcji
(19.16)) jest zdyskretyzowane z dokladno$cig drugiego rzedu wzgledem czasu i poloze-
nia. Graficzne przedstawienie tego schematu pokazano na rysunku

Laxa—Wendroffa. Schemat Laxa—Wendroffa [7] wykorzystuje rozwiniecie funkeji ¢
w szereg Taylora wzgledem czasu z dokladno$cia do drugiej pochodnej

. 2 .
Bt + M) — gy, t) = 220D np %%

o At? + O(A). (9.27)

Powyzsze rozwiniecie jest rzedu trzeciego, ale aproksymacja pierwszej pochodnej jest
rzedu drugiego, gdyz réwnanie (9.27)) nalezy podzieli¢ obustronnie przez At. Zatem
pierwsza pochodna ¢ wzgledem czasu przyblizana jest ilorazem réznicowym w sposob
progresywny i dodatkowym wyrazem zawierajacym druga pochodnag

o9y it —p 0791
ot At 2 2

At. (9.28)

Druga pochodna moze byé¢ przyblizana symetrycznie z dokladnoécia drugiego rzedu
za pomoca wzoru ({9.13]). Po uwzglednieniu obu aproksymacji mozna wyznaczy¢ ¢?+1
w sposéb jawny

PP =g — LCo (¢} — d11) + 3C0% (o1 — 207 + ¢4 ) - (9.29)

Schemat typu Laxa—Wendroffa jest schematem jawnym. Réwnanie konwekcji
(19.16)) jest zdyskretyzowane z dokladnoscia drugiego rzedu wzgledem czasu i poto-
zenia. Graficzne przedstawienie tego schematu pokazano na rysunku i jest ono
identyczne jak w przypadku schematu jawnego FTCS.



9.2. Ogdlne réwnanie transportu 119

Laxa—Friedrichsa. Schemat typu Laxa—Friedrichsa jest modyfikacja schematu jaw-
nego FTCS (9.20)), gdzie zamiast ¢™ wykorzystuje si¢ $rednig arytmetyczng tych sa-
mych wyrazéw, ktére wykorzystywane sg w réznicowym odpowiedniku central-
nym pierwszej pochodnej wzgledem polozenia x, co daje

ntl _ Oiq + P

b; 2 - %CO( i1~ ?71) : (9.30)
Schemat ten jest schematem jawnym. Réwnanie konwekcji (9.16]) jest zdyskretyzowane
z doktadnoscia pierwszego rzedu wzgledem czasu i drugiego wzgledem polozenia. Gra-
ficzne przedstawienie schematu typu Laxa—Friedrichsa pokazano na rysunku

9.2.1.2. Sposoby rozwigzywania

Schematy jawne. Zdyskretyzowane réwnanie konwekcji rozwiazuje si¢ z wa-
runkiem poczatkowym ¢(z,0) = ¢o i warunkami brzegowymi w postaci znanej war-
tosci funkcji ¢ po lewej ¢(xp,t) = ¢ i prawej stronie ¢(zg,t) = ¢r przedzialu
x € [zr;zg]. Innym warunkiem brzegowym jest pochodna g—i funkcji ¢. Mozna roz-
wazaé rowniez warunki brzegowe mieszane.

Najprosciej stosuje sie schematy jawne, ktére maja najmniejsze wymagania sprze-
towe, jezeli chodzi o pamieé. Algorytm rozwigzywania zdyskretyzowanego réwnania
konwekeji pokazano w formie pseudokodu (algorytm . Algorytm ten dotyczy sche-
matu jawnego FTCS , choé¢ dla innych metod jawnych wystarczy zmienié tylko
linie 4 w pseudokodzie

Data: Read input variables and BCs
1 ¢? = ¢oi
2 for n:=1 to ng,,, do
3 for i := 2 to 4,4, — 1 do
4 L L Pitt = g7 — 5Co (¢ — dF4)

Alg. 9.1. Pseudokod jawnej metody rozwiazywania réwnania konwekcji

Schematy jawne mozna réwniez rozwiazywaé bezposrednio za pomoca jednocze-
snego rozwiazywania calego uktadu réwnan liniowych w ogdlnej postaci

a; ¢ttt + Za]\nﬁ}(ﬁl =", (9.31)
N

gdzie indeks N oznacza sasiednie wezty w stosunku do wezta i. W przypadku sche-
matéw jawnych, do ktérych zalicza sie np. schemat jawny FTCS (9.20)), wezel ¢ nie
ma sasiadéw w kolejnym kroku czasowym, co zapisuje sie jako

> aneitt =0. (9.32)
N
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Przez 0™ w réwnaniu oznacza sie wszystkie wyrazy schematu, ktére znane sa
z poprzedniego kroku czasowego n. Dla schematu jawnego schematu FTCS
otrzymujemy

O Y (9.33)
Liczba réwnan liniowych wynosi tyle, ile jest wezléw w rozwazanej siatce obliczenio-
wej. Uktad M réwnan liniowych typu w postaci macierzowej zapisywany jest
w nastepujacy sposéb

1 ?H oL
1 st o3 — %Oo (¢ — or)
1 Pyt 03 — 3Co (¢ — ¢3)
1 et T e gCo(eg —ep) |- (O3
1 }(;rl ér

Macierz kwadratowa M x M w ukladzie (9.34) jest macierza jednostkowa, co jest
cecha schematow jawnych.

Schematy niejawne. W przypadku schematéw niejawnych uktady rownan linio-
wych typu (9.31) musza byé rozwiazywane jednoczesnie. Schematy typu Cranka—
52%)

Nicolson mozna zapisa¢ w postaci
¢7 T+ 1C0 (¢ — o7 ) = o — $Co (8741 — 8-1) (9.35)

ktéry odpowiada réwnaniu typu (9.31). Sasiednie wezly N w stosunku do wezla 4
w kolejnym kroku czasowym zapisywane sa jako

D aneitt = 1Co (o1 — o)), (9.36a)
N

" = ¢p — 3Co (1 — di1) - (9.36b)

Pozostale wyrazy schematu (9.35)), ktore zaleza od poprzedniego kroku czasowego,
oznacza si¢ sie jako b". Uklad réwnan liniowych w postaci macierzowej przyjmuje
postaé

1 Pt oL
—3Co 1 Co o5t 93 — §Co (45 — ér)
—1Co 1 1Co oyt 93 — 3Co (9 —95)
-3Co 1 1Co ertt ] = | % — 3Co (e —¢%) | (9.37)

1 i ¢r
Macierz kwadratowa M x M w ukladzie nie jest macierzg jednostkowa, co sta-
nowi ceche schematéow niejawnych. W przypadku jednowymiarowym jest to macierz
trojdiagonalna, co oznacza, ze nie potrzeba znacznych zasobéw sprzetowych w po-
staci pamieci do przechowywania wszystkich elementow tej macierzy. Z uktadu
mozna réwniez wykresli¢ pierwszy i ostatni wiersz, ktére odpowiadaja znanym wa-
runkom brzegowym.
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9.2.2. Réwnanie dyfuzji

Roéwnanie dyfuzji otrzymuje sie z ogélnego réwnania transportu (9.15) przy zalo-
zeniu braku predkosci (konwekeji) u = 0, co pozwala zapisaé

oo

ot
W przypadku, gdy wyraz zrédlowy nie zalezy od wielkosci ¢, rownanie dyfuzji jest
réwnaniem liniowym. Réwnanie ([9.38]) nazywa si¢ rowniez réwnaniem przewodnictwa,
gdzie wspbtezynnik dyfuzyjnosci zastepowany jest wspétczynnikiem dyfuzyjnosci ter-
micznej a, a wielkosé ¢ jest temperaturg 7.

V- (I'Ve) + S (9.38)

9.2.2.1. Niestacjonarne réwnanie dyfuzji

Niestacjonarne réwnanie dyfuzji w przypadku jednowymiarowym otrzymujemy
z réwnania (9.38) dla wyrazéw zrédlowych S; = 0 1 przy zalozeniu, ze wspélczynnik
dyfuzyjnosci jest staly I' = const, co lacznie daje
0 0?
99 _ 079 (9.39)
ot Ox?
Réwnanie (9.39), podobnie jak réwnanie ((9.38]), jest réwnaniem parabolicznym. Poza
warunkami brzegowymi potrzebny jest réwniez warunek poczatkowy ¢(x,0) = ¢g. Do
typowych schematéw dyskretyzacji réwnania (9.39)) zaliczyé mozna schematy:

FTCS. Schemat jawny FTCS otrzymywany jest przy wykorzystaniu progresywnego
odpowiednika réznicowego (9.5)) pierwszej pochodnej wzgledem czasu ¢ i réznicowego
odpowiednika (9.13) symetrycznego drugiej pochodnej wzgledem polozenia x

PPt — o T 1 — 207 + iy
At Ax? '

Réwnanie dyfuzji jest zdyskretyzowane z dokladnoécia pierwszego rzedu wzgle-
dem czasu i drugiego rzedu wzgledem potozenia. Graficzne przedstawienie schematu
FTCS dla réwnania dyfuzji jest identyczne jak dla réwnania konwekcji z rysunku
Dyskrety%acja wzgledem czasu jest jawna, a zatem z rownania mozna wyzna-
czyé ot

(9.40)

¢t = gn Az (o1 — 207 + " y) . (9.41)

BTCS. Schemat niejawny BTCS jest analogiczny do jawnego schematu FTCS. Réz-
nica polega na tym, ze réznicowy odpowiednik drugiej pochodnej (9.13) ma postaé
niejawna, co pozwala zapisa¢ zdyskretyzowane réwnania dyfuzji (9.39)) jako
G —op _ O 20 4 ol

At Az? )
Réwnanie dyfuzji (9.39)) jest zdyskretyzowane z doktadnoscia pierwszego rzedu wzgle-
dem czasu i drugiego rzedu wzgledem potozenia. Graficzne przedstawienie schematu
BTCS jest identyczne jak w przypadku réwnania konwekcji z rysunku

(9.42)
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Cranka—Nicolson. Schemat typu Cranka—Nicolson otrzymuje sie jako kombinacje
schematu FTCS (9.40) i schematu BTCS (9.42)), co daje

ortl—gr 1 <p bl =200 +01, | O — 200 4 aﬁ)

At ) Ax? Az?

(9.43)

Schemat typu Cranka—Nicolson jest schematem niejawnym. Réwnanie dyfuzji (9.39)
jest zdyskretyzowane z dokladno$cia drugiego rzedu wzgledem czasu i potozenia. Gra-
ficzne przedstawienie tego schematu jest identyczne jak w przypadku réwnania kon-

wekeji z rysunku [0.1d]

Regresywny drugiego rzedu. Schemat regresywny drugiego rzedu otrzymywany
jest przy wykorzystaniu regresywnego odpowiednika réznicowego drugiego rzedu
pierwszej pochodnej wzgledem czasu t i niejawnego réznicowego odpowiednika ((9.13))
symetrycznego drugiej pochodnej wzgledem polozenia x, co zapisuje sie jako
L T N W Ml

2At Azx? ’
Schemat regresywny drugiego rzedu jest schematem niejawnym. Réwnanie dyfuzji
(19.39) jest zdyskretyzowane z dokladnoscia drugiego rzedu wzgledem czasu i poloze-
nia. Graficzne przedstawienie tego schematu jest identyczne jak dla réwnania konwek-

cji z rysunku

(9.44)

9.2.2.2. Stacjonarne réwnanie dyfuzji

Stacjonarne réwnanie dyfuzji mozna otrzymaé z ogdlnego réwnania transportu
przy zalozeniu braku predkosci u = 0, stacjonarno$ci % = 0 i stalosci wspdi-
czynnika dyfuzji I' = const. Aby stacjonarne réwnanie dyfuzji bylo liniowe, wyraz
zrédlowy nie moze zaleze¢ od ¢. Przyjmujac zatem, ze S, I'™! = —S, otrzymujemy
nastepujace rownanie

Vip=S. (9.45)

Roéwnanie ((9.45)) jest réwnaniem Poissona. W przypadku, gdy S = 0, réwnanie Pois-
sona przechodzi w réwnanie Laplace’a

Vi =0. (9.46)

Réwnania Poissona (9.45)) i Laplace’a (9.46) sa réwnaniami eliptycznymi. Réwna-
nie Poissona jest bardzo istotne w przypadku numerycznego rozwigzywania rownania
Naviera—Stokesa dla przypadku niedcidliwego, gdyz réwnanie to opisuje rozklad ci$-
nienia.

Warunki brzegowe. Dla réwnania Poissona i Laplace’a istnieja dwa niezalezne
warunki brzegowe, ktore okreélane sa na brzegu 9€) obszaru €2:
e Warunek Dirichleta, ktéry oznacza, ze na brzegu 0f2 obszaru €2 znana jest wartosé

g(x) funkcji ¢
Y ox) = g(x). (9.47)

x€0N
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e Warunek Neumanna, ktéry oznacza, ze na brzegu 0f2 obszaru {2 znana jest wartos¢
g(x) pochodnej normalnej % funkeji ¢

V 2 = g(x). (9.48)

x€0N

Istnieje takze warunek mieszany, ktéry oznacza, ze znana jest kombinacja liniowa
warunkéw brzegowych Dirichleta i Neumanna w postaci

v a(x) +ﬁa¢

—(x) =g(x 4
v 22 %) = 90) (9.49)

gdzie wspolczynniki « i 3 réwniez sa znane.

Warunek catkowalno$ci. Warunek catkowalnosci rownania Poissona z warunkiem
brzegowym Neumanna dla przypadku dwuwymiarowego mozna sformutowaé na pod-
stawie pierwszego wzoru Greena w postaci

0
[[ (V- Ve +uv2) a2 = § %7‘5 dL. (9.50)
Q o0+

Przyjmujac ¢ = ¢ i ¢ = 1, otrzymujemy

0
[ v2¢ a0 = 9 a1, (9.51)
on
Q o0+
Biorac pod uwage réwnanie Poissona (9.45]) i warunek brzegowy Neumanna (9.48]),
mozna otrzymaé¢ warunek catkowalnosci réwnania Poissona przy warunku Neumanna
w postaci
[[sao= ¢ garL. (9.52)

Q o0+

Wynika z niego, ze warunek brzegowy Neumanna w postaci g nie moze by¢ przyjmo-
wany dowolnie i jego posta¢ zalezy od wyrazu Zrodlowego S.

Dyskretyzacja. Roéwnanie Poissona ((9.45) w postaci dwuwymiarowe] zapisywane
jest jako
¢ 0%¢
—+ =5 =5 9.53
0x2 = 0y? (9:53)
Odpowiedniki réznicowe pochodnych czastkowych maja postaci analogiczne jak
w przypadku pochodnych zwyczajnych, z ta réznica, ze mamy do czynienia z dodat-
kowym indeksem j. W ten sposéb pochodne drugiego rzedu mozna dyskretyzowadé
z dokltadnoscia drugiego rzedu za pomoca odpowiednika symetrycznego, analogicz-

nego do (9.13))

Giv1j — 2045 + Pi_1; n Gij+1 — 2045 + dij1
Ax? Ay?

= S, (9.54)
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Zdyskretyzowany odpowiednik (9.54) réwnania Poissona ((9.53)), ktéry pokazano na
rysunku[9.2] jest stuszny dla siatek izotropowych (Az = Ay). Z réwnania réznicowego
(19.54) mozna wyznaczy¢ ¢;; jako funkcje ¢ w sasiednich wezlach

Aij = di1j + bi-1j + bijp1 + dij—1 — SizAa. (9.55)
j+2 j+2
j+1 o itl N
’ -0 Tobo
B R g

ji-2 j=2

i+1
i+2
i+1
i+2
i+3
i+4

Rys. 9.3. Warunek brzegowy Neumanna
dla réwnan Poissona i Laplace’a

Rys. 9.2. Schemat dyskretyzacji (9.55)
réwnania Poissona i Laplace’a

Sposoby rozwigzywania réwnan Poissona i Laplace’a

e Metody bezposrednie, ktére polegaja na tworzeniu ukladéw réwnan liniowych typu
(9.55)), co w wersji symbolicznej moze byé¢ zapisane jako

aijqbij + Z anon = b. (956)
N

Przez ¢y oznacza sie wartosci ¢ w sasiednich weztach, bioracych udzial w wyli-
czaniu ¢;;. W przypadku schematu okreslonego wzorem mamy y  y GNON =
—(@ig1j+Pic1j+Pijr1+Pij—1). Wyraz b nie zalezy od wartodci ¢ w weztach siatki.
W przypadku schematu mamy b = fSijA:cQ. Po prawej stronie réwnania
wystepuja réowniez te wezly, ktére znajduja sie na brzegu obszaru (waru-
nek Dirichleta). Réwnan typu jest tyle, ile nieznanych wartosci ¢ w weztach
siatki. W przypadku warunku brzegowego Dirichleta wartoéci ¢;; jest tyle, ile wy-
nosi liczba wszystkich weztéw pomniejszona o liczbe wezldéw lezacych na brzegu
siatki. Przyklad uktadu réwnan liniowych dla siatki 5 x 5 wyglada nastepujaco

4 -1 -1 P22 $12 + P21 — SaaAz?
-1 4-1 -1 Pa3 ¢13 — SazAx?
-1 4 -1 P24 P14 + Po5 — SaaAz?

-1 4 —1 -1 P32 31 — SsaAz?
-1 -1 4-1 -1 b33 | = —S33Az?

-1 -1 4 -1 ®34 P35 — SzaAx?

-1 4 -1 Pa2 b1 + ¢s2 — SpAz?

-1 -1 4 -1 P43 ¢53 — SazAx?

-1 -1 4 P44 bas + P51 — SaaAz?

(9.57)
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e Metody posrednie (relaksacyjne), ktére nie wymagaja rozwiazywania ukladéw réw-
nan liniowych. W metodach tego typu wylicza sie wartos¢ qf)%“ w nastepnym kroku
dla kazdego wezla siatki, dopdki réznica pomiedzy krokiem nastepnym i poprzed-

nim dla kazdego wezla jest nie wieksza niz zalozone rezyduum R

R = |t — om]. (9.58)

i i
Wyrdzni¢ mozna nastepujace metody relaksacyjne:

— Iteracja Jacobiego. W metodzie tej do wyliczenia wartos$ci ¢ w nastepnym kroku
@™ ! wykorzystuje sie wylacznie wartosci z krokéw poprzednich ¢”. Zastosowanie

znajduje tu wzor (9.55)
Z-H = i (¢;L+1j + @i+ i T O — SijA1’2) . (9.59)

Jest to najwolniejsza metoda sposréd metod relaksacyjnych

— Iteracja Gaussa—Seidela. Do wyliczenia warto$ci ¢ w nastgpnym kroku wyko-
rzystuje sie nie tylko wartosci z poprzedniego kroku ¢", ale tez wartosci juz
uaktualnione ¢" ! w biezacej iteracji.

B L (g T+ O + 0L — SyAY). (9.60)

Jest to metoda szybsza niz metoda iteracji Jacobiego .

— Sukcesywna nadrelaksacja. W metodzie tej do wyliczenia wartosci ¢! wykorzy-
stuje si¢ nie tylko juz uaktualnione wartoéci w obecnym kroku, jak ma to miejsce
w metodzie iteracji Gaussa—Seidela , ale réwniez warto$¢ z poprzedniego
kroku ¢™ skalowana wspétczynnikiem nadrelaksacji w €]1, 2] w nastepujacy spo-
sOb

I = (L—w) ¢ + 2 (¢4 1, + 07T, + by + 01T — Si;Az®), (9.61)

co jeszcze bardziej przyspiesza obliczenia. Warto$é wspotczynnika w zalezy od
konkretnego problemu, ktory nalezy rozwiazaé. Zty dobdr tego wspotczynnika
moze spowodowaé¢ spowolnienie czasu obliczen lub nawet ich rozbieznosé.

Przyklad algorytmu rozwiazywania réwnania Poissona z warunkiem brzegowym
Dirichleta pokazany jest w formie pseudokodu (algorytm . W algorytmie tym
wykorzystano metode sukcesywnej nadrelaksacji . Algorytm konczy dzialanie,
jezeli rezyduum R (9.58) osiagnie warto$¢ mniejsza niz zalozona minimalna wartosé
Rin lub jezeli przekroczona zostanie maksymalna liczba krokéw 1,4, Algorytm
mozna wykorzysta¢ do rozwigzania réwnania Laplace’a, gdy S;; = 0.

Réwnania Poissona i Laplace’a z warunkiem brzegowym Neumanna rozwiazuje sie
nieco inaczej. Poniewaz znamy pochodna w kierunku normalnym na samym brzegu 052,
warto$¢ ¢ musi by¢ wyznaczana nie tylko wewnatrz obszaru 2, ale rowniez na jego
brzegu. Oznacza to, ze schemat réznicowy znajdzie sie cze$ciowo poza rozwa-
zanym obszarem, jak ma to miejsce np. na rysunku @ Jednak wartoé¢ ¢;_;; mozna
wyznaczy¢ z warunku brzegowego Neumanna. Rozwazajac schemat i centralna
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dyskretyzacje pierwszej pochodnej w kierunku normalnym do brzegu (9.7)) (w przy-
padku lewego brzegu %), mozna zapisaé

029 Piv1j — 20ij + bi—1;

@ = A;L’Q 5 (962&)
¢ _ div1j —Pim1j
o= T . (9.62b)

Z drugiego réwnania uktadu (9.62) mozna teraz wyznaczy¢ ¢;_1; i wstawié¢ do réwna-
nia pierwszego. Zmodyfikowany schemat réznicowy dla lewego brzegu, ktory uwzgled-
nia warunek Neumanna, ma postaé

bij = 3 (20111 + bit1s + dijo1 — 2gi;Az — S;;Ax?). (9.63)

Podobnie mozna zmodyfikowaé schematy réznicowe dla innych brzegéw. Ostatecznie
algorytm rozwiazywania rownan Poissona i Laplace’a metoda nadrelaksacji z wa-
runkiem brzegowym Neumanna pokazano w formie pseudokodu (algorytm . Aby
rozwigza¢ réwnanie Laplace’a, wystarczy przyja¢ S;; = 0.

Data: Read input variables and BCs
1w:=15n:=1
2 foreach ¢;; € 02 do ¢;; := g;;
3 repeat
4 R:=0

5 for i := 1 to i,,4, do
6 for -7 =1to jmam do
7 if ¢"+1 ¢ 8(2 then
® ¢Z+1 = 1 (O + 010y B + 01T — SiyAr?)
9 R:= max(|<;5”+1 — ¢l R)
10 QSZH =1 —-w)e? +w¢"+1
11 n:=n+1

12 until n < n,0; and R > Rin

Alg. 9.2. Pseudokod metody relaksacyjnej rozwiazywania réwnania Poissona z wa-
runkiem Dirichleta

9.2.3. Réwnanie konwekcji—dyfuzji

Niestacjonarne réwnanie konwekcji—dyfuzji otrzymuje sie z ogdlnego réwnania
transportu przy zalozeniu braku predkosei (konwekcji) u = 0, statodci wspdl-
czynnika dyfuzji I' = v = const i braku zrédet Sy = 0, co w przypadku jednowymia-
rowym pozwala zapisaé

%, 00 _ P

ot " or  Vorr (9-64)
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Data: Read input variables and BCs
1w:=15n:=1

2 repeat

3 R:=0

4 for i := 1 to 4,4, do

5 for j :=1 to jar do

6 if qu"‘H € 002 then

7 sw1tch gb"'“ do

8 case . do

¢Z+1 : (2@7_;’_1] + SD?j-‘,-l + @Ztll - 29”A$ — S”A(E2)

9 else

10 ¢Z+1 =5 (o it T ¢?+11j + ot ¢?jt11 — S;Ax?)
11 R:= ax(|¢”+1 o5l R)

”+1 . n+1

12 L o = (1—w) ¢y + w¢
13 n:=n+1

14 until n < nypee and R > Roin

Alg. 9.3. Pseudokod metody relaksacyjnej rozwiazywania rownania Poissona z wa-
runkiem Neumanna

Roéwnanie (9.64) mozna dyskretyzowaé na wiele sposobéw. Najprostszym z nich
jest schemat jawny FTCS, gdzie dla wyrazu konwekcyjnego wykorzystujemy sche-
mat (9.19), a dla wyrazu dyfuzyjnego schemat (9.40). W rezultacie dyskretna postaé
réownania (9.64]) zapisuje sie jako

1
¢p T — of +u, P — ity _ V¢?+1 — 297 + ¢§11. (9.65)
At 2Ax Ax?
Roéwnanie konwekcji-dyfuzji (9.65) jest zdyskretyzowane z dokladnoscia pierwszego
rzedu wzgledem czasu i drugiego rzegdu wzgledem potozenia. Dyskretyzacja wzgledem
czasu jest jawna, wiec z réwnania mozna wyznaczyé (b"“

o = 97 — 5Co (9l ¢>i_1) +Re™" (911 = 207 +011) (9.66)
gdzie Re jest ,numeryczna” liczbg Reynoldsa
Ax?
Re = AL (9.67)

Algorytm rozwiazywania réwnania konwekcji-dyfuzji, zdyskretyzowanego schematem
jawnym FTCS, jest bardzo prosty i podany w postaci pseudokodu (algorytm [9.4)).
Przykladem dyskretyzacji niejawnej jest schemat BTCS, ktéry bierze sie ze sche-

matéw dla wyrazu konwekcyjnego (9.24) i dyfuzyjnego (9.42))
G = o7+ 400 (1 — 9T) =Re! (o — 200+ 0rH) . (9.68)
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Data: Read input variables and BCs
1 @) = ¢oi
2 for n:=1 to n,,, do
3 for i := 2 to 9,00 — 1 do
L L ¢:‘L+1 =7 — 100( i1 ¢?,1) +Re™! ( 1~ 207 + ¢?71)

Alg. 9.4. Pseudokod jawnej metody rozwiazywania réwnania konwekcji—dyfuzji

Réwnanie konwekcji—dyfuzji jest zdyskretyzowane z doktadnosScig pierwszego
rzedu wzgledem czasu i drugiego rzedu wzgledem potozenia.

Innym przykladem niejawnego schematu dyskretyzacji rownania konwekcji-dyfuzji
jest schemat typu Cranka—Nicolson, ktéry jest kombinacja schematdw i

¢?+1 — ¢ + 1C0( 1 — i1+ ¢;L.:r11 - ¢?+11) =
= jRe”! («ml =207 + Oy + O =200 + 07 . (9.69)
Réwnanie konwekcji—dyfuzji (9.64) tym razem jest zdyskretyzowane z dokladnoscia
drugiego rzedu wzgledem czasu i poloZenia.
Réwnanie konwekcji—-dyfuzji, ktoére jest zdyskretyzowane wedlug schematu typu
Cranka—Nicolson, mozna rozwiazywaé¢ w sposéb niejawny, czyli jednoczesnemu roz-
wiazaniu podlega caly uklad réwnan liniowych typu

(1+Re ) ot + ZaN¢"+1 b, (9.70)

gdzie rozmieszczenie sgsiednich wezléow wzgledem wezla ¢?+1 w nastepnym kroku
czasowym okreslone jest jako

D andi! = ot (100 — R g% (o4 4R 01)

a wyrazy, ktore zaleza od poprzedniego kroku jako

n:(lﬁ?_% (¢z+1 oy )+ sRe™ (¢z+1 207 + ;" 1) (9.72)

9.3. Stabilnos¢ schematow dyskretyzacji

Klasyczna metoda analizy stabilno$ci schematéw réznicowych [3] uzytych do dys-
kretyzacji réwnan liniowych opiera sie na badaniu sktadowej szeregu Fouriera. Metoda
ta podaje warunki konieczne i dostateczne stabilnosci. Aby méc korzystaé z metody
opartej na dekompozycji rozwigzania numerycznego w szereg Fouriera, nalezy zalozy¢,
ze mamy do czynienia z periodycznymi warunkami brzegowymi. Zaklada sie tez, ze
rozwigzanie numeryczne ¢7 mozna rozlozy¢ w szereg Fouriera w nastepujacy sposob

N . .
> Ay et (9.73)
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gdzie A,, jest amplituda m-tej harmonicznej, £, = maN~'Ax~! jest liczba falows,
1 jest jednostka urojona, a liczba N odpowiada dtugosci przedziatu L podzielonej przez
Az. Zapis A7, oznacza amplitude A,,(t), podczas gdy A% oznacza A,, (t + At). Po-
niewaz mamy do czynienia z réwnaniem rézniczkowym liniowym, wiec wystarczy dalej
rozwazaé tylko pierwszy wyraz szeregu . Wprowadzajac definicje kata fazowego
0 = kmAx € [—m; 7] w krokach %, pojedynczy wyraz szeregu mozna zapisaé
jako

o = AlLe?. (9.74)

Ewolucja w czasie pojedynczego wyrazu szeregu Fouriera moze byé¢ wyzna-
czona poprzez roznicowy schemat dyskretyzacji. Oznacza to, ze wyraz (9.74]) nalezy
wstawi¢ do rozwazanego schematu i wyznaczy¢ wspotezynnik wzmocnienia AL /A" .
Wspbélezynnik wzmocnienia okresla, w jakim stopniu amplituda A,, jest zwickszana
w kazdym kroku czasowym. Aby réznicowy schemat dyskretyzacji byl stabilny, wspol-
czynnik wzmocnienia nie moze byé¢ wiekszy od jednosci

An+1
’m =G| <1, (9.75)

A%,

co jest warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilnoSci schematu dyskretyzacji.

9.3.1. Schemat FTCS

Roéwnanie konwekcji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74) do jawnego sche-
matu dyskretyzacji réwnania konwekcji (9.20)), otrzymujemy

Ag“éw::AgéﬁAfgb<AgéU+U“—AgdU*W). (9.76)

Wspdlezynnik wzmocnienia wedlug definicji (9.75) réwny jest ilorazowi amplitud
w nastepnym kroku czasowym do amplitudy w kroku aktualnym. Dzielac obustronnie

réwnanie (9.76) przez A7, i €Y mamy

G=1-13Co (e —e ). (9.77)

1
2
Wykorzystujac tozsamoéé w postaci € — e~ = 2isin#, mozna réwnanie na wspél-
czynnik wzmocnienia (9.77)) zapisa¢ w prostszej postaci

G =1-—iCosiné. (9.78)

Liczac modul wspélezynnika wzmocnienia G, okreslonego zaleznoscia (9.78)), otrzy-
mujemy nastepujaca relacje

|G| = V14 Co?sin?6 > 1, (9.79)

z ktérej wynika, ze jawny schemat dyskretyzacji réwnania konwekcji (9.20)) jest nie-
stabilny dla wszystkich Co i 6, gdyz nie spelnia warunku koniecznego i dostatecznego
(19.75)).
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Réwnanie dyfuzji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74]) do jawnego sche-
matu dyskretyzacji réwnania dyfuzji (9.41), gdzie I' = v i numeryczna liczba Rey-
noldsa Re okreslona jest wzorem , otrzymujemy

Aﬁj’leije = Afneija +Re ! (A:‘nei(ﬂ'l)e — 2Aﬁleij9 + Afnei(j_l)e) . (9.80)

Dzielac obustronnie przez A?,e7? i wykorzystujac tozsamosé e’ +e~% = 2 cos 6, otrzy-
mujemy nastepujaca zaleznos¢ na wspolczynnik wzmocnienia, ktéry w tym przypadku
jest liczba rzeczywista

G =1+2Re '(cosf —1) € R. (9.81)
Skoro G € R, to relacja |G| < 1, odpowiada —1 < G < 1, czyli
—1<1-2Re (1 —cosh) <1. (9.82)

Poniewaz numeryczna liczba Reynoldsa Re > 0 jest zawsze dodatnia oraz wyrazenie
w nawiasie 1 — cos @ € [0;2], otrzymujemy nastepujacy warunek

2Re” ! < 1. (9.83)

Inng metoda okreslania warunku stabilnoéci jest wyznaczenie ekstremum funkcji G
jako zmiennej 6 i podstawienie odpowiednich wartosci § do warunku |G| < 1. Warunek
konieczny ekstremum % =0dla daje sin# = 0. Rozwiazaniem tego réwnania
w przedziale 0 € [—m; 7] sa 0 € {—7,0,7}. Wstawiajac otrzymane wartosci do wzoru
na ([0.81), mamy G(0) = 1i G(£m) = 1+ 2Re”!. Pierwszy wynik spelnia relacje
|1] < 1 w sposéb oczywisty, a z drugiego wyniku |1 + 2Re™"| < 1 otrzymujemy

warunek (9.83)).

Roéwnanie konwekcji—dyfuzji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74) do jaw-
nego schematu zdyskretyzowanego réwnania konwekcji—dyfuzji , otrzymujemy

ApHel? = A eid? — 100 (Ag eV — A7 iG-00) 4
-1 i(j+1)6 ij0 i(j—1)0
+Re (Afne’(” )0 _ g An ¢idf 4 Am 6ili—D) ) . (9.84)
Dzielac obustronnie powyzsze rownanie przez Aﬁle”g i wykorzystujac wczesniejsze
tozsamosci, otrzymujemy nastepujaca zalezno$é na wspotczynnik wzmocnienia, kto-

rego poszczegélne sktadowe odpowiadaja wspélczynnikom wzmocnienia dla réwnan

konwekeji (9.78)) 1 dyfuzji (9.81))
G=1+2Re '(cosf —1)—iCosinf. (9.85)

Wzor (9.85) ma swoja interpretacje geometryczna na plaszczyzZnie zespolonej, ktéra
jest réwnanie elipsy w postaci parametrycznej
z=1-2Re ' +2Re ' cosh, (9.86a)
y = —Cosin6. (9.86b)
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Elipsa przesunieta jest wzdluz osi rzeczywistej o 1 — 2Re™ !, a pélosie wyzna-
czone sa poprzez 2 Re™ ! wzdluz osi rzeczywistej i Co wzdltuz osi urojonej. Interpretacja
geometryczna warunku przedstawia wnetrze kola o promieniu jednostkowym.
Zatem aby spelniony byl warunek , elipsa musi by¢ zawarta we wnetrzu
omawianego kota. Z wtasnosci geometrycznych wynika, ze warunek nalozony na pétos
rzeczywista ma postaé¢ 2Re™! < 1, co jest warunkiem znanym z réwnania dy-
fuzji. Oczywisty warunek nalozony na pétos urojong Co < 1 nie jest wystarczajacy,
gdyz jezeli Co > V2Re™ !, to elipsa wyjdzie poza kolo jednostkowe. Zatem drugi
warunek ma posta¢ Co < V2Re ! < 1 lub réwnowaznie

Co? <2Re ' <1, (9.87)

co jest warunkiem stabilnoéci schematu jawnego FTCS dla réwnania konwekcji—
dyfuzji. Graficzne przedstawienie warunku pokazano na rysunku

W ten sam graficzny sposéb mozna przedstawi¢ warunek , ktory jest linig
pionows i zostal pokazany na rysunku co pokazuje, ze schemat jest niesta-
bilny, gdyz prosta nie znajduje sie wewnatrz kota jednostkowego.

1 1
Co
Co

=0 o 0

—Co

—1 —1
1 01-2 1 -1 0 1

R

Rys. 9.4. Graficzna interpretacja Rys. 9.5. Graficzna interpretacja

warunku ({9.85)) warunku ((9.78))

9.3.2. Schemat FOU

Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74) do réwnania konwekcji zdyskretyzowa-
nego wedlug schematu regresywnego pierwszego rzedu (9.23)), mozna otrzymaé

ALt = AT ei1? — Co (AR e'? — AT e 1) (9.88)
Dzielac obustronnie réwnanie (9.88) przez A" e¥? i wykorzystujac wzér Eulera e? =
cos @ + i sinf, otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢ na wspolczynnik wzmocnienia,

ktory jest funkcja zespolong

G=1-Co(l—e ") =1+Co(cosf —1)—iCosinf. (9.89)
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Modul wspétczynnika (9.89) lub jego kwadrat jest liczbg rzeczywista, ktéra moze byé
zapisana jako
|G]? =1+2Co(cos® — 1) (1 — Co). (9.90)

Warunek stabilnosci schematu dyskretyzacji (9.75) |G| < 1 pozwala otrzymaé naste-
pujaca relacje Co(1 — Co)(1 — cos@) > 0, ktéra dla skrajnych wartosci cos @ daje 0
lub Co(1 — Co) > 0. Wykluczajac trywialna sytuacje, gdzie Co = 0, otrzymujemy
nastepujaca posta¢ warunku stabilnosci schematu (9.23])

0<Co<1. (9.91)

Warunek (9.89)) ma swoja interpretacje na plaszczyznie zespolonej, ktéra jest okrag

o promieniu Co, przesuniety wzdtuz osi rzeczywistej o 1 — Co
x=1—Co+ Cocosé, (9.92a)
y = —Cosiné, (9.92b)

co zilustrowano na rysunku Okrag (9.92)) powinien sie zawieraé¢ w kole jednostko-
wym, aby schemat FOU byt stabilny. Jest to tylko mozliwe tylko wtedy, gdy spelniony

jest warunek (9.91)).

Rys. 9.6. Graficzna interpretacja warunku ((9.89)

9.3.3. Schemat niejawny BTCS
Réwnanie konwekcji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74) do niejawnego
schematu dyskretyzacji réwnania konwekgeji (9.24), mozna zapisaé, ze

AmHLeid? 100 (A:Ln-f—lei(j-i-l)e _ Azjlei(j—l)e) — AP it (9.93)
Dzielac obustronnie réwnanie (9.93)) przez A7, i e¥? i wykorzystujac jedna ze wcze-
$niejszych tozsamosci, mamy

G= ! = :
- 1+ 1Co (e — =) - 1+iCosing’

(9.94)
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Liczac kwadrat modultu wspétezynnika wzmocnienia G, okreslonego zaleznoscia (9.94]),
otrzymujemy nastepujaca relacje
1
GPrP= — <1, 9.95
o = T Gt < (9.95)

z ktérej wynika, ze niejawny schemat dyskretyzacji réwnania konwekcji (9.24) jest
stabilny dla wszystkich Co i 0, gdyz spelnia warunek konieczny i dostateczny (9.75)).

Roéwnanie dyfuzji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74)) do niejawnego sche-
matu dyskretyzacji réwnania dyfuzji (9.42), gdzie I' = v i numeryczna liczba Rey-
noldsa Re okreslona jest wzorem , otrzymujemy

Antleid? _ Re ! (Agjlei(j“)" — 2A™HLeii0 4 A"m“ei(j—lw) = A" % (9.96)

Dzielac obustronnie przez A7,e'% i wykorzystujac jedna ze wezeéniejszych tozsamo-
Sci, otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢ na wspédlczynnik wzmocnienia, ktory w tym
przypadku jest liczba rzeczywista

1 1

G — —
1+2Re " (1 —cosf) 1+4Re 'sin’2

ER. (9.97)

Ze wzoru widaé, ze wspdlczynnik wzmocnienia jest zawsze dodatni i mianownik
jest zawsze wiekszy lub réwny licznikowi, co pozwala zapisaé, ze

G| < 1. (9.98)

Zatem niejawny schemat dyskretyzacji (9.42) jest stabilny dla kazdej (dodatniej) war-
tosci Re.

Réwnanie konwekcji—dyfuzji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74)) do nie-
jawnego schematu zdyskretyzowanego réwnania konwekcji-dyfuzji (9.68)), otrzymu-
Jemy

Aglﬂeije T %Co (A;leei(j“)e _ Azjlei(jflw) n
—Re”! (Ag“e“j“)@ — 2470 + A"m“e“j*l)@) = A7’ (9.99)

Dzielac obustronnie powyzsze réwnanie przez AT e”? i wykorzystujac wczeéniejsze

tozsamosci, otrzymujemy nastepujaca zaleznosé na wspoétczynnik wzmocnienia, kté-

rego poszczegdlne sktadowe odpowiadaja wspdlczynnikom wzmocnienia dla réwnan
konwekcji i dyfuzji

G = 1 120 . e

1+ 4Re” sin” 5 + 1 Cosind

(9.100)

Liczac kwadrat modutu wspolezynnika wzmocnienia G, okreélonego zaleznoécia ((9.100]),
otrzymujemy nastepujaca relacje

1
<1, (9.101)

GI* = 1...26)\2 2.2,
(1+4R67 sin g) + Co*sin“ 0
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gdyz mianownik jest zawsze dodatni i wiekszy od jednoéci. Z relacji (9.101)) wynika, ze
|G| < 1 dla wszystkich wartoséci Re i Co, a wigc niejawny schemat (9.68]) dyskretyzacji
réwnania konwekcji—dyfuzji jest stabilny.

9.3.4. Schemat typu Cranka—Nicolson

Roéwnanie konwekceji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74)) do schematu dys-
kretyzacji réwnania konwekcji (9.25)), mozna otrzymaé nastepujaca zaleznosé

Aﬁjleije 4 iCo (A?n+16i(j+1)9 _ A:Ln+1€i(j71)0> _

= A" — 1Co (A:;lei(j“)@ - Agei(j—lw) . (9.102)
Drzielac obustronnie powyzsze réwnanie przez A7, i €? i wykorzystujac jedna ze
wezesniejszych tozsamosci, otrzymujemy

B 1—%00(6"9—67“’) B 1—i%sin9

14+ 1Co(e? —e ) 1+4+iLsing’

(9.103)

Liczac modul wspélczynnika wzmocnienia G, okreslonego zaleznoscia (9.78)), otrzy-
mujemy nastepujace réwnanie
G| =1, (9.104)

z ktérej wynika, ze niejawny schemat dyskretyzacji réwnania konwekcji (9.25) jest
stabilny dla wszystkich Co i 6, gdyz spelnia warunek konieczny i dostatecz.
Nalezy jednak zwrdcié uwage na to, ze jezeli |G| = 1, to amplituda pozostaje stala
w kazdym kroku czasowym.

Roéwnanie dyfuzji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74) do schematu dys-
kretyzacji réwnania dyfuzji (9.43), gdzie I' = v i numeryczna liczba Reynoldsa Re
okreslona jest wzorem (9.67]), mamy

AN+ giif _ %Re—l (An+1ei(j+1)9 _ 9 AntLeidt 4 An—i—lei(j—l)e) _
An i 4 LRe™! (A:;Le“j“)@ — 247 0 4 A;e“j—l)g) . (9.105)

Dzielac obustronnie przez A7, e*? i wykorzystujac jedng ze wezeéniejszych tozsamodci,

otrzymamy nastepujaca zalezno$¢ na wspoélczynnik wzmocnienia, ktory jest liczba
rzeczywista

1- %Re_1 (1 —cosf) 1—2Re 'sin?

14 %Re_1 (1—cosf) 1+42Re 'sin’

Poniewaz licznik we wzorze (9.106) jest zawsze mniejszy od mianownika, wartos$é
bezwzgledna wspoétczynnika wzmocnienia jest zawsze mniejsza od jednodci, co pozwala
zapisaé, ze

eR. (9.106)

SIS NI

G < 1. (9.107)

Oznacza to, ze schemat dyskretyzacji (9.43]) jest stabilny dla kazdej (dodatniej) war-
tosci Re.
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Réwnanie konwekcji—dyfuzji. Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74)) do sche-
matu zdyskretyzowanego réwnania konwekcji-dyfuzji (9.69)), otrzymujemy

A;Lj-leije n iCo (A;leei(j-&-l)«? _ A%—&-lei(j—l)e) n
_ %Re_l (Anm+1ei(j+1)9 _ 2A%+1eij9 + Az;tlei(jfl)e) _
= A" — 1Co (A, THY — A7 1G-0) 4
+ %Re_1 (Aﬁlei(j"'l)g — 24" 0 4 A%ei(j_l)e) . (9.108)

Dzielac obustronnie powyzsze réwnanie przez A" e”? i wykorzystujac wczeéniejsze
tozsamosci, otrzymujemy nastepujaca zalezno$é¢ na wspotczynnik wzmocnienia, kto-
rego poszczegolne sktadowe odpowiadaja wspélczynnikom wzmocnienia dla réwnan
konwekeji (9.103)) i dyfuzji (9.106))

1 —2Re ! sin? g fi%sinﬁ

= . 9.109
1+2Re_1sin2g+i%sin9 ( )

Modut licznika w réwnaniu (9.109)) jest zawsze wiekszy niz modul mianownika, a wiec
otrzymujemy nastepujaca relacje
|G| <1, (9.110)

z ktérej wynika, ze dla wszystkich wartosci Re i Co schemat dyskretyzacji
réwnania konwekcji—dyfuzji jest stabilny.
9.3.5. Schemat typu Laxa—Wendroffa

Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74]) do jawnego schematu dyskretyzacji row-
nania konwekgcji (9.29)), otrzymujemy

Al = A7 eli? — LCo (Al — ap im0 4

e i i 1e
+ 3Co (Ap Ut — 247 17 4 A7 D) (9.111)

0

Dzielac obustronnie réwnanie (9.111) przez A7 i e¥Y i wykorzystujac poprzednie

tozsamosci, mamy

G=1-1Co(e" —e ) =1+ Co®(cosh — 1) —iCosin®. (9.112)
Liczac kwadrat modulu wspélczynnika wzmocnienia G, okreslonego wzorem ((9.112)),
otrzymujemy nastepujaca zalezno$é

|G|* = (1 — Co® (1 — cos 0))2+C02 (1 —cos?0) =1—(1—Co®) (1 — cos 0)%. (9.113)

Z powyzszej relacji wynika, ze |G|? = 1, jezeli cos = 1. Natomiast jezeli cosf = 0,
to 1 — 002(1 — C02) < 1, skad wynika, ze jawny schemat dyskretyzacji réwnania
konwekeji (9.29)) jest stabilny, jezeli

Co® < 1. (9.114)
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Wzor (9.112) ma swoja interpretacje geometryczna na plaszczyznie zespolonej,
ktéra jest rownanie elipsy

z=1— Co® + Co®cos ¥, (9.115a)
y = —Cosiné. (9.115b)

Elipsa przesunieta jest wzdluz osi rzeczywistej o 1—Co?, a pélosie wyznaczone
sa poprzez Co® wzdhuz osi rzeczywistej i Co wzdtuz osi urojonej. Aby spelniony byt
warunek , elipsa (9.115) musi by¢ zawarta we wnetrzu kota jednostkowego. Jest
tak, jezeli spelniony jest warunek (9.114). Graficzne przedstawienie warunku

pokazano na rysunku

1[ 1 1[
Co |- -

-1 ] | L -1p ] L
-1 0 1-Co? 1 —1 0 1
R
Rys. 9.7. Graficzna interpretacja Rys. 9.8. Graficzna interpretacja

warunku ((9.112)) warunku (9.117])

9.3.6. Schemat typu Laxa—Friedrichsa
Wstawiajac wyraz szeregu Fouriera (9.74) do jawnego schematu zdyskretyzowa-
nego réwnania konwekcji (9.30)), otrzymujemy
A%ei(a‘—l)@ + A%ei(ﬂl)@
2

A0 = ~1Co (A"mei<j+1>9 - A’,;ei<j—1>9) . (9.116)
Dzielac obustronnie powyzsze réwnania przez A%eija i wykorzystujac wczesniejsze
tozsamosci, otrzymujemy nastepujaca zalezno$é¢ na wspoédlczynnik wzmocnienia
e—i0 4 cif . ‘ . .
G = — - 1Co (ew = 6729) = cosf —iCosinf. (9.117)
Liczac modul wspélczynnika wzmocnienia G, okreslonego zaleznoscig (9.117)), otrzy-
mujemy nastepujaca zaleznosé

G| = \/1 — (1 - Co®%) sin? 6. (9.118)
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Z warunku |G| < 1 wynika, ze jawny schemat dyskretyzacji rownania konwekeji (9.30))
jest stabilny, jezeli
Co® < 1. (9.119)
Wzor (9.117) ma swojg interpretacje geometryczna na plaszczyznie zespolonej,
ktoéra jest rownanie elipsy

x = cosb, (9.120a)
y = —Cosin6. (9.120b)

Elipsa (9.120)) polozona jest w poczatku uktadu wspoélrzednych. Pélos wzdtuz osi
rzeczywistej pokrywa sie z promieniem okregu jednostkowego, a pétos wzdtuz osi uro-

jonej okreslona jest przez Co. Zatem aby spelniony byt warunek (9.75)), elipsa (9.120)
musi byé zawarta we wnetrzu omawianego kota. Jest to spelnione, jezeli zachowany

jest warunek (9.119)) lub w jeszcze prostszej postaci Co < 1. Graficzne przedstawienie
warunku (9.117) pokazano na rysunku

9.4. Zgodnos¢ i zbieznos¢ schematéw dyskretyzacji

9.4.1. Réwnanie zmodyfikowane

Roéwnanie zmodyfikowane [9] otrzymuje si¢ poprzez wstawienie do rozwazanego
schematu dyskretyzacji rozwiniecia funkcji ¢ w szereg Taylora. Rozwiniecie funkcji
¢ zawiera nieskonczenie wiele wyrazow, a wiec i réwnanie zmodyfikowane réwniez
zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw. Analiza réwnania zmodyfikowanego pozwala
na okreslenie btedu obcigcia danego schematu, ktory na ogél jest tozsamy z rzedem
dokladnosci poszczegdlnych odpowiednikéw réznicowych pochodnych. Dodatkowo ist-
nieje mozliwosé okreslenia zgodnosci schematu réznicowego oraz badania dyfuzji i dys-
persji tego schematu.

Rozwiniecie funkcji ¢, ktéra zalezy od dwoch zmiennych x i ¢ ma nastepujaca
postaé

PPl = o + Ao + L %P + L PP + ... (9.121)
i jest analogiczne do rozwiniecia dla funkcji jednej zmiennej, okreslonej wzorem .
Réznica tkwi w definicji rézniczek zupelnych dla funkcji dwoch zmiennych, ktére
okreslone sa w nastepujacy sposéb

m n+l __ < m am(b? m—k k
dmertl =" <k>MAx Atk (9.122)
k=0

Korzystajac ze wzoru (9.122f), mozna zapisa¢ trzy kolejne rézniczki jako

Ao Apr

dopf) = gif Az + g; At, (9.123a)
n 0%¢; 0%¢; 0%¢;

d2ertl = e Az? +2 o DA+ s At? (9.123b)

Bt = i N +3 O3 Az?At +3 O AzAt® + i
LT g3 0x20t dxot? ot3

At (9.123¢)
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Réwnanie zmodyfikowane przy uzyciu rozwiniecia i rézmiczek roz-
wija si¢ wzgledem gi)?“, czyli dla rozwiazania w nastepnym kroku czasowym. Nalezy
zatem pamietaé o znakach, ktéry wystepuja przy poszczegdlnych przyrostach At i Az.
Znaki te zaleza od tego, czy mamy do czynienia z poprzednim krokiem czasowym ¢,,
i polozeniem sasiednich punktow ¢4;. Wszelkie zalezno$ci dla funkcji dwéch i1 wie-
cej zmiennych maja duzo bardziej rozbudowang postaé¢ w poréwnaniu z tymi, ktore
dotycza funkcji jednej zmienne;j.

9.4.2. Twierdzenie Laxa

Twierdzenie Laxa méwi, ze schemat réznicowy jest zbiezny, jezeli jest stabilny
i zgodny. Schemat nazywany jest zgodnym wtedy, gdy przy przyrostach Az i At
dazacych do zera rownanie zmodyfikowane dazy do oryginalnego rownania rézniczko-
wego. Twierdzenie to dotyczy rownan rézniczkowych liniowych.

Oprécz warunku zgodnosci i stabilnosci samo zagadnienie musi byé poprawnie
sformulowane: rownanie rézniczkowe musi mie¢ rozwiazanie, rozwigzanie to musi by¢
jednoznaczne i wymagane sa prawidlowo sformulowane warunki brzegowe i poczat-
kowe. Warunki poczatkowe dotycza réwnan niestacjonarnych.

9.4.3. Zmodyfikowane réwnanie konwekcji

Do poszczegblnych schematéw réznicowych zdyskretyzowanego réwnania konwek-
cji powinna byé wstawiana funkcja ¢, ktéra jest rozwiazaniem analitycznym (doklad-
nym) réwnania konwekcji . Poniewaz w ogdlnym przypadku takie rozwiazanie
nie jest znane, wiec zamiast funkcji ¢ wstawia sie jej rozwiniecie w szereg Taylora.
Skoro rozwiazanie analityczne spelnia rownanie rézniczkowe , wiec jego roz-
winiecie gb?“ réwniez je spelnia. Nastepnie grupuje sie wyrazy w ten sposéb, ze po
lewej stronie mamy rozwazane réwnanie rézniczkowe, a po prawej wszystkie pozostale
wyrazy. Wyrazy znajdujace sie po prawej stronie rownania zmodyfikowanego sa wyra-
zami, ktore nie byly uwzgledniane przy przyjmowaniu poszczegdlnych odpowiednikéw
réznicowych pochodnych. Wyrazy te nazywane sa bledem obciecia (szeregu Taylora).

Schemat jawny FTCS. Wstawiajac rozwiniecie ¢ ; i ¢ wokot ¢?+1 do zdy-
skretyzowanego réwnania konwekcji i porzadkujac wyrazy w ten sposéb, ze
po lewej stronie mamy réwnanie konwekcji, mozemy otrzymacé nastepujaca postaé
réwnania zmodyfikowanego

a(anrl a(brﬂrl L 82¢r_z+1 33¢7_z+1 32¢r_z+1
. = e A LT AR g, A
ot U Tar T2 o RPTE ey ST
83¢?+1 33¢?+1
— tug 503 Az — Lu, I A+ ... (9.124)

Po prawej stronie réwnania znajduje sie btad obciecia. Na podstawie réwna-
mozna stwierdzi¢, ze jezeli Az — 01 At — 0, to réwnanie zmodyfikowane
(19.124) dazy do oryginalnego réwnania konwekcji dla (bf“. Zatem schemat
jawny FTCS (9.19) uzyty do dyskretyzacji réwnania konwekcji jest zgodny, ale oczy-
wiscie jest niestabilny, a wiec nie jest zbiezny.
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Schemat FOU. Wstawiajac rozwiniecie ¢ ; i ¢ wokodt (/5?"’1 do zdyskretyzo-
wanego réwnania konwekcji (9.22)) i porzadkujac wyrazy, otrzymujemy nastepujaca
postaé¢ réwnania zmodyfikowanego

a(br_ﬂrl a(br_wrl L 82¢1_z+1 83¢7}+1 82¢1_z+1
) % _ 1 ) At — 1 /) A 2 ) A
or T Tan T2 g ST o g AU Tl A
83¢n+1 83¢n+1 83¢n+1
— Ly, = Ag? - Ly, 2T ApAt— Ly, = A2+ (9.12
cUs—p 5 AT 2Us g 5ar AT t—su SO t° 4 (9.125)

Po prawej stronie réwnania znajduje sie blad obciecia. Na podstawie réwnania
9.125)) mozna stwierdzié, ze jezeli Az — 0 i At — 0, to réwnanie zmodyfikowane
9.125)) dazy do oryginalnego réwnania konwekcji dla ¢>?+1. Zatem schemat
FOU (9.22) uzyty do dyskretyzacji réwnania konwekcji jest zgodny. Schemat
jest stabilny dla Co < 1, wiec jest zbiezny pod tym samym warunkiem.

Schemat niejawny BTCS. Wstawiajac rozwiniecie ¢} | i ¢ wokoél d)?“ do zdy-
skretyzowanego réwnania konwekcji (9.24]) i porzadkujac wyrazy, otrzymujemy naste-
pujaca postaé¢ réwnania zmodyfikowanego

8¢n+1
ot

n+1 2 n+1 3 n+1
007 100§y 1T N 1y,

dr 2 Ot 6 o3 6

33 ¢7il+1

o Az? + ... (9.126)

+uz

Po prawej stronie réwnania znajduje sie blad obciecia. Na podstawie rownania
9.126)) mozna stwierdzié, ze jezeli Az — 0 i At — 0, to réwnanie zmodyfikowane
9.126)) dazy do oryginalnego réwnania konwekcji dla gb?“. Zatem niejawny
schemat BTCS uzyty do dyskretyzacji rownania konwekcji jest zgodny. Schemat
(19.24)) jest stabilny dla wszystkich Co, wiec jest zbiezny dla wszystkich Co.

Schemat typu Cranka—Nicolson. Wstawiajac rozwiniecie ¢ | i ¢} wokél ¢
do zdyskretyzowanego réwnania konwekeji (9.25)) i porzadkujac wyrazy, otrzymujemy
nastepujaca postaé réwnania zmodyfikowanego

n+1
%

6¢;L+1 6¢:}+1 32¢?+1 63¢?+1 82¢?+1
o T T2 gp AT e g AU gty ALt
83 n+1 33 n+1
— Lu, gZB Az® — L, aféﬁ At ..., (9.127)

Po prawej stronie réwnania znajduje sie btad obciecia. Na podstawie réwnania
9.127) mozna stwierdzié, ze jezeli Az — 0 i At — 0, to réwnanie zmodyfikowane
9.127) dazy do oryginalnego réwnania konwekcji dla ¢f+1. Zatem niejawny
schemat BTCS uzyty do dyskretyzacji réwnania konwekcji jest zgodny. Schemat
(19.25)) jest stabilny dla wszystkich Co, wiec jest zbiezny dla wszystkich Co.
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9.5. Dyfuzja i dyspersja numeryczna

9.5.1. Rownania modelowe

W przypadku stosowania typowych réznicowych odpowiednikéw pochodnych do
tworzenia schematéw dyskretyzacji (na przyktad réwnania konwekcji) pomija si¢ wy-
razy szeregu Taylora, ktére zwiazane sa z pochodnymi wyzszego rzedu niz pierwszy lub
drugi. Pomijanie tych wyrazéw na ogdt wprowadza do rozwigzania tak zwang dyfuzje
numeryczng oraz dyspersje numeryczna. Nazwy tych efektéw numerycznych biorg sie
z analogii do réwnan modelowych, ktére opisuja analogiczne zjawiska fizyczne.

Pierwszym réwnaniem modelowym jest réwnanie konwekcji—dyfuzji , gdzie
dyfuzja zwiazana jest z parzysta pochodna wzgledem polozenia

¢ 99 _ %9

a v jest wspélezynnikiem dyfuzji. Dyfuzja numeryczna polega na nadmiernym wy-
gladzaniu (rozmywaniu) rozwiagzania. Natomiast drugim réwnaniem modelowym jest
liniowe rownanie Kortewega—de Vriesa

%+u%— 83¢

at " or T “oz® (9.129)

gdzie € to wspdlczynnik dyspersji. Wspdtezynnik dyspersji zwiazany jest z nieparzy-
sta pochodna wzgledem potozenia. Dyspersja fizyczna polega na rozchodzeniu sie fal
z rézna predkodcia w zaleznodci od czestotliwoéci. Dyspersja numeryczna polega na
pojawianiu sie niefizycznych oscylacji rozwiazania. Dyfuzja i dyspersja numeryczna
moga wystepowaé jednoczesnie. W wiekszosci przypadkow, ale nie we wszystkich,
dominujaca role w bledzie obciecia odgrywa pierwszy jego wyraz, ktory zwiazany
jest z pochodna parzysta lub nieparzysta o najnizszym rzedzie. Wynika z tego, ze
w pewnych schematach dominowaé moze dyfuzja numeryczna, a w innych dyspersja
numeryczna.

Przy badaniu schematéw dyskretyzacji réwnania konwekcji nalezy wyrazi¢ btad
obcigcia za pomoca pochodnych wzgledem potozenia, do czego przydatne sa naste-
pujace zalezno$ci, ktére biorg sie z wielokrotnego rézniczkowania rownania konwekcji

(19.16)) wzgledem czasu i polozenia

%¢ _ ,0% 9% ¢

¢ _ 20°¢ =, 2 1
o2~ "ox2 ozor | o2 (9.130a)
P Po o L0 P 0%
P T — T A a _ = = a3 .1 b
0220t | oz oro2 | Topd o3 T pps (9.130b)

Réwnanie zmodyfikowane z btedem obciecia wyrazonym za pomoca pochodnych wzgle-
dem polozenia umozliwia ponadto w prosty sposob okreslenie rzedu doktadnosci sche-
matu dyskretyzacji. Rzad ten zwigzany jest z najnizszg potega przy przyroscie Az,
ktory ma oczywisty zwiazek z odlegloscia miedzy poszczegdlnymi weztami siatki.
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9.5.2. Réwnanie konwekcji

Schemat jawny FTCS. Jezeli w rownaniu zmodyfikowanym (|9.124)) zastapimy po-
chodne wzgledem czasu przez pochodne zwiazane z polozeniem wedlug regut (9.130)),
to rownanie zmodyfikowane (9.124)) przyjmie postaé

a¢n+1 a¢n+1
ot U or T
2 sn+1 3 n+1 3 n+1
_—%uia;i; At—%uiaggzg AtQ—%uwagzg Az? 4 ..., (9.131)

Najnizsza potega przy At wynosi 1, a przy Ax rowna jest 2. Wynika stad, ze schemat
jest schematem rzedu pierwszego wzgledem czasu i rzedu drugiego wzgledem
polozenia, co jest oczywiste, gdyz takie rzedy dokladnosci wynikaja z przyjetych réz-
nicowych odpowiednikéw pochodnych w schemacie FTCS.

Wykorzystujac definicje liczby Couranta , mozna rownanie zmodyfikowane
(19.131]) zapisaé¢ w ostatecznej postaci

a¢n+1 a¢n+1
ot " T or T

62¢T_L+1
Ox?

83¢7_l+1

3

= —%UIA,T Co

— tu,Az? (2C0% +1) ... (9.132)
Po prawej stronie réwnania (9.132) mamy dwa wyrazy, z ktérych pierwszy zwiazany
jest z pochodng parzysta, a drugi z nieparzysta. Najnizszy rzad ma pochodna parzy-
sta, a wiec dominujaca role moze odgrywaé tu dyfuzja numeryczna. Poprzez analogie
do rownania modelowego ((9.128)) mozemy zapisa¢ réwnanie (9.132)) w nastepujacej

postaci » » » -
n n 2 /n 3 AT
09; +Uxa¢i Zl/Na(bi —ENa i

ot ox Ox? ox3
Réwniez poprzez analogie mozna wprowadzi¢ wspdlezynniki dyfuzji (lepkosei) nume-
rycznej vy i dyspersji numerycznej €. Obie wielkosci maja charakter numeryczny.
Dodatkowo lepko$¢ numeryczng nazywa si¢ czesto sztuczna lepkoscig. Oba wspotezyn-
niki przyjmujg w rozwazanym schemacie FTCS nastepujaca postac

o (9.133)

vy = —zuz Az Co, (9.134a)
en = su,Az? (2C0° +1). (9.134b)

Na szczegblng uwage zastuguje to, ze dyfuzja (lepkos$é) numeryczna jest ujemna, co

w przypadku réwnania modelowego z fizycznym wspodtezynnikiem dyfuzji jest niemoz-
liwe. Przez to schemat jawny FTCS (9.19)) zdyskretyzowanego réwnania konwekeji jest
niestabilny. Jezeli btad obcigcia w réwnaniu ((9.133]) ograniczymy tylko do pierwszego
wyrazu dominujacego, to otrzymamy nastepujace réwnanie konwekcji-dyfuzji

o¢ ¢ )

— Uy =VUNT—, 9.135

at " Tor Va2 (9.135)
ktére rozwiazujemy za pomoca schematu jawnego (9.19) zamiast réwnania konwekcji

w postaci (9.16)).
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Schemat FOU. Jezeli w rownaniu zmodyfikowanym (9.125)) zastapimy pochodne
wzgledem czasu przez pochodne zwiazane z polozeniem wedlug regut (9.130)), to row-
nanie zmodyfikowane ((9.125)) przyjmie postaé

o T_L+1 o T_l+1 82 n+1 2 r_LJrl
(%t + Uy %x = —%ui ;5;2 At + %% 7(;22 Azr+
o3 n+1 93 n+1 93 n+1
+ ul ;5923 AzAt — ud 523 At — tu, (;23 Ax? 4 ... (9.136)

Najnizsza potega przy At i Ax wynosi 1. Wynika stad, Zze schemat jest schema-
tem rzedu pierwszego wzgledem czasu i polozenia. Dokladnie takie rzedy dokladnosci
wynikaja z przyjetych réznicowych odpowiednikéw pochodnych w schemacie FOU.

Wykorzystujac definicje liczby Couranta , mozna rownanie zmodyfikowane
zapisa¢ w ostatecznej postaci

a ¢7}+1 a ¢n+1
ot or

= 1uy Az (1 — Co)

+um

62¢7_z+1 83¢7_l+1
1 2

Ox? Ox3
Podobnie jak w poprzednim przypadku, po prawej stronie réwnania (9.137) mamy
dwa wyrazy, z ktérych pierwszy zwiazany jest z pochodna parzysta, a drugi z niepa-
rzysta. Najnizszy rzad ma pochodna parzysta, a wiec dominujaca role moze odgrywacé
tu dyfuzja numeryczna. Poprzez analogie do réwnania modelowego ([9.128]) mozemy
zapisaC réwnanie (9.137) w postaci (9.133)), gdzie wspélczynniki dyfuzji i dyspersji
numerycznej przyjmujg postac

+ tuyAz® (3Co — 2Co” — 1) +.... (9.137)

vN = suzAz (1 — Co), (9.138a)
en = —guzAz? (3Co—2Co” —1). (9.138b)

Dyfuzja (lepko$é) numeryczna jest tym razem dodatnia, co jest zgodne z przypad-
kiem réwnania modelowego z fizycznym wspotczynnikiem dyfuzji. Jezeli btad obciecia
w réwnaniu ograniczymy tylko do pierwszego wyrazu dominujacego, to otrzy-
mamy réwnanie konwekcji—dyfuzji w postaci , ktoére rozwiazujemy za pomocs
schematu jawnego zamiast réwnania konwekcji w postaci . Jezeli ponadto
przyjmiemy liczbe Couranta Co = 1, to dyfuzja i dyspersja numeryczna znikng
i w tym jedynym przypadku schemat dyskretyzacji réwnania pozbawiony bedzie tych
cech, ktére towarzysza schematom numerycznym.

Schemat niejawny BTCS. Jezeli w rownaniu zmodyfikowanym (9.126)) zasta-
pimy pochodne wzgledem czasu przez pochodne zwiazane z potozeniem wedtug regut

(19.130)), to réwnanie zmodyfikowane (9.126)) przyjmie postaé

a¢ﬁ+1 a(anrl
ot " Tar
2 sn+1 3 n+1 3 n+1
:%uiaa‘ijz At+%uiaa¢;3 AtQ—%uwa(,;iig Az +.... (9.139)
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Najnizsza potega przy At wynosi 1, a przy Ax rowna jest 2. Wynika stad, ze schemat
(19.24)) jest schematem rzedu pierwszego wzgledem czasu i rzedu drugiego wzgledem
polozenia, co jest zgodne z rzedami dokladnosci wynikajacymi z przyjetych réznico-
wych odpowiednikéw pochodnych w schemacie niejawnym BTCS.

Wykorzystujac definicje liczby Couranta , mozna rownanie zmodyfikowane
(19.139)) zapisaé¢ w ostatecznej postaci

o ¢n+1
ot

a(anrl

U
erax

62¢n+1 83¢7_l+1
1 1
ox? ox3
Podobnie jak w przypadku schematu jawnego FTCS, po prawej stronie réwnania
(19.140) mamy dwa wyrazy, z ktérych pierwszy zwiazany jest z pochodng parzysta,
a drugi z nieparzysta. Najnizszy rzad ma pochodna parzysta, a wiec dominujaca role
moze odgrywaé tu dyfuzja numeryczna. Poprzez analogie do réwnania modelowego

(19.128]) mozemy zapisa¢ rownanie (|9.140) w postaci (9.133)), gdzie wspolczynniki dy-
fuzji i dyspersji numerycznej przyjmuja postaé

= %uzAx Co

+ fuzAz? (Co® — 1) +.... (9.140)

vN = guzAz Co, (9.141a)
en = —tuyAz? (Co® —1). (9.141b)

Dyfuzja (lepkosé) numeryczna jest tym razem dodatnia, co stanowi sytuacje odwrotna
w poréwnaniu z jawnym schematem FTCS. Jezeli blad obcigcia w rownaniu
ograniczymy tylko do pierwszego wyrazu dominujacego, to za pomocg schematu nie-
jawnego rozwigzujemy réwnanie konwekcji-dyfuzji w postaci zamiast
réwnania konwekcji w postaci (9.16]). Jezeli ponadto przyjmiemy liczbe Couranta
Co = 1, dyspersja numeryczna znika, a pozostaje dyfuzja numeryczna.

Schemat typu Cranka—Nicolson. Jezeli w rownaniu zmodyfikowanym ((9.127)
zastapimy pochodne wzgledem czasu przez pochodne zwiazane z potozeniem wedlug

regut (9.130)), to rownanie zmodyfikowane (9.127) przyjmie postaé

8¢Zn+1 o a¢;z+1 _ _Lu3 83¢Z+1 AtQ B luw 83¢?+1
ot Ox 1277 g3 6 O3
Najnizsza potega przy At wynosi 2, a przy Ax rowniez 2. Wynika stad, ze schemat
jest schematem rzedu drugiego wzgledem czasu i potozenia. Dokladnosé rzedu
drugiego dyskretyzacji wzgledem czasu nie jest oczywista, gdyz pojedyncze sktadowe
schematu typu Cranka—Nicolson sg dyskretyzowane z dokladnoscig pierwszego rzedu.
Wykorzystujac definicje liczby Couranta , mozna réownanie zmodyfikowane

(19.142)) zapisa¢ w ostatecznej postaci

n+1 n+1
8%1& e %ai = —guaAa® (3 Co* +1)
X

Az?+ .. .. (9.142)

83 ¢n+1
Ox3

... (9.143)

Tym razem po prawej stronie réwnania ((9.143) mamy jeden wyraz, ktory zwiazany
jest z pochodna nieparzysta, a wigc dominujaca role moze odgrywaé¢ tu dyspersja
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numeryczna. Poprzez analogie do réwnania modelowego (9.129)) mozemy zapisaé row-

nanie (9.142) jako

8¢7~H—1 8¢7_1+1 63¢n+1
7 " 12 = — L ey 9.144
ot Tar T N (6.144)
gdzie wspolczynniki dyfuzji i dyspersji numerycznej przyjmuja postaé
vy =0, (9.145a)
en = tu,Az? (3Co* +1). (9.145b)

Jezeli blad obcigcia w réwnaniu (9.143) ograniczymy tylko do pierwszego wyrazu
dominujacego, to za pomoca schematu typu Cranka—Nicolson (9.25) rozwiazujemy
liniowe rownanie Kortewega—de Vriesa w postaci ((9.129)) zamiast réwnania konwekcji

w postaci (9.16).

9.5.3. Przyktady

Funkcjonowanie podstawowych schematéw dyskretyzacji rownania konwekcji moze
by¢ analizowane na podstawie dwéch prostych przypadkow transportu funkcji signum,
ktore majg posta¢ skokow jednostkowych. Rozwiazanie analityczne rOwnania
konwekcji oznacza, ze funkcje transportowane sa bez zmiany swojego ksztalttu.
Pierwsza funkcja, bedaca jednoczesnie warunkiem poczatkowym dla ¢(z,0), dana jest
réwnaniem

¢(x,t) = 3 — 3 sgn (z — ugt) (9.146)

i pokazana jest na rysunku za pomoca czarnej linii (ezact). Druga funkcja sklada
sie z kombinacji funkcji signum
¢(x,t) = 3 sgn (& — uyt) — 3 sgn (z — 0.04 uyt) (9.147)

i pokazana jest na rysunku za pomocy czarnej linii (ezact) dla ¢(z,0).
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Rys. 9.9. Podstawowe schematy dyskretyzacji réwnania konwekcji

Odcinek z € [0;0,1] podzielony zostal réwnomiernie na sto wezléw, co daje Ax =
0,001. Predko$é u, = 1, krok czasowy At = 0,0005, co daje Co = 0,5. Warunki brze-
gowe dla pierwszego przypadku z rysunkumialy postaé ¢(0,t) =11 ¢(0,1,t) = 0.
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Dla przypadku z rysunku #(0,t) = ¢(0,1,t) = 0. Rysunek przedstawia sy-
tuacje dla ¢t = 0,3, a rysunek [0.9b dla ¢ = 0,5.

Z rysunkéw [0.9a] i [9.9D] wynika, ze schemat typu Cranka—Nicolson charaktery-
zuje sie duza dyspersja, co objawia si¢ niefizycznymi oscylacjami. Ze wzoréw
wynika, ze w przypadku tego typu schematu, ktéry stosowany jest do dyskretyzacji
rownania konwekcji, dominujacym wyrazem w bledzie obciecia jest wyraz zwiazany
z dyspersja numeryczna, a wspélczynnik dyfuzji numerycznej sie zeruje. Zatem sche-
mat typu Cranka—Nicolson nie nadaje si¢ do rozwiazywania réwnania konwekcji.

Nieco lepiej zachowuje sie schemat niejawny BTCS. Jest tak dlatego, ze oprocz
dyspersji numerycznej mamy jednoczeénie do czynienia z dyfuzja numeryczng, gdyz
oba wspdélczynniki sg obecne we wzorach . Dyfuzja numeryczna stabilizuje
rozwiazanie, co jest jej pozytywna cecha, ale jednoczesnie je wygladza, co jest jej
cecha negatywna. W szczegdlnym przypadku dla Co = 1 mozna wyeliminowaé¢ dys-
persje numeryczna w schemacie niejawnym BTCS. Jezeli liczba Co bedzie maleé, to
rosnaé bedzie udzial dyspersji numerycznej i rozwiazanie réwnania konwekceji bedzie
zdominowane niefizycznymi oscylacjami, podobnie jak mialo to miejsce w przypadku
schematu typu Cranka—Nicolson.

Schemat FOU pokazany na rysunkach [0.9a] i [0.9D] charakteryzuje si¢ zbytnim wy-
gladzaniem rozwigzania, co jest jego cecha, ktora wynika z dominujacego wyrazu
w bledzie obcigcia. Wyraz ten zwiazany jest wlasnie z dyfuzja numeryczna, a dys-
persja jest pomijalnie mata. Co ciekawe, dla Co = 1 oba wspolczynniki sie
zeruja, co oznacza, ze schemat FOU pozbawiony jest w takim przypadku negatyw-
nych cech zwigzanych z efektami numerycznymi, a rozwiazanie zdyskretyzowanego
roéwnania konwekcji daje rozwiazanie dokladne.

9.6. Ro6wnanie Naviera—Stokesa

Niescisliwa posta¢ rownania Naviera—Stokesa przy uzyciu pojecia ci$nienia kine-
matycznego pi przyjmuje nastepujaca postac
Ou

5 tuVu=—Vp+ vV2u. (9.148)

Najprostsza jawna dyskretyzacja czasowa powyzszego rownania, przy wybranej dys-
kretyzacji przestrzennej predkosci, moglaby wygladaé nastepujaco

un+1 —u®

At

Jednak powyzsze podejscie nie bierze pod uwage rownania ciggltoéci V -u, co ozna-
cza, ze pole predkosci, bedace rozwiazaniem réwnania , nie spelnia samego
réwnania ciggloéci V-u"t # 0. Kolejnym problemem, ktéry pojawia si¢ przy roz-
wiazywaniu rownania , jest brak mozliwoéci wyznaczenia ci$nienia w kolejnym
kroku czasowym pZH. Rozwiazaniem pierwszego problemu moze byé préoba jedno-
czesnego rozwigzania zmodyfikowanego réwnania (dla ci$nienia pZH W na-
stepnym kroku czasowym) i réwnania ciagloéci V-u"™ = 0, co moze byé¢ zapisane
jako

+u"-Vu" = —Vp} + vViu". (9.149)

un+1 _ un

~ u”-vu" = —-Vptt + vvia”, (9.150)
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Otrzymane w ten sposéb pole predkosci spelnialoby oczywiscie réwnanie cigglodci.
Ciénienie mozna wyznaczy¢ z réwnania w ten sposéb, ze oblicza sie obustron-
nie dywergencje tego réwnania i wykorzystuje sie réwnanie ciggloéci V-u"t = 0,
otrzymujac w wyniku rownanie Poissona na ciénienie

Vpptt = v (At " —u” - Vu" + Vi) . (9.151)

Dla tak wyznaczonego ciénienia mozna prébowaé wyznaczyé predkoéé u™t! z orygi-
nalnego réwnania . Kolejnym problemem jest warunek brzegowy dla réwnania
Poissona (9.151)).

Zdyskretyzowane réwnania Naviera—Stokesa i sa réwnaniami jaw-
nymi ze wzgledu na predko$é¢ u. Istnieja réwniez wersje niejawne, ktére réznig sie od
siebie stopniem niejawno$ci. Pierwsza z nich ma nastepujaca postac

n+1 _
At

n

u u

+u"-Vu" = -Vpptt 4 uvium (9.152)

gdzie niejawnosé zawarta jest w wyrazie VZu™ 1. Dyskretne réwnanie Naviera—Stokesa
w postaci (9.149)) lub (9.152) jest réwnaniem nieliniowym. Jednym ze sposobdéw, ktére
stosowane sa przy rozwiazywaniu rownania Naviera—Stokesa, jest linearyzacja wyrazu
u” - Vu” do postaci u™ - Vu"*1, co daje réwnanie na wpét jawne (semi-implicit) w po-
staci

un+1 —u”

A U Vu'tt = —vpitt 4 uviu (9.153)

Ostatnig postacia niejawng réwnania Naviera—Stokesa jest postaé¢ calkowicie nie-
jawna (fully-implicit), ktéra ma nastepujaca forme

un+1 _ un

At u" . vurtt = —vpptt 4 vt (9.154)

Dyskretyzacja rownania na wpdl niejawnego sprowadza si¢ do rozwiazywa-
nia ukladu réwnan liniowych. W przypadku réwnania catkowicie niejawnego
wymagane sa metody rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych. Kazda ze zdy-
skretyzowanych postaci réwnania Naviera—Stokesa (9.149)), (9.150) i (9.152)—(9.154)
znajduje zastosowanie w réznych metodach rozwiazywania tego rownania.

Typowe sposoby rozwiazywania niescisliwego réwnania Naviera-Stokesa mozna po-

dzielié na nastepujace metody [4l [6]:
e metoda oparta na sformulowaniu Q.- (wirowo$é—funkcja pradu);
e metoda sztucznej Scisliwosci;
e metoda korekcji ci$nienia/predkosci:

— metoda projekcji;

— metoda jawnej i niejawnej dekompozycji operatoréw;

— metoda utamkowego kroku;

— metody PISO, SIMPLE, PIMPLE, omawiane w rozdziale po$wieconym metodzie

objetosci skonczonych.
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9.6.1. Metoda oparta na sformutowaniu wirowo$é—funkcja pradu

Metoda oparta na sformutowaniu wirowo$é—funkcja pradu nadaje sie do przepty-

wéw dwuwymiarowych ze wzgledu na definicje funkcji pradu u, = g—y, Uy = —g—f.
Taka definicja funkcji pradu zapewnia, ze réwnanie ciggloéci w przypadku dwuwy-
miarowym 362’ aiyy = 0 jest spelnione tozsamoéciowo.

Pierwszym réwnaniem w metodzie €2,-¢ jest réwnanie Helmholtza w nastepujacej
postaci, ktora jest stuszna dla zalozenia niescisliwosci

oN

5 TwVe= Q- Vu+rViQ. (9.155)
Gléwna zaleta réwnania Helmholtza (9.155)) jest to, ze nie ma w nim cisnienia. Co
wiecej, zalozenie dwuwymiarowosci pociaga za soba dalsze uproszczenia. Wyraz za-
wierajacy iloczyn wektora wirowosci €2 i gradientu predkosci si¢ zeruje - Vu = 0.
Réwniez sam wektor wirowosci w przypadku dwuwymiarowym ma tylko jedna skta-

dowa Q, = 861;1’ - 85;;. Biorac pod uwage oba uproszczenia, rownania Helmholtza

(19.155)) przyjmuje nastepujaca postaé

09,
ot

+u-VQ, =vV3iQ,, (9.156)

u-vQ, = g—f% — g—ﬁ 6{;;2 . Drugie réwnanie metody (),-1 wynika z zapisu sktadowe;j

wektora wirowosci €2, za pomoca funkcji pradu

V) = —Q, (9.157)

i jest réwnaniem Poissona.
Dyskretyzacja jawna rownania Helmholtza (9.156|) oraz dyskretna postaé rownania

Poissona ((9.157)) moga by¢ zapisane jako

QnJrl —_qQn
2 AL Z 4 u"-vQr =vVirQL, (9.158a)

Viypntl = —qrtl (9.158b)

Warunek poczatkowy dla wirowosci przyjmuje si¢ jako Q2 = 0. Warunki brzegowe dla
roéwnania Poissona na funkcje pradu sa warunkami mieszanymi. Na powierzchniach
typu wloty i wyloty 0€; znany jest warunek Neumanna g%, ktoéry wynika z interpreta-
cji fizycznej funkeji pradu. Na powierzchniach optywanych (Scianach) 09 znany jest
warunek Dirichleta ¢, rowniez wynikajacy z interpretacji fizycznej . Oba warunki
maja postac

= —uy, (9159&)
xe\zﬂl on
W= j u-fdL, (9.159b)

2192
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gdzie u; jest sktadowa styczna wektora predkosci u. Algorytm metody €2.-1 pokazany
jest w formie pseudokodu (algorytm [9.5]).
Po rozwiazaniu zagadnienia metoda €2,-¢ mozna wyznaczy¢ sktadowe predkosci
z réwnan na funkcje pradu, a cidnienie na podstawie pola predkosci, rozwiazujac
réwnanie Poissona
V2pr = —(Vu)' : Vu (9.160)

z warunkiem brzegowym Neumanna

ok,
o = (vWPu—u-Vu). (9.161)

Data: Read input variables and BCs

1t:=0
2 u,:=0
3 repeat
3 L Y™ 907 Y™ 907 )
s | arttimon o A (RO - R EE) 4 ALVYRQr
5 vxEQ V2¢"+1 = 7QQ+15 vxéaﬂl %pz_‘_l =0, ZZ) = fan Up dL

6 t:=t+ At
7 until ¢t < t00

Alg. 9.5. Pseudokod metody §2,-1

9.6.2. Metoda sztucznej Scisliwosci

W przypadku przeplywéw plynéw niescisliwych réwnanie ciaglosci nie zawiera
pochodnej czastkowej predkosci, cisnienia czy gestosci wzgledem czasu, jak ma to
miejsce w przypadku plynéw $cidliwych. Przez analogie do przeplywéw plynow $cisli-
wych w metodzie sztucznej Scidliwosci wykorzystuje sie nastgpujaca zmodyfikowana

postaé réwnania ciaglodci
1 Opg

———+V-u=0, 9.162
at ot ( )
gdzie wspélczynnik ag jest predkoscig dzwieku. Posta¢ rownania ciggltosci ((9.162))
bierze sie oczywiscie z rownania zachowania masy dla przypadku ptyndéw Scisliwych
0
9P LV (pu) =0, (9.163)
ot
przy zalozeniu stabej Scisliwoéci, a doktadniej stabej zaleznosci gestosci od cisnie-
nia. Zalozenie stabej Scisliwosci pozwala na ograniczanie sie wylacznie do liniowego
rozwiniecia cisnienia jako funkcji gestosci

oo

plp) = ;mﬁf{))(p — o)™ ~ po + ap;z(’) (o — o). (9.164)

n=0
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Z réwnania mozna otrzymaé wzor na ciénienie p = pg+a3(p—po) i wstawié do
réwnania zachowania masy (9.163). Przy dalszym zalozeniu p ~ py, ktére jest sluszne
dla stabej $cidliwosci, otrzymujemy zmodyfikowane rownanie ciaglosci .

Zdyskretyzowana jawnie postaé rownania Naviera—Stokesa wraz z jawna
dyskretyzacja zmodyfikowanego réwnania ciaglosci daje nastepujacy uktad
rownan

n+1l _ n
u N Y ut v = Yl 4+ VR, (9.1652)
1™ —pp n
P TPk gy =0 9.165b
a? At +V-u ’ ( )

ktory jest bardzo prosty do rozwiazania i nie wymaga znacznych zasobow kompute-
rowych. Do wad jawnej dyskretyzacji uktadu zalicza si¢ powolna zbieznosc,
ktéra wynika z koniecznosci przyjmowania matych krokéw czasowych, co jest typowe
dla metod jawnych. Algorytm metody sztucznej Scisliwosci w formie jawnej podany
jest w formie pseudokodu (algorytm .

Data: Read input variables and BCs

1t:=0

2 repeat

3 u" = u" — Atu"-Vu" — At VpP + AtvV3u®
a ppth = pp — AtadV-un
5 t:=t+ At
6 until ¢ < t,,00

Alg. 9.6. Pseudokod metody sztucznej $cidliwosci

9.6.3. Metoda projekcji

Metoda projekeji [I] sktada sie z dwoch gléwnych etapéw. Pierwszy etap polega
na eliminacji ci$nienia z rownania Naviera—Stokesa , dzieki czemu rozwaza sie
predkosé posrednia u*, ktéra w ogélnym przypadku nie spelnia nieécisliwego réwnania
zachowania masy V -u* # 0. Dyskretna w czasie wersja réwnania bez cidnienia

ma, postac

u* —u”

At
Przez u™ oznaczono tu predko$¢ w n-tym kroku czasowym. Jezeli n = 0, to mamy
do czynienia z rozwiazaniem stacjonarnym, ktérego znajomosé jest niezbedna dla
wyliczenia kolejnych krokéw czasowych. Réwnanie rozwiazuje si¢ z warunkiem
brzegowym w postaci Vxean u*(x) = b+,
Drugi etap polega na korekcji (projekeji) predkosei posredniej u* wedlug nastepu-
jacej zaleznosci

= —u"-Vu" + V3" (9.166)

*

u"tl —u

— n+1 1
A7 V™, (9.167)
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7 ktorej wynika, ze rozwazane sa w tym kroku wylacznie sily zwiazane z cisnie-
niem. Wstawienie réwnania (9.166) do (9.167) da w rezultacie réwnanie (9.150). Ko-
rekcja predkosci w kroku czasowym n + 1 wymaga znajomosci rozkladu ci$nienia
w tymze samym kroku. Od predkoéci u”*! w kroku czasowym n + 1 zada sie spel-
nienia niesciéliwego réwnania zachowania masy V-u"t! = 0 i warunku brzegowego
Vxeon N -ut! = A-b"T!, Ten warunek brzegowy zaklada zerowanie sie tylko skla-
dowej normalnej predkoéci. Wynika z tego, ze u”t! spekia nieéciéliwe réwnanie za-
chowania masy V -u”*! = 0, ale nie spetnia pelnego warunku brzegowego, gdyz skta-
dowe styczne na nieruchomym brzegu nie musza by¢ w ogélnym przypadku zerowe.
W przypadku predkosci posredniej u* sytuacja jest odwrotna. Predkos¢ posrednia
spelnia pelne warunki brzegowe na nieruchomym brzegu, ale nie spelnia niescisliwego
réwnania zachowania masy V-u* # 0. W zwiazku z powyzszymi spostrzezeniami
po obustronnym obliczeniu dywergencji réwnania otrzymujemy nastepujace
réwnanie Poissona na ci$nienie

1

Vipptt = —V-u*. 9.168
Warunek brzegowy dla réwnania ((9.168]) mozna ustali¢, mnozac obustronnie réwnanie

(19.167)) przez wersor normalny 7 do brzegu 952 rozwazanego obszaru )
A-u"tt -t = —Ata-Vppth (9.169)

Sktadowe normalne obu predkosci sg zerowe, wiec otrzymujemy warunek Neumanna
Vxecon %pzﬂ = 0, z ktérym nalezy rozwigzaé¢ réwnanie Poissona (9.168)). Warunek
catkowalnosci ((9.52))

1 e B
~ fv-u an = 93 0dL =0 (9.170)
Q o0+

rownania (9.168)) wynika z dwuwymiarowego wzoru Gaussa

[[vowao= ¢ u-ndr (9.171)
Q on+

przy wykorzystaniu warunku brzegowego Vxcon u*(x) = b"T1. Zatem warunek cal-
kowalno$ci ma ostatecznie postaé

$ a-brrraL=o. (9.172)
o0+

Catka po brzegu obszaru 0f2 ze sktadowej normalnej predkosci musi sie zerowaé, gdyz
b"*t! = 0. Poniewaz calki po nieruchomych brzegach wyniosa oczywiécie zero, wiec
warunek catkowalnosci moéwi tyle, ze objetoSciowe natezenie przeplywu na
powierzchniach bedacych wlotami i wylotami musi si¢ bilansowac.

7 rozwiazania réwnania Poissona wylicza sie gradient cisnienia i wykorzystuje sie
rownanie do obliczenia predkosci w n + 1 kroku czasowym, co konczy drugi
etap. Algorytm metody projekcji pokazany jest w formie pseudokodu (algorytm .
Do dyskretyzacji sktadowych gradientu predkosci Vu™ i ci$nienia VpZJrl dywergencji
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V -u* mozna wykorzysta¢ centralne schematy réznicowe . Do dyskretyzacji la-
plasjanu predkosei V2u™ i laplasjanu ciénienia V2ppt" przydatny jest schemat (9.54)).

Drugi etap algorytmu projekcji, wyrazony za pomoca wzoru , zwigzany jest
z jednoznaczng dekompozycja ortogonalng wektora predkoéci u™t! na czeéé soleno-
idalng u* i potencjalna V¢, wyrazona przez gradient potencjalu ¢

u"t! =u* 4 Vo (9.173)

Czesé solenoidalna (bezzrédlowa) spelnia warunek V - u* = 0. Gradient potencjalu Vi
jest proporcjonalny do gradientu ci$nienia VpZH. Rozktad spelnia réwniez
warunek brzegowy Vxecan 7t -u* = 0. Warunek ten wraz z proporcjonalnoscia gra-
dientu potencjalu i ci$nienia prowadza do wniosku, ze zagadnienie opisane wzorem

(19.167) jest zagadnieniem nielepkim. Rozklad (9.173)) nazywany jest réwniez podsta-

wowym twierdzeniem analizy wektorowej.

Data: Read input variables and BCs

1t:=0

2 repeat

3 u*:=u"+ At (—u" -Vu™ + VVQu”)

4 | Vxeq V2Pt = ATV u¥, Vxeon Zpptt =0
5 | u"tli=u* — At Vpptt

6 t:=t+ At

7 until ¢ < 00

Alg. 9.7. Pseudokod metody projekcji
Ortogonalno$é¢ dekompozycji (9.173]) wynika z zaleznosci

ﬂ u* - VedQ =0, (9.174)
Q

ktérej prawdziwosci dowodzi si¢ za pomoca tozsamosci V - (pu*) = oV -u* +u* - V.
Warunek solenoidalnodci V-u* = 0 upraszcza powyzsza tozsamo$é do V- (pu*) =
u* - V. Na podstawie dwuwymiarowego wzoru Gaussa mozemy pokazad,
ze warunek ortogonalnosci jest spelniony. Jezeli teraz zalozymy, ze rozklad
jest niejednoznaczny, czyli mozliwe jest roztozenie wektora u™*! na co naj-
mniej dwa sposoby u"' = uy + V1 = wa + Vo, to mozemy réwniez zapisaé, ze
w1 — e + V(1 — ¢2) = 0. Mnozac skalarnie z obu stron powyzsza réwnosé przez
Uy — Ugo, otrzymamy

[ (i = w2)? 42+ [] (Wi = wiz) - V(o1 = ) d2 = 0. (9.175)
Q Q

Druga z calek w powyzszym wzorze zeruje sie ze wzgledu na warunek ortogonalno-
Sci (9.174)), co prowadzi do wniosku, ze rownosé ta jest mozliwa tylko w przypadku
rownosci solenoidalnych wektorow predkoséci uy; = wys oraz Vo = Vs, ROwnosé
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gradientow oznacza, ze potencjaly sa sobie rowne z doktadnoécia do stalej o1 = pa2+-c.
Dowodzi to jednoznacznosci dekompozycji (9.173).

Istnienia pola predkoéci u™*!, ktére jest zlozone z pola solenoidalnego u* i po-
tencjalnego Vi, dowodzi sie, liczac obustronnie dywergencje dekompozycji
i wykorzystujac warunek solenoidalnosci pola u*. W wyniku otrzymuje si¢ réwna-
nie Poissona V2p = V-u™*!. Warunek brzegowy wynika z tej samej dekompozycji
po obustronnym przemnozeniu przez wersor normalny do brzegu 992. Mamy wtedy
A-u"tl = f.ut + AV, co jest réwnowazne warunkowi Neumanna Vyepq g—ﬁ =
7 -u"t!. Warunek catkowalnosci réwnania Poissona z warunkiem brzegowym Neu-
manna ma nastepujaca postaé

ﬂv-u"“ a0 = gﬁ u"t A dL. (9.176)
Q o0+

Jest on oczywiscie speliony, gdyz V-u™*! = 0 i u"*t!-A = 0, co dowodzi catko-
walnosci i istnienia pola predkosci u™+!. Poréwnujac ponadto dekompozycje (9.173)
i przeksztatcajac wzor (9.167)) do postaci

u"tt =ut — At VpZH, (9.177)
n+1

tatwo mozna zauwazy¢ proporcjonalnosé potencjatu ¢ i ci$nienia p);

9.6.4. Metoda dekompozycji operatorow

Metoda dekompozycji operatorow jest pewnym rozszerzeniem metody projekcji
i polega na rozwazaniu dwoch postaci zdyskretyzowanego réwnania Naviera—Stokesa,
z ktérych jedna prostsza nie spelnia réwnania ciaglosci. Réznica pomiedzy oboma
rownaniami wykorzystywana jest do otrzymania réwnania Poissona na cisnienie. Wy-
réznia sie wariant jawny i niejawny tej metody.

9.6.4.1. Metoda jawna

W metodzie jawnej dekompozycji operatorow wykorzystuje sie jawna dyskretyza-
cje rownania Naviera—Stokesa w postaci . Poniewaz samo réwnanie nie
spelnia réwnania zachowania masy, wiec predkoéé u™*!, wyznaczona za jego pomoca,
oznaczana jest jako predkos$é¢ tymczasowa u*, ktéra nalezy pdzniej poddaé korekeji

ut =u" — Atu”-Vu" — At Vp + AtvVia™. (9.178)
Wiasciwa predkoéé w nastepnym kroku czasowym u”*! ma postaé réwnania ([9.150)),
gdzie cidnienie pZH, w przeciwienstwie do réwnania (9.178]), wyliczane jest w nastep-
nym kroku czasowym

u"t = u" — Atu"-Vu" — At Vpl T + AtvV3u™. (9.179)

W przeciwienstwie do réwnania ((9.178]) réwnanie (9.179)) ma spelnia¢ réwnanie cia-
glodci V-ut! = 0.
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Jako korekcje predkosci u¢ przyjmuje sie réznice pomiedzy réwnaniami ((9.179))
i (9.178]), co zapisuje sie jako

u’=u"" —ut = -AtV (pptt —p) = At VP, (9.180)

gdzie P oznacza roznice ciSnien w poszczegélnych krokach P = pZH — pp. Obli-
czajac obustronnie dywergencje roéwnania ((9.180) i wykorzystujac réwnanie ciagtosci
V-u"t! =0, mozna otrzymaé réwnanie Poissona na réznice ci$nien

1
V2P =—V-u" 9.181
A7 (9.181)
Warunek brzegowy dla réwnania (9.181)) mozna ustali¢, mnozac obustronnie réw-
nanie ((9.180)) przez wersor normalny 72 do brzegu 92 rozwazanego obszaru {2
oprP A-u"tl —f.ut
— = =0. 9.182
on At ( )
Warunek brzegowy Neumanna ({9.182)) oznacza, ze zeruja sie wylacznie sktadowe nor-
malne poszczegdlnych predkosci, co jest typowa wada metod dekompozycji opera-
toréw. Oznacza to réwniez, ze potrzebne moga byé dodatkowe korekcje predkosci
w kierunku stycznym.

Data: Read input variables and BCs

1t:=0

2 repeat

3 u* :=u" + At (—u"-Vu" - Vp +vV3u")
4 | VYxeq VPP =At"'V.u*, Vxcon £ =0
5 | pptti=pr+ P

6 u"tl:=u* - AtVP

7 t:=t+ At

8 until ¢ < t,,44

Alg. 9.8. Pseudokod jawnej metody dekompozycji operatoréw

Po rozwiazaniu réownania Poissona (9.181)) na ci$nienie z warunkiem brzegowym

(19.182)) ci$nienie pZH i predkoéé¢ u"*! w nastepnym kroku czasowym poddawane sa

nastepujacym korekcjom

Pt =pr+ P, (9.183a)
u"t =u* -~ AtVP. (9.183b)

Algorytm metody jawnej podany jest w formie pseudokodu (algorytm .

9.6.4.2. Metoda niejawna

W metodzie niejawnej rozwaza sie niejawne wersje zdyskretyzowanego réwnania
Naviera—Stokesa. Dokladniej rozwaza sie dwie wersje z réznym stopniem niejawnosci.
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Pierwsza postacia jest réwnanie ((9.153)) (z jawnym ci$nieniem)
u* =u" — Atu”-Vu* — At Vp} + At vV3u*, (9.184)

gdzie, podobnie jak poprzednio, u* jest predkoscia tymczasowa, ktora nie spelnia
rownania ciggloéci. Drugim réwnaniem jest réwnanie w postaci na wpodt niejawnej

(19.153)) lub zlinearyzowane réwnanie catkowicie niejawne ((9.154))
u"t = u" — Atu” - Va"tt — At VpRtt 4 Aty Vit (9.185)

Jako korekcje predkosci u® przyjmuje sie réznice pomiedzy réwnaniami ((9.185))
i (9.184)), ktora wynosi

u’=u""' —u* = -AtVP+ Atu"- (Vu"t! - Vu*). (9.186)

Poréwnujac korekcje u® wedlug wzoréw i , widaé, ze w przypadku
(9.186)) mamy do czynienia z dodatkowym wyrazem Atu” - (Vu"t! — Vu*). W przy-
padku, gdy pominiemy ten wyraz, sposéb dalszego rozumowania jest analogiczny do
sposobu przedstawionego w wariancie jawnym tej metody.

Algorytm metody niejawnej podany jest w formie pseudokodu (algorytm .
Réznica pomiedzy pseudokodami [0.9) i 0.8 ujawnia si¢ wylacznie w linii numer 3.
Jednak praktyczna implementacja algorytmu [9.§] jest duzo latwiejsza i wymaga zna-
czaco mniejszych zasobow komputerowych w sensie pamieci, gdyz nie trzeba tworzy¢
uktadéw réwnan liniowych. Oznacza to, ze mozna rozwiazywaé poszczegdlne rowna-
nia bezposrednio. Jednak w przypadku metody niejawnej mozliwe sg wieksze kroki
czasowe w porownaniu z metoda jawna.

Data: Read input variables and BCs
1t:=0

2 repeat

3 | u*=u"+At(—u"Vu* - Vp} +vVu*)
4 | VYeeq VPP = AtV u*, Vxeon & =0
5 pZ'H =pp +P

6 utl:=u* — AtVP

7 t:=t+ At

8 until ¢t < t00

Alg. 9.9. Pseudokod niejawnej metody dekompozycji operatoréw

9.6.5. Metoda utamkowego kroku

Metoda utamkowego kroku [5] zastepuje rozwiazanie zdyskretyzowanego réwnania
Naviera—Stokesa w postaci (9.152)), cho¢ nie jest to jedyna mozliwa postaé, przez
szereg prostszych rownan, do ktorych dotaczone jest réwnanie ciaglosci, co zapisuje
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sie jako
u* =u" - Atu"-Vu", (9.187a)
utt = ut 4 AtvvViat, (9.187b)
u"tt = ut — At Vp (9.187¢)
V.u"tt =o. (9.187d)

Pierwszym réwnaniem ukladu jest rownanie konwekcji, ktére moze by¢ roz-
wigzywane w sposéb jawny. Drugim réwnaniem uktadu (9.187)) jest réwnanie dyfu-
zji, ktore jest niejawne. Z réwnania trzeciego uktadu (9.187) wylicza sie dywergencje
i wykorzystuje sie réwnanie ciaglosci (czwarte w ukladzie ), co daje réwnanie
Poissona na ci$nienie

1

Vipptt = —V.u™. 9.188
Warunek brzegowy mozna ustali¢, mnozac obustronnie trzecie réwnanie uktadu ((9.187))
przez wersor normalny 7, co daje warunek Neumanna %pzﬂ = 0, cho¢ oznacza to,

ze zeruja si¢ jedynie skladowe normalne poszczegélnych predkosci. Z wyznaczonego
ciénienia p} ™!, na podstawie réwnania (9.188), mozna dalej wyliczy¢ predkosé w na-
stepnym kroku u™™! w sposéb jawny (réwnanie trzecie ukladu ) Algorytm
metody ulamkowego kroku podany jest w formie pseudokodu (algorytm .

Data: Read input variables and BCs

1t:=0

2 repeat

3 u* :=u" — Atu"™ - vVu"

a u** = u* + AtvVia*

5| Veeo VEPETL = ALV 0, Vaesn 24t =0
6 u"tl = u — At W)ZJrl

7 | ti=t+ At

8 until ¢t < t00

Alg. 9.10. Pseudokod metody utamkowego kroku
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Rozdziat 10

Metoda objetosci skonczonych

10.1. Ogdblne réwnanie transportu

10.1.1. Dyskretyzacja przestrzenna

Poniewaz wszystkie réwnania zachowania i inne réwnania transportu maja iden-
tyczna postaé, wiec wygodnie jest rozwazaé¢ jedno ogdlne réwnanie transportu wiel-
koéci ¢ w nastepujacej postaci

9 (p9)
ot

W powyzszym réwnaniu mozna wyréznié cztery charakterystyczne wyrazy. Pierw-
szym z nich jest wyraz zwiazany z lokalna pochodna wzgledem czasu, czyli wyrazem
niestacjonarnym % (po). Drugim wyrazem jest wyraz zwiazany z konwekcja V - (pou),
a trzecim wyraz zwiazany z dyfuzja V- (I'V¢), gdzie I oznacza wspélezynnik dyfu-
zji wielkosci ¢. Czwartym wyrazem sa zrédla wielkosei ¢. Zrédla moga by¢ ujemne,
jak np. dyssypacja, lub dodatnie, gdzie przykltadem moze byé produkcja. Réwnanie
transportu jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym rzedu drugiego. Rzad
réwnania okreslony jest przez wyraz dyfuzyjny V - (I'V¢). Zwykle rzedy dyskretyzacji
poszczegdlnych wyrazéw sa réowne lub wyzsze niz rzad dyskretyzowanego réwnania.
Wynika to z dokladnoéci dyskretyzacji, choé¢ sa odstepstwa od tej zasady.

Na to, czy réwnanie transportu jest liniowe, wplyw maja sama wielko$¢
transportowana i wyraz zrodlowy. Jezeli wielkoScia transportowana jest predkosé u,
to réwnanie staje sie nieliniowe przez wyraz konwekcyjny V - (puu). Jezeli wielkosé
transportowana jest inna niz u i p, to liniowos¢ réwnania transportu zalezy od postaci
wyrazu zrédlowego Sy. Jezeli wyraz zrédlowy zalezy nieliniowo od wielkosci transpor-
towanej, to mamy réwniez do czynienia z rownaniem nieliniowym, ktére doktadniej
klasyfikuje si¢ jako réwnanie semiliniowe.

Catkowa postaé¢ réwnania transportu , liczona po objetosci kontrolnej Vp,
przyjmuje nastepujaca postac

%Hj po AV + [[[ V- (pou) v = [[[ V- (0Vg) aV + [[[ S, av,  (10.2)
Vp Vp Vp Ve

+ V- (ppu) = V- (I'Ve) + Sp. (10.1)
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gdzie przykladows objetoéé kontrolng Vp pokazano na rysunkach oraz
Miara tej objetosci jest |Vp|. Rozklad wielkosci transportowanej ¢ wokdt punktu P,
ktory zlokalizowany jest w centroidzie objetoéci Vp w punkcie xp, jest liniowy. Wek-
tor d laczy dwa sasiednie centroidy P i V. Dodatkowo powierzchnia Sy jest zoriento-
wana normalnym wektorem powierzchniowym Sy, skierowanym na zewnatrz objetosci
Vp. Centroid powierzchni S zlokalizowany jest w punkcie x.

Rys. 10.1. Objetos¢ kontrolna

Wspomniany rozktad wielkosci transportowanej ¢ wokét punktu P musi byé co
najmniej liniowy
o(x) = ¢p +(x—xp)- (VP)p, (10.3)

aby doktadno$¢ aproksymacji rozktadu ¢ wokét punktu P byla dokladnoscia drugiego
rzedu. Dowodzi sie tego za pomoca wzoru Taylora z doktadnosciag do pierwszych
pochodnych (gradientu). Dodatkowo warto$é wielkosci transportowanej ¢p, ktorej
lokalizacja przyjmowana jest w centroidzie xp objetoséci kontrolnej Vp, rozumiana
jest jako ¢p = @(xp), co oczywiscie wynika w sposob trywialny réwniez ze wzoru
(110.3)).

10.1.1.1. Calki po objetosci

Jedna z cech metody objetosci skonczonych jest to, ze catki po objetosci, zawiera-
jace dywergencje, zamieniane sa na calki powierzchniowe, liczone po powierzchni za-
mknietej, ktora otacza objetos¢ kontrolna. Co istotne i wygodne, dywergencja w calce
powierzchniowej juz nie wystepuje. Zamiana calek po objetosci (potréjnych) na po-
wierzchniowe odbywa si¢ z wykorzystaniem twierdzenia Gaussa

[[fv-wav={fw-as. (10.4)

oVp

Dokladniej méwiac, twierdzenie Gaussa zamienia Zrédlowos¢ (dywergencje) V - w pola
wektorowego w wewnatrz objetosci kontrolnej Vp na strumienie pola wektorowego w
przez zamknieta powierzchnie OVp otaczajaca objetoéé Vp. Symbol dS oznacza réz-
niczkowy element powierzchniowy, skierowany na zewnatrz powierzchni 0Vp. Za po-
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moca wzoru Gaussa mozna zapisa¢ ogblne réwnanie transportu ((10.2]) w nastepujacej

postaci
%Hf ps AV + fJ pou- ds = {f1ve- ds+ [[[ S, av, (10.5)
Vp oVp Vp

ovVp

Zwykle objetosci kontrolne okreslane sa przez posiatkowany obszar przeplywu,
jednakze istnieja inne metody. Przyktadem innych rozwigzan sa metody budowania
objetosci kontrolnej wokét weztow istniejacej siatki. W dalszej czesci zaktada sie pierw-
sza wersje, gdzie nieznana warto$¢ ¢p wielkosci transportowanej ¢ zlokalizowana jest
w centroidzie xp objetoéci kontrolnej Vp. Lokalizacja centroidu xp wynika z jego
definicji

ﬂj (x —xp) dV = 0. (10.6)
Vp

Postaé¢ pierwszej calki ogélnego réwnania transportu ((10.5) sugeruje nastepujaca
definicje wartosci sredniej ¢ p funkcji ¢ zlokalizowanej w centroidzie objetosci kontrol-

nej Vp 1
op = A jvfqus av. (10.7)

Z formalnego punktu widzenia calka po objetosci wyrazona jest przez warto$é¢ éred-
nig ¢ nieznanej funkcji ¢ i miare objetosci kontrolnej |Vp|. Nastepnie wartosé éred-
nia ¢ jest utozsamiana (aproksymowana) przez warto$¢ ¢p w centroidzie objetosci
kontrolnej Vp. Aproksymacja tego typu ma dokladnos¢ drugiego rzedu.

Jezeli wyraz zréodlowy Sy w réwnaniu transportu zalezy od wielko$ci trans-
portowanej ¢, to istnieja dwie metody postepowania. Pierwsza polega na tym, ze
mozna catkowaé¢ wyraz zrédlowy w sposéb jawny, przyjmujac, ze zalezy on od warto-
Sci " z poprzedniego kroku. Metoda ta moze prowadzi¢ do probleméw ze zbieznoscia,
jezeli wyraz zrodlowy jest duzy w poréwnaniu z innymi wyrazami. W ogélnym przy-
padku wyraz zrédlowy nalezy zlinearyzowa¢ w nastepujacy sposob

Sy(¢) = Sc + Sp ¢. (10.8)

Linearyzacje wyrazu zrédlowego otrzymuje sie z rozwiniecia liniowego S, w szereg
Taylora woké! aktualnej wartosci ¢™, znanej z poprzedniego kroku czasowego

0Sy (o™ 0S4 (o™ 0Sy (o™
6(0) = Sol0") + 221 (- gm) = sy9m) - Ll gy Bl (10.9)
skad wynikaja wartosci wspotczynnikow S¢ i Sp
S0 = Su(6") - 24 g
(10.10)
AT
P = 26

Zlinearyzowany wyraz zrédlowy czyni rownanie transportu rownaniem liniowym,
o ile wielko$¢ transportowana jest inna niz u i p. Sam wyraz zrédlowy mozna teraz
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przedstawié za pomoca wartosci $redniej ((10.7)) i otrzymaé réwnanie transportu (10.5))
ze zdyskretyzowanym wyrazem zrodlowym w nastepujacej postaci

[JJ S5 av = ScVel + SpVelép. (10.11)
Ve

Jezeli wyraz zréodlowy Sy nie zalezy od wielkoéci transportowanej ¢, to postaé catki
(10.11)) upraszcza sie, gdyz Sp = 0.

Dalej zaktadana bedzie niescisliwo$¢ p = const, co uprosci nieco postaci réwnan,
ale nie bedzie miato wplywu na idee metody objetosci skoniczonych. Nalezy nadmienié,
ze zalozenie niescisliwosci jest stuszne rowniez dla gazoéw, jezeli zachodzi Ma < 0,3.
Jezeli ponadto objeto$¢ kontrolna Vp nie zmienia sie w czasie, czyli np. nie ulega
deformacji, to mozliwe jest przedstawienie ogdlnego réwnania transportu W na-
stepujacej postaci

d
p j’tp V| + pjv;ﬁ $u- ds :6@8 [Ve- dS+ Sc|Vp| + SpVplop.  (10.12)

10.1.1.2. Wyrazy konwekcyjne

Wyraz konwekcyjny V- (pdu) w ogdlnym réwnaniu transportu zostal juz
przetransformowany do postaci calki powierzchniowej, ktéra nie zawiera dywergencji.
W celu dyskretyzacji calek powierzchniowych konieczne jest wprowadzenie pojecia
centroidu xy powierzchni ;. Podobnie jak w przypadku centroidu objetosci kontrol-
nej, tak i teraz polozenie centroidu x; wynika z jego definicji

ﬂ (x —x;) dS = 0. (10.13)
S5

Calka powierzchniowa po pojedynczej powierzchni Sy objetoéci kontrolnej wyrazona
jest za pomoca wartoéci wektora w; w punkcie zlokalizowanym w centroidzie po-
wierzchni Sy i wektora powierzchniowego Sy = ||S¢||#, ktéry zorientowany jest na
zewnatrz objetosci kontrolnej

w-dS =wy-Sy. (10.14)
I ;8
S

Oznacza to réwniez, ze rozktad wektora w na powierzchni Sy zostal zastapiony po-
jedyncza wartoscia wektora w;. Poniewaz brzeg 0Vp objetosci kontrolnej Vp sktada
si¢ z f plaskich wielokatéw Sy, tzn. |J ¥ Sy = 0Vp, zatem wyraz konwekcyjny aprok-
symowany jest z doktadnodcig drugiego rzedu w nastepujacej postaci

(fou-ds=>"opu,-s;. (10.15)
7

oVp

W powyzszej aproksymacji f jest indeksem sumacyjnym po poszczegolnych wieloka-
tach Sy, bedacych sktadowymi powierzchni zamknietej OVp. Iloczyn ¢ruy- Sy lub
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uy - Sy nazywany jest strumieniem. Ogdélne réwnanie transportu (10.12f) przyjmuje
teraz postac.

d
P jtP|VP| +pY_ dpus-S; = () TV6- dS+Sc|Ve| + Sp|Velép.  (10.16)
f aVp

Kolejna istotna ceche metody objetosci skoniczonych stanowi to, ze zdyskretyzo-
wane wyrazy konwekcyjne ¢r, uy wyrazone sg poprzez wielkoéci okreslone w cen-
troidach poszczegélnych wielokatéw Sy powierzchni OVp. Oznacza to, ze wielkosci
te musza by¢ dalej interpolowane za pomoca innych wielkosci, ktére sg okreslone
w centroidach objetosci kontrolnych. Najbardziej rozpowszechnione metody interpo-
lacji (schematy interpolacji) oméwiono ponizej.

e Interpolacja liniowa lub interpolacja centralna (central differencing — CD). Zakla-
dany jest rozkltad liniowy funkcji ¢ pomiedzy dwoma punktami P i N. W przypadku
siatek ortogonalnych prowadzi to do nastepujacej interpolacji ¢

by = fotp + (1 — f2)bnN, (10.17)

gdzie wagi f, obliczane sa jako ilorazy odlegltosci punktéw P i N od centroidu po-
wierzchni Sy w nastepujacy sposob [|xg—x || do ||d]| (rysunek[10.1)). Dziclna ilorazu
przedstawia odlegto$¢ pomiedzy punktem N i punktem x4, a dzielnik reprezentuje
odleglo$¢ pomiedzy punktami P i N

~lxa —xn||

fo = (10.18)
’ d]

Dla siatek ortogonalnych x4 = x;. Interpolacja liniowa ma dokladnos¢ rzedu dru-

giego. Mimo to moze prowadzi¢ do niefizycznych oscylacji dla pewnych przeplywéw

zdominowanych przez konwekcje lub w przypadku duzych gradientow.

Dla siatek réwnomiernych interpolacja redukuje sie do sredniej arytmetycz-
nej ¢y = %(qbp + ¢n). Dla siatek niestrukturalnych mozna postuzyé sie wzorem
, przyjmujac za X punkt Xy, co oznacza, ze interpolujemy ¢; za pomocg
¢p i gradientu (Vo) p. Ta sama wartosé ¢y moze by¢ interpolowana za pomoca ¢n
i gradientu (V¢)n. Wyliczajac $rednia arytmetyczna z obu interpolacji, otrzymamy

o5 =5 (¢p+on)+ 5 ((xp —xp)- (VO)p + (xy —xn)- (Vo)y).  (10.19)

Zamiast wykorzystywania wytacznie warto$ci ¢p i ¢y do interpolacji ¢y w punk-
cie x 7, ktory nie pokrywa sie z punktem x4 (rys.|10.1} [10.20c} [10.20d)), interpolowany
jest gradient (V¢)p w punkcie P i (V¢)y w punkcie N.

Inna, prostsza wersje interpolacji liniowej dla siatek niestrukturalnych mozna otrzy-
maé ponownie za pomoca wzoru (10.3]), po podstawieniu f za P i P za x

¢y =op+ (xy —xp) (V§);. (10.20)

Szczegdlnym przypadkiem interpolacji liniowej dla siatek ortogonalnych jest inter-
polacja typu mid-point, gdzie wartos¢ wagi f, = % przyjmowana jest w sposob staty,
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niezaleznie od faktycznych odlegloéci centroidéw P i N. Interpolacja mid-point ma
zatem postaé

¢5 = 50p + 30N (10.21)

i jest to postaé identyczna jak interpolacja liniowa dla siatek réwnomiernych.

¢ Interpolacja wsteczna lub interpolacja regresywna (upwind differencing — UD). In-
terpolacja wsteczna zalezy od kierunku przeptywu wyrazonego przez uy - Sy. Inter-
polowana warto$¢ ¢y na powierzchni wykorzystuje wartos¢ ¢ z kierunku przeciw-
nego w stosunku do kierunku przeplywu, co zapisujemy dla siatek niestrukturalnych
jako

. ) > ,
oy =407 wSr >0 (10.22)
ON; Uf-Sf < 0.

Interpolacja wsteczna ma dokladnosé pierwszego rzedu i cechuje sie duza dyfuzyj-
noscia numeryczng. Pomimo tej wady wcigz mozna otrzymywaé¢ dokladne wyniki,
pod warunkiem ze siatka jest odpowiednio gesta.

e Interpolacja progresywna (downwind differencing — DD). Interpolacja progresywna
zalezy od kierunku przeptywu uy-Sy, podobnie jak ma to miejsce dla interpola-
cji wstecznej. Jedyna roznica jest taka, ze wartosci interpolowane zamienione sg
miejscami, co zapisuje sie jako

. up-S; >0,
P (10.23)
op; uy - Sf < 0.

Interpolacja progresywna ma dokladnosé pierwszego rzedu i jako taka nie jest wyko-
rzystywana do interpolacji wyrazow konwekcyjnych, cho¢ stanowi punkt odniesienia
w schematach typu TVD i NVD.

e Interpolacja mieszana (blending differencing) [7]. Ten typ interpolacji utrzymuje
dostateczna doktadno$¢ schematéw drugiego rzedu, jednoczesnie redukujac ich nie-
pozadane cechy. Zwykle odbywa sie¢ to przez kombinacje (mieszanie) interpolacji
wstecznej i liniowej w nastepujacy sposob

¢f =7v¢rcp + (1 —¥)osup. (10.24)

Przez v € [0;1] oznacza sie tzw. limiter strumienia lub w tym przypadku wspol-
czynnik mieszajacy. Zadaniem wspoélczynnika v jest miedzy innymi limitowanie in-
terpolacji w kierunku interpolacji pierwszego rzedu (wstecznej) w miejscach, gdzie
gwaltownie zmieniaja sie gradienty. Istnieja rowniez inne metody limitowania stru-
mienia.

Oproécz mieszania schematéw o réznych rzedach znane sa interpolacje mieszajace
schematy drugiego rzedu. Przykladem moze byé LUST (linear upwind stabilised
transport), ma ktory skladaja sie schematy drugiego rzedu CD i LUD

¢r=32drcp + 2drLup. (10.25)
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e Interpolacja wsteczna drugiego rzedu (second order upwind differencing — SOU)
lub interpolacja liniowa wsteczna (linear upwind differencing — LUD). Ten typ in-
terpolacji wymaga wiecej punktow w poréwnaniu ze zwykla interpolacja wsteczna.
Zamiast jednego punktu wykorzystuje sie¢ dwa punkty wsteczne, a nie najblizsze
punkty sasiednie, jak ma to miejsce w przypadku interpolacji liniowej. Takie po-
dejécie skutkuje wyzszym rzedem interpolacji. Wartos¢ interpolowana ¢ zalezy od
kierunku przeplywu i wykorzystuje punkty P i PP (rysunek lub N i NN
w zalezno$ci od znaku uy - Sy

bs = {¢P +3 (6P —0pp); up-Sy>0, (10.26)

ON + 5 (dn —dnN); up-Sy <O0.

Powyzsza interpolacja stuszna jest wylacznie dla siatek réwnomiernych i stanowi
interpolacje drugiego rzedu. Dla przypadku siatek ortogonalnych nieréwnomiernych
wzory ((10.24) przyjmuja bardziej rozbudowana postaé

xp—Xpp||

¢N+HHM;XNH(¢N*¢NN)Q uy-Sy <0.

XN—XNN||

lIxf—xp|l .
by = {¢P+|f(¢P_¢PP)7 uy-Sy >0, (10.27)

Dla siatek niestrukturalnych mozna podaé¢ inna posta¢ interpolacji wstecznej dru-
giego rzedu, ktora nie wykorzystuje wartoéci ¢pp lub oy N
— - (V ; -S> 0,
bf = ép+ (Xf XP) ( ¢)P Uyr-Sy (10.28)
on + (xp —xn)- (Vo) i up-Sp <0

Zamiast wartosci ¢pp i ¢y N wykorzystywane sa gradienty (Vo)p i (Vo)n w cen-
troidach objetosci kontrolnych.

Inny przyktad interpolacji wstecznej drugiego rzedu ma nastepujaca postaé
Jop+(xp—xp)- (2(Vo)p — (V)s); us-Sp >0,
bf = (10.29)
N+ (xf —xn) - (2(VO)n = (VP)y); uy-Sp<0.

10.1.1.3. Limitery interpolacji wyrazéw konwekcyjnych

Schemat z limiterem to rodzaj schematu interpolacji rzedu wyzszego niz pierwszy,
ktéry pozbawiony jest niepozadanych cech schematéw rzedu drugiego, do ktérych za-
licza sie niefizyczna oscylacje (nieograniczonos$é) rozwiazania. Limiter obniza lokalnie
schemat interpolacji do rzedu pierwszego, w sytuacji gdy mamy do czynienia z gwal-
townymi zmianami rozwiazania lub duzymi wartosciami gradientéw. Sformulowanie
limiter strumienia dotyczy sytuacji, gdy schemat z limiterem stuzy do interpolacji
strumienia, np. uy - Sy. W przypadku innych rozwiazywanych wielkodci méwi si¢ cze-
sto o limiterze nachylenia. W przypadku tagodnych zmian rozwiazania limiter nie
powinien wplywaé na schemat interpolacji, ktory jest wtedy schematem drugiego
rzedu. Ze schematami wyzszego rzedu z limiterami wiaza sie dwa kolejne pojecia,
ktoére okresdlane sa mianem schematéow TVD i NVD.
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Schematy interpolacji TVD. Schematy TVD (total variation diminishing) [5l [15]
wykorzystuja pojecie calkowitej réznicy lub zmiany (total difference) rozwiazania

TV (¢") = > |¢% — ¢, (10.30)
f

gdzie punkty P i N sa centroidami, znajdujacymi si¢ po obu stronach powierzchni Sy.
Schemat interpolacji jest schematem TVD, jezeli spelnia nastepujaca zalezno$é¢ dla
kazdego kroku czasowego

TV (¢11) < TV (¢7). (10.31)
Warunek ten realizowany jest w ten sposob, ze schemat TVD sktada si¢ ze schematu
interpolacji pierwszego rzedu (interpolacja wsteczna — UD), ktéry jest juz ograniczony,
i schematu wyzszego rzedu, ktéry zwykle nie jest ograniczony. Zapisuje si¢ to jako

¢r=drup +Y(dr,Lup — Prup), (10.32)

gdzie zadaniem limitera 1) jest wykrywanie tych miejsc, gdzie pojawiaja sie problemy
z ograniczono$cia. W przypadku schematéw TVD schematy wyzszego sa zwyczajowo
schematem interpolacji wstecznej drugiego rzedu (LUD). Dodatkowo aby nie rozwazaé
dwoéch réznych postaci w zaleznosci od kierunku przeplywu, wprowadza sie jedno
wspoélne oznaczenie punktéw wedlug rysunku [10.2]

—- A —
POP P f N }O> f N NN
U c D D c U

Rys. 10.2. Oznaczenie punktéw

Zatem niezaleznie od kierunku przeptywu schemat interpolacji (10.32]) zapisywany
jest teraz jako

o5 = b + 59(r) (¢ — du) (10.33)
gdzie limiter v jest funkcja ilorazu r sasiadujacych gradientéw. Iloraz sasiadujacych
gradientéw ma nastepujaca postaé

_ ¢p — dc
- T I

Pc — gu
choé¢ znane sa rowniez odwrotne definicje, gdzie licznik zamieniony jest miejscami

z mianownikiem. Definicje (10.34]) mozna generalizowaé¢ do ogdlnego tréjwymiarowego
przypadku dla siatek niestrukturalnych

r (10.34)

d- (v¢)f .
d- (2(V9)e - (Vo))

Pozadana ceche limitera ¢ stanowi symetria, ktéra oznacza, ze nie réznicy po-
miedzy definicja ilorazu gradientéw ((10.34) w tym sensie, ze licznik mozna zamienié
z mianownikiem. Limiter jest symetryczny, jezeli

(4 (1) = M. (10.36)

r r

(10.35)

T =
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Aby schemat interpolacji byt schematem TVD pierwszego rzedu, musza by¢ spel-
nione nastepujace warunki naktadane na limiter v

T, (10.37a)
(10.37b)

ktore pokazano na rysunku Aby schemat interpolacji byl schematem TVD
drugiego rzedu, musza by¢ spelnione nastepujace warunki nakladane na limiter i

(10.38)

S
&
/
S
> 2>
¥ =1, LUD =1, LUD
1 1
¥ =0, UD =0, UD
0 I I I I 0 I I I I
0 1 2 3 0 1 2 3
T T
(a) pierwszego rzedu (b) drugiego rzedu

Rys. 10.3. Warunki spelniane przez limitery schematéw TVD ((10.33))

Oprécz zwyczajowej postaci (10.32) schematu TVD mozna wykorzystaé interpo-
lacje liniowa (CD) zamiast interpolacji wstecznej drugiego rzedu (LUD), co prowadzi
do nastepujacej wersji schematu

¢5 =dpup +U(r) (¢rcp — drup) - (10.39)

Ponownie wykorzystujac rysunek mozna przedstawi¢ powyzszy schemat nieza-
leznie od kierunku przeplywu jako

¢r = dc + 39(r) (6p — éc) | (10.40)
gdzie tym razem limiter ¢ definiowany jest odwrotnie do wzordw ((10.34]) i (10.35) [8]
pote—ou o4 (Voo | _,9p—dc | (10.41)

Top—oc’ | d-(Vo), = d (Vo)
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Warunki nakladane na limiter, aby schemat (10.40)) byt schematem drugiego rzedu,
sa takie same i maja posta¢ (10.38). Jednak niektore charakterystyczne linie z ry-
sunku [I0.3D] zamieniaja sie miejscami, co uwidocznione jest na rysunku [[0.4] Zalety

schematu ((10.40) w poréwnaniu z (10.33)) jest to, ze teraz potrzebne sa wylacznie
informacje z punktéw bezpoérednio sgsiadujacych z centroidem powierzchni Sy, tj.

punktéow C'i D. W przypadku schematu (|10.33|) konieczne sa dane z punktu U, ktéry
nie jest bezpoérednim sasiadem centroidu powierzchni Sy.

¥ =1,CD

¥ =0, UD

Rys. 10.4. Warunki spetniane przez limitery schematow TVD drugiego rzedu ((10.40))

Schematy interpolacji NVD. Schematy NVD [4] [13] postuguja sie normalizacja
zmiennych (normalised variable — NV) wedlug nastepujacego wzoru np. dla punktu C

~  ¢c—9u o~ d‘(v¢)f _ op — ¢c
e T v, e, )

Graficzna reprezentacje zmiennych przed normalizacja i po normalizacji pokazano
na rysunku W przypadku, gdy ¢p < ¢¢, mozna rozwazaé¢ wartosci zmiennych
z przeciwnymi znakami. Zgodnie ze wzorem interpolacja znormalizowanej war-
tosci zmiennej w centroidzie powierzchni Sy, ktéra oznaczona jest na rysunku @
jako f, odbywa sie zgodnie z ponizszym wzorem

c _¢r—¢u 7 . _bp—¢;
Y=o P15 (We) (1043)

ktory wynika z zaleznosci dla C = f.

Aby dany schemat NVD nie charakteryzowal sie niefizycznymi oscylacjami (ina-
czej: nieograniczonoscia) rozwiazania, wprowadza sie warunek ograniczonosci rozwia-
zania ¢y < ¢¢ < ¢p, co w przypadku zmiennych znormalizowanych zapisuje si¢ jako
0 < ¢¢ < 1. Schematy interpolacji przedstawia si¢ na diagramie zmiennych znor-
malizowanych (normalised variable diagram — NVD), pokazanym na rysunku
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Rys. 10.5. Normalizacja zmiennych NVD

Schemat NVD pierwszego rzedu spelnia nastepujace warunki

o jest ciagla,
do < ¢f(¢c) L ¢c € [0;1], (10.44)
¢f(¢c) b0 oc ¢ [0;1],

co odpowiada obszarowi zaznaczonemu na szaro na rysunku[10.6a]z dodatkows prosta
¢f = ¢c. Schemat NVD drugiego rzedu spelnia warunki (10.44]) oraz dodatkowy
warunek

o5 (3) =3, (10.45)

ktéry graficznie odpowiada punktowi z rysunku Oznacza to, ze wykres %5  musi

przechodzi¢ przez punkt (2, 4) Rysunek |1 przedstawia podstawowe schematy
naniesione na diagram zmiennych znormahzowanych.

DD /
1 B 1
(e}
o
< < L~
S Q
@ Q
0 . 0 .
| | | |
0 1 0 1
55 (:;L
(a) Diagram zmiennych znormalizo- (b) Wykresy typowych schematow
wanych (NVD) interpolacji

Rys. 10.6. Warunki spetniane przez schematy NVD

Procedura, ktéra ma za zadanie wykorzystanie schematow NVD do ograniczenia
niefizycznych oscylacji, wymaga trzech danych wejsciowych, tj. wartosci zmiennych
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oc, ¢p oraz gradientu (V¢)c. Sg to dane w punktach bedacych bezposrednimi sasia-
dami powierzchni, na ktérej ma by¢ przeprowadzona interpolacja. Kolejnym krokiem
jest wyliczenie znormalizowanej wartosci ¢ z réwnania (10.42)). Dla tak obliczonej

warto$ci mozna wyznaczy¢ znormalizowana warto$é ¢¢(éc), ktora wynika z wybra-
nego limitera NVD. Znajac ¢, wartos¢ interpolowang ¢y mozna znalez¢ na podstawie

wzoru ((10.43) ¢y = ¢p — (1 — (Zf)Qd-(qu)C.
Typowe schematy w zapisie TVD i NVD

e Interpolacja wsteczna (upwind differencing — UD). Limiter schematu interpolacji
wstecznej w zapisie odpowiednio TVD i NVD ma postaé

Y(r) =0, (10.46a)
¢1(9c) = de. (10.46D)
Wzory (|10.46)) zilustrowane sa odpowiednio na rysunkach i|10.6bl Z wykresow

wynika, ze schemat interpolacji wstecznej jest schematem TVD i NVD pierwszego
rzedu.

e Interpolacja progresywna (downwind differencing — DD). Limiter schematu inter-
polacji progresywnej w zapisie odpowiednio TVD i NVD ma postac

¥(r) = 2r, (10.47a)
or(oc) = 1. (10.47b)
Wzory ([10.47)) zilustrowane sg odpowiednio na rysunkach i[10.6bl Z wykreséw

wynika, ze schemat interpolacji progresywnej nie jest schematem TVD i NVD.

e Schemat interpolacji wstecznej drugiego rzedu (linear upwind differencing — LUD).
Limiter schematu interpolacji wstecznej drugiego rzedu w zapisie odpowiednio TVD
i NVD ma postaé

Pir) =1, (10.48a)
dr(dc) = Soc. (10.48b)
Wzory (10.48]) zilustrowane sa odpowiednio na rysunkach|10.3b{i|10.6bl Z wykreséw

wynika, ze schemat interpolacji wstecznej drugiego rzedu nie jest schematem TVD
i NVD.

e Schemat interpolacji liniowej (central differencing — CD). Limiter schematu inter-
polacji liniowej w zapisie odpowiednio TVD i NVD ma postaé

e(r) =, (10.49a)
ér(dc) =3 (1 + 50) : (10.49b)
Wzory (10.49)) zilustrowane sa odpowiednio na rysunkach|10.3b]i[10.6bl Z wykreséw

wynika, ze schemat interpolacji liniowej nie jest schematem TVD i NVD.
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oy

;/\5(3

Rys. 10.7. Diagram zmiennych znormalizowanych (NVD) dla schematu QUICK

e Schemat interpolacji kwadratowej wstecznej (quadratic upwind interpolation for
convective kinematics — QUICK) [12]. Schemat QUICK bierze pod uwage wartosci ¢
w az trzech sasiednich punktach i dla siatek jednorodnych zapisywany jest jako
67 =36p+ 2 — Lo (10.50)
Jest to schemat trzeciego rzedu i jego limiter w ujeciu NV ma postaé

b1(de) =4 (1+200) . (10.51)

Z diagramu NVD wynika, ze nie jest to schemat NVD.

3 [T T
S 1 |
&
/
S
2
o
. S
=1, LUD
L ¥
0 - |
1 =0, UD
0 I T T I 6 1
0 1 2 3 ~
r ¢c
(a) Diagram TVD (b) Diagram zmiennych znormalizowa-
nych (NVD)

Rys. 10.8. Limiter minmod
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e Limiter minmod (minimum modulus) [5]. Limiter minmod dany jest nastepujacym
wzorem

¥(r) = max(0, min(1, 7)), (10.52)
ktory zobrazowano na diagramie TVD (rysunek|10.8a]). Limiter ten spelnia warunki

(10.38)), a wiec schemat (10.32)) z jego uzyciem jest schematem TVD drugiego rzedu.
Limiter jest ponadto ciagly przedziatami.

W ujeciu NV limiter minmod dany jest wzorem

o %50; N 0< ¢~C <1
br(dc) =1 3 (1 - ¢C> ;3 <o¢c <1, (10.53)
50; poza tym

i pokazany jest na diagramie NVD (rysunek|10.8b)). Limiter minmod spelnia wszyst-

kie warunki (10.44f) i (10.45)), a wiec schemat z jego uzyciem jest schematem dru-
giego rzedu NVD.

e Limiter superbee [19]. Limiter superbee dany jest wzorem
¥(r) = max(0, min(2r, 1), min(r, 2)), (10.54)

ktory zilustrowano na diagramie TVD (rysunek [10.9). Limiter ten jest ciagly prze-

dzialami i spelnia warunki (|10.38)), co czyni schemat (10.32)) z jego uzyciem sche-
matem TVD drugiego rzedu.

3 [T T 3 [
S
5
Y
NS
2 2
> =
=1,LUD
1 2 1
¥ =0, UD ¢ =0,UD
0 [ I I I 0 [ I I I
0 1 2 3 0 1 2 3
T T
Rys. 10.9. Diagram TVD limitera Rys. 10.10. Diagram TVD limitera
superbee UMIST

e Limiter UMIST (upstream monotonic interpolation scalar transport) [14]. Limiter
UMIST dany jest nastepujacym wzorem
¥(r) = max(0, min(2r, i + %r, % + ir, 2)) (10.55)

i pokazany jest na diagramie TVD (rysunek|10.10)). Limiter ten jest ciagly przedzia-

tami i spelnia warunki (10.38)), co czyni schemat ((10.32)) z jego uzyciem schematem
TVD drugiego rzedu.
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e Limiter MUSCL (monotonic upwind-centered scheme for conservation laws) [I1].
Limiter MUSCL dany jest nastepujacym wzorem

¢(r) = max(0, min(2r, 3 + 3r,2)), (10.56)

ktory zobrazowano na diagramie TVD (rysunek [10.11a)). Limiter ten spelnia wa-

runki (10.38)), a wiec schemat (10.32]) z jego uzyciem jest schematem TVD drugiego
rzedu. Limiter jest ponadto ciagly przedziatami.

W ujeciu NV limiter MUSCL dany jest wzorem

20c; 0< g < 1,
1 e 1 e 3
v Lt e Y<go < B,
={4 T4 ~ 4’ 10.57
df(dc) 1. 3 < oo <1, ( )
bo; poza tym

i pokazany jest na diagramie NVD (rysunek [10.11b)). Limiter MUSCL spelnia

wszystkie warunki (10.44)) i (10.45)), a wiec schemat z jego uzyciem jest schema-
tem drugiego rzedu NVD.

SJ T Q
Q 1+ N
&
/
)
2
_ S
% =1, LUD
1
0, .
=0, UD
0\ I I I (‘) :‘l
0 1 2 3

r ®e

(a) Diagram TVD (b) Diagram zmiennych znormalizowanych

(NVD)

Rys. 10.11. Limiter MUSCL

Limiter van Leera [I0]. Limiter van Leera dany jest nastepujacym wzorem

r+r]
L+ |r’

P(r) = (10.58)
ktéry zobrazowano na diagramie TVD (rysunek [10.12a)). Limiter ten spelnia wa-

runki (10.38)), a wiec schemat (10.32)) z jego uzyciem jest schematem TVD drugiego
rzedu. Limiter jest ponadto ciagly i spelnia warunek

lim 1)(r) = 2. (10.59)

r—00
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W ujeciu NV limiter van Leera dany jest wzorem

ér(dc) = {?C (2-dc)i 0<dost (10.60)

¢c; poza tym

i pokazany jest na diagramie NVD (rysunek [10.12b]). Limiter van Leera spelnia

wszystkie warunki ((10.44)) i (10.45)), a wiec schemat z jego uzyciem jest schematem
drugiego rzedu NVD.

3 [T T Q I
EVRR: | ,
& 7
’ >
) 2 ) =2
= v
=1, LUD
1
0 [ |
=0, UD
0t T T 1 6 i
0 1 2 3 ~
. Pe
(a) Diagram TVD (b) Diagram zmiennych znormalizowa-
nych (NVD)

Rys. 10.12. Limiter van Leera

Przyktady. Funkcjonowanie réznych schematéw interpolacji wyrazow konwekcyj-
nych mozna przesledzi¢ na przykladzie dwoch zagadnien, ktére zilustrowano na ry-
sunkach [I0.13a] i [I0.13b] Réwnanie konwekeji otrzymujemy z réwnania transportu

(10.1) przy wspétczynniku I' = 0 i stalej gestosdci p = 1

9 B
o TV (ow) =0. (10.61)

Zdyskretyzowana niejawnie posta¢ réwnania konwekcji (10.61)) mozna otrzymac z réw-
nania (10.96]) przy identycznych zalozeniach

=g 1
PTtP\VPHZW u;-S;=0. (10.62)
7

Do dyskretyzacji czasowej réwnania (10.61)) wykorzystano schemat niejawny Eulera.

Geometrie z rysunkdéw [10.13a]i[10.13b|sa identyczne i przedstawiaja kwadrat o roz-
miarach % na % metra. Geometrie te zdyskretyzowane sa przestrzennie w postaci

siatek strukturalnych izotropowych o wymiarach 100 na 100, co daje 10* elementéw.
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Obie geometrie réznia si¢ warunkami brzegowymi. Geometria [10.13a] na dolnym
i lewym brzegu ma ustalony warunek brzegowy Dirichleta w postaci

¢(z,0,0) =0,

(10.63)

$(0,y,0) = 1.
Brzegi prawy i gérny maja ustalony warunek brzegowy Neumanna w postaci 6% =0.
Warunki brzegowe opisuja konwekcje profilu o ksztalcie skoku, co pokazane jest na
rysunku [10.13a] w postaci cienkiej przerywanej linii. Geometria [10.13b| na brzegach
dolnym i lewym ma ustalony warunek brzegowy Dirichleta w postaci

L zel0,2]

¢(x’070) = { N 1 OL
" E][O 11?] (10.64)

_JL yellg

i warunki na brzegach prawym i gérnym identyczne jak poprzednio. Warunki brze-
gowe opisujg konwekcje profilu o ksztalcie ztozonym z dwdch skokdéw, co pokazano na
rysunku[I0.13D] w postaci cienkiej przerywanej linii. Pole predko$ci w obu przypadkach
jest stale i skladowe predkosci przyjmujg wartodci u, = uy = 271/2, co odpowiada
modulowi predkosci ||u|| = 1. Zatem jednorodne pole predkosci skierowane jest pod
katem 7.

Krok czasowy w obu przypadkach wynosit 5-10% sekundy. W przypadku, gdy
schemat interpolacji wymagal dodatkowo interpolacji gradientu, wykorzystywano do
tego interpolacje liniowa. Uklady réwnan liniowych rozwiazywano za pomoca solvera
PBiCG z prekondycjonerem (uwarunkowaniem wstepnym) DILU z tolerancja 1075.

Interpolacja ¢ odbywata si¢ za pomoca standardowych schematéw interpolacji
wyrazow konwekcyjnych, jak réwniez schematow interpolacji TVD i NVD. W przy-
padku idealnym skoki powinny by¢ transportowane bez zmiany swojego ksztaltu. Ry-
sunki i pokazuja poréwnanie rozwiazania doktadnego (eract) i rozwia-
zan numerycznych dla podstawowych schematéw interpolacji (CD, UD, LUD, LUST,
QUICK). Widaé, ze poza schematem UD wszystkie pozostale schematy charakte-
ryzujg sie nieograniczonoscia, ktora objawia sie niefizycznymi oscylacjami. Jest to
szczegblnie widoczne w przypadku podwdjnego skoku. Na rysunkach i [[0.131]
przedstawiono poréwnania rozwiazania doktadnego z rozwiazaniami numerycznymi
przy uzyciu schematéw TVD i NVD drugiego rzedu. Widaé¢ wyraznie, ze w tym przy-
padku rozwigzania pozbawione sg niefizycznych cech, ktérymi potrafia sig¢ charaktery-
zowac standardowe schematy drugiego rzedu, a w szczegdlnosci schemat interpolacji

liniowej. Poréwnanie wynikéw przeprowadzono dla y = 2%'

10.1.1.4. Metoda opdznionej korekcji

Metode opdznionej korekcji (deffered correction) [9] stosuje sie do schematéw inter-
polacji wyzszego rzedu (np. LUD, CD). Polega ona na tym, ze interpolacja wyrazu ¢
dekomponowana jest za pomocg schematu wyzszego rzedu ¢ g i schematu nizszego
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rzedu, zwykle interpolacji wstecznej ¢ ¢ p, W nastepujacy sposéb

¢ =¢sH =9¢ruD+ P50 — PruUD- (10.65)
2 =0 P / 2 = o, 4
s 77
7/ - &/ 7/
~ 7 o I 4 7o
i : s/ I ° A
RS = P g,/° s S// v e s
/ / 7o
/ / v / Y
s - %
ya $, u I s ¢, u
) J /7 J /7
¢ =0 ¢ =1 ¢ =0
(a) Pojedynczy skok (b) Podwdjny skok
1.2 e 1.2 ]
o
0.9 — 0.9 8
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< 0.6 B < 06 *
031 \ 8 03} —w y
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0 k. | . . 0 b =Rt QU e T
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(¢) Podstawowe schematy (d) Podstawowe schematy
1.2 T 12 ]
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superbee 0.9
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0.3} . 0.3} MoSor .
superbee
UMIST
0, ‘ ‘ | ol van Leer ‘ ‘
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(e) Schematy TVD i NVD (f) Schematy TVD i NVD

Rys. 10.13. Rdzne schematy interpolacji

Schemat nizszego rzedu ¢y yp traktowany jest niejawnie, podczas gdy réznica
pomiedzy schematem wyzszego i nizszego rzedu ¢ ir — ¢ yp traktowana jest jawnie.
Metoda obliczania tej réznicy w sposob jawny oznacza, ze wykorzystuje si¢ w tym
celu wartoéci z poprzedniego kroku czasowego, czyli wartosci op6znione w stosunku
do przysztego kroku czasowego. Zatem zdyskretyzowane wyrazy konwekcyjne
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mozna zapisa¢ jako
Z $ruyp Sy = Z Siiipus-Sr+ Y (6fy — Sfup) us-Sy, (10.66)
f

gdzie ostatni wyraz po prawej stronie zaleznosci jest traktowany jako wyraz
zrodtowy.

Metoda opdznionej korekcji ma wiele zalet. Jedna z nich stanowi to, ze przy roz-
wigzywaniu uktadow réwnan liniowych macierz wspétczynnikéw ma prostsza postac,
bo schemat interpolacji wstecznej wymaga mniej informacji od sasiednich elementéw
niz schematy wyzszego rzedu. Zwigksza to dominacje przekatniows macierzy wspol-
czynnikéw, co ulatwia rozwigzywanie ukladéw rownan metodami iteracyjnymi.

10.1.1.5. Wyrazy dyfuzyjne

Wyrazy dyfuzyjne, zawierajace laplasjan V - (I'V¢), sa dyskretyzowane w podobny
sposéb jak wyrazy konwekcyjne, co pozwala zapisaé

@Srw s = er Vo), (10.67)

aVp

Powyzsza dyskretyzacja jest rzedu drugiego. Co istotne, zdyskretyzowane wyrazy dy-
fuzyjne, ktére znajduja sie¢ w centroidach powierzchni Sy, wymagaja dalszej interpo-
lacji za pomoca wartoéci znajdujacych sie w centroidach objetosci kontrolnych.

Dyskretyzacja pozwala zapisaé ogdlne réwnanie transportu (10.16) w na-
st@puj@cej postaci

p ;7 \Vp|+p2¢fuf sferf V), -Sy+ Sc|Vel+ SpVel¢p.  (10.68)

Postaé ta nazywana jest zdyskretyzowanym przestrzennie réwnaniem transportu. Dal-
sza postaé tego réwnania zalezy od dyskretyzacji czasowej i wybranych sposobdéw
aproksymacji wyrazéw, ktére zlokalizowane sa w centroidach powierzchni St.

Jezeli rozwazana siatka jest ortogonalna, to iloczyn skalarny gradientu (V¢),,
znajdujacego si¢ w centroidzie powierzchni Sy i elementu powierzchniowego S, obli-
cza si¢ w nastepujacy sposéb

(Vo) -8 = (V6), -S| = L8, (10.69)
Iloczyn (V@) - A stanowi pochodng w kierunku normalnym. Aproksymacja
bierze pod uwage wartosci ¢ w sasiednich w stosunku do powierzchni Sy centroidach
P i N. Podejscie takie znane jest jako aproksymacja centralna pochodnej pierwszego
rzedu, ktora jest aproksymacja drugiego rzedu. W przypadku siatek nieortogonalnych
uwzglednia sie poprawke, ktéra zwieksza dokladno$¢ aproksymacji (10.69). W po-
prawionej aproksymacji rozwaza si¢ dwa czynniki, ktére bazuja na nastepujacej de-
kompozycji Sy = S| + k, gdzie wektor S jest réwnolegly do d. Ostatecznie mozna
zapisaé nastepujaca aproksymacje (Vo) -S

_ 9N —¢p

(Vo) ]

ISLll+ (Vo) -k. (10.70)
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Prawa strona we wzorze uwzglednia udzialy ortogonalne i nieortogonalne
w aproksymacji (V¢)s - Sy. Poprawka nieortogonalna wymaga dalszej interpolacji za
pomoca wyrazow znajdujacych sie w centroidach P i IV objetosci skonczonych, ktore
znajduja si¢ po obu stronach powierzchni Sy. Zwykle stosuje si¢ interpolacje liniowa
za pomoca (Vo)p 1 (Vo)n, w postaci

(Vo); = fo (Vo) p + (1= f) (Vo) y - (10.71)

Wykorzystano tu wzér analogiczny do (10.17)).
Typowe metody zwigzane z wyznaczaniem wektora k = Sy — S, a dokladniej

wektora S, , mozna podzielié na trzy rodzaje [7]

d-S;

S, =-—-1d, 10.72a
Tk (10.722)
d

S, = |8, (10.72b)
fa "’

d 2
S. d‘SfHSfH (10.72¢)

Pierwszym rodzajem jest metoda najmniejszej korekcji, okreslona wzorem ,
ktéra przyjmuje korekcje nieortogonalna na jak najmniejszym poziomie, co sprowadza
si¢ do ortogonalnosci wektorow S i k. Jednakze wraz ze wzrostem nieortogonalnosci
maleje udzial czedci ortogonalnej. Drugim rodzajem jest metoda ortogonalna, dana
wzorem . W tym podejsciu udzialy ortogonalny i nieortogonalny sa jedna-
kowe. Trzecim rodzajem jest metoda nadrelaksacji, dana wzorem . W przeci-
wienstwie do metody najmniejszej korekcji tym razem ze wzrostem nieortogonalnosci
rosnie udzial czedci ortogonalne;j.

Przy wykorzystaniu metody nadrelaksacji mozna otrzymac nastepujaca
aproksymacje (Vo) -Sy

(o), -8y = 2 or S

. d
gdzie kat 0 jest katem pomiedzy wektorami d i Sy.

Poprawka nieortogonalna, a co za tym idzie — interpolacja liniowa wy-
magaja obliczenia gradientu w centroidzie P objetosci kontrolnej. Dwie najbardziej
popularne metody to metoda wykorzystujaca wzér Gaussa z dyskretyzacja calki po-
wierzchniowej oraz metoda najmniejszych kwadratow:

e Metoda wykorzystujaca wzér Gaussa. Gradienty w centroidach objetosci skoniczo-
nych obliczane sa na podstawie wzoru Gaussa (10.4) dla w = ¢c, gdzie c jest
stalym wektorem. Przy takim podstawieniu wzér Gaussa przyjmuje postaé

Hf Vo dV = ng? ¢ ds. (10.74)
Ve aVp

Lews strone wzoru ([10.74]) uérednia sie zgodnie z definicja (10.7)) i wartosé srednia
zastepuje sie¢ wartoscia w centroidzie P w postaci (V¢)p. Prawa strona aproksy-
mowana jest z doktadnoscig drugiego rzedu przy pomocy zaleznosci analogicznej
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do (10.15). W wyniku mozna zapisaé, ze

1
(Vé)p = W‘jj Vo dV w@% szjwsf- (10.75)

e Metoda najmniejszych kwadratéw. Rownanie pozwala na wyznaczenie sa-
siedniej wartoSci ¢ za pomoca wartosci ¢p i gradientu (V¢)p. Po podstawieniu
za x centroidu N otrzymujemy ¢y = ¢p + (xn —xp) - (Vo) p. Wprowadzajac do-
datkowo nastepujace oznaczenie wektora taczacego punkt P z punktem N w postaci
dy = Xy — Xp, mozna otrzymaé¢ N réwnan typu

N (Vo)p=odn — op, (10.76)

gdzie N oznacza centroidy wszystkich objetoéci kontrolnych sasiadujacych z cen-
troidem P. Liczba wszystkich sasiadéw w przestrzeni tréjwymiarowej jest zawsze
wieksza lub réwna cztery, gdyz najprostsza objeto$¢ kontrolna ma postaé czwo-
roécianu. Poniewaz liczba sasiadéw, a wiec i liczba réwnan sg wicksze niz
liczba sktadowych gradientu (V¢)p (trzy), oznacza to, ze mamy do czynienia z na-
dokreslonym uktadem réwnan, ktéry nalezy rozwiazaé. Typowa metoda stosowana
w tego typu przypadkach jest metoda najmniejszych kwadratow, ktéra minimali-
zuje sume kwadratéw bledow wynikajacych z rozwiazywania kazdego sasiadujacego
réwnania. Aby takie rozwiazanie uzyskaé, tj. wyznaczy¢ skladowe (Vo) p, formuluje
sie uklad réwnan liniowych

A-(Vé)p =y, (10.77)
gdzie znana macierz A = (dy,...)" ma wymiar N x 3, a poszukiwany gradient
(V) p ma wymiar 3 x 1. Dodatkowo znany wektor y = (¢ — ¢p,...)T ma wymiar
N x 1. Suma kwadratéw bledéow lub dokladniej: norma, ktéra ma byé zminimali-
zowana, jest definiowana jako

IA- (Vo)p —yI> = (dn- (Vo)p — (én — 6p))*. (10.78)

N

Nieznane trzy skladowe gradientu (V¢)p wynikaja z rozwiazania ukladu réwnan
liniowych
(AT-A) - (Vo)p=AT-y. (10.79)

Alternatywna metoda wyznaczania skladowych wektora (V¢)p jest metoda naj-
mniejszych kwadratow z wagami. W tym celu rownanie (10.76)) dzieli si¢ obustron-
nie przez diugosci wektora dy

dy _ ON — 0P
\Y4 =
Tanl V9% = Tay]

Poniewaz dy/||dn|| jest wersorem kierunkowym, wiec wzoér jest pochodna
kierunkowa wzdtuz dy zamiast oryginalnej réznicy ¢n — ¢p. Postepowanie takie
prowadzi do innego rozwiazania, poniewaz norma jest inna. Réznica objawia
sie we wspolczynnikach

(10.80)

1

Wy = —— 10.81
N = an? (10.81)
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ktére sa odwrotnoscia kwadratéw indywidualnych odlegloéci pomiedzy punktem P
i kolejnym punktem N. Ostatecznie poszukiwane sktadowe gradientu (V¢)p wyni-
kaja z rozwigzania uktadu réwnan liniowych

(AT-W-A) - (V§)p =AT - Wy, (10.82)

gdzie znana macierz W = diag(wy, . ..) jest macierza diagonalna i sklada si¢ z in-
dywidualnych wag.

10.1.1.6. Limitery gradientu

Limitery objetosciowe. Limitery gradientu maja na celu ograniczenie gradientu
(Vo)p w ten sposéb, ze ekstrapolacja ¢ za pomoca (V¢)p w postaci ¢5 = ¢p +
(xf —xp)-(Vo)p jest ograniczona przez sasiednie wartoéci ¢p i ¢n. Zatem ekstra-
polacja ¢y za pomocg gradientu z limiterem nie przekracza wartosci sgsiednich lub
przekracza je w sposob kontrolowany, ze z gbry narzuconym zakresem. Limiter dziata
w ten sposéb, ze jezeli ekstrapolacja ¢ za pomoca (V¢)p przekracza wartosé sasied-
nia ¢n, to skladowe (Vo)p sa tak skalowane tak, aby ¢y = ¢n. Uzycie limiteréw
gradientu zwieksza stabilnosé, jednoczesnie zmniejszajac doktadnoéé. Mozna réwniez
wprowadzaé¢ wspotezynnik k, ktory bedzie odpowiedzialny za stopien limitowania.
Pierwszym krokiem, ktory nalezy wykonaé, jest wyznaczenie maksymalnej i mi-
nimalnej wartosci ¢ posrod wszystkich bezposrednich sasiadow N punktu P. Przez
bezposrednich sasiadéw rozumie si¢ te objetosci kontrolne, ktére maja wspélne po-
wierzchnie Sy z objetoscia kontrolng Vp. Zatem warto$ci maksymalne i minimalne ¢
WYnosza
PN = max o,
N (10.83)
R = min dy.
N
Na podstawie wyliczonych wartoéci maksymalnych i minimalnych ¢ poéréd sasiaddéw
wprowadza sie maksymalne i minimalne réznice wokél wartosci ¢ w punkcie P np.
w postaci [16]
Ama:c = }{;Lw - ¢P + (k_l - 1) (¢}Ga$ - d)%in) > 07
Dmin = O3 = op + (K71 = 1) (65 — 6%™™) <0,
gdzie wspotczynnik limitowania k przyjmuje wartosci z przedziatu lewostronnie otwar-
tego k €]0;1]. Dla k = 1 otrzymujemy pelne limitowanie, co oznacza, ze wartos¢ eks-
trapolowana ¢ znajdzie si¢ w przedziale max ¢y —min ¢. W przypadku, gdy wspél-
czynnik k jest coraz mniejszy od jednoici, to ekstrapolacja ¢y moze coraz bardziej
przekraczaé przedzial max ¢y —min ¢ . Wielkoéé limitera wyznacza sie na podstawie
réznicy Ay, ktora jest réznicg pomiedzy wartoscig ekstrapolowang na powierzchni Sy
i wartoécig ¢ w punkcie P, czyli Ay = ¢y — ¢p, co zapisuje si¢ jako

Af=(xf—xp) - (Vo)p. (10.85)

Wartos¢ limitera definiowana jest teraz jako

(10.84)

min l,Ajlem(m) i Ay >0,

Ly = _ .
min 1,Af Amm); Ay <0.

(10.86)



10.1. Ogdlne réwnanie transportu 179

Jezeli przyktadowo przyjmiemy k = 1, to zadamy, aby wielko$¢ ekstrapolowana ¢
miescila sie w zakresie max ¢y — min¢y. Z powyzszego wzoru wynika, ze
jezeli Ay jest mniejsze niz Ay,qq, czyli warto$é ekstrapolowana miesci si¢ w prze-
dziale max ¢y — min ¢, to wartos¢ limitera wynosi Ly = 1, a wiec nie ma potrzeby
limitowania. Jezeli jednak Ay jest wigksze niz Ay, czyli wartos¢ ekstrapolowana
nie miesci sie w przedziale max ¢y — min ¢y, to wartos¢ limitera Ly = A;lAmax,
a wiec zachodzi koniecznos¢ limitowania gradientu. W kazdym przypadku wartos¢ li-
mitera Ly < 1, co oznacza, ze skladowe gradientu sa skalowane w dét (zmniejszane).
Ostatecznie wartos¢ gradientu z limiterem jest wyliczana jako

(Vo)p' = (Vo)p Ly. (10.87)

Dyskutowany tu limiter jest limiterem jednorodnym w tym sensie, ze wszystkie
sktadowe gradientu sa skalowane tym samym limiterem Ly . Istnieja réwniez wersje
limiterow, ktére skaluja kazda wspolrzedna gradientu osobno. Wyznaczanie wartosci
limitera odbywa si¢ w powyzszym przypadku na podstawie maksymalnych wartosci ¢
posrdd sasiadéw N punktu P. Limitery takie nazywane sg limiterami objetosciowymi,
a nazwa ta pochodzi od wartosci ¢ w sasiednich objetosciach kontrolnych.

Limitery powierzchniowe. Oproécz limiterow objetosciowych istnieja réwniez li-
mitery powierzchniowe, gdzie zamiast wartosci ¢y w sasiednich objeto$ciach wyko-
rzystuje sie wartosci ¢ na wszystkich powierzchniach Sy, ktére otaczaja objetos¢ Vp,
w nastepujacy sposob

Py = max ¢y,

i ) (10.88)
PP = mfln of.
Maksymalne i minimalne wartosci ¢; definiuje sie¢ np. jako [16]
Aoz = ngcnax + (k71 - 1) ((b}na:z: - d)?”n) ) (10 89)
Boin = O™ + (k71 = 1) (6] — 6"
Limiter powierzchniowy wyliczany jest na podstawie nastepujacego wzoru
min (1, A;lAmm) L A > A,
Ly = (10.90)

min 1, AEIAnLin) ) Af < Aminy

gdzie jak poprzednio warto$¢ ekstrapolowana Ay dana jest wzorem . Wzor na
gradient z limiterem (limitowany gradient) jest identyczny jak w przypadku gradientu
z limiterem objeto$ciowym . Oprécz skalowania jednorodnego mozna réwniez
rozwazaé skalowanie kazdej sktadowe]j gradientu osobno.

10.1.2. Dyskretyzacja czasowa

Wyraz niestacjonarny, ktéra znajduje sie w zdyskretyzowanym przestrzennie row-
naniu transportu ((10.68[), réwniez wymaga dyskretyzacji. Wyraz ten zawiera po-
chodng pierwszego rzedu wzgledem czasu %. Istnieja rézne sposoby dyskretyzacji
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tej pochodnej. W celu rozwazenia réznych sposobow takiej dyskretyzacji réwnanie
(110.68) catkowane jest obustronnie wzgledem czasu w granicach od ¢t do t + At

t+At
dop

V —dt =

plVp| ) &

t+At
= j —pZd)fo-Sf—FZFf(ng))f-Sf+Sc|Vp‘—|-Sp|Vp|¢)p dt. (10.91)
f f

t

Prawa strona réwnania stanowi catke wzgledem czasu z wyrazéw zdyskrety-
zowanych przestrzennie. Dalej wygodniej jest poshugiwaé sie nastepujacymi skrétami.
Przez ¢ = ¢p(t + At) oznacza si¢ wartosé w punkcie P, ktéra ma zostaé wyzna-
czona na podstawie rozwigzania. Aktualna (stara) wartosé to ¢ = ¢p(t), poznaje sie
ja na etapie wyliczania ¢’1§+1 z poprzedniego kroku czasowego. Wartos¢ z poprzednich
dwoch krokéw czasowych zapisywana jest jako (;5}171 = ¢p(t — At). Lewa strona row-
nania moze by¢ obliczona bezposrednio, a prawa strona funkcji podcatkowe;j
przyjmuje symboliczny zapis f(¢r, ¢p)

t+At

p (85 = 0p) Vel = [ Fl6s(0),6p(1)) dt. (10.92)

t

Co wazne, prawa strona zaleznosci (10.92)) nie moze by¢ catkowana bezposrednio, co
oznacza, ze musi by¢ aproksymowana przez F(¢y, ¢p)At. Réwnanie (10.92) zapisy-

wane jest teraz jako
n+l _ n

P%WH = F(¢5,¢p). (10.93)

Wyréznia sie wiele sposobéw aproksymacji F'(¢5, ¢p). Do najbardziej rozpowszech-
nionych metod, ktore znajduja zastosowanie w metodzie objetosci skonczonych, na-
leza;

e Metoda jawna Eulera. Prawa strona rownania ((10.93]) aproksymowana jest w sposéb
jawny za pomoca wartosci z poprzedniego kroku czasowego ¢™, co zapisuje sie
jako F' ((b:}, ¢'%). Dyskretna wersja ogélnego réwnania transportu ((10.91) przyjmuje
ostatecznie postaé

¢7113+1_¢?—l’v n S, —
PRVl 40> Gy Sy =

f
=314 (V) Sy + Sc|Ve| + Sp|Vplgh. (10.94)
f

Metoda jawna Eulera stanowi metode pierwszego rzedu. Jest to réwniez metoda
niestabilna, jezeli liczba Couranta
_u;-Sy

- A 10.
Co as, t (10.95)
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jest wieksza niz jeden. Mimo to metoda ta jest bardzo prosta w implementacji i nie
wymaga duzych zasobéw komputerowych. Z réwnania mozna wyznaczy¢
bezposrednio w nastepnym kroku czasowym $+1 wartos¢ ¢p, ktora zalezy od
wartosci poszczegdlnych zmiennych w poprzednim kroku czasowym. Do wad tej
metody zalicza sie konieczno$é¢ przyjmowania bardzo malych krokéw czasowych,
tak aby Co < 1.

e Metoda niejawna Eulera. W metodzie tej prawa strona réwnania aproksy-
mowana jest w sposéb niejawny za pomoca nieznanych wartoéci ¢"!, co zapisuje
si¢ jako F (¢"+17 ”H) Dyskretna wersja ogdlnego réwnania transportu
przyjmuje ostatecznle postaé

n+1
p P|V|+pz¢>"+IUf'Sf=

=T (V)} Sy + SclVe| + SplVpleht.  (10.96)
7

Metoda niejawna jest réwniez metoda pierwszego rzedu, podobnie jak metoda jawna
Eulera, ale pozwala na przyjmowanie duzo wigkszych krokéw czasowych w po-
réwnaniu ze swoim jawnym odpowiednikiem. Metoda niejawna wymaga wiekszych
zasobéw komputerowych niz metoda jawna, gdyz nie da si¢ wyznaczy¢ jawnie war-
toéci ¢p w nastepnym kroku czasowym ”+1 . Metoda ta wymaga jednoczesnego
rozwigzywania dyskretnych rownan dla Wszystkich objetosci kontrolnych.

e Metoda Cranka—Nicolson. Metoda ta jest nazywana rowniez interpolacja liniowa,
gdyz wykorzystuje metode trapezéw. Podejécie to odpowiada éredniej arytmetycz-
nej aproksymacji jawnej i niejawnej Eulera

n n n+1 ’I’L+l
P
At 2 '

Metoda Cranka—Nicolson jest metoda drugiego rzedu.

(10.97)

e Metoda wsteczna drugiego rz@du A% metodzie tej dyskretny odpowiednik pochodnej
d¢P po lewej stronie réwnania , ktory jest przyblizeniem pierwszego rzedu,
ZathpuJe sie odpowiednikiem druglego rzedu w postaci

d 3 n+1 _ 4 n + n—1
op _ 30p Op T 9p (10.98)
dt 2At
Zatem niejawna dyskretna wersja réwnania transportu (10.91)) przyjmuje nastepu-
jaca postac

BopT! — 40p + 0 "
N |Vp\+p2¢“uf-sf=

= er Vo)™ Sp+ SclVe| + SplVelgptt. (10.99)
f
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Metoda wsteczna drugiego rzedu wykorzystuje wartosci ¢p tacznie w trzech réz-
nych krokach czasowych ¢'5™, ¢ i ¢!, Metody Eulera wykorzystuja tylko dwie
wartosci cZ)TI",H, Oh.

Oproécz przedstawionych metod znane sa réwniez inne, do ktérych mozna zali-
czy¢ metody Adamsa, Adamsa—Moultona, Adamsa—Bashfortha oraz popularne me-
tody Rungego-Kutty.

10.1.3. Uktad réwnan liniowych

10.1.3.1. Przypadek ogdélny

Jako metode dyskretyzacji czasowej réwnania transportu mozna wybraé
np. metode niejawng Eulera . Dla uproszczenia mozna przyjaé, ze mamy do
czynienia z siatkami ortogonalnymi. Jako metode interpolacji zdyskretyzowanych wy-
razéw konwekcyjnych mozna wybraé interpolacje liniowa (10.17). Do aproksymacji
zdyskretyzowanych wyrazow dyfuzyjnych mozna przyjaé wzér @I} Wyraz zré-
dlowy linearyzowany jest wedlug reguty 7 Przy takich zalozeniach row-
nanie transportu przyjmuje postaé

n+1 n

P‘V |+PZ fx(anrl (1_fa:) n+1) f =

n+1 ¢n+1

_ N
er I

gdzie strumienie oznacza si¢ jako Fy = uy-Sy.
Z réwnania (10.100) nalezy wyodrebnié warto$é ¢ w punkcie P w nastepnym
kroku czasowym n + 1. Podobnie postepuje sie z wartoSciami (b%“, co prowadzi do

nastepujacej postaci réwnania (10.100))

ISs|| + Sc|Vp|+ Sp|Ve|opt!,  (10.100)

ISl ntl
+piwFf+Zr fa ~ Selvel | optie

1S\ n Vel .,
+ pz 1— fo)F} — ZF ”df” Nﬂzpm %+ Se|Vp|. (10.101)

Nastepnie rownanie ((10.101) zapisuje sie w symbolicznej postaci, ktéra jest stuszna
niezaleznie od sposobu dyskretyzacji czasowej i sposobu interpolacji wyrazow, ktore
znajduja sie¢ w centroidach powierzchni

apdtt + ZaNqs"“ =", (10.102)

Wspbétezynniki ap, Dy an 1 wyraz b" zalezg od konkretnych sposobéw interpo-
lacji i dyskretyzacji. Dodatkowo zapis symboliczny >, any oznacza sumowanie po
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wszystkich sgsiadach punktu P, a dokladniej: sumowanie wzgledem wszystkich po-
wierzchni Sy objetoéci kontrolnej Vp. Wartodci wspétezynnikéw w réwnaniu
dla dyskretyzacji niejawnej Eulera, interpolacji liniowej i aproksymacji gradientu
(10.69) maja postac

ISsll
= F Iy 10.1
ap pAt +p§ fe f+§ dl — Sp|Vpl, (10.103a)
IS¢l
> aN:pE (1— fo)F} - E Ty ”de (10.103Db)
N
Vel
vt =p Sc|V 10.103
PRy b+ SclVel ( c)
Uklad réwnan linjowych w postaci A™-¢""1 = b™ otrzymuje sie, wstawiajac

do macierzy A™ wsp6lczynniki ap i Y.y any z ukladu (10.103), a do wektora b"
wyrazy b,. Macierz A™ ma wymiar réwny liczbie objetosci kontrolnych. Na diagonali
macierzy A" znajduja si¢ wspdlczynniki ap, a wspélczynniki )"\ an znajduja sie
w poszczegdlnych wierszach zwiazanych z punktami P. Uktad taki, po uwzglednieniu
warunkéw brzegowych, mozna rozwigzywaé stosownymi algorytmami.

10.1.3.2. R6éwnanie Poissona

Aby otrzymaé¢ réwnanie Poissona w postaci w wersji zdyskretyzowanej,
nalezy zaltozyé stacjonarnosé % = 0, brak konwekcji u = 0, staly wspoélczynnik
dyfuzji I' = 1 oraz staly wyraz Zréodlowy Sc = —S, Sp = 0. Przy takich zalozeniach
dyskretne réwnanie transportu przyjmuje prostsza postac

d)n—&-l n+1
0= Z ] IS¢l — SIVal. (10.104)

Z réwnania (|10.104)) mozna wyodrebni¢ wyrazy zwiazane z ng”H i ¢”+17 co pozwala
otrzymaé¢ uproszczona wersje rownania ((10.101)) w postaci

Z |Sdf||¢n+1 Z |||if“|| nl G|V, (10.105)

Réwnanie (10.105)) ma postaé ogdlnego rownania (10.102)). Dla przypadku dwuwymia-

rowego dla siatek izotropowych mamy nastepujace zaleznosci ||S¢|| = Az, ||d|| = Az,
|Vp| = Az?, ktére pozwalaja zapisa¢ wspotezynniki (10.103) réwnania (10.105) jako

ZH”ifH” =4, (10.106a)

f
TL S TL n
= —S|Vp| = —S Az (10.106¢)
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Zatem réwnania liniowe (10.102)) dla wszystkich centroidéw objetoéci kontrolnych Vp,
ktore nie sasiaduja z brzegiem rozwazanego obszaru, maja prosta postac

493 = (910 + 1 + 0T + 9) = =S Aa?, (10.107)

ktora jest identyczna z postacia . Oznacza to, ze metoda objetosci skonczonych
daje identyczne réwnania dla siatek izotropowych jak metoda réznic skonczonych.
Réznica polega na tym, ze w przypadku metody objetosci skoniczonych réwnania te
dotycza centroidéw (rysunek , a w przypadku metody réznic skonczonych —
weztéw siatki.

j+2 R j+2 ¢ -
J+1 . Q R O j+1 1(:) o
i QO] - | - i oo -
EE ol -1-1- i ol . 1.

ji—2 . . . . . ji—2 [ B

T EE RN
Rys. 10.14. Schemat dyskretyzacji Rys. 10.15. Warunek brzegowy
réwnania Poissona Dirichleta dla réwnania Poissona

10.1.4. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dziela sie na dwa podstawowe rodzaje. Pierwszym podstawo-
wym warunkiem jest warunek Dirichleta, ktory oznacza, ze na fragmencie powierzchni
kontrolnej .Sy, (rysunek , ktéra znajduje sie na brzegu obszaru przeptywu, znana
jest wartosé¢ ¢, wielkosci transportowanej. Drugim podstawowym warunkiem brzego-
wym jest warunek Neumanna, ktory oznacza, ze na na fragmencie powierzchni kontrol-
nej Sp znana jest pochodna wielkosci transportowanej w kierunku normalnym (%)b.
Oproécz warunkéw Dirichleta i Neumanna mozna rozwazaé¢ warunek mieszany, ktéry
jest kombinacjg dwoch podstawowych warunkéw. Warunki brzegowe uwzgledniane sa
w zdyskretyzowanych wyrazach konwekcyjnych i dyfuzyjnych na tych fragmentach
powierzchni Sy, ktére pokrywaja sie z fragmentem S, powierzchni brzegu obszaru

przepltywu.
P
d/ |d.
7 -

Sy Sy

n

Rys. 10.16. Warunki brzegowe
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W przypadku siatek niestrukturalnych wektor d, laczacy centroid P objetosci
skonczonej z centroidem powierzchni S, nie musi by¢ w ogdlnym przypadku ortogo-
nalny do wektora powierzchniowego S (rysunek, co stanowi pewng komplikacje
przy interpolacji gradientu (V¢), na brzegu Sy. Latwo jednak wyznaczyé wektor or-
togonalny d,, w nastepujacy sposéb

d, =n(d-n), (10.108)

gdzie iloczyn skalarny d -7 jest rzutem wektora d na kierunek normalny, okreslony
przez wersor 7. Sam wersor 7 mozna obliczy¢ na dwa sposoby

Sb - Sn
1Sull - [1Snll’

ﬁ:

(10.109)
gdzie wektory powierzchniowe sg oczywiscie réwne S, = S,,.

10.1.4.1. Warunek Dirichleta

W przypadku wyrazéw konwekcyjnych, ktére sg dyskretyzowane wedlug zaleznosci
(10.15) na fragmencie powierzchni S, = Sy, mamy

(¢ruy-Sy), = dpus-Sp, (10.110)

gdzie ¢ jest wartoscig znana. Co wiecej, predkosé u, rowniez jest wielkoScia znang.
W przypadku powierzchni nieruchomych u;, = 0.

Zdyskretyzowane wyrazy dyfuzyjne wedlug zaleznosci wymagaja dalszej
interpolacji gradientu, ktéry znajduje si¢ poza centroidem powierzchni Sy. Poniewaz
wektory d,, i Sy sa réwnolegle, wystarczy rozwazaé tylko interpolacje ortogonalng

wedlug wzoru ((10.69))

¢y — Op

—TI% (Ve), -Sp = *Fbw

[Soll- (10.111)

Roéwnanie Poissona. Jako przyklad stosowania warunku Dirichleta (10.111]) mozna
wybra¢ réwnanie Poissona dla dwuwymiarowych siatek izotropowych. W przypadku,
gdy punkt P sasiaduje z brzegiem, jak na rysunku [I0.15 nie mozna stosowaé sche-
matu , gdyz punkt P nie ma sgsiada z lewej strony. Schemat nalezy
zmodyfikowaé.

Ogdlne réwnanie (10.102)) pozostaje niezmienione, ale zmianie ulegaja wspdtczyn-
niki (10.106). W przypadku siatek izotropowych mamy S| = Az, ||d,|| = A=,
I'y, = 1, a wspbtczynniki przyjmuja nastepujace postaci

IS¢l _

aP:anjLZWfaprer, (10.112a)
F\Sp F\Sp
S
N F\Sh F\Sp

b" = Sc|Vp| + by = —S Ax? + b (10.112¢)
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W uktadzie ((10.112)) sumowanie nastepuje po wszystkich powierzchniach otaczaja-
cych centroid z wyjatkiem powierzchni brzegu S,. Natomiast na powierzchni brzegu Sy

rownanie typu (10.102) redukuje sie do postaci
appdptt = by, (10.113)

gdyz nie istnieje punkt QS%H lezacy po lewej stronie centroidu (rysunek|10.15]). Waru-
nek Dirichleta (10.111)) dla I'y, = 1, zapisany w postaci (10.113)), mozna przedstawic

jako
¢ — op [1Ssl [[Se |l
T Al op — Py = 2¢0p — 20y, (10.114)
[da | Iyl [[dall

skad wynikaja wartosci wspoélczynnikéw apy = 2, by = 2¢; réwnania (10.113). Osta-
teczna postaé¢ sumarycznych wspotczynnikow ((10.112)) wyglada teraz nastepujaco

1Ssll =

ap =243=25, (10.115a)
D aneitt == (¢ + ot + oty (10.115b)
N
b = —S Az? + 2¢, (10.115¢)
co na podstawie daje nastepujaca wersje schematu dla lewego brzegu
5ot — (o + ot + oty ) = =S Az® + 24y, (10.116)

10.1.4.2. Warunek Neumanna

W przypadku warunku Neumanna znana jest pochodna w kierunku normalnym
do powierzchni Sp. Pochodna w kierunku normalnym definiowana jest jako pochodna
kierunkowa za pomoca wersora normalnego 7o do powierzchni S i gradientu wielko$ci
transportowanej (V¢), w nastepujacy sposéb

(gi)b — - (V). (10.117)

W przypadku wyrazéow konwekcyjnych, dla ktérych postugujemy sie zaleznoscia
(10.15)), nalezy wyznaczy¢ wartosé¢ wielkosci transportowanej ¢, na fragmencie brzegu
Sp za pomocy znanej pochodnej w kierunku normalnym. W tym celu mozna sie po-
stuzy¢ wzorem , gdzie za punkt P o wspélrzednej xp podstawiamy punkt xp,
a za punkt x punkt xp

b = bp +du- (Vo) (10.118)
gdzie d,, = x; — xp. Mnozac i dzielac wektor d,, przez jego norme i wykorzystujac
definicje pochodnej w kierunku normalnych, mozna wylicza¢ ¢, z nastepujacego wzoru

o¢

= d — ] . 10.119

on=or-+ 1,1 (52) (10.119)

Zdyskretyzowane wyrazy dyfuzyjne wedlug zaleznosci (10.67)) wylicza sie duzo pro-

Sciej, wykorzystujac znana pochodna w kierunku normalnym do fragmentu brzegu Sy
99

Ty (V) Sp = Ty (V6), -alSy] = T (an) IS4 (10.120)
b
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Roéwnanie Poissona. Warunek Neumanna (10.119f) dla réwnania Poissona dla sia-
tek izotropowych, zapisany w postaci (10.113f), przyjmie postac

—-T <g¢> 1Se]| =093 =T <g¢) [ISs|- (10.121)

Wspétezynniki apy, by réwnania przyjmuja postaci
apy =0, (10.122a)
n_ (g¢> 1S, (10.122b)

co oznacza, ze warunek Neumanna w caloSci znajdzie si¢ po prawej stronie ogol-

nego réwnania ((10.102). Ostateczna posta¢ sumarycznych wspoélezynnikéw (10.112))
wyglada teraz nastepujaco

IS«
=ap,+ Y =0t d1=3, (10.123a)

£\Sy £\Sy
n+l __ ||Sf|| n+1 n+1
Z NONT == ] = > ot (10.123b)
F\Ss F\Ss
"= So|Ve| + b = —S Ax? + <gi> Az. (10.123c)
b

Na podstawie (|10.102)) otrzymujemy nastepujaca wersje schematu (|10.107)) dla lewego
brzegu

0
3o — (01 + ol + oY) = S Aa® + (af) Az (10.124)
b

10.2. Rownanie Naviera—Stokesa

10.2.1. Dyskretyzacja réwnania

Dyskretyzacja rownania Naviera—Stokesa ma podobna postaé¢ jak dyskretyzacja
og6lnego réwnania transportu . Wystepuja jednak dwie roéznice. Pierwsza po-
lega na tym, ze wyraz konwekcyjny V - (uu) jest nieliniowy. Druga réznica sprowadza
sie do tego, ze w rownaniu transportu brak jest gradientu cisnienia Vp. Caltkujac da-
lej obustronnie réwnanie po objetosci kontrolnej Vp i wykorzystujac ponadto
twierdzenia Gaussa 7 mozna otrzymac nastepujaca catkowa posta¢ réwnania
Naviera—Stokesa

dt fﬂ“ dv + ﬁ uu- dS = gfﬁpk dS +v gfgﬁ Vu- dS. (10.125)
ovp ovVp aVp

Calke potréjna w powyzszym réwnaniu zamieniamy w ten sposéb, ze zastepujemy
ja wartoscia Srednia w centroidzie P objetosci kontrolnej Vp wedlug wzoru ((10.7).
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Druga catka w powyzszym wzorze zwiazana jest z wyrazami konwekcyjnymi i dyskre-
tyzowana zgodnie ze wzorem ([10.14)). Gradient cidnienia kinematycznego dyskretyzuje

sie¢ wedtug wzoru (|10.75)). Ostatnia catka réwnania (10.125|) zawiera wyrazy zwiazane
10.67]

z dyfuzja i jest dyskretyzowana wedlug zaleznosci ((10.67]), co lacznie daje nastepujaca
dyskretna przestrzennie postaé réwnania ((10.125)

duP
WWPH—Zufuf-Sf:—Zpkaf+VZ(Vu)f -Sy. (10.126)
! ! f

Réwnanie (10.126) jest nieliniowe ze wzgledu na wyrazy konwekcyjne uguy. Jed-
nym z mozliwych sposobéw linearyzacji jest wprowadzenie pojecia strumienia Fy

Ff ZUf-Sf, (10.127)

ktéry powinien byé juz znany w momencie obliczania catego wyrazu konwekcyjnego
usuy - Sy = uyFy. Linearyzacje mozna osiggnaé w ten sposéb, ze strumien Fy przyj-
mowany jest z poprzedniej iteracji w stosunku do wyrazu uy, co zapisuje sie jako
u?HF}l. Roéwnanie ((10.126)) z wykorzystaniem strumienia Fy ma nastepujaca postac

duP
F|Vp|+z:ufFf:—z:p,w«S]«JruZ:(Vu)f -S;. (10.128)
f 7 f

Linearyzacja wyrazu konwekcyjnego ma dwa aspekty, ktore zaleza od dlugosci krokdw
czasowych w rozwiagzaniach niestacjonarnych. W przypadku duzych krokdéw czasowych
zlinearyzowane réwnanie Naviera—Stokesa wymaga iteracji, gdyz wyraz nieliniowy
dominuje nad efektami niestacjonarnymi. Zatem zlinearyzowane réwnanie Naviera—
Stokesa i rownanie ciagltosci powinny by¢ rozwiazane z zatozona tolerancja w kazdym
kroku czasowym. Podejscie takie jest czasochlonne, a algorytm, ktéry je realizuje,
znany jest pod nazwa PIMPLE (PISO+SIMPLE). W przypadku mniejszych krokéw
czasowych nieliniowo$¢ nie dominuje juz nad niestacjonarnoscia, gdyz w przypadku
malych krokéw czasowych wyraz nieliniowy u;f-Jrlu;f»Jr1 i wyraz zlinearyzowany u?“u’;
roznia sie nieznacznie. Zatem niewymagana jest iteracja réwnania Naviera—Stokesa
w pojedynczym kroku czasowym.

Dalsza postaé¢ dyskretnego przestrzennie rownania Naviera—Stokesa za-
lezy od sposobu interpolacji wyrazéw zlokalizowanych w centroidach powierzchni f
przez wartosci znajdujace sie w centroidach objetosci skonczonych P, N lub kolejnych
PP, NN. Przyktadowo interpolacja liniowa zdyskretyzowanego wyrazu kon-
wekeyjnego uy wykorzystuje dwie predkosci zlokalizowane w sgsiednich centroidach
PiN

u; = fpup + (1 — fu)un. (10.129)

Wyrazy dyfuzyjne, zwiazane z laplasjanem predko$ci w centroidzie powierzchni f,
dla siatek ortogonalnych interpoluje si¢ réwniez za pomoca predkosci znajdujacych
sie w sgsiednich centroidach P i N w nastepujacy sposob

uy —u



10.2. R6éwnanie Naviera—Stokesa 189

analogicznie do wzoru . Wyrazéw zwiazanych z gradientem ci$nienia nie in-
terpoluje sie na obecnym etapie, gdyz nie ma to wplywu na algorytm rozwiazania
réwnania Naviera—Stokesa. Zdyskretyzowana przestrzennie postaé¢ rownania ,
z interpolacja wyrazéw konwekcyjnych i dyfuzyjnych, moze byé teraz poddana dys-
kretyzacji czasowej wedhig jednego ze sposobéw omawianych w paragrafie
Réwnanie po dyskretyzacji czasowej czedciowo niejawnej przyjmie teraz na-
stepujaca postac

unt —ur o
PTP\VP| ) (feupt 4 (1= fo)ult) Ff =
s
+1 n+1
u’? —u
:_Zpkfsf+uz un —up ] E—|Ssll. (10.131)

Dyskretyzacja czasowa jest czeSciowo niejawna, gdyz strumienie Fy dyskretyzowane
sa w sposéb jawny, co wiaze si¢ z linearyzacja. Dodatkowo jawnie dyskretyzowane jest
réwniez cisnienie kinematyczne py.

Kolejnym krok stanowi wyodrebnienie z powyzszego réwnania wyrazéow zwiaza-
nych z poszczegdlnymi predkosciami, zlokalizowanymi w centroidach objetosci kon-
trolnych. Dla rozwazanego przypadku liniowej interpolacji otrzymamy

1 1 ||Sf|| +1
R Y Yy et upt
A 7 2 e 2y )

1 ISyl 1_up 1
+ = (1— fo)F} uit=-L — — % p.S,;. (10.132)
Vel zf: a Z faj )™ " |vp|; A
Réwnanie powyzsze mozna zapisa¢ w krétszej, symbolicznej postaci
apupt +Za uytt =Sy — 7 |Zp St (10.133)

gdzie indeks IV oznacza wszystkie punkty sasiednie wzgledem P, wynikajace z inter-
polacji wyrazéw konwekcyjnych i dyfuzyjnych. Definicje wspolczynnikéw ap, >y an
i S¥ sa nastepujace

ap = —— + m Zszf Z |df||| ) (10134&)

S
ZaN:W—lP' ST (1 f)Fp - Z”ldfn” , (10.134b)

N f

up
= —= 10.134
P At ( C)



190 10. Metoda objetosci skonczonych

Nalezy ponownie podkreslié, ze postaci wspélczynnikow ap i Yy an s
stuszne tylko dla interpolacji liniowej wyrazéw konwekcyjnych i dyfuzyjnych. W przy-
padku, gdy stosujemy inne sposoby interpolacji niz liniowa, to symboliczna postaé
réwnania jest zawsze identyczna. Wyraz Zrédlowy S% ma bardziej uniwer-
salny charakter, gdyz zawiera on te wielkosci, ktoére znane sa z poprzedniego kroku
czasowego. W rozwazanym przypadku jest to predko$é u’s, cho¢ moga to by¢ dodat-
kowo réwniez inne wyrazy zwiazane ze zrodlami.

Wspélezynniki ap 1 Y an zaleza od nieznanej predkosci u, co oznacza, ze nie
mozna tego réwnania rozwiaza¢ bezposrednio. Poszukiwana predko$é¢ up zapisywana
jest réwniez jako

S7 — S vayuy! 1
ntl - ZP N N _ n.Se. 10.135
up ap aP‘VP| zf:pkf f ( )

Ze zdyskretyzowanego réwnania Naviera—Stokesa wynika rozklad predkosci. Jed-
nak na pole predkosci natozone jest pewne ograniczenie kinematyczne, ktére wynika
z rOéwnania cigglosci, co oznacza, ze samo rownanie Naviera—Stokesa nie wystarcza
do rozwiazania zagadnienia. Dodatkowo w przeptywach plynéw niescisliwych postaé
rownania ciaglodci jest zupelnie inna niz w przypadkach przepltywéw plynow Scisli-
wych, gdzie réwnanie ciagloéci (zachowania masy) ma posta¢ réwnania transportu.
Ponadto cisnienie nie jest obecne w réwnaniu ciggtosci, choé oczywiscie ma wpltyw
na predkos¢ i odwrotnie. Zatem predko$¢ i ciSnienie sa sprzezone, gdyz nie mozna
rozwiazaé jednego réwnania i z otrzymanych wynikéw rozwiazaé rownanie pozostale.
Jednym ze sposobéw wykorzystania faktu, ze rownanie ciaglosci stanowi ograniczenie
kinematyczne pola predkosci, jest stworzenie réwnania na cisnienie, ktére bedzie spel-
niato réwnanie ciaglodci. Sama dyskretyzacja réwnania ciagtosci wykorzystuje
jego calkowa postaé i twierdzenie Gaussa

[[fv-uav = {fu-as=o0. (10.136)
Vp

oVp

Catke powierzchniowa dyskretyzuje sie przestrzennie, analogicznie, jak ma to miejsce
z wyrazami konwekcyjnymi za pomoca wzoru , co daje dyskretna postaé réw-
nania cigglosci (zachowania masy), bedaca wcze$niej wspomnianym kinematycznym
ograniczeniem naktadanym na pole predkosci

> up-Sp=0. (10.137)
f

Aby miedzy innymi sformulowaé réwnanie na ci$nienie, wprowadza si¢ bardziej
formalny sposob zapisu dyskretnego rownania Naviera—Stokesa ((10.135)), bez dyskre-
tyzacji gradientu cisnienia, ktére ma postaé
H(u) _ Vpg

ap ap '

Podobnie jak mialo to miejsce w przypadku réwnania (10.133)), tak i teraz wspdl-
czynniki ap i ay sa zalezne od nieznanej predkosci u. To samo dotyczy operatora H,

up = (10.138)
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ktéry jest definiowany jako

H(u) =Sp— ) ayuy. (10.139)
N

Operator H sktada sie z wyrazu zrédlowego Sp i wplywu punktow sasiednich wzgle-
dem P, ktory to wplyw wynika z interpolacji wyrazow konwekcyjnych i dyfuzyjnych.
Wyraz zrédlowy w tym przypadku zalezy wylacznie od predkosci z poprzedniego
kroku czasowego, a doktadniej: wynika z dyskretyzacji czasowej. Dodatkowym zada-
niem zapisu zdyskretyzowanego rownania Naviera—Stokesa jest to, ze analo-
giczny wzor jest wykorzystywany do zapisu predkosci uy zlokalizowanej w centroidzie
powierzchni f, co dalej umozliwia obliczanie strumieni Fy = uy-Sy. Sama pred-
kos¢ u; zapisuje si¢ zatem jako

o - () (T o)

Réwnanie na ci$nienie otrzymuje sie, wstawiajac predkosé wedlug zapisu ((10.138))
do réwnania ciaglosci (2.3)), co daje

V- =V. .. (10.141)

Dyskretna wersja powyzszego réwnania przyjmuje postac

3 (H(u))f Sp=3 (m)f Sy, (10.142)

a a
f P f P

gdzie sposOb postepowania jest analogiczny jak w przypadku dyskretyzacji rownania
cigglosci (10.137). Najpierw catkuje si¢ obustronnie po objetosci kontrolnej Vp, da-
lej wykorzystuje sie twierdzenie Gaussa i dyskretyzuje si¢ za pomoca wzoru
analogicznego do (10.137).

Najpopularniejszym sposobem rozwiazania zadania sprzezenia predkosci i cisnie-
nia jest sekwencyjne rozwiazywanie poszczegélnych réwnan zamiast rozwiazywania
jednoczesnego. Rozwiazanie sekwencyjne wiaze si¢ z mniejszymi wymaganiami pamie-
ciowymi i czasowymi. Dodatkowo jest prostsze w sformutowaniu. Sposéb sekwencyj-
nego rozwigzywania dyskretnego réwnania Naviera—Stokesa i réwnania na ci$nienie za-
lezy od tego, czy mamy do czynienia z przeplywem stacjonarnym (algorytm SIMPLE),
czy niestacjonarnym. W przypadku niestacjonarnym postepowanie zalezy dodatkowo
od tego, czy nieliniowo$¢ dominuje nad niestacjonarnoscia (algorytm PIMPLE), czy
jest na odwrét (algorytm PISO).

10.2.2. Algorytm PISO

Algorytm PISO (pressure-implicit with splitting of operators) [6] jest algorytmem
sekwencyjnego rozwiazywania dyskretnego rownania Naviera—Stokesa i rownania na
ci$nienie dla przeptywoéw niestacjonarnych, w ktérych zaktada sie, ze efekty niestacjo-
narne dominuja nad nieliniowoscia réwnania Naviera—Stokesa.
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Algorytm PISO przedstawiono w formacie pseudokodu (algorytm. Wewnatrz
linii 2-13 znajduja sie poszczegdlne etapy gléwnej petli, ktore powtarzane sa dla
kolejnych krokéw czasowych. Kroki czasowe moga mie¢ warto$é stala lub zmienng
w zaleznosci np. od liczby Couranta.

Pierwszym krokiem (linia 3) wewnatrz petli jest rozwiazanie niejawnego réwnania
, z ktérego otrzymuje sie predkoscé u}é“. W sposéb jawny na tym etapie
obliczane sg strumienie F'?, zrédla Sip i ciSnienia pj;. Wartosci zrodet i cisnien znane sa
z poprzedniej iteracji lub, jesli jest to pierwsza iteracja, z warunku poczatkowego. Krok
ten nazywany jest predyktorem, a doktadniej: niejawnym predyktorem predkosci.

Pomiedzy liniami 4-11 znajduje si¢ gléwna petla algorytmu PISO, ktéra powta-
rzana jest arbitralna liczbe jinax razy (np. jmaz = 2). Wewnatrz gléwnej petli PISO
pierwsza operacja (linia 5) polega na wyliczeniu wartosci operatora H dla aktualnej
predkosci u’}“ z predyktora. Linia 6 odpowiada za interpolacje operatora H na cen-
troid powierzchni f. Interpolacja ta potrzebna jest do wyznaczenia nowej wartosci
ci$nienia pZH z roéwnania , ktére znajduje sie¢ w linii 8 algorytmu. Wyzna-
czanie ci$nienia powtarza sie arbitralna liczbe k.. razy (petla w linii 7). Zwiazane
jest to z poprawks wynikajaca z ewentualnej nieortogonalnosci siatki. Na podsta-
wie nowych wartoéci wyliczonego cisnienia pzﬂ wyznaczane sg poprawione wartosci
strumieni FJ?'H (linie 9-10). Ostatnim krokiem gtéwnej petli PISO jest tzw. korektor.
Doktadniej jest to jawny korektor predkosci oparty na nowych wartosciach ci$nienia
pZ'H i strumieni FJ?H (linia 11). Zamiast jawnego wyznaczania predkosdci w linii 11
mozna rozwiazywac rownanie niejawne w postaci rownania z linii 3, co wiazaloby sie
z komplikacja algorytmu i znacznie wicksza ztozonosScig obliczeniowa. Jawna korekcja
predkosci oznacza, ze gléwnym czynnikiem korekcyjnym jest nowe ci$nienie.

1n:=0
2 repeat
41 1
s | apup’ + Y yanup't =8 — g0 30 pf Sy
4 for j :=1 to jmar do
. Hu"*t!) S}—ZN aNuTJt]+1
ap T ap
n+1
6 interpolate (M)
ap f
7 for k£ :=1 to kyq. do .
H(u"t!) _ Vp,
8 sz( ) Sr=2 (T ), oSy
n+l . H(un+1) _ vpn+l
9 uy ._( s )f (a’; ;
10 F;LH = ujﬁ“ Sy
+1._ H@"th 1 +1
11 i upt = 2}3 — Vel > ;Pef Sy
12 n:=n+1

13 until ¢ < t,,44

Alg. 10.1. Pseudokod algorytmu PISO
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Inna cechy algorytmu PISO jest to, ze w wyniku rozwiazania réwnania w linii 8
na cidnienie i uaktualnienia strumieni F}LH w linii 10 mozliwe staje si¢ ponowne wy-
liczenie operatora H, gdyz zalezy on od strumieni poprzez wspolczynniki ap i ay.
Co wiecej, mozliwe staje sie ponowne rozwiazanie rownania w linii 3 na predyktor
predkoéci. Oznaczaloby to dodatkowe iteracje i poprawianie algorytmu ze wzgledu na
nieliniowos¢ réwnania Naviera—Stokesa. Jednak w algorytmie PISO zaklada sie, ze
wieksze znaczenie ma sprzezenie predkosci i ci$nienia niz nieliniowo$¢. Nacisk na roz-
wiazanie sprzezenia pomiedzy cisnieniem i predkoscia ujawnia si¢ réwniez w budowie
calego algorytmu. Predyktor z linii 3 daje predkosé, ktéra spelnia dyskretne rownanie
Naviera—Stokesa, ale nie spelnia réwnania ciggtosci. Jest tak miedzy innymi dlatego,
ze ci$nienie do rozwiazania tego rownania pochodzi z poprzedniej iteracji. Gléwna
petla algorytmu PISO (linie 5-11) koryguje predko$é (linia 11) poprzez wielokrotne
(Jmaz razy) rozwiazywanie réwnania na ci$nienie z linii 8, ktére spelnia dyskretne
roéwnanie ciggloéci. Jednokrotne wykonanie gléwnej petli PISO spowoduje, ze sko-
rygowana predko$é¢ bedzie spelniata dyskretne réwnanie ciaglosci, ale niekoniecznie
bedzie spelniala dyskretne réwnania Naviera—Stokesa. Dlatego petle te wykonuje sie
wiecej razy, aby doktadnosé korekcji byta wieksza. Przy przejsciu do nastepnego kroku
czasowego nastepuje ponowne wyznaczenie predkosci z réwnania w linii 3.

10.2.3. Algorytm SIMPLE

Algorytm SIMPLE (semi-implicit method for pressure linked equations) [1L[I7] wy-
korzystywany jest glownie do rozwiazywania zagadnien stacjonarnych. Jest to algo-
rytm sekwencyjnego rozwiazywania dyskretnego rownania Naviera—Stokesa i rownania
na cidnienie, w ktérych zaktada sie, ze efekty linearyzacji réwnania Naviera—Stokesa
dominujg nad sprzezeniem predkoéci i ci$nienia.

Rozwiazanie zagadnienia stacjonarnego rozumiane jest jako rozwiazywanie zagad-
nienia niestacjonarnego az do czasu osiagniecia stanu stacjonarnego. Aby osiagnaé
stan stacjonarny, stosowane sa wicksze kroki czasowe w pordéwnaniu z algorytmem
PISO, ktére dodatkowo nazywane sg raczej krokami rozwiazania (iteracjami) niz kro-
kami czasowymi. Inne podejscie do rozwiazywania przeplywéw stacjonarnych stanowi
przyjecie nieskonczenie duzego kroku czasowego i iterowanie wewnetrznej petli do
czasu uzyskania rozwigzania stacjonarnego. W przypadku przeplywoéw stacjonarnych
wazniejsze sa problemy zwiazane z linearyzacjg réwnania Naviera—Stokesa niz pro-
blemy zwiazane ze sprzezeniem predkosci i ciSnienia. Wynika to z wigkszych krokow
czasowych, ktére pozwalaja szybko osiagnaé stan stacjonarny.

W przypadku rozwiazywania zagadnien stacjonarnych istotnym problemem staja
sie brak stabilnosci rozwigzania i jego oscylacje. Aby uniknaé¢ probleméw z tym zwia-
zanych, nie wykorzystuje si¢ pelnego rozwigzania réwnania (predyktora pred-
kosci) na u?“, a jedynie jego czesé, ktéra ograniczana jest za pomoca wspélczynnika
podrelaksacji predkoéci ay, €]0;1]. Dokladniej méwiac, podrelaksacji poddaje si¢ cale

réwnanie ((10.133|)

1—ay
7a u2“+Za it = ST+ - —tapul — W lzpkfsf, (10.143)

co oznacza, ze sama predkos¢ poddawana jest procesowi podrelaksacji w sposéb
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niejawny. Posta¢ réownania bierze sie stad, ze do oryginalnego réwnania
dodaje sie obustronnie pr@dkoéc’ w postaci a; (1 — a,)up, z ta réinica,
7€ po leweJ stronie jest to predko$é up"", a po prawej up. W przypadku osiagniecia
stanu stacjonarnego obie predkosci sa tozsame. Dodatkowe wyrazy po lewej stronie
réwnania wzmacniaja ceche macierzy uktadu réwnan liniowych, ktéra dzieki
temu jest macierza dominujaca, co z kolei pozwala na stosowanie metod iteracyjnych
rozwiazywania ukladéw rownan liniowych.

1n:=0
2 repeat
+1 * 1
3 | apup + Xy anuyt =8P — o] 2=t PrysSs
. H( n+1) S*n. E aNun+1

ap

ay

5 interpolate (H(Tﬂ))
P f

6 for k :=1 to k4, do

7 L Zf( a;l)> Sp=2 (VZ;,H)J, -Sy

n+1 n+1
o | e (B ))f (Viz )f

9 F;H_l '_lln+1-Sf
10 | it = pi 4oy (0 — )

+1._ H@"™) +1
11 up' = an a};\Vp|prZf Sy
12 n:=n-+1

13 until ¢ < t,,40

Alg. 10.2. Pseudokod algorytmu SIMPLE

Réwnanie ((10.143)) ze wspolczynnikami podrelaksacji o, mozna sprowadzi¢ do
postaci oryginalnego réwnania ((10.133))

*M, 1 7
G,Pu73+1 + ZaNux;'_l = SP — W Zpkaf, (10144)
N !

wykorzystujac nastepujace podstawienia

.1
CLp = adp, (10145&)
1—ay
=Sn 4+ —— Mol (10.145b)

u

Algorytm SIMPLE, pokazany w formie pseudokodu (algorytm, jest podobny
do algorytmu PISO. Istnieja jednak dwie gléwne réznice. Pierwsza polega na tym, ze
nie ma gléwnej petli PISO, ktéra odpowiadala za rozwiazywanie sprzezenia predkosci
i cidnienia. Jest tak dlatego, ze w przypadku duzych krokéw czasowych istotniejszym
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problemem staje si¢ linearyzacja nieliniowo$ci rownania Naviera—Stokesa. Zatem po
rozwiazaniu réwnania na ci$nienie (linia 7) i ewentualnych poprawkach zwiazanych
z nieortogonalnoscig siatki (petla 6) nastepuja uaktualnienie strumieni Fy (linie 8
i9) i jawna korekcja predkosci u’I?Ll (linia 11). Druga r6znica pomiedzy algorytmem
PISO i SIMPLE polega na tym, ze predkosé¢ z réwnania w linii 3 (predyktora pred-
kosci) jest niejawnie poddana podrelaksacji. To samo dotyczy ci$nienia pzﬂ, ktoére
wynika z rozwiazania réwnania na ci$nienie w linii 7. Korekcja ci$nienia nastepuje
w sposéb jawny (linia 10), gdzie a; €]0;1] jest wspdiczynnikiem podrelaksacji cis-
nienia. Brak gléwnej petli PISO powoduje, ze po rozwigzaniu réwnania na ci$nienie
i jawnej korekcji predkosci nie ma powtoérzenia tych krokdéw, a ma miejsce powrdt do
poczatku petli do predyktora predkosci. Typowe warto$ci wspolczynnika podrelak-
sacji predkosci o, ~ 0,7 + 0,8 sa wieksze niz wartosci wspélczynnika podrelaksacji
ci$nienia oy, ~ 0,2 < 0,3.

W przypadku stacjonarnym rozwaza sie inng posta¢ pochodnej substancjalnej
predkosci, ktéra pozwala zapisa¢ réwnanie Naviera—Stokesa w nastepujacej
formie

ou

5t +V:(uu)—uV-u=-Vp,+V: (vVu). (10.146)
Dodatkowy wyraz uV - u dla przypadku plynu niescidliwego zeruje sie, gdyz z réwna-
nia cigglodci wynika, ze V-u = 0. Wyraz ten powinien si¢ rowniez zerowa¢ w przy-
padku rozwiazywania zdyskretyzowanych postaci rownania Naviera—Stokesa algoryt-
mem SIMPLE, kiedy osiagnieta jest zbieznosé. Dodatkowy wyraz uV -u w réwnaniu
Naviera—Stokesa zostaje najpierw zlinearyzowany i zdyskretyzowany niejaw-
nie jako dodatkowy wyraz zrodlowy. Celem takiego podejscia jest odjecie od rozwiaza-
nia numerycznego bledu proporcjonalnego do V - u, co poprawia zbiezno$¢ algorytmu
i jego ograniczono$é¢, gdyz przed osiagnieciem zbieznosci algorytmu V -u # 0.

10.2.4. Algorytm PIMPLE

Algorytm PIMPLE (Plso 4+ siMPLE) jest polaczeniem algorytméw PISO i SIM-
PLE. Jest to algorytm sekwencyjnego rozwigzywania zdyskretyzowanego réwnania
Naviera—Stokesa i réwnania na ciénienie dla przeplywéw niestacjonarnych dla du-
zych krokéw czasowych. Algorytm PIMPLE r6zni si¢ od algorytmu SIMPLE tym,
ze obecna jest gléwna petla PISO (linie 5-13) w pseudokodzie (algorytm [10.3)), co
pozwala na uwzglednienie efektéw zwigzanych ze sprzezeniem predkosci i ci$nienia.
Ponadto istnieje dodatkowa gléwna petla PIMPLE (linie 3-13), ktéra odpowiada
gtéwnej petli SIMPLE, zwigzanej z linearyzacja réwnania Naviera—Stokesa. Doklad-
niej méwiac, gtéwna petla PIMPLE ma za zadanie iteracyjne poprawianie rozwiazania
ze wzgledu na duze kroki czasowe, w ktérych istotna jest linearyzacja nieliniowych
wyrazéw konwekcyjnych w rownaniu Naviera—Stokesa.

Dodatkowa réznice stanowi to, ze w algorytmie PIMPLE wystepuja wspétczynniki
podrelaksacji predkosci e, (linia 4) i ci$nienia o, (linia 12), choé¢ standardowe wartosci
w tym algorytmie przyjmowane sg jako o, = «a, = 1. Po usunieciu gtéwnej petli
PIMPLE (linia 3), otrzymujemy algorytm PISO. Po dodatkowym usunieciu gléwnej
petli PISO (linia 5) mozna otrzymaé algorytm SIMPLE.
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1n:=0
2 repeat
3 for i := 1 to i,,4, do
4 abup™ 3 vayuitt = S~ ﬁzfpzfsf
5 for j :=1 to jmar do
H(u n+1) S}"—Z U,Nu;:,+1
6 ay ak
n+1
7 interpolate (%)
P f
8 for k=1 to krmaz dO
n+ ) n+1
T e s e (),
n+1 L H(uw+1)) _ (VPZ+1>
10 up’ = (7(1*}) ; )
n+l . _.n+l .
11 Ff+1 =uj Sy »
12 i = p o (0 —pk)
+1._ H@"th +1g .
13 B up' = an a;,\vp| 2 Pry Sy
14 n:=n+1

15 until ¢ < t,,40

Alg. 10.3. Pseudokod algorytmu PIMPLE

10.3. Wybrane réwnania turbulencji

Dyskretyzacja rownan turbulencji polega na sprowadzeniu tych réwnan do postaci
ogblnego réwnania transportu poprzez odpowiednia definicje wyrazu zrédlo-
wego. Poszczegdlne réwnania réznig sie od siebie sposobem linearyzacji tego wyrazu,
jak rowniez sposobem interpolacji wyrazéw konwekcyjnych, aproksymacji gradientéw
i dyskretyzacji czasowej. W dalszej czeci rozwazane beda siatki ortogonalne, co po-
zwoli na podanie najprostszej postaci tych réwnan.

10.3.1. Model k-¢

10.3.1.1. Réwnanie transportu energii kinetycznej turbulencji

Réwnanie transportu k w postaci sprowadza si¢ do ogblnego rownania trans-
portu poprzez przyjecie za wyraz zrédlowy wyrazu zwiazanego z produkcja P i dyssy-
pacja €, co daje Sy = P —e. Ponadto wprowadza sie wspélczynnik lepkoéci efektywne;j
W postaci vep = 10, ! 4 . Ostatecznie réwnanie transportu k przybiera postaé

O PV (k) = V- () + S (10.147)
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Zdyskretyzowane przestrzennie rownanie ((10.147)) transportu k przyjmuje postaé réw-

nania (10.68|)

dk
P|vp\ +Zkfpf > Ve (VE); -Sg + Sk (10.148)
f

Dalszy sposéb postepowania zalezy miedzy innymi od sposobu interpolacji wyra-
z6w konwekcyjnych i aproksymacji gradientu. Przyjmujac przyktadowo interpolacje
liniowg (10.17)), mozemy zapisaé interpolacje k¢ w postaci

ki = fokp + (1 — fo)kn. (10.149)

Aproksymacja zdyskretyzowanych wyrazéw dyfuzyjnych dla siatek ortogonalnych dana

jest zaleznoscig (|10.69))

k‘

Wyraz zrédlowy Sy nie zalezy od k, wiec nie ma potrzeby jego linearyzacji. Zatem
wedtug (10.8) odpowiednie wspoélczynniki wynosza

Se=P—¢, (10.151a)
Sp =0. (10.151b)

Dyskretyzacja czasowa réwnania (10.148) moze przyja¢ przykladowo posta¢ metody

niejawnej Eulera (10.96)), co po uwzglednieniu wzoréw ((10.149), (10.150) i (10.151])
0.148))

pozwala zapisa¢ nastepujaca dyskretna postaé réwnania (|1

kn+1 n n n
B Ryl 3 (b + (1 LR B =
kn+1 o kn-‘rl
= 3 vy g IS+ SelVel. (10.152)

!

Grupujac wyrazy zwigzane z k}é‘“ i k?\,ﬂ, otrzymujemy rownanie

|VP| ISs11') ms1
+waFf+Z ekad” p++

n IS£1 Y\ pns1 _ VPl
+ (D= F)FF =D ven i idl kit = A kB SclVel, (10.153)
; 7

ktére ma ogblny charakter réwnania liniowego

apkptt +) ankytt =" (10.154)
N
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o wspolczynnikach

|VP| 1Sl
+foFf Jrz Vek, f de” ; (10.155a)

S
ZaN = Z (1 fa)Ff — Z Ve, f ””df”” (10.155b)
N Vi f

_ Vel

-
At

%4+ Se|Vel. (10.155¢)

10.3.1.2. R6éwnanie transportu dyssypacji energii kinetycznej

Roéwnanie transportu e (3.18) mozna przedstawi¢ w postaci ogdlnego réwnania
transportu przy definicji wspotezynnika lepkosci efektywnej ve. = 1071 + v, co daje
Oe
5% +V. () =V (Ve Ve) + Se. (10.156)
Wyraz Zréodlowy zapisywany jest jako

62

P €
Sg = CElEZ:' - 052? = (0517) - 0526) E
Co istotne, wyraz zrodltowy (10.157)) jest nieliniowy, a wiec zachodzi konieczno$é jego

linearyzacji do postaci ((10.8))

(10.157)

Se =Sc+ Spe. (10.158)
Typowy, choé niejedyny, schemat postepowania dany jest regutami (10.9)—(10.10)
05 (e™) 05 (™)
Sc =8:(e") — ——=&", Sp=—7—. 10.159
o =S:(e") o - 7P de ( )

W najprostszym przypadku mozna potraktowaé caly wyraz zréodlowy S. w sposob
jawny, czyli znany z poprzedniego kroku czasowego

n

S. = (CoyP™ — 6’525");—”, (10.160a)
Se = (CoP — 0525)%, (10.160b)
Sp = 0. (10.160c)

Podejscie takie jest co prawda najprostsze, ale najmniej dokladne. Mozna je stosowaé
w przypadku, gdy wyraz zrodlowy S jest staly lub slabo zmienny. Tej ostatniej
wlasnosci nie mozna zagwarantowaé. Wynika stad, ze wyraz ten nalezy linearyzowaé
catkowicie lub czeéciowo niejawnie.

Drugie podejscie polega na potraktowaniu wyrazu zrédlowego catkowicie niejawnie
z wyjatkiem wyrazu zwiazanego z produkcja P. Dla takiego podejscia zapisujemy

S. = (CP" CE2s)kn, (10.161a)
&_2

Sc = Caz? (10.161b)

Sp = (0617) - 20526) ! (10.161C)

%.
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Takie podejscie jest niekorzystne, gdyz cze$¢ wyrazow przy wspolczynniku Sp w po-
staci Ce1P znajdzie si¢ w réwnaniu z ujemnym znakiem przy a”+1 (na dia-
gonali), co ostabi diagonalng dominacje macierzy uktadu réwnan hmowych Zatem je-
dyna mozliwoscia jest linearyzacja wyrazu zrédlowego w postaci czeSciowo niejawne;j.
Mozna tego dokonaé, traktujac czesé tego wyrazu, ktéry zwiazany jest z P, w sposéb
jawny, a reszte w sposob niejawny. Prowadzi to do nastepujacej linearyzacji

en g2
Se =CaP"— — Caa/—, (10.162a)
ko o
Sc = (CaP + C.,e) % (10.162b)
Sp = —CEQ% (10.162¢)

W przypadku wzmacniana jest diagonalna dominacja, gdyz wspotczynnik Sp
jest ujemny.

Najprostszym sposobem linearyzacji wyrazu zréodlowego jest potraktowanie pierw-
szego wyrazu jawnie i tylko czesci drugiego wyrazu niejawnie w nastepujacy sposob

£ n

n en
SE = 0517) k 052 kn (10163&)
Sc = CaP, (10.163D)
Sp = —CEQ% (10.163¢)

W przypadku (10.163|) réwniez wzmacniana jest diagonalna dominacja, ale postaé

wspoélczynnika S¢ jest prostsza niz w przypadku (10.162)).
Przy identycznych zalozeniach, jakie byty poczynione w przypadku réwnania trans-

portu k, otrzymujemy zdyskretyzowana postaé¢ réwnania transportu &

5?“ EP ntl | n+1
|Vp|+2 (faeB™ + (1= fa)el™) FF =
n+1 n+1
g — &
Zu(,ef N \|d||P IS¢l + Sc|Vp| + Sp|Velept™,  (10.164)

ktére ma ogdlna postaé rownania liniowego

apes™ £ aneytt =" (10.165)
N
o wspotczynnikach
\VP| IS¢l

ap = -+ Zszf + Z veer g~ SrlVel (10.1662)
N S IS -
ZCLN_Z( fz) ! Z 85f||d|| (10. )

N ! f
pr = Vel 4 Se|Vpl. (10.166¢)

At
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10.3.2. Model k-w

10.3.2.1. Réwnanie transportu energii kinetycznej turbulencji

Réwnanie transportu k - ) dla modelu k-w przy nast@pujagcej definicji wyrazu
zrédlowego S), = P—C kw ilepkoéci efektywnej ver = vio,, !+ v zapisuje sie w postaci
réwnania transportu jako

ok
E + V- ( ) =V- (Veka) + Sk (10167)
Zdyskretyzowana przestrzennie wersja réwnania (10.167)) przyjmuje postac
dk
P|Vp\ +ZkfFf > vek (VE); Sy + Sk (10.168)
f

Dalsza postaé¢ réwnania 10.168 zalezy miedzy innymi od sposobu interpolacji k.
Jako kolejny przyktad interpolacji mozna wybraé interpolacje wsteczna ((10.22f), ktéra
moze by¢ zapisana za pomoca jednego wzoru jako

k¢ = kp max (Ff,0) + kn max (—F%,0). (10.169)

W przypadku, gdy strumien F jest dodatni, otrzymujemy ze wzoru ((10.169) ky = kp.
Jezeli strumien Fy jest ujemny, to ky = kn. Zdyskretyzowane wyrazy dyfuzyjne dla
siatek ortogonalnych aproksymowane sa za pomoca wzoru ({10.69)
kn
(Vk)f -8y = ||d|| ||Sf|| (10.170)
Wyraz zréodlowy Sy jest liniowy, a zatem wedlug (10.8) mamy

Se =P, (10.171a)
Sp = —Chw. (10.171b)

Dyskretyzacja czasowa réwnania ((10.167) moze przyjaé przykladowo postaé dys-
kretyzacji wstecznej drugiego rzedu ((10.99)). Po uwzglednieniu wzoréw od (10.169)) do

(10.171) réwnanie (10.168|) przyjmie postaé
SR — Ak + kY
2 At

1
[Vp| + Z (kT max (F}',0) + k3™ max (= F},0)) =

k]?/+17k?3+1 n+1
=ZuewWHsfn+SC\VP|+SP|VP|kP . (10.172)
I
i kit

Grupujac wyrazy, ktére zwiazane sa z kg“ , otrzymujemy réwnanie

3‘VZ|+Zmax(F}z0)+Zu —”SfH—SP\Vp| | AARNE
f f

k,
S]]

ISsI1Y pnss _ 4KE — kp !
Y max (—F},0) Zyekfud” K :T|Vp|+sc|vp| (10.173)
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ktore ma postaé ogblnego rownania liniowego

apkp™ + ) ankyt =" (10.174)
N

Wspétczynniki rownania liniowego ((10.174]) przyjmuja zatem postaci
3|Vp|

1S
ap =5 +Zmax (F},0) +ZVekf ] — Sp|Vp|, (10.175a)
f
S
ZaN_ZmaX —F7,0) =) ekf|||df||| (10.175b)
f
. 4kg — k!
M= —5ar Vel Selvel (10.175¢)

10.3.2.2. Réwnanie transportu czestosci turbulentnej

Roéwnanie transportu w (3.23) otrzymujemy, przyjmujac lepkosé efektywna jako
Vew = 1o, + v, co daje

& V@) =V (V) £ 5, (10.176)

gdzie wyraz zrédlowy S, w réwnaniu definiowany jest jako

S, = a%P — Bu? (10.177)
i jest on wyrazem nieliniowym, co oznacza koniecznosé¢ linearyzacji do postaci

Sy =S¢+ Spw. (10.178)

Linearyzacja wyrazu zrodlowego (10.177) jest mozliwa na wiele sposobéw. Wigk-
sz0S¢ z nich mozna przedstawié¢ jako

S, = ak—nP" — fw"?, (10.179a)
S, = a]:inpn — Buw?, (10.179b)
S, = a:—nP” — B, (10.179¢)
Sy = ak—nP" — fw"w. (10.179d)

Przypadek pierwszy z uktadu jest przypadkiem jawnym, ktory traktuje caly
wyraz C,, jako znany z poprzedniego kroku, co oznacza, ze S¢ = S,,, Sp = 0. Przy-
padek catkowicie jawny jest dopuszczalny, gdy wyraz zZrédlowy jest staty lub stabo
zmienny. Zalozenie pierwsze nie jest prawdziwe, a drugie nie moze zostaé zagwaran-
towane w ogdlnym przypadku. Innym sposobem linearyzacji jest potraktowanie C,,
w sposéb catkowicie niejawny, z wyjatkiem wyrazu zwiazanego z produkcja P. Takie
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podejécie réwniez jest niedopuszczalne, gdyz wyraz zwiazany z produkcja ostabi do-
minacje przekatniowa. Trzeci wariant ukladu traktuje pierwszy wyraz jako
jawny, a drugi jako niejawny. Jest to wariant dopuszczalny, gdyz ujemny wyraz nie-
jawny wzmocni dominacje przekatniowa. Czwarty przypadek uktadu (10.179) ma te
same wlasciwosci co trzeci, ale daje najprostsza posta¢ wspotczynnikéw

S = a%’P, Sp = —fuw. (10.180)

Przy przyjetych zatozeniach odnosnie do interpolacji (10.22), aproksymacji (10.69
i dyskretyzacji czasowej, ktéra w tym przypadku ma postaé (10.99)), rownanie (10.176

mozna zapisa¢ w postaci

n+1_ n n—1
BT b b S ( ma (F0) + o max (—F7,0)) =
f

n+1 n+1

Wt —w n
ZVewf N |d”P IS¢l + Sc|Ve| + Sp|Vplwitt,  (10.181)

ktéra odpowiada postaci réwnania liniowego

apwlst + Zan"“ b (10.182)

przy nastepujacych wspotczynnikach

SIVe| n ISy
ap = 5 +Zmax (Ffa0)+ZVew7fW—SP|VP|, (10.183a)
f
S
ZaN ’Zmax SUEDY EWf|||df|H (10.183b)
f

4

b — %Wﬂ + Sc|Val. (10.183c)

10.4. Dyskretyzacja obszaru obliczeniowego

Obszar obliczeniowy mozna podzieli¢ na dowolne objetosci kontrolne, jednakze
musza by¢ spelnione dwa warunki. Pierwszym warunkiem jest to, ze objetosci musza
by¢ wypukte. Drugim warunkiem jest to, ze zamknieta powierzchnia, stanowiaca brzeg
objetosci, sklada sie z powierzchni bedacych fragmentami ptaszczyzn. Cala struktura
siatki musi by¢ znana. Dotyczy to informacji na temat potozenia centroidéw objetosci,
ich sasiadéw, weztéw, centroidéw powierzchni i wzajemnych potaczen.

10.4.1. Typowe objetosci skonczone

Na rysunku [10.17| pokazano typowe objetosci skonczone (elementy) uzywane do
generacji siatek w trzech wymiarach. Najprostsza objetos¢ skonczona, sktadajaca sie
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7z czterech powierzchni, nazywana jest czworoScianem (rysunek . Ostrostup
pokazany na rysunku[I0.175|sklada sie z pigciu powierzchni w ten sposob, ze czworokat
polaczony jest krawedziami z wierzchotkiem. Z pieciu powierzchni sklada sie rowniez
»pryzmat” z rysunku Tym razem nie ma wierzchotka, ale sg dwa tréjkaty
i trzy czworokaty. Rysunek przedstawia objetosé¢ szesciodcienna, ktéra w tym
przypadku jest prostopadloscianem. W ogdlnym przypadku sze$cioscian sklada sie
z szedciu czworokatéw. Przyktady bardziej skomplikowanych objetoéci pokazano na

rysunkach [10.17¢} [I0.171 i [[0.17g Wszystkie objetosci skoficzone z rysunku [10.17]

klasyfikowane sa jako wypukle wielodciany.

AC)

(a) czworoscian b) ostrostup 4 ) ,pryzmat” (d) szesciocian
(e) o$mioscian ) dwunastoscian ) dwudziestoscian

Rys. 10.17. Typy objetosci skonczonych

10.4.2. Typy siatek

e Strukturalne. Siatki strukturalne (rysunek skladaja sie z elementow szedcio-
$ciennych (rysunek. Pojedynczy blok siatki strukturalnej jest topologicznie
tym samym co szeScian, z dokladnos$cig do homeomorfizmu. Wszystkie wezty siatki
moga by¢ latwo ponumerowane, a co za tym idzie, tatwo je przechowywaé¢ w pamieci
i tatwy jest do nich dostep. Cechy te pozwalaja na efektywne wykorzystanie pa-
mieci. Réwniez samo tworzenie siatki jest szybkie, o ile zdefiniowane sg pojedyncze
bloki. Do wad siatek strukturalnych zalicza sie¢ problemy z dyskretyzacja skompli-
kowanych ksztaltéw. Kolejna wada siatek strukturalnych sa problemy z lokalnym
ich zageszczaniem. Siatki strukturalne dzieli si¢ na:

— Ortogonalne geometrycznie. W przypadku siatek ortogonalnych wszystkie kra-
wedzie sg albo prostopadle, albo réwnolegle. Siatki ortogonalne dzieli si¢ na:



204 10. Metoda objetoéci skonczonych

* Réwnomierne (izotropowe). W przypadku siatek réwnomiernych wszystkie ele-

menty sa identyczne (rysunek [10.18al).

* Nieréwnomierne. W przypadku siatek nieréwnomiernych wszystkie elementy
nie musza by¢ identyczne (rysunek [10.18b)). Elementy wzdtuz jednego, dwéch
lub trzech kierunkéw (réwnoleglych do krawedzie) moga by¢ zageszczane.

— Nieortogonalne. W przypadku siatek nieortogonalnych elementy szescioécienne
nie musza by¢ ani prostopadloécianami, ani szeScianami (rysunek [10.18c]).

(a) réwnomierna (b) nieréwnomierna (c) nieortogonalna

Rys. 10.18. Typy siatek strukturalnych

o Niestrukturalne. Jezeli siatka nie sktada sie wytacznie z elementéw szescioScien-
nych, to jest siatka niestrukturalna. W siatkach niestrukturalnych nie da si¢ ponu-
merowaé wezlow za pomoca trzech indekséw w trzech wymiarach. Oznacza to, ze
siatka strukturalna wymaga wiecej informacji o swojej strukturze, co czyni ja mniej
efektywna w poréwnaniu z siatka strukturalna w sensie efektywnego wykorzysta-
nia pamieci i jej rozmiaru. Tworzenie siatek niestrukturalnych jest zwykle bardziej
czasochlonne w poréwnaniu z siatkami strukturalnymi. Do zalet siatek niestruktu-
ralnych zalicza sie wszystkie wady siatek strukturalnych. Tak wiec skomplikowane
ksztalty sa latwiejsze do dyskretyzacji. Kolejna ogromng, zaleta jest tatwos¢ lokal-
nego jej zageszczania w tych miejscach, gdzie jest to potrzebne. Ta ostatnia za-
leta czyni siatki niestrukturalne bardziej efektywne w sensie wykorzystania pamieci
w poréwnaniu z siatkami strukturalnymi, w przypadku ktérych trzeba zageszczaé
cala siatke lub znaczne jej czesci, co skutkuje tym, Ze siatka jest zageszczona row-
niez tam, gdzie nie jest to potrzebne. Siatki strukturalne mozna zawsze zamieni¢ na
siatki niestrukturalne. Odwrotny proces nie jest zawsze mozliwy. Siatki niestruktu-
ralne dzieli si¢ na:

— Kartezjanskie. Siatki kartezjanskie sa w znacznym stopniu siatkami ortogonal-
nymi (rysunek , z wylaczeniem tych miejsc, gdzie jest to niemozliwe ze
wzgledu na skomplikowane ksztalty obiektu dyskretyzowanego. Oprécz szescia-
néw lokalnie wystepuja inne typy elementdw.

— WielosScienne. Siatki wielo$cienne (rysunek|10.19¢) skladaja sie w znacznym stop-
niu z elementéw wieloéciennych, ktére pokazane sg na rysunkach [fo17g
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lub[10:17g] Najwazniejsza cecha siatek wieloSciennych jest to, ze centroidy skom-
plikowanych elementow wielociennych maja wiekszg liczbe sasiadéw w pordw-
naniu z siatkami ztozonymi z elementéw czworosciennych czy nawet szescioScien-
nych. Dzigki temu mozna dokladniej wyliczaé gradienty. Dodatkowo liczba cen-
troidéw siatki moze by¢ mniejsza w poréwnaniu np. z siatkami ztozonymi z ele-
mentéw czworoséciennych, jednak liczba Scian elementow jest wieksza. Generacja
siatek wielo$ciennych moze sie odbywac od poczatku lub mozna wykorzystaé ist-
niejaca siatke zlozona z elementow czworosciennych. Mozliwy jest réwniez proces
odwrotny, tj. dekompozycja siatki wieloéciennej na czworoscienna.

— Mieszane. Siatki mieszane moga sie skltadaé¢ z kompozycji wszelkiego rodzaju po-
wyzszych siatek. Jednak typowymi siatkami mieszanymi sa siatki niestrukturalne
(rysunek [10.19a)), ktére skladaja sie w wiekszosci z elementéw czworosciennych
(rysunek m w polaczeniu z ostrostupami (rysunek , »pryzmatami”
(rysunek [10.17¢)) i szeScio$cianami (rysunek . Dzieki temu w tatwy spo-
sOb mozna lokalnie zwigkszaé¢ jakos¢ siatki poprzez jej zageszczanie. Podobnie jak
w przypadku innych typéw siatek niestrukturalnych, czas generacji siatek mie-
szanych jest znacznie dluzszy i wymaga wiecej zasobéw komputerowych w po-
réwnaniu z siatkami strukturalnymi.

(a) czworoscienna (b) kartezjanska (c) wielo$cienna

Rys. 10.19. Typy siatek niestrukturalnych

10.4.3. Jakosé siatek

Jakos¢ siatek ma kluczowe znaczenie, jezeli chodzi o wyniki i czas obliczen. Do
typowych miar jakosci siatki zalicza sie:

e Ortogonalnos¢ w sensie jakosci. Siatka jest ortogonalna, jezeli kat pomiedzy wek-

torami Sy i d (rysunki [10.20a] i [10.20c) jest zerowy. Im wiekszy kat, tym mniejsza
ortogonalnos¢ i tym bardziej wplywa na rozwiazanie, gtéwnie poprzez wyrazy dy-
fuzyjne. W idealnym przypadku dla siatek ortogonalnych dwa wektory Sy i d sg
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rownolegle, cho¢ taki przypadek nalezy do rzadko$ci w przypadku skomplikowa-
nych geometrii. Podczas badania ortogonalnosci siatki wyrédznia sie dwa wskazniki,
ktérymi sa srednia i maksymalna nieortogonalno$¢. Siatki moga by¢ ortogonalne
lub nieortogonalne i jednoczesnie ukosowane lub nieukosowane (rysunek .

o Ukosowanie. Siatka jest ukosowana, jezeli odleglosé¢ |xy — xq4| > 0, jak jest to
pokazane na rysunkach i Lokalizacja punktu x4 znajduje sie na
powierzchni S¢ i jest punktem, w ktérym powierzchnia ta jest przecinana przez
wektor d. Innymi stowy, siatka jest ukosowana, jezeli wektor d laczacy dwa sasied-
nie centroidy P i N nie przechodzi przez centroid x; powierzchni Sy. Im wigksza
odleglod¢ ||xy — xq4l|, tym wieksze ukosowanie siatki i wiekszy wplyw na wyrazy
dyfuzyjne. Wynika to z tego, ze zdyskretyzowane wyrazy dyfuzyjne, ktére sa zloka-
lizowane w centroidzie powierzchni x;, interpolowane sg za pomoca wartosci znaj-
dujacych sie w centroidach objetosci, a wyraz interpolowany znajduje sie w takim
przypadku w punkcie x4 zamiast w x¢. Miarg ukosowania siatki jest wspélczyn-
nik s, ktéry definiuje si¢ jako

1% —xall

s =12 T4l (10.184)
d]

W przypadku idealnym dla siatki nieukosowanej (rysunki [10.20a] i [10.20b)) wspét-
czynnik ukosowania s = 0. Miara ukosowania calej siatki jest maksymalna wartosé

wspblczynnika s.

e Gladkos¢ lub jednorodnosé. Przez gladkosé siatki rozumie sie przejscie pomiedzy
dwiema sasiadujacymi objetosciami, ktére wyrazone jest np. za pomoca wysoko-
Sci. Gladko$¢ nazywana jest réwniez wspolczynnikiem rozchodzenia sie elementéw
o wymiarach mniejszych na wigksze, czyli ilorazem wiekszej wysokoéci do mniej-
szej. Typowe wartosci wspdélczynnika rozchodzenia sie, ktore przyjmowane sg za
poprawne, maja wartosci 12 w obszarze warstwy przysciennej. W innym ujeciu
mozna powiedzieé, ze siatka jest jednorodna, jezeli punkt x4 z rysunku [10.1] zlo-
kalizowany jest w $rodku odlegtosci pomiedzy centroidami P i N, co oznacza, ze
zgodnie ze wzorem mamy f, = % Za miare gladkosci przyjmuje sie zwykle
maksymalng warto$¢ wspotczynnika rozchodzenia.

e Wspodlezynnik proporcji. Rozrézni¢é mozna przynajmniej dwa wspolczynniki pro-
porcji, do ktérych zalicza si¢ wspdlczynnik proporcji powierzchni i wspdlezynnik
proporcji objetosdci. Przez wspélczynnik proporcji powierzchni rozumie si¢ iloraz
najwiekszej dlugosci krawedzi powierzchni do najmniejszej. Wspélczynnik propor-
cji objetosci definiowany jest jako

AEV— L 5 10.185

gdzie |A;| oznacza kolejne pola powierzchni prostopadloscianu otaczajacego obje-
to$¢ Ve. Idealny wspdlezynnik proporcjonalnosci wynosi 1. Duze wspdtezynnik maja
wplyw na interpolacje gradientéw. Miara jednorodnosci siatki jest maksymalna war-
tosé ARV
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Zwykle przeprowadza sie badanie ewentualnego wplywu siatki na wyniki, aby go

sprawdzi¢ i wyeliminowaé. Badanie takie jest zwykle czasochlonne i nie zawsze moz-
liwe ze wzgledu na ograniczenia sprzetowe.

P St N
o————C—>—C
Xf d
&
)
(a) ortogonalna i nieukosowana (b) nieortogonalna i nieukosowana
r X5
C
Xd o
<
©
(c) ortogonalna i ukosowana (d) nieortogonalna i ukosowana

Rys. 10.20. Siatki
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