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Rozdział 1

Wiadomości wstępne

1.1. Opis płynu na różnych poziomach skal

Różne metody opisu płynu związane są z jego budową, obserwowanymi skalami
przestrzennymi i czasowymi (rysunek 1.1) oraz uproszczeniami w postrzeganiu jego
budowy. Na najniższym, dalej rozważanym, poziomie skal molekularnych znajduje się
metoda opisu mikroskopowego, podczas gdy na najwyższym poziomie skal (makrosko-
powych) – metoda mechaniki kontinuum. Pomiędzy tymi przypadkami na poziomie
skal mezoskopowych znajduje się jeszcze metoda opisu płynu. Opis makroskopowy
może być również postrzegany jako w pewien sposób uśredniony ruch w skali mi-
kroskopowej. Wielkości makroskopowe można też uzyskać przez uśrednianie funkcji
gęstości prawdopodobieństwa, która używana jest w opisie mezoskopowym. Zagad-
nienia i skale mechaniki kwantowej są poza zakresem tego opracowania.
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10−15
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101
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L [m]

t
[s
]

Rys. 1.1. Różne skale opisu

Granice pomiędzy sąsiednimi skalami są płynne, jak pokazano na rysunku 1.1.
Oznacza to, że w takim przypadku możliwe jest wykorzystanie metod symulacji, które
związane są zarówno z jedną, jak i drugą skalą.
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1.1.1. Opis mikroskopowy

Opis mikroskopowy płynu związany jest bezpośrednio z molekularną budową ma-
terii. Według tej teorii płyn składa się z dużej liczby molekuł, które są w nieustannym,
chaotycznym ruchu i ulegają ciągłym zderzeniom ze sobą. Różnice między płynem
i ciałem stałym sprowadzają się do siły wzajemnych oddziaływań, choć w istocie
same różnice są „płynne”. W opisie mikroskopowym rozważany jest ruch wszystkich
molekuł, gdzie dla pojedynczej molekuły o położeniu xi wykorzystywana jest druga
zasada dynamiki Newtona

m
d2xi
dt2
= fi. (1.1)

Przez fi oznacza się całkowitą siłę wywieraną na molekułę i o masiem przez wszystkie
inne molekuły oraz pole sił masowych.
Typowe metody numeryczne stosowane w opisie mikroskopowym to dynamika mo-

lekularna (molecular dynamics – MD) i metoda Monte Carlo (MC) [4]. Metoda dyna-
miki molekularnej omówiona jest pokrótce w dalszej części. Metoda lub metody Monte
Carlo są metodami, które wykorzystują wielokrotne próbkowanie ze znanego rozkładu
prawdopodobieństwa w celu uzyskania rozwiązania. Dokładność metody Monte Carlo
zależy od liczby próbkowań.
Klasycznym przykładem zastosowania metody Monte Carlo jest problem całko-

wania. Z interpretacji geometrycznej całki pojedynczej wiadomo, że równa jest ona
polu powierzchni pod krzywą opisaną funkcją f . Zatem całkę (pole) przybliża się
w następujący sposób

1w

0

f(x) dx ≈ 1
n

n∑

i=1

F (U ,U), (1.2)

gdzie U są realizacjami ciągłego rozkładu jednostajnego, a dwuwartościowa funkcja
F przyjmuje wartość 1, jeżeli wylosowany punkt (U ,U) znajduje się pod krzywą, i 0
w przeciwnym przypadku, co zapisuje się jako

F (x, y) =

{
1; jeżeli f(x)  y
0; poza tym.

(1.3)

Przez n oznacza się liczbę powtórzeń.
Za pomocą metody Monte Carlo można rozwiązywać również pewne typy równań

różniczkowych zwyczajnych i cząstkowych, dla których istnieje równanie Feynmana–
Kaca. Metoda Monte Carlo stosowana jest również do problemów molekularnych,
podobnie jak metoda dynamiki molekularnej, z tą różnicą, że modelowane są zjawiska
w równowadze.

1.1.2. Opis mezoskopowy

Opis mezoskopowy dotyczy skal, które znajdują się pomiędzy skalami mikrosko-
powymi i makroskopowymi. Z tego względu opis mezoskopowy charakteryzuje się
cechami, które związane są zarówno ze skalą mikroskopową, jak i makroskopową.
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Metody stosowane w opisie mezoskopowym pozwalają modelować zjawiska w więk-
szych skalach w porównaniu z metodami dynamiki molekularnej, jednocześnie zacho-
wując pewne cechy tych metod. Metody te stosuje się, gdy dynamika molekularna
jest zbyt złożona obliczeniowo, a istotne są cechy związane ze skalą mikroskopową.
Typowe metody używane do symulacji ruchu płynu na poziomie skal mezoskopowych
to:

❼ Dynamika Langevina (Langevin dynamics – LD). W metodzie tej nie rozwiązuje
się równań dla każdej molekuły, a jedynie chaotyczny ruch dużych cząstek w pły-
nie. Klasycznym przykładem są tu ruchy Browna. Równanie Langevina ma postać
równania ruchu Newtona (1.1) z dodatkowymi siłami

m
d2xi
dt2
= fCi − γvi + fRi , (1.4)

gdzie vi jest prędkością molekuły. Siły zachowawcze fCi dane są gradientem poten-
cjału fCi = −∇U . Siły dyssypatywne reprezentowane są przez iloczyn −γvi, gdzie γ
jest współczynnikiem proporcjonalnym do współczynnika lepkości. Siły losowe fRi
odpowiadają za przypadkowe zderzenia dużych cząstek z cząstkami otaczającego
płynu. Siły te określane są jako biały szum [8].

❼ Dynamika Browna (Brownian dynamics – BD). Dynamika Browna jest szczegól-
nym przypadkiem dynamiki Langevina, dla której brak jest przyspieszeń. Równanie
Langevina (1.4) upraszcza się do postaci

γ
dxi
dt
= fCi + f

R
i . (1.5)

❼ Metoda cząstek dyssypatywnych (dissipative particle dynamics – DPD), która oma-
wiana jest w dalszej części. Wirtualna cząstka dyssypatywna reprezentuje całą
grupę molekuł. Metoda cząstek dyssypatywnych jest rozwinięciem dynamiki Lan-
gevina, a jej równanie ruchu ma postać podobną do równania ruchu Langevina
(1.4)

m
d2xi
dt2
=

N∑

j=1 6=i

(
fCij + f

D
ij + f

R
ij

)
, (1.6)

gdzie przez fDij oznacza się siły dyssypatywne.

❼ Hydrodynamika wygładzonych cząstek (smoothed particle hydrodynamics – SPH),
która omawiana jest w dalszej części. Równanie ruchu w metodzie SPH ma postać

dui
dt
= gi − fpi + fµi, (1.7)

gdzie fpi oznacza siły of gradientu ciśnienia, a fµi siły związane z lepkością.

❼ Metoda siatkowa Boltzmanna (lattice Boltzmann method – LBM), która omawiana
jest w dalszej części. W metodzie tej nie rozwiązuje się równania ruchu (1.1),
a zamiast tego pojęciem kluczowym jest funkcja gęstości prawdopodobieństwa fN
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w przestrzeni fazowej. Przestrzeń fazowa reprezentowana jest przez 3N położeń
q1, . . . ,qN i 3N wymiarów związanych z pędami p1, . . . ,pN , gdzie N jest liczbą
cząstek. Funkcja gęstości prawdopodobieństwa fN pozwala wyliczyć prawdopodo-
bieństwo znalezienia molekuły w jednostkowym elemencie przestrzeni fazowej

(q1,q1 + dq)× (p1,p1 + dp)× . . .× (qN ,qN + dq)× (pN ,pN + dp). (1.8)

Całkowita liczba molekuł w jednostkowym elemencie przestrzeni fazowej określona
jest przez

fN (q1,p1, . . . ,qN ,pN ) dqN dpN . (1.9)

Ewolucję czasową funkcji gęstości prawdopodobieństwa określa równanie Liouville’a

dfN
dt
=
∂fN
∂t
+

N∑

i=1

(
∂fN
∂pi

➲

dpi
dt
+
∂fN
∂qi

➲

dqi
dt

)
= 0, (1.10)

które oznacza, że funkcja gęstości prawdopodobieństwa jest stała na trajektoriach
w przestrzeni fazowej.

W praktyce nie rozważa się funkcji gęstości prawdopodobieństwa w postaci (1.9),
która zależy od 6N zmiennych. Wykorzystywane są jej uproszczone postaci, które
zależą od niewielkiej liczby zmiennych. W tym celu definiuje się zredukowaną funk-
cję gęstości prawdopodobieństwa jako

Fs (q1,p1, . . . ,qs,ps, t) =

=
w

R3(N−s)

w

R3(N−s)

fN (q1,p1, . . . ,qN ,pN ) dq(N−s) dp(N−s), (1.11)

gdzie 1 ¬ s < N . Całkowanie równania (1.10) po części zmiennych prowadzi do
tak zwanego łańcucha równań (hierarchii BBGKY), w którym pierwsze równanie
łączy ewolucję funkcji gęstości prawdopodobieństwa jednej cząstki z funkcją gęstości
prawdopodobieństwa dwóch cząstek. Drugie równanie łączy funkcję gęstości dwóch
cząstek z funkcją trzech cząstek i tak dalej. Łańcuch ten jest nieskończony. Pierwsze
równanie dla s = 1 przyjmuje postać

∂F1
∂t
+
∂F1
∂pi

➲

dpi
dt
+
∂F1
∂qi

➲

dqi
dt
=

= (N − 1)
w

R6

w

R6

dpi
dt

➲

∂F2
∂pi
(q1,p1,q2,p2) dq2 dp2. (1.12)

Równania (1.12) nie da się rozwiązać ze względu na F1, gdyż zależy ono od F2,
które zależy od F3 i tak dalej. Jeżeli jednak znana jest funkcja F2, która wyrażona
jest przez operator zderzeń Ω, to z równania (1.12) wynika równanie Boltzmanna

∂F1
∂t
+ F ➲

∂F1
∂pi
+ vi ➲∇F1 = Ω, (1.13)

gdzie v = d
dtq, ∇F1 = ∂

∂qF1 i F =
d
dtp. Równanie (1.13) stanowi podstawę metody

siatkowej Boltzmanna.
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1.1.3. Opis makroskopowy

Opis makroskopowy związany jest z postulatem kontinuum materialnego, który
zakłada, że rozważana przestrzeń wypełniona jest materią w sposób ciągły. Pojęcie
ciągłości określa się za pomocą liczby Knudsena Kn = l/L. Przez l oznaczono tu
średnią drogę swobodną, którą pokonuje cząstka między kolejnymi okresami bezruchu.
Symbol L jest charakterystycznym wymiarem liniowym (np. opływanej przeszkody).
O ośrodku ciągłym mówimy wtedy, gdy liczba Kn jest mniejsza od 0,01.
Hipoteza kontinuum umożliwia wykorzystywanie równań różniczkowych do opisu

ruchu płynu. Równania różniczkowe cząstkowe, które opisują ruch płynu, to głównie
równania zachowania (masy, pędu, energii), które uzupełnione są równaniami konsty-
tutywnymi. Równania zachowania, w przeciwieństwie do równań konstytutywnych, są
ogólnymi prawami fizyki, słusznymi dla każdego ośrodka. Większość równań różnicz-
kowych opisujących ruch płynu ma następującą postać

∂(ρφ)
∂t
+∇ ➲ (ρφu) = ∇ ➲ (Γ∇φ) + Sφ. (1.14)

Spośród typowych metod rozwiązywania równań różniczkowych cząstkowych typu
(1.14), opisujących ruch płynu w skali makroskopowej, wyróżnia się:
❼ metodę różnic skończonych, która omawiana jest w dalszej części;
❼ metodę elementów skończonych [1, 9], która nie jest omawiana w tym opracowaniu;
❼ metodę objętości skończonych, która omawiana jest w dalszej części.
Metody te prowadzą zwykle do układu równań liniowych typu

aPφ
n+1
P +

∑

N

aNφ
n+1
N = bn, (1.15)

a różnią się sposobem ich formułowania. Nieliniowe wersje równania transportu (1.14),
dla φ ← u, najczęściej się linearyzuje, choć istnieją również metody rozwiązywania
układów nieliniowych. W dalszej części omawiane będą metody różnic i objętości
skończonych, z których ta druga dominuje w zagadnieniach technicznych, podobnie
jak ma to miejsce w przypadku opisu makroskopowego.

1.2. Klasyfikacja równań różniczkowych cząstkowych

1.2.1. Klasyfikacja ze względu na charakter nieliniowości

Równania różniczkowe cząstkowe opisują między innymi ruch płynu, głównie w opi-
sie makroskopowym. Równaniem różniczkowym cząstkowym nazywa się równanie, w
którym występują pochodne cząstkowe niewiadomej funkcji f [7]. Równaniem róż-
niczkowym cząstkowym k-tego rzędu (k > 0) nazywa się równanie w postaci [2]

F

(
∂kf

∂xn11 . . . ∂xnnn
,

∂k−1f

∂xm11 . . . ∂xmnn
, . . . ,

∂f

∂xi
, f,x

)
= 0. (1.16)

Niewiadoma funkcja f jest funkcją n zmiennych, gdzie n > 1. Punkt x oznacza
(x1, . . . , xn). Dla ni i mi spełnione są warunki

∑
i ni = k oraz

∑
imi = k − 1.

Równanie (1.16) może być równaniem:
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❼ liniowym, jeżeli jest liniowe względem funkcji f i jej wszystkich pochodnych, czyli

∑

i

ai(x)
∂kf

∂xn11 . . . ∂xnnn
+
∑

j

bj(x)
∂k−1f

∂xm11 . . . ∂xmnn
+ . . .+

+
∑

l

cl(x)
∂f

∂xl
+ d(x)f = g(x). (1.17)

Dla g(x) = 0 równanie (1.17) nazywane jest równaniem jednorodnym. Współczyn-
niki a, b, c i d są funkcjami wyłącznie x;

❼ semiliniowym (prawie liniowym), jeżeli jest liniowe względem pochodnych rzędu k
i współczynniki ai przy tych pochodnych są funkcją wyłącznie x, czyli

∑

i

ai(x)
∂kf

∂xn11 . . . ∂xnnn
+ a0

(
∂k−1f

∂xm11 . . . ∂xmnn
, . . . ,

∂f

∂xi
, f,x

)
= 0. (1.18)

Współczynnik a0 może być dowolnie nieliniowy ze względu na funkcję f i jej po-
chodne do rzędu k − 1 włącznie;

❼ quasi-liniowym (pozornie liniowym), jeżeli dla
∑
i ri = k− 1 jest liniowe względem

pochodnych rzędu k, co zapisuje się jako

∑

i

ai

(
∂k−1f

∂xr11 . . . ∂x
rn
n
, . . . ,

∂f

∂xi
, f,x

)
∂kf

∂xn11 . . . ∂xnnn
+

+ a0

(
∂k−1f

∂xm11 . . . ∂xmnn
, . . . ,

∂f

∂xi
, f,x

)
= 0. (1.19)

Współczynniki ai i a0 mogą być dowolnie nieliniowe ze względu na funkcję f i jej
pochodne do rzędu k − 1 włącznie;

❼ nieliniowym, lub dokładniej – całkowicie nieliniowym, jeżeli nie jest spełniony ża-
den z powyższych przypadków, co oznacza, że funkcja F w równaniu (1.16) jest
nieliniowa względem przynajmniej jednej z pochodnych rzędu k.

Zarówno równania semiliniowe, jak i quasi-liniowe są równaniami nieliniowymi.
Różnica polega na stopniu nieliniowości, a co za tym idzie – na komplikacji przy
rozwiązywaniu tych równań. Równania liniowe są szczególnym przypadkiem równań
semiliniowych, które to są szczególnym przypadkiem równań quasi-liniowych, które
to są szczególnym przypadkiem równań całkowicie nieliniowych.

1.2.2. Klasyfikacja ze względu na typ

Dla uproszczenia rozważany będzie tylko przypadek funkcji dwóch (n = 2) zmien-
nych. W takim przypadku równanie różniczkowe cząstkowe semiliniowe (1.18) rzędu
drugiego (k = 2) upraszcza się do postaci

a(x, y)
∂2f

∂x2
+ b(x, y)

∂2f

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2f

∂y2
+ a0

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
, f, x, y

)
= 0. (1.20)
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Równanie (1.20) może być równaniem konkretnego typu w całym rozważanym ob-
szarze lub równaniem różnych typów w różnych podzbiorach tego obszaru. Wyróżnia
się następujące typy [5]:
❼ hiperboliczne, jeżeli b2 − 4ac > 0;
❼ paraboliczne, jeżeli b2 − 4ac = 0;
❼ eliptyczne, jeżeli b2 − 4ac < 0.

1.2.3. Przykłady równań

Przykładowe równania eliptyczne

❼ Równanie Poissona
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= g(x, y). (1.21)

Równanie Poissona otrzymujemy z równania (1.20) dla a = c = 1, b = 0, a0 =
−g(x, y). Jest to równanie eliptyczne, gdyż b2 − 4ac < 0. Jest to ponadto równanie
liniowe niejednorodne.

❼ Równanie Laplace’a
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0. (1.22)

Równanie Laplace’a jest jednorodnym równaniem Poissona (1.21), dla którego przyj-
muje się g(x, y) = 0.

❼ Równanie Helmholtza
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+ k2f = 0. (1.23)

Równanie Helmholtza jest równaniem liniowym jednorodnym. O typie równania
decydują współczynniki przy pochodnych najwyższego rzędu. Współczynniki te
mają identyczną postać, jak miało to miejsce w przypadku równania Poissona.

Przykładowe równania paraboliczne

❼ Równanie przewodnictwa
∂f

∂t
− α∂

2f

∂x2
= 0, (1.24)

Równanie przewodnictwa otrzymujemy z równania (1.20) dla b = c = 0, a = −α,
y = t, a0 =

∂f
∂t . Jest to równanie paraboliczne, gdyż b

2 − 4ac = 0. Jest to ponadto
równanie liniowe jednorodne. Równanie przewodnictwa jest również znane pod na-
zwą niestacjonarnego równania dyfuzji. Niejednorodne równanie przewodnictwa ma
postać

∂f

∂t
− α∂

2f

∂x2
= g(x, y). (1.25)

❼ Równanie konwekcji–dyfuzji

∂f

∂t
+ u

∂f

∂x
= ν

∂2f

∂x2
, (1.26)

gdzie u oznacza składową prędkości, a ν > 0 współczynnik lepkości. Równanie
konwekcji–dyfuzji jest równaniem liniowym.
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Przykładowe równania hiperboliczne

❼ Równanie falowe
∂2f

∂t2
− α2 ∂

2f

∂x2
= 0. (1.27)

Równanie falowe otrzymujemy z równania (1.20) dla a = −α2, b = 0, c = 1, y = t,
a0 = 0. Jest to równanie hiperboliczne, gdyż b2−4ac > 0. Jest to ponadto równanie
liniowe jednorodne.

❼ Równanie telegrafistów

∂2f

∂t2
− α∂

2f

∂x2
− β ∂f

∂t
− γf = 0, (1.28)

gdzie α > 0. Równanie telegrafistów nazywane jest również równaniem linii długiej.
Jest to równanie liniowe.

❼ Równanie konwekcji
∂f

∂t
+ u

∂f

∂x
= 0. (1.29)

Równanie konwekcji jest równaniem liniowym pierwszego rzędu, więc nie podlega
bezpośrednio klasyfikacji ze względu na typ, ale może być sprowadzone przez róż-
niczkowanie do równania falowego (1.27).

Przykładowe równania typu mieszanego

❼ Równanie Eulera–Tricomiego

∂2u

∂t2
+ x

∂2u

∂x2
= 0. (1.30)

Równanie (1.30) jest równaniem liniowym jednorodnym. Dla x > 0 mamy równanie
typu hiperbolicznego, dla x = 0 – parabolicznego i dla x < 0 – eliptycznego.

❼ Równanie potencjalnego przepływu gazu

(
1−Ma2

) ∂2f
∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0, (1.31)

gdzie Ma jest liczbą Macha. Równanie (1.31) jest typu hiperbolicznego dla Ma >
1, parabolicznego dla Ma = 1 i eliptycznego dla Ma < 1. O ile typ równania
Eulera–Tricomiego (1.30) określony jest w sposób geometryczny (w zależności od
strony osi x), o tyle typ równania (1.31) w poszczególnych punktach rozważanego
obszaru zależy od liczby Macha. Ponadto równanie (1.31) jest równaniem liniowym
jednorodnym.

Przykładowe równania nieliniowe

❼ Równanie Kortewega–de Vriesa, które jest równaniem semiliniowym trzeciego rzędu

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0. (1.32)
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❼ Równanie Burgersa

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
. (1.33)

Równanie Burgersa jest równaniem semiliniowym parabolicznym. Jest to nieliniowy
przypadek równania konwekcji–dyfuzji (1.26). Równanie Burgersa (1.33) z zerową
lepkością ma postać

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0. (1.34)

Równanie Burgersa z zerową lepkością jest nieliniowym równaniem konwekcji (1.29).
❼ Jednowymiarowe równanie Naviera–Stokesa

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −∂p

∂x
+ ν

∂2u

∂x2
. (1.35)

Równania Naviera–Stokesa (1.35) nie można rozwiązywać w takiej postaci, gdyż
oprócz prędkości u występuje tam również inna niewiadoma – ciśnienie p. Równanie
(1.35) jest równaniem semiliniowym (nieliniowym) typu parabolicznego. W przy-
padku stałego ciśnienia równanie Naviera–Stokesa (1.35) przechodzi w nieliniowe
równanie Burgersa (1.33). Trójwymiarowe równanie Naviera–Stokesa jest oczywi-
ście tego samego typu co jego jego jednowymiarowa wersja (1.35). W przypadku
stacjonarnym równanie (1.35) ma postać

u
∂u

∂x
= −∂p

∂x
+ ν

∂2u

∂x2
. (1.36)

Oczywiście klasyfikacja równania (1.35) jest umowna, gdyż oprócz formalnego kry-
terium b2 − 4ac w praktyce znaczenie ma liczba Reynoldsa Re = uLν−1. W przy-
padku dużych liczb Reynoldsa wyrazy konwekcyjne (związane z pierwszą pochodną
prędkości) dominują nad wyrazami lepkościowymi (związanymi z drugą pochodną
prędkości), co sugeruje hiperboliczny charakter równania, jak ma to miejsce w przy-
padku równania Eulera (1.37). Dla bardzo małych liczb Reynoldsa sytuacja jest
odwrotna i paraboliczny charakter równania, wynikający z warunku b2 − 4ac = 0,
zgodny jest z charakterem fizycznym, wynikającym z dominacji wyrazów lepkościo-
wych nad konwekcyjnymi.

❼ Jednowymiarowe równanie Eulera

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −∂p

∂x
. (1.37)

Równanie Eulera (1.37) jest szczególnym przypadkiem równania Naviera–Stokesa
(1.35) dla zerowej lepkości. W przypadku stałego ciśnienia równanie Eulera (1.37)
przechodzi w nieliniowe równanie Burgersa (1.34) z zerową lepkością. Równanie
Eulera (1.37) nie może być rozwiązywane w tej postaci z tych samych przyczyn co
równanie Naviera–Stokesa (1.35). Równanie (1.37) jest równaniem hiperbolicznym.
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1.3. Metody numeryczne w mechanice płynów

1.3.1. Metody

Numeryczna mechanika płynów (niedokładnie mówiąc: Computational Fluid Dy-
namics – CFD) wykorzystuje metody numeryczne do rozwiązywania równań opisu-
jących ruch płynu, a więc np. do symulacji ruchu płynu. Metody numeryczne, często
wyspecjalizowane, są niezbędne, gdyż rozwiązania analityczne istnieją wyłącznie dla
bardzo prostych przypadków przepływu [3].

Podział. Metody numerycznej mechaniki płynów można dzielić na kilka sposobów.
Jednym z nich jest podział na metody siatkowe i bezsiatkowe. Metody siatkowe wy-
magają dyskretyzacji obszaru przepływu na węzły, elementy lub objętości skończone.
Do metod tego typu zalicza się metody różnic skończonych, elementów skończonych,
objętości skończonych. Metody bezsiatkowe nie wymagają dyskretyzacji obszaru prze-
pływu. Do metod tego typu zaliczają się między innymi metody typu dynamiki mole-
kularnej, dynamiki Langevina, dynamiki Browna, hydrodynamiki wygładzonych czą-
stek. Z klasyfikacją metod na siatkowe i bezsiatkowe związana jest blisko klasyfikacja
metod ze względu na metodę zmiennych opisujących ruchu płynu, w której wyróżnia
się metody lagranżowskie i eulerowskie. W metodach lagranżowskich opis ruchu zwią-
zany jest z ruchem poszczególnych cząstek (molekuł) w funkcji czasu, a w metodach
eulerowskich – z położeniem w przestrzeni i czasem. Ten drugi sposób klasyfikacji
został wybrany do podziału na poszczególne części tego opracowania. Przynależność
metody siatkowej Boltzmanna do metod lagranżowskich może być dyskusyjna, gdyż
metoda ta nie wykorzystuje równania ruchu w takiej postaci, w jakiej wykorzystują je
pozostałe metody lagranżowskie. Niemniej metoda LBM wywodzi się z metody lattice
gas automata (LGA), która to wywodzi się z dynamiki molekularnej.
Wybór metody numerycznej lub metod numerycznych należących do danego typu

powinien wynikać z fizyki zjawiska, które należy symulować. Związane jest to również
ze skalami przestrzennymi i czasowymi. Z drugiej strony nie zawsze jest możliwe roz-
wiązanie zagadnienia w najmniejszych skalach w rozsądnym czasie. Z tego względu
należy się decydować na tak dużą dokładność, która jeszcze będzie akceptowalna ze
względu na czas i zasoby komputerowe. Dobrym przykładem są tu metody wyko-
rzystujące opis mezoskopowy jako alternatywa do metody dynamiki molekularnej.
W skali makroskopowej, przy użyciu metod siatkowych, znaczenie mają rozmiary
siatki i długości kroków czasowych. Rozmiary i długości należy dobrać na podstawie
szeregu obliczeń, aby wykluczyć lub przynajmniej zminimalizować ich wpływ na roz-
wiązanie, jednocześnie nie przekraczając rozsądnego czasu i zasobów komputerowych.

Warunki brzegowe i początkowe. Praktycznie wszystkie metody wymagają sfor-
mułowania warunków brzegowych i początkowych. Położenie powierzchni, na których
te warunki są formułowane, czasem wynika ze specyfikacji samej geometrii (ściany),
a czasem przyjmowane jest arbitralnie (położenie wlotu lub wylotu). Niewłaściwy
dobór warunków brzegowych może prowadzić do niewłaściwych rozwiązań lub braku
zbieżności. Jeżeli jest taka możliwość, to położenie arbitralnych warunków brzegowych
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powinno być ustalone tak, aby nie miały wpływu na wyniki obliczeń. Niekiedy wpro-
wadzanie warunków symetrii może prowadzić do błędnych wyników, gdyż symetria
w przepływach raczej nie występuje (np. opływ cylindra) lub – precyzyjniej – może
zależeć od stanu przepływu wyrażonego np. przez Re. Warunki początkowe w zagad-
nieniach niestacjonarnych lub inicjacja obliczeń dla przepływów stacjonarnych mogą
mieć ogromny wpływ na czas trwania obliczeń i ich zbieżność. Wyniki obliczeń sta-
cjonarnych dla przepływów, które są pozornie stacjonarne, nie zawsze pozwalają na
otrzymanie właściwych wyników (np. kryzys oporu kuli). W przypadku przepływów
periodycznych warunek początkowy może być tożsamy z rozwiązaniem, które nie jest
oczywiście znane, co oznacza, że założony warunek początkowy będzie miał ogromny
wpływ na czas trwania obliczeń. Obliczenia niestacjonarne można również przyspie-
szyć, wykorzystując jako warunek początkowy wyniki stacjonarne.

Schemat postępowania. Dla większości metod numerycznej mechaniki płynów
schemat postępowania jest podobny i składa się z następujących kroków:
❼ określenie modelu fizycznego zjawiska i zjawisk towarzyszących. Określenie to pro-
wadzi do wyodrębnienia istotnych zjawisk fizycznych i ustalenia skal przestrzennych
i czasowych;

❼ wybór i dyskretyzacja geometrii (dla metod siatkowych). Wybór geometrii może
być związany z jej częściowym wyodrębnieniem z większej geometrii, w której nie
ma możliwości przeprowadzenia symulacji;

❼ dyskretyzacja równań. Dyskretyzacja ta związana jest z wyborem konkretnej me-
tody numerycznej dla konkretnych skal przestrzennych i czasowych;

❼ określenie warunków brzegowych i początkowych lub inicjalizacji obliczeń;
❼ wykonanie obliczeń z warunkiem ich zakończenia. Wykonanie obliczeń polega na
rozwiązywaniu układów równań. Warunkiem zakończenia może być osiągnięcie re-
zyduum poniżej założonej wartości. Innym warunkiem zakończenia obliczeń może
być otrzymanie stabilnej lub periodycznej wartości współczynnika oporu, ciśnienia,
spadku ciśnienia itp. Dla metod lagranżowskich warunkiem zakończenia może być
np. czas symulacji lub osiągnięcie przez system określonego stanu;

❼ przetwarzanie i wizualizacja. Operacje tego typu pozwalają na graficzne lub licz-
bowe przedstawienie wyników;

❼ interpretacja i weryfikacja wyników. Rozwiązanie można porównać z danymi eks-
perymentalnymi, o ile takie istnieją. Należy również zbadać wpływ dyskretyzacji
(głównie geometrii) i warunków brzegowych na wyniki. Następnie powtórzyć cały
proces, aż do osiągnięcia zadowalających rezultatów, co oznacza, że cały proces
rzadko polega na pojedynczym przejściu powyższych punktów.

Przyczyny błędów. Typowe błędy, które wspomniane były wcześniej, powstające
w wyniku obliczeń numerycznych przepływów, mogą wynikać z:
❼ nieadekwatności modelu fizycznego i zjawisk towarzyszących;
❼ niewłaściwej dyskretyzacji czasu i przestrzeni;
❼ niewystarczających mocy obliczeniowych;
❼ błędnych parametrów i braku kalibracji;
❼ błędów zaokrągleń i precyzji;
❼ błędnych lub nieadekwatnych warunków brzegowych.
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Układ równań. Zdyskretyzowane równania ruchu typu (1.1) w metodach lagran-
żowskich (bezsiatkowych) rozwiązuje się na ogół w sposób jawny. W przypadku metod
eulerowskich (siatkowych) dyskretyzacja równań prowadzi najczęściej do układu rów-
nań liniowych w postaci

An ➲φn+1 = bn. (1.38)

Ze względu na dyskretyzację czasową układ równań (1.38) może być jawny (ma-
cierz An jest macierzą diagonalną) lub niejawny. Przypadek jawny jest niezwykle
prosty w rozwiązywaniu i nie wymaga dużych zasobów komputerowych w sensie pa-
mięci. Co więcej, dyskretyzacja jawna nie wymaga nawet tworzenia i przechowywania
macierzy An. Do największych wad metody jawnej zalicza się niezwykle krótkie kroki
czasowe, co czyni tę metodę niepraktyczną. Układ (1.38) może być rozwiązywany
w sposób bezpośredni lub iteracyjny. W przypadku dużych układów równań wyko-
rzystywane są wyłącznie metody iteracyjne, które cechują się znacznie mniejszymi
wymaganiami sprzętowymi w porównaniu z metodami bezpośrednimi.

1.3.2. Cechy schematów dyskretyzacji równań

Schematy dyskretyzacji w metodach numerycznych powinny spełniać pewne wy-
magania [3], które wynikają z zasad analizy numerycznej i fizyki zjawisk. Z punktu
widzenia analizy numerycznej poprawny schemat numeryczny powinien być wystar-
czająco dokładny i zbieżny do rozwiązania dokładnego, które jest rozwiązaniem ory-
ginalnego równania różniczkowego. Z tego względu schemat powinien być zgodny,
stabilny i zbieżny. Cechy te można badać dla równań różniczkowych liniowych, zwy-
kle o stałych współczynnikach, na siatkach izotropowych. Z punktu widzenia fizyki
zjawiska, które opisywane jest rozważanym równaniem różniczkowym, schemat powi-
nien być zachowawczy i ograniczony.

Dokładność. Różnica między rozwiązaniem dokładnym a numerycznym równania
różniczkowego jest błędem rozwiązania, którego wartość nie jest zwykle znana, gdyż
nie jest znane rozwiązanie dokładne. Na błąd ten, będący błędem całkowitym, skła-
dają się trzy rodzaje błędów:
❼ błędy dyskretyzacji, które są funkcją rozmiarów siatki (dla metod siatkowych) i dłu-
gości kroku czasowego. Przy zmniejszaniu rozmiarów siatki i długości kroków cza-
sowych błędy tego rodzaju powinny maleć. Miarą dokładności błędów dyskretyzacji
są rzędy schematu, czyli błędy obcięcia, odpowiednio O(∆xm) i O(∆tn), które są
rzędu m i n. Błędy obcięcia mówią o tym, jak szybko zmniejsza się błąd rozwiąza-
nia, gdy zmniejszane są rozmiar siatki i długość kroku czasowego. Jednakże błędy
obcięcia nie są błędami rozwiązania dla danej siatki. Co więcej, nawet różne metody
tego samego rzędu mogą dać różne błędy rozwiązania;

❼ błędy zaokrągleń, które wynikają z reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych i są
łatwiejsze w kontroli w porównaniu z błędami dyskretyzacji;

❼ błędy iteracji, które związane są z przyjętym rezyduum przy iteracyjnym rozwią-
zywaniu układów równań i są łatwiejsze w kontroli w porównaniu z błędami dys-
kretyzacji.
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Zgodność. Schemat numeryczny zdyskretyzowanego równania różniczkowego na-
zywa się zgodnym, jeżeli błąd dyskretyzacji dąży do zera, dla ∆x → 0 i ∆t → 0.
Czyli rozwiązanie zagadnienia dyskretnego dąży asymptotycznie do rozwiązania do-
kładnego. Ponieważ błędy dyskretyzacji są proporcjonalne do rzędów schematów (błę-
dów obcięcia), to rozwiązanie dokładne szacowane jest za pomocą rozwinięcia funkcji
w szereg Taylora i wstawienia tego rozwinięcia do równania dyskretnego. W ten spo-
sób możliwe jest otrzymanie oryginalnego równania różniczkowego wraz z pozostałymi
wyrazami, które nazywane są błędem obcięcia. Błędy obcięcia O(∆xm) i O(∆tn) za-
leżą od potęg m i n, które to potęgi powinny być większe od zera.

Stabilność. Schemat numeryczny zdyskretyzowanego równania różniczkowego na-
zywa się stabilnym, jeżeli w kolejnych krokach czasowych błędy nie są wzmacniane
względem kroku poprzedniego. Klasycznym sposobem badania stabilności jest metoda
oparta na rozwinięciu rozwiązania numerycznego w szereg Fouriera i ograniczeniu się
wyłącznie do jego pierwszego wyrazu. Pojedyncze wyrazy szeregu w następujących
po sobie krokach czasowych wstawiane są do schematu numerycznego zdyskretyzowa-
nego równania różniczkowego i badany jest współczynnik wzmocnienia, który stanowi
iloraz amplitud w kolejnych krokach czasowych. Warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym stabilności schematu jest to, aby współczynnik wzmocnienia był nie większy od
jedności. Metodę opartą na rozwinięciu rozwiązania w szereg Fouriera stosuje się do
równań różniczkowych liniowych o stałych współczynnikach. Stabilność związana jest
z dyskretyzacją jawną i niejawną równania różniczkowego. Dyskretyzacje jawne cha-
rakteryzują się bardzo małymi krokami czasowymi, które są niezbędne, aby schemat
był stabilny.

Zbieżność. Schemat numeryczny zdyskretyzowanego równania różniczkowego na-
zywa się zbieżnym, jeżeli rozwiązanie numeryczne dąży do rozwiązania dokładnego
równania różniczkowego, dla ∆x → 0 i ∆t → 0. W przypadku metody różnic skoń-
czonych dla równań liniowych zbieżność określona jest twierdzeniem Laxa, które mówi,
że schemat różnicowy jest zbieżny, jeżeli jest stabilny i zgodny. Dodatkowo rozwią-
zanie oryginalnego równania różniczkowego musi być jednoznaczne i wymagane są
prawidłowo sformułowane warunki brzegowe i początkowe. W przypadku równań nie-
liniowych przeprowadza się badanie wpływu na wyniki dyskretyzacji geometrii, która
to polega na kolejnym zagęszczaniu siatek numerycznych.

Zachowawczość. Własność zachowawczości bierze się z tego, że rozwiązywane są
równania różniczkowe, które są równaniami zachowania. Stąd schematy numeryczne
również powinny mieć tę własność. W przypadku braku źródeł masy, pędu i energii
suma strumieni danej wielkości zachowawczej, wchodzących do elementu lub obję-
tości skończonej, równa jest sumie strumieni wychodzących. W przypadku metody
różnic skończonych zachowawczość jest spełniona, jeżeli schemat różnicowy może być
zapisany w postaci strumieni z jednego węzła do drugiego. W przypadku schematów
zachowawczych błędy numeryczne mają jedynie wpływ na niewłaściwą dystrybucję
wielkości zachowawczych pomiędzy węzłami lub elementami. Metoda objętości skoń-
czonych jest zachowawcza ze względu na swoją konstrukcję.
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Ograniczoność. Schemat numeryczny charakteryzuje się ograniczonością, jeżeli roz-
wiązanie otrzymane za jego pomocą jest ograniczone, o ile takie ograniczenie istnieje.
Przykładem ograniczeń jest udział masowy lub objętościowy, które mieszczą się w gra-
nicach od zera do jedności. Wielkości takie jak gęstość, temperatura (w układzie SI)
czy energia nie mogą być ujemne. Problemy z ograniczonością schematów pojawiają
się w przypadku dużych gradientów wielkości transportowanej. Najłatwiejszym sposo-
bem uzyskania ograniczoności jest ucinanie wartości wielkości transportowanej, kiedy
przekracza ona dopuszczalne wartości. Takie postępowanie może skutkować jednak
utratą własności zachowawczości schematu. Schematy wysokiego rzędu często cechują
się nieograniczonością, która może się objawiać niefizycznymi fluktuacjami. Schematy
niskiego rzędu potrafią być ograniczone, ale rozwiązania otrzymane za ich pomocą
mogą się cechować zbyt dużą dyfuzyjnością.
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Rozdział 2

Równania makroskopowe

2.1. Równania zachowania

2.1.1. Równanie zachowania masy

Równanie zachowania masy, przy założeniu braku reakcji chemicznych, dane jest
następującym równaniem różniczkowym

dρ
dt
+ ρ∇ ➲u = 0. (2.1)

Równanie powyższe nazywa się również równaniem ciągłości. Jest to jedno równanie
różniczkowe, które wiąże ze sobą cztery funkcje skalarne. Są to trzy składowe wektora
prędkości ux, uy, uz oraz gęstość ρ. Równanie (2.1) w takiej postaci nie może być
rozwiązywane. Dodatkowe założenia upraszczające, takie jak stacjonarność ∂

∂t = 0
czy nieściśliwość ρ = const, niczego w tej sytuacji nie zmieniają.
Drugą ważną postacią równania zachowania masy jest równanie w postaci zacho-

wawczej, zapisywane jako
∂ρ

∂t
+∇ ➲ (ρu) = 0. (2.2)

Obie postaci równań zachowania masy (2.1) i (2.2) dla płynu nieściśliwego upraszczają
się do następującej formy

∇ ➲u = 0. (2.3)

2.1.2. Równanie zachowania pędu

Równanie zachowania pędu jest zapisem drugiej zasady dynamiki Newtona dla
ośrodków ciągłych. Zasada ta mówi, że szybkość zmian pędu równa jest sumie dzia-
łających sił. Wyróżnia się dwa rodzaje sił – masowe i powierzchniowe. Siły masowe
najczęściej występują w postaci pól sił dalekiego zasięgu, takich jak np. grawitacja,
i związane są z objętością płynu. Siły masowe dane są poprzez gęstość sił maso-
wych f . Gęstość sił masowych może być funkcją położenia w przestrzeni i czasu. Siły
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powierzchniowe dane są poprzez wektor naprężenia σn i związane są np. z siłami ci-
śnieniowymi. Wektor naprężenia jest funkcją położenia w przestrzeni i czasu oraz do-
datkowo funkcją wersora normalnego n̂. Wynika to stąd, że przez punkt w przestrzeni
można poprowadzić więcej niż jedną powierzchnię. Wektor naprężenia σn (związany
z konkretną orientacją n̂) można powiązać z tensorem naprężenia σ za pomocą re-
lacji Cauchy’ego σn = n̂ ➲σ. Różniczkowe (lokalne) sformułowanie drugiej zasady
dynamiki Newtona ma postać równania zachowania pędu

ρ
du
dt
= ρf +∇ ➲σ. (2.4)

Równanie wektorowe (2.4) odpowiada trzem równaniom skalarnym i wprowadza
dodatkowo sześć nowych nieznanych funkcji. Tymi funkcjami są składowe σij syme-
trycznego tensora naprężenia σ. Symetria tensora σ wynika z równania zachowania
momentu pędu (drugiego prawa ruchu Cauchy’ego). Co więcej, równanie (2.4) nawet
z równaniem zachowania masy (2.1) nie może być w takiej postaci rozwiązywane.
Zakłada się, że tensor naprężenia σ można dekomponować na część odwracalną

−ptδ i nieodwracalną (lepkościową) τ w postaci

σ = −ptδ+ τ. (2.5)

Część odwracalna związana jest z ciśnieniem termodynamicznym pt, ale nie może
być w ogólnym przypadku traktowana jako aksjator 13δ trσ tensora naprężenia σ.
Jest tak dlatego, że swój aksjator może mieć również tensor τ. Dekompozycja (2.5)
słuszna jest zarówno dla płynów newtonowskich, jak i nienewtonowskich. Równanie
zachowania pędu (2.4) przy wykorzystaniu dekompozycji (2.5) przyjmuje następującą
postać

∂ (ρu)
∂t
+∇ ➲ (ρuu) = ρf −∇pt +∇ ➲τ, (2.6)

która tym razem zapisana została w formie zachowawczej

2.1.3. Równanie zachowania energii

Zasada zachowania energii mówi, że szybkość zmian całkowitej energii kinetycznej
objętości płynnej równa jest mocy sił objętościowych i powierzchniowych, doprowa-
dzonemu ciepłu q (gęstości strumienia ciepła) i strumieniowi ciepła z wewnętrznych
źródeł ciepła. Na całkowitą energię kinetyczną składają się energia kinetyczna ruchu
makroskopowego 12‖u‖2 i energia wewnętrzna e (energia ruchu molekularnego). We-
wnętrzne źródła ciepła związane są z reakcjami jądrowymi, chemicznymi, radiacją,
przewodnictwem elektrycznym i indukcją magnetyczną. Na ogół nie występują one
w przepływach. Lokalne (różniczkowe) sformułowanie zasady zachowania energii ma
postać

ρ
d
dt

(
1
2‖u‖2 + e

)
= ρf ➲u+∇ ➲ (σ ➲u− q) (2.7)

i nazywane jest równaniem zachowania energii. Ujemny znak przed gęstością stru-
mienia ciepła q wynika z umowy, która polega na tym, że doprowadzany strumień
powinien być dodatni. Ponieważ wersor normalny n̂ do powierzchni skierowany jest
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na zewnątrz, więc znak strumienia ciepła n̂ ➲q byłby również ujemny. Równanie (2.7)
można zapisać w postaci zachowawczej

∂

∂t

(
ρ
(
1
2‖u‖2 + e+Π

))
+∇ ➲

(
ρ
(
1
2‖u‖2 + e+Π

)
u
)
= ∇ ➲ (σ ➲u− q) , (2.8)

jeżeli gęstość sił masowych dana jest przez potencjał pola grawitacyjnego w postaci
f = g = −∇Π.
Przy dalszych założeniach można podać równanie zachowania energii całkowitej ec,

która składa się z energii kinetycznej ruchu makroskopowego, wewnętrznej, potencjal-
nej Π i ciśnienia ptρ−1. Kolejnym założeniem jest to, że tensor naprężenia σ dekom-
ponowany jest według zależności (2.5). Z równania (2.8) otrzymujemy następującą
postać równania zachowania energii całkowitej

ρ
dec
dt
=
∂pt
∂t
+∇ ➲ (τ ➲u− q) . (2.9)

Z powyższego równania wynika, że na szybkość zmian energii całkowitej wpływają
niestacjonarne pole ciśnień, strumień ciepła i efekty związane z lepkością poprzez
lepkościowy tensor τ.
Bardzo ważnym równaniem energii jest równanie energii wewnętrznej e, które

stanowi sformułowanie pierwszej zasady termodynamiki dla ośrodków ciągłych

ρ
de
dt
= τ : D− pt∇ ➲u−∇ ➲q. (2.10)

Z powyższego równania wynika, że na szybkość zmian energii wewnętrznej wpływ
mają trzy czynniki. Pierwszym jest praca sił lepkościowych, związana z nieodwra-
calną częścią τ tensora naprężenia. Drugim jest praca sił odwracalnych, związana
z odwracalną częścią ptδ tensora naprężenia. Ostatnim czynnikiem jest gęstość stru-
mienia ciepła q. Powyższa zasada (2.10) wiąże ze sobą trzy funkcje, które są niezbędne
do rozwiązywania ogólnych problemów przepływowych. Funkcjami tymi są skalarna
energia wewnętrzna, wektorowa gęstość strumienia ciepła i tensor naprężenia. Wszyst-
kie trzy funkcje wyznaczone muszą być za pomocą równań konstytutywnych. Iloczyn
podwójnie skalarny lepkościowej części tensora naprężenia i tensora prędkości defor-
macji, który pojawia się w pierwszej zasadzie termodynamiki (2.10), jest lepkościową
(mechaniczną) częścią funkcji dyssypacji φ i definiuje się go w ogólnym przypadku
w następujący sposób φµ = τ : D.
Sformułowane zostało dodatkowe równanie skalarne (2.8). Jednak wraz z nim

wprowadzone zostały kolejne niewiadome funkcje. Jest to energia wewnętrzna e, trzy
składowe wektora q oraz składowe tensora τ. Oznacza to, że równania zachowania
w ogólnym przypadku nie tworzą układów zamkniętych.

2.2. Ogólne równanie transportu

Równanie zachowania masy (2.2), równanie zachowania pędu (2.6) czy równanie
zachowania energii (2.8) mają podobną postać, która może być zapisana w postaci
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równania transportu wielkości φ

∂(ρφ)
∂t
+∇ ➲ (ρφu) = Sφ −∇ ➲k. (2.11)

Po lewej stronie równania (2.11) mamy wyrazy związane z niestacjonarnością i kon-
wekcją. Łącznie lewa strona przedstawia szybkość zmian wielkości φ. Prawa strona
przedstawia źródła Sφ dodatnie i ujemne oraz strumienie k. Strumienie opisują trans-
port innymi mechanizmami niż konwekcja. Do innych mechanizmów zalicza się np.
dyfuzję.
Jeżeli w równaniu transportu (2.11) przyjmiemy φ = 1, Sφ = 0 oraz k = 0, to

otrzymamy równanie zachowania masy (2.2). Przyjmując φ← u, Sφ ← ρfφ i k← −σ,
otrzymamy równanie zachowania pędu (2.4). Przyjmując φ = 12‖u‖2 + e+Π, Sφ = 0
i k = q− σ ➲u, otrzymujemy równanie zachowania energii (2.8).

2.3. Druga zasada termodynamiki

Dla ośrodków ciągłych drugą zasadę termodynamiki wyraża nierówność Clausiusa–
Duhema. Pomijając wewnętrzne źródła ciepła, podobnie jak miało to miejsce przy
równaniu zachowania energii, otrzymujemy

ρ
ds
dt
 −∇ ➲

q

T
. (2.12)

Gęstość strumienia ciepła podzielona przez temperaturę qT−1 nazywa się strumie-
niem entropii. Nierówność Clausiusa–Duhema mówi, że szybkość zmian entropii jest
większa lub równa entropii transportowanej z ciepłem. Strumień entropii może być
doprowadzony lub wyprowadzony z rozważanej objętości. Jeżeli nierówność (2.12) za-
stąpiona zostanie równością, to rozważania ograniczone będą wyłącznie do procesów
odwracalnych. Nierówność ta jest więc traktowana jako postulat nieodwracalności.
Relacja (2.12), jako taka, nie może służyć do bilansowania układów równań, po-

nieważ nie jest w ogólnym przypadku równością (poza procesami odwracalnymi) i po-
jawiają się w niej dwie nowe nieznane funkcje: entropia s i temperatura T . Nierów-
ność Clausiusa–Duhema traktowana jest często jako ograniczenie na równania kon-
stytutywne. Jest to równoważne stwierdzeniu, że nierówność nakłada ograniczenia
na dopuszczalne procesy. Jeżeli rozważymy przypadek, kiedy gęstość strumienia cie-
pła q = 0, to z nierówności (2.12) otrzymujemy następujący wniosek dsdt  0, który
mówi o tym, że entropia w przepływie nie może maleć. Przypadek zerowej gęstości
strumienia ciepła nosi nazwę warunku adiabatyczności.
Z drugiej zasady termodynamiki dla ośrodków ciągłych, w postaci nierówności

Clausiusa–Duhema (2.12), wynika równanie bilansu entropii. Ponieważ nierówność ta
przechodzi w równość tylko w przypadku procesów równowagowych, więc aby roz-
ważać procesy nierównowagowe, należy ją rozszerzyć o wyraz odpowiedzialny za pro-
dukcję entropii φT−1 wewnątrz rozważanej objętości przepływu. Wyraz ten nazywa
się intensywnością objętościowych źródeł entropii, a funkcja φ – funkcją dyssypacji.
Równanie bilansu entropii zapisywane jest więc jako

ρ
ds
dt
=
φ

T
−∇ ➲

q

T
. (2.13)
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Równanie powyższe mówi, że na szybkość zmian entropii wpływają entropia produ-
kowana wewnątrz objętości i entropia transportowana z ciepłem. Podobnie jak w nie-
równości Clausiusa–Duhema, tak i tu pominięty został wyraz związany z wewnętrz-
nymi źródłami ciepła. Wstawiając równanie bilansu entropii (2.13) do nierówności
(2.12), otrzymamy warunek, jaki musi spełniać funkcja dyssypacji φ  0. Oznacza to,
że entropia produkowana wewnątrz objętości jest wyłącznie dodatnia. Dla przepły-
wów adiabatycznych mamy relację w postaci dsdt  0. Dla procesów izentropowych,
czyli odwracalnych i adiabatycznych, otrzymujemy warunek izentropowości w postaci
ds
dt = 0.

2.4. Równania konstytutywne

Równania zachowania nie tworzą na ogół układów zamkniętych i nie mogą być roz-
wiązywane. W przypadku płynów lepkich zachodzi konieczność formułowania równań
konstytutywnych. Równania konstytutywne, w przeciwieństwie do równań zachowa-
nia, są słuszne dla wybranych grup płynów. Równania konstytutywne można podzie-
lić na trzy grupy. Są to mechaniczne (reologiczne) równania konstytutywne, równania
stanu i równania w postaci strumieni, które wyrażają strumień przez gradient.

2.4.1. Mechaniczne równania konstytutywne

Mechaniczne równania konstytutywne przedstawiają zależności między napręże-
niami i prędkościami odkształceń. Wynika z tego, że naprężenia są wyrażone za po-
mocą zależności kinematycznych. Ogólniejsze zależności opisujące tensor naprężenia
nazywane są również reologicznymi równaniami konstytutywnymi.
Dla płynów newtonowskich podstawą do sformułowania zależności na tensor na-

prężenia jest doświadczenie Newtona

τxy = µ
∂ux
∂y

, (2.14)

które opisuje liniową zależność naprężenia stycznego τxy w funkcji prędkości ścina-
nia ∂

∂yux, gdzie współczynnikiem proporcjonalności jest współczynnik lepkości dyna-
micznej µ. Wzór Newtona zapisywany jest również jako τ = µγ i nazywany krzywą
płynięcia. Naprężenia styczne są konsekwencją różnych prędkości, z jakimi poruszają
się warstwy płynu względem siebie. Naprężenie to działa w ten sposób, że próbuje
zniwelować różnice prędkości między warstwami. Zjawisko to określa się także jako
tarcie wewnętrzne, za które odpowiedzialny jest transport pędu w poprzek warstw
płynu. Ogólnie naprężenie jest konsekwencją działających sił i transportu pędu. Je-
żeli rozkład prędkości jest równomierny, to naprężenia styczne zanikają i pozostają
wyłącznie naprężenia normalne.
Mechaniczne równanie konstytutywne ma więc postać tensorowej zależności mię-

dzy naprężeniami i prędkościami deformacji, która jest uogólnieniem skalarnej za-
leżności (2.14). Przez naprężenia rozumie się składowe lepkościowej (nieodwracalnej)
części τ tensora naprężenia σ według dekompozycji (2.5). Mechaniczne (reologiczne)
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równanie konstytutywne dla płynów newtonowskich przyjmuje następującą postać

τ = 2µDD, (2.15a)

σ = −pδ+ 2µDD. (2.15b)

Równania powyższe dotyczą płynów ściśliwych. Równania (2.15) nazywane są również
hipotezą Newtona i są słuszne przy przyjęciu hipotezy Stokesa, która zakłada brak
różnic między ciśnieniem hydrodynamicznym p i termodynamicznym pt. W przypadku
płynu nieściśliwego dewiator tensora prędkości deformacji tożsamy jest z samym ten-
sorem D, co można zapisać następująco

τ = 2µD, (2.16a)

σ = −pδ+ 2µD. (2.16b)

Mechaniczne równania konstytutywne (2.15) lub (2.16) pozwalają na zredukowanie
liczby niewiadomych, gdyż możliwe jest wyrażenie sześciu składowych tensora τ lub σ
przez funkcje p, u oraz nowy współczynnik µ.

2.4.2. Równania stanu

Równanie stanu jest równaniem, które w sposób jednoznaczny opisuje układ ter-
modynamiczny w stanie równowagi (również lokalnej). Dla substancji prostych, czyli
substancji homogenicznych, jednofazowych i izotropowych, układ opisany jest dwoma
parametrami, a dokładniej funkcjami stanu, takimi jak p, ρ, s, e, T . Wyróżnić można
fundamentalne równanie stanu, termiczne równanie stanu i kaloryczne równania stanu.
Fundamentalne równanie stanu w postaci e = f(s, ρ−1) jest równaniem, które

zawiera wszystkie termodynamiczne informacje o rozważanym układzie i znane jest
pod nazwą równania Gibbsa. Równanie to jest słuszne przy założeniu lokalnej rów-
nowagi termodynamicznej, która występuje w niejednorodnych polach różnych wiel-
kości. Z niejednorodnością pól wiąże się powstawanie strumieni, które nie mogą mieć
wpływu na stan lokalny (lokalną równowagę).
Termiczne i kaloryczne równania stanu traktowane oddzielnie nie są tożsame z fun-

damentalnym równaniem stanu, gdyż nie zawierają wszystkich informacji o rozważa-
nym układzie. Dopiero znajomość obu równań jednocześnie może być traktowana jako
równoważność fundamentalnego równia stanu. Termiczne równanie stanu ma znaną
postać

pt = ρRT (2.17)

i nazywane jest termicznym równaniem stanu gazu doskonałego. W przypadku płynu
nieściśliwego termiczne równanie stanu redukuje się do postaci ρ = const. Ciśnienie
w cieczy jest ciśnieniem hydrodynamicznym p.
Postać kalorycznego równania stanu dla gazów doskonałych zapisuje się jako

de = cv dT, (2.18)

gdzie cv jest ciepłem właściwym przy stałej objętości. Zależność ta jest również słuszna
dla przypadku nieściśliwego, kiedy to energia wewnętrzna stanowi funkcję wyłącznie
temperatury.
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2.4.3. Strumienie

Jeżeli transport wielkości φ wynika z nierównomierności rozkładu tej wielkości,
to efektem jest strumień w przez powierzchnię, który jest skierowany tak, aby wy-
równać nierównomierność rozkładu φ po obu stronach powierzchni. Wymaga się, aby
rozkład φ był różniczkowalną funkcją zależną od położenia w przestrzeni i czasu. Zało-
żenie to i fakt, że strumień ma zanikać, gdy rozkład φ jest przestrzennie równomierny,
sugeruje, że strumień powinien być funkcją gradientu rozkładu w = f(∇φ). Zakłada
się ponadto, że f zależy wyłącznie od φ i ∇φ. Co więcej, zakłada się, że ta zależność
jest liniowa. Pozwala to przedstawić równanie konstytutywne na strumień w postaci

w = −T ➲∇φ. (2.19)

Tensor T jest tensorem transportu, który w szczególnym przypadku może redu-
kować się do współczynnika transportu. Ma to miejsce wtedy, gdy zakładamy, że
tensor T da się wyrazić wyłącznie przez swój aksjator, czyli jest tensorem izotropo-
wym T = Γδ. Przez Γ oznaczono tu współczynnik transportu. Współczynnik ten
może zależeć od wielkości transportowanej φ, ale nie od ∇φ, gdyż równanie konstytu-
tywne (2.19) nie byłoby wtedy liniowe. Równanie konstytutywne (2.19) w ośrodkach
izotropowych przyjmuje prostszą postać

w = −Γδ ➲∇φ = −Γ∇φ. (2.20)

Gęstość strumienia ciepła q jest formą transportu energii. Transport energii we-
wnętrznej następuje drogą molekularną poprzez oddziaływanie sąsiednich molekuł
i powstaje na skutek nierównomierności rozkładu temperatury T . Transport ener-
gii wewnętrznej nazywa się przewodnictwem cieplnym, które opisuje prawo Fouriera.
Postać prawa Fouriera, która jest słuszna dla płynów izotropowych, zapisuje się jako

q = −λ∇T, (2.21)

gdzie współczynnik λ jest współczynnikiem przewodnictwa cieplnego. Powyższe rów-
nanie nazywane jest również energetycznym równaniem konstytutywnym.
Inne równanie konstytutywne, które ma postać strumienia, to prawo Ficka, które

opisuje transport koncentracji gi (udziałów masowych). Dyfuzyjna gęstość strumienia
masy j określana jest jako

j = −ρDij∇gi, (2.22)

gdzie Dij jest współczynnikiem dyfuzji i-tego składnika w j-tym.

2.5. Szczególne postaci podstawowych równań

Szczególne postaci równań zachowania zależą od postaci równań konstytutywnych
[2, 1, 8]. Wyjątkiem jest równanie zachowania masy, które ze względu na swój kine-
matyczny charakter pozostaje niezmienione.
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2.5.1. Równanie Naviera–Stokesa

Równanie Naviera–Stokesa otrzymujemy z równania zachowania pędu (2.4) lub
(2.6) przy wykorzystaniu hipotezy Newtona (2.15) lub (2.16). Najogólniejszą postać
równania można zapisać dla przypadku płynu ściśliwego jako

ρ
du
dt
= ρf −∇p+∇ ➲

(
2µDD

)
, (2.23)

gdzie współczynnik lepkości dynamicznej µ może być funkcją wyłącznie temperatury.
Dla przypadku płynu nieściśliwego wystarczy w równaniu (2.23) zamienić DD

na D, gdyż w tej sytuacji oba tensory są tożsame. Jednak bardziej przejrzystą postać
równania Naviera–Stokesa w przypadku nieściśliwym można otrzymać, wprowadzając
definicję ciśnienia kinematycznego

pk =
p

ρ
− g ➲h, (2.24)

gdzie gęstość rozkładu sił objętościowych dana jest wyłącznie wektorem grawitacji
f = g. Dodatkowo ciśnienie hydrostatyczne ρg ➲h podzielone przez gęstość może być
zapisane pod znakiem gradientu, o ile wektor g jest stały, a h jest wektorem położenia,
wzdłuż którego działa g, np. h = −zk̂. W ten sposób wektor grawitacji wyznaczony
może być z następującego gradientu ∇(g ➲h) = g. Przy następującej zależności po-
między współczynnikami lepkości dynamicznej i kinematycznej µ = ρν, równanie
Naviera–Stokesa dla płynu nieściśliwego zapisuje się jako

∂u

∂t
+ u ➲∇u = −∇pk +∇ ➲ (ν∇u) . (2.25)

W przypadku nieściśliwym stała gęstość jest jedynie parametrem i nie występuje bez-
pośrednio w równaniu (2.25). Postać zachowawczą równania Naviera–Stokesa zapisać
można jako

∂u

∂t
+∇ ➲ (uu) = −∇pk +∇ ➲ (ν∇u) . (2.26)

W przypadku niewielkich zmian temperatury, dla których zmiany gęstości są rów-
nież niewielkie, można stosować przybliżenie Boussinesqa, które zakłada, że gęstość
w równaniu (2.23) jest zmienna tylko w części związanej z wektorem grawitacji, a jej
zmiany w wyrazach związanych z pochodną substancjalną są pomijane. Przybliżenie
Boussinesqa wykorzystuje zatem równanie (2.26) ze zmodyfikowanym wyrazem ρg
w następujący sposób

ρg = ρ0g + (ρ− ρ0)g, (2.27)

gdzie część ρ0g znajduje się w definicji ciśnienia kinematycznego (2.24) zamiast ρg,
a ρ0 jest stałą gęstością odniesienia. W przypadku niewielkich zmian temperatur
gęstość stanowi liniową funkcję temperatury, co zapisywane jest jako

ρ− ρ0 = −ρ0β(T − T0) (2.28)

dla współczynnika rozszerzalności objętościowej β. Równanie (2.26) z przybliżeniem
Boussinesqa ma następującą postać

∂u

∂t
+∇ ➲ (uu) = −β(T − T0)g −∇pk +∇ ➲ (ν∇u) . (2.29)
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2.5.2. Równanie Fouriera–Kirchhoffa

Pierwsza zasada termodynamiki (2.10) wymaga trzech równań konstytutywnych,
aby przyjąć szczególną postać dla konkretnych płynów. Pierwszym równaniem jest
kaloryczne równanie stanu (2.18). Drugim równaniem konstytutywnym jest równanie
energetyczne – prawo Fouriera (2.21) dla płynów izotropowych. Iloczyn podwójnie
skalarny lepkościowej części tensora naprężenia (trzecie równanie) i tensora prędkości
deformacji definiuje się jako funkcję dyssypacji φµ. Postać funkcji dyssypacji zależy od
reologicznego (mechanicznego) równania konstytutywnego. Szczególna postać pierw-
szej zasady termodynamiki przechodzi w

ρcv
dT
dt
= φµ − p∇ ➲u+∇ ➲ (λ∇T ) . (2.30)

Równanie (2.30) mówi, że na szybkość zmian temperatury (lub energii wewnętrz-
nej) wpływ mają trzy czynniki. Pierwszym jest proces dyssypacji energii mechanicz-
nej, który powoduje zwiększanie temperatury. Drugim czynnikiem są efekty związane
ze ściśliwością płynu. Temperatura może być zwiększana lub zmniejszana w zależności
od tego, czy mamy do czynienia ze sprężaniem lub rozprężaniem. Trzecim czynnikiem
jest przewodnictwo cieplne. W zależności od kierunku przepływu ciepła temperatura
(energia wewnętrzna) może być zwiększana lub zmniejszana. Równanie (2.30) nazy-
wane jest również równaniem Fouriera–Kirchhoffa w zagadnieniach wymiany ciepła.
Dla przypadku płynu nieściśliwego równanie Fouriera–Kirchhoffa w postaci (2.30)
upraszcza się do

∂T

∂t
+∇ ➲ (Tu) =

φµ
ρcv
+∇ ➲ (α∇T ) , (2.31)

gdzie α = λρ−1c−1v jest dyfuzyjnością termiczną.
Postać funkcji dyssypacji φµ zależy oczywiście od mechanicznego (reologicznego)

równania konstytutywnego opisującego τ. Dla płynów newtonowskich najogólniejsza
postać tensora τ ma postać (2.15), co daje

φµ = 2µDD2. (2.32)

W przypadku płynów nieściśliwych zależność (2.32) się upraszcza, gdyż dewiator ten-
sora D jest tożsamy z samym tensorem, co daje

φµ = 2µD2. (2.33)

2.5.3. Ogólne równanie transportu

Szczególną postać równania transportu (2.11) otrzymujemy, zakładając, że stru-
mienie wyrażone są przez równanie konstytutywne typu (2.20). Przy takim założeniu
równanie transportu (2.11) przechodzi w

∂(ρφ)
∂t
+∇ ➲ (ρφu) = ∇ ➲ (Γ∇φ) + Sφ. (2.34)

Równanie (2.34) to podstawowe równanie, które uwzględniane jest w większości metod
numerycznych w skali makro.
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2.6. Warunki zgodności i fizyczne warunki brzegowe

Układy równań różniczkowych wymagają prawidłowego sformułowania warunków
brzegowych, aby umożliwić ich rozwiązywanie. Część warunków wynika z równań za-
chowania. Warunki te nazywane są warunkami zgodności na powierzchni. Powierzch-
nia ta może być np. powierzchnią opływanego ciała lub innym fizycznym brzegiem.
Warunki zgodności nie wystarczają do sformułowania wszystkich potrzebnych zależ-
ności. Dodatkowe zależności wynikają między innymi z drugiej zasady termodynamiki
dla ośrodków ciągłych i empirycznych zależności typu warunek adhezji. Te dodatkowe
warunki wraz z warunkami zgodności nazywane są łącznie warunkami brzegowymi.
Jeżeli przepływ jest niestacjonarny, to konieczne jest podawanie warunków początko-
wych. Są to zadane rozkłady pól w pewnym początkowym czasie.

2.6.1. Warunki zgodności

Warunki zgodności [8] formułuje się za pomocą zmodyfikowanego twierdzenia Rey-
noldsa o transporcie. Modyfikacja polega na wprowadzeniu powierzchni nieciągło-
ści A w rozważanej objętości płynnej. Na powierzchni nieciągłości następuje skokowa
zmiana transportowanej funkcji f . Powierzchnia ta nie musi być w ogólnym przypadku
powierzchnią nieciągłości. Może to być dowolna powierzchnia, w tym powierzchnia
ciągłości, ograniczająca rozważaną objętość przepływu lub w szczególnym przypadku
może to być powierzchnia opływanego ciała. Wprowadza się następujący zapis [f ],
który oznacza [f ] = f1 − f2, gdzie 1 i 2 są stronami (o ile powierzchnia ma dwie
strony) powierzchni A. Jeżeli powierzchnia A jest powierzchnią ciągłości, to f1 = f2
i [f ] = 0.
Forma całkowa równania transportu (2.11) ma postać

y

V

(
∂(ρφ)
∂t

− Sφ
)
dV +

{

∂V +

n̂ ➲ (ρuφ+ k) dS +
x

A

n̂ ➲ [ρuφ+ k] dS = 0, (2.35)

gdzie ∂V + jest dodatnio zorientowanym brzegiem objętości V . Z postaci tej i samego
równania (2.11) wynika ogólny warunek zgodności

n̂ ➲ [ρuf + k] = 0 (2.36)

dla wielkości φ na powierzchni A. W przypadku równania zachowania masy (φ = 1,
Sφ = 0, k = 0) na nieruchomych powierzchniach opływanych (u = 0) warunek
(2.36) upraszcza się do warunku nieprzenikalności n̂ ➲ [u] = [un] = 0. Dla równania
zachowania pędu (φ ← u, Sφ ← ρφ, k ← −σ) na nieruchomych powierzchniach
opływanych warunek (2.36) daje n̂ ➲ [σ] = [σn] = 0. Dla równania zachowania ener-
gii (φ = 1

2‖u‖2 + e + Π, Sφ = 0, k = q − σ ➲u) na nieruchomych powierzchniach
opływanych n̂ ➲ [q]. Wykorzystując prawo Fouriera (2.21) w ośrodkach izotropowych,
otrzymujemy [λ∂T∂n ] = 0. Jeżeli powierzchnia nieruchoma A oddziela dwa ośrodki
o różnych własnościach (różnych współczynnikach λ), to gradient temperatury (lub
pochodna w kierunku normalnym) musi być funkcją nieciągłą na powierzchni A.
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2.6.2. Fizyczne warunki brzegowe

Równania zachowania nie dostarczają potrzebnej liczby warunków. Na przykład
warunek nieprzenikalności jest wystarczający dla równania Eulera, ale dla równa-
nia Naviera–Stokesa już nie. Wynika to stąd, że to drugie równanie jest równaniem
drugiego rzędu i wymaga dodatkowego warunku. Tym dodatkowym warunkiem jest
warunek adhezji l̂ ➲u = ul = 0. Warunek nieprzenikalności i adhezji łącznie zapi-
suje się dla nieruchomej powierzchni jako u = 0. Jeżeli powierzchnia A porusza się
z prędkością uA, to warunek brzegowy ma postać u = uA.
Druga zasada termodynamiki w postaci nierówności Clausiusa–Duhema (2.12) do-

starcza następującego warunku na nieruchomej powierzchni [ λT
∂T
∂n ]  0. Przy wyko-

rzystaniu warunku wynikającego z równania zachowania energii otrzymamy jeszcze
prostszą postać [T−1]  0. Zakładając odwracalność procesów na powierzchni A,
mamy ostatecznie warunek [T ] = 0, który jest tożsamy z warunkiem równowagi ter-
micznej. Jednak dla procesów nierównowagowych temperatura na nieruchomej ściance
opływanej nie musi być równa temperaturze płynu w tym samym punkcie.
Jeżeli rozważane są przepływy z wymianą ciepła, to konieczne jest formułowanie

warunków brzegowych związanych z temperaturą lub strumieniem ciepła. Wyróżnia
się trzy rodzaje fizycznych warunków brzegowych. Pierwszym rodzajem warunku jest
warunek Dirichleta w postaci znanego rozkładu temperatury T na brzegu ∂V roz-
ważanej objętości przepływu V . Warunek Dirichleta bierze się z warunku zgodności
[T ] = 0, który wynika z drugiej zasady termodynamiki dla ośrodków ciągłych przy za-
łożeniu odwracalności procesów na powierzchni ∂V . Drugim warunkiem jest warunek
Neumanna. Warunek ten wymaga podania strumienia ciepła qn = n̂ ➲q na rozwa-
żanym brzegu. Jeżeli wykorzystamy prawo Fouriera, to strumień ciepła qn wyraża
się zależnością qn = −λ∂T∂n . Warunek ten bierze się z warunku zgodności wynikają-
cego z równania zachowania energii [λ∂T∂n ] = 0. Trzeci warunek, który jest najczęściej
spotykany w praktyce, jest liniową kombinacją warunków Dirichleta i Neumanna.
Szczególnej uwagi wymagają te powierzchnie, które nie są powierzchniami opływa-

nymi. Wyróżnia się tutaj powierzchnie wlotowe ∂Vin i wylotowe ∂Vout z rozważanej
objętości przepływu. Zachodzi oczywiście ∂Vin, ∂Vout ⊆ ∂V . Można również mieć do
czynienia z więcej niż jedną powierzchnią wlotową i wylotową. Na powierzchni wloto-
wej ∂Vin formułujemy o jeden warunek brzegowy mniej niż liczba niewiadomych (roz-
wiązywanych równań). Każdy z tych warunków może zależeć dodatkowo od czasu,
jeżeli problem jest niestacjonarny. Dla powierzchni wylotowej ∂Vout jest podobnie.
Warunki mogą być identyczne jak w przypadku powierzchni wlotowej. Zamiast roz-
kładów prędkości można podawać składową normalną n̂ ➲σn i styczną l̂ ➲σn wektora
naprężenia σn = n̂ ➲σ. Warunek ten bierze się z warunku zgodności, który wynika
z równania zachowania pędu [σn] = 0. Jeżeli powierzchnie wylotowe znajdują się tam,
gdzie przepływ jest w miarę jednorodny i wpływ lepkości niewielki, to możliwe jest
uproszczenie warunku do postaci σn = −pn̂. Zatem wektor naprężenia określany jest
wyłącznie przez składową normalną, czyli przez ciśnienie p. Zakłada się również, że
zmiany temperatury w kierunku normalnym na powierzchni wylotowej są niewielkie,
więc ∂T

∂n = 0. Pozwala to na redukcję liczby warunków, co czasami może się wią-
zać z niejednoznacznością rozwiązań. Może to mieć miejsce wtedy, gdy powierzchnia
wylotowa jest umieszczona w miejscu, gdzie przepływ nie jest równomierny.



2.7. Przepływy wieloskładnikowe i wielofazowe 27

Oprócz wyżej wymienionych powierzchni, na których formułuje się odpowiednie
warunki, możemy mieć do czynienia również z innymi powierzchniami. Zalicza się do
nich powierzchnie symetrii i periodyczności. Na powierzchni symetrii formułuje się
następujący warunek ∂φ

∂n (P ) = 0 dla wszystkich skalarnych wielkości φ. Jeżeli dwie
powierzchnie ∂Vs1, ∂Vs2 są periodyczne i P1 ∈ ∂Vs1, P2 ∈ ∂Vs2, to zachodzi nastę-
pujący warunek φ(P1) = φ(P2) dla wszystkich skalarów φ. Punkt P2 jest obrazem P1
w wyniku przekształcenia periodycznego P2 = f(P1). Do przekształceń periodycznych
można zaliczyć rotację i translację. Można również mówić o warunku antyperiodycz-
ności, jeżeli φ(P1) = −φ(P2).

2.7. Przepływy wieloskładnikowe i wielofazowe

2.7.1. Przepływy wieloskładnikowe

Przepływy wieloskładnikowe są mieszaninami w skali mikro dwóch płynów. Ponie-
waż mieszanie następuje w skali mikro, więc przepływy wieloskładnikowe posiadają
wspólne pole prędkości, ciśnienia i temperatury. Oznacza to, że równania zachowania
masy i pędu nie zmieniają swojej postaci. Dodatkowe równania stanowią równania
transportu udziałów masowych gi. Transfer masy przebiega tylko przez konwekcję
i dyfuzję. Równanie transportu koncentracji otrzymuje się z ogólnego równania trans-
portu (2.11) przy wykorzystaniu prawa Ficka (2.22), co daje postać równania trans-
portu (2.34) dla φ = gi i Γ = Dij

∂(ρgi)
∂t
+∇ ➲ (ρgiu) = ∇ ➲ (Dij∇gi) + Sgi . (2.37)

Suma udziałów masowych gi równa jest jedności, co zapisuje się jako
∑

i

gi = 1. (2.38)

Równanie (2.38) oznacza, że wystarczy rozwiązywać n−1 dodatkowych równań trans-
portu, gdyż ostatni n-ty udział masowy można wyliczyć z równania algebraicznego
(2.38) zamiast różniczkowego (2.37).

2.7.2. Przepływy wielofazowe

W przepływach wielofazowych płyny mieszają się w skali mikro i makro, co ozna-
cza, że posiadają osobne pola prędkości ui i temperatur Ti [4, 8]. Zakłada się, że
wszystkie fazy mają identyczne ciśnienie p.
Równanie zachowania masy dla i-tej fazy przyjmuje postać

∂(ρiαi)
∂t

+∇ ➲ (ρiαiui) =
∑

j

ṁij , (2.39)

gdzie ṁij oznacza strumień masy z fazy j-tej do i-tej, przy czym zachodzi ṁij = −ṁji

i ṁii = 0. Udziały objętościowe oznaczone są jako αi. Równanie Naviera–Stokesa
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przyjmuje bardziej skomplikowaną postać

∂(αiρiui)
∂t

+∇ ➲ (αiρiuiui) = αiρif − αi∇p+∇ ➲ (αi2µiDi)+

+
∑

j

(Fij +mijUij). (2.40)

Transfer pędu między fazami ma dwie składowe. Pierwszą z nich jest międzyfazowa
siła Fij (bez sił od ciśnienia) działająca na i-tą fazę ze względu na istnienie innych
faz. Drugą składową jest transfer pędu związany z międzyfazowym transferem masy.
Dodatkowo dla udziałów objętościowych zachodzi

∑

i

αi = 1. (2.41)

Uproszczone modelowanie przepływów międzyfazowych polega na założeniu, że
fazy mają identyczne pola prędkości, ciśnień i temperatur. Rozważa się dodatkowe
równania transportu koncentracji poszczególnych faz ze strumieniami masy pomię-
dzy fazami. Równanie Naviera–Stokesa może zawierać dodatkowe wyrazy związane
z transferem pędu. W przypadku uproszczonym równania opisujące przepływy mię-
dzyfazowe są podobne do równań opisujących przepływy wieloskładnikowe.
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Rozdział 3

Przepływy turbulentne

3.1. Wstęp

Turbulencja [1, 6, 9, 15] lub przepływ turbulentny charakteryzuje się nieregular-
nym, niestacjonarnym, trójwymiarowym polem prędkości i ciśnienia z losowymi fluk-
tuacjami w czasie i przestrzeni. Aby przepływ turbulentny był podtrzymywany, musi
być doprowadzana do niego energia, gdyż w przeciwnym przypadku dojdzie do jego
laminaryzacji. W przepływie turbulentnym, na skutek doprowadzanej energii, mamy
do czynienia z intensywniejszą wymianą masy, pędu i energii w porównaniu z prze-
pływami laminarnymi. Zdecydowana większość przepływów występujących w technice
jest turbulentna.
Przepływ turbulentny w ujęciu Richardsona [11] i Kołmogorowa [5] składa się

z kaskady wirów o różnych rozmiarach (skalach). Skale zaczynają się od tych, które
są porównywalne z opływanymi ciałami L. Skale zmniejszają się stopniowo aż do roz-
miarów najmniejszych, przy których następuje najintensywniejsza dyssypacja energii.
Energia związana z dużymi skalami przejmowana jest przez skale coraz mniejsze. Naj-
mniejsze skale, przy których następuje większość procesu dyssypacji, zwane są skalami
(długości) Kołmogorowa LK . Zgodnie z hipotezą Kołmogorowa o podobieństwie wy-
nika, że skale LK zależą od dyssypacji ε i lepkości ν, a zatem mogą być szacowane za
pomocą ε i ν, gdzie z analizy wymiarowej wynika, że

LK = ν
3
4 ε−

1
4 . (3.1)

Natomiast energia, która z dużych skal L przekazywana jest do mniejszych, szacowana
jest za pomocą dużych skal prędkości U jako

ε ∼ U
2

t
=
U2
L/U =

U3
L . (3.2)

Ze wzorów (3.1) i (3.2) wynika bardzo istotny wniosek, który wiąże największe
skale długości L z najmniejszymi skalami wirów LK (skalami Kołmogorowa). Szaco-
wanie to przyjmuje następującą postać

L
LK
∼ Re 34 . (3.3)
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Zatem stosunek skal jest funkcją liczby Reynoldsa, co oznacza również, że jest funkcją
prędkości dużych skal U , z jaką porusza się płyn.

E(κ)
∼

κ−5/3

κ
∼

L
−

1

κ
∼

L
−

1
K

κ
∼

∆
−

1

DNS

LES

κ

E
(κ
)

Rys. 3.1. Funkcja spektrum energii E

Kolejna z hipotez Kołmogorowa, o lokalnej izotropii, mówi, że dla dostatecznie
dużych liczb Reynoldsa wiry o skalach dużo mniejszych niż L są statystycznie izotro-
powe i charakteryzują się uniwersalnością, która nie zależy od warunków brzegowych
przepływu. Natomiast skale o wymiarach porównywalnych do L są statystycznie ani-
zotropowe i zależą od warunków brzegowych. Z hipotezy o lokalnej izotropii wynika, że
dla wirów o skalach mniejszych niż L i większych niż LK , funkcja spektrum (widmowy
rozkład) energii E dana jest uniwersalną zależnością

E(κ) = Cε
2
3κ−

5
3 . (3.4)

Funkcja spektrum energii E definiowana jest za pomocą liczby falowej κ w ten sposób,
że energia kinetyczna k i dyssypacja ε obliczane są na podstawie E jako

k =
∞w

0

E(κ) dκ, ε =
∞w

0

2νκ2E(κ) dκ. (3.5)

Wyróżnić można kilka sposobów modelowania turbulencji. Do najpopularniej-
szych, ustawionych według potrzebnych mocy obliczeniowych, zalicza się:
❼ DNS (Direct Numerical Simulation) – bezpośrednią symulację numeryczną. W po-
dejściu DNS rozwiązywane jest całe spektrum E z rysunku 3.1;

❼ LES (Large Eddy Simulation) – symulację dużych wirów. W podejściu LES dąży się
do rozwiązania spektrum E z rysunku 3.1, które rozciąga się od największych skal L
do skal, które znajdują się w przedziale od L do LK . Mniejsze skale są modelowane;

❼ DES (Detached Eddy Simulation) – połączenie modeli URAS i LES;
❼ URAS (Unsteady Reynolds Averaged Simulation) – niestacjonarną symulację uśred-
nioną Reynoldsa;

❼ RAS (Reynolds-Averaged Simulation) – stacjonarną symulację uśrednioną Rey-
noldsa. W podejściu RAS jest modelowane całe spektrum energii z rysunku 3.1,
a więc cały zakres wirów.
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3.2. DNS

W metodzie DNS rozwiązuje się bezpośrednio równanie Naviera–Stokesa wraz
z równaniem ciągłości bez żadnego modelu turbulencji. Do bezpośredniej symulacji
numerycznej wykorzystuje się najczęściej algorytm PISO.
Ze wzoru (3.3) wynika stosunek skali największych wirów do najmniejszych, co

jest związane z liczbą węzłów siatki obliczeniowej w jednym wymiarze. Zatem dla
trójwymiarowej obszaru przepływu liczba węzłów może być szacowana jako

( L
LK

)3
= Re

9
4 . (3.6)

Dla liczby Reynoldsa Re = 104 otrzymalibyśmy Re9 węzłów siatki obliczeniowej, aby
uwzględnić wszystkie skale długości wirów – od największej do najmniejszej.
Minimalna liczba kroków czasowych ∆t ¬ LK/U potrzebna na czas t trwania sy-

mulacji może być szacowana za pomocą skali LK w następujący sposób [1] za pomocą
wzoru (3.3)

t

∆t
=

t

LK/U
=

t

L/URe
3
4 . (3.7)

Liczba operacji koniecznych do wyliczenia prędkości i ciśnienia w danym węźle siatki
równa jest liczbie węzłów pomnożonej przez liczbę kroków czasowych, gdzie liczba
węzłów siatki określona jest za pomocą szacowania (3.7)

( L
LK

)3
t

∆t
=

t

L/URe
3. (3.8)

Czas trwania obliczeń równy jest liczbie koniecznych operacji (liczbie węzłów) po-
mnożonej przez liczbę obliczeń na operację podzielonej przez moc komputera. Liczba
obliczeń na jedną operację dla pojedynczego węzła, czyli liczba instrukcji procesora
koniecznych do wyliczenia prędkości i ciśnienia jest zwykle szacowana na 103. Moc
komputera wyraża się przykładowo w jednostkach TFLOPS = 1012 s−1. Biorąc pod
uwagę czas symulacji tylko t = 10L/U , mamy następujące szacowanie czasu trwania
symulacji

103

1012

( L
LK

)3
t

∆t
=
104Re3

1012
s. (3.9)

Czas obliczeń dla komputera o mocy 1 TFLOPS dla Re = 103 wynosi 10 sekund,
dla Re = 104 wynosi 3 godziny, dla Re = 105 wynosi 115 dni, dla Re = 106 wynosi
327 lat i to tylko dla krótkiego czasu samej symulacji t = 10L/U , co jest ogromnym
wyzwaniem dla mocy obliczeniowych obecnych superkomputerów.

3.3. URAS i RAS

3.3.1. Tensor naprężeń Reynoldsa

Wmetodach URAS i RAS wielkości takie jak prędkość i ciśnienie dekomponowane
są na wartość średnią f̄ i fluktuację f ′ według zależności f(x, t) = f̄(x) + f ′(x, t).
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Dekompozycję tego typu nazywa się dekompozycją Reynoldsa. Wartość średnia rozu-
miana jest jako

f̄(x, t) =
1
∆t

t+∆tw

t

f(x, t) dt, (3.10)

gdzie ∆t jest czasem uśredniania. W przypadku metod URAS i RAS rozwiązywany
jest wyłącznie ruch średni, a fluktuacje są modelowane. Jest to zatem najprostsze
podejście do modelowania turbulencji.
Uśrednione równanie Naviera–Stokesa (2.26) nazywane jest równaniem Reynoldsa

i przedstawiane w następującej postaci

∂ū

∂t
+∇ ➲ (ūū) = −∇p̄k +∇ ➲

(
2νD̄+R

)
. (3.11)

Niestacjonarna postać równania (3.11) związana jest z metodą URAS, a stacjonarna
jego wersja – z metodą RAS. Co więcej, ze względu na nieliniowość równania Naviera–
Stokesa po uśrednianiu pojawia się nowy tensor, który zależy od kwadratów fluktuacji
prędkości. Tensor ten nazywany jest tensorem naprężeń Reynoldsa

R = −u′u′. (3.12)

Ponieważ fluktuacje w metodzie URAS i RAS nie są rozwiązywane, więc tensor na-
prężeń Reynoldsa R wymaga modelowania. Wyróżnić można następujące sposoby
modelowania tensora naprężenia Reynoldsa:

❼ Model algebraiczny liniowy. Wzór na tensor R ma postać równania algebraicznego
liniowego. Tensor naprężeń Reynoldsa dekomponowany jest na aksjator (tensor izo-
tropowy) 13δ trR i dewiator R

D, co daje następujące równanie

R = 13δ trR+R
D = − 23kδ+ 2νtD̄. (3.13)

Ślad tensora naprężeń Reynoldsa trR = −2k związany jest z energią kinetyczną
turbulencji k. Dewiator tensora R wyraża się za pomocą hipotezy Boussinesqa,
analogicznej do hipotezy Newtona i wprowadzającej pojęcie lepkości turbulent-
nej νt poprzez analogię do współczynnika lepkości kinematycznej ν. Jednak lepkość
turbulentna jest cechą przepływu, a nie cechą płynu. Równanie Reynoldsa (3.11)
przyjmuje następującą postać

∂ū

∂t
+∇ ➲ (ūū) = −∇pe +∇ ➲

(
2(ν + νt)D̄

)
, (3.14)

która jest analogiczna do postaci równania Naviera–Stokesa (2.26). Ciśnienie efek-
tywne definiuje się jako pe = p̄k + 23k.

❼ Modele algebraiczne nieliniowe. Zamiast liniowej hipotezy Boussinesqa (3.13) wpro-
wadza się inne algebraiczne równania nieliniowe tensorowe na anizotropowy tensor
naprężeń a w postaci

a =
R

k
− 2
3
δ. (3.15)
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Zależności te wyrażają tensor a jako a = f(D̄, Ā), gdzie Ā jest uśrednioną niesy-
metryczną częścią gradientu prędkości. Zwykle są to zależności jawne ze względu
na tensor a.

❼ Model różniczkowy transportu. Zamiast równania algebraicznego rozważa się róż-
niczkowe równanie transportu tensora R, które ma postać

dR
dt
= −∇ū ➲ (RT +R) +∇ ➲ (C+ ν∇R)−Π+ ε. (3.16)

Wyróżnia się różne modele w zależności od sposobów modelowania tensora trzeciej
walencji C i tensorów drugiej walencji Π i ε.

3.3.2. Wybrane modele turbulencji dla hipotezy Boussinesqa

❼ Model zerorównaniowy Prandtla–Kołmogorowa. Zakłada się, że k = 0 oraz ε = 0,
co upraszcza hipotezę Boussinesqa (3.13) do postaci R = 2νtD̄. Lepkość turbu-
lentna wyrażana jest za pomocą skal dużych prędkości U i skal długości L w po-
staci νt = cUL. Skala prędkości estymowana jest za pomocą prędkości maksymalnej
U ∼ ‖ū‖max, natomiast skala długości – za pomocą wymiarów obszaru przepływu
L ∼ 3

√
|V |. Stałą modelu c dobiera się eksperymentalnie. Modele zerorównaniowe

nie należą do najdokładniejszych modeli ze względu na uproszczenia. Nie jest roz-
wiązywane żadne dodatkowe równanie transportu. Mimo to modele zerorównaniowe
wykorzystywane są do inicjalizacji obliczeń dla bardziej złożonych modeli.

❼ Model jednorównaniowy k. Rozwiązywane jest jedno dodatkowe równanie trans-
portu na energię kinetyczną turbulencji k. Równanie to otrzymuje się poprzez obu-
stronne obliczenie śladu równania transportu naprężeń Reynoldsa (3.16). Jednym
z założeń jest brak fluktuacji ciśnienia na skutek fluktuacji prędkości. Drugie zało-
żenie stanowi to, że dyfuzja energii kinetycznej na skutek fluktuacji wyrażana jest
za pomocą hipotezy dyfuzji turbulentnej wielkości f ′u′ = −Γ∇f̄ dla zmiennej f .
Trzecim założeniem jest izotropia tensora dyssypacji ε, przez co może on być wyra-
żony przez swój aksjator i co za tym idzie przez dyssypację ruchu fluktuacyjnego ε.
Przy tych założeniach równanie transportu k przyjmuje postać

∂k

∂t
+∇ ➲ (kū) = P +∇ ➲

((
ν + νtσ−1k

)
∇k
)
− ε. (3.17)

Na szybkość zmian k wpływ mają odpowiednio tzw. produkcja P = 2νtD̄2, dyfuzja
turbulentna i molekularna oraz dyssypacja. Ponieważ w modelach jednorównanio-
wych nie formułuje się drugiego równania transportu, więc dyssypacja ε musi być
estymowana za pomocą k, co daje ε = k3/2L−1. Lepkość turbulentna również esty-
mowana jest za pomocą k i dużych skal długości L, co zapisuje się jako νt =

√
kL.

Wielkości σk i L wyznacza się eksperymentalnie.

❼ Model dwurównaniowy k-ε [4]. Dla modelu turbulencji k-ε z analizy wymiarowej
wynika, że νt = Cµk2ε−1. Równanie transportu k ma postać identyczną jak równa-
nie (3.17). Zgodnie z nazwą modelu, drugą wielkością, dla której podaje się równanie
transportu, jest właśnie dyssypacja energii kinetycznej ε. O ile możliwe jest podanie
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dokładnej postaci tego równania, o tyle jest ona mało użyteczna w tym przypadku,
gdyż zawiera zbyt dużo nieznanych funkcji. Zamiast tego modeluje się równanie
transportu ε przez analogię do równania transportu k

∂ε

∂t
+∇ ➲ (εū) = Cε1k−1εP +∇ ➲

((
ν + νtσ−1ε

)
∇ε
)
− Cε2k−1ε2. (3.18)

Stałe modelu wymagają kalibracji. Standardowe wartości wynoszą σk = 1, σε = 1,3,
Cµ = 0,09, Cε1 = 1,44, Cε2 = 1,92.

❼ Model dwurównaniowy RNG k-ε [17]. Model ten jest modyfikacją standardowego
modelu k-ε, która w efekcie pozwala na stosowanie go na rzadszych siatkach. Rów-
nanie transportu k ma albo prawie identyczną postać, albo w pewnych wariantach
używa się ν(1 + νtν−1)2 zamiast νtσ−1k + ν. W równaniu transportu ε pojawia się
nowy wyraz G, który związany jest z dodatkowymi źródłami

∂ε

∂t
+∇ ➲ (εū) = Cε1k−1εP +∇ ➲

(
νeσ
−1
ε ∇ε

)
− Cε2k−1ε2 −G. (3.19)

Stałe Cµ, Cε1, Cε2 mają inne wartości niż te z modelu k-ε. Podobnie jest z lepkością
turbulentną νt. Wyraz G obliczany jest jako

G =
Cµη

3(1− ηη−10 )
1 + βη3

k−1, η = Skε−1, S =
√
2D̄2. (3.20)

❼ Model dwurównaniowy Realisable k-ε [13]. W modelu tym równanie transportu k
ma identyczną postać, jak ma to miejsce w przypadku standardowego modelu k-ε
(3.17). Równanie transportu ε przyjmuje inną postać

∂ε

∂t
+∇ ➲ (εū) = Cε1k−1εP +∇ ➲

(
νeσ
−1
ε ∇ε

)
− C2

ε2

k +
√
νε
+ C1Sε, (3.21)

gdzie wyraz S wyliczany jest identycznie jak w modelu RNG k-ε (3.20). Dodatkowa
różnica polega na tym, że stała Cµ we wzorze na lepkość turbulentną νt = Cµk2ε−1

nie jest stałą, a funkcją zależną od średnich tensorów prędkości deformacji D̄ oraz
spinu Ā.

❼ Model dwurównaniowy k-ω [16]. W modelu tym zamiast równania transportu ε
rozważa się równanie transportu częstości turbulentnej ω ∼ ε/k. Wzór na lepkość
turbulentną νt = Cµk

2ε−1 przyjmuje zatem postać νt = kω−1. Równanie trans-
portu k otrzymuje się z równania transportu k dla modelu k-ε (3.17), zastępując ε
przez ω

∂k

∂t
+∇ ➲ (kū) = P +∇ ➲

((
ν + νtσ−1ki

)
∇k
)
− Cµkω. (3.22)

Równanie transportu ω modeluje się przez analogię do transportu k i ε, co daje

∂ω

∂t
+∇ ➲ (ωū) = α1k−1ωP +∇ ➲

((
ν + νtσ−1ω1

)
∇ω
)
− β1ω2. (3.23)

Stałymi modelu są odpowiednio σk1, σω1, Cµ, α1, β1.
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❼ Model dwurównaniowy k-ω SST [7]. Model ten jest kombinacją modeli k-ω w po-
bliżu ścian i k-ε z dala od nich. W wyniku kojarzenia obu modeli (w nomenklaturze
modelu k-ω) w równaniu transportu ω pojawia się nowy wyraz

∂ω

∂t
+∇ ➲ (ωū) = α3k−1ωP +∇ ➲

((
ν + νtσ−1ω3

)
∇ω
)
− β3ω2+

+ (1− F1)2σω3ω−1∇k ➲∇ω. (3.24)

Równanie transportu k jest identyczne jak dla modelu k-ω. Stałe C3 dla modelu
k-ω SST tworzone są za pomocą dwóch funkcji interpolujących F1 i F2 ze stałych
C1 i C2 modeli k-ε i k-ω według wzoru C3 = F1C1 + (1− F1)C2. Inna jest również
definicja lepkości turbulentnej

νt =
a1k

max(a1ω, SF2)
. (3.25)

Nowa stała a1 przyjmowana jest na poziomie a1 = 0,31.

3.3.3. Równania Fouriera–Kirchhoffa

Uśredniona postać równania Fouriera–Kirchhoffa (2.31), przy założeniu stałej war-
tości współczynnika λ i ciepła właściwego cv, może być zapisana jako

∂T̄

∂t
+∇ ➲

(
T̄ ū
)
=

φ̄µ
ρcv
+

ε

cv
+∇ ➲

(
(α+ αt)∇T̄

)
. (3.26)

W porównaniu z oryginalną postacią (2.31) widać, że pojawiają się dwa nowe wyrazy.
Pierwszy związany jest z dyssypacją ruchu fluktuacyjnego ε i stanowi wynik uśrednia-
nia funkcji dyssypacji φµ. Drugi wyraz αt∇T̄ jest rezultatem uśredniania nieliniowego
wyrazu konwekcyjnego. Dyfuzja temperatury (energii wewnętrznej) na skutek fluktu-
acji prędkości jest modelowana przez analogię do prawa Fouriera T ′u′ = −αt∇T̄ .
Turbulentna dyfuzyjność termiczna αt, podobnie jak lepkość turbulentna, jest cechą
przepływu, a nie płynu.

3.4. LES

Z metodą LES [12] związana jest filtracja równań Naviera–Stokesa. Duże struk-
tury wirowe, które zależą od geometrii przepływu, mogą być rozwiązywane, natomiast
mniejsze struktury, o bardziej uniwersalnym charakterze (niezależnym od geometrii),
są modelowane. Przy odpowiednim doborze filtru można otrzymać uśrednioną postać
równania Naviera–Stokesa, która jest charakterystyczna dla metody RAS. Metoda
RAS jest jeszcze mniej kosztowna niż LES, ale dostarcza mniej informacji. W przy-
padku metody LES i RAS każdą funkcję f dekomponuje się na część filtrowaną f̄
i rezydualną f ′ w następujący sposób f(x, t) = f̄(x, t)+f ′(x, t), z tym że w metodzie
RAS funkcja filtrowana nie jest na ogół funkcją czasu i nazywa się funkcją uśrednioną.
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Funkcję filtrowaną f̄ zapisuje się jako splot oryginalnej funkcji f i filtru G w postaci
f̄ = f ⋆ G lub

f̄(x, t) =
y

R3

+∞w

−∞

f(x′′, t′′)G(x− x′′, t− t′′) dt′′ dV ′′. (3.27)

Postać filtru (3.27) jest bardzo ogólna. Można rozważać nieco węższy zakres filtrów,
które mają postać

G(x− x′′, t− t′′) = Gt(t− t′′)
3∏

i=1

Gvi(xi − x′′i ). (3.28)

Zawężona postać filtru zakłada możliwość przedstawienia go w postaci iloczynu filtru
czasowego Gt i filtrów przestrzennych Gvi. W metodzie LES rozważa się na ogół
wyłącznie filtrowanie przestrzenne.
Obustronne filtrowanie równania Naviera–Stokesa (2.26) daje w wyniku

∂ū

∂t
+∇ ➲ (ūū) = −∇p̄k +∇ ➲

(
2νD̄+ τ

)
, (3.29)

gdzie nowy tensor τ nazywany jest tensorem naprężeń rezydualnych. Tensor ten ma
znacznie bardziej rozbudowaną postać niż tensor naprężeń Reynoldsa (3.12), który
jest teraz jedną z jego składowych

τ = ūū− uu = ūū− ūū− ūu′ − u′ū+R. (3.30)

Podobnie jak w przypadku metody RAS, tak i teraz tensor naprężeń rezydual-
nych (3.30) wymaga dalszego modelowania. Model pozwala na uwzględnienie wpływu
skal rezydualnych wirów, które w metodach numerycznych rozwiązywania filtrowa-
nego równania Naviera–Stokesa nazywane są skalami podsiatkowymi (subgrid-scales –
SGS). W praktycznych obliczeniowej przez filtr G rozumie się wyłącznie same roz-
miary elementów siatki obliczeniowej.
W najprostszym przypadku tensor τ (3.30) wyrażany jest przez swój aksjator

i dewiator, co zapisuje się jako

τ = 13δ tr τ + τ
D. (3.31)

Ślad tensora τ związany jest z energią kinetyczną skal podsiatkowych

ksgs = − 12 tr τ , (3.32)

natomiast dewiator tensora τ wyrażany jest za pomocą hipotezy Boussinesqa, analo-
gicznie jak miało to miejsce w przypadku tensora naprężeń Reynoldsa

τ = − 23ksgsδ+ 2νsgsD̄, (3.33)

gdzie νsgs jest lepkością podsiatkową. Filtrowane równanie Naviera–Stokesa (3.29)
przyjmuje teraz następującą postać

∂ū

∂t
+∇ ➲ (ūū) = −∇pe +∇ ➲

(
2(ν + νsgs)D̄

)
, (3.34)
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gdzie ciśnienie efektywne definiowane jest jako pe = p̄k+ 23ksgs. Modele wykorzystujące
równanie (3.33) nazywa się podsiatkowymi modelami turbulencji. Do najpopularniej-
szych modeli podsiatkowych zalicza się:

❼ Model Smagorinsky’ego [14]. W modelu tym lepkość podsiatkowa obliczana jest
z następującej zależności, analogicznej do lepkości turbulentnej w modelu jednowy-
miarowym RAS

νsgs = Ck∆
√
ksgs. (3.35)

Różnica polega oczywiście na skalach użytych do wyrażenia lepkości. Domyślna
wartość stałej Ck modelu wynosi Ck = 0,094. Przez ∆ w równaniu (3.35) oznacza
się rozmiar siatki, który definiuje skalę podsiatkową.

Energia kinetyczna skal podsiatkowych wyliczana jest w modelu Smagorinsky’ego
w następujący sposób

ksgs = CkC−1ε ∆
2D̄2, (3.36)

co oznacza, że nie jest wprowadzane dodatkowe równanie transportu ksgs. Zależność
na ksgs wyznacza się z założenia lokalnej równowagi pomiędzy produkcją 2νsgsD2

a dyssypacją k3/2sgs∆−1 na poziomie podsiatkowym.

Rozmiary siatki można wyliczać na różne sposoby. Jednym z najprostszych jest
następujący wzór

∆ = c 3
√
|VP |, (3.37)

gdzie c jest stałą modelu, a |VP | objętością elementu siatki. Wzór (3.37) najlepiej
stosować do siatek izotropowych.

❼ Model WALE [10]. W modelu WALE (wall-adapting local eddy-viscosity) lepkość
podsiatkowa obliczana jest na podstawie wzoru (3.35), a energia kinetyczna skal
podsiatkowych obliczana jest jako

ksgs =
C4w∆

2

C2k

(
S̄:S̄
)3

((
D̄:D̄

) 5
2 +

(
S̄:S̄
) 5
4

)2 , (3.38)

gdzie
S̄ = 12

(
∇u ➲∇u+ (∇u)T ➲ (∇u)T

)
. (3.39)

❼ Model jednorównaniowy ksgs [18]. W modelu tym lepkość podsiatkowa obliczana
jest na podstawie wzoru (3.35). Dodatkowo rozważa się równanie transportu energii
kinetycznej skal podsiatkowych w postaci

∂ksgs
∂t
+∇ ➲ (ksgsū) = τ : D̄+∇ ➲ ((ν + νsgs)∇ksgs)− Cεk

3
2
sgs∆−1, (3.40)

gdzie produkcja może być wyliczona jako

τ : D̄ =
(
− 23ksgsδ+ 2νsgsD̄

)
: D̄ = 2νsgsD̄2. (3.41)

Równanie (3.40) ma postać identyczną jak równanie (3.17), gdzie dyssypacja es-
tymowana jest za pomocą skal podsiatkowych ∆ zamiast skal dużych wirów L.
Model Smagorinsky’ego wykorzystuje uproszczoną wersję równania (3.40), w której
pozostawione są wyrazy pierwszy i ostatni po prawej stronie.
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3.5. DES

Metoda DES stanowi połączenie metod RAS/URAS i LES. W metodzie tej prze-
pływ w obszarze warstwy przyściennej rozwiązywany jest modelami RAS/URAS,
a poza warstwą przyścienną – metodą LES. Podejście takie jest mniej wymagające
pod względem zasobów komputerowych niż metoda LES. W metodzie RAS/URAS
przedział czasu, w którym następuje uśrednianie, jest dużo większy niż skale czasowe
wirów turbulentnych, a naprężenia turbulentne modelowane są za pomocą lepkości
turbulentnej νt. W metodzie LES część wirów jest rozwiązywana, a mniejsze wiry są
modelowane za pomocą np. lepkości podsiatkowej νsgs. Wartości νsgs są dużo mniej-
sze niż wartości νt, aby można było rozwiązywać ruch dużych wirów, których nie ma
w rozwiązaniu metodą RANS, a które są tłumione przez dużo większe wartości νt.

Rys. 3.2. Struktury wirowe (RAS – dół, URAS – środek, DES – góra)

Metoda DES zmniejsza wartość lepkości turbulentnej w tych miejscach siatki,
gdzie jest ona dostatecznie dokładna, aby można było za jej pomocą rozwiązywać ruch
dużych wirów, czyli stosować metodę LES. W tym celu definiuje się skalę długości jako

d̃ = min (CDES∆,L) , (3.42)

gdzie ∆ to rozmiar siatki, który związany jest ze skalami podsiatkowymi w meto-
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dzie LES, a CDES to stała modelu. Turbulentne skale długości z metody RAS/LES
oznaczane są przez L i obliczane dla modelu k-ω SST DES jako

L = k
3
2

ε
=

√
k

β∗ω
. (3.43)

Szacowanie L za pomocą k i ε w postaci ε = k3/2L−1 znane jest z jednowymiarowych
modeli turbulencji w metodzie RAS/URAS. Równanie transportu k w modelu k-ω
SST DES [8] przyjmuje postać analogiczną do postaci znanej z modelu LES (3.40)

∂k

∂t
+∇ ➲ (kū) = P +∇ ➲

((
ν + νtσ−1k

)
∇k
)
− Cεk

3
2 d̃−1. (3.44)

Definicja skali długości według wzoru (3.42) powoduje zmniejszenie wartości k
w równaniu (3.44), w przypadku gdy rozmiary siatki są dostatecznie dokładne dla
metody LES, a więc zmniejsza wartość νt zgodnie z zależnością (3.25). W pobliżu
ścianek, gdzie zwykle siatki obliczeniowe są zagęszczone, skala długości (3.42) może
wymuszać stosowanie modelu LES zamiast RAS/URAS. W takim przypadku stosuje
się zmodyfikowaną skalę długości w postaci

d̃ = min (CDES∆,L(1− Fi)) , (3.45)

gdzie Fi jest jedną z funkcji F1 i F2, które znane są z modelu k-ω SST. Funkcje Fi
przyjmują wartości 1 w obszarze warstwy przyściennej. Podejście takie nazywane jest
DDES (Delayed Detached Eddy Simulation).
Na rysunku 3.2 pokazane są struktury wirowe, tworzące się za samochodem, wy-

kreślone dla różnych sposobów modelowania turbulencji (RAS, URAS, DES). Wmiarę
jak rośnie złożoność modelu, pojawiają się kolejne, dokładniejsze struktury.
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Rozdział 4

Modelowanie złożonych
zjawisk przepływowych

4.1. Przepływy z powierzchnią międzyfazową

Jedną z najpopularniejszych metod modelowania przepływów z powierzchnią mię-
dzyfazową jest metoda VOF (Volume of Fluid) [3], będąca szczególnym przypadkiem
ogólnej metody rozwiązywania zagadnień przepływów dwufazowych opartych na rów-
naniach typu (2.39) i (2.40). Pozwala ona między innymi na symulację przepływów
z interfejsami międzyfazowymi i powierzchniami swobodnymi, a zatem jest stoso-
wana tam, gdzie istotne jest odwzorowanie interfejsu międzyfazowego. Dokładność
odwzorowania interfejsu, a więc i różnych skal zjawiska, wiąże się z dokładnością
siatki obliczeniowej. W metodzie VOF skala odwzorowanego zjawiska jest większa niż
skala (rozmiar) siatki. Interfejs międzyfazowy aproksymowany jest za pomocą warto-
ści udziału objętościowego. W metodzie VOF rozważa się jedno ciągłe pole prędkości,
które dotyczy również interfejsu. Równania metody VOF są analogiczne do równań
przepływów wieloskładnikowych. Przykłady zastosowania metody VOF dla dwóch
skrajnych skal pokazano na rysunkach 4.1 i 4.2. Pierwszy dotyczy drgającej kropli
wody o średnicy dziesięciu milimetrów, w warunkach braku grawitacji. Na początku
symulacji kropla miała wymuszony kształt sześcienny. W zagadnieniu tym rozważane
było napięcie powierzchniowe. Drugi przypadek dotyczy układu falowego wokół ka-
dłuba statku, gdzie napięcie powierzchniowe jest pomijalne ze względu na skalę innych
zjawisk.

Rys. 4.1. Kropla wody
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Równanie ruchu w metodzie VOF wynika z sumowania równania Naviera–Stokesa
(2.40) po poszczególnych fazach i założenia braku transferu pędu pomiędzy fazami.
Sumowanie wykorzystuje definicję masowej prędkości barycentrycznej u

u =
∑

i

giui, (4.1)

gdzie gi oznacza udziały masowe, skąd bierze się nazwa masowej prędkości barycen-
trycznej. Założenie braku międzyfazowego transferu pędu daje w wyniku równanie
o postaci identycznej jak w przypadku równania ruchu dla mieszaniny

∂

∂t
(ρu) +∇ ➲ (ρuu) = σκ∇α−∇prgh − g ➲h∇ρ+∇ ➲ (2µD) . (4.2)

Dodatkowy wyraz σκ∇α w równaniu (4.2) umożliwia modelowanie zjawisk związa-
nych z napięciem powierzchniowym poprzez siły o charakterze objętościowym [1].
Przez κ oznacza się średnią krzywiznę powierzchni swobodnej

κ = −∇ ➲ n̂ = −∇ ➲

∇α
‖∇α‖ . (4.3)

Zmodyfikowane ciśnienie prgh, gdzie indeksy dolne związane są z gęstością, grawitacją
i wysokością, definiowane jest podobnie do ciśnienia kinematycznego (2.24) w taki
sposób, aby wyeliminować ciśnienie hydrostatyczne z równania (4.2)

prgh = p− ρg ➲h. (4.4)

Gradient ciśnienia zmodyfikowanego∇prgh (4.4) daje dodatkowy wyraz g ➲h∇ρ, który
z przeciwnym znakiem pojawia się w równaniu (4.2). W przypadku dwóch faz, gdzie
faza ciekła oznaczona jest dolnym indeksem l, a faza gazowa indeksem g, gęstość
mieszaniny wyliczana jest jako ρ = αρl + (1 − α)ρg, a jej współczynnik lepkości
dynamicznej poprzez µ = αµl + (1 − α)µg. Przez α przyjęto tu oznaczenie udziału
objętościowego fazy ciekłej αl, a przez αg = 1− α udział objętościowy fazy gazowej.

Rys. 4.2. Kadłub statku

Równanie transportu udziałów objętościowych αi w metodzie VOF wykorzystuje
definicję objętościowej prędkości barycentrycznej. Zakłada się również, że obie pręd-
kości są w tej metodzie tożsame. Objętościowa prędkość barycentryczna definiowana
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jest jako
u =

∑

i

αiui. (4.5)

Równanie transportu αi ma postać analogiczną do równania (2.39) przy założeniu
braku międzyfazowych strumieni masy

∂(ρiαi)
∂t

+∇ ➲ (ρiαiui) = 0. (4.6)

Przy założeniu nieściśliwości poszczególnych faz można podzielić obustronnie równa-
nie (4.6) przez αi i obustronnie zsumować, co da w wyniku równanie zachowania masy
dla mieszaniny

∇ ➲u = 0. (4.7)

Równanie transportu dla pojedynczej fazy, np. ciekłej, otrzymuje się, uwzględnia-
jąc zależność wynikającą z definicji (4.5)

ul = u+ uc (1− αl) , (4.8)

gdzie przez uc = ul − ug oznacza się prędkość kompresji. Dzieląc stronami równa-
nie (4.6) przez ρi i wykorzystując zależność (4.8), otrzymujemy następującą postać
równania transportu udziału objętościowego αl [11]

∂αl
∂t
+∇ ➲ (αlu) +∇ ➲ (αl(1− αl)uc) = 0. (4.9)

W klasycznej metodzie VOF zakłada się, że prędkość kompresji jest zerowa uc = 0,
co oznacza również, że prędkości na interfejsie między fazami są sobie równe ul = ug.
W ten sposób równanie (4.9) przyjmuje następującą postać

∂α

∂t
+∇ ➲ (αu) = 0. (4.10)

Udział objętościowy α (indykator fazy) przyjmuje wartość jeden dla fazy ciekłej i war-
tość zero dla fazy gazowej. Wartości z przedziału α ∈]0; 1[ oznaczają interfejs.
Z numerycznego punktu widzenia lepsze wyniki w odtwarzaniu interfejsu daje

równanie (4.9) z odpowiednio zdefiniowaną prędkością kompresji. Jedną z możliwości
jest

uc = c‖u‖n̂, (4.11)

gdzie stała c przyjmuje wartości c ∈ [0; 1] i związana jest z dokładnością odwzorowania
(kompresją) interfejsu.

4.2. Topnienie i krzepnięcie

Zjawiska topnienia i krzepnięcia w ujęciu makroskopowym modeluje się jako prze-
pływy wielofazowe z wymianą ciepła i masy pomiędzy fazami. W najprostszym przy-
padku pola prędkości, ciśnienia i temperatury są wspólne dla wszystkich faz. Oznacza
to, że przepływ wielofazowy traktowany jest raczej jako przepływ wieloskładnikowy
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ze źródłami masy. Do symulacji wykorzystać można metodę VOF. Ponieważ rozważa
się przynajmniej dwie fazy, którymi są poruszający się płyn i nieruchome ciało stałe,
więc pod uwagę brane są dwa równania transportu udziałów objętościowych typu
(4.9)

∂αi
∂t
+∇ ➲ (αiu) +∇ ➲ (αi(1− αi)uc) =

Smi
ρi

, (4.12)

gdzie w przypadku metody VOF udziały te oznaczane są przez αi dla i-tej fazy.
Wspólny wektor prędkości oznaczany jest jako u. Przez Smi oznacza się źródła masy
i-tej fazy

Smi = ṁij − ṁji. (4.13)

Źródła masy Smi są związane ze strumieniem masy ṁij (masowym natężeniem prze-
pływu) pomiędzy fazami poprzez interfejs. W przypadku topnienia ṁij oznacza trans-
port masy z fazy stałej do ciekłej, natomiast w przypadku krzepnięcia ṁji oznacza
transport masy z fazy ciekłej do stałej.
Jeżeli rozważa się wyłącznie topnienie, to ṁji = 0. Transport masy pomiędzy

fazami może być opisywany wzorem Lee [6]

ṁij = Cρiαi
T − Ta
Ta

, (4.14)

gdzie C jest stałą modelu, a T oznacza wspólne pole temperatur. Temperaturę „ak-
tywacji” zjawiska topnienia (temperaturę topnienia) oznacza się przez Ta. Aby masa
była zachowana, musi zachodzić

∑
i Smi = 0. Dodatkowo suma udziałów objętościo-

wych αi poszczególnych faz równa jest jedności
∑
i αi = 1. Równanie transportu

(4.12) udziałów objętościowych αi faz daje równanie zachowania masy poprzez obu-
stronne sumowanie po rozważanych fazach

∇ ➲u = 0. (4.15)

Kolejnym równaniem jest równanie Naviera–Stokesa dla mieszaniny typu (2.29)
z przybliżeniem Boussinesqa

∂

∂t
(ρu) +∇ ➲ (ρuu) = ρ0g − ρ0β(T − T0)g + fσ −∇p+∇ ➲ (2µD) + Su, (4.16)

gdzie współczynnik lepkości dynamicznej mieszaniny określany jest jako

µ =
1
ρ

∑

i

αiρiµi. (4.17)

Napięcie powierzchniowe fσ pomija się w przypadku zjawisk topnienia i krzepnięcia.
Ostatni wyraz w równaniu (4.16) jest źródłem pędu, które ma charakter analo-

giczny do źródła pędu w przypadku filtracji, wyrażonym prawem Darcy’ego. W przy-
padku prawa Darcy’ego wyraz źródłowy reprezentowany jest w postaci dodatkowego
gradientu ciśnienia, który zastępowany jest iloczynem stałej (iloraz współczynników
lepkości i filtracji) i wektora prędkości. Źródła Su w przypadku topnienia zapisuje się
jako [2, 10]

Su = −Au, (4.18)
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gdzie funkcja A opisywana jest wzorem Carmana–Kozeny’ego dla przepływów przez
ośrodki porowate (filtracji)

A = Cu
α2s

α3l + 10
−3
. (4.19)

Współczynnik Cu jest kolejną stałą modelu, która wymaga kalibracji. Zwyczajowo
indeksy dolne s i l oznaczają odpowiednio fazę stałą i ciekłą. Dla fazy stałej (αs = 1)
wyraz Su = Au dominuje nad innymi wyrazami równania (4.16). Dla fazy ciekłej
(αs = 0) wyraz Su = Au znika z równania (4.16), gdyż na podstawie wzoru (4.19)
mamy A = 0. Model wyrażony równaniem (4.19) pozwala na odtworzenie obszarów
półpłynnych podczas procesu topnienia. Co więcej, przy wykorzystaniu modelu (4.19)
możliwe jest wykorzystanie jednego równania dla całej mieszaniny (4.16) niezależnie
od fazy.

Rys. 4.3. Kostka lodu

Ostatnim równaniem, które wykorzystuje się w zagadnieniach topnienia, jest rów-
nanie entalpii mieszaniny

∂

∂t
(ρcpT ) +∇ ➲ (ρcpTu) = ∇ ➲ (λ∇T ) + Sh, (4.20)

gdzie ciepło właściwe mieszaniny definiowane jest jako

cp =
1
ρ

∑

i

αiρicpi, (4.21)

a współczynnik przewodnictwa mieszaniny jako

λ =
1
ρ

∑

i

αiρiλi. (4.22)

W równaniu entalpii (4.20) pominięto wyrazy związane z pochodną substancjalną ciś-
nienia i dyssypacją. Wyraz Sh reprezentuje źródła ciepła związane z międzyfazowym
transportem masy w postaci

Sh = −Hf

(
∂

∂t
(ρlαl) +∇ ➲ (ρlαlu)

)
≈ −ρHf

∂αl
∂t

. (4.23)

Ciepło topnienia oznaczone jest przezHf . Zakłada się również, że wyrazy konwekcyjne
fazy ciekłej αl w równaniu (4.23) są pomijalne.
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Krok czasowy ∆t w symulacji numerycznej procesów krzepnięcia i topnienia kon-
trolowany jest najczęściej za pomocą maksymalnej liczby Couranta Co i maksymalnej
liczby Fouriera Fo według definicji

Fo =
κ

ρcp

∆t
L2
, (4.24)

gdzie L to wymiar charakterystyczny, przez który następuje przewodnictwo. W przy-
padku symulacji numerycznych wymiar L związany jest z rozmiarem siatki. Przykład
numerycznej symulacji procesu topnienia kostki lodu pokazano na rysunku 4.3.

4.3. Kawitacja

Zjawisko kawitacji w zakresie różnych skal może być modelowane jako przepływ
dwufazowy za pomocą metody VOF. W najprostszym przypadku rozważa się izoter-
miczną mieszaninę dwóch nieściśliwych faz. Pomiędzy fazami ciekłą (zwykle wodą)
i gazową (zwykle parą wodną) rozważa się transfer masy związany z procesami paro-
wania i kondensacji. W zależności od rozwiązywanych skal zjawiska kawitacji można
uwzględniać również napięcie powierzchniowe. Przykładem procesu kawitacji, w któ-
rym należy uwzględniać napięcie powierzchniowe, jest kawitacja pęcherzykowa. Ty-
powy przypadek, gdzie napięcie powierzchniowe jest pomijane, stanowi kawitacja wi-
rowa.
Równanie ruchu używane do modelowania kawitacji jest standardowym równaniem

(4.2) wykorzystywanym w metodzie VOF, które uwzględnia napięcie powierzchniowe.

∂

∂t
(ρu) +∇ ➲ (ρuu) = σκ∇α−∇prgh − g ➲h∇ρ+∇ ➲ (2µD) . (4.25)

Równanie (4.25) otrzymuje się przy pominięciu międzyfazowego transferu pędu, co
jest konsekwencją dziedziczoną z oryginalnej metody VOF.
Drugim równaniem jest równanie zachowania masy, które ma identyczną postać

(4.7) jak w metodzie VOF
∇ ➲u = 0. (4.26)

Równanie (4.26) jest równaniem słusznym dla mieszaniny obu faz, gdzie prędkość u
to objętościowa prędkość barycentryczna, podczas gdy prędkość w równaniu (4.25)
jest masową prędkością barycentryczną. W metodzie VOF obie prędkości są tożsame.
Dodatkowe równanie stanowi równanie transportu udziału objętościowego αl fazy

ciekłej, które ma postać równania (4.9) z dodatkowymi źródłami masy Sm, co zapi-
sywane jest jako

∂αl
∂t
+∇ ➲ (αlu) +∇ ➲ (αl(1− αl)uc) =

Sm
ρl
. (4.27)

Dodatkowe źródła masy odpowiadają za parowanie i kondensację. Różne modele kawi-
tacji związane są ze sposobem określania tych źródeł. Do najpopularniejszych modeli
zalicza się:
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❼ Model typu Merkle’a [7]. Wyraz źródłowy składa się z dwóch strumieni masy po-
między fazami

Sm = ṁ+ − ṁ−, (4.28)

w których przez ṁ+ oznaczony jest strumień związany z kondensacją, a przez ṁ−

wyraz związany z parowaniem. Poszczególne strumienie opisane są następującymi
zależnościami

ṁ+ =
Cc
t∞

ρv(1− αl)
max(0, p− pv)

1
2ρlu

2
∞

,

ṁ− =
Cv
t∞

ρvαl
min(0, p− pv)

1
2ρlu

2
∞

,

(4.29)

gdzie p jest ciśnieniem cieczy, a pv oznacza ciśnienie nasycenia. Prędkość w prze-
pływie niezakłóconym oznaczana jest jako u∞. Gęstości cieczy i pary oznaczane są
odpowiednio jako ρl i ρv. Stałe modelu mają symbole Cc i Cv. Przez t∞ oznacza
się czas charakterystyczny, wyliczany na podstawie wymiaru charakterystycznego L
i prędkości u∞

t∞ =
L

u∞
. (4.30)

Na podstawie wzorów (4.29) widać, że transfer masy między fazami, zarówno dla
kondensacji, jak i parowania, jest proporcjonalny do różnicy ciśnień p−pv i udziałów
objętościowych odpowiednich faz. Transfer masy związany z parowaniem ṁ− za-
chodzi wtedy, gdy ciśnienie p jest mniejsze od ciśnienia nasycenia pv. W przypadku
kondensacji sytuacja wygląda odwrotnie.

❼ Model typu Kunza [5]. Model ten stanowi modyfikację modelu typu Merkle’a, który
opisany jest równaniami (4.30), i przyjmuje następującą postać

ṁ+ =
Cc
t∞

ρvα
2
l (1− αl) ,

ṁ− =
Cv
t∞

ρvαl
min(0, p− pv)

1
2ρlu

2
∞

.
(4.31)

Wszystkie oznaczenia są identyczne jak dla modelu typu Merkle’a. Jedyna różnica
polega na innym opisie strumienia masy ṁ+, związanego z kondensacją. Strumień
ten pojawia się niezależnie od wzajemnej zależności pomiędzy ciśnieniem p i ci-
śnieniem nasycenia pv. Co istotne, międzyfazowa wymiana masy zachodzi tylko na
interfejsie pomiędzy fazami, gdyż iloczyn α2l (1− αl) jest niezerowy wyłącznie na
interfejsie. Maksymalna wartość strumienia ṁ− zachodzi dla αl = 23 .

❼ Model typu Schnerra–Sauera [8]. Model ten wynika między innymi z uproszczonego
równania Rayleigha–Plesseta i dany jest jednym wspólnym wzorem

Sm = sgn(p− pv)
3ρvρl
ρRb
(1− αl)αl

√
2|p− pv|
3ρl

, (4.32)
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gdzie promień pęcherzy oznaczany jest przez Rb i dany jest zależnością

Rb =
3

√
3(1− αl)
4πnαl

. (4.33)

Zakłada się, że wszystkie pęcherze mają ten sam promień. Przez n oznaczono liczbę
pęcherzy na metr sześcienny, której typowa wartość jest rzędu 1013. W modelu typu
Schnerra–Sauera zmiana udziału objętościowego αl jest funkcją rozmiaru pęcherzy
oraz ich liczby. Model wymaga również znajomości początkowego promienia pęche-
rzy Rb0.

Rys. 4.4. Łopatka pędnika

Przykładową symulację kawitacji wirowej, która wykorzystuje model typu Schnerra–
Sauera, pokazano na rysunku 4.4. Napięcie powierzchniowe jest w tym przypadku
pomijane.

4.4. Przepływy nienewtonowskie i bioprzepływy

Przepływy krwi w dużych naczyniach krwionośnych traktowane mogą być jako
przepływy newtonowskie, dla których słuszna jest hipoteza Newtona (2.16). W przy-
padku naczyń mniejszych wykorzystywane są inne równania konstytutywne na lep-
kościową τ część tensora naprężenia. Wyróżnić można cztery typy płynów nienewto-
nowskich ze względu na sposób przedstawienia tensora τ:

❼ Uogólnione płyny newtonowskie, dla których wykorzystywane jest równanie kon-
stytutywne analogiczne do równania (2.16)

τ = 2µ(γ)D. (4.34)

Różnica polega na tym, że współczynnik lepkości dynamicznej µ jest funkcją pręd-
kości ścinania γ. Modele uogólnionych płynów newtonowskich mają duże znaczenie
praktyczne, gdyż nie trzeba modyfikować równania Naviera–Stokesa ani równań
konkretnej metody numerycznej.

Spośród wielu modeli można wymienić przykładowo model Herschela–Bulkleya, dla
którego współczynnik lepkości dany jest wzorem

µ(γ) =
τ0
|γ| + k|γ

+|n−1. (4.35)
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Przez k oznacza się stałą konsystencji o wymiarze identycznym z wymiarem współ-
czynnika lepkości. Bezwymiarowy parametr reologiczny n dla krwi przyjmuje war-
tości mniejsze od jedności. Przez γ+ oznacza się bezwymiarową prędkość ścina-
nia, która wynika z podzielenia wartości wymiarowej γ przez jednostkową prędkość
ścinania. W ten sposób zachowuje się poprawne jednostki fizyczne, w przypadku
gdy n w równaniu (4.35) jest różne od jedności. Symbol τ0 oznacza granicę płynię-
cia. W szczególnym przypadku, gdy granica płynięcia τ0 = 0, otrzymujemy model
Ostwalda–de Waele’a. Natomiast gdy bezwymiarowy parametr reologiczny n = 1,
model (4.35) przechodzi w model Binghama.

Rys. 4.5. Serce Rys. 4.6. Górne drogi oddechowe

❼ Płyny typu różniczkowego, dla których lepkościowa τ część tensora naprężenia dana
jest w sposób jawny w postaci

τ = f(A1,A2, . . .), (4.36)

gdzie Ai oznaczają tensory Rivlina–Ericksena. Tensory Rivlina–Ericksena otrzy-
muje się przez różniczkowanie (stąd nazwa płynów typu różniczkowego) lewego
tensora deformacji Cauchy’ego–Greena Ct.

❼ Płyny typu całkowego, dla których lepkościowa τ część tensora naprężenia dana
jest w sposób jawny w postaci

τ =
tw

−∞

f(t− τ) (δ−Ct(τ)) dτ , (4.37)

gdzie f jest tak zwaną pamięcią płynu.

❼ Płyny typu szybkościowego, dla których lepkościowa τ część tensora naprężenia
dana jest w postaci równania różniczkowego

τ̇ = f(τ,D, Ḋ), (4.38)

gdzie τ̇ oznacza pochodną, która jest niezmiennicza względem zmian położenia
obserwatora.
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Oprócz symulacji ruchu krwi, której przykład podano na rysunku 4.5, rozważać
można przepływy powietrza w układzie oddechowym, jak zilustrowano na rysunku 4.6.
Przepływy powietrza w układzie oddechowym są oczywiście przepływami newtonow-
skimi, ale trudność w ich modelowaniu polega na tym, że ich charakter może się zmie-
niać od turbulentnego do laminarnego poprzez przejściowy. Kolejnymi utrudnieniami
mogą być sprzężona wymiana ciepła oraz dwufazowość przepływu.
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Rozdział 5

Dynamika molekularna

5.1. Równanie ruchu

Dynamika molekularna należy do deterministycznych metod symulacji [2, 6], co
oznacza, że równania ruchu wywodzą się z mechaniki klasycznej. W najprostszym uję-
ciu rozważany jest ruch wszystkich molekuł o kształcie sferycznym. Założenie sferycz-
nego kształtu pozwala na rozważanie wyłącznie ruchów translacyjnych poszczególnych
molekuł. Dla pojedynczej molekuły i o masie m i położeniu xi wykorzystywana jest
druga zasada dynamiki Newtona w postaci

m
d2xi
dt2
= Gi +

N∑

j=1 6=i

fij . (5.1)

Do rozwiązywania (całkowania) równań różniczkowych (5.1) wykorzystuje się różne
metody, które różnią się dokładnością i złożonością obliczeniową. Najprostsze metody
polegają na bezpośredniej dyskretyzacji pochodnych w równaniu (5.1) lub na dyskre-
tyzacji prostszych równań, na które dekomponowane jest równanie oryginalne (5.1).
Siły działające na molekułę można podzielić na siły zewnętrzne G typu grawita-

cji i siły wzajemnego oddziaływania fij z innymi molekułami. Przez N oznacza się
całkowitą liczbę molekuł, dla których należy rozwiązywać równania typu (5.1). Siła
wzajemnego oddziaływania wyrażana jest przez gradient potencjału Vij w postaci

fij = −∇Vij . (5.2)

W najogólniejszym przypadku należy uwzględnić siły wzajemnego oddziaływania po-
między wszystkimi molekułami. Liczba wzajemnych oddziaływań jest rzędu N2, co
czyni metodę dynamiki molekularnej niezwykle wymagającą pod względem pamięci i
szybkości działania zasobów sprzętowych. Nawet jeżeli uwzględnić to, że oddziaływa-
nie jednej cząstki na drugą jest takie samo jak drugiej na pierwszą – z przeciwnym
znakiem, to liczba 12N(N−1) oddziaływań jest dalej rzędu N2. Liczba molekuł w jed-
nym molu jest rzędu 1023. Typowe wymiary stosowane w dynamice molekularnej to:
wymiary atomów 10−9 m, masy atomów od 10−24 g i skale czasowe od 10−16 s.
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5.2. Potencjały

5.2.1. Potencjał Lennarda–Jonesa

Potencjał, który często jest wykorzystywany do opisu oddziaływań między mole-
kułami, przyjmuje postać potencjału Lennarda–Jonesa [3] w postaci

Vij = 4ǫ

((
σ

‖xij‖

)12
−
(

σ

‖xij‖

)6)
, (5.3)

gdzie ‖xij‖ = xi − xj jest odległością między dwiema molekułami i oraz j. Potencjał
składa się z części repulsywnej związanej z ‖xij‖−12 i atraktywnej związanej z ‖xij‖−6.
Stałe ǫ i σ są parametrami dobieranymi eksperymentalnie. Pierwszy z nich ǫ to tzw.
studnia potencjału, a drugi σ stanowi odległość, przy której potencjał między mole-
kułami jest zerowy. Innymi słowy, ǫ opisuje siłę wzajemnych oddziaływań, natomiast
σ ich zasięg. Znormalizowany wykres potencjału Lennarda–Jonesa (5.3) pokazano na
rysunku 5.1.
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V
ij
ǫ−

1

Rys. 5.1. Potencjał Lennarda–Jonesa

Wyliczanie sił na podstawie gradientu potencjału jest najbardziej czasochłonną
operacją w trakcie jednego kroku czasowego algorytmu. Z tego powodu często rozważa
się obciętą wersję potencjału Lennarda–Jonesa w następującej postaci

Vij =




4ǫ
((

σ
‖xij‖

)12
−
(

σ
‖xij‖

)6)
; ‖xij‖ ¬ rc

0; ‖xij‖ > rc,
(5.4)

gdzie rc jest promieniem obcięcia. Na rysunku 5.1 widać, że potencjał Vij dąży do
zera wraz ze wzrostem odległości ‖xij‖ pomiędzy molekułami. Przykładowy promień
obcięcia może wynosić rc = 3σ, gdyż Vij(3σ) = −0,0054794 ǫ, co stanowi mniej niż
jeden procent minimalnej wartości potencjału.
Siłę wzajemnych oddziaływań fij , która występuje w drugiej zasadzie dynamiki

Newtona (5.1), otrzymuje się, licząc gradient potencjału (5.3)

−∇Vij =
24ǫxij
‖xij‖2

(
2
(

σ

‖xij‖

)12
−
(

σ

‖xij‖

)6)
. (5.5)
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5.2.2. Potencjał grawitacyjny

Kolejnym przykładem powszechnie znanego potencjału może być potencjał gra-
witacyjny. Oczywiście potencjał grawitacyjny nie mieści się w obszarze zainteresowań
dynamiki molekularnej ze względu na odległości pomiędzy „molekułami”, niemniej
sposób postępowania przy wyliczaniu sił i symulacji ruchu jest analogiczny i mieści
się w szerszym pojęciu, które nazywane jest symulacją N ciał.
Potencjał grawitacyjny wyraża się wzorem

Vij = −G
mimj

‖xij‖
, (5.6)

gdzie stała grawitacyjna oznaczona jest przez G, natomiast masy poszczególnych
obiektów przez mi. Siłę wzajemnych oddziaływań fij otrzymuje się, licząc gradient
potencjału (5.6), co daje

∇Vij = G
mimj

‖xij‖2
xij

‖xij‖
. (5.7)

5.3. Współrzędne bezwymiarowe

Przy korzystaniu z potencjału Lennarda–Jonesa (5.3) często wykorzystuje się
współrzędne bezwymiarowe, które ułatwiają skalowanie wyników. Za podstawowe wy-
miary przyjmowane są odległość σ, energia ǫ i masa m. Dwie pierwsze wielkości wy-
stępują we wzorze na potencjał (5.3). Bezwymiarowa składowa x+ i wektor położenia
x+ określane są wzorem

x+ =
x

σ
, x+ =

x

σ
. (5.8)

Bezwymiarowy czas t+ definiowany jest na podstawie wszystkich trzech podstawo-
wych wielkości σ, ǫ i m jako

t+ =
t

σ

√
ǫ

m
. (5.9)

Bezwymiarowa temperatura T+ definiowana jest jako

T+ =
kBT

ǫ
, (5.10)

gdzie kB jest stałą Boltzmanna. Bezwymiarowa składowa prędkości v+ i wektor pręd-
kości definiowane są jako

v+ = v

√
m

ǫ
, v+ = v

√
m

ǫ
. (5.11)

Bezwymiarowa składowa siły f+ i cały wektor siły definiowane są jako

F+ =
Fσ

ǫ
, F+ =

Fσ

ǫ
. (5.12)

Zatem bezwymiarowa siła (5.5), która wynika z potencjału Lennarda–Jonesa (5.3),
może być zapisana teraz jako

F+ =
σ

ǫ
∇Vij = 24x+ij

(
2‖x+ij‖−14 − ‖x+ij‖−8

)
. (5.13)
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5.4. Metody całkowania równania ruchu

Równanie ruchu (5.1) pojedynczej molekuły, niezależnie od wzoru na potencjał Vij ,
przy oznaczeniu wszystkich sił działających na molekułę jako

Fi(t) = Gi −
N∑

j=1 6=i

∇Vij , (5.14)

może być zapisane w prostszej postaci

d2xi(t)
dt2

=
Fi(t)
mi
= ai(t). (5.15)

Typowe algorytmy całkowania równań typu (5.15) polegają na wyznaczeniu sił
wzajemnego oddziaływania, a następnie nowych położeń molekuł. Niektóre algo-
rytmy wymagają dodatkowego obliczenia prędkości poszczególnych molekuł. Nato-
miast wszystkie algorytmy wymagają ustalenia początkowych położeń i prędkości
molekuł.

5.4.1. Algorytm Eulera

W algorytmie Eulera całkowania równania ruchu, będącego równaniem drugiego
rzędu, wykorzystuje się zamianę tego równania na dwa równania pierwszego rzędu

dvi(t)
dt
= ai(t), (5.16a)

dxi(t)
dt
= vi(t). (5.16b)

W obu powyższych równaniach wykorzystywane są różnicowe odpowiedniki pochod-
nych (9.5), czyli liniowe rozwinięcie w szereg Taylora prędkości i położenia, co prowa-
dzi do następującego układu równań

vi(t+∆t) ≈ vi(t) + ai(t)∆t, (5.17a)

xi(t+∆t) ≈ xi(t) + vi(t)∆t. (5.17b)

Ze względu na liniowe rozwinięcie w szereg Taylora algorytm Eulera jest algoryt-
mem tylko pierwszego rzędu. Modyfikację algorytmu Eulera stanowi algorytm Eulera–
Cromera, który jest również algorytmem pierwszego rzędu, ale stabilniejszym. Różnica
polega na tym, że w równaniu na położenie w następnym kroku czasowym xi(t+∆t)
wykorzystuje się uaktualnioną prędkość vi(t+∆t) zamiast vi(t)

vi(t+∆t) ≈ vi(t) + ai(t)∆t, (5.18a)

xi(t+∆t) ≈ xi(t) + vi(t+∆t)∆t. (5.18b)

Algorytm Eulera–Cromera przedstawiony jest w postaci pseudokodu (algorytm 5.1).
Algorytm potrzebuje początkowych położeń i prędkości dla t = 0 oraz wyliczonych
na ich podstawie sił dla wszystkich molekuł.
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1 t := 0
2 Generate xi(0), vi(0)
3 foreach i do

4 Fi := Gi −
∑N
j=1 6=i∇Vij

5 repeat

6 foreach i do

7 vi := vi + Fimi∆t
8 xi := xi + vi∆t
9 Fi := Gi −

∑N
j=1 6=i∇Vij

10 BC
11 t := t+∆t
12 until t < tmax

Alg. 5.1. Pseudokod algorytmu Eulera–Cromera

5.4.2. Podstawowy algorytm Störmera–Verleta

Jedną z metod całkowania równania ruchu (5.15) drugiego rzędu, która sprowa-
dza się do wyznaczenia położeń (trajektorii) i prędkości w funkcji czasu, jest metoda
Störmera–Verleta [7]. Wymaga ona warunków początkowych w postaci położeń i pręd-
kości dla t = 0. Drugą pochodną w równaniu (5.15) zastępuje się jej symetrycznym
różnicowym odpowiednikiem drugiego rzędu (9.13)

d2xi(t)
dt2

≈ xi(t+∆t)− 2xi(t) + xi(t−∆t)
∆t2

. (5.19)

Wstawienie różnicowego odpowiednika drugiej pochodnej do równania ruchu (5.15),
pozwala na wyznaczenie kolejnego położenia molekuły w czasie t + ∆t z poniższego
wzoru

xi(t+∆t) = 2xi(t)− xi(t−∆t) +
Fi(t)
mi
∆t2. (5.20)

Z równania dyskretnego (5.20) wynika konieczność znajomości położenia w poprzed-
nim kroku czasowym xi(t−∆t), co nie jest możliwe dla czasu t = 0. W takim przy-
padku zamiast wzoru (5.20) dla zerowego kroku czasowego korzysta się z rozwinięcia xi
w szereg Taylora. Rozwinięcie to, z dokładnością do drugich pochodnych, ma postać

xi(t+∆t) ≈ xi(t) + vi(t)∆t+
Fi(t)
mi

∆t2

2
. (5.21)

Wykorzystano tu interpretacje fizyczne pierwszej pochodnej, którą jest prędkość,
i drugiej pochodnej ze wzoru (5.15).
Algorytm pokazany jest w postaci pseudokodu (algorytm 5.2). Nosi on nazwę pod-

stawowego algorytmu Störmera–Verleta, gdyż nie wymaga liczenia prędkości. Same
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prędkości, o ile są potrzebne, mogą być wyznaczone po obliczeniu położeń z central-
nego odpowiednika różnicowego drugiego rzędu pierwszej pochodnej (9.7)

vi(t) ≈
xi(t+∆t)− xi(t−∆t)

2∆t
. (5.22)

Algorytm wymaga wygenerowania początkowych położeń i prędkości, które trakto-
wane są jako warunek początkowy. W głównej pętli algorytmu należy uwzględniać
zderzenia, o ile potencjał sam tego nie uwzględnia. Dodatkowo można rozważać zde-
rzenia z ograniczeniami fizycznymi (ścianami), o ile istnieją. Algorytm 5.2 wymaga
przechowywania położeń z poprzedniego kroku czasowego xi(t−∆t).

1 t := 0
2 Generate x0i := xi(0), vi(0)
3 foreach i do

4 Fi := Gi −
∑N
j=1 6=i∇Vij

5 xi := x0i + vi∆t+
Fi
mi
∆t2

2

6 repeat

7 foreach i do

8 Fi := Gi −
∑N
j=1 6=i∇Vij

9 x0i := 2xi − x0i + Fimi∆t
2

10 x0i ↔ xi
11 BC
12 t := t+∆t
13 until t < tmax

Alg. 5.2. Pseudokod podstawowego algorytmu Störmera–Verleta

5.4.3. Algorytm leapfrog

W algorytmie leapfrog prędkości liczone są w ułamkowych krokach czasowych,
natomiast położenia i przyspieszenia w krokach całkowitych. W ten sposób nastę-
puje przeskok (leap) położenia nad ułamkowym położeniem prędkości. Ze względu na
ułamkowe kroki czasowe prędkości algorytm leapfrog jest algorytmem drugiego rzędu.
Równania na prędkości i położenia są podobne do równań w algorytmie Eulera (5.18)

vi
(
t+ 12∆t

)
≈ vi

(
t− 12∆t

)
+ ai(t)∆t, (5.23a)

xi(t+∆t) ≈ xi(t) + vi
(
t+ 12∆t

)
∆t. (5.23b)

W kroku czasowym 32∆t konieczna jest znajomość prędkości w kroku
1
2∆t. Można

tę prędkość wyliczyć na podstawie liniowego rozwinięcia prędkości w szereg Taylora,
ale dla połowy kroku ∆t2

vi
(
1
2∆t

)
≈ vi(0) + ai(0)∆t2 . (5.24)
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Powyższy wzór wykorzystywany jest jednokrotnie przed właściwą pętlą algorytmu.
W przypadku konieczności wyliczania prędkości w całkowitych krokach czasowych
można się posługiwać średnią arytmetyczną z sąsiednich ułamkowych kroków

vi(t) ≈
vi
(
t− ∆t2

)
+ vi

(
t+ ∆t2

)

2
. (5.25)

Algorytm leapfrog przedstawiony jest w formie pseudokodu (algorytm 5.3). Jest on
bardzo podobny do algorytmu Eulera–Cromera (algorytm 5.1). Jedyna różnica polega
na wyliczeniu prędkości w ułamkowym kroku czasowym przed główną pętlą. Ta jedna
różnica czyni z algorytmu pierwszego rzędu Eulera–Cromera algorytm drugiego rzędu
leapfrog.

1 t := 0
2 Generate xi(0), vi(0)
3 foreach i do

4 Fi := Gi −
∑N
j=1 6=i∇Vij

5 vi = v0 + Fim
∆t
2

6 repeat

7 foreach i do

8 vi := vi + Fimi∆t
9 xi := xi + vi∆t
10 Fi := Gi −

∑N
j=1 6=i∇Vij

11 BC
12 t := t+∆t
13 until t < tmax

Alg. 5.3. Pseudokod algorytmu leapfrog

5.4.4. Prędkościowy algorytm Störmera–Verleta

Algorytm prędkościowy Störmera–Verleta wynika z algorytmu leapfrog przy za-
mianie prędkości z kroku ułamkowego na krok całkowity. Ponieważ algorytm leapfrog
jest algorytmem drugiego rzędu, więc tak samo jest z algorytmem prędkościowym.
Prędkość w kroku t+ 12∆t liczona jest na podstawie prędkości w kroku t+∆t, czyli
w połowie długości kroku 12∆t. Prędkość w kroku t + ∆t liczy się natomiast za po-
mocą wcześniej obliczonej prędkości w kroku t + 12∆t, czyli brana jest pod uwagę
znowu połowa kroku czasowego 12∆t. Położenie w kroku całkowitym t + ∆t obli-
cza się identycznie jak w algorytmie leapfrog. W ten sposób algorytm prędkościowy
Störmera–Verleta zapisywany jest następująco.

vi
(
t+ 12∆t

)
= vi(t) + 12ai(t)∆t, (5.26a)

xi(t+∆t) = xi(t) + vi
(
t+ 12∆t

)
∆t, (5.26b)

vi (t+∆t) = vi
(
t+ 12∆t

)
+ ai (t+∆t) ∆t2 . (5.26c)
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W tym zapisie występują dwa przyspieszenia liczone w różnych krokach czasowych.
Jednak nie oznacza to konieczności dwukrotnego wyliczania przyspieszenia w danym
kroku czasowym. Wymagane jest tylko przechowywanie przyspieszenia z poprzedniego
kroku. Eliminując prędkość w kroku ułamkowym 12∆t, można przedstawić następującą
postać algorytmu prędkościowego Störmera–Verleta

xi(t+∆t) = xi(t) + vi(t)∆t+ ai(t)∆t
2

2 , (5.27a)

vi(t+∆t) = vi(t) +
ai(t) + ai(t+∆t)

2
∆t. (5.27b)

Pseudokod omawianej tu metody podano w postaci algorytmu 5.4.

1 t := 0
2 Generate xi(0), vi(0)
3 foreach i do

4 F0i := Fi := Gi −
∑N
j=1 6=i∇Vij

5 repeat

6 foreach i do

7 xi := xi + vi∆t+ Fimi
∆t2

2

8 Fi := Gi −
∑N
j=1 6=i∇Vij

9 vi := vi +
F0i+Fi
2

∆t
mi

10 F0i := Fi
11 BC
12 t := t+∆t
13 until t < tmax

Alg. 5.4. Pseudokod prędkościowego algorytmu Störmera–Verleta

5.4.5. Inne algorytmy

Do innych metod, które są nieco mniej popularne w zagadnieniach dynamiki mole-
kularnej, zaliczyć można np. algorytm Beemana i Newmarka. Algorytm Beemana [1]
jest algorytmem drugiego rzędu. Równania na aktualizację położenia i prędkości mają
następującą postać

xi(t+∆t) = xi(t) + vi(t)∆t+ 16 (4ai(t)− ai (t−∆t))∆t2, (5.28a)

vi (t+∆t) = vi(t) + 16 (2ai (t+∆t) + 5ai(t)− ai (t−∆t))∆t. (5.28b)

Nowo wyliczone położenie xi(t+∆t) służy do wyznaczenia przyspieszenia w następ-
nym kroku ai(t+∆t), które potrzebne jest przy wyznaczaniu prędkości w następnym
kroku vi(t+∆t). Algorytm wymaga dodatkowego przechowywania wartości przyspie-
szenia z poprzedniego kroku ai(t−∆t). Oznacza to, że oprócz warunków początkowych
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przed główną pętlą algorytmu należy podać również wartość przyspieszenia w pierw-
szym kroku czasowym. Można to zrobić przy użyciu jednej z wcześniej dyskutowanych
metod.
Metoda Newmarka [4] wyznacza położenia i prędkości w następnych krokach cza-

sowych według następujących reguł

xi(t+∆t) = xi(t) + vi(t)∆t+
((
1
2 − β

)
ai(t) + β ai (t+∆t)

)
∆t2, (5.29a)

vi (t+∆t) = vi(t) + ((1− γ)ai(t) + γ ai (t+∆t))∆t, (5.29b)

gdzie współczynniki algorytmu γ ∈]0; 1], β ∈ [0; 12 ]. Często przyjmowanymi warto-
ściami są γ = 1

2 , β =
1
4 . Z wyjątkiem przypadku β = 0 algorytm Newmarka wy-

maga dwukrotnego wyliczania przyspieszenia w pętli, co czyni go mniej atrakcyjnym
w porównaniu z wcześniejszymi metodami. Przed obliczeniem xi(t+∆t) przyspiesze-
nia ai(t + ∆t) wylicza się za pomocą położenia xi(t). Po zaktualizowaniu położenia
xi(t+∆t) przyspieszenie ai(t+∆t) wyliczane jest już w nowym położeniu.

5.5. Warunki początkowe i brzegowe

5.5.1. Położenia początkowe

Najprostszym sposobem ustalenia położenia początkowego molekuł jest ich losowy
rozkład, np. według rozkładu jednostajnego ciągłego U(0, 1)

xi = L+ (U− L) ◦ U(0, 1), (5.30)

gdzie U i L są wektorami ograniczającymi położenia molekuł, ◦ jest iloczynem Ha-
damarda. Jednak takie podejście może spowodować częściowe nachodzenie na siebie
molekuł, co może prowadzić do problemów w przypadku stosowania np. potencjału
Lennarda–Jonesa, gdzie takie sytuacje są niemożliwe.
Inną możliwość, która pozbawiona jest wad metody losowej, stanowi jednorodny

rozkład molekuł w całej objętości przez nie zajmowanej. Do rozkładu jednorodnego,
który jest wyidealizowany, dodaje się niewielkie losowe odchyłki. Odchyłki są niewiel-
kie w porównaniu z odległością między molekułami, aby uniknąć problemu częścio-
wego nachodzenia molekuł na siebie.

5.5.2. Prędkości początkowe

Do określenia początkowych prędkości układu, który znajduje się w równowadze
termodynamicznej, można wykorzystać rozkład Maxwella–Boltzmanna dla wektora
prędkości w postaci

f(v) =
(

m

2πkBT

) 3
2

e
−m‖v‖

2

2kBT , (5.31)

Rozkład (5.31) składa się z iloczynu rozkładów poszczególnych składowych prędko-
ści vi w postaci

f(vi) =
√

m

2πkBT
e
−
mv2
i

2kBT . (5.32)
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5.5.3. Warunki brzegowe

Ze względu na ogromną liczbę molekuł, która jest niemożliwa do symulacji w roz-
sądnym czasie, najczęściej spotykanym warunkiem brzegowym w symulacjach prze-
prowadzanych metodą dynamiki molekularnej jest warunek periodyczności. Warunek
ten pozwala na symulowanie własności większych układów molekuł za pomocą nie-
wielkiej ich liczby. Warunek periodyczności oznacza np. dla przypadku dwuwymia-
rowego, że gdy molekuła opuszcza rozważany kwadrat z lewej strony, musi ona się
pojawić z prawej strony kwadratu. Dodatkowo wokół rozważanego kwadratu należy
rozważać identyczne kopie kwadratu. Jest to potrzebne do wyliczania wzajemnych
oddziaływań. Molekuła znajdująca się w rozważanym kwadracie oddziałuje na pozo-
stałe molekuły w tym kwadracie lub z ich najbliższymi obrazami, które znajdują się
w kopiach kwadratu.
Oprócz warunku periodyczności można wprowadzić warunek, który imituje ściany.

Molekuły są odbijane do wnętrza rozważanego obszaru, co może mieć wpływ na stan
i własności układu, szczególnie gdy liczba molekuł jest mała.
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Rozdział 6

Dynamika cząstek
dyssypatywnych

6.1. Równanie ruchu

Metoda dynamiki cząstek dyssypatywnych (DPD) [2, 3] należy do grupy metod
mezoskopowych i pozwala na efektywniejszą symulację ruchu cząstek w porównaniu
z metodami mikroskalowymi. Każda cząstka reprezentuje całą grupę atomów lub mo-
lekuł zamiast pojedynczych atomów, co pozwala na symulację dla większych skal
długości i czasu w odniesieniu np. do dynamiki molekularnej. Oznacza to również, że
zjawiska na poziomie atomowym nie mogą być modelowane w ramach metody DPD,
choć im mniejsza liczba atomów reprezentowana jest przez cząstki DPD, tym większa
dokładność w porównaniu z metodą dynamiki molekularnej. Dynamika cząstek dys-
sypatywnych znajduje się na pograniczu deterministycznych i stochastycznych metod
symulacji. Co prawda równania ruchu wywodzą się z mechaniki klasycznej, ale pewne
rodzaje sił mają charakter stochastyczny.

W metodzie DPD brany jest pod uwagę zbiór N wzajemnie oddziałujących ze sobą
cząstek. Równanie ruchu jest modyfikacją równania ruchu z dynamiki Langevina (1.4)
i dla cząstki i ma następującą postać

m
d2xi
dt2
= fi =

N∑

j=1 6=i

(
fCij + f

D
ij + f

R
ij

)
, (6.1)

gdzie na siłę fi działającą na tę cząstkę składają się trzy rodzaje sił: zachowawcze fC ,
dyssypatywne fD i losowe fR. Siły te mają charakter wzajemnie addytywny. Masa
cząstki oznaczona jest przez m, a jej położenie przez xi. Dla cząstki i rozważa się
siły pochodzące od wszystkich cząstek j, które znajdują się w odległości mniejszej niż
pewien charakterystyczny promień rc.
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6.2. Określenie sił

Siły dyssypatywne związane są z lepkością płynu i przedstawiane za pomocą na-
stępującej formuły

fDij = −γωD (x̂ij ➲vij) x̂ij , (6.2)

gdzie ωD jest funkcją wagową zależną od wektora xij wyznaczającego wzajemne po-
łożenie dwóch cząstek i oraz j. Wektor ten wyliczany jest w następujący sposób
xij = xi − xj . Siły dyssypatywne działają wzdłuż wektora łączącego środki mas
cząstek xij , który po unormowaniu ma postać x̂ij = xij/‖xij‖. Siły dyssypatywne są
proporcjonalne do różnicy prędkości vij = vi−vj cząstek i ich intensywność określona
jest przez współczynnik γ. Siły dyssypatywne powodują przyciąganie lub odpychanie
cząstek w zależności od znaku x̂ij ➲vij . Co więcej, jeżeli jedynymi działającymi siłami
byłyby wyłącznie siły dyssypatywne, to ruch cząstek zostałby stłumiony do zera.
Siły losowe określa się podobnie do sił dyssypatywnych następującą zależnością

fRij = σωRx̂ij
θij√
dt

(6.3)

i również działają one wzdłuż wektora łączącego środki mas cząstek xij . Razem z si-
łami dyssypatywnymi zachowują pęd i moment pędu, gdyż θij = θji. Intensywność
tych sił określana jest współczynnikiem σ. Przez θ oznacza się liczbę losową z roz-
kładu Gaussa o zerowej wartości oczekiwanej i jednostkowej wariancji. Liczbę tę wy-
biera się dla każdej pary cząstek w każdym kroku czasowym. Podobnie jak ma to
miejsce w dynamice Langevina, siły losowe określane są białym szumem. Gdyby jedy-
nymi działającymi siłami były wyłącznie siły losowe, to prędkość cząstek wzrastałaby
ciągle.

0 1 2 3
0

0.5

1

‖xij‖ r
−1
c

ω
R

Rys. 6.1. Funkcja wagowa (6.4)

Funkcja wagowa ωR jest analogiczna do funkcji wagowej ωD, jednakże obie funk-
cje powiązane są zależnością ωD = ω2R [1]. Podobnie jest ze współczynnikami σ

2 =
2γkBT , gdzie kB jest stałą Boltzmanna, a T temperaturą. Jedna z najprostszych
funkcji wagowych, pokazana na rysunku 6.1, może mieć postać

ωR =

{
1− ‖xij‖rc

; ‖xij‖ ¬ rc,
0; ‖xij‖ > rc.

(6.4)
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Funkcja powyższa przyjmuje wartości zerowe, jeżeli wzajemna odległość cząstek jest
większa od charakterystycznego promienia rc i rośnie liniowo do wartości jeden w miarę
zbliżania się cząstek.
Siły zachowawcze w najprostszej postaci mają postać sił odpychających, działają-

cych wzdłuż wektora łączącego środki mas cząstek xij , co zapisuje się jako

fCij = αωRx̂ij . (6.5)

Maksymalną wartość tych sił określa współczynnik α. Funkcja wagowa ωR określona
jest w identyczny sposób jak w przypadku sił losowych.

6.3. Współrzędne bezwymiarowe

Podobnie jak ma to miejsce w przypadku dynamiki molekularnej, tak i w metodzie
DPD wprowadza się współrzędne bezwymiarowe, które ułatwiają skalowanie wyników.
Za wielkości odniesienia przyjmowane są: odległość w postaci charakterystycznego
promienia (odcięcia) rc, energia ǫ i masa m. Bezwymiarowy wektor położenia x+

określany jest wzorem
x+ =

x

rc
. (6.6)

Bezwymiarowy czas t+ definiowany jest w odniesieniu do wszystkich trzech podsta-
wowych wielkości rc, ǫ i m jako

t+ =
t

rc

√
ǫ

m
. (6.7)

Bezwymiarowa temperatura T+ definiowana jest jako

T+ =
kBT

ǫ
. (6.8)

Bezwymiarowy wektor prędkości definiowany jest jako

v+ = v

√
m

ǫ
. (6.9)

Bezwymiarowy wektor sił f definiowany jest jako

f+ =
rcf

ǫ
. (6.10)

6.4. Całkowanie równania ruchu

Ponieważ siły dyssypatywne (6.2) zależą jawnie od prędkości cząstek, do całkowa-
nia równania ruchu cząstki nie można stosować algorytmu podstawowego Störmera–
Verleta (algorytm 5.2). Całkowitą siłę działającą na cząstkę i zapisuje się jako

fi = α
N∑

j=1 6=i

ωRx̂ij −
σ2

2kBT

N∑

j=1 6=i

ω2R (x̂ij ➲vij) x̂ij + σ
N∑

j=1 6=i

ωRx̂ijθij
1√
∆t

. (6.11)
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Do całkowania równania ruchu (6.1) wykorzystuje się zmodyfikowany algorytm
prędkościowy Störmera–Verleta (algorytm 5.4) [4]. W pierwszym etapie oblicza się
prędkość pośrednią w kroku czasowym t+ 12∆t, wykorzystując wyliczone siły i poło-
żenia z poprzedniego kroku fi(xi(t),vi(t)) jako

vi
(
t+ 12∆t

)
= vi(t) + 1

2m fi (xi(t),vi(t))∆t. (6.12)

Prędkość tę wykorzystuje się do wyliczenia nowych położeń cząstek w następnym
kroku t+∆t na podstawie sił wyliczonych w poprzednim kroku fi(xi(t),vi(t+ 12∆t)),
co można zapisać jako

xi(t+∆t) = xi(t) + vi
(
t+ 12∆t

)
∆t+ 1

m fi
(
xi(t),vi(t+ 12∆t)

)
∆t2. (6.13)

Następnie wyznaczone zostają siły dla prędkości pośredniej i aktualnych położeń czą-
stek fi(xi(t + ∆t),vi(t + 12∆t)). Siły te i prędkości pośrednie wykorzystuje się do
uaktualnienia prędkości w następnym kroku

vi(t+∆t) = vi
(
t+ 12∆t

)
+ 1
2m fi

(
xi(t+∆t),vi(t+ 12∆t)

)
∆t. (6.14)

Kolejnym krokiem jest uaktualnienie sił na podstawie nowego położenia i nowej pręd-
kości jako fi (xi(t+∆t),vi(t+∆t)). Jako ostatnie uwzględnia się warunki brzegowe.
Cały pseudokod przedstawiono jako algorytm 6.1.

1 t := 0
2 Generate xi, vi
3 fi := fi (xi,vi)
4 repeat

5 vi := vi + 1
2m fi∆t

6 xi := xi + vi∆t+ 1
2m fi∆t

2

7 fi := fi (xi,vi)
8 vi := vi + 1

2m fi∆t
9 fi := fi (xi,vi)
10 BC
11 t := t+∆t
12 until t < tmax

Alg. 6.1. Pseudokod zmodyfikowanego prędkościowego algorytmu Störmera–
Verleta

Krok czasowy ∆t dobiera się na tyle mały, aby utrzymać warunek równowagi.
Przyjmując kBT = 1, mamy następującą zależność pomiędzy współczynnikami σ2 =
2γ. Z zasady ekwipartycji energii

mv2 = 3kBT (6.15)

mamy następujący warunek równowagi

m

3N

N∑

i=1

vi ➲vi = 1, (6.16)
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gdzie przez wartość średnią prędkości rozumie się średnią arytmetyczną.
Istotnym parametrem w metodzie DPD jest również gęstość liczbowa ρN , czasem

oznaczana jako n, definiowana jako ρN = N/|V |, gdzie przez |V | oznaczona jest
miara rozważanej objętości V , którą wypełniają cząstki. Zwykle przyjmuje się wartości
z przedziału ρN ∈ [3; 4].
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Rozdział 7

Hydrodynamika
wygładzonych cząstek

Hydrodynamika wygładzonych cząstek (smoothed particle hydrodynamics – SPH)
[6, 1, 7] jest metodą, która wykorzystuje podejście Lagrange’a do opisu ruchu płynu.
Rozważane są tu cząstki, którym przypisane są takie parametry, jak masa czy pręd-
kość. Wielkości opisujące stan płynu obliczane są za pomocą średnich wielkości liczo-
nych z sąsiednich cząstek. W ten sposób następuje wygładzanie danego parametru
jako średniej z cząstek sąsiednich. Ponadto metodę SPH klasyfikuje się jako metodę
bezsiatkową.

7.1. Całkowa reprezentacja funkcji i jądro
aproksymacji

Podstawą metody SPH jest całkowa reprezentacja funkcji f za pomocą następu-
jącego splotu funkcji f i delty Diraca δ w rozważanym obszarze (objętości) V

f(x) =
y

V

f(x′) δ(x− x′) dV ′. (7.1)

Zamiast delty Diraca stosuje się tzw. jądro aproksymacji W , które nazywane jest
również jądrem wygładzania. Rozwijając funkcję podcałkową f z tożsamości (7.1)
w szereg Taylora z dokładnością do pierwszej pochodnej wokół x′, mamy f(x′) =
f(x) + J(x)(x′ − x) +O(h2). Przez J oznaczono tu jakobian f , zatem

y

V

f(x′)W (x− x′) dV ′ =

= f(x)
y

V

W (x− x′, h) dV ′ + J(x)
y

V

(x′ − x)W (x− x′, h) dV ′ +O(h2). (7.2)

Wykorzystując warunek normalizacji (7.4), można zauważyć, że pierwsza całka po
prawej stronie wzoru (7.2) daje jedność. Druga całka po prawej stronie (7.2) zeruje
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się ze względu na warunek symetrii (7.6) jądra aproksymacji W . Zatem z tożsamości
(7.1) i wzoru (7.2), przy uwzględnieniu przywołanych warunków, wynika następująca
całkowa reprezentacja funkcji f

f(x) =
y

V

f(x′)W (x− x′, h) dV ′ +O(h2), (7.3)

gdzie h nazywane jest długością wygładzania. Pomijając wyraz O(h2), otrzymamy
przybliżenie funkcji f z dokładnością drugiego rzędu.
Z jądrem aproksymacji W związane są pewne warunki i własności, które powinny

być spełnione:
❼ Warunek normalizacji wymaga, aby całka po całym obszarze V dawała w wyniku
jedność, co zapisuje się jako

y

V

W (x− x′, h) dV ′ = 1. (7.4)

Warunek ten wynika z tożsamości (7.1) po przyjęciu za f(x) = 1.
❼ Wraz z dążeniem długości wygładzania h do zera jądro aproksymacji dąży do delty
Diraca, co zapisuje się jako

lim
h→0

W (x− x′, h) = δ(x− x′). (7.5)

Wnioskiem z tej własności może być to, że wraz ze zmniejszaniem długości wy-
gładzania h wartość aproksymowana funkcji f według (7.3) (bez O(h2)) dąży do
wartości dokładnej według (7.1).

❼ Warunek symetrii, który zapisywany jest jako

W (x− x′, h) =W (x′ − x, h), (7.6)

oznacza w praktyce tyle, że nie jest istotne położenie cząstek, tylko ich odległość
od cząstki x. Zatem cząstki położone w tej samej odległości, mimo różnego umiej-
scowienia, oddziaływają identycznie na x.

❼ Warunek kompaktowości, zapisywany jako

∀‖x−x′‖>khW (x− x′, h) = 0, (7.7)

gdzie k jest stałą, zwaną niekiedy współczynnikiem skali, oznacza, że poza obszarem
‖x − x′‖ ¬ kh ⊆ V całkowanie W lub jego iloczynów z innymi funkcjami daje
w wyniku zero. Zatem własność (7.7) sprowadza się do zamiany obszaru całkowania
z V na lokalny obszar ‖x− x′‖ ¬ kh ⊆ V wokół cząstki x.

❼ Warunek dodatniości
W (x− x′, h)  0 (7.8)

zapewnia, że gęstość aproksymowana według (7.30) będzie dodatnia. Pozwala to
zatem na unikanie niefizycznych rozwiązań.

❼ Warunek zanikania wpływu jądra aproksymacji W wraz ze wzrostem h oznacza,
że wraz ze wzrostem odległości od cząstki x wartość funkcji W (x − x′, h) maleje.
W innym ujęciu można mówić, że cząstki znajdujące się bliżej rozważanej cząstki x
mają na nią większy wpływ niż cząstki znajdujące się dalej.

❼ Warunek regularności związany jest z koniecznością obliczania gradientów jądra
aproksymacji W . Wymagane są zatem ciągłe i różniczkowalne postaci W .
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7.2. Aproksymacja funkcji i operatorów
różniczkowych

7.2.1. Funkcja

Aproksymacja funkcji f bierze się z całkowej reprezentacji funkcji (7.3) przy pomi-
nięciu wyrazów O(h2) i dyskretyzacji całki za pomocą skończonej sumy. Po uwzględ-
nieniu, że elementarna objętość ∆|Vj | = mj

ρj
, otrzymujemy

f(x) ≈
∑

j

f(xj)W (x− xj , h)∆|Vj | =
∑

j

mj

ρj
f(xj)W (x− xj , h). (7.9)

W powyższym równaniu funkcje f(xj) związane są z cząstkami j, które znajdują się
wewnątrz jądra aproksymacji W . Podobnie jest z gęstością ρi i masą mi. Aproksyma-
cja (7.9) jest więc aproksymacją dyskretną ciągłej funkcji f w dowolnym punkcie x,
który należy do obszaru V . Punkt x nie musi być punktem xi, w którym znajduje się
cząstka i. Jeżeli wartość funkcji f wyliczana ma być w punkcie xi, to odpowiednikiem
(7.9) jest

f(xi) ≈
∑

j

mj

ρj
f(xj)W (xi − xj , h) =

∑

j

mj

ρj
f(xj)Wij , (7.10)

gdzie zapis Wij oznacza W (xi − xj , h).
Z dyskretną aproksymacją funkcji f według zależności (7.9) lub (7.10) związane

są dwa rodzaje błędów. Pierwszy polega na pominięciu wyrazu O(h2). Błąd ten może
być minimalizowany poprzez zmniejszanie długości wygładzania h, czyli zmniejszanie
zasięgu jądra aproksymacji W . Drugi błąd związany jest z ograniczoną liczbą czą-
stek j, które bierze się do aproksymacji przy sumowaniu we wzorach (7.9) lub (7.10).
Ten rodzaj błędu można minimalizować poprzez zwiększanie liczby cząstek j. W tym
celu przydatną zależność można otrzymać, przyjmując we wzorze (7.10) za f stałą
funkcję, np. f(xi) = 1, co prowadzi do

1 ≈
∑

j

mj

ρj
Wij . (7.11)

Powyższa aproksymacja pozwala na odpowiedni dobór jądra aproksymacji W wraz
z długością wygładzania h oraz liczby cząstek j, które będą minimalizowały błędy do
odpowiedniego poziomu.

7.2.2. Gradient

Gradient funkcji f względem współrzędnych x otrzymuje się z równania (7.3),
uwzględniając fakt, że tylko jądro aproksymacji W jest funkcją x. Można zatem za-
pisać, że

∇f(x) ≈
y

V

f(x′)∇W (x− x′, h) dV ′. (7.12)
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Dyskretyzując całkę jak w zależności (7.9), otrzymujemy aproksymację dyskretną
ciągłej funkcji w postaci

∇f(x) ≈
∑

j

mj

ρj
f(xj)∇W (x− xj , h). (7.13)

Podobnie jak poprzednio, punkt x nie musi być punktem xi, w którym znajduje się
cząstka i. W przypadku, gdy wartość funkcji f jest wyliczana w punkcie xi, otrzymu-
jemy

∇f(xi) ≈
∑

j

mj

ρj
f(xj)∇iWij . (7.14)

Aproksymacja gradientu (7.14) sprowadza się do sumowania wartości funkcji f dla
cząstek, które znajdują się wewnątrz jądra aproksymacji W . Różniczkowanie prze-
strzenne przeprowadzane jest na znanej postaci jądra aproksymacji W . Postać gra-
dientu jądra zależy od samego wyboru jądra W i wyliczana jest z ogólnego wzoru

∇iWij =
xij

rij

∂Wij

∂rij
, (7.15)

gdzie odległość między cząstkami i oraz j oznaczona jest jako rij = ‖xi−xj‖, a różnica
wektorów xi oraz xj – jako xij = xi − xj .
Oprócz aproksymacji danej wzorem (7.14) możliwe są również inne wersje. Można

zauważyć, że jeżeli przyjmiemy stałą wartość funkcji f w postaci f(x) = 1, to gradient
wyliczany z zależności (7.14) zeruje się ∇1 = 0, co można zapisać jako

0 ≈
∑

j

mj

ρj
∇iWij . (7.16)

Znaczenie powyższego wzoru jest podobne do (7.11). Obie zależności (7.11) i (7.16)
mogą być teraz użyte do odpowiedniego doboru jądra aproksymacji, które będzie
minimalizowało błędy przybliżeń liczb 1 i 0.
Wykorzystując własności gradientu iloczynu funkcji f 1, który zapisywany jest

jako ∇(f 1) = ∇f + f∇1, czyli ∇f = ∇f − f∇1, można ostatecznie aproksymować
gradient w inny sposób. W tym celu bierze się pod uwagę poprzednią aproksymację
(7.14) i aproksymację zera (7.16). W wyniku otrzymujemy

∇f(xi) ≈
∑

j

mj

ρj
(f(xj)− f(xi))∇iWij . (7.17)

Powyższa aproksymacja ma tę przewagę nad wcześniejszą wersją (7.14), że dla stałych
wartości funkcji daje ona dokładnie zero, podczas gdy aproksymacja (7.14) w ogólnym
przypadku jedynie przybliża zero.
Kolejna aproksymacja gradientu wynika z następującej tożsamości ∇(fρ−1) =

ρ−1∇f−ρ−2f∇ρ, skąd można otrzymać ∇f = ρ∇(fρ−1)+ρ−1f∇ρ. Przyjmując za f
najpierw fρ−1 i później ρ we wzorze (7.14), otrzymuje się następującą aproksymację

∇f(xi) ≈ ρi
∑

j

mj

(
f(xi)
ρ2i
+
f(xj)
ρ2j

)
∇iWij . (7.18)

Pomimo że nie daje ona dokładnie zera dla stałych funkcji, to ma cechę symetrii
względem cząstek i i j.
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7.2.3. Dywergencja

Aproksymacja dywergencji wielkości wektorowej f przebiega w podobny sposób
do aproksymacji gradientu. Rozważa się tożsamość analogiczną do tożsamości (7.3).
Ponieważ operator dywergencji wylicza się względem współrzędnych x i tylko jądro
aproksymacji zależne jest od tych współrzędnych, więc można zapisać, że

∇ ➲ f(x) ≈
y

V

f(x′) ➲∇W (x− x′, h) dV ′. (7.19)

Najprostszą aproksymację dywergencji otrzymuje się, dyskretyzując powyższą całkę
jak w poprzednim przypadku aproksymacji funkcji (7.9), co pozwala zapisać aprok-
symację dywergencji jako

∇ ➲ f(xi) ≈
∑

j

mj

ρj
f(xj) ➲∇iWij . (7.20)

Możliwe są również inne postaci aproksymacji, które posiadają użyteczne wła-
sności. Jeżeli rozważymy następującą tożsamość dla iloczynu funkcji wektorowej f
i jedności ∇ ➲ (f 1) = ∇ ➲ f + f ➲∇1, skąd można wyznaczyć samą dywergencję f w po-
staci ∇ ➲ f = ∇ ➲ f − f ➲∇1, to wykorzystując aproksymację (7.20) oraz aproksymację
stałej wartości (7.16), mamy

∇ ➲ f(xi) ≈
∑

j

mj

ρj
(f(xj)− f(xi)) ➲∇iWij . (7.21)

W tym przypadku dywergencja stałego pola wektorowego daje zero, w przeciwieństwie
do aproksymacji (7.20). Natomiast jeżeli rozważymy następującą tożsamość, która
dotyczy dywergencji iloczynu fρ−1 w postaci ∇ ➲ (fρ−1) = ρ−1∇ ➲ f − ρ−2f ➲∇ρ lub
dokładniej ∇ ➲ f = ρ∇ ➲ (fρ−1)+ρ−1f ➲∇ρ, to na podstawie aproksymacji (7.20), gdzie
za f podstawiamy fρ−1, i aproksymacji gradientu (7.14), gdzie za f przyjmujemy ρ,
możemy zapisać symetryczną aproksymację dywergencji

∇ ➲ f(xi) ≈ ρi
∑

j

mj

(
f(xi)
ρ2i
+
f(xj)
ρ2j

)
➲∇iWij . (7.22)

Jednakże powyższa aproksymacja jedynie przybliża zero dla stałej wartości f .

7.2.4. Laplasjan

Najprostszy sposób wyznaczenia laplasjanu ∇2f = ∇ ➲∇f polega na wykorzysta-
niu wcześniejszych aproksymacji. W tym celu najpierw można obliczyć gradient na
podstawie wzoru (7.14) i tak wyliczoną wartość wstawić do aproksymacji dywergencji
(7.20). Wadę takiego podejścia stanowią podwójne sumowania, które są czasochłonne.
Drugi sposób aproksymacji laplasjanu skalara może być przedstawiony analogicz-

nym wzorem jak w przypadku gradientu (7.14)

∇2f(xi) ≈
∑

j

mj

ρj
f(xj)∇2iWij (7.23)
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lub w przypadku laplasjanu prędkości ν∇2u

ν∇2ui =
µ

ρ
∇ ➲∇ui ≈ µ

∑

j

mj

ρiρj
uj∇2iWij , (7.24a)

ν∇2ui =
µ

ρ
∇ ➲∇ui ≈ −µ

∑

j

mj

ρiρj
uij∇2iWij , (7.24b)

gdzie uij = ui − uj . Aproksymacja (7.24b) jest dokładniejszą wersją (7.24a), która
zeruje się dla stałych wartości u. Jest ona analogiczna do aproksymacji gradientu
(7.13) i (7.17) lub dywergencji (7.20) i (7.21). Powyższe aproksymacje laplasjanu
(drugich pochodnych) wykazują szereg wad. Okazuje się, że takie aproksymacje zależą
silnie od układu cząstek. Kolejną wadę stanowi to, że wymagana jest duża liczba
cząstek w każdym kierunku w czasie sumowania (aproksymacji).
Trzecie podejście do aproksymacji laplasjanu polega na wykorzystaniu wyłącznie

aproksymacji pierwszych pochodnych za pomocą metody SPH. Najprostsza interpre-
tacja wykorzystuje jednowymiarowy laplasjan, czyli drugą pochodną, która trakto-
wana jest jako pierwsza pochodna pierwszej pochodnej. Pochodną zewnętrzną aprok-
symuje się za pomocą SPH, np. w postaci analogicznej do (7.13), a pochodną we-
wnętrzną ilorazem różnicowym [2]. W ten sposób można zapisać, że

1
2
d2f
dx2
≈
∑

j

mj

ρj

fi − fj
xi − xj

∂Wij

∂xi
. (7.25)

Powyższe rozumowanie uogólnione jest na laplasjan wektora w trzech wymiarach.
Laplasjan traktuje się jako złożenie dywergencji i gradientu. Dywergencja aproksy-
mowana jest metodą SPH, natomiast aproksymację gradientu przyjmuje się jako od-
powiednik różnicowy [9]

ν∇2ui =
µ

ρ
∇ ➲∇ui ≈ 2µ

∑

j

mj uij

ρiρj

xij ➲∇iWij

r2ij + 0,01h2
, (7.26a)

∇ ➲ (νi∇ui) =
1
ρ
∇ ➲ (µi∇ui) ≈

∑

j

(µi + µj)mj uij

ρiρj

xij ➲∇iWij

r2ij + 0,01h2
. (7.26b)

Wyraz 0,01h2, który znajduje się w zależnościach (7.26), pozwala uniknąć dzielenia
przez zero, w przypadku gdy rij ≈ 0. Aproksymacja laplasjanu (7.26b) jest nieco ogól-
niejsza niż (7.26a), gdyż pozwala na modelowanie zmiennej lepkości, która traktowana
jest tu jako średnia arytmetyczna 2µ = µi + µj .

7.3. Postaci podstawowych równań

7.3.1. Równanie zachowania masy

Równanie zachowania masy (2.1) w metodzie SPH zapisuje się w formie, która
przedstawia szybkość zmian gęstości po lewej stronie i dywergencję prędkości po pra-
wej, co daje

dρ
dt
= −ρ∇ ➲u. (7.27)
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W zależności od aproksymacji dywergencji prędkości można uzyskać różne postaci
równania zachowania masy. Poniżej przedstawiono trzy z nich, gdzie uij = ui − uj

dρi
dt
= −ρi

∑

j

mj

ρj
uj ➲∇iWij , (7.28a)

dρi
dt
= ρi

∑

j

mj

ρj
uij ➲∇iWij , (7.28b)

dρi
dt
= −

∑

j

mj uij ➲∇iWij . (7.28c)

Równanie w postaci (7.28a) otrzymuje się z równania (7.27) przy użyciu aproksyma-
cji dywergencji w postaci (7.20). Postać równania zachowania masy (7.28b) wynika
z aproksymacji (7.21). Trzecia postać (7.28c) wynika z następującej formy zapisu
równania zachowania masy (7.27)

dρ
dt
= u ➲∇ρ−∇ ➲ (ρu) (7.29)

i aproksymacji gradientu (7.14) dla f = ρ oraz dywergencji (7.20) dla f = ρu.
Często zamiast równań zachowania masy (7.28) do wyznaczenia gęstości w meto-

dzie SPH wykorzystuje się aproksymację (7.10), przyjmując f = ρ

ρi =
∑

j

mjWij . (7.30)

Powyższa aproksymacja ma dużo prostszą postać niż (7.28) i wyraża gęstość w danym
punkcie za pomocą sumy ważonej. W równaniu (7.30) aproksymację zastąpiono zna-
kiem równości. Gęstość wyznaczana według powyższego równania jest zwykle pierw-
szym krokiem algorytmu metody SPH, gdyż służy do wyznaczania kolejnych aprok-
symacji.

7.3.2. Równanie zachowania pędu

Równanie zachowania pędu (2.4) w najogólniejszej postaci, z uwzględnieniem sił
masowych poprzez wektor grawitacji g, zapisuje się jako

du
dt
= g +

1
ρ
∇ ➲σ. (7.31)

Aproksymację tego równania w metodzie SPH można przedstawić w kilku różnych
postaciach, zależnie od aproksymacji dywergencji

dui
dt
= gi +

1
ρi

∑

j

mj

ρj
σj ➲∇iWij , (7.32a)

dui
dt
= gi −

∑

j

mj

ρiρj
σij ➲∇iWij , (7.32b)

dui
dt
= gi +

∑

j

mj

(
σi

ρ2i
+

σj

ρ2j

)
➲∇iWij . (7.32c)
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Równanie (7.32a) otrzymuje się z równania (7.31) przy użyciu aproksymacji (7.20).
Lepszą aproksymację (7.32b), która zeruje się dla stałych wektorów, można otrzymać,
wykorzystując przybliżenie (7.21), gdzie σij = σi − σj . Ostatnia postać równania
zachowania pędu (7.32c) w postaci symetrycznej wynika z aproksymacji (7.22).
Postaci równania Naviera–Stokesa zależą od przyjętego równania konstytutywnego

na tensor naprężenia σ. W przypadku nieściśliwym i przy stałym współczynniku
lepkości kinematycznej ν przyjmuje ono postać

du
dt
= g − 1

ρ
∇p+ ν∇2u. (7.33)

Aproksymacja gradientu ciśnienia w równaniu (7.33), a dokładnie wyrazu ρ−1∇p,
polega na użyciu np. wzoru (7.18). Do aproksymacji laplasjanu ν∇2u wykorzystuje
się zależność (7.26a), co pozwala przedstawić następującą aproksymację równania
Naviera–Stokesa w metodzie SPH

dui
dt
= gi −

∑

j

mj

(
pi
ρ2i
+
pj
ρ2j

)
∇iWij + 2µ

∑

j

mj uij

ρiρj

xij ➲∇iWij

r2ij + 0,01h2
. (7.34)

7.3.3. Równanie stanu

W przypadku przepływów nieściśliwych ciśnienie p powiązane jest z prędkością
równaniem Poissona

∇2p = −ρ (∇u)T : ∇u, (7.35)

które rozwiązuje się z warunkiem brzegowym Neumanna. Dużo łatwiejsze podejście
do wyznaczenia ciśnienia w metodzie SPH polega na wykorzystaniu sztucznego rów-
nania stanu, w którym ciśnienie powiązane jest w sposób jawny z gęstością. Jedna
z możliwych postaci takiego równania może być zapisana jako [5]

p = p0 +B
((

ρ

ρ0

)γ
− 1
)
. (7.36)

W takim przypadku mówi się o płynie słabo ściśliwym. Wykładnik γ przyjmowany
jest zwykle jako γ ≈ 7, a przez ρ0 oznaczono tu gęstość odniesienia płynu. Często
ze względu na prostotę przyjmuje się p0 = 0. Słaba ściśliwość płynu pozwala na
istnienie skończonej prędkości dźwięku c, definiowanej jako c2 = ∂p/∂ρ. Możliwa
jest również inna, prostsza postać równania stanu p = c2ρ. Korzystając z definicji
prędkości dźwięku, można zapisać

c2 =
Bγ

ργ0
ργ−1, (7.37)

gdzie c20 = c2(ρ0). W ten sposób można wyznaczyć współczynnik B w postaci B =
ρ0c
2
0γ
−1. Prędkość dźwięku w płynach nieściśliwych jest większa niż prędkość dźwięku

w powietrzu, co wiąże się z tym, że krok całkowania musi być odpowiednio mały.
W praktyce obliczeniowej przyjmuje się sztuczną prędkość dźwięku, która jest około
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dziesięć razy większa od maksymalnej prędkości przepływu w rozważanym obsza-
rze u0, tj. c ≈ 10u0. Ostatecznie ciśnienie może być wyliczane z następującej postaci
równania stanu (p0 = 0)

p =
100 ρ0u20

γ

((
ρ

ρ0

)γ
− 1
)
. (7.38)

7.4. Jądro aproksymacji

7.4.1. Uwagi ogólne

Warunki, jakie powinno spełniać jądro aproksymacji W , zostały przedstawione
wcześniej. W zasadzie każda funkcja, która spełnia te warunki, może być używana
w metodzie SPH. Istnieje zatem wiele postaci W , jednak dobór jądra związany jest
z dokładnością metody SPH. Dla uproszczenia zapisu przyjmuje się następujące pod-
stawienia

W (x− x′, h) =W
(‖x− x′‖

h

)
=W (r) =

w(r)
hD

, (7.39)

gdzie przez r oznacza się względną odległość (odniesioną do długości wygładzania
h). Z tego względu jądro W dekomponuje się na jądro w odniesione do hD. W ten
sposób w ma te same własności co W , ale jest bezwymiarowe i prostsze w zapisie.
Dalsza dyskusja dotyczyć będzie wyłącznie jądra w postaci w.
Aby spełniony był warunek unormowania (7.4), wprowadza się współczynniki nor-

malizacji σ, przez które przemnaża się jądro aproksymacji w, aby warunek unormowa-
nia był spełniony. Wartości współczynników σ znajduje się w zależności od wymiaruD
przestrzeni z następujących warunków

2
w b
0
w(r) dr = σ−1, D = 1, (7.40a)

2π
w b
0
w(r) r dr = σ−1, D = 2, (7.40b)

4π
w b
0
w(r) r2 dr = σ−1, D = 3, (7.40c)

gdzie granice całkowania są dziedziną, na której określona jest zmienna r ∈ [0; b].
Ponieważ zmienna r odpowiada bezwymiarowemu promieniowi, więc jest zawsze do-
datnia. Warunek (7.40a) stanowi dwukrotność zwykłej całki pojedynczej, tak aby
uwzględnić zarówno lewą, jak i prawą stronę osi x. Podwojenie całki (7.40a) jest moż-
liwe na mocy własności symetrii (7.6). Warunek drugi (7.40b), dla D = 2, bierze
się z całki podwójnej zapisanej w układzie biegunowym (r, ϕ), gdzie kąt ϕ ∈ [0; 2π].
Funkcja podcałkowa nie zależy od kąta ϕ, więc może być od razu całkowana, dając w
wyniku mnożnik 2π. Jakobian w układzie biegunowym wynosi r, stąd jego obecność
w funkcji podcałkowej (7.40b). Ostatni warunek (7.40c), dla D = 3, wynika z czę-
ściowego całkowania w układzie sferycznym (r, ϕ, ϑ), gdzie kąt ϑ ∈ [0;π]. Funkcja
podcałkowa (7.40c) nie zależy od kąta ϕ i daje w wyniku całkowania 2π. Jakobian
w układzie sferycznym wynosi r2 sinϑ. W tym przypadku funkcja podcałkowa (7.40c)
zależy więc od kąta ϑ, ale jej całkowanie jest trywialne i daje w wyniku 2, co łącznie
przekłada się na mnożnik 4π w warunku (7.40c).
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7.4.2. Wybrane postaci jądra aproksymacji

Poniżej przedstawiono najpopularniejsze postaci jądra w wraz z ich podstawowymi
cechami i dziedziną zmiennej r.

❼ Jądro aproksymacji Gaussa dane jest wzorem

w(r) = σe−r
2

, r ∈ [0;∞[. (7.41)

Graficzną reprezentację (7.41), wraz z dwiema pochodnymi, pokazano na wykre-
sie 7.1a. Wartość współczynnika normalizacji σ wyliczana jest z warunków (7.40)
w zależności od wymiaru D i wynosi σ = π−D/2. Jądro w postaci (7.41) speł-
nia oczywiście warunek unormowania (7.4) oraz warunek symetrii (7.6). Podobnie
jest z warunkiem dodatniości (7.8), gdyż funkcja wykładnicza jest dodatnia. Na
podstawie rysunku 7.1a widać, że spełniony jest warunek zanikania wpływu jądra
aproksymacji wraz ze wzrostem długości wygładzania h. Jądro Gaussa jest rów-
nież gładkie, gdyż jest ciągłe wraz z pochodnymi, a dokładniej w ∈ C∞. Warunek
kompaktowości (7.7) nie jest spełniony, gdyż k nie jest liczbą skończoną. Innymi
słowy, nie można zamienić obszaru całkowania z r ∈ [0;∞] na r ∈ [0; kh], co sta-
nowi wadę tego jądra. Wada ta związana jest z większym nakładem obliczeniowym,
gdyż w aproksymacji podczas sumowania bierze udział dużo cząstek. Warunek (7.5)
jest również spełniony, co oznacza, że wraz z dążeniem długości wygładzania h do
zera jądro aproksymacji dąży do delty Diraca. Ostatnia własność jest jednym ze
sposobów definiowania delty Diraca w teorii dystrybucji.

❼ Jądro aproksymacji super Gaussa dane jest wzorem

w(r) =
(
D

2
+ 1− r2

)
σe−r

2

, r ∈ [0; 3] (7.42)

i pokazane jest na rysunku 7.1b wraz z pochodnymi. Jest to jądro podobne do
oryginalnego jądra Gaussa (7.41). Wartość współczynnika normalizacji σ wyliczana
jest z warunków (7.40) i wynosi σ = π−

D
2 . Jądro (7.42) wymaga mniejszego nakładu

obliczeniowego niż jądro Gaussa, ale posiada pewną wadę, która może prowadzić do
niefizycznych rozwiązań. Wada ta wynika z niespełnienia warunku dodatniości (7.8),
co jest widoczne na rysunku 7.1b. Reszta własności jest analogiczna do własności
oryginalnego jądra aproksymacji Gaussa.

❼ Jądro aproksymacji kwadratowe, które stanowi jedną z najprostszych postaci w,
dane jest następującym wzorem

w(r) = σ

{
(2− r)2, r ∈ [0; 2[,
0, r ∈ [2;∞[. (7.43)

Zależność (7.43) przedstawiono na rysunku 7.1c. Ponadto, jak wszystkie dyskuto-
wane tu jądra aproksymacji, tak i jądro kwadratowe jest symetryczne. Warunek
kompaktowości jest spełniony ze względu na to, że zależność (7.43) jest niezerowa
tylko w przedziale r ∈ [0; 2[. Warunek zanikania wpływu jądra wraz ze wzrostem
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odległości j jest również spełniony, gdyż funkcja dana zależnością (7.43) jest male-
jąca. Podobnie spełniony jest warunek dodatniości (7.8). Gładkość jądra (7.43) jest
słaba, gdyż funkcja ta w ∈ C1, co oznacza, że już druga pochodna jest nieciągła,
jak ma to miejsce na rysunku 7.1c. Odpowiedni dobór współczynników unormowa-
nia σ według wzorów (7.40) zapewnia, że warunek unormowania (7.4) jest spełniony
σ = 3

16 dla D = 1, σ =
3
8π dla D = 2 i σ =

15
64π dla D = 3.

❼ Jądro aproksymacji sześcienne, zwane również B-splajnem, dane jest następującym
wzorem

w(r) = σ





1
4 (2− r)3 − (1− r)3, r ∈ [0; 1[,
1
4 (2− r)3, r ∈ [1; 2[,
0, r ∈ [2;∞[

(7.44)

i pokazane na rysunku 7.1d. Posiada ono wszystkie cechy jądra kwadratowego (7.43)
i dodatkowo zachodzi w ∈ C2, co oznacza, że druga pochodna jest ciągła, choć
jest opisana krzywą łamaną, jak ma to miejsce na rysunku 7.1d. Podobnie jak
w poprzednich przypadkach, dobór współczynników unormowania σ według wzorów
(7.40) zapewnia, że warunek unormowania (7.4) jest spełniony. Otrzymujemy σ = 23
dla D = 1, σ = 107π dla D = 2 oraz σ =

1
π dla D = 3.

❼ Jądro aproksymacji czwartego rzędu dane jest następującym wzorem

w(r) = σ





(
5
2 − r

)4 − 5
(
3
2 − r

)4
+ 10

(
1
2 − r

)4
, r ∈ [0; 12 [,(

5
2 − r

)4 − 5
(
3
2 − r

)4
, r ∈ [ 12 ; 32 [,(

5
2 − r

)4
, r ∈ [ 32 ; 52 [,

0, r ∈ [ 52 ;∞[

(7.45)

i pokazane na rysunku 7.1e. Jądro (7.45) posiada wszystkie cechy jąder aproksyma-
cji kwadratowego (7.43) i sześciennego (7.44), z tą różnicą, że jest jeszcze gładsze
niż sześcienne, gdyż mamy w ∈ C3. W odróżnieniu od jądra sześciennego druga po-
chodna jest gładka. Porównując rysunki 7.1d i 7.1e z rysunkiem 7.1a, widzimy, że
jądro czwartego rzędu lepiej aproksymuje jądro Gaussa niż jądro sześcienne. Dobór
współczynników unormowania σ według wzorów (7.40) daje następujące wartości
σ = 1

24 dla D = 1, σ =
96
1199π dla D = 2 i σ =

1
20π dla D = 3.

❼ Jądro aproksymacji piątego rzędu definiowane jest w następujący sposób

w(r) = σ





(3− r)5 − 6(2− r)5 + 15(1− r)5, r ∈ [0; 1[,
(3− r)5 − 6(2− r)5, r ∈ [1; 2[,
(3− r)5, r ∈ [2; 3[,
0, r ∈ [3;∞[

(7.46)

i zobrazowane na rysunku 7.1f. Posiada ono wszystkie cechy jądra czwartego rzędu
i dodatkowo jest jeszcze gładsze od niego, gdyż zachodzi w ∈ C4. Jądro piątego
rzędu aproksymuje jądro Gaussa lepiej niż jądra czwartego rzędu i sześcienne.
Współczynniki unormowania σ wyznaczone według wzorów (7.40) dają następu-
jące wartości σ = 1

120 dla D = 1, σ =
7
478π dla D = 2 i σ =

1
120π dla D = 3.
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Rys. 7.1. Jądra aproksymacji w dla D = 1 wraz z pochodnymi w′, w′′

7.4.3. Długość wygładzania

W najprostszym przypadku długość wygładzania h przyjmowana jest jako stała
przez cały czas symulacji dla wszystkich cząstek. W przypadku, gdy liczba sąsiadów
każdej cząstki, a więc i gęstość, jest w przybliżeniu stała, założenie stałej wartości h
daje dobre wyniki. Gdy jednak liczba sąsiadów poszczególnych cząstek jest różna,
rozważa się zmienną długość wygładzania. Zmiany takie mogą mieć miejsce w cza-
sie i przestrzeni. Właściwy dobór długości wygładzania h ma wpływ na dokładność
rozwiązania i złożoność obliczeniową. Zarówno zbyt mała, jak i zbyt duża liczba są-
siadów cząstki wpływają na dokładność. Zbyt duża liczba sąsiadów może się objawiać
rozmywaniem (zbyt silnym wygładzaniem) lokalnych zjawisk zachodzących podczas
przepływu.

Jeden ze sposobów uwzględnienia zmian w czasie i przestrzeni indywidualnej dłu-
gości wygładzania każdej cząstki hj polega na symetryzacji h w ten sposób, że jądro
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aproksymacji definiowane jest jako

Wij =W (xi − xj , hij), (7.47)

zamiast Wij = W (xi − xj , h). Symetryzowana długość wygładzania hij definiowana
może być jako średnia arytmetyczna hij = (hi + hj)/2 [1], wartość minimalna hij =
min{hi, hj} lub maksymalna hij = max{hi, hj} cząstek i oraz j. Innym sposobem
jest symetryzacja samych jąder wygładzania, zamiast długości h, w ten sposób, że [4]

Wij =
W (xi − xj , hi) +W (xi − xj , hj)

2
. (7.48)

Symetryzacja jest istotna o tyle, że w przypadku różnych wartości hi i hj w przestrzeni
może dojść do sytuacji, że np. cząstka i będzie wywierać siłę na cząstkę j, ale nie
odwrotnie. Zatem oddziaływanie cząstek nie będzie symetryczne.
Innym sposobem zmian globalnej długości wygładzania h w czasie (takiej samej

dla wszystkich cząstek) jest następujące równanie

h

h0
=
(
ρ

ρ0

) 1
D

, (7.49)

gdzie h0 oznacza początkową długość wygładzania, a ρ0 początkową gęstość. Można
również formułować równanie różniczkowe (ewolucji w czasie) długości h.
Kolejnym, bardziej zaawansowanym, sposobem na wyznaczanie zmiennej długości

wygładzania hi, a co za tym idzie lepszej aproksymacji, jest powiązanie hi ze średnią
odległością między cząstkami. Jako miarę średniej odległości wykorzystuje się pojęcie
gęstości liczbowej ρNi [10], która ma miarę m−1/D. Przykładowo, w przypadku trój-
wymiarowym gęstość liczbowa definiowana jest jako ρN = N/|V |, gdzie N oznacza
liczbę cząstek. Dodając do tego wzór na gęstość liczbową w ramach jądra wygładzania
cząstki i, otrzymujemy następujący układ równań

hi

ρ
− 1
D

Ni

≈ 1, (7.50a)

ρNi =
Ni∑

j=1

W (xi − xj , hi). (7.50b)

Mianownik zależności (7.50a) ma ten sam wymiar co długość wygładzania hi.
Układ równań (7.50) pozwala na jednoczesne wyznaczenie hi i ρNi, gdzie Ni oznacza
liczbę sąsiadów cząstki i. Jeżeli masa cząstek mj jest stała, to zamiast gęstości licz-
bowej ρNi w równaniu (7.50b) można posługiwać się zwykłą gęstością ρi. Podobnie
jest z mianownikiem zależności (7.50a), gdzie gęstość liczbowa ρNi = ρi/mj . W ten
sposób otrzymujemy następujący układ równań

hi
(
ρi
mj

)− 1
D

= η, (7.51a)

ρi =
Ni∑

j=1

mjW (xi − xj , hi), (7.51b)
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gdzie przez η oznacza się dodatkowy parametr związany z długością wygładzania. Co
więcej, z równania (7.51a) wynika, że

hi = η
(
mj

ρi

) 1
D

, (7.52)

czyli dla stałej masy mj i stałej wartości parametru η mamy ρihDi = η
Dmj = const.

Wynika z tego, że masa cząstek zawarta wewnątrz jądra aproksymacji cząstki i jest
w przybliżeniu stała, gdyż h3i ∼ |Vi|. Równanie (7.52) wykorzystywane jest do wyzna-
czania zmiennej długości wygładzania przy znanej wartości parametru η. Równanie
to nie komplikuje zbytnio obliczeń, gdyż i tak ρi musi być wyznaczone w każdym
kroku algorytmu.

7.5. Warunki brzegowe

Jednym ze sposobów modelowania nieprzenikliwych ścian, które ograniczają ob-
szar przepływu, jest umiejscowienie na takich ścianach specjalnych nieruchomych czą-
stek, które wywierają siłę odpychającą fBij na cząstki znajdujące się wewnątrz obszaru
[5, 8]. Siła taka ma analogiczną postać jak siła wynikająca z gradientu potencjału
Lennarda–Jonesa (5.5)

fBij =




K
xij
r2
ij

((
r0
rij

)n1
−
(
r0
rij

)n2)
, rij < r0,

0, rij  r0,
(7.53)

gdzie wykładniki we wzorze (7.53) przyjmuje się zwykle jako n1 = 12, n2 = 4 [5].
Wartość parametru K ustala się w ten sposób, że jest proporcjonalna do kwadratu
prędkości maksymalnej u0, czyliK ≈ u20. Za promień r0 przyjmuje się albo początkową
odległość między cząstkami, albo długość wygładzania h.
W przypadku, gdy geometria obszaru przepływu ma prosty kształt, np. złożony

z płaszczyzn, można rozważać zderzenia poszczególnych cząstek w ten sposób, że
w razie wystąpienia zderzenia cząstka jest odbijana do wnętrza obszaru przepływu
ze zmienioną prędkością. Dokładniej mówiąc, zmianie ulega znak składowej prędkości
normalnej do płaszczyzny, a składowa styczna pozostaje niezmieniona.

7.6. Algorytm

7.6.1. Zbiór sąsiadów cząstki

Na szybkość działania algorytmu w metodzie SPH decydujący wpływ ma sposób
wyznaczania zbioru Ni najbliższych sąsiadów cząstki i, który jest podzbiorem zbioru
wszystkich N cząstek Ni ⊆ {1, . . . , N}. Rozważać można tu zbiór cząstek danych
przez ich położenia xj lub, co jest równoważne, tylko zbiór indeksów tych cząstek j.
Rozważane będzie wyłącznie to drugie ujęcie, w którym zbiór Ni zapisywany jest jako

Ni = {j : ‖xi − xj‖ ¬ kh}. (7.54)
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Innymi słowy, zbiór Ni podaje indeksy j tych cząstek, które znajdują się w zasięgu
jądra aproksymacji cząstki o indeksie i.
Należy zauważyć, że zbiór Ni w ogólnym przypadku zmienia się w każdym kroku

czasowym, więc musi być w każdym kroku uaktualniany. Najprostszy i najbardziej
złożony obliczeniowo sposób polega na bezpośrednim przeszukiwaniu wszystkich N
cząstek. Istnieją również bardziej zaawansowane algorytmy, oparte np. na hierarchicz-
nej strukturze drzewiastej. Podejście takie pozwala na wyodrębnienie podobszarów
cząstek, w których sumowanie jest dużo szybsze ze względu na mniejszą liczbę czą-
stek biorących w nim udział.

7.6.2. Dyskretyzacja równania ruchu

Aproksymacja równania Naviera–Stokesa w metodzie SPH (7.34) jest wygodniej-
sza przy wyodrębnieniu poszczególnych rodzajów sił. Wyodrębnia się siły związane
z gradientem ciśnienia fpi i siły związane z lepkością fµi. Równanie ruchu ma wtedy
następującą postać

dui
dt
= gi + fpi + fµi, (7.55a)

fpi = −
∑

j∈Ni

mj

(
pi
ρ2i
+
pj
ρ2j

)
∇iWij , (7.55b)

fµi = 2µ
∑

j∈Ni

mj uij

ρiρj

xij ➲∇iWij

r2ij + 0,01h2
. (7.55c)

Przyjmując następujący zapis na poszczególne rodzaje sił wraz z przyspieszeniem
ziemskim g w postaci fi = gi−fpi+fµi, można równanie ruchu przedstawić w postaci,
która występuje w innych metodach lagranżowskich duidt = fi.
Do całkowania równania ruchu w postaci duidt = ai = fi można wykorzystywać

algorytm typu leapfrog (algorytm 5.3), gdzie położenie liczone jest w całkowitych
krokach czasowych t+∆t, a prędkość wyznaczana jest w ułamkowym kroku czasowym
t+ 12∆t. Wygodniejszy jest algorytm prędkościowy Störmera–Verleta (algorytm 5.4),
gdzie układ równań dyskretnych zapisywany jest następująco

ui
(
t+ 12∆t

)
= ui(t) + 12ai(t)∆t, (7.56a)

xi(t+∆t) = xi(t) + ui
(
t+ 12∆t

)
∆t, (7.56b)

ui (t+∆t) = ui
(
t+ 12∆t

)
+ 12ai (t+∆t)∆t. (7.56c)

Układ powyższy (7.56) zapisać można również w prostszej postaci, eliminując pręd-
kość w ułamkowym kroku czasowym t+ 12∆t. Połączenie powyższych zależności daje
w wyniku zależności na poszukiwane położenie i prędkość w kroku czasowym t+∆t

xi(t+∆t) = xi(t) + ui(t)∆t+ 12 fi(t)∆t
2, (7.57a)

ui(t+∆t) = ui(t) +
fi(t) + fi(t+∆t)

2
∆t. (7.57b)
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W algorytmie prędkościowym przyspieszenie jest liczone w całkowitych krokach czaso-
wych. Wzory (7.57) stanowią podstawę prędkościowego algorytmu Störmera–Verleta,
którego pseudokod podany jest w postaci algorytmu 7.1.

7.6.3. Dobór kroku całkowania

W najprostszym przypadku dobór kroku całkowania ∆t opiera się na warunku
CFL (Couranta–Friedrichsa–Lewy’ego), który może być wyrażony za pomocą liczby
Couranta Co = u∆t∆x−1, gdzie ∆x oznacza charakterystyczną skalę długości, a u
jest charakterystyczną prędkością. W przypadku metody SPH za charakterystyczną
skalę długości przyjmuje się długość wygładzania h, a za charakterystyczną prędkość –
prędkość dźwięku c. Liczba Couranta zapisywana jest wtedy jako Co = c∆t h−1.
W przypadku schematów jawnych warunek CFL nakłada na liczbę Couranta następu-
jące ograniczenie Co ¬ 1 [3], z którego wynika maksymalny krok czasowy ∆t ¬ h c−1.
Ponieważ prędkość dźwięku w cieczach jest większa niż w gazach, więc warunek
CFL wymagałby bardzo małych kroków czasowych. Z tego względu zamiast pręd-
kości dźwięku wykorzystuje się jej numeryczną postać c ≈ 10u0, co daje następujące
ograniczenia na maksymalny krok czasowy ∆t

∆t ¬ min
i

0.1hi
u0

. (7.58)

Maksymalny krok czasowy, według powyższego warunku, interpretować można w ten
sposób, że warunek ten nie pozwala na transport w przestrzeni z prędkością większą
od prędkości dźwięku c.
Oprócz warunku CFL istnieją również inne warunki, które ograniczają maksy-

malny krok czasowy ∆t. Wspomnieć tu można o ograniczeniach wynikających z przy-
spieszenia cząstki. W przypadku wykorzystywania więcej niż jednego kryterium wy-
biera się najmniejszy krok czasowy z dostępnych kryteriów [6].

7.6.4. Inicjalizacja

Znając obszar (objętość) przepływu |V | i gęstość płynu ρ0, który tę objętość wypeł-
nia, można również wyznaczyć całkowitą masęm lub masę poszczególnych cząstekmi.
Przy założeniu, że wszystkie cząstki mają tę samą masę mi, zachodzi

m = N mi = ρ0 |V |. (7.59)

Dla założonej liczby cząstek N możliwe jest więc wyznaczenie ich masmi oraz gęstości
liczbowej ρN = N/|V |.
Początkowa długość wygładzania h0 lub ewentualnie stała długość wygładzania h

może być wyznaczona za pomocą gęstości liczbowej ρNi = Ni/|Vi| = ρN = N/|V |.
Zakładając pożądaną liczbę sąsiadów Ni pojedynczej cząstki i oraz objętość otacza-
jącą cząstkę, można wyznaczyć początkową długość wygładzania hi np. w przypadku
trójwymiarowym z następującej zależności

Ni = ρN |Vi| = ρN
4
3
πh3i , (7.60)
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gdzie gęstość liczbowa ρN jest znana, a Ni jest założone. W przypadku dwuwymiaro-
wym zamiast objętości kuli posługujemy się powierzchnią koła i powyższa zależność
przyjmuje następującą postać

Ni = ρN |Si| = ρN πh2i . (7.61)

Należy pamiętać o tym, że gęstość liczbowa ρN w przypadku dwuwymiarowym defi-
niowana jest jako stosunek liczby cząstek do pola powierzchni ρN = Ni/|Si|.

1 t := 0
2 foreach i do
3 Generate xi(0), ui(0), ρi(0), hi(0)

4 foreach i do
5 f0i := fi := gi + fpi + fµi
6 repeat

7 u0 := maxi ‖ui‖
8 foreach i do
9 Ni := {j : ‖xi − xj‖ ¬ kh}
10 ρi :=

∑
j∈Ni

mjWij

11 pi :=
100 ρ0u

2
0

γ

((
ρi
ρ0

)γ
− 1
)

12 foreach i do

13 fpi := −
∑
j∈Ni

mj

(
pi
ρ2
i

+ pj
ρ2
j

)
∇iWij

14 fµi := 2µ
∑
j∈Ni

mj uij
ρiρj

xij ➲∇iWij
r2
ij
+0.01h2

15 foreach i do
16 xi := xi + ui∆t+ 12 fi∆t

2

17 fi := gi + fpi + fµi
18 ui := ui +

f0i +fi
2 ∆t

19 f0i := fi
20 BC(xi)

21 t := t+∆t
22 until t < tmax

Alg. 7.1. Pseudokod metody SPH

7.6.5. Pseudokod

Algorytm metody SPH pokazany jest w formie pseudokodu (algorytm 7.1). Linia
numer 3 przedstawia inicjalizację algorytmu w postaci doboru początkowego położenia
cząstek, ich prędkości, gęstości i długości wygładzania. Linie 6–22 zawierają właściwą
część algorytmu, który powtarzany jest w pętli przez określony czas lub określoną
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liczbę iteracji. Najpierw należy wyznaczyć dla wszystkich cząstek i zbiory ich sąsia-
dów w ramach jądra aproksymacji (linia 9) i wtedy możliwe jest wyznaczenie gęstości
ρi ze wzoru (7.30) i ciśnienia pi ze wzoru (7.38). Pętla 8–11 musi być wykonana przed
obliczeniem sił w kolejnej pętli 12–14, gdyż siły wymagają już uaktualnionych gę-
stości. Siły od gradientu ciśnienia fpi liczone są według wzoru (7.55b), a lepkościowe
fµi według (7.55c). Pętla w liniach 15–20 odpowiada prędkościowemu algorytmowi
Störmera–Verleta, który opisany jest wzorami (7.57). Warunki brzegowe, np. zderze-
nia ze ścianami, uwzględniane są w linii nr 20. Algorytm 7.1 można uogólnić o dobór
kroku całkowania po jednym przejściu algorytmu. Do tego celu służy wzór (7.58).
Dodatkowo można aktualizować długość wygładzania hi np. według zależności (7.52)
dla każdej cząstki z osobna lub dla wszystkich jednocześnie w każdym kroku czaso-
wym na podstawie wzoru (7.49). Linia numer 7 wyznacza w każdym kroku prędkość
maksymalną u0, która potrzebna jest do wyznaczenia fikcyjnej (numerycznej) pręd-
kości dźwięku. Prędkość ta jest potrzebna do wyliczania ciśnienia pi i może być też
potrzebna w przypadku doboru kroków całkowania według wzoru (7.58).
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Rozdział 8

Metoda siatkowa Boltzmanna

8.1. Podstawy kinetycznej teorii gazów

8.1.1. Gęstość rozkładu prawdopodobieństwa

Według kinetycznej teorii gazów gaz składa się z dużej liczby molekuł, które są
w nieustannym i chaotycznym ruchu, ulegając ciągłym zderzeniom ze sobą i ewen-
tualnie innymi przeszkodami. Znając położenie każdej molekuły opisane za pomocą
wektora wodzącego r = (x1, x2, x3) i jej prędkość v = (v1, v2, v3) w danej chwili
czasu t, możliwe byłoby określenie przyszłych położeń i prędkości, przy założeniu, że
zderzenia są elastyczne, molekuły mają kształt kulisty i wszystkie oddziaływają ze
sobą tylko podczas zderzeń (wszystkie inne siły są pomijane). Z powyższych zało-
żeń wynika, że efekty kwantowe i relatywistyczne są pomijalne, a przyszłe położenia
molekuł i ich prędkości wynikałyby z równań mechaniki klasycznej. Jednakże liczba
molekuł jest na tyle duża, że bardziej ekonomiczne niż bezpośrednie rozwiązywanie
dużej liczby równań jest podejście statystyczne.
W przypadku podejścia statystycznego rozważa się funkcję gęstości prawdopodo-

bieństwa f , która w najogólniejszym przypadku zależy od położeń i prędkości wszyst-
kich N molekuł i dodatkowo od czasu. Dla przypadku trójwymiarowego zbiór wszyst-
kich możliwych stanów, w jakich może znajdować się układ N molekuł, nazywany
jest przestrzenią fazową. Dla molekuł poruszających się w trzech wymiarach prze-
strzennych mamy przestrzeń fazową o 6N wymiarach (trzy składowe położenia i trzy
prędkości razy N molekuł). W najprostszym przypadku, gdyby była tylko jedna mo-
lekuła poruszająca się w trzech kierunkach, mielibyśmy do czynienia z sześciowymia-
rową przestrzenią fazową. Taka sytuacja jest typowa dla tak zwanej funkcji gęstości
prawdopodobieństwa pierwszego rzędu, która podaje gęstość prawdopodobieństwa,
z jaką można znaleźć pojedynczą molekułę o zadanym położeniu i prędkości. Posłu-
giwanie się gęstością pierwszego rzędu stanowi pewne przybliżenie, które pozwala na
opisywanie stanu gazu, który to stan nie zależy od wzajemnego położenia molekuł
(długa droga swobodna), a wszystkie molekuły są traktowane identycznie. Oznacza
to również, że nie ma znaczenia, o którą konkretnie molekułę chodzi.
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Przyjmijmy następujące oznaczenia elementarnej objętości dV i iloczynu trzech
elementarnych prędkości dv

dV =
D∏

i=1

dxi, dv =
D∏

i=1

dvi, (8.1)

gdzie przez D oznaczono fizyczny wymiar przestrzeni (1, 2 lub 3). Interpretacja fi-
zyczna funkcji gęstości prawdopodobieństwa f może być przedstawiona w ten sposób,
że całka z gęstości f po całej rozważanej objętości V i po wszystkich możliwych
prędkościach v, czyli po całej przestrzeni fazowej

w

RD

w

RD

f(r,v, t) dV dv, (8.2)

równa jest całkowitej masie molekuł. Oznacza to, że gęstość f nie jest unormowana,
gdyż całkowita masa na ogół nie jest równa jedności. W przypadku różniczkowym
mówimy o masie molekuł zawartej w elementarnej przestrzeni fazowej, gdzie położenia
zmieniają się od r do r+ dr, a prędkości od v do v + dv, co zapisuje się jako

f(r,v, t) dV dv. (8.3)

Stąd wynika, że gęstość prawdopodobieństwa f określa prawdopodobną masę molekuł
na jednostkową objętość i jednostkowy iloczyn prędkości v, czyli łącznie jednostkową
przestrzeń fazową dV dv w danym czasie t. Jednostką powyższego iloczynu jest kg,
podczas gdy jednostką samej gęstości jest kg sDm−2D.

8.1.2. Ciągłe równanie Boltzmanna

Jeżeli na molekuły, które znajdują się w elementarnej przestrzeni fazowej dV dv,
działa siła zewnętrzna F, niewynikająca z obecności innych molekuł, to pomiędzy
prawdopodobnymi masami molekuł w czasie t i t+ dt zachodzi następująca równość

f(r+ dr,v + dv, t+ dt) dV dv − f(r,v, t) dV dv = 0. (8.4)

Powyższa zależność jest prawdziwa w przypadku braku zderzeń pomiędzy moleku-
łami. O ile elementarna przestrzeń fazowa dV dv jest stała, to, przy braku zderzeń
i pod wpływem działania siły zewnętrznej F na molekuły, prawdopodobna masa mo-
lekuł m w czasie t, pozycji r i prędkości v będzie taka sama jak w czasie t + dt,
położeniu r+ dr = r+ drdt dt = r+ v dt i prędkości v+ dv = v+

dv
dt dt = v+

1
mFdt.

W przypadku, kiedy zderzenia mają miejsce, prawdopodobne masy molekuł w cza-
sie t i t + dt nie są równe, jak miało to miejsce w równaniu (8.4), co zapisuje się
w następujący sposób

f(r+ dr,v + dv, t+ dt) dV dv − f(r,v, t) dV dv = Ω(f) dV dv dt. (8.5)

Równanie (8.5) uwzględnia zmianę prawdopodobnej masy molekuł na skutek zderzeń
poprzez operator zderzeń Ω. Trudność, która się tutaj pojawia, polega na tym, że
operator ten zależy od funkcji gęstości prawdopodobieństwa f . Rozwijając ponadto



8.1. Podstawy kinetycznej teorii gazów 87

gęstość prawdopodobieństwa f w szereg Taylora z dokładnością do pierwszych po-
chodnych, można zapisać

f(r+ dr,v + dv, t+ dt) ≈ f(r,v, t) + dr ➲∇f + dv ➲∇vf +
∂f

∂t
dt. (8.6)

Zatem z równania (8.5) i rozwinięcia (8.6) wynika następująca postać równania Boltz-
manna

∂f

∂t
+ v ➲∇f + F

m
➲∇vf = Ω(f), (8.7)

gdzie prędkość molekuł v = drdt i pochodna prędkości ma postać m
dv
dt = F. Równa-

nie (8.7) jest równaniem różniczkowym cząstkowym pierwszego rzędu lub równaniem
różniczkowo-całkowym, jeżeli operator zderzeń Ω(f) jest dany w postaci całki. Rów-
nanie Boltzmanna (8.7) jest bardzo podobne do równania Liouville’a, które różni się
tym od równania Boltzmanna, że nie ma operatora zderzeń. Równanie Boltzmanna
przy braku siły zewnętrznej działającej na molekuły jest szczególnym przypadkiem
równania (8.7), co pozwala zapisać

∂f

∂t
+ v ➲∇f = Ω(f). (8.8)

Równanie (8.8) nazywane jest również ciągłym równaniem Boltzmanna.

8.1.3. Operator zderzeń

Operator zderzeń Ω(f), który pojawia się w równaniu (8.8), w najogólniejszym
przypadku ma postać całkową i stanowi największy problem przy rozwiązywaniu tego
równania. Operator ten powinien spełniać następujący warunek, który nazywany jest
zachowaniem niezmienników zderzeń ϕ

w

RD

ϕΩdv = 0. (8.9)

Niezmiennikami zderzeń są: 1 (trywialny), v i 12‖v‖2. Poszczególne niezmienniki zwią-
zane są odpowiednio z równaniami zachowania masy, pędu i energii. Warunek (8.9)
pozwala uzyskać równania zachowania z równania Boltzmanna (8.8).
Najprostszym i najbardziej powszechnym przybliżeniem operatora zderzeń jest

przybliżenie BGK (Bhatnagara–Grossa–Krooka), które modeluje zderzenia w ten spo-
sób, że nierównowagowa funkcja gęstości prawdopodobieństwa f dąży do rozkładu
równowagowego feq, czyli do rozkładu Maxwella–Boltzmanna. Model ten określa się
również jako relaksację do lokalnej równowagi, która jest proporcjonalna do odwrot-
ności czasu (częstości) relaksacji τ . Przybliżenie BKG operatora zderzeń ma postać [1]

Ω =
1
τ
(feq − f) . (8.10)

Równanie Boltzmanna (8.8) z operatorem zderzeń według przybliżenia BGK nazy-
wane jest ciągłym równaniem Boltzmanna z przybliżeniem BGK i ma postać

∂f

∂t
+ v ➲∇f = 1

τ
(feq − f) . (8.11)
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8.1.4. Twierdzenie H Boltzmanna

Twierdzenie H Boltzmanna mówi, że funkcja H, definiowana jako

H(t) =
w

RD

f(v, t) ln f(v, t) dv, (8.12)

jest nierosnąca, co można zapisać jako ddtH ¬ 0. Dodatkowo funkcja H osiąga mini-
mum, co oznacza, że jest nieodwracalna. Wynika z tego, że pomimo odwracalności
opisu ruchu gazu w ujęciu mikroskopowym (za pomocą równania ruchu Newtona)
można sformułować nieodwracalną funkcję według definicji (8.12). Co więcej, w przy-
padku gdy molekuły mają inny rozkład niż rozkład Maxwella–Boltzmanna, wartośćH
będzie większa niż jej minimum. Rozkład taki będzie dążył do rozkładu Maxwella–
Boltzmanna, tym samym minimalizowana będzie wartość funkcji H.

8.1.5. Rozkład Maxwella–Boltzmanna

Rozkład Maxwella–Boltzmanna można uzyskać z ekstremum funkcjonału H we-
dług definicji (8.12), przy nałożeniu pewnych ograniczeń. Ograniczenia nałożone na
dowolną gęstość rozkładu prawdopodobieństwa f mają postać

ρ =
w

RD

f dv, (8.13a)

ρe = 12
w

RD

‖c‖2f dv. (8.13b)

Ograniczenie (8.13a) związane jest z fizyczną interpretacją całki z gęstości prawdopo-
dobieństwa według wzoru (8.19). Jest to po prostu gęstość ρ w ujęciu makroskopo-
wym. Drugie ograniczenie nakładane na funkcjonał H w postaci (8.13b) związane jest
z makroskopową interpretacją energii wewnętrznej e według wzoru (8.32) i definicji
prędkości c według (8.29).
Funkcjonał H wraz z ograniczeniami można zapisać jako nowy funkcjonał H1

z dwoma mnożnikami Lagrange’a λ1, λ2 w postaci H1(t) = H(t) + λ1ρ + λ2ρe, co
odpowiada

H1(t) =
w

RD

f(v, t) ln f(v, t) dv + λ1
w

RD

f(v, t) dv + 12λ2
w

RD

‖c‖2f(v, t) dv. (8.14)

Funkcja podcałkowa F funkcjonału (8.14) ma postać F (f) = f ln f+λ1f+ 12λ2‖c‖2f .
Warunek konieczny ekstremum funkcjonału δH1[f ] = 0, niezależnie od wymiaru D,
daje równanie Eulera–Lagrange’a, które dla funkcji podcałkowej F przyjmuje prostą
postać ∂F∂f = 0. Rozwiązanie równania Eulera–Lagrange’a, oznaczone tutaj jako f

eq,
ma postać

feq = exp
(
−1− λ1 − 12λ2‖c‖2

)
. (8.15)

Ponieważ mnożniki są wielkościami stałymi, więc można zdefiniować dwie nowe stałe
i rozkład feq przyjmie postać feq = a exp(b‖c‖2). Stałe a i b można wyznaczyć z ogra-
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niczeń (8.13a) i (8.13b). Przy wykorzystaniu równania (8.36), wiążącego energię we-
wnętrzną e z ciśnieniem p, można pokazać, że

a = ρ
(
−π
b

)−D2
, b = − ρ

2p
. (8.16)

Zatem rozkład Maxwella–Boltzmanna przyjmuje następującą postać

feq = ρ (2πRT )−
D
2 e−

‖v−u‖2

2RT = ρ
(√
2πcs

)−D
e
− ‖c‖

2

2c2s , (8.17)

gdzie przez cs oznaczono prędkość dźwięku według równania c2s = RT .

8.2. Równania zachowania a równanie Boltzmanna

8.2.1. Uśrednianie

Równania zachowania można uzyskać z równania Boltzmanna (8.7) poprzez odpo-
wiednie zdefiniowanie średniej 〈 ➲ 〉. Średnia taka może mieć postać średniej po wszyst-
kich możliwych prędkościach v w postaci

〈ϕ〉 =

r
RD

ϕf dv
r

RD

f dv
=
1
ρ

w

RD

ϕf dv. (8.18)

Uśredniana funkcja ϕ może zależeć od położenia w przestrzeni r, czasu t i prędkości v.
Funkcja po uśrednieniu według definicji (8.18) nie zależy od prędkości v.
W przypadku całkowania funkcji gęstości prawdopodobieństwa f po wszystkich

możliwych prędkościach, które mieszczą się w produkcie kartezjańskim R
D zbioru

liczb rzeczywistych R, otrzymujemy gęstość w ujęciu makroskopowym

ρ(r, t) =
w

RD

f(r,v, t) dv. (8.19)

Fizyczna interpretacja całki (8.19) jako makroskopowej gęstości może wynikać na
przykład z zapisu (8.3) i interpretacji funkcji gęstości prawdopodobieństwa f . Jed-
nostką iloczynu f dv jest kgm−3.
Własności średniej (8.18) można przedstawić w następujących punktach:

❼ Komutacja. Własność ta zachodzi względem zmiennych niezależnych t i xi, co za-
pisywane jest jako

〈
∂ϕ

∂t

〉
=

∂

∂t
〈ϕ〉 ,

〈
∂ϕ

∂xi

〉
=

∂

∂xi
〈ϕ〉 . (8.20)

Dowody są oczywiste, gdyż całkowanie następuje po zmiennej v.
❼ Liniowość. Funkcje ϕ i ψ zależą od r, t, v, natomiast a i b są stałymi, co pozwala
własność liniowości zapisać jako

〈aϕ+ bψ〉 = a 〈ϕ〉+ b 〈ψ〉 . (8.21)

Dowód powyższego jest konsekwencją własności całek.
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❼ Idempotentność. Własność te polega na tym, że powtórne uśrednianie nic nie zmie-
nia, co można zapisać jako

〈〈ϕ〉〉 = 〈ϕ〉 . (8.22)

Dowód własności idempotentności jest oczywisty, gdyż funkcja ϕ po uśrednieniu
przestaje zależeć od prędkości v i z tego względu może być traktowana jako stała
w przestrzeni prędkości v. Można to zapisać jako 〈ϕ(r,v, t)〉 = 〈ϕ〉 (r, t).

8.2.2. Równania zachowania

Rozważmy najbardziej ogólny przypadek, gdzie D = 3. Mnożąc obustronnie rów-
nanie Boltzmanna (8.7) przez funkcję ϕ i całkując po produkcie kartezjańskim R

D,
czyli po wszystkich możliwych prędkościach, otrzymujemy następujące równanie

w

RD

ϕ
∂f

∂t
dv +

w

RD

ϕv ➲∇f dv +
w

RD

ϕ
F

m
➲∇vf dv =

w

RD

ϕΩ(f) dv. (8.23)

Powyższe równanie można traktować jako uśrednione równanie Boltzmanna, jeżeli
wykorzysta się definicję średniej (8.18) i wprowadzi się pewne założenia odnośnie do
pojawiających się tam funkcji ϕ, f i F. Funkcja ϕ zależeć może wyłącznie od prędkości
v, czyli ϕ(v) = . . .. Siła zewnętrzna F może być tylko funkcją położenia F(r) = . . ..
Funkcja gęstości prawdopodobieństwa f dąży do zera, podczas gdy prędkości dążą
do nieskończoności, co można zapisać jako (‖v‖ → ±∞) ⇒ (f → 0). Ostatni waru-
nek związany jest z koniecznością stosowania twierdzenia Gaussa. Przy powyższych
założeniach uśrednione równanie Boltzmanna przyjmuje postać

∂

∂t
(ρ 〈ϕ〉) +∇ ➲ (ρ 〈ϕv〉)− ρf ➲ 〈∇vϕ〉 = 0, (8.24)

przy następującej definicji f = 1
mF.

Poszczególne wyrazy równania (8.24) odpowiadają wyrazom równania (8.23). Zgod-
nie z definicją operatora zderzeń ostatnia całka w równaniu (8.23) się zeruje. Pierwszy
wyraz równania (8.23), związany z pochodną cząstkową po czasie, wynika wprost z de-
finicji średniej (8.18) i własności komutacji (8.20). Drugi wyraz równania (8.23), zwią-
zany z dywergencją, wynika z tożsamości ∇ ➲ (fϕv) = v ➲∇(fϕ)+ fϕ∇ ➲v i własności
komutacji (8.20). Dodatkowo zachodzi ∇ ➲v = 0. Trzeci wyraz równania (8.23) zwią-
zany jest z gradientem∇v. Wykorzystywane są tu tożsamości∇v(ϕf) = ϕ∇vf+f∇vϕ
i ∇v ➲ (fϕf) = f ➲∇v(ϕf) + ϕf∇v ➲ f . Ponadto wykorzystane są założenia o tym, że
wektor sił F lub f zależy tylko od położenia, oraz twierdzenie Gaussa z założeniem
o zerowaniu się funkcji gęstości f dla ‖v‖ → ±∞. Ostatecznie uśrednione równanie
Boltzmanna można zapisać w postaci (8.24), z której to wynikają równania zachowa-
nia przy odpowiednim doborze funkcji ϕ.
Jeżeli przyjmiemy ϕ = 1, czyli spełnimy w trywialny sposób założenie o tym, że

ϕ jest jedynie funkcją v, to z równania (8.24) otrzymamy

∂ρ

∂t
+∇ ➲ (ρ 〈v〉) = 0. (8.25)



8.2. Równania zachowania a równanie Boltzmanna 91

Oczywiście zachodzi 〈1〉 = 1, chociażby na mocy własności liniowości (8.21). Aby
równanie (8.25) miało postać równania zachowania masy, musi zachodzić 〈v〉 = u lub
to samo w postaci średniej

u = 〈v〉 = 1
ρ

w

RD

v f dv. (8.26)

Przy takiej definicji (8.26) prędkości makroskopowej otrzymujemy znaną postać rów-
nania zachowania masy w skali makroskopowej

∂ρ

∂t
+∇ ➲ (ρu) = 0. (8.27)

Aby otrzymać równanie zachowania pędu w postaci makroskopowej z uśrednio-
nego równania Boltzmanna (8.24), należy wykonać następujące podstawienie ϕ← v.
Spełnione jest założenie o tym, że ϕ jest jedynie funkcją v. Przy wykorzystaniu de-
finicji prędkości makroskopowej (8.26) i następującej zależności ∇vv = δ równanie
(8.24) przyjmuje postać

∂

∂t
(ρu) +∇ ➲ (ρ 〈vv〉)− ρf = 0. (8.28)

Do definicji tensora naprężenia, energii wewnętrznej i gęstości strumienia ciepła po-
trzebna jest definicja kolejnej prędkości w tej samej skali co prędkości molekuł v.
Prędkość ta oznaczana jest przez c i definiowana w odniesieniu do prędkości w skali
makro u, czyli w odniesieniu do uśrednionej prędkości molekuł 〈v〉

c(r,v, t) = v − u(r, t). (8.29)

W ten sposób, za pomocą prędkości c, wprowadza się definicję makroskopowego ten-
sora naprężenia σ, która jest efektem uśredniania iloczynu tensorowego zewnętrznego
cc mnożonego przez gęstość. Definicja ta ma postać

σ = −ρ 〈cc〉 = −
w

RD

ccf dv. (8.30)

Na podstawie definicji (8.29) łatwo można wykazać, że 〈cc〉 = 〈vv〉 − uu. Wyko-
rzystuje się w tym celu własności liniowości (8.21) i idempotentności (8.22) średniej
(8.18). Powyższa zależność po przemnożeniu przez gęstość i wstawieniu do równania
(8.28) daje równanie zachowania pędu w skali makroskopowej

∂

∂t
(ρu) +∇ ➲ (ρuu) = ρf +∇ ➲σ. (8.31)

Równanie zachowania energii w postaci makroskopowej otrzymuje się z równania
Boltzmanna (8.24) przy następującym podstawieniu ϕ = 1

2‖v‖2 ≡ 1
2v ➲v. Również

w tym wypadku spełnione jest założenie, że ϕ jest jedynie funkcją v. Dodatkowo
wprowadza się dwie kolejne definicje wielkości, które pojawiają się w równaniu zacho-
wania energii. Pierwszą z tych wielkości jest energia wewnętrzna e, którą definiuje się
na podstawie prędkości c (8.29) w następujący sposób

e = 12
〈
‖c‖2

〉
=
1
2ρ

w

RD

‖c‖2f dv. (8.32)
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Drugą wielkością jest gęstość strumienia ciepła q, definiowana jak poniżej

q = 12ρ
〈
c‖c‖2

〉
= 12

w

RD

c‖c‖2f dv. (8.33)

Powyższe definicje pozwalają na identyfikację energii wewnętrznej i gęstości strumie-
nia ciepła w uśrednionym równaniu Boltzmanna (8.24) przy wcześniej wspomnianym
podstawieniu ϕ = 12‖v‖2. Dodatkowo wykorzystuje się fakt zerowania średniej pręd-
kości c, czyli 〈c〉 = 0, i liniowości średniej (8.21) oraz jej idempotentności (8.22). Przy-
datna jest również tożsamość (c ➲u)c ≡ cc ➲u. Gradient z kwadratu normy wektora
v daje się zapisać jako ∇v‖v‖2 = 2v. Po przekształceniach otrzymujemy następującą
postać równania zachowania energii w skali makroskopowej

∂

∂t

(
ρ
(
e+ 12‖u‖2

))
+∇ ➲

(
ρ
(
e+ 12‖u‖2

)
u
)
= ρf ➲u+∇ ➲ (σ ➲u− q) . (8.34)

W tabeli 8.1 przedstawiono zależności między prędkościami v, na podstawie któ-
rych definiuje się wielkości makroskopowe, takie jak prędkości u (8.26). Pokazano
również zależności tensorowe drugiego i trzeciego rzędu dla przypadków jedno-, dwu-
i trójwymiarowych.

Tab. 8.1. Wielkości makroskopowe w zależności od v

Wielkość 1D 2D, 3D
r
RD
f dv ρ ρ

r
RD
vf dv ρu ρu

r
RD
vvf dv p+ ρu2 pδ+ ρuu

r
RD
vvvf dv ρu3 + 3ρc2su ρuuu+ ρc2s(uδ+ (uδ)

T + δu)

8.2.3. Równanie stanu

W definicji tensora naprężenia (8.30) pojawia się średnia z iloczynu tensorowego
zewnętrznego prędkości c w postaci 〈cc〉. Wykorzystując własność komutacji śladu
tensora i średniej, można pokazać, na podstawie definicji energii wewnętrznej (8.32), że

tr 〈cc〉 = 1
ρ

w

RD

tr (cc) f dv =
1
ρ

w

RD

‖c‖2f dv = 2e. (8.35)

W odniesieniu do tego samego tensora naprężenia (8.30) definiuje się ciśnienie p jako
średnią arytmetyczną z naprężeń normalnych p = − 1D trσ, gdzie dla przypadku trój-
wymiarowego D = 3. Połączenie tej definicji z zależnością (8.35) pozwala powiązać
ciśnienie z energią wewnętrzną

2ρe = pD. (8.36)

Z zasady ekwipartycji energii dla molekuły w przypadku gazów jednoatomowych
energia wewnętrzna wyraża się wzorem e = 12DRT . Połączenie zasady ekwipartycji
i zależności między ciśnieniem a energią wewnętrzną (8.36) da równanie stanu w po-
staci

p = ρRT = ρc2s. (8.37)
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8.3. Dyskretyzacja przestrzeni fazowej

8.3.1. Dyskretne równanie Boltzmanna

Dyskretyzacja ciągłej przestrzeni prędkości v polega na jej zamianie na skończony
zbiór prędkości {vn}, który ma Q = |{vn}| elementów. Za pomocą dyskretnego zbioru
prędkości {vn} definiuje się dyskretne rozkłady gęstości prawdopodobieństwa fn i feqn
w postaci

fn(r, t) =Wn f(r,vn, t), (8.38a)

feqn (r, t) =Wn f
eq(r,vn, t). (8.38b)

W powyższych wzorach przez Wn oznaczono wagi kwadratur Gaussa, którymi przy-
bliża się całki. W ten sposób gęstość ρ określoną wzorem (8.19) można aproksymować
w następujący sposób

w
RD

f(r,v, t) dv ≈
∑

n

Wnf(r,vn, t) =
∑

n

fn(r, t). (8.39)

Podobnie jest z aproksymacją pędu i energii wewnętrznej. Wielkości te przedstawiono
w tabeli 8.2.

Tab. 8.2. Podstawowe wielkości w ujęciu ciągłym i dyskretnym

Wielkość Ciągła Dyskretna

ρ
r
RD
f dv

∑
n
fn

ρu
r
RD
v f dv

∑
n
vnfn

ρe 1

2

r
RD
‖v − u‖2f dv 1

2

∑
n
‖vn − u‖

2fn

O ile ciągła gęstość prawdopodobieństwa f opisana jest ciągłym równaniem Boltz-
manna (8.11), to dyskretna gęstość prawdopodobieństwa fn (8.38a) opisana jest dys-
kretnym równaniem Boltzmanna w następującej postaci

∂fn
∂t
+ vn ➲∇fn =

1
τ
(feqn − fn) . (8.40)

8.3.2. Kwadratury

Dyskretyzacja na skończony zbiór prędkości {vn} powinna być przeprowadzona
w taki sposób, aby pomiędzy całkami i kwadraturami zachodziły następujące zależ-
ności

∀
0¬m¬3

w

RD

feq
m∏

i=0

v dv =
∑

n

f0n

m∏

i=0

vn, (8.41)

gdzie przez f0n oznaczono przybliżenie (8.77) dyskretnej gęstości prawdopodobieństwa
Maxwella–Boltzmanna dla małych liczb Macha. Iloczyny prędkości

∏m
i v i

∏m
i vn

w zależności (8.41) rozumiane są jako iloczyny tensorowe zewnętrzne rzędu m. Jeżeli
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dla dyskretnego zbioru prędkości zachodzą zależności (8.41), to możliwe jest odtworze-
nie równań ciągłości i Naviera–Stokesa z dyskretnych równań Boltzmanna (paragraf
8.7 i tabela 8.3).
Obliczanie zależności typu (8.41) sprowadza się do następujących prostszych kwa-

dratur Gaussa

I =
w

RD

e
− ‖v‖

2

2c2s ψ(v) dv =
∑

n

Wne
− ‖vn‖

2

2c2s ψ(vn), (8.42)

gdzie funkcja ψ zależy od potęg ki składowych prędkości vi lub vni w następujący
sposób

ψ(v) =
D∏

i=1

vkii , (8.43a)

ψ(vn) =
D∏

i=1

vkini (8.43b)

dla siatek D1Q3, D2Q9 i D3Q27, omawianych dalej. Posługując się normą wektora,
daną w następujący sposób ‖v‖2 =∑D

i=1 v
2
i , można zapisać całkę wielokrotną (8.42)

w postaci iloczynu całek pojedynczych jako

I =
D∏

i=1

+∞w

−∞

e
−
v2
i

2c2s vkii dvi. (8.44)

Zamieniając zmienne w następujący sposób y = vi2−
1
2 c−1s , dy = dvi2

− 12 c−1s (granice
całkowania pozostają identyczne), sprowadza się powyższy iloczyn całek (8.44) do
postaci

I =
(√
2cs
)D+∑D

i=1
ki

D∏

i=1

+∞w

−∞

e−y
2

yki dy. (8.45)

Całki powyższe przybliża się lub dokładnie zastępuje, w zależności od liczby elemen-
tów Q dyskretnego zbioru prędkości {vn} i sumy potęg

∑
i ki, następującą kwadraturą

Gaussa–Hermite’a

I ≈
(√
2cs
)D+∑D

i=1
ki

D∏

i=1

3∑

j=1

ωjy
ki
j . (8.46)

Przybliżenie jest dokładne, jeżeli liczba dyskretnych prędkości jest odpowiednio duża
2Q − 1 > ∑i ki, co wynika z własności kwadratur Gaussa. Z powyższej kwadratury
wynika, że w jednym wymiarze D = 1 są trzy węzły yj . Ponieważ całka wielokrotna
jest liczona jako iloczyn całek pojedynczych, więc liczba węzłów w kolejnych wymia-
rach wynosi 3D, tj. 9 dla dwóch wymiarów i 27 dla trzech.
Kwadratura Gaussa–Hermite’a we wzorze (8.46), którą zastępowana jest całka

(8.45), ma następującą, ogólną postać

+∞w

−∞

e−y
2

f(y) dy ≈
∑

j

ωjf(yj). (8.47)



8.3. Dyskretyzacja przestrzeni fazowej 95

Kwadratury Gaussa we wzorach (8.38a) i (8.38b) są, ściślej mówiąc, również kwadra-
turami Gaussa–Hermite’a, gdyż można zapisać

+∞w

−∞

f(y) dy =
+∞w

−∞

e−y
2

ey
2

f(y) dy ≈
∑

j

ωje
y2j f(yj) =

∑

j

Wjf(yj), (8.48)

gdzie zależność pomiędzy wagami jest następująca Wj = ωje
y2j , analogicznie jak we

wzorze (8.53). Wagi kwadratury (8.47) wyznacza się z poniższej zależności

ωj =
2m−1m!

√
π

m2H2m−1(yi)
. (8.49)

Przez Hm oznaczono wielomiany Hermite’a rzędu m, które definiuje się następującym
wzorem

Hm(y) = (−1)mey
2 dn

dyn
e−y

2

. (8.50)

Z wcześniejszej dyskusji wynika, że przyjmowane są trzy węzły w jednym wymia-
rze, co oznacza m = 3. Zatem obliczenie wag wymaga podania wielomianu H2, który
ma postać H2(y) = −2 + 4y2. Obliczone wagi wynoszą ω1 = ω3 = 16

√
π, ω2 = 23

√
π.

Węzły kwadratury yj dobierane są jako pierwiastki równaniaH3(y) = −12y+8y3 = 0.
Pierwiastkami tego wielomianu są y1 = −

√
3/2, y2 = 0, y3 =

√
3/2.

Przyjmując, że zamiana zmiennych w kwadraturach yj = vni2−
1
2 c−1s jest analo-

giczna do tych w całkach (8.44), można zapisać kwadratury (8.46) jako

I ≈
(√
2cs
)D D∏

i=1


vkini

3∑

j=1

ωj


 =

(√
2cs
)D
(

D∏

i=1

vkini

)

3∑

j=1

ωj



D

. (8.51)

Zapis taki jest możliwy przy założeniu, że wartość prędkości vni określana jest przez
wagę ωj za pomocą węzła yj (np. ωD2 związana jest z prędkością vni = 0, gdyż y2 = 0).
Ze względu na definicję (8.43b) wielomianu ψ i przybliżenie (8.42) można powyższą
kwadraturę (8.51) zapisać jako

I ≈
∑

n

Wne
− ‖vn‖

2

2c2s ψ(vn) =
(√
2cs
)D

ψ(vn)



3∑

j=1

ωj



D

. (8.52)

Wynikają stąd następujące zależności na wagi Wn

Wn = e
‖vn‖

2

2c2s

(√
2πcs

)D
wn. (8.53)

Współczynnik πD/2 został wprowadzony, aby uprościć postać przybliżenia dyskret-
nej gęstości prawdopodobieństwa Maxwella–Boltzmanna f0n dla małych liczb Macha
(8.77). Ten sam współczynnik musi się znaleźć w mianowniku wag liczbowych wn.
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Obliczone wagi ωj służą do wyznaczania wag wn według zależności wynikającej ze
wzorów (8.52) i (8.53)

3D−1∑

n=0

π
D
2 wnψ(vn) = ψ(vn)



3∑

j=1

ωj



D

(8.54)

i wynoszą one odpowiednio

wn = π−
D
2

D∏

i=1

ωi. (8.55)

8.4. Dyskretyzacja przestrzeni

Omawiana wyżej dyskretyzacja prędkości v powiązana jest bezpośrednio z dys-
kretyzacją przestrzeni, gdyż otrzymywane jest konkretne rozmieszczenie węzłów kwa-
dratur prędkości. Podstawienie zmiennych w równaniu (8.44) miało postać yn =
vni2−

1
2 c−1s , natomiast węzły kwadratury obliczone były jako yn = ±(3/2)

1
2 . Wynika

stąd, że prędkość w kierunku osi danego wymiaru może być zapisana jako vni = 3
1
2 cs.

Podobnie jest z prędkościami w kierunku osi kolejnych wymiarów, stąd prędkość tę
oznacza się jako c i zapisuje dla siatek D1Q3, D2Q9 i D3Q27 jako

c =
√
3cs. (8.56)

Prędkość c służy do dyskretyzacji przestrzeni ∆xi w następujący sposób ∆xi = c∆t.
Oczywiście ∆t oznacza tu krok czasowy (dyskretyzację czasu t). Wprowadza się rów-
nież bezwymiarowe prędkości siatkowe en według następującej definicji

en =
vn

c
, (8.57)

która oznacza, że składowe tej prędkości wzdłuż osi xi są jednostkowe.

8.5. Siatkowe równanie Boltzmanna

Dyskretne w przestrzeni prędkości v równanie Boltzmanna (8.40) można zapisać
przy użyciu symbolu pochodnej substancjalnej dndt =

∂
∂t + vn ➲∇ jako

dnfn
dt
=
1
τ
(feqn − fn) . (8.58)

Równanie powyższe można dyskretyzować bezpośrednio, zastępując pochodną dnfndt
ilorazem różnicowym (schematem różnicowym pierwszego rzędu)

dnfn(r, t)
dt

=
fn(r+ vn∆t, t+∆t)− fn(r, t)

∆t
+O (∆t) , (8.59)



8.5. Siatkowe równanie Boltzmanna 97

lub całkować obustronnie od t do t+∆t wzdłuż linii charakterystycznych dr = vn∆t

t+∆tw

t

dnfn =
1
τ

t+∆tw

t

(feqn − fn) dt. (8.60)

Całkę po prawej stronie powyższej zależności można przybliżać wzorem prostokątówr t0+∆t
t0

f(t) dt ≈ f(t0)∆t. Otrzymuje się w ten sposób siatkowe równanie Boltzmanna

fn(r+ vn∆t, t+∆t)− fn(r, t) =
1
τ̂

(
f0n(r, t)− fn(r, t)

)
, (8.61)

które jest podstawą metody siatkowej Boltzmanna. W takim ujęciu równanie powyż-
sze jest równaniem różnicowym pierwszego rzędu, podobnie jak schemat różnicowy
(8.59). Bezwymiarowy czas zderzeń, który pojawia się w równaniu siatkowym (8.61),
definiuje się jako

τ̂ =
τ

∆t
. (8.62)

Rys. 8.1. Siatka D1Q3

8.5.1. Siatka D1Q3

Siatka D1Q3 jest siatką jednowymiarową (D = 1) i składa się elementów o trzech
węzłach (Q = 3). Element D1Q3 pokazano na rysunku 8.1. Skojarzenie składowych
prędkości w wielomianie (8.43b) umożliwia zależność (8.52), która w przypadku jed-
nowymiarowym zapisywana jest jako

I√
2cs
=
3∑

j=1

ωjψ(vn) = 2ω1ψ(±c) + ω2ψ(0). (8.63)

Ponieważ wagi ω1 = ω3, więc łatwo zauważyć, że waga ω1 związana jest z prędkościami
e1 i e2, natomiast waga ω2 z prędkością e0. Drugie skojarzenie wynika również z tego,
że zerowa prędkość e0 związana jest z węzłem y2 kwadratury Gaussa–Hermite’a. Na-
tomiast wagi wn wyznacza się ze wzoru (8.55) w postaci wn = π−

1
2ωi. Wynoszą one

wn =

{
2
3 , n = 0;
1
6 , n ∈ {1, 2}. (8.64)
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8.5.2. Siatka D2Q9

Siatka D2Q9 jest siatką dwuwymiarową (D = 2), składającą się z elementów
o dziewięciu węzłach (Q = 9), jak na rysunku 8.2. Wielomian (8.43b) pozwala na
skojarzenie prędkości z wagami ωiωj

I

2c2s
=
3∑

i=1

3∑

j=1

ωiωjψ(vn) =

= ω22ψ(0, 0) + 2ω1ω2 (ψ(0,±c) + ψ(±c, 0)) + 4ω21ψ(±c,±c).
(8.65)

Oczywiście waga ω22 związana jest z zerową prędkością e0. Element z rysunku 8.2
posiada cztery prędkości (±c,±c) (e5, e6, e7, e8), które związane są z wagą ω21 , gdyż
pozostała kombinacja wag ω1ω2 musi być związana z jedną zerową prędkością w po-
staci (0,±c) lub (±c, 0) (e1, e2, e3, e4) poprzez wagę ω2. Ze wzoru (8.55) wyznaczyć
można wagi wn = π−1ωiωj w postaci

wn =





4
9 , n = 0;
1
9 , n ∈ {1, . . . , 4};
1
36 , n ∈ {5, . . . , 8}.

(8.66)

Rys. 8.2. Siatka D2Q9

8.5.3. Siatki trójwymiarowe

❼ Siatka D3Q27. Siatka ta jest siatką trójwymiarową (D = 3), składającą się z ele-
mentów o dwudziestu siedmiu węzłach (Q = 27), jak na rysunku 8.3. Posługując
się wielomianem (8.43b), można skojarzyć prędkości z wagami ωiωjωk

I
(√
2cs
)3 =

3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

ωiωjωkψ(vn) =

= 8ω31ψ(±c,±c,±c) + ω32ψ(0, 0, 0)+
+ 4ω21ω2 (ψ(0,±c,±c) + ψ(±c, 0,±c) + ψ(±c,±c, 0))+
+ 2ω1ω22 (ψ(±c, 0, 0) + ψ(0,±c, 0) + ψ(0, 0,±c)) .

(8.67)
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Sposób postępowania jest analogiczny, jak miało to miejsce w przypadku wagi
D2Q9. Ze wzoru (8.55) wyznaczyć można wagi wn = π−

3
2ωiωjωk w postaci

wn =





8
27 , n = 0;
2
27 , n ∈ {1, . . . , 6};
1
54 , n ∈ {15, . . . , 26};
1
216 , n ∈ {7, . . . , 14}.

(8.68)

Rys. 8.3. Siatka D3Q27 Rys. 8.4. Siatka D3Q19 Rys. 8.5. Siatka D3Q15

❼ Siatka D3Q19. Siatka ta jest prostszą wersją siatki D3Q27, składa się z elementów
o dziewiętnastu węzłach (Q = 19) i pokazana jest na rysunku 8.4. Wagi wn dla tej
siatki mają postać

wn =





1
3 , n = 0;
2
18 , n ∈ {1, . . . , 6};
1
36 , n ∈ {7, . . . , 18}.

(8.69)

❼ Siatka D3Q15. Siatka ta jest najprostszą siatką trójwymiarową, z której można
odtworzyć równanie Naviera–Stokesa, i składa się z elementów o piętnastu węzłach
(Q = 15). Siatkę tę pokazano na rysunku 8.5. Wagi wn dla siatki D3Q15 mają
postać

wn =





2
9 , n = 0;
1
9 , n ∈ {1, . . . , 6};
1
72 , n ∈ {7, . . . , 14};

(8.70)

8.5.4. Tensory siatkowe

Definiuje się trzy rodzaje tensorów siatkowych, które są wykorzystywane w roz-
winięciu Chapmana–Enskoga. Pierwszy tensor związany jest z m-krotnym iloczynem
zewnętrznym prędkości vn i definiowany jako

(Lα1α2...αm) =
∑

n

m∏

j=1

vn, (8.71)
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gdzie α1α2 . . . αm są indeksami. Drugi tensor zawiera dodatkowo wagi wn i definio-
wany jest w następujący sposób

(Tα1α2...αm) =
∑

n

wn

m∏

j=1

vn. (8.72)

Trzeci tensor zamiast wagi wn zawiera aproksymowaną funkcję gęstości f0n rozkładu
Maxwella–Boltzmanna według równania (8.77)

(Fα1α2...αm) =
∑

n

f0n

m∏

j=1

vn. (8.73)

W tabeli 8.3 przedstawiono wyliczone wartości tensorów (8.71), (8.72) i (8.73) do
czwartego rzędu włącznie (m = 4) dla siatek D1Q3, D2Q9 i D3Q27. Wyniki te są
rozszerzeniem tabeli 8.2.

Tab. 8.3. Tensory siatkowe

Wielkość D1Q3 D2Q9 D3Q27∑
n
wn 1 1∑
n
vn 0 0∑
n
wnvn 0 0∑
n
vnvn 6c2s 18c2sδ 54c2sδ∑
n
wnvnvn c2s c2sδ∑
n
vnvnvn 0 (0ijk)∑
n
wnvnvnvn 0 (0ijk)∑
n
wnvnvnvnvn 3c4s c4s(δijδkl + δikδjl + δilδkj)∑
n
f0n ρ ρ∑
n
f0nvn ρu ρu∑
n
f0nvnvn p+ ρu2 pδ+ ρuu∑
n
f0nvnvnvn 3ρc2su ρc2s(uδ+ (uδ)

T + δu)

8.6. Dyskretyzacja rozkładu Maxwella–Boltzmanna

8.6.1. Przybliżenie dla małych liczb Macha

Funkcja gęstości prawdopodobieństwa rozkładu Maxwella–Boltzmanna dana jest
równaniem (8.17), które można zapisać również w następujący sposób

feq = ρ
(√
2πcs

)−D
e
− ‖v‖

2

2c2s e
−

(
‖u‖2

2c2s
− v ➲u

c2s

)

. (8.74)

Ostatni czynnik iloczynu w powyższym równaniu może być rozwinięty w szereg Mac-
laurina e−x = 1 − x + 12x2 + O(x3), gdzie za zmienną x należy podstawić wykład-
nik podstawy logarytmów naturalnych ostatniego czynnika. Rozwinięcie umożliwia
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uproszczenie postaci funkcji gęstości rozkładu Maxwella–Boltzmanna, gdyż zachodzi

feq = f0 +O
(‖u‖3

c3s

)
= f0 +O

(
Ma3

)
. (8.75)

Pomijając wszystkie wyrazy, które zależą od trzecich potęg prędkości, a więc od
liczb Macha w trzeciej potędze, można zdefiniować funkcję gęstości prawdopodo-
bieństwa f0, która jest aproksymacją funkcji gęstości pełnego rozkładu Maxwella–
Boltzmanna dla małych liczb Macha

f0 = ρ
(√
2πcs

)−D
e
− ‖v‖

2

2c2s

(
1 +
v ➲u

c2s
+
(v ➲u)2

2c4s
− ‖u‖

2

2c2s

)
. (8.76)

8.6.2. Dyskretyzacja

Analogicznie do definicji (8.38b) dyskretnej gęstości rozkładu prawdopodobień-
stwa Maxwella–Boltzmanna wprowadza się definicję dla jej przybliżenia dla małych
liczb Macha (8.76) jako f0n(r, t) = Wnf

0(r,vn, t). Mając na uwadze wzory (8.53) na
wagi Wn, można otrzymać następujący wzór

f0n = wnρ

(
1 +
vn ➲u

c2s
+
(vn ➲u)2

2c4s
− ‖u‖

2

2c2s

)
. (8.77)

Powyższa zależność pozwala na odtworzenie równań zachowania masy i Naviera–
Stokesa z siatkowego równania Boltzmanna.

8.7. Rozwinięcie Chapmana–Enskoga

Rozwinięcie Chapmana–Enskoga jest tak zwaną metodą wieloskalową, pozwala-
jącą na odtworzenie równania zachowania masy i Naviera–Stokesa (również Eulera)
z siatkowego równania Boltzmanna (8.61). Oprócz samych równań odtwarzane są
również współczynniki, takie jak lepkość. Parametr rozwinięcia ε utożsamiany jest
z liczbą Knudsena, dużo mniejszą od jedności, aby można było mówić o płynie. Dys-
kretna gęstość prawdopodobieństwa fn zapisywana jest jako

fn =
∞∑

i=0

εif (i)n = f
(0)
n + εf

(1)
n + ε

2f (2)n + . . . . (8.78)

Rozwinięcie (8.78) oznacza, że gęstość prawdopodobieństwa jest pewną perturbacją
wokół rozkładu Maxwella–Boltzmanna f (0)n . Nawet gdyby poszczególne składniki f

(i)
n

w rozwinięciu (8.78) były tego samego rzędu, to wyrazy tego rozwinięcia εif (i)n są
coraz mniejsze, ze względu na coraz wyższe potęgi przy liczbie Knudsena ε.
Rozwinięcie pochodnej cząstkowej względem czasu przedstawia zależność (8.79a).

W rozważanym przypadku, aby uzyskać równanie Naviera–Stokesa, wystarczy ogra-
niczyć się do dwóch wyrazów (dwóch skal). Skala czasowa t0 może być utożsamiana
z konwekcją, a skala t1 z dyfuzją. W przypadku pochodnej cząstkowej przestrzennej
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(8.79b) rozważa się tylko jeden wyraz (skalę), gdyż przyjmuje się, że różne procesy za-
chodzące w przepływie działają w obrębie tej samej skali przestrzennej, ale z różnymi
skalami czasowymi. Zapisuje się to jako

∂

∂t
= ε

∂

∂t0
+ ε2

∂

∂t1
, (8.79a)

∂

∂xi
= ε

∂

∂xi0
. (8.79b)

Dyskretną gęstość prawdopodobieństwa fn rozwija się w szereg Taylora z dokład-
nością do drugich pochodnych

fn(r+ dr, t+∆t) =
∞∑

i=0

difn(r, t)
i!

= fn(r, t) +
dfn(r, t)
dt

∆t+

+ 12
d2fn(r, t)
dt2

∆t2 +O
(
∆t3

)
, (8.80)

a następnie wstawia się to rozwinięcie do siatkowego równania Boltzmanna (8.61),
otrzymując

dfn
dt
+
∆t
2
d2fn
dt2
=
1
τ̂∆t
(feqn − fn) +O

(
∆t3

)
. (8.81)

Wykorzystując zapisy pochodnych czasowych (8.79a) i przestrzennych (8.79b), można
przedstawić pochodną złożoną ddt w postaci

d
dt
= ε

∂

∂t0
+ ε2

∂

∂t1
+ εvn ➲∇0. (8.82)

Drugie pochodne liczone są oczywiście jako pochodne pierwszych d2

dt2 =
d
dt
d
dt . Po

wstawieniu rozwinięcia (8.61) do równania (8.81) i zapisaniu poszczególnych wielko-
ści przy odpowiednich potęgach liczby Knudsena ε otrzymuje się następujący układ
równań

f (0)n = f
eq
n , (8.83a)

∂f
(0)
n

∂t0
+ vn ➲∇0f (0)n = −

f
(1)
n

τ̂∆t
, (8.83b)

∂f
(0)
n

∂t1
+
(
1− 1
2τ̂

)(
∂f
(1)
n

∂t0
+ vn ➲∇0f (1)n

)
= − f

(2)
n

τ̂∆t
. (8.83c)

Do prostszego zapisu równania (8.83c) wykorzystano równanie wcześniejsze (8.83b).
Równanie (8.83a) związane jest z liczbą Knudsena w zerowej potędze ε0 i jest

niczym innym jak potwierdzeniem, że pierwszy wyraz rozwinięcia (8.78) to gęstość roz-
kładu Maxwella–Boltzmanna. Posługując się dyskretną definicją gęstości ρ =

∑
n fn =∑

n f
0
n i rozwinięciem (8.78), łatwo sprawdzić, że

∑
n f
(1)
n = 0. Podobnie jest z kolej-

nymi wyrazami rozwinięcia dyskretnej gęstości, co zapisuje się jako

∀
j>0

∑

n

f (j)n = 0. (8.84)
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Oznacza to, że kolejne wyrazy rozwinięcia gęstości, oprócz gęstości rozkładu Maxwella–
Boltzmanna, nie mają wpływu na gęstość ρ.
Równanie (8.83b) związane jest z liczbą Knudsena w pierwszej potędze ε1 i pozwala

między innymi na wyznaczenie f (1)n przez gęstość rozkładu Maxwella-Boltzmanna
f
(0)
n . Gęstość f

(1)
n wyznaczana jest jako suma pochodnej cząstkowej po czasie i po-

chodnej kierunkowej w przestrzeni f (0)n . Bezpośrednie sumowanie równania (8.83b) po
obu stronach prowadzi do

∂

∂t0

∑

n

f (0)n +∇0 ➲

∑

n

vnf
(0)
n =

−1
τ̂∆t

∑

n

f (1)n , (8.85)

przy następującej tożsamości

vn ➲∇0f (0)n ≡ ∇0 ➲

(
vnf

(0)
n

)
. (8.86)

Na podstawie własności (8.84) i tabeli 8.3 można zidentyfikować powyższe równanie
jako równanie zachowania masy

∂ρ

∂t0
+∇0 ➲ (ρu) = 0. (8.87)

Z własności (8.84) wynika, że kolejne wyrazy rozwinięcia gęstości prawdopodobień-
stwa nie mają wpływu na gęstość ρ. Można wykazać, że podobnie jest z pędem ρu.
W tym celu rozważa się następujące zależności

ρu =
∑

n

vnfn =
∑

n

vnf
0
n. (8.88)

Wstawiając do powyższego wzoru rozwinięcie (8.78), można zauważyć, że

∀
j>0

∑

n

vnf
(j)
n = 0. (8.89)

Mnożąc równanie (8.83b) obustronnie przez prędkość vn i sumując je oraz wyko-
rzystując tożsamość

vnvn ➲∇0f (0)n ≡ ∇0 ➲

(
vnvnf

(0)
n

)
, (8.90)

można otrzymać następującą zależność

∂

∂t0

∑

n

vnf
(0)
n +∇0 ➲

∑

n

vnvnf
(0)
n = −

1
τ̂∆t

∑

n

vnf
(1)
n . (8.91)

Prawa strona otrzymanej zależności zeruje się zgodnie z własnością (8.89). Wyrażenie
za dywergencją definiuje się w następujący sposób

P0 =
∑

n

vnvnf
(0)
n = pδ+ ρuu. (8.92)

Suma w definicji (8.92) może być odczytana z tabeli 8.3, a cały tensor P0 nazywany
jest tensorem gęstości strumienia pędu zerowego rzędu. Tensor ten opisuje odwracalny
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(nielepki) transport pędu. Zatem równanie (8.91) przedstawia sobą równanie Eulera,
które może być zapisane w postaci

∂

∂t0
(ρu) +∇0 ➲P0 = 0. (8.93)

Równanie (8.83c) związane jest z liczbą Knudsena w drugiej potędze ε2. Bezpo-
średnie sumowanie tego równania prowadzi do następującej jego postaci

∂

∂t1

∑

n

f (0)n +
(
1− 1
2τ̂

)(
∂

∂t0

∑

n

f (1)n +∇0 ➲

∑

n

vnf
(1)
n

)
=
−1
τ̂∆t

∑

n

f (2)n . (8.94)

Wykorzystując własności (8.84) i (8.89), dyskretną definicję gęstości ρ =
∑
n f
0
n oraz

tożsamość
∇0 ➲ (vnf (1)n ) ≡ vn ➲∇0f (1)n , (8.95)

można pokazać, że
∂ρ

∂t1
= 0. (8.96)

Równanie powyższa oznacza, że brak jest dyfuzji masy.
Mnożąc równanie (8.83c) obustronnie przez prędkość vn i obustronnie sumując,

a następnie wykorzystując tożsamość

vnvn ➲∇0f (1)n ≡ ∇0 ➲

(
vnvnf

(1)
n

)
, (8.97)

można zapisać

∂

∂t1

∑

n

vnf
(0)
n +

(
1− 1
2τ̂

)(
∂

∂t0

∑

n

vnf
(1)
n +∇0 ➲

∑

n

vnvnf
(1)
n

)
=

= − 1
τ̂∆t

∑

n

vnf
(2)
n . (8.98)

Tensor gęstości strumienia pędu pierwszego rzędu definiuje się analogicznie do tensora
zerowego rzędu (8.92)

P1 =
∑

n

vnvnf
(1)
n . (8.99)

Jedyna różnica polega na tym, że zamiast gęstości rozkładu Maxwella–Boltzmanna
f
(0)
n mamy do czynienia z fluktuacją tej gęstości f (1)n . Równanie (8.98) przyjmuje
zatem następującą postać

∂

∂t1
(ρu) +

(
1− 1
2τ̂

)
∇0 ➲P1 = 0, (8.100)

która w swoim zapisie jest analogiczna do równania Eulera (8.93), ale opisuje inny
proces transportu pędu.
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Tensor gęstości strumienia pędu pierwszego rzędu można wyznaczyć na podstawie
równania (8.83b), które wstawia się do definicji (8.99) i wykorzystuje tożsamość

vnvnvn ➲∇0f (1)n ≡ ∇0 ➲

(
vnvnvnf

(1)
n

)
, (8.101)

co daje

P1 = −τ̂∆t
(
∂P0
∂t0
+∇0 ➲

∑

n

vnvnvnf
(0)
n

)
. (8.102)

Tensor zerowego rzędu dany jest definicją (8.92), natomiast wyrazy za dywergencją
odczytuje się z tabeli 8.3. W ten sposób tensor pierwszego rzędu może być określony
jako

P1 = −τ̂∆t
(
∂

∂t0
(pδ+ ρuu) +∇0 ➲

(
ρc2s
(
uδ+ (uδ)T + δu

)))
. (8.103)

Zapis powyższy może być uproszczony przy wykorzystaniu następującej tożsamości

∂

∂t0
(pδ) = −c2sδ∇0 ➲ (ρu) , (8.104)

która pokazuje równość wyrazu pierwszego w pochodnej cząstkowej względem czasu
i pierwszego za dywergencją. Wyrazy drugi i trzeci, które znajdują się za dywergencją
w zapisie (8.103), mogą być przekształcone w następujący sposób

∇0 ➲

(
ρ (uδ)T

)
= ρ (∇0u)T + u∇0ρ (8.105)

oraz
∇0 ➲ (ρδu) = (∇0ρ)u+ ρ∇0u. (8.106)

Drugi wyraz pod pochodną cząstkową względem czasu zapisać można jako

∂

∂t0
(ρuu) = −∇0 ➲ (uuu)− c2s (∇0ρ)u− c2su∇0ρ. (8.107)

Mając na uwadze powyższe przekształcenia i oddzielając wyrazy związane z trze-
cimi potęgami prędkości (tensor uuu) jako O(Ma3), tensor gęstości strumienia pędu
pierwszego rzędu (8.103) można przedstawić jako

P1 = −τ̂ c2s∆t
(
ρ∇0u+ ρ (∇0u)T

)
+O

(
Ma3

)
. (8.108)

Suma gradientu tensora prędkości i jego transpozycji jest oczywiście tensorem pręd-
kości deformacji. Wstawiając zapis (8.108) do równania transportu pędu (8.100) i po-
mijając wyrazy związane z trzecimi potęgami prędkości, otrzymujemy następującą
jego postać

∂

∂t1
(ρu)−

(
τ̂ − 12

)
c2s∆t∇0 ➲

(
ρ∇0u+ ρ (∇0u)T

)
= 0. (8.109)
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Pełne równanie zachowania masy w postaci (8.27) może być odtworzone na pod-
stawie równania zachowania masy (8.87) dla liczby Knudsena rzędu ε1 i równania
transportu (8.96) dla liczby Knudsena rzędu ε2. Wykorzystuje się tutaj definicje po-
chodnych (8.79a) i (8.79b). Dla małych liczb Macha gęstość może być traktowana
jako stała i równanie zachowania masy (8.27) upraszcza się do postaci

∇ ➲u = 0. (8.110)

Podobnie można odtworzyć równanie Naviera–Stokesa. Do tego celu wykorzystuje
się równanie Eulera (8.93) dla liczby Knudsena rzędu ε1 i równanie transportu pędu
(8.109) dla liczby Knudsena rzędu ε2. Na podstawie definicji pochodnych (8.79a)
i (8.79b) można otrzymać

∂

∂t
(ρu) +∇ ➲ (pδ+ ρuu)−

(
τ̂ − 12

)
c2s∆t∇ ➲

(
ρ∇u+ ρ (∇u)T

)
= 0. (8.111)

Współczynnik lepkości kinematycznej definiowany jest jako

ν =
(
τ̂ − 12

)
c2s∆t. (8.112)

Wykorzystując to samo założenie odnośnie do niewielkich liczb Macha, równanie
Naviera–Stokesa (8.111) można zapisać w klasycznej formie dla przepływów nieściśli-
wych

∂

∂t
(ρu) +∇ ➲ (ρuu) = −∇p+ µ∇2u, (8.113)

gdzie współczynnik lepkości dynamicznej µ liczony jest jako µ = ρν.

Rys. 8.6. Strumieniowanie (rozpływ) dla siatki D2Q9

8.8. Opis metody

8.8.1. Algorytm

Równanie siatkowe Boltzmanna (8.61) stanowi podstawę metody siatkowej Boltz-
manna. Równanie w postaci

fn(r+ vn∆t, t+∆t) = fn(r, t) +
1
τ̂

(
f0n(r, t)− fn(r, t)

)
(8.114)
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rozkłada się na dwa podrównania. W pierwszym kroku, zwanym krokiem zderzeń,
wykorzystuje się pierwsze podrównanie

f tn(r, t+∆t) = fn(r, t) +
1
τ̂

(
f0n(r, t)− fn(r, t)

)
. (8.115)

W wyniku tego oblicza się tymczasowe wartości funkcji f tn. Następnie w drugim kroku,
który nazywany jest strumieniowaniem (rozpływem), wykorzystuje się drugie podrów-
nanie

fn(r+ vn∆t, t+∆t) = f tn(r, t+∆t). (8.116)

Graficzna interpretacja kroku strumieniowania pokazana jest na rysunku 8.6 dla siatki
D2Q9. Schematy w pierwszym rzędzie pokazują sytuację przed krokiem strumienio-
wania, a drugi rząd przedstawia sytuację po tym kroku. Przypadek pierwszy jest
oczywisty. W przypadku, gdy strumieniowanie zachodzi dla węzłów znajdujących się
na brzegu rozważanego obszaru, proces jest już mniej oczywisty. Dwie przykładowe
sytuacje przedstawiono w kolumnie drugiej i trzeciej.

1 k := 0
2 Apply ICs
3 repeat

4 R := 0
5 foreach l do
6 if l ∈ (Ω \ ∂Ω) then
7 ρ :=

∑
n fn

8 u := 1ρ
∑
n vnfn

9 Calculate residue
10 foreach n do

11 f0n := wnρ
(
1 + vn ➲u

c2s
+ (vn ➲u)2

2c4s
− ‖u‖

2

2c2s

)

12 f tn(r, t+∆t) := fn(r, t) +
1
τ̂

(
f0n(r, t)− fn(r, t)

)

13 else if l ∈ ∂Ω then Apply Bounceback
14 foreach l do
15 if l ∈ (Ω ∪ ∂Ω) then
16 foreach n do
17 fn(r+ vn∆t, t+∆t) := f tn(r, t+∆t)

18 Apply other BCs
19 k := k + 1
20 until k < kmax and R > Rmin

Alg. 8.1. Pseudokod metody siatkowej Boltzmanna

Połączenie równań (8.115) i (8.116) daje równanie (8.114). Rozbicie równania
(8.114) na dwa kroki jest konieczne, gdyż warunki brzegowe traktowane są również
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jako zderzenia. W zastosowaniach praktycznych w równaniach (8.115) i (8.116) wyko-
rzystuje się bezwymiarowe prędkości en, według wzoru (8.57), zamiast prędkości vn.
Krok zderzeń przedstawiony jest w algorytmie 8.1 pomiędzy liniami 5 i 12. Krok stru-
mieniowania zawarty jest pomiędzy liniami 14–17. Pętle obu kroków powtarzane są po
wszystkich węzłach siatki. W przypadku kroku zderzeń warunek brzegowy w postaci
ściany wykonywany jest w linii 13, a w przeciwnym przypadku następuje wyliczenie
gęstości i prędkości według wzorów z tabeli 8.3. Właściwy krok zderzeń ma miejsce
w linii 12, która odpowiada wzorowi (8.115), linia 11 odpowiada zaś wzorowi (8.77).
Właściwy krok strumieniowania znajduje się w linii 17 i odpowiada wzorowi (8.116).
Pętle w liniach 10 i 16 powtarza się Q razy, czyli tyle, ile wynosi liczba elementów
zbioru dyskretnych prędkości {vn}. Dla siatki z rysunku 8.6 mamy Q = 9.
Algorytm powtarzany jest, dopóki rezyduum R jest większe od założonej wartości

lub przekroczona zostanie maksymalna liczba iteracji kmax (linia 20). Za obliczane
rezyduum (linia 9) można przyjąć maksymalną (co do modułu) różnicę pomiędzy
obliczoną wartością funkcji fn w obecnej i poprzedniej iteracji. Wartość maksymalna
dotyczy wszystkich węzłów siatki. Wartość rezyduum wymaga zerowania (linia 4)
w każdym kroku iteracji.
Na pewne parametry nałożone są ograniczenia. Ponieważ współczynnik lepkości

kinematycznej ν powinien być dodatni, to ze wzoru (8.112) można otrzymać warunek
τ̂ > 1

2 , który musi spełniać bezwymiarowy czas zderzeń τ̂ .

1

2

3

4

56

7 8

Rys. 8.7. Warunek brzegowy bounceback dla siatki D2Q9

8.8.2. Warunki brzegowe i początkowe

Warunki początkowe sprowadzają się do inicjalizacji wartości funkcji fn. Pierwsza
typowa metoda polega na wyzerowaniu fn. Druga metoda nadaje losowe wartości fn
z przedziału [0; 1]. Warunki początkowe umieszczone są w linii 2 algorytmu 8.1.
Najprostszy i jednocześnie najważniejszy warunek brzegowy w postaci nieprzeni-

kliwej ściany modeluje się poprzez umiejscowienie jednego rzędu węzłów siatki poniżej
ściany, tak jak jest to pokazane na rysunku 8.7. Wartości funkcji poniżej ścianki są
„odbijane” do obszaru przepływu, co oznacza, że f t5 = f

t
7, f

t
2 = f

t
4, f

t
6 = f

t
8. Po wyko-

naniu kroku zderzeń (linie 6–12) następuje odbijanie (bounceback), które ma miejsce
w linii 13 algorytmu 8.1. Pozostałe warunki brzegowe uwzględniane są po kroku stru-
mieniowania w linii 18.
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Rozdział 9

Metoda różnic skończonych

Idea metody różnic skończonych polega na bezpośrednim zastąpieniu pochodnych
w równaniach różniczkowych przez ich dyskretne odpowiedniki w węzłach siatki, na
którą podzielony jest rozpatrywany obszar. Pochodne w każdym punkcie aproksy-
mowane są przez wartości poszukiwanej funkcji w sąsiednich węzłach. W ten sposób
otrzymuje się układ równań algebraicznych, którego liczba równań i niewiadomych
równa jest liczbie węzłów siatki. Metoda różnic skończonych została wprowadzona
prawdopodobnie przez Eulera lub Taylora w XVIII wieku. Dyskretne odpowiedniki
pochodnych tworzone są za pomocą różnic skończonych, których różne formy otrzy-
muje się głównie ze wzoru Taylora.

9.1. Schematy różnicowe

9.1.1. Wzór Taylora

Zakładając, że mamy do czynienia z ciągłą funkcją φ w przedziale domkniętym
[xi;x], to słuszny jest wzór Taylora w postaci

φ(xi +∆x) =
m−1∑

n=0

dnφ(xi)
n!

+
dmφ(c)
m!

. (9.1)

Funkcji φ jest ciągła do rzędu m−1 w przedziale domkniętym, natomiast do rzędu m
wewnątrz tego przedziału. Punkt c leży wewnątrz przedziału, co zapisujemy c =
xi + θ∆x dla θ ∈]0; 1[ przy następującym oznaczeniu x = xi + ∆x, gdzie ∆x jest
przyrostem zmiennej niezależnej. Przyrost ∆x (różnica zmiennych niezależnych) może
być zarówno dodatni, jak i ujemny. Zerowa różniczka d0φ tożsama jest z funkcją φ.
Ostatni wyraz we wzorze (9.1), który związany jest z m-tą różniczką, zwany jest m-tą
resztą wzoru Taylora.
Biorąc pod uwagę, że n-ta różniczka funkcji φ w punkcie xi dana jest zależnością

dnφ(xi) = φ(n)(xi) dxn, można zapisać wzór Taylora (9.1) w następującej postaci za
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pomocą pochodnych funkcji φ

φ(xi +∆x) = φ(xi) + φ′(xi)∆x+ 12φ
′′(xi)∆x2 + 16φ

′′′(xi)∆x3 + . . .+ 1
m!φ

(m)(c)∆xm.
(9.2)

Jedną z interpretacji wzoru Taylora można przedstawić w ten sposób, że umożliwia on
wyznaczenie nieznanej wartości funkcji w punkcie x, oddalonym od znanego punktu xi
o ∆x, za pomocą znanych wartości funkcji i jej pochodnych w punkcie xi, z wyjątkiem
nieznanej pochodnej rzędu m w punkcie c. Zamiast posługiwać się tą nieznaną warto-
ścią w punkcie c w postaci 1m!φ

(m)(c)∆xm, wprowadza się wielkość rzędu m w postaci
O(∆xm). W ten sposób wzór Taylora (9.2) przyjmuje postać

φ(xi +∆x)− φ(xi) = φ′(xi)∆x+ 12φ′′(xi)∆x2+
+ . . .+ 1

(m−1)!φ
(m−1)(xi)∆xm−1 +O(∆xm). (9.3)

Odrzucanie wyrazów rzędu O(∆xm) związane jest z przybliżaniem φ(xi +∆x). Błąd
tego przybliżenia jest proporcjonalny do O(∆xm).
Kolejną interpretację wzoru Taylora można przedstawić po wprowadzeniu definicji

przyrostu (różnicy) funkcji φ w postaci ∆φ = φ(xi+∆x)−φ(xi). Wracając do definicji
różniczek funkcji, można wzór (9.3) zapisać w następującej postaci

∆φ = dφ(xi) + 12 d
2φ(xi) + . . .+ 1

(m−1)! dφ
(m−1)(xi) +O(∆xm). (9.4)

Wzór powyższy oznacza, że przyrost (różnica) funkcji jest wyznaczana za pomocą
sumy kolejnych różniczek.

9.1.2. Różnicowe odpowiedniki pochodnych

Biorąc pod uwagę wzór Taylora (9.3) z dokładnością do pierwszych pochodnych,
można otrzymać φ(xi + ∆x) − φ(xi) = φ′(xi)∆x + O(∆x2). Zależność ta wyraża
pierwszą pochodną za pomocą różnicy skończonej. Dokładniej mówiąc, pochodna jest
wyrażona za pomocą różnicy skończonej odniesionej do różnicy zmiennej niezależ-
nej ∆x, co zapisujemy

φ′(xi) =
φ(xi +∆x)− φ(xi)

∆x
+O(∆x) ≈ φi+1 − φi

∆x
. (9.5)

Pomijając wyrazy typu O(∆x), otrzymujemy przybliżenie pochodnej φ′(xi) lub w za-
pisie skróconym φ′i, które jest rzędu pierwszego. Na rząd przybliżenia wskazuje odrzu-
cony wyraz O(∆x). Przybliżenie (9.5) pierwszej pochodnej nazywane jest progresyw-
nym (w przód). Jest to nic innego jak iloraz różnicowy. Wartość pierwszej pochodnej
w punkcie xi została aproksymowana przez różnicę wartości funkcji w punkcie xi+∆x
i xi albo przez wartość funkcji sąsiednią z przodu (o ile ∆x jest dodatnie) i w tym
samym punkcie co pochodna. Przybliżenie pochodnej φ′i według zależności (9.5) za-
pisywane jest również w wersji skróconej, gdzie φi+1 = φ(xi +∆x) i φi = φ(xi). Za-
mieniając ∆x we wzorze (9.5) na −∆x, otrzymujemy przybliżenie regresywne (w tył,
wsteczne), które zapisywane jest jako

φ′(xi) =
φ(xi)− φ(xi −∆x)

∆x
+O(∆x) ≈ φi − φi−1

∆x
. (9.6)



114 9. Metoda różnic skończonych

Przybliżenia wyższego rzędu pierwszych pochodnych można otrzymać poprzez
uwzględnienie większej liczby wyrazów we wzorze Taylora (9.3). Jeżeli uwzględnimy
wyrazy do drugiej pochodnej włącznie, to ze wzoru Taylora można otrzymać nastę-
pującą relację φ(xi + ∆x) − φ(xi) = φ′(xi)∆x + 12φ

′′(xi)∆x2 + O(∆x3). Zastępując
w powyższej zależności ∆x przez −∆x i odejmując od siebie wyniki, otrzymamy róż-
nicowy odpowiednik pierwszej pochodnej z dokładnością drugiego rzędu

φ′(xi) =
φ(xi +∆x)− φ(xi −∆x)

2∆x
+O(∆x2) ≈ φi+1 − φi−1

2∆x
. (9.7)

Przybliżenie powyższe zwane jest przybliżeniem centralnym, gdyż do określenia war-
tości pochodnej w punkcie xi bierze pod uwagę wartości sąsiednie funkcji φ z obu
stron, w przeciwieństwie do przybliżenia progresywnego (9.5) i regresywnego (9.6).
Większa liczba wartości sąsiednich, które są brane pod uwagę, skutkuje wyższym
rzędem przybliżenia. Możliwe jest również podanie różnicowego odpowiednika pierw-
szej pochodnej z dokładnością drugiego rzędu w punktach bezpośrednio sąsiadują-
cych (oddalonych od siebie o ∆x). Pochodna ta będzie przybliżona w punkcie po-
średnim xi + 12∆x. W tym celu postępuje się analogicznie jak w przypadku rów-
nania (9.7), z tą różnicą, że zamiast ∆x przyjmuje się 12∆x, co pozwala zapisać
φ(xi + 12∆x) − φ(xi) = φ′(xi + 12∆x)

1
2∆x +

1
2φ
′′(xi + 12∆x)

1
4∆x

2 + O(∆x3). Za-
stępując 12∆x przez − 12∆x i odejmując od siebie wyniki, otrzymamy

φ′
(
xi + 12∆x

)
=
φ(xi + 12∆x)− φ(xi − 12∆x)

∆x
+O(∆x2) ≈

φi+ 12 − φi− 12
∆x

. (9.8)

Za pomocą wzoru Taylora możliwe jest także wyznaczenie przybliżenia regresyw-
nego pierwszej pochodnej z dokładnością drugiego rzędu w następującej postaci

φ′(xi) =
φ(xi − 2∆x)− 4φ(xi −∆x) + 3φ(xi)

2∆x
+O(∆x2) ≈ φi−2 − 4φi−1 + 3φi

2∆x
,

(9.9)
które jest użyteczne w zagadnieniach niestacjonarnych do aproksymacji pochodnej
względem czasu, jak również przy dyskretyzacji pochodnej na brzegu obszaru.
Przybliżenia rzędu pierwszego kolejnych pochodnych można znaleźć, wykorzystu-

jąc wzór Taylora (9.3) dla różnych kroków ∆x. Aby otrzymać przybliżenie progre-
sywne drugiej pochodnej, wykorzystuje się najpierw wzór Taylora z dokładnością do
drugiej pochodnej φ(xi + ∆x) − φ(xi) = φ′(xi)∆x + 12φ

′′(xi)∆x2 + O(∆x3), a na-
stępnie zastępuje się ∆x przez 2∆x, co daje daje w wyniku następującą postać wzoru
φ(xi + 2∆x)− φ(xi) = φ′(xi)2∆x+ 12φ′′(xi)4∆x2 +O(∆x3). Odejmując drugie rów-
nanie od pierwszego, które jest przemnożone przez dwa, otrzymujemy następujące
progresywne przybliżenie rzędu pierwszego drugiej pochodnej

φ′′(xi) =
φ(xi + 2∆x)− 2φ(xi +∆x) + φ(xi)

∆x2
+O(∆x) ≈ φi+2 − 2φi+1 + φi

∆x2
. (9.10)

Analogicznie można pokazać, że progresywne przybliżenie dowolnej pochodnej rzędu
pierwszego wyraża się następującym wzorem

φ(n)(xi) =
1
∆xn

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
φ(xi + (n− k)∆x) +O(∆x). (9.11)
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Dla n = 1 otrzymujemy równanie (9.5), a dla n = 2 równanie (9.10).
Przybliżenia regresywne rzędu pierwszego drugiej pochodnej otrzymać można ze

wzoru Taylora (9.3) dla kroku−∆x i−2∆x. Wynik dla kroku−∆x należy przemnożyć
dwukrotnie i odjąć od wyniku dla −2∆x. Rezultat będzie miał postać analogiczną jak
wzór (9.10) z wyjątkiem znaków przed ∆x i 2∆x. Dla pochodnej rzędu n można się
posługiwać następującym wzorem

φ(n)(xi) =
1
∆xn

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
φ(xi − k∆x) +O(∆x), (9.12)

który podaje regresywne przybliżenie rzędu pierwszego.
Pochodne wyższego rzędu również są przybliżane poprzez uwzględnienie większej

liczby wyrazów we wzorze Taylora. Dla odpowiednika drugiej pochodnej rozważa się
wzór (9.3) z dokładnością do trzecich pochodnych włącznie, co zapisujemy w następu-
jącej postaci φ(xi+∆x)−φ(xi) = φ′(xi)∆x+ 12φ′′(xi)∆x2+ 16φ′′′(xi)∆x3+O(∆x4).
Zamieniając ∆x na −∆x i dodając wyniki do siebie, mamy następujące przybliżenie
symetryczne drugiej pochodnej z dokładnością drugiego rzędu

φ′′(xi) =
φ(xi +∆x)− 2φ(xi) + φ(xi −∆x)

∆x2
+O(∆x2) ≈ φi+1 − 2φi + φi−1

∆x2
. (9.13)

Analogicznie postępuje się z pochodnymi wyższych rzędów. Ogólny wzór na przybli-
żenie centralne n-tej pochodnej z dokładnością drugiego rzędu ma następującą postać

φ(n)(xi) =
1
∆xn

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
φ
(
xi +

(
n
2 − k

)
∆x
)
+O(∆x2). (9.14)

Pochodne rzędów parzystych 2n określone są na siatkach z całkowitym krokiem ∆x,
podczas gdy dla rzędów nieparzystych 2n− 1 krok jest wielokrotnością 12∆x.

9.2. Ogólne równanie transportu

Ogólne równanie transportu wielkości φ w polu prędkości u w przypadku trój-
wymiarowym, które nazywane jest również niestacjonarnym równaniem konwekcji–
dyfuzji ze źródłami, ma następującą postać

∂ (ρφ)
∂t
+∇ ➲ (ρφu) = ∇ ➲ (Γ∇φ) + Sφ. (9.15)

Pochodna ∂
∂t związana jest z lokalną pochodną względem czasu, czyli niestacjonarno-

ścią. Drugi wyraz ∇ ➲ (ρφu) opisuje konwekcję. Trzeci wyraz ∇ ➲ (Γ∇φ) związany jest
z dyfuzją φ, gdzie Γ jest współczynnikiem dyfuzji. Czwarty wyraz reprezentuje źró-
dła wielkości φ, czyli te wyrazy, które nie są klasyfikowane jako wyrazy konwekcyjne
i dyfuzyjne oraz nie zawierają pochodnej cząstkowej względem czasu. Równanie pa-
raboliczne (9.15) może być dalej uproszczone do trzech podstawowych typów równań:
❼ hiperbolicznego, jeżeli Γ = 0;
❼ parabolicznego w postaci (9.15). Dodatkowo może zachodzić u = 0;
❼ eliptycznego, jeżeli ∂∂t = 0 albo jednocześnie

∂
∂t = 0 i u = 0.
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9.2.1. Równanie konwekcji

Równanie konwekcji otrzymujemy z równania transportu (9.15) przy założeniu
zerowego współczynnika dyfuzji Γ = 0 i stałej gęstości ρ = 1. W przypadku jednowy-
miarowym równanie to przyjmuje prostą postać

∂φ

∂t
+ ux

∂φ

∂x
= 0, (9.16)

gdzie prędkość ux jest stała, co wynika z równania ciągłości ∂ux∂x = 0. Jednowymiarowe
równanie konwekcji (9.16) ma proste rozwiązanie analityczne w następującej postaci

φ(x, t) = f(x− uxt), (9.17)

gdzie f jest dowolną funkcją.
Równanie (9.16), mimo że jest równaniem pierwszego rzędu, klasyfikowane jest

jako równanie hiperboliczne. Łatwo się o tym przekonać, licząc obustronnie pochodną
cząstkową po czasie i zamieniając pochodną względem x ponownie za pomocą rów-
nania (9.16), co da w rezultacie

∂2φ

∂t2
− u2x

∂2φ

∂x2
= 0. (9.18)
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Rys. 9.1. Typowe schematy dyskretyzacji równania konwekcji

Dyskretyzacja równania konwekcji (9.16) w ramach metody różnic skończonych za-
leży w najprostszym przypadku od przyjętego różnicowego odpowiednika pochodnych
i od tego, czy odpowiedniki te są jawne, czy niejawne. W szczególnych przypadkach
sposób dyskretyzacji jest nieco bardziej złożony.



9.2. Ogólne równanie transportu 117

9.2.1.1. Schematy dyskretyzacji

Istnieje wiele schematów dyskretyzacji równania konwekcji. Do typowych zaliczyć
można schematy:

FTCS. Schemat FTCS (Forward Time Centred Space) otrzymywany jest przy wy-
korzystaniu progresywnego odpowiednika różnicowego (9.5) pierwszej pochodnej wzglę-
dem czasu t i różnicowego odpowiednika (9.7) centralnego pierwszej pochodnej wzglę-
dem położenia x, co można zapisać jako

φn+1i − φni
∆t

+ ux
φni+1 − φni−1
2∆x

= 0. (9.19)

Indeksy górne w powyższym zapisie odpowiadają kolejnym krokom czasowym, φni+1 =
φ(xi+∆x, t) i φn+1i = φ(xi, t+∆t). Równanie konwekcji (9.19) jest zdyskretyzowane
z dokładnością pierwszego rzędu względem czasu i drugiego rzędu względem położenia.
Graficzne przedstawienie schematu FTCS pokazano na rysunku 9.1a. Dyskretyzacja
względem czasu jest jawna, więc z równania (9.19) można wyznaczyć φn+1i

φn+1i = φni − 12Co
(
φni+1 − φni−1

)
, (9.20)

gdzie Co jest liczbą Couranta

Co =
ux∆t
∆x

. (9.21)

FOU. Schemat FOU (First Order Upwind) to schemat regresywny pierwszego rzędu.
Nazwa regresywny bierze się od regresywnego odpowiednika różnicowego (9.6) pierw-
szej pochodnej względem położenia. Względem czasu wykorzystywany jest progre-
sywny odpowiednik różnicowy (9.5) pierwszej pochodnej. Zdyskretyzowane równanie
konwekcji (9.16) przyjmuje postać (ux > 0)

φn+1i − φni
∆t

+ ux
φni − φni−1
∆x

= 0. (9.22)

Równanie (9.22) jest zdyskretyzowane z dokładnością pierwszego rzędu względem
czasu i położenia. Graficzne przedstawienie schematu FOU pokazano na rysunku 9.1b.
Dyskretyzacja względem czasu jest jawna, więc z równania (9.22) można wyznaczyć
φn+1i

φn+1i = φni − Co
(
φni − φni−1

)
. (9.23)

BTCS. Schemat BTCS (Backward Time Centred Space) jest podobny do jawnego
schematu FTCS. Jedyna różnica polega na tym, że różnicowy odpowiednik pochodnej
(9.7) ma postać niejawną, co pozwala zapisać zdyskretyzowane równania konwekcji
(9.16) jako

φn+1i − φni
∆t

+ ux
φn+1i+1 − φn+1i−1

2∆x
= 0. (9.24)

Równanie konwekcji (9.16) jest zdyskretyzowane z dokładnością pierwszego rzędu
względem czasu i drugiego rzędu względem położenia. Graficzne przedstawienie sche-
matu BTCS pokazano na rysunku 9.1c.
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Cranka–Nicolson. Schemat tego typu [3] otrzymuje się jako kombinację jawnego
FTCS i niejawnego BTCS. W tym celu można dodać stronami równania (9.19) i (9.24),
co w rezultacie da

φn+1i − φni
∆t

+
1
2

(
ux
φni+1 − φni−1
2∆x

+ ux
φn+1i+1 − φn+1i−1

2∆x

)
= 0. (9.25)

Schemat typu Cranka–Nicolson jest schematem niejawnym. Równanie konwekcji (9.16)
jest zdyskretyzowane z dokładnością drugiego rzędu względem czasu i położenia. Gra-
ficzne przedstawienie tego schematu pokazano na rysunku 9.1d.

Regresywny drugiego rzędu. Schemat ten otrzymywany jest przy wykorzystaniu
regresywnego odpowiednika różnicowego (9.9) drugiego rzędu pierwszej pochodnej
względem czasu t i niejawnego różnicowego odpowiednika (9.7) centralnego pierwszej
pochodnej względem położenia x, co można zapisać jako

3φn+1i − 4φni + φn−1i

2∆t
+ ux

φn+1i+1 − φn+1i−1

2∆x
= 0. (9.26)

Schemat regresywny drugiego rzędu jest schematem niejawnym. Równanie konwekcji
(9.16) jest zdyskretyzowane z dokładnością drugiego rzędu względem czasu i położe-
nia. Graficzne przedstawienie tego schematu pokazano na rysunku 9.1e.

Laxa–Wendroffa. Schemat Laxa–Wendroffa [7] wykorzystuje rozwinięcie funkcji φ
w szereg Taylora względem czasu z dokładnością do drugiej pochodnej

φ(xi, t+∆t)− φ(xi, t) =
∂φ(xi, t)

∂t
∆t+ 12

∂2φ(xi, t)
∂t2

∆t2 +O(∆t3). (9.27)

Powyższe rozwinięcie jest rzędu trzeciego, ale aproksymacja pierwszej pochodnej jest
rzędu drugiego, gdyż równanie (9.27) należy podzielić obustronnie przez ∆t. Zatem
pierwsza pochodna φ względem czasu przybliżana jest ilorazem różnicowym w sposób
progresywny i dodatkowym wyrazem zawierającym drugą pochodną

∂φni
∂t
≈ φn+1i − φni

∆t
− 12

∂2φni
∂t2
∆t. (9.28)

Druga pochodna może być przybliżana symetrycznie z dokładnością drugiego rzędu
za pomocą wzoru (9.13). Po uwzględnieniu obu aproksymacji można wyznaczyć φn+1i

w sposób jawny

φn+1i = φni − 12Co
(
φni+1 − φni−1

)
+ 12Co

2
(
φni−1 − 2φni + φni+1

)
. (9.29)

Schemat typu Laxa–Wendroffa (9.29) jest schematem jawnym. Równanie konwekcji
(9.16) jest zdyskretyzowane z dokładnością drugiego rzędu względem czasu i poło-
żenia. Graficzne przedstawienie tego schematu pokazano na rysunku 9.1a i jest ono
identyczne jak w przypadku schematu jawnego FTCS.



9.2. Ogólne równanie transportu 119

Laxa–Friedrichsa. Schemat typu Laxa–Friedrichsa jest modyfikacją schematu jaw-
nego FTCS (9.20), gdzie zamiast φn wykorzystuje się średnią arytmetyczną tych sa-
mych wyrazów, które wykorzystywane są w różnicowym odpowiedniku (9.7) central-
nym pierwszej pochodnej względem położenia x, co daje

φn+1i =
φni−1 + φ

n
i+1

2
− 12Co

(
φni+1 − φni−1

)
. (9.30)

Schemat ten jest schematem jawnym. Równanie konwekcji (9.16) jest zdyskretyzowane
z dokładnością pierwszego rzędu względem czasu i drugiego względem położenia. Gra-
ficzne przedstawienie schematu typu Laxa–Friedrichsa pokazano na rysunku 9.1f.

9.2.1.2. Sposoby rozwiązywania

Schematy jawne. Zdyskretyzowane równanie konwekcji (9.16) rozwiązuje się z wa-
runkiem początkowym φ(x, 0) = φ0 i warunkami brzegowymi w postaci znanej war-
tości funkcji φ po lewej φ(xL, t) = φL i prawej stronie φ(xR, t) = φR przedziału
x ∈ [xL;xR]. Innym warunkiem brzegowym jest pochodna ∂φ

∂x funkcji φ. Można roz-
ważać również warunki brzegowe mieszane.
Najprościej stosuje się schematy jawne, które mają najmniejsze wymagania sprzę-

towe, jeżeli chodzi o pamięć. Algorytm rozwiązywania zdyskretyzowanego równania
konwekcji pokazano w formie pseudokodu (algorytm 9.1). Algorytm ten dotyczy sche-
matu jawnego FTCS (9.20), choć dla innych metod jawnych wystarczy zmienić tylko
linię 4 w pseudokodzie 9.1.

Data: Read input variables and BCs
1 φ0i := φ0i
2 for n := 1 to nmax do
3 for i := 2 to imax − 1 do
4 φn+1i := φni − 12Co

(
φni+1 − φni−1

)

Alg. 9.1. Pseudokod jawnej metody rozwiązywania równania konwekcji

Schematy jawne można również rozwiązywać bezpośrednio za pomocą jednocze-
snego rozwiązywania całego układu równań liniowych w ogólnej postaci

aiφ
n+1
i +

∑

N

aNφ
n+1
N = bn, (9.31)

gdzie indeks N oznacza sąsiednie węzły w stosunku do węzła i. W przypadku sche-
matów jawnych, do których zalicza się np. schemat jawny FTCS (9.20), węzeł i nie
ma sąsiadów w kolejnym kroku czasowym, co zapisuje się jako

∑

N

aNφ
n+1
N = 0. (9.32)
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Przez bn w równaniu (9.31) oznacza się wszystkie wyrazy schematu, które znane są
z poprzedniego kroku czasowego n. Dla schematu jawnego schematu FTCS (9.20)
otrzymujemy

bn = φni − 12Co
(
φni+1 − φni−1

)
. (9.33)

Liczba równań liniowych wynosi tyle, ile jest węzłów w rozważanej siatce obliczenio-
wej. Układ M równań liniowych typu (9.31) w postaci macierzowej zapisywany jest
w następujący sposób




1
1
1
1
. . .
1




➲




φn+11
φn+12
φn+13
φn+14
...

φn+1M




=




φL
φn2 − 12Co (φn3 − φL)
φn3 − 12Co (φn4 − φn2 )
φn4 − 12Co (φn5 − φn3 )
...
φR




. (9.34)

Macierz kwadratowa M × M w układzie (9.34) jest macierzą jednostkową, co jest
cechą schematów jawnych.

Schematy niejawne. W przypadku schematów niejawnych układy równań linio-
wych typu (9.31) muszą być rozwiązywane jednocześnie. Schematy typu Cranka–
Nicolson (9.25) można zapisać w postaci

φn+1i + 14Co
(
φn+1i+1 − φn+1i−1

)
= φni − 14Co

(
φni+1 − φni−1

)
, (9.35)

który odpowiada równaniu typu (9.31). Sąsiednie węzły N w stosunku do węzła i
w kolejnym kroku czasowym zapisywane są jako

∑

N

aNφ
n+1
N = 14Co

(
φn+1i+1 − φn+1i−1

)
, (9.36a)

bn = φni − 14Co
(
φni+1 − φni−1

)
. (9.36b)

Pozostałe wyrazy schematu (9.35), które zależą od poprzedniego kroku czasowego,
oznacza się się jako bn. Układ równań liniowych w postaci macierzowej przyjmuje
postać



1
− 14Co 1 1

4Co
− 14Co 1 1

4Co
− 14Co 1 1

4Co
. . .
1




➲




φn+11
φn+12
φn+13
φn+14
...

φn+1M




=




φL
φn2 − 14Co (φn3 − φL)
φn3 − 14Co (φn4 − φn2 )
φn4 − 14Co (φn5 − φn3 )
...
φR




. (9.37)

Macierz kwadratowa M ×M w układzie (9.37) nie jest macierzą jednostkową, co sta-
nowi cechę schematów niejawnych. W przypadku jednowymiarowym jest to macierz
trójdiagonalna, co oznacza, że nie potrzeba znacznych zasobów sprzętowych w po-
staci pamięci do przechowywania wszystkich elementów tej macierzy. Z układu (9.37)
można również wykreślić pierwszy i ostatni wiersz, które odpowiadają znanym wa-
runkom brzegowym.
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9.2.2. Równanie dyfuzji

Równanie dyfuzji otrzymuje się z ogólnego równania transportu (9.15) przy zało-
żeniu braku prędkości (konwekcji) u = 0, co pozwala zapisać

∂φ

∂t
= ∇ ➲ (Γ∇φ) + Sφ. (9.38)

W przypadku, gdy wyraz źródłowy nie zależy od wielkości φ, równanie dyfuzji jest
równaniem liniowym. Równanie (9.38) nazywa się również równaniem przewodnictwa,
gdzie współczynnik dyfuzyjności zastępowany jest współczynnikiem dyfuzyjności ter-
micznej α, a wielkość φ jest temperaturą T .

9.2.2.1. Niestacjonarne równanie dyfuzji

Niestacjonarne równanie dyfuzji w przypadku jednowymiarowym otrzymujemy
z równania (9.38) dla wyrazów źródłowych Sφ = 0 i przy założeniu, że współczynnik
dyfuzyjności jest stały Γ = const, co łącznie daje

∂φ

∂t
= Γ

∂2φ

∂x2
. (9.39)

Równanie (9.39), podobnie jak równanie (9.38), jest równaniem parabolicznym. Poza
warunkami brzegowymi potrzebny jest również warunek początkowy φ(x, 0) = φ0. Do
typowych schematów dyskretyzacji równania (9.39) zaliczyć można schematy:

FTCS. Schemat jawny FTCS otrzymywany jest przy wykorzystaniu progresywnego
odpowiednika różnicowego (9.5) pierwszej pochodnej względem czasu t i różnicowego
odpowiednika (9.13) symetrycznego drugiej pochodnej względem położenia x

φn+1i − φni
∆t

= Γ
φni+1 − 2φni + φni−1

∆x2
. (9.40)

Równanie dyfuzji (9.39) jest zdyskretyzowane z dokładnością pierwszego rzędu wzglę-
dem czasu i drugiego rzędu względem położenia. Graficzne przedstawienie schematu
FTCS dla równania dyfuzji jest identyczne jak dla równania konwekcji z rysunku 9.1a.
Dyskretyzacja względem czasu jest jawna, a zatem z równania (9.40) można wyzna-
czyć φn+1i

φn+1i = φni +
Γ∆t
∆x2

(
φni+1 − 2φni + φni−1

)
. (9.41)

BTCS. Schemat niejawny BTCS jest analogiczny do jawnego schematu FTCS. Róż-
nica polega na tym, że różnicowy odpowiednik drugiej pochodnej (9.13) ma postać
niejawną, co pozwala zapisać zdyskretyzowane równania dyfuzji (9.39) jako

φn+1i − φni
∆t

= Γ
φn+1i+1 − 2φn+1i + φn+1i−1

∆x2
. (9.42)

Równanie dyfuzji (9.39) jest zdyskretyzowane z dokładnością pierwszego rzędu wzglę-
dem czasu i drugiego rzędu względem położenia. Graficzne przedstawienie schematu
BTCS jest identyczne jak w przypadku równania konwekcji z rysunku 9.1c.
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Cranka–Nicolson. Schemat typu Cranka–Nicolson otrzymuje się jako kombinację
schematu FTCS (9.40) i schematu BTCS (9.42), co daje

φn+1i − φni
∆t

=
1
2

(
Γ
φni+1 − 2φni + φni−1

∆x2
+ Γ

φn+1i+1 − 2φn+1i + φn+1i−1

∆x2

)
. (9.43)

Schemat typu Cranka–Nicolson jest schematem niejawnym. Równanie dyfuzji (9.39)
jest zdyskretyzowane z dokładnością drugiego rzędu względem czasu i położenia. Gra-
ficzne przedstawienie tego schematu jest identyczne jak w przypadku równania kon-
wekcji z rysunku 9.1d.

Regresywny drugiego rzędu. Schemat regresywny drugiego rzędu otrzymywany
jest przy wykorzystaniu regresywnego odpowiednika różnicowego (9.9) drugiego rzędu
pierwszej pochodnej względem czasu t i niejawnego różnicowego odpowiednika (9.13)
symetrycznego drugiej pochodnej względem położenia x, co zapisuje się jako

3φn+1i − 4φni + φn−1i

2∆t
= Γ

φn+1i+1 − 2φn+1i + φn+1i−1

∆x2
. (9.44)

Schemat regresywny drugiego rzędu jest schematem niejawnym. Równanie dyfuzji
(9.39) jest zdyskretyzowane z dokładnością drugiego rzędu względem czasu i położe-
nia. Graficzne przedstawienie tego schematu jest identyczne jak dla równania konwek-
cji z rysunku 9.1e.

9.2.2.2. Stacjonarne równanie dyfuzji

Stacjonarne równanie dyfuzji można otrzymać z ogólnego równania transportu
(9.15) przy założeniu braku prędkości u = 0, stacjonarności ∂∂t = 0 i stałości współ-
czynnika dyfuzji Γ = const. Aby stacjonarne równanie dyfuzji było liniowe, wyraz
źródłowy nie może zależeć od φ. Przyjmując zatem, że Sφ Γ−1 = −S, otrzymujemy
następujące równanie

∇2φ = S. (9.45)

Równanie (9.45) jest równaniem Poissona. W przypadku, gdy S = 0, równanie Pois-
sona przechodzi w równanie Laplace’a

∇2φ = 0. (9.46)

Równania Poissona (9.45) i Laplace’a (9.46) są równaniami eliptycznymi. Równa-
nie Poissona jest bardzo istotne w przypadku numerycznego rozwiązywania równania
Naviera–Stokesa dla przypadku nieściśliwego, gdyż równanie to opisuje rozkład ciś-
nienia.

Warunki brzegowe. Dla równania Poissona i Laplace’a istnieją dwa niezależne
warunki brzegowe, które określane są na brzegu ∂Ω obszaru Ω:
❼ Warunek Dirichleta, który oznacza, że na brzegu ∂Ω obszaru Ω znana jest wartość
g(x) funkcji φ

∀
x∈∂Ω

φ(x) = g(x). (9.47)
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❼ Warunek Neumanna, który oznacza, że na brzegu ∂Ω obszaru Ω znana jest wartość
g(x) pochodnej normalnej ∂

∂n funkcji φ

∀
x∈∂Ω

∂φ

∂n
(x) = g(x). (9.48)

Istnieje także warunek mieszany, który oznacza, że znana jest kombinacja liniowa
warunków brzegowych Dirichleta i Neumanna w postaci

∀
x∈∂Ω

αφ(x) + β
∂φ

∂n
(x) = g(x), (9.49)

gdzie współczynniki α i β również są znane.

Warunek całkowalności. Warunek całkowalności równania Poissona z warunkiem
brzegowym Neumanna dla przypadku dwuwymiarowego można sformułować na pod-
stawie pierwszego wzoru Greena w postaci

x

Ω

(
∇ψ ➲∇ϕ+ ψ∇2ϕ

)
dΩ =

z

∂Ω+

ψ
∂ϕ

∂n
dL. (9.50)

Przyjmując ϕ = φ i ψ = 1, otrzymujemy

x

Ω

∇2φ dΩ =
z

∂Ω+

∂φ

∂n
dL. (9.51)

Biorąc pod uwagę równanie Poissona (9.45) i warunek brzegowy Neumanna (9.48),
można otrzymać warunek całkowalności równania Poissona przy warunku Neumanna
w postaci x

Ω

S dΩ =
z

∂Ω+

g dL. (9.52)

Wynika z niego, że warunek brzegowy Neumanna w postaci g nie może być przyjmo-
wany dowolnie i jego postać zależy od wyrazu źródłowego S.

Dyskretyzacja. Równanie Poissona (9.45) w postaci dwuwymiarowej zapisywane
jest jako

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= S. (9.53)

Odpowiedniki różnicowe pochodnych cząstkowych mają postaci analogiczne jak
w przypadku pochodnych zwyczajnych, z tą różnicą, że mamy do czynienia z dodat-
kowym indeksem j. W ten sposób pochodne drugiego rzędu można dyskretyzować
z dokładnością drugiego rzędu za pomocą odpowiednika symetrycznego, analogicz-
nego do (9.13)

φi+1j − 2φij + φi−1j
∆x2

+
φij+1 − 2φij + φij−1

∆y2
= Sij . (9.54)
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Zdyskretyzowany odpowiednik (9.54) równania Poissona (9.53), który pokazano na
rysunku 9.2, jest słuszny dla siatek izotropowych (∆x = ∆y). Z równania różnicowego
(9.54) można wyznaczyć φij jako funkcję φ w sąsiednich węzłach

4φij = φi+1j + φi−1j + φij+1 + φij−1 − Sij∆x2. (9.55)
i
−
2

i
−
1 i

i
+
1

i
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Rys. 9.2. Schemat dyskretyzacji (9.55)
równania Poissona i Laplace’a
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Rys. 9.3. Warunek brzegowy Neumanna
dla równań Poissona i Laplace’a

Sposoby rozwiązywania równań Poissona i Laplace’a

❼ Metody bezpośrednie, które polegają na tworzeniu układów równań liniowych typu
(9.55), co w wersji symbolicznej może być zapisane jako

aijφij +
∑

N

aNφN = b. (9.56)

Przez φN oznacza się wartości φ w sąsiednich węzłach, biorących udział w wyli-
czaniu φij . W przypadku schematu określonego wzorem (9.55) mamy

∑
N aNφN =

−(φi+1j+φi−1j+φij+1+φij−1). Wyraz b nie zależy od wartości φ w węzłach siatki.
W przypadku schematu (9.55) mamy b = −Sij∆x2. Po prawej stronie równania
(9.56) występują również te węzły, które znajdują się na brzegu obszaru (waru-
nek Dirichleta). Równań typu (9.56) jest tyle, ile nieznanych wartości φ w węzłach
siatki. W przypadku warunku brzegowego Dirichleta wartości φij jest tyle, ile wy-
nosi liczba wszystkich węzłów pomniejszona o liczbę węzłów leżących na brzegu
siatki. Przykład układu równań liniowych dla siatki 5× 5 wygląda następująco
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−S33∆x2
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φ41 + φ52 − S42∆x2
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φ45 + φ54 − S44∆x2




.

(9.57)
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❼ Metody pośrednie (relaksacyjne), które nie wymagają rozwiązywania układów rów-
nań liniowych. W metodach tego typu wylicza się wartość φn+1ij w następnym kroku
dla każdego węzła siatki, dopóki różnica pomiędzy krokiem następnym i poprzed-
nim dla każdego węzła jest nie większa niż założone rezyduum R

R = |φn+1ij − φnij |. (9.58)

Wyróżnić można następujące metody relaksacyjne:

– Iteracja Jacobiego. W metodzie tej do wyliczenia wartości φ w następnym kroku
φn+1 wykorzystuje się wyłącznie wartości z kroków poprzednich φn. Zastosowanie
znajduje tu wzór (9.55)

φn+1ij = 14
(
φni+1j + φ

n
i−1j + φ

n
ij+1 + φ

n
ij−1 − Sij∆x2

)
. (9.59)

Jest to najwolniejsza metoda spośród metod relaksacyjnych
– Iteracja Gaussa–Seidela. Do wyliczenia wartości φ w następnym kroku wyko-
rzystuje się nie tylko wartości z poprzedniego kroku φn, ale też wartości już
uaktualnione φn+1 w bieżącej iteracji.

φn+1ij = 14
(
φni+1j + φ

n+1
i−1j + φ

n
ij+1 + φ

n+1
ij−1 − Sij∆x2

)
. (9.60)

Jest to metoda szybsza niż metoda iteracji Jacobiego (9.59).
– Sukcesywna nadrelaksacja. W metodzie tej do wyliczenia wartości φn+1 wykorzy-
stuje się nie tylko już uaktualnione wartości w obecnym kroku, jak ma to miejsce
w metodzie iteracji Gaussa–Seidela (9.60), ale również wartość z poprzedniego
kroku φn skalowaną współczynnikiem nadrelaksacji w ∈]1, 2[ w następujący spo-
sób

φn+1ij = (1− w)φnij + w
4

(
φni+1j + φ

n+1
i−1j + φ

n
ij+1 + φ

n+1
ij−1 − Sij∆x2

)
, (9.61)

co jeszcze bardziej przyspiesza obliczenia. Wartość współczynnika w zależy od
konkretnego problemu, który należy rozwiązać. Zły dobór tego współczynnika
może spowodować spowolnienie czasu obliczeń lub nawet ich rozbieżność.

Przykład algorytmu rozwiązywania równania Poissona z warunkiem brzegowym
Dirichleta pokazany jest w formie pseudokodu (algorytm 9.2). W algorytmie tym
wykorzystano metodę sukcesywnej nadrelaksacji (9.61). Algorytm kończy działanie,
jeżeli rezyduum R (9.58) osiągnie wartość mniejszą niż założona minimalna wartość
Rmin lub jeżeli przekroczona zostanie maksymalna liczba kroków nmax. Algorytm 9.2
można wykorzystać do rozwiązania równania Laplace’a, gdy Sij = 0.
Równania Poissona i Laplace’a z warunkiem brzegowym Neumanna rozwiązuje się

nieco inaczej. Ponieważ znamy pochodną w kierunku normalnym na samym brzegu ∂Ω,
wartość φ musi być wyznaczana nie tylko wewnątrz obszaru Ω, ale również na jego
brzegu. Oznacza to, że schemat różnicowy (9.55) znajdzie się częściowo poza rozwa-
żanym obszarem, jak ma to miejsce np. na rysunku 9.3. Jednak wartość φi−1j można
wyznaczyć z warunku brzegowego Neumanna. Rozważając schemat (9.55) i centralną
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dyskretyzację pierwszej pochodnej w kierunku normalnym do brzegu (9.7) (w przy-
padku lewego brzegu ∂φ

∂x ), można zapisać

∂2φ

∂x2
=
φi+1j − 2φij + φi−1j

∆x2
, (9.62a)

∂φ

∂x
=
φi+1j − φi−1j
2∆x

= gij . (9.62b)

Z drugiego równania układu (9.62) można teraz wyznaczyć φi−1j i wstawić do równa-
nia pierwszego. Zmodyfikowany schemat różnicowy dla lewego brzegu, który uwzględ-
nia warunek Neumanna, ma postać

φij = 14
(
2φi+1j + φi+1j + φij−1 − 2gij∆x− Sij∆x2

)
. (9.63)

Podobnie można zmodyfikować schematy różnicowe dla innych brzegów. Ostatecznie
algorytm rozwiązywania równań Poissona i Laplace’a metodą nadrelaksacji z wa-
runkiem brzegowym Neumanna pokazano w formie pseudokodu (algorytm 9.3). Aby
rozwiązać równanie Laplace’a, wystarczy przyjąć Sij = 0.

Data: Read input variables and BCs
1 w := 1; n := 1
2 foreach φij ∈ ∂Ω do φij := gij
3 repeat

4 R := 0
5 for i := 1 to imax do
6 for j := 1 to jmax do
7 if φn+1ij /∈ ∂Ω then
8 φn+1ij := 14

(
φni+1j + φ

n+1
i−1j + φ

n
ij+1 + φ

n+1
ij−1 − Sij∆x2

)

9 R := max
(
|φn+1ij − φnij |, R

)

10 φn+1ij := (1− w)φnij + wφn+1ij

11 n := n+ 1
12 until n ¬ nmax and R > Rmin

Alg. 9.2. Pseudokod metody relaksacyjnej rozwiązywania równania Poissona z wa-
runkiem Dirichleta

9.2.3. Równanie konwekcji–dyfuzji

Niestacjonarne równanie konwekcji–dyfuzji otrzymuje się z ogólnego równania
transportu (9.15) przy założeniu braku prędkości (konwekcji) u = 0, stałości współ-
czynnika dyfuzji Γ = ν = const i braku źródeł Sφ = 0, co w przypadku jednowymia-
rowym pozwala zapisać

∂φ

∂t
+ ux

∂φ

∂x
= ν

∂2φ

∂x2
. (9.64)
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Data: Read input variables and BCs
1 w := 1; n := 1
2 repeat

3 R := 0
4 for i := 1 to imax do
5 for j := 1 to jmax do
6 if φn+1ij ∈ ∂Ω then
7 switch φn+1ij do

8 case . . .: do

φn+1ij := 14
(
2ϕni+1j + ϕ

n
ij+1 + ϕ

n+1
ij−1 − 2gij∆x− Sij∆x2

)

...

9 else

10 φn+1ij := 14
(
φni+1j + φ

n+1
i−1j + φ

n
ij+1 + φ

n+1
ij−1 − Sij∆x2

)

11 R := max
(
|φn+1ij − φnij |, R

)

12 φn+1ij := (1− w)φnij + wφn+1ij

13 n := n+ 1
14 until n ¬ nmax and R > Rmin

Alg. 9.3. Pseudokod metody relaksacyjnej rozwiązywania równania Poissona z wa-
runkiem Neumanna

Równanie (9.64) można dyskretyzować na wiele sposobów. Najprostszym z nich
jest schemat jawny FTCS, gdzie dla wyrazu konwekcyjnego wykorzystujemy sche-
mat (9.19), a dla wyrazu dyfuzyjnego schemat (9.40). W rezultacie dyskretną postać
równania (9.64) zapisuje się jako

φn+1i − φni
∆t

+ ux
φni+1 − φni−1
2∆x

= ν
φni+1 − 2φni + φni−1

∆x2
. (9.65)

Równanie konwekcji–dyfuzji (9.65) jest zdyskretyzowane z dokładnością pierwszego
rzędu względem czasu i drugiego rzędu względem położenia. Dyskretyzacja względem
czasu jest jawna, więc z równania (9.65) można wyznaczyć φn+1i

φn+1i = φni − 12Co
(
φni+1 − φni−1

)
+Re−1

(
φni+1 − 2φni + φni−1

)
, (9.66)

gdzie Re jest „numeryczną” liczbą Reynoldsa

Re =
∆x2

ν∆t
. (9.67)

Algorytm rozwiązywania równania konwekcji–dyfuzji, zdyskretyzowanego schematem
jawnym FTCS, jest bardzo prosty i podany w postaci pseudokodu (algorytm 9.4).
Przykładem dyskretyzacji niejawnej jest schemat BTCS, który bierze się ze sche-

matów dla wyrazu konwekcyjnego (9.24) i dyfuzyjnego (9.42)

φn+1i − φni + 12Co
(
φn+1i+1 − φn+1i−1

)
= Re−1

(
φn+1i+1 − 2φn+1i + φn+1i−1

)
. (9.68)
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Data: Read input variables and BCs
1 φ0i := φ0i
2 for n := 1 to nmax do
3 for i := 2 to imax − 1 do
4 φn+1i := φni − 12Co

(
φni+1 − φni−1

)
+Re−1

(
φni+1 − 2φni + φni−1

)

Alg. 9.4. Pseudokod jawnej metody rozwiązywania równania konwekcji–dyfuzji

Równanie konwekcji–dyfuzji (9.64) jest zdyskretyzowane z dokładnością pierwszego
rzędu względem czasu i drugiego rzędu względem położenia.
Innym przykładem niejawnego schematu dyskretyzacji równania konwekcji–dyfuzji

jest schemat typu Cranka–Nicolson, który jest kombinacją schematów (9.66) i (9.68)

φn+1i − φni + 14Co
(
φni+1 − φni−1 + φn+1i+1 − φn+1i−1

)
=

= 12Re
−1
(
φni+1 − 2φni + φni−1 + φn+1i+1 − 2φn+1i + φn+1i−1

)
. (9.69)

Równanie konwekcji–dyfuzji (9.64) tym razem jest zdyskretyzowane z dokładnością
drugiego rzędu względem czasu i położenia.
Równanie konwekcji–dyfuzji, które jest zdyskretyzowane według schematu typu

Cranka–Nicolson, można rozwiązywać w sposób niejawny, czyli jednoczesnemu roz-
wiązaniu podlega cały układ równań liniowych typu

(
1 + Re−1

)
φn+1i +

∑

N

aNφ
n+1
N = bn, (9.70)

gdzie rozmieszczenie sąsiednich węzłów względem węzła φn+1i w następnym kroku
czasowym określone jest jako

∑

N

aNφ
n+1
N = φn+1i+1

(
1
4Co− 12Re

−1
)
− φn+1i−1

(
1
4Co +

1
2Re

−1
)
, (9.71)

a wyrazy, które zależą od poprzedniego kroku jako

bn = φni − 14Co
(
φni+1 − φni−1

)
+ 12Re

−1
(
φni+1 − 2φni + φni−1

)
. (9.72)

9.3. Stabilność schematów dyskretyzacji

Klasyczna metoda analizy stabilności schematów różnicowych [3] użytych do dys-
kretyzacji równań liniowych opiera się na badaniu składowej szeregu Fouriera. Metoda
ta podaje warunki konieczne i dostateczne stabilności. Aby móc korzystać z metody
opartej na dekompozycji rozwiązania numerycznego w szereg Fouriera, należy założyć,
że mamy do czynienia z periodycznymi warunkami brzegowymi. Zakłada się też, że
rozwiązanie numeryczne φnj można rozłożyć w szereg Fouriera w następujący sposób

φnj =
N∑

m=−N

Anme
iκmj∆x, (9.73)
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gdzie Am jest amplitudą m-tej harmonicznej, κm = mπN−1∆x−1 jest liczbą falową,
i jest jednostką urojoną, a liczbaN odpowiada długości przedziału L podzielonej przez
∆x. Zapis Anm oznacza amplitudę Am(t), podczas gdy A

n+1
m oznacza Am(t+∆t). Po-

nieważ mamy do czynienia z równaniem różniczkowym liniowym, więc wystarczy dalej
rozważać tylko pierwszy wyraz szeregu (9.73). Wprowadzając definicję kąta fazowego
θ = κm∆x ∈ [−π;π] w krokach π

N , pojedynczy wyraz szeregu (9.73) można zapisać
jako

φnj = A
n
me

ijθ. (9.74)

Ewolucja w czasie pojedynczego wyrazu szeregu Fouriera (9.74) może być wyzna-
czona poprzez różnicowy schemat dyskretyzacji. Oznacza to, że wyraz (9.74) należy
wstawić do rozważanego schematu i wyznaczyć współczynnik wzmocnienia An+1m /Anm.
Współczynnik wzmocnienia określa, w jakim stopniu amplituda Am jest zwiększana
w każdym kroku czasowym. Aby różnicowy schemat dyskretyzacji był stabilny, współ-
czynnik wzmocnienia nie może być większy od jedności

∣∣∣∣
An+1m

Anm

∣∣∣∣ = |G| ¬ 1, (9.75)

co jest warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilności schematu dyskretyzacji.

9.3.1. Schemat FTCS

Równanie konwekcji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do jawnego sche-
matu dyskretyzacji równania konwekcji (9.20), otrzymujemy

An+1m eijθ = Anme
ijθ − 12Co

(
Anme

i(j+1)θ −Anmei(j−1)θ
)
. (9.76)

Współczynnik wzmocnienia według definicji (9.75) równy jest ilorazowi amplitud
w następnym kroku czasowym do amplitudy w kroku aktualnym. Dzieląc obustronnie
równanie (9.76) przez Anm i e

ijθ, mamy

G = 1− 12Co
(
eiθ − e−iθ

)
. (9.77)

Wykorzystując tożsamość w postaci eiθ − e−iθ = 2i sin θ, można równanie na współ-
czynnik wzmocnienia (9.77) zapisać w prostszej postaci

G = 1− iCo sin θ. (9.78)

Licząc moduł współczynnika wzmocnienia G, określonego zależnością (9.78), otrzy-
mujemy następującą relację

|G| =
√
1 + Co2 sin2 θ  1, (9.79)

z której wynika, że jawny schemat dyskretyzacji równania konwekcji (9.20) jest nie-
stabilny dla wszystkich Co i θ, gdyż nie spełnia warunku koniecznego i dostatecznego
(9.75).
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Równanie dyfuzji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do jawnego sche-
matu dyskretyzacji równania dyfuzji (9.41), gdzie Γ = ν i numeryczna liczba Rey-
noldsa Re określona jest wzorem (9.67), otrzymujemy

An+1m eijθ = Anme
ijθ +Re−1

(
Anme

i(j+1)θ − 2Anmeijθ +Anmei(j−1)θ
)
. (9.80)

Dzieląc obustronnie przezAnme
ijθ i wykorzystując tożsamość eiθ+e−iθ = 2 cos θ, otrzy-

mujemy następującą zależność na współczynnik wzmocnienia, który w tym przypadku
jest liczbą rzeczywistą

G = 1 + 2Re−1 (cos θ − 1) ∈ R. (9.81)

Skoro G ∈ R, to relacja |G| ¬ 1, odpowiada −1 ¬ G ¬ 1, czyli

− 1 ¬ 1− 2Re−1 (1− cos θ) ¬ 1. (9.82)

Ponieważ numeryczna liczba Reynoldsa Re > 0 jest zawsze dodatnia oraz wyrażenie
w nawiasie 1− cos θ ∈ [0; 2], otrzymujemy następujący warunek

2Re−1 ¬ 1. (9.83)

Inną metodą określania warunku stabilności jest wyznaczenie ekstremum funkcjiG
jako zmiennej θ i podstawienie odpowiednich wartości θ do warunku |G| ¬ 1. Warunek
konieczny ekstremum dG

dθ = 0 dla (9.81) daje sin θ = 0. Rozwiązaniem tego równania
w przedziale θ ∈ [−π;π] są θ ∈ {−π, 0, π}. Wstawiając otrzymane wartości do wzoru
na (9.81), mamy G(0) = 1 i G(±π) = 1 + 2Re−1. Pierwszy wynik spełnia relację
|1| ¬ 1 w sposób oczywisty, a z drugiego wyniku |1 + 2Re−1| ¬ 1 otrzymujemy
warunek (9.83).

Równanie konwekcji–dyfuzji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do jaw-
nego schematu zdyskretyzowanego równania konwekcji–dyfuzji (9.66), otrzymujemy

An+1m eijθ = Anme
ijθ − 12Co

(
Anme

i(j+1)θ −Anmei(j−1)θ
)
+

+Re−1
(
Anme

i(j+1)θ − 2Anmeijθ +Anmei(j−1)θ
)
. (9.84)

Dzieląc obustronnie powyższe równanie przez Anme
ijθ i wykorzystując wcześniejsze

tożsamości, otrzymujemy następującą zależność na współczynnik wzmocnienia, któ-
rego poszczególne składowe odpowiadają współczynnikom wzmocnienia dla równań
konwekcji (9.78) i dyfuzji (9.81)

G = 1 + 2Re−1 (cos θ − 1)− iCo sin θ. (9.85)

Wzór (9.85) ma swoją interpretację geometryczną na płaszczyźnie zespolonej, którą
jest równanie elipsy w postaci parametrycznej

x = 1− 2Re−1 + 2Re−1 cos θ, (9.86a)

y = −Co sin θ. (9.86b)
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Elipsa (9.86) przesunięta jest wzdłuż osi rzeczywistej o 1− 2Re−1, a półosie wyzna-
czone są poprzez 2Re−1 wzdłuż osi rzeczywistej i Co wzdłuż osi urojonej. Interpretacja
geometryczna warunku (9.75) przedstawia wnętrze koła o promieniu jednostkowym.
Zatem aby spełniony był warunek (9.75), elipsa (9.86) musi być zawarta we wnętrzu
omawianego koła. Z własności geometrycznych wynika, że warunek nałożony na półoś
rzeczywistą ma postać 2Re−1 ¬ 1, co jest warunkiem (9.83) znanym z równania dy-
fuzji. Oczywisty warunek nałożony na półoś urojoną Co ¬ 1 nie jest wystarczający,
gdyż jeżeli Co >

√
2Re−1, to elipsa wyjdzie poza koło jednostkowe. Zatem drugi

warunek ma postać Co ¬
√
2Re−1 ¬ 1 lub równoważnie

Co2 ¬ 2Re−1 ¬ 1, (9.87)

co jest warunkiem stabilności schematu jawnego FTCS (9.66) dla równania konwekcji–
dyfuzji. Graficzne przedstawienie warunku (9.85) pokazano na rysunku 9.4.
W ten sam graficzny sposób można przedstawić warunek (9.78), który jest linią

pionową i został pokazany na rysunku 9.5, co pokazuje, że schemat (9.20) jest niesta-
bilny, gdyż prosta nie znajduje się wewnątrz koła jednostkowego.

−1 0 1

−1

0

1

1 −

2
Re

Co

R

I

Rys. 9.4. Graficzna interpretacja
warunku (9.85)

−1 0 1

−1

0

1

−Co

Co

R

I

Rys. 9.5. Graficzna interpretacja
warunku (9.78)

9.3.2. Schemat FOU

Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do równania konwekcji zdyskretyzowa-
nego według schematu regresywnego pierwszego rzędu (9.23), można otrzymać

An+1m eijθ = Anme
ijθ − Co

(
Anme

ijθ −Anmeij−1θ
)
. (9.88)

Dzieląc obustronnie równanie (9.88) przez Anme
ijθ i wykorzystując wzór Eulera eiθ =

cos θ + i sin θ, otrzymujemy następującą zależność na współczynnik wzmocnienia,
który jest funkcją zespoloną

G = 1− Co
(
1− e−iθ

)
= 1 + Co (cos θ − 1)− iCo sin θ. (9.89)
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Moduł współczynnika (9.89) lub jego kwadrat jest liczbą rzeczywistą, która może być
zapisana jako

|G|2 = 1 + 2Co (cos θ − 1) (1− Co) . (9.90)

Warunek stabilności schematu dyskretyzacji (9.75) |G| ¬ 1 pozwala otrzymać nastę-
pującą relację Co(1 − Co)(1 − cos θ)  0, która dla skrajnych wartości cos θ daje 0
lub Co(1 − Co)  0. Wykluczając trywialną sytuację, gdzie Co = 0, otrzymujemy
następującą postać warunku stabilności schematu (9.23)

0 < Co ¬ 1. (9.91)

Warunek (9.89) ma swoją interpretację na płaszczyźnie zespolonej, którą jest okrąg
o promieniu Co, przesunięty wzdłuż osi rzeczywistej o 1− Co

x = 1− Co + Co cos θ, (9.92a)

y = −Co sin θ, (9.92b)

co zilustrowano na rysunku 9.6. Okrąg (9.92) powinien się zawierać w kole jednostko-
wym, aby schemat FOU był stabilny. Jest to tylko możliwe tylko wtedy, gdy spełniony
jest warunek (9.91).
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Rys. 9.6. Graficzna interpretacja warunku (9.89)

9.3.3. Schemat niejawny BTCS

Równanie konwekcji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do niejawnego
schematu dyskretyzacji równania konwekcji (9.24), można zapisać, że

An+1m eijθ + 12Co
(
An+1m ei(j+1)θ −An+1m ei(j−1)θ

)
= Anme

ijθ. (9.93)

Dzieląc obustronnie równanie (9.93) przez Anm i e
ijθ i wykorzystując jedną ze wcze-

śniejszych tożsamości, mamy

G =
1

1 + 12Co (e
iθ − e−iθ) =

1
1 + iCo sin θ

. (9.94)
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Licząc kwadrat modułu współczynnika wzmocnieniaG, określonego zależnością (9.94),
otrzymujemy następującą relację

|G|2 = 1

1 + Co2 sin2 θ
¬ 1, (9.95)

z której wynika, że niejawny schemat dyskretyzacji równania konwekcji (9.24) jest
stabilny dla wszystkich Co i θ, gdyż spełnia warunek konieczny i dostateczny (9.75).

Równanie dyfuzji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do niejawnego sche-
matu dyskretyzacji równania dyfuzji (9.42), gdzie Γ = ν i numeryczna liczba Rey-
noldsa Re określona jest wzorem (9.67), otrzymujemy

An+1m eijθ − Re−1
(
An+1m ei(j+1)θ − 2An+1m eijθ +An+1m ei(j−1)θ

)
= Anme

ijθ. (9.96)

Dzieląc obustronnie przez Anme
ijθ i wykorzystując jedną ze wcześniejszych tożsamo-

ści, otrzymujemy następującą zależność na współczynnik wzmocnienia, który w tym
przypadku jest liczbą rzeczywistą

G =
1

1 + 2Re−1 (1− cos θ)
=

1

1 + 4Re−1 sin2 θ2
∈ R. (9.97)

Ze wzoru (9.97) widać, że współczynnik wzmocnienia jest zawsze dodatni i mianownik
jest zawsze większy lub równy licznikowi, co pozwala zapisać, że

|G| ¬ 1. (9.98)

Zatem niejawny schemat dyskretyzacji (9.42) jest stabilny dla każdej (dodatniej) war-
tości Re.

Równanie konwekcji–dyfuzji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do nie-
jawnego schematu zdyskretyzowanego równania konwekcji–dyfuzji (9.68), otrzymu-
jemy

An+1m eijθ + 12Co
(
An+1m ei(j+1)θ −An+1m ei(j−1)θ

)
+

− Re−1
(
An+1m ei(j+1)θ − 2An+1m eijθ +An+1m ei(j−1)θ

)
= Anme

ijθ. (9.99)

Dzieląc obustronnie powyższe równanie przez Anme
ijθ i wykorzystując wcześniejsze

tożsamości, otrzymujemy następującą zależność na współczynnik wzmocnienia, któ-
rego poszczególne składowe odpowiadają współczynnikom wzmocnienia dla równań
konwekcji (9.94) i dyfuzji (9.97)

G =
1

1 + 4Re−1 sin2 θ2 + iCo sin θ
. (9.100)

Licząc kwadrat modułu współczynnika wzmocnieniaG, określonego zależnością (9.100),
otrzymujemy następującą relację

|G|2 = 1
(
1 + 4Re−1 sin2 θ2

)2
+Co2 sin2 θ

¬ 1, (9.101)
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gdyż mianownik jest zawsze dodatni i większy od jedności. Z relacji (9.101) wynika, że
|G| ¬ 1 dla wszystkich wartości Re i Co, a więc niejawny schemat (9.68) dyskretyzacji
równania konwekcji–dyfuzji jest stabilny.

9.3.4. Schemat typu Cranka–Nicolson

Równanie konwekcji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do schematu dys-
kretyzacji równania konwekcji (9.25), można otrzymać następującą zależność

An+1m eijθ + 14Co
(
An+1m ei(j+1)θ −An+1m ei(j−1)θ

)
=

= Anme
ijθ − 14Co

(
Anme

i(j+1)θ −Anmei(j−1)θ
)
. (9.102)

Dzieląc obustronnie powyższe równanie przez Anm i e
ijθ i wykorzystując jedną ze

wcześniejszych tożsamości, otrzymujemy

G =
1− 14Co

(
eiθ − e−iθ

)

1 + 14Co (e
iθ − e−iθ) =

1− i Co2 sin θ
1 + i Co2 sin θ

. (9.103)

Licząc moduł współczynnika wzmocnienia G, określonego zależnością (9.78), otrzy-
mujemy następujące równanie

|G| = 1, (9.104)

z której wynika, że niejawny schemat dyskretyzacji równania konwekcji (9.25) jest
stabilny dla wszystkich Co i θ, gdyż spełnia warunek konieczny i dostateczny (9.75).
Należy jednak zwrócić uwagę na to, że jeżeli |G| = 1, to amplituda pozostaje stała
w każdym kroku czasowym.

Równanie dyfuzji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do schematu dys-
kretyzacji równania dyfuzji (9.43), gdzie Γ = ν i numeryczna liczba Reynoldsa Re
określona jest wzorem (9.67), mamy

An+1m eijθ − 12Re
−1
(
An+1m ei(j+1)θ − 2An+1m eijθ +An+1m ei(j−1)θ

)
=

Anme
ijθ + 12Re

−1
(
Anme

i(j+1)θ − 2Anmeijθ +Anmei(j−1)θ
)
. (9.105)

Dzieląc obustronnie przez Anme
ijθ i wykorzystując jedną ze wcześniejszych tożsamości,

otrzymamy następującą zależność na współczynnik wzmocnienia, który jest liczbą
rzeczywistą

G =
1− 12Re

−1 (1− cos θ)
1 + 12Re

−1 (1− cos θ)
=
1− 2Re−1 sin2 θ2
1 + 2Re−1 sin2 θ2

∈ R. (9.106)

Ponieważ licznik we wzorze (9.106) jest zawsze mniejszy od mianownika, wartość
bezwzględna współczynnika wzmocnienia jest zawsze mniejsza od jedności, co pozwala
zapisać, że

|G| ¬ 1. (9.107)

Oznacza to, że schemat dyskretyzacji (9.43) jest stabilny dla każdej (dodatniej) war-
tości Re.
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Równanie konwekcji–dyfuzji. Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do sche-
matu zdyskretyzowanego równania konwekcji–dyfuzji (9.69), otrzymujemy

An+1m eijθ + 14Co
(
An+1m ei(j+1)θ −An+1m ei(j−1)θ

)
+

− 12Re
−1
(
An+1m ei(j+1)θ − 2An+1m eijθ +An+1m ei(j−1)θ

)
=

= Anme
ijθ − 14Co

(
Anme

i(j+1)θ −Anmei(j−1)θ
)
+

+ 12Re
−1
(
Anme

i(j+1)θ − 2Anmeijθ +Anmei(j−1)θ
)
. (9.108)

Dzieląc obustronnie powyższe równanie przez Anme
ijθ i wykorzystując wcześniejsze

tożsamości, otrzymujemy następującą zależność na współczynnik wzmocnienia, któ-
rego poszczególne składowe odpowiadają współczynnikom wzmocnienia dla równań
konwekcji (9.103) i dyfuzji (9.106)

G =
1− 2Re−1 sin2 θ2 − i Co2 sin θ
1 + 2Re−1 sin2 θ2 + i

Co
2 sin θ

. (9.109)

Moduł licznika w równaniu (9.109) jest zawsze większy niż moduł mianownika, a więc
otrzymujemy następującą relację

|G| ¬ 1, (9.110)

z której wynika, że dla wszystkich wartości Re i Co schemat (9.69) dyskretyzacji
równania konwekcji–dyfuzji jest stabilny.

9.3.5. Schemat typu Laxa–Wendroffa

Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do jawnego schematu dyskretyzacji rów-
nania konwekcji (9.29), otrzymujemy

An+1m eijθ = Anme
ijθ − 12Co

(
Anme

i(j+1)θ −Anmei(j−1)θ
)
+

+ 12Co
(
Anme

i(j+1)θ − 2Anmeijθ +Anmei(j−1)θ
)
. (9.111)

Dzieląc obustronnie równanie (9.111) przez Anm i e
ijθ i wykorzystując poprzednie

tożsamości, mamy

G = 1− 12Co
(
eiθ − e−iθ

)
= 1 + Co2 (cos θ − 1)− iCo sin θ. (9.112)

Licząc kwadrat modułu współczynnika wzmocnienia G, określonego wzorem (9.112),
otrzymujemy następującą zależność

|G|2 =
(
1− Co2 (1− cos θ)

)2
+Co2

(
1− cos2 θ

)
= 1−

(
1− Co2

)
(1− cos θ)2 . (9.113)

Z powyższej relacji wynika, że |G|2 = 1, jeżeli cos θ = 1. Natomiast jeżeli cos θ = 0,
to 1 − Co2(1 − Co2) ¬ 1, skąd wynika, że jawny schemat dyskretyzacji równania
konwekcji (9.29) jest stabilny, jeżeli

Co2 ¬ 1. (9.114)
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Wzór (9.112) ma swoją interpretację geometryczną na płaszczyźnie zespolonej,
którą jest równanie elipsy

x = 1− Co2 +Co2 cos θ, (9.115a)

y = −Co sin θ. (9.115b)

Elipsa (9.115) przesunięta jest wzdłuż osi rzeczywistej o 1−Co2, a półosie wyznaczone
są poprzez Co2 wzdłuż osi rzeczywistej i Co wzdłuż osi urojonej. Aby spełniony był
warunek (9.75), elipsa (9.115) musi być zawarta we wnętrzu koła jednostkowego. Jest
tak, jeżeli spełniony jest warunek (9.114). Graficzne przedstawienie warunku (9.114)
pokazano na rysunku 9.7.

−1 0 1

−1

0

1

1 − Co
2

Co

R

I

Rys. 9.7. Graficzna interpretacja
warunku (9.112)

−1 0 1

−1

0

1

Co

R

I

Rys. 9.8. Graficzna interpretacja
warunku (9.117)

9.3.6. Schemat typu Laxa–Friedrichsa

Wstawiając wyraz szeregu Fouriera (9.74) do jawnego schematu zdyskretyzowa-
nego równania konwekcji (9.30), otrzymujemy

An+1m eijθ =
Anme

i(j−1)θ +Anme
i(j+1)θ

2
− 12Co

(
Anme

i(j+1)θ −Anmei(j−1)θ
)
. (9.116)

Dzieląc obustronnie powyższe równania przez Anme
ijθ i wykorzystując wcześniejsze

tożsamości, otrzymujemy następującą zależność na współczynnik wzmocnienia

G =
e−iθ + eiθ

2
− 12Co

(
eiθ − e−iθ

)
= cos θ − iCo sin θ. (9.117)

Licząc moduł współczynnika wzmocnienia G, określonego zależnością (9.117), otrzy-
mujemy następującą zależność

|G| =
√
1−

(
1− Co2

)
sin2 θ. (9.118)
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Z warunku |G| ¬ 1 wynika, że jawny schemat dyskretyzacji równania konwekcji (9.30)
jest stabilny, jeżeli

Co2 ¬ 1. (9.119)

Wzór (9.117) ma swoją interpretację geometryczną na płaszczyźnie zespolonej,
którą jest równanie elipsy

x = cos θ, (9.120a)

y = −Co sin θ. (9.120b)

Elipsa (9.120) położona jest w początku układu współrzędnych. Półoś wzdłuż osi
rzeczywistej pokrywa się z promieniem okręgu jednostkowego, a półoś wzdłuż osi uro-
jonej określona jest przez Co. Zatem aby spełniony był warunek (9.75), elipsa (9.120)
musi być zawarta we wnętrzu omawianego koła. Jest to spełnione, jeżeli zachowany
jest warunek (9.119) lub w jeszcze prostszej postaci Co ¬ 1. Graficzne przedstawienie
warunku (9.117) pokazano na rysunku 9.8.

9.4. Zgodność i zbieżność schematów dyskretyzacji

9.4.1. Równanie zmodyfikowane

Równanie zmodyfikowane [9] otrzymuje się poprzez wstawienie do rozważanego
schematu dyskretyzacji rozwinięcia funkcji φ w szereg Taylora. Rozwinięcie funkcji
φ zawiera nieskończenie wiele wyrazów, a więc i równanie zmodyfikowane również
zawiera nieskończenie wiele wyrazów. Analiza równania zmodyfikowanego pozwala
na określenie błędu obcięcia danego schematu, który na ogół jest tożsamy z rzędem
dokładności poszczególnych odpowiedników różnicowych pochodnych. Dodatkowo ist-
nieje możliwość określenia zgodności schematu różnicowego oraz badania dyfuzji i dys-
persji tego schematu.
Rozwinięcie funkcji φ, która zależy od dwóch zmiennych x i t ma następującą

postać
φn+1i+1 = φ

n
i + dφ

n
i +

1
2 d
2φni +

1
6 d
3φni + . . . (9.121)

i jest analogiczne do rozwinięcia dla funkcji jednej zmiennej, określonej wzorem (9.1).
Różnica tkwi w definicji różniczek zupełnych dla funkcji dwóch zmiennych, które
określone są w następujący sposób

dmφn+1i+1 =
m∑

k=0

(
m

k

)
∂mφni

∂xm−k∂tk
∆xm−k∆tk. (9.122)

Korzystając ze wzoru (9.122), można zapisać trzy kolejne różniczki jako

dφn+1i+1 =
∂φni
∂x
∆x+

∂φni
∂t
∆t, (9.123a)

d2φn+1i+1 =
∂2φni
∂x2
∆x2 + 2

∂2φni
∂x∂t
∆x∆t+

∂2φni
∂t2
∆t2, (9.123b)

d3φn+1i+1 =
∂3φni
∂x3
∆x3 + 3

∂3φni
∂x2∂t

∆x2∆t+ 3
∂3φni
∂x∂t2

∆x∆t2 +
∂3φni
∂t3
∆t3. (9.123c)
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Równanie zmodyfikowane przy użyciu rozwinięcia (9.121) i różniczek (9.123) roz-
wija się względem φn+1i , czyli dla rozwiązania w następnym kroku czasowym. Należy
zatem pamiętać o znakach, który występują przy poszczególnych przyrostach ∆t i ∆x.
Znaki te zależą od tego, czy mamy do czynienia z poprzednim krokiem czasowym φn
i położeniem sąsiednich punktów φ±i. Wszelkie zależności dla funkcji dwóch i wię-
cej zmiennych mają dużo bardziej rozbudowaną postać w porównaniu z tymi, które
dotyczą funkcji jednej zmiennej.

9.4.2. Twierdzenie Laxa

Twierdzenie Laxa mówi, że schemat różnicowy jest zbieżny, jeżeli jest stabilny
i zgodny. Schemat nazywany jest zgodnym wtedy, gdy przy przyrostach ∆x i ∆t
dążących do zera równanie zmodyfikowane dąży do oryginalnego równania różniczko-
wego. Twierdzenie to dotyczy równań różniczkowych liniowych.
Oprócz warunku zgodności i stabilności samo zagadnienie musi być poprawnie

sformułowane: równanie różniczkowe musi mieć rozwiązanie, rozwiązanie to musi być
jednoznaczne i wymagane są prawidłowo sformułowane warunki brzegowe i począt-
kowe. Warunki początkowe dotyczą równań niestacjonarnych.

9.4.3. Zmodyfikowane równanie konwekcji

Do poszczególnych schematów różnicowych zdyskretyzowanego równania konwek-
cji powinna być wstawiana funkcja φ, która jest rozwiązaniem analitycznym (dokład-
nym) równania konwekcji (9.16). Ponieważ w ogólnym przypadku takie rozwiązanie
nie jest znane, więc zamiast funkcji φ wstawia się jej rozwinięcie w szereg Taylora.
Skoro rozwiązanie analityczne spełnia równanie różniczkowe (9.16), więc jego roz-
winięcie φn+1i również je spełnia. Następnie grupuje się wyrazy w ten sposób, że po
lewej stronie mamy rozważane równanie różniczkowe, a po prawej wszystkie pozostałe
wyrazy. Wyrazy znajdujące się po prawej stronie równania zmodyfikowanego są wyra-
zami, które nie były uwzględniane przy przyjmowaniu poszczególnych odpowiedników
różnicowych pochodnych. Wyrazy te nazywane są błędem obcięcia (szeregu Taylora).

Schemat jawny FTCS. Wstawiając rozwinięcie φni−1 i φ
n
i wokół φ

n+1
i do zdy-

skretyzowanego równania konwekcji (9.19) i porządkując wyrazy w ten sposób, że
po lewej stronie mamy równanie konwekcji, możemy otrzymać następującą postać
równania zmodyfikowanego

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= 12

∂2φn+1i

∂t2
∆t− 16

∂3φn+1i

∂t3
∆t2 + ux

∂2φn+1i

∂x∂t
∆t+

− 16ux
∂3φn+1i

∂x3
∆x2 − 12ux

∂3φn+1i

∂x∂t2
∆t2 + . . . . (9.124)

Po prawej stronie równania (9.124) znajduje się błąd obcięcia. Na podstawie równa-
nia (9.124) można stwierdzić, że jeżeli ∆x→ 0 i ∆t→ 0, to równanie zmodyfikowane
(9.124) dąży do oryginalnego równania konwekcji (9.16) dla φn+1i . Zatem schemat
jawny FTCS (9.19) użyty do dyskretyzacji równania konwekcji jest zgodny, ale oczy-
wiście jest niestabilny, a więc nie jest zbieżny.
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Schemat FOU. Wstawiając rozwinięcie φni−1 i φ
n
i wokół φ

n+1
i do zdyskretyzo-

wanego równania konwekcji (9.22) i porządkując wyrazy, otrzymujemy następującą
postać równania zmodyfikowanego

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= 12

∂2φn+1i

∂t2
∆t− 16

∂3φn+1i

∂t3
∆t2 + ux

∂2φn+1i

∂x∂t
∆t+

− 16ux
∂3φn+1i

∂x3
∆x2 − 12ux

∂3φn+1i

∂x2∂t
∆x∆t− 12ux

∂3φn+1i

∂x∂t2
∆t2 + . . . . (9.125)

Po prawej stronie równania (9.125) znajduje się błąd obcięcia. Na podstawie równania
(9.125) można stwierdzić, że jeżeli ∆x → 0 i ∆t → 0, to równanie zmodyfikowane
(9.125) dąży do oryginalnego równania konwekcji (9.16) dla φn+1i . Zatem schemat
FOU (9.22) użyty do dyskretyzacji równania konwekcji jest zgodny. Schemat (9.22)
jest stabilny dla Co ¬ 1, więc jest zbieżny pod tym samym warunkiem.

Schemat niejawny BTCS. Wstawiając rozwinięcie φni−1 i φ
n
i wokół φ

n+1
i do zdy-

skretyzowanego równania konwekcji (9.24) i porządkując wyrazy, otrzymujemy nastę-
pującą postać równania zmodyfikowanego

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= 12

∂2φn+1i

∂t2
∆t− 16

∂3φn+1i

∂t3
∆t2 − 16ux

∂3φn+1i

∂x3
∆x2 + . . . . (9.126)

Po prawej stronie równania (9.126) znajduje się błąd obcięcia. Na podstawie równania
(9.126) można stwierdzić, że jeżeli ∆x → 0 i ∆t → 0, to równanie zmodyfikowane
(9.126) dąży do oryginalnego równania konwekcji (9.16) dla φn+1i . Zatem niejawny
schemat BTCS (9.24) użyty do dyskretyzacji równania konwekcji jest zgodny. Schemat
(9.24) jest stabilny dla wszystkich Co, więc jest zbieżny dla wszystkich Co.

Schemat typu Cranka–Nicolson. Wstawiając rozwinięcie φni−1 i φ
n
i wokół φ

n+1
i

do zdyskretyzowanego równania konwekcji (9.25) i porządkując wyrazy, otrzymujemy
następującą postać równania zmodyfikowanego

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= 12

∂2φn+1i

∂t2
∆t− 16

∂3φn+1i

∂t3
∆t2 + 12ux

∂2φn+1i

∂x∂t
∆t+

− 16ux
∂3φn+1i

∂x3
∆x2 − 14ux

∂3φn+1i

∂x∂t2
∆t2 + . . . . (9.127)

Po prawej stronie równania (9.127) znajduje się błąd obcięcia. Na podstawie równania
(9.127) można stwierdzić, że jeżeli ∆x → 0 i ∆t → 0, to równanie zmodyfikowane
(9.127) dąży do oryginalnego równania konwekcji (9.16) dla φn+1i . Zatem niejawny
schemat BTCS (9.25) użyty do dyskretyzacji równania konwekcji jest zgodny. Schemat
(9.25) jest stabilny dla wszystkich Co, więc jest zbieżny dla wszystkich Co.
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9.5. Dyfuzja i dyspersja numeryczna

9.5.1. Równania modelowe

W przypadku stosowania typowych różnicowych odpowiedników pochodnych do
tworzenia schematów dyskretyzacji (na przykład równania konwekcji) pomija się wy-
razy szeregu Taylora, które związane są z pochodnymi wyższego rzędu niż pierwszy lub
drugi. Pomijanie tych wyrazów na ogół wprowadza do rozwiązania tak zwaną dyfuzję
numeryczną oraz dyspersję numeryczną. Nazwy tych efektów numerycznych biorą się
z analogii do równań modelowych, które opisują analogiczne zjawiska fizyczne.
Pierwszym równaniem modelowym jest równanie konwekcji–dyfuzji (9.64), gdzie

dyfuzja związana jest z parzystą pochodną względem położenia

∂φ

∂t
+ ux

∂φ

∂x
= ν

∂2φ

∂x2
, (9.128)

a ν jest współczynnikiem dyfuzji. Dyfuzja numeryczna polega na nadmiernym wy-
gładzaniu (rozmywaniu) rozwiązania. Natomiast drugim równaniem modelowym jest
liniowe równanie Kortewega–de Vriesa

∂φ

∂t
+ ux

∂φ

∂x
= −ε∂

3φ

∂x3
, (9.129)

gdzie ε to współczynnik dyspersji. Współczynnik dyspersji związany jest z nieparzy-
stą pochodną względem położenia. Dyspersja fizyczna polega na rozchodzeniu się fal
z różną prędkością w zależności od częstotliwości. Dyspersja numeryczna polega na
pojawianiu się niefizycznych oscylacji rozwiązania. Dyfuzja i dyspersja numeryczna
mogą występować jednocześnie. W większości przypadków, ale nie we wszystkich,
dominującą rolę w błędzie obcięcia odgrywa pierwszy jego wyraz, który związany
jest z pochodną parzystą lub nieparzystą o najniższym rzędzie. Wynika z tego, że
w pewnych schematach dominować może dyfuzja numeryczna, a w innych dyspersja
numeryczna.
Przy badaniu schematów dyskretyzacji równania konwekcji należy wyrazić błąd

obcięcia za pomocą pochodnych względem położenia, do czego przydatne są nastę-
pujące zależności, które biorą się z wielokrotnego różniczkowania równania konwekcji
(9.16) względem czasu i położenia

∂2φ

∂t2
= u2x

∂2φ

∂x2
,

∂2φ

∂x∂t
= −ux

∂2φ

∂x2
, (9.130a)

∂3φ

∂x2∂t
= −ux

∂3φ

∂x3
,

∂3φ

∂x∂t2
= u2x

∂3φ

∂x3
,

∂3φ

∂t3
= −u3x

∂3φ

∂x3
. (9.130b)

Równanie zmodyfikowane z błędem obcięcia wyrażonym za pomocą pochodnych wzglę-
dem położenia umożliwia ponadto w prosty sposób określenie rzędu dokładności sche-
matu dyskretyzacji. Rząd ten związany jest z najniższą potęgą przy przyroście ∆x,
który ma oczywisty związek z odległością między poszczególnymi węzłami siatki.
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9.5.2. Równanie konwekcji

Schemat jawny FTCS. Jeżeli w równaniu zmodyfikowanym (9.124) zastąpimy po-
chodne względem czasu przez pochodne związane z położeniem według reguł (9.130),
to równanie zmodyfikowane (9.124) przyjmie postać

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
=

= − 12u2x
∂2φn+1i

∂x2
∆t− 13u3x

∂3φn+1i

∂x3
∆t2 − 16ux

∂3φn+1i

∂x3
∆x2 + . . . . (9.131)

Najniższa potęga przy ∆t wynosi 1, a przy ∆x równa jest 2. Wynika stąd, że schemat
(9.19) jest schematem rzędu pierwszego względem czasu i rzędu drugiego względem
położenia, co jest oczywiste, gdyż takie rzędy dokładności wynikają z przyjętych róż-
nicowych odpowiedników pochodnych w schemacie FTCS.
Wykorzystując definicję liczby Couranta (9.21), można równanie zmodyfikowane

(9.131) zapisać w ostatecznej postaci

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
=

= − 12ux∆xCo
∂2φn+1i

∂x2
− 16ux∆x2

(
2Co2 + 1

) ∂3φn+1i

∂x3
+ . . . . (9.132)

Po prawej stronie równania (9.132) mamy dwa wyrazy, z których pierwszy związany
jest z pochodną parzystą, a drugi z nieparzystą. Najniższy rząd ma pochodna parzy-
sta, a więc dominującą rolę może odgrywać tu dyfuzja numeryczna. Poprzez analogię
do równania modelowego (9.128) możemy zapisać równanie (9.132) w następującej
postaci

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= νN

∂2φn+1i

∂x2
− εN

∂3φn+1i

∂x3
+ . . . . (9.133)

Również poprzez analogię można wprowadzić współczynniki dyfuzji (lepkości) nume-
rycznej νN i dyspersji numerycznej εN . Obie wielkości mają charakter numeryczny.
Dodatkowo lepkość numeryczną nazywa się często sztuczną lepkością. Oba współczyn-
niki przyjmują w rozważanym schemacie FTCS następującą postać

νN = − 12ux∆xCo, (9.134a)

εN = 16ux∆x
2
(
2Co2 + 1

)
. (9.134b)

Na szczególną uwagę zasługuje to, że dyfuzja (lepkość) numeryczna jest ujemna, co
w przypadku równania modelowego z fizycznym współczynnikiem dyfuzji jest niemoż-
liwe. Przez to schemat jawny FTCS (9.19) zdyskretyzowanego równania konwekcji jest
niestabilny. Jeżeli błąd obcięcia w równaniu (9.133) ograniczymy tylko do pierwszego
wyrazu dominującego, to otrzymamy następujące równanie konwekcji-dyfuzji

∂φ

∂t
+ ux

∂φ

∂x
= νN

∂2φ

∂x2
, (9.135)

które rozwiązujemy za pomocą schematu jawnego (9.19) zamiast równania konwekcji
w postaci (9.16).
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Schemat FOU. Jeżeli w równaniu zmodyfikowanym (9.125) zastąpimy pochodne
względem czasu przez pochodne związane z położeniem według reguł (9.130), to rów-
nanie zmodyfikowane (9.125) przyjmie postać

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= − 12u2x

∂2φn+1i

∂x2
∆t+ 12ux

∂2φn+1i

∂x2
∆x+

+ 12u
2
x

∂3φn+1i

∂x3
∆x∆t− 13u3x

∂3φn+1i

∂x3
∆t2 − 16ux

∂3φn+1i

∂x3
∆x2 + . . . . (9.136)

Najniższa potęga przy ∆t i ∆x wynosi 1. Wynika stąd, że schemat (9.22) jest schema-
tem rzędu pierwszego względem czasu i położenia. Dokładnie takie rzędy dokładności
wynikają z przyjętych różnicowych odpowiedników pochodnych w schemacie FOU.
Wykorzystując definicję liczby Couranta (9.21), można równanie zmodyfikowane

(9.136) zapisać w ostatecznej postaci

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
=

= 12ux∆x (1− Co)
∂2φn+1i

∂x2
+ 16ux∆x

2
(
3Co− 2Co2 − 1

) ∂3φn+1i

∂x3
+ . . . . (9.137)

Podobnie jak w poprzednim przypadku, po prawej stronie równania (9.137) mamy
dwa wyrazy, z których pierwszy związany jest z pochodną parzystą, a drugi z niepa-
rzystą. Najniższy rząd ma pochodna parzysta, a więc dominującą rolę może odgrywać
tu dyfuzja numeryczna. Poprzez analogię do równania modelowego (9.128) możemy
zapisać równanie (9.137) w postaci (9.133), gdzie współczynniki dyfuzji i dyspersji
numerycznej przyjmują postać

νN = 12ux∆x (1− Co) , (9.138a)

εN = − 16ux∆x2
(
3Co− 2Co2 − 1

)
. (9.138b)

Dyfuzja (lepkość) numeryczna jest tym razem dodatnia, co jest zgodne z przypad-
kiem równania modelowego z fizycznym współczynnikiem dyfuzji. Jeżeli błąd obcięcia
w równaniu (9.137) ograniczymy tylko do pierwszego wyrazu dominującego, to otrzy-
mamy równanie konwekcji–dyfuzji w postaci (9.135), które rozwiązujemy za pomocą
schematu jawnego (9.22) zamiast równania konwekcji w postaci (9.16). Jeżeli ponadto
przyjmiemy liczbę Couranta Co = 1, to dyfuzja i dyspersja numeryczna (9.138) znikną
i w tym jedynym przypadku schemat dyskretyzacji równania pozbawiony będzie tych
cech, które towarzyszą schematom numerycznym.

Schemat niejawny BTCS. Jeżeli w równaniu zmodyfikowanym (9.126) zastą-
pimy pochodne względem czasu przez pochodne związane z położeniem według reguł
(9.130), to równanie zmodyfikowane (9.126) przyjmie postać

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
=

= 12u
2
x

∂2φn+1i

∂x2
∆t+ 16u

3
x

∂3φn+1i

∂x3
∆t2 − 16ux

∂3φn+1i

∂x3
∆x2 + . . . . (9.139)
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Najniższa potęga przy ∆t wynosi 1, a przy ∆x równa jest 2. Wynika stąd, że schemat
(9.24) jest schematem rzędu pierwszego względem czasu i rzędu drugiego względem
położenia, co jest zgodne z rzędami dokładności wynikającymi z przyjętych różnico-
wych odpowiedników pochodnych w schemacie niejawnym BTCS.
Wykorzystując definicję liczby Couranta (9.21), można równanie zmodyfikowane

(9.139) zapisać w ostatecznej postaci

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
=

= 12ux∆xCo
∂2φn+1i

∂x2
+ 16ux∆x

2
(
Co2 − 1

) ∂3φn+1i

∂x3
+ . . . . (9.140)

Podobnie jak w przypadku schematu jawnego FTCS, po prawej stronie równania
(9.140) mamy dwa wyrazy, z których pierwszy związany jest z pochodną parzystą,
a drugi z nieparzystą. Najniższy rząd ma pochodna parzysta, a więc dominującą rolę
może odgrywać tu dyfuzja numeryczna. Poprzez analogię do równania modelowego
(9.128) możemy zapisać równanie (9.140) w postaci (9.133), gdzie współczynniki dy-
fuzji i dyspersji numerycznej przyjmują postać

νN = 12ux∆xCo, (9.141a)

εN = − 16ux∆x2
(
Co2 − 1

)
. (9.141b)

Dyfuzja (lepkość) numeryczna jest tym razem dodatnia, co stanowi sytuację odwrotną
w porównaniu z jawnym schematem FTCS. Jeżeli błąd obcięcia w równaniu (9.140)
ograniczymy tylko do pierwszego wyrazu dominującego, to za pomocą schematu nie-
jawnego (9.24) rozwiązujemy równanie konwekcji–dyfuzji w postaci (9.135) zamiast
równania konwekcji w postaci (9.16). Jeżeli ponadto przyjmiemy liczbę Couranta
Co = 1, dyspersja numeryczna (9.141) znika, a pozostaje dyfuzja numeryczna.

Schemat typu Cranka–Nicolson. Jeżeli w równaniu zmodyfikowanym (9.127)
zastąpimy pochodne względem czasu przez pochodne związane z położeniem według
reguł (9.130), to równanie zmodyfikowane (9.127) przyjmie postać

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= − 112u3x

∂3φn+1i

∂x3
∆t2 − 16ux

∂3φn+1i

∂x3
∆x2 + . . . . (9.142)

Najniższa potęga przy ∆t wynosi 2, a przy ∆x również 2. Wynika stąd, że schemat
(9.25) jest schematem rzędu drugiego względem czasu i położenia. Dokładność rzędu
drugiego dyskretyzacji względem czasu nie jest oczywista, gdyż pojedyncze składowe
schematu typu Cranka–Nicolson są dyskretyzowane z dokładnością pierwszego rzędu.
Wykorzystując definicję liczby Couranta (9.21), można równanie zmodyfikowane

(9.142) zapisać w ostatecznej postaci

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= − 16ux∆x2

(
1
2 Co

2 + 1
) ∂3φn+1i

∂x3
+ . . . . (9.143)

Tym razem po prawej stronie równania (9.143) mamy jeden wyraz, który związany
jest z pochodną nieparzystą, a więc dominującą rolę może odgrywać tu dyspersja
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numeryczna. Poprzez analogię do równania modelowego (9.129) możemy zapisać rów-
nanie (9.142) jako

∂φn+1i

∂t
+ ux

∂φn+1i

∂x
= −εN

∂3φn+1i

∂x3
+ . . . , (9.144)

gdzie współczynniki dyfuzji i dyspersji numerycznej przyjmują postać

νN = 0, (9.145a)

εN = 16ux∆x
2
(
1
2 Co

2 + 1
)
. (9.145b)

Jeżeli błąd obcięcia w równaniu (9.143) ograniczymy tylko do pierwszego wyrazu
dominującego, to za pomocą schematu typu Cranka–Nicolson (9.25) rozwiązujemy
liniowe równanie Kortewega–de Vriesa w postaci (9.129) zamiast równania konwekcji
w postaci (9.16).

9.5.3. Przykłady

Funkcjonowanie podstawowych schematów dyskretyzacji równania konwekcji może
być analizowane na podstawie dwóch prostych przypadków transportu funkcji signum,
które mają postać skoków jednostkowych. Rozwiązanie analityczne (9.17) równania
konwekcji (9.16) oznacza, że funkcje transportowane są bez zmiany swojego kształtu.
Pierwsza funkcja, będąca jednocześnie warunkiem początkowym dla φ(x, 0), dana jest
równaniem

φ(x, t) = 12 − 12 sgn (x− uxt) (9.146)

i pokazana jest na rysunku 9.9a za pomocą czarnej linii (exact). Druga funkcja składa
się z kombinacji funkcji signum

φ(x, t) = 12 sgn (x− uxt)− 12 sgn (x− 0.04uxt) (9.147)

i pokazana jest na rysunku 9.9b za pomocą czarnej linii (exact) dla φ(x, 0).
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(b) Podwójny skok

Rys. 9.9. Podstawowe schematy dyskretyzacji równania konwekcji

Odcinek x ∈ [0; 0,1] podzielony został równomiernie na sto węzłów, co daje ∆x =
0,001. Prędkość ux = 1, krok czasowy ∆t = 0,0005, co daje Co = 0,5. Warunki brze-
gowe dla pierwszego przypadku z rysunku 9.9a miały postać φ(0, t) = 1 i φ(0,1, t) = 0.
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Dla przypadku z rysunku 9.9b φ(0, t) = φ(0,1, t) = 0. Rysunek 9.9a przedstawia sy-
tuację dla t = 0,3, a rysunek 9.9b dla t = 0,5.
Z rysunków 9.9a i 9.9b wynika, że schemat typu Cranka–Nicolson charaktery-

zuje się dużą dyspersją, co objawia się niefizycznymi oscylacjami. Ze wzorów (9.145)
wynika, że w przypadku tego typu schematu, który stosowany jest do dyskretyzacji
równania konwekcji, dominującym wyrazem w błędzie obcięcia jest wyraz związany
z dyspersją numeryczną, a współczynnik dyfuzji numerycznej się zeruje. Zatem sche-
mat typu Cranka–Nicolson nie nadaje się do rozwiązywania równania konwekcji.
Nieco lepiej zachowuje się schemat niejawny BTCS. Jest tak dlatego, że oprócz

dyspersji numerycznej mamy jednocześnie do czynienia z dyfuzją numeryczną, gdyż
oba współczynniki są obecne we wzorach (9.141). Dyfuzja numeryczna stabilizuje
rozwiązanie, co jest jej pozytywną cechą, ale jednocześnie je wygładza, co jest jej
cechą negatywną. W szczególnym przypadku dla Co = 1 można wyeliminować dys-
persję numeryczną w schemacie niejawnym BTCS. Jeżeli liczba Co będzie maleć, to
rosnąć będzie udział dyspersji numerycznej i rozwiązanie równania konwekcji będzie
zdominowane niefizycznymi oscylacjami, podobnie jak miało to miejsce w przypadku
schematu typu Cranka–Nicolson.
Schemat FOU pokazany na rysunkach 9.9a i 9.9b charakteryzuje się zbytnim wy-

gładzaniem rozwiązania, co jest jego cechą, która wynika z dominującego wyrazu
w błędzie obcięcia. Wyraz ten związany jest właśnie z dyfuzją numeryczną, a dys-
persja jest pomijalnie mała. Co ciekawe, dla Co = 1 oba współczynniki (9.138) się
zerują, co oznacza, że schemat FOU pozbawiony jest w takim przypadku negatyw-
nych cech związanych z efektami numerycznymi, a rozwiązanie zdyskretyzowanego
równania konwekcji daje rozwiązanie dokładne.

9.6. Równanie Naviera–Stokesa

Nieściśliwa postać równania Naviera–Stokesa przy użyciu pojęcia ciśnienia kine-
matycznego pk przyjmuje następującą postać

∂u

∂t
+ u ➲∇u = −∇pk + ν∇2u. (9.148)

Najprostsza jawna dyskretyzacja czasowa powyższego równania, przy wybranej dys-
kretyzacji przestrzennej prędkości, mogłaby wyglądać następująco

un+1 − un
∆t

+ un ➲∇un = −∇pnk + ν∇2un. (9.149)

Jednak powyższe podejście nie bierze pod uwagę równania ciągłości ∇ ➲u, co ozna-
cza, że pole prędkości, będące rozwiązaniem równania (9.149), nie spełnia samego
równania ciągłości ∇ ➲un+1 6= 0. Kolejnym problemem, który pojawia się przy roz-
wiązywaniu równania (9.149), jest brak możliwości wyznaczenia ciśnienia w kolejnym
kroku czasowym pn+1k . Rozwiązaniem pierwszego problemu może być próba jedno-
czesnego rozwiązania zmodyfikowanego równania (9.149) (dla ciśnienia pn+1k w na-
stępnym kroku czasowym) i równania ciągłości ∇ ➲un+1 = 0, co może być zapisane
jako

un+1 − un
∆t

+ un ➲∇un = −∇pn+1k + ν∇2un. (9.150)
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Otrzymane w ten sposób pole prędkości spełniałoby oczywiście równanie ciągłości.
Ciśnienie można wyznaczyć z równania (9.150) w ten sposób, że oblicza się obustron-
nie dywergencję tego równania i wykorzystuje się równanie ciągłości ∇ ➲un+1 = 0,
otrzymując w wyniku równanie Poissona na ciśnienie

∇2pn+1k = ∇ ➲

(
∆t−1un − un ➲∇un + ν∇2un

)
. (9.151)

Dla tak wyznaczonego ciśnienia można próbować wyznaczyć prędkość un+1 z orygi-
nalnego równania (9.150). Kolejnym problemem jest warunek brzegowy dla równania
Poissona (9.151).
Zdyskretyzowane równania Naviera–Stokesa (9.149) i (9.150) są równaniami jaw-

nymi ze względu na prędkość u. Istnieją również wersje niejawne, które różnią się od
siebie stopniem niejawności. Pierwsza z nich ma następującą postać

un+1 − un
∆t

+ un ➲∇un = −∇pn+1k + ν∇2un+1, (9.152)

gdzie niejawność zawarta jest w wyrazie∇2un+1. Dyskretne równanie Naviera–Stokesa
w postaci (9.149) lub (9.152) jest równaniem nieliniowym. Jednym ze sposobów, które
stosowane są przy rozwiązywaniu równania Naviera–Stokesa, jest linearyzacja wyrazu
un ➲∇un do postaci un ➲∇un+1, co daje równanie na wpół jawne (semi-implicit) w po-
staci

un+1 − un
∆t

+ un ➲∇un+1 = −∇pn+1k + ν∇2un+1. (9.153)

Ostatnią postacią niejawną równania Naviera–Stokesa jest postać całkowicie nie-
jawna (fully-implicit), która ma następującą formę

un+1 − un
∆t

+ un+1 ➲∇un+1 = −∇pn+1k + ν∇2un+1. (9.154)

Dyskretyzacja równania na wpół niejawnego (9.153) sprowadza się do rozwiązywa-
nia układu równań liniowych. W przypadku równania całkowicie niejawnego (9.154)
wymagane są metody rozwiązywania układów równań nieliniowych. Każda ze zdy-
skretyzowanych postaci równania Naviera–Stokesa (9.149), (9.150) i (9.152)–(9.154)
znajduje zastosowanie w różnych metodach rozwiązywania tego równania.
Typowe sposoby rozwiązywania nieściśliwego równania Naviera-Stokesa można po-

dzielić na następujące metody [4, 6]:
❼ metoda oparta na sformułowaniu Ωz-ψ (wirowość–funkcja prądu);
❼ metoda sztucznej ściśliwości;
❼ metoda korekcji ciśnienia/prędkości:
– metoda projekcji;
– metoda jawnej i niejawnej dekompozycji operatorów;
– metoda ułamkowego kroku;
– metody PISO, SIMPLE, PIMPLE, omawiane w rozdziale poświęconym metodzie
objętości skończonych.
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9.6.1. Metoda oparta na sformułowaniu wirowość–funkcja prądu

Metoda oparta na sformułowaniu wirowość–funkcja prądu nadaje się do przepły-
wów dwuwymiarowych ze względu na definicję funkcji prądu ux =

∂ψ
∂y , uy = −

∂ψ
∂x .

Taka definicja funkcji prądu zapewnia, że równanie ciągłości w przypadku dwuwy-
miarowym ∂ux

∂x +
∂uy
∂y = 0 jest spełnione tożsamościowo.

Pierwszym równaniem w metodzie Ωz-ψ jest równanie Helmholtza w następującej
postaci, która jest słuszna dla założenia nieściśliwości

∂Ω

∂t
+ u ➲∇Ω = Ω ➲∇u+ ν∇2Ω. (9.155)

Główną zaletą równania Helmholtza (9.155) jest to, że nie ma w nim ciśnienia. Co
więcej, założenie dwuwymiarowości pociąga za sobą dalsze uproszczenia. Wyraz za-
wierający iloczyn wektora wirowości Ω i gradientu prędkości się zeruje Ω ➲∇u = 0.
Również sam wektor wirowości w przypadku dwuwymiarowym ma tylko jedną skła-
dową Ωz =

∂uy
∂x − ∂ux

∂y . Biorąc pod uwagę oba uproszczenia, równania Helmholtza
(9.155) przyjmuje następującą postać

∂Ωz
∂t
+ u ➲∇Ωz = ν∇2Ωz, (9.156)

gdzie iloczyn u ➲∇Ωz obliczany jest za pomocą funkcji prądu w następujący sposób
u ➲∇Ωz = ∂ψ

∂y
∂Ωz
∂x −

∂ψ
∂x

∂Ωz
∂y . Drugie równanie metody Ωz-ψ wynika z zapisu składowej

wektora wirowości Ωz za pomocą funkcji prądu ψ

∇2ψ = −Ωz (9.157)

i jest równaniem Poissona.
Dyskretyzacja jawna równania Helmholtza (9.156) oraz dyskretna postać równania

Poissona (9.157) mogą być zapisane jako

Ωn+1z − Ωnz
∆t

+ un ➲∇Ωnz = ν∇2Ωnz , (9.158a)

∇2ψn+1 = −Ωn+1z . (9.158b)

Warunek początkowy dla wirowości przyjmuje się jako Ω0z = 0. Warunki brzegowe dla
równania Poissona na funkcję prądu są warunkami mieszanymi. Na powierzchniach
typu wloty i wyloty ∂Ω1 znany jest warunek Neumanna

∂ψ
∂n , który wynika z interpreta-

cji fizycznej funkcji prądu. Na powierzchniach opływanych (ścianach) ∂Ω2 znany jest
warunek Dirichleta ψ, również wynikający z interpretacji fizycznej ψ. Oba warunki
mają postać

∀
x∈∂Ω1

∂ψ

∂n
= −ul, (9.159a)

ψ =
w

∂Ω2

u ➲ n̂dL, (9.159b)
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gdzie ul jest składową styczną wektora prędkości u. Algorytm metody Ωz-ψ pokazany
jest w formie pseudokodu (algorytm 9.5).
Po rozwiązaniu zagadnienia metodą Ωz-ψ można wyznaczyć składowe prędkości

z równań na funkcję prądu, a ciśnienie na podstawie pola prędkości, rozwiązując
równanie Poissona

∇2pk = − (∇u)T : ∇u (9.160)

z warunkiem brzegowym Neumanna

∂pk
∂n
= n̂ ➲

(
ν∇2u− u ➲∇u

)
. (9.161)

Data: Read input variables and BCs
1 t := 0
2 un := 0
3 repeat

4 Ωn+1z := Ωnz −∆t
(
∂ψn

∂y
∂Ωnz
∂x −

∂ψn

∂x
∂Ωnz
∂y

)
+∆t ν∇2Ωnz

5 ∀x∈Ω∇2ψn+1 = −Ωn+1z , ∀x∈∂Ω1 ∂
∂np

n+1
k = 0, ψ =

r
∂Ω2

un dL
6 t := t+∆t
7 until t ¬ tmax

Alg. 9.5. Pseudokod metody Ωz-ψ

9.6.2. Metoda sztucznej ściśliwości

W przypadku przepływów płynów nieściśliwych równanie ciągłości nie zawiera
pochodnej cząstkowej prędkości, ciśnienia czy gęstości względem czasu, jak ma to
miejsce w przypadku płynów ściśliwych. Przez analogię do przepływów płynów ściśli-
wych w metodzie sztucznej ściśliwości wykorzystuje się następującą zmodyfikowaną
postać równania ciągłości

1
a20

∂pk
∂t
+∇ ➲u = 0, (9.162)

gdzie współczynnik a0 jest prędkością dźwięku. Postać równania ciągłości (9.162)
bierze się oczywiście z równania zachowania masy dla przypadku płynów ściśliwych

∂ρ

∂t
+∇ ➲ (ρu) = 0, (9.163)

przy założeniu słabej ściśliwości, a dokładniej słabej zależności gęstości od ciśnie-
nia. Założenie słabej ściśliwości pozwala na ograniczanie się wyłącznie do liniowego
rozwinięcia ciśnienia jako funkcji gęstości

p(ρ) =
∞∑

n=0

1
n!
∂np(ρ0)
∂ρn

(ρ− ρ0)n ≈ p0 +
∂p(ρ0)
∂ρ
(ρ− ρ0). (9.164)
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Z równania (9.164) można otrzymać wzór na ciśnienie p = p0+a20(ρ−ρ0) i wstawić do
równania zachowania masy (9.163). Przy dalszym założeniu p ≈ p0, które jest słuszne
dla słabej ściśliwości, otrzymujemy zmodyfikowane równanie ciągłości (9.162).
Zdyskretyzowana jawnie postać równania Naviera–Stokesa (9.148) wraz z jawną

dyskretyzacją zmodyfikowanego równania ciągłości (9.162) daje następujący układ
równań

un+1 − un
∆t

+ un ➲∇un = −∇pnk + ν∇2un, (9.165a)

1
a20

pn+1k − pnk
∆t

+∇ ➲un = 0, (9.165b)

który jest bardzo prosty do rozwiązania i nie wymaga znacznych zasobów kompute-
rowych. Do wad jawnej dyskretyzacji układu (9.165) zalicza się powolną zbieżność,
która wynika z konieczności przyjmowania małych kroków czasowych, co jest typowe
dla metod jawnych. Algorytm metody sztucznej ściśliwości w formie jawnej podany
jest w formie pseudokodu (algorytm 9.6).

Data: Read input variables and BCs
1 t := 0
2 repeat

3 un+1 := un −∆tun ➲∇un −∆t∇pnk +∆t ν∇2un
4 pn+1k := pnk −∆t a20∇ ➲un

5 t := t+∆t
6 until t ¬ tmax

Alg. 9.6. Pseudokod metody sztucznej ściśliwości

9.6.3. Metoda projekcji

Metoda projekcji [1] składa się z dwóch głównych etapów. Pierwszy etap polega
na eliminacji ciśnienia z równania Naviera–Stokesa (9.148), dzięki czemu rozważa się
prędkość pośrednią u∗, która w ogólnym przypadku nie spełnia nieściśliwego równania
zachowania masy∇ ➲u∗ 6= 0. Dyskretna w czasie wersja równania (9.148) bez ciśnienia
ma postać

u∗ − un
∆t

= −un ➲∇un + ν∇2un. (9.166)

Przez un oznaczono tu prędkość w n-tym kroku czasowym. Jeżeli n = 0, to mamy
do czynienia z rozwiązaniem stacjonarnym, którego znajomość jest niezbędna dla
wyliczenia kolejnych kroków czasowych. Równanie (9.166) rozwiązuje się z warunkiem
brzegowym w postaci ∀x∈∂Ω u∗(x) = bn+1.
Drugi etap polega na korekcji (projekcji) prędkości pośredniej u∗ według następu-

jącej zależności
un+1 − u∗
∆t

= −∇pn+1k , (9.167)
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z której wynika, że rozważane są w tym kroku wyłącznie siły związane z ciśnie-
niem. Wstawienie równania (9.166) do (9.167) da w rezultacie równanie (9.150). Ko-
rekcja prędkości w kroku czasowym n + 1 wymaga znajomości rozkładu ciśnienia
w tymże samym kroku. Od prędkości un+1 w kroku czasowym n + 1 żąda się speł-
nienia nieściśliwego równania zachowania masy ∇ ➲un+1 = 0 i warunku brzegowego
∀x∈∂Ω n̂ ➲un+1 = n̂ ➲bn+1. Ten warunek brzegowy zakłada zerowanie się tylko skła-
dowej normalnej prędkości. Wynika z tego, że un+1 spełnia nieściśliwe równanie za-
chowania masy ∇ ➲un+1 = 0, ale nie spełnia pełnego warunku brzegowego, gdyż skła-
dowe styczne na nieruchomym brzegu nie muszą być w ogólnym przypadku zerowe.
W przypadku prędkości pośredniej u∗ sytuacja jest odwrotna. Prędkość pośrednia
spełnia pełne warunki brzegowe na nieruchomym brzegu, ale nie spełnia nieściśliwego
równania zachowania masy ∇ ➲u∗ 6= 0. W związku z powyższymi spostrzeżeniami
po obustronnym obliczeniu dywergencji równania (9.167) otrzymujemy następujące
równanie Poissona na ciśnienie

∇2pn+1k =
1
∆t
∇ ➲u∗. (9.168)

Warunek brzegowy dla równania (9.168) można ustalić, mnożąc obustronnie równanie
(9.167) przez wersor normalny n̂ do brzegu ∂Ω rozważanego obszaru Ω

n̂ ➲un+1 − n̂ ➲u∗ = −∆t n̂ ➲∇pn+1k . (9.169)

Składowe normalne obu prędkości są zerowe, więc otrzymujemy warunek Neumanna
∀x∈∂Ω ∂

∂np
n+1
k = 0, z którym należy rozwiązać równanie Poissona (9.168). Warunek

całkowalności (9.52)
1
∆t

x

Ω

∇ ➲u∗ dΩ =
z

∂Ω+

0 dL = 0 (9.170)

równania (9.168) wynika z dwuwymiarowego wzoru Gaussa
x

Ω

∇ ➲u∗ dΩ =
z

∂Ω+

u∗ ➲ n̂dL (9.171)

przy wykorzystaniu warunku brzegowego ∀x∈∂Ω u∗(x) = bn+1. Zatem warunek cał-
kowalności ma ostatecznie postać

z

∂Ω+

n̂ ➲bn+1 dL = 0. (9.172)

Całka po brzegu obszaru ∂Ω ze składowej normalnej prędkości musi się zerować, gdyż
bn+1 = 0. Ponieważ całki po nieruchomych brzegach wyniosą oczywiście zero, więc
warunek całkowalności (9.172) mówi tyle, że objętościowe natężenie przepływu na
powierzchniach będących wlotami i wylotami musi się bilansować.
Z rozwiązania równania Poissona wylicza się gradient ciśnienia i wykorzystuje się

równanie (9.167) do obliczenia prędkości w n + 1 kroku czasowym, co kończy drugi
etap. Algorytm metody projekcji pokazany jest w formie pseudokodu (algorytm 9.7).
Do dyskretyzacji składowych gradientu prędkości ∇un i ciśnienia ∇pn+1k dywergencji
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∇ ➲u∗ można wykorzystać centralne schematy różnicowe (9.7). Do dyskretyzacji la-
plasjanu prędkości ∇2un i laplasjanu ciśnienia ∇2pn+1k przydatny jest schemat (9.54).
Drugi etap algorytmu projekcji, wyrażony za pomocą wzoru (9.167), związany jest

z jednoznaczną dekompozycją ortogonalną wektora prędkości un+1 na część soleno-
idalną u∗ i potencjalną ∇ϕ, wyrażoną przez gradient potencjału ϕ

un+1 = u∗ +∇ϕ. (9.173)

Część solenoidalna (bezźródłowa) spełnia warunek∇ ➲u∗ = 0. Gradient potencjału∇ϕ
jest proporcjonalny do gradientu ciśnienia ∇pn+1k . Rozkład (9.173) spełnia również
warunek brzegowy ∀x∈∂Ω n̂ ➲u∗ = 0. Warunek ten wraz z proporcjonalnością gra-
dientu potencjału i ciśnienia prowadzą do wniosku, że zagadnienie opisane wzorem
(9.167) jest zagadnieniem nielepkim. Rozkład (9.173) nazywany jest również podsta-
wowym twierdzeniem analizy wektorowej.

Data: Read input variables and BCs
1 t := 0
2 repeat

3 u∗ := un +∆t
(
−un ➲∇un + ν∇2un

)

4 ∀x∈Ω∇2pn+1k = ∆t−1∇ ➲u∗, ∀x∈∂Ω ∂
∂np

n+1
k = 0

5 un+1 := u∗ −∆t∇pn+1k

6 t := t+∆t
7 until t ¬ tmax

Alg. 9.7. Pseudokod metody projekcji

Ortogonalność dekompozycji (9.173) wynika z zależności
x

Ω

u∗ ➲∇ϕdΩ = 0, (9.174)

której prawdziwości dowodzi się za pomocą tożsamości ∇ ➲ (ϕu∗) = ϕ∇ ➲u∗+u∗ ➲∇ϕ.
Warunek solenoidalności ∇ ➲u∗ = 0 upraszcza powyższą tożsamość do ∇ ➲ (ϕu∗) =
u∗ ➲∇ϕ. Na podstawie dwuwymiarowego wzoru Gaussa (9.171) możemy pokazać,
że warunek ortogonalności (9.174) jest spełniony. Jeżeli teraz założymy, że rozkład
(9.173) jest niejednoznaczny, czyli możliwe jest rozłożenie wektora un+1 na co naj-
mniej dwa sposoby un+1 = ut1 +∇ϕ1 = ut2 +∇ϕ2, to możemy również zapisać, że
ut1 − ut2 +∇(ϕ1 − ϕ2) = 0. Mnożąc skalarnie z obu stron powyższą równość przez
ut1 − ut2, otrzymamy

x

Ω

(ut1 − ut2)2 dΩ +
x

Ω

(ut1 − ut2) ➲∇(ϕ1 − ϕ2) dΩ = 0. (9.175)

Druga z całek w powyższym wzorze zeruje się ze względu na warunek ortogonalno-
ści (9.174), co prowadzi do wniosku, że równość ta jest możliwa tylko w przypadku
równości solenoidalnych wektorów prędkości ut1 = ut2 oraz ∇ϕ1 = ∇ϕ2. Równość
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gradientów oznacza, że potencjały są sobie równe z dokładnością do stałej ϕ1 = ϕ2+c.
Dowodzi to jednoznaczności dekompozycji (9.173).
Istnienia pola prędkości un+1, które jest złożone z pola solenoidalnego u∗ i po-

tencjalnego ∇ϕ, dowodzi się, licząc obustronnie dywergencję dekompozycji (9.173)
i wykorzystując warunek solenoidalności pola u∗. W wyniku otrzymuje się równa-
nie Poissona ∇2ϕ = ∇ ➲un+1. Warunek brzegowy wynika z tej samej dekompozycji
po obustronnym przemnożeniu przez wersor normalny do brzegu ∂Ω. Mamy wtedy
n̂ ➲un+1 = n̂ ➲u∗ + n̂ ➲∇ϕ, co jest równoważne warunkowi Neumanna ∀x∈∂Ω ∂ϕ

∂n =
n̂ ➲un+1. Warunek całkowalności równania Poissona z warunkiem brzegowym Neu-
manna (9.48) ma następującą postać

x

Ω

∇ ➲un+1 dΩ =
z

∂Ω+

un+1 ➲ n̂dL. (9.176)

Jest on oczywiście spełniony, gdyż ∇ ➲un+1 = 0 i un+1 ➲ n̂ = 0, co dowodzi całko-
walności i istnienia pola prędkości un+1. Porównując ponadto dekompozycję (9.173)
i przekształcając wzór (9.167) do postaci

un+1 = u∗ −∆t∇pn+1k , (9.177)

łatwo można zauważyć proporcjonalność potencjału ϕ i ciśnienia pn+1k .

9.6.4. Metoda dekompozycji operatorów

Metoda dekompozycji operatorów jest pewnym rozszerzeniem metody projekcji
i polega na rozważaniu dwóch postaci zdyskretyzowanego równania Naviera–Stokesa,
z których jedna prostsza nie spełnia równania ciągłości. Różnica pomiędzy oboma
równaniami wykorzystywana jest do otrzymania równania Poissona na ciśnienie. Wy-
różnia się wariant jawny i niejawny tej metody.

9.6.4.1. Metoda jawna

W metodzie jawnej dekompozycji operatorów wykorzystuje się jawną dyskretyza-
cję równania Naviera–Stokesa w postaci (9.149). Ponieważ samo równanie (9.149) nie
spełnia równania zachowania masy, więc prędkość un+1, wyznaczona za jego pomocą,
oznaczana jest jako prędkość tymczasowa u∗, którą należy później poddać korekcji

u∗ = un −∆tun ➲∇un −∆t∇pnk +∆t ν∇2un. (9.178)

Właściwa prędkość w następnym kroku czasowym un+1 ma postać równania (9.150),
gdzie ciśnienie pn+1k , w przeciwieństwie do równania (9.178), wyliczane jest w następ-
nym kroku czasowym

un+1 = un −∆tun ➲∇un −∆t∇pn+1k +∆t ν∇2un. (9.179)

W przeciwieństwie do równania (9.178) równanie (9.179) ma spełniać równanie cią-
głości ∇ ➲un+1 = 0.
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Jako korekcję prędkości uc przyjmuje się różnicę pomiędzy równaniami (9.179)
i (9.178), co zapisuje się jako

uc = un+1 − u∗ = −∆t∇
(
pn+1k − pnk

)
= −∆t∇P, (9.180)

gdzie P oznacza różnicę ciśnień w poszczególnych krokach P = pn+1k − pnk . Obli-
czając obustronnie dywergencję równania (9.180) i wykorzystując równanie ciągłości
∇ ➲un+1 = 0, można otrzymać równanie Poissona na różnicę ciśnień

∇2P = 1
∆t
∇ ➲u∗. (9.181)

Warunek brzegowy dla równania (9.181) można ustalić, mnożąc obustronnie rów-
nanie (9.180) przez wersor normalny n̂ do brzegu ∂Ω rozważanego obszaru Ω

∂P

∂n
= − n̂ ➲un+1 − n̂ ➲u∗

∆t
= 0. (9.182)

Warunek brzegowy Neumanna (9.182) oznacza, że zerują się wyłącznie składowe nor-
malne poszczególnych prędkości, co jest typową wadą metod dekompozycji opera-
torów. Oznacza to również, że potrzebne mogą być dodatkowe korekcje prędkości
w kierunku stycznym.

Data: Read input variables and BCs
1 t := 0
2 repeat

3 u∗ := un +∆t
(
−un ➲∇un −∇pnk + ν∇2un

)

4 ∀x∈Ω∇2P = ∆t−1∇ ➲u∗, ∀x∈∂Ω ∂P
∂n = 0

5 pn+1k := pnk + P
6 un+1 := u∗ −∆t∇P
7 t := t+∆t
8 until t ¬ tmax

Alg. 9.8. Pseudokod jawnej metody dekompozycji operatorów

Po rozwiązaniu równania Poissona (9.181) na ciśnienie z warunkiem brzegowym
(9.182) ciśnienie pn+1k i prędkość un+1 w następnym kroku czasowym poddawane są
następującym korekcjom

pn+1k = pnk + P, (9.183a)

un+1 = u∗ −∆t∇P. (9.183b)

Algorytm metody jawnej podany jest w formie pseudokodu (algorytm 9.8).

9.6.4.2. Metoda niejawna

W metodzie niejawnej rozważa się niejawne wersje zdyskretyzowanego równania
Naviera–Stokesa. Dokładniej rozważa się dwie wersje z różnym stopniem niejawności.
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Pierwszą postacią jest równanie (9.153) (z jawnym ciśnieniem)

u∗ = un −∆tun ➲∇u∗ −∆t∇pnk +∆t ν∇2u∗, (9.184)

gdzie, podobnie jak poprzednio, u∗ jest prędkością tymczasową, która nie spełnia
równania ciągłości. Drugim równaniem jest równanie w postaci na wpół niejawnej
(9.153) lub zlinearyzowane równanie całkowicie niejawne (9.154)

un+1 = un −∆tun ➲∇un+1 −∆t∇pn+1k +∆t ν∇2un+1. (9.185)

Jako korekcję prędkości uc przyjmuje się różnicę pomiędzy równaniami (9.185)
i (9.184), która wynosi

uc = un+1 − u∗ = −∆t∇P +∆tun ➲

(
∇un+1 −∇u∗

)
. (9.186)

Porównując korekcje uc według wzorów (9.186) i (9.180), widać, że w przypadku
(9.186) mamy do czynienia z dodatkowym wyrazem ∆tun ➲ (∇un+1−∇u∗). W przy-
padku, gdy pominiemy ten wyraz, sposób dalszego rozumowania jest analogiczny do
sposobu przedstawionego w wariancie jawnym tej metody.
Algorytm metody niejawnej podany jest w formie pseudokodu (algorytm 9.9).

Różnica pomiędzy pseudokodami 9.9 i 9.8 ujawnia się wyłącznie w linii numer 3.
Jednak praktyczna implementacja algorytmu 9.8 jest dużo łatwiejsza i wymaga zna-
cząco mniejszych zasobów komputerowych w sensie pamięci, gdyż nie trzeba tworzyć
układów równań liniowych. Oznacza to, że można rozwiązywać poszczególne równa-
nia bezpośrednio. Jednak w przypadku metody niejawnej możliwe są większe kroki
czasowe w porównaniu z metodą jawną.

Data: Read input variables and BCs
1 t := 0
2 repeat

3 u∗ = un +∆t
(
−un ➲∇u∗ −∇pnk + ν∇2u∗

)

4 ∀x∈Ω∇2P = ∆t−1∇ ➲u∗, ∀x∈∂Ω ∂P
∂n = 0

5 pn+1k := pnk + P
6 un+1 := u∗ −∆t∇P
7 t := t+∆t
8 until t ¬ tmax

Alg. 9.9. Pseudokod niejawnej metody dekompozycji operatorów

9.6.5. Metoda ułamkowego kroku

Metoda ułamkowego kroku [5] zastępuje rozwiązanie zdyskretyzowanego równania
Naviera–Stokesa w postaci (9.152), choć nie jest to jedyna możliwa postać, przez
szereg prostszych równań, do których dołączone jest równanie ciągłości, co zapisuje
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się jako

u∗ = un −∆tun ➲∇un, (9.187a)

u∗∗ = u∗ +∆t ν∇2u∗∗, (9.187b)

un+1 = u∗∗ −∆t∇pn+1k , (9.187c)

∇ ➲un+1 = 0. (9.187d)

Pierwszym równaniem układu (9.187) jest równanie konwekcji, które może być roz-
wiązywane w sposób jawny. Drugim równaniem układu (9.187) jest równanie dyfu-
zji, które jest niejawne. Z równania trzeciego układu (9.187) wylicza się dywergencję
i wykorzystuje się równanie ciągłości (czwarte w układzie (9.187)), co daje równanie
Poissona na ciśnienie

∇2pn+1k =
1
∆t
∇ ➲u∗∗. (9.188)

Warunek brzegowy można ustalić, mnożąc obustronnie trzecie równanie układu (9.187)
przez wersor normalny n̂, co daje warunek Neumanna ∂

∂np
n+1
k = 0, choć oznacza to,

że zerują się jedynie składowe normalne poszczególnych prędkości. Z wyznaczonego
ciśnienia pn+1k , na podstawie równania (9.188), można dalej wyliczyć prędkość w na-
stępnym kroku un+1 w sposób jawny (równanie trzecie układu (9.187)). Algorytm
metody ułamkowego kroku podany jest w formie pseudokodu (algorytm 9.10).

Data: Read input variables and BCs
1 t := 0
2 repeat

3 u∗ := un −∆tun ➲∇un
4 u∗∗ = u∗ +∆t ν∇2u∗∗
5 ∀x∈Ω∇2pn+1k = ∆t−1∇ ➲u∗∗, ∀x∈∂Ω ∂

∂np
n+1
k = 0

6 un+1 := u∗∗ −∆t∇pn+1k

7 t := t+∆t
8 until t ¬ tmax

Alg. 9.10. Pseudokod metody ułamkowego kroku
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Rozdział 10

Metoda objętości skończonych

10.1. Ogólne równanie transportu

10.1.1. Dyskretyzacja przestrzenna

Ponieważ wszystkie równania zachowania i inne równania transportu mają iden-
tyczną postać, więc wygodnie jest rozważać jedno ogólne równanie transportu wiel-
kości φ w następującej postaci

∂ (ρφ)
∂t
+∇ ➲ (ρφu) = ∇ ➲ (Γ∇φ) + Sφ. (10.1)

W powyższym równaniu można wyróżnić cztery charakterystyczne wyrazy. Pierw-
szym z nich jest wyraz związany z lokalną pochodną względem czasu, czyli wyrazem
niestacjonarnym ∂

∂t (ρφ). Drugim wyrazem jest wyraz związany z konwekcją ∇ ➲ (ρφu),
a trzecim wyraz związany z dyfuzją ∇ ➲ (Γ∇φ), gdzie Γ oznacza współczynnik dyfu-
zji wielkości φ. Czwartym wyrazem są źródła wielkości φ. Źródła mogą być ujemne,
jak np. dyssypacja, lub dodatnie, gdzie przykładem może być produkcja. Równanie
transportu (10.1) jest równaniem różniczkowym cząstkowym rzędu drugiego. Rząd
równania określony jest przez wyraz dyfuzyjny ∇ ➲ (Γ∇φ). Zwykle rzędy dyskretyzacji
poszczególnych wyrazów są równe lub wyższe niż rząd dyskretyzowanego równania.
Wynika to z dokładności dyskretyzacji, choć są odstępstwa od tej zasady.
Na to, czy równanie transportu (10.1) jest liniowe, wpływ mają sama wielkość

transportowana i wyraz źródłowy. Jeżeli wielkością transportowaną jest prędkość u,
to równanie staje się nieliniowe przez wyraz konwekcyjny ∇ ➲ (ρuu). Jeżeli wielkość
transportowana jest inna niż u i ρ, to liniowość równania transportu zależy od postaci
wyrazu źródłowego Sφ. Jeżeli wyraz źródłowy zależy nieliniowo od wielkości transpor-
towanej, to mamy również do czynienia z równaniem nieliniowym, które dokładniej
klasyfikuje się jako równanie semiliniowe.
Całkowa postać równania transportu (10.1), liczona po objętości kontrolnej VP ,

przyjmuje następującą postać

d
dt

y

VP

ρφ dV +
y

VP

∇ ➲ (ρφu) dV =
y

VP

∇ ➲ (Γ∇φ) dV +
y

VP

Sφ dV , (10.2)
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gdzie przykładową objętość kontrolną VP pokazano na rysunkach 10.1 oraz 10.20.
Miarą tej objętości jest |VP |. Rozkład wielkości transportowanej φ wokół punktu P ,
który zlokalizowany jest w centroidzie objętości VP w punkcie xP , jest liniowy. Wek-
tor d łączy dwa sąsiednie centroidy P i N . Dodatkowo powierzchnia Sf jest zoriento-
wana normalnym wektorem powierzchniowym Sf , skierowanym na zewnątrz objętości
VP . Centroid powierzchni Sf zlokalizowany jest w punkcie xf .

P

xP

N
xN

PP

xf
Sf

xd

bc

bc
bc

bc
bc

d

VP

Sf

Rys. 10.1. Objętość kontrolna

Wspomniany rozkład wielkości transportowanej φ wokół punktu P musi być co
najmniej liniowy

φ(x) = φP + (x− xP ) ➲ (∇φ)P , (10.3)

aby dokładność aproksymacji rozkładu φ wokół punktu P była dokładnością drugiego
rzędu. Dowodzi się tego za pomocą wzoru Taylora z dokładnością do pierwszych
pochodnych (gradientu). Dodatkowo wartość wielkości transportowanej φP , której
lokalizacja przyjmowana jest w centroidzie xP objętości kontrolnej VP , rozumiana
jest jako φP = φ(xP ), co oczywiście wynika w sposób trywialny również ze wzoru
(10.3).

10.1.1.1. Całki po objętości

Jedną z cech metody objętości skończonych jest to, że całki po objętości, zawiera-
jące dywergencję, zamieniane są na całki powierzchniowe, liczone po powierzchni za-
mkniętej, która otacza objętość kontrolną. Co istotne i wygodne, dywergencja w całce
powierzchniowej już nie występuje. Zamiana całek po objętości (potrójnych) na po-
wierzchniowe odbywa się z wykorzystaniem twierdzenia Gaussa

y

VP

∇ ➲w dV =
{

∂VP

w ➲ dS. (10.4)

Dokładniej mówiąc, twierdzenie Gaussa zamienia źródłowość (dywergencję)∇ ➲w pola
wektorowego w wewnątrz objętości kontrolnej VP na strumienie pola wektorowego w
przez zamkniętą powierzchnię ∂VP otaczającą objętość VP . Symbol dS oznacza róż-
niczkowy element powierzchniowy, skierowany na zewnątrz powierzchni ∂VP . Za po-
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mocą wzoru Gaussa można zapisać ogólne równanie transportu (10.2) w następującej
postaci

d
dt

y

VP

ρφ dV +
{

∂VP

ρφu ➲ dS =
{

∂VP

Γ∇φ ➲ dS+
y

VP

Sφ dV . (10.5)

Zwykle objętości kontrolne określane są przez posiatkowany obszar przepływu,
jednakże istnieją inne metody. Przykładem innych rozwiązań są metody budowania
objętości kontrolnej wokół węzłów istniejącej siatki. W dalszej części zakłada się pierw-
szą wersję, gdzie nieznana wartość φP wielkości transportowanej φ zlokalizowana jest
w centroidzie xP objętości kontrolnej VP . Lokalizacja centroidu xP wynika z jego
definicji y

VP

(x− xP ) dV = 0. (10.6)

Postać pierwszej całki ogólnego równania transportu (10.5) sugeruje następującą
definicję wartości średniej φP funkcji φ zlokalizowanej w centroidzie objętości kontrol-
nej VP

φP =
1
|VP |

y

VP

φ dV . (10.7)

Z formalnego punktu widzenia całka po objętości wyrażona jest przez wartość śred-
nią φ̄ nieznanej funkcji φ i miarę objętości kontrolnej |VP |. Następnie wartość śred-
nia φ̄ jest utożsamiana (aproksymowana) przez wartość φP w centroidzie objętości
kontrolnej VP . Aproksymacja tego typu ma dokładność drugiego rzędu.
Jeżeli wyraz źródłowy Sφ w równaniu transportu (10.5) zależy od wielkości trans-

portowanej φ, to istnieją dwie metody postępowania. Pierwsza polega na tym, że
można całkować wyraz źródłowy w sposób jawny, przyjmując, że zależy on od warto-
ści φn z poprzedniego kroku. Metoda ta może prowadzić do problemów ze zbieżnością,
jeżeli wyraz źródłowy jest duży w porównaniu z innymi wyrazami. W ogólnym przy-
padku wyraz źródłowy należy zlinearyzować w następujący sposób

Sφ(φ) = SC + SP φ. (10.8)

Linearyzację wyrazu źródłowego otrzymuje się z rozwinięcia liniowego Sφ w szereg
Taylora wokół aktualnej wartości φn, znanej z poprzedniego kroku czasowego

Sφ(φ) = Sφ(φn) +
∂Sφ (φn)

∂φ
(φ− φn) = Sφ(φn)−

∂Sφ (φn)
∂φ

φn +
∂Sφ (φn)

∂φ
φ, (10.9)

skąd wynikają wartości współczynników SC i SP

SC = Sφ(φn)−
∂Sφ (φn)

∂φ
φn,

SP =
∂Sφ (φn)

∂φ
.

(10.10)

Zlinearyzowany wyraz źródłowy czyni równanie transportu równaniem liniowym,
o ile wielkość transportowana jest inna niż u i ρ. Sam wyraz źródłowy można teraz
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przedstawić za pomocą wartości średniej (10.7) i otrzymać równanie transportu (10.5)
ze zdyskretyzowanym wyrazem źródłowym w następującej postaci

y

VP

Sφ dV = SC |VP |+ SP |VP |φP . (10.11)

Jeżeli wyraz źródłowy Sφ nie zależy od wielkości transportowanej φ, to postać całki
(10.11) upraszcza się, gdyż SP = 0.
Dalej zakładana będzie nieściśliwość ρ = const, co uprości nieco postaci równań,

ale nie będzie miało wpływu na ideę metody objętości skończonych. Należy nadmienić,
że założenie nieściśliwości jest słuszne również dla gazów, jeżeli zachodzi Ma < 0,3.
Jeżeli ponadto objętość kontrolna VP nie zmienia się w czasie, czyli np. nie ulega
deformacji, to możliwe jest przedstawienie ogólnego równania transportu (10.5) w na-
stępującej postaci

ρ
dφP
dt
|VP |+ ρ

{

∂VP

φu ➲ dS =
{

∂VP

Γ∇φ ➲ dS+ SC |VP |+ SP |VP |φP . (10.12)

10.1.1.2. Wyrazy konwekcyjne

Wyraz konwekcyjny ∇ ➲ (ρφu) w ogólnym równaniu transportu (10.12) został już
przetransformowany do postaci całki powierzchniowej, która nie zawiera dywergencji.
W celu dyskretyzacji całek powierzchniowych konieczne jest wprowadzenie pojęcia
centroidu xf powierzchni Sf . Podobnie jak w przypadku centroidu objętości kontrol-
nej, tak i teraz położenie centroidu xf wynika z jego definicji

x

Sf

(x− xf ) dS = 0. (10.13)

Całka powierzchniowa po pojedynczej powierzchni Sf objętości kontrolnej wyrażona
jest za pomocą wartości wektora wf w punkcie zlokalizowanym w centroidzie po-
wierzchni Sf i wektora powierzchniowego Sf = ‖Sf‖n̂, który zorientowany jest na
zewnątrz objętości kontrolnej

x

Sf

w ➲ dS = wf ➲Sf . (10.14)

Oznacza to również, że rozkład wektora w na powierzchni Sf został zastąpiony po-
jedynczą wartością wektora wf . Ponieważ brzeg ∂VP objętości kontrolnej VP składa
się z f płaskich wielokątów Sf , tzn.

⋃
f Sf = ∂VP , zatem wyraz konwekcyjny aprok-

symowany jest z dokładnością drugiego rzędu w następującej postaci
{

∂VP

φu ➲ dS =
∑

f

φfuf ➲Sf . (10.15)

W powyższej aproksymacji f jest indeksem sumacyjnym po poszczególnych wieloką-
tach Sf , będących składowymi powierzchni zamkniętej ∂VP . Iloczyn φfuf ➲Sf lub
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uf ➲Sf nazywany jest strumieniem. Ogólne równanie transportu (10.12) przyjmuje
teraz postać.

ρ
dφP
dt
|VP |+ ρ

∑

f

φfuf ➲Sf =
{

∂VP

Γ∇φ ➲ dS+ SC |VP |+ SP |VP |φP . (10.16)

Kolejną istotną cechę metody objętości skończonych stanowi to, że zdyskretyzo-
wane wyrazy konwekcyjne φf , uf wyrażone są poprzez wielkości określone w cen-
troidach poszczególnych wielokątów Sf powierzchni ∂VP . Oznacza to, że wielkości
te muszą być dalej interpolowane za pomocą innych wielkości, które są określone
w centroidach objętości kontrolnych. Najbardziej rozpowszechnione metody interpo-
lacji (schematy interpolacji) omówiono poniżej.

❼ Interpolacja liniowa lub interpolacja centralna (central differencing – CD). Zakła-
dany jest rozkład liniowy funkcji φ pomiędzy dwoma punktami P iN . W przypadku
siatek ortogonalnych prowadzi to do następującej interpolacji φf

φf = fxφP + (1− fx)φN , (10.17)

gdzie wagi fx obliczane są jako ilorazy odległości punktów P i N od centroidu po-
wierzchni Sf w następujący sposób ‖xd−xN‖ do ‖d‖ (rysunek 10.1). Dzielna ilorazu
przedstawia odległość pomiędzy punktem N i punktem xd, a dzielnik reprezentuje
odległość pomiędzy punktami P i N

fx =
‖xd − xN‖
‖d‖ . (10.18)

Dla siatek ortogonalnych xd = xf . Interpolacja liniowa ma dokładność rzędu dru-
giego. Mimo to może prowadzić do niefizycznych oscylacji dla pewnych przepływów
zdominowanych przez konwekcję lub w przypadku dużych gradientów.

Dla siatek równomiernych interpolacja (10.17) redukuje się do średniej arytmetycz-
nej φf = 1

2 (φP + φN ). Dla siatek niestrukturalnych można posłużyć się wzorem
(10.3), przyjmując za x punkt xf , co oznacza, że interpolujemy φf za pomocą
φP i gradientu (∇φ)P . Ta sama wartość φf może być interpolowana za pomocą φN
i gradientu (∇φ)N . Wyliczając średnią arytmetyczną z obu interpolacji, otrzymamy

φf = 12 (φP + φN ) +
1
2 ((xf − xP ) ➲ (∇φ)P + (xf − xN ) ➲ (∇φ)N ) . (10.19)

Zamiast wykorzystywania wyłącznie wartości φP i φN do interpolacji φf w punk-
cie xf , który nie pokrywa się z punktem xd (rys. 10.1, 10.20c, 10.20d), interpolowany
jest gradient (∇φ)P w punkcie P i (∇φ)N w punkcie N .
Inną, prostszą wersję interpolacji liniowej dla siatek niestrukturalnych można otrzy-
mać ponownie za pomocą wzoru (10.3), po podstawieniu f za P i P za x

φf = φP + (xf − xP ) ➲ (∇φ)f . (10.20)

Szczególnym przypadkiem interpolacji liniowej dla siatek ortogonalnych jest inter-
polacja typumid-point, gdzie wartość wagi fx = 12 przyjmowana jest w sposób stały,
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niezależnie od faktycznych odległości centroidów P i N . Interpolacja mid-point ma
zatem postać

φf = 12φP +
1
2φN (10.21)

i jest to postać identyczna jak interpolacja liniowa dla siatek równomiernych.

❼ Interpolacja wsteczna lub interpolacja regresywna (upwind differencing – UD). In-
terpolacja wsteczna zależy od kierunku przepływu wyrażonego przez uf ➲Sf . Inter-
polowana wartość φf na powierzchni wykorzystuje wartość φ z kierunku przeciw-
nego w stosunku do kierunku przepływu, co zapisujemy dla siatek niestrukturalnych
jako

φf =

{
φP ; uf ➲Sf  0,
φN ; uf ➲Sf < 0.

(10.22)

Interpolacja wsteczna ma dokładność pierwszego rzędu i cechuje się dużą dyfuzyj-
nością numeryczną. Pomimo tej wady wciąż można otrzymywać dokładne wyniki,
pod warunkiem że siatka jest odpowiednio gęsta.

❼ Interpolacja progresywna (downwind differencing – DD). Interpolacja progresywna
zależy od kierunku przepływu uf ➲Sf , podobnie jak ma to miejsce dla interpola-
cji wstecznej. Jedyna różnica jest taka, że wartości interpolowane zamienione są
miejscami, co zapisuje się jako

φf =

{
φN ; uf ➲Sf  0,
φP ; uf ➲Sf < 0.

(10.23)

Interpolacja progresywna ma dokładność pierwszego rzędu i jako taka nie jest wyko-
rzystywana do interpolacji wyrazów konwekcyjnych, choć stanowi punkt odniesienia
w schematach typu TVD i NVD.

❼ Interpolacja mieszana (blending differencing) [7]. Ten typ interpolacji utrzymuje
dostateczną dokładność schematów drugiego rzędu, jednocześnie redukując ich nie-
pożądane cechy. Zwykle odbywa się to przez kombinację (mieszanie) interpolacji
wstecznej i liniowej w następujący sposób

φf = γφfCD + (1− γ)φfUD. (10.24)

Przez γ ∈ [0; 1] oznacza się tzw. limiter strumienia lub w tym przypadku współ-
czynnik mieszający. Zadaniem współczynnika γ jest między innymi limitowanie in-
terpolacji w kierunku interpolacji pierwszego rzędu (wstecznej) w miejscach, gdzie
gwałtownie zmieniają się gradienty. Istnieją również inne metody limitowania stru-
mienia.

Oprócz mieszania schematów o różnych rzędach znane są interpolacje mieszające
schematy drugiego rzędu. Przykładem może być LUST (linear upwind stabilised
transport), ma który składają się schematy drugiego rzędu CD i LUD

φf = 34φfCD +
1
4φfLUD. (10.25)
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❼ Interpolacja wsteczna drugiego rzędu (second order upwind differencing – SOU)
lub interpolacja liniowa wsteczna (linear upwind differencing – LUD). Ten typ in-
terpolacji wymaga więcej punktów w porównaniu ze zwykłą interpolacją wsteczną.
Zamiast jednego punktu wykorzystuje się dwa punkty wsteczne, a nie najbliższe
punkty sąsiednie, jak ma to miejsce w przypadku interpolacji liniowej. Takie po-
dejście skutkuje wyższym rzędem interpolacji. Wartość interpolowana φf zależy od
kierunku przepływu i wykorzystuje punkty P i PP (rysunek 10.1) lub N i NN
w zależności od znaku uf ➲Sf

φf =

{
φP + 12 (φP − φPP ) ; uf ➲Sf > 0,
φN + 12 (φN − φNN ) ; uf ➲Sf < 0.

(10.26)

Powyższa interpolacja słuszna jest wyłącznie dla siatek równomiernych i stanowi
interpolację drugiego rzędu. Dla przypadku siatek ortogonalnych nierównomiernych
wzory (10.24) przyjmują bardziej rozbudowaną postać

φf =

{
φP +

‖xf−xP ‖
‖xP−xPP ‖

(φP − φPP ) ; uf ➲Sf > 0,

φN +
‖xf−xN‖
‖xN−xNN‖

(φN − φNN ) ; uf ➲Sf < 0.
(10.27)

Dla siatek niestrukturalnych można podać inną postać interpolacji wstecznej dru-
giego rzędu, która nie wykorzystuje wartości φPP lub φNN

φf =

{
φP + (xf − xP ) ➲ (∇φ)P ; uf ➲Sf > 0,
φN + (xf − xN ) ➲ (∇φ)N ; uf ➲Sf < 0.

(10.28)

Zamiast wartości φPP i φNN wykorzystywane są gradienty (∇φ)P i (∇φ)N w cen-
troidach objętości kontrolnych.

Inny przykład interpolacji wstecznej drugiego rzędu ma następującą postać

φf =

{
φP + (xf − xP ) ➲ (2(∇φ)P − (∇φ)f ) ; uf ➲Sf > 0,
φN + (xf − xN ) ➲ (2(∇φ)N − (∇φ)f ) ; uf ➲Sf < 0.

(10.29)

10.1.1.3. Limitery interpolacji wyrazów konwekcyjnych

Schemat z limiterem to rodzaj schematu interpolacji rzędu wyższego niż pierwszy,
który pozbawiony jest niepożądanych cech schematów rzędu drugiego, do których za-
licza się niefizyczną oscylację (nieograniczoność) rozwiązania. Limiter obniża lokalnie
schemat interpolacji do rzędu pierwszego, w sytuacji gdy mamy do czynienia z gwał-
townymi zmianami rozwiązania lub dużymi wartościami gradientów. Sformułowanie
limiter strumienia dotyczy sytuacji, gdy schemat z limiterem służy do interpolacji
strumienia, np. uf ➲Sf . W przypadku innych rozwiązywanych wielkości mówi się czę-
sto o limiterze nachylenia. W przypadku łagodnych zmian rozwiązania limiter nie
powinien wpływać na schemat interpolacji, który jest wtedy schematem drugiego
rzędu. Ze schematami wyższego rzędu z limiterami wiążą się dwa kolejne pojęcia,
które określane są mianem schematów TVD i NVD.
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Schematy interpolacji TVD. Schematy TVD (total variation diminishing) [5, 15]
wykorzystują pojęcie całkowitej różnicy lub zmiany (total difference) rozwiązania

TV (φn) =
∑

f

|φnN − φnP |, (10.30)

gdzie punkty P i N są centroidami, znajdującymi się po obu stronach powierzchni Sf .
Schemat interpolacji jest schematem TVD, jeżeli spełnia następującą zależność dla
każdego kroku czasowego

TV
(
φn+1n

)
¬ TV (φnn) . (10.31)

Warunek ten realizowany jest w ten sposób, że schemat TVD składa się ze schematu
interpolacji pierwszego rzędu (interpolacja wsteczna – UD), który jest już ograniczony,
i schematu wyższego rzędu, który zwykle nie jest ograniczony. Zapisuje się to jako

φf = φf,UD + ψ (φf,LUD − φf,UD) , (10.32)

gdzie zadaniem limitera ψ jest wykrywanie tych miejsc, gdzie pojawiają się problemy
z ograniczonością. W przypadku schematów TVD schematy wyższego są zwyczajowo
schematem interpolacji wstecznej drugiego rzędu (LUD). Dodatkowo aby nie rozważać
dwóch różnych postaci w zależności od kierunku przepływu, wprowadza się jedno
wspólne oznaczenie punktów według rysunku 10.2.

P

C

N

D

fPP

U

bcbcbcbc P

D

N

C

f NN

U

bcbcbc bc

Rys. 10.2. Oznaczenie punktów

Zatem niezależnie od kierunku przepływu schemat interpolacji (10.32) zapisywany
jest teraz jako

φf = φC + 12ψ(r) (φC − φU ) , (10.33)

gdzie limiter ψ jest funkcją ilorazu r sąsiadujących gradientów. Iloraz sąsiadujących
gradientów ma następującą postać

r =
φD − φC
φC − φU

, (10.34)

choć znane są również odwrotne definicje, gdzie licznik zamieniony jest miejscami
z mianownikiem. Definicję (10.34) można generalizować do ogólnego trójwymiarowego
przypadku dla siatek niestrukturalnych

r =
d ➲ (∇φ)f

d ➲

(
2 (∇φ)C − (∇φ)f

) . (10.35)

Pożądaną cechę limitera ψ stanowi symetria, która oznacza, że nie różnicy po-
między definicją ilorazu gradientów (10.34) w tym sensie, że licznik można zamienić
z mianownikiem. Limiter jest symetryczny, jeżeli

ψ

(
1
r

)
=
ψ(r)
r

. (10.36)



10.1. Ogólne równanie transportu 165

Aby schemat interpolacji był schematem TVD pierwszego rzędu, muszą być speł-
nione następujące warunki nakładane na limiter ψ

0 ¬ ψ(r) ¬ 2r, (10.37a)

0 ¬ ψ(r) ¬ 2, (10.37b)

które pokazano na rysunku 10.3a. Aby schemat interpolacji był schematem TVD
drugiego rzędu, muszą być spełnione następujące warunki nakładane na limiter ψ





0 ¬ ψ(r) ¬ 2r, r ∈ [0; 1],
1 ¬ ψ(r) ¬ r, r ∈ [1; 2],
0 ¬ ψ(r) ¬ 2, r > 2,
ψ(1) = 1,

(10.38)

które pokazano na rysunku 10.3b [20].
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Rys. 10.3. Warunki spełniane przez limitery schematów TVD (10.33)

Oprócz zwyczajowej postaci (10.32) schematu TVD można wykorzystać interpo-
lację liniową (CD) zamiast interpolacji wstecznej drugiego rzędu (LUD), co prowadzi
do następującej wersji schematu

φf = φf,UD + ψ(r) (φf,CD − φf,UD) . (10.39)

Ponownie wykorzystując rysunek 10.2, można przedstawić powyższy schemat nieza-
leżnie od kierunku przepływu jako

φf = φC + 12ψ(r) (φD − φC) , (10.40)

gdzie tym razem limiter ψ definiowany jest odwrotnie do wzorów (10.34) i (10.35) [8]

r =
φC − φU
φD − φC

, r = 2
d ➲ (∇φ)C
d ➲ (∇φ)f

− 1 = 2 φD − φC
d ➲ (∇φ)f

− 1. (10.41)
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Warunki nakładane na limiter, aby schemat (10.40) był schematem drugiego rzędu,
są takie same i mają postać (10.38). Jednak niektóre charakterystyczne linie z ry-
sunku 10.3b zamieniają się miejscami, co uwidocznione jest na rysunku 10.4. Zaletą
schematu (10.40) w porównaniu z (10.33) jest to, że teraz potrzebne są wyłącznie
informacje z punktów bezpośrednio sąsiadujących z centroidem powierzchni Sf , tj.
punktów C i D. W przypadku schematu (10.33) konieczne są dane z punktu U , który
nie jest bezpośrednim sąsiadem centroidu powierzchni Sf .
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=
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r,

D
D
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Rys. 10.4. Warunki spełniane przez limitery schematów TVD drugiego rzędu (10.40)

Schematy interpolacji NVD. Schematy NVD [4, 13] posługują się normalizacją
zmiennych (normalised variable – NV) według następującego wzoru np. dla punktu C

φ̃C =
φC − φU
φD − φU

, φ̃C = 1−
d ➲ (∇φ)f
2d ➲ (∇φ)C

= 1− φD − φC
2d ➲ (∇φ)C

. (10.42)

Graficzną reprezentację zmiennych przed normalizacją i po normalizacji pokazano
na rysunku 10.5. W przypadku, gdy φD < φC , można rozważać wartości zmiennych
z przeciwnymi znakami. Zgodnie ze wzorem (10.42) interpolacja znormalizowanej war-
tości zmiennej w centroidzie powierzchni Sf , która oznaczona jest na rysunku 10.5
jako f , odbywa się zgodnie z poniższym wzorem

φ̃f =
φf − φU
φD − φU

, φ̃f = 1−
φD − φf
2d ➲ (∇φ)C

, (10.43)

który wynika z zależności (10.42) dla C = f .
Aby dany schemat NVD nie charakteryzował się niefizycznymi oscylacjami (ina-

czej: nieograniczonością) rozwiązania, wprowadza się warunek ograniczoności rozwią-
zania φU ¬ φC ¬ φD, co w przypadku zmiennych znormalizowanych zapisuje się jako
0 ¬ φ̃C ¬ 1. Schematy interpolacji przedstawia się na diagramie zmiennych znor-
malizowanych (normalised variable diagram – NVD), pokazanym na rysunku 10.6a.
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Rys. 10.5. Normalizacja zmiennych NVD

Schemat NVD pierwszego rzędu spełnia następujące warunki





φ̃f ; jest ciągła,
φ̃C ¬ φ̃f (φ̃C) ¬ 1; φ̃C ∈ [0; 1],
φ̃f (φ̃C) = φ̃C ; φ̃C /∈ [0; 1],

(10.44)

co odpowiada obszarowi zaznaczonemu na szaro na rysunku 10.6a z dodatkową prostą
φ̃f = φ̃C . Schemat NVD drugiego rzędu spełnia warunki (10.44) oraz dodatkowy
warunek

φ̃f
(
1
2

)
= 34 , (10.45)

który graficznie odpowiada punktowi z rysunku 10.6a. Oznacza to, że wykres φ̃f musi
przechodzić przez punkt (12 ,

3
4 ). Rysunek 10.6b przedstawia podstawowe schematy

naniesione na diagram zmiennych znormalizowanych.
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(a) Diagram zmiennych znormalizo-
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(b) Wykresy typowych schematów
interpolacji

Rys. 10.6. Warunki spełniane przez schematy NVD

Procedura, która ma za zadanie wykorzystanie schematów NVD do ograniczenia
niefizycznych oscylacji, wymaga trzech danych wejściowych, tj. wartości zmiennych
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φC , φD oraz gradientu (∇φ)C . Są to dane w punktach będących bezpośrednimi sąsia-
dami powierzchni, na której ma być przeprowadzona interpolacja. Kolejnym krokiem
jest wyliczenie znormalizowanej wartości φ̃C z równania (10.42). Dla tak obliczonej
wartości można wyznaczyć znormalizowaną wartość φ̃f (φ̃C), która wynika z wybra-
nego limitera NVD. Znając φ̃f , wartość interpolowaną φf można znaleźć na podstawie
wzoru (10.43) φf = φD − (1− φ̃f )2d ➲ (∇φ)C .

Typowe schematy w zapisie TVD i NVD

❼ Interpolacja wsteczna (upwind differencing – UD). Limiter schematu interpolacji
wstecznej w zapisie odpowiednio TVD i NVD ma postać

ψ(r) = 0, (10.46a)

φ̃f (φ̃C) = φ̃C . (10.46b)

Wzory (10.46) zilustrowane są odpowiednio na rysunkach 10.3a i 10.6b. Z wykresów
wynika, że schemat interpolacji wstecznej jest schematem TVD i NVD pierwszego
rzędu.

❼ Interpolacja progresywna (downwind differencing – DD). Limiter schematu inter-
polacji progresywnej w zapisie odpowiednio TVD i NVD ma postać

ψ(r) = 2r, (10.47a)

φ̃f (φ̃C) = 1. (10.47b)

Wzory (10.47) zilustrowane są odpowiednio na rysunkach 10.3a i 10.6b. Z wykresów
wynika, że schemat interpolacji progresywnej nie jest schematem TVD i NVD.

❼ Schemat interpolacji wstecznej drugiego rzędu (linear upwind differencing – LUD).
Limiter schematu interpolacji wstecznej drugiego rzędu w zapisie odpowiednio TVD
i NVD ma postać

ψ(r) = 1, (10.48a)

φ̃f (φ̃C) = 32 φ̃C . (10.48b)

Wzory (10.48) zilustrowane są odpowiednio na rysunkach 10.3b i 10.6b. Z wykresów
wynika, że schemat interpolacji wstecznej drugiego rzędu nie jest schematem TVD
i NVD.

❼ Schemat interpolacji liniowej (central differencing – CD). Limiter schematu inter-
polacji liniowej w zapisie odpowiednio TVD i NVD ma postać

ψ(r) = r, (10.49a)

φ̃f (φ̃C) = 12

(
1 + φ̃C

)
. (10.49b)

Wzory (10.49) zilustrowane są odpowiednio na rysunkach 10.3b i 10.6b. Z wykresów
wynika, że schemat interpolacji liniowej nie jest schematem TVD i NVD.
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Rys. 10.7. Diagram zmiennych znormalizowanych (NVD) dla schematu QUICK

❼ Schemat interpolacji kwadratowej wstecznej (quadratic upwind interpolation for
convective kinematics – QUICK) [12]. Schemat QUICK bierze pod uwagę wartości φ
w aż trzech sąsiednich punktach i dla siatek jednorodnych zapisywany jest jako

φf = 38φD +
3
4φC − 18φU . (10.50)

Jest to schemat trzeciego rzędu i jego limiter w ujęciu NV ma postać

φ̃f (φ̃C) = 38

(
1 + 2φ̃C

)
. (10.51)

Z diagramu NVD 10.7 wynika, że nie jest to schemat NVD.
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Rys. 10.8. Limiter minmod
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❼ Limiter minmod (minimum modulus) [5]. Limiter minmod dany jest następującym
wzorem

ψ(r) = max(0,min(1, r)), (10.52)

który zobrazowano na diagramie TVD (rysunek 10.8a). Limiter ten spełnia warunki
(10.38), a więc schemat (10.32) z jego użyciem jest schematem TVD drugiego rzędu.
Limiter jest ponadto ciągły przedziałami.

W ujęciu NV limiter minmod dany jest wzorem

φ̃f (φ̃C) =





3
2 φ̃C ; 0 ¬ φ̃C < 1

2 ,
1
2

(
1 + φ̃C

)
; 1
2 ¬ φ̃C ¬ 1,

φ̃C ; poza tym

(10.53)

i pokazany jest na diagramie NVD (rysunek 10.8b). Limiter minmod spełnia wszyst-
kie warunki (10.44) i (10.45), a więc schemat z jego użyciem jest schematem dru-
giego rzędu NVD.

❼ Limiter superbee [19]. Limiter superbee dany jest wzorem

ψ(r) = max(0,min(2r, 1),min(r, 2)), (10.54)

który zilustrowano na diagramie TVD (rysunek 10.9). Limiter ten jest ciągły prze-
działami i spełnia warunki (10.38), co czyni schemat (10.32) z jego użyciem sche-
matem TVD drugiego rzędu.
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Rys. 10.9. Diagram TVD limitera
superbee
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Rys. 10.10. Diagram TVD limitera
UMIST

❼ Limiter UMIST (upstream monotonic interpolation scalar transport) [14]. Limiter
UMIST dany jest następującym wzorem

ψ(r) = max(0,min(2r, 14 +
3
4r,
3
4 +

1
4r, 2)) (10.55)

i pokazany jest na diagramie TVD (rysunek 10.10). Limiter ten jest ciągły przedzia-
łami i spełnia warunki (10.38), co czyni schemat (10.32) z jego użyciem schematem
TVD drugiego rzędu.
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❼ Limiter MUSCL (monotonic upwind-centered scheme for conservation laws) [11].
Limiter MUSCL dany jest następującym wzorem

ψ(r) = max(0,min(2r, 12 +
1
2r, 2)), (10.56)

który zobrazowano na diagramie TVD (rysunek 10.11a). Limiter ten spełnia wa-
runki (10.38), a więc schemat (10.32) z jego użyciem jest schematem TVD drugiego
rzędu. Limiter jest ponadto ciągły przedziałami.

W ujęciu NV limiter MUSCL dany jest wzorem

φ̃f (φ̃C) =





2φ̃C ; 0 ¬ φ̃C < 1
4 ,

1
4 + φ̃C ;

1
4 ¬ φ̃C < 3

4 ,

1; 3
4 ¬ φ̃C ¬ 1,

φ̃C ; poza tym

(10.57)

i pokazany jest na diagramie NVD (rysunek 10.11b). Limiter MUSCL spełnia
wszystkie warunki (10.44) i (10.45), a więc schemat z jego użyciem jest schema-
tem drugiego rzędu NVD.
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Rys. 10.11. Limiter MUSCL

❼ Limiter van Leera [10]. Limiter van Leera dany jest następującym wzorem

ψ(r) =
r + |r|
1 + |r| , (10.58)

który zobrazowano na diagramie TVD (rysunek 10.12a). Limiter ten spełnia wa-
runki (10.38), a więc schemat (10.32) z jego użyciem jest schematem TVD drugiego
rzędu. Limiter jest ponadto ciągły i spełnia warunek

lim
r→∞

ψ(r) = 2. (10.59)
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W ujęciu NV limiter van Leera dany jest wzorem

φ̃f (φ̃C) =

{
φ̃C

(
2− φ̃C

)
; 0 ¬ φ̃C ¬ 1,

φ̃C ; poza tym
(10.60)

i pokazany jest na diagramie NVD (rysunek 10.12b). Limiter van Leera spełnia
wszystkie warunki (10.44) i (10.45), a więc schemat z jego użyciem jest schematem
drugiego rzędu NVD.
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Rys. 10.12. Limiter van Leera

Przykłady. Funkcjonowanie różnych schematów interpolacji wyrazów konwekcyj-
nych można prześledzić na przykładzie dwóch zagadnień, które zilustrowano na ry-
sunkach 10.13a i 10.13b. Równanie konwekcji otrzymujemy z równania transportu
(10.1) przy współczynniku Γ = 0 i stałej gęstości ρ = 1

∂φ

∂t
+∇ ➲ (φu) = 0. (10.61)

Zdyskretyzowaną niejawnie postać równania konwekcji (10.61) można otrzymać z rów-
nania (10.96) przy identycznych założeniach

φn+1P − φnP
∆t

|VP |+
∑

f

φn+1f uf ➲Sf = 0. (10.62)

Do dyskretyzacji czasowej równania (10.61) wykorzystano schemat niejawny Eulera.
Geometrie z rysunków 10.13a i 10.13b są identyczne i przedstawiają kwadrat o roz-

miarach 1
10 na

1
10 metra. Geometrie te zdyskretyzowane są przestrzennie w postaci

siatek strukturalnych izotropowych o wymiarach 100 na 100, co daje 104 elementów.
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Obie geometrie różnią się warunkami brzegowymi. Geometria 10.13a na dolnym
i lewym brzegu ma ustalony warunek brzegowy Dirichleta w postaci

φ(x, 0, 0) = 0,

φ(0, y, 0) = 1.
(10.63)

Brzegi prawy i górny mają ustalony warunek brzegowy Neumanna w postaci ∂
∂n = 0.

Warunki brzegowe opisują konwekcję profilu o kształcie skoku, co pokazane jest na
rysunku 10.13a w postaci cienkiej przerywanej linii. Geometria 10.13b na brzegach
dolnym i lewym ma ustalony warunek brzegowy Dirichleta w postaci

φ(x, 0, 0) =

{
1; x ∈ [0, 150 ]
0; x ∈] 150 , 110 ],

φ(0, y, 0) =

{
1; y ∈ [0, 150 ]
0; y ∈] 150 , 110 ]

(10.64)

i warunki na brzegach prawym i górnym identyczne jak poprzednio. Warunki brze-
gowe opisują konwekcję profilu o kształcie złożonym z dwóch skoków, co pokazano na
rysunku 10.13b w postaci cienkiej przerywanej linii. Pole prędkości w obu przypadkach
jest stałe i składowe prędkości przyjmują wartości ux = uy = 2−1

√
2, co odpowiada

modułowi prędkości ‖u‖ = 1. Zatem jednorodne pole prędkości skierowane jest pod
kątem π

4 .
Krok czasowy w obu przypadkach wynosił 5 ➲ 10−4 sekundy. W przypadku, gdy

schemat interpolacji wymagał dodatkowo interpolacji gradientu, wykorzystywano do
tego interpolację liniową. Układy równań liniowych rozwiązywano za pomocą solvera
PBiCG z prekondycjonerem (uwarunkowaniem wstępnym) DILU z tolerancją 10−6.
Interpolacja φf odbywała się za pomocą standardowych schematów interpolacji

wyrazów konwekcyjnych, jak również schematów interpolacji TVD i NVD. W przy-
padku idealnym skoki powinny być transportowane bez zmiany swojego kształtu. Ry-
sunki 10.13c i 10.13d pokazują porównanie rozwiązania dokładnego (exact) i rozwią-
zań numerycznych dla podstawowych schematów interpolacji (CD, UD, LUD, LUST,
QUICK). Widać, że poza schematem UD wszystkie pozostałe schematy charakte-
ryzują się nieograniczonością, która objawia się niefizycznymi oscylacjami. Jest to
szczególnie widoczne w przypadku podwójnego skoku. Na rysunkach 10.13e i 10.13f
przedstawiono porównania rozwiązania dokładnego z rozwiązaniami numerycznymi
przy użyciu schematów TVD i NVD drugiego rzędu. Widać wyraźnie, że w tym przy-
padku rozwiązania pozbawione są niefizycznych cech, którymi potrafią się charaktery-
zować standardowe schematy drugiego rzędu, a w szczególności schemat interpolacji
liniowej. Porównanie wyników przeprowadzono dla y = 1

20 .

10.1.1.4. Metoda opóźnionej korekcji

Metodę opóźnionej korekcji (deffered correction) [9] stosuje się do schematów inter-
polacji wyższego rzędu (np. LUD, CD). Polega ona na tym, że interpolacja wyrazu φf
dekomponowana jest za pomocą schematu wyższego rzędu φf,H i schematu niższego
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rzędu, zwykle interpolacji wstecznej φf,UD, w następujący sposób

φf = φf,H = φf,UD + φf,H − φf,UD. (10.65)
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(f) Schematy TVD i NVD

Rys. 10.13. Różne schematy interpolacji

Schemat niższego rzędu φf,UD traktowany jest niejawnie, podczas gdy różnica
pomiędzy schematem wyższego i niższego rzędu φf,H −φf,UD traktowana jest jawnie.
Metoda obliczania tej różnicy w sposób jawny oznacza, że wykorzystuje się w tym
celu wartości z poprzedniego kroku czasowego, czyli wartości opóźnione w stosunku
do przyszłego kroku czasowego. Zatem zdyskretyzowane wyrazy konwekcyjne (10.15)
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można zapisać jako
∑

f

φfuf ➲Sf =
∑

f

φn+1f,UDuf ➲Sf +
∑

f

(
φnf,H − φnf,UD

)
uf ➲Sf , (10.66)

gdzie ostatni wyraz po prawej stronie zależności (10.66) jest traktowany jako wyraz
źródłowy.
Metoda opóźnionej korekcji ma wiele zalet. Jedną z nich stanowi to, że przy roz-

wiązywaniu układów równań liniowych macierz współczynników ma prostszą postać,
bo schemat interpolacji wstecznej wymaga mniej informacji od sąsiednich elementów
niż schematy wyższego rzędu. Zwiększa to dominację przekątniową macierzy współ-
czynników, co ułatwia rozwiązywanie układów równań metodami iteracyjnymi.

10.1.1.5. Wyrazy dyfuzyjne

Wyrazy dyfuzyjne, zawierające laplasjan∇ ➲ (Γ∇φ), są dyskretyzowane w podobny
sposób jak wyrazy konwekcyjne, co pozwala zapisać

{

∂VP

Γ∇φ ➲ dS =
∑

f

Γf (∇φ)f ➲Sf . (10.67)

Powyższa dyskretyzacja jest rzędu drugiego. Co istotne, zdyskretyzowane wyrazy dy-
fuzyjne, które znajdują się w centroidach powierzchni Sf , wymagają dalszej interpo-
lacji za pomocą wartości znajdujących się w centroidach objętości kontrolnych.
Dyskretyzacja (10.67) pozwala zapisać ogólne równanie transportu (10.16) w na-

stępującej postaci

ρ
dφP
dt
|VP |+ ρ

∑

f

φfuf ➲Sf =
∑

f

Γf (∇φ)f ➲Sf + SC |VP |+ SP |VP |φP . (10.68)

Postać ta nazywana jest zdyskretyzowanym przestrzennie równaniem transportu. Dal-
sza postać tego równania zależy od dyskretyzacji czasowej i wybranych sposobów
aproksymacji wyrazów, które zlokalizowane są w centroidach powierzchni Sf .
Jeżeli rozważana siatka jest ortogonalna, to iloczyn skalarny gradientu (∇φ)f ,

znajdującego się w centroidzie powierzchni Sf i elementu powierzchniowego Sf , obli-
cza się w następujący sposób

(∇φ)f ➲Sf = (∇φ)f ➲ n̂‖Sf‖ =
φN − φP
‖d‖ ‖Sf‖. (10.69)

Iloczyn (∇φ)f ➲ n̂ stanowi pochodną w kierunku normalnym. Aproksymacja (10.69)
bierze pod uwagę wartości φ w sąsiednich w stosunku do powierzchni Sf centroidach
P i N . Podejście takie znane jest jako aproksymacja centralna pochodnej pierwszego
rzędu, która jest aproksymacją drugiego rzędu. W przypadku siatek nieortogonalnych
uwzględnia się poprawkę, która zwiększa dokładność aproksymacji (10.69). W po-
prawionej aproksymacji rozważa się dwa czynniki, które bazują na następującej de-
kompozycji Sf = S⊥ + k, gdzie wektor S⊥ jest równoległy do d. Ostatecznie można
zapisać następującą aproksymację (∇φ)f ➲Sf

(∇φ)f ➲Sf =
φN − φP
‖d‖ ‖S⊥‖+ (∇φ)f ➲k. (10.70)
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Prawa strona we wzorze (10.70) uwzględnia udziały ortogonalne i nieortogonalne
w aproksymacji (∇φ)f ➲Sf . Poprawka nieortogonalna wymaga dalszej interpolacji za
pomocą wyrazów znajdujących się w centroidach P i N objętości skończonych, które
znajdują się po obu stronach powierzchni Sf . Zwykle stosuje się interpolację liniową
za pomocą (∇φ)P i (∇φ)N , w postaci

(∇φ)f = fx (∇φ)P + (1− fx) (∇φ)N . (10.71)

Wykorzystano tu wzór analogiczny do (10.17).
Typowe metody związane z wyznaczaniem wektora k = Sf − S⊥, a dokładniej

wektora S⊥, można podzielić na trzy rodzaje [7]

S⊥ =
d ➲Sf

‖d‖2 d, (10.72a)

S⊥ =
d

‖d‖‖Sf‖, (10.72b)

S⊥ =
d

d ➲Sf
‖Sf‖2. (10.72c)

Pierwszym rodzajem jest metoda najmniejszej korekcji, określona wzorem (10.72a),
która przyjmuje korekcję nieortogonalną na jak najmniejszym poziomie, co sprowadza
się do ortogonalności wektorów S⊥ i k. Jednakże wraz ze wzrostem nieortogonalności
maleje udział części ortogonalnej. Drugim rodzajem jest metoda ortogonalna, dana
wzorem (10.72b). W tym podejściu udziały ortogonalny i nieortogonalny są jedna-
kowe. Trzecim rodzajem jest metoda nadrelaksacji, dana wzorem (10.72c). W przeci-
wieństwie do metody najmniejszej korekcji tym razem ze wzrostem nieortogonalności
rośnie udział części ortogonalnej.
Przy wykorzystaniu metody nadrelaksacji (10.72c) można otrzymać następującą

aproksymację (∇φ)f ➲Sf

(∇φ)f ➲Sf =
φN − φP
‖d‖

‖Sf‖
cos θ

+ (∇φ)f ➲

(
n̂− d

‖d‖ cos θ

)
‖Sf‖, (10.73)

gdzie kąt θ jest kątem pomiędzy wektorami d i Sf .
Poprawka nieortogonalna, a co za tym idzie – interpolacja liniowa (10.71) wy-

magają obliczenia gradientu w centroidzie P objętości kontrolnej. Dwie najbardziej
popularne metody to metoda wykorzystująca wzór Gaussa z dyskretyzacją całki po-
wierzchniowej oraz metoda najmniejszych kwadratów:

❼ Metoda wykorzystująca wzór Gaussa. Gradienty w centroidach objętości skończo-
nych obliczane są na podstawie wzoru Gaussa (10.4) dla w = φ c, gdzie c jest
stałym wektorem. Przy takim podstawieniu wzór Gaussa przyjmuje postać

y

VP

∇φ dV =
{

∂VP

φ dS. (10.74)

Lewą stronę wzoru (10.74) uśrednia się zgodnie z definicją (10.7) i wartość średnią
zastępuje się wartością w centroidzie P w postaci (∇φ)P . Prawa strona aproksy-
mowana jest z dokładnością drugiego rzędu przy pomocy zależności analogicznej
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do (10.15). W wyniku można zapisać, że

(∇φ)P =
1
|VP |

y

VP

∇φ dV = 1
|VP |

{

∂VP

φ dS =
1
|VP |

∑

f

φfSf . (10.75)

❼ Metoda najmniejszych kwadratów. Równanie (10.3) pozwala na wyznaczenie są-
siedniej wartości φN za pomocą wartości φP i gradientu (∇φ)P . Po podstawieniu
za x centroidu N otrzymujemy φN = φP + (xN − xP ) ➲ (∇φ)P . Wprowadzając do-
datkowo następujące oznaczenie wektora łączącego punkt P z punktem N w postaci
dN = xN − xP , można otrzymać N równań typu

dN ➲ (∇φ)P = φN − φP , (10.76)

gdzie N oznacza centroidy wszystkich objętości kontrolnych sąsiadujących z cen-
troidem P . Liczba wszystkich sąsiadów w przestrzeni trójwymiarowej jest zawsze
większa lub równa cztery, gdyż najprostsza objętość kontrolna ma postać czwo-
rościanu. Ponieważ liczba sąsiadów, a więc i liczba równań (10.76) są większe niż
liczba składowych gradientu (∇φ)P (trzy), oznacza to, że mamy do czynienia z na-
dokreślonym układem równań, który należy rozwiązać. Typową metodą stosowaną
w tego typu przypadkach jest metoda najmniejszych kwadratów, która minimali-
zuje sumę kwadratów błędów wynikających z rozwiązywania każdego sąsiadującego
równania. Aby takie rozwiązanie uzyskać, tj. wyznaczyć składowe (∇φ)P , formułuje
się układ równań liniowych

A ➲ (∇φ)P = y, (10.77)

gdzie znana macierz A = (dN , . . .)T ma wymiar N × 3, a poszukiwany gradient
(∇φ)P ma wymiar 3×1. Dodatkowo znany wektor y = (φN −φP , . . .)T ma wymiar
N × 1. Suma kwadratów błędów lub dokładniej: norma, która ma być zminimali-
zowana, jest definiowana jako

‖A ➲ (∇φ)P − y‖2 =
∑

N

(dN ➲ (∇φ)P − (φN − φP ))
2
. (10.78)

Nieznane trzy składowe gradientu (∇φ)P wynikają z rozwiązania układu równań
liniowych (

AT ➲A
)

➲ (∇φ)P = AT ➲y. (10.79)

Alternatywną metodą wyznaczania składowych wektora (∇φ)P jest metoda naj-
mniejszych kwadratów z wagami. W tym celu równanie (10.76) dzieli się obustron-
nie przez długości wektora dN

dN

‖dN‖
➲ (∇φ)P =

φN − φP
‖dN‖

. (10.80)

Ponieważ dN/‖dN‖ jest wersorem kierunkowym, więc wzór (10.80) jest pochodną
kierunkową wzdłuż dN zamiast oryginalnej różnicy φN − φP . Postępowanie takie
prowadzi do innego rozwiązania, ponieważ norma (10.78) jest inna. Różnica objawia
się we współczynnikach

wN =
1

‖dN‖2
, (10.81)
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które są odwrotnością kwadratów indywidualnych odległości pomiędzy punktem P
i kolejnym punktem N . Ostatecznie poszukiwane składowe gradientu (∇φ)P wyni-
kają z rozwiązania układu równań liniowych

(
AT ➲W ➲A

)
➲ (∇φ)P = AT ➲W ➲y, (10.82)

gdzie znana macierzW = diag(wN , . . .) jest macierzą diagonalną i składa się z in-
dywidualnych wag.

10.1.1.6. Limitery gradientu

Limitery objętościowe. Limitery gradientu mają na celu ograniczenie gradientu
(∇φ)P w ten sposób, że ekstrapolacja φf za pomocą (∇φ)P w postaci φf = φP +
(xf − xP ) ➲ (∇φ)P jest ograniczona przez sąsiednie wartości φP i φN . Zatem ekstra-
polacja φf za pomocą gradientu z limiterem nie przekracza wartości sąsiednich lub
przekracza je w sposób kontrolowany, ze z góry narzuconym zakresem. Limiter działa
w ten sposób, że jeżeli ekstrapolacja φf za pomocą (∇φ)P przekracza wartość sąsied-
nią φN , to składowe (∇φ)P są tak skalowane tak, aby φf = φN . Użycie limiterów
gradientu zwiększa stabilność, jednocześnie zmniejszając dokładność. Można również
wprowadzać współczynnik k, który będzie odpowiedzialny za stopień limitowania.
Pierwszym krokiem, który należy wykonać, jest wyznaczenie maksymalnej i mi-

nimalnej wartości φ pośród wszystkich bezpośrednich sąsiadów N punktu P . Przez
bezpośrednich sąsiadów rozumie się te objętości kontrolne, które mają wspólne po-
wierzchnie Sf z objętością kontrolną VP . Zatem wartości maksymalne i minimalne φ
wynoszą

φmaxN = max
N

φN ,

φminN = min
N

φN .
(10.83)

Na podstawie wyliczonych wartości maksymalnych i minimalnych φ pośród sąsiadów
wprowadza się maksymalne i minimalne różnice wokół wartości φ w punkcie P np.
w postaci [16]

∆max = φmaxN − φP +
(
k−1 − 1

) (
φmaxN − φminN

)
 0,

∆min = φminN − φP +
(
k−1 − 1

) (
φmaxN − φminN

)
¬ 0,

(10.84)

gdzie współczynnik limitowania k przyjmuje wartości z przedziału lewostronnie otwar-
tego k ∈]0; 1]. Dla k = 1 otrzymujemy pełne limitowanie, co oznacza, że wartość eks-
trapolowana φf znajdzie się w przedziale maxφN−minφN . W przypadku, gdy współ-
czynnik k jest coraz mniejszy od jedności, to ekstrapolacja φf może coraz bardziej
przekraczać przedział maxφN−minφN . Wielkość limitera wyznacza się na podstawie
różnicy ∆f , która jest różnicą pomiędzy wartością ekstrapolowaną na powierzchni Sf
i wartością φ w punkcie P , czyli ∆f = φf − φP , co zapisuje się jako

∆f = (xf − xP ) ➲ (∇φ)P . (10.85)

Wartość limitera definiowana jest teraz jako

L∇ =




min

(
1,∆−1f ∆max

)
; ∆f > 0,

min
(
1,∆−1f ∆min

)
; ∆f < 0.

(10.86)
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Jeżeli przykładowo przyjmiemy k = 1, to żądamy, aby wielkość ekstrapolowana φf
mieściła się w zakresie maxφN − minφN . Z powyższego wzoru (10.86) wynika, że
jeżeli ∆f jest mniejsze niż ∆max, czyli wartość ekstrapolowana mieści się w prze-
dziale maxφN −minφN , to wartość limitera wynosi L∇ = 1, a więc nie ma potrzeby
limitowania. Jeżeli jednak ∆f jest większe niż ∆max, czyli wartość ekstrapolowana
nie mieści się w przedziale maxφN − minφN , to wartość limitera L∇ = ∆−1f ∆max,
a więc zachodzi konieczność limitowania gradientu. W każdym przypadku wartość li-
mitera L∇ ¬ 1, co oznacza, że składowe gradientu są skalowane w dół (zmniejszane).
Ostatecznie wartość gradientu z limiterem jest wyliczana jako

(∇φ)ltdP = (∇φ)P L∇. (10.87)

Dyskutowany tu limiter jest limiterem jednorodnym w tym sensie, że wszystkie
składowe gradientu są skalowane tym samym limiterem L∇. Istnieją również wersje
limiterów, które skalują każdą współrzędną gradientu osobno. Wyznaczanie wartości
limitera odbywa się w powyższym przypadku na podstawie maksymalnych wartości φ
pośród sąsiadów N punktu P . Limitery takie nazywane są limiterami objętościowymi,
a nazwa ta pochodzi od wartości φ w sąsiednich objętościach kontrolnych.

Limitery powierzchniowe. Oprócz limiterów objętościowych istnieją również li-
mitery powierzchniowe, gdzie zamiast wartości φN w sąsiednich objętościach wyko-
rzystuje się wartości φf na wszystkich powierzchniach Sf , które otaczają objętość VP ,
w następujący sposób

φmaxf = max
f

φf ,

φminf = min
f
φf .

(10.88)

Maksymalne i minimalne wartości φf definiuje się np. jako [16]

∆max = φmaxf +
(
k−1 − 1

) (
φmaxf − φminf

)
,

∆min = φminf +
(
k−1 − 1

) (
φmaxf − φminf

)
.

(10.89)

Limiter powierzchniowy wyliczany jest na podstawie następującego wzoru

L∇ =




min

(
1,∆−1f ∆max

)
; ∆f > ∆max,

min
(
1,∆−1f ∆min

)
; ∆f < ∆min,

(10.90)

gdzie jak poprzednio wartość ekstrapolowana ∆f dana jest wzorem (10.85). Wzór na
gradient z limiterem (limitowany gradient) jest identyczny jak w przypadku gradientu
z limiterem objętościowym (10.87). Oprócz skalowania jednorodnego można również
rozważać skalowanie każdej składowej gradientu osobno.

10.1.2. Dyskretyzacja czasowa

Wyraz niestacjonarny, która znajduje się w zdyskretyzowanym przestrzennie rów-
naniu transportu (10.68), również wymaga dyskretyzacji. Wyraz ten zawiera po-
chodną pierwszego rzędu względem czasu d

dt . Istnieją różne sposoby dyskretyzacji
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tej pochodnej. W celu rozważenia różnych sposobów takiej dyskretyzacji równanie
(10.68) całkowane jest obustronnie względem czasu w granicach od t do t+∆t

ρ|VP |
t+∆tw

t

dφP
dt
dt =

=
t+∆tw

t


−ρ

∑

f

φfuf ➲Sf +
∑

f

Γf (∇φ)f ➲Sf + SC |VP |+ SP |VP |φP


 dt. (10.91)

Prawa strona równania (10.91) stanowi całkę względem czasu z wyrazów zdyskrety-
zowanych przestrzennie. Dalej wygodniej jest posługiwać się następującymi skrótami.
Przez φn+1P = φP (t +∆t) oznacza się wartość w punkcie P , która ma zostać wyzna-
czona na podstawie rozwiązania. Aktualna (stara) wartość to φnP = φP (t), poznaje się
ją na etapie wyliczania φn+1P z poprzedniego kroku czasowego. Wartość z poprzednich
dwóch kroków czasowych zapisywana jest jako φn−1P = φP (t−∆t). Lewa strona rów-
nania (10.91) może być obliczona bezpośrednio, a prawa strona funkcji podcałkowej
przyjmuje symboliczny zapis f(φf , φP )

ρ
(
φn+1P − φnP

)
|VP | =

t+∆tw

t

f(φf (t), φP (t)) dt. (10.92)

Co ważne, prawa strona zależności (10.92) nie może być całkowana bezpośrednio, co
oznacza, że musi być aproksymowana przez F (φf , φP )∆t. Równanie (10.92) zapisy-
wane jest teraz jako

ρ
φn+1P − φnP
∆t

|VP | = F (φf , φP ). (10.93)

Wyróżnia się wiele sposobów aproksymacji F (φf , φP ). Do najbardziej rozpowszech-
nionych metod, które znajdują zastosowanie w metodzie objętości skończonych, na-
leżą:

❼ Metoda jawna Eulera. Prawa strona równania (10.93) aproksymowana jest w sposób
jawny za pomocą wartości z poprzedniego kroku czasowego φn, co zapisuje się
jako F (φnf , φ

n
P ). Dyskretna wersja ogólnego równania transportu (10.91) przyjmuje

ostatecznie postać

ρ
φn+1P − φnP
∆t

|VP |+ ρ
∑

f

φnfuf ➲Sf =

=
∑

f

Γf (∇φ)nf ➲Sf + SC |VP |+ SP |VP |φnP . (10.94)

Metoda jawna Eulera stanowi metodę pierwszego rzędu. Jest to również metoda
niestabilna, jeżeli liczba Couranta

Co =
uf ➲Sf

d ➲Sf
∆t (10.95)
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jest większa niż jeden. Mimo to metoda ta jest bardzo prosta w implementacji i nie
wymaga dużych zasobów komputerowych. Z równania (10.94) można wyznaczyć
bezpośrednio w następnym kroku czasowym φn+1P wartość φP , która zależy od
wartości poszczególnych zmiennych w poprzednim kroku czasowym. Do wad tej
metody zalicza się konieczność przyjmowania bardzo małych kroków czasowych,
tak aby Co < 1.

❼ Metoda niejawna Eulera. W metodzie tej prawa strona równania (10.93) aproksy-
mowana jest w sposób niejawny za pomocą nieznanych wartości φn+1, co zapisuje
się jako F (φn+1f , φn+1P ). Dyskretna wersja ogólnego równania transportu (10.91)
przyjmuje ostatecznie postać

ρ
φn+1P − φnP
∆t

|VP |+ ρ
∑

f

φn+1f uf ➲Sf =

=
∑

f

Γf (∇φ)n+1f ➲Sf + SC |VP |+ SP |VP |φn+1P . (10.96)

Metoda niejawna jest również metodą pierwszego rzędu, podobnie jak metoda jawna
Eulera, ale pozwala na przyjmowanie dużo większych kroków czasowych w po-
równaniu ze swoim jawnym odpowiednikiem. Metoda niejawna wymaga większych
zasobów komputerowych niż metoda jawna, gdyż nie da się wyznaczyć jawnie war-
tości φP w następnym kroku czasowym φn+1P . Metoda ta wymaga jednoczesnego
rozwiązywania dyskretnych równań dla wszystkich objętości kontrolnych.

❼ Metoda Cranka–Nicolson. Metoda ta jest nazywana również interpolacją liniową,
gdyż wykorzystuje metodę trapezów. Podejście to odpowiada średniej arytmetycz-
nej aproksymacji jawnej i niejawnej Eulera

ρ
φn+1P − φnP
∆t

|VP | =
F
(
φnf , φ

n
P

)
+ F

(
φn+1f , φn+1P

)

2
. (10.97)

Metoda Cranka–Nicolson jest metodą drugiego rzędu.

❼ Metoda wsteczna drugiego rzędu. Wmetodzie tej dyskretny odpowiednik pochodnej
dφP
dt po lewej stronie równania (10.93), który jest przybliżeniem pierwszego rzędu,
zastępuje się odpowiednikiem drugiego rzędu w postaci

dφP
dt
=
3φn+1P − 4φnP + φn−1P

2∆t
. (10.98)

Zatem niejawna dyskretna wersja równania transportu (10.91) przyjmuje następu-
jącą postać

ρ
3φn+1P − 4φnP + φn−1P

2∆t
|VP |+ ρ

∑

f

φn+1f uf ➲Sf =

=
∑

f

Γf (∇φ)n+1f ➲Sf + SC |VP |+ SP |VP |φn+1P . (10.99)
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Metoda wsteczna drugiego rzędu wykorzystuje wartości φP łącznie w trzech róż-
nych krokach czasowych φn+1P , φnP i φ

n−1
P . Metody Eulera wykorzystują tylko dwie

wartości φn+1P , φnP .

Oprócz przedstawionych metod znane są również inne, do których można zali-
czyć metody Adamsa, Adamsa–Moultona, Adamsa–Bashfortha oraz popularne me-
tody Rungego–Kutty.

10.1.3. Układ równań liniowych

10.1.3.1. Przypadek ogólny

Jako metodę dyskretyzacji czasowej równania transportu (10.1) można wybrać
np. metodę niejawną Eulera (10.96). Dla uproszczenia można przyjąć, że mamy do
czynienia z siatkami ortogonalnymi. Jako metodę interpolacji zdyskretyzowanych wy-
razów konwekcyjnych można wybrać interpolację liniową (10.17). Do aproksymacji
zdyskretyzowanych wyrazów dyfuzyjnych można przyjąć wzór (10.69). Wyraz źró-
dłowy linearyzowany jest według reguły (10.8)–(10.10) Przy takich założeniach rów-
nanie transportu (10.96) przyjmuje postać

ρ
φn+1P − φnP
∆t

|VP |+ ρ
∑

f

(
fxφ

n+1
P + (1− fx)φn+1N

)
Fnf =

=
∑

f

Γf
φn+1N − φn+1P

‖d‖ ‖Sf‖+ SC |VP |+ SP |VP |φn+1P , (10.100)

gdzie strumienie oznacza się jako Ff = uf ➲Sf .
Z równania (10.100) należy wyodrębnić wartość φ w punkcie P w następnym

kroku czasowym n + 1. Podobnie postępuje się z wartościami φn+1N , co prowadzi do
następującej postaci równania (10.100)


ρ |VP |
∆t
+ ρ

∑

f

fxF
n
f +

∑

f

Γf
‖Sf‖
‖d‖ − SP |VP |


φn+1P +

+


ρ
∑

f

(1− fx)Fnf −
∑

f

Γf
‖Sf‖
‖d‖


φn+1N = ρ

|VP |
∆t

φnP + SC |VP |. (10.101)

Następnie równanie (10.101) zapisuje się w symbolicznej postaci, która jest słuszna
niezależnie od sposobu dyskretyzacji czasowej i sposobu interpolacji wyrazów, które
znajdują się w centroidach powierzchni

aPφ
n+1
P +

∑

N

aNφ
n+1
N = bn. (10.102)

Współczynniki aP ,
∑
N aN i wyraz b

n zależą od konkretnych sposobów interpo-
lacji i dyskretyzacji. Dodatkowo zapis symboliczny

∑
N aN oznacza sumowanie po



10.1. Ogólne równanie transportu 183

wszystkich sąsiadach punktu P , a dokładniej: sumowanie względem wszystkich po-
wierzchni Sf objętości kontrolnej VP . Wartości współczynników w równaniu (10.102)
dla dyskretyzacji niejawnej Eulera, interpolacji liniowej i aproksymacji gradientu
(10.69) mają postać

aP = ρ
|VP |
∆t
+ ρ

∑

f

fxF
n
f +

∑

f

Γf
‖Sf‖
‖d‖ − SP |VP |, (10.103a)

∑

N

aN = ρ
∑

f

(1− fx)Fnf −
∑

f

Γf
‖Sf‖
‖d‖ , (10.103b)

bn = ρ
|VP |
∆t

φnP + SC |VP |. (10.103c)

Układ równań liniowych w postaci An ➲φn+1 = bn otrzymuje się, wstawiając
do macierzy An współczynniki aP i

∑
N aN z układu (10.103), a do wektora b

n

wyrazy bn. Macierz An ma wymiar równy liczbie objętości kontrolnych. Na diagonali
macierzy An znajdują się współczynniki aP , a współczynniki

∑
N aN znajdują się

w poszczególnych wierszach związanych z punktami P . Układ taki, po uwzględnieniu
warunków brzegowych, można rozwiązywać stosownymi algorytmami.

10.1.3.2. Równanie Poissona

Aby otrzymać równanie Poissona w postaci (9.45) w wersji zdyskretyzowanej,
należy założyć stacjonarność ∂

∂t = 0, brak konwekcji u = 0, stały współczynnik
dyfuzji Γ = 1 oraz stały wyraz źródłowy SC = −S, SP = 0. Przy takich założeniach
dyskretne równanie transportu (10.100) przyjmuje prostszą postać

0 =
∑

f

φn+1N − φn+1P

‖d‖ ‖Sf‖ − S|VP |. (10.104)

Z równania (10.104) można wyodrębnić wyrazy związane z φn+1P i φn+1N , co pozwala
otrzymać uproszczoną wersję równania (10.101) w postaci

∑

f

‖Sf‖
‖d‖ φ

n+1
P −

∑

f

‖Sf‖
‖d‖ φ

n+1
N = −S|VP |. (10.105)

Równanie (10.105) ma postać ogólnego równania (10.102). Dla przypadku dwuwymia-
rowego dla siatek izotropowych mamy następujące zależności ‖Sf‖ = ∆x, ‖d‖ = ∆x,
|VP | = ∆x2, które pozwalają zapisać współczynniki (10.103) równania (10.105) jako

aP =
∑

f

‖Sf‖
‖d‖ =

∑

f

1 = 4, (10.106a)

∑

N

aNφ
n+1
N = −

∑

N

‖Sf‖
‖d‖ φ

n+1
N = −

∑

N

φn+1N , (10.106b)

bn = −S|VP | = −S∆x2. (10.106c)
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Zatem równania liniowe (10.102) dla wszystkich centroidów objętości kontrolnych VP ,
które nie sąsiadują z brzegiem rozważanego obszaru, mają prostą postać

4φn+1ij −
(
φn+1i−1j + φ

n+1
i+1j + φ

n+1
ij−1 + φ

n+1
ij+1

)
= −S∆x2, (10.107)

która jest identyczna z postacią (9.55). Oznacza to, że metoda objętości skończonych
daje identyczne równania dla siatek izotropowych jak metoda różnic skończonych.
Różnica polega na tym, że w przypadku metody objętości skończonych równania te
dotyczą centroidów (rysunek 10.14), a w przypadku metody różnic skończonych –
węzłów siatki.
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−
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i
+
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+
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Rys. 10.14. Schemat dyskretyzacji
równania Poissona
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+
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Rys. 10.15. Warunek brzegowy
Dirichleta dla równania Poissona

10.1.4. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dzielą się na dwa podstawowe rodzaje. Pierwszym podstawo-
wym warunkiem jest warunek Dirichleta, który oznacza, że na fragmencie powierzchni
kontrolnej Sb (rysunek 10.16), która znajduje się na brzegu obszaru przepływu, znana
jest wartość φb wielkości transportowanej. Drugim podstawowym warunkiem brzego-
wym jest warunek Neumanna, który oznacza, że na na fragmencie powierzchni kontrol-
nej Sb znana jest pochodna wielkości transportowanej w kierunku normalnym (

∂φ
∂n )b.

Oprócz warunków Dirichleta i Neumanna można rozważać warunek mieszany, który
jest kombinacją dwóch podstawowych warunków. Warunki brzegowe uwzględniane są
w zdyskretyzowanych wyrazach konwekcyjnych i dyfuzyjnych na tych fragmentach
powierzchni Sf , które pokrywają się z fragmentem Sb powierzchni brzegu obszaru
przepływu.

P

dnd

SbSf
n̂

Sb

Rys. 10.16. Warunki brzegowe
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W przypadku siatek niestrukturalnych wektor d, łączący centroid P objętości
skończonej z centroidem powierzchni Sb, nie musi być w ogólnym przypadku ortogo-
nalny do wektora powierzchniowego Sb (rysunek 10.16), co stanowi pewną komplikację
przy interpolacji gradientu (∇φ)b na brzegu Sb. Łatwo jednak wyznaczyć wektor or-
togonalny dn w następujący sposób

dn = n̂ (d ➲ n̂) , (10.108)

gdzie iloczyn skalarny d ➲ n̂ jest rzutem wektora d na kierunek normalny, określony
przez wersor n̂. Sam wersor n̂ można obliczyć na dwa sposoby

n̂ =
Sb

‖Sb‖
=
Sn

‖Sn‖
, (10.109)

gdzie wektory powierzchniowe są oczywiście równe Sb = Sn.

10.1.4.1. Warunek Dirichleta

W przypadku wyrazów konwekcyjnych, które są dyskretyzowane według zależności
(10.15) na fragmencie powierzchni Sb = Sf , mamy

(φfuf ➲Sf )b = φbub ➲Sb, (10.110)

gdzie φb jest wartością znaną. Co więcej, prędkość ub również jest wielkością znaną.
W przypadku powierzchni nieruchomych ub = 0.
Zdyskretyzowane wyrazy dyfuzyjne według zależności (10.67) wymagają dalszej

interpolacji gradientu, który znajduje się poza centroidem powierzchni Sf . Ponieważ
wektory dn i Sb są równoległe, wystarczy rozważać tylko interpolację ortogonalną
według wzoru (10.69)

− Γb (∇φ)b ➲Sb = −Γb
φb − φP
‖dn‖

‖Sb‖. (10.111)

Równanie Poissona. Jako przykład stosowania warunku Dirichleta (10.111) można
wybrać równanie Poissona dla dwuwymiarowych siatek izotropowych. W przypadku,
gdy punkt P sąsiaduje z brzegiem, jak na rysunku 10.15, nie można stosować sche-
matu (10.107), gdyż punkt P nie ma sąsiada z lewej strony. Schemat (10.107) należy
zmodyfikować.
Ogólne równanie (10.102) pozostaje niezmienione, ale zmianie ulegają współczyn-

niki (10.106). W przypadku siatek izotropowych mamy ‖Sb‖ = ∆x, ‖dn‖ = 1
2∆x,

Γb = 1, a współczynniki (10.106) przyjmują następujące postaci

aP = aPb +
∑

f\Sb

‖Sf‖
‖d‖ = aPb +

∑

f\Sb

1, (10.112a)

∑

N

aNφ
n+1
N = −

∑

f\Sb

‖Sf‖
‖d‖ φ

n+1
N = −

∑

f\Sb

φn+1N , (10.112b)

bn = SC |VP |+ bnb = −S∆x2 + bnb . (10.112c)
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W układzie (10.112) sumowanie następuje po wszystkich powierzchniach otaczają-
cych centroid z wyjątkiem powierzchni brzegu Sb. Natomiast na powierzchni brzegu Sb
równanie typu (10.102) redukuje się do postaci

aPbφ
n+1
P = bnb , (10.113)

gdyż nie istnieje punkt φn+1N leżący po lewej stronie centroidu (rysunek 10.15). Waru-
nek Dirichleta (10.111) dla Γb = 1, zapisany w postaci (10.113), można przedstawić
jako

− φb − φP
‖dn‖

‖Sb‖ =
‖Sb‖
‖dn‖

φP −
‖Sb‖
‖dn‖

φb = 2φP − 2φb, (10.114)

skąd wynikają wartości współczynników aPb = 2 , bnb = 2φb równania (10.113). Osta-
teczna postać sumarycznych współczynników (10.112) wygląda teraz następująco

aP = 2 + 3 = 5, (10.115a)
∑

N

aNφ
n+1
N = −

(
φn+1i+1j + φ

n+1
ij−1 + φ

n+1
ij+1

)
, (10.115b)

bn = −S∆x2 + 2φb, (10.115c)

co na podstawie (10.102) daje następującą wersję schematu (10.107) dla lewego brzegu

5φn+1ij −
(
φn+1i+1j + φ

n+1
ij−1 + φ

n+1
ij+1

)
= −S∆x2 + 2φb. (10.116)

10.1.4.2. Warunek Neumanna

W przypadku warunku Neumanna znana jest pochodna w kierunku normalnym
do powierzchni Sb. Pochodna w kierunku normalnym definiowana jest jako pochodna
kierunkowa za pomocą wersora normalnego n̂ do powierzchni Sb i gradientu wielkości
transportowanej (∇φ)b w następujący sposób

(
∂φ

∂n

)

b

= n̂ ➲ (∇φ)b . (10.117)

W przypadku wyrazów konwekcyjnych, dla których posługujemy się zależnością
(10.15), należy wyznaczyć wartość wielkości transportowanej φb na fragmencie brzegu
Sb za pomocą znanej pochodnej w kierunku normalnym. W tym celu można się po-
służyć wzorem (10.3), gdzie za punkt P o współrzędnej xP podstawiamy punkt xb,
a za punkt x punkt xP

φb = φP + dn ➲ (∇φ)b , (10.118)

gdzie dn = xb − xP . Mnożąc i dzieląc wektor dn przez jego normę i wykorzystując
definicję pochodnej w kierunku normalnych, można wyliczać φb z następującego wzoru

φb = φP + ‖dn‖
(
∂φ

∂n

)

b

. (10.119)

Zdyskretyzowane wyrazy dyfuzyjne według zależności (10.67) wylicza się dużo pro-
ściej, wykorzystując znaną pochodną w kierunku normalnym do fragmentu brzegu Sb

− Γb (∇φ)b ➲Sb = −Γb (∇φ)b ➲ n̂‖Sb‖ = −Γb
(
∂φ

∂n

)

b

‖Sb‖. (10.120)
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Równanie Poissona. Warunek Neumanna (10.119) dla równania Poissona dla sia-
tek izotropowych, zapisany w postaci (10.113), przyjmie postać

− Γb
(
∂φ

∂n

)

b

‖Sb‖ = 0φn+1P − Γb
(
∂φ

∂n

)

b

‖Sb‖. (10.121)

Współczynniki aPb, bnb równania (10.113) przyjmują postaci

aPb = 0, (10.122a)

bnb =
(
∂φ

∂n

)

b

‖Sb‖, (10.122b)

co oznacza, że warunek Neumanna w całości znajdzie się po prawej stronie ogól-
nego równania (10.102). Ostateczna postać sumarycznych współczynników (10.112)
wygląda teraz następująco

aP = aPb +
∑

f\Sb

‖Sf‖
‖d‖ = 0 +

∑

f\Sb

1 = 3, (10.123a)

∑

N

aNφ
n+1
N = −

∑

f\Sb

‖Sf‖
‖d‖ φ

n+1
N = −

∑

f\Sb

φn+1N , (10.123b)

bn = SC |VP |+ bnb = −S∆x2 +
(
∂φ

∂n

)

b

∆x. (10.123c)

Na podstawie (10.102) otrzymujemy następującą wersję schematu (10.107) dla lewego
brzegu

3φn+1ij −
(
φn+1i+1j + φ

n+1
ij−1 + φ

n+1
ij+1

)
= −S∆x2 +

(
∂φ

∂n

)

b

∆x. (10.124)

10.2. Równanie Naviera–Stokesa

10.2.1. Dyskretyzacja równania

Dyskretyzacja równania Naviera–Stokesa ma podobną postać jak dyskretyzacja
ogólnego równania transportu (10.1). Występują jednak dwie różnice. Pierwsza po-
lega na tym, że wyraz konwekcyjny ∇ ➲ (uu) jest nieliniowy. Druga różnica sprowadza
się do tego, że w równaniu transportu brak jest gradientu ciśnienia ∇p. Całkując da-
lej obustronnie równanie (2.25) po objętości kontrolnej VP i wykorzystując ponadto
twierdzenia Gaussa (10.4), można otrzymać następującą całkową postać równania
Naviera–Stokesa

d
dt

y

VP

u dV +
{

∂VP

uu ➲ dS = −
{

∂VP

pk dS+ ν
{

∂VP

∇u ➲ dS. (10.125)

Całkę potrójną w powyższym równaniu zamieniamy w ten sposób, że zastępujemy
ją wartością średnią w centroidzie P objętości kontrolnej VP według wzoru (10.7).
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Druga całka w powyższym wzorze związana jest z wyrazami konwekcyjnymi i dyskre-
tyzowana zgodnie ze wzorem (10.14). Gradient ciśnienia kinematycznego dyskretyzuje
się według wzoru (10.75). Ostatnia całka równania (10.125) zawiera wyrazy związane
z dyfuzją i jest dyskretyzowana według zależności (10.67), co łącznie daje następującą
dyskretną przestrzennie postać równania (10.125)

duP
dt
|VP |+

∑

f

ufuf ➲Sf = −
∑

f

pkfSf + ν
∑

f

(∇u)f ➲Sf . (10.126)

Równanie (10.126) jest nieliniowe ze względu na wyrazy konwekcyjne ufuf . Jed-
nym z możliwych sposobów linearyzacji jest wprowadzenie pojęcia strumienia Ff

Ff = uf ➲Sf , (10.127)

który powinien być już znany w momencie obliczania całego wyrazu konwekcyjnego
ufuf ➲Sf = ufFf . Linearyzację można osiągnąć w ten sposób, że strumień Ff przyj-
mowany jest z poprzedniej iteracji w stosunku do wyrazu uf , co zapisuje się jako
un+1f Fnf . Równanie (10.126) z wykorzystaniem strumienia Ff ma następującą postać

duP
dt
|VP |+

∑

f

ufFf = −
∑

f

pkfSf + ν
∑

f

(∇u)f ➲Sf . (10.128)

Linearyzacja wyrazu konwekcyjnego ma dwa aspekty, które zależą od długości kroków
czasowych w rozwiązaniach niestacjonarnych. W przypadku dużych kroków czasowych
zlinearyzowane równanie Naviera–Stokesa wymaga iteracji, gdyż wyraz nieliniowy
dominuje nad efektami niestacjonarnymi. Zatem zlinearyzowane równanie Naviera–
Stokesa i równanie ciągłości powinny być rozwiązane z założoną tolerancją w każdym
kroku czasowym. Podejście takie jest czasochłonne, a algorytm, który je realizuje,
znany jest pod nazwą PIMPLE (PISO+SIMPLE). W przypadku mniejszych kroków
czasowych nieliniowość nie dominuje już nad niestacjonarnością, gdyż w przypadku
małych kroków czasowych wyraz nieliniowy un+1f un+1f i wyraz zlinearyzowany un+1f unf
różnią się nieznacznie. Zatem niewymagana jest iteracja równania Naviera–Stokesa
w pojedynczym kroku czasowym.
Dalsza postać dyskretnego przestrzennie równania Naviera–Stokesa (10.128) za-

leży od sposobu interpolacji wyrazów zlokalizowanych w centroidach powierzchni f
przez wartości znajdujące się w centroidach objętości skończonych P , N lub kolejnych
PP , NN . Przykładowo interpolacja liniowa (10.17) zdyskretyzowanego wyrazu kon-
wekcyjnego uf wykorzystuje dwie prędkości zlokalizowane w sąsiednich centroidach
P i N

uf = fxuP + (1− fx)uN . (10.129)

Wyrazy dyfuzyjne, związane z laplasjanem prędkości w centroidzie powierzchni f ,
dla siatek ortogonalnych interpoluje się również za pomocą prędkości znajdujących
się w sąsiednich centroidach P i N w następujący sposób

(∇u)f ➲Sf =
uN − uP
‖d‖ ‖Sf‖, (10.130)
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analogicznie do wzoru (10.69). Wyrazów związanych z gradientem ciśnienia nie in-
terpoluje się na obecnym etapie, gdyż nie ma to wpływu na algorytm rozwiązania
równania Naviera–Stokesa. Zdyskretyzowana przestrzennie postać równania (10.128),
z interpolacją wyrazów konwekcyjnych i dyfuzyjnych, może być teraz poddana dys-
kretyzacji czasowej według jednego ze sposobów omawianych w paragrafie 10.1.2.
Równanie (10.128) po dyskretyzacji czasowej częściowo niejawnej przyjmie teraz na-
stępującą postać

un+1P − unP
∆t

|VP |+
∑

f

(
fxu

n+1
P + (1− fx)un+1N

)
Fnf =

= −
∑

f

pnkfSf + ν
∑

f

un+1N − un+1P

‖d‖ ‖Sf‖. (10.131)

Dyskretyzacja czasowa jest częściowo niejawna, gdyż strumienie Ff dyskretyzowane
są w sposób jawny, co wiąże się z linearyzacją. Dodatkowo jawnie dyskretyzowane jest
również ciśnienie kinematyczne pkf .
Kolejnym krok stanowi wyodrębnienie z powyższego równania wyrazów związa-

nych z poszczególnymi prędkościami, zlokalizowanymi w centroidach objętości kon-
trolnych. Dla rozważanego przypadku liniowej interpolacji otrzymamy


 1
∆t
+
1
|VP |

∑

f

fxF
n
f +

ν

|VP |
∑

f

‖Sf‖
‖d‖


un+1P +

+
1
|VP |



∑

f

(1− fx)Fnf − ν
∑

f

‖Sf‖
‖d‖


un+1N =

unP
∆t
− 1
|VP |

∑

f

pnkfSf . (10.132)

Równanie powyższe można zapisać w krótszej, symbolicznej postaci

aPu
n+1
P +

∑

N

aNu
n+1
N = SnP −

1
|VP |

∑

f

pnkfSf , (10.133)

gdzie indeks N oznacza wszystkie punkty sąsiednie względem P , wynikające z inter-
polacji wyrazów konwekcyjnych i dyfuzyjnych. Definicje współczynników aP ,

∑
N aN

i SNP są następujące

aP =
1
∆t
+
1
|VP |



∑

f

fxF
n
f + ν

∑

f

‖Sf‖
‖d‖


 , (10.134a)

∑

N

aN =
1
|VP |



∑

f

(1− fx)Fnf − ν
∑

f

‖Sf‖
‖d‖


 , (10.134b)

SnP =
unP
∆t

. (10.134c)
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Należy ponownie podkreślić, że postaci współczynników aP i
∑
N aN (10.134) są

słuszne tylko dla interpolacji liniowej wyrazów konwekcyjnych i dyfuzyjnych. W przy-
padku, gdy stosujemy inne sposoby interpolacji niż liniowa, to symboliczna postać
równania (10.133) jest zawsze identyczna. Wyraz źródłowy SnP ma bardziej uniwer-
salny charakter, gdyż zawiera on te wielkości, które znane są z poprzedniego kroku
czasowego. W rozważanym przypadku jest to prędkość unP , choć mogą to być dodat-
kowo również inne wyrazy związane ze źródłami.
Współczynniki aP i

∑
N aN zależą od nieznanej prędkości u, co oznacza, że nie

można tego równania rozwiązać bezpośrednio. Poszukiwana prędkość uP zapisywana
jest również jako

un+1P =
SnP −

∑
N aNu

n+1
N

aP
− 1
aP |VP |

∑

f

pnkfSf . (10.135)

Ze zdyskretyzowanego równania Naviera–Stokesa wynika rozkład prędkości. Jed-
nak na pole prędkości nałożone jest pewne ograniczenie kinematyczne, które wynika
z równania ciągłości, co oznacza, że samo równanie Naviera–Stokesa nie wystarcza
do rozwiązania zagadnienia. Dodatkowo w przepływach płynów nieściśliwych postać
równania ciągłości jest zupełnie inna niż w przypadkach przepływów płynów ściśli-
wych, gdzie równanie ciągłości (zachowania masy) ma postać równania transportu.
Ponadto ciśnienie nie jest obecne w równaniu ciągłości, choć oczywiście ma wpływ
na prędkość i odwrotnie. Zatem prędkość i ciśnienie są sprzężone, gdyż nie można
rozwiązać jednego równania i z otrzymanych wyników rozwiązać równanie pozostałe.
Jednym ze sposobów wykorzystania faktu, że równanie ciągłości stanowi ograniczenie
kinematyczne pola prędkości, jest stworzenie równania na ciśnienie, które będzie speł-
niało równanie ciągłości. Sama dyskretyzacja równania ciągłości (2.3) wykorzystuje
jego całkową postać i twierdzenie Gaussa (10.4)

y

VP

∇ ➲u dV =
{

∂VP

u ➲ dS = 0. (10.136)

Całkę powierzchniową dyskretyzuje się przestrzennie, analogicznie, jak ma to miejsce
z wyrazami konwekcyjnymi za pomocą wzoru (10.15), co daje dyskretną postać rów-
nania ciągłości (zachowania masy), będącą wcześniej wspomnianym kinematycznym
ograniczeniem nakładanym na pole prędkości

∑

f

uf ➲Sf = 0. (10.137)

Aby między innymi sformułować równanie na ciśnienie, wprowadza się bardziej
formalny sposób zapisu dyskretnego równania Naviera–Stokesa (10.135), bez dyskre-
tyzacji gradientu ciśnienia, które ma postać

uP =
H(u)
aP

− ∇pk
aP

. (10.138)

Podobnie jak miało to miejsce w przypadku równania (10.133), tak i teraz współ-
czynniki aP i aN są zależne od nieznanej prędkości u. To samo dotyczy operatora H,
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który jest definiowany jako

H(u) = SP −
∑

N

aNuN . (10.139)

Operator H składa się z wyrazu źródłowego SP i wpływu punktów sąsiednich wzglę-
dem P , który to wpływ wynika z interpolacji wyrazów konwekcyjnych i dyfuzyjnych.
Wyraz źródłowy w tym przypadku zależy wyłącznie od prędkości z poprzedniego
kroku czasowego, a dokładniej: wynika z dyskretyzacji czasowej. Dodatkowym zada-
niem zapisu zdyskretyzowanego równania Naviera–Stokesa (10.138) jest to, że analo-
giczny wzór jest wykorzystywany do zapisu prędkości uf zlokalizowanej w centroidzie
powierzchni f , co dalej umożliwia obliczanie strumieni Ff = uf ➲Sf . Samą pręd-
kość uf zapisuje się zatem jako

uf =
(
H(u)
aP

)

f

−
(∇pk
aP

)

f

. (10.140)

Równanie na ciśnienie otrzymuje się, wstawiając prędkość według zapisu (10.138)
do równania ciągłości (2.3), co daje

∇ ➲

H(u)
aP
= ∇ ➲

∇pk
aP

. (10.141)

Dyskretna wersja powyższego równania przyjmuje postać

∑

f

(
H(u)
aP

)

f

➲Sf =
∑

f

(∇pk
aP

)

f

➲Sf , (10.142)

gdzie sposób postępowania jest analogiczny jak w przypadku dyskretyzacji równania
ciągłości (10.137). Najpierw całkuje się obustronnie po objętości kontrolnej VP , da-
lej wykorzystuje się twierdzenie Gaussa (10.4) i dyskretyzuje się za pomocą wzoru
analogicznego do (10.137).
Najpopularniejszym sposobem rozwiązania zadania sprzężenia prędkości i ciśnie-

nia jest sekwencyjne rozwiązywanie poszczególnych równań zamiast rozwiązywania
jednoczesnego. Rozwiązanie sekwencyjne wiąże się z mniejszymi wymaganiami pamię-
ciowymi i czasowymi. Dodatkowo jest prostsze w sformułowaniu. Sposób sekwencyj-
nego rozwiązywania dyskretnego równania Naviera–Stokesa i równania na ciśnienie za-
leży od tego, czy mamy do czynienia z przepływem stacjonarnym (algorytm SIMPLE),
czy niestacjonarnym. W przypadku niestacjonarnym postępowanie zależy dodatkowo
od tego, czy nieliniowość dominuje nad niestacjonarnością (algorytm PIMPLE), czy
jest na odwrót (algorytm PISO).

10.2.2. Algorytm PISO

Algorytm PISO (pressure-implicit with splitting of operators) [6] jest algorytmem
sekwencyjnego rozwiązywania dyskretnego równania Naviera–Stokesa i równania na
ciśnienie dla przepływów niestacjonarnych, w których zakłada się, że efekty niestacjo-
narne dominują nad nieliniowością równania Naviera–Stokesa.
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Algorytm PISO przedstawiono w formacie pseudokodu (algorytm 10.1). Wewnątrz
linii 2–13 znajdują się poszczególne etapy głównej pętli, które powtarzane są dla
kolejnych kroków czasowych. Kroki czasowe mogą mieć wartość stałą lub zmienną
w zależności np. od liczby Couranta.
Pierwszym krokiem (linia 3) wewnątrz pętli jest rozwiązanie niejawnego równania

(10.133), z którego otrzymuje się prędkość un+1P . W sposób jawny na tym etapie
obliczane są strumienie Fnf , źródła S

n
P i ciśnienia p

n
k . Wartości źródeł i ciśnień znane są

z poprzedniej iteracji lub, jeśli jest to pierwsza iteracja, z warunku początkowego. Krok
ten nazywany jest predyktorem, a dokładniej: niejawnym predyktorem prędkości.
Pomiędzy liniami 4–11 znajduje się główna pętla algorytmu PISO, która powta-

rzana jest arbitralną liczbę jmax razy (np. jmax = 2). Wewnątrz głównej pętli PISO
pierwsza operacja (linia 5) polega na wyliczeniu wartości operatora H dla aktualnej
prędkości un+1P z predyktora. Linia 6 odpowiada za interpolację operatora H na cen-
troid powierzchni f . Interpolacja ta potrzebna jest do wyznaczenia nowej wartości
ciśnienia pn+1k z równania (10.142), które znajduje się w linii 8 algorytmu. Wyzna-
czanie ciśnienia powtarza się arbitralną liczbę kmax razy (pętla w linii 7). Związane
jest to z poprawką wynikającą z ewentualnej nieortogonalności siatki. Na podsta-
wie nowych wartości wyliczonego ciśnienia pn+1k wyznaczane są poprawione wartości
strumieni Fn+1f (linie 9–10). Ostatnim krokiem głównej pętli PISO jest tzw. korektor.
Dokładniej jest to jawny korektor prędkości oparty na nowych wartościach ciśnienia
pn+1k i strumieni Fn+1f (linia 11). Zamiast jawnego wyznaczania prędkości w linii 11
można rozwiązywać równanie niejawne w postaci równania z linii 3, co wiązałoby się
z komplikacją algorytmu i znacznie większą złożonością obliczeniową. Jawna korekcja
prędkości oznacza, że głównym czynnikiem korekcyjnym jest nowe ciśnienie.

1 n := 0
2 repeat

3 aPu
n+1
P +

∑
N aNu

n+1
N = SnP − 1

|VP |

∑
f p

n
kfSf

4 for j := 1 to jmax do

5
H(un+1)

aP
:=
SnP−

∑
N
aNu

n+1
N

aP

6 interpolate
(
H(un+1)

aP

)

f

7 for k := 1 to kmax do

8
∑
f

(
H(un+1)

aP

)

f
➲Sf =

∑
f

(
∇pn+1
k

aP

)

f
➲Sf

9 un+1f :=
(
H(un+1)

aP

)

f
−
(
∇pn+1
k

aP

)

f

10 Fn+1f := un+1f ➲Sf

11 un+1P := H(u
n+1)
aP

− 1
aP |VP |

∑
f p

n+1
kf Sf

12 n := n+ 1
13 until t < tmax

Alg. 10.1. Pseudokod algorytmu PISO
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Inną cechą algorytmu PISO jest to, że w wyniku rozwiązania równania w linii 8
na ciśnienie i uaktualnienia strumieni Fn+1f w linii 10 możliwe staje się ponowne wy-
liczenie operatora H, gdyż zależy on od strumieni poprzez współczynniki aP i aN .
Co więcej, możliwe staje się ponowne rozwiązanie równania w linii 3 na predyktor
prędkości. Oznaczałoby to dodatkowe iteracje i poprawianie algorytmu ze względu na
nieliniowość równania Naviera–Stokesa. Jednak w algorytmie PISO zakłada się, że
większe znaczenie ma sprzężenie prędkości i ciśnienia niż nieliniowość. Nacisk na roz-
wiązanie sprzężenia pomiędzy ciśnieniem i prędkością ujawnia się również w budowie
całego algorytmu. Predyktor z linii 3 daje prędkość, która spełnia dyskretne równanie
Naviera–Stokesa, ale nie spełnia równania ciągłości. Jest tak między innymi dlatego,
że ciśnienie do rozwiązania tego równania pochodzi z poprzedniej iteracji. Główna
pętla algorytmu PISO (linie 5–11) koryguje prędkość (linia 11) poprzez wielokrotne
(jmax razy) rozwiązywanie równania na ciśnienie z linii 8, które spełnia dyskretne
równanie ciągłości. Jednokrotne wykonanie głównej pętli PISO spowoduje, że sko-
rygowana prędkość będzie spełniała dyskretne równanie ciągłości, ale niekoniecznie
będzie spełniała dyskretne równania Naviera–Stokesa. Dlatego pętlę tę wykonuje się
więcej razy, aby dokładność korekcji była większa. Przy przejściu do następnego kroku
czasowego następuje ponowne wyznaczenie prędkości z równania w linii 3.

10.2.3. Algorytm SIMPLE

Algorytm SIMPLE (semi-implicit method for pressure linked equations) [1, 17] wy-
korzystywany jest głównie do rozwiązywania zagadnień stacjonarnych. Jest to algo-
rytm sekwencyjnego rozwiązywania dyskretnego równania Naviera–Stokesa i równania
na ciśnienie, w których zakłada się, że efekty linearyzacji równania Naviera–Stokesa
dominują nad sprzężeniem prędkości i ciśnienia.
Rozwiązanie zagadnienia stacjonarnego rozumiane jest jako rozwiązywanie zagad-

nienia niestacjonarnego aż do czasu osiągnięcia stanu stacjonarnego. Aby osiągnąć
stan stacjonarny, stosowane są większe kroki czasowe w porównaniu z algorytmem
PISO, które dodatkowo nazywane są raczej krokami rozwiązania (iteracjami) niż kro-
kami czasowymi. Inne podejście do rozwiązywania przepływów stacjonarnych stanowi
przyjęcie nieskończenie dużego kroku czasowego i iterowanie wewnętrznej pętli do
czasu uzyskania rozwiązania stacjonarnego. W przypadku przepływów stacjonarnych
ważniejsze są problemy związane z linearyzacją równania Naviera–Stokesa niż pro-
blemy związane ze sprzężeniem prędkości i ciśnienia. Wynika to z większych kroków
czasowych, które pozwalają szybko osiągnąć stan stacjonarny.
W przypadku rozwiązywania zagadnień stacjonarnych istotnym problemem stają

się brak stabilności rozwiązania i jego oscylacje. Aby uniknąć problemów z tym zwią-
zanych, nie wykorzystuje się pełnego rozwiązania równania (10.133) (predyktora pręd-
kości) na un+1P , a jedynie jego część, która ograniczana jest za pomocą współczynnika
podrelaksacji prędkości αu ∈]0; 1]. Dokładniej mówiąc, podrelaksacji poddaje się całe
równanie (10.133)

1
αu
aPu

n+1
P +

∑

N

aNu
n+1
N = SnP +

1− αu
αu

aPu
n
P −

1
|VP |

∑

f

pnkfSf , (10.143)

co oznacza, że sama prędkość poddawana jest procesowi podrelaksacji w sposób



194 10. Metoda objętości skończonych

niejawny. Postać równania (10.143) bierze się stąd, że do oryginalnego równania
(10.133) dodaje się obustronnie prędkość w postaci α−1u (1 − αu)uP , z tą różnicą,
że po lewej stronie jest to prędkość un+1P , a po prawej unP . W przypadku osiągnięcia
stanu stacjonarnego obie prędkości są tożsame. Dodatkowe wyrazy po lewej stronie
równania (10.143) wzmacniają cechę macierzy układu równań liniowych, która dzięki
temu jest macierzą dominującą, co z kolei pozwala na stosowanie metod iteracyjnych
rozwiązywania układów równań liniowych.

1 n := 0
2 repeat

3 a∗Pu
n+1
P +

∑
N aNu

n+1
N = S∗nP − 1

|VP |

∑
f p

n
kfSf

4
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a∗
P
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S∗nP −

∑
N
aNu

n+1
N

a∗
P

5 interpolate
(
H(un+1)

a∗
P

)

f

6 for k := 1 to kmax do

7
∑
f

(
H(un+1)

a∗
P

)

f
➲Sf =

∑
f

(
∇pn+1
k

a∗
P

)

f
➲Sf

8 un+1f :=
(
H(un+1)

a∗
P

)

f
−
(
∇pn+1
k

a∗
P

)

f

9 Fn+1f := un+1f ➲Sf

10 pn+1k := pnk + αp
(
pn+1k − pnk

)

11 un+1P := H(u
n+1)
a∗
P

− 1
a∗
P
|VP |

∑
f p

n+1
kf Sf

12 n := n+ 1
13 until t < tmax

Alg. 10.2. Pseudokod algorytmu SIMPLE

Równanie (10.143) ze współczynnikami podrelaksacji αu można sprowadzić do
postaci oryginalnego równania (10.133)

a∗Pu
n+1
P +

∑

N

aNu
n+1
N = S∗nP −

1
|VP |

∑

f

pnkfSf , (10.144)

wykorzystując następujące podstawienia

a∗p =
1
αu
aP , (10.145a)

S∗nP = S
n
P +
1− αu
αu

aPu
n
P . (10.145b)

Algorytm SIMPLE, pokazany w formie pseudokodu (algorytm 10.2), jest podobny
do algorytmu PISO. Istnieją jednak dwie główne różnice. Pierwsza polega na tym, że
nie ma głównej pętli PISO, która odpowiadała za rozwiązywanie sprzężenia prędkości
i ciśnienia. Jest tak dlatego, że w przypadku dużych kroków czasowych istotniejszym
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problemem staje się linearyzacja nieliniowości równania Naviera–Stokesa. Zatem po
rozwiązaniu równania na ciśnienie (linia 7) i ewentualnych poprawkach związanych
z nieortogonalnością siatki (pętla 6) następują uaktualnienie strumieni Ff (linie 8
i 9) i jawna korekcja prędkości un+1P (linia 11). Druga różnica pomiędzy algorytmem
PISO i SIMPLE polega na tym, że prędkość z równania w linii 3 (predyktora pręd-
kości) jest niejawnie poddana podrelaksacji. To samo dotyczy ciśnienia pn+1k , które
wynika z rozwiązania równania na ciśnienie w linii 7. Korekcja ciśnienia następuje
w sposób jawny (linia 10), gdzie αp ∈]0; 1] jest współczynnikiem podrelaksacji ciś-
nienia. Brak głównej pętli PISO powoduje, że po rozwiązaniu równania na ciśnienie
i jawnej korekcji prędkości nie ma powtórzenia tych kroków, a ma miejsce powrót do
początku pętli do predyktora prędkości. Typowe wartości współczynnika podrelak-
sacji prędkości αu ≈ 0,7 ÷ 0,8 są większe niż wartości współczynnika podrelaksacji
ciśnienia αp ≈ 0,2÷ 0,3.
W przypadku stacjonarnym rozważa się inną postać pochodnej substancjalnej

prędkości, która pozwala zapisać równanie Naviera–Stokesa (2.25) w następującej
formie

∂u

∂t
+∇ ➲ (uu)− u∇ ➲u = −∇pk +∇ ➲ (ν∇u) . (10.146)

Dodatkowy wyraz u∇ ➲u dla przypadku płynu nieściśliwego zeruje się, gdyż z równa-
nia ciągłości wynika, że ∇ ➲u = 0. Wyraz ten powinien się również zerować w przy-
padku rozwiązywania zdyskretyzowanych postaci równania Naviera–Stokesa algoryt-
mem SIMPLE, kiedy osiągnięta jest zbieżność. Dodatkowy wyraz u∇ ➲u w równaniu
Naviera–Stokesa (10.146) zostaje najpierw zlinearyzowany i zdyskretyzowany niejaw-
nie jako dodatkowy wyraz źródłowy. Celem takiego podejścia jest odjęcie od rozwiąza-
nia numerycznego błędu proporcjonalnego do ∇ ➲u, co poprawia zbieżność algorytmu
i jego ograniczoność, gdyż przed osiągnięciem zbieżności algorytmu ∇ ➲u 6= 0.

10.2.4. Algorytm PIMPLE

Algorytm PIMPLE (PIso + siMPLE) jest połączeniem algorytmów PISO i SIM-
PLE. Jest to algorytm sekwencyjnego rozwiązywania zdyskretyzowanego równania
Naviera–Stokesa i równania na ciśnienie dla przepływów niestacjonarnych dla du-
żych kroków czasowych. Algorytm PIMPLE różni się od algorytmu SIMPLE tym,
że obecna jest główna pętla PISO (linie 5–13) w pseudokodzie (algorytm 10.3), co
pozwala na uwzględnienie efektów związanych ze sprzężeniem prędkości i ciśnienia.
Ponadto istnieje dodatkowa główna pętla PIMPLE (linie 3–13), która odpowiada
głównej pętli SIMPLE, związanej z linearyzacją równania Naviera–Stokesa. Dokład-
niej mówiąc, główna pętla PIMPLE ma za zadanie iteracyjne poprawianie rozwiązania
ze względu na duże kroki czasowe, w których istotna jest linearyzacja nieliniowych
wyrazów konwekcyjnych w równaniu Naviera–Stokesa.
Dodatkową różnicę stanowi to, że w algorytmie PIMPLE występują współczynniki

podrelaksacji prędkości αu (linia 4) i ciśnienia αp (linia 12), choć standardowe wartości
w tym algorytmie przyjmowane są jako αu = αp = 1. Po usunięciu głównej pętli
PIMPLE (linia 3), otrzymujemy algorytm PISO. Po dodatkowym usunięciu głównej
pętli PISO (linia 5) można otrzymać algorytm SIMPLE.
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1 n := 0
2 repeat
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14 n := n+ 1
15 until t < tmax

Alg. 10.3. Pseudokod algorytmu PIMPLE

10.3. Wybrane równania turbulencji

Dyskretyzacja równań turbulencji polega na sprowadzeniu tych równań do postaci
ogólnego równania transportu (10.1) poprzez odpowiednią definicję wyrazu źródło-
wego. Poszczególne równania różnią się od siebie sposobem linearyzacji tego wyrazu,
jak również sposobem interpolacji wyrazów konwekcyjnych, aproksymacji gradientów
i dyskretyzacji czasowej. W dalszej części rozważane będą siatki ortogonalne, co po-
zwoli na podanie najprostszej postaci tych równań.

10.3.1. Model k-ε

10.3.1.1. Równanie transportu energii kinetycznej turbulencji

Równanie transportu k w postaci (3.17) sprowadza się do ogólnego równania trans-
portu poprzez przyjęcie za wyraz źródłowy wyrazu związanego z produkcją P i dyssy-
pacją ε, co daje Sk = P−ε. Ponadto wprowadza się współczynnik lepkości efektywnej
w postaci νek = νtσ−1k + ν. Ostatecznie równanie transportu k przybiera postać

∂k

∂t
+∇ ➲ (kū) = ∇ ➲ (νek∇k) + Sk. (10.147)
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Zdyskretyzowane przestrzennie równanie (10.147) transportu k przyjmuje postać rów-
nania (10.68)

dkP
dt
|VP |+

∑

f

kfFf =
∑

f

νek (∇k)f ➲Sf + Sk. (10.148)

Dalszy sposób postępowania zależy między innymi od sposobu interpolacji wyra-
zów konwekcyjnych i aproksymacji gradientu. Przyjmując przykładowo interpolację
liniową (10.17), możemy zapisać interpolację kf w postaci

kf = fxkP + (1− fx)kN . (10.149)

Aproksymacja zdyskretyzowanych wyrazów dyfuzyjnych dla siatek ortogonalnych dana
jest zależnością (10.69)

(∇k)f ➲Sf =
kN − kP
‖d‖ ‖Sf‖. (10.150)

Wyraz źródłowy Sk nie zależy od k, więc nie ma potrzeby jego linearyzacji. Zatem
według (10.8) odpowiednie współczynniki wynoszą

SC = P − ε, (10.151a)

SP = 0. (10.151b)

Dyskretyzacja czasowa równania (10.148) może przyjąć przykładowo postać metody
niejawnej Eulera (10.96), co po uwzględnieniu wzorów (10.149), (10.150) i (10.151)
pozwala zapisać następującą dyskretną postać równania (10.148)

kn+1P − knP
∆t

|VP |+
∑

f

(
fxk

n+1
P + (1− fx)kn+1N

)
Fnf =

=
∑

f

νek,f
kn+1N − kn+1P

‖d‖ ‖Sf‖+ SC |VP |. (10.152)

Grupując wyrazy związane z kn+1P i kn+1N , otrzymujemy równanie
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knP + SC |VP |, (10.153)

które ma ogólny charakter równania liniowego

aP k
n+1
P +
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N

aNk
n+1
N = bn (10.154)
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o współczynnikach

aP =
|VP |
∆t
+
∑

f

fxF
n
f +

∑

f

νek,f
‖Sf‖
‖d‖ , (10.155a)
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N
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f

(1− fx)Fnf −
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f

νek,f
‖Sf‖
‖d‖ , (10.155b)

bn =
|VP |
∆t

knP + SC |VP |. (10.155c)

10.3.1.2. Równanie transportu dyssypacji energii kinetycznej

Równanie transportu ε (3.18) można przedstawić w postaci ogólnego równania
transportu przy definicji współczynnika lepkości efektywnej νeε = νtσ−1ε + ν, co daje

∂ε

∂t
+∇ ➲ (εū) = ∇ ➲ (νeε∇ε) + Sε. (10.156)

Wyraz źródłowy zapisywany jest jako

Sε = Cε1
P
k
ε− Cε2

ε2

k
= (Cε1P − Cε2ε)

ε

k
. (10.157)

Co istotne, wyraz źródłowy (10.157) jest nieliniowy, a więc zachodzi konieczność jego
linearyzacji do postaci (10.8)

Sε = SC + SP ε. (10.158)

Typowy, choć niejedyny, schemat postępowania dany jest regułami (10.9)–(10.10)

SC = Sε(εn)−
∂Sε (εn)
∂ε

εn, SP =
∂Sε (εn)
∂ε

. (10.159)

W najprostszym przypadku można potraktować cały wyraz źródłowy Sε w sposób
jawny, czyli znany z poprzedniego kroku czasowego

Sε = (Cε1Pn − Cε2εn)
εn

kn
, (10.160a)

SC = (Cε1P − Cε2ε)
ε

k
, (10.160b)

SP = 0. (10.160c)

Podejście takie jest co prawda najprostsze, ale najmniej dokładne. Można je stosować
w przypadku, gdy wyraz źródłowy Sε jest stały lub słabo zmienny. Tej ostatniej
własności nie można zagwarantować. Wynika stąd, że wyraz ten należy linearyzować
całkowicie lub częściowo niejawnie.
Drugie podejście polega na potraktowaniu wyrazu źródłowego całkowicie niejawnie

z wyjątkiem wyrazu związanego z produkcją P. Dla takiego podejścia zapisujemy
Sε = (Cε1Pn − Cε2ε)

ε

kn
, (10.161a)

SC = Cε2
ε2

k
, (10.161b)

SP = (Cε1P − 2Cε2ε)
1
k
. (10.161c)
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Takie podejście jest niekorzystne, gdyż część wyrazów przy współczynniku SP w po-
staci Cε1P znajdzie się w równaniu (10.165) z ujemnym znakiem przy εn+1P (na dia-
gonali), co osłabi diagonalną dominację macierzy układu równań liniowych. Zatem je-
dyną możliwością jest linearyzacja wyrazu źródłowego w postaci częściowo niejawnej.
Można tego dokonać, traktując część tego wyrazu, który związany jest z P, w sposób
jawny, a resztę w sposób niejawny. Prowadzi to do następującej linearyzacji

Sε = Cε1Pn
εn

kn
− Cε2

ε2

kn
, (10.162a)

SC = (Cε1P + Cε2ε)
ε

k
, (10.162b)

SP = −Cε2
ε

k
. (10.162c)

W przypadku (10.162) wzmacniana jest diagonalna dominacja, gdyż współczynnik SP
jest ujemny.
Najprostszym sposobem linearyzacji wyrazu źródłowego jest potraktowanie pierw-

szego wyrazu jawnie i tylko części drugiego wyrazu niejawnie w następujący sposób

Sε = Cε1Pn
εn

kn
− Cε2

εn

kn
ε, (10.163a)

SC = Cε1P
ε

k
, (10.163b)

SP = −Cε2
ε

k
. (10.163c)

W przypadku (10.163) również wzmacniana jest diagonalna dominacja, ale postać
współczynnika SC jest prostsza niż w przypadku (10.162).
Przy identycznych założeniach, jakie były poczynione w przypadku równania trans-

portu k, otrzymujemy zdyskretyzowaną postać równania transportu ε
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które ma ogólną postać równania liniowego
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o współczynnikach

aP =
|VP |
∆t
+
∑

f

fxF
n
f +

∑

f

νeε,f
‖Sf‖
‖d‖ − SP |VP |, (10.166a)

∑

N

aN =
∑

f

(1− fx)Fnf −
∑

f

νeε,f
‖Sf‖
‖d‖ , (10.166b)
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εnP + SC |VP |. (10.166c)
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10.3.2. Model k-ω

10.3.2.1. Równanie transportu energii kinetycznej turbulencji

Równanie transportu k (3.22) dla modelu k-ω przy następującej definicji wyrazu
źródłowego Sk = P−Cµkω i lepkości efektywnej νek = νtσ−1k +ν zapisuje się w postaci
równania transportu jako

∂k

∂t
+∇ ➲ (kū) = ∇ ➲ (νek∇k) + Sk. (10.167)

Zdyskretyzowana przestrzennie wersja równania (10.167) przyjmuje postać

dkP
dt
|VP |+

∑

f

kfFf =
∑

f

νek (∇k)f ➲Sf + Sk. (10.168)

Dalsza postać równania (10.168) zależy między innymi od sposobu interpolacji kf .
Jako kolejny przykład interpolacji można wybrać interpolację wsteczną (10.22), która
może być zapisana za pomocą jednego wzoru jako

kf = kP max (Ff , 0) + kN max (−Ff , 0) . (10.169)

W przypadku, gdy strumień Ff jest dodatni, otrzymujemy ze wzoru (10.169) kf = kP .
Jeżeli strumień Ff jest ujemny, to kf = kN . Zdyskretyzowane wyrazy dyfuzyjne dla
siatek ortogonalnych aproksymowane są za pomocą wzoru (10.69)

(∇k)f ➲Sf =
kN − kP
‖d‖ ‖Sf‖. (10.170)

Wyraz źródłowy Sk jest liniowy, a zatem według (10.8) mamy

SC = P, (10.171a)

SP = −Cµω. (10.171b)

Dyskretyzacja czasowa równania (10.167) może przyjąć przykładowo postać dys-
kretyzacji wstecznej drugiego rzędu (10.99). Po uwzględnieniu wzorów od (10.169) do
(10.171) równanie (10.168) przyjmie postać

3 kn+1P − 4 knP + kn−1P

2∆t
|VP |+

∑

f

(
kn+1P max

(
Fnf , 0

)
+ kn+1N max

(
−Fnf , 0

))
=

=
∑

f

νek,f
kn+1N − kn+1P

‖d‖ ‖Sf‖+ SC |VP |+ SP |VP |kn+1P . (10.172)

Grupując wyrazy, które związane są z kn+1P i kn+1N , otrzymujemy równanie

3|VP |
2∆t

+
∑

f

max
(
Fnf , 0

)
+
∑

f

νek,f
‖Sf‖
‖d‖ − SP |VP |


 kn+1P +

+



∑

f

max
(
−Fnf , 0

)
−
∑

f

νek,f
‖Sf‖
‖d‖


 kn+1N =

4 knP − kn−1P

2∆t
|VP |+ SC |VP |, (10.173)
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które ma postać ogólnego równania liniowego

aP k
n+1
P +

∑

N

aNk
n+1
N = bn. (10.174)

Współczynniki równania liniowego (10.174) przyjmują zatem postaci

aP =
3|VP |
2∆t

+
∑

f

max
(
Fnf , 0

)
+
∑

f

νek,f
‖Sf‖
‖d‖ − SP |VP |, (10.175a)

∑

N

aN =
∑

f

max
(
−Fnf , 0

)
−
∑

f

νek,f
‖Sf‖
‖d‖ , (10.175b)

bn =
4 knP − kn−1P

2∆t
|VP |+ SC |VP |. (10.175c)

10.3.2.2. Równanie transportu częstości turbulentnej

Równanie transportu ω (3.23) otrzymujemy, przyjmując lepkość efektywną jako
νeω = νtσ−1ω + ν, co daje

∂ω

∂t
+∇ ➲ (ωū) = ∇ ➲ (νeω∇ω) + Sω, (10.176)

gdzie wyraz źródłowy Sω w równaniu (10.176) definiowany jest jako

Sω = α
ω

k
P − βω2 (10.177)

i jest on wyrazem nieliniowym, co oznacza konieczność linearyzacji do postaci

Sω = SC + SP ω. (10.178)

Linearyzacja wyrazu źródłowego (10.177) jest możliwa na wiele sposobów. Więk-
szość z nich można przedstawić jako

Sω = α
ωn

kn
Pn − βωn2, (10.179a)

Sω = α
ω

kn
Pn − βω2, (10.179b)

Sω = α
ωn

kn
Pn − βω2, (10.179c)

Sω = α
ωn

kn
Pn − βωnω. (10.179d)

Przypadek pierwszy z układu (10.179) jest przypadkiem jawnym, który traktuje cały
wyraz Cω jako znany z poprzedniego kroku, co oznacza, że SC = Sω, SP = 0. Przy-
padek całkowicie jawny jest dopuszczalny, gdy wyraz źródłowy jest stały lub słabo
zmienny. Założenie pierwsze nie jest prawdziwe, a drugie nie może zostać zagwaran-
towane w ogólnym przypadku. Innym sposobem linearyzacji jest potraktowanie Cω
w sposób całkowicie niejawny, z wyjątkiem wyrazu związanego z produkcją P. Takie
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podejście również jest niedopuszczalne, gdyż wyraz związany z produkcją osłabi do-
minację przekątniową. Trzeci wariant układu (10.179) traktuje pierwszy wyraz jako
jawny, a drugi jako niejawny. Jest to wariant dopuszczalny, gdyż ujemny wyraz nie-
jawny wzmocni dominację przekątniową. Czwarty przypadek układu (10.179) ma te
same właściwości co trzeci, ale daje najprostszą postać współczynników

SC = α
ω

k
P, SP = −βω. (10.180)

Przy przyjętych założeniach odnośnie do interpolacji (10.22), aproksymacji (10.69)
i dyskretyzacji czasowej, która w tym przypadku ma postać (10.99), równanie (10.176)
można zapisać w postaci

3ωn+1P − 4ωnP + ωn−1P

2∆t
|VP |+

∑

f

(
ωn+1P max

(
Fnf , 0

)
+ ωn+1N max

(
−Fnf , 0

))
=

=
∑

f

νeω,f
ωn+1N − ωn+1P

‖d‖ ‖Sf‖+ SC |VP |+ SP |VP |ωn+1P , (10.181)

która odpowiada postaci równania liniowego

aPω
n+1
P +

∑

N

aNω
n+1
N = bn (10.182)

przy następujących współczynnikach

aP =
3|VP |
2∆t

+
∑

f

max
(
Fnf , 0

)
+
∑

f

νeω,f
‖Sf‖
‖d‖ − SP |VP |, (10.183a)

∑

N

aN =
∑

f

max
(
−Fnf , 0

)
−
∑

f

νeω,f
‖Sf‖
‖d‖ , (10.183b)

bn =
4ωnP − ωn−1P

2∆t
|VP |+ SC |VP |. (10.183c)

10.4. Dyskretyzacja obszaru obliczeniowego

Obszar obliczeniowy można podzielić na dowolne objętości kontrolne, jednakże
muszą być spełnione dwa warunki. Pierwszym warunkiem jest to, że objętości muszą
być wypukłe. Drugim warunkiem jest to, że zamknięta powierzchnia, stanowiąca brzeg
objętości, składa się z powierzchni będących fragmentami płaszczyzn. Cała struktura
siatki musi być znana. Dotyczy to informacji na temat położenia centroidów objętości,
ich sąsiadów, węzłów, centroidów powierzchni i wzajemnych połączeń.

10.4.1. Typowe objętości skończone

Na rysunku 10.17 pokazano typowe objętości skończone (elementy) używane do
generacji siatek w trzech wymiarach. Najprostsza objętość skończona, składająca się
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z czterech powierzchni, nazywana jest czworościanem (rysunek 10.17a). Ostrosłup
pokazany na rysunku 10.17b składa się z pięciu powierzchni w ten sposób, że czworokąt
połączony jest krawędziami z wierzchołkiem. Z pięciu powierzchni składa się również
„pryzmat” z rysunku 10.17c. Tym razem nie ma wierzchołka, ale są dwa trójkąty
i trzy czworokąty. Rysunek 10.17d przedstawia objętość sześciościenną, która w tym
przypadku jest prostopadłościanem. W ogólnym przypadku sześciościan składa się
z sześciu czworokątów. Przykłady bardziej skomplikowanych objętości pokazano na
rysunkach 10.17e, 10.17f i 10.17g. Wszystkie objętości skończone z rysunku 10.17
klasyfikowane są jako wypukłe wielościany.

(a) czworościan (b) ostrosłup 4 (c) „pryzmat” (d) sześciościan

(e) ośmiościan (f) dwunastościan (g) dwudziestościan

Rys. 10.17. Typy objętości skończonych

10.4.2. Typy siatek

❼ Strukturalne. Siatki strukturalne (rysunek 10.18) składają się z elementów sześcio-
ściennych (rysunek 10.17d). Pojedynczy blok siatki strukturalnej jest topologicznie
tym samym co sześcian, z dokładnością do homeomorfizmu. Wszystkie węzły siatki
mogą być łatwo ponumerowane, a co za tym idzie, łatwo je przechowywać w pamięci
i łatwy jest do nich dostęp. Cechy te pozwalają na efektywne wykorzystanie pa-
mięci. Również samo tworzenie siatki jest szybkie, o ile zdefiniowane są pojedyncze
bloki. Do wad siatek strukturalnych zalicza się problemy z dyskretyzacją skompli-
kowanych kształtów. Kolejną wadą siatek strukturalnych są problemy z lokalnym
ich zagęszczaniem. Siatki strukturalne dzieli się na:

– Ortogonalne geometrycznie. W przypadku siatek ortogonalnych wszystkie kra-
wędzie są albo prostopadłe, albo równoległe. Siatki ortogonalne dzieli się na:



204 10. Metoda objętości skończonych

✯ Równomierne (izotropowe). W przypadku siatek równomiernych wszystkie ele-
menty są identyczne (rysunek 10.18a).

✯ Nierównomierne. W przypadku siatek nierównomiernych wszystkie elementy
nie muszą być identyczne (rysunek 10.18b). Elementy wzdłuż jednego, dwóch
lub trzech kierunków (równoległych do krawędzie) mogą być zagęszczane.

– Nieortogonalne. W przypadku siatek nieortogonalnych elementy sześciościenne
nie muszą być ani prostopadłościanami, ani sześcianami (rysunek 10.18c).

(a) równomierna (b) nierównomierna (c) nieortogonalna

Rys. 10.18. Typy siatek strukturalnych

❼ Niestrukturalne. Jeżeli siatka nie składa się wyłącznie z elementów sześciościen-
nych, to jest siatką niestrukturalną. W siatkach niestrukturalnych nie da się ponu-
merować węzłów za pomocą trzech indeksów w trzech wymiarach. Oznacza to, że
siatka strukturalna wymaga więcej informacji o swojej strukturze, co czyni ją mniej
efektywną w porównaniu z siatką strukturalną w sensie efektywnego wykorzysta-
nia pamięci i jej rozmiaru. Tworzenie siatek niestrukturalnych jest zwykle bardziej
czasochłonne w porównaniu z siatkami strukturalnymi. Do zalet siatek niestruktu-
ralnych zalicza się wszystkie wady siatek strukturalnych. Tak więc skomplikowane
kształty są łatwiejsze do dyskretyzacji. Kolejną ogromną zaletą jest łatwość lokal-
nego jej zagęszczania w tych miejscach, gdzie jest to potrzebne. Ta ostatnia za-
leta czyni siatki niestrukturalne bardziej efektywne w sensie wykorzystania pamięci
w porównaniu z siatkami strukturalnymi, w przypadku których trzeba zagęszczać
całą siatkę lub znaczne jej części, co skutkuje tym, że siatka jest zagęszczona rów-
nież tam, gdzie nie jest to potrzebne. Siatki strukturalne można zawsze zamienić na
siatki niestrukturalne. Odwrotny proces nie jest zawsze możliwy. Siatki niestruktu-
ralne dzieli się na:

– Kartezjańskie. Siatki kartezjańskie są w znacznym stopniu siatkami ortogonal-
nymi (rysunek 10.19b), z wyłączeniem tych miejsc, gdzie jest to niemożliwe ze
względu na skomplikowane kształty obiektu dyskretyzowanego. Oprócz sześcia-
nów lokalnie występują inne typy elementów.

– Wielościenne. Siatki wielościenne (rysunek 10.19c) składają się w znacznym stop-
niu z elementów wielościennych, które pokazane są na rysunkach 10.17e, 10.17f
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lub 10.17g. Najważniejszą cechą siatek wielościennych jest to, że centroidy skom-
plikowanych elementów wielościennych mają większą liczbę sąsiadów w porów-
naniu z siatkami złożonymi z elementów czworościennych czy nawet sześciościen-
nych. Dzięki temu można dokładniej wyliczać gradienty. Dodatkowo liczba cen-
troidów siatki może być mniejsza w porównaniu np. z siatkami złożonymi z ele-
mentów czworościennych, jednak liczba ścian elementów jest większa. Generacja
siatek wielościennych może się odbywać od początku lub można wykorzystać ist-
niejącą siatkę złożoną z elementów czworościennych. Możliwy jest również proces
odwrotny, tj. dekompozycja siatki wielościennej na czworościenną.

– Mieszane. Siatki mieszane mogą się składać z kompozycji wszelkiego rodzaju po-
wyższych siatek. Jednak typowymi siatkami mieszanymi są siatki niestrukturalne
(rysunek 10.19a), które składają się w większości z elementów czworościennych
(rysunek 10.17a) w połączeniu z ostrosłupami (rysunek 10.17b), „pryzmatami”
(rysunek 10.17c) i sześciościanami (rysunek 10.17d). Dzięki temu w łatwy spo-
sób można lokalnie zwiększać jakość siatki poprzez jej zagęszczanie. Podobnie jak
w przypadku innych typów siatek niestrukturalnych, czas generacji siatek mie-
szanych jest znacznie dłuższy i wymaga więcej zasobów komputerowych w po-
równaniu z siatkami strukturalnymi.

(a) czworościenna (b) kartezjańska (c) wielościenna

Rys. 10.19. Typy siatek niestrukturalnych

10.4.3. Jakość siatek

Jakość siatek ma kluczowe znaczenie, jeżeli chodzi o wyniki i czas obliczeń. Do
typowych miar jakości siatki zalicza się:

❼ Ortogonalność w sensie jakości. Siatka jest ortogonalna, jeżeli kąt pomiędzy wek-
torami Sf i d (rysunki 10.20a i 10.20c) jest zerowy. Im większy kąt, tym mniejsza
ortogonalność i tym bardziej wpływa na rozwiązanie, głównie poprzez wyrazy dy-
fuzyjne. W idealnym przypadku dla siatek ortogonalnych dwa wektory Sf i d są
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równoległe, choć taki przypadek należy do rzadkości w przypadku skomplikowa-
nych geometrii. Podczas badania ortogonalności siatki wyróżnia się dwa wskaźniki,
którymi są średnia i maksymalna nieortogonalność. Siatki mogą być ortogonalne
lub nieortogonalne i jednocześnie ukosowane lub nieukosowane (rysunek 10.20).

❼ Ukosowanie. Siatka jest ukosowana, jeżeli odległość ‖xf − xd‖ > 0, jak jest to
pokazane na rysunkach 10.20c i 10.20d. Lokalizacja punktu xd znajduje się na
powierzchni Sf i jest punktem, w którym powierzchnia ta jest przecinana przez
wektor d. Innymi słowy, siatka jest ukosowana, jeżeli wektor d łączący dwa sąsied-
nie centroidy P i N nie przechodzi przez centroid xf powierzchni Sf . Im większa
odległość ‖xf − xd‖, tym większe ukosowanie siatki i większy wpływ na wyrazy
dyfuzyjne. Wynika to z tego, że zdyskretyzowane wyrazy dyfuzyjne, które są zloka-
lizowane w centroidzie powierzchni xf , interpolowane są za pomocą wartości znaj-
dujących się w centroidach objętości, a wyraz interpolowany znajduje się w takim
przypadku w punkcie xd zamiast w xf . Miarą ukosowania siatki jest współczyn-
nik s, który definiuje się jako

s =
‖xf − xd‖
‖d‖ . (10.184)

W przypadku idealnym dla siatki nieukosowanej (rysunki 10.20a i 10.20b) współ-
czynnik ukosowania s = 0. Miarą ukosowania całej siatki jest maksymalna wartość
współczynnika s.

❼ Gładkość lub jednorodność. Przez gładkość siatki rozumie się przejście pomiędzy
dwiema sąsiadującymi objętościami, które wyrażone jest np. za pomocą wysoko-
ści. Gładkość nazywana jest również współczynnikiem rozchodzenia się elementów
o wymiarach mniejszych na większe, czyli ilorazem większej wysokości do mniej-
szej. Typowe wartości współczynnika rozchodzenia się, które przyjmowane są za
poprawne, mają wartości 1,2 w obszarze warstwy przyściennej. W innym ujęciu
można powiedzieć, że siatka jest jednorodna, jeżeli punkt xd z rysunku 10.1 zlo-
kalizowany jest w środku odległości pomiędzy centroidami P i N , co oznacza, że
zgodnie ze wzorem (10.18) mamy fx = 12 . Za miarę gładkości przyjmuje się zwykle
maksymalną wartość współczynnika rozchodzenia.

❼ Współczynnik proporcji. Rozróżnić można przynajmniej dwa współczynniki pro-
porcji, do których zalicza się współczynnik proporcji powierzchni i współczynnik
proporcji objętości. Przez współczynnik proporcji powierzchni rozumie się iloraz
największej długości krawędzi powierzchni do najmniejszej. Współczynnik propor-
cji objętości definiowany jest jako

ARV =
∑
i |Ai|
6|Ve| 23

, (10.185)

gdzie |Ai| oznacza kolejne pola powierzchni prostopadłościanu otaczającego obję-
tość Ve. Idealny współczynnik proporcjonalności wynosi 1. Duże współczynnik mają
wpływ na interpolację gradientów. Miarą jednorodności siatki jest maksymalna war-
tość ARV .
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Zwykle przeprowadza się badanie ewentualnego wpływu siatki na wyniki, aby go
sprawdzić i wyeliminować. Badanie takie jest zwykle czasochłonne i nie zawsze moż-
liwe ze względu na ograniczenia sprzętowe.

P N
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(a) ortogonalna i nieukosowana
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(b) nieortogonalna i nieukosowana
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(c) ortogonalna i ukosowana
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Rys. 10.20. Siatki
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