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PRZEDMOWA

Ksigzka niniejsza powstata z wyktadoéw wojennych autora
w latach 1940 — 1944 w Warszawie na kursach prywatnych i pu-
blicznych zastepujgcych w miare moznosci zawieszone podczas
okupacji wyktady politechniczne. Dlatego zakres jej wychodzi
nieco poza ramy, jakie bedg prawdopodobnie ustalone dla nau-
czania mechaniki ogdlnej w nowoczesnych Szkotach Inzynier-
skich. Widze w tym jednak raczej dobrg strone podrecznika, al-
bowiem miejsca trudniejsze, pomijane przez wyktadajacych
w kursie normalnym, budzg wiasnie szczegb6lne zainteresowanie
miodziezy bardziej uzdolnionej.

Wydatne stosowanie elementéw rachunku wektorowego moze
wywota¢ watpliwosci starszego pokolenia wyktadowcow, czy po-
ziom wyktadu nie jest w ksigzce za wysoki, jednakze wieloletnie
doswiadczenie dydaktyczne przekonato mnie o ogromnych ko-
rzysciach oswojenia sie uczniéw z metodg rachunku wektorowego
przy wywodzie najwazniejszych twierdzen, chociazby metoda
analityczna jest takze niezbedng do rozwigzywania liczbowego
zadan szczegoétowych. W minionym 50 leciu pojawiajg sie coraz
rzadziej w piSmiennictwie Swiatowym podreczniki mechaniki
0ogoblnej, w ktorych by metoda rachunku wektorowego nie wysu-
wata sie na plan pierwszy.

Tytut ksigzki podkresla pominiecie w niej systematycznego
wyktadu statyki, poniewaz po wojnie wyszto juz drugie wydanie
cennego podrecznika ,Statyki“ St. Neumarka, a statyka ze wzgle-
dow dydaktycznych, bywa wyktadana przed kinematyka i dyna-
mika, chociaz taka kolejno$¢ koliduje z naturalnym rozwojem
teorii w catej mechanice ogdlnej - newtonowskiej.

Autor
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ZESTAWIENIE WAZNIEJSZYCH OZNACZEN

X znak mnozenia wektorowego dwéch czynnikéw wektoréw

->m strzatka umieszczona nad literg udzielawielko$ci przedstawionej

przez nig cechy wektora
a warto$o liczbowa przys$pieszenia albo amplituda drgania

a przy$pieszenie jako wektor
podstawa przekroju prostokatnego
warto$¢ liczbowa statej predkosci

c stata predkos¢ jako wektor

ds, dx, dy przyrosty elementarne rzeczywiscie dokonane

e mimosréd uderzenia

g gram masy lub przy$pieszenie spadania swobodnego na
chnie ziemi

h  wysokos$é

—>
i, j, k wektory jednostkowe (wersory) na osiach X, Y, Z

i, k ramie (promien) bezwtadnosci

k  wspoéiczynnik uderzenia

/ dlugos¢, rozpietosé¢, diugos¢ wahadia matematycznego
Ired dlugo$¢ ,sprowadzona" wahadta ,fizycznego"

m masa punktu materialnego

p  warto$¢ liczbowa przyspieszenia

p przy$pieszenie jako wektor
pn przy$pieszenie normalne
pt przy$pieszenie styczne

pb pizySpieszenie bezwzgledne
Pu, przy$pieszenie wzgledne

pa przyspieszenie unoszenia

powierz-
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przys$pieszenie Coriolisa

promien - wektor

R promien kola albo krzywizny

diugos¢ luku jako wspéirzedna drogowa ruchu punktu
czas

wartos¢ liczbowa predkosci

predko$¢ (zmienna) jako wektor
predkos¢ bezwzgledna "
predko$¢ wzgledna

u predko$¢ unoszenia
yo> z, wspoétrzedne $rodka masy
stata grawitacji (6,65 ¢ 10—s dyn cm2g—2
moment zboczenia, moment od$rodkowy
Dyz, Dzx momenty zboczenia wzgledem uktadu osi X, Y, Z
energia kinetyczna
pole figury plaskiej, pole przekroju
ciezar wlasny, gram ciezaru
,0dlegtos$¢" biegunowa
moment bezwtadnosci (masowy)
/3 gtbwne momenty bezwladnosci ciala (masowe) wzgledem osi
przechodzgcych przez dany punkt
biegunowy moment bezwiladnosci (masowy)
ly, 1z moment bezwiadnosci wzgledem osi ukfadu prostokgtnego (ma-
Sowy)
moment bezwitadnos$ci przekroju (geometryczny)
kret (moment ilosci ruchu)
praca
praca uzytkowa (maszyny)
praca stracona (w maszynie)
masa ciata materialnego
moc albo skladowa normalna reakcji w miejscu stykania sie ciat
wartos¢ liczbowa sity

wektor sity
ciezar lub jakakolwiek sita

wektor sity wypadkowej albo reakcji catkowitej
r> Q promien kota albo krzywizny
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X,

okres ruchu harmonicznego lub tarcie jako sita
potencjat albo energia potencjalna
Y, Z osie uktadu prostokatnego albo sktadowe prostokatne sily dzia-
tajacej na punkt materialny
moment sity lub ukladu sit wzgledem obranego punktu statego
fi, y katy nachylenia prostej do osi X, Y, Z
kat, jako wspoétzedna biegunowa
stopief niejednostajnosci obrotu kota zamachowego
warto$¢ liczbhowa przyspieszenia katowego

przy$pieszenie katowe jako wektor na osi obrotu
kat nachylenia "rébwni pochytej

wspbéiczynnik tarcia kinetycznego

wspoiczynnik tarcia sczepnego (statycznego)

impuls sity, impuls uderzenia

R, r promien krzywizny albo kota
kat tarcia kinetycznego
kat tarcia sczepnego (statycznego)

predkos$¢ katowa precesji (bagka)
predko$¢ katowa albo czesto$¢ katowa (pulsacja)

predkos¢ katowa jako wektor na osi obrotu






WSTEP

A. Czas. Ruch. Uktad odniesienia. Prze-

strzen. Masa.

Zjawiskiem albo zdarzeniem w przyrodzie nazywamy kaz-
da zmiane dajgcg sie obserwowaé z biegiem czasu. Wpraw-
dzie S$ciste okreslenie pojecia czasu natrafia na powazne
trudnosci, ale nawykliSmy tak dawno do mierzenia czasu za
pomocg zegaréw, ze go pojmujemy intuicyjne.

Najprostszym i najpowszechniejszym zjawiskiem dostrze-
galnym na cialach przyrody jest ruch, tj. zmiana potozenia
jednego ciata wzgledem drugiego lub wzgledem uktadu cial,
ktére swego wzglednego potozenia nie zmieniajg, a ktére umo-
wnie mozemy uwazaC za bedgce w spoczynku.

Uktad ten (oznaczmy go przez U), do ktérego odnosimy
ruch ciata rozpatrywanego A, albo zwigzany z nim niezmiennie
ukiad wspotrzednych zazwyczaj prostokgtnych nazywamy
uktadem odniesienia. Gdy np. cialem A jest jedna
ze wskazowek zegara, to ona porusza sie wzgledem tarczy
zegarowej, a wiec zarazem wzgledem $ciany na ktdrej zegar
umieszczono i wzgledem ziemi, na ktérej spoczywa dom, do
ktérego Sciana nalezy.

Jako drugi przyktad obierzmy ciezar A zawieszony na haku
zOrawia. Taki zOraw stuzy do podnoszenia lub opuszczaniu
ciezaru w kierunku pionowym Z, a zarazem do przesuwania
go w kierunkach poziomych X i Y, rownolegtych do diugosci
i szerokosci hali fabrycznej o prostokgtnym rzucie poziomym.
Odpowiedni uklad odniesienia jest wyznaczony, np. trzema



krawedziami przeciecia sie ptaszczyzny podiogi z plaszczy-
znami Scian przylegtych, tj. X, Y, Z

Uktad odniesienia okresla zarazem przestrzen geo-
metryczng, w ktérej odbywa sie ruch ciata Zl w rozpatrywa-
nym przedziale czasu od chwili poczgtkowej t0 do koncowej
t, ktére odpowiadajg potozeniu poczgtkowemu i koncowemu
wskazOwek zegara stuzgcego do pomiaru czasu t.

Przyjmujemy wiec, ze czas jest wielkoScig zmienng, ktéra
podobnie jak nieograniczona prosta nie ma poczatku ani
konca, a punktom tej prostej, nastepujgcym po sobie w ro-
wnych odstepach, odpowiadajg chwile tv t2, t31.............. wy-
znaczajgce kolejno rowne przedzialy czasu.

Ciatla materialne poruszajgce sie w przyrodzie przedsta-
wiajg sie oczom naszym najczesciej jako bryty geometryczne
wypeilnione materia. Gdy bryly te zachowujg podczas ruchu
prawie doktadnie swoje wymiary i posta¢, to nazywamy je
ciatami statymi.

Dla uproszczenia teorii zastepujemy je oderwanymi (bo nie
istniejacymi w rzeczywistosci) cialami (doskonale) szty -
wnymi. Z kazdym ciatem materialnym jest zwigzana pewna
wielkos¢, ktorag nazywamy masg tego ciata. Odkladajgc po-
miar masy ciata materialnego do miejsca, gdzie stanie sie na-
lezycie jasny i zrozumialy, zaznaczymy tylko, ze sporzag-
dziwszy z jednego i tego samego materiatu dwa ciata, z kt6-
rych jedno zajmuje np. dwa. trzy ... n razy wiekszg
objetos$¢ niz drugie, przypisujemy ciatlu pierwszemu mase dwa,,
trzy . . . nrazy wiekszg od masy ciata drugiego.

B. Zakres mechaniki i jej podziat.

Mechanike mozna okresli¢ w ogdle jako nauke oru-
cRu ciat materialnych. Niegdys, w czasach zamierzchtych, me-
chanika byta zbiorem luznych prawidet zdobytych doswiad-
czalnie przez tegich w swoim zawodzie rzemies$lnikéw. Przez
diugie wieki rozwijata sie jako nauka praktyczna, czyli jak te-
raz mowimy techniczna. Dopiero odkrycia Archimedesa z Syra-



kuz (287 — 212 przed Chr.) i Herona z Aleksandrii (okoto r. 100
przed Chr.) zapoczatkowaly budowe mechaniki jako nauki
Scistej, ti. matematycznej.

Te budowy uwieniczyly prace G. Galileusza (1564 — 1642)
i L Newtona (1643 — 1727). Odtad datuje sie olbrzymi postep
w rozwoju mechaniki i jej zastosowaniach technicznych.
Wspéiczesna mechanika, zwana klasyczna albo newtonowska
(z powoddéw, ktoére objasnimy ponizej) rozpada sie, na dwa
gtéwne dzialy:

A. Kinematyka jako nauka o ruchu w oderwaniu od
materii (masy) poruszajgcego ciala.

B. Dynamika, tj. nauka o ruchu z uwzglednieniem ma-
terii (masy) cial. Z tych okreslen wynika, ze wtasciwg mecha-
nika jest dynamika, gdyz kinematyka moze sie zajmowac takze
ruchami, ktdére nie zdarzajg sie w przyrodzie. Totez w wykla-
dach mechaniki ograniczamy zakres wiadomosci z kinemaiyki
tylko do tych, ktérymi sie postuguje dynamika.

Ale z nazwy ,dynamika" (pochodzacej od greckiego wyra-
zu ,dynamis"”, tzn. sita) wynika, ze pojecie sity nie wystepu-
jace w kinematyce gra bardzo wazng role w dynamice. Nic
w tym dziwnego, gdyz w rozwoju historycznym mechaniki po-
wstal najdawniej dziat dynamiki zwany statyka, tj. nauka
0 rébwnowadze cial materialnych i sit na te ciata dziatajgcych.
Z tego powodu dzieli sie obecnie dynamike na sta tyk e-
1l kinetyke, zwang takze dyna.mikg wtasciwg, kto-
ra sie zajmuje zagadnieniami ruchu ciat materialnych, powsta-
jacego pod dziataniem danych sit. Powstata przez to dwuzna-
czno$¢ terminu ,dynamika" nie prowadzi na szczescie do
nieporozumien w mechanice technicznej. Mdéwi sie czesto-
0 zagadnienu dynamicznym majgc na mys$li zagadnienie Kki-
netyczne. Jest to tym bardziej usprawiedliwione, ze przy po-
mocy tzw. zasady d' Alembert'a (podanej ponizej) mozna kaz-
de zadanie kinetyczne zamieni¢ na statyczne.

Mechanike dzielimy ponadto zaleznie od stanu skupienia
materii w ciatach przyrody, ktérymi sie zajmuje. Tutaj jednak-



ze ograniczymy obszar tej nauki do mechaniki ogol-
nej zwanej takze ,teoretyczng" (fr. mecanigue rationelle).
Jej przedmiotem sg prawa ruchu punktéw materialnych i ich
zbioréw, oraz cial sztywnych. Te obiekty badane sg oczy-
wiscie tylko uproszczonymi przez abstrakcje modelami ciat
rzeczywistych, ale zastepujg je calkiem dobrze w bardzo
licznych zagadnieniach praktycznych i prowadzg do wystar-
czajgco doktadnych rozwigzan. Siedzgc np. ruch pocisku,
ktérego wymiary sg bardzo mate w poréwnaniu do toru opi-
sanego przez Srodek pocisku, zastepujemy go punktem ma-
terialnym umieszczonym w tym Srodku, ktéry ma mase
rowng masie pocisku, sam za$ pocisk uwazamy za ciato
sztywne.

C. Wzgledno$¢ spoczynku i ruchu.

Jezeli przy opisie matematycznym ruchu ciata A obieramy
pewien ukfad odniesienia U, to uwazamy w mysli ten ukiad
za bedacy w spoczynku. Wytania sie wiec pytanie czy mozna
znalez¢ taki ukiad odniesienia, ktéry by byt w spoczynku bez-
wzglednym. Ot6z takiego uktadu nie ma i by¢é nie moze. Cho-
ciaz bowiem w bardzo wielu zadaniach mechaniki technicznej
wystarcza przyjg¢ ziemie za nieruchomy uktad odniesienia,
to jednak wiemy, ze ziemia, obracajgc sie wzgledem stonca,
porusza sie nadto po torze eliptycznym, lezgcym w tzw. ptasz-
czyznie eliptyki, ktéra przechodzi przez $rodek stonca, a samo
storice porusza sie takze wzgledem innych gwiazd. Dlatego
kazdy spoczynek i ruch jest wzgledny. Znajac ruch ciata A
wzgledem ciata B przyjetego za ukiad odniesienia patrzymy
niejako na ten ruch ze stanowiska obranego na ciele B. Gdy
jednakze przeniesiemy sie w mysli na cialo A, to z tego no-
wego stanowiska dostrzegamy na odwrdét — ruch ciata B
wzgledem przyjetego za nieruchome ciala A.

Pojecia ruchu i spoczynku sg przeto wzgledne, a w kine-
matyce jest zasadniczo obojetne ktére z dwu ciat A i B poru-
szajgcych sie wzgledem siebie obieramy za nieruchomy ukfad
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odniesienia. Na obiér ten wptywajg tylko wzgledy praktyczne,
Tak np. ruch czesci sktadowych silnika fabrycznego odnosi-
my do ziemi jako uktadu odniesienia, podczas gdy ruch czysci
sktadowych silnika w samolocie odnosimy do kadtuba samo-

lotu.

Nic tak nie charakteryzuje réznicy miedzy kinematyka
a dynamikg jak rozwoj historyczny pogladu na stosunek na-
szej ziemi do slorica. Do poczatku wieku XVI wierzono po-
wszechnie, ze ziemia jest dla innych cial niebieskich nieru-
chomym ukladem odniesienia, a uczony grecki Ptolemeusz
zbudowat na tej podstawie juz w Il wieku naszej ery bardzo
skomplikowana teorie kinematyczna, opisujaca ruchy innych
planet wzgledem ziemi. Nie usitowal jednakze zbada¢d, jakby
sie te ruchy przedstawiaty, gdyby ukiad odniesienia przenies¢
na stonce.

Uczynit to dopiero Mikotaj Kopernik w r. 1507 dowodzac,
ze obrawszy slofice za ukiad odniesienia otrzymujemy bez
poréwnania przejrzystszy i prostszy obraz ruchu planet, ktére
krgzg w jednym i tym samym kierunku po torach zamknietych
prawie kotowych.

Otéz ze stanowiska kinematyki sg oba uktady, (to jest geo-
centryczny Ptolemeusza i heliocentryczny Kopernika) réwno-
wazne, a uklad Kopernika odznacza sie tylko wiekszg prostota.
Inaczej przedstawia sie sprawa ze stanowiska dynamiki, ktdra,
przenoszigjc uktad odniesienia na tzw. gwiazdy state, prowadzi
do uznania tylko uktadu Kopernika jako wynikajacego z pow-
szechnego prawa cigzenia (grawitacji) odkrytego przez /. New-
tona (w r. 1666).

D. Granica stosowalno$ci mechaniki Kk-la-
sycznej.

Dokonana z poczatkiem naszego stulecia rewizja pojec
czasu i przestrzenil wytonita tzw. mechanike relatywi-
styczna. Jednoczes$nie rozwineta sie na podiozu badan bu-

1 Blizsze szczegb6ly mozna znalezé w ,Mechanice ogoélnej i technicznej"
autora, wydawanej obecnie w Szwecji przez spétdzielnie ,Czytelnik".
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dowy atomow ,mechanika kwantowa" czyli mikrome -
chanika ktéra pozwala wyjasni¢ zachowanie sie czesci
sktadowych kazdego z atomoéw materii, niezrozumiate ze sta-
nowiska mechaniki klasycznej.

Powstanie tych nowych mechanik dowodzi niewystarczal-
nosci mechaniki klasycznej do objecia wszelkich zjawisk ru-
chu czagstek materialnych, wobec czego nasuwa sie pytanie
w jakich granicach obliczenia wykonane wedlug praw me-
chaniki klasycznej daja wyniki do$¢ doktadne? Ot6z okazuje
sie, ze dla czastek materialnych, z jakimi mamy do czynienia
we wszelkich zagadnieniach mechaniki technicznej, ktére za-
wierajg ogromne ilosci atomoéw i poruszajg sie z predkoscig
Swiatta (300.000 km/sek), wyniki liczbowe mechaniki klasy-
cznej sg tak doktadne, ze nawet gdyby postep techniczny do-
prowadzit do udzielania pociskom predkosci setki razy wie-
kszej niz obecnie, to i tak nie mozna by bylo stwierdzi¢ prak-
tycznie roéznicy. Chociaz wiec we wspotczesnej fizyce teo-
retycznej nowe mechaniki sa niezbednym narzedziem bada-
nia, to w mechanice technicznej mozna zapewne przez wiele
dalszych stuleci poprzesta¢ na stosowaniu mechaniki kla-
sycznej wytozonej w ksigzce niniejszej jako niezawodnej
przewodniczki w pracy zawodowej lub badawczej technika
i inzyniera.

E. Uktady jednostek dla wielkos$ci po
stawowych mechaniki.

Jak wynika z rozwazan powyzszych wielko$ciami podsta-
wowymi mechaniki sg: dlugos$s¢, masa i czas. Sila jest
wobec tego w mechanice klasycznej wielkoscig pochodna.
Ale pojecie sitly gra od najdawniejszych czasOw tak doniostg
role praktyczng, ze stato sie zrozumialym intuicyjnie dla kaz-
dego lepiej nawet niz pojecie masy. Z tego powodu mecha-
nika praktyczna, zwana takze techniczng, albo
stosowang,, postuguje sie po dzis dzien innym ukladem
wielkosci podstawowych réznigcych sie od powyzszego, zwa-
nego naukowym tym, ze trzecig wielkoScig obok dtugosci
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i czasu jest sita, a nie masa. Jest przeto rzeczg wazng aby
zaznajomi¢ sie doktadnie z oboma ukiadami wielko$ci pod-
stawowych mechaniki i ich jednostkami. W uktadzie nauko-
wym obrano centymetr za jednostke podstawowg) dtu -
gosci (skrét cm). Jest to jedna setna diugosci metra.
Diugos¢ zas metra okreslamy od r. 1889 jako odlegtos¢ dwu
kresek poprzecznych naznaczonych na wzorcu sporzadzonym
ze stopu platyny z irydem i przechowywanego w Pavillon de
Breteuil pod Paryzem, przy czym ta odlegto$¢ jest uwazana
SciSle za metr przy temperaturze 0°. W uktadzie praktycznym
stosuje sie czesto réwniez centymetr jako jednostke dtugosci,
ale obok tego uzywa sie jeszcze inne jednostki metrycznego
uktadu miar diugosci, jak np. milimetr (skr6t mm) = 0,1 cm,
metr (skr6t m) = 100 cm itd. Za jednostke czasu $rednie-
go stonecznegqo,okreslong jako ------—--- l ------ = 1/86.400
a 24-60-60

doby $redniej, podzielonej na 24 godziny, z ktérych
kazda dzieli sie na 60 minut, a kazda minuta na 60 sekund.
Doba s$rednia jest S$rednig wartosciag doby stonecznej,
tj. przedziatlu czasu, jaki uptywa miedzy dwoma kolejnymi
potudniami, czyli chwilami w Kktérych stohce zriajduje
sie najwyzej na pozornej kuli nieba.

Doba stoneczna byta niegdy$ naturalng praktyczng miarg
czasu dopoki nie stwierdzono, ze nastepujgce po sobie doby
stoneczne nie sg rOwne. Dlatego przyjeto za wzorzec miary
czasu $rednig wartos¢ doby stonecznej w ciagu catego roku
i nazwano ja dobg Srednig.

Tak okre$lone jednostki czasu odpowiadaty nie tylko wy-
mogom praktycznym ale takze naukowym przy zalozeniu, ze
obrot ziemi wzgledem tzw. gwiazd statych mozna uwazac¢ za
jednostajny. To za$ okazalo sie dopuszczalne w ciggu wielu
stuleci.

Jako jednostke masy w uktadzie naukowym obrano
mase jednego grama, ktora jest jednag tysieczng czescig
kilograma wzorcowego ze stopu platyny z irydem

2* 7



przechowywanego razem z wzorcem metra pod Paryzem.
Ten kilogram (skrot kg) jest zarazem w bardzo wielkim przy-
blizeniu réwny masie jednego decymetra szesciennego (czyli
litra) wody czystej przy temperaturze odpowiadajgcej jej naj-
wiekszej gestosci, tj. 4° C. Gram oznaczamy w skrécie przez g.
Naukowy ukiad jedostek podstawowych nosi nazwe uktadu
C. G.S,t. centymetr-gram-sekunda.

W uktadzie praktycznym trzecig jednostka podstawowg jest
jednostka sity. Jest nig ciezar masy jednego kilograma,
W miejscu na powierzchni ziemi, gdzie przysSpieszenie spa-
dania swobodnego cial ma warto$s¢ 980,665 cm/,sek-. Dla tej
jednostki praktycznej sity nie obmys$lono zrazu pozgdanej
nazwy odrézniajacej ja od kilograma jako masy, lecz nazwa-
no ja réwniez kilogramem, a tylko w przypadkach mozliwo-
Sci nieporozumienia dodawano ,jako sita“. Dopiero w czasach
nowszych, zaradzono ziemu wprowadzajajc uchwalg PKN dla
jednostki praktycznej sity skrot kG zamiast kg (oznaczajg-
cego kilogram jako mase). Jeszcze lepiej zalatwiajg sprawi
proponowane nazwy nastepujace dla jednostek praktycznych

sity:
a. pond (skrot p) tj. sita rowna ciezarowi masy jednego grama
W miejscu, gdzie przys$pieszenie ciezkosci = 980,665 cm/sek2.

b. kilopond (kp) tj. sita rowna ciezarowi masy jednego Kkilo-
grama przy tym samym przys$pieszeniu ciezkosci;

c. megapond (mp) tj. sita rbwna ciezarowi masy jednej tony
czyli 1000 kg przy tym samym przySpieszeniu ciezko$ci. Zna-
czenie okresleh powyzszych stanie sie nalezycie jasne w pa-
ragrafach poczatkowych dynamiki.

F. Skalary i Wektory.

Sposréd omawianych wielkosci podstawowych majg dtu -
gosé, czas i masa te wiasciwos¢, ze do ich okresSlenia
ilosciowego wystarcza liczba jednostek im witasciwych. Gdy
wiec mowimy, ze diugos¢ pewnego odcinka danej prostej
wynosi np. 25 cm, albo ze trwanie jakiego$ zjawiska wyno-



sito 30 sekund, albo wreszcie, ze masa pewnego ciata réwna
sie 50 g, to te liczby mianowane wystarczg do zupeinego okre-
Slenia ilosciowego w kazdym z przyktadow.

Tak samo ma sie rzecz z powierzchnig lub objetoscig ciata,
Z jego temperaturg, zawartoscig ciepta, nabojem elektrycznym
i innymi wielko$ciami fizykalnymi, ktdre dajg sie okreéli¢
ilosciowo liczbg mianowang. Nazywamy je w ogoéle wielkos-
ciami skalarowymi albo skalarami.

Drugim rodzajem wielkosci, ktére grajg wazng role w me-
chanice i calej fizyce sg wielkosci kierunkowe, czyli wektory
do okreslenia ilosciowego ktérych nie wystarcza sama licz-
ba, lecz nad to oznaczony kierunek w przestrzeni. Do takich
wielkosci, tj. wektoréw zaliczamy w kinematyce predkosc,
przy$pieszenie, a w dynamice przede wszystkim wszelkie
sity. Wektory dajg sie poglagdowo przedstawi¢ odcinkami,
w ktérych odrézniamy poczatek A od konica B, co okresla
kierunek uwidoczniony zarazem grotem strzatki wskazujg-
cym od A ku B. Warto$¢ liczbowa za$ wyrazamy dtugoscia
odcinka do tej wartosci propor-

cjonalng. Kazdy wektor W moz-
na takze przedstawi¢ wielko-
Sciami jego trzech rzutéw Wk,
Wy, W: na osie prostokatnego
uktadu wspotrzednych (rys. 1)
Z tego wynika, ze wektor jest zu-
peitnie okreslony trzema liczbami
algebraicznymi przedstawiajgcy-
mi warto$¢ jego trzech rzutéw na
osie wspotrzednych. Znane ze sta-
tyki sktadanie sit dziatajgcych na
jeden punkt’ jest operacjg, ktorg
dla wektorow wogoéle nazywamy dodawaniem wektorowym

(albo geometrycznym). Kazdy wektor W moze by¢ takze wy-
razony w postaci W = W w, tzn. w postaci iloczynu swej war-
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tosci liczbowej W (zwanej takze miarg wektora W) przez tzw.

wektor jednostkowy czyli wersor w o diugosci w = 1, a kie-
runku tym samym co wektor dany. Wersory na osiach wspot-

rzednych prostokgtnych (kartezjanskich) oznaczamy przez |,
j, k. Za pomocg tych stalych wersoréw mozna kazdy wektor

W o0 rzutach W*. wy, W, na osie wspoOtrzednych przedstawi¢
W postaci sumy wektorowej:

W =~*IWx +*jWy+ ~twz [1]
skad wynika od razu dla dwu wektorow w i w, ze
W = ilVx -j- jWy-A-kWz,
W =, 7w'x + fw y+"k W'z
a po dodaniu obu réwnan
W A-W = i (W* + W) + j (Wy+ W\) + k(Wz+ W") [2]

To za$ wyraza, ze dodawaniu wektorowemu dwu lub wiecej
wektorow odpowiada dodawanie algebraiczne ich rzutéw na
kazda z trzech osi wspoéirzednych. Inne proste prawidta dzia-
tania na wektorach poznamy kolejno w toku wyktadu.
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Czes$¢ pierwsza

KINEMATYKA

Rozdziat |

KINEMATYKA PUNKTU
1. Sposéb pierwszy opisu matematycznego ruchu punktu

Spos6b pierwszy opisu matematycznego ruchu punktu
objasnimy na nastepujgcym przykiadzie. Szlak jakiejkolwiek
kolejki gorskiej uzmystawia swa ,trasa", czyli osig toru, liniei,
w o0glle krzywa przestrzennag, a potozenie na szlaku woézka
jadacego po nim znaczy (np, w nocy) lampka umieszczona
na wézku jako punkt m poruszajacy sie po tej krzywej. Krzy-
wa te nazywamy torem punktu m. Gdy wiec, jak w tym przy-
ktadzie, tor jest dany, to zachowanie sie punktu m w czasie
mozna opisaé urzadziwszy np. wymieniong lampke tak, aby
dawata tylko chwilowe (,btyskawiczne") sygnaty $wietlne
w réwnych przedziatach czasu, dajmy na to, co sekunde. Wtedy
znaczac na torze kolejne potozenia punktu (rys. 2) liczbami
0, 1, 2, 3... (mozna to wykona¢ fotograficznie) znajdujemy
dlugosc¢ odcinkow Ot, t2, 23, itd. Liczba 0 odpowiada przy tym
chwili poczatkowej obranej dla ruchu
rozpatrywanego zreszta dowolnie. Na-
znaczone na torze punkty okres$laja
dtugosci tukéw mierzone od punktu
statego C (rys. 2) obranego na torze do-
wolnie, a wiec najdogodniej w punk-
cie O. Diugosci tukow przedstawiaja wspoitrzedng drogowsg s,
ktéra w chwili O ma warto$¢ s = s, = CO, a w chwilach,
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kiedy uptyneto 1,2,3... jednostek czasu ma odpowiednie
wartosci s = ,S = s2. ..

Stosownie do postaci toru rozrézniamy ruchy prostoliniowe
od ruchéw krzywoliniowych.

Na torze odr6zniamy dwa mozliwe Kkierunki ruchu (czyli
zwroty), ustaliwszy jako dodatni ten, przy ktorym s wzrasta
z upltywem czasu (jak na rysunku). Wtedy wspéirzedna s
mierzy zarazem droga opisang (przebiezong) przez punkt rn.
Kierunek drugi ujemny, przeciwny poprzedniemu, odpo-
wiada zmniejszaniu sie wspo6trzednej s z uptywem czasu. Ruch
moze przeto odbywac¢ sie w ogdle tak, ze w pewnych prze-
dziatach czasu wspoétrzedna s rosnie z czasem, a w innych
maleje. W takich przypadkach wspdétrzedna s nie okres$la juz
witasciwie drogi opisanej w dowolnym przedziale czasu. Jako
te droge mozna bowiem uwaza¢ tylko sume wartosci bez-
wzglednych tukéw opisanych na torze w obu kierunkach.

Ujeta w ten spos6b roznice miedzy wspdtrzedng drogowa s, a droga

przebiezong (opisang) S uzmystowi jeszcze nastepujgcy przykiad prak-
tyczny:

Najatem samochéd z licznikiem w celu przejechania np. 100 km
autostradg od A do B. Po drodze wypadita gdzie$ walizka, co spostrze-
zono dopiero po przejechaniu 10 km od miejsca wypadku. Trzeba byto
zatem zawréci¢, podja¢ zgube, i dopiero jecha¢ znéw w Kkierunku pier-
wotnym do B. Jest rzeczg jasng, ze ostatecznie licznik pokazat nie 100
lecz 120 km, czyli nie wspoétzedng drogi s, lecz droge przejechang S.

W sposobie powyzszym bedzie ruch punktu opisany tym
doktadniej, im mniejsze przedzialy czasu zastosujemy jako
jednostki. Opis zupetnie Scisty wymaga oczywiscie, aby kazdej
wartosci t w czasie trwania ruchu odpowiadata jednoznacznie
okreslona wartos¢ s, czyli wyrazajgc sie matematycznie, aby
s byto okreslone jako jednoznaczna funkcja czasu t. Wyma-
ganie jednoznacznosci odpowiada postulatowi oczywistemu,
ze poruszajacy sie punkt nie moze by¢ jednocze$nie w dwu
lub wiecej miejscach. Zaleznos¢ s od f przedstawiamy row-
naniem symbolicznym:

s = F (0,

ktére czytamy: wspoOtzedna drogi (na danym torze) jest
funkcjg czasu. ROwnanie to jest dla danego toru jedynym
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rownaniem ruchu, koniecznym i wystarczajagcym do $cistego
przedstawienia tego ruchu.

Czesto zastepujemy powyzsze rOwnanie obrazem geome-
trycznym, czyli wykresem (diagramem) na ptaszczyznie
wspotrzednych prostokatnych, odbierajgc np. t za odcieta,
a s za rzedng. Wtedy rdwnanie
s =3 F (t) przedstawia wogoéle linie
krzywa (rys. 3). Jego posta¢ od-
zwierciedla zachowanie sie punktu
poruszajgcego sie w czasie, a tor
charakteryzuje zachowanie sie pun-
ktu w przestrzeni.

Z najprostszym rodzajem ruchu
mamy przeto do czynienia, gdy tor jest linig prostg, a wykres
drogowy ruchu przedstawia sie takze linig prosta, czyli

s= sO + ct [3]

Wyraza to, ze wspOirzedna drogi s roSnie réwnomiernie
(jednostajnie) z czasem t, a stata c przedstawia przyrost drogi
w jednostce czasu. Ruch taki nazywamy prostoliniowym jedno-
stajnym, a statg ¢ — jego predkoscia.

Gdy ustaliwszy jedna pare wartosci odpowiednich sit,
oznaczymy pare pOzniejszg przez s + As, t + zlt, rozumiejac
przez At przedzial czasu, jaki uptyngt od chwili t* to

napiszemy: s+ [Js= s0+ c(t+ Ab,

S= s, + ct.

" Z okreSlenia znaczenia /j x jako przyrostu wielkosci x wynika oczy-
widcie, ze samo A nie przedstawia tutaj zadnej wielkosci i np. iloraz
. . , o . X L ab . dt
nie da %e w ogoble ,uprosci¢" do postaci — , tak jak iloraz ~, ktorv' sie
rowna c Znaki A i x sg niejako zrosniete z sobg w jedng calos¢ A x>
przedstawiajgcg wielkoS¢ przyrostu zmiennej X, zwanego takze ,roznicg"
tej zmienngj. lloraz réznic Ay i A x dwu zmiennych nawzajem zaleznych

nazywamy ilorazem roznicowym. Wartos¢ graniczna (limes) ilorazu rozni-
cowego, Jaka tenze otrzymuje, gdy oba przyrosty zdazajg do zera, nazywa

sie ilorazem rézniczkowym i oznacza symbolem dy w ktérym symbol dy
nazywamy rozniczkg zmiennej y, a dx rdzniczkg zmiennej X.
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Z odjecia obu réwnan otrzymujemy:
As= ceAt,czyli ~ = c. [4]

Roéwnanie to wyraza, ze wielkos¢ predkosci
ruchu prostoliniowego jednostajnego jest
rowna ilorazowi przyrostu wspotrzednej
drogi przez odpowiedni przyrost czasu.

W skrocie niescistym mowimy czesto: predkosé = ~c* g a'

Widzimy, ze przy obranej wartosci dodatniej At znak al-
gebraiczny c jest ten sam co As. Znaczy to, ze kierunek ru-
chu jest zarazem kierunkiem predkosci. Z tego wynika, ze
predko$¢ ma cechy wektora, ktéry w ruchu prostoliniowym

i jednostajnym jest wektorem stalym ¢ zwanym wektorem
predkosci albo krétko predkoscia.

Jest rzeczg jasng, ze predkos¢ c¢ ruchu ptostoliniowego
i jednostajnego jest takze zupeinie okreslona wektorem 13-
czacym potozenie punktu poruszajacego sie w chwili dowolnej
t z potozeniem osiggnietym w chwili f + 1, czyli po uptywie
jednostki czasu. To samo wyraza sie zdaniem: Predkos$¢
c>ruchu prostoliniowego jednostajnego ma
wartos¢ liczbowg! réwng drodze opisanej
w jednostce czasu.

Na wykresie (s, t) ruchu je-
dnostajnego (rys. 4) jestwar-
tos¢ liczbowa predko-
Sci okreslona tangen-
sem kagta nachylenia
a prostej wykresu do
0si czasu. A zatem prosta
rownolegta do osi czasu przed-

stawia ruch z predkoscig ¢ = 0( czyli spoczynek. Prostym na-
chylonym pod katem coraz wiekszym (ale ostrym) odpowia-
daja predkos$ci coraz wieksze. Wytgczywszy ruchy z predkosciag
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nieskohczenie wielkg, jako fizykalnie niemozliwe, musimy
wytgczy¢ takze jako wykresy, proste prostopadie do osi czasu.
Proste za$ nachylone do osi czasu pod katem rozwartym
przedstawiajg ruchy z predkoscig ujemna, tj. skierowane prze-
ciwnie, czyli ruchy wsteczne wzgledem poprzednich.

Takie wykresy sg stosowane do sporzadzania wykreslnych rozktadéw
jazdy na linii kolejowej taczacej dwie stacje koncowe. Rys. 5 przedstawia
cze$¢ wykresu odpowia-
dajagca godzinom doby
liczac od potudnia (godz.

12) i przeszio 125 kilome-

trom szlaku ze stacjami

A, B, C, D, E. Rzut oka

wystarczy, aby rozpoznac,

ze linia tamana Il jest

wykresem pociggu pos-

piesznego,  ktéry  wy-

przedza pociag towaro-

wy przedstawiony linig Il

na stacji C (w kilometrze

50), pociagg za$ osobowy

I mija sie z pociggiem

towarowym |V jadgcym w kierunku przeciwnym okoto kilometra 70 przed
stacja D, co dowodzi, ze szlak jest dwutorowy. Dalej wida¢, ze na stacji C
skupia sie ruch miedzy godzing 13 min. 45, a godzing 15 min. 40, po tym
za$ jest szlak po obu stronach stacji wolny przez czas dluzszy.

Przyktad 1. Z miejsca A odlegtego od B o 60 km wyjezdza moto-
cyklista w kierunku B z predkoscig 45 km/godz. Jednocze$nie z miejsca
B wyrusza w tym samym kierunku kolarz jadacy ze stalg predkoscig
15 km/godz. Po jakim czasie i w jakiej odlegto$ci od miejsca B motocy-
klista dogoni kolarza?

Rozwigzanie. Po szukanej liczbie t godzin znajdzie sie kolarz w od-
legtosci (60 -f 15 t) km od A. Aby go dopedzi¢ musi motocyklista prze-
by¢ droge (45 t) km. Mamy wiec réwnanie warunkowe dla t:

60 + 15t = 45t,

z ktérego znajdujemy ( = 2 godz, a stad miejsce spotkania w odlegtosci

2+15= 30 km od miejsca B,
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Przyktad 2. Z miejsca A na danej drodze wyjezdza o godz. 8 samo-
chéd jadacy z predkoscia 45 km/godz ku B. Tymczasem z B wyrusza
0 godz 8,10 drugi samochdéd ku A z predkoscig 55 km/godz. Kiedy i gdzie
sie spotkajg, jezeli odlegtos¢ AB wynosi 30 km?

Rozwigzanie. Spotkanie nastgpi po t minutach od chwili, kiedy samo-

45
chéd wyjezdzajacy z A przebedzie © t km. Samochéd wyjezdzajacy z B

— 10 .
0 10 min pézniej przejedzie tylko 55------ 6 -------- km. Poniewaz suma przeje-

chanych km = 30, przeto réwnanie warunkowe dla niewiadomej t ma
postac:
45 | f . 55 (t—10
G 20 )
60 60

stad t = 23,5 min, a wiec odlegto$¢ miejsca spotkania od A wyniesie

4938 | pgg e,
60

2. Inne sposoby opisu matematycznego ruchu punktu

Gdy potozenie punktu w danym ukladzie odniesienia okreslimy wspot-
rzednymi prostokatnymi x, y, z, to ruch punktu wyznaczajg te wspétrzedne
jako dane jednoznaczne funkcje czasu:

x = Ft (f), Y= F2(1), z= Fs(b). 5L

Kazda z nich przedstawia ruch rzutu poruszajgcego sie punktu m na od-
powiednig 0% wspétrzednych. Jezeli kazdy z tych ruchéw, zwanych takze
ruchami sktadowymi, jest ruchem jednostajnym, to powyzsze réwnania
ruchu przyjma postac:

x = xQ+ Cff, y =. y0 + c2, z = zQ+ c3t, .[6]

gdzie x , y , zQ oznaczaja wspoétrzedne poczatkowego potozenia punktu,
odpowiadajgce wartosci t = 0, a cl( c,, c3 sg predkosciami ruchu rzutéw
punktu poruszajgcego sie na osiach uktadu. Z wzoréw [6] wynikajg
zwigzki:

dowodzace, ze torem ruchu jest prosta nachylona do osi pod katami
a, > vy, ktorej dostawy kierunkowe spetniajg zwigzki:
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COsa cos [? cosj/ ]f C=xa + 20 + OO 1
"V @ + 2 + &

jezeli c2 = J/ cx2 + c2 + cs2. A zatem:
X - x0 y - yo z— 20 = 1'u -y 2 L (y-y02+~T"=iJ2
= .

Oznaczywszy przez s = J/ (x—x02 + (y—y02 -f (z—Z02 odlegtosc
punktu ruchomego X, y, z od statlego xO0, yO, zO widzimy, ze

c= J/ cx2+ c22 + c3R jest predkoscig ruchu rozpatrywanego, ktérego
rownaniem wedlug pierwszego sposobu przedstawienia ruchu jest:

L 18l

Zamiast wspoOtrzednych prostokgtnych mozna potozenie

punktu m okresli¢ promieniem - wektorem r fgczgcym pocza-
tek ukiadu 0 (jako punkt staty) z punktem poruszajgcym sie
m. Wtedy réwnanie wektorowe

2=t (@ [
jest rGwnaniem ruchu réwnowaznym z trzema réwnaniami
analitycznymi [5], albowiem wektor Tjest sumg geometry-
czng (wektorowg) trzech wektorow T, T, ktére daja/ sie

wyrazi¢ przez wektory jednostkowe (wersory) i, t na
osiach odpowiednich X, Y, Z, amianowicie
r = ix + jy + kz

W przypadku najprostszym wektorowe réwnanie ruchu ma
postac:

> | *> >*
r —r0 + ct, [101
ga{zi'e ro — x, + yo -)- z0 jest promieniem -wektorem po-

tozenia poczatkowego (dla t — 0), a ¢ wektorem statym. Réw-
nanie to przedstawia ruch prostoliniowy jednostajny (rys. 6)
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z predkoscig c, ktérg podobnie jak w § 1 mo-

zna wyrazi¢ rGwnaniem

Ar

n At

r. 1a

-~ C [ 1

gdzie Ar oznacza przyrost (geometryczny)

promienia - wektora r odpowiadajgcy przyro-

stowi czasu A't.

Ruch punktu mozna takze przedstawic
wspoétrzednymi biegunowymi. Poprzestajac na
przypadkach ruchu na ptaszczyZnie napiszemy:

r—f () &= () [12]
jako réwnania ruchu punktu o wspoétrzednych biegunowych
rid (rys. 7). W tych wspoétrzednych przedstawia sie szcze-

golnie prosto ruch jednostajny po
okregu kota, albowiem rdéwnanie toru
ma postac:
r= R,

gdzie R oznacza wielko$¢ promienia
kota. Réwnanie ruchu zas wyrazi, ze
kat d, jaki promien r punktu m opisuje,
ro$nie liniowo z czasem, czyli:

d —do + (ot, [13]
gdzie w = const okre$la kat opisany w
stalg wartos¢ stosunku:

Ad _ przyrost kata
At przyrost czasu

jednostce czasu, czyli

- [14]

zwanag predkoscig katowg. Kat d, okresla oczywiscie potoze-

nie poczatkowe punktu m.

Mierzac katy stosunkiem tuku do promienia, czyli przyj-
mujgc jako jednostke kat srodkowy odpowiadajgcy diugosci
tuku réwnej promieniowi (tzw. ,,radian“), otrzymujemy jako
wymiar predkosci katowej liczbe oderwang, podzielong przez
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jednostke czasu. A zatem w uktadzie C. G. Sr jednostkg pred-
kosci katowej jest sek-1. Powrdcimy do niej w teorii ruchu
obrotowego. Poniewaz Ro) — c przedstawia dlugos¢ tuku kola
opisang w jednostce czasu, przeto ¢ — R @& okres$la stalg war-
tos¢ liczbowa predkosci ruchu kotowego jednostajnego. Azeby
zgodnie z pojmowaniem (jak powyzej) predkosci jako wek-
“>m
tora, okresli¢ kierunek predkosci ¢ w miejscu M zajetym

w chwili t przez poruszajacy sie punkt, tgczymy M z punktem
M' zajetym w chwili t + At Utworzona w
ten sposéb cieciwma MM' (rys. 8) zmniejsza
swojg dilugos¢, gdy At maleje zdazajagc do

tej samej granicy co diugos¢ tuku MM'

(lim = 1), Kierunek cieciwy zdaza
MM’

zarazem do granicy, ktorg jest kierunek

stycznej w punkcie M, gdy A t->0. A zatem

wektor c¢ predkosci ma w punkcie M kie-
runek styczny do toru kotowego, ktéry, jak wiadomo, jest
prostopadly do promienia tego punktu.

3. Ruch prostoliniowy zmienny

Gdy réwnanie ruchu s = F (t) po torze prostym nie. jest
liniowe wzgledem czasu, a wiec nie przedstawia ruchu jedno-
stajnego, to ruch ten nazywamy niejednostajnym, albo zmien-
nym. Drugi przymiotnik podkresla, ze predkos$¢ ruchu nie jest
stala. Zachodzi przeto pytanie, jak te predkos¢ okresli¢, gdy
dane jest réwnanie ruchu. Tutaj w spos6b najnaturalniejszy
narzuca sie poréwnanie ruchu danego miedzy punktami M
i M’ zajetymi przez punkt m w chwili + i t+ At z ruchem
jednostajnym innego punktu m', ktéryby w tym samym
przedziale czasu t opisat droge prostoliniowg rowng MM' = zls.

Predkosc¢ stalg |~ tego drugiego punktu nazywamy predko -
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Scig Srednitt ruchu danego punktu m miedzy M a M’
i wyrazamy jg réwnaniem:

* = At. [15]
Gdy teraz ustaliwszy w mysli chwile t, zmniejszamy
przedziat czasu At az do granicy 0, to granica ilorazu (,réz-

nicowego")- As staje sie (wedtug okreslenia rachunku roz-
At

niczkowego) ilorazem rézniczkowym , czyli pochodng s
t

wzgledem t, co wyrazamy rOwnaniem *
. As _ ds
O - a1 dE

a wektor predkosci v wzorem

ds [16]

C o dt
gdzie ds oznacza wektor przemieszczenia elementarnego na
torze. A zatem wartos$ciag liczbowag predkosci

chwilowej ruchu zmiennego prostoliniowe -
go jest pochodna wspoitrzednej drogi wzgle-
dem czasu. Na wykresie (s, t) okres$la ja: w sposob wi
doczny tangens kata, jaki styczna do krzywej wykresu two-
rzy z osig t.

4. Ruch prostoliniowy jednostajnie zmienny
Ruchem prostoliniowym jednostajnie zmiennym nazywamy
taki ruch, w ktéorym zmiana predkosci w jednostce czasu jest
stala, czyli predkos¢ v po t jednostkach czasu przedstawia
sie wzorem:
v = v0 + at,

* Stosujac nazwe tacinska granicy limes" piszemy w skrécie
lim  _Av zamjast; ,granica do ktérej zdgza iloraz — , gdy At
M«_0) t At

zdaza do zera".
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gdzie va oznacza predkos¢ poczatkowg (w chwili t — 0), zas
a jest wielkoscig zmiany predkosci w jednostce czasu, czyli
jak sie wyrazamy wielkoScig przysSpieszenia.

Taki rodzaj ruchu stwierdzit najpierw Galileusz na punk-
tach ciatl ciezkich spadajgcych swobodnie pionowo z niezbyt
wielkiej wysokosci, tj, w warunkach umozliwiajacych pomi-

niecie oporu powietrza. Powrécimy do tego w zagadnieniach
kinetyki.

Poniewaz predkos¢ jest wektorem v, a czas t skalarem,
przeto i przy$pieszenie jest wektorem :1.. Wektor ten ma
kierunek zgodny z predkoscig, gdy wartos¢ predkosci rosnie,
a przeciwny, gdy ona maleje. W tym ostatnim przypadku
mowimy o przy$pieszeniu ujemnym, albo opOzZnieniu (zwol-
nieniu) ruchu.

Analogicznie, jak dla predkosci ruchu prostoliniowego
jednostajnego, napiszemy dla przyspieszenia ruchu prostoli-
niowego jednostajnie zmiennego réwnania:

->
Av Av n A,
T T = a' TT" = a' un

Gdy stosunek przyrostu predkosci do przyrostu czasu nie
jest —e jak zatozyliSmy powyzej — staly, to ruch taki nazy-
wamy niejednostajnie zmiennym. Dla takiego ruchu iloraz

->

-’(Aj\yy-nazywamy (analogicznie do wprowadzonej powyzej pred-
kosci Sredniej) przyspieszeniem sSrednim. To prowadzi réwniez
do uogdlnienia pojecia przyspieszenia p w chwili t, jako
granicy, do ktérej zdaza iloraz "&;/ , gdy At zdgza do zera,
czyli jako:
dv * [18]
~d~r = P’
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Jest to zarazem najogOllniejsze okresSlenie przyspieszenia
(jako wektora).

W ruchu niejednostajnie

zmiennym predko$¢ v jest fun-

kcja czasu r6znag oczywiscie od li-

niowej. Zaleznos¢ v, przedsta-

wiona wykre$lnie na plaszczyz-

nie wspotrzednych (rys. 9), daje

linie prosta w przypadku ruchu

jednostajnie zmiennego, krzywa

za$ dla kazdego ruchu niejedno-

Rys. 9. stajnie zmiennego. Wielko$¢ p

przy$pieszenia ruchu prostolinio-

wego niejednostajnie zmiennego jest zatem na wykresie (y, f)

okreslona tangensem kata a, jaki styczna do krzywej wy-
kresu tworzy z osig f.

Przyktad 1. Z jakim przy$pieszeniem ma ruszaé z miejsca samochdd,

aby pot = 234 sekundach uzyskaé predko$¢ v = 50 km/godz, czyli

1000 » 50

= 139 m/sek.
60-60
Rozwigzanie. Przyjgwszy, ze ruch poczatkowy jest jednostajnie przy-
$pieszony, zastosujemy wz6r v = at, a wiec szukane przys$pieszenie

a = v/t — 13,9/t (m/sek2).
Np. dla f = 2 3 4 sek
jest a— 695 4,63 347 m/sek2.

Przyktad 2. Jakie przysSpieszenie ujemne a nalezy nada¢ pojazdowi
majacemu predko$¢é v = 50 km/godz — 139 m/sek, aby zahamowaé¢ go
na dtugosci s = 10 m.

Rozwiazanie: Szukane przy$pieszenie a = 1. zas s ?L at2.

j 2s -
Z drugiego réwnania znajdujemy — t, a po podstawieniu
. a .
w pierwsze mamy: a — v 1/ bs czyli
vi 1392
a= — 9,65 m/sek2.
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Przyktad 3. Do glebokiego szybu puszczamy swobodnie kamien,
ktéry w znacznym przyblizeniu spada z przy$pieszeniem g = 9,81 m/sek2
i mierzymy czas t, jaki uptywa, od wypuszczenia kamienia z reki az do
ustyszenia jego uderzenia o dno. Obliczy¢ gtebokos¢ szybu przyjmujac,
ze szybkos¢ rozchodzenia sie fal gtosowych w szybie wynosi 333 m/sek.

Rozwigzanie. Czas spadania z wysokosci h réwnej gtebokosci szybu

jest (patrz przyktad 2) t, = Hllgn, czas za$ potrzebny do dojscia fali gto-
1 yg

sowej do ucha t, = , gdzie c¢c = 333 m/sek.

c

Poniewaz t — t, + t2 wiec réwnanie warunkowe do wyznaczenia h
ma postac:
< h
t = g c
Rozwigzanie tego rownania kwadratowego wzgledem h daje:
e [, , gt , I/, , 2gt\

Drugi z pierwiastkéw, majacy znak + w $rodku odrzucamy jako nie
spetniajgcy warunku, ze gdy t — o i h — o.

Rozwigzaniu tatwo nada¢ postaé¢ korzystniejszg w rachunku liczbowym,
a mianowicie:

gt I, 2

c
& 981 . .
Gdy np. t — 10 sek, to poniewaz -%- = - = 00295 sek—i, wiec
.9,81.100

1+ 025+ 1" 1+0,590

= 3m

5. Predkos¢ i przy$pieszenie ruchu krzywoliniowego
Gdy ruch jest przedstawiony roéwnaniem wektorowym

r = F(1),
ktére zarazem okres$la tor jako w ogdle krzywg przestrzenna, .

n> ">m
to przyrost geometryczny Ar promienia r w przedziale czasu
At przedstawia cieciw,g laczacai miejsce M poruszajgcego sie
punktu m w chwili t z miejscem M' tegoz punktu w chwili

23



t + At lloraz ~r wyraza zatem predkosé takiego ruchu
At

prostoliniowego jednostajnego po tej cieciwie, ktéry rozpo-
czyna sie w punkcie M i kohiczy w M' jednoczes$nie z ruchem

krzywoliniowym danym po Iluku MM'. Dlatego — Vr

przedstawia predkos¢ Srednig zgodnie z okresSleniami po-
przednimi, a

i Ar dr -y [91
im At df

okres$la predkos$¢ poruszajgcego sie punktu m w chwili f, ja-
ko pochodng (iloraz r6zniczkowy) promie-
nia -wektora tego punktu wzgledem czasu t
Gdy element tuku toru ds pojmujemy
jako wektor 1gczajcy koniec promienia

r z koncem promienia r dr (rys. 10),

>
to ds = dr. Oznaczymy przez r wektor

jednostkowy (wersor) n$ stycznej do toru
w punkcie rozpatrywanym, to dr

= ds xds, a wiec

_— [20]

d t

z czego widaé, ze predkosé jest styczna do toru i ma war-
tos¢ algebraiczna:
ds
dl
Dajmy na to, ze dla danego ruchu krzywoliniowego (rys.
11 a) wyznaczyliSmy predkos¢ w punktach kolejnych i zna-

[21]
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lezione wektory predkosci wystawiamy z dowolnie obranego
poczatku (rys. 11 b). Wtedy konce tych wektorow leza na
krzywej nazywanej przez R. Hamiltona hodografem danego
ruchu. Ruch ten okres$la przeto jednoznacznie ruch innego
punktu, pomys$lanego, po hodografie. Predkoscig ruchu po ho-

->

dografie jest oczywiscie g\tl , czyli pochodna predkosci ruchu

Rys. 11 a

danego wzgledem czasu. Uogdlniajgc teraz pojecie przyspie-
szenia ustalone powyzej dla ruchu prostoliniowego, widzimy,
ze rOwnanie

dv
di [22]

okreslajgce wektor przyspieszenia jakiegokolwiek ruchu krzy-
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woliniowego wyraza, ze przyspieszenie ruchu da-
nego jest réwne predkosci w odpowiednim
punkcie hodografu tego ruchu.

Stosownie do tego znajdujemy w prostym przypadku ruchu
po okregu kota o promieniu r z predkoscig o statej wartosci
liczbowej v, ze hodograf tego ruchu jest rowniez okregiem
kota o promieniu rownym v (rys. 12). W kazdej chwili jest

-> >

promien r prostopadly do odpowiedniego promienia v ho-
dografu. Oba okregi sa. oczywiscie opisane w czasie tym
samym T (czas obiegu, okres ruchu), a wiec predkosci katowe
w obu ruchach sg réwne. Ich wartos¢ awyraza sie dla ruchu

danego przez v , a dla ruchu po hodografie przez P , jezeli
r %

p oznacza przyspieszenie ruchu danego. A zatem:

z czego wynika

P = . [23]

Dowodzi to, ze przys$Spieszenie ruchu kotowego
jednostajnego z predkoscig v jest skierowa-
ne do $rodka kota i ma wartos¢ rowngi kwa-
dratowi predkosci podzielonemu przez pro-
mien kota.

Gdy ruch po okregu kota nie jest jednostajny, t. j. gdy wartos¢ licz-
ds
bowa predkosci v = It nie jest stata, to hodograf ruchu nie jest kotem,

a wiec predkos¢ po hodografie, ktéra jest zarazem przySpieszeniem ruchu

danego, nie ma juz kierunku prostopadtego do predkosci v ruchu danego
i zwréconego ku Srodkowi kota, lecz odchyla sie oden ku kierunkowi pred-

kosci v o kat ostry. A zatem przysSpieszenie p = jest wtedy wek-

torem dajgcym sie roztozy¢é w kierunku stycznym i normalnym do toru.

/ *
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Rozktad ten wykonamy najtatwiej, wstawiwszy jak powyzej v wartosé

-> ds
; -fi-, czyli piszac

ds
i wykonujgc rézniczkowanie iloczynu % — wedlug wzoru rézniczkowego
d@uv) = udv + vdu

Mamy wiec
->
dr ds d2s
P= - & =T * &B

Uwzgledniajac, ze

dr dr ds d2s d [/ ds\ dv
df ~ ds ' "df 3 df2 "df \ dt) ~ "df

@ H.

Ale dr ma oczywiscie kierunek no'rmalnej, poniewaz % ma dlugos¢ stata
i rowng 1, a tylko kierunek zmienny. Oznaczywszy wersor normalnej

znajdujemy

przez v, a kat elementarny o jaki sie obraca styczna, a zarazem i normalna,

gdy wspéilrzedna drogi s wzro$nie o ds, przez da, mamy dr -+ vda,
a wiec:

dr n da

ds ' ds
oo Gs . . . .
Poniewaz — = r (promieniowi toru), przeto réwnanie [24] przyjmie

da
postaé

v2 dv



oznacza skladowa normalng przysSpieszenia, czyli przyspieszenie normalne,
zas$

> -> dv dy <®s
p, - « — ,czylip, _ 271

oznacza skladowag styczng przySpieszenia, czyli przy$pieszenie styczne.
Réwnania te wyrazaja, ze; ,

1 PrzysSpieszenie styczne ma warto$¢ réwng dru-
giej pochodnej wspoéirzednej drogowej wzgledem
czasu albo pierwszej pochodnej wartosci predkosci
wzgledem czasu.

2 Przys$pieszenie normalne skierowane ku $rod-
kowi toru ma warto$¢ réwng kwadratowi predkosci
podzielonemu przez promienA toru. Nazywamy je takze
przy$pieszeniem dosrodkowym.

G Przy$pieszenie styczne i normalne w ruchu punktu po
torze krzywoliniowym

Wykonany powyzej rozktad przy$pieszenia w ruchu jednostajnym po

kole na przys$pieszenie styczne pt i normalne p, wykazuje nader wazng
wlasno$¢ ogélng ruchu krzywoliniowego. Kazdy bowiem ‘tuk krzywej
.gtadki", t. zn. posiadajgcy wszedzie styczng i promien krzywizny g moze
by¢ traktowany jako ciag tukéw kotowych elementarnych o promieniach
okre$lonych promieniami krzywizn. tuk taki jako tor punktu poruszaja-
cego sie ma zatem wilasno$¢ wspdélng z okregami két, czyli wykazuje przy-

dv d2s .
$pieszenie styczne p, o wielkosci i kierunku stycznej do toru,

oraz przyspieszenie normalne, czyli dosrodkowe p,, o wielkoSci — skie-

rowane ku $rodkowi krzywizny.
Kierunek przys$pieszenia stycznego jest zgodny z kierunkiem pred-

dv dv
kosci gdy dt jest dodatnie, a przeciwny gdy it jest ujemne,

Przy$pieszenie catkowite p ma przeto warto$¢ liczbowa.

P = V P2t + P2n [28]

i jest skierowane ku wklestosci toru.
Wniosek 1 Gdy ruch krzywoliniowy jest jednostajny, to p(

a przys$pieszeniem catkowitym jest p,.

}

1l
o
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Wniosek 2. W punktach przegiecia toru (gdzie krzywizna zmie-
niajac znak przechodzi przez warto$¢ zerowa) jest pn — 0, a przy$piesze-
niem catkowitym staje sie pj(.

Przyktad 1. Po torze skfada-

jacym sie z tukéw kotowych pia-
skich o promieniach Rt = 100 m,
R2'= 200 m, R3 = 150 m (rys. 13)
porusza sie punkt m z predkoscig
o statej wartosci liczbowej ¢ =
= 10 m/sek. Obliczy¢ przyspie-
szenie.

Rozwigzanie. Na kazdym z tu-
kéw jest przyspieszenie state i ro-
wna sie c2R, ale dla kazdego
z nich rézne. To przy$pieszenie
ma przy powyzszych danych war- Rys. 13.
tosci:

100
. = 1 m/sek2; = 05 m/sek2; 100 = 0,667 m/sek2,
100 200 150
przy czym to ostatnie jest skierowane ku przeciwnej stronie toru niz dwa

pierwsze. W naszym zadaniu jest przeto przy$pieszenie w zaleznosci od

miejsca na torze funkcjg przedziatami ciagta, ale zrywajaca ciagtosé
w miejscach zigczenia przedziatéw.

Przyktad 2. Przy$pieszenie a ruchu jednostajnego po okregu kota
o promieniu R= 10 ma warto$¢ 15 m/sek2. Jaka jest predko$¢ ruchu cé

Odpowiedz. Poniewaz a = c2/R, wiec ¢ —V aR — 1510 = 12,25 m/sek.

7. Predkos¢ i przy$Spieszenie ruchu krzywoliniowego punktu
przedstawione wspoétrzednymi prostokatnymi

Kazda ze wspoirzednych x, y, z mozemy wyrazi¢ rOwnaniami:
x? F1(0f y= F2() _ z = F3(f),
gdzie Fv Fv F* przedstawiaja okreslone funkcje czasu.
Jak zaznaczono juz na wstepie (patrz réwnanie [2]), promien-wektor r

taczacy poczatek wspéirzednych z punktem poruszajgcym sie m da sie
wyrazi¢é w postaci sumy wektorowej:



> ">a
gdzie /, /, k sa wektorami jednostkowymi (wersorami) na osiach X, Y, Z,

a wiec wspoétczynnikami statymi. Wobec tego predkos$¢ v, jako okreslong
ogolnie ilorazem rézniczkowym 5t mozna przedstawi¢ wzorem:
dr dx dy dz ->

"dt = df 1 + df J + 17 130

za$ przy$pieszenie:

dv d2r d2x dzy d2z [3j

P ~ dT _ df2 ~ df2 1 + df2 7 r df2 k
Wzoryte wyrazaja, zerzut wektora predkos$ci i wektora
przy$spieszenia punktu m na dowolng prostg (obrang
za 05 wspOtrzednych prostokatnych) jestodpowie-
dnio réwny wektorowi predkoséci i przys$pieszenia

rzutu punktu m na te prosta.

Na tym polega znaczenie praktyczne wspétrzednych prostokatnych
(lub innych, ktére bedziemy stosowali zaleznie od typu zagadnienia), albo-
wiem w zadaniach konkretnych szukamy wartosci Jiczbowych dtugosci,
katéw, dla wyznaczenia rzutéw, ktére przedstawiajg szukany wektor.

Rzuty wektora na osie X, Y, Z nazywamy takze skladowymi prosto-
katnymi tego wektora, ktéry wtedy nazywamy czesto wektorem wypad-
kowym.

Rozdziai IA

RUCHY SZCZEGOLNE PUNKTU

W nastepnych paragrafach rozpatrzymy szczego6towo nie-
ktore najwazniejsze i najprostsze przypadki ruchu punktu,
rozpoczynajgc od ruchu jednostajnego po okregu kota, ktéry
jest najprostszym przyktadem ruchéw okresowych, tj. takich,
ktore sie powtarzajg identycznie w réwnych kolejnych prze-
dziatach czasu T zwanych okresem (periodem) ruchu. Ruch
taki wykonujg wszystkie punkty jakiejkolwiek czesci maszy-
nowej obracajgcej sie jednostajnie okoto osi wyznaczonej
Srodkami czopoéw otoczonych panewkami tozysk.
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8. Ruch kotowy jednostajny jako ruch harmoniczny

Gdy punkt m (rys. 14) porusza sie jednostajnie po okregu
° promieniu a z pofozenia poczatkowego C (dla t= 0)( np.
w kierunku przeciwnym wska-
zbwkom na tarczy zegara, to
obrawszy prostg OC za o0$ odcie-
tych X, a prostopadig do niej OY
za os$ rzednych Y, znajdziemy row-
nania ruchu we wspoOtrzednych
prostokatnych, wyraziwszy te
Wspoéhzedne przez promieh r = a
i kat $, jaki zawiera r z osig X
A zatem:
X = a cos#, Rys. 14
y = a sin#.
Ale kat # jako proporcjonalny wzgledem czasu t da sie wy-
razi¢ rownaniem <« = oot, gdzie ® jest predkoscig kagtowa

obrotu promienia, albo tez poniewaz o= gdzie T jest
okresem ruchu robwnaniem
# = Ty (32]
Mamy wiec:
23

X = acosmt = acos
. . 23 [33]

y>= asin mt — asin

jako réwnanie danego ruchu. Kazde z tych réwnan jest zara-
zem réwnaniem ruchu prostoliniowego punktu, ktory jest
rzutem punktu m danego ruchu kotowego. Ruchy te, odgry-
wajgce bardzo wazng role w akustyce, otrzymaly nazwe
prostych ruchéw harmonicznych. Z tego wynika, ze ruch ko-
towy jednostajny jest z nimi niejako najblizej spokrewniony,
wobec czego nazwiemy go ruchem harmonicznym kotowym.

Przyktad 1. Promien r = 4m punktu poruszajacego sie jedno-

stajnie po okregu wykonywa 100 obrotéw na minute; jaka jest predkos¢
i przy$pieszenie punktu?.
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Odpowiedz. Przy n obrotach na minute opisuje promien w 1 sekun-

r
dzie kat bu co (predkos$¢ katowa w sek — *). Przy powyzszych danych
liczbowych jest wiec:
10+2n 10en )
o= -eg— = -3— “"ek-i)

Predkos¢ za$ liniowa

10°_j)i
v = rco= 4 —OI.— = 41,9 m/sek.

Wreszcie przys$pieszenie (dosrodkowe):
a- Vv'-Ir = 41,924 - 439 m/sek2.
Przyktad 2. Obliczy¢ predko$¢ i przySpieszenie punktu  porusza-
jacego sie prostym ruchem harmonicznym o okresie T= 5 sek i ampli-
tudzie 4 = 10 cm.

Rozwigzanie. Rozpoczynajgc liczy¢ czas od chwili, gdy odchylenie od

Srodka ruchu x = A, piszemy roéwnanie danego ruchu w postaci:
X — A cos 24 . 10 cos 2n t.
T 5

Poniewaz ruch ten jestrzutem ruchu jednostajnegopo okregu*o pro-
mieniu A, przeto szukana predko$¢ i przy$pieszenie sa rzutami na o$ X
predkosci i przyspieszenia tego ruchu kotowego. Jego predkosé

v - * £

V2 4n2A

a przyspieszenie (dosrodkowe) a =
4 r2
Predkos$¢ V jest nachylona do osi X pod katem -y + o gdzie g —

2nt
= — ——, a zatem predko$¢ ruchu harmonicznego rozpatrywanego

. I T, \ . . 271 241 27t
v=V.cosl— + @j = — V-sin— —= — — s,n ~f— =

= 12,57 *sin 1,257 t.
- . L - . ATI2
Przys$pieszenie za$ jako rzut przysSpieszenia > 4, nachylonego do X
pod katem n + @ . ma wielkos¢

P = - 4 cos(tt + ) —— 4 A cos —? —= — 1579 cos 1,257 t.

To samo otrzymalibySmy przez kolejne rézniczkowanie wzgledem t
danego réwnania ruchu.
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8. Rdwnanie ogdlniejsze prostego ruchu harmonicznego

Réwnania x=zacoscot i y= asin cot przedstawiajg ruchy
harmoniczne proste o okresie tym samym T ~2n/co. Ich wy-
kresy widzimy na rys. 15a i b. W
obu najwieksza rzedng jest a. Na-
zywamy ja amplitudg (obszernoscia)
ruchu harmonicznego. Obydwa wy-
kresy przedstawiajg linie falistg tej
samej postaci zwanej sinusoidg, a
tylko druga krzywa (ktéra mozna
by nazwa¢ cosinusoidg) jest cofnie-
ta na osi czasu wzgledem pierwszej
o 774. poniewaz (jak wiadomo

Z goniometrii) jest sin ~ a +~27) =

= COs a,

a wileic cos @t = sin t + TL] = sm i1t r
I'r 21 T\ 4/

Widzimy z tego, ze proste ruchy harmoniczne okreslone
robwnaniami:

2n . 2.71,
X —acos T £ i y—asmy "t

réznig sie jedynie tzw. fazgruchu. Gdy bowiem w chwilit = 0
punkt poruszajacy sie! wedtug rownania sinusowegoprzecho-
dzi przez $Srodek ruchu a zarazem poczatek wspoirzednych,
to punkt poruszajgcy sie wedlug r6wnania cosinusowego jest
oddalony o amplitude a. W tym za$ miejscu znajdzie sie punkt
pierwszy dopiero po czasie rownym T/4. Fakt ten stwierdzamy
mowigc w sposéb przyjety powszechnie, ze faza ruchu dru-
giego wyprzedza faze ruchu pierwszego o ¢wieré okresu.
Zamiast okre$la¢ faze ruchu okresowego utamkiem okresu
podajemy czesto wartos¢ kata < jaki w odpowiednich ru-
chach kotowych tworzg promienie punktéw ruchomych. Fazie
7L4 odpowiada zatem kat réwny jednej czwartej 2n, czyli
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n/2. Kat ten mierzy réznicg faz obu powyzszych ruchéw réwno-
okresowych.

Przy danej réznicy faz @ majg réwnania dwu ruchdow pros-
tych harmonicznych o rownych okresach i amplitudach postac:

z = asinof i Z = asin (cot + ¢p
Ot6z drugie réwnanie mozna przeksztatci¢ na

Z — asinct *cos@+ acos mt msin @

albo oznaczywszy wspéiczynniki state

acos® = A, asing =aB [34]
napiszemy

z = Asinmt + Bcosot.

Wyraza to, ze kazdy prosty ruch harmonicz-
ny, czyli krécej drganie harmoniczne, moznauwazac¢
za ztozony z drgania sinusowego i cosinuso-
wego o0 amplitudach ré6znych /4iB, lecz okre-
sach réwnych. Z danych za$s wartosci amplitud ruchow
sktadowych A i B znajdujemy amplitude i faze ruchu wypad-
kowego przy pomocy wzorow:

a2= A2+ B2 i tg© = ¢t

A
wynikajgcych bezposrednio ze zwigzkéw — wzor [34],
Roéwnanie:
z = asin (ot + g —asin t+ P ~- [35]

gdzie @ moze by¢ dodatnie lub ujemne, jest przeto réwnaniem
najogolniejszym prostego ruchu harmonicznego o amplitudzie
a, okresie T i fazie poczatkowej @ (okresSlonej kaitem fazy).
Gdy okres drgania harmonicznego jest bardzo kroétki, to dla
wygody rachunku liczbowego wprowadzamy wartos¢ \/IT —n
zwang czestoscig (takze ,czestotliwoscig") ruchu okresowe-
go. Czestos¢ przedstawia wiec ilos¢ okresow odbytych w jed-
nostce czasu, np. w sekundzie. W obliczeniach teoretycznych
jest jeszcze wygodniej postugiwaé sie czestoscig katowa
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2n

= 2nn (zwana takze przez elektrykéw ,pulsacjg"

drgania), ktdra jest liczbowo réwna predkosci katowej pro-
mienia tego ruchu kotowego, ktérego rzutem jest rozpatry-
wany prosty ruch harmoniczny.

10. Skiadanie prostych ruchéw harmonicznych

Wykonany powyzej rozkiad ruchu jednostajnego po okre-
gu kota na dwa ruchy proste harmoniczne wzajemnie prosto-
padte stanowi nie tylko formalng operacje matematyczng, ale
da sie unaoczni¢ na mechanizmie konkretnym tak zwanej ku-
lisy Wolfa (rys. 16). Jest to rama R
z wycieciem podiuznym, (na rysun-
ku poziomym) w ktérym to wycie-
ciu moze sie tam i na powrot prze-
suwacé tzw. krzyzulec K potgczony
przegubowo z korbg KO zigczong
z osig O ustalong prostopadle do
ptaszczyzny rysunku. Sama kulisa
jest wodzona po osi pionowej YY'
za posrednictwem pretéw z nig
sztywnie ztgczonych. Przy obrocie
korby kulisa porusza sie okresowo
do gory i w doét, a krzyzulec prze-
suwa sie w niej rowniez okresowo
na prawo i na lewo. Gdy obrot kor-
by jest taki, ze $rodek krzyzulca X
porusza sie jednostajnie po okre- Rys. 16.
gu Kkota, to przesuniecie kulisy
porusza kazdy jej punkt w goére i w doét ruchem harmonicz-
nym. Takiz ruch odbywa krzyzulec wzgledem kulisy w prawo
i w lewo.

Skoro nawzajem udzielimy kulisie prostego ruchu harmo-
nicznego pionowego y = asintof, a krzyzulcowi ruchu pozio-
mego X — acos ot wzgledem kulisy, to srodek krzyzulca opi-
sze wzgledem podstawy mechanizmu koto o promieniu a
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z predkoscig stalg am Wynik ten stwierdzamy moéwigc, ze
ruch kotowy harmoniczny jest ruchem wypadkowym z dwu
prostych ruchéw harmonicznych wzajemnie prostopadtych

o rownych okresach i amplitudach, a o fazach réznigcych sie
o ¢wierc¢ okresu.

Podobnie tatwo sobie uzmystowi¢ inne przypadki sktada-
nia prostych ruchéw harmonicznych, jak np.:

X = asinot, y = bsinot. [36]

Te dwa ruchy wzajemnie prostopadle o r6znych okresach i fa-
zach, a r6znych amplitudach ai b dajg, jak tatwo dostrzec, ruch
wypadkowyrktory jest znowu prostym ruchem harmonicznym
po prostejy = 2 X, 0 amplitudzie réwnej V a2 + b2 Wynika

to z podzielenia obu réwnah, oraz podniesienia do kwadratu,
dodania i wyciggniecia pierwiastka kwadratowego. Réwnanie
ruchu wypadkowego przyjmuje postac:

s= |/la2 + b2msin mot, [37]

gdzie s = X2 + y2 jest odchyleniem punktu od $rodka ru-

chu. Gdyby fazy powyzszych ruchéw skiadanych réznity sie
np. o kat g, to rébwnaniami ruchu bytyby:

X = asinoot, y —bsin {ot + @ [38]
Drugie rownanie mozna jednak przeksztalci¢ na
y = Cisin cot + c2cos mt, gdzie ct = bcosog c2= bsinq -

Z pierwszego roOwnania znajdujemy:

sin ot =

z drugiego zas:

cos ot = y — casin ot)= — n

CZ( 2 2

Po podniesieniu do kwadratu idodaniuotrzymamy:



albo wyraziwszy cti c2przez b i 9:

X2- + -~2 — 2% CcosS P — sin2 39J
a2 b2 ab P P [

jako rownanie toru, ktéry jest elipsg o $rodku w poczatku
wspotrzednych.

Z ruchem takim i innymi ztozonymi z prostych ruchow
harmonicznych spotykamy sie niejednokrotnie w kinetyce,
zwtaszcza przy badaniu drgah sprezystych, tj. ruchéw okreso-
wych wywotanych sitami sprezystosci. Gdy np. pret stalowy
okragty opatrzony na koncu kulg utwierdzimy jednym kon-
cem w imadle i wytrgcimy kule z potozenia rownowagi w kie-
runku dowolnym, to powstang drgania preta objawiajace sie
prostym ruchem harmonicznym sSrodka kuli. Ruch ten tatwo
uwidoczni¢ wyraznie np. przez wypolerowanie powierzchni
kuli na zwierciadto wypukte, ktdre skupia obraz zewnetrzne-
go zrodila sSwiatta.

Gdy po odchyleniu kuli z potozenia réwnowagi, udzielimy
jej predkosci poczatkowej nachylonej do kierunku odchyle-
nia, to srodek kuli opisze elipse okreslong réwnaniem [39].

Przechodzgc teraz do przypadkow bardziej ztozonych we-
zmy pod uwage drganie prostoliniowe ztozone z dowolnej licz-
by prostych drgah harmonicznych o r6znych amplitudach i fa-
zach, ale wspdlnym okresie T, czyli wspdlnej czestosci kato-
wej ca Pokaze sige, ze wypadkowa takich drgan jest prostym
ruchem harmonicznym o tej samej czestosci a). Wystarczy
oczywiscie dowies$¢ tego dla dwu rownan, kiedy réwnanie ru-
chu wypadkowego ma postac:

X = ajsin (cot + qt) + a2sin (@t + &2 [40]
co po znanym rozwinieciu funkcyj sumy katow daje:
X = (atcos ¢ + a2cos 4P sina@at + (a2sin qx + sine>2 coscat.
Wprowadzmy nowe stale a i @ przez podstawienie:
acos<p= alcosql + a2cos q®?; asin @— atsingy + a,sin%
Po podniesieniu do kwadratu i dodaniu znajdziemy

a2= az + a2 + 2a, a2cos (P — 9,

3 Drinz. M. T. Huber — Kinematyka i Dynamika 37



a z podzielenia tych samych réwnan wynika:

a, sin o2 + a2sin o2
tg9 — g R stad
Xcos e + 'aZcos W
tg ? axsin 92 + a2sin 92
sm o5
[/ 1+ tg2? Va2l + a2+ 2axa2cos (¥ — )
Z tymi wartoSciami przyjmie réwnanie ruchu postac
X = acos P sinmé + asin P coscot — asin (¢ + P [41]

okreslajgcg prosty ruch harmoniczny.

11 Skiadanie prostych drgan harmonicznych o réznych
czestosciach
Wezmy dwa drgania harmoniczne po tej samej prostej
0 okresach 7\ i T2i odpowiednio o czestosSciach kgtowych ot
1a2. ROwnaniem ruchu wypadkowego jest

= axsin (coxt + 9 +;a2sin (R1+ B [42]
albo x = axsin f+ <Pi) + a2sin { ~t + ?2

Nalezy odr6zni¢ dwa przypadki; w pierwszym 7\ i 7\
(albo ot i ) sg wspotmierne, w dru-
gim zas$ niewspOimierne.

Gdy okresy obu drgan sg wspot-
mierne, to ich stosunek

Tx: T2— Uj : n2

gdzie nx i n2sg liczbami catkowity-
mi nie majgcymi czynnika wspodlne-
go réznego od 1L Wtedy T — nlT2=
= n27\ jest okresem ruchu wypad-
kowego, poniewaz w tym przedzia-

le czasu uptynie catkowita liczba n2

okreséw pierwszej sktadowej i cal-

kowita nl okres6w drugiej skta-

dowej, wobec czego punkt wro-

ci do tego samego stanu ruchu, co na poczgtku, a wiec roz-

pocznie drugi okres ruchu wypadkowego (rys. 17).
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W waznym przypadku szczegllnym bardzo matej réznicy
okres6w Tx i 72 staje sie 7 bardzo wielkim. Niechaj bowiem

N — T2 — 9dzie m jest liczbg catkowita, np. 100, to

7a:t, =+ _ _l =m= 1 Og,awiec nx= 100, ns= 99,

zas 7 = 10072=99 7!.

Tym sie tlumaczy w akustyce zjawisko ,dudnienia”, tj.
okresowego wzmacniania i przyciszania tonu wydawanego

np. przez dwa kamertony o nieznacznej réznicy czestosci (rys.

18). To zjawisko utatwia bardzo strojenie instrumentéw mu-
zycznych.

Gdy okresy obu drgan sg niewspoétmierne, to nie ma liczb
catkowitych skonczonych nx i n2, ktérych stosunek bytby ré-
wny Tti T2 a zatem nie moze by¢ okresu skonczonego 7 ru-
chu wypadkowego, czyli ruch wypadkowy nie jest biorgc
Scisle okresowy. Ale wykres tego ruchu jest tym bardziej zbli-
zony do poprzedniego, im jest mniejsza r6znica wzgledna obu
okresow drgan skfadowych, tak iz réwniez wystepuje zjawi-
sko dudnienia.
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12. Ruch centralny

Ruchem centralnym nazywamy ruch punktu, jezeli jego
przysSpieszenie catkowite przechodzi przez punkt staty, zwany
srodkiem ruchu. Torem punktu moze by¢ wtedy oczywiscie
tylko krzywa ptaska, ktorej ptaszczyzne wyznacza srodek ru-
chu i kierunek predkosci poczatkowej, tzh. predkosci punktu
w chwili, od ktérej liczymy czas. Ruch centralny posiada wta-
sno$¢ bardzo wazng wyrazong twierdzeniem: Promien —

-u
wektor r tgczgcy $Srodek ruchu =z punktem

poruszajgcym sie opisuje pole proporcjo-
nalne do czasu.

Dowdd polega na wykazaniu przede wszystkim, ze mo-

ment *wektora predkosci v wzgledem Srodka ruchu O (rys. 19)
jest staly, czyli nie zmie-
nia sie z czasem, co wy-
razimy réwnaniem:

Mom/ = = const. [43]

Azeby to wykazac,
wezmy pod uwage dwa
potozenia kolejne M i M’
poruszajgcego sie pun-

Rys. 19. ; . .
ktu odpowiadajace chwi-

lom tit+ dt Predkos¢ vV ow potozeniu M ulegta zmianie dv
o kierunku zgodnym z przy$pieszeniem p, ktére wedlug zalto-
zenig ma kierunek MO. Predkos$¢ v' w potozeniu M’ jest ro-

‘a -V
wna sumie wektorowej MK = v + dv, przesunietej rownole-

* Pojecie momentu wzgledem punktu wektora sity, znane dobrze ze
statyki, ma zastosowanie do wszelkich wektoréw, a wiec tutaj do wek-
tora predkosci.
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gle z punktu poczatkowego M do punktu M\ Moment v wzgle-

dem O rozni sie od momentu wektora MK o nieskonczenie ma-
ta rzedu drugiego, poniewaz MM' i kat MOM"' sg nieskoncze-

nie matymi rzedu pierwszego. Wobec tego moment v staje sie
w

w granicy rownym momentowi wektora MK. Ten za$ stosow-

nie do twierdzenia Varignona jest:

>* [ > =
Mom0O MK = MomO (v + dv) = MomOv + MomOdv

Ale dodajnik drugi znika jako mojnent wektora, ktérego
kierunek przechodzi przez O, a zatem:
MomOv' — MomOv = 21 =const. [44]

Wynik ten mozna napisa¢ w postaci:
vrsin (r,v) = ~ Tsin (r,v) == 211 = const [45]

Poniewaz v ma kierunek ten sam cods, przeto iloczyn

dsrsin (r, y) = dsrsin (r, ds)

przedstawia pole podwdjne tréjkgta elementarnego z wierz-
chotkiem w srodku O, ktérego podstawg jest ds. Oznaczywszy
pole tego tréjkata przez dF otrzymujemy:

o dF df

2 ~ const, czyli — -=s const = C. [46]
Rownanie to wyraza, ze wielkos¢ zwana predkoscig
Wycinkowq jest w ruchu centralnym sta?a.t Stad
dF = Cd¢,
n przez catkowanie otrzymujemy:
F= C(t— tO, [47]

gdzie tOoznaczachwile od ktdrej rozpoczeliSmymierzy¢ pole
opisywane przez promien r. Twierdzenie powyzsze jest prze-
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to dowiedzione. Mozna je nadto wystowi¢ w innej jeszcze po-
staci, jezeli oznaczymy przez h wysokos$¢ tréjkata elementar-
nego. Wysokos¢ ta jest bowiem dlugoscig prostopadtej spu-
szczonej ze $rodka ruchu na styczng do toru. A zatem vh —
statej czyli: predkos$s¢ punktu w jego ruchu cen-
tralnym jest odwrotnie proporcjonalna
wzgledem prostopadtej, spuszczonej ze
srodka na kierunek stycznej toru w miejscu
rozpatrywanym.

13. Ruch przy stalym wektorze przys$pieszenia

Oznaczywszy staly wektor przy$Spieszenia przez g mamy

jako réwnanie rézniczkowe ruchu rozpatrywanego, bardzo ta-
twe do scatkowania. Pierwsze catkowanie daje:

(49}

gdzie c jest dowolng stalg catkowania, ktéra otrzymuje znacze-
nie okreslone predkosci poczagtkowej, gdyz dla t — 0 jest

v = cC
Catkujgc drugi raz otrzymamy:

> 1

T = —ﬂ_gt2+Ct+C. [50]

gdzie c' oznacza drugg statg catkowania, ktdrg mozna uczy-

ni¢ rbwng 0 obrawszy poczatek promieni -wektoréw r w miej-
scu, gdzie punkt ruchomy znajduje sie w chwilit = 0. A zatem
robwnanie

-> I
r= gt2 + ct [51]
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przedstawia ogélny ruch punktu, w ktérych przyspieszenie g

jest state. Poniewaz c¢ jest drugim wektorem statym, przeto
z rbwnania tego czytamy, ze ruch odbywa sie w ptaszczyznie

"wyznaczonej przez g i c¢ oraz, ze ruch ten mozna roztozyé
na ruch prostoliniowy jednostajny o réwnaniu:

T = ct

i ruch prostoliniowy jednostajnie zmienny o réwnaniu:

4 . .

Ruch wypadkowy jest w ogéle krzywoliniowy. Ruch taki
odbywatby, jak o tym bedzie mowa w kinetyce, punkt ma-
terialny w obszarze niezbyt wielkim nad powierzchnig ziemi,
o ile mozna poming¢ wplyw oporu powietrza i uwazaé przy-

épieszenie g wywotane sitg ciezkosci za state. Wtedy g jest

skierowane pionowo w doét, a torem punktu jest parabola o osi
pionowej, zwrécona

wierzchotkiem ku go6-
rze.

Uzasadnimy to naj-
prosciej przy pomocy
prostokatnego ukiadu
"wspoétrzednych o po-
czatku w M ,, tj. w po-
tozeniu poczagtkowym
punktu poruszajgcego
sie z predkoscig poczat-

kowag c nachylong do poziomej osi X pod katem a (rys. 20j
O$ Y niech bedzie skierowana w goére. Wtedy znajdujemy
dla wspoirzednych punktu poruszajgcego sie, jako dla rzutéw

Promienia - wektora r na obie osie, wyrazenia nastepujgce:
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X =actcosa; y —ctsina — gt2 [52]
u

Rozwigzawszy pierwsze z tych réwnan wzgledem

¢= -—*— | wstawiwszy te wartos¢ w drugie otrzymamy:
Ccosa,

2c2cos2a my ~ 2c2sinacosa*x — gx2
jako réownanie toru. Po podzieleniu przez g i podstawieniu
c2cos2a
- T = q, [53]
napiszemy 29y = g2tg2a *x — X2.
Dodajgc i odejmujgc po stronie prawej gq2tg2a. otrzymujemy
2qy — g2tg2a — (x — q tg a)2
albo

x— qtga)2= —2qg "y J-tg2a ) - [54]

Gdy teraz przeniesiemy poczatek wspoétrzednych do punktu

x0= <Qtga y0 = Rﬁ tg 2a ,
to rownanie [54] przyjmie postac:
X2= — 2qy [55]
przedstawiajgcg rownanie wierzchotkowe paraboli, ktérej
0o$ ma kierunek pionowy w dot Zarazem stwierdzamy, ze:

C 2sin2
y0 = g tg- a :~%g8|—n s o8B [56]

jest najwyzszym wzniesieniem punktu ruchomego ponad po-
ziom potozenia poczgtkowego MOX , za$
2x0= 2q tga= 252°08asina _ e (5]

wyznacza cieciwe poziomag toru MaA zwang w balistyce (teorii
strzelania) doniostoscig poziomg strzatu.

Rozpatrzmy jeszcze wazniejsze przypadki szczegoélne, jakie
zachodza;:
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1— gdy predkos¢ poczgtkowa jest skierowana pionowo w gore,
n u > i? ii ii ri ‘wdot i
3~- ” ” ” rowna O.

Wtych wszystkichprzypadkach ruch staje sie prostoli-
niowy, albowiem w pierwszym, tj. dla a = 90°, przeksztalcajg
sie réwnania ruchu [52] na:

X = 0, y z=ct — gt2. [58]
Podobnie w przypadku drugim, tj. dla a = — 90°, otrzy-

mujemy:
X = 0, y —— (cf + -L gt» V [59]

W przypadku trzecim, czylidla c = 0, jest:
x =i 0, y = - i- g f2 [60]

Przy pomocy rozwigzania [58] odpowiemy z fatwoscig na

yv?zlslkie pytania odnoszgce sie do rzutu pionowego w géra
i tak:

Predkos¢ v _ __ = ¢ gtmaleje zuplywem czasu i staje
sie zerem w chwili tl = a wiec na wysokosci.
h=c — *_ 9 (e_\

S 2 \g) >
czyli h= —— [611

2
Od chwili tl1zmienia sie Widocz%ie znak algebraiczny pred-
kosci v, a punkt materialny zaczyna spadac¢; po czasie

2fi =~r~ nabywa predkosciv= c— g — ¢, W miejscu
okreslonym wartoscig y = ¢ _ k_gf — n czyli

g 2 \'g 1~ '
wraca do potozenia poczgtkowego z predkoscia o wartosci
liczbowej rownej predkosci poczatkowej.
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Drogi opisywane od wyj$dcia ze stanu spo-
czynku do konca jednej, dwu, trzech... t jed-
nostek czasu sg proporcjonalne wzgledem
kwadratow kolejnych liczb naturalnych.
Ktadgc bowiem y = — s i oznaczajgc przez sw droge opisang
w n jednostkach czasu (n = 0, 1,2, 3...) mamy wedlug réw-
nania [60]

s= 2 §It2 [62]
a stad:
Si 82 :S3 .. s, = 12:22:32 ... nz [63]

Oznaczywszy nadto droge opisang podczas n-tej jednostki

czasu przez a, i zwazywszy, ze on— sn+, — s, =

—2| S[(*"+1)2— n2 = JI2_. g 2n+ 1) widzimy, iz

di .d2. @Ree. = 1:3:5:....:@n+ 1] [64]

czyli stowami:
Drogi opisywane podczas pierwszej, dru-
giej, trzeciej itd. jednostki czasu sg propor-

cjonalne wzgledem kolejnych liczb niepa-
rzystych.
Obliczajgc na koniec z rownania [62] predkos¢:
v =gt
i rugujac z obu rownan czas t, znajdujemy
2 [ -
s = —V—, albo v—V2gs. [65]

Pierwsze z wyrazen powyzszych okresSla wysokos$¢
spadania potrzebng do nabycia predkosSci
v, drugie zas predkos$¢ nabytag wskutek spa-
dania z wysokos$ci s

Przyktad 1. Pod jakim katem a do poziomu nalezy wyrzuci¢ pocisk
z punktu A, aby trafit w punkt B, znajdujacy sie na tym samym poziomie
w odlegtosci | = 100 m, jezeli predko$¢ poczatkowa c = 40 m/sek jest
dana, a op6r powietrza mozna pomingc¢?
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Rozwigzanie. Wedilug wzoru [57] jest:

c2 sin 2a
''= 2x0= s
a zatem sin 2a — gl/c2. Wida¢ stad, ze rozwigzanie jest mozliwe tylko,
Sdy c2> gl = 981 = 31,322 co jest w temacie spetnione, gdyz:
981
Sin 28 — 4500 = 0613.

W tablicach znajdujemy,ze 2a — 37°50', a wiec a = 18°55".
Ale danej wartoSci sin 2a odpowiada nadto kat o 90°wiekszy, czyli

2a — 127°50', a wiec a — 63°55".

Znaczy to, ze w tych warunkach pocisk trafi w cel, gdy go wyrzucic¢
albo pod katem 18°55', albo tez pod katem 63° 55"

Przyktad 2. Punktowi mt udzielono poczatkowej predkosci

10 m/sek pionowo w gére, a w pét sekundy pdzniej wystano za nim
punkt m2 z predkoscig va =

vt =

15 m/sek. Gdzie i kiedy nastgpi spotkanie?

Rozwigzanie. Réwnaniem ruchu punktu m1l jest z =

vtt — gt2,
drugiego za$ przy samym

poczatkuliczenia czasu
2= v2(t — 05 — _Lg(t — 05)2
Z warunku réwnosci obu wyrazen znajdziemy czas spotkania, a wiec:
1 1
V —-s- =V - 05y2- —-g (f2- t + 0.25).
stad
05v2 + 0,125 g
i = t = 2 K.
i (S%g V2 — v 0,882 se

Odpowiednig wartos¢ z daje wzor:

z vxf — —k gt2 = 882 — —% 9,81 «0.8822 = 5,01 m.
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Rozdziat 11

KINEMATYKA CIAfcA SZTYWNEGO

14. Swoboda ruchu ciata sztywnego — Ruch obrotowy
i postepowy — Przesuniecie i obrot

Trzy punkty ciata sztywnego A, B, C tworzace trdjkat
witasciwy ustalajg jego potozenie w przestrzeni wobec ukiadu
odniesienia. Znajgc ruchy tych trzech punktow znamy tym
samym ruch ciata. Ich tory nazywamy kierownicami ruchu.
Oczywiscie tylko jedna z tych kierownic moze by¢é dowolng
linig ciagta. Pozostale sg juz od niej zalezne z powodu nie-
zmiennej odlegtosci wzajemnej trzech poruszajacych sie punk-
tow ciala sztywnego. Potozenie jednego punktu wyznaczamy
w przestrzeni trzema wspoétrzednymi (np. prostokgtnymi x, y, z).

Trzy punkty wymagajg zatem do okres$lenia ich potozenia
9 wspbirzednych. Ale miedzy tymi wspétrzednymi zachodza
trzy zwigzki wyrazajgce, ze 3 wzajemne odlegtosci punktéow
A, B, C sa state. Pozostaje zatem tylko 6 wielkosci od siebie
nawzajem niezaleznych, ktdre wyznaczajg potozenie ciata
sztywnego w obranym uktadzie odniesienia. Liczba 6 jest za-
razem najwieksza liczba tzw. stopni swobody ciata sztywnego,
kiedy ciato jest zupetnie swobodne. Ustalajgc jedng, dwie itd.
wspotrzedne pozbawiamy ciato sztywne jednego, dwu itd.
stopni swobody. Gdy np. ustalimy dwa punkty ciata A i B,
to wszystkie punkty lezgce na prostej AB pozostang w spo-
czynki akazdy inny punkt C odlegty od prostej AB o r moze
tylko poruszac¢ sie po okregu kota o promieniu r (rys. 21).
Ruch taki nazywamy obrotowym lub krotko obrotem a prosta
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48 o0 si g obrotu. Podczas obrotu
Ptaszczyzna kazdego przekroju
Ptaskiego przechodzacego przez
°S obrotu (przekroju osiowego)
zajmuje coraz to nowe potoze-
nia tworzace z pierwotnym kat
V, zwany katem obrotu. Kat ten
wyrazony w mierze tukowej,
stanowi najdogodniejsza wspo6t-
rzedng do okres$lania ilosciowe-
go ruchu obrotowego.

Kazdy punkt ciata odlegty
od osi obrotu o r (promien obro-
tu tego punktu) opisuje droge
s=3r(p.

Rys. 21,

Os obrotu moze leze¢ takze poza cialem, jak np. oS obrotu
wagonu motorowego, ktéry jedzie po torze kolejowym, beda-
cym lukiem kotowym w ptaszczyznie poziomej. Wtedy (pio-
nowa) o$ obrotu przechodzi przez srodek okregu wyznacza-
jacego hni,e srodkowg toru kolejowego. Na tej osi obrotu lezg
oczywiscie $rodki wszystkich okregéw opisywanych przez
oddzielne punkty ciala przy jego obrocie. Promienie tych
*okregébw rosng( gdy o$ obrotu oddala sie od ciala. Przy po-
myslanej nieskonczonej odlegtosci osi obrotu tory wszystkich
punktow ciata zblizajg sie coraz bardziej do toru prostolinio-
wego, a poniewaz sg rownolegte, przeto obrdt okoto osi, ktérej
odlegtos¢ od ciala zdgza do nieskonczonosci staje sie ruchem,
w ktorym wektory predkosci wszystkich punktéw ciata sg
rowne geometrycznie. Taki szczegllnie prosty ruch ciala
sztywnego nazywamy przesunieciem (translatio). Ruch taki
wykonywa np. kazdy ttok w cylindrze silnika, a w ogéle kazde
cialo sztywne ,wodzone (prowadzone) pryzmatycznie“. Wo-
dzenie pryzmatyczne realizujemy np. w sposéb stosowany
Powszechnie w dzwigach pionowych, ktérych klatka moze sie
Porusza¢ swobodnie tylko do géry i na doét. W wielu maszy-
nach uzyskuje sie takze wodzenie czesSci przez nawleczenie
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jej otworem pryzmatycznym na nieruchomy sztywny pret
o przekroju takim samym jak otwdr. Wtedy kazdy punkt tej
czesci moze sie poruszac tylko réwnolegle do osi preta i otwo-
ru (przy pominieciu skutkéw matego luzu niezbednego prak-
tycznie, ktéry oczywiscie zezwala na bardzo mate obroty).

Przesuniecie jest oczywiscie ruchem o jednym stopniu
swobody. Ruch ten jest zarazem przypadkiem szczegdlnym
drugiego, obok ruchu obrotowego, ruchu o jednym stopniu
swobody zwanego ruchem postepowym. Ruch postepowy za-
chodzi, jezeli wszystkie 3 punkty A, B, C ciala sztywnego
poruszajg sie po torach réwnych i rownolegtych a zarazem
ustalonych. Wtedy z powodu sztywnos$ci ciala musza by¢
jednoczesne predkosci wszystldch jego punktow réwne i row-
nolegte, a wiec ruch jednego tylko punktu przedstawiony
wspoétrzedng drogi w zaleznosci od czasu t okresla zupetnie
ruch postepowy ciata wzdtuz ustalonej kierownicy ruchu. Tak
okreslony ruch postepowy jest w ogélnym wypadku krzywo-
liniowy, W przypadku szczegélnym, gdy kierownica ruchu
jest linig prosta, czyli gdy ruch postepowy jest zarazem pro-
stoliniowy, mamy oczywiscie do czynienia z poprzednio okre-
Slonym przesunieciem.

Obrdt okoto osi stalej i przesuniecie w kierunku statym
sg najprostszymi ruchami ciata sztywnego o jednym stopniu
swobody.

Przyktadem ruchu postepowego krzyvroliniowego jest ruch
trzonu lgczacego dwie korby réwne i réwnolegte obracajgce
sie identycznie. Kazdy punkt trzonu opisuje okrag kota o pro-
mieniu rownym promieniowi korby.

Ogolny ruch postepowy mozna sobie wyobrazi¢ jako zto-
zony z ruchéw chwilowych, czyli elementarnych, ktére sg w gra-
nicy przesunieciami elementarnymi (chwilowymi). Podobnie
obrot w elemencie czasu dt o kat de> jest-obrotem elementar-
nym (chwilowym). Przesuniecie elementarne i obrdt elemen-
tarny sg szczegOlnie waznymi rodzajami ruchu ciata sztyw-
nego, poniewaz, jak bedzie dalej dowiedzione, ogdIlny ruch
chwilowy ciata sztywnego da sie zawsze zastgpi¢ zespotem
dwéch ruchéw: przesuniecia w potaczeniu z obrotem.
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15. Ruch obrotowy okoto osi statej

Ruch obrotowy okoto osi statej jest stosownie do rozwa-
zah poprzedniego paragrafu okreslony katem obrotu ® w fun-
kcji czasu t

e— f (). [66]

Pochodna, czyli iloraz r6zniczkowy € —= mwyraza zatem

predko$¢ katowa, wprowadzong juz w teorii mchu harmo-
nicznego punktu.
Poniewaz wspotrzednag drogi jakiegokolwiek punktu ciata
odlegtego o promieh r od osi obrotu jest
S=T1® [67]
przeto rézniczkujagc to robwnanie wzgledem czasu (przy r uwa-
zanym za state) otrzymujemy:

_g_sy - r._de czyli'v = r«o. [6%1

A zatem wartoséliczbo wapredkos$ci linio-
wej v punktu ciata sztywnego obracajgacego
sie z predkos$cig kagtowag ® okoto osi danej
jest rowna iloczynowi promienia obrotu
tego punktu r przez

PrzySpieszenie punktu o promieniu obrotu r sklada sie
Z przy$pieszenia stycznego:

n__  dv d(rco) dco
pp-~dr -~ df~ =71 *ar-
i normalnego
ﬁ" - i -_ f C(; .

Pochodng aM nazywamy przyspieszeniem katowym i ozna-
t

czarny przez e A zatem

doo _  d29®
£" dr ~ df2’
Ph-mmre , [69]
a przy$pieszenie catkowite punktu ciata
P=Vp2d pn= TVER+ ob [70]
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Czesci maszyn obracajgce sie z wielkai predkoscig katowg to
majg zwykle przyspieszenie katowe e stosunkowo mate, wo-
bec czego we wzorze powyzszym wyraz o4 przewyzsza bar-
dzo €2 Przyspieszenie catkowite jest wtedy praktycznie pra-
wie rowne przyspieszeniu normalnemu (dosrodkowemu).

Predkos¢ obracajgcych sie czesci maszyn, két wagonow
itp. mierzymy w praktyce zwykle liczbg n obrotéw catkowi-
tych (tj. o kat 360°, czyli o 2ji) dokonanych w jednej minu-
cie. Gdy obrét nie jest jednostajny, mierzymy przez to oczy-
widcie predkos¢ Srednig w ciggu minuty. Poniewaz opisany
przy tym kat obrotu wynosi w mierze lukowej

®m— 2nn,

przeto predkoscig katowag wyrazong w sek-1 jest

jp _ 2nn _ . nn
=t~ 60 ~ 30
natomiast n — JPRP.P [72]

71
jest liczba obrotéw na minute wyrazonag przez predkos$¢ kato-
wg odniesiong do sekundy jako jednostki czasu.

Przyktad 1. Przy rozruchu maszyny trwajacym t sek kolo zamacho-
we o promieniu R cm osigga N obrotéw na minute. Obliczy¢ przyspie-
szenie katowe kola oraz przy$pieszenie liniowe punktéw jego obwodu
w czasie rozruchu.

Przyjmujac, ze obrét kola w czasie rozruchu mozna uwazaé¢ za jedno-
stajnie przys$pieszony i oznaczajac przez el przyspieszenie katowe tego
obrotu napiszemy a— Sit jako réwnanie ruchu. Wstawiwszy tutaj t —t,.

| a) = otrzymam
) w y y
nn . nd
30 ¢ *1*l, a w< el ~ 30tt -
71
Gdy np. n — 90, a zatem — = 9, 425, za$ = 20 sek, to
uu tj
9.425
w = e == 0,471 sek—2.
ei 20
Predko$¢ katowag o)x ruchu jednostajnego po okresie rozruchu znaj-
dujemy z wzoru cot = £itj = 9,425 sek—.
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Stad przys$pieszenie normalne na obwodzie kota p, = Rco2 — SS8 R
cm/sek2, a wiec np. przy R—50cm jest p, = 4440 cm/sek2= 44,4 m/sek-.
Natomiast przySpieszenie styczne
p —e R = 0471 R = 236 cm/sek2 = 0,236 m/sek2
jest okoto 188 razy mniejsze od pn.

16. Wektory obrotu

Gdy okoto danej osi zachodzi obré6t ciata o kat qg to mozna

go okreslicjednoznacznie wektorem kata obrotu @ pomysla-
nym naosi ze strzatkg przedstawiajgcg umownie kierunek
(zwrot) obrotu. Przyjmiemy wiec tutaj, ze patrzgc w kierunku

przeciwnym strzatki widzimy obr6t zgodny z obrotem wska-
z6wek na tarczy zegarowej *.

Znajgc wektor @ w zaleznosci od czasu t, znajdziemy

wektor predkosci kgtowej @ przez rézniczkowanie wzgledem
czasu, a wiec:

0= EE. (78]
a wektor przy$Spieszenia kgtowego
T= dt: _d»j
dt dt2 1

Wszystkie trzy wektory leza na osi obrotu.

Podobnie jak sklasyfikowaliSmy najwazniejsze rodzaje
nichu punktu po danym torze, tj. ruch jednostajny, jednostaj-
nie zmienny i niejednostajnie zmienny, okreslimy obrét jedno-
stajny przedstawiony réwnaniem:

tp— g0 + ot (co — const) [75]
jako obrét z predkosciag katowag statg; obrot jednostajnie
zmienny okreslony rownaniem:

> =
o= a0 f et, [76]

* W wielu ksigzkach, zwilaszcza angielskich, napotykamy umowe od-
wrotna.
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gdzie e jest wektorem przys$pieszenia kagtowego statego,

a wreszcie obrot niejednostajnie zmienny, w ktérym o zalezy
w inny spos6b od czasu, niz w réwnaniu powyzszym.

Wielkosci g0 i o0 oznaczajg oczywiscie poczatkowe war-

tosci wektoréw @ i @ (dlat = 0).

W ektor predkosci kagtowej ® danego obrotu pozwala w y-
razi¢ predkos¢ liniowg dowolnego punktu
ciata M jako moment wektora wzgledem
punktu M (rys. 22).

Istotnie bowiem predkosé linio-

wa v punktu M jest wektorem pro-
stopadtym do plaszczyzny przesu-

nietej przez M i przez wektor o le-
zacy gdziekolwiek na osi obrotu.

Dalej wskazuje v swoja strzatkg kie-
runek odpowiadajgcy umowie co do
momentu wektora wzgledem punktu

-u
PyS 22. M. Wreszcie wartoscig liczbowg v

jest ©q, jezeli g jest ramieniem mo-
mentu, tj. odlegtoscig prostopadig srodka momentu M od pro-

stejtia ktérej lezy wektor o

Gdy zestawimy wektor predkosci katowej obrotu c©o z wektorem
predkosci liniowej ruchu postepowego, to zauwazymy tatwo pewna, réznice

zasadnicza. Wektor co (a tak samo g ) jest zwigzany z osig obrotu
o tyle, ze moze leze¢ na tej osi (jako prostej nieograniczonej) odmierzony
od dowolnego punktu. Taki wektor nazywamy posuwnym, albo zwigza-

nym z prostg. Tymczasem wektor v, jako predko$¢ ruchu postepowego,
nie zmienia swego znaczenia mechanicznego, gdy go przesuniemy rowno-
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legie w sposéb dowolny; jest wiec wektorem swobodnym, zaréwno jak

przys$pieszenie ruchu postepowego ciata. Natomiast predko$¢ V “wybra-
nego punktu ciala sztywnego jest wektorem zwigzanym z punktem.
Takie rozréznianie trzech typéw wektoréw ma takze znaczenie w staty-
ce ciat sztywnych, gdzie sita P jest wektorem posuwnym, para sit wek-
torem swobodnym, a np. reakcje punktéw podparcia sg wektorami zwig-
zanymi z tymi punktami.

Twierdzenie powyzej uzasadnione wyrazi réwnanie symboliczne

v = MomjK u). [77]

17. Moment wektora wzgledem punktu jako iloczyn
wektorowy

Oprécz znanego ze statyki dodawania i odejmowania we-
ktorow (sity), ktéra jest nader pozytecznym i celowym uogol-
nieniem dodawania i odejmowania liczb algebraicznych, wpro-
wadzono takze do rachunku wektorowego odpowiednio uogol-
nione mnozenie. Okazato sie przy tym, ze na nazwe mnozenia
wektora A przez wektor B zastuguja dwa rézne dziatania na
tych wektorach, z ktérych jedno daje jako wynik skalar (ilo-
czyn skalarowy), a drugi wektor (iloczyn wektorowy). Tutaj o-
kreslimy iloczyn wektorowy, biorgc jako pierwszy czynnik

wektor r, a jako drugi wektor m (bez ujmy dla ogdélnosci wy-
wodu) w sposoOb nastepujacy:

lloczynem wektorowym wektora r przez wektor ro ozna-
czonym symbolem:

v —r X o (piszg takze) [r oo

nazywamy wektor v, ktéry:

1 jest prostopadly do ptaszczyzny obu wektoréw- czyn-
nikow,

2. ma wartos¢ liczbowg réwng r wsin (r, co), tj. pola ré-
wnolegtoboku zbudowanego z obu wektoréw-czynnikéw i

3. ma kierunek (zwrot) taki, ze w kolejnosci r, o, v, two-
rzg te trzy wektory uktad prawy.
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Poréwnawszy to okreslenie z okre$leniem momentu w po-
przednim paragrafie, widzimy, ze

v—MomMo—r X @ [78]
czyli stowami, ze predkos$¢ punktu M ciata sztyw-
nego bedacego w stanie ruchu obrotowego
okoto osi 00" z*predkosScig kagtowg o jest

rowna iloczynowi wektorowemu promienia
>m o> -n
wektora OM — r przez  (przy czym O jest punktem

dowolnie obranym na osi obrotu jako punkt poczgtkowy we-

ktora o).
Analogiczne twierdzenie w statyce brzmiatoby: moment

sity P lezacej na prostej 00' wzgledem punktu dowolnego M
jest rowny iloczynowi wektorowemu wektora OM = r przez
P czyli+ X P. Zamiast tego pisza przewaznie:

Mohim P — P X MO [79]

= [
MO = — OM = —1r,

albowiem promien - wektor t

a wiec MomAf P = P X (—f) r X [80]
jak to wynika bezposrednio z okres$lenia iloczynu wektoro-
wego.

Widac stgjd, ze iloczyn wektorowy nie podlega prawu prze-
miennos$ci obowigzujgcemu dla iloczynéw algebraicznych
(@b = ba), gdyz zmiana porzadku czynnikow w iloczynie we-
ktorowym nie wplywa wprawdzie na warto$¢ liczbowg ilo-
czynu, ale odwraca jego kierunek na przeciwny (stosownie
do punktu 3w podanym okres$leniu). Mamy wiec ogolnie

Ix B =-B X ~ - [811
Natomiast mnozenie wektorowe podlega na réwni z mno-
zeniem zwykitej algebry tzw. prawu rozdzielnosci, dajacemu

prawidto mnozenia sumy wektorowej dodajnikéw A, B, C . . .
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przez wektor W w postaci:

A+ 1+ C+ ...-)XVV: AXW+txW+CXW
albo:
WX(A + B+ C+ ) =
WXA + Wx t+ WXC'+ . [82]

Dow6d wynika bezposrednio ze znanego ze statyki twierdzenia
Varienona, ze moment sumy geometrycznej (wektorowej) R sit P,
*a ->a
P2 Ps +-. o wspdlnym poczatku O wzgladem dowolnie obranego

punktu M jest sumag geometryczng momentéw wszystkich sit wzgladem
tegoz punktu M.

18. Wyrazenie ogélniejsze predkosci punktéw ciata w jego
obrocie chwilowym — Przesuniecie osi obrotu

We wzorze wyprowadzonym powyzej na predkos¢ v do-
wolnego punktu M ciata przy jego obrocie chwilowym okoto osi

danej z predkoscig katowg ca

wystepuje promien-wektor r,
taczacy punkt O na osi obrotu
(rys. 23) z punktem M. Gdy te-
raz zamiast <J obierzemy inny
punkt staly Q (tzn. nieruchomy
w uktadzie odniesienia tak sa-
mo jak O) jako poczatek pro-
mieni wektorow i oznaczymy

\) -
przez r‘ promiefi-wektor Q M, to
-> > >
r oQ + r’ a+ r

. Rys. 23.
gdzie a: OQ.A zatem:

-> ->
V =rXa @+ rxw aXa-(-rxa [83]
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Kazdy z obu wyrazéw po prawej stronie réwnania okresla
predkos¢ sktadowg predkosci v. Wyraz pierwszy

axXxa= c
jako staly, tzn. niezalezny od potozenia punktu ciata M, przed-
stawia predkos¢ ruchu postepowego tego ciata. Wyraz zas$ drugi
-> - > - >
rXom—v
przedstawia predko$¢ punktu M jakaby powstata, gdyby obrot

chwilowy & zachodzi} nie okoto osi danej przechodzgcej przez
O, lecz okoto osi do niej rownolegtej przechodzacej przez

ii. Predko$¢ skfadowa c jest przy tym prostopadia do pta-

szczyzny obu osi i rowna sie momentowi wektora @ o poczat-
ku w O wzgledem punktu ii. Wyniki te prowadzg do nastepu-
jacego twierdzenia:

Obrot chwilowy ciata sztywnego okoto
osi przechodzacej przez punkt O tego ciata

z predkosciag kgtowag okreslong wektorem
da sie zawsze zastagpi¢ obrotem 1z tg samg
predkoscig katowag okoto innej osi réowno-
legtej do pierwszej i jednoczesnym przesu-
nieciem chwilowym w kierunku prostopa-

dtym do ptaszczyzny obu osi. Predkos¢ 11-

5
niowa c tego przesuniecia jest ro6wna mo-

mentowi wektora mobrotu pierwszego wzgle-
dem dowolnego punktu D osi obrotu dru-

giego.

Uwzgledniajgc, ze wartoscig liczbowa predkosci c jest

O
I

(@X oo = awm sin(a, co), a zatem odlegtos¢ obu osi

(e
1

asin (3, 0 = w dochodzimy do twierdzenia:
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Ruch -wypadkowy z obrotu chwilowego
przesuniecia chwilowego w kierunku pro
stopadtym do osi obrotu jest obrotem geo-
metrycznie rownym okoto osi réwnolegtej.
Ptaszczyzna obu osi jest prostopadta do

predkosci przesuniecia, a odlegtos¢ wza-
jemna b obu osi réwna sie ilorazowi pred-
kosSci przesuniecia przez wartos¢ liczbowag

predkosci katowej obrotu.

Przyktad 1. Walec o promieniu r = 12 m toczy sie bez $lizgania

po ptaszczyznie poziomej, przy czym o$ walca ma predko$¢ ruchu poste-

powego v = 6 m/sek. Jaka jest predkos¢ katowa o obrotu walca?
OdpowiedZz. Przy toczeniu sie bez Slizgania musi by¢ tworzgca stycz-

nosci walca z plaszczyzng w kazdej chwili osig obrotu walca. A zatem:

Obroét ten jest rownowazny z obrotem okoto osi geometrycznej walca
z tag samg predkoscig katowa co i ruchem postepowym tejze osi z pred-
koscia v — a comKazdy punkt walca toczacego sie opisuje krzywg zwang
cykloida. Jezeli ten punkt lezy na powierzchni walca, to cykloide nazy-
wamy zwyczajna; jezeli lezy wewnatrz walca, to opisuje cykloide wydtu-
zong; jezeli wreszcie lezy zewnatrz walca, a tylko

jest z nim sztywno
Ztgczony, to opisuje cykloide skrocona.

19, Ruch réwnolegly do ptaszczyzny, czyli ruch posuwisty

albo ,ptaski”

Ruch posuwisty moze odbywac¢ kazdy (zachowujgcy sie
jako ciato sztywne) sprzet na podiodze ptaskiej, gdy go cig-
gniemy lub popychamy tak, aby sie poruszat nie przestajac
przylega¢ do podiogi. Opisujgc ten rodzaj ruchu naukowo,
powiemy, ze w ruchu posuwistym wszystkie
punkty ciata poruszajg sie w ptaszczyznach
rownolegtych.

Obrawszy 3 punkty tworzgce tréjkat na jednej z tych pia-
szczyzn (zwang plaszczyzng kierujgca) stwierdzamy tatwo, ze
ruch posuwisty ciata jest wyznaczony ruchem figury ptaskiej
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przekroju tego ciata przez ptaszczyzne kierujgcgi. Do opisania
zas$ tego ruchu wystarczajg ruchy dwu punktéw A i B (rys.
24), albowiem inny punkt do-
wolny M figury ptaskiej wy-
znacza wraz z punktami A
i B trojkat ABM. Budujac dla
nowego potozeniaA' B' punk-
tow A, B trojkat A A'B'M' £1
aa A B M tak, aby obieg
A'B'M' byt zgodny z obiegiem
ABM znajdujemy jednoznacznie potozenie nowe M' punktu M.

Dowiedziemy teraz, ze:

Jezeli cialo poruszajgce sie rownolegle
do ptaszczyzny danej zajmuje kolejno dwa
potozenia to z potozenia poczatkowego da
sie przeprowadzi¢ w potozenie koncowe
przez okreslony obrét okoto osi prostopad-
tej do ptaszczyzny kierujacej.

Niech AB i A'B' (rys. 25) oznaczajg odpowiednio potoze-
nia w chwili tit-f-zt
dwu punktéow ciata le-
zacych na jego prze-
kroju wyznaczonym
ptaszczyzng Kkierujaca
obrana za pfaszczyzne
rysunku. Gdy znajdzie-
my taki punkt ciata C,
ktéry nie zmienit swe-
go potozenia wskutek
ruchu rozpatrywanego,
to dowiedziemy tym

samym, ze wszystkie punkty ciata, lezace na prostej
przechodzacej przez C i prostopadiej do ptaszczyzny Kkie-
rujgcej, nie zmienity swego pofozenia, czyli ze zmiana po-
tozenia ciala moze by¢ wywotana obrotem okoto tej pro-
stej. Potgczmy w tym celu A z A, B zB' i poprowadZmy syme-

Rys. 25.
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tralne odcinkéw AA i BB'. Ich punkt przeciecia C jest punk-
tem szukanym osi obrotu, albowiem ABC s ABC

poniewaz AB = A'B', AC = A'C, BC — BC.
Kajtem za$ obrotu p — ACA = <mBCB'.

Tory punktow A i B sgw ogéle krzywymi ptaskimi, r6zny-
mi od tukéw kotowych AA i BB’, ktdre by punkty te opisaly
gdyby ruch odcinka AB byt rzeczywiscie obrotem okoto pun-
ktu C: skoro jednak potozenia AB i AB' obierzemy nieskon-
czenie bliskie, czyli sasiednie (rys. 25), to tuki toréw rzeczy-
wistych, jak rowniez i odpowiednie tuki kotowe daza do tej
samej granicy oznaczonej przemieszczeniami chwilowymi
punktéw A i B. Wtedy przedziat czasu At staje sie elementem
dt, a ruch w nim nazywamy ruchem chwilowym. A zatem:

Ruch chwilowy ciata poruszajgcego sie
réwnolegle do ptaszczyzny jest obrotem
chwilowym okoto prostopadtej do ptaszczy-
zny. Ta prosta nazywa sie 6sig chwilowg obrotu tego ciala,
a jej Slad C na ptaszczyznie kierujgcej Srodkiem chwilowym
obrotu figury plaskiej, utworzonej z punktow ciata lezgcych
na tej ptaszczyznie. Poniewaz w granicy stajg sie osie syme-
trii elementéw AA’ i BB' normalnymi w A i B do odpowied-
nich toréw, wiec:

Srodek chwilowy jest punktem przecie-
cia sie normalnych do torow, ktdore opisuja
jednoczesnie punkty figury ptaskiej, poru-
szajgcej sie w swej ptaszczyznie. Predkos$¢
kazdego punktu figury jest proporcjonalna
do odlegtosci tego punktu od chwilowego
Srodka = AC mm, v2= BC ¢ o).

Ruch posuwisty w danej ptaszczyznie jest oczywiscie
ruchem o trzech stopniach swobody, albowiem kazdy z dwu
punktéw okreslajgcych ruch ma dwie wspotrzedne — razem
cztery, miedzy ktérymi zachodzi jedno réwnanie warunkowe
wyrazajgce niezmienno$¢ odlegtosci wzajemnej obu punktéw.
A- zatem tylko trzy wspoéirzedne sg od siebie niezalezne.

Prostym przykiadem ruchu posuwistego jest ruch sztyw-
nego preta AB (rys. 26), ktérego jeden koniec A porusza sie
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po osi X, a drugi B po osi Y prostokatnego uktadu wspoéirzed-
nych. Wtedy prostopadte do tor6w obu punktéw przeci-

naja sie w punkcie C jako
Srodku  chwilowym obrotu.
Odlegtos¢ tego punktu od po-
czatku uktadu 0O jest, jak wi-
da¢ od razu, réowna dilugosci
preta . A' zatem miejscem
chwilowych $rodkéw na pta-
szczyznie kierujgcej jest okrag
kota o promieniu / i $rod-
ku w O. Dowolny punkt preta
dzielgcy jego diugosé na czesci
ai ft opisuje elipse o S$rodku
w O i pétosiach ai b.

20. Toczenie sie i Slizganie krzywej ptaskiej

Wyobrazmy sobie dwa wieloboki wypukte (rys. 27) o bokach
rownych ale zresztag dowolne, lezgce na ptaszczyznie rysunku,

z ktoérych jeden oznaczo-
ny litera S o wierzchot-
kach C; (i= 1,2,3...n)
jest nieruchomy, a drugi
M o wierzchotkach Fm(i=
= 1, 2, 3... n) porusza
sie w plaszczyznie w ten
sposéb, iz zawsze przy-
najmniej jednym wierz-
chotkiem dotyka odpo-
wiedniego wierzchotka Ct
wieloboku statego. Taki
ruch wieloboku M nazy-
wamy jego toczeniem sie
po wieloboku S. Stosow-
nie do zasady wzgledno-



Sci ruchu, obierajagc wielobok M za uklad odniesienia, mo-
zemy powiedzie¢, ze wielobok S toczy sie po nim.

Toczenie sie jest widocznie niczym innym, jak szeregiem
obrotobw okoto wierzchotkdw, ktore sig; chwilowo schodza.
Odpowiednimi katami obrotu sg sumy katéw zewnetrznych
przynaleznych obu schodzacym siei wierzchotkom tj. (a, + /?).

Zmniejszajgc teraz w mysSli boki i katy zewnetrzne obu
wierzchotkbw az do granicy 0, dochodzimy do wyobrazenia
toczenia sie krzywej M po krzywej S (rys. 28). Ruch taki jest
ciggtym nastepstwem chwilowych
obrotéw okoto punktéw stycznosci
obu krzywych. Skoro zatem w chwili
dowolnej t krzywa ruchoma dotyka
punktem r punktu C krzywej statej,
to w chwili tej predkos¢ punktu T jest
rowna 0, czyli punkt T jest chwilowo
« spoczynku. Inny punkt F' bedzie
w spoczynku w chwili f, kiedy krzy-
wa ruchoma dotyka punktem F' pys 28

punktu C', przy czym TT' — CC" itd.

Jezeli krzywa M, poruszajgc sie- dotyka krzywej S ciagle
tym samym punktem, to ruch taki nazywamy S$lizganiem sle
krzywej M po krzywej S. Wreszcie ruch krzywej M, podczas
ktérego coraz inne jej punkty dotykajg krzywej S, ale ich
predkosci w chwili zetkniecia nie réwne sg zeru, uwazamy
za potgczenie toczenia sie ze $lizganiem. Dzieje sie to wow-

czas, gdy tuk F T’ ma dlugos¢ r6zng od Juku CC'.

21. Ruch ptaski (posuwisty) jako toczenie sie krzywej
ruchomej po krzywej statlej — Centrodie i aksoidy
Rozpatrzmy najpierw wazny najprostszy przypadek to-
czenia sie kota o promieniu a po prostej obranej za 0§ X (rys.
29 b). Mamy tu najwidoczniej do czynienia z ruchem ptaskim.
Srodek kota porusza sie po prostej réwnolegtej do X, a jaki-
kolwiek punkt okregu kota opisuje cykloidg zwyczajng, ktorg
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w geometrii okresla sie wtasnie takim ruchem. Punkty we-
wnetrzne kota opisujg cykloidy skrocone o postaci falistej (rys.
29 a); punkty zewnetrzne potgczone sztywnie z kolein opi-
sujg cykloidy wydluzone z petlicami (rys. 29 c). Wszystkie te
krzywe przedstawiajg tuki symetryczne, (wzgledem osi pro-
stopadlych do X) powtarzajgce sie identycznie w odstepach
2an na osi X.

Cykloida zwyczajna ma w tych odstepach punkty zwrotu,
a cykloida wydtuzona punkty podwodjne. Cykloida skrécona
ma po parze punktéw przegiecia, powtarzajgcych sie réwniez
w odstepach 2 an, mierzonych od srodka kazdej pary.

Nie trudno sie przekonaé, ze kazdy ruch plaski ciala
sztywnego moze by¢ uwazany za toczenie sie okreslonej krzy-
wej potgczonej niezmiennie z ciatem po krzywej okreslonej
w ukladzie odniesienia. Obie krzywe znajdziemy np. tatwo
w przyktadzie z § 19 (rys. 26), gdzie rozpatrywaliSmy ruch
koncéw A i B sztywnego odcinka figury ptaskiej po osiach
X i Y ukitadu prostokgtnego. Miejscem $rodkow chwilowych
w tym uktadzie (rys. 30) okaze sie okrgg kota o promieniu
rownym AB = | i $rodku w poczatku uktadu w O. W chwili
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rozpatrywanej t ruchem chwilowym figury jest jej obrot okoto
srodka C. Punkt ten jest wierzchotkiem tréjkata prostokatnego,

ktérego przeciwprostokgtng jest
AB — |I. A zatem S$rodek chwi-
lowy zajmuje w figurze poru-
szajacej sie coraz to inne miej-
sce speiniajgce powyzszy waru-
nek. Poniewaz miejscem geo-
metrycznym wierzchotkéw kata
prostego tréjkata o statej prze-
ciwprostokatnej | jest okrgg ko-
ta o promieniu 12 i $rodku
lezacym w potowie tej prze-
ciwprostokgtnej, przeto miejscem

y

B

Rys- 30.

srodkéw chwilowych w rozpatrywanym przekroju ciata poru-
szajacego sie(ptaszczyznaXY) jest w tym przypadku okrag
kota dwarazy mniejszego od okregu $rodkéw chwilowych
w ukladzie odniesienia przyjetym za nieruchomy. Okrag ten
toczy sie podczas ruchu ciata po stronie wewnetrznej okregu
sSrodkow chwilowych w ukladzie XY.

Rys. 31

Gdy w og6lnym przypadku
obie kierownice ruchu posu-
wistego (ptaskiego) sg krzywy-
mi dowolnymi, np. [A] i [B] (rys.
31), to chwilowe S$rodki C,
C'... znajdujemy, kreslgc normal-
ne do kierownic w potozeniach
kolejnych punktéw A i B ru-
chomej figury. Punkty przecie-
cia normalnych wyznaczajg chwi-
lowe Srodki C w ukiladzie od-
niesienia. Miejsce geometryczne
srodkéw C nazywamy centrodig

nieruchoma lub stalg. Ale chwilowy Srodek zajmuje nie tylko co-
raz to inne potozenie na ptaszczyznie kierujgcej w uktadzie od-
niesienia, lecz takze na poruszajgcej sie figurze. Oznaczmy przez
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r ten punkt figury, ktory w chwili t pokrywa punkt C ptasz-
czyzny kierujgcej, a przez F' punkt figury, ktéry w innej
chwili f bedzie pokrywat C', to w potozeniu przedstawionym
na rysunku, a odpowiadajgcym chwili t znajdziemy F' budu-
jac A ABF BILA'B’'C'.Punkty F i F lezg na krzywej [F’]r
ktéra jest miejscem chwilowych srodkéw na figurze porusza-
jacej sie. Nazywamy ja centrodig ruchomg albo centrodig figury
(ciata). Podczas ruchu centrodiga ruchoma to-
czy sie po centrodii statej.

Jak wiadomo z poprzednich rozwazan, ruch figury w jej
ptaszczyznie okres$la ruch ciata rownolegty do tej ptaszczy-
zny. Srodkom chwilowym ruchu figury odpowiadajg osie
chwilowe ruchu ciata, prostopadte do ptaszczyzny kierujgcej.
Osie te sg wiec w ciele tworzgcymi walca, ktéry w kazdej
chwili dotyka walca utworzonego z osi chwilowych w ukiladzie
odniesienia. Centrodie sg Sladami obu walcéw na ptaszczyznie
kierujgcej. Jako miejsca osi chwilowych walce otrzymaly
nazwe: aksoidy. Mamy wiec aksoide stalg jako miejsce osi
chwilowych w uktadzie odniesienia oraz aksoide ruchoma
jako miejsce osi chwilowych w ciele poruszajgcym sie.

Aksoida ruchoma toczy sie podczas ruchu
po aksoidzie statej.

W rozpatrywanym przyktadzie ruchu odcinka AB korncami
po osiach X i Y, ktory to ruch okazat sie rownowaznym z tocze-



niem sie kota o promieniu 1/2 AB wewnatrz kota o promieniu
AB, znajdziemy jeszcze tatwo, ze dowolny punkt M odcinka AB
(BM — a, MA == b) opisuje elipse o srodku potozonym w po-
czatku wspoirzednych i o pélosiach a i b. Na tej zasadzie
zbudowane sa elipsografy, tj. przyrzady do kreslenia elips.
W teorii két zebatych wazng role grajg' ruchy okreslone
toczeniem sie kota po okregu zewnetrznym lub wewnetrz-
nym oraz prostej po okregu. Punkty kota toczacego sie opisujag
w pierwszym przypadku epicykloidy (rys. 33) i hipocykloidy
(rys. 32). Punkty za$ prostej toczacej sie po okregu kota opi-
sujg rozwijajaca (ewolwentg) tego kota, tj. krzywg opisang
koncem owinietej na kole nierozciggliwej nici, przy jej od-
wijaniu w stanie napietym (rys. 34). Pary zwykilych két zeba-

Rys. 34. Rys. 35,

tych o osiach rownolegtych (rys. 35), ktére sluzai do przenie-
sienia ruchu obrotowego jednej osi na druga, uzmystawiaja
bardzo dobrze toczenie sie po sobie obu centrodyj ruchu
ptaskiego, w tym przypadku kotowych, jezeli wyobrazimy
sobie zeby nieskohczenie mate jako wylgczajgce $lizganie.
Zeby rzeczywiste, o wymiarach skonczonych, muszai sie nieco
$lizgaé¢ po sobie. Slizganie to zmniejsza sie wraz z wielko$cig
zebow dazagjc do zera. Mowa tu oczywiscie o ruchach wzgled-
ach obu kot
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Przyktad 1. Konce A i B preta sztywnego o diugosci | = 60 cm

$lizgaja sie po osiach X i Y prostokgtnego uktadu wspéirzednych (rys. 36).
Znalez¢ jaki jest stosunek predkosci vB korica B do predkosci va kornca A
w chwili, gdy pret jest nachylony do osi X pod katem « = 30° 45° i 60°.

Rozwigzanie. Srodek obrotu, ktérym jest ruch chwilowy preta ma
wspétrzedne x = | cosa< Y — | sina. Predko$¢ katowg obrotu chwilo-
wego co obliczymy wiec, dzielgc szybko$¢ vA przez | sin a, czyli

© = VAlsina
lub dzielgc szybkos$¢ vB przez | cos a
o = VBl cosa-

stad VA/sin a = vBlcos a,
a stosunek VB/VA — ctg a
Dla a =30°; vBIVA= 1732
a = 450 vb/va~ 1
Rys. 36. X a = 60° vBVvA= 0577.
Przyktad 2. Korba OA - k mechanizmu korbowego obraca sie

jednostajnie robiac n obrotow na minute. Jaka jest chwilowa predko$¢ v
krzyzulca B (rys. 37), jesli kat miedzy korba, a prostg tgczaca Srodek korby

ze Srodkiem czopa krzyzulca jest o, a kat miedzy korbowodem i ta prosta

jest fi.
prostopadia

Rozwigzanie. Koniec korby A ma predkos¢ do niej

n.ji
c = ——J k. Przedluzywszy promien OA az do przeciecia sie z prostg BC



prostopadtas do kierunku predkosci B, okreslonego prostg CB, otrzymu-
jemy $rodek obrotu chwilowego korbowodu AB. Predko$¢ katowa tego
obrotu = cIAC, g wiec predko$¢ punktu B jest:

c sin (w + R)
V= BC' ~AC = °+  "posfl =°@Q% tSPCS{p)
k siii(F nn
Poniewaz tg 1J = —l—,a PpP= —-t= cot .
| 30
otrzymamy:
1 Y
v = ¢ (smcot + — ¢ — sin 2co0t)

22. Ruch ciata sztywnego okoto punktu statego, czyli
krecenie sie

Kreceniem sie nazywamy ruch, jaki moze wykonywac ciato
sztywne (np. $wiecznik gazowy zawieszony u stropu przegu-
bem kulistym), gdy tylko jeden punkt O ciata ustalimy wzgle-
dem uktadu odniesienia, wylgczajac przez to mozliwos¢ jego
ruchu postepowego w dowolnym kierunku, pozostawiajgc na-
tomiast swobode obrotow chwilowych okolo dowolnej osi
przechodzgcej przez stalty punkt O zwany srodkiem krecenia sie.

Osie te wyznaczajg w przestrzeni ukladu odniesienia stozek
o wierzchotku O

(rys. 38). Nazwaw-
szy w 0g0le miejsce
geometryczne osi
chwilowych obro-
tow, jakich  cialo
sztywne doznaje w
ciggu trwania jego
ruchu ak soida, wi-
dzimy, ze aksoidg
krecenia sie okoto
srodka O wzgledem
danego uktadu od-
ftiesienia (uwazanego za nieruchomy) jest powierzchnia stoz-

kowa o wierzchotku O. Nazywamy jg aksoidg staig, albo tez
stozkiem nieruchomym osi chwilowych. Wyobrazmy sobie, ze

O Drinz. M. T. Hubcr — Kinematyka i Dynamika
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w kazdej chwili t podczas obserwowanego ruchu zaznaczy-
liSmy potozenie chwilowej osi takze w- samym ciele (jako
ruchomym ukladzie odniesienia), to wéwczas osie te utwo-
rzg w tym ciele drugi stozek zwany stozkiem ruchomym osi
chwilowych. Stozek ten [r ] stanowi aksoidg ruchomg. Oba stoz-
ki majg w kazdej chwili t po jednej tworzgcej wspdlnej, a po-
niewaz w chwili t + dt okresla nowa 0o$ chwilowa — nieskoh-
czenie bliska —e tworzgce wspdlne obu stozkéw, przeto pod-
czas ruchu ciggtego zachodzi toczenie sie stozka ruchomego
po stozku statym (bez Slizgania). A zatem:

Jakikolwiek ruch ciata sztywnego okoto
punktu statego O mozna uwaza¢ za tocze-
nie sie pewnego stozka w samym ciele (nie-
zmiennie z nim zwigzanego) po pewnym stoz-
ku nieruchomym. Punkt O jest przy tym
wierzchotkiem wspolnym obu stozkow.

Nie trudno zauwazyc¢, ze krecenie sie jest ruchem o 3 stop-
niach swobody, podobnie jak ruch posuwisty. Opisawszy bo-
wiem okoto Srodka krecenia sie O kule o promieniu R, wy-
znaczajgca staty przekrdj kulisty K ciata poruszajgcego sie
(rys. 38), widzimy, ze przekrdj ten musi pozostawaé podczas
ruchu na powierzchni tej samej kuli. Podobnie ma sie rzecz
w przypadku ruchu posuwistego w ptaszczyznie P. Przekroj
ciala tg ptaszczyzng pozostaje w niej podczas ruchu, obra-
cajac sie w kazdej chwili t okoto osi do niej prostopadtej.
W przypadku krecenia sie przekroj kulisty K obraca sie
w kazdej chwili okoto osi prostopadtej do powierzchni kuli.
Potozenie tej osi jest wyznaczone przez dwie wspéirzedne,
np. katy nachylenia a i /? wzgledem osi X i Y (kat trzeci y
jest, jak wiadomo, zalezny od a i fi wedlug roéwnania
cos2a + cos2?+ cosZ = 1). Chwilowa predkos$¢ katowa obro-
tu o okresla trzecig wspoirzedng. Liczba 3 stopni swobody
wynika takze stad, ze ustalenie $rodka krecenia O pozbawia
ciatlo trzech stopni swobody z 6, jakie posiadato przed tym
jako zupetnie swobodne.

Srodek krecenia sie O ciata sztywnego moze oczywiscie
leze¢ takze poza cialem. Jezeli jego odlegtos¢ R od ciata

70



pomys$limy sobie jako coraz wiekszg w stosunku do wy-
miarOw samego ciala, to tory punktéw ciata jako krzywe
kuliste bedg zdgzaly coraz bardziej do torow pitaskich na
ptaszczyznach rownolegtych, stajgc sie nimi w granicy, gdy
R °°. Dlatego ruch posuwisty mozna uwazaé za przypa-
dek graniczny krecenia sie, gdy S$rodek krecenia O oddala
sie do nieskonczonosci (czyli staje siei punktem niewtasciwym
w przestrzeni uktadu odniesienia).

Toczenie sie po sobie obu aksoid stozkowych w ruchu
okoto punktu stalego uzmystawia doskonale zesp6t kot ze-
batych stozkowych (rys. 39), stuzgcych do przeniesienia

ruchu obrotowego jednej osi ma-
szyny na druga, nachylong do
niej w najprostszym przypadku,
kiedy osie obrotu obu kot sie
przecinajag. Wtedy, podobnie jak
dla zwyktych kot zebatych (821),
jest ruch wzgledny obu czesci
jest toczeniem sie jednego stozka
obrotowego po drugim, przy czym
w miejscach stykania sie zebdw
musi jednakze zachodzi¢ $lizga-
nie, ktére jest tym mniejsze im mniejsze sa wymiary zebow.

23. Ruch najogdlniejszy ciata sztywnego

Niechaj dane cia-
to zajmuje w chwili t
potozenie okreslone
trojkgtem  przecho-
dzacym przez trzy
punkty A, B, C (rys.
40), a w chwili péz-
niejszej t At potO- " WU
zeniem A',B',C' tych- Rys- 4a
ze trzech punktow. Jest rzecza jasng, ze potozenie to mozna
osiagng¢ np. w ten sposéb, ze najpierw udzielimy ciatu przesu-
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niiecia okreslonego wektorem AA' — s. To przesuniecie prze-
niesie A ABC w potozenie A'B"C" réwnolegle do pierwotnego.
Aby z tego potozenia przejs¢ w potozenie koncowe A'B'C
trzeba tylko wedlug 8 22 wykona¢ obr6t okoto osi przecho-

dzacej przez A', okreslony wektorem kata obrotu ea A zatem:

Najogélniejsza zmiana potozenia ciata
sztywnego (czyli jego najogdélniejsze prze-
mieszczenie) moze by¢ dokonana ruchem

. >u -m
ztozonym z przesuniecia s i obrotu .

Poniewaz obiér punktu A okreSlajgcego przesuniecie AA'
jest dowolny, przeto widzimy, ze jest nieskonczenie wiele roz-
nych mozliwych zespoléw przesuniecia z obrotem, ktére wy-
konane w dowolnym porzgdku wywotujg jednoznacznie
okreslong zmiane potozenia sztywnego *.

W kazdym takim zespole przesuniecia z obrotem jest oczy-
wiscie wektor przesuniecia s rézny. W odniesieniu do wek-

tora obrotu @ nie jest trudno zauwazy¢, ze kierunek osi obrotu
pozostaje statym. Wynika to z oczywistego faktu, ze wskutek
obrotu zmieniajg sie w ogdle potozenia ptaszczyzn przekrojow
ciata nachylonych do osi obrotu pod katem nieprostym, a nie
zmieniajg swego potozenia (w przestrzeni uktadu odniesienia)
tylko ptaszczyzny przekrojow prostopadiych do osi. Skoro
wiec w zespole obranym wyznaczymy o$ obrotu i poprowa-
dzimy w ciele przekrdj do tej osi prostopadtly, np. ptaszczyzne
P' (rys. 41), to ta plaszczyzna przed przesunieciem musiala
zajmowac potozenie P\\P'. Obrawszy teraz na tej ptaszczyznie
trojkat punktéow ABC jako okreslajgcy potozenie poczagtkowe

* Albowiem z tym samym skutkiem mozna najpierw obroci¢ A ABC
okoto osi przechodzacej przez A, aby zajat potozenie réwnolegle do A' B' C',
a po tym dopiero przesung¢é go w potozenie koncowe. Mozna réwniez
obra¢ jako punkt wyjscia B lub C zamiast A, albo tez wierzchotek jakiego-
kolwiek innego tréjkgta utworzonego z punktéw w ciele.
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ciata i udzieliwszy mu przesuniecia w dowolnym Kkierunku,
ale tak, aby tréjkat ABC znalazt sie na ptaszczyznie P' zajmu-
jac przy tym potozenie np.
A" B"™ C" widzimy, ze przej-
Scie od A™ B"™ C™ w potoze-
nie koncowe A'B'C' wyma-
ga tylko ruchu posuwistego,
dajagcego sie jak wiadomo
zajstgjpic obrotem okoto osi
prostopadtej do P', a wiec
i do P. Z tego wynika, ze
osie obrotu sg we wszystkich
zespotach réwnolegte, pod-
czas gdy kierunki przesunieé
sg nachylone do ptaszczyzn P i P' pod katami o kazdej w 0go6-
le dowolnej wartosci, r6znej od 90°. W tym bowiem przy-
padku mielibySmy do czynienia z ruchem réwnoleglym do
ptaszczyzny (P lub P'), ktéry da sie zastgpi¢ samym obrotem.
W przypadku ogélnym mozna zawsze sposréd nieskoniczenie
wielu zespotéw przesuniecia z obrotem wybra¢ jeden i tylko
jeden taki, w ktérym Kkierunek przesuniecia jest roGwnolegtly

(zgodnie lub przeciwnie) do wektora kata obrotu, czyli pro-
stopadly do ptaszczyzny obrotu.

Powyzszy wynik ujmuje twierdzenie: Dowolne prze-
mieszczenie ciata sztywnego moze byé¢ tyl-
ko w jeden sposOb zastgipione zespotem

obrotu z przesunieciem réownolegtym do osi
obrotu.

W zespole tym jest obojetne, ktéry z dwéch ruchéw skita-
dowych bedzie najpierw wykonany. Nie trudno jednak wyo-
brazi¢ sobie je jako wykonane jednoczes$nie. Wyobrazmy so-
bie 0§ obrotu zmaterializowang i osadzong w tozyskach na
sztywnej ramie, ktéra moze sie tylko przesuwaé¢ w kierunku
rownolegtym do osi. Rama ta przedstawia uktad odniesienia,
ktory moze sie porusza¢ w opisany sposéb wzgledem nieru-
chomego uktadu zwigzanego sztywnie, np. z ziemig. Gdy rama
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przesuwa sie ruchem jednostajnym z predkoscia v, a obrot

jest rowniez jednostajny z predkoscig katowg o, to kazdy
punkt ciata posiada wzgledem ramy predkos¢ prostopadia do
promienia obrotu r o wielkosci r 0, zas wzgledem ziemi posia-

da predkos$¢ vt z jaka rama unosi ciato wzgledem ziemi, a wiec
rownolegta do osi obrotu. Obie predkosci sg do siebie pro-
stopadte i majg znaczenie sktadowych (rzutéw) predkos$ci wy-
padkowej (wzgledem ziemi) nachylonej do ptaszczyzny obrotu

pod katem a, ktérego tga = _Z— . Punkty ciata lezgce na
rm

walcu obrotowym o promieniu r opisuja wiec linie Srubowe
z predkoscig vr — ]/v2 + r2c2 Ruch taki wykonujg Sruby
przy ich wkrecaniu i dlatego nazywamy go ruchem Srubowym
albo skretem. Twierdzenie powyzsze mozemy przeto wysto-
wi¢ krocej w postaci:

Przemieszczenie ogo6lne ciata sztywnego
moze by¢ zastgpione skretem tylko w jeden
sposob.

Z tego nie wynika oczywiscie, azeby punkty ciata sztyw-
nego przy jego przemieszczeniu ogélnym opisywalty linie Sru-
bowe (tak samo jak w ruchu posuwistym punkty te nie opi-
sujg tukéw kotowych); im jednak blizej obierzemy drugie po-
tozenie kolejne ciata, tym mniej bedzie ruch rzeczywisty r6z-
nit sie od skretu. Gdy obydwa potozenia zblizajg sie ku sobie,
a ditugosci AA’, BB' i CC’ zdazaja do zera, to te ditugosci staja
sie elementami linii Srubowych, a ruch w elemencie czasu d¢,
czyli ruch chwilowy ciata staje sie w granicy skretem chwi-
lowym. Wynik ten wyraza twierdzenie Mozziego i Chasless.

Ruch chwilowy ciata sztywnego jest
w o0go6le skretem chwilowym.

Ruch ciggty ciala sztywnego jest nastepstwem ciggtym
skretow chwilowych o zmieniajgcej sie predkosci kagtowej

obrotu i predkosci ruchu postepowego v. W uktadzie odnie-
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sienig osie skretow chwilowych tworzg powierzchnie prosto-
liniowa,, zwang aksoidg nieruchomag (stalg). W samym ciele
natomiast miejscem geometrycznym tychze osi jest powierz-
chnia prostoliniowa, jako aksoida ruchoma, czyli
aksoida ciata. W kazdej chwili sg obie aksoidy styczne
wzgledem siebie wzdtuz odnosnej osi chwilowej skretu.

A zatem ogdélny ruch ciggty ciata sztywne-
go mozna wywotaé¢ przez toczenie sie wraz
ze Slizganiem aksoidy ciata po aksoidzie
nieruchomej.

Obie aksoidy stykaja sie w kazdej chwili wzdiuz odpo-
wiedniej chwilowej osi skretu jako wspélnej tworzacej. Okoto
tej osi zachodzi chwilowy obrét jako toczenie sie, a réwno-
legte do niej chwilowe przesuniecie jako $lizganie.

Prostym modelem uzmystawiajgcym powyzsze twierdzenie
w przypadku szczegdétowym jest zespot kot zebatych hyper-
boloidalnych, stosowany niekie-
dy do przeniesienia ruchu o-
brotowego z jednej osi na dru-
g3, ustawiong skosnie wzgle-
dem pierwszej (rys. 42). Wte-
dy oba kota majg posta¢ cze-

Sci  hyperboloid obrotowych

0 jednej powioce, ktore jak

wiadomo z geometrii sg po-

wierzchniami prostoliniowymi.

Proste tworzace sg skosne

wzgledem osi symetrii obroto-

wej kazdej z hyperboloid;

Wzdiuz tych prostych nacina sie

zeby( ktére powoduja toczenie

sie wraz ze Slizganiem obu po-

wierzchni po sobie. Zmniejsza-

nie wymiarow zebow nie wplywa w tym wypadku na S$lizga-
nie wzdtuz nich, a tylko zmniejsza Slizganie poprzeczne, jak
w kotach zebatych zwyklych (walcowych) i stozkowych.
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24. Rozmieszczenie predkosci w ciele sztywnym

Stan ruchu ciata sztywnego jest wediug 8§ 23 w kazdej
chwili t okreSlony przesunieciem elementarnym (chwilowymi

0 wektorze predkosci vpi obrotem chwilowym o wektorze

predkosci katowej c O$ obrotu ma przy tym kierunek nie-
zalezny od obioru trojkgta punktow w ciele, ktérych chwilowe
przemieszczenia wyznaczajg ten stan ruchu. Natomiast we-

ktor predkosci przesuniecia vl moze mie¢ kierunki najrozmai-

tsze, zaleznie od obioru tréjkata punktow. Tylko w jedynym

przypadku, gdy tréjkat ten obierzemy na plaszczyznie prosto-
> > | N

padtej do o jest wektor vt rownolegty do m

Rozpatrujac przypadek ogolny znajdujemy, ze predkosc¢
dowolnego punktu M ciala sztywnego jest ztozona z predkosci

przesuniecia chwilowego i predkosci va wywotanej obro-
tem o Ta ostatnia predkos$¢ jest jak dowiedziono w § 4( 16

1 17 réwna momentowi wektora @ (lezgcego na osi obrotu’
wzgledem punktu M, albo tez iloczynowi wektorowemu pro-

mienia wektora OM = r przez m*.

A wiec predkoscia wypadkowa) punktu M jest
v=yvp+ MomOoo=v} + r X®o=.v, + ©X (—7r1), [84]
gdzie — r — MO. ,

Réwnanie to okresla wektor predkosci kazdego punktu
ciata sztywnego w jego ruchu chwilowym ogélnym, czyli jest
rownaniem pola predkosci w obszarze zajetym przez cialo.
Przejrzysty obraz geometryczny tego pola predkosci otrzy-

mamy wychodzac z ktéregokolwiek punktu o predkosci v,

Jezeli O jest dowolnie obranym punktem na osi obrotu
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i posuwajac sie w kierunku tej predkosci do punktu sgsied-
niego itd. Otrzymana w ten sposob linia ma te wlasnosé¢, ze
jej styczne w kazdym punkcie wskazujg kierunek predkosci.
Te linie predkosci sg oczywiscie liniami Srubowymi zwyczaj-
nymi o wspolnej osi, ktéra jest osig chwilowego skretu. Skok
h wszystkich tych linii Srubowych jest wspolny (rys. 43), albo-
wiem kazda z nich przecina
odpowiednie tworzace walca w
odstepach réwnych 2 gn\g a=-
= 2n >’ gdzie V* jest prajdko-
Sscig chwilowego przesuniecia
rownolegtego do osi* obrotu,
g — promieniem walca odpo-
wiedniej linii Srubowej, aa —
katem nachylenia tej linii do
ptaszczyzny prostopadiej do osi.

Gdy w szczegblnym przy-
padku jest v* — 0, to chwilowy
ruch ciata jest obrotem, a linie
predkosci sprowadzajg sie do
okregow, ktéorych srodki leza
na osi obrotu. W drugim szcze-
gb6lnym przypadku, kiedy ="' 0, czyli gdy mamy do czynie-
nia z chwilowym przesunieciem ciata, sa linie predkosci oczy-
wiscie prostymi rownolegtymi do kierunku przesuniecia.

25. Rozmieszczenie przySpieszeh w ciele sztywnym

Rozmieszczenie przyspieszen w ciele sztywnym znajdzie-
my rézniczkujgc réwnanie pola predkosci

v=uvp+ 1 Xe. . [85]

co bedzie najprostsze przy zatozeniu, ze vp| @
Mamy tu do czynienia z r6zniczkowaniem iloczynu wekto-

iowego dwu czynnikéw r i oo, ktére jak tatwo przewidziec,
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odbywa sie tak samo, jak rézniczkowanie iloczynu wielkosci
skalarowych, lecz z zastrzezeniem zachowania porzadku
czynnikbw. Mamy wtedy

dv > dvp dr d o i
N__ — —_ —_T - _ e I
_J£ P dr " -(Ij—lr X+ rX dr L8

Zbadajmy znaczenie kazdego z trzech ilorazéw rézniczko-
wych po prawej stronie rownania.

o>

Pierwszy z nich, tj. n_ jest oczywiscie przyspieszeniem ru-
chu postepowego Pp, czyli przesuniecia (chwilowego) ciala.

lloraz r6zniczkowy qr przedstawia predkos¢ v, a wiec
dt

+ r X co. [87]

- . da ] -
Wreszcie iloraz trzeci —) = eokresla wektor przy$piesze-

nia katowego lezacy na osi obrotu, jak co. A zatem przyspie-
szenie dowolnego punktu M ciata

o> >m "

p=pp+ (vp+ r XX o+ rXe. [88]

on
Ale stosownie do zatozenia vpX = 0O( pozostaje wielc

p= P,+ (rXc)Xa-rXe. [89]
>m
W  tym wypadkur X s jest wektoremprzy$pieszenia
skladowego prostopadiego do ptaszczyzny przesunietejprzez

rozpatrywany punkt M i przez o$ obrotu. Oznaczymy go
przez ptu. Jego wielkoscig jest r sin (r, ® X e = £e jezeli
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9'= r esin (r, ) (rys. 44). Jest to wiec przy$pieszenie styczne

wywotane obrotem. W podwdjnym iloczynie wektorowym
-> > om

(tX m) X a) jest czes¢ r X niczym innym jak predkoscig

v ® punktu M wywotang samym obro-
tem, czyli
> > -V
(rXw) Xo-=m vaXw.
To za$ przedstawia wektor prostopa-
dlty zaréwno do osi obrotu, jak i predko-

sci Km,a skierowany od punktu M ku osi Rys. 44
obrotu. Jego wartoscig liczbowg jest zatem va. a ponie-
waz vm- Zwm, przeto mamy do czynienia z przy$pieszeniem do-

srodkowym p& punktu M wywotanym obrotem oo
Napiszemy wiec zamiast [89]

P— Pp + Pod + Ptw, [90j
albo oznaczywszy
>m
Pcy “f* Pl P®9
jako przyspieszenie catkowite punktu M ciala wywotane sa-
mym jego obrotem chwilowym, to
-> -m
P= P, + Pa - [91]
Wzd4r ten wyraza, ze przyspiesz enie dowolne-
go punktu ciata sztywnego w jego ruchu
chwilowym najogélniejszym jest sumag ge-

°metryczng (wektorowg) przys$Spieszenia pp
Wywotanego ruchem sktadowym postieipo-

Wym i przysSpieszenia pM odpowiadajgcego
samemu obrotowi sktadowemu.

Gdy rozpatrywany punkt M nie jest punktem ciata sztyw-
nego lecz tylko punktem uktadu wspdétrzednych potgczonego
Niezmiennie z cialem, to jego predkos¢ i przysSpieszenie nazy-
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wamy predkoscig unoszenia vui przy$pieszeniem unoszenia p,-
Z rozwazan powyzszych wynika przeto twierdzenie:
Predkos¢ (przyépieszenie) unoszenia

w uktadzie wspotrzednych potgczonym nie-

zmiennie z ciatem sztywnym jest podczas

chwilowego ruchu dowolnego tego ciata su-

ma' wektorowag predkosci (przy$pieszenia)
jego ruchu postepowego i predkos$ci (przy-
Spieszenia) wywotanej (wywotanego) jego
obrotem.

26. Sktadanie ruchoéow

W § 23 podano, jako jeden z waznych przykiadéw skia-
dania mchéw, mch $Srubowy ztozony z przesuniecia i obrotu.
Ruch taki wykonywa cialo sztywne obracajace sie) okoto osi,
ktora jednoczes$Snie przesuwa sie podiuznie. Jeszcze prostszym
przyktadem sktadania ruchoéw jest ruch wézka suwnicy ztozo-
ny z ruchu samej suwnicy po szynach utozonych na przeciw-
legtych scianach hali maszyn i ruchu wézka po belce suwnicy.
Z pominieciem ruchu k6t wozka kazdy z ruchow sktadowych
wozka jest ruchem postepowym i prostoliniowym, czyli prze-
sunieciem. A zatem i chwilowy ruch wypadkowy, tj. ruch
wzgledem ziemi jako uktadu odniesienia, jest oczywiscie prze-
sunieciem chwilowym, a jego predkos¢ i przy$pieszenie sg zto-
zone z wzajemnie prostopadtych predkos$ci i przyspieszen obu
mchéw sktadowych.

Takich przyktadéw nastrecza kinematyka maszyn bardzo
wiele. Zagadnienie ogoélne, jakie sie z nich wytania, mozna
sformutowa¢ w nastepujgcy sposob:

Ciato sztywne A posiada ruch chwilowy okreslony wzgle-
dem ciata sztywnego B, ktére znéw wykonywa dany ruch
chwilowy wzgledem ciata C itd. az do ciata U, kt6re stanowi
ostatni uktad odniesienia przyjety za nieruchomy. Znalez¢
ruch chwilowy ciala A wzgledem U.

Wymienione ruchy ciat A, B, C... wystepujg tutaj jako
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kolejne ruchy skiadowe tak, iz ruch A wzgledem C jest ru-
chem wypadkowym z ruchu A wzgledem B i ruchu B wzglej-
dem C itd.

Widzimy stad, ze rozpatrywane ogélnie sg te zagadnie-
nia wielce ztozone, chociaz w zasadzie wymagajg tylko rozwig-
zania zadania sktadania dwu ruchéw i kolejnego zastosowania
takiego rozwigzania w przypadkach trzech lub wiecej ru-
chow sktadowych. Jednakze przypadki technicznie najwaz-
niejsze sg zwykle najprostsze i te rozpatrzymy przede wszyst-
kim. Do nich nalezy skladanie przesunie¢ i obrotéw chwilo-
wych.

Z opisu analitycznego ruchu punktu wzgledem ukfadu
kartezjanskiego( ktory umozliwia rozkiad predkosci i przy-
Spieszenia na trzy sktadowe, wynika bezposrednio, ze gdy

cialo A przesuwa sie wzgledem B z predkoscig % i przys$pie-
> B |
szeniem px, a ciato B wzgledem C z predkoscig v2i przy$pie-

szeniem p2, to predkosScig przesuniecia chwilowego. ciala A
wzgledem C bedzie

e | > |
v=vl+ v2, [921
a.przysSpieszeniem:
>m
p — px+ p2 [93]
W przypadku ogélnym n uktadéw otrzymamy wiec:
->
V= vx + v2 + ... + v,
>a 'V
p= px+ p3... .+ p,. [94J

Sktadanie obrotow chwilowych wystepuje w postaci bar-
dzo prostej, np. w nastepujacym zadaniu. Ciatlo sztywne A po-
siada o$ materialng, ktorej tozyska znajdujg sie w ciele Bobra-
cajgcym sie okoto innej osi o tozyskach osadzonych w ukia-
dzie odniesienia U. Ruch chwilowy ciata A wzgledem B jest

°drotem z predkoscig ka/towg co,; ruch ciata B wzgledem U jest
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obrotem chwilowym z predkoscig katowg a®. Jaki jest ruch
wypadkowy ciata A, tj. ruch chwilowy tego ciata wzgledem U ?

Na to pytanie mozna odpowiedzie¢ przy pomocy catkiem
prostych rozwazah geometrycznych. Przeprowadzimy je w na-
stepnych paragrafach rozpoczynajac od przypadkéw naj-
prostszych.

27. Sktadanie obrotow chwilowych okoto osiréwnolegtych

Niechaj cialo sztywne bierze udziatl jednoczesnie w dwu
obrotach chwilowych przedstawionych na rys. 45 (w dwu

rzutach) wektorami predkosci katowych i 002 na osiach
rownolegtych  skierowa-
nych zgodnie. Poprowa-
dZmyprzez obie osie ptasz-
czyzne, ktorej Sladem na
ptaszczyznie rzutéw pro-
stopadiej do obu osi jest
A' AB B' przy czym odle-

UMy o

glos¢ AB - |. WeZmy
M pod uwage punkt C ciata
TMAMB Iez.acy na AB w odlegto-
§ci aod Aib odB. Pod
wplywem obrotu chwi-

ul,

lowego cjx, punkt ten
otrzyma predkos¢ skierowang prostopadle do AB w dot

o wartosci liczbowej aawl; pod wplywem zas obrotu o2
otrzyma predkos$¢ skierowang przeciwnie o wartosci liczbo-
wej boj,. Predkos¢ wypadkowa punktu C ma przeto war-
tos¢ jacoj — b aR\. Warto$¢ ta staje sie rowng zeru, czyli
punkt C pozostanie w spoczynku, gdy aw *h g .Z tego wy-
nika, ze ruch wypadkowy ciata jest obrotem chwilowym oko-
to osi rownolegtej do osi obrotéw sktadowych i przechodzgcej



przez C. Dowiedziemy nadto, ze predkos¢ katowa obrotu wy-

padkowego @ = co, + 002

W tym celu obieramy na A'B' dowolny punkt M w odle-
gtosci x od B. Wartosciami predkosci sktadowych tego pun-
ktu skierowanych zgodnie sg;

wskutek obrotu co, v, = < (I + x),

wskutek obrotu o2 v2 — a2x ,
Predkos¢ wypadkowa jest wiec réwna

V= Vi+ V2= col + QV + cm X,
co mozna przeksztatci¢ na

v=nx@+»>b + (o + o x
albo, poniewaz cdta = ob, na
v= (oo + @b+ (co + a8 x= (o + ad b+ x),
Ta sama predkos¢ v jako wywotana obrotem wypadkowym
@ okoto osi C wyraza sie wzorem:
v= b+ x).

Z porownania obu tych réwnan wynika istotnie, ze
a= ol + o, azarazem

o>
o— ool + a2. [95]

Tak samo tatwo do-
wiesé, ze obrét wypadko- .

> -> u,u, W

wy @ z dwu obrotéw

i o2 okoto osi réownole-
gtych, ale o kierunkach
przeciwnych (rys. 46), za-
chodzi okoto osi C ro6-

wnolegtej do nich i le-
zacej w ich plaszczyznie po stronie obrotu skladowego
° wiekszej predkosci katowej. Gdy np. jest co, > a2, to

Rys. 46.
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oznaczywszy przez a odlegtos¢ CAt zas przez b odlegtos¢ CB,
mamy

cojs == (Oab ; a> — Cdg — C02 . [PO]

Wyniki te dowodza, ze skiadanie obrotéw chwilowych
okoto osi réwnolegtych odbywa sie wedtug prawidet identycz-
nych ze znanymi ze statyki prawidtami skladania sit r6wnole-
gtych dziatajgcych na ciatlo sztywne. Wystarczy wiec we-
ktor sity zastgpi¢ wektorem predkosci kgtowej, aby otrzymacé
z odnos$nego twierdzenia statyki twierdzenie o obrotach chwi-
lowych (na razie) okoto osi réwnolegtych. Zobaczymy, ze ta
analogia jest calkiem ogélna, a tymczasem wyrazimy wyniki
dotychczasowe stowami:

1) Wektory obrotéw chwilowych ol i o o osiach ro-
wnolegtych i skierowanych zgodnie (okreslajgce obroty skia-

dowe ci'ala sztywnego) sa rownowazne z wektorem o= col+ (o,
obrotu wypadkowego okoto osi lezgcej mieidzy obu osiami

w ich plaszczyznie. OS obrotu @ dzieli | miedzy ojla oo, w sto-

sunku odwrotnym do wartosci ox i o2.

2) Wektory obrotow chwilowych ool i a2 o osiach ro6-
wnolegtych a skierowanych przeciwnie (okreslajgce obroty
sktadowe ciata sztywnego), sa réwnowazne z wektorem

= om -V
o= ag— cg3obrotu wypadkowego okoto osilezacej w ptaszczy-

Znie obu osi po stronie wektora o wiekszej wartosci liczbowej.

Os$ obrotu a) dzieli odstep | miedzy li oc2w stosunku odwrot-
nym do wartosci i oo2. ,

Obydwa przytoczone przypadki sktadania obrotdbw mozna
nadto uzmystowi¢ wykresami (rys. 47). Na wykresie a przed-
stawia A i B Slady osi obrotdw zgodnych utli co, na ptaszczy-
znie rysunku do nich prostopadtej. Predkosci liniowe punktow
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ciala lezacych na prostej AB, -wywotane obrotem cal, przedsta-
wiaja rzedne prostej AB' nachylonej do AB pod katem eg.
Tangens kata cg jest wyznaczo-
ny stosunkiem predkosci vx
dowolnego punktu X na pro-
stej AB do odlegtosci AX, czyli

vi  AX @

= q,
tg“1=* AX = AX

Predkosci liniowe tychze pun-
ktow wywotane obrotem @2
przedstawiajag rzedne prostej
A’B nachylonej pod katem a2.
przy czym tga2 = c&2. Ponie-
waz predkos$ci liniowe v wywo-
tane obu obrotami sg sumami al-
gebraicznymi predkosci vt i v2,
przeto wykres v jest réwniez prosta, ktéra musi przechodzié
przez punkty koncowe A' i B' rzednych AA' i BB', albowiem
AA’ jest predkoscig wypadkowg punktu A, zas BB’ predkoscig
wypadkowag punktu B. Punkt C, w ktérym prosta A'B’ wykre-
su v przecina AB, jest Sladem osi obrotu wypadkowego. Dla
kata-a, jaki prosta A'B’ tworzy z AB, znajdujemy:

Rys. 47.

AA' BB’ AA' + BB’ czvli
wa A CcB AB » c2Y
ca2l ca,/ .
tg « = a b —ca 't .

a poniewaz tga = ca tj. predkosci kagtowej obrotu wypadko-
wego przeto otrzymujemy po raz wtéry

ca caj + ca2

Na wykresie b (rys 47) widzimy A i B jako $lady osi obro-
tow przeciwnych ca i c& Predkosci liniowe wywotane obro-
tem ool sg rzednymi prostej AB', zas predkosci liniowe wsku-
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tek obrotu o sg rzadnymi prostej A'Beprzy czym jest
= tgcii. u2 — tg a2.
C jest Sladem osi obrotu wypadkowego@a - tga = ox —oR,

zas tata = oo, dda = @@ + a),

- e %@ Yy,
stad (a)! ) a_ o; a e 8 .
Przyktad 1. Dany jest odstep | = 80 cm osi réwnoleglych A i B
dwu kot zazebiajacych sie (rys. 48), z ktérych pierwsze ma wykonywac
nl = 25 obr/min, a drugie = 125 obr/min. Obliczy¢ dtugosci pro-

mieni k6t podziatowych obu két zebatych.

Rys. 48.

Rozwigzanie. Moga tu zachodzi¢ dwa przypadki:

a) Obydwa kota obracajg sie w tym samym kierunku (rys. 48 a).

b) Kofa obracajg sie w kierunkach przeciwnych (rys. 48b).

Poniewaz w miejscu stykania sie k6t podziatowych predkosci liniowe
sg dla obu kot réwne, przeto w przypadku a kota podzialowe stykajg sie
wewnetrznie, a w przypadku b zewnetrznie.

Predkosci liniowe sa proporcjonalne do promieni R1 / R,, a zarazem
do predkosci katowych, a wiec takze do ilosci obrotébw na minute, czyli

Rn _ Rn.A zatemw przypadku a zachodzi nadto zwigzek R1~R2= |
zaS w przypadku b Rt + R2= Z

Stad R = n*’1 = 100 cm; R2= - "@‘ —= 20 cm w przypadku a
‘ 1 n2 ni n2 ~ ni 1

R = _JV L= 66 -Lcmi R, = -A rr-==13"T cm wVzypadku b=
1 nx + n2 3 ni~rr2
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28. Para obrotow chwilowych

Tak nazywamy dwa obroty okoto osi rownolegtych o pred-

kosciach katowych (o i — co. Oznaczywszy przez c odle-
gto$é AB (rys. 49) miedzy obu osiami, znajdujemy dla predkosci,
jaka pod wptywem obu obrotow otrzymuje punkt X obrany
dowolnie na prostej AB:

v= (AB + BX) ®— BX +em= AB 0= ca).

Jest to predkoscé
stata dla wszystkich
punktéw ciata lezgcych
w plaszczyZnie obu osi,

a wiec i dla wszy-
stkich innych punktéow
ciata. A zatem: £ys 4g
Paraobrotéo woi—cooodstepieichosi c= AB

daje jako ruch wypadkowy ciata sztywnego
przesuniecie chwilowe o predkosci v row-
nej liczbowo cwm i o kierunku prostopadtym
do ptaszczyzny obu osi. Zwrot tego przesu-
niecia jest okreslony zwrotem predkosSci

liniowej, jakiej obrét o udziela jakiemu-
kolwiek punktowi ciata lezacemu pomiedzy
osiami.

Tak samo mozna wyrazi¢ zwiezlej uwzgledniajac, ze

predkos¢ liniowa vt punktu dowolnego M ciata sztywnego
poddanego obrotowi chwilowemu @ jest rowna momentowi
wektora :; wzgledem tego punktu, zas$ predkos¢ liniowa v2
tegoz punktu M wskutek obrotu — @ jest rbwna momentowi

wektora — o wzgledem M. Pod wplywem obu obrotéw
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> ->
otrzyma punkt M predko$¢ v — vt + v2 = Mom.um +

'+ MomAi (— co). Ale jak wiadomo (patrz 8 16 i 17) jest
Mom”?jm = t+Xx @, gdzie rl= MO jest promieniem-wekto-

rem igczgcym poczatek O wektora m na pierwszej osi obrotu.
Podobnie jest
> -

Momji (— o = r2x (o= —r2X o,
gdzie r2= MO’ jest promieniem-wektorem igczagcym poczatek

O’ wektora — m na drugiej osi obrotu. A zatem:

] -> >
v=rjX o— r2Xm=(*—r,) X«)= cXco, [97]

e om -V
jezeli rx—r, —c= 00'. Ten iloczyn wektorowy przedstawia

wektor staly, tj. niezalezny od obioru poczgtkéw O i O' na
obu réwnolegtych osiach obrotu, zwany momentem pary wek-

torow posuwnych. ,Ramie" ¢ momentu pary obieramy najdo-
godniej jako prostopadie do obu osi. Wtedy bowiem mamy

>
dla wartosci liczbowej momentu pary zamiast c@msin (c, ®©

wartos¢ cOa0; gdzie cO = csin (c, © jest wzajemng odle-
gtoscig obu osi, czyli ramieniem prostopadtym pary. Zupetnie
tak samo okresla sie w statyce moment pary sit i jej ramie.
Wystowienie poprzednie mozemy zatem zastgpi¢ zdaniem:

Para obrotéw chwilowych @® — o jest
rownowazna przesunieciu chwilowemu

z predkos$cig v rowng momentowi tej pary.
Poniewaz predkos¢ v przesuniecia chwilowego réwnowaz-
nego danej parze obrotéw @ i — @ jest wektorem swobodnym

(patrz 8 16), przeto dang pare obrotdw chwilowych ® i — ©
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uiozna zastgpi¢ inng para o momencie wektorowo réwnym,
> >
awiec np. wektory & i — < danej pary wraz z jej ramieniem

Prostopadtym c¢, mozna obré6ci¢ o dowolny kat w ptaszczyznie
pary i przesung¢ w tej ptaszczyznie, a nadto przenie$¢ do innej
Ptaszczyzny rownolegtej. Kazda z tak przeksztalconych par
obrotow jest rownowazna danej parze, poniewaz wywotuje
te samg predkos¢ przesuniecia chwilowego jako ruchu wypad-
kowego.

29. Skfadanie par obrotow

Z rozwazan poprzedniego paragrafu wynika bezposre-
dnio, ze:

Dwie pary obrotéw rdwnowazne przesu-

. =
meciom z predkosciami vti v2 dajg pare wy-
Padkowag réwnowazng przesunieciu z pred-

\Iéo‘s]'ci'q v=V, + v2 czyli pare, ktérej moment
rbwna sie sumie geometrycznej momentoéw
obu par sktadowych.

Uogoélnienie tego twierdzenia do ilukolwiek par obrotow
nie wymaga objasnien. Skoro za$ dany ukitad par obrotow

E >
o0 momentach viIr v2 v3... vn jest taki, ze
“m ~a
rl o+ ov2 + ova + oeee + = 0,

czyli gdy wielobok wutworzony z wektoréw
momentow jest zamkniety, to moment pary
wypadkowej jest réwny zeru, czyli dany
uktad par obrotéw znosi sie nawzajem (nie
wywotujgc ruchu ciata sztywnego, gdy to
ciato byto przedtem w stanie spoczynku).
Oczywistym wreszcie jest wniosek, ze kazde przesu-
niecie chwilowe ciata sztywnego z predko-

Scig dang v da sie na nieskonczenie wiele
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sposobow zastgpi¢ pargi obrotow chwilo-

wych o momencie rownym V.

30. Obroty chwilowe okoto osi przecinajacych sie

Niech al i a> (rys. 50) przedstawiaja wektory predkosci
katowych obrotow chwilowych okoto osi przecinajgcych sie
w punkcie O ciata sztywnego.

>m
Dowiedziemy, ze wektor to =

= tol+ oRprzedstawia predkosc¢
katowag obrotu wypadkowego
okoto osi przechodzacej przez
punkt O. W tym celu wystarczy
wykazac¢, ze oprocz O jeszcze

inny punkt prostej wektora ©
pozostaje w spoczynku, podczas
gdy ciato podlega jednoczes$nie
Rys. 50.
obrotom coj i a2, a nadto, ze pred-
kos¢ liniowa dowolnego innego punktu ciata jest wypadkowa
predkosci wywotanych obrotami sktadowymi oli to2.
Z wierzchotka C réwnolegtoboku OACB zbudowanego

*>e o>
z wektorow ax i a2 wykreslmy prostopadte hxi /?, na boki

CM i OB.Wskutekobrotu chwilowego ax otrzyma punkt C
predkos¢ skierowang kupatrzagcemu o wielkosSci coihu zas

wskutek obrotu aRpredkos¢ skierowang przeciwnie o wartosci
oo2h2. Otéz axhx = o2h2, albowiem kazdy z tych iloczyndow
przedstawia podwdjne rdwne pola trojkgtéw OAC i OCB. A wiec
punkt C jest punktem osi obrotu wypadkowego. Nadto jest
predkos¢ liniowa punktu A, wywotana obu obrotami sktado-
wymi liczbowo réwna to2h2 Pre,dkos¢ ta jest skierowana poza
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ptaszczyzne rysunku. Te samg predko$¢ nadaje punktowi A
°brét wypadkowy , poniewaz mierzy jg iloczyn @ przez

Prostopadtg wykreslong z A na co. lloczyn ten jest bowiem
tak samo rowny polu réwnolegtoboku OACB, jak a2h2, a wiec
obie predkosci liniowe sg réwne, a obrét jest rownowazny

obrotom ot i oR2.
Uogdlniajgc bez trudnosci twierdzenie powyzsze do przy-

padku uktadu obrotéw chwilowych ozt <®?... co,( ktérych
osie skierowane dowolnie w przestrzeni przecinajg sie w jed-
nym punkcie ciata O, mozemy stwierdzi¢, ze:

Obroty chwilowe ciata sztywnego okoto
osi przecinajgcych sie w jednym punkcie sg
rownowazne obrotowi wypadkowemu, Kkto-
rego wektor jest sumg geometryczng wekto-
row obrotéw sktadowych.

Stad wniosek, ze obroty chwilowe okoto osi
przecinajgcych sie w jednym punkcie zno-
sza sie nawzajem, gdy wielobok wektorow
ich predkosci katowych sie zamyka (czyli
gdy suma geometryczna tych wektorow jest
robwna zeru).

31. Sktadanie obrotow chwilowych w przypadku
najogdlniejszym

Gdy osie obrotéw chwilowych, w ktérych ciato sztywne
bierze jednoczesnie udziat, sg wzgledem siebie skos$ne, czyli
nie przecinajg sie nawzajem, to skfadanie obrotéw da sie wy-
kona¢ w sposob nastepujacy:

Obrawszy w ciele poddanym obrotom chwilowym ot , o2

.. ,(on okoto osi skosnych (rys. 51) punkt staty dowolny O,
pomysimy sobie w tym punkcie jako poczatku, wektory



ox, —acoi; ... co,, —O0, przedstawiajace uktad obrotéw znosza-
cych sie nawzajem, a wiec nie majace wptywu na stan chwi-

lowy ruchu naszego ciata sztywnego. Ot6z kazdy z wektoréw

=
pierwotnych np. ac wraz z wektorem — 0 poczatku w O

tworzy pare obrotow dajgca sie, jak wiadomo, zastgpi¢ prze-

sunieciem chwilowym z predkoscig V. rdwng momentowi tej
pary, a zarazem momentowi wektora pierwotnego wzgledem O.
Mamy zatem do czynienia z n parami obrotow i z n obrotami
okoto osi przechodzacych przez punkt O. Te ostatnie daja,
jak wynika z 8§ 30, obrot wypadkowy okoto osi przechodzacej

[ =
przez O z predkoscig katowg @ = + a2 A on. Pary

obrotéw za$ dajg wypadkowg o0 momencie réwnym sumie

[ =
geometrycznej momentéw wektorow pierwotnych ,02... 0n

wzgledem punktu O, czyli jak dowiedziono w § 29, przesuniecie

wypadkowe z predkoscig v réwng tej samej sumie momentéw.
Dochodzimy wiec do wyniku zgodnego z teorig ruchu ogél-
nego chwilowego ciata sztywnego, ze:
Najogélniejszy zespét danych obrotdéw

chwilowych (o1 o2... ,ktéremu podlega ci a-
to sztywne, da sie zastgpi¢ jednym przesu-
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niSciem chwilowym z predkoscig vi jednym
r
obrotem a = + a2...+ co, okoto osi w ogole

nie rownolegtej do predkosci v. Predkos$¢

chwilowa v przesuniecia wypadkowego jest
sumg geometrycznag momentéw wektoréow
Predkosci katowych danych obrotéw chwi-

lowych wzgledem obranego punktu O, przez
> |

ktéory przechodzi oS obrotu wypadkowego .

Poniewaz punkt O zwany S$rodkiem redukcji obrotéw chwi-
lowych jest obrany dowolnie, przeto dla kazdego punktu O
otrzymujemy inny moment danych wektorow obrotow chwi-

lowych, a wiec inny kierunek i wielkos¢ predkosci v prze-
suniecia wypadkowego. Natomiast wektor predkosci kato-

>m
wej @ obrotu wypadkowego jest dla kazdego $rodka redukcji

oczywiscie ten sam.

Wida¢ stad, ze ruch chwilowy ciata sztywnego wypadkowy
z dowolnej liczby ruchéw chwilowych ogdlnych ztozonych
z przesunie¢ i obrotéw chwilowych jest w ogoéle, jednym
z nieskonczenie wielu zespotdow jednego przesuniecia i jedne-
go obrotu chwilowego, przy czym wektory obrotu chwilowego
w kazdym z tych zespotéw sg rowne (chociaz leza na prostych
rownolegtych), natomiast wektory przesuniecia chwilowego
sg rézne, zaleznie od odbioru srodka redukcji O.

32. Rozkilad najogélniejszego ruchu ciata sztywnego
na przesuniecia i obroty chwilowe

Rozktad ruchu ciata sztywnego na przesuniecia i obroty
chwilowe moze by¢ najrozmaitszy, ale szczegdllnie wazny
jest nastepujacy: gdy stan ruchu ciata jest okre$lony prze-

sunieciem chwilowym z predkoscig v i obrotem chwilowym
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oV
z predkoscig katowg @, to obrawszy poczgtek O uktadu kar-

tezjanskiego na tej osi rozkladamy wektor @ wedtug sche-
matu:

o= iox+ ] O (- k oz, [98]

zas wektor v wediug schematu:

BV = ivX + jvy + Tvz; [99]
=
i, j, k — oznaczajg wersory na osiach X,Y ,Z;

ox, &y, (z — sktadowe, czyli rzuty predkosci kagtowej @ na
te osie;

v*, vy, vz — skladowe, czyli rzuty predkosci przesuniecia
wzdtuz tych osi.

Szeé¢ wielkosci skalarowych ax, ay, oz, vx, vy, vz okresla
stan ruchu chwilowego ciata sztywnego swobodnego. tatwo
to sobie uzmystowi¢ na modelu ciata nawleczonego na nie-
ruchomy diugi pret sztywny o przekroju kotowym, ktérego o$
jestrownolegta do osi X. Taki model ma dwa stopnie swobody,
gdyz moze sie przesuwac¢ wzdtuz osi X i obraca¢ dokota tej
osi. Jezeli pret X (jak go krdtko nazwiemy) osadzimy w ra-
mie obejmujgcej go wraz z rozpatrywanym ciatem, a rame
te uruchomimy w podobny sposéb, jak to ciato, nawlekajgc
ja na takiz pret o osi rGwnolegtej do Y, znowu na razie nie-
ruchomy, to zwiekszymy liczbe stopni swobody ciala na 4
(mozliwos¢ przesunie¢ w kierunkach X i Y oraz obrotéw okoto
osi X i V). Gdy wreszcie i drugi pret zespolimy z nowg ramg
nawleczong w ten sam spos6b na trzeci pret nieruchomy,
0 osi rownolegtej do Z, to cialo pozyagka jeszcze dwa stopnie
swobody; razem przeto bedzie ich miato 6. To odpowiada przy
opisie analitycznym ruchu chwilowego ciata zupetlnie swo-
bodnego szesciu wspoétrzednym vx, vy, vz, oox, @y, Qz.
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33. Zmiana uktadu odniesienia — Zwiazek miedzy
predkos$ciami

Obraz matematyczny ruchu punktu sporzadzony dla uktadu
'‘Odniesienia A , musi by¢ oczywiscie w ogole inny dla uktadu
odniesienia B, jezeli ten ukiad porusza sie wzgledem A, co
jest rownowazne ze stwierdzeniem, ze A porusza .si€) wzgle-
dem B (zasada kinematyczna wzglednosci ruchu). Uzmysta-
wia to dobrze statek powietrzny (sterowiec lub wielki pta-
towiec) jako ukiad A poruszajacy sie wzgledem ziemi jako
uktadu B. Ruch pitki, ktora sie bawig pasazerowie statku
przedstawia sie inaczej dla nich (tj. w ukfadzie A) niz dla
obserwatoréw stojgcych na ziemi (w ukladzie odniesienia B).
Wytaniajgce sie stad wazne zagadnienie kinematyki opiewa
tak:

=
Znamy predkos¢ vw i przysSpieszenie pw ruchu punktu

M wzgledem uktadu A (statku) oraz predkos$¢ u chwilowego
przesuniecia i predkos¢ katowg o obrotu chwilowego uktadu
A wzgledem B (ziemi). Szukamy predkosci vb i przys$pie-

szenia pb punktu M wzgledem B (ziemi).

Oznaczenia tutaj przyjete odpowiadajg umowie czesto sto-
sowanej, ze uktad B (w tym przypadku ziemig) uwazamy za
nieruchomy i dlatego nazywamy go uktadem bezwzglednym.

Stad oznaczenia vb i pb. Uklad zas A (statek) uw*zamy

wtedy za ruchomy, czyli wzgledny; stad oznaczenia Vv i pw.

Azeby znalez¢ rozwigzanie ogolne umiescimy na kazdym
z obu ciat sztywnych A i B ukiad wspo6irzednych prostokat-
nych (rys. 52) a wiec na A uktad X, Y, Z o poczatku C, a na
B uktad f, 1) ,t o poczatku O. Poruszajgcy sie punkt M ma
zatem dwojakie wspotrzedne (x, y, z) wzgledem A i (f, tj, t)
wzgledem B. Zarazem okresla potozenie M promien — wek-
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tor CM = r i promieh - wektor
OM 5. oraz promien -wektor

OC —r0. Przy tym zachodzi zwia-
zek oczywisty:

Zatézmy, ze ruch chwilowy

uktadu A jest okreslony predko-
Rys. 52.
Scig vO punktu C jako predkoscia

przesuniecia chwilowego i predkoscig katowa uw obrotu okoto

osi przechodzacej przez C. Wiadomo bowiem z § 23, ze mozna
przedstawi¢ dowolny ruch chwilowy ciata sztywnego. A zatem

£= -ff- [101]

Szukany zwigzek miedzy predkosSciami znajdziemy przez réz-
niczkowanie réwnania 100 wzgledem czasu, a wiec:
=
Ae_ = Ao + _dr_ [1021
di di df 1 3
->
Tutaj ma oczywiscie ﬁﬁ_ znaczenie predkosci bezwzglednej,
i

cjdyz wektor g jest zalezny jedynie od czasu i. Natomiast
iloraz r6zniczkowy “r nie przedstawia predkosci wzglednej
d i

tj. predkosci wzgledem uktadu A (statku), poniewaz wektor r
w odniesieniu douktadu B jest zalezny nie tylko od i, ale takze
od ruchuuktadu A wzgledem B. Jeszcze wyrazniej wyjdzie
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to na jaw, gdy promien wektor r .wyrazimy w postaci:
->
* r= ix + jy + kz,

gdzie i, j, k s wersorami lezgcymi na osiach X, Y, Z,
Poruszajgcych sie wzgledem uktadu f , rj, t , a wiec wektorami
jednostkowymi zaleznymi od czasu t. Ta zalezno$¢ jest zreszta

bardzo prosta, gdyz przesuniecie z predkoscig vO nie zmienia
potozenia wersorow. Natomiast zmiana czasowa wystepuje

Wskutek obrotu chwilowego uktadu A z predkoscig katowg .
A wiec np. wersor i otrzyma wskutek obrotu przyrost geome-
. . . o di
tryczny di (prostopadty do i ), ktérego predkosS¢c—  jest
oczywiscie taka sama, jak predko$¢ punktu kohcowego wek-

tora i o poczatku C wywotanym obrotem okoto osi przecho-
dzacej przez C. To znaczy (stosownie do 88 17 i 25), ze:

->
-()jlly = i m@a [103]
i podobnie
dj . dk _ ->
dt —hT®@ gy T k@

Uwzgledniwszy to napiszemy



Pierwszy tréjmian jest wyrazeniem predkosci wzglednej:

punktu M, czyli vw, drugi za$ mozna napisa¢ w postaci

-> -> ->->1->-
(/x + jy + h )x (0= r X o),
a zatem
do
= vb= vO + r X (0+ vw. [104J
*>e

Poniewaz, jak wiadomo z § 25, dwumian vO + r X to okre-

Sla predkos$¢ unoszenia vu, przeto mamy ostatecznie wzor
= =

vb = vu + v, , [105]

czyli stowami: Predkos¢ bezwzgledna punktu (tj.

predkosé¢ tegoz punktu wzgledem wuktadu 8

przyjetego za nieruchomy) jest sumag wek-

torowag. predkosci wzglednej (tj. predkos$ci

wzgledem uktadu A) i predkosci unoszenia
(tegoz uktadu A). Odwrotnie
vw= vb + (—v,), [106]

czyli predko$¢ wzgledna jest sumag wektoro-
wg (czyli wypadko wigt), predkosci bezwzgled-
nej i przeciwnie wzietej predko$ci unosze*
nia

34. Zwigzek miedzy przyspieszeniami punktu poruszajacego
sie odniesionymi do uktadu statego i ruchomego
Przyspieszenie Coriolisa

|
Podobnie jak predko$¢ unoszenia vu pojmujemy jako predko$¢ punktu
ustalonego wzgledem uktadu ruchomego (np. statku powietrznego) spowo-
dowanag ruchem tego ukiadu wzgledem uktadu odniesienia, uwazanego za

staty (np. ziemi), tak tez przez przy$pieszenie unoszenia pu rozumiemy
przy$pieszenie punktu ustalonego wzgledem tegoz uktadu ruchomego
(statku), wywotane samym ruchem tego uktadu wzgledem uktadu odniesienia
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uwazanego za nieruchomy (ziemi). Oznaczywszy przez ptt przyspieszenie-
wzgledne, tj. przys$pieszenie poruszajacego sie punktu M wzgledem ukta-

du ruchomego A (uzmystowionego jako statek powietrzny), a przez b

Przy$pieszenie bezwzgledne, tj. przy$pieszenie wzgledem uktadu B uwa-

zanego za hieruchomy (np. ziemi), znajdziemy zwigzek miedzy tymi wiel-

kosciami kinematycznymi, rézniczkujac wzgledem czasu zwigzek miedzy
Predkosciami znaleziony w § 33 w postaci

- B> A

vb= vO+ rX ut + vw [107]

Przy rézniczkowaniu musimy réwniez pamieta¢ ¢ zaleznosci od czasu.

wektoréow jednostkowych (wersoréw) /, /, k na osiach ukfadu rucho-

wego (X, Y, Z). Napiszemy wiec najpierw:

>m e >
dv. dvn dco dr dv
-d7- ="~ =T +rXc~r+ -dr-x-+2 - (1081

dy
Tutaj _ - jest przy$pieszeniem ruchu postepowego uktadu ruchomego,.
->
dco . y . . .
jest przyspieszeniem katowym g obrotu chwilowego tegoz uktadu,.

. dco -
ar X —{— r X sjest, jak wiadomo z § 25, jedng ze skladowych
przy$pieszenia unoszenia, a mianowicie skltadowg styczna przy$pieszenia

wywotanego obrotem ukfadu ruchomego. Pozostaje jeszcze rozwingé dwa

wyrazy ostatnie. Podobnie jak w § 33 mamy teraz

dr d
— —-X co+ —— (X/ fyj + zk) X(0 =
dt dt \Y '
dx -> dy -> dz . / di , d/ s d/cl . ->
5T '+ dl M'dr (x dF +y.dr+ z-drIx "
N

— vwX o+ (xiX oo+ yi X o+ tzk X co) X co.
Tutaj mozna wyrazenie drugie po stronie prawej napisa¢ w postaci

[(xi + y/ + zlc)] X co= (r X co) Xco-
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To za$, jak wiadomo z § 25, przedstawia p”, tj. przysSpieszenie dosrod-

|
kowe wywotane obrotem co, czyli sktadowg normalng przy$pieszenia uno-
szenia, A zatem wz6r 108 przyjmie postac:

Pb ~ ( dt~ + f X £+ PO ) +v,, X cO + — . albo

->

> >u dv
P6= PU+ vaXco+ d°
r

Pozostaje do rozwiniecia tylko wyraz

dr, _ d [ dx [ D dy -> _dz_ ->
df dt [ dt ' dt df
= =
d2x dzy -2 d2z dx di yjy dj dz dk
~dt™ 1+ o+ fodfx- dfxX* + drXdt + TAdT
- ax dzy > dz . -
Trojmian i 4- j o+ k  przedstawia oczywiscie
dt3 dt2 dt2
— di
przy$pieszenie wzgledne pw, a tréjmian nastepny — po zastgpieniu dt
4 2
przez / X co itd. — staje sie identycznym z wyrazeniem X co Ostate-
cznie wiec otrzymamy:
Pr= T+ pT + 2IC"x co [109]

co wyraza, ze przy$pieszenie bezwzgledne pb sktada sie

z przy$pieszenia wzglednego pw przys$pieszenia uno-

-> > >
szenia p, i przy$pieszenia dodatkowego p = 2vwX 0
zwanego przysé$pieszeniem Coriolisa, od francuskiego
inzyniera-badacza, ktory zwiagzek powyzszy wykryt,
postugujac sie wywodem analitycznym bez poréwna-
nia dtuzszym

Przy$pieszenie Coriolisa jest jako podwdjny iloczyn

wektorowy predkosci wzglednej vw przez predko$¢ katowa obrotu chwilo-
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wego w uktadu wzglednego, prostopadte do predkosci
wzglednej i osi obrotu, a zatem znika w trzech przy-

padkach szczegélnych:
1) gdy predkosé¢ wzgledna jest réwnolegta do osi
obrotu uktadu,
2) gdy predkos$¢ katowa obrotu jest réwna zeru, i
3) gdy predkos$é¢ wzgledna jest réwna zeru.
Wzér [106] piszemy zwykle w postaci

Po *= Pu+ Pw+ pce nioi
z ktérego wynika

Z =Z + <-7,>+ <-%) [mi

Roéwnanie [111] pozwala na sformutowanie twierdzenia:

Przyspieszenie wzgledne (tj. przy$pieszenie punk-
tu M wgledem wuktadu A o ruchu' znanym wzgledem B)
jest sumag wektorowg przy$Spieszenia bezwzglednego

(tj. przy$pieszenia punktu M wzgledem uktadu B
przyjetego za nieruchomy), przeciwnie wzietego
przy$pieszenia unoszenia i przeciwnie wzietego

przys$pieszenia (Coriolisa).

§ 35. Przyktady ruchu wzglednego punktu

A. Tory czastek wody przeptywajacejprzez wirnik tur-
biny oosipionowej sg wyznaczone ksztaltemiopatekprzed-
stawionych na rysunku 53. Predkoscig unoszenia jest tutaj

predkos¢ obwodowa u kota turbino- u
wego. Czastka M wyplywa dotem

z predkoscig wzgledng w styczng do

topatki. A zatem predkos¢ bez-

wzgledna z jakg czastka wody opusz-
> |

cza turbine ¢ = w + u, co uwido-

czniono na rysunku.

7 Drinz. M. T. Hubcr — Kinematyka i Dynamika 1P1
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B. Nad krazkiem K obracajgcym sie jednostajnie okoto
osi pionowej z predkoscig katowg m® w kierunku wskazowek

zegara (rys. 54) porusza sie ze statg predkoscia c¢ punkt M

(przedstawiony na przyktad koricem otdwka dotykajgcym
powierzchni krgzka) wzdluz prostej OX przechodzgcej przez

jego Srodek O. Predkoscig bezwzgledng z* jest zatem ¢
o kierunku OX ,a wartoscig predkosci unoszenia w miejscu
M krazka jako ruchomego uktadu odniesienia jest r @ przy
r = OM. Poniewaz kierunek predkosci unoszenia jest prosto-
padty do promienia, przeto dodanie wektorowe predkosci
bezwzglednej do przeciwnie wzietej predkosci unoszenia daje
predkos¢ wzgledng vw jako przekatng prostokata o bokach
cirao czyli

vw= y c2 + r2ar. [112]

Roéwnaniami ruchu wzglednego punktu we wspétrzednych bie-
gunowych sg
r=-—ct = at.
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Augujac z nich czas znajdujemy r = c <9, jako réwnanie
©

toru wzglednego. Jest nim spiralna Archimedesa.
Kat fi, jaki predko$¢ wzgledna vw tworzy z promieniem r,
okresla réwnanie:

AA J~=copl [1131

2 ktorego zarazem tatwo odczyta¢ konstrukcje stycznej do
spiralnej Archimedesa.
Przechodzac do przys$pieszen widzimy, ze w przypadku roz-
-u
patrywanym jest Pb = 0, a wiec przy$pieszenie wzgledne

Ry bedzie rowne sumie wektorowej przys$pieszen unoszenia p,

i Coriolisa pc wzietych w kierunku przeciwnym. Ot6z przy-
Spieszenie unoszenia ma wartos¢ liczbowg r 02 i jest skiero-
wane ku O. Przys$pieszenie Coriolisa za$§ ma warto$¢ 2vwo,

poniewaz Wy jest prostopadte do a), a wiec sin (V,,, )= 1
i jest skierowane wzdluz normalnej zewnetrznej toru wzgled-
nego.
Gdy odwrdciwszy kierunki obu przyspieszen zrzutujemy
je-na normalna i styczng do toru wzglednego, to otrzymujemy:
Pan — 2vwo — r aa2sin f? [1141
p,, = r o2cos/S.
Uwzgledniajac wyrazenia [112] i [113] oralz wynikajgce
z [113] wzory :

sinfi= ' i cos P — -<-—--, znajdujemy wreszcie

vV w

K = vin+ Pl,= or(@4c? + r2oR). [115]
Azeby jeszcze nakresli¢ tor wzgledny, czyli miejsce punk-
tow, ktére kolejno pokrywa punkt M uwazajmy, ze w chwi-
lach b ,f2,ta, w ktérych punkt M zajmuje kolejno potozenia
iWjMs, M3... na prostej OX, pokrywajg te prostgcoraz inne
promienie krgzka OAj, OA2... Ich potozenie poczatkowe
znajdziemy odmierzajac katy XOA1l, A1I0A2. . .proporcjonalne
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do przedziatbw czasu t1, L — t1, t3 — t, ... w kierunku
przeciwnym kierunkowi obroty. krgzka. Gdy te przedzialy
przyjmiemy dla wygody réwne, to odpowiednie drogi OMI ,
MiM2... i katy XOA,, AXOA.., beda takze réwne. Zakre$la-
jac z O promieniami OM,, OM2... tuki az do przeciecia sie
z promieniami odpowiednimi krazka, wyznaczymy punkty
M/, M/, ... toru wzglednego w jego potozeniu poczgtkowym
(wzgledem uktadu odniesienia, tj. ptaszczyzny rysunku). Przy
kreSleniu nalezy oczywiscie pamieta¢, ze odcinek OM, =m

= MjM, ... = cAt,jezelic jest predkoscig bezwzgledng, punk-
tu M, a At odpowiednim przedziatem czasu, za$ XOAIl =
= AXOA2 — ... — 0)At.

36. Ruch wzgledny dwu ciat

Gdy znamy ruchy kazdego z dwu ciat C, i C2 wzgledem
danego uktadu odniesienia U, czyli jak sie takze wyrazamy,
ich ruchy bezwzgledne, to czesto zachodzi pytanie, jaki jest
ruch ciata C2wzgledem C, , albo C, wzgledem C2 Kazdy z nich
nazywamy ruchem wzglednym. Na 'to pytanie odpowiemy
najlatwiej w przypadku prostym a waznym, gdy ruchy bez-
wzgledne obu ciat sg obrotami chwilowymi okoto osi réwno-

legtych z predkosciami kgatowymi o, i @, w kierunkach
przeciwnych. Takimi ciatami sg (rys. 55) pary két zazebionych,
ktére moga by¢ rozmaitej postaci, za-

leznie od tego, czy stosunek o, : a2ma

by¢ statym, czy tez okresowo zmien-

nym. Szukajac p6l predkosci dla kaz-

dego z cial, otrzymujemy kotowe linie

preidkosci vi — oo, r, dla ciata Ci o $rod-

kach osi O, i promieniach r, oraz ko-

towe linie predkosci v., — @, 1., dla cia-

ta C, o sSrodkach na osi 02 i promie-

Rys- 55. niach r2 Punkty lezagce na prostej O

w ptaszczyznie obu osi O, i O, bedg mialy w kazdym z ciat
predkosci jednakowe, jezeli promienie r, i r. spetnia réwna-
nie r, co = T . Wtedy oczywiscie predkos¢ wzgledna obu
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ciai jest w tym miejscu (tj. we wszystkich punktach na pro
s™ej 0) rowna zeru. Stad wynika, ze ruch chwilowy ciata C2
Wzgledem Cj jest obrotem tego ciata okoto osi O zwigzanej
chwilowo z ciatem Cx. Predkos¢ katowa tego obrotu wzgled-
nego ma przeto warto$¢ liczbowg + @2 azwrot ten sam co
Nawzajem predkos¢ katowa obrotu ciata CJ wzgledem C2
rna wartos¢ liczbowg &1 + 2, a zwrot wspélny z 2

Gdy stosunek predkosci kgtowych ol : o2 jest staly, to
ruch wzgledny cial CJ i C2jest toczeniem sie po sobie cen-
trodyj kotowych o promieniach /y i r2, stykajgcych sie w da-
uej chwili zewnetrznie w punkcie 0. Ruch taki wykonywuja
kota zazebione zwykte o osiach 0(i O.,

a promieniach teoretycznych rLi r2
Przy stosunku ool : ®2 zmieniajg-
cym sie z czasem, obie centrodie
nie sg lukami kotowymi, lecz majg
posta¢ taka, jaka nadajemy tarczom
zazebiajgcym sie nawzajem, aby wy-
wota¢ stosowng zmienno$¢ predkosSci
katowych. Jako przykiad przytoczy-

Rys 56. my pare . tarcz eliptycznych (rys. 56).
.Gdy predkosci katowe obu ciat sg zgodne (rys. 57) i np.
ar > , to obrot chwilowy wzgledny zachodzi okoto osi O

rownolegtej do Ox i 02, przy czym rlad — r, o, Predkoscia
katowa wzgledng ciata Cj wzgledem C2 jest
— @j.. a predkoscig katowag ciata C2wzgle-
dem C, jest col — a2.
Przy stalym stosunku il : 2 jest rozpatry-
wany ruch wzgledny ciat C\ i C2 toczeniem
sie po sobie centrodyj kotowych o promie-
niach i\ i r, stykajgcych sie w chwili rozpa-
trywanej wewnetrznie w punkcie O. Odpo-
wiednie kolo zebate o promieniu 11 (> r2 musi
mie¢ oczywiscie zeby od strony wewnetrznej. Rys. 57.
Przy zmiennym stosunku w, : @, sg centrodie krzywymi roz-
nymi od okregébw. W wykonaniu praktycznym odpowiadajg
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im réwniez tarcze niekotowe. Jedna z nich o mniejszej pred-
kosci katowej ma rowniez zeby od strony wewnetrznej.

Jako drugi przyklad wezZmiemy obroty kulek stalowych Ct (rys. 58)
toczacych sie po panewce statej C, i po czopie C,, opatrzonym stozkiem
o kacie takim, aby osie obrotu kulki wzgledem panewki i wzgledem czopa

przecinaly sie na jego osi obrotu. Od-
powiednie predkosci katowe wzgledne
s uwidocznione na rysunku.

Biorgc pod uwage ogdlny przy-
padek ruchu wzglednego dwu ciat C1
i C, ktérych ruch w uktadzie odnie-
sienia U jest okres$lony polem pred-

kosci v1i v., stwierdzimy bez trud-
nosci, ze ruch ciala C2 wzgledem U
moze by¢ uwazany za ruch wypadko-
wy dwu ruchéw. Jednym z nich jest
ruch Cj wzgledem U, a drugim ruch
szukany C, wzgledem Cr Pole pred-
kosci tego drugiego ruchu oznaczy-

my przez v2,. Stosownie do wyniku
Rys. 58. A

.8 26 jest wiec y2= vt + v2, a stad

V12= V2 — V= [1161

To réwnanie wyraza, ze predko$¢ dowolnego punktu M ciata C,
wzgledem ciata C+ (jako uktadu odniesienia) jest wypadkowg dwu predkosci;

jedna jest predkos$¢ v2 tego punktu wzgledem uktadu U (obranego za bez-

wzgledny), a druga jest przeciwnie wzieta predkosé¢ v2 tj. taka, jaka by
otrzymat punkt M, gdyby byt chwilowo potgczony niezmiennie z cialem Ct
(inaczej méwigc przeciwnie wzieta predko$¢ unoszenia w ciele Cj).

Stad wynika nastepujgce prawidto wyznaczenia ruchu wzglednego dwu
ciat sztywnych, ktérych ruchy bezwzgledne sa znane:

Udzielamy w mysli cialu C2 ruchu chwilowego wprost przeciwnego
temu, jaki posiada cialo Cv a ztozywszy go z ruchem bezwzglednym ciata
C2 otrzymujemy jako ruch wypadkowy ruch ciata C, wzgledem Cv
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Czesc druga
DYNAMIKA

Rozdziat |
PODSTAWY DYNAMIKI TEORETYCZNEJ

37. Zasada bezwtadnosci

Przechodzgc od kinematyki do dynamiki napotykamy jako
Pojecie podstawowe wprowadzone juz dawniej w statyce, po-
jecie sity, anadto pojecie masy ciata okreslone przez I. Newtona
Jako ,ilos¢ materii* zawartej w ciele, wreszcie pojecie ele-
mentarne punktu materialnego, wprowadzone na wstepie.

Pojecie punktu materialnego upraszcza bardzo opis mate-
matyczny ruchu. Ruch chwilowy ciatl o wymiarach skornczo-
nych jest, jak wiadomo z kinematyki, ogolnie okres$lony pred-

koscig sktadowego ruchu postepowego v i predkoscig katowg

sktadowego ruchu obrotowego dokota osi, ktérg mozna
zawsze tak obraé¢, by przechodzita przez wnetrze ciata. A wiec
w ogoéle predkosci liniowe ré6znych punktow ciata sg rézne. Po-
niewaz jednak odlegtosci punktow na powierzchni ciata od
osi obrotu sg zawsze mniejsze od jego najwiekszego wymiaru
liniowego a, przeto wartosci skrajne predkosci punktow ciata
sg mniejsze od v - aoo, za$ wieksze od v — am Gdy wiec
rozmiary ciala malejg, to musza male¢ i rdéznice miedzy
predkosciami poszczegdllnych punktéw ciata (oczywiscie przy
zatozeniu, ze predkos¢ katowa obrotu jest skonczona). Z tego
wynika, ze stan ruchu jpunktu materialnego, otrzymanego
przez zmniejszenie jego wymiaréw do granicy zerowej bez
zmiany masy m, jest dostatecznie okreslony jego predkoscig
lub przysSpieszeniem liniowym.
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Uczeni z przed XVII stulecia szukali daremnie bezposred-
niego zwigzku miedzy wielkoscig sity wywotujgacej ruch,
a predkoscig uzyskang przez punkt materialny. Dopiero w epo-
ce Galileusza na podstawie badan doswiadczalnych i obser-
wacji ustalito sie przekonanie, ze stan ruchu jednostajnego
i prostoliniowego swobodnej czastki materialnej nie wymaga
dziatania zadnej sily, albo tez odbywa .siet pod dzialaniem
takich sit, ktore sg w rownowadze, tzn. takich, ktére dziatajgc
na czagstke bedacg w spoczynku nie wprawityby jej w ruch.
Wynik ten ujgt Newton w prawo podane w poczatkach fizyki,
noszace nazwe zasady bezwladnosci materii, ktéra w wystowie-
niu wspoétczesnym brzmi: Punkt materialny swobod-
ny, naktéryniedziatajgzadne sity, pozostaje
w stanie ruchu jednostajnego i prostolinio-
wego lub w spoczynku tak dtugo, dopodki
jakas sita zewnetrzna stanu tego nie zmieni.

Zasade bezwitadnosci postawit Newton na czele sformuto-
wanych przezen ,leges motus“ tzn. praw ruchu, czyli praw
podstawowych dynamiki teoretycznej, chociaz wystowit je
mniej Scisle piszac: ,Omne corpus perseverare in statu suo
guiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi guatenus
illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare". Znaczy
to dostownie: ,Kazde ciato trwa w stanie spoczynku lub ruchu
jednostajnego prostoliniowego, dopdéki sity nan dzialajgce
stanu tego nie zmienig"1*.

Z zasady bezwiadnosci wynika, ze gdy sita, ktéra ze stanu
spoczynku wprawita punkt materialny w ruch i w pewnej

->
chwili, kiedy predkos¢ ruchu osiggneta wartos¢ c przestala

dziata¢, to ten punkt materialny porusza sie dalej z predkosciag

stalg c. Tak np. kawatek lodu potozony na zamarznietej tafli
gtadkiej jeziora i wprawiony w ruch sitg uderzenia koricem

‘m NieScistos¢ tego wystowienia znika, gdy zamiast ,ciata" wstawimy
.punkt materialnyl Zobaczymy nadto, ze cialo moze byé w ruchu obro-
towym, chociaz nan nie dziatajg zadne sily, albo tez gdy sity nan dzialajgce
sie rébwnowaza.
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stopy, porusza sie dalej z predkoscig nabytg, wprawdzie nie
zupelnie jednostajnie, ale powolne i nieznaczne zmniejszanie
sie jego predkosci ruchu prostoliniowego objasniamy dziata-
niem sit tarcia, czyli oporu skierowanego w kierunku przeciw-
nym do kierunku ruchu. Chociaz wiec w warunkach ziemskich
nie potrafimy urzeczywistni¢ ruchu bezwitadnosciowego cai-
kiem 'Scisle z powodu wszechobecnosci oporéw ruchu, to jed-
nak doswiadczenia pozwalajg wykona¢ w mys$li niejako
Przejscie do granicy, na ktérej opory znikaja.

Zasada bezwtadnosci domagata sie kategorycznie uzupet-
nienia, ktére dostarczyt Newton. Jest bowiem rzeczg jasnag, ze
zasada bezwtadnosci nie moze obowigzywa¢ w kazdym ukta-
dzie odniesienia. Skoro bowiem sprawdzimy ja, dajmy na to,
w uktadzie A, to nie moze by¢ stuszng w uktadzie B, jezeli
ukfad ten porusza sie wzgledem A ruchem postepowym nie-
jednostajnym, albo obraca sie wzgledem niego, chocby tylko
jednostajnie. Ruch punktu materialnego jednostajny i prosto-
liniowy wzgledem uktadu A przestaje by¢ takim w ogéle gdy
ffo odniesiemy do uktadu B.

Dlatego Newton uzupeinit prawo bezwtadno$ci postulatem
przestrzeni bezwzglednej, grajacej role, wtasciwego ukfadu bez
wzglednego, czyli bezwiadnosciowego, tj. takiego, w ktérym
obowigzuje prawo bezwiadnosci. Trudnosci, o ktérych byta
mowa nha wstepie, ominieto w dalszym rozwoju dynamiki
newtonowskiej zatozeniem, ze z dokladnoscig wystarczajgca
nie tylko na ziemi, ale i w calym wszech$wiecie, mozna uktad
bezwtadnosciowy zwigza¢ z uktadem pewnych gwiazd statych,
ktérych wzajemne potozenie, jak stwierdzaja pomiary astro-
nomiczne, nie zmienia sie dostrzegalnie od wielu stuleci.

Uktad odniesienia bezwtadnosSciowy (nazwany przez New-
tona bezwzglednym) nazywaja teraz czesSciej uktadem galileu-
szowym. Znalaztszy jeden ukiad galileuszowy G przekonamy
sie tatwo, ze kazdy inny uktad odniesienia)
ktéry wzgledem G porusza sie ruchem poste-
powym prostolini owym i jednostajnym, jest
rowniez uktadem galileuszowym. Dlatego pod-
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czas ruchu postepowego i prostoliniowego statku odbywajg sie
wszelkie zjawiska mechaniczne dla podréznych tak samo jak
na ziemi, bez wzgledu na to, jaka jest predkos¢ statku.

Zmiany dostrzegaja jednak podrdézni natychmiast, gdy sta-
tek ,zmienia kurs", 'tj. zakrzywia swoj tor, albo zmienia war-
tos¢ predkosci.

Zarazem widzimy, ze z powodu obrotu dziennego ziemi
wzgledem gwiazd statych ziemia nie jest, biorgc Scisle, ukta-
dem galileuszowym. Galileusz nie dostrzegt tego z powodu
bardzo matej predkosci kagtowej ziemi i matej dokltadnosci po-
miarow jakie wykonywat, ale Newton juz przewidziat doswiad-
czenia, ktére to mogly wykazac¢. Doswiadczenia te poznamy
w dalszym ciggu.

38. Prawo podstawowe dynamiki Newtona

W podstawowym prawie dynamiki ujgt Newton zalezno$¢

przy$pieszenia p punktu materialnego od sity P nanh dziala-
jacej masy m w postaci

d(mw _

d
d¥ P, albom = P, albo wreszcie mp — P. [117]

dl

Wyrazenie myv jest wektorem o kierunku predkosci v i no-
sito dawniej nazwe ,ilosci ruchu" (guantitas motus). Teraz uzy-
wamy nazwy krétszej — ped. RO6wnanie powyzsze wyraza za-
tem, ze predko$¢ zmiany pedu punktu mate-
rialnego jest proporcjonalna wzgledem sity
te zmiane wywotujgcej.
W postaci drugiej wystowimy prawo Newtona zdaniem:
>u

Sita P jest rd6wna iloczynowi masy m

punktu materialnego swobodnego przez
-m

przysSpieszenie p jakiego udziela temu

punktowi.
Prawo powyzsze stoi obecnie na czele dynamiki klasycznej,
czyli newtonowskiej (chociaz Newton umiescit je po zasadzie
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bezwtadnosci jako drugie prawo), gdyz prawo bezwtadnosci
wynika zen poprostu jako wniosek. Skoro bowiem podstawimy

. . . om .
P~— 0, to stosownie do rownania [97] jest p —O,czyli

nie ma sily, to nie mai przySpieszenia, awiec v= const.,
czYli punkt materialny porusza sie jednostajnie po linii prostej.

Prawo podstawowe miesci w sobie nadto Sciste okresSlenie
masy m punktu materialnego, wystepujacej jako wspditczynnik
skalarowy w réwnaniu Newtona. Zwazywszy bowiem, ze sta-
tyka dostarczyta metody mierzenia sit, mozemy obserwowac

dziatanie jednej i tej samej sity P na r6zne punkty materialne,
a stwierdziwszy, ze P udziela kazdemu z nich r6znego przy-
spieszenia, a wiec pierwszemu przyspieszenia pt, drugiemu

P2,. .. itd., wyznaczymy wielkosci ich mas mi , m2,... z réw-
>

mlpl= m2p,=...-= P. [118]

A zatem masa punktu materialnego jest skalarem dodatnim,
rownym ilorazowi wartosci bezwzglednej sity przez wartosé
bezwzgledng przyspieszenia, jakie ta sita udziela temu punk-
towi materialnemu.

Podstawowe prawo Newtona pozwala réwniez wysnu¢ jako
wniosek znana juz ze statyki zasade sktadania sit dziataja-
cych na dany punkt, zwang dawniej zasada réwnolegtoboku
sit, a obecnie zasadg dodawania wektorowego (geometrycznego)
sil, dziatajgcych na dany punkt*.

* W piSmiennictwie naszym spotyka sie zwykle zamiast powyzszego
wyrazenia dwa wyrazenia nastepujgce: 1) sily przylozone do danego
punktu, 2) sily zaczepiajace dany punkt, albo sily zaczepione w danym
punkcie. Punkt za$, na ktéry sita dziata, nazywajg albo punktem przyto-
zenia sity, albo tez jej punktem zaczepienia. Termin pierwszy powstat pod
wplywem jezyka francuskiego (point d’application), angielskiego (point
of application) i rosyjskiego (toczka pritozenja); drugi za$ o zabarwieniu
militarnym, jest spolszczonym terminem niemieckim ,Angriffspunkt”.

Ksigzka niniejsza unika obu terminéw, jako zbyt niewolniczo ttuma-
czonych z jezykéw obcych, stosujgc natomiast konsekwentnie zrozumiate
dla kazdego bez objasnien wyrazenia: sita dziatajgca ha dany punkt
i punkt, na ktory sita dziata, a w skrocie — punkt dziatania sity.
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Opierajgc sie na wynikach kinematyki, ze przyspieszenie
wypadkowe p punktu, ktéremu udzielono jednocze$nie przy-

Spieszen pl, p2,.. .p, jest sumg wektorowg (geometryczng)
tych przyspieszen sktadowych, tzn.

P~R+ FBteees B

mnozymy to rOwnanie obustronnie przez mase m punktu ma-
terialnego i otrzymujemy:
-m
mp = mpt+ mp2+m./.+ mpn.

Tutaj m  jest wedlug prawa Newtona rowne sile P,, ktéra by
dziatajgc na punkt materialny o masie m udzielita mu przys$pie-

szenia p2 itd. mp za$ okres$la site P, udzielajgca punktowi

materialnemu o masie m przyspieszenia p. A zatem

P=Pi+p2+ ...+ P, [119]

co wyraza, prawo dodawania wektorowego sit dziatajgcych na
dany punkt materialny.

36. Prawo dziatania i przeciwdziatania
(prawo akcji i reakcji)

Prawo dziatania i przeciwdziatania umieszczone przez New-
tona na trzecim miejscu, wyrazamy obecnie w stowach:

Jezeli na punkt materialny ml dziata sita

P, przedstawiajaca dziatanie na ten punkt
drugiego punktu materialnego m,, to nawza-
jem punkt materialny ml dziata na punkt ni,

z sita —P, tzn. r6wng liczbowo, a co do kie-
runku wprost przeciwng, przy czym wektory
obu sit lezg na prostej tgczgacej m z m.,.
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Mozemy to samo wyrazi¢ zwiezlej, gdy wyrdoznimy jeden

z punktow materialnych i m. jako siedzibe, sil P i — P,
°kreslajacych ich dziatanie wzajemne. Wtedy méwimy np., ze
->
s'ta P okres$la dziatanie punktu materialnego m, na ml, a sita
=

~ P okres$la przeciwdziatanie punktu m, na m,. A wiiec:

Kazdemu dziataniu odpowiada réwne mu
Mczbow.o, a wprost przeciwne co do kierun-
ku przeciwdziatanie.

Obydwa prawa Newtona przedstawione powyzej, zaréwno
Jak zasada bezwtadnosci, mogg by¢ scisle wazne tylko dla
uktadéw odniesienia galileuszowych. Zobaczymy jednak, ze dla
uktadow wzglednych, tzn. takich, ktére posiadajg przysSpiesze-
Me ruchu postepowego, albo obracajg sie wzgledem uktadow
galileuszowych, pozwala zastosowanie praw kinematyki 'na
Uzupetnienie réwnan wyrazonych prawami Newtona do Sci-
stego ujecia praw ruchu w kazdym zagadnieniu dynamicznym.

40. Prawo cigzenia powszechnego (prawo grawitacji)

* Obok praw podstawowych dynamiki zawdziegczamy geniu-
szowi Newtona odkrycie prawa moéwigcego, ze sita ciezkosci
znana nam od czasOw niepamietnych z obserwacyj na po-
wierzchni naszej ziemi jest objawem wiasnosci wszelkich cza-
stek materii we wszechsSwiecie, a mianowicie, ze:

Jakikolwiek punkt materialny o masie w,
przycigaga kazdy inny punkt materialny a
z sitg, ktérej wielkos¢ jest wprost propor-
cjonalna wzgledem mas obu punktédw, a od-
wrotnie wzg'edem kwadratu ich odlegtosci
wzajemnej r. Dziatanie jest (stosownie do
prawa wzajemnosS$ci dziatania) wzajemne,

a wektory sit przyciggania P i —P lezg na
prostej tgczgcej oba punkty.
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Newton przewidywat mozliwos¢, ze masy okreslone tym
prawem cigzenia powszechnego moga nie by¢ identyczne z ma-
sami okreslonymi prawem podstawowym dynamiki i dlatego
wykonywat staranne doswiadczenia z wahadtami o gtéwnych
czesciach sporzadzonych z réznych materiatow. Badania te
utwierdzity go w przekonaniu, ze masy wystepujagce w row-
naniach podstawowych dynamiki mogg by¢ wyrazone tymi
samymi liczbami co masy w réwnaniu wyrazajgcym prawo
cigzenia powszechnego. Dlatego napisat je w postaci:

p=c¢c -M I., [120]

gdzie P oznacza wartos¢ liczbowa sit przyciggania punktéow
materialnych o masach ml i m2 i wzajemnej odlegtosci r,
a C jest wspoélczynnikiem stalym. Ten wspédlczynnik jest ko-
nieczny ze wzgledu na wymiar sity P rézny od wymiaru wy-
razenia m, m2f2 Masg wystepujacg w réwnaniu podstawowym
Newtona nazywamy masg bezwtadng, a mase wchodzgcg w row-
nanie grawitacyjne Newtona [120], masg grawitujgca (cigzaca).
Widzimy wiec, ze Newton stwierdzit identyczno$¢ obu mas,
z czego dopiero w naszym stuleciu A. Einstein wysnut kon-
sekwencje wielkiej doniostosci dla mechaniki relatywistycznej.

Prawo cigzenia powszechnego tlumaczy w przewazajacej
czesci zjawisko sity ciezkosci na powierzchni ziemi. Sita ta
dzialajgc na swobodny punkt materialny udziela mu, jak wska-

zat juz Galileusz, przy$pieszenia g skierowanego pionowo
w dot, ktdrego wartoscig przyblizong w Polsce jest 981 cm/sek2
Sita ciezkosci jest bowiem gtownie wypadkowag z sit przy-
ciggania punktu materialnego przez wszystkie czastki ziemi,
a jak mozna dowie$¢ (zgodnie z doswiadczeniami) wypadko-
wa ta przechodzi (z wielkim przyblizeniem) przez S$rodek
ziemi. Wobec rozmiaréw kuli ziemskiej, olbrzymich w po-
rownaniu do przestrzeni zajetej nawet przez duzy gmach,
uwazamy w przyblizeniu kierunki sity ciezkosci, tj. kierunki
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Pionowe * w przestrzeni np. laboratorium za rdéwnolegte,

a wartosc¢ sity ciejzkosci za rébwng m g . Nazywamy jg ciezarem
>

Punktu materialnego. Biorgc S$cisle kierunek g, czyli kie-

runek pionowy, zbacza nieco od kierunku promienia ziemi

W miejscu rozpatrywanym, a to z powodu obrotu ziemi w ukta-

dzie bezwzglednym (patrz § 66).

41. Mierzenie mas i sit

Poznawszy tres¢ podstawowych praw dynamiki zajmiemy
sie przede wszystkim nowymi wielkosciami, z jakimi nie
mieliSmy do czynienia w kinematyce, tj. masg i sitg, obierze-
my dla nich jednostki i podamy sposoby ich mierzenia. Po-
niewaz wszelkich pomiaréw dokonywamy na ciatach o wy-
miarach skonczonych, przeto wpierw nalezy okre$li¢, co ro-
zumiemy przez mase takiego ciata. Ot6z badania fizykalne
Wykazaly niezbicie, ze kazde cialo materialne jest wilasciwie
uktadem niezmiernie wielkiej, ale skonczonej ilosci czgstek
zwanych drobinami (molekutami), zlozonych z jeszcze mniej-
szych czesci, zwanych atomami. Czgstki te sg przy tym bardzo
mate w pordwnaniu do ich wzajemnej odlegtosci i pozostajg
ciagle w ruchu tym szybszym, im wyzsza jest temperatura
ciata. Ruchy atoméw w ciatach stalych i cieczach majg cha-
rakter okresowy, tak iz ich Srednie odlegtosci wzajemne pozo-
stajg przy statej temperaturze niezmienione, dajac na pozor
wrazenie, ze cialo state jest brylaj geometryczng wypetniong
w sposOb ciggly materig. Z tego powodu mozemy ciata ma-
terialne traktowaé¢ w teorii w przyblizeniu zwykle zupetnie

* Linie i ptaszczyzny pionowe w mowie potocznej nazywajg niewtasci-
wie ,prostopadtymi”, kazac niejako domysla¢ sie ich prostopadtosci do linii
i ptaszczyzn poziomych. Tej dwuznacznosci nalezy unika¢ stosujac przy-
miotnik ,prostopadly” tylko w znaczeniu geometrycznym kierunkéw two-
rzacych ze soba kat prosty, a zatem nazywajac $ciane skalng tak stroma,
ze jest prostopadig do poziomu, S$ciang pionowa, g nie ,prostopadiy”.
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wystarczajgcym, jako zbiory niezmiernie wielu punktéw ma-
terialnych o statych odlegtosciach miedzy punktami sasiedni-
mi, albo tez, w przyblizeniu rowniez wystarczaj,gicym, jako
bryly geometryczne wypetnione materig ciggta.

Mase ciata mozna wiec okresli¢ albo przez sume mas wszyst-
kich jego drobin jako punktéw materialnych, albo tez jako
sume mas wszystkich elementow jego objetosci, na ktore dzie-
limy w mysli cale ciato.

Ciato zwiemy jednorodnym *, jezeli dowolnie obrane czesci
tego ciata o réwnej objetosci posiadajg réwng mase; w razie
przeciwnym nazywamy ciatlo niejednorodnym. A zatem masa
zIM dowolnej czes$ci ciata jednorodnego jest

proporcjonalna wzgledem objetosSci IV tej
czes$ci czyli iloraz AM : AV jest dla ciata
jednorodnego wielkosciag statg. lloraz ten okre-

Sla zarazem mase jednostki objetosci danego ciata i nazywa
sie jego gestoscig /u. Znajagc objetos¢ V i gestos¢ /r ciata jed-
norodnego mozna obliczy¢ jego mase M ze wzoru

M ==juV [121]

Jezeli cialo (uwazane za bryle geometryczng wypetniong ma-
terig w sposéb ciggty) nie jest jednorodne, to iloraz AM: IV
nie jest wielkoscig statag. Jego warto§¢ nazywamy gestoscig
Srednig w czesci o objetosci AV. Skoro jednakze iloraz ten
zdajza do granicy okreslonej, gdy objetos¢ czesci otaczajacej
punkt obrany w ciele dgazy do zera, to granice te pojmujemy
jako gestos¢ ciata w punkcie rozpatrywanym. Mamy zatem
rébwnanie:

AM dwm
hm . [1221
&v 0
z ktérego wynika:
dM = jad V.
A zatem:
M= 2udV.

* A. Witkowski uzywal nazwy: cialc jednolite.



Tutaj znak sumowania 2 zastepujemy znakiem catki J i pi-
szemy
M= J>dV. [123]

Poniewaz sita ciezkosci udziela kazdej czgstce ciata, kto-

A N
€90 masa jest M, przyspieszenia g, przeto ciezar ciala Q,
czyli site ciezkosci dziatajacg na mase M, okreslimy wartosciag
liczbowa:

Vv

0= Mg [124]

A zatem ciezar ciata w pewnym miejscu ziemi
wierzy sie iloczynem jego masy przez war-
tos§¢ przysSpieszenia sity ciezko$ci w owym
wiejscu.

Uzasadnienie teoretyczne tego twierdzenia zostanie po-
dane w § 73.

Cialo materialne pozostajace pod dziataniem sity ciezkosci
nie spada jednak gdy dotyka statej podstawy, tj. ciata nieru-
chomego wzgledem ziemi, np. cialo spoczywajgce na stole.
To dowodzi, w my$l podstawowych praw, istnienia oddziaty-
wania podstawy na ciato, czyli sity rbwnowazacej site ciez-
kosci. Nawzajem ciato wywiera na podstawe sitei rowng i skie-
rowang przeciwnie, ktérg nazywamy naciskiem na podstawe.
Ta sita jest oczywiscie identyczna z ciezarem ciala; odczu-
wamy j,a wysitkiem miesniowym potrzebnym do utrzymania
w spoczynku ciata trzymanego w reku, tzn. do zapobiezenia
jego spadaniu.

Jednostkg masy [M] przyjeta w nauce jest masa jednego
grama, jak wiadomo juz z art. E wstepu. Obrawszy jednostki
diugosci, czasu i masy mozemy wszystkie inne wielkosci me-
chaniczne mierzy¢ jednostkami pochodnymi, ztozonymi
z trzech powyzszych. Przyjety w nauce miedzynarodowej
ukiad jednostek podstawowych: centymetr, gram masy, se-
kunda (czasu Sredniego); nazywamy ukiadem cgs. Jedno -
stka sity wtym uktadzie jest zatem sita, kto -
ra masie jednego grama nadaje przys$piesze-
nie 1 cm esek~2 Wielkos¢ te nazwano dyna. Przy zasto-
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sowaniu dowolnych jednostek podstawowych jednostke, sity
w ogéle okresla réwnanie wymiarowe:

\P\' = M |e[p|= M eLeT-2. [125]

W praktyce stosujemy zwykle inny ukfad jednostek podsta-

wowych zwany praktycznym albo technicznymmUktad ten rézni

sie od ukiadu ¢ g s zasadniczo tym, ze obok jednostek diu-

gosci i czasu wspoélnego pochodzenia, przyjmuje sie jako trze-

cig jednostke podstawowgq, jednostke sity P zamiast masy M.
W uktadzie tym przeto masa jest jednostkg pochodng, okreslo-

ng rbwnaniem wymiarowym:
\WM\--j-Ai= P U CLTH [126]
\P\
czyli masa ma wymiar sity podzielony przez wymiar przy-
Spieszenia.

Jednostkg technicznag sity stosowanag powszech-
nie w krajach nalezgcych do konwencji metrycznej jest
ciezar jednego kilograma w Paryzu, albo w ja-
kimkolwiek innym miejscu na ziemi, gdzie przyspieszenie
swobodnego spadania jest rowne gp —980,665 cm/sek2. Usta-
lenie wartosci g byto konieczne dla dokladnego okreslenia tej
jednostki, poniewaz warto$S¢ przyspieszenia g zmienia sie
z szerokos$cig geograficzng miejsca na ziemi (malejgc od bie-
guna ku réwnikowi), a takze z wysokoscig nad powierzchnig
ziemi (malejagc wraz z oddalaniem sie od powierzchni ziemi
ku gorze). W rachunkach technicznych nie wymagajgcych naj-
czesciej wielkiej doktadnos$ci przyjmuje sie w zaokragleniu
g = 981 cm/sek2

Wymieniony wzorzec kilograma stuzy zatem jednoczesnie
do okreslenia tysigca jednostek masy w uktadzie ¢ g s oraz
jednostki sity w uktadzie technicznym. Poniewaz obie te jed-
nostki nazywano od dawna w mowie potocznej krotko kilogra-
mem, a tylko w przypadkach kiedy trzeba zapobiec nieporo-
zumieniu odréznia sie kilogramy masy od kilogramow sity,
przeto przy oznaczeniach skréconych zastosujemy wedlug
Polskich Norm (PN) znak kG dla kilograma jako jednostki
technicznej sity.
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Z powyzszego wynika, ze w ukfadzie technicznym jedno-
stek jest jednostka masy jednostkg pochodng, otrzymang z po-
dzielenia jednostki sity przez gp, tj. przez ustalong powyzej
mwartoS¢ przyspieszenia ciezkosci. A zatem masa ciala wazg-
cego Q kG wyraza sie w jednostkach technicznych liczbg
otrzymana z podzielenia Q przez gp

M——— [127]
gps
Wymiarem za$ jednostki masy w ukladze technicznym jest

kG
cm/sekr — kG cm _1 sek2, albo kG m sek?2 itd. zaleznie od

tego, czy przy$Spieszenie gp wyrazimy w cm/sek2, czy tez
w m/sek2 itd.

Co sie tyczy stosunku 1 kG jako jednostki technicznej sity
do 1 dyny jako jednostki w ukladzie ¢ g s, to poniewaz sita
1 kG nadaje masie 1000 gramow przysSpieszenie 980,665
cm/sek?2, przeto

1 kG = 980665 dyn . [128]

42. Pomiar statyczny sit — Sily ciggte i sity chwilowe

Sity mozna mierzy¢ nie tylko przez poréwnywanie przy-
Spieszen, jakich udzielajg jednej i tej samej masie, lecz takze
za pomocag zrownowazenia sitami innymi wielko$ci znanej.
Przyrzagjdy stuzace do tego celu, zwane dynamometrami, graja
bardzo wazna role w nauce i technice. Najprostsze dynamo-
metry polegajg na zjawisku stwierdzonym doswiadczalnie, ze
ta sama sitawywotuje zawsze takie samowydiuzenie (lub
ugiecie) sprezyny. Skoro zatem te sprezyne rozciagamy kolejno
zawieszanym ciezarem 1, 2, 3,... kG i notujemy odpowiednie
wydtuzenia, to dziatajgc na te sprezyne nieznang sita P i mie-
rzagc powstate wydiuzenie, wyznaczymy wielko$¢ sity P.

Dzieki temu statycznemu pomiarowi sit rownanie podsta-

wowe dynamiki P — m p nie przedstawia samej tylko prostej
matematycznej tozsamosci, lecz ma charakter fizykalny row-
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nania warunkowego. Przestrzen, w ktorej dziatajg pewne sily
zalezne od miejsca, czyli pole sit, mozemy badaé mie-
rzac statycznie wielkos¢ sity dziatajgcej na pewna* matg masg
probnag w kazdym miejscu pola; a oznaczywszy w ten sposob

-u
P jako funkcje miejsca otrzymujemy z rO6wnania podstawo-

wego dynamiki réwnanie (r6zniczkowe) ruchu punktu mate-
rialnego w rozpatrywanym polu sit.

Z réwnania okresSlajgcego podstawowe prawo dynamiki
(8 38) wynika:

d (mvj= Pdt. [129]

Wyrazenie r6zniczkowe P df nazywamy impulsem elementar-

>u
nym (chwilowym) sity P. ROwnanie powyzsze wyraza witep

twierdzenie:

Przyrost =elementarny (chwilowy) pedu
punktu materialnego réwna sie w kazdym
z kolei elemencie czasu df odpowiedniemu
impulsowi elementarnemu sity wyznacza-
jacej ruch tego punktu materialnego.

Sumujgc wektorowo impulsy elementarne od pewnej chwili.

t0 w ktérej v = ¢ do chwilit —t0 + r, gdzie %oznacza
przedziat czasu t — t0, czyli calkujgc rownanie [129] otrzy-
mujemy:
-> ->
mv — mc - P dt [130]

t

co wyraza, ze przyrost (wektorowy) pedu w prze-
dziale czasu x= i — t0jest rowny impulsowi
=
catkowitemu sity P w tym czasie.
->

Impuls catkowity jest wektorem |l okreslonym réwnaniem



Sitg nazywamy ciggta, jezeli dziata w ciggu catego ruchu
punktu materialnego; takg sitg jest np. sita ciezkosci. Niekie-
dy mamy do czynienia z tzw. sitami chwilowymi, jak np. sity
uderzenia, ktore chociaz dziatajg przez krétki czas t, moga po-
wodowacé na matej drodze znaczng zmiane padu( poniewaz ich

wielko$¢ jest znaczna. Nie znajgc wartosci sity P ani tez
przedziatu czasu mierzymy wtedy impuls catkowity wartoscig

zmiany pedu piszac:
Fls  my — om o [132]

43. Moment pedu czyli kret punktu materialnego

Moment pedu wzgledem dowolnie obranego poczatku G
promieni wektorow r jest jak wiadomo okreslony iloczynem

wektorowym mv X r. Predkos¢ zmiany tej wielkosci K
czyli jej pochodna wzgledem czasu

dK d . dv s/*' . dr
-dr =-ar(mvXrn=m t Xr+""X -jr-

nJF -u
Ale wyraz mv X — —= mv X v = 0 jako iloczyn wektorowy

czynnikdbw réwnolegtych mv i v. A zatem:

dK dv
= m

= - Xr= mpXr = PXr = Mom(.
dt dt

Mamy wiec twierdzenie:

Pochodna momentu pedu (kretu) punktu
materialnego, czyli jego zmiana czasowa,
rbwna sie momentowi sit dziatajgacych na
ten punkt wzgledem tego samego, dowolnie
obranego srodka momentow.
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Doniostos¢ tego twierdzenia wyjdzie na jaw w kinetyce
uktadow'materialnych. Tutaj podkreslimy tylko wniosek na-
stepujacy:

Suma wektorowa kretow dwu punktéw ma-
terialnych mli m2,ktére poruszajg sie pod
wzajemnym dziataniem bez wudziatu innych
sit, jest réwna zeru dla kazdego $rodka mo-
mentéw.

Dowdéd wynika z witasnosci sit P i - P, lezgcych na prostej
taczacej m1z m2, ze ich momenty wzgledem dowolnie obra-
nego punktu O sg liczbowo réwne, a co do kierunku wprost
przeciwnie, czyli, ze suma wektorowa

Mom,P + MomO(— P) = 0.
Jezeli wiec mamy do czynienia z uktadem dowolnej ilosci
n punktow materialnych m; (/= 1,2, 3,... n),tosuma wek-
torowa momentéw peddédw wywotanych samy-
mi tylko sitami wewnetrznymi uktadu jest
wzgledem kazdego dowolnego Ssrodka réwna
zeru.

44. Znaczenie dynamiczne $Srodka masy uktadu
materialnego

Dla uktadu ztozonego z n punktéw materialnych o masach
ml, m2... m,, ktérych potozenia okreslaja wspoétrzedne pro-
stokatne xi,y,,z- (i= 1,2, 3,... n), wyrazono w statyce wspot-
rzedne srodka masy uktadu x0, y0, zO, wzorami:



Wzory te okres$lajg zarazem $rodek sit rbwnolegtych,
proporcjonalnych wzgledem mas punktéw materialnych uktadu
Mozna je zastgpi¢ jednym wzorem wektorowym, przedstawia-

jacym promien-wektor Srodka masy rOw zalezno$ci od pro-
- -

mieni-wektoréw r1, r2,... rn, okres$lajgcych potozenie punk-

tow materialnych uktadu, tj.:

2 mri 2 miri
Z= ~2 m = — 7 (i=h23""""n A
I
gdzie M — 2 m- oznacza mase catego uktadu. Piszgc ten wzor
w postaci:
e
MrO— milrl+ m2r2+ ... + m,r, [135]

i nazywajac wektor rmr; momentem m; wzgledem poczatku O
promieni-wektorow, odczytujemy twierdzenie:

Moment masy uktadu pomys$Slanej jako
skupiona w jego $rodku masy wzgledem
dowolnie obranego punktu O jest sumg wek-
torowg momentow mas wszystkich punktdéw
materialnych uktadu wzgledem O.

Gdy uktad nasz sie porusza, to wraz z nim porusza sie i je-

AN
i

go Srodek masy z predkoscig vO . Rézniczkujac row-

nanie [135] wzgledem czasu otrzymujemy:

M °= 2 czyli 2 mvi = MvO [136]

,C\]'tr i Ql '
co wyraza wazne nastepujace twierdzenie:

Suma wektorowa peddéw wszystkich punk-
tow materialnych uktadu jest réwna pedowi
catego uktadu skupionego w jego $rodku
masy.
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Roézniczkowanie réwnania [136] daje:

. d2o da2r; dv, vm dr,
alboM ~&F = t "tdt-
. X dvo -> dv.
czyli podstawiwszy dy = p,, y =» p;
otrzymujemy
2 mpi = MpO. [137]
=

W ektor m;p; okres$la, jak wiadomo z § 38 site P, ktora by
dzialajgc na punkt materialny mi nadata mu przy$Spieszenie

p,, gdyby byt swobodny. Wyobrazmy sobie site o wartosci
—mlpi . Sita ta wraz z sitg P; rbwnowazytaby sie na punkcie ma-

teralnym mi. Sita —m,p; jest niejako miarg oporu, jaki napo-

tykamy, chcgc udzieli¢ punktowi materialnemu (swobodnemu)
v

przy$pieszenia p> Nazywamy wiec te sile (pomyslang tylko)

oporem bezwiadnosci, albo reakcjg kinetyczng. Analogicznie

pojmujemy wektor - M pOjako opdr bezwtadnosci punktu ma-

terialnego o masie M (a zatem réwnej masie catego uktadu),
>u

ktéry sie porusza z tym samym przyspieszeniem p0, co $ro-

dek masy uktadu rozpatrywanego. ROwnanie [137] wyraza

wiec, ze:

Suma wektorowa oporow bezwtadnos$ci
wszystkich punktéw materialnych wuktadu
rbwna sie oporowi bezwtadnos$ci masy cate-
go uktadu skupionego w jego SsSrodku masy.

Wyniki powyzsze juz teraz uwydatniajg realne znaczenie
teorii ruchu punktu materialnego na pozér zupetnie abstrak-
cyjnej. Jeszcze lepiej wyjdzie to na jaw w kinetyce uktadow
materialnych.
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Rozdziat Il

PRACA, ENERGIA KINETYCZNA | POTENCJALNA]

45. Mnozenie skalarowe dwu wektorow

lloczyn skalarowy dwu wektorow A i B (rys. 59), ozna-

czony przez A B, albo A mB, okreSlamy
jako skalar réowny iloczynowi wartosci
bezwzglednych obu wektoréw przez co-

. A Hehd
sinus kata a, oznaczonego przez (A, B),
miedzy nimi zawartego. Rys. 59
A zatem:
"tB~= AB cos”4 B) = AB cosa [1381

Z okresSlenia tego wynika, ze mnozenie skalarowe
podlega prawu przemiennos$ci (w przeciwien-
stwie do mnozenia wektorowego), wiec:

AB =BA. [139]
tatwo sie przekonac¢, ze iloczyn skalarowy sumy wektoro-
>m
wej A+ B+ C + ...+ R) przez wektor W jest roGwny
AW + BW + CW + ... + RW,

czyli, ze mnozenie skalarowe podlega prawu
rozdzielnosci.

Dowdéd: Oznaczmy sume A + B + C ... przez § i rzutujmy
wielobok wektorow dodajnikbw oraz ich sume na prostag wyznaczong wek-
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torem W. Wtedy:

> >
A cos (A, W), B cos (B, W) ...Scos (S, W)
przedstawiajg warto$ci algebraiczne rzutéw wektorow A, B, i S

na kierunek W. A zatem:

Mnozac obustronnie to réwnanie algebraiczne przez W otrzymujemy

4 W cos (A, W) + BWcos(B, W) + ... — ,sW cos (S*W),

co wyraza zarazem stosownie do okres$lenia iloczynu skalarowego, ze

[140]

40. Pojecie pracy mechanicznej — Praca elementarna

W jezyku potocznym wyraz praca ma znaczenia rézne, pod-
czas gdy w mechanice ma znaczenie jedno Scisle okreslone
matematycznie. Dlatego stosujemy czesto dla tego poje/cia
pracy nazwe praca mechaniczna, aby wytgczy¢ nieporozumie-
nia. Praca mechaniczna jest wielko$cig grajgcg nader wazng
role w calej mechanice. Jest ona zalezng od sily dziatajgcej
na punkt materialny i od drogi jakg on opisuje. Przy tym jest
rzecza obojetng, czy punkt materialny, na ktéry sita dziata
podczas jego ruchu, jest swobodny, czy tez nie, np. jako na-
lezgcy do ciata, ktOre sie porusza. W przypadku najprostszym,
ktéry daje juz pewne wyobrazenie o pojeciu pracy, tj. gdy

punkt materialny odbywa droge prostoliniowg s, a sita nan

dziatajaca P ma kierunek ten sam co s, to prace L sity P na
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drodze s wyraza réwnanie

L = Ps, [141]
Sldzie P i s oznaczaja warto$ci bezwzgledne sily i drogi. To
okreslenie okaze sie zgodne z okresSleniem ogd6lnym pracy

sity P zmieniajacej sie dowolnie podczas ruchu krzywolinio-
wego punktu, na ktory dziata.
Zanim to okreslenie sformutujemy, wprowadzimy pojecie

Pomocnicze pracy elementarnej, tj. pracy sity P na przesunie-
ciu elementarnym ds, przy czym sita P uwazana za statai jest
nachylona do przesuniecia ds.

Ot6éz pracg elementarng dL sity P na prze-

sunieciu ds (pojmowanym jako element drogi) nazywa-
My iloczyn skalarowy sity przez przesunie-
cie, czyli:

dL = P ds = P ds cos (P, dsj [142]

i ->-->m
albo jezeli kat (P, ds) oznaczymy przez a:

dL = P ds cosa _ [143]

Wida¢ z tego, ze praca elementarna znika w trzech wypad-
kach: 1. gdy P = 0, 2. gdy ds = 0 (tzn. punkt, na ktéry

sita dziata pozostaje w spoczynku) albo 3. gdy sita P jest

prostopadta do przesuniecia ds.

Gdy a jest katem ostrym fo”*a< —” [0 praca eje.



mentarna d L jest dodatnig, jezeli zas a jest katem rozwartym

n>a>~?rj to Praca Jest wielkoscig ujemna.

Gdy na punkt materialny dziataja sity Pi, P2, .., kt6-

rych wypadkowa jest P = P2+ P2+ ..., to zokreSlenia
pracy elementarnej wynika, ze praca sity wypadko-
wej jest sumg algebraiczng prac sit sktado-
wych.

Podobnie wynika z okreSlenia pracy elementarnej jako

B > #
iloczynu skalarowego P ds , ze gdy przesuniecie ds jest wy-

padkowym z przesunie¢ d Sj, ds2. . ., okierunkach roznych,

czyligdyds = dS§ + ds2+ ..., to

dL =~Pdt= Pdt + Pdt + . [144f
A wiec: praca elementarna sity na przesunie-
ciu wypadkowym jest sumg algebraiczng
prac na przesunieciach sktadowych.

Postugujac sie metodg analityczng okreSlamy site P jej trzema rzu-
o>*>_'
tami (czyli sktadowymi) X, Y, Z, a przesuniecie elementarne ds jega

rzutami dx, dy, dz. Wtedy praca elementarna dl wyraZa sie wzorem
dL = X dx + Vdy + Z dz, [145]
ktérego uzasadnienie jest bardzo proste. Sita P jest sumg wektorowa sit

> o> "> | >
X, V, Z, a przesuniecie ds sumag wektorowag dx + dy + dz.Azatem

praca dL bedzie sumag algebraiczng prac sit skladowych na przesunieciach
skltadowych. Ot6z sktadowa X jako prostopadta do przesunie¢ dy i dz
daje prace X dx tylko na przesunieciu dx i podobnie sktadowa Y daje Y dy,

- -v ->A
a skltadowa Z tylko Z dz.
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47. Praca catkowita — Jednostki pracy — Praca
t

w jednostce czasu — Moc

Gdy punkt materialny, na ktory dziata sita P, w ogole
zmienng, opisuje po torze dowolnym droge skonczong MOMi
(rys. 60), to roztozywszy ruch punktu na przesuniecia elemen-
tarne MOM', M'M" ... i ozna-

czywszy wartosci sity P na
poczatku kazdego przesuniecia,
"widzimy, ze suma iloczyndéw
skalarowych

ro MM+ PAIM + . ..

ri"zy do granicy, ktérg nazy-

wamy pracg catkowitg lub krét-

ko praca sity P na drodze MO

i okreSlamy wyrazeniem: pys .

[\ 'xlylzl
Pds, albo (Xdx + vdy + ZAz) [146]

przedstawiajacym sumowanie (catkowanie) wzdiuz toru miedzy

potozeniem poczatkowym i koncowym. A zatem przez pra-

| >4 ->
cie sity dowolnej P na drodze dowolnej s

punktu materialnego rozumiemy sume alge-
braicznag prac elementarnych tej sity na

przesunieciach ds, z ktérych sie sktada tor
tego punktu miedzy jego potozeniem po-
czagtkowym a kohhcowym. Praca ta staje sie np. ze-
rem, gdy sita jest wcigz normalna do kierunku ruchu, albo-
wiem wtedy wszystkie prace elementarne sg zerami. Jezeli
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F = Pcos (P, ds) przedstawia rzut sity na styczng do toru,
to wzOr [146] przyjmie postacé:
nM1

L = F ds. [147]
Mu

Oczywiscie jednostka pracy jest praca
jednostki sity na przesunieciu réwnym jed-
nostce ditugosci, ktérego kierunek jest zgod-
ny z kierunkiem sity. W ukiadzie jednostek cg s be-
dzie zatem jednostkg pracy praca jednej dyny na dtugosci jed-
nego centymetra. Jednostka ta otrzymata nazwe erg. Ze wzgledu
na to, ze erg jest jednostkg bardzo matg, wprowadzono nadto
jednostke praktyczng, rowng 10 milionom ergow, ktorg; nazwa-
no joule, dla uczczenia badacza angielskiego o nazwisku
James Prescott Joule (1818 — 1889) (brzmigcym po angielsku
Ldzul").

Bardzo rozpowszechniong az do naszych czas6w praktycz-
na jednostkg pracy wzietg z ukiadu technicznego jest nadto
lkilogramometr (kGm) tj. praca sity jednego kilograma na dtu-
gosci jednego metra. Poniewaz sita 1 kG = 980665 dyn (patrz
§ 41), a 1m = 100 cm, wiec:

1 kGm — 98 066 500 ergéw = 9,80665 joule'dw (dzuldw).
W obliczeniach praktycznych zaokrggla sie warto$¢ te na 9,81.
Niezaleznie od jakichkolwiek jednostek podstawowych okre-
Sla jednostke pracy réwnanie wymiarowe:

[L]= [P|]e]|s|=M L2 T-2, [148]

gdzie M jest jednostkg masy, L jednostka dlugosci, a T
jednostkg czasu. ®

Moéwigc o pracy sity na pewnej drodze, wyrazamy sie czesto, ze sila
wykonywa prace wzdtuz tej drogi. Ta personifikacja sity tlumaczy sie
pojeciem pierwotnym pracy mechanicznej cztowieka lub innych istot zy-
wych, ktéra polegata na zréwnowazeniu sita miesni oporéw wystepujgcych
przy poruszaniu cial. Z tego bardzo dawnego i w mechanice technicznej
podstawowego pojecia wytonito sie z rozwojem nauki wymienione wyzej
ogélne okreslenie matematyczne pracy sity wzdtuz drogi.
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Jezeli sktadowa sita wzieta w kierunku ruchu ma wartosc¢
stalg P', a ruch punktu na ktdry sita dziata jest jednostajny,,
to oprocz sity P' musi stosownie do prawa podstawowego dy-
namiki istnie¢ sita druga Q, réwnowazgca P', a wiec jej rbwna
liczbowo — a co do kierunku przeciwna. Albowiem gdyby nie
byto sily rownowazgcej dang site P', to ruch nie bytby jedno-
stajny. Tak np. sita konia ciggnacego jednostajnie wéz za
posrednictwem uprzezy jest zrbwnowazona sitg okresSlong opo-
rami ruchu, pochodzgcymi na drodze poziomej od tarcia, a na
drodze pochytej nadto od odpowiedniej skiadowej sity ciez'
kosci (jak to dalej rozpatrzymy szczego6towo). Wszystkie te
opory sprowadzajg sie w przypadku ruchu jednostajnego do
jednej sity Q, rdwnowazgcej site pociagowg konia P', w pun-
kcie, na ktdéry ta sita dziata. Praca sity P' na drodze s jest wte-
dy robwna P's, a praca ,oporu" Q rowna sie — Q k Suma alge-
braiczna obu prac jest rowna 0, gdyz liczbowo jest P' = Q,
3wiec P's= Qs, czyli praca sity jest co do wartosci bezwzgled-
nej rbwna pracy oporu (zobaczymy ponizej, ze rowno$¢ -laka
zachodzi w kazdej maszynie, poruszajacej sie ruchem jed-
nostajnym).

W rozpatrywanym przypadku ruchu jednostajnego stata
sita P’ wykonywa prace rosnaca jednostajnie z czasem t. Kon
w przykladzie powyzszym wystepuje jako silnik (,,motor"),
tj. Zrédto pracy, ktére cenimy tym wyzej, im wiecej pracy wy-
daje w jednostce czasu. Prace wykonang w jednostce czasu
(sekundzie) nazywali u nas fizycy za A. Witkowskim dziel-
noscig, a technicy mocag silnika *. W ogéle moc w chwili do-
wolnej t okres$la wyrazenie:

] f I
b T 398 -
gdzie P" jest wartoscia skladowej sily wzietej w kierunku

predkosci ruchu v (oczywiscie ruchu punktu, na ktéry dziata

* Wyraz moc wprowadzit Komitet Redakcyjny | wydania podrecznika
s.Technik" (Warszawa, 1905 r.), ktéremu przewodniczyt wybitny inzynier-
badacz Kazimierz Obrebowicz.



sita, chociaz jak zobaczymy, punkt ten nie zawsze jest wi’
doczny na pierwszy rzut oka).

Mowigc o mocy silnika mamy zwykle na mys$li moc $red-
nig, tj. iloraz pracy wykonanej przez silnik przez czas t jego
dziatania.

Jednostkg mocy (dzielnosci) w uktadzie ¢ g s jest erg na
sekundg. Poniewaz jednostka ta jest zbyt mata dla celéw pra-
ktycznych, przeto wprowadzono nastepujace wielokrotnosci
tej jednostki jako jednostki praktyczne:

bwaws = 4 9281 _ g ercrow
sek sek

lkilowat, w skrocie 1kW = 1010-erg°W = 1000 dzuloW [150]
sek sek

W uktadzie technicznym jednostek sg jednostkami mocy
(pracy w jednostce czasu) 1 kilogramometr na sekundg (w skro-
cie 1 kGm/sek) i 1 kon mechaniczny = 75 kGm/sek (skrét poi'
ski — 1 KM; angielski 1 HP, tj. ,,horse-power”, odpowiada 550
stopo-funtom/sek, czyli 76,04 kGm/sek).

Pomiedzy jednostkami obu uktadéw gtéwnych zachodza
zwigzki nastepujace:

1 kGm/sek = 9,81 W, J
1 KM = 75981 W = 736 W = 0,736 kW, I
1W = —918—1 ek = 0,102 kGm/sek, (/
1 kW = 102 kGm/sek = 1,36 KM. ]

Wszystkie wspotczynniki liczbowe satutaj podane w przy-
blizeniu stosowanym w praktyce technicznej. Gdyby za-
szta potrzeba doktadnosci wiekszej od 0,03 %, to nalezaloby

9,81 zastgpi¢ wartoscig Scislejszg 9,80665 (patrz § 41). Réwna-
niem wymiarowym mocy jest:

INJA T*] — M L2 T-3. [152]

** Na cze$¢ wielkiego inzyniera-badacza angielskiego, ktérym byl
James Walt (1736— 1819).



Przyktad 1. Ciggnik o mocy 30 KM pokonywa pewien op6r z pred-
koscig v — 1,5 m/sek. Jak wielki jest ten opo6r?
Odpowiedz. Moc ciggnika w kGm/sek

N = 3075 = 2250 kGm/sek.

Wielko$¢ oporu znajdziemy z réwnania N — P ev
N 2250

P = = 1500 kG
v 15

48. Wykres pracy — Indykator

Przedstawmy odpowiadajgce sobie wartosci P' i s (tj. rzu-
tu sity na kierunek ruchu i drogi punktu, na ktdéry sita dziala,
mierzonej od jego potozenia po-
czatkowego), jako rzadnag i od- ip
cietag punktéw na obranej pta- 3
szczyznie wspoitrzednych pro-
stokatnych (rys. 61). Punkty te
tworzag linie krzywa, wyrazaja-
ca przejrzyscie zmiennos¢ P’
podczas ruchu. Elementpola tej
krzywej objety dwiema rzedny-
mi-nieskonczenie bliskimi mie-
rzy iloczyn P’ds, czyli prace —a—
elementarng sity; pole zas skon- Rys. 6L1.

mczone, np. AA BB' mierzy

drodze s2 — Sj. Nakres$long w ten sposdb figurg nazywamy
wykresem (diagramem) pracy. Taki wykres utatwia obliczenie
pracy w przypadku, gdy sita P' jest zmienna, zwlaszcza gdy
prawo zmiennos$ci nie da sie ujg¢ w forme matematyczna.
Uprzedzajagc wywody poézniejsze wypada juz tutaj zazna-
czyC¢, ze sity dzialajace na ciata materialne nie zawsze dzia-
taja na oddzielne czagstki (punkty materialne) ciata, jak np.
sita ciezkosSci, lecz spotykamy czesto sily dziatajgce tylko na
powierzchnie ciata, jak np. sita preznosci pary, ktéra dziata
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na powierzchnie wewnetrznag cylindra maszyny parowej i na
tlok. Sity takie nazywamy powierzchniowymi w odrdznieniu
od poprzednich, zwanych sitami masowymi lub objetoSciowymi.

Sity powierzchniowe sg zwykle prostopadte do powierz-
chni ciata, na ktére dziaiajgj a wtedy moga by¢ skierowane
ku tej powierzchni, albo tez od niej na zewnatrz. W pierw-
szym przypadku mamy do czynienia z naciskiem na dane pole,
czyli z sitg powierzchniowg cisngcg, w drugim zas z sitg po-
wierzchniowg ciagngcg ktdérg moznaby takze nazwac naciggiem
lub napieciem na danym polu( chociaz dotychczas nie stoso-
wano pierwszego z tych termindw w naszym piSmiennictwie.
Preznos$¢ pary wywiera na Sciany przestrzeni, w ktérej jest za-
warta, sity cisngce, ktore mozna zwykle uwazaé za roztozone
rownomiernie co do wielkosci na powierzchni, na ktorag dzia-
tajg. Wtedy okreslamy takag site jej wielkosScig, przypadajgca
na jednostke pola ptaskiego, a wiec stosownie do uktadu
cgs na 1 cm2 Nazywamy jg ciSnieniem i mierzymy w dy-
nach na cm2, albo tez w ukladzie technicznym w kG na cm2

Jednostke cisnienia w ukfadzie cgs tj. 1— nazywajg

w meteorologii mikrobarem; czesciej stosowana jest jednostka

pochodna 10° c zwana barem.

kG
Jednostka cisnienia w uktadzie technicznym, tj. 1 pm2

nazywa sie nowg atmosferg, gdyz jest zblizona do atmosfery
dawnej, okreslonej jak wiadomo z fizyki ciSnieniem powietrza
atmosferycznego przy normalnym stanie barometrycznym

(760 mm stupa rteci), ktére wynosi 1,033 Nadto nowa at-

mosfera (skrot 1 at) jest rowna 1,01325 bara.

Gdy nacisk nie jest réwnomiernie rozmieszczony na da-
nym polu, to ciSnienie okresSlamy w elemencie pola dF jako
stosunek nacisku elementarnego dN na to pole dF, czyli

dN
— p. Nacisk catkowity na skonczone pole ptaskie F
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otrzymuje sie przez sumowanie, czyli catkowanie naciskow
elementarnych w postaci:
N= ipdF. [153]

Jest to uzasadnione zatozeniem, ze naciski elementarne jako
prostopadle do $ciany ptaskiej sg sitami rownolegtymi i zgodnie
skierowanymi, ktérych wypadkowa jest zwyktg sumag tych sit.

Przy wyznaczaniu nacisku na $ciane; zakrzywionag trzeba

oczywiscie uwzgledni¢ charakter wektorowy ciSnienia p.
Wtedy uktad naci- g

skow elementarnych

jako sit o rdéznych

kierunkach nie ma *

w o0go6le wypadko-

wej, lecz sprowadza

sie do jednej sity i

do jednej pary. jak

wiadomo ze statyki*.

Wykresy pracy
silnikbw mozna o-
trzymaé za pomoca
przyrzadéw zwanych
indykatorami (od tac.
indico wskazuje,),
ktore podczas biegu silnika kreslg samoczynnie wykres pra-
cy. Pierwszy indykator zbudowany przez J. Watta dla parowej

Niekiedy mozna slysze¢, a nawet czyta¢ takie obliczenie. Po-
wierzchnia ciata cztowieka dorostego ma przynajmniej 2 m2 = 20000 cm2.
Na kazdy centymetr kwadratowy naciska powietrze z silg 1 kG/cm2,
.,a wiec na cale cialo przypada 20000 kG*“. Ten rachunek nie ma zadnego
sensu naukowego, gdyz powierzchnia ciata nie jest plaszczyzna, lecz jest
zakrzywiona, a wiec naciski powietrza sg roznokierunkowe. Gdy wektory

naciskéw elementarnych p dF powietrza atmosferycznego dodamy, jak na-
lezy, wektorowo, to otrzymamy dla powierzchni zamknietej zero, jezeli
warto$¢ p przyjmiemy za stalg. Uwzgledniajgc zas maty ubytek ci$nienia
ze wzrostem wysokos$ci, znajdziemy jako wynik sumowania wektorowego
site skierowang w goére réwnag liczbowo ciezarowi powietrza wypartego
przez ciato (prawo Archimedesa) a wiec bardzo nieznaczna.



maszyny tlokowej, przedstawia schematycznie rys. 62. Maty
cylinder A, w ktorym porusza sie lekko a szczelnie tloczek C,
jest wkrecony koncem B do gwintowanego otworu umie-
szczonego w cylindrze maszyny parowej. OtwoOr ten jest
tak umieszczony, aby tylko przestrzen po jednej stronie tloka
byta potaczona z cylindrem indykatora. Na tloczek C cisnie
z dotu para, a z gOry sprezyna, opierajgca sie drugim konh-
cem na stalej zaporze D. Poniewaz odksztalcenie sprezyny
jest proporcjonalne wzgledem dziatajgcej sity, wiec tloczek
a z nim razem otéwek Et umieszczony na koncu trzonka tto-
kowego F, przesuwa sie do gory o diugosci proporcjonalne
do ciSnienia pary. Koniec otéwka dotyka tabliczki G, ktéra
jest potgczona z tlokiem maszyny parowej za pomocag ciegha
HK w ten spos6b, aby ruch tloka wywotywat podobny ruch
tabliczki w ramce M tam i na powrot. Dopoki doptyw pary
do cylindra indykatora jest zamkniety, oldwek zajmuje poto-
zenie odpowiadajgce sile réwnej 0 i kresli na tabliczce linie
prostg, rownolegtg do a'b' tam i z powrotem. Po otworzeniu
doptywu pary przez otworzenie kurka w czgisci B( otéwek
podnosi sie do wysokosci proporcjonalnej do kazdoczesnego
ci$nienia pary na tloczek indykatora. Podczas skoku tlo-
ka na przod, tj. zgodnie z kierunkiem nacisku pary (sity)
otowek kresli czes¢ wykresu a ¢ b ; podczas za$ skoku wstecz,
czyli w kierunku przeciwnym sile pary, kresli otéwek druga
czes¢ wykresu, tj. b d a. Ale a' ac b b’ przedstawia prace do-
datnig, a pole a' ad b b' prace ujemng; ich suma algebraiczna,
tj. pole ac b d jest proporcjonalne wzgledem pracy wykona-
nej przez pare podczas podwdjnego skoku ttoka, czyli podczas
jednego obrotu walu korbowego. Aby obliczy¢ bezwzgledng
wartos¢ tej pracy, trzeba zna¢ wspoétczynniki proporcjonalno-
Sci dla sity i drogi. Wiedzac np.f ze pole przekroju cylindra
maszyny wynosi F cm!, a do przesuniecia otdwka o 1 cm po-

o kG . .. . .
trzeba cisnienia p, cm','\ widzimy, iz rzedne wykresp. mierzone

w cm nalezy pomnozy¢ przez F px aby otrzymac sity. Jezeli
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nadto s oznacza skok ttloka maszyny a s' skok tabliczki, to
jednemu cm2 pola wykresu odpowiada:

FD
F px S kG cm = s kGm pracy pary.

49. Praca sity ciezkosci

Prace sity ciezkosci oblicza sie w sposéb nader prosty,
gdy ograniczymy sie do ruchéw odbywajgcych sigiw przestrze-
ni niezbyt wielkiej w poblizu powierzchni ziemi, czyli gdy
mozna przyjac, ze sita ciezkosci dzialajgca na punkt mate-

rialny o masie m jest okreslona wektorem statym m g, skie-
rowanym pionowo w dot. Wtedy bowiem obrawszy 0§ Z pro-
stokatnego uktadu wspotrzednych skierowanag pionowo w gore,
znajdujemy dla pracy na elemencie jakiegokolwiek toru przy
ruchu punktu materialnego wyrazenie:

=
dL —mg-ds — —mgdz = d ( mgz) = — d (mgz), [154],

gdzie —dz jest rzutem ds na kierunek g, a wiec na o$ Z
Jezeli zx oznacza wysoko$¢ punktu poczatkowego toru, a z,
wysokos$¢ punktu koncowego ponad ptaszczyzng poziomag XV,
przy czym zx > z2,to praca catkowita

L= mg dz —mg (zx— zd — mgh, [155]

Zi
gdzie h = zx— z2.
Gdyby ruch odbywat sie od z2 do zx, to praoe L' sily ciez-
kosci przedstawiatby wzor:
L'= — mg h. [156]
A zatem praca sity ciezkosci na drodze do-
wolnej miedzy dwoma punktami ustalonymi
zalezy tylko od réznicy wysokosci tych
punktéow h i réwna sie £ mgh, przy czym
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znak + odnosi do ruchu od puntku wyzsze-
go do nizszego a— do ruchu od punktu niz-
szego do wyzszego.

Z tego wynika wprost, ze praca sity ciezkos$ci
na dowolnym torze zamknietym punktu ma-
terialnego jest rowna zeru.

Obliczymy teraz prace sity ciezkosci przy zatozeniu, ze
ziemie mozna uwaza¢ za kulie, o masie M i promieniu R,
przyciggajaca kazdy punkt materialny zewnetrzny o masie m,
odlegly od powierzchni ziemi o z, wedlug prawa cigzenia
Newtona, a wiec sitg

M m
P=2C [157]
R+ 2)2
ktorej kierunek przechodzi przez Srodek ziemi *.
Niechaj punkt materialny m porusza sie (rys. 63) po krzy-
wej dowolnej M1M2, np. w kierunku od Mt do M2. Jego po-
polozenie M w chwili t okre$li promien-
M M
wektor r wychodzacy ze Srodka ziemi O.
W chwili t -f- dt okresli nowe potozenie

M' promien r -j- dr. Rozlozywszy przesu-

niecie ds = M M' na skladowe w kierun-
ku promienia i prostopadte do promienia,
znajdujemy — dr (z pominieciem nie-
skonczenie malych rzejdu wyzszego) jako
wartosc pierwszej skladowej. A zatem pra-

nwims
Rys. 63. ca elementarna sity ciezkosci P rowna sie

pracy tej na samym przesunigeciu — dr,
albowiem drugie przesunigcie skiadowe jest prostopadte

do P. Otrzymamy wtedy uwzgledniajgc, ze kierunek przyro-

* Pominieto tutaj wptyw obrotu ziemi w ukitadzie bezwtadnos$ciowym,
ktéry jest stosunkowo nieznaczny.
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stu dodatniego dr jest wprost przeciwny kierunkowi P

dL= —Pdr= —C~-At=d(C =

=—d (— C [158]

Caikujgc w granicach rli r2znajdziemy prace catkowitg L na
drodze od Mt do M2

L=c¢c Mm —C =CMm — j-)" [1591

Praca ta jest widocznie dodatnia, gdy jak to przyjeto nary-
sunku jest rt > r2, natomiast bytaby ujemna, gdyby byto
ri < ; wreszcie stalaby sie rowng zeru, gdyby rt = r2. Réw-
nanie [159] pozwala nam na wysuniecie analogicznych
wnioskéw do sformutowanych na podstawie rdéwnania

[156], ze praca sity ciezkos$ci jest niezalezna
od postaci drogi, a tylko od potozenia po-
czgtkowego i koncowego, a na drodze zam-
knietej jest rowna zeru.

50. Zasada pracy dla ruchu punktu materialnego

Z prawa podstawowego dynamiki wyprowadzimy teraz bar-
dzo wazne twierdzenie, okreSlajgce zwigzek miedzy ruchem
punktu materialnego, a pracg sity warunkujacej ten ruch przez
jej dziatanie na rozpatrywany punkt materialny swobodny
0 masie m. Mamy wiec:

dv -
m di = p-
Pomnozymy obie strony skalarowo przez przesuniecie elemen-

tarne ds, jakie punkt materialny opisuje w elemencie czasu

dt. A zatem:
->

_dv .ds = pds = dL
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Wstawiwszy po stronie lewej ds = vdt napiszemy

dv >->m
mblt’ . v-dt —dL, albo mvdv — dL.
>x > >
Ale tdv = d V'V), jak tatwo sprawdzi¢ przez r6zniczko-
wanie, zas v v — V2 wiec:
m VZ:]
2 J= dL. [1601

Wynik ten wystowimy po wprowadzeniu okre$lenia nastepu-

jacego:
Potowe iloczynu z masy punktu material-

nego i kwadratu jego predkos$ci nazywamy
energia kinetyczna tego punktu material-
nego.

Twierdzenie wyrazone rownaniem [160] bedzie brzmiato:

Przyrost elementarny (rézniczka) energii
kinetycznej punktu materialnego swobodne-
go jest zawsze réwny pracy elementarnej
sit dziatajacych nan podczas ruchu.

Poniewaz sumowanie prac elementarnych miedzy dwoma
potozeniami poruszajgcego sie punktu materialnego daje prace
catkowitg,, a sumowanie przyrostow elementarnych (ré6zniczek)
enrgii kinetycznej po stronie lewej rownania [160] daje przy-
rost (algebraiczny) wartosci energii kinetycznej od potozenia
poczatkowego do koncowego, przeto napiszemy:

m v2 mc?2
~ =L, - [161]

gdzie c oznacza predkos¢ poczatkowg, a v — koricowg. To row-
nanie przeksztatlcone na

in v2 mc 2

\ - = nL-~ + L [162]
wyraza, zeenergia kinetyczna punktu material-
nego swobodnego rosnie (lub maleje) pod-
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czas ruchu o warto$é pracy sit nan dziataja-
cych (zaleznie od tego czy ta praca jest do-
datnia, czy tez ujemna).

Twierdzenie to nosi nazwe zasady pracy, albo zasady energii
i postuzy w dalszym ciggu do rozwigzania szczegoétowych za-
gadnien kinetyki.

51. Energia kinetyczna uktadéw materialnych

Uwazajac jakikolwiek uktad materialny za zbiér punktéw

materialnych mlt m2... , poruszajacych siie z predkosciami
-V
vx<v2 . .., okreslamy energie kinetyczng uktadu jako sume

energii kinetycznych wszystkich punktéw materialnych tego>
uktadu, co wyraza wzor

E =4 “uhih2 + £m2v22+...+~zm,,v2= m v,2 [163]

2
im Z
Wezmy teraz pod uwage ciato sztywne, ktérego ruch chwi-

lowy, jak wiadomo z kinetyki, jest zlozony z przesuniecia
i obrotu. W przypadku samego przesuniecia, wzglednie ruchu

postepowego ciata sg predkosci v; wszystkich jego punktow
jednakowe i rébwne np. v. Wtedy jest
E= Wwv2(ii+ m2+ ...) = %M v2, [164]

gdzie M oznacza mase catego ciala.
W przypadku, gdy ruch chwilowy ciata sztywnego jest sa-

mym obrotem z predkoscig katowag oo predkosci v. punktow
tego ciata wyznaczone sg co do wartosci liczbowej iloczynami
rio, jezeli rroznacza diugos¢ promienia obrotu punktu m,-.
Wtedy rownanie [163] przeksztatca sie na:

1 .
E—2 — m r?a2= ® 2mj2 [165]

Wystepujgca tutaj wielkos¢ 2 m,r.2 zalezy widocznie tylko od'
I

postaci geometrycznej ciala i rozmieszczenia jego masy wzgle-
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dem danej osi obrotu. Jest to wielkos¢ (skalarowa) zawsze

dodatnia, zwana momentem bezwtadnosci | ciata wzgledem
obranej osi.

OkreSlenie jej rébwnaniem:
1=2mir? = mir2+ m2r,2 + ... mnrn2 [166]

ma charakter czysto geometryczny i jest niezalezne od stanu
ruchu ciata. W ujeciu stowami przedstawia sie to okresSlenie
tak:

Moment bezwtadnos$ci <ciata sztywnego
wzgledem dowolnie danej prostej |, czyli
0,si, jest to suma iloczyndow mas wszystkich
punktow materialnych 2z jakich ciato jest
ztozone przez kwadraty ich odlegtosci od
etej prostej i

\

Réwnanie [165] napiszemy przeto w postaci:

E =+Ilco?2 [167]

wyrazajacej, ze energia kinetyczna ciata sztyw-
nego obracajgcego sie z chwilowg, predkos$-
ciag katowa m jest potowa iloczynu momentu
bezwtadnos$ci tego ciata wzgledem osi obro-
tu przez o2

52. Twierdzenie Koeniga o energii kinetycznej
ciala sztywnego

Twierdzenie Koeniga odnosi sie do ruchu chwilowego
ogolnego, ktéry mozna zawsze roztozy¢ na obrét oo okoto osi
przechodzacej przez srodek masy i przesuniecie z predkoscig

IT tegoz Srodka masy. Obierzmy o0$ obrotu za o0$ Z prosto-
katnego uktadu wspéirzednych. Punkt dowolny m; ciata odle-
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9ty od osi Z o Ti ma wskutek obrotu predkos¢ r, m Rozilozy-

wszy ja na skladowe w kierunkach osi wspo6trzednych (rys.
64) otrzymujemy

vx = Tiosina — coy,,
W ~ — I, @COSa— — €eoXr,
v. = 0.

Rozlozywszy tak samo predkosc¢
u ng ux, uy' u2, znajdujemy dla rzu-

Wartosci
w, = n. -P coy,

wz = uz
Stad kwadrat predkosci catkowitej punktu mi

V = (ux + coy,)2 + (Uy — o>x,)2 + u2= u2+ Uy +
+ u2+ 2couxyi— 2couyx, + 02 (Xr + y-2= u2+ r2a+
+ 20 (uxyi — uyXi).

A zatem energia kinetyczna calego ciala:

£ = 2mv2= * 2 miu2 + 2 m:r? a2 +m

+ M2 m,y;uUx— @2 m, X; uy.
Ale dwa wyrazy ostatnie znikajg, albowiem
2 m;y, ux = ux2 m,y,,

a ta ostatnia suma jest rO6wna zeru, gdyz wediug zalozenia

Srodek masy lezy na plaszczyznie XZ. Z analogicznego po-
wodu znika takze 2 rriix,-, wobec czego mamy wreszcie

E = 21 Mu2 + [168]

co wyraza, ze energia kinetyczna ciata sztyw-
nego jest sumag energii kinetycznej jego ru-
chu postepowego z predkoscig; Srodka masy
i energii obrotu okoto osi przechodzacej-
przez Srodek masy.
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W przypadku ogoélniejszego okreslenia stanu ruchu ciata ruchem po-

stepowym z predkoscia U i obrotem 00 okoto osi nieprzechodzacej przez
Srodek masy, otrzymujemy zamiast réwnania [168] wzér bardziej* ztozony;

E— — Mu2+ A-1c2+ 0. (Ux2 my.— uy2 m.xj).
Uwzgledniajgc, ze
2 m, y; = MyL 2 m{ x;= M xa

jezeli x0, YO sa wspo6irzednymi $rodka masy, napiszemy wzér powyzszy
w postaci:

E = } M u2.+ Jé lo2+ M @ (uxya~ uyx,) [1691

wyrazajacej uogélnienie wzoru Koeniga.

53. Potencjat — Energia potencjalna — Zasada zachowania
energii

Pojecie potencjalu ma znaczenie pierwszorzedne nie
tylko w mechanice, ale i w innych dziedzinach fizyki teore-
tycznej. To pojecie narzuca sie nieodparcie przy studiowaniu
pola sit, tzn. przestrzeni, ktérej kazdy punkt ma te wlasnosg,
ze umieszczona w nim masa skupiona m doznaje sity (zwanej
sita pola)f zaleznej najczesciej tylko od potozenia punktu.
W 8 49 poznaliSmy juz bardzo proste pola sit. Pierwsze
byto pole ciezkosci w niewielkim obszarze nad powierzchnig
ziemi okre$lone stalg sita pola mg. Linie sit takiego pola, tj.
linie, ktérych elementy ditugosci wskazujg kierunek sity pola,
sg prostymi rownolegltymi, a wartos¢ liczbowa sity polai dzia-
tajacej na jednostke masy skupionej jest wszedzie réwna
statej g. Takie pole nazywamy jednorodnym.

Drugim polem sit rozpatrywanym w § 49 byto pole ciezkoSci
w przestrzeni otaczajgcej ziemie uwazang w przyblizeniu za
kule. Linie sit okazaly sie prostymi przechodzacymi przez
srodek ziemi, a wartos¢ liczbowa sity byta odwrotnie propor-
cjonalna wzgledem kwadratu odlegtosci od Srodka ziemi. To
pole nie jest wiec jednorodne, ale ma z poprzednim wazng
wiasnos¢ wspdlng, ze praca sity pola na drodze zamknietej
jest robwna zeru, a praca na drodze miedzy dwoma punktami
stalymi jest niezalezna od postaci drogi. Te samg wilasnos¢
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TO&ajg jeszcze inne pola sit wystepujgce w przyrodzie, ale
ttie wszystkie. Nasuwa sie wiec pytanie donioste, jakg ceche
Jnatematyczng majg pola tego rodzaju.

Ot6z ceche taka nie trudno dostrzeceprzypatrzywszy sie
rownaniom [154] i [158]. Kazde z nich przedstawia prace
elementarng dL jako ujemnie wzietg rozniczke pewnej funkcji
Wspotrzednych punktu. Funkcjg przynalezng polu pierwszemu

jest + mg z, zas$polu drugiemu— C , czyli — Cj/In ~ 2+z,

Jezeli poczatek prostokgtnego ukiadu wspéirzednych obierze-
my w $rodku ziemi. Obie te funkcje majg wiasno$¢ wspding,
ze ich rozniczki zupeilne, tzn. przyrosty elementarne miedzy
Punktem. (x, y, z2) a punktem (x + dx,y + dy,z + dz) sg
rowne pracy elementarnej sity pola. Kazdg funkcje tego ro-
dzaju, w ktérej potozono m = 1 nazywamy potencjatem pola
BN a pole odpowiednie nazywamy polem potencjalnym.
Poniewaz wymiarem takich funkcyj jest wymiar pracy a za-
razem wymiar energii kinetycznej, przeto nazywamy kazdg
z nich takze energig potencjalng U punktu materialnego m
w danym polu sit. Mamy wiec dla p6l potencjalnych réw-
nanie

dL = — dU [170]

wyrazajgce ich wiasnos$¢ szczegdlng, odrbézniajgcg takie pola
od innych pdl sit niepotencjalnych, tj. takich, w ktorych pra-
ca elementarna sity pola nie da sie wyrazi¢ jako rdzniczka
funkcji wspo6trzednych.

Trzecim waznym przyktadem pola potencjalnego jest pole
okre$lone w ukiadzie wspotrzednych X Y Z w sposéb nastepu-
jacy: sita pola jest prostopadia do osi Z i proporcjonalna
wzgledem odlegtosci punktu od tej osi g — J/x2+ y2.
Ta sita moze by¢ przy tym skierowana ku osi Z albo od osi Z.
W przypadku pierwszym — jest ta 0$ niejako siedzibg sit
przyciggajacych® a w drugim — odpychajgcych. Wartosciag
algebraiczng sity pola jest wiec =k g, gdzie k jest wspot-
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czynnikiem o wartosci statej. Sktadowe zas sily pola wziete
w kierunkach osi wspotrzednych sa:
X= +kx, Y=+ ky, Z= 0.
Dla pracy elementarnej sity pola otrzymujemy przeto wyra-
zenie:
dL = Xdx-f-Vdy + Zdz—+ kxdx =+ kydy =

r * i / k \
=+ T *2+ y*)J
[ (2+ y¥) _ e
Z tego wynika, ze potencjatem pola jest:
fl=1iy Q. [171]

Szukajac miejsca geometrycznego punktow pola sit, w kto-
rych potencjat ma wartos¢ statg K, widzimy, ze miejscem tym
jest powierzchnia, ktérej rdwnaniem jest U — K. Przyjmujac
rozne wartosci dla statej K, otrzymujemy rézne powierzchnie,
zwane powierzchniami ekwipotencjalnymi, albo krécej poten-
cjalnymi. W polu jednorodnym ciezkosci (w obszarach ma-
tych) sg te powierzchnie ptaszczyznami poziomymi. W polu
ciezkosci bezwzglednej dokota ziemi, uwazanej za kule, sg
powierzchnie potencjalne kulami wspoétsrodkowymi. W polu
z trzeciego przykiadu sg walcami wspotosiowymi. Z okresSle-
nia powierzchni potencjalnych wynika, ze sita pola jest
w kazdym punkcie powierzchni potencjal-
nej prostopadta do niej i skierowa od po-
wierzchni potencjatu wyzszego do nizsze-
g 0. Albowiem praca sily pola na drodze jakiejkolwiek lezg-
cej na danej powierzchni potencjalnej jest rOwna zeru, co
dowodzi prostopadtosci sity toru.

Powrodciwszy teraz do réwnania ogoélnego dla pdl po-
tencjalnych

dL = — dU,

ws awmy to wyrazenie w réwnanie [160], a otrzymamy

d J2r-)=-dlI/, [171]

czyli przyrost elementarny energii kinetycz-
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Nej pu.nk.itu materialnego .swobodnego ré-
wna sie odpowiedniemu ubytkowi jego ener-
Efii potencjalnej (zwanej takze energig potozenia).
Catkujgc obustronnie to rownanie miedzy potozeniem po-
czagtkowym punktu materialnego, w ktorym jego energig ki-

netyczng jest L i energig potencjalng Uly a potozeniem

koncowym, w ktérym energig kinetyczng jest ,.a poten-

cjalng U2f znajdujemy:

mg2 . . . mc2
5 ="Ul — U2, czyli —— + Ul.=

= my* YUY = const

To mozna wyrazi¢ zwiezle réwnaniem

m v2
— 22— b U — const, [172]

czyli stowami:

Podczas ruchu punktu materialnego swo-
bodnego w polu potencjalnym sit, zacho-
wuje suma jego energii kinetycznej E i po-
tencjalnej U wartos$¢ statg. Wartosé-te nazywamy
energia catkowitg punktu materialnego i dlatego twierdzenie
powyzsze nosi nazwe zasady zachowania energii, a sity poten-
cjalne nazywamy takze sitami zachowawczymi (konserwatyw-
nymi).

Wartos¢ liczbowa potencjatu nie jest w ogdle oznaczona,
albowiem potencjal jest catlkg nieokreslong ro6zniczki d U,
a wiieic wartoscig potencjatu jest nie tylko U, lecz takze U + C,
gdzie C jest stalg dowolnai. Tylko rdznice potencjatow w dwu
miejscach pola sit majg warto$¢ jednoznacznie okreslong. Po-
dobnie warto$¢ nieoznaczong mozna przypisac' pojeciu wyso-
kosci, a oznaczona jest tylko réznica wysokosci dwu punktow.
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Zasada zachowania energii upraszcza bardzo rozwigzanie wielu zadan
'kinetyki, jak np. nastepujace:

A. Punkt materialny M otrzym at predko$é¢ pionowg V skierowana
w goére, w polu sity ciezkosci uwazanym w przyblizeniu za jednorodne.
Bo jakiej wysokos$ci wzniéstby sie ten punkt, gdyby nie byto oporu po-
wietrza ?

Obrawszy poczatek uktadu wspoétrzednych w potozeniu wyjSciowym
mpunktu materialnego, znajdujemy w tym potozeniu, ze energig kinetyczna
jest ‘A m v2 a energia potencjalng 0. Na wysokos$ci szukanej h jest
menergia kinetyczna réwna 0, a energia potencjalna réwna M gh A zatem

.zasada zchowania energii daje

m v2 N N V2
— m y = —_—
2 g z czego > 9

B. Rozwigzmy to samo zadanie w przypadku, gdy predkos$s¢ poczat-

kowa V jest tak wielka, Zze trzeba =zastosowa¢ wyrazenie $ciSlejsze dla

energii potencjalnej, tj. — C s , gdzie I — R + 2z, przy czym R jest

promieniem kuli ziemskiej, a Z wysoko$cia nad powierzchnig ziemi (patrz
§ 49). Zasada zachowania energii daje teraz

m v2 Mm Mm
2 ~ R+ 0 ~ °~ R+ z
Stad
/1 1\
y2= 2 CM (—--mmmmmm \— ) . [173]
\R R+ z/

Poniewaz sita ciezkosci na powierzchni ziemi, gdzie przy$pieszenie
o . Mm
ciezkosci ga = 981 cm/sek2, ma warto§¢ mg0O=—, przeto C M —

R2. Wstawiwszy te wartos¢ w réwnanie [173] otrzymujemy:

2g R2
v¥ = 2goR - - e - = 290R( -
1+JL/
R

* 2 ga

i+ —]- " [/ + _
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a stad wysoko$¢ wzniesienia sie

y2
v [174]

2<?,- R

Przy predkos$ci poczatkowej V stosowanej NP. W balistyce, a wiec nie
dochodzacej do 2 km/sek, jest v2 tak mate wobec ng, ze z btedem bardzo

nieznacznym mozna stosowac¢ wzér:

vz
z =
identyczny z otrzymanym w zadaniu A *
Gdybyédmy mogli udzieli¢ punktowi materialnemu predkos$ci poczat-
v 2
kowej takiej, aby byto -A- = 2g0,to wysoko$¢ wzniesienia z zdazataby do
nieskonczonos$ci, czyli punkt materialny juzby na ziemig nie powrécit. Od-

powiednig wartoéci predkoéci poczagtkowej VO bytoby

vq = / 2gaR — ]/ 2+981 .6370000 = 11180 m/sek,

czyli w zaokragleniu

vO: 11 km/sek.

Przy predkos$ci poczatkowej, wiekszej od VJ = 11 km/sek traci oczy-
widcie waznoé¢ wzér [174], gdyz wynika z tego z ujemne. W tym wypadku
nalezy zadanie sformutowa¢ inaczej, a mianowicie szukaé¢ warto$ci wyso-
kosci z, w ktérej predko$¢ punktu materialnego z wartosci poczatkowej v

osiggnie warto$é¢ v . Wtedy zasada zachowania energii daje

m v2 M m m v,* M m J y2 — y,2
— C Leme C = 5 Stad z=2

Przyktad 1. wazki punkt materialny o masie M Spoczywa na
dnie czaszy kulistej o promieniu R = 100 cm i brzegu poziomym. Jaka
predko$é poczatkowa nadaé¢ trzeba punktowi M, aby dosiegna! brzegu

czaszy nie wylatujac z niej (z pominieciem tarcia o powierzchnie czaszy)?

Odpowiedz. Jezeli h oznacza wysokos$¢ czaszy, to stosownie do za-
sady pracy jest ubytek energii kinetycznej rowny % mv2 — o = Yt mv2

réwny przyrostowi energii potencjalnej mgh, a wigc:

v= V 2gh
Np. dla h = R = 100 cm (pétkula) jest
V =]/2-981 +« 100 = 443 cm/sek.
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Rozdziat Il

MOMENTY BEZWLADNOSCI | ZBOCZENIA

54. Momenty bezwtadnos$ci ciat materialnych cigglych —
Promien (ramie) bezwiadnosci — Masa sprowadzona
(zredukowana)

Podane w 8§ 51 okre$lenie momentu bezwtadnosci ciala
ztozonego z dowolnej ilosci n punktow materialnych, tj.

I — 2 m,r? = mlrt2 + + ...+ mnrn2 [175]

1= 1

musi ulec zmianie, gdy cialo materialne wyobrazimy sobie
pod postaciag bryly geometrycznej wypeinionej w sposob
ciggly materig. Jest to oczywiscie abstrakcja, ktéra jednakze
utatwia bardzo obliczenie / ze ScistoScig praktycznie wystar-
czajaca. Podzieliwszy takie ciatlo w mysli w sposéb dowolny
na n elementéw objetosci o masach i=123,...niozna-
czywszy przez ri odlegtos¢ dowolnego punktu elementu od
osi momentu, okreslimy moment bezwiadnosci | jako granice,

1 n

do ktérej zdgza wartos¢ sumy 1é_1 uira(, gdy ilos¢ elemen-

tow n rosnienieograniczenie, a jednoczesniemasy nieogra-
niczenie maleja, dazac do zera. Wyrazamy to rGwnaniem

/= lim ,2'&,ri2) [176]
1=1

ktére stosownie do poje¢ rachunku catkowego zastepujemy
przez:

1= J r- dM . [177]

Tutaj oznaczadM mase elementu ciata, rjegoodlegtos¢ od
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°si momentu, a J' wyraza sumowanie, czyli catkowanie roz-

ciagniete na calg objeftos¢ ciata. W ten sposéb sprowadza sie
obliczenie momentu bezwtadnosci do zagadnienia rachunku
catkowego. Zobaczymy jednak, ze w wielu przypadkach zto-
zonych mozna oming¢ catkowanie, korzystajac z wzorow cal-
kowych znalezionych w przypadkach prostszych.

Z rownan okres$lajgcych moment bezwitadnosci 1 wynika,
ze wymiarem / jest [M] [l]2 tzn. iloczyn wymiaru masy przez
kwadrat wymiaru diugosci. Dlatego kazdy znany moment bez-
witadnosci mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu z masy
ciata M i kwadratu pewnej diugosci k, piszac

L - MA2. [178]

Stad promien (czyli ramig) bezwladnosci, jak nazwano k, okre-
Slamy takze wzorem

* AT9i

Czesto obieramy pewien promien r okres$lajgcy odlegtos¢ da-
na od osi momentu bezwtadnosci / i szukamy masy fikcyjnej
Mred, ktéra by roztozona réwnomiernie wzdluz okregu kota
0 promieniu r miata moment bezwiadnosci rowny / ciala da-
nego. Mrad nazywamy masg zredukowang albo sprowadzong
na odlegto$¢ r. Poniewaz wszystkie czastki masy tak okre-
Slonej sg w tej samej odlegtosci r od osi danej, przeto momen-
tem bezwiadnosci M~d jest

Mtedr2 = 1,
a zatem

Mred = -pr- [180]

Dalsze rozwazania wykazg praktyczne i mnemotechnicz-
ne znaczenie promienia bezwtadnosci i masy zredukowanej.
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55. Momenty bezwtadnos$ci wzgledem osi rGwnolegtych
Biegunowy moment bezwtadnosci

Kazdy uktad materialny (cialo) posiada oczywiscie tyle
momentéw bezwtadnoSci, ile jest prostych w przestrzeni nie-
ograniczonej. Pomiedzy tymi momentami zachodzg jednak
zwigzki uproszczajgce znakomicie obliczenie 1 wzgledem do-

wolnej osi, gdy znamy trzy mo-
menty bezwiadnosci wzgledem
osi pewnego uktadu prostokat-
nego wspo6irzednych, ktérego
poczatek lezy w $Srodku masy
ciala. Rozpatrzymy najpierw
zwigzek najprostszy, jaki za-
chodzi miedzy momentami bez-

Rys. 65. wtadnosci wzgledem osi row-
nolegtych.

Niech jedna z osi rownolegtych przechodzi przez $Srodek
masy ciata S (rys. 65), a druga niech lezy w odlegtosci dowol-
nej a = OS, przy czym dla wygody za plaszczyzne rysunku
przyjeto ptaszczyzne prostopadiag do obu osi. Momentem bez-
wtadnosci wzgledem osi O jest

[ = rijriz 4 marzz2 . Cm. or2 T 2 w2
i
momentem zas$ bezwtadnos$ci wzgledem osi Sjest/, = 2 m,r2
[
Ale r,2=r;2+ a2-f 2ar, cos a = r;2 -f a2 + 2ax,, gdzie

X; jest odlegtoscia punktu ffl, od ptaszczyzny przechodzacej
przez o$ S i prostopadtej do ptaszczyzny obu osi. Wstawiwszy
warto$¢ znaleziong r'; w wyrazenie dla /, mamy:

1 =2mtr2+ 2 m*a2 + 22 m;ax,, czyli
1 =2mr2+ a22 m;+ 2aSm,xit
a poniewaz

m= M, zas2":n, Xx,= 0,
jako moment statyczny masy ciata wzgledem ptaszczyzny
przechodzacej przez Srodek masy, wiec:

[ = [,+ Afa2, albo /.=m/ — Mal . [181]
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Wzér ten zwany wzorem Huygensa (czytaj ,,Hajensa“) po-
zwala bardzo prostym rachunkiem wyznaczy¢é moment bez-
wiadnosci wzgledem danej prostej, jezeli znamy moment bez-
wiadnosci 10 wzgledem prostej, do niej réwnolegtej, a prze-
chodzgcej przez srodek masy ciala. Dodajgc mianowicie do
momentu 10iloczyn masy ciala przez kwadrat odlegtosci osi
Momentu od $rodka masy,, otrzymamy zgdany moment bez-

wiadnosci /.
Zwazywszy, ze M a2 jest zawsze dodatnie, widzimy ze

1~-10. A zatem:
1 Moment bezwtadnos$ci wzgledem pro-

stej przechodzgcej przez $rodek masy cia-
ta jest najmniejszym z momentéw bez-
wtadnosci tego ciata wzgledem prostych do
niej réwnolegtych.

2. Osie réwnolegte ré6wnych momentdow
bezwtadnos$ci ciata sg tworzagcymi walca
obrotowego, ktérego 0§ geometryczna prze-
chodzi przez Srodek masy ciata.

Obierzmy teraz dowolny punkt O w ciele za poczatek
prostokatnego ukitadu wspoéirzednych i szukajmy momentow
bezwtadnosci ciata wzgledem osi X, Y, Z Oznaczmy je odpo-
wiednio przez Ix, lyi Iz, to

Ix=2m, (y2+ z2, ly= 2m,(z? + Xx,2,
U= 2m (x2 + vy,2, [182]

albowiem odlegto$ci r,* 5.y , A- punktu m, od osi wspbéhrzed-
nych okreslajg réwnania

f;*2= y2 + z2 itd.
Dodajmy obustronnie trzy réwnania [182], a otrzymamy

[, + [, + [, = 22 m; X2+ y2+ zA = 22 m;q,.2,
gdzie £ oznacza odlegto$¢ punktow ml od poczatku O.

Gdybysmy przy tym samym poczatku O zmienili kierun-
ki osi wspotrzednych prostokatnych, to otrzymalibySmy inne
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wartosci /*, ly, 1z, ale oczywiscie te, samg warto$¢ sumy
Qi+ Chociaz ta suma nie ma tak prostego znaczenia dy-

namicznego, jak moment bezwtadnosci /, to jednak jest do-

godnie mie¢ dla niej osobng nazwe i znak. Niechaj wiec

b= 2miQ? [183]

]
nazywa sie biegunowym momentem bezwiadnosci, wzgledem
.bieguna" O, a réwnanie poprzednie mozna napisa¢ w po-
staci
[, + [,+m/, 'm= 2]|b, . [184]

co wyraza twierdzenie, ze suma trzech momentow
bezwtadnos$ci wzgledem osi prostokagtnego
uktadu wspétrzednych o poczgtku statym w
ciele jest statg i rowna sie podwdéjnemu bie-
gunowemu momentowi bezwtadnosSci wzgle-
dem tego poczagtku.

56. Momenty bezwtadnosSci wzgledem osi przecinajgcych
sie w statym punkcie ciata — Momenty zboczenia (od$Srodkowe)

Poprowadzmy przez punkt O w ciele osie X, Y, Z, prostokatnego uktadu
wspo6hzednych i dowolng prostag | tworzacg z osiami odpowiednio katy
v a, IS Yy (rys. 66). Odlegtos¢ r, dowolne-
go punktu m, ciata od prostej | okresla

réwnanie:

r.= qg.sin (QJ) = o,sine.

a zatem :

r,2= 0,2sin2e,= g¢g/2— Q2 cos2

Oznaczmy odpowiednio przez fijt
y , katy, jakie promien g, zamyka z osia-
Rys. 66. mi X, Y, Z, to
cos 6i = 0 m fzut Om. na Ii-: A (x. cos a + y; cosfi+ Z,.C'OS\/).
0 m, Q Qi
To wynika najprosciej z wzoru
cosg. = cosa cosa, + cosfi cos fi, + cosycosy. po podstawieniu :
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cos & =. — itd. Wstawiwszy te warto$¢ w wyrazenie powyzsze dla r-
znajdziemy najpierw :
ria= et2— cos a + yf cos -h zi cos p)2,
ze wzgledu za$, ze £.2= x,2 + y(2 + z.2, a cos2 a:+ GﬁjS‘F cos2 y: i,
otrzymamy kolejno:
r2= X2 jy2+ z2— x,2cos2a y;2cos2fi— z;2 cos2 —
— 2 Xx;y;cosa cos/J — 2 y;z;cos $ cosy — 2 z, X. COSY COS a
z2 = X? (cos2fi+ cos2Y)+ y? (cos2 y+ cos= a) + zi2 (cos2a +
+ cos2fi) — 2 xiyicos« cos/j — 2y;Z; cosfi cosy —
— 212,X;cos ycos a,
= (yR2 + cos2a + z.2) (z2, x.2) cos2fi + (x2, + y2) coszy—
— 2X;y;C0Sa COSfi — 2VY,2Z,COSfi COSy — 2Z;X; COSy COSa m

Po wstawieniu tej warto$ci w wyrazenie dla momentu bezwladnosci
wzgledem prostej I, tj. I = 2 mirfi mamy:
/ = cos2a 2 mt(y2; + z.2) + cos2fi2 mi (z2 + X2 +
+ coszy2 m; (x2 + y2) — 2 cosa cosfi2 mixiyi —
— 2 cos fi cos y2 my.z, — 2COSy cosa2 m;z;X;.
Znaczenie sum wystepujacych w pierwszych wyrazach po stronie prawej
znamy juz z paragrafu poprzedniego (réwnanie [182]); w trzech nastepnych
widzimy jednak inne sumy, a mianowicie sumy iloczynéw mas punktéw
materialnych ciata i ich odlegto$ci od dwéch ptaszczyzn wspéirzednych. Na-
zwano je z powodu pewnego, waznego znaczenia w kinetyce momentami
zboczenia, albo momentami od$rodkowymi wzgledem tych ptaszczyzn, albo
tez wzgledem osi, w ktérej sie te ptaszczyzny przecinaja. Momenty zbocze-
nia maja oczywiscie ten sam wymiar, co moment bewtadnosci, wszelako
ich wartosci moga by¢é w ogéle ujemne lub dodatnie, a w szczegdlnosci
moga dla kazdego ciata sta¢ sie réwne zeru. Momenty zboczenia ozna-
czajg czesto przez Ixy, lyz, lzx, przy czym wskaznik podwdjny skilada sie
z tych samych liter, ktérymi oznaczamy wspoétrzedne mnozone przez siebie
w kazdym wyrazie sumy. Znakowanie nieco prostsze przedstawiajg ro6-
wnania:
Dx= 2miyi z, Dy = 2 m,zx,, Dz= 2 miX,y,- [185]

Wskaznik momentu zboczenia oznacza tutaj odpowiedniag 05. Moment
bezwladnosci | wzgledem prostej | przechodzacej przez poczatek wspot-
rzednych i nachylonej do osi pod katami a, fi, y, okre$la zatem réwnanie

/ = Ixcos2a + lycos2fi + Izcoszy— 2 Dxcos fi cosy—
— 2Dy cos ycos « — 2Dzcosa cos fi, [185]
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ktére wyraza, z2 moment bezwtadnosci jest funkcja kwa-
dratowag jednorodng dostaw kierunkowych osi mo-
mentu, a wsoOtczynniki tej funkcji sa odpowiednio
trzema momentami bezwtadnos$ci i trzema momen-
tami zboczenia wzgledem osi wspéirzednych.

57. Elipsa bezwtadnosci — Gléwne osie bezwiadnosci

Zalezno$¢ momentu bezwitadnosci wzgledem osi przechodzacej przez
punkt staly w ciele danym od zmiany kierunku tejze osi (wzgledem ciata),
da sie uzmystowi¢ geometrycznie przy pomocy

rébwnania [186] i to w spos6b wieloraki. Naj-

wazniejszy, zastosowany po raz pierwszy przez

Poinsota, polega na tym, ze na kazdej osi prze-

chodzacej przez 0 (rys. 67) odmierzamy diu-

gos¢ n = OP OP' odwrotnie proporcjo-
nalng do ramienia bezwladnosci k dla tej osi,
czyli
=C Cc—L 187
Rys. 67. 6 I 187

gdzie C i C' oznaczajg stosowne wspoéiczynniki proporcjonalnosci. Po-
wierzchnia utworzona przez punkty P i P' przedstawi geometrycznie za-
leznos¢ | od kierunku osi |. Bedzie to oczywiscie powierzchnia ze srodkiem
w O, ktéra kazda prosta | przecina w dwu punktach, a wiec powierzchnia
rzedu drugiego. Ze wzgledu za$ na to, ze q = C /y| moze mie¢ tylko
wartosci skonczone, bedzie ta powierzchnia elipsoidg (w ogoéle). Wynik
ten otrzymamy takze z dochodzenia analitycznego. Oznaczmy w tym
celu wspotrzedne punktu p przez f, f, to — f, — rj, — £ beda wspot-
rzednymi punktu P', a

cosa = JL = £ ,COSE=1j ,COSy =X ~r- o

Po wstawieniu tych warto$ci w réwnanie [186] i uproszczeniu otrzymamy:

C2= 772 + iyv2 + 1£2 _ 2Dxn\ - 2 DjE - 2DJV [188]

jako réwnanie miejsca geometrycznego punktéw P i P'. Jest to réwnanie
stopnia drugiego wzgledem wspoéirzednych £, rj, e, okre$la zatem po-
wierzchnie rzedu drugiego. Jej przekrdj ptaszczyzng £ — 0 jest elipsa

02= 742 + lyV*-2 D”n-
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Kdyz Ix i ly sa dodatnie i podobnie sg elipsami przekroje ptaszczyznami
f ~ 0i rj — 0. Powierzchnia przedstawiona réwnaniem [187] jest przeto
eipsoidg tréjosiowa, ktéra w przypadkach szczegélnych moze sie staé
elipsoidg obrotowa (sferoida), albo wreszcie kulg. Dany punkt 0 jest
Srodkiem elipsoidy, nazwanej elipsoidg bezwiadnosci (Poinsota) dla punktu

Poniewaz wartos¢ statej C jest dowolna, przeto réwnanie [188] okres$la
wiasciwie uktad nieskonczenie wielu elipsoid wspétsrodkowych i homote-
tycznych (tzn. podobnych i podobnie potozonych). Kazda z nich jest elip-
soidg bezwitadnosci ciata dla punktu 0. Elipsoide bezwladnosci dla Srodka
masy ciata S nazywamy elipsoida centralng tego ciala. Wiadomo, ze elip-
soida posiada w og6lnosci jeden uktad tzw. osi gtéwnych, tj. trzech
Srednic sprzezonych i wzajemnie prostopadiych, z ktérych jedna jest naj-
mniejsza, a jedna z dwu innych najwieksza ze wszystkich $rednic tej po-
wierzchni. Z tego wynika, ze w kazdym punkcie ciata danego
(oktadu materialnego) mozna wystawi¢ jeden wuktad
trzech prostych wzajemnie prostopadtych, sposréd
ktorych jedna jest osig najwiekszego i jedna naj-
mniejszego momentu bezwtadnos$ci danego ciata
2 pomiedzy wszystkich prostych przechodzacych
Przez ten punkt (rozpatrywany punkt moze oczywiscie leze¢ i ze-
wnatrz ciala).

Trzy osie gtéwne elipsoidy bezwtadnosci dla punktu danego nazywamy
gtéwnymi osiami bezwtadnosci ciata w tym punkcie. Najdluzsza o$ elip-
soidy jest osig najmniejszego, 0§ za$ najkrotsza osig najwiekszego mo-
mentu bezwiadnos$ci. Osie gtéwne centralnej elipsoidy bezwladnos$ci nazy-
wamy gtéwnymi centralnymi osiami bezwtadnosci.

Analogicznie méwimy o gtéwnych momentach bezwitadnosci dla danego
punktu ciata i o centralnych gtéwnych momentach bezwladnosci danego
ciata. Gibwne momenty bezwiadnosci bedziemy oznaczali zwykle wskazni-
kami 7, 2, 3 zamiast x, y, z. Z twierdzenia wyrazonego wzorem [181]
(Huygensa) wyptywa, ze kazda s$rednica elipsoidy centralnej jest diuzsza,
niz $rednica roéwnolegta elipsoidy bezwiladnosci dla dowolnego punktu.
Stad wynika, ze najmniejszy z gtéwnych centralnych mo-
mentéw bezwtadnos$ci ciata jest zarazem najmniejszym
Ze wszystkich momentéw bezwltadu o$ci tego ciata.

Gdy obierzemy gtéwne osie bezwitadnosci w punkcie 0 za osie wspot-
rzednych, to réwnanie [188] przeksztaici sie, jak wiadomo z geometrii
analitycznej, na

"if2+ krf + U 2= C2 [189]
2 czego wnosimy, ze trzy momenty zboczenia ciata wzgle-
dem osi prostokatnego uktadu wspditrzednych staja
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sie zerami, gdy osie uktadu sa gtéwnymi osiami bez-
wtadnos$ci tego ciata.

Oznaczywszy przez a, b, c dlugos¢ pétosi gtéwnych elipsoidy bezwtad-
nosci, lezacych odpowiednio na osiach X, Y, Z, napiszemy réwnanie elip-
soidy w postaci:

a2 b2 c2
a z porébwnania wzoréw [188] i [189] wynika
C C
3~ i s h: ’ o,
vu VI2 <

Zarazem roéwnanie [186] przeksztalci sie na nastepujace:

X2 + 12.4, z2 1 [190]

| = 1lcos2« + [2co0s2/S+ [3cos2jl. [192]

Roéwnanie to stuzy do obliczenia momentu bezwladnosci wzgledem
prostej dowolnej, przechodzacej przez dany punkt O, jezeli znamy osie
gtébwne i momenty bezwladnosci dla tego punktu.

Gdy w szczeg6lnosci dwa gtéwne momenty bezwiladnosci sg réwne,
to elipsoidabezwtadnosci stajesie obrotowsg, a zatem kazda prosta prosto-
padta dotrzeciej osigtéwnej iprzechodzaca przez O jest wtedy osig gtd-
wna.Wreszcie wprzypadkuréwnych wszystkich trzech gtéwnych mo-
mentéwbezwiadnos$ci, elipsoida zamienia sie na kule, awszystkie pro-
ste przechodzace przez jej $Srodek O sa gtownymi osiami bezwladnosci.

58. Twierdzenie o momentach zboczenia — Potozenie gtow-
nych osi bezwtadnosci w przypadkach symetrii

Wystawmy w dowolnym punkcie
ciata O uklad kartezjanski X, Y,
Z (rys. 68), a w Srodku masy S
uktad X', Y\ Z' o osiach zgodnie réw-
noleglych z tamtymi. Oznaczajac
przez x0, yo, zO wspotrzedne punktu S
wzgledem uktadu pierwszego, mamy
oczywiscie

X= X'+ X,, y= Yy + ya,

.z = 27"+ 20.

A zatem moment zboczenia dla kto-
rychkolwiek dwéch ptaszczyzn uktadu
pierwszego np.:
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>y = 2 mx;y, = Jm,. (*.+ xj (Y, + W)= 2 mx,y', +
+x02miy'i + y02mix'.+ x0y02mi.

Ale wiadomo z teorii $rodka masy, ze 2 mi*'i — 0i 2miy'i = 0, wobec
czego
IXy A’y r M XQyo >
Podobnie
/\2:. + M y ozot [193]
f= Z- M Zoxom
Przy pomocy tych wzoréw mozna bardzo tatwo wyznaczy¢ momenty
zboczenia Ixy, lyz, |,x dla dowolnego uktadu wspéirzednych, jezeli zna-
my momenty zboczenia 1%, ,, [/ ,z, lzXx, dla uktadu o tych samych kie-
runkach osi, ktérego poczatek lezy w srodku masy ciata.

Gdy jedna z pfaszczyzn uktadu, np. YZ jest wspdlna, to oczywiscie
*0= 0, przeto Ixy = Ix,y> 'xz = Ix,z, a tylko /> = ly,z,+ MyozD.

Skoro za$ jedna z osi uktadu, np. X, jest wspélna, to y0= 0
‘zo= 0, a zatem wszystkie momenty zboczenia dla obu uktadéw sg wte-
dy odpowiednio réwne. Z tego wysnuwamy nastepujgce wazne wnioski.

1 Uktad trzech gtéwnych osi bezwtadnos$ci dla
Punktu lezacego na jednej z gtéwnych osi central-
nych jest do nich réownolegty.

2 Jedna z gtownych osi bezwtadnos$ci dla kazde-
go punktu lezgcego na ptaszczyznie dwu gtéwnych
osi centralnych jest réwnolegta do trzeciej osi.

Twierdzenia powyzsze utatwiajg czesto szukanie gtéwnych osi bez-
witadnosci. Dalszych utatwien dostarcza twierdzenie nastepujace:

Gtownymi osiami bezwtadnos$ci sa (migdzy innymi):

a kazda o0$ symetrii,

b. kazda prosta prostopadta do ptaszczyzny sy-
metrii i

c. kazda prosta na ktorej lezg Srodki masy warstw
elementarnych, otrzymanych przez podziat ciata
ptaszczyznami prostopadtymi do tej prostej.

Dowdd wynika tatwo z rozwazania momentéw zboczenia.

Jezeli cialo (uktad materialny) posiada 0o$ symetrii, to uwazajgc jg za
0$ Z uktadu kartezjanskiego, widzimy ze:

2 riix;z, = 0 i 2 miyiz. = 0,

albowiem kazdemu punktowi mi ciata o wspétzednych xit y; z; odpowiada
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punkt symetryczny o masie m'. — m., a wspoétzednych — X; —y;, z;. Od-
powiednie dwa wyrazy sumy znoszag sie przeto nawzajem, np.:

mijxtzi + mi (—xi) zi = O
A skoro Dy — Ixz — 2 X;z{= 0i Dx= ly;= Hm.y.z. = 0, to o$
Z jest gtdbwng osig bezwtadnosci dla kazdego swego punktu.

Podobnie przeprowadzamy dowdd dla drugiego przypadku, przy trze-
cim za$ opieramy sie na waznym twierdzeniu pomocniczym, ze kazda
prosta prostopadta do ptaskiej figury materialnej
jest gtéwnag osia bezwtadnos$ci tej figury, co staje sie
oczywiste, gdy osie wspo6trzednych X i Z obierzemy na plaszczyznie figury
(rys. 69). Woéwczas bowiem jest y; = 0 dla kazdego punktu m;, czyli

2 mixiyi = 0, 2  zy; = o

Poniewaz obliczenia szczegélowe geometrycznych mo-
mentow bezwtadnosci figur ptaskich znajdujg sile w podrecz-
nikach ,Wytrzymatosci materia-
tbw", przeto tutaj przytoczymy
jeszcze z 8 54 wzOr ogolny dla

bryt z materii ciggtej

l =J r2dM, [194]

gdzie d M oznacza mase elemen-

tu objetosci dajgcg sie wyrazié

przez iloczyn gestosci a i obje-

tosci elementu d V. Wz4r ten mozna bezposrednio zastosowac

do obliczenia 1 powierzchni materialnej lub ptaskiej figury

materialnej, wstawiajgc za d M iloczyn z gestosci powierz-

chniowej. oznaczonej w ciggu dalszym réwniez przez a i ele-
mentu d F pola figury.

59. Momenty bezwtadnosci i zboczenia jednolitych ciat,
powierzchni lub linii materialnych — Geometryczne momenty
bezwtadnosci i zboczenia

Dla wymienionych ukiadow materialnych znajdujemy ze
wzoru [194] przyjmujagc dM — adV

J=fr'2adVv = o0J rdvVv, [195]
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gdzie a oznacza gestos¢ objetoSciowa, powierzchniowag lub
liniowg, a odpowiednio d V oznacza element objetosci, po-
wierzchni lub dlugosci. Oznaczywszy catke Jr2 d V przez J,
widzimy, ze J jest juz tylko wielkoscig geometryczng nieza-
lezng od masy ciata, lecz jedynie od jego postaci i wielkosci
geometrycznej. Nazywamy jg momentem bezwladnosci geome-
trycznym, a do oznaczenia stosujemy czesto rowniez literell ,
jezeli nie ma obawy nieporozumienia. Jego wymiarem sg
oczywiscie cmb5, cm4, cm3, zaleznie od tego, czy mamy do
czynienia z brylg, powierzchnig, czy tez linig.

60. Proste przyktady obliczenia J i D ciat jednorodnych

A. Odcinek, prostokat i rownolegtobok.
Niech proste rownolegte X i X' (rys. 70 a) ograniczajg odcinek
do nich prostopadly o ditugosci h, odcinek pochyly (rys. 70 b)
o dtugosdci | = h/sin 0, prostokat (rys. 70 c) i réwnolegtobok

(rys. 70d) o podstawach b i wysokosciach h. Gdy na wszyst-
kich czterech figurach geometrycznych roztozymy réwno-
miernie te samg mase M , to ich momenty bezwtadnos$ci wzgleb
dem osi X beda oczywiscie réwne. Albowiem dzielgc je na
elementy prostymi réwnoleglymi do X, otrzymujemy réwne
masy elementéw w réwnych odlegtosciach y od osi X . Wsp6l-
ng wartoscig momentu bezwitadnosci jest zatem:
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Ix= \y2dM ,a poniewaz dM :M = dy:h, czyli dM = dy,

M g M h3

— , awreszcie

wiec Ix= y2 dy =

/, = M- -y. [196]

Ramie bezwiadnosci okre$la przeto réwnanie:
k — h/ [1971

mase za$ zredukowang, np. na odlegtos¢ h, wzoér

Mkred= ~ - [198]

Odpowiednie geometryczne momenty bezwiladnosci znaj-
dziemy podstawiajgc dla odcinka prostopadiego (rys. 70 a):
M = ah, dla odcinka pochytego (rys. 70 b): M = al, dla pro-
stokgta zas$ (rys. 70 c) i rownolegtoboku (rys. 70d): M = abh,
a nastepnie dzielgc J przez o mamy dla odcinka prostopaditego:

h3
[199]
. 13 . .
dla odcinka pochytego: Jx =-g- sin3fi, [200]
o b h3
dla prostokata i rownolegtoboku: IJX — — . [2011

Obliczymy teraz D dla wszystkich figur powyzszych wzgledem
uktadu osi przedstawionego na rys. 71. Geometryczny mo-
ment zboczenia odcinka | (rys. 71 a) jest okreslony suma:

N xydi= Mx,y dy = x,"y dy,

a poniewaz jy dy = 1y0, jezeli x0, y, sa wspo6trzednymi Srod-
ka masy, wiec:

D = [ +x0y,. [202]
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Dla odcinka 1nachylonego do osi X pod katem P (rys. 71 b)
Warny

d1= si:)I; X —yctgp, a zatem
D = xv &) = gl_r?i% y2dy = z_?:;fs/“] r;s_
. »
= sin cosP.
wreszcie
D sin 2P . [2031

Materialny moment zboczenia mozna tatwo przedstawi¢ w for-

mie:
— 4
o=,y W ij( [204]

0j

Rys. 71

Geometryczny moment zboczenia prostokgta o polu F = bh
(rys. 71 c) wzgledem osi rownolegtych do bokdéw prostokagta
okresla rownanie

D = F mxOyu [205]
wynikajgce wprost z wzoru ogoélnego [193] i polozenia osi
symetrii tej figury.

Réwnolegtobok (rys. 71d) dzielimy na paski elementarne
d F prostymi rowmolegtytmi do osi X. Moment zboczenia ta-
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kiego paska dD _ $r dF, przy czym dF — bd , za$
( = rnctgo. A zatem:
]

D = 11dF = bctg0 rji2drj,

czyli

b b3
ctg0 = Ixctg [206]

B. Centralne gtéwne momenty bezwtad-
nosci prostokata (rys. 72).

Trzy wzajemne prostopadie osie
symetrii prostokata X, Y, Z sg oczy-
wiscie zarazem jego osiami gtéwny-
mi dla srodka masy S. Wyznaczy-
my zatem odpowiednie momenty
bezwladnosci przy pomocy wzoru
[181] i obliczonego powyzej geo-
metrycznego momentu bezwtadnosci
wzgledem podstawy [201], Dla osi X
bedzie zatem

ho= b§‘3 ------ bY - J”J]V

czyli, oznaczywszy pole prostokata bh— Fznajdziemy
b h* _ h2
1= 12 “of 12 [207]
i analogicznie
- b ) b2 led i 208
= b 1» (wzgledem osi V) [208]

Na koniec dla osi Z jest J3= Jt +~J2jako moment biegunowy.
A wiec:
b2+ b2 d2
i. = F 1 = F- [2001

gdzie d oznacza przekatna.
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Odpowiednimi zas momentami materialnymi bezwtadnosci
sg oczywiscie:

M h2 T M b2
= -[r, o= N -

- b2 +h?2 tntni
c = m.~ T5- pici

Dilugosci at, a2 osi gtownych elipsy bezwtadnosci wyzna-

czarny z proporcji ar : a2— L. 1 czylial\a2=z 11
= b :b. A zatem elipsa wpisana w prostokat lub jakakol-
wiek wspotsrodkowa i homotetyczna z nig jest elipsg bez-
wtadnosci prostokata.

C. Prostopadtoscian (rys. 73).

Glowne centralne osie bezwiadnosci sg réwnolegte do kra-
wedzi. Moment bezwtadnosci It wzgledem osi X réwnolegtej

71116 M-74

Rys. 73. Rys. 74.

do krawedzi a znajdujemy dzielagc prostopadto$cian na wars-
twy elementarne o masie d M piaszczyznami prostopadtymi
do X. Moment bezwitadnosci takiej warstwy przedstawia

oczywiscie wzor:
b2 + c2

wedtug trzeciego z réwnah [210]. A wiec:

b2 + c2
A= Mn

1] Drinz. M. T. Hubcr — Kinematyka i Dynamika 165



Analogicznie jest dla osi Y i Z
p- I 2

h = M 12~ f2121

= Mm~~ij2~fe2 2131
D. Tréjkat (rys. 74).

Moment bezwitadnosci wzgledem podstawy

J = Jy2udy,
przy czym
b (h- )
U= A
a zatem
fh rh
n Z-j z czego
J=¥ y2  ~ y)ydy =T 4 g
r b -7 7 h2
Jx = ~32~> z3s = M Q- [2141

Wzgledem osi Xa réwnolegtej do podstawy i przechodzagj-
cej przez srodek masy bedzie :

h = 1.-M (i) = U- f) , czyl
= M .£- [215]
Wzgledem osi X' rownolegtej do podstawy i przechodza-

cej przez wierzchotek przeciwlegty znajdujemy:

/2

3
hr

IX—lo + M h }, czyli

| x, = [2161

Obliczmy teraz Jy. Najpredzej dojdziemy do celu ko-
rzystajgc z wzordéw juz wyprowadzonych i rozkiadajgc tréj-

kat wedtug schematu:
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A AOB — prostokat OEAD + A ABD — A OEA, czyli po
oprowadzeniu zrozumialych oznaczen

F=F" + F'"— F". A zatem
Jy=Jy + Iy — jy".
Moment bezwtadnoSci prostokata F' wzgledem podstawy h
(Wedtug wzoru [196])

Jy=r ¥

Moment bezwitadnosci trojkgta F"

"= F" (ON 3--+ F" [Db - d)] =
= A {b-+ 2bd+ 3d2,

zas moment bezwtadnosci tréjkata F™ :
t2 h
Jy" = F" o Wstawiwszy wartos¢ F'= d . h, F" = (b—d)-T

/8" -
r ~-~2 'znaddziemy:

Jy= +(b-d)(b* + 2bd+3tf) A -

czyli po redukcji :

Jy = b2+ 6d+ d2 = F h2+ gd +- d . [217]
Wyznaczymy jeszcze Jxy = D = ,[fft?dF, gdzie i, n ozna-
czajg wspotrzedne srodka paska elementarnego dF = udy.
Poniewaz, pomijajgc wielkosci nieskoriczenie mate,  — y (

— + y ctgy, wiec
fo

D — 2y ycfgq)?’\yd’ri' = £ y dF + ctgp y2dF,

li*

167



czyli D F my0 + ctgo> mJx> [218]

apo wstawieniu wartosciy, = —gfx = VTVZS’ otrzymamy:
D (b + hctgp,

, ) d — 6/2 2d
albo zwazywszy, ze ctg @

fi 2/
D=F (b + 2d 219
( ) 1 [219]
Na koniec moment zboczenia DO dla uktadu Yo znaj-
dziemy z r6wnania D = DO + F xoy0, podstawiajagc w nim

6 + d h
X. = -+ V(_f) 3 Po uprosz-

czeniu otrzymamy:

h bhs
Da= F (2 d—Db) 36 albo Da 36 ctg @, [220]
E. Moment bezwltadnosSci okregu o masie

M i promieniu R wzgledem osi symetrii Z prostopadiej

do ptaszczyzny okregu (rys. 75) jest oczywiscie rowny M R2,
gdyz wszystkie punkty okregu sg w tej
samej odlegtosci R od osi momentu. Mo-
ment ten réwna sie, jak wiadomo, sumie
momentéw wzgledem dwu S$rednic pro-
stopadlych. A zatem moment bezwtadno-
sci okregu wzgledem $rednicy okresla
robwnanie:

Il = M [221]
F. Moment bezwtadnos$ci kota (rys. 75 wzgle-
dem ktorejkolwiek Srednicy znajdziemy najprosciej rozktada-

jac koto na wspoétsrodkowe pierscienie elementarne o promie-
niu dr i masie dM = a2r:rcdr(o = gestos¢ powierzchniowa).
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Moment bezwiadnosci takiego pierscienia staje sie w granicy
Momentem okregu materialnego o promieniu r, a wiec (we-
dtug wzoru [220)]):

4 . — - 4 [222]

Biegunowy moment bezwtadnosci Ib dla S$rodka bedzie
oczywiscie dwa razy wiekszy, a zatem:
R2 nR4

h = M h . M , > k:VAz:r [223]

2 2
G. Walec obrotowy petny.

Moment bezwtadnosci wzgledem osi geometrycznej Z (rys.
26) jest sumg momentow dlz warstw elementarnych o gru-
bosci dz, na ktoére dzielimy walec
ptaszczyznami prostopadtymi do osi.

Moment d|zstaje sie w granicy mo-
mentem biegunowym kota material-
nego o masie d M, a wiec:

R2
dL dM.

skad:
2= wm F2 [224]
Moment bezwiadnosci warstew-
ki d M wzgledem osi Y przechodza-

cej przez Srodek walca rowna sie (weditug réwnania [181]
i [222]):

— HM + z2dM.
4
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A zatem: /| = ,SL + z~) dM.

Wstawiwszy warto§¢ d M — oR2n dz , mamy:

p+h/2
ly —aR2n K -I-l-) , czyli:
1, = ,S L (*, +_|_ («, + (225|

7> i 7Z sg oczywiscie gtownymi centralnymi momentami bez-
wtadnosci walca. Gdy jego wymiary dobierzemy tak, aby byto:

k/J = r,CzyIi . Ry ’\h22.zczegowynikah—ll-?y3,

to elipsoida bezwtadnos$ci walca staje sie kula.

H. Kula.

Ze wzgledu na symetrie, gtbwne centralne momenty bez-
wiadnosci sg sobie rdwne tak dla powtoki kulistej jak i dla
kuli petnej i wydrgzonej. Wystarczy zatem obliczy¢é moment
bezwtadnosci 10 wzgledem dowolnej Srednicy kuli. Wedtug
twierdzenia konhcowego z 8§ 54 jest 310 — 2Ilb, czyli

2
10 = -g- Ib «Zwigzek ten pozwala na proste obliczenie I» kuli.

Wiemy, ze dla powtoki kulistej o promieniu r, a masie m jest
Ib == mr2 bo wszystkie punkty powtoki leza w tej samej od-
legtosci r od Srodka kuli.

A zatem dla tejze powtoki kulistej:

lo =~-r2m =-|- oTirb [226]

gdzie a oznacza gesto$¢ powierzchniowa.
Dla kuli wydrazonej o promieniu zewnetrznym R, wewne-

trznym Rw i masie M = 71 AN-Rwzti J mamy:

7i = dM er2 przy czym dM oznacza mase warstwy ele-
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mentarnej o grubosci dr ograniczonej dwiema kulami wspot-
srodkowymi o promieniach r i r + dr, czyli

dM = a+4nr2dr. Stad Ib= 4na rédr
i

— 5 na (R5 R »5),

[227]

<

lo = 15 @(RS— Rw 5 R3 —

Podstawiajgc w tym wzorze Rw= 0 znajdziemy moment bez-
wiadnosci kuli petnej o promieniu R

10=JL -naR5”" \r*M . [228]
15 o]

J. Elipsa.
Obrawszy osie gidbwne elipsy za osie X i Y prostokatnego
uktadu wspéirzednych (rys. 77), podzielmy figure, na paski

elementarne o polu dF = xdy,
a momentem bezwitadnosci catlej
elipsy bedzie:

h = 4Jy2xdy,

przy czym catkowanie rozcigga sie
na jedng ¢wiartke uwidoczniong na
rysunku. Nalezatoby teraz wyrazic
a -x3 ~ X przez y z rownania elipsy i wyko-
na¢ catkowanie w granicach od
y =s 0 doy = > Atoli predzej doj-
dziemy do celu wpisujgac w elipse koto o promieniu b i wyraza-
jac odcietag x punktu elipsy przez odcietag x' punktu kota przy-
nalezng do tej samej rzednej y.

TTTTMIR

Rys. 77.

a
Wtedy, jak wiadomo, x y a wiiec:
C r
h=a4 -3y Z y2x'dy =
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jezeli przez |I'x oznaczymy odpowiedni moment bezwtadnosci

b4
kota o promieniu b. Wiemy jednak, ze IX = n .
a zatem:
a K2
U=n 47r- = F — [2291
4 4
gdzie F = nab oznacza pole elipsy. Podobnie bedzie:
ly =3 n"r—=>F e« 20— | 2301
y 2 o [
(074 h2
lz= Ib= FOR——i — — [23]]

Momenty bezwtadnosci cial o postaci nie dajgcej sie okres-
lic matematycznie (nieregularnej) wyznacza sie, doswiadczal-
nie, korzystajac z praw dynamiki ciat statych, traktowanych
jako sztywne (patrz § 77).

Przyktad 1. Obliczy¢é moment bezwladnosci tarczy zeliwnej z rysun-
ku 78 oraz ramie bezwiltadnosci i mase zredukowang na promien zewnetrz-
ny R wzgledem osi symetrii tarczy.

Rozwigzanie. Poniewaz pia-
sta i pierScien zewnetrzny majg taka
samg grubos$¢ c= 4 cm, mozna obli-
czenie uprosci¢, odejmujagc od mo-
mentu bezwitadnosci krgzka o pro-
mieniu R i grubosci ¢, moment bez-
witadnosci pierscienia o promieniu we-
wnetrznym r = 3 cm i zewnetrznym
Rt = 34 cm, a gruboécis= c— v =
= 4— 2= 2cm A zatem geome-
tryczny moment bezwiadnosci:

j = . C— — e s = -|*-(R4c— .S+ r4d.s)= nm
= _%L(404 4 — 344 2+ 34.2) = \]2 1 (10240000 — 2672672 + 162) =

7567490 = 11887000 cm” = 118,87 dmA
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Pomnozywszy J przez gesto$¢ zeliwa =

= 8,0739 kG . sek2dm4 otrzymamy: g

m= 118,87 . 0,0739 =
albo tez po zamianie 1 kG =98,1 (dm/sek2) kg =

| = 8617 kg . m2.

A zatem masa zredukowana na promieniu R — 04 m
MRrcd = 1/0,16 m2 = 53,8 kg.
Masa catej tarczy:

M- — [cR2n—s (R2 —r2)] =
g
kG sek2
0,0739 [0,4 . 16 — 0,2 (3,42— 0,32)] .
dm4

kG
0,0739 . 4106 . n . sek2
dm

0,0739 . 4,106 . jt . 981 kg = 935 kg.
1/ 1 8,617
£/ 617 _

A wiec ramie bezwiadnosci k =
Y M~ 935

8,784 kGdm sek2 = 0,8784 kGm sek2,
9,81 m kg/sek2

7),3036 m.

= = 7,25 kG/dm3: 98,1 dm/sek2

Przyktad 2. Dwie kule (rys. 79) o pro-

mieniu R — 8 cm i odlegtosci Z =

91 cm,

potaczono trzonem okragtym z tego same-

go materialu o promieniu r

Obliczyé moment bezwladnosci

- = 1cm.

uktadu

wzgledem osi Y prostopadiej do osi trzonu

i réwnoodlegtej od obu kul, z pominieciem
trzonu miedzy

jego przekrojem dotykajacym kuli, a kula.

bardzo matej masy czesci

Odpowiedz. Moment bezwladnosci

kuli wzgledem jej $rednicy 1

g

15

Wzgledem osi Y, odlegtej o Z/2 od $rodka

kuli jest ly =
Rys. 79. : y

fl R3
gl 12 * («'
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Dla trzonu jest wedlug wzoru [225]

/" = X .nr2li (V2 + 12 gdziel = |1 —2R= 91 —2.8= 75cm
g 4 v t 1,; 1

A zatem moment bezwiadnosci uktadu.

i = X- (91) dm5

Gdy na przyktad materialem jest stal o ciezarze wiasciwym 7,85 kG/dms.

to J*_= 7,85 kG/dm3; 98,1 dm/sek2, a wiec:
g

85
/= J_ .91 kG/dm . sek2 = 7,28 kG/dm . sek2.
98,1

Rachujac w ukfadzie c.g.s. otrzymalibySmy:

91 « (10 cm)5= 7,85 <91 « 102 kgcm2 = 71435 kgcm2
/

1= 785 -
@0 cm)3
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Rozdziat 1V

KINETYKA PUNKTU MATERIALNEGO
NIESWOBODNEGO

61. Ruch nieswobodny — Reakcja linii lub powierzchni
ograniczajgcej swobode punktu materialnego

Juz w kinematyce ciala sztywnego mieliSmy do czynienia
z ruchem nieswobodnym punktu materialnego jako jednego
z punktéw ciata, ktdére porusza sie w sposob okreslony. Tak
np. punkt ciala obracajgcego sie dokota osi stalej jest zmuszo-
ny do pozostawania na okregu kola; .punkt ciata krecgacego sie
dokota statego punktu moze poruszac sie tylko po powierzchni
kuli itd. Uogdlniajgc te najprostsze sposoby ograniczenia swo-
body punktu materialnego, rozrézniamy ruch nieswobodny ta-
kiego punktu na danej krzywej i ruch nieswobodny na danej po-
wierzchni geometrycznej. Modelem uzmystawiajacym ruch
pierwszy jest kula nawleczona na zakrzywiony drut albo po-
ruszajgca sie wewnatrz zakrzywionej rury, ktérej przekr6j wy-
petnia z matym luzem, umozliwiajagcym jej przesuwanie sie
wzdtuz rury. Ruch takiego rodzaju odbywa np. ciezka kulka
na powierzchni wklestego dna naczynia, gdy jej udzielimy sto-
sownej predkosci poczatkowej (w obu modelach nie bierzemy
pod uwage mozliwosci obrotu kulki, grajacego role podrzedna,
gdy kulka jest bardzo mata w poréwnaniu do rozmiaréw toru,
ktory opisuje).

Punkt materialny nieswobodny, na ktdry dziala dana sita

P (np. sita ciezkosci) nie moze w ogoéle poruszaé¢ sie z przy-

-V
>m =]
$pieszeniem p = jakie by otrzymat w ruchu swobodnym
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wedtug prawa podstawowego dynamiki, lecz bedzie sie poru-

szat z przy$pieszeniem g réznym od p. W mysl podstawo-
wego prawa dynamiki mozna ten punkt materialny traktowac
jako swobodny, lecz pozostajgcy pod dziataniem nie tylko sa-

mej sily P, ale nadto jeszcze sitly Q takiej, ze wypadkowa
>u
_->-->n . ) ) P+ Q
obu sit P + Q udziela mu przy$pieszenia qrownego— ———-
Te site dodatkowg nazywamy reakcjg (takze oporem lub od-
dzialywaniem) krzywej lub powierzchni ograniczajacej swo-
bode ruchu.

Reakcje nieruchomej krzywej lub powierzchni zaliczamy
do kategorii sit oporowych, zwanych krdtko oporami, a takze
sitami biernymi, tj. takimi, ktére same nie mogg udzieli¢ ruchu
punktowi materialnemu, gdy tenze spoczywa. Do tego jest nie-
zbedna sita nalezaca do kategorii sit czynnych, jakimi sg wszel-
kie sity okreslone polem sit, jak np. sita ciezkosci. Skoro jed-
nakze punkt materialny posiada juz predko$¢ w ruchu nieswo-
bodnym, to reakcja — jak zobaczy-
my — obejmuje role sity czynnej,
powodujac zmiane wektora predko-
Sci bez udziatu innych sit czynnych.

Wezmy teraz pod uwage jeden
z najprostszych przypadkéw ruchu
nieswobodnego obserwowanych w
przyrodzie, tj. ruch ciezkiego punktu
materialnego po danym torze krzy-
woliniowym, lezgcym w plaszczyz-
nie pionowej (rys. 80). Poprowadz-
my w miejscu gdzie sie znajdu-
je  chwilowo punkt materialny
m stycznag do toru t i normalng n. Roztézmy nastepnie dang

Rys. 80.

site ciezkosci P — m g na sktadowg styczng Pt i normalng

Pn. Podobnie rozt6zmy nieznang jeszcze reakcje Q na (3:
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= -> > B
i Qn. Przy$pieszenie Q, wywotane dzialaniem obu sil P i Q,

d2s
ma — jak wiadomo z kinematyki — skladowg styczng
i skladowa normalng . Mamy wiec stosownie do prawa
Q
podstawowego:
d2s . .
m —dt = Pt -t Qt (sde wypadkowej z P, i Qt)
r
m ——= P, + Qn (sile wypadkowej z P, i Qn).
e

Przyjawszy na osiach T i N kierunki dodatnie jak na ry-
sunku 80 i oznaczywszy przez Pt, P,, Qt, Qn wartosci alge-
braiczne sktadowych, napiszemy*:

m = P| + Ot [232]
dt-

= Pn + Qn. [233]
Q

Te dwa réwnania zawierajg obok szukanych elementéw ruchu
(tj. predkosci v i przyspieszenia stycznego "~ ” ), ktére razem

stanowig jedng niewiadoma, jeszcze dwie, tj. Qn i Qt. Do roz-
wigzania trzeba zatem jeszcze jednego réwnania warunkowe-
go. To robwnanie moze mie¢ posta¢ rézng, zaleznie od sposobu
w jaki urzeczywistniamy ograniczenie swobody punktu mate-
rialnego. Doswiadczenie poucza, ze w przypadkach realnych
jest sktadowa styczna reakcji z przyblizeniem, zwykle bardzo
znacznym, proporcjonalna wzgledem skladowej normalnej,
Czyli:
Qt =pQn. t234l
Wtedy nazywamy skfadowaj styczng oporem tarcia lub tarciem,
a liczbe stalg dodatniag ju (dajaca sie wyznaczy¢ tylko doswiad-
*  DwuznacznosSC litery t, ktérg oznaczono czas po lewej stronie réw-

nania, a po prawej kierunek stycznej do toru, nie daje powodu do nie-
porozumien.



czalnie) zowiemy wspotczynnikiem oporu, albo wspétczynnikiem
tarcia. Niekiedy jest wspotczynnik oporu tak maly, ze dla uzy-
skania rozwigzania dostatecznie przyblizonego mozemy go
uwaza¢ za zero, a wiec przyjg¢, ze Qt = 0. To zalozenie
upraszczajgce wyrazamy w wielu przypadkach, mowigc ze
krzywa lub powierzchnia ograniczajgca swobode punktu ma-
terialnego jest doskonale gtadka. Wtedy rownania powyzsze
upraszczaja sie do postaci:

d2 S IT1V2
m 4d}J - —'Pt; Qn = — Pn . [235]
- q

Gdy uda sie rozwigza¢ pierwsze z tych rownan, to znaj-

dziemy zaleznos¢ wspotrzednej drogi s od czasu 1, po czym
ds

obliczymy v = -, az rbwnania drugiego mozemy obliczyc

reakcje toru Qn jako sume skiadowej normalnej sity czynnej

wzietej w kierunku przeciwnym (czyli sity rownowazacej P ,)

i sity -~— ,zwanej sitg dosrodkowa. Qn przedstawia site, jaka

wywiera tor na punkt materialny podczas jego ruchu. Nawza-
jem tor doznaje nacisku normalnego R o wartosci tej samej
lecz skierowanej przeciwnie, czyli ztozonego z sity odsrodko-

my2
wej o wartosci liczbowej e skladowej normalnej sity P«.

Wyniki te przedstawiajg sie jeszcze jasniej w Swietle rozwig-
zania bardzo waznego zadania w paragrafie nastepnym. Pod-
kreslimy jeszcze, ze reakcja toru wystepuje takze wtedy, gdy
nie ma sit czynnych, a punkt materialny otrzymat predkos¢
poczatkowg vt.. Ta reakcja jest wowczas samg sitg dosrodkowag
o wielkosci m v2/q . Jezeli tor jest gtadki, a wiec praca reakcji
rowna 0, to predkos¢ v zachowuje wartos¢ statg v0. Gdy jed-
nakze zachodzi tarcie, to wielkos¢ poczatkowej energii kine-

tycznej m v°2 zmniejsza sie, poniewaz praca tarcia jako

praca sktadowej stycznej reakcji o kierunku przeciwnym do
kierunku ruchu jest ujemna. Dlatego punkt materialny po
przebyciu pewnej dlugosci drogi przejdzie w stan spoczynku.
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62. Wahadlo matematyczne proste

Prostym wahadtem matematycznym nazywamy punkt mate-
rialny zmuszony do poruszania sie pod dziataniem sity ciezko-
sci po tuku kota pionowego przy zatozeniu, ze tor jest dosko-
nale gtadki (rys. 81). Wahadto matematyczne jest wyidealizo-
wang modelem ciezkiej kulki za-
wieszonej na nici nierozciagli-
Wej, ktérej koniec goOrny jest
Ustalony i pobudzonej do ruchu
z pionowego potozenia réwno-
wagi przez lekkie potrgcenie
w kierunku poziomym, przy
czym masa nici jest tak mata, ze
Uiozna jg pomina¢ wobec masy
kulki. Odlegtos¢ | srodka kulki
°d punktu zawieszenia jest diu-
goscig wahadta matematycznego,
u zarazem promieniem kota, ktérego tuk jest torem punktu ma-
terialnego i to torem doskonale gtadkim. Mimo to zachodzi
op6r na torze w doswiadczeniu laboratoryjnym, ale op6r ten
Jest innego rodzaju anizeli opér tarcia w przyktadach z § 61.
Jest nim opdr powietrza, ktéry jest zupetnie niezalezny od re-
akcji normalnej toru, a tylko zalezny od predkosci ruchu i po-
dobnie jak tarcie, skierowany jest w tym przypadku przeciwnie
hiz ta predkos¢. Opér ten pominiemy na razie w teorii jako zwy-
kle bardzo maly, zwlaszcza gdy wahadio umiescimy pod klo-
szem pompy powietrznej i powietrze wypompujemy. Zaleznie
od wielkosci predkosci poczatkowej, z jakg wytracono kulke
z potozenia rownowagi, moze ona podczas ruchu oddali¢ sie
°d tego potozenia, jednakze z powodu ograniczenia swobody
dlugoscig nici nie moze wyjs¢ poza okreg kota pionowego
0 promieniu |. Zadanie uproscimy zastepujac ni¢ pretem
sztywnym, niewazkim, zdolnym do przeniesienia nie tylko, jak
ni¢, sity ciaggnacej, ale takze sity Sciskajgcej pret podiuznie,
jaka np. odpowiada potozeniu kulki wahadta ponad punktem
zawieszenia. To potozenie bowiem jest potozeniem ré6wnowagi

Rys. 8L.
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tylko wtedy, gdy ciezar kulki jest zrbwnowazony reakcjg preta
skierowang do goéry, czyli pret jest Sciskany podiuznie.

Ale i w tych warunkach uproszczonych ruch wahadta, jak
tatwo zauwazyé, moze by¢ dwojakiego rodzaju. Zaleznie od
wielko$ci predkosci poczajtkowej vO jakiej udzielono Kkulce
wahadta z potozenia (dolnego) réwnowagi, moze kulka opisy-
wacé caly okreg w tym samym kierunku nieustannie, albo tez
wznosi¢ sie i opadac¢ kolejno w obu kierunkach. W obu przy-
padkach jest ruch wahadta okresowy, tzn. powtarza sie iden-
tycznie w réwnych przedziatach czasu T . Jednakze tylko
w przypadku drugim nazywamy ruch wahadtowym. Azeby zba-
dac¢ przy jakich wartosciach v0 zachodzi ruch typu pierwszego
lub drugiego, zastosujemy zasade pracy (albo zasade zacho-
wania energii), obrawszy jako poziom poréwnawczy ptaszczy-
zne poziomag przechodzgcg przez dolne potozenie réGwnowagi.
W potozeniu tym jako poczatkowym, energia kinetyczna wa-

my 2
hadta réwna sie 2° . W potozeniu odchylonym o kat $

(rys. 81) znajdzie sie kulka wahadla na wysokoSci

z=1 — 1lcos$ = 21isin2-—, a odpowiednia energia kinetyczna

mv2

2
stad

Agi sin2 | [236]

Azeby kulka wahadta przeszta przez punkt najwyzszy okregu

B, dla ktérego & = n, a wiec sin S _ 1, musi predkos¢

w tym punkcie spetni¢ réwnanie:

00 jest mozliwe tylko wtedy, gdy v@® > 4gl, albowiem przy
v < Agiréwnanie powyzsze nie ma pierwiastka rzeczywiste-
go dla niewiadomej V, .
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Z tego wynika, ze ruch wahadta bedzie jednozwrotnym, czyli
obrotowym albo wahadtowym, tj. dwuzwrotnym, zaleznie od

1gl, czy tez mniejsza.

W dalszym ciggu zajmiemy sie tylko ruchem wahadtowym,
oznaczajac przez a najwiekszg wartos¢ kata odchylenia m&nici,
Przy ktdérej predkos¢ odwracajgc kierunek staje si'ei zerem.
A zatem z rO6wnania ogo6lnego [236] wynika:

0= v— 4g¢gl sin2-y,
3 podstawiwszy stad wartos¢ v w [236] mamy:

v2 — 4 gl/sin2y sin2y ~ m
ds I

7 . .
z ro'wnanla tego przez podstawienie v = g = =
znajdujemy 12 = 4gl~sin2y — siny ~
3 wiec:

4 r= f 4+ ( [/ sinl t - sin2t : 12371

Jest to Sciste réwnanie rézniczkowe ruchu wahadtowego,
ktérego rozwigzanie wykracza poza ramy niniejszego podrecz-
nika. Poprzestaniemy przeto na rozwigzaniu przyblizonym
w zastosowaniu do wahan o bardzo matej amplitudzie a.
W tym celu napiszemy réwnanie ruchu wedlug prawa pod-
stawowego, roztozywszy ciezar mg kulki wahadta na skia-
dowag normalng — mg cos $ i sktadowag styczng o wartosci
liczbowej mg sin & Stosownie do drugiego z rownan [235] jest
reakcja normalna, awiec napiecie nici réwne

» mg cosV + mvz,

Pierwsze zas z tych rdwnan daje ;

12 Drinz. M. T. Hubcr — Kinematyka i Dynamika 181



Znak — tlumaczy sie tym, ze sita m g sin d jest skierowana
przeciwnie niz kierunek, w ktorym rosnie kat # , a zarazem s.

Podstawiwszy z powrotem & = s/i, otrzymamy po uprosz-
czeniu:

d2s S

dt2 Ssin ~f [238]

jako réwnanie rézniczkowe ruchu wahadlowego réwnowazne
z robwnaniem [237], a wiec nastreczajgce te same trudnosSci.

Skoro jednakze zatozymy, ze = y—nie przewyzsza pod-

czas ruchu wartosci odpowiadajacych bardzo matej ampli-
tudzie a, to bez popetnienia znaczniejszego btedu mozna

S Y s , P
sm y zastgpié przez | i napisaé:

0 , [239]

jako przyblizone réwnanie rézniczkowe matych wahnien wa-
hadta matematycznego. To réwnanie ma posta¢ analityczng
te samg co rO6wnanie rézniczkowe ruchu harmonicznego, kt6-
rego rozwigzaniem jest wyrazenie:

. 2n
s= asin-y-t,
albowiem dwukrotne rézniczkowanie tego rownania daje ko-

lejno:

ds 2aji 27
cos t
dt T

T
\
d2s ( 2n 2 _ (
dt. Vo7 asm ¢ = \ 2_|r] JYS [240]

a wiec istotnie réwnanie tego samego typu co [238],
Z porédwnania obu wynika, ze

g f 2n \
T-[ T j°
a zatem:

_  KF 12411
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W ten sposéb stwierdziliSmy, ze bardzo mate wahnie-
cia wahadla matematycznego prostego moz-
na uwazac¢ za proste ruchy harmoniczne,
ktérych okres T przedstawiony wzorem powyzszym nie zalezy
°d amplitudy.

Stopien przyblizenia ocenimy przez por6wnanie z wzorem
scisfym na okres wahnienia, otrzymanym z rozwigzania $ci-
stego réwnania [237] lub [238] w postaci szeregu nieskonczo-
nego zbieznego dla wartosci a < n:

T=2Uff [1HV §*TH-TH s 2 2e £

Jezeli TO oznacza okres wahnien nieskonczenie matych réwny

N to wzor Scisty daje np. dla a — 8°
T = 1,0012 To.

Wahnienia o amplitudzie mniejszej od 8° mozna wiec uwazac
za izochroniczne z bledem nie dochodzgacym 1,2 °/00. Przy
a = 4° jest ten blgjd prawie 4 razy mniejszy.

63. Wahadto stozkowe i sferyczne

Gdy kulke m wahadta ,matematycznego* odchylimy od
potozenia réwnowagi i udzielimy jej predkosci poczgtkowej
vo nie lezgcej w plaszczyznie pionowej nici, ale np. prosto-
padtej do tej ptaszczyzny, to nazywamy wahadio sferycznym,
poniewaz torem kulki jest wOwczas krzywa przestrzenna, le-
zgca na powierzchni kuli o promieniu /. Ruch wahadia sfe-
rycznego jest w ogdlle bardziej ztozony od ruchu wahadta
prostego rozpatrywanego w paragrafie poprzednim, atoli tatwo
zauwazy¢ mozliwos¢ prostego przypadku szczegélnego, kiedy
kulka wahadta opisuje okrag poziomy, a ni¢ opisuje poboczni-
ce stozka obrotowego. Wtedy wartos¢ predkosci poczatko-
wej vo jest zarazem stata wartoscia predkosci kulki i musi
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by¢ taka, aby wypadkowa z napiecia nici i ciezaru kulki mg
(rys. 82) byta rowna sile dosSrodkowej mv2 Poniewaz
qg— htg a, gdzie h jest wysokoscig stozka opisywanego przez
wahadtor a a katem nachylenia do pionu nici wahadta, przeto
mv°2 — m
g “ htga

Z drugiej strony wynika z row-

nolegtoboku sit wymienionych

powyzej, ze:

mv 2
— mg tg a.

Z poréwnan prawych stron tych
rownan otrzymujemy:

v2= gh tg2a,

czyliv, = tga ]J/gh— Q Takg warto§¢ musi miec

v0, aby wahadto opisywato stozek obrotowy. Okres T jednego
obrotu znajdziemy dzielgc 2qgn przez v0, a wiec

T » )/ [243]

czyli:
trwanie T jednego obrotu wahadta stoz-
kowego o dtugosci | réwna sie okresowi wa-

hnien nieskonczenie matych wahadta pros-
tego o ditugosci réwnej wysokosSci stozka
h = lcosa. T bejdzie zatem tym mniejsze, a vOtym wieksze,
im wiekszy jest kat a. Przy bardzo malej wartosci a jest cos a

N
prawie rowne 1, a wiec 7'? 1/ -t czyli czas obrotu wa-

hadfa stozkowego dgazy do zrownania sie z okresem wahnien
prostych nieskoriczenie malych. Warto$¢ a nie moze osiggnac

—£-(tj. 90°), gdyz wtedy bytoby T = 0, av0O = .
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Przyktad 1 Wahadto stozkowe (rys. 83) o dlugosci Z= 60 cm jest pod-
czas ruchu (jednostajnego) nachylone do poziomu pod katem fi — 10°
15°, 30°. Obliczy¢ odpowiednie predkosci kulki wahadta.

Rozwigzanie. Z wywodu w § 63 wynika, ze szukana predko$¢ vO=

—tga Vgil r ctgfiy gl sinfi = cosfil/ 4 D
\ sinfi
wartos¢ J/ gl — j/" 981 . 60 = 242 cm/sek, a wiec
dla a = ioo 150 300
J ¥ Qfi
Jest r_ = 2,36 1,90 1,23
VSinfl
v, = 571 cm/sek 460 cm/sek 298 cm/sek.

64. Ruch puktu materialnego ciezkiego po torach réznej

postaci
Dajmy na to, ze z punktu A, lezgcego nad ziemig (rys. 84),
prowadzg rézne tory krzywoliniowe AB"t AB2,... nie majgce

punktow wyzszych od A, do poziomu B nizszego od A o wy-
sokos¢ h. Zaktadamy przy tym, ze tory nie majg zataman
(czyli, ze ich krzywizna ma wszedzie warto$¢ skonczong). Gdy

w punkcie A umie$cimy na kazdym z tor6w czastke o ciezarze
tri g, to wszystkie te czgstki bedg spadaly, dazac ku punktom
lezgcym w poziomie nizszym. Jezeli tory dane sg doskonale
gtadkie, to praca reakcyj jako prostopadtych do toru jest
rowna zeru, a wiec stosownie do zasady energii jest przy-
rost energii kinetycznej dla kazdej czastki réwny ubytko-
wi mg h energii potencjalnej. Wtedy wszystkie czagstki osig-
gaja w poziomie B te sama predkos¢ koncowg v = y 2g h.
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Gdy jednak przyjmiemy, ze zachodzi tarcie, to rGwnanie
energii przybierze postac:

gdzie Lt jest praca tarcia.

Otéz praca tarcia jest zawsze ujemna i zalezna w zadaniu
rozpatrywanym przede wszystkim od diugosci drogi (przy da-
nym wspoOtczynniku tarcia). Wobec tego predkosci konncowe
czgstek na poziomie nizszym D beda mniejsze od (/2gti i to
tym wiecej, im dluzszy jest ich tor. Obliczenie ogdlne najpo-
tyka na powazne trudnosci rachunkowe z wyjatkiem przypadku
toru prostoliniowego, ktory zresztg jest praktycznie bardzo
wazny. Taki tor nachylony do poziomu pod kaitem a tgczymy
w mysli z ptaszczyzng tak samo nachylong, zwana réwnig
pochytg. Zbadamy ten ruch czgstki (punktu materialnego) na
takim torze z uwzglednieniem tarcia o wspOiczynniku p (sta-
tym), niezaleznym od predkosci, przyjmujac najpierw, ze
czastka w potozeniu A (rys. 85) otrzymata predkos¢ poczatko-

wa ¢ skierowanag ku dotowi.

Wtedy przys$pieszenie p ma
kierunek toru i powstaje pod
wpltywem skiadowej stycznej
ciezaru m g sin a skierowanej
w dot i tarcia o wielkosci p Qn
skierowanego przeciwnie, przy
czym Q, oznacza skladowg
normalng reakcji toru. Poniewaz nie ma przySpieszenia nor-
malnego do toru, przeto Qn musi rownowazy¢ sktadowag nor-
malng ciezaru mg cos a, czyli

Rys. 85.

pQn— pm g cosa
A zatem:
mp —mg sina— pmg cosa, a stad

p= g (sina— p cos a). [244]

186



To rownanie wyraza, ze przy$pieszenie p ruchu
W doét jest state i mniejsze od ? sina o wiel-
kos¢ pg cosa. Wobec tego to przysSpieszenie moze takze
by¢ réwne 0, gdy g sin a = pgcosa, czyli gdy p = tga
Ale wzér z § 61:

ot - P Qn

Wskazuje, ze kat nachylenia reakcji catkowitej do normalnej,
zwany katem tarcia @ jest okreSlony réwnaniem :

Q.

Stad wniosek, ze spadanie po réwni pochytej
z uwzglednieniem tarcia staje sie ruchem
jednostajnym, gdy kgt nachylenia réwni a
jest rowny katowi tarcia g>.

Wynik ten daje wskazéwke, jak znalez¢ doswiadczalnie
wartos¢ wspdiczynnika tarcia.

W przypadku, kiedy p cosa > sina, czyli a<cp, staje sie
przyspieszenie p ujemnym, a ruch odbywa siie z predkoscig
zmniejszajgca sie az do zera, po czym oczywiscie ustaje.

Rozpatrzmy teraz ruch w kierunku odwrotnym, tj. w gore).
Wtedy kierunek tarcia jest zgodny z kierunkiem skladowej
stycznej ciezaru m g sin a i otrzymujemy :

p—— g (sina + p cosa), [245]
co wyraza, ze ruch w gore jest zawsze opOzniony.

Wzory [244] i [245] mozna jeszcze uprosci¢, wprowadzajgc

= tgg? = W ted or [242 jmie postac:
p 99 cos (0 y wzor [242] przyjmie postac
_ sin (a — P g. sin (y a) [246]
P=9 05 ¢ 08 o
zas wzor [245] postac:
= *nhizjlL: [247]
QS

Oba wzory mozna przeto zastgpi¢ jednym:

sin cp + a)

p = — g [243]
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ze znakiem podwéjnym +, przy czym znak gérny odnosi sie
do ruchu w dét, a dolny do ruchu w goére.

65. Statos¢ rownowagi (statecznos¢) punktu materialnego
w potencjalnym polu sit

Wiadomo ze statyki, ze w potozeniu robwnowagi punktu
materialnego swobodnego jest wypadkowa z wszystkich sit
nan dziatajacych réwna zeru; zas dla punktu nieswobodnego
zmuszonego do pozostawania na gtadkiej krzywej lub ptaskiej
powierzchni wypadkowa z sit czynnychwinna by¢é w potozeniu
rownowagi prostopadta do krzywej lub powierzchni. Wszystkie
te przypadki obejmuje zasada prac przygotowanych (wirtual-
nych), ktéra wyraza, ze w potozeniu rownowagi
jest suma algebraiczna prac przygotowa-
nych sit czynnych réwna 0. Kazde z tych twierdzen
dotyczy warunkow réwnowagi koniecznych i wystarczajgcych,
jednakze ze stanowiska dynamiki rozré6zniamy nadto rdzne
rodzaje rGwnowagi, a mianowicie;

Rownowaga punktu materialnego nazywamy stalg lub sta-
teczng, gdy udzieliwszy mu ze stanu spoczynku w potozeniu
rownowagi predko$ci dostatecznie matej wywotujemy ruch te-
go punktu materialnego zawarty w otoczeniu najblizszym
potozenia rbwnowagi *.

Prostego przyktadu dostarcza punkt materialny m zastepu-
jacy matg ciezkg kulke, potozong w miejscu najnizszym pot-
kuli wydrgzonej, ktéra wytrgcona lekko z potozenia réwno-
wagi waha sie okoto tego potozenia, a amplituda tego waha-
nia jest tym mniejsza, im mniejsza byla predko$¢ poczatkowa
v0, jakiej udzieliliSsmy kulce.

Natomiast nazywamy réwnowage niestatg (niestateczng) lub
chwiejna, gdy nawet dowolnie mata ale r6zna od zera pred-
kos¢ v0, udzielona punktowi materialnemu w jego potozeniu
rownowagi powoduje ruch oddalajacy ten punkt materialny

* To okreslenie rodzajéw réwnowagi stosuje sie do wszelkich uktadéw
materialnych.
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2 tego potozenia na zawsze. Przyktadem jest punkt materialny
potozony na szczycie gtadkiej koputy.

Précz powyzszych dwu rodzajéw réwnowagi odréozniamy
jeszcze jako przypadek szczegdlny rownowagi niestatecznej
tzw. rbwnowage obojetng, ktéra zachodzi wtedy, gdy przesu-
ngwszy punkt materialny z polozenia ro6wnowagi do miejsca
pobliskiego natrafimy znowu na potozenie réwnowagi. Taki
Przypadek zachodzi np. gdy punkt materialny spoczywa na
gtadkiej ptaszczyznie poziomej.

Gdy dany punkt materialny znajduje si¢) w potencjalnym
polu sit, to kryterium statecznosci w jego potozeniu rownowagi
wyraza twierdzenie Mindinga i Dirichleta :

Rownowaga punktu materialnego w polu
potencjalnym sit jest stata w potozeniu
odpowiada jgcym minimum energii potencjal-
nej.

Natomiast w potozeniu odpowiadajacym
maximum energii potencjalnej jest réwno-
waga punktu materialnego w polu sit poten-
cjalnym niestateczna (niestata).

Poza tym mozna dowie$s¢ w bardzo licznych przypadkach,
ze we wszystkich potozeniach rownowagi,
w kté-rych energia potencjalna nie osiaga

minimum, réwnowaga jest niestata. Shlusznosé
twierdzen powyzszych ta-
two wykazaé¢ na prostym B

szczegOlnym przypadku

punktu materialnego w

jednorodnym polu sit ciez-

kosci, kiedy punkt ten

jest zmuszony do pozosta-

wania na krzywej lezgcej "ys' 86

w plaszczyznie pionowej (rys. 86). Uwidocznione na rysunku
cztery miejsca A, B, Ci D, w ktdrym styczna do krzywej jest
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pozioma, sg oczywiscie potozeniami réwnowagi punktu ma-
terialnego. Atoli rownowaga stata zachodzi tylko w punkcie A,
gdzie energia potencjalna m g za, jest mniejsza od energii po-
tencjalnej m g z,. odpowiadajgcej sagsiednim punktom toru.
Gdy bowiem udzielimy punktowi materialnemu z tego poto-
zenia bardzo matej energii kinetycznej % m va, to rozpocznie
on ruch, dla ktérego zasada zachowania energii daje rownanie:

1 1
— mv,2+ mgzA— — mv2 + mgz

stad
v2 = v02 — Zg (Z — zA),

co dowodzi, ze ruch jest opdzniony, a punkt materialny zatrzy-

ma sie w miejscu A', dla ktérego z — z1 :—,V go czym
2
rozpocznie sie ruch powrotny ku A, ktéry prowadzi punkt
v
materialny dp A", gdzie rO6wniez jest z — zt = £ itd.

Powstajacy ruch jest wiec ruchem okresowym o amplitudzie
tym mniejszej, im mniejszej energii kinetycznej udzielono
punktowi materialnemu z potozenia rownowagi( ktére zatem
jest potozeniem réwnowagi statej.

Natomiast punkt B, w ktorym energia potencjalna jest
maksimum, jest potozeniem rOéwnowagi niestatej, poniewaz
rownanie energii daje przy z < Zb

v2 = vo2+ 2g (zB— 2),
co dowodzi, ze predkos¢ sie zwieksza, a punkt materialny od-
dala sie na zawsze od potozenia roOwnowagi przy dowolnie
matej wartosci vo.

To samo zachodzi w potozeniu C, gdzie linia toru ma punkt
przegiecia o stycznej poziomej, przy udzieleniu punktowi ma-
terialnemu prejdkosci vo w kierunku na prawo, gdzie tor sie
obniza. Na koniec punkt D lezgcy na poziomej prostej czesci
toru jest widocznie potozeniem rownowagi obojetnej, albo-
wiem po przesunieciu punktu materialnego na prawo lub lewo
znajdzie sie znowu w potozeniu réwnowagi.
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Nalezy pamieta¢, ze w wywodach powyzszych wylgczy-
liSmy tarcie. Ot6z nie trudno zauwazyé, ze istnienie tarcia
Wywotatoby we wszystkich czterech przypadkach, biorgc $ci-
Sle, ten sam rodzaj réwnowagi, tj. rownowage statg. Albowiem-
dzieki tarciu (o statym wspotczynniku ju) punkt materialny,
wytrgcony z ktéregokolwiek potozenia rbwnowagi przy dosta-
tecznie matej predkosci poczatkowej v0O, musi sie zatrzymac
w niewielkiej odlegtosci od potozenia r6wnowagi. Mimo to
stosujemy zwykle kryteria statosci rownowagi z pominieciem
tarcia takze w zagadnieniach mechaniki technicznej, ponie-
waz dziatanie tarcia zawodzi, jak uczy doswiadczenie przy
wstrzgsnieniach, ktére pobudzajg do drgan sprezystych kazde
cialo stale ograniczajgce swobode ruchu rozpatrywanego pun-
ktu materialnego.

Wypada jeszcze zaznaczy¢, ze w polu sity ciezkosci, uwa-
zanym za jednorodne, mozna kryterium statecznosci wyrazic¢
twierdzeniem sformutowanym przez Torrjcellego o dwa wieki
wczesniej zanim Minding i Dirichlet podali twierdzenie ogoél-
niejsze powyzej przytoczone. Twierdzenie Torricellego w od-
niesieniu do punktu materialnego brzmi:

Punkt materialny jest tylko wtedy w row-
nowadze statej, gdy zajmuje potozenie mo-
zliwie najnizsze.

To twierdzenie jest zresztg tylko wnioskiem z zasady Tor-
ricellego wypowiedzianej przezen dla ukiadéw materialnych,
o ktoérych bedzie dalej mowa.
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Rozdziat V

KINETYKA WZGLEDNA PUNKTU MATERIALNEGO
66. Sita bezwzgledna i wzgledna

Rozpatrujgc w rozdziatach poprzednich ruchy punktu ma-
terialnego, przyjmowali$my milczgco, ze odnosimy je do ukfa-
du bezwzglednego, czyli galileuszowego (bezwladnosciowego).
Wiemy jednak, ze i ziemia nasza bedaca naturalnym ukifadem
odniesienia mechaniki technicznej nie jest uktadem bezwtad-
nosciowym, lecz posiada wzgledem takiego uktadu znane przy-
Spieszenie ruchu postepowego i predkos¢ katowg obrotu. Tylko
dzieki temu, ze przysSpieszenie ruchu postepowego ziemi jest

nadzwyczaj mate wobec przys$pieszenia ciezkosci g na jej po-
wierzchni, gdyz wynosi $rednio 0,596 cm/sek2, podczas gdy
g = 981 cm/sek2, mozna uwaza¢ ruch postepowy ziemi za
jednostajny z predkoscig 29846 m/sek. Ale wptywu obrotu
ziemi, odbywajacego sie z predkoscig katowg m = 0,0000729
sek-1 juz czesto pomija¢ nie mozna, gdyz powoduje on na

powierzchni ziemi przy$pieszenie unoszenia p, = r o2, gdzie
r jest promieniem réwnoleznika, a wiec np. na réwniku, gdzie
r staje sie réwne 6378 km = 6378000 m jest pu =,

= 0,0339 m/sek2 = 3,39 cm/sek2 Zanim zbadamy doktadniej
skutki tego przy$pieszenia, rozpatrzmy sprawe ogoélnie.

W tym celu przyjmiemy, ze dany swobodny punkt mate-
rialny otrzymat w ukladzie bezwzglednym (galileuszowym)

przyspieszenie pb, ktére nazwiemy bezwzglednym. To dowodzi,
w mys$l prawa podstawowego, ze dziata nan sita mPb =

== ~Fb, ktérg nazywamy sila bezwzgledng (taka jest np. grawi-
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tacja). Ot6z w uktadzie wzglednym, (jak np. ziemia) tj. takim,
ktérego ruch w uktadzie galileuszowym cechuje w ogole
Przyspieszenie przesuniecia i predkos¢ katowa obrotu, przed-
stawia sie ten sam ruch punktu materialnegoi jak uczy kine-
matyka, inaczej. Jego przy$pieszeniem wzgledem tego ukiadu

jest pw rozne od pb, a wiiec przedstawia sie tak, jakby na

punkt materialny dziatata inna sita Pw — mpw, zwana silg
Wzgledng. Zwigzek miedzy obu sitami znajdziemy ze zwigzku
miedzy przyspieszeniami wyprowadzonego w kinematyce

(8 35), tj.
->
Pw == Pu Pc

gdzie puoznacza przys$pieszenie unoszenia (827), apc= 2vwX @
przys$pieszenie Coriolisa, rowne podwdjnemu iloczynowi wekto-

rowemu predkosci wzglednej vwi predkosci katowej obrotu

uktadu o Pomnozywszy obustronnie przez mase m punktu ma-
terialnego, otrzymamy

Pw — Pb — inPu— mpc, albo
Pw ==Pb + (— rnpy + (— m~po. [249]

Wektor m p, — P, nazywamy sita unoszenia, zas m pc — Pc sitg
Coriolisa. Réwnanie za$ [249] wyraza:

Sita wzgledna jest wypadkowag z sity
bezwzglednej, przeciwnie wzietej sity uno-
szenia i przeciwnie wzietej sity Coriolisa*

Wprowadzenie sity wzglednej ujetej wzorem [249] pozwa-
la zagadnienia ruchu i rownowagi punktu materialnego w ukta-

*) W mys$l praw podstawowych Newtona nadajemy zwykle tylko sile

bezwzglednej ceche sity rzeczywistej, uwazajac Pw< Pu i Pr za sily po-
zorne. To rozréznienie nie ma jednakze znaczenia praktycznego, a nadto
stracito duzo ze znaczenia filozoficznego, wskutek powstania mechaniki
relatywistycznej obchodzgcej sie bez pojecia sity.
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dzie wzglednym traktowaé tak samo, jak w uktadzie bez-
wzglednym.

Przypadek réwnowagi wzglagdnej zachodzi gdy vw= 0.
Wtedy sita Coriolisa znika, a pozostaje tylko sita unoszenia,
a wiec:

W przypadku réwnowagi wzglednej pun-
ktu materialnego jest sita wzgledna wypad-
kowag z sity bezwzglednej i przeciwnie wzie-
tej sity unoszenia.

67. Pole ciezkosci wzglednej

Obserwowany w miejscu dowolnym M powierzchni ziemi
(rys. 87) ciezar ciat nie jest sitg bezwzglieidnai, okreslong newto-
nowskim prawem powszech-
nego cigzenia, albowiem we-
diug tego prawa kierunek
sily przyciagania ziemi, uwa-
zanej w przyblizeniu za kule,
przechodzi przez jej Srodek
O, tymczasem jak wykazujag
pomiary geodezyjne, kieru-
nek ciezkosci wskazany pio-
nem zbacza w ogoéle od pro-
mienia ziemi MO ku réwni-
kowi AA'i to znacznie wiecej
nizby odpowiadato odchyle-
niu rzeczywistego ksztattu ziemi od kulistosci. Zboczenie to
tlumaczy sie w czesci przewazajgcej obrotem ziemi w ukladzie
bezwzglednym okreslonym ukfadem gwiazd ,stalych". Czas
trwania jednego obrotu wynosi 24.60.60 = 86400 sek czasu
gwiazdowego, czyli 86164 sek czasu Sredniego stonecznego,

N

Rys. 87.

2n
co odpowiada predkosci kgitowej obrotu ziemi ® = gg”gj" -~

= 0,0000729 sek'l. PrzysSpieszeniem unoszenia jest przyspie-
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szenie dosrodkowe — Q<& przy czym wektor g— CM przed-
stawia promien réwnoleznika punktu M. Przeciwnie wzieta

sita unoszenia nm>a>2 jest zatem skierowana od srodka rowno-
leznika i przedstawia sie wektorem tym samym, co sita odsrod-
kowa okres$lona w § 61, wywotana ruchem punktu materialne-
go po danym torze o promieniu q z predkoscig v — qca Z tego
powodu stosuje sie w ogole nazwe s/7a odsrodkowa takze do
okres$lenia przeciwnie wzietej sity unoszenia, wywotanej pred-
koscig katowa ukladu wzglednego. Mamy wiec tutaj do czy-
nienia z drugim znaczeniem wyrazenia ,sita odsrodkowa", od-
miennym od stosowanego w § 61. Obserwowana ciezkos¢

Wzgledna m g jest przeto wypadkowag z przyciggania mp (cie-

zkosci bezwzglednej) i sity odsrodkowej mgq a2 Oznaczmy
przez @ szeroko$¢ geograficzng punktu M, tj. kat, jaki kierunek
ciezkosci wzglednej wskazany pionem tworzy z plaszczyzng
rownika, a przez a kat odchylenia tego kierunku od promienia

= -u
OM; rzutujgc wektory z rbwnania mg = mp + mg ® na kie-

runek pionu i don prostopadly, znajdziemy

m p c'os a= mg + ' mgco2 cosep [250]
mp sina = mgw2sin @
Z rownah tych mozna obliczy¢ kat odchylenia a i przy$Spiesze-
nie ciezkosci wzglednej dla kazdego potozenia punktu M, gdy
znamy przycigganie ziemi. Kagt a staje sie widocznie zerem
dla 9— 0, czyli na rowniku i dla g= 0, tj. na biegunach, gdzie
nadto, jak poucza réwnanie pierwsze, jest g — p.

Uwazajac w pierwszym przyblizeniu ziemie za kulei o pro-
mieniu R = 6378 km, znajdujemy Ra~-= 3,39 cm/sek , co wy-
nosi okoto 1/289 wartosSci przyspieszenia bezwzglednego
p = 982 cm/sek2 Kat a jest zatem tak maly, iz bez wielkiego
btedu mozna w réwnaniu pierwszym podstawi¢ 1 zamiast cos a



i R cos @ zamiast o — R cos {p — a). Po tych uproszczeniach
otrzymujemy

I COS2 <p\ [ ( coscp \ j .

* = p1- (289 1 = pil* rir | t251]
Podobnie wynika z drugiego rownania [250]

sina = — N sSinp COScp = [2521

Réwnanie [251] wyraza, ze ciezko$¢ wzgledna na powierz-
chni ziemi maleje od biegunéw ku réwnikowii gdzie staje sie
0 1/289 mniejsza niz na biegunach; za$ réwnanie [252] wska-
zuje,ze odchylenie ciezkosci wzglednej od kierunku odpo-
wiedniego promienia ziemi osigga najwiekszga warto$¢ w sze-
rokosci geograficznej = 45°. Wtedy sina = 1/578.

Pole ciezkosci wzglednej jest polem potencjalnym, albo-
wiem tak przycigganie, jak i sita odsrodkowa majg potencjat.

W § 53 obliczyliSmy juz potencjat przyciggania ziemi:
M-C i" L
1 r

gdzie C oznacza stalg grawitacji, M mase ziemi, a r odlegto$¢ punktu ma-
terialnego o masie m od S$rodka ziemi uwazanej za kule. Potencjal sity
odsrodkowej m qu>2 okresli wedtug § 53 wyrazenie:

U, = - mige- . ' [253]

Potencjatem ciezkosci wzglednej bedzie zatem nastepujgca funkcja
ri<

G — — om2Q2.

To wyrazenie mozna jeszcze napisa¢ w innej postaci, zwazywszy, ze

sita przyciggania na powierzchni ziemi

mp = C MRFZW’ czyli CM = pR2.

A zatem [ J— S N— ~y mow Q
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W zér ten jest wazny dla punktéw lezacych nad powierzchnig ziemi w od-
leglosci r ~ R od jej $rodka i odlegtosci g od jej osi obrotu dziennego.

Sita Coriolisa, jako zalezna od predkosci wzglednej, nie ma
Potencjatu, wobec czego zasada zachowania energii (mecha-
nicznej) nie stosuje sie $cisle do ruchu punktu materialnego
w polu ciezkosci wzglednej. Atoli z powodu bardzo malej
"wartosci co mozna najczesciej poming¢ site Coriolisa wobec sity
ciezkosci wzglednej z wyjatkiem przypadkéw, w ktdrych badz
to wskutek wielkiej predkosci wzglednej vw( badz tez z powo-
du znacznej diugosci drogi punktu materialnego, staje sie
"wplyw sity Coriolisa dostrzegalnym. Najwazniejszymi zagad-
nieniami, w ktoérych takie przypadki zachodza, zajmiemy sie
'w dalszym ciagu. Na razie przyjmiemy w przyblizeniu, ze
site Coriolisa mozna poming¢, a ziemie uwazaé za uktad bez-
wtadnosciowy (galileuszowy). Précz tego mozna oczywiscie,
dzieki rozmiarom ziemi( uwaza¢ z wielkim przyblizeniem pole
ciezkosci w obrebie niewielkiej przestrzeni za pole jednorodne
okreslone warto$cia g, ktéra u nas wynosi okragto 981 cm/sek2

68. Réwnowaga wzgledna ciezkiego punktu materialnego
w ukladzie poruszajacym sie wzgledem ziemi

Takim uktadem jest np. klatka dzwigu, w6z kolejowy,
okret, samolot itp. Rozpatrzmy najwazniejsze przypadki szcze-
gélne:

a) Uktad posiada ruch postepowy po li-
nii pionowej z przysSpieszeniem p« Wtedy ciei-
zar punktu materialnego Q = mg i sita unoszenia daja site
wzgledng Pw= Q * mpu, przy czym wszystkie symbole ozna-
czajg liczby bezwzgledne, a znak + lub — stosuje sie do tego,
czy przysSpieszenie unoszenia jest skierowane do gory czy
w dot. Cztowiek znajdujgcy sie w takim uktadzie wzglednym
nie odczuwa ciezaru bezwzglednego swego ciata, lecz site)
wzgledng Pw. Przy wznoszeniu sie dZzwigiem doznajemy prze-
to zrazu wrazenie zwiekszonego ciezaru, ktore znika w miare
jak ruch staje sie jednostajny, kiedy za$ dZzwig zwalnia swa
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predkos¢ przed zatrzymaniem, to odczuwamy pozorne zmniej-
szenie sie ciezaru. Gdyby przy$pieszenie puw stadium za-
trzymywania dzwigu osiggneto wartos¢ wiekszg od g, to sita
wzgledna bytaby wtedy skierowana do gory, a cztowiek sto-
jacy w klatce uniéstby sie ponad podioge. Mogtoby sieito zda-
rzy¢ przy zbyt gwattownym zahamowaniu jazdy w gorei.

b. Uktad posiada ruch postepowy pozio-

my z przysSpieszeniem pu. Takimukladem jest np.
w6z kolejowy (rys. 88), jadacy natorze prostym poziomym.
S JS =
Sita wzgledna Pw — Q — rnPuodchyla sieod kierunku pio-
nowego o kat a okreslony row-
naniem tg a= pjg. Pion zawie-
szony w wozie bedzie przy
tym odchyleniu w roéwno-
wadze wzglednej, albowiem
wtedy sita wzgledna znosi
sie z napieciem nici. Po-
dobnie bedg w réwnowadze
wzglednej punkty materialne,
spoczywajgce na gtadkiej
ptaszczyznie AB, nachylonej
do kierunku ruchu pod katem a. W odniesieniu do kierunku
predkosci wozu zajdzie odchylenie a wstecz lub naprzéd, zalez-

Rys. 88.

nie od tego, czy kierunek przys$pieszenia pujest zgodny z kie-
runkiem predkosci, czy tez nie. Przy ruszaniu z miejsca odchy-
la sie zatem pion wstecz, w miare jak ruch staje sie jednostaj-
ny — odchylenie znika, a przy zwalnianiu jazdy wystepuje
odchylenie w przod.

c. Uktad obraca siei jednostajnie okoto
osi pionowej z predkoscig kagtowag o Tak za-
chowuje sie np. wéz kolejowy, jadacy jednostajnie po tuku
poziomym. Jezeli oznaczymy przez v0 wartos¢ predkosci
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srodka wozu S (rys. 89), a przez r wielkos¢ promienia luku,
po ktérym ten Srodek sie poruszai to predko$é¢ katowa wozu
0= vjr. Sitg unoszenia dla punktu materialnego m jest tutaj
sita dosrodkowa m qo®, przy
czym g oznacza promien punktu
Sita wzgledna jest wypadko-
wa ciezaru mg i ,sity odsrod-
kowej", a wiec odchyla sie od
kierunku pionowego na ze-
wnatrz o kat a okre$lany row-
naniem

tga = : [2551

Przy takim odchyleniu bedzie pion zawieszony w wozie
w potozeniu rownowagi wzglednej. Zarazem widzimy, ze od-

chylenie a nie jest stale, jak w przypadku poprzednim, lecz

rosnie wraz z promieniem q. Wartos¢ kata a nie zmienia sie
tylko dla punktow lezgcych na tej samej linii pionowej.

Obliczmy jeszcze potencjatl sity wzglednej obrawszy os obrotu za os z
prostokgtnego uktadu wspotrzednych. W 8 67 znalezliSmy dla potencjatu
sity odsrodkowej wyrazenie — A m g2 . (p2; wiemy za$, ze potencjat sity
wzglednej

U—— % mqg2co2 + mgz , [256]

Dzielagc przez m znajdujemy réwnanie powierzchni potencjalnych
w postaci
c02gq2 — 29z = const.

przy czym q2 = x2 + y2.

9
Jest to réwnanie paraboloid obrotowych o wspdlnym parametrze p =-—
co2

i wspolnej osi lezacej na osi Z i skierowanej w goére (rys. 89).

d. Uktad obraca sie jednostajnie okolo 0si pozio-
m ej. Obierzmy o$ obrotu (rys. 90) prostopadits do ptaszczyzny rysunku
w punkcie O za 0$ Z uktadu prostokatnego o poziomej osi Y, a pionowej Z(
wowczas potencjat sity odsrodkowej

Ut — — A mo2g92 — — A m(y2 + z2)w2 . [257]
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A zatem potencjat sity wzglednej zlozonej z sity ciezkosci i sily odsrod-
kowej: U=mz—'AmaR2y2+ z2 253
Stad réwnanie powierzchni potencjalnych:'

2
y2 + 22 9 z = const.
ar

albo
y2 + const. [259

co wyraza, ze powierzchnie po-
tencjalne sg walcami obrotowymi
0 wspdlnej osi poziomej lezacej

g )
w wysokosci h — —— na* 0SS
oI

obrotu uktadu.
Ten sam wynik fatwo otrzy-
mac¢ z podobienstwa trojkagtéw ABm

Rys. 90. 1 COm dajacego proporcje
mg \m qoj2 — CO a .
z ktérej wynika CO = _-. = const. Znaczy to, ze kierunek sity wzglednej
ar

w plaszczyznie rysunku przechodzi przez punkt staly G, ze przeto okrag
o $rodku C jest $ladem powierzchni potencjalnej na ptaszczyznie rysunku.

69. Roéwnowaga wzgledna ciezkiego punktu materialnego
na krzywej obracajgcej sie jednostajnie okoto osi pionowej

Niech dana krzywa lezy w plaszczyznie przechodzacej
przez o$ obrotu ZZ' (rys. 91). Wtedy punkt m zmuszony do po-
zostawania na tej krzywej bedzie w rownowadze wzglednej,
jezeli wypadkowa ciezaru m, i sity odsrodkowej » o oj2 jest
normalna do krzywej, czyli gdy

mga)Z r= t{ga-= -elil-j

mg
przy czym h oznacza dlugos$¢ podnormalnej krzywej na osi Z
Z rownania powyzszego wynika jako warunek réwnowagi
wzglednej

h= 9 [2601
ar

co wystarcza do znalezienia potozenia rOwnowagi.



Azeby teraz zbadac¢ statos¢ réwnowagi w potozeniu zna-
lezionym m poprowadzmy przez punkt m parabole AN o pa-
rametrze g/co2 Parabola ta jest oczywiscie Sladem powierzchni
potencjalnej na ptaszczyznie ry-
sunku. Poniewaz podnormalng pa-
raboli jest rébwniez h, wiec obie
krzywe stykajg sie w punkcie m.

W punktach lezacych po stronie

wklestej paraboli jest potencjat

sity wzglednej wyzszy, a po stro-

nie wypuktej nizszy od potencjatu

na samej paraboli. Rozpatrywane

na danej krzywej potozenie row-

nowagi bedzie przeto potozeniem

rownowagi statej, jezeli parabola

obejmuje krzywa; jezeli za$ krzy-

wa przecina parobole w punkcie pPys gij,
m, albo lezy cala po stronie wy-

puktej, to punkt materialny znajduje sie w réwnowadze nie-
statej.

Przypadek réwnowagi statej zajdzie np. gdy krzywa dana
A'N' jest okregiem o srodku C, lezgcym na osi obrotu. Oznacz-
my przez r promien tego okregu, wéwczas h = r cos a, a poto-
zenie rownowagi okresla rownanianie

r cosa = 64_ ' [261]

Poniewaz dla wartosci kata a lezacych miedzy 0 a n/2 jest
cosa < 1, wiec aby dla takiego kata istniato potozenie réwno-

wagi, musi by¢r > _O%IZ__. Najnizszy punkt okregu A jest wow-

czas potozeniem réwnowagi niestatej (chwiejnej) i to jedynym
przy danej predkosci katowej m

Przyktadu rownowagi niestatej dostarczy nadto punkt ma-
terialny zmuszony do pozostawania na prostej A"N"-, w réwno-
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wadze obojetnej bedzie punkt materialny na paraboli AN
0 parametrze

Wyniki te majg wazne zastosowanie w teorii regulatorow
odsrodkowych.

Przyktad 1. W polu ciezkosci uwazanym zajednorodne porusza
sie punkt materialny potgczony niciag doskonale gietka i nierozciggliwg
o dtugosci | z punktem statym. Jakiej najmniejszej predkosci poczatkowej c
nalezy udzieli¢ temu punktowi z potozenia jego réwnowagi, aby opisat
caly okrgg kota o promieniu Z? Jaki bedzie przebieg ruchu, gdy predkos¢
poczatkowa jest mniejsza od obliczonej z warunku powyzszego?

Przyktad 2. Po okregu kota o promieniu a, ktérego plaszczyzna
jest nachylona dopoziomu pod katem a, porusza sie bez tarcia punkt ma-
terialny wazki, ktéremu w potozeniu najnizszym udzielono predkosci po-
czatkowej c. Zbada¢ warunki osiggniecia przez punkt materialny najwyz-
szego punktu toru i wyznaczy¢é w kazdym miejscu reakcje toru.

Przyktad 3. Punkt materialny jest zmuszony do pozostawania na
powierzchni sferoidy obracajacej sie jednostajnie okoto osi symetrii obro-
towej ustawionej pionowo w polu jednorodnym ciezkosci. Znalez¢ potoze-
nie réwnowagi wzglednej punktu materialnego i zbada¢ jej rodzaj.

Przyktad 4. Jaka predkosc
koncowg uzyskatby punkt ma-
terialny, spadajacy swobodnie
na ziemie z bardzo wielkiej
wysokosci, gdyby nie byto
oporu powietrza?  (Promien
ziemi uwazanej za kule = 6370
km).

Przyktad 5. Naczynie pét-

kuliste o promieniu R — 120 cm

(rys. 92) wiruje okoto piono-

wej osi symetrii z predkoScia

katowa <y. Jak wielkie musi by¢ co, aby zachodzita réwnowaga wzgledna

punktu materialnego, znajdujgcego sie wewnatrz naczynia nie tylko
w punkcie najnizszym, je$li pominiemy tarcie?
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Odpowiedz. W potozeniu réwnowagi musi wypadkowa z ciezaru mg
i sily odsrodkowej m g <2 (gdzie g jest odlegtosciag od osi obrotu) mieé
kierunek promienia R kuli. Miejscem takich potozen jest réwnoleznik MM',

odlegly o z = OK od $rodka kuli. Z podobienstwa trojkgtow M AR

i MOK wynika
mgco2 mm8 — Q -2,
a stad
8
2 ~ gl

Azeby obliczona warto$¢ z odpowiadata warunkom zadania musi by¢ oczy-

g
wiscie <R, czyli
co-

981
m > I~ =|/-— = 2,859 sek-i

. ©
n= —-—-— = 27,3 obr/min.
n
A wiec przy liczbie obrotéw na minute n > 27,3 moze zaj$¢ réwnowaga
wzgledna punktu materialnego na réwnolezniku potozonym w odlegtosci

8
z — —5 ponizej $rodka kuli. Réwnowaga ta jest stateczna, albowiem jak
ar

tatwo sie przekonaé, kazde male przesuniecie z potozenia okre$lonego war-

. 8 . . . .

toscig z = — — w goére lub w dét wywotuje skladowa styczng reakcji
co2

Sciany skierowanag ku potozeniu réwnowagi i rosnacg wraz z wielko$cia

przesuniecia, natomiast jeszcze jedno oczywiste potozenie ré6wnowagi w naj-
nizszym punkcie kuli odpowiada réwnowadze niestatecznej, kazde bowiem
mate przesuniecie powoduje skladowa reakcji skierowang od potozenia

Téwnowagi.
g
W przypadku gdy —— > R, to punkt najnizszy kuli jest jedynym po-
d-

tozeniem réwnowagi punktu materialnego i to potozeniem réwnowagi

statecznej.

70. Spadanie swobodne punktu materialnego z uwzglednie-
niem obrotu ziemi i oporu powietrza

Przyjawszy, ze droga punktu materialnego, spadajgcego
bez predkosci poczatkowej, nie przewyzsza kilkuset metréw,
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mozemy linie sity ciezkosci wzglednej uwazac¢ z przyblizeniem
dostatecznym za prostai wyznaczonag pionem danego miejsca
nad powierzchnig ziemi, oraz poming¢ zmiane wraz z wyso-
koscig ponad powierzchnig ziemi, warto$ci przy$pieszenia cie-
zkosci wzglednej g. Za to nalezy uwzgledni¢ wplyw sity Co-
riolisa, ktéra zakrzywi nieco tor ciala spadajgcego (wptyw
oporu powietrza uwzglednimy osobno). Z powodu matej war-
tosci tej sity w poréwnaniu do ciezkosci wzglednejr mozemy
sie spodziewaé tylko nieznacznych odchylen od ruchu prosto-
liniowego jednostajnie przyspieszonego, okreslonego rowna-
niem
z—y2gp,

jezeli 0$ Zuktadu wspoétrzednych kartezjanskich poprowa-
dzimy odpotozenia poczgtkowego MO (rys. 93) w Kkierun-
ku pionowym, awiec

N w przyblizeniu — ku

Srodkowi ziemi, oSY

w ptaszczyznie potu-

dnika, a zarazem

w plaszczyznie ry-

sunku ku rownikowi,

za$ 0§ X ku wschodo-

- wi (poza ptlaszczy-

zne rysunku). W pier-

wszym przyblizeniu

Rys. 93 mozna wiec przyjaé.

ze predko$é wzgledna Vw jési pionowa © ma warto$é - —

= gt. Wtedy kat miedzy isaf, jest rbwny » — <q jezeli

f> oznacza szerokos$¢ geograficzng, a zatem przysSpieszenie Co-
riolisa ma wartos¢ 2 vwam cos i kierunek prostopadty do pia-

szczyzny rysunku. Odpowiednia sita dodatkowa — Pcma prze-
to kierunek dodatni na osi X wskazujgjcy na wschéd. Wsta-
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wiwszy przyblizong wartos¢ vw— g t, mamy réGwnanie réznicz-
kowe ruchu sktadowego w kierunku osi X:

_dz_z = 2gtomcos,

dt~
a catkujgc je dwukrotnie z uwzglednieniem warunkéw pocza-

tkowych (dla t — 0, _ diJ = 0, X = 0) otrzymamy

x = Tj- g Bw cos 9?, [262]

jako przyblizong warto$¢ teoretyczng zboczenia wschodniego
od pionu przy swobodnym spadaniu ciat ciezkich na ziemie.
To zboczenie, przewidywane juz w r. 1679 przez /. Newtona,
odkryt doswiadczalnie /. Gugliemini w Bolonii w r. 1790, zgo-
dnie z obliczeniem w granicach btedéw pomiaru bardzo tru-
dnego.

Co sie tyczy oporu powietrza, to op6r ten moze byé wtas-
ciwie okreslony tylko dla ciat o wymiarach skonczonych. Wte-
dy zalezy od predkosci ruchu postepowego i postaci geome-
trycznej ciata w sposéb zwykle bardzo zawily. Zastgpienie
ciata punktem materialnym odpowiada tylko przypadkowi naj-
prostszemu symetrii ciala wzgledem pionowego ruchu poste-
powego w powietrzu spokojnym. Biorgc pod uwage tylko ten
przypadek mozemy dla wartosci predkosci v lezacych miedzy
kilku decymetrami a okoto 200 metrami na sekunde przyjgc

op6r R jako wprost przeciwny kierunkowi v i proporCJonaIny
wzgledem v2 czyli napisaé

R —av2.
gdzie a jest wspotczynnikiem statym. Jezeli dodatnie z mie-
rzymy pionowo w doét od miejsca rozpoczecia ruchu bez pred-
kosci poczagtkowej, to rownaniem ruchu (z pominieciem sily
Coriolisa) bedzie

d2z
m mg— av2 [2631

dz
przy czym v = —y. Juz z tego réwnania fatwo odczyta¢ pewna
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wazng ceche spadania w powietrzu lub innym os$rodku (o innej
warto$ci wspoiczynnika oporu a). Gdyby bowiem predkos¢ v,
ktora musi wzrastaé, osiggneta wartos¢ ctakg, ze mg—ac2= 0,
to przys$pieszenie ruchu statoby sie rowne zeru i ruch dal-
szy bytby jednostajny. Stwierdzamy to istotnie na kroplach
deszczu i innych drobnych ciatach spadajacych. Predkos$¢ c na-
zywaja predkoscig graniczng albo asymptotyczng. Jej wartosé

wzrasta z wartoscig stosunku ciezaru punktu materialnego do
wspoiczynnika oporu. Poniewaz wspéiczynnik ten rosnie
z polem przekroju ciala, a wiec z kwadratem jego wymiaréw
liniowych, a ciezar mg z szeScianem tych wymiaréw, przeto
stosunek mg/a jest proporcjonalny wzgledem pierwszej po-
tegi wymiaru liniowego, dlatego tez predkos¢ c cial bardzo
drobnych jest bardzo mala, jak to wida¢ na drobniutkich kro-
pelkach mgly, w przeciwienstwie do duzych kropli deszczu.

RoéOwnanie ruchu [263] mozemy tatwo przedstawi¢ w po-
staci

Mnozac obustronnie przez v dt = dz, otrzymamy

«albo

Calkujac teraz strone lewg w granicach 0 do v ( a prawg odpo-
wiednio w granicach od 0 do z, znajdziemy

-a stad
vV — Cc Vil —s e—*¥* [265]



Z wzoru tego widac¢, ze predkos$¢ spadania ro$nie wraz z droga
spadania z, zblizajgc sie coraz bardziej do wartosci c, ktorg
jednakze osigga dopiero gdy z °°. To ttumaczy nazwe: pre-
dkos¢ asymptotyczna.

Wstawiwszy we wzOr [264] wartosci liczbowe np. ¢ 10 m/sek (pred-
kos¢ duzych kropel deszczu), otrzymamy:

dK c2 e z/»
v= 10]/\—e~zU i _ = T5*— Kk

Dla z = 25 m jest wiec

/ 1\ o c
d

v = ¢ il [_ e"5 = c ( ! - 300 I; z 1500

A zatem spadanie z wysokosci 25 m wywotuje predko$¢ réznigca sie
1
od granicznej tylko o 1/3% i rosnaca dalej zaledwie o czesc na 1 m

ubytku wysokosci.

71. Inne skutki sity Coriolisa

W paragrafie poprzednim rozwazaliSsmy skutek sity Corio-
lisa w ruchu pionowym punktu materialnego w polu ciezkosci
wzglednej nad powierzchnig ziemi. Teraz zbadamy skutek sity
Coriolisa w .ruchach poziomych. W tym celu pomys$imy sobie
w danym miejscu na powierzchni ziemi uktad wspéirzednych
prostokatnych, przy czym osig X jest kierunek styczny do po-
tudnika wskazujgcy ku potudniowi; osig Y pion miejsca skie-
rowany w goére, a osig Z styczna do rownoleznika skierowana
na wschdéd. Wtedy wektor predkosci katowej ziemi o, lezacy
w ptaszczyznie pionowej X Y, tworzy z osig X kat rowny sze-
rokosci geograficznej g@ma wiec skiadowe

Qv @ COS op , oy = — @sSinp, oa@—0.

Dana predkos¢ (wzgledna) pozioma v jako prostopadta do oy

daje poziomag skltadowa sity Coriolisa réwng 2mv oy —
>u

=— 2m v o sin ¢ przeto niezalezng od kierunku v. Tylko

sktadowa pionowa jest zalezna od kierunku v i réwna sie
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2mv cos a mgx, jezeli a oznacza kat nachylenia v do osi Z.
A zatem przeciwnie wzieta sita Coriolisa jest roGwna

2mv msin @

i jest skierowana dla cztowieka patrzacego w kierunku pred-
kosci na prawo. Wskutek tego pocisk wystrzelony poziomo
lub pod matym katem elewacji zbacza nieco na naszej po6tkuli
na prawo. Gdy punkt materialny jest zmuszony do pozostawa-
nia na prostej poziomej, np. wagon kolejowy jadacy po szy-
nach utozonych poziomo, to sita Coriolisa przejawia sie naci-
skiem na prawag szyne toru. Obliczmy jego warto$¢ w szero-
kosci geograficznej @ = 50° dla pociggu pospiesznego, jadar
cego z predkoscig 30 m/,sek czyli 108 km/godz. Odpowiednie
przyspieszenie Coriolisa jest rowne

2«30 +0,000073 «0.766 = 0,00336 m/sek2

Poniewaz przy$pieszenie ciezkosci g — 9,81 m/sek2, wiec-
nacisk na prawa szyne spowodowany obrotem ziemi w stosunku

1
do ciezaru rowna sie 0,00336:9,81 = ----—- , & wiec jest on
3000

tak maly, ze wobec sil poziomych wywotanych innymi przy-
czynami nie gra roli w praktyce.

72. Wahadto Foucaulta

Tak nazywamy wahadio zawieszone w ten sposéb, aby
mogto wykonywac¢ wahnienia proste w kazdej ptaszczyznie
pionowej przechodzacej przez staly punkt zawieszenia. Wyo-
brazmy sobie takie wahadio zawieszone nad biegunem pdtnoi
cnym ziemi w punkcie lezgcym na jej osi obrotu. Jezeli je
odchylimy z potozenia rownowagi i puscimy swobodnie bez
predkosci poczatkowej, to ptaszczyzna jego wahnienia nie
zmieni kierunku w ukiladzie bezwzglednym, bo nie ma sity
bezwzglednej o skiadowe] prostopadtej do tej ptaszczyzny.
Jednakze pod punktem zawieszenia ziemia obraca sie z pre-
dkoscig katowa @i dokonywa jednego peinego obrotu w ukta-
dzie bezwzglednym (bezwtadnosciowym) w 24 godzinach cza-
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su gwiazdowego rownych 86164 sek czasu Sredniego stonecz-

nego. Dla obserwatora stojgcego na ziemi sprawa sie przedsta-

wia tak, jak gdyby ziemia byta w spoczynku, a ptaszczyzna

wahania obracala sie jednostajnie z predkoscig katowg licz-

bowo réowng[ a wprost przeciwng @ — 0,000073 sek \ Ten

sam wynik musimy oczywiscie otrzymac traktujgc zjawisko

jako zagadnienie ruchu wzglednego i wprowadzajgc obok

ciezkosci wzglednej, lezagcej w ptaszczyznie wahadta jeszcze

site dodatkowg, okreslong przysSpieszeniem Coriolisa. Tutaj

wchodzi w gre tylko pozioma skiadowa tego przy$pieszenia,

ktora jak wiadomo, jest prostopadtg do predkosci punktu ma-

terialnego i do o Ta skladowa zas jest rowna 2Vwosin g a wiec

na biegunie (= 90°) ma wartos¢ 2vwmo. Odpowiednia sktadowa

sity Coriolisa (wzietej przeciwnie) powoduje, ze rzut poziomy

pierwszego pot - wahnienia na powierzchnie ziemi nie tworzy

prostej A B (rys. 94), lecz krzywa /i Bt odchylong na prawo;

ze nastepnie drugie polwahnienie

daje takg samg krzywg BtCx i t. d. B g,

W okresach wahnien kolejnych

obraca sie niejako ptaszczyzna wah-

nienia o rowne katy, a predkos¢ ka-

towa tego obrotu jest co do wartosci

liczbowej réwna predkosci obrotu

ziemi, lecz skierowana odwrotnie

(od wschodu na zachdéd). W innych

szerokosciach geograficznych rézni

sie zjawisko jedynie wartoscia licz-

bowg poziomej skladowe] przyspie-

szenia Coriolisa, tak ze zamiast 2 vwo

mamy 2 vwmosin cp. Stad wniosek, ze

zamiast predkosci kagtowej obrotu ptaszczyzny wahnienia

o wartosci m, otrzymamy w innych miejscach ziemi predkos¢

katowa osin cp, gdyz sktadowa sity Coriolisa wywotujaca obrot

zmniejszyta sie w stosunku singj ; 1. Na réwniku, gdzie siny? — 0

nie ma obrotu ptaszczyzny wahnienia wahadta Foucaulta.
Ten wazny wynik, ze ptaszczyzna wahnieh wahadta o dwu

stopniach swobody obraca sie w kierunku przeciwnym osio-
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wemu obrotowi ziemi z predkoscig katowa to sin qi jezeli &
jest wartoscig predkosci katowej ziemi, stwierdzit Foucault
doswiadczeniami w kopule Panteonu Paryskiego w r. 1852,
uwazajgc go stusznie za jeden z najoczywistszych dowodoéw
obrotu ziemi w bezwiadnosciowym uktadzie odniesienia. Taki
sam wynik dostarcza wprawdzie i zboczenie wschodnie ciata
swobodnie spadajgcego na ziemie, ale doSwiadczenie Foucaulta
jest bez poréwnania tatwiejsze i mozliwe do wykonania w kaz-
dej sali wyktadowej.
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Rozdziat VI

KINETYKA UKLADOW MATERIALNYCH
73. Zasada ruchu srodka masy

Wezmy pod uwage np. ruch komety jako roju czgstek po-
ruszajgcych siei w prézni pod dziataniem sit cigzenia powszech-
nego. Sily te sg przede wszystkim okreslone przycigganiem
Przez stonce i dla komety calej stanowig giéwne sity zewne-
trzne. Procz tego dziatajg miedzy czasteczkami oddzielnymi
réwniez sily ciazenia; te jednak stanowig sity wewnetrzne.
Kazda z czgstek komety m (i= I, 2, 3, .... n) porusza sie

zatem pod wplywem wypadkowej z sity zewnetrznej Pi i sit
Wewnetrznych Qk, gdzie wskaznik k oznacza réwniez jedng

z wartosci 1, 2, 3, ... n, wyjawszy oczywiscie i. Qk przedsta-
wia site, z jakg czastka mk dziata na czajstke, in. Site dziatania

wzajemnego mi na mk oznaczamy przez Qkr Zadna z czastek
tego uktadu nie jest w swobodzie swojej ograniczona warun-
kami niezaleznymi od wymienionych sit.

Tego rodzaju ukfad materialny nazywamy swobodnym.
Innego przykitadu dostarcza samolot unoszacy sie w powietrzu.
Tutaj sitami zewnetrznymi sa: sita ciezkosci i napory otacza-
jacego powietrza, sitami zas§ wewnetrznymi sg sity dzialajgce
miedzy silnikiem a $migtem, oraz sity miedzyczgsteczkowe,
okreslone sprezystosciag i wytrzymatoscig materiatéw konstruk-
cyjnych samolotu. Sity te utrzymujag w réwnowadze wzglednej
czesci sktadowe kadtuba i skrzydet, ktére zarazem zapewniaja
catosci pozadany stopien sztywnosci.
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Podobnie uktadem swobodnym jest pocisk armatni, kiedy
opusci lufe, a nawet kiedy wybuchajgc rozpada sige, na rgj
odtamkow.

Natomiast wszelkie poruszajgce sie czesci maszyn sg z re-
gutly uktadami materialnymi nieswobodnymi, albowiem liczne
ich czgstki sg niezaleznie od dziatania sit zewnetrznych zmu-
szone do poruszania sie po okreslonych liniach lub powierz-
chniach.

Rozpatrujac wytgcznie uktady swobodne, widzimy, ze w naj-
ogo6lniejszym znaczeniu takie uktady mozna zawsze pojmowac
jako ukiady n punktow materialnych m; (i.= 1,2, 3, .... n),
z ktérych kazdy porusza sie pod dziataniem sity zewnetrznej

P, oraz sit wewnetrznych </, (k = 1,2, 3, .. .. n). Rébwnanie
ruchu takiego punktu ma tedy postac:
d2r ->
ANr= P2 Qk

Dodajmy geometrycznie réwnania ruchu wszystkich pun-
ktow materialnych uktadu, a otrzymamy:

m,

m _
sm, " 2P+ 22 Ok

Ale jak wiadomo jest 2 2 Qk = 0, gdyz sity wewne-
ik
trzne czynig zado$¢ roOwnaniu + @ — 0, ardéwnanie
-V
MrO= 2 miri
I
okre$lajace promien wektor r0 srodka masy ukladu materia-
Inego o masie catkowitej M — 2 m, daje po dwukrotnym ro-
[

zniczkowaniu wzgledem czasu

\' d2fi nr 2r°m

f dt* - M ((j)t*

a d-r,

A zatem m e 21P, * [266]



Réwnanie to wyraza ogoélng zasadg ruchu $rodka masy:
Ruch srodka masy uktadu materialnego swo-
bodnego jest niezalezny od jego sit we-
wnetrznych i odbywa sie tak, jakby w nim
byta skupiona cala masa uktadu, a dziataty
nan wszystkie sitly zewnetrzne przeniesione
do tego Srodka.

Z tego wynika, ze gdy np. wyrzucimy pocisk, to jego $ro-
dek masy opisuje parabole (o ile mozna poming¢ opér powie-
trza). Kiedy w pewnym miejscu toru pocisk wybuchnie, to nie-
podobna przewidzie¢, jakie beda ruchy jego odtamkoéwi ale
to jest pewne, ze dopo6ki zaden z nich nie natrafi na przeszko-
de (realizujgca nowa site zewnetrzna), to ich wspéiny Srodek
masy porusza sie dalej po paraboli. Podobnie porusza sie po
krzywej stozkowej masy $rodek komety pod wplywem sity
przyciggania storca.

Réwnanie [266] pozwala zbada¢ stopien Scistosci réwnania Q = Mgz
§ 42 (ciezar ciala jest réwny iloczynowi jego masy przez przy$pieszenie
ciezkosci g w danym miejscu ziemi).

d2 *
Jezeli bowiem r— oznacza przyspieszenie srodka masy ciata, na kté-
dt-
rego czgstki dzialajg sity ciezkosci P; = nit git to 2 P, przedstawia sume
|

wektorowg tych sit, ktéra okresla ciezar ciata. Tylko wiec przy zalozeniu,
ze przyspieszenie wszystkich czgstek ciata mozna uwazaé¢ za stale i réwne

g otrzymujemy réwnanie Z P = Q = Mg. Dla ciata o rozmiarach bardzo
N

wielkich nie sa wektory przy$pieszenn g. SciSle réwné, nie tylko z powodu
nieréwnej odlegtosci czastek od przyciggajacej je ziemi, ale takze z powodu
ré6znych nieco kierunkéw, ktére w ogdle nawet sie nie przecinajg w $rodku
ziemi, chyba ze cialo znajduje sie nad réwnikiem lub jednym z biegundw,
kiedy zachodzi przypadek symetrii. Mimo to jest doktadno$¢ réwnania
przytoczonego z § 42 az nadto wystarczajgca dla cial o wymiarach np.
najwiekszego budynku.

Zasade ruchu srodka masy stosujemy czesto i do ukiadéw
nieswobodnych, ktére mozna zawsze traktowaé jako swobodne
po zastgpieniu warunkOw ograniczajgcych swobodie odpowie-
dnimi reakcjami jako dodatkowymi sitami zewnetrznymi. Taki
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przypadek zachodzi np. w parowozie jadacym po szynach o-
graniczajgcych jego swobode.

W epoce pierwszych usitowan konstrukcji pojazdéw me-
chanicznych znalezli sie powazni inzynierowie, ktérzy inter-
pretujac mylnie zasade ruchu $rodka masy, przepowiadali
wynalazcom, ze takie wozy z miejsca nie ruszg z powodu bra-
ku sii zewnetrznych. Tymczasem sit zewnetrznych dostarcza
tarcie statyczne (sczepne) két. Jakkolwiek bowiem tarcie takie
bywa zwykle sitg bierng, tj. takg, ktéra sama nie wywotuje
ruchu, a tylko pojawia sie jako skiadowa styczna reakcji na
dziatanie sit czynnych, to jednak w tym przypadku np. w pa-
rowozie, gdy sily wewnetrzne nacisku trzonu korbowego na
pare két napedowych powodujg skladowa styczng reakciji
w miejscu stykania sie k6t z szynami, sktadowa ta przybiera
charakter sity czynnej, rozstrzygajgcej o wielkosci sity pocig-
gowej parowozu. Tylko w odniesieniu do samych k&t toczag-
cych sie (bez $lizgania) gra tarcie role sily biernej, gdyz przy
toczeniu sie predkosc¢ tego punktu kota (uwazanego za cialo
sztywne), ktéry dotyka szyny w kazdej chwili ruchu, jest
rbwna zeru.

Zasada ruchu srodka masy uwydatnia dopiero w catej petni
znaczenie kinetyczne srodka masy i wartos¢ praktyczng kine-
tyki punktu materialnego. Mozna jaj jeszcze wyrazi¢ w postaci
nastepujacej:

dd (2'm,T) = 2:P, [267]

czyli stowami:

Predko$s¢ zmiany (tj. pochodna wzgledem czasu)
sumy wektorowej peddow uktadu materialne-
go roOwna siei sumie wektorowej sit zewne-
trznych uktadu.

74. Zasada d’Alemberta

Zagadnienie ruchu uktadu materialnego swobodnego lub
tez nieswobodnego pod wpitywem danych sit dziatajacych na
jego oddzielne punkty materialne, mozna sprawdzi¢ formalnie
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(matematycznie) do zagadnienia réwnowagi tego ukfadu naf
podstawie rozumowania nastepujgcego: jezeli sity dziatajgce

udzielajg punktom materialnym m ukladu przy$pieszen p;,
to kazdy rozpatrywany oddzielnie punkt materialny uktadu
zachowuje sie tak, jak gdyby byit swobodny, a nah dziatata

tylko sita okreslona wektorem m;p,. Wyobrazmy sobie teraz,
ze na punkty materialne uktadu dziatajg oprécz danych sit
rzeczywistych (tak wewnetrznych jak i zewnetrznych) jeszcze

sity pomyslane, okreslone wektorami — m-p;, to sily te znio-
styby oczywiscie dziatanie sit danych i zaden z punktéw ma-
terialnych ukiadu nie otrzymaltby przyspieszenia. Krotko moé-

wigc, sity pomyslane — m, p;zréwnowazytyby sity dane. Takie

sity pomyslane — m, p; nazywamy sitami bezwiadnosci lub
oporami bezwladnosci, a takze sitami d’Alemberta od nazwiska
stynnego matematyka francuskiego z epoki poprzedzajgcej
Wielka Rewolucje, ktéry je wprowadzit do dynamiki.

Wynik rozumowania powyzszego wyraza zwiezle zdanie:

Sity rzeczywiste dziatajace na punkty
dowolnego wuktadu materialnego bedgcego
w ruchu réwnowazag sie w kazdej chili z si-
tami d Alemberta tego uktadu.

To nader wazne twierdzenie ogdllne nosi nazwe zasady
d’Alemberta. Jej zastosowanie przy rozwigzywaniu zagadnien
kinetycznych przedstawia w ogole korzysci polegajgce na
wyzyskaniu znanych ze statyki rownan réwnowagi. Korzysci
te wychodzg na jaw zwilaszcza w przypadkach, gdy same sily
wewnetrzne uktadu nawzajem sie znoszg. Tak jest przede
wszystkim w ciatach sztywnych i w uktadach ztozonych z ciat
sztywnych, potaczonych przegubami itp. Wowczas mozemy
zupetnie poming¢ sity wewnetrzne i napisa¢ tylko warunki

rownowagi sit zewnetrznych P, wraz z pomys$lanymi sitami
d’Alemberta. Do zewnetrznych nalezy przy tym zaliczy¢

1 215



i reakcje wywotane ograniczeniem swobody badanego uktadu
przez inne uktady. Takie wtasnie przypadki miat d’Alembert
na uwadze przy formutowaniu swego twierdzenia.

75. Ruch ogolny ciala sztywnego swobodnego — Warunki
ruchu postepowego

Niech na cialo dane o masie M dziata uktad sit nie beda-
cych w réwnowadze. Zachodzi pytanie pod jakimi warunkami
bedzie ruch tego ciata ruchem postepowym.

Oznaczmy przez p przy$Spieszenie ruchu postepowego

ciata. Opory bezwtadnosci — rr>,Pi, jako réwnolegte i propor-
cjonalne do mas punktéw materialnych mt, z ktérych to cialo
jest ziozone, majg jak wiadomo ze statyki wypadkowa prze-
chodzacag przez Srodek masy S tego ciata. Ta wypadkowa ro-

wna 2 (— m;p) = — M p stosownie do zasady d' Alemberta
|

musi by¢ w rébwnowadze z sitami dziatajgcymi na cialo, a za-
tem:

Ruch postepowy ciata sztywnego pod wpty-
wem danego uktadu sit zewnetrznych moze
zachodzi¢ tylko wtedy, gdy sity te majag wy-

padkowg R o linii dziatania przechodzacej
przez Srodek masy ciata. Przy$Spieszenie tego ruchu
wynika z rbwnania rbwnowagi

— Mp + R=0
jest wiec okreslone wzorem

"o = RIM. [268]

Warunek znaleziony jest konieczny, ale jak zobaczymy,
w dalszym ciggu nie wystarczajacy. Skoro jednak w chwili
poczatkowej dziatania sit danych ciato byto w spoczynku lub
w ruchu postepowym, to oczywiscie mamy do czynienia z przy-
padkami szczeg6lnymi, w ktérych warunek powyzszy jest za-



razem wystarczajacy. Woéwczas ruch ciata sztywnego jest
zupeinie okre$lony ruchem jego $rodka masy. Zagadnienie
ruchu ciata sztywnego sprowadza sie w tych przypadkach do
zagadnienia ruchu (pomyslanego) punktu materialnego o ma-
sie M rownej masie, skupionej w jego srodku masy S.

W dalszych rozwazaniach jeszcze wybitniej wyjdzie na
jaw znaczenie kinetyczne $rodka masy, chociaz juz teraz wi-
dzimy waznos¢ i znaczenie fizykalne kinetyki punktu material-
nego, ktoérej wyniki stosowalismy juz kilkakrotnie do ruchu
cial o wymiarach skonczonych uprzedzajgc uzasadnienie te-
oretyczne tego postepowania.

Jezeli teraz zapytamy, jaki bedzie ruch ciata sztywnego
pod wptywem sit zewnetrznych P;, ktére przy ich redukcji do
srodka masy ciata S daja w ogéle site R dzialajacg na punkt S

i pare sit o momencie itl, to z zasady ruchu s$rodka masy,
w potgczeniu z okre$leniami kinematyki wynika, ze ruch
ciata bedzie ztozony z ruchu postepowego odbywajacego sie
z predkoscig i przysSpieszeniem Srodka masy, wyznaczonymi

przez samg site R i warunki poczatkowe, oraz z ruchu okoto

srodka masy zaleznego tylko od momentu JTl i warunkow
poczatkowych.

Warunki poczatkowe sg okreslone: 1. polozeniem poczat-
kowym, 2. predkoscig poczatkowg ruchu postepowego,
3. predkoscig poczatkowag obrotu chwilowego okoto osi prze-
chodzacej przez S. Jest rzeczag jasna, ze ruch ztozony ciala
sztywnego swobodnego moze sie odbywac takze w przypadku,

gdy R= 0i Jit = 0, a wiec bez udziatu sit zewnetrznych. Taki
ruch nazywamy bezwiladnosciowym albo inercyjnym. Zajmie-
my sie nim blizej, odpowiadajgc przed tym na pytanie, w jaki
ruch zostanie wprawione swobodne cialo sztywne z jego stanu

spoczynku, gdy na to ciatlo dziata para sit o momencie
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roznym od zera. Zagadnienie to podzielimy na dwie czesci.
W pierwszej przyjmiemy, ze o$ obrotu jest ustalona np. w to-
zyskach. W drugiej bedziemy szuka¢ osi obrotu ciaia sztywne-
go swobodnego, na ktére dziata para sit.

76. Obro6t ciata sztywnego okoto osi statej

Niech A i B (rys. 95) oznaczajag punkty ustalone ciata
sztywnego, ktore wskutek tego moze tylko obracac sie: dokota
osi A B obranej za 0§ A prosto-

katnego uktadu wspotrzednych.

Ptaszczyzna osi Y Z, ztgczonych

niezmiennie z cialem, niech

przechodzi przez $rodek masy

S ciata o wspotrzednych 0, yQ z,.

ABMK Jak wiadomo ze statyki, warun-

[40E kiem koniecznym i wystarczaja-

cym réwnowagi ukfadu sit dzia-

tajacych na takie ciato jest,

aby suma algebraiczna momentéw wszystkich tych sit wzgle-
dem osi obrotu byta réwna zeru. Sume te przedstawiong we-

v
ktorem 5Tt lezacym na osi obrotu, nazywamy momentem ukfadu

sit wzgladem osi obrotu. W przypadku, gdy JIt = 0, to cialo
albo spoczywa, albo tez obraca sie ze statg predkoscia katowg

w; gdy za$ ITt * 0, to sity udzielg cialu przys$pieszenia kato-

wego e ktorego wartos¢ znajdziemy stosujgc zasade d'Alem-
berta. Jej wystowienie przyjmuje w tym przypadku postac:
Jit + suma algebraiczna momentéw oporéw bezwladnosci
wzgledem osi obrotu X = 0.
Napiszemy wiec wyrazenia dla oporow bezwtadnosci i ich
momentow wzgledem X.
Kazda czgstka ciata sztywnego, ktorej masg jest m;, od-
legta od osi obrotu o r; ma, jak wiadomo z kinematyki, przy-
Spieszenie styczne r. s, prostopadie do r; i do osi obrotu, oraz
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przyspieszenie normalne r<o®, takze prostopadle do osi obrotu,
*de majgce kierunek promienia T od punktu mi ku osi obrotu.
Odpowiednie opory bezwtadnosci sg okreslone warto$ciami
liczbowymi:

m, r, e — styczne opory bezwiadnosci,

/j a2 —e sity odsrodkowe,

i majg kierunki przeciwne kierunkowi przyspieszen

Momenty sil odsrodkowych jako przecinajgcych 0o$ mo-
mentu X sg réwne zeru, a tylko momenty stycznych oporow
bezwtadnosci na ramieniach prostopadtych ri dajg sume rézng
od zera

— 2Im;r,2e — — «2 m,r? = — s1

gdzie / oznacza moment bezwiadnosci ciala wzgledem osi
obrotu. Mamy wiec stosownie do zasady d'Alemberta

Jit— e/ = 0, a stad

_ a2 , azarazem ‘e= vy (69
1

dt2 i
jako réwnanie, okreslajgce obrdot okoto osi statej pod wpty-

wem sit 0 momencie JTl wzgledem osi obrotu. A zatem chwi-
lowe przys$Spieszenie katowe e obrotu pod
wptywem momentu iTT sit zewnetrznych ma
zwrot zgodny z tym momentem, a wartos$¢
liczbowag réwng ilorazowi $I przez moment
bezwtadnos$ci ciata / wzgledem osi obrotu.

Widzimy tutaj ufatwiajacg spamietanie wzoru analogie
z rownaniem ruchu punktu materialnego

Zamiast przy$pieszenia p, sity P i masy m mamy teraz odpo-

*) Przypominamy, ze wielkosci Jjj, g wi @ (kat obrotu) trzeba uwaza
za dodatnie lub ujemne, zaleznie od kierunku <zwrotu) wskazanego przez
ich wektory.
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wiednio przys$pieszenie kgtowe e moment JIC i moment bez-
wiadnosci |.

77. Wahadto ,fizyczne"

Wahadtem fizycznym nazywane jest ciato stale, uwazane
za sztywne, obracalne okoto osi statej, zwykle poziomej, nie
przechodzacej przez jego $rodek masy, jezeli pozostajgc pod
dziataniem samej tylko sity ciezkosci, moze wykonywac¢ ruchy

okresowe okoto potozenia rbwnowagi sta-
tej. W tym potozeniu lezy srodek masy S
i oS obrotu O wahadta na tej samej pla-
szczyznie pionowej (rys. 96). Po odchy-
leniu wahadfa o kat a < n przy pomocy
sity dodatkowej i po usunieciu tej sity,
rozpocznie wahadto ruch obrotowy w kie-
runku przeciwnym do tego, jaki przyjmie-
my za dodatni dla kata obrotu q@ Mo-

mentem sity ciezkosci Mg wzgledem
osi obrotu, dziatajagcym na wahadto pod-
Rys. 9. czas jego ruchu jest Mg masin {4 jezeli a

oznacza odlegto$¢ srodka masy S od osi obrotu. Rownanie ru-
chu wahadta przyjmie wiec (stosownie do § 76) posta¢ og6lng

d2n_ Mg a sin @

42 [270]
gdzie 1 — M i2 oznacza moment bezwladnosci wahadta wzgle-
dem osi obrotu (/ jest ramieniem bezwiadnos$ci). Zestawiwszy
rownanie [270] z réwnaniem ruchu wahadta matematycznego
z § 62

d2s ) s
dt2 — g sin |
ktére po podstawieniu | <p przybiera postac
d29 g .
dt2 ] sin®m [2711
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widzimy, ze prawa obu ruchdéw btedg identyczne, gdy wspot-
czynniki przy sin B po prawej stronie rownan [270] i [271] beda
rowne. A zatem:

czyli [2721

Réwnanie to okresla diugosc¢ Iwahadla matematycznego,
ktérego ruch odbywa sie wedlug tego samego prawa iloscio-
wego, co ruch wahadta fizycznego o masie M, momencie bez-
wtadnosci 1 (wzgledem osi obrotu) i odlegtosci a srodka masy
°d osi obrotu. Dtugos$¢ wyrazong rOwnaniem [272] nazywamy

dlatego dlugoscig sprowadzong (zredukowang) i oznaczamy
przez Znajac obliczamy okres wahania wzorami [240]
i [241] wstawiwszy w nie Kad= [|/Ma zamiast |I.

Dowiedzmy teraz, ze dlugos¢ sprowadzona jest zawsze
wieksza od a i to tym bardziej im a jest mniejsze. W tym celu
wyrazimy moment bezwladnosci / jako sume z momentu bez-
wiadnosci 10 = Mi®wzgledem osi réwnolegtej do O i przecho-
dzacej przez Srodek ciezkosci S i wyrazu Ma2 (stosownie do
wzoru [181]). A wiec:

. Ma2+ Mi2 _ i 2
o - W a ~ a+ a [27J]

IWi ac stad, iz istotnie jest I"d > a, i dla a 0,
d->

Gdy na prostej O Sodmierzymy OC = IKd, to punkt C na-
zywamy sSrodkiem wahania. Mozemy go okresli¢ jako taki
punkt wahadta fizycznego, ktéry porusza siei niezaleznie od
innych punktéw tego wahadta tak, jakby stanowit oddzielne
wahadto matematyczne (wiasnosci te posiadajg widocznie tak-
ze wszystkie punkty lezgce na prostej przechodzacej przez C
rownolegtej do osi wahadia).

Gdy znamy okres wahadta fizycznego dla danej osiobro-
tu, a wiec i jego I*d, a szukamy odlegtosci a jegosrodka masy
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S od osi obrotu, to wprowadziwszy a jako niewiadomag x do ro-
wnania [273] otrzymamy:

| — X + —-, czylix2— Ix = — ia&.

To rébwnanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste xxi x2. Ich su-
ma Xj + X, = | (jak wiadomo z teorii rwnania kwadratowe-
go). Skoro wiec Xj = a, to x2= |— a.

Z tego wynika, ze okres wahnienia wahadta
fizycznego nie ulegnie zmianie, gdy je za-
wiesimy na osi przechodzgcej przez Srodek
wahania C réownolegtej do osi pierwotnej.
Jest takze rzeczg oczywistg, ze oprécz tych dwu osi jest je-
szcze w o0goOle nieskonczenie wiele takich osi, ktorym odpo-
wiada ten sam okres wahania T. Osie te sg tworzgcymi wal-
cOw obrotowych o promieniach a i trad— a. Wspdlna 0$ sy-
metrii tych walcéw przechodzi przez srodek masy S.

Na dowiedzionej zamiennosci srodka wahnienia C i pun-
ktu zawieszenia O polega tzw. wahadto rewersyjne (Katera i Bo-
hnenbergera), stuzajce do pomiaru g, tj. natezenia sity ciezkosci,

za posrednictwem pomiaru diugosci OC = | i okresu wahnien
bardzo matych T = 2n . Albowiem z wzoru tego wynika
«=(-TL)"i 124

jako wartos¢ przyspieszenia sity ciezkosci w miejscu pomiaru.

Rozmieszczenie wartosci g na powierzchni ziemi pozwala,
jak uczy geodezja, pozna¢ doktadnie jej posta¢ geometryczna,
jako powierzchni ekwipotencjalnej, ktorej pierwszym przybli-
zeniem jest ‘sferoida sptaszczona.

Z wzoru T = 2nj/l-~r = 2n j/ -~— dla bardzo matych

wahnien wahadta symetrycznego wynika 1 = o 3( Mga, co

pozwala obliczy¢ moment bezwtadnosci | ciata statego o posta-
ci nieregularnej, np. samolotu, po zawieszeniu go na danej osi,
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pobudzeniu do wahan i zmierzeniu okresu T oraz po wyzna-
czeniu (doswiadczalnym) $rodka masy w sposéb znany ze
statyki.
Przyktad 1. Obliczy¢ okres wahnienia cien-
kiej ptyty jednorodnej o ksztalcie trojkgta row-
noramiennego (rys. 97), ktérego podstawa b =
— 20 cm, a wysoko$¢ h = 40 cm, jezeli o$ wah-
nienia przechodzi przez wierzchotek tréjkata i jest
réwnolegta do podstawy.
Rozwigzanie: Moment bezwladnosci pilyty
wzgledem osi wahania jest wedlug wzoru [216]

1 —M 7 Odpowiednia dtugo$¢ sprowadzona wa-

hadta jest wiec wg wzoru [272] réwna
1: 1 . 9 h = _3 i Rys. 97.
Ma M -3 4
Odpowiadajgcym tej dlugosci okresem wahadta matematycznego jest
wg wzoru [241]
I/T” g*Jl(/I Hr i/ 0346 sek.
s 98l

r -

Przyktad 2. Obliczy¢é okres wahania cienkiej ptyty jednorodnej
w ksztalcie prostokagta o wymiarach b — 50 cm i h = 100 cm.
Rozwigzanie: Momentem bezwtadnosci ptyty prostokatnej wzgledem

np. boku b jest

i2
/= M. .
T
Odlegto$é¢ $rodka ciezkosci od osi obrotu a > A zatem diugosc
sprowadzona wahadta
| 2 200 vy 2
| = —,h =— com = 66—em,
Ma 3 3 3

okres za$ wahnienia

,0679 = 2Ti . 0,2606 = 1,64 sek.

Przyktad 3. Obliczy¢ okres wahnienia cienkosciennego cylindra o pro-
mieniu $rednim R = 50 cm zawieszonego na jednej z tworzacych.
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Rozwigzanie: Moment bezwtadnosci wzgledem osi symetrii J = M ¢ R2-
jezeli M jest masa, a R $rednim promieniem cienkiej powtoki cylindrycznej.
Wzgledem tworzgcej jako osi wahania moment przyrasta o M ¢ R2 wediug
wzoru Huygensa. A zatem dlugos$¢ sprowadzona wahadta

2M mR*
| = 2R
M mR
Stad okres

1/ 2R i /ToO
= 2,085 sek.

78. Reakcje tozysk stalej osi obrotu

Roztézmy kazdag zreakcyj punktow A i B (rys. 98 i 99) ustala-
jacych o$ obrotu na skiadowe Xa, Ya, Za; Xb, Yb. zbm W para-
grafie poprzednim stosujgc zasade d’Alemberta w postaci wa-
runkéw réwnowagi ciata sztywnego wyzyskaliSmy tylko jeden
z warunkéw, jako wystarczajgcy do ustawienia réGwnania ru-

chu o jednym stopniu swobody, jakim jest ruch rozpatrywany.
Wprowadziwszy teraz reakcje tozysk jako sity zewnetrzne

dziatajgce oprocz danych sit P, (j = 1, 2, 3, ... m) o skiado-
wych Xj, y), 2, ktérych punkty dziatania mt majg wspotrzed-
ne x;, Yy, z, sprowadzamy zagadnienie do ustawienia rOGwnan
rownowagi dla ciata swobodnego. Poniewaz takich réwnan
mamy 6, a to jedno, ktore dato réwnanie ruchu, nie zawiera
wcale niewiadomych sktadowych reakcyj tozysk, przeto do
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wyznaczenia tych szesciu niewiadomych rozporzadzamy tylko
pieciu rGwnaniami: trzema warunkami rzutéw i dwoma warun-
kami momentow wzgledem osi Y i Z. Zobaczymy jednak, ze
wynikajagca stad nieoznaczono$¢ rozwigzania zwykle nie za-
chodzi w przypadkach spotykanych w praktyce. Dla wiekszej
przejrzystosci obliczenia wykonamy najpierw redukcje oporow
bezwtadnosci (sit d'Alemberta) do poczatku uktadu O, pamie-
tajac, ze ptaszczyzne Y Z przesuneliSmy przez srodek masy cia-
ta So wspotrzednych (O, y,, z0). Przy tym zredukujemy osobno
sity odsrodkowe i styczne opory bezwitadnosci.

A. Sily odsrodkowe czgstek ciata o0 masach m; i o wspot-
rzednych x;, vy, ,z, maja tylko skladowe w kierunkach osi Y
i Z. Tymi skladowymi sa:

m, r;a2cos (D,y) = m;y, a2
mre>@As (r, 9= Tz o2

Ich momenty wzgledem osi A s3)

-r y,o2z;,, — T Z, c2y,, a wiec razem dajg 0.
Momenty wzgledem osi Y sg odpowiednio
0, 777, z, w2X,.,
za$ wzgledem osi Z
— Ty, 0)2,, 0

Zsumowawszy te wielkosci dla wszystkich punktéw ciafta,
otrzymujemy najpierw
V =:2 Tty,o002 — o222 7y- = ao2My01
Z =2 mz<<d = 022 mz; = «=Mz. |'275>

poniewaz stosownie do okre$lenia $srodka masy i oznaczenia

M~ 2 777, jest 21y, = My, oraz 2 m,z;, — M z,.

Dajej mamy:

Moment ogo6lny wzgledem osi Y

iTty = 2 M X Z o2 — o2 7, %'z, — 0)2Dy [2761

awzgledem osi Z:

mz ~2 — 77 X, y,02= — oj22 T<X,y, = O2Dz [277]
gdzie D,i D. sa znanymi z teorii momentdw bezwiladnosci
momentami zboczenia.
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Wypadkowa z Y i Z ma wartos¢
R=1/Y2+22= c2M/ y2 + z2= MrOco2 [273]

VA
i jest do osi Y nachylona pod katem a, przy czymtga=>y —

= , CO wyraza, ze wypadkowa ta przechodzi przez srodek
o

mas)yll ciata i ma wartos¢ taka, jak gdyby cata masa M byta sku-
piona w tym $rodku. Z tego jednakze nie wynika, aby sity
odsrodkowe sprowadzaly sie zawsze do takiej wypadkowej,
albowiem powyzsza redukcja daje nadto moment

m=Vmy"+ mJ= «2]/u2+ d7- [2791
ktérego wektor jest nachylony do Y pod katem /S przy czym

= - thso1

W ogéle zatem sprowadzajg sie sity odsrodkowe do jednej

sity R i jednej pary sit o momencie 511* przy czym sita nie
lezy w tej samej ptaszczyznie co para. Wobec tego mozna sity
odsrodkowe sprowadzi¢ w ogo6le do dwu sit skosnych, ktére
obracajg sie razem z ciatem zajmujgc w nim niezmienne poto-
zenie.

W waznym przypadku szczegblnym, gdy $Srodek masy lezy

>Se
na osi obrotu, jest rO = 0, a wiec R = 0, a pozostaje tylko

para Jt. Ta para zas znika wtedy i tylko wtedy, gdy Dy — Dz—
= 0, tzn. gdy o0$ obrotu jest gtdwng osig bezwtadnosci ciata.
Pod powyzszymi dwoma warunkami sity odsrodkowe ciata
sztywnego obracajgcego sie okoto danej osi znoszg sie nawza-
jem nie powodujgc zadnych reakcji osi obrotu, ktéra dlatego

nosi nazwe swobodnej osi obrotu. A zatem:

Osia swobodng obrotu jest kazda z gtow-
nych centra knych osi bezwltadnos$ci ciata.

* Pare te uzmystowiono na rysunku sitami R4 i R,.
i
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B. Wykonamy teraz redukcje stycznych oporéw bezwitad-
nosci, jakie wystepuja w obrocie niejednostajnym z przySpie-
szeniem katowym s. Ich skiadowymi sg(rys. 98 i 99)

w kierunku Y —m, r,esin (r;,y) —a— niir, s,
w kierunku Z ........... — mtr,e sin(r;,y) = — m,y{e.
Dla momentow wzgledemosi Y i Z znajdujemy

m yjexXj; m, z- SX;

Sumujgc powyzsze wyrazenia, otrzymamy

V= —2mjze= — eM2z0
Z=2my,E=eMyO0 [281}
ity = 2 m, X y,i —eDz
ill. = 2m,X ze= eDy ] [282]
Na koniec momenty wzgledem osi X
iT* = — 2 m,z?e — 2 m,y,2e = e2m; (y~ + z2 =
= — £M [283}

styczne opory bezwiadnosci réznig sie zasadniczo odsit od-
Srodkowych tym, ze wystepujg tylko przy istnieniu silzewne-
trznych dajacych wzgledem osi obrotu moment inorézny od
zera, podczas gdy sity od-
srodkowe, jako zalezne
tylko od predkosci kagto-
wej 0o, nie wymagajg do
zrownowazenia zadnych
sit zewnetrznych czyn-
nych précz reakcji to-
zysk.

Z réwnan powyzszych
czytamy( ze reakcje to-
zysk odpowiadajgce sty-
cznym oporom bezwiadnos$ci sg wzgledem ciata réwniez
state co do wielkosci i kierunku. Te reakcje obracajg sie
wiec razem z ciatem majgc wartosci proporcjonalne wzgledem
#. Tak samo jak reakcje wywotane sitami odésrodkowymi réw-
niez znikajg w o0go0le reakcje spowodowane
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stycznymi oporami bezwtadnos$ci, gdy o0S$
obrotu przechodzi przez Srodek masy ciata
i jest jego gtownag osig bezwtadnosci. Wyjatek
pozorny stanowi tzw. kotowrot, tj. ciatlo o symetrii obrotowej
osadzone na wale i wprawione w obrét przySpieszony sitg

ciagnaca sznur nawiniety na tym wale

w kierunku statym (rys. 100). Wtedy bo-

wiem kierunek sity P nie jest oczywiscie
ustalony wzgledem ciata, a sita porusza-
jaca tworzy wraz z odpowiednimi reak-
cjami tozysk pare sit, ktéorej moment
(obracajgcy kotowr6t) ma wartos¢ Pr,
gdzie r jest promieniem watu (zwiekszo-
nym o potowe grubos$ci sznura). Reakcje
tozysk sa przy tym poziomie i majg ten
Rys. 100.
sam kierunek, co sita P, azwrot przeciwny.
Przyktad 1. Do osi AB, kt6rej mase pomijamy, jest sztywno przy-
twierdzony pod katem a (rys. 101) pret jednorodny o dtugosci | i ciezarze
jednostki diugosci q. mWyznaczy¢ re-
akcje tozysk wywotane obrotem jed-
nostajnym tej osi z predkoscig kato-
wg co przy zatozeniu lozyska stopo-
wego w A i szyjnego w B. Dane licz-
bowe sg: a — 60°, a = 75 cm, b =
= 100 cm, Z= 50 cm, n=100 obr/min.
Rozwigzanie: Niech s oznacza od-
leglo$¢ dowolnego elementu ds diu-
gosci preta |, ay = scosa rzedng te-
go elementu w obranym na rysunku
uktadzie wsp6irzednych. Site odsrod-
kowg dPj dziatajagcg na ten element
przedstawia wyrazenie

dy y
Ccos a cos a

dP,«. ds.s.sina g~ sina « aPe
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Z tego wynika, ze wykres tych sit ma postaé tréjkgta zakreskowanego
° podstawie réwnej

. N 7
_q ___S_'_rr]-;i(y) Lo 1ft :*q_ *tSa ml ICO.2>-
g cos2a S

Wypadkowa sit od$rodkowych jako réwna polu tego wykresu wyrazi
sie wzorem

P{ =-i-/cosa * 22— =g aeIJmexX —Yy ——=sin a «i2 =co2

a jej moment wzgledem punktu O

cos« . -i. i-sina .Z.co2 =

- = cosa Sina q. ISa?.
3 g

Obliczywszy jeszcze moment tych sit wzgledem A, tj.

iTt/i = P (3 + —z Zcos a),
( o) )

znajdziemy z warunku momentéw reakcyj poziomych w A i B

1
sina ¢12+co2 " 'fi — e*cosal
a+ b
2,
a + Z cos a
- S I'2 « co2 3
S = 2 g sin a - * CO2 - ag{h—
gdy a = 90» (pret / jest prostopadly do osi). Wtedy =0 a
Pt - — ¢ -A-Zaco2 — — m| co2, gdzie Q—ql
> 9 > 9 Q—q

jest ciezarem preta.

15 Drinz. M. T. Hubcr — Kinematyka i Dynamika

229



Podstawienie danych liczbowych daje

nn 10 .
co — n = 10,47 sek—i.
30 T
100
100 — — —
1 Q V 3 3~
981« 2 20 -GQ? 175
= 0,000126 . 83,33(20,2.
75 + 100
1
B — Q V3 . 50 . +
98l ' * 2 C 175

+ 0,000126 . 91,67 Q co2-
A = 0,01050 Qco2, B = 0,01155 Q co2
A = 1151 O kG, B = 1267 Q kG

Przyktad 2. Cienka ptyta trojkata z mosigdzu wykonuje n obro-
tébw na minute okoto osi pionowej ustalonej w tozyskach A i B (rys. 1021.
Obliczy¢ reakcje tozysk z danych nastepu-
jacych: n — 30, b = 40 cm, h = 80 cm,

grubos¢ ptyty d =

y = 85 kG/dcms.

Rozwigzanie. Ciezar ptyty Q =

1 cm, ciezar wiasciwy

b .h _ 40 .80 8,5

c/-—T" 160
= 136 kG.

Wspoétrzedne $rodka ciezko$ci xo ——
cm, y, = i cm.

Jezeli tozysko A jest stopowe, to cafa
sktadowa pionowa reakcji Ay réwna sie cie-
zarowi <2 Skladowg poziomg za$ da waru-
nek momentéw wzgledem B. A zatem



Do tych reakcyj statycznych od ciezaru plyty dotgczajg sie reakcje
kinetyczne, ktérych wielko$¢ znajdujemy dzielagc ptyte na elementarne paski
Poziome, dla ktérych sita od$rodkowa wedlug rozwigzania zadania po-

przedniego da sie przedstawi¢ wzorem:

y 1
dP, = &-x .dy. -{r-' 9 X0 2

Poniewaz x —y -j— przeto

| y
— .JL . d. (o2y2dy.
dP,= 2 h2 " 7g (02yzdy

Catkujgc miedzy granicamiy = 0iy = h otrzymujemy
1
P. = —r h2/i(5

Biorgc teraz moment dP, wzgledem B, napiszemy

1 *2
iGeco2y2dy.

a wiec
nh

- y /P, _;3_ *2 1,2, 3 X or

)
Yo
Wypadkowa sit od$rodkowych lezy zatem w odlegto$ci od B réwnej
. m B 3
Y'= -p,-=T-a
1 3

Stad B'x =
| r

Reakcje wypadkowe statyczne i kinetyczne wyrazajg przeto wzory:

1 1

3
A, = — — P, B = — — -
+ Q 2 bt g O

* 4 1 3h’
Wstawiwszy wartosci liczbowe znajdujemy:



Przykltad 3. Srodek preta jednorodnego o diugoéci 21 jest sztywno
potgczony z osig pionowg wirujacg z predkoscig katowg co- Obliczy¢ bez-
posrednio reakcje kinetyczne w tozyskach (rys. 103).

Rozwigzanie: Stosownie do rozwazania w przykta-
dzie 1 uktad sit od$rodkowych jest réwnowazny parze

2 o]

sit o momencie £17 = —3—sina.cosa. -Z3c02 i ra-
g

mieniu = o) | cos«. Odpowiednie reakcje tozysk mu-

sza wiec rowniez tworzy¢ pare ztozong z sit o wiel-

kosci oy Moment £J7 staje sie najwiekszym, gdy « =
a

45° i réwna sie wtedy

1 q 1 1 Q
= . = a co)z*
m E o 13 . co2 F T g ( )
Q= 2lq.
Gdy np. | = 50 cm, a 60 cm, (? = 10kG, co= 10sek—l, a = 45°
1 10
tom = — . -— 5002 = 425 kG cm.
6 981
Odpowiednie reakcje poziome tozysk obracajgce sie razem 2z osig maja
wartos¢ g7 435
3.5 kG.
2a 120

Przyktad 4. Koto (rys. 104) skitadajgce sie z wiefica 0o promieniu
Srednim R = 75 oraz ramion i piasty, ktérych bezwtadno$¢ pominiemy,

zaklinowano na wale tak, ze ptaszczyzna kota zbacza od prostopadtej do

osi watu o maly kat /). Jakie reakcje kinetyczne powstang wskutek tego
w tozyskach?
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Rozwigzanie: Poniewaz o$ obrotu nie lezy na jednej z gtéwnych osi
bezwtadnosci kota, przeto reakcje kinetyczne w tozyskach mozna obliczyé
stosujac wzory ogélne z § 78 punkt A. Tutaj jednakze obierzemy z ko-
pyscia droge bezposrednia redukcji uktadu sit od$rodkowych dziatajgcych
na elementy wienca. Obrawszy w tym celu uktad wspétrzednych prosto-
katnych z poczatkiem O w $rodku kota, osig obrotu jako X, osig Y jako
prosta przeciecia sie ptaszczyzny symetrii kota z plaszczyzng Y Z, obli-
czymy sktadowe sily odsrodkowej dziatajgcej na element wienca. Jezeli
@ oznacza ciezar jednostki diugosci wienca, to ciezar jego elementu wy-

4
cietego katem srodkowym dej rowna sie gRdcp, zas masa rébwna — ¢ R mdq.

Promieniem obrotu elementu nie jest w ogéle R, z wyjatkiem elementéw
lezacych na osi Y, ale najmniejszy promien = R cosfi, zamiast czego
przy malym kacie fi mozna z wystarczajgcym przyblizeniem przyjaé R.
Wobec tego mozna jako warto$6 sity odsrodkowej przyjac:

— .R.dop*Rc2 —— R1co2dop

Jej kierunek wzgledem osi uktadu jest okreslony (z tym samym przy-
blizeniem) katem ¢ zmieniajacym sie dla kolejnych elementéw wienica od
0 do 2ji. A zatem rzutami sity od$rodkowej na kierunki osi Y i Z sa

odpowiednio:

dy = (R co)2d op mcos p

dz = (Rco)2d . sinp

Rzuty na kierunek osi X sg oczywiscie réwne 0. Suma tych rzutéow dla
kazdej z osi jest rowna U Natomiast suma momentéw znika tylko dla osi
A i Z z powodu symetrii, a dla osi Y ma wartos¢:

=zj XdZ — zdX) = J zdZz

Wspoétrzedne x = R sin - sinfi as fi . sincp, a zatem
r2n
- m,
" 2ji
9 R3 0 sin2p.deop= -i- .2,R . 0924
g g 2
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a poniewaz 2n R< — Q jest ciezarem wienca, przeto

Odpowiednie reakcje tozysk Ax i Bx tworzg pare (Az + Bt — 0) o mo-
mencie a wiec
a, - - B'_ SKy  _ 3 fi. R202
Gdy np. Q = 400 kG, R= 70 cm, | = 50 cm, co = 18 sek—1
400 702182
fi = 1° to 4, = —  0,01746------—- — = 14kG.
p 1 981 100

79. O réznych znaczeniach nazwy ,sita odsrodkowa"

Z nazwa tg spotkaliSmy sie juz niejednokrotnie, dobrze wiec
bedzie zda¢ sobie doktadnie sprawe z trojakiego jej znaczenia.
Najpierw okresliliSmy site odsrodkowg w § 61 jako Sile:, ktdrg
na mocy prawa wzajemnos$ci dziatania wywiera punkt mate-
rialny na tor krzywoliniowy ograniczajgcy swobode jego ru-
chu. Jest to sita rzeczywista, ktorej dziatanie objawia sie np.
przesuwaniem sie szyn tramwajowych w strone wypuktosci
tuku (na zewnatrz).

Po raz drugi uzyliSmy tej nazwy przy rozpatrywaniu ruchu
wzglednego swobodnego, jezeli uktad odniesienia obraca sie
w ukladzie bezwladnosciowym. Sita, ktérg nazywaliS§my wtedy
sita odsrodkowg, ma charakter sity pozornej, pomyslanej,
wprowadzonej w rachunek dla uproszczenia rozpatrywania
ruchu wzglednego. Z sitg odSrodkowa w znaczeniu pierwszym
ma ta pomyslana sita tylko wspdlne wyrazenie matematyczne,
a zresztg nic wiecej. Sita ta istnieje w rzeczywistosci tylko
wtedy, gdy sie odnosi do punktow materialnych ciala stano-
wigcego uktad wzgledny, lub do punktéw materialnych, po-
tgczonych z nim niezmiennie i to oczywiscie dla obserwatora
w uktadzie bezwzglednym, albowiem ruch bezwzgledny tych
punktow jest nieswobodny. Wowczas jednak nazwa ,sita od-
srodkowa“ odzyskuje pierwsze znaczenie.
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Na koniec przy zastosowaniu zasady d'Alemberta ma skia-
dowa oporu bezwitadnosci, nazwana sitg odsrodkowg, znowu
ogblne znaczenie sity pomyslanej, jakkolwiek np. w odniesie-
niu do czagstek ciata obracajgcego sie nabywa ta sita charakteru
rzeczywistego przedstawiajac zarazem nacisk,
jaki te czastki wywierajg na otaczajgcg mase
ciata. Charakter realny nabywa nasza trzecia
sita znowu dzieki temu, ze ruch punktu mate-
rialnego nalezacego do ciata sztywnego jest
nieswobodny. Z powodu matej spdjnosci lub
zbyt wielkiej wielkiej predkosci kgtowej mo-
ze ten nacisk (jak pouczajg doswiadczenia
z kamieniami szlifierskimi, kotami zamacho-
wymi itp.) wywotaé niebezpieczne rozluznie-
nie czgstek, ktdre prowadzi do pekniecia ciala.

Ale chociaz zasada d' Alemberta ma nie-
zwykle szerokie zastosowanie szczegdlnie do
zagadnien ruchu ciat statych, to jednak jej waz-
no$¢ ogdlna nie ulega watpliwosci. Tak np. przy
rozpatrywaniu wahadta stozkowego (rys. 105) zamiast mowié:
.ciezar m g punktu materialnego i napiecie nici dajg wypad-
kowg ku Srodkowi okregu opisywanego przez punkt material-

o

*
ny, ktéra przeto musi miec wartos¢mV | mozemy powie-

dzie¢: ,pomiedzy ciezarem mg, napieciem nici i sitg

[ —

m v2
odsrodkow g--------------- zachodzi réwnowaga w mysl zasady

d'Alemberta“. W obu przypadkach dochodzimy oczywiscie do
tej samej wartosci predkosci szukanej v i napiecia nici. Atoli
sita odsrodkowa nie ma tutaj bytu realnego i jest tylko pomo-
cniczym pojeciem rachunkowym.

W tym miejscu wypada jeszcze zwréci¢ uwage na pewien
szczeg6t rozpowszechniony bardzo w nauczaniu elementar-
nym. Méwi sie tam, ze odrywanie sie czgstek btota od szybko
toczacych sie kdét pojazdow jest skutkiem sity odsrodkowej,
ale rzadko dodaje sie jednoczesnie, ze w chwili oderwania sie
czastki sita odsrodkowa znika. To zaniedbanie prowadzi u po-
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czatkujacych do blednego mniemania, ze czastki btota odry-
wajg sie w kierunku promienia, podczas gdy one poruszajg
sie po oderwaniu w kierunkach swej predkosci przed oderwa-
niem, tj. prostopadiej od promienia.

80. Zasada pracy i energii

Tak nazywamy twierdzenie nader wazne, ktdre jest uogoél-
nieniem twierdzenia wyprowadzonego w § 50 dla jednego
punktu materialnego. Stosujgc je do kazdego z punktow ma-
terialnych danego uktadu materialnego z osobna, otrzy-
mamy tyle réwnan, ile jest punktéw materialnych w uktadzie
0 postaci:

Y mvi2~ Y mic2— L»+ LwO — 2 83 ..::n).

Tutaj oznacza c¢j wartos¢ liczbowa predkosci punktu m;
w chwili obranej za poczatkowa i odpowiadajgcej potozeniu
poczatkowemu uktadu. Podobnie w jest predkoscig tego pun-
ktu w chwili pézniejszej, w ktdrej ukiad poruszajgcy sie zajat
nowe potozenie. Lix oznacza prace sit zewnetrznych, aLm pra-
ce sit wewnetrznych dziatajgcych na punkt materialny m; na
drodze miedzy obu potozeniami. Z dodania stronami wszyst-
kich réwnan wynika:

-I-Zm .y? Em.c* = 2 Lz+2 LW [284]

zZt i A
albo po oznaczeniu przez E i EO energii kinetycznej uktadu
w potozeniu koicowym i poczatkowym, zas$ przez Lz i Lw pra-
cy catkowitej sit zewnetrznych i wewnetrznych na drogach
punktow materialnych uktadu miedzy obu potozeniami.

E—EO0O—Lz+ Lw [285]
Roéwnanie to wyrazamy:

Energia kinetyczna uktadu materialnego
wzrasta lub ubywa podczas ruchu o wartos$¢
liczbowag pracy wszystkich sit zewnetrz-
nych i wewnetrznych uktadu miedzy jego
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dwoma potozeniami, zaleznie od tego, czy
piraca ta jesit dodatnia czy tez ujemna.

To twierdzenie stosuje siie i do uktadu nieswobodnego, je-
zeli obok danych sit zewnetrznych wprowadzimy jeszcze re-
akcje zastepujace ograniczenie swobody jako dodatkowe sity
zewnetrzne.

Przy pomocy zasady energii mozna w niektérych przypad-
kach wyznaczy¢ tatwo ruch ukiadu jaki zachodzi pod wpty-
wem danych sit czynnych. Takie przypadki zachodzg w zada-
niach, z ktérych jedno, bardzo proste i wazne, rozpatrzymy
jako pierwszy przykiad, a mianowicie:

Znalez¢ réwnanie ruchu obrotowego ciata sztywnego osa-
dzonego na osi statej w tozyskach bez tarcia, jaki powstaje,
gdy sity czynne dziatajgce na to ciatlo nie sagi w rownowadze,
czyli gdy ich moment ogolny iTt* wzgledem osi obrotu X nie
jest rowny zeru. Energie kinetyczng E takiego ciata okresli
jak wiadomo z § 51 wzo6r

E = S-Ixaz.
2

gdzie |Ix oznacza moment bezwiadnosci ciata wzgledem osi
obrotu X , a ®— jego predkos¢ katowa. Przyrostem tej energii
w elemencie czasu d f bedzie wiec

dE = Ixcodm = Ixm mdt.
dt

W czasie df obroci sie ciatlo o kat dgp= odf, a sity ze-

wnetrzne Pi wykonajg prace elementarng dL = 2 P;d §. Ale
ds. = r,d< jezeli < oznacza tutaj promien obrotu punktu, na

ktéry dziata sita P>, a poniewaz kat miedzy P a ds jest katem
dopetniajgcym kaita a;miedzy sitg a osig obrotu, przeto P; «ds,=
= sin a./ydqa Tutaj jest P,sin a,r, = Mom*P,, a wiec

dL = {2 MomxPi) dgp = itl* odt .
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Praca reakcyj tozysk jest z powodu zatozonego braku tar-
cia réwna zeru. Dlatego znajomos$¢ reakcyj nie jest tutaj po-
trzebna do wyznaczenia ruchu. Tak samo znika praca sit we-
wnetrznych z powodu zalozenia sztywnosci ciala. Wedtug za-
sady energii jest teraz:

dL = dE
czyli

W g%O dt = mx<odt,

a stad przyspieszenie katowe

d2@ _ d o ttt,

dt2 dt I x

To réwnanie ruchu obrotowego otrzymaliSmy juz w § 77
stosujgc zasade d'Alemberta.

[286]

81. Ruch ciezkiego walca jednolitego lub kuli
po ptaszczyznie pochytej

Rozpatrzymy ten ruch jako drugi przykiad zastosowania
zasady energii, ograniczajgc sie przy tym do przypadku stacza-
nia sie jednego z tych ciat ze spoczynku, przy zatozeniu upro-
szczonym, ze o$ walca jest pozioma (rys. 106), a wiec prosto-

padia do ptaszczyzny rysunku. Przyj-
miemy nadto, ze opo6r toczenia sie
ciata mozna poming¢ i ze tarcie sta-
tyczne (sczepne) miedzy cialem a
ptaszczyzng jest dostatecznie wiel-
kie, aby uniemozliwi¢ Slizganie sie
ciata. W jakich warunkach mozna
Rys. 106. . . S L
liczy¢ na spetnienie tego zalozenia,
zobaczymy ponizej.

Toczenie sie jest, jak wiadomo z kinematyki, ruchem zto-
zonym z ruchu postepowego z predkosciag vi obrotowego okoto
osi, ktéra w naszym zadaniu przechodzi przez srodek masy S,
z predkoscia katowag = v/r, gdzie r oznacza promieh walca
(lub kuli). Oba te ruchy sg rownowazne jednemu, tj. obrotowi
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chwilowemu z tg samg predkoscia kgtowa caokoto osi rbwno-
legtej do poprzedniej i przechodzgcej przez punkty stycznosci
s ciata z pltaszczyzng. Dla energii kinetycznej napiszemy prze-
to wyrazenie

£ = iicaz = ~- (lo + Mr2) ca2.

gdzie 7, oznacza moment bezwtadnosci wzgledem osi s, a /,
Wzgledem osi do niej réwnolegtej, a przechodzgcej przez $ro-
dek S masy M ciala.

Wyraziwszy /, w postaci Mrcdr2, napiszemy:

E = Y (M 4- M,d)v2, poniewaz ra@a= V.

Sitami zewnetrznymi dziatajacymi na ciato sa: jego ciezar Mg,
reakcja N prostopadta do ptaszczyzny pochytej i reakcja T
styczna do tej ptaszczyzny, stanowigca tarcie sczepne (statycz-
ne). Poniewaz wytgczyliSmy na razie mozliwos¢ Slizgania,
wiec reakcje N i T nie dajg pracy, gdyz ich punkt dziatania na
ciele ma w kazdej chwili predko$¢ rownag zeru; pozostaje tylko
sita ciezkosci Mg, ktéra przy obnizeniu sie srodka masy ciata
o h wykona prace M gh. Ta praca jest wedlug zasady energii
rowna przyrostowi energii kinetycznej ciala. Przyjajwszy za-
tem w potozeniu poczatkowym v = 0, mamy

Mgh — (M + Mm)v2, a stad

"=1/r? Ihm '287i

Wynik ten poucza, ze walec stacza sie tym wolniej, im wiig,-
ksze jest M"d wobec M. Dlatego walec wydragzony stacza sie
wolniej od walca pelnego. Poniewaz przy zsuwaniu sie ciata
po rowni pochytej bez tarcia bytaby predkos¢ koricowa réwna

V 2hg, a przy$Spieszenie ruchu rownaltoby sie g sin a, przeto
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widzimy, ze przysSpieszenie staczania sie bez S$lizgania musi
by¢ rowne

SSIn «I MU/IVI

A zatem przys$pieszenie kqtowe walca (kuli) okresli wzor
g sina 1
~r 1 + Mred/M "' 12881

Ale to przy$pieszenie katowe jest wywotane momentem Tr
czyli
Tr _ Tr
e ~ lo Miedr2 ~ MreA7
Z poréwnania obu wartosci e otrzymujenlwy rownanie wa-
runkowe

g sina 1 _ T
r 1 -~ Mried/™m M feir
z ktérego znajdujemy

T = M g sin a ,eee M 1" - —
M + Mred
jako wartos¢ sity T konieczng do czystego toczenia sie.
Z drugiej strony T musi czyni¢ zado$¢ warunkowi
T N fi— Mgcosa.fi.
gdzie fi jest wspoiczynnikiem tarcia. z obu zwigkéw ostat-
nich wynika przeto, ze

gSn®° M +~-MW -~ gCSsS" "3 S
tga ~,n (Il + M/Mded). [289]
Gdy a jest wieksze od gornej granicy tym zwigzkiem okre-
Slonej, to czyste toczenie sie jest niemozliwe, a ruch bedzie
ztozony z toczenia sie wraz ze Slizganiem. Wtedy przys$pie-

szenie katowe walca okres$li rowniez wzére= ~—- | z war-
red *
toscig T = N /i = fi Mg cos a, atoli przy$pieszeniem ruchu po-

stepowego nie bedzie juz r e
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Znajdziemy je najprosciej stosujgc zasade d'Alemberta
wraz z zasadg ruchu srodka masy. Piszemy wiec rzutowy wa-
runek robwnowagi wszystkich sit zewnetrznych i oporéw bez-
wiadnosci na o$ réwnolegta do rowni. O$ ta jest bowiem kie-

runkiem przy$pieszenia p ruchu postepowego ciata. Mamy
wiec
Mp= Mgsina— T = Mg sina— Np =

— Mg (sina — p cos a)

czyli
p = g(sina —ep cosa) [290]
pod warunkiem, ze:
tga> A1 + M/Mscd). [2911
Przyktad 1. Walec jednorodny o promieniu r i ciezarze Q (rys.

107), spoczywajacy na chropowatej ptaszczyznie poziomej wprawiamy
< ruch stalg sila P dziatlajgca symetrycznie na
o$ walca. Jaka ma by¢ warto$¢ P, aby walec
toczyt sie bez $lizgania przy danym wspot-
czynniku tarcia sczepnego (statycznego) pu
i jaki bedzie wtedy ruch walca?
Odpowiedz. Najwieksza mozliwa warto$é
reakcji stycznej w miejscu podparcia walca
jest ju0Q. Azeby wiec nie zachodzito $lizga-
nie, to winno by¢

Po Q

Wtedy bowiem od chwili dziatania sity P
rozpocznie sie obrét chwilowy okoto tworza-
cej stycznosci C walca z przy$pieszeniem ka-
towym g pod wplywem momentu P r, jezeli pominiemy zwykle bardzo maly

P a
moment tarcia tocznego (oporu przeciw toczeniu sie). A zatem £ = —IC

gdzie / jest momentem bezwladnosci walca wzgledem tworzacej C.
Nadto jest stosownie do wzoru Huygensa

. Zi + o. |’2:i_Qr2
g 2 9 2g
Przy$pieszeniem liniowym osi walca w jego ruchu postepowym bedzie
I
2 P
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Znaczy to, ze przys$pieszenie ruchu postepowego walca toczacego sie
bez $lizgania wynosi % tego przyspieszenia, ktéreby otrzymato ciato
o tej samej masie pod wplywem tej samej sily, gdyby jego ruch byt $liz-
ganiem bez tarcia.

Atoli w przypadku, gdy P > ju0Q znajdzie wprawdzie réwniez ruch
ztozony z postepowego i obrotowego, ale przys$pieszeniem ruchu poste-
powego jest teraz

p.= Qlg ’

a przyspieszeniem katowym okoto osi walca

JUrQ o r g
q— - 2» - e
e ' 2

Teobliczenia  polegaja naprzyjeciu, ze warto§¢ wspoiczynnika tarcia
sczepnego p,Ostaje sie réwng wartosci wspolczynnika tarciakinetycznego
z chwilg rozpoczecia $lizgania, co jest tylko w przyblizeniu stuszne, ale
dla wielu zagadniehn technicznych wystarczajace.

Gdy np. y,0=0,2, Q= 1000 kG, to ~, = 200 kG, a wiec sitaP < 200 kG
wywota toczenie sie walca z przysSpieszeniem stalym ruchu postepowego

2 P
d— — | —esemmemeeeee (981 cm/sek?2).
y 3 1000

Skoro jednakze jest P > 200 kG, np. P = 500 kG, to przysSpieszenie ru-
chu postepowego
500 — 200
PI= 1000 s~ ¢

a wiec réwniez nie zalezy od promienia walca.
Natomiast przySpieszenie katowe jest w pierwszym przypadku

p 2 981 P
6 = r T iooo ¢« -7 sek 2’
w drugim za$
O “ — = o 3 - e
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Jezeli np. P jest w pierwszym przypadku = 100 kG, a w drugim 400 kG.
to przy r =< 40 cm otrzymujemy

p= A _1°— '« 981= 654 cm/sek2, * = 163 sek-2,
3 1000

981
Pj= 03-981 = 2943 cm/sek2, El— 202 . — = 981 sek-2

Przyktad 2. Cialo obrotowe jednorodne o ciezarze Q wirujgcym
okoto swej osi w potozeniu poziomym z dang predkoscig katowa, potozo-
no w chwili t = 0 na chropowatej plaszczyznie poziomej. Jaki bedzie
dalszy ruch ciata przy pominieciu bardzo matego oporu przeciw toczeniu
sie?

Odpowiedz. W chwili poczatkowej zaczyna dziata¢ tarcie kinetyczne
N Hju O w kierunku poziomym przeciwnym kierunkowi predkosci obwo-
dowej r co0. Sita T sprowadzona do osi ciala udzieli mu przy$pieszenia ruchu

T N e
postepowego P = _M = 4 6 N lugi Przy$P‘eszenia ujemnego jego ru-

g
chu obrotowego

T er Q . tn M m? g
£~ ~ r " ~ M ,edrt ~ Mrei r

Przyjawszy, ze fi jest stale, otrzymujemy ruch postepowy ciata i jednostaj-
nie op6zniony ruch obrotowy. Dla pierwszego napiszemy réwnanie pred-
kosci
v~ pet =fig't

Dla drugiego za$

g mtfi M

w= a0—e'~ 00— — e
T red
Taki stan ruchu trwa tak dtugo, az predkos$¢ v zréwna sie z predkoscig ob-
wodowag r co, gdyz wtedy skonhczy sie $lizganie, a rozpocznie czyste tocze-
nie sie. Mamy wiec réwnanie
M
fi mg mt —(OOT fig 't -Tj -,

red

skad
t_ r' M
@ + fig
Odpowiednia dtugos$¢ drogi
1 1 _ ' 2
S __p.f2=__ Mg.t 2fig (1 .+, M/M,td) »
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Po odbyciu tej drogi bedzie ruch dalszy jednostajnym z predkoscig

postepowa
I co0
1+ M/M.gq
i z predkoscia katowa obrotu
@
@ 1+ MIMtei-
, : _ Q)
Np. w przypadku walca jest Mrrj = MI2, a wiec v, = 3
= A '0,0)2
2jug 18fig

82. Ruch kotowrotu z ciezarami

Ruch kotowrotu z ciezarami jest trzecim przykiadem za-
stosowania zasady energii. Oznaczmy przez | moment bez-

Rys. 108.

wtadnosci kotowrotu (rys. 108) wzgledem
osi obrotu S przez Mxgy ciezar wiszacy na
sznurze nawinietym na kole o promie-
niu fi, a przez Ma ciezar wiszacy na
sznurze nawinietym na walec o promieniu
r2< rli przyjmijmy, ze caly uktad byt
W chwili poczagtkowej w spoczynku,
a srodki masy obu ciezaréow na jednej wy-
sokosci. Uczynmy nadto zatozenie upra-
szczajgce, ze sznury sg niewazkie, nieroz-
ciggliwe i doskonale gietkie, a Mtgr2>
> M2gr2, nie zachodzi wiec rOGwnowaga.
Wtedy od chwili poczatkowej rozpocznie
sie obrét kotowrotu w kierunku ozna-
czonym strzatkg, masa Mt zacznie spadac,

a M2wznosi¢ sie. Gdy pierwsza obnizy sieo ,to druga pod-

niesie sie jednoczes$nie o h2 — hx

G Przyrost energii kine-

tycznej uktadu okresli wyrazenie

1ai2

+
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zas prace sit zewnetrznych wyrazenie
Mtght — M2g ht.
Praca sit wewnetrznych i reakcyj osi z pominieciem tarcia

tozyskach jest stosownie do zatozen poprzednich réwna ze-
ru. Zasada energii daje tedy rownanie

- 7w2 -I- —2+ M, vt2 + -;-M 2v2 = M1lg hx — M2g h2.

Po wyrazeniu vt i v2przez mi rozwigzaniu otrzymujemy

_ 112 g(Mt/h - M, hijf
a —f i + Mxr2+ M, r2’ [ 921

albo po uwzglednieniu proporcji hx: h2=srt : ra
. - M2r2
= | h', oy
VI — rxom V§+M|F ‘Mot 2

il2 gh.r, M, r, — M-.r,)
vi —r2m = [! + Mif2 + m2t 2

[293]

Te wyniki wskazujg, ze wszystkie trzy ruchy sg jedno-
stajnie przyspieszone. Przys$pieszeniem masy Mx jest

Pl~ gl + MtrS + M2t2 1294

zas masy Ms
r, M, r, — M. r2
Pr= ff 7+ Mxr2+ MTr2 [2931

Stad znajdujemy przy$pieszenie katowe kotowrotu

e= Pl = JIL.
r, r,

Z przykiadow podanych w poprzednich paragrafach wi-
dac jasno, ze zasada energii wystarcza do wyznaczenia ruchu
uktadu pod wptywem danych sit, gdy ten uktad skilada sie
badz to z ciat sztywnych potgczonych przegubami bez tarcia lub
sznuramiidealnymi, badz tez z ciat sztywnychosadzonych na
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osiach bez tarcia, przy czym ruch ukladu posiada tylko jeden
stopien swobody. Moga to by¢ zresztg i ciala niesztywne,
byleby tylko tak praca sit wewnetrznych, jako tez praca re-
akcyj byta podczas ruchu réwna zeru.

Zdawatoby sie na pozér, ze nie btedzie mozna korzystac
z zasady energii przy rozwigzywaniu zadan mechaniki tech-
nicznej, ktére nie pozwalajg najczesciej na pominiecie tarcia
i innych oporéw zuzywajacych prace i nie rzadko liczy¢ sie
muszg z odksztatlcalnosScig ciat statych. Okazuje sie; ze za-
dania te sg prawie zawsze wielce ztozone i dopuszczajg tylko-
rozwigzanie przyblizone. Do takich rozwigzan przyblizonych,
poprawionych wspotczynnikami doswiadczalnymi nadaje sie
bardzo dobrze zastosowanie zasady energii, przede wszyst-
kim jako droga najprostsza.

83. Zasada kretu, czyli momentu ogdlnego pedow czagstek
uktadu materialnego swobodnego

Niech mi oznacza mase dowolnego punktu materialnego-
danego uktadu, na ktory to punkt dziatajg dane sity zewnetrz-
ne o wypadkowej P,, oraz sitly wewnetrzne pochodzace od

innych punktéw materialnych tegoz ukfadu, tj. sity , Wi2...
itd., ktére oznaczymy ogélnie przez Wi, przy czym wskaz-
nik i oznacza ktérakolwiek z wartosci 1, 2 ... n, wyjgwszy

oczywiscie k.

Napiszmy teraz rownanie dla kretow wszystkich punktéw
materialnych ukfadu wedlug 8§ 43; a zatem dla punktu m, i od-
powiedniego kretu Ki :

->
d K d > > ->e->-
~T

T= T f MwXr'}=p;Xr,+ f W* Xr,),

Oznaczywszy przez K — 2 Kt kret catego uktadu, otrzymamy
i

z dodania wszystkich n réwnan powyzszych

d K d _ |~ ->m-*- ->

-jp = -jT 1Z(mivi Xri)]j= 2PiXri+ 22 WikXr,.
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Poniewaz suma podwdjna na koncu znika, jak to wykazano
juz w 8§ 43, wiec
e D |

—uf-:> 2 (P, X —ID, albo MI =r 2 MomOP- = *ft [2961

co wyraza, ze zmiana czasowa (pochodna wzgledem
czasu) wektora kretu wuktadu materialnego
wzgledem dowolnie obranego punktu O jest
rowna ogo6lnemu momentowi sit zewnetrz-
nych uktadu wzgledem tego punktu O.

Z tego wynika bezposrednio, ze gdy nie ma sit zewnetrz-
nych, albo gdy ogd6lny moment tych sit wzgledem punktu O
jest rowny 0, to wektor kretu ma warto$¢ stata w czasie. Je-
zeli wiec kret uktadu byt w pewnej chwili zerem, to pozostaje

nadal rowny zeru dopdki JTl = 0. Poszczegélne, a nawet
wszystkie punkty materialne uktadu moga by¢ wtedy w ru-
chu, ale takim, ze pewna ilos¢ punktéw krgzy w jednym Kkie-
runku dokota punktu O, a reszta w kierunku odwrotnym.
Objasni to dobrze nastepujacy prosty przyktad. Na spokojnej
wodzie plynie okrggta tratwa wraz z stojgcymi na niej wzdtuz
calego obwodu ludzmi. Tak tratwa jak i ludzie sg w chwili
poczatkowej w spoczynku. Na dany znak rozpoczynajg lu-
dzie marsz dokota z predkoscig w wzgledem tratwy np. w kie-
runku wskazéwek zegara. Jednoczesnie musi tratwa rozpoczacé
obrét w kierunku przeciwnym o predkos$ci takiej, przy ktérej
wartosc liczbowa kretu tratwy jest ta sama, co wartos¢ liczbo-
wa kretu tudzi maszerujgcych, azeby kret ogélny, ktdéry na
poczatku byt réwny zeru, nie zmienit tej wartosci wobec
braku sit zewnetrznych. Albowiem sity ciezkos$ci sa znie-
sione wyporem hydrostatycznym tratwy, a opory ruchu mo-
zna poming¢ jako bardzo mate przy niezbyt wielkich predko-
Sciach.

Wykonajmy odnosne proste obliczenie do kofica. Oznaczyw-
szy przez opredkos¢ katowa bezwzgledna obrotu tratwy znaj-
dujemy predkos¢ liniowa jej czastki dM lezacej w odlegtosci
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r od Srodka v = r o a dla momentu pedu wzgledem tegoz
srodka dMror = wf2dM, A zatem krejt tratwy K' =

or*dM = r2d M =e wm/, gdzie / jest momentem

bezwtadnosci tratwy, dajgcym sie wyrazi¢ jako M /?2, jezeli
R jest promieniem tratwy, a M jej masg. Predkos¢ bezwzgled-
na vlludzi o masie tgcznej Mtporuszajgcych sie po okregu ko-
ta o promieniu R\ jest wypadkowg z predkoscig wzglednej W
i predkosci unoszenia réwnej — Rxo, czyli vx — w — Rxm
A zatem kretem ludzi jest Mx (w — Rxaj) Rx*

Zasada kretu daje przeto réwnanie

R2 .
M nm © => Mx(w —e Ri c0) Rx,

z ktérego obliczamy

w 1
® “ Ri \l i I-M/[?2
2 MxRxz

Widzimy stad, ze predkos¢ katowa tratwy rosnie i maleje wraz
z predkoscia wzgledng w masy Mt poruszajgcej sie; po niej do-
kota (w kierunku przeciwnym) tak, iz gdy masa ta sie zatrzy-
ma, to i tratwa takze. W ten spos6b mozna obréci¢ tratwe
ze stanu spoczynku o dowolny kat, chociaz na nig nie dzia-
taja czynne sity zewnetrzne.

Zasada kretu tlumaczy takze znany fakt, ze kot, cho-
ciazby go zrzuci¢ z pewnej wysoko$ci bez udzielenia mu obro
tu poczatkowego, potrafi spas¢ ,na réwne nogi“, a wiec obro-
ci¢ sie odpowiednio w powietrzu, dzieki wielkiej tatwosci
znacznych ruchéw wzglednych réznych czes$ci ciata i niepo-
jetemu instynktowi zwierzecemu, ktéry te ruchy automaty-
zuje. Mechanizm ruchu spadajgcego kota zbadano doktadnie
kinematograficznie z inicjatywy Akademii Nauk w Paryzu
w r. 1894. Okazalo sie, ze kot obraca najpierw tylnymi od-

* Przy zalozeniu upraszczajacym, ze tratwa jest tak wielka, ze ludzi
Nna jej obwodzie mozna traktowaé jako punkty materialne.
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nozami z ogonem, aby przednia cze$¢ ciata otrzymata obrot
w pozadanym kierunku, oczywiscie przeciwnym, zgodnie z za-
sadg kretu. Zmieniajgc nastepnie momenty bezwitadnosci ka-
zdej z obu czesci przez kurczenie lub prostowanie odnozy
przy odpowiednim zginaniu i skrecaniu kregostupa, doprowa-
dza wreszcie cale cialo do potozenia takiego, ze dosiega ziemi
wszystkimi tapkami prawie jednoczes$nie.

84. Ruch obrotowy ciata sztywnego swobodnego —
Ruch bezwtadnosciowy ciata sztywnego okoto punktu statego

Gdy na ciato sztywne swobodne bedgce w spoczynku dziata

para sil o momencie ?#t, to stosownie do zasady ruchu Srodka
masy i zasady d'Alemberta (8 73) Srodek masy ciata musi po-
zosta¢ w spoczynku, a ciato rozpocznie obrdt okoto osi prze-
chodzacej przez $rodek masy. Z rozwazan 8§ 79 wynika, ze
obrot zajdzie okoto jednej z osi swobodnych ciata wtedy, gdy

wektor momentu pary sit Jit (jako wektor swobodny) lezy na
jednej z tych osi. O$ obrotu jest wOwczas prostopadta do pta-
szczyzny pary sit dzialajgcej na ciato. Zachodzi wiec pytanie,
jak sie rzecz bedzie miata przy dowolnym kierunku wektora

ilt? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, zastosujemy zasade
kretu do ciala sztywnego. Przed tym jednak obliczymy kret

odpowiadajgcy obrotowi chwilowemu ca okoto osi przecho-
dzacej przez $Srodek masy S. Obrawszy osie gtowne elipsoi-
dy bezwiadnosci dla srodka S za osie X, Y, Z, mozemy obrot

@ roztozy¢ na skladowe a3 2 a3 okoto tych osi. Kret odpo-
wiadajgcy obrotowi skladowemu ca3 jest oczywiscie rowny
Ixool, jezeli I x oznacza moment bezwiadnosci ciata wzgledem
osi X. Podobnie przedstawia 12ci | sca3krety odpowiadajgce
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->- E>
obrotom sktadowym . i co03. A zatem kret K przynalezny obro-

towi @ przedstawi rownanie

K= i7,00 + j72002 + k7,008, [297]

gdzie i, j, k oznaczaja wektory jednostkowe na osiach X, Y, Z
Stad wartos¢ liczbowa

K2 = 7,2002 + 7202 + 73202, [2981

Aby terazznalez¢ kait zawarty miedzy wektorami/Ci @ napi-

szemy
-n
mw=3c, + a2 + 3= ico + jod2 + koo, [299]

i pomnozymy réwnania [297] i [299] wektorowo.
Mamy wiec

V- o> -> -> V- "V "V [ >
KX w= (/7,00 + jlioR2+ K13 x(twi ~Kkj <224~ kol =
= i Xi7,(O02+ jXiltcoaR + /fX 173 a3 +
Y >
+ /I Xj7, 002+ jXjl2co2+ k X j 13020s +

K iX k7,00 08+ jxkl20208 A « X k 13a0®.

Ale wedlug okreslenia iloczynu wektorowego jest

-u
i Xi—jXj=kXk=0, a nadto
7X = —k, kXi—j iXj=rk
> >
kX j= — i Xk=—j, jXk—i.

Uwzgledniajgc te zwigzki, napiszemy

KX o=$§ (72— 73 a20c3i + Cs— i) (oiooj +
-k (7, — 72 co, a2k.
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Stad

A'casin (K, 0 —

V(h — h)2com (022 + (h — 132c020:2 + (/3 — n)2coa2conr
. 1
sin (K, c0) = —
(60

X—J)xaiWw + (/, — law a=2+ {h — A)<r2< [300]
li2c0l2 + A2f)2 + /2

Ten wynik dowodzi, ze kret A przynalezny obrotowi o okoto
prostej nie lezacej na jednej z gtébwnych osi bezwladnosci

nie ma kierunku co, lecz tworzy z nim kait ostry okreslony
wzorem [300]. Tylko w przypadku szczegélnym, gdy 11 =

= i2= /3,1to sin (K, &) = 0. Jezeli wieic elipsoida bezwtad-
nosci ciata jest kulg, to kret ma kierunek ten sam co ai wtedy

[
jest K = 1o dla kazdej osi obrotu. W przypadku ogélnym
jest kreit okreslony wzorami [297] i [298]. Skoro wiec na ciato

dziata para sit o momencie iTt, to stosownie do zasady kreitu
jest

Sx
dt

W stawiwszy tutaj za K wyrazenie [297] znajdujemy z uwzgled-

nieniem zmiennosci wersorow i, j, k w ukladzie bez-
wzglednym
d K -> da), > da, dao. , d/
dr  *eii, + wTE o+ ¢ tdf d<
j dj dk

+ AW2T T+ 1 ~dT.
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dil y n
Poniewaz, jak wiadomo z § 33 jest = j

—jX(iaj + jo2--kod) = ka2 — | 0B

i podobnie
di . dk = :
— i@ «k@,yy =]G—ja,
przeto
dk -> dcog d @2 do3 . ->
~d7~ = ~iT + JI° ~TT+ tis T T
> ->m->- ->m->n
— jood + Z2c2(ico3 —i kcoi) + 73 @wi — ;"2) =

=t [/lyy + (i, —23Q@aB + 1[zyy +
(z, = JOO,3co!J + 0t + (7c - h) a! co2] = STt =

=T«il +?2m2+ tm ».
Tutaj Jnt ; JTi2; sg momentami sit pary wzgledem odpo-
wiednich gtéwnych osi ciata. Réwnanie powyzsze jest wiec
rownowazne trzem rownaniom niewektorowym:

— J9"3 o2 + :

h Aﬁ-tr

hyy

(h - J)"1"3 + ttk - [301]
T (lefWS =(Z2 — 70co2co + m ,.

Sa to réwnania rézniczkowe Eulera, wedtug ktérych odbywa sig
ruch ciata sztywnego nie tylko okoto jego Srodka masy (gdy
ciato jest swobodne),, ale takze ruch ciata sztywnego okoto
jakiegokolwiek punktu statego, dla ktérego gtownymi mo-
mentami bezwitadnosci sg | x, 22, Z3.
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Z rownan [301] otrzymamy oczywiscie jako przypadek
szczegOlny rownanie ruchu obrotowego okoto jednej z gtoéw-
nych osi bezwtadnosci, np. pierwszej, gdy przyjmiemy 5Tt, =
= £n3= 0, &= o3 = 0 Wtedy bowiem pozostaje tylko

z rbwnania pierwszego

/ doJl- m

1 dt 1

1.
Podobnie odczytujemy z tych réwnan, ze w przypadku szcze-

gélnym gdy 1+= 1, = 13jest

co wyraza, zeprzy statym wektorze momentu £Tt
zachodzi obrot okoto osi statej, przy czym

©]jm . W tym przypadku ciato, ktéremu udzielono obrotu o
zatrzymuje ten obrét jako jednostajny na zawsze, gdy nie ma
sit zewnetrznych, ktéreby go zmienily. Albowiem gdy HA =>
= HA= HA- 0O, to

da), dffl, dat,

dt — dt at  ~

Atoli w przypadku ogdélnym, gdy elipsoida bezwitadnosci
ciala jesttrojosiowa, a nie ma sit zewnetrznych,czyli gdy
HA = HA = HA = 0, to ruch ciata sztywnegozwany ruchem

bezwtadnosciowym zachodzi wedtug réwnan

o KA n13  1l7)-(0302

, don .
A j3- = (1l — 19Wo03 | [302]
do3

A (A — A)020;

ktérych rozwigzania og6lne wyrazaja sie funkcjami elipty-
cznymi.
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85. Reakcje wywotane zmianag kierunku osi nieswobodnej
obrotu — Dziatanie girostatyczne

Wezmy pod uwage cialo sztywne, ktérego jedna z gtéw-
nych centralnych osi bezwtadnosci jest ustalona jako 0$ obrotu
w tozyskach idealnych (bez tarcia). Niech to cialo obraca sie
okoto tej osi ze stalg predkoscig katowg co. W przypadkach
praktycznych mamy zwykle do czynienia z ciatami o symetrii
obrotowej wzgledem osi, jak np. kola maszyn, wagondéw itp.
totez przede wszystkim te przypadki zostaly rozpatrzone
w dalszych rozwigzaniach. Z § 79 wynika, ze przy powyzszych
zalozeniach nie powstang w tozyskach zadne inne reakcje
oprocz tych, jakie zachodzg takze w spoczynku np. dla zrow-
nowazenia ciezaru ciala. Krétko mowigc niema wtedy reakcyj
kinetycznych, a jedynie same statyczne. Dos$wiadczenie po-
twierdza catkowicie ten wniosek, ale zarazem poucza, ze re-
akcje kinetyczne pojawiajg sie natychmiast przy kazdym usi-
towaniu zmiany kierunku osi obrotu. Dajmy na to, ze oba
tozyska sg osadzone w sztywnym pierscieniu, ktéry mozemy
dowolnie przemieszcza¢ w przestrzeni. Model takiego ukiadu
stosowany do doswiadczen nosi nazwe giroskopu (rys. 109).
Cialo wirujgce ma tutaj postac
masywnego krazka ze zgrubie-
niem obwodowym. Udzielajgc
giroskopowi dowolnego ruchu
postepowego nie odczuwamy
zadnych reakcyj précz tych,
jakie powstalyby bez obrotu
wiasnego krazka, natomiast
przy kazdym ruchu obrotowym giroskopu okoto osi nieréw-
nolegtej do osi obrotu krgzka wystepujg reakcje tym wieksze,
im wiekszg wartos¢ ma predkos¢ katowa @ i moment bez-
wtadnosci 1 krgizka wzgledem jego osi obrotu. Reakcje obja-
wiajg sie przy tym najsilniej, gdy giroskop obracamy okoto
osi prostopaditej do osi obrotu wiasnego krazka.

Wymienione zjawisko objasnia najlepiej zasada krejtu.
Ciato wirujgce okoto swej gtdbwnej centralnej osi bezwtadnosci

Rys. 109.
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posiada, jak wiadomo z § 84 kret, okreslony bez wzgledu na

obioér sSrodka momentéow statym wektorem K — 1 co, ktdry prze-
to mozna umiesci¢ na osi obrotu. Jezeli cialu temu udzielimy
nadto obrotu jednostajnego okoto innej z osi gtdwnych, to
kret zmieni swoje potozenie i wielkos¢ w ciele zbaczajgc od

kierunku osi obrotu pierwotnego co. Gdy jednakze rozwaza-
nia nasze ograniczymy do najprostszego, a bardzo waznego
przypadku, kiedy m jest bardzo wielkie w poréwnaniu do
predkosci katowych innych obrotéw skiadowych, to kreit zbo-
czy w ciele tak mato od kierunku pierwotnego, ze w pier-
wszym przyblizeniu mozemy przyja¢ jego wartos¢ liczbowg
za niezmieniong, a kierunek za zlewajgcy sie) z kierunkiem

jJo na osi geometrycznej ciata. Innymi stowy: kret giroskopu
(bgka itp.) posiadajgcego bardzo szybki obrét wiasny, lezy
z wielkim przyblizeniem na osi tego obrotu (czyli osi geome-
trycznej) wirujgcego krazka i porusza sigi wraz z nig w prze-
strzeni pod wptywem sit zewnetrznych.

Zapytajmy sie teraz, jakich sit zewnetrznych potrzeba, aby
geometryczna o0$ naszego krazka wirujgcego, pomyslana po-
ziomo (rys. 109) obracata sie jednostajnie okoto pionowej osi
z malg predkoscia — > (jezeli ip
oznacza odpowiedni kat obrotu). Ot6z

kret K — 1 @ (rys. 110) przyrasta w czasie
dtodK.Przyrost ten jest jak wida¢ pro-
stopadty do pierwotnego kierunku K i ma

wartos¢ liczbowag Kdtp — 1codyi — Rys j10

— lwyjdt. Wedlug zasady kretu jest —(‘j_t— rbwne momen-

_r'_
towi sit dziatajgcych, ktérego wartos¢ iTlI musi by¢ niezalezna

od $rodka momentow. A zatem JIl jest momentem pary sit
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lezacych w ptaszczyZznie pionowej i dziatajgcych na oba konce
osi krazka, przy czym

Jit = 1a) —Ci?tt~= ltoip. [303]

Sily tej pary jako prostopadte do kierunku ruchu ich punk-
tow dziatania (zaczepienia) w tozyskach osi, nie dajg; pracy.
Rownowazg one tylko w kazdej chwili opory bezwladnosci,

te za$ tworzag nawzajem pare sit o momencie 0 = — JTI, ktory
przedstawia tzw. dziatanie girostatyczne krazka szybko wiru-
jacego przy obrocie wymuszonym jego osi geometrycznej.
Co sie tyczy kierunku dziatania girostatycznego, to z ro-
zumowania powyzszego uzmystowionego rysunkiem 110,

gdzie P, — P przedstawia pare 0 momencie JIt, mozna odczy-
ta¢ nastepujgca regute (Foucaulta):

Para sit okreslajgca dziatanie girosta-
tyczne oporoéw bezwtadnos$ci powstatych
przy obracaniu osi wtasnej giroskopu (baka
itp.) okoto innej osi w przestrzeni uktadu
bezwltadnosciowego ma wektor momentu ta-
ki, ze gdyby nie byta zrownowazona reakcja-
mi tozysk lub innymi sitami zewnetrznymi,
to zdgzataby do sprowadzenia na drodze naj-
krotszej osi pierwszej do zgodnej réwnole-
gtosci z osig druga~.

Procz tego rownanie [303] wyraza, ze moment tej pa-
ry ma wartos¢ rowng iloczynowi z kretu
pierwszego obrotu (wlasnego) przez predkos¢
katowg obrotu drugiego (przy zalozeniu prostopa-
dtosci osi obu obrotéow).

Nalezy jeszcze zwr6ci¢ uwage, ze dla materialnej osi krgzka

giroskopu jest moment JTl momentem zginajgcym w przekro-
jach, ktorymi ta o$§ wychodzi z kragzka. Z tego wynika, ze

* Osie obrotéw nazywamy zgodnie réwnolegtymi lub niezgodnie,
stosownie do tego, czy ich wektory sg zgodnie lub niezgodnie réwnolegte.
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wartos¢ tego momentu zginajacego nie zalezy od odlegtosci
tozysk, w przeciwienstwie do wartosci momentu zginajgcego
wskutek ciezaru krgzka, ktory rosnie wraz z odlegtoscig tozysk.
Natomiast wielkosci reakcyj girostatycznych obu tozysk sg
odwrotnie proporcjonalne do ich odlegtosci wzajemnej (pod-
czas gdy reakcje statyczne sg od tej odlegtosci niezalezne).

Takimi giroskopami na duzg skalie sg np. kota turbin paro-
wych, lub wirniki pradnic umieszczonych na statku. llekro¢
statek zmienia ,kurs®, a wiec obraca sie dokota osi pionowej,
pojawiajg sie w tozyskach tych maszyn reakcje tworzgce pare
o wartosci liczbowej momentu 1 coyj, przy czym  jest war-
toscig predkosci kagtowej maszyny, a y> predkosci katowej
obrotu statku. Kotysania statku wytwarzajg réwniez odpo-
wiednie reakcje girostatyczne tozysk, ktére w statkach ma-
tych (torpedowce) moga nawet przewyzszac¢ poprzednie, albo-
wiem predkos¢ katowa kotysan jest tym wieksza, im statek
jest mniejszy.

Przyktad 1. Obliczamy moment reakcji girostatycznych turbiny okre-
towej przy nastepujacych danych, zaczerpnietych z praktyki:

Ciezar kola turbinowego — 18.000 kG, promien bezwitadnosci — 1,5 m,
liczba obrotéw na minute — 250, predko$¢ sterowania statku lub jego
kotysania sie — 12° na sekunde. A zatem:

j = ___18000 kG— - 4130 kG m sek2

9,81 (m/sek?2)

w = 250 . 41y = 26>2 W="Mow* °'209 sek"'-

-a wiec -m | coip = 4130 . 26,2 . 0,209 = 22600 kG.

Przy odstepie tozysk 5 m wypada na tozysko reakcja 22600 : 5 —
= 4520 kG, czyli okoto 50% reakcji statycznej (od ciezaru) wynoszacej
'9000 kG. Obcigzenie wypadkowe jednego tozyska waha sie przeto miedzy
$000 + 4520 = 13520 kG, a 9000 — 4520 = 4480 kG. Przy odlegtosci to-
zysk 2 m osiagnetaby reakcja girostatyczna dla jednego tozyska warto$¢
22600 : 2 11300 kG, czyli przewyzszataby warto$¢ reakcji statycznej, wo-
bec czego obcigzenie wypadkowe jednego tozyska zmieniatloby sie od
+ 20300 kG do — 2300 kG. Taki wynik nie moze oczywiscie pozosta¢ bez

wptywu na konstrukcje tozysk.
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Wazng role gra dziatanie girostatyczne w lotnictwie z po-
wodu wielkiej predkosci katowej $migiet, a jednoczes$nie
znacznej szybkosci obrotéw calego samo-

lotu, zwiaszcza przy ,akrobacji". Mniej-
szej wagi jest dotychczas dziatanie giro-

statyczne w kolejnictwie. Jako przykiad
pouczajgcy rozpatrzymy jednak dziatanie
girostatyczne pary két wagonu kolejo-
wego jadgcege po tuku o promieniu R
(rys. 111). Niech v oznacza predkos¢ jaz-
dy, r promieh toczny kéi, a m mase pary
két (wraz z osig) sprowadzong na jiro-
mien r. Wtedy 1 mr2, 0= vit, a wiec kret pary két
K= mrv. [304]

Na tuku o promieniu R obraca siie wagon, a z nim i kret K
okoto osi pionowej przechodzacej przez srodek krzywizny tuku,

z predkoscig katowa yj = Vv/IR (malg wobec cg. A zatem bez-
wzgledna warto§¢ momentu girostatycznego z uwzglednie-
niem, ze Tom= v jest:

r

R [3051

Widzimy, ze moment ten dazy tak samo jak sita odsrod-
kowa do przewrécenia wagonu na zewnatrz tuku. Moment
sity odsrodkowej wzgledem osi lezgcej w $srodku miedzy szy-
nami na plaszczyznie podparcia wagonu jest wyznaczony
z doktadnoscig wystarczajagcg wzorem

M v2

mc = +h, [306]

gdzie M oznacza mase wagonu, a h ramiie momentu (przy za-
tozeniu ré6wnej wysokosci szyn). Stosunek obu momentéw

STl m t
itt7 ~ M ' ~h~ 1307*
jest jak widac¢ niezalezny od predkosci jazdy, jako tez od krzy-
wizny tuku i przedstawia sie malym utamkiem nawet wtedy.
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gdy np. na osi jest osadzony silnik elektryczny. Przyktady
wziete z praktyki dowodzg, ze itl jest kilkanascie razy mniej-
sze od iTtc, a poniewaz dzialanie sity odsrodkowej unieszko-
dliwia sie, jak wiadomo, przez pochylenie toru wyznaczone
z warunku, aby moment sity odérodkowej znosit sie z momen-
tem ciezaru, przeto dziatanie girostatyczne mozna by w razie
potrzeby skompensowaé réwniez $rodkiem tym samym, tj.
przez stosowne zwiekszenie przechylenia toru.

86. Dziatanie girostatyczne w przypadku ogdlniejszym —
Precesja regularna i pseudoregularna ciezkiego baka
W poprzednim paragrafie rozpatrywaliSmy dziatanie giro-
statyczne (a zarazem reakcje tozysk giroskopu) przy zatozeniu,
ze stata w przestrzeni o$ obrotu powolnego udzielonego pier-
scieniowi giroskopu jest prostopadta do
osi ruchomej szybkiego obrotu wiasnego
jego krgzka.
Teraz wezmy pod uwage przypadek,
ogolniejszy, kiedy o$ obrotu pierscienia
tworzy z osig krazka dany dowolnie
kat $ (rys. 112). Pomys$imy sobie, bez uj-
my dla ogo6lnosci rozwazan, pierwszg o0$ pys. 112,
jako pionowg. O$ geometryczna krazka
opisuje wtedy pobocznice stozka obrotowego o kacie wierz-
chotkowym 2# i tenze sam ruch wykonywa w przyblizeniu

wektor K — 1a> Jego koniec opisuje okrgg o promieniu

Ksin $, a zatem przyrost geometryczny d Kw elemencie dt
jest styczny do tego okregu, a wiec prostopadly do obu osi
i ma wartos¢ liczbowa

|d K\ — K sin#'s odf
Stad wielkos¢ momentu reakcyj tozysk

511 = at - lwipsin$0 [308]

Kierunek wektora Jll jest taki, ze w porzagdku itt, co, i>
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tworza te wektory ukiad prawy. Postugujac sie symbolikg
rachunku wektorowego mozemy napisac:
->
= lw [309]

zas €= —W = VvV Xi 0y [310]

mczyli stowami: Przy okreslonym wektorem \p po-
wolnym obrocie giroskopu, ktorego krgzek

wiruje zwielka predkoscig kgtowg o powsta-
je dziatanie girostatyczne +tworzgce pare
O momencie réwnym iloczynowi wektorowe -

o>
mu predkosci kagtowej m® przez kret K giro-

sk opu. Moment ten © obraca siie wraz z pierscieniem giro

skopu rowniez z predkos$ciag kaitowg y i przy stalych wartos-
ciach liczbowych o i ¥ ma takze wartos¢ statg | coyj sin #.
Prawie zbytecznym jest przypomnienie, ze wyniki te sg

przyblizone i to tym bardziej, im wieksze jest @ wobec rp.

Przy wymuszonym obrocie y> moment dzialania girosta-

->
tycznego © réwnowazy sie z momentem reakcyj JTt obu to-

zysk osi krgzka (w mys$l zasady d' Alem-
berta).

Nie trudno zauwazy¢, ze w przypadku
bgka (rys. 113) osadzonego jednym Kkoh-
cem osi w przegubie kulistym, mozna mo-
ment reakcyj® JTl zastgpic momentem pary
utworzonej przez ciezar bgka G i reakcje
Q przegubu podpierajgcego. Jego war-

tosciag jest Gasin#,
a z warunku réwnowagi sit zewnetrznych z oporami bezwtad-
nosci, tj. Ga sin# = 1oysin#
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znajdujemy

. Ga Mga a g

\Y ' lo> ~ M k?w @
(gdzie M jest masa baka, a A— jego ramieniem bezwtadnosci)
jako predkos¢ swobodnego obrotu bgka okoto osi pionowej
pod wpltywem sity ciezkosci przy odpowiednio dobranych wa-
runkach poczatkowych. Ten powolny, jednostajny ruch osi
geometrycznej bagka opisujacej pobocznioe stozka obrotowego
nazywamy precesjg regularng. Zjawisko precesji/bgka zastana-
wiato od wiekow kazdego interesujgcego sie prawami przy-
rody, zwilaszcza, ze po dituzszym ruchu bagka z osig pochyto
ustawiong jego Srodek ciezkosci nietylko nie opada, ale nawet
podnosi sie zrazu (bgk ,wstaje") w miare jak wskutek opo-
row ubywa predkos¢ katowa obrotu wiasnego, a wedtug row-
nania [311] pre/dko$¢ precesji yj rosnie. Dopiero pOzniej, gdy
warto$¢ @ spadnie ponizej pewnej granicy, zaczyna sie ko-
tysanie osi bgka potgczone z opadaniem Srodka ciezkosci, ktore
nakoniec prowadzi do jego upadku. Poniewaz daleko czesciej
obserwowano, ze pod dziataniem sity ciezkosci niezrébwnowa-
zonej reakcjami podporowymi srodek ciezkosci ciata sie, obni-
za, przeto upatrywano w zjawiskach bagka wirujgcego sprzecz-
nos¢ ze zwyktymi prawami mechaniki, czyli tzw. ,paradoks”
podobny wielu znanym w dawnej fizyce. Dzi§ wiemy, ze pa-
radoks bgka jest tylko pozorny, czyli, ze nie nalezy do rziedu
zjawisk, ktéreby wymagatly rewizji lub uzupeinienia podsta-
wowych praw dynamiki ustalonych przez Newtona. Albowiem
ruch baka i inne zjawiska girostatyczne odbywajg sie naj-
Scislej wedtug tych praw, a tylko zawito§¢ matematyczna tych
zjawisk czyni je trudno dostepnymi dla wyjasnienia elemen-
tarnego. Totez i powyzsze uzasadnienie precesji regularnej
bgka nie jest zupeinie zadowalajgce, juz choc¢by z tego po-
wodu, ze opiera sie na rachunku przyblizonym, a co wazniej-
sze dlatego, poniewaz nie okresla Scisle warunkéw powstania
ruchu tego rodzaju. Skoro bowiem, po udzieleniu bakowi wiel-
kiej predkosci kgtowej ca ustawimy go pochyto opierajac
jeden koniec osi w tozysku kulistym i puscimy swobodnie dru-

[311]
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gi koniec bez predkosci poczatkowej, to ruch wytwarzajgcy
sie nastepnie pod wpltywem sity ciezkosci i reakcji owego
tozyska, jako jedynych sit zewnetrznych (tworzgcych pare sit),
nie moze by¢ oczywiscie, biorgc $ciSle, precesjg regularna,
jakkolwiek na oko tak wyglgda. Przy doktadniejszej obser-
wacji utatwionej w doswiadczeniach przez stosowne zmniej-
szanie ® widzimy, ze w pierwszej chwili oswobodzenia dru-
giego konca osi, koniec ten opada poruszajgc sie jednoczesnie
w kierunku precesiji, po czym bardzo szybko zndéw sie podnosi
do wysokosci pierwotnej (z pominieciem oporéw ruchu) i ten
ruch osi w kierunku poprzecznym do precesji, zwany nutacja,
powtarza sie nastepnie w réwnych przedzialach czasu, tym
krotszych im wieksza jest predkos¢ katowa obrotu wtasnego .
Przy wielkiej wartosci m jest amplituda tego ruchu tak mata,
ze staje sie niewidoczng, a nutacja zdradza sie tylko drganiem
akustycznym podstawy baka. Poniewaz wtedy ruch bagka jest
pozornie bardzo zblizony do precesiji regularnej, przeto nazwa-
no go precesja pseudo-regularng. Mozna jg pojmowac jako ruch
zlozony z precesji regularnej i nutacji. Przy objasnieniu nutacji
nie wystarcza oczywiscie poprzestawaé, jak poprzednio, na
pierwszym przyblizeniu, przyjmujac, ze wektor obrotu chwilo-

wego, kret K i 0§ geometryczna bgka prawie sie zlewajg, ale
trzeba uwzgledni¢ zboczenie od tej osi dwu wektoréw. To pro-
wadzi do dluzszego rachunku, dajgcego réwnania rézniczkowe
ruchu, praktycznie catkowalne tylko w pewnych prostych
przypadkach.

87. Zagadnienia dynamiczne w maszynach

Z pojeciem maszyny tgczymy w mowie potocznej znane nam
dobrze urzagdzenia stuzace do wykonywania pracy mecha-
nicznej dla potrzeb praktycznych. Wszystkie maszyny mozna
obja¢ nastepujacym okresleniem ogdlnym:

Maszyng nazywamy zespot ciat przewaznie statych, ktéry
czerpigc z zasobu energii dostarczonego przez przyrode (bez-
posrednio lub za posrednictwem innej maszyny) wykonywa
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prace mechaniczng uzytkowag, w sposéb podyktowany celem
praktycznym (technicznym). Gdy dziatanie maszyny stuzy
tylko do zmiany energii dostarczanej przez przyrode na prace
mechaniczng w ogoéle, bez wzgleidu na spozytkowanie tej pra-
cy, to maszyne nazywamy silnikiem (,motorem"). Skoro zas
maszyna stuzy do spozytkowania pracy dostarczonej przez
silnik w sposéb okreslony jej celem, to nazywamy ja maszyng
robocza. Stosownie do okresleh powyzszych nalezatoby zali-
czy¢ do maszyn nie tylko np. dZzwignice stuzgace do podnosze-
nia ciezaréw, obrabiarki stuzajce do wykonania pracy skrawa-
nia, ttoczenia itp., silniki wodne, parowe, spalinowe, elektry-
czne itp., ale takze rozliczne drobne urzadzenia uruchamiane
przez cztowieka dla utatwienia pracy rajk oraz zegary. Cho-
ciaz bowiem zadaniem gtéwnym zegara jest mierzenie czasu,
a nie wykonywanie pracy mechanicznej, to jednak praca ta
jest w zegarach niezbedna do pokonania tarcia w czesciach
sktadowych mechanizmu zegarowego.

Z tego powodu niektdrzy inzynierowie - badacze probo-
wali zweizi¢ zakres pojecia maszyny podnoszgc jako ceche
istotng ruch obrotowy przynajmniej jednej z gtéwnych czesci
maszyny. Ale w takim razie wypadatoby sposréd uswieconych
dawng tradycja tzw. ,maszyn prostych" wylgczy¢ réwnie po-
chyla i klin. Ruch obrotowy, jakkolwiek najdogodniejszy ze
wzgledéw konstrukcyjnych i bardzo powszechnie stosowany,
nie jest wiec najistotniejsza cechg maszyny.

Natomiast nader wazng cechai gtowng wszelkich maszyn
jest mozliwos$¢ teoretyczna ich dzialania powtarzajgcego sie
rytmicznie w rownych przedziatach czasu (okresach), czyli
dziatania okresowego. Tak np. maszyna parowa ttokowa wyko-
nywa przy kazdym ruchu ttoka tam i napowrét jeden obrot
watu gitdbwnego, a obrdét ten powtarzatby sie identycznie, gdy-
by praca pary byta w kazdym okresie rOGwna liczbowo pracy
oporow maszyny. Jest to oczywiscie ideat teoretyczny, do kto-
rego jednakze budowa maszyn dazy zawsze przy pomocy urzg-
dzen regulujgcych. Najprostszym z nich jest kolo zamachowe,
ktérego zadaniem jest ujednostajnienie kazdego obrotu walu
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gtébwnego. Do ustalenia za$ trwania obrotow kolejnych, row-
niez pozadanego, stuzg regulatory.

W ruchu kazdej maszyny zwanym czesto w praktyce bie-
giem, albo chodem, rozrézniamy trzy stadia: a) rozruch tj. wpra-
wienie w bieg normalny maszyny w spoczynku, b) bieg (ruch)
normalny, praktycznie jednostajny (rownomierny) c) bieg
zanikajacy (wybieg), czyli zatrzymanie maszyny przez zamknie-
cie doptywu energii i w razie potrzeby zahamowanie.

Zagadnienia dynamiczne zachodzg przede wszystkim w sta-
diach a) i c), aczkolwiek wystepujg takze w stadium b), zwlasz-
cza jezeli trzeba uwzgledni¢ odksztatcalnos¢ watéw, osi itp.
czesci maszyn. Wtedy jednakze stajg sie te zagadnienia nie-
raz bardzo trudne i wymagaja glebszej znajomosci teorii
sprezystosci i wytrzymatosci. Tutaj poprzestaniemy na zato-
zeniu upraszczajgcym, ze mozna uwaza¢ maszyne za zespot
czesci sztywnych. Wtedy w biegu normalnym uwazanym za
jednostajny energia kinetyczna maszyny sie nie zmienia,
a wiec przynajmniej w przedziatach czasu rownych wielo-
krotnosci okresu ruchu jest praca wszystkich sit dziatajgcych
rowna zeru. Praca ta jest sumg algebraiczng z pracy wiozonej
w maszyne L (w maszynie parowej np. jest nig praca pary
przesuwajgcej ttok) i pracy oporow uzytkowych o bezwzgled-
nej wartosci Lu oraz pracy oporéw szkodliwych, czyli pracy
.Straconej" o wartosci bezwzglednej Ls. Mamy wiec réwnanie

h=hu+ Ls. [312

Ale to réwnanie wyraza zarazem, ze sily poruszajgce P,
opory uzytkowe Qi opory szkodliwe T czynig zados¢ zasadzie
prac przygotowanych (wirtualnych), ze zatem w kazdej chwili
biegu normalnego maszyny zachodzi rownowaga sit P, Q i T.
Tak postawione zagadnienie biegu normalnego maszyny nale-
zy do statyki, gdzie sie je traktuje wyczerpujaco. Do dynamiki
nalezy jednak nie tylko rozruch i zatrzymanie maszyny, ale
takze odpowiedZz na pytanie, jakie ma by¢ koto zamachowe
maszyny, aby niejednostajnos¢ ruchu w obrig;bie jednego obro-
tu nie przewyzszata wartosci uznanej za dopuszczalng.
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88. Obliczenie kola zamachowego

Obliczanie kota zamachowego ma na celu wyznaczenie mo-
mentu bezwiadnosci 1 tego kota z warunku, aby stopien nie-
jednostajnosci obrotu nie przewyzszat danej wartosci. Okre-
Slamy go wartoscig fi stosunku réznicy miedzy predkoscia ka-
towa najwiekszg comex i najmniejszg do predkosci Sredniej
wsr*. A zatem:

Qhax ATk
~ «V f313»
Predkos¢ srednig zas okresla $cisle rownanie

o -~ N j odt [314]

(gdzie T oznacza okres jednego obrotu), jednakze ze wzgledu
na ufatwienie obliczenia mozna stopien niejednostajnosci
obrotu okresli¢ takze wzorem przyblizonym

fi =; 1°W ~ bt [3151

Rzecz jasna, ze wartos¢ fi i fi' sa w ogoéle nieréwne, ale
ich réznica jest stosunkowo bardzo nieznaczna, jak wykazaly
obliczenia praktyczne. W dalszym ciggu zastosujemy przeto
okreslenie ujete wzorem [315], oznaczajgc warto$¢ mianownika

przez . A zatem
n, Qhrex O;hp 1
fi * o Ao ~ «  [316]

Przyjmujemy nadto, ze okres T jednego obrotu nie ulega
zmianie, ze wiec energia kinetyczna kota zamachowego wraz
z innymi czesSciami poruszajgcymi sie (np. ttoki, trzony, korbo-
wody i korby w maszynie parowej) ma wartos¢ powtarzajgca
sie okresowo po kazdym obrocie kota. Z zasady energii wy-
nika, ze praca wszystkich sit dziatajgcych na drogach odpo-

Praktyka ustalita warto$¢ fi od 1/40, gdy silnik porusza obrabiarki,

do ~ ,gdy porusza pradnice elektryczng.
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wtadajgcych jednemu obrotowi korby musi by¢ w sumie al-
gebraicznej robwna zeru.

Przy pomocy wykresu indykatorowego mozemy sporzadzic¢
wykres pracy sit czynnych na drodze 2n Kk, jezeli k oznacza
dtugosc¢ teoretyczng korby. Biedzie to zarazem wykres momen-
tow tych sit wzgledem osi obrotu, jako proporcjonalnych
wzgledem rzednych (rys. 114). Posta¢ wykresu zalezy oczy-

nUp

li< i

)
Rys. 114.

wiscie od rodzaju maszyny. Na rysunku przedstawiono wykres
w pewnych granicach dowolny, jako wystarczajacy do przed-
stawienia zasady obliczenia. Momenty oporow (uzytkowych
i innych) uwazane za stale i ujemne daja: wykres prostokatny.
W kazdej fazie obrotu okreslonej katem obrotu korby @ (lub
droga k<p) jest moment wypadkowy przedstawiony rdznica
rziednych obu wykreséw, uwidoczniong na rysunku przez za-
kreskowanie. Rownanie ruchu kota zamachowego

dw Jn
dt — 1

(bez uwzglednienia innych mas ruchomych jako matych wobec
masy tego koita) wskazuje, ze od 0 do 7 jest ruch op6zniony
nastepnie od 7 do 2 przyspieszony, po czym znowu opd6zniony
od 2 do 3 itd. A zatem predkos¢ katowa @ jest réwna oot
w chwili odpowiadajgcej punktowi 7, tj. warto$ci zerowej mo-
mentu wypadkowego JTl. Punktowi 2 odpowiada rowniez war-
tos¢ zerowa £R, a zarazem onm®. Podobnie w punkcie 3
zachodzi drugie oom, , a w punkcie 4 drugie wmax . Wybierajgc
przeto te wartosci, ktore dajg najwiekszg roznice, znajdujemy
stopien niejednostajno$ci ruchu wedtug podanych wzoréw,
do czego jest jeszcze potrzebny rachunek nastepujacy:

266



Przy zalozeniu, ze w mwyrazeniu dla energii kinetycznej
uktadu materialnego, jaki stanowi maszyna parowa ttokowa,
mozna pomingc¢ energie innych czesci ruchomych, a uwzglednic
tylko energie kinetyczng kota zamachowego wraz z walem
i korbg, zasada energii daje

o
do,
2 Y
4]
$P
1 ool loa. ®d?-.
2 2 )
@i
Z dodania obu tych réownah wynika:
=]
(ft)2max CO"min ttid p.
Pl

Lewg strone réwnania przeksztalcimy fatwo na

~z ( GOmax Wmin) (cOmax "~ ~h “mjn) — 1 fi CO".
A zatem
<A
filco2l = m dw
<Pi

stagd za$ szukana nizsza granica momentu bezwtadnosci

ot
Jid?

<.H [3171
fi' col

Caitke okreslong w liczniku tatwo wyznaczy¢ przez planime-
trowanie wykresu. >
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Obliczenie 1 upraszcza sie jeszcze bardziej, gdy w obu
pétobrotach watu mozna przyja¢ te sama linie wykresu i za-
stgpi¢ ja w przyblizeniu potowg
fali sinusoidy (rys. 115). To od-
powiada zatozeniom przyblizo-
nym stalego nacisku Srednie-
go pary na ttok i bardzo wiel-
kiej diugosci korbowodu. Poje
Nys- 115 takiej potfali przedstawia prace
dodatnig rowng liczbowo pracyoporow. Pierwszg wyraza

Yitpd 9,

JO
gdzie iiMlg? = sin @ jezeli T oznacza najwieksza wartosé
momentu. A zatem

Lp — Jthfl sinpde = 2JTI.

Prace oporéw R przedstawia pole prostokgta o wysokosci
ttto i podstawie n. Napiszemy wiec

Lr —— 3TLn = — Rkn
Poniewaz suma algebraiczna Lp + LR = 0, wiec T} =
= —i’]' > moment za$ wypadkowy, wyrazi wzor
= i — =* sin@-,V
m sin @ m 5 @ |

Teraz znajdziemy warto$¢ cp1 i 2 z warunku

5 sinp — 1 0,
a wiiec cpl =3 0,690; cosgx = 0,772;
cp2 =» 2,'452; cose>2 = 0,772.
Przy pomocy tych wartosci obliczymy wreszcie catke
w2 \* (« \
mdp= my;, Iy sincp —.Ld o
cpi Dy
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Calka nieokresSlong po prawej stronie jest — -“~cos g — cp

A zatem

— ’\2(- cos Vs — &,

a po wstawieniu wartosci powyzszych za 9 i 92 znajdujemy
0,664 = 0,664 Rk. Stad wzor do obliczenia przyblizonego
momentu bezwtadnosci | kota zamachowego

1A, 0664Rk . [3181
ISco2

Wprowadziwszy moc uzytkowg silnika N = 3J}0agr = Rk a>,
wyrazong przez N koni mechanicznych, napiszemy wzér po-

Wyzszy w postaci
A 0664V J664 N - 3
[Ta>2 oo, 7500 /3'ar agr
Zastgpiwszy tutaj w przyblizeniu @ przez of i wstawiwszy

a)

E&g ggdzie n oznacza liczbe obrotéw na minute) otrzy-
mamy wzor

9’9_?_7__1%_“ (kGcmsek-), [320]

gdzie N wyrazono w KM.

Obliczona warto$¢ przyblizona / moze postuzy¢ do obli-
czenia dokladniejszej wartosci przy uwzglednieniu energii
kinetycznej ttoka z trzonem i korbowodu. Rachunki te sg bar-
dzo ucigzliwe, a przy tym niekiedy nie wystarczajgce, jako
oparte na zatozeniu sztywnosci watu i innych czesci skiado-
wych. Albowiem zwilaszcza odksztatcalnos¢ sprezysta walu
moze by¢ zrodiem jego drgan skretnych przyczyniajgcych sie
do niejednostajnosci obrotu.
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Wzor [320] wyraza, ze potrzebny moment bez-
wtadnosci kota zamachowego jest wprost
proporcjonalny do mocy silnika (ktérym jest np
ttokowa maszyna parowa), a odwrotnie wzgledem
zgdanej wartosci /S stopnia niejednostajno-
§ci ruchu i trzeciej potegi z liczby obrotow
n (na minute).
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Czesc trzecia

TEORIA UDERZENIA

89. Okreslenia i rozwazania ogélne

Gdy czastka lub uktad materialny poruszajgc siei napotka
inng czastke lub ukiad materialny tak, iz ruchy obu doznajg
zmiany wskutek wzajemnego dziatania przy zetknieciu, to mé-
wimy o uderzeniu czastek lub uktadéw materialnych (ciat, bryt
itp.). Sily wywarte przy uderzeniu na miejsca zetkniecia sie
obu ciat nazywamy sitami uderzenia.

Uderzenie trwa od chwili t pierwszego dotkniecia sie obu
ciat. W chwili tej powstaje sita uderzenia P rosngca najpierw
od wartosci 0 do pewnego maksimum, a nastepnie malejaca
znowu do zera, ktérg to wartos¢ osigga w chwili koncowej
trwania uderzenia (przy zatozeniu najprostszym, ze uderzenie
zachodzi w jednym tylko miejscu kazdego z ciat). Czasr trwa-
nia uderzenia zalezy oczywiscie od rozmiar6w i wtasnosci me-
chanicznych ciat, a takze od predkosci wzglednych ich ruchu.
W krahncowym abstrakcyjnym przypadku ciat doskonale
sztywnych sprowadzatoby sie trwanie uderzenia do zera, a sku-
tek uderzenia objawitby sie bezczasowym skokiem wartosci
predkosci obu cial. Totez przy rozwazaniu teoretycznym ude-
rzenia ciat rzeczywistych (realnych) musimy uwzglednié¢ ich
odksztatcalnos¢, czyli ich niedoskonatg sztywnos¢, jako odpor-
nos¢ na sity odksztalcajgce. W wielu wypadkach wskutek
duzej sztywnosci ciat stalych jest trwanie uderzenia tak mate,
ze sity uderzenia mozna z wielkim przyblizeniem traktowac
jako sity chwilowe.
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Jezeli site uderzenia trafiajacg okreslony punkt ciata ozna-
czymy przez P, przy czym P pojmujemy jako funkcje czasu,

a uderzenie rozpoczyna sie w chwili t, to impuls uderzenia H
okre$la rownanie
ff +t

pdi. 13211

Rozwazajgc tutaj tylko uderzenia ciat stalych przyjmie-
my, ze przy uderzeniu ciata te dotykajg sie nawzajem $cia-
nami regularnie zakrzywionymi (a nie krawedziami lub wierz-
chotkami ostrymi, co skomplikowatoby zagadnienie). Wtedy
w chwili poczatkowej trwania uderzenia obie Sciany stykajg
sie w jednym punkcie lub wyjajtkowo wzdluz pewnej linii.
Przez ten punkt przechodzi ptaszczyzna styczna, wspoélna do
powierzchni obu ciat i wspdlna normalna zwana normalng
uderzenia.

Przy dalszym zatozeniu ograniczajacym, ze ruch wzgledny
ciat jest ruchem postepowym, rozrézniamy uderzenie proste,
gdy kierunek ruchu postepowego w chwili uderzenia jest
rownolegly do normalnej uderzenia, od uderzenia uko$nego,
gdy te kierunki sa nachylone.

Jezeli normalna uderzenia przechodzi przez $rodek masy
ciata, to nazywamy uderzenie srodkowym, jesli nie — mimo-
srodkowym. Stad wynika, ze uderzenie moze by¢ mimosrod-
kowe dla jednego z ciat a dla drugiego Srodkowe, albo tez
badz to srodkowe, badz tez mimosrodkowe dla obu ciatl.

Chociaz teoria uderzenia nie wyrdéznia jednego z ciat
uderzajgcych sie nawzajem, gdyz obydwa podlegaja tym sa-
mym prawom, a w szczegoélnosci na kazde z nich dzialajg sity
uderzenia o tej samej wartosci liczbowej, to jednak czesto
dla wygody opisu nazywamy jedno z tych ciat uderzajacym,
a drugie uderzonym, zwilaszcza gdy pierwsze jest w ruchu,
a drugie przed uderzeniem spoczywa.
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Jezeli w miejscu uderzenia zachodzg odksztatcenia cial
W znacznym stopniu sprezyste, to méwimy o uderzeniu spre-
zystym. W przypadkach zas, gdy odksztalcenia sg przewaznie
plastyczne (trwate) nazywamy uderzenie niesprezystym.

Nazwy: wuderzenie doskonale sprezyste Iub doskonale
plastyczne, czyli doskonale niesprezyste ttumaczg sie jasno jako
odnoszace sie do najprostszych wyidealizowanych przypad-
kéw koncowych. Uderzenie dobrych kut bilardowych zbliza
sie bardzo do uderzenia doskonale sprezystego; za$ uderzenie
dwéch bryt z mokrej gliny garncarskiej do uderzenia dosko-
nale plastycznego. Cechy uderzenia sprezystego posiadaja
w stopniu znacznym zderzenia wagonow kolejowych przy ma-
newrowaniu nimi na stacjach, a to dzieki zderzakom sprezy-
nowym, w jakie wagony sg zaopatrzone.

Przy zderzeniu zachodzi zawsze pewna strata energii,
tzn. suma energii kinetycznych obu ciat po uderzeniu jest mniej-
sza od takiejze sumy przed uderzeniem. Na strate; sklada sie
przede wszystkim praca odksztatcen plastycznych, a nadto
energia drgan akustycznych dajacych zjawisko nieodtgczne
od uderzenia nawet wtedy, gdy mamy do czynienia z ciatami
wybitnie plastycznymi. Dlatego nawet przy uderzeniu ciat
o wysokim stopniu sprezystosci nie da sie unikng¢ rozproszenia
energii w postaci fal glosowych; ta nieznaczng wprawdzie, ale
dostrzegalng strate energii nazywamy krotko stratg akustyczna.
Strate te zwykle pomijamy, jako bardzo mals.

90. Uderzenie proste srodkowe

Aby uprosci¢ rozwazania teoretyczne przyjmiemy, ze
w otoczeniu miejsca uderzenia sie sa ciala ograniczone po-
wierzchniami obrotowymi, ktérych osie lezai na normalnej

uderzenia. Przyjmiemy dalej, ze sita uderzenia P rozkiada
sie kotowo-symetrycznie wzgledem punktu przebicia po-
wierzchni stykania z normalng uderzenia. Niechaj M1 Ma
oznaczajg masy obu ciat (rys. 116), a vli v2ich odpowiednie
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predkosci ruchu postepowego jednokierunkowego. Jezeli Vi
i v2maja ten sam znak, wtedy wzajemne sity uderzenia o wiel-
kosci zmiennej P, rosnacej od zera w chwili poczagtkowego ze-
tkniejcia obu ciat, zmniejszajg predkos¢ vl (przy zatozeniu oczy-
wistym, ze V* > v2 zas$ zwiek-
szajg V2. Ta zmiana predkosci
pod wptywem sity uderzenia P
zachodzi przy wzrosScie P tak
diugo, az oba ciata przybiorg
w.spblng predkos¢ u. Ten okres czasu nazwiemy pierwszym
aktem uderzenia.

Rys. 116.

a. W przypadku (oderwanym) uderzenia doskonale
sprezystego sita P maleje z koncem aktu pierwszego do zera
i oba ciata poruszajg sie dalej z wspolng predkosciag u.

W tym przypadku konczy sie jednocze$nie cale zjawisko
uderzenia, a wspOlng predkos¢ u znajdujemy z réwnan dyna-
micznych wyrazajgcych, ze zmiana pedu ciata réwna sie im-
pulsowi sity uderzenia wywotujacej te zmiane, a wiec

M,vl— Mlu = 11= M2u — MR2v2,
stad
Mjvl -i- M, v

[322]
M1+ M2

Do tego wyniku mozna dojs¢ takze stosujgc do uktadu mate-
rialnego ztozonego z obu ciat twierdzenie dynamiki, ze sity
wewnetrzne uktadu nie zmieniaja jego pedu ogdllnego, ktdry
przed uderzeniem byt okreslony sumg M1vl+ M2v2 a po ude-
rzeniu sumg M1lu + M2..

Natomiast energia kinetyczna obu ciat po uderzeniu, tj.

£'= vy u2

jest mniejsza od energii przed uderzeniem, tj. od
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Ro6znica EO— E’ przedstawia strate energii Estr, zamieniong
niemal w catosci na prace odksztalcenia plastycznego. Te

strate wyraza réwnanie
(Vi — va2 . MxM2
t'"Hr~ 2 Afx + M,

co ftatwo sprawdzi¢ podstawiwszy ze wzoru [322] wartos¢ u
w wyrazenie EO— E’. Ale ponizej wyprowadzimy wzér dla
E.,tr w postaci ogdélniejszej, gdyz dla uderzenia'lczeSciowo nie-

sprezystego
Ew =1 — vi + A-M2v\ — (Mi + Mo) u2.
Teraz uzasadnimy inng posta¢ wyrazenia dla Es, w sposé6b
nastepujacy:
Wyrazsz- M1v2l i ?MZVZZSQ oczywiscie odpowiednio réwne

e-i-Mj (v, — u)2+ Mtyvtu y M'u2>
oraz ‘|€M 2(u—v22+ M,v2Zu — — M2u2-

A zatem:
£ =_ M, Vi—u2+y MAu—vIA2+ (M" + M2 esu —

— -y" (MI + M2 u2- -y (Ml + M2 u2

a poniewaz Mt + M2v2 = (Mi + M2u, przeto ostatnie trzy
wyrazy dajg w sumie zero, a pozostaje rOwnanie:

E®9Y= ~ Mi (wx— w2+ * M2(u - v22, [323]

wyrazajgce wazne twierdzenie L. Carnota o znaczeniu ogol-
niejszym, a mianowicie: Strata energii kinetycznej
uktadu przy zderzeniu niesprezystym jest
rowna energii kinetycznej odpowiadajacej
zmianom predkosci wszystkich punktow
uktadu wywotanym przez uderzenie.
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b. W przypadku uderzenia doskonale sprezystego prz)
miemy stosownie do rozwazah poprzedniego paragrafu, ze sita
uderzenia (ktora rosngp w pierwszym akcie uderzenia od zera
az do koncowej wartosci Pt wytworzyta impuls 11— JPdt
i wywotata wyréwnanie predkosci do wartosci wspdlnej, u)
od chwili ukohAczenia aktu pierwszego maleje, gdyz ciata od-
ksztalcone sprezyscie w akcie pierwszym, powracajg do po-
staci pierwotnej w akcie drugim.. Przyjmujac w pierwszym
przyblizeniu, czesto zupetnie wystarczajgcym, ze spadek sity
uderzenia z uptywem czasu w akcie drugim odbywa sige, we-
dtug tego samego prawa, co wzrost tej sity w akcie pierwszym,
dochodzimy do wniosku, ze impuls uderzenia w drugim akcie
jest rowny impulsowi w akcie pierwszym, a wiec = n v Jezeli
wiec z chwilg ukonczenia drugiego aktu uderzenia, tj. kiedy
sita P stala sie rdwng zeru, cialo uzyskato predkos¢ wu
a ciato M2predkos¢ w2 to mozemy napisa¢ réwnania:

(@ Mlvl— Mju= iJ, —aMju — Mi Wi
M<,u — M 2w, = 112 = w. — M.,u.

Z obu rownan wynika

o N _
W3z 2u—uv, (Mj M2 vl 2 M-,

ML+ w2 [324]
W, = 2u— v, (M2 — Mj). r. + 2M, Kj
_ Mj + Ma
Gdy np.obie masy sg réwne Mt — M, = M, to z wzorow
ogo6lnych znajdujemy
u= 2 (vi+ v, =" == .

Wynik ostatni tatwo sprawdzi¢ doswiadczalnie w przy-
padku szczeg6lnym, gdy va = 0. Wtedy masa M, biedgjca
w spoczynku uderzona takg samg masg z predkoscig v otrzy-
muje po uderzeniu doskonale sprezystym predkos$¢ v, podczas
gdy masa uderzajajca zatrzymuje sie tracgc catkowicie swag
predkos¢ poczatkowa. Stusznos¢ tego mozna sprawdzié¢ wie-
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szajgc na nitkach mozliwie lekkich dwie kule z materiatu bar-
dzo sprezystego tak, aby sie dotykaty bez nacisku tworzgc dwa
wahadta o réwnej diugosci (rys. 117). Nastepnie odchylamy
jedno wahadito o kat a i puszczamy kule swobodnie. Kula ta
uderzy druga bedgacg w spoczyn-
ku z predko$cia v zalezng od wy-
sokosci spadku, po czym stwier-
dzimy, ze kula uderzajaca zatrzy-
mata sie( a kula uderzona odsko-
czyta tak, ze jej nitka odchylita
sie o kat /? bardzo bliski a, co do-
wodzi, ze otrzymata po uderze-
niu predkos¢ prawie réwng V.
Mata réznica tlumaczy sie wply-
wami poprzednio omdéwionymi, a nie uwzglednionymi w te-
orii elementarnej.

Podobne doswiadczenie na wiekszglskale czyni czejsto ma-
szynista parowozu przy przetaczaniu wagondow. Jezeli wagon
0 masie Muderza z predkoscig v drugi wagon o takiej samej
masie bedgacy w spoczynku, to pierwszy sie zatrzymuje, a drugi
rozpoczyna ruch z predkoscig v.

Drugi praktycznie interesujacy przypadek szczegdlny za-
chodzi, gdy masa M., uderzonego ciata bedacego w spoczynku
jest bardzo wielka w poréwnaniu do masy uderzajacej M,
Wtedy z rownania [322] otrzymujemy

U= Um I~-r MIM = ° (dla M*IMI
a z [324] wl= — vt

co wyraza, ze cialo uderzajace nieruchomg masywng S$ciane
traci predkosc¢ catkowicie, jezeli uderzenie byto doskonale nie-
sprezyste, a odskakuje od sciany z predkosciag réwng liczbowo
predkosci uderzenia, gdy uderzenie ma ceche doskonale spre-
zystego. Te wyniki potwierdza doswiadczenie: kula z miek-
kiej gliny, rzucona tak, ze uderza poziomo o0 pionowy mur,
traci zupetnie predkosé¢ przylepiajac sie zwykle do muru; na-
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tomiast dobra pitka gumowa odbija sie z predkoscig co do
wielkosci rowng predkosci uderzenia, a tak samo wagon opa-
trzony zderzakami sprezystymi odskakuje od zapory zamyka-
jacej Slepy tor kolejowy.
C. W przypadku uderzenia niezupeinie sprezystego przyj-

mujemy w teorii przyblizonej {Newton), ze impuls uderzenia

w akcie drugim oznaczony przez 112, ktéry oczywiscie musi
by¢é mniejszy od impulsu ZZ1 w akcie pierwszym, da sie wy-
razi¢ rbwnaniem

n2= knl,

gdzie k oznacza wspéiczynnik uderzenia, cechujacy jego stopien
sprezystosci. Przy uderzeniu doskonale niesprezystym jest wi-
docznie k = 0, przy doskonale sprezystym k = 1. W ogoéle
wiec bedzie k utamkiem witasciwym, o ktérym zakladamy, ze
jest niezalezny od predkosci uderzenia, a jedynie zalezny od
wilasciwosci materiatu i postaci obu cial. Jest to oczywiscie
grube przyblizenie, ktére jednakze oddaje zwykle dobre ustugi
w zadaniach praktycznych. Poniewaz

Jy = Mi(vj — uU) = M2(u —>V2
n2=>Mi (u— Wi = M2 (w2— u),
przeto
u Wi w2 — U W2 — Wi
U U — vz Vi — v2

Obliczymy teraz strate energii wskutek uderzenia. Energie ki-
netyczng przed uderzeniem okresla wyrazenie

a po uderzeniu [a]
~~MiW iz + -~ M2w2- .

Strate energi przedstawi zatem réwnanie

2 M2(vZa— wj2
Wstawiwszy tutaj stosownie do wzoru [325]
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wi— (1 + k) mu — Kk vx; w2= (1 + k) eu— kv2, [cl
a nastepnie wartos¢ u wedlug wzoru [322], a wiec
MXVX + M;vo — k M2(vt — v,) )

w, ==
Mt ,+ M2 396
Mi + M2v2 + Kk (yx — vy ( [326]
MX + m2 )
VI —w, = - 2(1M-|: +k) IO(,I
w — AM1 + k) (vx — v2
' M+ + M2

Te wyrazeniawstawiamy w réwnanie [b] przeksztatconena

p37 ! — WpVi + wy +--IM , (V2 — w2(v2 + w2
otrzymujac
p M. M2

= 2~ g + mt (1 + (Ki~ V2 (Ki~ + Wi~ Wa)*
a poniewaz
w\ — w, = — k (Vj — v, wedlug [325], przeto

y, —v2+ w* — w3= (1 — k) (vx — v3, czyli
= 13271

W przypadku szczegblnym uderzenia masy Afi z predkos$cig
vi o wielkg mase spoczywajgcg (v2 = 0), znajdujemy

Eyir — (l ~ A2) V1- ! 1+ . im o2 [328]

Roéwnanie to wyjasnia warunki, w ktdrych zamieniamy
a korzyscig praktyczng strate energii przy uderzeniu na prace
uzyteczna, np. przy kuciu, whijaniu gwozdzi itp. Przy kuciu jest
pracag uzyteczng praca odksztalcenia plastycznego przedmiotu
kutego. Przy danej energii uderzenia mtota V* M, vX2 stosownie
do wyrazenia [328] praca ta bedzie tym wieksza im M2 jest
wieksze od Mx. Za maste M2 mozna w dobrym przyblizeniu
uwaza¢ mase ztozong z przedmiotu kutego, kowadia i jego
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fundamentu. Gdy mtot nie odskakuje, to dowodzi, ze k — 0,
a prawie catkowita jego energia kinetyczna zamienia sie na
prace odksztalcenia przedmiotu kutego. Przy whbijaniu gwoz-
dzia w deske, lub pala w grunt, mamy nadto do czynienia
oprécz stosunkowo nieznacznej pracy odksztalcenia przed-
miotu z pracg odksztalcenia materiatu, w ktéry gwozdz jest
wbijany oraz tarciem o $ciany otworu.

Jest rzeczg jasng, ze pewna cze$¢ energii idzie na odksztal-
cenie miota. Aby ona byla mozliwie mata, winien mtot by¢
dos¢ ciezki i z materiatu trudno odksztatcalnego (twardego).

Przyktad 1. Wagon kolejowy o ciezarze Qt = 10 t uderza z pred-
koscig vl = 5 km/godz. drugi wagon spoczywajgcy o ciezarze Q2 = 5 t,
znalez¢ predkos¢ obu wagonéw po uderzeniu uwazanym w przyblizeniu
za doskonale sprezyste, pomijajac energie kinetyczna obrotu zestawow
kotowych.

Rozwigzanie. Wedtug wzoru [324] napiszemy uwzgledniajac, ze cie-
zary sa proporcjonalne do mas, a v2 = O0:

= LQ];r(P_CQVl -rji_) .5 = 5/3 km/godz.

P+ L2~
2 20-5
"y = Qil — = 20/3 km/godz.
04+ Q2 15
S i v 2 rozdzielita sie na dwie czesci
N g
. . 1 . . .
£, = 4+ 9i. w2i E = -A. w,2, ktére razem.winny daé
1 2 g 1 2 2 g

catkowitg energie kinetyczna E. To moze postuzyé do sprawdzenia powyz-
szego rozwigzania.

Przyktad 2. Tzw. ,baba" kafara o ciezarze Q — 500 kG uderza
w pal spadajac z wysokosci h = 3 m, przy czym zagtebia go w podioze
o0 2 mm. Uwazajgc w przyblizeniu pal za cialo sztywne i pomijajac spre-
zysto$¢ podioza obliczy¢ opér R, jaki grunt stawia przy tym uderzeniu.
Rozwigzanie. Warto$¢ liczbowa pracy tego oporu jest prawie réwna
energii uderzenia, a wiec
R.0002 = Q.h= 500.3 = 1500 kGm,

stad R — 750000 kG = 750 t.
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91. Uderzenie proste mimosrodkowe

Przy zalozeniu upraszczajgcym, ze plaszczyzna przechodza-
ca przez normalng uderzenia i srodek masy ciata jest prosto-
padta do jego gtdwnej centralnej osi bezwtadnosci, a oba ciata
byty przed uderzeniem w ruchu postepowym,
bedzie skutek uderzenia taki, ze ciatlo ude-

rzone mimosrodkowo otrzyma ruch ztozony M
z postepowego i obrotowego okoto wymie-
nionej osi bezwtadnosci. Niechaj masg ude-’ L

rzajgca z predkoscig vt bedzie Mt (rys. 118),
a uderzong mimosrodkowo M2 o momencie
bezwtadnosci M, i2 i predkosci ruchu po-
stepowego v2 (< Vj). Impuls uderzenia TI
sprawi, ze na koncu pierwszego aktu uderze- Rys. 118.
nia, tj. kiedy miejsce zetkniecia sie obu ciat otrzyma wspélng
predkos¢ u, jest

M1lvl — Mlu = 77. [a]

Oznaczmy przez emimos$rod uderzenia,przez u0 predkosc¢
postepowg Srodka S2 masy M2, a przez @ predkos¢ katowa jej
obrotu na koncu pierwszego aktu uderzenia. Dalsze rownania
dynamiczne przyjmag zatem postac e

M2@u0 — v) 17, 77e = M,/2a@. [b]
Rugujac z réwnan [a] i [b] impuls 77, mamy
Mj - MjuU= M2U0 — M2\ [d
U = v2+ ©. [d]
Z rdwnan [c] i [d] oraz z rébwnania kinematycznego

u= ud+ em [e]

mozna teraz obliczy¢ trzy niewiadome u, u0 i ®.W tym celu
rugujemy najpierw ® z rdwnan [d] i [e] otrzymujac
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Wstawiwszy zas to wyrazenie w réwnanie [c] znajdujemy

M1 4- Ma ea + 72 = (Mi -f e2 + [22) 'U’
Poréwnawszy ten wynik z odpowiednim réwnaniem uderze-
nia srodkowego, tzn. z réwnaniem

Mxvt + M2v2= (Mi + M2 mu,

widzimy, ze réwnanie dla uderzenia mimosrodkowego mozna
napisa¢ w tej samej postaci, jezeli mase M, ciata trafionego
mimosrodkowo zastgpi¢ masa zredukowang (zastepcza]l M2,

okreslona wzorem j2
Ma= NM2eS2-.z= =g

A zatem u Ml + [ 2. 330
Mx -t -2 330

Dla e = 0 wzdr ten przeksztatca sie na wzdér [322]. Znajgc u
obliczymy ua z rownania [f], a po tym oz [d] i otrzymamy

Vv, /1,2 4- V2@G2

1 e2 + 2 + M'2v2
u° = [331]
o _ e M - 1lyw) m 91|
e2 + /2 ' Mi + M\ ' [ 1

W przypadku gdy uderzenie jest mimosrodkowe dla obu ciat,
tatwo przewidzie¢ nastepujacg posta¢ wzoru dla u:

M\vt + M\v2 oo,
M\ + ~Mr~" przy CZYm 13331
= W Thgo .. = @R 1339

Jezeli uderzenie jest bodaj czesSciowo sprezyste to po wy-
rownaniu predkosci w miejscu zetkniecia ciat do wartosci u
okreslonej réwnaniem [330], wzglejdnie [333], zajdzie w akcie
drugim zmiana predko$ci w tym miejscu na ~ i ff,, Przy po-



mocy pojecia masy zastepczej mozna te predkosci obliczy¢
od razu z wzordw [326] po wprowadzeniu AT2zamiast M2 jezeli
tylko cialo M2 jest uderzone mimosrodkowo, a wiec

M 1vl A~ M'2[(I + Kk)Vv2— kVy]

Wy . ,
Mi + M'a [335]
Mt[(1 + k) vl— kvl + M'a
My + M'2

Podobnie napiszemy wzory dla g i g w przypadkach, gdy tyl-
ko Afj jest uderzone mimosrodkowo, zastepujgc Mj przez My.
Wreszcie w przypadku mimosrodkowego uderzenia obu mas
Mj i M, zastepujemy obie przez My i M2 w odpowiednich wzo-
rach uderzenia Srodkowego.

92. Uderzenie ciata obracalnego dokota osi statej

Przyjawszy pozioma o$ obrotu, ktérej sladem na ptaszczyz-
nie rys. 119 jest O, pomysimy sobie cialo o masie My w spo-
czynku. Jego Srodek masy S lezy wtedy na pionowej O SA.
Niechaj drugie cialo o masie m porusza-
jace sie postepowo z predkosScig pozio-
ma v trafia cialo M+tw punkcie A, a wiec
mimosrodkowo. Wtedy po pierwszym
akcie uderzenia dajg réwnania dynamicz-
ne pedu dla ciata uderzajgcego

I — Myv — M,,u, [a]
zas$ dla ciata uderzonego
n ma— 1 © [b]
przy czym © u Rys. 119.
a

Tutaj 1 oznacza moment bezwiadnosci ciata M wzgledem
®si obrotu. Rugujgc z obu réwnan |l otrzymujemy:

My v My v

My + M, [336]

M, +
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gdzie Mred = & oznacza mase sprowadzong do promienia a .

Wzdér ten jest identyczny z wzorem dla uderzenia prostego
i srodkowego dwu ciatl swobodnych, z ktérych pierwsze o ma-
sie Mx i predkosci v uderza drugie o masie M i predkosci O.
Impuls uderzenia spowoduje w ogoéle reakcje tozysk ustalonej
osi obrotu. Tej reakcji nie bedzie tylko woéwczas, gdy cialo
M oswobodzone zupeinie obraca sie pod wplywem takiego
samego uderzenia okoto prostej 0 jako osi swobodnej. Stosujgc
wiec wyniki paragrafu poprzedniego i podstawiajgc i2 = i
napiszemy wedtug wzorow [330] do [332]:

Mxv Mtv mi2 1
u— - uo = + i~ M 2
M1+ M . a Mx
] [337]
+ P Mi +m Mi2
! e2 + 2

Predkos¢ punktu o ciata swobodnego po uderzeniu jest rowna

uo — (a — e)o>.

Gdy ta predkos¢ stanie site zerem, to obrdt ztozony z ruchu
postepowego z predkoscig uO i obrotu okoto osi centralnej
z predkosciag katowa to zajdzie okolo prostej 0. A zatem
udt= (a — eo>

jest warunkiem, aby lozyska osi materialnej, na ktdérej osa-
dziliSmy ciato M, nie doznaly reakcji przy uderzeniu prosto-
padiym do promienia OA — a na jego koricu. Warunek ten
daje i2— (@ — e)e, a stad

a= e+ — [3381

Réwnanie to okresla zarazem, jak wynika z teorii wahadta
fizycznego, tzw. dtugos¢ sprowadzong tego wahadta, odpowia-
dajgca punktowi A jako punktowi zawieszenia*.

* Postacig najprostsza wzoru na dtugo$¢ sprowadzong | wahadta fi-

zycznego o masie M, momencie bezwitadnosci | wzgledem osi obrotu O
i promieniu obrotu r $rodka masy jest
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Punkt O nazywamy wtedy Ssrodkiem wahania. Gdy obierze-
my punkt O jako punkt zawieszenia, to dtugos¢ sprowadzona

okresli wyrazenie fi
a—e+ ——
a— e

ktére, jak tatwo dowies¢, ma te samg wartos¢ a. Piszgc bo-
wiem réwnanie:

a= x + < czyli x2— ax + i2= 0,
widzimy, ze suma pierwiastkéw xt i x2 tego réwnania jest
rowna a. Skoro wiec xx= e, to x2= a — e-

Gdy uderzenie prostopadte do nieswobodnej osi obrotu
ciata nie wywotuje reakcyj tej osi, to punkt, w ktérym naj-
krotsza odlegtos¢ osi obrotu od normalnej uderzenia trafia te
normalng nazywamy Srodkiem uderzenia, Z obliczen po-
wyzszych wynikajg wazne prawidta nastepujgce:

a Srodek uderzenia jest zarazem $rod-
kiem wahania ciata traktowanego jako wa-
hadto na danej osi obrotu.

b. Ciato swobodne i spoczywajgce uderzo-
ne mimosrodkowo wzdluz prostej prostopa-
dtej do jednej z gtéwnych centralnych osi
bezwtadnos$ci, obraca sie okoto osi chwilo-
wej do niej rownolegtej. Najkrotsza odle-
gtos¢ tej osi od normalnej uderzenia jest
rowng dtugosci sprowadzonej wahadta fizy-
cznego, jakieby ciato tworzyto, gdyby ta o$
byta ustalona. Kohce najkrétszej odlegtosci
tej osi od normalnej uderzenia sg wiec za-

1= ~mT '
Poniewaz / = M + 1B gdzie 10 = M fi, oznacza moment bezwladnosci
wzgledem osi réwnolegtej do O i przechodzacej przez $rodek masy, przeto
po podstawieniu tych warto$ci otrzymamy:
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mijienne tak samo, jak sSrodek wahanlia
i punkt zawieszenia wahadta.

3,\[ Przyktad 1. Znalez¢ $rodek uderzenia piyty prosto-
katnej o wymiarach b = 40 cm, h = 80 cm, wiszacej na
osi poziomej bokiem b.

Odpowiedz. Odlegtos¢ $rodka uderzenia od osi

m
obrotu jest wedlug twierdzenia [a] (8 92) okreslona
wzorem | K2
Z=
M MT

0 gdzie k jest ramieniem bezwiladnosci ptyty wzgledem
osi obrotu, a

F TueM-20
r = - —odlegtoscig Srodka masy ptyty od tej osi.

Rys. 120,

h2
Wedtug wzoru [197] jest k2 = —3 a wiec

h2 160 ro 1
31212 3 n 3 3
Przyktad 2. Wyznaczy¢ $rodek uderzenia miota wahadlowego za-
wieszonego na osi poziomej i zlozonego z trzonu o diugosci a i masie m,
oraz bijaka prostopadtosciennego o wysokosci b i masie M (rys. 120).
Rozwigzanie. Odlegto$¢ srodka masy od osi OO jest réwna

b | -+~ m
I\Qa'l't)n - . b 1 (a+ b) mM
» = a
M

1+ m/M

Moment bezwtadno$ci wahadta

.« a2 b2
1= "7 +'\"(a'l"]-)'ﬂw 12

A wiec dlugos¢ sprowadzona wahadta
* b2 maz2
M a

4
| m ) +MW + 7~
M+ m)r | b a
M a+ \ + m -~y
| /
Gdy np. a 100 cm, b — 6 cm, M = 50 kg, m =2 kg, to
1002
50.1032 + 50.36/12 + 2 aT~
50~10'3 + 2«50 = 1023 Cm'
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93. Uderzenie ukos$ne

Gdy ciata uderzajace sie wzajemnie odbywaty przed ude-
rzeniem ruch postepowy, to uderzenie uko$ne zachodzi, jezeli
kierunek ruchu przynajmniej jednego z ciai nie jest rownolegly
do normalnej uderzenia. Obierzmy te normalna za 0$ X uktadu
odniesienia. Niechaj $rodki mas obu ciat lezg na normalnej
uderzenia. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze cialo M2 jest
w spoczynku, a ciato (rys. 121) uderza je ukosnie z pred-
koscig ig , nachylong do narmalnej
Pod katem cg. Wtedy roztozyw-
8ZY wy na skladowg normalng

= wvgcosaj, i viy = Vising
widzimy, ze sama skladowa vly
nie databy powodu do powstania
sit wzajemnego dziatania na sie-
bie obu ciat, gdyby nie byto skta-
dowej normalnej vix. Ta sklado- Rys. 121
wa okresla ped Mxvxcos cg, kt6-
rego zmiana na Mtux po pierwszym akcie uderzenia mie-
rzy odpowiedni impuls sity uderzenia

U = M1l(vg coscg — Uux) . [339]

Ale przez ux oznaczono sktadowa normalnigi predkosci po
pierwszym akcie uderzenia. Zachodzi wiec pytanie, jaka jest
druga skiadowa uy. Gdyby mozna byto przyja¢ (co niekiedy
zachodzi w przyblizeniu), ze w miejscu zetkniecia obu ciat nie
zachodzi tarcie, to nie byloby reakcji stycznej i ciato za-
chowatoby sktadowa predkosci v, = sin og, bez zmiany
(tj. uy = wgsincg), czyli po pierwszym akcie uderzenia otrzy-
matoby predkos¢ réwng

V u*2 + (vg sin aj)2.
natomiast cialo M2 otrzymaloby tylko predko$é normalng

_ Mt vt cos og
ux = M, + [340]
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Z uwzglednieniem tarcia sprawa przedstawia siie inaczej, al-
bowiem z powodu tarcia musi obok normalnej sily uderzenia
P i jej impulsu pojawiac¢ sie takze sita styczna o wielkosci S,
ktorej impuls oznaczymy przez

n = $sdt.

Impuls ten w odniesieniu do ciata Mt zmniejsza skladowg
predkosci vlsina! jego ruchu postepowego, a zarazem dziatajgc
nan mimosrodkowo udziela mu obrotu w kierunku wskazéwek
zegara. Natomiast impuls — TL' dziatajacy na ciato M, udziela
mu predkosci ruchu postepowego uy prostopadiej do normalnej
uderzenia, oraz predkosci kagtowej u=lo kierunku réwniez zgod-
dnym z wskazéwkami zegara. Wobec tego zajdzie w czasie
trwania nacisku normalnego $lizganie w miejscu zetkniecia,
awiecS= Ppill" —1lp, jezeli p oznacza wspbtczynnik
tarcia.

Stosownie do tego znajdziemy teraz:

1 Skladowe predkosci postepowej uiy ciata Mapo pierwszym
akcie uderzenia, piszac rownanie pedu

Mtvt sinai — Mluty = —II' — p -=m Mt (vx cosax — ux)p,
a stad po wstawieniu wyrazenia dla ux (wg roGwnania [340])

2. Réwnanie ruchu obrotowego daje
Wi = 1l'rlt

jezeli 11oznacza moment bezwtadnosci masy Mt wzgledem osi

obrotu (o ktérej przyjmujemy, ze jest osig gtéwng), a r4 ra-

mieniem momentu impulsu IT wzgledem tej osi. Wstawiwszy

za Il' wartos¢ z wzoréw poprzednich i rozwigzawszy wzgledem
mamy

Mi vt cos a M r

[3421
M, + M,
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A zatem, skiadowa styczna predkosci liniowej tego miejsca
ciala M+, ktére uderza o M2, ma po pierwszym akcie uderze-
nia wartos¢

rt =vtsina, —”~cos atm + T 2)~ ' [343]
jezeli 1, = M1ij2.

3. Cialo M2otrzymuje po pierwszym akcie uderzenia oprocz
sktadowej ux predkosci postepowej juz poprzednio obliczonej,
jeszcze skiadowg u2y, powstatg wskutek impulsu siy tarcia
i skierowang (rys. 121) w dot. Jej wartos¢ bezwzgledng znaj-
dziemy z ré6wnania

M2e\U2A\ = Nn' =1 N Ix, a wiec
lii —_M— —A VA COS ofj,
' 41 Mj +

4. Impuls 17" udziela nadto ciatu M2 predkosci katowej o2,

stosownie do rdwnania dynamicznego
i, W= n'r2, zczego

MiVt cos O M or2 [344|

"2 = - £ [ t M J°
A zatem sktadowa styczna predkosci liniowej uderzonego
miejsca cialta M2 ma po pierwszym akcie uderzenia wartosc¢

Uy 4 &2#2—— Mijj*eoga, (1 -1 r2Zi2)h, [3451

gdzie &= Ijm 2

W przypadku uderzenia zupeinie niesprezystego wzory
[340] do [345] okreSlajg zarazem predkosci po uderzeniu. Przy
uderzeniu czesciowo lub zupetnie sprezystym pojawia sne crugi
akt uderzenia i trzeba bada¢ dalej zmiany zachodzgce o
chwili wyréwnania predkosci normalnych do chwili roz agcze-
nia sie ciatl.

Ze wzgledu na niewielkie znaczenie techniczne odnos$nych
obliczen teoretycznych poprzestajemy na rozpatrzeniu w na-
stepnym paragrafie tylko jednego waznego przypadku szcze
gélnego.
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94. Uderzenie kuli o sciane ptaska

Niech kula jednorodna o masie M porusza sie postepowo
z predkoscig v, nachylong pod katem 90°— a do $ciany po-
ziomej wielkiego ciata nieruchomego. Kula uderza $ciane
w punkcie 0 (rys. 122).

1 Dla wuderzenia doskondle
nieprezystego otrzymujemy ze
wzoru [340] = 0, jezeli przyj-

miemy, ze Sciana dziata jak ciato
0 masie nieskonczenie wielkiej.
Przy pominieciu tarcia, a wiec
przy braku reakcji stycznej w
miejscu zetkniecia 0, pozostaje
niezmieniong sktadowa  pedu
M v sin a, dzieki czemu po ude-
rzeniu rozpoczetaby kula ruch postepowy poziomy z pred-
koscia vsin aUwzgledniajgc tarcie napotykamy na pew-

natrudnos¢ wobec tego, ze bezposrednio po ukonczeniu
uderzenia moze zajs¢ $lizganie w miejscu 0, ktdre hamuje
obrét kuli od chwili rozpoczecia jej czystego toczenia sie.
Przyjawszy czas lego $lizgania jako bardzo krotki, mozemy
obliczy¢ predkos¢ vztoczenia sie kuli po uderzeniu z warunku,

Rys. 122.

ze energia kinetyczna—— (v sin a)2 pozostata w kuli zamienia

sie na sume energii kinetycznej ruchu postepowego % M vy2
i energii ruchu obrotowego réwnej iloczynowi momentu bez-
wtadnosci kuli 1 = M i2 przez potowe kwadratu jej predkosci

katowej o = ——, jezeli r jest promieniem kuli. A zatem
M (v sina)2 = + i(~ f,
stad
(v sin a)2
vV = JT [340J
1+ -i-
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2. W przypadku uderzenia czesSciowo sprezystego zastosu-
jemy zatozenie przyblizone Newtona , ze impuls sity uderzenia
w akcie drugim zmniejsza sie w stosunku k : 1i wykonamy

obliczenie nastepujace:
Impuls Tl normalnej sity uderzenia U w akcie pierwszym

zmniejsza sktadowg normalng pedu M v cos a do zera, czyli
Mvcosa— 0= n.

W akcie drugim dziata impuls o wartosci liczbowej k 11 udzie-
lajgc masie M kuli pedu w kierunku odwrotnym o wartosci
liczcbowej M | w* =k Il = kM v cos a, czyli

IWX\ = kv COSa.

Predkos¢ wx jest skierowana w goére i razem z niezmieniong
sktadowg poziomag v sin a daje skierowang ukosnie predkosc¢

w = [/k2v2 cos2a + v2sin2a, [347]

nachylong do pionu pod katem £ wyznaczonym rdéwnaniem

tafi = vsna 1 ¢ 343
g0 = s T ke
Tylko wiec w przypadku k = 1, tj. uderzenia doskonale

sprezystego jest /IS= a, czyli kat padania kuli robwna sie katowi
odbicia sie jej od Sciany.

Przy uderzeniu czesciowo sprezystym musi by¢ kat odbicia
0 wiekszy od ai to tym bardziej, im wspo6iczynnik uderzenia
k jest mniejszy. Przy k 0, tj. dla uderzenia zupetnie nie-
sprezystego bezposrednio otrzymujemy zgodnie ze znalezio-
nym wynikiem 3= 90° tzn. kula nie odbija sie wcale, lecz
toczy sie po Scianie.

Wyniki te majg dos¢ wazne zastosowania techniczne. Tak
np. przy sortowaniu samoczynnym hartowanych stalowych
kulek tozyskowych pozwala sie kulkom spada¢ pod stosownie
dobranym kagtem na bardzo twardg i jednolitg plyte. Zaleznie
od kata odbicia wpadajg potem kulki do réznych rynienek,
ktore je prowadzg do oddzielnych naczyn. Kulki w kazdym
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Z naczyn majg te samg wartos¢ k z czego wnosimy o ich jedna-
kowej twardosci.

Gdy kulka uderza ptaska Sciane normalnie, jak np. w sicle-
roskopie Shore'a, to a = 0, a wiec stosownie do wzoru [347]
jest

w = Kkv.

Przy .spadaniu swobodnym jest jak wiadomo v = \ 2gh, gdzie
h oznacza wysokos$¢ spadania. Gdy wiec kula po odbiciu sie
osigga wysokos¢ hx < h, to

[/l2ghl1= k Y2gh, czyli
k = j/'~j~ [349]

Postugujgc sie tym wzorem wyznaczono doswiadczalnie
wartos¢ k i znaleziono np. dla

szkta, kosci stoniowej, stali i drewna
k = 0,94, 0,89, 0,56, 0,50.

Stosowano przy tym kule i ptyte z tego samego materiatu,
udzielajgc kuli nieznacznej predkosci uderzenia. Przy wie-
kszych predkosciach otrzymywano jednak rézne wartosci k
w zaleznosci od predkosci uderzenia, co dowodzi niedoskona-
tosci zatozenia Newtona okreslajgcego k jako statg materiatu,
ale jak dotad nie znaleziono zatozenia lepszego a rdéwnie
prostego.
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