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Rozdziat |

PUNKT i PROSTA

§ 1. Odcinki kierunkowe na osi.

Prostg, na ktorej jeden kierunek (zwrot) przyjmiemy za kierunek
dodatni, nazywamy osia; kierunek przeciwny dodatniemu nazywamy
ujemnym. Odcinek, ktéremu przypisujemy pewien kierunek (zwrot),
nazywamy odcinkiem kierunkowym albo wektorem. Nazwe ,odcinek"
zachowamy w calej ksigzce dla odcinkéw, przy ktérych kierunku nie
uwzgledniamy. Jezeli konce odcinka oznaczymy literami A i B, to od-
cinek oznaczamy AB lub BA. Podobnie oznacza¢ bedziemy dwiema
literami wektory, dla odréznienia jednak od odcinkéw pisa¢ bedziemy
nad literami kreske poziomg. Tak np. symbol AB oznacza¢ bedzie
wektor majgcy poczatek w punkcie A a koniec w punkcie B. Porzadek
liter przy oznaczaniu wektoréw nie jest obojetny: litera na pierwszym
miejscu oznacza¢ bedzie zawsze poczatek, a litera umieszczona na dru-
gim miejscu koniec wektora. Wektor BA ma poczatek w punkcie B
a koniec w punkcie A, rézni sie wiec od wektora AB zwrotem.

Wektor umieszczony na osi ma zwrot zgodny albo ze zwrotem do-
datnim, albo ze zwrotem ujemnym osi; w pierwszym przypadku nazwie-
my wektor dodatnim, w drugim przypadku ujemnym. Dwa wektory
umieszczone na osi uwazamy za rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja
te samg dlugos¢ i ten sam zwrot. Jezeli chociazby jeden z tych wa-
runkéw nie jest spetniony, nazywamy wektory nieréwnymi. W ktdérym
punkcie osi znajduje sie poczatek wektora, jest przy poréwnywaniu
wektorow obojetne. W tym znaczeniu mowimy, ze wektor na osi
wolno przesuwaé. Wektory na osi, ktore majg te samg diugos¢, a roz-
nig sie zwrotem (np. AB i BA), nazywamy wektorami 'przeciwnymi.

Przyjgwszy pewien odcinek j za jednostke mozna, jak wiadomo,
przyporzadkowa¢ kazdemu odcinkowi jako miare pewng liczbe bez-
wzgledna. Na odwrét mozna po przyjeciu odcinka jednostkowego
kazdej liczbie bezwzglednej przyporzadkowac odcinek, ktérego miarg
jest ta liczba. Przy tym przyporzadkowaniu réwnym odcinkom od-
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powiadajg réwne miary, wiekszemu z dwéch odcinkéw odpowiada
wieksza miara, sumie odcinkéw odpowiada suma ich miar, i na odwro6t.

Wektorom umieszczonym na osi przyporzadkujemy jako miary
liczby wzgledne w nastepujgcy sposéb: Jako miare wektora AB umie-
szczonego na osi przyjmujemy liczbe wzgledng, ktérej wartoscig bez-
wzgledng jest miara odcinka AB (przy przyjetej jednostce j), a ktdra
ma znak +, jezeli wektor AB jest dodatni, a znak —, jezeli wektor
AB jest ujemny. Kazdy wektor na osi posiada wiec Scisle okreslong
miare. Lecz i na odwrot: Kazdag liczbe wzgledng mozna przedstawic
za pomocg wektora na osi. Kreslimy w tym celu na osi odcinek majacy
miare rowng bezwzglednej wartosci danej liczby i nadajemy mu zwrot
dodatni lub ujemny stosownie do znaku danej liczby. Liczbie O przy-
porzadkujemy tzw. wektor' zerowy, czyli punkt. Z okreSlenia miary
wektora na osi wynika, ze réwnym wektorom odpowiadajg réwne
miary, a nierownym wektorom odpowiadajg nierbwne miary, i na od-
wrot.

Okreslimy sume i réznice wektorow umieszczonych na osi: Aby
utworzy¢ sum'e dwoch wektorbw umieszczonych na osi, przesuwamy je
tak, aby poczatek drugiego wektora znajdowat sie w kohicu pierwszego;
przez sume obu wektoréw rozumiemy wektor majgcy poczatek w po-
czatku pierwszego wektora, a koniec w koncu drugiego.

A B C D
Rys. 1.

Tak np. (rys. 1): AB + BC = AC] DB + BC = DC] itp.
Sumie dwéch wektoréw na osi odpowiada jako miara suma miar
sktadnikéw.

Aby to wykazaé, wezmy pod uwage sume- wektoréw: AB + BC = AC
(rys. 2) i oznaczmy miary wektorow AB, BC i AC kolejno literami: a, b, c.

A B C vy C. B A
a) —ik— k- — —m b) — k- P e 4
A C B . C A B
O — k- e > a)—— k-t t-
e) —ik— k- ' > f)
Rys. 2.

Jezeli wektory AB i BC, a wiec i ich miary ai b, majg jednakowe znaki
(rys. 2 ai s), wtedy, jak wida¢ z rysunku, jest: |c| = |aj + |b\. Z rysunku
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widzimy nadto, ze AC ma taki znak jak AB i BC, a wiec c taki znak jak a
i b. Przeto miarg ¢ wektora AC jest a + |b\ ze znakiem wektoréw AB
i BC (liczb ai s). Zgodnie z definicjg sumy liczb wzglednych o jednakowych
znakach jest wiec: c=a + b

Jezeli AB i BC, a wiec i ich miary a i b, majg znaki przeciwne (rys. 2
c-r- /), wtedy, jak wida¢ z rysunku, jest

jej =jal—]|s |, jezeli | a|>|bjrys. 2 ci €
lub |c|=|bj—]|a]l, jezeli j a\<\b| (rys. 2 di /).

Z rysunku odczytujemy nadto, ze znak sumyAC, a wiec i jejmiary c
jest taki, jak dluzszego z wektorow AB i BC (tej z liczb ai b, ktéra ma wiek-
szg wartos¢ bezwzgledng). Zgodnie z definicjg sumy liczb wzglednych o zna-
kach przeciwnych jest wiec: ¢ = a-- h.
Jezeli wreszcie wektory AB i BC sa przeciwne, a wiec BC = BA, wtedy
b ——.a; suma wektoréw wynosi (jak wida¢ z rysunku): AB + BA = 0,
a suma ich miar: a + (—a) =0. Iw tym przypadku jest wiec: c = a + h.

Aby utworzyé rdznice dwoch wektorow umieszczonych na osi, prze-
suwamy je tak, aby oba mialy wspdlny poczatek; wektor majgcy
poczatek w koncu wektora-odjemnika, a koniec w konhcu wektora-od-
jemnej nazywamy rdznicg obu wektorow.

Np. (rys. 1): AC—AB = BC; CB —CD — DB itp.

Odjemna jest wtedy suma odjemnika i réznicy (AC— AB-j- BC;
CB = CD -f DB itp.). A ze te samg wlasnos¢ ma takze réznica liczb
wzglednych, przeto miarg réznicy dwéch wektoré6w na osi jest réznica
miar odjemnej i odjemnika.

W geometrii zastepuje sie czesto odcinki ich miarami, i na odwr6t. Tak
np. pisze sie czesto, ze w tréjkacie ABC bok AB = a, gdzie AB oznacza
bok, a wiec odcinek, zas a jego miare; pisze sie, ze pole trojkgtaABC o wy-
sokosci CD wynosi \ AB mCD, przy
czym oczywiscie zamiast AB i CD ma- \
my na mysli miary tych odcinkéw.

Podobnie zastepowac bedziemy czesto
wektory na osi ich miarami i pisac¢

bedziemy AB = x, jezeli x oznacza B
miare wektora AB.

Wektory na plaszczyznie moga
tworzy¢ ze soba rézne katy. Takimi
wektorami w tej ksigzce nie be-
dziemy sie w ogolnosci zajmowali. Rys. s
Zapamietajmy tylko, ze wektory
réwnolegte traktujemy tak jak wektory na jednej osi. W szczegdélnosci
uwazamy dwa wektory réwnolegte za réwne, jezeli majg jednakowag
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diugos¢ i kierunki zgodne, tj. takie, ze oba wektory lezg po tej sa-
mej stronie prostej wykre$lonej przez ich poczatki. Tak np. na rys. 3:
~AB= CD; CD"z"F.

Cwiczenia.

1. Obierz na osi 3 dowolne punkty: A, B i (7; przyjawszy 1cm za jed-
nostke zmierz AB i BC; podaj miary wektorow: AB, AC, BA, CA,
B~C, CB..

2. Przyjgawszy 1 cm za jednostke wykres$li¢ na osi wektory majgce
miary: —3; +2,5; —]+; 0; —4; +3.

3. Wykresli¢ na osi dwa wektory a) zgodnie b) przeciwnie skierowane
i utworzy¢ ich sume i réznice.

4. Na osi pionowej obra¢ ‘cztery dowolne punkty i oznaczy¢ je za-
czynajgc od potozonego najnizej kolejno literami: A, B, Ci D. Uwa-
zajgc te punkty za poczatki lub konce wektoréw przedstawic
a) AB, b) DC, c¢) CB, d) AD jako sume i jako r6znice dwdch wekto-
row. Rozwigzac¢ zadanie kilku sposobami.

5. Nastepujgce dodawania i odejmowania przedstawi¢ za pomoca
wektoréow:

a) (+2+ (+3 —+5 b) (+2 + (—5——3;
c) (- 2)+ (+6)=+4 d (-2)+ (-4) = - 6;
g (+5—(+3=+2 fy (+2) —(+ 95 = —3;
9) (-2)-(-+3) =-5 h) (- 2)- (- 5= +3.

§ 2. Wspotrzedne punktéw na osi.

Obierzmy na danej osi X dowolny punkt O i nazwijmy ten punkt
poczatkiem. Niechaj A oznacza dowolny punkt na osi X, r6zny od O.
Przyporzadkujmy punktowi A liczbe wzgledng xv ktéra jest miarg
wektora OA przy przyjetej jednostce diugosci j. Liczba x1 jest zupetnie
okre$lona, gdy dany jest punkt A, i nazywa sie jego wspotzedna. Aby
zaznaczy¢, ze punkt A ma wspoéirzedng ag, piszemy: + (x1)- Podobnie
ma i kazdy inny punkt lezacy na osi X jednoznacznie okreslong wspo6t-
rzedna; w szczegolnosci przyporzadkujemy punktowi 0, ktéremu od-
powiada wektor zerowy 00, wspoirzedng 0. Rézne punkty: A, B,
C, ... lezace na osi X majg ré6zne wspotzedne, poniewaz wtedy wektory
OA, OB, OC, ... sg rézne. Na odwrolt okresSla wspoéirzedna punktu
jednoznacznie jego potozenie na osi, jezeli oczywiscie dany jest punkt
0 i odcinek jednostkowy j. Aby np. wyznaczy¢ punkt M (— 5), nalezy
odmierzy¢ od punktu O w kierunku ujemnym odcinek majacy 5j;
koniec tego odcinka bedzie punktem M majgcym wspoéirzedng — 5.
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Ustalilismy tedy miedzy punktami osi X a liczbami wzglednymi
odpowiednio$¢ doskonatg polegajgca na tym, ze kazdemu punktowi
na osi odpowiada $ciSle oznaczona liczba wzgledna (wspotrzedna tego
punktu), a kazdej liczbie odpowiada scisle oznaczony punkt na osi X.
Odpowiednio$¢ ta pozwala rozwigzywa¢ przy pomocy liczb rézne za-
gadnienia dotyczgce wzajemnego potozenia punktow na osi.

Zadanie 1 Majgc dane na osi X dwa punkty: A (xX) i B (x2
(rys. 4) obliczy¢ ich wzajemnag odlegtos¢ d.

1 1 r--------
A 0] B
Rys. 4.

Stosownie do okres$lenia réznicy wektorow jest: OA — OB = BA.
Miarg wektora BA jest wiec xx— x2 Poniewaz przez wzajemng od-
legtos¢ punktéw' A i B rozumiemy ditugos¢ odcinka AB, przeto: d —
— |*i — *a|. Stowami:

Wzajemna odleglos¢ dwoéch ‘punktdw na osi réwna sie bezwzglednej
wartosci réznicy ich wspotrzednych.

Zadanie 2. Majgc dane na osi Z dwa punkty A (xX) i B (x2 zna-
lez¢ wspoétrzednag x Srodka C odcinka AB.

Przyjmijmy najpierw, ze xx< x2 (rys. 4), a wiec ze punkt B lezy
na prawo od punktu A. Wtedy (wedtlug ostatniego twierdzenia) jest:
AB = x2—x1, a wiec J AB = J (X2— ag).

Wspotrzedna punktu C jest wieksza od xx o J (&2 — xX), zatem:

X = xxX-fJ (x2—xX) —xx + *x2—\ xx=\ (ag + a2.

Jezeli xy> x2, a wiec punkt B lezy na lewo od punktu A, wtedy

* AB — xx—x2, a wiec \ AB = \ (xx— x2.

Wspoirzedna x punktu C jest wieksza od x2 0 { (xx—x2) ; zatem:

X= x2+J (Xx—x2) = X2+ £xx— \x2=\ [xx + x2.

Znajdujemy wiec:
Wspodtrzedna sSrodka odcinka jest Srednig arytmetyczng wspoétrzednych
koncow odcinka.

Cwiczenia.
6. Wykreslic na osi punkty: M(3); £(7,5); 0(0); C(—=2); D(—5

i obliczy¢ dlugosci odcinkéw: AB] AC] OD] DC] BD.
7. Znalez¢ wspotrzedng Srodka odcinka AB, jezeli:



a) A(),B(7)-, b) A(0), cj A(~ 3), £(-10);
d A@), B{-7); e A(=1If), B(-a);f) B (- 2)).

s. Na prostej obra¢ odcinek AB —aj i podzieli¢ go wewnetrznie punk-
tem C na takie dwie czesci, aby byto: CA :CB = 3:2. Nastepnie
podzieli¢ odcinek AB zewnetrznie punktem C (lezagcym poza B)
na takie dwie czesci, aby byto: C'A :C'B = 3:2. Obrawszy na
prostej zwrot dodatni od A do B i przyjgwszy $rodek odcinka CC'
za poczatek, obliczy¢é wspétzedne punktéw: C, C', A i B. Spraw-
dzi¢ otrzymane wzory rysunkiem przyjmujagc a= 10, j = 2 mm.

§ 3. Wspoéirzedne prostokgtne punktéw na ptaszczyznie.

Wykresimy na plaszczyznie dwie prostopadie do siebie osie; two-
rzg one tak zwany prostokatny uktad wspotrzednych. Punkt O przeciecia
sie obu osi nazywamy poczagtkiem uktadu. Na obu osiach ustalony jest
pewien zwrot jako dodatni. Zwykle wyobrazamy sobie, ze plaszczyzna
rysunku ma potozenie pionowe i ze jedna 0$ jest pozioma a druga pio-
nowa. O$ poziomg nazywamy osig X i obieramy na niej kierunek od
strony lewej ku prawej za kierunek dodatni. O$ pionowg nazywamy
osig Y, a za dodatni kierunek przyjmujemy kierunek od dotu ku gorze.

Osie | i Y dzielg ptaszczyzne na
cztery czesci, ktore nazywamy ¢éwiart-
kami. Umawiamy sie, ze ¢wiartke
miedzy -\-X i -f-Y nazywac bedzie-
my cwiartkg | (pierwszg), ¢wiartke

miedzy -} Y i —X Ccwiartkg |1
(druga), ¢wiartke miedzy —X i —Y
¢wiartkg 111 (trzecig), a Cwiartke
miedzy —Y i -j-X Ccwiartkg IV
(czwartg).

Niechaj A (rys. 5) oznacza do-
wolny punkt na pfaszczyznie, na
ktérej obraliSmy prostokatny uktad
wspotrzednych.  Wykresimy rzut
prostokatny A’ punktu A na o0$ X
oraz rzut prostokgtny A” punktu
d na o$ 7 i obierzmy pewien odcinek j za jednostke diugosci. Punkt
A' ma na osi X pewng wspoétzedng x, ktora jest miarg wektora OA'
(82); punkt A" ma na osi Y pewng wspoéhzedng y, ktéra jest miarg
wektora OA" na tej osi. Liczby x i y przyporzadkujemy punktowi A
i nazwiemy jego wspohzednymi prostokatnymi. Pierwszg z nich nazy-

Rys. 5.



wamy odcieta punktu A albo krétko x punktu A ; drugg nazywamy
rzedng punktu A albo kréotko y punktu' A. Aby zaznaczaé, ze punkt
A ma wspotrzedne x i y, piszemy: A (x;y), przy czym na pierwszym
miejscu piszemy odcietg, na drugim rzednag.

Podobnie jak punktowi A, mozemy kazdemu dowolnie na ptaszczy-
znie rysunku obranemu punktowi M przyporzadkowa¢ pare liczb
(wspétrzednych). Przyporzgdkowanie to jest jednoznaczne. Wszak
punkt M posiada jednoznacznie okreslone rzuty M'i M" na osieA i Y,
te zas jednoznacznie okreslone wspoitrzedne na osiach.

Lecz i na odwrdét: Kazdej parze liczb rzeczywistych (przy czym po-
rzadek liczb nie jest obojetny) odpowiada $cisle oznaczony punkt
ptaszczyzny, gdy pierwszg z tych liczb uwazamy za odcieta, a drugg
za rzednag punktu. Niechaj bowiem dana bedzie para liczb: {x1;yJ.
Wyznaczmy na osi X punkt N' (ag), a na osi Y punkt N" (yX) ; punkty
takie sa, jak wiemy (8 2), jednoznacznie okres$lone. Wykresimy (rys. 5)
przez N' prosta | prostopadta do osi X, a przez N" prostg m prostopadig
do osi Y. Stosownie do okres$lenia odcietej i rzednej wszystkie punkty
majace odcieta x1lezg na prostej |, a wszystkie punkty majace rzedna
yx lezg na prostej m. | na odwro6t: wszystkie punkty lezace na | maja
odcietg xx, a wszystkie punkty lezace na m majg rzedng yx. Proste
| i m przecinajg sie w jednym i tylko jednym punkcie N. Punkt N
i tylko ten punkt ma wspoéhzedne (xx;yX.

Ustalilismy tedy odpowiednio$¢ doskonalg miedzy punktami pta-
szczyzny a parami liczb rzeczywistych. Kazdemu punktowi ptaszczyzny
odpowiada jednoznacznie para liczb rzeczywistych; kazdej parze liczb
rzeczywistych odpowiada jednoznacznie punkt na pfaszczyznie. Od-
powiednio$¢ ta pozwoli nam zwigzki geometryczne ujmowaé w postaci
zwigzkOw miedzy parami liczb, i na odwrét, interpretowa¢ geometrycz-
nie zwigzki miedzy parami liczb.

Zwracamy uwage, ze w celu wyznaczenia wspotrzednych punktu
A (rys. 5) nie potrzebujemy rysowac calego prostokgtu OA'AA".
Wystarczy z A wykresli¢ prostopadig do osi X ; wtedy odcietg przed-
stawia wektor OA', a rzedng wektor A'A. Podobnie w celu wyznacze-
nia punktu A z jego wspotrzednych wystarczy wykres$li¢c wektory:
OA i A'A.

Cwiczenia.
9. Promieniem r = 4 zakre$li¢ okrag dokota poczgtku uktadu wspot-
rzednych. Wpisa¢ w ten okrag foremny szesciokat obierajac jeden

wierzchotek w punkcie a) A(4;0); b) B (o ;4). Obliczy¢ wspot-
rzedne wszystkich wierzchotkéw szesSciokata.
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10. Znajgc odlegtos¢ r punktu A od poczatku ukiadu wspétrzednych
oraz kat a, jaki OA tworzy z dodatnim kierunkiem osi X, obliczy¢
wspotrzedne punktu A. Wykonac rachunek, jezeli:a) r — 4; a = 30°
b) r= 2;a = 120°% c¢) r= 5;a= 270° d) r= 3;a= - 45°

11. Obliczy¢ odlegtos¢ punktu A od poczatku O ukiadu wspoéirzed-
nych oraz kgt XOA —a, jezeli: a)A (4;3); b) A (—4;2);
c) A(- 3;- 3);d A ;- s)

8§ 4. Odcinek.

Odcinek jest zupelnie oznaczony, gdy dane sg wspoirzedne jego

koncow'. Rozwigzemy kilka zagadnien dotyczgcych odcinka:
1) Najpierw obliczymy rzuty odcinka AB na osie ukladu wspét-
rzednych majac dane wspotrzedne jego koncow: A (x1; y3, B [x2; y2.
Oznaczmy rzuty punktu A na osie
X i Y odpowiednio: A'i A", arzuty
punktu B na te osie kolejno: B' i B"

(rys. s). Wtedy:

n Na osi X : A’ (xD), B’ (x2; zatem
m wedtug twierdzenia w 8§82, zad. 1 jest:

A'B' = |x1— x2.

Na osi Y: A" (Y, B" (y2; zatem
wedlug twierdzenia w § 2, zad. 1 jest:

A"B" = |yi~y2)» Stowami:

Rys. 6. . ) . .
Rzut odcinka na 0§ X rowna sie

bezwzglednej wartosci réznicy odcietych kohncéw odcinka. Rzut odcinka na
oS Y roéwna siebezwzglednej  wartosci réznicy rzednych kohcéw odcinka.

2) Majagc dane wspoirzedne dwdch punktéw: A (ag; yV i B (x2; y2)
obliczymy ich wzajemng odleglto$¢ d = AB.

Wykresimy rzuty punktéw A i B na obie osie i oznaczmy je: A',
A", B'i B" (rys. s). Narysujmy przez punkt A prostopadig do osi
X, a przez punkt B rownolegtg do tej osi i oznaczmy literg C punkt
przeciecia sie tych prostych. Z tréjkgta prostokgtnego ABC obliczymy
weditug twe Pitagorasa:

AB2= AC: -f BC2

Poniewaz: AB = d, a wedlug ostatniego twierdzenia AC = A'B’' =
= |[x1—x2 i BC= A"B" = |yx—y2|, przeto:



d2 = {X1—x22 (xi — ;)2 a wiec:
d= V(@a- anz + («fi —*22
Wedtug ostatniego wzoru obliczamy wzajemng odlegtos¢ dwoch
punktéw, ktérych wspoétzedne sa dane.
Np.: Jezeli A (—2; 4), B (3, —1), wtedy: A5 =]/(—2—3)2+ (4+ 12=
= 125+ 25= ]/50= 5Y2
tatwo sprawdzi¢, ze otrzymany na wzOr jest wazny takze wtedy, gdy
jeden z odcinkéw dtC i BC jest zerem.
3) Majac dane wspotrzedne dwéch punktéw: A (aa; y2 i B (x2; y2
obliczymy wspoéhzedne a' i y' srodka C odcinka AB.

Niechaj A', B', C' oznaczajg kolejno rzuty LY
punktéw A, B, C na 0o$ X (rys. 7). WykresSimy:
AD 0X, BD+OX i CFJ OX. W trojkacie
ABD punkt C jest Srodkiem boku AB; pro-
sta CF ] BD, potowi wiec bok AD. Jest wiec:
AF = FD. A ze AF = AC'i FD = C'B/, f
przeto A'C'= CB', tj. punkt C' jest $rod- A c’ I
kiem odcinka A'B’. Poniewaz na osi X: % / B’
A' (x), B' (x3, C (x), przeto wedlug twier- 1
dzenia w §:2, zad. 2 jest: X' = J (ag +a:2d. |1

Kreslac rzuty punktéow A, B, Cnha o§ Y ‘
i rysujgc przez C réwnolegtg do osi X znajdu- ,.J,.,. -
jemy w podobny “sposéb: y'= £ (yx -fy,). F D
Zatem :

Wspoétrzedne sSrodka odcinka sg Srednimi
arytmetycznymi odpowiednich wspétrzednych kon-
coéw odcinka.

Np.: Jezeli A (—3; 2), B(5;3 i AC=CB, wtedy C (1; 0,5).

Rys. 7.

Cwiczenia.
12. Obliczy¢ boki tréjkata ABC, jezeli:
a) A(-s6;- 1), B(-2; +3), C(4; - 5);

b) A(o; -3), 5(4; - 1), C(- 2; 1);
cj A(0; 1), B(7;0), C(3 - 3);
d A(~ 2; 15), B(—2; - 1); C(@4; -1).

13. Obliczy¢ boki, a nastepnie za pomocg wzoru Herona pole tréjkata
ABC, jezeli: A (5; 1), B (—2; -f2), C(—4; —2).

14. Wyznaczy¢ na osi X punkt M rowno oddalony od punktéw A
(-2; +2)i B(+1; +5).
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Wskazéwka: Wyznaczy¢ a tak, aby odlegtosci punktu M (x; 0) od A

i B byty rowne.

15. Majac dane punkty A (—5; —2) i B (5; 3) wyznaczy¢ wspot-
rzedne takiego punktu M, aby byto: AM = 5i BM = 10.
Wskazéwka: Przyja¢, ze M (x; y), wyrazic AM i BM za pomocg wspot-

rzednych punktéw A, B, i M i obliczy¢ x i y z danych w temacie warun-

kébw: AM =5, BM = 10.

16. Wyznaczy¢ wspoéhzedne punktu itf rowno oddalonego od punk-
tow: A (—4; 2), £ (4, s) i C(5 — 1.

Poréwnaj wskazéwke do zad. 15.

17. Odcinek 1gczacy punkty A (—4; 0) i B (3; 1) jest podstawg
trojkata rownoramiennego, ktérego ramie AM = BM = 5 Obli-
czy¢ wspotrzedne wierzchotka M.

Poréwnaj wskazéwke do zad. 15.

18. Obliczy¢ wspotrzedne $rodkéw bokéw tréjkata ABC, jezeli:
A(-3; 2, 5(3; 49, C(—1;-3).

19. Obliczy¢ boki czworokata, ktory otrzymamy igczac Srodki sgsied-
nich bokéw czworokata AB CD, jezeli: A (—3; —2), B (—1; 2),
C(3; 0, D (1; -2).

8 5. Pojecie réwnania linii.

Wielokat jest w zupetnosci okreslony, jezeli mamy dane wspo6t-
rzedne jego wierzchotkbw. Mozemy wtedy obliczy¢ jego boki, prze-
katne, katy itp. Gdybysmy chcieli w podobny sposéb okresli¢ jakas
krzywa, musielibySmy podac¢ wspétrzedne nieskonczonej ilosci punktow
tej krzywej. Wydaje sie na pierwszy rzut oka, ze to jest niemozliwe.
A jednak algebra podaje nam spos6b okresSlenia w zwieztej formie nie-
zliczonej ilosci par liczb. Wiadomo, ze réwnanie o dwu zmiennych
X iy (nazwijmy je: ,rObwnaniem r“) ma w ogoélnosci nieskonczong
ilos¢ rozwigzan; nie kazda jednak para liczb spetnia réwnanie r. Uwa-
zajmy pary wartosci x i y spetniajgce réwnanie r za wspoétrzedne punk-
tow i pomysSimy sobie wszystkie te punkty rzeczywiscie wykre-
Slone. Otrzymany zbiér punktéw tworzy na ogét pewnag krzywa lc
Krzywg k nazywamy miejscem geometrycznym rownania r, a réwna-
nie r réwnaniem krzywej k. Zatem:

Rownanie r zawierajgce dwie zmienne x i y jest rownaniem krzywej
k, jezeli spetlnione sg nastepujace dwa warunki:

1) Jezeli punkt A lezy na krzywej k, to wspotrzedne punktu
spetniajg réwnanie r.
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2 Jezeli punkt B nie lezy na krzywej k, to wspoéhzedne punktu
B nie spetniajg rGwnania r.

Np.: Udowodnimy, ze réwnanie: x2 + y2 = 25 (nazywa¢ je bedziemy
dla krétkosci ,rownaniem r") jest rownaniem okregu zakreSlonego promie-
niem 5 j dokota poczatku uktadu wspétrzednych. Okrag ten nazywaé be-
dziemy dla krétkosci ,okregiem k“.

Udowodnimy najpierw, ze spetniony jest warunek 1):

Jezeli A (ag; yX) lezy na okregu k, wtedy wedtug okreslenia okregu musi
by¢ OA = 5. Poniewaz 0 (0; 0), przeto wedlug wzoru na odlegtos¢ dwdch
punktéw (8 4) jest: OA= + y\= 5 awiec a*+"=25. Ostatnia row-
no$¢ wskazuje, ze wspoétrzedne punktu A spetniajg réwnanie r.

Udowodnimy, ze takze warunek 2) jest spetniony:

Jezeli punkt B (x2; y2) nie lezy na okregu k, wtedy stosownie do okre-
Slenia okregu jest: OB ==5. Wyrazajgc OB za pomocag wspétrzednych punk-
tow O i B znajdujemy, ze ]/af+ y \ -5 A poniewaz ]jx\ + y\ jest liczbg
nieujemng, a wiec nie moze réwnac sie — 5, przeto A + y\ 52»25. Nieréwnos¢
ta wskazuje, ze wspotrzedne punktu B nie spetniajg rownania r..

DowiedliSmy wiec, ze rOwnanie r jest rOwnaniem okregu k.

Wykazalismy, ze wspohzedne kazdego punktu okregu k spetniajg row-
nanie: x2+ y2= 25, czyli: x2+ y2—25 = 0. Latwo widzie¢, ze spetniajg
one tez rownanie: (X —y) (X2 + y2— 25) = o, czyli robwnanie: xX? —y3 —
— X + xy2—25x + 25y =0. Ostatniego réwnania nie uwazamy jed-
nak za rownanie okregu k. Sprawdza sie ono bowiem réwniez, gdy zamiast
X 1 y podstawimy wspoétrzedne punktéw: M (0; 0); N (3; 3); P (—2; —2)
itp., ktére nie lezg na okregu k.

Przyktad ten wskazuje, ze przy poszukiwaniu rownania danej krzywej
czy tez miejsca geometrycznego danego réwnania nie wolno pomija¢ dowodu
twierdzenia 2);. wolno jednak warunek 2) zastgpi¢ innym, jak to zaraz wy-
jasnimy.

Twierdzenie 2) jest twierdzeniem ‘przeciwnym do twierdzenia 1),
tj. twierdzeniem, ktore powstaje z twierdzenia 1) przez zaprzeczenie
zatlozenia i tezy. Twierdzenie przeciwne do twierdzenia 1) mozna zawsze
zastgpi¢ twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia 1) tj. takim, ktére
z twierdzenia 1) powstaje przez przestawienie tezy z zalozeniem. Twier-
dzenia bowiem przeciwne i odwrotne do danego twierdzenia sg, jak
wiadomo, rownowazne (kontrapozycja), tj. jednoczesnie prawdziwe lub
jednoczesnie fatszywe. Zamiast twierdzenia 2) mozna tedy udowodnic
twierdzenie nastepujace:

2") Jezeli liczby ag i y1spetniajg rownanie r, to punkt o wspéhzed-
nych x1; 7, lezy na krzywej k.

Tak np. w poprzednim przykladzie drugg czes¢ dowodu mozemy zasta-
pi¢ dowodem twierdzenia: Jezeli xx i yx spelniajg rownanie: X2 + 22 = 25,
wtedy punkt A (xx; yxX) lezy na okregu k. Podamy taki dowod:
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Odlegtos¢ punktu A (a”; yj od punktu 0 (0; 0) wynosi: OA = |/zf + y\.
Wedlug zalozenia spetniajg liczby xx i yl rébwnanie r, tak ze x\+ y\= 25
Jest wiec: OA = *x\ + y\ = )/~25= 5. Wskazuje to, ze odlegtos¢ punktu A
od O wynosi 5, a wiec ze (stosownie do okreslenia okregu) punkt A (ay;yj
jest punktem okregu k, jak to mieliSmy udowodnic.

8 6. Rownania réwnowazne.l

W 85 przedstawiliSmy réwnanie pewnego okregu raz w postaci: x2 + y2 =
= 25, drugi raz w postaci: x2 + y2—25 = 0. Mozna tez napisa¢ to row-
nanie w postaci: y2 = 25 —x2lub -j.-z2+ 2By2 = 1itp. Mowimy, ze wszy-1
stkie te rOwnania sg réwnowazne. Ograniczajgc sie do réwnan o dwu zmien-
nych okreslamy:

Dwa rownania o dwu zmiennych X i y nazywamy réwnowazytymi,
jezeli kazda para wartosci X, y spetniajgca pierwsze réwnanie spetnia
takze i drugie, a kazda para wartosci x, y spetniajgca drugie robwnanie
spetnia takze réwnanie pierwsze. Miejsca geometryczne roéwnan réwno-
waznych sg oczywiscie identyczne.

Wyprowadzimy kilka twierdzen o réwnaniach réwnowaznych:

1 Otrzymamy réwnanie réwnowazne danemu, jezeli do obu stron
rownania danego dodamy lub od obu jego stron odejmiemy te samg liczbe
(lub wyrazenie zawierajgce zmienne), albo jezeli obie strony danego réw-
nania przez te samg liczbe r6zng od zera '‘pomnozymy lub podzielimy.

Podajemy dowdd tego twierdzenia:

Réwnanie o dwu zmiennych mozemy napisa¢ w postaci:

LY =P (YY), (1)
gdzie L (x, y) i P (x, y) oznaczajg jakieS wyrazenia zawierajace X i V.
Dodajmy do obu stron réwnania (1) dowolng liczbe m; otrzymamy réw-

nanie: EDGY) £ M= P OGCY) + Moo, )

Wykazemy, ze réwnania (1) i (2) sg rbwnowazne.
Przyjmijmy, ze rownanie (1) sprawdza sie dla jakiejs pary wartosci:
X —Xi> V= W a wieo .
L fe, yj) = P ixi, yx.
Dodajgc do rownych liczb L (xv yx) i P [xv y] te sama liczbe m otrzy-
mamy réwne sumy:
L{xvyD+ m=P{, yj+m
Ostatnia rownos¢ wskazuje, ze para wartosci x = X2, y = yx spehia-
jaca réwnanie (1) spetnia takze rownanie (2).
Przyjmijmy teraz, ze rownanie (2) sprawdza sie dla pary wartosci x = x2,
y = y2 a wiec ze:
L{x>Vg + m=P (x2y2 + m.

1 Przerobienie tego paragrafu odtozy¢ mozna na poczatek rozdziatu Il (przed § 1).
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Odejmujac od tych rownych liczb liczbe m otrzymamy réwnos¢:

L x2y2 = P {x2y2,

ktora wskazuje, ze para wartosci x = x2 y = y2 spetniajgca rownanie (2)
spehnia takze réwnanie (1).

Réwnania (1) i (2) sa wiec rdwnowazne.

Rozumowanie powyzsze nie ulega zmianie, jezeli m oznacza wyrazenie
zawierajace zmienne X i y, ktére jednak dla par wartosci: x = xv y = yx
i X = x2 y = y2nie traci .sensu liczbowego.

Pomnozmy obie strony roéwnania (1) przez liczbe mi  0; otrzymamy
rownanie: )
ML X Y) = MP XY ) e, ©)

Wykazemy, ze réwnania (1) i (3) sa rownowazne.
Przyjmujemy, ze para wartosci x = xv y = yl spetnia rownanie (1),
a wiec ze:
L (ad Vi) = P ixv Vi)-
Mnozac réwne liczby L (xv yj i P (xx,y]j przez m otrzymamy rowne

iloczyny. mE (@,yj = mP {x,vy]j.

Réwnosé ta wskazuje, ze para wartoSci x = xx, y = yx spetniajaca réw-
nanie (1) spetnia takze réwnanie (3).
Zalézmy wreszcie, ze para wartosci X = xa, y = ys spetnia réwnanie (3),

awiee ze: mL (x3,y3 = mP (x3 y8.
Dzielgc obie strony tej réwnosci przez msS=o otrzymujemy réwnos¢:
L (x3y3 = P (x33),

ktéra wskazuje, ze para wartosci x = x3, y = ys spetniajgca réwnanie (3)
spetnia takze rownanie (1).
Réwnania (1) i (3) sa wiec rownowazne.

Poniewaz kazde odejmowanie zastgpi¢ mozna dodawaniem liczby prze-
ciwnej, a kazde dzielenie przez liczbe r6zng od zera mnozeniem przez odwnot-
no$¢ dzielnika, przeto twierdzenie 1) jest udowndnione w zupelnosci.

Wedtug tego twierdzenia wymienione na poczatku tego paragrafu row-
nania sg rzeczywiscie réwnowsazne.

2) Jezeli obie strony danego rownania podniesiemy do kwadratu,
otrzymamy réwnanie, ktére nie musi by¢ rownowazne réwnaniu danemu.

Np.: PodnieSmy obie strony réwnania: x + y = 3 do kwadratu. Otrzy-
mamy réwnanie:
y *+y2=09

Jezeli pierwsze z tych réwnan sprawdza sie dla pewnej pary wartosci
X,y, wnedy sprawdza sie dla tej samej pary wartosci takze i drugie rownanie ;
z rownosci dwu liczb wynika bowiem réwnos¢ ich kwadratow'. Natomiast
jezeli jaka$ para wnrtosci x, y spetnia drugie rownanie, to dla tej pary war-
tosci niekoniecznie sprawdzaé sie musi rbwnanie pierwsze. Z réwnosci kwa-
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dratow dwu liezb wynika bowiem tylko, ze te liczby albo sg réwne, albo
réznig sie znakami(sg przeciwne). Tak np. drugie roéwnaniesprawdza sie,

jezeli x= —7y = i, poniewaz (—7 + 42 =9. Dla tejpary wartosci
nie sprawdza sie jednak réwnanie pierwsze, poniewaz —7 + 3; spraw-
dza sie natomiast dla tej pary wartosci réwnanie: x + y = — 3. Ujmujac

te rozwazania ogdllnie powiemy:
Jezeli podniesiemy do kwadratu obie strony réwnania:
LIX V)= P (Z, V) coeriiieeeiiiieeens )

IL (x- S TG ) I *)

otrzymamy réwnanie:

majace te wiasnos¢, ze kazda para wartosci x,y spetniajgca réwna-
nie (1) spetnia takze réwnanie (4), kazda za$ para wartosci X,y spenia-
jaca rownanie (4) spetnia albo réwnanie (1), albo réwnanie:

L (X ¥Y) = —P [X, V) e sieee e 5)

Roéwnania (1) i+(4) nie sa przeto w ogolnosci rownowazne. Zdarza
sie jednak, ze roéwnanie (5) nie ma w ogoble rozwigzan. Wtedy kazde
rozwigzanie réwnania (4) jest zarazem rozwigzaniem rdOwnania (1);
zatem réwnania (1) i (4) sa rownowazne. Przypadek taki zachodzi
np. wtedy, gdy L (x, y) i P (x, y) sg takimi wyrazeniami, ktére dla
zadnych wartosci * i y nie przyjmuja wartosci ujemnych. Np.

1) Réwnania: }jx2—y2 —51i x2—y2 = 25 sg rOwnowazne.

Kazde bowiem rozwigzanie pierwszego rOéwnania jest w mys$| poprzed-
nich rozwazah zarazem rozwigzaniem drugiego. Para za$ wartoSci spehia-
jaca drugie rownanie spelnia albo réwnanie pierwsze, tj. Y x2—y2 —5
albo réwnanie: jla, —y2 = — 5. Lecz ostatnie réwnanie nie posiada w ogdle
rozwigzan, poniewaz pierwiastek kwadratowy (arytmetyczny) zadnej liczby
nie jest liczbg ujemng. Wskutek tego kazde rozwigzanie rOwnania: x2—y2=
= 25 jest réwniez rozwigzaniem réwnania ~x2—y2 = 5 Roéwnania te sa
przeto rzeczywiscie rownowazne.

2) Rownania: x2+ y2 = x2y2i (x2+ y22 = x4 if sg rownowazne.

W mys| poprzednich rozwazan kazde rozwigzanie pierwszego réwnania
jest zarazem rozwigzaniem drugiego, kazda za$ para wartosci X,y spetnia-
jaca drugie réwnanie spetnia albo réwnanie: x2 + y2 = x2y2 albo réwnanie:
X2 + y2 ——x2y2 To ostatnie rownanie ma tylko jedno rozwigzanie:
Xx =0, y=0. Lecz to rozwigzanie jest rOwniez rozwigzaniem rownania
poprzedniego, tak ze kazde rozwigzanie réwnania (x2 + y2)2 —xasy* jest
zarazem rozwigzaniem réwnania: x2 + y2 = x2y2 Oba te réwnania sg wiec
rébwnowazne.

Ze wzgledu na liczne zastosowania ujmujemy omowiony obecnie przy-
padek réwnowaznos$ci rébwnan w nastepujgce twierdzenie:

3) Jezeli po obu stronach danego réwnania znajdujg sie wyrazenia,
ktére dla zadnych warto$ci zmiennych nie przyjmujg wartosci ujemnych,



17

wtedy podnoszac do kwadratu obie strony danego réwnania otrzymamy
rbwnanie réwnowazne danemu.

Np.: Po obu stronach réwnan:
1/x2+ y2— 3, Ax+]ly+ 3= 1, 5+jlx+y="x2—y2

znajdujg sie wyrazenia, ktore dla zadnych wartosci x i y nie przyjmujg war-
tosci ujemnych. Wedlug twierdzenia 3) réwnania te sg kolejno réwnowazne
réwnaniom:

X2+y 2= 09, (Y X+ j/#+ 3)2= 49, (5 +y'x + y)2= x2—y2

§ 7. Rownanie prostej.

Utozymy réwnanie prostej |, ktérej potozenie jest okreSlone za
pomoca nastepujacych danych: prosta | przecina oS Y w punkcie M,
ktérego rzedna n jest dana, i tworzy z dodatnim kierunkiem osi X
dany kat a1 (rys. 8a i b) r6zny od 90°.

Rys. 8ai b

Szukamy takiego rownania o dwu zmiennych x i y, ktére by sie
sprawdzato, gdy zamiast x i y podstawimy wspoirzedne punktu leza-
cego na prostej |, a nie sprawdzalo sie, gdy zamiast x i y podstawimy
wspotrzedne punktu nie lezacego na prostej |.

Obierzmy na prostej | dowolny punkt A (z; y) rézny odM (rys.

[ k : ! 5

1 Katy mierzymy zawsze w kierunku dodatnim, tj. w kierunku przeciwnymkierun-
kowi ruchu wskazéwek zegarka lezacego na ptaszczyznie rysunku.

Miliutowicz: Geometria analityczna, Il lic. hum.
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s alub b) i wykresimy o§ MZ I 0X. Rzuty punktu A na osie 0X i OZ
oznaczmy kolejno: A' i A". Wedlug definicji funkcji tangens jest:

tg ZMA = TTA:IT

Jezeli punkt A lezy nad osig MZ (rys. 8a), wtedy gcZMA = a;
jezeli punkt A lezy ponizej osi MZ (rys. s b), wtedy ZMA = 180° - a.
Z powodu okresowosci funkcji tangens jest w obu przypadkach
tg <€ZMA —tga, tak ze:

tga= TA :JTA.

Z rysunku odczytujemy:
TA.=Ta- TT'=TT- TM = y—n\
WT'= OT = x. Zatem:
tga = (y—n): x
Stad otrzymujemy kolejno:
y —n = X tga,
y = xtga + n, czyli:
Yy—mX+ N, jezelim —1tg @ .o (1)

Stwierdzamy dodatkowo, ze wspo6irzedne punktu M (0; n) spel-
niajg takze ostatnie rownanie, tak ze réwnanie (1) spetniajg wspoétrzedne
kazdego punktu prostej I.

Przyjmijmy teraz (rys. 8a i b) punkt B (xIt yt) nie lezacy na pro-
stej | i wykresSimy przez ten punkt prostg BB' prostopadig do osi X.
Poniewaz prosta | nie jest prostopadia do osi X (zatozyliSmy, ze a 5= 90°),
przeto BB' przecina prostg | w jakim$ punkcie C majgcym takg samg
odcieta xx jak punkt B. Rzedna natomiast punktu C (oznaczmy ja
y') jest r6zna od rzednej yx punktu B ; w przeciwnym bowiem razie
punkty B i C nakrywalyby sie, a wiec punkt B lezatby wbrew zaloze-
niu na prostej I. Poniewaz punkt C (x1; y') lezy na prostej |, przeto
wspotrzedne jego spetniaja réwnanie (1), tak ze y'= mx1A-n. A ze
yxzjzy\ przeto yx5z mxx-f- n. Nierbwnos$¢ ta wskazuje, ze wspotrzedne
punktu B nie lezacego na prostej | nie spetniajg réwnania (1).

Wykazalismy wiec, ze rownanie (1) jest réwnaniem prostej I. Zazna-
czymy to w nastepujgcy sposob:

liy = mx - n.

Rownanie to zawiera dwie zmienne x i y w stopniu pierwszym oraz
dwie State: m in. Stale te majg nastepujgce znaczenie:

n oznacza wektor na osi Y od poczatku uktadu wspétrzednych do
punktu przeciecia sie prostej | z osig Y. Jezeli n — 0, wtedy prosta
I{y = mx przechodzi przez poczatek ukiadu wspotrzednych. Jezeli
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n > O, wtedy prosta Z przecina dodatnig czes¢ osi Y. Jezeli n < o,
wtedy prosta przecina ujemng cze$¢ osi Y.

m oznacza tangens kata, jaki prosta | tworzy z dodatnim kierunkiem
osiZ. Jezelim = 0, wtedy prosta Zjest do osiZ réwnolegta, oile n *z 0,
albo nakrywa os$ Z, jezeli robwnoczesnie n — 0. Jezeli m > o, wtedy
prosta Ztworzy z dodatnim kierunkiem osi Z kat ostry. Jezeli m < 0O,
wtedy prosta Ztworzy z dodatnim kierunkiem osi Z kat rozwarty. Stalg
m nazywamy wspoiczynnikiem, katowym lub kierunkowym prostej Z

Korzystajgc ze znaczenia wspoétczynnikdw mi n mozemy zdac sobie sprawe
z polozenia prostej, ktérej rownanie jest dane. Wyjasnimy to na kilku przy-
ktadach :

1) Poniewaz w roéwnaniu y = — 3x jest n = 0, przeto prosta Z ktéra
jest miejscem geometrycznym tego réwnania, przechodzi przez poczatek
uktadu wspo6hzednych. Poniewaz m = —3< 0, przeto prosta Z tworzy

z dodatnim kierunkiem osi Z kat rozwarty. Prosta Zprzechodzi tedy przez
Swiartki: 11 i IV.

2) Prosta Z{y = 2x — 3 przecina ujemng czes¢ osi Y (poniewaz n =
= —3< 0), a z dodatnim kierunkiem osi Z tworzy kat ostry (poniewaz
m = 2> 0). Prosta Zprzechodzi wiec przez ¢éwiartki: 111, 1V, i I.

3) Roéwnanie: y = 3 przedstawia prostg Zdo osi Z réwnolegty. Piszac
to rébwnanie w postaci: y = Ox + 3 widzimy, ze kazdej wartosci g odpowiada
wartos¢ y = 3. Prosta Zjest tedy miejscem geometrycznym punktéw
majgcych rzedng réwng 3. Prosta Zprzechodzi przez ¢éwiartki: | i II.

Sposéb doktadnego kreslenia prostej, ktérej rOwnanie jest dane, wyja-
Snimy na przyktadzie: Z{y = %x — 2.
Wyznaczamy najpierw dwie pary wartosci x i y spetniajgcych réwnanie:
y = 8x —2, a wiec np.:
»la1-21

SnHi11—5I

Nastepnie kreslimy (wykres$l) punkty A (2;1) i B (—2; —5) oraz
prosta AB. Poniewaz dwa punkty wyznaczajg prosta, a punkty A i B sg punk-
tami prostej Z (bo ich wspo6trzedne spetniajg rownanie prostej 2), przeto pro-
sta AB jest szukanag prosta Z

Z rozwazan na poczgtku tego paragrafu wynika, ze w postaci y =
= mx -~ n mozna napisa¢ réwnanie kazdej prostej nieprostopadiej
do osi X. Aby utozy¢ réwnanie prostej | prostopadtej do osi X, zwazmy,
ze wszystkie punkty takiej prostej majg te samag odcietg, np. c. Wspot-
rzedne punktéw prostej | spetniajg tedy réwnanie: x = ¢ (przy dowol-
nym y). Jezeli natomiast punkt jaki$ nie lezy na prostej Z to odcieta
jego nie réwna sie ¢, a wiec wspoéhzedne jego nie spetniajg réwnania
X — c. Réwnanie x = c jest przeto réwnaniem prostej | prostopadtej
do osi X.
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Cwiczenia.

20. a) Napisa¢ rownania prostych, ktore przechodzg przez punkt M
(o ; —3), a z dodatnim kierunkiem osi X tworza kolejno katy:
0°; 30° 45° 60° 120° 135° 150°.

b) Napisa¢ réwnania prostych, ktére z dodatnim kierunkiem osi

X tworzg taki kat a, zetga = {, anaosi Y odcinajg kolejno od-
cinki: —3; —2; — 1;0; 12; 3

21. Orzec (bez pomocy rysunku), przez ktére CEwiartki przechodzag
proste majace rownania:

a) y= %a+ 1; b)y= —fz+ 5; ¢) y=—x —3;
d y= 2x=4; e)y = —1; fy V= H-

22. Wykresli¢ proste, ktérych réwnania dane sg w zadaniu poprzed-
nim.

23. a) Wyjasni¢, ze rOwnanie: y = mx -(- 3, w ktdrym m oznacza pa-
rametr zmienny, oznacza pek prostych przechodzacych przez
punkt A (o ; 3). Wybra¢ z tego peku prostg przechodzgca przez
punkt M (3; — 2). Jaka warto$¢ dla tej prostej ma m?

b) Wyjasni¢, ze réwnanie: y = \x-\-n okresSla pek prostych
réwnolegtych. Wybrac¢ z tego peku prosta przechodzgcag przez punkt
M (— 3; —1). Ulozy¢ rownanie tej prostej.

§ 8. Inne postacie r6wnania prostej.

Rownanie prostej jest rOownaniem stopnia pierwszego. Zbadamy,
czy. kazde rownanie stopnia pierwszego o dwu zmiennych przedstawia
prosta. Rownanie takie ma postac.:

Ax + By = C,

gdzie A, B i C oznaczajg dowolne state.
Jezeli Bzjr 0, mozemy dane réwnanie tak przeksztalcic:

By — — Ax -f C,
A C
J= - b x+ b
y —mx + n, jezeli m = —-AQ, - X

Ostatnie réwnanie przedstawia prostg | nieprostopadig do osi X.
A Zze kazda para wartosci x i y spetniajaca dane réwnanie spetnia takze
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rbwnanie ostatnie i na odwrot, przeto prosta | jest rGwniez miejscem
geometrycznym danego réwnania.

Jezeli B = o, lecz A 5=0, wtedy dane r6wnanie ma postac:

Ax = C, a po podzieleniu przez A 0:
0
X =A

Miejscem geometrycznym takiego rownania jest, jak wyzej wyka-
zaliSmy, prosta prostopadta do osi X.

Jezeli A — B = 0, wtedy dane réwnanie sprawdza sie dla wszel-
kich par wartosci xi y, oile rowniez C — 0. Jezeli natomiast A = B — o
i C o, wtedy rownanie nie spetnia sie dla zadnych wartosci xi v.
W zadnym z tych przypadkéw nie przedstawia rownanie : Ax -f- By = C
prostej. Zatem:

Rownanie Ax -fmBy = C ‘przedstawia prosta, jezeli nie jest réwno-
czesnie A —0i 5 = 0.

Najchetniej sprowadzamy réwnanie prostej do postaci y = mx -j- n
lub x = ¢, poniewaz wtedy znamy bezposrednio geometryczne zna-
czenie wspoiczynnikow.

Wyprowadzimy jeszcze dwie postacie rOwnania prostej rozwigazujgc
dwa nastepujace zadania:

Zadanie 1 Znalez¢ rownanie prostej | przechodzgcej przez dany
punkt A (xx; yX) i tworzgcej z dodatnim kierunkiem osi X dany kat
a 9.

Rownanie szukanej prostej mozemy napisa¢ w postaci:

y = mx -f- n.

W réwnaniu tym m = tga jest wiadome. Nalezy tylko wyznaczyé
n tak, aby prosta | przechodzita przez punkt A, czyli aby wspéhzedne
tego punktu spetnialy rownanie prostej |. Podstawiajgc w réwnaniu
prostej xx i yx zamiast x i y otrzymamy:

yX-- mxx+ n, a stad: n = yx — mxx
Podstawiajgc to wyrazenie zamiast n w réwnaniu prostej otrzy-

mamy :
y = mx -f- yx— mxx, czyli:

Jest to réwnanie szukanej prostej |.
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| rzeczywiscie: Réwnanie (2) jest rbwnaniem stopnia pierwszego, a wiec
przedstawia pewng prostg. Prosta ta przechodzi przez punkt A, poniewaz
wspotrzedne punktu A .spelniajg rownanie (2) (obie strony réwnania stajg
sie zerami, gdy x —a y = yX .Piszac réwnanie (2) w postaci: y = mx +
+ (Vi —mxi) widzimy, ze wspoiczynnik katowy tej prostej wynosi m,
a wiec ze prosta tworzy z dodatnim kierunkiem osi X dany kat a.

Zadanie |Il. Znalez¢ rownanie prostej | przechodzgce' przez
dane punkty: A (@® yx) i B (x2; y2.

Jezeli xx= x2 wtedy | {x = xv

Jezeli xx  x2, wtedy prosta | nie jest prostopadta do osi X. Ponie-
waz prosta | przechodzi przez punkt A, przeto roéwnanie jej mozemy
napisa¢ (jak w zad. 1) w postaci:

y —vyi = m{x — X)).

Wspoiczynnik kgtowy m wyznaczamy z warunku, ze prosta | prze-
chodzi przez punkt B, tj. ze wspoirzedne punktu B spelniajg réwna-
nie prostej |. Podstawiamy wiec w tym réwnaniu x2 i y2 odpowiednio
zamiast x i y i otrzymujemy:

y* —Vi= m (xs— xi)-

Poniewaz wedtug zalozenia x24=xv a wiec x2- ij J o, obliczamy

z ostatniego réwnania:
iy
Xa X

Prosta przechodzaca przez punkty A (x1;yj) i B (r2; y2 ma row-
nanie :

y-yi:y:— ................................... 3

1

| rzeczywiscie wspoétrzedne punktéw A i B spetniajg to réwnanie: Dla
x = x1i y = yx stajg sie bowiem obie strony réwnania zerami; dla x —x2
i y = y2lewa strona réwnania przyjmuje warto$¢ y2—yv a prawa wartos¢

y2 m . . .
— — (x2—x1)= y2—yv obie sa wiec réwne.
% X ( )=y2—y q wie

Np.: Prosta przechodzaca przez punkty A (—2; —1) i B 3; 1) ma
rbwnanie:

y+ 1= czyli

y+ 1=+ (* + 2).
y=% x-\l.



23

Cwiczenia.

24. Obliczy¢ (w pamieci) wspoiczynniki katowe prostych majgcych

rownania:
a) 2z + y = b5; b) z+ 2m = s; c) a—w= 3;
d —2*+ 4y'=7; e) 3, =5; /[, - *- 2y=T1.

Wykresli¢ te proste.

25. Wykresli¢ proste majace rOwnania :3a;-|-4?/=12id4da; — 3y = 3.
Obliczy¢, jaki kat tworzy kazda z tych prostych z dodatnim kie-
runkiem osi X. Obliczywszy te katy obliczy¢ przy pomocy rysunku,
jaki kat tworzg ze sobg te proste?

26. a) W réwnaniu prostej: Ax + 2y = 3 wyznaczy¢ A tak, aby ta
prosta przechodzita przez punkt M (5; — 1).

b) W réwnaniu prostej: 5x + By = 3 wyznaczy¢ £ tak, aby ta
prosta przechodzita przez punkt M (— 1 ; 4).

27. Napisa¢ roéwnania prostych przechodzacych przez punkt A (— 2;
3) i tworzgcych z dodatnim kierunkiem osi X kolejno katy: 0°;
30°; 45°; 90°; 135

28. Utozy¢ réwnania bokoéw trojkgta ABC, jezeli: A (—5; — 4),
B (-1;4),C(3 -2).

29. -Utozy¢ roéwnania bokéw tréjkgta ABC oraz réwnania srodkowych
bokéw, jezeli: A (—1; 0), B (3; 2), C(5; —2).

30. Prosta | odcina na osi X wektor OA = ¢, a na osi Y wektor
OB — n. Znalez¢ rownanie prostej | i przeksztatci¢ je tak, aby wy-
razy zawierajgce zmienne byty po lewej stronie réwnania, a wyraz
nie zawierajgcy zmiennej wynosit 1 i znajdowat sie po prawej
stronie réwnania. Jakie bedzie réwnanie prostej |, jezeli:

aj e= 3; n=5; b) c= —4; w= 4;
c) c—5, n= —2; d) = —3; n= —u.
Wskazéwka: Prosta odcina na  osi X wektor c, jesli przechodziprzez

punkt A (c; 0) itd.

8§ 9. Dwie proste.

Majac dane réwnania dwu prostych Ix i 12 mozemy rozstrzygnac,
jakie jest wzajemne potozenie tych prostych. Jezeli istnieje punkt M
ezacy i na prostej i na prostej 12 to wspoétrzedne punktu M muszg
spetia¢ i réwnanie prostej Iv i rbwnanie prostej 12 Lecz i na odwrot:
Jezeli istniejg dwie liczby xxi yv ktére podstawione zamiast x i y spel-
niaja i rownanie prostej Il , i roGwnanie prostej 12 to punkt M majacy



wspotrzedne (xx; yX jest wspélnym punktem obu prostych. Liczby
spetniajgce dwa réwnania z dwiema zmiennymi X i y znajdujemy roz-
wigzujac ukfad tych réwnan ze wzgledu na g i y. Zatem:

Wspoétrzedne wspdlnego punktu (wspélnych punktéw) dwu prostych
znajdujemy rozwiazujgc ukitad réwnan tych prostych ze wzgledu na x i .

Roéwnania prostych sg réwnaniami stopnia pierwszego. Przy roz-
wigzywaniu uktadu dwu réwnan stopnia pierwszego o dwu niewia-
domych zajs¢ moga, jak wiemy, nastepujgce trzy przypadKki:

1) Uktad réwnan ma jedno i tylko jedno rozwigzanie.

2) Uktad rownanh nie ma rozwigzania.

3) Uktad rownan ma nieskonhczong ilos¢ rozwigzan; kazda para
wartosci spetniajgca jedno rodwnanie uktadu spetnia takze i drugie.

W pierwszym przypadku proste, ktére sa miejscami geometrycz-
nymi tych réwnan, przecinajg sie w jednym punkcie.

W drugim przypadku proste nie majg punktu wspélnego; mowimy:
proste sg réwnolegte.

W trzecim przypadku proste'nakrywajg sie; kazdy punkt jednej
prostej jest zarazem punktem drugiej proste;j.

Korzystajgc z powyzszych rozwazan ogoélnych zbadamy, jak zalezy
wzajemne potozenie prostych 11i 12 nieprostopadtych do osi X i ma-
jacych rownania:

li{y = mx + n,
h{V—m'x+ n'
od wartosci wspoéiczynnikébw: m, m', n i n'.

Rozwigzujgc uktad réwnan prostych Ixi [2 np. metodg podstawia-
nia znajdujemy kolejno:

mx -- n = m'x -f- n',
(Mm—m") X —n"—n.

Jezeli m==m', wtedy: x = —----— ¢Podstawiajgc znalezione wy-

razenie zamiast x w réwnaniu prostej obliczymy:

n'—n mn' — mn -f- mn — mn mn' — mn
7—. Zatem:
m—m

Jezeli m~= m', wtedy ukifad réwnan ma rozwigzanie:
n'—n mn'— m'n
m—m

a wiec proste i U przecinajg sie w punkcie
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Jezeli m —m' i n3=n', wtedy réwnanie: (m —m)x = n'"—n
jest sprzeczne, uktad réwnan nie ma rozwigzania; proste i 12 nie
przecinajg sie, a wiec sg réwnolegte.

Jezelim= m'i n—w', wtedy oba réwnania uktadu sa identyczne;
kazda para wartosci x i y spetniajgca pierwsze rOwnanie spetnia takze
i drugie. Proste Il i 12 nakrywaja sie.

Zapamietajmy wiec:

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby proste majgce
réwnania: y = mx -f-» i y= m'x + n' przecinaly sie, jest: m=(=m".
Warunkiem za$ koniecznym i wystarczajgcym réwnolegtosci tych prostych
jestt m=m', n™ W,

Wyprowadzimy jeszcze wa-
runki prostopaditosci dwu pro-
stych, ktérych réwnania sg
dane.

Zauwazymy przede wszyst-
kim, ze proste . x —ci y=n
sg do siebie prostopadte. Je-
zeli zadna z prostych Ix i U
nie jest do osi X prostopadta,
wtedy rOéwnania ich mozemy
napisa¢ w postaci:

Ny = mx + n,
h{V~ mx+ n'-
Przyjmijmy, ze IxJ 12 i Rys. 9.
wykresimy przez punkt C
(rys. 9) przeciecia sie prostych Ixi 12 0§ CZ rownolegta do osi X. Jedna
z prostych, np. Iv tworzy z CZ kat ostry a, a druga kat rozwarty a'.
tatwo widzie¢, ze tga = mi tga'= m'. A ze a' — 90° J- a, przeto:

m tga' = tg (90° + a) = -ctga = =

Zwazywszy, ze z wzoru: m' = — ul wynika: m= mozemy
m

powiedzie€ :

Jezeli dwie proste (nieprostopadte do osi) sg do siebie prostopadie,
wtedy wspoéiczynnik kgtowy jednej prostej réwna sie odwrotnosci
wspoiczynnika katowego drugiej prostej ze znakiem przeciwnym.

Udowodnimy, ze i twierdzenie odwrotne jest prawdziwe:



Zaktadamy, ze m' — — — > czyli mm' = — 1. Z ostatniej réwnosci

wnioskujemy, ze m= tgai m' = tg a' majg znaki przeciwne. Jeden
z katow a i a' jest przeto ostry, a drugi rozwarty. Przyjmijmy, ze
a < 90°. Z zalozenia otrzymujemy:

tga' = — = —ctga= tg (90° + a).

Zwazywszy, ze tangensy dwéch katéw wypuklych moga by¢ tylko
wtedy réwne, kiedy te katy sa réwne, znajdziemy:
a'= 90°+ a
Znaczy to, ze IxJ_I2
Udowodnilismy zatem:

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby proste majgce
rownania: y= mx-f~-n i y= m'x-f-n' byly do siebie prostopadie,

oest m -

Na przykladzie wyjasnimy, jak korzystamy z tych twierdzeh przy roz-
wigzywaniu réznych zagadnien.

Przyktad. Znalez¢ odlegtos¢ punktu A (—1; 4) od prostej |{y =
= x—3

Kredlimy znanym sposobem prosta | i punkt A (wykredl!). Przez od-
legtos¢ punktu A od prostej | rozumiemy dtugos¢ odcinka AB wykreslonego
z A prostopadle do |. Dlugos¢ odcinka AB potrafimy obliczy¢, jezeli znaé¢
bedziemy wsp6trzedne jego koricéw. Poniewaz wspoétrzedne punktu A znamy,
chodzi tylko o obliczenie wspoétrzednych punktu B. Punkt B jest punktem
przeciecia sie prostej | z prostg AB wykreslong z A prostopadle do I. Ponie-
waz réwnanie prostej | jest dane, potrafimy rozwigza¢ nasze zadanie, jezeli
znajdziemy réwnanie prostej AB. Uktadamy wiec nastepujacy plan rozwia-
zania :

1) Znalez¢ réwnanie prostej AB.

2) Znalez¢ wspoétrzedne punktu B.

3) Obliczy¢ diugos¢ odcinka AB.

Rozwigzujemy kolejno te zadania:

1) Prosta AB przechodzi przez punkt A (—1; 4), przeto réwnanie jej
mozemy (8 s, wz0r 2) tak napisac:

y—4=m(x + 1)

Poniewaz AB 1, przeto m = —f. Zatem:
AB{y —4 = —+ (x + 1), a po uporzadkowaniu:
AB {y = —f x + 3J.

2) Wspotrzedne punktu B znajdziemy rozwigzujac uktad réwnan pro-
stych Ii AB ze wzgledu nasi y:
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y —5
y = —\x +
I ® 3= —"Nx + 3,
16g—36 = —9a + 39,
25X = 75,
X =3,y =1.

Zatem: 5(3; 1).
3) Obliczamy AB (8 4, ust. 2):

AB=|/(4 - 2+ (- 1- 32=j/9+ 16=|/25= 5.
Odlegtos¢ punktu 4 od prostej Zwynosi 5 j.

Cwiczenia.

3L

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Zbada¢, jakie wzajemne polozenie majg proste:

a) y= \x + 1 6; 028+ 05by= 1,
y= —\x 5; 7a 125y = — 75;

cj 3a ; 4y = 4, d 2x=7
4g-f57= 3; y= 3g—75.

Wyznaczy¢ wspotrzedne punktu przeciecia sie tych prostych,
0 ile taki punkt istnieje.

Obliczy¢ wspotrzedne wierzchotkow tréjkgta, ktérego boki majag
réwnania :
a) y——3 b) 2x —3y + 1= 0,
y —X 2, i X A2y —18= o,
y= —s6 a&a-f 9; xJ 5y 7=0.
Punkty A (5; s), 5 (—3; 8), O(—5; —s) sg wierzchotkami

trojkata. Utozy¢ rownania srodkowych bokéw tréjkgta N5C' i zna-
lez¢ wspobtrzedne punktu przeciecia sie dwu z nich. Wykaza¢, ze
punkt ten lezy takze natrzeciej s$rodkowej.

Napisa¢ kilka réwnan prostychrownolegtych do prostej :
a) y= 3x; by y= —x+ 1; c) y= —2; d) x= —3
Znalez¢ rOwnanie prostej przechodzgcej przez punkt A (— 1; 2)

1 réwnolegtej do prostej 27 -j- 3ac-f-6 = 0.

Punkty zt (—3; — 2), B (0; 4), C (3; o) sgwierzchotkami rowno-
legtoboku. Znalez¢ wspoOitrzedne czwartego wierzchotkaréwnole-
gtoboku wiedzac, ze wierzchotek ten lezy wéwiartce |I.

Napisa¢ kilka réwnan prostych prostopaditych do prostej:
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38.

39.

40.

a) y=\x; . by y=x+ 1, C) y= —X+ 1
Ny= —2*%4+ 3,89 y= —2; f x= 3.
a) Z punktu .4 (3; — 1) wykreslono prostopadta do prostej

2z — 7+ 4= o. Znalez¢ jej rébwnanie.

61 Przez punkt A lezacy na prostej 2x + 5y = 1 a majacy od-
cieta a = — 2 wykresSlono prostopadtg do tej prostej. Znalez¢ jej
rébwnanie.

Znalez¢ réwnanie symetralnej odcinka AB, jezeli:

a) A(- 2, - 3), B4 1), b) A(-5; 2, B(3;- 1)

Znalez¢ wzajemng odlegtos¢ prostych majgcych rownania:
y —yX 2iy= + 3.

Wskazoéwka: Przecig¢ obie proste prostg prostopadtg do nich dobrawszy

ja tak, aby rachunek byt mozliwie prosty.

41.

42.

43.

Punkty A (—2; — 1) i B (1; 3) sa przeciwlegtymi wierzchotkami
prostokata; dwa boki prostokgta sg réwnolegte do prostej y =
= 4-™ + 2. Znalez¢ wspoOtrzedne pozostatych wierzchotkbw pro-
stokata.

Punkty A (—5; — ), B (6; —s), C(4; s) sa wierzchotkami
trojkgta. Obliczy¢ bok AC, wysokos¢ do niego prostopadig i pole
trojkgta ABC. Sprawdzi¢ otrzymany wynik obliczajgc inny bok
trojkata i wysokos¢ do niego prostopadia.

Punkty A (—s; 2), B (— 2-]; — 4%), C (5; 3) sa wierzchotkami
trojkata. Znalez¢ wspotrzedne punktu S przeciecia sie dwu wy-
sokosci. Sprawdzi¢, ze trzecia wysoko$¢ przechodzi rowniez przez
punkt S.

Znalez¢ wspohzedne punktu M, w ktérym przecinajg sie syme-
tralne dwéch bokéw tréjkata ABC, jezeli: A (—2; 1), B (2,5
2,5), C(2; —1). Sprawdzi¢, ze symetralna trzeciego boku prze-
chodzi réwniez przez punkt M.



Rozdziat IT
KRZYWE STOPNIA DRUGIEGO

8 1. Okrag.

Okregiem nazywamy, jak wiadomo, miejsce geometryczne punktéw,
ktérych odlegtosci od danego punktu C réwnajg sie danemu odcinkowi r.
Utozymy rownanie okregu za-
kreSlonego promieniem r dokofa
punktu C (p; q (rys. 10).
Obierzmy dowolny punkt M (x;
.y). Jezeli M lezy na okregu, wtedy:

MC =,
czyli, wobec tego ze:
MC = V(x-p)»+ (y- 02

\{x —p)2+ {y —a)2=r.

Jezeli punkt M [x] y) nie lezy

na okregu, wtedy:
........................... Rys. 10.

VX —p2+ (y—a2

Rownanie: "(x —p)2+ (y —q)2—r jest tedy szukanym réwna-
niem okregu. Przeksztalcimy je podnoszac obie strony do kwadratu.
Otrzymamy réwnanie réwnowazne (tw. 3 w 8§ s, rozdz. 1):

x—p)2+ (y —a)2= r2
Jest to réwnanie okregu o promieniu r, ktérego Srodek lezy w punk-

cie C (p; Q).
Rownanie okregu jest rébwnaniem stopnia drugiego o dwu zmiennych

X i y. Zawiera ono 3 state: p, qi r. Liczby p i qsa liczbami wzglednymi
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i oznaczajg wspoétzedne Srodka okregu; r oznacza promien okregu,
jest wiec zawsze liczbg dodatnig.

Zaleznie od wartosci p, qi r ma okragg rozmaite potozenia wzgledem
osi uktadu wspoétrzednych. W szczegdélnosci:

Jezeli p= gq= 0, wtedy Srodek okregu lezy w poczatkuuktadu
wspoétrzednych, aokrag ma réwnanie: x2+ y2= r2 Réwnanie to
jest najprostsze ze wszystkich réwnan okregu. Jezeli wiec chodzi o zba-
danie wiasnosci okregu lub jezeli wolno nam przyjg¢é okrgg dowol-
nie, przyjmujemy jego réwnanie w tej wiasnie postaci.

Rownanie okregu jest réwnaniem stopnia drugiego. Zbadamy, czy
kazde rownanie stopnia drugiego o dwu zmiennych mozna uwazaé
za réwnanie jakiego$ okregu. W tym celu porzgdkujemy ogdlne row-
nanie okregu:

(x—p)2+ (y—a)2= r2
X2 —2 px f-p2J-y2—2qy q2—r2
x2 yi—a2px —2qy - [p2-fg2—rd—o.

Zauwazymy, ze w uporzagdkowanym ogélnym réwnaniu okregu
brak iloczynu obu zmiennych, a wspotczynniki przy x2i y2 wynoszg 1.
Jezeli wiec w jakim$ uporzadkowanym réwnaniu stopnia drugiego
o dwu zmiennych znajduje sie wyraz xy z wspotczynnikiem réznym
od zera lub jezeli wspétczynniki przy xz2 i y2nie sg rowne, mozemy by¢
pewni, ze miejscem geometrycznym tego réwnania nie jest okrag.
W przeciwnym razie prObujemy sprowadzi¢ dane réwnanie do postaci
x—p)2+ (y — g)2= r2 jak wskazujg nastepujgce przyktady:

Przyktad 1 Zzbadaé, jakg krzywag przedstawia réwnanie:
4x2+ 4y2+ 12x —32y+ 37=0.

Dzielimy obie strony réwnania przez 4:
x2+ y2+ 3g—8y+ 9J=0.
Zestawiamy razem wyrazy zawierajace X i wyrazy zawierajgce y. Wy-
raz nie zawierajgcy zmiennej przenosimy na strone prawa:
2+ 3X)+ (y2—s y)= —9J.
Dodajemy do wyrazen w nawiasach takie liczby, aby powstaly kwadraty
dwumianéw. Te same liczby dodajemy po stronie prawej:
(x2+ 3a:+|)+ (y2—8y+ 16) = -|+ 16 — 9],
X+ )2 + (y—t) =0

Réwnanie to jest rbwnaniem okregu, w ktérym:p = — ;qg=4;r = 3.
Wykre$| ten okrag.
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Przyktad 2 Zbadal, jaka krzywa przedstawia réwnanie:
X2+ y2+ 4y = 0.

Postepujac jak w poprzednim przyktadzie znajdziemy:

X2+ (y2+ 4y + 4) = 4

X2+ (y + 22 = 4
Réwnanie przedstawia okrag, w ktorym: p =o; Q= —2;r = 2. Wy-

kres$l ten okrag.

Przyktad 3. Zbadad, jaka krzywg przedstawia réwnanie:

X2+ y2—4x+2y+ 8 —0.
Postepujemy jak w poprzednich przyktadach:

xX2—4x) + (y2+ 2y) = —9,
[X2—4Xx 4-4) + (ti2+ 2y + 1) = 4+ 1—09,
X- 22+ (y+ hz=- 4

Réwnanie nie przedstawia okregu, bo prawa strona jest liczbg ujemna,
nie moze wiec rownac sie r2 tatwo zresztg widzie¢, ze rownanie to nie przed-
stawia w ogole zadnej krzywej, poniewaz nie posiada rozwigzan. Dla wszel-
kich wartosci x i y lewa strona rOwnania (suma dwoch kwadratéw) jest liczbg

nieujemng, nie moze wiec réwnac sie — 4.

Okazemy teraz, jak mozna z réwnania okregu wysnu¢ caly szereg
wlasnosci tej krzywej. ROwnanie okregu przyjmiemy w postaci naj-
prostszej, tj. N+ oy2= g2

Z réwnania tego znajdujemy kolejno:

y2= t2— X2,
y = % jlr2—Xx2 jezeli x2™ r2

Jezeli x < —r albo x> r, wtedy wartosciom x nie odpowiadajg
zadne wartosci y. Okrag nie posiada punktéw, ktérych odciete sg mniej-
sze niz — r lub wieksze niz r.

Wartosciom x —r i x = —r odpowiada y = 0. Okrag przecina
0§ Z w punktach: (r; 0) i (—r; 0).

Kazdej wartosci x spetiajgcej warunek: —r < x < r odpowia-

dajg dwie wartosci y o jednakowych wartosciach bezwzglednych a zna-
kach przeciwnych. Znaczy to, ze okrag jest figura symetryczna wzgle-

dem osi Z.
Poniewaz wz6r y — + j/ro — x2 zawiera tylko kwadrat zmiennej

X, przeto ujemnym i dodatnim wartosciomx o jednakowych warto-
Sciach bezwzglednych niewiekszych niz r odpowiadajg jednakowe war-
tosci y. Znaczy to, ze okrag jest figurg symetryczng wzgledem osi Y.
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Z powodu symetrii okregu wzgledem osi Z i Y wystarczy zbadaé
przebieg tej krzywej w Cwiartce |. Podstawiajmy tedy zamiast x war-
tosci od o do r i uwzgledniajmy tylko dodatnie wartosci y. Znajdziemy:

Jezeli x = 0, wtedy y = r. Gdy x rosnie, wtedy x2 rosSnie rowniez,
zas r2— x2, a wiec i y = jlra — x2 maleje. Gdy x = r, wtedy y = 0.
Znaczy to, ze luk krzywej w c¢wiartce | opada od punktu (0; r) do
punktu (r; o).

Ogdlne réwnanie okregu zawiera 3 parametry state: p, qi r. State
te mozna tak wyznaczyé, aby okrag spetniat trzy dane warunki, a wiec
np. przechodzit przez 3 dane punkty, mial dany promien i przechodzit
przez » dane punkty, przechodzit przez dwa dane punkty i stykat sie
z osig X itp. Np.:

Przyktad 4. Znalez¢ rownanie okregu przechodzacego przez punkty:
A (2;6), B(-1; -3) i C(-5; +05)

Szukany okrgg ma réwnanie:

[x-p)2+ (y- g2=r2

Poniewaz punkty A, B i C leza na okregu, przeto wspéirzedne ich spet-
niajg réwnanie okregu. Podstawiajgc tedy w réwnaniu okregu zamiast
X i y kolejno wspotrzedne punktow A, B i C otrzymujemy uklad réwnan:

2- P2+ - 92=1r2
(Ci_ p+(Cs- g2=r\
(—5— p)2+(E—0g2=r2
z ktérego obliczymy p, qi r. Wykonywamy najpierw zaznaczone dzialania:
4—4p +p2+36—12g+ g2=r2
1 +2p +p2+ 9+ 69+ q2=r2
25 -f 10p + p2+ 25 — 109 + gZr2
Porzadkujemy:
p2+ R—4p—12q+ 40 = r2
P2+ @2+ 2p +6q+ 10 =12
p2+ g2+ 10p —10qg + 50 = r2

W celu wyrugowania r2 odejmujemy od pierwszego rOéwnania najpierw
stronami rOéwnanie drugie, a potem trzecie. Otrzymamy:

- ep—18q + 30 =0,
- 14p- 2q - 10 = 0,
a po uproszczeniu: p+s”™—s=-o0

7Tp+qg+5=o.

Mnozac drugieréwnanie przez 3 i odejmujgc stronami od pierwszego
znajdziemy: —20 p—20 = o0, a stad:
p = — 1 Przy pomocy tej wartosci obli-
czamy: . g= 2.



33

Niewiadomg rwyznaczymy zréwnania: (2 —Pp)2+ (6 — Q2 = r2
Znajdziemy: rr=o + 16 = 25; a zer jest liczbg do-
datnig przeto: r=>5

Rachunek wskazuje, zeistnieje tylko jeden  okrag,przechodzacy przez
punkty A, B i C; ma on rownanie:

X+ ha+t (y- 22=25

Przyktad 5 Znalez¢ réwnanie okregu stykajagcego sie z osiami Z i Y
oraz przechodzacego przez punkt A (1; 2).
Réwnanie szukanego okregu mozemy napisaé w postaci:
(x—p)2+ (y—q2=r2

Okrag styka sie z osig Z wtedy i tylko wtedy, jezeli odlegtos¢ jego Srodka
od osi X réwna sie¢ promieniowi, a wiec jezeli g= + r. Poniewaz punkt A
okregu znajduje sie nad osig Z, przeto i Srodek okregu stykajgcego sie z osig
Z musi leze¢ nad osia; jest wiec: q = + r. Podobnie znajdujemy z warunku,
ze okrag styka sie z osig Y, ze musi by¢: p = + r. ROwnanie okregu przyj-
muje postac: X_ N2+ (y_ nz =ra.

Poniewaz punkt A lezy na okregu, a wiec wspéirzedne jego spetniajg
rébwnanie okregu, przeto podstawiajgc w ostatnim rOéwnaniu zamiast X i y
wspotrzedne punktu A otrzymamy réwnanie:

- N2+ @2- nH2=r12
Z réwnania tego obliczamy r:

1—2r+ 12+ 4—4r +12=7r2
r2- er +5=0,
A =36- 20 = 16; ]/n = 4;
6 -4 6+4
r, - =1, r2= =
Istniejg tedy dwa okregi spetniajgce warunki zadania; majg one row-

nania: xX- he+ (y- h2=1;
X- 52+ (y- 52 =25

Cwiczenia.

45. Wykreslic miejsca geometryczne rownan:

aj @--22—28g —47=4; b)x2 A y2+ sa —2y = s ;
C) X2+ y2+ 5x—y-)-25= 0; d) 3x2-f-3y2—4x -f 3y = s;
e) Xx2--y2—5; )X2 + y2—2x = s ;

g 2z2+ 2y2+ 3y=2; h)x2+ y2—10x = 0;

i) 2a2+ 2y2- 5y=0; j)x2 - ex+ y2+ sy= 0.

Miluitowicz: Geometria analityczna, Il lic. Imm. 3
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46. Znalez¢ rownanie okregu przechodzgcego przez punkty:

a) A(@2; 3, B(4; - 1),)<7t(—5m-4);
b) A (o; 1), B (- 54; - 0,), C( 3; 4.

47. Srodek okregu lezy naprostej y = 2x -f- 1, a okrag prze-
chodzi przez punkty: .4(1; 1), B (3; 3). Znalez¢ jego row-
nanie.

48. Srodekokregu o promieniu r = 5 lezy na prostej x —7y = 7,
a okrag przechodzi przez punkt ™M (— 4; 2). Znalez¢ jego réw-
nanie.

49. Okrag przechodzi przez punkt A (— 1; 2) i styka sie z osiami
| i F. Znalez¢ jego réwnanie.

Wskazowka: Poniewaz A lezy w Cwiartce I, przyjg¢ nalezy: p ——r,

g=r

50. Okrag przechodzi przez punkty: A (2; 1) i B (3; 2) oraz styka
sie z osig X. Znalez¢ jego réwnanie.

51. Okrag o promieniu r = 6,5 styka sie z osig Y i przechodzi przez
punkt A (4; —:2). Znalez¢ jego réwnanie.

8§ 2. Okrag i prosta.

Jezeli dana prosta | ma z danym okregiem k punkt wspdlny, to
wspoétrzedne tego punktu muszg spetnia¢ i rédwnanie prostej |, i rowna-
nie okregu k. Jezeli na odwrét pewna para wartosci x i y spetia i row-
nanie prostej |, i rownanie okregu k, to wartosci te sg wspotrzednymi
wspolnego punktu prostej | i okregu k. Chcac tedy znalez¢é wspoétrzedne
wspolnego punktu prostej | i okregu k, nalezy rozwigza¢ uktad réwnan
prostej | i okregu k. Wartosci x i y spetniajgce ten uktad rownan (i tylko
takie wartosci) sg wspotrzednymi wspdlnego punktu prostej i okregu.
Jezeli uktad réwnan nie ma rozwigzania, wtedy prosta | i okrag k nie
majg zadnego punktu wspdlnego.

Niechaj dane beda: okrag k i prosta I. Chcac zbada¢ ogolnie, jakie
potozenie moze mie¢ prosta Zwzgledem okregu k, obierzmy tak ukfad
wspétrzednych, aby poczatek uktadu lezat w Srodku okregu, a 0$ X
nie byla prostopadia do prostej |. Wtedy okrgg ma rdéwnanie:
X2 y2= r2 a prosta: y = mx+ n. Rozwigzmy uktad réwnan:

x24 y2= o

y = mx -j- n.
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Otrzymamy kolejno:

X2+ (tnx + n)2—r2
X2+ mM2x2+ 2 ?nnXx + n2= r2
@+ m2)x2+ 2 mnx+ N2—rd = o ;
1= 4m2n2—4(1 + m2 (n2—rd = 4 (r2+ r2mz2 — n2.
Jezeli A < o, wtedy ukiad réwnah nie ma rozwigzania. Prosta
| nie ma z okregiem k zadnego punktu wspdlnego.
Jezeli zl > o, wtedy uklad réwnan ma dwa rozwigzania. Prosta
| przecina okrgg k w dwdch punktach. Taka prosta nazywa sie sieczna.
Jezeli A = 0, wtedy uktad réwnan ma tylko jedno rozwigzanie.
Prosta | ma z okregiem k tylko jeden punkt wspdlny. Prosta taka na-
zywa sie styczng, a wspoélny punkt prostej i okregu punktem stycznosci.
Dochodzimy wiec jedynie na podstawie rozwazania wlasnosci row-
nan okregu i prostej do znanego twierdzenia:
Prosta moze mie¢ wzgledem okregu trojakie potozenie: albo nie ma
z okregiem zadnego punktu wspdlnego, albo przecina okrgg w dwdch punk-
tach, albo styka sie z okregiem w jednym punkcie.

Powyzsze rozwazania wskazujg, ze potozenie prostej wzgledem
okregu zalezy od wartosci wyrd6znika rownania, ktore otrzymamy
przez wyrugowanie jednej zmien-
nej z réwnan okregu i prostej.

Napiszmy takie réwnanie w po-
staci :
ax2+ bx+ c= o, gdzie a+ o.

Wyréznikiem tego réwnania
jest: A= b2- iac.

Zalézmy, ze AN o, a wiec ze
réwnanie ma dwa pierwiastki xx
i X2 rézne, gdy > A o, a réwne,
gdy A — 0. Pierwiastki te sg o-
czywiscie odcietymi punktow A
i B (rys. 11), w ktoérych prosta Rys. n.
przecina okrgg. Wiadomo, ze:

b . c .
Xl + x2= —— i x1x2= —; stad otrzymujemy: b= —a (xt + x2),
c = axxx2 Przy pomocy tych wzoréw mozemy przeksztatcic wyrdz-
nik A w nastepujgcy sposoéb:

3
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A= b2—4ac= a2(@g + x2)2— 4 axt x2=>a2[{x| -f- £2)2 ~ ~Xxixt\
a2 (x12+ 2xxx2+ x2—43a'g?d = a2 (sg2 ~ 2xxx2 + a2
a2 (x1—x22

Wzér ten wskazuje, ze wyroznik A jest proporcjonalny do kwadratu
réznicy odcietych punktéw A i B. Jezeli punkt A potozenia swego
nie zmienia, a punkt B zbliza sie po okregu coraz bardziej do A przyj-
mujgc potozenia B, B', B" ... (rys. 11), wtedy (ay — x22 a wiec i wy-
roznik A maleje i zbliza sie coraz bardziej do zera. Poglad wskazuje,
ze wtedy sieczna obracajgc sie dokota punktu A zbliza sie coraz bar-
dziej do stycznej AT. Gdy A stanie sie zerem, wtedy ay = x2 punkt
B pada na punkt A, a sieczna AB przechodzi w styczng AT. Rzeczy-
wiscie prosta AT, dla ktérej A = 0, ma jak wyzej wykazalismy, z okre-
giem tylko jeden .punkt wspdélny, jest wiec (wedlug znanej definicji
stycznej okregu) jego styczna.

Oprécz okregu.rozpatrywaé¢ bedziemy w tej ksigzce takze inne
krzywe, ktérych réwnania sg réwnaniami stopnia drugiego, czyli tzw.
krzywe stopnia drugiego. Okaze sig, ze istniejg czasem proste, ktére
maja z takg krzywa jeden punkt wspdlny, ale z krzywg sie nie stykaja,
lecz przecinajg ja przechodzac z jednej strony krzywej na druga.
Zajdzie tedy potrzeba okres$lenia stycznej takiej krzywej. Okreslenie
to uzyskamy zgodnie z pogladem w nastepujgcy sposoOb: Rugujac
z rébwnania krzywej stopnia drugiego i rbwnania prostej jedng zmien-
na (np. y) otrzymujemy na og6t rownanie majgce postac: ax2-)- bx -\-
+ c= 0, gdzie ag=0. Powtarzajac dostownie poprzednie rozwazania
o wyrdzniku A tego réwnania i jego znaczeniu geometrycznym znaj-
dujemy, ze gdy punkt B (rys. 11) zbliza sie do punktu A, wtedy A
zbliza sie do zera, a sieczna AB do prostej AT, ktéra odpowiada war-
tosci A = o i ma z krzywg tylko jeden punkt wspélny. Zgodnie z po-
gladem nazwiemy prostg AT stycznag krzywej przyjmujgc nastepujace
okres$lenie:

Styczng krzywej stopnia drugiego nazywamy prostg majaca takie
rbwnanie, ze rugujac z rOwnania prostej i roOwnania krzywej jedng
zmienng otrzymujemy rOéwnanie stopnia drugiego, ktérego wyroznik
jest zerem.

Przyktad 1 Znalezé r6wnanie prostej, ktéra z okregiem x2 + y2—
—33g—4y = 0 styka sie w punkcie M (3; 4).

Prosta przechodzaca przez punkt M ma réwnanie (rozdziat I, 8s,wz0r 2):
y —4 =m (x —3). Wspoiczynnik katowy m nalezy tak wyznaczy¢, aby
uktad réwnan okregu i prostej, tj. uktad:
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Q

X2+ y2—3x —4y
m (x — 3),

y—4

miat tylko jedno rozwigzanie.
Wyrazajgc z drugiego réwnania * za pomocna; i podstawiajgc znalezione

wyrazenie zamiast y w réwnaniu pierwszym otrzymamy:
y =mx—3ni + 4,

X2+ (tnie—3m+ 42 —3x—4(mi- 3m+4) =0,

X2+ mX2+ 9m2+ 16 —emX + 8mx—24m—3x —4mx +12m—
- 16 =o,

@+ mdx2—@E mM—4m+ 3)x + (9m:— 12 ni) —O0.
Réwnanie to ma jeden tylko pierwiastek, a wiec uktad réwnanjedno
rozwigzanie, jezeli wyrdznik ostatniego réwnania jest zerem, a wiec jezeli:

A= em—4m+ Jz2—4 1 + m)(Om2—i12m) = o.
Porzadkujemy i rozwigzujemy to réwnanie:

M+ 16mMm2+9 —48 m3+36 th2—24th — 36 ni2 +
+ 48 mM—36ws + 48ma= 0,

e 16M2+ 24m+ 9 =0,
(4w-f 32 = O,
m= —f.

Szukana styczna ma wiec réwnanie:
V—4 = —| (x—23), czyli:
y = —| x + 6J.
Przyktad 2. Z punktu A (7; 1) wykreSlono styczne do okregu:

X2 + y2 —25. Znalez¢ ich réwnania.
Szukana styczna przechodzi przez punkt A, ma wiec réwnanie:

y—1—mXx—7).
Wspobiczynnik m nalezy tak wyznaczy¢, aby ukiad réwnan:
Z2 + y2 = 25,
y—1l=to(x—7

miat tylko jedno rozwigzanie.
Postepujgc jak w przyktadzie 1 znajdujemy kolejno:

y=mx—7m+ 1
X2+ mMX2+ 49m2+ 1—14mX + 2mx — 14 m = 25,
@+mdx2—2m@Tm—1)x + 49m2—14m—24) = 0,
A—4m2{7 m—hbhz—4a + md 49m2— 14 m—24) = o.
Po  uproszczeniu przez 4 i wykonaniu dziatan otrzymamy:

9 m* — 14 m3+ m2—49 m2+ 14 m+ 24 — 49 m* -)- 14 m3 + 24 m2= (,
—24m2+ 14 m+ 24= 0,
12m2- 7m- 12= 0.

Rozwigzujemy to rownanie:
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ZI'= 494 576 = 625; j/Z = 25;'

Réwnanie ma dwa pierwiastki:
™ = |; w2 = —}-
Istniejg zatem dwie styczne z punktu ™ (7; 1) do okregu: x2 + y2 = 25.
Majg one réwnania:
y- 1=](x - 7),czyliiy
i y—1= —a4 (z—*), czyliiy = —f x + 6J.

\x —sj-

Cwiczenia.

52. aj lle wspdlnych punktow 2z okregiem: 4@ + 4-.2= 169 ma
kazda z prostych: 2g+ 10y = 13; X-f~y = 10i 2y = 137
8J lle punktow wspélnych z okregiem: @ + s X + y2= 0 ma
kazda z prostych:y = a;J-¢;?/ = -f-a:i-f-6;a;=1?

53. Wyznaczy¢ n tak, aby prosta y = x -j- n stykata sie z okregiem:
222+ 22+ 4= 7.

54. Jeden wierzchotek kwadratu lezy w punkcie A (2 ; — 1), a okrag
opisany na nim ma réwnanie: x2+ y2—a+ sy + 3= o. Obli-
czy¢ wspohzedne pozostatych wierzchotkéw kwadratu.

55. W okrag @ + y2= 25 wpisano prostokat, ktérego dwa wierz-
chotki lezg na prostej: 7y — x = 25. Znalez¢ wspoirzedne wierz-
chotkéw prostokata.

56. W rownaniu okregu: x2 + y2—r2 wyznaczy¢ r tak, aby okrag
ten stykat sie z prostg: 4x + 3y = 25

57. Obliczy¢ dilugos¢ cieciwy okregu: 4x2-j- 4y2= 25 lezacej na
prostej: x + 2y = b5

58. Znalez¢ rownanie stycznej okregu: x| -f-y2= 25 réwnolegtej do
prostej: y = —\ x.

59. Jak wielki musi by¢ promien okregu lezagcego w pierwszej ¢wiartce
i stykajgcego sie z osiami X i Y, aby ten okrag stykat sie z prosta:
V= ~ 4@ + 47

8 3. Poszukiwanie miejsc geometrycznych.

Podobnie jak réwnanie okregu znajdujemy takze rdwnania in-
nych krzywych na podstawie ich okresleh jako miejsc geometrycz-
nych punktow o pewnych wiasnosciach. Znalezione rownania pozwalajg
zbada¢ wtasnosci odpowiednich miejsc geometrycznych. Zdarza sie,
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ze poszukujac miejsca geometrycznego punktéw o pewnej witasnosci W
otrzymujemy réwnanie znanej juz krzywej. Wtedy znajdujemy juz
wyczerpujagcg odpowiedZ na postawione pytanie w postaci: Miejscem
geometrycznym punktéw o whlasnosci W jest okrag, prosta, elipsa
itp.; badanie wlasnosci znalezionego miejsca geometrycznego staje sie
juz zbednym. Wyjasnimy to na kilku przyktadach.

Przyktad 1 Znalez¢é miejsce geometryczne punktow, ktorych odle-
glosci od punktu A (— 1; —2) pozostaja do odleglosci ich od punktu
B (2; 2) w stosunku 3: 2

Punkt M (x; y) jest wtedy i tylko wtedy punktem szukanego miejsca

geometrycznego, jezeli MB = ) czyli (po wyrazeniu*MA i MB za pomoca

wspohrzednych punktéw A, B i M):

o ]/(*+ Db+ ¥+ =2?7r_3
VX- 22+ (y- 202 2

Poniewaz obie strony tego réwnania sg liczbami dodatnimi, wolno obie
strony podnies¢dokwadratu (tw. 3 w 8§ rozdz. 1). Otrzymamy:

X+ hyz+ (Y+ 252 9
x- 2+ (y- 22 4

Po uwolnieniutego réwnania od utamkéw ipo uporzadkowaniu otrzy-
mamy: 522 —44x + 5y-- 52y + 52 = Q.

Aby sie przekona¢, czy rownanie to przedstawia okrag, przeksztatcamy
je tak,jak w przyktadzie 1 w § 1 Otrzymamy:

X2 —sg.8 X + y2— 104y = — 104,
{X- 442 + (y- 52)2 =442 + 5 22_ 10ja;
x- 442 + (y _ sj2)2 = 36.

Jest to rOwnanie okregu o promieniu r = &, ktdrego Srodek lezy w punkcie
C(4,4; 52). Okrag ten jest miejscem geometrycznym punktow, ktérych
odlegtosci od A i od it pozostajg do siebie w takim stosunku jak 3:2.

Przyktad 2. Danyjestodcinek AB = 2a. Znalez¢ miejsce geometryczne
punktowg ktérych odlegtosci od A i od B pozostajg do siebie w danym sta-
tym stosunku m: n.

Chcac do rozwigzania tego zadania zastosowa¢ metode geometrii anali-
tycznej nalezy przede wszystkim obra¢ uklad wsp6hrzednych. Od stosow-
nego obrania ukladu wspéirzednych zalezy w znacznym stopniu przejrzy-
sto$¢ rachunku. Obierzmy poczatek uktadu wspotrzednych w srodku odcinka
AB, a za 0§ Z przyjmijmy prostg AB. Wtedy: A(—a; 0), B(a; 0).

Punkt M jest punktem szukanego miejsca geometrycznego wtedy i tylko
wtedy, jezeli:
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Po uporzadkowaniu przyjmuje ostatnie réwnanie postac:
[M2— n2)x2— Za M2+ n)x + (Ni2— n)y2+ (Mm2— n)a2= 0.
Aby rozstrzygng¢, co jest miejscem geometrycznym tego réwnania,
rozréznimy dwa przypadki:
1) Jezeli m = n, wtedy ostatnie réwnanie przyjmuje postac:
—2a M2+ ndx =o, czyli x =o.

Jest to réwnanie osi Y. A ze 0§ Y jest symetralng odcinka AB, przeto:

Miejscem geometrycznym punktéw réwno oddalonych (przyjelismy, ze
m = n) od koricow odcinka AB jest symetralna tego odcinka.

2) Jezeli m”~zn, przeksztalcamy rownanie tak jak w przyktadzie 1:

2+n2
. x2—ZaTz-————n5 X +y2= —a2

ml—nt
m2+ n2\2 ., Im2+ n2A
00 +y2- Zﬂ

mf

Po wykonaniu dziatan po stronie prawej otrzymamy:

m2+ n2 2 ., [/ 2mn \2
-mZi—- 15 +y2=

Rownanie to jest rownaniem okregu, ktérego $rodek lezy w punkcie
2 Mn

a ktérego promieh r= m* — Okrag ten jest miej-

m2—n2" 0/)’
scem geometrycznym punktéw, ktorych odlegtosci od koncéw A i B odcinka
AB = 2a pozostajg do siebie w stosunku m:n, gdzie mi|: n.

Jezeli chodzi o konstrukcje tego okregu, to najtatwiej wykresli¢ najpierw
punkty D i E, w ktérych okrag przecina o$ X. Obliczy¢ wspétrzedne tych
punktéw mozna z réwnania okregu.

Przyktad 3. Punkt A ma w pewnej chwali wspolrzedne: x = s cm,
y = 5cm i porusza sie tak, ze odcieta jego rosnie proporcjonalnie do czasu
t wzrastajgc o icmjsek., a rzedna maleje proporcjonalnie do t zmniejszajgc
sie 0 2 cmjsek. Jaka linie kresli punkt A?

Jezeli czas t zaczniemy mierzy¢ od chwili, w ktérej punkt A ma wspot-
rzedne (s ; 5), to po t sekundach punkt A bedzie miat wspéitrzedne:

Xx=8+it;y —5—127t

Te dwa réwnania dajg juz posrednio odpowiedZz na postawione pytanie
przydzielajgc kazdej wartosci x pewng wartos¢ y. Przyjmijmy bowiem na
X pewng wartos¢; pierwsze réwnanie pozwala obliczy¢ wartos¢ t odpowia-
dajacg tej wartosci x. Podstawiajgc te warto$¢ zamiast | w drugim réwna-
niu mozemy obliczy¢ warto$¢ y odpowiadajaca przyjetej wartosci x. Po-
wyzsze dwa réwnania przedstawiajg tedy rzeczywiscie przy pomocy para-
metru t miejsce geometryczne réznych potozeh punku A w ciggu ruchu.
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Poprzednie rozwazania wskazujg réwniez, ze réwnanie szukanego miejsca
geometrycznego mozna otrzymac fatwo w postaci zwyklej (bez parametru);
wystarczy w tym celu z obu réwnan wyrugowac parametr t. Mnozac drugie
réwnanie przez » i dodajgc stronami do pierwszego otrzymamy:

X + 2y = 18, a stad:
y ——Jx + 9.

Znajdujemy wiec, ze punkt A porusza sie po prostej majacej réwnanie:
y=—"x+29

Przyktad 4. Danyjest odcinek AB =2 a. Znalez¢ miejsce geometryczne
punktéw, w ktérych przecinaja sie proste wykreslone przez punkt A z pro-
stymi wykreslonymi do nich prostopadle z punktu B.

Obieramy prosta AB za 0$ X, a poczatek uktadu przyjmujemy w Srodku
odcinka AB. Wtedy: A (—a; 0), B (a; 0).

Przede wszystkim zauwazymy, ze punkty A i B sg punktami szukanego
miejsca geometrycznego. Kreslagc bowiem przez A prostg AB, a z pun-
ktu B do niej prostopadtg, otrzymamy jako punkt przeciecia sie tych prosto-
padiych punkt B. Kreslagc zas z A réwnolegtg do osi Y, a z B prostg AB pro-
stopadtg do tamtej, otrzymamy jako punkt przeciecia sie tych prostopad-
tych punkt A.

Wykresimy teraz przez punkt A prostg | r6zng od AB i nieprostopadtg
do AB. Réwnanie takiej prostej mozemy napisa¢ w postaci:

Y=t (X+a) e, oL ()

Vo= - M (P e ) (2)
Punkt, ktérego wspéirzedne spetniajg uktad réwnan (1) i (2), a wiec
punkt przeciecia sie prostych | i I' jest oczywiscie punktem szukanego miej-

sca geometrycznego. Przyjmujgc na m rézne wartosci wyznaczy¢ mozemy
dowolng ilos¢ punktow szukanej krzywej. Jezeli na odwr6t punkt C jest
punktem szukanego miejsca geometrycznego, roznym od A i od B, wtedy
AC LBC. Przyjmujactg CAB = mwadzimy, ze przy tej wartosci m wspot-
rzedne punktu C spetia¢ muszag réwnania (1) i (2). Uktad réwnan (1) i (2
przedstawia tedy przy pomocy parametru m szukane miejsce geometryczne
(z wyjatkiem punktéw A i B). Rugujac z tych réwnan parametr m mozemy,
jak w poprzednim przykfadzie, otrzymaé réwnanie szukanego miejsca geo-
metrycznego w postaci rowmania z dwiema zmiennymi bez parametru. Naj-
tatwiej wyrugujemy wi z réwman (1) i (2) mnozac stronami oba réwnania.
Otrzymamy kolejno:

yl= — (x2—a3,

y2= —x2 4 a2

X2 F Y2 2 @2t aaeereee e (3)

Wspétrzedne punktdw szukanego miejsca geometrycznego spetniajgce
réwnania (1) i (2) spetniajg oczywiscie takze rownanie (3); to ostatnie jest
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takze spetnione dla wspoitrzednych punktéw A(—a, 0) i B(a, 0), co tatwo
stwierdzi¢bezposrednio. Lecz i na odwr6t: Przyjmijmy na x i y pare war-
tosci spetniajgcych réwnanie (3). Jezeli y —O0, wtedy a = 4; a; sa to wspot-
rzedne punktdw A i B nalezacych do szukanego miejsca geometrycznego.
Jezeli y-E0, wyznaczmy taka liczbe m, aby przy przyjetych warto$ciach

X i y spetnione byto rownanie (2); przyjmijmy wiec m —----)—(-:-?. Wtedy
z rébwnania (3) wynika:
y2=a2—x2—(a+ x) (@a—x), a wiec:
y=(@+x-—-=m¢(a+ x) zgodnie z réwnaniem (1).

Wskazuje to, ze para wartosci x i y spetniajgca rownanie (3) spetnia
takze réwnania (1) i (2), a wiec przedstawia wspotrzedne punktu szukanego
miejsca geometrycznego.

X2 + y2 = a2 jest -wiec réwnaniem szukanego miejsca geometrycznego.
Jest to réwnanie okregu zakreSlonego na AB jako na S$rednicy.

Cwiczenia.

60. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktéw réwno oddalonych od
punktu A (— 1; 3) i od punktu B (3; 1).

61. Dany jest odcinek AB = 2a. Znalez¢ miejsce geometryczne punk-
tow majgcych te wlasnosé, ze kwadrat odlegtosci kazdego z tych
punktow od punktu A jest od kwadratu jego odlegtosci od punktu
B wiekszy o c2 gdzie ¢ oznacza dany odcinek.

62. Na danej wspoélnej podstawie AB = 2a budujemy takie trojkaty,
w ktérych suma kwadratéw pozostalych dwéch bokéw wynosi c2,
gdzie ¢ oznacza dany odcinek. Znalez¢ miejsce geometryczne
wierzchotkéw takich trojkgtow.

63. Kreslimy odciete punktow prostej y = —f x + s, a przy ich kon-
cach rzedne. Znalez¢ miejsce geometryczne Srodkéw rzednych.

64. Z punktu M (7; 1) kreslimy do punktow prostej vy —f x+ 2
odcinki. Znalez¢ miejsce geometryczne $Srodkéw tych odcinkéw.

65. Osie | i 1 ukiadu wspoéhzednych przecinamy prostymi réwno-
leglymi do prostej y = mx, gdzie m4=o. Znalez¢ miejsce geome-
tryczne srodkéw odcinkéw tych prostych zawartych miedzy osiami
uktadu.

66. Dany jest bok OA = atrdjkata i katy przy O lezacy. Trzeci wierz-
chotek B trojkgta porusza sie po lewym ramieniu kata y. Jakg
linie kresli srodek boku AB ?

67. Statek plynie z punktu O (poczatek ukfadu wspétrzednych)
w kierunku dodatniej osi Y z predkoscig 36 Jemgodz., a réwno-
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czednie wiatr znosi statek w kierunku dodatniej osi X z predko-
Scig 18 km/godz. Po jakiej linii porusza sie statek ?

6s. Punkt M porusza sie tak, ze po t sek. odcieta jego x = a sin at,
a rzedna y = acos at, gdzie a i a oznaczajg dane liczby. Jakg li-
nie kresli punkt M ?
Wskazowka: t mozna wyrugowac przy pomocy wzoru: sinzat-|-coszat= 1

69. W rownolegtoboku przegubowym dane sg dwa boki: OA = a
i OB = b. Bok a potozenia swego nie zmienia, a bok b obraca sie
dokota punktu O. Jaka linie kresli punkt przeciecia sie przekat-
nych rownolegtoboku ?

8 4. Elipsa.

Elipsg nazywamy miejsce geometryczne punktéw majgcych te
witasnos¢, ze suma odlegtosci kazdego z nich od dwoch danych punk-
tow jest wielkoscig stalg.

Niechaj dane bedg (rys. 12) dwa punkty F1i F2oraz staly odcinek
2a. Punkt M jest punktem elipsy wtedy i tylko wtedy, gdy MF1-f-
-f- MF2—2a. Punkty F1iF2 nazy-
wamy ogniskami elipsy, a potowe ich
wzajemnej odlegtosci mimosrodem. Mi-
mos$réd elipsy oznacza¢ bedziemy li-
terg ¢, tak ze FIF2= 2c. Jezeli w o-

gole istnie¢ majag punkty elipsy, musi Fi
by¢ MFX+ MF2> FxF, a wiec

2a> 2c, czyli a> c. Odcinki MFX 2a

i MF2 nazywamy promieniami wo- Rys. 12.

dzgcymi. Do kazdego punktu elipsy
naleza dwa promienie wodzgce; suma ich wynosi 2 a

Majgc dany odcinek RS = 2a oraz ogniska Fxi F2 (rys. 13) elipsy
mozna wyznaczy¢ konstrukcyjnie dowolng ilos¢ punktow tej krzywej
w nastepujacy sposob: Dzielimy RS dowolnie obranym punktem T
na dwie czesci i kreslimy promieniem RT okrgg dokota punktu 1<,
a promieniem ST okrag dokota punktu Fv Punkty przeciecia sie obu
okregbw Mx i M2 sg punktami elipsy, poniewaz MxF2+ M1F1=
= RT+ ST=2ai M2F2+ M2F1==RT + ST = 2a. Dzielagc od-
cinek RS na inne dwie czesci i powtarzajac poprzednig konstrukcje
mozemy otrzymac¢ dowolng ilo§¢ punktéw elipsy.

Nie trudno tez wyjasni¢ nastepujgcy mechaniczny spos6b rysowania
elipsy: Na nitce wigzemy dwa wezly w odlegtosci 2 a od siebie i przytwier-
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dzamy te wezly szpilkami: jeden w punkcie Fv drugi w punkcie I<\. Ostrzem
otldbwka wyprezamy nitke i posuwajgc je po papierze baczymy, aby nitka
byta zawsze wyprezona. Ostrze otdowka zakresli elipse.

R v T S
I — ke 1

Rys. 13

Utozymy réwnanie elipsy obierajac (rys. 14) za o$ X ukitadu pro-
sta FiF2, a za poczatek ukladu Srodek odcinka FtF2 Wtedy
Fi (c;0), F2(—c; 0). Jezeli punkt M (x; y) jest punktem elipsy, wtedy:

MF, + MFX= 2a, czyli:
V(*+ 02+ y2+ V(* — 02+ y2= Za.

Jezeli punkt M nie jest punktem elipsy, wtedy ostatnie rownanie
nie jest spetnione. Rownanie to jest wiec rownaniem elipsy. Przeksztal-

cimy je tak, aby nie zawieratlo pierwiastkbw. W tym celu podnosimy
obie strony réwnania do kwadratu. Poniewaz obie strony réwnania
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sg dodatnie, otrzymamy réwnanie rbwnowazne (tw. 3w 86, rozdz. 1.):
(x + ¢c)2-f y2+ 2V[(x -f c)2+ y [(x —c)2+ 22 +
+ (X—o02+ y2= 4a2
Po wykonaniu zaznaczonych dziatan, uproszczeniu przez 2 i prze-

niesieniu pierwiastka na lewg strone réwnania a pozostatych wyra-
z6w na strone prawg otrzymamy:

jIxa —2 Cc2X2-f- ¢4 -p2 @2y2+ 2 C2y2-)-yd= 2 a2—Co — X2—Yy2

PodniesSmy obie strony tego réwnania do kwadratu. Poniewaz (po
stronie prawej) a2> e i (jak nizej wykazemy) «2 S: x2-f y2 przeto
prawa strona rOéwnania jest dodatnia; a ze strona lewa rOéwnania jest
robwniez dodatnia, otrzymujemy réwnanie réwnowazne:

X4—2C2X2-(-c + 2xry2-j- 2c2y2-(- yd= 4das -)- c1 -)- x4 - y4—

—4a2c2— 4axx2 —4a2y2-j- 2c2x2 - 2c2y2 (- 2x2y2

Po uporzadkowaniu otrzymamy:
4 (@ —c)x2+ dazz = 4a2(@2— cd.

Uprosémy réwnanie przez 4 i oznaczmy dodatnig liczbhe a2 — e
przez b2] otrzymamy:
b2x2+ a2y-= an2

To réwnanie jest robwnowazne poprzednim, jak wyzej zaznaczy-
lismy, jezeli x2 + y255a2 Wykazemy, ze warunek ten jest spetlniony
dla wszystkich wartosci x spetniajgcych ostatnie rownanie. Dzielgc
obie strony tego rownania przez b2 znajdujemy:

X2 + y2= a2; a ze a2= h2+ c2 przeto:

Op O . 9_ 29
22+ r + -p y-= a-

Ostatnie rownanie wskazuje, ze do x2 + y2 nalezy doda¢ nieujemng
liczbe -82- y2, aby otrzymaé¢ a2 Dla wszelkich wiec wartosci spetniaja-

cych ostatnie rownanie jest: x2 + y2 a2 Zatem:

Rownanie: b2x2 A- a2y2= a2b2 jest réwnaniem elipsy. 2a jest
stalg sumg promieni wodzgcych; b wprowadziliSmy na podstawie wzoru:
b2= a2— c2 w ktérym c oznacza mimosréd.

Czesto wygodniejsza jest inna posta¢ r6wnania elipsy, ktorg otrzy-
mamy z ostatniego réwnania dzielagc obie jego strony przez a2b2
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Otrzymamy:

Przy pomocy réwnania elipsy: b2x2+ a2y2= a2b2 poznamy nie-
ktére wiasnosci tej krzywej.

Z réwnania wynika, ze gdy y —o, wtedy x — £ a. Znaczy to, ze
elipsa przecina o$ X w dwéch punktach: A (a; 0) i B (—a; 0)(rys. 15).
Jezeli natomiast x = o, wtedy wynika zréwnania: y — = b. Znaczy to,
ze elipsa przecina oS Y w dwodch punktach: C (0; b) i 5(0; - ). Punkty
A, B, Ci D nazywamy wierzchotkami elipsy; odcinek AB — 2a nazy-
wamy osig wielkg, aodcinek CD = 2b osig malg elipsy. Poniewaz 2a
oznacza takze sume promieni wodzacych, znajdujemy twierdzenie:
Suma promieni wodzacych elipsy réwna sie jej osi wielkiej.

Liczba b, ktéra wprowadziliSsmy przyjmujac, ze b2= a2—c2 ma
teraz pewne znaczenie geometryczne. Réwna sie ona potowie osi malej
elipsy. Zwigzek a2— c2= b2 mozna rdéwniez geometrycznie interpre-
towaé. Potgczmy punkt C (rys. 15) z ogniskami Fx i F2 Poniewaz
CFX-f-CFo = 2a i CFX= CF2 przeto CFX= CF2= a W trdjkacie
prostokatnym OFxC jest wiec: OFx= ¢, OC = bi CFX= a Twierdze-
nie Pitagorasa daje natychmiast powyzszy zwigzek miedzy a, b i c
Zapamietajmy, ze odlegtos¢ ogniska od konca osi malej, elipsy rowna sie
potowie osi wielkiej. Twierdzenie to stuzy¢ moze do konstrukcyjnego
wyznaczania ognisk elipsy, gdy dane sg jej osie.

Rys. 15.

Z rownania elipsy wida¢ bezposrednio, ze gdy x i y spetniajg row-
nanie elipsy, to réwniez x i —y, —x i y oraz — x i —y spetniajg to
rownanie. Jezeli wiec punkt M (x; y) lezy na elipsie (rys. 15), to réw-
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niez punkty: 311(x; —vy), Mz(—x; «) i Ma(—xj —y) lezg na
elipsie. Punkty M i M\ lezg symetrycznie wzgledem osi X, punkty
M i M2lezg symetrycznie wzgledem osi Y, a punkty M i Malezg sy-
metrycznie wzgledem punktu 0. Elipsa jest wiec symetryczna wzgledem
osi X, osi Y i punktu 0. Wskutek symetrii elipsy wzgledem punktu
0 kazdy odcinek taczacy dwa punkty elipsy i przechodzacy przez
punkt O jest w punkcie 0 przepotowiony. Punkt O nazywamy dlatego
.Srodkiem elipsy. Odcinek taczacy dwa punkty elipsy i przechodzacy
przez jej srodek nazywa sie Srednicg elipsy; osie elipsy sg oczywiscie
réwniez jej Srednicami.

Z powodu zauwazonej symetrii elipsy zajmiemy sie tylko lukiem
tej krzywej przebiegajacym w c¢wiartce I. Obliczmy z réwnania elipsy
dodatnig warto$¢ y odpowiadajgcg danej dodatniej wartosci x. Znaj-
dziemy kolejno: '

a2y2=b. (a2- x2,

b2

y2= a2 («2—22¢

Zauwazymy przede wszystkim, ze warto$ci x wiekszej niz a nie
odpowiada zadna wartos¢ y. Elipsa nie ma punktow o odcietych wiek-
szych niz a. Jezeli o iS x N a, wtedy:

§—g Ve

Z tego wzoru odczytujemy: Jezeli x = 0, wtedy y = b. Gdy x ro-
Snie, wtedy y maleje. Jezeli x = a, wtedy y — 0. Luk elipsy znajdujacy
sie w ¢éwiartce | jest krzywa opadajgcg od punktu C (o ; b) do punktu
A (a; o). Uwzgledniajac symetrie elipsy znajdujemy, ze elipsa jest
krzywa ograniczong prostokatem, ktérego boki majg r6wnania: x = a,
X= —a y=b y= —h

Jezeli w réwnaniu elipsy przyjmiemy, ze a = b, awiec c= 0, wtedy
rbwnanie to przyjmie po uproszczeniu przez a» posta¢ x: -f y2= a2
a wiec posta¢ réwnania okregu. Okrgg mozna tedy uwazaé za szcze-
golny przypadek elipsy, w ktérej o$ mata rowng sie osi wielkiej.

Mozemy z fatwoscig napisa¢ réwnanie elipsy, gdy dane sg jej osie. Tak
np. jezeli 2a —12, a 2b = s, rébwnaniem elipsy jest: 16 z2 +36 y2 = 576,
a po uproszczeniu: 4 x2 + 9y2 = 144,

GdybySmy mieli na odwrét wyznaczy¢ osie elipsy z jej réwnania:
4 x2 + 9y2 = 144, najpraktyczniej bedzie sprowadzi¢ to rownanie do postaci:

N\ N
Y- 1 V\; tym celu dzielimy obie strony réwnania przez 144 i otrzy-
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) ais® . gr2 . "2 k,)/Z
mujen}y. m -1- 144— 1, al IEO uproszczeniu éléaml O]\{%. — -— =

znajdujemy natychmiast: a = ¢, b = 4.

Podobnie postapimy z réwnaniem: 18 x2 + 49y2 = 392. Dzielimy obie
strony réwnania przez 392 i upraszczamy oba utamki. Otrzymamy:
9 iP

Toh + V0 = a P° podzieleniu przez 9 licznika i mianownika pierwszego
iP /

utamka : P -f\I/ = 1 Stad znajdujemy: a= ~— = “M—4|; b=

=Vs= 2]/2.

Chcac zbadac, jakie polozenie moze mieC prosta nieprostopadia do
osi X wzgledem elipsy, rozwigzujemy uktad réwnan prostej i elipsy

(poréwnaj § 2): b2x2 -j- a2y2: a2 b2,

y = mx - n.
Otrzymujemy kolejno:

b2x2-f- a2 (mx + nyz2 = a2b2
b2x2+ a2m2x2 - 2 a2mnx -j- a2n2= a2b2
(b2+ a2m2 x2+ 2 a2mnx -f-a2(n2 — b2 = o

Wspotczynnik przy xz jest r6zny od zera (suma dwoch kwadratow,
z ktérych jeden (b2 jest wiekszy od zera), przeto istnienie pierwiast-
kéw réwnania zalezy od wyrdznika:

* = 4a4m2n2— 4a2 (b2 a2m2 (n2— b2.

Jezeli A < o, wtedy réwnanie nie ma pierwiastkbw, a prosta nie
ma z elipsg punktu wspdlnego.

Jezeli A > 0, wtedy réwnanie ma dwa pierwiastki, a prosta prze-
cina elipse w dwoéch punktach.

Jezeli A= 0, wtedy rownanie ma jeden pierwiastek, a prosta
ma z elipsg jeden punkt wspoélny. Stosownie do definicji stycznej krzy-
wej stopnia drugiego (8 2, str. 36) prosta taka jest styczng elipsy.

Prosta moze wiec mie¢ wzgledem elipsy trojakie potozenie: moze
nie mie¢ z elipsg zadnego punktu wspdlnego, moze miec¢ z elipsg dwa
punkty wspdlne (sieczna) albo moze miec€ z elipsg jeden punkt wspdlny
(styczna).

Rowniez trojakie potozenie wzgledem elipsy moze mie¢ prosta
prostopadta do osi X. Rozwigzujgc bowiem uktad réwnan elipsy i ta-
kiep prostey: 2xi atyh_ azyd

X=p,
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znajdujemy kolejno:
b2p2 + azy2= aze2

a- y% — b2 (a2 — p2) = 0;

A= 4a2b2{a2~ p2.

Podobnie jak w poprzednim przypadku znajdujemy, ze zaleznie
od tego, czy A< 0, czyd > 0, czy A = o, prosta albo nie ma z elip-
sg punktu wspdlnego, albo przecina elipse w dwoch punktach, albo
styka sie z elipsg w jednym punkcie.

W przyrodzie spotykamy czesto elipsy (tory planet i komet, przekrgj
Ziemi plaszczyzng przesunieta przez o$ itp.); rowniez wiele zagadniefh geo-
metrycznych prowadzi do elipsy.

Przyktad. Na plaszczyznie | dany jest uktad wspoétrzednych i okrag
k majacy réwnanie: x2 + y2 = r2 Plaszczyzna | jest nachylona do pfa-
szczyzny |l przecinajgcej ptaszczyzne | wzdluz osi X pod danym katem a.
Znalez¢ rzut prostokatny okregu k na ptaszczyzne |, tj. miejsce geometryczne
rzutéw prostokagtnych punktéw okregu k na ptaszczyzne II.

Na ptaszczyznie |1 obieramy uktad wspotrzednych w nastepujgcy sposoéb:
Za 0§ X' przyjmujemy wspoélng krawedZ ptaszczyzn | i Il (rys. 16), a wiec
oS X uktadu wspétrzednych przyjetego na plaszczyznie |I. Rzut osi Y
na ptaszczyzne |l jest prostopadly do osi X ; ptaszczyzna bowiem prze-
sunieta przez o$ Y prostopadle do ptaszczyzny Il (a wiec ptaszczyzna rzu-
tujgca o0$ Y) przecina ptaszczyzne |1 w prostej Y' prostopaditej do wspolnej
krawedzi X. Te prosta Y' przyjmujemy za o$ rzednych uktadu wspotrzed-
nych na ptaszczyznie Il. Oczywiscie takze rzut kazdej prostej rownolegtej
do osi Y na plaszczyzne Il bedzie prostopadly do osi X.

Niechaj punkt A(x; y) bedzie punktem okregu k, zaS A' niechaj ozna-

Mihutowicz: Geometria analityczna, Il lic. hum. . 4



cza rzut punktu A na ptaszczyzne Il. Rzedna y' punktu A' w uktadzie X' Y’
jest rzutem y na ptaszczyzne II. Punkt A' ma tedy wspétrzedne:

X'—X;y = ycosa= i cosa-]lrr—x2— cosa °*]/rz —m2
Wspéirzedne K i y' spelniajg tedy réwnanie:
« = £ cosa -|/ra — X'~ czyli (po podniesieniu do kwadratu):

Y2 (2 _ cosz @ Przeksztalcamy to rOGwnanie:
yI2 = r2coszd _ X'2cos2 &

a2c02a + y'2= rz2c0s: 4,
fo 2

r2 2 COS2 a

Znajdujemy wiec, ze rzut okregu Ana ptaszczyzne Il jest elipsg o osiach:

2 i 2rcosa.

Cwiczenia.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

Utlozy¢ réwnanie elipsy, jezeli:

a) a= 5; b= 25; b) a= 4; c= 3; cj 6'=2; c= 4

Wyznaczy¢ osie elipsy majgcej rownanie:

a) 4x2+ 9y2= 36; b)xz+ 4y2=16; C)x2+ 4y2= 36;
972+ 36«w2= 64; e)x2 s = 16; f)r2x2+ s2y2= t2\

g) X2+ sy2—482; h)x2-j- 5«2 = 450; i) 4x2+ 10y2= 225

Wyprowadzi¢ réwnanie elipsy przyjmujac, ze ogniska jej lezg

w punktach F1(0; c), F2(0; — c¢), a suma promieni wodzacych

wynosi 2 a

Wykresli¢ 3 elipsy o wspdélnych ogniskach a r6znych osiach.

Elipsa & x2+ a2y2— a2b2 przechodzi przez punkty A (4; 1,5

i B (—3; —2); obliczy¢ jej osie.

Utozy¢ rownanie elipsy, ktérej ogniska lezg wpunktach: Fx (4; 0)

i Fo (— 4;0), a elipsa przechodzi przezpunkt A (4; 1,8).

Promienie wodzgce wykreslone do pewnego punktu elipsy wyno-

szg 5+ ]/1I3 i 5—1/13, a kat miedzy nimi zawarty 60°. Napisac

réwnanie takiej elipsy.

Jakie potozenie wzgledem elipsy 9x2-f- 16 y2= 144 ma kazda

z prostych: x —y —5; 2y —7] 2x —7y = 8?

Obliczy¢ dilugos¢ cieciwy elipsy & x2+ a2y2= a2b2przechodzacej

przez ognisko i prostopadiej do osi wielkiej.
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79. Znalez¢ réwnanie stycznej elipsy x- -j- 4y2— 25 réwnolegtej do
prostej y — — *§X.

80. a) Na elipsie 9x2-|- 25 y2= 225 znalez¢ taki punkt, aby promie-
nie wodzgce wykreslone do tego punktu byty do siebie prostopadie.

Wskazéwka: Korzysta¢ z przyktadu 4 w § 3.

b) Na elipsie b2x2+ a2y2=a2b2 znalez¢ taki punkt, aby pro-
mienie wodzgce wykreslone do tego punktu byly do siebie prosto-
padte.

81. lle wspodlnych punktéw ma elipsa x2-j- 9y2= 81 z kazdym z okre-
gow: x2+ y2—1; x2+ y2— 16x -f- 63 = 0; x2-j- y2—9;
X2-\-y2—sx=9; x2— 144x f-y2— 9; x2-f y2— 27?

82. Na elipsie 9x2+ 25y2= 225 znalez¢ taki punkt, aby jeden z pro-
mieni wodzacych wykreslonych do tego punktu byt > razy wiek-
szy od drugiego.

83. a) Znalez¢ miejsce geometryczne Srodkéw rzednych punktow
okregu : x2-f- y2= r2
b) Znalez¢ miejsce geometryczne Srodkéw rzednych punktow
elipsy: b2x2+ a2y2— a2b2

84. Na danym odcinku AB = 2k jako pa wspdlnej podstawie budu-
jemy takie tréjkaty, w ktérych suma pozostatych dwéch bokéw
wynosi 2s. Znalez¢ miejsce geometryczne wierzchotkéw tych tréj-
katéw. Wyznaczy¢ wspoétzedne wierzchotka C tego z tych tréj-
katéw, ktérego kat przy C jest prosty.

8§ 5. Hiperbola.

Hiperbolg nazywamy miejsce geometryczne punktéw majgcych te
wiasno$¢, ze réznica odlegtosci kazdego z nich od dwéch danych punk-
tow jest wielkoscig stata.

Owe dane punkty nazywamy ogniskami hiperboli i oznaczamy
I\ i Fo- Ich wzajemnag odlegto$¢ oznaczamy FxF2= 2c; odcinek c
nazywamy mimosrodem hiperboli. Odcinki lgczace punkt hiperboli
z ogniskami nazywamy promieniami wodzacymi; stalg réznice promie-
ni wodzacych oznacza¢ bedziemy : a.

Opierajgc sie na okresSleniu hiperboli mozemy wykresli¢ dowolng
ilos¢ jej punktéw, gdy dane sg ogniska Fxi F2 (rys. 17) oraz stata roz-
nica RS =2 a promieni wodzacych. W tym celu obieramy na prostej

4%
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RS poza punktem S dowolny punkt T i kres$limy promieniem RT okrag
dokota jednego ogniska np. F2 a promieniem ST okrgg dokota Fv
Punkty M i MIt w ktorych okregi sie przecinajg, sa punktami hiper-
boli, poniewaz F2M — F1M = RT — ST —2a i F2M1—F1Mt=
= RT — ST = 2a Obierajgc inny punkt T na prostej RS i powta-
rzajgc poprzednig konstrukcje otrzymujemy dalsze punkty hiperboli.

Z trojkata F1F2M zauwazymy, ze MF2— MF1< Fi.F2 Jest
wiec dla hiperboli 2a< 2¢c, czylja< c

Rys. 17.

Wyprowadzimy rownanie hiperboli. Uktad wspo6trzednych obieramy
tak, aby o$ X przechodzita przez Fxi F, i aby poczatek ukifadu lezat
w Srodku odcinka F1F2 Wtedy: F1(c; 0), F2(—c; 0). Punkt M (x;V)
jest stosownie do okreslenia hiperboli punktem hiperboli wtedy i tylko

wtedy, jezeli

albo MF1- MF2=*2a, albo MF2- MF1= 2a
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Oba warunki razem mozemy tak napisac:
MFX- MF2- + 2a.

Wyrazajgc MFXi MF2za pomocg wspo6trzednych punktéw M, F1
i Footrzymamy dwa réwnania:

V(z —c)2+ y2—]/(z + €)2+ y2= + 28 .vieeereeeenn. (@)

Wspbétrzedne punktu hiperboli spetniajg jedno z tych réwnan. Lecz
i na odwrot: Jezeli wspétrzedne z; y jakiego$ punktu M spetniajg jedno
z tych réwnan, wtedy MF1— MF2— +£2 a, co wskazuje, ze punkt
M lezy na hiperboli. Podniesmy do kwadratu obie strony kazdego
z tych réwnan. Poniewaz (+ 2)2= (— 2)2 otrzymamy z obu réwnan:

(z—c)2+ y-—2V[(z-CcHr2+ yA[(z+ 02+ yJ + (z+ c)2+ y2= 4a2

Kazda para wartosci z i y spetiajaca jedno z réwnan (1) spetnia
takze ostatnie rownanie; kazda para wartosci z i y spetniajgca ostatnie
rownanie spetnia takze jedno z réwnan (1). Na podstawie poprzednich
rozwazan dochodzimy wiec do wniosku, ze ostatnie réwnanie jest row-
naniem hiperboli. Uporzadkujmy je wykonujgc zaznaczone dziatania,
upraszczajgc przez 2 i przenoszac pierwiastek na prawag strone row-
nania a pozostate wyrazy na lewg. Otrzymamy:

z2-f-y2J3- c2— 2a2= [/z4-- y4-)- 2z2y2— 2c2z2f- 2c2y2-)-c4... (2

Lewg strone tego rOwnania mozemy tak napisac: [(z2J- y2 —ag +
-} (c2—a?. Poniewaz c> a, a wiec 2> a2 zas z24- y2" a2 (jak
wykazemy nizej), przeto lewa strona ostatniego rOéwnania jest dodat-
nia. A ze i strona prawa jest dodatnia, to podnoszgc obie strony tego

rownania do kwadratu otrzymamy réwnanie rbwnowazne (tw. 3w § 6,
rozdz. 1):

+ YA+ c4+ 4da*+ 2z2y2+ 2c2z2- 2a2z2+ 2c2y2- 4a2y2-
—4a2c2= z4f-vyi J- 222y2—2c2z2+ 2c2R-f ch
Po uporzadkowaniu réwnanie przyjmuje postac:
4c222— 4a2z2— 4a2y2= 4c2a2— 4a4, czyli

(c2— a2 x2—a2y2= a2 (c2— a?.

Oznaczmy dodatnig liczbe c2— a2 dla krétkosci przez b2 tak ze
c2— a2— b2 Otrzymamy:
b2x2 —a2y2—a2h2
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Aby wykazaé, ze to réwnanie jest rownowazne réwnaniu (2), nalezy
jeszcze udowodnié, ze x2-f-y- ~ ardla wszelkich par wartosci x i y spetnia-
jacych to réownanie. Ot6z z ostatniego réwnania znajdujemy kolejno:

b2x2= a2bh2 -j- a2y2

x2=ar -} j, y2 a pododaniu y2 doobu stron:
X2 + y2= a2+ 2+ y2

Stad widzimy, zedla y = 0 jesta2-f-y2 —a2] jezeli zas y 5=0,
wtedy x2-\- y2> a2 Zatem:

Rownanie: b2x2— a2y2= a2h2 jest roGwnaniem hiperboli, przy czym
2a oznacza stalg réznice promieni wodzacych, za$ b takag liczbe, ze b2 —
= c2— a2 gdzie c oznacza mimosrod.

Podobnie jak przy elipsie nadajemy czesto temu réwnaniu przez
podzielenie obu stron przez a2b2 nastepujgcg postac:

Z réwnania hiperboli: b2x2—a2y2= a2bh2 wyprowadzimy kilka
wiasnosci tej krzywej.

Z rownania wynika, ze gdy y — 0, wtedy x = + a. Znaczy to,
ze hiperbola przecina 0§ X w dwdch punktach: A (a; 0) i B (—a; 0).
Punkty A i B nazywamy wierzcholkami, a odcinek AB = 2a osig
gtéwng hiperboli. Ze znaczenia 2a wynika, ze réznica promieni wodza-
cych hiperboli réwna sie jej osi gtowne;.

Poniewaz, wartosci x — 0 nie odpowiada w roéwnaniu hiperboli
zadna wartos¢ y, przeto osi Y hiperbola nie przecina. Niemniej przez
analogie do elipsy kresli sie na osi Y punkty C (0; b) i D (0; —b)
i nazywa odcinek CD = 2b osig urojong hiperboli. Pamieta¢ jednak
nalezy, ze punkty Ci D nie lezg na hiperboli. £gczac punkt C z punk-
tem A (rys. 17) otrzymujemy tréjkat prostokatny AOC. W trojkacie
tym OA=4a OC=0h za§8 AC —VOA2+ OB2= Nja2A-b2—c
Z tego spostrzezenia, ze AC = ¢, korzystamy, aby wyznaczy¢ c (a wiec
i potozenie ognisk), gdy znamy a i h.

Roéwnanie hiperboli zawiera tylko kwadraty zmiennych. Jezeli wiec
jakas para wartosci x i y spetnia réwnanie hiperboli, to takze i pary
wartosci: x\ —y, —xiy, —Xx i —y spetniajg to réwnanie. Jezeli wiec
punkt M (x\ y) jest punktem hiperboli, wtedy takze i punkty: Mx
(x; —vy) lezacy symetrycznie do M wzgledem osi X, M, (—x; V)
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lezgcy symetrycznie do M wzgledem osi Y, oraz M3 (— x\ —y) lezacy
symetrycznie do M wzgledem punktu O sg punktami hiperboli. Hi-
perbola jest wiec symetryczna wzgledem osi X, wzgledem osi Y i wzgledem
punktu O. Wskutek tego kazdy odcinek tgczacy dwa punkty hiper-
boli, a przechodzacy przez punkt 0, jest w tym punkcie przepotowiony.
Punkt 0 nazywa sie dlatego $rodkiem hiperboli, a odcinek laczacy
dwa punkty hiperboli i przechodzacy przez srodek Srednicg hiperboli.
O$ gtéwna hiperboli jest jedng z takich Srednic.

Z powodu zauwazonej symetrii hiperboli zajmiemy sie teraz tylko
jej czescig lezagcg w cEwiartce |. Przyjmowac¢ bedziemy na x tylko
wartosci nieujemne i uwzglednia¢ tylko odpowiadajgce im nieujemne
wartosci y. Z r6wnania hiperboli znajdziemy przy tym zatozeniu:

a2y2= b2x2—a2bh2

y2— (@ «2m

Jezeli x < a, wtedy na y nie otrzymujemy zadnej wartosci rze-
czywistej. Uwzgledniajac symetrie hiperboli wzgledem osi Y mozemy
wiec powiedzie¢: W czesSci plaszczyzny miedzy prostymi x = —a
i Xx = a nie ma punktéw hiperboli.

Jezeli x~2ia, wtedy y = — ]/a2— a2

Jezeli x = a, wtedy y — 0. Gdy x rosnie poczawszy od wartosci a,
wtedy y rosnie rowniez i moze przyjac¢ kazda dodatnig (dowolnie wielka)
wartos¢ w. Z rownania hiperboli znajdujemy bowiem, ze y = w, jezeli

x = ~ ]/a2-p w2 Hiperbola jest wiec krzywg sktadajgca sie z dwu od-
dzielnych gatezi ciggnacych sie w nieskoriczonosc.

Rozwigzujgc réwnanie hiperboli 62x2—a2y2= a2b2i prostej x = p
(rozwigz!) znajdujemy, ze prosta ta albo nie ma z hiperbola zadnego
punktu wspoélnego, albo styka sie z hiperbolg w jednym punkcie

(wierzchotku), albo przecina hiperbole w dwd6ch punktach.
Aby zbada¢, jakie potozenie ma prosta:

y = mx + n wzgledem hiperboli:
b2x? —ay2 a2bh2

rozwigzujemy uktad ich jéwnan. Znajdziemy:
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b2x2— a> m2 a2 — 2a2mnx —a2n2= az 62
(62— a2wi2 a2— 2 a2mwmec — «2 (n2-f- 62 = 0.

Jezeli 62— a2m2=k 0, wtedy hiperbola (podobnie jak okrag w § 2
lub elipsa w 8§4) albo nie ma z prostg punktéw wspoélnych, albo styka sie
z prostg w jednym punkcie, albo przecina prostg w dwéch punktach,
zaleznie od tego, czy wyr6znik ostatniego réwnania jest ujemny, czy
robwny zeru, czy tez dodatni.

Gdy jednak b2—a2m2= 0, wtedy ostatnie réwnanie staje sie
robwnaniem stopnia pierwszego:

— 2a2mnx —a2 (n2+ b2 — 0, czyli
2mnx + a2(n2 + b2 = o

Zauwazymy, ze mrjr 0 (wynika to z zalozenia: b2—a2m2= 0).
Jezeli n — 0, wtedy ostatnie réwnanie (wobec a2[w2+ b3 0) nie
ma pierwiastka; prosta nie ma z hiperbolg punktu wspdlnego. Jezeli
n 0, wtedy ostatnie rOGwnanie ma jeden pierwiastek, a uktadrownan
jedno rozwigzanie. Prosta ma wtedy z hiperbolg jeden punkt wspdliny;
nie nazywamy jej jednak stycznag hiperboli, lecz méwimy, ze przecina
hiperbole w jednym punkcie (prosta | na rys. 17; poréwnaj takze zad.
90 w cEwiczeniach przy koncu tego paragrafu).

Mamy wiec tutaj przykitad prostej, ktéra ma z krzywa jeden tylko punkt
wspolny, a nie styka sie z nig, o czym wspominaliSmy juz na str. 36.

¢wiczenia.

85. Utozy¢ réwnanie hiperboli majac dane:
a) a—4; 6= 2; bya—2; c= 3; c) 6= 3;c = 5.

86. Wyznaczy¢ osie i ogniska hiperbol majgcych réwnania:
a) 9Ix2—16«2=144; b) \§x2—9/2= 144; c) x2—6J y2= 625;
d) x2—y2=9; - e)4x2— y2—9; f) 9x2— 4y2= 64;
qg) x2—2y2= 1; li) x2— 8y2— 2; i) 4x2— 5y2= 80.

87. Wyprowadz réwnanie hiperboli, ktérej o$s giébwna wynosi 2a,
a ogniska lezg w punktach:Fx (0; c), 1\, (0; — o).

88. Wyznaczy¢ osie hiperboli b2 x2—a2y2= a2b2 tak, aby ta
bola przechodzita przez punkty: A (5; 15) i B (—sjj; — 2-)).

89. Jakie potozenie wzgledemhiperboli: x2— 4y2= 4ma kazda
z nastepujgcych prostych: y= x + 1; 3x-(-2y-f-6 = 0;5* —
—6y=8y=\x—2;,y= —J32z?

hi
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90. Wykresli¢ hiperbole: 9x2+ 16 y2= 144 oraz proste: y —|-x — 2;

y=£E£X—1;y=\x\y=£x+ 1;y= EX+ 2;y= —£g—2;

= — %X; = — £z 2. Zbadac¢ rachunkiem, jakie potozenie
wzgledem hiperboli ma kazda z tych prostych.

91. Majac dane roéwnanie hiperboli: 62x2 —ary2= a2b2 obliczy¢ diu-
gos¢ cieciwy prostopadiej do osi gtéwnej i przechodzacej przez
ognisko.

92. Cztery punkty hiperboli: bx2—a2y2—a2b2 sg wierzchotkami
kwadratu. Obliczy¢ ich wspoéhzedne. Kiedy zadanie nie ma roz-
wigzania ?

93. Hiperbola: x2—a2y2= a2 styka sie z prosta: x + y = 1. Obli-
czy¢ osie hiperboli.

94. Wyznaczy¢ ni tak, aby prosta: y = nix + 1 przecinata hiperbole:
9x2—4y2= 36 tylko w jednym punkcie.

95. Znalez¢ miejsce geometryczne Srodkdw okregow stykajacych sie
zewnetrznie z okregami:x2 y2A- 8§x = Oix2A-y2— 6a:-}-8 = o.

Wskazéwka. Jezeli A, B i C oznaczajg kolejno Srodki okregéw danych
i okregu stycznego do nich, za$ rv r, i r kolejno ich promienie, wtedy:
AC =jg +r; BC =r2+ ritd.

§ 6. Parabola.

Parabolg nazywamy miejsce geometryczne punktow réwno oddalo-
nych od danej prostej | i danego punktu F nie lezacego na tej proste;.

Prostg | nazywamy kierownicg, a punkt F ogniskiem paraboli. Od-
legtos¢ AF (rys. 18) punktu F od prostej | oznacza¢ bedziemy literg
j) i nazywaé bedziemy 2 p parametrem paraboli.

Aby konstrukcyjnie wyznaczy¢ punkt paraboli, kreslimy dowolng
prosta /j rownolegta do | i zakreSlamy dokota punktu F promieniem
rownym odlegtosci od | okrag. Punkty, w ktoérych okrag przecina
prostag 2 (punkty M i Mxna rys. 18), sg punktami paraboli. Tak mozna
otrzymaé dowolng ilos¢ punktéw paraboli.

Utozymy réwnanie paraboli. Za 0§ X obieramy prostg wykreslong
przez F prostopadle do |; poczatek uktadu wspoéirzednych przyjmu-
jemy w $rodku odcinka AF. Wtedy:

I{x= —*p; F[lp] 0); A(—\p\ 0).

Obierzmy dowolny punkt M (x; y) i oznaczmy: AF rzut punktu
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M na o$ X, M" rzut punktu M na o§ Fi M"' rzut punktu M na kie-

rownice |. Punkt M jest punktem paraboli wtedy i tylko wtedy, jezeli:

MEF = MM"™.

Rys. 18.

Wyrazmy MF i MM™ za pomocg wspoéirzednych punktéw M, F

oraz punktu M'" (— p; y). Otrzymamy:
MF = 4-p)2T y2- MM"' = M'A="'|x+ | pm
Zatem : V*—1P~ + 0l=\x+iVn
Po podniesieniu do kwadratu obu stron otrzymamy
X —\ p)2+ y2= {x + 1p)2 czyli:
Xx2—pz + \ p2-f p2= x2-f pa + | p2
y2— 2 pX.

Takie réwnanie spetniajg wspotrzedne kazdego punktu paraboli.
Lecz i na odwrot: jezeli wspotrzedne jakiego$ punktu M spetniajg ostat-
nie réwnanie, wtedy spetniajg i wszystkie rownania poprzednie; musi
wiec by¢é MF = M M"', co wskazuje, ze punkt M jest punktem para-

boli. Zatem:
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Rownanie: y- = 2 px jest réwnaniem ‘paraboli.

Na podstawie tego rownania wyprowadzimy niektdre witasnosci
paraboli.

Przede wszystkim zauwazymy, ze ujemnym warto$ciom x nie od-
powiadajg zadne rzeczywiste wartosci y. Znaczy to, ze w C¢wiartkach
Ili 11l nie ma punktow paraboli; cata krzywa przebiega w ¢wiartkach
I 1.

Jezeli x = 0, wtedy y = 0. Parabola przecina 0§ Z w poczatku
uktadu wspo6trzednych. Punkt ten nazywamy wierzcholkiem para-
boli.

Jezeli x ma wartos¢ dodatnig, wtedy y = + V 2 px. Kazdej dodat-
niej wartosci x odpowiadajg wiec dwie wartosci y, rowne co do wartosci
bezwzglednych, a réznigce sie znakami. Parabola jest wiec symetryczna
wzgledem osi X. Prosta te, tj. prostg przechodzaca przez ognisko i pro-
stopadtag do kierownicy, nazywamy osig paraboli.

Ograniczajgc sie do Ccwiartki pierwszej, tj. przyjmujgc, ze y —
= V 2 px, zauwazymy, ze ze wzrostem Xx rosnie réwniez y. Rzedna y

moze przyja¢ kazda, nawet dowolnie wielkg wartos¢ w, wystarczy
2
w tym celu przyja¢ x = — . Parabola jest wiec krzywg nieograniczong

od strony prawej i wznoszacg sie ciggle. Czesci paraboli nad osig X
odpowiada symetrycznie wzgledem osi X potozona cze$¢ krzywej po-
nizej osi X, w céwiartce IV.

Zbadamy jeszcze, jakie potozenie moze mie¢ prosta wzgledem pa-
raboli: y2= 2 px.

Jezeli prosta jest do osi X prostopadta, a wiec ma rOwnanie: x — c,
wtedy rozwigzujgc uktad réwnan prostej i paraboli znajdziemy: y2—
= 2pc. Jezeli c< 0, wtedy wartosci x = ¢ nie odpowiada zadna war-
tos¢ y; prosta nie ma z parabolg zadnego punktu wspdélinego. Jezeli
c= 0, wtedy wartosci x = ¢= 0 odpowiada wartos¢ y = 0; prosta
ma z parabolg jeden tylko punkt O (0; 0) wspdlny i jest styczng para-
boli w jej wierzchotku. Jezeli ¢ > 0, wtedy wartosci x = ¢ odpowia-
dajg dwie wartosci y, a mianowicie: yl = J2pc i y2— —j/2 pc pro-
sta przecina parabole w dwdch punktach.

Jezeli prosta nie jest do osi X prostopadia, mozemy jej réwnanie
przyja¢ w postaci: y = mx J- n. Aby zbada¢, jakie potozenie moze miec
taka prosta wzgledem paraboli: y2= 2 px, rozwigzujemy uktad réow-
nan prostej i paraboli. Otrzymamy:
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(mx.+ w)2= 2 px,
m2a2->3 2 (mn —p) a+ w2= 0

Jezeli m = 0, wtedy ostatnie réwnanie przyjmuje postac:
— 2 pXx -f-we = o.

Uktad réwnan ma jedno rozwigzanie:

X —WJy=me + #= "- (mn+ 2p).Zatem:
2p 2p 2p

Prosta réwnolegta do osi paraboli (m = 0) przecina parabole w jed-
nym tylko punkcie.

Jezeli m4=0, wtedy ilos¢ rozwigzah uktadu rownan zalezy od
wartosci wyrdznika A ostatniego rownania. Jezeli A < 0, wtedy
ukfad rownah nie marozwigzania; prosta nie ma z parabolg punktu
wspolnego. JezeliA = 0, wtedy uktad robwnan ma jedno rozwigzanie;
prosta styka sie z parabolg w jednym punkcie. Jezeli A > 0, wtedy
ukfad robwnan ma dwa rozwigzania; prosta przecina parabole w dwdch
punktach.

Cwiczenia.

96. Wykresli¢ na jednym rysunku trzy parabole o wspélnym wierz-
chotku, a parametrach: 2; 8; 12

97. Wyprowadzi¢ réwnanie paraboli, ktdérej ognisko znajduje sie
w punkcie F, a ktorej kierownicg jest prosta |, jezeli:
a) F(—=%p;0); I{x=\p; by F 0;\p)li{y=—\p;

c) F(O; - \p){y={p

98. Wyznaczy¢ ognisko i kierownice paraboli majacej réwnanie:
a) yl— 4x; b) y2= x; c) y= x2]
d) y2= —x] e) iy2=9x] f) Ax2= 25y\

9) 9y2J-16a; = 0.

99. Wyznaczy¢ p tak, aby parabola: y2= 2px przechodzita przez
punkt A (2; — 4).

100. Jakie potozenie wzgledem paraboli: y2= 2x ma kazda z naste-
pujacych prostych\y = xA-2\ x-{-2y-\-2 = 0, 5x — 6y — 16;
y= —4; Xx—o?

101. Obliczy¢ dlugos¢ cieciwy paraboli: y2— 2 px wykre$lonej przez
ognisko paraboli prostopadle do jej osi.



102. Z punktu A (— 4; + 1) wykresSlono styczne do paraboli: y2= 2x;
znalez¢ ich réwnania.

Wskazéwka: Poréwnaj przyklad 2 w § 2.

103. Kula karabinowa wystrzelona z punktu O w kierunku dodat-
nim osi X porusza sie ruchem jednostajnym z predkoscig ¢ m/sek.,
a réwnoczes$nie opada w t sekundach o y = —Jgt2 Jaka linie
kresli kula?

104. ZnaleZz¢ miejsce geometryczne Srodkéw okregdw stykajacych sie
zewnetrznie z okregiem : x2-\-y2—4a;+ 3= 0 i z prosta x —— 1

Wskazéwka: Dwa okregi stykaja sie zewnetrznie, jezeli odlegtos¢ ich
Srodkdw réwna sie sumie ich promieni.
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