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Rozdziat |
Pierwiastki kwadratowe

8§ 1. Pojecie pierwiastka kwadratowego.

Pola kwadratow A, B, Ci D w rys. 1 wynoszga kolejno: 1 cm2 2 cm2
c/h 15 c/n". Przekonamy sie o tem tatwo, jezeli zwazymy, ze szero-
08¢ kratek wynosi 1 cm, i obliczymy pola kwadratow i tréjkatéw,
z ktorych sklada sie kazda z figur A, B, C i D. Chcemy obliczy¢ diu-
gosci bokow tych kwadratéw. Widaé,, ze bok kwadratu A ma 1 cm, a bok
kwadratu C 2 cm, poniewaz |12— 1 i 22= 4. Obliczenie dlugosci bokéw
kwadratéw B i D natrafia juz na
trudnosci, bo nie umiemy podac
liczb, ktéorych kwadraty wyno-
szg 2, wzglednie 5. Uogolniajac
to zagadnienie, stawiamy nastepu-
jace zadanie arytmetyczne:
Majac dang dodatnig liczbe a,
znalez¢ taka dodatnig liczbe b,
ktorej kwadrat rowna sie a
Np.: Chcemy znalez¢ dodatnig
liczbe, ktérej kwadrat rowna 144.
Probujac, znajdziemy tatwo, ze
122= 144. Oproécz liczby 12 nie-
ma innej liczby dodatniej, ktorej
kwadrat wynositby 144; kwadrat
bowiem kazdej liczby mniejszej Rys. 1
niz 12 jest mniejszy niz 144,
a kwadrat liczby wiekszej niz 12 jest wiekszy niz 144. Widzimy z tego
przyktadu, ze moze by¢ najwyzej jedna liczba dodatnia, ktérej kwadrat
rowna sie danej liczbie dodatniej, i okreslamy:

Liczbe dodatnig b (o ile taka istnieje), ktdrej kwadrat réwna
sie dodatniej liczbie a, nazywamy kwadratowym lub drugim pier-
wiastkiem liczby a i piszemy: b= )a (czytaj: drugi pierwiastek a).
Obliczy¢ pierwiastek kwadratowy dodatniej liczby a (inaczej mo-
wigc: wyciggnaé¢ pierwiastek kwadratowy z dodatniej liczby a)
znaczy wiec znalez¢ takg dodatnig liczbe b, ktorej kwadrat réwna
sie a. Zatem:



Va—b, jezeli b2—a i zarazem b> 0.

Tak np.: N4 = 2, poniewaz 22= 4;
V9= 3 , 32 =9
Y144 =12, . 122 = 144;
VA =t» » (f)2—A ;
Y66 = 0,4, , 0,42= 0,16 i t. p.

Nadto uzupetniamy powyzsza definicje, przyjmujac, ze ~0 = 0.
Pierwiastkow liczb ujemnych-nie okreslamy.

Cwiczenia.
1 Obliczy¢ przez odgadniecie:
a) VI; V9; VI6e; V25; V36; V49; V64; ~81; yiOO.
b) Ym; Yl44; YI69; YI96; yiOO; YIOO0O.
) VP1;J046; YA49; YU 1; YMA4.

tt Y, VA, Y+ YA; Y ft, Yitt-
2. aj Obliczy¢ boki kwadratéw, ktérych pola wynosza: 0,64 cm2
i dem2 225 cm2 A dcm2
b) Trojkat o podstawie a= 45 cm i wysokosci = 16 cm
zamieniono na kwadrat o takiem samem polu; obliczy¢ bok
tego kwadratu.

§ 2. Pierwiastek kwadratowy niewymierny.

W poprzednim paragrafie podaliSmy wartosci pierwiastkow kwadra-
towych kilku liczb; byly one badz liczbami catkowitemi, badz utamkami.
Aby rozstrzygnagé, kiedy pierwiastek kwadratowy jest liczbg catkowita,
a kiedy utamkiem, rozwazymy pewne wilasnosci kwadratow liczb catko-
witych i utamkoéw. Znajdziemy tatwo:

Podnoszac do kwadratu liczbe catkowitg, otrzymamy zawsze
liczbe catkowitg. Podnoszac do kwadratu utamek nieprzywiedlny
0 mianowniku wiekszym niz 1, otrzymujemy zndéw utamek nie-
przywiedlny o mianowniku réznym od 1, ktérego licznik i mia-
nownik sg kwadratami liczb catkowitych.

Np.: Utamek £8 jest nieprzywiedIny, poniewaz 28 = 2271 45=32¢5
nie majag zadnego wspdlnego czynnika pierwszego. Podnoszac ten uta-
28\2 282 24.72
45/ a wiec znow uta’
mek nieprzywiediny, bo licznik i mianownik nie maja zadnego wspdlnego
czynnika pierwszego. Licznik i mianownik tego utamka sg kwadratami
liczb catkowitych.

mek do kwadratu, otrzymamy:



Kwadrat utamka nieprzywiedlnego o mianowniku wiekszym
niz 1 nie moze by¢ przeto nigdy liczbg catkowita. Jezeli wiec
liczba catkowita nie jest kwadratem zadnej liczby catlkowitej, to
nie moze byc¢ tez kwadratem zadnego utamka. Utamek zas nie-
przywiediny wtedy tylko jest kwadratem innego utamka, jezeli
jego licznik i mianownik sa kwadratami liczb catkowitych. Z tego
wynika:

Pierwiastek kwadratowy liczby catkowitej, ktéra nie jest kwa-
dratem zadnej liczby catkowitej, nie jest ani liczbg catkowitg ani
utamkowa. Pierwiastek kwadratowy utamka nieprzywiedinego, kt6-
rego licznik i mianownik nie sa kwadratami liczb catkowitych, nie
jest ani liczbg catkowitg ani utamkowsa.

Np.: V2, ~3, V5i VI i t. p. nie sg ani liczcbami catkowitemi ani
utamkowemi.

Kwadrat B (rys. 1 na str. 3) ma pole 2 cm2 a kwadrat D ma
pole 5 cm'2 Miarg boku ktéregokolwiek z tych kwadratow nie
moze by¢ ani zadna liczba catkowita ani zaden utamek, bo kwa-
drat takiej liczby nie réwna sie nigdy ani 2 ani 5 Bok kazdego
z tych kwadratéow jest odcinkiem niewsp6tmiernym z odcinkiem
1 cm, przyjetym za jednostke. Odcinkom takim przypisaliSmy
w hauce geometrji jako miary liczby niewymierne, nazwane tak
w przeciwstawieniu do liczb catkowitych i utamkowych, ktére na-
zywamy liczbami wymiernemi. Te liczby niewymierne, ktére sa
miarami bokéw kwadratéw B i D, oznaczymy symbolamiV2i "5,

Przyjmujemy bez dowodu, ze podobnie jak 72 i Y5 takze \a
jest liczba niewymierng, gdy a jest liczbg dodatnia, ktéra nie jest
kwadratem zadnej liczby wymiernej; przyjmujemy wiec, ze istnieje
taka liczba niewymierna i to jedna tylko, ktérej kwadrat réwna
sie a.

Na liczbach niewymiernych, jak przyjeliSmy juz w nauce geo-
metrji, mozna wykonywac dziatania, podobnie jak na liczbach
wymiernych; mozna wiec liczby niewymierne dodawaé, odejmowac,
mnozy¢, dzieli¢, podnosi¢ do kwadratu i t. p. Prawa dziatan na
liczbach niewymiernych pozostajg takie same jak dla liczb wy-
miernych.

Liczbe niewymierng uwazamy za oznaczong, jezeli potrafimy
podac¢ jej przyblizenia z wszelkg zadang dokladnoscia, a wiec
z dokladnoscig i do 0,1 i do 0,01 i do 0,001 i t. d.

Tak np. uzywana czesto liczba n, oznaczajgca stosunek obwcdu
kota do $rednicy, jest liczbg niewymierna. Pisze sie czesto:

n= 3,14159...



Znaczy to, ze liczby:
3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; ...
sa przyblizeniami z niedomiarem liczby n z dokladnosScig kolejno
do 1; 0,1; 0,01; ... tak, ze liczby:
4: 3,2; 3,15; 3,142; 3,1416; 3,14160; ...,
ktore z poprzednich liczb powstajg przez powiekszenie o 1 naj-
nizszej cyfry, sa juz przyblizeniami liczby n z nadmiarem. Kropki
po cyfrze 9 oznaczajg, ze po cyfrze 9 nastepuja jeszcze dalsze
cyfry. Liczbe ji uwazamy zg oznaczong, poniewaz geometrja po-
dajesposéb, pozwalajgcy oblicza¢ coraz dalsze cyfry nastepujace
po 9 w dowolnej ilosci. Symbol taki, jak 3,14159... nazywamy
utamkiem dziesietnym nieskonczonym i méwimy, ze 3,14159... jest
rozwinieciem dziesietnem liczby n.
Zadaniem naszem w dalszej nauce bedzie wyznaczanie rozwi-
nie¢ dziesietnych niewymiernych pierwiastkéw kwadratowych.

Utamki dziesietne nieskonczone otrzymywaliSmy zreszta juz przy za-
mianie utamkow zwyktych na dziesietne. Chcagc np. zamieni¢ utamek | na
utamek dziesietny, wykonywamy dzielenie 5: 3. Dzielenie nie konczy sie;
otrzymujemy jednak kolejno ilorazy niezupeine: 1; 1,6; 1,66; 1,666; ...
Wszystkie te ilorazy niezupelne sg mniejsze niz |. GdybySmy jednak
w kazdym z tych ilorazow ostatnig cyfre powiekszyli o 1, otrzymali-
bysmy liczby 2; 1,7; 1,67; 1,667; ..., ktére bylyby wieksze niz |. Liczby
1; 1,6; 1,66; 1,666; ... sg wiec przyblizeniami utamka | z niedomiarem
z doktadno$cig kolejno do 1; 0,1; 0,01; 0,001;... Piszemy: | = 1,666...
i nazywamy ostatni symbol rozwinieciem dziesietnem utamka -|.

Cwiczenia.

1. Wyjasni¢, ze kwadraty nastepujgcych utamkoéw sg utamkami
nieprzywiedlnemi: f; ff; 0,63.

2. Ktore z pierwiastkow kwadratowych liczb catkowitych od 1
do 20 sg liczbami niewymiernemi ?

3. Ktore z liczb: V200; V400; YOI; YoM; YMO9; Vf, YT
Y|; Ya s$4 liczbami wymiememi, a ktére niewymiernemi?

§ 3. Obliczanie kwadratowych pierwiastkéw liczb cat-
kowitych, ktére sg kwadratami liczb catkowitych.

Przyktad 1. Obliczyé Y 184041, wiedzac, ze 184041 jest kwa-
dratem liczby catkowitej.

Poniewaz |12= 1; 102= 100; 1002= 10000;i t. d., tatwo wi-
dzie¢, ze kwadrat liczby jednocyfrowej (a wiec niemniejszejniz 1,
a mniejszej niz 10) jest liczbg jednocyfrowg Ilub dwucyfrowa,
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kwadrat liczby dwucyfrowej jest liczbg trzycyfrowag Ilub cztero-
cyfrowg, kwadrat liczby trzycyfrowej jest liczbg pieciocyfrowg lub
szesciocyfrowg i t. d. Zeby wiec wiedzieé, ile cyfr ma pierwiastek
kwadratowy jakiejs liczby catkowitej, nalezy podzieli¢ liczbe pier-
wiastkowang na klasy po dwie cyfry, poczawszy od strony prawej.
Klasa najwyzsza moze mie¢ jedng lub dwie cyfry. llos¢ klas daje
ilos¢ cyfr szukanej liczby. W naszym przykfadzie mamy 3 klasy,
a najwyzsza klasa ma 2 cyfry. Kwadratowy pierwiastek be-
dzie wiec liczba trzycyfrowa, najwyzsza cyfra bedzie oznaczata
setki. Nietrudno wyznaczy¢ te cyfre. Poniewaz 4002= 160000,
a 5002= 250000, to szukana liczba jest wieksza od 400, a mniej-
sza od 500. Cyfrg setek szukanej liczby jest wiec 4.

W praktycznym rachunku wyznaczymy te cyfre prosciej.Poniewaz
kwadrat setek daje dziesigtki tysiecy, a wiec liczbe klasy najwyzszej,
to cyfre setek znajdziemy, wyznaczajgc najwiekszg liczbe calkowitg,
ktéorej kwadrat jest niewiekszy niz 18, t. j. liczba klasy najwyzszej.
Liczbg tg jest 4; cyfra 4 bedzie cyfra setek zgodnie z poprzednim ra-
chunkiem. Dotychczasowy rachunek zapiszemy tak:

V1igM40141= 4 ..

Szukang liczbe mozemy teraz napisa¢ w postaci .400-(- .v, gdzie
X < 100. Liczba x ma spetlnia¢ warunek:

(400 -f Xy = 184041.

Z tego warunku staramy sie wyznaczy¢ cyfre dziesigtek liczby x.
Przeksztalcamy to réwnanie w sposéb nastepujacy:

Wykonywamy dziatania: 160000+ 800* -f *2= 184041.
Odejmujemy 160000 od obu stron: 800x-j-*2= 24041.

Wylgczamy * przed nawias: X(800-fx)= 24041. ... (D
800 -f- x

Poniewaz x < 100 jest liczbg mala w poréwnaniu ze sktadni-
kiem 800 sumy 800 -f-* w mianowniku ostatniego utamka, probu-
jemy wyznaczy¢ x w przyblizeniu, dzielgc 24041 nie przez 800 -f- X,
lecz przez 800. Pamietajmy jednak, ze znaleziona w ten sposob
wartos¢ na * bedzie za wielka, bo w ilorazie 24041 : (800 + Xx)
zmniejszyliSmy dzielnik. Z dzielenia 24041 :800 wypada iloraz
wiekszy niz 30, a mniejszy niz 40. Przyjmujac x — 30, obliczmy
lewg strone rownania (1); otrzymamy 30 <830 = 24900. lloczyn
*(800-|-*) wypadt za wielki; widocznie wiec *<30. Probujemy
przyja¢ * = 20. Lewa strona réwnania (1) przyjmuje teraz war-
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toS€ 820 20 = 16400, a wiec mniejsza, niz strona prawa. Z tego
wynika, ze x > 20, a ze x < 30, przeto cyfrg dziesigtek liczby a,
awiec i cyfrg dziesigtek szukanego pierwiastka kwadratowego, jest 2.

Zastanéwmy sie, w jaki spos6b poprzedni rachunek mozna najprak-
tyczniej wykonac i zapisa¢. Najpierw mamy odja¢é 4002= 160000 od
184041. Otrzymamy to samo, jezeli od klasy najwyzszej t. j. od 18
odejmiemy 42= 16; pozostanie z klasy najwyzszej 18 — 16 — 2. Do
tej liczby nalezaloby dopisa¢ obie klasy nastepne; otrzymaliby$my wtedy
prawag strone rownania (1). Ze wzgledu jednak na to, ze klasa najnizsza,
jak wnet zobaczymy, niema wcale wpitywu na najblizszy rachunek,
dopiszemy do reszty 2 narazie tylko klase druga, t. j. 40. Otrzymamy:

VI814 0141 = 4 ..
16

240

W celu wyznaczenia dziesigtek kwadratowego pierwiastka nalezy,
jak wskazuje poprzedni rachunek, wykonaé¢ dzielenie 24041 : 800, gdzie
800 jest podwojng znaleziong liczba setek. Poniewaz chodzi nam tylko
o pierwszg cyfre tego ilorazu, mozemy powyzsze dzielenie zastgpic¢
dzieleniem 24 : 8. Odcinamy wiec w pozostalej reszcie 240 w ostatnim
schemacie ostatnig cyfre i naznaczamy zapomocag kreski pionowej dzie-
lenie pozostatej liczby 24 przez 8 (t. j. przez podwdjng liczbe po prawej
stronie znaku réwnosci). Otrzymamy:

V184041= 4 ..
16
24,0 |8

Z dzielenia otrzymamy iloraz 3. Szukana cyfra dziesigtek albo réwna
sie 3, albo jest mniejsza niz 3. Aby ostatecznie cyfre dziesigtek wy-
znaczy¢, nalezy obliczy¢ wartos¢ lewej strony rOéwnania (1) dla x = 30,
a wiec wykona¢ mnozenie 830 <30, gdzie 830 jest sumg 8 setek (t. j.
podwéjnej znalezionej liczby setek) i 3 dziesigtek. Opuszczajgc zera
wykonywamy pomocniczy rachunek: 83 «3 = 249. Poniewaz otrzymany
iloczyn jest wiekszy od reszty 240 (ktéra po dopisaniu do niej ostat-
niej klasy przedstawia prawag strone réwnania [1]), to cyfra 3 okazuje
sie za wielka. Przyjmujemy za cyfre dziesigtek 2 i powtarzamy dla
cyfry 2 taki sam rachunek, jak dla cyfry 3. Dopisujemy wiec w na-
szym schemacie do podwdjnej cyfry setek, t. j. do 8, cyfre 2 i mno-
zymy otrzymang liczbe 82 przez 2. Poniewaz otrzymany iloczyn
82«2 = 164 jest mniejszy niz 240, to 2 jest cyfrg dziesigtek szuka-
nego pierwiastka. Piszemy wiec 2 na miejscu dziesigtek po prawej
stronie znaku réwnosci, a iloczyn 164 podpisujemy pod resztg 240.
Otrzymamy:

Vi 8140141 = 42.
16

2410 [82+2
164
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W zupetnie podobny sposéb wyznaczymy cyfre jednostek pier-
wiastka kwadratowego ~"84041. Szukang liczbe mozemy teraz na-
pisa¢ w postaci 420-fy, gdzie y < 10. Liczba y ma spehiac
warunek:

(420 + yY = 184041.

Stad otrzymujemy kolejno:

176400 + 840y + y* = 184041,
840y + y2= 7641,

z(B840+ *)= 7641 ;. (2
7641
y—840+ y°

| znéw prébujemy wyznaczy¢ przyblizong wartos¢ y, wykonujac
dzielenie 7641 : 840. Otrzymamy iloraz wiekszy niz 9, a mniejszy
niz 10. A ze dzielilismy przez liczbe za matg, prébujemy czy 9
spetnia réwnanie (2). Podstawiajac y — 9, obliczamy lewg strone
rbwnania (2)iznajdujemy: 9-849 = 7641. Poniewazprawa strona
rbwnania réwnasie takze 7641, to réwnanie (2), a tern samem
i kazde z poprzednich, sprawdza sie. Jest wiec 4292= 184041.

Tak znalezliSmy, ze V184041 = 429.

Uzupetnijmy teraz nasz schemat. Wedtlug poprzedniego rachunku
(wiersz, poprzedzajacy réwnanie [2]) nalezaloby teraz od liczby pierwiast-
kowanej 184041 odjg¢ 4202 Lecz ze 4202= (400 + 20)2= 4002+
+ 240020+ 202 a 4002= 160000 od 184041 juz odjelismy, nalezy
od otrzymanej reszty 24041 odjgc tylko 2 <400 m20 + 202= 20 (2 +400 +
+ 20) = 20.820 = 16400, a wiec (po pominieciu koncowych zer) ostat-
nig liczbe w poprzednim schemacie. Jest wiec:

Vig4041= 42.
16

24,0 (822
164
76

Dalszy przebieg zapisywania rachunku jest taki sam jak przy wy-
znaczaniu cyfry dziesigtek. Do reszty 76 dopisujemy nastepng klase (41),
odcinamy ostatnig cyfre i dzielimy pozostala liczbe przez podwdjng zna-
leziong liczbe, zapisana po prawej stronie znaku réwnosci, t. j. przez
42 «2 = 84. Otrzymany iloraz 9 dopisujemy do 84 (w rzeczywistosSci
dodajemy 9 do 840) i mnozymy 849 przez 9. Poniewaz iloczyn 849 «9
rowna sie reszcie 7641, to cyfra 9 jest cyfrg jednostek szukanej liczby;
piszemy wiec 9 na miejscu jednostek po prawej stronie znaku réwnosci,
iloczyn za$ 7641 odejmujemy od reszty i otrzymujemy 0, co wskazuje,

Zze \'184041 =429. Caly rachunek tak sie przedstawia:
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Y18404r =429

24,0]82-2
164
7641 |849+9
7641
0

Przyktad 2. Obliczy¢ Y408321, wiedzac, ze 408321 jest kwadratem
liczby catkowitej.

Wykonamy pierwiastkowanie, opisujgc rownoczesnie tok rachunku, ale
juz bez uzasadniania kazdego kroku:

Y-TolSWI = 639

36
4831233
369
11 42112699
11421

0

Dzielimy liczbe pierwiastkowang na klasy po dwie cyfry, poczawszy
od strony prawej. Szukamy najwiekszej liczby, ktérej kwadrat jest nie-
wiekszy od 40. Liczbag taka jest 6 (zapisujemy ja po prawej stronie
znaku réwnosci). Obliczamy: 62= 36, podpisujemy 36 pod klasg naj-
wyzszg i odejmujemy (reszte 4 zapisujemy). Do reszty 4 dopisujemy na-
stepng klase (83), odcinamy ostatnia cyfre (3) i dzielimy pozostatg
liczbe (48) przez podwojng znaleziong juz liczbe t. j. przez 6 2= 12.
Liczba 12 miesci sie w 48 wprawdzie 4 razy, lecz pomocniczy rachu-
nek: 124 <4 = 496 > 483 wskazuje, ze cyfra dziesigtek szukanego
pierwiastka jest mniejsza niz 4. Wykonujgc podobng prébe dla cyfry 3,
znajdujemy, ze 123 «3= 369 483, a wiec ze cyfra 3 jest drugg cyfra
szukanego pierwiastka kwadratowego; piszemy ja zatem po prawej stronie
znaku rownosci obok cyfry 6. Nadto dopisujemy cyfre 3 do dzielnika
12, a otrzymang liczbe 123 mnozymy przez 3 (zapisujemy 123 «3). llo-
czyn 369 podpisujemy pod resztg 483 i odejmujemy. Do otrzymanej
reszty 114 dopisujemy nastepng klase (21); odcinamy ostatnig cyfre (1)
i dzielimy pozostata liczbe (1142) przez podwdjng liczbe, zapisang po
prawej stronie znaku réwnosci, t. j. przez 63 2 = 126. Dzielenie to na-
znaczamy, piszac: 1142,1 | 126. Otrzymany iloraz 9 zapisujemy po prawej
stronie znaku rownosci jako trzecig cyfre szukanego pierwiastka. Ten
sam iloraz (9) dopisujemy do dzielnika 126, a otrzymang li zbe 1269
mnozymy przez 9 (zapisujemy: 1269 «9). Wykonujac to mnozenie, pod-
pisujemy iloczyn pod ostatnig resztg (11421) i odejmujemy. Poniewaz
pozostaje reszta 0, rachunek jest skonczony; liczba 639 jest szukanym
pierwiastkiem.

Przyktad 3. Obliczy¢ Y2907025, wiedzac, ze liczba pierwiastkowana
jest kwadratem liczby catkowitej.
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Obliczamy: >2907025= 1705
1
190277
189
17,0340 =0
0
17025|3405-5
17025
0
Cwiczenia.
1. Obliczy¢:
aj >361; Aj >7569; c) >8281; dj >24649;
ej >77841; Y79032T,; g) >259081; Aj >265225;

lj >28174864; yj >1071225; Aj >1162673604;

2. aj Posadzono 7056 drzewek w rzedach tak, ze w kazdym rze-
dzie jest tyle drzewek, ile jest wszystkich rzedow. lle jest
drzewek w jednym rzedzie?

Aj Obliczy¢ bok kwadratu, ktérego pole wynosi 28900/n2 Jak
wielki jest bok drugiego kwadratu, ktérego pole jest 25
razy wieksze od pola pierwszego kwadratu?

8 4. Obliczanie pierwiastkéw kwadratowych liczb dzie-
sietnych, ktére sg kwadratami liczb dziesietnych.

Pierwiastkowanie liczb dziesietnych sprowadzamy do pierwiast-
kowania liczb catkowitych, stosujgc twierdzenie:

Jezeli w pierwiastku kwadratowym dodatniej liczby a pomno-
zymy liczbe pierwiastkowang przez 100" (gdzie n oznacza liczbe
naturalng), to wartosS¢ pierwiastka zwiekszy sie 10" razy. Wzorem:

>100"-7 = 10" ->a. *

Ze wzOr ten jest prawdziwy, udowodnimy, wykazujgc, ze kwadrat
liczby po prawej stronie znaku réwnosci rowna sie liczbie pierwiast-
kowanej po stronie lewej. | rzeczywiscie:

(10"- >a)2- (I0")2m(>a)2- (1029n-(>a)2= 100" -a

Majac obliczy¢ pierwiastek kwadratowy jakiej$ liczby dziesiet-
nej, mnozymy najpierw liczbe pierwiastkowang przez 100", dobie-
rajac n tak, aby otrzymac iloczyn catkowity. Nastepnie obliczamy
pierwiastek kwadratowy tego iloczynu. Dzielgc znaleziong tak liczbe
przez 10", otrzymamy wediug ostatniego twierdzenia szukany pier-
wiastek kwadratowy liczby dziesietnej.



12

Np.: Aby obliczy¢ ~18,4041, mnozymy 18,4041 przez 1002— 10000;

otrzymamy: 184041. Nastepnie obliczamy Y 184041 — 429 (przykiad 1
w 8 3). Wedtug ostatniego twierdzenia jest:

V18,4041 = 429 : 102= 4,29.

Rachunek mozemy jeszcze uprosci¢: Mnozac liczbe dziesietng, ktorag
mamy pierwiastkowac¢, przez potege liczby 100, przesuwamy przecinek
dziesietny o parzystg ilos¢ miejsc w prawo. Przy obliczaniu pierwiastka
kwadratowego otrzymanej liczby calkowitej dzielimy ja na klasy po dwie
cyfry, poczawszy od strony prawej. Poniewaz przecinek dziesietny prze-
suneliSmy o parzysta ilos¢ miejsc, to jedna z kresek, dzielgcych liczbe
na klasy, wypadnie koniecznie w tem miejscu, w ktérem znajdowat sie
poprzednio przecinek dziesietny. Mozna wiec, nie mnozac wcale liczby
pierwiastkowanej przez potege liczby 100, podzieli¢ jg na klasy po dwie
cyfry, poczawszy od przecinka dziesietnego, i pierwiastkowac jak liczbe
catkowitg. Zastanowi¢ sie tylko trzeba, gdzie umiesci¢ nalezy w wyniku
przecinek dziesietny.

Z rozwazan na poczatku 8-u 8 wynika bezposrednio: Jezeli liczba
dziesietna zawiera czes$¢ catkowita, to jej pierwiastek kwadratowy za-
wiera tyle cyfr catkowitych, ile jest w czesci catkowitej klas, na ktore
liczbe dziesietng wedlug wyjasnionej wyzej zasady podzielilismy.

Np.: 4= 12;fi 84041= 429t p.

Zastanobwmy sie teraz, gdzie umiesci¢ nalezy przecinek dziesietny
przy pierwiastkowaniu utamka dziesietnego, mniejszego niz 1. Ot6z zwa-
Zywszy, ze:
l2—1;0,12= 0,01; 0,012= 0,0001; 0,0012= 0,000001 it. d, zauwazymy:

Jezeli najwyzsza znaczgca cyfra utamka dziesiethego oznacza dzie-
sigte (t. j. jezeli ulamek jest mniejszy niz 1, a niemniejszy niz 0,1), to
kwadrat takiego utamka bedzie niemniejszy niz 0,01, a mniejszy niz 1.
Najwyzsza cyfra kwadratu takiego utamka oznacza¢ bedzie setne lub
dziesigte. Podaj kilka przyktadow.

Jezeli najwyzsza znaczgca cyfra utamka dziesiethnego oznacza setne
(t. j., jezeli utamek jest mniejszy niz 0,1, a niemniejszy niz 0,01), to
kwadrat takiego utamka bedzie niemniejszy niz 0,0001, a mniejszy niz
0,01. Najwyzsza cyfra kwadratu takiego utamka oznacza¢ bedzie ty-
sieczne lub dziesieciotysieczne. Podaj przykiady.

It d

Chcac tedy wiedzie¢, czy najwyzsza cyfra pierwiastka kwadratowego
pewnego utamka dziesietnego, mniejszego niz 1, oznacza¢ bedzie dzie-
sigte, czy setne, czy tysieczne i t. d., nalezy po podzieleniu pierwiast-
kowanego utamka na klasy zwréci¢ uwage, w ktérej klasie na prawo
od przecinka dziesietnego znajduje sie pierwsza znaczgca cyfra utamka.
Jezeli cyfry znaczace sg juz w pierwszej klasie po przecinku, to naj-
wyzsza cyfra kwadratowego pierwiastka utamka oznacza dziesigte; jezeli
cyfry znaczace sg dopiero w drugiej klasie, to najwyzsza cyfra pier-
wiastka oznacza setne; i t. d.
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Np.: Y0]|01'69 = 01.;
Y0,002209 = 004.;
Y0,00000225 = 0001.; it p.

Zapamietajmy wiec, ze podzial na klasy nalezy rozpoczyna¢ zawsze
od przecinka dziesietnego. Po podziale na klasy i wyznaczeniu, jakie
jednostki oznacza najwyzsza cyfra pierwiastka, obliczanie pierwiastka
kwadratowego utamka dziesietnego nie rézni sie niczem od wyznaczania
pierwiastka kwadratowego liczby catkowitej.

Podajemy dwa przyktady obliczania pierwiastkéw kwadratowych liczb
dziesietnych:

Przyktad 1. Y2I126'8036= 1506

1
126 25-5
125
18/0|300-0
0
18036 |3006-6
18036
0
10029929 = 0,0173
1
19,927 «7
189
102|9|343-3
1029
Cwiczenia.
1 Obliczy¢:
a) Y56,25; b) Y0,002601; c) Yor0289;
d) Y0,516961; €) V334034, f) Y55601.64;
g) 1/17715631; h) % 048064, i) Y0,00000729.

a) Prostokat o bokach: a— 19,2 cm i b= 14,7 cm zamieniono
na kwadrat o takiem samem polu. Obliczy¢ bok kwadratu.

b) Pole pewnego kwadratu réwna sie sumie pél kwadratéw
o bokach: a—5,1cm i b= 6,8 cm. Obliczy¢ bok tego kwa-
dratu.

c) Pole pewnego kwadratu réwna sie réznicy po6l kwadratow
o bolcach: a= 182 cm i b= 7 cm. Obliczy¢ bok tego kwa-
dratu.
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§ 5. Obliczanie przyblizeh niewymiernych pierwiastkow
kwadratowych.

Obliczanie pierwiastka kwadratowego liczby dziesietnej sposobem opi-
sanym w § 3 i 8 4 polega na kolejnem wyznaczaniu jego cyfr, poczaw-
szy od najwyzszej. Tak np. przy obliczeniu Y2,268036 = 1,506 (przy-
ktad 1 w § 4) wyznaczyliSmy najpierw cyfre jednostek 1. Gdyby$Smy
dalej rachunku nie prowadzili, wiedzielibySmy juz, ze:

1< A <[2 jezeli dla krotkosci litera A oznaczymy ”2,268036.

Gdybysmy rachunek przerwali po wyznaczeniu drugiej cyfry, wiedzie-
libySmy, ze: 15 <€A 1>6.
Po wyznaczeniu trzeciej cyfry wiedzielibysmy, ze:
150< A < 151
Otrzymane kolejno liczby 11,5 ; 1,50 sg wiec przyblizeniami liczby A
z niedomiarem z doktadnoscig kolejno do 1; 0,1; 0,01. Liczba 1,506 jest
doktadng wartoscig A.

Poprébujmy teraz zastosowa¢ poznany mechanizm pierwiastkowania
do obliczenia pierwiastka kwadratowego liczby dziesietnej, ktéra nie jest

kwadratem zadnej liczby dziesietnej. Jako przyktad wezmy ~3. Napiszmy
liczbe pierwiastkowang w postaci 3,0000, gdzie ilos¢ zer jest dowolna.
Gdy liczbe te podzielimy na klasy po dwie cyfry, poczawszy od prze-
cinka dziesietnego, zauwazymy, ze klase najwyzsza stanowi liczba 3,
a kazda nastepna klasa sktada sie z dwoch zer; llos¢ klas jest nieogra-
niczona. Pamietajgc o tem, obliczamy:

V3 ==1,732....
1
200 |27 7
189
1100|3433
1029
710034622
692 4
i 76
Pierwiastkowanie nie skohczylo sie; wiemy nawet, ze nie skonhczy
sie nigdy, bo ~3 jest liczbg niewymierng (§8 2), nie moze wigc réwnac
sie zadnej liczbie dziesietnej. Rachunek powyzszy dostarczyt nam jednak

kolejno liczb:
1; 1,7, 1,73; 1,732, ... ,

ktore sa przyblizeniami z niedomiarem liczby niewymiernej 3 z dokiad-
noscig kolejno do:
1; 0,1; 0,01; 0,001; .........

Tak uzyskujemy rozwiniecie dziesietne (patrz koncowy ustep §u 2):
V3 =1,732.... Zatem:
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Opisany w 8 3 i § 4 algorytm obliczania pierwiastka kwadra-
towego daje nam mozno$¢ obliczenia dowolnej ilosci cyfr rozwi-
niecia dziesietnego kazdego niewymiernego pierwiastka kwadra-

towego liczby dziesietnej.

Przyjmujemy (bez dowodu), ze w taki sam sposob

oblicza¢é mozna

przyblizenia dziesietne kwadratowych pierwiastkéw wszelkich liczb, kto-

rych rozwiniecia dziesiethe znamy. Np.:

1) VI= Vv0,8333." ;
v0J8 3333377.= 0912...
81
231311811
181
5233 (|1822-2
3644
1589

zatem: V| — voj883~ = 0,912 ...

2) Aby obliczy¢ obliczamy najpierw "=1,4142...

V1,4142...= 1,18... Otrzymamy

1/Vv2 = vV1,4142...= 1,18...
Cwiczenia.

1. Obliczy¢ z dokitadnoscia do 0,001:

a) VI7,7; by ~728; ej Vo,037;

€) V0,0007; f) V2; flj V5;

0 VO,5; i) VI,012; a; Vo,2511;
2. Obliczy¢ z doktadnoscig do 0,01:

a) VI00,5;  b) V6000; c) V257,5;

e) YIOOO:; V1001; 0) VI010;

, a nastepnie

tfj Vo,83;
a; VioO;
Vo,8.

rfj V734,3;
h) V483,523

3. Porownaé ze sobag nastepujace liczby, utworzywszy ich rozwi

niecia dziesietne:

a)2 iV, b) 2] i V5: c) 6] i V395

d) 8L i V79, e; 3£ i VI5; f) 6M i V44
4. Obliczy¢ z dokiladnoscig do 0,01:

AWV G fo) Vi-f; c; VAJ ti Vijj

e; V5I; f) VV8; g)tw ;

1711
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§ 6. Obliczanie wartosci liczbowej wyrazen zawierajg-
cych pierwiastki kwadratowe.

W rachunkach praktycznych zastepujemy niewymierne pier-
wiastki kwadratowe ich przyblizeniami. Doktadno$¢ wyniku zalezy
oczywiscie od doktadnosci przyblizeh. Jezeli jednak w rachunku
mamy do czynienia obok liczb dokfadnych takze z liczbami otrzy-
manemi z doswiadczenia (np. z pomiardw, obliczen statystycznych
i t. p.), ktére sg zawsze obarczone pewnemi bledami, nie nalezy
w rozwinieciach dziesietnych liczb niewymiernych zatrzymywac
zbyt wielu cyfr dziesietnych. Doktadnos¢ przyblizen liczb niewy-
miernych nalezy dostosowa¢ do dokladnosci innych przyblizen;
przez zwiekszenie bowiem doktadnosci przyblizen liczb niewymier-
nych nie poprawimy wyniku, jezeli inne liczby sag obarczone wiel-
kiemi btedami.

Aby uzyska¢ wskazowki, z jaka dokladnoscig oblicza¢ nalezy w po-
szczegolnych przypadkach przyblizenia niewymiernych pierwiastkéw kwa-
dratowych, powtérzymy niektore wiadomosci o przyblizeniach liczbowych,
znane z dawniejszej nauki.

Przyblizenia liczbowe podaje sie zwykle w postaci liczb dziesietnych.
Jezeli przyblizenie takie ma n cyfr znaczacych, to méwimy, ze ma n-ty
stopien doktadnosci.

Przyblizenia dziesietne dodajemy tak, jak liczby dokfadne, a nastep-
nie zaokrgglamy otrzymang sume tak, aby miata tylko tyle cyfr dziesiet-
nych, ile posiada sktadnik, majgcy najmniej cyfr dziesietnych. Podobnie
postepujemy przy odejmowaniu przyblizen.

Np.: Wykonajmy dodawanie: 4,728 -j- 13,66 -f- 4,8 = 23,188. Ponie-
waz w trzecim skladniku niema setnych, pozostawimy w sumie tylko
dziesiate, ktére zaokraglimy (ze wzgledu na odrzuconych przeszio 8 set-
nych) do 2. Suma powyzsza wynosi w przyblizeniu 23,2.

Podobnie w réznicy 18,43 — 12,6 = 5,83 pozostawimy tylko dzie-
sigte i powiemy, ze rd6znica wynosi 5,8.

Przy obliczaniu iloczynéw i ilorazéw przyjmujemy zasade: Stopien
doktadnosci iloczynu (ilorazu) réwna sie stopniowi doktadnosci czynnika
(dzielnej lub dzielnika), majgcego najnizszy stopien dokitadnosci.

Tak np. w iloczynie 4,53 «6,183 = 28,0089 zatrzymamy tylko 3 cyfry,
bo pierwszy czynnik ma tylko trzeci stopien doktadnosci. Powiemy, ze
iloczyn ten wynosi 28,0.

Podobnie obliczymy iloraz 4,8 : 6,17 tylko do trzech cyfr (otrzyma-
my 0,777) a nastepnie trzecig cyfre skreslimy, bo dzielna ma tylko drugi
stopienn dokfadnosci. Otrzymamy: 0,78.

Wymienione wyzej reguly, znane z klas nizszych, majg ten cel, aby
w wynikach nie zatrzymywac niepotrzebnie wielu cyfr, ktére jako nie-
pewne, a czesto nawet falszywe, sg zupetnie bez znaczenia.

Dla oznaczania rownosci przyblizonej uzywac¢ bedziemy znaku ==
(t. j. znaku réwnosci z kropka); czytaé ten znak nalezy ,réwna sie
w przyblizeniu®. Tak np. napiszemy w powyzszych przyktadach:
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4,728 + 13,66 -f- 4,8 = 23,2;
16,43 — 12,6==5,8;
4,53 6,183 = 28,0;
48 :6,17 = 0,78.
Na przyktadach wyjasnimy zastosowanie tych regut.

Przyktad 1. Obliczy¢ w trzecim stopniu dokladnosci wartosc
wyrazenia: 8 -j- \ 3.

Poniewaz 1— 0,666...; "3 = 1,732..., a w wyniku chcemy mie¢
3 cyfry znaczace, zaokraglimy ostatnie dwie liczby do tysiecznych, wy-
konamy dodawanie, a wynik zaokrgaglimy tak, aby miat zgdany stopien
doktadnosci. Otrzymamy:

§-f v3= 0,666...+ 1,732...= 0,666 -f 1,732 = 2,398 = 2,40.

Przyktad 2. Obliczy¢ x — 1315 »jezeli liczby 4,83 i 1,315 sa

przyblizeniami.
Poniewaz liczba 4,83 ma trzeci, a liczba 1,315 czwarty stopien do-

ktadnosci, to wynik otrzymamyw trzecim stopniu dokfadnosci; 3
wystarczy wiec obliczyé w trzecim stopniu doktadnosci, a wiec przyjac

V3= 1,73. Wiekszy stopien doktadnosci liczby 23 nie zwiekszytby stop-
nia doktadnosci wyniku. Obliczamy wiec:

4,83 +1,73 = 8,3559; 8,3559 : 1,315 = 6,35.
Dzielenie zakonczyliSmy po otrzymaniu trzech cyfr ilorazu, bo wynik
ma trzeci stopien doktadnosci. Jest wiec: x = 6,35.

Przyktad 3. Obliczy¢ x — Y4,862—(3,142 jezeli liczby 4,85 i 3,14
sg przyblizeniami w trzecim stopniu doktadnosci.
Obliczamy w trzecim stopniu doktadnosci:

4,862= 23,6; 3,142= 9,86.
Wykonywamy dodawanie i zaokrgglamy wynik:
4,862-f 3,142= 23,6 + 9,86 = 33,46 = 33,5.

Obliczamy: ~33j55000= 578
25
850 |107-7
749
101 00114 8-8
9184
916

ZnalezliSmy zatem: x=5,78.

Przy obliczaniu pierwiastkow kwadratowych przyblizen przestrzegaé
bedziemy nastepujgcej reguty:

Stopien doktadnosci pierwiastka kwadratowego réwna sie stoezi®wi
dokfadnosci liczby pierwiastkowane;j.

Mihulowicz: Algebra. V.
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W ostatnim przyktadzie obliczyliSmy tylko trzy cyfry pierwiastka kwa-
dratowego, poniewaz liczba pierwiastkowana miala trzeci stopien dokfad-

nosci.

Cwiczenia.
1. Obliczy¢ w trzecim stopniu dokladnosci wartosci nastepujgcych
wyrazen:
a; 6,8+ Y1,5; b) | + YO0,7J cj Y3+ Y5;
rfit —Y2;" ej 10Y7; f) tY3 + tY 2
g)l-tYy 2: A) ?:-Y5; Yo,5 ¢ Y2;
yj (3+Y2) 2—VY3) ; Al 2—Y2)2; 0 @+ Yi)-
+ p. V»-V2.
m)T5 2—13 Y3+ Y2
p) Y2+ Y2; N Yi+ YlI;

2. Obliczy¢ w przyblizeniu wartosci nastepujgcych wyrazen, uwa-
zajgc liczby dziesietne za przyblizenia, a liczby catkowite za
liczby doktadne:

a) 4,85 vVB; b) 0,73 «f5] c) 4,27 :)2;
4,82 6,30 -V3_. _ 4,7+ Yg.
2,83 — V2’ 8,26 — V30’ 2,8+ Y2*

g) v423; Al V1727, *) Y37.52- 26+;
/i 1/ 583 m 4>26 . /i H t o

[/6,12—Y3 Y| — 0,2432' Y6.402+ 5.122 ’



Rozdziat 11

Pierwiastki o wyktadnikach naturalnych

8 1. Pojecie pierwiastka w ogdlnosci.

Uogodlniajac pojecie pierwiastka kwadratowego, okreslamy:

Niechaj n oznacza dowolng liczbe naturalng. Przez n-ty pier-
wiastek nieujemnej liczby a rozumiemy taka nieujemna liczbe b,
ktorej n-ta potega réwna sie liczbie pierwiastkowanej a.

n-ty pierwiastek liczby a oznaczamy symbolem Y*; liczba a na-
zywa sie liczbg pierwiastkowang, liczba naturalna n nazywa sie
wyktadnikiem pierwiastkowym; n-ty pierwiastek nazywamy tez pier-
wiastkiem stopnia n-tego. Stosownie do okres$lenia pierwiastka jest:

ya = b, jezeli b" = a, a nadto: i 67 0.

Pierwiastek drugi czyli kwadratowy otrzymamy, przyjmujac

n — 2. Umawiamy sie, ze przy oznaczaniu pierwiastka kwadrato-

wego wykladnik pierwiastkowy 2 bedziemy opuszczaé, a wiec za-
2

miast Va pisa¢ bedziemy Ya; naodwr6t, w razie braku wyraznie
zaznaczonego wyktadnika pierwiastkowego domyslac¢ sie bedziemy
zawsze wyktadnika 2. Pierwiastek trzeci nazywamy takze sze-
Sciennym.

3

Przyktady: "al= 4, poniewaz 43= 64,
YI = 1, , 7= |
4
V8l = 3, , 34= 81,
5_
VO =0, ” 5= 0;
3_
Ya6— 32 , (ad3— a6; i t. p.
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Z szczegOlnych przypadkéw pierwiastkowania zapamietajmy:

Y 0=0, poniewaz On= 0;

vi= 1, , 1" = 1,
I_
Ya= a, ) al= a; (@~ 0.
Z okreslenia n-tego pierwiastka wynikajg bezposrednio wzory:
/'n \n n

\\ja) = a i “an= a, jezeli a~O0.

Wyraz stowami twierdzenia zawarte w tych réwnosciach!

Majac obliczy¢ Ya, gdzie a> 0, szukamy liczby dodatniej b,
spetniajgcej warunek: bn=a. Jezeli taka liczba wymierna b istnieje,
to zadna inna liczba rzeczywista nie speinia tego warunku; n-ta
potega bowiem liczby wiekszej niz b jest wieksza niz bn= a,
a n-ta potega liczby dodatniej mniejszej niz b jest mniejsza niz
bn= a. Jezeli niema takiej dodatniej wymiernej liczby b, ktéraby
spetniata warunek bn= a, wtedy przyjmujemy (bez dowodu), ze

(n—\n

N
Ya jest liczbg niewymierng takg, ze a) = a
Nietrudno nawet poda¢ metode, ktéra pozwala wyznaczy¢ dowolng
n

ilos¢ przyblizen niewymiernej liczby Ya, jezeli a> 0.
3_
Chcac np. znalez¢ przyblizenia liczby YIO, tworzymy szes$ciany liczb
catkowitych: 08= 0; 13= 1; 23= 8; 38= 27. Poniewaz 23<[ 10 < 33
3

to 2< YIO <3.

Dzielimy przedziat miedzy 2 i 3 na 10 rownych czesci liczbami:
2,1; 2,2; 2,3; 2,4... i podnosimy te liczby do szesScianu. Otrzymamy:
2,13= 9,261; 2,23= 10,648; zauwazymy juz, ze: 2,13< 10< 2,23

3
zatem: 2,1 < Y10 < 2,2.

Dzielimy przedziat miedzy 2,1 i 2,2 na 10 réwnych czesci liczbami:
2,11; 2,12; 2,13; 2,14;... i podnosimy te liczby do szescianu. Otrzy-
mamy: 2,118= 9,393931; 2,12s= 9,528128; 2,133= 9,663597; 2,143=

= 9,800344; 2,153= 9,938375; 2,163= 10,077696. Zauwazymy, ze
3

2,158< 10< 2,163, zatem 2,15< YIO < 2,16. | t. d. Liczby 2; 2,1;
2,15; ... sg przyblizeniami z niedomiarem, a liczby: 3; 2,2; 2,16;...
3

przyblizeniami z nadmigrem liczby YIO. A ze tg drogg mozna znalezé
3 3

i dalsze przyblizenia liczby YE, mozemy napisac: YB = 2,15....

Metoda powyzsza ma tylko znaczenie teoretyczne. Wskazuje ona, ze
n

mozna zawsze uzyskaé¢ rozwiniecie dziesietne liczby niewymiernej Ya-
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W praktyce obliczanie pierwiastkéw tym sposobem byloby zbyt zmudne.
Istniejg algorytmy, podobne do algorytmu, stluzgcego do obliczania pier-
wiastk6w kwadratowych, pozwalajgce oblicza¢ pierwiastki trzecie, czwarte
i t. d. liczb dziesietnych, lecz zwykle uzywamy do obliczania przyblizen
pierwiastkdw o wyktadnikach wiekszych niz 2 tablic.

Tablica przy koncu ksigzki podaje szesScienne pierwiastki liczb catko-
witych od 1 do 1000 z doktadnoscig do 0,0005. 1 tak znajdujemy na
pierwszej stronicy tych tablic w kolumnach oznaczonych litera n liczby

od 0-5 100, a obok nich w kolumnach 3z napisem Yn pierwiastki

szescienne tych liczb. Tak znajdziemy np.: ~70 — 4,121. Jak szuka¢ na-
lezy przyblizen pierwiastkow szesciennych liczb catkowitych trzycyfro-
wych wyjasnimy na przyktadach. 3

Aby znalezé przyblizenie liczby 7457, opuszczamy w liczbie pier-
wiastkowanej cyfre jednostek i szukamy w kolumnie z napisem n liczby
45. W wierszu, w ktorym znalezliSmy liczbe 45, a w kolumnie z napi-
sem 0 znajdujemy czes¢ catkowitg szukanego przyblizenia, a wiec 7,...
Czes$¢ dziesietng znajdujemy w tym samym wierszu w kolumnie z na-
pisem 7 (opuszczona cyfra jednostek); znajdziemy tam: 703. Jest wiec:

i 457 = 7,703.
Jezeli przy znalezionej czesSci dziesietnej zauwazymy znaczek *, na-
lezy czes¢ catkowita przyblizenia przyja¢ z wiersza nastepnego. Tak np.

V517 = 8,026, a nie 7,026.

P6zniej wyjasnimy, jak mozna przy pomocy tych tablic i krétkiego
rachunku znalez¢ przyblizenie pierwiastka szesciennego kazdej liczby
dziesietnej, majgcej niewiecej niz 3 cyfry znaczace.

Prébujmy rozszerzy¢ pierwiastkowanie takze na liczby ujemne.
Niechaj a oznacza liczbe dodatnig. Jezeli wyktadnik pierwiastkowy

n

n jest liczbg parzysta, to Y-a nie istnieje w sensie naszej defini-
nicji; niema bowiem takiej liczby ani dodatniej, ani ujemnej, kt6-
rej potega parzysta bytaby liczbg ujemng. Nalezy o tem pamietaé
zwlaszcza przy pierwiastkowaniu wyrazenh, zawierajgcych litery;
pierwiastek o wyktadniku parzystym takiego wyrazenia ma tylko
dla takich wartosci liter sens liczbowy, dla ktérych wyrazenie pod
pierwiastkiem ma wartoS¢ nieujemng. Zastrzezenie to nalezy za-
wsze zaznacza€. Tak np. przy wyrazeniu Ya— b nalezy zaznaczyc:
a—670, albo a*tb. Nadto nalezy pamietac¢, ze n-ty pierwiastek
okreslilismy jako liczbe nieujemna. Dlatego przy nastepujacych
réwnosciach konieczne sg napisane obok nich zastrzezenia:

Y+2= * jezeli * ~ 0; natomiast Y*2= —x, jezeli
4

Tak np. Y(—2)2= + 2; Y(—3)4=+3 it p
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t

Podobnie: Y@@ —b” —a—b, jezeli a~tb; natomiast Y(@— b)* —
m— b— a, jezeli a b.

Jezeli wyktadnik pierwiastkowy n jest liczbg nieparzysta, mowi
sie czasem o pierwiastkach liczb ujemnych. Pierwiastek o wyktad-
niku nieparzystym n liczby ujemnej — a okresla sie jako liczbe
(oczywiscie ujemng), ktorej n-ta potega rowna sie —a. tatwo

n___ n / n \n
widzie¢, ze wtedy V—a= — Ya, poniewaz (—Ya) — — a (n liczba
nieparzysta). Mozemy wiec powiedzie¢: Jezeli wyktadnik pierwia-
stkowy jest nieparzysty, mozna-znak — liczby pierwiastkowanej

wytgczy¢ przed pierwiastek, zmieniajac rownoczesnie liczbe pier-
wiastkowang na przeciwna.
3 3 5 5 3 3

Np.: ]j—S— —V8= —2; 1= -V1=-1,; fa-b=-fb~-a.

Wskutek ostatniego twierdzenia pierwiastek o wykfadniku nie-
parzystym liczby ujemnej sprowadza sie do pierwiastka liczby do-
datniej. Dlatego w dalszym ciggu nauki o pierwiastkach zajmowacd
sie bedziemy tylko pierwiastkami liczb nieujemnych, trzymajac sie
Scisle definicji, podanej na poczatku paragrafu.

Cwiczenia.
1 Obliczy¢: .
3 4 5 3 4 3 4
a) \'8; yi6; V32, ~1000; V10000; Ij~0,00l; YO0,0001;
3 3 3 3 3
b) Vv27; V64; YI25; V1 000000; f 1000 000 000;
3 3 3 3 3
o Yt YS; 1YS,; YY¥A: Y0,008.
2. Korzystajgc z tablic przy koncu ksigzki, podac:
3 3 3 3
a) Y?; b) Y80; ) Y8i; rf) Y100;
e) Y256; f) Y675; g) Y218; nj Y720;
i) Tm-, i) Y343; Y920; /) Y517-
Dla jakich wartosci liter majg sens liczbowy nastepujace wy-
razenia:
a) Yni; b) Y—m; c) Ya—3; d Yl—a;
e) Ya*, fyyr+5; g) Ya2— 1; niyaz- * 2

o fy ] r



8§ 2. lloczyn pierwiastkow; pierwiastek iloczynu.

Pierwiastka sumy Kkilku liczb lub réznicy nie mozna w ogol-
nosci przeksztalci¢ na wyrazenie prostsze.

Przekonaj sie, ze Ya4-6 ==Ya-j- Vb, o ile zadna z liczb a i b nie
jest zerem.
Natomiast Ya2+ 2a6-j- 62= Y(a-f-6)2= a-f- b, jezeli a-f- b~ 0.

Podobnie nie mozna w ogdlnosci przedstawi¢ w prostszej po-
staci sumy lub réznicy wyrazen, zawierajgcych pierwiastki réz-
nych liczb, lub pierwiastki o ré6znych wyktadnikach pierwiastko-
wych. Jezeli jednak wyrazy sumy zawierajg jako czynniki pier-
wiastki tych samych liczb, mozna sume taka zredukowaé, wyltg-
czajac wspélny czynnik za nawias.

Np.. 3Y2+ 2Y2 - Y2= (3+ 2- 1)Y2 = 4Y2;
3 3 _ 3 3
5Y2+ 3Y2- 2Y2- 2Y2= (5- 2)Y2+ (3- 2)'Y2= 3Y2+Y2.

Niech a, b, ¢ oznaczajg dowolne liczby nieujemne, a n
dowolng liczbe naturalng. Podnoszagc do n-tej potegi iloczyn

n n n

VaesYbeYc, otrzymamy:

(Yae*Tbevyc)"= (va)''tb)ne (Yc)n= abc.

Ya %¥b ¢ Yc jest tedy liczbgnieujemna, ktorej n-ta potega réwna
sie adc. Wedtug okreslenia pierwiastka jest wiec:

n n n n

Yae+YbeYc —Yabc. Stowami:

lloczyn pierwiastkbw o jednakowych wykitadnikach réwna sie
pierwiastkowi (o takim samym wykfadniku) iloczynu liczb pier-
wiastkowanych. ,

Np.: Y3'Y5= YI5;
Y6eYseV-8= Y6-3-8 = Y144=12;
Y4+Y0,2+Y05= Y”"-02°+05= Y04,
Ya+ *eYa—6= Ya2z—6% (a+ 6Si0, a—6150).

n

Poniewaz kazda liczba nieujemna da sie w mysl wzoru a= Ya"
(8 1) napisa¢ w postaci n-tego pierwiastka, to na podstawie ostat-
niego twierdzenia mozna czynnik nieujemny znajdujacy sie przed
pierwiastkiem wigczyé pod pierwiastek.
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Np.: 5V2= V25.Y2= V50,

3 3 3 3 3 3 3
3Y4 = Y(IT3eY* = Y ¥ oYi= W 7* = YI1375;
n n n n

aY6= va"-Vvb—"anb; (a0, b”0O).

Czasem korzystamy ze wzoru:Yas ]beYc= "abc, gdzie a, b, i |
oznaczaja liczby nieujemne, w kierunku przeciwnym (t. j. od
strony prawej ku lewej), awiec zastepujemy pierwiastek iloczynu
liczb nieujemnych iloczynem pierwiastkow (o tym samym wykiad-
niku) wszystkich czynnikéw iloczynu.

3 3 3
Np. : Ya663= Y«s-Y*3= a26;

Yaz — Ya2eYb= aYb; (@ 0,b” 0).

W ostatnim przykiadzie wylgczyliSmy przed pierwiastek liczbe a,
ktéra znajdowata sie przedtem pod pierwiastkiem. W podobny
sposéb mozna postgpi¢ zawsze, jezeli liczba pierwiastkowana da
sie rozlozy¢ na dwa czynniki dodatnie, z ktérych jeden daje sie
pierwiastkowac.

Np.: Y8= YN2 Y4a*Y2=2Y2;
3 3 3 3 3_
Y24= Y8 3= Y8 Y3 = 2Y3;
Ya8= Ya2ea— aYa; (@™ 0);
3 3 3 3 3_
Y a%h3= Y(ab)3-a3— Y (ab)3+Ya3= adYaz-

Wylaczanie liczby przed pierwiastek pozwala czasem zredukowac
sume kilku pierwiastkdw. Wyjasnij nastepujgce przeksztalcenia:

Ya3— Ya= ya:aa—Ya—aYa—Ya= (@a—21Ya\ (@™ 0);
Y8 + 3YI8 - Y50= Y4/M2+ 3Y9N2 — Y2572 = 272+ 9N2 -
—5Y2=2+9 - 5)Y2= 6Y2.

Cwiczenia.
1. Zredukowac:
3 3
a) Y5 —2Y5 + 5Y5; b) Y2—Y3+ 2Y3-2Y2;
) 7—2Y2)— (6— 3Y2); djtY2-1Y 2 + fy2;

ej (2 + YT7)-4(8-2Y7); ej (Y3+ Y2) — (Y3—Y2).
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2. Wykona¢ mnozenia:

a) V6eV5; b) fSe\;2; Qfi2eY6eV-2;
3 3 3 3 3
dj V2:YI8mr6; €] “ab-"ab; f) YafchYaZ;
3 3
9) /Z"_'g Ya2—A2 A I+ jlaft; i) Y*3-|/].

3. Wiaczy¢ pod pierwiastki liczby, stojgce przed pierwiastkami:

aj 3Y2; & $YTHE5; cj tfe;
‘M /a5 + H ;
o + : W@- %) jlj£ |;
3
@- ~l/p~sri; N TVigns?+8i+T:
4. Wylgczy¢ stosowne czynniki przed pierwiastki:
a) Yar, A Y5a2 c) )8a*b;
3 3 4
dj Yl6adA3; €] Y2jca; f) Y-t4/3;
g) YBOe5; h) )(a+W ; flYa»”~2a2+ a
5. Zredukowac:
aj YI2 + Y75 —Y48; Aj 3Y8 —2YI8 + Y50;
Cj 2Y45 — Y125+ 3Y20 —Y80; dj2Y300- 5YI0O8 + 3Y27;
3 3 3 3 3 3
ej YI6 + YT28 — Y54; f) Y32 — +108 + Y500.
6. Wykonac dziatania:
aj (Y3+ Y2) (2Y3-Y2); A 2+ Y3) (5-2 Y3);
Cj (3-Y2H3 + Y2); dj 2—Y3)2
ey (2Y3-Y5)+ f) (3Y5+ Y3)(3Y5-Y3);
g) (5-Y5 + Y2) (5-Y-5-Y2); Aj 5—2Y2)2— (5-j-2Y2)2
zZi (2-Y2)3; o yj (Y3—1)3;
Aj (/13+ 75+ 1+ - Yb5j; +(1/7+ 4Y3 - 1/7- 4YID2

mj ([a-f-"Y4a2— 6 —]'a— -iY4a2— a) ,
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8§ 3. lloraz pierwiastkéw; pierwiastek ilorazu.
n

Podnoszac do n-tej potegi utamek va gdzie a0 i A>0;

Tb

otrzymamy:
fh)" = a
w (Gilf o+

n

Utamek Ya jest tedy liczba, ktérej n-ta potega réwna sie a

X! n

Zatem: 2— ijaf Stowami:

Tb

Th

lloraz pierwiastkéw o jednakowych wyktadnikach réwna sie pier-
wiastkowi (0 tym samym wyktadniku) ilorazu liczb pierwiastkowanych.

Np.: Yf8 : V6= VI8 : 6= "3;
3 3_ 3 3

Ya2:Ya= Ya3:a= Ya; (a4=0).

Jezeli tylko licznik (dzielna) lub tylko mianownik (dzielnik)
utamka (ilorazu) ma posta¢ pierwiastka, mozna caty utamek przed-
stawi¢ w postaci pierwiastka, wlgczajac mianownik wzglednie licz-
nik pod wspolny pierwiastek. Wystarczy (podobnie jak przy mno-

n

zeniu w 8§ 2) skorzysta¢ ze wzoru a—Ya" i zastosowaé twier-
dzenie o ilorazie pierwiastkow.

Np': 7 r f M = A

a:Ya= Y31l:Ya= Yad: a— YaSi (a 0).

Ta Ta
Ze wzoru

gdzie a”® 0, A> 0, korzystamy czesto w kie-
Ya

runku przeciwnym (t. j. od strony prawej ku lewej), zastepujac
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pierwiastek utamka ilorazem pierwiastka licznika przez pierwiastek
mianownika.

Np.: 3
W -+ -S ;
N7
V3_V3_Y3
Vt Y4 2’
N N
5a2_ Y"a2 a¥Ys - as o
Y4 2 —
Korzystajgc z twierdzen o pierwiastkowaniu iloczynu i ilorazu, mo-
zemy przy pomocy tablicy, umieszczonej przy koncu ksigzki, obliczy¢
w czwartym stopniu doktadnosci (rozdz. I, § 6) przyblizenia trzecich

pierwiastkdw wszelkich liczb dziesietnych, zawierajgcych niewiecej niz
3 znaczace cyfry.

Wyjasnimy to na kilku przyktadach:
3

Przyktad 1. Obliczyé: Y4850.
3

Przeksztalcamy Y4850 w nastepujgcy sposoéb :
3 3 3 3_
Y4850 = Y|0-485= Y|O «Y485=i=2,154 7,857 = 16,92.
3 3 \Y
Wartosci YIO i Y485 wyznaczono z tablic.
3

Przyktad 2. Obliczy¢: 7+68.
3

Przeksztalcamy Y F68 w nastepujacy sposob:

3__ 3
3168_ 7168 Y 168 . 5,518
I 100 * 4,642 1,189°
Y 100

3 3

Wartosci Y168 i 7100 wyznaczono z tablic.

Cwiczenia.
1 Wpykonaé¢ dzielenia: , ,
a) Y24:Y6; by 76 : 7 + oYl Y+
4 4 _ 3 3
Y 18 : Y6; ejras:Ya; fy Ya*:Yai
g) Y+8:Y+3; h) Y2:YM; 0Y2+*6 :Y2aA;
3 3

D) - 1:Y*+ 1; Aj Y2as—2a62: Ya2— ab.
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2. Stosujgc wigczanie pod pierwiastek, przedstawi¢ nastepujgce
wyrazenia w postaci pierwiastka jednej liczby (jednego wy-

razenia) :
y Vi W a . in .

aj 2, Y2’ N2 A3

of ?9__) . f/)» ,g\ g)1 Y3 A 3.
Y3 Y4
Ya2 Ya V a3 Na
cat A . a—A caaf-1

"»] A . [
Ya+ A Va— A N
. Ya2— A2 a+ A m @-l1z=A_.

p) a—b '’ Yao— A2’ Yaz2— A2

3. Wykona¢ dziatania:
ar |-
;Vw26; 1?2 11+ ; & w I/+ >

4. Wylaczy¢ stosowne czynniki przed pierwiastki:

4 £ |1+ 0

/54a3
112 + ; * I; f

5. Korzystajgc z tablic trzecich pierwiastkéw, obliczy¢ w czwar-
tym stopniu dokfadnosci:

3 3 3 3
aj Y?480; A Y5190; cj Y20700; dj Y34800;
3 3 3 3

ej Y60000; f) 'Y700000; <4 Y8230000; h) Y2400000;

ij Y+48; i) fe ; Aj Y24+ ;
3 3 3 3
mj 7+517; nj 7+6; oj Y+0175; p) 7+0025.



29

8§ 4. Pierwiastek pierwiastka.

Symbol j/y a (m i n liczby naturalne; a”~0) oznacza, ze nalezy
m

obliczy¢ Ya, a z otrzymanej liczby wyciagna¢ n-ty pierwiastek.

Oznaczmy wynik tych dziatan literg p tak, ze \ ya= p. Liczba p
ma te wilasnos¢, ze gdy ja podniesiemy do n-tej potegi, a otrzy-
mang wartos¢ zkolei do m-tej potegi, wtedy otrzymamy liczbe a;
czyli: (pnm= a Lecz poniewaz (pnm= pnm to pm—a, czyli

p = Ya. Poréwnujac te warto$¢ p z poprzednig |/y a, otrzymamy:

/a — Ya. Stowami:
Pierwiastek o wyktadnika n pierwiastka o wykfadniku m liczby
nieujemnej réwna sie pierwiastkowi tej samej liczby, majacemu za
wyktadnik iloczyn wyktadnikbw m i n.

NP i~a = h;a”0.
Czasem wygodniej jest naodwrot zastapi¢ pierwiastek, ktérego
wyktadnik daje sie roztozy¢ na czynniki, pierwiastkiem pierwiastka.

yid44—1/VI444 = Y38= 6,164...

Ostatni przyktad wskazuje, ze umiejac oblicza¢ pierwiastki kwadra-
towe liczb, potrafimy obliczy¢ takze pierwiastki o wyktadnikach 4; 8
i t. d. Korzystajagc nadto z tablic pierwiastkbw szesSciennych, mozemy
oblicza¢ takze przyblizenia pierwiastkbw o wyktadnikach 6, 9, 12 i t. d.

m 1 m__

mri /' n mn 1/ m 1 n
Poniewaz JYa — Ya Ya= Ya to [Ya= [IY
Ostatni wzér wskazuje, ze przy pierwiastkowaniu pierwiastka,
mozna pierwiastkowania wykonywa¢ w dowolnym porzadku.

j/Y27 = 1/Y27 = YA ==173.

Cwiczenia.
1. Przeksztalci¢ nastepujgce wyrazenia tak, by zawieraly tylko
jeden pierwiastek:
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3
a V3, b) /v fe ; d) V¥
3 3
ej I/]i; f) 1vs8; aij aj ]lys*
/; 1"3V3; ) V2| 2 VT, Al
voin "fe -
2. Obliczyé z doktadnoscig do 0,01:
4 4 8
a, vV2; AJ V100; c) V20736; rfi Y625;
9
ej V27; 1IVT7, g) Y5,76; AJ V512,

3. Obliczy¢ bok kwadratu, ktérego pole réwna sie
aj polu tréjkata réwnobocznego o boku a= 5cm.
b) polu szesSciokagta foremnego o boku a= 3 cm.

8§ 5. Przeksztalcanie pierwiastka potegi.

Stosujgc okreslenie potegi i twierdzenie o pierwiastku iloczynu
(8 2), otrzymamy:

n n n n_ n_ /I'n_\m
Vam= Vaeaeca... = Vaevaevacec*m= |Va) , jezelia 0.
m czynnikow m czynnikéw

Otrzymany wzor:
n (n \m
Yam— Waj, gdzie a”™ 0,
mozemy wraz z ostatnim wzorem w §-ie 4, oraz ze wzorem:
(@)m= (amn znanym z nauki o potegach, tak odczytac:
Naznaczone kolejne potegowania i pierwiastkowania mozna wy-
konywa¢ w dowolnym porzadku.

Np.: Y45= (V4)3=2 3= 8;

CS.».

p
Wedtug okres$lenia pierwiastka jest: x = \ xp, jezeli

Podstawiajagc w tym wzorze: x = ) am gdzie a*0, otrzymamy:
p

Yam= 1(Va")PR
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Przeksztalcamy ostatnie wyrazenie w nastepujacy sposoéb:

[/(Va™) = y)(amP = Ya™.
n np__

Jest wiec: Vam= Yanp

Oczywiscie oznaczajg litery m, n i p liczby naturalne. Odczy-
tujac ten wzor w obu kierunkach (od strony lewej ku prawej
i od prawej ku lewej), otrzymujemy twierdzenie:

Wartos¢ pierwiastka potegi nie zmienia sie. jezeli wyktadnik po-
tegowy i pierwiastkowy przez te samg liczbe naturalng pomnozymy,
lub przez wspélny podzielnik wyktadnikéw podzielimy.

6 3_ 4 _ ' 1

Np.: \'ad= Ya2; Ya*—Va» V*8—Va*—a*5 (@:= Q>

Mnozenie wykladnika potegowego i pierwiastkowego przez te
samg liczbe pozwala dwa pierwiastki o réznych wyktadnikach
sprowadzi¢ do wspdélnego wyktadnika pierwiastkowego.

3

Np.: Chcac sprowadzi¢ Ya i Ya* (a;= 0) do wspdlnego wykladnika
pierwiastkowego, mnozymy wyktadnik potegowy i pierwiastkowy w pierw-
szem wyrazeniu przez 3 (pamietajgc, ze a= at), a w drugiem przez 2.
Otrzymamy: e 3 6_

Ya= Ya3lYa*= V -

Nietrudno zauwazy¢, ze wspdllny wyktadnik pierwiastkowy musi by¢
wspolng wielokrotnoscig obu wykfadnikdéw pierwiastkowych.

Sprowadzanie pierwiastkow do wspdlnego wykladnika pier-
wiastkowego pozwala przeksztatcac iloczyny i ilorazy pierwiastkow
0 roznych wyktadnikach.

3 6__ 6__ 6 __ 6 __
Np.: Y2 Y2 = Y23eY22= Y25= Y32;
4 4_ 4 4 4 _
Ya3eYa= Ya3eYa*= Vi5= aYai (a”~ 0);
6 4 12 12 12

Ya5:Ya—Yal°: Yi3= Va%i (@ O

Cwiczenia.
1. Przedstawi¢ w prostszej postaci:
4 9 _ 3__
aj Yae; b) Yaé; c) Yar; d) Ya6;
e) (Ya)e f) (Ya)z 9) (Ya)4; h) (Ya)3;

0 (Ya)4; y)l/(fes; a;V (Y «)4; 0



2. Wykonac¢ dziatania:

3 6
a) ya‘')a; b) Yas: “a; C) )X *¥Yx2eY*h,
6___ 9 _
d) lja : Da; g) Ya5: Vaz2j fy Y* .Y,
6__ 3 12
Va* /»Va Va
9) 3 6
Ya * Va VX Ya +Ya
3. Wykona¢ dziatania:
c) |IYa +Ya;
te
e)
L *
Y*a. h) Y
Yi

8§ 6. Przeksztatlcanie wyrazen, zawierajacych pier-
wiastki.

Przykiady w poprzednich paragrafach wskazuja, ze wyrazenie alge-
braiczne zawierajgce pierwiastki mozna czesto przedstawi¢ w rozmaitych
postaciach. Ktéra z tych postaci jest prostsza, trudno ogélnie powiedzie¢;
zalezy to od celu, do jakiego dane wyrazenie ma stuzyé. Najczesciej
chodzi o obliczenie wartosci liczbowej danego wyrazenia w postaci, liczby
dziesietnej. Wtedy nalezy uwzgledni¢, ze najzmudniejszem ze wszystkich
dziatan jest pierwiastkowanie; wyrazenie uwazac¢ bedziemy za tem prostsze,
im mniej pierwiastkowan zawiera.

Tak np.: 13 4+4Y3= 2Y3~\~!le (Przekonaj sie o rownosci tych wy-
razen, podnoszac oba do kwadratu). Wyrazenie 2 Y31 uwazamy za

prostsze niz |/13-j—4 Y3, bo do obliczenia jego wartosci trzeba tylko raz
wykonac pierwiastkowanie.

Nadto nalezy pamieta¢, ze pierwiastki liczb wymiernych sa najcze-
Sciej liczbami niewymiernemi i ze liczby takie zastepuje sie w rachun-
kach praktycznych ich przyblizeniami, a wiec liczbami, majgcemi dos¢
znaczng ilo$¢ cyfr, jezeli chodzi o znaczng dokladnosé. O ile dodawanie,
odejmowanie i mnozenie takich liczb wykona¢ mozna bez trudu, o tyle
dzielenie przez liczbe wielocyfrowg jest zmudne. Dlatego staramy sie
kazde wyrazenie utamkowe, zawierajace pierwiastki, tak przeksztaicic,
aby w mianowniku nie byto pierwiastka.
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Np.: Chcac obliczy¢ tlt=2» mielibySmy obliczy¢ w przyblizeniu y2, a na-

stepnie wykona¢ dzielenie 6 : yE. Gdy jednak licznik danego utamka
wigczymy pod pierwiastek, otrzymamy:

71 = 1/? = Vig8= V9”12 = 3V2.

Obliczenie warto$ci ostatniego wyrazenia wymaga tylko obliczenia

przyblizenia liczby Y2 i pomnozenia go przez 3. Wykonaj rachunek obu
sposobami.

Omoéwimy na przyktadach kilka przeksztalcen szczegélnie waz-

nych w praktyce.

3
1) Majac obliczy¢é wartos¢ Wyrazeniaz—|5 zauwazymy, ze trudnos¢

sprawia¢ bedzie dzielenie przez liczbe niewymierng \%5. Aby usunagc
z mianownika V5, mnozymy licznik i mianownik danego utamka przez
V5; otrzymamy:

2)5 2(Y5)2 2-5 10
Chcac mie¢ wynik w czwartym stopniu doktadnosci, obliczamy:
V5— 2,236; 2,236 «0,3= 0,6708; -2=5= 0,3 V5==0,6708.
y

Tak postepujemy zawsze, jezeli mianownik zawiera jako czyn-
nik niewymierny pierwiastek kwadratowy. Mnozymy mianowicie
licznik i mianownik ulamka przez ten pierwiastek, wskutek czego
mianownik staje sie liczbg wymierng. Ogodlinie:

b b~a b"a

(a>0, ¢ 0.
t*Ya c (Ya)2 ac 0
2) Aby usuna¢ niewymierng liczbe z mianownika utamka —3—> nalezy
5Y2
licznik i mianownik utamka pomnozy¢ przez e Otrzymamy:

6 6(Y2) _6Y4 3

. I8 5.2
5Y2 5 1Iy"

3) Aby usuna¢ niewymierng liczbe zmianownika utam ka5— >wystarczy
2Y4

licznik i mianownik utamka pomnozy¢ przez Y2; otrzymamy:
Mihutowicz: Algebra. V. 3
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3 3_
5 572 572
3 3 4

2v4  2\8

(ff) Nie mozna usung¢ liczby niewymiernej z mianownika utamka

2—_ -2— przez pomnozenie licznika i mianownika przez \E(Wykonajprébe).
-y
Mozna jednak to uzyska¢, mnozac licznik i mianownik utamka przez
2—N2- Otrzymamy:

6(2-V2) = 6(2- V2)=62- \2)=9g”™ _-y-)_
2—Y2 2 —+V2) (2—V2)22— (V2)1—2

5) Liczbe niewymierng z mianownika utamka 3—V2_4_2W mozna usu-
3n2--2V3_
na¢, mnozac licznik i mianownik utamka przez 3'V2-f-2 y3. Otrzymamy:
3v2—2 (3Y2 + 2Y3)2 18+ 1276 + 12
31/2-273 (3\'2-2V3) (372+ 273) _ {37r2)*- (2M)*

30+ 12Ye 30+ 12\0 c ,
18-12 = 5 = 5+

LV Ai
\ 6.

Zapamietajmy:

Jezeli w mianowniku ulamka znajduje sie suma lub rdéznica
wyrazen, zawierajacych jako czynniki pierwiastki kwadratowe, na-
lezy w celu usuniecia z mianownika liczby niewymiernej pomno-
zy¢ licznik i mianownik utamka przez réznice, wzglednie sume
tych wyrazen.

6) Czasem upraszcza sie wyrazenie, zawierajgce pierwiastki kwadra-
towe, jezeli podniesiemy je do kwadratu, a z wyniku wyciggniemy pier-
wiastek kwadratowy. Np :

J/7+ 2V6- y7—2V6= F(I/7 + 2V6- 17- 2Ye)*=
=1/7 + 2Y6~ 2)/(7 + 2Y6) (7-2Y6) -f7-2Ve =

=1/14 —2V49—24==I/14 —10= V4= 2.

Cwiczenia.
1. Nastepujgce utamki zamieni¢ na utamki o wymiernych mianow-
nikach i obliczy¢ ich przyblizone wartosci liczbowe:*

a)

I+

. L c) SV2. 5(V5—V2).
V2’ V61 e;2Vs’ V5 :

* Pierwiastki oblicza¢ w czwartym stopniu doktadnosci.
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213,
vo h) = "
Y4
2\3 ., V3t~V2. S 2—Y3.
Yb- W V3— V2 & 2+ V3;
2V5-3V2. \5 + V3. 1— Y3+ Y2.
} V5+ V2 ’ Y5—Y3? 1H-V3—V2'
4
oY p)
14van '2-Y S 13+ Y5’
2-YB 3—VY3 J2—1
i?
M '3 — Y6 h

. Nastepujgce wyrazenia przedstawi¢ w prostszej postaci i obli-
czy€ ich przyblizone wartosci liczbowe* dla podanych war-

tosci liter:

Ya+ 6—Y*—b 15
a)n | A ;a = 1, 6==1I14;
b) a= b= 2;
c) a= 7'3; 6==6>8;

a= 6,25 t/= 25;
Y*+ Y#

e) 2x ;ya= 8; x—2;

Ya+ X— Ya— «v

f) |ia+ A+ 2Ya";a: 6, 6= 41
[/ a-j- 6— 2Yab
2\ab
6> ;a= 175 6= 15;
Ya+ YA+ Ya+ A

ayYirr+ANrNr-~. a_, .
h)y — =m -m1 v- = : a ;6= i
ayYl — A*¥6 Yl — a2
Ya6
% ¥\ a=5; 6= 4;
6
n -v i

Pierwiastki oblicza¢ w czwartym stopniu doktadnosci.
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a-f Yan— | _ a—Va«-1. 15
a— Ya3— 1 a+ Ya2— 1|’

3. Stwierdzi¢, ze w nastepujacych przyktadach kazda z liczb po-
danych w nawiasie obok réwnania spetnia to réwnanie:

aj xz—e6jc+ 4= 0; (3-fY5 3—]5);

0 L () g, s iig -

3 —1 12-Y 2. 2-+Y2\.
0O x—3 * "\2+ Y2 2—Y2/’
rf) /1+V 2. 1-Y 2

J 4jc—3 *\ 2 2

e, N - =Y3; (Y3+ Y2, Y3—Y2);

t) A = k+ 5 (—3--Y3; —3—Ys).

4. Rozwigzaé i sprawdzi¢ nastepujace réwnania i uktady réwnan:

2 Y3 . N 2*+ 2Y3 , a:-Y3
» ~x"W + *“"+~H 3’

ef x—2y= —3, f) x—2y= 3
5jr+ 2«/Y3 = 7; *Y3-4y = 5

£] 2xY3-yY2 = 4, nj aY2+ =5, _
3v-j- I1Y3= 3Y3; 3Xx —2y = 172,

5. aj Jezeli r oznacza promien kota, zas an bok foremnego wie-
lokgta majgcego /z bokéw wpisanego w to koto, wtedy wedtug
zasad geometrji:a3= rY3; a4= rY2; ac—r; a8= rY2—Y2;
albo= r"2 —Y3. Obliczy¢ z tych wzoréw r, uwazajgc a, za
wiadome; przeksztalcic kazdy z otrzymanych wzoréw na
wzér wygodny do rachunku.

b) Jezeli ¢ oznacza cieciwe w kole o promieniu r, a d jej od-
legtos¢ od srodka, wtedy: d " r- —{c\ Obliczy¢ wediug
tego wzoru odlegto$¢ od Srodka kota boku foremnego tréj-
kata, czworokata, szesSciokata, osmiokgta i dwunastokata,
wpisanych w koto o danym promieniu r.

Korzysta¢ ze wzoréw, podanych w zad. a).
c) Korzystajgc ze wzorow podanych w zad. a) i otrzymanych
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f)

)
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w zad. b), obliczy¢ pola foremnych wielokgtdw wpisanych
w kolo o danym promieniu r, majacych 3; 4; 6; 8; 12 bokow.
Sprawdzi¢ otrzymane w poprzedniem zadaniu wzory na pole
szesciokgta, osSmiokata i dwunastokata, obliczajac te pola
W nastepujacy sposOb: taczymy Srodek kota z wierzchot-
kami wielokata, przyczem wielokat rozpada sie na przysta-
jace trojkaty. Pole jednego takiego trojkgta obliczamy, uwa-
zajac za podstawe promiehn kota; wysokoscig trojkata jest
wtedy potowa boku wielokata wpisanego w koto, a maja-
cego 2 razy mniej bokéw. | t. d.

Korzystajgc ze wzoréw otrzymanych w zad. a) i c) obliczy¢,
jak wielki musi by¢ bok wielokgta foremnego, majacego
3; 4; 6; 8; 12 bokéw, aby pole jego wynosito 1 m2

Jezeli A, oznacza bok foremnego wielokata opisanego na
kole o promieniu r, a majacego n bokéw, zas a, ma zna-
czenie takie jak w zad. a), wtedy miedzy An, ani f za-
chodzi zwigzek: An:a,=r :Yr2—}a,2 Uwazajac r za
wiadome i korzystajgc z ostatniego wzoru oraz ze wzorow
podanych w zad. a) obliczyé: As, A4, AG i Ait.

W pewnem tozysku kulkowem o0$, majgca ksztalt walca
0 promieniu r= | cm, otoczona jest wiencem 12 rownych
kul, stykajacych sie z osig i ze soba tak, ze Srodki ich
tworzg dwunastokat foremny. Wiedzac, ze bok a dwunasto-
kata foremnego, wpisanego w koto o promieniu R, dany.

jest wzorem: a— R”2 — Y&, obliczy¢ promienie kul.



Rozdziat I1lI.

Rownania kwadratowe.

§ 1. Stopien réwnania.

Réwnanie takie, w ktérem po lewej stronie znajduje sie wielo-
mian stopnia drugiego ze wzgledu na niewiadomg, a po stronie
prawej 0, nazywa sie réwnaniem stopnia drugiego czyli rdwnaniem
kwadratowem z jedng niewiadoma.

Np.: Rownaniami stopnia drugiego sg rownania:
N3— 3jc-|-2 = 0; 2.12— .v+ 3= 0; .t2-7 = 0; 2a2+ 3.r= 0; i t. p.

0Ogolng postacig rownania kwadratowego z jedng niewiadoma

jest:
a;c2-)-0J:-(-c = 0; a 0.

Rownanie takie zawiera x2 z jakims$ wspédtczynnikiem ardéznym
od zera, dalej x z jakim$ wspoiczynnikiem b, oraz wyraz c, nie
zawierajacy niewiadomej, t. zw. wyraz wolny. PrzyjeliSmy, ze
a4=0; w przeciwnym razie bowiem rdéwnanie nie zawieratoby
kwadratu niewiadomej, byloby wiec réwnaniem stopnia pierw-
szego.

Podobnie okreslamy: Jezeli po prawej stronie rownania znajduje sie
wielomian stopnia trzeciego (w ogo6lnosci n-tego) ze wzgledu na niewia-
doma, a po stronie prawej 0, to rownanie takie nazywa sie rGwnaniem
stopnia trzeciego (n-tego).

Stopien réwnania okreslamy dopiero po uporzadkowaniu t. j. po
uwolnieniu od nawiaséw i utamkow, po przeniesieniu wszystkich wyra-
z6w na strone lewag i po zredukowaniu wyrazéw podobnych. Z faktu,
ze réwnanie jakies zawiera kwadrat niewiadomej, nie mozna jeszcze
wnioskowaé, ze réwnanie takie prowadzi do réwnania kwadratowego.
Tak np. réwnanie a2—+—7a—2= jr24+3 — 5 zawiera kwadrat niewia-
domej, lecz po uporzadkowaniu prowadzi do réwnania stopnia pierw-
szego: 4jc—<3-3= 0.
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Cwiczenia.
1. a) Napisz kilka dowolnych réwnan stopnia trzeciego i kilka do-
wolnych réwnan stopnia czwartego.
b) Napisz o0gdlng posta¢ réwnania stopnia trzeciego i réGwnania
stopnia czwartego z jedng niewiadona.
2. Oznacz po uporzadkowaniu stopnie nastepujgcych réwnan:
a) (x- 3)2= wv-f 10; by (v+ 3— (x—1)3= 7;
) (x—2)3+ (I —x)3= 6; d) (x2— )2+ x3= x2(x + 2)2;
e) (a2- x)3- (a3+ 1)2; f) (x2+3)(x-1)=x(2x+1)(x2+1).

8§ 2. RoOwnanie: x2= /n.

Zajmiemy sie najpierw rozwigzaniem réwnan ax2-j-6x-f-c = 0,
(@a470), w tym szczegolnym przypadku, kiedy 6= 0, t. j. kiedy
rownanie zawiera tylko kwadrat niewiadomej i wyraz wolny od
niewiadomej, a nie zawiera niewiadomej w potedze pierwszej.
Ogdlng postacig takiego rownania jest:

ax2-f-c= 0; ag=0.
Sposob rozwigzania wyjasnimy najpierw na przykfadach.
Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie: 4x2-{-9 = 0.

Jakagkolwiek warto$¢ przyjmiemy zamiast x, wyraz 4x2 nie bedzie
miat nigdy wartosci ujemnej, bo kwadrat liczby tak dodatniej jak i ujem-
nej jest liczbg dodatnig, a O2= 0. Gdy do 4x2 dodamy 9, otrzymamy
dla wszelkich wartosci x liczbe dodatnia; 4x2-)-9 nie moze zatem stac
sie zerem dla zadnej wartosci x. Rownanie: 4x2-j-9 = 0 nie ma pier-
wiastka.

Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: 2x2— 8 = 0.
Uwazajgc w réwnaniu za niewiadomg xs, znajdujemy:
X* = 4.

Dane roéwnanie sprawdza sie dla takiej wartosci x, ktérej kwadrat

rowna sie 4. Jak wiemy, liczba taka jest \4 = 2. Latwo widzie¢ jednak,
ze nietylko 22= 4, lecz takze (— 2)2= 4. Roéwnanie dane ma wiec dwa
pierwiastki: Xj = -J-2 i x2= — 2.

Moze jednak nasungé sie pytanie, czy dane rownanie nie posiada
jeszcze wiecej pierwiastkéw. Ze dane réwnanie ma tylko te dwa pier-
wiastki, ktére wyzej wyznaczyliSmy, wykazemy, rozkladajac lewa strone
danego réwnania na czynniki w nastepujacy sposob:

2x2— 8= 0:
2(x2— 4) = 0;
2(x- 2) (x+ 2)= 0;

Lewa strona ostatniego rodwnania ma postac¢ iloczynu. Poniewaz iloczyn
jest zerem wtedy i tylko wtedy, jezeli przynajmniej jeden z jego czyn-
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nikéw jest zerem, i poniewaz pierwszy czynnik 2 4=0>to dane réwna-
nie sprawdza sie tylko wtedy, jezeli:
albo x —2= 0, albo x -f-2= 0.
Z tego widzimy, ze pierwiastkami danego réwnania sg tylko wartosSci:
= 2 i x2= — 2. Wiecej pierwiastkbw réwnanie mie¢ nie moze, bo
dla innych warto$¢ x zaden z czynnikbw x — 2 i x -j- 2 nie staje sie
zerem.

Przyktad 3. Rozwigza¢ réwnananie: 3*2= 0.

Lewa strona réwnania jest iloczynem: 3*av.v; rdwnanie zada, aby
ten iloczyn byt zerem. Wiemy, ze iloczyn jest zerem wtedy i tylko wtedy,
gdy przynajmniej jeden czynnik jego jest zerem. Rdéwnanie 3.v2= 0
sprawdza sie zatem tylko wtedy, jezeli x = 0, a wiec ma jedyny pier-
wiastek x = 0.

Rozwigzmy réwnanie: a;t2-}-c = 0, gdzie a4=0.

Obliczamy z tego réwnania: ;t2= —

c .. . Cc . . . .
Oznaczmy — - literg m tak, ze m = — - Réwnanie przyjmuje

postac:
M2= m.

Rozréznimy trzy przypadki:

1) Jezeli m jest liczbg ujemng, to rownanie nie ma pierwiastka.
Niema bowiem liczby, ktérej kwadrat jest liczbg ujemng, ktéra
wiec podstawiona zamiast x spetnia réwnanie.

2) Jezeli m= 0, a wiec réwnanie ma posta¢ *2= 0, wtedy
rownanie ma jedyny pierwiastek a= 0. Kwadrat bowiem zadnej
innej liczby nie réwna sie 0.

3) Jezeli m_jest liczbg dodatnig, wtedy réwnanie ma dwa pier-
wiastki :x\—Ym i x2— —) m, poniewaz (Ym)2= mi(—Ym)2= m.

Wiecej pierwiastkbw réwnanie to mie¢ nie moze. Aby sie
o tem przekona¢, napiszmy w rownaniu (Y/n)2 zamiast m, prze-
nieSmy wszystkie wyrazy rdéwnania na strone lewag i roztdozmy
strone lewg na czynniki. Otrzymamy kolejno:

* ok — (V ™ )2;
(VIn)2= 0;
jc—Ym) (x+ Ym)—o.

Poniewaz iloczyn jest zerem wtedy i tylko wtedy, jezeli przy-
najmniej jeden z czynnikdw jego jest zerem, to réwnanie ostatnie
(a wiec i dane) sprawdza sie tylko wtedy, jezeli:

albo xX—Ym —0. albo x-f-Yni= 0,
czyli jezeli albo jr, = Y/n, albo x2= —Ym-
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Zadna inna liczba nie spetnia réwnania; réwnanie ma tylko
dwa pierwiastki o réwnych wartosciach bezwzglednych, a znakach
przeciwnych.

X X

Przyktad 4. Rozwigza¢ réwnanie: — - -----)Z'——l= m.
Utamki w tem réwnaniu tracg sens liczbowy, gdy x = 1, a drugi
z nich takze wtedy, gdy x = — 1. Zakladamy, ze x =1 | x=j=— 1

i mnozymy obie strony rownania przez x2— 1. Otrzymamy:

X(x+ 1)— x = m (x2— 1);
X2-f-X—X= mx2— m;
(m— 1)x2= m.

Jezeli m = 1, to réwnanie jest sprzeczne (dlaczego?).
Jezeli m — 14=0, wtedy:

m
m— |
Jezeli ——1> 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:
m J—
ull
Zwracamy przytem uwage, ze na X nie otrzymamy nigdy wykluczo-
nych powyzej wartosci -f- 1 lub — 1>poniewaz dla zadnej wartosci m
nie moze by¢é —— —= 1 (dlaczego?).
m—1
Jezeli H__lz 0, to rownanie ma jeden pierwiastek: x = 0.
Jezeli ———1< 0, to rownanie nie ma pierwiastkow.
Cwiczenia.
1 Rozwigza¢ réwnania:
a) 4x2= 361, b) 2x2= 9; c) 0,16x2= 44,89;
d) x2= 8427+ (iXx)2; e) x2= 16,2 — (\ X)2;
“w ., X—3 1 . . . x — 10
f) 1+ 5 - x_ 2; O x--3—1 5
h> £ = f + + 73 ,-2+ No= 0;

i 2xx_+’_¥3— ————— hH®- < rozwigzaniu sprawéizi.cfﬁ\.

tx  2)3 . . .
K) (x—3)2— i ’ rozwidzaniu sprawdzic).

) (x+ 3)3- 3L (x+ 1= x(x2—4).
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2.

3.

4.

a) Jaka liczba jest dziewieciokrotno$cia, a jaka pieciokrotnosciag
swej odwrotnosci?

b) W pewnym trojkacie prostokatnym jedna przyprostokatna
jest 0 1 cm wieksza, a druga o 1 cm mniejsza niz f- przeciw-
prostokatnej. Obliczy¢ przeciwprostokatna.

c) W pewnym prostokgcie podstawa wynosi 9 cm, a wysokos¢
wynosi £ przekatnej. Obliczy¢ przekatna.

d) Pewien oddziat wojska ustawiono w szeregi, przyczem sze-
regobw bylo o 7 wiecej niz ludzi w szeregu. Aby ustawic
oddziat w 7 szeregach, trzeba bylo powiekszy¢ ilos¢ ludzi
w kazdym szeregu o 28. llu ludzi byto pierwotnie w szeregu ?

Wskazoéwka: Ludzi w szeregu bylo x, a szeregbw x-j-7;
i t. d. Po przegrupowanu liczba ludzi nie zmienita sie.

e) Dwie pompy wyprozniajg zbiornik wody w pewnym czasie.
Gdy czynna jest tylko pierwsza pompa, wypréznianie trwa
0 40 godz. diuzej, a gdy czynna jest tylko druga pompa
0 221 godz. dluzej, niz wtedy, gdy pracujg obie pompy ra-
zem. W jakim czasie wyprdéznia sie zbiornik, gdy pracujg
obie pompy?

Wskazdéwka: Obie pompy wyprézniajg zbiornik w x godz.,
pierwsza w x -j- 40 godz., druga w x -j- 22£ godz. W jednej go-

dzinie wypréznia pierwsza X_T>T|4% zbiornika, a druga X_—F<7777

zbiornika. W x godz. pierwsza wyprozni... i t. d.
Rozwigza¢ réwnania:
a) Xx2—a2—xz2, b) x2 a2-j-(£%)7?; C)x* = a2— (i*) 2

g) (a-\-b) :x = x:(a—b); h) (@-j-x) :x—x:2(a—a);
1 1 1 1

Nx—a X—b x—(a-f-b)

a) Przeciwprostokatng w pewnym trojkgcie prostokgtnym jest
Srednig arytmetyczng dwdch danych odcinkéw m i n, a jedna
przyprostokgtna jest srednig geometryczng tych odcinkéw.
Obliczy¢ druga przyprostokatna.

b) Oile powiekszy¢ nalezy podstawe kwadratu o danym boku a,
aby po zmniejszeniu wysokosci o taki sam odcinek otrzy-
mac¢ prostokat o polu n razy mniejszem, niz pole kwadratu ?

Ro otrzymaniu ogélnego wzoru obliczy¢ x dla n—2 i dla
n= 4
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§ 3. Przyktady na rozwigzanie r6wnania kwadratowego.

Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie a2— 6jc—9 = 0.
Zauwazymy, ze lewa strona réwnania jest kwadratem dwumianu.
Mozemy wiec dane réwnanie napisaé w postaci:

(v— 3)2= 0, czyli:
x—3)(x- 3= 0.

Poniewaz iloczyn jest zerem wtedy i tylko wtedy, jezeli przynajmniej
jeden z czynnikéw jego jest zerem, przeto dane réwnanie sprawdza sie
(wobec réwnosci obu czynnikéw) tylko wtedy, jezeli:

x —3

*

0, czyli jezeli:
3.

Rownanie dane ma tylko jeden pierwiastek: x — 3.

Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: .r2— 6jc-f- 8= 0.

Uzupetlniamy pierwsze dwa wyrazy rownania takim sktadnikiem, aby
otrzymac¢ kwadrat dwumianu. Pierwszym skladnikiem tego dwumianu
bedzie niewatpliwie x; drugi sktadnik nalezy tak dobraé, aby — 6* byto
podwojnym iloczynem pierwszego i drugiego sktadnika. Poniewaz pierw-

szym skitadnikiem jest x, to — 6 jest podwdjnym drugim sktadnikiem.
Zadrugi sktadnik przyja¢ nalezy (— 6): 2= — 3.1rzeczywiscie: (x — 3)2=
—  X*-6.v-j-9. Dodajemy zatem do X2— 6x liczbe9iodejmujemy

rownoczesnie 9. Otrzymamy:
R2—6*-f-9—9+ 8= 0,czyli:
x- 3)2- 1= 0.
Rozktadamy réznice kwadratéw po lewej stronie rGwnania na czynniki:
(r—3—1)((*—3-f1)= 0, czyli:
Cr—4)(x- 2)= 0.
lloczyn po lewej stronie rownania jest wtedy i tylko wtedy zerem, jezeli:
albo x — 4= 0, albo x —2= 0.
Stad otrzymujemy XX = 4, X2= 2,
jako pierwiastki ostatniego, a wiec i danego réwnania. Sprawdz!
Przyktad 3. Rozwigza¢ réwnanie: 2r2-j- 9x.-j- 10= O.
Dzielimyprzez 2 obie strony réwnania: r2-f- §x -j- 5= 0.
Uzupetniamy pierwsze dwa wyrazy takim skladnikiem, aby pierwsze
dwa wyrazy wraz z dodanym utworzyty kwadrat dwumianu. Rozumujgc
jak w przyktadzie 2, znajdujemy, ze pierwszym wyrazem dwumianu
jest x, a podwoéjnym drugim §; drugi wyraz wynosi wiec §: 2= £. Chcac
uzyska¢ po lewej stronie réwnania wyrazenie: (*4~D2— o**" j|* 4" }i>
dodajemy -j- f£ — fi i otrzymujemy:
a2+ fv+ -fi—-fi+ 5= Q*czyli:
x ~i £)" ii — 0.
Poniewaz -fe = (£)2 to lewa strona rownania jest réznicg kwadra-
tow. Rozkladamy jg na czynniki. Otrzymamy:
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*+ f—i) (c+ f + i) = °> czyli:
x+ 2)(x+ )= 0.
lloczyn po lewej stronie réwnania staje sie zerem wtedy i tylko
wtedy, jezeli:
albo x-|-2= 0, albo x-j-\ = 0.

Stad otrzymujemy pierwiastki rwnania: xt — — 2 i X%— — f . Innych
pierwiastkbwrownanie posiada¢ nie moze, bodla innychwartosci X
iloczyn (x -f- 2) (x -j- -§), stanowigcy lewa strone réwnania,nie staje sie
zerem.

Przyktad 4. Rozwigza¢ ré6wnanie: x2— 4rir—+-5= 0.
Przeksztalcajgc lewg strone réwnania tak jak w poprzednich przy-
ktadach, otrzymamy:
X2—4jc4+—4— 4-j-5= 0,
(x—2)2-j- 1= 0.

Lewa strona réwnania jest sumg dwdch sktadnikéw. Pierwszy sktadnik
(@ — 2)2 jest jako kwadrat dla wszelkich wartosci v liczbg nieujemng;
drugi sktadnik -f-1 jest liczbg dodatniag. Suma takich sktadnikow jest
zawsze dodatnia i zerem sta¢ sie nie moze dla zadnej wartosci x. Dane
rownanie nie sprawdza sie dla zadnej wartosci .v, a wiec nie ma pierwiast-
kow.

Cwiczenia.
Rozwigza¢ sposobem wyjasnionym w tym paragrafie réwnania:
a) X2—4*+ 4= 0; by x*-f 6*-f 9= 0;
C) x2— 8* + 15= 0; d)je2+ 6x+ 8= 0
€) X*+ 2X— 8= o; a2 — — 8= 0
g) XI—5at+ 6= O; h)x* - 3*— 4= 0
i) a*—x— 2= 0; Hx*+ x—6=0;
k) 2x2— 5x — 3= 0; ) 4a:2— 4jc - 3= 0;
m) Sx2— -f-5= 0; n) 2x2— + 1= 0.

8§ 4. Rozwigzanie ogodlnego rébwnania kwadratowego.
Rozwigzemy ogolne réwnanie stopnia drugiego:

axl-j- bx-f~-c= 0; ag=0.
Dzielimy przez a obie strony réwnania, co wolno, bo a 4= O:

X 2-J—a—X -)—a= 0.

Staramy sie uzupelni¢ dwa pierwsze wyrazy takim wyrazem,
aby dwa pierwsze wraz z dodanym utworzyly kwadrat dwumianu.
Pierwszym sktadnikiem tego dwumianu jest ... Podwdjnym iloczy-

nem obu skifadnikéw jest T a.ze pierwszym skitadnikiem jest &,



tonest podwdéjnym drugim skiadnikiem; drugim sktadnikiem

dwumianu bedzie przeto b 2= b Poniewaz (x -f- ’pjv = a2+
b - b-

A aX 4—55 dodajemy do lewej strony réwnania + f?—zg_s,

przez co oczywiscie nie zmieniamy jej wartosci. Otrzymamy:

vs"be’ b2 72%2 o
1a” " 4a 4a"' a

Zastepujemy sume trzech pierwszych wyrazéw kwadratem dwu-
mianu, a z pozostatych wyrazéw wytgczamy znak — przed nawias;

otrzymamy:
Kb J-(4-]) =°"Gi.

Oznaczmy dla krétkosci licznik ostatniego utamka literg A (czy-
taj: delta); otrzymamy:

a+ ~J 472 = gdzie » = 6-— 4ac.

Rozréznimy trzy przypadki:

1) Jezeli A< 0, wtedy — jest liczbg dodatnig. Lewa strona
rownania jest suma dwodch skladnikow. Pierwszy z nich, jako kwa-
drat dwumianu, jest dla wszelkich wartosci a liczbg nieujemna;
drugi, jak zauwazyliSmy, jest liczbg dodatnig. Suma ich jest zawsze
liczbg dodatnig, a wiec nie moze by¢ zerem. RoOwnanie dane nie

ma pierwiastka.
2) Jezeli 2= 0, wtedy réwnanie przyjmuje postac:

X + 2i) £ Czyl:

x+4t) {x+1ti)=o0-
Poniewaz iloczyn jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy przynaj-
mniej jeden z jego czynnikéw jest zerem, przeto rOwnanie spraw-
dza sie wtedy i tylko wtedy, jezeli:

X+t =°-

Stad znajdujemy pierwiastek rbwnania: x = ~ ~ - Wiecej pier-
wiastkow réwnanie nie posiada.
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3) Jezeli A > O wtedy istnieje taka liczba (wymiernia lub nie-
wymierna) )A, ze (\jny = A. Roéwnanie mozna napisa¢ w postaci:

« +2€a}/—{gv -0.

Rozkladajac na czynniki roznice kwadratéw po lewej stronie
rbwnania, otrzymamy:

X+t ~U) [x+Lt + M)=°-

lloczyn po lewej stronie réwnania staje sie zerem wtedy i tylko
wtedy, jezeli jeden z jego czynnikOw staje sie zerem. Roéwnanie
sprawdza sie zatem, jezeli:

alb0: *+ £ -¥a = °«alb® X+ ti + ¥a~°-

Z rownan tych otrzymujemy dwa pierwiastki:

L. —&tyz,. | —b—yz
1 2a 2 2a *

Wiecej pierwiastkéw dane réwnanie mie¢ nie moze, bo dla
innych wartosci x zaden z czynnikéw, na ktore lewg strone row-
nania roztozyliSmy, nie staje sie zerem, nie moze wiec stat sie
zerem ich iloczyn.

Wyrazenie A—b*—4ac, od ktérego wartosci zalezy rozwig-
zalno$¢ rownania kwadratowego, nazywamy wyréznikiem réwnania.

Zbierzmy wyniki tych rozwazan:

Aby rozwigzac¢ rownanie kwadratowe ax2-j- bx -f-c— 0, (a =£ 0),
obliczamy najpierw jego wyréznik A= b-— Aac. Jezeli wyr6znik jest
ujemny, to réwnanie nie ma pierwiastkow. Jezeli wyrdznik jest ze-
rem, to robwnanie ma tylko jeden pierwiastek: x = T%' Jezeli wy-
roznik jest dodatni, to réwnanie ma dokladnie dwa pierwiastki:

x - -fc+yz 1, - 6-yz
2a 2 2a

Drugi przypadek mozna zresztg uwazaé za szczegOlny przypa-
dek trzeciego. Jezeli bowiem wg wzorach na i X, przyjmiemy
A= 0, otrzymamy: x1—x2— u3’ Dlatego méwi sie czesto, ze row-

nanie kwadratowe ma w przypadku, gdy d = 0, dwa réwne pier-
wiastki.
Warunek rozwigzalnosci réwnania piszemy zwykle w postaci
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4~ 0, pamietajgc, ze w przypadku 4 > 0 roéwnanie ma dwa rdzne
pierwiastki, a w przypadku 4= 0 dwa réwne pierwiastki.
Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie: x2-j- 3x + 6= 0.
Obliczamy: 4= 9—24= — 15<10.
Rownanie nie ma pierwiastka.
Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: 3g2— 7* — 20 = O.
Obliczamy:
4= 49 —12-(—20) =49 + 240= 289; "4 = )r289 = 17;

+
7 17 :4A; 2= 7_ _1_7T_J£):_— ]_|a
1 6 oz 6 6
Przyktad 3. Rozwigza¢ réwnanie: 4x3+ 2x + 0,25 = 0.
Obliczamy: -« 4= 4— 4+4+025= 0;
8 2

Poniewaz przy rozwigzaniu ogolnego réwnania nie czyniliSmy
zadnych zatozen (oprocz a+ 0), to powyzsze rozwazania sg wazne
takze i w przypadku, gdy b= 0. Wtedy jednak stosujemy prostszy
spos6b rozwigzania, wyjasniony w § 2.

Réwniez w przypadku, gdy n+ 0 i c= 0, stosujemy zwykle
prostszy sposob rozwigzywania. Wyjasnimy to na przykfadzie.

Przyktad 4. Rozwigza¢ rownanie: 5a2— 6.r= 0.

Wytgczamy x przed nawias: a(Bba— 6)= 0.

Stosujac twierdzenie, ze iloczyn jest zerem wtedy i tylko wtedy,
jezeli przynajmniej jeden z jego czynnikéw jest zerem, znajdujemy, ze
robwnanie sprawdza sie tylko wtedy, jezeli:

albo a= 0, albo 5a— 6= 0.

Stad znajdujemy pierwiastki rGwnania: a,= 0; a2= 1i.

W tym przypadku ré.wnanie ma zawsze dwa pierwiatki. Skoro
bowiem c= 0i b+ 0, to 4= b2> 0. Jednym z pierwiastkOw jest
zawsze 0, poniewaz dla x = 0 wobec braku wyrazu wolnego od
niewiadomej wszystkie wyrazy réwnania stajg sie zerami, a wiec
réwnanie sprawdza sie.

Cwiczenia.
1. Rozwigza¢ réwnania:
<*fxi+ Ix — 18= 0; b) a2— 15.r+ 56= 0;
C) X2+ a— 132= 0; d) a2+ 19* + 84 = 0;
— 6a = 0; /14 ~2+ a:= 0;

g) 2a2— 7*= 130= O; h) 6jc2— 13*+ 6= 0;
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i) 10%2+ 33*+ 20= O0; /j5%2+ 4* = 0;
k) 2*2—4jc+ 1= 0; )x-—2x —2= 0;
m)x2+ 4*— 1= 0; nj4*2— 8* — 9= 0.

2. Rozwigza¢ réwnania:
a) (*2- x+ 12- @2+ *- 1)2=4(1- *)3;
b) (a2 —jc-h 2)2— (a2— jc-+ 1) 2= 15;
c) (*- 2)(*2+ 3*- 5)- (*- 1) (a2- S5a+ 2)= *2
d) (*+ 23-(* + 1)3= "+ 7)2

, X_ 5 7_ - 5 1 _
el 15 6* %’ U 2*—1 x—2
,7T 1+ --1)-1; 10: (*+ i) =3;
3 5 2* + 1. . *2+ 3 2* + | * + 6
02x —2 4*+ 4 (*+ 1)2 X2—1 *+ 1 2x—2;
4 *—5 bLH5—* *+ 5
7 _ L x-~-1 X = X
'*2—17M4*+ 4 6*+6 &
15 4 , =2
m) (*+ N3 (*+ D2+ *+ |
*2 2. -1 1

*2—1 *2+ 2%+ 1

3. Rozwigzac¢ i sprawdzi¢ réwnania:

a) (*—4(—2=1; nj(*+ 5)(*- 7+ 16= 0;
¢) 2*2—2jcV6 = 3; f)*2—2*r2 = 1;
2% 1 G+ 3 *—3
*+3 3% *+ 2 *+ 5
4. Obliczy¢ w przyblizeniu pierwiastki rownan:
a) 2*2—30,5* = 250; b) 25*2—* = 32.8;
C) x2—4,5*+ 44= 0; d)*2— 42,7 +453,2 = 0.

8 5. Przyktady i zastosowania rownan kwadratowych.

Przyktad 1. Rozwigza¢ réwiianie: bixi —2a*+1 =0.
Jezeli b2= 0, wtedy dane réwnanie jest rOwnaniem stopnia pierw-

szego sprzecznem, gdy takze a= 0, a majgcem pierwiastek x= -—>
jezeli a+ 0. a

Zakladamy, ze 6 + 0 i rozwigzujemy roéwnanie kwadratowe; obli-
czamy: 4= 4a2— 4i2= 4 (a2— b2.

Jezeli 4 = 4(a2— b2~ 0, wtedy ]jn — 2 — b2i dane réwnanie
ma pierwiastki:



49

2a -(-2 Ya* — 6* + Ya2- * 2 1 Ya* — 6*
26* 6* "2 6*

Pierwiastki te sa rowne, jezeli A — 4 (a* — 6*) = 0.

Jezeli d = 4 (a* — 6*%) <C 05 wtedy rownanie nie ma pierwiastkow.

o,

Przyktad 2. Kupiec sprowadzit za 144 z/ pewng ilos¢ kg towaru.
Drugim razem sprowadzit rowniez za 144 zt taki sam towar. Poniewaz
jednak towar podrozat na kazdym kilogramie o 20 gr, otrzymal drugim
razem o 3 kg towaru mniej, niz pierwszym razem. lle kg towaru spro-
wadzit kupiec pierwszym razem?

Kupiec sprowadzit pierwszym razem x kg, ptacac za kazdy kg

144
X

144 . Sl . .
- zi. Poniewaz roznica w cenie 1 kg wynosi wedlug tematu 0,2 zi,

Xx— 3 _'&%A[ ______ |]'44 = 0,2.

to:

zt; drugim razem sprowadzit (x — 3) kg, ptacac za kazdy kg

Rownanie to ma pierwiastki: xt= 48; x2= — 45.

Oba pierwiastki spetniajg réwnanie; warunkom zadania odpowiada
tylko pierwszy, bo stosownie do znaczenia x ujemne rozwigzanie niema
zadnego znaczenia.

Sprawdzenie: Kupiec sprowadzit pierw-
szym razem 48 kg towaru za 144 zt; za 1 kg
ptacit wiec 3 zi. Drugim razem otrzymat za
144 zt 45 kg; 1 kg kosztowat wiec 3,2 zi,

a wiec rzeczywiscie o 20 gr wiecej.

Przyktad 3. Dany jest kwadrat oboku a.
Mamy odcig¢ od tego kwadratu przy kaz-
dym wierzchotku taki tréjkat rownoramienny,
aby powstat o$Smiokat foremny.
Rys. 2 przedstawia figure, o ktéra cho-
dzi. Zadanie bedzie rozwigzane, jezeli obli-
czymy ramie trojkgta réwnoramiennego A FE.
Oznaczmy je literg x tak, ze AF= AE — x. Rys. 2
Odcinek x musi by¢ tak dobrany, aby byto:
FE — FG — a — 2x. Stosujgc do trojkata A FE twierdzenie Pitagorasa,
otrzymamy: AF~-\- AE~-— EF2 czyli:
2X*= (a— 2.0*
Rozwigzujemy to réwnanie : 2. v*= a* — 4a.v-|- 4.V
2xs— 4ax -f-a*= 0;
J= 16a* — 8a*= 8a*> 0;Yd=2aY2(poniewaz a> O0).

_4a-(-2aY2 .
= a+ ia¥Y2;x,= a— M '2.

Réwnanie ma zawsze dwa pierwiastki; z tych jednak tylko drugi
stanowi rozwigzanie zadania geometrycznego. Ze znaczenia X wynika

Miljutowicz; Algebra. IV. 4



50

bowiem, ze musi byé x <Ca, a warunek ten spelnia tylko *2 Jest
wiec: *= a_ ia”"2= a(l —£Y2)=50,29a.

Znaleziony wzér na x pozwala rozwigza¢ zadanie konstrukcyjnie.
Poniewaz, jak wiadomo, a”2 jest przekatng kwadratu ABCD, to*a”2
jest potowg tej przekatnej. Stad wynika nastepujaca konstrukcja o$miokata
foremnego:

Kreslimy kwadrat wraz z przekatnemi. Od kazdego wierzchotka kwa-
dratu odktadamy na kazdym boku po6t przekatnej kwadratu. W ten sposob
otrzymujemy na bokach kwadratu 8-punktéw, a punkty te sg wierzchot-
kami o$miokata foremnego.

W przyktadzie tym réwnanie miatlo dwa pierwiastki, a tylko jeden
z nich dawat rozwigzanie zadania geometrycznego. Nie bedzie nas to
dziwi¢, jezeli zwazymy, ze przy ukfadaniu réwnania, rozumowaliSmy
w nastepujacy sposob: Jezeli istnieje figura, o ktérej jest mowa w te-
macie zadania, to odcinek* spetnia rownanie 2*2— 4a*-|-a2= 0. Nie
wolno z tego wnioskowaé, ze naodwr6t pierwiastek tego réwnania daje
zawsze rozwigzanie zadania geometrycznego. Gdyby jednak utozone
rownananie nie miato pierwiastka, wskazywaloby to na nierozwigzalnos¢
zadania geometrycznego.

Dla utatwienia konstrukcji wyrazen algebraicznych zestawiamy na-
stepujace wskazowki:

Jezeli a i b oznaczaja odcinki, wzglednie ich miary, wtedy:

U Y a2-f- b2 przedstawia przeciwprostokatng w tréjkgcie prostokatnym,
ktérego przyprostokatnemi sg a i b.

2) )'a2— b2 przedstawia przyprostokatng w tréjkacie prostokgtnym,
ktérego przeciwprostokatng jest a, a drugg przyprostokatng b; oczywiscie
musi by¢ a”> h.

3) Ye&b przedstawia Srednig geometryczng odcinkéw ai b; konstrukcja
jej znana jest z nauki geometrji.

4) Do tych konstrukcyj sprowadza sie konstrukcje takich wyrazen,
jak np.: ar2 = "2J = )a2+ a2,

aY3= V3a2= Y(2a)2— az;
aY5= Y8a2= Y(2a? + a2;
aY6= Y6a2= Y(2a)(3a) i t. p.

5) Aby zbudowaé¢ np. Y2a2— b2 kreslimy najpierw taki odcinek m,

aby byto: m2— 2a2 czyli m — a2, anastepnie ym2— b2

Cwiczenia.
1. Rozwigza¢ réwnania:
a) x2— (a— b)x — ab=o0; b) x2— 2a* + (a2— 623 = O0;

c) *22(Ra—)*+3(az—1)=0; d) az2- aZ + (a— 1) = 0;
e) (a2— 62 *2- 2(a2+ b2dx + (a2— b2 = 0;
f) abx2— (a -j- b)2x -j- (a + b)2— 0;
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g) V22— 2ax-\-{a2— 262 = 0; h) aaz2— 2a'x-{- (a3— 1) = 0;
i) x2— (a+ b)yx = O; j) (@ — 1) x2-f- {a2— 1) x — O;
k) i2+ (2m-3)»+ (m -2)!=0; 1) a2— 6a+ m2= 0;

w) (n—1)a2+ 2n- 1)x—1=0; n) x2—2(s— 2)a-f-4= 0;

0) (a—3a)3+ (2a—a)3--a3=0; p) a-f-~ = m-j-

. X , 2a— 1 _ a A r_x—r 2r2
(a-f-H2"T 4a a+ 1’ x—r a-f-r r2—1
2. Zbada¢, dla jakiej wartosci m maja nastepujace réwnania dwa
réwne pierwiastki:
a) a2— mx -j-(m—"f) = 0; b) x2—2(M—1)x + 2m2—7)= 0;

c) x2—4mx -j-1= 0; d) x2— 2mx -f- (m -f- 1) =0;
e) (m— a2+ x+ m —0; f) a2—4a—m3= 0.
Sprawdzié!

3. Zbada¢, dla jakich wartosci a nie ma rozwigzania nastepujacy
uktad réwnan:

a) ax + y =\, by (@—NhA + all= 3,
A+ ay= — 1; @+ 1la—2ay= 5;
c) ax-\-y = a, d) 3a—ay —2a-\-d,
2a+ (2a+ 3)y = 8az @—2a—y= g
e) ax — 2y —\, f) ax + 2y = 3,_
@+ 4)a—ay — 3; @—21a-fay= 2.

Rozstrzygna¢, czy dla znalezionych wartosci a uktad réwnan
jest nieoznaczony, czy sprzeczny.

Wskazdéwka: Omowimy zadanie a). Rozwigzujemy dany ukiad
rownan np. metoda podstawienia. Z pierwszego réwnania znaj-
dziemy: y = 1— ax. Podstawiajgc to wyrazenie zamiast a
w drugiem roéwnaniu, otrzymamy dla wyznaczenia a réwnanie:
A+ a(l—aA)= I, czyli (po uporzadkowaniu): (1—s2a=1 — a.
Rownanie to ma pierwiastek, a uklad réwnan rozwigzanie, jezeli
1— a2 0. Uktad réwnan nie ma rozwigzania, jezeli 1— a2= 0.
Wartosci a, dla ktérych uktad réwnan nie ma rozwigzania,
wyznaczymy, rozwigzujac rownanie: 1— a2— 0; znajdziemy
a, = 1; a2==— 1. Wartosci te nalezy kolejno podstawi¢ zamiast a
w danym uktadzie rownan i zbada¢, czy otrzymane uklady row-
nan sa nieoznaczone, czy sprzecznet.

4. a) Znalez¢ liczbe, ktérej podwadjny kwadrat jest o 18 mniejszy
od jej 15-krotnosci.

b) Jaka liczbe nalezy odjg¢ od nastepnika stosunku 3:5, aby
wyktadnik stosunku o tyle sie powiekszyt, o ile zmniejszy
sie nastepnik ?

c) Roztozy¢ 2331 na dwa czynniki, ktérych suma wynosi 100.

4
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b)

c)

d)

a)

b)

a)

Roztozy¢ 342 na dwa czynniki, réznigce sie o 1

Liczbe 25 przedstawi¢ jako sume kwadratéw dwu liczb,
réznigcych sie o 1

lle bokéw ma wielokat, majacy 90 przekatnych?

Kat foremnego wielokata zwiekszyt sie o 12°, gdy liczbe
bokéw jego powiekszono o 1. lle bokéw miat wielokat?
Kupitem za 6 zt 24 gr paczke zeszytow. Gdyby kupiec byt
znizyt cene kazdego zeszytu o 1gr, otrzymatbym za te samg
kwote o 4 zeszyty wiecej. lle zeszytdbw bylo w paczce?
Kupitem 2 sztuki ptotna; jedno bylo o 40 gr na metrze
drozsze od drugiego. Za kazdag sztuke zaplacitem 24 zit. lle
kosztowat 1 72 kazdego gatunku ptétna, jezeli drozszego
ptétna bylo w sztuce o 10 m mniej, niz tanszego?

Koszta wycieczki pewnej klasy wynosity 120 zt. Poniewaz
szesciu niezamoznych ucznidow jechalo kosztem wszystkich
innych, to kazdy z tych ostatnich musiat zaptaci¢ o 1 zi
wiecej, niz przypadaloby na niego przy réwnym podziale
kosztéw miedzy wszystkich ucznidow. Ilu uczniéw bylo
w klasie?

Na wykonanie pewnej roboty przeznaczono 357 zt. Zamo-
wiono stosowng ilos¢ robotnikéw, z ktérych jednak 7 nie
stanelo do pracy. Pozostali wykonali prace sami i rozdzielili
kwote przeznaczong dla nieobecnych na réwne czesci miedzy
siebie; wskutek tego otrzymat kazdy o 1,7 zt wiecej. lle zt
przeznaczono pierwotnie dla kazdego robotnika?

Dwéch uczniow podjeto sie przepisania rekopisu za pewnem
wynagrodzeniem. Pierwszy z nich, piszagc sam, potrzebowatby
na przepisanie calego rekopisu o 9 godz. wiecej czasu, niz
drugi. Pracowali jednak razem i skonczyli prace w 20 godz.
W ilu godzinach przepisatby rekopis kazdy z nich pracujac
sam? W jakim stosunku podzielg sie zarobkiem?

Zbiornik mozna napetni¢c woda dwiema rurami; pierwsza
0 2 godz. predzej, niz drugg. Gdy otworzymy obie rury,
zbiornik napetnia sie w 2 godz. 55 min. W ilu godzinach
napeini sie zbiornik, jezeli woda doptywa tylko pierwszg
rurg?

Przy zmianie rozkfadu jazdy wprowadzono zamiast jednego
pociggu inny, jadacy z predkoscig wiekszg o 80 /ZZmin. Nowy
pociag potrzebuje do przebycia 144 km o 20 min. czasu mniej,
niz poprzedni. Obliczy¢ predkosci obu pociggow.
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b)

a)

b)

b)

c)

d)
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Wskazowka: Predko$¢ dawnego pociggu jest x mlmin., no-
wego (v+ 80) m/min. Do przebycia jednego km potrzebuje

. . 1000 J ., 1000 .
pierwszy pociag —— min., a drugi — it d

Statek przebywa na rzece droge od A do B i zpowrotem
do A, wynoszacg razem 45 km, w 4 godz. Predkos¢ pradu
rzeki wynosi 3 kmigodz. Jaka jest predkos¢ statku?

Wskazowka: (Czas potrzebny do przebycia drogi od A do
B) -f- (czas potrzebny do przebycia drogi od B do A) = 4 godz.
Gospodarz posiat 5 kg zyta. Zebrany plon posial po raz
drugi i zebrat w nastepnym roku 720 kg. lle kg zyta otrzy-
mywat przy jednym zbiorze z 1 kg zasiewu, jezeli przyj-
miemy, ze urodzaj byt w obu latach jednakowy?
Z dwoch kg ztota zabrano pewng ilos¢ g zilota i zastgpiono
je taka sama ilosciga g miedzi. Drugim razem wzieto o 100 g
wiecej tej mieszaniny, niz zlota pierwszym razem, i zastg-
piono ja takg sama ilosScia g miedzi. lle ziota wzieto pierw-
szym razem, jezeli pozostaly przy koncu stop byt préby
680%07?
Do 7| kg soli wlano 3 wiadra wody. Z roztworu tego zaczerp-
nieto 20 kg i dodano do nich 2 wiadra wody. Otrzymany
roztwor zawierat 10% soli. lle kg wody bylo w jednem
wiadrze ?

Wskazowka: W 1 wiadrze bylo x kg wody. W 3a-f- 7" kg
pierwszego roztworu byto kg soli. Obliczy¢, ile soli byto w 20

kg tego roztworu. Tyle samo soli bylo w 20 -j- 2x kg drugiego
roztworu. | t d.

Miary bokéw tréjkata prostokgtnego sa nastepujgcemi po
sobie liczbami naturalnemi. Obliczy¢ boki.

Pole trapezu wynosi 48 cm'2 a jeden z bokéw réwnolegtych
10 cm. Obliczy¢ drugi bok réwnolegty, wiedzac, ze jest on
rowny wysokosci trapezu.

Objetos¢ szesScianu wzrasta o 218 cnis gdy kazda jego kra-
wedz powiekszymy o 2 cm. Obliczy¢ krawedz tego szescianu.
Gdy kazda krawedz przypodstawng pewnego szescianu po-
wiekszono o 4 cm, a wysoko$¢ zmniejszono o 3 cm, obje-
tos¢ bryly nie zmienita sie. Jaka byta krawedz szescianu?
W pewnym trojkacie prostokatnym o danej przeciwprosto-
katnej ¢ wieksza przyprostokatng jest srednig arytmetyczng
miedzy przeciwstokatng a mniejszg przyprostokatng. Obliczy¢
mniejszg przyprostokatna.



f) W prostokacie ABCD wykresSlono przekatng AC i odcinek
EF rownolegly do podstawy prostokata. Odcinek ten prze-
cina przekatng w punkcie G. Przekatna AC i odcinek EF
dzielg prostokat na dwa trojkaty i dwa trapezy tak, ze suma
pol obu tréjkgatéw wynosi A pola catego prostokata. Znajgc
podstawe a i wysoko$¢ b prostokata, obliczy¢ odlegtosc
x = AE odcinka EF od podstawy.

Wskazowka: Wyraz najpierw przy pomocy twierdzenia Talesa
odcinki EG i GF przez a, b i x

11 Rozwigza¢ nastepujace zadania i poda¢ na podstawie znale-
zionego wzoru konstrukcje szukanego odcinka:

a) Jak wysoki musi by¢ prostokat o podstawie a, aby powiek-
szony o kwadrat zbudowany na wysokosci miat pole tak
wielkie, jak kwadrat o danym boku 6?

b) Jak wysoki musi by¢ prostokat o podstawie a, aby zmniej-
szony o kwadrat zbudowany na wysokosci miat pole tak
wielkie, jak kwadrat o danym boku b?

c) Jak wielki musi by¢ bok kwadratu, aby po zmniejszeniu
jego wysokosci o a pozostat prostokat, majgcy pole tak
wielkie, jak kwadrat o danym boku 6?

d) Dany odcinek a podzielono na takie dwie czesci, ze wieksza
czes¢ jest Srednig geometryczng proporcjonalng miedzy cze-
Scig mniejszg a odcinkiem a. Obliczy¢ czes¢ wieksza.

e) Podstawe i wysokos¢ prostokgta o danych bokach a i b
zmniejszono o ten sam odcinek x, wskutek czego pole pro-
stokagta zmniejszyto sie o potowe. Obliczy¢ x.

fy W kwadrat o boku a wpisano kwadrat o boku b tak, ze
wierzchotki drugiego kwadratu lezg na bokach pierwszego.
Obliczy¢ czesci x i a—x, na jakie wierzchotek drugiego
kwadratu dzieli bok pierwszego.

§ 6. Zwiazki miedzy wspdétczynnikami a pierwiastkami
rbwnania kwadratowego.
Przyjmijmy, ze w réwnaniu
ajc2-[-0j:4-c = Ojest: a O0i A= b2—4ac”O0.
Wtedy rownanie ma dwa rdézne lub dwa réwne pierwiastki za-
leznie od tego, czy A> 0, czy 4 = 0. Pierwiastkami sa:

-6 + YA, . — 6-Yd
2a * 2a
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Utwdrzmy najpierw sume  + X 2, a nastepnie iloczyn xtx2obu
pierwiastkéw. Otrzymamy:

v _I_, + i-b -]JA_-2b_= b
i 2 2 3~ * 23 2a a’
rr=-6 +Vj -b -rA_A-b)*-<XAV = b*-A =
12 2a 2 a 4a?2 4a2
h2— (62— 4ac) b-—062-j-4ac 4ac ¢
~ 4a2 4a2 = 4a2 a

Znajdujemy wiec:
Jezeliw rownania aJt2-j- bx -)-c= Ojestag=0i A= b*— 4ac * 0,
wtedy roéwnanie ma dwa piewiastki xyi x2 a miedzy pierwiastkami

i wspotczynnikami réwnania zachodzg zwigzki: -j- r2— ~ ~

. C
I x1x2= —
a

Lecz i naodwrot:

Jezeli dane jest réwnanie ax3-j- bx -f-c= 0, przyczem a” 0,
i jezeli istnieja takie dwie liczby jtj i x2, ze x1-j- x2— i xX2— —
wtedy te liczby sg pierwiastkami danego réwnania.

Dowéd: Z zalozenia wynika, ze: b ——a “(-a2 I c—axix2.
Piszac te wartosci zamiast i i o w lewej stronie danego réwnania,
otrzymamy kolejno:

ax2-f-bx + ¢c= ax2—a(x2-f-x2x -(- axtx2—

= afjc2— (x2-j- x2x + xtjtd = a[x2— — x2x -f- xtjtg =

= a[x(x —*i) —x2(x — *H] = a(x — xPH\x — x2.

Przeksztalciwszy w ten sposob lewa strone réwnania, widzimy,
ze staje sie ona zerem, albo gdy * = .*I, albo gdy x = x2. Rze-
czywiscie wiec liczby i x2 sg pierwiastkami danego réwnania.

Twierdzenia te majg liczne zastosowania. Niektére z nich wyjasnimy
na przyktadach.

Przyktad 1. Napisa¢ réwnanie kwadratowe, majace pierwiastki:
A= — 3; x2— 5.
Szukane réwnanie ma postac:
aji2— 6a-(-c= 0; aTF=0.
Wskutek przedostatniego twierdzenia musi by¢:
b_ 2; © - 15. Stad:
o & - Stad:

b= —2a;c= — 15a.
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Jezeli te warunki beda spetnione, to wedlug ostatniego twierdzenia
— 3 i 5 bedg pierwiastkami rownania. Szukanem réwnaniem bedzie wiec:
ax~— 2ax— 15a= 0.

Wspobtczynnik a pozostal dowolny. Widzimy jednak, ze a wystepuje
jako czynnik we wszystkich wyrazach; mozna wiec réwnanie przez
a 0 uprosci¢. Otrzymamy:

*2— 2a— 15= 0.

Inne réwnania stopnia drugiego, majace te same pierwiastki, powstaja
z tego rownania przez pomnozenie obu jego stron przez dowolng liczbe
rozng od zera. Znajdujemy wiec:

Rownania kwadratowe, majgce jednakowe pierwiastki, moga
rézni¢ sie od siebie tylko czynnikiem, przez ktéry obie strony
réwnania pomnozono; poza tem réwnanie kwadratowe jest zupet-
nie oznaczone, gdy dane sg jego pierwiastki.

Przyktad 2. Sprawdzi¢, czy liczby — 3j- i 4 sa pierwiastkami
rownania: 4a2— 3* — 52 = 0O-

Zamiast zwykiego sprawdzania mozna skorzysta¢ z ostatniego twier-

dzenia i obliczy¢: 52
xx = (-3%)-4= - 13 J= T = 13

c b
Poniewaz *j*2= : i *x-f-*2= — to warunki ostatniego twier-

dzenia sg spetnione, a wiec liczby — 3£ i 4 sa rzeczywiscie pierwiastkami
danego réwnania.

Rachunek taki, ktéry wykona¢ mozna bardzo czesto w pamieci, sto-
sowa¢ nalezy zawsze dla kontroli, czy przy rozwigzywaniu réwnania
kwadratowego nie popetniono btedu.

Przyktad 3. Liczba 1 jest jednym z pierwiastkbw rdéwnania:
3*2— 5a 2= 0; obliczy¢ drugi pierwiastek tego réwnania.

Mozna dane réwnanie rozwigzac¢ i wyznaczy¢ w ten sposéb oba jego
pierwiastki. tatwiej jednak obliczy¢ pozostaly pierwiastek ré6wnania, sto-

sujac twierdzenie: *j*2— — Poniewaz *x— 1; c¢= 2; a= 3, znajdziemy
3

natychmiast: *2= f. Dla sprawdzenia réwnania, wystarczy zbada¢, czy

wi4" 2 — — 3 Sprawdz!

Przyktad 4. Wiedzac, ze wyrdozniki podanych nizej robwnan sg do-
datnie, zbada¢, jakie znaki majg pierwiastki tych réwnan.

a) 4*2-f6,4* — 25= 0; b) 3*2— 13*-f 75= 0;

c) *2+ 6,8*+ 32= 0; d) *2—7*= 0; e 3*2—8= 0.

. s c
3) Rzut oka na réwnanie pozwala zauwazy¢, ze iloczyn """ 2= —
3
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jest ujemny, poniewaz c i a maja rézne znaki. Z tego wynika, ze jeden
z pierwiastkdw rdwnania jest dodatni, a drugi ujemny.
b) lloczyn pierwiastkObw réwnania jest dodatni, bo a i ¢ majg znaki

jednakowe. A ze suma obu pierwiastkéw .vx-f- o= — —— jest réw-

niez dodatnia, to oba pierwiastki sg dodatnie.

c) lloczyn obu pierwiastkow jest dodatni, bo a i ¢ majg znaki jedna-
kowe; zatem oba pierwiastki majg znaki jednakowe. A ze suma obu
pierwiastkbw wynosi (— 6,8) : 1= — 6,8, a wiec jest ujemna, przeto
oba pierwiastki robwnania sg ujemne.

d) lloczyn obu pierwiastkéw jest zerem. Jeden pierwiastek réwnania

jest zerem; a ze suma obu pierwiastkowr— " = 7) ies* dodatnia, to

drugi pierwiastek réwnania jest dodatni.

e) lloczyn obu pierwiastkbw jest ujemny; zatem jeden pierwiastek
robwnania jest dodatni, a drugi ujemny. A Zze suma ich wynosi 0 (bo
b = 0), przeto pierwiastki rownania sg liczbami przeciwnemi.

Przyktad 5. Kwadrat o boku a zamieniono na prostokat o obwodzie
2 s; obliczy¢ boki prostokata.
Oznaczajgc boki prostokata literami x i y, otrzymamy uktad réwnan:
xJry = s,
xy = dl
Zauwazymy, ze chodzi tu o znalezienie dwu liczb, ktérych suma wy-
nosi s, a iloczyn a3 Liczby takie spetniajg réwnanie:
23— sz -j-ar= 0.
Réwnanie to ma pierwiastki tylko wtedy, jezeli:
A— s2— 4aa 0.

Gdy ten warunek jest spetniony, wtedy:

*i= h(»+ Vs2— 4a?; z2= | (s — "s2— 4ad.

Przyjmujac x = zx; y = z2, albo a= z3; y = zu mamy rozwigzanie
naszego zadania. Widzimy, Ze oba rozwigzania dajg jeden i ten sam
prostokat.

Jezeli s i a oznaczajg dane odcinki, mozemy na podstawie powyzszych
wzoréw zbudowac szukany prostokat. Wykonaj konstrukcje, zwazywszy,
ze \s2— 4a2 jest przyprostokatng w tréjkgcie prostokatnym, ktérego prze-
ciwprostokatng jest s, a druga przyprostokatng 2a

Zarazem poznaliSmy na tym przyktadzie bardzo prosty sposob roz-
wigzywania uktadu dwu réwnan, ktérych lewe strony maja postac:
X -j-y i Xy, a prawe sg liczbami wiadomemi.

Cwiczenia.
1. Ulozy¢ réwnania kwadratowe, majgce pierwiastki:
aj 3; 5; 6j4;-6; clJ7;-2; d —3;, —2

g 0; 2; /J-2;+ 2, 9 - 3; -3; Ad*;-*;
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Oi (*»+ n); £(m —n); /) 1-fin; 1—£n;

N2+V3;2-V3; _ ) -1 -V2;, - 1+ ~2;

mj £(m-(-Vn)>i (ol —Vn); nj m-f~-Ym2—n2; m — YmM2—«2

W réwnaniu ax2-j-6x +c = O majgcem pierwiastki xx i x2

wyznaczy¢ a, b i ¢ tak, aby spetlnione byly nastepujace wa-

runki:

a) a= 2; xx= —jt; xs= | by a=1; Jf,=I1+iY2; x,=1-*Y 2;

cj b—2i " 3j x2— 1 d 6= 1; Aj= 0; xs= —5;

e) C=8; xx=4; x2= —6 fy c=1; Xj= 10; x2= 0,1

aj Roznica pierwiastkéw réwnania: 2x2—5x-j-c = 0 wynosi 2.
Obliczy¢ c. Rozwigza¢ otrzymane réwnanie.

b) Miedzy pierwiastkami xx i xt réwnania: 6x2-j-lIx + ¢c= 0
zachodzi zwigzek: 3xx— 2x2— 7. Obliczy¢ c. Sprawdzi¢ wy-
nik, rozwigzujgc znalezione réwnanie.

c) Jakg wartos¢ musi mie¢ b w réwnaniu: X2 bx 8= 0,
aby jeden piarwiastek tego rownania wynosit —4?

d) Wyznaczy¢ w réwnaniu: x2+ &*+ 2= 0 wspoéiczynnik b
tak, aby réwnanie to miato dwa dodatnie pierwiastki, z kt6-
rych jeden bytby dwa razy wiekszy od drugiego.

e) Jeden pierwiastek réwnania: 2x2-f 6x-f-c = 0 jest odwrot-
noscig drugiego; oba pierwiastki sg dodatnie, a rdznica ich
wynosi 1£. Obliczy¢ b i c.

. a) Réwnanie x2—x — 1= 0 ma dwa pierwiastki: xx i xr Nie

obliczajac tych pierwiastkéw, obliczy¢ wartosci nastepujg-
cych wyrazen:

* 2% 2 Xj + X2 X*+ X, X, + Xj; *i+ Xj.

Wskazéwka: Przeksztalci¢ kazde z tych wyrazen tak, aby za-
wierato tylko sumy i iloczyny pierwiastkéw. Np.:

Wi 1z 2 (1 e e2e — e1xe
b) Zaktadamy, ze réwnanie ax2+ bx + c¢c= 0 ma dwa pier-

wiastki: Xj i x2 Nie rozwigzujgc réwnania, wyrazi¢ zapo-
mocg wspotczynnikbw a, b i ¢ nastepujace wyrazenia:

X2+ xl; (XX—Xx232; X2Xx2+ x1Ix2 X}IX2+ X2X<;

«j 2 2 1

. Wyrdézniki podanych nizej rownan sg dodatnie. Rozstrzygnac,

nie rozwigzujgc réwnan, jakie znaki majg ich pierwiastki:
a) 7x2— 12,3x+ 4= 0; by 2x2+ 3,4x -f 0,3= 0;
c) 3x2+ 6,2x — 8,3= 0: d) x2— 3,4x - 6,2= 0;
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e) — 2a2+ 3,4a+ 5= 0; fy —:c2+ 7,2a— 3= 0;
g) — 3a2+ 8= O0; h) 4,3x2— 5a = 0;
i) 7a2+ 6,2a= 0; j) — 7x*+ 5,2a= 0.

6. aj Rozwigza¢ ukfadrownan: x —y = a; xy = h.

Wskazowka: Utozy¢ rownanie, ktérego pierwiastkami sgliczby x
i (—y), ktérych suma jest @, a iloczyn (— b).

b) Pole prostokata wynosi 1260 m2 a boki jego réznig sie
0 17m. Obliczy¢ boki prostokata.

c) Pole pewnego tréjkata réwnoramiennego réwna sie polu
kwadratu o boku a, réznica za$ podstawy i wysokosci wy-
nosi /7. Obliczy¢ podstawe i wysokos¢ tréjkata.

W otrzymanym ogélnym wzorze podstawi¢: a— 9 cm;
m — 4,2 cm i obliczyé podstawe i wysokos¢ tréjkata.

7. Rozwigza¢ w pamieci rOwnania:

a) x2— 5jc-h 6= 0 b) a2—5a= 0
—7*+ 10=0 a2+ 3a= 0
a2— 7*+ 12= 0 2A2— A= 0
a2— 8a + 15= 0 3a2+ 2a= 0
a2— a— 2=0 a2—aa=0
A2-j- A— 2= 0 a2+ aa= 0
a2- 3a— 10- O aa2-j-ba= 0
a2+ 2a— 3= 0 aa2— bx =0
C) a2— (a-)-b)x -f-ab= 0 dy A2-",-t-~jA-f 1=0;
a2— (a— b)x—ab—o0 a2— 2la + 1=0;
a2-f-(@a—b)x—ab=0 a2— 3fa+ 1= 0;
a2+ (a+ b)a+ ab=0 m a—1= 0:
a2— (a+ l)a+ a=o0 m

a2— (@a— 1la— a-=
a2— aa — (a-f- 1)

a2— 28a — 1= 0;
A2— 3£EA— 1= 0.

o o

§ 7. Trojmian kwadratowy.

Wielomian stopnia drugiego ze wzgledu na a nazywac¢ bedziemy
krotko trojmianem kwadratowym i oznaczaé literg y. Ogollng po-
stacig tréjmianu kwadratowego jest:

y = aA2+ OA+ cC.
W celu zbadania niektérych witasnosci tréjmianu kwadratowego,

przeksztatcimy go w podobny sposéb, jak przeksztaiciliSmy lewa
strone réwnania kwadratowego (8 4).
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Zaktadamy, ze a4=0, i wylagczamy a przed nawias:

Dodajemy i odejmujemy wewnatrz nawiasu j?2i otrzymujemy

kolejno:

Podobnie jak w rownaniu kwadratowem wprowadzamy ozna-
czenie: A— b2— 4ac; wyrazenie to nazywamy wyréznikiem troj-
mianu kwadratowego. Rozréznimy 3 przypadki:

1) Jezeli 4>0, wtedy istnieje VA. Piszac (V)2 zamiast a, otrzy-
mamy:

Rozktadamy réznice kwadratébw w nawiasie graniastym na
czynniki:

+Vd .
“gg— 1x2==
otrzymamy: y==a(x_ Xi)(x_

Wprowadzajgc oznaczenia: xt= -

Latwo widzie¢ ze xx i x2sg to miejsca zerowe tréjmianu kwa-
dratowego, t. j. wartosci, ktére podstawione zamiast x sprawiajg,
ze trojmian kwadratowy staje sie zerem. Wiecej miejsc zerowych
tréjmian kwadratowy nie posiada, bo dla innych wartosci x zaden
z czynnikéw, na ktére tréjmian roztozyliSmy, nie staje sie zerem.
Zatem:

Jezeli wyrdznik tréjmianu kwadratowego jest dodatni, wtedy troj-
mian kwadratowy ma dokladnie dwa miejsca zerowe i da sie roz-
tozy¢ na dwa czynniki stopnia pierwszego. Czyli dokfadniej:

Jezeli A= b%—4ac>0ia=j=0, wtedy ax2-f- bx + ¢ ma miejsca



A . . . .
Zerowe: ax= ---— + Va i a2= ----t())-+’\v~ > a nadto: aa-s-f-lbx +'o=
£ 3 &
= a@ —a,) (a—a,).
2) Jezeli 4 — 0, wtedy:
y=a

Tréjmian kwadratowy staje sie zerem tylko wtedy, gdy

+ Ao =0, czyli gdy x — — ~; iec tylko jed iej -
at - czyli gdy x -, Ma wiec tylko jedno miejsce ze

rowe. Oznaczajgc je symbolem xu a wiec przyjmujac — — 1g

otrzymamy: y = a(a—Aj)2 Zatem:

Jezeli wyrdznik tréjmianu kwadratowego jest zerem, wtedy tréj-
mian kwadratowy ma tylko jedno miejsce zerowe, a po wylgczeniu
stalego czynnika przed nawias da sie przedstawi¢jako kwadrat dwu-
mianu. Czyli doktadniej:

Jezeli A= b2—4ac —0 i a+ 0, wtedy aA2+ ZA+ ¢ ma tylko

jedno miejsce zerowe: a, = — s aaaz2+ bx+ c= a@—Aj2

3) Jezeli4<0, wtedy — jest liczba dodatnig. A ze |a +

ma jako kwadrat dla wszelkich wartosci a warto$¢ nieujemnag, to

wyrazenie w graniastym nawiasie: "a + —fa ma zawsze war’

to$¢ dodatnig. Poniewaz a+ 0, to trojmian kwadratowy nie staje
sie zerem dla zadnej wartosci a, a wiec nie ma miejsc zerowych.
Nie da sie tez tréjmian kwadratowy w tym przypadku roztozy¢ na
czynniki stopnia pierwszego. Gdyby bowiem istniat taki rozkiad,
to miejsca zerowe tych czynnikOw stopnia pierwszego (a takie
istniejg zawsze) bylyby zarazem miejscami zerowemi tréjmianu
kwadratowego wbrew dowiedzionemu twierdzeniu, ze trojmian
kwadratowy w tym przypadku miejsc zerowych nie ma. — Udo-
wodniliSmy twierdzenie:

Jezeli wyroznik tréjmianu kwadratowego jest ujemny, wtedy
tréjmian kwadratowy nie ma miejsc zerowych i nie da sie roztozy¢
na czynniki stopnia pierwszego.

Przyktad. Rozlozy¢ na czynniki: 8a2-)-2a — 3.

Poniewaz A= 4-f- 96 = 100, istniejg miejsca zerowe. Obliczamy je:

— 2+ 10 , —2—10
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Wediug twierdzenia 1) otrzymamy:

8j2+ 2x—3= 8(*— i) (*+ 1)= 2(*— i) <4 (*-f£) =
= 20— 1) (@dje+ 3).

Cwiczenia.

. Roztozy¢ na czynniki:

a) 2x* x — 3; by 3*2-j- 4x —4; c) 5%¥2— 12x -)- 2;
d 6*2—a—1; ej*2—3; f) 2j@2— 10;
g) x2— * —a (a-f-1); h) x2— 2a* -f (a2— 1).

. Wyznaczy¢ w nastepujgcych tréjmianach m tak, aby po wyig-

czeniu stalego czynnika przed nawias trojmian kwadratowy dat
sie przedstawi¢ w postaci kwadratu dwumianu:
a) x2— 2(m + I)*-f 4; by mx2-f2m -f2)*+ (2m + 1);
¢) (m-f-1)*2—4m*+ 3m; d) *2-j-{ni-j-2)* 3 (M—1);
e) (m —3)*2—2m — D * + (ni -j-3);
) (m—21jc2—202A+ 1)* — (m -feh).
Wskazowka: Trojmian kwadratowy da sie przedstawi¢ w po-
staci a (* — *j)2 jezeli A= 0. Nalezy wiec dla danego w zadaniu
tréjmianu znalez¢ A, a nastepnie obliczyé m z réwnania 4 = 0.

Znalezione warto$ci m nalezy podstawi¢ kolejno w danym troj-
mianie i roztozy¢ otrzymane tréjmiany na czynniki.

. Uprosci¢ nastepujgce utamki po roztozeniu licznika i mianow-

nika na czynniki:

L F2— 3%-|-2 F2-fr4%4-3. . *2—5*
a) x2— 4 *+ 3’ "EF+ 2 — 37 O*2—* — 20’
4*2— 1 8*24-2* — 3. 3*2+ 4%
6*2+ * — 1’ e)2*2+ * —1° v 3*2+ * — 4
. 4*2— 4a*4~(a2— by .. *2—(@a4~b)* 4~anp
4*2— 4bx — (a2— b2’ *2— (a-j-¢) * -f-ac
. Rozwigza¢ réwnania:
. *¥2—3* —3 . *4~16
a) 2—* —6+ 3*M-3* — 36 '
2*2—3 3*—1 «

2*2—3*—2 6*2+ 7*+2



Rozdziat IV

Ukiady rownan z dwiema niewiadomemi,
z ktorych jedno jest stopnia drugiego,
a drugie stopnia pierwszego

8§ 1. Rozwigzanie uktadu réwnan.

Réwnanie z dwiema niewiadomemi, majgce takg postac¢, ze po
lewej stronie réwnania znajduje sie wielomian stopnia drugiego
(n-tego) ze wzgledu na niewiadome, a po stronie prawej 0, na-
zywa sie roOwnaniem stopnia drugiego (n-tego) z dwiema niewia-
domemi.

Np.: Réwnania: x2—3y2-\-2xy —5x-\-8y— 7= 0; x2— 3y-j-2 = 0;
Xy — 3= 0; x2-j-y2—5x= 0 sg réwnaniami stopnia drugiego. —
Rownanie: x2y — 5y2— 3= 0 jest rownaniem stopnia trzeciego, bo
wielomian po lewej stronie réwnania jest ze wzgledu na x i y wielo-
mianem stopnia trzeciego.

Rownanie stopnia drugiego z dwiema niewiadomemi musi zawierac
przynajmniej jeden wyraz stopnia drugiego ze wzgledu na niewia-
dome, t. j. przynajmniej jeden z wyrazéw: Ax2 By2 Cxy, gdzie
A, B i C oznaczajg dowolne wspélczynniki r6zne od zera. Oprécz tego
moze rownanie takie zawiera¢ wyrazy stopnia pierwszego, t. j. Dx i Ey,
gdzie D i E oznaczaja dowolne wspdiczynniki, oraz wyraz F, wolny od
niewiadomej. Innych wyrazow réwnanie takie nie zawiera.

Przyjmujac w réwnaniu: x2— g2+ 9= 0 dla x kolejno wartos$ci:

—1;0;-f-1;-j-2;-}-3it. d. i rozwigzujgc otrzymane réwnanie ze
wzgledu na y, znajdziemy dla y kolejno wartosci: + YIO;+ 3; + YIO;
t Y13: 0; i t. d. Te wartosci y wraz z przyjetemi odpowiedniemi

wartosciami x spetniajg dane réwnanie. Widzimy wiec, ze rownanie
X2—y2+ 9= 0 ma niezliczong ilos¢ rozwigzan; méwimy, ze réwnanie
to jest rbwnaniem nieoznaczonem.

Réwnanie stopnia drugiego z dwiema niewiadomemi jest na-
ogot rébwnaniem nieoznaczonem.
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W powyzszem zdaniu uzyliSmy wyrazu ,naogo6t', aby zaznaczy¢, ze
nie brak wyjatkéw od tej reguly. Tak np. réownanie x2-f-y2-f-5= 0
nie sprawdza sie dla zadnej pary wartosci x i y; x2i y2 sg bowiem
dla wszelkich wartosci x liczbami nieujemnemi, suma zatem x2342-}+-5
ma zawsze warto$¢ dodatnig i nie staje sie nigdy zerem. — RoOwnanie
za§ x2 y2— 0 sprawdza sie tylko swtedy, gdy *= 0 iy = 0; suma
bowiem liczb nieujemnych x2 i y2 jest zerem tylko wtedy, jezeli oba
sktadniki sg zerami.

Dotgczymy teraz do rO6wnania stopnia drugiego z dwiema nie-
wiadomemi x i y réwnanie stopnia pierwszego z temi samemi nie-
wiadomemi i bedziemy prébowali ten uktad réwnan rozwigzac t. j.
znalez¢ wszystkie pary liczb, ktére podstawione odpowiednio za-
miast x i y spetniajg oba réwnania.

Uktad dwu réwnan z dwiema niewiadomemi, z ktérych jedno
jest rébwnaniem stopnia drugiego, a drugie réwnaniem stopnia
pierwszego rozwigzuje sie tatwo przy pomocy réwnania stopnia
drugiego z jedng niewiadomg. Metode rozwigzywania takiego uktadu
réwnan wyjasnimy na przykladzie, rozwigzujac uktad réwnan:

2x2+ 3xy —y2+ 3x = 7,
2x+ 3y= 1

Zakladamy, ze rozwigzanie uktadu réwnan istnieje. Wtedy dla

wartosci jc i y, spetniajgcych ten uklad réwnan, jest wedtlug dru-

giego réwnania:
1— 2%

y = 3
Poniewaz ta warto$¢ y spelnia takze pierwsze réwnanie, to

.. 1 2X . . , .
podstawiajgc — ~— zamiast y w pierwszem réwnaniu, otrzymamy:

242+ 3% e (M A )2 3% T

Takie rownanie spehlia x, o ile dany uktad réwnan ma rozwig-
zanie. Rozwigzujemy ostatnie réwnanie:

1 Av-+4+-Ax»
2%2+ * -2 * Q- o - + 3*

I
N

4* —| 1 —4* + 4*3= 7,
ba— 1+4*— 4x2= 63;
—4*2+ 40* —64= 0;
*2—10*+ 16= O;
A—100—64= 36; yj= 6;

r 10+ 6 R. 10— 6
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. : N 2X :
Z rownania u= — g— obliczymy: y1l= —5; y*= — 1
DoszliSmy do nastepujgcego wyniku: Jezeli dany uklad ma
rozwigzania, to moga niemi by¢ tylko pary wartosci:

*1=8; &= —5 i x2—2\yi= —\

Innych rozwigzan dany ukfad réwnan mie¢ nie moze. Nalezy
jednak stwierdzi¢, czy nasze zalozenie jest spetnione, a to przez
sprawdzenie.

Oznaczmy w tym celu lewg strone pierwszego rOwnania literg L,
a prawa literg P; lewg i prawg strone drugiego robwnania oznaczmy
kolejno L' i P. Jezeli zamiast x i y podstawimy wartosci xt i yu
to wartosci, jakie przyjmujg wyrazenia L, P, L i P' oznaczymy:
Lu PIt Li, Pi. Podobnie oznacza¢ bedg symbole L2, P2 Li Pi
wartosci wyrazen L, P, L' i P', gdy w nich zamiast x i y podsta-
wimy odpowiednio iy2

Stosujgc te oznaczenia, sprawdzamy uktad réwnan:

L, =2-64—120—25+ 24= 7, Pi = i; Li — Pi,
Li= 16—15=1; Pi= i Li= Pi,
L2=2-4 —6—1+6 = 7, p, =7: 4 =4 ;
Li=4—3= 1 p;=1; Li= Pi.
PrzekonaliSmy sie, ze dany uktad réwnan ma istotnie doktadnie
dwa rozwigzania: x*= 8; yx= —51i x2= 2;yt= —1
Zatem:

Uktad dwu rownan z dwiema niewiadomemi, z ktérych jedno
jest rObwnaniem stopnia drugiego, a drugie réwnaniem stopnia
pierwszego, rozwigzujemy w nastepujgcy sposob: Z rownania
stopnia pierwszego wyrazamy jedng niewiadomg przez druga,
a znalezione wyrazenie podstawiamy zamiast pierwszej niewia-
domej w réwnaniu stopnia drugiego. Rozwigzujac otrzymane row-
nanie, znajdujemy (o ile réwnanie to ma pierwiastki) wartosci
jednej niewiadomej; podstawiajagc jew rownaniu stopnia
pierwszego, wyznaczamy z otrzymanych réwnan wartosci pozo-
stalej niewiadomej. Sprawdzamy, czyznalezione pary wartosci
spetniajg dany uktad rownan. Innych rozwigzan uktad réwnan
nie posiada.

Cwiczenia.
1 Rozwigza¢ uktady réwnan:
a) X2+ y*= 6,76, b) 4* —3//2= 0,
y+ 2,4*= 0; U+ 2x = 4;

Mihutowicz: Algebra. V. 5
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c) 9x*+ y*= 25 d) x*+ y*-2y = §
X+ y= 3; X—y=1;
eyx+ y= % f)y*x —y = 1,
aj/ = 14; 4xt/ = 35;
g) (ic+ 2)(3-0) = 2, . Al *8+ y2+ *y = 7,
X4-y= 2: a-f21= 1
2. Rozwigza¢ uktady réwnan:
.3 2 _, , 1 4 .,
a oy 7_4’ b)x—Z'ywi?_l
X -j-y -f-1= 0; 3x 2y = 2;
,2%4-1 y+ i_o d) £+3 lje= y=1
c;4y+1 X-5~272 j+ 3 i+ I+
X — 5y = 2; y = 3X —2;
* iy .1 f) 3x—1 3y+ |
—1 jcH2 u X*-y* X+y
3*-214/ = 4 x+ I/+ iy-(.x + y-iy--=8;
2x—y 2a2—11 O .'3-y ,Ay+ 5 y+ 2 ~
*2 =7 T=r2~2 + Mo—y* d’
x-f-il = 3; x-f-2i/ = 3.

8§ 2. Szczegdlne przypadki.

Przyktad 1. Rozwigza¢ uktad rownan:

*2-3 all+ 2*+ 15= 0;
2*4~y = 7.
Postepujemy jak w poprzednim paragrafie:
y= 7—2X;
a2—21*-f-6a84-2*4-15 = O0;
7a8— 19*4-15 = O0;
d= 361 -420 — - 59.

Wyréznik ostatniego réwnania kwadratowego jest ujemny; réwnanie
to nie ma pierwiastka.

Zastanowmy sie, jaki stgd mozna wysnué¢ wniosek o rozwigzaniu
danego uktadu rownanh. ZatozyliSmy, ze dany uktad réwnan ma rozwiag-
zanie; stwierdzilismy, ze gdyby x i y stanowily takie rozwigzanie, to
liczba x musiataby spetnia¢ réwnanie: 7a8— 19A-f-15= 0. Lecz to
rownanie nie ma pierwiastka, t.j. zadna liczba nie spetnia tego réwna-
nia. Zalozenie nasze jest widocznie falszywe; zatem dany uktad nie ma
rozwigzania.

* Rozwigzaé takze sposobem, wyjasnionym w przyktadzie 5 W § 6 rozdz. Ill.



67

Przyktad 2. Rozwigza¢ uktad réwnan:
*2—Xxy —2yidrx — 14;
*+ y= 5
Stosujac metode, wyjasniona w poprzednim paragrafie, otrzymamy
kolejno:
y=5—%
*2—*(5—x)—20B—*)2-f * = 14;
x2—5* x2—50-j-20* — 2*2-j-* = 14;

16*= 64;
*:4;
y= 1

Rozwigzanie ukltadu rownan sprowadzito sie do rozwigzania rowna-
nia stopnia pierwszego. Uklad réwnan ma tylko jedno rozwigzanie.
Sprawdz.

Przyktad 3. Rozwigza¢ ukiad réwnan:
2+ y2—2%=1;
X+ y= S
Postepujac jak w poprzednich przykiadach, otrzymamy:
y= 3—%
*2+ 9—6x+ *2—2x=1
2*2—8*+ 8 0;
*2— 4% -f-4 = 0;
0
2

4= 16 — 16 =

* j= *x 2=

yi = 2= i-
Uklad réwnan ma jedno rozwigzanie (dwa réwne rozwigzania).
Sprawdz.
Przyktad 4. Rozwigzac¢ uktad réwnan:
9*2— 4p2+ 28y = 49;

3x+ 2y = T.
Otrzymamy kolejno:
7—3*
49 —42*+9 *2 7-3*
9*2— 4 » 28 o 49;

9*2- 49-f 42* —9*2+ 98 42* = 49;

49 = 49.
Rozwigzania nie otrzymalismy. Jezeli jednak pomys$limy sobie za-
miast * dowolng warto$¢, ay dobierzemy tak, aby réownanie stopnia
pierwszego spetniato sie i podstawimy te wartosci w réwnaniu stopnia
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drugiego, wtedy rownanie stopnia drugiego, jak wskazuje rachunek, spraw-
dza sie réowniez. Uktad réwnan ma niezliczong ilo$¢ rozwigzan; moéwi-
my, ze uktad réwnan jest nieoznaczony.

Przyktad 5. Zmiefimy nieco ostatni przyktad, piszac w réwnaniu
stopnia drugiego po prawej stronie 50 zamiast 49. Rachunek taki jak
poprzednio, oparty na zatozeniu istnienia rozwigzan, prowadzi do niedo-
rzecznego wyniku: 49 = 50. Znaczy to: Jezeli przyjmiemy zamiast X ja-
kakolwiek warto$¢ i dobierzemy y tak, aby réwnanie stopnia pierwszego
sprawdzato sie, to dla tych wartosci x i y réwnanie stopnia drugiego
nie bedzie nigdy spetnione. Uklad réwnan jest sprzeczny.

Przyktady te wskazujg, ze:

Uktad réwnan z dwiema niewiadomemi, z ktérych jedno jest
rbwnaniem stopnia drugiego, a drugie rOwnaniem stopnia pierw-
szego Moze:

albo mie¢ dwa rozwigzania,

albo mie¢ jedno rozwigzanie,

albo mie¢ niezliczong iloS¢ rozwigzan (wtedy nazywa sie ukta-
dem nieoznaczonym),

albo nie mie¢ wcale rozwigzan (wtedy nazywa sie uktadem
sprzecznym).

Ze wzgledu na rézne mozliwosci, jakie zdarzajg sie przy roz-
wigzywaniu ukfadu réwnan pierwszego i drugiego stopnia z dwiema
niewiadomemi, nalezy zachowac¢ szczego6lng ostroznosc, jezeli w réw-
naniach znajdujg sie wspotczynniki literowe. Moze sie zdarzyé¢, ze
dla pewnych wartosci liter uktad ma rozwigzania, a dla innychnie.
Nalezy wiec warunek rozwigzalnosci ukladu zawszewyraZnieza-
znacza¢. Wyjasnimy to na przyktadach.

Przyktad 6. Rozwigza¢ uktad réwnan:

3 (m2— 1),
m— 1.

X2 Xy —4*

y — X

Postepujac jak przy réwnaniach o wspéiczynnikach szczegétowych,
znajdziemy kolejno:

y= x-\-m— 1,
f-)-A:2-)-niJ: — x— 4x — 3 (m — 1),
2x2+ (m—5* — 3(mM2— 1) = O0;
A= m*— 10m+ 25+ 24m2— 24 =
= 25m2— 10m + 1=

= Gm—1)2
Poniewaz (5/n — 1)272 0, to réwnanie ma zawsze pierwiastki. Za "A
przyja¢ nalezy albo 5m — 1, albo — (5m — 1) zaleznie od tego, czy

5m — 1 jest liczbg dodatnia, czy ujemnag. Poniewaz jednaka we wzorach

na pierwiastki rébwnania wystepuje raz Y4 drugi raz — V4 otrzymamy
w obu przypadkach te same wzory:
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(ni—5)-)-(5m—1) 4m-)-4

4 4
= LM -5)-(5m-1)_ - 6m-T6_
yY: mt+ l--m- 1= 2m,;
= —fm=1)-fm=-1= —¢£t(m~- 1)

Uktad réwnan ma zawsze dwa rozwigzania; rozwigzania te sg rowne,
jezeli 5m — 1=0. Sprawdz.
Przyktad 7. Rozwigza¢ uktad rownan:
xy -f4* -f 2y -\-m = 0,
y — mx.
Podstawiajgc w pierwszem rdwnaniu mx zamiast y, otrzymamy:
/nar3-f-4ar-|-2mA:-(-m = 0,
mx2-j- 2 (rn -f- 2) .r-j-m = 0.

Zaktadajagc, ze m~O, obliczamy: 4 = 4 (m2-f- 4/n -f- 4) — 4m2=

= 16 (m + ).
Rownanie ma pierwiastki tylko wtedy, gdy m -|- 1 0.
Wtedy: "4 = 4V™ + |-
— (Mm+ 2)+ 2VATTT — (m-f2)—2Vm+ 1
~ m 5 m ;
ii= = (m-]-2)-j-2Ym -f- 1; il2= (m "t 2) 2 Ym-f-1

Sprawdz.

Wzory te sg wazne tylko wtedy, gdy m-f-120 i m~O. W przy-
padku m -(- 1 < O, uklad réwnan niema rozwigzania; w przypadku
rn— 0 uktad réwnan sprawdza sie wowczas tylko, jezeli x = 0 i y — 0.
tatwo o tem przekonac sie, podstawiajgc w danym uktadzie 0 zamiast m_

Cwiczenia.
1. Rozwigzaé¢ nastepujace uktady rownan:
b) x*+ 2xy-\-y* _ 4* =0,

a) x*=y+ 1
a-j- £/-(-2= 0;

y = 4x — 5;
c) 2jc2-f-ay -f-5 = 0, d) x2-]-xy -f-x— 1= 0,
X+ y= 2; x+y—1= 0;
ej *2+ 2 *-y 2= 0, f) Xy = 2,
0= *-fl; * 4+ 21/ = 4
gj *2+ y2= 10, h) a2— y2— 6jr-j—5= 0,
a+ [[= 5; X—y—1= 0;

j) xy — 2*2= 2,
= y = 2X.

I
o

i) X2— y*+ x+ vy
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2. Rozwigza¢ nastepujgce ukiady rOownan:

a) *2+ t/= 4%, b)x2—y= 4 c ) Xy = a2
y= mx + 1; y = 2x+ m; X—Yy= b;
d) Xy — a2 e) Xy = 6, f)y Xi —my —4/2
* 4+ y = 0 3* + 2il = 4m; t/= 2*-|-m;
g) xi—y2— 2y = 1, /20 )2+ .wy+ *+ 1= 0,
2*-f4<t/= 3m — 1; y = (m— 1)jcj 2;
i) Xy —2my =\, j) 4*2+ y2— 4y = 4 (6m2— 1),
X-\-y = 4m; 2x-{-y = 4:m-{-2.

8§ 3. Zastosowania.

Przyktad 1. Ze stacyj A i B, oddalonych od siebie o 34 km, wy-
jezdzajg réwnoczes$nie naprzeciw siebie dwa pociagi i spotykaja sie po
24 min. Pierwszy pociag potrzebuje do przebycia jednego km o 10 sek.
wiecej, niz drugi. Obliczy¢ predkosci obu9%ociggow.

Predkos¢ pierwszego pociagu wynosi x km/min., a predko$¢ dru-
giego y lim/min. W 24 min. przebywa pierwszy pocigg 24x km, a drugi
24y km. Poniewaz suma obu drég wynosi 34 km, przeto:

24* -f 24y = 34,

Do przebycia 1 km potrzebuje pierwszy pocigg — min., a drugi

—mamin. Poniewaz pierwszy czas jest o 10 sek. = £ min. dluzszy od

drugiego, to: 11
7
Rozwigzujgc ten uktad réwnan (rozwigz!), znajdziemy:
*l= 12|, *2= 1;

y\ = —ii3; fla—t-
Tylko druga para wartosci * i y stanowi rozwigzanie zadania, bo
ujemna wartos¢: yx— — 1 1 nie odpowiada warunkom zadania; zatem:

Predkosci pociggébw wynosza: 8§ km/min.
i f km/min. Sprawdz!

Przyktad 2. W potkole o S$rednicy 2r
ma by¢ wpisany prostokagt o obwodzie 2s
w ten sposob, aby podstawa lezata na Sred-

fa j ) ff y nicy potkola, a konce boku przeciwlegtego
podstawie na poétokregu, Obliczy¢ boki tego
Rys. 3. prostokata.

Rys. 3 przedstawia prostokat AB CD wpisany w pétkole. Oznaczamy:
OM= ON—r; BC —x\ AB—y.
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Wedtug znanego twierdzenia geometrji jest:
BC2= MB mBN, czyli:
x2= (r-\-~y) (r— %y).
Porzadkujemy to réwnanie: x2— r2— {y 2
-1*2-j- y2= Ar2
Z warunku, ze obwdd prostokata wynosi 2s, otrzymujemy:
*+ U— a-
Rozwigzujemy uktad réwnan: 4x2-j- y2= 4r2; a-(-y = s.
Otrzymujemy kolejno: y —Ss— X,
4a2-f s2— 2sx + a2— 4r2
52— 2s.r-f- (s2— 4r2 = 0;
4= 4s2— 20 (s2— 4/-2 = 80z2- 16s2= 16 (5r2— s2.

JezeliA< 0, to uklad rownan, a takze i zadanienie ma rozwig-
zania (porownaj uwagi do przyktadu 3 w § 5 rozdz. IlI).
Uktad réwnan ma rozwigzania tylko wtedy, jezeli A= 16 (5/* — s2”" 0,

czyli jezeli 6r2— s2~ 0. Wtedy: Y4=41/5r2— s2 a wiec:

S i 2V5r2—s2 s— 2V512— s2
— 5 5 = 5 5
4s — 2V5/2— s2 4s + 2V5r2— s2
5 i y> = 5

Rozwigzanie uktadu réwnan niezawsze jest takze rozwigzaniem da-
nego zagadnienia. Wyjasnimy to na kilku szczego6lowych przyktadach.
1) Jezeli r=5; 2s= 22, wtedy 5r2— s2= 125— 121 = 4> 0
i uktad rownan ma dwa rozwigzania:
*—£(11 + 4= 3 = E(11—4) = *-7 = 1,4,
y\—\ (44— 4)= 8; N = £(44+ 4= £-48 = 96.
Oba rozwigzania uktadu rownan sg zarazem rozwigzaniami zadania;
istniejg dwa prostokaty spetniajgce warunki zadania. Wykres! je!
2) Jezeli z= 5,2; 2s=17,6, wtedy 5r2— s2= 1352 — 77,44 =
= 57,76 > 0 i uktad réwnan ma dwa rozwigzania.
Poniewaz Y57,76= 7,6, to:

* = *(88+ 152)= 4,8; * = £(88— 152)= — 6,6;
lh =i (352 — 15,2) = 4; y2= £ (35,2 + 15,2) = 10,08.
Poniewaz x2 jest ujemne, to drugiego rozwigzania nie mozemy uwazac
za rozwigzanie zadania geometrycznego. To ostatnie ma wiec tylko jedno
rozwigzanie; istnieje tylko jeden prostokat spetniajgcy warunki zadania.
Wykres$l ten prostokat wedtug znalezionych wymiarow!
3) Jezeli r= 5; 2s= 4, wtedy 5r2—s2= 125— 4= 121]> 0
i uktad réwnan ma dwa rozwigzania. Poniewaz }j5r2— s*= |I, to:
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*=x (24 22)= 4,8; =R 22)= —4
Ji—i 8—22)= — 2,8, y2= £(8+ 22)= 6.

Rozwigzan tych nie mozna interpretowa¢ geometrycznie, poniewaz
jli <C0 i x2<C 0. Zadanie geometryczne nie ma w tym przypadku roz-
wiazania.

4)Jezeli r= 5; 2s= 20, wtedy 5r2—s2 = 125 — 100= 25> O
i uktad réwnan ma dwa rozwigzania.Poniewaz \'5r2— s2= 5, to:

= *(10+ 10)= 4, , =*(10—10)= O;
i= i (40— 10)= 6; y2= * (40+ 10) = 10.

Istnieje jeden prostokat spetniajgcy warunki zadania, odpowiadajgcy
wartosciom i yx (wykre$l go!). Drugie rozwigzanie trudno interpre-
towa¢ geometrycznie; chyba ze zgodzimy sie uwazac za prostokat o wy-
sokosci O figure ztozong z dwéch odcinkéw nakrywajacych wzajemnie
siebie i S$rednice pétkola.

Znalezione na x wzory pozwalajg rozwigza¢ zadanie konstrukcyjnie,
jezeli r i s sa danemi odcinkami. W tym celu kreslimy najpierw odci-
nek z= rY5= V(2 + r*5 lest on przeciwprostokatng w tréjkacie
prostokatnym o przyprostokatnych 2r i r. Nastepnie kreslimy odcinek
u= +5r2— s2— "z2— s2 jako przyprostokatng w trojkacie prostokat-
nym, ktérego przeciwprostokgtng rowna sie z, a druga przyprostokatna s.

Konstrukcja wyrazen: = * (s+ 2u) i Xx2— * (s— 2u) nie sprawia juz
trudnosci, j/i i y2 znajdziemy najtatwiej z warunku, ze x+ y = s. Wy-
konaj konstrukcje, przyjawszy r— b cm i s= |l cm. Poréwnaj z wy-

nikami w przypadku 1).

Cwiczenia.

1 ja) Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej wynosi 5. lloczyn
tej liczby przez liczbe, ktéra z niej powstaje przez przesta-
wienie cyfry jednostek z cyfrg dziesigtek, wynosi 574. Zna-

lez¢ te liczbe.
b) R6znica dwu liczb dodatnich wynosi 2, a roznica ich od-
wrotnosci Znalez¢ te liczby.

Uwaza¢, ze odwrotno$¢ liczby wiekszej jest mniejsza od od-
wrotnosci liczby wiekszej.

c) Jezeli do licznika pewnego utamka dodamy 2, a od mia-
nownika odejmiemy 2, otrzymamy odwrotnos¢ tego utamka,;
jezeli za$ od licznika odejmiemy 2, a do mianownika do-
damy 2, otrzymamy to samo, jakgdybysmy licznik pozosta-
wili niezmieniony, a mianownik powiekszyli o 8. Znalez¢
ten utamek.
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Do przebycia drogi, wynoszacej 18 km, potrzebuje jeden
podrézny o \ godz. wiecej czasu, niz drugi, ktéry przebywa
w 1 godz. o | km wiecej, niz pierwszy, ile godzin potrze-
buje kazdy z nich do przebycia tej drogi ?

b) Ktos przebyt 18 km rowerem i 2 km piechotg. Cala po-

3. a)

droz trwala 2 godz. Z jakg predkoscig szedi, a z jakg jechat,
jezeli predkos¢ jazdy rowerem jest o 7 km/godz. wieksza
od predkosci podrézy pieszej?

Prawe ramie dzZwigni dwuramiennej ma 40 cm, a na koncu
jego zawieszony jest ciezar 3 kg. Na korncu lewego ramienia
zawieszony jest taki ciezar, ze dzwignia jest w rOwnowadze.
Gdy ciezary przestawimy, nalezy w celu uzyskania row-
nowagi o$ dzwigni przesuna¢ o 16 cm w prawo. Jak dlugie
bylo pierwotnie lewe ramie dzwigni i jaki ciezar byt za-
wieszony na jego korncu?

b) Do szybu kopalni opuszczono kamieh. Uderzenie kamienia

4. a)

/ b)

o dno szybu ustyszano po n sek. od chwili opuszczenia
kamienia. lle sekund spadat kamien, a ile sekund potrze-
bowata fala glosowa, wywolana uderzeniem kamienia o dno
szybu, aby dotrze¢ do naszego ucha ? Jak gteboki byt szyb ?

Wskazdéwka: Droga s przebyta przez cialo spadajagce wolno
w t sek. wynosi s= bt2 gdzie b oznacza wiadoma liczbe stalg.
Predkos$¢ gtosu c nalezy uwaza¢ za wiadomag. Po otrzymaniu
ogoélnego wzoru, obliczy¢ w przyblizeniu gtebokos$¢ szybu, przyj-
mujgc: 6 — 4,90; ¢— 333; n— 5.

O ile nalezy powiekszy¢ podstawe prostokata, wynoszacag
6 cm, a o ile zmniejszy¢ jego wysokos¢, wynoszaca 4 cm,
aby pole prostokagta nie zmienito sie, a obwdd jego powiek-
szyt sie 0 2 cm?

Jezeli kazdg krawedz prostopadtoscianu o podstawie kwa-
dratowej powiekszymy o 3 cm, to objetoS¢ jego wzrosnie
0 1890 cm3 a pole catkowitej powierzchni o 522 cm2 Obli-
czy¢ krawedzie tego prostopadioscianu.

Pole pobocznicy prostopadioscianu o podstawie kwadratowej
wynosi m, a réznica krawedzi bocznej i przypodstawnej d.
Obliczy¢ krawedzie prostopadtoscianu.

5. a) W potkole o Srednicy 2r wpisano trapez, majacy za podstawe

Srednice potkola. Na boku trapezu rownolegtym do podstawy
zbudowano trojkat rownoramienny, ktdrego wierzchotek lezy
na poétokregu. Znajgc pole p pieciokata, ztozonego z tego
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b)

c)

a)

b)

trapezu i tréjkgta rownoramiennego, obliczy¢ wysokosc¢ tra-
pezu i podstawe trojkata.

Wykona¢ rachunek przyjmujgc: 1) p—i2 2) p —id2;
3) p= 14r2 Wyjasni¢ przy pomocy rysunku.

Wskazéwka: Oznaczy¢ wysoko$¢ trapezu x, a podstawe troj-
kata 2y.
Na kole o promieniu r opisano trapez réwnoramienny. Znajac
pole p tego trapezu, obliczy¢ jego boki réwnolegle x i ij.

Wykona¢ rachunek, przyjmujac: 1) >= 4:;2 2) = 5/2

Wskazowka: Wykazaé najpierw, ze ramie trapezu wynosi
i(x'+|f).
Obliczy¢ przyprostokatne trojkgta prostokgtnego, znajgc jego
przeciwprostokatng c i promien r kota wpisanego.

Obliczyé przyprostokatne, jezeli ¢ — 10cm, r — 2cm.
W tréjkat réwnoramienny o podstawie a i wysokosci h wpi-
sano prostokat w ten sposéb, ze podstawa prostokata lezy
na podstawie trojkata, a konce boku przeciwlegtego podsta-
wie na ramionach tréjkata. Wiedzac, ze pole prostokata po-
zostaje do pola trojkagta w stosunku 1: n, obliczy¢ boki pro-
stokata.

Wykonaé rachunek, jezeli: 1) n= 2; 2) /i= 28.
Tréjkat robwnoramienny o podstawie a i wysokosci h prze-
cieto prostg rownolegtg do podstawy. Punkty, w ktorych ta
prosta przecina ramiona tréjkata, potaczono ze srodkiem pod-
stawy tréjkata i otrzymano drugi trojkgt rownoramienny,

ktérego pole wynosi — pola tréjkata danego. Obliczy¢ pod-
stawe i wysokos$¢ drugiego trojkata.

Wykona¢ obliczenie, jezeli: 1 /)2 2y ) —= }C; 3) ==

a) Jeden wierzchotek trojkgta réwnobocznego lezy w wierz-

b)

chotku A kwadratu ABCD o danym boku a; dwa pozostate
wierzcholki trojkata lezg na bokach BCi CD. Na jakie czesci
dzieli wierzchotek trojkgta lezacy na boku BC ten bok?
Na podstawie otrzymanego wzoru poda¢ konstrukcje
trojkata.
Wierzcholki tréjkgta rownobocznego o boku b lezg na bokach
tréjkata rownobocznego o boku a. Na jakie czesci (* i ij)
dzieli wierzchotek pierwszego tréjkata bok a drugiego troj-
kata?
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Poda¢ konstrukcje figury na podstawie znalezionego
wzoru.

Wskazowka: Do trojkata o bokach b, x, y zastosowa¢ uogol-
nione twierdzenie Pitagorasa, pamietajgc, ze kat miedzy x iy
ma 60°, wskutek czego rzut x na y rowna sie x. Przy kon-
strukcji zbudowad najpierw odcinki: m —b”3 i n — a”3.

W koto o promieniu r wpisano prostokat o obwodzie 2s.
Obliczy¢ boki prostokgta. Poda¢ na podstawie znalezionego
wzoru konstrukcje figury, jezeli mi s oznaczajg dane odcinki.

b) W kole o promieniu r wykreslono taka cieciwe, ze suma tej

c)

d)

cieciwy i odlegtosci jej od Srodka kota réwna sie danemu
odcinkowi s. Obliczy¢ cieciwe i odlegtos¢ jej od Srodka kofa.
Wykona¢ na podstawie znalezionego wzoru konstrukcje
cieciwy.

Wskazowka: Przy konstrukcji przyjagé: r — 5 cm; s= 10,5 cm.

W koto o danym promieniu r wpisano tréjkat rownoramienny,
w ktérym suma podstawy i wysokosci wynosi s. Obliczy¢
podstawe i wysokos¢ trojkata.

Wykonac rachunek w przypadkach: I)s = 3r; 2)s= 1,4r
i wyjasni¢ przy pomocy przyblizonego rysunku.
W potkole o $rednicy 2r wpisano trapez tak, ze Srednica
potkola jest jego podstawg. Suma pozostatych trzech bokow
wynosi s. Obliczy¢ boki trapezu.

Wykonac¢ rachunek, przyjmujgc r = 5, a nadto: 1) s— 13,2;
2) s= 14,2; 3) 15.

*



Rozdziat V

Niektdre szczegolne rownania
I ukiady réwnan

§ 1. ROwnania niewymierne.

Réwnanie, w ktdrem znajdujg sie pierwiastki wyrazen, zawie-
rajacych niewiadomau nazywamy réwnaniem niewymiernem.
Rownaniami niewymiernemi sa np. nastepujace réwnania:
3 3
X-\-22x— 3= 0; Yr+ 3—V*—4=1; it p

Nie nazwiemy natomiast niewymiernem réwnania: x2— x\2 Y 3= 0,
poniewaz nie zawiera pierwiastka wyrazenia, w ktérem znajduje sie x.

Na przykiadach wyjasnimy sposéb rozwigzywania niektorych
prostszych réwnan niewymiernych.

Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie: "3x — 2= 10 — x.

Zaktadamy, ze rownanie ma pierwiastek. Jezeli rownanie dane sprawdza
sie dla jakiej§ wartosci x, to sprawdzac sie bedzie dla tej samej wartosci x
takze rownanie, ktére otrzymamy, podnoszac do kwedratu obie strony
danego réwnania, a wiec réwnanie: 3* — 2= 100 — 20* -j-*2
0;
121 ; )A = 11;

Rozwigzujemy to réwnanie: x2— 23* -j- 102
A= 529 — 408

2
Doszlismy do wyniku, ze tylko liczby 17 i 6 moga by¢ pierwiastkami
danego réwnania, o ile réwnanie to ma wogéle pierwiastki. Sprawdzmy,
czy sg niemi rzeczywiscie:
Zj= "51— 2= "M9=7;P,= 10— 17= — 7; i, + Pj.
N = N1r187r2=1/16 4; P2= 10— 6= 4; L2= P2

ZnalezliSmy, ze tylko warto$¢ *2= 6 jest pierwiastkiem danego row-
nania niewymiernego.
Z przyktadu tego wysnujemy pewng ogolng wskazowke:
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Jezeli podniesiemy do kwadratu obie strony danego réwnania,
to otrzymamy réwnanie, ktdre sprawdza sie dla kazdego pier-
wiastka danego réwnania. Naodwrdt jednak pierwiastek nowego
robwnania niezawsze jest zarazem pierwiastkiem rdwnania danego.

Pochodzi to stad, ze z réwnosci kwadratdw dwu liczb nie wolno
wnioskowaé, ze te liczby sg réwne; moga one rézni¢ sie znakiem.

Np.: 32= 32 lecz takze 32= (— 3)2

Niechaj dane bedzie réwnanie:
L= P,

gdzie L i P oznaczajg wyrazenia zawierajgce .r, znajdujgce sie po lewej,
wzglednie po prawej stronie roéwnania. Jezeli dla pewnej wartosci x
rownanie to jest spetnione, to dla tej samej wartosci x jest takze spel-
nione réwnanie: L2— P2

Z tego wynika juz, ze gdy ostatnie réGwnanie nie ma pierwiastka, to
nie ma pierwiastka takze réwnanie L — P. Jezeli za$ dla jakiej$ wartosci
X spelnione jest réwnanie L2= P2 to dla tej samej wartosci a spetnione

jest albo réwnanie: L — P, albo réwnanie: L — — P.

Moze sie wiec zdarzy¢, ze: 1) niektore pierwiastki réwnania L2— P2
spetniajg rownanie L = P, a pozostate spetniajg réwnanie L = — P.
2) wszystkie pierwiastki réwnania L2= P2 spetniajg tylko jedno z row-
nan: L — PilL= — P, a wtedy pozostate rownanie nie ma pierwiastka.
3) Tylko w tym przypadku, gdyby dla pewnej wartosci x, speniajacej
rownanie L2= P2 bylo P= — P = 0, sprawdzalyby sie dla tej war-
tosci x oba rébwnania: L — P i L — — P.

W przyktadzie 1 miato réwnanie 3a&— 2 — (10 — ,r)2dwa pierwiastki:
6 i 17. Pierwszy z nich spetlniat dane réwnanie: "3 x— 2= 10 — x;
drugi spetnia réwnanie "3x — 2= — (10— x). Sprawdz!

Z tego wynika, ze przy rozwigzywaniu réwnan niewymiernych
nie wolno pomija¢ sprawdzania; sprawdzanie stanowi istotng czesc
rozwigzywania.

Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: ar-j-Y.r2— 3.wv= 2.

Aby méc uwolni¢ réwnanie od pierwiastka przez podniesienie obu

stron réwnania do kwadratu, przeniesiemy najpierw pierwiastek na jedng
strone réwnania, a reszte wyrazéw na druga:

Y*2— 3x= 2—*
Dalej postepujemy, jak w przyktadzie 1:

X2— 3X = 4 — 4* -f- x2;
X = 4.
Sprawdzenie: L= 4-f-Y16— 12= 4— 2= 6; P=2; L =EP

Liczba 4 nie jest pierwiastkiem danego réwnania; dane réwnanie nie
ma pierwiastka.
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Przyktad 3. Rozwigza¢ réwnanie: y2.v-j-3— ~x-{-2 = 2.

Nie wystarczy raz tylko podnies¢ do kwadratu obie strony réwnania,
aby uwolni¢ réwnanie od pierwiastkbw. Lewa strona réwnania jest bo-
wiem roznicg; podnoszac jg do kwadratu, otrzymamy jeszcze w podwojnym
iloczynie obu wyrazéw znéw pierwiastek kwadratowy, od ktérego trzeba
bedzie réwnanie uwolni¢, jak w przykiadzie 2. Mozna tez, przenoszac
kolejno kazdy pierwiastek kwadratowy na jednag strone, uwalniaé row-
nanie stopniowo od pierwiastkow. Obierzemy te drugg droge; otrzymamy:

V2*+ 3= 2+ y*+2,
2* -f 3= 4-f4Y*+ 2-fa-f 2,
3= 4yj+ 2,
X2— 6X + 9= 16.r+ 32,
r2— 22* — 23 = 0;
A= 484 -j- 92 = 576; == 24;
22 — 24

Sprawdzenie:
Zj y46 -f-3—y23-f~2—7 5—2; Pi—2; Li— ;
Lt= y—243—y—1+42=1 1= 0; P2= 2; L2#4P&
Piewiastkiem danego réwnania jest x — 23.
Przyktad 4.Rozwigzac rownanie:4jr-f-3 — ~"2x-{-1 — }j2x — 2.

Podnosimynajpierw dokwadratu obie strony réwnania, a potem po-
stepujemy, jak w przykiadzie 2. Otrzymujemy kolejno:

4* -f 3 — 2y 8r2-f 6x -f 4*+ 3+ 2v-f 1= 2* — 2,
4*+ 6= 2y8~+107+3,
2x+ 3= ys”™+ 10*+ 3,
4x2+ 12*+ 9= 8*2+ I10jc+ 3,
— 4*2+ 2*-j-6= 0,
2*2— x— 3= 0;

J= 1-]-24 = 25; y2 = 5;

Tylko x = jest pierwiastkiem danego rownania. (Sprawdz!). Dla
x = — 1 przyjmuja wyrazenia pod znakami pierwiastkowania wartosci
ujemne, a pierwiastki kwadratowe liczb ujemnych nie majg sensu liczbo-
wego ; liczba — 1 nie jest pierwiastkiem danego réwnania.

Cwiczenia.
1 Rozwigzac¢ rownania;

a 3+y 2 ™| =5; 3—V+—5= 1,

d) y2jc —5= 20 —.;



e) XA-"x2—x—2=5;
5= 3jc—7;
i?73+"M4xi—2x-U =
Ky vr2+VATT = 3;
m) "WBjc-(-5— Y3v—1= 2;
0) Y2* — 1 — 1-|]-Y* — !
/o Vx+ |+ Vc+ 6= V4x+13;
V10*-1-Y4jc+5=Vx-1;
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f) 4-f-V*2—2* — 2= Xx;
h) Y2a2+ 1= 2* —7;
j) 2x+ ) x*— 3x-fd = 3;

[, y=x— - f - =5;
7 f5 —x—"2x — 1| = |;
Y4a-+ | = | +Y3"r: — 2;

sfY~Nrl=Y4*+ 5—Y~"N+4;
u) Y1—3* —Y4-* = "2x + 11;

W)*NJ+5 + A9~"Ax = 4; z/IY " N+ —Y5 N = 2.

2. g Obwdd pewnego trojkata prostokgtnego, ktérego przeciw-
prostokgtna wynosi 10cm, jest cztery razy wiekszy od jednej
z przyprostokatnych. Obliczy¢ te przyprostokatna.

Wskazowka: Jezeli szukang przyprostokgtna oznaczymy literg v,
to druga przyprostokatna jest YiOO — x21i t. d.

b) Obwéd pewnego tréjkata rownoramiennego 0 wysokosci
12 cm jest 0 6 cm wiekszy od trzykrotnosci podstawy. Obli-
czy¢ podstawe.

Wskazowka: Jezeli x oznacza podstawe, to
Y44 -j-i*20 i t. d

c) Dwa kwadratowe podwdérza wytozono plytami kamiennemi,
ktorych 9 wypada na 1 m2 Plyt wyszio 900. lle piyt wyszio
na kazde podwoérze, jezeli jedno jest o 2 m szersze od
drugiego ?

ramie wynosi

Wskazowka: Na pierwsze podwérze wyszto x plyt, na drugie

900 — x. Pole powierzchni m2

a bokfl" mit d

8§ 2. Niektdre ré6wnania stopnia trzeciego i czwartego.

. , .X
pierwszego podwdrza wynosi —
y

Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie: a3 = 16.
Rownanie zada znalezienia liczby, ktérej szeScian wynosi 16. Jednag
3

takag liczbe mozemy natychmiast poda¢; jest nig YIO. Poniewaz sze$cian
3__
liczby wiekszej niz YIO jest wiekszy niz 16, a szescian liczby dodatniej
3__
mniejszej niz YIO jest mniejszy niz 16, to dane rdwnanie ma tylko jeden

* Przy sprawdzaniu korzysta¢ z przyktadu 6 w §-ie 6, rozdz. II.
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3
pierwiastek dodatni: ~16. Ujemnego pierwiastka réwnanie dane miec
nie moze, bo szescian liczby ujemnej jest zawsze liczbg ujemng. Rowniez
0 nie jest pierwiastkiem danego réwnania, bo O3==0. Roéwnanie dane
ma wiec jedyny pierwiastek:
3 _ 3_
x==fIG — 272.

Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: x3— —16.

Rownanie to sprowadza sie do poprzedniego, gdy w nim zmienimy
znaki wszystkich wyrazéw na przeciwne i uwazamy za niewiadomg —Xx.
Otrzymamy kolejno:

—x3= —16;
(-*)3=16;

=VI6;
3 3
X = —VI6 = —272,

Roéwnanie ma tylko jeden pierwiastek.

Przyktad 3. Rozwigza¢ réwnania:

a) jc4= 7, b) *4= —7.
a) tatwo widzie¢, ze pierwiastkami tego réwnania sg wartosci:
4 _ 4_
*i= V7 i *2=-V 7.

Ze réwnanie nie ma wiecej pierwiastkow, wykazemy, przenoszac
wszystkie wyrazy réwnania na strone lewa i rozkladajgc lewag strone
rownania na czynniki. Otrzymamy kolejno:

**_7: Ol
*4— (v7) = 0;
sre (V] - (V) O

** 4+ (v7)JCc- v?) (*H-Y7) = O

Pierwszy czynnik iloczynu po lewej stronie réwnania nie staje sie
4_

zerem dla zadnej wartosci x; drugi czynnik staje sie zerem dla x = "~ 7,
4

a trzeci dla x — —~ 7- Dla innych wartosci x zaden z czynnikdéw nie
staje sie zerem. Rownanie ma wiec tylko dwa pierwiastki.
b) Rownanie nie ma pierwiastka, poniewaz parzysta potega zadnej

liczby rzeczywistej nie jest liczbg ujemna.

Przyktad 4. Rozwigza¢ réwnanie: j4— 3x2— 4= 0.

Jest to réwnanie czwartego stopnia, zawierajgce tylko parzyste potegi
niewiadomej; brak w niem wyrazéw, zawierajgcych a3 i x. Rownanie
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takie nazywamy réwnaniem dwukwadratowem. Rozwigzujemy je, uwa-

zajac za niewiadoma a2= z. Rdéwnanie przyjmuje postac:
z2— 3z — 4= 0.
Rozwigzujemy je: 4= 9-}-16= 25; Yi= 5;
zj—3+25—4'; z2 3_5—-1.

Poniewaz z — x2 dochodzimy do wyniku, ze dane réwnanie sprawdza

sie wtedy i tylko wtedy, jezeli:
x2= 4, albo x2= —1.
Pierwsze z tych réwnan daje pierwiastki:
Xi= 2; M= 2;

drugie nie ma pierwiastkéw. Zatem dane réwnanie ma dwa pierwiastki.

Przyktad 5. Rozwigza¢ réwnanie: xi — 5.2+ 4= 0.
Postepujemy podobnie jak w przykiadzie 4:

22— 5z+ 4= 0;
4= 25-16 = 9; V4= 3

5+ 3 5-3

Zl ~ == *r= ~2~ =
X2— 4; x2= 1;

Xt= 2; xt= —2; xs= 1; a4= — L

Dane réwnanie ma cztery pierwiastki.

Przyktad 6. Rozwigza¢ réwnanie: x(x — 2)(2a:+3) = 0.
Lewa strona jest iloczynem i staje sie zerem tylko wtedy, jezeli:
albo: x — 0, albo x — 2= 0, albo 2x+ 3= 0.
Stad otrzymujemy pierwiastki danego réwnania:
Aj= 0; x2= 2; xs= - f.
Cwiczenia.
1 Rozwigzaé réwnania:

> (r+ 2>+ + i +12 = °;

= °: -+ i+ 2 =0 ;

*24 % x4

’a2+ 2 g+ 1 ' 4a:— 8 X ’
e\ M _ i t\ *2+19a: 20(a:+ 2) jc—3-1
e -1 + + | 1+ZTi 7T+ + 1+ ==2--

aj Wykazac¢ (jak w przyktadzie 1), ze jedynym pierwiastkiem
robwnania x5= 32, jest 2.
Mihutowicz: Algebra. IV.
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b) Znalez¢ wszystkie pierwiastki robwnania: xe= 64.

Wskazowka: Przenies¢ 64 na strone lewa, roztozy¢ réznice
kwadratow po stronie lewej na czynniki, zbada¢ przy pomocy
przykiadu 1 i 2, kiedy kazdy czynnik staje sie zerem.

3. Rozwigzaé¢ réwnania:

a) *4- 10x2+ 9= 0; b) v*4-jcr= 2; C) Xx*= 9%*2;
d) 4(ad4-1)= 17x2; e) (x2— 6) :30 = 5:(x2— 1);
fy (x+ 1)2: (V34-J)= (V3—x) :(x- 1)2;

.2, 8 8x2— 1.
9) ;/\2+ X2+ 2 X* - 4

*2+ 4 . 17 X — 2
h) i 2x2—8 X 4~ 2 v— 2

4. aj W szesScianie foremnym $cieto naroza ptaszczyznami, odci-
najacemi przy kazdym wierzchotku ~ czes¢ krawedzi. Obje-
tos¢ szescianu ze $Scietemi narezami wynosi p°l0 objetosci
calego szescianu. Obliczy¢é n. W otrzymanym wzorze pod-
stawi¢ p — 83

Wskazowka: Krawedz a szescianu uwaza¢ za wiadoma.

b) Majac dane pole p trojkata oraz 2 jego boki, obliczy¢ ze
wzoru Herona bok trzeci.
c) Ramie trapezu réwnoramiennego wynosi 5 cm, a jego pole
36 cm2 Obliczy¢ réwnolegte boki trapezu, wiedzgc, ze jeden
z nich jest 2 razy wiekszy od drugiego.
Wskazowka: Jeden bok réwnolegly jest x, drugi 2 x, wysokos¢
V25 — (E.r)2i t d.
5. Rozwigza¢ réwnania:
(x—2)(r4-3)(4*—5 = 0; b) (x — 1) (x24-6x —5) = 0;
c) (x2—4) 2x2—7x —4) = 0; d) a3—x2—6* = 0;
e) (x2— ad(x2— b2(x2— ab) = 0;\)f) *5— 5*34- 4x — 0.

8§ 3. Uktady réwnan stopnia drugiego lub wyzszego niz
drugi.

Jezeli z ukladu dwu réwnanh stopnia drugiego z dwiema nie-
wiadomemi wyrugujemy jedng niewiadomg, otrzymamy zazwyczaj
réwnanie stopnia czwartego (poréwnaj przykiad 1). Podobnie otrzy-
mujemy zwykle rdéwnanie stopnia wyzszego niz drugi, rugujac
jedng niewiadomg z uktadu dwu réwnan, z ktérych jedno jest
stopnia wyzszego niz drugi. ROwnanie takie bywa jednak czasami
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tak proste, ze mozna je bez trudnosci rozwigza¢. Czasem mozna
znow przez zreczne przeksztatcenie sprowadzi¢ rozwigzanie danego
uktadu rownan do rozwigzania réwnania stopnia drugiego. Przy-
ktady podobnych przeksztalceh podajemy nizej.

Aby unikng¢ przy kazdym przyktadzie diugich rozwazan, zaznaczamy,
ze przy rozwigzywaniu uktadéw réwnan, stosowa¢ bedziemy zawsze
nastepujagca metode:

Zaktadamy, ze dany uklad réwnan (nazwijmy go dla krdtkosci ukita-
dem A) ma rozwigzanie i mys$limy sobie, ze zamiast .v i y podstawiliSmy te
wartosci, ktére uklad A spehniajag. Réwnania mozemy wtedy przeksztalh-
ca¢ tak, jak rownosci. Mozemy do obu stron kazdego réwnania dodawac
rowne liczby, mozemy od obu stron réwnania odejmowac réwne liczby,
mozemy obie strony przez réwne liczby mnozy¢ lub dzieli¢ (unikajac
tylko dzielenia przez 0), mozemy obie strony podnosi¢ do kwadratu i t. p-
Mozemy tez oba réwnania ukiadu dodawaé, odejmowac¢, mnozy¢ lub
dzieli¢ stronami, baczac tylko, aby dzielnik nie byt zerem. Wszystkie
robwnania otrzymane tym sposobem majg te wtasnos$é, ze wartosci x iy,
spetniajgce uktad A, spehiajg te rownania. Jezeli przy pomocy takich
przeksztalcen uzyskamy ukiad réownan (nazwijmy go ukltadem B), ktory
potrafimy rozwigzaé¢, to posréd rozwigzan ukladu B znajdujg sie
wszystkie rozwigzania ukladu A. Zapomoca sprawdzania nalezy roz-
strzygnaé¢, ktdre rozwigzania uktadu B sg rozwigzaniami uktadu A. Jezeli
zadna ze znalezionych par wartosci, spetniajacych ukiad B, nie speinia
uktadu A, to uklad A nie ma rozwigzania. Tak samo nie ma rozwigzania
uktad A, jezeli uklad B jest sprzeczny; zalozenie bowiem nasze, ze
uktad A ma rozwigzanie, doprowadzilo do sprzecznosci.

Przyktad 1. Rozwigza¢ uktad réwnan:
2*2+ 02= 34,
xy = 12.

Stwierdziwszy, ze (poniewaz .r= 0 nie spetnia drugiego row-
nania), wyrazamy z drugiego réwnania y przez x i podstawiamy znale-
zione wyrazenie zamiast y w pierwszem réwnaniu. Otrzymamy:

2V4— 34 52144 — 0.

OtrzymaliSmy réwnanie dwukwadratowe. Rozwigzujac je (rozwigz!)5
znajdziemy:

o — 3; d2— 3, V3— 2VZ2; Ki= —2V2.
12 . . . L.
Ze wzoru y —— obliczymy odpowiednie wartosci y:

i 4; y2= 4; ys= 3\ 2; = 3N 2.



84

Sprawdz, ze wszystkie cztery pary znalezionych wartosci stanowig
rozwigzania danego uktadu rownan.
Przyktad 2. Rozwigza¢ ukiad réwnan:
x2-f xy = 10,
Xy + y2*= 15.
Zauwazymy, ze dodajgc stronami oba réwnania, otrzymamy po lewej
stronie kwadrat dwumianu. Jest wiec:
(x -f-y)2— 25, a stad :
X -j-y — 5, albo x-f-y — — 5.
Poniewaz dane réwnania mozna napisa¢ w postaci:
x(x + y) — 10,
y(x + y)= 15,
to wskutek znalezionych wartosci x -j- y otrzymamy:

5x=10, albo: — 5x=10,
5y = 15, — 5y = 15.
a stad:
b= 25 yi= 3; albo: x2= 2; y2== 3.

Obie pary wartosci spetniajg dany ukiad réwnan. Sprawdz w pa-
mieci 1
Przyktad 3. Rozwigza¢ uktad rownan:
X2— 2xy + 4y2= 21,
xy = 10.
Zauwazymy, ze lewa strona pierwszego rdwnania bytaby kwadratem
dwumianu x — 2y albo x -f 2y, gdyby zamiast wyrazu — 2xy byt

wyraz — 4xy albo Mozemy to uzyska¢, mnozac obie strony
drugiego réwnania raz przez — 2, drugi raz przez -j- 6 i dodajac kaz-
dym razem stronami do pierwszego rownania. Otrzymamy:
x2— 2xt/ + 4i/2= 21, X2— 2xy + 47Ma==21,
— 2xy = — 20 6xy = 60;
(x—2y)2— 1 (x 2y)2= 81;
X —e2y == + 1; X-(-2y — + 9.

Zamiast danego uktadu réwnan mamy rozwigza¢ cztery nastepujace:
X—2y= 1, X—2y= 1x— 2y — — 1, X— 2y — 1,
X-1-2y = 9; x-\-2y= —9;, x427Z= 9; X-j-2y= 9.

Dajg one kolejno:

Xj — 5, X2 4, Xs 4, X4 5,
yi = 2; y2= — 2\; yg— 21; y4= 2.

Spraw'dZ, ze wszystkie 4 pary warto$ci spetniaja dany uktad réwnan!
Przyktad 4. Rozwigza¢ uktad réwnan:

Xs+ y3== 37,
X+ y= L
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Wzor: (v-f- y)3— a3-j- 3x2y -|- 3xy2-f-y3 czyli
@+ y)3= @3-fy3-f-3xy (v-fy)

wskazuje, ze znajgc x -f- U i *s y3 mozna obliczy¢ xy. Korzystajac
z danych réwnan, znajdziemy:

1 — 37 -}- 3xy, a stad:

3xg = 36,
xy - — 12.
taczac ostatnie rownanie z drugiem réwnaniem danego uktadu, otrzy-
mamy uklad réwnan: xy = — 12; x -)-y = 1
Rozwigzujac ten uklad réwnan (rozwigz!), znajdziemy:
*1= 4; yi= — 3; a2= — 3; y2= 4.
Sprawdzenie:
X, = 64 — 27 = 37; — 37; Lx— Px. L\ = 1; P\ = 1; L\ = P\,
L2= — 27 -f64= 37; P2= 37; L2= P2 L\ = 1; P2= 1; L\ =P\

Obie pary wartosci spetniajg dany uktad réwnan.

Nie jest to jedyny sposOb, pozwalajgcy rozwigza¢ dany uktad rownan.
Mozna np. z drugiego réwnania wyrazi¢ y przez x i podstawi¢ znalezione
wyrazenie zamiast y w pierwszem rownaniu. Mozna tez, jezeli kto$ za-
uwazy, ze dwumian a3~f-y3 jest podzielny przez x -)-y, podzieli¢ stro-
nami pierwsze réwnanie przez drugie i w ten sposéb zamiast rownania
stopnia trzeciego w danym uktadzie otrzymac¢ réwnanie stopnia drugiego.
Wogble nalezy pamietaé, ze nie istnieje jaka$ ogdlna reguta, wedtug ktérej
rozwigzywac¢ nalezy dany ukfad réwnan; to samo zadanie rozwigzac
moz

Xi + yi = 82,
a —y =4.
Ze wzoréw : {x2-f-y22= a4d-{- 2x2y2-\- yi

i X2-j- y2— (@— y)2-\-2xy otrzymamy:
[((v—y)2-f-2.ryf = ad+ yx+ 2a2y2
A ze wedlug tematu: x —y = 4; <1-j- Z4==82, otrzymamy réwnanie:
(16 -j- 2xy)2— 82 -f- 2x2y2
Z tego réwnania obliczymy ary. Znajdziemy kolejno:
256 -f- 64ary + 4arV = 82 -f 2aRy?2

2x2y2+ 64ary-f 174 = 0,
e*\V + 32ary-j-87 =0;
A — 1024 — 348 = 676; Y™ = 26;

32 — 26 _
, =

— 29.



ZnalezliSmy (przy zalozeniu, ze dany uktad réwnan ma rozwigzanie),
ze wartosci x iy, spetniajace dany uklad réwnan, spetniaja réwniez

albo réownanie: xy — — 3, albo réwnanie: xy — 3.

Dotgczajac do tych réwnan drugie réwnanie danego uktadu, otrzy-
mamy uktady rownah:

Xy = —3, i Xy = —29,
X—y= 4 x —y = 4.
Kazda para wartosci, ktéra spetnia dany ukiad rdéwnan, speinia
rownoczesnie i jeden z ostatnich dwoch uktadéw. SprowadziliSmy wiec
rozwigzanie danego uktadu réwnan do rozwigzania dwoch uktadow

prostszych.
Rozwigzujgc pierwszy z tych ukladéw (rozwigz!) znajdziemy:

=1, U= —3i*»2= 3, yv= —1.

Stwierdz, ze drugi uktad réwnan nie ma rozwiazania.
Znalezione dwie pary wartosci stanowia rozwigzania danego uktadu
réwnan. Stwierdz to zapomocag sprawdzenia!

Przyktad 6. Rozwigza¢ uktad réwnan:,
xsy —xy = 10,
x4y =3/l = 45.
Dzielimy stronami oba réwnania;
X3y — Xy

Upraszczamy utamki, roztozywszy licznik i mianownik na czynniki:

Xy @2—1) _ -
*w(*_'_ 1) 1
\Y *—1 2

Rozwigzujgc to réwnanie i podstawiajgc znalezione wartosci zamiast x
w pierwszem réwnaniu, znajdziemy:
*i= 3; yt=pap i*2=1,; 02= bE.
Stwierdz rachunkiem, ze obie pary wartosci spetniajg dany uktad
réwnan.
Przyktad 7. Rozwigza¢ ukifad rownan:
Xy —x —0= 1,
3Xxy —5x —0= 5.
Zauwazymy, ze w kazdem z obu réwnan jest tylko jeden wyraz
stopnia drugiego, a mianowicie wyraz zawierajacy xy. Mozemy wyraz
ten wyrugowa¢ np. metodg réwnych wspoétczynnikéw. W tym celu mno-

zymy pierwsze réwnanie przez 3 i odejmujemy od niego stronami dru-
gie. Otrzymamy réwnanie stopnia pierwszego:

2X —2y= — 2.



taczac to réwnanie z pierwszem réwnaniem ukifadu, otrzymamy uktad
rownan, z ktérych jedno jest réwnaniem stopnia pierwszego a drugie
stopnia drugiego. Rozwigzujgc ten uktad rownan jak w 8 1 rozdz. IV
(rozwiaz!), znajdziemy:

xl= —1;ih=0 i *2= 2; p2= 3.
Obie pary wartosci spetiajg dany uktad réwnan. Sprawdz!
Przyktad 8. Rozwigza¢ uktad réwnan:
24 p2— 1xy — 0,
12x2— 12p2+ 7 xp = 300.

Zauwazymy, ze pierwsze z tych réwnan sprawdza sie dla wszelkich
wartosci x, jezeli y = 0. Podstawiajgc y — 0 w drugiemréwnaniu, znaj-
dziemy x= + 5. ZnalezliSmy wiec dwa rozwigzania:

*i= 5; Pi—0 i x2= —5; p2= 0.

Zbadajmy teraz, czy uktad réwnan nie ma rozwigzan, dla ktérych
p + 0. Zaktadajgc, ze p~ 0, mozemy pierwsze roéwnanie przez'p upro-
Sci¢; otrzymamy:

24p— 7x= 0.

Zestawiajgc to réwnanie z drugiem réwnaniem danego ukladu i roz-
wigzujgc otrzymany uklad rownan (rozwigz!), znajdziemy jeszcze dwie
pary rozwigzan:

x3= 4,5; ps= 14 i x4= — 4,5; p4d= — 14.

W podobny sposéb, jak w tym przyktadzie, postepowac¢ nalezy
zawsze przy upraszczaniu réwnania przez niewiadoma.

Cwiczenia.
1. Rozwigzac¢ uktady rownan:
a) X—y2=\, b) x2— 3y2+ 3= 0,
x2— 3p2= 13; X= p2—1;
c) 2p2— 3x2= 6, d) x2+ 3p2—5xy = — 3,
*Q+ 6= O; xy = 12;
e) x2+ p2= 29, f) x2+ y2=Ixy,
xy = 10; =8;
9) XiJt~y2+ xy = 3, h) (x2+ y2 (X _ ™ = 5
X2+ y2= 5; xp + 3= 0;
i) X2+ xy = 5, J) x2+ xy + y2= 39,
Xy + y2=—1; xp = 10;
k) x2-3x/, + 5p2=II, ) 9x2—5xy + 2p2= 7,
xy + y2= 10; Xp + /12= 6.
2. Rozwigza¢ ukitady réwnan: N g

a) xa-y a= 61, by 8Xxs+ z/s= 63,
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c "N+ [l4= 17, d)* j3+ //3= 19,
X+ y=1; (x+ y)2+ d= %(x + vy);
ej**j2ll -f- jckl2-j- 6 = O, f)**x3y -f- x y3— 10,
x3ys— 8; X2y2= 4;
g)**xsy — 4:xy = 48, h) xiy —2x3y x2y — 36,
x2y2-f 16 = 8xy; X3y jell = 24,
. Rozwigza¢ uklady réwnan:
3*-5
ap & b) ,
Xy y y+4
Xy = t; y+ 2 2 jo
y -2 y+ i
1 4 3
d
©) 3 y+ 2 1, )X+3 y-1 1,
6 4 - 1,0, _
X—2 y+2 s y 2;
e) 4ic2-1/2+ 2/l = 2, f) x2— 3z244* — 18= O
6j2+ 5// = 6" jc2— 2//12+ 6jc+ 13 = 0;
y) y2— txy + y = 0, h) jc2— 5jcy + jc==0,
x2— H2+ 3jcy4-3jc = 4; *2+ y2— 3xy —4/l = |;
i) x2-j-y2= 25 j) x2y + xy2-\-2xy = 0,
6ji3— 3xy2— 2a2= O; 2jc— jey = 21.

a) Uklad réwnan: jcy = 1; j@2-f-y2= 14 rozwigza¢ dwoma spo-
sobami: 1) Mnozac pierwsze réwnanie przez 2 i raz doda-
jac, a drugi raz odejmujgc je stronami od drugiego i obli-
czajaC je-j-y i jec—y (poréwnaj przyktad 3 w 8§-ie 3).
2) Wyrazajagc z pierwszego rownania y przez jc i podsta-
wiajac znalezione wyrazenie zamiast y w drugiem rownaniu.
Porébwnaj otrzymane wyniki.

Postgpi¢ podobnie, jak w zadaniu poprzedniem, z uktadem
rownan: xy = £; jc2-j-y2— 3.

b

~—~

g 4. Rozwigzywanie ukiadéw réwnan przez wprowa-

dzenie nowej niewiadomej.

Czesto mozna utatwi¢ sobie rozwigzanie uktadu réwnan, uwa-

zajgc za niewiadome nie jc i y, lecz pewne wyrazenia, zawierajgce
niewiadome.

* Z drugiego réwnania oblicz najpierw x -f-y.
** Oblicz najpierw xy z drugiego réwnania.



Przyktad 1. Rozwigza¢ ukiad réwnan:
X2+ 2y* = 27,
X* — 3y*= 22.

Uwazamy za niewiadome *2 i y2 i rozwigzujemy, jak uktad réwnan

stopnia pierwszego. Otrzymujemy:
25; y2=.1, a stad: *= + 5; y= + 1

az2=
Kombinujgc te wartosci, otrzymujemy nastepujgce rozwigzania:
= + 5; *2= -{-5; 13 = 5; *4= 5;
yx= + 1; Wo= —i; ya—+ i; yr—— |
Sprawdz!

Przyktad 2. Rozwigza¢ ukiad rownan:

r — 2i/ = 10.
Przeksztalcamy najpierw pierwsze réwnanie, wprowadzajagc nowg
niewiadomag z — il Otrzymamy:
—= + , a po uporzgdkowaniu:
222 3z "2=0.
Rozwigzujac to rownanie, znajdziemy: zx— 2; z2= —
Pierwsze réwnanie danego uktadu sprawdza sie, jezeli:
X
albo = P° uPorzAdkowaniu: x — 2y = — 2,
albo _ -= — |, czyli po uporzgdkowaniu: 2* + 0= 1.

Rozwigzanie danego ukltadu réwnan sprowadza sie (podobnie jak
w przyktadzie 5 w § 4) do rozwigzania uktadéw:

2*+ 0= 1,

X— 2y = — 2,
*2— 20 = 10.

*2— 2y = 10;
Rozwigzujgc te uktady réwnan, otrzymamy:
Z pierwszego: *x= 4; yx= 3 i *2= —3; 02= — £;
z drugiego: M3= — 6; 03= 13 i *4= 2; 04— — 3.
Wszystkie cztery pary wartosci spetniajg dany ukfad réwnan. Sprawdz!

Przyktad 3. Rozwigza¢ uktad réwnan:
1
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Wprowadzamy nowe niewiadome:

V¥ + » =*:

Dane réwnania przyjmujg postac:
a—b— 2,
a2— b= 8.
Rozwigzujgc ten uktad réwnan, znajdziemy:
= 3 a2= 2;
6j = 1; b2 — — 4.

X i p wyznaczamy z ukladéw réwnan:

V*-f-y = 3> 2.
1 1
Ix—y b
Z pierwszego uktadu réwnan znajdziemy: jtj = 5; 2, = 4;

z drugiego: xi = 2js; y2= Iff-
Tylko pierwsza para wartosci spetnia dany uktad rownan. Sprawdz IX,
Przyktad 4. Rozwigza¢ uktad réwnan:
X2+ 21 = By + 7V*2— 3y + 9,
3x2-4-21 = 16p.

Uwolnienie od kwadratowego pierwiastka pierwszego réwnania nie
doprowadzitoby do celu, bo otrzymaliby§my réwnanie stopnia czwartego.
Napiszmy jednak pierwsze réwnanie w postaci:

x2- 3p+ 9)-f 12= 7yx2— 3y + 9
i podstawmy: yx2— 3z/-j-9 = a

Otrzymamy:
a2-f 12 = la czyli
a2— 7a+ 12= 0.
Rozwigzujac to rownanie, znajdziemy: al— 3; a2= 4.
Pierwsze réwnanie uktadu sprawdza sie, jezeli:

yx2_3p + 9= 3 lub yx2-3y + 9= 4

Uwalniajac kazde z tych rownan od pierwiastka i tgczac je z drugiem
rownaniem danego ukladu, otrzymamy nastepujgce dwa ukitady rownan:

x2— 3z/ + 9
3x2+ 21

9, Xx2— 3y +9
16p; 3x2-)- 21

16,
16p.

Kazda para wartosci x, y, spetniajgca dany uklad réwnan, spehnia
jeden z tych uktadéw. Wszystkie wiec rozwigzania danego uktadu row-



nan znajdziemy ws$rod rozwigzan ostatnich dwoch uktadow. Rozwigzujgc
je, znajdziemy:

z pierwszego uktadu: = 3, y“= 3 i x2= —3; y2— 3;
z drugiego ukitadu: xs= 5; y3= 6 i XxA— —5; y4= 6.

Wszystkie cztery pary wartosci spetniajg dany uktad réwnan. Sprawdz!

Przyktad 5. Rozwigza¢ uktad réwnan:
M— 2Xy + 2y2— 8,
A\2-f- 2xy — 5y2— 12.
Zamiast y wprowadzamy nowag niewiadoma t, podstawiajgc: y = ix,
a niewiadomg x pozostawiamy bez zmiany. Otrzymamy:
X2— 214tx2 21t2x2= 8,
X*+ 2tx2— 5t2x2=12,
Dzielimy stronami oba réwnania; otrzymamy:
2 9/v2-1-9/2i-2
— TE> a uproszczeniu utamkoéw:
1— 2t-f2i2_ 2
1-f21—5122 f
Porzadkujemy i rozwigzujemy to réwnanie:
3—6/+6/2= 2+ 4] — 10f2,
1612— 10#-f 1= 0;
A= 100 — 64 =36; = 6;
10- 6
32 f
Wskutek znaczenia t jest:
y = \x, albo y= "x.

taczac kazde z tych réwnan np. z pierwszem réwnaniem uktadu,
mamy do rozwigzania uktady réwnan:

a2-2r(/-f2r = 8, y2— 2xy -f 2y2— 8,
y = ix; y=
Rozwigzujgc te uktady réwnan (rozwigz!), znajdujemy:
dla pierwszego ukfadu: xt= 4; yt— 2; i 2= —4; y2= —2;
dla drugiego uktadu: X3 — f/ls=t; i xi= ~ Isaa; Ut — —I-

Wszystkie cztery pary znalezionych wartosci spetniaja dany ukiad
rownan. Sprawdz!

Spos6b rozwigzywania uktadéw réwnan, wyjasniony na tym przy-
ktadzie, prowadzi zawsze do celu, jezeli rownania zawierajg oprécz wy-
razow wiadomych tylko wyrazy stopnia drugiego.



Cwiczenia.
Rozwigza¢ uktady réwnan:
a)x'+ y2=25 'V ?

c) 4(2x—I1)2—15(p—3)2= 21,
6(2x—1)2+ 25(p—3)2= 79;

€) X2+ Xy + x+ y—38
Xy + p2+ 2= 0;

g) xX2—p2+ x+ y= 20,
X2—p2-(x-p) = 12;

i) £E+£ + £=lgs=V

[ — * + 0
X2+ p2= 5;

X2+ 2p 3x _ K

~3£2"~ ~ X2+ 2p~ 3

X2+ p= 5;

mj 2x2+ xp = 2,
0o+ 0f= 3,
0j X2+ Xp + p2= 3,
3x2-p 2= 11;
Rozwigza¢ ukifady réwnan:
a x+ p=5
Vx+ Vp= 3;
cj x = 3Vx+ p,
y—V*+ 0;
e) vJT5+vA” s=2,
2V*+p —V*rzr0 = 9;
g) X2+ 2p2+2 = 4Vx2+2p2-2,
X2+ 4xp= 12;

MoAaxdry~ Yty 00— 3=1.

2Xx+ p+ J= 8;
y

6j 5x2— 6p2= 26,

7X2—6p2= 58;
tf) x2-—p2 x p= 4,
Xp+ 2= 0;
f) (x+ p)2-2(x+p)+ 1=0,
2x2—y2 x y 10- O
) x2—2xp + 2p2= 13
p(x —p) = 6
1> | - 7p-+12= °
x2+ llp 2+ 12p+ | = O;
3p , x2—p2
£
2p X2 — 3
X2—p2 3p
x2— 3 2p 2
n) x2+ xp= 4,
p2—xp = 21;
p) 2x2—4xp + p2= 7,
3x2- 6xp + p2= 10.
b) x—p—5
Yx+ Vp= 5;
rfi 81 :x = p : 4,
Vx+ Vp= 9,
) 1U—— Ar—12p
F*—12p 3X

2p—x(p+ J)= 18;

[?, X2+ 2Vx2—p +l=p + 14
X2+ 2(x-p) = 13;

3X2+ 2p=p2;
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h9,,x+”g_+r)-(z-y: e|lst £,

li*x "N*El_ 4- 2 — _ L—T
8YX + vy (X+ y)*"x2—y2 x+y

x2+ y2= 34.

§ 5. Zastosowania.

Cwiczenia.

1 a) Pociag przebyt 72 km w pewnym czasie. Gdyby predkos¢
pociggu byla wieksza o 12 km/godz., to droge te przebytby
w czasie 0 lgodz. krotszym. Jaka byta predkos¢ pociggu
i w jakim czasie przebyl calg droge?

b) W sali szkolnej jest w fawkach miejsc dla 32 ucznidéw.
Gdyby dodano 2 tawki, a w kazdej tawce umieszczono o jed-
nego ucznia wiecej, zmiescitoby sie w sali 50 ucznidw. lle
tawek jest w sali i ilu ucznibw w kazdej tawce?

c) Kupiec sprowadzit za 351 zt pewng iloS¢ cukru. Gdy cukier
potaniat o 6gr na kg, otrzymal za te samg kwote 0 9 kg
cukru wiecej. lle kg cukru sprowadzit pierwszym razem i po
ile zt ptacit za kg?

d) W pewnej fabryce wyptacano robotnikom 98 zt dziennie. Po
rozszerzeniu fabryki donajeto 6 robotnikéw i podwyzszono
kazdemu place o 20 gr dziennie. Wyptacano wtedy robot-
nikom 123 zt dziennie. llu robotnikéw byto zajetych pier-
wotnie w fabryce i ile zt pobieral kazdy dziennie ?

e) Kapitat 750 zt oddany na procent prosty przynidst po pew-
nym czasie 150 zt+ dochodu. Taki sam dochdéd przynidstby
ten kapitat w czasie krotszym o rok, gdyby go oddano na
procent wyzszy o 1. Obliczy¢ na jaki procent i na ile lat zto-
zony byt kapitat.

f) A i B zawigzali spolke, przyczem A wiozyt w przedsiebior-
stwo o0 500 zt mniej niz B. Przy rozwigzaniu spoéiki okazato
sie, ze przedsiebiorstwo przyniosto 1400 zt zysku, i wtedy
otrzymat A 2100 zt kapitalu wraz z dochodem. lle wiozyt
w przedsiebiorstwo A, a ile B i jaki procent wlozonego ka-
pitalu wynosit zysk?

* Poniewaz pierwsze réwnanie zawiera }*X+ y i VX —Yy, musi by¢ dla war-
tosci X i y spetniajacych uktad réwnan: + i Xx —y”~LO.



94

9)

h

~

)

2. 3

b)

c)

d)

3. a)

Wskazoéwka: A wilozyt w przedsiebiorstwo -r zt, zas B (x-j-
-j-500)zt; zysk z przedsiebiorstwa wynosit y °/o wiozonego ka-
pitatu i t. d.

Przebylem 72 km kolejg, a 16 km rowerem w 4 godz. Zpo-
wrotem przebytem te samag droge w 3£ godz., bo rowerem
jechatem wprawdzie z predkoscig o 2 kmligodz. mniejszag, ale
pociag jechat z predkoscia wiekszg o 18Am/godz. Z jaka
predkoscia jechalem rowerem, a z jakg poruszat sie pociag?
Jezeli od licznika i mianownika pewnego ulamka odejmie-
my 3, utamek zmniejszy sie o | ; jezeli za$ od licznika i mia-
nownika odejmiemy 2, utamek zmniejszy sie o A. Jaki to
utamek ?
Pompa, usuwajgca wode z kopalni, poruszana jest silnikiem
0 mocy 150 Agm/sek., przyczem 12% pracy silnika zuzywa
sie na pokonanie tarcia i innych oporéw. Gdy poziom wody
w kopalni obnizyt sie 0 2m, pompa wydobywata o 30 kg
wody na 1 minute (!) mniej, niz poprzednio. Na jakg wyso-
kos¢ podnosita pompa wode i ile kg wody na minute wy-
dobywata ?
Pewien obwdd eklektryczny sklada sie z jednego ogniwa
0 sile elektromotorycznej 1,8 wolta, a 0 oporze wewnetrznym
0,4 ohma i z oporu zewnetrznego. Gdy do obwodu wigczono
w szereg jeszcze jedno takie samo ogniwo, natezenie pradu
wzrosto o f amp. Jakie bylo pierwotnie natezenie pradu
ljaki opo6r zewnetrzny?
Wyznaczyé m i n tak, aby réwnanie
*2+ 3/7?n*+ (m2+ n2= 0

miato pierwiastki: Jy— 1; x2= 5.
Tréjmian kwadratowy: y = x2— (m2-f n2 x -|- 3mn przyj-
muje dla x —2 wartos¢ y = — 7, a wartos¢ x = 1 jest jego
miejscem zerowem. Obliczy¢ m i n.
Tréjmian kwadratowy: y = (m2+ n2x2—2mnx -j- (M2—n2
przyjmuje dla x — — 1 warto$¢ y — 8, a dla x — 2 wartos¢
y —20. Obliczy¢ m i n.
Wyznaczy¢ m i n tak, aby tr6jmian kwadratowy:

y= xXi—(m-f2n) x+ (W2-f n2
byt kwadratem dwumianu, a dla x —2 przyjmowat wartosé
y = i.
Znajac przeciwprostokatng ¢ w trdjkacie prostokatnym oraz
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d)
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wysokos$¢ h prostopadta do niej, obliczy¢ obie przyprosto-
katne.

Wskazowka: Jedno z réwnan ukladu znajdziemy, obliczajgc
w dwojaki sposéb pole trojkata.
Na kole o danym promieniu r opisano trojkgt rownoramienny
0 danej wysokosci h. Obliczy¢ podstawe 2* i ramie y trojkata.
W kole o danym promieniu r wykres$lono taka cieciwe, ze
pole tréjkata réwnoramiennego, majgcego te cieciwe za pod-
stawe, a wierzcholek w $rodku kota, wynosi rur2 gdzie m
oznacza dang liczbe. Obliczy¢ te cieciwe oraz odlegtosc jej
od srodka kota. Po otrzymaniu ogdélnych wzoréw wykonac
rachunek, przyjmujac: 1) m= |; 2) m = \f.
Kwadrat o danym boku a ma by¢é zamieniony na tréjkat
rébwnoramienny o takiem samem polu i danem ramieniu r.
Obliczy¢ podstawe i wysokos$¢ tego trojkata i podaé na pod-
stawie otrzymanych wzoréw jego konstrukcje.

. a) Wysokos¢ pewnego prostopadtoscianu jest Srednig arytme-

b)

d)

f)

tyczng jego krawedzi przypodstawnyeh; przekatna prosto-
padiosScianu wynosi 5V2 cm, a pole catkowitej powierzchni
94 cm2 Obliczy¢ krawedzie przypodstawne.

Wskazoéwka: Jezeli x i y oznaczajg boki podstawy, to wyso-
kos¢ jest £ (x-|-y).
Znajac przekatna d prostopadtoscianu o podstawie kwadra-
towej i pole p jednej Sciany bocznej, obliczy¢ krawedzie. Po
otrzymaniu ogolnych wzoréw obliczy¢ krawedzie, przyjmujac
d—9cmip—28 cm2
Pole Sciany bocznej prostopadtoscianu o podstawie kwadra-
towej jest o 12 cm2 wieksze od pola podstawy; przekatna
prostopadioscianu ma 9 cm. Obliczy¢ krawedzie tej bryly.
Stozek o promieniu podstawy /o i wysokosSci 2r przecieto
taka plaszczyzng przechodzacg przez wierzchotlek, ze pole
trojkatnego przekroju wynosi mr2 gdzie m oznacza dang
liczbe. Obliczy¢ podstawe i wysokos¢ figury przekroju. Po
uzyskaniu ogolnych wzoréw wykonac¢ rachunek, przyjmujac
m= 2.
W kule o danym promieniu r wpisano walec. Pole caiko-
witej powierzchni walca pozostaje do pola powierzchni kuli
w stosunku 1) 4:5; 2) 1:2. Obliczy¢ promien podstawy
1 wysoko$¢ walca.
W poikule o promieniu r wpisano taki walec, ze pole cai-
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kowitej powierzchni walca rowna sie polu powierzchni péh-
kuli (bez podstawy). Obliczy¢ promien podstawy i wysoko$é
walca.

5 a) Pole pobocznicy prostopadioscianu o podstawie kwadratowej

b)

d)

e)

f)

9)

wynosi m, a jego objetos¢ v. Obliczy¢ krawedzie.
Pole pobocznicy foremnego ostrostupa o podstawie kwadra-
towej jest n razy wieksze od pola jego podstawy. Znajac
objeto$¢ v tego ostrostupa, obliczy¢ krawedz przypodstawng
x | wysokos¢ y Sciany bocznej. Po znalezieniu ogdlnych
wzorow obliczy¢ x iy, jezeli n= 18; «= 48 cm3

Wskazowka: Wysokos¢ ostrostupa wynosi Y y2—i .

Miedzy krawedziami pewnego prostopadioscianu, schodza-
cemi sie w jednem narozu, zachodzi taki zwigzek, Zze sto-
sunek trzeciej krawedzi do drugiej rbwna sie stosunkowi
drugiej do pierwszej. Obliczy¢ ten stosunek oraz krawedz
pierwsza, jezeli objeto$¢ prostopadioscianu wynosi 27 cm3
a pole catkowitej jego powierzchni 57 cm3

Wskazowka: Jezeli x oznacza pierwszg krawedz, ay wyktad-
nik stosunku, o ktorym mowa w zadaniu, wtedy druga krawedz
jest xy, a trzecia xy3

Walec o danym promieniu podstawy r i wysokosci 2r za-
mieniono na walec o takiej samej objetosci, w ktérym jed-
nak stosunek wysokosci do promienia podstawy roéwna sie
n. Obliczy¢ promien podstawy i wysokos¢ tego walca.
Przekrdj przez o$ stozka obrotowego jest trojkgtem réwno-
ramiennym o danem polu p; pole pobocznicy stozka réwna
sie polu kota o promieniu r. Obliczy¢ promien .* podstawy
i wysoko$¢ y stozka.

Wskazéwka: Tworzaca stozka jest Y x3-(-y3.

Znajac stosunek n pola pobocznicy stozka obrotowego do
pola jego podstawy i wiedzac, ze objetos¢ stozka réwna sie
objetosci kuli o danym promieniu r, obliczy¢ promien x pod-
stawy i wysokos¢ y stozka.

Wskazowka: Jak w poprzedniem zadaniu.

Trojkat prostokgtny o danej przyprostokatnej a wykonat
zupelny obr6t dokota tej przyprostokatnej. Pole powierz-
chni powstatej w ten sposéb bryty obrotowej réwna sie polu
kota o danym promieniu r. Obliczy¢ boki tréjkata.

h) Podstawy dwoéch stozkéw o wspoélnej wysokosci sa wspot-
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srodkowemi kotami, ktdrych promienie rbéznig sie od d.
Wspo6lna wysokos¢ obu stozkOw réwna sie sumie promieni
podstaw. Znajgc nadto réznice v objetosci obu stozkow,
obliczy¢ promienie ich podstaw.

iy Promienie dwu kul réznig sie o d — 2 cm, a ich objeto-
Sci o tyle, ile wynosi objetos¢ trzeciej kuli o promieniu

r=2~7 cm. Obliczy¢ promienie kul.

j) Podstawe posagu tworzg dwa szes$ciany, z ktérych mniejszy
ustawiony jest na wiekszym. Wysoko$¢ obu szescianow ra-
zem wynosi 3,2 m, a objetos¢ 9,728 m 3 Obliczy¢ krawedzie
tych szescianow.

k) Stozek o wysokosci 10 ¢cm przecieto ptaszczyzng rownolegla
do podstawy. Promien przekroju jest o 3 cm mniejszy od
promienia podstawy; stozek odciety przez te plaszczyzne
ma objetos¢ o 78n cni'-' mniejszg od objetosci catego stozka.
Obliczy¢ promien podstawy i promieh przekroju.

Wskazowka: Nalezy najpierw wyrazi¢ zapomocg obu niewia-
domych wysokos$¢ stozka odcietego.

6. aj w kole o promieniu 5 cm wykreslono dwie réwnolegte cie-
ciwy, ktorych wzajemna odlegtos¢ wynosi 1cm. Obliczy¢ te
cieciwy, jezeli wiadomo, ze rdznica ich wynosi 2 cm.

Wskazowka: Jezeli jedna cieciwa jest 2.y, a druga 2y, to od-

legtosci ich od $rodka kota wynosza: \'25 — V2 i y25 —y2i t d
b) Znajac obwdd 2s= 30 cm i pole p = 30 ¢m2 tréjkata pro-

stokatnego, obliczy¢ jego przyprostokatne.

-

Wskazowka: Jezeli .v ijy_oznaczajg przyprostokatne, to prze-
ciwprostokatna wynosi Y*2+ y2, aobwod x-{-y-f Y*2-\-y2= 2s
i tod

¢) Na kole o promieniu /s— 1,6 cm opisano trojkat prostokatny
o obwodzie 2s= 24 c¢cm. Obliczy¢ przyprostokatne tego
tréjkata.

d) Suma obu przyprostokgtnych w tréjkacie prostokatnym
wynosi 35 ¢m, a wysoko$¢, wykreslona z wierzchotka kata
prostego 12 c¢cm. Obliczy¢ obie przyprostokatne x i ij.

Wskazowka: Pole tréjkata mozna w dwojaki sposob wyrazié
zapomoca .y i y, zwazywszy, ze przeciwprostokgtna réwna sie
h 2+ y2-

e) Suma obu przyprostokatnych w trojkacie prostokatnym jest

0 1 cm wieksza od przeciwprostokatnej; wysokos¢ wykre-

Mihutowicz: Algebra. 1V, 7



Slona z wierzchotka kata prostego wynosi 1,2 cm. Obliczy¢
przyprostokatne.

f) W pewnym trojkgcie prostokgtnym suma przyprostokatnych

g9)

wynosi 7 cm, pole zas powierzchni, zakre$Slonej przy obrocie
tego trojkgta dokota przeciwprostokgtnej, wynosi 16,8 n cm2
Obliczy¢ obie przyprostokagtne * i y.

Wskazowka: Wyrazi¢ najpierw wysokos$¢ h trojkata wykreslo-

na z wierzchotka kata prostego przez x i y, obliczajac w dwo-
jaki spos6b pole tréjkata.
Pole przekroju ostrostupa foremnego o podstawie kwadra-
towej ptaszczyzng, przechodzaca przez przekatng podstawy
i przez wierzchotek ostrostupa, wynosi 3\14 cm2 pole zas
Sciany bocznej ostrostupa 12 cm2 Obliczy¢ krawedzie ostro-
stupa.

Wskazowka: Jezeli x oznacza krawedz przypodstawna, ay kra-
wedz boczng, to przekatna podstawy wynosi x*2 , wysokos$¢ ostro-

stupa | y2— ("*.vV2)2, a wysokos¢ sciany bocznej Ny2— ($*)2.



10

11
12
13

14
15
16

17
18
19

20

V «

0,000

1,000
1,260
1,442

1,587
1,710
1,817

1,913
2,000
2,080

2,154

2,224
2,289
2,351

2,410
2,466
2,520

2,571
2,621
2,668

2,714

trzecich pierwiastkéw liczb.

20

22
23

24
25
26

27
28
29

30

31
32
33

34
35
36

37
38
39

40

2,714

2,759
2,802
2,844

2,884
2,924
2,962

3,000
3,037
3,072

3,107

3,141
3,175
3,208

3,240
3,271
3,302

3,332
3,362
3,391

3,420

V/2

Tablica

40

41
42
43

44
45
46

47
48
49

50

51
52
53

54
55
56

57
58
59

60

3,420

3,448
3.476
3,503

3,530
3,557
3,583

3,609
3,634
3,659

3,684

3,708
3,733
3,756

3,780
3,803
3,826

3,849
3,871
3,893

3,915

60

61
62
63

64
65
66

67
68
69

70

71
72
73

74
75
76

77
78
79

80

3,936
3,958
3,979

4,000
4,021
4,041

4,062
4,082
4,102

4,121

4,141
4,160
4,179

4,198
4,217
4,236

4,254
4,273
4,291

4,309

80

81
82
83

84
85
86

87
88
89

90

91
92
93

94
95
96

97
98
99

100

yn
4,309

4,327
4,344
4,362

4,380
4,397
4,414

4,431
4,448
4,465

4,481

4,498
4,514
4,531

4,547
4,563
4,579

4,595
4,610
4,626

4,642



100

10

11
12
13

14
15
16

17
18
19

20

21
22
23

24
25
26

27
28
29

30

31
32
33

34
35
36

37
38
39

40

4,642

4,791
4,932
5,066

5,192
5,313
5,429

5,540
5,646
5,749

5,848

5,944
6,037
6,127

6,214
6,300
6,383

6,463
6,542
6,619

6,694

6,768
6,840
6,910

6,980
7,047
7,114

7,179
7,243
7,306

7,368

657

806
946
079

205
325
440

550
657
759

858

953
046
136

223
308
391

471
550
627

702

775
847
917

986
054
120

186
250
312

374

672

820
960
092

217
337
451

561
667
769

867

963
055
145

232
316
399

479
558
634

709

782
854
924

993
061
127

192
256
319

380

688

835
973
104

229
348
463

572
677
779

877

972
064
153

240
325
407

487
565
642

717

790
861
931

.000

067
133

198
262
325

386

703

849
987
117

241
360
474

583
688
m 789

887

981
073
162

249
333
415

495
573
649

724

797
868
938

.007
074
140

205
268
331

393

718

863

.000

130

254
372
485

593
698
799

896

991
082
171

257
341
423

503
581
657

731

804
875
945

.014

081
147

211

.275

337

399

733

877
.013
143

266
383
496

601
708
809

906

*000
091
180

266
350
431

511
589
664

739

811
882
952

.020
087
153

218
281
343

405

747

891

.027

155

278
395
507

615
718
819

915

009
100
188

274
358
439

519
596
672

746

818
889
959

.027

094
160

224
287
350

411

762

905
*040
16S

290
406
518

625
729
828

925

.018
109
197

283
366
447

527
604
679

753

826
896
966

.034
101
166

230
294
356

417

777

919
*053
180

301
418
529

636
739
838

934

*028
118
206

291
374
455

534
611
687

761

833
903
973

*041
107
173

237
300
362

423



40

41
42
43

44
45
46

47
48
49

50

51
52
53

51
55
56

57
58
59

60

61
62
63

64
65
66

67
68
69

70

7,368

7,429
7,489
7,548

7,606
7,663
7,719

7,775
7,830
7,884

7,937

7,990
8,041
8,093

8,143
8,193
8,243

8,291
8,340
8,387

8,434

8,481
8,527
8,573

8,618
8,662
8,707

8,750
8,794
8,837

8,879

374

435
495
554

612
669
725

780
835
889

942

995
017
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