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PRZEDMOWA AUTORA

Druk tomu 11 przeciggnat sie znacznie z powodu obcigzenia
wyjatkowego i przebudowy Drukarni Uniwersytetu Jagiellonskiego.
Ta okoliczno$¢ postuzyta do rewizji tresci tomu |, co spowodowato
opracowanie paru uzupeinien umieszczonych na koncu tomu II.
Nie zdotalem jednak opracowa¢ na nowo rozdzialu o statecznosci
uktadéw sprezystych, zajmujgcego spora czes¢ rekopisu wojennego
.Stereomechaniki", ktory ulegt zniszczeniu i nie moégt by¢ zrekon-
struowanym w catosci, gdyz zajecia zwigzane z mojg katedrg i Insty-
tutem WytrzymatoSsciowym w Politechnice Gdanskiej nie pozwalaty
na to w warunkach mego wieku i zdrowia. Trudno byto takze usung¢
z tekstu powolywanie sie na inne moje ksigzki, ktdrych wydania
spodziewalem sie znacznie wczesniej niz ukonczenia druku ksigzki
niniejszej. Mimowolne wprowadzenie w btgd niektérych moich Czy-
telnikbw wynikto zatem nie z mojej winy. Stwierdzam nadto z nie-
mata przykroscig, ze utrata w Powstaniu Warszawskim przeszio
100 referatow prac publikowanych w latach .1934 do 1942 w Zwigzku
Radzieckim, ktére to referaty oglaszatem za granicg, nie pozwolita
mi na uwzglednienie cennych wynikéw tych prac w odpowiednich
miejscach ksigzki, lub przynajmniej na ich zacytowanie. Tutaj za-
znacze tylko, ze dziat mechaniki wyrosty na podiozu klasycznej
teorii sprezystosci rozwija sie nader pieknie w piSmiennictwie nauko-
wym rosyjskim, ftatwo nam teraz dostepnym, stojac na poziomie
naukowym co najmniej dordwnujgcym pracom w jezykach zachodnio-
europejskich. Mito mi stwierdzi¢ nadto, ze i u nas w Polsce, po letargu
wojennym, obudzit sie do zycia powazny ruch naukowy w tej dziedzi-
nie. Swiadczy o tym zwlaszcza wydawane od roku w Politechnice
Gdanskiej ,Archiwum Mechaniki Stosowanej" pod redakcjg prof.
W. Nowackiego. Zarazem wyrazam nadzieje, ze ksigzka moja pobudzi
mtode kadry polskich naukowcow do badan samodzielnych. Olbrzy-
mie nasze straty wojenne niech bedg bodZcem ich usilnej pracy.

Na koniec powtérze prosbe z przedmowy do tomu I, a skiero-
wanej do fizykéw i inzynieréw badaczy, aby podzielili sie ze mng



VI

spostrzezeniami i uwagami krytycznymi, jakie sie moga nasungc
przy doktadnej lekturze mojej ksigzki.

Bysunki w rozdziatach koncowych wykonali pp. A. Biock
i inz. J. Walczak za co Im skladam szczere podziekowanie. Wzorowy
sktad matematyczny w ksigzce jest zastugg Drukarni Uniwersytetu
Jagiellonskiego i jej Pracownikdw, ktorym rowniez wyrazam podzieke.

Krakéw, w grudniu 1949 r.
M. T. Huber
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<Ix (s
20 wiersz 12 od dotu zamiast V ma by¢ N —
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123 wiersz 14 od dotu zamiast i'1tj+ filfe + £i) ma by¢ en £x-j- 'm {ey-=+i-2)

125 wiersz 15 od go6ry zamiast <i\, ma by¢ <t
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—i(t,+ 2d3) ma by¢|(2il3— bt)
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X X
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wiersz 5 od dotu zamiast nalezy ma by¢é mozna

wiersz 14 od go6ry zamiast zwyczajnych ma by¢ zwyczajnym
wiersz19 od go6ry O= 0i skresli¢

wiersz 6o0d goOry zamiast obliczywszy ma by¢ Obliczymy
wiersz 3od dotu zamiast przypadkowa ma by¢ wypadkowa

wiersz 2o0d dotu zamiast techniczne ma by¢ technicznie

wiersz 10 od go6ry w drugim réwnaniu zamiast ma by¢ /~ j

w réwnaniu (a) po stronie prawej znaku == ma by¢ \/j\/*F = \y*F=0
wiersz 7 od dotu zamiast */*dpz+al/dy ma by¢ \y*— 3*13x1+3*Idy*

wiersz 6 od dotu zamiast \/=3/3x+3ldy+3/3z ma by¢ \/'1=9-/£z*+
+3,/3y1+ 3tI3N

wiersz 1llod g6ry zamiast wiec ma by¢ wiec

w réwnaniu (82.7) winno by¢ /(»)= <p*+ iy> wcelu wyraznego odréznie-
nia funkcji tp{x,y) od wspoéirzednej katowej tp na rys. 43

wzér(87.9) ma mieé¢ postaé¢ A(r= PJ2n

w tytule 890 zamiast nioograniczonej ma by¢ nieograniczonej

A A
w pierwszym z wzoréw (91.2) zamiast T ma by¢ -

w trzecim z wz. (a) brak na koncu nawiasa)

wiersz 8 od gory zamiast okupione ma by¢ skupione

rriersz 11od gdry zamiast znalezlibySmy ma byc¢znalezliSmy

wiersz 14od dotu zamiast @ ma by¢ p2

rriersz 1lod gory zamiast dzdydz ma by¢ dxdydz

wiersz 3i 4 od dotu w wyrazeniu { } wszystkie ei y winny mie¢ u gory
akcenty (kreski pionowe)

Rys. 58 obréci¢ o 180"

wiersz 13 od goéry zamiast ,elastycznymil ma by¢ plastycznym
wiersz lod dotu zamiast ,wykazatl ma by¢ wykonat

wiersz loddotu po prawej stronie znaku = zamiast J ma by¢ J,
wiersz 6oddotu zamiast: Warunki te.... ma by¢ Warunki (119.1)
wiersz 18od dotu zamiast moze,zachodzi¢ ma by¢é moze zachodzie
wewzorze(130.3) zamiast M| ma byé¢ MI

zamiast rys. 82 ma by¢ lys. 83



XIl. ZAGADNIENIA ROWNOWAGI | RUCHU
W CIELE SPREZYSTYM NIEOGRANICZONYM

§ 141. Zagadnienia réwnowagi. Wyobrazajgc sobie cialo spre-
zyste rozciggajace sie we wszystkich kierunkach w nieskonczonos¢
tworzymy oczywiscie fikcje matematyczng zwang zwykle osrodkiem
sprezystym. Atoli ta fikcja oddaje ustugi znakomite w przypadkach,
gdy badamy skutek sit zewnetrznych dziatajgcych na obszar we-
wnetrzny ciata, jezeli ten obszar jest bardzo maty wobec wymiarow
calego ciata. Wtedy bowiem odpadajg warunki krancowe, ktérych
uwzglednienie Sciste sprawia najwieksze trudnosci przy rozwigzywa-
niu zagadnien konkretnych. Utatwione przez to catkowanie réwnan
rézniczkowych teorii sprezystosci pozwolito znalez¢ liczne wazne wy-
niki ogolne, ktore tutaj rozpatrzymy ograniczajgc sie do ciat izo-
tropowych.

W tym celu bierzemy pod uwage przemieszczeniowe rownania
rézniczkowe réwnowagi wyprowadzone w 859, tj.:

(141.1) (59.2)

gdzie X, Y, Z oznaczajg skladowe sitly masowej odniesione do
jednostki objetosci. Gdy po ich kolejnym zrézniczkowaniu wzgle-
dem X, vy, z te rownania dodamy, to otrzymamy

(@)

To zas$ rownanie zawiera tylko jedna niewiadoma funkcje 6.
Mozemy je napisa¢ w postaci

1—2v 1 -

(b) 2(1—1) g,div P——4nfdx,y, 2



2 X Il. Zagadnienia r6wnowagi i ruchu w ciele sprezystym nieograniczonym

jezeli P oznacza wettor sity masowej o rzutach X, T, Z, ktére
traktujemy jako dane funkcje wspohzednych x,y, z okreslajace
funkeje fO réwnaniem

, . . 1—2v divP
©)

Z rozniczkowawszy teraz trzecie z réwnan (141.1) wzgledem vy,
a drugie wzgledem z, otrzymamy po ich odjeciu pierwsze z réwnan

g 3w do

1

V2t e - 321t G(

'3u 3w 1

(1412) V2 i3z 3X)1+ <r)(
do 3u 1/

Ve 3i) * G\

Dwa nastepne wynikajag z dzialan analogicznych. Mozna je
zastgpi¢ jednym réwnaniem wektorowym

(141.3) V2rot W+ i rotP = 0,

gdzie W oznacza wektor przem|eszczen|a Oznaczywszy skiadowe
wektora P jako funkcje miejsca /i,/2 f3 napiszemy réwnania (141.2)
w postaci

041 V 2>*=— V 28//= —4nfzi®, y,*V,
\J*wz= —=xnfz(x,y,z).
Otrzymahsmy tedy do wyznaczenia rozszerzenia objetoscio-
—»

wego wilasciwego i sktadowych obrotu 2) rownania rézniczkowe
tego samego typu co

(141.5) \J20 — 4rtk/i

w teorii potencjatlu grawitacyjnego 0 w punktach wewnetrznych
ciata, przy czym /t oznacza gestos¢, a Ic stalg grawitacji.

To réwnanie nosi tam nazwe réwnania rézniczkowego Poissorta.
W ciagu dalszym nadamy mu dla wygody posta¢ identyczng z row-
naniem potencjatu elektrycznego

(141.6) \720 = —4ne,

gdzie e zastepuje —Kkju.



§ 142. Rozwigzanie ogdlne réwnan réwnowagi osrodka sprezystego 3

Dajmy na to, ze znamy dwa rozwigzania réwnania Poisson’a,
tj. OLi 02 Wowczas

y 20i=;—#*ne | y 20a==—Ans,
Z czego po odjeciu wynika
\m —02=o0.
Oznaczmy 0X%—02ssW, to funkcja W czyni zado$¢ réwnaniu
\/IW =0,

czyli rownaniu rézniczkowemu Laylact*a, ktére spelnia potencjat
grawitacji w punktach zewnatrz mas cigzacych. Z tego wynika

o~ 02+ 0,

co wyraza, ze gdy do calki 02 rownania Poisson’a dodamy jaka-
kolwiek calke rownania Laplace’a, to suma przedstawia nowg catke
réwnania Poisson’a.

Calkg szczeg6lng réwnania Laplace’a, czyli funkcjg harmo-
niczna, jest miedzy innymi (jak juz zaznaczono w §102) funkcja r -1,
jezeli r = \{x—x Of-\-(y—y0Of J {z—z0Y oznacza odlegtos¢ od punktu
statlego (@0,y0z0). Atoli funkcja ta spetnia réwnanie Laplace’a w calej
przestrzeni z wyjatkiem punktu wymienionego, ktdry przeto nalezy
wytgczyé przy catkowaniu.

§ 142. Rozwigzanie ogdlne rownan rownowagi osrodka sprezystego.
To rozwigzanie jest, jak wynika z § poprzedniego, réwnowazne
z catkowaniem ogOllnym rownania Poisson’a. Wykonamy je sto-
sujgc wzor Green'a, ktory przy obiorze normalnej wewnetrznej n
do powierzchni a otaczajgcej objetoS¢ r ma postac

(@) f =

gdzie TJi 0O oznaczajg funkcje x,y,z ciagle i jednoznaczne wraz
z pochodnymi pierwszymi i drugimi. Przyjgwszy 0 jako szukane
rozwigzanie réwnania Poisson’a (141.6), obierzemy

U= r~1= [@?—«02+ {y —y02+ («—Z0)q-1'2

Przy calkowaniu w obszarze otaczajacym punkt (x0,y0,z0)
nalezy ten punkt jako osobliwy wylgczy¢ przez otoczenie go kulg
0 promieniu r0, co uwydatnimy oznaczajgc przez dr* element obje-
tosci pozostatej po wylgczeniu punktu osobliwego i wykonywujgc
catkowanie po powierzchni z prawej strony réwnania nie tylko po
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powierzchni wydzielajgcej caly obszar rozpatrywany, ale takze po
powierzchni wydrgzenia kulistego, po czym zmniejszymy promien
kuli do zera. Element powierzchni kuli oznaczymy przez dk. Mamy
wiec wedlug (a)

(i42.0) /[1y 0 y (1)]1=-17jl da—

1
_/[r 9n 3n\r \

Teraz z powodu wylgczenia punktu osobliwego mozna po
stronie lewej podstawi¢ v 21/r)==0; a poniewaz \/2d>= —4~ie, wiec
strona lewa przyjmie postac

— 47~ d r*

W calce drugiej po prawej stronie réwnania (142.1) jest
d&/9n= d<PjSr, poniewaz kierunek normalnej do powierzchni kuli
jest zarazem kierunkiem promienia r. Nadto jest tutaj

9 ii\ dn\ [

9n\r] 9r
co na powierzchni kuli ma wartos¢ —ry2. Oznaczywszy przez d>
kat brytowy o wierzchotku w srodku kuli, ktdry na jej powierzchni
wyznacza element pola dic, napiszemy dk= r2dco. Po wstawieniu
tych wartosci w catke wymieniong znajdujemy

1422> - /[ ; ST- *nm

Sl(tf)y [ —

Zmniejszajgc teraz az do zera promien kuli otrzymujemy O
jako wartos¢ graniczng pierwszej caltki po stronie prawej, a warto$¢ 0
w calce drugiej zdaza widocznie do 0(xoyo,z0), tj. do wartosci tej
funkcji w srodku kuli. A zatem:

lim f0da>=&(x0,y0,z0) fdco= 4:n0(x0,y0,z0).
ro-*0J J

Wstawiwszy to wszystko w (142.1) otrzymamy
4 " *(D]<,+ 4»@<a,,Y,,Z,),

a stad warto$¢ funkcji 0 w dowolnym punkcie (x0,y0,z0):

(142.3)
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Rozwigzanie ogolne réwnania Poisson'a polega wedlug tego
wzoru na wyznaczeniu wartosci 0 w kazdym punkcie obszaru catko-
wania z danych wartosci s w tym obszarze, oraz wartosci jakie
przybiera 0 i 90/9n na powierzchni ograniczajgcej. Trzy catki po
stronie prawej rownania (112.3) oznaczajg jak uczy teoria potencjatu:

sdr potencjat masy rozmieszczonej w objetosci r o ge-
s a'r stosci €

potencjal masy rozmieszczonej na powierzchni a

— 1l : : N , .
47t r 9n 0 gestosci powierzchniowej n_ihAn; -wreszcie
a

1 f. 9(1\ potencjat warstwy podwdjnej o momencie — 0 roz-

J 1' mieszczonej na tejze powierzchni.

Widac¢ z tego, ze znalezione ,rozwigzanie ogoélne” nie zatatwia
jeszcze sprawy, gdyz w ogéle wartosci O i 90j9n na powierzchni
obszaru catkowania nie sg dane, a nie mozna ich takze obliczy¢
jaka$ metoda ogdlng. Jedynie w przypadkach, gdy druga i trzecia
catka po prawej zdgza do zera dla obszaru zwiekszajgcego sie bez
granic, mozemy napisa¢ po prostu:

(142-4} ®(Xo,y0,Z0o)=f"r,

a wzor ten umozliwia wyznaczenie 0, a zarazem wielkosci 0, co*, oy, d&
w osrodku sprezystym nieograniczonym. Znajomos$¢ zas tych wiel-
kosci jako funkcyj miejsca pozwoli, jak zobaczymy ponizej wyzna-
czyC przemieszczenia u, v, w.

Przechodzac teraz do zagadnienia ruchu wyobrazmy sobie,
ze jakis element znajdujacy sie we wnetrzu ciata sprezystego be-
dacego w rownowadze zostat wytrgcony ze swego potozenia sitami
zewnetrznymi chwilowymi i wskutek tego rozpoczat ruch. Ruch ten
od chwili wylgczenia sit zewnetrznych odbywa sie pod wplywem
wiezi sprezystych taczacychilelement z warstwa otaczajgcg materii
ciatla, a wiec ma charakter drgan. Drgania te przenosza sie w ciggu
dalszym na coraz odleglejsze warstwy otaczajgce zrodio zaburzenia.
Nazywamy je drganiami swobodnymi lub wiasnymi w odréznieniu
od drgan wymuszonych sitami zewnetrznymi ciggtymi okresowo
zmiennymi. Ujecie teoretyczne ruchu takiego, jako rozchodzenia
sie miejscowego zaburzenia rownowagi staje sie szczegoélnie proste,
gdy ograniczymy sie do obszaru bardzo matego wobec wymiarow
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ciata, albo, co wychodzi na jedno, gdy przyjmiemy, ze Sciany ogra-
niczajgce ciatlo oddalajg sie do nieskonczonosci. Wtedy zaburzenie
rozchodzi sie podobnie jak odksztalcenie zwierciadta wody w stawie
po wrzuceniu don kamyka w postaci ,fal”, jest wiec jak sie wy-
razamy ,ruchem falowym” materii ciata. Ogromne znaczenie i roz-
powszechnienie ruchéw falowych domaga sie mozliwie prostego
i jasnego przedstawienia ich gtéwnych wiasnosci, do czego z wielu
wzgledéw nadaje sie bardzo dobrze klasyczne zagadnienie szczego-
towe struny, jako najprostszego uktadu sprezystego ciaglego.

§ 143. Zagadnienie struny. Strung nazywamy krdtko kazde
ciegno x) jednorodne i sprezyste, rozpiete ciggnieniem statym miedzy
dwoma punktami nieruchomymi, ktérego sztywno$¢ zginania mozna
pomina¢. Pominiemy takze i ciezar wlasny ciegna, przyjmujac, ze
jego posta¢ rOwnowagi w stanie napietym okresla w kazdym po-
tozeniu punktow koricowych A i B prosta AB obrana za o$ X pro-
stokatnego uktadu wspétrzednych 2. Wtedy ciegno mozna traktowac
jako kontinuum liniowe punktéw (@0,0), ktérych przemieszczenia
u, v, w sg funkcjami odcietej x i czasu t. Zakladajgc zastosowanie
zasady superpozycji rozpatrzymy oddzielnie kazdg z trzech skia-
dowych ruchu elementu struny o masie /iFdz (ju gestos¢, F pole
przekroju), a mianowicie:

1°. Przyspieszeniem ruchu elementu wzdtuz osi X jest 92il3t2
W kierunku ujemnym osi X dziata na element napiecie

X+FFpx,

w kierunku dodatnim napiecie
* *
N+1S rdx+' 'I\AJF o%2 "

a wiec réznica tych napieé

24

'Y Wyraz ,ciegno" na oznaczenie elementéw materialnych o wybitnej
sztywnos$ci rozciggania a takze i skrecania przy znikajgcej sztywnos$ci $ciskania
i zginania, jest bardzo udatnym nowotworem Komitetu Redakcyjnego | wy-
dania podrecznika ,Technik" (Warszawa 1905).

2) Uwzglednienie ciezaru wiasnego nie zmienia w niczym réwnan ruchu
jezeli sktadowe pionowe przemieszczen oznaczone np. przez v dla ciegna rozpie-
tego poziomo mierzymy od potozenia rownowagi, ktére bardzo nieznacznie zwisa
od prostej AB.
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musi by¢ réwna iloczynowi masy pFdx przez przyspieszenie, czyli

oA o

(143.1)
92  9x2

(To réwnanie jest zarazem réwnaniem rozniczkowym drgan po-
diuznych preta sprezystego z pominieciem nieznacznego wpiywu
odksztatcen poprzecznych towa-
rzyszacych przemieszczeniom po-
dtuznym u). \

2°. Gdy elementy struny
poruszaja sie tylko w plaszczy-
znie 11, to 9%/9t2 jest przy- Rys. 84.
Spieszeniem ich ruchu w kie-
runku Y. Jako sity poruszajace wystepujg (rys. 84): skladowa napiecia

—dx —

.9V .
-N k
X w przekroju X,
oraz sktadowa

v 9 n
\te + W dX

w przekroju x-\-dx, poniewaz 90j9x jest miarg bardzo maftego kata
nachylenia stycznej do krzywej jakg tworzy podczas ruchu o$ struny.
Wypadkowa tych sit jest

N 9ngx.

A wiec réwnaniem ruchu elementu jest

o'--g?dx=N Q/gx,
czyli

OV AN

(143.2)
1 @ 9x2

3°. E6wnanie tej samej postaci otrzymamy oczywiscie dla
ruchu elementéw struny w plaszczyznie XZ, a mianowicie

9v A9

(143.2 a) W e

Wszystkie trzy rownania mozna sprowadzi¢ do wspdlnej
postaci
a*

143.
(143.3) ot2 a 9x2
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gdzie
a= j/ — dla drgan podiuznych, tj. réwnolegtych do X,

zas

/~_x}~ ~a drgan poprzecznych, tj. prostopadtych do osi X.

a-y

Wspélne sg réwniez i warunki krancowe, tj. f= 0, i 37St~0
dlax= 0ix—I, jezeli |=AB oznacza dlugosé napietej czesci struny.

Dwie postacie rozwigzania znalezione przez d’Alembert'a
w r. 1747 i D. Bernoulli'ego w r. 1753 rozpatrzono juz w §251 i na-
stepnych Stereomechaniki teclm. autora. Tutaj obierzemy najpierw
inng droge prowadzaca wprawdzie posrednio do celu, ale ogromnie
pouczajaca jako zastosowanie' rOwnan Lagrange'a drugiego ro-
dzaju. Przytoczymy je ponizej z krotkim komentarzem, nie powta-
rzajgc uzasadnienia szczegOtowego, gdyz mozna je znalezé np.
w rozdz. X | Mechaniki Ogolnej autora, albo w innych podrecznikach
mechaniki teoretycznej.

Podzielmy dlugoso rozpietej struny na n réwnych czesci o diu-
gosci a= I/n i pomysimy sobie w kazdym z punktéw podziatu sku-
piona 1/%-tg czes6 masy calej struny, pozostawiajac reszte wilasnosci
struny, tj. jej napiecie i odksztatcalnosé sprezysta bez zmiany.
Mamy wiec do czynienia z modelem niecigagtym struny, ktéry jest
uktadem n—1 punktdw materialnych o skoriczonej liczbie stopni

swobody w odréznieniu od

AV-a X aX adb ~X3B struny ciaggtej jako ukiadu

Kyg 8 o liczbie stopni swobody nie-

skonczenie wielkiej (mocy

kontinuum) (rys. 85). Bozwigzawszy zagadnienie ruchu modelu wy-

konamy nastepnie przejscie do n-+o00, aby znalezé rozwigzanie dla
struny ciggtej.

W spoczynku okreslajg potozenia punktéw materialnych mo-
delu odciete a,2a,3a,...,(h—l)a. Ich przemieszczenia przy drga-
niach podiuznych oznaczymy odpowiednio przez

I\l') I\2 ?*** I\iJ*** 1\71_1.

Wydtuzenia wlasciwe wiezéw sprezystych tgczacych poczatek A
z punktem m3} punkt mlz punktem m2itd. sg

jjr U2 ul unt—un—=2 —Un4
J

n.* n. >¥ee> )
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CO napiszemy w postaci

uo0 w2— Ux U j-uU j-j Ui+ x— V, Un-i— Un-2 Un— Un_x
a a a a a a

jezeli ud= 0i u,—0 oznaczajg przemieszczenia poczatku A i kohca B
rozpietej struny. Mnozac te wydluzenia przez sztywno$¢ podiuzng
wiezi sprezystej A =E F znajdziemy przyrosty napiecia w czesciach
kolejnych modelu. A zatem punkt materialny mt porusza sie pod
dziataniem sity wypadkowej z napie¢ obustronnych, tj. sily

Poniewaz ta sita jest rowna —dUjdui, jezeli U oznacza energie
potencjalng ukiadu, przeto te energie przedstawi wyrazenie

(143.4) U= JO[(%"‘°)2+ («2~% )2+ K-~-r)2
jako réwne zarazem pracy odksztatcenia sprezystego wszystkich

odcinkéw ciegna. Dla energii "kinetycznej uktadu napiszemy wy-
razenie

(143.5) E= £m(«0+ u\+, .+ ti2_i+1i2),

gdzie m=yFa oznacza mase kazdego z punktéw uktadu.
Réwnania rézniczkowe Lagrange’a, tj.

daja teraz réwnania rézniczkowe ruchu:

(143.6)

Calkg szczegolng tego uktadu réwnan jest jak tatwo sprawdzi¢

(143.7) Ut—Xi cos (wt-f-a), i=0,l,2,...,(n—1),n
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przy czym parametry Al muszg czyni¢ zados$¢ réGwnaniom wyniktym
z podstawienia rozwigzania w rownania (143.6), a wiec rownaniom

d tha )y 2470
AN g 112A mtlie _ Ak B

(143.8) a \'a / a
- -a4-l+\(é\ - TM«%(_i- /\8.4:0'

Tych (w—1) réwnan zawiera (to—1) niewiadomych Al*4>-*m4-i>
gdyz oczywiscie A0= A,=0. Oznaczywszy dla skrécenia

0 amw2_ c
A

napiszemy powyzsze réwnania w postaci

G). —Aa= 0

— Ai-j- G2i— A3—0

(143.8 a) — A1 C1-3—M4= 0
—A 2 A= 0.

Ten ukiad (to—1) réwnan liniowych jednorodnych o (to—1)
niewiadomych ALA2...,An_ i ma jak wiadomo tylko wtedy rozwia-
zania rézne od zera, gdy jego wyznacznik

ag-1, 9 Q.
0L -1(? d-

Ibi-1= = 0.

. - c -

-1, C
Rozwiniecie wedlug wyrazéw pierwszej kolumny daje
Dn-\ —CDn—+—Dn3, czyli D,_i+Dn 3= (7Dn_2.

Poréwnywujgc to réwnanie ze zwigzkiem goniometrycznym

sin TOpof-sin (to—2)p=2 cos Pwsin (to—Il)e>
napiszemy
C=2cosp i Dn 1="W sin vq
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gdzie W oznacza wspoéiczynnik, ktéry wyznaczymy z warunku,
ze dla n=2, Dn-\ ~ D\ —C, czyli

W sin 2%= 2 cos P
stad
sm P sm®

Poniewaz D ,-i jako wyznacznik okreslajgcy wartosci G musi
by¢ rowny zeru, przeto temu warunkowi uczynimy zado$¢ przyjmujac

ntp—lcn,

gdzie Ic jest liczbg catkowitg r6zng od wielokrotnosci n. A zatem
G—2 *MH =2 coso= 2 cosm.
A n
Stad warto$¢ czestosci Tcatowej drgan

(143.9) w= 21/— esin
\' am 2n
Wzo6r ten daje (n—1) réznych czestosci kagtowych o>, w2, se»n—1)
gdy podstawimy w nim Tc=l,2,...,(n—1).
Rownania (143.8 a) przyjma teraz postac

n 1+ (~0= A,=0).

Jak tatwo sie przekonaé¢ czynig im zados¢ wartosci

h —Bk sin *

gdzie J3* oznacza stale dowolne. Wobec tego napiszemy catke
szczegolng (143.7) w postaci

(143.10) ut—Bhsin i — Cos («*<+ a¥).

Takich calek szczegdlnych okreslajgcych mozliwe drgania
punktu mi (o okresach 2jr/o>*) jest tylko (n—1), albowiem wieksze
od (n—1) wartosci liczby catkowitej T prowadzg do okreséw tych
samych. Dodajgc wszystkie te catki otrzymujemy rozwigzanie ogoélne
w postaci

k=n—
(143.11) «/= V.Z?Asin i — €os (@AI+ «*)eee [i=1,2,...,(»—1)]
k=l
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zawierajgcej 2(n—1) statych dowolnych Bhi a*. Mozemy je wyzna-
czy¢ z odchylen i predkosci poczatkowych punktéw materialnych
naszego modelu struny.

Przejscie od modelu do struny ciggtej wykonamy teraz pod-
stawiajgc w (143.11)

. . X
ia—x, a wiec %—a—

i przyjmujgc lim an=lim a(n—1)= Z Bdéwnanie przeksztalci .sie
-»0,7-» 00
zatem na
.k
(143.12) u— " Bksin 9% cos &m

* —
=1

Czestos¢ katowa

staje sie teraz z uwagi na a= I/n, m,=yFljn, a wiec

am —uF nZ
rotyng
o I/ n2A . kn . I n\/F kn\
O y wWjs’ msm =im(h (/] mr1m
czyli
kn
143,13
( ) a-~-T 1
zas okres drgania
n
(143.14) = -ﬁ

Najdluzszym okresem odpowiadajgcym najnizszej czestosci
drgan jest

(143.15)

tj. okres drgania gtéwnego (podstawowego). W akustyce odpowiada
mu ton zasadniczy, czyli gldwny. Wszelkie inne czestosci tworzace
zbiér przeliczalny sg catkowitymi wielokrotnosciami czestosci pod-
stawowej. Drganie podiuzne struny (a jak zobaczymy i drgania
poprzeczne) jest wiec ruchem okresowym, podczas gdy drgania
mas nii rozwazane poprzednio sg ruchami nieokresowymi, gdyz
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czestosci przedstawione wzorem (143.9) nie sa wielokrotnosciami
jakiejkolwiek liczby.

W wynikach powyzszych jest godne uwagi jeszcze to, ze z wzo-
row zniklo zupetnie napiecie ciegna. Drgania podiuzne sg przeto
niezalezne od wielkosci napiecia poczatkowego struny, a tylko za-
lezne od rozpietosci |, modutu sprezystosci E i gestosci materiatu [i.

§ 144. Drgania poprzeczne struny. Zastapiwszy jak poprzednio
mase struny uktadem p. m.-ych
w odstepach a—Ijn, o masach
m= pFljn i przyjgwszy, ze ich ru-
chy zachodzg w plaszczyznie YX
pomyslanej pionowo (rys. 86),
znajdujemy skiadowg Y sity poru-
szajgcej punkt mt jako sume sktadowej pionowej napiecia N ze
strony lewej, tj. -N i ze strony prawej +N

A zatem
Y — (M _i—=\0+ —<«)].

Dla energii potencjalnej i kinetycznej uktadu otrzymamy

wyrazenia
U=*ai(vkv O*+(v2v )*+...+(vnrv n-In
E=%$m(vi+ i+ —+ ®),

ktore rdznig sie od analogicznych w przypadku drgan podtuznych
jedynie tym, ze zamiast sztywnosci podiuznej A wystepuje tutaj
napiecie ciegna N jako parametr. Wobec tego wystarczy tylko
wprowadzi¢ ten parametr we wzory poprzednio wyprowadzone

i napisac
k=n—1

vt~ K 1B('ksrn .knn cos (co*<-fa*),
(144.1) =i

N_ kn
wk—21
o am SlU2»’

a po przejsciu do struny ciagtej

(144.2)
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Wzory te pouczaja, ze drgania poprzeczne zaleza od rozpietosci
struny, jej napiecia, przekroju i ciezaru wtasciwego, a nie zaleza od
modutu sprezystosci materiatlu (jak to zachodzito w drganiach po-
dluznych). Kazdy oddzielny wyraz szeregu nieskonczonego (144.2)
przedstawiajgcego najogélniejsze drganie ptaskie struny, np.

. kr
Jhsin —T)i cos [cokt + ak)

okresla wychylenia czastek struny odbywajgce sie u wszystkich
czagstek w tym samym rytmie okreslonym czestoscig wk i katem
fazy a* tak, iz postacig struny jest w kazdej chwili sinusoida o diu-
gosci potfali ljk. Przekroje struny x=I/k, 2ljk, 3l/k,... nie doznajg
zatem wychylen, czyli tworzg wezly. Wezly te dzielg rozpietosc
struny na 1, 2, 3,... poifale. Drgania takie, o ile nie sa zbyt powolne
lub zbyt szybkie dajg wrazenie stuchowe tonu muzycznego i dlatego
w akustyce noszg nazwe tonéw wilasnych struny. Przyjmujac
&= 1,2,3,... otrzymujemy kolejno najnizszy ton gtéwny, czyli pod-
stawowy i wyzsze tony harmoniczne o czestosci podwodjnej, po-
trojnej itd.

Struna moze oczywiscie wykonywac i drgania zlozone z ilu-
kolwiek prostych drgan harmonicznych przedstawionych wyrazami
szeregu (144.2). Caly szereg przedstawia najogoélniejszy mozliwy
ruch struny z potozenia poczatkowego okreslonego wyrazeniem
dla v otrzymanym przez podstawienie t—0, czyli wyrazeniem

00 o0}
xt, . knx v> . knx
t'o cos a* sm ~~j~ ak sm ~~J~"’

A1 Al

ktore wedlug twierdzenia Fourier'a wyznacza' dowolng funkcje
ciagla w przedziale 0<a;”l, przyjmujaca wartosci zerowe na obu
granicach tego przedziatu.

Gdy teraz przyjmiemy, ze drgania poprzeczne czgstek struny
zachodzg w plaszczyznie ZX, to otrzymamy droga identyczng
rozwigzanie ogolne réznigce sie jedynie wartosciami stalych dowol-
nych Bhi ak. W przypadku najogdlniejszym drgan przestrzennych
czgstek struny okreslonych trzema skladowymi u, v, w, wyznaczaja
trzy rozwigzania powyzsze trzy rzuty przemieszczenia catkowitego
na osie prostokgtnego uktadu wspétrzednych. Przy tym nalezy
panneta¢, ze $cistos¢ wynikéw teorii w zastosowaniu do ciegien
rzeczywistych jest tym wieksza, im mniejsza jest sztywnos¢ zgi-
nania ciegna, a wychylenia tak male, ze wywolane nimi zmiany
odlegtosci przekrojow nie powodujg godnych uwagi zmian napiecia
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podiuznego N. Pomiedzy drganiami podiuznymi a poprzecznymi
struny zachodzi wreszcie ta wazna rOznica, ze pierwszym towa-
rzysza wyrazne wydtuzenia i skrécenia elementéw struny, podczas
gdy tego rodzaju odksztatlcenia nie grajg zadnej roli godnej uwagi
przy drganiach poprzecznych o amplitudach dostatecznie matych,
jakie zaktadamy w teorii. Jakkolwiek drgania poprzeczne ciegna
rozpietego rozpatrujemy zwykle z pominieciem sztywnos$ci zginania,
to jednak zgiecie elementdéw ciegna wystepuje przy tym wyraznie,
wobec czego drgania takie mozna zaliczy¢ do drgan gietnych, ktére
w odniesieniu do pretdw o znacznej sztywnosci zginania zbadamy
ponize;.

§ 145. Drgania skretne ciegna. Gdy rozmieszczonymi wzdiuz
osi X ciegna (lub preta) momentami skrecajgcymi obrocimy wzgle-
dem siebie okoto tej osi elementy preta, a po tym usuniemy momenty,
to energia potencjalna wewnetrznych sit sprezystosci zamieni sie
na energie kinetyczng obrotu elementéw preta i powstang drgania
skretne. Ich teoria jest, jak zobaczymy, analogiczna do teorii drgan
podtuznych i gietnych.

Zastosowawszy znowu model przyblizony przez podziat ciegna
AB = Iz=na na n czesci rownych g ,ffl2)... o masach skupionych
w punktach podziatu i przypisujagc im moment bezwladnosci, ktory
jest odpowiednig czescia momentu bezwladnosci 0 calego ciegna
wzgledem osi X, oznaczmy kolejno przez (pl}q4®,... katy obrotu mas
m1}m2, ... wzgledem pierwotnego potozenia réwnowagi. Ha mase
mt dziata z lewej strony moment odpowiadajgcy skreceniu odcinka a

o kat (ft—(fi-1, a wiec moment —G——(h " jezeli Goznacza sztywnosc¢

skrecenia. Z prawej zas strony moment C--+1"—— BOwnanie ru-

chu obrotowego masy punktu mi o momencie bezwitadnosci aGil
ma zatem postac

A [(<O—<Pii) + (Q—92+)]+ ~ = 0.

Mamy wiec do czynienia z ukladem réwnan rdzniczkowych
0 tej samej postaci co réw. (143.6) i tych samych warunkach kran-
cowych. Wobec tego mozemy od razu napisa¢ rozwigzanie ogolne
na wzor réwnania (143.11), tj.

k=n—1

(145.1) P,= Bksin i~ cos (cokt + /?%),
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zastepujac nadto w wyrazeniu dla oo* parametr Alam przez Gl/a20,
czyli piszac

Ien

(115.2) SiU =

zélél as%

Stad przejdziemy podobnie do uktadu ciggtego otrzymujgc
00

(145.3) v= sin S cos (ojkt +/2%)

145.4) co*

Przy okragtym przekroju ciegna jest sztywnos$¢ skrecania
C—GIP, za§ 0 —n Ipl, gdzie |p jest biegunowym momentem bez-
wiadnosci przekroju kolowego, a [x gestoScig materialu. A zatem
dla takiego przekroju jest

len |

145.5
( ) a*=T \

§ 146. Rozwigzania klasyczne zagadnienia struny. Jedno roz-
wigzanie klasyczne podane najpierw przez D. Bernouillrego pro-
wadzi do réwnan identycznych ze znalezionymi powyzej w 8 143—145.
Dlatego przejdziemy od razu do rozwigzania d’'Alembert’a, ktore
jakkolwiek odnosi sie do wszystkich rozpatrzonych powyzej drgan
ciegna, zastosujemy przede wszystkim do przypadku drgan po-
przecznych struny ze wzgledu na wybitng tatwos¢ uzmystowienia
takich drgan. Oznaczywszy teraz przez y odchylenie elementu
struny o odcietej x, i przyjawszy N IfiF= a2 mamy

3 -%3 -

Calka tego réwnania wyznaczy przy statej wartosci t stabo
powyginang posta¢ struny, za$ przy staltym x okresU ruch jej prze-
kroju odpowiedniego. Lewa strona rownania rézniczkowego przed-
stawia wielko$¢ proporcjonalng do sity poruszajacej element w kie-
runku y, prawa za$ jest proporcjonalna do przyblizone] wartosci
krzywizny odksztalconej osi struny w miejscu elementu. Kazdy
wiec element struny jest pod dziataniem sity proporcjonalnej do
jego krzywizny i skierowanej ku jego potozeniu réwnowagi.
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Jak tatwo sie przekonaé¢, kazda rozniczkowalna dwukrotnie
funkcja y —{%=at) argumentu xzxat czyni zados¢ réwnaniu roz-
niczkowemu (146.1). Jakoz

% = +al'(x+Gty, 74 - ad"(xz a)
o1 ol

ox
Jako catke ogolrg napiszemy wiec
(J46.2) ) =/i(®—at) + fAx+at).

Przyjawszy na razie, ze /2= 0, ze wiec ruch struny jest okre-
Slony réwnaniem y=fl{x—at), widzimy ze w przekrojach x dla
ktdrych x —at= staltej jest takze y = statej. Obraz ruchu uchwycony
w chwili t~ 0 jest przeto wyznaczony krzywag y =/1('»), ktéra w ciggu
dalszym przenosi sie w kierunku dodatnim osi X z predkoscig a}
albowiem roézniczkowanie rownania x—at= stalej daje dxjAt—a.
Chociaz wiec elementy struny nie majg predkosci sktadowych wzdiuz
osi X, lecz tylko predkosci prostopadte do tej osi, to jednak widok
takiego ruchu daje chwilowo ztudzenie predkosci podtuznych, ktére
pierzcha dopiero przy obserwacji doktadniejszej. Z predkoscig a
przenosi sie w kierunku x tylko stan ruchu, a nie materia. Po-
dobnie y = fAxJr at) wyznacza ruch krzywej y = fAx) w kierunku —x.
W przypadku og6lnym istnieja jednoczesnie obadwa stany ruchu
posuwajgce sie w kierunkach przeciwnych ze stalg predkoscig a
Euchy tego rodzaju nazywamy ruchami falowymi, przy czym
a okresla predkos¢ rozchodzenia sie fali. Dla fal poprzecznych struny
mamy

(146.3)

albo poniewaz y = = = 4 ¢ 0znacza mase jednostki dlugosci struny
wyrazorg przez ciezar tejze jednostki g, przeto-

W przypadku wyidealizowanym struny o rozpietosci nieskon-
czonej (co powyzej juz przyjeto) jest ruch okreslony zupelie wa-
runkami poczatkowymi, tzn. w chwili t= 0 jest

yO=F(x), |%j=G (x).

Teoria sprezystosci.
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Z roéw. (146.2) wynika teraz
F(x)=fi(x) + h{xy, G(x)= —aj\{x)+ afx).

Caitkujgc to réwnanie wzgledem x otrzymujemy

—/i(®)+ /A®) = " f G(x)dx,
z czego wynika
G{x)dx
(146.4)
Ur)y=\fx)+ " J Gx)dx.

Zastgpiwszy w pierwszym z réwnan powyzszych x przez x —at,
a w drugim przez x+at i wstawiwszy otrzymane wartosci funkcyj
Ixi /2w row'. (146.2) znajdziemy posta¢ rozwigzania ogoélnego:

y="F(x+at)+"F{x—at) + * // ;("(Z)@_// /O(D*fe
z=x+at z—x—at
gdzie dla unikniecia nieporozumienia oznaczono przez z argument
funkcji G. To réwnanie da sie widocznie napisaé w postaci

*4 -at
(146.5) y= AF(x+at) + "F{x—at)+ ~* J G{z)dz

x—at

Dajmy na to, ze pewien odcinek rozpietej struny nieograni-
czonej w rownowadze zakrzywiono lekko (rys. 87) sitami stosownie

Eys. 87.

dobranymi i usunieto te sity jednoczesnie bez udzielenia elementom
odcinka predkosci poczatkowej. Wtedy wprowadzona powyzej
funkcja G(x) jest rowna zeru, a posta¢ poczatkowg odcinka przed-
stawi row. (146.5) dla t= 0, czyli

y=F(x).
Buch powstajgcy po tym w strunie okresli réwnanie
y=\F(x+ at)+ iF {x—at),

ktére wyraza, ze utworzony na poczatku ,garb” dzieli sie na dwa



§ 146. Rozwigzania klasyczne zagadnienia struny .19

o potowe nizsze, ktére sie przenosza z predkoscig a od miejsca rozpa-
trywanego w obu kierunkach przeciwnych. Ruch elementéw struny
nie jest przeto okresowy, kazdy z nich bowiem doszediszy do po-
potozenia robwnowagi zatrzymuje sie.

Rozpatrzmy teraz drugi skrajny przypadek zaburzenia réwno-
wagi struny przez udzielenie pewnemu odcinkowi predkosci po-
czatkowych (dyl9l),. Wtedy F(x)=0, a wprowadziwszy oznaczenie

f G(x)dz~B(z),
otrzymamy réwnanie ruchu
(146.6) y= ’Z‘(-j[H (x+at) —S(x —at)],
z ktérego czytamy, ze od chwili poczatkowej <= 0 wytwarzajg sie
dwa garby o réwnaniach

H(x) . H(x)
y= 1y~ 20~

a wiec jeden dodatni a drugi ujemny (rys. 87a). Garby te posuwajag
sie od miejsca zaburzenia w kierunkach przeciwnych wzdiuz osi X.

Rys. 87a

W obu przypadkach nazywamy przenoszaca sie wzdtuz struny
posta¢ zakrzywiong jej czesci fala.
Przechodzac do struny skonczonej miedzy koncami ustalonymi

Xx—0 i x= 1| napiszemy odpowiednie warunki krancowe dla obu
funkcyj fAx~at) i fAx+at) spetniajgcych réwnanie ruchu, a wiec
(146.7) h(—at)+ /a(+at) = 0= fx(I—at) + A1+ at).

Stosownie do (146.4) mozna te funkcje wyrazi¢ w postaciach

*

fix)=1F (x)-"f G(z)dz

(146.8) °

X

m -*"F W + "f G(2)dz.

Dowiedziemy teraz, ze ruch falowy, ktéry w strunie nieskon-
czonej byt nieokresowym, staje sie okresowym w strunie skonczonej.
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O ile bowiem w rozwigzaniu powyzszym mamy dla x na oku obszar
zmiennosci od 0 do |, to dla t obszar ten jest nieograniczony. Z tego
wynika, ze i argument xtat, ktéry oznaczymy przez z, moze przyjac
wartosci dowolnie wielkie. A zatem warunki (146.7) prowadza do
réwnan

(116 91 l/i(— )+ LW = o,
v 1/ Ki-*)+/.(H-*) = o,

waznych dla wszelkich wartosci z. Podstawiwszy w drugim row-
naniu I-\-z zamiast z napiszemy

li(—*)+/*(2i+*) = 0,
a odejmujgc od pierwszego otrzymamy
1A2Z+%)=/,(«).
W podobny spos6b znajdziemy
fi(21+z) = U(2),

co dowodzi, ze obie funkcje sg okresowe ze wzgledu na zmienne x i i
Odpowiednimi okresami sg 2Zi 2lla.

Sledzac na podstawie réwnan ruch falowy wywotany jakim-
kolwiek zaburzeniem réwnowagi w pewnym miejscu struny, stwier-
dzamy zgodnie z dosSwiadczeniem, ze stan okre$lony funkcjg
postepuje kr koncowi x—I, a stad cofa sie przy zmianie znaku
funkcji az do poczatku x —0, po czym znéw postepuje ku konh-
cowi itd.

Tak samo ma sie rzecz ze stanem okreslonym funkcjg /2 Zja-
wisko odwrécenia kierunku ruchu fali i zmiany znaku jej rzednych
przy przejsciu przez punkt koncowy nosi nazwe odbicia sie fali.
Przedziat czasu miedzy dwoma kolejnymi odbiciami fali jest oczy-
wiscie potowg jej okresu.

§ 147. Rownanie falowe. RoOwnania rézniczkowe ruchu we-
wnetrznego w ciele sprezystym izotropowym (59.2) maja w przy-
padku wytgczenia sit masowych postac
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Gdy po zrdézniczkowaniu kolejnym tych réwnan wzgledem
X, Y i z dodamy je do siebie, to otrzymamy

\-/7284-' 2_12VV ®—g’ %‘?g?
czyli

(147.2) -20_ 1—2r 920
V 2(1—v)G'fl912’

Ro6zniczkujac trzecie z row. (147.1) wzgledem vy, a drugie
wzgledem « i odejmujgc znajdujemy

, O\ ju 9219w  9v\
VU % G 9%i2\w-~9e)

czyli
é Q;JZX i podobniez
22811
147.3 °
( ) V°>b (7
y 927
G' 9@ -

W przypadku gdy 0= 0 réwnania ruchu (147.1) przybierajg
postad

- n9% 2 _[idhv

(L «9% _2
(147.4) vV u 4 ‘o' v2 G3iz; " G dp-
Jezeli za$ znikajg skladowe obrotu wx, ay, wz, to pole prze-

mieszczen jest potencjalne i mozna napisac

ap ow w
u
= V"'=9y’ 9z
a wiec
9%2p 9\ 9\ 90 Ap .
0= @6’??"“9}92* o= VZ?A, 9x v (79: itd .,

wobec czego rownania (147.1) sprowadzajg sie do

1— 2v u

. o
(147.5) V' «= 2(1—r) ‘£ op itd.

Rownania (147.2 do 5) sg tego samego typu:
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Jest to roéwnanie rozniczkowe rucliu falowego przestrzennego,
zwane krétko réwnaniem falowym. Stala a okreSlajgca predkosé
przenoszenia sie ruchu falowego, czyli szybkos¢ przewodzenia fal
ma wartos¢

(147.7) w réwnaniach (147.2 i 5)
zas
(147.8) (147.3 i 4).

Te dwa wzory odrézniaja dwa rodzaje szczeg6lne ruchu falo-
wego. Gdy zaburzenie dokonane w pewnym miejscu wnetrza ciata
sprezystego, ktdre nazywamy w tej teorii osrodkiem sprezystym,
polega na odksztatceniu objetosciowym, to takie zaburzenie roz-
chodzi sie z predkoscig (147.7) tworzac fale ,dylatacyjng”, zwang
takze ,bezobrotowg”, albo nicwirowg. Natomiast zaburzenie polega-
jace na czystym odksztatceniu postaciowym, a wiec w ogoéle potg-
czonym z obrotem elementu, rozchodzi sie z predkoscig (147.8),
znacznie mniejsza, tworzgc fale, ktorg nazwiemy falg skretna.
(M. P. Eudzki w swej ,Fizyce Ziemi” nazywa ja ,torsjonalng”;
Lord Kelvin stosuje do niej przymiotnik ,equivoluminal”; Francuzi
pisza ,onde de rotation”, Niemcy ,Schiebungswelle”). Jezeli za-
burzenie jest dane przez odksztalcenie zlozone z objetosciowego
i postaciowego, to powstajg jednoczesnie obie fale. Podlegajgc za-
sadzie superpozycji fale te z powodu réznych szybkosci rozchodzenia
sie ulegaja wkrotce roztgczeniu i przenosza sie niezaleznie od siebie.

§ 148. Calki szczegdlne réwnania falowego. Rozpatrzmy naj-
pierw przypadek gdy funkcja O w réwnaniu falowym jest zalezna
tylko od jednej wspohzednej np. x. Wtedy mamy do czynienia
z rébwnaniem

ktérego rozwigzanie ogoélne zbadalismy w 88143—146.
To rozwigzanie, tj.

(148.2) & = flfcc—at)+fAx+at)
stanowi teraz calke szczegdlng rownania falowego i okresla tzw.

fale ptaska, albowiem w kazdym punkcie jakiejkolwiek danej ptasz-
czyzny prostopadiej do X ma 0 w danej chwili t wartos¢ te sama,
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zalezng tylko od argumentéow (x —at) i (x-\-at). Jak juz widzieliSmy
w zagadnieniu struny rozwigzanie (148.2) przedstawia dwie fale

0i=/i(d—at) i 2= U(XJr ai)

przenoszace sie z predkoscia a w kierunku dodatnim i ujemnym
osi X. W teorii struny bylo funkcjg falowg 0 bagdz to wychylenie
elementu struny prostopadie do osi X (fala poprzeczna), badz tez
przemieszczenie przekroju struny rownolegle do X (fala podiuzna),
badz wreszcie, kat obrotu przekroju (fala skretna). Tutaj funkcja 0
moze przedstawia¢ dylatacje 0, przemieszczenie, lub obrét czastek
osrodka sprezystego. Argument kazdej z obu funkcyj falowych 0
i02tj. (x—at)i (x+ at) nazywajg w czasach nowszych fazg w chwili <
a predkos¢ rozchodzenia sie fali predkoscig fazowg. Nazwy te sa
w Scistym zwigzku z zalozeniem, ze zaburzenie wywotujgce fale
ma charakter okresowy. Rozpoczynajgc od przypadku najprostszego
napiszemy

on
(148.3) 0 —A cos-y (x—at),

gdzie A i Asg statymi. A okresla najwiekszg warto$¢ osiggang przez 0
przy zmianie okresowej, czyli amplitude. Znaczenie stalej A znajdu-
jemy ustalajac chwile t, wyznaczajac wartos¢ O dla x~xu tj.

0 —A cos §tt (x1—at)

i otrzymujac te samg warto$¢ dla x = x1-\-nl, gdzie n jest liczbag
catkowitg dowolng. Albowiem

on 2n . 27
cos— (a+nA—at)= cos y (xl—at)+ 2njz = cos— (x1l—at).

A zatem fazy punktow lezgcych w odstepach A2A,... czyli
réznigce sie 0 2n, s a réwnowazne, a wartosci funkcji 0 zmie-
niaja sie tylko na dlugosci A po czym wartosci te powtarzajg sie
identycznie na kazdym nastepnym odcinku A Dlugos¢ A nazywa sie
dtugoscig fali. Miedzy dtugoscig fali a okresem T drgania harmo-
nicznego wartosci 0 zachodzi zwigzek, ktdory znajdujemy z warunku,
ze przy kazdej wartosci x winno by¢

COSy (x—ffitf)= COSy [*—a(t+ T)].
To spetni sie oczywiscie gdy

2naT
cha’ - 2tt, czyli T—~
a
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Z tego powodu réwnanie (148.3) mozna napisad w postaci
(184.4) 0—Acos2n” —|j.

Edwnanie tjT —x\X —statej okresla w kazdej chwili punkty
o tej samej fazie drgania, czyli powierzchnie jatowa, ktéra w przy-
padku rozpatrywanym wiasnie fali ptaskiej jest plaszczyzng. Te
ptaszczyzneobraliSmy powyzej jako prostopadig do osi X.Jednakze

tatwo przewidzie¢, ze moze nig byc¢ jakakolwiek ptaszczyzna przed-
stawiona réwnaniem

X CO0S a+y cos /?+« cosy—p,

w ktdrym p jest odlegtoscig ptaszczyzny od poczatku wspoétrzednych,
a a, fi, y katy utworzone przez p z osiami. Wtedy

. L. | X cosa+y cos f}+z cos yl
0=A cos2jr|— y ) yj

spetnia réwnanie rozniczkowe (147.6), albowiem

220 4ti2 - 220 ATi2 o 30 4n2 . .
3-s= __a,c°sai = 5i=— y*™ r,
a wiec
aAjX _ATiza2 ,
co staje sie réwnym
20  4T2
~d? ~ T2
pod warunkiem
a_1 . 1p_ A
—m=—, czyli = -,
(I a

ktoremu uczyniliSmy zados¢ powyzej.

Przechodzac teraz do przypadku nieco ogélniejszego, w ktérym
zaburzenie rozchodzi sie z poczatku wspétrzednych réwnomiernie
we wszystkich kierunkach, przyjmiemy, ze funkcja 0 zalezy tylko
od promienia-wektora |i (oprécz czasu t), ze wiec jej pochodnymi
wzgledem x, vy, z sa

20 20 dli 30 x
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Dodawszy te trzy rOwnania otrzymujemy

wobec czego réwnanie falowe przyjmie postaé

albo

3RO)_ dAM)

9,2 ~a 3h2 "

tzn. posta¢ identyczng z pierwotng, gdy funkcje 0 zastgpimy
przez IM>. Rozwigzaniem rownania falowego bedzie wiec teraz

0=1h(R- at)+ 1 /2R + at)

z dwiema funkcjami dowolnymi f1 i /2 okreslajacymi skutek zabu-
rzenia réwnowagi w elemencie otaczajgcym punkt poczatkowy.
Poprzestajgc w przypadku najprostszym na funkcji f1 jako okre-
sowej harmonicznej

otrzymujemy

Odpowiednie powierzchnie falowe sa kuliste. Czastki znajdujace
sie na kazdej z kul drgajg w tej samej fazie z amplitudg A/R, a wiec
malejgca ze wzrostem promienia kuli R.

§ 149. Rozwigzanie ogolne rdéwnania falowego. Pierwsze roz-
wigzanie dat w r. 1820 Poisson. Obecnie traktuje sie je jako za-
warte w ogoélniejszym rozwigzaniu Kirchhoffa z r. 1883, ktére tu
uzasadnimy droga uproszczong przez Beltrami'ego w r. 1895.
W tym celu obierzemy funkcje &(<c,y,z,r) czynigca zado$¢ réwnaniu
falowemu

(149.3)
przy czym jako zmienng r przyjmiemy z powoddw, ktore wyjdag
ponizej na jaw,

(319.2) reat—r/a, gdzie r=\a?A-y2~)-z22
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Z powodu tego podstawienia 0 jako funkcja x,y, z i t nie moze
spetnia¢ réwnania falowego, gdyz zmienne x,y,z wystepujg takze
w r. Nalezy wiecznalezé taka posta¢ rownania rézniczkowego,
ktorej czynizados¢ funkcja

(349.3) 0(so,y,s,r) = 0 |a,y,e,t— = y(a,y,zt).

Utwdérzmy wiec wyrazenia
dy) dy) 32> dy) das
dx' dy' ' di2’ dr &
znajdujgc najpierw
d> 30 30 3r
dx dc” dr dx’
a poniewaz wedlug (149.2) jest
dr 1dr i x
<49-4) . Nz =
przeto

3w 30 1X do

(149.5) dx T E AT A

Powtérne rézniczkowanie wzgledem x z uwzglednieniem, ze x
wystepuje nadto w r daje:

320 320dr 1 30 , 1x2dO 1x d2O 3x d0 3
dji2~~dé&> dxdr 3xar dr ar* dr ar dxdr ar dr2 dx’

albo po zastosowaniu zwigzku (149.4):

32 dD 2x d» _1 30 1tf230 , 1 w2d>0
(149.6) OXi~~ r'dxdr ar dr ar- dr a2 radr2'

Piszac wyrazenia analogiczne dla dhp/dy2, 3%)/dz2 i dodajgc
wszystkie trzy otrzymamy

21 d:0 dD do \ 230 3 do
(149.7) y v = N - A \N* N+ y A+ " M-r)-Tri7+«r-w -

Z uwzglednieniem réw. (149.1) napiszemy prosciej

_ 21 dD d2o 30 \ 2 30 2 dD
(149.8) \/V=—~ + VJydr+ *dzJc)~ ar dr + a? dr2’

Stosownie do rownan (149.2 i 3) jest nadto



§ 149. Rozwigzanie og6lne réwnania falowego 27

Wobec tego mozemy w (149.8) zastgpi¢ 90/9r i 920/9j2 przez
drp/dt i 93/>/9t2 otrzymujgc w ten sposob szukane réwnanie rézniczkowe:

21 92w 92v v\ 2 9% 2 92p
(149.100 Vr+ — JN9INZ9Z9N)+ ar'Tt~ a2"2? ~—
To réwnanie przeksztalcimy jeszcze na postaC prostszg piszac
je najpierw po podzieleniu przez r:

(iag.iny W ., 2/* + U (’>{y_2931>\-29P 2 9hp A
' (2 A 72'9yQi+ T2 929~ ar2'Jt “ afr JJ ~

i uwzgledniajgc nasuwajgce sie wyrazenia dla pochodnych czast-
kowych

9 x 9 9y ty 9 9p

Ox r2 Tt ' 9y r2Jt ' 97 T2 4

Pierwsze daje po wykonaniu rézniczkowania

OlIx i\ _1 9% 2x2 9% x 9 19ip\
9x\72' 9f) ~? 'Ot ir '97 + 729x\9t)’
Ale
9 i9y>\ 9 93\
9x\97)~9i\9x)!
a ze wzgledu na (149.5)

919\ 9 90 1 x90
9x\9i) 9 9% a r 9r

Zastgpiwszy tutaj stosownie do (149.9) 90\9x przez 9>/%t na-
piszemy
9 195\ 9190\ x 923»
I9x\9t) 9x\%ja r 92

Wreszcie uwzgledniajgc, ze

90 90 3r 90 9

ot 9t 9% 9t 9’
otrzymamy

919ip\ _ %p x 9R2p

9x\9t) 9x91 ar AR’
A zatem

9 [x 1 9% 2x2 9%, x 9y X2 9
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Dodawszy to rownanie do dwu analogicznychj dla wspotrzed-
nych y i z i pomnozywszy wszystko przez 2/o, znajdziemy

2fd/x 3yn 3ty A, 31z A _2/1 J» 1 3y
o"Nlr2' 37/ + 3y\r2"3i) 3Z\r*' 5]« dt ~ar'3Pj +
P 32) y 3h) z 3hp
alr2 3x3t r2 3y3t r2 3z3f)’
co w zestawieniu z réw. (149.11) daje szukane rownanie réznicz-
kowe funkcji y» w postaci

1 2 ix 3y\ 3fy 33 31z 33
(149.12) NIV H i1 377+ 3y\r2'Th) + 3-Ar2' 3]

Wezmy teraz pod uwage powierzchnie zamknieta S (rys. 88)
otaczajgca poczatek wspohzed-
nych, a pomnozywszy lewg stro-
ne (149.12) przez element obje-
tosci dr wykonajmy catkowanie
w obszarze 8, wylgczajgc oczy-
wiscie z calej objetosci r, jak
to sie czyni w teorii poten-
cjatu, przy pomocy matej kuli
0 promieniu rnpoczatek uktadu,
gdzie 1/r staje sie nieskonczo-
noscig. Zaznaczymy to przez
odroznienie gwiazdka objetosci

Rys. S8. r* obszaru pozostatego. Obszar

ten jest wiec ograniczony od

zewnatrz powierzchnig 8, od wewnatrz kulg le, a calkowanie okres-
limy wyrazeniem

(149+13) 0.

Stosujac do kazdego z trzech wyrazéw caiki drugiej przeksztat-
cenie Green'a (przy obiorze kierunku dodatniego normalnej we-
wnetrznej, a nie jak poprzednio zewnetrznej) napiszemy:

[ 11 'D)**"S% m s

gdzie dk oznacza element powierzchni kuli k. Eazem tedy otrzymamy

i/1» (2 'W)+®-]**“ -;/[? "W ™ (ne>+*-, "

dA;,
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a poniewaz a?r= cos (r, przeto napiszemy

= -i«;n—vo-?:ltv[cos(r,atacos(»,a?)+ cos(r,y)cos(n,y)+ cos,(r,2)cos (w, z)]JdE—

2 ri
~ajVv\TI~” + cos2 (‘my)+ cos2(r,2)]dfc.

Ale wyrazenie w klamrach pod catkg pierwszg po stronie prawej

jest réwne cos (r,n) = 9r/dn, w drugiej calce za$ jest rdwne 1, wobec
czego

< o> L[z (P ME)+eem ] rani/E

a row. (149.13) przybierze postac

N *____ N =
(149.15) JCrX/thr aj d rdn ar()]]c 9? k=0

Stosujgc do pierwszej catki ogdélny wzér Green'a

di di

J (u\tiv—\7a)dr=~"J s .'5r g

w ktérym podstawiamy u—Ijr, v= yi uwzgledniajgc, ze w obje-
tosci r* jest y XI/V) = 0, znajdujemy

(U9.16) dk.

Z wzoréw (149.15 i 16) wynika teraz po prostych przeksztat-
ceniach:

+ 1fiF eor £ #lis+m dk= °-

Oznaczywszy przez dw kat brytowy o wierzchotku w poczatku
uktadu wyznaczajacy na kuli pole elementarne dk —r 2dw, otrzymamy-
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Tutaj dla ?.,>-0 znika wyraz drugi i ostatni, a trzeci staje sie
rownym 4jr~(0,0,0). Pozostaje wiec po podzieleniu przez 4n:

(349.17) ,(0,0,0)=JL fijfiy s -id } -StF *4

Powracajgc teraz do pierwotnej funkcji falowej 0 zwigzanej
z y) réwnaniem (149.3), zastgpimy po stronie lewej ~(0,0,0) przez
<Z{0,0,0,<), poniewaz w poczatku uktadu jest r=0, a wiec t—rfa=t.
Po prawej zas mamy wszedzie

y@,y,*,<)-$(»,y,* t—
Dla uproszczenia napiszemy argument czasowy jako wskazZnik
otrzymujac:
®,(°,0.0)= i / 0, w " (})«
U49.M) ip I
4jc) rdn 2naJ r 3n 3
Drugi wyraz po prawej przeksztatcimy jeszcze ze wzgledu
na to, ze 3jdn{&t-ria) znaczy, iz nalezy najpierw we funkcji 0 po-
tozy¢ zamiast t wartos¢ t—r/a, a po tym rozniczkowa¢ wzgledem
normalnej pamietajac, ze i r zalezy od n. Ro&zniczkujac przeto

z uwzglednieniem zwigzku (149.3) miedzy 0 a y> napiszemy przy
zrozumialtym znaczeniu wskaznikow

Btp\  /30\ 30 3t 130\ 1 303r
\3nJi 3t 3n \3w/r a 3t dn’

albo poniewaz 30!3r—dtp;dt:

idtp\ t 1 dr dtp 130\
' \3n)t a3n 3t \3n)t

Powréciwszy do symboliki rownania (149.18) napiszemy

(UH'

przy czym symbol ostatni wyraza, ze 0(x,y,z,r) trzeba najpierw
zr6zniczkowa¢ wzgledem n, a po tym dopiero w 30/Sn zastgpic
argument r przez t—r/a. Zwigzek (a) przyjmie wiec postac

3 Vi3 dp [30\
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Po wstawieniu w (149.18) otrzymamy ostateczng postat roz-
wigzania, ktora napiszemy wprowadziwszy dla przejrzystosci znak [0]
zamiast 0(x,y,z,t—rja). Ujecie 0 w klamry wskazywaé¢ bedzie
zatem niejako na wczesniejsza date wartosci funkcji falowej, tzn.
cofnietg od chwili rozpatrywanej t o przedziat czasu r/a. Azeby wreszcie
uogoIni¢ jeszcze rozwigzanie, przeniesiemy miejsce rozpatrywane
z poczatku uktadu do punktu x0y0z0, i kladac zarazem

e r=\{x—x02+ (y—yQ02+ (z—z02

Wtedy rozwigzanie réwnania falowego napiszemy w postaci

B 190 1 9r 90\ ,,

(149.19) IT hn\r, -r 9n  aron ot

To réwnanie wyznacza w dowolnie obranej chwili t wartos¢
funkcji falowej 0 w dowolnym punkcie obszaru ograniczonego
dowolng powierzchnig zamknieta S z danych wartosci 0 i 90/9n
na tej powierzchni. Calki po stronie prawej przedstawiajg potencjaly
mas rozmieszczonych w sposéb okreslony jednoznacznie tymi da-
nymi. Gdyby a byto nieskonczenie wielkie, to t—rja bytoby réwne t
i mozna by skasowa¢ klamry w oznaczeniach powyzszych. Wtedy
funkcja 0t(xoyo0z0) bytaby w kazdej chwili t wyrazona wartoSciami
potencjatéw jednoczesnych po stronie prawej réwnania. Skonczona
szybkos¢ a rozchodzenia sie fal sprawia, ze potencjaly po stronie
prawej muszg by¢ odniesione do chwili wczesniejszej od t o rja.
Dlatego nazywajg je potencjatami opdznionymi. Znaczenie istothe
rozwigzania Kirchhoffa tkwi w tym, ze z danego rozktadu zaburzen
na powierzchni zamknietej 8 mozna wyznaczy¢ ruch kazdego do-
wolnego punktu Avewnagtrz tej powierzchni obliczywszy wartos¢
funkcji falowej dla tego punktu (x0y0z0). Ruch ten jest super-
pozycja ruchow udzielonych punktowi przez wszystkie fale wy-
chodzace z punktéw powierzchni 8 wedtug znanej zasady Huyghens'a
i Fresnel'a, ktdrej scistym ujeciem matematycznym jest dopiero row-
nanie (149.19).

Wspomniane powyzej rozwigzanie Poisson’a jest przypadkiem
szczegllnym rozwigzania Kirchhoff'a; otrzymujemy je przy zalo-
zeniu, ze powierzchnia 8 jest kulg o promieniu at opisang dokota
punktu (x0y0,z0) jako srodka, a na tej kuli sg dane S$rednie war-
tosci 0 i 90/91 dla t—0. Szczegodlnie doniosta role gra rozwigzanie
Kirchhoff'a w optyce.
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§ 150. Wyznaczenie przemieszczen. Gdy powiedzie sie wyzna-
czy¢ rozszerzenie objetosciowe 6 i skladowe obrotu wx,(oa,wz, z row-

nan § 142, 148 i 149, to dla znalezienia przemieszczenn W o skia-
dowych u,v,w mamy roéwnania

9w dc 3u 3w d du ~» di dv dw ,
dy 3z -~QX dx §i~3i=zn"

albo w postaci wektorowej

(a) 212= rotW; O0=dWW.

Te réwnania calkuje sie po wyrazeniu przemieszczeh przez
dwie funkcje miejsca, skalowg Xxf i wektorowg 3l o skiadowych
Ax,Ay,Az wzorami

dw dA, dA,
n- " + ~dy dz

dw dA2 dA,
(b> "0 + dz dx albo W= grad WA-rot 31
dw dA, 9A,

W=t dx dy
W tym celu wstawiamy wartos¢ V_\7 z (b) w pierwsze z row. (a)
otrzymujac
(150.3) 212=rot grad W-\-rotrot 2L
Ale jak ftatwo sprawdzi¢ jest rot grad W—O0, za$

rotrot 21= —v Dl+grad div 217).

*) Poniewaz
[9AZ 3A\  (9AX 3AZA  BAy  3A%

rot21=, W 3z) + I,\dz 9x)~ \3x 3y )’
przeto
N 3AX  9AZ
rot rot 21= i 3y 3x dy éz xz' X1
+i é)s('lgx 3y |
+ BAX 9A2_ 919A2 dAy
V32 xI dy[dy @ dz,
Po wykonaniu rézniczkowali i zastgpieniu 95;/]2’ + dm\XPrZGZ AA> '39:?‘\r
itd. otrzymujemy
rotrot 21 I'3 I9AX i 3Ay —2a 11 af3IS?+Mi+Mf\

=t [-&[& +W +/" 1 WA+ 1 rdy ~ 323
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Obrawszy teraz funkcje wektorowg tak, aby byito
<150.2) divi=0,
napiszemy zamiast row (150.1)
(150.3) y i =- 20,
albo we wspotrzednych prostokatnych
(150.4) yAx=-2wX; \j*Ay=-2wy; \/Az=-2w z.
Biorac na razie pod uwage przypadki rownowagi, traktujemy
wx, (By, wz jako juz wyznaczone f_l:nkcje miejsca (niezalezne od czasu),
a wiec do wyznaczenia funkcji 91 rozporzgdzamy réwnaniami (150.4)

jako réwnaniami Poisson’a, ktorych catki ogélne dla przestrzeni
nieskonczonej napiszemy wedtug (142.4) w postaci

.1 fwxd 1 Cwydr .
(150.5) wxar wyar x

Cwzd
g
gdzie r oznacza odlegto$¢ dowolnego elementu objetosci od punktu
rozpatrywanego. Podobniez otrzymamy z réw. (b)

9u = 3'W  dAt 9*A,
9x  9x2 3x91 3x97’
9nr==3W + 2-Ax 9'AZ
dy dy- dydz dxdy)
dw__ 3W dJAM 9AX
9z dz2 2xdz dy dz-

a po dodaniu

(150.6) fle=y 2y = div W,

z czego znajdujemy

(150.7) IP=-— f — .

iTtd Vv

_}
Obie funkcje 91 i W sg wiec wyznhaczone potencja}ami,_’ale a jest

wektorem, podczas gdy W skalarem. Dlatego funkcje 91 nazywajg
'‘potencjatem wekiortwym, a W potencjatem skalarowym.

Szukajac teraz przemieszczen w przypadku ruchu nie mozemy
réwnan (150.6 i 7) traktowac jako réwnan potencjatu, gdyz zawieraja
nadto czas t jako argument. Wtedy jednakze obowigzuje, jak wia-
domo z §149 dla wx, Wy, wz i 6 rGwnanie falowe, tj.

(150.8) (147.6) A= AT0,

Teoria sprezystosci. 3
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gdze o oznacza ktorgkolwiek z czterech wielkosci tox, @y, aiz i O.
Uwzgledniajgc réwnania (150.4) otrzymamy wiec z powyzszego

(150.9) [~ (V U )I*W A

i podobne réwnania dla Ay i Az. Zmieniwszy porzadek operacyj
92912 i \y2 napiszemy zamiast tego:

(150.10) v {"-« 2V2}=0 itd.

Tym zas ré6wnaniom uczynimy zados$¢ przez wartosci Ax, Ay, Az
spetniajgce rownania falowe: o

92A .
~W =«*VIAX itd. r

Catkujemy je ogoélnie wedlug 8§ 149 przez potencjaly op6znione.

Tak samo ma sie rzecz przy szukaniu funkcji W. Zwazywszy
bowiem, ze 0 spetnia réwnania falowe, otrzymujemy po wstawieniu
wen wartosci d z (150.6):

a stad

A wiec i W spelnia rownanie falowe, wobec czego da sie wyznaczyc¢

przez potencjaly opdéznione. Po wyznaczeniu tg droga funkcyj 3Li O,
znajdujemy u,v,w przez proste rézniczkowanie stosownie do wz. (b).

§ 151. Fale podiuzne i poprzeczne. Pierwszg klasyfikacje ro-
dzajow fal podaliSmy juz w §H7 odrézniajagc falowanie, ktéremu
ulega tylko warto$¢ 0 od falowania przy ktdrym 0 pozostaje stale,
a zmienia sie tylko posta¢ i orientacja, elementow osrodka sprezy-
stego. Teraz mozemy odrozni¢ dwa rodzaje gtéwne fal rozchodzacych
sie wzdiluz ..promieni” prostopadiych do powierzchni falowej wedtug
tego, czy przemieszczenia punktow materii ciaglej sga rownolegte,
czy tez prostopadte do tych promieni. W pierwszym przypadku
nazywamy fale podtuznymi, w drugim za$ poprzecznymi. Wykazemy
je na prostym przypadku fali ptaskiej, jaka powstaje przy zalozeniu,
ze gli sg zalezne tylko od wspétrzednej x. Wtedy rownanie (b)
z 8150 sprowadzajg sie do postaci

90 9AZ 9A
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Nastepnie w kombinacji z wzorami (150.4 i 6) znajdujemy

di o, 3)_
— o,

3X ~

Ale stosownie do réwnan rézniczkowych (147.2 i 3) napiszemy

320 | —2v // 310
> 2(3—Vv) G3t2
(15.1.3)
328, 'y 32S(¢ . 325, | 3200
Sj2 ¢ 3t2 3tf* 3

Catki szczegolne tych rownan otrzymujemy tatwo w postaci
(351.4) a. —0oasin

ze statymi dowolnymi a0,b0,c0 o wymiarze dlugosci. Po wyrazeniu
lewych stron przez pochodne du'3x, 3v/3x, 9w/3x stosownie do wzo-
row (151.2) i zcatkowaniu znajdujemy

M= «0 COS .H ®88
(151.5) v=2bO0cos af_IC)

w=2e0cos a(x—* (/" ]

Rownania te przedstawiajg fale ptaskie, ktérych plaszczyzny
prostopadie do osi X poruszajg sie w kierunku tejze osi z dwiema
roznymi predkosciami identycznymi ze znalezionymi w § 147 pred-
kosciami rozchodzenia sie fal bezobrotowych i skretnych. Pierwszym
odpowiadajg drgania przemieszczeh skladowych u rownolegtych do
X, drugim zas drgania v i w do tej osi prostopadte. Widzimy wiec,'
ze fale podiuzne rozchodzg sie tak samo jak fale bezobrotowe, a fale
poprzeczne tak jak fale skretne, a wiec z predkoscig znacznie mniej-
szg. W plynach pozbawionych sprezystosci postaciowej jest Gf=0,
a wiec mozliwe sg tylko fale sprezyste podiuzne. Takimi sg np. fale

glosowe w powietrzu, w wodzie itd.
3*
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§ 152. Fale powierzchniowe Rayleigh’a. Pod ptaszczyzng, np.
pozioma ograniczajgcg ciato sprezyste rozciggajgce sie w dot nie-
ograniczenie moga jak dowiodt Lord Rayleigh (Th. of Sound, t. 11
§276) rozchodzi¢ sie w kierunkach poziomych fale ptaskie drgan
harmonicznych zanikajgcych asymptotycznie w coraz glebszych
warstwach ciata. Przyjgawszy dla przemieszczen wyrazenia

(152.1) u—Ay> v= By>, w=Cip,

przy czym
p= c- rz+Kfx+m+pt)... i),

zas A, B, G,/, g, p,r oznaczajg pewne state, wstawmy je w réwna-
nia rézniczkowe (147.1), a przekonamy sie, ze te funkcje spelniajg
je, gdy state czynig jednocze$nie zados¢ réwnaniom warunkowym

A(r*-f-g*+ g p*]- Y "2vf(Af+ *0+ iCr)= 0,
(152.2) B(r*-f*-g*+ gA-j-t*gM +Bg+iCr)**Q,
Clr*-f-g-A"P2)_ _J_r(Af+Bg-Cr)=0.

Te warunki mozna spetni¢ w sposéb dwojaki:
1° Przyjmujgc
n152.3) A= ifc, B—igc, C=-rc,
gdyz wtedy kazde z trzech réwnan (152.2) sprowadza sie do tej
samej postaci
r2 -/,_ e+ |p 2+ __L- ®m_/2_ flf2)=0,

czyli
(152.4)
2° Przyjmujac
(152.5) f+gt-r2=|P 2
a zarazem
(152.6) i(Af+Bg)-Cr=0.

X) Zastosowanie tutaj funkcji o argumencie urojonym prowadzi oczy-
wiscie do rozwigzanh zespolonych, ktére wprawdzie nie mogg mie¢ bezposrednio
znaczenia mechanicznego (fizykalnego), ale posrednio dostarczajg dwu rozwigzan
konkretnych, z ktérych pierwsze jest wyznaczone czes$cig rzeczywista, a drugie
czesScig urojong podobnie jak w zagadnieniach rozdziatu VI.



§ 152. Fale powierzchniowe Kaygleigh'a 37

Stosownie do tego odrézniamy wskaznikami 1 i 2 calki pierw-
szego i drugiego rodzaju piszac

(.152.7) v =B 1lipl+ B iipit w =V xypi+ C apa.
. ; il <

Jako warunki brzegowe otrzymamy z zalozenia braku sit
powierzchniowych na ptaszczyznie Sciany z—0, ze

<T*= Txz— Tyz— O,

a po wstawieniu wyrazen z (59.1)

B HiH Ms+LME+H)*

Gdy tu podstawimy wartosci wziete z (152.7), to sie okazuje,
ze /, gi ™ muszg by¢ w obu catkach jednakowe, a tylko wartoscir,

tj. i r2 moga by¢ roézne. Nadto otrzymujemy
(152.9) i 2= —
/ 0

gdzie H oznacza nowg stalg. Teraz rOwnania (152.8) sprowadzajg
sie do dwu nastepujgcych:

(152.10) ANFC 22+ 2G((V2- @d)=0
i¢2= Hr2-\-2iCi\.
Ale z réw. (152.6 i 9) wynika

iCar2

r+ f

Wprowadziwszy oznaczenia skracajgce

(152.11) f@= |; m2=/2+<,2

i wyrugowawszy C2 z obu réwnan (152.10) pozbywamy sie jedno-
czesnie stalej c i otrzymujemy réwnanie

(152.12) (ft2_ 2froe+
\w 2+ r2 x/

Z uwzglednieniem (152.11) napiszemy réwnania (152.4 i 5>
W postaci

(152.13) . —k2p2; r’Z‘: m 2—fp2
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Podstawiwszy te wartosci w (152.12) znajdziemy po prostych prze-
ksztatceniach réwnanie

45214> (£)1i,(s)' - W (S)' + 81IBLI- 3"s>(5)+165,2 id» O

ktore wzgledem (p/m)2 jest stopnia czwartego. Pierwszy pierwiastek
())/w)2=0 nie nadaje sie do warunkéw naszego zagadnienia. Pozo-
staje réwnanie szescienne do wyznaczenia trzech jeszcze war-
tosci (p/m)2

W przypadku skrajnym nieScisliwosci osrodka, tj. y= 1/2
byloby 72=0. Wtedy rownanie (152.14) ma dwa pierwiastki zespo-
lone, a jeden rzeczywisty, ktoéry daje zwigzek

an-15) p £ |p~p =(0'9504" )"

okre$lajacy predkos$¢ przenoszenia drgan w kierunkach x iy, tj.
réwnolegle do ptaszczyzny ograniczajacej osrodek. Ta predkos¢ jest
zatem tylko o ~ 1,5% mniejsza od [%!/'//, czyli od predkosci zwyktych
fal skretnych (poprzecznych). W przypadku gdy liczba PQisson’a
r==T/4 ma row. (152.14) trzy pierwiastki rzeczywiste, ale tylko
jeden z nich daje r2>0, a wiec odpowiada warunkom zadania. Jego
wartoscig jest

(152.16)

czyli i w takim bardziej realnym przypadku jest szybkos¢ przero-
dzenia fal powierzchniowych mniejsza (0o~8%) od szybkosci zwy-
ktych fal skretnych.

Poniewaz statle c i m pozostaly dowolne, przeto traktujgc je
jako parametry zmienne mozna z wyrazen (152.1) na podstawie
metod znanych skonstruowac catki przedstawiajgce rozchodzenie sie
zaburzenia dowolnego o kierunkach przemieszczen lezacych wr plasz-
czyznie XY . Pozadane uogoélnienie do wszelkich kierunkow zawdzie-
czamy pracy H. Lamb’a (Phit. Trans. R. S. London. Ser A, t. 203,
r. 1904, str. 1—12). .

Fale Rayleigh’a i Lamb’a graja w sejsmologii role wazng
oswietlong wnikliwie wr ..Fizyce Ziemi” M. P. Rudzkiego (str. 149).



XIII. STANY ROWNOWAGI
OSIOWO SYMETRYCZNE CIAL OBROTOWYCH

§ 153. Wzory ogélne. Bo traktowania zagadnien typu wymie-
nionego w tytule rozdzialu nadajg sie szczegOlnie wspotrzedne wal-
cowe. Wyrazone nimi sktadowe stanu odksztalcenia przedstawiajg
wzory (32.1), zas skladowe stanu napiecia wzory (53.1). Niektére
zagadnienia szczegdlnie proste tego typu zalatwiliSmy juz w §8 77, 78,
110, 111 i 118. Bo nich mozna tez dotaczy¢ zagadnienie Boussinesq'a
traktowane w 8§103. Tutaj rozpatrzymy przede wszystkim ogodlne
wzory i metody rozwigzywania, wychodzac z réwnan juz wymie-
nionych, ktére powtdrzymy stosujgc oznaczenia nieco odmienne
dla utatwienia czytelnikowi poréwnania z rozwigzaniami zawartymi
w ‘hercom, leclin. autora. Oznaczymy wiec:

1) Przez u zamiast vr skiadowa przemieszczenia w kierunku
promienia r (rys. 8);

2) przez v zamiast uv skfadowag przemieszczenia w kierunku
obwodu kota o promieniu r (a wiec w kierunku oznaczonym na
rys. 8 przez <

3) przez w zamiast vz skladowg przemieszczenia w kierunku
wspoirzednych z

Analogicznie wprowadzimy oznaczenia dla skladowych ten-
sora odksztalcenia okreslone réwnaniami:

dii
Er — err =

(153.1) 1dw dv di 9w

Odpowiednie wzory dla rozszerzenia objetoSciowego wiasci-
wego i skladowych obrotu w kierunkach powyzej ustalonych sg
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Ayediug (32.1):

13 1 9 9w
153.2 rdr r dip oz
(153.2) 19w 9v u

9w 3 19y
W) 2(oz—FTé)(ro) ek

=f%~5a’ 2°* 9z i of

dr

dr

Rys. 89 b.
Rownania rozniczkowe réwnowagi (53.1) z pominieciem sii
masowych przyjma postac

30> . CTrp 2r, -0,

1
o r 9P 9z ©
9Trp 1 9at Arqe ] 2 .
(153.3) or r oo 9z r
OTrz 1 9t. g\a. n _
dr r 9p g * ro 0.

Mozna je takze wyprowadzi¢ postugujgc sie rysunkiem 89 a i b.
Te réwnania upraszczajg sie jeszcze w przypadkach symetrii
kotowe] odksztatcenn wzgledem osi Z, gdyz wtedy wszystkie skia-
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dowe stanu odksztatcenia i napiecia (przy zalozeniu izotropii lub
odpowiednio dobranej anizotropii) sa niezaleznie od argumentu <
Nadto znikajg naprezenia styczne tvz, oraz odpowiednie katy
odksztalcenia postaciowego yrifl, yvz i obroty skiadowe 5r i co*. Mamy
wiec wtedy

_9u u 9w (@)
Er= 9r et=v’ 9z
109 910 _dii - 9w
r or (ru) + ~97 A= 9z —9r
(153.4)
-L 5Trz i ar—at_ 0
or 9z r

(©).
gz , 90z Tz

dr + ~9ir r ~

Oprdcz tych wzoréow bedziemy w ciggu dalszym potrzebowali
warunkéw nierozdzielno4i, albo réwnowaznych im réwnan napre-
zeniowych Beltrami’ego:

d-6
(I+i)ViF+ guo= 00 (I+1)V2V + gygy = O

9-6
(60.3) {X+v)VV2Oy+ j» — O+r)V A+~=0,
(1+r)V2i+ §jr=0, at

ktore przerobimy na wspoétrzedne walcowe przy pomocy réwnan
wynikajgcych z wzoréw 8§36 i 37, a mianowicie
IX= ar cos2e>+ a, sin2y, ay= arsin2(p+ a, cos2<p/

gdzie rp=<~(r,x). Nadto wiemy, ze operator Laplace’a v 2 jest
okresSlony we wspoirzednych walcowych réwnaniem symbolicznym

g* 1 22 92
(76.8) v ~. Q12 gz2°
A zatem
d L d o \
9? + r 37+ 9M){arC0s29+018in2v)+
1l 92

+ N-fy A arc°s2<7+” sin2V)-

Poniewaz ar i at sg teraz niezalezne od < przeto czes¢ druga wyra-
zenia powyzszego przyjmie postac

—\{a r—at) cos 2>
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z tego samego powodu znajdziemy z tatwoscig

90 3*0 , , 30 sin2a

vV >

a podstawiwszy oba wyrazenia w pierwsze z réwnan (60.3) otrzy-
mamy

'3l 13 3t 2 1 3B
w +rw+a”h-72 +rr,; 0082
+ j~at+¥ 2 {o.-o,)’ﬁ _1 L gqj[sin%9: B.

Niezaleznos¢ od y> wymaga, aby kazde z wyrazen w klamrach
byto réwne zeru. Do tego samego wyniku dochodzimy przerabiajgc
drugie z rownan (60.3). Trzecie za$ pozostaje oczywiscie bez zmiany.
Co sie tyczy pozostatych trzech réwnan, to zwazywszy, ze z powodu
zalozenia symetrii kotowej znikajg skladowe styczne tvr i rvz, a po-
zostaje tylko Trz, roztozymy t,z na dwie skladowe w kierunkach
X |y, a mianowicie

Txzz=Trz @B (P, Tyz—Trz Sin (f.

Eb6zniczkowanie 30/dz daje

320 3 (30\3r 320

(a) 3x3z~ 3r\3z )9x~ 3r3z CSv*
zas
J o \ 1
32+ rTr+ 32rrz+~ 3tf(T,i AB<p)=
/3» 13 32\ 1/32rre . 3Xrz . \
= «0S +? S +s )T+ *("Tcos?- 2 S? smf- T» cosV)-
= @8 VI, -~ ~ siliy -(]cos

a poniewaz drrz/3(p=0 z powodu symetrii kotowej, wiec
(b) ATa=(viT,,-C08¢>.
Wstawiwszy (a) i (b) w pigte z rownan (60.3) otrzymamy

- 2 1. s 1 320 A
V Trz riTrz |+v 3rde~

i ten sam wynik znajdujemy z czwartego z réGwnan (60.3). Ostatnie
wreszcie réwnanie przeksztalcimy podstawiajgc

[*jr ® (or—ot) sin 2ff



§ 154. Funkcja naprezen Love’;

oraz
920 _ 9190 9r\9r 9D sin2e? 1 90 sin2<p
9x9y  9r\9r 9yJ9x 9r~ 2 r dr 2
wobec czego otrzymamy
1. 01,1 . (920 1 90\
(FVM2o " nam 28n1ew -~ 9= 0

Ten sam zwigzek wynika jednakze z odjecia przeksztatconych
pierwszych dwu réwnan (60.3). Mamy przeto ostatecznie cztery
niezalezne nawzajem naprezeniowe réwnania réwnowagi:

2 1 9D _

2 190
V2 0,

(153.5)
S=o0.

1 920
v o2tz gy org, O

ktére sga rownowazne réwnaniom réwnowagi (153.-1 (c)) i warunkom
nierozdzielnosci w przypadku odksztatcenn kolowo-symetrycznych
wzgledem osi Z.

§ 154. Funkcja naprezen Love'a. Catkowanie réwnan (153.5)
utatwia znacznie funkcja naprezen / znaleziona dlugim wywodem
przez Love'a (Elasticity, str. 274, wyd. 4, z r. 1927) po wprowa-
dzeniu zrazu innych dwu funkcyj pomocniczych. Funkcja ta czyni
zado$¢ réwnaniu rozniczkowemu
£ \VA2S\V*=0>
gdzie

72 ii
V_ 9r2+ r 9r+ 922

i okresla rozwigzanie réwnan (153.5) wzorami

0>:§;‘32' , 9x\ 3 (
(154.1) at=M
. 3rM
- - o
ar=Tz @iV I 9z- ' Tn~9r] 9z2

Podstawiwszy te wyrazenia w (153.5) przekonywamy sie
istotnie, ze sie spetniajg tozsamosciowo, jezeli % czyni zadosé¢ wa-
runkowi (a)
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Albowiem stosownie do (154.1) znajdujemy

or _ 3/ _2 Px\ 3trz 3 f,, SY\
dr 3r3z\VV X  Sr))' 3z Sr37[( v dz*J’
oo—ot_1 9/1 36 9\ 19z 18K
r 2 9i\r 3r dr¥] r*' 3r3z r 3r*3z'
A zatem
3or . dr,oo— Qt_ 3 /[, 3 d*x\ | 3% 1 3™
3r™ dz r 3r3z\ 3r2 dzf r*¥drdz r 3r3z
o |1 . 32X 99X 3% 1 3X 13~ _
drdz\3r* r dr dzx 3r2 37/ r*drdz r 3r*3z
a3fiog ,iilx |

“"3r3z\r drr2' 3r3z r'3r23j
Podobniez otrzymamy

T, J- 31 X £ _f__y2 SM

dr 3r vV * 3*2)’ dz dz*[ >V X dz*\’
trz 1~ fn \—2 g

a stad:
2r, do, ,1s., 3. , 2 a*x [0 i dx 1 d\

dr + dz r  \3r*+ r dr” dz2( )v x  dr*3zx + 3z¢ X}  dz* r drdz*~
= (i-~ A A A & | +1F)=tl- )vivir e

Niekiedy okazuje sie korzystnym wyrazenie rGwnania rézniczko-
wego funkcji naprezen / we wspoOtzednych biegunowych (8 32, I1)
zamiast walcowych r, p, z. Oznaczymy je tutaj dla unikniecia niepo-
rozumien przez g,d,m, zamiast uwidocznionych na rys. 9 r, By
Wtedy jest w ogodle

€ 29 1 9 ctg& 9 1 92
902" 090 ' gz 9i)-~ g 90 ' g*sir.2i) dg2

jak mozna znalez¢ dos¢ ditugim rachunkiem rézniczkujac wzory
X=gsin#cosmp, y= gsin&sinq z= gcos#

(ob. np. 8126, t. | przytoczonego powyzej ,Bach. rézn. i catkowego”
A. Lomnickiego).

W naszym przypadku symetrii kotowej odpada oczywiscie
wyraz ostatni z powodu niezaleznosci od mp, a réwnanie okreslajgce
funkcje Love’a %przyjmie postac
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Wazng klase rozwigzan tego réwnania znajdujemy szukajgc
catek réwnania

w postaci

(154.4) Xn= Qnh&n,

gdzie 8n jest funkcja samego kata d 1). Podstawiwszy to wyrazenie
w (154.3) otrzymamy réwnanie rézniczkowe zwyczajne dla funkcji m&;

(154.5) 75Jm_#é§¥(sm N 3£)+ n(n+ 1)d,= 0.

Po wprowadzeniu nowej zmiennej niezaleznej x przez podsta-
wienie x= cos & a wiec

(154.6) d®n_ —dp, gin " =
' dd dx drh dx2 dx

przeksztatcimy réw. (154.5) na nastepujgce:

(154.7) (1-*») -2® »(»+1)0,= 0.

§ 155. Rozwigzanie przez wielomiany. ROw. rézn. (154.7)
znane pod nazwa réwnania Legendre’a rozwigzuje sie najproscie]
przez szeregi. W tym celu zatozymy, ze

(155.1) ftn= axm-+ aXxne+ ...,
a podstawiwszy w (154.7) znajdziemy

(155 2) n(w+ 1Mai*t',,+ axnt+...)= H(nli+! Jaxx ni>~2+
+m2m2+ ) a Xm—m2nt2—I)a xnf*-2+ ...

Azeby to rownanie bylo spelnione przy kazdej wartosci x,
winny wyktadniki g ,fflsw3... czynié zados¢ warunkom
m2= »>—2, m3= w2—2,.

Z tego wynika, ze wyktadniki wyrazéw szeregu (155.1) maleja.
Pierwszy z nich, tj. ml znajdziemy z poréwnania wspoétczynnikow
przy a&'* po obu stronach réwnania (155.2). A wiec

nin+ D=i»(wii+l), (zyli (n—Wj) (mx-fw-|-1)= 0,
co daje
@ mx=n, albo >%=—(«+1).

X) Por. S. Tiinoshenko, Th. of Elasticity, 1934, str. 313.
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Dla pierwszego z tych rozwigzali otrzymujemy
ml=w, mz=n—2, m3=n—4,...

Wartosci wspotczynnikéw a2a3... znajdziemy przyréwnywujac
do zera wyrazenia wspoiczynnikéw kazdej potegi x w row. (155.2)
Czynigc to dla wyrazu zawierajgcego xm>2+2 znajdujemy réwnanie

n(n-{-Nar= (m*—2r-f 2) (ml—2r+3)ar—(m1l—2r+4:) (mx—2r-)-3)ar_1
z ktorego wynika wzor rekurencyjny

(n—2r:\-4) (n—2r+3) .

2(r—1) 2n—2r+3) O+

Z tymi wspotczynnikami przyjmie wzér (155.1) postac

oy RW1) . » N(N—1) («—2) (n—=3),, .
n-dile> — 50" "1 2a2n—1) (2n—3)LM—4‘_4

ktéra jest rozwigzaniem réw. (154.7).
Podstawiwszy je w (154.4) z uwzglednieniem, ze

dr—

(155.3)

a?=cos$, qx=z, o=pr2-[ z2

otrzymamy dla 71=0,1,2,3,... caiki szczegolne réwnania (154.3)
w postaci wielomianow:

=70, T71= Z22= N 2n2—1(,2+ 22
[3=JL3" —N (r2+«2)j,
(1554) —Adjsd—y ZAr2+ 22 + ~ (r2+222\,

= AbJS8—y ZAr2+ 2+ A z(r2+ zz)z\

Te wielomiany ze stalymi dowolnymi AQA”... sg zarazem
rozwigzaniami szczeg6lnymi réwnania (154.2). Mozna z nich wy-
prowadzi¢ nowe rozwigzania tegoz réwnania, ktére nie beda catkami
réwnania (154.3). Przekonamy sie bowiem, ze operator ujety w na-
wiasy w réw. (154.2), zastosowany do funkcji omt2dn zamienia ja
na funkcje @dn ze statym wspéiczynnikiemx), a poniewaz ta funkcja

(it +7?

We2 T e
(n+ 2)(n-f  Q@Q&n-\-2(n-\-2) r&n-{-Qncotg & + p” =
—f(w+ 1) (W+2)-f 71 2)—»(71-(-1)]e " = 2(2n.+3)p"#,,,

z uwzglednieniem zwigzkéw (154.6) i rownania (154.7).
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rozwigzuje réw. (154.3), przeto en+2dn jest postacig catek szczegol-
nych réwnania (154.2). Napiszemy je mnozac rozwigzania (155.4)
kolejno przez tf=r2jrzi. A zatem

X3=B3z(r2+z2),
(155.5) N= A (222- 1 2)(r2+«2), x&= B&2ff*-3r*z) (r2+z*)

§ 156. Zastosowanie w przypadkach kotowo-symetrycznego zgi-
nania ptyt. Podobnie jak w 8§70, gdzie traktowano zadania dwu-
wymiarowe we wspotrzednych prostokatnych za pomoca wielo-
miandw czynigcych zados¢ réwnaniu biharmonicznemu funkcji na-
prezen, tak i tutaj mozna sktadajac calki szczegdlne (155.4 i 5)
dojs¢ do rozwigzan konkretnych zagadnieh szczeg6towych. Obrawszy
np. wielomiany stopnia 3-go napiszemy

7= «3(2s3—3r2)+ bartiz+ z3).
Podstawiwszy to we wzory na naprezenia (154.1), mamy

ar= 6a3-[-(10r—2)b3 at—6a3+ (10r 2)53
(156.3.) j az= —12a3+ (3.4—10v)ft3 rre=0

co odpowiada tréjwymiarowi réwnomiernemu stanowi napiecia
w plycie. Gdy wartosci ar i az na obu $cianach ptyty okragtej po-
myslanych poziomo i na walcowej Scianie bocznej sa dane, to tatwo
dobra¢ odpowiednie im wartosci statych a3 i b3

Przechodzac od tego przypadku trywialnego do innych, wezmy
z (155.4 i 5) catki w postaci wielomianéw stopnia 4-go, tj.

X = ai (82i —2ir222+3"-1)+bi(2zi + r 22—)A).

Wzory (154.1) daja teraz
ar=96a4+4&4(1l4r—l)e= at
(156.2) 0z——I 92a4» -f 454(16—14v)z
Trz= 96 a4r —2b4(16—14r)r.

Przyjawszy 96a4—254(16—14r)= 0, otrzymamy
ar—ot=28(l+v)biz, ©o2= 0, r«=0.

Przy obiorze poczgtku wspoéhzednycli w Ssrodku ptyty znale-
ziony stan napiecia przedstawia czyste zgiecie ptyty momentami
roztozonymi réwnomiernie dookota brzegu walcowego. Aby znalez¢
rozwigzanie dla ptyty obcigzonej rownomiernie, wezmiemy wielo-
mian stopnia 6-go opatrujgc nieoznaczone na razie wspoiczyn-
niki a6 i b6 mianownikami liczbowymi w celu unikniecia wielkich
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liczb w wyrazeniach dla naprezen. Tg samg droga co powyzej znaj-
dziemy przy pomocy wzoréw (155.4 i 5):

7=+ (165—120r22"+ GO'z2—5r<) + & (826—16,-V —21r4z2+ 3r).

Podstawienie we wzorach (154.1) daje:
ar= ag40z3-90 r2zz)+ 6d8(2+ Ilv)z3+ 3(21-44r)r2«],
0,= af(40z3—30r2z)+ bg8(2+11v)"+ 3(7-U v)r2z],
0z= af(—80z®+ 120r2z)+ fH8(7 —Ilv)sP+12(—18+ llIr)r2z],
r,=ag120rz2—30r3)+ 6d4(—21+ 33v)rz2+3(18—IlIrjr 3.
Tymi wzorami nie mozna jednakze uczyni¢ zado$¢ warunkom na
powierzchni ptyty, jakimi sa:
(a) a=0 dla z=h i az= —q dla z——h,
(b) t,=0 dla z=h i dla z——Ii.
Dlatego do powyzszego ukladu naprezen dodamy ukitad (156.2)
potozywszy b= 0, tzn.
or—12adz= <, <z= —24ffl4z; r,= 12a4r,
oraz jednoosiowy stan napiecia oz—b odpowiadajacy rozwigza-
niu (156.1).
Z warunkow (a) wynika teraz:
a6—80/,3+120Ar2) +
+ tg(56—88r)/i,+ (—216+132v)ftrd —24a4dit+ 6=0
ag80/i3—1201ir2)+
+ 69(—56+ 88v)h3+ (216—132r)Ar*]+ 2ladh+ b=—q

(156.3)

stad
b= ~i-q.
Z warunkoéw (b) za$, ktdre winny by¢ spetnione przy kazdej
wartosci r, otrzymujemy w potgczeniu z jednym z row. (156.3):
ad= —Ilh 206, a6= — (18—Ilv)b6, b6 352h3
Z tymi wartosciami znajdujemy w ptycie stan napiecia na-

stepujacy:
.-tL 7. 383+r) r2zz 3z

- 8[(J+ ilF 4 3 AJ
3 3(1+3r)r2z 3z
4 ho i
(156.4) 13 3z 1
2[ +h* ih 2
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Stan ten odpowiada ptycie okragtej o dowolnym promieniu a,
ktorej obcigzenie roéwnomierne o wielkosci catkowitej ga2n jest
zrébwnowazone momentami mr i sitami poprzecznymi Irz dziatajgcymi
na walcowry brzeg ptyty. Ich wartosciami sa;

nr :_hf Crdz=~s("~5= h2+ "57'r2) 'm
(156.5) h dla r—a.

trz—f Trz(lz— ,

Gdy na stan napiecia (156.4) natozymy stan odpowiadajgcy
zgieciu kulistemu tak, aby znikly momenty brzegowe, to otrzy-
mamy rozwigzanie dla przypadku ,swobodnego podparcia” brzegu
ptyty. Odnosne naprezenia (ar)r=a okres$li wzor

3mT / _ 3 zgle—2v
he /r=, 21li-8\ 5

h2+ 3+

(156.6) = a‘\= o,.
Dodawszy je do pierwszego i drugiego z wyrazeh (156.4) otrzymamy
dla stanu napiecia w przypadku swnbodnego podparcia brzegu

ptyty okragtej wzory:

22 32+0 ,3(3+0 a2 rdz
<=3-1(2+%)7 ii2 \h

2 32+0
=24 vy ( [(3+0]i- ] @+30plj

(156.7)
A2 (2" 84)

3r(7t2—
1y O 31—z

To rozwigzanie nie jest zupelnie Sciste, gdyz naprezenia ar nie
znikajg na brzegu ptyty (r=a), przyjmujgc tam wartosci

2+r z3 3z\
arly & A cshy

Gdy jednakze grubos¢ ptyty 2li jest znacznie mniejsza od jej
Srednicy 2a, to wynikajgce stad roznice $Scistych wartosci naprezen
zanikajg szybko w miare oddalenia od brzegu, stosownie do za-
sady de Saint-Venant'a, poniewaz wypadkowa naprezen w kazdym
elemencie prostopadiym do r o wysokosci 2l jest réwna zeru, a za-
razem ogoélny moment jest réwny zeru.

Teoria sprezyntosci. 4
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Poréwnywujgc rozwigzanie powyzsze z rozwigzaniem klasycznej
teorii ptyt cienkich, ktéra dla ar i at daje wzory
g z3(3+r) a2—r2
a"~8F 4 w-~"’

znajdujemy jako wzgledng roznice obu wartosci ar:

W warstwach skrajnych, tj. dla z=+h staje sie ta rdznica
np. przy r=0,3 réwna

2,7a2+ ti2 6
a wiec
dla alli— 2 3 4 5 10
jest 0=0,085 0,055 0,023 0,015 0,0037.

8§ 157. Przemieszczenia wyrazone przez funkcje naprezen Love'a.
Gdy we wzory

(a)

wstawimy wyrazenia z row. (154.1), to otrzymamy

Su 1+ v SX
Sr E Sr2sz

Catkowanie tych réwnan daje wzory

1+.v s27
u= --—-1- —=x

E drdz’
(157.1)
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do ktdrycli nie dolgczono dowolnych funkcyj catkowania, gdyz
sg juz zawarte we funkcji %

W zagadnieniu rozwazanym w 8156 zastosujemy z korzyscig
zamiast wzoréw (157.1) znalezione juz wyrazenia dla skladowych
stanu napiecia (156.7), podstawiajgc je we wzory (a) uzupeinione
wzorem
du Sw iz 21+ v).

(b) dz 3gr G E
Ta droga znajdujemy kolejno
dw ¢
dz SE
-{2(2+4 - |,2+0|+|(3+~-a a +4 1].
Calkowanie daje
z4 |, 322
(157.2) W—st i h
{2+v z4 3 N2 30 N©2z2 3 r2z2)| S

MB-5 (2+,)" + 53+,)" ~ 2 (1+,)°1)J + /I(,))’

gdzie /Xr) jest nieoznaczong na razie funkcjg samego r,

{@3+4 -1 (3+4 +|(3+4 i-](1+3 4 f

Z catkowania wynika:

aszay VT [{@Er)B_1 (2+n)Ti+ f (3+v) ¥}

+ +/*(»)0

Z powodu symetrii kotowej jest u= 0 dla r=0, a wiec /2(z)=0.
Podstawiwszy wyrazenia (157.2 i 3), oraz wyrazenie na rrzw réw. (b)
otrzymamy

I+v q 3r(h2—z2 q

1z
E 1 hs ~ SE 3v(l+v)~ +

(157.4)  + 31 v) 2+ WRZi(1-1) @+ v)j-+ I (1-1) (3+V)A +
g 4 A P31

+ 6N - 6N -4 A w I +AWH
4%
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z czego wyznaczymy funkcje fXr) podstawiajac z=*_h i catkujac
wzgledem r. Mamy wiec

M, I, = =X {8+, W)+|(1_,)@+,)g Il_" (1" ) g +c.

Stalg catkowania C znajdziemy z warunku
w=0 dla z=0 i r=a,

ktory wynika z przyjecia, ze okrag podparcia ptyty o promieniu a
potowi jej grubos¢ 2h, a ptaszczyzng tego okregu jest 2= 0. Wtedy
wz. (157.2) daje fi(a)—O0, a zatem z (157.5) otrzymamy:

(1576) C=X 1 (8- i+ 0 @-») (5+ »p |_ Ki,,..

Stata C okresla zarazem wartos¢ /#0), a wiec stosownie do
wz. (157.2) wartos¢ ,strzatki ugiecia” plyty. Wartos¢ ta rdzni sie
od obliczonej z teorii przyblizonej ptyt ,cienkich”, ktéra daje tylko
drugi wyraz w klamrach, tj.

WP'e~\ 12877 1 8+ *)N-

Wzgledna rdznica 6 jest 1/(1+ a) czescig wartosci doktadniej-
szej, przy czym —
_5@0—=y) Bty &
H—8 8+ y—-1y* '/W

Przyjawszy r= 0,3 otrzymamy

dla ol/fc= 2 3 5 10
wartosé <5= 0,46 0,275 0,137 0,033.

Na zwiekszenie ugiecia sktadajg sie widocznie wplywy na-
prezeh tnacych xrz i naprezen normalnych az pominiete w teorii
elementarnej.

§ 158. Skrecanie preta prostoosiowego o przekroju kotowym
zmiennym. Ten przypadek kotowo-symetrycznych naprezen i od-
ksztalcei rozni sie od poprzednich rozpatrywanych w rozdziale
niniejszym tym, ze skladowe przemieszczenia v o kierunku stycznym
do okregébw o promieniach r w przekrojach poprzecznych nie zni-
kajg bedac jednakze niezaleznymi od wspoéhzednej q@ Natomiast
mozemy przyja¢ podobnie jak w teorii skrecenia walca obrotowego,
Zze u= w—0, gdzie u oznacza przemieszczenie radialne, a w prze-
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mieszczenie w kierunku osi z preta dla jakiegokolwiek punktu (r,<p,z)
w jego wnetrzu. Te zalozenia speiniajg jak zobaczymy réwnania
rézniczkowe rownowagi (153.3) pod warunkiem, ze pobocznica
preta nie jest obcigzona, ze nie ma sit masowych, a tylko na prze-
kroje koncowre dziatajg styczne naprezenia obwodowe sprowadzajgce
sie do par skrecajacych, ktore sie znosza nawzajem. Przemieszcze-
nie v nie bedzie teraz w ogoéle proporcjonalne wzgledem r, jak to
byto w przypadku stalego przekroju kotowego, wobec czego punkty
przekroju lezace pierwotnie na promieniu r znajda sie wskutek skre-
cenia na linii krzywej. Kownania (153.1) przyjmag teraz postac
uproszczona:

(158.1) a= Ep= e—yrz= 0; Yimp=

3 Y 3v
A, pie

Wobec tego winno by¢ takze
Or=O—az= Trz=0, a tylko Tr<p40 i TZ4=0.

Pierwsze dwa z rownan (153.3) spetniajg sie tozsamosciowo,
a trzecie daje
(i so o\ Strv , 3xqzi 2Tp n
(lo8>2) Sr+ar+"r7-0

c0 mozna napisa¢ w postaci
(158.3) Nrirn) + ~ (r2rvz)= 0.

Temu rownaniu czyni zados¢ funkcja naprezen 0, jezeli
(158.4) r2xnp=—10, 3—0
Ze warunki nierozdzielnos$ci sg rowniez spetnione przekonywamy
sie piszac je wr postaci
1 3yrv 1 3ea 32 .,
ro3r9p r* d<p*"3r* ’

gdzie zastgpiono dx i dy przez dr i rdcp, co jest uzasadnione wza-
jemna prostopadtoscig kierunkéw u,v,w. Poniewaz ys] jest nieza-
lezne od 9 za$ e= £<= 0, przeto rOwnanie powyzsze spelnia sie
tozsamos$ciowo.

Réwnania (158.1 i 4) daja teraz

n ,,/%r VA_ G,r_3/y\ 1 ;
rr 3r\r) r 3z

. 3V, 3 (W 1 30

s 3z 3z\r) rz 9r

(158.5)
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Stad tatwo znalez¢ zwigzki

458-6> *(PeE)+E(?7m$ -
487> N'§T +S=°

Funkcja naprezen 0 winna nadto czyni¢ zado$¢ warunkowi
brzegowemu, ktéry wyraza, ze w punktach konturu przekroju
osiowego preta ma catkowite naprezenie styczne kierunek normalnej
do elementu konturu ds, a wiec

dz dr __
Trvd § ~ r,pzd3=

Wstawiwszy tutaj wartosci z (158.4) otrzymamy
, 30 dz 30 dr
(lo8-8) -S*+s7'*=0
co znaczy, ze wzdluz konturu przekroju osiowego jest

0 = statej.

Rownania (158.7 i 8) wyprowadzone w r. 1900 przez |. H. Mi-
chell’a okreslajag jednoznacznie funkcje naprezen 0, ktora wy-
znacza warto$ci naprezen i odksztalcen w precie naszego zagadnienia.
Inng drogg doszedt do rozwigzania analogicznego A. Foppll.

Wartos$¢ momentu skrecajgcego Ms okresli réwnanie

(158.9) Ma=J 2nr2,fizdr= 2 ~dr-=2n
0 0 0
gdzie r oznacza promien konturu przekroju poprzecznego. To réw-
nanie wyraza, ze moment skrecenia jest wyznaczony rdznicg war-
tosci funkcji naprezen na konturze i w $rodku przekroju.
Rozpatrujgc przemieszczenia v stwierdzamy przede wszystkim,
ze majg wspoblng wartos¢ w punktach przekroju poprzecznego lezg-
cych na pierscieniu elementarnym o danym promieniu r i szerokosSci
dr. Taki pierscien mozna uwaza¢ za przekrdj poprzeczny jednej
z rur cienkosciennych na ktére mozna w mysli roztozy¢ caty pret.
A zatem y>—v/r przedstawia kat skrecenia takiej rury zalezny w danym
przekroju preta od promienia r, wobec czego kazda z rur elementar-
nych ulega innemu katowi skrecenia. Z rownan (158.5) wynika teraz
aA=-—-aA -~
3r 3z’ 3z~ 3r’
*) Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss. Muuchen, 1905, t. 35, str. 249 i 504.

Po6zZniejsze prace na ten temat omawia Th. P6sclil w Z. f. ang. Matli. u. Mech.
z r. 1922, str. 137.
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a stad otrzymujemy

9r\ 3rj™ 3s\ 9z
albo tez
93 3 dp dy

(158.10) 9r2 'r 9r dz1

Ktadgc dla kata skrecenia rury elementarnej spetniajgcego
rébwnanie powyzsze
(158.11) y>(r,z)= statej

mamy réwnanie powierzchni obrotowej na ktérej wszystkie punkty
ulegajg przemieszczeniom v odpowiadajgcym temu samemu katowi
skrecenia. Takie powierzchnie grajg tg samg role, co kotowe prze-
kroje ptaskie preta walcowatego, tj. obracajg sie przy skrecaniu
bez spaczenia. Powierzchnie sgsiednie rdéznigce sie wartoscig statej
o dy wyznaczajg na konturze przekroju osiowego preta element
0 dlugosci pierwotnej ds. W plaszczyznie przechodzacej przez ds
1 prostopadtej do przekroju osiowego zachodzi zatem proste od-
ksztalcenie postaciowe, a kat tego odksztalcenia

rdw
y=T f
Odpowiednie naprezenie styczne, ktérego skltadowymi sg
Tnf i rwZ okresli przeto wzér
dr dz
=017 meds
Wzér ten moze postuzy¢ do wyznaczenia napre-
zen stycznych na pobocznicy preta skrecanego
o kotowym przekroju zmiennym z pomiaru do-
Swiadczalnego gradientu kata skrecenia dy/ds.
Jako prosty przyktad rozwigzania szczegoto-
wego podany przez A. FOppPa rozpatrzymy skre-
canie preta stozkowatego (rys. 90). Jego pobo-
cznica jest okreslona réwmaniem

<158.12) = G r'ii.

m—Cos a= stalei. s. 90.
\rt+2z| J Ry

Kazda funkcja tego utamka spetnia warunek brzegowy (158.10).
Roéwnaniu rézniczkowemu (158.7) funkcji naprezen uczynimy zadosé
ktadac
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gdzie c oznacza stalg. Stad znajdujemy

1 90 €rz
T<fz=7- h- ~ (r2+z25*

Podstawiwszy to w réw. (158.9) otrzymamy

(158.14)

Kat skrecenia y obliczymy przy pomocy réwnan (158.5)
i zwigzkéw miedzy y>a 0, znajdujac
(158.15) W 3G(r2+z')i
To réwnanie wyraza, ze powierzchniami roéwnego kata skrecenia
sg kule o srodku w wierzchotku stozka O.

Znaleziono takie rozwigzania dla pretow o postaci obrotowych
elipsoid, hiperboloid i paraboloidt).

Donioste znaczenie techniczne ma przypadek w ktérym kontur
przekroju osiowego preta posiada zatomy, jak np. w watach ma-
szynowych z ,odsadzkg” Iub wytoczonym ziobkiem. Poniewaz
rozwigzanie $ciste napotyka na wielkie trudnosci, przeto A. Poppl
w pracy powyzej przytoczonej zadowolit sie pierwszym przyblize-
niem stwierdzajgc przy tym, ze spietrzenie wytezenia na dnie wkle-
stosci jest tym wieksze im promien krzywizny wytoczki jest mniejszy
w stosunku do promienia przekroju watu2). Jak ftatwo przewidzieé
wytezenie rosnie bez grarie, gdy promien krzywizny zdaza do zera.

§ 159. Przemieszczeniowe réwnania rozniczkowe réwnowagid).
Wracajac do przypadkéw kotowej symetrii odksztatceh i naprezen
w ktorych tylko skfadowa radialna u i osiowa w sg funkcjami r i z,

b Ob. A. Timpe, Math. Ann. 1911, str. 480.

A. N. Dinnik, lzw. Donsk. Pol. Inst. Nowoczerkask 1912.

W. Arndt, Die Torsion von Wellen mit achsensymmetrischen Bolirungen
und Holzraumen. Diss. Gottingen, 1916.

E. Melan, Teclm. Bliitter, Praga 1920.

Th. Posolit, Z. f. ang. Math. u. Mech. 2, 1922, str. 137.

2) Bardziej szczeg6towo zbadatte kwestie F. A. W illers w r. 1907 (Z. f. Math.
u. Ph. t. 55, str. 225) postugujac sie metodg rozwigzania przyblizonego podang
przez C. Bunge’'go. Inng metode zastosowat L. Féppl w r. 1921 (Ber. d. Bayer.
Akad. d. Wiss., Munclien, t. 51, str. 61) i R. Sonntag (Z. f. ang. Math. u. Mech.,
1929, t. 9, str. 1). Ob. takze: L. S. Jacobson, Trans. Am. Soc. Mech. Eng. 1925,
t. 47, str. 619.

» L. N. G. Filoii, Phil. Trans. (A), t. 198, str. 147, r. 1902.

A.i L. Foppl, ,Drang u. Zwang“, wyd. Il, r. 1928, t. 2, §80.
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a skladowa »=0, napiszmy wedlug 8153 réwnania

mou u 9w 9u 9w
Erz=97, £t=7' Ez=te' yzr==97+ 9’
1 9 L L L dW gu 9W
rTA+SS'- 2ar=S-1°?
9or 'l dxrz , or ¢f A
J? + ~97+ ~ T ~
dirz . NJjr T~_n
5r A B* ~ ¢
Uwzgledniajgc zwigzki teorii sprezystosci

[Qu

a2=2G 9w v \
lar+ 1= 2;/»

otrzymamy z réwnan réwnowagi nastepujgce:

i -0 1 A n 1—2r
CLRY 2(1—v) 9z (21—r) B d22
7icao\ n i 2r ¢2 1 52v

tx Sr "+ 2(1—v) 921 + 2(1—V) dr9z~ '

Tutaj D jest symbolem operatora okreslonego réwoianiem

9,1

| = i
/! ot

Wprowadziwszy nadto operator

n:s*rln: 92 1 i

1 5r 5>+ 3> 12

zr6ézniczkujmy (159.1) wzgledem r i 2, a wystawiwszy wurtosn 9hv/9rdz
wyrazong z (159.2), otrzymamy rownanie rézniczkowe dla samego u:

dlu 9l

ktore mozna napisa¢ w uproszczonej postaci symbolicznej

(B3 .. (SHWo
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Podobniez znajdziemy réwnanie rdzniczkowe rzedu czwartego

dla samego w poddajgc réow. (159.2) dziataniu R ) i wstawiajac

nastepnie \éz(Du) z row. (159.1). Po odpowiednich przeksztatceniach

otrzymamy
9*w 9" 9w [/ 2\2
<i594>

To réwnanie, jak tatwo sprawdzi¢, jest réwnowazne z na-
stepujacym:
192 12 22\2
<159-5> fc + 72+ 7~)-="°-
czyli
\/V'tt=no,
co bylo do przewidzenia juz na podstawie wynikdw 8§ 59-go
(wz. 59.7).

Przy catkowaniu rownan (159.3 i 4) trzeba nadto uczyni¢
zados¢ warunkom na powierzchni (obrotowej) ciata. Okresla je
zwykle dane kotowo-symetryczne rozmieszczenie sit powierzchnio-
wych. Oznaczmy przez a skladowg normalng a r skladowg styczng
naprezenia sity powierzchniowej. Poniewaz r musi z powodu zafo-
zonej symetrii leze¢ w plaszczyznie potudnika zawierajgcej zarazem
naprezenia wewnetrzne ar, azi r«, a czwarta skladowa at jest do
tej ptaszczyzny prostopadia, przeto oznaczywszy przez a kat, jaki
normalna zewnetrzna potudnika tworzy z dodatnim kierunkiem
osi Z, znajdujemy zwigzki miedzy a i r a ar, azi XIZw ten sam spos6b
co W ptaskim stanie napiecia, a mianowicie:

| 6= v(or+<yz)—|(0>—az)cos 2a+r,sin 2a
(159.6) | - _ ™ cog 2a_f-*(or—az) sin 2ct.

W zadaniach konkretnych mamy czesto do czynienia z ciatami
obrotowymi o dwu podstawach obcigzonych i pobocznicy wolnej
od obcigzen. Wtedy na pobocznicy jest

I=r= 0,
a na podstawach pfaskich

o — ozj T— rz.

§ 160. Rozwiazanie Filon'a dla walca obrotowego. R&zniczkujac
réw. (159.1) wzgledem r, a réow. (159.2) wzgledem 2 otrzymujemy

1 _9u |1—2v _ , 91\9w
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Z odjecia pierwszego z tych réwnan od drugiego wynika po
uproszczeniu przez wspotczynnik staly:
91\@u [+ awe) -~
Di+9*)te~(Di+9*hn=0"
co ze wzgledu na to, ze 9u/9e—9wl9r=2a>, gdzie ® oznacza obrot
okoto osi prostopadtej do r i do z, daje réwnanie

(160.2) (Dj, + J~i)2w= 0.

Wprowadziwszy 0= 9u/9r-A-ur 9w'9z mozemy roéwnania
(159.1 i 2) napisa¢ w postaci
90 1—2v19
9z 2@—Vv)r 9r
0, I —2v 1.9 N
oo 2rco)—o0
9r N 2(l—n)r géyrco) "

CO przy oznaczeniach

(2rcu)= 0,

1 . 2v
0—ex»(r*); 2Jli:" 2ra>—y(r,9)

przeksztalca sie na
1% 9 19
9 r 9’ O9r r 9z'
To za$ wyraza znane z hydrodynamiki réwnania przeptywu
potencjalnego osiowo-symetrycznego o potencjale predkosci @i funkcji
pradu ip. Albowiem z obu zwigzkéw powyzszych wynika

WV - 2Ppa-13p+ £4-0

9y 1.
3f- r 9r 9zz
Otéz pierwsze z tych réwnan wyraza warunek ciggtosci ptynu do-
skonatego, drugie zas warunek niewirowosci przeptywu.
Przy pomocy '‘potencjatu @i funkcji pradu ip wyrazimy teraz
przemieszczenia sprezyste 0siowo symetryczne wzoramie

vV —cC i 2(1~ V) y

Ap 1
o 21—2v)9r | —2v r
(160.3) 1

ng) :
co ftatwo sprawdzi¢ przez podstawienie w réw. (159.1 i 2) naszego
zagadnienia z uwzglednieniem zwigzkéw rézniczkowych miedzy
¢ i y Stala c uwzglednia réznice wymiarow @i y= A zatem:
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Podobniez znajdziemy réwnanie rézniczkowe rzedu czwartego

d
dla samego w poddajagc réow. (159.2) dziataniu -A-D i wstawiajgc

nastepnie dg (Du) zréw. (159.1). Po odpowiednich przeksztatceniach
4

otrzymamy

0% PBRHIESO

réwnanie, jak fatwo sprawdzi¢, jest réwnowazne z na-

t i :
stepjacym 19z i3 31\2

<1595> ("+F*+S?2r=0
czyli _
V Vw—_>
co bylo do przewidzenia juz na podstawie wynikow § 59-go
(wz. 59.7).

Przy catkowaniu roéwnan (159.3 i 4) trzeba nadto uczynic
zados¢ warunkom na powierzchni (obrotowej) ciata. Okresla je
zwykle dane kotowo-symetryczne rozmieszczenie sit powierzchnio-
wych. Oznaczmy przez a skitadowag normalng a r sktadowg styczng
naprezenia sity powierzchniowej. Poniewaz r musi z powodu zato-
zonej symetrii leze¢ w ptaszczyznie potudnika zawierajgcej zarazem
naprezenia wewnetrzne ar, ozi xrz, a czwarta skiadowa at jest do
tej ptaszczyzny prostopadta, przeto oznaczywszy przez a kat, jaki
normalna zewnetrzna potudnika tworzy z dodatnim kierunkiem
osi Z, znajdujemy zwigzki miedzy a i r a ar, azi r« w ten sam sposob
co w ptaskim stanie napiecia, a mianowicie:

jo—2{yrtd?) ~(°V "2) cos 2ctf- 1rz sin 2d
(159.6) | - =T cos 2a+ \(ar—<I) sin 2ct.

W zadaniach konkretnych mamy czesto do czynienia z ciatami
obrotowymi o dwu podstawach obcigzonych i pobocznicy wolnej
od obcigzen. Wtedy na pobocznicy jest

a—r= 0,
a na podstawach ptaskich
cl— T— o

§ 160. Rozwigzanie Filon'a dla walca obrotowego. R&zniczkujgc
row. (159.1) wzgledem r, a réw. (159.2) wzgledem z otrzymujemy

nOut(1—2v n 919w
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Z odjecia pierwszego z tych réwnan od drugiego wynika po
uproszczeniu przez wspotczynnik staty:
d\9u / 31\3w

FisAW ~Ti+/N |sF=0

co ze wzgledu na to, ze du/dz—3wl'9r=2w, gdzie w oznacza obroét
okoto osi prostopadtej do r i do z, daje réwnanie

(160.2) (1>1+£ ) 2S=0-

Wprowadziwszy 0= 3ujdr-\- u f+ 9w'9z mozemy réwnania
(159.1 i 2) napisa¢ w postaci

30 1= 18, .0-0
3z 2(1 — v)r dr
36, 1—2v 1 3 2

' 2ra = 0,

arr 21—t Yzy
CO przy oznaczeniach

£ r .
0= cp(r,2)- (1_  2rtt>=y(r,9)

przeksztaica sie na
Sy 13» 9 19
9z v dr *©  3r r 3z
To za$ wyraza znane z hydrodynamiki réwnania przeplywu
potencjalnego osiowo-symetrycznego o potencjale predkosci @i funkcji
pradu y> Albowiem z obu zwigzkéw powyzszych wynika

R R L
9yi 13> 3-y)__
3rz r 3r dz*
Otoz pierwsze z tych réwnan wyraza warunek ciagtosci ptynu do-
skonalego, drugie za$ warunek niewirowosci przepitywu.
Przy pomocy '‘potencjatu y i funkcji pradu y wyrazimy teraz
przemieszczenia sprezyste osiowo symetryczne wzoramie

3y 1 3 21— v
~2(1—2)Jr 1-277"°
(160.3)
3(p L

(dz 2(1—2v)dz'
co tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie w réw. (159.1 i 2) naszego
zagadnienia z uwzglednieniem zwigzkéw rdzniczkowych miedzy
(pi Yy Stata c uwzglednia réznice wymiarow @i y> A zatem:
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Kazde znane rozwigzanie zagadnienia hydrodynamicznego prze-
ptywu potencjalnego osiowo symetrycznego pozwala wyznaczy¢ pewien
stan odksztalcenia osiowo-symetryczncgo w ciele sprezystym na pod-
stawie wzoréw powyzszych.

Obierajgc droge bezposrednig do rozwigzania, napiszemy row-
nania (160.3) w postaci

21— A(Ern) + iY!r=0
1 9219u 9w\ / 22\2a
21—1)972\2Z~~9r)[ 1+dz%dz=
Zastosowanie operatora D 1-\-929z2 do obu réwnan z uwzglednie-
niem réw. (160.2) daje
9-\29w . 2‘-\29u:O
(16(V) r i+ p7ji27=0; [Di+w ~ =
przy czym drugie z tycli rownan wynika wprost z rézniczkowania
row. (159.3) wzgledem z
W ten sposéb sprowadza sie rozwigzanie obu réwnan réznicz-
kowych zagadnienia do szukania jednej funkcji y{r,z) spetniajgcej
réwnanie rézniczkowe

(160.5) (a + 7))V =o.

Rozwigzaniami szczegOlnymi tego réwnania rzedu |-go beda
oczywiscie rozwigzania rOwnania rzedu 2-go o postaci

(160.6) (D1+r--).i/= 0.

Przyjawszy, ze mozna mu uczyni¢ zado$¢ wartoscig
(160.7) y —Vi —K\ (r) Zi(2)

przedstawiajgcg iloczyn funkcji il samego r i funkcji Zx samego z,
otrzymamy po wstawieniu w (160.6)

DXRX 1 9-Zx 2
KX ~ ZXx 92- =m

jezeli —f2 oznacza statg wartos¢ obu wyrazen réwnych, gdyz réwnosé
funkcji samego r i funkcji samego z jest mozebna tylko wtedy,
gdy kazda z nich jest réwna statej. Mamy tedy do czynienia z dwoma
réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi:

(160.8) N M——mh\ i &=k Z1



§ 160. Rozwigzanie FiloiPa dla walca obrotowego 61

Drugie z nich ma catke zlozong z éw i e~kz, ktdrg mozna wy-
razi¢ przez CGh(Tcz+ a), tj. cosinus hiperboliczny ze stalym para-

metrem a.
Pierwsze z réwnan (160.8), tj.

(160.0) (A + 0

jest réwnaniem rdzniczkowym funkcyj BessePa rzedu pierwszego
N(kr) i K~Mler)l). Funkcja J™kr) znika wr punkcie r=0, a posiada
miejsce osobliwre dfa r-*-00. Funkcja Kz* zdgza do nieskonczonosci
dla r->0, a dla r-> 00 zdaza do zera.

Zatatwiwszy sie z réw. rozniczkowym rzedu 2-go (160.6),
wezmy pod uwage rownanie rzedu 4-go (160.5). Temu rownaniu
jednorodnemu uczyni zados¢ kazda catka rownania niejedno-

rodnego rzedu 2-go:
(160.10) [D I+ 8&)y=yi'

Przypusciwszy, ze i funkcja y jest iloczynem funkcji lizr)
przez Z2z) podobnie jak yl, otrzymamy po wstawieniu w rOwnanie
powyzsze:

(m m i) 14 72dz2 li2 72

Lewa strona tego réwnania jest sumag funkcji samego r i funkcji
samego z; prawa zas jest iloczynem funkcyj tegoz typu. Taka rownos¢
jest mozebna tylko wtedy, gdy iloczyn po prawej jest albo tylko
funkcjg r, albo tez tylko funkcjg z

W przypadku pierwszym musi by¢
Zz 0Z4

gdzie a oznacza stata, wobec czego réwr. (160.11) przyjmie postac

DR IZ, dz2 ~ a

X) Podstawiwszy kr= X, zastapiwszy Til przez y i pomnozywszy cale réw-
nanie przez x2 otrzymamy

*8 4+ » s +<*-1=0"

podczas gdy réownaniem ogélnym funkcyj BessePa jest

B+ + P2 Li)y="

gdzie liczba p jest rzedem funkcji.
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albo z uwzglednieniem (160.8)
(A+sfa s 1 a .

Zastosowanie do tego réwnania operacji J)1f- & daje
(160.12) (A + [@)2fte= 0-

Eozwigzania tego réwnania rozniczkowego rzedu 4-go sktadaja
sie z dwu par rozwigzan. Pare pierwszg stanowig J"kr) i K7 kr)
jako catki réwnania (160.9), ktére oczywiscie sg tym samym nieza-
leznymi nawzajem rozwigzaniami réwnania (160.12). Druga parg

rozwigzan sg
rJakr) i rKQkr),

gdzie JO i KO oznaczajg funkcje BessePa rzedu zerowego, wyzna-
czone podanym powyzej (w odsylaczu) réwnaniem rézniczkowym
z wartoscia liczby fi= 0.

Tego dowiedziemy przez podstawienie w réw. (160.12), z czego
otrzymamy

(A+*2  Qkr))=2~ (JQkr)).

Uwzgledniajac za$ zwigzek
| r(Jo(fcr))=-A;Jfc,-)i)

miedzy funkcjami Besselowskimi rzedu 0 i rzedu 1, znajdziemy

(A+fc22(rdakr))=0
i toz samo dla rK Okr).
W przypadku drugim, tj. gdy prawa strona réwnania (160.11)
jest funkcjg samego z, musi by¢
E2=bNi

ze stalg b. Row. (160.11) z uwzglednieniem (160.9) przeksztatca sie na
{160.13) i 2z, albo (]|I-i?)za=0.

Catkami tego réwnania rézniczkowego rzedu 4-go sg
Ghkz+ X) i zCh(kz+fi),
co tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie.

') Zwigzek ten wynika bezpos$rednio z rozwinie¢ tych funkcyj na szeregi
potegowe:
X2 X4 x°
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Rozwigzania réwnania (160.5) bedg ztozone z rozwigzah po-
wyzszych i stalych dowolnych w sposéb nastepujacy:

y=ACh(kz-\- a)Jxkr)+BCh(kz-(- 8)KXkr)-\-
(160.14) + CCh(kz+y)rdakr)+DCh(kz+ d)rkKQ(kr)+
+ EzCh(kz-\- ?>)Ji(kr)+FzCh(kz-{- fi)K Xkr).

F,a, fi oznaczajg tutaj stale. Taka posta¢ rozwigzania
postuzy do znalezienia Su/dz, SwjSr i u (na podstawie réw. (159.3))
przez sumowanie podanych wyrazen w liczbie dowolnej i ze statymi
dowolnymi, co pozwala dopasowac¢ rozwigzanie do danych warun-
kow7 brzegowych kazdego zadania konkretnego.

Zaznaczy¢ wypada, ze rozwigzanie (160.14) z oboma rodza-
jami funkcyj Bessela J i K nadaje sie w przypadkach gdy walec
jest wydrgzony. Dla walca pelnego bowiem odpadajg funkcje K,
poniewaz dla r= 0 stajg sie nieskonczenie wielkie. W zagadnieniach
szczegOlowych przyjmuje sie czesto dla uproszczenia, ze walec jest
nieskonczenie dtugi. Wtedy nie nadajg sie funkcje hiperboliczne
jako rosngce bez granic i zastepujemy je goniometrycznymi podsta-

wiajac k= ih—, i a=ia' itd., przy czym a oznacza promieh walca

wprowadzony dla uczynienia parametru k bezwymiarowym. Rozwig-
zanie (160.14) przyjmie postaé

y-A cos(*£+ oW « L\V+B cosUi + OW « j) +

(160.1-5) / \ [ -\
+ Cz cos +

gdzie nowre parametry oznaczono w ten sam spos6b co dawne.
Przez podstawienie tatwo sie przekonaé, ze to rozwigzanie spetnia
réw. (160.5). Azeby za$ okreslalo wartosci rzeczywiste takze dla
argumentu urojonego, trzeba tylko stale A i G zastgpi¢ przez Ai
i Ci, albowiem funkcja J0O ma wartosci rzeczywiste takze dla argu-
mentu urojonego, a tylko funkcja Jx wymaga pomnozenia przez i,
aby otrzymac wartosci rzeczywiste. To wynika z rozwinie¢ powyzej
podanych.

Rozwigzanie ogélne zastosowat Filon do paru zagadnien o do-
niostosci praktycznej:

1) Wat, ktérego pobocznica jest obcigzona cisnieniami radial-
nymi i osiowymi naprezeniami stycznymi.

2) Wat na ktéry dzialajg naprezenia skrecajgce styczne do
pobocznicy.
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3) Walec petny Sciskany osiowo miedzy dwiema ptytami
sztywnymi.

Wyczerpujgce opracowanie dwu pierwszych zagadnien przez
A. i L. Foppl'a, znajdzie czytelnik w tomie 2 ,Drang u. Zwang”
(883 i 84). Rozwigzanie zagadnienia'3-go opracowat Filon szczego-
towo przy zalozeniu, ze tarcie miedzy podstawami walca a ptytami
uwazanymi za doskonale sztywne jest wystarczajgce, aby uniemozli-
wi¢ rozszerzenie poprzeczne tych podstaw przy Sciskaniu osiowym
walca.

R. Girtler (Wien. Ber. 116, 509, .1907) znalazt odnosne roz-
wigzanie szczegOlowe przy zatozeniu, ze nacisk plyt niesztywnych
przenosi sie rotynomiernie na podstawy walca wywotujac oczywiscie
ich zakrzywienie. Zatozenia obu autordw odpowiadajg krancowym
przypadkom abstrakcyjnym, miedzy ktérymi lezed musi rzeczy-
wisty stan odksztalcenia walca zalezny nie tylko od jego wiasnosci
sprezystych i stosunku $rednicy do wysokosci, ale takze od wymiaréw
i wlasnosci sprezystych ptlyt Sciskajgcych, oraz od tarcia na obu
podstawach. E. Mysz (rozpr. dokt. Darmstadt 1909) wywodzi,
ze zalozenie rownomiernego nacisku na podstawy walca pocigga
za sobg ich zakrzywienie paraboloidalne (por. §117).

§ 161. Odksztalcenie podioza sprezystego poziomego pod ciezarem
walca sztywnego o osi pionowej. Zagadnienie pokrewne traktowane
juz w § 104 byto tatwiejsze o tyle, ze nacisk wywarty na powierzchnie

kota na podiozu sprezystym przy-
jeto z goéry jako rébwnomiernie roz-
tozony, podczas gdy tutaj nalezy

1 wyznaczyé rozklad nacisku z wa-

1 runku, ze kotowe pole przenoszace
it nacisk jest ptaskie i poziome (rys. 91).
-a4-aM Dla uproszczenia wytgczamy przeto,
jak w zagadnieniu Hertz’a tarcie

V4 miedzy podstawg walca a podiozem.
Rys. 91 Zastosowawszy wspohzedne prosto-

katne x,y,g i powrdciwszy do daw-
nych oznaczenn dla odpowiednich przemieszczenn sktadowych u,v,w,
mamy na powierzchni podioza z= 0 nastepujgce warunki brzegowe:
zewnatrz walca (r>a): rzx=tzu=0, az=0
wewnatrz walca (r<a): rzx= «zv= 0, w—fc

Jak zauwazyt juz J. Boussinesg, zagadnienie niniejsze da sie spro-
wadzi¢ do ziozonego zadania wartosci brzegowych zwyktej teorii
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potencjalu identycznego ze znanym dawniej zadaniem elektro-
statycznym.

Mechaj </i,2>P2V oznaczaja funkcje potencjalne, a wiec spel-
niajgce rownanie Laplace’a \/2p= 0. Sprébujmy uczyni¢ zados¢
przemieszczeniowym réwnaniom rozniczkowym elastostatyki, tj.

0 _ 0 itd
Vot oy ox” B
przez wyrazenia
9
(161.1) u=<pl+ z ~, v=(p2+ z g}i, w=<p3+ z _'ILZ.

Po podstaAvieniu okazuje sig, ze te réwnania beda spetnione,
gdy zachodzi zwigzek

% 1 Opi 2 SPA

(16.1.2) 3—+v\9x  9))  92)

Tym samym jest y>wyznaczone, albowiem musi znikna¢ dla z—-)-o0.
Pozostaje wyznaczy¢ funkcje el tak, aby warunki brzegowe
byty spetnione.

Wyraziwszy naprezenia styczne r2x i tZ] przez wprowadzone
funkcje potencjalne, otrzymamy:

Ve
\9x  92) \ 9x 9z  9x 9x9
(161.3)
9y
dy dz 9y 9z 9y 9y Q. )

Azeby te naprezenia znikly dla z—0, musi by¢ na powierzchni
podioza

(161.4) n + A (ea+ y)= o, + [j(? '3+ ¥)=

Z teorii potencjalu wiadomo, ze skoro te roéwnania spetniajg
sie na powierzchni polprzestrzeni zajetej przez podioze, to musza
sie spelnia¢c w calym obszarze tej potprzestrzeni. Zrézniczkujmy
je wzgledem x i y, a po dodaniu otrzymamy

Stad uwzgledniwszy réwnania) \/248=0 i V T=() znajdujemy

So o2 9 S
Az (o + 52-S (F+1,).

Teoria sprezystosci.
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Calkowanie daje

161.6 3H | 3H 3+A
( ) 3X | 9 T g(ygz ).

przy czym stale catkowania odpadaja, poniewaz przemieszczenia
i ich pochodne czastkowe mnsza znika¢ w nieskoriczonosci. Podstawmy
(161.6) w row. (161.2), a otrzymamy

(3_ 4")*£=_§ +M~ \=_(o3h , fVA
' '3z \3x + 9y + 32z) \~ 9z + 9z)°

Stad przez catlkowanie i proste przeksztalcenie wynika

(161-7) >z -2 (fV

a zatem

mci \ 9u 3r 9w 3y, 2 HB 9% 1—2v 9
(161.8) dx+ 9y + 3z 9x m3y + 92+ 92 1—v 9z°'

W ten sposobuczynilismy zado$¢ warunkowi brzegowemu
znikania naprezen stycznych. Pozostaje do osiggniecia az= 0 na
powierzchni podioza poza walcem. Ot6z

(161.9) .,_2e(g +" e=G( +2,0).

Azeby dla 2= 0 byto' az= 0, winno by¢

(161.10) ~$z~ 0-
Aa podstawie walca jest
(161.11) w=cp3=1c.

Nalezy wiec znalez¢ funkcje potencjalng y8 dla ktdrej na
powierzchni jest

93= k wewnatrz kota podstawowego o promieniu a, za$

(161.12) N~= 0 zewnatrz tego kofa, tj. dla x2-\-y->a2

Wyobrazmy sobie nieskoniczenie cienki krgzek o promieniu a
lezacy w ptaszczyznie 2=0 i umies¢my na nim nabdj elektryczny
o0 potencjale statym k. Wtedy potencjat elektrostatyczny na krgzku
(z= 0, x2jry2t*a-) jest (p=k, a zewnatrz krazka w ptaszczyznie
2= 0 jest z powodu symetrii 9<pj9z= 0. A zatem potencjat elektro-
statyczny czyni zados¢ warunkom brzegowym naszego zadania
elastostatycznego, wobec czego wykorzystamy znane rozwigzanie
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elektrostatyki. Wprowadziwszy ze wzgledu na symetrie kotowg
wzgledem osi z wspohzedne walcowe z i r=|/#2+ ?-, poldbzmy

®
(161.13) 8= /f(a)Jar)e-ada,

gdzie f(a) jest funkcjg parametru a, ktdrg nalezy wyznaczyC tak,
aby spetniata warunki brzegowe. Przyjeta warto$¢ g8 spetnia rowna-
nie rézniczkowe Laplace’a
92948 d2z 1¢98
+ 92+ dr~

gdy JO@ar) czyni zados¢ réwnaniu roézniczkowemu

9'e¢ 19T, .ot _f
~ +r W + “V, = »

okreslajgcemu funkcje BessePa J((ar) rzedu zerowego.
Warunki brzegowe dla z= 0

ip3=Je, dla r<a; %)-_ 0 dla r>a

aQz

wymagaja zatem, aby bylo
®
ff(<i)JQar)da=k dla r
0

(161.14)

0o

ff(a)Jf(ar)da=0 dla r>a.

Do ich spetnienia nalezy przyjac

(161.15) )= 2;;: sin a(laa)

albowiem teoria funkcyj Besselowskich dostarcza nastepujgce wzory
catkowex)

o | dla
/‘ 1
(161.16) 1 =2 rdarjda—
La
arcsmr- dla r*a
- 0 da r>a
. o 1
(161.17) JsinaaJo(ar)du ~=dla r<a.

Yar—rt

b Ob. np. Frank ticv. Mises, Differential- u. Integralgteichungen der
Mechanik u. Physik, t. 1, VIII, § 3, str. 337.
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Szukang funkcjg potencjalng jest wiec
®

(161.18) 9B= ECJ/Z:S-'-Q-E?‘- 7Qart da.

Stosownie do réwnan (161.4 i 7) znajdziemy teraz

tyl_ d 1—2v B
dz dx
d | —2v 3Jp.
dz dy ‘ 2(1—v)Sy*
A zatem
3
k 1—2r f sin aa _Tf/ , ax
Y.\ F—j—— @ T
E. = 1—vJ; a Jo(ar)v t-“zda,
0

00
Ej’<flg: kK 1—2v ;S-m--?-;-i-\]-&ai)iy-e-a*da.
ds n 1—7.]O a r

Ale jak wiadomo (por. §160) jest

ti dJQar) T/ N
) 4=~ 1
gdzie oznacza funkcje Besselowska rzedu I-go. Catkujac wyra-

Zenia powyzsze wzgledem z z uwzglednieniem tego zwigzku otrzy-
mamy

k 1—2v x Zsin aa_,
E11_\/ f a Ji(ar)e ada,
(161.10)

k_ 1—2r;y Csin aa, I(ar)er~axda.
i 1—v rj
Te funkcje stosownie do réw. (161.1) okreslaja dla z= 0 skia-

dowe przemieszczenia uO i vO, ktorymi wyrazimy przemieszczenie
radialne

a wiec

k 1—2v Z*sin da

(161.20) 21173

Jrarjrfu.
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To przemieszczenie jest ujemne, co wskazuje nu $ciskanie ma-
terialu takze w kierunkach prostopadtych do kierunku Z nacisku
walca, podobnie jak to zachodzito w zagadnieniu Hertz'a.

Obliczmy teraz

- I __n 1 8 G ZIc \
02—az//Z:O——(. 17 27 i %aa jdar)Ja.

Uwzgledniajgc wz. (161.17) otrzymamy w polu nacisku P:

(161.21) G 2k 1

co wyraza, ze cisnienie pod podstawg walca jest liczbowo najmniejsze
w Srodku i rosnie z odlegtoscia r, przyjmujgc na samym obwodzie
podstawy warto$¢ nieskoniczenie wielkg. To sie ttumaczy jasno zalo-
zeniem abstrakcyjnym doskonalej sztywnosci walca i ostrosci jego
krawedzi. Gdybysmy potrafili rozwigza¢ zadanie w przypadku
walca sprezyscie odksztatcalnego, to ciSnienie na catej podstawie
"wypadtoby skoriczone, a nieréwnomierno$¢ rozktadu cisnienia bytaby
bez poréwnania mniejsza.

Azeby znalez¢ wielkos¢ T zaglebienia walca w poditoze, obli-
czymy nacisk P réwnaniem

(161.22) P=—2t fdzrdr=— f rd "= jGolk
J 1-78 y<p-r» < *

z czego znajdziemy dla zagtebienia k wywotanego danym naci-
skiem P wzér:

161.23 *=*7.
( ) mGa 2

§ 162. Zgiecie grubej piyty okraglej pod sitg skupiong w Srodku.
Przypadek obcigzenia rdwnomiernego takiej ptyty rozwigzano przez
wielomiany w 8156 za pos$rednictwem funkcji naprezen Love'a
Ta metoda nie wystarcza jednakze do zbudowania rozwigzan w przy-
padku dowolnych sit powierzchniowych, jak np. sita skupiona
w $rodku. Wtedy trzeba sie uciec do zastosowania funkeyj Besse-
lowskich, jak to np. uczynit A. tfadail) przy pomocy funkcji po-
tencjalnej o postaci g3 (wz. 161.13) z zagadnienia poprzedniego.

X) Scliweiz. Bauz. 76, 257, 1920.
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Niechaj p=f(r/a) przedstawia rozmieszczenie obcigzen na ma-
lym kole s$rodkowym gornej powierzchni ptyty (2= 0, rys. 92).
Przemieszczenie radialne o' i osiowe w' wyrazg ogoélnie wzory

(162.1)
w= >+ ]

Tntaj sumowanie odnosi sie do parametréw liczbowych /,
ktérych ciag nalezy dobra¢ tak, aby wzdluz okregu 2= 0, r=a

[
Z
Kys. 92.

znikato przemieszczenie osiowe w. Temu warunkowi uczynimy za-
dos¢ przyjmujac jako parametry 1 , , pierwiastki funkcji Bessel'a
rzedu zerowego ._/,(/), tj.

(162.2) N=2,4048..., ;2=5,5201..., ;3=8,6537...

Wyrazenia (162.1) nie tylko spetniajg réwnania rdzniczkowe
rébwnowagi, ale sa juz dobrane tak, aby naprezenia styczne na po-
wierzchni znikaly, co nie trudno sprawdzi¢. Trzeba jednak jeszcze,
aby naprezenia normalne az na powierzchni 2= 0 przybraly war-
tosci przepisane oz= —p=f(r/a).

Podstawiwszy we wzor

do Sio O
SP+sz+7

wartosci (162.1), otrzymamy

(162.3) 0=2(1—n)
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A zatem
(162.4, +
a dla «=0:
(162.5) - v 2 F4W t)— "-Hj)

Wartosci wspoiczynnikéw kz w tej snmie obliczymy korzy-
stajgc z wihasnosci funkcji Bessela i catkujgc powyzsze réwnanie
pomnozone przez (r/a) |1 O(rja) d(rja) miedzy granicami O i u. Wpro-
wadziwszy dla uproszczenia oznaczenie r/a = X, znajdujemy w ten
sposo6b

aff(x)xJ @F?>x)dx

(162.6) Kz= &

G?.,Ix JAXx)dx
0

Catka w mianowniku jest réwna "1i(A).
Obliczymy tutaj wartosci Kz w przypadku obcigzenia pO
roztozonego rownomiernie na matym kole r=c. Wtedy

/(*)= —Po dla <)</m<c,
za$
/(*)==0 dla e<r< oo,
a catka w liczniku wzoru (162.ti)
* da
f /(») xJ<Ux)dx=- Vo fjJql X ) d X ]
« i

Otrzymujemy wiec

oty
(162.7) K ' P 'U/
or AVj(A)

Przejscie do obcigzenia skupionego w punkcie $rodkowym
P= IimO [7ic?p0)

prowadzi ze wzgledu na to, ze
~h0 2
do wartosci wspoétczynnikdw Kz wyrazonej wzorem

(162.8) Kz= P 1
2naG /.Ji(2)
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Ale rozwigzanie (162.1) nie spetnia jeszcze warunku brzego-
wego na dolnej powierzchni ptyty z—h, gdzie naprezenia winny by¢
réwne 0. Stan odksztatcenia wyznaczony przemieszczeniami < i w'
wedtug (162.1) prowadzi do r6znych od zera naprezen dzi r' na tej
powierzchni. Azeby je znies¢ trzeba natozy¢ nowy stan odksztat-
cenia 0" i w" stosownie do rozwigzania ogoélnego (160.13), a mia-
nowicie:

(162.9) e» -2 ylath~r wB - a — 1§ D — 8 tgdfiar

kz kz kz kz
- _ - tv)Ch - = -~ -CCh—=4-
=21 ASha+h 3 Lv)Cha 3 Sha a

(162.10) A
. h 7z .7
+ D (3—iv)Sh — Ci— JA—
a a
State A, B, C, D nalezy obliczy¢ z warunkow brzegowych:
dla 2=0 jest az=01i r"= 0,

(162.11 dla z—h jest az-\-az= 0 i t'+t" =0,
co daje
A= 2(1—v)D- ,
-CO
(162.12) Co(1oppe 1TV 1—62'+ 2to(i+ft)
= (. — V) - 2 ShZOjf m 2 5

gdzie oznacza co=khja. Zarazem jest na pobocznicy walca spetniony
warunek w"= 0, jak wynika z (162.1, 2 i 6).
Przemieszczenia wypadkowe

(162.1.3) Q=e+t>", w=iv'+ w"

wyznaczajg wiec.stan odksztatcenia i napiecia naszej ptyty w warun-
kach nastepujacych:

1° Powierzchnia goérna z= 0 jest obcigzona wewnatrz kola
0 promieniu c stalym cisnieniem pO.

2° Powierzchnia dolna z=li jest wolna od obcigzen.

3° Przemieszczenia w na brzegu r=a sg réwne 0.

Natomiast nie znikajg na tym brzegu przemieszczenia g, wobec
czego powstajg tam naprezenia styczne tzr i normalne ar. Pierwsze
warunkujg reakcje brzegu ptyty réwnowazgce sie z obcigzeniem
danym i odpowiadajgce stosownemu ustaleniu tego brzegu. Drugie
zas tworza momenty zginajgce (pary sil) rozmieszczone réwno-
miernie wzdluz brzegu i odpowiadajagce jego ,utwierdzeniu”. Mozna
je unicestwi¢ przez nalozenie stosownego zgiecia kulistego, aby
uzyskaé¢ warunki swobodnego podparcia brzegu.
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Praca Nadai'a wyjasnia nadto szczeg6towo zwigzek miedzy
powyzszym rozwigzaniem $cistym a rozwigzaniem wynikajgcym
z klasycznej teorii ptyt ,cienkich”, podawanym w podrecznikach me-
chaniki technicznej. Zwigzek ten polega na tym, ze stan odksztail-
cenia ptyty grubej jest dla malejacych wartosci stosunku h/a okre-
sSlony rozwigzaniem ,asymptotycznym”. Otrzymamy je szukajgc

Ao Az
wartosci granicznych wspotczynnikéw A, B, C, 1) i Sh—, Ch— dla

malejgcych wartosci h/a i z/a, czyli poprzestajgc na uwzglednieniu
stanu (/', w" z pominieciem stanu o', w'. Przy zgieciu pod silg
skupiong P znajdujemy przejSciem do granicy przy zastosowaniu
wartosci z row. (162.8)

(162.14) . 6(1—v)Pa2\’ a!
W = '

Otéz ze wzgledu na to, ze wartosci A sg wedhug (162.2) pierwiast-
kami rownania | Qx)—(), kolejno wzrastajgcymi, ze wiec

zas \ N | = Il(xnnx+1-ai),
<7 N Ahf(z)  »

otrzymamy z (162.14)

162.15 3 .d - Inl+1-4),

( ) - 'lJiGhjl ga- a a%

00 jest istotnie zgodne z wzorem na ugiecie obcigzonego przez P
srodka ptyty cienkiej otrzymanym przez catkowanie rownania
rézniczkowego \y2\72«/'=(>, przy warunkach brzegowych r= a,
w"= 0,

Rozwigzanie (162.13) dla ptyty grubej przechodzi przeto
asymptotycznie przy malejacej grubosci h w rozwigzanie (.162.15)
dla ptyty cienkiej o naprezeniach radialnych na brzegu r=a okre-
Slonych réwnaniem

Te naprezenia odpowiadajg utwierdzeniu zupeinemu brzegu ptyty.

Przemieszczenia pionowe, a zarazem ugiecia w plyty grubej
okreslajg rownania (162.1, 10 i 13). Punkty lezace pierwotnie na
gornej powierzchni ptyty s= 0 doznaja przemieszczen

2 1.1 <-2"+ 2ta(l+ ca)

(162.17) w— (1 V) - Slito
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gdzie o= /hja. Wzdér ten daje dla obcigzenia kota o promieniu ¢
ciSnieniem p0:
j
/ (I- VWP°CV 'a ,\éj) i 1 -€2<0_|_2co(l+ o)
llz=or-b & pALL R Sil2co— on

Ugiecie srodka dolnej powierzchni ptyty (z=h,r= 0) przy
skupieniu obcigzenia nc2p0=P do punktu przybiera wartos¢

1—vP vy 1 Sho+ wChm
~ naG Sh2w—o2

ktora jest wieksza od wartosci wynikajgcej z wz. (162.15) dla ptyty
cienkiej, tj.

- *Q — *
(16218) w nGhs ¥_4__ 8|LnG£i|£3

Réznica w—w* ugie¢ staje sie stosunkowo tym wiekszg, im
ptyta jest grubsza, maleje za§ w miare oddalania sie punktu od
srodka ptyty. To ttumaczy sie jasno wplywem naprezen stycznych
nie uwzglednionych w teorii ptyt cienkich, gdyz naprezenia te sg
najwieksze w bliskosci bezposredniej obcigzenia P. Ten wynik
teorii potwierdzity pomiary doswiadczalne A. FoppPa i Nadai'a



XIV. ZAGADNIENIA H. NEUBER’'A

§ 163. Funkcja naprezen ztozona. Jak juz ‘'wspomniano w 8§50
H. Neuber obmyslit funkcje naprezehn ziozong z trzech funkcyj
harmonicznych*) za pomoca ktérej rozwigzat obszerng grupe za-
gadnien szczegolowych elastostatyki szczegélnie wazrg w zastoso-
waniach praktycznych, gdzie mozna zwykle poming¢ sity masowe.
W poswieconej tym zagadnieniom cennej monografii tegoz autora
noszacej tytut ,Kerbspannungslehre” (nie nadajgcy sie do bez-
posredniego spolszczenia), chodzi przede wszystkim o $ciste wyzna-
czenie rozmieszczenia naprezen tuz pod wolng od obcigzen po-
wierzchnig ciata, gdy dane obcigzenia dziatajg nan zdata od miejsca
rozpatrywanego, a miejsce to tworzy tzw. ,karb”. Pod wzgledem
gconietrycznym stanowi karb powierzchnie wyjatkowo silnie za-
krzywiong, jaka np. powstaje na $cianie preta pryzmatycznego,
gdy na niej wyztobi¢ rowek poprzeczny, albo na pobocznicy preta
walcowatego, gdy na niej wytoczy¢ taki rowek dokota. Przy obcigze-
niu preta z karbem, badz to sitami podtuznymi, bgdz tez momentami
zginajacymi lub skrecajgcymi, powstajg w czesciach dos¢ odlegtych
od karbu proste i tatwe do obliczenia stany napiecia i odksztalce-
nia, podczas gdy w samym karbie i jego najblizszym otoczeniu, za-
chodzi stan wielce ztozony nie dajgcy sie wyznaczy¢ sposobami
elementarnymi, lecz wymagajgcy wyzszych narzedzi matematycznej
teorii sprezystosci. Zespét tych narzedzi wzbogacit sie funkcjg na-
prezeh F(x,y,z) Neuber'a, ztozong z trzech funkcyj harmo nicznych
fhi,<4>, , wprowadzong przez tego badacza w sposéb nastepujacy:

Niechaj przemieszczenia skladowe u,v,w punktow ciala izo-
tropowego wywotane jego obcigzeniem w stanie réwnowagi bedag
okreslone réwnaniami:

(163.1)

b Zeitschr. f. ang. Math. t. 14, 1934, str. 203.
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Tutaj oznacza 2 stala (u Neuber’a a), a funkcje &t {i=1,2,3)
czynig zados¢ rownaniom Laplace’a:

(163.2) V2 1=V *®2=V 2 8-

Wstawiwszy wyrazenia (163.1) w przemieszczeniowe réwnania
rownowagi i uwzgledniwszy wz. (163 2) otrzymamy

, 3F 1/\ 30 9/ 1 \
m V2R + 26 W~y mhg = — g\ \F +2G T Vpp) = o

(163.3)  mvpp+20- j = 1—2r O
! -V A+ 262-1-'FvoU o
V'22+ 46 i—2r a2 2] ' '

Z tego wynika, ze

2G6
(163.4) y-F+ — — = stalej.

Poniewaz wartos¢ tej stalej jest obojetna, przeto uczynimy jg
rowng 0, a zatem

(163.5) 2G0 = (i—2r)\/F.

Wyraziwszy teraz 0 przez u,v,w z wartosciami (163.1) znaj-
dujemy

(30, 300 20
"+ -->

, \
+ -0 .

(163.6) 206=-S?*F+ 2z )

Z podstawienia w (163.5) wynika zwigzek

(30, 200 20.)\
AN

(163.7) 210 VIVE = 2;.(F'+ X+

okres$lajgcy w prosty sposéb zaleznos¢ funkcji naprezen F od trzech
funkcyj harmonicznych. Przyjgawszy nadto, z

(163.8) F -0y--xO[ y HOO--50g

gdzie 0 Ojest znowu funkcjg harmoniczng i zastosowawszy do tego
réwnania operator Laplace’a V 2 otrzymamy
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Z pordwnania z wzorem (163.7) wynika, ze stala X ma wartos¢
(163.10) X=2(1—V).
Dla naprezen otrzymujemy teraz wyrazenia:

3F ,3F , .(M\ 900 30-

x 3l- 3z2 \ 3j: Si/ 3z N
3F, 3F , .30, 303 g
(163.11) arZi?2 '2x2 3dy & 3«

3-F 3F , .(30., 8& 3 _
a2+ 5f T/'[& 3 2yl

3-F / . 902
3x3y+ 3y N 3jc)
. 3F 1m0 g8
(163J2) fijz - 3y3z 1 '\3» A 3y
3F |, J90» 9\
3zd.,r \3x N 3z

Wyrazenia te, jak tatwo sprawdzi¢, spetniajg naprezeniowe réwnania
rézniczkowe réwnowagi Beltrami’ego.

Sposréd czterecli funkcyj harmonicznych, przez ktére wyraza
kie funkcje F wedlug (163.8) okazuje sie jedna zupetnie zbedna
nawet w przypadku najogéiniejszego tréjwymiarowego stanu napiecia,
tak iz zagadnienie rozwigzujg tylko trzy funkcje. Neuber dowodzi
to w spos6b nastepujacy:

Niechaj 00,0\,02,#3 oznaczajg cztery nowe funkcje harmo-
niczne, przez ktére mozna wyrazi¢ dawne w postaci

02= +02 O0!=

_ 33;1’ 903, 0
az 3y ax

163.13
( ) 0 0= 2 X0'3- {Ix 3N 4 ys:o/\s +z 3"‘0\3\+ 0'o

Skoro okreslilismy jaki$ stan napiecia stosownie dobranymi funk-
cjami 0,,02,020, to réwnania powyzsze wyznaczajg takze i funkcje
nowo wprowadzone,* albowiem 0'3 otrzymuje sie bezposrednio
z pierwszego réwnania grupy (163.13y, a potem kolejno z réwnan
dalszych 02 itd. Roézniczkujgc funkcje kreskowane przekonywamy
sie tatwo, ze czynig zados¢ réwnaniu Laplace’a.

Dla funkcji F otrzymamy teraz

(163.14) F = 0O X0 1+ y02+2z0 3= 2X03\-0'0+ x0\ + ycA,
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a po wstawieniu w (363.1):
2Gu =-j*"[00+x0'i+y02) + 2X0'1
(163.15) 2GV = ~ N« PO+®®i + y<P¥) + 27
2Gw=-~ (0 'otx0\+ y0'2.

Okazuje sie, ze przemieszczenia sg catkiem niezalezne od 03.
Ta funkcja weszla niejako w trzy pozostale, ktorymi zastgpiono,
02, 0Xi 0Q Wobec tego u,v,w dajg sie w ogdle wyrazi¢ przez tylko
3 funkcje. Czwarta mozna przyja¢ réwna zeru, jak to okazemy na
funkcji 00

Podstawmy w tym celu

n, oiris 906 300 W *

163.16 .

( ) 900 300
3/ "3z

a rownania dla przemieszczeh przyjmag postac
2Gu — (xO\ + y<lt+ S0\) + 2).0\,
(163.17) 2Qv = - ~ (x0'1+y0'2+z0'i)+ 2?2.02,
2GW= - " @0+ yoz+ CIS)+ 2

Jak widzimy funkcja 0 Oodpadta, a zwazywszy ze role funkcyj
0i, 02,0 3 objety funkcje 0], 02,03, przekonamy sie, ze bez ujmy
dla ogdélnosci mozna przyja¢ z gory, ze 0 O= 0.

§ 164. PrzejScie do wspotrzednych krzywoliniowych. Szukanie
rozwigzan Scistych przy uzyciu wspoétzednych prostokatnych na-
potyka czesto na wielkie trudnosci z powodu bardzo zilozonych
wyrazen warunkéw brzegowych na powierzchni karbu. Te warunki
upraszczaja sie najbardziej przy uzyciu wspohzednych krzywoli-
niowych, co utatwia szukanie rozwigzan scistych, jak wykazata do-
bitnie praca Heuber'a.

Oznaczywszy jak w 829 przez a, (i,y parametry wspoétrzednych
krzywoliniowych Lan ¢'go, przez wa,vp,<uy odpowiednie sktadowe
przemieszczen, przez eaa, €mp en,ep, gy, eya skladowe tensora od-
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ksztalcenia, a przez od==aa, op= [i(i, a,= yy; = a(i, rB= (iy, r/t= ya
sktadowe tensora napiecia (ob. §52), wyrazimy warunek na nie-
obcigzonej powierzchni ciata o réwnaniu ««= ««, w postaci

(164.1) Qt—6, Tp—0, Tay—0 dla (a— aQ

Aby teraz od réwnan (163.1) przejs¢ do odpowiednich réwnan
we wspoéhzednych Lamé’go wyjdziemy z wzoréw

1/ 9%, dy dz\ ,

(164.2) (29.5) 1Y/
i podstawimy tutaj wyrazenia dla u,r,w z (163.1) otrzymujgc
9F 5(/ F \ 2cl
2G«,,:[1 . - J+S ~jitd .
a ar

Ale jak wiadomo jest

OF 9r 9F 9y, 5- 2. 3A it
9x 9a 9y 2«t dz 9u 9 '

A zatem
oF *[, 9X 9u N

164.3 2Gva=
( : Ha Q@ ou

Do tego dotgczymy wyprowadzone w 8§29 wzory dla skladowych
stanu odksztalcenia

itd.

1/~ , "~ 9ha 'y 9\,
ha\Qu 1he’ 9p + hy 9y/’

(164.4) (29.8) £E&=... By= ..
Fa = lii—iliz\-L.li JLiOZ
A H(G9[iNy)+ hy9y\li7
&/a_ooo

dalej wzor dla rozszerzeria objetosciowego

(164.5) (31.3) yyi

oraz wzory dla skladowych stanu napiecia, ktére dla wspoétrzednych,
krzywoliniowych lamdé’'go jako prostokatnych muszg mie¢ postaé
analogiczng do wzoru dla ax,ag,az Tgz,Tzx,rXd a wiec

aa-2G W 2G(Ea+ix=2°)

(164.6)

ab=2G((*» + jz r,0), or=2G(tyy+"T-~e),

(164.7) Tab= £ffi) Ty=GCGfy] Tw—(tba.



80 X1V . Zagadnienia H. Neuber’a

Obliczenie naprezen na podstawie wzorow powyzszycli wymaga
uprzedniego wyznaczenia przemieszczen. Jednakze najczesciej pro-
wadzi do tego droga krétsza obliczenia bezposredniego z funkcji
naprezen.

W tym celu wstawimy przemieszczenia z wz. (304.3) we wzory
(101.4 i 7), wprowadziwszy dla uproszczenia operatory:

32 2 il
dn,dnp dnp3na hada
Loiiifl . L d

h?dpJha 9.->J hahj da

(104.1)

z przemiana kotowa wzgledem a,(j,y. Wtedy otrzymamy wyra-
zenia dajace sie jeszcze znacznie uproscic. WezZzmy np. pod uwage
przypadek szczegéiny

(164.10) = —xC, (Pl1=C = stalej, 02=9, 03=° F =

Okazuje sie, ze w tym przypadku zachodzi tylko w kierunku
osi x stale przemieszczenie

z
(104.31) n=a ’

co odpowiada ruchowi calego ciata ,bez odksztatcenia, czyli jako
ciala sztywnego. To samo winno oczywiscie wypas¢ przy uzyciu
wspotrzednych Lamad’go, a wiec muszg znika¢ wyrazenia zawierajgce
0,, 02, albo 03. Stad wynika

*
(304.12) 0 X B
3na 3nadnp

z przemiang kotowag wedtug a,ty i x,y,z.

W celu ustawienia wzoréw ostatecznych dla naprezen normal-
nych wyrazimy O przez funkcje naprezehn otrzymujac z (303.5)
z uwzglednieniem (103.10):

(364.33) 2G1=" 0=(I-

Teraz z (164.0) znajdziemy
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:zas z (161.7)
3F X 1301 dx { 3& 3x , dP2 3y
3nadnp hahalda 3fi* 3fi da” da 3fi

300 3y 30" 3z 30332\
dfi da~ 3a dfi 3fi da)

(164.15)  r,?=-
itd .

Poréwnawszy te wyrazenia z odpowiednimi we wspoirzednych karte-

zjanskich, tj. (163.11 i 12), widzimy, ze operatory — td.

3n, 3na3rpI
odpowiadajg zupetnie drugim pochodnym w ukladzie kartezjan-
skim, ktérego kierunki osi zlewajg sie z kierunkami a,fi,y uktadu
Lamé’'go. To wyjasnia nadto zwigzki (164.12).

Pomnac na znaczenie ogolne wskaznikéw y,v w réwnaniach
robwnowagi z 8 42 a napiszemy nastepujace zwigzki miedzy opera-
torami rézniczkowymi wzgledem kierunkéw wspotrzednych x,y,z,
a takimiz operatorami wzgledem kierunkéw dowolnych x, X

31
3H/)>dria°_ A Jcos (X,y) cos (XV) 3udv
164,16 o !
( ) 3 3 v V 3 3 w.y.z

cos (*>m) cos (V ) T1 n;

(oznaczenia w tych wzorach tj. x, vy, v nie majg nic wspdlnego
ze znaczeniami X i v we wzorach poprzednich).

Wreszcie mozna wykaza¢ ogdlnie, ze naprezenie o kierunku x
dziatlajace w przekroju elementarnym o normalnej X wyraza sie
przez funkcje naprezen wzorem:

3IF 30x 3x 302 dy
<164,17) 3nx3m * 3si dni 1 3ni 3nx 3nx dni
’ 02" dy . 86y A3

dni dx  Bfx g diz ov )t (I—=\*¥)cos (*, X)\J'F,

gdzie 3j3nxi 3/dni oznaczaja r6zniczkowania wzdtuz prostych, ktére
W miejscu rozpatrywanym majg odpowiednio kierunki k i X Dla
odréznienia oznaczono tutaj przez A* stalg okre$long réwnaniem
(163.10), w ktérym v ma rowniez znaczenie odmienne od uzytego
we wzorach (164.16 i 17), gdyz oznacza liczbe Poisson’a.

Do zbudowania samej funkcji naprezen potrzeba stosownych
funkcyj harmonicznych, ktdre spehiaj? rownanie Laplace’a. Nalezy
przeto wyrazie laplasjan we wspotrzednych Lamé’'go, W tym celu

Teoria sprezystosci. 6



82 X1V. Zagadnienie Il. Neubeta

wezmy pod uwage wyrazenie dla 6 we wspotrzednych kartezjanskich
(163.6), tj.
130. 300 . 30.
200 AT S,
(161.18) - dy oy,

Z wzorow (164.3) przy uwzglednieniu (161.8, 9 i 12) wynika

y hz\oa
22% 3x 302 9y a3 3£\
(161.19) i 90 '30 "90 96 'dpr
22* (30, 302 9 303 3z

+ [dy 3y 3y dy dy dy)o
Poréwnanie w obu wzorach (161.18 i 19) czesci nie zawierajg-
cych z* daje
I I I
(161.20) 3 3 3

A= i+ 3+ SH?'

Podstawiwszy wyrazenia szczeg6towe (161.8) dla 3-:3njj, d23n*
i 3ljdn”, znajdujemy po uproszczeniu

n(@uon 1 [s Ih?hy 3 3\, 3 AU
d 'V Hahphy\9a\ h,” 9a)*~ 90\ hp 80) ' 3y\ Ty dy}]

Z pordwnania wyrazen z czynnikiem 2/* z uwzglednieniem
(163.9) otrzymamy jeszcze drugi zwigzek dla \/'-F pozyteczny przy
wyznaczaniu naprezen, a mianowicie

Vo U3 dy 3Z) h%\dada da da® da da)

2 /30, 3x 300 dy 30A3zZ\ 2/30,3x 3023y 303 3z
M\30 30 90 30 90 90/ li?\dydy dydy 3y 3y

§ 165. Przyktad zastosowania funkcji Neubera. Autor ,Kerb-
spannungslelire” rozwigzuje w rozdz 1Y swej pracy (str 27—68)
caly szereg zagadnien ptaskich po stwierdzenia, ze jego funkcja
naprezen sprowadza sie w tych przypadkach do funkcji Airy’ego,
wobec czego znaczenie naukowe nowej funkcji wychodzi na jaw
przy rozwigzywaniu zagadnien przestrzennych, ktdrym Neuber po-
Swieca najobszerniejszy rozdziat Y (str 69—130). Z tego wiec roz-
dzialu zaczerpniemy przykiad =zastosowania odsylajagc czytelnika
zainteresowanego calg dziedzing do ksigzki wymienionej (dostepnej
teraz takze w przektadzie rosyjskim).



§ 165. Przyktad zastosowania funkcji Neuber'a 83

Dajmy na to, ze diugi pret o przekroju kotowym jest w pewnym
miejscu opatrzony gtebokim ziobkiem o postaci liiperboloidy obro-
towej (zadanie A), winnym zas$ o znacznej odlegtosci posiada w srodku
miejsce puste ksztattu elipsoidy obrotowej (zadanie B). Ob.

X

rys. 93 a i b. Wtedy stosujac wspotrzedne elipsoidalne napiszemy
(165.1) x = Shacosp, y= Ghasin pcosy, z= Chasin psiny.

Powierzchnie a= stalej sg elipsoidami, powierzchnie [i= statej
hiperboloidami, za$ y = stalej ptaszczyznami przechodzacymi przez
oS x, tj. o$ preta.

Wedtug réwnan (29.4) otrzymujemy

(165.2) ha= hfi= h= XSA2a-j-cos20, hy= Chasin p,
a wiec stosownie do rownania (164.3) jest
2Gu, =
1( n, .
~~h cos p+Sha sin f}(03cos y + 0 3sin y)|J
(1653 2CW—
1f 5F, .
~h\9jj ¢ i asin P+Cha cos fi(02cos y-\-03sin y)|\
1 9F
2GUy = - - —
Uy Chasinp dy +2/l—0asm y + 0 2cos y).

6*
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Naprezenia normalne sa wedlug wz. (164,14): (As=A¥)

1 dF 1t/di. n7 "F wm o0 QdF\ | A_
+3nPasP *
21 Cha cos 22 + Shasin/J W7+ siny 3
+¥ a cos fi - asin/J[cos y ]3_% siny P
1 PN 1/ P.F PN\ | Al
(165.4) - ¥'W ~w haGha + 8nP'cos?dfi}+11- 2)» +
+ —Shasinfi~ + Chacosfi(cosy *j +*iny
1\ 1 1 \PN , 3F .PJd
+

°7 AMA\Ch2a sin2/j/Py2 "N aPa gl PJ

(anf_eka 302 ogy dps\, /, A
\cha smfi > qy = AR

Wzér (164.22) daje:

V>F= Foz\acos ﬂ/(3 + cosy 20, sm yﬂ))
L 302 do3
(165.5) + flhasin fil— g -f-cos y 4+ sin yuée-” "

/sin fi  Cha \( BOQ 30,
+idhasama 9Ny, —EBY

Naprezenia styczne sg wedlug (164.15):

- A da3fi ' /|48‘ CAa- 'Sm/Jcos/%--
+ "Aeeos/J?F% ¥ coBnyJ .\ S.III 9}%!372)\+
&){L
+ /SAa sin /J|— + cosy 094_ siny3°_3
dfi oli

P/ 1 3F\ AT _ . POI_
(165.6) T&—' Acaa P/3\sin fi gy)+ A r 29/ aP7

+ cotg fi\ cos y%g’.p—)— siny PO U smy POo cos y
I ?/1 PR, Af , .30,
Y&~ hsinfi 3a\Cha'3y)+ h[ gPdy ©
Tgha"O)Sy@%# gn y?’Q%\-sSi”yPOO+ c*s y?’gg
Azeby zadaniem B obja¢ i wydrazenie kuliste, trzeba przygo-
towa¢ rownania analogiczne we wspoétrzednych kulistych okreslo-

nych wzorami:
(165.7) x = acos fi, y=asinficosy, z=asinfisiny,
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gdzie a= stalej przedstawia kule, fi = statej stozki obrotowe, a y —stalej
ptaszczyzny przechodzgce przez o$ X. Znajdujemy kolejno

(165.8) Tx= 3, hp=a, hy=asinfi
9F S
2Gua=—-"+ 24[0 1cos fi+ sin fi(02cos y+ 03sm v)lI

(165.9) 2Gnp = -3 dp+ 2/[—0!sin fi+cos fi(02cos y +tf8sin y)],

. N_ SF_ - :
ZG|ty ""é_éhTTJi- aryZZ(—O 2sin y+ 03cos y)

o do2, . do03\
+ Zj[roi 1+fing €9 - T SMY_"-

Id F 1 9FtA~ AU-*, |
ada a2*9fi2 ( 2jV' '+

, 2;.] . 0901 ( 902, . 903
+t r 8llpw +cost osyw + smyw
13F 9-F cotgfi 9F
(16510.) ada a2Sin2fi dy2 cr 527

i \2ma 2.
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W zadaniu A niech powierzchnig zt6bka bedzie hiperboloida /?,.
Wtedy wszystkie naprezenia skladowe na powierzchni 0= 00znikajg
i mamy do czynienia z warunkami brzegowymi

(165.12) 0, T,=0, Ty=0 dla 0—00

W zadaniu B niechaj elipsoida aO tworzy powierzchnie wklests,
to warunkami brzegowymi sa:

(165.13) 6, Kp—0, tty—0 dla a—al

Odpowiednio do rodzaju obciazenia preta wypada jeszcze
przygotowac¢ wyrazenia catkowe wynikajace z réwnowagi sit obcig-
zajacych pret z jednej strony sit zewnetrznych z sitami wewnetrznymi
wr przekroju dowolnym. Sity zewnetrzne mozna okresli€ w ogdle

trzema sktadowymi Px, Py, Pzw kierunku odpowiednich osi i trzema
momentami Mx, M,n Mz okoto tychze osi. W zadaniu A poprowa-
dzimy przekréj powierzchnig a= stalej (rys. 94).] Naprezenie catko-
wite rafl w elemencie tej powierzchni o bokach hp <0 i hydy daje
napiecie

1ati hphy (10dy.

Aby otrzymac¢ wypadkowg Px trzeba scatkowac rzut napiecia
na o$ x, albo tez zastepujgc kolejno wskaznik < przez a,0,y zesumo-
waé rzuty kazdego z napie¢ sktadowych piszac

(165.14) I X /¢ (@uos (/,u)oplly(10(y.

F fi=ct,p,y

gdzie catkowanie rozciaga sie na cate pole F przekroju rozpatrywa-
nego. Wyrazenia na P, i Pz otrzymujemy przez przemiane kotowa
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a>y,z. Podobniez dochodzimy do réwnan momentow, z ktdrych
pierwsze wzgledem @ ma postac

(165.15) Mx= ff aflly cos (z,/.i)—z cos (y,y)]hf,hvdfldy itd.

W zadaniu B obieramy najdogodniej przekroj ptaski %= statej.
Oznaczywszy skladowe naprezenia na elementach dydz przez
-Cxx{=ax), Txy, rxz, Znadeiemy

Px=j frxdydz, Pv=f fr*dydz, P z=ff rxzdydz

F F F

<165.16) M*=f f(y r*z—zrxy)dydz, My=J f {zrxx—xrxz)dydz,
F F
Mz= ff [xr¥—yTxx)dyd

E

Rozwigzanie roztozymy z korzyscig na 6 rozwigzah szczegoto-
wych, przyjgwszy dla kazdego z nich, ze tylko jedna z calek po-
wyzszych jest r6zna od zera. Wobec symetrii obrotowej w naszym
zagadnieniu bedg stany napiecia wywotane sitami Py i Pz jednakowe.
To samo odnosi sie do momentéw M,, i Mz. Liczba rozwigzan
szczego6towych sprowadza sie przeto do czterech (sita osiowa, sita
poprzeczna, zgiecie i skrecenie).

Przed przystgpieniem do rozwigzan nalezy sie zaja¢ wyzna-
czeniem funkeyj harmonicznych od ktérych zalezy funkcja na-
prezen. Neuber wykonat te prace w sposob przedstawiony w para-
grafie nastepnym.

§ 166. Rozwigzanie rownania VM>= 0 we wspotrzednych elipsoi-
dalnych. Wstawiwszy w row. (164.21) wartosci parametrow h
z (165.2) napiszemy

_ Hoka 90 1 91,90
\72p= i cha 2 9a) sin fi ofi
i \9y>
* Gin—fr—eteaj oy °

(166.1)

Przyjgwszy ze funkcja 0 da sie wyrazi¢ jako iloczyn trzech
funkeyj, z ktérych kazda jest zalezna tylko od jednej ze zmien-
nych a.fi,y, czyli ze

(662 E=H YY),
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utwérzmy réwnanie 7A72<Z50= O, ktére daje

1
/jCha 2a\ 2a) ' /2sin 0 SS

*oilsit i vBESBR-°
Pierwszy wyraz zalezy tylko od a, drugi zas tylko od fi. Aby
réwnanie byto spelnione, winien wyraz trzeci da¢ sie roztozy¢ na

dwa dodajniki z ktorych jeden jest funkcja samego a, a drugi sa-
mego fi. To jest mozliwe gdy

(166.3)

!

jT3 ;I'yT = Mateja—n2

Wtedy kazdy z dodajnikbw mozna przyréwna¢ do statej,
z ktérych jedna bedzie dodatnia, a druga ujemna, obok stalej ozna-
czonej juz przez —n2 Eo6w. (166.3) rozpadnie sie wiec na trzy row-
nania nastepujgce, w ktérych wymieniona stala zostala oznaczona
przez r(r+1), co na razie niekoliduje ze znaczeniami poprzednimi v:

ne .
LU@)- Chra VOV*+ 1 /=0
W
+

(161.4) + v(v+ 1) /2=0

sin2fi

oy2 -w2/3= 0.

Réwnanie rézniczkowe funkcji /3 ma znane rozwigzanie
/3= ensin ny+d, cos ny.

Rownania dla /, i /2 dajg sie podstawieniem Cha= A oraz
sin fl—v sprowadzi¢ do postaci wspoélnej:

n

(1665)  we—1)W ) [--W _ Vi (M = o,

albowiem podstawienie powyzsze prowadzi do zwigzkéw

= N = e
(166.6) " " oraz A = (os (N"=T2A .

Catkowanie przez szeregi osiggamy przyjmujac dla szukanej
catki szczegolnej v-go stopnia postac

(166.7) AL u(A) = 12+ a2a"2 + adA— 4+ «6AT B+ ...
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Po wstawieniu w (166.5) otrzymujemy
(/2-D[r(r-1);.>"-2+a2r-2)(r'-3)/.*'-4+a4(r-4)(r-5)/"-«+...]+

(166.8) tl2-DIrA*-i+a,(r-2)/™ 3r«a(r-1)/1-5¢r...]+

n-
+ —v(v+]) (lvtad.v- 2+ad2i+ ...)= 0.
Przyréwnawszy wspotczynniki przy kazdej potedze / do zera,
mamy réwnania warunkowe:

[r(r—I)+ 2r—uv(v-j-1)]"."= 0
{_Mv—]) +na_|_,_2)(v—3)+2 (v—2)-v(v+1)]}zv2=0

(166.9)
{cd—(v—2)(v—3)—(v—2)+ nq +
+<i4(r —4)(r—5)+ 2(r—4)—r(-+1)]};.*"-4= 0, itd®
Obliczywszy kolejno z tych rownan a2,a4,... i wstawiwszy

w row. (166.7) otrzymujemy catke szczegblnag %-tego i r-tego stopnia
najpierw w postaci (a):

"166.10)(2) z _ ;)= y— 2(2v—1) 1 2-M2r—I)(2r—3)

Gdy r+|w| = 0,2,4,6,... to posta¢ (a) daje zawsze szereg skorczony.

Ola r-f |»| dodatniego i nieparzystego przedstawiataby postac (a)
szereg nieskonczony. Jednakze dzielagc szereg (a) przez

(166.11) AGIW = \\- 1j2~ ..=(r=1

otrzymamy znowu szereg skonczony. W ten sposéb dochodzimy do
postaci (fi):

X,.,0.)=[¥=i mo(al] )n8***+
(166.12) (/i) [, 1)2 V[ _3)2 nznr |
2-4+2v—1)(2v—3) U

ktéra dla v+M —1,3,5,... jest istotnie skonczong. Gdy r-flw| jest
ujemne, to bierzemy do pomocy funkcje

o i()=1+i1 +iti + ..=arccotg\/?—1=
(166.13)
=—iln
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Identycznos$¢ szeregu powyzszego z arc cotg J//-—1 dowodzi sie
najtatwiej przez rdzniczkowanie, ktére daje

d 1 1 3

<166.14
) a0 ~p 2/4 916
oraz
1 1\-1/2
(166.15) (arc cotg —1)- itd.

Ta funkcja umozliwia przy ujemnym ?+|«| wyrazenie funkcji
ogdblnej Nngf/.) w postaci skoriczonej nastepujace;j:

(166.16) N,.vk) = 0 [Am_,_,(/) arc cotg + Jf(A)].

Tutaj jest C stalg, a M{X) szeregiem potegowym, ktory dla
parzystego ujemnego r+|w| staje sie skonczonym bezposrednio,
a dla nieparzystego r-|-|ti| przy pomocy wz. (166.11). W ten sposéb
dochodzimy do dwu nowych postaci rozwigzania:

Posta¢ (y) dla r+|«j=—2,—4,—6,....
= (V+2)2 W2p—y—
NV = il ” 2(2r+3)
166.17 [(r+2)2-n-1[(r+4)2-n 2
( )(Y) 24 -(2r+3)(2r + 5) , w arccotg +
Tutaj jest

1 (r+ 2)2—n2
ur 3 2(2i>+3) 5

(.166.18) 2 1(re2pR—we [(r+ 22— [(r+ 42—wg .
A 15+ 3 2(2v+3) 2-i(2r+ 3)(2r+5) itd.
Na koniec postacig (0) dla r+|w| = —1,—3, —5,... jest
1 ; .
—. jh-v-i+ (y+ 1)201;-v-s +
AV(M=- U 2(2v+3)
[(r+1)2—WZ[ bF+3)2—»21, ., o MTi— T,
(166.19) A-(2r+3)(2r+5) arc COtg|//2- | +
+ [«3A~p-8+ «BA "-5+ ..+ a-w-1z"]
gdzie
2 (r+12—w2
1; ft5-~3 o(l»+ 3) »
(166.20)

8 2(r+1)2—n2 [(r+l)2—wd[(r+3)2—w]
Co 5 3 WA T 2-a(bred)(riE) v
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Tak np. znajdujemy
N o—2(0)= —3 \/? —1 arc ctg ])?—1—I]

(166.21) NQ_sW :%5 2~~] arc ctg \) 2—1—(IA2—1

Przy zestawieniu ogollnego rozwigzania réwnania \720 = 0 na-
lezy jeszcze mie¢ na uwadze, ze zamiana v przez —v—i, ktdra wi-
docznie nie zmienia statej r(r+ 1) prowadzi do nowej kombinacji.
Nadto nalezy zauwazy¢, ze tak znalezione rozwigzanie jest jesz-
cze nie zupeilne, gdyz nie obejmuje jeszcze przypadku %= 0, r=0.
Dotgczymy przeto jako odpowiednig catke szczegOllng In (y2+z32),
otrzymujgc na koniec

oo —+o

0= JEVNnV{Clia) @ MNMEN/IH,.,.N/ v Janfi)] X

0 —Q0

X[c, sin (ny) + dncos (ny)]+ cQo(In Clia—In sin fi).

Powtarzajgca sie ponizej funkcje No,—{Ch a) = arc ctg (Shu) ozna-
czymy krétko literg T.

Ze wzgledu na zadanie B nalezy jeszcze wyrazi¢ funkcje harmo-
niczne we wspotrzednych biegunowych. Tag sama droga, co w para-
grafie poprzednim znajdujemy:

(166.22)

1 90

(166.23) {sm/ ) + singfi 9y-

= (a2 @ cem———— — ? —
a2[@a2\ 9j1) sin ji 9fi “dji)

jako posta¢ réwnania Laplace’a, a rozwigzanie ogolne:

o =~ n® uwjfanvN,,v<Mn /?)+ 6,,,N,_,_,(sin fi)]x

X[c, sin (ny)-\-d, cos (wy)] +«0,0 (In a-j-In sin fi).

§ 167. Rozwigzanie jednego z zagadnien szczegdtowych Neuber'a.
Sposréd oSmiu przypadkéw opracowanych wyczerpujgco w przyto-
czonym rozdziale ,Kerb$pannungslehre” przedstawimy tutaj jeden,
ktory wystarczy do wykazania jak cennym narzedziem teorii spre-
zystosci jest funkcja naprezen Neuber'a.

Niechaj pret walcowy przyktadu z § 165 bedzie rozciggany lub
Sciskany sitg osiowg PX=P. Wtedy row. (165.14) daje z uwzglednie-
niem zwigzkow

,nor,~ _ 13V B |
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a z uwzglednieniem (.165.1 i 2)

P21
(167.2) P =J J [axCha cos /i—rgShu sinsinjtdftdy.

E

Wartos¢ wspotrzednej u cechujacej przekroj a= statej, na kt6-
rego obszarze mamy catkowa¢ naprezenia, moze by¢ obrana do-
wolnie. Wartos¢ catki musi by¢ niezalezna od a. Gdy np. przyj-
miemy «->00, to staje sie sha= Cha="ea= h, a calka przeistacza
sie na

2T
(167.3) P =JJ\e 2a(aa cos P— Tap sin /?) sin ftdjidy.
00

Tutaj wspoitrzedna a wystepuje tylko w postaci czynnika t2a
Catka bylaby wiec niezalezna od a tylko pod warunkiem, ze dla
wielkich warto$ci a sg naprezenia proporcjonalne do e~2a To zas
zajdzie, gdy funkcje zastosowane do zbudowania wyrazen dla na-
prezen posiadaja nastepujgce najwyzsze wartosci v:

r=0 we funkcji 00 i v 1 we funkciji ot.

Z symetrii obrotowej naszego zadania wynika niezaleznos¢ od
wspotrzednej y. Z tego wynika dalej, ze funkcje 02i 03 nie wchodzg
w gre. We funkcjach 00i <N\ trzeba przy tym przyjg¢é n= 0.

W czesciach skladowych funkcyj zaleznych od nalezy przyjac
albo a,iv, albo tez b,V réwne zeru. Rozstrzygajacym jest przy tym,
ze wewnatrz ciala, a w szczegolnosci dla /7= 0 nie poAlinny wyste-
powa¢ zadne miejsca nieskonczonosciowe. Gdy ani w jednym, ani
tez w drugim przypadku nie da sie unikng¢ miejsca nieskonczo-
nosciowego, to odpowiednia superpozycja obu przypadkéw pro-
wadzi zawsze do celu.

Tutaj okazuje sie dla n=0, =0 przy uwzglednieniu (166.10)
(posta¢ a) i (166.13) jako wyrazenie czesci odpowiednich

(167.4) |«o,0+"0,0"—*Inri™T v + Cha+lIn sin (j).

Przy stosownym obiorze stalych "0,0= —~®,0> dO=i
mozna uzyskaé¢ funkcje

(167.5) «00[In Chu+ In (1-f-cos /9)],

ktéra dla /S= 0 nie ma juz wcale miejsca nieskoriczonosciowego.
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Dla v=—2 i v=—1 unikamy miejsca nieskonczeniosciowego
przyjmujac w kazdym z tych przypadkéw anv= 0. W ten sposob
dochodzimy do zespotu funkeyj

00=J.[In C7/a+ In (1+cos fi)]-)-B{Sha-T—1) cos fi,

<167.6) 01= CT, 00=0, 0s=0, T = arc ctg (Sha),

umozliwiajgcego Sciste rozwigzanie naszego zadania.
Funkcjg naprezen jest stosownie do (163.8):

F =t1[1lii Fi.a-j-In (1 -f- cos /5)] +

(167.7) +B(Sha sT —I)cos fi+ CSha T cos fi.

W celu obliczenia naprezen ustawimy najpierw wyrazenie dla
wedtug wz. (165.5) otrzymujgc

(167.8) Vo= - chcigs fi

Przygotowujac nastepnie wyrazenia z (165.1 i 6) opatrzone
wspotczynnikiem 1/li*, ktére dajg sie skraca¢ przez
Sh* a+ cos2fi = CHfia—sin2fi= h2
znajdujemy:

-IgShaCha-g‘E+ r’mfico&fiﬂ:} =
hdv

=plA+(B+C)(ShaeT -1l)cosfi] (-A + B + C cos2fi),

(1679 shacha}=—sin fi cos

sin fi -1 .
r-A Thliu B(—Cha sT+Tgha) — .7
“w | 1+J(]:osﬁ mB(—Cha = gha) —CCha«7j +
sin fi ., o, N
-jT TOh<(—4 + B+ C cos2fi).

Stad uzyskujemy wzory dla naprezenh:

'+ CWa

+ " (-A + B+C cos2fi,
(167.10)
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T@a= Tgha_sm pr + (A-1)C+
(467.11) li* rr .cose 1
+r;(-A + P+Ccos2B)\
TGy = T j,..:—_UO. h I
Pozostaje obliczy¢ stale A,B,C z warunkéw brzegowych
(165.12). Otrzymujemy tatwo
(167.12) A = (A—1) (1—cos P)C, B=A-C cos2p0

Trzeciego warunku dostarczy catka (167.2), ktorag obliczymy
najprosciej dla przekroju a= 0, gdzie li= cos p, a zatem
o8 27
yV«)«=0 sin P cos pdpdy =

°©9% px

(167.13) r r\B -w B—A

sin p cos pdpdy =
~6]B] CoS p +COSZp P papdy

= 24[(P - AC) (L- cos pO)+ (B -A)(—L- -1 j1.

Z uwzglednieniem za$ (167.12) znajdujemy:
(167.14) P =2nC(l—cos pO)[-| + (A -2) cos [D-c0s2&,].
Z powodu bezwymiarowosci obranego uktadu wspoirzednych

trzeba tutaj zastgpi€ P wartoscig sprowadzong do wymiaru na-
prezenia. Do tego nadaje sie dobrze

(167.15) ~p,

tj. Srednia wartos¢ naprezenia w przekroju najwezszym O pro-
mieniu a, nazwana w badaniach wytrzymatosciowych doswiadczal-
nych przez A. Thum’a naprezeniem nominalnym (Nennspannung).
Uwzgledniajgc, ze stosownie do (165.1) jest

(167.16) «=(|[/IF+"M)«=0=sin po,
napiszemy
(167.17)P = pji sin2po = p:«s —cos /) (I + cos p0),
a zatem z (167.14) otrzymujemy
C=_P 1+ COSro
2 1+ (2— A cos po+ cos2Po’

Z tymi wartosciami statych jest catkowity stan napiecia jedno-
znacznie okreslony.

W ksigzce Xeuber'a znajdzie czytelnik szczegétlowag dyskusje
tego przypadku i wielu innych objasniong rysunkami i wykresami.
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§ 168. Granice Scistosci rozwigzan rozdzialu X. Przejscie do pre-
tow smukiych prostych. W §121 i nastepnych dowiedziono, ze przy
SKrecaniu preta prostego momentami dziatajgcymi na jego prze-
kroje koncowe w spos6b tam okreslony przedstawia energie spre-
zysta jednostki dlugosci preta o przekroju dowolnym wzor

(121.10) F=W

gdzie G oznacza sztywno$¢ skrecania okreslona wzorem (121.7),
a (Bkat skrecenia jednostki dilugosci preta. Odksztalcenie preta skre-
canego jest wyznaczone wartoscia /Spodajaca zarazem kat wzglednego
obrotu przekrojéw odlegtych od siebie o .1, a nadto osig tego obrotu,
czyli osig skrecenia, ktéra nie schodzi sie z linig srodkowg (zwanag
takze czesto osia, co moze prowadzi¢ do nieporozumien) tylko
w przypadkach Srodkowej asymetrii postaci przekroju. W przypad-
kach przekroju symetrycznego skrecenie nie wywotuje zadnego od-
ksztalcenia linii srodkowej. Natomiast zgiecie rdGwnomierne (8 130)
wywotuje zakrzywienie linii srodkowej preta czyli zgieeie tej linii
(bez jej odksztalcenia podiuznego), a energiag sprezysta zginania
okresla wtedy $cisle wzor (130.3), z ktoérego tatwo wywnioskowac,
ze zgiecie momentem M dziatajacym w plaszczyznie gtdwnej preta
powoduje zakrzywienie linii srodkowej promieniem

EJ
(@) 0=1T"

gdzie EJ=B oznacza odpowiednig sztywnos¢ zginania.

W 8131 znaleziono w przypadku zgiecia nierbwnomiernego
wzoOr (131.10), ktory okresla analogicznie do (a) zakrzywienie linii
srodkowej preta (réwniez bez odksztatcenia podtuznego) przy zgieciu
w plaszczyznie gtownej. Napiszemy go tutaj w postaci
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gdzie y oznacza rzedna punktu (@?0,0) osi preta po zgieciu. Po-
niewaz dhyjdx2 jest tutaj niczym innym jak tylko dozwolonym
w teorii sprezystosci przyblizeniem krzywizny 1/g, przeto wnosimy,
ze i przy zgieciu nierébwnomiernym jest zakrzywienie linii srodkowej
okreSlone ze ScistoScia wystarczajgca wzorem (a). Roéznica zgiecia
nieréwnomiernego polega jedynie na tym, ze obok zakrzywienia
linii Srodkowej zachodzi nadto jej pochylenie uwydatniajace sie
wyrazem x(S<Pi3yjo w réwnaniu zgietej osi (131.8) lub (131.8 a).
Wptyw tego pochylenia na wartosci rzednych linii ugiecia jest, jak
wynika z obliczen w 8§ 135-tym mniejszy im mniejsze sg wymiary
poprzeczne preta w poréwnaniu do jego dtugosci. W zagadnieniach
konkretnych jest zatem ten wplyw godny uwzglednienia tylko przy
obliczaniu ugie¢ pretéw bardzo krepych. W pretach dostatecznie
smuktych mozna go poming¢ zupetnie.

Przechodzac teraz do zgiecia pretéw pod obcigzeniem roz-
mieszczonym dowolnie na dlugosci preta, mozna stwierdzi¢ juz
na podstawie przypadkéw rozwigzanych $cisle, wymienionych na
koricu §135, ze roéw. (a) przestaje by¢ Scistym, a staje sie tylko
wzorem bardzo dobrego przyblizenia. Poza tym linia $rodkowa
preta, Ktéra przy zgieciu rownomiernym i nierbwnomiernym lezata
w jego ivarstwie obojetnej, nie doznawata wiec odksztatcen podituz-
nych, w innych przypadKach traci biorgc S$cisle te wtasnos¢ i np.
przy zgieciu belki w obu kohAcach podpartej pod obcigzeniem réwno-
miernym powierzchni gérnej wydluza sie nieco. Warstwa obojetna
podnosi sie w tym przypadku, co stwierdzono takze badaniami
elasto-optycznymi 1). Skoro wiec w elementarnej teorii pretdw (belek)
stosowanej przez inzynierow od epoki poprzedzajgce! narodziny ma-
tematycznej teorii sprezystosci przyjmuje sie waznos¢ réwnania (a)
niezaleznie od sposobu obcigzenia i pomija sie odchyiki powyzej
wymienione, to popetnia sie btedy mniejsze lub wieksze w zaleznosci
od rodzaju obcigzenia i podparcia. Btedy te muszg jednakze by¢
tym mniejsze, im cienszy jest pret w stosunku do odlegtosci punktow
podparcia lub obcigzen skupionych. Z tego wynika, ze odksztatcenie
preta niezmiernie cienkiego w réwnowadze da sie ujg¢ bardzo do-
ktadnie we wzory teoretyczne przy zatozeniu, ze do jego elementéw
diugosci stosujg sie wyniki teorii sprezystosci z rozdz. X, przy czym
przekroje kohcowe elementu sg obcigzone sitami i momentami
otrzymanymi przez redukcje obcigzenia oddzielonej reszty preta
w jego potozeniu réwnowagi.

1. H. Michell, Quart. J. of Matli. t. 31 (1900).

N. G. Filon, Phil. Trans. Roy. Soc. (A), t. 201 (1903).
E. G. Coker, Edinb. Roy. Soc. Trans. t. 41 (1904).
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Ten wniosek podyktowany przez intuicje kierowana zafoze-
niem réwnan klasycznej teorii sprezystosci, ze przemieszczenia sa
tak male iz podlegajg zasadzie superpozyciji, poparli scistymi wywo-
dami analitycznymi de Saint-Yenant, Boussinesg, Kirchlioff
i Clebsch. A zatem chociaz przemieszczenia przy odksztatceniu
sprezystym pretow smuktych (cienkich) moga by¢ w granicach
wymiaru ich dtugosci dowolnie wielkie, to jednak w kazdym ele-
mencie preta o dlugosci tego samego rzedu co najmniejszy z jego
wymiaréw poprzecznych sg wzgledne przemieszczenia punktéw
materii preta bardzo male i spetniajg bardzo doktadnie réwnania
rézniczkowe klasycznej teorii sprezystosci w calym obszarze takiego
elementu.

Gdy oprécz momentu zginajgcego i skrecajacego jest przekréj
obcigzony sitg osiowg i poprzeczng wynikajgcg z redukcji obcigzen
po jednej stronie tego przekroju do jego s$rodka, to odpowiedni
element preta doznaje odksztaicenia podluznego rownomiernego
okreslonego zupetnie wydtuzeniem lub skréceniem blinii Srodkowej,
oraz nierbwnomiernego odksztatcenia postaciowego uwarunkowanego
sita poprzeczna.

Energie sprezysta elementu o dtugosci ds przy samym zginaniu
ogolnym momentem M, ktorego sktadowymi prostopadlymi do
ptaszczyzn gtéwnych preta 1Y | XZ sg My i Mz, wyrazi wedlug

wz. (130.3) réwnanie
2 2

gdzie By i Bz oznaczajg odpowiednie sztywnosci zginania. Przy
jednoczesnym dziataniu sity osiowej N powstaje energia sprezysta

gdzie A = EF oznacza sztywnos$¢ rozciggania lub $ciskania preta,
a energia catkowita jest po prostu sumg obu powyzszych, jak tatwo
sie przekonac¢ obliczajgc . ,

po wyrazeniu a przez momenty zginajagce i site osiowrg." Gdy nadto
przybywa moment skrecajacy, to odpowdednig mu energie sprezysta
okresli stosownie do wz. (121.10) i zwigzku
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wzor

To wyrazenie wystepuje jako nowy dodajnik w przypadku
ztozonym, gdyz praca naprezen stycznych przy odksztatceniach po-
dluznych ,wtékien” preta jest rowna zeru, a tylko przy odksztat-
ceniach postaciowych jest r6zna od zera. Mozemy wiec napisac,
jak to uczynit najpierw de Saint-Yenant

(168.1)

jako wyrazenie energii sprezystej elementu preta narazonego na
skrecenie, zginanie i site osiowg z pominieciem wplywu sity po-t
przecznej. Uwzglednienie sity poprzecznej skomplikowatoby bardzo
sprawe obliczenia dV, albowiem naprezenia styczne od momentu
skrecajgcego i sity poprzecznej sumuja sie w ten sposob, ze oddzielnie
obliczone energie sprezyste nie dajg w sumie energii catkowitej.
Drugg trudnos$é stanowi w przypadku przekrojow niesymetrycznych
to, ze Srodek sztywnosci nie schodzi sie ze Srodkiem przekroju do
ktérego Sprowadzamy sity zewnetrzne. Ta trudno$¢ odpada gdy
przekroj jest symetryczny. Wtedy korzystamy z doswiadczenia
teoretycznego przy obliczeniach doktadnych w prostych przypadkach
obcigzenia, ktére wskazuja, ze na odksztatcenie linii Srodkowej
preta smukiego majg wplyw najwiekszy momenty zgiecia i skrecenia
a najczesciej bardzo nieznaczny silty osiowe i sity poprzeczne, wobec
czego pominiemy je w teorii pretdw smukiych.

Nie nalezy jednak zapomina¢, ze w zastosowaniach technicz-
nych napotykamy wazne zagadnienia pretow smukilych w ktérych
energia sprezysta odpowiadajgca sitom osiowym gra role powazng
i musi by¢ uwzgledniona, np. w teorii odksztalcenia lukow, tj. pretéw
krzywych o bardzo malej strzalce. Ale to juz wkracza w dziedzine
paragrafu nastepnego.

§ 169. PrzejScie do pretdw smuklych zakrzywionych. Gdy linia
srodkowa preta (o przekroju statym) jest juz w stanie pierwotnym
nieobcigzonym krzywa ,gtadka”, ktdérej promienie krzywizny sa
bardzo wielkie w poréwnaniu do wymiaréw poprzecznych przekroju,
to mozna oczywiscie przyjg¢ w przyblizeniu, ze elementy preta
o diugosci pierwotnej ds odksztalcajg sie wedtug tych samych praw
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co elementy preta prostego, a wiec stosowaé¢ bez zmiany wzor (168.1).
Dla abstrakcyjnego preta ,nieskonczenie cienkiego” (wedtug nomen-
klatury Kirchhoffa) bedzie to nawet wystarczajgco Sciste takze
w przypadkach, gdy linia srodkowa posiada skonczong ilos¢ zatomow
miedzy ktorymi jest krzywg gtadkg. W pretach pierwotnie zakrzy-
wionych zmienia sie tylko zaleznos¢ krzywizny linii Srodkowej po
odksztalceniu od momentu zginajacego przedstawiona dla preta
pierwotnie prostego wzorem

/o\ EJ
(@) r

Ta zalezno$¢ komplikuje sie znacznie w przypadku ogéinym
krzywej przestrzennej jako pierwotnej linii srodkowej preta. Kiedy
jednakze plaszczyzna Scisle styczna tej krzywej jest zarazem
ptaszczyzng gtéwng zginania, a para zginajaca dziata w tej plasz-
czyznie, to zamiast rdwnania (a) napisanego w postaci

otrzymujemy

(169.2) o E

gdzie r jest pierwotnym promieniem krzywizny linii srodkowej,
Qpromieniem krzywizny po jej odksztatceniu, a AXx zmiang krzywizny.

Kiedy natomiast para zginajgca o momencie M' dziata w ptasz-
czyznie prostopadiej do Scisle stycznej, to odrozniwszy kreskami
drugi promien krzywizny napiszemy

A zatem przy powyzszym zatozeniu upraszczajgcym zmienia moment
M tylko krzywizne gtdbwng, a moment M' tylko krzywizne drugg
(torsje) na ktérg ma nadto wptyw moment skrecajacy.

Nie mogac w ramach niniejszej ksigzki pomiesci¢ przypadku
najogolniejszego rozpatrywanego najpierw przez de Saint-Venant'a
(C. R. t. 17, 1843) zaznaczymy, ze ten przypadek traktuje w sposob
Scisty rozdz. XV IIl podrecznika Love’a.

Proste uzasadnienie wzoru (169.2) stosowalne i do wzoru (169.3)
znajdzie czytelnik w 8§ 188 ,Stereom. Techn.” autora, gdzie w ciggu
dalszym znajdujg sie rozwigzania waznych przypadkéw szczego-
towych.



100 XV. Teoria pretéw smuklych

Na koniec zauwazymy, ze wzory teorii pretdw cienkich wypro-
wadzone przy zatozeniu ich przekroju stalego stosuje sie w praktyce
takze do pretow o przekroju zmiennym, oczywiscie jako pierwsze
przyblizenie. Wtedy sztywnos$¢ zginania staje sie funkcjg miejsca
na linii srodkowej preta, co komplikuje mocno rozwigzania. Przybli-
zenie jakie osiggamy w ten sposéb bedzie oczywiscie tym wieksze
im fagodniejsze sg zmiany przekroju preta.

§ 170. Prety proste obciazone tylko na koncach. Odniesmy pret
w odksztatconym potozeniu réwnowagi (rys. 95) do nieruchomego
uktadu wspotrzednych £7?£ ktérego poczgtkiem O jest jeden koniec

_}
linii srodkowej preta, a o$ f ma kierunek wypadkowej P obcigzen
dziatajagcych na koniec drugi A, a sprowadzajgcych sie do sity P

i pary o momencie Eﬁ_ Polozenie dowolnego przekroju poprzecznego
preta niech okresla diugos¢ s luku zakrzywionej linii srodkowej od
O do tego przekroju bez uwzglednienia wydiuzen lub skrécen spre-
zystych tej dlugosci, jako majacych bardzo nieznaczny wplyw na

posta¢ rownowagi preta smuktego. Do zupetnego okreslenia potoze-
nia przekroju w punkcie s linii srodkowej trzeba nadto poda¢ kie-
runki y i z gtdbwnych osi bezwiladnosci przekroju, tworzace wraz ze
styczna x do linii sSrodkowej w tymze punkcie uktad prostokgtny tego
samego rodzaju co £??,£ lecz poruszajgcy sie w przestrzeni ze zmiang
potozenia punktu s. Na czes¢ s A preta odcieta przekrojem S dziata
nie zaleznie od potozenia s (przy zatozeniu wymienionym w na-

> —»
gtowku) ta sama sita wypadkowa P i ten sam moment 9Ji. Atoli
przy reduckji do punktu s otrzymamy momenty zalezne od poto-
zenia tego punktu. Niechaj Mx, Mu, Mz oznaczajg skiadowe we-
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ktéra 91 w kierunkach osi ruchomych %,y,z, ktérych potozenie
wzgledem ukladu £»?£ okreslajg dostawy kierunkowe wedtug
schematu

® v &
1 « an a8
N 6 h 73

c C €& 3

Wtedy momentowe warunki réwnowagi dla przekroju w punk-
cie $(£,>?,f) prowadzg do réownan

ai + «331z= stalej 31la
(170.1) 31x+ h231lg+ i¥2+CP = stalej 31,
¢, Mx+ c231y+ c331z—TP = stalej 3lc.

Rézniczkowanie tych réwnan wzgledem s daje

dMx , dMz dax ,da9,, ,da,,,

ds H ds h“3ds -1ds ds ds

di¥x 1d3ly dl/, d& db2 do3 JdE.
(1702) 6l G4 aprds H  ds Hds  '*m ds

dii/.. dit/y i dJf, dc dc2 dc., o?

* 1 2ds i G ds 1ds ds" ds ds

Z rownan tych otrzymujemy po pomnozeniu kolejno przez
aiA>c> potem przez ab2,c2, a wreszcie przez as,bs,ca i dodaniu
za kazdym razem wszystkich trzech, rdwnania, ktére z uwzglednie-
niem, ze rozniczkowanie zwigzku a*+ ~ + fi/=1 daje a.dat-\-bflb”"
+ cidct= 0, maja postac:

dii/ / das ,, di®1 dcA .
ds +Af(A-5r+6i*+ A *) 4

[/ dasz . dbs dc;\ [ dE dm,

dlily . | dag db, dc,\ ,
ds
(170.3)
[ Jtr ( d@% @ aA ./, et

"B+ N-S + ¥+ N+
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Ale
C — AN N _ A —
ds= G> Pj(s b a zatem ds— s 0.
Dalej jest
Cd L di]
5 TZ R —a—bico - as
de ~ dr

i
N VAN 1
lds C3 3¢ bxcs —a»,

co wynika ze zwigzkéw miedzy wektorami jednostkowymi na jednej

- 5 —a
z osi x,y,z przedstawionymi przez wektory jednostkowe i,j, k na
osiach a takimiz wektorami na dwu innych osiach. Zwigzki

te wyrazaja po prostu, ze wektor na osi x np. jest iloczynem wekto-

rowym wektorow lezgcych na osiach y i z itd. czyli:
*

=+ > -
axi+ bij-\-clk = {b2cs bar2)i-f-(c243 azc3)j-j- (a2bs asb2k
g - -

aZ + pj+ c zlc=ibsc—bics) i+ (csal—asci) j+ (a sh—al b3k
— — - - — -
asi-\-b3 + c3k = (bicc—h2cl)i+ (craz—a1€?)j+ (al bo—azbi)k.

Wreszcie wyrazenia rozniczkowe wystepujgce jako wspotczyn-
niki przy Mx, Mv i Mz dajg sie przeksztatci¢ w spos6b nastepujacy:
aidaz+b1db2+ cidcz=al(az-\-da2)+ bi(b2+db 2+ cif{c2-\-dc2).

To przedstawia widocznie cosinus kata zawartego miedzy kie-
runkiem osi x w punkcie s 0 wspoéirzednej hikowej s, a kierunkiem
osi y w punkcie S’ o wspotrzednej s+ ds. Ten kat jest o df)z mniejszy
od n/2, przy czym ddz jest z pominieciem malycli rzedu wyzszego
réwne katowi obrotu ptaszczyzny przekroju YZ okolo osi z. Jego
cosinus staje sie przeto réwne —sin doz, czyli z pominieciem matych
rzedu wyzszego —ddz, co napiszemy w postaci —ddz= xzds. Podobniez

da, db dr, w
U sd ds

okresla kat obrotu plaszczyzny przekroju yz wzgledem osi y. Dalej

znajdujemy:
da* ,, db, , dci
= +*7
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Znaczenie parametrow xg, xz i p wychodzi na jaw z rozwa-
zania nastepujgcego: Wyobrazmy sobie, ze kolejne potozenia tréj-
scianu x,y z powstaja przez jego ruch taki, ze wierzchotek opisuje
tuk s linii $rodkowe] preta odksztatconego z predkoscig réwnag 1.
Wtedy ten trojScian posiada¢ bedzie oprocz tej predkosci jako
predkosci ruchu postepowego takze predkosc¢ katowag obrotu, ktdrej
wektor roztozymy na trzy sktadowe o kierunkach osi x,y,z, jako
osi chwilowych. Skiadowe obroty okoto osi y i z wyznaczajg krzy-
wizny rzutdw odksztalconej linii Srodkowej na plaszczyzny osy i xz
wyznaczone wedlug teorii zgiecia wartosciami MojBg=1/qu= xy
i MzZBz—l1!qz=xz. Obro6t skladowy okoto osi x wyznacza kat skre-
cenia na jednostke dlugosci, (ang. ,twist”) oznaczony w rozdz. X
przez (i, przy czym P= M3C. Wobec tego wyrazenie energii spre-
zystej mozna napisa¢ w postaci

(170.5) dV = + Bzx\ + CP+Ae*)ds,

gdyz e=N/A. Ale z geometrii r6zniczkowej wiadomo, ze krzywizna
gtdbwna x=1jg da sie przedstawi¢ wzorem

(170.0)

poniewaz ai,az,as sg dostawami kierunkowymi stycznej do krzywej
wzgledem osi statych Zarazem jest '

*2= czyli \Jr =E- \(-1

Po wstawieniu obliczonych powyzej wartosci w réw. (170.3)
otrzymamy

dMx
ds -XxzMy + XyMz=0
(170.7) dd'\gu ~XZMx—pM z—azP

ZMNA-XyMx+ pMu+ «2P = 0.
Z réw. (170.5) napisanego w postaci
0= ,QV_+1B *+B _tfl+Cp9
=l B TB Y E’/)

z pominieciem bardzo matego wyrazu A € znajdujemy
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wobec czego réwnania rdézniczkowe réwnowagi preta smuklego
pierwotnie prostego i obcigzonego tylko na kohcach przyjmg postac

dI30\_ 30 30
d$\3f})~Xz3Zy~ *Bluz

d (30\ 30 30
ds(S"y)~P 3%z ~ *z'  + "3
d 130\ 30 30
ds\3*"J =XuJfi~*37y~az2’

(170.9)

8§ 171. Analogia kinetyczna Kirchhoff'al). Gdy w wyprowadzo-
nych powyzej réwnaniach rézniczkowych zastgpimy zmienng nie-
zalezng s przez czas t, energie potencjalng o przez energie kinetyczng
ciala sztywnego poruszajgcego sie dokota punktu statego (bak),
zas site P przez iloczyn ciezaru ciala G i odlegtosci li jego srodka
ciezkosci G od punktu O, przy czym o$ x uktadu ruchomego lezy
na prostej GO, to otrzymamy Eulerowskie réwnania ruchu tego
ciata?. Styczna, normalna gtéwna i binormalna odksztatconej linii

*) Crelte’s Jour. f. Math. t. 56 (r. 1859).
2) Ob. w Mechanice Ogélnej i Technicznej autora wzory (207.4), ktoére
w przypadku powyzszym przy uzgodnieniu umowy co do zwrotu dodatniego
-

wektoréw o) i 911/ z przyjeta powyzej majg postac

LT U (d[ﬁzo)%@

d(Jdtqz):_— «3(Jito,)+ <ol(J 3w3)+ a~Gh
t v, ld(st';ioa) (0‘{J2 (CQ Gi{31W,)—

Tutaj oznaczaja J,,J2,J3 gtbwne momenty bezwtadnos$ci wzgledem osi
X,y,z uktadu wspoétrzednycli zwigzanego z ciatem o poczatku w $rodku krecenia
sie O, przy czym o$ x przechodzi przez $rodek ciezkosci C. Poniewaz energie
kinetyczng ciata przedstawia wzor

€= VA +\*A +\j3"
przeto
fioi—&Y  itd.,

a réwnania ructiu mozna napisa¢ w postaci

d13T\_ 3T 3T
dt\3(6J ‘ 230,
di3T\ 3T 3T
bltl\ﬁ(o_zﬂ_b' —"aW- + 3Gh,
d 13T\ 3T 3T

di\37J-ap3M~ Di32  aCh

ktéra uwydatnia najwyrazniej analogie Kirchhoffa.
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srodkowej preta odpowiadajg ,townym osiom bezwladnosci ciata
krecacego sie. Katem skrecenia i zginania okoto wymienionych osi
odpowiadajg predkosci katowe.

Dzieki temu, Zze wymienione zagadnienie kinetyczne bylo
traktowane i av przypadkach prostszych zupetnie rozwigzane, zanim
sie wiytonita potrzeba rozwigzania zadania elastostatycznego z § 169,
mozna przy pomocy analogii Kirchhoffa napisa¢ od razu odpowiednie
rozwigzania tego zadania. Gdy bowiem znamy réwnania ruchu ciata
ciezkiego krecacego sie dokota punktu statego w postaci skonczonej,
to zastepujac w rozwigzaniu t przez s itd. napiszemy wyrazenia
dla wspoirzednych punktéw odksztatconej linii Srodkowej preta —
zwanej w tych przypadkach tradycyjnie ,elastyka” —w postaci

Oto niektére przypadki najprostsze:

a) Pret obcigzony tylko parami sit na obu koncach. Odpo-
wiada mu bezwladnosciowy ruch ciata okolo swego Srodka masy.
Gdy w szczegolnosci jest elipsa bezwtadnosci przekroju preta kotem,
to postacig rownowagi jest krzywda o krzywiznie statej, tj. linia
Srubowa o osi rownolegtej do wektorow momentu par obcigzajgcych
konce. Jako przypadek szczegdélny, gdy sity obu par lezg w jedne]
ptaszczyznie, otrzymujemy luk kota jako posta¢ réwnowagi, co
jest oczywistoscia.

b) Gdy centralna elipsoida bezwladnosci ciala jest obrotowa,
a na tej osi obrotu lezy punkt staty w odlegtosci a od $srodka masy,
przy czym cialo otrzymato poczatkowag predkos¢ katowy okoto osi
poziomej z potozenia réwnowagi w polu sity ciezkosci, to mamy
do czynienia z ruchem ,wahadia fizycznego”. Temu odpowiada
zgiecie preta bez skrecenia w jednej z jego ptaszczyzn gtéwnych,
tej mianowicie, w ktorej sztywnos¢ zginania jest najmniejsza.
Rownowaga jest matematycznie mozebna i w ptaszczyznie sztywnosci
najwiekszej, ale jej statecznos¢ jest zapewniona tylko w przypadku
poprzednim. To zadanie rozwigzali juz Lagrange i Euler. Ten
ostatni poddat je dyskusji szczeg6towej znajdujgc 9 typow ,elastyk”.
Jeden z nich praktycznie najwazniejszy traktuja wyczerpujgco
&g 277 i 278 ,Stereonrechaniki Technicznej” autora, postugujgc sie
analogia z wahadlem. Unikajgc powtarzah ograniczymy sie tutaj
do objasnien i rozwazan uzupetiajgcych.

§ 172. Dziewig€ typow elastyk Eulera. Przy rozwigzywaniu za-
dania Lagrange'a i Eulera w przytoczonych miejscach Stereome-
chaniki Technicznej przyjeto ze wzgledu na zwdazek z teoriag wy-
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boczenia, ze jeden koniec O preta jest utwierdzony pionowo, a drugi
swobodny obcigzony srodkowo sita P. To rozwigzanie zalatwia
zarazem przypadek obcigzenia obu swobodnych koncow sitami
Sciskajagcymi P, —P, przy czym obok prostej postaci réwnowagi
mozliwej statycznie przy kazdej wartosci P (w granicach sprezy-
stosci) otrzymujemy nieskonczenie wiele postaci zakrzywionych,
ktorych rownania zawierajg funkcje lub calki eliptyczne dajace sie
tylko przy matych krzywiznach, a zarazem malych wartosciach P
(praktycznie najwazniejszych) zastgpi¢ w przyblizeniu wystarcza-
jacym funkcjami goniometrycznymi.

Poniewaz -wtym przypadku posta¢ rownowagi musi by¢ krzywa
ptaska lezacg w plaszczyznie gléwnej zginania np. |1, przeto,
My=0, Mx=30]9p=0Q as= 0, *f=0, £= 0, a wiec z rGwnan ogol-
nych pozostaje tylko trzecie w postaci

ithv
72 1) = Pbm<Pf
albowiem a2 = cos (y,f)=—sin @f)=—sin g.
Ze wzgledu, ze
% ds

(znak — dlatego, poniewaz moment rosnie, gdy pmaleje), napiszemy

172.2 B 9", b sinp=0
(172.2) ar sin = 0,

jako réwnanie r6zniczkowe odksztatconej linii srodkowej, catkowalne
jak wiadomo funkcjami eliptycznymi.
Te samg posta¢ ma réwnanie ruchu wahadta

(172.3) L + gsin e>t=0,

gdzie L jest dlugoscig sprowadzong wahadta fizycznego.
Pierwszag catkg jest

(172.4) n(s) + Ti(QS?0~co&9>)= 0.

Tutaj e0jest katem miedzy stycznag do wygietej linii srodkowej,
a osig | rownoleglta do prostej tgczacej oba konce preta. Temu od-
powiada w wahadle amplituda kata odchylenia. Z dyskusji roz-
wigzania, ktorego tutaj nie wyprowadzamy, gdyz otrzymuje sie tg
sama droga co wspomniane powyzej, wynika ze r6zne typy krzywych
zaleza od wartosci yo i tak:
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1. (fo= 0 odpowiada prostej postaci rownowagi.
2. y<90° (rys. 96a). Krzywa ztozona z dowolnej liczby potfal

przypominajacych sinusoide, w ktdérg przechodzi dla bardzo matych
wartosci €0.

3. (o= 90°. Przypadek szczeg6lny, gdy styczne w punktach
przegiecia sg prostopadie do kierunku sit (rys. 96b), wtedy jest
h= 0,8348 a, a dlugos¢ luku poéiali

s= 7(;211: 218121a
P
O -
Rys. 96 a. Rvs. 96 1).
4. 90°<<pl< 130° 41" (rys. 97). Krzywa skiada sie z jednako-

wych petli, ktére zblizajg sie do siebie, dotykajg i przecinaja w miare
wzrostu P. Przypadek przecinania jest oczywiscie abstrakcjg mate-

a-81°22'
Rys. 98.
matyczng zrozumiatg przy znikajacych wymiarach poprzecznych
preta przy zachowaniu sztywnosci zgiecia sprezystego;
5. = 330° 41'. Oba konce ;... schodzg sie tworzac kat
krzyzowania a= 81° 22' (rys. 98);

6. 130° 41'<9)0<180° (rys. 99). Z wzrostem P konce sie odda-
laja, a katy skrzyzowania petli majg wartosci lezace miedzy 81° 22
a 112° 56,8

"e 70= 180° (rys. 100). Krzywa tworzy jedng petlice o gateziach
rozciggajgcych sie w obie strony do nieskohnczonosci i zblizajgcych
sie asymptotycznie do jednej prostej.
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Odpowiednie wahadio wykonywa tylko jeden peilny obrét ze
stanu spoczynku w potozeniu najwyzszym $rodka ciezkosci, osig-
gajagc to polozenie na powrdt po czasie T=o0o0.

8. (Eys. 101). Szereg dowolnej liczby petli jednostronnych wy-
magajgcy na kazdym z koncow sity i pary sit rbwnowaznych sta-

tycznie sile dzialajacej wzdituz osi £

nie przecinajgcej nigdzie preta, a tyl-

ko roéwnoleglej do wspdinej stycznej

.. wszystkich petli. Katy w miejscach

Rys- 101- skrzyzowania >112° 56,8

Ternu przypadkowi odpowiada wa-

hadlo obracajagce sie stale w tym samym kierunku, a wiec nie

wykazujgce punktow zwrotu jak przy wahaniu. Analogie w precie
stanowi brak punktéw przegiecia w krzywej postaci réwnowagi.

9. Kat u w miejscach skrzyzowania postaci (8) zdgza do 180°,
a petle zdgzajg do nakrycia sie nawzajem, gdy sity P oddalajg sie
wraz z osig £ do nieskonczonosci zdgzajac zarazem do zera tak,
Ze powstajg tylko pary sit. Kazda petla staje sie kotem (dcpjds = stale)).
Analogiczne wahadto ma $rodek ciezkosci na osi obrotu, a wiec
obraca sie z predkoscig katowg dcp/dt = statej.

§ 173. Réwnanie rdzniczkowe drgan witasnych podiuznych pretow
prostych. Jak zaznaczono w 8143 mozna réwnanie rézniczkowe

(173.1) (143.1)

(u przemieszczenie podiuzne, n gestosd, E modut sprezystosci),
wyprowadzone dla drgan podiuznych ciegna traktowanego jako
kontinuum liniowe, uwaza¢ za dostatecznie przyblizone réwnanie
drgan podituznych preta smuklego. Do ustawienia réwnania Scistego
ze stanowiska klasycznej teorii sprezystosci, jakie podat najpierw
Poclihammer trzeba uwzgledni¢ przemieszczenia poprzeczne towa-
rzyszgce przemieszczeniom podtuznym u, ktére sprawiajg, ze energia
kinetyczna odniesiona do jednostki dlugosci preta nie jest wyrazona

scisle przez , lecz winna by¢ obliczona z uwzglednieniem

przemieszczen v i w w kierunkach osi Y i Z o poczatku w S$rodku
przekroju C, a wiec prostopadlych do u. Te przemieszczenia sag
okreslone wyrazeniami

9u 9u
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Odpowiednimi sktadowymi predkosci sg

v 3h< 3h<
Yaxa  ~3xat’
kwadratem predkosci wypadkowej jest v-(y2+z2 |

Mnozac przez element pola przekroju dF, przez gestos¢ /I,
jednostke dlugosci i calkujgc na caly przekréj otrzymujemy dla
energii kinetycznej dodatkowej wyrazenie

3hi '2
3X
a poniewaz catka przedstawia biegunowy moment bezwladnosci prze-

kroju, ktéry mozna wyrazi¢ iloczynem F g2 przeto catkowita energia
kinetyczna odniesiona do jednostki dilugosci preta jest rowna

32 Ipy

(173.2) 2 ¥ \3x3)

Energig potencjalng jest energia sprezysta, ktora jest widocznie
réwna

(173.3)
esr-

Zasada Hamiltona (ob. §216 Mechaniki Ogdéinej i Technicznej
autora) daje teraz

i
3u\d 1
(173.4) i = (3; dx=0,

to 0

z czego wyprowadzimy réwnanie ruchu, piszac najpierw

(173.5, sm [[(£) *RIE)m««,
Po stronie prawej tego réwnania mamy

dx.

Wykonawszy catkowanie przez czesci wyrazenia ostatniego
znajdujemy
3u 3su*” 03u” /x-I ~C3~u

3% 3x = m/S _-gu mlx.
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Tutaj znika pierwszy wyraz po prawej albowiem w przypadku
ustalenia korica preta jest du= 0, a w przypadku konca swobodnego
(nie obcigzonego) jest 3u/3x= 0. A zatem

\EFfdt-dJ (g)2d*=-E F fd tfé Sudx.

© 0 © 0
Biorgc teraz wariacje lewej strony réwnania (173.5) otrzymamy

h

1 t i
Wj[g)2 £oE*+
© (0] © 0
t, | t U
CnCo ~u 3du7? " r 3u déu
+2J dtJ "M i-S 3 td u T 1+
o O 0O o
vooCi r 93 32Au
+Hﬁ
0 o

Catkujgc przez czesci wzgledem t znajdujemy w ciggu dalszym
Z .wyrazu pierwszego
i ' u
ftFj N —f(FIJdxJ'~du mdt= A—B,
0 o

gdzie A jest réwne zeru w my$l zasady Hamiltona, a zostaje tylko —B.
Wyraz drugi przeksztalcimy korzystajac z tatwej do sprawdzenia
identycznosci

3hi 32du 3% 1313-u 3du 3% x\
3@t dxdt~~ dx23P 23.r;\3x3t" ot 3xdf2

13/ 34 3du 3u \
+ 2 Tt\dxTt'-3x 3a?23l T

(173.6)

Napiszemy wiec

%Z (:J**:] sa 326u d Or, mrsagag- J

1 r\9"-& 3du 3hi . ¥=h .1 €, fBA 3du 3
+ii j dt[dFft'~sf~ Ww J=o0+ 2J dx[dxdt 3x 3XJ3t
(0]

to

du



§ 173. Réwnanie r6zniczkowe drgan wtasnych podiuznych pretéw prostych J 1l

Ostatnie dwie catki znikajg z powoddéw wyzej wymienionych, wobec
czego rdwnanie Hamiltona przybiera postac

[riW j dxJ j ' dxf~S udt+

o o
(173.8) -

+ EFJ d xj ou-dt= 0,

czyli
i h
(173.0) I e/ {,% - ,**E£ & -*L£ ) * of . O
«
Aby to rownanie byto spetnione przy kazdej wartosci Sumusi by¢
P2u 923%\ 9:u
(173.10)

Aw -NS§i

co przedstawia szukane réwnanie rézniczkowe drgan podiuznych
witasnych preta, ktdre sie r6zni od wyprowadzonego w §145 wy-
razem vwQO9lul9x29t2 Wyraz ten ma wartos¢ tym mniejsza wobec
2:ul9t2 im pret jest cienszyl).

Zaznaczymy jeszcze, ze w wywodzie roOwnania rdézniczkowego
przyjeto takie obcigzenie wzglednie ustalenie preta, ktore nie zmienia
jego postaci geometrycznej przed powstaniem drgan. Warunki od-
powiednie zachodza z wielkim przyblizeniem, gdy pret wisi pionowo
w polu ciezkosci lub ptywa na cieczy. Ale i w przypadkach innych
potozen preta mozna stosowac to réwnanie jezeli tylko ciezar wlasny
preta nie powoduje jego ugie¢ godnych uwagi. Drgania preta smu-
klego ujmuje ze ScistosSciag wystarczajgca réwnanie przyblizone,
ktérego rozwigzanie podaje wz. (143.12) w przypadku ustalenia
obu koncéw preta. Gdy jednakze jeden lub oba konce sg swobodne,
to rozwigzanie bedzie mialo posta¢ inng z powodu odmiennych
warunkéw brzegowych.

1) W przektadzie niemieckim dzieta Love’a jest w tym roéwnaniu wydru-
kowane btednie 0x2 zamiast 022 przy czym tam oznacza O liczbe Poissona,
a z promien bezwiadnosci przekroju wzgledem osi X (nasze v i g). C. Schaefer,
ktory w Il wyd. tomu 1, ,Einfuhrung in die tlieor. Physik" opiera wywéd réw-
nania rézniczkowego drgan podtuznych preta na zasadzie Hamiltona, otrzymuje
tylko réwnanie przyblizone, gdyz nie uwzglednia pizemieszczenn poprzecznych.



112 XV. Teoria pretéw smuktych

§ 174. Drgania wlasne preta o koricach swobodnych. Zanim
przejdziemy do rozpatrywania tego przypadku, powrdcimy jeszcze
do rozwigzania poprzedniego, aby je oswietli¢ ponizej ze stanowiska
nowszego matematycznego. Pomngc ze réwnanie rézniczkowe

zachowuje swa posta¢ zar6wno dla drgan podituznych i skretnych
pretéw, jakotez dla takichze drgan napietych ciegien (strun), a nadto
dla drgan poprzecznych strun, przy czym kazdemu z tych zagadnien
odpowiada stosowna warto$¢ parametru a okreslajgcego predkosc
przenoszenia sie drgan od przekroju do przekroju, czyli predkos¢
rozchodzenia sie fali wzdluz preta lub ciegna, wezmy pod uwage
rozwigzanie ogolne z § 143, tj.

k—o0

gdzie

wk= a@.

To rozwigzanie znalezione najpierw przez Daniela Bernoullrego
w r. 1753 zawiera parametry nieoznaczone Bki ak (k= 1,2,3, ...,00)
w ilosci nieskoriczenie wielkiej, co przy zatozeniu zbieznosci, ktéra
dopiero zapewnia istnienie funkcji £(#,<) mogacej uczyni¢ zados¢
warunkom brzegowym zagadnienia, odpowiada dwom funkcjom do-
wolnym F i G w rozwigzaniu (8 146)

XA-at
C-=IF(x+at)+ 1-F (x-at)+ "~ J G(s)d:

x—al

podanym juz w r. 1747 przez d’'Alembert'a. Ta rdwnowaznos¢ obu
rozwigzan, ktorej dowdd znajdzie czytelnik w odsytaczu do § 253
Stereomechaniki Techn. autora, jest w scistym zwigzku z zagad-
nieniem rozwijalnosci funkcji dowolnej spetniajgcej dane réwnanie
rézniczkowe wedtug tzw. funkcyj whlasnych (swoistych) zagadnienia
odnosnego wartosci brzegowych.

Szukajmy ponownie rozwigzania ogoélnego réwnania (143.3) po-
stawiwszy sobie pytanie, czy to rozwigzanie moze miec¢ postac ilo-
czynu z funkcji samego t i funkcji samego

(174.2) e(x,t) = <p)y>(X).
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Po wstawieniu w réw. rozniczkowe (143.3) otrzymujemy
<174.2)
co sie da wyrazi¢ jako iloczyn réwnan nastepujgcych:

*<o>
(174.3)

gdzie c jest parametrem na razie nieozhaczonym.

Warunki brzegowe sg w naszym przypadku koncéw swobod-
nych preta (jezeli wprowadzimy napowr6t u jako przemieszczenie
podiuzne):

=0 dla x=o i x = | (dlugos¢ preta).

Podstawiwszy znane catkiogolne réwnan powyzszych (174.3)
w row. (174.1), znajdziemy jako catke szczegdlng

(174.4) u= (A sin act+ B cos act) (C cos cx-f T) sin ex),

gdzie A, B,C, D sa stalymi catkowania.
Z warunkéw brzegowych wynika

D=0 i Ccsincl=0.

Ten drugi warunek spetnia sie przy réznej od zera wartoscistatej C

tylko dla
n 2n 3n mn

C::’ P T ’ T 1oy ""T

tj. dla tzw. ,wartos$ci wltasnych” zagadnienia brzegowego. Kazdej
wartosci wtasnej odpowiada catka szczegdlna o postaci

B mn mn mn
u:{lfmsm a— t+ Bmcosa— é].CCOS— X,

a catlka ogoélna powstanie przez sumowanie wedtug wskaznika m
od m=0 do m= oo.
Funkcjami wlasnymi sg teraz

Mjr

Gcos—f'—x dla m=0,1,2,...,00.

Teoria sprezystosci.
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W obu przypadkach trzeba jeszcze wyznaczy¢ wartosci sta-
tych Ami Bm z warunkéw poczgtkowych okreslajacych dla t=0
przemieszczenia u=F(x) i predkosci 9u/9t= G{x), jezeli F i G sg
dowolnymi funkcjami ciggtymi i rozniczkowalnymi (F dwukrotnie,
G jednokrotnie). Te warunki daja

(171.5) ul/ = GBmcos “ =2 B"M"{x) =FX)
m:O m =0
(1%.6) — // = arty <7TmMmcos jn-X = an.v rmMmem@) = (?(«).

W =0 772=0

Mamy wiec tutaj do czynienia z wymienionym powyzej za-
gadnieniem rozwijalnosci funkcji dowolnej wedtug funkcyj wtasnych,
ktorymi w przypadkach rozwazanych sa funkcje goniometryczne
sin albo cos. Wtedy rozwiniecie stanowi szereg Fouriera nie obcy
zapewne czytelnikowi. Mimo to przedstawimy tutaj sposob for-
malnego obliczenia wspoétczynnikow, aby wprowadzi¢ pojecia sto-
sowane w ciggu dalszym.

Wezmy pod uwage dwie rézne funkcje wilasne

(174.7) gm(x)= Ccos— x-, (p,(x) = Ccos— g
i obliczmy calke
i i

Im,n= f <Pn(x)dx = C2] cos cos M xd x,

0 . o]

to dla m=£n otrzymamy Jm,= 0. Wyrazona tym wilasnos¢ funkcyj
witasnych nosi nazwe wtasnosci ortogonalnosci. Gdy jednakze m=n,
to otrzymujemy /m,=\G2l. Poniewaz C moze by¢ obrane do-

wolnie, przeto ustaliwszy G= dla m> 0 sprawimy, ze | mn= 1.
Dla m —O0 trzeba jednakze przyja¢ C=y=, azeby bylo takze JQo=I.

Takie ustalenie C nazywa sie unormowaniem funkcyj wiasnych.
Stosujgc nadal oznaczenie funkcji wilasnej wzorem

1/2 mnx
Pmx) —1/y cos "
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wyrazimy podstawowe wiasnosci funkcyj wlasnych unormowanych

przez réwnania
: L
[
Im,n = f<FM(X)<Fx)dx =0 (OU=IDW
0

(174.8) ,

Zespot tak okreslonych funkcyj wlasnych zagadnienia wartosci brze-
gowej nazywamy uktadem unormowanym tego zagadnienia.

P~zy pomocy rownan (174.8) tatwo teraz wykonac¢ obliczenie
formalne wspotczynnikbw Bmw rozwinieciu funkcji

00 (P

[y > V11 m ji
F(x)=2 1 Bmdmx)=2 j \ | Bmoos ~
m=0 * m-0
cos "X 1.

Do obliczenia wspotczynnika Br mnozymy cale réwnanie przez

y cos>*d x i calkujemy obustronnie miedzy granicami 0 a |,

otrzymujgc
1/2 /L, [/2 I" cos TN /2 mnx
Cos dx =
0 0 771=0
0o ! z
2V ' C v onw T 2 r ryra?, ,
=y A / cos —y- cos ~ j—dx = jB 0/ cos -y —
771=0 0 0
z y4
, C nX rnx J | L2, 2 rnx »
+ y#1 I cos-y-cos— -t yi8r T cos2— T e e
o] o]

W tym obliczeniu zalozyliSmy milczaco, ze szereg w klamrach
posiada zbieznos¢ tego rodzaju, iz catkowanie wyraz po wyrazie
jest dopuszczalne. Poniewaz wszystkie catki po stronie prawej z wy-
jatkiem opatrzonej czynnikiem 2/IBr znikaja wedtug (174.8), przeto

o /
(174.9) Br=1/y J f(X) cos ¥*-dXx =] 'F (X) g (x)dx
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dla r>0, a tylko
[
-Bo= 77fF (x)<po(x)dx.
o]
Tak samo otrzymamy dla funkcji G(x)
_ [
Ar= an {/yI gf G(x) cos | dx = mgf G(x)wr{x) dx,

dla r>0, a tylko Ao= 0.

Dla uproszczenia wprowadzimy w ciggu dalszym | jako jednostke
dlugosci, ktéra mierzymy x. Wtedy ogoélne rozwigzanie przyjmie

postac
00

(174.10) u= cos m7ix (A mcos vnt + B msin rnt),

m=0

gdzie wyraz zerowy ma czynnik normujacy 1 zamiast |/2, a vm= vian,
przy czym a jest szybkoscig przewodzenia drgan, ktorg wyraza

wzor a = 3'/“:— z 8143 dla drgan podluznych. Szczego6lowg dyskusje

rozwigzania znajdzie czytelnik w §253 Stereom. Techn. autora.

§ 175. Drgania wymuszone struny. Niechaj na strune rozpietg
wzdluz osi X, a drgajaca w plaszczyznie XZ dzialajg sity masowe
w tejze plaszczyznie prostopadle do osi X i okreslone funkcja X(x,t).
Wtedy réwnanie rozniczkowe drgan poprzecznych typu (143.3) za-
mieni sie na:

T f~ a® =x "

z warunkami krancowymi w(o,t)=o0 i w(l,t) =0.
Przyjawszy, ze funkcja okreslajaca sity zewnetrzne da sie
rozwing¢ na szereg Fouriera:

X(x,t) = fOx)+ /i(*) cos + h(x) cos + et

@75 2) + gt(x) sin cot+ g2(x) sin 200t + ...,

mozemy ztozy¢ rozwigzanie réwnania (175.1) z rozwigzan réwnan
typu

(175.3) - a ' = f(x) cos (ot,
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ktére przewidujemy znowu w postaci
(175.4) w = tp(X) cos oot

Po podstawieniu w (175.3) znajdujemy
(175.5) —ojry)(x)—azy>"(x) = f(x),

albo po wprowadzeniu statej ?.=weja2,

(175.6) y>) + Py = —gd ()" F (X)),

jezeli dla uproszczenia zastgpimy f{x) przez —azF(x).
Warunkami brzegowymi dla tego réwnania r6zniczkowego
funkcji y sa stosownie do (175.4)

(175.7) w(0) = tp(l) = O.

Stoimy wiec przed zagadnieniem wartoSci brzegowych ujetym
w réwnania (175.6 i 7). Ot6z nasuwa sie my$l rozwiniecia danej
funkcji F(x) na szereg Fouriera podiug funkcyj wiasnych

Tmix) = il/)% sm M,

co jest mozliwe dzieki ortogonalnosci tych funkcyj. Zatozywszy
zbieznos¢ tego szeregu napiszemy wiec

o

<175-8) m =J ? c mpmx),

M=
& Cm przedstawimy wedtug (174.9) wzorem

z
(175.9) Cmz f F(x)<fmx)dx.

o]
Takie samo rozwiniecie podiug funkcyj wiasnych* gm(x) zasto-

sujemy do szukanej funkcji %KX rdwnania (175.6), ktadac

oo

(175.10) y>(X) = D mpm{x).

Tutaj jednakze sg J>mnieznane i trzeba je wyznaczy¢. Przy-
jawszy, ze szereg powyzszy jest dwukrotnie rézniczkowalny, otrzy-
mamy zen

(175.11) w\x)=2 DM 'x).

m= 1
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Po wstawieniu (175.8, 10 i 11) w row. (175.6) znajdziemy

0o 00 co

2 Dmym{x)+ ? 2 DmrmW = 2

albo tez

00
(175.12) 2 {DnmPi® + 1D mgm(x) — Cm(fm(x)} = O.
: . . 172 " i
Ale 92m(r) jest drugg pochodng funkcji wtasnej gm{x) = 1/ y sin —y—;

ktéra jest jak wiadomo rozwigzaniem rownania rézniczkowego
jednorodnego drgania swobodnego ,

97+ A= 0, \*=—.

Dla m-tej funkcji wlasnej mamy wiec tozsamosciowe

ipo

(pm ~f == CZyII (pm ~ *pm (A) 0

a po wstawieniu wartosci w (175.12) otrzymujemy:

(o]

(175.13) =

772=1

To réwnanie speini sie dla wszelkich wartosci x tylko wtedy,
gdy wyrazenie w nawiasach jest réwne 0. Z tego warunku wynika
dla niewiadomych Dm wzo6r

(175.14) Dm=T% -.

Am

Wstawiwszy te wartos¢ w réw. (175.10) napiszemy rozwigzanie
réwnania (175.5) w postaci

(175.15) Wx)=2 jT ~ Vmffo)= |fi2 T=TmSm~T~’

771=1 772=1

Stosownie do réw. (175.4) znajdujemy wiec jako rozwigzanie
rownania niejednorodnego (175.3)
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Wyraziwszy tutaj 21 2m przez czestosci katowe m i com oraz
szybkos¢ przewodzenia fal a, napiszemy powyzsze rozwigzanie
w postaci:

(175.16)

To wyraza, ze czesto$¢ katowa drgania wymuszonego jest
taka sarna jak czestos¢ katowa sity /(@?) cos aot wzbudzajacej drgania
wymuszone wedtug row. (175.3). Amplitude tych drgan przedstawia
wyrazenie

z ktérego widac¢, ze gdy przypadkowo czestos¢ @ sity harmonicznej
wywotujgcej drgania wymuszone jest rowna ktorejkolwiek z cze-
stosci drgan wilasnych aom, to amplituda ro$nie bez granic.

Mamy wiec do czynienia ze zjawiskiem znanym dobrze z teorii
drgah sprezystych ukiadu o jednym stopniu swobody zwanym
zjawiskiem resonansu (wspotbrzmienia). Rozwigzanie traci wtedy
wiasciwie znaczenie Sciste wskazujac jednak dobitnie na mozliwosé
tak wielkiego przyrostu amplitud, iz przestajg sie spetnia¢ zalozenia
catej teorii, tj. przede wszystkim pominiecie zmian dlugosci elementéw
struny podczas jej drgan. Ale znalezione rozwigzanie nie jest przy
tym ogodlne, gdyz nie zawiera stalych nieoznaczonych, ktére by
pozwolity na uczynienie zados¢ warunkom poczatkowym, stanowi
zatem tylko calke szczegdlng. Catke ogdlng znajdziemy, jak wiadomo
z teorii réwnan rdézniczkowych liniowych, dodajgc znaleziong catke
szczegblng do rozwigzania ogoélnego rdOwnania jednorodnego po-
wstajgcego z danego rownania rézniczkowego przez usuniecie wy-
razu f(x) cos cot. To rozwigzanie za$ otrzymaliSmy w §.174. A zateui
rozwigzaniem ogoélnym réwnania rézniczkowego (175.3) jest

<175.17)

Teraz rozporzadzamy nieskonczenie wielu statym Am i Bm,
ktore daja sie wyznaczyc¢ przy jakimkolwiek danym stanie poczatko-
wym. Jako prosty przyktad rozpatrzymy przypadek, w ktdrym
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dla 1= O jest struna w potozeniu réwnowagi spoczynkowej bez pred-
kosci jej elementow. Wtedy jest

(175.18) w/t=o=0, ( ~ =0,

a wiec z row. (175.17) otrzymamy

(175.19) B..=- r@gg%

Z ta wartoscig B,, przyjmie (175.17) postac

1/S e mnx .
w=1j2,¢am SM—j- SMwsn+
m=1

g2 " mn_ Cmefi :

i Sm — i----M—@f, (COS 0Jt— COSs

Ale drugi z warunkéw (175.18) wymaga, aby znikly state Amr
wobec czego ogdlnym rozwigzaniem dla drgan wymuszonych przy
warunkach poczagtkowych (175.18) jest

1/2 ¢ wenx Cmaz |,
(170.20) w =1/ Sin M2 _ w2 (COS cot— cos comt).
] rT]:]_ ] “ QJIII

Zbadajmy teraz typ drgan wymuszonych jaki wyniknie gdy,
w tym rozwigzaniu przyjmiemy, ze m zbliza sie coraz bardziej do
jednej z wartosci wm, np do wk. Wtedy mianownik wyrazu Jcego
szeregu maleje, tak iz wyraz ten przewyzsza coraz bardziej wszystkie
inne i w koncu okresla ruch réwnanie

w = ~I\JIZ//% sin Iﬂq-)-(--lghag"(cos cot-COS w,t) =

| ojL— o002

(175.21)

AN
= 21/2{ sm hinx _Gkaz *sim E)+Wkt *sin yxk:eo
[ I w2—w2 2 2

Mozna je interpretowaé¢ jako proste drganie harmoniczne
sin Moo+ aK)t, ktérego amplituda zmienia sie z czasem proporcjo-
nalnie do sin |(ak—co)t. Ta amplituda zanika wiec zupetnie w od-
stepach czasowych to wyznaczonych warunkiem
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i w takich samych odstepach czasowych osigga maximum (rys. 102).
To wazne w akustyce zjawisko nazywaja ;dudnieniem”, gdyz od-

Rys. 102.

powiadajg mu kolejne wzmocnienia i zaciekania tonu wydawanego
przez strune. Odstep czasu to jest oczywiscie tym dtuzszy im mniejszg
jest réznica wk—w. Gdy to proste przejscie do granicy daje

— HITK Srssin o)hf‘-s?n*rl‘x,

co wyraza cigglty wzrost amplitudy.

§ 176. Rownania rézniczkowe drgan gietnych. W drganiach ta-
kich zachodzi przede wszystkim ruch postepowy elementéow diugosci
preta w kierunku prostopadiym do pierwotnej linii Srodkowej obranej
za oS x. Jezeli w oznacza rzedne tej linii w jej stanie odksztalconym
podczas ruchu, to predkoscig tego ruchu postepowego jest dw/St,
a przyspieszeniem Sw/9t2 Przemieszczenia réwnolegte do osi jako
mate rzedu wyzszego od w pomijamy oczywiscie wylgczajac tym
samym z badania teoretycznego drgania o amplitudzie nie bardzo
matej wobec wymiarow preta. Ale przy zginaniu zachodzi nadto

obrot elementéw z predkoscig katowg » i przyspiesze-

niem katowym 9'w\9xdl2 Odpowiednig energie kinetyczng elementu
wyrazi przeto

uF , (dw2 HJ (dhw2 ni
(176.1) 2[li)+ 2 (ssa)

Tutaj oznacza F pole przekroju, a J = Fk2 moment bezwladnosci
przekroju wzgledem osi obojetnej zginania, przy czym przyjmujemy
ze ta o$ lezy w ptaszczyznie gléwnej preta.

Energia potencjalng jest energia sprezysta zginania iE 0 \9x2)1dz’
a w przypadku drgan pionowych w polozeniu poziomym preta
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przybywa nadto energia potencjalna ciezaru wlasnego f.(Fgdx.
tj. /uFgwdx (jezeli dodatni kierunek osi Z wskazuje do goéry). Gdy
pomijajac wplyw przemieszczen punktdw w plaszczyznie przekroju
uwzgledniony powyzej w teorii drgan podtuznych (8 173) oraz wptyw
naprezen stycznych zastosujemy zasade Hamiltona, to otrzymamy
row. rézniczkowe drgan gietnych w drugim przyblizeniu. Przed tym
jednak uogdlnimy wyrazenia energii kinetycznej i potencjalnej ze
wzgledu na wazne zastosowania teorii drgan gietnych do watdéw
turbin parowych itp. Zalozymy mianowicie, ze pret w stanie nie-
obcigzonym poziomy odbywa drgania gietne w plaszczyznie pio-
nowej, a wiec pod dziataniem masowej sity ciezkosci i ze nadto pret
ten jest rGwnomiernie obcigzony masg m (na jednostke dlugosci®
ktéra nie wplywa na sztywnos$¢ zginania preta. Te mase obcigzajgca
moze np. tworzy¢ szereg cienkich a sztywnych kragzkéw o masach M
osadzonych w matych rdwnych odstepach d na precie, a wiec m= M/de
Wtedy uwzgledniajgc bezwtadno$¢ obrotowg tak elementow preta,
jak i osadzonych na nim mas, napiszemy dla energii kinetycznej
wyrazenie

(176.2) dx,
a dla energii potencjalnej:
(176.3) +(fiF+m)gw~dx, (dodatnia 0os Z w gore),

gdzie s oznacza moment bezwtadnosci jednego krazka obcigzajgcego
wzgledem poziomej osi obojetnej zginania preta. Wprowadziwszy
oznaczenia

(176.4) A=fiF+m, AAfiJ+0/d, B=EJ, Bi= (yF+m)g,

napiszemy wedtug zasady Hamiltona:

dx = 0.
Uu o
Przeksztalcajgc kolejno wariacje kazdej z czterech calek po-
dwéjnych, otrzymujemy dla catki pierwszej i drugiej z wspoéiczyn-
nikami 1 i i! jak w 8§173:
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Dla wariacji calki trzeciej mamy

(176.7)

t, 0
Stosujgc tatwg do sprawdzenia tozsamosé

92v 926w  9lw 3 /92w 96w 9'w
I 9% 9Xx* U 9MX9>2 .9x 9p

napiszemy wyrazenie (.176.7) w postaci
C, Cn%hc ri, recd@av 96w Shv  \

t 0 o

a wykonawszy catkowanie w drugim wyrazie wzgledem a napiszemy
zamiast tego

t, i t,
x=1

-frfx *rxf* P om f? dw,

Ot6z wyraz w klamrach catki ostatniej znika, poniewaz na
obu granicach jest wedtlug zalozenia zasady Hamiltona 6w= 0.
Wreszcie wariacja czwartej catki daje od razu

BT QtJowdx.
to 0
Po wstawieniu tych wartosci w rGwnanie Hamilton’a i zmianie
znakow otrzymujemy

(176.8) f df (A ~AiS h +BJ~+-Bl)dw'dt="--
0 (0]
Z warunku aby to réwnanie sie spetnito dla wszelkich war-
tosci 6w wynika

drw dHW dhr
(176.9) AR

- A A+ B AN+ BAO

jako szukane réwnanie rézniczkowe drgan gietnych przy zalozeniach
powyzej wyszczegodlnionych. Bez uwzglednienia mas obcigzajgcych
i dziatania ciezkosci przyjmie to rownanie postac
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ktérg (przy znakowaniu odmiennym) podaje Love jako wzdér (6)
w 8280 swego dzieta, wyprowadziwszy go z réwnan réwnowagi
preta smukiego odksztatlconego przy obcigzeniu ogdlnym, ktore to
réwnania nie weszly w zakres ksigzki niniejszej.

Badania Rayleigh’a wykazaly, ze wyraz

2*W

P 2Xx2d A

uwarunkowany bezwladnoscig obrotowa elementéw preta, ma uwagi
godny wptyw tylko dla drgan o wielkich czestosciach i moze by
dla mniejszych zupetnie pominiety. Wtedy réwnanie rdzniczkowe
drgan gietnych sprowadza sie do postaci pierwszego przyblizenia

/-i-Tc-in 32w Fk2 2lw
(176'U > W — — & -

ktdrej bezposrednie uzasadnienie jest bardzo proste. Punktem
wyjécia jest rownanie rézniczkowe linii ugiecia belki dowolnie obcig-
zonej silami prostopadlymi do osi w ptaszczyznie gtéwnej zginania

ATdav  .r
EJW*- X"’

gdzie M oznacza moment zgiecia (dodatni znak momentu odpo-
wiada krzywiznie dodatniej). Poniewaz dM]dx= T (sile poprzecznej),
a przy obcigzeniu cigglym o natezeniu p jest

dT , AN ordrw
ii-f
Przy drganiach poprzecznych wystepuje jako obcigzenie p sita
d’Alembert’a, tj.
22V
-"m-37-

Po podstawieniu i zastgpieniu J przez Fkz otrzymamy réw. (176.11).

W przypadku drgan w ptaszczyznie pionowej preta poziomego
obcigzonego przez q kg/cm, w czym zawarty jest ciezar wilasny
pFg zamieni sie réw. (176.11) na nastepujgce:

(176.12) i" 0 +2*"1+a=o.

§ 177 Drgania gietne wlasne preta prostego. Stosujgc réwnanie
rézniczkowe pierwszego przyblizenia zwykle zupetnie wystarczajgcego
szukajmy rozwigzania w prostym przypadku podparcia obu koncow
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preta. Niechaj to podparcie bedzie okresSlone $cisle warunkami
krancowymi:
dla x=0 i x=1=1 JJest w=0 i 3xz:0'

Warunki te wyrazaja, ze korice preta mogg sie obracal swo-
bodnie okoto punktéw (0,0,0) i (1,0,0). Wtedy przy wylaczeniu
sity ciezkosci, a wiec zastosowaniu roGwmania (176.1.1) mozemy spré-
bowa¢ rozwigzania w postaci

(177.1) w = <p(X) cos cat, albo tez w= (f{x) sin caot.
Po wstawieniu w roéwnanie rézniczkowe otrzymamy rownanie

cos ot _

E,A'Zdl(p(cos Wi _
(sm o

H 5x* \sm od—cﬁZQXK?

(177.2) 0,

ktoremu uczynimy zadosé, gdy (p(x) bedzie rozwigzaniem réwnania
rézniczkowego zwyczajnego

<™ > g-gl-w -0 ,

albo po oznaczeniu pw2Elfi= M

(177.4) AL —AV(M) =0

z warunkami krafncowymi 9(0)=9(1)=10 i <p"(0)=9"(1)=o0.
W spos6b znany znajdujemy jako catke ogolng tego rOéwnania
(177.5) 9(3) = ACh?.x+ BShhx-\- C cos Aaj+D sin Aa,.

Z warunkoéw krancowych wynikaja nastepujgce réwnania dla
statych

A+ G=0
ACM+BSM+ Ccos A-fD sin A= 0
(177.6) A—G=0

ACMA-BSM—Ccos A—D sin A= 0.

Z pierwszego i trzeciego znajdujemy A = C= 0. Po tym réwnanie
drugie i czwarte dajg

BSMA-D sin A=0, BSM-D sin A= 0.

Wylagczywszy nieprzydatne rozwigzanie B =D =0 mozemy
uczyni¢ zados¢ obu rownaniom kladac B = 0, D=j=0, ale dajgc para-
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metrowi X warto$¢ mn przy
m=1,2,3,...,00.
&3 to wartosci wilasne réwnania rdzniczkowego zagadnienia.

Dla funkcyj wiasnych otrzymujemy przyjgwszy D =\2 w celu ich
unormowania

a77.7) n 9m{®) =V sin mnx.
A zatem mamy tutaj te same funkcje co dla struny. Natomiast
z rbwnania N
/! —B "E’l—z ni* 71+
wynika
(177.8) ol = m27i2ky jj-,

czyli czestosci drgan wlasnych majg sie do siebie jak kwadraty liczb
naturalnych.

Wprowadzmy teraz we wzory dlugos¢ preta | uwazang po-
wyzej za jednostke, to poniewaz znalezione wyrazenia dla funkcji
o> spetniaja rownanie rézniczkowe zagadnienia, gdy je opatrzymy
dowolnym wspoétczynnikiem staltym, mozemy rozwigzanie ogdlne
w przypadku rozpatrywanym napisa¢ w postaci:

mn
(177.9) w=" sin )ZAmcos amt+ B msin wmt),
m=1

gdzie Ami Bm oznaczajg state dajgce sie wyznaczy¢ z warunkow
poczatkowych w ten sam spos6b co w zagadnieniu struny.
Uwzgledniajac obcigzenie preta w potozeniu poziomym prowa-
dzace do réwnania rozniczkowego postaci (.176.12) mozemy przyjgc
funkcje rozwigzujgca jako sume rozwigzania powyzszego W(X,t)
i funkcji wxx) samego Xx. Po podstawieniu w réwnanie rézniczkowe

otrzymamy
S'w  qSav dhc,

EIW +g-W+E U<+(I=(-

Ale suma dwu pierwszych wyrazow jest robwna tozsamosciowo
zeru, gdyz funkcja w spetnia row. (176.11), a wiec do wyznaczenia WX
pozostaje rOwnanie

<177.10)

ktore jak wiadomo okresla statyczng linie ugiecia preta pod obcig-
zeniem q przy tych samych warunkach krancowych. Z tego wynika
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(dzieki liniowosci odnosnych réwnan rézniczkowych), ze do roz-
wigzania zadania kinetycznego drgan wystarcza catkowanie rGwnania
(176.11), a dziatanie obcigzenia g objawia sie tylko tym, ze drgania
zachodzg okoto potozenia réwnowagi wygietego zamiast prostego.

Rozwigzania w kilku innych przypadkach ustalenia koncow
preta znajdzie czytelnik w rozdz. X X 111 Stereomechaniki Technicz-
nej. Tutaj poruszymy jeszcze sprawe szybko$ci przenoszenia sie
fal gietnych ze wzgledu na jej ogdlng doniosto$¢ naukowa.

8 178. Przenoszenie sie fal gietnych w precie nieskonczenie dtu-
gim. Szybko$¢ grupowa. Réwnanie rézniczkowe drgan gietnych rézni
sie zasadniczo od rownania okreslajgcego drgania struny oraz drgania
podiuzne i skretne, ciegien i pretdw tym; ze nie mozna mu uczynic
zados¢ funkcjg dowolng jak temu drugiemu réwnaniu, lecz tylko
funkcjami cosinus lub sinus argumentu xtat. Przekonamy sie o tym
prébujgc w réwnanie drgan gietnych

9hv diw
(178.1) 52 + ix '3x* ~
podstawié
w=f(xtat) =/(£) e=xzxat.
Mamy tedy
albo

PMW+EP"f=0
przy oznaczeniach

Temu za$ réwnaniu czynig zados$¢ tylko funkcje
cos albo sin —

z dowolnymi wspotczynnikami statymi. A zatem

przedstawia jedyng posta¢ rozwigzania réwnania (178.1).
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Oznaczmy przez X dlugos¢ fali drgan gietnych, to z warunku,
ze dla x-\-X musi by¢ wartos¢ w ta sama co dla x wynika

X=2nL, czyli
a wiec szybkos¢ przenoszenia sie fali gietnej
<178.3) [t

jest odwrotnie proporcjonalna do jej diugosci, podczas gdy dla fal
drgan rozpatrywanych poprzednio byta niezalezna od dtugosci fali.
Mamy zatem do czynienia z wlasnosciag fal gietnych wspdlng z wia-
snoscig fal swietlnych, ktéra jak wiadomo z optyki wywotuje zja-
wisko dyspersji, czyli rozpraszania sie Swiatta przy przechodzeniu
przez osrodek o gestosci zmienne,j.

Gdy w pewnym miejscu preta nieograniczonego wygnhiemy go
sitami dodatkowymi w sposob dowolny i nastepnie oswobodzimy
nagle, to wywotamy przez to miejscowe zaburzenie réwnowagi,
ktore wedlug twierdzenia Fouriera da sie przedstawi¢ jako suma
zaburzen harmonicznych o czestosciach ré6znych, a wiec i o réznych
dlugosciach fal. Poniewaz jak dowiedziono predkosci przenoszenia
sie fal sg rézne, przeto zaburzenie nie moze sie posuwa¢ wzdluz
preta nie ulegajac znieksztatceniu.

Ten fakt ttumaczy jeszcze jedno wazne zjawisko, a miano-
wicie przenoszenie sie grupy fal. Tak nazywamy zespo6t fal r6znigcych
sie bardzo mato dlugoscig, a wiec np. wszystkie fale ktérych diu-
gosci leza miedzy X a X-\-dX. Przyjawszy jednakowe amplitudy a
dla tej grupy napiszemy odchylenie dla fali X

[ 7i LA
W = U cos «i)>,
zas dla fali X+dX

w' = a cos («+da)i],
co z pominieciem matych rzedu wyzszego mozna napisa¢ w postaci

w'= acos |- (X—d?) [x—(a-\-da)t]* =

(178.4) /. dX Xda—adX_ .\l
= <xcos M | —E) -2 RS

Skiadajgc teraz obie fale otrzymamy przy zastosowaniu zna-
nego przeksztatcenia cos 9+ cos y>= 2 cos I-((p+y>) cos Vi z po-
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minieciem malycii rzedu wyzszego
2n .
(178.5)  w+ w/ = 2aCOS (x—at) cosj (x-at)—-\-tda

Tutaj jest argument drugiej funkcji cos bardzo maly wobec
argumentu funkciji, pierwszej, wobec czego mozna cale wyrazenie
traktowac jako przedstawiajace fale drgan

w, ai cos x —at),

ktérych amplituda cg nie jest SciSle stala, lecz zmienia sie powoli
w danym miejscu x w zaleznosci od czasu f, a w kazdej obranej
chwili t w zaleznosci od miejsca x. Obraz fali wypadkowej jest wi-
docznie taki sam, jaki przedstawia ,dudnienie” rozpatrzone na koncu
§175. Obraz ten przemieszcza sie z czasem wzdluz osi x, nie zmie-
niajgc swego wygladu geometrycznego (jaki by dato np. zdjecie
.momentalne”) i zachodzi pytanie jaka jest predko$¢ tego prze-
mieszczenia c. Otéz gdyby predkos¢ przewodzenia obu fal Ai A+dA
byla taka sama, czyli gdyby da byto réwne zeru, to we wz. (178.5)
nalezatoby skreéli¢ wyraz tda, a wtedy predkos$¢ c bytaby réwna a,
gdyz .faza tali” (2ji/A)(x—at) i ,faza amplitudy” (ji/A)(x—at)dAIA zmie-
niajg sie z tg sama predkoscig a. To uwydatnia sie dobitnie przy
szukaniu predkosci przemieszczenia faz zerowych, co w obu wyra-
zeniach daje x—at=0, a wiec xft=a. Atoli w naszym og6lnym
przypadku réznych szybkosci przewodzenia fal Ai A+dA wyraz tda
nie znika, a przyrbwnawszy do zera

(x—at) %4-’ t(qa

i obliczywszy z powstalego réwnania x/t otrzymujemy warto$¢
.predkosci grupowej’ okreslong wzorem Rayleigh a:

- a—a—

X . da
t dA

(178.6) c=

Ta wartos¢ jest wiec w ogole ré6zna od predkosci fazowej” a.
Obliczymy ja dla drgan gietnych wyznaczywszy z wzoru (178.3)
iloraz rézniczkowy

da 2nk\/E a
dA W\ J A’

Po wstawieniu tej wartosci we wzor Rayleiglda znajdujemy

(178.7) c=:a

Teoria sprezystosci.
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§ 179. Rozwazania wstepne. W §116 znaleZliSmy wzory teorii
ptyt izotropowych $Sciste ze stanowiska ogoélnej teorii sprezystosci,
ale tylko w przypadku, gdy nie ma sit masowych, a obie powierzchnie
ptyty pierwotnie ptaskie i rownolegte sg nadto wolne od sit po-
wierzchniowych. Sily rozciggajgce lub Sciskajgce oraz sity zginajgce
i skrecajgce plyte moga by¢ wtedy rozmieszczone tylko na brzegu
ptyty, ktory przyjmujemy zwykle jako tworzgcy poboczmee niskiego
graniastoslupa lub walca. Podstawa tego walca wyznacza ,kontur”
ptyty. Dla zupelnej Scistosci trzeba jeszcze, aby obcigzenie brzegu
byto rozmieszczone na grubos$ci ptyty h zgodnie z wzorami znalezio-
nymi dla wnetrza ptyty, analogicznie jak sie rzecz ma przy zgieciu
i skreceniu belek wedlug teorii de Saint-Venant'a. Ale stosownie
do zasady de Saint-Yenant'a rozmieszczenia inne statycznie réwno-
wazne wplywajg na zmiane stanu odksztatcenia i napiecia tylko na
obwodowym skrawku ptyty w sposéb godny uwagi, a szerokosc
skrawka zaburzenia jest tym mniejsza im ciensza jest ptyta, znowu
zupetnie analogicznie jak w teorii pretow. Nalezy jeszcze pamietac,
Ze wspomniane powyzej wzory teorii ptyt w zastosowaniu do matych
ale skonczonych ugie¢ ptyty (mierzonych wzgledng wartoscig prze-
mieszczen roznych punktow jej ptaszczyzny sSrodkowej) tracg do-
ktadnos¢ gdy te ugiecia nie sg bardzo mate w poréwnaniu do wymia-
row ptyty w jej plaszczyznie, wyjgwszy oczywiscie przypadki
szczegolne, kiedy ptaszczyzna srodkowa catej ptyty moze sie zamieni¢
wskutek odksztalcenia na powierzchnie rozwijalng. Tego ograni-
czenia nie byto w teorii pretdw smuklych (cienkich).

Klasyczna teoria ptyt cienkich zapoczagtkowana praca Zofii
Germain z r. 1821 nagrodzong przez Akademie Paryska, a popra-
wiong nastepnie przez Lagrange’a, moze by¢ obecnie traktowana
jako przyblizone uogélnienie wzorow wymienionej teorii scistej do
przypadkow dowolnego obcigzenia ptyty, podobnie jak de Saint-
YenanPa teorie zgiecia i skrecenia belek stosuje sie w przypadkach
ich obcigzen dowolnych. Ta droga otrzymuje sie jak wykazata
teoria Scista (por. zagadnienia ptyty okragtej z 8156 i 162) stopien
doktadnosci najczesciej zupetnie wystarczajgcy. Poniewaz w Stereo-
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mechanice Technicznej autora wylozono dos¢ obszernie klasyczng
teorie ptyt cienkich wraz z licznymi rozwigzaniami szczego6towymi,
przeto tutaj poprzestaniemy na $cislejszym ze stanowiska matema-
tycznego uzasadnieniu wzorow teorii i uogodlnieniu ich do badania
drgan. W tym celu rozpatrzymy w § nastepnym najpierw wiasnosci
krzywiznowe stabo wygietej powierzchni srodkowej ptyty, po czym
dopiero wyprowadzimy drogag stosowang przez Kirchhoffa i Bay-
leigh’a rownanie rézniczkowe réwnowagi i drgan ptyty wraz z wa-
runkami brzegowymi.

§ 180. Wiasnosci krzywiznowe powierzchni ugiecia plyty. Ze
wzgledu na charakter ogdlny rozwazan geometrycznych napiszemy
réwnanie powierzchni ugiecia na razie w postaci

(180.1) z= f(x,y)
odniesionej do pierwotnej ptaszczyzny srodkowej ptyty jako ptasz-
czyzny | | pomyslanej poziomo przy osi Z skierowanej do géry. Ozna-

CzZywszy przez Xo,yo,zo dowolnie obrany punkt powierzchni, a przez
yo+ri, 20-K sasiedni punkt tejze powierzchni napiszemy

(180.2) 20+ £=/(»*+E£» Vo+V)-
Bozwinmy funkcje / wedlug wzoru Taylora, to ze Scistoscig
do nieskonczenie matych rzedu drugiego otrzymamy

(180.3) f dxi+ dy7]+2\a®»s + " 3x3y

Wielkosci £2?£ okreslaja oczywiscie punkt powierzchni wzgle-
dem uktadu osi o poczatku w am,yo,z0. Béw. (180.3) jest wiec przy-
blizonym réwnaniem powierzchni w tym uktadzie.

Poprowadzmy w punkcie P(oco,y0,z0) ptaszczyzne styczng do
naszej powierzchni. Mech K (rys. 103) przedstawia $lad powierzchni
na pfaszczyznie rysunku przesunietej przez normalng N do po-
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wierzchni w punkcie P, za$ T $lad ptaszczyzny stycznej. Réwnaniem
tej ptaszczyzny jest

(180.4)

gdzie xu,yl,z2 sg wspoéhzednymi biezgcymi. Normalna N tworzy
z osig Z kat (n,z) dla ktorego jak wiadomo

1

Otéz przy zalozeniach teorii ptyt sa 9tj3x, dC/Sy utamkami
bardzo malymi, gdyz powierzchnia ugiecia jest tylko bardzo stabo
zakrzywiona, wobec czego przyjmiemy, zc cos («,«) = I.

Przetnijmy teraz powierzchnie ptaszczyzna réwnolegta do ptasz-
czyzny stycznej (180.4) w bardzo malym odstepie <8 Poniewaz
o/cos (n,z) przedstawia réznice rzednych zx obu ptaszczyzn, ktorg
stosownie do powyzszego zastgpimy przez <§ przeto

(180.5)

jest rownaniem tej ptaszczyzny, ktdra przecina powierzchnie w krzy-
wej zwanej ,wskaznieg Dupin’a” (indicatrix). Wspotrzedne wzgledne
punktow tej krzywej oznaczymy przez £0»0£0> a wi?c ich wspot-
rzedne bezwzgledne beda »,+ £, yO+V o, »0+ ! Te ostatnie musza
oczywiscie czyni¢ zados¢ rownaniu ptaszczyzny przecinajgcej, tj.
(180.5), a stad

(180.6)

Poniewaz koto przechodzgce przez punkty 31, P, L (rys. 102)
staje sie gdy <5>0 kotem krzywiznowym krzywej kk' w punkcie P,
przeto miedzy dlugoscig tuku s= PL tej krzywej a 6 i promieniem
krzywizny g, gdy s—0 i <5>0 zachodzi zwigzek

(180.7)

Ale &*-"o+ilo+Cot a po wstawieniu za @ wartosci z (180.3)
i pominieciu malych rzedu wyzszego otrzymamy
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Tutaj znowu mozna skresli¢ wyrazy z czynnikami (9C/9x)2, (27/3//)2
i 9C/9x m9£'9y jako malte rzedu drugiego, wobec czego napiszemy

(180.9) $2= |2+j?2.

Z rownan (180.6 i 3) po zastapieniu £»/,£ przez fO»/0>fo wynika
(180.10) 2 45+2

A wiec stosownie do (180.7) znajdujemy dla przekroju normal-
nego w P wartos¢ krzywizny

~180.10) 1_ SP + 79x9i/h°V+ 9y2
<"o+rlo

co mozna napisa¢ w postaci

1_ 9K . 9K .
(180.12) 3" % cos2d + 29—)(9ry cos 9 sin 9 +9y23| n2 -Q
gdyz 9 jest katem jaki przekrdj normalny tworzy z osig x, przy

czym jest .
(380.13) cos#=7-=N=, sin 9 = fe .
! ifl+TT YW +i,«

Poprowadziwszy drugi przekréj normalny nachylony do & pod
katem ji/2-\-9, tzn. prostopadly do przekroju pierwszego, otrzymamy
dla jego krzywizny w P wzér

_ .92 . A 232 : 9OH
(180.14) %‘_— I9I)(~Sln29 2 9;19 ycos 9sin 9+ 9if c0s29,

J) Gdy powierzchnige przedstawiajg rownania
x = x(a,/3), y—y(a,p), z= z(a,/3)i
z parametrami zmiennymi a i /2, awspéirzednym punktéw wskaznicy odpowiadajag
wartoéci parametréw a+ da, ft+d/3, to w teorii powierzchni dowodzi sie, ze

(180.10 a) 26=Lda2+ 2Mdad0+N d0*

z pominieciem wyrazow zawierajagcych potegi wyzsze da i dy. Tutaj wspotczyn-
niki L, M ,N dajg sie wyrazi¢ przez pierwsze i drugie pochodne czastkowe x,y,z
wzgledem ai p, a jak mozna dowie$s¢ wspotczynniki te sg niemiennilcami ze wzgledu
na przeksztatcenie liniowe wspo6trzednych o postaci

Ni= alt+ajX + a2y + aaz
yi= &0+0i*+6 22+ V

Zi=cO0+ clx+ c2y + c3z.
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Dodajgc oba ostatnie réwnania znajdziemy
i } =H_ H
(180-15) b t0” =3%2 +db2
co wyraza, ze suma krzywizn dwu wzajemnie prostopadtych przekrojow
normalnych powierzchni w jej punkcie obranym dowolnie jest statg

niezalezna od ich kierunku.
Szukajgc przekrojéw normalnych w punkcie P powierzchni,

ktérym to przekrojom przynalezg extremalne wartosci krzywizny 1),

r) W tym celu napiszemy row. (180.12) w postaci

SP+0)+ “*«+S&
Przyrownywujgc pochodng wzgledem & do zera otrzymujemy
_[3J£ 3é£\ sin 2#4-27Z f cos 2#= 0.
\3% 2 2 3x3y
Stad
2. W
tS2&
° 3~E_321
dx2  3y*

co daje dwie wartosci & roznigce sie od siebie o n\2,tak iz mozna napisaé

1 13z 3T\ U3ZE 324\ " 32 =,
gi 2\axe+ A+ 2\axe~ 3yA0MB 0+ My 8m O
3£\ 1/’>'£_’>'£\c052cl - N sin
Q 2 \3x*+ dy2 ~2\3x2~ 3y2) 0 3xA/sm 2'V
Wyraziwszy cos 2# i sin 2& przez tg 2# znajdujemy
iIEfE
cos 2#,= 2\3»2 3y2
U1y f E\2.[3 22
\ 4\3x* 3y \dx3y]
3%
stPdko= e

/W 3\2,/ 32\2
|/14\3a;2 3y2]"\3x3yl

a stad wzory (180.16) z ktérych wynika

1 1 olZz1 AN2, TN N2
Pl e, \ 4\Ste2 3y3 \3x3y)
W
x3y

(180.19) sin 2#0i_
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znajdujemy fatwo takie dwa przekroje wzajemnie prostopadle,
z ktérych jeden odpowiada maximum a drugi minimum krzywizny
i wyrazajg sie wzorami

»2 2\9r2+ 9f) \ 4Ur2 2yj \&?3y)
Stad wynika po pierwsze

3 1=3K "£=% i
(180.17) Pl 3G dy2 O 3’
powtdre zas

(180.18) 1 2K 3K (3K W2

g i” 9% 3y2 \3x3y) '

To ostatnie wyrazenie 1/gxgz nosi hazwe Gaussowskiej krzywizny
powierzchni. Jego znak rozstrzyga o tym, czy krzywizna ta jest
synklastyczng (+ ), czy tez antiklastyczna (—), tzn. czy oba promienie
gléwne sg skierowane zgodnie, jak np. w elipsoidzie, czy tez prze-
ciwnie jak w hiperboloidzie jednopowlokowej.,

Wypada zauwazy¢, ze zwigzek 1/gj-fllg,=1/q+1I1q' jest Sciste
wazny dla kazdej powierzchni o krzywiznie regularnej, a tylko
otrzymane powyzej wyrazenia krzywizn przez drugie pochodne
2:£/9x2,... sa uproszczonymi wyrazeniami scistymi wskutek przyjecia
bardzo stabego zakrzywienia powierzchni. Zwazywszy nadto, ze
2t\9x ~3z/2x itd., gdyz Xo,yo0,zo przyjeto we wz. (.180.2) i nastepnych
za state, mozemy w najwazniejszych z wzoréw powyzszych zastgpic
f przez z, a wreszcie przez w. To 0znaczenie stosowane juz w nie-
ktérych miejscach ksigzki niniejszej, a nadto w Stereomeclianice
Teclin. autora odpowiada przyjeciu pierwotnej ptaszczyzny srodkowej
ptyty za ptaszczyzne XY, wobec czego wspoétzedne x,y,0 dowolnego
punktu tej ptaszczyzny zamieniajg sie po ugieciu plyty na x,y,w,
albowiem wytaczyliSmy odksztatlcenia w samej ptaszczyznie Srodko-
wej, a z powodu zalozenia bardzo stabego zakrzywienia powierzchni
ugiecia sg poziome skladowe przemieszczen matymi rzedu wyzszego
od przemieszczenia pionowego w.

§ 181. Rownanie rdzniczkowe teorii ptyt cienkich. Przyjmujac
w przyblizeniu przy dowolnym obcigzeniu ptyty stosowalnos¢ wzoru
(116.9) i nastepnych z §116 dla energii sprezystej elementu ptyty
oraz wzory poprzednie okreslajace zalezno$¢ naprezen od momentow
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ntx,mg,s i zwigzki miedzy tymi momentami a krzywizng powierzchni
ugiecia, popetniamy niescistosci nastepujace:

1° pomijamy wplyw naprezen §z,

2° pomijamy wptyw naprezen stycznych rxz i rlZ wywotanych
sitami poprzecznymi (tngcymi).

Wszystkie trzy powyzsze naprezenia znikajg tylko w przypad-
kach obcigzen samego brzegu ptyty momentami i sitami poprzecz-
nymi. Z wzoru (116.10) otrzymamy teraz z uwzglednieniem (116.6)
dla energii sprezystej calej ptyty wyrazenie

101 F'%JJ\{@’PQ . w2 dw

Przyjgwszy, Zze obcigzenie piyty prostopadie do plaszczyzny
srodkowej przyjetej jako pozioma okresla funkcja p{x)y)) a w przy-
padku jej drgan poprzecznych uwzgledniamy tylko ruch postepowy
elementdw, mamy dla energii potencjalnej obcigzenia przy osi Z
skierowanej w dot wyrazenie

(18J-la) n = //(- pw)dxdy,

zas dla energii kinetycznej

(181.1b) f (S fdF=1/"hff~r T I)dxdy'

gdzie jak poprzednio oznacza dF = dxdy, h grubos¢ plyty, a y gestosé
jej materiatu.
Stosujgc zasade Hamiltona napiszemy
u
6 f[E-(V +V Dldt= 0.
A
Wariacja pierwszego wyrazu daje, jak to juz znaleziono w ana-
logicznym wyrazie z §176:
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jest sumg dwu czesci uwydatnionych wzorem (181.1), pierwsza

z nich jest
= U

-jfd t-06 fi(\/2wfdF.
o
Obliczenie wariacji daje

OJ(VIw)2dF = 2\/ 2w s\y2(6w)dF.

Stosujgc do catki powierzchniowej wzor Green'a (8 31) znaj-
dujemy

J \j2wSJ{éw)dF =J\/*wWOowdF +jrry2™ —dwm ds,

gdzie druga catka jest krzywoliniowa (po konturze ptlyty), przy
czym ds oznacza element luku, a dn element normalnej zewnetrznej

(uwazanej za dodatnig). A zatem:

6J {\/2wfdF =2J \/*w 6wdF +
(181.3)

gdzie

"OX* T " Ox29y2" 9y !
Czes¢ druga, tj.
u

) IT(E) £ E]N

5,, j\/\ f"j 032w (92w\ 92w 92w 92w wA
. ( [ “9x9y "\9x9y)+ 9x2 "' 9x2 + 9y2 9y2)

Wyrazenie w nawiasach { } da sie przeksztaici¢ na

9ldéw 92w 96w 92w\ 9 196w 92w 96w 9w\ 9fx  9f,
9x\ 9x 9y2 9y  9x9yj 3y\9y  9x9x 9Ix9y)~ 9x sy

gdzie /j i /2 sg tymczasowymi skrotami. Wedtlug wzoru Green’a jest

f(~"x + it/)(IF=/'& cos cos (n>y)ids>
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a zatem dla czesci drugiej napiszemy
U
B{1—v)jdt-0 j{f1cos dds-{-f2 sin fids),
to

jezeli podstawimy <~{n,x) = d, przy czym jest

, _ 9dw 92v 96w 9Av _ 9dw 92v  9dw 92w
3% S S# S’ 2 3/ 3#2 3# 3xdu’

Te wyrazenia przeksztalcimy
teraz uwazajgc kierunek normal-
nej n i stycznej s (rys. 104) do
konturu ptyty w punkcie P za nowe
osie wspotrzednych o poczatku w P
i piszac znane zaleznosci miedzy
wspotrzednymi  dowolnego punktu
ptaszczyzny x i y an i s z pomi-
nieciem zmiany poczatku ukiadu

jako nie majgcej wplywu na dalszy tok rachunku. Mamy tedy

X =n cos $—ssin & n —x cos tiA-y sin d
(18.1.4) (y=n S COS s==—x sin d”*-y cos

Przy pomocy tych wzoréw wyrazimy pochodne o postaci
2fi'9x i 9f/9y przez 9f13n i 9fj30, a mianowicie:
3] 3f 3n 3] 9  3f

¥x = %n'ox N %y %nCOSd—ﬁs sin &
of 3f3n 9f 9 O . 3f
Ty=T '"Ty+PF'Ty~ T 8md+ 57 CO*L
Wstawiwszy teraz obliczone tg drogg wartosci 9dwj9x i 9dwj9y
w czesci drugiej, otrzymamy

(181.5)

u
(181.6) &
ddw\(52v  ceuA ow ..,. gdi7l,
-3r[(sF-vja 8m<+85|(TM" = T

Ostatnia catka ma postad

I
nadajgca sie do catkowania ,przez czesci”, tj.

J F(x,y)*-ds = \F(x,y)dw\~J*0w-~ds.
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Wyraz pierwszy po prawej znika, albowiem catkowanie odbywa
sie po konturze zamknietym, a funkcja F jest jednoznaczna. Zasto-
sowawszy to przeksztalcenie napiszemy wyrazenie (181.6) w postaci

\ Cn\ C3bwi32w 32w 2u; .
4l costfsindjds- —
(181.7)
r 3r(32w 32 i _
Jasparz 3y cos {) sin o+ , o (sil.2d—cos2d) bwd»y

Pozostaje jeszcze do wykonania

u u t
(181.8) —bl Vydt = f dt6JpudF =j dtJpbwdF.
o ) 9
Wstawiwszy wyrazenia (181.2, 7 i 8) w rOownanie Hamiltona,
zmieniwszy znaki i'uporzgdkowawszy kolejnos¢ catek powierzchnio-
wych i liniowych otrzymamy

t, 0 i, /,
piJdtd bwdF f-Bj*d tJ\Jxw-bwdF —Jdt fpbudFA-

to ]_1_ A o
+jd t'J 5 1—v, sin2d +
(181.9)
, 3ho 29 . 32w ba: ‘ 9\y2w
dy2 C 3xdy@S m 3pn ds-fJ 'dt, / H

{5 -7~ ) st +lft (i - edIPt6 = o

Tutaj nalezy mie¢ na uwadze, ze biv w catkach powierzchnio-
wych ma znaczenie wariacji w w dowolnym punkcie powierzchni
ptyty; natomiast w catkach krzywoliniowych po konturze ma zna-
czenie wariacji ugiecia w tylko w punktach konturu. Poniewaz
rbwnanie powyzsze musi by¢ spetnione dla kazdej wartosci bw na
powierzchni, dla kazdej wartosci 36wj3n na konturze i dla kazdej
wartosci 6w na konturze, przeto wynikajg zen trzy réwnania naste-
pujace:

/ , 51erw 3hv  t 9w\
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Pierwsze z tych réwnan jest réwnaniem rézniczkowym drgan
poprzecznych ptlyty stajac sie réwnaniem rownowagi po skresleniu
wyrazu pierwszego. Drugie i trzecie przedstawiajg warunki brzegowe
zagadnienia. Posta¢ ich wskazuje na ogromne trudnosci rozwigzania
w przypadku swobodnych brzegow ptyty, to tez odpowiednie rozwig-
zanie ogOlne powiodilo sie jedynie dla ptyty okraglej (Kirchhoff
1850). Znakomite uproszczenie warunkow brzegowych wystepuje
w przypadku brzegu doskonale utwierdzonego, gdyz wtedy sprowa-
dzajg sie do postaci

W
(181.11) w=0 i ~-=0

Dla ptyty na catym brzegu (obustronnie) ,podpartej’, tzm
gdy w= 10, a swjon (=0 musi w rownaniu (181.9) z powodu dowol-
nosci sdw/sn znika¢ wyrazenie podcatkowe w calce tym czynnikiem
opatrzonej, a wiec warunkami brzegowymi sg:

w=0

(181.12) v.y" +(|_ r)’\c032|+gsin"+2 A ABAMsin” = 0r

co otrzymuje sie takze przez tatwe przeksztalcenie drugiego z row-
nan (181.10).

Czytelnikowi ktory w Stereomechanice Techn. autora albo
w innych ksigzkach znalazt rownanie rézniczkowe rownowagi i drgan
ptyty wyprowadzone krétszg drogg stosowania warunkéw réwnowagi
do elementu plyty, moze sie wydawac¢ droga powyzsza wychodzgca
z zasady Hamilton’a zbyt dlugg i ucigzliwg. Tak jednak nie jest,
gdyz ta droga znalezliSmy od razu i najogdlniejsze warunki brzegowe
(przy zatozonym sposobie obcigzenia), ktérych tam nie podano
z wyjatkiem prostych przypadkéw szczegoélnych, poniewaz wyma-
galyby rozwazan dodatkowych wcale obszernych tak, iz w sumie
wynikngtby zapewne trud ten sam, a korzys¢ polegataby jedynie na
uniknieciu rachunku wariacyjnego.

§ 182. Warunki brzegowe w najogolniejszym przypadku obcigze-
nia ptyty. Przy zalozeniu stosowalnosci zasady superpozycji wyta-
czono powyzej na razie przypadki kiedy na plyte dziatajg sity ze-
wnetrzne majace takze skladowe réwnolegte do ptaszczyzny piyty,
albowiem w tych przypadkach mozna zadanie roziozy¢ na czesci.
Pierwsza zatatwiona w 8181 przyjmuje tylko obcigzenia prostopadie
do ptaszczyzny pilyty, druga za$ byta traktowana szczegotowo juz
w rozdz. IV i V, a zwlaszcza w YI-ym, gdzie ptyte obcigzong tylko
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sitami lezagcymi w jej plaszczyznie nazwano tarczg. Obie nie wyczer-
puja jeszcze mozliwosci teoretycznych obcigzenia do ktdrego mozna
jeszcze zaliczy¢ zewnetrzne sity styczne do powierzchni pilyty,
a wreszcie pary sit zewnetrznych dzialajgce na te powierzchnie,
chociaz te przypadki sa bardzo rzadkie w zagadnieniach konkretnych.
Ale nawet w najogoélniejszym przypadku obcigzenia ilos§¢ warunkéw
brzegowych w zagadnieniach statycznych ptyt cienkich jest nie
wieksza od 4. W tych bowiem przypadkach mamy w kazdym ele-
mencie brzegu plyty o szerokosci dl do czynienia z parg sit i silg
sprowadzonag do $rodka elementul). Rozi6zmy site na trzy skladowe
itdl w kierunku stycznej do konturu, tzdt w kierunku normalnej
do ptaszczyny piyty i ndl
w kierunku normalnej do kon-
turu, a moment pary na mo-
ment zginajacy mdl ktorego
wektor jest styczny do kon-
turu i moment skrecajgcy $dl
o0 wektorze prostopadiym do
elementu (rys. 105). Trzecia
sktadowa momentu o wekto-
rze prostopadtym do ptasz-
czyzny ptyty musi by¢ zawsze
rowna O, jak to wynika z warunku momentowego réwnowagi
elementu ptyty o podstawie dx-dy.

Oznaczywszy tymi samymi literami bez kresek poziomych
wypadkowe z naprezenn wewnetrznych w przylegajgcych do konturu
elementach ptyty, napiszemy warunki brzegowe w postaci

(182.1) n=n, rmM=m, S.

Pie¢ warunkow powyzszych odnosi sie do ptyty o grubosci
dowolnej. Podat je juz Poisson w r. 1829. Ze dla ptyt cienkich mozna
je sprowadzi¢ do czterech wykazano najpierw w stynnej ,Natural
Philosopliy” W. TliomsoiPa i P. G. Tait'a zr. 1876 w spos6b naste-
pujacy: Wezmy pod uwage dwa sgsiednie elementy brzegu pityty
o szerokosci dl, na ktére dziatajg momenty skrecajgce

sdl i (s+~-dlJdl

b Zamiast s wprowadzono tutaj oznaczenie | na dlugo$¢ tuku konturu,
poniewaz przez s oznaczymy teraz moment skrecajacy odniesiony do jednostki
szerokosci elementu, ktérego szerokos$¢ byta oznaczana powyzej przez ds.
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Moment pierwszy jestJstatycznie réwnowazny dwom sitom o wiel-
kosci s dziatajgcym wzdtuz réwnolegtych prostych krawedzi ele-
mentu w sposéb uwidoczniony na rys. 106. Podobniez moment

drugi jest statycznie réwnowazny dwom
ds
w
nolegtych krawedziach elementu dru-
giego. W krawedzi wspéinej obu ele-

sitom o wielkosci s-}+—dl lezagcym na réw-

mentow dajg teraz obie sity $i s+(’:‘ttdl

wypadkowag ﬂfdl. To samo zachodzi oczy-

SM wiscie dla kazdej pary elementéw sasied-
nich, wobec czego rozmieszczone wzdluz
konturu momenty skrecajace sag statycz-
nie rbwnowazne sitom poprzecznym, kté-

rych wielkoscig odniesiong do jednostki dlugosci konturu jest
dsdl. A zatemrozmieszczenie ciggte momentdw skrecajgcych §
wzdluz brzegu plyty da sie zastgpi¢ rozmieszczeniem ciggtym sit
poprzecznych o wielkosci ds'dl. Wprawdzie statycznie réwnowaznym
sitom zewnetrznym moga odpowiada¢ rézne stany napiecia i od-
ksztalcenia, ale te stany zdgzajg szybko do tej samej granicy w odle-
gtosci od brzegu ptyty poréwnywalnej z jej gruboscia, jak to wynika
z zasady de Saint-Venant'a. Dlatego w plycie nieskonczenie cienkiej
siegajg réznice stanéw odpowiadajgcych obu powyzszym statycznie
rownowaznym uktadem sit tylko na nieskonczenie matg odlegtosc
od brzegu, a warunki (182.1) sprowadzajg sie do czterech naste-

pujacych:
(182.2) b=<, iz—?léz Aroom=wvn\ n=n.

W zagadnieniach takich jak np. z 8181 jest n= 0, it= 0, wobec
czego mieliSmy do czynienia tylko z dwoma warunkami

(182.3) 7z dl ti m=m
ktorym odpowiadajg dwa warunki wyrazone w innej postaci we
wzorach (181.10) zwane warunkami Kirchhoffa.

Tutaj wypada wyprowadzi¢ wzory wyrazajgce wielkosci sta-
tyczne ptyty cienkiej w zaleznosci od powierzchni ugiecia okreslonej
réwnaniem w= w(x,y). W tym celu napiszemy najpierw wyrazenia
dla krzywizny przekrojéow ptaszczyznami XZ i YZ wedlug wzoréw



§ 182. Warunki brzegowe w najogoélniejszym przypadku obcigzenia ptyty 143

ogo6inych (180.12 i 14), podstawiwszy w pierwszym 2= 0, a w drugim
d= nj2. Otrzymamy wiec w przekroju XZ i YZ:

1 1 92w 1_1 d'w
n ox %2’ g qj dy2'
Zmiana znaku ttumaczy sie kierunkiem dodatniej osi Z przeciwnym

kierunkowi obranemu w 8§ 180.
Wezmy nastepnie wzory (116.7):

MX= )» c0S2??+m2sin272 mg—mz sin2?-f- m2 cos2#

(182.4) (116.7] s= (% —nu) sin Bcos &,

gdzie ? jest katem jaki slad przekroju gtéwnego odpowiadajgcego
krzywiznie 1/oj tworzy z osig X, a podstawiwszy z wzorow (116.6)
wartosci

m.3(1+1), ,S 3(I+1),

\2i 02> w2 21
otrzymamy
c0s2& , sin2d 2d ! sin27%)
mx= B . Lot )
2i \ o2 1 a 1.
cos2fi . sin2& /cos2? , sir2?)
mu' B
22 2i \ 2 &
Ale stosownie do wzoru Euler’'a jest
1! cos2 sin2d 1 1 sin cos2 »
2 2i S 2y 2i 02

a zatem
<n[d2 9 9 \
mx BNV, WYy g BV, R
Wstawiwszy teraz te same wyrazenia dla mi1 i w2 w trzecie
z rownan (182.4) znajdujemy
1 v) o
(572

a poniewaz stosownie do (180.19) jest

92v

sinz2&n 9x9y

| ZT

. d e
wiec

(182.5) 92

9x 9y’
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Rozpatrujac wreszcie rownowage elementu ptyty o polu dxdy
(rys. 107) napiszmy warunek momentéw wzgledem osi réwnolegtej

Rys. 107.

do ¥ i przechodzacej przez srodek elementu. Mamy wiec z momen-
tow zginajacych na Scianie lewej i prawej

3mx
mxdy—(m 3% dx\dy,

z sit tngcych

oy 0l P s bdly &

z momentow skrecajgcych na Scianie tylnej i frontowej
sdx— + 0 dyydx.

Momenty innych sit zewnetrznych znikajg, a zatem

txdxdy+ ~  dxedy— dxdy —~ dxdy = 0,
a stad
3mx 3s
(182.6) fx= 3x 3y

Analogicznie jest z warunku momentowego wzgledem osi
réwnolegtej do X
(182.6 a) dmy , ds

3y + 3x'
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Po wstawieniu wyrazeh powyzej znalezionych dla mx, mg i
otrzymamy
\Vaw  _glBw  shv

((*: | | 3X 3X3})*).
(182.7) (33w 3
dy ~ " \9ir 13x-dy

Wracajac do warunkéw brzegowych zwrdécimy uwage na wazna
ich osobliwos¢, jaka zachodzi w miejscach zatomu konturu. Gdy
w tym miejscu zalozymy podparcie teoretyczne brzegu, tzn. gdy
punkt konturu nie moze sie przemieszcza¢ prostopadle do ptaszczyzny
srodkowej ptyty, a rozwigzanie rownania rézniczkowego réwnowagi
prowadzi do réznych od zera momentow skre-
cajacych po obu stronach zatomu, to przy ka-
cie zalomu rownym n/2 muszg by¢é momenty
skrecajgce po obu stronach krawedzi liczbowo
réwne, a kierunkowo przeciwne. Odpowiada-
jace im statycznie rOwnowazne pary sit
(rys. 108) dajg wiec na krawedzi dwie sity zgo-
dnie skierowane s1li S20 wypadkowej ~-f- S2 przy czym s1= S2= s,
a wiec Si--S2—2S. Przy kacie zatomu réznym od n/2 otrzymu-
jemy réwniez dwie sity,ale ré6zne o wypadkowe] s1-{-S2 Ta wypa-
dkowa musi by¢ zréwnowazona reakcja linii podparcia, tj. sitg sku-
piona, podczas gdy po obu stronach zatlomu wystepujg reakcje
tz= tz-\-ds/dt rozmieszczone w sposob ciggly. Wynik ten gra wazna
role w teorii zgiecia ptyt prostokatnych dokofa podpartych.

Eys. 108.

§ 183. Inny wywoOd rdéwnania rdzniczkowego réwnowagi plyty
cienkiej. To rbwnanie mozna jeszcze otrzymac inng droga, ktdra jest
nadto wazna z powodu opartej na niej nader pozytecznej metody
rozwigzywania zagadnien szczegOtowych zgiecia ptyty. Punktem
wyjscia jest twierdzenie mechaniki ogolnej, ze energia potencjalna
uktadu materialnego, na ktoéry dziatajg tylko sity pochodzace od po-
tencjalu ma w potozeniu réwnowagi wartos¢ krancowg (extremum).
Takim uktadem jest oczywiscie kazde cialo sprezyste, pozostajgce
pod dziataniem sit zewnetrznych masowych i powierzchniowych Avy-
znaczonych ciezarem wlasnym ciata i ciezaréw na nim spoczywaja-
cych, a wiec i ptyta. Gdy sobie jg pomyslimy w potozeniu poziomym
obcigzong sitami pionowymi statymi na jednej lub obu powierzchniach
to oznaczywszy wypadkowa z obcigzen elementu pola ptyty dF = dxdy
przez pdxdy traktujemy p jako funkcje x i y przedstawiajgcg nate-
zenie obcigzenia, czyli obcigzenie odniesione do jednostki pola ptyty

Teoria sprezystosci 10
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w miejscu (x,y). Wtedy energie potencjalng sit sprezystosci V wy-
znacza wyrazenie (181.1), a energie potencjalng obcigzeh wyrazi
ujemna praca L tych obcigzen przy przejsciu z potozenia nie-
obcigzonego w potozenie réwnowagi, przy czym kazdy punkt ptasz-
czyzny srodkowej ptlyty doznatl przemieszczenia pionowego w,
w kierunku dodatnim osi z wskazujacym ku dotowi, a wiec

L = fpwdF,
a w przypadku sit skupionych
L= (i=1,2,..),

przy czym catkowanie (sumowanie) odnosi siedo obszaru obcig-
zonego piyty. A zatem extremum energii catkowitej

(183.1) Uu=V-L
zajdzie, gdy
(183.2) 6(F—£) =0, czyli 6V—Jp OwdF = OJ)

przy zalozeniu zrozumiatym, ze odchylenie przygotowane z poto-
zenia réwnowagi nie zmienia wartosci obcigzen. Zmieniwszy tutaj
znaki otrzymujemy réwnanie

j'p dwdF —6V = 0,

ktore wyraza po prostu zasade prac przygotowanych. 6V jest wa-
riacjg wyrazenia (181.1), ktdrg przeksztalcimy wedtug zasad rachunku
wariacyjnego rozpoczynajac od czesci pierwszej, a wiec

g 92V 32vi2_ _ ortd-w o 33v) (320w, 9w\
(1833) *s5ay" (O, SAE g, 3\3X213f1

Po wykonaniu mnozenia pod catkg otrzymamy cztery wyrazy,
z ktérych pierwszy poza wspotczynnikiem B ma postac

92v 926w

3+ dx.

Za pomoca catkowania przez czesci zamienia sie ten wyraz na

J "\[Ba&2 3xJ J 3&x X f

*) W wyrazenie dla pracy sit zewnetrznych nie wchodzg reakcje punktéw
i linij podparcia ptyty, ale oczywiscie tylko wtedy, gdy mozna je uwazac za state
i wytaczy¢ tarcie.
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eczyli na catke pojedyncza

rid-w 36w\ 7 . . CCM™w "wW7j
J W S )3 >~ podwojng -J J

W pierwszej calce tkwig wartosci 36w/3x na konturze piyty,
co zaznaczono kreskami poziomymi. Poniewaz wariacji poddajemy
funkcje w tylko na obrzarze plyty z wylaczeniem konturu, przeto
tak wariacja 6w jak i jej pochodne sg na konturze plyty rowne
zeru, wobec czego mamy

o r dav 326w 7 My frdw  ddw 1
|hﬂ sf-ar

Stosujec znowu catkowanie ,przez czesci” napiszemy

3Mw  3dw Jz
J 3x* 3v

_ 3w, . [w
= ZV\_/G -ow—JI ow Iz-)%gx,

a wiec
f d»

Tutaj znika znowu catka konturowa po stronie prawej z po-
wodu tego samego co poprzednio, a pozostaje tylko catka po-
wierzchniowa. Analogicznie napiszemy

r 7 rdhv 3léw 7 r rdiw. , 7
J*y w w dy~JJ

Pozostajg do przeksztatcenia jeszcze dwie caltki powierzchniowe

z wyrazenia (183.3), tj

r rd2w 326w f C r3 2w 326w 7
<183.4) | J. W SspiI***

dla ktérych tg sama droga znajdujemy

BW -fs zDb swdr-

Wariacja czesci drugiej wyrazenia (181.1) po wytgczeniu stalego
wspoitczynnika B (I—v) daje:
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Przeksztatcajgc pierwsza z tych catek J' znajdujemy
l: * - - ._./\ N =
J ZJf J 3x3y 'IéxgdeAy Zdenyp3l>%Sy 5l gy))dx

~ 33v 36w C 910 3dw 71
="J J 3xdy'-3y~~J 973y '~3y \

. X 536\5 33v P — z1, f?aagy 2j " 3*'w [

co, poniewaz na konturze jest Sw= 0, sprowadza sie do

-2 b S>*"
Druga i trzecia z calek po prawej stronie rOwnania (183.5)
ma te samag warto$¢ co JXi J2 ze znakiem —, czyli daje —J".

A zatem cata prawa strona znika, a z réwnania wyjsciowego
(183.2) wynika ostatecznie

albo tez

(1M.6) I(j~ +

Azeby uczyni¢ zado$¢ temu réwnaniu przy dowolnych war-
tosciach 6w na obszarze ptyty musi by¢

(183.7) Va72w— =0>

co przedstawia réwnanie rézniczkowe rownowagi, ktdére mozna
otrzymac z pierwszego z rownan (181.1) po podstawieniu d2v/dt2= 0.
Wywod poprzedni z zasady Hamiltona miat jak widzimy te wyzszos¢
nad niniejszym, ze dostarczyt takze wyrazen dla warunkow brze-
gowych.

Dla ptyt o grubosci tagodnie zmiennej stosuje sie takze powyz-
sze rownanie roézniczkowe powierzchni ugiecia, aby uzyskac¢ rozwig-
zanie przyblizone. Wtedy sztywnos$¢ zginania B jest funkcjg x i v.

§ 184. Metoda Rayleigh’a-Ritz’a. Ta metoda omija catkowanie
réwnania rozniczkowego powierzchni ugiecia wychodzac z zatozenia,
ze w jako funkcja x,y da sie rozwina¢ na szereg w ogéle nieskonczony

(184.1) w=alq¥{x,y) + ag2x,y) +... +a,(p.{x,y)... (n->00),
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gdzie (@ (i=1,2,...,w) sg fuekejami spetniajgcymi warunki brze-
gowe, zas ajiwspotczynnikami statymi. Funkcje qi sg zresztg dowolne,
chociaz od ich postaci zalezy bardzo stopien zbieznosci szeregu
ktorego wspotczynniki obliczamy z warunku extremum energii
scatkowitej uktadu TJ w potozeniu réwnowagi, po wstawieniu w wy-
razenie dla U wartosci powyzszej w. U traktujemy przy tym jako
funkcje n parametréw a wiec warunki extremum wyrazamy
rownaniami
Cdi

Gtowng trudnos$¢ stanowi dobdr odpowiedni ciggu funkcyj (fi,
natomiast wazng zaletg praktyczng metody jest mozliwos¢ uzy-
skania rozwigzan przyblizonych przy zastosowaniu szeregu o nie-
wielu wyrazach, co pozwala niezbyt ucigzliwym rachunkiem znalez¢
rozwigzania liczbowe w zadaniach konkretnych.

W. Ritz 1) dowiodt, ze gdy funkcje qi dobierzemy tak, aby
wyrazenie (184.1) mogto z doktadnoscia dowolng przedstawia¢ kazda
funkcje w czynigcg zados¢ warunkom brzegowym, a jego pochodne
okreslong liczbe pochodnych tej funkcji, wéwczas z rosngcym n zda-
zajg wyrazenia o postaci (184.1) do szukanego rozwigzania Scistego.

Metoda R.-R. ma oczywiscie znaczenie ogé6lne i moze by¢ sto-
sowana do wszelkich zagadnieh teorii sprezystosci oraz zagadnien
z innych dziedzin fizyki teoretycznej, jednakze, jak sie zdaje, $Swiecita
gléwne sukcesy przy rozwigzywaniu zadan z teorii ptyt. Sam Ritz
wyprobowat ja z powodzeniem przy rozwigzaniu trudnego przy-
padku zgiecia ptyty prostokatnej dokota doskonale utwierdzonej
pod obcigzeniem prostopadtym do ptaszczyzny piyty.

Jako prosty przyktad wezmiemy zagadnienie ptyty prosto-
katnej o podparciu teoretycznym (tj. dziatajacym obustronnie)
wszystkich czterech bokéw i obcigzeniu prostopadiym p(x,y), kto-
rego rozwigzanie znalazt najpierw L. {STavier w r. 1820.

Zalozywszy w tym celu warunki brzegowe w= 0; dav/3x*=0
i d2v/3y2= 0O2) przy osiach x i y przechodzacych przez sasiednie

1) Crelles Journ. f. Math. t. 135, 1909, str. 1— 61.

2) Wielu autoréw wymienia tutaj w=0 i \J2w =3 2w/3x2+32wj3y2= 0 jako
warunki Navier'a dla kazdego prostoliniowego brzegu ptyty ustalonego tak,
aby nie byto momentéw zginajacych okoto linii srodkowej tego brzegu. Wtedy
w elementach tego brzegu nie ma réwniez momentéw zginajagcych okoto normal-
nych do linii srodkowej. Gdy wiec te linie obierzemy np. za oS vy, to

m -i32v . 3WA . N32v 32
" —B\37+vw r° 1 nm=- Bw +v3xtrQ
wobec czego i mx+my= 0= — B (I+v) (S™:/3x2+32w!3y2), co jest mozebne tylko

pod warunkiem v2h'= 0. Ten warunek jest za$ rownowazny z wymienionymi
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podparte boki ai b ptyty (rys. 109) a osi 2 skierowanej w dot, przyjat,
ze powierzchnie ugiecia przedstawia szereg podwadjny

_ovt . mrnx . sny
(184.2) W= 2 2 resin —a sin
—F =¥

ktérego kazdy wyraz czyni zados¢ wszystkim warunkom brzegowym
dla x=0, x=a, y—0, y=b.

\Y

Wstawiwszy to w rownanie rozniczkowe powierzchni ugiecia,
otrzymujemy
[ rnx gjp sy _V;(®iV)
a2 I a b B

z czego wynika, ze rozwingwszy obcigzenie na szereg Fouriera

(384.3) p{%,y)=2 12 CsSin~a~SnHT

r

porownawszy wspotczynniki po obu stronach znajdziemy

Cr, 1
Bn* [r2

bJ)

~ . rjtx . sny
1 v v °"sm— sm~t

a wiec rozwigzanie

warunkami momentowymi dlatego, poniewaz y 2v okres$la jak wiadomo z § 180
sume 1lp+ I/p' krzywizn jakichkolwiek wzajemnie prostopadtych przekrojow
normalnych stabo zakrzywionej powierzchni ugiecia. Gdy wiec ta suma jest
wzdluz podpartego prostego brzegu y plyty réwna zeru, to poniewaz krzywizna
32wj3y2= 0, przeto musi by¢ i 32v/3x2= 0. Z tego wynika, ze obadwa sposoby
wyrazania warunkéw brzegowych sg réwnowazne.
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Wspoéitczynniki Crs w rozwinieciu p(x,y) wyznaczamy mnozac
obustronnie réw. (184.3) przez sin r'nx/a sin s'ny/b i catkujac miedzy
granicami x=0,a i y= 0,b. Wtedy znikajg caiki postaci

a b
FFs'mme'm ﬂlys.nr]nx 'smsﬂ—ldXdy, dla >=M", *=M’,
J J a b a b

00

a otrzymujg wartosci =ab/4, dla r=r', s—s'. Stad

4 CC mrnx . sny, ,
="J Jrsm~ S — *um

omn

A zatem
A VRicAL
w0 oo SIN— sin® Jf Jf >{,i)bin sin

,1S4-4) n*abB-
—k

jest rozwigzaniem ogolnym. Zbieznos¢ powyzszego szeregu nie trudno
stwierdzi¢ nawet w przypadku najniekorzystniejszym sit skupio-
nych rozpatrzonym szczeg6towo w ,Teorii ptyt...” autora.

Przy zastosowaniu metody R.-R. piszemy

u=v- 1=-bjy (f5+ j»fdxdy~ fj‘pwdxd!jvi

a po wstawieniu za w wyrazenia (184.2) i wykonaniu catkowan
otrzymujemy

r s
(184.5) V- r C Tnx . snyn .

I:2j'2jAI’SJJVsm~()tsm~'[ y'

r

Z warunkow 9UI9Ars=d(V—L)/8An = 0 znajdujemy teraz tatwo

4F 9 p smit>x st S gxdy
(184.6) Ars=

b Z uwzglednieniem wyniku znalezionego powyzej przy obliczeniu wa-
riacji, ze
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zgodnie z rozwigzaniem poprzednim. Jak fatwo sie przekonac,
druga metoda rozwigzania prowadzi w tym przypadku predzej do
celu. Autor stosowat jg i w innych zagadnieniach szczegétowych
bardziej ztozonych (ob. ,Teoria ptyt...”), sprawdzajgc zawsze zna-
lezione wyrazenia dla w przez podstawienie w réwnanie rozniczkowe
powierzchni ugiecia. Takie sprawdzenie pozwala bowiem w niekt6-
rych przypadkach ustalenia brzegéw ptyty przekonaé sie, ze obrana
posta¢ funkcyj gt w rozwinieciu w, chociaz czyni zados¢ warunkom
brzegowym, to jednak nie prowadzi do rozwigzania $cistego przy
rosngcej liczbie wyrazow szeregu (184.1). Odnosny przyktad znajdzie
czytelnik w ..Teorii ptyt” na str. 239.

Tutaj uzupetnimy jeszcze rozwigzanie powyzsze przypadku
Xavier'a podaniem niektorych wzoréw dla obcigzenia roziozonego
rownomiernie gkg/cm2i skupionego P.

16(7 v V11 « Tnx . sny

sm~ t
. mXx sny
10. 160 1 3MzsM
w= "e2 2 jTs— 7+ (r,«=1,3,5,.".).
r 8 W + b*
W przypadku sity skupionej P w punkcie (f,i?) jest
s'|nm£sinﬂlsinmxsins—gy
(") wW-tfabB A 2/ " e ’ (rs=1,2,3,..).

r 8 Ua+W

§ 185. Nowsze rozwigzania przypadku Navier'a ptyty prostokatnej.
Rozwigzania powyzsze jedyne do konca X IX wieku wymagalty przy
obliczeniach liczbowych zbyt wiele pracy, aby sie nimi postugiwac
w licznych waznycli zastosowaniach. Dopiero w r. 1899 M. LOvy
(C. R. t. 129, str. 535) wskazat na mozliwos¢ prostszego rozwigzania
zZa pomoca przyjecia stosowanego juz przez Poisson’a przy caitko-
waniu réwnan rdozniczkowych czastkowych, a mianowicie

(185.1) w—" X n(x) sin (n=1,2,3,...),

gdzie X n(x) jest funkcjg samego x. Tg drogg otrzymuje sie w przy-
padku powyzszym, a takze w niektérych innych przypadkach usta-
lenia brzegéw, rozwigzanie w postaci szeregu pojedynczego znacznie
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dogodniejszego do obliczehn od rozwigzania Navier'a. E. Estanave
wykazat w r. 1900 1), ze rozwigzanie Navier'a da sie przeksztaici¢
na szereg pojedynczy, co daje to samo, co rozwigzanie Levy’ego.
Do tegoz wyniku doszedt A. Nndai w r. 19152) droga roztozenia
rozwigzania wedlug schematu

przy czym
(185.2)

jest rozwigzaniem dla zgiecia walcowego ptyty nieskonczenie dtugiej
0 rozpietosci b miedzy brzegami podpartymi. To wyrazenie rozni
sie od wyrazenia dla linii ugiecia belki o rozpietosci b obcigzonej
robwnomiernie tylko tym, ze zamiast sztywnosci zginania belkowej
B=EJ mamy tutaj sztywnos¢ ptytowg B =B Jjl—w

Druga skladowa ugiecia w2 jest catkg rownania rézniczkowego
jednorodnego \/2/2v= Q otrzymang z zalozenia Levy’ego, ktore
po podstawieniu daje

72n 7L

(185.3) AT -7+ 2% xn=o,

tj. rdwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu czwartego o wspoéiczyn-
nikach stalych. Wyznaczywszy state calkowania z warunkéw brze-
gowych dochodzi sie do rozwigzania zupeinego.

Jeszcze inaczej otrzymal autor rozwigzanie réwnowazne z po-
wyzszymi w pracy ,Teoria ptyt...” wykonanej w latach 1915—1918,
a ogtoszonej w r. 1921 (Tow. Naukowe Lwowskie). Uproszczenie
jakie ten sposéb daje polega na stosunkowo prostej postaci roz-
wigzania dla ptyty nieskonczenie dilugiej pod obcigzeniem paska
elementarnego prostopadtego do brzegéw ptyty. Takie, rozwigzanie
pozwala dojs¢ szybko przez zwykte sumowanie do rozwigzania
przypadku Navierowskiego. Podzieliwszy w tym celu plyte nie-
skonczenie dlugg na pola o ditugosci a, (rys. 110) obcigzamy kazda

t) E. Estanave, Contribution a l|'etude de I'equilibre ¢lastigue d’'une

plague... (Th5se...).
2) A. Nadai, Elastiscbe Platten. Berlin 1925.
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pare po6l sasiednich w sposob antisymetryczny wzgledem prostej
rozgraniczajgcej te pola. Znaczy to, ze jezeli lewe pole obcigzymy
od gory przez P, to prawe obcigzamy od dolu w ten sam sposob
przy symetrii obszaréw obcigzonych wzgledem wymienionej pro-
stej. Obcigzywszy identycznie kazda pare pdél sasiednich znajdujemy
przez tatwe do wykonania sumowanie rozwigzan powierzchnie ugie-
cia ztozona z czesci naprzemian wypukiych i wklestych na polach
sasiednich. Czesci te laczg sie wzdiluz 'prostych rozgraniczajacych
pola, wobec czego momenty mx wzdiluz tych prostych znikaja,
a rownowaga dowolnego pola ab nie bedzie naruszona, gdy rozdzie-
limy ptyte nieskonczong przekrojami poprowadzonymi wzdiuz
tychze prostych na plyty ab dokota podparte.

r

Wezmy np. ptyte o rozpietosci b rozciggajgca sie po obu stro-
nach osi Y (rys. 111) w nieskoriczono$¢, na ktérg dziata tylko w prze-
kroju OY obcigzenie liniowe dajace sie rozwingé na szereg Fouriera

ji \ P, - N
Viz)= 21 'Dy
n=1,2,3...
Przy takim obcigzeniu znajdujemy powierzchnie ugiecia jako
rozwigzanie rOdwnania jednorodnego \/lw—0, a wiec catkujgc row.
(185.3). Catka ogodlna ma postac

(185.4) X,=(C 1+ C)c6 +(Ca+ Ctx)i

co tatwo sprawdzi¢ przez rozniczkowanie i podstawienie w (185.3).
Warunki brzegowe sa:

1w/ =0, 207 |/ =0, V%I =-BA-ASPw)/ =-£.

/ X->00 / AT>00 / v->00 Chj ! x->00 -1
Oba ostatnie wynikajg z symetrii wzgledem ptaszczyzny YZ. A za-
tem Ci—C2= 0, a dla C3i C4otrzymujemy wartosci, ktére po pod-
stawieniu znalezionej catki w (185.1) dajg

i \>PI_3.L_.nn \ —£ . nny
(185.5) we oo Seer e & sin Y.

71=1
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Gdy np. obcigzenie p'(y) jest roztozone réwnomiernie na od-
cinku bD ktorego srodek ma rzedng yl (rys. 111), to rozwiniecie

Fouriera daje

185.6 ¢ n= 4P 1 . n7b, . nnyl

(185.6) n= ﬁ'ﬁ:"'ﬁsm -T5p Sin

gdzie P jest obcigzeniem catkowitym na odcinku bv Podstawiwszy
to w (185.5) mamy

Pb3 'S?(n,blyj)/-. , nn \ .nnn
(185-r > N-Voo- (14T f % smir» -
n=12,3...
przy skrécie:
.. _ . hnb, . nn
(185.8) (n, bx ifi) = sin — " sin - yx.

ZbieznosS¢ szeregu we wzorze dla ugiecia (185.7) jest tak silna, ze
w zastosowaniach praktycznych wystarcza czesto pierwszy wyiaz
jako wartos¢ przyblizona.

Zastosowanie sposobu wymienionego powyzej do znalezienia
rozwigzania dla ptyty prostokatnej ab obcigzonej w ten sam sposob
na odcinku \ (rys. 112) upraszcza sie jeszcze w przypadku ogoél-
niejszym zbadanym przez y
autora szczeg6élowo w ,Te-
orii ptyt”, kiedy sztywnosc¢
zginania ptyty jest zalezna
od kierunku przekroju (a nie-
zalezna od miejsca). Wtedy
ptyta jest anizotropowa, co
w ogole komplikuje teorie

T

znacznie. Jednakze w przy- 0
padku waznym praktycznie . a
ortotropii ptyty, tzn. gdy Eys. 112.

gtdbwne osie sprezystosci sg

wzajemnie prostopadte, a nadto rownolegte do x i y, jest rozwigzanie
ogolne pod pewnym wzgledem prostsze niz w przypadku izotropii.
Dlatego podamy tutaj wzdér gotowy otrzymany przez przejscie do
granicy wyniku znalezionego dla ptyty ortotropowej, a mianowicie:

2PP 'y (n,blyDi nna nna noWb_, ,.nnx9
i Cth—— “Ctli—— -
(185.9) w "Bol j_t
71=1,2,3...
sf1X» Ghnnx
nnx Cthn_nx\ _______ b __________ b—-s'm”Lty
b b { nna b
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dla x~.x1l=a—x2 tzn. dla lewej czesci ptyty. Dla czesci prawej
nalezy zastgpi¢ x2 przez xu zas x przez (a—x), aby otrzymac od-
powiednie w.
W prostym przypadku szczeg6lnym ptlyty obcigzonej sitg sku-
piong P w Srodku jest
lim g, = lim neby g AN
=0 y,=1;2 ¥ *

a z réw. (185.0) Otrzymujemy dla strzatki ugiecia w $rodku wzor

S-H_nna nna
<185. . .
185.10) '2n-B ! nlo rtl)na b f
n=1.35,.. L tl -

stad dla ptyty kwadratowej (b= a):

Pa2 Shn—n 1l Sh3n—3tt 1

(185.11) /= .
2n‘B Chn+ 1 3J Ch3ti+l 53 Ch57r+

Z tego szeregu wystarczajg cztery wyrazy, aby otrzymaé warto$¢
liczbowg z dokladnoscig 1°/00, a mianowicie

1 Pa2
86"5

podczas gdy przy obciazeniu réwnomiernie roziozonym na catej
ptycie jest

a wiec okoto 13 wartosci poprzednie;j.

llos¢ zagadnien szczeg6towych ptyt prostokatnych, jakie na-
strecza zwlaszcza technika nowoczesna jest bardzo wielka. Szereg
tych zagadnien traktowat autor szczeg6towo w pracach ponizej przy-
toczonych majgc na oku me tylko zastosowania praktyczne, lecz
takze poréwnanie wynikow teorii z badaniami dos$wiadczalnymi.
Tak np. okazalo sie, ze wptyw nieuchronnego wystawania ptyty
poza prostokat podparcia, ktory zmniejsza ugiecia i wielkosci sta-
tyczne pityty obcigzonej tylko w obrebie prostokgta podparcia,
winien by¢ uwzgledniony przy porownaniu pomiaréw doswiadczal-
nych z teorig. Podobniez modyfikuje powierzchnie ugiecia rozto-
zenie obcigzenia na sie¢ kwadratowg sit skupionych, jakie zwykle
zastepuja to obcigzenie w badaniach laboratoryjnych, wobec czego
nie mozna poprzesta¢ na stosowaniu wzordow teoretycznych dla
obcigzenia réwnomiernego przy interpretacji pomiarow strzalki
ugiecia, katéw nachylenia brzegéw itd.
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§ 186. Metoda Galerkina. Z przedstawiong w 8§ 184 metoda
R.-R. wspdizawodniczy z powodzeniem metoda B. G. Galerkin’a,
ogtoszona w r. 1915 (Wiestnik Inzenierow, Petrograd, zesz. 19).
Metoda ta ma tak jak poprzednia znaczenie ogolniejsze, ale po-
niewaz byta podobnie najpierw stosowana do zagadnien pilyt, przeto
objasnimy jg na razie na zagadnieniu zgiecia ptyty cienkiej obcig-
zonej prostopadle do jej ptaszczyzny.

Z row. (183.6) wynika

E jj\ylw-dw-dxdy=J J pdwdxdy,

co przy pojmowaniu ‘v jako przesuniecia przygotowanego wyraza
rownos$¢ wartosci liczbowych pracy przygotowanej obcigzenia

(62)0= j J pdw-dxdy
i pracy przygotowanej wewnetrznych sit sprezystosci, tj.
(OL)S=E J J \7Iwdwdxdy.

Ta réownos¢ nie zajdzie jednakze w ogole ScisSle, gdy w zastg-
pimy wartoscig przyblizong
(186.1) w=al{@p+a 2@+ —+anm,
gdzie kazda z funkeyj (@ winna uéqzynié zados¢ warunkom brzego-
wym zagadnienia, azeby te warunki spetnialo takze w. Aby dopro-
wadzi¢ oba wyrazenia do réwnosci przy dowolnie obranych prze-
sunieciach przygotowanych dwl,dw2,...,dwn, poddajemy wspoéiczyn-
niki al7a2,...,an réwnaniom warunkowym

JJjE \/iwbwldxdy=JJp6widxdy (i= 1,2,...,.wXx

Gdy jako przesuniecia dwl,dw2,...,6wn obierzemy funkcje
<P, <Pz...<Pn z wyrazenia przyblizonego (186.1), to otrzymamy row-
nania warunkowe Galerkina

(186.2) f f{E \liw—p)cptdxdy=0 (i= 1,2,...,»).

Tych réwnan jest tyle ile funkeyj (@ obrano dla przedstawienia
przyblizonego w, a wiec nieskonczenie wiele, gdy dazymy do Scistosci
zupelnej. Kazde z réwnan (186.2) powstaje przez pomnozenie spro-
wadzonego do zera rownania rézniczkowego zagadnienia kolejno
przez kazda z funkeyj qt i pole elementu powierzchni dxdy, catko-
wanie tak utworzonego wyrazenia na obszarze ptyty i przyréwnanie
kazdej z calek do zera.

Prosty przyktad zastosowania metody Galerkina wykazujacy
jej korzysci praktyczne w poréwnaniu do metody R.-R. jest przed-
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stawiony szczeg6lowo na str. 139—112 ksigzki: C. B. Biezeno
z R.Grammel, Technische Dynamik (Berlin 1939). Idzie tam
0 przyblizonerozwigzanie wspominanego juz powyzej trudnego
przypadku ptyty prostokatnej dokota utwierdzonej i obcigzonej
rownomiernie. Warunkami brzegowymi sg wtedy

w=0 dla ®=xa, y=zxb,
31V = [ 0= +' 4w
dx 0 tla %= t'a, ‘i(’jy
przy obiorze poczagtku wspotrzednych w Srodku plyty o wymia-
rach 2a i 2hb.
Do zbudowania funkcji w zastosowano najprostsze mozliwe
funkcje algebraiczne, ktérych iloczyny spetniajg warunki brzegowe”
tj. funkcje

0 dla- y= b,

Xj= @—-a22 X2=x2Ax2—a22
Yi=(y*-b22 Y2=y2y2b 22
Po wprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych x=xja, y—yjb,
X=X Yai; X2= XJa6; Y11= Ylbi; Y2=Y 2b6
1 oznaczeniu wspotczynnikow %,a2,... przez an,al2a2l,a2?, przybiera
wyrazenie przyblizone dla w postac
w=au M+ al2X1Y2\- X 2Yi4-a2x2y2
Odnos$ne rownania Galerkina przerobione dla wspétrzednych
X,y dajg po wprowadzeniu e€—b2a2 i uwzglednieniu, ze z powodu
symetrii wystarczy catkowac tylko na obszarze jednej ¢wiartki ptyty:
i

bJ /[ 2 iaj{s2r"'Yj+ 2Ti'Y| + w,dxdy =
(186.3) 00 "A! rro- - (h—1,2\
= €e2aip] | XKkYjdxdy [1= 1,2)"

0o

Mamy wiec uktad czterech rownan liniowych wzgledem ay,
ktérych wspotczynniki wymagaja obliczenia 52 calek, dajgcych sie
jednakze wyrazi¢ przez tylko 11 catek réznych, oznaczonych przez

i [ i i_
aid= f XiXjdx=fYtYjdy] bi}=fl,!"/ dx=fYtY'/dy
0 0

0 0
1
c,= XX dx=fYiYj"dy
0

1 1 1 1
dx= j X1d x=j Y1dy, d2= fx ad x=fY2dy.
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Ich wartosci sa:

128 128 128
"M 8TTus’ ~2 f2 yy.mg’ ~ “ 1~-10S
128 . _ 128
"11_ 105’ bi2=b 2= Q b= 11-105
64 64 3-64
Cn- 5, cd-c 122 — c2- 35
. 8
d| - 1—5 , d2"' 105

Te stale wystarczajg do obliczenia 52 wspoétczynnikéw zesta-
wionych w tablicy nastepujace;j:

[ 1 1 2 2
i 1 2 1 2
k=1 e2«ncu l:~ai2 (u e2Uii di2 £ d2G2
1=1 2b\i 2 buri2 - WIrM2 2%4 £2dx«4p
1 1 1 1 B
®n cxi —ancl2 — Ul12Cn — «i2G2
k=1 £2¢t12Ch £2800R11 £2Uj.. 12 £'U2202
1=2 2bu b2 2 b2 2 pl2 2 &12b2 £2dj (L c4p
1 . 1 1 B
w2Ua Ci2 *11/22 = <NDCI12 — ffl12c12
k=2 £2 ck £2d2C2 e2an c2 28122
zZ=1 2bn b12 2p| 26ui2 2 bi2b22 irdxd2(dp
1 1 1 1 B
* A al2dl g$I2Cl2 w2 a22d| Wj @22fix2
&= 8 £((10M}o £2<0CI2 £2U12C2 £2U22C2
1=2 2R 2 bizb2 2 M2 22 £d2% j>
1 1 3 1 B
2 %2C2 — «12c2 — u22ci2 —. C.2°2

£

Po obliczeniu wspoiczynnikow otrzymuje sie cztery réwnania,
z ktérych znajduje sie nakoniec wartosci ay, a z nimi réwnanie
przyblizone powierzchni ugiecia ptyty.
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Aby oceni¢ stopieh przyblizenia wykonano rachunek szczegé-
towy dla £= 1,5, ktory dat

an= 0,0 3 5?@34% 5 ap= 0,026785:;(?
(186.4)

aZl= 0,002648’\B , adZ= 0,014031 B

Z tymi warto$ciami otrzymano np. dla najwiekszego napre-
zenia w $rodku boku dluzszego (x= a, y—0) wzo6r, ktérego wspot-
czynnik jest tylko o I,5°/0 mniejszy od otrzymanego z obliczenia
Scistego bez poréwnania ucigzliwszego. A dla strzalki ugiecia w $rodku
otrzymano

*
f= 0,035035a-B"\{.

co daje tylko 0,4°/o btedu.

Oprocz metod powyzszych stosujg C. B. Biezeno iJ. J. Kochl)
metode ,odwrécenia zagadnienia”, ktdrej idea byta naszkicowana
juz w ,Teorii ptyt” autora. Te i inng jeszcze metode znajdzie czy-
telnik w ksigzce powyzej przytoczonej.

§ 187. Drgania gietne piyt. Plyta prostokatna. Wtasne drgania
gietne ptyty zachodzg bez udziatu sil zewnetrznych (nie liczgc samych
reakcyj miejsc ustalenia). Stosownie do zasady d’Alembert’a napi-
szemy odnosne réwnanie ruchu jako réwnanie rdzniczkowe réwno-
wagi pod obcigzeniem jednostki pola ptyty (cienkiej)

9hv

p= -yh —

tj. przez reakcje kinetyczng. Tutaj oznacza y gestos¢, h grubosé
ptyty (jednolitej i izotropowej). A zatem

(187.1)

jest réwnaniem drgan gietnych ptyty. Szukajmy catek tego réwna-
nia w postaci

(187.2) w= cp(X,y) sin wt i w= rp(X,y) cos wt.

Po wstawieniu w (187.1) otrzymujemy

X) Ingenieur, Haag 38, 1923, str. 25.
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z czego widac¢, ze obie funkcje (187.2) sg rozwigzaniami rownania
(187.1) jezeli funkcja <p(xy) spetnia rdwnanie

(187.3) yie=r L(P

Rozpatrzymy tutaj blizej tylko przypadek ptyty prostokagtnej
ab o brzegach przegibnie ustalonych (jak w zagadnieniu Navier'a).
Wtedy réwnaniu powyzszemu czyni zados¢ funkcja

<pxVcua UM sif Y (rs=12,3,..);

gdzie c oznacza stalg, jezeli

(r2 s2A2 . 02uh
W + T2
czyli gdy A

im 1) » -“»=""S+s)|/jrr

Rozwigzanie row. (187.1) mozna przeto napisa¢ w postaci

w=(trs sm a'rst'—‘(-(Fs cos nrst) sm m:< sm -S—ij
albo
(187.5) w=ars cos (o:rst—as) sin [%—X sin srg)y ,

jezeli arsi -ds sg statymi dowolnymi zastepujgcymi c.si &s. Najogol-
niejszym rozwigzaniem spelniajagcym przy kazdej wartosci t wa-
runki brzegowe jest widocznie

(187.6) w= ">~>"arscos (a-rsi—drs) sin sin™~L (r,s=1,2,3,..)
r S

Najdiuzszy okres drgania

in 2a2b2 U|_i|'|iii(L—r)
wu  nh,aiJr b2)\ E

odpowiada drganiu harmonicznemu podstawowemu ptyty, ktérego
rownaniem jest

(1§9.9} w=al cos f)n(sm n_; s'inpﬁf.
Przyjawszy r=s = 2,3,4,.. otrzymujemy drgania skladowe

z prostymi liniami weztowymi rownoleglymi do brzegow ptyty.

Teoria sprezystosci 11
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Linie te dzielg plyte na pola prostokatne podobne geometrycznie
do prostokata ptyty a-b. W przypadkach r g=s zachodzi réwniez
podziat liniami wezlowymi na prostokaty, ale niepodobne do a b.

Drgania ztozone nie sg w ogoéle ruchami okresowymi jak to
np. tatwo stwierdzi¢ w prostym stosunkowo przypadku dwu drgan
sktadowych odpowiadajgcych wartosciom r=rx s= slir=r2 s= s2
Wtedy

@8?% w= wls'ianZCX s'in31giy sin out + w%sin %X sin%%“é-sin c%i,

gdzie stosownie do (187.4) jest

(187.9) «>-*(% + § +

a ruch bedzie okresowym tylko pod warunkiem, ze

sHS +pMaM )

jest liczbg wymierna. To zas wymaga aby a i b bylo rowniez liczbag
wymierng. W drganiu okreslonym réwnaniem (187.8) wystepujg
w ogole tylko punkty wezlowe, a linie weziowe tylko wtedy, gdy
0l=w 2 Zaleznie od wartosci liczb rusur2s2 otrzymujemy naj-
rozmaitsze ksztailty linii weziowych. Te same linie wystepujg takze
w btonach drgajgcych rownomiernie napietych na stalym konturze
prostokgtnym i mozna je znalez¢é w podrecznikach akustyki.

§ 188. Drgania piyty okragtej o brzegu swobodnym. Ten przy-
padek ma wazne znaczenie nie tylko w akustyce, gdzie byt najpierw
studiowany doswiadczalnie zwlaszcza przez E. Chladni'ego (1756—
1824), ale takze w nowoczesnej konstrukcji turbin parowych (Sto-
dota, Dampfturbinen, Yl.wyd. 1924). Taka ptyta ustalona w Srodku
objawia dwa typy drgan gietnych. W pierwszym drgajg elementy
pierscieniowate wydzielone walcami o wspdinej osi Z uktadu maja-
cego poczatek w Srodku plyty pomyslanej poziomo i zawierajacej
w ptaszczyznie srodkowej osie X i Y. Przekréj osiowy ptyty wygina
sie przy tym falisto podczas drgania. W drugim typie pozostajg
prostymi elementy o dlugosci rbwnej promieniowi ptyty B wydzie-
lone nieskonczenie bliskimi przekrojami osiowymi, a wygieciu
falistemu podczas drgania ulegajg wszystkie elementy pierscie-
niowate.
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Réwnanie rozniczkowe drgan wiasnych, ktére wedlug (18,1.10)

ina postac
(02—

napiszemy we wspotzednych biegunowych r, & stosownie do wz. (76.8)
w postaci

@- 1 3 1 32\t3av 1 3w 1
[d?+ r "dr+ r2'3d2 (372 "Hr+ r2"d¥)

Warunki brzegowe (181.10) po podstawieniu wyrazeh drugich
pochodnych czgstkowych wzgledem x i y przez pochodne wzgle-
dem r, tak jak to uczyniono w § 76, oraz uwzglednieniu ze teraz
3\3n s=3/3/', upraszczajg sie znacznie do postaci:

3 (32w 13<A
| | . —_—-4--— = . . _— =
423 4 0, (ass4) AT an =0

Mamy wiec znalez¢ caltki réwnania (188.2) czynigce zadosé
warunkom brzegowym (188.3 i 4). Rezygnujgc z szukania rozwig-
zania najogolniejszego przyjmiemy, ze w zalezy tylko od r i t, czyli
poprzestajemy na wyznaczeniu drgah typu pierwszego. Jak w wielu
zagadnieniach pokrewnych przyjmujemy wedlug Poisson’a

(188.5) w=y>(r) cos cot albo w—y>(r) sin cot.

Otrzymujemy tedy z (188.2)

albo po wprowadzeniu oznaczenia skracajgcego

<188.(1 =
® 5

(188.7) \/"\/ ly)—ffiip—O.

Warunki brzegowe za$ zamienig sie na

<188-8>

jezeli R jest promieniem zewnetrznym piyty.
Réw. (188.7) mozna tatwo przeksztatci€é na nastepujgce:

(188.9) (\72s Q[(y2+ sbh]=0, albo (\7*+s2[(\J2s 2y]= O.
1%



164 XVI. Teoria piyt

tatwo to sprawdzi¢ postugujgc sie symbolem \/* wyrazonym

tutaj przez
13,1
v ‘Tdrs+ r 3/ r2'3d*

z pominieciem wyrazu ostatniego (ob. wz. (76.7)). Z (188.9) wno-
simy, ze réwnaniu (188.7) mozna uczynic zado$¢ w sposOb dwojaki:
Albo przyréwnywujac do zera (V2+«2”> albo tez (\y2—s2e> Stad
wynikajg dwa réwnania rézniczkowe rzedu drugiego:

(188.10)

Obadwa réwnania sg catkowalne przez funkcje Resselowskie;
pierwsze przez funkcje J(sr) i Y(sr), drugie zas przez J(sri) i Y(sii)..
Napiszemy wiec

(188.1.1) ~1=A 1I(sr)-f-Nir(sr); y2=A 2)(sri)+B2Y(sri),
przy czym funkcje J i Y sa okreSlone wzorami

- (19)2 (|z)4 (t*)6
J(«)=1-, 12

(\z)2 (1+7?) fj-g)4, (1+ | + -p 149)6

Y(e)=J(e) In z- 19 ti &I

Poniewaz ta ostatnia funkcja staje sie nieskonczenie wielka,,
gdy z—sr—0, przeto nalezy przyja¢ P1=P 2= 0. Skladajgc wiec
oba rozwigzania, otrzymamy jako rozwigzanie rOwnania (188.7)

(188.12) yj=AJ\sr)+BJ(sri).
Pierwszy z warunkéw brzegowych (188.8) daje teraz dla r=Bz
jo I
— [AJ(sr)+ BJ(isr)]+~-[AJ(sr)+BJ(isr)]=0,
a po wykonaniu rézniczkowania i prostym przeksztalceniu;

(188.13) A -B =0,

gdzie kreski oznaczajg ro6zniczkowanie wzgledem argumentu..
Drugi z warunkow brzegowych (188.8) da sie bardzo uprosci¢ przez.
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uwzglednienie rownan (188.10), ktoére daja:

a, stad
~vav=-1 ~» H)— lo

A zatem warunek brzegowy wyrazi réwnanie
(188.14) A.r(sr)—BJ(isr) = 0.

Aby réwnania (188.13 i 14) daly rézne od zera wartosci A i B,
musi by ich wyznacznik rowny zeru, co prowadzi do nastepujgcego

rownania czestosci

(188.15) i J'(isR)- mJ'(sR)=0,

ktore okresla mozliwe wartosci sm, wzgl. czyli wartosci wiasne.
Odpowiadajg im wartosci Ami Bm w réwnaniach (188.13 i 14),
dla ktorych z ostatniego wynika

Bm  .J'(sR)

(188.16) AT T (SR)

Oznaczywszy przez Cm statg dowolng wyznaczymy przy po-
mocy réwnania powyzszego i (188.12) funkcje wiasne:

(188.17) wir{r) = Cm[J'(ismR)J(snr)-iJ'(smB)J(ismr)|
Stad stosownie do réwnan (188.5) zlozymy rozwigzanie

szczegolne w postaci
(188.18) wm= (Cmcos wmt-\-D sin wmty>m(r),

gdzie m-tg czestos¢ wtasng wm okresla wedtug (188.6) wzor:
(188.19) amest, Jab=SIL T LT

w ktérym smma wymiar odwrotny diugosci. Rozwigzanie za$s ogdlne
jest

(188.20) W:"OE C mcoscont+D mhnojnt)[J'(ismR)J{snT)-iJ'(s mR)J(i8nT)"].

7/2=1
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State Cmi Dmwinny by¢é wyznaczone z warunkéw poczatkowyclir
tj. dla t= 0 jest w=F(r)-, Swl9r—G(r), jezeli F i G sg funkcjami
danymi. Wtedy

w/ = JjCm[J'(i?mR)J(?mr)—iJ'(smR)J{ismr)]=F (r)

~mei
00

m=1

Wyznaczenie stalych wymaga zatem zastosowania rozwinie¢
funkcyj F i G na szereg funkcyj Bessetowskich, na co tutaj nie ma
miejsca. Zaznaczymy tylko, ze z réwnania

ym(r)= o z warunkiem O<r<R

mozna znalez¢ wartosci r odpowiadajgce punktom ptyty, ktore-
przy drganiu pozostajg w spoczynku, tzw. wezly drgania. Punkty
te leza na okregach kot wspoélsrodkowych jako liniach wezlowych®
Odnosne obliczenia szczegOlowe znajdzie czytelnik w przytoczonym
juz podreczniku C. Schaefer'a (t. I, wyd. II, str. 753).

§ 189. Uogodlnienie teorii ptyt cienkich, gdy ugiecia nie sg male
w poréwnaniu do grubosci. Jak wiadomo z §179 i nastepnych klasyczna
teoria plyt cienkich prowadzgca do biharmoniczncgo réwnania réz-
niczkowego powierzchni ugiecia i warunkéw brzegowych podanych
w 8182 opiera sie na zalozeniu, ze rzedne powierzchni ugiecia sa
mate w poréwnaniu do grubosci ptyty. To zalozenie jest konsekwencja
przyjecia, ze odksztatcenia skladowe ex, ey i yxy w plaszczyznie
srodkowej ptyty xy po jej wygieciu nie osiggajg wartosci godnych
uwzglednienia, czyli ze elementy powierzchni wygiecia nie zmie-
niajg swoich wymiaréw i kontur6w, co jak wiadomo z geometrii
spetnia sie Scisle tylko dla powierzchni rozwijalnych na plaszczyznie..
(Wszelkie wielkosci odnoszace sie do ptaszczyzny Srodkowej piyty,
wzglednie do utworzonej z niej powierzchni ugiecia odrozniamy
tutaj kreskami poziomymi od odpowiednich wielkosci w innych
punktach pityty). Jezeli wiec —jak to zachodzi np. w przypadku
gdy powierzchnig ugiecia jest obrotowg — odksztalcenia powyzsze
muszg by¢ rézne od zera, to teoria moze by¢ uwazana za Scistg,
tylko na granicy, kiedy réznice ugie¢ punktow plaszczyzny sSrodko-
wej ptyty zdgzajg do zera. Przy rOznicy tych ugie¢ skonczonej lecz
matej w porownaniu do grubosci plyty daje teoria rozwigzania przy-
blizone, ale w tym samym stopniu w jakim sa przyblizone wszelkie
inne rozwigzania zagadnien trojwymiarowych teorii sprezystosci.
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W przypadkach nader waznych w zastosowaniach, kiedy réznice
ugie¢ moga by¢ tego samego rzedu, co grubos¢ plyty, wypada teorie
poprawi¢, wzglednie uogo6lni¢ uwzgledniajgc odksztalcenia w plasz-
czyznie srodkowej ptyty powstajgce przy jej zakrzywieniu. O tym
zakrzywieniu zatozymy wprawdzie, ze odpowiada warunkom przy-
jetym w 8180, tzn. ze 97 3% 2wj2y pozostajg utamkami matymi,
ale zarazem winniSmy przyjac, ze nie sg tak mate, aby ich kwadraty

mozna byto poming¢ wobec 3u/3x i 3v'3y w ptaszczyznie Srodkowej
ptyty. Jest to uzasadnione tym, ze przemieszczenia u i v mogg by¢
w ogoble bardzo mate, wobec w, a wiec cu 3x. 9v 9y sg liczbami ma-
tymi tego samego rzedu co (cw 3xf, (3w 3yf.

Wezmy teraz pod uwage dwa punkty A i G przekroju XZ po-
wierzchni srodkowej piyty (rys. 113), ktérych wspohzedne przetl
ugieciem byty

(®,0), (x+ dx,0)
za$ po ugieciu
A(x+u,—WB1'/x+’dx+u+j"dx, 3 g

Element AB, ktdrego dtugoscig przed ugieciem byto dx, ma po
ugieciu dlugosé ds réznigca sie od dx z dwéch powodéw: 1° z powodu
jiochylenia o kat 9w 9x, 2° z powodu r6znicy przemieszczen punktow
A i B. Dla pierwszej czesci znajdujemy

ds—<ix L
= d/la a

B\ ux y N3k

z pominieciem matych rzedu wyzszego; dla drugiej za$
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Suma tych czesci wyznacza wydtuzenie jednostkowe w Kkie-
runku x na plaszczyznie Srodkowej, tj

2189.1) 1(dw\2 cu _ _11B3w\2 3v

przy czym drugie z robwnan powyzszych znajduje sie analogicznie.
Pozostaje jeszcze obliczy¢ yxy, ktdre bedzie podobnie sumg dwu
sktadnikéw. Pierwszym z nich wywotanym przemieszczeniami u i v
jest jak wiadomo

\/Xg: w de

drugi zas spowodowany nachyleniem elementu dxdy wskutek wy-

giecia ptyty ma wartos¢
_ Sw Sw

Pomijamy proste ale do$¢ dlugie uzasadnienie geometryczne
korzystajac z gotowego széstego z wzorow (13.5), ktéry przed-
stawia yxy= £y -w przypadku ogO0lniejszym, gdy wszystkie trzy
przemieszczenia sg skonczone i tego samego rzedu. Tutaj jestu i v
bardzo mate wobec w. Dlatego mozna skresli¢ trzeci i czwarty wyraz
wskazanego wzoru i napisac

_ Su Sv Sw Sw
y*t= g+ 8x+ 8¢' Sy
Podobniez wynikaja i wzory (189.1) z pierwszego i drugiego z wzo-
row (13.5).

Wstawiwszy wartosci z (189.1 i 2) w znane zwigzki miedzy
naprezeniami a odksztatceniami otrzymujemy

2 . 26\ s 1
OX =1 _yEHTEY= =& g 2 sx Y'pPU-
2 2 G@Ov. Su 1 8w SWS |
(189.3) % =r=-"e«+,N ==r=;fe+,to+2 W +v te) i
[Su 9v Sw Sw
rx«=V xy =\3y+ Sx+ ~Sx' Sy

(189.2)

Wzory te przediuzaja naprezenia rozmieszczone rownomiernie
na grubosci ptyty i niezalezne od naprezen zginajgcych i skrecajacych
ktore dajg sie wyrazi¢ tak samo jak w teorii klasycznej. Przy tym
jest w=w-{-Ct jezeli £ oznacza odleglos¢ warstwy elementarnej ptyty
od ptaszczyzny Srodkowej, a wiec

Sw Sw Sw Sw
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Dlatego wyrazenie dla energii sprezystej plyty sktada sie
teraz z dwoch czesci: Pierwsza V przedstawiajgca energie zginania
i skrecania ma posta¢ (181.1). Druga zas wyrazi wzor

11— J '~ N (fijicClic+ &Gy~\~yxu™xu) dxdydz
(189.4)

=r= /1] (42 + 4?2 M) oy

w ktorym nalezy podstawi¢ wartosci z (189.1 i 2). Wobec tego, ze
funkcja podcatkowa jest niezalezna od z, mamy po wykonaniu catl-
kowania wzgledem z:

dxdy.

W kazdym elemencie ptyty zachodzg przede wszystkim dwa
rownania réwnowagi

8GX ryC’Trl/ A :/?I-\l i "'\XU_ a
(189.6) " 2 ;o = 0>

poniewaz wylgczono sity masowe, a pominieto naprezenia az, rxz, r,,z.
Trzecie réwnanie odnoszace sie do osi Z zawiera¢ bedzie jako jedyng
site zewnetrzng obcigzenie powierzchni ptyty p (kg/cm32, ktére przyj-
miemy jako pionowe przy poziomym potozeniu ptyty. Ustawimy je
najprosciej przy pomocy zasady prac przygotowanych, ktéra wyraza
réwnanie

(189.7) Jfplwdxdy-(6V+06V1=0,

albo
<5[F+V1—J fpw dxdif]—0,

dla przesunie¢ przygotowanych iw w kierunku Z. Odpowiednimi
wariacjami wielkosci e i y sa stosownie do réwnan (189.1 i 2):

2w 2iw NMw S— 2w 2iw t 2iw 2w
Ux=A'~27" yx=z=2N~2jf + ~d  f

A zatem, opusciwszy zbedne juz kreski poziome nad w, na-
piszemy
Gh f r\nl- , -,2w2dtv , , _ S2w 96w
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Przy pomocy catkowania ,przez czesci” przeksztalcimy to row-
nanie na

O--T=rf f~ - k {extve’ } +2"{{e"+rex]* } +
(189.8)

+ (1_V)\dy{*xyll) + do(”y37)}]dxdy’
Wyrazenie dla 6V znalezione juz w §181 ma postac
(189.9) B ff\jiw-6icdxdy=dV.

Wstawiwszy te wartosci w (189.7) i wylgczywszy wariacje 6w
jako czynnik wspdélny, otrzymamy:
_ _3ic . 2 N
dy

+ (I-v) 31 3j0\ 3 I— 3w\ dxdy—0.

Przyréwnanie wyrazenia podcalkowego do zera daje wiec row
nanie réwnowagi, ktére po uwzglednieniu zwigzkow (189.3) przyj
mie postac
3/_ 3w\ 3/_ 3ui\ 3/ dl- 3w

_ N
(189.10) p-B*w +h 3x\axi)xr w 10 [+ d*[rxyju

Wykonawszy rézniczkowania z uwzglednieniem réwnan (189.6)

otrzymamy
/_3hc _ 33w 3\ \ ~

lw= 0.
NTxa7 + > v+ xyardy)ep v WO

(189.11)
Ale jak wiadomo z 8§50 daja sie ox, av i rXJ wyrazi¢ funkcjg
naprezen Airy’ego, a wiec

_ 3F _ 3F 3'F
°X~dym» a»~ 3 Xxa~ 313y

Po wstawieniu tych wartc$ci w (189.11) napiszemy réwnanie
rézniczkowe rownowagi ptyty w postaci

JdIF 32w 3F 3 5 3F  3Ho\ -

(189.12) \3x2 W+ de 3A2 sjgn S M rl

zawierajacej juz tylko dwie nieznane funkcje F i w. Drugie potrzebne
réwnanie otrzymamy rézniczkujgc (189.2) wzgledem x i wzgledem vy,



§ 190. Wielkie ugiecia kotowo-symetryczne ptyt cienkich 171

nastepnie pierwsze z rownan (189.1) dwa razy wzgledem y, a drugie
dwa razy wzgledem x. Po odjeciu mamy najpierw

3-vxy 32v 3-w |1 92v\2
I9x9y  dy* &2 9x2 3y \9jjdy)

Wyraziwszy tutaj ei y przez ai r, a te naprezenia przez funkcje F
dochodzimy na koniec do drugiego réwnania o postaci

3*F 3I*F 9iw 9<?2 daw y
(189.13) 4 25 557D v E T3 550 gayj

Edéwnania rézniczkowe (189.12 i 13) rzedu czwartego wzgledem
w i F wyznaczajg posta¢ powierzchni ugiecia w=f(x,y) i funkcje-
naprezen powstajgcych w tej powierzchni przy ugieciach nie matych
wobec grubosci pilyty. W przypadku krahcowym ugie¢ bardzo
malych znikajg naprezenia ax, a, i tZ/, a wiec rownanie (189.12)
zamienia sie na rownanie rézniczkowe klasycznej teorii ptyt cien-
kich. Eéwnanie (189.13) wskazuje zas na stosowalnos¢ teorii wymie-
nionej takze w przypadkach ugie¢ nie matych wobec grubosci ptytyr

a-w 9hv
TJ UsJd U

co jak wiadomo z geometrii rézniczkowej wyraza, ze powierzchnia
w=f(x,y) jest rozwijalna.

W drugim krancowym przypadku tak matej sztywnosci zgi-
nania ptyty, ze w réwnaniu (189.12) mozna skresli¢ wyraz E \f
mamy do czynienia z ukladem uproszczonym rownan rézniczkowych
ugiecia ptyty o znikomej sztywnosci zginania, czyli ptyty ,wiotkie)"™
(niem. ,elastische Haut”). Zagadnienie ptyty wiotkiej jest jednakze
bardzo jeszcze zilozone w porownaniu do zagadnienia wygiecia,
rownomiernie napietej blony rozpatrywanego w 8§137. Zajmiemy
sie nim w §192.

§ 190. Wielkie ugiecia kolowo-symetryczne plyt cienkich. Przy
obcigzeniach i reakcjach rozmieszczonych kotowo-symetrycznie be-
dzie powierzchnia ugiecia powierzchnig obrotowg o osi, ktdrg obie-
rzemy za o$§ Z. Stosujgc wtedy wspdlrzedne walcowe napiszemy
stosownie do wz. (76.7):
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gdzie r2=x 2-\-y2 Obrociwszy 0$ X tak, aby padta na kierunek pro-
mienia r mamy wediug (190.1)

92v. dhv 32w 1dw 32w 3 li dx -0
dx2 dr2’ 3y2 rdr’ 3x3y 3r\rdp

F _dF 2F 1dF
3xt dr2’ 3y2 rdr’

Teraz réwnania (189.12 i 13) przybiora postac
”(}gF dw 1dw dF\ - __

190.2 ]

( ) \rdr df + r'W w rB” w+v
., 1dw daw

(190.3) r dr dr2

Pierwsze z réw. powyzszych tatwo jeszcze przeksztalcic na

(190.4) 5, hd(dF dw

Oznaczywszy przez u= ur przemieszczenie radialne punktu
ptaszczyzny srodkowej znajdujemy dla wydluzeh wiasciwych, ra-
dialnego er i obwodowego et wyrazenia

du 1(dw\2 _ u

Odpowiednimi naprezeniami gtdbwnymi sa

1dF _  ePF

(190.5) r dr dr2'

Zwazywszy, ze
1dl d 1d[ d 1
rdr\ dr rdr\ drvv"j

mozna bez trudnosci wykonac pierwsze catkowanie réwnan (190.3 i 4).
Roéwnanie (190.4) napiszemy teraz w postaci

VEV- li dIdF dw
Vgr\rgx\?»))—rdrur *.

Mnozgc obustronnie przez r i catkujac w granicach 0 do r,
otrzymujemy:
dF dw

(190.6) Jp rdr—B r-* (\/2w)—h dr dr
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Stata catkowania jest tutaj réwna zeru, o ile ptyta nie posiada
otworu w srodku, gdyz dla r=0 musi by¢ dw/dr—0, a zatem po
obu stronach réwnania wyrazy znikajg. Uzyskane réwnanie posiada
tres¢ statyczng, ktora staje sie jasna, gdy pomnozywszy obustronnie
przez 2n przypatrzymy sie nowej postaci rbwnania

r

(190.7) J2nrpdr=B2nrA(Sjiw)—2 nrA "~ .

Otéz lewa strona przedstawia obcigzenie Q kota srodkowego
ptyty o promieniu r. Po stronie prawej zas$ jest

_d _ e N dFaw

jezeli tr oznacza site Scinajgca (jednostkowg) w przekroju pilyty
prostopadtym do r uwarunkowang samymi momentami zginajagcymi
i skrecajagcymi w plycie (ob. 182.7), a ir oznacza site thaca dodat-
kowag wynikajgca wskutek napie¢ odksztalcajgcych plyte w jej
ptaszczyznie, czyli napie¢ tarczowych. iT jest sktadowag pionowg*
napiecia nT= h[r dF\dr (ob. wz. 190.5) nachylonego do poziomu
pod katem fl=dw'tdr. A zatem réwnanie (190.7) napisane w postaci

(190.8) Q+27crtr+2nrnrp=0

wyraza rownowage Q z wymienionymi sitami zastepujacymi pota-
czenie krgzka z reszta piyty.
Pomnozywszy przez r obie strony réwnania (190.3) w postaci

1d(d ril) ,1 dw drw
dr dr-

i wykonawszy catkowanie, mamy nadto

d F ldw\>2
(100.9) =

przy czym stata catkowania jest widocznie réwna zeru. Dalsze catko-
wanie rdbwnan (190.6 i 9) napotyka na ogromne trudnosci. Dlatego
odwrécimy zagadnienie szukajgc obcigzenia odpowiadajgcego danej
powierzchni ugiecia. Tg droga osigga J. J. Prescott wyniki ponizej
podane, ktére uwydatniajg znaczenie teorii uogélnionej.

§ 191. Przyklady rozwigzan zagadnienia odwréconego plyt cien-
kich przy ugieciach wielkich, (a) Zgiecie ptyty podiug czaszy
kulistej. Wedlug teorii klasycznej zgiecie takie zachodzi przy
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obciazeniu tylko brzegu ptyty momentami zginajgcymi rozmieszczo-
nymi réwnomiernie. Zobaczymy, ze wedtug teorii Scislejszej ma sie
rzecz inaczej.

Przyjawszy réwnanie powierzchni ugiecia ptyty o promieniu a
w postaci
<191.1) W=,
przedstawiajgce] w znaczym przyblizeniu czasze kuli o promieniu R
I wierzchotku w poczatku uktadu wspoéhzednych, mamy po wsta-
wieniu w réw. (190.9)

<191.2) 2 K-
A zatem
1dl dF\ E
<191.3) 4li- (r2-b 2,

gdzie b jest stalg catkowania. Drugie catkowanie daje

dF

<191.4) dr

F
JBA-Q(r4—2b2rZ),
gdyz stala catkowania znika z powodu warunku dla r—0. Dla na-
prezeh znajdujemy wzory

. 1dF U . - dF E
@  -fiF - dr 1414262 312

Przyjmijmy, ze na brzegu ptyty dzialajg zewnetrzne napiecia
radialne
T=(arh)r=a,
a wiec

<191.5) T

Z (191.3) wynika, ze \yiF = 0, wobec czego réw. (190.4) daje

hE d (div dF hE d
" r dr\dr dr rodr 16R

(r*— 2 b2r2)

(191.6) oT
= Bhe2P A= fpfr21,93%

Ten wynik poucza, ze przy T= 0, obcigzerie p wywotujgce
zgiecie podiug czaszy kulistej (a Scislej paraboloidalnej) winno by¢
roztozone paraboloidalnie (rys. 114), przy czym w czesci srodkowej
*0 promieniu rl=ajj2 jest dodatnie, a dla r >r, ujemne.
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Dla momentéw zginajgcych otrzymujemy

a wiec brzeg ptyty winien by¢ nadto obcigzony momentami zgina-
jacymi o natezeniu

ktore wedtug teorii klasycznej same wystarczaly do wygiecia po-
wyzszegdo.

Rys. 114.

Obliczmy jeszcze naprezenia w przypadku 0. Z wzorow (a)
po wstawieniu 2b2=a 2 znajdujemy

Wida¢ z tego, ze ar sg na calej plycie ciggnieniami, natomiast
ot sg ciggnieniami w czesci srodkowej ptyty o promieniu r2—al[o,
a dla r > r2stajg sie ciSnieniami. Przy stosownej wielkosci dodatnich
napie¢ obwodowych moze i naprezenie ot by¢ dodatnie na calej

ptycie.
Poréwnanie najwiekszych naprezen podiuznych
_ Eaz
a~ Itidi2

z najwiekszymi naprezeniami zginajgcymi

6.5(1+ V) Eh

o (1—wa?_1—v /
9 8Eh 4 'h’

jezeli /= a22R jest strzatkg zgiecia.
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L _ . A )
Z tego widac, ze przy v-}), ¢ o lEstO drobnym utam

kiem a gdy / jest wielokrotnie mniejsze od h; natomiast gdy / prze-
wyzsza h wielokrotnie, to a staje sie znacznie wieksze od a a pilyta
jest przewaznie rozciggana. Przyjawszy na koniec, ze brzeg piyty
jest ustalony przegibnie, tak iz na brzegu musi by¢ u= 0. znaj-
dujemy

c

st= r—': O,

a wiec

A - vyA A - Fi[m i-v)-r23-v)]r=a=0,
stad

= ZSt=1]L (2b2a 2= —f ha?

1—v 10 K- —V)
jest wartoscig odpowiedniej reakcji ustalenia.
(b) Zgiecie pityty dokota swobodnie podpartej we-

ditug powierzchni, ktéra w teorii klasycznej odpowiada
obcigzeniu réwnomiernemu. Teoria klasyczna daje jak wiadoma

w tym przypadku
g(az—r2) (a2—r?2 of \

_V)'

jezeli poczatek wspohzednych lezy w srodku kota podparcia, a do-
datnia o$ Z jest skierowana w doét (ob. np. w Stereom. techn. autora
wz. (210.7)).

Po przeniesieniu poczgtku do $rodka ugietej ptyty, i odwro-
ceniu osi Z do goéry przyjmie powyzsze rOwnanie postac

albo
w=A(2b2r2—r4)

po wprowadzeniu oznaczen

6 B' 1+r

Réwnanie (190.9) daje teraz

G ("F )= —BAE(D2 - 192

Po scatkowaniu otrzymujemy
1~ dF\ 0 Nt
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a stad. przez catkowanie powtdrne
(191.8) r— = —4A2e (;_F b4}4—-6 b2r«+ Etrq + o Cr2

A zatem
1dF / 2 I\ 1

Dla r= 0 jest ffr=0=J-(7, a wiec
(191-9) ar= a0—A 2F"bdr2—~b“r4+ i M .

Poniewaz zatozyliSmy mozliwos¢ swobodnego ruchu brzegu
ptyty w kierunkach promieni, wiec (ar)=s=0, z czego wynika

(191.10) a0 A 2Ea24- " a 2+ aj.

Szukajgc teraz obcigzenia p, ktoreby wedlug teorii Scislejszej
dawato zalozong powierzchnie ugiecia, zastosujemy réw. (190.4)
w postaci

r dr[dr "ar)'

Wstawiwszy wartosci z wzoréw powyzszych i wykonawszy
rézniczkowania znajdujemy

4
(191.11)  P=gq + 3 hA3t[a2b2 2 r 2 {6b4 4 a 202+ ad) -

—r212i 6—30b4r2+ 20b2A*—5r6).

Strzatke ugiecia / otrzymamy z row. (.191.7) podstawiajac
r=a, a wiec

(191.12) f=A(2a2b2 a 4.
Ale
b2~a21‘+ - ).a2 gdzie X-*x1,
wobec czego
f=Aa\2A-1I).

Zwazywszy, ze

9 g(I— 3 (I—v2q
B OrEJ42 dO Ehd
zas wedtug (191.12)
i2
ar(2A-1)2

A2—

12

Teoria sprezystosci.
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przeksztatcimy réw. (191.11) na
(191.13)
12A —30A2- + 20A-1—5

Podstawiwszy tutaj raz r=0, drugi raz r=a, znajdziemy odpo-
wiednie wartosci obcigzenia jednostkowego pOi pa, a miano aucie

Po=2 1+- h (2A—I)2
(191.14)
1—12//\26A3—14/2+11 A—3
Al (2 A—1y*

Dla r=0,25 napiszemy te wzory w postaci
(191.15)  p0=2 1+ 1,08 1—0,484 'X-"

Poniewaz p0i pa sg widocznie kranncowymi warto$ciami obcig-
zenia p na calej plycie, przeto ich réznica

(f\2.
Po—p«=1,56 ry i

wskazuje wyraznie, ze teoria klasyczna moze dac¢ przyblizenie dobre
tylko przy matych wartosciach //A. Atoli gdy np. //A= 2 co odpo-
wiada czesto warunkom realnym wygiecia cienkich den naczyn pod
ci$nieniem, to

p0=5,32q, pa= —0,936",

z czego wynika, ze wtedy teoria klasyczna zawodzi zupehie.
§ 192. Zagadnienie plyty wiotkiej. Nawigzujac do rozwazan na
korncu 8189 i przyjmujac, ze piyta wiotka o konturze kotowym

podpartym lub utwierdzonym jest obcigzona réwnomiernie przez
g kg/cm2 otrzymujemy z réw. (.190.6):

dF dw

(192.1) -qr2- W odr
Drugie rownanie rézniczkowe zagadnienia, tj. (190 9) napi-

szemy uwzgledniajac, ze \/ZF =" A j (wz. 190.1) w postaci

rg _E(dw\2
dr r dr\ dr) ~2\dr)"'
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Po wprowadzeniu zmiennych |, rj i s okreSlonych wzorami

L83 ) p AR S ldw oy

otrzymamy zamiast powyzszych réwnania:

<1923) 1 2h d*  al

Po wyrugowaniu rj mamy dla f réwnanie rdzniczkowe
*(192.4) dxy E g2 s2
d*2 32 h* £z

Wprowadziwszy teraz nowe zmienne £xi Sx wzorami

<192.5)

otrzymamy zamiast (192.4)

<192.6, TT — -
o <*4 f?
Przez podstawienie

(192.7) M =dy, sl= ¢X
zamieni sie¢ row. (192.6) na

<192.8) gcyz "
X

ktore mozna scatkowad przyjmujac, ze y da sie rozwigzac¢ na szereg
potegowy zmiennej X w postaci

y= a0-\-alx a X2+ ...
Wstawiwszy to wyrazenie w row. rézniczkowe (192.8) mamy
(a0-\-alxA-azx2+...)2(2a2+ 9a3w+ 12ada2+...) = —x2

Po rozwigzaniu lewej strony przy zatozeniu zbieznosci daje
porownanie wspotczynnikbw obu stron przede wszystkim a0O= O,
gdyz po stronie prawej nie ma wyrazu nie zawierajgcego X. Naj-
blizszy wspétczynnik moze by¢ obrany dowolnie, po czym wszystkie
nastepne sg juz oznaczone. Przyjmiemy wiec % =!, a wyznaczymy
kolejno

1 1 13
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otrzymujgc wyrazenie dla y:

&%8@) %=X —-;x o1 X 3|1I3: oo L 37 ip_ 1205

X
288 80* 30288

Mamy tutaj funkcje, ktdrej pochodna ma dla x= 0 wartosc¢ 1.
Bow. (192.8) wskazuje, ze ta pochodna dyjdx maleje gdy x ros$nie
przy wszelkich wartosciach x i y. Wida¢ nadto, ze krzywa okreslona
przez x i y nie moze mie¢ asymptoty o nachyleniu ré6znym od zera,
poniewaz na takiej asymptocie musiatoby d/fdx2 zdgza¢ do zera,,
a y\x do wartosci skonczonej co sie nie da pogodzi¢ z réwna-
niem (192.8).

Z row. (192.9) wynika, ze y= 0 nie tylko dla x=0, ale takze
dla wartosci skonczonej x=xx=statej, W sasiedztwie odnosnego
punktu {x1,0) da sie réw. (192.8) zastgpi¢ przez

dzy X2
dx- yt

Pierwszg catkg tego rownania jest

1(dyy *1
2 \etx)
z czego czytamy, ze dla y—O0 jest dy\dx= oo, czyli ze krzywa prze-
cina normalnie 0§ a w punkcie, gdzie y= 0, a x jest skoriczone.
Warto$¢ xx moznaby znalez¢ jako pierwiastek réwnania

1—-2ar1—bx%—...= 0

powstalego z (192.9), ale ta zmudna droga da sie obejs¢ przez po-
rébwnanie z szeregami

y——(1—d)In (1—x)=x—

(192.10) 1.1. 141 s 16 1,
-30*
37 1.1. 11
108
<183-U > U 55 55
w. 2 —gg XEiiEx—

Nie trudno zauwazy¢, ze oba te szeregi przedstawiajg krzywe
bardzo zblizone do krzywej okreslonej réwnaniem (192.9). Obie
krzywe przecinajga normalnie o$ &, pierwsza w punkcie gx= 1, druga
za$ w a?j=6/7. Poniewaz przyblizenie drugiej jest widocznie lepsze,
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przeto wstawiamy y = x (1—7/6a?37 po prawej stronie réwnania roz-
niczkowego (192.8) otrzymujgc

S =-1-7W
Catkowanie daje z uwzglednieniem warunku, ze dla a?=0
winno by¢ y= 0 i dy\dx—o0:
9 9 /7 \87
y==2 -2 \l-« X

<192.12)
13 17+1/3 39 1326

J— R e — —— * =
mx— E/X 72x I 788 *Ta0h" 36288

Szereg ten rozni sie tak nieznacznie od (192.9), ze mozna go
uwaza¢ za bardzo dobre przyblizenie. Przyréwnywujgc te wartosé
przyblizong y do zera otrzymujemy réwnanie

9 9+ 7 \87
2 2(0 7 —5ai==0>

ktérego pierwiastkiem jest
<192-13) 0,889.

Naprezenie radialne w ptaszczyznie srodkowej

7rf r* s tl \o2hy) \256 A9 & 41 g
Tutaj jest

<192.14) - (8Eq2)ll4c—dO,

tzn. naprezenie w $rodku (dla r= 0), co tatwo stwierdzi¢ po wsta-
wieniu wyrazenia yjx wedlug (192.9). A zatem

i 1S 17 \
(
Poniewmz
= S 1/3278—4 r2 1IBEq2a~ r21 1
-py *Sj
(19210) _a0'2_do;SEq2,, 1 £e2 ,

AZa 14 32 AB»

przeto wprowadziwszy oznaczenie

E 2
A'?ﬁ'
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napiszemy

(192.17) —IEC.
Soja-'

K2 .4 13 /71\3>
3 a* 1ii \C8

Niechaj na obwodzie ptyty, tj. dla r=a, dziata napiecie rowno-
mierne T =1lioa, bez ktdrego nie bytaby mozliwa rownowaga ptyty
wiotkiej pod jakimkolwiek obcigzeniem prostopadiym do ptaszczyzny
ptyty. Wtedy

(192.18) aa- i_te _ | NAZ 13ki3_ 1

Ow » la* d;
Zbieznos¢ tego szeregu jest zapewniona dla wszelkich wartosci
a0 czynigcych zados¢ warunkowi

ktory da sie wyrazi¢ w postaci

W przypadkach konkretnych jest ten warunek najczesciej spetniony,,
a- wiec waznos¢ powyzszych i dalszych rozwinie¢ szeregowych za-
pewniona.

Zamiast (192.17) mozna takze z przyblizeniem zupeinie wystar-
czajgcym napisa¢ stosownie do (192.12) wzbér:

'Q TK r2snm DK r2

ot
Oa3a)

(192.19) o r=K7> ,. 3

Poniewaz jako dane wystepuje z reguly aa a nie a0, przeto byitby
pozadany wzor wyrazajacy aO jako funkcje a,. Wzér taki podaje
J. Prescott w ksigzce ,Applied Elasticity” na str. 454 (wz. .15.90)
po wywodzie réwnowaznym powyzszemu, jednakze nie zaleca go
stusznie do zastosowania przy nieco wiekszych réznicach wartosci
a0i aa

Przechodzac do obliczenia ugie¢ napiszemy wedtug (192.2 i 3):
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Catkowanie po pomnozeniu przez r daje
2,4

lia. a*a2 ' 3bl\a3d a' *
(192.20)

Jlla r—a znajdujemy z tego wzoru ,strzatke ugiecia” f=\w\r=a-

§ 193. Spostb J. Prescotfa szukania rozwigzan przyblizonych
w przypadkach zgiecia kotowo-symetrycznego ptyt cienkich przy zgie-
ciach wielkich. Jako punkt wyj$cia obierzemy znowu réwnania pod-

stawowe z §1SO, tj.

(190.4) p=jpvay " d(dF dwi

(190.3) V1— Er dr dr* 2rdr\drj

Mnozac pierwsze rownanie przez 2rndr-w i catkujac na obszarze
krgzka o promieniu a, otrzymujemy
r r r didF dw\ .
(193.1) 2ti | pwrdr=2nB / wr'tfiwdr—2nhj w 'dJdJdr
U o] 0
jako wyrazenie ubytku energii potencjalnej obcigzenia, réwnego
energii sprezystej uktadu. Ale jak wiadomo jest

v g Id)r)

wobec czego

d\j2w dw
err\Aiwdir:JCdP4- J4 [wr AN j/\/-J dr

dr dr

Gdy ptaszczyzna wspoétrzednych przechodzi przez kontur krgzka,
to na konturze jest w= 0, a wiec pierwszy w'yraz scatkowany znika
dla obu granic. Napiszemy przeto
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lutaj wyraz scatkowany nie znika teraz, chyba w przypadku utwier-
dzenia brzegu.

Przechodzac do drugiej catki po prawej stronie wzoru (193.1)
wykonamy cailkowanie ,przez czesci”, ktére daje

zwazywszy, ze dla r=0 jest dw/dr=0, a dla r=a jest w= 0. Po-
mnozywszy teraz przez rdr réwnanie (190.3) i scatkowawszy je
od 0 do r otrzymamy

(193.4) *ijW r-K g)'-

Wobec tego réw. (193.3) mozna napisa¢ w postaci

r dIidF dw\ 2 CdF d

0 (0]
2r dP Zlla 2 dl dF\ -
'—5r0 1?7 rsjv ’

Gdy zalozymy, ze naprezenie radialne ar

(193.5) ar= < 4

jest na brzegu krgazka rowne 0, to wyraz scatkowany znika, a

o | * *
<1936> 6'$' ) 31;

Po wstawieniu tego w row. (193.1) znajdujemy (z uwzglednie-
niem (193.2 i 3)):

(193.7) | pwrdr=EJONfwfrdr-\-hjd—E
(0] 0 0

albo tez (z uwzglednieniem (193.6)):

(193.8) jpwrdr —Bj"(\/2v)2dr+ y J (\/Zfrdr-E"r%\ﬁ/\JZ\N
0 0 (6]
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Nadto jest \/ZF wyrazone przez w réGwnaniem (193.4). Drugie z tycth
robwnan jest stosowalne tylko w przypadku, gdy na brzegu jest
<¥= 0.

Dla krazka o brzegu swobodnym lub swobodnie podpartym
jest jednym z warunkéw brzegowych

Wy , vdw\

(193.9) -
\dr2 rarlr=a
Ale
(193.10) dw . Ldw
dr* r ar

a zatem na brzegu bedzie

czyli

(193.11) dw Jdw\2

Wyrazenie to wypadnie wtedy zastosowa¢ w wyrazach scalkowa-
nych wzoréw (193.7 i 8).
Gdy natomiast krazek jest utwierdzony brzegiem, to
Fr: 0 dla r—a,
a wiec na brzegu jest

(193.12) r Wyw= o
ar v

Wobec tego dla ptyty o brzegu swobodnym, albo swobodnie

podpartym, réw. (193.8) przyjmie postac:
a a a
(193.13) J'pwrdr—Bj " \/aw)rd r+ A f\\/tF frdr- (1 - ,
0 0 O

ktéra jest wazna i w przypadku utwierdzenia brzegu, gdyz wtedy
wyraz ostatni znika.

Pot6zmy jeszcze r=ag, a r6wnanie powyzsze, ktére nazwiemy
>energetycznym” da sie napisaé w postaci prostszej

(193.14)
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Drugim réwnaniem zagadnienia jest przeksztatcone w ten sam
spos6b réw. (193.4), czyli

(193.15)

Przy pomocy réwnan powyzszych wyprowadzonych ze Scistych
réwnan rownowagi (190.3 i 4) znajduje J. Prescott w 8§ 280—282
swej ksigzki rozwigzania przyblizone w podobny zupelie sposob,
jaki stosowano juz dawniej w zagadnieniach zgiecia pretow, a wiec
przyjmujac przyblizong posta¢ rownowagi z parametrem nieozna-
czonym i obliczajgc ten parametr z rGwnania energetycznego. Te
sposoby graja wazng role w mechanice technicznej, gdzie im sie
poswieca wiecej miejsca (ob. Stereomech. techn. autora, Rozdz.
XV IIl). Dlatego tutaj poprzestaniemy na jednym przykiadzie ptyty
prostokatnej odsytajgc czytelnika zainteresowanego do Zrodia wy-
mienionego.

§ 194. Piyta prostokatna o konturze ustalonym. Przy znacz-
nych ugieciach plyty brzegami swobodnie podpartej punkty prze-
ciwlegte konturu zblizajg sie nawzajem. Przyjmiemy teraz, ze kontur
jest ustalony tak, aby to zblizenie nie zachodzito. Przy obiorze
uktadu wspotrzednych w Srodku plyty napiszemy rownania bokéw
prostokata konturu w postaci

Xx=xa, y==b, z=0,
a warunki brzegowe dla przemieszczen w ptaszczyznie Srodkowej
u=0 dla x—*a
v=0 dla y= %£b.

Rownanie rozniczkowa (189.13), w ktérym funkcje naprezen

F(x,y), zastapimy przez E<p(x,y) dla uproszczenia, przybierze postac

(@)

Zalozmy ze powierzchnia ugiecia da sie przedstawi¢ w przybli-
zeniu réwnaniem

. nx ny
(194.1) W—J COS - COS - .
Podstawienie w row. (a) daje
. . .ny ny\
smz?a S|n2~20 20 |

(194.2)
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Calka szczegolng tego rOownania jest jak tatwo sprawdzié
_ , nx , ., ny
(194.3) cp=Ax2+ By?2 b2at adcos a b 64cos 5

Odpowiednie wartosci naprezen w warstwie $rodkowej sg
_ 3F 32p nZX2E ny -
°t-W ‘=pbJ7' =W cosT +3'e"b

1%k Bar %28 7 7 AE A
32
T 7" 3x3y

Wydtuzenia jednostkowe w tejze warstwie majg stosownie do

wz. (189.1) wartosci
3u - 1@3w\2 1 1(3:v\2
3x- - 2\dx F te) *
ny

X211 ny v, nx\ e
—C - pcos— f2(B VA)---- —st’Z1 20

82 W O b2

3v _ o 13w
3y y
nZ2(L __nx v
30 Wi —_C0S— _;COS—\ {- ZjA vB)--—---
Stale catkowania A i B wyznaczymy z warunkéw podyktowa-
nych symetrig:
dla x—0 jest u=0
dla y=0 jest 0.

Po scatkowaniu réwnan powyzsiych z uwzglednieniem warun-

kéw u= 0 dla x=+ ai «=0 dla y= £b, znajdujemy

A x nX i f.-
u*(l—v*)\r i tir (1— \Q)\d* 0]
W ten sposéb réwnania
nx ny
ase w =f cos a X cos 1Y o
' n&2 j2 a2 SMX
62\02°°

® 04@Q—v) P +A"F +fagt Ppp*

ﬁOS

ny\
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sg rozwigzaniami réwnan rézniczkowych zagadnienia (189.12 i 13),
przy nieznanym jeszcze obcigzeniu p, ktére to réwnania, po zastg-
pieniu F przez @ majg postac

i /dwi2 92w 9w
V (p=\J"dJi) ~Jx2'Jy2

5 [d2p 9 2w 92w 92P 92w\
p-B V' W-2EhAA- gj)»+ gjli-dy2 2dd0dy 'dj,9y)’

(194.5)

Wstawiwszy wyrazenia na w i gw réwnanie ostatnie otrzymamy

n* Eth_ nx  nyjw/l 1\2, RN
V- 04185 1 S SpTVh S gt 0t bf?z iy
(194.6) -

o 1—2 , 1—2
A g cos T AT smeos
jako obciazenie ptyty, ktéremu odpowiada Scisle rozwigzanie (194.4).

Chcgc teraz znalezé rozwigzanie przyblizone, np. dla obcigzenia
p = g= stalej, zastosujemy réwnanie energetyczne jak w § 193 piszac

J J 'pwdxdy=BJ Ju \/lw-dxdy-
(194.7)
-E hJJW""L)—gp--9 , 8@ %%2 dxdy.
Dla catek po stronie prawej znajdujemy teraz wartosci

b

f fuywdxd,j=if
00
*fahn(l pl) rro 1892p 9w  92ap 93"’\dxdy:
-J Jww Jtf+ Ix2'Jy2
_ 7Cfab PU /1 Ly
- 256 (1—\2 \d232+ ( juda w.

A zatem po zalozeniu p—qg=statej otrzymamy dla lewej strony
rownania (194.7):

ah
. Sab
JJ pwdxdy —Aqgfd J cos COS— , dxdy = (u -

0o
Z poréwnania wartosci obu stron réwnania energetycznego
otrzymujemy

16abfq n"Eab”li 4v
(194.8) - "+ 71 1256(1—v)) d2b2 e
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jako rownanie wyznaczajgce przyblizong wartos¢ parametru / okre-

Slajgcego zarazem strzatke ugiecia. Po podstawieniu B = ir,

i uproszczeniu napiszemy to rOwnanie w postaci

4096 (1—v2)q
a \u X

(1949) tm + V\\L U v
6li\az b)) h

Po obliczeniu z tego réwnania wartosci / znajdziemy wartosci
momentow zgiecia i naprezenia w warstwie S$rodkowej z wzorow
ogdllnych powyzej wyprowadzonych. Otrzymujemy tedy:

i i ABftl , v\ nx Trjf

W = — fa+7) %%z

(194.10) s 1 _
= e A ' cos 2 cos 1Y
01} i \oz a'd aa ze

Najwieksze momenty w $rodku ptyty sa
(104.11) + W -7 i+ E).

Dla naprezen ,btonowych” w $rodku plyty znajdujemy wy-
razenia
AEf [2—2, v\
O2(x—wv2)\ o o-J
AEf -8
F=0= 52(i—v)ra * a )

ax=0-

(194.12,

Gdy np. a>b, to pnll<|m2i ax<a,, a zatem najwieksze wytezenie
w Srodku ptlyty zajdzie przy wartosciach naprezen

\nh\h= AE  1C2-v-)P+<hf v(2+4fel)l

19415 (M—@01 3 5 57r[ A 2 J
(194.13) , |lwZ h AE f(2-r2/2+ 4kl , v(f+ 4/t)HI
02=0y=o+ — -2-32(1 A | A o J-

Przypatrzywszy sie wyrikom powyzszym zauwazymy, ze na-
prezenia ,ptytowe”, tj. uwarunkowane momentami zginajagcymi sa
proporcjonalne do / zas. naprezeria ,btonowe” do /2

Réwnanie (194.9) poucza nadto, ze gdy f/h jest bardzo mate, to
wyraz zawierajacy f/h2 mozna skresli€é wobec pierwszego z f/h
i strzatka ugiecia staje sie proporcjonalng do obcigzenia g Natomiast
w drugim skrajnym przypadku wielkiej wartosci f/li (ptyta wiotka)
przewaza wyraz drugi z f/h™*, a wiec / jest z duzym przyblizeniem
proporcjonalne do trzeciego pierwiastka z g Dos$wiadczenie potwier-
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dza bardzo dobrze te wnioski teoretyczne przy stopniowym powieksza-
niu obcigzenia, co dowodzi niewystarczalnosci teorii klasycznej przy
obliczeniach wytrzymatosci ptyt cienkich.

Co sie tyczy stopnia przyblizenia rozwigzan powyzszych, to
mozna sie spodziewaé, ze jest co najmniej taki, jak w analogicznych
rozwigzaniach przyblizonych ptyt bardzo stabo wygietych prze-
dyskutowanych szczegélowo w ,Teorii ptyt” autora.

§ 195. Plyta okragta zginana sitg skupiona mimosrodkowg. W ra-
mach teorii klasycznej ptyt cienkich rozwigzat to zagadnienie naj-
prosciej J. H. Michell stosujgc metode inwersji przedstawiong juz
w 894. Gdy Srodek ptyty o promieniu ai brzegu utwierdzonym jest
obcigzony sitg skupiong P, to powierzchnie ugiecia przedstawia wzor

(195.1)

ktorego wyprowadzenie znajdzie czytelnik np. w 8211 ,Stereomech.
techn.” autora. To rozwigzanie wskazuje, ze w obszarze dokota
miejsca obcigzonego okresla w funkcja o postaci

Cr2ln T +F(x,y),

gdzie F oznacza funkcje analityczng nie posiadajgcg w tym obszarze

punktow osobliwych, a r odleglos¢ od miejsca obcigzonego. Po-

niewaz w czyni zados¢ rownaniu biharmonicznemu '\7lie= 0 we

R wszystkich punktach nieobcigzonych,

przeto mozna zastosowa¢ metodg

inwersji. Przyjawszy w tym celu,

ze plyta jest obcigzona w punk-

cie O (rys. 115) odlegtym o c=0C

od srodka C, znajdujemy O' jako

odwzorowanie O przez inwersje. Niech

punktowi dowolnemu tej ptaszczyzny

Rys. 115. P odpowiada punkt P' o wspoétrze-

dnych x', y', zaS w' oznacza funkcje

x',y', otrzymang z w(x,y) przez inwersje. Gdy R’'= 0'P' oznacza

odlegto$¢ punktu P' od O', to jak wiadomo R'2w' czyni zados¢
réwnaniu rézniczkowemu

Przy zatozeniu utwierdzenia brzegu pityty danej zgietej wedtug
rownania w=w(x,y) jest na konturze tej ptyty w= 0 i dw/Sn=0.
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Tak samo ma sie rzecz i na konturze przeksztatconym przez inwersje,
tzn. w'= 0 i 3(R2w"ldn'= 0, gdzie n' oznacza kierunek normalnej
do tego konturu.

Stalg inwersji jest (7c'==ft= a2c, gdzie c=0C. Poniewaz
inwersja konturu kotowego daje ten sam kontur, przeto statg inwersji
okresli takze iloczyn

)

OA0B={k—a)(k+ a)=k2-a2=--a 2

Przy oznaczeniach uwidocznionych na rys. 115 jest

R :r=R "k,

czyli
Rk Ra2
VA Kt 2tfV

A zatem réw. (195.1) przeksztalci sie na
«P2, aR , 11, <AR2
A In*+ 2 r - 2
arR , 1te2

*71B c2

Z tego wynika, ze ugiecie w ptyty okragtej o brzegu utwier-
dzonym, obcigzonej w punkcie O odleglym o c od sSrodka ptlyty
sita skupiong Q okresla rownanie

195.2 = Q R2INA_ 4+ (PR '2R 2
(195.2) W=gne RPN tR Y HGB

Przy pomocy wzoréw
R'2= k 2+ r'2—2kr' cos (k,r"),
R2 =(? + r'2—2cr' cos (k,r'),

oraz przeksztalcenia
7»in @R R2, c2R'2
g

IngRF'~ 2 1a2Ri
mozna przedstawi¢ powyzsze rOwnanie (195.2) powierzchni ugiecia
w postaci

(195.3) »=

gdzie zamiast r'=P'C napisano r. Ta posta¢ wyrazajgca w we wspot-
rzednych dwubiegunowych R (o poczatku O) i r (o poczatku G),
nadaje sie zwlaszcza do skltadania rozwigzan przy obcigzeniach
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silami skupionymi Qt w punktach odlegtych od s$rodka o ct. Przy
oznaczeniu odlegtosci punktu dowolnego ptyty P od Qt przez Rt na-
piszemy wtedy

r2

(195.4) 1+

W=1toE a*JiZ Q{ (@2- Cna2~r2)~ a2 In

Oprocz powyzszego bardzo stosunkowo prostego rozwigzania
Michelka znamy nadto znacznie dawniejsze rozwigzanie Clebsch’a
(z r. 1862) ulepszone przez A. Foppla (w r. 1912), ale wyrazajace w
przez zawity szereg nieskonczony. Zaniechamy przeto przedstawienia
tutaj tego rozwigzania, odsylajac czytelnika do ksigzki ,.Drang
u. Zwang” (t. I, 832) i zaznaczajgc zarazem, ze droga obrana przez
Clebscha i Foppla prowadzi takze do rozwigzania w przypadku
podparcia brzegu ptyty, kiedy metoda inwersji MiehelTa nie da sie
zastosowac.

§ 196. Piyta nieskonczona plywajaca. Gdy piyte o grubosci li
i gestosci materiatu /< potozymy na swobodnej powierzchni cieczy
0 gestosci to bedzie ptywata w rownowadze bez wygiec¢ (jak
ciatlo sztywne) przy zanurzeniu na gtebokos¢ wO=h- p/li0<h sto-
sownie do prawa Archimedesa. Przy obcigzeniu ptyty np. okrggtej
w Srodku zwiekszy sie zanurzenie czesci srodkowej, a zmniejszy
zanurzenie czesci zewnetrznych tak, ze znowu zajdzie réwnowaga,,
o ile obcigzenie nie jest zbyt wielkie. Wtedy obcigzeniem jednostko-
wym ptyty w jej punkcie dowolnym jest widocznie f.igh—/xQQ(w0+w) —
= —fi0gw, jezeli w=vAX,y) oznacza przyrost zanurzenia odpowiada-
jacy wygieciu ptyty. E6wnaniem rézniczkowym zgiecia ptyty ply-
wajgcej pod obcigzeniem speiniajgcym pewne tatwo uchwytne wa-
runki jest wiec
(196.1) B\7iw= —pOgw= —yQw,

gdzie y0=/uQg jest ciezarem witasciwym cieczy.

H. Hertz, ktéry w r. 1884 dat pierwsze Sciste rozwigzanie tego
zagadnienia miat na oku zbadanie warunkéw wytrzymatosci jedno-
litej pokrywy lodowej na duzych obszarach wo6d stojgcych. Jak
wiadomo 16d taki przy dostatecznej grubosci utrzymuje np. ciezar
czlowieka i pojazdéw bez zatamania sie przejawiajgc tylko tatwo
dostrzegalne ugiecia sprezyste (oczywiscie pod warunkiem, ze w sta-
nie nieobcigzonym piywat na wodzie).

Stosunkowo najprosciej przedstawia sie rozwigzanie dla plyty
rozciggajgcej sie w nieskonczonos¢, gdyz wtedy upraszczajg sie
znakomicie warunki brzegowe. Gdy nadto przyjmiemy jako uprosz-
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czenie dalsze, ze obcigzenie pilyty jest roztozone rownomiernie na
jednej prostej bardzo dtugiej w plaszczyznie YZ, to zatozywszy
abstrakcyjnie dlugos¢ nieskoriczong tej prostej mamy do czynienia
z zagadnieniem zgiecia walcowego, a wiec z zadaniem plaskim,
ktore prowadzi widocznie do catkowania rownania rézniczkowego
Zwyczajnego

(196.2)

Takie samo rownanie byto juz w r. 1867 stosowane w stereome-
chanice technicznej przez E. Winklera w zagadnieniu belki na
podtozu sprezyscie podatnym, traktowanym w przyblizeniu tak jakby
reakcja podioza pod pewnym przekrojem belki zalezata jedynie od
cisnienia pod tym przekrojem wywartego przez belke, a nie zalezata
od cisnien w przekrojach dalszych. To tez w Stereom. Techn. autora
poswiecono temu zagadnieniu 8145 i 186, wobec czego tutaj po-
przestaniemy na podaniu catki ogoinej

(196.3) w= Cleaxcos ax + C2eaxsin ax + C3e~axcos ax + e “Isin ax,
gdzie

||+

W calce tej dla x> 0 nalezy przyja¢ Cx= C2= 0, aby w nieskonczo-
nosci bylo w= 0. Pozostate dwie stale wyznaczamy z warunku

"'dw
(dX) x>0

wynikajgcego z symetrii, oraz warunku, ze sita tngca dla x->0 zdgzac
musi do wartosci —g/2, jezeli g jest obcigzeniem jednostki diugosci
na osi Y, czyli

S & =1.
Z tymi warunkami znajdziemy
(196.4) w=-"-"e~ax(co& aa?+sin ast)

dla dodatniej pétosi X. Rozwigzaniem waznym dla obu pdlosi jest
widocznie
(196.5) w= e “w(cos a\x\+sin a\x\).

Teoria sprezystosci. 13*
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Stad najwieksze ugiecie w przekroju obcigzonym
4
gl/3(1-n)

<196.6) 1 2\ Ehsys °

Wszystkie skrawki elementarne ptyty roéwnolegle do osi X zginaja
sie podiug linii falistej o amplitudach bardzo silnie malejgcych
w miare oddalania sie od przekroju obcigzonego. W przypadkach
kilku takich obciazen na prostych rownolegtych (albo nieréwno-
legtych) znajdujemy ugiecia wypadkowe na zasadzie superpozycji.

Wprawdzie zalozenie zezwalajgce na rozwigzanie powyzsze jest
oderwane od warunkdw rzeczywistych, jednakze daje niewatpliwie
dobre przyblizenie dla czesci srodkowej linii obcigzonej o diugosci
skonczonej |, jezeli sg spetnione pewne warunki, jakie wynikajg
z rozwazan nastepujacych:

Dtugoscig potfali wygiecia jest

4 4

<196.7)

gdzie li jest grubosciag plyty, a yOciezarem wiasciwym pitynu na kto-
rym piyta plywa.

Dla najwiekszego momentu zginajacego (na linii obciazenia)
znajdujemy M = gi4,a, a zatem naprezenie skrajne

4

<196.8)

Stad obliczymy nosnos¢ ptyty q przy danej wartosci wytezenia
materiatu. Okazuje sie, ze g rosnie proporcjonalnie do naprezenia
dopuszczalnego i do czwartego pierwiastka z y(It5 a odwrotnie pro-
porcjonalnie do czwartego pierwiastka z E. Ciezar wlasciwy mate-
riatlu ptyty y nie wchodzi w to réwnanie. Ciezar ten winien by¢
tylko mniejszy od y0, aby bardzo odlegly od miejsca obcigzenia
brzeg ptyty sie nie zanurzyt. Zobaczymy ponizej, ze ten warunek
nie jest konieczny w przypadku ptyty okragtej obcigzonej w Srodku,
ktéra obcigzona moze ptywac, chociaz nieobcigzona tonie.

§ 197. Zgiecie kotowo-symetryczne plyty pltywajacej niezmiernie
wielkiej. Takie wygiecie zachodzi pod obcigzeniem skupionym P
w jednym punkcie. Obrawszy ten punkt na osi Z ukladu wspoét
rzednych walcowych o ptaszczyznie sSrodkowej ptyty jako ptaszczyznie
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podstawowej, napiszemy jak w 8196 rownanie rézniczkowe po-
wierzchni ugiecia

<197.1) (=196.1) = + w= -y Ow.

To réwnanie upro$cimy jeszcze wprowadzajac parametr | o wy-
miarze dlugosci okreslony réwnaniem

4

y—oz li==-y-y, gdzie « =\|/A"i
oraz wyrazajac promien wodzacy r przez ol=r, a ugiecie w przez
11= w, aby mie¢ do czynienia tylko z liczbami czystymi. Wtedy
otrzymujemy

1972 ! PA 20 i l.«. # 14 £ + t, o0
( ) Jdis - ki<F Fdo T i

jako rownanie rézniczkowe zagadnienia z warunkami brzegowymi
lo £/ =0, 22p [/ =0, 3 P/ == i

4° Wypadkowa sit tnacych na pobocznicy nieskonczenie wa-
skiego walca otaczajgcego site P musi by¢ rowna tejze sile.

Rozwigzanie podane przez H. Hertz’'a (Ann. d. Ph. 22, str. 449
2 r- 1884, albo ,Dzieta” 1. 288. 1895) w postaci catki okreslonej jest

0:e1" sin p4\712: ]
e R J— — 1= at,
47r)/PJyON |/i2—1
albo
o} r /
re 't2sin tj ,° |
<197.3) W-
47r|/py0t/ —1 \ v

To wyrazenie czyni zado$¢ rownaniu rézniczkowemu i wszyst-
kim warunkom powyzszym. Ono wskazuje na falistos¢ powierzchni
ugiecia, ktéra jeszcze wyrazniej wychodzi na jaw z rozwinie¢ calki
podtug funkeyj Besselowskicli, a nastepnie podiug poteg r. Pierwsze
takie rozwiniecie ma postac

P 02 a |/ 5\

(197.4)
p6 .
4-6)2 )
13*

@%)21(2-4%.g)p 1+ IN2-0.57722) 5, (5.
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4
gdzie qg= r/l, Z:|/W0i nadaje sie do rachunku liczbowego przy
matych wartosciach g

Drugie wyrazenie dogodniejsze przy wielkich wartosciach o
znalazt Hertz, jak pisze, z (197.3) ,przez rozwiniecie wyrazenia pod-
catkowego wedlug poteg t i scalkowanie”, otrzymujgc tg droga
szereg asymptotyczny 1), ktdry podaje w postaci ograniczonej do dwu
pierwszych wyrazow. Wyraz drugi jest niestety obarczony fatalnym
btedem drukarskim, zakrywajgcym prawo wedtug ktdérego sg zbu-
dowane wspotczynniki. Btad ten nie zostat sprostowany w zadnym
ze znanych autorowi podrecznikdw uwzgledniajacych prace Hertz'a,,
wobec czego podajemy poprawng forme wzoru znaleziong przy
pomocy wskazéwek zaczerpnietych z dzieta G. W. Watson'a ,A Tre-
atise on the Theory of Bessel Functions” (Cambridge 1922) 2

w- Vi. (E4.2)- A -sin(i+22)+
| .
(197.5) 5% [ W2 8/ 1I'8e yfz 8/
[2-32 sm | © 5tt\ 12m82¢52 . tg_  7»\ ]
2HB8 Oy — 8/ 31(8g)3 m\|/I 8/ "T

t) Wedtug nomenklatury Poincaré’'go z jego pracy o catkach nieregular-
nych réwnan liniowych ogloszonej w Acta mathematica jednoczesnie z praca,
Stieltjes’'aw Ann. de I'Ecole Norm. Sup. (t. 3. str. 201— 258 z r. 1886), ktory
zbadawszy réwniez podstawowe wtasnos$ci takich szeregéw nazywat je, ,siriee-
semi-convergentes" .

2) Oto jeden ze sposobdéw rozwiniecia caiki

OCIe—((;‘lé"s'rn 7’73':/,

J= 1 ppzzi

dostarczony autorowi przez p. J. Wysockiego jako pracownika naukowego Insty-
tutu Aerodynamicznego Politechniki Warszawskiej, a obecnie profesora Poli-
techniki Gdanskiej. Droga ta okazata sie znacznie krétsza od obranej pierwotnie
przez autora, dla sprawdzenia wyniku Hertza. Calka J ma, jak tatwo zauwazy¢

wartos¢ czesci urojonej catki
J1

aponiewaz (1—i)/\2= cos ?t/4— i sin n/4:= e-'j, przeto
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Z wzoru tego widac juz catkiem wyraznie, ze dla niezbyt ma-
tych wartosci r jest dtugos¢ L poéftfali przekroju radialnego okreslona
réwnaniem

2rh -9y
2
z ktérego wynika wzér identyczny z (196.7).

igdzie K0(z)= Jijlq(n(z) oznacza funkcje dajaca sie wyrazi¢ przez funkcje Besselow-
=0

eskie. Funkcja ta czyni bowiem zado$¢ réwnaniu ré6zniczkowemu

ré6znigcemu sie od réwnania Bessela tylko tym, ze w wyrazie ostatnim jest — z2
zamiast + s2 Funkcja Kn(z) da sie, jak to wykazat juz w r. 1886 A. B. Basset
rozwing¢ asymptotycznie na szereg, ktéory w naszym przypadku ma postac

plit, -.rr+ rd, 12T 12-32e¥ 12-32.57€¥ 1
olee 4) 2&fe ['8e + 2!(8(.)2 383 +"J

Oznaczywszy przez A+Bi wyraz ujety w nawiasy () za$ przez O +Bi
wyrazenie w klamrach [], napiszemy

<a) J=J/g (AD + BC).

Po fatwej przerébce znajdujemy

.A+Bi=ze~ pl+,(j7i+a)= j7Llo>s| ™ + |jj +i[e~ pisin®
l2cos| [12-32cos]| 12032+52 cos ~
0=1 TTS + 3U8"  +-
12sin 7~ 12-32sin? 12-32-52sin "
T 4 ~ A
= I18p ™ 2! (8M)2 3!(8e;3

Po wstawieniu wartosci A, B, G,D w réw. (a) znajdujemy dla catki J
rozwiniecie asymptotyczne:

00 Q

rnoCtfiyT i, I2sin A 12+32sin:
J - p e r p + ”8‘?V 2!(8p)2
s REE k2€@s? 12«32 cos k223252 ¢c08 — )
+sin|p + 8 [1—"'I!8p 4 e )2 3! (8p)3 +"j} =
-J/g o h [«x(fj+i)- (p+¥)+5S in +¥)--]e

co prowadzi wprost do podanego powyzej wzoru (197.5).
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Wzér (197.4) pozwala takze znalez¢ najwieksze ugiecie /, jakie'
zachodzi pod sita. P, tj.
(i—j2
(197.6) W1 4¢ Eh'yo
Dla momentu zginajgcego i odpowiednich naprezen w warst-
wach skrajnych ptyty znajdujemy wedlug wzoréw ogdlnych

-/d2w , vdw\ J-/1 dw , d2aw\
r dr dr2/’

po wstawieniu wyrazenia na w wartosci, ktore stajg sie logarytmicznie
nieskonczone w punkcie obcigzonym. To dowodzi, ze schemat teore-
tyczny sity skupionej w punkcie nie odpowiada nawet w przybli-
zeniu rzeczywistosci w otoczeniu miejsca obcigzonego. Kazde rze-
czywiste obcigzenie punktowe przenosi sie istotnie przez pole skon-
czone, chociaz mate, wywolujgc ciSnienia, a wiec naprezenia aZl
ktore pominieto w zatozeniach teorii plyt cienkich, poniewaz sto-
sownie do zasady de Saint-Venant'a ich skutek siega tylko w naj-
blizsze otoczenie miejsca obcigzonego 1), Dlatego Hertz w swej od-
nosnej pracy zastgpit obciazenie skupione P obcigzeniem rowno-
miernie roztozonym na kole o promieniu rO=h/2, znajdujagc dla
najwiekszego naprezenia zginajgcego w s$rodku tego kota wzor 2

4_
(197.7) 1,309-1d (*[/$)].

§ 198. Zgiecie kotowo-symetryczne plyty plywajgcej okragtej. Ta-
kie zgiecie zajdzie przy jakimkolwiek obcigzeniu kotowo-symetrycz-
nym i wymaga scalkowania rownania rézniczkowego (197.2), ktére
da sie napisa¢ zwiezle jako

(198.1) ViC +f= 0.

b Szczegétowe rozwazania na ten temat znajdzie czytelnik na str. 78)
,Teorii ptyt* autora.

2 W drugim wzorze podanym przez llertz'a (z argumentem r0 zamiast /()
znajduje sie btad liczbowy powtérzony w Handb. d. Phys. (t. VI, str. 225). Po
poprawieniu ma ten wzdér postac

4
3 1I- 2

.U Hertz’a majg nadto oba wzory znaki przeciwne, poniewaz ci$snieniom,
przypisat znak +, a ciggnieniom — .
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Wykonamy je idgc drogg utorowang przez A. F6ppla w V tomie
jego wyktadow (820).

Oznaczywszy przez Ft(g) (i=1,2,3,4) cztery caltki szczeg6lne
naszego réwnania rdzniczkowego liniowego, mozemy rozwigzanie
0g0Ilne napisa¢ w postaci

(a) C=clF1(g)+...+ ciFi (Q

ze statymi ct.

Dwa pierwsze rozwigzania szczegllne wyrazimy przez szeregi
potegowe. W tym celu wykonamy operacje \/4 na funkcji a,an,
znajdujgc tatwo

(198.2) \/1(a,gn)= nAn—2)i 0,on—

Azeby wiec uczyni¢ zados$¢ réwnaniu (198.1) szeregiem pote-
gowym 2a,r,n, trzeba aby byly spetnione réwnania

an AQviJr n2{n—2)2angn~i —O.

To zajdzie zwazywszy ze v 4a0= 0 i y [(a2x~)= 0, dla wszystkich
wspotczynnikow a,{n>2), gdy
a4
n2(n—2)*

Stosownie do tego otrzymujemy jako dwie catki szczegdlne

P4 P8 P12
J,i(p) = | —«(F7j'2+ (2-i-6-8)a__ (2-t-ti-8-10-12)*
(198.3)
p10 p44

p2Ap)—p2 (4.6)2+(t£.6.8-10)2 (4-0-»-10-12-14)a+"’
Trzecie rozwigzanie znajdziemy w postaci
F3(ag)=F qg)In p+ P3,

gdzie P3jest funkcja . dajaca sie znowu rozwina¢ na szereg pote-
gowy. Ze nowa postaé rozwigzania moze spetni¢ rownanie (198.1),
przekonywamy sie poddajgc funkcje FxXp) In g dziataniu \/K Otrzy-
mujemy wiec

yTOPp)In pl=i + In pv 4Pi(p).

Po wstawieniu F3 w (197.2) mamy

4 FF1

g dpa + In qev4Pi+\/4p3+ In geFx+ P3= 0.
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Tutaj wyrazy drugi i czwarty dajg razem In + Pi)= 0, po-
niewaz F1 jest catka szczegolng. A zatem

(198.4) v.p,+p,+ TR 0o

Obliczywszy trzecig pochodng P4 z réw. (198.3), otrzymamy
robwnanie powyzsze w postaci
2-3-4  6-7-8-p4 10-11-12-p8

(198.5) y 43+ P 3+4 "(2-4)2 (2-4-0-8)2 (2-4-6-8-10-12)2 B

©

Rozwigzanie tego réwnania mozemy napisa¢ w postaci szeregu
potegowego
(198.6) F3=biQ+ b8@+b12Q2+...,

ktorego wspoéitczynniki b dobierzemy tak, aby réw. (198.5) byto
spetnione. Poniewaz wediug (198.2) jest

V '64p4=(4-2)254,

przeto na wyznaczenie bi mamy réwnanie

z ktorego
2-3-4 3
4_ (2-4)4 _ 128
Podobniez znajdujemy przyréwnujgc sume wyrazow z @
w row. (198.5) do zera:
/ - 25
8 1769472
W ogdle otrzymamy dla bezwzglednych wartosci wspoétczyn-
nikéw b wzér rekurencyjny

(198.7) & =+ 1 , , n(h—1) (n—2)
’ " T nAn—2)2 7-4+ (2-4-6...n)2
przy czym znaki + i — nastepujg na przemian. Znalezione tg drogg
wyrazenie
3 25
(198.8) F3g)= FXqg)In g+ — g4 1709 eB8+eme

jest zbiezne bardzo silnie, wobec czego wystarczy do rachunku
liczbowego uwzgledni¢ dwa pierwsze wyrazy. Ale dla g= 0 jest
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wprawdzie F10)= 1, ale F”o) In g staje sie logarytmicznie nie-
skonczone. Dlatego w zastosowaniach rozwigzania ogélnego win-
nismy potozy¢ ¢3=0, aby powyzszy przypadek wyltaczyc.

Czwartag catke szczegdlng znajdujemy w ten sam sposoéb, co F 3,
przyjmujgc
(198.9) FAq)In p+P4,

a wiec zamiast row. (198.4) mamy

(198.10) v.pt+ pd+i~ _ 0.
Stad po wstawieniu F2 z (198.3) X
‘(198.11) \7tpd+p 4+ 4-5-6-p2 ©8797107R0 12.is-1anplo = 0.
(4-6)2 (i-6-8-10)2 (2 i-6-8-10-12-14)21

Temu réwnaniu uczyni zados¢

(198.12) Pi=ho«+bloe™+blieu+...,

co daje
,4-5-6 5
6— (4+6)4~ 3456—1,447'10 3

7 1054
10~ 4423 680000— 2,382-i0

Odpowiednim wzorem rekurencyjnym dla bezwzglednych war-
tosci wspoitczynnikéw b jest

liogig\ J- i 1 r, ,n(n-1) (n—2)
(1.8.13) bn- £ n*(n-2)*[ni+ (4-6...nf

Ostatecznie otrzymamy rozwigzanie ogolne w postaci
"8 1T £6 MO
1' (2-4)2+*(2-4-6-8)2 _ + (4-6)2""(4-6-8-10)2
(198.14)
- lc $In n\(P £— 4 N ..1+1,447-10-V—2,382-10-y°+.
T 4 ele (4-6)2 (4-6-8-10)2* 'y L £~
§ 199. Wyznaczenie statych catkowania w zagadnieniu ptyty pity-
wajacej. Majac na oku przede wszystkim przypadek konkretny ptyty
o promieniu skonczonym A. Foppl pozostawit na boku podane
w 8197 rozwigzanie ogo6lne Hertz'a i znalazt drogg stosunkowo
elementarng rozwigzanie réwnowazne (.198.14), ktore teraz uzupet-

nimy obliczeniem statych df c2i c4.
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Przyjmujac brzeg ptyty o promieniu a jako swobodny, napi-
szemy warunki brzegowe nastepujgce:
1° Dla r=qgl= a jest wr=0, czyli:

8 * b ibiomar™°

2° Dla r—a jest /r=0, czyli:

,1.99.1, £ + L fg =0
j e=aii 1Q=aii

3° Wypadkowa sit thgcych na pobocznicy walca o promieniu
nieskoniczenie malym 6 otaczajgcego site P musi by¢ réwna tej.
sile. To wyraza réwnanie

*L m2jzd+P=0.
(199.2) By J2 dg\(d(jZ q d ) Iz
Z warunku 3° znajdujemy wartos¢
P P
(199.3)

4 bnyd2 8n\ygB

Warunek 2° daje réwnanie

a 4608\ 1)

(199.4) +

460b\l

+ 45+0'0e2(r) —12 ml0-'(r) + -H -
A wreszcie z warunku 1° otrzymamy:

5Id

+Q g6 368640\ ) b

16y ) 18432U
5 a4
96 i4 3686I0 Fa

+ 3+0,0243 (I‘)‘- 16,28 +10-“ )+ ]+

+ (2.

(199.5) + \oi +

Ib\i/ 18432\f/ J
1 a4
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Z obu ostatnich réwnan liniowych wzgledem statych cu e2i ¢4 mozna
wyrazi¢ cxi c2przez znang juz wartos¢ statej c4, a otrzymane war-
tosci wstawi¢ wraz z wyrazeniami FIfF2i P4 w row. (a) z 8§ 398,
aby otrzymac rozwigzanie ogolne, a stad obliczy¢ odksztatcenia,
i naprezenia przy danych liczbowych.

Przyktad takiego rachunku podaje A. Féppl w 822 przyto-
czonej ksigzki zestawiajgc wyniki teorii Scistej z obliczeniami przy-
blizonymi praktyki inzynierskiej (bardzo stosunkowo prostymi)'
i znajduje np. wartosci naprezen wieksze o 83% od wynikajgcych
z obliczenia przyblizonego. Rachunek Foppla odnosi sie do ptyty
stalowej lezacej na poditozu sprezystym, a wiec do przypadku w kto-
rym rownanie rézniczkowe zgiecia ptyty plywajgcej przestaje byc¢
rownaniem Scistym, gdyz reakcja podioza nie jest w tak prosty
spos6b zalezna od ugiecia (wgtebienia), jak to zachodzi w przypadku
ptyty plywajacej. Dlatego jest wielce prawdopodobne, ze w tym
przypadku obliczenie przyblizone inzynierdw nie odbiega tak bardzo
od rzeczywistosci.

Co sie tyczy ptlyty plywajacej obcigzonej, to jej rébwnowaga
wymaga przede wszystkim spetienia warunku hydrostatycznego
i warunku wytrzymatosciowego. Pierwszy okresla réwnowaga wy-
poru hydrostatycznego z ciezarem wiasnym ptyty i jej obcigzeniem
drugi za$ wytrzymato$¢ materialu plyty w miejscach dziatania
obcigzen. Gdy warunek wytrzymatosciowy jest spetniony, to przy
dostatecznej wielkosci kry lodowej np. mozna jej obciazenie zwiekszac
do pewnej granicy dowolnie poniewaz wygiecie kry pod ciezarem
zwieksza wypor do wielkosci potrzebnej do zréwnowazenia catosci.
Kra pierwotnie ptaska zamienia sie na rodzaj ptytkiej todzi, jak to
mozna zaobserwowac ktadac krazek z cienkiego kartonu na wode
i obcigzajac go w srodku. Wtedy chociaz jego wypOr pierwotny nie
przewyzsza paru gramoéw, to po obcigzeniu moze dojs¢ do paruset
gramoOw, jezeli tylko promien krgzka jest tak wielki w poréwnaniu
do jego grubosci, ze faliste wygiecie ptyty nie pozwoli na zanurzenie
jej brzegu.

W przypadku kry lodowej warunek wytrzymatosciowy kompli-
kuje sie tym, ze l6d jest wybitnie materiatem elastoplastycznym
o niskiej granicy sprezystosci, wobec czego rosngce powoli z czasem
odksztatcenia plastyczne pojawiajg sie juz przy wytezeniu niewielkim.
Mieszkancy krain podbiegunowych podrdzujgcy sardami obcigzonymi
po lodzie zdajg sobie z tego dobrze sprawe i na lodzie cienkim nie
zatrzymuja sie nigdzie dtuzej. Lod przy temperaturze nie o wiele niz-
szej od 0° doznaje odksztalcen plastycznych bez objawéw twardnienia
przy odksztatceniu rosngcym, ktdre jest tak cenng wlasnoscig metali.
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§ 200. Teoria Scista ptyt ,grubych". Ta teoria nie czyni zadnych
zatozen upraszczajacych, jakie przyjeto w teorii klasycznej ptyt
.cienkich” (ob. §181), Scistej tylko w przypadku granicznym, gdy
grubos¢ ptlyty jest nieskonczenie mata, a ugiecia nieskoriczenie mate
wobec grubosci, lecz polega na szukaniu Scistych rozwigzan ogolnych
rownan rézniczkowych teorii sprezystosci dla ptyt o grubosci do-
wolnej przy obcigzeniu danym. Opracowat ja J. H. Michell (London
Math. Soc. Proc. 31, 100, 1899), a rozwingt szczegolowo A. F. H.
Love w ksigzce wielokrotnie przytaczanej. Teoria MichelTai Love’a
gra w stosunku do teorii klasycznej ptyt cienkich tg samg role, co
teoria zgiecia belek de Saint-Venant’'a wzgledem teorii pretdw cien-
kich stosowanej jako teoria belek w mechanice technicznej. Po-
dobnie jak $Scista teoria belek wykazata dla przewazajgcej liczby
przypadkéw wystarczajgce przyblizenie teorii technicznej, tak i Scista
teoria ptyt dowiodta w przypadkach analogicznych, ze teoria kla-
syczna ptyt cienkich daje w ogdle rozwigzania dostatecznie przy-
blizone.

Wobec tego, a zarazem ze wzgledu na rozmiary ksigzki niniej-
szej, poprzestaniemy na zwieztym przedstawieniu zasad teorii Scistej,
odsylajgc na razie czytelnika do ksigzki Love’a, ktéra traktuje
wyczerpujaco teorie ptyt ,grubych”, jak jag krotko nazywajg

Obrawszy ptaszczyzne srodkowg ptyty o grubosci 27i za ptasz-
czyzne | | przyjmijmy, ze znalezliSmy rozwigzanie S$ciste przy da-
nym obcigzeniu pilyty, czynigce zado$¢ warunkom na obu po-
wierzchniach s=+k, ale przy zalozeniu, ze ptyta dana jest czescig
ptyty nieskonczenie rozlegtej Do tego rozwigzania dotaczamy drugie
odpowiadajgce usunieciu obcigzen powyzszych i dziataniu na brzegi
ptyty tylko okreslonych sit przekrojowych i momentéw, co jak
wynika z 8116 i rozwazan uogélniajgcych Love'a sprowadza sie
do stanu napiecia antisymetrycznego wzgledem ptaszczyzny XY.
W tym stanie jest az= 0 w kazdym punkcie ciala; reszta sktadowych
rézna od zera, a tylko na obu powierzchniach z=+h jest rzx i tz
rowne zeru. Rozwigzanie drugie uzyskuje sie przyjmujgc

<200.1) ffx=0; T«=2 (1 +7)27" Tb=201+v)t~22Jy 1
<200.2) z6—ax-\-ay.

Wartosci te czynig zados$¢ réwnaniu réwnowagi

dTx | drzy daz__.
9>~ 20 sz
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oraz rownaniom Beltrami'ego zawierajacym \/2tzx, \/2tu i \y2az.
Uwzgledniajgc nadto dwa pozostale rownania réwnowagi, ktore
teraz przyjma postac

(200 31 f 9E=0- =0
99X dyl-wv 9z " 9x 19y 1 +2>9y '

otrzymujemy

(200.4) +

Tutaj jest * funkcjg »,?/,«, ktdéra po uwzglednieniu (200.2>
czyni zados¢ réwnaniu rozniczkowemu

(200.5) A= 17 %0.

Rownania Beltrami'ego wykazujg, ze—y-ypj' z® musi by¢

liniowa funkcjg x i y. Mozna jg przyja¢ po prostu réwng zeru,,
gdyz to nie wplywa na wartosci ox, ayi r!/x. Dlatego %winno miec
postac

gdzie

1_Vn
VAT + e-

A zatem ~ czyni zados$¢ réwnaniu
(200.6) y2y2”7i= 0.

Oznaczywszy przez t0 przemieszczenie normalne punktéw
ptaszczyzny srodkowej otrzymujemy

(200.7) Wo=-V>'20+ (1+ V)Xi],

Z czego wynika
y2y2MA=0.

W ciagu dalszym dochodzi sie do réwnan
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Dla sit i momentéw przekrojowych otrzymuje sie na Koniec
wzory nx=ng=0, {z=0

553V 2wO R 55 5\72wW 0

mx= - & 20w VPG BV B2y o),

<200.10) R (92wO , ,8+v 5li, &2 /_i, _~
U j/2 10 3,2tV'tt0)
-Wh
=S =(l-r).g

8
9x9y 1 10 9x9y

Wzory powyzsze roznig sie od wzorow odpowiednich przyblizone]
teorii klasycznej ptyt cienkich tylko wyrazami podkres$lonymi, ktére
jak wykazaly badania szczeg6élowe J. DougalTa (Edinburgh Eoy.
Soc. Trans. 41, 129, 1904) sg dla wszelkich ptyt praktycznych tak
mate wobec wyrazen gtownych, ze przyblizenie jakie daje teoria
klasyczna jest niemal zawsze wystarczajgce, a niekiedy graniczy
z Scistoscig zupetng. Nie trudno zda¢ sobie z tego sprawe ogolnie
w sposob nastepujacy:

Wedlug zatozenia obu teoryj jest wO mate wobec h. Poniewaz
\/2w0 okresla podwdjng krzywizne Srednig przekrojow powierzchni
ugiecia, ktora to krzywizna przy ustalonej wartosci strzaltki ugiecia
rosnie i maleje z odwrotnoscig kwadratu rozpietoSci ptyty, przeto
h\/2v0 jest zawsze liczbg bardzo mailg, a icl= M72u'0 przedstawia
inng powierzchnie znacznie jeszcze stabiej zakrzywiong od wO. Jej
krzywizne w przekrojach XZ i YZ okreslajg wielkosci

i £ (fRA7TX),

ktére zatem musza by¢ wielokrotnie mniejsze od 92v(9x2i 92vQ9y2
Wobec tego wyrazy podkreslone majg wartosci znacznie mniejsze
od wyrazéw niepodkreslonych.

Gorzej ma sie rzecz z ugieciami. Np. w przypadku pilyty
okragtej o promieniu a dokota swobodnie podpartej i obcigzonej
rownomiernie jest (przy odroznieniu wskaznikiem O wartosci otrzy-
manych z teorii przyblizonej) strzatka ugiecia

2(8+r+r2 /2h

(0011 /=1l ggl v a_yva —h 1t

> U Love’'a jest znak po lewej stronie + z powodu odmiennej umowy co
do kierunku dodatniego momentu skrecajgcego od stosowanej poprzednio
w ksigzce niniejszej.
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podczas gdy naprezenia w warstwie skrajnej Srodka sg okreslone
wzorem

<200.12) 5= 50[| + (~]=5,[I+ 0,0023(f)"

(wspotczynniki liczbowe odpowiadajg tutaj wartosci r=1/4). Widac
stad, ze btad wyznaczenia wytezenia wedtug teorii przyblizonej jest
okoto 9 razy mniejszy od btedu wyznaczenia ugiecia, ktory podaje
w odsetkach tabliczka ponizsza

3 5 10 20
2h

100./-/0 92 34 08 021
/

Porownanie teorii Scistej z przyblizong wykazuje nadto szczegoly
nastepujgce: Widkna elementarne ptyty 2 prostopadte do ptaszczyzny
srodkowej nie pozostajg proste i prostopadie do powierzchni ugiecia,
lecz pochylaja sie nieco w ogéle i zaginajg esowato podobnie jak
w belce zginanej sita poprzeczng. Powierzchnia $rodkowa nie jest
::\Warstwg obojetng”, gdyz doznaje wydluzen o wielkosci v/2mlE,
gdzie q oznacza obcigzenie jednostkowe pola ptyty w przypadku
rozpatrywanym. Witokna z nachylajg sie w tymze przypadku do
Powierzchni ugiecia pod katem

200.13 7L 3(1+y)Ll
( ) R CORUAY

ZauwazyC trzeba, ze tylko Scista teoria moze nalezycie wyjasnic¢
sprawe stanu odksztalcenia i napiecia w otoczeniu miejsc plyty
obcigzonych sitg skupiong. Tutaj nalezy wazny przypadek zatatwiony
w §162.

Przytoczymy nakoniec wyrazenie Sciste dla energii sprezystej
0 ptyty grubej odniesionej do jednostki pola, jakie podaje Love
w 8303 swej ksigzki bez wywodu szczegbélowego, z znaznaczeniem,
ze to wyrazenie stosuje sie do zgiecia ptyty dajgcego uogodlniony
ptaski stan napiecia, tzn. do przypadkéw objetych rozwigzaniem
drugim powyzej podanym (wz. 200.1 do 10). Przy pomocy tycli
wzorow mozna wyrazi¢ skladowe stanu odksztatcenia i napiecia
jako funkcje wO (zastapionego ponizej przez w) w calej ptycie, aby
wstawiwszy je nastepnie w wyrazenie ogélne na 0 z §64 otrzymac
po licznych przeksztatceniach:
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f, 1sf,—o d- JdSho v [ 92w \A1
@="[IV>)*-2(—) P Wit - (sii) 3+

92v 92y2w 92v 9AJ2w 92v 2%d

5B o2 ox2 9y2 9y2 T2 ety 9xoy J
(200.14) y
19\I20) 2., (RALAN .
1—v
272 + 64r+ 5r2 5,4 2w 9Aj2w  /9A/2w\2
420(1—v) 1 9x2 dy2 \ 9x9y )

Tutaj jest \/2=939x2-\-929y2 a w jest ugieciem ptaszczyzny
srodkowej ptyty oznaczonym poprzednio przez w0 Wyrazenie
w wierszu pierwszym jest identyczne z podanym we wz. (181.1)
wyrazeniem energii sprezystej ptyty cienkiej. Dalsze trzy wyrazenia
z czynnikami h2i M przedstawiajg uzupetnienie wedtug teorii Scistej”,
malejgce widocznie wobec pierwszego wraz z stosunkiem li do szero-
kosci ptyty.
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§ 201. Rozwazgnia wstepne. Powloka nazywamy cialo mate-
rialne, ktdrego posta¢ da sie okresli¢ geometrycznie pewng po-
wierzchnig otwartg lub zamknietg zwang ‘powierzchnig Srodkowa,
lezaca wewnagtrz ciata, oraz wymiarem trzecim zwanym gruboscig
powtoki (g= 21i) wyznaczajacym obie jej Sciany i brzeg w sposdéb
nastepujacy:

Srodek odcinka o dlugosci 2h, normalnego do powierzchni
srodkowej zajmuje wszelkie mozliwe potozenia na tej powierzchni.
Jego oba konce opisujg wtedy obie Sciany powtoki bgdz to otwartej,
st wiec powtloki z brzegiem, badz tez zamknietej (bez brzegu). Sam
za$ odcinek poruszajac sie po konturze powierzchni Srodkowej
opisuje brzeg powtoki otwartej.

Z onreSlenia powyzszego wynika, -ze plyta jest przypadkiem
szczegblnym powloki, ktorej powierzchnia srodkowa jest ptaszczyzna.
Z diugiej strony mozna powiloke traktowac jako plyte zakrzywiona.
Podobnie jak w r.corii ptyt przyjmiemy najpierw, ze grubo$¢ po-
wioki 2h jest statg, gdyz tylko w tym przypadku mozna osiggnac
Scistos¢ badania teoretycznego odpowiadajgcg rozwigzaniom zagad-
nien tréjwymiarowych klasycznej teorii sprezystosci. Gdy znajdziemy
réwnania rdzniczkowe rownowagi i ruchu dlanowtok ogrubosci
stalej, to bardzo juz tatwo nada¢ im postaé takichzeréwnan przy-
blizonych dla powlok o grubosci tagodnie zmiennej.

Poczatki teorii powtok sprezystych siegajace konca XV III
i poczagtku X IX stulecia byty wynikiem prac éwczesnych przodujg-
cych matematykow J), ktére podobnie jak poczatki teorii ptyt zda-
zaly do rozwigzania zagadnien drgan akustycznych dzwonéw itp.

X) L. Euler, De Sono Campanarum, Nov. Comm. Petrop., t. 10, 1776.
Jakub Bernoulli mtodszy, Nov. Acta Petrop., t. 5, 1789.
S. D. Poisson, M6ém. de I'Acad. Paris 1812.
A. L. Caucliy, Exerc. de Math., t. 3, 1828.
14
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narzedzi muzycznych. Dopiero w stuleciu biezgcym zainteresowata
sie tg teorig takze tectmika konstrukcyjna, co doprowadzito do
opracowania wielkiej liczby nowych zagadnien statycznych szczego-
towych, przy pokonywaniu powaznych trudnosci zastosowania
Scistej teorii ogdélnej, ktorg zawdzieczamy gtdwnie pracom A. E. EL Lo-
ve'al). O trudnosciach tych daje pewne wyobrazenie juz podana
w 8§ 189 teoria wielkich ugie¢ ptyt cienkich. Wprawdzie teoria powtok
przyjmuje réwniez grubos¢ jako bardzo malg w poréwnaniu do
innych wymiaréw, ale nowe utrudnienie wynika stad, ze promienie
krzywizny nie sa w ogole wielkie wobec tych wymiaréw, a tylko
wielkie wobec grubosci. Z tego powodu przemieszczenia punktow
pierwotnej powierzchni srodkowej, ktére okreslajg zmiane jej po-
staci wyznaczajgc stan napiecia w kazdym elemencie powtoki, nie
moga by¢ jak, w teorii ptyt, okre$lone jedng tylko wspohzedna w,
lecz w ogdle trzema u, v, w, tylko w przypadkach symetrii obrotowej
mozna poprzesta¢ na dwu sktadowych przemieszczenia, a wyjgtkowo
na jednej.

Element powitoki wyciety przekrojami normalnymi lezacymi
w plaszczyznach gtéwnych krzywizny powierzchni Srodkowej, jest
przeto obok sil zewnetrznych pod dziataniem napie¢ rozciggajacych
lub $ciskajgcych i napie¢ Scinajgcych w ptaszczyznie stycznej do
powierzchni srodkowej, ktore noszag krétka nazwe napie¢ btonowych;
dalej napie¢ scinajgcych poprzecznych (tj. prostopadiych do owej
ptaszczyzny), ktdre mozna czesto poming¢ podobnie jak w ptytach,
a wreszcie momentdéw zginajacych i skrecajgcych réwnowaznych
samym momentom zginajacym (gidbwnym) w pewnych przekrojach
wzajemnie prostopadilych. Ot6z w pierwszej obszernej i praktycznie
waznej grupie zagadnien sg momenty zginajgce gtowne tak male,
ze ich dziatanie mozna poming¢ zupeinie wobec dziatania napiec
btonowych. Od tych najprostszych zagadnien rozpoczniemy ponizej
rozwazania szczegOtowe.

W drugiej nader waznej zwtaszcza w akustyce grupie zagadnien
powtok mozna odwrotnie pomingé napiecia btonowe, a uwzglednic
tylko momenty zginajgce. To odpowiada zatozeniu, ze elementy

1) Phil. Trans. (A) t. 179, 1888, oraz ,Elasticity", rozdz. 24. Poprzedni-
kiem Love’'a w tej dziedzinie byt wprawdzie H. Aron (Journ. f. reine u. ang.
Math. t. 78, str. 136, 1874), ale praca ta nie byta wolna od usterek i.pozostawita
niektére wazne kwestie niezatatwione, podczas gdy wyniki Love’'a zostaly w ca-
tosci potwierdzone badaniami teoretycznymi dokonanymi na innej drodze przez
A. B. Bassefa (Proc. Math. Soc. London, t. 21, 1890; Phil. Trans. (A) t. 181,
1890) i Il. Lamb’a (Proc. Math. Soc. London, t. 21, 1890); Donioste prace w tej
dziedzinie ogtosili takze w tym samym ¢&wieréwieczu E. M atbieu (Journ. de
PiScole Pol. t. 51, 1882) i Lord Eayleigb (Proc. Math. Soc. London, t. 18, 1881).
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liniowe lezgce w powierzchni Srodkowej przed odksztalceniem nie
-zmieniajg swej dlugosci przy wygieciu tej powierzchni (zwanym
dlatego izometrycznym), co jest mozliwe pod pewnymi warunkami
okreslonymi Scisle w geometrii rézniczkowej. Warunki te sg uogol-
nieniem warunku wymienionego w 8179 dla ptyt, ktéry wyraza, ze
bez udziatu napie¢ btonowych moze ptaszczyzna Srodkowa ptyty do-
znac¢ wygiecia skonczonego tylko w postaci powierzchni rozwijalnej (na
ptaszczyznie), a wiec powierzchni o krzywiinie Gauss’a rownej zeru.
Ta krzywizna mierzy sie wartoscig I/Pi-1/g2, gdzie gli g2sg promie-
niami krzywizny przekrojow normalnych gtéwnych w danym punkcie
powierzchni, a zatem jest réwna zeru dla ptaszczyzny i dla powierzchni
rozwijalnych. Otéz uogdlnienie dla powierzchni dowolnych o krzy-
wiznie ciaglej wyraza sie twierdzeniem, ze dana powierzchnia 17 da
sie bez zmian dlugosci elementéw liniowych wygia¢ w sposob ciggly
tylko na takg powierzchnie 17, ktora jest odwzorowaniem wiernym
i zarazem réwnopolowym powierzchni 17, a powierzchnie tak ze sobg
nawzajem spokrewnione majg w punktach odpowiednich réwng krzy-
'wizne Gauss’a. To twierdzenie stosuje sie do powierzchni z brzegiem.
Dowiedziono natomiast, Zze kazda powierzchnia zamknieta jedno-
spojna, wypukta o krzywiznie ciagtej (tzw. owaloida) nie moze by¢
w ogoble wygieta bez odksztalcen btonowych t). To samo odnosi sie
do czesci takich powierzchni o brzegu usztywnionym i na tym,
Polega ogromna korzy$¢ praktyczna zastosowania cienkich powtok
tego rodzaju na przykrycia kopulaste przestrzeni obudowanych
Scianami pionowymi. Wytrzymato$s¢ powtoki obcigzonej jest bowiem
wyzyskana najlepiej, gdy material jest narazony gtéwnie na napiecia
btonowe bez uwagi godnych momentow zginajgcych. Tych momen-
tow nie mozna jednakze pomija¢ zupelie w zagadnieniach wymie-
nionych, ktére przeto nalezg wilasciwie do grupy trzeciej domaga-
jacej sie zastosowania najogdlniejszej teorii powtok.

§ 202. Powloki narazone na same tylko napiecia btonowe. Gdy
grubos$¢ powtoki jest mala w poréwnaniu do promieni krzywizny
powierzchni srodkowej, ktdére bedziemy nazywali w skrécie promie-
niami krzywizny powtoki, to napiecia btonowe w przekrojach nor-
malnych mozna z przyblizeniem wystarczajgcym traktowac jako
roztozone réwnomiernie. Wtedy napiecia sa sitami dziatajacymi

J) Wedtug Caucliy’ego byt ten fakt naukowy znany juz Lagrange’'owi.
Pierwszy dowdd wyczerpujacy dat J. H. Jellett (Trans. E. Irisk Acad., t. 22,
1854). Prace wspotczesnych matematykéw na ten temat zebral jeden z nicli
oS Cohn-Vossen w referacie zamieszczonym w nr 1 wydawnictwa S. S. S. E. pt.:
.USpiechy matematiczeskich nauk®* (r. 1936).

14*
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w pfaszczyznach stycznych do powierzchni srodkowej. Przyjgwszy
zatem, ze te napiecia réwnowazgce sie z obcigzeniem elementu
powitoki nie wywolujg godnej uwzglednienia zmiany postaci i wy-
miarow powtloki, przekonywamy sie tatwo, ze napiecia btonowe sa

Kys. 116.

statycznie wyznaczalne. W tym celu wezmy pod uwage element-
powtoki wyciety przekrojami krzywizn gtéwnych 1/pi i 1l/gi, a wiec
wzajemnie prostopaditymi (rys. 116). Kontur tego elementu jest
czworokatem krzywoliniowym zdazajacym w granicy do czworo-
kata prostoliniowego, ktdrego boki pizeciwlegte nie sg wprawdzie
w ogéble rdwnolegte, ale tworza katy nieskohiczenie mate i dd>
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tego samego rzedu co diugosci bokoéw przyleglych dsli ds2 Ozna-
czywszy teraz przez N, 1\ i T2 dane skiadowe sily zewnetrznej
dziatajgcej na Srodek elementu, przy czym N ma kierunek normalnej,
a Tl i T2kierunki styczne do przekrojéw krzywizn gtéwnych, otrzy-
mamy dla skladowych napie¢ btonowych odniesionych do jednostki
szerokosci przekroju, ktére oznaczymy przez nx i n2 (napiecia
normalne) oraz tx i t2 (napiecia styczne) trzy rzutowe réwnania
rownowagi i jedno réwnanie momentow, a wiec tyle ile jest nie-
wiadomych x).

Wyznaczywszy ta drogg napiecia w calej powloce, musimy
nastepnie sprawdzi¢, czy zalozenia poczynione sg spetnione Scisle
lub w przyblizeniu dostatecznym. W przypadkach konkretnych da
sie to osiagnaC przez stosowne warunki podporowe i zachowanie
wszedzie cigglosci Krzywizny. W przypadkach nieciggtosci jednego
lub obu promieni gxi g2 powstaje jak sie okaze ponizej, nieciggtos¢
obliczonych napie¢ btonowych, co dowodzi pojawienia sie momentéw
zmieniajgcych znacznie stan napiecia w otoczeniu miejsc nieciggtosci
krzywizny. Ale napiecia blonowe powtoki sg statycznie wyznaczalne
(izostatyczne) nie tylko w powloce abstrakcyjnej uwazanej za nie-
rozciggliwg™ ale i w powloce rozciagliwej wygietej bez udzialu mo-
mentéw zginajgcych. Albowiem te same réwnania réwnowagi po-
wtoki (najogélniejszej) ktdore Beltrami (1861) i Lecornu wypro-
wadzili dla przypadku wygiecia izometrycznego, sa jak wykazat

Caldonazzo (Il monitore tecnico z r. 1920) wazne takze dla
powierzchni rozciggliwych przy stanacli napiecia wszelkiego rodzaju.
Ten fakt wyzyskat M. Lagally (Z. f. a. Math. u. Mech. z r. 1924,
str. 377) do uproszczenia metody catkowania odnosnych réwnan
rézniczkowych w przypadku ogélnym. Wyprowadzenie tych réwnan
ograniczymy tutaj tylko do powtok obrotowych jako najwazniej-
szych w zastosowaniach i traktowanych juz w Stereom. Techn.
autora przy zalozeniu upraszczajgcym kotowo-symetrycznego stanu
napiecia.

Wezmy wiec pod uwage element takiej powtoki wyciety ptaskimi
przekrojami osiowymi (potudnikowymi) nachylonymi do ptaszczyzny
potudnika zerowego pod katami i cp\d(p (rys. 116), oraz dwoma
stozkami wspotosiowymi z powlokag i przecinajgcymi jg normalnie
pod katami ai a+ da. Sladami tych stozkéw na powierzchni $rodko-
wej sg kota rownoleznikowe o promieniach r i r-fdr. Oznaczmy

To znakowanie nie pokrywa sie catkowicie ze znakowaniem stosowanym
poprzednio w teorii ptyt, gdzie np. tX, t, oznaczalo napiecia styczne poprzeczne,
a nie podtuzne jak tutaj. Napiecia styczne poprzeczne oznaczymy dlatego w ciggu
dalszym przez ( z wskaznikiem odpowiednim.
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nadto przez ox promiehn krzywizny przekroju réwnoleznikowego
rowny jak wiadomo dilugosci normalnej odcietej osig z, a przez
promiern krzywizny przekroju potudnikowego. Diugosciami bokdow
sgsiednich elementu sg uwidocznione na rys. 117 rdep i gda, a wiec
pole elementu z pominieciem nieskohczenie matych rzedu wyzszego
nad drugi jest d F=rg 2dadp.

Eys. 117.

Na brzeg rdcp dziata napiecie normalne n2rdcp i styczne t2lrdcp.

Na brzeg przeciwlegly dziata napiecie normalne n2rdw-f ] dadcp
a

i styczne t2¢dcp + dadg>. Na brzeg gida dziata napiecie normalne
nx@da i styczne t12Q./la. Na brzeg przeciwlegly za$ napiecie normalne

nxg2da + dadcp i napiecie styczne tXy2da+ dadcp.
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Sktadowymi sit zewnetrznych sa:

N dF w kierunku normalnej wewnetrznej,

TtdF w kierunku stycznym do réwnoleznika,

T2dF w kierunku stycznym do potudnika.

Warunek rzutowy réwnowagi dla kierunku stycznego do po-
tudnika daje przeto

ot g
~ gXdadcp-j- — {rn"dadcp—nlLg2dad<p cos a+ T2rqXadcp=0,

przy czym wyraz trzeci przedstawia rzut na kierunek wymieniony
wypadkowej sit n1@da i nl@da+dadcp, tworzacych ze sobg"

kat dqp Ta wypadkowa ma zatem, z pominieciem matych rzedu wyz-
szego, warto$¢ v1Q@dadcp i jest nachylona do kierunku wymienionego
pod katem a. Podzieliwszy przez dadcp otrzymujemy pierwsze row-

nanie réwnowagi

(202.1) 9Nh}+ ealjf-e.*! cosa+ T2e2= 0.

Podobniez znajdujemy dla kierunku stycznego do réwno-
leznika
(202.2) cos a+ TIp2=0.

da dep
Z réwnania momentdw wzgledem normalnej w S$rodku elementu
wynika jak tatwo przewidzie¢ t12= 2= t (oczywiScie znowu z powodu
uzasadnionego skreslenia malych izedu wyzszego).

Przechodzac wreszcie do warunku Izutdbw na normalna znaj-
dujemy najpierw rzut obliczonej juz powyzej wypadkowej z napiec
wzdtuz réwnoleznika, tj. n1(@dadcp, jej lzut

nlg2sin adadcp.

Podobniez dajg sity nZdg> i przeciwlegta tworzgce kat da wy-
padkowa o kierunku normalnej i wielkosci n2rdadcp. A zatem

nlg2sin adadcp-\~n2rdadcp-\-NrQ2dadcp=0,

a poniewaz r= dlsin a, przeto

(202.3) —+ —+J7=0

6i
jest trzecim réwnaniem réwnowagi waznym widocznie i w przy-
padku powtoki ogdlnie zakrzywionej, jezeli i g2 oznaczajg promienie

gtébwne jej krzywizny.
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To réwnanie nie zawiera jak poprzednie pochodnych czastko-
wych napie¢. Przy jego pomocy mozna z rownan (202.1 i 2) wyru-
gowac jedne z niewiadomych %, n2i t, aby otrzymaé¢ dwa réwnania
rézniczkowe do wyznaczenia dwu pozostatych.

§ 203. Przykiad obcigzenia kotowo-symetrycznego powitoki obro-
towej. W tym przypadku oraz przy dalszym zatozeniu upraszczajg-
cym Tx—O0, odpowiadajgcym obcigzeniu ciezarem wilasnym powioki
0 osi pionowej, stajg sie wszystkie pochodne wzgledem @ réwne zeru,
a rdwnania réwnowagi sprowadzajg sie do nastepujgcych:

(203.1) a+T2g2=0
N =
(203.2) da+ p2cosa=0
(203.3) NN IV = 0.
Q &

Napiecia normalne nl, oraz odpowiadajace im naprezenia nazywamy
zwykle obwodowymi lub réwnoleznikowymi, za$ n2 potudnikowymi.

Przyjmujgc t= 0 uczynimy widocznie zado$¢ rownaniu (203.2).
Wstawiwszy warto$¢ nxg2= —g{n2—N g~ otrzymang z (203.3)
w (203.1) i uwzgledniwszy, ze r=g 1sin a, znajdziemy

(UTn \ _
—L + {QiKi+ N g 1g2) c°s a+ T2gxg2sin a= 0,

albo po pomnozeniu przez sin a:
d(rn2,
da

Lewa strona jest rOdwna d/da(rn2sin a), catkujgc wiec obu-

stronnie wzgledem a znajdujemy
a

(203.4) n2= JQiQz sin a(N cos a+ T2sin a)da,

sin a+ rn2cos a = —g1g2(N cos a sin a+ T2sin2a)

gdzie a odpowiada réwnoleznikowi dowolnemu, a aOréwnoleznikowi
tworzacemu gorny brzeg powitoki. Gdy powiloka jest w goérze za-
mknieta, to oczywiscie a0=0.

Po wyznaczeniu n2 obliczamy nx z réw. (203.3).

Pomnozywszy réw. (203.4) obustronnie przez 27rrsina mamy
a

2nrn2sin a——J2nrgZXN cos a+ T 2sin a)da.
K

Tutaj lewa strona okresla wypadkowg napie¢ potudnikowych roz-
mieszczonych na przekroju stozkowym wojiét réwnoleznika a;
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zwazywszy za$, ze q2da=dft2 oznacza element tuku potudnika, za-
uwazymy fatwo, ze catka po stronie prawej przedstawia wypadkowg
z obciazen czesci powtoki leza<ej ponad réwnoleznikiem a. To réw-
nanie ma wiec bardzo proste znaczenie statyczne, gdyz wyraza
warunek réwnowagi, jaki mozna napisa¢ bez] postugiwania sie row-
naniami rézniczkowymi. '

Powyzsze obliczenia wykonamy w szczegdtach dla powtoki
kopulastej utworzonej przez obrot luku kotowego osi okoto pio-
nowej nie przechodzacej przez Srodek kotfa, lecz odlegtej od tej osi
° osin a0, jezeli a jest promieniem tuku potudnikowego (rys. 118).
Niechaj q oznacza ciezar jednostki pola powtoki. Wtedy T2=qsin a,

N =q cos a. Uwzgledniajac, ze g2=a, za$ 6l= (I—
znajdujemy z (203.4):

a
n2=z £ll 1 (sin a—sin a0dw=

(sin a—sm a0) sm aéo
(cos an— cos a)— (a—an) sin an
® (sina—sin a0 sin a

a z réw. (203.3) otrzymamy
%= —-j"[(a —an) sin a0—(cos «G—cos a)+ (sir a—,sin a,) cos asin a],

W wierzchotku koputy jest a=a0, a wiec wk= 0, zas n2 przedstawia
sie jako symbol nieoznaczony, ktérego wartoscig znaleziong w spo-
séb znany jest n2=0. Naprezenia potudnikowe a2 sg wszedzie cisnie-
niami, a rownoleznikowe &, tylko w gérnej czesci kopuly, podczas
gdy u dotu sg ciagnieniami.
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Azeby obliczony stan napiecia zachodzit w kazdej czesci po-
witoki, powinny reakcje brzegu dolnego ustalonego rownowazyc¢ sie
Zz napieciami wzdluz tego brzegu. Zrealizowanie tego warunku wy-
magatoby oparcia catego brzegu na podstawie doskonale gtadkiej.
Ta podstawa przy zatozeniu brzegu normalnego do powitoki musia-
taby naleze¢ do pobocznicy stozka styczhego do brzegu. Jest ta
oczywiscie praktycznie niewykonalne, wobec czego wzdtuz brzegu
powstang reakcje majgce skiadowe normalne do powtoki. Poniewaz
te skladowe nie moga by¢ zrownowazone napieciami btonowymi,
przeto brzeg czy to podparty, czy tez utwierd; ony bedzie narazony
nadto na napiecia $cinajgce poprzeczne i momenty zginajgce, ktore
sg oczywiscie statycznie niewyznaczalne. Tch war+osci sg w Scistym
zwigzku z przemieszczeniami brzegu, ktérych dotad nie rozpatry-
walismy. Okaze sie jednak, ze momenty i napiecia poprzeczne brze-
gowe wywotujg w ogolle godne uwagi zmiany w obliczonym powyze]
stanie napiecia tylko w poblizu brzegu na szerokos¢ zalezng od gru-
bosci powtoki i nieznaczng wobec jej innych wymiaréw, gdy ta
grubos¢ jest mata wobec promieni krzywizny.

Inny przyktad powtoki narazonej gtéwnie na rozciagganie znaj-
dzie czytelnik w Steieom. Techn. (8 71). Powioke stanowi tam
potkulisty zbiornik na
wode zawieszony brze-
giem (gérnym), co dato-
by sie zrealizowac przy-
najmniej ze znacznym
przyblizeniem za posre-
dnictwem stosownej bla-
chy cylindrycznej spo-
jonej z brzegiem pétkuli.
Ale i w tym przypadku
zachodzg w powtoce nie
tylko napiecia rozcigga-

Eys. 119. jace, alei sciskajace, kt6-

rych nie znosi oczywiscie

powtoka zupetnie wiotka (np. powtoka balonowa) bez pofatdowania,
tj. zmiany postaci rébwnowagi. Kwestie te nalezg do rozdzialu o sta-
tecznoscil), tutaj rozpatrzymy tylko nader wazny przypadek po-
witok obrotowych o postaci dla ktérej blonowy stan napiecia nie
jest mozliwy (rys. 119). Kiechaj powioka o przekroju potudniko-
wym ACDB bedzie podpartg wzdtuz brzegu AB, a powioka A'C'l)'B"

'Y Kozdziat ten rozrést sie tak bardzo, ze wymaga osobnej ksigzki w ro-
dzaju: S. Timoslienko, — Theory oj elastio stabilily, London 1936.



§204. Powtoka o statycli napieciach bton. pod cisnieniem hydrostatycznym 21&

zawieszong wzdtuz brzegu A'B'. Gdy obie powtoki sg np. obcigzone
cisSnieniem statym p, to réwnowaga czesci wycietych walcami o sred-
nicy CD, wzgl. C'D' nie jest mozebna przy samych tylko napieciach
btonowych. Te napiecia sg bowiem w Gi D poziome, a wiec nie moga
rownowazy¢ pionowej wypadkowej z obcigzen. Tylko dzieki sztyw-
nosci $cinania i zginania powtoki powstang wzdluz okregu CD na-
piecia poprzeczne i momenty zginajgce, ktdre moga rownowazyc
obcigzenia wymienione. Obliczenie ugie¢ pofatdowanych wspét-
srodkowo den w puszkach mierniczych manometréw i aneroidow
musi przeto uwzglednia¢ sztywno$¢ zginania i nie moze sie opierac
na samej tylko teorii napie¢ btonowych.

§ 204. Powiloka o stalych napieciach btonowych pod cisnieniem
hydrostatycznym. Kropla cieczy spoczywajgca na poziomej plasz-
czyznie, ktérej nie zwilza, ma wlasnie postac takiej powtoki. Jej role
spetnia doskonale zewnetrzna warstewka molekularna cieczy, ponie-
waz w niej wedhlug teorii wloskowatosci panuje napiecie rownomierne
rowne tzw. stalej wlostcowalosci. Taka powitoka zwana kroplowg zna-
lazta juz nawet zastosowanie praktyczne jako zbiornik na naftel).
z pominieciem ciezaru wlasnego powitoki znajduje sie jej postaé
Przy zalozeniu, ze w punkcie szczytowym A panuje ciSnienie wieksze
od atmosferycznego. Ta nadwyzka mierzy sie ciezarem yhO stupa
cieczy zawartej w zbiorniku (rys. 120). UmiesSciwszy zatem plasz-
czyzne ATT na poziomie swobodnego zwierciadla cieczy mamy

N = —yz,

a poniewaz wedlug zalozenia jest nx=n2"n, przeto row. (202.3) daje

(204.1) P

przy czym
X . ds dx dx
S~ sina’ Zaf* °2~ da cosada d(sin a)’

Po wstawieniu tych wartosci w (204.1) otrzymujemy réwnanie
rézniczkowe

(204.2)

ktore wraz z réwnaniem

(204.3) tg , = -

X) W Longview, Texas, zbudowano taki zbiornik w r. 1929 na 12.700 m3.
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okresla potudnik powtoki. Otrzymane stad réwnanie rézniczkowe
dla z jako funkcji x nie da sie niestety scatkowa¢ ogélnie. Aby umozli-
wi¢ catkowanie liczbowe w przypadkach konkretnych zastgpiono

to réwnanie dwoma stosunkowo prostymi*), wprowadziwszy f = sin a
jako niewiadomg pomocniczg. Wtedy réow. (204.2) po wprowadzeniu
skrétu cfi=n\y przybierze postaé

(204.4)

dx al x’
zas row. (204.3) daje
(204.5) g)z(: <

Szczegbly odnosnego rachunku liczbowego, na ktéry tu nie ma
miejsca, znajdzie czytelnik w ksiagzce C. Bunge & H. Konig,
Torl. ii. numer. Eechnen, str. 320, Berlin 1924.

Znaleziona ta droga posta¢ potudnika sktada sie z czesci za-
krzywionej AB o najwieksze] krzywiznie w C. Ta krzywizna zmniej-
sza sie az do zera, ktdre osigga w B, po czym od B zaczyna sie pro-
sta BD stanowigca promiehn dna przyciskanego do podstawy cie-
zarem stupa cieczy o wysokosci hOA-hv Kazdemu stosunkowi hghl

r) Ob. W. Fliigge, Statik u. Dynamik der Sclialen, Berlin 1934, str. 35.
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odpowiada inna posta¢ powitoki o statych napieciach btonowych.
Gdy wiec z jakiegokolwiek powodu nadwyzka cenienia hO w punkcie
szczytowym ulegnie zmianie, to powloka nie czyni juz zado$¢ wa-
runkowi statych napie¢ bto-
nowych i zmieni swojg po-
sta¢. Przy zwiekszeniu hO
podniesie sie zmniejszajac
podstawie, a przy zmniejsze-
niu sptaszczy sie, przy czym
obok napie¢ btonowych po-
jawig sie i momenty zgina-
jace, jezeli powtoka nie jest
zupetnie wiotka.
Nawigzujgc do uwag
w § 202 wykazemy tutaj
na prostym przykiadzie, ze
w miejscu nieciggtosci krzy-
wizny musi stan napiecia od
biega¢ od wyznaczonego z te-
orii btonowe;j.
Niechaj potudnik po-
wioki obrotowej (rys. 321)
skiada .sie np. z tukow ko- Rys. 121.
towych o promieniach réz-
nych og, « i wspodlnej stycznej w miejscach zlgczenia A. Promien
krzywizny jest oczywiscie wspodlny dla obu czesci powtokil i Il.
Przyjawszy nadto, ze powloka zamknieta jejt obcigzona tylko sta-
tym cisnieniem wewnetrznym p, napiszemy stosownie do jednego
z réwnan rownowagi (202.3) w miejscu A:

dla czesci 1
A{'F o<i
ei &
zas dla czesci 11l
.1 Ti~VI
£i " e2

gdyz naprezenia potudnikowe a2 muszg by¢ po obu stronach réwne,
a tylko naprezenia réwnoleznikowe of i ¢ rézne. Z odjecia tych
réwnan wynika
c\-af{ /it
=02 — ') .
12i \£2  Qil
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Obliczonej réznicy naprezen obwodowych Ao-jsacj—a{ odpo-
wiada féznica wydtuzen wiasciwych

Przy zalozeniu, ze £2>£2 otrzymujemy ej>£2? a zatem pro-
mien réwnoleznika r przyrasta po lewej stronie A o t[r, po prawej
za$ o ezr. Gdyby takie odksztalcenie zaszlo to punkty A czesci |
przemiescityby sie w kierunku normalnej na zewnatrz o (e{—ej") sm a

wzgledem punktéw A czesci IlI. (Tutaj ozna-

cza a kat normalnej w iz osig powitoki Z).

Poniewaz to jest niemozliwe bez rozdarcia po-

wtoki wzdluz réwnoleznika A, przeto musza

istnie¢ napiecia nieblonowe, ktére temu zapo-

biegaja. Nie trudno dostrzec, ze beda to przede

wszystkim momenty mx zwiekszajgce krzywizne

w czesci |, a zmniejszajace ja w czesci |1 (lub

Eys. 122. odwrotnie gdyby byto pj< £2) Pr6cz tego wy-

stgpia miejscowe zmiany naprezen blonowych

obwodotcych, awiec przyrost of' i ubytek a[. Wreszcie pojawig sie

napiecia poprzeczne okreslone naprezeniami stycznymi r uwidocznio-
nymi na rysunku 122.

§ 205. Napiecia btonowe przy obcigzeniu niesymetrycznym.
mOgraniczajac obciazenie ogoélne do przypadku przyjetego przez
TT, Reissner'a (Ksiega ku czci Miillera-Breslau, Lipsk 1912)
i zastosowanego po tym przez innych autoréw, a takze w cennegj
monografii W. Fliigge’'gox), napiszemy dla skladowych sit ze-
wnetrznych obranych w §202 wyrazenia

<205.1) T1=Xmsin mp, 1\= Ymcosncp, N =Z mcos nm<p,

gdzie Xm, Ym, Zm sg dowolnymi na razie funkcjami samego a.
Rownaniom rézniczkowym (202.1 i 2) mozna wtedy uczyni¢ zadosé
ktadgc podobniez

n2=X 2ncos m(p,; ni—Nimcos mcp] tn=T m&nm(p,

gdzie XIm, X2m, Tm sa nieznanymi funkcjami samego a. Podsta-
wiwszy te wyrazenia w rOéwnania réwnowagi i po wykonaniu roz-

b Ob. odsytacz w §204.
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niezkowan uprosciwszy rownania przez wspoélny czynnik cos m<p,
wzgl. sin mep, otrzymujemy réwnania nastepujace:

9 (?A2m) 2 AImQ GBQ 4k/n? R= d

3
(rTm—mNimp2+ Tmp2cos a+ X mrp2= 0

el 62
Przy pomocy réwnania ostatniego wyrugujemy z pierwszych
edwu réwnan A Im, znajdujgc w koncu uktad dwu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych rzedu pierwszego dla niewiadomych N2mi Tm:

dJS om . P2 Tn
A+ . -02Zmcotg a—a2Y,,
sz @ (le+00H T WAsma ’
' dTm I11hM o2, >} i Adm_  Zai 1t
da oy ga—b HC tg a}Tm+ Mama™ mQ'ﬁw"zi'" C2Am.

Rozwigzanie tego uktadu réwnan rézniczkowych upraszcza sie
znakomicie w przypadku (A) powioki kulistej i (B) stozkowej.

A. Dla kuli o promieniu a jest pl=p2=a, ~ = cotg a,

a zatem réwnania (205.2 przyjma postac:

(léam 2 cotg a *A72mt s aTm= —a(vm+ zn cotg a)

m

205.
(205:3)  yrm

m
da 2cotg a*l'mbs.gaN2m a[x mt+ ginaz”j.

Wprowadziwszy nowe zmienne
t7i=Ar2n+ Tm; U2=N2m J-nf

otrzymamy po dodaniu i odjeciu rownan (205.3) nastepujace dwa
réwnania rézniczkowe niejednorodne o wspotczynnikach zmiennych:

drji ZCOtg a- m to+cos aZ'
(205.4) sm>m=-»( sm a
' duz Ul AT e , 41, Ul— COS a

da -\2 cotg a s.l-r-]-é--}qz— a Am—Y, H-—-- im a .

Obadwa réwnania sg typu wspoélnego:

U,
d- Poia) Un-\~Vp(a) —O0,
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ktérego catkg ogolng jest
(205.5) *7,=[0,-fq ~ damdale~"da

Podstawiwszy odpowiednie wyrazenia z réw. (205.4) i wyko-
nawszy potrzebne catkowania dojdziemy po prostych przeksztalce-
niach do nastepujgcych wyrazen dla i Uz

Te réwnania zuzytkowano do obliczenia naprezen w koputach ku-
listych obcigzonych naporem wiatru. Odnosne wywody szczegOGtowe
znajdzie czytelnik w wymienionej juz ksigzce Fliigge’'gQ.

Eys. 123.-

B. Gdy powioka tworzy stozek obrotowy o kacie wierzchot-
kowym 2/3 (rys. 123), to p2= oo, a=nl2—(}=statej, a wiec nie nadaje
sie jako wspoétrzedna. Zastgpiwszy ja odleglosciag y od wierzchotka
stozka mamy @da—dy jako element tuku potudnika. Rézniczko-
wanie wzgledem a w rownaniach (205.2) zastgpimy rézniczkowaniem
wzgledem y wediug schematu

piszac rdwnania (205.2) w postaci
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Po podzieleniu przez o2 zastgpieniu a przez w/2—/3 przejsciu
do granicy p2>00, oraz podstawieniu

r=y sin /? d—tk:sin/J, ft=ytg ft

otrzymujemy réwnania rézniczkowe powtoki stozkowej:

dN2n N2n. mT,
dy y y sin /i

dTm, 2Tm, tnZ,

dy y cos fi

%Ilg /"+ Pm—d
(205.8 i 9)
X m=0.

Trzecie rGwnanie robwnowagi przyjmuje postac:
(205.10) NIm= -y Z mtg/S

i wyznacza bezposrednio napiecie obwodowe JMm. Ta niezalezno$¢
napiecia obwodowego od innych napie¢ zachodzi u wszystkich
powitok z tworzacymi prostoliniowymi.

Catka rownania rézniczkowego (205.9) jest stosownie do wzoru
ogodlnego (205.5)

O--pi(r3z,+X) day+Cl :
wiec

(205.11) T A-IAfrz Ay A+ ¢ A

Po wstawieniu tego rozwigzania w (205.8) znajdujemy w ten
sam sposob:

(205.12) Tm+tyY m+yZmtg p)dy+C3.

Nie mogac tutaj zatrzymywal sie na interesujgcych przy-
ktadach szczegoétowych odsytamy czytelnikéw do piSmiennictwa po-
wyzej podanego.

§ 206. Odksztalcenia powtok obrotowych. Do opisania odksztai-

cen postuzymy sie przemieszczeniami punktow powierzchni srod-
kowej powiloki. Przemieszczenie dowolnego punktu okreslimy skia-

dowymi:
u w kierunku elementu dst réwnoleznika,
Vo, " " ds2 potudnika,
w, " normalnej n zwrdéconej na zewnatrz.

Teoria sprezystos$ci 15
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Obliczmy teraz zmiany dlugosci bokéw dsl i ds2 elementu
powtoki uzaleznione od tych przemieszczen (ry-\ 124a). Bok dst
zmienia sie najpierw na skutek rdéznicy przemieszczen punktu po-

czatkowego i koricowego okreslonej przez

N-dcp w  zaleznosci od q Jego zmie-
niong dtugoscig jest wiec

Ale ds, zmienia sie nadto z powodu
zmiany dlugosci promienia r wywotanej
przemieszczeniami v i w. Diugosc¢ ta
Z r staje sie rowng r-\-v cos a+w sin a.

Ar=*i/cosa + wsina Razem przeto zamienia sie dtugos¢ dsxna

,du . N\, LV W
Rys. 124 a. i+ — d<p){1+ - cosa+ - sm a
(& 1'* Sep'

Odjawszy od tego dtlugos¢ pierwotna dsl, podzieliwszy przez dsx
i odrzuciwszy wyrazy mate rzedu wyzszego, otrzymamy wyrazenie
dla wydtuzenia réwnoleznikowego (obwodowego):

Il Su

(206.1) AScp

+ v Ccos a+ wsin a

Bok ds2zamienia sie na dn2+ @da (rys. 124b) z powodu samego

przemieszczenia skladowego v. Skladowa u nie wywoluje zmiany;
natomiast sktadowa w zmieniajgca promien krzywizny o2 na o2+ w
wydtuza ds2 w stosunku (g2+ w):g2=1 + w/g2 A zatem wydluzenie
wzgledne w kierunku potudnika przedstawi wzor

co po skredleniu matych rzedu wyzszego daje

) [(3v
(206.2; s=d ra +w

Azeby teraz obliczy¢ zmiane kata prostego w elemencie dsxmds2
powtoki wywotang przemieszczeniami jego wierzchotkéw, zauwa-
zymy najpierw, ze skladowa w nie moze wplyng¢ na te zmiane.
Obliczymy wiec zmiane wywotang przez u i v uzmystowiong na
rys. 125, z ktérego wida¢, ze kat odksztalcenia postaciowego cle-
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mentu jest sumg katéw yli y2. Kat yx okresla ze scistosScig matych,
rzedu pierwszego, jak mozna odczyta¢ z rysunku, wzér:

9 ,

3 N
) rdep+ R4 —AT

2<p 1

7i

czyli ; W celu obli-

czema y2 poprowadzmy po-
tludnik A'F, ktdry na boku

CD odcina CF—u-r+dr , gdzie V

r-\-dr jest promieniem réwno- g,
leznika CD. Tutaj jest

dr=:ds2cos a= g2da mcos a.
Odjawszy CF od prze-

. . du .
mieszczenia u+ Wada otrzy- AC=dSi
mujemy dlugos¢, ktora po- )

jemy g P AjC"rds”

<izielona przez p2da+ Y ga da
da Eys. 124 b.

przedstawia y2 A zatem

,3u F dr\
+ drda~ u\l+T)

72=

Qda+J"da

a stad po wstawieniu powyzszej wartosci dr, rozwinieciu i zatrzy-
maniu matych rzedu pierwszego:

1 du
y2= Eza:a COS a,
oraz
19 wu , 19v
(206.3) 7= V}+ 72= q da r COsa+t F 8p-

Biorgc scisle nalezatoby jeszcze znalez¢ wyrazenie dla €3,
tj. wydluzenia jednostkowego w kierunku normalnej, ktére jednakze
nie da sie wyrazi¢ przez przemieszczenia punktow powierzchni
srodkowej tak, jak €l, e2i y, albowiem jest zalezne od trzeciej wspot-
rzednej nie wystepujgcej wcale we wzorach poprzednich. Atoli
zalozenie cienltosci powtoki pozwala tak samo jak w teorii piyt

15*
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cienkich pomina¢ €3 zupetlnie i traktowac¢ elementy powioki jako'
bedace w dwuwymiarowym stanie napiecia. Wtedy

Eex= g1— va , A E )
@ Eszap—afi Y1+ 2
jezeli
~nl n3 2t
fl 2h g’ f2 2h~ g’ T2~ 2h= g
gdzie g=2h oznacza grubo$¢ powtoki, a n1} n2i i = i12 jak powyzej,

napiecia w przekrojach potudnikowych i do nich prostopadtych
odniesione do jednostki szerokosci przekroju.

Bozwigzawszy rownania (a) wzgledem naprezen i oznaczywszy
powtokowg sztywnos¢ rozciggania

i - 1
e
otrzymamy
alg=nl=A(el+ve?
(200.4) (2l/==n2 =" (e2 + Jf)

rg:t:Atl—r—ry
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i nawzajem
h =" (ni—vn2
(206.5) %= j~ (n2 - vni)
2(1+ r)t
Eg

Przyjawszy teraz, ze stan napiecia (btonowy) powtoki jest
znany, ze wiec znane sg takze skladowe stanu odksztalcenia el; €2, vy,
mamy w réwnaniach (206.1, 2, 3) ukfad réwnan rézniczkowych,
ktorych catkowanie pozwoli obliczy¢ przemieszczenia, czyli wyzna-
czy¢ odksztalcenia catej powtoki.

Najpierw rozpatrzymy przypadek szczegdlny powtoki nie-
obcigzonej, potozywszy el=s2=y=0, otrzymujagc z (206.1,2,3)
uktad réwnan jednorodnych

., 10=0
da

(206.6) dU \ v cos atwsin a=0

Pi du . 2v
--e=-sina—ucosa4-—= 0.
Q da dtp

Bownania te okreslajg odksztatcenie powtoki mozliwe bez na-
pie¢ wewnetrznych. Ich rozwigzania wskazg na warunki ich istnienia
oraz na sposéb ustalenia brzegéw wylaczajacy takie odksztalcenie.
Poniewaz wspolczynniki réwnan zalezg tylko od a, przeto sprébu-
jemy rozwigzania przez funkcje o postaci
(206 7) w= un(a) sin np, v=v,(a) cosny, w=w,(a) cos ncp.

W ten sposob przeksztalcimy rownania czgstkowe na zwy-
czajne:

(206.8) nu, -j- vn cos a-j-wnsm a= 0

—- a—sm a—u, cos a—nvn=0.

(o7

Eugujac z dwu pierwszych réwnan wn znajdujemy
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a po zrézniczkowaniu
dug
=-A V\é sma+v, sin a

Wstawiwszy te wartosci w trzecie z réw. (206.8) otrzymamy
[6wname

si
da2 p2

ktore zawiera juz tylko v,.

Interpretacje tego rownania rézniczkowego przedstawimy tylko
na prostym przypadku powtoki kulistej. Wtedy jest Q= ¢2=a,
a réwnanie przyjmie postac

n2a—" cos a sin a-f- vn{—sinZa+cosZa—WZ}: 0,
da a2

(206.10) a~—"T cos asin a+ v«(1—wW2= 0%

Funkcja v, okreslona tym réwnaniem ma w punktach a=0
i a=n miejsca osobliwe. Wprowadziwszy nowg zmienng X przez

podstawienie a?=Il—cos a, znajdujemy tatwo
2y
.(206.11) x\x—2)2" n+ (l—X =0,

jako nowag posta¢ naszego réwnania, ktora sie przedstawia jako
réwnanie rozniczkowe nalezgce do ..klasy Fuchs’a”. Jego rozwig-
zanie w okolicy punktu osobliwego a=0, a wiec x=0 da sie przed-
stawi¢ w postaci

0o

(206.12) vn=xxJ £bkxh,
k=0

gdzie fc jest liczbg naturalng, a 4 wykiadnikiem cechujgcym rodzaj
osobliwosci, ktorego wartos¢ nalezy wyznaczyc.

Po wstawieniu tego wyrazenia w rownanie rézniczkowe (206.11)
otrzymujemy

00
x\x —2 f£ (4+ fo)(A+ Tc-Nbkxk-i+ (1-n 2~ b hxk= 0
*:0 *=0

Wykonawszy mnozenie pierwsze] sumy przez x\x—2)2=
=xi—4a;3+4a?2i uporzgdkowawszy calg strone lewa podiug poteg xh,
napiszemy

IN(4+fc—2)(A+fe—a)bh-ix h— M4 (2 +Ffo—I)(2+fc—2)BAT# * +
(206.13) k=2 © =1 ®
* 24U+ " (44 To-)M *+ (1o n20%6 HOk= 0.
k=0
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Z tego wynikajg rownania dla kazdej z wartoéci £= 0,1,2,...
Eownanie dla 7c¢>2 zawiera trzy wspotczynniki & 2, bk i, 5% zwig-
zane we wzOr rekurencyjny

bi= NS 1 R— 2[4(A+ fe—I)fcA i—(A+ fc—3)6a_2.
* AGFTC)(A+fc-l) + 1-A 2

Dla &= 1 otrzymujemy

AA(A—1) ,
1 4Z(z+)+ 1-% 2 °
Wobec tego dajg sie wszystkie wspotczynniki wyrazi¢ przez bo,
ktore pozostaje nieoznaczone, poniewaz réwnanie rézniczkowe jest

liniowe. Dla k= 0 jest wedlug (206.13) po skresleniu pierwszych
dwu sum:

4;A—1)b0+ (1—n2b0= bJU (X—1) + 1 —n2-\=0.

Stad przy b0drO wynika, ze

y =i (ixw)-
Temu odpowiadajg dwa liniowe niezalezne rozwigzania wl i c,2
a z nich skladamy rozwigzanie ogdlne z dwiema stalymi catko-
wania bm i boo w postaci

(206.14) vn~ "Ol*nid- ~02/2-

Z pierwszego z roéwnan (206.8) znajdujemy teraz
00

(206.15) w,= —~ = —sina = —sin am]~t" (X + TobXxk.
k=0

Wreszcie z drugiego z row. (206.8) otrzymamy
(206.16) i“n—— (vn cos a~\-w, sin a).

Wzory (206.14 do 16) okreslajg przemieszczenia beznapieciowe
powtoki kulistej. Szukajgc teraz znaczenia mechanicznego wynikéw
powyzszych przyjmiemy najpierw n= 0. Wtedy oba rozwigzania
sprowadzajg sie do jednego (gdyz ?21—X2=\) i sa regularne. Obli-
czenie wspoiczynnikéw bk i poréwnanie z rozwinieciem sin a—

—(1—x)2 wedtug poteg x pozwala stwierdzi¢, ze
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gdzie c jest stalg. To dowodzi, ze rozwigzanie okresla przesuniecie
powtoki w kierunku osi (pionowej) jako ciata sztywnego. Gdyby
w réwnaniach zatozeniowych (206.7) przemieni¢ sinny i cos ny.
a po tym powtérzy¢ rachunek powyzszy, to otrzymalibySmy vOi wO
odpowiadajgce obrotowi powtoki okoto tejze osi.

Przyjgwszy nastepnie n—1 mamy Ax=1, z2=0. Oba rozwig-
zania okazujg sie i teraz regularne i wyznaczajg, jak mozna sie
przekonaé, obrét okoto stycznej w wierzchotku (AY) i przesuniecie
poziome (z2. Poczawszy od n= 2 jest A0 prowadzac do rozwig-
zania ktore w punkcie szczytowym staje sie nieskonczonoscig. To
rozwigzanie odpada zatem dla wszelkich powlok kulistych zamknie-
tych, a dla kazdego n rozporzgdzamy juz tylko jedng statg catko-
wania. Odksztalcenie beznapieciowe czaszy kulistej jest przeto
jednoznacznie okreslone danym na brzegu rozmieszczeniem jednego
z przemieszczen skladowych. W przypadku powtoki o postaci pasa
kulistego mozna albo obra¢ wartosci dwu z przemieszczen skia-
dowych u, v, w na jednym z brzegow, albo tez przyja¢ po jed-
nej dla kazdego z brzegow. Wyznaczenie przemieszczen odpowia-
dajgcych danemu stanowi napiecia i odksztatcenia okreslonemu przez
e, e, I y wymaga jeszcze rozwigzania szczegllnego roéwnan nieje-
dnorodnych

_-|-w= p2e2

(206.17)

Skiladajgc to rozwigzanie z rozwigzaniem powyzszym dla powtoki
nieobcigzonej otrzymamy odksztatcenie najogdlniejsze powtoki ku-
listej pod obcigzeniem danym.

Do rozwigzania szczeg6lnego uktadu rownan (206.17) doj-
dziemy droga ta samg co poprzednio. Przede wszystkim rozwi-
niemy wszystkie znajdujgce sie po stronie prawej funkcje kata y na
szeregi trygonometryczne, zatrzymujgc na razie tylko wyraz n-ty,
a wiec obok réwnan (206.7) napiszemy

«2= e2n(«) CS n<Pp
(206.18) ei=ei,(a) cos ny
y = yn(a) sin ny.
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Rownania (206.17) dajg wiec uktad rownan zwyczajnych

C—M-- IWn—{Zn

nu,+», cos a-\-wnsin a— sin a

Stgd po wyrugowaniu u, i wn dochodzimy do réwnania rzedu
drugiego dla v,(a):

cos2a—wW2 =

<206.19)

To réwnanie przyjmuje dla powtoki kulistej postac

<206.20)
= naynsin a-\-a * ~ —-jj—"dn2a= /(a),

ktdra przez podstawienie jak poprzednio
*=1—cos a

mamieni sie na réwnanie
1 Hx
(206.21) XAX—2)2 ~ + (1-n 2v,= F(X).

Aby je scaltkowad rozwijamy prawa strone na szereg o postaci:

<206.22) F(x) —xz* Bkxh.

Wyktadnik Xnie jest w ogole identyczny z A lub A2 réwnania jedno-
rodnego, ale z powodu symetrii musi byd tak samo jak XlLi A2 wielo-
krotnoscig ™ przy n parzystym, a liczbg catkowitg przy n nieparzy-
stym. Po wstawieniu tego wyrazenia dla F(x) wraz z wyrazeniem
{206.12) dla v,, w ktérym jednakze trzeba X uzgodni¢ z wartoscig
wynikajgcg z rozwiniecia F(x), znajdziemy w ten sam spos6b co
poprzednio wartosci wspotczynnikow. Dodawszy do tego rozwig-
zanie poprzednie, z ktérym razem uczynimy zado$¢ warunkom
brzegowym, otrzymamy szukane rozwigzanie dla powitoki kulistej.
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Zastosowana tutaj metoda ogodlna catkowania réwnan réz-
niczkowych liniowych klasy Fuchsa nadaje sie takze do innych
powtok obrotowych. W przypadku kuli mozna jednakze, jak wy-
kazat Lord Rayleighl) znalez¢ rozwigzanie w postaci zwartej. Doj-
dziemy don piszac réwnania (206.9) i trzecie z row. (206.8; w postaci

un d{ vn\
sin a da'ijSin a)
v, d(un\
sin a da\sin a)

sina=0
(206.23)
sin a=0.

Przez rugowanie otrzymujemy dla kazdej z niewiadomych
un i vn rownanie rézniczkowe rzedu drugiego o tej samej postaci:

sin aA sin ard— _\_/_r]_} —n2v,—O0.
da «a\sin a

Jego caltka o0g6Ing jest

co latwo sprawdzi¢ przez podstawienie w réwnanie rozniczkowe.
Pierwsze z réw. (206.23) daje

un(a) _

sin a

. "a "a
A tg Ol B cotg >
a z pierwszego z réw. (206.8) otrzymamy

wn= v —A tgrﬁ(n+ cos a)+JB coth(w—cos a),
da 4 4

Obadwa rozwigzania odpowiadaja rozwinieciom szeregowym po-

przednim z wartosciami A=z1i ).= /2

§ 207. Odksztatcenia powioki obrotowej przy stanie napiecia bto-
nowym i obrotowo-symetrycznym. Takie odksztatcenia nie muszag by¢
obrotowo symetryczne, jednakze mozna je roztozy¢ na skladowa
niesymetryczng i symetryczng. Ta ostatnia, ktorej réwnanie réz-
niczkowe jest niezalezne od @ da sie stosunkowo tatwo wyrazi¢
wzorami zwartymi. Istotnie rownania rézniczkowe (206.1 i 2) uprasz-
czaja sie w tym przypadku do postaci

\% , W, ldv ,w
(207.1) 1= -eotg «+-i

*) Tlieory of Sound, rozdz. X A.
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Wyrugowawszy z tych robwnan w otrzymujemy dla v réwnanie
rézniczkowe

dv —V cotg a= p2e2— q(a}{
ktore ma podane juz powyzej rozwigzanie

v= e/ agada[ f "{flka)e~fodg“d[da+ 6j= '4 ~ da+ C sina

Gdy funkcje qg(a) wyrazimy przy pomocy wzorow (206.5)
przez napiecia, to otrzymamy

da .
(207.2) v="J AN {tt2Ap2+rpD-% (eit+rp ] sin a -G sina.

Stalg G wyznaczymy z warunku podporowego wylgczajacego prze-
mieszczenie calej powtoki w kierunku jej osi.

Znajac v wyrazimy przez nie w przy pomocy row. (207.1)
otrzymujac

(207.3) w= rlel—v cotg a

Stosujgc te wyniki do przykiadu kopuly z §203, znajdujemy

a
asm a P 2b gina—sin a0 da
v= —=—" /' ngl+ v- .
Eg J ° sma /sin a

asina G0 /sina—sina. \ da Ldsi
'E]g_ J/ o\ sha T2 /5in g "ESIN &
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Przy oparciu brzegu dolnego na pfaszczyznie uwazanej za
sztywnag musi by¢ v= 0 dla a= jr/2, z czego obliczymy statg G. Po
podstawieniu tej wartosci i uporzadkowaniu otrzymamy

n2 n2
a{l+ b . . da asina0 . : . da
V=~ E T 8m — W~ smza

liozniie,szczenie v i w w przypadku obcigzenia powtoki tylko ciezarem
wiasnym podaje rys. 326. zaczerpniety z ksigzki Flugge’go.

§ 208. Teoria btonowa powiok walcowych. Ustawiwszy poziomo
0o$s X réwnolegltag do tworzacych walca obierzmy pewien przekrgj
poprzeczny (ptaszczyzng pionowa) jako poczatkowy, od ktérego

mierzymy wspoétrzedna x odlegtosci przekroju poprzecznego dowolnego.
Niechaj @ (rys. 327 a) oznacza kat, jaki tworzy styczna do konturu
przekroju w elemencie powtoki z ptaszczyzng pozioma przechodzaca
przez jej brzegi réwnolegte, albo tez z inng plaszczyzng poziomag
zwigzang z powtoka, jezeli ta powioka tworzy rure. Wtedy x i @
mozna uwazac za wspOhzedne miejsca w powtoce (tj. na powierzchni
srodkowej powtloki). Element powtoki wydzielony przekrojami nor-
malnymi podiuznymi i poprzecznymi przedstawia rys. 127b na
ktorym uwidoczniono napiecia i sity zewnetrzne X, Y, Z, zamiast
oznaczen poprzednich 1\, T2 i N. g jest promieniem Kkrzywizny
przekroju poprzecznego.
Warunek rzutow na o$ X daje
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Drugi warunek réwnowagi otrzymamy rzutujgc wszystkie sity
na kierunek stycznej do konturu przekroju poprzecznego, tj.

r
M dcpdx-\- W» d x mod<p-\-Ydx *«odp= 0.

Warunek trzeci wyraza rownowage skladowej obcigzenia
Zdx-gd<p i wypadkowej vvdx mdtp obu sit obwodowych nvdx, czyli

nydx mdcp-\-ZdxQdcp=0.

p/3f

Bys. 127 b.

Podzieliwszy te rownania przez dx mdp otrzymamy nastepujgce
réwnania teorii btonowej powtoki walcowej:

n<f=—27Q
™y
(208.1—3) 9x 0 dp
dnx_ 1 dnvx
dx Q dp

Pierwsze z tych réwnan okresla w sposéb nader prosty napiecie
obwodowe n9 jako zalezne tylko od sktadowej normalnej obcig-
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zenig i postaci przekroju poprzecznego, a niezalezne od warunkoéw
brzegowych. To tez, gdy te warunki, jak to sie zdarza, sg niezgodne
z tym réwnaniem, to teoria btonowa nie nadaje sie do wyznaczenia
stanu napiecia i winna by¢ zastgpiona ogélniejszg uwzgledniajaca
momenty zginajgce i poprzeczne sity tngce w powtoce.

Majac na razie na oku przypadki kiedy teoria btonowa wy-
starcza, wykonamy catkowanie réwnan (208.2 i 3) otrzymujgc

(208.4, 5)

Tutaj C{ i CA(p) sa funkcjami dajgcymi sie wyznaczy¢ z wa-
runkéw brzegowych. Te moga by¢ oczywiscie réznego rodzaju.
Dla powtoki o brzegach poprzecznych tworzgcych dwa przekroje, np.

Rys. 128.

x—0i &= 1 mozna np. ustali¢ nx= 0 i nxv30. Wtedy zrealizowanie
tego warunku wymaga stosownego podparcia hrzegéw, ktére mozna
wykona¢ rozmaicie. Gdy natomiast zazgdamy aby na jednym brzegu
poprzecznym byto nx= 0 i zarazem nXI= 0, to ten brzeg winien
pozosta¢ swobodnym, a nalezy ustali¢ stosownie brzeg drugi.

Wazny technicznie przyktad obliczenia napie¢ btonowych w powtoce sta-
nowigcej rure zamknietg o przekroju kotowy1l obcigzong woda wzupetniajgca
ja catkowicie znajdzie czytelnik w 8§ 228 Stereom. Techn. autora. Btonowy stan
napiecia zajdzie takze przy kazdym innym, przekroju rury o $ciance wiotkiej
pod ciSnieniem wewnetrznym, jezeli' postaé tego przekroju jest zabezpieczona
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od odksztalcen wregami dostatecznie sztywnymi po kofcach rury, luh w pewnych
odstepach w przypadku jej wielkiej dtugosci.

m Innego waznego przyktadu dostarcza powtoka przykrycia budynku, dotem
otwarta, ktéra moze mie¢ brzegi podtuzne swobodne, a opiera¢ sie tylko brzegami
poprzecznymi na $cianach czotowych Ilub innych konstrukcjach stosownych
(rys. 128). Wtedy w przypadku samych obcigzen pionowych pozbywamy sie
czesciowo trudnos$ci wynikajacych z warunkéw na brzegach podtuznych (n"= 0
i nx<p=0) ksztattujac przekrdj poprzeczny tak, aby styczne doAn w punktach
brzegowych byly pionowe, a zatem Z= 0 i ?iy= 0. Taka powtoka dziata bardzo
podobnie jak belka podparta konstrukcjami czotowymi na obu koncach, albo
tez utwierdzona jednym koncem przez stosowng konstrukcje jezeli drugi ma
by¢ swobodny. Przy zupeinej swobodzie brzegéw podituznych pozostaje jednakze
niespetniony warunek nx*= 0, wobec czego nalezy te brzegi usztywni¢ elementem
podiuznym zdolnym do zréwnowazenia tych napieé, azeby w powtoce zachodzity
tylko napiecia btonowe.

W przypadku obcigzeh niezaleznych od x stajg sie wyrazenia
podcatkowe we wzorach (208.4 i 5) réwniez niezalezne od x. Gdy
nadto jest X —0, to z nich znajdziemy przez catkowanie

Przyjawszy teraz przekr6j x—0 w odlegtosci £1/2 od podpartych
brzegow poprzecznych wyznaczymy state catkowania z warunku,
ze dla x= +1j2 jest nx= 0. Tym warunkom uczynimy widocznie
zado$¢, czynigc

wobec czego Cx=stalej, a dla nx otrzymujemy z (208.6, 7) wzor:

(208.8)

Wielkos¢ Cx znajdziemy z warunku dla elementu usztywnia-
jacego podtuznego, w ktérym napiecie N okresla wzor:

—ifz
gdzie G jest wartoscig N dla x==—I/2. Tak ta warto$¢ jak i war-

tos¢ N dla x= +1/2 powinna by¢ rowna zeru.
Ot6z z réw. (208.6), tj.

nXp= dx+ Ci
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wynika, ze

Jnx<fdx :J + Ci1= c\

a wiec Njedifi= Cjl+C. Stad 0=0, Cx=0 i
(208.9) X.

Kilka interesujgcych przyktadow dla powloki walcowej eli-
ptycznej, potkolistej i cykloidalnej obcigzonej ciezarem wilasnym

..................... | »

Brzeg prosty

Rys. 129.

podaje Fliigge w swej monografii, z ktérej wzieto rys. 129 przedsta-
wiajacy linie naprezen gtownych w powloce poéitkolistej w rozwinieciu
na ptaszczyznie.

§ 209. Teoria zgieciowa powitoki o0 postaci walca obrotowego.
W powloce niewiotkiej obok napie¢ btonowych oznaczonych jak
powyzej przez nx, np i "xf mamy do czynienia nadto z momentami
zginajacymi mx, mv, skrecajacymi mxv, mvx i napieciami poprzecz-
nymi gx i p Wszystkie te wielkosci statyczne wraz ze sktadowymi
obcigzenia X, Y, Z uwidoczniono dla przejrzysto$ci na dwu rysun-
kach 130ai b. Kys. (a) przedstawia tylko sity, za$ (b) tylko wektory

momentow.
Warunek rzutéw na o$ X nie ulegnie zmianie w poréwnaniu

do (208.3). Poniewaz teraz jest Q=sialej= a (promieniowi walca),
przeto napiszemy

(209.1)
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W réwnaniu rzutdw na kierunek stycznej przybywa teraz
wypadkowa obu sit poprzecznych gvdx zamykajacych kat dp o wiel-
kosSci —gquix-dy. Mamy wiec:
Bo\t/p dp.dz+ "d£ d x madcp—a<pdx mdp+ Ydx madep= 0,
X

z czego wynika

(209.2) 0.
dcp oX

Kys. 130 a

Réwnanie trzecie otrzymuje dwa wyrazy nowe okreslone przy-
rostami obu sit poprzecznych dajacymi wyrazy

i _QA,
dcpd:pljx [ d§( dx madp

Napiszemy wiec
ax edw+ (:a dop « dx-\~ i dx sadw+Zdx eadcp= 0.
cp
czyli

(209.3) HxJdrnpJrazZ~°-

Teoria sprezystosci 16
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Te réwnania uproscimy jeszcze wprowadzajac wspoétrzedna
bezwymiarowg | przez podstawienie x —af, a zatem

SnX , 3N

-aX —0,
A p O

(209.4—6)

AN +ji+n*+aZ=0-

Ustawiajgc réwnania momentéw wzgledem obu stycznych
normalnej do elementu bierzemy pod uwage, ze wektory momentéw

Momenty

Eys. 130 b.

skrecajacych na bokach dx elmentu nie sg réwnolegte, lecz maja
wypadkowag o kierunku Z. Kolejno otrzymujemy

3mmp [ 3mxv
dp + ag* - 0°
(209.7—9) 3$X ;gnb_( agx= 0,

an,, an”?-if-mvx= 0.

Szes¢ robwnan miedzy dziesieciu niewiadomymi nx, nv, nxv, w(fxf
mx, «iy, m9x, mXP, gx .qv, nie wystarcza do ich obliczenia. Niezbednych
jeszcze réwnan dostarcza zwigzki miedzy sitami a odksztatceniami
wynikajace z teorii sprezystosci. Aby je znalezé wyrazimy najpierw
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wszystkie sity wewnetrzne przez naprezenia o« a7 i «xv. KtoOre traktu-
jemy jako zalezne od wspoéirzednej z okreslajgcej odlegtosdé punktu
przekroju od powierzchni $rodkowej powtoki (rys. 131). Pojmujac
oczywiscie z jako wielkos¢ algebraiczng znajdujemy, ze na bocznych

— d<p— i

Eys. 131.

Scianach elementu powiloki o bokach a-d<p=ds i dx sa wymiary
diugosci pdl elementarnych o szerokosci dz state na $cianach réwno-
legtycli do X i réwne dx, a zmienne tylko na Scianach poprzecznych,
gdzie z powodu zakrzywienia majg wartos$¢ ds(l+ z/a).

Z tego powodu napiszemy:

O nx= g“11F dc.

—h -h
h h
meg— N w —N' X Xpl1+~~"dz,
(209.10) B o .
m = ~ J CyZdz, mx= —J °

-1t -l

Nigo~ ~ J 2qulz, mxv= — -Fp||+’\j sdz.
-

16*
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Sktadowe przemieszczenia punktu odlegtego o a od powierzchni
srodkowej oznaczymy teraz wedlug schematu:

uz przemieszczenie w kierunku rosngcych @

Vz L)) 5 tyj
Wz normalne, dodatnie za zewnatrz.

Dla przemieszczen punktéw powierzchni srodkowej pisa¢ be-
dziemy zwykle u, v, w, zamiast u0,v0, w0. O przemieszczeniach za-
tozymy:

1° ze sa mate w porownaniu grubosci powtoki;

2° ze punkty lezace na normalnej do powierzchni Srodkowej
przed odksztalceniem powioki lezg po jej odksztaiceniu znowu na
normalnej do powierzchni $rodkowej odksztatconej i

3° ze skladowa az normalna do powierzchni $rodkowej jest
tak mata wobec pozostatych, iz jej wptyw bezposredni na odksztat-
cenia mozna pomingg.

Przy tych zatozeniach sg przemieszczenia wszystkich punktow
powtoki wyznaczone przez przemieszczenia u, v, W jej powierzchni
srodkowej (podobnie jak to byto w teorii ptyt cienkich). Zatozenie
pierwsze bywa nie zawsze spetnione w powitokach cienkosciennych,
ale jego usuniecie skomplikowatoby teorie jeszcze bardziej niz to
zaszto w teorii nie malych ugie¢ ptyt cienkich. Tylko dzieki temu
zatozeniu prowadzi teoria do réwnan rdzniczkowych liniowych po-
zwalajgcych w niektérych prostych przypadkach znalez¢ rozwig-
zanie Sciste. Drugie zalozenie spelnia sie zawsze gdy grubos¢ po-
witoki g—2Ti jest mata w pordwnaniu do wymiaréw powierzchni
srodkowej, a zwlaszcza w stosunku do jej promieni krzywizny i od-
eglosci od brzegu najblizszego. Ale nawet na samym brzegu mozna
temu zatozeniu uczyni¢ zado$¢ przez odpowiednie rozmieszczenie
danych napie¢ zewnetrznych na grubosci powtoki. Gdy tego zanie-
chamy to powstanie znana juz z teorii ptyt strefa zaburzenia o sze-
rokosci poréwnywalnej z grubosciag powioki, co praktycznie nie
zmienia stanu odksztalcenia i napiecia w catej powioce.

Oznaczywszy przez ex, €9 i yX skladowe stanu odksztatcenia
w warstewkach elementarnych powioki odpowiadajgce sktadowym
stanu napiecia oznaczonym powyzej przez ax, av i rxf, mamy jak
wiadomo w przypadkach ciat jednolitych i izotropowych zwigzki
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Azeby teraz wyrazi¢ sv, X i yXp przez przemieszczenia za-
uwazymy najpierw, ze ep jest wydluzeniem elementu ds na okregu
'O promieniu a, wzgl. a-\-z, czyli

Ads

= ~W

Podobniez wydtuzenie podiuzne
A dx

T odx

Wreszcie kat odksztatcenia postaciowego yxp znajdujemy po-
rownywujgc element ABCD=dx mds (rys. 132) z elementem A'B'C'D"
po odksztaiceniu, z czego wynika

yxv=":BAC-":B'AG".

Otéz Adx:gxdx, a wiec
3u
(b) e

Natomiast & sklada sie z dwu czesci, gdyz po pierwsze ele-
ment ds zwieksza sie z powodu powiekszenia promienia a na a-\-w
(wzgl. z a-\-z na a-\-z-\-w), a po wtére z powodu przemieszczen v

1 \- —\yv-\- -2
i v-\ dsds v\ad(pds.A zatem
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Kat posuniecia y®> sklada sie z kata obrotu krawedzi AB
rownego Su/adcp i kata obrotu CA réwnego 3v/3x. A zatem

Sy 18Su
(d) DL o 4 o
Dla elementéw warstewki odlegtej o z od powierzchni srodkowej

napiszemy odpowiednie wzory zastepujgc a przez a+ 2 itd., czyli

_Suz__ 1 3uz

3x a 3%’

(209.11—13) 1 Bvz,
v a-\-z2\3cp

3vz. 1 3uz_13vz 1+ z 3uz

V<P 3x  a-\-z 3Ap a 3E a dp

)

Przystepujgc do wyrazenia uz, vz, wz przez u, v, w, wezmiemy
do pomocy rys. 133a i b. Pierwszy z nich przedstawia $lad A x

Rys. 133 a.

powierzchni srodkowej na ptaszczyznie przechodzacej przez o$ walca,
drugi zas $Slad AO¢p tejze powierzchni na plaszczyznie przekroju,
prostopadiego do tej osi. Otdéz r6znica u—% przemieszczen punktu
40i 4 (rys. a) jest widocznie rowma iloczynowi z przez sinus bardzo

matego kata oznaczonego na rysunku jako w 'fa =-"~. A zatem

z 3w
Uz~ U~ a W

(209.14)
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Podobniez z rys. (bj odczytujemy, ze gdy punt AO przesuwa
sie w powierzchni $rodkowej o v, to punkt A przesunatby sie

ovm > gdyby nie obrot AQs o kat wielkosci » ~ , ktory zmniej-

- 1 dw
sza to przesunigcie o 2+ -, wobec czego

(209.15) vz=v w22 2
a a 3p

Na koniec wz rozni sie od w tylko o wyrazy rzedu kwadratow
diojdy i 3w/3£, a wiec mozemy napisac

(209.16) wWz=w .
Po wstawieniu tych wyrazen w (209.11—13) otrzymujemy
13u z 32w 1do z 1 3V, w
€& adf a2 32’ G a3y aa~\-z P 1aA-z’
(209.17) 1 38U, aarfz 38V 1lz,t zz \\ 33w

V= 3% 3pH ~%T "de~~a\a + a-\-z)3(pdt;'

Wstawiwszy to w rownania (a), a nastepnie w réw. (209.10)
mozemy wykonaé catkowania i otrzymaé np. dla nv:
h

E r
| (s+ ve¥)ds=

(209.18) —n
E ‘fTov , 3u\ , (. g2\ 3w g21

a(l—m2\di+vm {l+w(g+i2A2+ v ‘'i2<r
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Podobniez znajdujemy dla dalszych wielkosci przekrojowych
wyrazenia przez u, v, w. Niektére catki dajg przy tym logarytm,
ktérego jednakze nie pozostawimy lecz zastapimy trzema pierwszymi
cztonami rozwiniecia podiug poteg g/a. Tym sposobem dochodzimy
do o$miu réwnan nastepujacych:

(209.19—26)

Tutaj jak poprzednio A ~Eg/1—r2oznacza sztywnos$€ rozciggania lub
Sciskania, a B=EQ'i/12{1—v2) sztywnos¢ zginania, g= 2h grubos¢

powtoki.
Przypatrzywszy sie réwnaniom powyzszym zauwazymy, ze
w przypadku 0 tzn. powtoki niezmiernie wiotkiej sprowadzaja

sie do czterech réwnan teorii btonowej. Z tych dwa ostatnie dajg
rownos¢ nvx=nxv, jaka nie zachodzi w przypadku gdy wchodzi
w gre sztywnos¢ zginania.

W wyrazeniach momentéw tatwo dostrzec znaczenie poszcze-

gollnych wielkosci. i "2 przedstawiajga zmiane

cenie powierzchni Srodkowej. Wyrazy dodatkowe w mx, tj. 9u/9t;
i 9u\9y znacza, ze napiecia blonowe rozmieszczone réwnomiernie
na Scianie bocznej elementu o postaci trapezoidalnej dajg wzgledem
Sladu elementu powierzchni $rodkowej moment, poniewaz S$rodek
ciezkosci tej Sciany lezy po stronie zewnetrznej (wypukltej), a znak
momentu ustalono jako dodatni gdy powoduje ciggnienia na $cianie
wewnetrzne;j.
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§ 210. Cigg dalszy teorii zgieciowej powioki walcowej. Réwna-
nia teorii sprezystosci (a) (z §209) przy pomocy ktérych wypro-
wadzilismy réwnania (209.19—26) teorii powtoki walcowej nie za-
wieraly naprezen az, rx i ry,, albowiem pominieto z gory wplyw
naprezehn azi sit thgcych poprzecznych tak jak w teorii ptyt cien-
kich. Z tego powodu wypada terazi wyrugowac sity poprzeczne
% 1 « przy pomocy réwnan (209.7 i 8) z rownan (209.1, 2, 3), aby
otrzymac¢ réwnania

~ + A + aX=
de d(p Q

dn,, 9mw dm,
@S  dp "
danv  dmny,, dam, W + _
-+ uuy-f-a2Z = 0.
W2 dpdS dfds dY y

(210.1—3) +a?Y=0

Roéwnanie (209.9) okazuje sie identycznoscig, gdy wyrazimy
sity przez przemieszczenia, jest wiec zbedne. Otrzymane trzy row-
nania zawierajg juz tylko osiem niewiadomych n i m, ktére wedtug
wz. (209.19—26) mozna wyrazi¢ przez u, v, w i ich pochodne. W ten
spos6b dochodzimy do nastepujacych podstawowych trzech réwnan
rézniczkowych okreslajacych przemieszczenia, ktére odpowiadaja
danym obcigzeniom powitoki walcowej obrotowej:

d 2ru 1— V dZJ 1-j-V dZ' do
ds2 2 d 2 dpdS dS
B u—vdu daw , 1—Vv diw Xa?
902 9S dp2dS 1 1 ~
1-j- V dlU dv . 1— vd2/ , dw

dpdS g2 2 ds2+ dp+

(210.1—6) daw
. -y —— , Ya2
& 2 ds2 2 depds2 + A ~
du , dv . B {I—v daJ d3u  s3—V d¥
% 3 - WA— — |- -
dip dU2 2 depdS dE3 2 dcpdS2
diw daw dhv d2w v Za2
H \-2-mmmmmmeeee h2 ------- bW + -rr- —o
ds* dpds2 dpr (000% i a

Te réwnania rozniczkowe majg wspoiczynniki state, a wiec
ich rozwigzanie ogolne skiada sie z funkeyj wyktadniczych argu-
mentu zespolonego. Nie trudno przewidzie¢, ze przy stosownych
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mwarunkach brzegowych mozna znalez¢ proste rozwigzania funkcjami
sin i cos. W tym celu przyjmiemy obcigzenie w postaci

X —Xm cos mcpecos k

Oj

(210.7)

Posta¢ ta czyni zado$¢ réwnaniom (210.4—6), gdy szukamy
rozwigzania szczegoélnego funkcjami

U= umn cos OT@* oS k)f_

Oj

- vsin 1&
(210.8) V=Vvmm sm mcp ¢ sim kO

. X
W= w,,, COS mwmsm / 3

Do tego rozwigzania nalezatoby doda¢ ogdlne rozwigzanie réwnan
jednorodnych, ktére poznamy ponizej, aby otrzymac¢ rozwigzanie
og6lne uktadu (210.4—6), ale juz rozwigzanie szczego6towe (210.8)
odpowiada warunkom brzegowym dajacym sie urzeczywistni¢ przy-
najmniej w znacznym przyblizeniu.

Albowiem np. dla brzegu a?=0 mamy v—w=0 i Su/8"=0,
ale «==0. Ten brzeg jest zatem ustalony w swej ptaszczyznie, ale
moze sie przesuwa’¢ w kierunku x. Z réw. (209.18—26) wynika, ze
na brzegu jest nx= 0 i mx= 0. To odpowiada podparciu obustron-

nemu calego brzegu. Obrawszy ?.=nnj (przy catkowitych m i n)

mozna te same warunki brzegowe uzyska¢ i dla drugiego brzegu
x=1

Azeby teraz wyznaczy¢ warto$ci parametréw umn, vmn, wnm
wstawiamy (210.8) w rownania rozniczkowe i otrzymujemy ukiad
zwyczajnych rownan liniowych, ktére mozna napisa¢ w postaci:

Tr
£umn“T#l2Vvmn“r aiz MA=— .&mn

a?

«12umn+ a22vmn+ u28Wmn—~="0.mn

n~\~ a23*mn~\~ U33Wm,, — qg%/mn [ ]
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Wspdiczynmki nik majg tutaj wartosci:

1—v ... . v, 1—V
an="2H — m2(l+ fp  «22=w' AX| + 3fc),

o VA a =1 ) fo-f fc[(A2f- OR)2—2 ot

al3= —Ar—fcla3— Aot] ,

gdzie Ic=B/Aa?=g2'[2a2

Gdy rozwigzawszy te rOwnania wstawimy warto$ci umn, vimn
i wm, w (210.8), a nastepnie u, v, w wstawimy w (209.19—26), to
z uwzglednieniem (209.1—9) i z pominieciem wyrazO6w bardzo ma-
tych otrzymamy

(rnvmn+ w mn—nh "Umn) cos ncp msin A)E,

n

TO =

*

R o |

(1 —T@—)?v)wnmn ¢cos ncp *sin A(—j,
(210.9) B «
My, -— (1—v)X(vmn+ mwmn) sin mgmcos A-,

o
®= o [0 —Vv)~vmn+ ot(A2+ OR—1)wnmn] sin mcp sin A—a.
To rozwigzanie ma znaczenie o0golne o-style, ze obcigzenie

dowolne da sie roztozy¢ na obcigzenia typu (210.7) przez rozwiniecie
na podwojny szereg trygonometryczny

z -2 2 Xmcos ncpmcos A

7/11=0 7/1=0

O oo
r= vy Ymn sili ncp msin
n+1/n=l
Z— y*'Z nm cos nmcp msin ?A.

7/11=1 771=0

Natomiast waznos$¢ rozwigzania jest ograniczona do warunkéw
brzegowych powyzej ustalonych.

§ 211. Powloka obrotowo-walcowa obcigzona tylko na brzegach
zakrzywionych. Juz z wzoréw ogélnych dla sit wewnetrznych (209.19—
26) mozna wywnioskowac¢, ze teoria blonowa daje przyblizenie tym
wieksze, im grubos$¢ powtoki g jest mniejsza wobec promienia a.
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Albowiem wspdtczynniki wyrazen uwzgledniajgcych sztywnos¢ zgi-
nania sg réwne j3/a3 podczas gdy wspotczynniki wyrazen teorii
btonowej majg wartos¢ Al/a. Ich stosunek fc="/Aa2=g212a2 jest
wiec liczbg bardzo malg, wobec czego w pierwszych czterech rowna-
niach uktadu (209.19—26) stanowiag wyrazy drugie tylko drobng
poprawke, zwykle zbedng. Natomiast wspoiczynniki czterech na-
stepnych wzoréw dla momentéw sg rowne B,'a2 a wiec momenty
nie zmieniajgc praktycznie wartosci napie¢ btonowych moga
jednakze wywota¢ godne uwagi zmiany wytezenia materiatu.

Whnioski te popiera przyktad przerachowany przez Fliigge’go
na str. 119 jego ksigzki. Ale staba strona teorii blonowej tkwi w nie-
moznosci uczynienia zado$¢ jakimkolwiek danym warunkom brze-
gowym. Mozna temu zaradzi¢ dotgczajagc do rozwigzania btonowego
stosowne rozwigzanie réwnan jednorodnych teorii ogdlnej powsta-
jacych z (210.4—6) przez przyjecie X =Y =Z —0. Ten zabieg ma-
tematyczny na proste znaczenie mechaniczne. Gdy bowiem rozwig-
zanie rownan teorii btonowej nie czyni zado$¢ warunkom brzego-
wym, to zawsze mozna te warunki speti¢ przez odpowiednio
dobrane obcigzenia brzegu. Te obcigzenia zas muszg wywotac zgiecia
ujete tylko teorig ogdlna.

Szukajgc teraz wymienionego rozwigzania winniSmy przede
-wszystkim wyrugowac¢ pochodne czastkowe wzgledem @ albo tez
pochodne wzgledem $—wija, aby otrzyma¢ rdéwnania zwyczajne.
Zastosujemy obie drogi, gdyz kazda z nich moze da¢ wyniki pozy-
teczne przy rozwigzaniach szczegétowych.

Gdy walec tworzy rure o brzegach x= 0 i x—I, to wszelkie
wielkosci okres$lajgce napiecia i odksztalcenia musza by¢ funkcjami
okresowymi zmiennej @ o okresie 2n. Mozemy wiec przyja¢ z gory,
ze przemieszczenia skladowe dajg sie wyrazi¢ szeregiem Fouriera
0 postaci

oo oo (e o)

(211.1) u=2umcosmr, v=JEvmsinng, w=JE£ivmcos np,

m=0 m—1 /In=0

gdzie um, vm, w,, zaleza tylko od x. Wstawiwszy to w réwnania
rézniczkowe (210.4—6) i wykonawszy rdzniczkowania wzgledem @
otrzymamy lewg strone kazdego réwnania jako rozwiniecie Fourie-
rowskie strony prawej réwnej zeru. Z tego wynika, ze wszystkie
wspbiczynniki wyrazéw sin mcp i cos mep muszg by¢é réwne zeru.
Ten warunek daje dla kazdego m nastepujace trzy réwnania réznicz-
kowe zwyczajne:
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2 1—
d2um Vmam
d | —v d3w,
%\{S‘t—fcl - m2um+- 43
1+ vm du_ " 1—v d2wn mwim-f
m2vm-+ - -
(211.2) ds 2 ds
£ -0
f-k a2
dun - K 1,, , ,dum d'um 1 . d2vm
dg v wm 2 ~df~ dif 2 W ds2

+ daN-Z"m Eygw-m+ mi wm—2m2wm+ wm = 0,

gdzie lcs=E!Aa2—gdl2a? jak w 8§210.
Rozwigzaniami tych réwnan sa:

(211.3) ,=4e”, vm—Be”, wm=CexK

Po podstawieniu w (211.2) otrzymujemy na wyznaczenie sta-
tych A, B, O rO6wnania liniowe postaci:

&i-4+ A 2B+ b,
(211.4) Nd + /2R + B23C'= 0.
M -/? 2R +/?,<?=0,
gdzie
jau- AR—i L—r)mA1+ fo), md-J (3-r)|z2m
527 ~ (1 + r)lm, BBs 1+ f(Ad—2A2m2-fm 4—2m24-1)

Ten uktad réwnan jednorodnych o niewiadomych -4, R, (7 ma
jak wiadomo rozwigzania r6zne od zera tylko wtedy gdy wyznacznik
uktadu jest rowny zeru. Rozwingwszy ten wyznacznik wedlug
poteg X otrzymamy réwnanie stopnia czwartego wzgledem 7?2 Zwa-
zywszy, ze lIc jest malym utamkiem napiszemy to réwnanie
w postaci:

(211.5) :8—2(2m2—»).«t (1—r2)- -(-6mAto2—1) ad—

-2m2[2 md—(4 —v)m2-f- 2—r] A2-f m4m2—1)2= 0.
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Cztery pary pierwiastkow tego rownania majg wartosci licz-
bowo réwne, a co do znaku przeciwne. Metodami algebry mozna
sie przekona¢ ze wszystkie sg zespolone, dajg sie wiec wyrazié
W postaci:

Ai——xL-\-ifxx  A3— x2-\-iw2 M— H4
MP= xx i"1l M= x2 ifi2 AP6= i/

Z danych liczbowych mozna obliczy¢ liczby aa, j<,» //2 rozwigzujac
rownanie (211.5). Kazdemu Ay odpowiada rozwigzanie szczegoélne
réwnan rézniczkowych (211.2) ze statymi Aj, Bj, Cj zaleznymi od
siebie nawzajem stosownie do rownan (211.4) w ten sposob, ze tylko
jedna moze by¢ obrana dowolnie.

Rozwigzaniem ogd6lnym, np. dla un jest przeto (przy oznaczeniu
poprzednim i = a):

u.
(2116) i i
+eCme YAse +A6 W)+ & e HATe +A8 )
Dla vm i wm otrzymamy wyrazenia analogiczne ze stalymi B i G
zamiast A. Wyrazenia w nawiasach mozna oczywiscie zastgpi¢ przez
funkcje goniometryczne argumentu rzeczywistego.

W rozwigzaniu powyzszym dajg sie odrozni¢ dwie czesci:
Pierwsza ztozona z dwu pierwszych wyrazen maleje szybko od
brzegu ®= 0 ku brzegowi *=.1; druga zas zlozona z dwu wyrazen
nastepnych zmienia sie odwrotnie. A zatem od brzegu obcigzonego
gdzie amplituda zmian przemieszczenia jest najwieksza, ku $rod-
kowi rury zmniejsza sie ta amplituda bardzo silnie, podobnie jak
amplituda drgan wlasnych uktadu sprezystego z ttumieniem maleje
szybko z czasem. Dlatego nazywajg czesto liczby x wspétczynni-
kami ttumienia. Gdy ten wspoéiczynnik x, jak to czesto bywa, jest
wielki, to obcigzenie brzegu rury reakcyjnymi sitami poprzecznymi
lub momentami powoduje odksztalcenia godne uwagi tylko w po-
blizu brzegow. To potwierdzajg przyktady szczegdtowe traktowane
w 8229 i 230 Stereomecli. Techn. autora. Atoli w przypadkach
ogollnych moga liczby x nie by¢ tak wielkie, gdyz zaleza w sposéb
nader ztozony nie tylko od & ale takze od m, a wiec od sposobu
obcigzenia brzegéw reakcjami.

Dyskusje bardziej szczeg6towa tej kwestii znajdzie czytelnik
w ksigzce Fliilgge’go na str. 126 i 127, oraz w pracach K. Miesel'a
(Ing. Arch. 1, str. 22) i E. Gruber’a (w rozprawach wydanych
w r. 1934 przez ,Assoc. Intern, d. Ponts et Charpentes”, str. 196).
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§ 212. Rura w stanie odksztatcenia obrotowo-symetrycznym. Taka
rure tworzy $ciana wielkich zbiornikbw na wode lub inne ptyny
o dnie okrgagtym i grubosci Sciany g albo
stalej albo tez zaleznej od wspoétrzednej x
okreslajacej wysokos¢ przekroju poziomego
(rys. 134). Ogdlne réwnania réwnowagi
upraszczajg sie znacznie wskutek syme-
trii obrotowej, a mianowicie: Sity poprze-
czne nvx, nxp, gf i momenty skrecajgce
mxqa »pX sg réwne 0. Nadto jest przy
obcigzeniu tylko naporem hydrostatycz-
nym X=Y=0, a tylko Z=—y(h—x),
jezeli i oznacza odlegtos¢ zwierciadta
cieczy, a x odleglos¢ przekroju dowol-
nego od dna. Wreszcie jest Sn"dcp—O,
3mvld(p= 0.

Wobec tego réwnania réwnowagi
sprowadzajg sie do nastepujgcych:

30X dm. Rys. 134.
1 1 oF -agx—~0.
Wyrugowawszy site poprzeczng gx otrzymujemy
(212.1) damx -anv= —aZ =r2y(h—x)

nir i np wyrazimy teraz przez przemieszczenia przy pomocy wzorow
(209.18—20), ktore w tym przypadku znacznie sre upraszczajg.
Przede wszystkim jest z powodu symetrii wszedzie v=0. Zwazywszy
zas ze z powodu matej wartosci stosunku g:a mozna we wzorach
dla n pomingé wyraz z wspétczynnikiem S/a3 napiszemy

Al , dul

A ldu \
n-= AT (+vwr ")’

gdyz rézne od zera napiecie nx moze powsta¢ tylko przy obcigze-
niach pionowych, ktérymi teraz sie nie zajmujemy.

Wstawiwszy wartos¢ duld€ z drugiego réwnania w pierwsze
znajdujemy

n9= A\ {I—v2w.
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Wz6r (209.24) na mx przyjmie postac

(212.2) B(BHe 3m|
ktéra uproscimy jeszcze na
B dw
Sx~—a? df* ’

poniewaz jak wykazaly studia poréwnawcze wyraz 3w/3f jest tak
samo maty wobec 32w/3£2 jak pominiety powyzej wyraz we wzorze
na nP wobec pozostatego.

Uwazajac B jako zalezne od x wstawiamy powyzsze wartoSci
npi mxw row. (212.1) i otrzymujemy ogélne réwnanie rézniczkowe
dla Sciany zbiornika

/72

h \/BW)+Aai(I-r2)n:-Za*: a*y(h-x)

gdzie x= af£ Eozwigzemy je w dwu przypadkach szczegdélnych:
(A) przy grubosci statej; (B) przy grubosci liniowo zmiennej.
A. Przy g=statej rownanie nasze przyjmie postac

-

(212.3) B +iaAl—2w=aiy(li—x).

Gdybysmy szukajgc tylko napie¢ btonowych pomineli zgiecie,,
czyli skreslili wyraz pierwszy, to otrzymalibySsmy

co jest widocznie rozwigzaniem szczegllnym rownania peinego.
Rozwigzanie ogolne znajdziemy dodajgc do powyzszego catke ogdlng
réwnania

(212.5) B A-AaX |—2w—o0.
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Bo wyznaczenia statych Gt postuzg w ogdle warunki brzegowe
nastepujgce:

a) Dla brzegu gérnego np. swobodnego jest mx= 0 i gx—0,
awec w"'=0 i w'=0 dla x=h.

b) Dla brzegu dolnego np. w przypadku jego utwierdzenia
w bardzo sztywnej podstawie zbiornika jest w= 0i w'—0 dla x= 0.

Przy wysokosci h niezbyt matej wobec a wypadajg state Ci
i Ci, tak mate, ze mozna je z przyblizeniem dostatecznym przyjgc
réwne zeru. Wtedy z dwu warunkéw nastepnych znajdujemy

ary h
Ail-r* " A(1—r\*

a stad przemieszczenia

2127y w= JJg}h—x—e h cos Xa {x |f(y=]smxa—

napiecia obwodowe

(212.8) nv=aylh-x+e~n —hcosx- + & _h\sh xX
' - ay a v / a

momenty zginajgce

ayg YT Ak oain oy
(212.9) e e O(X licosxa\hsmxa

fl12(1 —i'2)
Rys. .135 przedstawia wykresy dla nr i mx uwydatniajgce rozmiesz-
czenie napie¢ w przypadku konkretnym.

Teoria sprezystosci 1
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E. Klechaj grubos¢ Sciany zbiornika g maleje ku goérze tak
ze w odlegtosci x0 od zwierciadta cieczy bytaby rowna o (Eys. 13G).
Umiesciwszy tam poczatek wspotrzednych x napiszemy

J= ax,
a wyrazenia

v Eax B = Eaw

120 T 12(1—r])

okreslg obie sztywnosci. Edwnanie rézniczkowe dla w przybierze
teraz postac

{W%&? ddiIZ[J d i2)>I e XW—FlZ(IE-:)ya* x  x0),

Eys. 136.

gdy przyjmiemy catkowite napeinienie zbiornika.
Tutaj znowu znajdujemy fatwo rozwigzanie szczegOlne:

a-y x—xn
w2y

(212.11;
E~a X

Odpowiednimi napieciami btonowymi sg vv=ay(x—x0). Mo-
ment mx nie znika teraz jak poprzednio gdy w bylo liniowo zalezne
od x, ale stosownie do wzoru 212.2 ma wartos¢

a-yu-
(212.12) M om0

widocznie bardzo malg.
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Réwnanie jednorodne, ktdrego rozwigzanie ogoélne wraz z po-
wyzszym szczegOlnym (212.31) pozwoli spetni¢ warunki brzegowe,
mozna napisa¢ w postaci:

1 d21 ,d2aw\ , 12(1-**)
x & Kby W =0.

Réwnanie tego samego typu otrzymat G. Kirchhoff badajac
mdrgania poprzeczne preta o przekroju zmiennym (Ges. Abh. str. 339,
Ripsk 1882) i wykonat jego catkowanie w sposOb nastepujgcy:

Wyraz pierwszy mozna przeksztaici¢ na

x dx X dx\x dx\ dx)JJ

«c0 tatwo sprawdzi¢ przez wykonanie rézniczkowali. Naznaczone
tutaj dziatanie jest widocznie réwnowazne dwukrotnemu dziataniu
operatorem

d
i(...)EEE 1
- X ax dx
Gdy nadto wprowadzimy parametr pomocniczy n okreslony
rownaniem

»12(1—\2)

a2a2 »
to rownanie rézniczkowe naszego zagadnienia przepiszemy w prostej

postaci
(212.13) Ai(w)+edw=10

przypominajacej row. (188.7) drgania ptyty okragtej. To tez catko-
wanie odbywa sie rowniez przez funkcje Besselowskie. Row. (212.13)
da sie przeksztalci¢ w sposob dwojaki, dajac:

LIL(tv) + if/w"\—i ([L{w) + ig2w]= 0,
albo tez
L[L(w)—iQ2w]-\- ig2L(w)— ig2w ]=0 .

Stad wynika, ze roGwnanie nasze jest rownowazne dwom réwna-
niom rézniczkowym rzedu drugiego:

(212.14) L{iv)xiQ2w=Q,

a rozwigzanie jednego z nich jest jako liczba zespolona sprzezone
z rozwigzaniem drugiego. Z tego wynika dalej, ze oba rozwigzania
sg liniowo niezalezne, stanowig wiec rozwigzanie zupelne réwnania
(2.12.13), a nadto, ze tak czesSci rzeczywiste jak i urojone obu roz-
wigzan w polgczeniach liniowych ze stalymi catkowania tworzg

17*
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uktady rozwiazan. Wystarczy przeto zajg¢ sie jednym réwnaniem*
ktore napisane szczegélowo ma postac

d2w dw 0
*di?+2d i+ lrw ="-

Wprowadziwszy nowe zmienne rj i f przez podstawienie

£
f—y~i= 2gYix, u?=r—,
\x

przeksztalcimy to réwnanie na znane roéwnanie Bessel'a

- ar
(212.15) Vo A+ Vi + V> -1K=0.

Jego catkg ogdlng jest, jak poucza teoria funkcyj Besselowskichi
C=A

gdzie J1i sg funkcjami Besselowskimi rzedu pierwszego o argu-
mencie zespolonym y=y\i. Funkcje te dajg sie wyrazi¢ przez
funkcje rzedu zerowego za pomoca zwigzkéw

ktérych uzasadnienie znajdzie czytelnik w podstawowym podrecz-
niku funkcyj besselowskich G. X. Watsona (Cambridge 1922),.
albo w zwieztym ujeciu np. w ksigzce: Riemann-Weber, Diff.
u. Integralgleichungen der Mechanik u. Physik (wyd. 8 z r. 1930,
t. I, str. 103 i nast.). F. Schleicher, ktory napotkat te same funkcje
w badaniach ugiecia ptyt na podiozu sprezystym (Berlin 1926)
i opracowat dla nich potrzebne tablice liczbowe, wprowadzit naste-
pujace oznaczenia czesci rzeczywistych i urojonych:

IM)=1 =ZI{y)+ i Z2y)
HOP V)=Hil\yfi)=Zz(y) +iUy) e

d tymi oznaczeniami mozna rozwigzanie réwnania (212.13)
napisa¢ w postaci

(212.16) wix= C\Z[(y) + C2Z2y) + C»Zi{y) + Ot Zi(y),

gdzie sg nowymi statymi catkowania a kreski nad Z ozna-
czaja roézniczkowanie wzgledem argumentu y. Z podanych na
rys. .137 wykresow funkcji Z' wida¢, ze funkcje ZAi Z\ zanikajg
ze wzrostem argumentu podobnie jak drgania ttumione z czasem.
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Funkcje te wyznaczajg zaburzenie, jakie wychodzi z brzegu gornego
Sciany i powstaje wtedy, gdy tam zachodza warunki brzegowe
nie dajgce sie spetni¢ przez rozwigzanie szczeg6lne réwnania nie-

jednorodnego. Katomiast funkcje Z\ i Z* zachowujg sie odwrotnie
zanikajac w kierunku ubywania argumentu i odzwierciadlajgc

wyptyw dna.
Przy pomocy rownania rézniczkowego funkcyj Besselowskicli

mozna ich drugg pochodng wyrazi¢ przez pierwsza i funkcje sama.
Ze zwigzkéw tych podawanych w ksigzkach wymienionych powyzej
wyptywajag dla argumentu zespolonego y]fl po rozdzieleniu czesci
rzeczywistej i urojonej wzory nastepujgce:

Zi(y)=22y)- i Z[(y); Z2AY)=-Z ly)- i Z4y)

2?2{(y)=ZAy)-\zV.y\ Z'l{y)= -Z &y)-'~ Z\y).

Te wzory mozna zastosowa¢ do obliczenia napie¢ odpowiadaja-
cych rozwigzaniu znalezionemu powyzej. Tg drogg otrzymano

2 JATfIlw= M (2)+0ZS(y)+04"(t/)]

dh
mx=E-2 g ytQy *w yz°» o+ -
-C {y2Z\(y)-4yZ"-SZ"y)} +

(232.17) ces{y="y)  1vea(h+8 2Y[y)} -
-CAir-ZAiy) —lyZ,(y) -8 ZA(y)}
dm.

= gy 2'3,4(1_-\72)]‘* ICi{yZI(y)+2ZUy)}+
\rCAy Z2Ay)—2Z[(y)}-"-C3y Zay)-\-2Zi(y)}+
+ Ci{yZi(y)~2Z'y)}].
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Dolny brzeg zbiornika uwaza sie ztvykle za utwierdzony w dnie
traktowanym jako cialo sztywne. Wtedy do wyznaczenia stalych
jest potrzebna wartos¢

d
(212.18) d\)l(v [CI{/z2y - 22]i(y)}-0 2y Z"y) + 2ZA{y)}-F-

+ CHyUy)-2Z2'Jy)}-Ci{yZ3y)+2Z2'4y)}

Eys. 138 przedstawia przekrdj pionowy zbiornika, dla ktérego
wykonano (Fliigge 1 c.) obliczenie szczeg6towe dajgce uwidocznione
tam wykresy wedlug programu nastepujgcego:

.Najpierw oblicza sie wedlug rozwigzania szczeg6lnego (212.11) prze-
mieszczenie w i kat obrotu dw/dx z réwnan

_a-y li dw _a?y x0
" lia x0+ Ii’ dx lia {x 0+ h )2’

W rozwigzaniu réwnania jednorodnego (212.16) ktadzie sie Ct=Ci= 0,
poniewaz warunki brzegu nieobcigzonego sa spetnione juz przez rozwigzania
szczego6lno (212.11), gdy pomijamy malty moment dodatkowy (212.12). Dla obli-
czenia Oii Oazada sig, aby wartosSci w i dw/dx, ktére majg by¢ obliczone z (212.16
i 18) dla x — x0+ h byty liczbowo réwne, a co do znaku przeciwne podanym wtasnie
warto$ciom brzegowym rozwigzania réwnania niejednorodnego. 1*0 wstawieniu
wartosci liczbowych przyktadu z obliczonymi statymi catkowania we wzory
(212.16 i 17), otrzymuje sie napiecia przedstawione wykreasmi. Wida¢ z nich,
ze momenty wytworzono przez utwierdzenie brzegu dolnego nie rozciggaja sie
az do brzegu go6rnego, tak ze nie zakilécaja warunkéw brzegowych spetnionych
tam przez rozwigzanie r6wnania jednorodnego (212.11)".

§ 213. Powitoka walcowa o brzegach podtuznych prostych a po-
przecznych kotowych. Przyjawszy ze brzegi poprzeczne lezg w prze-
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krojach &= 0 i x=1, uczynimy zado$¢ rownaniom rézniczkowym
(210.4 do 6) przez funkcje

oo oo oo
. X
Wn SUI 7171J -

0 1 1

jezeli skladowe obcigzenia X, Y, Z sg rOwneiz wyrazone szeregami
Fouriera o okresie | lub 21 Dalszy rachunek mozna wykonac¢ tak samo
jak w §211. To rozwigzanie nie spetni oczywiscie dowolnie obranych
warunkow brzegowych, co nie przeszkadza jego znaczeniu praktycz-
nemu w przypadkach dlugosci | wielkiej wobec wymiaréw poprzecz-
nych. Wtedy bowiem rozwigzanie jest dostatecznie dokladne poza
waskimi strefami przylegajgcymi do brzegéw, a w wielu wypadkach
praktycznych czyni nawet zados¢ warunkom brzegowym. W nie-
ktorych zagadnieniach technicznych (dachy) mozna 'w dobrym
przyblizeniu w réwnaniach réwnowagi (209.4 do 9) poming¢ mo-
menty zginajgce mx, momenty skrecajgce mxv, mrx i sily po-
przecznej. Wtedy row. (209.7) sprowadza sie do

a réwnania (209.4 do 6) dajg po podstawieniu tej wartosci i pod-
stawieniu X =Y = Z= 0:

(213.3 do 5)

Siegajgc teraz do réwnan przemieszczeniowych (209J 9 do 26)
mozemy w czterech pierwszych skresli¢ wyrazy z wspotczynnikiem B
wobec czego staje sie nvx=nx(f, a poniewaz z momentow uwzgled-
niamy tylko mx, przeto napiszemy:
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Z pierwszych dwu réwnan znajdujemy

a wiec

(@)

(b)

Su a
- (nx—vnv),
3, 41—V
d-u a (3nx "3uv\

S"Sp .4(1—r2)' dp di)
Rézniczkowanie wyrazenia na n(fx daje:

Snex_ A 1—) 34 32r\

/ 3 a 2 \3"3p Si?
Z obu réwnan ostatnich wynika
S a
32 A (I—w) 3p

Z pierwszego i drugiego z réwnan (213.6) otrzymujemy

dr w——-2 (nv—vnx),

dp gt(I—v)

a stad po zroézniczkowaniu dwukrotnym wzgledem f= x a:

(c)

(d)

(e)

SH 32v SH, SHX
se23p Si2  4(1—2)\ S£2 S»
Ale z (a) wynika przez rozniczkowanie wzgledem <.

SH \31vxV 3h)  SH,

di2sp A {I—v2) 21+ Shdp  Sp 3p2
Odjecie (d) od (c) daje
SR _ a 3, Sux  SH<f  Swx 32/ xf,
—=— " 7 e Ve — V -mmmmmm- 2(1 ~\-v) - E
ad2 a i—iLay2 P P aiz2 3; Stp.

RoOzniczkujgc teraz czwarte z réwnan (213.6) dwukrotnie wzgle-

dem £ mamy

3Imv  B\S-w 8- 132w\ SlI3a~
3y ~ a2\S!? + SAMAWI W \W .

a po wstawieniu tutaj wartosci (e):

Sm, E SH, sl i/ SH, SHW, 34n(,
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Zrdzniczkowawszy to jeszcze dwukrotnie wzgledem £ wyrazimy
przy pomocy réwnan (213.3 do 5) napiecia podluzne i poprzeczne
przez mf otrzymujgc w ten sposéb jedno rdéwnanie rozniczkowe
rzedu ésmego dla my. Po wprowadzeniu skrotu Ic=S/Aa2i upo-
rzgdkowaniu rownanie to przyjmuje postac

N N
v(2 '5P3(f6f 2hpr + (1+ 2")d®g>4"
gm0~ 3lmp 9smw
(213.7) 4-2(24-v) ~ v 4- dps<p2 1
1—v2 9ma _

2l mg
9p2 k difd —

mT
+ (1+ r)nggsz+ {2+V)9 0.
Rozwigzujemy je ogo6lnie wyrazeniami o postaci podobnej
do (213.1). Przyjmujac jako wyraz o0golny rozwiniecia Fourierow-
skiego

nzta

niw= Ci"V sin /. |

otrzymujemy po wstawieniu w réwnanie rézniczkowe (213.7) réow-
nanie warunkowe do wyznaczenia parametru m nastepujgce:

w 84-[2 — (24-V)??2]m«+ [(1 -f 2 +

(213.S) . + j-_1;6_ | (1+ D2 (2+ });2Jm2+ tZ1fr4 = 0.

Pierwiastki tego rOwnania sa tak samo jak réwnania (211.5)
parami liczbowo réwne, a co do znaku przeciwne. Przy tym sg
wszystkie zespolone. Mozna je przeto wyrazi¢ w postaci

ml=r-\- qi, m2= —r—qi, ms= r—qi, wi= —r-\-qi,

m5=8 + ti, me——8—ti, m7=s—ti, m8= —s+ti.

Dalszy tok obliczenia, dajacy sie uprosci¢ w przypadkach
szczegOlnych, zabratby tutaj zbyt wiele miejsca. Czytelnik za-
interesowany znajdzie w piSmiennictwie polskim jedyny wpraw-
dzie, ale staranniei oryginalnie opracowany przyktad w pismie
.cement" z r. 1933, str. 44—59%*), a liczne w piSmiennictwie nie-

mieckim 2).

W. Zenezykowski, ,DZwigary sklepieniowe".
2) Ob. N. Fliigge, ,Statik u. Dynamik der Schalen", Berlin 1934,

str. 137— 144.
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§ 214. Teoria ogolna powloki obrotowej niewiotkiej. Przy ozna-
czeniach stosowanych juz powyzej i uzupetnionych narys. 139ai b *).
napiszemy najpierw warunek rzutdw na kierunek stycznej do po-
tudnika, a zarazem kierunek skladowej Y sily obcigzajacej odnie-
sionej do jednostki pola powtoki. Mamy wiec (z pominieciem nie-
skoniczenie matych rzedu wyzszego):

a(; (n2n)dadg>r- n, ‘(‘;p_ (ladcp —g2>h cos a dadep—a,rdadep -i- Yro2dadep= o.

Wyraz trzeci zawiera czynnik cos a poniewaz wypadkowe na-
pie¢ nlo2da i 1%+ d(j g2da zamykajgcych kat dplezy w ptasz-

czyznie réwnoleznika. Po uproszczeniu przez da mg> otrzymujemy
pierwsze rownanie rézniczkowe rownowagi:

(214.1) 3(n2>) eos a—qr+ rgzY=0.
ca ccfj

Ustawiajgc réwnanie rzutdbw na styczng do réwnoleznika,
uwzglednimy, ze obie sily e~da dajg skiadowe poziome gxg2da sin a
skierowane przeciwnie i zamykajagce kat dg, po czym znajdujemy

(214.2) — + om. + Coljocos a—qlg, sin a+ro2X = 0.
9a dep
Rownanie rzutow na normalng daje:
. . d .
_f- e N f. . -
(214.3) g2nxsin a-f- ¥n2-j pZC(p foo(?qZ)j vg2Z = 0.

t) Podkres$limy tutaj szczeg6t dotyczacy obioru kierunku dodatniego na
normalnej n do powierzchni okres$lajgcej powloke. Kierunek ten ustalamy wedtug
krzywe] przekroju powierzchni ptaszczyznag przechodzaca przez n jako wskazu-
jacy ku srodkowi krzywizny tego przekroju. Gdy obrawszy ten przekréj w danym
punkcie powierzchni poprowadzimy przezen wszelkie inne przekroje normalne,
to jak wiadomo z teorii powierzchni moga zajs¢ dwa przypadki ogélne: albo
wszystkie $Srodki krzywizny przekrojéw lezg po tej samej stronie powierzchni,
ktérg wtedy nazywajg ,,synklanlyczna", albo tez dwa przekroje rozdzielaja element
powierzchni na czesci takie, ze przekroje nalezgce do jednej czesci majg. Srodki
krzywizny po jednej stronie powierzchni, a przekroje w czesci sgsiedniej maja
te $rodki po stronie drugiej. Wtedy powierzchnie nazywajg ,antyklaatycsnag"r
a krzywiznom przekrojéw obranych za dodatnie w czesci pierwszej odpowiadaja
krzywizny ujemne, w czes$ci drugiej. Przecigwszy powierzchnie ptaszczyzng prosto-
padtg do normalnej n, ktéra na tej normalnej wyznacza od punktu powierzchni
odcinek dn nieskofnczenie maty, otrzymujemy jako (nieskonczenie matg) krzywa
przekroju tzw. ,wskaznice“ (indicatrix Dupiu’a). Jest to krzywa rzedu drugiego,
ktéra w obszarze synklastycznym powierzchni jest wr ogéle elipsa, a w obszarze
antiklastycznym hiperbolg.
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Przechodzgc do réwnan momentéw (rys. 139a, b), otrzymamy
wzgledem stycznej do potudnika:

Wreszcie momenty wzgledem normalnej dajg
n tl12 N EPN21 A"2721sSin -j“ t Sj|—: 0,

co ze wzgledu na zwigzek r=p lsina mozna napisa¢ w postaci:
(214.6)

Do powyzszych szesciu réwnan, miedzy 10-ciu nieznanymiwiel-
kosSciami statycznymi nalezy dotagczy¢ réwnania teorii sprezystosci
wyrazajgce zaleznos¢ tych wielkoSci od odksztalceh. Przy szukaniu
tych zaleznosci przyjmujemy zatozenia upraszczajgce, ktore sie
narzucajg z przyjecia grubosci matej powtoki, a ktére rozpatrzy-
liSmy juz w 8209. Dla powtoki walcowej otrzymano tam rdéwna-
nia (209.19 do 26). Rownania te przy promieniu walca «->00 prze-
ksztatcajg sie na proste i przejrzyste réwnania teorii ptyt cienkich,
gdzie zalozenie zaleznosci liniowej odksztatcen od odlegtosci z od
powierzchni srodkowej prowadzi do rowniez liniowej zaleznosci od z
sktadowych stanu napiecia. Zwazywszy, ze zboczenia od liniowosci
sg w powlokach cienkich wcale nieznaczne mozna by przypuszczac,
ze wzory zaczerpniete z teorii ptyt dadzg sie zastosowaé z przybli-
Zeniem wystarczajgcym do teorii odksztalcenia powtok. Atoli wzory
te prowadzg do réwnosci sl2=s2li t12—t21, ktdérej nie czyni zados¢
row. (214.6), gdy <a=br Trudnos$¢ ta odpada jednakze w przypadku
symetrii obrotowej stanu odksztatcenia i napiecia powtoki, gdyz wtedy
znikajg wielkosci s12 s21,t12,i2l, a wiec réwnanie (214.6) jest spet-
nione. Dlatego ograniczymy tutaj dalsze rozwiniecia do tego waznego
przypadku szczegodlnego.

) Odpowiednie réwnanie u Love’'a (8 333, wz. 48) ma przy znakowaniu
naszym postac

0.

Réznica w znakach algebraicznych polega na odmiennym ustaleniu kierunkéw
dodatnich s it uwidocznionym na rys. 137 a, b przez wektory wykreskowane,
co wyrazajg takze réwnania
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§ 215. Teoria zgieciowa powloki w stanie napiecia i odksztaice-
nia obrotowo symetrycznym. W stanie takim musi byé (rys. 139a)
X=0, oqx= 0,

a wszystkie wielkosci statyczne (czyli ,przekrojowe") musza by¢
niezalezne od @ wobec czego réwnania (214.2 i 4) spetniajg sie toz-
samoseiowo, a powstajg tylko trzy nastepujgce:

c-- - - —ntf2c0s a—g2st A Zw;o
da 4 o

(215.1 do 3) | eaclsiixa+f»2+ -~ + ye2* = 0

— cos a—r>202= 0.
da

Napiecia nx i n2 wyrazimy przez odpowiednie wydluzenia
jednostkowe sx (wzdtuz réwnoleznika) i € (wzdluz potudnika) tak
samo jak w teorii blonowej. Momenty zas mli m2, ktére w teorii
ptyt byly wyrazone przez obie krzywizny, wyrazimy tak samo
przez ubytki krzywizn gtownych. Oznaczymy je przez xx (w kierunku
stycznym do réwnoleznika) i (w kierunku potudnika). A zatem:

f% =J(£i+VE2); ml1l=B {xx+ vxi)
|n9= A(s,+ vex)i rns= B(x2+ vxx)
A i B oznaczajg jak w §209 obie sztywnos$ci. §i t2wyrazimy pizez.
przemieszczenia u, v, w tak samo jak w §206, a wiec.
(206.1) El= (! + vcosa+ wsin
co ze wzgledu, ze teraz 9ui'9<p=0, po podstawieniu wartosci r=g 1sina
zamienia sie. na
(215.5) £l= | - («cotg«+ w).
Wz6r (206.2) na t2 pozostaje oczywiscie bez zmiany, czyli

109v . \
(215.6) oA9a t W *

Azeby teraz znalez¢ wyrazenia odpowiednie dla zmian krzywizny
Xi i *2wprowadzimy jako wielko$¢ pomocniczg kat obrotu y stycznej
do potudnika spowodowany obu przemieszczeniami v i w w plaszczy-
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znie przekroju potudnikowego, ktdra jest zarazem jdaszczyzng ry-
sunku 140.

Przemieszczenie v zmienia kgt nachylenia a stycznej do po-
tudnika o v!g2 Przemieszczenie w zas pochyla te styczng w strone
przeciwng o kat

Rys. 140
Kat wypadkowy obrotu y>okresli przeto rownanie
(215.7)

Na skutek tego obrotu punkt przeciecia normalnej z osig
powtoki przesuwa sie w dét o pplj/sin u, wobec czego promien krzy-
wizny ,poprzecznej“ Q zamienia sie na Pi(l +v cot,ga). A zatem
krzywizna odpowiednia ubywa o

1 1
1 Si  fi(l+ Vcotg a)
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czyli po wstawieniu wartosci z (215.7):

4215.8) ~= LIAf— cotg a.
qlo2\da /

Ubytek krzywizny potudnika réwna sie stosunkowi dy>/g2da,
a zatem:

(215.9) =1 All

g2 Sa\g2 da g2J

Wstawiwszy wyrazenia znalezione w (215.4) otrzymujemy wzory
przedstawiajgce wielkosSci statyczne w zaleznosSci od przemieszczen:

rcotga+ w v idf \
— [ — +s(s+’]
<= A ri (dt
d d
vil=B v law ctga V3 dw Vv
\da g2 da\g2 da 00)
(215.10 do 13)
= M%T Ct§ «+ co da
_ 1 3/1 dw v\ v 1ljdv \
m,=B
g2 da\n2 da
[1 &)
92" Iys+ — cotg
Jak poprzednio jest tutaj
*
Eg Eg* . g = grubos$¢ powtoki.

1—w 12(1—\W’

§ 216. Cigg dalszy. Wyprowadzenie réwnan rdzniczkowych. Wy-
niki powyzsze mozna tez otrzymac¢ z réwnan ogélniejszych jakie np.
podaje Love w rozdz. X X1V ,Elasticity*. Jednakze droga bezpo-
Srednia obrana tutaj za przyktadem Ulugge'go ma zalete poglado-
wo,scCi i prostoty. ROwnania rownowagi (215.1 do 3) i rownania od-
ksztalceniowe (215.10 do 13) stanowig ukifad siedmiu réwnan roz-
niczkowych do wyznaczenia tyluz niewiadomych funkcyj wspot-
rzednych n1}n2 mil, m2, g2, v, w. Jako droga naturalna rozwigzania
nasuwa sie rugowanie kolejne g2,n1,n2,m1i m2, ktére prowadzi do
uktadu dwu réwnan rézniczkowych dla v i w, dajgcych sie catkowac
przez szeregi. W ten sposob rozwigzywano najpierw zagadnienia
szczegOlowe obrotowo-symetrycznego stanu napiecia i odksztalcenia
powtok obrotowych, zanim E. Meissner w r. 1913 wskazat na mozli-
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wos¢ wielkiego uproszczenia w szukaniu rozwigzan przez wprowa-
dzenie innych zmiennych zamiast v i w*. Tymi zmiennymi sg

y oraz U—qglg2

Poniewaz podstawienie Meissnera prowadzi do celu takze
w przypadkach gdy grubos¢ powtoki g jest zmienna wzdtuz potudnika,
przeto zatozymy ze g, a wiec i B jest funkcja a, wobec czego

| =3
B da

Gdy uwzgledniajac to wstawimy wyrazenia to, i mnw zalez-
nosci od y>z rownan (215.12 i 13) w row. (215.3), to po wykonaniu
rézniczkowali i uproszczeniu otrzymamy

i a
g da

1 dtp
o @ daf i} o
216.1) da\g2) o, g, g daJ?2 3a
A .
2 g0ate ¥ U, QoL U
=d g di B B

ako réwnanie rozniczkowe dla y» Z niewyzyskanych jeszcze réwnan
-warunkowych dojdziemy do drugiego rownania dla U. W tym
celu wstawimy najpierw w réw. (215.7) wyrazenia v i w otrzymane
z rozwigzania rownan (215.10 i 11) 2 Zliajdujac:
dw dhhoA n , . d tup,
—1 -y )+-r= (ei+tve&) ctg a—v - |- ~
(216.2) da Vv 1 AY A a
— J (?2+ VQi)ctg a

b b. Meissner, Pliysik. Zeitschr. 14, 343, 1913; Vierteljahrsschr. d. Na-
turforsch. Gesellsehaft. Ziiricli, Rocznik 60, str. 23, r. 1915.

Geekelerwprowadzit— Uh2zamiast TJzastosowanego przez Flugge’'go(7i= g/2)
Znak — dlatego, poniewaz przyjat dodatnie p od wewnatrz.

a) To rozwigzanie daje najpierw

Vetga+ w= -A e S

4(1-—v2 da A(\—Vv2
a stad
@) vciga 37 +  —"N(f*-j-Kp)
da A(l—vV")
Rdézniczkujgc pierwsze z réwnan powyzszych otrzymujemy
3l ctg a-—- I+ A = £ (W h\]
da sinza da |—v2da\ A | 3a\ A 1]

Lewa strona tego réwnania przeksztatca sie tatwo na

W y(vctga *V)dge

a wstawiwszy tutaj warto$¢é wyrazu w nawiasach z (a) znajdziemy (216.2).
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To réwnanie wyraza yw zaleznosci od % i n2 Aby dojs¢ do
zaleznosci od V=g1g2f trzeba z réwnan (215.1 i 2) wyrazi¢ nxi n2
przez g2, co wykonamy najprosciej zastepujac jedno z tych réwnan
warunkiem rownowagi gornej czesci powiloki wycietej stozkiem
obrotowym o tworzacych nachylonych do osi powtoki pod katem a.
Gdy przy tym zatozymy, ze Y—Z= 0, czyli ze obcigzenie dziata
tylko na brzegi powtoki, to suma sktadowych napie¢ n2i g2 réwno-
legtyeh do osi obrotu, tj. napiec

n2sina i g@2cos a

niusi by¢ réwna zeru, z czego wynika
(216.3) ri2——g2ctg o———ctg at).

1) Przy zatozeniu og6lniejszym obcigzeh Y i Z r6znych od zera, otrzymamy
jako warunek réwnowagi gornej czesci powtloki w przypadku istnienia takze
brzegu gérnego o promieniu r0:

2rnn.isin a+2mqi cos a— 2r0On(ni0 sin a0+q 2 cos a0) +
Ji a0
+ f J(T sin a-\-Z cos a)ptda *rd<p*=0,
y>=0a

czyli
a

(210.a) p,sin ct(«2sin a+ Quos a)=jF,(«)=f(r'sin a+ Z cos aJpjpjSin ada + C,
a0

gdzie stata C= 2rOn(nMsin a,+ g2cos “0)
ND—%a=> fD= (2)«=«,*

Zamiast ro6w. (210.3) napiszemy teraz

(216.3 a) ?2= — g2ctg<H

Cisin2a
a zamiast (210.4) 1 _IiU E(a)
I —_ m\&y !
(%ibﬁ a) n,— ""-"é '™ - é QP QXZ

Wreszcie zamiast row. (210.5) znajdziemy

f.i. —E+Ti./gVIU —a'a —"N—-—

Q2 @3a2 1"[Sa 2 -° 72 33a)J< 3a

—lg  —-(+1i A ]$p— J1—*>e-
13je )11 & I¢) 133 3 3R(AZ\
* 5—| T * *_ - * H |

e e2da’ sinda; @2 sinza g da c?al g |
'%i(c-"'AC.JAOI’g « _ _P_3j-F(a) 1+,

A . T(al .i (2] ™\F{a)ctga
C2 sin2a g 3a Qp2 ?i /| sir2*"
Jak wida¢ zmienita sie tutaj tylko prawa strona réwnania, ktéra poprzednio

zawierata tylko wyraz pierwszy — A (1— v2)il>=— Eqif>.

T eoria sprezystosci. 1&
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Podstawiwszy to w réw. (215.2) otrzymujemy

p2«i sin a—— sin a - —9 {owg-) sin a—Qlg2 eos a———9 (9192) sin u,
9 (i 9a

a stad

216.1 19U

(216.1) 00 da

Po wstawieniu wyrazen «, i «2 (216.3i 4) w réw. (216.2) i upo-
rzadkowaniu znajdujemy drugie réwnanie rdzniczkowe dla 77 i yA

g 19U 3

3 C Pi 1% 1
(h @ 9dl da\o

A, Pi
+ —2&9 u--—-(\5J2 9
(216.5)

(€)] .o vad
st _ —"4(1 —r2)y.
5 ctho i y % ct%a & 4 2y

Rozpatrujgc przede wszystkim przypadek statej grubosci po-
wioki tj i wprowadzajgc symbol operacyjny Meissnera:

(216.6) * s(it)+SOg* 2920 o

otrzymamy oba réwnania w postaci symetrycznej

Ei(w}—vf =Y
e, B

I(U)+VvA-A (|- Wb.

(216.7,8)

Rugowanie przy pomocy operatora L daje

W-ri(f)+ri £(y)- r2n 1-r2y
N Po P2

y
R
(216.9,10)
LL(U)+ vL(9-v -R(77)—r2-9= - 4 (1-r 2P.
~/ Po o R

Te réwnania liniowe rzedu czwartego upraszczaja sie znacznie,
gdy p2—statej, a wiec dla powierzchni kulistej, stozkowatej, wal-
cowej i pierscieniowej o przekroju potudnikowym okragtym. Wtedy
bowiem wyrazy drugi i trzeci znosza sie nawzajem, a oba réwnania
maja ta sama postac
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ktora podstawieniu

albo
Z [i(f)-illsf]+ *>qZ(C)-t>2f)]= 0.

Rozwigzanie obu réwnan rzedu drugiego
(216.11) L(0xtU~= 0O

sa przeto takze rozwigzaniami réwnan (216.9, 10) przy o2—stalej.
Te rozwigzania sg zespolone i sprzezone, a jak tatwo sie przekonacé
nawzajem liniowo niezalezne i wazne zaréwno dla y jak i V. Ich
czesci rzeczywiste i urojone uzyskane przez stosowne zespoly liniowe
rozwiazan, prowadza do ukiadu zupeilnego rozwigzan w liczbach
rzeczywistych. W ten spos6b w przypadkach ograniczonych powyzej
sprowadziliSmy zagadnienie do rozwigzania rOwnania rézniczkowego
rzedu drugiego o wspoiczynnikach zmiennych, ktéorym zajmiemy
sie blizej w paragrafach nastepnych dla powioki kulistej i stozkowej.

Mozliwo$¢ redukcji rownan ogoéinych rzedu czwartego do par
réwnan rzedu drugiego zachodzi nie tylko przy statej krzywiznie
potudnika, ale takze w innych przypadkach interesujgcych, wy-
krytych juz przez Meissnera, o czym ponizej (8 219). Na razie zazna-
czamy tylko, ze w przypadku maiej liczby Poisson’a mozna poprze-
stajgc na rozwigzaniu przyblizonym potozy¢ r=0, po czym otrzy-
mujemy réwniez réwnania rzedu drugiego typu (216.11).

§ 217. Powiloka kulista o grubosci stalej. Przy ox= g2=a (pro-
mieniowi kuli) operator Meissnera upraszcza sie do postaci

Zamiast U=ag2wprowadzimy jako funkcje niewiadomag samo
napiecie poprzeczne <42 Wprowadziwszy nadto zamiast parametru <
okreslonego wzorem (216 b), parametr * przez podstawienie 2x2=a/u?2,

18-
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a wiec *4=3(1—2)—— -, otrzymamy z pierwszego z réwnan
(216.11) 9
(217.1) At*~ ctg'at ~ ctg2 “ «22+27 2?22=0-

Przez podstawienie
sin2a= #, g2= 2sin a
przeksztalca sie rébwnanie powyzsze na

&2, 4—5® d2 1—2i"2

e a2 2x{I=x) ax Aa i
To réwnanie ma posta¢ rownania rézniczkowego hipergeome-

trycznego
(917 Si #2 y—(l+ a+ p)x dz aft

dxt x {I—x) dx x(I—x)~
o punktach osobliwych dla x= 0,1 i oo, z ktdrych ostatni nie ma
znaczenia dla naszego zagadnienia. Funkcje rozwijalng na szereg
hipergeometryczny i czynigcg zado$¢ powyzszemu réwnaniu roz-
niczkowemu okresla wzor Gauss'a 4):

Fa®yiw= 1 af; il @< DRI+ g

2ly(y + 1)
«(«+)(«+ 2)2(?+ 1) (P+2) ..
n-

3ly(y+1) (y+2)

r
Z poréwnania rownania ogoélnego z naszym, tj. (217.2) wynika
a=i(3xJ/5 + g8ix"), fi= j(3=F~r5+ Si**) , y=2.
W teorii réwnania og6lnego wyprowadza sie 24 calek szczegol-
nych, z ktorych dwie okres$laja réwnania

zi=F(a,p,y,X),
dl=x~yF(a—y + I, (i—y+ .|, 2—y; *),

Drugie nie nadaje sie widocznie do naszego przypadku; pierwsze
zas jest okreslone szeregiem zbieznym w przedziale 0<a?<lI i przyj-
muje postac

(17.4)  «izl+ Y 1-2ix Ix+ 3, (11-1 4 i*2:4%%)aj2+
+ (319 —718iX2—164*4+ 8h.e> 1+ .

t) Dzieta, t. Ill, str. 123— 163 i 207— 230. Wiadomos$ci potrzebne tutaj
oréwnaniu hipergeometrycznym znajdzie czytelnik np. w ksigzce: A. E. Forsyth,.
A Treatise on Differential Eguations.
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Tutaj x= siu2a= 0 odpowiada punktowi szczytowemu powtoki
e pionowej osi obrotu (skierowanej w tym miejscu wypukioscia
do goéry).

Drugie zrownan (216.11) daje rowniez catke szczegblng w postaci

sprzezonej jako zespolona z poprzednig. Oznaczymy jg przez
F(a, Rozwigzanie ogo6lne dla powtoki z jednym brzegiem na-

piszemy przeto w postaci
2=z sin a=[C 1F(u,/3,y,x)-\- C2F(a,/3,y,x)] sin u

ze statymi catkowania Cli C2
Aby teraz wyznaczy¢ napiecia i odksztalcenia obliczymy naj-

pierw

L{g2= ——(~"iF + 02F) sin u,
a wedlug row. (216.8):

1
fz Ly [AT(7>)+ "33 =

A(
(217.5)
7 [0,(2ix2- v)F- CX2ix2+ V)F] sin a.
A(l—»
Stad przy pomocy réwnan (216.3i 4) oraz (215.12 i 13) obli-
czymy:

%= - CIf + sin2 cosa-C.’\F+2"sin23jcosa,
n2= —qg2cotg a= —(G"F-f- C2F) cos a,
to,= —a 55[72+r).ﬂ(1+ V)F+2v dXsinZajI-

(217.6—9) 6&n
272--:{(1+ vJI?+2,' sin2a}l 008

J— N ~ ~ i -
Mm9——a 2. 5\ yild+ VIF+2 5 sin2a)

2ix oy @+ AHF-\- 2 sin2ajj cos a.
Stale C\ i C2 winny otrzymac¢ takie wartosci zespolone, aby wy-
razenia powyzsze staly sie rzeczywiste, a warunki brzegowe byly
spetnione. Jako te warunki wystepuja najczesciej dane przemiesz-
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czenia brzegu i wartos¢ brzegowa kata y> ktdra np. wj przypadku
doskonalego utwierdzenia jest rowna O.

Ciag dalszy ucigzliwych obliczen znajdzie czytelnik zaintere-
sowany w pracach:

L. Bo lle, Pestigkeitsberechnung von Kugelschalen. Ziirich 1916
(rozpr. dokt.).

I. E. Ekstrom, Studien iiber diinne Schalen...' Wyd. Akad..
Nauk Techn. nr 21, Stockholm 1933.

W zastosowaniu do obliczen liczbowych wymagajg wyniki po-
wyzsze teorii ,Scistej ogromnej pracy rachunkowej, ktora jak widaé
z rozwiniecia (217.4) ro$nie bez, granicy praktycznej z wartoscig
parametru proporcjonalnego w dobrym przyblizeniu do |lajg,
a wiec duzego, gdy grubos$¢ powtloki g jest mala w porownaniu do
jej promienia a. Dlatego obmyslano metody przyblizone omijajgce
te trudnos¢, o ktorych szczegélowiej pisze Eligge w monografii
juz parokrotnie przytoczonej. Tutaj poprzestaniemy na przedsta-
wieniu metody przyblizonej opracowanej najpierw przez J. W. Gecke-
ler'aw r. .1926 (tiber die Eestigkeit achsensymmetrischer Schalen.
Forsch. Arb. Ingwes. Nr 276, a nadto: Zur Theorie der Elastizitat
flacher rotationssymmetrischer Schalen. Ing.-Arch. T. 1, 1930,
str. 255).

Punktem wyjscia teorii przyblizenia I|-go jest poparty przez
doswiadczenia wynik obliczenia Scistego wedtug teorii zgieciowej dla
powtoki o postaci cienkosciennej rury okragtej obciazonej tylko
wzdtuz obrzezy symetrycznie. Jak wiadomo z 8212 odksztalcenia
i napiecia powstajgce przy tym w rurze zmieniajg sie z odlegtoscig x
od obrzeza obcigzonego wedtug tego samego prawa co drgania za-
nikajace punktow uktadu sprezystego z czasem i. Dzieki temu ampli-

tuda zmian maleje wedlug funkcji wykfadniczej e~ ty m silniej
im wiekszy jest ,wspotczynnik ttumienia"
4

A zatem w rurze niezbyt krotkiej zaburzenia stanu odksztal-
cenia wywotane obcigzeniem samego obrzeza zanikajg praktycznie
juz w odlegtosci niewielkiej od tegoz obrzeza. Poniewaz pierwsza
pochodna odnosnej funkcji rozwigzujgcej o postaci
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jest przy dos¢ wielkim x liczbowo wielokrotnie wieksza od samej
funkcji, a zarazem wartos¢ drugiej pochodnej jest w tymze stosunku
wieksza od wartosci pierwszej, przeto przewidujgc warunki podobne
dla kazdej powtoki obrotowo-symetrycznej przy wymiarach odpo-
wiednich, mozna w operatorze L réwnania (216.11) poming¢ £i df/da
wobec dZ/da2 To sprowadzi rownanie rézniczkowe zagadnienia
w przypadku powioki kulistej do postaci

(217.10) . 277=0,
aa

dzie
4

\3

To réwnanie rozwigzuje sie jak wiadomo przez podstawienie
g2=e*«,
ktére daje dla parametru / réwnanie charakterystyczne
72+ 2ix2= 0.
Cztery pierwiastki tego rownania majg postac
=+ (1 £*)*
odpowiadajg czterem catkom szczegdlnym, z ktdrych da sie zlozyc
rozwigzanie ogoélne. To rozwigzanie przybiera posta¢ najprostszg
po wprowadzeniu katow
(0l= al—a | 0)2= u —a2
przy zatozeniu dwu brzegéw, ktérym odpowiadajg katy al i a2
(np. brzeg goérny pasa kulistego). Wtedy znajdujemy
(m= c-xu(CVeos y.ox+ Cisin *«2)+ e-“ >((?'cos xo0i2+ Césin x0>2).

Przy warunkach brzegowych napotykanych najczesciej okazato
sie korzystnym wprowadzenie zamiast statych CJ,...,.C'Z, stalych
C\ C2 dj, z ktdrymi rozwigzanie ogolne ma postaé

(217.11) g2= sin C2e-* #sin (y.fo2+d.?).

Teraz znajdujemy na podstawie réwnan (216.3i 1)

(217.12) n2——g2ctg a
Ch,

ni—-~
(2.17.13)
-f C2e~: sin [xw2-\-d2—j jj
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y obliczymy z wz. (216.2) uproszczonego z powodu ol=g”=a
. Eg .
i A- - do postaci

1—v
0,
(216.2 a) 3% v%r;é+ {nl—n2 1+ r)ctgu

.Eg

Z czego poprzestajgc na przyblizeniu pierwszym mozna otrzymac:
(217.14) cos (xoh +d 1)+ C2e~™* cos (xa>2+0,)].

Dla momentéw wyrazonych Scislej wzorami (215.12 i 13) otrzy-
mamy wreszcie z przyblizeniem takim samym:

B 2p
—g/ldv, .
moO= B¢ ada+ vaCtga ( da’
m=g (Wc‘tg a+ VY. B _do
\a a dal a da
a wiec
Cje_i(“isin  Wj-f + jj—C,e- *-sin"co2+# 2+
(217.15)

State C1,'&1 wyznaczamy przy tym z warunkow brzegu a=uv za$
stale G, ,-2 z warunkéw brzegu a=a?2.

Powyzsze przyblizenie | moze sie sta¢ iluzorycznym, gdy
ctg a jest .zbyt wielkie. Wtedy bowiem nie podobna pomijaé

wyrazu ctg a= /.q2ctg a wobec wyrazu = 1?792. Poniewaz

A =(l+ i)y~ przeto przyblizenie | mozna tolerowa¢ dopoki ctg ajest
mate wobec % Tymczasem w poblizu szczytupowtoki jest ctg a
bardzo wielkie, a stosujgc teorie zgieciowg w przypadku obcigzenia
szczytu silg skupiong, tj. dla a=0 jest ctg a=oo. W tym przypadku

nie mozna juz pomija¢ wyrazow opatrzonych czynnikiem ctg a

i ctg2a w réwnaniu rézniczkowym (217.1), ale aby uzyskaé¢ przy-
blizenie dobre nalezy zastgpi¢ ctg a wartoscig przyblizong I/a otrzy-
mujgc rownanie rézniczkowe przyblizone:

C1(ki 1, e2
%?ZJ, S —za2¢ 2tkZ2= d

Edwnanie to przez podstawienie £ = x\'li *a przechodzi w posta¢
normalng Besselowska:
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Rozwigzaniami sg funkcje BessePa rzedu pierwszego. Wybie-
rzemy z nich oczywiscie te, ktdra zanika przy wzroscie a. Jest nig

pierwsza funkcja zwana Hankelowskg UJl)(i), ktéra ma wartosci
zespolone dla argumentu zespolonego. Stosujgc funkcje Z (Sehlei-

chera) rozpatrzone juz blizej w 8212, mozna HiI\S) roztozy¢ na
czes¢ rzeczywista i urojong wedtug wzoru:

[X(*|/g.a)+Z'i(xfim«)]+p (%(*[12+a)-Z " mq),

gdzie kreski u gory oznaczaja rézniczkowanie wzgledem argumentu.
Kazda z obu czesci jest rozwigzaniem pierwotnego rownania roz-
niczkowego rzedu 4-go. Takim rozwigzaniem jest zatem kazde wy-
razenie liniowe zlozone z nich, wobec czego napiszemy

g2= C,ZIAy.\2 ma)+ CtZ\(x\T ma).

Stad tatwo podobnie jak wyzej wyprowadzi¢ dalsze wzory dla napie¢
i kata X

§ 218. Powloka stozkowa o grubosci stalej. Tak samo jak
w teorii blonowej rozwinietej w § 205 (ust. B) wprowadzamy zamiast a
jako wspotrzedng vy, tj. odlegtos¢ punktu powioki od wierzchotka
stozka (rys. 121) i zastepujemy rézniczkowanie wzgledem a réznicz-
kowaniem wzgledem y wedlug schematu

d_d d2_ 2d2 d>, d
da '2dy’ da2 ~2dy2 -~2dy dy'

Stosownie do tego przerobimy operator L okreslony wzorem (210.0)
na nastepujgcy
(218.1) i (...)=ei™® J + (]."+ Slctg0) | r)-lcotg-a.( ).

Dla stozka jest 2i- 2tg/l, ctga=tg/9, qa2= oo, @ wiec

Nowym operatorem bedzie przeto
(218.2) b, >_, < )+ () ( m

Ogollne rownania r6zn.(216.11) przyjma teraz dla powtoki stoz-

kowej postac
£(£) t g 0]
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Przy f= X}—y tg fimg2 mozna je uprosci¢ przez tg2/? aby
otrzymac

(218.3 i 4) tw 92:®

Z oznaczeniem
Al 1B'r—2) ctg2/2=22¢ = ¢ig 1
tr

[4=

Temu samemu réwnaniu czyni takze zados¢ ip zamiast yqg2.
Do catkowania przeksztatcimy je na réwnanie Bessela wpro-
wadziwszy jako zmienng niezalezng

y=x\~i—2)]fi «Jy.

Biorgc row. (218.3) (tj. ze znakiem + wyrazu drugiego) otrzy-
mamy
d2Ayq2 1 d(yq? _
(218.5) dtf y dy )= 0.
To réwnanie rozwigazuja obie funkcje Besselowskie rzedu dru-
giego 127) i H-P(ri) o wartosciach takze zespolonych. Mozna je wy-
razi¢ przez odpowiednie funkcje rzedu zerowego i ich pierwsze po-
chodne wzgledem argumentu y:

2d1,(?)
y dy
2 dHP(y)
dy
Ich czesciami rzeczywistymi i urojonymi sg omawiane juz
powyzej funkcje Z. Po ich wstawieniu i oznaczeniu pochodnych
wzgledem x przez kreski u goéry otrzymujemy

h(y)=- Z.0)+ | ZAx)j-i\z2Ax)~| Z[{x)],

FRSF [24x)~Z'3X)3

Czesci rzeczywiste i urojone tych funkcyj stanowig cztery
rozwigzania elementarne naszego zagadnienia, ktore dajg rozwig-
zanie ogo6lne w postaci:

ygz= Ci Z,(x)+ €Z2x) + c2zjp)-Jzm

(218.6) o >
+ Cs ZB{ai)+{|‘_Zi(x) + Zt(x)--ZHx)
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Jak wiadomo z § 212, B funkcje Z4i Z2 wraz z ich pochodnymi
oscylujgc zanikajg z ubywaniem argumentu. One wiec odpowiadaja
zakit6éceniom rownowagi btonowej majgcym siedzibe na brzegu dolnym
powtoki stozkowej (czy to zupeinej, czy tez Scietej). Natomiast
Z%i Z4 zanikajagc z wzrostem argumentu odpowiadajg zaki6ceniom
brzegu gornego. Gdy powioka jest dostatecznie cienka, to zanikanie
wartosci rozwigzan poszczegélnych miedzy obu brzegami jest tak
silne, ze kazde z nich wchodzi w rachube tylko dla jednego brzegu.
Wtedy stale C4i C2oraz C3i C4 mozna wyznaczy¢ niezaleznie z dwu

réwnan liniowych.

Po znalezieniu z (218.6) napiecia poprzecznego g2jako funkcji y
(wzgl. x='2/.\Ji) obliczymy z (216.3 i 4) napiecia potudnikowe i obwo-
dowe:

nl=—rj(ya2tg W) tg (VMXZ'2Ax)—2Z Ux)—-Z"i{x)

(218.i + g2 XZAX)-2Z2Ax)*1Z[(x) +

+ XZ'3(X)-222(X)-AG% Y x )\ +
+M'><Z'4(x)~224(x)+’\zax)j.
Dalej znajdziemy kat obrotu stycznej do potudnika

tg2/?
T =N\G-ZGAR) Gl ZR+
+ G3Y—Z4x)-\-~ZX)"-\- ('K ZIX)-t- - Z4xA

a podstawiwszy te warto$¢ w réow. (235.12 i 13) otrzymamy

(w dy>\
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ma[e- hXZR0+ 20—z 4(1)(_") Z\pyh +
(218.10) + CA xZ'1(x)-2(1-v)Z1x)~ " x JZAx)J +
+ CA-XZ'I(X)+2(I-V)Zi(X)- w ~ T - z3x)

+ G4 XZAX)-2(1-v)ZAX)- = 7ziKx)
Jim

W przypadku powitoki stozkowej z wierzchotkiem nieScietym jest
stosownie do rozwazan poprzednich C3= Ci=0.

Poniewaz w zastosowaniach praktycznych nie mozna czesto
korzysta¢ z tablic funkeyj Besselowskieh z powodu zbyt wielkich
wartosci argumentu X, przeto w przypadkach odnosnych stosujemy
z korzyscig wyrazenia asymptotyczne nastepujace:

Zt{x)\n it e7Jsr *COS r-:---[];\ 22W «-r=e”"-s X_.n
12nx \[2 8l \[[2 8/
L 1 CLX T
20> reir-cos (jrigis blbv— ~cfesin %}2—| :
(218.11)
w |[/b * N AR5

W »-|/A. Vcin(Z-f]; z;w*+|/J-<r,Vco

Te wzory przyblizone dajg, jak pisze Flugge (str. 164), dla x—6
wartosci z doktadnosciag suwaka logarytmicznego; nadaja sie wiec
do obliczen praktycznych gdy x> 0, poniewaz tablice siegajg tylko
do x"6.

Jezeli, co czesto sie zdarza, trzeba liczy¢ przy wartosciach x
przewyzszajgcych znacznie 6, to mozna jeszcze uprosci¢ wzory
przyblizone zatrzymujac w rozwigzaniach tylko najwyzsze potegi x.
W tych warunkach otrzymano wzory przyblizone nastepujgce:
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)= '1f/1n'2a]f!. T (Clcos (E= -f - ) —02sin
q2= —n2ctg /7=
(218.12) “MGs~ 1+
j-2e S${€sin + -J—cCacos i§ + ii)1]
- YW FF'HiS +i)+ H 8§ +;)I~

-2e " {0,008 - + Cisin

2 8 n(iH )}]-

§ 219. Teoria zgieciowa Scista w zastosowaniu do powitok o do-
wolnej postaci potudnika i zmiennej grubosci Sciany. Réwnania réz-
niczkowe (216.1) i (216.5) ogolnej teorii zgieciowej, ktore tutaj
powtdrzymy

2 + [ (E)+acotg,+ 3?11 10
02 02 Lva Qv Qi Uduj Qi da
(216.1)

3v Su | WwXx U
ECtgza+V V-L Ctg arU-: " ~ B

i 0 da J o2 B
9i_i du e a. .. A 1 3t
cres P 2 P Ry da P da

[taRa~w\i caggvr~A(- ...

sprowadzono w przypadku g= stalej do postaci (216.7, 8), ktora
przy o02= statej doprowadzita w koricu do réwnan (216.11) zastoso-
wanych do powtoki kulistej i stozkowej w 8217 i 218. Nasuwa sie
tedy pytanie, czy nie datoby sie i dla innych ksztaltéw uzyskac
podobnego uproszczenia przez wprowadzenie zamiast operatora L
innego stosownego. W tym celu nalezy przede wszystkim dagzcéy
do zréwnania wspoétczynnikow przy dy/da i dU/da w obu réwnaniach
To da sie osiggna¢ przez wprowadzenie nowej funkcji V podsta-
wieniem
\%
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Wtedy z réw. (216.1) otrzymamy

a 1 9w \’LfM
02 02 3~ 9a

. x 3vey 9 I02,> o . 119
219.1; — 1- i =)+ = Bl
( ctgga f-v 3 9a Ctga + Z@a\o + p2Ctg a?g o)

92<l 3a2J g,

gdzie istotnie wyraz 9VI9a jest opatrzony tym samym wspoitczyn-
nikiem, co wyraz 9U/9a w row. (216.5).
Poniewaz A (\—vi)y>=Egy>=EVIg, za$

tiy2  12(1— v2)z7
B Eg

przeto po pomnozeniu obu réwnan przez g uzyskamy po stronach
prawych wspotczynniki state przy TJi V, co jest pozadane ze wzgledu
na uproszczenie przy rugowaniu przez rézniczkowanie. A zatem
nowy operator okreslimy réwnaniem:

**<-m)=f £<eee>+ o ga\g~ n 29aJ9a

2 ctgha—v ¥ _3ctg o
Q Q@ P2

Ten operator nie przechodzi przy g=stalej w operator L, réz-
nigc sie wtedy oden nie tylko czynnikiem g, ale takze wyrazeniem

w klamrach ostatnich, ktérym nie jest actha, lecz —ct lgé

Wprowadziwszy nadto skrot:

1 dfl moet9g

i = 2 — o |- + 1.(?1i .
iu) ro 02 ba Ciga+2 36(1\0 * —clga p. 9a g do*’

napiszemy réwnania (216.5) i (219.1) w postaci:

o ey 1202
(219.2 i 3) L*(V)—f@Vv % Viu

Lx{U)=—EY.
Rugowanie daje réwnania

| L¥L*(V)-L*(f w7)+12(1 —r2)F =0

<219.4 i 5) X
jL*L*{ U)—f-L*(U )+ 12(1 —r2) (7= O.
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Aby te rownania daly sie rozszczepi¢ na dwa réwnania réz-
niczkowe rzedu drugiego o postaci

(219.6) L*(U) + cU=0,

muszg by¢ spetnione pewne warunki. Znajdziemy je rugujgc
z (219.5) i (219.6) operator L*. To rugowanie prowadzi do réwnania

[c*+cf+12(1-A)JU =0,

z ktérego wynika, ze wyrazenie w klamrach winno by¢ réwne O.
Do tego potrzeba po pierwsze, aby byito

/ (a)—statej,

a po wtére, aby stala c byta jednym z dwu pierwiastkéw réwnania
kwadratowego, tj. aby

2}=8[-/£fw=m=*N-

Kazdej z wartosci ¢ odpowiada réwnanie typu (219.6). Zwazywszy,
ze w zadaniach konkretnych jest zawsze /2<48(1—v~), a wiec cl3=c2
otrzymujemy zawsze dwa ukilady rozwigzan liniowo od siebie nie-
zalezne, tzn. istotnie réGwnowazne rownaniu rzedu czwartego (219.5).
Dla drugiej niewiadomej V znajdziemy wedlug (219.3) i (219.6):

{219.7) V= -2-5€ = U,

gdzie za c nalezy wstawi¢ o lub c2zaleznie od tego, czy U jest roz-
wigzaniem jednego czy tez drugiego z réwnan otrzymanych przez
rozszczepienie.

Warunek rozszczepienia f(a)= stalej stanowi przy danej postaci
potudnika réwnanie rdézniczkowe, okreslajace grubos¢ jako funkcje
og{a). Gdy g2—statej, to réwnaniu temu czyni zado$¢ g= stalej, co
juz zastosowano w 8 217 i 218. Nie jest to jednakze rozwigzanie
jedyne, gdyz rozwigzanie zupeine dla kazdej powtoki winno zawieraé
trzy parametry, tj. dwie stale catkowania i dowolnie obrang warto$¢
statej /. Jej obliczenie moze napotka¢ na wielkie trudnosci, po-
niewaz w réwnaniu rézniczkowym (219.6) sg wspoiczynniki zalezne
od funkciji g(a).

Interesujacy przypadek wyjatkowy stanowi rozwigzanie zna-
lezione najpierw przez Meissnera dla powioki stozkowej o grubosci
proporcjonalnej wzgledem odlegtosci y od wierzchotka, albowiem to
rozwigzanie jest prostsze od rozwigzania przy grubosci statej. Aby
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je znalez¢ wprowadzimy tak samo jak w § 218 zamiast u wspotrzedng y
i otrzymamy najpierw wyrazenie operatora L* w postaci

gy £-m¥ {9—9y) (==>- —>D Emy1g p,

gdzie akcenty oznaczajg rézniczkowanie wzgledem .
Warunek rozszczepienia réwnania rdézniczkowego pierwotnego
przyjmuje postac

2[(1 —v)g'+ g"y\ tg fi—f==stalej.

To rownanie rézniczkowe ma istotnie obok g= stalej jeszcze
rozwigzanie

<j=uly
z wartoscig stalg y'=dg\dy. A zatem /= 2(1—v)g'tg /i, oraz

@D =—A—9' tg V¥)— @—¥'g “tg2fi

L*{--o)= [28-+)" (1 v)(..)]( tg fi

Po wstawieniu tego w (219.6) otrzymujemy oba rownania
podstawowe
(21981 9) y2U"— 2(1—w)T i\J[/— — — —(@1—vf U=0,
, 9'* tg* fi y '
ktorych rozwigzania majg postac
U—y*".

Po podstawieniu w rownanie rézniczkowe znajdujemy dwa
rownania kwadratowe wyznaczajgce dwie zespolone i sprzezone war-
tosci wyktadnika n. Wprowadziwszy dla uproszczenia skroty:

,09, -121—*
2V,
Y ]/f/\ "+3' + 7 rt?T

[/j
otrzymamy dla réw. (219.8) wyktadniki

>h

m - *(Z2=y),

a dla (219.9):



§220. Teoria przybliz, powt. obrot. o post. potud. dowol.i grub. $ciany zmien. 289

Rozwigzaniem ogdélnym zagadnienia jest przeto:
(219100 TI= Cy ¥ x+b'+ Clyllt+x+iil +
i wedlug (219.7):

(219.11) V=% (ClyI2wx ifi+ C2yli2~x+fi)+ ~(C iy 12+ +'[+ 0 4fif2-2-t<).

Uwzgledniajac, ze np.

MI2+z+(«= ijii2-i-ze i Ingj

i przeksztalciwszy w ten sposéb reszte wyrazéw, tgczymy odpo-
wiednio catki szczegolne, aby przedstawi¢ rozwigzania w liczbach

rzeczywistych, otrzymujac:

U=yq2tg * = ?;+24J.1cos (fiIn y)+ B 1sin (fi In y)]-f
+ y-*+v*[A2cos (fi In y)+ B 2sin (uIn y)],
gdzie
ANC .+ C A2—C2+ Ci
BArUCa-CJ, B,=i(C2Ci).

Dla otrzymania V w postaci rzeczywistej oznaczymy w skrocie
(*!=a+ ib, <L—a—ib,
a wstawiwszy to w (2.19.11) i roztozywszy potegi jak powyzej znaj-
dujemy:
EV = Ey)g2= y x+th2[(aA1l—bB1) cos (fi In y)+ (aBL+b A sin (/t In »)]+
+ y-H-V2[(aA2+bB 2 cos (fi In y) + (aB2—bA2) sin (fiIn y)].

Stad tatwo juz obliczy¢ napiecia i przemieszczenia przy pomocy
wzoréw ogdlnych z uwzglednieniem zmiennosci g.

§ 220. Teoria przyblizona powlok obrotowych o postaci potudnika
dowolnej i grubosci Sciany zmiennej. Jak wynika z 217 i 218
zastosowanie teorii ,Scistej" prowadzi nawet w przypadkach naj-
prostszych do rachunkéw bardzo ucigzliwych. Jeszcze gorzej przed-
stawia sie sprawa przy zmiennej krzywiznie potudnika, nawet w przy-
padkach gdy przez dobér stosowny grubosci mozna spetni¢ warunek
rozszczepienia rownania rozniczkowego. Albowiem i wtedy sg row-
nania podstawowe (219.6) najczesciej bardzo zlozone, a gdy ich.
catkowanie da sie w ogodle wykonac¢, to otrzymujemy podobnie jak
dla powtoki kulistej szeregi o wspoiczynnikach ztozonych z poteg
rosngcych utamkoéw o liczniku statym, a mianowniku g. Ich zbiez-
nos¢ pogarsza sie zatem ze zmniejszeniem grubosci. Zwazywszy Zaiéé

Teoria aprezystosci.
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ze wielka doktadnosc¢ obliczenia jest w zastosowaniach zwykle zbedna
i nie lezy w naturze zagadnien odnosnych, nalezy uzna¢ rozsze-
rzenie metody przyblizonej przedstawionej w §217 dla przypadku
powtoki kulistej o grubosci statej za dalszy wazny wynik wymie-
nionych tam prac I. W. Geckeler'a. Ze wzgledu na wiekszg zwieztos¢
ujecia przedstawimy jednakze rzecz przewaznie wedtug odnosnego
artykutu w monografii W. Fliigge’go.

W kilku paragrafach poprzednich wykazano na przyktadach
konkretnych, ze odksztaicenia wywotane w powioce tylko takimi
obcigzeniami samego brzegu, ktére by sie rOwnowazyly nawzajem
na ciele sztywnym, ograniczajg sie do niewielkiego stosunkowo
obszaru powtoki i w pewnej odlegtosci od brzegu praktycznie za-
nikaja. Nasuwa sie przeto przypuszczenie, ze w tym tkwi ogolna
wtasno$¢ wszelkich powlok obrotowych. Warunki stusznosci tego
przypuszczenia sg jednakze nieustalone, a powolywanie sie nie-
ktdrych autoréw na zasade de Saint-Venant'a nie wytrzymuje kry-
tyki wobec tego, ze np. ptyta okragta w ten sposob obcigzona od-
ksztalca sie robwnomiernie na calym swoim obszarze (co prawda
.Z zastrzezeniem, ze ugiecia sa mate wobec grubosci piyty). To tez
nalezy sie liczy¢ z odstepstwem od wilasnosci powyzszej przy dosé
matych wartosciach kata nachylenia poludnika a.

Zalozywszy przeto, podobnie jak w §217, ze wyrazy z funkcjami
niewiadomymi i pochodnymi rzedu nizszego mozna jako male po-
ming¢ wmbee wgrazu z pochodna najwyzsza, znajdziemy, ze ope-
rator L* upraszcza sie do

EX( )= —i)

a row. (219.5), w7 ktdrym mozna teraz skresli¢ fL*(U) przeksztatca
sie na
Qi9 1&g

A dd*\(A daga 1AL-V2IE92

Po wykonaniu rézniczkowan mozemy nadto skres$li¢ wyrazy
zawierajgce drugg i trzecig pochodng g2, azeby wprowadziwszy skrét

otrzymac¢ rownanie
dga
dal- yith —<
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rébwnowazne parze roéwnan:

<220.1)

W tych réwnaniach teorii przyblizonej jest parametr x w ogole
zalezny od a i winien by¢ liczbg wielka, aby wyniki teorii miaty
widoki zastosowania prawidtowego.

Kazdej postaci powtoki odpowiada, jak wida¢ z réwnania
okreSlajgcego X, zupeinie oznaczona zmiana grubosci wzdluz po-
tudnika, dla ktdrej jest «= statej. Wtedy réwnania (220.1) rozwig-
zujg sie funkcjami wyktadniczymi, a rachunek dalszy ma przebieg
ten sam, co wykonany na koncu § 217. Zwazywszy za$, ze napiecia
wywotane obcigzeniem brzegu majg tytko w pasie przybrzeznym
wartosci godne uwagi, mozna takze przy zmiennym x zastosowac
jego wartos$¢ srednig jako parametr staty, aby otrzymaé przyblizenie
niezte rozwigzania teorii przyblizonej.

Sposréd powitok o silnie zmiennym « otrzymuje rozwigzanie
proste przypadek

<220.2 ze Catymi a0i /2
) x y

Poniewaz « ma by¢ wielkie, przeto musi by¢ takze |a0"|I.
Poza tym moga a0i f) mie¢ wartosci dowolne dodatnie lub ujemne
i nie trudno dobra¢ je tak, aby w strefie przybrzeznej, dla ktorej
rachunek wykonywamy uja¢ zmienno$¢ x z doktadnoscig wystar-
czajgcg. Wstawiwszy wartos¢ x z (220.2) w (220.1) mamy

Temu rownaniu mozna uczyni¢ zados¢ funkcja
gi=(a+ fiy.
Po wstawieniu w rownania rézniczkowe znajdujemy do wy-
znaczenia r rownania kwadratowe
r(f-NHzio*=0
Z rozwigzaniami

Poniewaz 2ia2 ma warto$¢ bardzo wielkg wobec 1/4, przeto
mozna z wielkim przyblizeniem potozy¢
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gdyz [(1£ i)aji=+:2idl W ten sposob dochodzimy do rozwigzania
ogllnego uktadu (220.1) w postaci
g.= (a+ IS)*°+i/2[Cl(a+ [2)".+ C2(a+p)~i“]+
+ (a+ B)-"»H/2[CY «+ 0)**+ C4a+ /?)-"»]
Przeksztalcenie wyrazen w klamrael] daje kolejno:
Ci(a+/5)/“°+ C2(a-{- [5)~iao=z Cleiaoln (“+?)-)- C2e~,a«In (“+<0=
= ("1+"*2cos K In (a+/M)]+ MM —"2) sin [«oln (a+ N)I—
=J. cosfaoln (a+/3)a-y1=23. cos
Tak samo znajdujemy
CYa+ /9)“»+ (TAa+/5)—a»=jB cos anin %R —#>' .
az2-+fi

przy czym axi a2 sa wartosciami a na obu brzegach. Ostatecznie
otrzymamy

g2=A(a + P)tto+H02Cos [oo In +
(220.3) a ¢
+P(a+ /?)_“+12cos L In 3 0

Stad obliczymy napiecia % i n2 wedtug wz. (216.3i 4), kat ¥
wedtug (219.3) a w koncu momenty mx i m2 wedlug (215.12 i 13),
przy czym mozna wszedzie poming¢ pochodne nizszego rzedu wobec
wyzszych a takze dodajniki do «0 we wspoétczynnikach (a nie w wy-

ktadnikach) jezeli nie przewyzszajg 5/2. Tq droga znaleziono np.
wzory

= |2« «O[-" (a+ /[?)*°-12+cos (aOln » +
2 a~rP
+ B(a+P)-«0 12. cos («0In £ = |-,9 2-

a+ 3

? /
_2aJ>ﬁ_ A(a+P)“0-32. as|aOln —™ +-j+

VvV =
(220.4)

+B(a+P)~a-32+cos (a0ln —+/?

\ A+ P

-NL (« + “otal2.cos (a0ln
atr- ' «i+ £ 4]
-P (a + /9)-“.+3/2. @B |a0lln i
Przyktad liczbowy zastosowania w obliczeniu wytrzymatoscio-

wym kopuly juz przytoczonej w § 203 znajdzie czytelnik na str. 173-
ksigzki Pliigge’go.
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§ 200 a, Wstep. Wycigwszy np. z krysztatu kwarcu bliskimi
przekrojami rownolegtymi ptytke mozemy wyznaczy¢ jej wlasnosci
sprezyste w zaleznosci od potozenia przekroju wzgledem osi krysta-
licznych i stalych sprezystosci krysztatu. Taka plytka jest typem
ptyt anizotropowych. Teoria ogoélna odksztatcen sprezystych takich
ptyt byta juz traktowana w dwu pracach? z drugiej potowy
wieku X 1X, ktére nie obudzity zainteresowania i poszty w niepamiec.
Dopiero technika budownictwa zelbetonowego powotata do zycia
z poczatkiem biezgcego stulecia potrzebe teorii ptyt betonowych
uzbrojonych gesta siecig pretéw stalowych tak, ze sztywnos¢ zgi-
nania takiej ptyty w dwu kierunkach najczesciej wzajemnie prosto-
padtych (dlugosci i szerokosci) jest rézna, Kiedy w r. 1934 autor
ogtosit takg teorie w Lwowskim Czasopismie Technicznym i w Wie-
denskim Czasopi$mie inzynieréw i architektéw austriackich, to oka-

J) Rozdziat ten nie lezat poczatkowo w programie ksigzki jako zawarty
niejako w szeregu prac autora ogtaszanych w latach 1914 1929, dostepnych,
jak sie wowczas zdawato, czytelnikom polskim, zwtaszcza w monografiach:

1. Teoria ptyt prostokatnie réinokierunkowych, Lwéw 1921, Archiwum Tow.

Naukowego.
2. Probleme der Statik technisch wiclitiger ortliotroper Platten, Warszawa 1929,

Akad. Nauk Teclin.

Atoli z kohcem wojny okazalo sig, ze reszta naktadéw obu tych prac ulegta
wyczerpaniu lub zniszczeniu, wobec czego nalezalo objg¢ programem ksigzki
i rozdziat niniejszy, zwtaszcza ze wzgledu na potrzeby wspéiczesnej techniki
naukowej i jej mtodych adeptow. Byto to tym bardziej wskazane, ze w wyda-
niu 11, z r. 1948 dzieta wiedenskiego profesora K. Girkmann’'a pt. ,Flaclien-
tragwerke" poswiecono rozdziat koncowy zagadnieniom pityt ortotropowycli
wedtug tych tylko prac autora, ktére byly ogtaszane w jezyku niemieckim w la-
tach 1916— 1926.

2) F. G-eliring, ,De aeguationibus differentialibus, guibus aeaguilibrium
et motus laminae crystallinae definiuntur®, Berlin 1860.

J.Boussinesg, ,Cauations d’6quilibred’uneplaque*, Journ.de M atli. 1879.
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zalo sie, ze teoria ta pokrywa sie z teorig takich ptyt anizotropowych,
ktorych osie sprezystosci sg wzajemnie prostopadle. Teoria ta oka-
zala sie oczywiscie doskonalsza od proponowanych przedtem we
Francji i w Niemczech metod obliczenia statycznego takich piyt,
nazwanych przez autora otiotropoicymi, co jest wygodnym skrotem
nazwy racjonalnej: ortogonatnie-anizofropowe.

Obierzmy kierunki osi sprezystosci takiej ptyty za osie X, Y
prostokgtnego uktadu wspétrzednych o poczatku lezgcym wewnatrz
grubosci ptyty li i osi Z Skierowanej w dot przy pomyslanym poto-

zeniu poziomym plyty. Element

ptyty (rys. 141) o przekroju j>o-

ziomym dx mdy obcigzony pio-

nowo przez p mxmly jest oczy-

wiscie tak samo jak w ptlycie

izotropowej narazony na $cia-

nach bocznych na moment

mxh mdy zginajacy go jako ele-

ment skrawka o osi réwnolegtej

do X ; moment myh-dx zgina-

sz jacy go jako element skrawka

) osi rownolegtej do Y; mo-

menty skrecajgce sxhmdy na

Scianie prostopadtej do X i sxhmix

na S$cianie prostopadtej do Y,

(przy czym sx=sy—s z powodu

réwnosci xxy= x yx)\ wreszcie na

sity tnace txh-dy i tyh-dx, jezeli

wylgczymy przypadek sit roz-

ciggajacych lub Sciskajacych

w ptaszczyznie X Y, rozpatrzony

w paragrafie nastepnym. Wiel-

kosci mx, myi s oznaczajg tutaj

momenty odniesione do jedno-

stki dtugosci odpowiedniego przekroju ptyty, majg wiec wymiar

sity; zas tx,ty sily tnace odniesione do jednostki dtugosci przekroju,
a wiec o wymiarze sita/dtugosc.

Zadaniem naszym jest teraz wyrazenie wielkoSci mx,mg,... przez
funkcje ,ugiecia" w warstwy ptyty peinigcej role warstwy ,obo-
jetnej" (przy dostatecznie matych przemieszczeniach w, a znikajg-
cych wartosciach u, v w tej warstwie) analogicznie jak to uczyniono
w 8182 dla ptyt izotropowych. Nastepnie znajdziemy réwnanie
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rézniczkowe dla ugiecia w odpowiadajgce réwnaniu (383.7) dla ptyty
izotropowej, ktére przepiszemy tutaj w postaci

(200a 1) N+ 2- N+ — =
3ja 3x2dy2 9y4 B \' 1w 12

a wreszcie wzOr dla energii sprezystej zgietej ptyty ortotropowe;j

odpowiadajgcy wzorowi (181.1) ptyty izotropowe;.

§ 200b. Tarcza (plyta) ortotropowa w plaskim stanie napiecia.
Stan taki odpowiada obcigzeniom symetrycznym wzgledem ptasz-
czyzny s $srodkowej tarczy silami réwnolegtymi do tej ptaszczyzny.
Przy zalozeniu, ze osie X, Y sg zarazem gtdwnymi osiami sprezystosci
materiatu jednolitego tarczy napiszemy w przypadku prostego roz-
ciggania naprezeniem ax dla wydluzenia jednostkowego w tym

kierunku
<?X
Ex T >

I\
gdzie I<\ ma znaczenie modutu sprezystosci dla kierunku X.
Nadto musimy przyja¢, ze jednoczesnie powstanie odksztaice-
nie w kierunku poprzecznym, ktoérego wartoscig bedzie w mysl

prawa Hooke’'a
ex

VIK

Tak samo odpowiada naprezeniu av dzialajgcemu w drugim
kierunku gtownym
wydtuzenie eg= 5t w kierunku Y, oraz
[0}

wydtuzenie —v2:,”)\(2 w kierunku X.

Przy jednoczesnym dziataniu ax i agjest przeto

(2001, 1) 0x - @ y

W og6lnym dwuwymiarowym stanie napiecia mamy jeszcze
do czynienia z naprezeniem stycznym r, ktore powoduje kat od-
ksztalcenia postaciowego (kat posuniecia) elementem tarczy y za-
lezny jedynie od r, a wiec

200b 2)' =-L,
( ) y &5

gdzie GO oznacza statg materialu analogiczng do modutu G ma-
teriatu izotropowego. Jak wiadomo z § 03, potencjat 0 wewnetrznych
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sit sprezystosci (krocej: potencjal sprezystosci) jest kwadratowg
jednorodng funkcjg sktadowych stanu odksztalcenia, albo takagz
funkcjg skiadowych stanu napiecia. W naszym przypadku napi-
szemy przeto

0=1 a _oz-\-a_a a -{-aa t-4-
2 11 0+ 12 x y ' 13 x '

w2 2°6° Bt
~ T2 U33T".
Z tego wynika
sx= an ax-f- al2au-\- aisr

Sg= cioox4- «22ff/ r (|$r

y = al2ax-{- a.yjOy ma23x.

Ale w naszym przypadku sx i ev sg niezalezne od y i na odwrot.
A zatem
ex= aax-\-axay

y — u33.
fy—a\2ax-\- a2ay

Porownawszy te réwnania z rOéwnaniami (200> 1i 2), otrzy-
mujemy
1 1 I _ v% 1

% I=Ar, ai2~~Y 1~~Wn' W3G 0

z czego wynika po zastgpieniu rllIE1=vJE 2—I1/jB3 ze zwigzki miedzy
odksztalceniami a naprezeniami majg w przypadku ortotropii posta¢

(200b 3) SEA-AM . £ y=~-

Tii 773 Jt2 7, ‘70

z 4 niezaleznymi od siebie stalymi EIf E2 E3i GO Po wstawieniu
tych wyrazen we wzor dla potencjatu

\{a xex-{-OyEy+ry)
otrzymamy wyrazenie dla energii sprezystej tarczy ortotropowej,

ktérej brzegi tworzg dowolny walec o tworzgcych prostopadtych do
ptaszczyzny tarczy:
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§ 200c. Rownanie funkcji naprezen tarczy ortotropowej. Row-
nania rownowagi elementu tarczy majg znang posta¢ niezalezng od
witasnosci sprezystych:

=0; A+ =0

2 £
(200¢) 5 ' o9xn 3i

jezeli nie ma sit masowych. Tym réwnaniom czynig zado$¢ toz-
samosciowo wyrazenia naprezen przez pochodne czgstkowe funkcji <
zwanej funkcja naprezen, a mianowicie:

/O nn 3 <P 3 O 3 @
} a*~ 3y’ °lJ~3x~" T~ 3x3y"

jak tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie w (200c).
Potrzebne rownanie rézniczkowe dla « znajdujemy wstawiwszy

we wzory (200b3) wyrazenia

3u 3v 3u 3i

x==3x' £y=3y’ y=W 3x

i wyrugowawszy pochodne czastkowe u i v po dwukrotnym zréz-
niczkowaniu ex wzgledem y, . wzgledem x, oraz y wzgledem x i vy,
z czego wynika réwnanie

/200e9i i iL Qa» 1 3aa* 1 g+ -n

r
Ey 3if Ez 2 3x- Ea 3x* GO 3Xx3y

Po podstawieniu tutaj wartosci (200c 1) otrzymamy ostatecznie
(200c 3) E In +2K’(‘: +EI* =0

przy oznaczeniu skracajgcym

W przypadku izotropii przeksztalca sie to rownanie na

V2/V=o.

Co sie tyczy warunkéw brzegowych, to w przypadkach kon-
kretnych warunki te okreslajg wartosci naprezen na brzegach tarczy
jako wielkosci dane. Rzadziej mamy do czynienia z warunkami
ustalajgcymi przemieszczenia na tych brzegach (czesciowo lub na
catym obwodzie).
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§ 200d. Energia zginania ptyty ortotropowej i rownanie réznicz-
kowe powierzchni ugiecia. Eys. 142 przedstawia w przesadzie prze-
kroj XZ zgietejptyty 1 uzmystawia zatozenia przyblizone teorii
ptyt ,cienkicli“. 1° ze elementy prostopadioscienne o wymiarach

dx, dy, h, ktoére przed ob-

1 cigzeniem plyty miaty kra-

1 A wedzie 1 pionowe, pochylajg

y sie wskutek jej ugiecia tak,
W Ze te krawedzie pozostajg nor-
malnymi do powierzchni zgie-

( z e cia pilyty; 2° kazdy punkt
ptyty {x,y,0) lezacy pier-

7 r wotnie na plaszczyznie obo-

jetnej z~ 0, doznaje wskutek

Rys. 142. zgiecia pityty tylko matego

przemieszczenia w. Dwie po-
zostate skladowe przemieszczenia sg bowiem tylko matymi rzedu
drugiego wobec w. Atoli inne punkty plyty o pierwotnych wspot-
erzednych x,y,z zajmujg miejsca x-\-u, y+v, z przy czym
mozna napisac

U= 3w N dw
Sy
A zatem
Su 92w 9 3hv
E£x=dx= "' Z3x25 S)~Sy~~2z3y2
(200d) 3u Sr . She
Y=3y ' sx ~3x3y’

z czego w potgczeniu z réwnaniami (200b 3) wynika, ze tak skia-
dowe stanu odksztatcenia, jak i skiadowe stanu napiecia sg pro-
porcjonalne do z. Z obu ukladéw réwnan znajdujemy tatwo

1 ©hc 32w\

" 1s?+*J5r]

1 T I3, 3w\,

(200d 1) lair 1 hoWss dy |
32av
26 03x3y"

Sity wewnetrzne okreslone tymi naprezeniami dziataja na Sciany
h dx i h-dy elementu ptyty i daja pary wypadkowe, ktére odnie-
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sione do jednostki szerokosci Sciany bocznej oznaczamy przez g , m2
i 2. Otrzymujemy dla nich wyrazenia

HI2 -Hi2 2
mx=y axzdz; m2= j cuzdz-, s=J TirZz
—AR2 —A2 —A2

Wykonawszy catkowania i wprowadziwszy oznaczenia skrécone

B - 1—1\4sz 120 B 1—J)‘xr2F B ¢ p

dochodzimy do wzordw nastepujgcych dla ptyt ortotropowych

, B 3w
( 3w , 3w
(200d 2) m dy
3lw
5= —2A7 543

Wielkosci Bu B, i C sg gtbwnymi statymi plyty ortotropowej:
pierwsze dwie majg znaczenie gtéwnych sztywnosci zginania, a trzecie
sztywnos$ci skrecania i odnoszag sie do skrawkéw o szerokosci 1. Na-
lezy przy tym pamieta¢ o zwigzku

vl 2
Fn~ Et~ ‘

Wazng okolicznoscig w zastosowaniach jest to, ze wyrazenia dla
momentéw mu m2 i s sa odpowiednio proporcjonalne do (Xlou,t
w rozpatrywanym punkcie ptyty. To sie stosuje widocznie do innych
kierunkow przekrojow obréconych wzgledem kierunkéw gtownych,
dzieki czemu rézne twierdzenia o skladowych ptaskiego stanu na-
piecia dajg sie przenies¢ bezposrednio na momenty mx, m2i s (pojmo-
wanych jako wektory).

Tutaj trzeba wymieni¢ jeszcze dwa zatozenia przyblizone
w teorii ptyt cienkich, a mianowicie:

a) zupelne pominiecie naprezen a2, ktére w rzeczywistosci sg
scisle rowne zeru tylko w nieobcigzonych bezposrednio obszarach

b) pominiecie skutkéw sit tngcych, ktére wywotujg naprezenia
rxz i TE opr6cz uwzglednionych juz naprezen rxu oznaczonych
przez r.

Albowiem te zalozenia przyjmiemy i w ciggu dalszym, przy
szukaniu wyrazenia dla energii sprezystej ptyty i rbwnania rézniczko-
wego jej powierzchni ugiecia.
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Energie sprezysta ptyty wyrazimy wiec wzorem ogélnym

F=i J J f(e(ax+eyag+yr)dxdyde,

gdzie catkowanie odnosi sie do calej objetosci ptyty. Po wstawieniu
wartosci z (200b 3), (200d 1) i wykonaniu catkowania otrzymali-
bysmy wazny wzér, do ktérego jednak dojdziemy prosciej mnozac
potowy momentéw przez odpowiednie katy obrotu Scian i dodajgc
wyniki. Obie $ciany limdy elementu ptyty limix mly narazone na mo-
menty zginajace mxdy tworzg po odksztalceniu kgt —3"wj3xi mdx.

Odpowiednig wielkoscig energii imtencjalnej jest

1 3w
2 Wit 3xx

Podobniez dajg dwa drugie momenty zginajgce
1 32v
2mgay—zdxdy.

Katy skrecenia przeciwlegtych $cian elementu ptyty
wartosci

3w . 32W
dx9y dx i "~ dxdy -dy,

a przynalezne momenty skrecajagce
smdy i smdx
Razem przeto mamy

i rri dw, 3w ._ 3w\
3 (¢ wm? o+ sf+-‘ta tr*"’

maja

a po wprowadzeniu wyrazen na momenty (200d 2), znajdziemy

r. 1r r\u ld-wV (92w\2 .32v 3hv

(200d 3) A
-"-‘4 C\£x3)>/

przy rozpostarciu catkowania na catg powierzchnie (pierwotng) ptyty.

Bo ustawienia roéwnania rézniczkowego powierzchni ugiecia
ptyty potrzeba jeszcze obliczenia sit thgcych tt i L na $cianach h mdy
i hmdx elementu ptyty, odniesionych réwniez do jednostki szerokosci
Sciany. Sily te sag z momentami zginajacymi i skrecajgcymi zwig-
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zane warunkami réwnowagi. Aby obliczy¢ tv trzeba tylko postuzy¢
sie rownaniem momentéw wzgledem osi rownolegtej do Y. Popro-
wadzimy jg najdogodniej przez srodek elementu piyty, otrzymujac:

mldy —["“iT (]

3l dx
+ ett + [h+ \3')%‘ | edy ¢4T= 0.

Stad pierwsze z rownan

*  3ml ds
1 3x 1 di
(200d 4) a2 ds
H==~dy dx'

Drugie wynika z drugiego warunku momentéw. Po wstawieniu
tutaj wartosci (200d2) znajdujemy dla sil tnacych ptyty ortotro-

powej wzory:
d3awv Pw

(200d 5) A

Jako jedyna jeszcze niewiadoma w uzyskanych wzorach wy-
stepuje ugiecie w. Réwnania dla niej dostarcza nie wykorzystany
warunek rébwnowagi, a mianowicie warunek rzutéw na o$ Z. Ozna-
czywszy przez p(x,y) obcigzenie powierzchniowe pilyty jako dang
funkcje x,y, napiszemy warunek wymieniony w postaci

p mdx mdy —t.,dx\- + f edyy x -tildy+(tl-fg e<dx)dy=o,

czyli
dti ( dt2
P+ gx dy
Stad po wstawieniu wyrazen (200d 5) i uzyciu skrotu
2H =B"v2-f- B20j4- -16 znajdujemy
(200d 6) g dw . dhv , dhv
" sw Aon W 3 twBA = A
jako rownanie rézniczkowe powierzchni ugiecia ptyty ortotropowej.
W przypadku izotropii, tj. gdy
E ¥ E ¥

Bi= b2=E- _
' ‘1w 12 RO P L
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réwnanie powyzsze przeksztalca sie na znane z & 181 i 183 rownanie
ugiecia ptyty ortotropowej

120—w) .
Vv -p(xy)-

§ 200 e. Rozwigzywanie zagadnien plyty ortotropowej odbywa sie
w ogole tymi samymi metodami, ktdre stosowano do ptyt izotro-
powych. Warunki brzegowe nie ulegajg zadnej zmianie, a tylko
posta¢ analityczna rozwigzanai zalezy cd wartosci wzglednych sta-
tych BuB2i H. Te stale sg oczywiscie dodatnie, przy czym war-
tos¢ E lezy pomiedzy Bx a B2 gdyz przy B*= E2=B staje sie E=B.
ANasuwa sie przeto pytanie pod jakimi warunkami rozwigzanie zna-
lezione dla ptyty izotropowej moze by¢ przeniesione bezposrednio
na ptyte ortotropowa. Odpowiedz ograniczymy do przypadku gdy
E = \B ji2 a obcigzenie ptyty ortotropowej jest cisSnieniem p statym
na calej jego powierzchni. Wtedy zmieniwszy skale wspétrzednych
przez podstawienie w réw. (200d 6)

8 o 8 4

=N fw |18 = o<lzie3 B=YEb2=H

otrzymujemy
9w 9w 9w -
SX71+ ~ 9X"*9y"*~r

a zatem réwnanie plyty izotropowej tak samo obcigzonej.
Gdy np. mamy do czynienia z ptytg prostokatng o wymiarach
a i b dokota podparta, to z rozwigzan dla ptyty izotropowej znale-
zionych w 88184 i .185 otrzymamy rozwigzania dla ptyty ortotro-
4
powej zastepujac we wzorach dlugos¢ a przez a’—a *yB/BIf szero-
4

kos¢ b przez b'= bmBIB 2l oraz podstawiajac

/']

oczywiscie przy tych samych warunkach brzegowych.
W przypadku ogolnym, tj. gdy
e "\r[b2
posta¢ zgiecia ptyty ortotropowej, wyglada jak zobaczymy inaczej,
kiedy E >\B xB2 anizeli w przypadku H<\BxB2 Z tego powodu

wprowadzimy stosunek
R j\R ji2= v
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jako ceche sztywnosci ptyty. Charakter powierzchni ugiecia jest rézny,
zaleznie od tego
czy n>1 albo y<1

jak zobaczymy na przykiadzie ponizszym.

§ 200f. Plyta bardzo dluga na brzegach réwnolegtych swobodnie
podparta. Przyjawszy obcigzenie roziozone na przekroju poprzecz-

y

Li
C r h

Rys. 143.

nym ptyty w osi Y (rys. 143) wedlug prawa p'=f(y), zalozymy,
te f(y) da sie rozwingé na szereg Fouriera. Wtedy kazdy z wyrazéw
szeregu ma postac

nn . nn
cn sm —|>’/‘ albo <, cos y,
(,=1,2,3,...) 0 0

Wobec liniowosci réwnania rézniczkowego

7>dNnrr i N n

(2001) B')? +iEW 32+*W

waznego na calej nieobcigzonej powierzchni od OA na prawo i lewo,
wystarczy znalezé rozwigzanie dla obcigzenia pr jednym wyrazem
szeregu tj.

.. my
Pr==Cr shi ?

gdzie r jest liczbg naturalng. Przewidujgc catke szczegdlng w postaci

rny

WAsmb

gdzie X jest nieznang funkcjg samego x, stwierdzamy tatwo, ze wa-
runki brzegowe sg spetnione, gdyz dla y—O0i y—b jest te=0,
si zarazem 9'w/9y2= 0.

Po podstawieniu w (200f) otrzymujemy

d4iX rny d~X r2n2 . rny rang rny
B'Alﬁsm b 2I|n&|1-~zsm r1+BX-B;r mSin = 0.
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To réwnanie spetnia sie dla kazdej wartosci y, gdy

T. d4AT . T\2d2X /rtt\4

Catka ogolna tego rownania liniowego o statych wspotczynnikach
jest, jak wiadomo

X = Cleft*-fC2e + C3e + Clec?

aj-t | £)-

sg pierwiastkami rownania charakterystycznego

Azeby dla ,r=00 bylo w= 0, muszg dwie pierwsze stale Gli C2

by¢ réwne zeru. Do wyznaczenia C3i C4mamy dwa warunkikrancowe:
Dla x= 0Ojest zpowodu symetrii 3wj9x= 0, a sita thgca tx= —pr/2.
Stosownie do tego, czy

czyli /, 1, przybiera rozwigzanie jedna z trzech postaci nastepu-
jacych

Q) w ~ (c3eft>*+ c4eA¥) sin V“V, przy 7>1
() io=(c'-\-c"x)e~&*sin-", przy >/=.
Z wartoscia
4_
rec 1/ et i,
. T
(1) w = (X 3cos (fX+Aasin cpx)e~axsin -y-, przy, <1
z warto$ciami
r-t|/1 /B8, ,17/ r.T >2 177

2 wymienionych powyzej warunkéw krancowych znajdujemy
w przypadku I:
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a zatem
e (ex e&\ . Tny
2BAA=PI)(-E~Ti') Sl -1~
albo tez
1 b X X wjt rtt
(200f 1) wW—---—-mm-- ae '«) sin

= r—
4rt ¥ \E*-B 1B2
Z oznaczeniami

_b\/B  \/IHY bl t . ;
3 7V B2 \ \Bo) Bo' -m -ih hR s U

Z tych réwnan wynikajg jeszcze wzory przydatne w obliczeniach:
(200f 1)

W przypadku 11 znajdujemy:

(2°0f i,) w__* £(,+2), pny
Aa koniec w przypadku Il mamy:
o 0 h2 1/ rx . . . orx\ —md
(200fili) W=--— -I.= m (a'cos_  j-fi'sin— e sin —-
' 4jt2 |I"R> f*\ fi' /il b
przy oznaczeniach
5 1 5 1
(200f 2) a=--— = = , [P=- .
1/B, _ il
2A
Przejscie od wypadku | do Ill mozna takze wykonaé przez

podstawienie
| 1 | 1 1 -1 —il
u a ' d- d a’ /i
Wyniki powyzsze zastosujemy teraz do przyktadu szczegéto-
wego, w ktorym obcigzeniem nad przekrojem OJ. (rys. 143) jest-

a 2l jest rzedng Srodka obcigzenia.
Rozwiniecie tego obcigzenia na szereg Fouriera daje

L

Teoria sprezystos$ci 20
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gdzie dla skrécenia potozono

M i, 2i)= sin =~ Bxsin my..
Wtedy z rozwigzan (200fl, Il, I11) otrzymamy natychmiast

—xficy Weah.-L - . ~
@3 % G Y ™MD fi-a b

jako rownanie powierzchni ugiecia dla dodatnich x. Dla wartosci
ujemnych x trzeba tylko wstawi¢ zamiast x wartos¢ bezwzgledng |®).
Przechodzgc w granicy do ciezaru skupionego P:éir>noq'bx

znajdziemy z (200f | a) rownanie powierzchni ugiecia w postaci

bcoub ,I\:tb/ll__l é>+ 1r_lsanny, Be~rWP—ae~rW* sinM Y%
J 'r=23,.. ¢

Powyzsze réwnania przeistaczajg sie w przypadku y—1 na:
@oofTTa) =t 2y (L YE et e
Y523, Vi

(1T by Y ks 7ML miTe

r=1,2.3,...

Podstawiwszy wreszcie

-= 4 +i4; . (ob. 20012)
a a p fi a

w odpowiednie réwnania dla przypadku | znajdziemy dla przy-
padku I11I:

w=—f b-y V—(r,k%x,'yx) a' cl)s’ h
(200f 111 a) r=.23,.,
" CA rx\lg—Fx‘a' gm my
Pb \y A gt Pl 5 gasFX -
2 SSRGS b \ B
(200fIL1 b) ' r=12.3,... '

my

" fisin z\\e_ sin —
' P >
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2Sa podstawie znalezionych réwnan powierzchni ugiecia mozna
obliczy¢ nastepnie momenty zginajgce, sity tnace i reakcje brzegow
podpartych z wzoréw poprzednio podanych. Tego rodzaju obliczenia
tu i O6wdzie doprowadzone do bezposrednich zastosowan technicz-
nych zawiera przytaczana juz ,Teoria ptyt* autoral).

§ 200g. Przypadek obcigzenia réwnomiernie roztozonego na polu
prostokgtnym réwnolegtym do brzegéw podpartych piyty bardzo
ditugiej (rys. 144). Stosujgc metode podang w §.185 otrzymujemy
w przypadku I, gdy rt>1

a) dla ~ <x<oo

R2 2x—at 2x-t-al
w- ig:o n° -e Al —e n-3iT)—
(la)
.2 2x— 2x+a,
r (e~ ~n~2aT —e~n~> ") s nRy (h«1,2)3,..)
P cil
b) dla ax
2qb* . o
d r 2 e IR 1o "2%f.)
Ib
(1b) S s
+ f* ﬂi(e 2a 'J en 2a ) sm J-P/ («: 1,2,3,...).
nr
- T
nr-ar b4
L
0 _L_
Rys. 144,
I7a pozostalym obszarze ptyty, tj. dla —oo<x< —~ , obowig-

zuje wyrazenie utworzone z (la) przez podstawienie —x zamiast x.
W przypadku I, gdy y—I, czyli H2=B 1B2, réwnania powyzsze
przeksztalcajg sie na nastepujgce:

P Z nowszych badan z tej dziedziny wyr6znia si¢ og6lnoscia i metoda praca
prof. W. Nowackiego: ,Zginanie ptyt ciggtych nieskonczenie dtugich", Arch.
Mech. Stos. 1, Gdansk 1949.

20*
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2gbi y (n "y j n 2x—al\ - n2-4d
W- o
n°B. 1+--*T r
[ 2x-\-a\ _ nde<
nex- -a,'e_n 27 sinn—ni-%-
P+ 5 2y
W 2gb4 y (n,b"yj
nBOo n°
(11 b) .
N a+2*
T TR

Wartosci a, ?i y podajg wzory (200f 1) i (200f 2). We Avszyst-
kich wzorach dla w znikajg wyrazy szeregu odpowiadajgce parzy-
stym n, jezeli *=6/2, tzn. gdy obciazenie znajduje sie w $Srodku
szerokosci ptyty. Wéwczas nalezy przyja¢ n—1,3.5,...

§ 200h. Przypadek obcigzenia liniowego ptyty prostokatnej brze-
gami swobodnie podpartej (dwustronnie). Tg samg metodg co w § 185
znajdujemy (ob. rys. 112) przy obcigzeniu q kG/cm2

a) kiedy H2>B1B2, dla czesci ptyty po lewej stronie linii
obcigzenia:

B AP—a?) \ ' (wh]i/i) \Sh(@mxnP)

w- <4 \ 1Sl (nafiy o2 (MXA9—
(la) «i,2,3,...
Sh(nx2a), ... . ]
ish(naja) Sti(nx/a)\ sin (nny/b);
b) dla czesci ptyty po stronie prawej linii obcigzenia
. g’ bi \ = (nb”) (aSJi(nxlp)
ic- 1 " h4 v Uh(aPr® [E—xpl—
(Ib) 0 :xala)r I\/[
gﬂ(na a) EMn (a—x) a\]i sm (nny Ib).
W przypadku H2= BB2 mamy dla lewej strony
2q9’'b4 V. (nbtfj [ i .
7CBy A na | hy Cf-hinaty) thh(any)
(Ila) 71=1,2,3,. L
—— Cin(nxiy)) Sh(nX@AY) &L inxtyy «sim (nny/b),
$h\najy)

zas dla strony prawej (x>x21):

Jf:‘;:’; v Wbyy)l?-ﬁllr———Cth(naly) --------- éth(nxly)—
(11 b) A
— ;_Cu. [n(a—x)jy’ }3& iyt &y ) 8'k[n(a—x)/y] sin (nny/b).
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Stad otrzymujemy w przypadku sity skupionej P w S$rodku
ptyty wzér stosunkowo prosty dla strzatki" ugiecia:
PP y 1 Sh(naly) najy
1" UuUn) J~2~~"B,y A Ch(najy)+ 1

Przypominamy, ze y = ji\B iB2.
W przypadku H2<B 1B2 wprowadzimy wielkoSci pomocnicze
a, fi' okreslone w §200f, oraz nowe:

L n=Ch{naja’) sin (na/fi")y ~ Sb(nxja’) cos (nx2P") +
-f —Ch(nx2a") sin (nx2p")
P

~Sh(na/a’) cos (wa//? —Ch(nxjn’) sin ("x2P")——-_8h(nx2a’) cos (nxAft")

31,=Sh(naia") cos (na/fiy ~Sh(nx2a') cos (nxz!(i")—
——Ch(nx2a’) sin (nx2Afi") g4-
-+-Ch(nala)8m{na/P') ~"7Ch(nx2a')sin(nx2"")3-~Sh{nx2a")cos(nxzlP’)

Z tymi wielkosciami ma rownanie lewej czesci powierzchni
ugiecia postaé
V- 2</74 a'2?2 'y (n"yj
nBo '~aB' ~ n4
flTlu) n=12.3,..
L,Sh(nxla") cos (nxj[i")—M nCh(nx/a") sin (nxIfi')
8h2Ana/a')+ sin2(na/fil sm (nny/).

Odpowiadajacy wzor Il1b dla 3;=" powstaje z powyzszego po
zastgpieniu x2 przez x1i x przez (a—Xx).

§ 200i. Przypadek piyty prostokatnej o brzegach a swobodnie
podpartych i brzegach b doskonale utwierdzonych. Zatozywszy obcia-
zenie p(y) niezalezne od g rozpatrujemy ugiecie ptyty nieskonczenie
dtugiej o szerokosci b i tak samo obcigzonej, ale sztywnie podpartej
poprzecznie w odstepach a, jako zagadnienie widocznie réownowazne
z danym. Przy obiorze poczatku wspoitrzednych w rogu ptyty przed-
stawi powierzchnie ugiecia ptyty pomocniczej rOwnanie

P
TUBo 2 W (**?/1&)>

11=1.,2.3,..

(200 i) Wi
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jezeli oznaczymy przez

(200i 1) c,= MJp(y) sin (nny\b)dy
0
uwazane za dane wspotczynniki Fourierowskiego rozwiniecia funkcji

(200i 2) P(y)=" cnsin (nny Ib).

Skoro teraz wyrazimy nieznane reakcje p'(y)=5}c'nsin (nnyjb)

i obliczymy analogicznie jak w §200f ugiecie punktu (x,y) piyty
pochodzace od p', to przy dziataniu tylko sit reakcyjnych lezacych
w ptaszczyznie YZ bytoby tym ugieciem

) k*  vich Bc~mV—mfi~-nja
(200i 3) sin (nny!b)=F(x,y),
a zatem przy dziataniu wszystkich reakcyj ptyty nieskonczenie
diugiej powstaloby ugiecie:

(200i 4) —w2= F(ra+x,y)+ £ F(ra—x,y)
r=123. r=,23,...
dla 0".x"a.
Zwazywszy, ze
N e—0aitl
r=123..

jako suma szeregu geometrycznego o ilorazie e~ma* < | ma warto$é
e-«*/)/(ena/0_l)

i podobniez
e —n(ra—x)I?— enxIf)/(g.nn/p— JI"
r=i, 28
inamy
b* [Pe-"xIP—ae-na 2B
M 2mB Y ol gilga 1/9—a2
(200i 5) 24.23..
2a  Ch(nx/a)\
P—a2 eé”rzr)8ll(nny”-
Warunek
(200i 6) Wi+ w2y—=o=<>

dostarcza wartosci nieznanych wspétczynnikow'

i Tl 2 1 e * N
(200i 7) - 2< * + 2a
D—a f—a'
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Po wstawieniu wartosci cni ¢, w wyrazeniu dla wli w., otrzy-
mujemy szukane réwnanie powierzchni ugiecia w= wL--w., w ogolnej
postaci (dla przypadku H 2> B 1B.2):

w JTY G-GZ  Spng-ing

(1) _ ,
—aanCh(nxja)+ panCb(nx/p)} sin (nny/b).

Przy czym oznaczono dla skrocenia

u

cn=-~f P(V) sin (nny/b)dy,

(200i 8) «,,= aeM “+:\==aCth(r>al2a)i pan= p ~ ~ ~ pCth(na/2P).

4

W przypadku Il (H*~—BM*", a= p=y--=(b/n)\/B1YB.1) przeistacza
sie row. | na
W~ 7 Aj% 1—" +A' nx!ly)Ch(nxly)+

(1) D2 n
-\-(A'n+A'n)Sh(nx/y)} sin (nnyjb).

Stale A' i A" okreslajg tutaj wzory:

(20019> Ji= gpfhas)d nd/ym sH(daly)+taly ™

Na koniec w przypadku 11l (H2<B 1B2) znajdujemy:

wW=Vyy Yy % [l-{cos (nxjP")-'r K'nsin (nx/P")}Ch (nx/a') +
(1) » 1
+ {K'hcos (nx/p"')+ K sin (nx/P")}Sh{nx!a")] sin (nnyjb)

Z oznaczeniami skracajgcymi
, _p'(_Ch(naja)—c0os (na/p)] _ r-»_a'y
In~aSh(nala)+p'ain{na/p'y 11 p'

,_ P'Sli(na/a’)—a sin (na/P")
a'Sk(na/a")-t-P' sin (na/p’)

(200i 10)
i

Stale a', p' majg tutaj znaczenie poprzednie.
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Gdy np. ptyta jest obcigzona catkowicie réwnomiernie przez q,
to w przypadku TI otrzymujemy
4q¥ 1

, n3Bo n°
(ZOOI 11) “71=1,2,3,.

\-A'njl-f — «Cth(nal2y)Sh(n£/y)J msin (nnyfi).

1—{I-\-A'mEjy)Cli{nxjy}-

Po wstawieniu w powyzszym wzorze x=a)2, y= bj2 znajdziemy
dla strzalki ugiecia w sSrodku plyty wyrazenie
(—1)(7,-d/2 [CI, (na 2y)—1J[67« (naj2y)—naj2y\
5 Sh(naly)-\-<najy

“/i=1,3,5...

Stad np. dla ptyty kwadratowej izotropowej o boku a wynika

Sq¥ Vi( —D(«H2(Chnn—1) (Shnn-nn)

" nkB Z n° Shnn-~nn (»=1,36,..);
Sab* (Chn—I)(Shn,—n) A (Ch3n—=>(Sh5n—5n)
_ '\ s Shn-\-n 35 ISh3.1A-Stc
(200 13) 1 (Chan—1) (Skon—on)
5 Sh5n-j-5n
To daje
(200i14) f= 0,000291 gb*;B,

podczas gdy przy podparciu wszystkich czterech brzegéw otrzyma-
liSmy w §185
/= 0,00406 gb*|B

a wiec okoto 14 razy wiecej.
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8§221. Rozwazania og0lne. Teoria sprezystosci stanowi tylko
czes¢ mechaniki teoretycznej ciat statych przyrody, aczkolwiek czes¢
ze stanowiska naukowego najwazniejszg. Ale wsérdd ciat statych spo-
tykamy wiele zdolnych nie tylko do odksztalcenn sprezystych, ale
takze do odksztalceh czesciowo sprezystych, a zresztg trwatych, czyli
plastycznych. Takie ciata stale, do ktérych zaliczaja sie przewaznie
wszelkie metale, nazywamy elasto-plastycznymi. Zachodzi wiec po-
trzeba uzupeinienia teorii sprezystosci teorig plastycznosci.

Poniewaz sprezystosc¢ jest istothg cecha ciat statych zapewnia-
jaca wszelkim przedmiotom uzytkowym (np. czesciom konstrukcyj-
nym budowli i maszyn) niezmienno$¢ ich postaci geometrycznej po
usunieciu obcigzen, dopoki przy ich obcigzeniu nie przekroczono
granicy sprezystosci, przeto plastyczno$¢ jest cecha dodatkowa, nie
konieczng dla ciata stalego, ale praktycznie bardzo wazng. Ciala
bedace w stanie odksztatcen plastycznych czyli w stanie plastycznym
stanowig przejscie teoretyczne od ciat statych do pitynéw.

Ograniczajgc nasze rozwazania do cial statych, nalezy pod-
kresli¢, ze méwigc o odksztalceniach plastycznych mamy w ogole
na mysli takie, ktére nie naruszajg spoéjnosci, a zatem takie, ktorym
nie towarzysza pekniecia, szczeliny, rozwarstwienia itp. uszkodzenia
ciata, chociaz zmieniajg jego posta¢ geometryczng bardzo silnie jak
np. przy przecigganiu drutu przez diutownice, przy walcowaniu lub
kuciu metali. Albowiem przy pojawieniu sie cho¢by bardzo drobnych
szczelin o szerokosci przewyzszajgcej zasieg sil molekularnych,
mamy do czynienia praktycznie z grozba uszkodzenia ciata stalego,
tj. uczynienia przedmiotu, jakim jest to cialo, mniej lub wiecej
nieuzytecznym. Warunki powstania takich uszkodzen nazwiemy
w ogoéle warunkami wytrzymatosci, podobnie jak warunki pojawienia
sie w cialach elastoplastycznych, do jakich zalicza sie wiekszos¢
metali czystych i ich stopow, matych zrazu odksztalcen plastycznych,
nazwano warunkami plastycznosci.
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Znajomos$¢ obu warunkéw lub, co na jedno wychodzi, znajo-
mos¢ kryteriow ilosciowych pojawienia sie odksztalcen niesprezy-
stycli, czyli kryteriéw granicy sprezystosci (pojmowanej identycznie
jak granica [dolna] plastycznosci), oraz kryteriow wytrzymatosci, jest
praktycznie niezmiernie wazna. Mc dziwnego, ze juz od dawna usi-
towano znalez¢ takie kryteria na podstawie badan doswiadczalnych,
0 czym wspomniano pokrétce w §68. Inzynierowie, jako najbardziej
w tej sprawie zainteresowani, pragneli mie¢ obadwa kryteria mozli-
wie proste i uniwersalne, tj. stosowalne do wszelkich materiatow
konstrukcyjnych. Stad entuzjazm technikéw dla ,teorii wytrzyma-
tosciowej“ O, Mohr'a z r. 1900, ktéry ostyga bardzo powoli, chociaz
juz wr. 1904 wnikliwi badacze stwierdzili podstawowe btedy i sprzecz-
nosci w koncepcji Molir'a. Jego zalozenie, ze kryteria plastycznosci
1 kryteria wytrzymalosci dajg sie obja¢ jednym schematem teore-
tycznym jest a priori nieprawdopodobne, jesli sie zwazy, ze odksztat-
cenia plastyczne — zgodnie z doswiadczeniami — zmieniajg z reguty
wtasnosci mechaniczne materiatu. Drugim btedem zasadniczym
Mohr'a byto przyjecie, ze wytezenie materialu w ogdlnym stanie
napiecia zalezy tylko od naprezenia w jednym przekroju, ktéry
ma by¢ zarazem przekrojem niebezpiecznym. W tym przekroju za-
chodzi wedtug Mohr'a ,pekniecie* polegajgce na przesunieciu (po-
slizgu) po sobie warstw materiatu lezgcych po obu stronach prze-
kroju. Swojg hipoteze przeznaczat Mohr'a dla materiatbw quasi-izo-
tropowych. Do nich zaliczat i techniczne metale walcowane, chociaz
ich anizotropia w zwyklym stanie uzytkowym nie podlega watpli-
wosci. Tymczasem wedilug zalozen hipotezy Mohr'a zachowujg sie
tylko pojedyncze krysztaly, ktére mozna wyhodowac dostatecznie
wielkie, aby na nich wykonywa¢ doswiadczenia np. z rozcigganiem
jednoosiowym.

Doswiadczenia takie wykazaly istotnie $lizganie po sobie
warstw molekularnych zorientowanych pierwotnie w Scisle okreslony
sposéb wzgledem osi krystalicznych. Te poslizgi odbywajg sie sko-
kami o jeden lub wiecej odstepéw rozmieszczenia atoméw w siatce
krystalicznej warstw $lizgajacych sie po sobie, jak to uzmystawia
przesadnie rys. 145 (Burgers). Natomiast pekanie ciat izotropowych
lub quasi-izotropowych zachodzi z reguly przez rozdarcie w prze-
kroju prostopadiym do kierunku naprezeh rozciggajgcych, albo
réwnolegle do kierunku naprezen Sciskajgcych (oczywiscie przy
rownomiernym stanie napiecia)x). Slizganie w ptaszczyznie najwiek-

1) W. Voigt ijego uczniowie w pracach wykonanych w latach 1894— 1903.
Ann. (1. Physik.
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szego naprezenia stycznego z reguly nie zachodzi i w modelu ciata
jako bryly wypeilnionej w spos6b cigglty materig zaj$¢ nie moze
tak, jak zachodzi w krysztale dzieki nieciggtosci siatki krystalicznej.
To co w pracach teoretykow plastycznosci nosi nazwe Gleitlinien,
albo Gleitfldchen (dostownie linie lub powierzchnie poslizgu) ma
zawsze niemal znaczenie linii lub powierzchni, na ktérych lezg kie-
runki najwiekszych naprezen stycznych (por. §38) powstalych
w materiale na skutek obcigzenia, czy to w stanie réwnowagi, czy
tez w stanie ruchu powolnego zwanego ,pltynieciem” np. metali
w stanie plastycznym. Takie

.ptyniecie” ciala elastoplasty-

cznego staje sie przy rosnagcych

obcigzeniach powodem narusze-

nia jego spadjnosci konczacego

sie peknieciem, ktérego potoze-

nie nie da sie wyznaczy¢ z gory,

jak mniemat Mohr, gdyz zalezy

od nieuniknionych miejscowych,

chociaz by bardzo nieznacznych

niejednorodnosci. Tak z tych

powodow, jako tez i wskutek

wymuszonej niejako przez od-

ksztatcenia plastyczne anizo-

tropii  materialu  (pierwotnie

guasi-izotropowego), widoki na

znalezienie praw pekania, czyli

kryteriow wytrzymatosciowych

ogollnych dla ciat elasto-pla-

stycznych obcigzonych w spo-

s6b ogolny sg znikome 1).

Na razie musimy poprzesta¢ na kryterium plastycznosci ujetym
na str. 137 tomu | w zdaniu, ktére zmodyfikujemy z powodu
nowszych doswiadczen w spos6b nastepujacy:

W metalach elastoplastycznych i praktycznie izotropowych jest
najdoktadniejsza ogodlng miarg wytezenia warto$¢ energii sprezystej
czystego odksztatcenia postaciowego.

1) Wymieniona terminologia $wiadczy raczej o przyjeciu apriorycznym

razem z Mohr'em, ze kierunek najwiekszego naprezenia stycznego wskazuje
kierunek poslizgu, prowadzgcego do pekniecia w ptaszczyznie tego poslizgu, co
w ogéle nie odpowiada rzeczywisto$ci. Geneza tego przyjecia tkwi w obserwaciji
tzw. prazkéw (linij) Liidersa-Hartmanna, ktére ukazujg sie na polerowanej
powierzchni prébki rozcigganej metalowej, gdy odksztatcenia przy zwiekszaniu
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Wynikajgca z hipotezy Molir'a, oraz z dawnego pogladu
Coulomb’a miara wytezenia najwiekszym naprezeniem stycznym daje
nieco wieksze wartosci, z czego konstruktorzy wysnuwajg czesto

obcigzenia zaczynajg by¢ elasto-plastycznymi. Prazki takie pojawiajg sie takze
na wygtadzonej powierzchni walca z marmuru przy jego osiowym S$ciskaniu poza
granica sprezystosci. Pod mikroskopem przedstawiajg sie jako dwa uktady drob-
nych zmarszczek na powierzchni przedtem gtadkiej. Kierunki zmarszczek sg
w kazdym z uktadéw nachylone do kierunku sity rozciggajacej pod katem, ktéry
na prébkach stalowych znaleziono réwnym 45°. Z tego wywnioskowano, ze sg
w $cistym zwigzku z warto$Scig krytyczna najwiekszego naprezenia stycznego,
ktére w tym przypadku ma, jak wiadomo, wtasnie to nachylenie. Ale w prébkach
marmurowych okazat sie ten kat znacznie ré6znym od 45°. Nadto dostrzezono
na prébkach stalowych przy silnym powiekszeniu zmarszczki réwnolegte na
ziarnach krystalicznych ferrytu, co zdaje sie dowodzi¢, ze prazki Liidersa sa
zjawiskiem wtéornym poslizgéw rzeczywistych zasztych w ziarnach krystalicznych,
ze wiec mechanizm ,ptyniecia” materiatu ptzy odksztalceniu plastycznym nie
da sie wyjasni¢ catkowicie modelem jednolitej materii ciggtej. Mimo to, samo
.plyniecie”, tj. odksztalcenie plastyczne rosngce z czasem przy danym niezmien-
nym obcigzeniu jako zjawisko makroskopowe, daje sie ujgé teoretycznie, jak
zobaczymy, w spos6b pozwalajacy na pewne obliczenia, podobnie jak je wyko-
nywamy na podstawie teorii sprezystosci, ale teoria plastycznos$ci ciat quasi-
izotropowych nie moze obejmowaé¢ warunkéw wytrzymato$ciowych. Jej obli-
czenia moga mie¢ tylko niewielki stopien doktadnos$ci w poréwnaniu z oblicze-
niami teorii sprezystosci. O tym nalezy zawsze pamietac.

Mechanizm ,ptyniecia” przy stanie napiecia odpowiadajgcym osiggnieciu
granicy plastycznos$ci (praktycznej granicy sprezystos$ci) tagcznie z pojawieniem
sie linij Ludersa-llartmanna, mozna najprawdopodobniej mwyjasni¢ biorgc pod
uwage stwierdzong doswiadczalnie strukture wszelkich metali uzytkowych. Sa
to ciata tylko makroskopowo jednorodne, a mikroskopowo ztozone z krysztatkow
gtbwnego sktadnika spojonych materiatem utworzonym 2z innych sktadnikéw
i domieszek podobnie jak kamyki lub cegly w murze spojone zaprawa. Zachodzi
przy tym, jak wiadomo, ogromna rozmaito¢s$ tak co do wymiaréw ,krystalitow"
jak i sktadu chemicznego oraz wtasnosci mechanicznych ,lepiszcza". Gdy np.
lepiszcze jest ,stabsze", to pod wplywem rosnacego stanu napiecia przechodzi
w stan plastyczny najpierw, wskutek czego moga powsta¢ ruchy wzgledne kry-
sztatk6w sasiadujgcych, podobnie jak poslizgi dwu ciat statych przedzielonych
warstwg smaru, co robwniez wyjasnia pojawienie sie linij Liidersa. A poniewaz
gtéwny op6r wzglednego przesuwania po sobie przylegajacych cegietek krysta-
licznych sztywniejszych od lepiszcza musi mie¢ kierunek ruchu wzglednego,
przeto nalezy sie spodziewaé poslizgu tam gdzie warstwy lepiszcza sg ré6wnolegte
do kierunku naprezen stycznych. Ten za$ kierunek nie bedzie zbytnio rézni¢ sie
od kierunku najwiekszych naprezen stycznych wyznaczonych przy zastgpieniu
metalu rzeczywistego modelem materii ciggtej jednorodnej i izotropowej. Po-
dobne rozumowanie prowadzi do analogicznych wnioskéw przy zatozeniu, ze
lepiszcze jest sztywniejsze od ziarn krystalicznych.

Wszystko za$ wskazuje na to, ze naprezenia styczne grajag wprawdzie
role dominujagcag w kryteriach pojawienia sie odksztalcehn plastycznych, czyli
przekroczenia praktycznej granicy sprezystosci, ale nie w sformutowaniu Molir'a,
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whniosek, ze miara ta nadaje sie do obliczen praktycznych, gdyz
btad lezy ,po stronie pewnosci" i nie przewyzsza 14% w przypadku
najniekorzystniejszym. Nie jest to oczywiscie argument naukowy

ktéory upatrywat ptaszczyzne pekania w przekroju, gdzie naprezenie styczne ma
wartos¢ wyréznionag zalezng od warto$ci naprezenia normalnego w tymze prze-
kroju. Mohr wywnioskowat bowiem z wynikéw 6wczesnych badan doswiadczal-
nych Gruesfa, ze w og6lnym stanie napiecia pojawiaja sie pierwsze odksztatcenia
plastyczne przy charakterystycznej dla materiatu (stali) warto$ci najwiekszego x,
a wiec niezaleznie od wartosci aw tym samym przekroju. A poniewaz przy pro-
stym rozcigganiu jest dla kazdego materiatu rmlix=0/2 przeto wyznaczona do-
Swiadczalnie wartos¢ o= utl na granicy plastycznosci winna by¢ 2 razy wigksza
od T)r Tymczasem jak zaznaczymy ponizej nowsze coraz doktadniejsze badania
wykazaty, ze stosunek apl-rpl jest znacznie blizszy liczbie (*3=1, 73.... ktéra wy -
nika Z hipotezy energii odksztalcenia postaciowego.

Ale ta hipoteza, jako rezygnujaca Swiadomie z przepowiadania ptaszczyzny
pekania, ktére byto zawarte w hipotezie Mohr a, nie zadowalata zrazu technikéw,
zwlaszcza tej kategorii, dla ktérej utatwienie, jakie wynika z mnozenia przez 2
zamiast przez 2,73, wydaje sie wazniejszym od kwestii, ktéry z tych wspoéiczyn-
nikéw odpowiada lepiej rzeczywisto$ci. W ten sposéb nie rozumowali oczywiscie
powazni badacze, ale bedac widocznie pod urokiem uniwersalnej ,teorii" Mohr'a
szukali takiej interpretacji wzorow hipotezy nowej (energetycznej), ktéraby
niejako pogodzita obadw'a stanowiska, lak wiec wielce zastuzony kierownik EM.I A
prof. M . Ro8 i jego wspoipracownik A. Eicliinger we wspaniale wydanej
i zawierajgcej bogatg tres¢ monografii ,Die Bruchgefahr fester Korper* (1949,
Bericht Nr. 172 des Eidgen. Materialprufungs- und Versuchsanstalt Zurich)
nawigzujg do pracy wtasnej z r. 1934. W pracy tej wyprowadzajg zwigzki teore-
tyczne, podane ponizej w' 8 215, z ktérych wynika, ze na $cianach elementarnego
o$mioScianu umiarowego o przekatnych lezgcych na liniach naprezen gtéwnych
alt 2,CI3 panuja jednakowe naprezenia normalne

«0=i(Ul + «2+°3)’
oraz jednakowej warto$ci naprezenia styczne

12
*0=V N +i +<L a'"a—"°i°s~ 3"i *

Zauwazywszy identyczno$¢ funkcji naprezen gtéwnych tutaj wystepujgcej
z funkcja okre$lajaca naprezenie zastepcze wedlug hipotezy energetycznej

HFe=1 P CH<SS-w - W W

wskazujg nastepnie na analogiczne w'zory dla odpowiednich sktadowych stanu
odksztatcenia i wykazawszy wspoéizaleznosci obu grup wzoréw, dowodzg przy
pomocy wzoréw teorii plastycznosci (podanych ponizej w 8§217), ze uzyskane
wyniki stanowig ,uogo6lnienie hipotezy Coulomb’a-Mohr'a“. Tymczasem cechag
zasadniczg koncepcji Coulomb’a-Monr'a jest szukanie potozenia przekroju nie-
bezpiecznego jako zaleznego tylko od naprezenia catkowitego w tyin przekroju,
podczas gdy koncepcja energetyczna szuka tylko miejsca elementu niebezpiecznego
w zalezno$ci od energii odksztalcenia postaciowego tego elementu, ktéra jest
funkcjg wszystkich sktadowych stanu napiecia (pozostawiajgc na boku sprawepoto-
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i nie daje sie umotywowaé nawet wieksza prostotg wzoréw oblicze-
niowych, jak to wykazaly prace autora.

Mimo to warto rozpatrzy¢ geneze powstania hipotezy naj-
wiekszego naprezenia stycznego, oraz hipotezy Mohr'a.

Liczne badania doswiadczalne wykazaly, ze tak ciata jednolite
i izotropowe, jak i krysztaly prawidiowe zachowujg sie pod wpltywem
wszechstronnego Sciskania (0-j= az~ aa~—V) jako doskonale spre-
zyste przy wszelkich osiggalnych wartosciach cisnienia. Wtedy nie
ma oczywiscie naprezen stycznych, ktére pojawiajg sie wowczas,
gdy przynajmniej jedno z naprezen gtdwnych ma wartos¢ rézng od
pozostatych. Z tego wynika, ze w kazdym razie niebezpieczenstwo
pojawienia sie odksztatcen plastycznych musi zaleze¢ od wartosci
krancowych naprezen stycznych mierzonych, jak wiadomo potowg
réznicy naprezen gtéwnych tj. \(o1—a2), },(a2—<d), J(a\,—ay). Intuicja
podyktowala, ze chyba najwieksze z nich, tj. najwieksze r ze wszyst-
kich, jakie odpowiadajg ptaszczyznom przechodzgcym przez dany
punkt ciata, bedzie miarg wytezenia. Czyzby jednak warto$¢ obu
pozostaltych naprezeh stycznych nie miata wplywu na wytezenie?
Odpowiedzig na to pytanie byla wymieniona na str. 137 tomu |
hipoteza energetyczna ogtoszona w r. 1901 przez autora, ktdra nie
majac pretensji do uniwersalnosci daje wspoéiczesng miare wytezenia
metali elasto-plastycznych w granicach sprezystoscil).

Wynikajgce z powyzszego pokrewienstwo obu hipotez zniewala
do zwrocenia uwagi na zasadniczg roznice miedzy nimi.

Dawna hipoteza opierata sie na zalozeniu, ze niebezpieczernstwo
pojawienia sie odksztalcen plastycznych zalezy od wartosci napre-
zenia stycznego w tym jednym przekroju, w ktorym wartos¢ ta
jest najwieksza sposréd wartosci w przekrojach inaczej zorientowa-
zenia przekroju). Dlatego, chociaz mozna poleci¢ moim Czytelnikom jak najlepiej
studium wymienionej monografii, jedynej w swoim rodzaju, ze wzgledu na obfi-
tos¢ zebranego materiatu dosSwiadczalnego znakomicie ilustrowanego, to jednak
nalezy zaznaczy¢, ze zdaniem autora ksigzki niniejszej wyniki powyzej przyto-
czone majag bardzo mato wspdlnego z hipotezg Coulomb’a-Mohr'a i moga by¢
raczej pojmowane i nazwane uzupetnieniem i rozwinieciem hipotezy energetycznej.

') Pierwsze; badania doswiadczalne nad granica sprezystosci przy tréj-
wymiarowym stanie napiecia w metalach guasi-izotropowych zdawaly sie po-
piera¢ hipoteze najw. naprezenia stycznego. Dopiero od prac Rosa i Eichingera
wykonanych w Zaktadzie Szwajcarskim Badania Materialbw' w Zurychu i zrefe-
rowanych tamze w r. 1926 na |l Kongresie Miedzynarodowym Mechaniki Technicz-
nej, ktére to prace zawieraly zarazem stuszng krytyke metod badania przedtem
stosowanych, nastgpit wyrazny przetom na korzy$¢ hipotezy energetycznej.
Poparty jg liczne badania z kté6rych wymienimy tylko najnowsze A. E. John-

son” zreferowane w r. 1948 na VIl Kongresie Miedzynar. Mechaniki Stosowanej
w Londynie.
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nych; podczas gdy hipoteza energetyczna wskazuje racjonalniej na
zaleznos¢ od tensora naprezen albo zaleznego oden tensora odksztat-
cen. Wszystko to przy zatozeniu zupeinej izotropii i jednolitosci
materiatu.

Tymczasem metale sg ,ciatami polikrystalicznymi" tj. sktadaja
sie z drobniutkich krysztatkéw (z krystalitow) zwykle zorientowa-
nych beztadnie i zlepionych, jakby cementem, materiatem rézno-
rodnym, zaleznym gtéwnie od skltadu chemicznego metalu w stanie
pierwotnym stopionym. Traktujgc takie ciatlo jako kontinuum ma-
terialne nalezy sobie zdawac¢ sprawe z tego, ze wtasnosci mechaniczne
ciata sg niejako ztozone z wiasnosci ziarn krystalicznych i lepiszcza,
przy czym moga zachodzi¢ stosunki bardzo rozmaite 1). Gdy materiat
lepiszcza jest niekrystaliczny i sztywniejszy od materialu krysta-
litbw, to utrudnia w nich powstanie poslizgow pod dziataniem sil
zewnetrznych; w razie przeciwnym utatwia. Z tego wynika wielka
ztozono$¢ praw odksztatcen plastycznych jak to potwierdzaja ba-
dania doswiadczalne, » prowadzace do réznorodnej postaci wykre-
sow (e, @) otrzymanych z préb rozciggania pretow metalowych.
Dlatego w teorii plastycznosci postugujemy sie wykresami uproszczo-
nymi, ztozonymi z dwu prostych. Z nich pierwsza odpowiadajgca
wydtuzeniom sprezystym przechodzi przez poczatek wspotrzednych,
a druga taczy sie z pierwszg w punkcie odpowiadajgcym praktycznej
granicy sprezystosci (granicy plastycznosci). Ta druga prosta moze
by¢ réwnolegta do osi, gdy odksztalceniu plastycznemu nie towa-
rzyszy tzw. twardnienie materiatu, albo tez nachylona pod katem
ostrym dodatnim, gdy wiasno$¢ twardnienia wystepuje wyraznie
w badaniach doswiadczalnych. Poniewaz jest to wlasnos¢ powszechna
krysztatow, przeto w doswiadczeniach wyjdzie na jaw tym wyrazniej
im lepiszcze jest mniej sztywne od materialu samych krystalitow.
Sprawa komplikuje sie nadto wskutek wyraznej zmiany postaci
przy wielkich odksztalceniach. Dlatego w teorii plastycznosci przyj-
mujemy, ze odksztalcenia plastyczne sg wprawdzie dos¢ duze wobec
sprezystych, ale mate wobec wymiaréw elementéw.

§ 222. Uzupetnienia do 841. Wzory (119) ze str. 73 tomu |
napisane w postaci
o2+ 12— (fTb-* = /(2{(T2— c¢r3) [ai —al)—ai al

(222) 0-2-f-t2 (unr-{-it2) ex= 1,2(cr3 (T (gt3— a2)— olo,

a2-f t2—(a2+ o3)o = ;2K —<?) (ffi—(B)—a,as

X) W. U. Burgera, ,Rekristalisation, yerforinter Zustand und Erholung.
llandbucti der Metaldlpliysik, t. 111, czesé Il, Lipsk 1941, 8§ 128— 170.
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pozwalaja dla kazdego danego kierunku (z,//, v) naprezenia catkowitego
w przekroju rozpatrywanego elementu ciata odniesionego do ukfadu
prostokatnego o osiach lezgcych na kierunkach naprezen gtéwnych
au a2i ff3— znalez¢ skladowag normalng a i styczng r tego naprezenia.

Gdy podstawimy cr=£, przy obiorze pomocniczego uktadu
prostokatnego wspo6trzednych £i >2 to réwnania powyzsze okreslajg
3 gromady kot wspétérodkowych. Srodki wszystkich trzech gromad
leza na osi £ (rys. 146). Ich odciete maja kolejne wartosci:

dla gromady z parametrem )? £=-5("2+ az)i
" » ., i » n2 £={( ff8 + ai)»
n £=i(oli+or2-

Ich promienie za$ znajdujemy rozwigzujgc te réwnania wzgle-
dem £ po podstawieniu ~=0, czyli szukajac odcietych koncow
Srednicy kazdego z két. Otrzymujemy tedy kolejno wartosci



§ 222. Uzupetnienia do §41 321

A
li

|« = fa(V-2 + or3/)ui-174i(ecr2+i <m3)il+ M+:l(ol — ff€) (sh— *33) — CRR2u 3>

(221  £//j=1(03+di):t Fi(f3+@ + K g—23 (@~°")~-(BF

*1

[i = H(<h+ <2 FiK + + 12(ff3— aI) (CB— ff2) — ffl ~2-

A zatem promieniami ko6l przynaleznych okreslonym war-
tosciom parametréw /.. Vv s

li,)= FH(+ 2+ [ (1) K —ifs)—

(222.2) r.,="C —|"=|/|(cr3+ CQN24-K(02_ 03) (ct2—o0 j—a3c"
rV:i(é'V—NV): W{ai+cfzf+ Vi (43— 04) (cta— cr2) — orl(T2.

Krahcowe wartosci tych promieni odpowiadajg widocznie kranh-
cowym wartosciom parametrow, ktorymi sg 0 i 1. Przy tym naj-
wieksze promienie »e*= ax—9%(02+ "3), ™ = 1("1+ "2)— ~3 przynaleza
A=1, 12= if najmniejsze zas r'i="(a2—a3), rv="(a1—a2) odpowia-
daja )?= o, v2—(I. Natomiast dla tj. dla promienia odpowiadajgcego
skrajnym wartosciom a1 i as naprezen gtébwnych ma sie rzecz prze-
ciwnie. Wartosciom fi2=0 przynaleza najwieksze ifl="(a1—a2),
a /ii= 1 najmniejsze as)—a2.

Z kot ograniczajacych pole zakreskowane na rys. 20 albo 146
jest przeto kolo zewnetrzne najwiekszym ze swojej gromady, a kota
wewnetrzne sg kolami najmniejszymi z gromad odpowiadajacych
parametrom /? i V2

Z tego wynika dalej, ze przez kazdy punkt na obszarze ptasz-
czyzny f»7, ograniczonym trzema okregami kél o promieniach
-N04—a3), ' K —ff2), ?(02—03) i 'Srodkach lezacych na osi f, prze-
chodza trzy okregi nalezgce do oznaczonego uktadu wartosci )?, ju2 v2
ktére okreS$lajg potozenie przekroju wzgledem osi gtéwnych.

Jezeli przeto wezmiemy pod uwage kierunki okresSlone przez
??7—0 przy dowolnych /i v2 to te kierunki lezg w plaszczyznie osi
R i a3, a wiec odpowiednie im przekroje przechodzg przez 0$ 04,
tworzac z osiami a2 i a3) jako ramionami kata prostego, katy o wiel-
kosci miedzy 0 a n/2. Odpowiadajg im wartosci a—a2, r=0 i 0=a3,
r= 0, zas katowi 45° odpowiada 0— 03 i t=4(<t2—as), co widad
na rys. 19. Jest to widocznie najwieksza wartos¢ liczbowa r w obra-
nym peku przekrojow. Podobniez dla punktow lezacych na drugim
okregu ograniczajgcym pole (zakreskowane na rys. 20), ktérego
promieniem jest \{ai—a3), mamy przy /L= 0, Tnax= |((T1—al

w plaszczyznie przechodzacej przez a, i nachylonej pod katem 45°

Teoria sprezyntosci 21
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do i aA Wreszcie dla punktéw na okregu o promieniu \(al—o2)
jest rmex= .|.(a0l—a2) w przekrojach przechodzacych przez o$ aai na-
chylonych do ali @ pod katem 45°.

Z tych trzech wzglednie najwiekszych wartosci liczbowych
r jest przy zalozeniu ol>a?2> aA bezwzglednie najwiekszg oczywiscie
T=i(a—as)f co daje nader wazne twierdzenie:

W og6Ilnym ulanie napiecia elementu materii ciagtej, okreslonym
trzema osiami i naprezeniami gidbwnymi a, > a2> er,, wartosci liczbowe
naprezen stycznych w przekrojach nachylonych do osi osiggaja maxima
w plaszczyznach tworzacych z przekrojami gtéwnymi katy +45°. Bez-
wzgledne maximum (tj. maximum maximorum) osigga haprezenie
styczne r w przekrojach przechodzacych przez o$s $redniego naprezenia
gtébwnego i tworzacych z osiami pozostatymi katy +45°. Przy tym
wartoscig Tnex jest polowa najwiekszej réznicy naprezen giownych.

Z obrazu kol Mohr'a wida¢ od razu, ze przekrojow, w ktdrych
zachodzg ekstremalne wartosci r jest (i. Albowiem warunek jednako-
wego nachylenia pod katem *45° do kazdej pary z trzech osi gtow-
nych daje 6 r6znych potozen przekrojéw. Plaszczyzny do nich rowno-
legte i dotykajgce kuli elementarnej opisanej z poczatku wspét-
rzednych jako srodka ograniczajg bryte symetryczng majgca 2+(i= 12
Scian, ktora jest oczywiscie dwunastoscianem rombowym (rys. 147).
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Przedstawiony obraz geometryczny rozktadu naprezen w prze-
krojach elementarnych danego miejsca w materii ciggtej jako nad-
zwyczaj przejrzysty i tatwy w zastosowaniu, odsunagt na drugi plan
obrazy dawniejsze, powstate w pierwszej potowie wieku XIX, a po-
stugujace sie powierzchniami rzedu drugiego (elipsoida naprezen itd.).
Jakkolwiek C. Culmann (profesor Politechniki zurycliskiej) juz
okoto potowy tegoz stulecia oceniat nalezycie znaczenie kot naprezen

w szczeg6lnym przypadku dwuwymiarowego (ptaskiego) stanu na-
piecia, okreslonego dwoma naprezeniami gtéwnymi al, a,, to jednak
dopiero w r. 1882 O. Mohr (profesor Politechniki drezdenskiej)
obmyslit podang tutaj konstrukcje geometryczng dla ogolnego troj-
wymiarowego stanu napiecia, ktéra mu przyniosta zastuzong stawe
nie za¢miong przez bankructwo jego ,teorii wytrzymatosci" z r. 1900.
Powréciwszy jeszcze do réwnan (222) zauwazymy, ze te row-
nania zawierajg takze w pierwszej potedze, podczas gdy r= y
tylko w drugiej. Kozwigzujac zas je wzgledem z //, v przy danych
wartosciach £ i - otrzymujemy po dwa pierwiastki réznigce sie
znakiem db”i, £,«i, £ v Kombinujac je znajdujemy w ogéle 8 kie-
runkéw okreslajgcych potozenie przekrojéw ktérym odpowiadajg

te same wartosci algebraiczne a i liczbowe t.
21*
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Jezeli 8 odpowiednich przekrojéw rozsuniemy tak, aby two-
rzyty osmioscian umiarowy (rys. 148), ktdrego przekatnymi sa osie
X,y,Z, jako osie gtéwne, to

2—>— 2—1

a réwnania (6) przyjma postac

£2 | yj2—(ct2-)- a3)i—3(dy o02) (ax as) a.,a,

(222.3) P+1?2—(ff3+ai)f= t(—aa) — a*ai
— (cjr-l-a2)i= °i) (ct3 az) °iaz-

Z dodania tych réwnan wynika po uproszczeniu

(222.4) 12+ M2-$(<rl+ a2+ oJ£=}[of+ 02+ a|-4 (s¥142+ <a<r,-fa,")].

Réwnaniom tym czynig zado$¢ te same wartosci i i tg Albo-
wiem odjgwszy dwa pierwsze z row. (222.3) otrzymujemy

(oy—<)f =-|-((Ai—n2) (G+ a2—20r3)-1- Oy a2)a3s,
a stad

(222.5) f=-3(°i+ ff2+ ad)—a-
Po wstawieniu za$ tej wartosci w (215.4), znajdujemy

I/o -
(222.6) rji= -J\o\+ol+ 4 - " a2-°2&B - BJ = T-

Znaczy to, ze w przekrojach zorientowanych wzgledem osi gtéwnych
stanu napiecia tak jak Sciany o$mioscianu umiarowego, ktoérego prze-
katne lezg na tych osiach, zachodza réwne warto$ci naprezen normal-
nych i rowne wartosci naprezen stycznych, wyrazone wzorami (222.5i 6).

W tym wyniku fatwo dostrzec nowy dowdd twierdzenia
z §42a, ze 0gbIny stan napiecia da sie zawsze roztozy¢ na dwa stany
skladowe; jednym z nich jest wszechstronne réwnomierne rozcig-
ganie lub $ciskanie naprezeniem rownym i{axa - a 2z, a drugim
czyste Scinanie okreslone w ogodle naprezeniami stycznymi Txy1Ti/Z tzx
w przekrojach wzajemnie prostopadiych nie bedacych przekrojami
gtownymi.

Kierunki réwnych naprezen normalnych a na Scianach o$mio-
Scianu powyzszego sa jako prostopadie do tych S$cian okreslone
dostawami kierunkowymi réwnymi sobie liczbowo, ktére stanowiag
8 kombinacji 3 klasy z elementow +1/|/3 i —1/*3. Natomiast kie-
runki naprezen r na tychze scianych, chociaz liczbowo réwnych
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sa. zalezne od al} «2i 03. kierunki te wyznaczymy znajdujac war-
tosci wspotrzednych ich punktéw przeciecia sie z krawedzig odpo-
wiedniag o$mioscianu, przy czym dlugos¢ krawredzi obierzemy za
jednostke. O liniach dziatania naprezen a, r i p=\a--\-r- mozemy
przyja¢, ze wychodzg ze srodka Sciany osmioscianu jako trojkata
réwnobocznego o boku =1. Wspdirzedne tego Srodka na Scianie 1, 2, 3
tj. i0=40= = i - a réwnaniem odcinkowym plaszczyzny tej
Sciany jest xY2i-\-y\2-\-zy2==1, albowiem 1/|"2 jest dtugoscig kazdego
z odcinkéw na osiach.
Dostawami kierunkowymi linii dziatania naprezenia p sa

VXx_ °j VA QR P*— a* i\
D~ ya\t P \0\+°l+° P \a+°l+al

Rownanie tej linii ma przeto postac

X0—x = y0—y _ c0—g
ax a2 a3

Ptaszczyzna wektoréw p i a jako przechodzaca przez poczatek
wspoétrzednych da sie przedstawi¢ réwnaniem
Ax-\-By-\- Cz—0.
Wspotczynniki A, B, C wyznaczymy z warunku
Aax-\- Bg?-\- (<¢3=0,

—
wyrazajacego, ze na tej ptaszczyznie lezy wektor p, oraz z warunku

fATA w r"' C2l A+B+c-"-

ktory wyraza, ze i wektor a lezy na tej plaszczyznie.
Z obu tych warunkéw wynika, ze

A:B:C=(02—a3:(a3 <b):(<h 02,

*) To wynika z warunkéw rzutowych réwnowagi oktantu o$mio$cianu.
Poniewaz kazdo z p6l bocznych tego oktantu jest rbwne polu $ciany zewnetrznej

pomnozonemu przez 1/73, przeto warunki rbwnowagi sg

Px=0i/[3, Py=alil|/3, pz=0-il\3.
A zatem

Pl=pl+P2+pl=1I3(<A+<A+tA) itd.



326 XVIII. Podstawy teorii plastycznosci

a wiec réwnanie plaszczyzny przyjmie postaé oznaczong
(222.7) (02— x+ {az—aly-\-{ol—ai)z= 0.

Jej przeciecie sie z ptaszczyzng wspoétrzednych np. xy zachodzi
W prostej
(02—o03)x+ (a3—ay)y= 0.

Lezaca na plaszczyznie xy krawedz osmioscianu ma réwnanie
X+y=1/2.

Z rozwigzania obu tych réwnan znajdujemy

,222.8, <2~° -L y>= m

ANl + M2 — - ff3 Ol+0O02—2ff3 [
jako wspétrzedne punktu na krawedzi przez ktory przechodzi za-
razem linia dziatania naprezenia t. Ta linia dziatania jest jak widac
w ogole nachylona do krawedzi o$mioscianu. Tylko np. gdy w przy-
padku szczegdllnym jest ax—a2 to przy dowolnym a3jest x1=y 1=112[2
a wiec linia dziatania r trafia srodek krawedzi i jest do niej prosto-
padta. W przypadkach réznych wartosci wszystkicli trzech naprezen
gtownych sa naprezenia styczne r na Scianach osmioscianu umia-
rowego nachylone rozmaicie do jego krawedzi.

§ 223. Analiza ogdlnego stanu odksztalcenia materii ciagtej po-
dana w 8 13i 14 tomu 1 data wzory, ktore tutaj powtdérzymy, ozna-
czywszy dla uproszczenia cos a=1, cosj8=m, cosy=n:

(13.4) = 1-(-2(exxd2+ euym2+ ezn2+ ezmn + ezxnl + exylm),

gdzie dsl jest dlugoscia elementu liniowego po odksztatceniu, ktory
przed odksztatceniem miat dtugos¢ ds.

(13.6) ex—jl/l-\- 2exx—1; eyy=\\-\-2eyy—1; ez\1f2ez 1

exx, eyy, ez przedstawiajg wydituzenia jednostkowe krawedzi elementu
o diugosciach pierwotnych dx,dy,dz

Sili yxy— Ex y 1\ ~ exx) (1 V —£yy)j
(14.3) sili yyz= Ba]/(1 \-2eyy) (I Zs22),
Sin yzx— e2x1v (1+ 2e«) (1 + 2fizd).
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Kat yxy przedstawia roznice kata prostego krawedzi x i y elementu
prostopadlosciennego przed odksztalceniem i kata m&g jaki te elementy

tworzg po odksztatceniu.
Znaczenieliczb ez podwojnymi wskaznikami podajg wzory (13.5)

ktérych tu nie powtarzamy, gdyz w paragrafie niniejszym zastosu-
jemy wszystkie wzory powyzsze do odksztalceh malych. Wtedy
wzory (13.6) i (14.3) sprowadzajg sie do:

Exx — £xxi &yy— eyyi ezz Ezz >
@)

y*y= £ xy>. Yyz=E yz> Yzx~- Ezx>
a ze znaczenia geometrycznego wielkosci y wynika, ze porzadek obu
wskaznikbw moze by¢ dowolny, tj. yX/= Yyxises

Obrawszy teraz poczagtek ukiadu wspoirzednych prostokatnych

w narozu elementu dx,dy,dz i przyjgwszy ds=r, oznaczymy wydiu-
zenie jednostkowe w kierunku r, tj. (ds,—ds)/ds przez er; a wiec

Zamiast tego napiszemy z pominieciem matych rzedu drugiego

a z row. (13.4) wyniknie
(223.1) e= 126+ m2ew+ ez+tmnez+ nlezx+ I mex,.

To wyraza, ze male odksztalcenie elementu materii ciggtej jest
okreslone szeSciu parametrami exx,...,exy, poniewaz wydluzenie
jednostkowe w kazdym kierunku wyraza kwadratowa jednorodna
funkcja dostaw kierunkowych, ktérej wspotczynnikami sg te pa-

rametry.
Gdy to zestawimy z wzorem §-u 39, tj.

(39.2) a=l2ax+ mZay+ n20z+ 2mnryz+ 2nh 2% 2ImTxy=F (I, m,n)

okreslajagcym naprezenie normalne w przekroju elementu prosto-
padiym do promienia o dostawach kierunkowych I,m,n, to widzimy
pokrewienstwo matematyczne obu wzoréw. Aby uwydatni¢ réznice
formalng napiszemy wzoér (223.1) w postaci
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Teraz widac¢ jasno, ze zaleznos¢ wydluzenia wiasciwego e
w kierunku od parametrow odksztatcenia

Bt nn "z * oy&yz iz i By
jest identyczna z zalezno$cia naprezenia normalnego a na przekroju
okreslonym kierunkiem normalnej od parametréw stanu

napiecia, tj.
j ®z » Fy z)'tzXi Xxye
Stosownie do zalozen sg tak wartosci a, jak i €T skonczone,

mozna wiec szukac ich wartosci ekstremalnych uwazajac za zmienne
[,m,n z warunkiem pobocznym

(b) 2+ m2+ w2—1= 0.
Wprowadziwszy przeto nieznany wspotczynnik Lagrange’'a X

napiszemy
F(l,m,n)—AZ2-f to2+ w2—1)= 0.

RoOzniczkujgc czgstkowo kolejno wzgledem |, m i n, otrzy-
mujemy

3e.
= 21 £j;x~\~ MVzx~\~ 2X1= o,
*
QEr: 2vii'iyj ; Isyy 2Xm=0,
jer 2nezz+ mellz+ lezx—2Xn= 0,
n

czyli
2(ex—X)| + egxm+ exn= 0
(223.3) exyl + 2(tyy X)m-\-ezyn= 0
exzl + fyzm + 2(ezz—X)n=0.

Ten ukitad réwnan ma rozwigzanie rézne od zera tylko, gdy
spelnia sie warunek

2(6**_><) w Exz
(233.4) ey B w 0.

g 2(ezz-X)

Pierwiastki 72,73 tego rOGwnania stopnia trzeciego wzgledem

sg (jak mozna dowies€) rzeczywiste, a podstawiwszy je w (223.3)
znajdziemy wartosc

dla i= 1,2,3.
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Pomnozywszy rownania (223.3) kolejno przez I,m,n i dodawszy
je do siebie, znajdujemy ze wzgledu na zwigzek (b):

2(exi2+ Bym2+ eZh2+ exylni-f egzmn+ eonl)= 2/ (12-f m2+ n-)= 2/.

Z tego wida¢, ze wspotczynnik 2 ma warto$¢ wydtuzenia wia-
Sciwego sr. Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze wszystkie wywody
88222 i 223 mozna stosowac¢ do wszelkich ciat przyrody tak spre-
zystych jak i efastoplastycznych, izotropowych i anizotropowych,
we wszystkich nader licznych przypadkach, kiedy zalozenie teore-
tyczne cigglosci materii nie stoi w wyraznej sprzecznosci z ich ustro-
jem molekularnym.

§ 224. Teoria plastycznosci zdgza do ujecia teoretycznego za-
leznosci wzajemnej odksztalceh od naprezen ciata izotropowego poza
granicami sprezystosci, tj. w stanie elasto-plastycznym materiatu.
Wykres (e, a) prostego rozciggania takiego materiatu, ktory do gra-
nicy sprezystosci (praktycznej) mozna uwaza¢ za prostoliniowy,
zagina sie w tym miejscu, tworzgc linie dla niektérych metali tak
stabo nachylong do osi e (pomysSlanej poziomo), ze mozna jg w przy-
blizeniu zastgpi¢ prostg réwnolegtg do tej osi. Dla wielu innych
metali i innych materiatbw elasto-plastycznych ta czes¢ wykresu
zbliza sie raczej do prostej nachylonej do osi e pod katem znacznie
niniejszym od kata nachylenia prostej Hooke'a w obszarze czysto
sprezystym. Ograniczajac sie do odksztatcen plastycznych wiekszych
wprawdzie od sprezystych (nawet wielokrotnie) a jednak takich,
ktore sie wyrazajg stosunkami znacznie mniejszymi od 1, M. Lovy
i de Saint-Yenant zbudowali w r. 1871 teorie plastycznoyci przy
dodatkowym zatozeniu upraszczajacym, ze skladowe odksztalcen
plastycznych sgtak wielkie w pordwnaniu do sktadowych odksztatcen
sprezystych, ze te ostatnie mozna zupetnie poming¢. Poza tym
przyjeto jako postulat, ze kierunki wydtuzen gtéwnych sa zarazem
kierunkami naprezen gtéwnych takze w stanie plastycznym. De Saint-
Yenant ograniczy! sie przy tym do zagadnienia dwuwymiarowego,
a Lovy uogélnit je do trzech wymiarow. W sposob oryginalny do-
szedt do wynikéw identycznych E. v. Mises w pracy z r. 1913x).
Jeszcze jedna zasadnicza réznica miedzy stanem sprezystym a pla-
stycznym tkwi w tym, ze w stanie sprezystym zmiana naprezenia
pocigga za sobg nieomal natychmiast zmiane odksztatcenia, podczas
gdy odksztalcenie plastyczne wytwarza sie powoli, tak, iz predkos¢

b R. v. Mises, Mechanik der festen Kdrper in plastiecli deformablem
Zustand 1913. Gottinger Naclirichten, str. 582.
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odksztatcenia plastycznego jest w ogdle bardzo mata w poréwnaniu
do predkosci odksztalcenia sprezystego. De Saint-Yenant zatozyt
nadto, ze predkosci plastycznych odksztalcen sktadowych zalezg
w ten sam sposéb od predkosci sktadowych przemieszczen punktu
(x)y,z) ciala jak w teorii sprezystosci skladowe odksztalcen
e, ey, e, yNJ, ylZ yzx, od pochodnych czastkowych przemieszczen
u, v, w.

Oznaczywszy wiec przez U, V,W skladowe predkosci prze-
mieszczen jako funkcje x,y,z!t, napiszemy dla sktadowych predkosci
odksztalcen wyrazenia

dex_. 3 U . _dV . i\
dt ~ Bx~dx '£'~ dy’ dz’
dyxu . dv ,SU . dW , dV -~ _9U dw

dt ~ yxu~dx dy ' 7flz_ dy+ dz' 7z dz + dx'

Stosownie do tego istnie¢ bedg 3 wzajemnie prostopadte gtéwne
predkosci odksztatcenia e2, e3-
Ich suma jako niezmiennik daje réwnanie

(224.2) ei+ eate3 = A+ ef+ e*=fl= 3e,

gdzie 0 oznacza predkos¢ zmiany objetosci, a e Srednig predkos¢
odksztalcenia liniowego.

Analiza stanu odksztalcenia materii ciggtej prowadzi dalej do
analogicznych zwigzkéw miedzy trzema gtéwnymi predkosciami od-
ksztatcen postaciowych y-i,y2,y3, a gtdbwnymi predkosciami odksztat-
cen liniowych el.e2,e3, a mianowicie

(224.3) yi= e2—e3 y2=e3—ex; y2=$i—s2,

przy czym jak ftatwo dowies¢ jest

(224.4) yityz+ya—™

oraz suma algebraiczna trzech gtéwnych naprezen stycznych
(224.5) T1--T2-|-T3= 0.

Przy oznaczeniu jeszcze naprezen gtownych przez e,.oy,a.,,
a ich wartosci Sredniej przez a, napiszemy

(224.0) d= |-(ffi+ @2-f a.)= wE(<*+ ay+ a).
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Wymienione analogie z teorig sprezystosci prowadzg teraz po
zastgpieniu podwojnej statej Lamo’go 2< przez M do réwnan naste-
pujacych:

(224.7) ax—a= M(ex—g): au—o= M(ey—e); az—d=31 (ez—e)
(-24.<5) Txg—31-2yxy- tyz= 31. YYz; rzx= 31 e4-yZX

Modut Ji nazywamy modutem odksztalcenia plastycznego. Jest
on jednakze wielkoscia zmienna, ktdra nalezy wyznaczyc.

Przy odksztalceniu plastycznym zachodzi wprawdzie, jak wy-
kazaly liczne Sciste pomiary metaloznawcow, bardzo mate zwieksze-
nie objetosci, czyli zmniejszenie gestosci metali, ale w teorii pomi-
jamy je dla uproszczenia, zwlaszcza, ze to zrédio bledéw schodzi
na drugi plan wobec innych, wynikajacych z zalozen teorii. Dlatego

przyjmujemy, ze
(224.9) 0=ix+dy+iz= 3e=0.

Dzieki temu upraszczajg sie réwnania (217.7) do postaci
(224.10) cx—a= 31le\ ay—a= 3le\ az—d=3IS.

Z rownan (224.10) i (224.8) przy uwzglednieniu (224.0) znaj-
dujemy

-_L AN i * '
fi==g M &% ~"(oj+tf) Y - 31 ' Tz

21
(224.11) e« 331 au I, (azi~ax) '«= o
21 *

am LT -{ax\-d) gy~ 3£ Ty

Zwiazki te majg tg sama posta¢ co znane z teorii sprezystosci
zaleznosci sktadowych stanu odksztatcenia od sktadowych stanu
napiecia, z tg jednak réznicg, ze po stronie prawej modut E jest
zastgpiony przez J31, a liczba Poissona v przez co zreszta od-
powiada warunkowi niescisliwosci.

Z uwzglednieniem wzoréw (224.1) dajg (224.8, 9, 10) zwigzki:

or — @ ==,#/ -d u 1= — [dW . 3V
3x T Uy 37
(224.12) % o= 5 =l {332 133V>\</\1
- . 3U\
7 Ty
3U 3V dw

(224.13)
3x 13y 1 3z
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Do tych réwnan przybywajg jeszcze réwnania ruchu materii
ciagtej znane z hydrodynamiki cieczy lepkiej w postaci

Sax o3ty , 3rx DU\ n

dx 13y 1dz me(Xx "nr)=0’

3l/v  3a« , 3xuwz JJIV\
(224.14) i dy 1 dz

3rzx 34, ddz DW\

dx 1dy 1dz €2 pt -0
gdzie symbol

>-*< >+UulJi< >+FE< >+ *'£< >

Wstawiwszy wyrazenia dla skladowych stanu napiecia znale-
zione z réwnan (224.12) w rownania (224.14) otrzymamy razem
(z rébw. 224.13) cztery r6wnania z 5-ciu niewiadomymia, Z7, F, W i Jf.
Potrzebnego jeszcze rownania dostarcza tzw. warunek plastycznosci.

Warunek plastycznosci stanowi zarazem kryterium odrézniajgce
dla danego materialu stany napiecia sprezyste od elastoplastycz-
nych. De Saint-Yenant przyjmowal w swej pracy jako kryterium
wartos¢ graniczng najwiekszego naprezenia stycznego, co jednak
prowadzi do wielkiego utrudnienia matematycznego. Dlatego v. M i-
ses zmodyfikowat kryterium na takie, ktére dawato znaczne uprosz-
czenie w rozwinieciu teorii. H. Hencky dowiéd}, ze to kryterium
pokrywa sie z ogloszong najpierw w r. 1904 hipotezg energii sprezy-
stej samego odksztatcenia postaciowegol), ktorg niezaleznie, jak sie
zdaje od poprzednikow (bo podczas | wojny Swiatowej) sformu-
towat w Anglii takze H aigli2.

Na tych podstawach kilku wspéiczesnych badaczy 3 zbudowato
teorie plastycznosci roznigce sie od siebie niektérymi szczegotami

X) M. T. Huber, Wtasciwa praca odksztalcenia jako miara wytezenia ma-
teriatu 1904. Czas, Techn. Lwoéw.

Z ksigzki ,Plasticity in Engineering“ holenderskiego profesora Th. yan
Iterson’a wydanej w Londynie w r. 1947 dowiadujemy sig, ze hipoteze te sfor-
mutowat juz w r. 1856 J. Clark Maxwell w korespondencji z W illiamem
Thomsonen (p6zniejszym lordem Kelvinem) wydanej drukiem w r. 1937 przez
J. Larmor'a w Cambridge (dopisek przy korekcie).

2) B. P. Haigh, The strain-energy function and the elastic limit.
Ept. Brit. Association, p. 486.
> Najswiezsze informacje znajdg czytelnicy w pracach A. |I. Gubanowa

(Zurnat teclmiczeskoj fizilci, tom. X 1X, r. 1949, nr 1). Nadto w ksigzkach i pra-
cach nastepujacych:

1919.
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zaleznie od wiasnosci powyzej nie wymienionych, ktére cechujg;
rézne materialy elasto-ptastyczne. Teorie te stanowig pomost miedzy
teorig sprezystosci i hydromechanikg klasyczng. Obie te dziedziny
mechaniki teoretycznej sga zwigzane schematem materii ciaglej
(kontinuum materialnego) stanowigc skrajne ogniwa catego tancucha
dziatow, ktére objeto ogélng nazwag reologii (ang. Bheology, od
greckiego ,rheo“=ptyne, tj. nauki badajgcej prawa piyniecia wszel-
kiej materiil).

§ 225. ,Samowzmocnienie" lufy dziatowej. Tak nazywaja kon-
struktorzy broni palnej operacje wykonywang na stalowej lufie su-
rowej, ktdra polega na poddaniu jej ci$nieniu wewnetrznemu o wiel-
kosci powodujgcej odksztatcenia plastyczne warstw wewnetrznych
lufy przy odksztalceniach czysto sprezystych warstw zewnetrznych.
Po obnizeniu do zera nadci$nienia operacyjnego wytworzy sie w lufie
stan napiecia ,sztuczny“ podobny do tego jaki powstaje gdy lufe
ztozymy z dwoch rur i nasuniemy rure zewnetrzng troche za ciasng
po jej ogrzaniu odpowiednim na rure wewnetrzna. W czesci ze-
wnetrznej powstang napiecia obwodowe rozciggajagce, aw wewnetrznej
Sciskajgce. Dzieki temu lufa po operacji staje sie znacznie wytrzy-
malsza, jak tatwo wywnioskowaé juz na podstawie rozwigzania
w 877. Poza tym mamy tutaj do czynienia z prostym przyktadem
wyznaczenia naprezen i odksztalcen w stanie napiecia materiatu
lufy, ktdry dla czesci zewnetrznej o grubosci nieznanej jest czysto
sprezysty, a dla czesci wewnetrznej elasto-plastyczny. Grubos¢ ta
bedzie oczywiscie przede wszystkim zalezna od wielkosci cisnienia
operacyjnego. Mozna przewidywaé, ze wytezenie materiatu przy
danej wartosci ci$nienia operacyjnego maleje od wnetrza rury z ro-

Hilda Geiringer, Fondaments mathematigues de la theorie des corps
plastiques isotropes. 1937 Paris. Gauthier-Villars.

H. Hencky, Tlie new theory of plastieity..., 1933. Appl. Mechanics, t. 1.

L. S. Lejbenzon, Elementy matematiczeskoj teorii ptasticznosti, 1943.

A. N adni, Plastieity, 1931. Mc. Graw-TlIill, New York and London.

W. Prager, Mécanigne des solides isotropes au dela du domaine 6lastigue,
1937. Paris. G-V.

A. Reuss, Beriicksichtigung der elastiscken Formanderungen in der Plasti-
zitatstheorie, 1930, Z. f. ang. Math. u. Mech.

i) Ta wygodna nazwa powstata, jak sie zdaje w r. 1929, kiedy w U. S. A.
zatlozono Stowarzyszenie badan reologicznyck. Ona odpowiada dobrze terminowi
uzytemu przez wydawcow wyktadéw H. Helm holtza jako tytutjednego ztomoéw
wydawanych kolejno w Lipsku od r. 1898, a mianowicie: ,Dynamik kontinuierlich
verbreiteter Massen".
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sngcym promieniem r. Nalezy wiec wyznaczy¢ jako pierwszg wartosc
krytycznag tego cisnienia pute wartos¢, ktéra odpowiada osiggnieciu
granicy sprezystosci na powierzchni wewnetrznej lufy, a jako
druga pLte, ktéra odpowiada poczatkowi uplastycznienia catej lufy.

Z powodu symetrii wzgledem osi rury sg ar i at naprezeniami
gtéwnymi a wiec r=0 (8 76). Réwnania rownowagi elementu (76.1)
przy braku sit masowych sprowadzajg sie do jednego

albo

(215.1)

Stosownie do warunkéw rzeczywistych przyjmiemy, ze rura jest
zamknieta na koncach i dos¢ diluga, aby na znacznej dtugosci czesci
srodkowej mozna byto uwazaé¢ stan odksztatcenia za ptaski. Wtedy
zachodzg wprawdzie obok naprezen radialnych 07 i obwodowych at,
nadto naprezenia wzdluzne, ale one nie zmieniajg napisanego row-
nania réwnowagi i moga by¢ obliczone niezaleznie od ar i at.

Z wzoréw (77.6) otrzymujemy po podstawieniu pa=p i pb= 0

co dowodzi, ze ar-\~ot= stalej= pa2(b2—a-)= ah albowiem nacisk na
dno p(b2—a2)-ji=ar a2-n, z warunku réwnowagi w jakimkolwiek
przekroju poprzecznym rury.

Z tego wynika, ze

A zatem

(225.3) fr+ &+ £/—3£, czyli er-\-ei= 2et.
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Gdy Q oznacza naprezenie na praktycznej granicy sprezystosci,
czyli granicy plastycznosci, to z warunku plastycznosci

2Q*= {or—otf + (ot—oi)2+ (a,—arf

otrzymamy po wstawieniu wartosci powyzszych dla r—a i rozwig-
zaniu wzgledem p, pierwszg wartos¢ krytyczng

(225.4) Po

Przy tej wartosci ciSnienia wewnetrznego osigga wytezenie mate-
rialtu w wewnetrznej warstewce skrajnej granice plastycznosci. Gdy
ciSnienie p>p0, to w miare zwiekszania p, coraz grubsza warstwa
rury przejdzie w stan plastyczny.

Przy zalozeniu niescisliwosci w stanie plastycznym napiszemy
dla warstwy uplastycznionej (gdy zachodzi plyniecie przy statym
wytezeniu)

fr+ £/+ £F 0,
a wiec

du wu

f7+ 2?2+ E=0

Catkg ogolnag tego réwnania rézniczkowego (przy statym € jest

-Ci_«
u= ; 2r.
A zatem
(225.5) _
_du Ci 1
tr-r f- 24

Przy obiorze stosownej jednostki czasu i zmianie wymiaru
wspotczynnika M mozna wzory (224.11) napisa¢ w postaci

(225.6)

2 11 1
2 (fTr<T<)

Stad znajdujemy fatwo

(225.7) el—e€=jj(ai~ °t); er—eisz(Tr—(l‘t); 2t & pellct~ani
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i z uwzglednieniem (218.5)
. 3 . .
ci—at=M |l—ei—cjr2

(225.8) or—oi=M “~ei+cjr2¢

at ar=m )m
Po wstawieniu w warunek plastycznosci otrzymamy

73 \+ 3cf

a*=M* oy 4 75

Poniewaz € jest stosownie do zalozen stale, a wiec niezalezne
od r, przeto réwnanie powyzsze okresla wspotczynnik

(225.9) Q
Vae,)*+3cHr*

Wstawiwszy to w trzecie z row. (225.8) i potgczywszy z réwna-
niem rozniczkowym (225.1) znajdziemy

dar 40Q

(225.10)
dr r|/3|/3efr*+ 4c]

Po wprowadzeniu nowej zmiennej

przyjmie réwnanie rozniczkowe postac

Q dx

dor

ktérej catkg, ogdlng jest
ar= —j*=Dn 0+ |'T+®*) —In x\ + C2
Wprowadziwszy jeszcze dla skrdcenia wielkos¢ pomocniczag

(225.11) fi2= "\;E, a wiec x=r2h2
i



§225. ,Samowzmocnionie" lufy dziatowej 337

znajdziemy przy pomocy réwnan (225.5) wzory:
st= — In (h-Ir-+ I + /P/rd+ 02

(225.12) <= A (i + rdIMN)-x2 +

o/

{(rah2+ 1(3)e (1+ WAYH-12+ &F.

Do wyznaczenia statych P,, C2i £/, postuza warunki brzegowe.
.Niech R oznacza promien walca rozdzielajagcego warstwe uplastycz-
niong od warstwy zewnetrznej odksztatconej tylko sprezyscie,
zas ar warto$¢ algebraiczng ar na powierzchni tego walca. Woéwczas
pierwsze z réwnan (225.12) daje réwnanie warunkowe do wyzna-

czenia

(225.13) Ct=ar+ In {h-ir2+ JI + A /).

Po wstawieniu tej wartosci w (225.12) otrzymamy wyrazenia
dla skltadowych stanu napiecia w strefie plastycznejrury ogrubosci
(R a). Aleteréwnania zawierajg jeszcze parametry R, ari h,
w ktérych tkwig nieznane Gxi Do ich wyznaczenia rozporzadzamy
jeszcze warunkami nastepujgcymi:

Na powierzchni walca o promieniu R musza naprezenia (225.12),
oraz z wzorow odpowiednich dla strefy sprezystej o grubosci (b—R),
mie¢ wartosci rowne. Podobnie winny by¢ tutaj rdwne wartosci u
obliczone z wzoru

225.14 M= | f(i- 2v)r+(1+ v £

(225.14) K urfLi 2V @r Vg
waznego dla strefy sprezystej, wartosciom obliczonym z odpowied-
niego wzoru dla strefy elasto-plastycznej. Naprezenia w strefie spre-
zystej wyrazaja znane juz wzory:

0,—OoVv « Ir- )
R2
(225.15) at=—O7 , 5\ 19
R2

0,= —0ry_Ro

Teoria sprezystosci 22
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Warunek réwnosci naprezen radialnych daje réwnanie toz-
samosciowe, co bylo do przewidzenia. Z warunkéw réwnosci na-
prezen obwodowych i wzdluznych znajdujemy

(225.16)

- 1/2 _ 2
~ ~ arb(—jR*

Po dodaniu do pierwszego z tych réwnan drugiego pomnozo-

nego przez —2 otrzymujemy
Ri 20

(225.17) — V ==0
jako warunek, ktérego spetnienie wymaga h= oo, a wiec stosownie
do wzoru (225.11) £/= 0.

Wynik ten budzi watpliwosci. Jednakze przy jego interpretaciji
trzeba mie¢ na oku pewme uproszczenie, na jakie pozwoliliSmy sobie
przy ustawieniu réwnania rézniczkowego

du wu
dr ot \-£/—0.
To rownanie byto punktem wyjscia wywodéw matematycznych
i odpowiadato scisle réwnaniu

fr B+ £=0

Tutaj jednak oznaczajg sr.e, £/, wydiuzenia catkowite, zlo-
zone z sprezystych €' i plastycznych e". A zatem suma e+ £+ £
ne jest rdwna zeru, lecz jest réwna BE-\-er-\-Ei= Se', stosownie do
wzoru (225.3) albowiem tylko fi"+ £"+£"= 0 jako zmiana objetosci
przy odksztatceniu plastycznym. Z tego powodu réwnanie roznicz-
kowe winno mie¢ wiasciwie postad

(225.18) + —f (fil—3fij)= 0,

a wynik otrzymany z (225.17) nalezy interpretowa¢ w ten sposob,
ze wielkos¢ niezalezna od r:

£/—3fi)= 0,
czyli
£/+ £"—3fiJ=0.
Stad .
—Izl
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co wprawdzie ogranicza waznos$¢ rozwigzania, ale wyjasnia watpli-
woSci.

A zatem w strefie plastycznej napiszemy
(225.19) u=Ir.

Po podstawieniu h—oo, otrzymujemy z obu réwnan (225.16)
zgodnie

a wiec to samo, co mozna bylo napisa¢ od razu na podstawie erow-
nania dla strefy sprezystej obcigzonej od wewnatrz.

W strefie plastycznej otrzymujemy z wzoréw (225.12) po pod-
stawieniu si= oo

_ 20
or= 0I‘—J|¥ In B/r
3

20
Y =

(225.20) <t {\-\n.KIr) + ar dla li.

~ InRIr) +d'

Wreszcie z warunku réwnosci przesunie¢ u na granicy otm stref
znajdujemy z réw. (227.14 i 19)

22521 c __or W | 5y (l-fv)iE
(225.21) DT A (2%

Zestawiajgc gltowne wyniki napiszemy teraz:
1° Dla strefy plastycznej (a”~r"B)
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2° Dla strefy sprezystej

(225.24)

(225.25)

Poniewaz w obu powyzszych grupach wzoréw jest promien R
warstewki rozgraniczajgcej obie strefy zalezny od wielkosci ciSnienia
wewnetrznego p, przeto potrzeba jeszcze rownania wyrazajgcego
zaleznos¢ p od R.

Ona wynika z pierwszego z wzoréw (225.22) po podstawieniu
r=a i o= —p:

(225.26)

Wartos¢ liczbowa cisnienia krytycznego p1l odpowiadajacg roz-
szerzeniu strefy plastycznej na calg grubos¢ Sciany rury znajdujemy
podstawiwszy w roéwnaniu powyzszym R —b, czyli

(225.27)

lila tym zakonczymy odsylajac Czytelnika zainteresowanego
szczegoblnie zagadnieniem samowzmocnienia do pracy autora ogto-
szonej w r. 1931 w Wiadomosciach techniczno-artyleryjskich.
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§ 58a. Uogdlnienie prawa Hooke’a dla ciat izotropowych we wspot-
rzednych krzywoliniowych prostokatnych.

Wydtuzenia jednostkowe trzech krawedzi elementu wycietego
wspohzednymi Lamad’go wyrazajg sie jak wiadomo z 8§29 liczbami

faar Hpr &y
zas katy odksztatcenia postaciowego liczbami

Eriy’ Eyu. E(y-

W 852 oznaczono naprezenia normalne i styczne na odpo-
wiednich scianach tego elementu przez

aa, yy; py, ya, aft.

Poniewaz w stanie pierwotnym krawedzie elementu schodzace
sie  w jednymnarozu byty wzajemnie prostopadie, przetoobrawszy
je za osiex,y,zuktadu prostokgtnego widzimy, ze powyzszym skia-
dowym tensoréw odksztatcenia i napiecia odpowiadajg

e(t Eiji Ez | Vyzj 7zx! 7xij

ax1°y ) Tyz, Tzx, Tey

Wobec tego wzory 8§58 wyrazajgce uogoélnione prawo Hooke'a
przy zastosowaniu wspoétzednych prostokatnych i statych Lamé’go,
dajg bezposrednio wzory nastepujgce we wspoéhzednych krzywoli-
niowych prostokgtnych
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§ 64a. Energia sprezysta ciata izotropowego odniesionego do wspot-
rzednych krzywoliniowych prostokatnych.

Stosownie do §58a napiszemy dla energii odniesionej do jed-
nostki objetosci ciata

(641a) <I>=G ; _,, Moel3+ 2 ( + eyt E(?

642a) o= *

E -02+ (1+r) (ar-+-Pyt+ ytf— au-pp — ftp-yy— yy-aa

przy oznaczeniach

0= £««+ Spp+By 6=aa+pp+tyy.
Nadto jest

| —2v

(6432 RE O 6(1_2v)

|+ v
H 6E (@0 —PP)2+ (PP—YY)2+

+ (yy—aa)2-)-6(aP2 Py2 ya2)

6a.4q PO

0f=G g(cca em)2+ (isis— eyy)2r { eyy— £cc)2}+

5 7 (e &7 +8a)

a) W 8§68 traktujgcym o granicy sprezystosci i kryteriach jej
osiggniecia pominieto zupetnie te kryteria, ktére chociaz bardzo
rozpowszechnione w pismiennictwie technicznym X X wieku w wielu
krajach, okazaly sie w stuleciu biezgcym zupeinie niezgodne z ba-
daniami doswiadczalnymi, a do tego pozbawione zdrowych podstaw
naukowych. Z nich najbardziej glosng i propagowang w ciggu
pierwszej ¢wierci wieku X X, zwlaszcza w piSmiennictwie techniczno
naukowym niemieckim, byta tzw. teoria wytrzymatosci O. Mohr’a
twdrcy geometrycznego przedstawienia ogolnego stanu napiecia przy
pomocy koét naprezen (ob. §41). Ale wobec dowiedzionej juz dawno
bezpodstawnosci teoretycznej koncepcji Mohr'a w sprawie tych
kryteribw nie uwazalem za stosowne obcigza¢ ksigzke balastem
krytyki pomystu chybionego, chociaz jego autorem byt badacz cie-
szacy sie stawa zastuzong innymi pracami. Jednakze wobec tego,
ze profesor jednej z naszych powojennych uczelni akademickich
sprébowat w r. 1947 na lamach powaznego pisma techniezno-nauko-
wego broni¢ hipotezy Mohr'a, przypisujac jej nawet walory wyzsze
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od innych hipotez stosowanych juz od dwu dziesigtkéw lat przez
Swiat techniczny, okazalo sie koniecznym wykazanie dobitne btedéw
podstawowych koncepcji Mohr'a, ktore czesciowo wytknat juz, z sa-
mego poczatku biezgcego stulecia W. Yoigt, a przed wybuchem
Il wojny Swiatowej H. Hencky. Uczynitem to w kilku artykutach
a zwlaszcza w monografii pt. ,Kryteria wytrzymatosciowe w stereo-
mechanice technicznej* (Warszawa Inst. Wyd.. SIMP 1948). Stu-
diujgcych ksigzke niniejszg odsytam przeto do tej publikaciji.

b) Twierdzenie o niesScistosci pogladow na zwigzek miedzy
srodkiem $cinania a srodkiem skrecania spotykanych w piSmien-
nictwie naukowym miedzywojennym, wypowiedziane i uzasadnione
przez autora w § 143, byto juz w r. 1939 dowiedzione w inny sposéb
w pracach A. Grzedzielskiego i J. Nowinskiego. Jedna z nich
ukazata sie w nr. 1 pisma ,Technika lotnicza", ktére wkrétce
padio ofiarg Il wojny $wiatowej. Tytut brzmiat: ,Srodek sit po-
przecznych i $rodek skrecenia przekrojéw belek cienko-$ciennych
osadzonych swobodniel Piszac Teorie Sprezystosci podczas oku-
pacji musiatem odlozy¢ przytoczenie obu prac, az do zbadania
zrodel, co stato sie mozliwym dopiero teraz dzieki uprzejmosci dru-

giego z autorow.
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obejmujgcy nazwiska autoréw przytaczane w tekscie (drukiem rozstrzelonym),
nazwy polskie gtéwnych poje¢ i przedmiotéw uwzglednionych w ksigzce (drukiem
ttustym), numery paragraféw (wzgl. rozdziatéw), gdzie znajduje sie wymienione
nazwisko lub nazwa; wreszcie ttumaczenie nazw podstawowych na jezyki obce
w porzadku nastepujacym: angielski, francuski, niemiecki, rosyjski i wtoski.
W przypadkach braku odpowiednikéw w kilku jezykach odrézniono terminy
podane skrétami: ang., fr., niem., ros., wt. Brak jednego lub dwu terminéw obcych
uwydatniono wykropkowaniem w miejscu kolejnym jezyka. Wyrazy rosyjskie
podano w transkrypcji polskiej stosowanej w ,Stowniku polskich wyrazéw technicz-
nych" wydawanym przed wojng przez Akademie Nauk Technicznych w Warszawie,

Airy G. B. 50, 69. Alembert ob. d’Alembert.

Amplituda wahania lub drgania 148 — amplitude of the oscillation (vibrat,ion) —
amplitude d’oscillation (vibration) — Amplitude der Scliwingung — ampli-
tuda kolebanja (wibracii) — ampiezza delPoscillazione (yibrazione).

Analogia btonowa (w teorii skrecania) 137, 138 — membrane analogy in torsion —

analogie de membrane — Seifenhautgleichnis — membrannaja anato-
gja — e

Analogia hydrodynamiczna (w teorii skrecania) 130, 138 —mliydrodynamical
analogy in torsion — analogie- Imlvodynamique — das liydrodynamisclie

Gleichnis (hydrodynamisclie Analogie) — gidrodinamiczeskaja analogja —
analogia idrodinainiea.

Analogia kinetyczna Kirchhojja 171.

Anizotropia (nierébwnozwrotno$¢) 57, 08 — anisotropy — anisotropie — Aniso-
tropie — anizotropja — anisotropia.

Arndt W. 158. Aron If. 201. Auerbach F. 108. Baes L. 08.

Basset A. B. 197, 201. Batysfera 111.

Belka (pret) X — beam — poutre — Balken — batka — trave.

Belka zginana parami sil 112.

Beltrami E. 60, 68, 09, 149, 202.

Beltrami'ego i MichelVa réwnania r6zniczkowe naprezen 00.

Bernoulli Daniel 112, 143, 140, 174. Bernoulli Jakub (mtodszy) 201.

Betti'ego zasada wzajemno$ci przemieszczen 99 —-reciprocal tlieorem — theoreme
de la reciprocité des d¢formations elastigues — Satz von der Gegenseitigkeit
der elastischen Verschiebungen — teorema o wzaimnosti peremieszczenij —
teorema di reciprocita.

Bieguny funkcji zm. zespolonej 82.

Bielajew N. M. 108, 109. Biezeno C. B. 180. Biezeno & Grammel 180.
Biezeno & Koch J. J. 186.

Btona 137 — membrane — membrane — Membrane — membrana — membrana.
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Bolle L. 217. Born M. 57. Boussinesag J. 51, 102, 103, 104, 12(5, 130, 153, 161,
168, 200a. Burgers W. G. 214. Burzynski W. 68.

Caldonazzo B. 202.

Castigliano A. 101.

Oastigliano'a zasada 101. — Castigliano’s tkeorem — tbeorbme de Castigliano —
der Satz von Castigliano — teorema Kastiliano — teorema di Castigliano.

Caucliy A. L. 33, 82, 201.

Centralne gtéwne osie bezwladnosci (przekroju belki) 132. — prineipal axes of
inertia — axes principaux d’inertie — llaupttragheitsachsen — glawnyja
centralnyja osi inercji — assi principali d’'inerzia.

Chladni E. 188.

Ciato elastoplastyczne 221.

Cialo jednolite (jednorodne) 1.

Cialo guasi-izotropowe 68.

Cialo state 57 — solid body — eorps solide — fester Korpor — twiordoje tielo —
corpo solido.

Ciagnienie (jako naprezenie normakie) 33 — tensile stress — tension (contrainte)
positive — Zngspannung — napriazenje raztiazenja — tensione positiva.

Ciegno 143 — (niem.) Zugorgan.

Ciezar skupiony ob. obcigzenie skupione.

Ciezar wtasciwy materiatu tj. ciezar jednostki objetosci 43.

Cisnienie jako naprezenie normalne przyjete za ujemne 33 — compressive stress —
pression (tension negative) — Druckspannung — napriazenje szatja —
pressione.

Clapeyron 96, 101.

Clapeyron'a twierdzenie 90, 97, 98.

Clebsch A. 84, 168, 195. Cohn S. — Vossen 201. Coker E. G. 168.

Cornu A. 114. Coulomb Cli. A. 08, 118, 221.

Czagsteczka ob. drobina lub molekuta.

Czesto$¢ drgania X Il, 143 — freguency of tbe yibration (oscillation) — fréguence
de loscillation — Scbhwingungsfreguenz — czastota kolebanja — freguenza
dell’oscillazione.

Czesto$¢ drgania katowa 143. — freguency — pulsation — Kreisfreguenz —

czastota — fregquenza.

Czyste odksztalcenie postaciowe ptaskie 7.

Czyste zgiecie (zginanie) 112 — pure bending — flexion simple et pure — reine
Biegung — czistyj izgib — flessione pura.

D'Alembert J. 143, 146, 174.

Deformacja ob. odksztalcenie.

De Saint-Yenant ob. Saint-Venant. Dinnik A. 125, 158.

Diwergencja 25.

Dlugos¢ fali 148.

Dougall .1 200

Drgania ob. takze drganie.

Drgania gietne pretéw (belek) 144, 177.

Drgania gietne ptyt 187, 188.

Drgania gtéwne (normalne) 143 — prineipal (normal) yibrations — vibrations
principales (normales) — Hauptscliwingungen (normale Schwingungen) —
glawnyja (normalnyja) kolebanja — oscillazioni principali.

Drgania okres ob. okres drgania.
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Drgania poprzeczne 143 —mtransverse (lateral) oscillations — oscillations trans-
yersales — Querschwingungen — popierecznyje kolebanja — oscillazioni
transyersali.

Drgania poprzeczne strun (ciegien napietych) 144, 140.

Drgania poprzeczne pretéw 170, 177, 178.

Drgania skretne ciegna lub preta 145.

Drgania sprezyste X Il — yibrations of elastic systems — vibrations elastigues —
elastisclie Schwingungen — kolebanja uprugich sistem — oscillazioni (nioti
vibratori) dei corpi elastici.

Drgania wtasne ob. drganie wtasne.

Drgania wymuszone struny 175.

Drganie (jako ruch ciggly) X Il — oseillating motion (yibration) — mouvement
oscillatoire — schwingende Bewegung (Schwingung) — kolebanje —
moyimento oscillante (oscilazione).

Drganie harmoniczne X Il — harmonie — liarmonigue simple — harmonische
(Sinus-) Schwingung —- garmoniczeskoje kolebanje — oscillazione sinus-
oidale.

Drganie harmoniczne wyzsze 144.
Drgania podiuzne (pretéw) 143, 173, 174 —-longitudinal yibrations — yibrations
longitudinales — Liingsschwingungen —prodolnyje kolebanja — oscillazioni

longitudinali.

Drganie (gtéwne) podstawowe 143-— fundamental yibration —myibration fonda-
inentale — Grundscliwingung — osnowoj tip kolebanja — oscillazione fon-
damentale.

Drganie swobodne 142 i nast. — free yibration (oscillation) — yibration libre —

freie Schwingung — swobodnoje kolebanje — oscillazione libera.
Drganie swobodne lub wtasne 142 — natural oscillation (yibration) — oscillation

(yibration) propre — Eigenschwingung — sobstwiennoje kolebanje —
oscillazione propria.
Drganie wymuszone 142 — forced yibration — vyibration forcee —merzwungene

Schwingung — wynuzdionnoje kolebanje — oscillazione sforzata.
Drobina 1, ob. molekuta 1
Dwuosiowy stan napigcia ob. ptaski stan napiecia.
Dziwinski P. 82.
Eichinger A. 221. Ekstrom 1. E. 217.
Elastyczno$¢ ob. sprezystosé.
Elastyki Eulera 172.
Elipsa naprezehn 47 — ellipse of stress — ellipse des tensions — Spannungsellipse —

ellips napriazenij — ellisse delle tensioni.

Elipsoida naprezen 47 — ellipsoid of stress — ellipsoide des tensions — Span-
nungsellipsoid — ellipsoid napriazenij — ellissoide di Lame.

Elipsoida odksztalcenia 16 — sti-ain ellipsoid — ellipsoide de la deforniation —
Formanderungsellipsoid — ellipsoid deformacii — ellissoide delle dilata-
zioni.

Eliptyczna ptyta ob. ptyta eliptyczna.

Energetyczne kryterium statecznosci ob. kryterium energetyczne...

Energetyczne metody stereostatyki ob. metody energetyczne ...

Energia kinetyczna (uktadu sprezystego) 143 — Kkinetic energy — energie cine-
tigue (force vive) — kinetische Energie (lebendige Kraft) — kineticzeskaja
energja (ziwaja sita) — energia cinetica (forza viva).
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Energia sprezysta albo energia sprezystosci (uktadu) 03, 90 — potential energy
of deformation — potentiel interno — potentiellc Energie der Formande-
rung (Formanderungsarbeit) — potencialnaja energja deformacji — poten-
ziale interno (potenziale della elasticita).

Energia sprezysta wiasciwa (potencjat spezystosci) 03, 04 — (wt.) potenziale unitario
della elasticita.

Energia sprezysta (wtasciwa czystego) odksztalcenia postaciowego 04.

Energia sprezysta (wtasciwa czystego) odksztatcenia objetoSciowego 04.

Energia sprezysta ptyty cienkiej 110, 181.

Entropia O05.

Estanaye E. 185. Euler L. 171, 201.

Eata dylatacyjna (bezobrotowa, niewirowa) 147, 151.

Eala ptaska 148.

Fala podiuzna, poprzeczna i skretna w precie lub ciegnie 140, 148, 151.

Fala skretna 147.

Fale drgan (pretéw i ciegien napietych) 140 — wawe motion — mouvemeut
ondulatoire — Wellenbewegung — wotnoobraznoje dwizenje — movimento
ondulatorio (ondulazione).

Fale podiuzne i poprzeczne 151.

Fale powierzchniowe Mayleigh'a 152.

Faza drgania, kat jazy 148 — pliase angle — angle de phase — Phasenwinkel —
ugot fazy — angolo della fase.

Filon L. N. G. 120, 159, 100, 108. Flamant A. 92. Fliigge W. 204, 205, 207,
208, 211, 212, 213, 217, 218, 220.

Foppl A. 68, 87, 104, 108, 134, 130. 140. 158, 159, 100, 102, 195, 198, 199.

Fbppl L. 68, 87, 104, 108, 134, 130, 140, 158, 159, 160.

Fourier Ch. 75, 125. 213. Frank & v. Mises 125, 161. Fresnel A. |. 149.

Fryzendorf T. 100. Fuclis Z. 109.

Funkcja HankeVa 217.

Funkcja harmoniczna ptaska 82.

Funkcja skrecania 121, 122.

Funkcja naprezen Love'a 154, 157.

Funkcja zginania 131, 134, 135.

Funkcja O (w zag. de Saint-Yenant'a) 120.

Funkcje Bessela 125, 100, 101, 102, 188, 197, 218.

Funkcje eliptyczne 172.

Funkcje harmoniczne 59, 83.

Funkcje hiperboliczne Sh, Ch, Tgh, Gth, Sch, Csch, 93.

Funkcje naprezen 50, 09, 122, 154, 157, 104, 105.

Funkcje sprzezone 82.

Funkcje wtasne (swoiste) 174.

G alerkin 11. G. 180. G alileusz 57, 08.

Gauss K. F. 31, 201, 217, 180. Geckeler J. 210, 217. Germain Sophie 179.

Gehring F. 200a. Geiringer Hilda 224.

Gestos¢ 1, 43 — density — densit6 — Diehte — plotnost’ — densita.

Giecie ob. zgiecie.

Girkmann K. 200a.

G irtler R. 100.

Giéwne momenty bezwiladno$ci ob. momenty gtéwne...

Giéwne naprezenia ob. naprezenie gtéwne.
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Gtowne osie bezwiadnoSci ob. osie gtéwne...
Gtéwne wydtuzenie ob. teydtuzenie gtéwne.
Gotowin Cb. 80.

Granica Hooke'a ob. granica 'proporcjonalnosci.

Granica plastycznosci (ptynno$ci, ciastowatosci) 68 — yield (ing) point — limite
d’eeoulement (limite apparente dYlasticite) — Fliessgrenze — prediet tieku-
czesti (ptasticznosti) — limite di (duttilita) plasticita.

Granica proporcjonalnos$ci, czyli granica Illooke'a 58 — lim it of proportionality —
limite de proportionalite — Proportionalitatsgrenze — predietl proporcjo-
nalno$¢é — limite di proporzionalits$,.

Granica sprezystos$ci 68— elastic lim it (lim it of elasticity)— limite elastique (limite de
Telasticité) — Elastizitatsgrenze — prediet uprugosti — limite di elasticita.

Green G. 31, 49, 63, 131, 142, 181. Greenliill A. G. 125.

Gruber E. 211.

Grupa jal 178.

Grzedzielski A. 90, uzup. t. Il, Gubanow A. |I. 224. Guest J. J. 68. Ham il-
ton W. R. 181. Haigli B. P. 224.

llartman 221. Helm holtz H. 64, 224. Hencky H. 68, 224. Hertz Il. 95, 102,
105, 106, 109, 117, 161, 196, 197.

Hiperstatyczne czyli statycznie niewyznaczalne (wielkosci) 43 — statically undeter-
mined — liyperstatiques — statisch unbestiinmt — staticzeski nieopriedie-
limyje — staticamente indeterminati.

Hipoteza wytrzymato$ciowa energii czystego odksztalcenia postaciowego 68 m— pure
form strain energy hypothesis (tlieory) — liypothese (theorie) de la con-
stance du travail specifique elastigue de cliangement de forme par gliise-
ment — Hypotliese der gréssten Gestaltinderungsarbeit —e gipoteza wieli-
czyny energji sdwiga — ipotesi dello potenziale unitario delle deforrna-
zioni elastici trasversali.

Hooke R. 57, 68. Huygliens Clir. 149.

Inglis C. E. 93. Iterson Tli. van 224.

Inwersja ob. metoda inwersji.

Izotropia czyli réwnozwrotno$¢ 57, 58, 63.

Izotropowy czyli rbwnozwrotny (materiat, ciato fizyczne) 57, 58, 63 — isotropic —
isotrope — isotrop — izotropnyj — isotropo.

Jacobsen L. S. 158.

Jednolity czyli jednorodny (materiat) 1 — liomogeneous — liomogene — liomo-

gen — odnorodnyj — omogeneo.
Jednorodny (rébwnomierny) stan napiecia 34.
Jednospéjny (obszar) 60, 61.
Jednoznaczno$¢ rozwigzan teorii sprezystosci 61.

Jellet J. Il. 201. Johnson A. E. 221.

Karb 163 — notek — entaille — Kerbe — nadriez — incisione (intaglio).

Kat jazowy ob. faza drgania.

Kat skrecania 118, 121 — angle of torsion — angle de torsion — Drillungswinkel

(Torsionswinkel) — ugol kruczenja — angolo di torsione.
Kelvin (W. Thomson) 65, 102. Kelvin& T ait 136.
Kierunki gtéwne odksztalcenia 20.
Kirchhoff G. R. 61, 97, 149, 168, 171, 179, 181, 212. Koch J. J. 186.
Koto Molira albo koto naprezen 36, 37. — Mohr's circle — cercie de Mohr —
Spannungskreis — krug Mora — circolo di Mohr.
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Kotosow G. 93.

Kontinuum dwuwymiarowe ptaskie 4.

Kontinuum liniowe 3.

Kontinuum tréjwymiarowe 13.

Kontinuum materialne ob. materia ciagta 1.

Krgzek wirujagcy 78 — rotating disc — plateau tournant — umlaufende Sclieibe —

wraszczajuszczijsia disk — disco rotante.

Krystality 1.

Kryteria wytrzymatoSciowe ob. hipotezy wytrzymatosciowe.

Krzywa sprezysta ob. linia ugiecia.

Krzywizna linii ugiecia (zgietej osi belki) 112.

Krzywizna (powierzchni) Gaussa 180.

Krzywizna powierzchni synklastyczna i antyklastyczna 180, 214.
Kwadryka naprezen 46.

Kwadryka wydtuzen 1s.

Lagally M. 202. Lagrange J. L. 143, 171, 179, 201.

Lamb H. 152, 201. Lam¢ G. 29, 30, 52, 56, 58, 63.

Laplace'a operator r6zniczkowy (laplasjan) 59.

Lecornu 202. Legendre A. M. 106, 155. Lejeune-Diriclilet G. 106.
LEvy M. 74, 185, 224.

Liczba (stosunek) Poisson'a 5S«—Poissou’s ratio — coefficient de Poisson—e

Linia

Linia

Linie

Linie
Linie

Querzalil (Poissonsche Konstante) — Puassonowo otnoszenje — modulo
(raporto) di Poisson.

Srodkowa albo oS preta (belki) 112, 119 — centre lilie of rod (beam) — axe
de la poutre (barre) (fibre moyenne de la barre) — Stabmittellinie (Stab-
aclise, Balkenaclise) — o0$ batki (brusa) — asse del trave.

ugiecia belki (preta) czyli linia sprezysta lub odksztalcona 72 — bending
line (curve of deflection) (elastic curve) — ligne (elastique) de flexion
(ligne deformee) — Biegungslinie — izognutaja o$ batki (brusa) — curva
elastica.

najwiekszych naprezen stycznych (w stanie ptaskim napiecia) 38 — lines of
ma-ximal sliearing stresses — lignes des tensions tangentielles maximales —
Scliubspannungslinien — linji najbolszicli kasatielnych napriazenij — ...
naprezen 126.

(trajektorie) naprezen gtéwnych 38 — trajectories of principal stresses —
trajectoires des tensions principales — Hauptspannungslinien (Spannungs-
trajektorien) — trajektorji glawnycb napriazenij — traiettorie degli ten-
sioni principali.

Linie (trajektorie) odksztatcen gtwnych 32. — trajectories of principal extensions —

Linie
Linie
Love

trajectoires des dilatations principales — llauptdehnungstrajectorien
(Hauptdehungslinien) — trajektorji gtawnyeh udlinienij — traiettorie degli
dilatazioni prinzipali.

poslizgu 221.

wezlowe (ptyt drgajacych) 188.

A. E. H. 29, 55, 84, 95, 97, 99, 106, 122, 131, 135, 154, 157, 162, 169, 173,
200, 201, 214. Luders 221.

tomnicki A. 31.

M ariotte 57, 68.

Materia 1 — matter — matiere — Materie — matieria — materia.
Materia ciggla czyli kontinuum materialne 1.
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Materiat ] materiat — materiel — Werkstoff (*aterial) — materjat —
materiale.

Materiat anizotropowy ob. anizotropia.

Materiat izotropowy ob. izotropia.

Materiat jednolity lub jednorodny 1 ob. jednolity ...

Materiat niejednolity lub niejednorodny 1 — lieterogeneous materiat — materiel
non-homogene-— ungleichartiger (inliomogener) W erkstoff — nieodnorodnyj
materjat — materiale non omogeneo.

M athieu E. 201.

Maxwetl'a zasada ob. zasada Maxwell'a.

Maxwell J. 0. 50. Melan E. 158. Meissner E. 216, 219.

Menabrea'i zasada 101 ob. zasada najm. energii sprezystej.

Mesnager A. 41.

Metoda Galerkina 186.

Metoda inwersji 94.

Metoda Bayleigbta i Bita'a 184.

Metody energetyczne (stereostatyki) VII.

Micbell J. H. 53, 00, 69, 94, 96, 104, 158, 168, 195, 200.

Miejsce niebezpieczne (przekrdj niebezpieczny) 68.

Miesel K. 211. Mises R. V. 68, 224.

Modut odksztalcenia objetoSciowego ob. modlit $cisliwosci.

Modut odksztalcenia plastycznego 224.

Modut sprezystoséci czyli modut wydiuzenia sprezystego, albo modut Young'a E. 58 —
modulus 'of elasticity (Young’'s modulus) — module d’elastioite (coeffieient
d’elast.ieit¢) — Elastizitatsmodul (Elastizitatsmass, Elastizitatszalil) —
modut uprugosti (pri rastiazenji) iii modut Junga — modulo di Young
(modulo di elasticita longitudinale).

Modut 8ztywnosci= modut $Scinania= modut skrecania= modut sprezystosci posta-
ciowej G. 58 — modulus of rigidity (modulus of elasticity in sbear) —
module de rigidit¢ (de glissement) — Gleitmodul (Scbubmodul) — modut
uprugosti pri sdwigie (modut sdwiga) — modulo di rigidezza elastica (modulo
di elasticit§, transversale).

Modut Scisliwosci 58.

Mohr O. 36, 37, 47, 68.

Molekuta (drobina, czasteczka) 1 — molecule — molecule — Molekel — mole-
kuta — molecola.

Moment gnacy ob. moment zgigcia 44.

Moment skrecenia (mom. skrecajacy) preta lub belki 118. — torsional moment
(twisting moment) — moment de torsion — Verdrehungsmoment (Drillungs-
moment) (Torsionsmoment) — skrucziwajuszczij momient — momento di

torsione (momento torcente).

Moment zgiecia (zginajacy, gnacy) M. 44 — bending moment — moment flecliis-
sant — Biegungsmoment — izgibajuszczij momient — momento flettente
(momento di flessione).

Morera G. 50. Muscheliszwili N. 93. Mysz E. 160.

Nacigg= napiecie rozciggajace. .

Nacisk—napiecie $ciskajace.

Nddai A. 162, 185.

Napiecie btonowe i sklepieniowe 201.
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Napiecia (jako sity wewnetrzne miedzy obiema stronami przekroju) 33 — total
stress (internal force) — force interieure (force de tension) — Spannlcraft
(innere Kraft) — usilje — forza interna (forza di tensione).

Naprezenia ob. takze naprezenie.

Naprezenia kotowo-symetryczne 77.

Naprezenia radialne 45, 76, obwodowe 45, 76.

Naprezenia skladowe 34 — components of stress —mcomposantes de la tension —

Spannungskomponenten — sostawlajuszczija napriazenja — componenti
delle tensioni.
Naprezenia termiczne (cieplne) 66 — thermal stresses — ... — Temperatur—

(Warme-) Spannungen — napriazenja ot izmienienja temperatury — ten-
sioni dell’'equilibrio termo-elastico.

Naprezenia wlasne 67 — initial stresses — tensionspropres — Eigenspannungen —
ostatocznyja napriazenja — tensioni propic.

Naprezenia w $cianach zbiornikow 74.

Naprezenie bezwzgledne—napiecie.

Naprezenie (wzgledne, tj. odniesione do jednostki pola przekroju) 33 — stress —
tension — Spannung — napriazenje — tensione.

Naprezenie gtéwne 37, 40, 47 — prineipal stress — tension prineipale — Haupt-
spannung — gtawnoje napriazenje — tensione prineipale.

Naprezenie normalne 33 — normal stress — tension normale — Normalspannung —
normalnoje napriazenje — tensione normale.

Naprezenie obwodowe (réwnoleznikowe) 45, 76, 203-—acircumferential stress (lioop
stress) — tension circonférentielle — Ringspannung —- kolciewyje napria-
zenje — tensione circonferenziale.

Naprezenie podiuzne 43 — longitudinal stress — tension longitudinale — Langs-
spannung — prodolnoje napriazenje — tensione longitudinale.

Naprezenie potudnikowe 203 — meridional stress — tension normale meridienne —
Meridianspannung — meridionalnoje napriazenje — tensione meridionale.

Naprezenie radialne 45, 76 — radial stress — tension radiale — radiale Span-
nung — radialnoje napriazenje — tensione radiale.

Naprezenie sprowadzone (poréwnawcze lub zastepcze) 68 — reduced stress —
tension de comparaison — reduzierte Spannung (Ersatzspannung) — za-
mieniajuszczije napriazenje — tensione ridotta (tensione di comparazione).

Naprezenie styczne 33 —tangential stress — tension tangentielle — Schubspan-
nung m—kasatielnoje (tangencjalnoje) napriazenje — tensione tangenziale.

Naprezenie $cinajgce (tngce) 33 ob. naprezenie styczne.

Navier L. 118, 184.

Navier'a przypadek zgiecia ptyty prostokatnej 184, 185.

Navier-Stokes .136. Neuber Il. 29, 30, 50, X1V, 163. Newton |. 57, 114.

Niezmienniki odksztatcenia jednorodnego 24.

Niezmienniki odksztalcenia nieskoficzenie malego 26.

Nowacki W. 200f. Nowinski J. Uzup. w t. II.

Obcigzenie 33 — loading (load) — chargement (charge) — Belastung (Last) —
nagruzka — carico.

Obcigzenie niszczace 68 — rupturing (breaking) load — charge de rupture —
Bruchbelastung (Bruclilast) — razruszajuszczaja nagruzka — carico di
rottura.

Obcigzenie uzytkowe 68 — useful load — charge utile — Nutzlast — poleznaja
nagruzka — carico utile.
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Obrét elementu 31.

Odbicie sie fali 146.

Oddziatywanie ob. reakcja.

Odksztalcenia ob. takze odksztalcenie.

Odksztatcenia jednorodne 17.

Odksztatcenia powtok obrotowych 206, 207.

Odksztatcenie (deformacja) 2 — strain (deformation) — deformation — Formande-
rung (Deformation) (Verformung) — deformacja — deformazione.

Odksztatcenie btonowe (powtok) 201.

Odksztalcenie czyste 19.

Odksztatcenie izometryczne 201.

Odksztalcenie jednorodne 16, 20.

Odksztalcenie liniowe 3.

Odksztatcenie liniowe wiasciwe 3.

Odksztatcenie nieskoriczenie mate 25, 32.

Odksztatcenie objetoSciowe 2 — pure dilatational strain — cbangement de yo-
lume — reine Volumiinderang — iskluczitelno objomnaja deformacja —
variazione di yolume.

Odksztalcenie ptaskie jednorodne 11.

Odksztalcenie postaciowe 2, 7, 12 — non dilatational strain — cbangement de
forme — reine Gestaltsanderung — deformacja biez izmienienja objoma
(z socbranienjem objoma) — cambiamento di forma.

Odksztalcenie sprezyste 57 — elastic strain (deformation) — deformation 6lasti-
que — elastisolie Formanderung — uprugaja deformacja — deformazione
elastica.

Odksztatcona (linia) ob. linia ugiecia.

Op6r ob. reakcja.

Odwzorowanie stanu napiecia przez kota Mohr'a 41.

Ogélne réwnania rézniczkowe réwnowagi wewnetrznej 43, 49, 52, 53.

Ogoblny czyli trojwymiarowy (przestrzenny) stan napigcia 34, 39 — general case
of stresses — etat gdndral de la contrainte (des tensions) — raumlicber
(dreiaclisiger) Spannungszustand — prostranstwiennoje napriazonnoje sosto-
janje — stato generale di tensione.

Ogélny czyli tréjwymiarowy (przestrzenny) stan odksztatlcenia 15 do 32 — generat
case of strain — 6tat gencral de la déformation — raumlicber (dreiaclisiger)
Formiinderungszustand — prostranstwiennaja deformacja — stato generale
di deformazione.

Okres drgania T. 143 — period of tlie oscillation (yibration) — periode d’oscil-
lation) — Schwingpngsdauer — period kolebanja — periodo dell’oscil
lazione.

Olszak W. 94, 94a.

Operator Meissner'a 216, 217.

Operator rézniczkowy Laplace'a 59.

Opér bezwiladnosci ob. reakcja bezwtadnosci lub sita dIAlembertfa.

Ortogonalno$¢ funkcyj wiasnych 174.

Ortotropowe ptyty ob. ptyty ortotropowe.

Osie bezwtadnosci gtéwne centralne 112, 113.

Osie gtéwne bezwiadnosci 112, 113-— principal axes of inertia — axes principaux
d’inertie — Haupttragbeitsaclisen — gtawnyja osi inercji — assi principali
di inerzia.
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Osie glbwne (stanu odksztaicenia lub stanu napiecia) 18, 40 — principal axes
(of strain or of stress) — axes de lellipsoide de defonnations ou des ten-
sions — Hauptachsen des Formanderungs- oder Spannungszustandes —
gtawnyja osi (naprawlenja) deformacji iii napriazonnawo sostojanja —
assi principali di deformazione o di tensione.

Osiowa sita ob. sita osiowa.

OS$ belki (preta) ob. linia $rodkowa.

OS obojetna (zgiecia) 113 — neutral axis — axe neutrale — neutrale Achse
(Linie) — nejtralnaja 0§ — asse neutrale.

Osrodek sprezysty 147.

Palmgren A. 108.

Pewno$¢ (wspéiczynnik pewnosci lub bezpieczeristwa) 08 — safety factor —
coefficient de securite — Sictlierheitszabl (Siclierheitsgrad) — koefficjent

bezopasnosti — coefficiente di sic.urezza.
Plastycznos¢ 1, 221, 224 — plasticity — plasticité— Plastizitiit (Bildsamkeit)—s
ptasticznost’ — plasticita.

Plaza czyli tarcza 84— (niem.) Seheibe.

Plaski czyli dwuwymiarowy stan napiecia 30, 37, 09 — piane stress — etat double
de tension — ebener (zweiacbsiger) Spannungszustand — ploskoje napria-
zonnoje sostojanje — stato doppio (piano) di tensione.

Plaski stan odksztatcenia 09.

Plaszczyzna gtéwna belki 113—-principal piane (of flexure) — plan principal de
flexion — Hauptebene des Balkens — gtawnaja ptoskost’ balki —- piano
prineipale di trave.

Plaszczyzna obcigzenia 113 — piane of loading — plan de cbarge — Belastungs-
ebene — ptoskost’ nagruzki — piano di carico.

Plaszczyzna zgiecia 113 — piane of bending line — plan de la ligne déformcée —
Biegungsebene — ploskost'izgiba —- piano di eurva elastiea.

Plyniecie (ciata elastoplastycznego) 221.

Piyta XV, 179.

Piyta cienka 181 — tliin plate — plague mince — diiiine Platte — tonkaja pta-
stinka — piastra (lastra) sottile.

Piyta gruba 200.

Plyta okragta 195 — circular plate — plague circulaire m— Kreisplatte — krugtaja
plastinka — piastra (lastra) circolare.

Plyta okragta pod sita skupiong mimosrodkowg 195.

Piyta ptywajaca 190, 197.

Plyta ptywajaca okragta 198, 199.

Plyta prostokagtna 194 — rectangular plate — plague rectangulaire — recliteckige
Platte —-priamougolnaja plastinka — piastra (lastra) rettangolare.

Plyta wiotka 189, 192.

Ptytowa sztywnos¢ zginania ob. sztywnos¢ plytowa zginania.

Ptyty cienkie o ugieciach wielkich 189, 190, 193.

Piyty ortotropowe 200a— 200f.

Pochhammer 173.

Podobienstwo ... ob. analogia ...

Podstawowe drganie ob. drganie podstawowe.

Pogorzelski W. 31. Poincare Il. 197. Poissou S. D. 58, 141, 149, 182, 185, 201.

Pole zetknigcia 105.

Poncelet J. V. 08. Poschl Th. 93, 158.

Teoria sprezystosci. 23
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Posuniecie 'proste 12.

Potencjat skalarowy i wektorowy 150.

Potencjat sprezystosSci ob. energia sprezysta wiasciwa.

Potencjat sprezystosci adiabatyczny i izotermiczny 65.

Potencjaty op6znione 149.

Powierzchnia jatlowa 148.

Powierzchnia izostatyczna 51, 53.

Powierzchnia poslizgu 221.

Powierzchnia rozwijat/na 201.

Powierzchnia synklastyczna i aniyklasiyczna 214.

Powierzchnia $rodkowa powtoki 201.

Powierzchnia ugiecia (ptyty) 180 — defleotion surface — surface elastigue—-
Biegungsflache — izognutaja powierohnost’ — superficie elastica.

Powtoka 201 «— shell — enyeloppe — Schale — obotoczka— votta sottile.

Powtoka kroplowa 204

Powtoka kulista 217.

Powiloka obrotowa 203.

Powloka stozkowa 218.

Powtoka walcowa 208, 209, 210, 211, 213.

Powtoka w stanie napiecia i odksztalcenia obrotowo-symetrycznym 215, 216.

Praca odksztalcenia 96 — work of deformation — travail de dé6formation —
Formanderungsarbeit — rabota deformacji — lavoro di deformazione —

Praca przygotowana (wirtualna) (odksztalcenia) 62 — virtual work — travail
yirtuel —eyirtuelle Arbeit — rabota na wozmoznom peremieszczenji —
lavoro yirtuale.

Prager W. 224. Prandtl L. 80, 137.

Prawo Hooke'a 57 — Hooke’s law — loi de Hooke — das Hookesche Gesetz —-
zakon Guka — legge di Hooke.

Prescott J. 126, 128, 190, 192, 193.

Predkos¢ (szybkos$¢) jazowa 148.

Predkos¢ (szybko$¢) grupowa 178.

Pret (belka) X — bar; member; rod — barie; membre — Stab — stierzen;
brus —easta; barra.

Pret nieskonczenie cienki 169.

Prety smukte XV, 168.

Przemieszczenia jednorodne 6.

Przemieszczenia liniowe 17, 19.

Przemieszczenia nieskonczenie mate 25.

Przemieszczenie 1 — displacement — deplacement — Yerruckung (Verschie-
bung — pieriemieszczenje — spostamento.

Przemieszczenie przygotowane ob. przesuniecie przygotowane.

Przemieszczenie ogoélne 15, 16.

Przemieszczenie uogoélnione 101.

Punki Bielajewa 108, 109.

Punkt Hertz’a 108.

Rayleigh J. wW. 139, 152, 176, 178, 179, 201, 206.

ltayleigh’a i Jiitz’a metoda 184.

Eeakcja izostatyczna i hiperstatyczna 101.

Reissner H. 205. Reuss A. 224.
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Beotogia 224.

Besona/ns (wspotbrzmienie) 175 — resonance— resonance— Resonanz — rezo-
nans — risonanza.

Ribiere C. 80. Riemann-Weber 212. Ritz W. 139. Ro$ M. 221.

Bozchodzenie sie sity Vv I11.

Bozcigganie 33, 43, 44 — tension — traction — Zug — rastiazenje — trazione.

Bozcigganie jednoosiowe 44.

Bozszerzenie objetoSciowe witasciwe 22, 25, 31 ——ratio of expansion of volum —
dilatation cubigue — kubisclie Ausdelinuug — (otnositelnoje) objomnoje
rasszirenje — dilatazione cubica (unitaria).

Bozszerzenie powierzchniowe wiasciwe 10.

Bozszerzenie rownomierne dwuwymiarowe 8.

Boéwnania naprezeniowe teorii sprezystosci 60.

Boéwnania nierozdzielnoSci (zwartoSci wewnetrznej) 27.

Béwnania przemieszczeniowe teorii sprezystosci 59, 159.

Boéwnania rézniczkowe réwnowagi wewnetrznej 43.

Boéwnania rézniczkowe Lagrange’'a 143.

Bownania rézniczkowe ruchu materii ciggtej 48.

Bownanie biha/rmoniczne 69, 70, 76.

Béwnanie ciggtosci 22.

Bdéwnanie czestosci 188.

Béwnanie jatowe 147.

Béwnanie Hamittona 181.

Bdéwnanie rozniczkowe Bessela 217.

Boéwnanie rézniczkowe drgan podiuznych i skretnych pretéw 173.

Boéwnanie rézniczkowe drgan poprzecznych ciegien napietych (struny) 146.

Béwnanie rézniczkowe drgan gietnych (poprzecznych) pretéw 176.

Boéwnanie r6zniczkowe Laptace'a 59. 141, 161.

Boéwnanie rézniczkowe Legendre'a 155.

Béwnanie rézniczkowe Poisson’a 141.

Béwnanie rézniczkowe ugigcia ptyty we wspoéirzednych biegunowych 188.

Béwnanie rézniczkowe zgigcia ptyt ,cienkich" 181, 183.

Béwnanie rézniczkowe zwartosdi wewnetrznej ob. warunek nierozdzielno$ci.

Boéwnomierny stan napiecia 34.

Buch drobinowy (motekutarny) 1-

Buch fatowy 142.

Buch masowy (motamy) 1.

Buch nieuporzagdkowany 1.

Buch uporzadkowany czyli motarny 1.

Rudzki M. P. 111, 147, 152. Runge C. 158. & Kbiling H. 204.

Bura te stanie odksztalcenia obrotowo symetrycznym 212.

de Saint-Yenant (Barre) A. 60, 68, 112, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125,
128, 130, 135, 140, 168, 169, 179, 220, 224.

Samonaprezenia ob. naprezenia wiasne.

Samowzmocmenie 225.

Schaefer C. 114, 173, 188. Schleicher P. 68, 212, 217.

Schwinning 108.

Sita osiowa albo podtuzna 44.

Sita skupiona 87.

23*
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Sita tngca lub $cinajgca (poprzeczna) 131— shearing force — effort tranckant;
effort de cisaillement — Schubkraft; Querkraft — pereriezywajuszezaja
sita — forza di taglio.

Sity bezwiadnosci ob. sity d'Atembert’a.

Sity d'Alembert'a 59.

Sity drobinowe (molekularne) 33 — motecular forces — forces moleculaires — Mole-
kularkrafte — molekuliarnyje (miezduczasticznyje) sity — sforzi molecularL

Sity powierzchniowe 33.

Sily przyciggajace i odpychajace 33.

Sity sprezystosci 33.

Sity uogélnione 101.

Sily wewnetrzne (napigcia) 33 — stresses — efforts; forces interieures — innere
Kriifte; Spannungen — wnutriennije sity —-forze interne.

Sity zewnetrzne 33 — external forces — forces extérieures —- aussere Krafte —
wpiesznije sity — forze esterne.

Skladowe stanu napiecia (tensora napiecia) 39 — components of stress: stresses —
composantes des tensions — Spannungskomponenten; Komponenten des
Spannungsteusors— sostawliajuszczije napriazenja — componenti della ten-
sione (tensioni fondamentali).

Sktadowe stanu odksztatcenia (tensora odksztatcenia) 25 — components of straiu —
coeffieients de la deformation — Formanderungskomponenten; Komponen-

ten des Verzerrungstensors — sostawliajuszczije deformacji — componenti
della deformazione.
Skrecanie pretow prostych X —etorsion — torsion — Verdrehung (Torsion) —

kruczenje — torsione.

Skrecanie preta okragtego 118.

Skrecanie preta prostopadlosciennego 124,

Skrecanie pretéw o przekroju zmiennym 158.

Skrecanie pretéic o przekroju nieokraglym przy utrudnieniu paczenia sie przekro-
jow 140.

Skrecanie rur 127.

Skrecanie rury rozcietej wzdiuz 128, 129.

Skrecanie wycinka osiowego z walca kotowego 125.

Skrécenie (proste) 3 — simple sgueeze — coutraction simple — einfaclie Verkur-
zung — (otnositielnoje) ukoroczenje — contrazione semplice.

Skrocenie rownomierne 3.

Skurczenie czyste jednokierunkowe O.

Skurczenie (objetoSciowe wiasciwe) 22 — ratio of contraction of volum — contra-
ction cubigue — kubische Zusammenzieliung — (otnositielnoje) objomnoje
szatje — contrazione cubica (unitaria).

Skurczenie réwnomierne dicuwymiarowe 8.

Stup jako pret $ciskany podiuznie 117 — column; compression member — piece
comprimee — Saule; Pfosten; Druckstab — stotp; kolonna; szatyj stier-
zen — pilastro (colonna); asta compressa.

Sonntag R. 158.

Sprezysto$¢ (dawniej ,elastycznos$¢") 1, 57 — elasticity — elasticit¢ — Elastizi-

tat — uprugost’ — elasticita.
Sprezysto$¢ doskonata (zupetna) 57 — perfect elasticity — ¢lasticite parfaite —
vollkommene Elastizitat — sowierszennaja uprugost’ — elasticita perfetta.

Sprezysto$¢ objetosciowa i postaciowa 51,
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State Lanie'go 58.
Stale sprezystosci 58 — tlie constants of elasticity — les constantes elastigues —

Elastizitatskonstanten (Elastizitatsmasse) — modulia uprugosti — costanti
di elasticitd.
Stan napiecia 1| — stress — etat de tension — Spannungszustand — napria-

oznnoje sostojanje — stato di tensione.
Stan napiecia dwuosiowy (ptaski) ob. ptasici stan n. 36, 37.
Stan napiecia kolowo-symetryczny 45.

Stan napiecia jednoosiowy (jednokierunkowy) 35 — uniaxal stress — (simple
traction or pressure) — etat simple de tension (traction ou compression
simple) —mlinearer (einachsiger) S$pannungszustand — liniejnoje napria-

zonnojc sostojanje — ...

Stani napiecia i odksztalcenia obrotowo-symetryczny powtok216, 216.

Stan napiecia jednorodny ob. jednorodny stan napiecia3a4.

Stan napiecia liniowy ob. stan napiecia jednoosiowy.

Stan napiecia ogdélny ob. ogdlny stan napiecia 34, 39.

Stan napiecia ptaski (dwuosiowy) 45, 69.

Stan napiecia rownomierny ob. jednorodny stan napiecia.

Stan naturalny i sztuczny 61.

Stan odksztalcenia |, 25 — strain — deformation (etat de la deformation) —
Formanderungszustand — deformacja — stato di deformazione.

Stan odksztatcenia ogolny ob. ogdlny stan odksztatcenia.

Stan odksztaicenia ptaski 69, 72.

Statycznie niewysnaczalne i wyznaczalne (zadania, reakcje itp) 43. ob. hipersta-
iyczne i izostatyczne...

Stieltjes 197 Stodota A. 188. Stokes G. 31, 64.

Stopien bezpieczenstwa ob. pewnosc.

Stosunek Poisson'a ob. liczba Poisson‘a.

Stribeck R. 108.

Struna 143.

Strzatka ugiecia (statyczna) 131 — maximum deflection — la fleche — Bie-
gungspfeit —- striela pi'ogiba mmsaetta di flessione (freccia di flessione).

Superpozycji zasada ob. zasada superpozyciji.

Swobodne drgania ob. drgania swobodne.

Szereg asymptotyczny 197.

Szereg Fourier'a 75.

Sztywno$¢ skrecania (preta) 121, 123 — torsional rigidity — rigidite en torsion —
Verdrehungssteifigkeit (Torsionssteifigkeit) — zostkost’ Icruczenja — rigi-
dezza a torsione.

Szywno$¢ zginania preta 115, plyty 115 — flexural rigidity — rigidite en flexion —
Biegungssteifigkeit — Zzostkost' izgiba — flessio rigidezza (rigidezza a fles-
sione).

Szybkos¢ grupowa 178.

Sciskanie jednoosiowe 44 — compression — compression Druck szatje —
compressione.

Sciskanie wszechstronne réwnomierne 44.

Srodek skrecania (‘preta) 121, 123, 134 — centre of twist — eentre de torsion —
Drillmittelpunkt (Drebmittelpunkt) — centr kruczenja — centro di torsione.

Srodek $écinania 132, 133, 134 — Flexural centre— ... — Schubmittelpunkt —
centr izgiba (centr zostkosti) — centro di flessione.
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Srodek szywnosci (preta) 123, 134 ob. $rodek skrecania i $rodek $cinania.

Tarcza (sprezysta) 69, 84.

Tarcza okragta 95.

Tarcza z otworem eliptycznym 93.

Tedone 0. 61.

Tensor odksztatcenia i tensor napiecia 25 i 39.

Teoria btonowa powtok 202, 203, 204, 205, 206, 207.

Teoria btonowa powtok walcowych 208.

Teoria osi ruchomych 54.

Teoria ptyt XVI i XVla.

Teoria ptyt grubych 200.

Teoria uog6lniona ptyt cienkich 189.

Teoria powtok X VII.

Teoria ogo6lna powtoki obrotowej niewiotkiej 214.

Teoria pretow smukilych XV.

Teoria skrecenia de 8aint-Venant'a 121, 129.

Teoria twardo$ci 108.

Teoria zgigciowa powtoki walcowej 209, 210, 211.

Teoria zgigciowa powtok obrotowo-symetrycznych o grubosci zmiennej, $cista 219,
przyblizona 220.

Thomson W. ob. Lord Kelvin. Thomson i Tait 182. Thum A. 167.

Timoszenko (Timoshenko) S. P. 74, 93, 94, 135, 138, 139, 140, 154, 203.

Timpe A. 106, 109, 158.

Trajektorie naprezen gtéwnych 38 ob. linie naprezen gtéwnych.

Trajektorie odksztatcern gtéwnych ob. linie odksztatlcen gtéwnych.

Tréjwymiarowy stan napiecia ob. ogdélny stan napiecia.

Twardo$¢ 108 — liardness — dureté — Harte — twiordost’ — durezza.

Twardo$¢ Auerbacha 108.

Twardo$¢ Hertza 108.

Twierdzenie Glapeyron'a 96.

Twierdzenie o minimum energii sprezystej 97, 98.

Tworzywo 1, ob. materiat.

TJktady sprezyste Ctlapeyron'a 96, 97, 98.

Unormowanie funkcyj wiasnych 174.

Uogélnione prawo Hooke'a 57.

Utwierdzenie (stale i przesuwne) 131 — fixing; bnilt in or encastre mounting —
encastrement — Einspannung — zadielka — incastro.

Voigt W. 68, 108, 221. Volterra V. 61.

Warstwa obojetna 113 — neutral surface (layer) — surfaee des fibres neutres —
neutrale Fasersehiclite — nejtralnyj st6j — superfice delle fibre neutrali.

Warunek plastycznosci 224.

W arunki brzegowe (kraficowe) 59 — boundary conditions — conditions aux limi-
tes — Randbedingungen — ustowja na konturie — condizioni ai lirniti.

W arunki brzegowe ptyty Kirchhoffa 182.

W arunki nierozdzielnosci (zwartosci wewnetrznej) 27 — com patibility conditions —
eguations de eompatibilit6é — Vertraglichkeitsgleichungen (Kom patibilitats-
bedingungen) — differencjalnyja zawisimosti miezdu sostawlajuszczimi de-
formacji — condizioni di compatibilita o di congruenza.

W atson. Gr. N. 212. Weber C. 134. Webb R. R. 56. Weingarten 51.

W ektor przemieszczenia 1.
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Wezet drgania 144, 188 — oscillation node — noeud d’oscillation — Schwingungs-
knoten — uziet kolebanja — nodo dell’ oscillazione.

W illers F. A. 158. W inkler E. 196.

Wi6kno (elementarne belki lub preta) 113 — fiber (fibre) — fibre —eFaser —
wotokno — fibra.

Wskaznica Dupin’a 180, 214.

Wspotbrzmienie (wspotdrganie) ob. resonans.

Wspdhrzedne ob. przemieszczenia i sity uogdlnione.

Wspbhrzedne krzywoliniowe 29 Lame’'go 29, 164.

Wspéirzedne biegunowe czyli kuliste i icalcowe 32.

Wspébhrzedne elipsoidalne 166.

Wydtuzenie elementu liniowego 13.

Wydtuzenie gtéwne 9, 19 — prineipal extension — dilatation prineipale — Haupt-
delinung — gtawnoje udlinienje — dilatazione prineipale.

Wydtuzenie réwnomierne 6.

Wydtuzenie wtasciwe (jednostkowe) 3, 6 — unit elongation — dilatation lindaire —
(spezifisclie oder bezogene) Dehnung; Delmungszalil— (otnositielnoje)
udlinienje — coefficiente di dilatazione lineare od allungamento speaoifico.

Wygiecie izometryczne powierzchni 201.

Wymuszone drgania ob. drgania wymuszone.

Wytezenie (wysitek) materialu 68 — fatigue — fatigue — Anstrengung — ... — ...

Wyznacznik przemieszczenia ogolnego 23.

Wzér Gauss'a-Green'a 31.

Wz6r Rayteigh’a 178.

Wzor Stokes'a 31.

Young T. 58.

Zagadnienia Neuber'a X1V .

Zagadnienia ptaskie (dwuwymiarowe) teorii sprezystosci 1V, V, VI, 69.

Zagadnienia statycznie niewyznaczalne 43.

Zagadnienia tréjwymiarowe elastostatyki 1X .

Zagadnienie Hertz’a 105, 106, do 109.

Zagadnienie de 8aint-Venant'a 119, 120, 121, 122.

Zagadnienie struny 143.

Zamocowanie —utwierdzenie.

Zanaboni 0. 71.

Zasada Castigliano’a ob. Castigliano’a zasada 101.

Zasada de Saint-Venant'a 71, 197.

Zasada Hamilton'a 181.

Zasada Maxwell'a ob. zasada wzajemnosci przemieszczen.

Zasada Menabrea'i 101.

Zasada najmniejszej energii sprezystej 101 — principle of least work — theoreme
de Menabrea (principe du travail minimum) — Prinzip der kleinsten Form-
anderungsarbeit (der Satz von Menabrea) — naczalo najmienszej raboty —
teorema di Menabrea.

Zasada przyczynowosci 57.

Zasada superpozycji (skutkéw) 57 — principle of superposition — principe do la
superposition (des effets) — Superpositionsprinzip — princip stozenja diej-
stwija sit — principio della sovrapposizione (degli effetti).

Zasada wzajemnosci przemieszczen czyli zasada licttiego 99 ob. Hetti'ego
zasada...
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Zasada zesztywnienia 33 — principle of solidification — prinoipe de solidifica-
tion — Erstarrungsprinzip — princip otwierdienja — principio di solidifi-
cazione.

Zgiecie (zginanie) belek (pretéw) 73, 80, 112, 113, 114, X, 130, 131, 132, 133 —
bending of beams — flexion des poutres — Balkenbiegung —mizgib batok —
flessione delle trayi.

Zgiecie belki prostokatnej 73.

Zgiecie czyste ob. czyste zgiecie 112.

Zgiecie nier6wnomierne 131, 132.

Zgiecie nierbwnomierne ze skreceniem 133.

Zgiecie proste 113.

Zgiecie poprzeczne 114,

Zgiecie réwnomierne (czyste) 112, 130.

Zgiecie ukos$ne 113.

Zginanie czyste belki pryzmatycznej 112.

Zginanie czyste preta zakrzywionego kotowo 80.

Zginanie ptyty kotowo-symetryczne 156, 162.

Zginanie plyty grubej kotowo-symetryczne 162.

Zginanie ptyty ogélne 116.

Zginanie ptyty walcowe 115.

Zginanie pretéw prostych X.

Zginanie z skrecaniem 133.

Zmiana adiabatyczna lub izotermiczna stanu napiecia 65.

Zmiana kata dwu elementéw liniowych 14.

Zmiana objetoSci 22.

Zenczykowski W. 213. Zmurko W. 82.















