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OD AUTORA

Cze$¢ druga skryptu "Hydromechanika ogoélna i okrgtowa" stanowi rozszé-
rzenie materialu podstawowego, zawartego w pierwszych  o$miu rozdziatach
czg¢éci pierwszej-skryptu o tym samym tytule»

Za wyjatkiem rozdzialu 18 obejmuje ona zakres 50 godzinnego wykladu dla
specjalnosci Budowa Okre¢tow Morskich w Inystytucie Okrgtowym Politechniki
Gdanskiej. Rozdziatl 18 jest przeznaczony dla studentdéw specjalizujacych sig¢
w zakresie hydromechaniki okrgtowej. Zawiera on materiat 10 godzinnego wy-
ktadu.

W skrypcie zawarto tylko material podstawowy, zilustrowany przyktadami
o znaczeniu praktycznym. Podobnie jak w czg$ci I starano si¢ o wyciagnig-
cie - z roOwnan 1 wzoréow - jak najwigcej jako$ciowych wnioskow dotyczacych
przebiegu zjawisk 1 praktycznych zastosowan w projektowaniu i eksploatacji
statkow. Zwracano takze do$¢ duza uwage na budowe modeli matematycznych
zjawisk hydromechanicznych, na metody rozwigzywania zadan, jak réwniez na
zagadnienia dotychczas stabo zbadane lub nie rozwiazane.

W celu lepszego zrozumienia i opanowania przedmiotu, niektére zagadnie-
nia, twierdzenia, wzory przedstawiono przy réznych podej$ciach. Przykladem
moze by¢ twierdzenie o trwalosci ruchu wirowego lub rozdziaty: 17.8.3 i
17.8.4. Wyktadowca ma tu oczywiscie swobod¢ wyboru podej$cia. Powinien on
jednak wskazywaé¢ na inne drogi prowadzace do tych samych wynikéw. Te inne
drogi stuchacz znajdzie w skrypcie wzglednie w przywotanej a tatwo dostep-
nej literaturze.

W przekonaniu autora material zawarty w skrypcie pozwala na samodzielne
sformutowanie zadan hydromechanicznych a takze na identyfikacj¢ nie zawsze
jasno sformulowanych w publikacjach probleméw hydromechanicznych i na kry-
tyczng ocen¢ wynikow badan i wnioskoéw réznych autorow.

Skrypt moze stanowi¢ pomoc dla inzynieréw biur projektowych i osrodkow
badawczych przemystu okrgtowego i zeglugi a takze dla pracownikéw naukowych
instytutow badawczych, pracujacych w zakresie hydromechaniki.

Oznaczenia kolejnych rozdziatow skryptu sa kontynuacja oznaczen rozdzia-
6w czesci pierwszej, co utatwia korzystanie 1 odwolywanie si¢ do wzorow
czes$ci pierwszej. Konwencja numeracji wzoréow, tablic i1 rysunkéw jest bo-
wiem taka sama, jaka zastosowano w cze¢s$ci I.

Autor pragnie tu wyrazi¢ swoje podzigkowanie Panu inz. Jerzemu Oleksemu

za wykonanie rysunkéw zawartych w skrypcie.



12. UZUPELNIENIE POJEC 1 TWIERDZEN
KINEMATYKI PLYNOW

V rozdziale 316 czg¢sci 1 przedstawione zostaly najwazniejsze pojecia
i twierdzenia kinematyki plynéw jak np.. operatory rézniczkowe 1 catkowe
pola hydrooechanicznego, linie pradu, linie wirowe, przyspieszenie eclemen-
tu plynu w réznych zapisach, ruch lokalny ptynu, tensory predkosci ptynu
(tensor predkosci deformacji 1 tensor predkosci katowej), twierdzenie
Helmholtza o kinematyce wiru, tak zwane I twierdzenie Helraholtza 1 inne.
Ten wyklad poswigcimy dalszemu rozszerzeniu poj¢é i poznaniu  dalszych
twierdzen kinematyki plynu po to, aby uzyskaé¢ narzedzie pozwalajace na

sprawniejsze niekiedy rozwigzywanie zadan hydromechanicznych.

12.1. FUNKCJA FR"DU 1 JEJ ZASTOSOWANIE

Jesli przeplyw plynu niescisliwego zalezy tylko od dwoch zmiennych prze-
strzegnnych, a wigc jesli jest to przeptyw ptaski lub oslowo-symetryczny, to
sktadowe predkosci ptynu mozna wyrazi¢ przy pomocy pewnej funkcji y zwa-
nej funkcja pradu lub niekiedy potencjalem pradu, a czasami rowniez funk-
ja Stokesa. Je$li przeplyw jest nieustalony, to czas t traktuje si¢ ja-

-.raraetr. Plyn moze by¢ lepki lub idealny, a przeptyw moze by¢ poten-
ny lub -irowy. Podstawowy warunek dla wyznaczenia funkcji pradu vy
Jest

div v 12.1) 0 ")

12.1.1. Funkcja pradu dla przeptywu ptlaskiego

Zakladamy, ze wszystkie charakterystyki przeptywu: predkosé, ci$nienie,
napre¢zenia itp. nie zaleza od wspoélrzednej z. Sa one zatem funkcjami X 1y
kartezjanskiego uktadu wspolrzednych.

Dla kartezjanskiego uktad wspotrzednych wspotczynniki Lanego H = ~ =
= = 1, predko$¢ v = v..i + v”j 1 roéwnanie (12.1) na podstawie wzoru
ogodlnego (9.33) jest

3vx  dvv
Sy =0 (12.2)
ox oy

Natomiast dla biegunowego uktadu wspotrzednych, Hy | =2 H3 = r, Hz-1;

vi®r + voee rownanie (12.1) bedzie



9(r vr) Ovg

----- or—— * =T00 = — (12.3)
Jesli wprowadzi si¢ funkcje vy (x,y) taka, ze
3v . 3y
vx ® 3y I vy © “ éx (12.4)

to ze wzgledu na zalozonag cigglos¢é pola hydromechanicznego rownanie (12.2)
jest spelnione, bo

a2 a2y _ N
9% 9y 3 "y Ox
Wyrazenia (12.4) sg okres$leniem funkcji pradu dla plaskiego przeplywu ptly-
nu niescisliwego opisanego w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych. Z wyra-
zenig (12.3) widaé, ze funkcja pigdu dla przeplywu plaskiego w biegunowym
uktadzie wspolrzednych bedzie
3 9¥ 12.5
r vr = a\evl - ver - TF ( )
W celu znalezienia interpretacji kinematycznej funkcji pradu napiszemy row-
nanie linii pradu (6.4). Dla przypadku plaskiego przeptywu mamy:

dx dy
X y
lub Sy dx v ody 0 (12.6)

Podstawiajgc do réwnania (12.6) wyrazenia (12.4) dostajemy
Y g+ A dy = 6 (12.7)

a wigc roézniczke zupelna dt> funkcji pradu y (x,y). Stad wniosek taki, ze
wzdhuz linii pradu funkcja pradu ma warto$¢ stalg. Inaczej: wzdluz linii
pradu

4>(x,y) = C i o =

Stwleidzenia powyzsze sa roéwniez wazne dla biegunowego uktadu wspoirzed-
nych. Istotnie tak jest, bo réwnanie linii pradu zgodne z (9.3) bedzie

- v2 dsd + vl ds2 = 0
gdzie: v, = vp; vZ2 = vO; dsl = dr; ds2 » r d®

Po uwzglednieniu wzoréow (12.5) roéwnanie linii pradu przeplywu ptaskiego w

biegunowym uktadzie wspotrzegdnych mozna zapisac

dr + de - (r, ® = o (12.8)

i wzdluz linii pradu mamy w(r, ®) = C.

Z powyzszego wida¢ wyraznie, ze przez proste operacje nad funkcja pradu
w(>y) lub ¥ (r,0) mozemy wyznaczy¢ pole predkosci ptynu v (x,y) oraz o-
braz’przeptywu w postaci linii pragdu. Zakladajac bowiem rézne wartosci dla

statej C mozemy znaleZz¢ interesujgce nas linie pradu przeplywu. Powstaje
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pytanie: W jaki sposob nozna znalez¢ funkcje pradu vy (x,y)? Dla tego celu
wyrazimy najpierw rotacj¢ predkosci przy pomocy funkcji ij>(x,y).
Z wyrazen (3.33) widaé, ze:

VAS 2%dd Ov-t \ -

rot v - A,k —X - -g-J k (12.9)

Po podstawieniu (12.4) do (12.9) mamy

Stad, Je$li ptaski przeptyw plynu Jest bezwirowy, to rot v - 0 i Ay - O.
Funkcj¢ pradu vy (x,y) dla ptaskiego przeptywu potencjalnego mozemy zatem
wyznaczy¢ z rownania Laplace'a:

Ay (X.Z) - +AW. 0
(12.11)

lub Ay, 0) -.0

(12.12)

dla przeptywu plaskiego, opisanego w biegunowym ukltadzie wspoéirzednych.
Funkcje pradu zatem dla bezwirowcgo przeptywu plaskiego sa funkcjami har-
monicznymi. Wyznacza si¢ Je z tych samych réwnan co potencjal predkosci
<p(x,y) lub (t,0). Jesli przeplyw Jest wirowy, to funkcje pradu vy (X,y)
mozna wyznaczy¢ z rownania (12.10) przy zalozeniu, ze dany jest rozklad
rotacji predkosci. Przy pomocy funkcji pradu w(x,y) mozna takze napisac
rownanie Naviera 1 Stokesa (7.29), ktdére przy pomocy oznaczen (7.32) przyj-
Ouje postacé:

A0
+ v X7 ®Q X7 ® v ow (12.13)

Ale zgodnie z (12.9) 1 (12.10)
@D~ - AD k
-7 X- 0Q(¢ 0-0z
a v.V® A - vy + vy
oraz Q, -V ® v 0 r. Stad réwnanie (12.13) po uwzglednieniu wyrazen (12,2)

bedzie mie¢ postac
~3 "t T7Z3-y<<*3 ;7Tx -—-VA y (12.14)

gdzie
A= _AAN_FX_ 2
(12.15)

Rownanie (12.14) znajduje zastosowanie przy badaniu ptaskich przeptywow
plynu newtonowskiego. Do réwnania (12.14) nalezy dotaczy¢ warunki brzego-

we. Pokazemy tu, ze kinematyczne warunki brzegowe (8.1) i (8.2) mozna wy-
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razi¢ rowniez przy pomocy funkcji pradu t|>(x.y,t). Dla dokonania tego ce-
lowe jest znalezienie najpierw zalezpos$ci pomig¢dzy skladowymi normalnej n
i stycznej ? dla przeptywu ptlaskiego w plaszczyznie (xX,y), przy czym
zmieniono tu oznaczenie 1 na s 1 konsekwentnie oznaczenie skladowej
stycznej predkosci na vs>

W rozpatrywanym przypadku wektory n 1 s leza w plaszczyznie (X.y),
a wektor k jest prostopadty do n 1 do s . Pokazuje to rysunek 12.1.

Mozemy zatem napisac, ze

lub s=1s8x+jsy=kxn=-1ny +jny

Stad, przez poréwnanie skltadowych wektorbw n 1 s mamy

cos (M, x) = mx = Sy = cos (s, V)

(12.16)
cos (n, y) » nv = - sx = - cos (s, X)
Napiszemy teraz wyrazenie dla skladowej normalnej 1 skladowej stycznej
vg predkosci v
VT Vs = wvw(d gx T TSy) = v-(1= n af j nx)
(12.17)

- - Vxny T ovy mx

=vn=v(l nt V- (I Sy = T Sx)

v s £V s (12.18)
x 'y y X
Podstawiajqc wyraZenia (124) do ZWIQZkO’W (] 2.1 7) 1 (1 2.1 8) Otrzymuje Sl@

30 - ¢ £ s S'V'P = ~£Ts (12.19)
vn “ 3y sy 37 x
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P — *hg

3 v
vs 57 - 'Lp'57 9 "My D T MNTVy - TH (12.20)

Jesli przeplyw Jest potencjalny, to AW » 0 i rownanie (12.14) Jest auto-
matycznie wypetnione. Do wyznaczenia funkcji pradu y mamy wtedy rdéwnanie
(12.11) z warunkiem brzegowym (12.19) rownym

3y
yn - TS - vnéc (12.21)
Oczywistym Jest, ze plaskie zadanie hydromechaniczne dla niescisliwego

przeplywu potencjalnego mozna rozwigza¢ z rownania Laplace'a dla potencja-

tu predkosci ¢ : Ap « Oz warunkiem brzegowym |« vnéc' prZy czyra

V-V i vy D vy - (12.22)

Poréwnujac wyrazenia (12.22) 1 (12.4) uzyskuje si¢ zwigzki pomiedzy po-
tencjatem predkosci ¢ 1 funkcjg pradu Y -

9 3V
w57 (12.23)

W 7 -8

Sa to znane warunki Cauahy'ego-Riemana konieczne i dostateczne dla istnie-

nia funkcji analityczne;j:
w(z) > ¢ (Xy) 1y (Xy) (12.24)

gdzie: z « x + iy - Jest zmienng zespolona.

W hydromechanice funkcj¢ harmoniczna w(z) nazywa si¢ potencjatem zes-
polonym lub funkcja charakterystyczna przeptywu. Tak Jak potencjat ¢ i
funkcja pradu vy, tak roéwniez potencjal w(z) moze byd wyrazony w bieguno-
wyra uktadzie wspolrzednych. Wtedy

, - r €9

Blorac pod uwage to, ze

v”"Vepep=cr g+ e

oraz wyrazenia (12.5) mamy znéw warunki Cauchy 'ego-Riemana

(12.25)

dla biegunowego ukltadu wspotrzednych. Wyrazenie (12.24) wskazuje na duze
znaczenie funkcji analitycznych w badaniu plaskich przeplywow potencjal-
nych. Zamiast poszukiwania dwoch funkcji ¢ 1 y dwoch zmiennych wystar-
czy znalez¢ Jedng funkcje jednej zmiennej: w(z). Skltadowe predkosci ply-
nu mozna wtedy wyznaczy¢ przez rozdzielenie funkcji charakterystycznej

przeplywu w(z) na czg$¢ rzeczywista ¢ 1 urojong y 1 przez zastosowanie
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do nich wzoréw (12.23) lub wzorow (12.35) znajduje si¢ skltadowe predkosci

plynu.
Mozna takze POstapi¢ Jeszcze inaczej: Zrdzniczkujemy w(z)

% A7 Y T i Vy (12.26)
Widzimy, ze nego Jest predkoscia sprzezonag

co obrazuje rys. 12.2.

w Jaki SPOséb mozna objetosciowe natezenie

datek Q przez powierzchni¢ walcowa S, utworzona przez
i M, linii pradu Le i L., njak na ry-

Ob i okazemy,
ceme I’)\czé'l'(gly
przept wu, nv-Fy
krzywa’ C poprowadzona przez pun\wf‘y M46

sunku 12.3. Tworzace powierzchni %188%6 sg réwnolegle do osi Oz
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Stad wspohrzedne x 1 y punktow M', My sa takie same Jak punktow MQ 1 My.

W rzucie na plaszczyzng¢ Oxy powierzchnia S Jest krzywa C. Pokazuje'to ry-
sunek 12.4. Wysoko§¢ powierzchni S jest stata i réwna 1. Wydatek Q zgod-

nie ze wzorem (5.56) Jest

&4 F
Q - /A v-dS (12.27)
s
Rys.12.4
Z rysunku 12.3 widaé, ze
1 J k
dS » dr X 1k 1 dx gy O idy - j dx
0 0 1
Podstawiajac to wyrazenie oraz v 1 vx T F do wzoru (12.27) uzyskuje

si¢ wzér na wydatek Q dla przeptywu ptaskiego

Q «_7 - Vydx + vxdy (12.28)
c

ktory po uwzglednieniu wzoru (12.4) przyjmuje postac

Q “WV+ -  -§7fy dy 12.29)7)

Wzér (12.29) jest wazny dla ptaskich przeplywow niescisliwych i jednorod-
nych ze wzgledu na gestos¢. Plyn moze by¢ lepki, a przeplyw moze by¢ wl-
rowym.

Wyrazenie podcatkowe we wzorze (12.29), jak juz wiemy, jest roézniczka

zupeilna, réwna:
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0 Y}
o » 0 dx + A% dy {12.7/

i Q v yd<]> = yMI1) - y(M0) (12.30)

Zatem dla ptaskiego jednorodnego plynu niescisliwego wydatek przez dowol-
na powierzchni¢ poprowadzona pomig¢dzy dwoma liniami pradu, ktoérej wyso-
ko$¢ jest rowna jednosci, jest rowny roznicy wartos$ci funkcji pradu  na
tych dwoéch liniach pradu.

Nalezy zwréci¢ uwage na jeszcze jedng praktycznag korzy$¢ wynikajaca z
wprowadzenia poje¢cia funkcji pradu y . Otéz przez dowolna  powierzchnig
pradu bedaca powierzchni¢ walcowa o obrysie podstawy utworzonym przez li-
nle pradu L i tworzace rownolegle do osi Oz ptyn nie przepltywa, bo vn=0.
Zatem jest to ten sam przypadek, jaki ma miejsce przy oplywie bez oderwa-
nia $ciany nieprzepuszczalnej plynem idealnym. Stad kazda takg powierzch—
nle pradu mozna uwaza¢ za S$cian¢ nieprzepuszczalnag. Na takiej S$cianie za-

ktada ei¢ wartos¢ statej C rowna zeru. Stad na $cianie nieprzepuszczalnej

tp(xy) = y<I.0) =0 (12.31)

Rownanie (12.31) moze by¢ uwazane za réwnanie optywanej Sciany plynem
idealnym lub ciata dwuwymiarowego, gdy funkcja y (x.,y) posiada rozgate-
zlenie jak na rysunku 12.5.°W takim przypadku zakreskowany obszar na ry-

sunku 12.5 moze by¢ cialem dwuwymiarowym.

Rys.12.5

Wyrazenie (12.30) jest wazne roéwniez w biegunowym ukladzie wspotrzed-
nych; wystgpujaca w nim rozniczka @  jest okre$lona wtedy wzorem (12.8).

Natomiast wyrazenie (12.28) dla wydatku plynu Q ma pleco inna postac¢, bo-

wiem )
dS = (er dr + eg rd®) x | ez =~ er r d® - e0 dr

v = ?2j. vir + e@ vO

Q »j~"v-dS =/1 vr d® - v9 dr =/-f1 d® * Tr ' (12%32)
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Strumien predkosci, wydatek Q, przez powierzchni¢ S nozna réwniez wyrazié
przy pomocy potencjalu zespolonego w(z). Dla dokonania tego rozpiszmy cal-

dz —/ (vx - 1 vy) (dx + 1 dy) -
c C

- y(vxy dx + vy dy) ¢ 17 (v dy - vy dx)
c c

Pierwsza calka jest rowna cyrkulacji predkosci [' po konturze C (wzor
3.0B), a druga zgodnie ze wzorem (12.28) wydatkowi Q.

Zatem -

S dz-T+ia (12.33)
C

Oczywiscie wyrazenie (12.33), Jest wazne dla przeplywu potencjalnego. Moz-

na temu wyrazeniu nada¢ inne, uzyteczne postacie

dz - yvy-dF + iy d?: vy py?ei + Iy ™1 - 1 + 1Q (12.34)

- < C - — <

Ze wzoréw (12.34) wynika twierdzenie Cauchy'ego dla funkcji analitycz-
nych. Wida¢ bowle z (12.34), ze jesli kontur C jest krzywa zamknieta,
nie obejmujaca zadnych wirow (I'» o) 1 zZzrédel (Q « o), to

dz - 0 (12.35)
C

Jeszcze raz tu widaé¢ dobrze, ze do badania ptysklch przepltywow potencjal-
nych mozna zastosowa¢ dobrze rozwinig¢gty caty aparat funkcji analitycznych.
Zadania hydromechaniczne przy zastosowaniu w(z) rozwigzuje si¢ prosciej.

Jednak mozna Je oczywisScie rozwigzywaé takze bez stosowania funkcji ana-

litycznych.

12.1.2. Funkcja pradu dla przeplywu osiowo-symetrycznego

Niech cialo oplywane pltynem lub poruszajace sig¢ w nieskonczonym osrod-
ku posiada 0§ symetrii i niech ta osiag bedzie o$ Oz. Jesli cialo takie be-
dzle si¢ poruszaé¢ w plynie Idealnym w kierunku osi Oz lub nieruchome ta-
kie cialo bedzie usytuowane w strumieniu jednorodnym o predkosci skiero-
wanej wzdluz osi Oz, to przeplyw plynu be¢dzie taki sam w kazdej plaszczyz-
nie przechodzacej przez o§ Oz; bedzie przeplywem osiowo-symetrycznym. Nie
bedzie zatem zaleze¢ od kata 0 w uktadzie walcowym lub sferycznym ukla-
dzie wspolrzegdnych. Jest to oczywiscie przeplyw przestrzenny 1 w kartez-
janskim uktadzie wspoirzednych bedzie zaleze¢ od wszystkich trzech wspoél-
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rz¢gdnych. Uwagi powyzsze beda takze wazne dla przeplywu lamlnarnego cle-
czy rzeczywistej.

Napiszmy V v we wspoétrzednych uogolnionych przy zatozeniu, ze Vj - 0
a 1'm-/q-l« 1 v27ql°qg2”
Ze wzoru (9.33) mamy

Rownanie powyzsze bedzie spelnione wtedy, gdy wprowadzimy funkcje pradu

taM- ze
| ¥ -1 ¥
VI - HE HJ 3q2 v2 ’ ;Tpn-iq; (12.36)
Dla walcowego ukladu wspodlrzednych wyrazenia (12.36) sa rowne:
vV =141 v 3 1— -1
r rd= z r é)r (12.37)
za§ w sferycznym ukladzie wspolrzednych przyjmuja postac:
1 oy = _ f 3y (12.38)

Vr 12 sinX 3X V* r sin X
Postgpujac w ten sam sposéb jak dla przypadku plaskiego, to jest pisnacé na
podstawie rozdziatu (9.3) rownanie linii pradu

-v2 dsj + vl ds2 =0

1 wykorzystujgc wzory (9.10)
ds! = Hl dql ds2 = Hg dq2

oraz wzory (12.36), mozemy napisac

&P 1y dQl + O dg (12.39)

Stad, wzdhuz obrotowej powierzchni pradu

W(91.92) = C (12.40)

Jesli przeplyw jest potencjalny (V X v - 0), to y mozna wyznaczy¢ z row-
nania V xv = 0. Patrzagc na wyrazenie (9.35) widzimy, ze Q| » Q2 - 0 1

3(H2 v2) a(™
3ql 3q2
Podstawiajgc w powyzsze wyrazenie v j 1 v2 okre$lone wzorami (12.36) mamy
s / m 5y, ? £ (
%% \Hi H3 aqi / 32 \u2 H3 322/

Dla ruchu bezwirowego prawa strona tego réwnania jest roOwna zeru. Zatem
dla takiego przypadku przeplywu réwnanie dla wyznaczenia funkcji pradu

przeptywu osiowosynietrycznego bedzie
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Na podstawie wzoru ogoélnego (9.38) mozemy takze napisaé¢ roOwnanie Laplace'a

dla wyznaczenia potencjatu predkosci

f H2 H3 a 3sP\
\_H] A2k H2 WZ) 0 (12.43)

Widzimy patrzac na réwnanie (12.42) 1 (12.41), ze roéwnanie (12.42) dla vy
nie Jest réwnaniem Laplace'a dla przeplywu osiowosymetryczuego we wepol-
rz¢dnych walcowych 1 sferycznych.

Dla uktadu walcowego nalezy przyjac

Hl = Hr 1 - H2 - -1 H3 - HO » r

a w rownaniu (12.41) zmieni¢ znak. Wtedy rownanie (12.42) przyjmie postac
a rownanie (12.43) mozna bedzie zapisac tak:

Tu Juz wyraznie widaé¢, ze sg to rozne roéwnania.

Dla uktadu sferycznego wspotczynniki Lamego sa:

K, - Hr m 1 H2 « r Hj » r sin X

4]

1 napisanie rownan (12.42) 1 (12.43) w tymukladzie nie przedstawia Juz
zadnych trudnos$ci.

Korzystajac ze wzorow (9.18) 1 uwzgledniaé wyzej podane wartosci wspot-
czynnikow mozemy napisa¢ zwiazki analogiczne Jak (12.23). I tak dla wal-
cowego uktadu wspotrzednych

3¢p |

3® 1 3%
vr > 5F = F "FF vz = Fz “ F 7TF (12.44)
a dla sferycznego ukladu wspodirzednych
Vo - N - ot
T r2 sin X 3X
(12.45)
1 d<f i 3P

X “r'5X” ~r sinX 'Sr

Roéwnania (12.44) 1 (12.45) pozwalajg na znalezienie sktadowych pola pred-
kosci, gdy znany Jest potencjat ¢ lub funkcja pradu vy ; pozwalaja one
rowniez na znalezienie funkcji pradu y > gdy znany Jest potencjal ¢ 1 od-
wrotnie.

Jesli przeplyw Jest potencjalny, to rézniczke funkcji pradu (12.39) mo-
zerny zapisaé przy pomocy potencjatu predkosci ¢ . Korzysta si¢ przy tym
z wyrazen.(9.18) i (12.36). Wykonujac proste dzialania mamy:
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. 3¢ d<p
ay 3q7 dql + dg2 0 - (12.46)
Przyktadowo dla przeptywu potencjalnego w walcowym uktadzie wspoétrzednych

dlIl' ——r||<ir + ¥~d=—0

Latwo sprawdzi¢, ze powierzchnie pradu, y =~ C i powierzchnie ekwipoten-
chaine ¢ - C dla przeplywu osiowo-symetrycznego sa ortogonalne. Jes$li tak
jest, to i

«y =0 (12.47)
gdzie: My  jest normalng do powierzchni pradu, a

- normalng do powierzchni stalego potencjatu.

ne
Zgodnie ze wzorem (3.11)
vy
v > vy
i
z wW
n “ W

Roéwnanie (12.47) bedzie speilnione, gdy
(Vy)(vp) * 0

Uwzgledniajac wzor (9.16) powyzsze rOwnanie mozemy napisacé

(ztm 3 1 y /1Y Sep . 1 3¥Y 3o 0
Ale
5777 - VI i any
v
wiec
T_ 3w 3w I W
(Vo) (ve) - a- HIN7 - =™ HIl u2 13 3ql

i rOwnanie (12.47) jest rzeczywiscie wypelnione.

Poniewaz prawdziwos¢ réwnania (12.47) wykazaliSmy dla dowolnych ortogonal-
nych ukladéw wspotrzednych, kiedy charakterystyki przeplywu zaleza tylko
od dwoch wspotrzednych i Q2, to réwniez w przeptywie ptaskim linie pra-
du 1 linie statlego potencjatu sg wzajemnie ortogonalne. Dla kartezjanskie-
go bowiem uktadu wspodtrzednych g., - x; g€ - Y, a dla biegunowego ukladu

wspotrzednych q. = r; q2 = ® -
Roéwniez zwigzek (12.46) jest wazny dla plaskiego przeplywu potencjal-
nego. Przyktadowo dla kartezjansklego ukladu wspodtrzednych: HlI - H2 ~

- H3 = 1, rézniczka (12.46) bedzie
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dV = ——~A-dx + ~dy>»O

Rownanie ciata optywanego, Sciany - w(gl’ 32) - 0 réwniez jest wazne dla
przeplywu osiowosymetrycznego.
Wykaznry obecnie, ze wzér (12.30)

Q-ps - % - VYA

Jest wazny rowniez dla przepltywu oslowo-symetrycznego, przy czym w tym
przypadku d$ jest okre$lone wzorem (12.39). Tu przez B oznaczono war-
tos¢ funkcji pradu na obrotowej powierzchni pradu B, a przez 0A warto$d
funkcji pradu na powierzchni A. Nalezy zaznaczy¢ tylko, ze w przeplywie
ptaskie przyjeto q~ - z - 1. Dla przeplywu osiowo-symetrycznego nalezy
réwniez zaltozy¢ - 0-1, to jest 0 - | rad.
W celu znalezienia wydatku Q pomig¢dzy powierzchniami obrotowymi pradu

YA 1 4g prowadzimy dowolna powierzchni¢ obrotowa S zawarta, pomig¢dzy po-
wlerzchnlami i 1 obliczamy element powierzchni dS podobnie jak
przy wyprowedzeniu wzoru (12.28). Mamy

dS - (e* HI dql + ¢2 H2 dq2) X @, li3-(dql - i) -
> ~ ®2 H3 HI dql + ® 112 7 da2 (12.48)

iauwazmy, ze w przypadku przeptywu ptaskiego, rys. 123, dq* - dz - 1 1
powierzchnia S byta powierzchniag walcowa o wysokosci rownej jednosci. W
rzypadku przeplywu osi.owo-symetrycznego powierzchnia S jest powierzchnia
~l;,owa | wydatek Q Jest obliczany dla przeptywu przez wycinek powierz-

- wyznaczony przez kat O=1 jak na rysunku 12.6. Wydatek przeptywu
ila powierzchni¢ S be¢dzie 21T razy w ¢kszy. Wydatek Q zgodnie ze

wzorem ogoélnym jest:

Q =/v.dS - +72v2)-«(-I'2 H3  dql + H?  dq2)

Zatem

Q--7-v2Hj dql +vl Hj da2 (12.49)
C

gdzie C jest dowolna krzywa lezaca na powierzchni S.
Latwo zauwazy¢, ze wzory (12.28) 1 (12.32) wa szczegdlnymi przypadkami wzo-
ru (12.4g). Podstawiajac za vj 1 v2 wyrazenia (12.36) mamy

Q dQl + dQ2 =77~ = ¥B - VA (12.50)
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a wigc to, czego nalezalo si¢ spodziewaé. Zaleca si¢ rozpisaé¢ wzory (12.49)
i (12.50) w walcowym 1 sferycznym uktadzie wspoéirz¢gdnych. Podamy tu, ze
dla sferycznego ukladu wspodtrzednych wzér (12.49) przyjmuje postac

o - - vy T sin Xdr + r2 sinZd X

12.2. POLE Hi¢DKOSCI INDUKOWANE OSOBLIWOSCIAMI HYDRCMECHANICZNYMI

Przy omawianiu pola hydromechanicznego wprowadzono pojecie osobliwosci
hydromechanicznych, przy czym taka osobliwo$cia hydromechaniczng jest Zro-
dto o wydatku Q usytuowane w jakim$§ punkcie przestrzeni a takze - wildkno
wirowe o natezeniu I' - I. Wydatek - natezenie zrodia Q, dlwergencje pred-
kosci 1 strumien predkosci wlaze zaleznos$¢ (3.02)

Qum divv Av” vy v«diT
AS

Dlaczego zroédto o wydatku Q usytuowane w punkcie N<«.,9.5) Jest nazywane

osobliwoscig hydromechaniczng? Ot6z, Jak zobaczymy dalej,, predkos¢ indu-
kowana przez to zrédlo w punkcie M oddalonym od zrédia o odlegto$é r - Nit

jest



22

Z powyzszego wzoru widzimy, ze jesli punkt M zbliza si¢ do punktu N, to
predkos$¢ indukowana przez zrodlo staje si¢ nieokreslong. Mowimy wtedy, ze
w punkcie N istnieje osobliwo$¢ hydromechanlczna typu zrodio.

Wiokno wirowe jest to linia wirowa, ktorej przypisuje si¢ okreslone na-
tezenie I -1 . Z drugiego twierdzenia Helmholtza dla rurki wirowej (3.97)
wynika, ze gdy A-S —» 0, to ® co , bo natezenie wiru I ma by¢ wielko$-
cla skonczona.

Na podstawie powyzszych dwoch poznanych przykladow osobliwosci hydrome-
chanicznych mozemy ogdlnie powiedzie¢, ze osobliwo$ciami hydromechanlczny-
Oi sa obiekty charakteryzujacd si¢ tym, ze gdy jakas wielko$¢ geometryczna
zwigzana z takim obiektem dazy do zera, to wielko$¢ pola hydromechaniczne-
go, np.: predkosé¢, rotacja predkosci, wydatek nieograniczenie wzrasta.

Oprécz zrodla i1 wlokna wirowego trzecia osobliwoscia hydromechaniczng
jest dipol o momencie m. Moment dlpola okre$la si¢ w sposoéb nastgpujacy:
Niech w punkcie N znajduje si¢ zrodlo ujemne, upust, o wydatku - Q, a w
punkcie N' przestrzeni zrédlo dodatnie o wydatku +0. Jesli z odlegloscia
NN' - £ "s tych zZrédet bedziemy zdazaé do zera, £ — 0, a jednoczes$nie be-
dziemy powigksza¢ wydatek Q zrodel tak, ze wartos¢ iloczynu Q NN' bedzie
stala, réwna a, to tak okre$lony obiekt bedzie wlasnie dipolem hydrome-
chanicznym. Widzimy, ze aby moment dipola

m” m? - Q NN 12.51) D)

miatl warto$§¢ skonczona, to przy NN'—* 0 wydatek Q musi rosna¢ nieograni-
czenie. Zatem dipol jest rzeczywiscie osobliwos$cia hydromechaniczng. Di-
pole i Zrédia moga by¢ roztozone w pewnym obszarze pltynu V, moga by¢ usy-
tuowane na pewnej powierzchni S lub na dowolnej krzywej C, poprowadzonej
w plynie. Roéwniez wldkna wirowe moga znajdowaé¢ si¢ w obszarze plynu V lub
moga tworzy¢ powierzchni¢ wirowa, zwang warstwa wirowa.

Jesli na jakiej$ powiwrzchni roztozone sa w sposéb ciagly zrodila o wy-
datku powierzchniowym q(£, 7 , £), zwanym gegstoscig rozktadu powierzchnio-
wego, przy czym

di (£,7,8) » £, ,, & dS (12.52)

to taka powierzchni¢ nazywa sig¢ warstwa pojedyncza.

Jesli natomiast na jakiej$ powierzchni sa roztozone w sposodb ciagly di-
pole o momencie dipolowym skierowanym wzdluz zewnetrznej normalnej n do
tej powierzchni, to, oznaczajac przez o(.&, 7, {) gestos¢ powierzchniowg

momentu dipolowego, mamy
dn = 6 n dS - ddS (12.53)

za§ powierzchni¢ taka nazywa si¢ warstwa podwodjna.

Wprowadzone wyzej osobliwosci hydromechaniczne maja réwni¢z interpréta-
cj¢ fizyczna w elektrostatyce i1 w elektromagnetyzmie. Szczegolnie duze
znaczenie maja one w rozwigzywaniu zadan hydromechaniki cieczy idealnej.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia pola predkosci indukowanego przez po-
szczegbdlne osobliwosci hydromechaniczne.
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12.2.1. Pole predkosci i potencjal Zrodet. Warstwa pojedyncza

Niech w punkcie N okreslonym promieniem wiodacym r'N, jak na rysunku
12.7, znajduje si¢ zrédlto o wydatku Q. Charakteryzuje si¢ ono tym, ze
ciecz wyptywa z punktu N promieniowo we wszystkie strony, przy czym prgd-
ko$¢ we wszystkich kierunkach na ten sam modul. Naturalnym ukladem wspot-
rzgdnych do badania przeptywu be¢dzie tu uktad sferyczny o poczatku w punk-
cie N. Wtedy skladowe pola predkosci beda:

W celu znalezienia zaleznos$ci pomigdzy wydatkiem Q Zrodia i predkoscig V
obliczmy strumien predkosci przez powierzchni¢ kuli o $rodku znajdujacym
si¢ w punkcie N i promieniu r. Przy tak wybranej powierzchni S predkoscé
vr w kazdym punkcie tej powierzchni ma te samg wartosc

Q - (fividS - (fi vr dSr - vr S
S S

s - 41Tr2
przy czym

Stad
(12.54)

Tensor predkosci pltynu S indukowanej przez zrodlto o wydatku Q, znajdujace
si¢ w osrodku nieograniczonym, zgodnie z (9.50) bedzie
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1 Q

52 ¢ 0
0 b
0 0

Diwergencja predkosci zgodnie z (9.33)
+ S22 * S33 “ 0

przy czym w punkcie X ma osobliwos¢.
Rotacje predkosci zgodnie ze wzoreta §%.3 jest rowna zeru w calym obsza-
rze, bo

rotr v. - 0 rot™"v » 0 '0Q 0 -
Zatem przepltyw plynu jest przeplywem potencjalnym i

* o0 i
v? er
Wykonujac proste catkowanie przy zatozeniu 3talej catkowania réwnej zeru
mamy

- 21 (12.55)
W przypadku upustu wydatek Q < 0. Wydatek Q moze by¢ ponadto funkcja cza-
3U, np.: Q * QQ sinot - zrédlo pulsujace, Q = 066 (t) - gwaltowny wytrysk
pltynu z punktu N, Q - QQ U (t) - gwaltowne powstanie zrdédita o wydatku QQ
w nunkcie N obszaru plynnego. Jes$li oznaczy si¢ przez & , ¢, & wspoirzedne
kartezjadskie punktu N, a przez X,y,z - wspohzedne punktu M, to r we wzo-

ral2.54) ) 1 (12.55) wyrazi si¢ nastgpujaco

+ (y=2/2 - (z-5)2 (12.56)

Ponl< waz w sferycznym uktadzie
wspotrzednych pole predkosci zroé-
dla nie zalezy od kata O, rysunek

12.8, to Istnieje funkcja pradu .

Wyznaczymy ja postugujac si¢ wyra-
zenieni (12.46), przy czym -,
q2 - X a ¢ - @AZ. Uwzgledniajac
powyzsze

oy - r2 sin X dX =

7 =~-sinX dX , (12.57)

za$

wW?

Y= -rmpzcosX + C
Rys.12.8
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Przyjmujac y 0 ~- dla XO », mamy

y o= (1 * cos X) (12.58)

Powierzchnie pradu sa zatem powierzchniami stozkowymi o wierzchotku w miej
scu usytuowania zrodla, a powierzchnie stalego potencjalu - powierzchniami
kul, o s$rodku znajdujacym si¢ rowniez w punkcie N. Sa one mwzajemnie oOrto-
gonalne, czyli tak jak by¢ powinno (wzoér 12.47).

Biorac pod uwage wnioski a) przyktadu 3.3.5 o superpozycji potencjatow
predkosci, ze wzglgdu na liniowo$¢ réwnania Laplace'a mozna natychmiast nal
pisa¢ potencjat predkosci indukowanej przez rozklad zrodel o wydatku dQ w
pewnym obszarze V czyli dQ(v), przez rozktad Zroédet dii na pewnej powierz-
chni S czyli dQ(s), wzglednie przez rozklad Zzrodel wzdhuz krzywej C  czyli
da(c). I tak dla rozkladu zZrodel w obszarze V mamy

1 " r dQ(v
$- - w1 (12.59)
dla rozkladu zrédel na powierzchni S

P R ) (12.60)

a dla rozktadu zrodel wzdtuz krzywej C

(12.61)

gdzie r jest okreslone wzprem (12.56). Sumowanie w powyzszych wtérach od-:
bywa si¢ po wszystkich Zzrodtach o wspotrzednych &, 7, L. Jesli Zzrodita sg |
roztozone w sposob ciagly, to mozna wprowadzi¢ gestos¢ rozktadu q (£, 7, ()

objetosciowy, powierzchniowg lub liniowg. Wtedy

dQ(v) » qv (£, 9, S) dv (12.62a)
dQ(s) = ag (&, 9, £) dS (12.62b)
dQ(c) = qc (&. 9» £) dS (12.62¢)

Biorac pod uwage okreslenie diwergencji (3.62)
Q = div v Av

widzimy, ze (© — div V. Poniewaz dalej 5-= to
! | dv
POLY.L) = = —J r (12.63)
v {

jest rozwiazaniem rownania Poissona, bo

qv = div grad ¢ = A (12.64)
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Zatem potencjal predkosci ¢ , okreslony wzorem (12.65) w nieograniczonym
obszarze plynu zawierajagcym w sobie objeto$¢ V, Jest rozwigzaniem réwnania
Poissona A r a pozostalym obszarze pltynu, w ktérym - 0, potencjat

Jest rozwigzaniem réwnania Laplace'a. Malej¢ on Jak g- 1 przy R—> oo ma
wartos$¢ zero pierwszego rzedu, co zapisujemy <f>- 0 (™).

Nalezy podkresli¢, ze ggstos¢ rozkladu zrodet moze dodatkowo zale-
ze¢ od czasu t. Pokazemy obecnie, Ze przy pomocy wzoru (12.61) mozna uzy-
ska¢ wyrazenie dla zrodia plaskiego. Mowimy, ze zrédlo Jest plaskie, gdy
pole predkosci indukowane przez to zrodlo Jest takie same we wszystkich
plaszczyznach réwnolegltych do siebie, np. we wszystkich ptaszczyznach row-
nolegtych do plaszczyzny Ozy kartezjariskiego ukladu wspolrzednych. Jest
to mozliwe, gdy Zrédla o stalej gestosci rozkladu

’gc - 00 " const

sg roztozone w sposOb ciagly wzdluz osi z-tow kartezJanskiego ukladu wspotl-
rzednych. Wtedy wydatek elementarnego zrodta zgodnie ze wzorem (12.62a)
bedzie

dQ(c) - a0 d£- Qo dg

a predko$¢ Indukowana w punkcie M plaszczyzny xy przez caly rozkltad zrodet

wyrazi si¢ wzorem

[e]e] 1 i 2_
- Voo =M/DS (1> g7 (12.65)

Z rysunku 12.9 wida¢, ze

r - ¥ - kg
Stad
% £ - kg dg G ¥
Air(r»-2 + ¢2)3/2  2ATr # (12.66)
lub
% % (12.66a)
<< » €. . a
Foor o ey
gdzie : rt 27 "+ y2

Widzimy, ze predkos¢ V indukowana przez rozktad Zrodet wzdluz osi z ma
kierunek promienia # » OM; pole predkosci v §r Jest ptaskie, Obraz prze-
plywu jest taki sam Jak na rysunku 12.8.

Wyrazenie (12.66a) mozna prosto uzyska¢ w ten sam sposéb Jak wzor
(12.54) dla przypadku zrodla punktowego z tym, ze zamiast powierzchni ku-
11 otaczajacej zrodlo bierze si¢ powierzchni¢ walca o podstawie w ksztal-
cle okregu usytuowanego w poczatku ukladu wspoétrzednych oraz tworzacych
rownoleglych do osi Oz 1 wysokosci rownej 1. Wydatek Zrodla bedzie
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Q » Qo«l = vp 2TTr bo vo 0 -

a wigc mamy znow wzér (12.66). Dalej zgodnie z przyjetymi uprzednio ozna-
czeniami bedziemy stosowac dla przeptywu plaskiego roéwniez #* = r. Zgodnie

z tym

V= e v er 2Tr
Potencjal predkosci zrédia ptlaskiego Wyzhaczymy 2z zaleznoS$ci

Op d<g  Q
3r dr 2li'r

pomijajac stalg C jako nieistotng dla opisania pola predkosci mamy

=1 (12.67)

a na podstawie wzorow (12.5)
¥ d»
rvr5--TF*“TS"“ct5~
Zaktadajac, ze zerowa liniag pradu jest o§ Ox: v = 0 dla 6= 0, funkcja
pradu ptaskiego zrodia jest
Yy = (12.68)
Postugujac sie potencjalem zespolonym w(z), (12.24), wyrazenia (12.67) 1
(12.68) mozna zapisa¢ przy pomocy jednego wzoru

wz) = ¢+t iy = (nr+1i0)= m (r eld) (12.69a)

w(z) = In z (12.69b)

- «9
zZ = X+ 1y >»>re



Jesli plaskie zrodlto znajduje sie w nie poczatku uktadu wspotrzednych,
ale w punkcie Z0, to

w(z) - In (z - zo) (12.70)

gdzie: 0 - &+ 19 ; we wzorze (12.67) nalezy wtedy podstawic

rr 1/ -5 + (v - 22

Korzystajac ze wzoru (12.69b) mozemy na podstawie wzoru (12.26) znalezé
predko$¢ sprzezong i predkosé

- dw
v 3—Z 7?:z

BT

Pokazuje to rysunek
rawdzi¢, ze potencjal pta-
la mozna réwniez przedsta-

C1

< (?) (12.67a)

ez

Czegéciej w hydromechanice stosuje sie
dla potencjatu predkosci plaskiego

zrodta wyrazenie (12.67); wyrazenie
za$ (12.67a) Jest bardziej podobne do
wyrazenia (12.55) dla potencjalu zrodta przestrzennego. Postepujac podob-

Rys.12.10

nie jak W przypadku przestrzennym mozemy napisaé natychmiast potencjat
predkosci dla przypadku rozktadu zrodel plaskich na ptaszczyznie Oxy. Mo-
ga one by¢ roztozone w pewnym obszarze ptaskim A (&, 9) plaszczyzny (xy),
na pewnej krzywej, konturze C(£,9) lezacym réwniez na plaszczyznie (Xy).
Nalezy pamigtaé przy tym, ze w rzeczywisto$ci w pierwszym przypadku mamy
rozklad Zzrodel w walcu nieskonczonym o podstawie A i tworzacych réwnole-
gtych do osi Oz. W drugim przypadku rozklad Zrodel jest na powierzchni wal-
cowej o zarysie powierzchni begdacym konturem C i tworzacych rowniez rowno-
legtych do osi Oz. Dla przypadku ptlaskiego niech gegsto$¢ rozkladu zZrédet
bedzie
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Wtedy potencjaty predkosci indukowane przez te rozklady wyraza si¢ wzo-
rami analogicznymi do wzoréow (12.60), (12.61). Mianowicie:

<P(x,y) = Turt™"™N("™,q) In r di; dp (12.72)
A
g>(xy) = yy-¥\3(&,?) In r ds (12.73)

C

gdzie ds jest eclementem konturu C. Wyrazeniom tym mozna nada¢ roéwniez inne
postacie, jes$li wezmie si¢ pod uwage wyrazenie (12.67a) i wyrazenie (12.71a
i b). We wzorach (12.72) 1 (12.73) promien r jest okre$lony wzorem

r = (x -2 = (y -2(n

Oczywiscie rOwnania powyzsze spelniaja réwnanie Laplace a na plaszczyznie
poza obszarem,w ktérym zrodla sa rozlozone. W obszarze A réwnanie (12.72)
spelnia rownanie Poissona na plaszczyznie. Mozna latwo jeszcze zauwazyd,
ze wzor (12.72) odpowiada wyrazeniu (12.59), a wzor (12.73) wyrazeniu
(12.60).

Konczac uwagi o polu predkosci, potencjale prgdkosci, Indukowanym przez
zrodla pokazemy wazna, w praktydznych zastosowaniach, interpretacje ges-
tosci rozkladu zrédel g na powierzchni S lub gegstosci zrdédel na plaskim
konturze C. W tym celu wydzielimy z catej powierzchni S jej element dS i w
punkcie N elementu dS poprowadzimy zewngtrzng normalng n. Zgodnie z
(12.63b) wydatek zrodet roztozonych na elemencie powierzchni dS bedzie

dQ = qg dS

Przemies¢my teraz clement dS na odleglo$¢ e ‘w kierunku normalnej n w

obie strony powierzchni dS. Uzyskamy w ten sposéb element objetosci dV
rowny dS 2£ . Pokazuje to rysunek 12.11. Element obj¢toscidY Jest ograni-



30

czony powierzchniag S* skladajaca si¢ z powierzchni dS™ - ~"DC ” 1 P°~
wierzchni bocznych: powierzchni dSgC ” oraz dwoéch powierzchni dS”gj-6 .
WyrézniJmy ponadto dwie strony powierzchni dS: dodatnia w kierunku  zew-
ne¢trznej normalnej dS+ 1 ujemng dS- w kierunku  wewngtrznej normalnej
nl - - n . Oznaczymy dalej przez ¥ predkos¢ na d8S a przez v - predkosé
na dS . Predko$¢ v jest predkoscia indukowang przez zrodia dQ roztozone
na elemencie powierzchni dS. Poniewaz dS jest wielkos$cig mata, to v+ 1 v~
mozemy uwaza¢ za wielko$¢ stala na elemencie dS powierzchni S. Strumien

predkosci przez powierzchnig bedziem réwny

dQ - v.n dS « qg dS

«

Przy obliczaniu catki po powierzchni S.| mozemy zaniedbaé strumienie przez
powierzchnie boczne - ze wzglgdu na mala wielko$¢ £ , z ktérg mozemy pojsc

do zera. Majac to na wadze oraz uwagi dotyczace predkosci mozemy napisac:

dQ - "y  dS +v"nm dS - gs dS

Stad uwzgledniajac, ze ©) - - n mamy zwiazek

qs - n-(vt - v~) (12.74)
lub

a - Vﬁ - vy (12.74a)

Widzimy, ze gesto$¢ rozkladu zZrodet gy na powierzchni S jest rowna réznicy

sktadowych normalnych predkosci z dwu stron powierzchni S. Stad, jesli
przy opltywie jakiej$ powierzchni bedzie
mie¢ miejsce nieciaglo$¢ sktadowych nor-
malnych prgdkosci do tej powierzchni, to
t¢ nieciagltos$¢ predkosci mozemy przypi-
sa¢ pewnemu rozkladowi zrodel na tej po-
wierzchni. To stwierdzenie ma zastosowa-
nie przy wyznaczaniu potencjalu predkos-
ci, a dalej pola predkosci 1 cisnien
przy uplywie cial wydluzonych ciecza nie-

lepka.
Zauwazmy Jeszcze to, ze jezeli uwzgled-
nimy znaki i v~ tak Jak na rysunku
12.11a, to v* = vn, a v"' - Vn 1 zwigzek (12.74a) bedzie
% 2 v, (12.74b)

Przy optywie $cian nieprzepuszczalnych bez oderwania przepltywu ciecza ide-
alng i te¢ wielko$¢ mozna podstawi¢ do wyrazenia (12.74b). Oczy-

wiscie rozpatrywane pole prgdkosci jest polem potencjalnym - wzory (12.60),
(12.73) - i zwiazek (12.74b) takze wynika prosto ze wzoru (12.74a). Istot-

nic:
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d<p
on

3 Z

n n 3n™

Ze wzoréw powyzszych korzysta si¢ przy rozwigzywaniu zadan optywu cial wy-
dluzonych.

12.2.2. Pole predkosci i potencjat dipoli. Warstwa podwdjna

Przechodzimy do wyznaczania potencjatu prgdkosci pochodzacego od dipola
hydromechanicznego. Wybieramy w przestrzeni dwa blisko lezace punkty: N o
wspotrzednych & , 7, & i N' o wspoétrzegdnych + d-¢, +dp, £+ df
Odlegto$¢ tych punktow niech bedzie NN' 1—Cs, gdzie e jest malg wielkos-
cig a " jest wektorem jednostkowym, skierowanym od punktu N do punktu N'"
W punkcie N mniech znajduje si¢ zrodlo o wydatku - Q, a w punkcie N' -
zrodto o wydatku +Q. Poszukujemy potencjatu predkosci ¢ w dowolnym punk-
cie P przestrzeni, jak na rys. 12.12. Punkt P jest oddalony od punktu N
9 r, a od punktu N' o ' , gdzie r okresla wzor (12.56) i podobnie r'. Po-
tencjatl w punkcie P pochodzacy od zrodia - Q w punkcie N jest

a potencjal g2° w punkcie P, indukowany zrodlem +Q usytuowanym w punkcie
N', zgodnie z (12.55) wyraza si¢ przez
Q
A2 T ¢
Potencjal ¢ w punkcie P od obu zrédel jest suma 1 ¢2- Dlaczego tak

mpzegmy robié?
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Stad
o+ 12.75) a "a)

Ale wyrazenie w nawiasie przedstawia przyrost funkcji r-1, gdy punkt N

przemieszczg si¢ w nowe potozenie N'. Widzimy tu, Ze r musimy rozpatrywac
jako funkcj¢ punktu N, to Jest wspohrzgdnych &, ¢, £, a nie wspodlrzednych
x.,y.z punktu P.

Korzystajac ze wzoru dla rézniczki funkcji skalarnej:

df » drgrad f
mozemy napisac, ze:
pr-p-d (1) - NN'" gradN 1 (12.75b)
przy czym przy grad wstawiono indeks N, zeby pokazaé, ze roézniczkowanie r

odbywa sie wzgledem wspétrzednych & |,y , £ punktu N, a punkt P o wspol-

rz¢ednych x.y.z pozostaje niezmienny. Obliczmy

gradN 1 12.76) - ra)

Podobnie mozemy obliczy¢ gradp( ), gdzie wskaznik oznacza, ze roéznicz-
kuje si¢ wzgledem wspotrzgdnych x,y,z punktu P a punkt N jest niezmienny.
Mamy:

gradp =:- -~ Jy n J (12.76b)

gdzie: NP - - PN » r
Na podstawie wzorow (12.76a) 1 (12.76b) mozemy napisac

gradN 1 - - gradp 1 - £ (12.77)
Mamy Juz wszystkie niezbedne wielkos$ci do napisania potencjalu dipola hy~

dromechanicznego w réznych postaciach. I tak podstawiajac (12.75b) do
(12.75a) uzyskuje si¢ wyrazenie:

9>(P) - - ¢L (Q NN")-gradN p
ktore po uwzglednieniu (12.51) mozna zapisac:
¢- - eti.gradj, 1 (12.78a)

lub
¢ep= - -L /- gradN (?) = = Zr (@ (12.78b)

Jesli sie uwzgledni wzor (12.77), to dostaniemy jeszcze inne, réwnowaz-

ne wyrazenia dla potencjatlu dipola:

(i2-78¢)
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gdzie: a>» $ (s, r) pokazany ro/niez na rysunku 12.12. W podobny sposob
mozemy pojs¢ dalej 1 tworzy¢ potencjaty kwadrupoli 1 ogdlnie potencjaty
multipoli, ktére roéwniez niekiedy bywaja stosowane do rozwigzywania zadan
oplywu ciatl struga jednorodna.'

Dipole, jak juz zaznaczono wyzej, moga by¢ rozlozone na dowolnej po-
wierzchni S, w tym powierzchni statku. Jes$li sa roztozone w sposéb ciagly
tak, ze o$ dipola - 0§ ? - jest skierowana wzdluz zewnetrzr-j normalnej n
do powierzchni S, a < jest gestoscia powierzchniowa momentu dipolowego,
to zgodnie z (12.53) '

dm " 9 n dS

i potencjat ¢ predkosci w punkcie P przestizer.i bedzie sumg potencjatow

indukowanych przez wszystkie momenty dm rozlozone na powierzchni S; zatem

Y=0 /57 =(&»9.£) n , gradN (p) dS

lub

=-57- (7 ds (12.79)

< & (12.80")

gdzie: a, jest katem pomigdzy zewnetrzng normalng i1 w punkcie N powierz-
chni S a wektorem “? laczacym punkt N z punktem P przestrzeni, w ktorym

szuka si¢ potencjalu ¢ . Pokazuje to rysunek 12.13.

Znajdzmy Jeszcze potencjal plaskiego dipola. Powstaje on wtedy, gdy ta-
te momenty dipolowe sa rozlozone w sposob ciagly na osi z | tworza z ta
osig kat prosty. Potencjal predkosci i1 potencjal pola predkos¢ nie zalezg
wtedy od wspotrzednej z. Latwo si¢ o tym przekonaé, kiedy postgpuje sic
ten sam sposob Jak przy wyprowadzaniu wzoru (12.66). Istotnie, Jes$li ozna-
czyny roéwniez przez m gegstos¢ rozkladu momentu dipolowego, to Jest mo-

ment dipolowy ma jednostke dlugosci, to
dm(z) = mdS - (Tuyx + Tmy) d£



i elementarny potencjal d¢ bedzie

m"r dC
4ir »J

przy czym r © # - k¢ Jak na rysunku 12.9.

Uwzgledniajac powyzsze, mamy

co

(12.81)

Dalej, podobnie Jak w przypadku zrodla ptaskiego, bedziemy oznaczad
¥ -r-mix+tJy
gdy dipol znajduje si¢ w poczatku ukladu wspoirzednych, lub przez
# -F-f&x-& +F(k-n

gdy dipol ptaski Jest usytuowany w punkcie (&, 9) plaszczyzny (xy). Jezeli
moment

m» m3

a dipol znajduje si¢ w poczatku uktadu wspoélrzednych, to i-2 - mx 1

m X (12.82)

Wyrazenie (12.82) tatwo mozna wyrazi¢ we wspoirzednych biegunowych.
Uwzgledniajac, ze X2 + y2 ” r2, a X ” r cos 0, mamy

(12.82a)
Sktadowe pola predkosci Indukowanego przez dipol ptaski sa:
3<p m cos 0
vp 5 "r 22 -"72-
| .
v kg Byl
Stosujac wzory (12.2%7) znajdujemy funkcj¢ pradu y (r, 0)
w(T, 0) - 12.82) -b)

Zgodnie ze wzorem (12.24) funkcja charakterystyczna ptaskiego dipola be-
dzie:

w(z) =<+ 19 = -2Vr (cos 6 71 sin 0) = 2 ~re"

- n Tmﬁ' ; (12.82C)

Wyrazenie dla funkcji charakterystycznej w(z) plaskiego dipola mozemy u-
zyska¢ rowniez przez zastosowanie takiego samego postgpowania Jakie byto
zastosowane przy wyprowadzaniu wzoru (12.78). Umies¢my zatem w punkcie N,
Jak na rysunku 12.14, zroédlo plaskie o wydatku - Q, a w punkcie N'
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zrodto o wydatku Q. Stosujgc wzor (12.70) dla potencjatu Zzroédia plaskiego
mozemy napisaé¢ potencjat zespolony w punkcie P plaszczyzny (xy) dla ukta-
du zrédel Jak na rysunku 12.14.

wz(z§ = - ,{Q 2A9 In (z + Ax};f"ln (E___‘__é_’_()

Stosujac okreslenie momentu dipolowego

Iim (2 Ax Q) = m = const
3)X|0

funkcja charakterystyczna dipola ptlaskiego bedzie
»<T) - - aj, In . A
(12.82¢)

Jest to wzoér (12.S2C) uzyskany na innej drodze.

Jesli dipol ptaski znajduje sie nie w poczatku ukladu wspoirzednych,
ale w punkcie'z =& + 1 00 plaszczyzny zespolonej z, a o$ dipola tworzy
z osig 0x kat et , to funkcja charakterystyczna w(z) w tym przypadku Jest:

= - Mrl &; (12-82d)

Obraz linii pradu dla tego przypadku pokazuje rysunek 12.15.
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Skonstruujcie rysunek rodziny linii pradu pieskiego dipola. Narysujcie
rowniez rodzing linii stalego potencjatu ¢ - const.

12.2.3. Pole predkosci i potencjal wirow. Warstwa wirowa
Moéwilismy juz o tym, te réwnanie (7.30)

-(S"V)v- VU7 (7.30)

wzglednie réwnanie (7.29) lacznie z wyrsienieai
S77 « C i \7xv.-S (12.63)

opisuje pole predkosci newtonowskiego plynu niescisliwego. Ten uktad row-
nan nie Jest wygodnym przy numerycznym rozwigzywaniu zadan. Przez wprowa-
dzenie funkcji pradu 'j>(x,y) okazalo si¢ mozliwym sprowadzenie tego ukladu
do postaci bardziej dogodniejszej do badan. Jest to rownanie (12.14), kto-

re mozna zapisaC nastepujgco:

9% 912. Oy 52z
7°F- - T7 Ty~ * Ty 75T - (12.84a)
przy czym
AY - - Az (12.64b)
eraz
V= rot (7 w(x.y) (12.64c¢)

Zwiazek (i12.64c) Jest rownowazny okresleniu funkcji pradu (12.4) dla prze-

plywu ptaskiego. Rownanie (12.&+b) Jest rownaniem Poissona na ptaszczyznie
(xy). Rozwigzaniem tego roéwnania Jeet wyrazenie (12.72), w ktéorym nalezy

p-~dstawl¢
YoN7) = - &P

Stad
$(x,y) = = ;F- / ®L(E, D In r dg'dp’ ,'12.84d)

gdzie A Jest obszarem na plaszczyznie (Xxy), ktory przebijajg prostoo3iowe
wiry, réwnolegte do osi Oz.

Okazuje sie, ze rowniez w przypadku przestrzennym zamiast zwigzkow
(12.63) mozna znalez¢ analogiczne do (12.84b 1 c¢) wyrazenia, przy czym te

ostatnie sa szczegdlnymi przypadkami zwigzkéw dla przeptywu tréjwymiaro-
wego.

Wychodzimy z réwnania ;3.38), waznego dla kazdego wektora A7 ktory
tu oznaczymy literg Y

div rot y = 0 (3.38)
Dla ptynu nie$ci$liwego mamy
div 7=0 (4.8)
Na podstawie tych dwoch rownan mozemy napisac:

V=rotV (1285)



yi
Wektor y nazywamy potencjalem wektorowym. Ale z wyrazenia (12.83) mamy
rot v =§T (12.86)

Podstawiajgc (12.85) do wyrazenia (12.86) dostaje si¢ zwigzek
rot rot 12.87) 5 =7

ktory przy pomocy wzoru (3.41):
rot rot a = grad div a - Aa

daje si¢ zapisaé
grad div y - Ay = 5 (12.88)

Dobieramy ~”skalg" dla potencjalu wektorowego (pradu) vy tak, ze

div ¥=0 (12.89)
-»
Wtedy do wyznaczenia potencjalu y mamy réwnanie Poissona

AY = 12.90) 2 )
ktore Jest réwnowazne 3 rownaniom skalarnym

AYX - - Ayy = - £y Ayl = - 20

Zauwazmy, ze dla przypadku ptaskiego w{ = y Jest Juz dobrze znana
nam funkcja pradu - rownanie (12.84b) Jest identyczne z ostatnim réwnaniem
(12.90). Roéowniez dla przypadku ptaskiego, poniewaz wi = y (X.,y), zalez-
no$d (12.88) Jest spelniona.

Podsumowujac, pelen uktad rownan dla badania ruchu wirowego ptynu niesci-

$liwego Jest:
a) _(a-V)v=vAal
b) AT= -5

c) v - totV

Poniewaz powyzszy uklad réwnan mozna rozwigza¢ numerycznie tylko dla
przeptywow laminarnych wzglednie dla ptynu idealnego [11] i1 to tylko dla
prostych warunkéw brzegowych, dlatego JesteSmy zmuszeni budowaé uproszcza-
ne modele wirowe, w ktorych zaklada sie pewien rozklad wirow S. Podstawg
tworzenia tych modeli Jest obserwacja przeptywu wokoét rozpatrywanych ciat
oraz ogélne prawa hydromechaniki. Mamy modele wirowe platow nosnych w po-
staci sterow, statku, stabilizatorow, ptatobw nosnych wodolotow, $rub na-
pedowych oraz - Jak Juz wiemy - kadluba statku manewrujacego. Interesuje
nas przy tym pole predkosci indukowane przez dany model wirowy - przez,
ogdlnie moéwigc, zadany w pewnym obszarze V rozkltad wirdw Q. . Niech zatem
Jak na rysunku 12.16, w pewnym obszarzej/ bedzie zadany rozki.i wirowoscl
5(&,2,8), a poza tym obszarem niech Q 0 -. Zgodnie z powyzszym pred-
ko$¢ ptynu v, Indukowana w punkcie P(x.,y,z) przez zadany w obszarze V roz-
ktad wirow 5(&,9.$), Jest okreslona przez potencjat wektorowy (pradu vy )

za pomocy wyrazen :
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VvV » roty (12.85)

Ay- -5 (£,2.£) (12.89)

Alo rozwigzaniem réwnania Poissona (12.89) zgodnie z (12.63) Jest

~ostatecznie pole predkosci V' indukowane przez zadany rozklad wirowosci

3, w plynie niescisliwym bedzie

* W rot/ (12.91)

gdzie r Jest okre$lone wzorem (12.56).
Zastosujemy obecnie wzor (12.91) do rurki wirowej o natgezeniu | _

Rurke wirowa pokazuje rysunek 12.17, na ktéorym przez L oznaczono ¢ rurki

L Rys.12.17
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wirowej, przez 7 - wektor stycznej do osi rurki, przez dS - przekrdj nor-
malny do osi rurki w wybranym punkcie M(E,?,£) rurki. Odleglo$¢ punktu N
od punktu P(x.,y.z), w ktéorym wyznacza si¢ predkos$¢ indukowang przez rurke
wirowg, oznaczono jak zwykle wektorem r . Kat pomiedzy 3 w punkcie N a
wektorem 1 oznaczono literg <§ . Z rysunku 12.17 widaé, ze

, 2y dV B QdS ds = Q/dS s ds = I'dr"

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do wzoru (12.91) otrzymujemy

7 = 7nr/rot (T1) (12,92)

Jesli uwzglednimy, ze

18t (0?) 7 p rot dr + grad (p) x dr - grad (p) x dr

bo rot (dr) 0 -
to uzyskamy znany wzoér wyrazajacy prawo Biota-Savarta:
* “ Itfrferad (r) x (12.92a)
L

ktory po uwzglednieniu wzoru (12.77) mozna zapisaé rOwniez w postaci:

Oczywiscie, operacj¢ rotacji mozna zastosowac¢ juz we wzorze (12.91) pa-
migtajac o tym, ze dziala ten operator na wielko$ci bedace funkcjami wspot-

rzednych x.y.z. Je$li si¢ wezmie pod uwage powyzsze, to
rot Q,(&1),£0 » (

i wzér (12.91) mozna takze zapisaé w postaci:
- V- -t X S (12.91a)

Wida¢, ze jezeli zastosujemy go do widkna wirowego o natgezeniu ['m 2, -dS,
to natychmiast uzyskamy wzoér (12.92b). Ze wzoru (12.92b) widaé, ze modut

elementarnej predkosci indukowanej przez element ds rurki wirowej

dv 7 -L ds siné (12.92¢)

Jest prostopadly do wektora “2- nP 1 wektora Q.. Pokazuje to rysunek

12.18a 1 b.



Zastosujmy obecnie wzor (12.92) do nieskonczonego witdokna wirowego o 11-
nil wirowej w postaci linii prostej Jak na rysunku 12.19. Poszukajmy prad-
koéci Indukowanej wioknem wirowym o natezeniu I - I' w punkcie P oddalonym
o h od linii wirowej. Wektor predkosci v Jest prostopadly do plaszczyzny
rysunku | skierowany od patrzgcego na rysunek. Stosujac jako zmienng kat ¢
mozemy wzor (12.92b) dla rozpatrywanego przypadku zapisac¢ tak:

da sin<S
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Uwzgledniajac to predko$¢ v bedzie

™2

v = 51th .~ sin 6d6 = (12.93)

W walcowym uktadzie wspohrzgdnych, w ktorych o§ Oz pokrywa si¢ z linig wi-
rewa L-L wektor predkosci indukowanej v = ?gv = ?20v0. Wzor (12.93) pozwala
na znalezienie wyrazen dla wiru nieskonczonego oraz dla wiru pdéhlieskonczo-

nego, jak na rysunku 12.20. Dla wlokna nieskonczonego katy a = =0 i

(12.94)

a dla wiru poéinieskonczonego a= 0, f= j-

(12.95)

Widzinr- z powyzszych d’-'6ch wzorow, ze predkos¢ indukowana w punkcie F wi-
rem nieskonczonym, jak na rysunku 12.20a jest dwa razy wigksza - tak jak
nalezalo si¢ tego spodziewa¢ — niz indukowana w punkcie P przez wir pol-
nieskonczony, pokazany na rysunku 12.10b. Wniosek ten ma praktyczne zas-
tosowanie przy analizie jakos$ciowej réznych wzajemnych oddzialywan obiek-
tow poruszajacych si¢ w cieczy, w wyniku ruchu ktérych wytwarzane sa W
cieczy wiry. Na przyklad przy analizie wzajemnego oddzialywania $ruby na-
pedowej 1 steru statku, usytuowanego przewaznie za $ruba napedowa. Tymi
zagadnieniami bedziemy si¢ zajmowa¢ rowniez w dalszych wyktadach. Obecnie

wrocimy jeszcze do wzoru (12.93). Zapisujemy go w postaci:

v = (cosa+ cos/3) 12.96) )
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Jesli teraz og - (8° « %, rys. 12.19» to predko$¢ indukowana w punkcie P od
tej czesci wiru nieskonczonego Jest mniejsza od predkosci v okreslonej
wzorem (12.94) o okolo 1%. Dlugos¢ 1 wiru, Jak na rysunku 12.20a, induku-
Jaca te¢ warto$¢ w punkcie P Jest okolo 7 razy wigksza od odlegltosci punk-
tu P od osi wiru. Rowniez taka dlugo$¢ 1 ¥ 7 r wiru, Jak na rysunku 12.20Db,
indukuje praktycznie taka warto$¢ predkosci, Jaka wynika ze wzoru (12.95).
Jesli dalej punkt P, Jak na rysunku 12.20b, zajmie polozenie P' wzgl¢dem
wiru, to w tym punkcie predko$¢ v bedzie okre$lona z praktyczng doktad-
noscia (1%) wzorem 12.94.

Przy usytuowaniu punktu P' wzgledem poéinieskonczonego wiru, w odleglos-
ZFil Jak na rysunku 12.21, indukowana predkos$¢ w tym punkcie bedzie
praktycznie rowna zeru. Powyzsze uwagi znajduja zastosowanie przy numerycz-
nym wyznaczaniu pola prgdkosci indukowanego przez modele wirowe eteréw 1
$rub napedowych.

p P’
c cCC

Rye.12.21

Przypomnijmy, ze widkno wirowe poéinleskonczone, Jak na 12.20b i 12.21
moze rozpoczyna¢ si¢ tylko na powierzchni rozdzialu: na swobodnej powierz-
chni wzglgdnie na powierzchni oplywanego plynem ciata.

W rozpatrywanych wyzej przypadkach poza obszarem V, Jak na rysunku
12.16, poza nieskonczonym witoknem wirowym lub poza poinieskonczonym wiok-
nem wirowym rot v O +. Zatem indukowane przez te wiry pole prgdkosci w ob-
szarze gdzie rot v 0 - Jest polem potencjalnym. Wigc mozemy napisac, ze
v » grade . Znajdzmy potencjat predkosci ¢ dla przypadku nieskonczonego
wldkna wirowego, jak na rysunku 12.20a. Indukowane pole'predkosci Jest
plaskie, zalezy tylko od wspohrzednej x i y lub ©Ir. Zatem

59
°r 3F
Stad
-+ -» r -+187

v~ed ar-
Przyjmujac statg catkowania réwng zeru, Jako nieistotng dla okreslenia

pola predkosci, samy
~8 (12.97)

Korzystajac z wyrazen (12.25) mozna wyznaczy¢ funkcje pradu vy

(0} 210 —— VY r
ver317=3--T'5UF

p
Y= - In r (12.96)
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Wyrazenia (12.97) 1 (12.90) zgodnie z (12.94) mozna wyrazi¢ przy pomocy
funkcji charakterystycznej

wz) = o+ iy - in g (12.99)

Wyrazenie (12.99) zwie si¢ roéwniez potencjalem zespolonym ptaskiego wiru.
Jesli ptaski wir nie znajduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych, lecz w
punkcie zQ plaszczyzny zespolonej z, to w(z) bedzie

w(z) = 20T 111 (212.99) {-20a)

W przypadku przebijania pltaszczyzny z przez zbidr nieskonczonych 1 prosto-
padtych do plaszczyzny z wildkien wirowych, funkcja charakterystyczna jest

(12.99b)

W podobny sposéb mozna sklada¢ inne potencjaly w(z), a takze potencjaly o
i funkcje pradu y . Dla przykladu potencjat zroédla plaskiego i ptlaskiego
wiru bedzie sumg wyrazen (12.69b) 1 (12.99):

w(z) = Q In z (12.100)

Jest to funkcja charakterystyczna ptaskiego zrodla-wiru.
Wzory (12.94) i (12.96) po-
kazujg nam, ze czgstki plynu
w przypadku ptaskiego wiru po-
ruszaja si¢ po koncentrycz-
nych okregach, przy czym pred-
kos¢ v_ maleje przy oddalaniu
sie od%osi wiru jak r . Po-
kazuje to rysunek 12.22, na
ktorym pokazano réwniez do- |
wolny kontur C obejmujacy
ptaski wir usytuowany w po-
czagtku ukladu wspodtrzednych.
Obliczmy cyrkulacje predkosci
po tym konturze C, rowng na-

tezeniu wiru.

Zgodnie ze wzorem (3.94)

Rys. 12.22

o — 5
I'= wv-dr = 7dr-V</> - 7<lp - o ~ A
c A A
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Poniewaz w punkcie A, jak na rysunku 12.22, kat 6 » 0, a w punkcie B krzy-
wej C jest rowny 2it, to zgodnie ze wzorem (12.9?) potencji! oA O r,
a o¢B -TI.

Stad
I'-"&p-pB-pA-T -1 (12.101)

Foniewaz dalej punkt A pokrywa si¢ z punktem B konturu C, to potencjat
plaskiego wiru jest funkcja wieloznaczna. Na osi 0x wystgpuje skok poten-
cjatu predkosci.

Wyniki obliczen (12.101) nozna réwniez uzyskaé¢ prosto ze wzoru (12.34),

bo w przeplywie wedlug zalozenia nie na zrodel: Q 0, a wigc

Obliczmy catke po prawej stronie [
Na podstawie wzoru (12.99)

dw r |

dz 2z 1
Przyjmujac dalej dla prostoty za kontur C okrag o promieniu 0 (rys. 12.22)
mamy

0 i8

z T dz = r le do

Wigc

Uzyskaliémy wynik taki, jakiego nalezalo si¢ spodziewaé. Sprawdzcie przy
pomocy (12.34), ze dla funkcji charakterystycznej w(z) okreslonej wzorem
(12.100) catka po dowolnym konturze C z predkosci zespolonej bedzie roéw-
na I'+ 1 8. Mamy tu jeszcze Jeden przyklad na to, ze interesujace nas wiel-
koséci mozemy oblicza¢ w rozny sposoéb.

Mowilismy Juz w punkcie 3.3.2 o tym, ze z widkien wirowych mozna utwo-
rzy¢ warstwe wirowa. Mozna taka warstwe utworzy¢ z wirdw podinieskonczono-
nych i oczywiscie z wirow plaskich - nieskonczonych. Pierwszy przypadek
znalazl zastosowanie w teorii ptata nosnego o duzym wydluzeniu; drugi na-
tomiast - w teorii profilu lub inaczej w teorii ptata o wydluzeniu nie-
skonczonym. i

Na rysunku 12.23 pokazany jest model wirowy plata o duzym wydtuzeniu,
zwanym modelem linii nos$nej Prandtla. Sklada si¢ on z tak zwanej linii no-
$nej bedacej wirem zwigzanym, utworzonej przez prostooslowy wir lezacy na
odcinku (- j , + jm) osi Oy | charakteryzujacy si¢ zmiennym natg¢zeniem, nie-
rzonym cyrkulacja predkosci I'(9) oraz z wirdw poéinieskonczonych zaczyna-
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Rys.12.23

jacych sie na wirze zwigzanym I (p) 1 rozciggajacych sie do nieskonczonos-

ci. Te wiry pélieskonczone o natgzeniu

(12.102)

nazywa si¢ wirami swobodnymi. Jak juz wiemy, (3.32), wirem zwiazanym mozna
zastapi¢ plat nosny.

Obliczmy pole predkosci indukowanych na odcinku - przez powyzszy
uktad wirdw, Jesc ono wytworzone tylko przez wiry swobodne. Zgodnie  ze
wzorenr (12.95) 1 prawem Biota i Savarta

dvzl - k dvzi - k dVi dVi « 4rr(y-p)
Uwzgledniajac (12.102) dVj* bedzie

. 1 /dr\dn
dvi = ~ 4ir \dp/ y-p

Sumujac przyczynki 6v: od wszystkich wirbw swobodnych, predkos¢ indukowana
na osi linii nosnej wyrazi si¢ wzorem
L.

- =<« -

Z powyzszego wzoru bedziemy korzysta¢ przy rozpatrywaniu teorii plata nos-
nego o duzym wydluzeniue¢ Tu ograniczymy si¢ do dwoéch istotnych uwag.
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Uwaga pierwsza: Niech linia nosna I'(9) jak na rysunku 12.23 bedzie wirem
zwigzanym zast¢pujacym plat nosny oplywany struga jednorodna o predkosci

- T vee . Predko$¢ indukowana Vj, okre$lona wzorem (12.103), na ogodt
zmienna wzdhuz rozpictosci ptata 1, powoduje skos strugi o tak zwany in-
aukowany kat

« - arctg — 12.104) -7

pokazany na rysunku 12.24.

Uwaga druga: Przekroj A-A warstwy wirowej, utworzonej z wirdw swobodnych,
plaszczyzna prostopadia do osi wiréw, to Jest plaszczyzna réwnolegla  do
plaszczyzny Oyz, pokazuje rysunek 12.25. Zaznaczono na nim mata pegtle ABCD
w ksztalcie prostokata o bardzo matych bokach: AB ~” DC - dr> ; BC 1 DA «AB.
Wyrézniamy, podobnie jak przy szukaniu interpretacji ggstosci rozktadu
zrodet na powierzchni S, predkos¢ v+ na dodatniej stronie warstwy wirowej
i predko$¢ v’ na ujemnej - dolnej stronie warstwy wirowej. Obliczmy cyrku-
lacj¢ predkosci po petli ABCD. Przy uwzglednieniu tego, ze BC » DA <«< AB,
mamy:

v" drj + v+ d¥y

Rys.12.25
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Stad

V7 o+ v (12.105)

Dodatnie kierunki predkosci v_ i v+ zaznaczono na rysunku 12.25. Widzimy,
Zze gestos¢ rozktadu cyrkulacji w warstwie wirowej jest réwna skokowi pred-
ko$ci stycznych na dodatniej i ujemnej stronie warstwy wirowej, przy czym
predkosci v~ 1 v+ g3 prostopadte do osi wiréw, do rot v'. Poniewaz rozktad
gestosci cyrkulacji )7 jest zmienny wzdhuz rozpigtosci plata, réwniez skok
predkosci stycznych jest funkcja 7 . Na rysunku 12.26 zaznaczono strzatka-
mi te zmian¢ prgedkosci v 1 v+. Dalej predkosci v~ 1 v+ sg oczywiscie rdw-
niez funkcja wspotrzednej x. (Wykazcie to 1). Wiec jesli ptat nosny, lub
inaczej rozpatrywany model wirowy, jest optywany struga jednorodna w mnie-
skonczonosci, to linie pradu na powierzchni dodatniej warstwy wirowej (na
stronie grzbietowej ptata) 1 na powierzchni ujemnej warstwy wirowej (na
stronie spodniej plata) beda przesunigte wzgledem siebie, jak schematycz-
nie pokazano na rysunku 12.27. Zaznaczono na nim liniami cigglymi linie
pradu na powierzchni dodatniej, a liniami kreskowanymi linie pradu na po-
wierzchni ujemnej. Poziomy skos linii pradu bedzie rowniez przed platem

(Prawo Biota-Sovarta).

X
1. 1--1Z
T ; ul
e [ T v I G ¥
A% u-
Rys.12.26

Przejdziemy do omoéwienia podstawowych zaleznosci dla ptaskiej warstwy
wirowej, ktora Jest utworzona z nieskonczonych witokien wirowych. Dla pros
tory zatozymy najpierw, ze wlokna wirowe sg rozlozone w sposéb ciggly na



odcinku <a,b> osi Ox 1 ie gestos¢ natezen wirow Jest y (), przy czym

a linie wirowe maja kierunek 03i Oz, Jek na rysunku 12.28. Podobnie Jak w

przypadku przestrzennym wyréznijmy dodatnia i ujemng stron¢ warstwy wiro-
wej 1 obliczmy cyrkulacje predkosci po petli ABCD, zaznaczonej roéwniez na

rysunku 12.28.

Na dodatniej stronie warstwy wirowej niech predkos$¢ vy bedzie v+, a na
ujemnej v>°. W odrdéznieniu od przypadku przestrzennego dodatnie kierunki v+

i v~ pokrywaja si¢ z dodatnim kierunkiem osi Ox.

Rys.12.28a

Cyrkulacja predkosci dr po pe-
tli ABCD, przy zaniedbaniu przy-
czynkéw po odcinkach BC i DA, Jest

dr = df€ = v- dg - vt 4§
Uwzgledniajac zwiazek (12.106) mo-
zerny napisac

28) » vT - vt (12.107)

Widzimy, ze Jest to taki sam zwia-
zek Jak dla przypadku przestrzen-
nego, (12.105) 1 wnioski tez sa
takie same. Przy przyjeciu kierun-
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— "

ku dodatniego wiréw jak na rysunku 12.28 v+ = - v". Wigc

XE) =2~ A —= _ 1 «€>» 7) -a)
Zwigzki pomiegdzy gestoscig rozkladu wirow y a skokiem predkosci po obu
stronach warstwy (powierzchni) wirowej mozna znalez¢ dla przypadku ogol-

nego przy wzigciu pod uwage twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkl&go

ThmaxvdAdAsSsS 7\ ~xvrdV
S \Y

ktore mozna oczywiscie zapisac tak:

dS x v =_rtot v dV (12.108)
S v

Zastosujmy ten wzor do elementu dV utworzonego przez przesunig¢cie rownole-
gle w kierunku dodatnim, 1T, elementu dS powierzchni (warstwy) wirowej o-

raz w kierunku -n tak, ze odleglo$¢ pomigdzy elementami powierzchni dS+ i
dS~ jest bardzo mata 1 rowna dh <« dl 1 ds. Jak na rysunku 12.29

A-A

" ds+
Y/AE>i//fa/A
Rys.12.29
Widzimy, ze
dV = dl ds dh dS » n dl ds dS - - n dl ds

Bioragc pod uwage, ze gestos¢ rozkladu wirow
dh rot v (12.108a)
zwigzek (12.108) mozna dla powyzszego przypadku zapisac

—_> >
dS+ x v+ + dS” x v~ = rot v dV
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lub
ndlds xV -nilds x T - Tdl ds
Dzielac stronami przez dl da powyzsze wyrazenie many:
T- nx (T -T12.109) )
Latwo stwierdzi¢, ze wyrazenia (12.105) 1 (12.107) sa szczegdlnymi.przy-

padkami wzoru (12.109). Istotnie, gestosé rozkladu wirow pokazanych na ry-
sunku 12.28 jest Yy (&) - a na rysunku 12.25 -

3<7> - Hx

Ze wzoru (12.109)

ix = ny(v- = v~} = nz (vy = VP (12.110a)
I Z "~ nx (vy ~vZ T “y (vx T vx| (12.110b)
W przypadku warstwy wirowej jak na rysunku 12.27 n « k 1 - cos(n,y)0”

a nz - cos(n,z) m 1. Stad

L "Vy T vy
Jesli dalej zastosujemy oznaczenia dla predkosci na warstwie wirowej, ja-
kie byly przyjete na rysunku 12.25, to uzyskamy wzor (12.105). _
Dla warstwy wirowej pokazanej na rysunku 12.28 n « j 1 ny - cos(n,x)=
»0; cos(n,y) =1, zas x(&) = NE) = v~ - <<, a wigc zgodnie ze wzorem
(12.107).
Gdyby warstwa wirowa byta utworzona z nieskonczonych wilokien wirowych,
roztozonych w sposob ciggly na odcinku prostej prostopaditej do osi 0x o
liniach wirowych skierowanych zgodnie z osia Oz, to

na I” nx “ 1 ny “ 0

Widzimy, ze wzor (12.109) pozwala na znalezienie zalezno$ci pomig¢dzy ges-
toscig rozktadu wiréw a predkosciami po obu stronach warstwy wirowej dla
dowolnie zorientowanych warstw (powierzchni) :wirowych.

Przechodzimy do wyznaczenia pola predkosci 1 funkcji charakterystycz-
nej przeptywu w(z) dla warstwy wirowej, pokazanej na rysunku 12.28. Widzi-
my, ze wlokno wirowe o natezeniu dr usytuowane w punkcie N(E, o) induku-

je w punkcie M(x,y) predkosci:

dv - dv sin 0 &

o cos 6 %(e) (x-g) &

gdzie x -&)2
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Predkos$¢ zas§ indukowana w punkcie M przez warstwe wirowa roztozong na od-
cinku <"a,b> bedzie

(12.111a)

(12.111b)

Powyzsze wyrazenia dla A 1 v mozemy zapisaé przy pomocy wzoru (12.26)
dla predkosci zespolonej nastgpujgco:
b
(x -<)]dE =

dw ] d
& v o MR (12.111c)

Potencjal zespolony w(z) warstwy wirowej jak na rysunku 12.28 zatem beg-

dzie:

b
wz) - _7 In (—f) (12.111d)

Wzor (12.111d) mozna bylto uzyskaé bezposrednio ze wzoru (12.99a) zastepu-
jac w nim T przez dlI--- j(S) d§ wedlug wzoru (12.106), przyjmujac zQ - &
1 biorgc calke po odcinku a, b. Postgpujgc tak samo, mozna natychmiast na-

pisa¢ funkcje charakterystyczna w(z) dla warstwy wirowej utworzonej z nie-
skonczonych witokien wirowych przebijajacych ptaszczyzne (x.,y) wzdhuiz linii

ciagtej C jak na rysunku 12.28a, przy czym linie wirowe maja kierunek osi

Oz.
Jesli z = zQ(s) Jest rownaniem linii C, na ktoérej rézlozone sa widkna

wirowe o gestosci
=z(s) " mx & - vy) -my (vx - v
to funkcja w(z) bedzie:

w(z) ~ *(s) In Cz=zo(s)3 ds (12.111e)

Wzory (12.111) znajduja zastosowanie w teorii profili ptatow nosnych lub

inaczej w teorii plata nosnego o nieskonczonym wydluzeniu.



Wykazuny jeszcze, tze pole predkosci indukowane przez zamknigte wlokno
wirowe, pg¢tla C na rysunku 12.30, o nat¢zeniu I' jest takie same, jak pole
predkosci wywotlane dipolami réwnomiernie rozlozonymi na powierzchni S roz-
pigtej na petli C, przy czym gesto$s¢ momentu dipolowego O ma warto$¢ sta-

ta 1 rowng I , a elementarny moment dipolowy jest
dm- ondS- 0Od? (12.112a)

Niech poza pgtla C nie ma wirow. Wtedy pole predkosci indukowane przez
Kitokuo wirowe C ma potencjal ¢ . Niech dalej ten potencjat w dowolnym pun-
'l poza petla C bedzie ¢”. W punkcie M', blisko lezacym punktu M, ta-

MM' - dr , nastgpi zmiana potencjalu -¢p o wielkosci dg> « - .

Ta samg zmian¢ potencjalu d¢ mozna uzyska¢ Jesli punkt K pozostanie w
tym samym miejscu, a petla C przemiesci si¢ o - dr = MM' i1 zajsrie poloze-
nie O', jak na rysunku 12.30. Wtedy powierzchnia S rozpig¢ta na pegtli C u-
legnie zrianie o wielko$¢ powierzchni pomiedzy petlami C 1 C-, Na tej do-
datkowej powierzchni wedlug zalozenia niech réwniez beda rozmieszczone di-
pole okreslone wzorem (12.112a). Element ds przyrostu powierzchni, zgodnie

z rysunkiem 12.30, jest

-

nwi- -d?x ds - dr

za$§ przyrost potencjalu w punkcie M, pochodzacy od dipoli roztozonych na
tym elemencie di, zgodnie ze wzorem (12.78C) bedzie

_ §in tfdi»r
4 1TeN 41T

Uwzgledniajac dalej wyrazenie dla dS i wykonujac sumowanie po catej petli
C dostajemy przyrost potencjalu ¢ w punkcie M
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-dr
Stad pole predkosci indukowane przez petle C w punkcie M jest
= X7g (12.112b)

Jest to ten sam wzdr co (12.92b). Stad rzeczywiscie pole predkosci induko-
wane przez zamknigte widkno wirowe o natezeniu I jest takie same jak pole
predkosci indukowane przez warstwe podwojng rozpieta na tym wioknie wiro-
wym, przy czym gg¢sto$¢ powierzchniowa momentu dipolowego 6 jest stata 1
rowna natezeniu wldkna wirowego [' . Praktyczne znaczenie tego stwierdzenia
polega na tym, ze zamiast wyznaczania pola predkosci indukowanego przez
zamknigte petle wirowe mozemy wyznaczaé to pole predkosci dla warstw po-
dwojnych rozpigtych na tych pegtlach, i odwrotnie. Stad wniosek dalszy:

W przypadku petli zamknigtej wzory (12.92a)

x dr (12.92a)

1 wzor ((12.79) dla & = I musza dad ten sam skutek

ds (12.79a)

Dla wykazania tego zastosujemy do wyrazenia (12.92a) wzoér wazny dla do-

wolnego wektora a

jjlax dr=J 1"V -2dS -V Y' and5 (12.113)
c S 5

i podstawmy w nim zamiast a wektor \7 (r ).

Mamy:
IV(F) secar; MAMD 8 - .
c 31 S
Ale
AG)T0 -
wigc

x dr = -V (12.114)
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Uwzgledniajac, te v' =W 1 podstawiajgc wzor (12.114) do wzoru (12.92a)
uzyskujemy, tak jak by¢ powinno, wzér (12.79a).

W celu wykazania prawdziwos$ci wzoru (12.113) w dowolnym pinkcie N po-
wierzchni S rozpigtej na petli C zbudujemy walec o podstawie dS, matlej] wy-
sokosci h, rownolegltej do zewnetrznej normalnej n powierzchni S w punkcie
N, 1 obwodzie podstawy dS w postaci petli C~-, jak pokazuje rysunek 12.31.

Powierzchnig boczng walca niech bedzie S7, a zewngtrzna normalna do S'

niech bedzie n-~, Oznaczmy dalej przez £’ wektor styczny do petli C-. Ma-
my oczywiste zaleznosci:

dV=dSh ds h « dS'
Hr - % ds e & s “nxn

Mozemy teraz napisa¢ tozsamosc¢:

ax dr7 » jTa x (n x n') dS' (12.115a)

Do prawej strony (12.115a) zastosujemy wzor (3.40) dla potrdojnego iloczynu

wektorowego. Otrzymujemy

/axd? - £/? (-0 88 - (a-n) dS (12.115b)

We wzorze (12.115a) normalna n ma warto$¢ stala, a normalna n zmienia
si¢ od punktu do punktu powierzchni § Niech na dolnej S$cianie”™ walca
dS * dSd zewnetrzna normalna II' = rfd, to na dS = dSg (gbérnej) n = ng - -

. Bioragc to pod uwage zauwazy¢ mozna, ze ‘wyrazenia z prawej strony
wzorud(12.115b) dla powierzchni dSd i1 dSg sg rowne zeru. Stad wzor

= -n
(12.115b) mozemy zapisac:

(fia%dr = £ <in (n'-a) dS' - 4'n'(all) dS$"
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gdzie:
S'=S'"+dSd + dSg = S' + 2 dS

Jest powierzchnia catkowita walca o objetosci V' = ds h = dV. Teraz Juz
do wzoru (12.115c¢) mozemy zastosowaé wzoér (3.65)

$L(n) dS -y'L (V) dV
S \

Otrzymujemy :

XD?' = E-T (Va) dV1 - © Jv(an) dV'

Ale objetos¢ V' jest wielkoscig mala, wigc w calym obszarze wyrazenia pod-

calkowe maja wartosci state. Zatem

~a xdrr " n (Va) dS - V(a'n) dS

Wykonujagc dalej sumowanie po calej powierzchni S 1 po wszystkich petlach
C' lezagcych na powierzchni S dostajemy wzor:

v'axdr = £ a xdr = 7In(\7 -a) - V (a-n) | dS (12 113)
c as S J

przedstawiajacy inng posta¢ twierdzenia Stokesa (3.92). Jes$li wezmie si¢
pod uwage wyrazenie dla potrojnego iloczynu wektorowego
(A x5) x(T= 5 (2A) - A (B-?)

to wektor Stokesa (12.113) mozna zapisaé w postaci:

y'drxa = y drxa = 7 (n x\7) xa dS (12.113a)
c as S

y<ir xa =y [*V (a™n) - n" &Y ds (-12.113b)
as S

W analogicznej do 12.113a postaci zapisujemy takze wzor (3.92):

y<ir’a s y dr-a «_7 (n xV)ra dS (12.113¢)
as c S

Jes$li zamiast pola wektorowego a wezmiemy pole skalarne ¢ to:

yd?¢ aJ (n xX\7) ¢ dS (12.113d)
38 S
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Przyklad, Obliczy¢ catke krzywoliniowa

dr x (¢ v'e)
~&s

gdzie 3S Jest brzegiem dowolnej powierzchni S.¢ Jest dowolnym polem
skalarnym, a vO Jest predkoscia unoszenia ukladu odniesienia, w ktorym da-
ny Jest promien wodzacy r oraz ¢(r)

vl - vQ(t) + o(t) xr

Zgodnie ze wzorem (12.113b) mamy:

~Adrx(yvo)m AE?(?79) - oV - exd)] dS

35 S
Ale
V(tpveii) « * ve™n yo
Uwzgledniajac, ze wotl0 r; V x ng- 0, to na podstawie wzoru (5A0)
mamy:
\7(vO-n) maIJXITH+2nx N «-cj x
Natomiast:
vA(@VP) - ev-vO + xC\7o
Stad:
O dr x(pv0) " J vOmgVe - VvO- Knt~o xoenj dS -
38 5
<
= yV<(iTsiV<p - \7|' Sin) dS - x ¢on dS (12.115e)
S S

Powyzszy wzor ma Istotne znaczenie przy wyprowadzaniu wyrazen dla reakcji
hydromechanicznych przez zastosowanie zasady pe¢du w ruchomym uktadzie Od-—

niesienia.

12.3. POTENCJAL FRCDKOSCI PRZEPLYW JEDNORODNEGO

Przeptyw Jednorodny plynu charakteryzuje sie tym, ze w kazdym punkcie
obszaru ptynnego predkosé V' na warto$é stalg; zatem v = v~ = const.
Potencjal predkosci przeptywu Jednorodnego w 0golnym przypadku Jest:

(12.116)
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Jesli mamy kartezjanski uktad wspoirzednych i
vV = xrvx t

to
o= x vy +

Jesli ukltad wspoéirzednych jest
tak dobrany, ze wektor vM le-
zy w plaszczyzZnie (x.,y) 1 two-
rzy z osiag Ox kata, jak poka-
zuje rysunek 12.32, to

vy = vO cos a
vy = voo sin °m v
i potencjal predkosci bedzie: -

¢=xXVXTY VY=

v (x coxa+ y sina)
(12.117a)

Poniewaz przepltyw w tym przypadku
pradu ¥ (x.,y). Na mocy wzoru (12.6) mamy

vy = ve (y cosa- X sina) (12.117b)

Oczywiscie potencjaty ¢ 1 ¥ mozna zapisaé przy pomocy funkcji charaktery-
stycznej przeplywu w(z); wzor (12.24).

tatwo sprawdzi¢ przez rozpisanie, ze
w(z) = ¢+t 1y =vo 2e” (12.117c)
Jesli dalej zapiszemy zmienng zespolong z w ukltadzie biegunowym, to
w(z) = vro 1 et(9-a) (12.117d)

Znaczenie praktyczne przeptywu jednorodnego - spelnia on roéwnanie Laplace a
; = 0 - polega na tym, ze dodajgc potencjal tego przeptywu do potencjatu
zrooetl lub dipoli uzyskuje sie potencjaly réznych optywanych cial. Przy-
ktadowo dodajac potencjal plaskiego dipola (12.82c) 1 potencjal zespolony
(12.117d) uzyskamy potencjal predkosci 1 funkcje pradu dla oplywu nieskon-
czonego walca.

Napiszmy jeszcze potencjaly predkosci 1 funkcje pradu przeplywu jedno-
rodnego w walcowym 1 sferycznym uktadzie wspotrzednych dla przypadku, gdy

vV =V = const » "k v . Ola ukladu walcowego potencjat predkosci jest
ps v z (12.118a)
Funkcje pradu wyznaczymy z zaleznos$ci (12.44). Mamy

<P 1 3¥
voo = Ez=“r Tr
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Stad

~ 2 vee ¢ (12.118b)

W uktadzie sferyczny» przeplyw Jednorodny skierowany zgodnie z osig Oz

V00 Tver e v ot & v - const

gdzie
vr VOO COS X

VX - - o4 sin X

Blorae pod uwage wzory (12.45) uzyskamy potencjal predkosci i1 funkcje pra-
du okres$lone przez

® - vmr cosX (12.119a)

12 .
U _11 Voo sind X (12.119b)

Sktadajac potencjal przestrzennego dipola i potencjat (12.119a) uzyskuje
ai¢ potencjal predkosci opltywanej kuli.

12.4. ODWRACANIE PRZEPLYWU

Odwracanie przeplywu stosuje si¢ przy badaniu wzajemnego oddzialywania
plynu  obiektu poruszajacego si¢ w nim ruchem jednostajnym po linii pro-
stej.

Odwracanie przeptywu polega na tym, ze obiekt poruszajacy si¢ w plynie
uwaza si¢ za nieru-

ruchem jednostajnym po linii prostej z predkosciag v
o predkosci

omy, a”“kieruje si¢ na ten obiekt przeplyw Jednorodny,

W celu wyjasnienia podstawy odwracania przeptywu rozpatrzmy nastepujacy
75 i * ¥ punkci* o° S LA SR -

12.33, znajduje si¢ obserwator i niech na tym Jeziorze plynie statek pros-

statku

Rys.12
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mtym kursem ze stala predkos$cia v = 7°vO. Ruch statku wprowadza do obszaru
wodnego jeziora pewne zakloécenia, indukuje pole predkosci wody w jeziorze«
Nazwiemy je przeplywem absolutnym va = v. Na powierzchni wody, poczatkowo
spokojnej, powstaja fale. Dla obserwatora stojacego na brzegu w punkcie 0Q
- nieruchomy uktad odniesienia OoxoY0zo — obraz falowania powierzchniowego
jest inny dla réznych polozen statku wzgledem niego: potozenie 1, II, III
na rysunku 12.33. Dla tego obserwatora zatem przeplyw wody w jeziorze be-
dzie zaleze¢ od czasu, bedzie przeplywem nieustalonym. Natomiast obserwa-
ter tego samego przeplywu, znajdujacy si¢ na statku stwierdzi, ze obraz
stalowanej powierzchni wody wzgledem statku nie ulega zmianie; nie zalezy
od czasu. Zatem jest przeplywem ustalonym w ukltadzie odniesienia zwigzanym
ze statkiem lub inaczej: w ukladzie ruchomym Oxyz obserwator znajdujacysi¢
na statku moze stwierdzi¢ przy pomocy odpowiednich przyrzadow, ze roOwniez
pole predkosci w uktadzie zwigzanym ze statkiem nie zalezy od czasu. To
ostatnie stwierdzenie jest wazne, jednak tylko poza cienkim, w stosunku
do szerokosci kadluba, obszarem wody, w ktérym przeptyw jest burzliwy. Jed-
nak 1 w tym obszarze wody, zwanym , jak juz wiemy warstwa przys$cienna -
usrednione pole pregdkosci tez begdzie ustalonym.

A

Rys.12.34

Obserwatorowi stojacemu na dziobie statku i patrzacemu na wode - punkt
D na rysunku 12.33 i 12.34 - wydaje si¢, ze statek jest nieruchomy i ze
woda naptywa na statek gdzie$ z obszaru znajdujacego si¢ daleko przed stat-
kiem, przy czym przeplyw tej naplywajacej wody jest przeptywem jednorodnym.
Na tym wltasnie polega odwracanie przeplywu.

Ppmigd7y przeptywem absolutnym va, przepltywem odwroéconym vO”™ oraz prze-
ptywem jednorodnym = - vO, gdzie vQ - predko$¢ obiektu w plynie, ist-

nieje prosta zaleznos¢

=v + v (12.120a)
od 00 a

lub
%d = "% + "a (12.120b)



Prawdziwo$¢ powyzszych zaleznos$ci mozna tatwo sprawdzi¢ przy pomocy rysun-
ku 12.34, na ktérym literg A oznaczono ruch rzeczywisty statku a literg B
- przepltyw odwrocony. W przypadku A predkos¢ wody na dziobnicy statku,
punkcie D, Jest rowna predkosci statku, a daleko przed statkiem Jest rowna

zeru. Mozemy to zapisac:

w

~a(D) “ \> vQ(00) . o

Dla przypadku B - statku nieruchomego - woda naplywa z nieskonczonosci na

statek strugg Jednorodng o predkosci » - 7 a w punkcie D statku p~d-

kos¢ - 0. Zapisujemy to

vod(«<)--Vo vod(D) - 0

“Powyzsze wartosci predkosci powinnismy uzyska¢ przez podstawienie v (D)
1 va(—~) do zaleznosci (12.120b). Rzeczywiscie tak Jest, bo

vod(D) 7 - =0 + 7a(D) - - 70 + vO - O
70d(o0) = - % + va(oo) - _vo + 07 - "o

Widzimy, ze w przeptywie absolutnym | odwréconym mamy inng kinematyke
przeplywu. Jesli Jest znany Jeden przeplyw, to drugi mozna wyznaczy¢ przy
pomocy zwigzkéw (12.120). Podobnie zachowuje si¢ potencjal predkosci. Niech
¢ bedzie potencjalem absolutnego przeptywu, - potencjalem przepltywu
Jednorodnego, a £ - potencjalem przeplywu odwroconego. Pomigdzy tymi po-

tencjalami mam miejsce relacja podobna do wyrazenia (12.120a).

® = Yoo * @ (12.121a)
St™d 27 0 - ywl2.121) ’*b)
Jak zobaczymy dalej, potencjat optywu kuli o promieniu r struga Jednorod-
na o predkosci v = - )(Veo Jest

~12.122) s =1na)

Potencjal przeptywu Jednorodnego, zgodnie ze wzorem (12.119a), wyraza si¢

wzorem:
£0- - v<<r cos X

Stad na mocy wzoru (12.121b) potencjal przeplywu absolutnego ¢ , zwany tak-

ze potencjalem zaburzen bedzie:

2« @ - Poo = - " vee 003 * (12.122b)

Podobne zwigzki dla nieskonczonego walca poruszajgcego si¢ w nleogranlczo-

nym pltynie z predkoscig vO - T v lub oplywanego strugg Jednorodng o pred-

kosci v=-1v sa:
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O ==ve fr + —==Jcos 0
Yoo> = vco T cos ® (12.123)
ro
® = ®oo = = — Voo cos ®

Wyrazenia (12.122) 1 (12.123) pokazuja, ze rzeczywiscie kinematyka prze-
ptywu odwréconego i przeplywu absolutnego jest inna. Powstaje pytanie: A
jaki jest zwiazek pomigdzy napre¢zeniami w tych przeptywacl|? Mozemy go uzy-
ska¢ rozpatrujac réwnanie ruchu, np. wzor (5.30)

d~a - 1
HF1- F + ‘P

Ale na mocy wzoru (12.120b) mozemy napisac

Stad wniosek taki, ze przyspieszenia elementow plynu przeplywu absolutnego
1 przeplywu odwroconego beda sobie rowne wtedy 1 tylko wtedy, gdy predkosé
przeptywu jednorodnego bedzie stala; vQ = const. Zatem reakcje hydromecha-
niczne dziatajace na obiekt poruszajacy si¢ w plynie ruchem  jednostajnym
po linii prostej i reakcje dzialajace na nieruchomy obiekt, oplywany stru-
ga jednorodng o predkosci = - V' » const sg takie same.

Odwracanie przeptywu znalazto réwniez szerokie zastosowanie w badaniach
eksperymentalnych. Stosuje si¢ je przy badaniach modeli obiektéw w  kana-
tach obiegowych, w tunelach kawitacyjnych oraz w tunelach aerodynamicznych.
Opis tych urzadzen oraz mozliwosci przeprowadzenia réznych badan na tych

urzadzeniach poznanie na zajg¢ciach laboratoryjnych przedmiotu.

12.5. STRUMIEN NADAZAJACY

Dla ilustracji kinematyki absolutnego i odwréconego przeptywu pltynu po-
kazano schematycznie na rysunku 12.35 obraz laminarnego oplywu nieruchomej
ptaskiej ptyty CD, struga jednorodng o predkosci vK -~ - 1 vO, a na rysun-
ku 12.36 obraz przeplywu na tej samej plycie poruszajacej si¢ ze stala
predkoscia v « £vO.

Zgodnie z kinematycznymi warunkami brzegowymi (8.1) do (8.4), na nieru-
chomej ptycie predkos¢ wody Jest rowna zeru, a na plycie ruchomej woda ma
predkos$¢ rowng predkosci plyty. W pierwszym przypadku ma miejsce narasta-
nie predkosci w warstwie przysciennej od v = 0 do wartosci predkosci dale-
ko przed ptyta, to Jest do &) = - vQ. To zjawisko ma miejsce w kazdym
przekroju prostopadltym do powierzchni ptyty. Roéznica pomigdzy rozkladami
predkosci w poszczegodlnych przekrojach polega tylko na tym, ze odleglos¢
0 od plyty, okres$lajaca warunek: vy = - vO wzrasta wzdluz optywanej pty-
ty. Wielko$¢ < nazywa sig¢ gruboscia warstwy przys$ciennej, przy czym przyj-
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nuje si¢ przewaznie dla okres$lenia < warunek vx(y) - - 0,99 vQ. Za ptyta,
przekrdj AB na rysunkach 12.35 1 12.36» istnieje obszar plynu, w ktoérym
pole predkosci Jest inne niz pole, predkosci poza warstwa przyscienng. Ten
obszar ptynu nazywa si¢ Sladem hydromechanicznym lub prosto: siadem, a w
okretownictwle strumieniem nadazajacym. Grubo$¢ warstwy przysSciennej i $la-
du na przytoczonych rysunkach Jest znacznie przesadzona.

Uzasadnienie nazwy: strumien nadazajacy wynika z rozpatrzenia przeplywu
absolutnego indukowanego w ptynie poczatkowo nieruchomym przez poruszajgca
si¢ w nim ptyte CD Jak na rysunku 12.36. Tu pltyta CD indukuje pole predko-
$cl 7-31Iv (X,y), a zatem o kierunku zgodnym z kierunkiem pre¢dkosci pty-
ty. Poniewaz pole predkosci w warstwie przysciennej i w $ladzie Jest spo-
wodowane w rozpatrywanym przypadku lepkos$cia ptynu, tarciem, to w okrgtow-
nictwie wprowadzono nazwe: tarciowy strumien nadazajgcy. Oznaczmy go przez
vx(xy) = vf. Jesli dalej wprowadzi Si¢ predkos¢ bezwymiarowg strumienia
nadazajacego

(12.124)
zwang wspolczynnikiem tarciowym strumienia nadgzajacego, to predkos$é plyty

lub Innego ciata sztywno zwiazanego z plyta wzglgdem plynu w warstwie przy
Sciennej lub $ladzie bedzie
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VA =v0 ~vE=v0 (I - W (12.125)

Strumien nadgzajacy oczywiscie istnieje i w ogolnym przeplywie  plynu
wokol poruszajacegoi si¢ w plynie ciata o dowolnym ksztalcie.

Poniewaz pole predkosci ptynu w zbiorniku, indukowane przez poruszaja-
ce si¢ w tym zbiorniku ciato, opisane jest przez réwnanie rzadzace ruchem
plynu 1 warunki brzegowe oraz warunki poczatkowe, to to pole predkosci -
predkos¢ absolutna plynu lub strumien nadgzajacy w - bedzie zalezed od
ksztattu poruszajgcego si¢ ciala, ksztaltu zbiornika wodnego, usytuowania
tego ciata wzgledem powierzchni zbiornika, wtasnoéci fizycznych pltynu w
zbiorniku oraz od predkosci tegoz ciata. Bedzie ono zatem inne, gdy cia-
to-statek bedzie sig¢ porusza¢ na nieograniczonym oceanie od tego, gdy ten
sam statek bedzie plyna¢ na wodzie sptyconej lub w kanale. Tak samo Sruba
napedowa gleboko zanurzonego okretu podwodnego bedzie pracowaé w  innym
polu predkosci niz $ruba tego samego okretu pltynacego na glebokosci pery-
skopowej lub w stanie wynurzonym. Strumien nadgzajacy bedzie zalezny od
charakteru przepltywu w warstwie przysciennej; inny bedzie dla przeptywu
laminarnego, a inny dla przeptywu burzliwego. Inne réwniez beg¢dzie pole w
dla przeplywu bez oderwania niz dla przeplywu z oderwaniem warstwy przy-
Sciennej. Rozroznia si¢ w okretownictwie nominalny strumien nadazajacy o-
raz efektywny strumien nadazajacy. P zez nominalny strumien nadazajacy na-
lezy rozumie¢ pole predkosci indukowane przez kadlub statku niewyposazony
w $érubg¢ napedowa; efektywny strumien nadazajacy to.pole predkosci induko-
wane przez kadlub statku, S$rube¢ napgdowa 1 ster.

Stosujac walcowy uktad wspoétrzednych: x, 0, r pokazany na rysunku 12.37,

wspotczynnik strumienia nadgzajagcego w mozemy zapisac:

*¥=@®x & + ®F wd + ®r wr (12.126)

przy czym kazda ze sktadowych: w& — osiowa, Wg - obwodowa, w" - promienio—
wa - jest funkcja wspotrzednych x, e, r. Poszczegdlne ze skladowych wx
wzoru (12.126) dzieli si¢ umownie w rézny sposéb. Najczg¢sciej stosuje  sig¢

podzial nastgpujacy:
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w.o-w w_tw lub wur w* + Wp + wt
a v p

gdzie: wv - skladowa osiowa strumienia nadazajacego wywolanego lepkoscia
wody;
v, - sktadowa osiowa potencjalnego strumienia nadazajacego; istnie-
Je ona przy zalozeniu wody nielepkiej 1 przeplywu bezwlrowego.
Czasami ze wspolczynnika Vo wylacza si¢ sktadowa falowa W, strumienia na-
dazajacego, pochodzaca od ruchu falowego wody, wywotanego ruchem statku.

W obecnym stanie wiedzy, dla celow praktycznych pole predkosci wokot
kadluba statku, a szczegdlnie za Jego rufa, w miejscu usytuowania Sruby
napedowej, wyznacza si¢ eksperymentalnie na modelach statkbw. Metody Jego
wyznaczania poznacie na zajeciach laboratoryjnych. W dalszych wyktadach zo-
stang omoéwione podstawy teoretyczne przeprowadzania réznych eksperymental-
nych badan modelowych w hydromechanice. Tu wskazemy tylko, ze na podstawie
systematycznych badan modelowych 1 badan statkdéw rzeczywistych opracowano
szereg wzorow empirycznych 1 wykresow pozwalajacych na przyblizong oceng
efektywnego lub nominalnego strumienia nadazajacego w miejscu sytuowania
Srub napedowych za kadlubem statku.

12.6. KINEMATYCZNY WARUNEK BRZEGOWY
1

W rozdziale 8 sformulowano ogélny warunek kinematyczny na powierzchniach
materialnych bedacych powierzchniami rozdziatu dwoch nie mieszajacych sie
ptynéow, wzglednie na powierzchni ciata poruszajacego si¢ w plynie i plynu,
Przyktadami powierzchni rozdzialu moga byc¢: swobodne powierzchnia pltynu w
zbiorniku, powierzchnia swobodna jeziora, morza, wzglgdnie powierzchnia o-
graniczajgca pe¢cherz kawitacyjny.

Zajmowaé si¢ bedziemy dalej plynem nielepkim. Warunek kinematyczny  na
powierzchni materialnej S (X,y.z,t) 0, gdzie S jest rownaniem powierzch-
ni, sprowadza si¢ wtedy do warunku nieprzepuszczalno$ci powierzchni S 1
nieodrywania przeptywu plynu na powierzchni S, to Jest

(8.1)
Jesli przepltyw plynu jest bezwirowy, a predko$¢ powierzchni S jest
\Y V +eu X 1s « vO
s 0
to warunek (®.O nozna zapisac |
=V tox?)mn vOn + - Cr X n) (12.127a)

S

Tu przez rg oznaczono promien wodzacy Sciany S w ruchomym uktadzie wspol-
rz¢ednych, a przez n, jak zwykle, zewngtrzna normalng do powierzchni S.
Wprowadzajac oznaczenia :
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n4:(‘?sxi‘)xzy -z n2
ns = ?sxidy * z - X 3 (12.127b)
n6 = (Fsxn)z = x ;p - y nl
wyrazenie (12.127a) mozna zapisa¢ nastgpujgco:
6
% = vi ni (12.127¢)

3n

Jesli przeptyw pltynu jest bezwirowy, a $ciana § porusza sig¢ z predko$cia
unoszenia vgs i Jednocze$nie sie deformuje, przy czym predkos$¢ deformacji
Sciany S jest.vd, to warunek (0.7) bedzie mie¢ postac

6
39'|<-|p > vi it (12.128)

gdzie € jest dane wzorem (3.11). Jezeli dodatkowo ta Sciana bedzie si¢ po-
rusza¢ nie w wodzie spokojnej, ale w pewnym polu predkosci majagcym poten-
cjal ¢ , np.: w polu falowym lub polu predkosci indukowanym przez pewien
obiekt-statek, to warunek kinetyczny bedzie

6
Z Vl “i (12.129)

Podamy nizej jeszcze jedno wyrazenie uzyteczne w praktycznych zastoso-
waniach, dla warunku brzegowego (8.1). Niech S(x.y.z,t) = 0 bedzie réwna-

niem powierzchni rozdziatu jak na rysunku 12.38. Wtedy zgodnie ze wzorami

(3.11) 1 (3.15) normalna ri do powierzchni s jest dana przez

(12.130)
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Uwzgledniajac powyzsze wyrazenie lewa strona roéwnania (8.1) mozemy zapisac

vn| -~V.VS (12.131)
Is

Zgodnie z (8.1) powyzsze wyrazenie dla sktadowej normalnej predkosci ptynu
na powierzchni S nusi by¢ rowne sktadowej normalnej predkosci powierzchni
S, v . Wyrazenib dla v™n uzyskany obliczajac pochodna zupelna powierzch-
ni S.

dS-asOSdx aSdx AasSdz0 -
dt * Jt dx dt 3y dt 3z dt

lub
dYr—ff—+FF -Hi— 1t + "s’VS " 0 (12.132)

bo dr lezy na S$cianie, na powierzchni S, jak na rysunku 12.33. Tu przez
oznaczono predkos$é powierzchni rozdziatu, S. Uwzgledniajac wzor (12.130)
predkos$¢ normalna powierzchni S bedzie

Vsn~ —rlt (12.133)

?odstawiajac wzory (12.131) i (12.132} do warunku (S,1) mamy

II + v<2S - O- g|12.134) -)

gdzie: v jest predkoscia ptynu na powierzchni S.
Widzimy, ze zamiast warunku brzegowego w postaci (8.1 ) mozemy zastosowac
warunek (12.134) moéwiacy o tym, ze pochodna materialna powierzchni roz-
dzialu S ma by¢ réwna zeru. Zauwazmy jeszcze to, ze rownanie (12.134) wy-
rata warunek zachowania powierzchni rozdzialu, to jest powierzchni mate-
rialnej utworzonej z tych samych elementéw plynu.

Jesli pole predkosci pltynu ma potencjal ¢ , to warunek (12.134) mozemy
zapisac:

|| + gradtp -grad S - 0 . (12.135)
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Dla przyktadu zastosowania wzoru (12.135) napiszemy kinematyczny warunek
brzegowy swobodnej powierzchni wody, jak na rysunku 12.39, gdzie osie 0x
1 Oy nieruchomego uktadu wspoétrzednych Oxyz leza na niezakldconej swobod-
nej powierzchni wody. Niech rownaniem sfalowanej swobodnej powierzchni be—
dzie

z = £ (X,¥,1) (12.136)
»/tedy S =£(x,y,t) - z = 0 1 w przypadku przeptywu potencjalnego wody w

ruchu falowym, a taki jest bardzo dobrym przyblizeniem, kinematyczny wa”
runek brzegowy na z =C(x.,y,t) zgodnie z (12.135) jest

- o2 0 (12.137)

ért dx ¢x oy oy oz

W przypadku matych wychylen powierzchni swobodnej 1 matych wartos$ci skta-
dowych predkosci w polu falowym wody mozna zaniedba¢ drugi i trzeci wyraz
rownania (12.13/ oraz zada¢ wypelnienia tego warunku nie na nieznanej po-—
wierzchni z = ¢ (x,y.t), lecz na niezakldconej powierzchni swobodnej, to

jest dla z O —. Wtedy zamiast warunku (12.137) mamy:

/¢ dep

3t =32 - dla2“0 (12.138)
Zauwazy¢ mozna jeszcze tatwo, ze normalna do swobodnej powierzchni ma kie-
runek pokazany na rysunku 12,39- Jest to zgodne ze wzorem (12.130), bo

"o £ - k/- A+ ifny + k n12.139) ")

Jako drugi przyklad zastosowania wzoru (12.135) napiszemy warunek brze-
gowy na plaskim dnie zbiornika o gle¢bokosci H, jak na rysunku 12.40. Row-

naniem dna w tym przypadku jest

S=z-H-20

Stad z roéwnania (12.135) mamy natychmiast - 0 dla z » H. Gdyby dno
zbiornika bylo faliste o amplitudzie a i dlugosci fali A , przy czym fale
bylyby walcowymi o tworzacych réwnolegltych do osi Oy, jak na rysunku
12.41, to rownaniem powierzchni dna zbiornika byloby wyrazenie
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S-acoskx -z+H-0

.2
gdzie k = 5" .

Z warunku 12.135) mamy

a k sin kx + ™0 - -

Rys.12.41

7Z warunku v 0 - na ptaskiej Scianie nieruchomej wynika tak zwana meto-
da odbi¢ zwiercledlanych, stosowana czesto przy rozwigzywaniu zadan hydro-
echanlcznych. Objasnimy ja na kilku przyktadach. Niech w punkcie N odda-

m o h od ptaskiej Sciany nieprzepuszczalnej AB znajduje si¢ zroédlo o
natezeniu O] - pokazane na rysunku 12.42. Indukuje ono w kazdym punkcie N
Sciany AB predkosé . Zeby w kazdym punkcie N sktadowa normalna do $ciany
predkosci ¢ byla rowna zeru, to z drugiej strony S$ciany AB musi znajdowac
si¢ wyobrazone zrodlo o wydatku Q2 = usytuowane w punkcie N' oddalonym
rowniez o wielko$¢ h od $ciany AB 1 lezacym na tej samej prostej, prosto-
padtej do A3. Widzimy, ze zrodto wyobrazone Q2 jest zwierciedlanym odbi-
ciem zrodla rzeczywistego

7777ZB

N Qz=Qt Rys.12.42



Jesli przez punkt N przechodzi widkno wirowe o natgzeniu , rownole-
gle do $ciany AB, to warunek vO = ” na S$cianie wymaga, aby przez punkt N'
rowniez przechodzito widkno wirowe, lecz o natezeniu [2 = - . Pokazu-

je to rysunek 12.43. Mamy i w tym przypadku odbicie zwierciadlane wiru.

Rys.12.43

Na rysunkach 12.44 do 12.47 pokazano dalsze przykltady zastosowania metody
odbi¢ zwierciadlanych, wynikajacej z warunku kinematycznego  na plaskiej
nieprzepuszczalnej sciante nieruchomej. Rysunek 12.44 pokazuje rzeczywis-
ty dipol hyﬂromg:chaniczr#y 0 momencie m. —im +j m.,. 1 dipol wyobrazony
o momencie m2 = i # - j m2; rysunek 12.45 przedstaw a ciatlo V przy Scia-
nie AB oraz cialo odbite V', a na rysunkach 12.46 i 12.47 pokazano obrazo-

wo wplyw dwoéch $cian na osobliwosci hydromechaniczne typu zroédio 1 widkno

W przypadku osobliwosci hydromechanicznych mozemy prosto znalez¢ poten-
cjat tych osobliwos$ci z uwzglgdnieniem warunku kinematycznego na prostej
Scianie AP. Dla przyktadu napiszemy potencjal predkosci ¢ w dowolnym punk-

cie ptynu indukowany przez dipol o momencie
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a
77"m

a
| . 2F
. Q "T)-r
Rys.12.46 Rys.12.47

“4 _ 3 <X + Ty

usytuowany w poblizu $ciany plaskiej jak na rysunku 12.44. Zgodnie ze wzo-
rem (12.78c) potencjal ¢., pochodzacy od dipola m" w punkcie N jest

1 Bx x ¢ mY Cy~h)

4r [¥+ t&y-h) + 2132

I

a potencjal ¢ pochodzacy od dipola odbitego, w punkcie N' wyrazi si¢ na-
stepujaco:

- O

mx x v (y *

Lx% + nyrh%éA;lzzJ ZY

Potencjatl predkosci w punkcie P bedzie rowny sumie potencjaltow cfy + ¢2,
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co zapiszemy:
ot o2

Napiszcie potencjal predkosci dla zrodia i wildkna wirowego, usytuowanych
pomigdzy dwoma $cianami jak na rysunkach 12.46 i 12.47 przy zalozeniu, ze
zrodlo jest ptaskie oraz ze jest zrodlem punktowym.

12.7. ELEMENTY KINEMATYKI PLYNOW 'WYRAZONE W RUCHOMYCH
UKEADACH WSPOLRZGDNYCH

Dotychczas przedstawione wyrazenia dla wielko$ci hydromechanicznych by-
ty dane w nieruchomym w przestrzeni uktadzie wspolrzednych. Niekiedy jed-
nak rozwigzywanie zadan hydromechanicznych moze okazaé¢ si¢ prostszym w ru-
chomych uktadach wspoétrzednych. Jesli bowiem badany jest przeplyw  plynu
wywotany ruchem ciata o niezmiennej w czasie powierzchni S, to w uktadzie

odniesienia zwigzanym z tym cialem powierzchnia rozpatrywanego ciala nie
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bedzie zaleze¢ od czasu, a natomiast w nieruchomym ukltadzie wspoéirz¢dnych
ta sama powierzchnia S ciala bedzie funkcjg czasu. Stad celowym jest zwig-
zanie uktadu ruchomego z poruszajacym si¢ w plynie cialem. Dlatego  uklad
ruchomy rowniez nazywa si¢ ukladem zwigzanym. Przewaznie poczatek ukltadu

ruchomego, A, przyjmuje si¢ w srodku masy G ciala.

12.7.1. Zwiazki transformacyjne dla wielkosci pola hydromechanicznego

o charakterze wektorowym

Przy wyprowadzaniu zwiazkow transformacyjnych dla wielkosci wektorowych
wyrazonych w ruchomym lub nieruchomym uktadzie odniesienia zalozymy, ze o-
ba uklady odniesienia sa prawoskretnymi ukladami kartezjanskimi.

Baz¢ ukladu nieruchomego 0 X0YO(0 oznaczymy przez io.jo.ko, a baz¢ ukla-
du ruchomego - przez i, j, k. Wersory 10fJO»k0 oczywiscie nie zaleza od
czasu. Natomiast wersory i",j".k" jako zwigzane z ukladem ruchomym A xyz sa
funkcja czasu - poruszaja si¢ w przestrzeni tak, jak uklad Axyz zwigzany z
poruszajacym si¢ w plynie cialem. Rysunek 12.48 pokazuje oba uklady wspot-
rzednych w chwili 10. Zaznaczono na nim litera C tor elementu ptynu. Z ry-
sunku 12.48 wida¢, ze dowolny punkt N przestrzeni V moze by¢ zidentyfiko-
wany w obu ukladach wspoélrz¢dnych: przez promien wodzacy I'0 w ukladzie
nieruchomym lub przez promien wodzacy < w ukladzie ruchomym, oczywiscie
gdy bedzie znana relacja pomigdzy tymi ukladami. Z rysunku 12.48 dalej wi-

daé, ze ta relacja jest réwna

g= 1 (12.140)

przy czym obie strony powyzsze] rOwnosci sg wyrazone w tej samej bazie:
w bazie TC,jN.1T lub w bazie 17j.j. Chociaz ogdlne prawo transformacji
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wektoréw z bazy 10, JQ, k” dc bazy i, J. k lub odwrotnie jest znane z me-

chaniki i matematyki:

Xo = <A0 X
0 =YA0 B My (12.140a)

Co « ZAD ¢

IXI X0 = XAO0
IN - TOL 1 b - yao (12.140b)

¢ . " ZAO

lub w skrocie

[o] r r— [DIT (?o0=/A) (12.140c¢)

gcze [D] jest macierza transformacji - macierza pelnego obrotu, 2 (DIT
jest macierzg transponowanag macierzy [D], to wydaje si¢ celowym Wyprowa-
dzenie tu elementow df macierzy [D], zwanej takze macierza cosinusow kie-
runkowych. Uzasadnione jest to tym, ze r6zni autorzy definiuja W rézny
sposob katy Eulera okre$lajace wzajemne potozenie w przestrzeni uktadow
17’yz 1 Oy0y"(0 oraz kierunek osi OCP.

< hydromechanice okretowej przyjeto kierowaé o$§ OL0 pionowo w dot, a
potozenie ukladu Axyz wzgledem osi ukltadu Ox"0LO okres$la sie przy pomocy
trzech kolejnych obrotow osi ukladu Oyx0y0(0 tak, abY w trzecim obrocie o-
obu uktadow byly do siebie rownolegle. Kolejno$¢ obrotow jest mnastg-
sI'iia:
j rerwszy obrot o kat y odbywa si¢ wokot osi O00 1 w efekcie wuzyskuje
sie r.cwy ukiad wspotrzednych Oxlylzl = (6

« d cgi obrét ma miejsce wokét osi Oy* o kat 6, co daje nowy ukitad wspot-
rzednych 0x2,y2 = yl, z2;

- trzeci obroét dokonuje wzglegdem osi 0x2 o kat ¢ .

W ostatnim obrocie uzyskany uktad wspoétrzednych ma osie réwnolegte do u-

ktadu ruchomego Axyz. Zatem mamy Xg = X" = x» y" = y» zj = z Stosuje si¢

prawoskretny kierunek obrotu. Kolejno$¢ jest bardzo wazna. Powyzsze ope-

racje przy zalozeniu, ze ?. = 0 pokazuje rysunek 12.49. Zaznaczono na nim
rowniez predkosci katowe y , B,'¢ . Z rysunku tego widaé¢ wyraznie, ze
predkosci , ® 1 ¢ nie sg wzajemnie ortogonalne.

Napiszmy prawo transformacyjne dla wektorow w uktadzie °xoY0Clo i

Ox1l,yl.zl przy zalozeniu ze wektorem tym jest wektor dowolny a. Mamy

* =00 =38 axo + &> ayo * * azo = ri axl + 1l ayl + Tt azl

(12.141a)
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Rys.12.49

Widzimy, ze ten wektor a moze by¢ wyrazony w bazie ukladu nieruchomego
oraz w bazie uktadu obréconego o kat § oraz, ze skladowe tego wektora
a"=TO - § zaleza od przyjetej oazy. Sa one rézne w roznych bazach. Moz-
na je znalez¢ przez wyrazenie wektorow bazowych TO>50»"0 za pomoca wekto-
row bazowych 1il1,j1.kl jak nizej:

1o = Il cog (10721} 4 In cos 7| cos (I'o" R1)

N Il cos Ag’qA + 31 cos (2O o cos 'jo IC|)  (12.141b)
T : .

*o = ] cos (HC.Mm) + 11 cos "o b cos MO’ iC,)

1 podstawienie zwigzkow (12.141b) do wyrazenia (12.141a) oraz przyrOwnanie
sktadowych przy tych samych wektorach bazowych !..,j".k.. W wyniku uzyskuje
si¢ takie same wyrazenia dla skladowych wektora sT w bazie ukladu nieru-
chomego, wyrazonych przy pomocy skladowych wektora «? w bazie uktadu ru-
chomegc, jak zwiagzki (12.141b) lub (12.140a).

Jesli oznaczymy przez:

-IT = cos (C.I,) g12 = cos (10,M) Y-13 = cosiin.ic,)

21 = cosiji.rp §22 - cos 023 = cosij™.iT))
= cos(?0.ip $32 — cos (Mo’ Tin $33 = 005°0"5'?
elementy macierzy pierwszego obrotu , to wyrazenia (12.141b) mozemy

prosto napisac:

5 =M (12.141¢)
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i podobnie:

Qxo axf
ayo . - M yi (12.141d)
azo azl

lub prosciej:

% - W F (12.141¢)

Rys.12.50

Dla pierwszego obrotu, 0 , katy pomiedzy wektorami bazowymi uktadow
Oxoyo2o 1 ~\A/1 Mmozna wyznaczy¢ z rysunku 12.49 lub lepiej przy pomocy
rysunku 12.50. Zawiera je tablica 1, na podstawie ktérej piszemy  macierz

pierwszego obrotu

cos v -sin ) 0
W sin cos 0 (12.1411)
0 0 1

. T
Wyznacznik macierzy [¢] jest rowny 1, a macierz odwrotna [w]- « [y] >
co mozna tatwo sprawdzi¢ przez proste obliczenia wedlug znanego wzoru

gdzie: jest algebraicznym dopelnieniem elementu ktore jest rowne
iloczynowi (-1)™+i 1 wyznacznika macierzy otrzymanej z macie-
rzy Q<'J przez skres$lenie j-go wiersza i i-tej kolumny

Majac to nd uwadze mozemy napisac

a.q T axo
yf -M ayo

azy azo

a



i

75
lub symbolicznie

7, = [w]T To (12.141g)

W taki sam sposéb mozna postgpowaé przy rozpatrywaniu pozostalych dwoéch
obrotow: 0 1 ¢. Rysunek 12.51a pokazuje drugi obrét wokol osi Oyl=0y2.a na

rysunku 12.51b pokazano trzeci obrot ¢ wokél osi 0x2 = 0x® = Oy. W tabli-
cy 2 podano katy pomigdzy osiami ukladow Ox"z., i 0x2y2z2, a w tablicy 3
- katy pomiedzy osiami ukladéw 0x2y2z2 1 Axyz.

a b
T ablica 2 T ablica 3
12 J2 k2 T T k
1i ® 90°  90°® 12 0° 90° 90°
Pi 00 0° ©° 90° O 90% o
90°+ 8 8=° 9 o 90° 90°- ¢ T

Na podstawie tablic 2 i 3 mozemy juz napisa¢ macierze transformacji [®]
j odpowiednio dla izolowanych obrotow 8 i ¢

cos ® 0 sin 0
®= o 1 0 (12.142)
-sin ® 0 cos ®
1 0 0
KI_ 0 cos ¢ -gine (12.143)

0 31ne oo
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Tak samo Jak dla macierzy obrotu [¥] sa tu roéwniez wazne zwigzki:

det [®]- 1| [e]l- - [®]T
det []- 1 [@]1= - [e]T
oraz
® - [6] a2 - [®]T T, (12.144)
® a” - [@]T a2 (12.145)

Przy pomocy powyzszych zwigzkow oraz wzoru (12.141e) mozna znalez¢ zalez-
no$¢ pomiegdzy skladowymi wektora a[ w bazie ukladu nieruchomego i sklado-

wymi tego samego wektora § wyrazonymi w bazie ukladu ruchomego. Mamy

% - [¥] - [$]1[®] a2 - W] [0] [¢] a - [D] a (12.146a)

I« [@T?22» [@II[®]N- [P WVW WT% “ MX (12.146b)
gdzie

[D] = [«] [6] [@] (12.147)

jest poszukiwang macierzg pelnego obrotu. Zwiazki (12.146a) 1 (12.146b) sa
to te same wyrazenia co (12.140a) 1 (I2.141b).

Wykonujac zaznaczone we wzorze (12.147) dziatania uzyskamy nastepujaca
posta¢ macierzy [D]:

co Dgodf cos g>oln»Eie -sin yoone  cos ¢ sin<5cos @-+sin y sin ¢

si ¢cos9 sin J sinSsin]J +cos yooZ¢  sin ¢ sinScos ¢ -cos ynin ¢ (12.148)
--mo . cor-9siny cosOcosg
przy czym det[D] =1 1 [D] | = [D]T .

Ze wzoru (12.148) wida¢, ze jesSli $=0= ¢ =0 to [il] = I, gdzie 1
Jest macierza Jednostkowa. W tym przypadku wersory obu ukladéw: ruchomego
i nieruchomego sg do siebie roéwnolegte.

Jesli ktoéry$ z obrotdw nie ma miejsca, to w macierzy [D] W miejsce ka-
ta tego obrotu nalezy podstawi¢ zero. I tak,

Jesli ¢ = 0, to Cp] = [wv][6]

Je$li ® = 0, to [D] = [elle]

jesli za§ 0 = 0, to [D] = [0] [$J

Jesli natomiast wystepuje tylko Jeden obrét, to [D] = [y] 1lub [D] = [®],
wzglednie [D] = [¢]

Poniewaz wektor a byl dowolnym wektorem, stalym lub zaleznym od miej-
sca 1 czasu, to wszystkie powyzsze zwigzki sg wazne dla kazdego wektora.
Wektorem (I' moze by¢ zatem: pole predkosci ptynu v(r, t), pole przyspie-
szen w (I t) gradient pola skalarnego Ve , rotacja predkosci plynu Q.

sita masowa F, wektor napr¢zen w pltynie p”, normalna n do powierzchni S.



Obliczenia skladowych wektora 2 nalezy wykonywa¢ w takiej bazie, w
jakiej operacje matematyczne s3a najprostsze. Czasem prostszymi sg  obli-
czenia wykonywane w bazie ruchomej. Czasem jeszcze, w celu  uproszczenia
operacji matematycznych przy rozwiazywaniu zadan hydromechanicznych z ru-
chomym uktadem wspoéirz¢ednych Axyz, moze by¢ jeszcze dodatkowo — zwigzany
sztywno inny ortogonalny ukltad wspolrzednych, np.: sferyczny przy rozpa-
trywaniu ruchu kuli w plynie lub walcowy, bardzo czgsto stosowany w hydro-
mechanice okretowej.

12.7.2. Zwiazki transformacyjne dla predkos$ci katowe;j

Podany zwigzek (12.14a) jest rowniez wazny dla wektora predkosci kato-
wej Eu uktadu ruchomego, przy czym

¢ lowyo + Jowyo + kowzo = 1wy t + kwz
8 +i o (12.149)
oraz

[ wxo Co

X

wlo wz

\
oy Ox0
T

'= MJ | wyo
°z wlo

J

gdzie macierz [D] okreslona jest wzorem (12.148). Zadanie nasze dalej po-
lega na znalezieniu zwigzkéw pomigdzy niecortogonalnymi predkosciami kato-
wymi ¢, ® ¢ a sktadowymi predkosci katowej O] wyrazonych w bazie 16,
¥ k> lub w bazie Tl i€ k. Na podstawie rysunkéw 12.49 do* 12;51 mozemy

o o = Iy £
wyznaczy¢ katy pomigdzy wektorami bazy i.j, k a wektorami ¢ , ® ¢ . Za-

wiera je tablica 4.



Z rysunku 12.51a widaé, te 4 x°y, « ?0°, a z rysunku 12.51b mamy
<JzOy£ - $0° + ¢ . Natomiast cos(<J yOzQ) “ d-p, a cos(<z0zo" « d-=~.

Uwzgledniajac powyzsze oraz tablice 4, macierz cosinuséw kierunkowych

[D]o dajaca zwigzek

0
oy * - 0 (12.150)
o( o
bedzie
-ginO 0 1
[D](O sin ¢oof0 COS $ 0 (12.151)
CO3 00630 -sin @ 0
Wyznacznik macierzy [D] o macierz odwrotna fDl'j wyrazi si¢
nastepujaco: o
0 -sin @ -cos ¢
WUﬂ - cc’);S 0 -cos @oo&g0 sin @oofo (12.152)

-C0s6 -eInOBine -cos ¢ 3inS

i sktadowe predkosci katowych ® , 0, ¢ sa:

)
¢ 101"
9 we
lub
y ESId (wzcos @ + uy ging)
0 (oyooscp - wzsin(p (12.153)
[ + tgO ( Dysin$ + wzcos @)
Macierze transformacji predkosci katowych [D] i znacznie si¢

upraszczajga dla matych katow 0 i ¢ . Istotnie
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y= o2 + O Wy - ¢ -0V
®= Wy * & of Wz = oo¢p +® (12.154)
o= + ® Wz

w2 =Y - 0o®

ueeli nadal katy 9 1 ¢ sa male a takze malymi sg predkosci, katowe vy , 0,

oy o = ® ol =Y (1'2.155)

Ostatnie zaleznosci znajduja szerokie zastosowanie w liniowej teorii koty-
san statkow; bedziemy czesto z tych zaleznosci korzystac.

Przy powyzszych zalozeniach upraszczajacych macierz pelnego obrotu
(12.146) takze przyjmuje bardzo prosta postac:

! - (12.156)

Jsélj. w praktycznych obliczeniach zadan hydromechanicznych wzglednie zadan
mechaniki ruchu okretu zalozZzenie malych wielkosci katéw 1 predkosci kato-
wych nie jest wystarczajgce, to nalezy wtedy zastosowaé wzory (12.154) lub
nawet (12 15?) oraz wzor (12.148) dla macierzy [D], W praktycznych obli-
czeniach celowym okazuje si¢ nieco inne podejs$cie. Zamiast stosowania nie-
liniowych rownan (12.153) 1 dalej zlozonych wyrazen dla elementow d.: ma-
cierzy [D] mozna znalez¢ liniowe rownania rézniczkowe dla d , w  wyniku
rozwiazan ktorych uzyskuje si¢ elementy di;). Tych réwnan, jak zobaczymy da-
lej, jest 9. Rozwigzuje si¢ je znang metodg Runge-Kutego przy pomocy pro-

gramu, w ktoéry wyposazony Jest Juz nieco wigkszy kalkulator.

'2.7.3. Pochodna lokalna predkosci w ukltadzie ruchomym. Roéwnania réznicz-

kowe cosinusow kierunkowych

W- rownania ruchu plynu wchodza pochodne wektora wzgledem czasu i/lub
miejsca w obszarze V. Wektorem tym Jest predkos$é elementu ptynu v (r, t) 1
rotacja predkosci ptynu Q. . Mamy znane wyrazenia dla tych pochodnych w nie-
ruchomym uktadzie wspoirzednych. [

Przy obliczaniu pochodnych wektora a' (r, t) wzgledem czasu nalezy pa-
migta¢ o tym, ze wektory bazowe: 1, j", k ukltadu ruchomego sg zalezne od
czasu, a wfektory: 1Q, J~, [0 ukladu nieruchomego sg state. Oprécz powyz-
szego nalezy mie¢ na uwadze rowniez to, ze skalar , wektor a, tensor S
moga by¢ wyrazone w nieruchomym lub ruchomym ukladzie odniesienia 1 ze w
danym miejscu - punkt N na rysunku 12.48 - sg to te same matematyczne o-
biekty.
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Zatem
¢ - @(N,©) d£f 90G20,t) - 00(ra-+2, t) d&€f 9°(2, ) (12.157a)
a - aN,t) d-f e0O(r0"t) - %(2A+7, t) (12.157b)
s  (N,t) d2r SO(r0,t) - So(rA+r, t) - s(T, t) (12.157¢)

Wyrazenie (12.157b) Jest uogdlnieniem wyrazen (12.141a) i (12.149).

Dowolny 3kalar ¢ nie zalezy od kierunku i jako okreslony jedng liczbg
Jest niezmienny przy transformacjach ortogonalnych-ulkdadéw: skladowe wek-
tora T f_r_@._r_l_sforrnuj_q _si_e; wedlug wzoréw (12.146), zas dla skladowych ten-—
sora przy transformacji ortogonalnej Jest znany wzoér [10]

Soij " dik djl1 Skl (12.158)

gdzie sumowanie odbywa sie po powtarzajacych sie wskaznikach: kil. Po-
wyzszy wzér uzyskany dalej podczas wyznaczania przyspieszenia konwekcyjne-
go w ruchomym ukladzie odniesienia. Uwzgledniajac wzory (12.157a i b) po-

chodne materialne funkcji skalarnej 1 wektorowej beda:

d<P0 d<p _ da
dt “ dt dt

Rozpatrzymy najpierw pochodna lokalng wektora:

a t) » 01 axo + 3o ayo
Mamy :
éa. I
at 0
at x

Jes$li oznaczymy przez

(12.159a)
pochodng lokalng wekt ukltadzie rucho lokalna wek-
tora «I bedzie

Stax | 5t ay (12.159b)
Gdy wektorem v, to
*r

n

nazywa sie przyspieszeniem wzglednym, a kiedy a' - to
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Jest predkoscig wzgledna, np. predkoscia punktu N na rysunku 12,48 wzgle-

dem uktadu ruchomego Axyz.

Wchodzace do wzoru (12.159b) predkosci zmian wersoréow 1, T, k mozna pr
ol predkosci £ obracania

sto wyznaczy¢ przy pomocy skladowych oy, ©
I, 35, 1? Sa rowne jed-

si¢ ukladu ruchomego. Poniewaz dlugosci wersorow
nosci, to predkosci zmian wektorow i, £ k na podstawie rysunku 12.52 be~

91 }*

3t=7J % ~ = oyx!

:-1]*

€ =5A = "= oyt (12.159¢?
T=r°% - = ox?

Podstawiajgc (12.159¢) do wzoru (12.159b) uzyskamy znana dobrze zaleznos¢

d'a 3a > -f
TE = TE * o xa (12.160)

Przy uwzglednieniu wyrazenia (6.52) dla tensora predkosci katowej S
.12.160) dla pochodnej lokalnej wektora a mozemy rowniez zapisaé Piaste-

wzOr

pujaco:
2 P> ;
11 = Alerstor2161) 2-)
*izor (12.160) zostal Juz zastosowany przez nas do wyznaczenia kinematyczne

go warunku brzegowego (12.127c¢).
Przy zastosowaniu wzoru (12.160) do zwigzku (12.140) uzyskamy predkosc

v punktu N na rysunku 12.48:
ix?+31 (12.162)
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t dr,
gdzie: VA - d™ (12.162a)'

jest predkoscig poczatku ukltadu ruchomego, a

< dr
1 ar (12.162b)

jest predkoscia punktu N wzgledem uktadu ruchomego Axyz.
Predkos¢ jak wiemy, nazywa si¢ predkoscia wzgledna. Jesli wprowadzi
si¢ znane pojecie predkosci unoszenia

ve “ VA + wy T (12.162¢)
to predkos¢ v bedzie

YW~y (12.1624d)

Przez rozwigzanie rownan ruchu ciata-statku w ptynie wyznacza si¢ skladowe
predkosci poczatku uktadu A wyrazone w bazie i, j, k oraz wyrazone w tej
samej bazie skladowe predkosci katowej przy czym stosuje si¢ przewaz-

nie nastgpujgce oznaczenia:
VAX “ u vAy -V vaz W
(12.162¢)

v

P uy " q « T

Jesli chece sie wyznaczy¢ tor $rodka ciezkosci statku, ktorym jest poczatek
uktadu ruchomego, to skladowe: u, v, w predkosci nalezy przetranspono-
waé¢ dla uktadu nieruchomego 0xoY0L0: Wtedy roéwnanie rézniczkowe szukanego

toru bedzie

dt

lub
xoA W dil + v di2 + W 413

OA U Q2 T vdhtwaAag (12.163)

7oA W d3l +t VvV d32 T W d33

Jak juz zaznaczone, cosinusy kierunkowe d” podlegaja wyznaczeniu w toku
rozwigzywania zadania o ruchu ciata w plynie i do tego celu stuza réwnania
rézniczkowe tych cosinuséw, ktore mozna znalez¢ przez rézniczkowanie wzgle-

dem czasu wektorow bazowych:

io=1dn + j diI2 a k 413
Jo=14d21 + 7 d22 * k <23

ko =1 d31 + j d32 + k ~33
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Stosujac wzor (12.160) do pierwszego rownania dostajemy

i J k
dio
=Qai dn +JdlI2+kdi3+ p q r
dil di2 di3

=1 (<llmq d13 -r d12) + J° (dI12 + r dIl - p dI3) +
* 2 (dI3+p d12 -q d-)
Stad:

dil + qdI3 - r di2= 0
dl2 + rdn - p di3= 0 (I12.164a)

di3 + PdI2 - q dll= 0

1 podobnie przez rézniczkowanie wektorow J* 1 kQ wzgledem czasu mamy dal-

szych sze$¢ rownan:

d21 + qd23 - T d21 =0
d22 + rd2l - pd23 =0 (12.164b)

d23 + Pd22 - qd2l =0

ds1 + <d33 - rd3l =0
d32 + rd3l - pd33 =0 (12.164¢c)

d33 + pd32 - qd3l =0

Uktad rownan (12.164) lacznie z réwnaniami (12.163) oraz réwnaniami dyna-
micznymi ruchu ciata, o ktérych bedziemy méwi¢ w dalszych wyktadach, opi-
suja ruch dowolny ciata-statku w ptynie. W wyniku rozwigzania réwnan

(12.164) uzyskuje si¢ elementy d®j macierzy [pj i QD]T = [D]*“l, a stad po-

tozenie w przestrzeni osi uktadu ruchomego, bo

> -
Z 0
i -MT =
K ic,

Dla sprawdzenia poprawno$ci wynikoéw obliczen przy pomocy maszyny cyfrowej

mozna wykorzysta¢ w programie oczywiste warunki:



* przypadku ruchu plynu traktowanego jako osrodek ciggly wyrazenie

- dF o
* (F,t) 1o VXO * jo Vyo - k0 Vzo Y dt- R g)t(— $

d dz
* SyT*K, 3t

Jjest rownaniem toru elementu plynu, przy czym element plynu jest uwazany
za punkt. Istotnie, réwnania

dxo dgo

dt * Vxo dt Vy0 dt " vzo
sa zgodne z roéwnaniami (6.2). Jes$li zamiast sktadowych vyo, vyQ, V-0 sa

dane‘ sktadowe A Vy’ v, W ukladzie ruchomym, to réwnaniem toru beda roéw-
nania:

dx0
dt Vx
=
-Mo (12.165)
d20
dt- vz

/idzimy, ze sag to takie same rownania jak (12.163) dla wyznaczenia toru

poczatku ukladu ruchomego A - $rodka cigzkosci statku. Roéznica polega tyl-
ko na interpretacji sktadowych predkosci F 1 v». Jes$li chcemy wyznaczy¢
'+ elementu plynu -wzglgdem uktadu ruchomego, to znajdujemy go w sposob
“ri'my do toru tego elementu w uktadzie nieruchomym, mianowicie na pod-

stawie rysunku 12.48 mamy:

(12.166)
lub

v
wy
Analogicznie do (6.4) mozemy réwniez napisa¢ rownanie linii pradu odnie-
stonej do ukladu ruchomego.
EX- = = dz_
VWX VWY  Vwz (12.167)

12.7.4. przyspieszenie elementu ptynu i réwnania ruchu ptynu w ruchomym
ukladzie odniesienia

W rozdziale 6.3 przedstawiono rozne wyrazenia dla przyspieszenia ele-
meéntu plynu wyrazonego w nieruchomym ukladzie odniesienia. Obecnie naszym
celem jest wyprowadzenie analogicznych wyrazen dla przyspieszenia ele-
mentu ptynu wyrazonego w ruchomym uktadzie odniesienia.
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W celu uzyskania jasniejszego pogladu napiszmy najpierw jeszcze raz,
lecz nieco inaczej, wyrazenie dla w w ukladzie nieruchomym. Mamy:

— d% [?o(t),tH o)t av(ro(t),t) dro
w - dt 3 \ -t L, + 3ir ' HF-
T =const o

Pierwszy wyraz po prawej stronie réwnosci jest, jak wiemy, przyspieszeniem
lokalnym, a drugi - przyspieszeniem konwekcyjnym. Wprowadzajac tensor preét-
kosci ptynu S (rQ.t) zgodnie z (6.10) 1 (6.25):

VX0
Ov(F .t) T -
S (r ) = T VST &Ry (12.168a)
9ro
v
z0o

przyspieszenie eclementu pltynu w nieruchomym uktadzie wspoéirzednych bedzie:

Ov(r0.7)

» (Fo’t} (12.166b)

v (r0.t)

W podobny sposdb wyprowadza sie¢ wyrazenie dla przyspieszenia F (F, t)
elementu pltynu w ruchomym uktadzie wspoirzednych. Nalezy tu Jednak uwzgled-
ni¢ to, ze wektory bazy: i, j, k uktadu ruchomego sa zalezne od czasu.
Stad pochodna lokalna predkosci elementu ptynu w ukladzie ruchomym bedzie
dana wzorem (12.160). Uwzgledniajac powyzsze uwagi przyspieszenie eclementu

plynu, wyrazone w ukladzie ruchomym, jest

Ov(r.t) d?

0P dt (12.169a)
Ale zgodnie z (12.166) 1 (12.162d)
art _yp - _ vy
dt w e
a
VX
S vy -S(.t) (12.169b)
\
z
wiec
* 4 -2+ oxvts =
=4t + wyV+ s.(v - Fe) (12.169c¢)
W powyzszym wyrazeniu wszystkie sktadowe wektorow F, ® 1 oraz tensora

S sa wyrazone w bazie ukladu ruchomego: i, j, k. Zauwazmy jeszcze, ze po-
miedzy skladowymi przyspieszenia w elementu pltynu wyrazonymi w ukladzie
nieruchomym i w uktadzie ruchomym wazna jest zalezno$¢ transformacyjna dla
wektorow (12.140c¢)
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T (Fo,t) - [p] 'T (E, ©)
w (r, t) - [D]T 2 (Fo, t)

Ze wzoru (12.169C) wida¢, ze gdy F » O, Cj» 01 [D] - [D]T - I to wtedy,
tak Jak by¢ powinno, skladowe przyspieszenia w w obu ukladach odniesie-
nia: °x0y0zol Axyz, sa takie same.

Wzor (12.169c) stosuje si¢ do rownania Naviera i Stokesa lub réwnania
Eulera przy wyznaczaniu pola predkosci plynu-i ci$nien w ruchomym uktadzie
odniesienia, a wzor (12.168b), wzglednie Jego réwnowazne zapisy podane w
rozdziale 6.3, do tych samych réwnan, gdy poszukuje si¢ pola predkosci 1
ci$nienia w nieruchomym ukladzie wspoéirzednych.

Przy pomocy prawa transformacyjnego (12.140c) dla wektorow oraz okres-
len (12.168a) 1 (12.169b) mozna latwo znaleZz¢é podane wyzej prawo transfor-
macyjne (12.158) dla tensoréw:

Mamy :

s (ro.,t) - - [p13F(r.,t) [jjjT

Wigc wyrazenie
S (%0.t) » CD]S(F, t) [DjT (12.170)

Jest prawem transformacji ortogonalnej tensoréw, ktére zapisane przy porno-
cy wskaznikow 1 konwencji sumacyjnej przyjmuje posta¢ wzoru (12.158). Stad
S’(ro.,t) = S (r,t) Jest tensorem; Jest tensorem predkosci ptynu.

Wzor transformacyjny (12,170) wzglednie (12.158) Jest wazny dla kazdego
tensora ortogonalnego. Mozemy go zastosowaé¢ rownie dla tensora napr¢zen w
plynie (5.16) 1 wykazaé, ze Jest rzeczywiscie tensorem lub lepiej, ze ma
charakter tensorowy. Zeby to zrobié, wezmlemy pod uwage wzér (5.17). Otodz,
zgodnie ze wzorem (12.140c) powinno by¢ Pn"o.t) = [p] pn (r,t)

Pn (?0°t} > ® (%20,t). P (rQ,t) = [D] n (r.t)« [D] P(r.,t) [D]T »

1 (CD]p(F.,t) Ep]T)T-Ld] K(F,1) =

= (P(F,t) LDIT)T- MT M n(r.,t) » (P, t)MT)T-n -
= [p]PT(r.t)»n «¢ (D] n(r,t)- P(r,t) - [D] p~(r,t)

CO -
Widzimy stad, ze rzeczywiscie skladowe tensora naprg¢zen P transformuja si¢
zgodnie ze wzorem transformacyjnym (12.170) czyli tak, Jak by¢ powinno.
W podobny sposoéb mozna roéwniez wykaza¢, ze diwergencja predkosci w obu
uktadach odniesienia Jest taka sama
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9v 3v ov
"Jx + “Ly + -TIz

Tego nalezalo si¢ spodziewaé, bo V ‘v jest wielko$cia o charakterze ska-
larnym. Roéwniez wyrazenia dla mocy wewnetrznej i mocy dyssypowanej (7.43),
(7.47), (7.48) i (7.49), jako majgce charakter skalarny, sg takie same w
nieruchomym i ruchomym ukltadzie wspoéirzednych.

Wykazcie, ze tak jest!

Wréémy jeszcze do wyrazenia (12.169c) dla przyspieszenia elementu plynu

w . Jesli uwzglednimy zwigzki (6.26).

to w = +
dt

=P W X v+ CTW) v - (v \T) v (12.170)

Z powyzszego wyrazenia wida¢, ze operator pochodnej materialnej w ruchomym

uktadzie odniesienia, dzialajacej na pole wektorowe, jest

dglt) i a%%* @ x () - vOo\7( ) + v«V( ) (12.171)
Zaktadajagc o= 0 1 vO = 0 we wzorze (12.171) uzyskamy znany operator

pochodnej materialnej

(12.171a)

dzialajacy na wektor lub skalar w uktadzie nieruchomym.

Przy obliczaniu w ukladzie ruchomym pochodnej materialnej funkcji ska-
larnej, mp. potencjatu ¢ , nalezy w operatorze (12.171) podstawi¢ Co = O.
Istotnie tak jest, bo

an = vV Hl1-
k

n .
a? dt at yvoow

+ v. V- O (12.171b)
Nalezy podkres$li¢ jednak to, ze
ve = VAt+toxr

Poniewaz zgodnie z (12.157b) operator V w uktadzie ruchomym i nierucho-
mym jest taki sam, lecz skladowe ma inne, to na podstawie wzorow (12.171a)
i (12.171b) mamy :

a a

sz 7T " VOV (12.172)
Rowniez poréwnujgc wzory (12.171) i (12.171a) uzyskuje sig¢ bardziej ogdlng
postac:

& &, ox-Vg ¥ (12.173)
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Wzor (12.172) odnosi si¢ do funkcji skalarnej, a wzor (12.173) jest wazny
dla dowolnej funkcji wektorowe;j.

Zatem jes$li jakie$ wyrazenie skalarne dane w nieruchomym ukladzie wspol-
rzadnych zawiera pochodna lokalng, to to wyrazenie mozemy natychmiast za-
pisa¢ w ruchomym ukladzie odniesienia, zastgpujac operator pochodnej lo-
kalnej zgodnie ze wzorem (12.172). Zilustrujemy ten wniosek przyktadami:

- rébwnanie cigglosci (A.6) w ruchomym ukladzie odniesienia bedzie:
+ v- Vg + ¢>\7 v - 0 (12.174a)

- zlinearyzowany kinematyczny warunek brzegowy na swobodnej powierzchni
(12.138) przybierze postac:

(12.174b)

Analogicznie postgpuje si¢ w przypadku wyrazen wektorowych z ta roéznica,
ze zamiast wyrazenia (12.172) bierze si¢ pod uwage operator (12.173).
Przyktadowo stosujgc operator (12.173) do réwnania (7.30) mamy:

+ o x3 - ?e.V)H2 + (v. V) 5 - (5-V) 7 » VA® (12.174¢)

Gdy plyn jest scisliwy: div ¥ / 0, to po lewej stronie rownania (12.174C)
dojdzie jeszcze jeden wyraz, réwny

Qdlv v
w tym przypadku bedziemy miecé:
S 0—) x U+ (vwV) v+ Q (V) - (§6v) v 1 vAST (12.174d)

Przy pomocy wyrazeni? (12.169c), (12.170) lub (12.173) réwnania Naviera i
Stokesa (7.19) wyrazone w ruchomym uktadzie odniesienia bedg:

“4-r + 0Jx V+ S. (v-v0) «<2Z2-"wp+Vv'Av + 2V\7T(\7 -v) (12.175a)

+ ajxv - (vO-v) + (V) v=F - m"Vp + VA +
+ JV\7(V'’v) (12.175b)

Dla F = - V U przez zastosowanie operacji rotacji do obu stron réwnania
(12.175b) wyprowadzcie wzér (12.174d).

Przy analizie rownania ruchu ptynu newtonowskiego lub ptynu idealnego
wygodnym jest zapisanie przyspieszenia w postaci Lamba-Gromeki. Dla nie-
ruchomego uktadu wspoélrzednych przyspieszenie w wyrazone w tej postaci
dane jest wzorem (5.41). Istniejg rézne sposoby wyprowadzenia tego wzoru
dla uktadu ruchomego. Najprostszym wydaje si¢ wyprowadzenie jak na stronie
91 cze$ci I. Wychodzimy zatem z oczywistej tozsamosci:

S—=(v-Ve) = ST-v -ST«ve + (S-ST)-vw (12.176)



Pierwszy i ostatni wyraz prawej strony tozsamosci (12.176) juz znamy
Zgodnie ze wzorem (6.15)

T - 2
s'v-k grad v (12.176a)
a wedlug wzoru (6.18)
(S - STWW v Xrot v (12.176b)
. . T
Obliczmy zatem jeszcze S -V
0AAY oevy
Vex dx ’ vey  Sx T vez dx
) 3vy 3v ove
T Vex A7 * vey Ny * vez -y
EVX 3vz
vex ~dr vey *ovez 7t

Ale sktadowa na o$ Ax wektora ST~\; moze by¢ zapisana:

CTTOX - (Vex VX} + ﬁy tvey vy + Vx (vez

Sve

-V 0 -v 7z =
y OX y y

o (VO + (xvIY

Podobnie pozostate skladowe STO_\’/ beda

(sT-ve)y vO-v) + (€5 X v)y

(ST.,ve)z vO-v) + (03xVv)z

Uwzgledniajac powyzsze mamy
ST-Vv'= V (vO-v) + o)V (12.176¢)
Przy podstawieniu wyrazen (12.176a,b,c) do wzoru (12.169C) uzyskamy szuka-

ne wyrazenie dla przyspieszenia elementu plynu w postaci Lamba-Gromeki,
wazne w ruchomym uktadzie wspotrzednych:

d7="Tt+ V(Y -& )- X rOt 7 (12.177)

Stad mamy jeszcze jedng posta¢ rOwnania Naviera i Stokesa w ruchomym ukla-

dzie wspohrzednych:
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Wieo/ Juz z pytania kontrolnego 48 czgs$ci I, ze zastosowanie operacji di-
wergencji do rownania Navlera i Stokesa plynu niescisliwego daje rownanie
Poissona dla cisnienia

Ap - -<jS : S (12.179)
gdzie zgodnie z definicja (7.42)

S S - VI Si0 sdl (12.179a)
1,3
Jest podwojnym iloczynem skalarnym tensorow predkosci ptynu lub inaczej -
pierwszym niezmiennikiem - $ladem iloczynu tensorow S, to Jest

S : S - Tr[Si«S]
Rownanie (12.179)» Jako réwnanie skalarne, Jest wazne roéwniez w ruchomym

ukladzie odniesienia. Mozna to sprawdzi¢ przez zastosowanie operatora di-
wergencji do rownania (12.175a), przy zalozeniu, ze V -V mO - Mamy:

DV (5 T) A(div 0 - (@)
Zgodnie ze wzorem (3.47) 1 uwzglednieniem, ze ® "~ ® (t)

dlv(cjxv) * v»rot®m - 6] ‘tot v - -45-Q. (b)

Diwergencja 3 wyrazu rownania (12.175a) Jest

div (S°v?) - div(S-yc) + div(Sc"vw) (©)
Ale
div S <) Vo [(V®7)T-vwe ]= S(Vev)T]-vw
o (XT®V-v)-v™ = vw-grad div v » 0 (d)
Wigc
div (S-v*) = div (Sck = div (S™My) - dlv (Sc’”e)

Dalej zgodnie ze wzorem (7\42)
div (ec7")

Pozostaje nam do obliczenia

X ex
\% Y

y °y
VZ ¢ Vez
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Uwzgledniajac wyrazenia (d), (e) 1 (f)
div (Sct¥ w) = 8 : 8§ + ® x §T (g2)

Mamy zatem obliczong diwergencj¢ wszystkich wyrazéw lewej strony réwnania
..aviera 1 Stokesa. Przy obliczaniu diwergencji prawej strony uwzgledniamy

wzory (5.4) lub (5.5) dla sity masowej T oraz ze ¢ = const, p.= const.
Zgodnie z tym

div F = 0 divd Vp)= 1Ap

div (VAv) = vAdivv o0 -

Uwzgledniajac powyzsze oraz wzory (g), (b) 1 (a) widzimy, ze wzor (12.179)
jest wazny rowniez w ruchomym ukladzie wspotrzednych, czyli tak, jak byc
powinno.

Roéwnanie (12.179) znajduje zastosowanie przy numerycznym rozwigzywaniu
- metoda ré6znic skréconych EnlJ ~ zadan dotyczacych przeplywoéw niescisli-
wego plynu newtonowskiego. Dotlacza si¢ je do rOwnania Naviera 1 Stokesa
zamiast rOwnania cigglosci: div v = 0. Zamkni¢ty uklad réwnan w tym przy-
padku jest nastepujacy:

+ w XV +S«vw = ?- |[VP+VAV

Przy rozwigzywaniu zadafi hydromechaniki pomija si¢ czasem wiclko$s¢ § : §
i rownanie (12.179) staje si¢ rownaniem Laplace'a Ap = 0, stuzacym dla
wyznaczenia pola cid$nienia. Znalazto ono do$¢ szerokie astosowanie
szczegodlnie w liniowej teorii plata nosnego [13].

Widzimy, Zze wprowadzenie ukladow ruchomych daje nam wigkszg mozliwosé
niekiedy prostszego rozwiazywania zadan hydromechanicznych. Wybdér uktadu
odniesienia przy rozwiazywaniu zadania zalezy od nas. Mozna zadanie roz-
wigza¢ w nieruchomym uktadzie wspohrzednych 1 dalej, korzystajac z przed-
stawionych zwiazkoéw transformacyjnych, przej$¢ do uktadu ruchomego; wzgled-
nie mozra postgpowaé odwrotnie. WzbogacaliSmy wigc narzedzia pracy, Ppog-
walajag one nam juz na znajdowanie pola predkosci, a w szczegdlnosci po-
tencjatu predkosci ¢ dla przeplywow w osrodkach nieograniczonych, a tgk-
ze z uwzglednieniem $cian statych. Przy ruchu ciala w poblizu lub 4
swobodnej powierzchni nie mamy jeszcze podanych  kompletnych warunkow
brzegowych, chociaz ich elementy juz znamy. Omdéwimy je bardziej doktadnie
w nastgpnych wykladach, kiedy zostana przedstawione calki ogdlne réwnan
ruchu. Tam tez podamy pewne twierdzenia dotyczace ruchu wirowego plynu
chociaz cze$¢ tych twierdzen bedzie mie¢ charakter kinematyczny.



13. CALKI OGOLNE ROWNAN RZADZACYCH
PLYNEM IDEALNYM I ICH ZASTOSOWANIE

Calki ogoélne réownan rzadzacych ruchem ptynu mozna znalezé  tylko dla
przypadku barotropowego plynu Idealnego znajdujacego si¢ w polu sit maso-
wych majacych potencjal. Mimo tego ograniczenia zakres zastosowan prak-
tycznych Jeet bardzo szeroki. Wynika to ze stwierdzenia moéwigcego o tym,
te w niektorych zagadnieniach hydromechanicznych wplyw lepkosci plyndw,
takich Jak woda wzglgdnie powietrze, Jest bardzo maty. Dla ruchéw statkow
w wodzie, okazuje si¢, ze przy pominig¢ciu lepkos$ci mozna uzyskaé szereg
informacji o duzym znaczeniu praktycznym. Naleza do nich:

- informacje o oddziatywaniu wody spokojnej lub wody sfalowanej na koty-
szacy si¢ statek;

- informacje o oporze falowym statku i falach powierzchniowych wytwarza-
nych przez statek;

- informacje o wplywie S$cian zbiornika wodnego i/lub $cian kanalu, na re-
akcje hydrodynamiczne dzialajace na statek;

- informacje o wzajemnym oddzialywaniu na siebie statk6w plynacych blisko
siebie, wzglednie o oddzialywaniu kadluba statku i Jego czegsci wystaja-
cych: stepek przociwprzechylowych, stabilizatoréw, ster6w i $rub nape-
dowych.

Rowniez przy pominigciu sit lepkos$ci mozna uzyska¢ dane o falach wew-
netrznych w plynie: wodzie i/lub powietrzu, wywolanych ruchem statku, $ru=
ba napedowa lub innymi przyczynami, np. wybuchen podwodnej miny.

Na podstawie powyzszego mamy uzasadnienie do zajmowania si¢ calkami o-

gbélnymi réwnan rzadzacych plynem idealnym.

13.1. CALKI OGOLNE ROWNAC RUCHU PLYNU IDEALNEGO
W NIERUCHOMYM UKLADZIE ODNIESIENIA

Do znalezienia calek ogdlnych réwnan ruchu plynu idealnego pomnozymy
skalarnie przez element dr’ obustronnie réwnania Lamba-Gromeki (5.45).

Jezeli zalozymy, ze
F--VU (5.3)
i ze plyn jest barotropowy

V2?21 -Vp (10.10)

to w wyniku uzyskamy
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dr - m” + dF-grad - + 3>+ D;Y: dF-(v %.3) (13.1

-4
Q= rot v
przedstawiaja

" wyrazeniu pod znakiem gradientu poszczegolne skltadniki
- energi¢ ki-

energi¢ przypadajaca na Jednostke masy plynu, przy czym:
netyczng; ? - energi¢ potencjalng sit wewnetrznych w plynie; U - energi¢

potencjalng sit masowych.
D-tfie ostatnie postaci energii omoéwiono przy badaniu hydiostatyki plynéw.

-am tez znaleziono catke ogdlng réwnania (13.1) dla ptynu w spoczynku:
E - U+ '?= const (10.12)

Na tej calce, Jak wiemy, opiera si¢ cala hydrostatyka.
Roéwniez przy omawianiu rOwnania Naviera 1 Stokesa dla plynu niescisliwem

go znaleziono dla przypadku przepltywu potencjalnego catke ogdlng réwnania

(13.1) w postaci

3t+T +U+ A= (5.47)

if obu tych przypadkach prawa strona réwnania (13.1) Jest réwna zeru. Sko-

rzystamy dalej z tej uwagi. Narazie zostanmy Jeszcze przy przeplywie poten-
cjalnym, to jest Q.= 0, V= v.
Z roéwnania (13.1) tego przypadku przeptywu mamy:

dr.grad +u + 0 lub

grad + + =0

Stad wyrazenie pod znakiem gradientu nie moze zaleze¢ od wspodtrzednych

przestrzennych; moze zaleze¢ tylko od czasu t, co zapisujemy:

H+FZ (Vy)2 + U+ 3= C@) (13>2)

Caltke (13.2) nazywamy caltka lub rownaniem Cauchy'ego-Lagrange'a. Statg C(t)

wyznacza si¢ w dowolnym miejscu plynu tam, gdzie Ja najlatwiej mozna wyzna-
czy¢. Przewaznie ma to miejsce daleko przed poruszajgcym si¢e w plynie stac-

kiem. Jes$li przeplyw jest ustalony, to

i stala C(t) nie zalezy od czasu. Dla plynu nies$cisliwego funkcja cisnie-

nia jest

W interesujacych nas zagadnieniach potencjal sig masowych "'yraza sic wzo

rami (5.4) lub (5.5):
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U - gz (5.4) dla osi Oz skierowanej pionowo w gore¢
U m -gz (5.5) dla osi Oz skierowanej pionowo w doét.

Przyktadowo dla osi Oz skierowanej pionowo w dot réwnanie Cauchy'ego-La-
granged dla ruchu ustalonego wody, traktowanej Jako niescisliwy plyn,

przyjmle postac:

E-3 (Ve»)2 + £ - gz =C - const (13.3)

Rownania powyzsze nazywa si¢ niekiedy catka Eulera.

Czgsto przy badaniu przeplywoéw potencjalnych plynu, a w szczegdlnosci
przy badaniu pola fal powierzchniowych, np.: wywotanych ruchem statku,
wprowadza si¢ do réwnania ruchu plynu idealnego fikcyjne sity lepkosci,

tak zwang lepkos$¢ Rayleigh'a
F « - yYVv«- (13.4)

We wzorze (13.4) wspolczynnik p  nie ma nic wspolnego z okreslonym wczes-
niej dynamicznym wspoétczynnikiem lepkosci.

Lepkos$¢ Reyleigh'a zabezpiecza nam uzyskanie prawidlowego rozwigzania
zadania. Przy jej wprowadzaniu nie potrzeba uwzglednia¢ tak zwanego wa-
runku wypromieniowania uwzgledniajacego to, ze fale wytwarzane na swobod-
nej powierzchni przez kolyszacy si¢ statek rozchodza 31¢ na powierzchni
swobodnej od tego statku, a nie wedruja do statku gdzie§ z nieskonczono$-
ci. Rownanie Laplace'a bowiem obejmuje i takie rozwiazanie zadania.

Po uzyskaniu rozwiagzania zadania o falach wytwarzanych przez statek, na
przyktad po znalezieniu wyrazenia dla potencjatu predkosci, nalezy wziacé:

lim( )

p/0
Korzy$¢ z wprowadzenia lepkosci Rayleigh'a jest Jeszcze taka, ze do rozwig-
zania roéwnania Laplace'a mozna stosowaé¢ transformacj¢ Fouriera.

Przy uwzglednieniu wyrazenia (13.4) catka Cauchy'ego-Lagrange'a (13.2)
przyjmie postaé

fc+J (X792 + U + + po= C(t) (13.5)

Mozna temu wyrazeniu nada¢ roézne postacie w zalezno$ci od tego, jaki przyj-
mie si¢ uklad odniesienia, czy przeplyw Jest ustalony czy nie, oraz odite-
go, czy ¢ = const, czy tez ¢ = <2(p).

Wréémy do wyrazenia (13.1). Poza przeplywem potencjalnym ptynu barotro-
powego, znajdujgcego si¢ w polu silt masowych majgcych potencjal, catke o-
g0lna roéwnania rzadzacego plynem Idealnym mozna jeszcze znalezé dla prze-

plywu ustalonego:

fi =0 oraz robwniez dla ¢ =<I(p) | 2= -\7U

wtedy, gdy prawa strona wyrazenia (13.1) takze staje si¢ roéwna zeru, zatem

gdy = _ _
dr (v x8) = v-(Q. xdr) = @ -(drxv) = 0 (13.6)



Przy spelnieniu warunku (13.6) dla Q@4 0 i v / 0 catka rownania (13.1)

jest

E="-v2 + 3°+U = C = const (13.7)

Z warunku (13.6) widaé, Zzs energia E przypadajaca na jednostke masy jest

stata na liniach wektorowych wyznaczonych przez

dxxv = 0 (138-a)
Q. xd?= 0 (13.8b)
vxx£=0 . "(13.8¢)

Roéwnanie linii wektorowych (13.8a) Jest znanym nam rownaniem linii pradu
(6.4), a roéwnanie (13.8b) jest rownaniem linii wirowych (3.95. Dla tych
przypadkéw linii wektorowych roéwnanie (13.7) nazywa si¢ roéwnaniem lub cal-
ka Bernoulli'ego.

Z rownania (13.8C) wynika, Zze wektor predkosci v pokrywa si¢ z rota-
cja predkosci Q, . Element ptynu w tym przypadku obraca si¢ z predkoscia
katowa o = — Q, dookota linii wirowej 1 jednoczesnie przemieszcza si¢ z
predkoscia v wzdhuiz tej linii. Linia pradu zatem tu pokrywa si¢ z li-
nig wirowavOczywisécie z takich linii wirowych bedacych jednocze$nie li-
niami pradu moze by¢ utworzona powierzchnia wirowa. Zauwazymy, ze ze
wzgledu na v x 1 = 0 stala Cma warto$s¢ takg samg na calej tej powierz-
chni. Przykladem tego przypadku sa wiry swobodne w modelu linii nos$nej
Prandtla, pokazanym na rysunku 12.23. Caltke (13.7) dla $T xV = 0 nazy-
waja niekiedy catka Gromeki.

Zauwazmy jeszcze, ze dla przeplywu ustalonegp réwnanie (13.1) mozemy
roOwniez zapisaé tak:

2
grad | + >+ tf)= grad E = vxif (13.9)

Stad wektor v x SL jest wektorem potencjalnym, oczywiscie tylko dla pty-
nu. barotropowego znajdujgcego si¢ w potencjalnym polu sit masowych. Po-
tencjgtem tym jest E, dane wzorem (13.7). Powierzchnia E = const jest po-
wierzchnig ekwipotencjalng dla iloczynu v y Stad grad E jest wektorem
prostopadtym do powierzchni E - const zawierajacej wektory v 1 2 , zatem
utworzonej Jednoczesnie z linii pradu i linii wirowy¢h, przy czym te 1li-
nie pradu i linie wirowe nie musza - jak w warunku (13.8) - si¢ pokrywac.
Stad widzimy, ze rOownanie

E = v? + 2+ U F const

jest rowniez wazne na powierzchni wirowej, ktora jest jednoczesnie  po-
wierzchnia pradu. Przykladem zastosowacé¢ moze by¢ oplyw powierzchni wiro-
wej Jak na rysunku 12.28 lub 12.29 struga jednorodng v = fv .

Powyzsze stwierdzenie znajduje zastosowanie w teorii plata nosnego o

duzym lub nieskonczonym wydluzeniu.
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15.2. CAEKI OGOLNE ROWNAN RUCHU PLYNU IDEALNEGO
W RUCHOMYCH UKLADACH ODNIESIENIA

Dosy¢ czesto w praktycznych zagadnieniach hydromechaniki okretu okazu-
Je sie przydatna znajomo$¢ calek ogoélnych réwnan ruchu plynu idealnego,
wyrazonych w ruchomych ukladach odniesienia. Ma to miejsce w teorii S$rub
napgedowych 1 ptatdbw nosnych oraz .przy badaniu zjawisk fal powierzchniowych
wytwarzanych przez poruszajgce sie na (lub w poblizu) swobodnej powierzch-
ni wody obiekty. Okazuje "si¢ tatwiejszym formulowanie i rozwigzywanie za-
dan w ukladzie walcowym, zwigzanym z obracajaca si¢ S$ruba napedowa niz w
nieruchomym w przestrzeni ukladzie odniesienia. Zobaczymy to dalej na kon-
kretnych przyktadach.

Sposob postepowania w rozpatrywanym przypadku Jest taki sam,
zastosowany przy wyznaczaniu catek ogodlnych wyrazonych w nieruchomym ukta-
d~ie odniesienia. Zaltozenia dotyczace pola sit masowych w plynie oraz wila-
snoscl fizycznych ptynu 33 w obu przypadkach Identyczne. Bierze si¢ row-
niez pod uwage roéwnanie rzadzagce w postaci Lamba-Gromeki z tym, Zze zamiast
wzoru (5.45) bierzemy wzor (12.177):

Jaki byl

x (Vx7)» ?2-1Vp (12.177)

We wzorze tym, rowniez

r « -VU U» - gzo

gdzie z° zgodnie ze wzorem (12.146a) jest

20 - d31 X + d32 + d33 2

Jesli przepltyw plynu jest bezwirowy, to pole predkosci ptynu w ukladzie ru-
chomym ma potencjal ?(x.y,z,t) 1 catka réwnania (12.177) bedzie:

=" Vep+ I (\79)2 + >+ U - C(t) (13.10)

Po uwzglednieniu lepkosci Reyleigh'a przybiera ona posta¢ analogiczng do
(13.5):

a4t -veve + I (vp)2 + 3 + U + C() (13.11)

Zauwazmy, ze rOéwnanie Cauchy’ego-Lagrange'a (i3.10) 1 (13.11), wyrazone w
ruchomych uktadach odniesienia, uzyskaé mozna prosto z réwnan (13.2) 1
(13.5) przez zastgpienie operatora pochodnej lokalnej operatorem (12.172)
dla funkcji skalarnej w ruchomym ukladzie wspotrzednych.

Rozplszmy réwnanie (13.11) dla przypadku plynu o stalej gestosci. Przy
uwzglednieniu wyrazenia (12.162c) dla predkosci unoszenia ? przybiera ono

postac:
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- uwy)
+

g (d3Ix 1 N/ z) + pep= C(t) (13.11a)
Statg C(t) wyznacza si¢ tu takze w dowolnym miejscu plynu. W zadaniach do-
tyczacych fal na swobodnej powierzchni wody stosuje si¢ ruchomy uktad
wspotrzednych Axyz, w ktorym y= X lub [§ , a katy 6 = ¢ = 0 oraz v*2 = 0
i ku. Dla tego przypadku elementy d.” macierzy transformacji [D] moz-
na okresli¢ bezposrednio z macierzy [y] = [X] . W tym przypadku d3i -
= d™M2 = 0, a djj = | Opatrz wzér (12.141f)] 1 réwnanie (13.11a) znacznie

si¢ upraszcza:

It - (vAx - (VAy + o) i (E79)2 + Q —gZz * 2271 c(t)
(13.12)

przy czym na mocy (12.153) mamy o = k ¥ = ic X

Dla porzadku zaznaczymy jeszcze, ze jezeli w ruchomym ukltadzie wspcélrzed-

nych potencjal predkosci nie zalezy od czasu, to stala C réwniez nie zale-

zy od czasu, a roéwnanie (13.11) ma postaé prostsza:

-veV<y + 2 (Vtp)2 + > + v + ppl3.13) 0=")

Roéwnanie (12.177) mozna jeszcze scatkowaé dla przeplywu ustalonego w
ruchomym ukladzie odniesienia wzdhiz takiej linii. na ktoérej trzeci wyraz

roOwnania (12.177) bedzie réwny zeru.
Istotnie, =zakladajac -0 = Y7 1 mnozac skalarnie rownanie (12.177)
przez element dr linii wektorowej danej w ruchomym ukltadzie odniesienia

mamy :

2 .
dr-grad (O - vO-v + U +T) + dr- (I x v0 = (~

Ale zgodnie z zatozeniem:

dr- (5 xvw) ® & (IFW x d?) = Vwfdr xS) 0 -

Stad wida¢, ze dla przypadku ustalonego przeplywu plynu barotropowego, po-
zostajagcego w potencjalnym polu sit masowych, wyrazonego w ruchomym ukta-
dzie odniesienia catka ogélna réwnania rzadzacego ma postac:

2
-vOv +y-+D>+U=¢C (13.14)

przy czym stala C wyznacza si¢ w dowolnym punkcie linii wektorowych opisa~
nych rownaniami :

vw xdr = 0

3 xdr =0 (13.15)

XMW » 0
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Zatem stala C ca wartos¢ stalag wzdhuz linii pradu danych w uktadzie rucho-
cyn, wzdhuiz linii wirowych w uktadzie ruchomym oraz w przypadku, gdy 1li-
nie wirowe pokrywaja si¢ z liniami pradu w uktadzie ruchomym.

Wychodzac ze wzoru:

grad (- v2 - $ + A+ U) ~ x1Q,

analogicznego do wzoru (13.9), dochodzimy do wniosku podobnego jak w przy-
padku uktadu nieruchomego. Wniosek jest taki, ze rownanie Bernoulli'ego
(13.1") jest rowniez speilnione dla kazdej powierzchni wirowej bedacej jed-
noczesnie powierzchnia pradu, przy czym obie te powierzchnie sa dane w ru-
chomym uktadzie odniesienia, a stala C ma warto$¢ stalg na calej tej po-
wierzchni. Latwo mozna zauwazy¢, ze jezeli poza taka powierzchnia, w caltym
pozostatym obszarze ptynu U« 0, to stata C na takiej powierzchni ma ta-
ka samg wartos¢ jak w rownaniu (13.13) - jak w przeplywie potencjalnym.
Jest to oczywiscie wazne réwniez dla powierzchni okre$lonej przez . x Um
« 0, a wigc przyktadowo na powierzchni utworzonej z wirbw swobodnych w mo-
delu linii nos$nej Prandtla. Skorzystamy z tej uwagi przy omawianiu elemen-
tow teorii ptata no$nego i Srub napgdowych.

Tu zwrécimy jeszcze uwage na to, ze przy uwzglednieniu zaleznoSci:

v + - ve + 2 V'wW * vw

7 ve(vG ¢ vv) ™ v2 ¢ ve . vw

réwnania (13.11) 1 (13.1") mozemy zapisa¢ nastepujaco:
83 w v2
TE+ T -y *tP»+tU= C(1) (13.15a)
L
4 +17+tu«c (13.15b)

We wzorze (13.15a) potencjal ¢ jest potencjalem przeptywu absolutnego, a
- v - BA7Y -\

Wzor (13.15a) znajduje zastosowanie przy opracowywaniu modelu ptata nosne-

go w ruchu nieustalonym.

13.3. FRZYKLADY ZASTOSOWAN CALEK OGOLNYCH ROWNAN RZiLDZCYCH
PLYNEM IDEALNYM

Jak bardzoe szerokie zastosowanie w mechanice plyndéw znajduja catki o-
golne rownan rzadzacych ptynem, przekonacie si¢ po przejsciu calego kursu
wykladow, ¢wiczen, zaje¢é laboratoryjnych i projektowych, a ponadto podzniej
w praktyce produkcyjnej wzglgdnie w dziatalnos$ci badawczej. Réwniez stoso-
waé¢ je bedziecie w innych dyscyplinach. Szereg zastosowan mozecie znalezé
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w dostgpnych obecnie podrg¢cznikach mechaniki ptynow L1). I'2], [3], Tu
ograniczymy si¢ tylko do przekazania kilku przykladow”

13.3.1. Pole ci$nien wytwarzane w cieczy przez zrodio

Niech w pewnym punkcie nieograniczonego obszaru cieczy znajduje si¢ zro
dlo o wydatku Q. Nalezy znalez¢ pole cidnien.
Zgodnie ze wzorem (12.55) potencjat predkosci jest

Q

. l
= “5|1r

a predkos¢ ptynu indukowana przez to zrddlo, w sferycznym ukladzie wspot-

rzednych, bedzie

(b)

Poniewaz przeptyw jest potencjalny, to dla wyznaczenia pola cisnien mozemy
zastosowacé catke Cauchy'ego-Lagrange'a. Stala C calki najlatwiej wyznaczyé
w tym przypadku - i nie tylko w tym przypadku - daleko od zrédia: w nie-
skonczonosci, gdzie iF = 0, a ciSnienie jest rowne pQ. Dalej pominiemy cis$-
nienie hydrostatyczne; mozna je zawsze doda¢. Nastgpnie dla prostoty za-
ktadamy, ze plyn jest niescisliwy. Wtedy przy uwzglednieniu wyrazen (a) 1
(b) catka (13.2) przyjmie postac:

I 9Q 1/ Q A2

2 - Wr2) co -

Stad pole cisnien jest

~“po i 99Q 1./ Q Y
- c

2" ®' b wr2s ©

Jesli zrodto ma wydatek stalty, to pierwszy wyraz po prawej stronie wyraze-

nia (c) jest réwny zeru i
(d)

Wyrazenie (d) pokazuje, ze:

- rozktad ci$nien w cieczy nie zalezy od tego czy zrodlto jest dodatnie czy
tez w plynie znajduje si¢ upust;

- pole cis$nienn indukowane przez zrédlo jest proporcjonalne do gegstosci ply-
nu 1 kwadratu natgzenia zrdodia;

- zrodto powoduje obnizenie cisnienia w plynie, i Ze to obnizenie szybko,
jak r4-, si¢ zmniejsza w miar¢ oddalania si¢ od zZrdodia.

7 wyrazenia (c) wida¢ wyraznie wplyw niestacjonarnosci zrodla na pole cis-

nien.
Takie same postegpowanie zastosujcie dla dipola, ktérego potencjal pred-

kosci jest dany wzorem (.12.78c). Powinniscie uzyskac:
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P-PO0_ 2 . O m
9 4ff-r3 32 217 1b

gdzie a, - <J (1, ?).

Whnioski sa podobne jak dla Zzrédia z tym, ie oddzialywanie dipola hydro-
mechanicznego na pole cisnien szybciej maleje przy oddalaniu si¢ od niego
niz w przypadku Zzrédia. A co si¢ dzieje w przypadku ptaskiego zZrodia i di-
pola? Sprawdzcie to! Mozecie réwniez sprawdzié¢, ze reakcja hydrodynamiczna
dzialajaca na rozpatrzone wyzej osobliwosci hydrodynamiczne jest rowna ze-
ru. Bedzie ona rézna od zera wtedy, gdy zrodlo be¢dzie usytuowane w poblizu
$ciany. Rozpatrzmy zatem pole cisnien na plaskiej Scianie wytworzone przez
zrodlo ptlaskie znajdujace si¢ w nieruchomej cieczy niescis$liwej, jak poka-
zuje rysunek 13.1.

Zgodnie ze wzorem (12.70) 1 metoda odbi¢ :wierciadlanych funkcja cha-

rakt”rystyczna przeplywu jest

w(z) « whz) + w2(z)

gdzie
wl(z) = ~MIn (z ~ a)
w2(z) = In (z + a)
Stad
w(z) = In (z2 - a*) = (Inr +1 6) =¢tly (e)

Stad juz tatwo mozna znalez¢ potencjal predkosci ¢ 1 funkcje pradu vy :

1/(z2 - y2 - a2)2 + U x2 y2



101

Skladowe predkos$ci mozna wyznaczy¢é przy pomocy wzoréow (12.23) 1lub wzoru
(12.26). Zastosujmy ten ostatni! Mamy wyrazenie:

dw
dr (€3)

wyznaczajace pole predkosci w calym obszarze ptynnym. Zeby znalezé pred-
kos¢ na S$cianie AB nalezy podstawi¢ do wzoru (f) wartos¢ z = iy. Wigc

(g

Stad wida¢, ze skladowa pre¢dkosci ptynu normalna do Sciany jest

vh = vx (0’y) = 0

czyli jest taka, jak by¢ powinna
Poniewaz przeplyw jest ustalony, to do wyznaczenia rozkladu cisnienia
na $cianie AB mozemy zastosowac¢ catke Eulera (13.3). Pomijamy, podobnie

jak w poprzednim przyktadzie, sily masowe

Wtedy:

“
Przy wprowadzeniu nowej zmiennej £ jak na rysunku 13.1, to jest
y = a tg|3, wzor (h) przyjmuje postac:

(€3

Wzory powyzsze wykazuja, ze dla y = 0 1 y-»00 cisnienie na Scianie p= pQ
oraz, ze najwigkszy spadek cis$nienia na $cianie ma miejsce dla f = 45°
lub dla y = a.

Przy pomocy ogdélnego wzoru (5.7a) dla reakcji hydrodynamicznej ptynu

idealnego

R=-Ypn dS
s
mozna okres$li¢ wzajemne oddzialywanie Zrodia i $ciany AB
WV naszym przypadku
dS =1 dy n=i

wiec
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Uwzgledniajac wzor (h) lub (1) 1 wykonujac proste catkowanie otrzymamy:

(13.16)

Sita hydrodynamiczna oddziatywania Zrédia na Sciane jest taka, ze zrédlto
usiluje przyciagnaé¢ do siebie nieruchoma $ciang AB. Ze strony $ciany na
zrodto dziata sita przeciwna -R . Jest to tak zwane ssace dzialanie zro-
dla. Ze wzoru (13.16) wida¢, ze jest ono tym wigcksze, im wigkszy Jest wy-
datek zrédia i1 im blizej $ciany ono si¢ znajduje.

Jesli zrodlo Jest przestrzenne, to mozna uzyska¢ wzoér podobny:

(13.17)

Nalezy bowiem pamigta¢ o tym, ze w przypadku pltaskim (wzor 13.16) elta R

przypada na jednostke dlugosci ptaskiej Sciany AB, mierzona, w kierunku osi
Oz, a wydatek zrodta Q ma wymiar m2s-1. Natomiast we wzorze (13.17) sita

Rx Jest sita catkowitg dziatajaca na Scian¢ o nieograniczonych wymiarach,
a wydatek Q Je3t mierzony w m”s-1.

A y Ir y
b >
i
e /
yd /7
-
- 1l / m
e .
/ /
yd Rx Z Rx
-m 70 ' m A
e x / X
(L oL cL a. \
/ 2
z Z
z Z
Z Z
Rys.13.2

Podobne postgpowanie mozna prosto wykona¢ dla plaskiego i przestrzenne-
go dlpola hydrodynamicznego, przy czym dla ptaskich dipoli pokazanych na
rysunku 13.2a i b funkcje charakterystyczne przeptywu zgodnie ze wzorem
(I12.82d) sa:

m | m
dla a)  w(z) 21 z-a 20T z+a

i, + -A-A
dla b) W (2) AT\z-a z+a/

Reakcja hydrodynamiczna dzialajaca na S$ciang w obu przypadkach jest taka
eama:
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R (13.18)

Jesli dipol pokazany na rysunku 13.2a jest dipolem przestrzennym, to

Rx 32 ITa4 (13.19)
natomiast dla przestrzennego dipola jak na rysunku 13.2b sila przyciaggania
dipola do $ciany jest o polowe¢ mniejsza od sily okre$lonej wzorem (13.19).
Widzimy, ze wzajemne oddzialywanie $ciany 1 dipola ma ten sam charakter co
wzajemne oddziatywanie Zrodla i $ciany i tak by¢ powinno. Dlaczego? Wrdc-
cie do okre$lenia dipola hydromechanicznego!

13.3.2. Pole ci$nien wytwarzane w cieczy przez wiry

Niech w cieczy nies$cisliwej znajduje si¢ prostoosiowy nieskonczony wir
o nat¢zeniu réownym cyrkulacji predkosci I' . Zakltadamy dalej, ze ciecz jest
nielepka i ze riie ma sit masowych. Wtedy poza wirem, dla r = r , gdzie r
jest promieniem rurki wirowej, przeplyw cieczy jest potencjalny, przy czym
potencjat predkosci

(12.97)

a predkosé
(12.96)

Widzimy, zZe daleko od wiru - w nieskonczono$ci - V. 0. Cisnienie p niech
bedzie, dla r =00 , rowne pO.
Stosujac réwnanie (13.3) mamy:
E+71=
N 2 &
Uwzgledniajac wzor (12.96) cis$nienie dla r > Ieo bedzie

_ _ cT2
P=Po - <2 = pO - (]320)

Zatem obecno$¢ wiru w cieczy powoduje obnizenie cid$nienia podobnie jak
zrodto lub dipol hydromechaniczny. Jesli oznaczymy przez predkosé cie-
czy na rurce wirowej, a przez pw cidnienie w tym miejscu, to ze wzoru
(13.20) mamy:

Pw = Po - % VB (13.20a)

Nasuwa si¢ pytanie. Jakie jest pole ci$nienn wewnatrz rurki wirowej?
Zeby je wyznaczyé, nalezy wroécié do réownania ruchu cieczy. Dla rozpatry-

wanego modelu plynu bedzie to roéwniez dobrze znane rownanie Eulera

F (V) N1 == VP
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ktore dla przypadku plaskiego wiru stacjonarnego przyjmie postac:

v 3f(7+vyi‘$/“?é\

X
(13.21)

Yxoox y dy 9 3y

Dla prostoty zatozymy dalej, ze pole predkosci cieczy wewnatrz rozpatry-
wanej rurki wirowej jest takie same jak w ciele sztywnym, to Jest

i j k
Ve o xF 0 0 cw - - luy + jux (13.21a)
X y

Podstawiajac (13-21a) do rownania (13.21) otrzymamy

Con g
- 2y - - 442
IR T I

Mnozgc stronami pierwsze rownanie przez dx a drugie przez dy 1 dodajac do

siebie tak otrzymane rownanie dostajemy:
ca)2 (x dx + y dy) » dx + dy
Stad

+c.p

Stala C wyznaczymy na powierzchni rurki wirowej, dla r « 0

Zatem

c’ Pw-m- 2--me e pw — X 9 vw

Wigc cis$nienie wewnatrz wiru, dla r 10, przy uwzglednieniu wzoru (13-20a)

bedzie

P - po- v+ A1l (13.22)
gdzie: v = wr
Widzimy, ze dla r - rQ predkos$¢ v = i ciSnienie p = pw oraz ze przy

zblizaniu si¢ do osi wiru ci$nienie nadal spada osiagajac warto$s¢ minimal-

ng dla r = 0
P=Po~- <dw2 1 po - ¢ w2 12 (13.22a)
Na rysunku 13.3 pokazano zmiang¢ pola prg¢dkosci indukowanej w cieczy

przez wir w zaleznosci od odleglosci r od osi wiru, a na rysunku 13.4 po-
le ci$nien okreslone wzorami: (13.20) dla r ~.T0 1 (13.22) dla r < TQ.
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p-po

Zalezno$¢ pomiedzy predkosciag co a cyrkulacjg predkosci I' mozna wyzna-

czy$ z warunku réwnosci predkosci na powierzchni wiru

T
21% (@)

lub z twierdzenia Stokesa moéwiagcego o tym, ze cyrkulacja predkosci jest

réwna natgezeniu wiru, a zatem:

' "y rot v-d3d=2wim0 (b)

Istotnie z rownan a) i1 b) uzyskuje si¢ ta samag zaleznosc¢:



¢eIshy
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Podsumowujac powyzsze, podamy kilka praktycznych wnioskow:

Jesdli w plynie powstanie z jakiej$ przyczyny wir, to jemu towarzyszy¢
bedzie spadek ci$nienia, przy czym ten spadek jest proporcjonalny do kwa-
dratu natg¢zenia wiru.

Wir ma dziatanie podsysajace.

Jesli na rufie statku nastapi oderwanie przeptywu, to - jak wiadomo -
utworza si¢ w tej czesci kadluba wiry, a stad na powierzchni rufowej stat-
ku nastgpi spadek cis$nienia, ktory spowoduje wzrost oporu. Ten wzrost opo-
ru nazywa si¢ oporem wirowym.

Zmniejszenie ci$nienia w wodzie spowoduje wydzielenie pecherzy rozpusz-
czonych w niej gazéow - wzor (2.31) - a gdy cis$nienie spadnie ponizej cis$-
nienia parowania wody, to powstanie zjawisko kawitacji. Jes$li to ma miejs-
ce, to wiry powstajace w wodzie sa dobrze widoczne, jak np. wiry swobodne
powstajace w wyniku pracy $ruby napedowej. Mozna je obserwowaé w tunelach
kawitacyjnych. Pokazuje je rysunek 13.5.

Przy wirach powstajacych w poblizu swobodnej powierzchni wody  spadek
cidnienia niekiedy moze by¢ tak znaczny, ze powietrze z atmosfery wdziera
si¢ do tych wiréw. To zjawisko nazywa si¢ wentylacja, zapowietrzeniem lub
niekiedy aeracja. Mozna je w praktyce obserwowaé¢ przy ruchu ptatow nos-
nych pracujacych w pobliZzu swobodnej powierzchni wody lub przecinajacych
t¢ swobodng powierzchnig¢. A zatem przy plytko zanurzonych $rubach napedo-
wych szybkich jednostek, na plytko zanurzonych ptatach nosnych wodolotow
oraz na sterach przecinajacych swobodna powierzchnig, kiedy zostang wychy-
lone o duzy kat. Zjawisko to jest niekorzystne. Towarzyszy jemu spadek si-
ty nosnej. Przykladowo na wodolotach to zmniejszenie sily nosnej spowoduje
wzrost zanurzenia platow, wzrost cidnienia hydrostatycznego na platach
zamknigcie zapowietrzenia i ponowny wzrost sily nosnej, a stad ponowne wy-
nurzenie wodolotu i1 znéw zapowietrzenie platow. W wyniku powstaje niesta-
teczny ruch wodolotu zwany ”galopowaniem'". Zapobiega si¢ temu zjawisku al-
bo przez odpowiednie profilowanie ptatéw nos$nych, lub niekiedy przez sto-
sowanie plytek poprzecznych na ptatach, prostopadtych do krawedzi natar-
cla. Podobnie jak nie zawsze zjawisko oderwania przeplywu jest niekorzyst-
ne, tak rowniez niekiedy specjalnie stosuje si¢ sztuczna, kontrolowana
jednak wentylacj¢ ptatow lub S$rub napedowych. Sztuczna wentylacj¢ platow
stosuje si¢ w celu kontrolowania sity nosnej platow nosnych dla stabiliza-
cji wodolotu na sfalowanym morzu, a kontrolowang wentylacje $rub  napedo-
wych wtedy, gdy nie mozna unikna¢ ich kawitacji. Problem wentylacji tych
obiektow w obecnym stanie wiedzy rozwiazuje si¢ na drodze badan modelowych.

13.3.3. Wspdlczynniki cidnienia. Sita no$na

W praktycznej dziatalnos$ci okazuje si¢ wygodniejszym przedstawianie wy-
nikow obliczen wzglednie wynikow badan eksperymentalnych w postaci bezwy-

miarowej. Zamiast reakcji hydrodynamicznej R stosuje si¢ wspoOiczynnik sity

IR~ S<1./91dS (13.23)
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a zamiast ci$nienia p wspoélczynnik cid$nienia:

(13.24)

gdzie:
q - ;l N V(z) ~ cisnienie spig¢trzenia.

W zaleznosci od rozpatrywanych zagadnien wyrazenie dla wspoiczynnika cis$-
nienla przyjmuje roézne postacie. Rozpatrzymy najpierw dla prostoty przy-
padek ustalonego optywu ciata nieruchomego struga jednorodna plynu ideat-
nego, jak na rysunku 13.6. Daleko przed oplywanym cialem predko$¢  plynu
jest vQ, a ci$nienie p - pQ. Poniewaz przeplyw jest ustatony, to do wyzna-
czania ci$nienia w dowolnym punkcie N oplywanego ciata, gdzie predkos¢ i
cisnienie ag odpowiednio rowne v l.p, mozemy zastosowaé calke Bernoulliego
(13.3). Zauwazmy, ze cialo oplywane Jest nieruchome. Zatem:

my - —

i wspotczynnik cisnienia w dowolnym miejscu powierzchni optywanego ciata

P l' P, ' ] (13.25)

Widzimy, ze daleko przed optywanym ciatem v = vO 1 p = 0. W plynie ideal-
nym, rowniez daleko za ciatem glebokozanurzonym w cieczy p=p 1 v ¢ vO,

bedzie

wige takze” wspoélczynnik ciSnienia jest roéwny zeru. W punktach D i R, na
dziobie 1 rufie predko$¢ v = 0 1 wspolczynnik cis$nienia jest réwny 1. Wy-
kres pogladowy predkosci 1 cis$nien dla tego przypadku pokazuje rysunek
13.7. Wida¢ z niego, ze w s$rodkowej czesci ciata predkos$¢ jest wigksza niz
predkos$¢ strugi jednorodnej oraz ze odpowiadajacy tej predkosci wspolczyn-
nik cisnienia ma warto$ci ujemne.
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Przedstawiony wyzej charakter rozkladu cisnien jest taki sam dla r16z-
nych optywanych ciat. W przypadku optywu ciat plynem lepkim bez oderwania
przeptywu eksperymenty wykazuja, ze lepko$¢ ma praktyczny wplyw  na roz-
klad cisnien tylko w cze$ci rufowej, czesci sptywu oplywanego ciata. Po-
gladowo pokazuje to krzywa a na rysunku 13.7. Mamy zatem w tej czg¢$ci cia-
ta spadek cis$nienia. Dalszy spadek cis$nienia w tej czesci, krzywa b, wys-
tapi wtedy, gdy bedzie mie¢ miejsce oderwanie przeplywu i powstana wiry.
Te spadki ci$nienn pomnozone przez elementy powierzchni oplywanego ciata i
posumowane po calej powierzchni dadza w wyniku reakcj¢ hydrodynamiczng o
kierunku predkosci v—, zwang oporem ci$nienia. Dla ilustracji rozktadu
wspoiczynnika cisnienia na kadlubie statku, na rysunku 13.8 pokazano wy-
niki badan modelowych.

Rozpatrzmy teraz drugi przypadek. Niech to samo ciato jak na rysunku
13.6 porusza si¢ ze stala prgdkoscia vO = i vO w nieruchomym plynie o
tych samych charakterystykach jak w przypadku pierwszym. Przeptyw plynu
indukowany przez to ciato bedzie przeplywem ustalonym w ukladzie odnie-
sienig zwigzanym z tym cialem. Zatem do znalezienia pola cidnien i wspol-
czynnika ci$nienia mozemy zastosowa¢ wzor (13.14) zauwazajac, ze daleko

przed cialem predkos¢ plynu jest rowna zeru, a cis$nienie jest pO. Wigc

v2
v T R
) - vO-v 5~ 9 (13.26)
Ale
v2 = v\% + 2 ve ‘V{V

vV 'V = 4 + Ve'\Tw
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Uwzgledniajagc powyzsze, wzor (13.27) przyblerze postacie:

v — M/\ (13.292)

_ (o)l (13.29b)

Zauwazmy jeszcze to, ze stosujgc ten sam sposob postgpowania jak przy wy-
prowadzaniu wzoru (13.27) mozemy catke Bernoulllego (13.14) zapisac tak:

2 2
\’/%_’\/19 . % _c (13.30)

Zastosujemy ten wzér dla drugiego przypadku uktadu ruchomego $ruby napedo-
wej. Daleko przed $ruba teraz mamy:

v - ex VA oraz P - Po

natomiast ee wl

Wiec stata C w calce (13.30) bedzie:

4% £4H0

Uwzgledniajgc to, uzyskamy wzor taki sam jak (13.29b). Potwierdza to moz-
liwos¢ czeéciowego odwracania przepltywow.
Ze wzoru (13.2£1) lub (13.29b) mozemy znalezé wspoOlczynnik ci$nienia w

postaci:

(13.31)

Wzorowi (13.31) mozna nadaé rézne postacie w zaleznos$ci od rozpatrywanych
zagadnien szczegdéltowych. 1 tak jesli predkos¢ absolutna przeptywu - indu-
kowanag przez $rube - zapisze si¢ w postaci:

a’i= /A va+ 2 vu+ % vr (13.32a)
to predkos¢ wzgledna Jest
=" - (VA + va® " ®) “ol’ " vu} ®r vr (13.32b)
a wspolczynnik cis$nienia (13.31) bedzie:

v +2 (y- Vv,-v ur)
C  mmmmmmmmm—ee RS (13.32¢)
P v2 + (wr)2
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We wzorze (13.32a) poszczegdlne skladowe predkosci indukowane majg nazwy
nastgpujace:

vg - osiowa predko$¢ indukowana
- obwodowa predko$¢ indukowana
vr - promieniowa predkos¢ indukowana.

Przy pominigciu predkosci vr wykres predkosci danych wzorem (I3«32b) na
przekroju skrzydta walcem o promieniu r, wspdlosiowym z osig $ruby, jest
taki jak na rysunku 13.10. Znalazt on szerokie zastosowanie w teeril Srub
nape¢dowych.

Jako nastgpny przyktad rozpatrzmy cienkie cialo - plat nosny o od-
ksztalcalnej powierzchni, S(t), poruszajacy si¢ ze stalg predkoscig iT =
= T vO pod swobodna powierzchnia wody. Zalozymy, Zze przeplyw jest poten-
cjalny 1 ze predkosci indukowane w wodzie sg mate. Wtedy do wyznaczania
ci$nienia p w dowolnym punkcie N (rysunek 13.11) mozemy zastosowac caltke

Cauchy'ego-Lagrange'a (13.10):
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Stala C wyznaczyliSmy daleko przed poruszajacym si¢ cialem dla z«0. Zalo-

lenie matych predkosci indukowanych upowaznia nas do pominigcia kwadratéow
tych predkosci: (X7)" 0. Po uwzglednieniu tego zatozenia juz prosto

znajduje si¢ wspoélczynnik ci$nienia. Jest on réwny:

(13.33)

Gdy cialo jest nieodksztalcalne, to ostatni wyraz jest réwny zeru. W po-

WYZSZym WZOTZe€:
PO - Pa » e~
W podobny spos6éb mozna wyznaczy¢ wspoOlczynniki ci$nienia dla innych za-
da¢ hydrorcechanicznych.
Dla ilustracji tego stwierdzenia rozpatrzymy jeden uzyteczny praktycz-

nie przyktad. Jaka jest roéznica ci$nien po obu stronach ptaskiej powierz-

chni wirowej o gestos$ci natgzenia wirow
2iyfe) (12.106)

optywanej struga jednorodna o predkosci 1 v lub poruszajacej si¢ ze stala
predkoscia - TvO? Przekrdj poprzeczny powierzchni wirowej jest odcin-
klem O\,C > osi Ox. Pokazuje go rysunek 13.12, na ktorym zaznaczono takze
predkosci i cis$nienia na goérnej-dodatniej i dolnej-ujemnej warstwie wiro-

wej.

Zgodnie z- twierdzeniem Stokesa (3.94) cyrkulacja predkosci
=/2y(S) d§ (13.34)

Uwzgledniajac dalej, ze 1T= i, na podstawie wzoru (.12.109) mamy
(13.34a)
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przy czym

VX = vo + u VX = VO T u (13.24b)

Stad

2fy(8) = 2 u u=3xy (" (13.34¢)
Poniewaz przeplyw na warstwie wirowej jest ustalony, to do wyznaczenia ci-
$nien p+ 1 p oraz Ap = pt - p’ mozna zastosowaé calke Bernoulliego (13.7).

Wiec

v2 P
-2+ 9
(13.35)
v% P
- T + p_o
Wykonujac proste dziatania uzyskamy wzor
(13.352)

vo 0

ktory przy uwzglednieniu wyrazenia (133-"°C) mozna zapisa¢ w postaci

(13.35b)

Znajac roOznice cisnien po obu stronach powierzchni wirowej mozna obliczy¢

reakcje hydromechaniczng dzialajaca na te powierzchnie. Wedlug zatozenia
pltyn jest nielepki. Wigc do wyznaczenia R- mozna zastosowaé wzor (5.7a):

i=-JnpdS=-Jpds
S S

Obliczmy reakcj¢ pltynu dziatajaca na jednostk¢ dlugosci powierzchni wiro-
wej. Tak robimy, bo powierzchnia ta ma dlugo$¢ nieskonczong. Uwzgledniajac
tOj mamy:

ds 1 - d£ dS+ = k dS dS—=-kdS

C C

Wigc reakcja dzialajaca na jednostke dilugosci warstwy wirowej o cyrkulacji
I' , optywanej struga jednorodng, ma kierunek osi 0z 1 jest proporcjonalna
do gestosci ptynu, predkosci strugi jednorodnej oraz do catkowitego nate-

zenig wirdw warstwy wirowej. Wzor
Rz - L=¢ volI (13.36)
nazywa sie¢ wzorem lub niekiedy prawem Kutty i Zukowskiego, a reakcja Rz -

sita nos$ng. Znaczenie praktyczne tego wzoru polega na tym, ze. warstwa wi-

rowg mozna zastapi¢ cienki, slabo wygiety plat nosny o nieskonczonej roz-
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pig¢tosci. Tu zaleca si¢ wroéci¢ do tekstu na stronach 58 i 19 czesci I. W
przypadku ptata o skonczonej rozpig¢tosci nat¢zenie wirdw zmienia si¢ wzdiluz
jego rozpictosci: I' - T'(¢p) 1 wzdér na sile nosnag takiegb plata bedzie

(13.36a)

Kodel wirowy takiego plata no$nego pokazano juz na rysunku 12.23. Przed-
stawiony wyzej tok postgpowania przy wyprowadzaniu wzoru (13.56) jest jed-
nya z mozliwych. Rowniez wzor (13.35a) mozna uzyska¢ w inny sposob, roz-
patrujac zamiast optywu warstwy wirowej jej ruchu z predkoscia v « I'vO w
plynie nieruchomym. Wtedy jednak do wyznaczenia rdéznicy cisnien Ap m p+-p"
r.ilozy zastosowac¢ catk¢ Bernoulliego wyrazona w ruchomym uktadzie odniesie-
nia (13.14):

Na goérnej stronie warstwy wirowej predkos$¢ absolutna ptynu jest v'« I u,

a na dolnej 7 » —-fu, co zaznaczono na rysunku 13.12. Daleko zas$ przed war-
stwg predkos¢ O 7 =, a cisnienie p r pQ. Stad dla gbérnej warstwy wirowej
mamy :

i analogicznie dla dolnej strony tej warstwy:

1" m?czajac dalej wspotczynnik cidnienia Cp otrzymany wzér (13.35a).
izpatrzry Jeszcze Jeden przyktad oplywu powierzchni wirowej struga
jednorodng. Niech powierzchnia wirowa w, utworzona z prostych linii wiro-
wych o natezeniu Tx(?)> bioracych swodj poczatek na osi Oy, bedzie optywa-
na ?trugg jednorodna « €LvO, tak jak na rysunku 13.12a. Zgodnie ze wzo-
rem (12.110a) zwigzek pomiedzy gestoscia rozkladu wirow a predkosciami in-

dukowanymi przez rozpatrywana powierzchni¢ wirowg jest:

Cyrkulacja predkosci po petli C jest

re = d?

Wyznaczmy podobnie jak w poprzednim przykltadzie réznice cisnien dziatajg-
cych na dodatnia 1 ujemng strong¢ powierzchni wirowej w. Powierzchnia wi-
rowa jest Jednoczes$nie powierzchnia pradu i stata C we wzorze (13.7) jest
taka sama na tej powierzchni jak i daleko przed nia. Wigc zgodnie z tym
mozemy napisac:
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+ (Tvo.~Vv7)2 20 4
+ [ ]
<) 9

+ p
Tr X (15-37)

lub

Podobnie dla ujemnej powierzchni W

- (v trv ) I

lub
(13.37a)

Zatem po obu 3tronach powierzchni wirowej w tym przypadku ci$nienia sa ta-
kie same.

Nalezy zauwazy¢ przy tym, ze poniewaz wedlug zalozenia v jest funkcja
wspotrzednej] 9 , to takze cisnienia p 1 p" zalezg od wspodirzednej 9 .
Lecz na tak optywana powierzchni¢ wirowa zgodnie z ogdlnym wzorem dla re-
akcji hydromechanicznych nie bedzie dziatala zadna sita. Na powierzchnig¢
wirowa utworzona z wiré6w swobodnych w modelu linii nosnej Prandtla nie
dziata zadna sita. I tak by¢ powinno. Silta no$na moze dziatac tylko na
plat nosny, tam gdzie wystapi roznica ci$nien po obu stronach ptata. Plat
nos$ny o nieskonczonym wydtuzeniu mozna stad zastapi¢ powierzchni¢ wirowa
taka jak w poprzednim przykltadzie. Tam osi wirdéw sa prostopadle do v ,
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1 3 .3 _«arunek uniknigcia kawitacji

W punkcie 2.6 cze$ci I sformutowano warunek uniknigcia kawitacji w po-
stad wzoru (2.29):

P > Pv

gdzie pv - ci$nienie parowania wody.
Przy poaocy catki Bernoulliego mozemy temu warunkowi nadaé¢ bardziej kon-
kretna postaé, przydatna w praktycznych zastosowaniach.

Viech zatem na gl¢bokosci h pod swobodng powierzchnig wody - rysunek
13.13 - porusza si¢ cialo z predkoscig v lub niech to samo nieruchome cia-
to bedzie optywane etruga Jednorodna o predkosci - vO. Poniewaz cialo jest
nieruchome, a woda niesciSliwa, to do znalezienia ciSnienia w dowolnym
punkcie ciata mozna zastosowac catke Bernoulllego (13.7) w postaci (13.3).

Stata C wyznaczymy w punkcie spig¢trzenia D ciata, znajdujacego si¢ na gle-

9vO>
bokosci h, gdzie v = e pp « pa + <W®h + »5— * WI2C!

Stad nieréwnos$c¢:
P - Pa 98 N E=a(vo - v2) > Pv
mowigca o tym, ze ciSnienie na oplywanym ciecza ciele musi byc wigksze od

ci$nienia parowania wody.
Wprowadzajac pojecie liczby kawitacyjnej
Pa 9g hl - pv
0= (13.38)
Tt <v;

powyzszy warunek uniknigcia kawitacji mozna zapisac:

. I X2
0 > -1 (13.39a)

lub O=> - Cp 0> (13.39b)
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W przypadku $rub napedowych liczbe kawitacyjna tworzy si¢ w ten sam spo-
sob jak wspolczynnik cid$nienia okre$lony wzorem (13.31). Wtedy liczba ka-

witacyjna ma postac:

Pa + ? g h-, - Pv
(13.38a)

| < [VA + (cor)2]

gdzie oznacza zanurzenie rozpatrywanego profilu skrzydla $ruby w poto-
zeniu znajdujacym si¢ najblizej swobodnej powierzchni wody. Spotyka si¢
rowniez inne okre$lenia liczb kawitacyjnych, stosowanych w empirycznych

kryteriach kawitacyjnych:

6 = Pa + *hw = pv 13.38b

T < VA (13.38b)

0] = Pa t yhw 7<® = gR =~ pv
I Fv + (0,7m” Dn)2]

(13.38¢)

gdzie: hw - zanurzenie osi walu $rubowego;

R - promien S$ruby nape¢dowej;
D - $rednica Sruby napgdowej.

Na zajgciach projektowych zdobegdziecie praktyke w zastosowaniu powyzej
podanych liczb kawitacyjnych.

Wracajac do warunku uniknigcia kawitacji (13.39a), nalezy podkreslic,
ze musi on by¢ wypelniony w kazdym miejscu optywanego woda ciata; przykta-
dowo na obu stronach profilu: grzbietowej - punkty N i spodniej - punkty N
na rysunku 13.13. Stad konieczna jest znajomo$¢ rozkladu wspotczynnika ci-
$nienia po calej powierzchni oplywanego ciata. Calki ogélne réwnan ruchu
plynu pozwalaja nam na znalezienie wyrazen dla konkretnych zadan. Tu przy-
ktadowo napiszemy te wyrazenia dla strony dodatniej i1 ujemnej powierzchni
wirowej pokazanej na rysunku 13.12. Z roéwnafn (13.35) mamy:

(13.40a)

(13.40b)

gdzie:

Jesli rozpatruje si¢ zagadnienie liniowe, w ktérym zaklada si¢, ze pred-
kos$ci indukowane u sa male w stosunku do v , to wzory (13.40) przyjma

postac:

(13.41a)
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(13.41b)

Powyzeze wzory podaja rozklady cisnien spowodowane tylko warstwa wirowa.

4 rzeczywistym profilu ptata nalezy jeszcze uwzgledni¢ rozklad cisnien wy-
wolany skonczong grubos$cig. Mozna go znalez¢ stosujac w tym przypadku wzor
(13.33). Wtedy rzeczywisty rozklad cisnien - w ujeciu liniowym - bedzie su-
ag wyrazen (13.33) 1 (13.41):

gdzie§ zt - jest rzednag dodatniej strony profilu,
z~ - jest strong ujemna profilu.

W praktycznych obliczeniach przewaznie stosuje si¢ uproszczenie z - z
-z Orr.

13.3.5. Zastosowanie calki Bemoulliego do oceny jakosciowej zjawisk

hydromcchanlcznych

Catka Bemoulliego w polaczeniu z réwnaniem cigglosci znajduje szerokie
zastosowanie w praktyce inzynierskiej do jakosciowego przewidywania zacho-
wania si¢ réznych obiektéw w réoznych warunkach. Zilustrujemy to  kilkoma
przyktadani z zakresu okrgtownictwa.

Rys.13.1A

Niech statek porusza si¢ ze stala predkoscia wzdluz ptaskiej Sciany, jak
na rysunku 13.14. Zatem przeplyw mozemy odwroci¢ 1 rozpatrzy¢ statek nie-
ruchomy optywany struga jednorodna o predkos$ci - v . Nieoh pole przekroju
AB pokazanego na rysunku 13.14 bedzie S, a predkos$¢ na tym przekroju v.
Odpowiednie wielkosci dla przekroju A.”™ niech beda iv]

Z rownania cigglosci mamy:

QSV = <S] VI

Stad predkos¢ w przekroju A"B" jest

(€]
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Poniewaz S > 3m, to > v. Przy zmniejszeniu si¢ przekroju ma miejsce
wzrost predkosci. A co si¢ dzieje z ci$nieniem? Mozemy je wyznaczy¢ z catl-
ki Bemoulliego. Przy pominig¢ciu sit masowych mamy: /

P . v2 Pl Vi

9+ T° —+T
Poniewaz v ) > v, to pl < p 1 w przekroju AIBl wystapi spadek
Spowoduje to powstanie reakcji hydromechanicznej dzialajacej
skierowanej ku $cianie. Na $ciane oczywiscie bedzie dziatacé
drodynamiczna o tym samym module lecz przeciwnie skierowana,
znane zjawisko “przysysania" statku do $ciany. Poniewaz dalej cze$¢ rufo-
wa 1 cze$¢ dziobowa kadluba statku sg réznie odksztaltowane, to na tych
czegsciach spadki cisnien bedg inne i1 powstanie oprocz reakcji R jeszcze

moment hydrodynamiczny M starajgcy si¢ statek obrocié.

Podobne zjawisko przysysanla sta.tku do $ciany z jednoczesnym obrotem mo:
ze wystapi¢ podczas wodowania statku z pochylni, jak na rysunku 13.15. Aby
unikng¢ tego niekorzystnego zjawiska, nalezy $cian¢ pochylni AB przedtuzy¢
na czas wodowania - linia przerywana AA’ na rysunku 13.15 - tak, aby zais-
tniata symetria przeptywu podczas tego procesu.

Z tymi problemami wzajemnego oddziatywania $cian i statkOw oraz wzajem-
nego oddzialywania na siebie statkOw maja czesto do czynienia kapitanowie
podczas manewréw wyprzedzania i wymijania oraz, gdy statek plynie 2z po-
chyleniem rufowym na bardzo ptytkiej wodzie. Rowniez takie oddzialywanie
ma miejsce pomiegdzy kadlubami statkéw wielokadlubowych, np. katamaranow.
Sprobujcie w podobny sposob jak wyzej, to oddziatywanie w poszczegdlnych

przypadkach uzasadnic.
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Podobne ssace dziatanie Sciany ma miejsce, Jak Juz wiemy, w przypadku
zrodta lub dipola usytuowanego przy Scianie. Powstaje w zwigzku z tym py-
tanie: czy obiektu w plynie nie mozna zastapi¢ pewnym rozkladem zZrédet i/
lub dipoli rozlozonych w obszarze obiektu lub na Jego powierzchni? Okazu-
Je sie, ze mozna tek postapi¢. Jak to praktycznie si¢ wykonuje - bedzie to
tematem dalszych wykladow.

Tu wskazeray na Jeszcze Jedno praktyczne zastosowanie zwigzkow (a) 1 (b).
Przy ich pomocy mozna wytlumaczy¢ zwieranie sig¢ dwoch elastycznych powtlok
nieprzepuszczalnych: AB 1 CD - rysunek 15.16 - pomigdzy ktére wdmuchuje
si¢ struge jednorodna powietrza. To proste zjawisko znalazto zastosowanie
przy konstruowaniu segmentowych oston elastycznych poduszkowca, ostaniajg-
cych poduszk¢ powietrzng. Schematycznie taka oslon¢ pokazuje  rysunek
15.17. Otéz do kadluba i, zamocowana Jest elastyczna powloka 2  tworzaca
elastyczny zbiornik powietrza zasilany bezposrednio z wentylatorow lub z
kanatéw powietrza usytuowanych wewnatrz kadluba poduszkowca. Ci'nienie po -
wietrzg w zbiorniku elastycznym, p”,, Jest wigcksze od cidnienia pc w po-
duszce powietrznej, a to z kolei Jest wigksze od cid$nienia powietrza na
zewnatrz poduszkowca. Do powloki elastycznej 2 sa umocowane elastyczne

segmenty 2. zwegzajace si¢ ku ekranowi 2. Boczne $ciany  elastycznych seg-
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mencoOw 2 nie sa ze sobg polaczone. Jednak wskutek zjawiska zwierania si¢
powlok elastycznych przy przepltywie pomigdzy nimi powietrza te boczne
Sciany 4 segmentéow 2 tak szczelnie do siebie przywierajg, ze nie ma  po-
migdzy nimi praktycznie zadnego przeplywu. Przy nierobwnym ekranie 5 moga
si¢ jednak te segmenty deformowac¢ w ten sposdb, Zze dolne krawedzie seg-
mentéw 2 $Sledzg nierdbwnosci ekranu: wody lub statlego podloza. Jak ksztat-
tuje si¢ eclastyczna ostong¢ poduszkowca, dowiecie si¢ na zajeciach projek-
kowych przedmiotu. Tu zaznaczymy tylko, Zze przez odpowiedni dobdér zewnetrz-
nej 1 wewnetrznej geometrii elastycznej ostony, opartej takze na zjawis-
kach zwigzanych z przeptywem, mozna uzyska¢ pozadane charakterystyki za-
chowania si¢ poduszkowca, jako $rodka transportu wodnego lub no$nika du-
zych cigzarow w réznych zakladach produkcyjnych, np. na stoczniach.



14. TWIERDZENIA O TRWALOSCI RUCHU WIROWEGO
I ICH ZASTOSOWANIE

Dotychczas poznalliny szereg wlasnosci ruchu wirowego plynu. Z drugiego
twierdzenia Helmholtz'a wiemy, ze nat¢zenie rurki wirowej w kazdej chwili
jest state. Twierdzenie Stokesa mowi o tym, Jak mozna ulatwi¢ obliczenie
natezenia wirdw przebijajacych dana powierzchni¢ S rozpigta na petli  C;
wystarczy w tym przypadku obliczy¢ cyrkulacj¢ predkosci po petli C. Te
twierdzenia, jako kinematyczne, 3a wazne dla kazdego ptynu. Tak samo waz-
ny dla kazdego plynu jest wzér (12.91) 1 prawo Biota | Savarta (12.92a 1
b), pozwalajace na wyznaczenie pola predkosci Indukowanego w cieczy mnie-
Scisliwej przez zadany rozktad wiréw. Widzimy, ze powyzsze twierdzenia,
wnioski 1 prawa dotycza wirdw istniejacych. Nic one nie moéwia o tym, jak
te wiry zmieniaja si¢ z uplywem czasu. Wiemy juz, ze ruch wirowy pltynu
newtonowskiego jest opisany roOwnaniem Naviera i Stokesa, a Jes$li ptyn do-
datkowo jest barotropowy, to do badania ruchu wirowego takiego plynu moz-
na si¢ postuzy¢ rownaniem (7.30) lub bardziej ogdélnym réwnaniem (12.174d).
Poniewaz te rownania, takze przy zalozeniu v 0 -, ze wzglgdu na wysoka
nieliniowos$¢ trudn poddaja si¢ analizie, to w praktyce jesteSmy zmuszeni
do budowy i badania modeli wirowych. Przyktady takich modeli pokazuja ry-
sunki: 12.23, 13.12. Tworzy si¢ takie modele na podstawie obserwacji zja-
wiska - rysunek 13.5 - oraz wlasnoséci ruchu wirowego. Uzyteczne w tym
wzgledzie sa twierdzenia Helmholtza o trwatos$ci ruchu wirowego, Muslmy Je
pozna¢. Uzyska¢ je mozna w réozny sposoéb. Zwykle robi si¢ to stosujac
twierdzenie Kelvina o pochodnej cyrkulacji. Zatem rozpoczynamy poznawanie

dalszych wtasnos$ci ruchu wirowego ptynu od twierdzenia Kelvina.

14.1. TWIERDZENIE KELVINA 0 POCHODNE] CYRKULACIT PREDKOSCI

Sa dwa twierdzenia Kelvina o pochodnej cyrkulacji. Pierwsze moéwi o tym,
ze pochodna wzgledem czasu cyrkulacji predkosci po petli zamknigtej beda-
cej krzywa pltynna - inaczej: krzywa materialng - Jest rowna cyrkulacji
przyspieszenia po tej samej pegtli. To twierdzenie, Jako kinematyczne, Jest
wazne dla kazdego plynu. Drugie natomiast twierdzenie Kelvina, wazne dla
plynu barotropowego znajdujacego sie w polu sit masowych, majacych poten-
cjal, méwi o tym, ze dla dowolnej linii pltynnej cyrkulacja prgdkosci nie
zmienia si¢ z uplywem czasu - Jest stata. Udowodnimy najpierw I twierdze-
nie Kelvina. Mozna ten dowdd przeprowadzi¢ w rézny sposob. Pokazemy tu
dwa znane podejs$cia [4], 5], [6].
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Niech linia AB na rysunku 14.1 bedzie linia plynna - utworzona z tych
samych elementow plynu. Cyrkulacja predkos$ci po krzywej AB zgodnie z okre-
$leniem (3.88) jest

[AB = 7 7-&4?
AB

Do obliczenia pochodnej cyrkulacji I' wzglegdem czasu zastosujemy wzor:

car=at / =/ a (167 -

(14.1)
A0 Ag

" podobny sposdéb mozna uzyskaé¢ réwnanie cigglosci (4.7).
Istotnie wzoér (4.2) mozemy - zgodnie z (14.1) zapisac:

T 0V =_F  (exSV) = #F AV + F (<$v)
V(t) V(t) V(t0) V(to)
Ale na mocy (4.9):

=4SV div v
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Stad

& /<<?0v -  (a£ + <div 7)H¢V
\at) v(u)
1 natychmiast, ze wzgledu na dowolno$¢ obszaru plynnego V(to), mamy réwna-
nie ciggtosci (4.7).

Wystepujacg we wzorze (14.1) predkos¢ zmiany elementu <5r linii plyn-
nej AB wyznaczymy biorgc pod uwage to, ze trojkaty: M M( M*, KMT” pokaza-
ne na rysunku 14.1 maja jeden bok wspolny I®Lj. Z rysunku tego mamy zalet-
nosC

v dt + or I d(6r) - or + (v'+ dv) dt
Stad
dv « (or) (14.2)

Podstawiajgc wyrazenie (14.2) do wzoru (14.1) i wykonujagc proste catkowa-

nie uzyskany:

N\
4‘ -1 < (14.3)

Jesli linia AB jest petla zamknigta, to VA « VB 1

L5 Sl 144 (14.4)

Wzér (14.4) jest tresScig 1 twierdzenia Kelwina o pochodnej cyrkulacji
predkosci.
Zamiast geometrycznego wyprowadzenia wzoru (14.2) mozna oczywiscie za-

stosowacé tu wzor (6.38). istotnie:

d «5> - ?-grad d @ dd

Drugie podejs$cie przy wyprowadzaniu twierdzenia Kelvina polega na obli-
czeniu cyrkulacji po petli zamknigtej AA'B'BA utworzonej przez lini¢
plynna AB w chwili t, t¢ samg lini¢ ptynnag A'B' w chwili t + dt oraz od-
cinki:

AA' = dt, BB' = dgdt

Kierunek dodatni obchodzenia petli pokazano na rysunku 14.2.
Otéz pochodna cyrkulacji jest

B~ B
Y*v-6? - 7 v«d?

(14.5)
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Drugi wyraz tego wzoru wyznaczmy przez obliczenie cyrkulacji po petli
A'B'BAA' 1 zastosowanie wzoru Stokesa dla powierzchni S rozpigtej na tej

petli. Wigc:
3 B B
("™v.dr - vByvB dt - | v»dr + dt =/ (rot v)-(v dt x d?)
A' A A

Stad drugi wyraz wyrazenia (14.5) bedzie:

B B
JIvidr - Fv.dr 5
lim a 7ETA Vg«vB - VAWA +.7 (rot v x v)»dr (14.5a)
Atlo A

Jesli uwzglednimy dalej, ze

B B
7TB"B 7 “A7-A = VB - VA = /d(V2) = Y'dr'grad v2
A A

to wzor (14.5) mozna zapisac:

-/($ "k rot 4 grad v2) 4. (14.5b)

Podstawmy do wyrazenia (14.5b) wzor (5.41) dla przyspieszenia elementu

ptynu. Uzyskujemy:
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-/ T -

[

<KL »

Jeszcze inne podejscie przy wyprowadzaniu wzoru (14.3) mozna znalezé w po-
drecznlku mechaniki ptynow [2].
Jesli teraz podstawimy do wzoru (14.4) rownanie Eulera (5.44) przy za-

tozeniu, ze:

?’m - VU - I VP
to
H# « - v (U ¢3>) (14.5¢)
AP-dr - -<£dr-VU +"?) * - <d (U+3°) =- (U +2) 10 -
c c c A—B

Wigc dla nielepkiego ptynu barotropowego znajdujgcego sie w polu sit ma-
sowych, majacych po .encjal wzdluz dowolnej petli ptynnej C, poprowadzonej
w tym ptynie

T~ 0 (14.6)

Wzorowi (14.6) mozna w zaleZznosci od potrzeby nada¢ inne, rozwinig¢te po-

stacie:
-» S N e
B =3V T B
gdzie: vw = v - vO Je3t wzgledna predkoscia ptynu.

i-lamy zatem udowodnione i II twierdzenie Kelvina o pochodnej cyrkulacji.

Poniewaz cyrkulacja predkosci wzdluz petli C Jest réwna natgzeniu wil-
row przebijajacych powierzchni¢ S rozpigta na pegtli C, t- wzor (14,6)
wskazuje rowniez na to, ze Jezeli w danej chwili nie ma wirowosci w ply-
nie, to nie bylo jej nigdy ani nie moze si¢ ona pojawi¢ w przyszlosci.
Jest to trescig twierdzenia Lagrange'a. Je$li natomiast w danej chwili sa
wiry, to begda one trwaé wiecznie. Nalezy pamigta¢ tu o zalozeniach doty-
czacych wtasnosci ptynu. Jesli ptyn Jest lepki V/ 0, to wiemy, ze wiry
moga powstaé. Wiry takze powstaja, gdy plyn nie Jest barotropowy, np. wo-
da w morzu - prady morskie [4], [12].

Wracajac do wzoru (14.5C) widzimy, ze w nielepkim barotropowym plynie
znajdujacym si¢ w polu grawitacyjnym przyspieszenie elementu ptynu ma po-
tencjal niezaleZznie od tego, czy przeplyw Jest potencjalny, czy tez Jest
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przeptywem wirowym. Potencjal ten nazywa si¢ potencjalem przyspieszenia.
Znajduje on dosy¢ szerokie zastosowanie w teorii plata nosnego poruszajg-
cego si¢ tak w osrodku nieorganicznym, jak réwniez poruszajacego si¢ pod
swobodng powierzchniag wody I'l3j. Znamy zatem potencjaly: pre¢dkosci, wekto-
rewy, pradu oraz zespolony. Do potencjalu przyspieszenia jeszcze wrédcimy.
Obecnie interesuja nas twierdzenia o trwatos$ci ruchu wirowego pltynu i ich
praktyczne zastosowanie.

14.2. TWIERDZENIE HELMHOLTZA 0 TRWAEOSCI RUCHU WIROWEGO

Zachowanie si¢ ruchu wirowego w barotropowym plynie nielepkim, znajdu-
jacym si¢ w polu sit masowych majacych potencjal, okres$laja twierdzenia
Helmholtza o trwatosci ruchu wirowego, zwane roéwniez dynamicznymi twierdze-
niami Helmholtza. Pierwsza czg$¢ tego twierdzenia moéwi o tym, ze linie
wirowe 1 powierzchnie wirowe si¢ nie rozplywaja; tworza je wciaz te same
elementy plynu i sa unoszone razem z plynem. Roéwniez rurka wirowa jako
szczegoblny przypadek powierzchni wirowej jest trwata. Stad twierdzenie to
dotyczy takze wlokna wirowego. Jesli zatem w danej chwili linia  plynna
pokrywata si¢ z linia wirowa, to bedzie tak trwaé wiecznie. Wiemy juz, ze
w plynie newtonowskim to stwierdzenie nie jest prawdziwe.

Druga cze¢$¢ twierdzenia Helmholtza dotyczy nat¢zenia rurki wirowej.
Moéwi ona o tym, ze natg¢zenie rurki wirowej z uplywem czasu si¢ nie zmie-
nia. Jest zatem nat¢zenie rurki wirowej w rozpatrywanym ptynie nie tylko
state w kazdej wybranej chwili i w kazdym przekroju, ale rowniez bedzie
stale zawsze. Wiemy, ze jezeli uwzgledni si¢ lepkos$¢ plynu, to wystapi dy-
fuzja wiru. Wiry z uplywem czasu si¢ rozptyna. W rozpatrywanym zas$ modelu
plynu wiry beda zachowane, be¢da trwac¢ wiecznie.

Przejdzmy do dowodéw tych twierdzen.

,fiech zatem bedzie powierzchnia X0 bedzie powierzchniag wirowa w chwili
t . Powierzchni¢ te pokazuje rysunek 14.3a. Ta sama powierzchnia w chwili t



150
niech _k}@dzie >y Zmiana ,powierzchni 28 w powierzchni¢ ZQ; (rys. 14.Jb)

wystgpuje wskutek poruszania si¢ plynu. Poprowadzmy na powierzchni 270 do-
wolna petle CQ zawierajaca cz¢§¢ SQ powierzchni >~. Poniewaz SQ lezy na
powierzchni S)o t0 Unie wirowe nie przebijaja powierzchni SQ. Stad, z
twierdzenia Stokesa mamy

$ 7-dom - S dS’rot 7-O

Co *0

"C.

bo rot 7 jest prostopadia do clementéw d?.

Po uptywie czasu t-to petla ptynna Co stala si¢ petla obejmujaca  po-
wierzchnig St Ale na mocy twierdzenia Kelvina (14.6) cyrkulacja

Cg - 2 vdr-Te -0
t ct

Wiec roéwniez !

y dS'rot 7-0O
St

Stad wynika wniosek taki, ze rot 7 jest prostopadla do kazdego elementu dS
powierzchni Sx. Zatem powierzchnia Sft jest takze powierzchnia wirowa. Wigc
powierzchnia wirowa jest zachowana. Tworza Ja te same elementy plynu.
Powierzchnie wirowe moga si¢ przecinacé, Jak i Sg na rysunku 14.4
lub moga tworzy¢ rurke wirowa Jak na rysunku 14.5a 1 b. Z zachowania PO-
wierzchni wirowych i Sg wynika to, ze linia ich przecigcia, bedaca li-

nig wirowa, jest takze zachowana. Zachowane sg réwniez rurki wirowe Jako
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szczegoOlny przypadek powierzchni wirowych. Rozumowanie mozna bowiem powto-

rzy¢ dla petli CQ i lezacych na powierzchniach bocznych rurek, pokaza-
nych na rysunkach 14.5a i 14.5b.

a b

Rys.14.7

Dla udowodnienia drugiej czg¢$ci twierdzenia Helmholtza wystarczy obli-
czy¢ cyrkulacje predkosci po petlach Lo i oraz wzig¢ pod uwage twier-
dzenie Kelvina (14.6). Zgodnie z nim:

3E3 = T /% dS =0 (14.6a)

sft)
Wigc

(14.6b)

a zatem natgzenie rurki wirowej z uplywem czasu nie

ulega zmianie. To
stwierdzenie wynika z rownosci (14.6b) a takze z prawej strony rownosci
(14.6a).

Wyrazenie :

a / w-ds - °

S(t)

Jest zatem sformulowaniem matematycznym zachowania wiréw.

Rozpisujac wzor (14.6a) mozemy znaleZz¢é warunek konieczny 1 dostateczny
dla ptynu, w ktérym linie wirowe i rurki wirowe sg zachowane. W tym celu
bierzemy pochodng materialng obu stron wyrazenia (3.92). Mamy:
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v v"dF« vy dS'rot v (14.7a)
c(t) St)

Zgodnie za$§ z twierdzenieo Kelvina (4.4') lewa strona strona  powyzszej
rownosci Jest réwna cyrkulacji przyspieszenia plynu po petli C(t), w chwl-

1i t-tQ. Stad na oocy twierdzenia Stokesa mozemy napisac:

v . d? -_7"dS-rot (£]j (14.7b)
C(t0) S(to)
Zaten:
3 ddt v’< 3 dSrot (14.7) (Yo
sit) S(to)

Wyrazenie podcalkowe prawej strony roéwnosci (14.7C) Juz znamy z punktu 7.4

czg¢$ci I. Dla plynu niescisliwego wyraza si¢ ono nastgpujaco:

rot || 7 -

e dla ptynu $cisliwego ma ono postac:

rot (g) 5) - =-V) v+ S5divV
Po uwzglednieniu powyzszych wyrazen wzor (14.7c) bedzie

v dS-rotv =1y L~ - (U-V)7+ 5div T] -dS (14.0)

sit). ato)

Widzimy tu wyraznie, ze Jezeli powierzchnia S(t) Jest dowolnym przekrojem
rurki wirowej, to Jej natezenie nie bedzie ulega¢ zmianie z uplywem czasu,
gdy tylko bedzie spelione rownanie Helmholtza

- (5-\7) 7+5 div 7 7.31) 0 -a)

Roéwnanie to jest wazne dla ptynu charakteryzowanego przez:

= 0 2= - VU i \77> = I \7P

Wyraza ono warunek konieczny i dostateczny dla zachowania linii wirowych,
powierzchni wirowych 1 rurek wirowych. Jes$li jest zadana wirowos¢ w chwili
t=to, to. rownanie (7,31a) opisuje zachowanie si¢ tej wirowosci w czasie t.
Jesli zajdzie potrzeba, to rownanie (7.31a) mozna wyrazié w  ruchomym
ukladzie odniesienia. Wystarczy zastosowac¢ operator pochodnej materialnej
w ruchomym uktadzie odniesienia - operator (12.171).
Rownanie Helmholtza (7.31a) ze wzgledu na wysoka nieliniowo$¢ mozna ba-

da¢ tylko przy zastosowaniu metod numerycznych.
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Dla przeptywu plaskiego rownania (7.31a) przyjmuje postaé¢ analogicznag
do roéwnania zachowania masy (4.7), z tym ze zamiast gestosci plynu ¢ mamy
pseudoskalar Q.. Istotnie, jes$li przeptyw odbywa si¢ przykladowo w plasz-
czyznie Xy, to rot V = %Q-C; ® v = 0 1 rownanie (7.3ja) redukuje si¢
do
da '
div v - 0 (14.9a)
a wigc do postaci identycznej z réwnaniem cigglosci (4.7). Jesli pltyn jest
niescisliwy, to réwnanie (14.9a) jeszcze bardziej si¢ upraszcza:
dQ, 3Q.
~dt- =0~ 3t + -VQ¢ (14.9b)

Przewaznie zapisuje si¢ to rOéwnanie w postaci:

9Q.7 ¥ 9&z W Q¢
Jt + 3y Sx ~ 3x Sy (14.9¢)
gdzie skladowe predkos$ci vy i v wyrazono przy pomocy funkcji pradu (12.4)
Zauwazmy jeszcze, ze zamiast il=rot w mozna do wzoru (14.8) podstawi¢
dowolny wektor. Zatem wynikajace z roéwnania (14.8) rownanie (7.31a) wyraza
warunek konieczny 1 dostateczny dla-zachowania kazdej linii wektorowe;j.
Lecz nie kazda linia wektorowa jest zachowana. Przykladowo: tylko te linie
pradu sa zachowane, ktore sa liniami nieruchomymi w przestrzeni [ 4j.
Warunek (7.31a) dla dowolnej linii wektorowej:

dr xa 0 -

mozna zapisacé jeszcze tak:
7I1x1.'O

bo
(a-div7) Xa~-¢C

Wzér (14.8) mozna zapisa¢ w réznych postaciach majacych zastosowanie w
hydromechanice, szczegodlnie przy wyprowadzaniu wyrazen dla reakcji hydro-
mechanicznych dziatajacych na ciata zanurzone w cieczy lub kadlub statku.
Ot6éz jesli zamiast S napiszemy dowolny wektor a 1 zastosujemy  wzor

(3.46) podobnie, jak to zrobiono przy wyprowadzaniu wzoru (7.20), to wyra-
zenie (14.8) przyjmie postac:

Y' a-d®= J’ (m|- + v diva + rot (axv))"dS (14.10.

S(1) S(to)
lub posta¢ nastepujaca:

1 7 JdS' = 7 (|£+ v div 2)-d?2+ / (axv)‘dr (14.10a)

S(t) Sito) C(to)

gdzie petla C(tQ) jest brzegiem powierzchni materialnej S(tQ) a jest

predkoscia tej powierzchni.
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Jesli § jest powierzchnia zamknig¢ta, to petla C staje si¢ punktem po-
wierzchni S i catka krzywoliniowa we wzorze (14.10a) znika. Wtedy mamy:

Ff a»dS » 4 7-IT + d*v andiT (14.10b)
Stt) S(to)

Wyrazenia (14.10) mozna zapisaé¢ takze w ruchomym ukladzie odniesienia. Wy-
starczy zastosowac operator (12.173).
Wzory (14.10) mozna uzyska¢ rowniez bezposrednio z definicji pochodnej:

~ an dS - - n dS + ~an dS = 44 g8

Stt) Sito) __S(to*At) S(to)

Sposéb ten wykorzystamy nizej do wyprowadzania analogbw wzorow (14.10) dla
potencjatu predkosci ¢

_ A PN
< oen ds - T FOHI® ) g9y por x d? (14.11)
sit) S(to) as

gdzie V Jest predkoscia powierzchni S, a 3S jest brzegiem powierzchni
S(tQ) - petla C. Jesli S jest powierzchnig ptynna, to V" jest predkosciag
plynu; rowna Vtp . Zobaczymy dalej, ze wzor (14.11) ma taxa sama postac w
ruchomym 1 w nieruchomym ukltadzie odniesienia. Jes$li powierzchnia S jest
powierzchnia zamknigta, to oczywiscie:

« 7 45T  ven (14.12)
5(t) Sito)

Wzory (14.11), (14.12) mozna takze uzyskaé ze wzoréw (14.10a) 1 (14.10b)
przez podstawienie do nich kolejno a =ei, 9, a ~ 22§y, a = , pomnoze-
nie tak uzyskanych wyrazen przez wersory 7?71, &7, é”, dodanie stronami
tych wyrazen oraz wykonanie pod znakiem catki prostych dziatan algebraicz-
nych.

Ze wzgledu jednak na waznos$¢ tych zwiazkow w hydromechanice wyprowadzi-
my je wychodzac z okre$lenia pochodnej:

Ay NdS . U . A Y'oH" dS - /¢py <3f1
5(i) S(t0) A0 Ls,(to+At) S(to) -l

Niech w chwili tQ bedzie dana powierzchnia S(tQ) w ruchomym uktadzie od-
niesienia 1 niech na powierzchni S(tQ) bedzie okreslona funkcja skalarna o
moze nig by¢ potencjat predkosci. Niech w chwili t - t + At powierzchnia
S zajmie nowe polozenie 31 = S(to + At). Oznaczymy przez vg predkos$é po-
szczegoOlnych punktow powierzchni S, przez v0 - predkos¢ unoszenia ukladu
ruchomego :

ve = v0 + ® X T8
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gdzie: r$ - jest promieniem wodzgcym powierzchni S, mierzonym wzgledem po-
czatku ukladu ruchomego. Oznaczmy takze przez v - predkoéé wzgledng po-
wierzchni S, przy czym

Niech 3S bedzie brzegiem powierzchni S w chwili tQ. Zauwazymy, ze po-
wierzchnie: S, oraz powierzchnia boczna Sb rozpigta na brzegach 9S i

3S! tworza powierzchni¢ zamknigty
S + SI + Sb

ograniczajacg obszar VO. Mozemy zatem zastosowac¢ tu twierdzenie Gaussa-

-Ostrogradzkiego

<pn dS = J’ VepdV = 3y (\7<p) v™n dS At
v0 s(t0)

Wigc

bo na powierzchni S wektor ii jest skierowany do wnetrza obszaru V
dfxv”™ At jest elementem powierzchni bocznej S™.
Stad

Obliczamy nastepnie pierwszy skladnik prawej strony wyrazenia dla defini-

cji pochodnej powierzchni S
9(cpn) 39 + . b
“TT==TEn + @ XM (14.13b)

bo = 0 w ruchomym uktadzie odniesienia.
Po podstawieniu wzoréw (14.1Ja i b) do wyrazenia dla definicji pochodnej

uzyskuje sie:

7 (4t ooxen t ds + ¢ vwx dr (14.1JC)

Sit) S(to) as

Rozpatrzmy szczegdlny przypadek powierzchni S. Widzimy, ze jezeli powierz-
chnia S jest nieruchoma wzgledem ukltadu ruchomego: vO = vs, to

TE ¢ dS = n dS +
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lub

J ¢eKdS = J’oH d$ + uxy<pF dS (14.13d)

S S S

Wzér (14.i13d) znajduje szerokie zastosowanie w mechanice ruchu statkow.
Wykaiemy nizej, ze wzory: (14.11) 1 (14.13c) sa rownowazne. W tym celu roz-
plsujeny catke krzywoliniowa wzoru (14.13c)r

0¥ xdF - < (v,,-Vg) xdF - ¢ Fs xdF + dr x ¢>Fe
es W es ss es

Ale ostatnig cal<¢ mozemy zamieni¢ na catke powierzchniowa prz”z zastoso-
wanie wzoru (12.113e). Jesli to zrobimy i podstawimy to wyrazenie do wzoru
(14.13¢C), to natychmiast Gzyskamy poszukiwany wzor (14.11), w ktorym zgod-
nie z wyrazeniem (12.172)
d<f
5 I1i-

Zatem wyrazenie (14.11) ma taka sama posta¢ tak w nieruchomym, jak i W ru-
Chomym uktadzie odniesienia.

Jesli powierzchnia S jest powierzchnia zamknigta, to oczywiscie catka
krzywoliniowa znika i

% ” * vsnV?) (14.12)

Przy rozpatrywaniu momentu nieustalonych sit hydromechanicznych w przepty-

potencjalnych duze znaczenie ma pochodna:

7 Fs x on di-
S(1)

tej pochodnej jest taki sam, .jaki zastosowano wyzej.

napisac :
ds + F xcp(vs x dF)
s s (14.14a)
oraz
A (rs xn) ¢ dS = (Fs x n) * ?2s'""vsnV'P) (14.14b)
S(t) S

We wzorach (I4.14a i b) promien wodzacy 1g elementu powierzchni dS jest
wziety wzgledem nieruchomego bieguna. W praktycznych obliczeniach niekiedy
wygodniejszym jest postugiwanie si¢ ruchomym ukltadem odniesienia, Niech
poczatek tego uktadu be¢dzie A, a jego promien wodzacy Wtedy
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rs = TA + rls

gdzie rls Jest promieniem wodzacym elementu powierzchni dS wzgledem biegu-
na A. Przy uwzglednieniu powyzszej relacji lewa strona wzoru (14.14a) be-
dzie

JE 7 <?sxil) ¢ dS = VVAyx/ on dS + ?A x _F o dS +
S(t) s S

gdzie:

Rozpisujgc prawg strone (I4.14a) 1 przyrOwnujac z powyzszym wyrazeniem
po uwzglednieniu wzoru (14.11) otrzymamy:

- . 2 2
/'S (?1sxS) + ?21sxvsnW] dS + x(vs xdr)  (14.140)

14.3. ZASTOSOWANIE TWIERDZEN © TRWALOSCI RUCHU WIROWEGO

Roéwnanie (14.9C) lacznie z réwnaniem (12.10) znalazly zastosowanie do
numerycznego badania zachowania si¢ ptaskich warstw wirowych i prostych ru-
rek wirowych w chwili t £11J. Badania numeryczne wykonane dla warstwy wi-
rowej utworzonej z linii wirowych o tym samym kierunku, a powstalej w chwi-
1i t w wyniku poruszajgcych si¢ w przeciwnych kierunkach strug jednorod-
nych cieczy nielepkiej i niescisliwej, wykazaly, Zze po uplywie pewnego cza-
su ta warstwa wirowa si¢ deformuje, tworzac wiry skupione o tym samym zna-
ku, dazace do wymieszania przeptywu. Uzyskuje si¢ tu przy uwzglednieniu wy-
razoOw mnieliniowych efekt zatem podobny do dyfuzji lppkiej. Zgodnie z
twierdzeniem Kelvina natg¢zenia tych wiré6w skupionych musza by¢ jednak réw-
ne sumie natgzen wirdw w warstwie wirowej w chwili t=t . Podobnie powierz-
chnia wirowa pokazana na rysunku 13.12 w chwili t oplywana struga jedno-
rodng be¢dzie ulegac¢ z uplywem czasu deformacji 1 w pewnej odleglos$ci x mu-
si zwina¢ si¢ w jeden wir skupiony o nat¢zeniu takim samym, jaki miata ca-
ta powierzchnia w chwili poczatkowej. Tak samo powierzchnia wirowa utwo-
rzona z wirdw swobodnych w modelu linii nosnej Prandtla zwinie si¢ w dwa
wiry skupione o kierunkach przeciwnych. Jednak i tu nat¢zenie tych wirdw z
uplywem czasu nie be¢dzie ulega¢ zmianie, a ponadto te wiry skupione  beda
utworzone z tych samych linii wirowych i z tych samych elementéw cieczy, z

ktorych byta utworzona byla powierzchnia wirowa w chwili t .
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Badania numeryczne wykonane dla przypadku dwoch cylindrycznych, nieskonm
czonych rurek wirowych o tyra samym znaku wykazuja [11], ze zachowanie si¢
tych rurek z uptywea czasu zalezy od ich odleglo$ci. Gdy odleglosdiitych rurek
Jest dostatecznie duza, to one obracajac si¢ wzgledem pewnej osi zmieniaja
swoéj przekrdj, lecz nadal tworza Je te sarae elementy cieczy 1 ich nate-
zenle z uplywem czasu nie ulega zmianie. Natomiast gdy odleglto$¢ tych ru-
rek wirowych w chwili poczatkowej Jest dostatecznie mata, to rurki te
obracajac si¢ i Jednoczes$nie deformujac swoj przekrdj zblizajag sig¢ do sie-
bie, by w koncu utworzy¢ Jeden wir skupiony. I tu takze sa mnadal wazne
twierdzenia p zachowaniu wirow. To zachowanie si¢ tych rurek wynika bowiem
z rownania (14.14c).

¥ pracy [jl] przytoczono réwniez wyniki badan numerycznych zachowania
si¢ w czasie dwoch rownoleglych warstw wirowych o gesto$ci natgzenia wirdw
posiadajacych znaki przeciwne, przy czym w chwili {0-O te warstwy sa od
siebie oddalone. Po uptywie czasu warstwy te si¢ deformujg, by w koncu u-
tworzy¢ Sciezke ztozona z wirdw skupionych, usytuowanych w dwoch szeregach
o znakach takich, jakie mialy w chwili to»0 w danej warstwie wirowej, przy
czym wiry w Jednym z szeregdw sa przesunig¢te wzgledem wirdéw w szeregu dru-
gira o potowe¢ odleglosci pomig¢dzy wirami skupionymi w danym szeregu. Sche-
mat takiej Sciezki wirowej pokazuje rysunek 14.6. Nazywa si¢ ten uktad wi-

row $ciezka lub wirem! Karmana.

Wiry typu $ciezki Karmana powstaja przy oplywie plynem rzeczywistym kaz-
dej przeszkody - kazdego ciala, z tym, ze ich natg¢zenie zalezy od ksztal-
tu oplywanego plynem, wzglednie poruszajacego si¢ w tym plynie ciata.
Szczegolnie dobrze sa one widoczne przy oplywie tzw. cial urwistych i typu
walec: linie wysokiego napigcia, anteny telewizyjne, lodygi trzcin, itp.
Przy optywie cial smuklych: kadluby szybkich statkéw wypornosciowych, pila-
ty nosne wzglednie ptaska ptyta jak na rysunkach 12.35 1 12.36, na ich po-
wierzchni tworzy si¢ cienka warstwa przys$cienna, a za nimi hydromechanlcz-
ny $lad, w ktérym w glownej czesci przepltyw pltynu bedzie spowodowany wias-
nie obecno$cig wirdw typu $ciezki wirowe] Karmana. Nalezy jednak pamigtaé
o tym, ze wskutek lepkos$ci w tym Sladzie bedzie Istnie¢ zjawisko dyfuzji
wirow - dyfuzji lepkiej - i obraz przeplywu bedzie jeszcze bardziej zlozo-
ny. Jesli wrécimy do rysunkéw 12.35 i 12.36, to mozemy prosto sprawdzic,
ze w obu przypadkach w obszarach C'CDA wiry maja znak przeciwny do ruchu
wskazowek zegara, a w obszarach C'CDB - znak zgodny z ruchem wskazéwek ze-

gara. Zatem sumaryczne natezenie wirow w $ladzie, przypadajace na jednost-
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ke diugosci $ladu, bedzie rowne zeru, lub inaczej, sumaryczna g¢sto$¢ pg_
tezenia wirow w $ladzie jest rowna zeru. Biorgc dalej pod uwage wzor
(13.35b) dochodzimy do wniosku, ;e cignienie po obu stronach §ladu - na

zrenicy S$ladu - jest takie same, 1 tak by¢ powinno. To stwierdzenie ggg-
nowi podstawe formutowania warunku brzegowego na $ladzie, stosowanego v
teorii ptata CI*J- Wzor (13-35) mozna bylo zastosowacé, poniewaz poza wars—
twg przyscienng przepltyw jest bezwirowy, a wigc wazna jest catka Cauchy'e-
go-Lagrange'a. Poniewaz po obu stronach sladu cisnienie jest takie gyme,
to rowniez po obu stronach tego $ladu predkosci plynu sg takie same, Ten”
wniosek takZze moze by¢ stosowany jako podstawa formutowania warunku prze-
gowego na $ladzie hydromechanicznym.

Gdybysmy obliczali cyrkulacje predkosci po petli obejmujacej ta plyte
wraz z warstwag przyscienng oraz caty $lad hydromechaniczny, rozciagajacy
si¢ do nieskonczonosci w ruchu ustalonym, o cyrkulacja ta bylaby réwna ze-
ru. Jest to zgodne z twierdzeniem Kelvina o cyrkulacji predkosci, Kiedy
plyta jest nieruchoma, to plyn jest w spoczynku i w pltynie wiry nie jg¢-
nieja. Cyrkulacja predkosci po dowolnej petli poprowadzonej w ptynie - niw-
na sumie natezen wir6w przebijajacych powierzchni¢ rozpigta na tej petli -
jest rowna zeru. Kiedy plyta zacznie sig¢ poruszac¢ z predkoscia skierowana
wzdhiz swojej plaszczyzny, to wskutek lepkosci, predkos¢ wzgledna plyty v
staje si¢ réwna zeru i w cienkiej warstwie plynu tuz przy plycie wys.tapiW
przyrost predkosci wzglednej, co jest rOwnowazne pojawieniu SI¢  wirdw,
przy czym po obu stronach tej plyty wiry beda mie¢ znaki przeciwne, Wiry
te zostang w ptynie w tym miejscu, w ktorym plyta znajdowala sie W chwili
to’ Ponlewaz ta Plyta si¢ porusza, wigc wcigz takie wiry bedg si¢ tworzyc¢
1 rozwija¢ zgodnie z réwnaniem Helmholtza tak, Zze w koncu utworzy si¢ war—
stwa przys$cienna, a za plyta omowiony wyzej $lad. Ten $lad w przypadku ru-
chu ustalonego bedzie si¢ rozciggac¢ az do nieskonczonosci. Predkos$¢ spltywu
tych”wirow z krawedzi tylnej plyty-splywu - bedzie réwna predkosci wzgled-
neC vw ptynu. Jest to oczywiscie wazne tak dla przypadku plyty nieruchomej,
jak 1 dla przypadku dowolnego ciata oplywanego struga jednorodna, jest tak-
ze zgodne z twierdzeniem Helmholtza. poniewaz zrédlem wiréw jest oplywana
strugg jednorodng ptyta, plat nosny, kadlub statku, itp., o jedynym moz-
liwym kierunkiem, w ktorym wiry, linie wirowe, rurki wirowe, moga sic po-
rusza¢ - zachowujac te wlasnos$é, ze sa zwigzane z tymi samymi clementami
plynu - bedzie kierunek zgodny ze struga oplywajaca dane ciato, ; zatem
zgodny z predkoscia wzgledna v7r. Ten wniosek dotyczy wszystkich rodzajow
wirow sptywajacych z oplywanego ciata. A zatem dotyczy on takze wirdw swo-
bodnych w modelu wirowym ptata nosnego o wydluzeniu skonczonym.

Jesli teraz wrocimy do tej samej plyty o wydluzeniu nieskonczonym, opty-
wanej strugg jednorodng, tak ze pltaszczyzna plyty tworzy z ta struga pe-
wien kat < (rys. 1n.7a), zwany katem natarcia, wzglednie gdy ptyta ta po-
rusza si¢ w plynie nieruchomym z predkoscia vO---v00 , tworzaca z plasz-
czyzna plyty ten sam kat natarcia, to w warstwie przysciennej wytworzonej
na gornej stronie | plyty gesto$¢ natezenia wirdw, = , bedzie r16znié sig
od gestosci natezenia wir6w  3d na stronie dolnej 2 plyty. Stad  wzdhuz
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Rys.14.7

cicciwy ptyty bedzie istnie¢ sumaryczna, rézna od zera, gesto$S¢ natezenia
wirow 3=3 - pokazana na rysunku 14.7b. Przy ruchu ustalonym plyty ten
rozktad y wzdluz cigciwy plyty AB nie bedzie zaleze¢ od czasu. Bedzie za-
tern niejako zwigzany z plyta. Dlatego wiry te nazywamy wirami zwigzanymi.
Jak juz wiemy, zgodnie z twierdzeniem Stokesa, sum¢ tych wirdw po catlej
cigciwie AB plyty mozna zastgpié jednym wirem zastgpczym Iz, zwanym takze
wirem zwigzanym. Natg¢zenie wiru zastgpczego jest rowne cyrkulacji predkos-
cl I po petli C obejmujacej pltyte - rys. 14.7b - i przechodzacej przez

krawedz sptywu B plyty. Poniewaz w $ladzie za plyta zgodnie z poprzednimi
uwagami wiry sply.ajace z plyty tworzg warstwe wirowa o charakterze S$ciez-
ki wirowej Kanaan., to pegtla C moze takZze w tym przypadku (ruch ustalony)
obejmowacé $lad; moze by¢ petla C, Jak na rysunku 14.7b. Wiry w $ladzie
splywaja z powierzchni plyty z predkoscia wzgledng na krawedzi spltywu B
plyty. Jest to wazne tylko dla optywu plyty bez oderwania przeptywu. Spraw-
dzi¢ mozna, ze gesto$é natezenia dolnej cze$ci $ciezki wirowej w Sladzie
jest rowna a gornej = - jj. Wtedy mamy g+ * = 0. i zgod-
nie ze wzorem uproszczonym (13.35b) - wzér $cisty podamy nizej - roznica

ci$nien po obu stronach $ladu jest rowna zeru. Zaklada sie, #¢ to réznica
cisnienn - réwna zeru - ma miejsce takze na krawedzi splywu B plyty, Jest
to réwnowazne z zalozeniem rowno$ci zeru gestosci natgzenia wirdw Y w pun-
kcle B, co piszemy 3 (B) = 0. To ostatnie stwierdzenie jest trescia tak

zwanego postulatu Kutty, zwanego takze postulatem Kutty-Zukowskiego. Sto-
suje si¢ ten postulat Jako warunek brzegowy dla rownania stuzacego do Wy-
znaczania rozktadu wiréw zwigzanych na plycie i profilach posiadajgcych

ostra krawedz sptywu B dla przypadku przeptywu bez oderwania warstwy przy-
Sciennej. Do wyznaczania nat¢zenia wiru zwigzanego na profilu posiadajacym
ostra krawedz spltywu - szczegdlnym przypadkiem profilum jest ptaska plyta
- stosuje sie takze tak zwany postulat Zukowskiego i Czaplygina., Méwi on
o tym, ze na krawedzi splywu, predkos$¢ ptynu musi mie¢ warto$¢ skonczona.
Oba postulaty sa réwnowazne. Wynikajg one z obserwacji przeplywu wokot pro-
fili i uwzgledniaja w sposéb posredni wplyw lepkos$ci na powstawanie Wwirdw
zwiazanych na profilach lub inaczej - cyrkulacji predkosci. Znaczenie ich
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polega na tym, ze przy ich pomocy, stosujac model plynu idealnego, mozemy
wyznaczy¢ cyrkulacje predkosci wokél profilu, rozklad cisnienn na nim oraz
site nosna.

Podobne postgpowanie jak dla ptaskiej plyty mozna zastosowaé do opltywu
nieskonczonej powierzchni walcowej o kierownicy krzywoliniowej AB, jak na
rysunku 14.8c, lub do ptata o nieskonczonej rozpigtosci i profilu czyli je-
go przekroju poprzecznego, jak na rysunku 14.ba. Kierownica tej powierzen-
ni walcowej moze by¢ tuk kota, odcinek paraboli drugiego lub wyzszego stop-
nia, wzglgdnie linia !amana - zlozona z odcinkéw linii prostych. W teorii
profili zwie si¢ ja linia szkieletowag profilu i charakteryzuje si¢ jej wy-
gigciem f/b oraz potozeniem tego wygiecia xf/b wzgledem krawedzi natarcia
A profilu. Z geometrycznego punktu widzenia linia szkieletowa jest miejs-
cem geometrycznym S$rodkow okregdéw wpisanych w profil.. Dobrze ona aproksy-
muje bardzo cienki profil ptlata.

Jesdli grubos$¢ profilu, scharakteryzowana stosunkiem grubosci g do cie-
ciwy b, zatem przez g/b, ma warto$¢ skonczona, to profil mola  uzyskac
przez nalozenie na linig¢ szkieletowg zadanego rozkladu grubosci profilu sy~
metrycznego wzgledem cieciwy AB - prostej laczacej krawedz natarcia profi-
lu z jego krawedzig spltywu. Rozklad grubosci g wzdhuz cigciwy pokazuje ry-.
sunek 14.8b. Mozna zastosowacé takze postgpowanie odwrotne: kazdy prcfil
niesymetryczny mozna roztozy¢ na profil symetryczny oraz linie szkieleto-
wa. Szczegbdlnym przypadkiem linii szkieletowej jest cigciwa; wtedy /b =0,
Opracowano dotychczas zbiory - rodziny - profili o réznych ksztaltach 1i-
n " szkieletowych i réznych rozkladach grubosci. Roéznica pomigdzy profila-
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mi w danej rodzinie polega na réznych wartosciach wielkosci: t/b, x"/b
oraz g/b. Zawarte sg one wraz z ich charakterystykami hydrodynamicznymi,
wspoétczynnikami sit 1 cidnienia w réznych poradnikach i katalogach.

Wracajac do zagadnienia optywu profili widaé, ze rozkladajac dany pro-
fil na profil symetryczny 1 lini¢ szkieletowa mozemy zadanie roztozy¢ na
zadanie oplywu profilu symetrycznego oraz oplywu linii szkieletowej. Pier-
wsze zadanie bedzie podobne do optywu plyty plaskiej jak na rysunku 12.55
1 12.56 lub lepiej do oplywu ciata pokazanego na rysunku 15.6. Drugie na-
tomiast do oplywu plyty ustawionej pod katem natarcia do strugi jednorod-
nej, jak na rysunku 14.7. Roéznica tu polega tylko na tym, ze wiry zwigzane
beda roztozone nie wzdhuiz linii prostej, lecz wzdhuz krzywej linii szkle-
letowej. Do wyznaczenia rozkladu natg¢zenia wirdw zwigzanych lub cyrkulacji
predkosci oczywiécie nalezy tu zastosowaé takze postulat Kutty-Zukowskiego
lub postulat Zukowskiego i Czaplygina.

Powstaje pytanie: czy wiry zwigzane | wiry w $ladzie hydromechanicznym
sa wszystkimi wirami powstajacymi w plynie w wyniku ruchu Jednostajnego po
linii prostej ptata o wydluzeniu nieskonczonym?

Gdyby rzeczywiscie powstaly tylko te wiry, to twierdzenie Kelvina (14.6)
1 twierdzenie Lagrange'a nie bylyby spelione. Dla spelienia tych twier-
dzen musi jeszcze dodatkowo powsta¢ i istnie¢ w plynie jeszcze jeden wir o
natgezeniu réwnym natezeniu wiru zwigzanego, lecz posiadajacy do niego znak
przeciwny. Taki wir rzeczywiscie powstaje w plynie za profilem po uplywie
pewnego, dos$¢ kroétkiego, czasu od chwili rozpoczegcia poruszania si¢ plata.
Nazywa si¢ ten wir wirem startowym. Mozna go zaobserwowaé w czasie  prze-
prowadzania badan eksperymentalnych. Zostaje on w tym miejscu, w  ktorym
plat zaczal si¢ porusza¢. Gdy odleglos$¢ jego od plata dostatecznie wzros-
nie, to zgodnie z wynikami prawa Biota i Savarta przestaje on oddzialywac,
na pole predkosci na ptacie. Dlatego przy ruchu ustalonym ptata  zaklada
sie, ze wir startowy znajduje si¢ w ,nieskonczonosci za platem. Na rysunku
14.9 pokazano schematycznie wir startowy o natezeniu - I'1 wir zwigzany o
natezeniu ' w chwili po uformowaniu si¢ wiru startowego. Cyrkulacja pred-
kosci po petli C obejmujacej oba wiry jest réwna zeru, czyli Jest taka,
Jaka bylta przed rozpoczgciem ruchu plata. Natomiast cyrkulacja predkosci
po petli CAB jest rowna I' , czyli sumie nat¢zen wirdw w warstwie przy-
Sciennej, albo réwna natgzeniu wiru zwigzanego. Ten wir startowy powoduje
to, ze spelniony jest postulat Zukowskiego i Czaplygina o oplywie na O3trzu.

Rys.14.9
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T'alezy ten wir startowy do kategorii wirow swobodnych, unoszonych z
predkosciag wzgledna.

Jesli przeplyw jest nieustalony, spowodowany zmiang kata natarcia pla-
ta, zmiang predkosci unoszenia lub predkosci strugi naplywajacej na plat,
wzglednie zmiang w czasie samego plata, to - dla spelnienia  twierdzenia
Kelvina o pochodnej cyrkulacji predkoséci pl4.6] lub postulatu Zukowskiego
i Czapltygina - na placie musi zaistnie¢ zmiana nat¢zenia wiréw zwigzanych
i z tego plata musza splywa¢ wiry swobodne - startowe - o natg¢zeniu réwnym
zmianie natg¢zen wirdw zwigzanych, lecz o znakach przeciwnych. Przy odbywa--
jacej si¢ w sposob ciagly zmianie parametrow kinematycznych ruchu tego
plata mozna zatozyé¢, ze te wiry swobodne spltywajace z ptata  z predkoscia
wzgledng ptynu wzgledem plata beda sig¢ tworzy¢ w sposdb ciggly. Powyzsze
uwagi stanowia podstawe do budowy modeli matematycznych platow nosnych w
ruchu nieustalonym.

Dotychczas rozpatrywalismy plat nosny o rozpigtosci nieskonczonej. A
jak bedzie wyglada¢ uktad wirdw przy placie o rozpigtosci skonczonej? Wie-
Oy juz, ze oprocz wirdw wyzej omowionych bgda istnie¢  jeszcze dodatkowe
po!nieskonczone wiry swobodne, jakie pokazano na rysunku 12123 w  modelu
linii nosnej. Prandtla. Mamy obecnie pewne uzasadnienie na istnienie tych
wirow. Ot6z wydzielimy z ptata o duzym wydluzeniu pewien element o dlugos-
ci dl, ktory nastepnie otoczymy petlag C, jak na rysunku 14.10. Na "petli C
rozepniemy dalej powierzchni¢ S. Zalozymy, ze element dl plata dziala sila
noéna dL, zgodnie ze wzorem Zukowskiego (13.36), réwna

dL = ¢ v I'dl

gdzie: I' jest cyrkulacja predkosci po petli C rowna sumie natgzen wirdw
zwigzanych 1 przebijajacych powierzchni¢ S, rozpig¢ta na tej petli. W jaki

Rys.14.10



spos6éb wiry te przebijaja powierzchnig S? Dla odpowiedzi na to pytanie po-
prowadzimy na powierzchni S Jeszcze Jedna petle tuz za wierzcholkiem
p! ta. Petla C. nie obejmuje plata nosnego, a zatem w tym miejscu sitla no-
$nn Jest réwna zeru i cyrkulacja predko$ci musi tez by¢ réwna zeru. Wigce
wiry moga przebija¢ powierzchni¢ S tylko w obszarze plata. Zgodnie z twier-
dzeniem Helmholtza o wirach, te wiry przebijajac powierzchni¢ S moga by¢
skierowane tylko w kierunku dodatniej osi 0x (rys. 14.10), czyli - Jak Juz
wskazano - w kierunku zgodnym ze struga oplywajaca plat. Sa to, wiemy o
tym, wiry swobodne. Wytworzone na powierzchni pltata - rozdzialu - wiry
zgodnie z twierdzeniem Helmholtza musza rozciggac¢ si¢ do nieskonczonosci,
gdzie zamykaja si¢ wirem startowym. Ruch tych wiré6w swobodnych przy pomi-
nigciu lepkosci opisuje roéwnanie (7.31a). W modelach obliczeniowych pta-
tow zwykle Jednak zaklada sig¢, ze wiry swobodne leza w plaszczyznie ptlata
tak, Jak w przypadku modelu Prandtla. Najprostszym modelem wirowym plata
nosnego o skonczonej rozpicgtosci Jest tak zwany wir podkowiasty zamknigty
w nieskonczonosci wirem startowym. Pokazuje go rysunek 14.11. Sktada si¢
on z wiru zwigzanego 1; o natezeniu rownym cyrkulacji predkosci I' po petli
, wiru startowego 2. o natgezeniu - I' i dwoch wirébw swobodnych i 4,
réwniez- o natgezeniach ' i1 - I'. Wida¢ z rysunku 14.11, zZe rozpatrywany wir
tworzy zamknigta petle wlokna wirowego. Natezenie tego Wiokna wirowego Jest
stale w danej chwili 1 takZze nie bedzie ulega¢ zmianie z uplywem czasu.
Foniewaz plat si¢ porusza ruchem jednostajnym, to ta pegtla bedzie si¢ wy-
dtuza¢. Wzrosnie energia kinetyczna ptynu. Jezeli poprowadzi si¢  pegtle
zamknig¢ta obejmuja wir zwigzany i wir startowy - petle C,  lub  petle
obejmujaca oba wiry swobodne - C», to zauwazymy, ze cyrkulacja predkosci
po tych pegtlach Jest rowna zeru. Zatem jest tu takze spelnione Il twier-

dzenc Kelwina o pochodnej cyrkulacji predkosci.
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Warunkiem powstania wirdw swobodnych 2, 1 4 przy placie o skonczonej roz-
pigtosci jest istnienie sily nos$nej na tym placie, a zatem istnienie wiru
zwigzanego wywolujacego przeplyw o cyrkulacji predkosci réoznej od zera. Je-
$li sita nos$na na ptacie o skonczonej rozpigtosci jest réwna zeru, to wiry
zwigzane na placie musza tworzy¢ petle zamknigte w obrgbie powierzchni pta-
ta. Wtedy cyrkulacja predkosci po dowolnej petli obejmujacej plat jest
robwna zeru i wiry nie przebijaja powierzchni S, pokazanej na rysunku 14.10.

Model wirowy ptata dany na rysunku 14.11, cho¢ bardzo prosty, znajduje
obecnie zastosowanie przy numerycznym wyznaczaniu charakterystyk hydrody-
namicznych platéw nosnych w metodzie kart, polegajacej na tym, ze caly ptat
dzieli si¢ na zbidr elementéw i kazdy z ‘tych elementow zastgpuje si¢ wirem
podkowiastym £14J. Inne bardziej zlozone modele wirowe ptatow nosnych beda
oméwione dalej. Tu wskazemy jeszcze tylko na to, ze przy ruchu nicustalo-
nym plata, podobnie jak przy placie o rozpigtosci nieskonczonej, wiry swo-
bodne typu wiru startowego 2 beda rozciggaé sig¢ pomigdzy wirami swobodnymi
2 i fi, ktorych natg¢zenie po ich dlugosci musi si¢ zmienia¢ tak, aby byty
zachowane twierdzenia o trwato$ci ruchu wirowego ptynu.

14.4. TWIERDZENIE ZUKOWSKIEGO DLA ELEMENTU POWIERZCHNI WIROWE]

Niech niezamknig¢ta powierzchnia wirowa S o ciaglej gegstosci natgzenia
wirdw Y, zastgpujaca nieskonczenie cienki plat nos$ny, porusza si¢ ruchem
nieustalonym w idealnym ptynie barotropowym bez oderwania przepltywu. Osro—
dek plynny jest nieograniczony i poza ta powierzchnia w ptynie mnie ma In-
nych cial ani innych osobliwosci hydromechanicznych. Poza ta powierzchnia
zatem przeplyw plynu jest przeplywem potencjalnym. Do wyznaczenia rozkladu
ciSnienn w plynie i na tej powierzchni wirowej mozna stosowac¢ catke Cauchy'-
ego-Lagrange'a (1J.15a). Z zalozenia o braku oderwania przeptywu wyriika, ze
po obu stronach powierzchni S musi by¢ spelniony kinematyczny warunek trze-
gowy (8.1):

Vsn (8.1)
s
gdzie vs = ve * Jest predkoscia unoszenia powierzchni S. Jesli uwzglednimy,
ze predkos$¢ absolutna plynu

V=V, T Vvl Tyo

to warunek (8.1) mozna zapisac

vn + VDb =

S
Stad wynika, ze
vwn 0 (14.15)

i po obu stronach powierzchni S wektor predkos$ci wzglednej ptynu jest sty-
czny do powierzchni wirowe;j.
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Zanim przejdziemy do wyznaczenia roéznicy cisnien po obu stronach wars-
twy wirowej S, poprowadzimy w dowolnym punkcie N powierzchni S dwa prawo-
skretne kartezjanskie ukltady wspoirzegdnych. Pierwszy Noxyz o osi NO{ zgod-
nej z normalng do dodatniej strony S i drugi Noxlylzl zwiazany z predkos-
cig wzgledna V  tak, zZze o$ NQX* pokrywa si¢ z predkoscia wzgledng srodko-

wego, dowolnego punktu warstwy wirowej, Jak na rysunku 14.12. Na rysunku
tym zaznaczono réwniez predkosci wzgledne na dodatniej v+w 1 ujemnej V_w
stronie warstwy wirowej. Jes$li pomiedzy osiami NOy i N0Xn jest kat f, to

zwigzki pomig¢dzy wersorami obu ukltadow mozna znalez¢ ze wzoru (12.141g)

to

X, = - i (14.16)
WO WO

Skorzystamy dalej z tego zwiazku. Zastosujmy catke (13.15a) do punktow
N 1 N warstwy wirowej S. Poniewaz warstwa wirowa jest nieskonczenie cien-

ka, a silami masowymi sa silty grawitacyjne, to
/\ v2 3 v2 v2
D — + +3>
at 2 f A 2>+ ar% -

Mo+-p_)
R - * X - viw) (14.1»

Wigc

Wyznaczmy poszczegdlne skladniki powyzszego wyrazenia w zalezno$ci od ges-
tosSci natezenia wirow % warstwy wirowej S. Zgodnie ze wzorem (12.101 )wie-
my, ze cyrkulacja predkosci I po krzywej C, pokazanej na rysunku 14.13,
3est r=<~ -9
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Stad

3t T e ar

_________ JE--m- = JE- (14.18a)
Jesli przeplyw jest ustalony, to = 0. Jesli za$ ten przeplyw jest nie-

ustalony, to zmiana w czasie cyrkulacji po konturze C moze by¢ tylko spo-
wodowana splywem wirow swobodnych o osiach réwnolegltych do osi wirdw zwia-
zanych, od ktorych te swobodne wiry odchodzg. Zgodnie z twierdzeniem Kel-
vina (14.6) zmiana cyrkulacji po konturze C o AI' moze by¢ skompensowana

powstaniem wiréw swobodnych o natgezeniu - AI' , uniesionych poza kontur C.
Wiry swobodne splywaja z predkoscia wzgledna, w tym przypadku z predkoscia
vwQ. Jesli dalej oznaczymy przez 2fy4 rzut ge¢stosSci natgzenia Wwirdw swo-
bodnych na kierunek jl, to sumaryczne natgzenie wirOw swobodnych uniesio-

nych w czasie dt poza kontur C bedzie
2i-yl vwo dt

Stad zmiana cyrkulacji wzdluz petli C jest rowna

= A" 1yl vwo dt 1 4T = - vwo »-yl (14.81b)

Przy zastosowanych oznaczeniach gegsto$¢ mnatg¢zenia wirdow, % jest:

3= 3+ + gdzie
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- T + Ty
T T+ Ex

2y Aty t iy (14.18¢)

- ry x +3vyy
N * t, -4 1

przy czyn wskaznikiem (+) oznaczono wiry zwigzane, a wskaznikiem (-) - wi-
ry swobodne.

Majac te zaleznos$ci, mozemy obliczy¢ wszystkie potrzebne nam wielkosci.
I takt

Vwox\ .
<y1 - \/>— T ISX + 7T 2iy)
vwo /

v
VWOX

- x V— 03_
BX wo }IyWO

Podstawiajgc powyzsze wyrazenie do wzoru (14.18b) uzyskamy wzor dla zmiany
oyrkulacji predkosci po petli C

3'r
ot ~ 3-x vwoy (14.19)
mvzor (14.19) mozemy oczywiScie zapisaé w postaci:
u . (ot - @)
3r -
k.G x Ywol at (14.19a)
vWo T V@ - (14.19b)

Ze wzoru (14.19a) wynika mwniosek majacy duze znaczenie przy budowie modeli
I rowych platow noénych poruszajacych si¢ rucnem jednostajnym po linii pro-
stej. Jesli bowiem ruch plata jest ustalonym, to pochodna lokalna cyrkula-
cji predkosci jest rowna zeru i wtedy

£ x\o14.20) - 0 -)

Poniewaz pltat si¢ porusza lub nieruchomy ptat jest oplywany struga jedno-
rodna, to warunek (14.20) moze by¢ spelniony gdy y = 0, czyli gdy nie ma
wiréw swobodnych (plat nieskonczonej rozpigtosci lub gdy ptat skonczonej
rozpigtosci nie wytwarza sity nosnej); wzglednie gdy wektory y 1 v*0 sa
do siebie rownolegle. Ale poniewaz wiry sptywaja z predkoscia wzgledna, to
wektory y_ 1 v musza si¢ pokrywaé. Inaczej, widkna wirow swobodnych po-
krywaja sie¢ z liniami pradu. Biorgc dalej pod uwage wzér (13.108a) widzi-
my, ze wiry swobodne w ruchu ustalonym powierzchni wirowej, zastg¢pujacej
plat no$ny, spelniaja takze warunek

ox7™ =0 (14.20a)
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Jes$li predkosci indukowane przez wiry zwigzane i wiry swobodne sg wielko$-
ciami matymi w stosunku do predkosci unoszenia ptata nosnego, powierzchni
wirdbw zwiagzanych, to zamiast v w przyblizeniu mozna zgodnie ze wzorem
(14.19b) podstawic:

Wtedy warunki (14.20) i (14.20a) przyjmuja postaé:
=0 lub Qyvg = 0 (14.20b)

Powyzsze warunki naktadane na powierzchni¢ wirowg utworzong z wirdw swo-
bodnych znacznie upraszczajg zadania Zastosowano je w modelu linii nosnej
Prandtl'a, jak na rys 12.23, oraz w modelu powierzchni wirowej ptata nos-
nego.

Przechodzimy obecnie do' wyrazenia drugiego wyrazu wzorem (14.1?7) przy
pomocy predkosci wzglednej oraz gestosci natgzenia wirdw Y . Zauwazajac,
ze w przyjetym uktadzie wspéirzednych NQxyz normalna n dec dodatniej stro-

ny powierzchni S jest rowna wersorowi k, co daje:

nyx = cos (Ic,O = 0 ny = 0 nz = |

to na mocy powyzszych wyrazen ze wzoru (12.109) wynikaja zwigzki:

Y = Vowy T Viwy *y = Vawx - Vowx (14.21)
Na podstawie rysunku 14.12 mozemy napisac:
Vivox = 2 gv-*-wx ¢ Viowx)
(14.22)

v =
woy 2 = +wy -wy
Mnozac odpowiednio przez siebie wyrazenia (14.21) i (14.22) oraz dodajac

stronami uzyskuje si¢:

> - vfw) = - yxvwoy + 3y vwox = k.(7wo x?) (14.23)

Widzimy stad, ze jezeli przeplyw jest ustalony, to
A9>= k. (7wox 1) = k=(vwox?+) + k-(vwoxy-)

Ale na mocy (14.20) drugi skltadnik jest réwny zeru. Stad réznica cisnien

po obu stronach warstwy wirowej

A2« £+ (vw0 x 37) (14.24)

jest zalezna od gesto$ci natg¢zenia wirdow zwigzanych i predkosci wzglednej
w tym miejscu powierzchni wirowej, w ktorej okresla si¢ A ?. Wigc w ruchu
ustalonym ptata no$nego wiry swobodne wplywaja na roznicg¢ cisnienn po obu
stronach ptata tylko przez prg¢dkosci indukowane przez te wiry. Daja one
bowiem pewien przyczynek do predkosci “wQ. Jes$li jednak ten przyczynek jest
malty - ma to miejsce przy matych natgezeniach wiréw lub inaczej przy matym

obcigzeniu ptata nos$nego - to zamiast podstawiamy - vO.
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Jesli plyn Jest niesciSliwy, to " ¢ 1

A2 =¥ (p_ - ph)

Wtedy wzor (14.24) przyjmuje postac:
Ap - p_ - pt - I xX7)wl x %) (14.24a)

Przy zalozeniu za$, ze vyo - - vO mamy

P+ - p_ « @5 (vO xjft) 4 (14.24b)

Ten przypadek byt Juz przez nas rozpatrywany. Jest to zadanie optywu po-
wierzchni wirowej struga Jednorodnag, pokazane na rysunku 13.12. Jes$lhi ta
powierzchnia porusza si¢ z predkoscia v , to ve m ~— i vQ. Uwzgledniajac
dalej, ze ” 7 jy na podstawie wzoru (14.24b) uzyskamy wzoér (13.35b).
Podkresli¢ nalezy, ze Jest to pewne uproszczenie w stoeunku do wzoru
(14.24a). Podkresli¢ Jeszcze trzeba to, ze wzory (14.24a) mogg by¢ zas-
tosowane nie tylko do ptatow plaskich, lecz do dowolnej dostatecznie gtad-
kiej powierzchni wirowej, np. do powierzchni wirowej zastg¢pujacej Srube
napedowa.

1 Wzory (14.20) 1 (14.24) wskazuja roOwniez na to, ze jezeli powierzchnia
wirowa utworzona z wirdw swobodnych jest oplywana struga jednorodng lub
porusza si¢ ruchem jednostajnym w ten sposoéb, ze predkos$é strugi jest row-
nolegta do osi wirdbw, to cis$nienia po obu stronach tej powierzchni w punk-
tach na Jednej normalnej do tej powierzchni sg takie same. Wiemy juz, zZe
tak by¢ powinno - przyklad przedstawiony na rysunku 13.12a.

Przejdziemy abecnie do ruchu nieustalonego powierzchni wirowej S. Pod-
stawiajgc do wzoru (14.17) wyrazenia (14.19a) oraz (14.23) przy uwzgled-
nieniu, ze 7= 1. + 2L dostaniemy znow wzor (14.24). Stad widaé, ze wzory
(12.24) dla roznicy cis$nien po obu stronach warstwy - powierzchni - wiro-
wej sa takze wazne dla ruchu nieustalonego tej powierzchni. W ogdélnym przy-
padku lepiej podstawi¢ we wzorze (14.24) zamiast wersora k zewnetrzng

normalng n do dodatniej strony powierzchni S; wtedy

A3 = (VGO * T4 (14.25)

Zauwazy¢ jest latwo, ze jesli na placie nosnym nie powstaje sita nosna o

charakterze cyrkulacyjnym, to wiréw swobodnych nie ma; linie wirowe na pta-
cle sa liniami zamknig¢tymi. Dla tego przypadku optywu powierzchni wirowej,
zastepujacej plat nosny zgodnie ze wzorami (14.17), (14.18a) oraz (14.23),

réoznica funkcji cidnienia A? bedzie

= 4C + % (Two x (14.26)

przy czym 7 =0 i 7= 7"
Wzory (14.25) i (14.26) stanowiag zapis twierdzenia Zukowskiego dla ele-

mentu powierzchni wirowej. Sa one wazne dla dowolnego ruchu tej powierz-

chni. Trudnos$¢ w ich stosowaniu polega na tym, ze sa to wyrazenia mnieli-

niowe ze wzgledu na 7- Jak j *yzei bowiem wykazano, predkos¢ wzgledna
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ptynu vwo zalezy w ogélnym przypadku od gegstos$ci natg¢zenia wiréw y . Dla-
tego przy malych obciazeniach powierzchni wirowej dos$¢ czesto stosuje si¢
wzor uproszczony (14.24b), wzglednie stosuje si¢ metody ujmujace w sposob
przyblizony wplyw predkosci indukowanych przez warstwe¢ wirowa na predkosé.

14.5. WARUNEK BRZEGOWY NA POWIERZCHNI WIROWEJ UTWORZONEJ
Z WIROW SWOBODNYCH

Jako jeszcze jedno zastosowanie twierdzenia Kelvina (14.6) o pochodnej
cyrkulacji predkosci wyrazimy w postaci matematycznej warunek brzegowy na
powierzchni wirowej, utworzonej z wirdw swobodnych. Wiemy juz, ze w tym

przypadku powierzchni wirowej ci$nienia spelniaja warunek:
P+ =p lub A2=0 (14.27)

Rozpiszmy go stosujac catke (13.10) do obu stron tej powierzchni. Mamy:

Uwzgledniajac, ze moduly predkosci indukowanych po obu stronach powierzch-

ni wirowej sg takie same:
Wri=
powyzsze rownanie mozemy zapisac tak:

9'(e - )

_______ - -ve V(ptr -¢9)=0 (14.28)
Przy wzigciu pod uwage zwiazku:
r= <P-
warunek (14.27) przyjmuje postac:
~ vO-vr= 0 (14.28a)

Poniewaz w $rodku warstwy wirowej predkos¢ indukowana przez wiry jest row-
na zeru, roéwnanie (14.28a) jest zapisem wzoru (14.6) w ruchomym  ukladzie
odniesienia. Stgd warunek (14.27) jest réwnowazny twierdzeniu Kelvina 0
pochodnej cyrkulacji predkosci dla idealnego plynu barotropowego znajduja-
cego sig¢ w potencjalnym polu sil masowych.

Widzimy tu wyraznie znaczenie twierdzen o trwalos$ci ruchu wirowego do ba-
dania modeli matematycznych dla probleméw zwigzanych z przepltywem plynu
lepkiego. Dzigki tym modelom sprowadzamy te problemy do przeptywow  plynu
idealnego. Ale 1 w tych upraszczajacych modelach wystgpuja dos¢ duze trud-
nosci natury matematycznej. W zwiazku z tym koniecznym staje si¢ - w
praktyce - wprowadzenie dalszych uproszczen. Powstaje zatem pytanie: Co
warte sg praktycznie takie obliczenia? OdpowiedZz na to pytanie moze  daé
tylko eksperyment. Ale jak taki eksperyment nalezy przeprowadzi¢? Musimy
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si¢ tym zagadnienieno rowniez blizej zajaé. Zrobimy to nieco podzniej.

przypomnimy jeszcze o tym, ze gdyby mozna bylo rozwiagza¢ dla ogoélnych przy-
model ptynu

Tu

padkéw réwnanie Kaviera i Stokesa - oczywiscie to tez model,
newtonowskiego - to w wyniku uzyskalibysmy pole predkosci i pole ci$nienia

dalej wektor naprezen p” i reakcje hydromechaniczne R i M.



15. WARUNKI BRZEGOWE NA SWOBODNEJ
POWIERZCHNI

Obiekty poruszajace si¢ na swobodnej powierzchni wody lub w jej pobli-
zu, pod ta powierzchnia lub nad nia, powoduja powstawanie fal powierzch-
niowych. Przyczyna powstania fal powierzchniowych moze by¢ roéwniez ruch
zbiornika nie caltkowicie wypelnionego plynem. Takie przypadki zbiornikéw
znajduja si¢ takze na statkach: zbiorniki paliwa, wody, specjalne zbior-
niki do przewozenia ladunkow plynnych a takze zbiorniki z woda stuzace ja-
ko elementy wykonawcze urzadzen stabilizacyjnych kotysania statkdéw na mo-
rzu sfalowanym. Gléwna przyczyna falowania morza jest wiatr. Dlatego nazy-
wa si¢ to falowanie swobodnej powierzchni morza falowaniem wiatrowym. Jest
to najbardziej zlozony przypadek falowania powierzchni swobodnej. Procz te-
go falowanie swobodnej powierzchni moze by¢ spowodowane przez wchodzenie
réoznych obiektow do wody przez jej swobodna powierzchnig; np. gdy wrzucamy
jakis przedmiot do wody (kamien), wejscie torpedy lub rakiety typu powie-
trze-woda, przez wybuchy podwodne, a takze przez trzgsienie ziemi.

Przy ruchu jednostajnym statkéw obserwuje si¢, ze woda jest sfalowana
za statkiem, a przed statkiem jest nadal spokojna. Jes$li natomiast statek
kotysze si¢ na poczatkowo gtadkiej powierzchni swobodnej-wody, to wytwa-
rzane przez niego fale rozchodza si¢ na tej powierzchni w kierunku od stat-
ku. Inaczej: statek promieniuje fale powierzchniowe. Te obserwowane zjawi-
ska nalezy uwzgledni¢ przy matematycznym sformulowanie zadan o falowaniu
powierzchniowym. Podaje si¢ je w postaci tak zwanego warunku o promienio-
waniu. Gdy statek zas$ kclysze si¢ na wodzie juz sfalowanej, to stanowi on
pewna przeszkode dla nadbiegajacych fal, ktére odbijajg si¢ od burt statku.
Wystepuje w tym przypadku zjawisko odbicia i zalamania fal powierzchniowych,
zatem dyfrakcja fal.

Do matematycznego sformutowania tych réznych praktycznych dla okrgtow-
nictwa zadan o falowaniu powierzchniowym konieczna jest znajomo$¢ warunku
brzegowego na swobodnej powierzchni zbiornika cieczy.

Podstawowe zalozenia dotyczace modelu cieczy przewaznie sg takie:

- ciecz jest jednorodna i nie$cisliwa;

- ciecz jest nielepka;

- przeplyw w ruchu falowym cieczy jest bezwiroWy.

Ponadto zaklada sig¢, ze mozna pomina¢ napigcie powierzchniowe. Jak wplywa
napigcie powierzchniowe na obraz falowania powierzchni swobodnej oraz kie-
dy mozna poming¢ wplyw lepkosci, powiemy nieco podzniej, kiedy bedziemy znaé
juz podstawowe charakterystyki falowania powierzchniowego.
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Przy powyzszych zalozeniach ogodlne warunki brzegowe juz znamy. Sa nimi
wyrazenia (8.1) oraz (8.7). Pozostaje nam tylko nadanie im rozwinictej for-
my:

Zgodnie ze wzorem (8.7) cis$nienia po obu stronach powierzchni swobodnej
muszg by$ takie same. Warunek za$ (8.1) sprowadza si¢ do warunku materiat-
noscl powierzchni swobodnej, czyli do warunku (12.134). Stad Jesli zatozy-
my, ze na powierzchni¢ swobodna dziata ci$nienie atmosferyczne pa oraz na
pewien obszar tej powierzchni dowolny uktad nadcisnien Pc(x,y.t), to wa-

runki te mozemy zapisac:

Pa « Pc - P (15.1)
-0 (15.2)

przy czym wyrazenie (15.2) jest pochodng materialna. Zatozymy dalej, ze
uktad ci$nienn porusza si¢ po swobodnej powierzchni ruchem dowolnym wraz z
predkoscia vO, przy czym wektor vO lezy w plaszczyznie rownoleglej do nie-
zakl6éconej swobodnej powierzchni wody.

W celu napisania warunkéw (15.1) 1 C15.2) wprowadzimy dwa uklady wspot-
rz¢ednych: pierwszy °oxoyo2ot nieruchomy w przestrzeni, o osiach O00y0 i
0Qyo lezacych na niezakl6éconej powierzchni swobodnej, i osi O6(0 skierowa-
nej pionowo w doét oraz uktad ruchomy Oxyz, zwiazany z poruszajacym si¢ u-
ktadem ci$nien Pc(x.,y,.t). Uklad cis$nienn pc dziata na dowolna powierzchni¢
SQ. Powyzsze uklady odniesienia wraz z powierzchnia SQ oraz odksztalcong -

sfalowang w powierzchni¢ swobodng
S- Y (x,y.t) -z» 0 (15.3)
pokazuje rysunek 15.1- Widzimy, ze osi Ox i Oy ukladu ruchomego takze znaj-

duja sie na niezakldéconej powierzchni swobodnej. Predko$é unoszenia ukladu
ruchomego vO bedzie:

VO = vO + kw x? = i ut + Fu2 (15.4)

gdzie:
u, = vQx -cjy u2 = vQy + oy (15.4a)

Celowym okazuje si¢ rozpisywanie (150 i (15.2) w ruchomym ukladzie wspol-
rz¢gdnych Oxyz. Uzyska si¢ wtedy bardziej ogdlne wyrazenie. Do nieruchome-
go ukladu odniesienia mozna bowiem zawsze wroci¢ przez zalozenie predkosci
unoszenia v = 0.

Stosujac operator pochodnej materialnej w ruchomym ukltadzie odniesienia
(12.171b) do kinematycznego warunku brzegowego (15.2) otrzymujemy:

-f] - vO-VS +vop VS = 0 (15.5)

bo zalozyliSmy przeplyw potencjalny.
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Jesli wprowadzimy dalej oznaczenia dla pochodnych czastkowych:

30 3o 3'5 35
At=Sti ®t=Tt5 t-=Tt> $x=3711P

to przy uwzglednieniu wyrazenia (15.3) 1 (15/+) rownanie (15.5) przyjmie
postac:

“ve-V5+ x5 + oy Gy - ¢C = 0 (15.6)

bo

‘ (15.6a)
Vep-VS = gx Sy + ¢y gy - ¢&'1

Warunek ten musi by¢ wypelniony na powierzchni swobodnej

z = § (Xy.1) (15.3)
podlegajacej wyznaczeniu w wyniku rozwigzania zadania o falowaniu.
.Przechodzimy do napisania warunku dynamicznego (15.2), réwniez w ru-
chomym uktadzie odniesienia. Zastosujemy tu catke¢ réwnania ruchu w posta-
ci (13.12) przy uwzglednieniu oznaczen (15.1n). Statag C(t) jak zwykle wyz-
naczymy daleko przed ukladem ci$nien na swobodnej powierzchni wody, gdzie

v=Vep =0, p=p 0. Wtedy pod ukladem cisnienn na powierzch-

ni swobodnej mamy:



Stad dla z » © (X,y.t) mamy drugi warunej brzegowy:
- A N\NT7e ] (Ve)* tpp-gz - - 0 ¢ (15.7)
Z powyzszego warunku mozemy wyznaczy¢ ksztalt swobodnej powierzchni

z - S5(x'y»t) - 1 A (X,¥,Zz - C (x,y,t), 1) (15.8)

gdzie: A - XT7ot+ y 79" + pe + Y (15.8a)

Przy pomocy zalezno$ci (15.8) mozna z réwnania (15.6) wyeliminowa¢ pochod-
ne £ 1 uzyska¢ réwnanie zawierajace tylko poszukiwany potencjat ¢ . I tak
zeby znalez¢ pochodng 1YY , nalezy zrézniczkowaé wzgledem czasu wyrazenie
(15.8) w ruchomym uktadzie odniesienia. Zgodnie z wzorem (12.172) many

g (ft7 - 'e-V?) — - "e-VA + Az (5t. - ?e. V&)
Wigc
- ricAt - (15.9a)
Podobnie
g Cx “ Ax + Az eX
g ?2y - Ay + Az Sy
i dalej
S = 2A7 Ax (15.9b)
gy = é}A7 Ay (15.9¢)

Podstawiajac wyrazenia (I5.9atb,c) do rOéwnania (15.6) i1 dalej mnozac je
przez (g-A_) uzyskujemy podstawowy warunek brzegowy na swobodnej powierzch-
ni w postaci:

At - NV VA + Vx +2/y + ?2zAz 0 = = (15.10)
Mozemy go zapisa¢ prosciej:
4Tt - % VA+VoeTVA - g ool =0 (15.10a)
Jesli zastosuje sie operator pochodnej materialnej w ruchomym uktadzie od-

niesienia (12,171b), to warunek brzegowy (15.10) przyjmuje jeszcze bardziej
prosta postac:

JE-€J?2=0 13 ¢ = 2(x.y.t) (15.10b)

gdzie A(X.y,z.t) jest dane wzorem (15.8a). Jako, rownanie skalarne wzor

(15.10b) jest wazny w kazdym ukltadzie wspotrzednych lezacym na niezakldco-
nej powierzchni wody. W zaleznosci od rozpatrywanego zadania mozna nadacé
temu rownaniu rozne postacie. Jesli osi: 0000, Oz sa skierowane pionowo Ww
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gore, to oczywiscie (dlaczego?) przy g nalezy zmieni¢ znak. Ta uwaga doty-

czy wszystkich dotychczas napisanych wyrazen.
Wzoér (15.10b) wyprowadzcie w nieruchomym ukladzie odniesienia. Mozecie

tu zastosowac postepowanie jak wyzej zakladajgc predko$¢ unoszenia v = O.
Mozna wzoér <15.10b) dostaé jeszcze w sposdb prostszy. Wystarczy wzig¢ po-

chodng materialng wyrazenia uzyskanego z (15.8)

[A - g5&xy.0F =0

1 uwzgledni¢ wyrazenie (15.6) dla kinematycznego warunku na swobodnej po-

wierzchni. Dla przypadku vO = 0 bowiem mamy:

dt g dt v

Ale
bo
dS d5 . n
dt = dt " 3z - u
Wige dla z = (x,y.t) kinematyczny warunek brzegowy jest

dA 9®
dt ~237=0 (15.10b)

Zanim rozpiszemy dalej réwnanie (15.10b), zrobimy tu prosty przyktad je-
go zastosowania. Niech na calej swobodnej powierzchni ci$nienie begdzie sta-
te, rowne cisnieniu atmosferycznemu i niech pokrywaja si¢ oba uktady odnie-
sienig. Zatem Pc = 0 1 = 0. Dalej zatozymy, ze predkosci ruchu falowe-
go sa male. Wtedy rozwijajac funkcj¢ A w szereg Taylora w otoczeniu plasz-
czyzny z = 0 1 ograniczajac si¢ tylko do wyrazéw pierwszego rz¢du mamy:

3 )
A= é¥ + P<poo» tr;(x,y,o,t) dla z =0

Sl;ad warunek brzegowy (15.10b) po dalszym odrzuceniu wyrazéow nieliniowych

przyjmie postac:
SelmIH& " 4.,-0 (15.11)

a wzor dla wyznaczenia ksztaltu swobodnej powierzchni pedzie

z=g=1 My, "0.7) (15.12)
bowiem p w koncowych wyrazeniach nalezy zatozy¢ réwne oy, Postepujac ana-
logicznie jak wyzej dla przypadku jednostajnego ruchu cienkiego statku na-

wodnego mamy :
v =Tv_, pc - - °ft =0

oraz

3
A= V03g+P<P
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Zakladajac dalej VIVA -3z réwnania (15.10a) dostajemy:

Uwzgledniajac zlinearyzowane wyrazenie dla funkcji A mamy:

v2 aE v g "0
vo O0y2 oH 3x & 9

lub
3N JLL.®2 "~3£.0 dla z - 0 15.13
3?7 vo vE (15.13)
Ksztalt swobodnej powierzchni wody okresla wyrazenie
vo 9 ,Y-0)
2 -5 -y JPT0) as.14)

Jesli zaltozy 3i¢ rowng zeru lepkos$¢ Rayleighra, to warunki brzegowe (15.11)

1 (15.15) beda mialy najbardziej znang w hydromechanice okrg¢towej postac:

(15.11a)
dla z = 0

S 0 (15.13a)
ax2 v2 32

Przy stosowaniu powyzszych warunkéw nalezy dolaczy¢ jeszcze warunek eli-
minujacy swobodne fale powierzchniowe; inaczej - warunek na nieskonczonos—
ci, zwany takze warunkiem promieniowania.

Warunek ogélny (15.10b) pozwala na znalezienie szczegdlnych przypadkow
dla wszystkich mozliwych zagadnien hydromechanicznych zwigzanych ze swo-
bodna powierzchnia, kiedy wplyw sily napiecia powierzchniowego i silty lep-
kosci jest mozliwy do pominigcia.

Obecnie postaramy sie o rozpisanie warunku (15.10a) przy pomocy wyraze-
nia (15.8a). Zatem?

aA -dty T ~- +§<_3t (vp)2 + 1 (15.15a)
VA=YV -V (ve-V<p) + | V (V)2 + pV<jpp + VY Re
-2 VA - -ve-V + ve.V(ve-Vcp) - | ~V(Vcp)2
-H Vw2 | V Vree (15.15b)
Y70 VA =v@ V"N -V<p - V(veV<p) + | (V<p)-V(V<p)2 + p(vep)2 +

1 (vp)- Vpc (15.15¢)

+
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Podstawiajgc wyrazenia (15.15a,b,c) do réwnania (15.10a) i uwzgledniajac

tozsamosc¢

H I 2< -
dostajemy nastgpujacg postaé warunku brzegowego (15.10b):
—~f+PTR2 -~ +ve’v(vO-ve) + p (v vO)-ve 1
' d'<p dwv i oy
2 (79 -"7e)- V Vo -nve V(Vy)
+ Avep-v(vep)?2 -ve 'V (VvEvp) = - 4 - (15.16)
Jesli wprowadzimy predkos¢ wzgledna

v,=v-ve=Vo - ve (15.17)

w

oraz uwzglednimy tozsamos$ci:
V(Vg>)2 279 (V®ve)
| (vp)-v(vep)2 1 Vve-v(Ve)2  yw (v)- (VBVG>)

vO-v(vO-v<p) -v -v(VO-vp) = - vA*Viv -ve) =

_v *Bv®vo) V<p + vO V® VSQ
w

to réwnanie (15.16) mozna zapisacé tak:

2+ £- HVVE - TT - 14
- wWA(V @ VB) Ve + vw (v VBV<p) = - 1 E (15.18)

Zapisy warunku brzegowego (15.16) i (15.18) sg réwnowazne zapisowi naj-
prostszemu (15.10b). Zaktadajac, ze uktad ruchomy Oxyz pokrywa si¢ z ukla-
dem nieruchomym, (v = 0O), dostaje si¢ nieliniowy warunek brzegowy na swo-

bodngj powierzchni wody, wyrazony w nieruchomym ukladzie odniesienia:

t2 (vp). V. tp (vo)l +

d
+ (VD) (VO -VEVEQ) = - - Gu (15.19)

Wyrazenie (15.19) moze by¢ szybko znalezione takze ze wzoru (15.10b) przy
uwzglednieniu (15.8a) dla vO = 0. Podstawiajac (15.8a) do wzoru (15.10b)

dostajemy:

HEGE+ 2 (W)L + pp + 21 - Jo. o0
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Uwzgledniajac dalej, ze
2 {V¥)2 = "~ NHvep - (V- v® V<p)

FY” FSE+P
mamy wyrazenie (15.19).

Widzimy, ze temu samemu warunkowi brzegowemu na swobodnej powierzchni
mozna nadaé rézne postacie; najprostszy zapis tego warunku jest (15.10b).
Widzimy dalej, ze warunek brzegowy w ruchomym ukladzie odniesienia ma po-
sta¢ bardziej zlozong od tego warunku wyrazonego w uktadzie nieruchomym.
Dotychczas brak Jest rozwiazania zadan o przeptywach cieczy ze swobodna
powierzchnia, uwzgledniajagcych peten nieliniowy warunek brzegowy na swo-
bodnej powierzchni. Przewaznie stosuje 31¢ warunek zlinearyzowany 1 to

tylko dla zagadnien bardzo prostych.

15.1. LINIOWY WARUNEK BRZEGOWY NA SWOBODNE] POWIERZCHNI

Warunki (15.18) ,(15.16) ,(5.10*) dla wyznaczenia potencjalu ¢ stoso-
wane sg na aktualnej swobodnej powierzchni cieczy z =  (X,y.t), okreslo-
nej wyrazeniami (15.8) zawierajacymi poszukiwany potencjal predkosci ¢ .

W celu usunigcia tej podstawowe] niedogodnosci zaktada sig¢, ze poten-
cjal ¢ moze by¢ analitycznie przedluzony z aktualnej swobodnej powierzch-
ni z - S(X,y,t) na plaszczyzne¢ z = 0. Mozna wtedy ¢ rozwingé w szereg

Taylora:

<pRy.zt) = <p(xX.y.0,t) + 5 162 30 +
7Z=0 ZKO

1

przy czym ( jest okreslone wzorami: (15.8) 1 (15.8a) z tym, Ze we wzorze
(15.8a) pozostawia si¢ tylko wyrazy liniowe oraz zaktada si¢ p = 0. Tak
uzyskane rozwinigcia dla potencjalu ¢ podstawia si¢ do rownania (15.16) i
uzyskuje sie¢ warunek wazny dla z = 0. Dotychczas przewaznie ograniczano si¢
do wyrazéw drugiego rzedu i to tylko dla szczegdlnych przypadkéw rownania
(15.16).

Przy zalozeniu, ze powstajace fale maja mala amplitude w stosunku do
dlugosci fali, dobrym przyblizeniem jest ograniczenie si¢ tylko do wyrazow
liniowych w rownaniu (15.16). Wtedy dla z = 0 ogdlny liniowy warunek brze-

gowy na swobodnej powierzchni bgdzie mie¢ postac:
A- - - -
+H7 g 3=+ p vB.vo -

8<f d'v .
7 2~e~WV-at - —— = =g
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Ksztatt za§ powierzchni wyrazi si¢ wzorem:

7 o g [TRT - veVip + IpJ (15.21)
z=0

Jesli wprowadzimy operator:

—_—a P = = -
Cl7—e ?2) = TE2 -V T Ve v (ver V) (15.22)

to warunek (15.20) 1 wzor (15.21) mozna zapisaé prosciej:

, - 6P d'7e
N 7 =ak
(e7re Y _ve vip - g5 - -dt- - Vg
- ?2I_ " vev) pc+"T" pc] dla z=0 (15.20a)
z=5=1[(H- VV)ir+ ¥ 0 (15.21a)

Zwréci¢ nalezy uwage na to, ze Jezeli najpierw zlinearyzuje si¢ warunki
(15.6) i (15.7):
4T~ Vvc=37 (15.23a)

Ve'V<p + pg - gS= - I Pc (15.25b)

ktore sa wazne dla z=0, to rézniczkujgc (15.23b) wzgledem czasu w ukladzie
ruchomym 1 podstawiajgc do tak uzyskanego réwnania wyrazenie (15.23a) uzy-
ska si¢ wzor (15.20) z pominigciem wyrazu \7p X7P C - We wszystkich dotych-
czas znanych wyrazeniach dla warunku brzegowego na swobodnej powierzchni,

dotyczacych ruchu ukladu ci$nien po tej powierzchni, pomini¢to ten liniowy

wyraz.

15.1.1. Szczegdlne przypadki liniowego warunku brzegowego na swobodnej
powierzchni

Z ogoélnych wyrazen (15.20), (15.20a) dla liniowego warunku brzegowego
na swobodnej powierzchni mozna prosto uzyskaé wszystkie znane szczegdlne
przypadki tego warunku oraz przypadki bardziej ztozone od stosowanych do-
tychczas w hydromechanice. Pokazerny to na nastgpujacych przyktadach.

Przyktad 1. Niech po swobodnej powierzchni porusza si¢ dowolny uktad
ci$nien pc(x.,y,t). Chchemy bada¢ przeplyw cieczy, wywotany przez ten uklad
ci$nien, w nieruchomym ukltadzie odniesienia. Nalezy zatem w rownaniu (15.20)
i wyrazeniu (15.21) podstawi¢ vO = 0. Uwzgledniajac to otrzymujemy dla
z =0

Vpco) <1$.24a)

C=i(it + ipc) 0 <15.24b)



Tu potencjal ¢ wyznaczany jest w nieruchomym ukladzie odniesienia. Waru-
nek ten z pomini¢cien lepkos$ci Rayleigh'a oraz wyrazu ¥pp ¢ byt stoso-
wany przy badaniu reakcji hydromechanicznych, a w szczegdlnosci oporu fa-
lowego poduszkowcow. Zauwazmy, ze jezeli nawodny statek wypornosciowy po-
rusza' si¢ ruchem jednostajnym po linii prostej, to jego czgs¢ nawodna wy-
woluje pewne pole predkosci w powietrzu w poblizu statku, co w efekcie da-
je pewien wedrujacy wraz ze statkiem ukltad ci$nien pc(x.,y,t). Ten efekt w
hydromechanice okretu si¢ pomija. Czy zawsze jest to uzasadnione?

Badajac wzajemne oddzialywanie ptatow nosnych 1 kadluba wodolotu w sta-
nie lotu nalezy ten efekt uwzgledniaé. Bowiem na podstawie wzoru (13.25)

dla wspotczynnika ciSnienia | réwnania cigglosci

mozemy jako$ciowo ocenié, as- 20. To zadanie czeka na pelniejsze

rozwigzanie.

Przyktad 2. Na swobodnej powierzchni cieczy panuje stale cid$nienie p-p6.
Dla sformulowania zadan liniowych ruchu falowego cieczy w nieruchomym ukta-

dzie odniesienia mamy warunek brzegowy

772 + H'!'t" 8"z 0 dla z»0 (15.11)

1 MA~.yro.t) (15.12)

otrzymany z (15.24a) przez zalozenie p =0. Jes$li pominie si¢ lepkos¢ Ray-
leigh'a, to uzyska si¢ ze wzoru (15.11) najbardziej znang 1 najczesciej do-

tychczas stosowana postaé¢ liniowego warunku na swobodnej powierzchni:
(15.25)

Wtedy jednak, jak juz wskazywano, nalezy jeszcze dotaczy¢ warunek wypro-
mieniowania.

Warunki (15.11), (15.25) sg stosowane do badania przeptywoéw wody, wywo-
tanych kotysaniem statku. Dotychczas réznymi metodami rozwigzano  zadanie
plaskie dla walca o kierownicy majacej ksztalt wrggopodobny. Ponadto  wa-
runki te byly stosowane do badan ruchu falowego cieczy wywolanego pulsuja-
cymi osobliwosciami hydromechanicznymi, a warunek (15.25) do badania fal
swobodnych. Przypomnijmy, ze dla osi Oz skierowanej pionowo w goér¢  przy
wyrazach zawierajacych przyspieszenie grawitacyjne nalezy zmieni¢ znak na
przeciwny.

Przyktad 3m Niech zmienny w czasie uklad cisnien Pc(x.y.t), dany w
uktadzie ruchomym, porusza si¢ z predkoscig vO = ? vO(?). Potencjal pred-
kosci ¢ wyrazony w uktadzie ruchomym, zwigzanym z ukladem ci$nien, bedzie

funkcja wspoéirzegdnych i czasu. Poniewaz dla tego przypadku ruchu

, to warunek (15.20) przyjmie postac:
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3'p 0] o d'< 09 -
tH S e gz+ oeAgT*IUVo3Tz"' V0 atSx
Sep 3Pc)
cCo a7 = 37/ (15.26a)

a ksztalt swobodnej powierzchni na podstawie wzoru (15.21) bedzie:

1 /3 RN
z2=5= 6 %C% -vo €+ b Py (15.26b)

Widzimy, ze warunek (15.26a) ma posta¢ bardzo zlozona. Jes$li rozpatrywac
si¢ bedzie przypadek vO = T vO = const, to odpadnie tylko ostatni wyraz
lewej strony roéwnania i warunek brzegowy nadal bgdzie mie¢ postaé bardziej
zlozong niz postaé¢ warunku (15.24a). Moze si¢ zatem okazaé latwiejszym roz:
patrywanie powyzszego zadania w nieruchomym ukltadzie odniesienia.

Jesli zalozymy Pc=0 1 \6 = T vO = const, to uzyskamy:

g 132 v, AN (15.264d)

Warunek (15.26c) byl stosowany do badania ukltadu fal na swobodnej powierz-
chni wody, wywolanych jednostajnym ruchem po linii prostej zanurzonego pod
powierzchnig wody pulsujacego Zrodla. Moze on byé zastosowany do badania
reakcji hydrodynamicznych dziatajacych na kolyszacy si¢ plaski walec o
przekroju wrggopodobnym i jednoczes$nie dryfujacy ze stala predkoscia, pro-
stopadla do tworzacych tego walca.

Przyktad 4. Niech po swobodnej powierzchni wody porusza si¢ jednostaj-
nym ruchem po linii prostej uklad cid$nien niezmienny w czasie. Wtedy w
uktadzie odniesienia zwigzanym z tym ukladem cisnien pole predkosci cieczy
bedzie polem ustalonym. Wigc potencjal predkosci ¢ bedzie takze ustalony.
Dla tego przypadku:

eV
vO = 1 vO = const pc(X.y) T(i =0
i warunek (15.26a) przybierze postac:
2 d2 KN v
vo -1 % ! ls% - T sk T 1 Vpc-V<p (15.27a)
9
5= Vo % |1 (15.27b)

- g 3x ¢g He
Przy pominig¢ciu ostatniego wyrazu prawej strony wyrazenia (15.27a) ten wa-
runcek byl stosowany do badania oporu falowego poduszkowca. Nalezaloby spraw
dzi¢ wplyw pominigcia wyrazu V<p«Vpc na obraz falowania swobodnej powierz-

chni i opdér falowy poduszkoweca.
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Przyktad 5, Niech pod swobodng powierzchnig cieczy porusza si¢  jedno-
stajnym ruched po linii prostej osobliwo$¢ hydromechaniczna: zrodio, dipol,
widkno wirowe o

Q - const ; m « const ; lub I'- const

Bla tego przyktadu
% “ I' Vo = con3t; pc 0 = 0 ; -

i na podstawie (15.20) lub (15.27) mamy dla z-0O

A7 vo 37 7 (15.28a)

5- -Xcg) 3"; (15.28b)

Przy pominigciu lepkos$ci Raylelgh'a z réwnania (15.28a) uzyskuje si¢ naj-
bardziej znany przypadek warunku brzegowego na swobodnej powierzchni:
2
“ 9 da C0 (15.28¢)

stosowanego dla przypadku jednostajnego ruchu obiektu, z prgdkoscia vO -
B const, na lub pod swobodna powierzchnia wody. Zamiast bowiem Q ” const
moze by¢ Q = 'E oi = const, wzglednie moze by¢ to dowolnie uksztattowane
cialo - kadlub statku.

Warunki (15.28) sa stosowane w liniowej teorii oporu falowego statkow a

takze w teorii podwodnego ptata nosnego.

. 3. >.2. Zapis warunku brzegowego na swobodnej powierzchni przy pomocy
funkcji pradu i potencjalu zespolonego

Badajac przeplywy ptaskie uzyskuje si¢ pewne uproszczenie zadan przez
zastosowanie funkcji pradu vy lub potencjatu zespolonego w(z). Przy pomocy
¢ 1 w(z) nozna zapisa¢ takze warunki brzegowe (15.28a 1 c). Ze wzgledu na
oznaczenie zmiennej zespolonej z = x + iy wygodniejszym jest rozpatrywanie
zadan w uktadzie odniesienia Oxyz takim, ze osie 0Ox 1 Oz lezg na niezaklo-
conej powierzchni wody, a o$ Oy jest skierowana pionowo w gore. W tym
uktadzie warunek (15.28c) bedzie:

X 37=o0 dlay=0 (15.29a)

2 7 by

a wychylenie powierzchni swobodnej wyrazi si¢ przez

% 27
go Sx (I5.29b)
y=0
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Uwzgledniajac warunki (12.23) mamy:

303
~3y
3P 3y
”3y T 3 3X
Stad warunek (15.29a) mozna zapisac:
¥
oKy o dlay = 0 (15.30a)
" _ 121 (15.30b)

Na mocy wzoru (12.26) 1 warunkéw (12.23) mozemy napisac:

0 T b )

INT 1 = £7

v = Im w(z)

30 dw
3y Im dl
<§

Oy

= giilL = Im

0xZ OyZ

Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci warunek (15.30a) przybiera réwnowazng

postac:

Im dlay =0 (15.300)

za$ warunek (15.29a) postaé nastgpujacay:

Im 0 dlay=0 (15.30d)

Takze natychmiast mozemy napisa¢ przy pomocy potencjatu zespolonego waru-
nek (15.28a). Przyjmuje on postac:

Im 0 dlay=20 (15.30e)

Wychylenie swobodnej powierzchni [ (x) jest:

v Xy v PP v

/g X TTES T R (m£) d5.300)

Powyzsze wyrazenia warunkow brzegowych (15.30) znalazly zastosowanie przy
wyznaczaniu ukladu fal generowanych na swobodnej powierzchni przez  zanu-
rzone w cieczy plaskie osobliwos$ci hydromechaniczne, poruszajace si¢ ru-

chem jednostajnym po linii prostej, roéwnoleglej do swobodnej powierzchni.



15.1.3- Zapis warunku brzegowego na swobodnej powierzchni przy pomocy
potencjatu przyspieszenia

W rozdziale 14.1 (wzoér (14.5¢)) wskazano, ze w nielepkim, barotropowym
plynie znajdujacym sie w polu grawitacyjnym przyspieszenie elementu ptynu
ma potencjal niezaleznie od tego, czy przeplyw plynu Jest potencjalny, czy
tez Jest przeplywem wirowym. Potencjal ten nazywa si¢ potencjalem przys-
pieszenia. Jest on szeroko stosowany przy badaniu zagadnien zwigzanych z
ruchem platow noznych, szczegdlnie poruszajacych si¢ pod swobodng powierz-
chnla wody f13].7Ze wzgledu na szerokie zastosowanie podwodnych platow
nosnych w okrg¢townlctwle: $Sruby napgdowe, stery, elementy wykonawcze sta-
bllizatorow kotysan statkéw, platy nosne wodolotow - sformulujemy warunki
brzegowe takze przy zastosowaniu potencjalu przyspieszenia 0.

Najpierw Jednak musimy poda¢ podstawowe zaleznosci dla tej wielkosci.
Dla prostoty zatozymy poczatkowo, ze F - 0. Wtedy rownanie Eulera mozemy

zapisac:
FEBZIAINANA T D (15.31)
Ograniczymy 3i¢ do Jednorodnego plynu niescisliwego: 9 ¢ const.
Z roéwnania (15.31) wynika zwigzek:
w-V 9 (15.32)

Jest on réwnowazny twierdzeniu (14.6) oraz réwnaniu Helmholtza (7.31a).
Podstawiajac zwigzek (15.32) do rownania (15.31) otrzymujemy:

grad (0 + 2 ;7 Q

Stad
6+2-Cw® (15.33)
gdzie 0 Jest potencjalem przyspieszenia, a stala calkowania moze zalezec

od czasu. Ma ona taka sama warto$¢ w calym zbiorniku ptynu. Dla ptynu ba-
rotropowego catka (15.33) przyjmle oczywiscie postac:

0+ 27 C(t) (15.33a)

Jesli daleko przed poruszajacym si¢ obiektem w plynie predkosé ptynu Jest
v» 0, 7=0 1 p = po, to 0 = 0. W tym miejscu plynu mozna najlatwiej
wyznaczy¢ stalg C w calce (15.33). Mamy:

Wigc
(15.34)

lub

P-PO = 9 > - (15.35)
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Znajac potencjal przyspieszenia 0 na podstawie zwigzku (15.32) mozemy pro-
sto, przez roézniczkowanie 9, znalez¢ skladowe przyspieszenia elementu ply-

W -(!A=ee__1
X t <3X P 3x

LNz W
vz dt 9z

nu:

Roéwniez przy pomocy potencjatu © mozemy wyrazi¢ reakcje hydromechaniczne
R 1 M. Podstawiajac (15.35) do wzorow (5.7a) i (5.7b) mamy:

R=¢ 9n dS (15.36a)
S

M—c rxondS (15.36b)
S

W celu znalezienia rownania dla wyznaczenia potencjatlu przyspieszenia zas-
tosujemy operator Laplace'a dla obu stron wyrazenia (15.35). Uzyskujemy
zaleznoS¢:

Ap = - <?A0 (15.37)
Przyréwnujac wyrazenia (15.37) i (12.179) mamy rownanie Poissona dla po-
tencjatu przyspieszenia ®:

A® = S : S (15.37a)

gdzie prawa strona jest $ladem iloczynu tensorow predkosci ptynu. Jest to
zatem rownanie bardzo zlozone. Znaczne uproszczenie zadan mozna  uzyskacé

tylko wtedy, gdy predkosci plynu sg wielkosciami malymi. Wtedy prawa stro-
na rownania (15.37a) niewiele rézni¢ si¢ bedzie od zera 1 mozna  bedzie

przyjac, ze
A® = 0 lub Ap » 0O (15.37b)

Zatozenie § : S = 0 jest rownowazne pominig¢ciu wyrazu (v.V) v w rownaniu

- Yo XV (7)) V- (vOv) V=2 - ¢ Vp (15.37¢)

Przy zalozeniu F = 0 zlinearyzowane rownanie rzadzace ruchem plynu ideatl-

nego niescisliwego przyjmuje postac:
+ 83 x?2- (7e*V) 2-VWO (I15.37d)

Réwnania (15.37b 1 d) stanowia zamknigty uktad réwnan dla tego przypadku
pltynu. Jes$li uktad ruchomy si¢ nie obraca, to roOwnania jeszcze  bardziej

si¢ upraszczaja:
M= o.vyv-ve (15.38a)

A® - 0 (15.38b)
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Szczegolnie proste zwiazki uzyskuje si¢ dla przeptywu potencjalnego w ujg-
ciu liniowym: v2 0. Wtedy zakltadajac v -V<p z réwnania (I5.38a) mamy

zwiazek:
- Ne V2 -0 (15.59a)
lub

-0 (15.39b)

bowiem stala C wyznaczamy w dowolnym miejscu plynu; w nieskonczono$ci:

o - O, p-pbi60 -. JeSli niec mozna pomingé kwadratow predkosci induko-
wanych przez poruszajace si¢ w plynie ciato, to zwiazek pomig¢dzy potencja-
taai ¢ 1 0 uzyskuje sie przez pordéwnanie catki (15.33) z catkg Cauchy'ego
-Lagrange'a. Wtedy

@~ +x /\||"/\2 (15.39¢)

Szczegdlnie prosta zaleznos$¢ dla potencjatu predkosci uzyskuje si¢ dla
jednostajnego, po linii prostej, ruchu obiektu w ptynie z predkoscia vO =
- I vo

Y = ¢ (15.39d)

Uwzgledniajac dalej, ze daleko przed poruszajacym si¢ obicktem p = p0 1
® = O, mamy

X
P(xv.0) = - -2 T 0 (Ly,O dr (15.396)
0 »
Zaléozmy teraz, ze silami masowymi sa silty cig¢zkosci
F=-VU

a c$ Oz kartezjanskiego uktadu wspolrzednych niech bedzie skierowana pio-
nowo w doi. Wtedy

U= - gz
i réwnanie rzadzace ruchem tego plynu bedzie
A=H?= -v(u + Ip)= VS,
Stad V (O +U+ 2) o i
81 - gz + 2= C(t) (15/\0H)

Stata C(t), podobnie Jak w poprzednim przypadku, wyznaczymy daleko przed
poruszajacym si¢ w plynie obieYtem dla z=O; mamy:

(15.40b)
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P-Po=-Qbn + <Qgz (15.40¢)

Jesli zalozymy przeplyw potencjalny, to rownanie ruchu ptynu idealnego mo-
zerny zapisac:

v +1 (ve)2)= V

V(I'E+z -0))=o0
Catka tegc rOwnania jest:

+ 5 (\79)2 - ® = C() (15.40d)

Stala C mozemy wyznaczy¢ w dowolnym miejscu plynu, Wyznaczamy  ja daleko
przed obiektem - w nieskonczonosci:

Pp=0; v = 0; = °. 00 -

Stad:
1?7 + 3 (X7¢)2 = (15.40¢)

lub w uktadzie ruchomym:

Ol = =~ = vO- \Tg + i- (\7p)2 (15.400)

Jest to ten sam zwiazek pomigdzy potencjatami ¢ i jak pomiedzy ¢ i O.
Jesli podstawimy wyrazenie (15.40e) lub (15.40f) do catki (15.40a), to uzy-
skamy znane juz catki Cauchy'ego-Lagrange'a (5.47) lub (13.10).

Zaktadajac, ze ptyn jest w spoczynku: v 0 =, to =0 1 z calki
(15.40c) dostajemy hydrostatyczny rozktad cisnien (10.15). Zatem 07 obej-
muje wplyw predkosci ptynu na pole cisnien i dalej - na reakcje hydrodyna-
miczne. Podstawiajac bowiem wyrazenie (15.40c) do wzoru (5.7a) mamy:

R- ¢ HdAS - =?2g™zndS=(?"ex1ndS - <?gVk (15.41)
s S s s

Pierwszy czton wyrazenia (15.41)przedstawia czes¢ reakcji o charakterze
hydrodynamicznym, drugi natomiast - reakcj¢ hydrostatyczna, inaczej: silt¢
wyporu hydrostatycznego. Wzér ten jest wazny zaréwno -dla przeptywoéw poten-
cjalnych jak i dla przeptywéw wirowych.

Poniewaz sil¢ wyporu hydrostatycznego umiemy obliczyé¢, to z pola  ci$-
nien zawsze mozna wylaczy¢ ciSnienie hydrostatyczne i zajmowaé si¢ tylko
ci$nieniem dynamicznym; A rownym p 0, bez uwzglednienia sit masowych.
Stosujac operator Laplace'a do obu stron réwnania (15.40a) dostajemy taki
sam wzor jak (15.47). Stad réwnaniem dla wyznaczenia potencjalu przyspie-
szenia jest rownania Poissona (15.37a). Celowym zatem jest stosowanie
potencjalu przyspieszenia - obojetnie czy 'uwzglednia sie sity grawitacyj-
ne, czy tez nie - tylko do zagadnien hydromechanicznych w ujgciu liniowym.
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0 AD - 0o

0l - 6r K * 7 -7? —e' 15.42) 7<)

Poniewaz zaleznos$ci (15.42) sa wazne przy pomini¢ciu kwadratow predkosci
obsolutnego przeptywu, to rowniez warunki brzegowe na swobodnej powierz-
chni nalezy formulowaé przy pomocy potencjatu 6 tylko w ujegciu liniowym.
Podstawg sformulowania ich. sg zaleznos$ci (15-1) 1 (15.2). Kinematyczny wa-
ramek brzegowy (15.2) w rozpisaniu (15.6) Jest w obu przypadkach taki sam.
Warunek (15.1) rozpisany przy pomocy rownania (15.40a) Jest

Przy uwzglednieniu lepkos$ci Rayleigh'a wyrazi si¢ on réwnaniem:

8] - gz + pp - - (15.43)
Stad mozemy znalez¢ ksztalt swobodnej powierzchni:

z.cgcl"A xy.z-&, t) (15.43a)

gdzie:
A +po + ¥ (15.43b)

Widzimy, ze przy uwzglednieniu wyrazenia dla (15.401) wzory (15.43b) i
(15.8) sa takie same. Zatem ogolny warunek (15.10b) Jest roéwniez wazny dla
potencjalu przysoieszenia 6'6™ Powtarzamy tu, ze nalezy Jednak stoso-
waé Jego posta¢ zlinearyzowang, dla z ¥ 0, gdy stosuje si¢ réwnanie La-
place'a A0 -0 - dla wyznaczenia 0. Wyprowadzajac dla danego zagadnienia
warunek brzegowy na swobodnej powierzchni przy pomocy potencjatlu 0 mozemy
korzysta¢ z ogoélnego warunku (15.1 0b) lub ze szczegdlnego Juz wyrazenia
danego przy pomocy potencjalu ¢ . W tym drugim postgpowaniu eliminuje si¢
potencjal ¢ przy zastosowaniu wzorow (15.42a).

Objasnimy powyzsze uwagi na przyktadach takich samych Jak poprzednio. I
tak w przyktadzie | mieliSmy dane pc(x.,y,t). Roéwnania podstawowe sa

(15.10b)

W V<> - V A pomijamy liniowy wyraz \7¢ -+ V Pc



171

Stad roéwnanie (15.10b) mozna zapisac:

30 3? 1 3pc 3p -
3t + P37+¢3-T—g37="° dla z=0
00 x " a 9 1 1277 pc
lub K + F ®- - e<lt

Roézniczkujgc obustronnie powyzsze réwnanie wzgledem czasu otrzymujemy:

de
t 3T
1 ostatecznie mamy dla z « 0
329 ¢ 39 I ~c
e i (15.44)
11 + £c
o <% (15.44a)

Przy podstawieniu do warunku (15.44) pc = 0 dostajemy natychmiast odpowied-
nik warunku (15.11), g jezeli dodatkowo zatozymy p > O, ‘to uzyskamy odpo—
wiednik warunku (15.25). Dla zadania rozpatrywanego w przykladzie 4 mie-
lismy vg - T'v0) Pc(x»y\ = 0. Stad przy pominigciu, tak jak poprzed-

nio, wyrazu VA mamy:

- 7e"VA - ¢ 3‘7’;’ 0

2A + _ _
V03x gIZ_O ®__VO3X
V. 3
de 30 o “Pe 3
vo 37 +* P vo 37 + ( ax+g(p20

i .19

Roézniczkujemy stronami powyzsze réwnanie wzgledem x:

wo0o 0 = | Ae
-~ Vo vo % 3% 9 3x2
Ostatecznie dla z=0 mamy:
3200 39 30 1 2
32 ¢ vo ' 3z 9 (15.45)
Vo

Ksztatt swobodnej powierzchni w tym przypadku réwniez be¢dzie dany wzorem
(15.14b). Jesli pc = 0, to uzyskamy z warunku (15.45) odpowiednik warunku
(15.28a), a jesli jeszcze zalozymy p = O, to uzyska si¢ odpowiednik row-
nania (15.28C).

Przedstawione warunki brzegowe na swobodnej powierzchni wody pozwalaja

nam na matematyczne sformulowanie zadan zwiazanych z ruchem cial czg$ciowo
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lub catkowicie zanurzonych w wodzie majacej swobodna powierzchni¢. Pozwa-
laja one roéwniez na sformulowanie zadan dotyczacych ruchu osobliwosci hy-
dromechanicznych pod powierzchnia wody lub ruchu dowolnego uktadu ci$nien
po swobodnej powierzchni. Mozna réwniez sformutowaé zadanie o ruchu cie-
czy w zbiorniku nie calkowicie wypelionym ta cieczg. W przyjetym modelu
cieczy 1 zatozonym jej ruchu: ¢ - const, 7 0, v0 », formulowanie
tych zadan Jest proste. Do wyznaczenia potencjatu predkosci piszemy row-
nanie Laplace'a, Ay - 0, z kinematycznym warunkiem brzegowym na powierz-
chnl obiektu i Scianach zbiornika (12.15") oraz z warunkiem brzegowym na
swobodnej powierzchni (15.10b). Po wyznaczeniu potencjalu ¢ znajdujemy ze
wzoru (15.8) posta¢ swobodnej powierzchni, zas z calki Cauchy'ego-Lagran-
ge'a pole cid$nien w calym obszarze cieczy, w tym 1 na $cianach zbiornika
cieczy 1 ciata poruszajacego si¢ w tej cieczy, a dalej przy pomocy wzoréw
(5.7a), (5.7b) reakcje hydrodynamiczne dziatajgace na S$ciany zbiornika i
poruszajgce si¢ ciato. Formulowanie zadan przy zastosowaniu potencjatu
przyspieszenia 0 jest podobne. Zamiast rownania A¢em0 - mamy  rownanie
A0 0 —. Istniejg tu jednak pewne trudnos$ci w zapisywaniu warunkéw brzego-
wych przy pomocy potencjatu przyspieszenia 0. Tylko dla prostych przypad-
kow ruchu obiektéw w plynie lub cieczy daje si¢ je prosto napisaé. Dlatego
potencjal przyspieszenia ma bardziej ograniczony zakres zastosowan niz po-
tencjal p-"¢dkosci. Stosuje si¢ go z powodzeniem w teorii plata nosnego po-
ruszajacego si¢ w os$rodku nieograniczonym i pod swobodng powierzchnia wo-
dy.

Chociaz thaterna czne sformutowanie zadan o jednostajnym ruchu statku
nawodnego lub statku poruszajgcego si¢ pod powierzchnia wody, o jednostaj-
nym ruchu powierzchni $lizgajacej si¢ po swobodnej powierzchni wody, o ru-
chu jednostajnym dowolnego uktadu ci$nien po wodzie Jest, jak widzimy, bar-
dzo proste - warunek brzegowy (15.28a) lub (15.28c) wzglednie (15.27a)
to Jednak przy rozwiazywaniu tych najprostszych zadan wystepuja duze trud-
nosci natury matematycznej. Jeszcze wigksze trudnosci maja miejsce przy
rozwigzywaniu zagadnien o ruchu niejednostajnym obicktow. Wszystkie zada-
nia majace Jakie$§ praktyczne znaczenie rozwiazuje si¢ na drodze numerycz-
nej 1 to roznymi metodami; przy czym dotychczas uzyskano tylko raczej skrom-
ne wyniki. Podkresli¢ nalezy, ze powyzsze uwagi dotycza wody niescisliwej

i nielepkiej oraz przeplywu potencjalnego.

15.2. PRAKTYCZNE WNIOSKI WYNIKAJACE Z WARUNKU BRZEGOWEGO
NA SWOBODNEJ POWIERZCHNI

Przy rozwigzywaniu zadan, nawet liniowych, ze swobodng powierzchnia naj-
wigksze trudnosci matematyczne sprawia warunek brzegowy,. Powstaje pytanie,
czy i w jakich przypadkach, nie mozna wprowadzi¢ pewnych uproszczen. Dla
uzyskania pewnego pogladu w tej sprawie sprowadzimy najprostszy warunek
brzegowy (15.28c) do postaci bezwymiarowej. Moze on by¢ napisany dla jed-
nostajenego ruchu smuklego statku z predkoscia: i vO po linii prostej jak
na rysunku 15.2.
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Jako wielko$¢ odniesienia dla wspohrzednych x,y.,z wezmiemy dlugo$é stat-
ku na wodnicy L, a dla prgedkosci plynu - predkos$¢ statku v . Na ogdt wiel-
kosci odniesienia dobiera si¢ tak, aby byly one latwe do pomierzenia i aby
jednoczesdnie w istotny sposob wplywaly na rozpatrywane zjawisko hydrome-
chaniczne. Pierwsze wymaganie nie przedstawia problemu. Dla speinienia
drugiego wymagania problem musi juz by¢ rozpoznany, czy to na drodze upro-
szczonych badan teoretycznych, czy tez przez badania eksperymentalne. Tu
wybrano dlugos¢ statku L, bo wyniki badan eksperymentalnych i1 teoretycz-
nych wykazuja, ze opoér falowy statku, R , na wodzie nicograniczonej zalezy
w istotny sposob od dlugosci L i predkosci vQ. Oznaczajac wskaznikiem b
bezwymiarowe wspoéirzedne i inne wielko$ci, mamy:

Poniewaz wymiar potencjatu predkosci ¢ jest [L2 T-1] ¢4

Stad
Vo L ~b 3%
= _y -~ =
92¢ = vo 9xfb 9<p 3<h

7' TZF’ 37 = vo3t;

i warunek
020 g 8(0 3
Sx2 = v2 =0

w postaci bezwymiarowej bedzie:
(15.46)

Jesli wyprowadzimy bezwymiarowa prgdkosé:
(15.47)

zwang liczbg Froude'a, odniesiong do dlugosci statku - na co wskazuje wskaz-
nik L - to warunek (15.46) mozemy zapisac:
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dla -0 (15.46a)

W ten san sposéb mozemy wyrazi¢ opis fal wytworzonych przez statek na swo-

bodne¢J powierzchni:

(15.48)

gdzie 5b - g/L

Roéwnanie (15.46a) Jako bezwymiarowe Jest takie same dla roéznej wielkosci
statkdOw geometrycznie podobnych, dla ktorych liczby Froude'a sg takie sa-
me; w szczegodlnosdci dla modelu statku 1 statku rzeczywistego. Warto$¢ 1li-
czby Froude'a moéwi nam za$ o tym, czy statek Jest powolny, czy tez  Jest
szybki. Sama natomiast warto$§¢ szybkosci 3tatku o niczym nie $wiadczy.
Transportowe statki nawodne z reguly nie przekraczaja liczby F” réwnej 0,4,
podczas gdy holowniki podczas swobodnego plywania i male powolne motoréwki
moga osiaga¢ F" « 0,6. Bardzo powolne bywaja duze zbiornikowce: F" » 0,15;
natomiast bardzo szybkimi sg statki do przewozu pojemnikow: F» « 0,35. Wo-
doloty 1 poduszkowce osiagaja liczba Froude'a rzedu 1,1-2,5. Podobny
rzad liczby F~ Jest dla Jednostek cze$ciowo $lizgajacych sig¢ po powierzch-
ni wody. Liczba Froude'a dla platéw nosnych wodolotu - odniesiona do ciegci-
wy plata - osiaga wartosci wigksze od 5.

Przechodzimy do zbadania wplywu liczby Froude'a na warunek brzegowy
(15.46a) 1 falowanie powierzchniowe okreslone wzorem (15.40). Rozpatrzymy
dwa szczegolne przypadki: F~» 0 i F~—-00 , to Jest przypadek matych i
bardzo duzych liczb Froude'a - matych i duzych predkosci. 0

Jesli F dazy do zera, to aby warunek (15.46a) mogt by¢ wypehiony,

takze powinna dazy¢ do zera. Jest to warunek kinematyczny na plaszczyznie
z=0, traktowanej Jako $ciana nieprzepuszczalna. Zatem przy bardzo matych
liczbach Froude'a, praktycznie F» < 0,10, swobodna powierzchnia zachowuje
si¢ tak, Jak sztywna | nieprzepuszczalna $ciana. Ze wzoru (15.48) wynika

to samo stwierdzenie: Je$li FA* —0 r to » 0. W tym przypadku ruchu o-
biektow: statkéw, osobliwosci hydromechanicznych - obowigzuje metoda od-
bi¢ zwierciedlanych zilustrowana na rysunkach: 12.42 do 12.45. Pokazane

tam osobliwos$ci hydromechaniczne moga by¢ traktowane Jako poruszajace si¢

z bardzo malymi pre¢dkosciami pod swobodng powierzchnia wody AB w zbiorniku
o nieograniczonej giebokosci. Rysunki za§ 12.46; 12.47 mogg by¢ ilustracja
powolnego ruchu zZrédia i widkna wirowego z matymi predkosciami w wodzie
plytkiej.

Przeptyw wokot zanurzonej czesci kadluba statku Jest w tym  przypadku
taki, Jak gdyby byl wywotany przez kadlub rzeczywisty i Jednocze$nie ka-
ditub wyobrazony, bedacy lustrzanym odbiciem kadluba rzeczywistego. Ilus-
truje to rysunek 15.3, gdzie symbolem | oznaczono zanurzong cze¢s¢ kadluba
statku, a symbolem 2 kadlub wyobrazony. Stad wniosek taki, ze badanie stat-
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ku nawodnego przy bardzo matych liczbach Froude'a mozna zastgpi¢ badaniem
statku ”zdwojonego" w nieograniczonym os$rodku plynnym. Reakcje hydrodyna-
miczne dzialajace na statek rzeczywisty beda réwne potowie  tych reakcji
dziatajacych na statek zdwojony. Na tym spostrzezeniu zostala oparta meto-
da Fottingera majaca na celu eksperymentalne wyznaczenie oporu lepkosci
kadluba statku. Poniewaz w rozpatrywanym przypadku nie ma praktycznie fa-
lowania swobodnej powierzchni, to takze praktycznie nie ma oporu falowego.
Przy jednostajnym ruchu po linii prostej obiektu w cieczy idealnej i nie-
ograniczonej - uzasadnimy to dalej - reakcje hydrodynamiczne sga rowne ze-
ru. Wigc catkowita reakcja hydrodynamiczna jest spowodowana lepkos$cia ply-
nu - cieczy lub powietrza. Przy ruchu niejednostajnym reakcje  hydrodyna-
miczne dzialajace na obiekt - statek poruszajacy si¢ w plynie idealnym be-
da istniec¢. Mozna je zatem wyznaczy¢ dla zdwojonego kadluba poruszajgcego
si¢ w osrodku nieograniczonym i wartos$ci ich podzieli¢ przez 2. To podejs-
cie mozna zatem zastosowa¢ do wyznaczenia reakcji o charakterze bezwladno-
Sciowym, dzialajacych na manewrujgcy powolny statek wypornosciowy, np.:
duzy masowiec lub zbiornikowiec. Je$li jednak ten statek manewruje na wo-
dach sptyconych, to zagadnienie staje si¢ bardziej zlozone: mamy wtedy
wpltyw dna. (Wroccie do rysunkéw 12.46 i 12.47).

W drugim szczegdlnym przypadku, przy liczbie Froude'a dazacej do nie-

skonczonos$ci, z réwnania (15.46a) wynika, ze -3---9-11))0Winna dazy¢ do

3xb
zb=°
musi dazy¢é do zera
zb="°
przy FL.00 «— . Zatem warunek brzegowy na swobodnej powierzchni dla duzych

liczb Froude'a mozna w przyblizeniu zapisac:

»(x.y,6) = const.

Warunek ten bywa stosowany w teorii plata podwodnego. Poniewaz przy

F~ —» 00 powierzchnia swobodna nie odksztalca si¢ (S —* 0O), to takze w
tym przypadku nie wystgpi opdr falowy statku. Stad wspoédlczynnik oporu fa-
lowego statku w funkcji liczby Froude'a
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(15A9)

gdzie: ® Jest powierzchniag zwilzona kadluba statku, powinien przy wzras-
taniu liczby by¢ najpierw krzywa rosnaca a nastgpnie - malejacg. Stwier-
dzono eksperymentalnie i na drodze teoretycznej dla prostych przypadkow,
te maksimum wspoélczynnika Cw wystgpuje przy F» « 0,5 - 0,6. Typowy prze-
bieg krzywej Cv pokazuje rysunek 15.4. Z wykresu tego wida¢, ze wodoloty
i poduszkowce oraz jednostki S$lizgajace si¢ po powierzchni wody, charak-
teryzujace si¢ wysoka liczba F”, doznajg bardzo matego- oporu falowego, na-
tomiast szybkie Jednostki wypornos$ciowe: transportowe | okrety wojenne,

niszczyciele - bgda mie¢ wysoki udzial oporu falowego w oporze catkowitym.

Zilustrujemy zastosowanie warunku brzegowego na swobodnej powierzchni
wody dla duzych predkosci na przykladzie zZzrodla o natezeniu Q, usytuowane-
go w punkcie (&,9,8) i poruszajgcego sie z predkoscig vg 'J v Jak na ry-
sunku 15.5. Zgodnie z poprzednimi uwagami skladowa vy = predkosci cie-
czy w dowolnym punkcie M lezgcym na swobodnej powierzchni ({=0) powinna
by¢ rowna zeru. Z rysunku 15.5 wida¢, ze jest to mozliwe tylko wtedy, gdy
w punkcie o wspotrzednych (&,?. ~S) usytuowane zostanie zrodto fikcyjne o
wydatku - Q. Stad uwzgledniajgc wzér (12.55) dla potencjatu zrddia znajdu-
jacego si¢ w osrodku nieograniczonym mozemy natychmiast napisa¢ wyrazenie
dla potencjatu predkosci w dowolnym punkcie N(x,y,z) w ukltadzie wspotrzed-

nych zwiagzanych z poruszajacym si¢ zrodlem. Bedzie on dany wzorem:

cpiy.d) = - ¢ (15.51)

gdzie :

(15.50a)



T = W7 (=52 + (y-2)2 + (z+£)2

(15.50b)

Dla bardzo matych predkosci vO Zréddla pod swobodna powierzchnia potencjat

predkosci cieczy bedzie:
<?2(x,y,z) = - A f1i+

Dla osrodka nieograniczonego mamy wzor (12.55):

grxy,z) = - rH

Wszystkie powyzsze wyrazenia dla potencjalu predkosci indukowanej

zrédto mozna zapisad w postaci takiego samego wzoru:

Ppxy.2) T - A G (XY,Z7.p,$)
gdzie:
G=-+ *
przy czym 00 = 3 dla zrédia w osrodku nieograniczonym

(15.51a)

przez

(15.52)

(15.52a)

(15.52b)

dla zrodia poruszajacego z bardzo mala predkoscia pod swobodng powierzch-

nig cieczy 1

(15.52¢)
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dla Zrodia poruszajgcego sig¢ z bardzo duza predkoscig pod swobodng  po-
wierzchnia cieczy.

Wzory (I5.52b i c¢), Jak widzimy, sg szczegdlnymi pr.-ypadkami wzoru bar-
dziej ogodlnego dla funkcji O]. Wyznaczy¢ Ja nozna przez podstawienie wyra-
zenig (15.52) 1 (15.52a) do warunku brzegowego (15.28c) lub (15.28a).

Oprécz zapisu (15.52a) dla funkcji G stosuje 31¢ dosy¢ czesto zapisy

nastgpujace:

G (%y,Z,£97,8) » p + p- + O] (X,Y,.Z£,p, $) (15.53a)

G (XY¥,Z.£.p,8) « P +K (x,y,z,£,r>,5) (15.53b)

K S - - y-+ (15.530)

Sposéb wyznaczenia funkcji G Jest taki san, Jak podano wyzej. Potencjat ¢
wedlug wzoru (15.52) z wyrazeniem dla funkcji G (Greena) zgodnie ze wzorem
(15.53a) lub wzorem (15.53b)ipodstawia si¢ do warunku (15.28c) lub (15.28a).
V' zaleznos$ci od zastosowanego przedstawienia funkcji G uzyskuje sie¢ dla G
oczywiscie rozne wyrazenia. Nalezy mle¢ to na uwadze przy korzystaniu z go-
towych wyrazen dla funkcji G. Czasami funkcje¢ we wzorze (15.53¢c) rozbi-

Ja sie¢ Jeszcze dalej piszac:

K= ~ + (X,Y,Z,E»I»5) + 2 (X,¥,2,8,9,5) (15.53d)

W przypadku ruchu jednostajnego zroédla w wodzie o gleboko$ci nieskonczonej

warunek brzegowy na dnie vz 0 przy z —Poo sprowadza si¢ do

3Gl
=0 lub TT? =0 dla z —boo (15.54)

9%}
[x]

z= 00

Dla przypadku ruchu jednostajnego zrodia pod swobodna powierzchnia wody o
glebokosci H wygodnym Jest przedstawienie funkcji G w takiej postaci, aby

réwniez warunek brzegowy na dnie zbiornika mial prostg postac:

(15.55)
z=H
Jesli warunek na dnie ma mie¢ postaéc (15.55), to funkcja G we wzorze

(15.52) powinna by¢ wyraztma przez

G(x.y.z,",9,5). = 1 + — + Gl(X.y.z.€.,2,5) (15.56)

gdzie:
= mj/(x- + (y- + (C+E -
rl = mj/(x-£)2 + (y-9)2 + (C+E - 2 H)2 (15.56a)
Jak wida¢ z rysunku 15.6, przyjeto tu fikcyjne zrodlto wydatku Q poruszaja-
ce si¢ z predkoscig 1 vO pod dnem zbiornika w odlegltosci (H - 5).
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Zastosowano tu, jak widzimy, metod¢ zwierciadlanych odbié¢. Zupelnie po-
dobny sposob mozna zastosowacé dla wyznaczania potencjatu predkosci induko-
wanej w cieczy przez poruszajace sie ruchem jednostajnym, rownolegle do
swobodnej powierzchni, zrédto ptaskie. Dla tego przypadku na mocy wzoru
(12.67) analog wyrazenia (15.53b) bedzie:

(O = G x.&&D (15.57a)

G(x,2z,£,C) = Inr—-1n"™ + o™.C,E) (15.57b)

przy czym r i sg okreslone wzorami (15.51a), (15.51b), w ktérych nalezy
podstawi¢ y =1) . Sposéb wyznaczenia funkcji Greena jest taki sam, jak

dla przypadku zZrodia przestrzennego.

Wiemy juz, ze przy przeplywach ptlaskich znaczne uproszczenie zadan moz-
na uzyskaé przez zastosowanie aparatu funkcji analitycznych. Wygodnym wte-
dy jest przyjecie ukladu wspoédirzgdnych Oxy o osi Oy skierowanej pionowo w
gore, to jest takiego, jaki zastosowano w rozdziale 15.12. Dla zrédia pila-
skiego, poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym na gl¢bokosci h, na podsta-
wie wzoru (12.70), (€6 = - 1 h), potencjal zespolony mozemy zapisac na

przyktad w postaci:
w(z) = [In (z + ith) - In (z-ih)J + G”z, ih) (15.58)

Do wyznaczenia funkcji G. mamy wtedy warunek brzegowy (15.30C). Oczywiscie
zamiast stosowania potencjatu w(z) mozna napisaé wyrazenie dla predkosci

zespolonej zrodta

= EZTTh " =Z~hl1 * G2/2,th" (15.59)

1 zastosowac¢ do wyznaczenia funkcji G£(z,ith) warunek (15.30d). Poniewaz w

rozpatrywanym przypadku zroédlo porusza si¢ ruchem jednostajnym, réwnolegle
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do swobodnej powierzchni wody, to znajac potencjal przeplywu absolutnego
¢ , mozemy - stoeujgc wzor (12.121a) - natychmiast napisa¢ potencjal prze-
ptywu odwrbéconego ¢ . A zatem

O - Yo» +¢ - - vox +¢ (15.60)
w(z) - wM(z) + w(z) » vOC + w(z) (15.61)

Przedstawiony wyzej sposéb wyznaczania potencjatu predkosci ¢ dla zZrodia
o stalym wydatku O, poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym, rownolegle do
swobodnej powierzchni wody, mozna zastosowa¢ dla nieruchomego zrédia pul-

sujacego o wydatku na przyktad:
Q - QQ -coseut (15.62)

oraz dla przypadku zrédia pulsujacego i jednoczesnie przemieszczajacego si¢
pod powierzchnia wody. Przy wyznaczeniu funkcji korzysta si¢ wtedy z
innych warunkéw brzegowych. 1 tak dla przypadku Q danego wzorem (15.62) 1
- 0 korzysta si¢ z warunku (15.25) lub (15.11), a dla przypadku Q «
B 00 cosut 1 v " T vO = const z warunku (15.26¢).
Takie samo podej$cie moze by¢ takze zastosowane dla wyznaczenia poten-
cjatu predkosci indukowanych w cieczy przez inne zanurzone osobliwosci hy-

drodynamiczne: dipol 1 widékno wirowe.

Rys.15.7

Ze wzgledu na praktyczne zastosowanie rozpatrzymy jeszcze jednostajny
ruch zanurzonego na glebokosci h pod swobodng powierzchnie¢ wody nieskon-
czonego wlokna wirowego. Predkos¢ i vO widkna jest bardzo duza. Z rysunku
15.7 wida¢, ze aby warunek = 0 dla z=0 byl wypelniony, to nad swobodna
powierzchnig w odlegtosci h musi poruszaé¢ si¢ takie same fikcyjne wlokno
wirowe. Rzeczywiscie, w tym przypadku wypadkowa predkos¢ indukowana przez

oba wiry w dowolnym punkcie N powierzchni swobodnej jest prostopadia  do.
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plaszczyzny z=0. Poniewaz 'takim wldéknem wirowym, wirem zwigzanym, mozna
zastgpi¢ oddzialywanie na plyn ptata nosnego o nieskonczonej rozpictosci,

a ukladem wirow (model Prandtla) ptat o rozpictosci skonczonej, to stwier-
dzenie to stanowi podstawe budowy modeli wirowych podwodnych ptatow  nos-
nych charakteryzujacych si¢ wysokimi liczbami Froude'a . Eksperymentalnie
stwierdzono, ze silta nos$na ptata podwodnego nie zalezy praktycznie od licz-
by Froude'a odniesionej do cigciwy ptata, gdy F4.5 <~ r 5. Ten przypadek
ma miejsce dla ptatow nosnych wodolotow oraz okretowych $rub napedowych.
Mozecie to sprawdzi¢ prostym rachunkiem.

' b

Rys.15.8

Na rysunku 15.8a pokazano przypadek jednego plata nosnego poruszajgcego
si¢ z duza liczba Froude'a na giebokosci h 1 ptat wyobrazony, a na rysunku
15.8b przypadek dwoch ptatow. Rysunek za§ 15.9 jest odpowiednikiem modelu
wiru podkowiastego pokazanego na rysunku 14.11. Widzimy, ze w przypadku
plata podwodnego, poruszajacego si¢ z bardzo duzymi predkosciami, przeplyw
wody jest taki, jak w przypadku ruchu dwuplata poruszajacego si¢ w osrodku
nieograniczonym. Stad dla celow praktycznych mozna tu zastosowacé dane dla
dwuptata poruszajacego si¢ w os$rodku nieograniczonym, np. w powietrzu dla

"X Rys.159
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v
liczby Macha M - < 0,3. Whniosek istotny. Moins z niego skorzysta¢ przy

projektowaniu piatow nos$nych wodolotow.

Roéwniei mozna wysnué praktyczny wniosek dotyczacy poduszkowcdédw bez roz-
wigzywania zadan konkretnych o ruchu uktadu cisnienn po swobodnej powierz-
chni wody. Oté6z z wyrazen <Tla wychylen powierzchni swobodnej: (15.8),
(15.24b), (15.26), (15.27b) 1 (15.~b) - wynika, ze przy zerowej predkosci
uktadu ci$nien pc(x,y) powierzchnia swobodna odksztatca si¢ zgodnie z wy-

razeniem:

(15.63)

Zatem poduszka powietrzna poduszkowca wypiera wod¢ - podobnie Jak kadiub
statku. Stad dla ksztaltowania rozkladu ci$nienn w poduszce powietrznej mo-
zna w przyblizeniu zastosowac¢ dane o ksztaltowaniu kadluba statku o tej
samej liczbie Froude'a dla statku 1 poduszkowca. Dla duzych liczb Froude'a
nozna bedzie skorzysta¢ z danych o ksztaltach statkow $lizgajacych sie po
powierzchni wody itp. Przyblizenie tego wniosku polega na tym, ze istnieje
zasadnicza roznica pomigdzy powierzchnig kadluba statku i powierzchnia swo-
bodna w obszarze poduszki powietrznej poduszkowca.

Jesli Juz bedziemy znac¢ pozadany w poduszce powietrznej rozkltad cisnien
Pc(x,y), to powstaje pytanie: Jak praktycznie wytworzy¢ ten zadany rozktad
Pc(x,y)? Zadanie to, Jako bardziej ztozone od ksztaltowania podwodnej cze-
$ci kadluba etatku, nie zostalo Jeszcze calkowicie rozwigzane. Wskazemy tu
na pewne mozliwosci formowania rozkladu cisnien na ekranie w obszarze po-
duszki powietrznej. Otdéz mozna zastosowal elastyczne segmenty £ (rys.13.17),
wyposazone w tylna $ciang¢, zaopatrzona w otwory | uksztaltowana tak, ze
zewngetrzne normalne do powierzchni tych otworéow przebija¢ w okreslonych
miejscach ekran. Poniewaz ci$nienie pg w segmencie Jest wigksze niz cis-
nienie pc w poduszce powietrznej, wigc powietrze bedzie wplywaé do obszaru
poduszki w postaci strug. Pomigdzy tymi strugami wytwarza si¢ wiry, a W
wirach ci$nienie spada. Natomiast w miejscach kontaktu strug z ekranem ci-
$nienie na ekranie Jest wigksze od ci$nienia $redniego w poduszce.W zwiagz-
ku z tym na ekranie - na swobodnej powierzchni - mozna uzyskaé¢ zmienny roz-
klad cisnien. Stad widzimy, ze przez wewngtrzne uksztaltowanie elastycznej
ostony poduszkowca mozna wplywaé¢ na rozklad Pc(x,y), a tym samym na charak-

terystyki dynamiczne Jednostki na poduszce powietrznej.

15.3." WARUNEK BRZEGOWY NA GRANICY DWOCH PLYNOW
0 ROZNYCH GESTOSCIACH

Dotychczas przedstawione warunki brzegowe na swobodnej powierzchni cie-
czy stosuje si¢ wtedy, gdy w zadaniu interesuje nas tylko przeplyw cieczy.
Jes$li natomiast pozadanym byloby takze zbadanie ruchu powietrza, gazu, nad
swobodng powierzchnig cieczy, to warunki te przyjmuja inng postac.
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Znajomo$¢ takich warunkéw jest konieczna przy teoretycznym badaniu cha-
rakterystyk aerodynamicznych statkéw poruszajacych si¢ nad swobodng  po-
wierzchnia wody, to jest: ekrano-platowcoéw (rys. 1.2a), a takze poduszkow-
cow nie posiadajacych kontaktu z ekranem. Moga te warunki takze postuzyé
do badania wzajemnego oddzialywania powietrza i wody, a zatem do badania
zjawiska powstawania i zanikania falowania wiatrowego.

Podstawa formulowania warunku brzegowego w tym przypadku jest taka sa-
ma, jak uprzednio: bierze si¢ pod uwage wyrazenia (8.1) 1 (8.7).

Jes$li oznaczymy wskaznikiem | obszar wody, a wskaznikiem 2 obszar powie
trza ponad woda, to warunek dla ci$nien na powierzchni swobodnej = S2=i
bedzie:

Pl = P2

Za$ warunek materialnosci powierzchni swobodnej S wyrazi si¢ tak samo jak
poprzednio:
051 ~2 dS n
IE3="E3="FE=0

Zapiszmy te warunki w ukltadzie ruchomym, poruszajgcym sie wzgledem ukladu
nieruchomego z predkoscig vg. Uklady te pokazuje rysunek 15.10.

Daleko w nieskonczonosci cisnienie P=Pa- Stad warunek Pn=P2 mozemy na-
pisaé:

pa + Pcl = Pa + Pc2

Zatem wychylenie powierzchni swobodnej be¢dzie okresSlone takze wyrazeniami
(15.8), przy czym w (15.8a) mozna zastosowaé potencjal ¢l lub ¢?.

Jes$li oznaczymy dalej przez:

_ pc
A= A[ t o (15.64a)
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pc

A - ¥ (15.64b)
gdzie :
[

<| - T— - VBryoel + T (vpp2 +p ?) (15.64¢)
A2 - —yf- - vENTQ2 + £ (XT9") + P @2 ds.64d)

to warunek (15.10b) mozemy zapisac:

7 dpc

3r =57-"~—+ "HIr © (15.65a)
P 02 dt (15.65b)

dla z - 5 (x.,y,t).

Fowyzeze warunki brzegowe mozna dalej zapisa¢ w postaci Jednego wyrazenia:

/ dAl 91 \ / dA2 9pz \ dpc
QN Et- ~ g ~58/ 2 \dt~ ~ g "ITz/> - -dt (15.66)

dla z » 5(x,y.t).

i zimy, ze warunek (15.10b) Jest szczegdlnym przypadkiem warunku
(15.66). Zakladajac ¢2 = 0 uzyskuje si¢ bowiem wyrazenie (15.10b). W rze-
ozywistosci stosunek gestosci powietrza i wody Jest: ¢2/¢l " 0,00129.

'arur.ek (15.66) mozemy stosowaé¢ dla powierzchni rozdzialu pomigdzy dwie-
ma warstwami plynéw o roznych gestos$ciach, przy czym gestosS¢ goérnej warst-

* pi nu o- powinna by¢ mniejsza od gesto$ci 9" warstwy dolnej. Podobnie
r po3tapi¢ dla przypadku wigkszej ilosci warstw niemieszajacych si¢
7'j now.
+ cacajgc do warunku (15.66) nalezy podkresli¢, ze postgpowanie przy
rozpisywaniu (15.66) dla szczegdlnych przypadkow Jest takie same, Jak dla
p2 = 0. 1 tak odpowiednikiem warunku (15.11) bedzie:

/ $9 .27, \ / 0292 392 329 \
21\ 7F~- + p - g = 2 +H-7T - § “ET) (15.67a)
dla =0

Warunek (15.13) przy <2/0 przyjmuje postac:

(15.67b)

Mozna réwniez dla zadan liniowych wyrazi¢ warunek (15.66) przy pomocy po-
tencjalu przyspieszenia 0, np.:

21 dla z=0
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Przedstawione warunki brzegowe pozwalajg nam na sformulowanie materna-
tyczne bardzo duzej ilosci zadan o znaczeniu praktycznym. Postepuje si¢
tak:

- zaklada sieg, ze ptyn Jest nielepki, niescisliwy, a przeplyw jest poten-
cjalny,
- do wyznaczenia potencjatu predkosci mamy wowczas roOwnanie Taplana'g

Ap =0
- warunki brzegowe na $cianach zbiornika 1 powierzchniach oplywanych

m'Zglednie poruszajacych si¢ w plynie ciat sprowadzaja si¢ do:

- jesli zbiornik jest nieograniczony to nalezy dotaczy¢ waruAek w nieskon-—
czonosci, dotyczacy predkosci lub potencjalu predkosci,

- jesli zbiornik ma swobodng powierzchni¢, to plsze si¢ dodatkowo warunki
(15.10b) lub (15.66). Gdy w wyrazeniu na A, Al, A£ pomija si¢ lepkosc¢
Rayleigh a, to nalezy jeszcze dodatkowo dotgczy¢é warunek wypromieniowa-

nia,

- ponadto jesli przepltyw plynu jest nieustalony, to musza by¢ dotaczone
warunki poczatkowe przeptywu 1 ruchu ciata. W wyniku rozwiazania uzysku-
je sie¢ potencjatl predkosci, a dalej pole predkosci, pole ci$nien 1 re-
akcje hydrodynamiczne dziatajace na ciata poruszajace si¢ w pltynie 1 e-
wentualnie na $ciany zbiornika ptynu.

Podobnie mozna sformulowaé¢ zadanie liniowe przy pomocy potencjatlu przy—
spieszenia ®.

Catos$¢ postepowania - jak widzimy - sprowadza si¢ do matematyki 1 to do
dziatobw bardzo trudnych. Dlatego tylko mata liczba szczegodlnych przypadkow
ruchu prostych ciat zostatla do tej pory rozwigzana. Zwréoémy uwage jeszcze
na to, ze rownanie Laplace'a jest bardzo prostym réwnaniem rozniczkowym,
*nudnoéci sprawiajg nam 1 matematykom tylko warunki brzegowfe. Najbardziej
ktopotliwym z nich jest warunek na swobodnej powierzchni.

Najprostszym zadaniem z podanej klasy zadan hydromechanicznych jest jed-
nostajny, po linii prostej, ruch ciata w osrodku niecograniczonym. Jednak 1
tu poza kulg 1 elipsoidem nie; mozna uzyska¢ potencjalu predkosci w postaci
zamknigtej. Przy rozwigzywaniu zadan stosuje si¢ metody numeryczne oraz
pewne dalsze uproszczenia. Weryfikacje przyblizonych metod rozwigzywania
zadan przeprowadza si¢ na drodze badan modelowych.

Przedstawione tu wyzej warunki brzegowe na swobodnej powierzchni powin-
ny da¢ Wam mozliwos¢ identyfikacji probleméw hydromechanicznych przedsta-
wionych w roéznych publikacjach oraz samodzielne formutowanie zadan Was in-

teresujacych.



16. POWIERZCHNIOWE FALE SWOBODNE

Rozréznia sie powierzchniowe fale wymuszone oraz powierzchniowe fale
swobodne. Jedne | drugie moga istnie¢ na swobodnej powierzchni cieczy, wo-
dy, dzigki sile grawitacyjnej, ktéra w tym przypadku ma charakter sity
przywracajacej. Dlatego falowanie powierzchniowe nazywa si¢ takze falowa-
niem grawitacyjnym.

Falowanie wymuszone Jest wywolane réznymi przyczynami: ruchem statkow,
wiatrem, oscylacyjnymi ruchami zbiornika wodnego. Jest ono bardzo zloZone.
Obserwowaliscie z pewnos$cia falowanie morza lub Jeziora w czaele  trwania
silnego wiatru. Moze takze zwrociliScie uwage na falowanie powierzchni swo-
bodnej spowodowane ruchem statku lub po wrzuceniu kamienia do wody?

Swobodne falowanie powierzchniowe istnieje na swobodnej powierzchni cle-
czy - wody - wtedy, gdy przyczyna wywolujaca falowanie powierzchniowe za-
nika. Wystgpuje ono zatem na swobodnej powierzchni po uplywie pewnego cza-
su, od chwili zaniknig¢gcia wiatru, w postaci fali martwej. Obserwacja ta-
klej fali przewaznie wykazuje, ze jej obraz Jest taki sam we wszystkich
plaszczyznach pokrywajacych si¢ z kierunkiem przemieszczania  si¢ fali.
Jest to zatem biegnaca fala dwuwymiarowa. Rysunek 16.1 pokazuje gléwne cha-
rakterystykl takiej fali. Sa nimi dlugos$¢ fali A, wysokos¢ fali hw= okres
fali t . Maksymalne wzniesienie swobodnej powierzchni sfalowanej nazywa
si¢ grzbietem fali, a maksymalne obniZzenie - doling fali. Dlugoscia fali
dwuwymiarowej, regularnej Jak na rysunku 16.1, Jest odleglos¢ pomigdzy dwo-
ma sasiednimi grzbietami lub dwiema sasiednimi dolinami, wzglednie dwoma
sasiednimi punktami profilu fali pozostajacymi w tej samej fazie. Wysokos-
cla fali nazywa si¢ pionowa odleglo$¢ pomigdzy grzbietem i doling fali.
Potowa wysokosci regularnej fali zwie sig¢ amplituda fali: rQ s = 0,7 hw<
Do scharakteryzowania geometrii profilu fali stluzy Jeszcze wzgledna wyso-
ko$¢ fali A A zwana takze stromoscig fali oraz maksymalny kat sklonu fa-
11 wQ. Pomigdzy predkoscia przemieszczania si¢ profilu fali C, zwanej tak-
ze predkoscia fazowa fali - Jest ona stala - dlugoscig fali i okresem fali

istnieje zalezno$¢
c =-Y (16.1)

Obserwacje falowania powierzchniowego wykazuja, ze stromos$¢ powstajacych
fal powierzchniowych Jest mata 1 wynosi od 1/10 do 1/26. Stad katy sklonu
fali sa takze male. Powyzsze dane sg podstawa do stwierdzenia, ze powierz-
chnia swobodna pokryta falami grawitacyjnymi malo rézni si¢ od plaszczyzny
z=0 i ze do$¢ dobrym przyblizeniem do analitycznego badania fal powierzch-
nlowych bedzie liniowy warunek brzegowy na swobodnej powierzchni wody.
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Grawitacyjne fale stojace powstaja ne swobodnej powierzchni o ograni-
czonych wymiarach - w zbiornikach cieczy po ustaniu ruchéw tych zbiornikéw
a takze wtedy, gdy fala biegnaca odbija si¢ od przeszkody. Ten rodzaj fal
charakteryzuje si¢ tym, ze jej profil nie przemieszcza si¢ po swobodnej po-
wierzchni, a Jedynie z uplywem czasu zmieniaja si¢ rz¢dne profilu fali w
danym obszarze powierzchni swobodnej. Widzimy zatem, ze wzoér (16.1) nie ma
tu zastosowania, chociaz fala stojaca ma pewng dlugos¢ A 1 okres .t
Okresem fali stojacej lub biegnacej Jest przedziat czasu. Jaki uplynie przy
mijaniu nieruchomego punktu przez dwa kolejne grzbiety lub dwie  kolejne

doliny fali.

16.1. SFORMULOWANIE ZADANIA DLA SWOBODNYCH FAL GRAWITACYINYCH

Robimy nastgpujace zalozenia. Niech woda znajduje si¢ w zbiorniku po-
siadajacym plaskie dno na gigbokosci H, réwnolegle do niezakldédconej swo-
bodng¢) powierzchni £-O 1 niech poziome wymiary zbiornika bg¢da mnieograni-
czone. Zalozenia te Jak i nast¢gpne upraszczaja zadanie. Zatem  zakladamy
dalej, ze woda Jest praktycznie niescisSliwa, ze Jest nielepka, Ze na swo-
bodn¢lJ powierzchni panuje etale ciSnienie, ze mozna pominag¢ mnapigcie po-
wierzchniowe oraz, ze przeptyw w ruchu falowym wody Jest przeplywem poten-
cjalnym. Ponadto zatozymy, ze amplitudy fal 33 bardzo male oraz, ze ist-
nieJa tylko fale dwuwymiarowe. Sporo tych zalozen! Mimo to, uzyskamy dos¢
duzo informacji o ruchu falowym wody i to informacji o duzym znaczeniu

Zadanie sformulujemy w nieruchomym ukladzie odniesienia pokazanym na
rysunku 16.2. Z zalozen Vxv = Ol ¢~ const wynika, ze pole predkosci
ma potencjal ¢ taki, ze

v =Vo (16.2)
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oraz, ze V -v 0 -~ i ze potencjal ¢ spelnia réwnanie Laplace'a:

Ap—=R —° (16,3)

Do réwnania (16.3) dolaczamy nastgpujace warunki brzegowe:
- na swobodnej powierzchni warunek (15.11a):

3']7 ~g57=0  dla 2=0 (16.4)
- na dnie zbiornika (przykiad na rysunku 12.40)
0 dla z=H (16.5)

Poniewaz rozpatrujemy fale swobodne, wigc nie narzuca si¢ warunkéw poczat-
kowych dla t=O0.

Gdyby zbiornik mial skonczone poziome wymiary, to nalezatoby dotaczyc
kinematyczne warunki brzegowe na bocznych $cianach tego zbiornika typu wy-
razenia (16.5).

Po wyznaczeniu potencjatu ¢ z réwnania (16.3) przy warunku (16.4) i
(16.5) mozna na podstawie wzoru (15.12) znalez¢ posta¢ sfalowanej, swobod-

nej powierzchni

sS—1 "~ (16.6)

a z rownania Cauchy'ego-Lagrange'a (13.2) pole cisnien na gl¢bokosci =z

3¢ g
P = Pa + (16.7)

gdzie: pa - cisSnienie atmosferyczne na swobodnej powierzchni.

16.2. PLASKIE FALE STOJACE
Do rozwiazania zadania zastosujemy metod¢ rozdzielenia zmiennych Fou-
riera. Zgodnie z nig mozemy napisac:
POLY.D = XX Z(z) (16.8)

Podstawiamy wyrazenie (16.8) do rOwnania Laplace'a (16.3).
Mamy:
*1

Stad

-k 16.9
X dx2 ( )

Przy stalej k dajemy znak (-), bo funkcja X(x) ma by¢ funkcja okresowa -

ma opisywa¢ profil fali.
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Wyrazenia (16.9) zapisujemy w postaci dwédch rownan rézniczkowych:

et S AP (16.10a)
dx
M) - k2 z- o (16.10b)

Rozwigzaniami tych réwnan sa wyrazenia:
X " cos (kx + ) (16.11a)

& K
Z« e imer (16.11b)

Przechodzimy do zastosowania warunkow brzegowych. Podstawiamy (16.0) do

warunku na dnie (16.5). Mamy:

X=.0 dla z-H

Stad

S2. « 0 dla z-H

Ale z wyrazenia (16.11b) wynika, ze:

£ =Nz - . D2R k>

Wigc dla z=H mamy roéwnanie:
-kz kz
- D%k e + Dgk e mO—
Jest ono mozliwe do spelnienia wtedy, gdy:
-kH kH
e - e

|
i jest rowne statej. Wygodnym jest oznaczenie tej stalej przez 5 D. Wtedy:

kH
DI = XD
(16.12)
p2-xp "
Podstawiajac wyrazenia (16.12) do wzoru (16.11b) mamy:
Z(z) = D £ [>(«™) + ek(H2)'| = D cosh "k(H-2)j (16.13)

Nastegpnie podstawiamy wyrazenie (16.8) do warunku (16.4) - otrzymujemy:

(16.14)
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gdzie:
co2 = gk tgh (k H) (16.15)
Mozna byto napisa¢ co , bo k i H sa wielko$sciami dodatnimi. Rozwigzanie

rébwnania (16.14) jest takie same jak rozwigzanie rownania (16.10a). Jest

ono rowne :

(pl({) = (2 cos (Ojt + £2) (16.16)
Zatem co jest czestoscia fali 1 jest
leznoscia
_ 25T
Z= %

Ogodlne wyrazenie dla potencjatu predkosci uzyskamy podstawiajgc wyrazenia
(16.11a), (16.13) i (16.16) do wzoru (16.8).
Wigc:

cp(x,z,t) = C*C20 cosh [ k(H-z)]cos(kx + e”cosicot + e2) (16.17)

Iloczyn statych ("C2D mozemy oczywiscie zastgpi¢ jedna stata C, a przesu-
nigciom fazowym i &2 mozemy tu nada¢ dowolne wartosci. Zalozymy mnaj-
pierw

ir

[e})
[\
Il
o

i
Wtedy potencjal ¢ bedzie okreSlony przez
¢ = - C cosh [k(H-z)Jsin kxcoscot (16.18)
Znajac potencjal predkosci, mozemy wyznaczy¢ wszystkie charakterystyki
przeptywu, np.: tory elementow plynu, linie pradu, pole predkosci, pole
ci$nien a takze ze wzoru (16.6) obraz swobodnej powierzchni.

Podstawiajgc wyrazenie (16.18) do wzoru (16.6) widzimy, ze ksztalt swo-

bodnej powierzchni opisany jest wzorem
5 (x,t) = rQ sin kx sin ot (16.19)
gdzie amplituda fali rQ jest okreslona przez:
Q = cosh (kH) (16.20a)

Stad stata:

i 9N
cocosh (kH)

(16.20b)

Przy uwzglednieniu (16.20b) wyrazenie (16.18) daje uzyteczng postaé¢ poten-
cjatlu predkosci fali stojacej:

ro ® cosh Ek(H-z)J

Q - eSA ZkH)\' sin kx cos ut (16.21)
Ze wzoru (16.19) wida¢, ze w danej chwili t - przykladowo dla cot = IC ,

rownanie swobodnej powierzchni (16.19) przedstawia sinusoide¢

5(x) = 1rQ sin kx (16.22)
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o dhugosci fali

- (16.23)

Liczba k - 7 nazywa si¢ liczba falowa, a w ogdélnym przypadku wektorem fa-
lowym. Pokazuje ona, ile diugosci fal uklada $le¢ na odcinku rownym 21T. Ze
wzoru (16.19) widaé, ze polozenia punktéw przecig¢cia profilu fali z osia
0x nie zmieniajg ewojego polozenia z uplywem czasu. Sa one nazywane we¢zla-
ml fali. Wezly fali nie przemieszczaja si¢ wzdluz osi 0x. Profil fali opi-
sanej zatem przez wzor (16.19) Jest falg stojaca. Wzoér (16.19) pokazuje
takze to, ze pomig¢dzy wezlami fali maja miejsce wahania swobodnej powierz-
chnl zgodnie z sineut, przy czym amplituda tych wahan, réwna rQ, nazywa
si¢ strzaltkg. Na podstawie wzoru (16.15) mozemy znalez¢é okree tych wahan.

Jest on réwny

i . 2S. 2% — (16.24)
® -l/gk tgh (kH)

Widzimy, ze okres 0 zalezy od dlugosci fali oraz od gl¢bokosci zbiornika
wody. Jesli glg¢bokos¢ zbiornika staje sig¢ bardzo duza, kH—00w' , to
tgh (kH) —1 r, a takze przy H —¢ 00

lin cosh Ck(H-z)] = ¢~kz

H-*o00o cos (kH)
1 ze wzoréw waznych dla wody ptytkiej dostajemy natychmiast szczegdlny
przypadek wody bardzo gl¢bokiej, a mianowicie:

¢ (X,2z,t) (16.252)

5(x.t) (16.25b)

w2 = . (16.25¢)
Vai<

Widzimy, Ze na wodzie ptytkiej i na wodzie gl¢bokiej profil fali 5 (x.t)
Jest opisany tymi samymi wyrazeniami.
Znajac potencjal fali stojacej (16.21), (1€.25a) nozna znalezé pole
predkosci:
95> 80
Sc * 37 vy VZ = 37
a na podstawie wzoru (16.7) - pole ci$niefn. Zauwazmy, ze przy tak okres$lo-
nym potencjale predkosci wezel fali stojacej ma migjsce w poczatku uktadu
wspotrzednych oraz, ze w wezle fali = 0, a ¥V ma warto$¢ ckstremalna; w
strzalce fali natomiast v. = 0, a vz ma warto$¢ ekstremalng. Na swobodnej
powierzchni skladowa vz, hiezaleznie czy woda Jest plytka czy tez gleboka,

okreslona Jest tym samym wzorem:

9
vz = 5(; I'0 GJ sin kx coscot

z=0
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Poniewaz rozpatrujemy zadanie w ujgciu liniowym, to zgodnie ze wzorem

(12.13S) v powinno by¢ réwne « I tak rzeczywiscie jest. Na dnie, przy
z=H, v?>0. Jest to zgodne z warunkiem (16.5). Zauwazmy jeszcze to, ze

vy=0 jest réwnowazne kinematycznemu warunkowi brzegowemu na nieprzepusz-
czalnej Scianie, prostopadiej do osi Ox. Zatem jesli w strzalce fali sto-
jacej okreslonej potencjalem predkosci (16.21) wstawi si¢ Sciang pionowa
prostopadla do osi (::;, to nic w przeplywie si¢ nie zmieni. Majac to na u-
wadze, latwym staje si¢ napisanie wyrazenia dla potencjatu '?r¢dkosci fal

grawitacyjnych powstajacych w zbiorniku ograniczonym $cianami prostopadty-

(16.26)

(16.27)

widzimy, ze na szerokos$ci B zbiornika powstaje nieparzysta ilo$¢ potowek
fal
-E-=2n + | (16.28)
2

majacych wezel w srodku zbiornika, a strzalki przy jego Scianach. Powsta-
jacyc'm: fal stojacych r.a powierzchni zbiornika moze by¢ nieskonczenie wie-
le Wynika to ze wzoru (16.26). Dla znalezienia n-tej fali stojacej na
swobodnej powierzchni nalezy do wzoru (16.25b) podstawic¢ liczbe falowa
okreslong zwigzkiem (16.26). Tak samo postepuje si¢ z potencjalem predkos-
ci (16.21) oraz z czestoscig fali okreslong wyrazeniem (16.15). Na rysunku
16.3 pokazano przypadek fali stojacej w plaskim zbiorniku dla n=0 oraz dla
n»l.

Poniewaz roéwnanie Laplace'a jest rownaniem liniowym, a takze wszystkie
warunki brzegowe w naszym zadaniu sa liniowe, to na swobodnej powierzchni
wody lub innej cieczy w zbiorniku moze powsta¢ fala stojaca begdaca suma
wszystkich prostych fal stojacych. Zatem wszystkie wielkosci opisujace ta-
kie falowanie grawitacyjne, bedace wahaniami wlasnymi cieczy w zbiorniku

mozna prosto znalez¢ z poznanych juz wyzej wyrazen. 1 tak

I'  cosh Fk (H-z)I
E | cosh (cH)  Sin knx COS ~# (16.29)
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gdzle:
kn - T 2n + 1) - p" (16.30)

on 7 8 kn tgh (kn (16.31)

n» 0; 1; 2;

W wyrazeniu (16.29) nie podano celowo goérnej granicy sumowania. Zalezy ona
bowiem od szerokos$ci zbiornika B. Wynika to z przyczyny nieuwzglednienia w
warunku brzegowym na swobodnej powierzchni napiecia powierzchniowego O~ a.
Jak Juz wspomniano, przy matych dlugosciach fal: A < 0,1 zaczynaja decydu-
Jaca role odgrywaé napigcia powierzchniowe 1 powyzsze zwigzki przestajabyc¢
obowigzujace. Mamy wtedy do czynienia z tak zwanymi falami kapilarnymi, ob-
JawlaJacymi si¢ w postaci zmarszczek na swobodnej powierzchni. Uwzglednia-
Jac powyzsza uwage, maksymalng warto$s¢ n mozna okresli¢ ze zwiazku

N/ ri-> o

Jesli podstawimy wyrazenie (16.29) do wzoru (16.7) okreslajagcego pole cis-
nien w zbiorniku, to mozemy stwierdzié, ze oprdécz cisnienia hydrostatycz-
nego: p& + ¢>gz, stalego na danej glebokosci z, bedzie dziata¢ dodatkowe ci-
$nienie dynamiczne

pd 3" -9 -t

o postaci bardzo zlozonej, zaleznej od miejsca 1 czasu. Cis$nienie to dzia-
ta na boczne Sciany 1 dno zbiornika. Nalezy mie¢ Je na uwadze przy projek-
towaniu zbiornikow cieczy na statkach. Moze ono by¢ bowiem przyczyna drgan
konstrukcji zbiornikow okretowych.



We wzorze (16.17) mozna za stale dowolne podstawi¢ takze dang:

Wtedy potencjat ¢ ruchu falowego wody bedzie:
P/ x.C.T) = -2— (C°coshk(kHH)™ cos ** slnut

a profil fali

9 191(x.0"D
S = = s e rQ eus kx coscot

ma strzalke w poczatku ukladu wspotrzednych.
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(16.32)

(16.33)

Jesli rozpatruje si¢ wahania wlasne cieczy w zbiorniku plaskim jak na

rysunku 16.3, to przy uwzglednieniu kinematycznego warunku na $cianach bo-

cznych tego zbiornika

vy = 37- =0
x=211
mamy
sin k-2 0
Stad
kn = 2l1-1 n = 1; 2; 3;
B
" 2 n
2

(16.34)

(16.35)

Widzimy, ze w tym przypadku na szerokosci zbiornika uktada sie parzysta

ilos¢ potowek fal stojacych posiadajacych strzatki w potowie szerokosci

zbiornika oraz na jego bocznych $cianach, Qbraz falowania dla n=1 i n=2

pokazano na rysunku 16.4

Rys.16.4



Latwo zauwazy¢, ze wzory dla wilasnych liczb falowych (16.26) 1 (16.54'
nozna wyrazi¢ przy pomocy Jednego wyrazenia:

k - (16.36)

Podobnie wzory - (16.28) 1 (16.35):

n
-Y--n gdzie: n 1,2,3

X

Czesto$ci wilasne wahan powierzchni swobodnej - w postaci fal stojacych be-
da wtedy okres$lone zwigzkiem

wn - HP HP (37%))

Widzimy, te zalezg one od szerokosci zbiornika oraz od zapelnienia ciecza
tego zbiornika.

W podobny spos6éb mozna znalez¢ zwiazek czesto$ci wlasnych wahan swobod-
nej powierzchni w postaci fal stojacych w basenie w keztalcle prostopadilo-
$cianu o wymiarach: dlugos¢ L, szerokos$¢ B, glebokos$¢ H.

W celu matematycznego sformutowania zadania przyjmujemy uktad odniesie-
nia taki sam, Jaki zastosowano w zadaniu ptaskim na rysunku 16.3. 0§ Oy
lezy na swobodnej powierzchni cieczy i Jest skierowana wzdhuz dlugosci ba-

senu. Zadanie Jest sformulowane przez réwnanie Laplace'a

270 (16.38)
i warunki brzegowe:

(16.39)

(16.40)

(16.41)

0 (16.42)

Korzystajac z wyrazen (16.18), (16.21) oraz (16.25a) moina natychmiast na-
pisa¢ potencjat fali stojacej w takim zbiorniku, a mianowict’ :

COsS UX COS Vy
cos ut (16.43)

sin ux sin vy

g ro cosh Ck(H-z)j

<G>(Xy.z.t) = ® cosh (kH)

Z rownania Laplace'a (16.38) dostaje si¢ zwiagzek
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ktory mozemy traktowacé jako kwadrat modutu wektora falowego
k=1u+ fv (16.45)

Wyraznie widzimy tu uzasadnienie nazwy: wektor falowy. -Jesli  podstawimy
wyrazenie (16.43) do warunku brzegowego na swobodnej powierzchni, to uzy-
skamy zwigzek pomiedzy czegstoscia o a k identyczny z (16.15)" Latwo moz-
na sprawdzi¢, ze warunek na dnie (16.40) jest takze speilniony. Jes$li cho-
dzi natomiast o warunki brzegowe na Scianach bocznych basenu, to przy
przyjeciu

COS UX COS Vy

i uwzglednieniu (16.34) mamy
Um=2Tr! vn=—25r1 (16.45a)

gdzie m,n = 1:;2;3; ...

Przyjmujac natomiast w wyrazeniu (16.43)
sin ux sin vy

i uwzgledniajac (16.26), dla skladowych wektora falowego mamy:
um = 2m * g vn > (2n + E (16.46b)

gdzie: mn = 0; 1; 2;

Podobnie jak w zadaniu ptaskim mozemy zapisa¢ przy pomocy wyrazen

um’ vn
mir v o= (16.47)

gdzie: m, n sa liczbami calkowitymi.

Stad dalej uwzgledniajac zwigzek (16.44) 1 (16.47) uzyskuje sie¢ wyrazenie
dla mozliwych czgéci wlasnych wahan powierzchni swobodnej w zbiorniku o
ksztalcie prostopadloscianu:

(16.48)

Wzér powyzszy moze postuzy¢é do sprawdzenia, czy podczas eksploatacji stat-
ku nie wystapi rezonans pomig¢dzy kotysaniami statku a wahaniami swobodnej

powierzchni w zbiorniku zamontowanym na statku.

16.3. PLASKIE FALE BIEGNACE

Dodajac do siebie potencjaly okreslone wzorami (16.32) i1 (16.21) dos-
taje si¢ nowy potencjal ¢ opisujacy falowanie grawitacyjne

1 - .
I! *.. p- i <I" In

Spelnia on réwnanie Laplace'a (16.3) oraz warunki brzegowe (16.4) 1 (16.5)
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Na podstawie wyrazenia (16.6) przy zastosowaniu wzoru (16.49) znajduje-

Oy réwnanie swobodnej powierzchni:

C m rQ cos (kx - ut) (16.50)
Dla t-O profil swobodnej powierzchni pokazuje rysunck 16.5.
Z réwnania (16.50) wynika, ze doliny, D, fali maja miejsce dla

cos (kx - o t) -

Wtedy faza
. kx - gjt ’'2 -in n» 0; - 1;
Stad dolina fali ze wskaznikiem n przemieszcza si¢ w kierunku dodatniej

osi Ox ze stala predkoscia

(16.51)

bowiem

1

2nff )
k—t

Jest réwnaniem drogi dla jednostajnego ruchu wzdluz linii prostej. Zatem
wyrazenie (16.50) opisuje profil plaskiej fali biegnacej, a -wyrazenie
(16.49) odpowiadajacy tej fali potencjal.

Podstawiajgc zaleznos$é (16.15) do wzoru (16.51) uzyskujemy wyrazenie na
predkos¢ fazowag fali

E-ft: (16.52)

Ze wzoru (16.52) wida¢, ze predkos$é fali biegnacej po swobodnej powierz-
chni zalezy od JeJ dlugo$ci A . Ta wlasno$¢ nazywa si¢ dyspersjg fali.

Rozpatrzmy dwa szczegdlne przypadki wzoru (16.52). Pierwszy z nich od-
powiada wodzie glebokiej, drugi - wodzie plytkiej. Jesli woda Jest glebo-
ka, to kH-» 00 1 tgh (kH) = 1. Wtedy predkos¢ fali Jest

oo

62 ¢ (16.53)
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a dlugos¢ fali
(16.54)

Uwzgledniajac (16.53) wzor (16.52) dla fal o tych samych dlugosciach na

wodzie pltytkiej i wodzie gl¢bokiej mozna zapisa¢é w postaci:

Znalazt on zastosowanie przy przyblizonym wyznaczaniu oporu statku na wo-
dzie ptytkiej, gdy dana jest krzywa oporu statku na wodzie gl¢bokiej. Spo-
sOb postepowania w tej zgrubnej metodzie pokazany jest na rysunku 16.6,
na ktorym litera R oznaczono opor statku na wodzie glebokiej, a przez R” -
opor statku na wodzie o glg¢bokosci H. Obieramy dowolng wartos¢  predkosci
statku v = i obliczamy dla danej glebokosci wody H predkosé¢ statku
vH = Ci zakladajac, ze R(v) —R"™"™). Zauwazmy, ze wprowadzajac liczbe Ero-
ude'a odniesiong do glgbokosci wody H otrzymujemy

Véd

FH< = (16.56)

g H EH

Wzorowi (16.55) mozna nadacé postac: l

(16.57)

Wzér (16.57) pokazuje, ze przy liczbach FHoo = 0,4 - 0,5 predkos¢ fali
biegnacej na wodzie glebokiej i na wodzie plytkiej jest praktycznie taka
sama. Taki sam réwniez powinien by¢ obraz fal wytwarzany przez statek, a
co za tym idzie i opor falowy statku. Przy dalszym wzrastaniu FH predkos¢
CH bedzie ulega¢ zmniejszeniu, bedzie takze ulega¢ zmianie - w stosunku
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wody gle¢bokiej - obraz fal wytwarzanych przez statek i bedzie zmienia¢ si¢
jego opor falowy. Nastgpuje wzrost tego oporu. Decydujacym parametrem be-
dzie w tym przypadku liczba Froude'a odniesiona do gl¢bokos$ci  zbiornika

‘wodnego, a nie - F* - ——= . Zauwazmy, te mogliSmy przyjac¢ predkos¢ fa-
Vel
1i rowna predkosci statku, bo w ukladzie zwigzanym ze statkiem fale wytwa-

rzane przez statek sg nieruchome wzgledem statku.
Ze wzoru (16.77) wida¢ takze, ze jesli glgboko$¢ zbiornika H > £ , to

*Ti " Ceo 00 *:
¢"j « cro /tghit s« CK

Rozpatrujac drugi szczegdlny przypadek wody bardzo plytkiej mamy
tgh (kH) kH. Stad predkos$¢ fali biegnacej na mocy wzoru (16.2%) be-
dzie

CH- TF(H) | -/eH - Ckr (16.8%)

Widzimy, ze predkos¢ fali na wodzie bardzo ptytkiej nie zalezy od dlugosci
fali. Zalezy ona od glebokosci wody H. Z wigksza predkoscia niz okre$lona
wzorem (16.8%7) fale na wodzie ptytkiej nie moga si¢ poruszaé. Mowimy, ze
wzor (16,8%; okresla predkosé krytycznag fali biegnacej o malej amplitudzie
na idzie plytkiej. Jes$li rozpatruje si¢ Jednak zadanie nieliniowe, to za-
miast wzoru (16-8%7) dostaje sie zalezno$é

ckr > /s (16.58a)

Przy catej amplitudzie rQ w stosunku do H wzory: (16.8%) i (16.58a) pokry-
waja sieg.

Jesli chodzi o predkos¢ fali na wodzie bardzo ptytkiej, to widzimy, ze
-lisncé¢ niezaleznosci jej predkosci od dlugosci fali jest taka sama  jak
fal elektromagnetycznych w prozni a takze jak dla fali dzwickowe;.

zegllnie ta ostatnia uwaga ma dla nas zlgczenie praktyczne. Wprowadza-

ac liczbe Froude 'a
(16.59)

gdzie: v - predkos¢ obiektu - statku - na wodzie plytkiej widzimy, ze jest
ona odpowiednikiem liczby Macha

(16.60)

w aerodynamice. Tu C Jest predkoscia dzwigcku a v - predkoscia obiektu. Z
tej analogii wynika mwniosek taki, ze przy projektowaniu statkOw poruszaja-
cych si¢ na wodzie ptytkiej z dana liczba F* mozna skorzysta¢ z danych dla
projektowania samolotéw poruszajacych si¢ z liczba Macha: M = FjHv

Pomiedzy liczba Froude'a F~ i Fii mamy zaleZznos¢:

(16.61)
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Na ?odstawie wzoru (16.52) mozemy oceni¢, jak zmienia si¢ dlugos¢ fali na
wodzie pltytkiej w stosunku do dilugosci fali na wodzie gl¢bokiej, gdy, w
obu przypadkach, fale maja taka sama prgdkos¢. Otoz

'idzimy, ze przy > AM> Jes$li glebokos¢ staje si¢ bardzo ma-
ia, to dlugos¢ fali bardzo si¢ zwigksza; przy predkosci krytycznej staje
si¢ niesKonczenie dlugg. Profil fali staje si¢ wtedy jednym grzbietem wy-
stepujacym ponad poziomem wody o glebokosci H. Mozna go okresli¢c w Ujeciu
nieliniowym zadania. W ukladzie odniesienia zwigzanym z poruszajaca si¢
taka fala, zwang fala odosobniona, roéwnanie przyblizone tego profili jest
£143

X
(16.62)

Fale odosobnione, zwane takze falami dlugimi, zostaly najpierw zaobserwo-
wane w plytkim kanale. Powstaja one w postaci plywoéw wskutek przyciggania
ksigzyca a takze przy ruchu statku na wodzie ptytkiej lub w plytkim kana-
le przy predkosci statku bliskiej predkosci krytycznej fali.

Podobnie jak dla fali stojacej mozemy napisa¢ potencjal fali biegnacej
na wodzie gl¢bokiej. Wystarczy przejs¢ do granicy H —i W wyrazeniu
(16.49). Wykonujac dziatania otrzymujemy

<p(X,Z,t) ----omeeee- 2 e si” (igX _ i) (16.63)

m'idzimy, ze profil fali jest w tym przypadku opisany roéwniez wyrazeniem
(16.50).

Znajac potencjaly predkosci fali biegnacej na wodzie plytkiej i wodzie
glebokiej mozemy wyznaczy¢ pole predkosci a dalej tory elementow wody i
linie pradu. I tak dla wody ptytkiej pole predkosci jest:

(16.64)
Uwzgledniajgc wzoér (16.15) mozemy vy zapisac:

(16.65)
Podobnie

(16.66)

(16.67)

Pole predkosci w ptaskiej fali biegnacej na wodzie glebokiej uzyskujemy
przez zastosowanie operatora ”nabla" dla. potencjatu okreslonego wzorem
(16.63) lub ze wzoréw od (16.65) do (16.67) dla H — 00
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Otrzymujen/

I'o e kI cos (kx - cjt) (16.68)

vX

vy - 0 (16.69)

-kz

vz * rowe = sin (kx - ajt) (16.70)

Widzimy, ze pole predkosci w fali biegngcej Jest poleo przestrzenno-cza-
sowym.
Sprawdzcie, ze dla z»0

Os

16.71
v, (16.71)

Przy pomocy réwnafi (6.2) i wyrazen dla predkosci vy i v_ mozna znalez¢

tory elementow wody w fali biegngcej, bowiem

dx

VX vz 3 T

Poniewaz amplituda fali Jest wielkos$cig mala, to takze calymi beda wa-
hania elementu wody wzgledem Jego potozenia rownowagi (6, £6). To poto-
zenie rownowagi (x0, C0) podstawiamy do prawych stron wyrazen (dla pred-
kosci vy 1 v, ). Wtedy catkowanie rownan toru elementu wody Jest proste. W
wyniku uzyskuje sie¢ dla wody ptytkiej réwnanie torow:

cosh £k (H-£0)]

x = xo ro sinh (kH? sin (kxc - wt) (16.72)
sinh [k (H-z )J
29 - To  sinh GAF— C0S (kX - (16.73)

Jest to réwnanie parametryczne elipsy o potosiach

cosh "k (H-Z0)]

a ~ ro  sinh (kH) (16.74)
sinh [k (H-z )]
b T'o sinh (kH) (16.75)

Istotnie dzielgc stronami wyrazenie (16.72) przed a i tak samo wyrazenie
(16.73) przed b rugujemy z nich funkcje sin( ) i1 cos( ) uzyskujac

(16.76)

Zatem torami eclementéw wody - czastek wody - w plaskiej fali biegnacej na
wodzie ptytkiej sa elipsy. Dla czastek wody potozonych na swobodnej po-
wierzchni: zQ = o, b= 10, a = I'0 ctgh (kH); dla czastek znajdujgcych si¢

na dnie: (0 = H, b = 0, a I'0 csech (kH). Jes$li woda jest bardzo gleboka,

to a=b= 1o e'kz' Zatem na wodzie glebokiej torami czastek wody sa okre-

gi 0 promieniach

r =r e (16.77)
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malejacych wraz z zanurzeniem czastki. Na glebokosci z = 0,5A promien
rz = xo 0,043 = - I'0. Stad na gl¢bokosci z > 0,5 A zanika praktycznie
ruch falowy wody.

Przy uwzglednieniu wzoru (16.77) skladowe predkosci czastek wody w pta-
skiej fali biegnacej o matlej amplitudzie mozemy zapisaé tak:

vx = - oI “os & = tut)
(16.78)

v2 corz sin (kx - ut)

Stad modut predkosci czastek

V:1/X y: cor,,

maleje tak samo jak promien toru czastki i1 na glebokosci z > 0,51 prakty-
cznie v = 0. Stad wniosek taki: jesli statek podwodny bedzie si¢ poruszac

na gl¢bokosci wigkszej niz polowa dlugosci fali biegnacej lub stojacej

(wzor 16.25), to falowanie powierzchni swobodnej nie bedzie oddziatywaé na
ten statek.' Drugi wniosek: jesli glebokos$¢ wody jest wigksza niz 0,5 diu-
gosci fali, to wod¢ mozna traktowac jako gleboka i stosowaé¢ wyrazenia dla
wody glebokiej. Sa one bowiem prostsze.

Nalezy tu podkresli¢, ze zgodnie ze wzorami (16,72) 1 (16.73) czastki
wody w fali biegnacej wykonuja tylko mate wahania. Natomiast z prg¢dkoscia
fali ¢, predkoscia fazowa, przemieszcza si¢ profil fali.

Wyznaczmy jeszcze linie pradu dla przypadku wody glebokiej. Mozna to
zrobi¢ przez rozwigzanie rOwnania linii pradu (6.4).

dx dz
v, w oy (16.79)
X z

lub przez zastosowanie pojecia funkcji pradu (12.7). W tym drugim przy-
padku, przy korzystaniu ze wzoréw (12.4) i (12.7), nalezy podstawi¢ =z za-

miast X oraz x zamiast y. Dlaczego?

Wtedy mamy:
3¢ 3y 3y 0¢'
5T=w =31 V2 57= (16.80)
dv - vxdz + vzdx = " dx + T &

-k
Fon [e sin (kx-ot) dx + e “ cos (kx-oB)] 4, -

A =
re d reNkZ cos ékx co Bl 0

Stad réwnanie dowolnej linii pradu jest

r o |Q
W(x,C, 1) = - — e cos (kx - eut) = const (16.81)
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Widzimy tu wyraznie, ze linie pradu nie pokrywaja si¢ z torami czastek wo-
dy.- Tory s3 okregami i nie zaleza od czasu t. Jest zatem tak, Jak ty¢é po-
winno (wrd¢ do rozdziatu 6.1). Ten sam wynik dostaniemy, jes$li podstawimy
wyrazenia (16.76) do réownania (16.79). Istotnie mamy:

dx g
- cos (kx - ut) sin (kx - cot)
Stad: .
sin (kx - a>t) . dz

cos (kx - u>tl
Calkujac to proste roéwnanie dostajemy wzér rownowazny do (16.81):

In|cos (kx - ajt)| - kz - C

16.J.1. Fale biegnace w ruchomym uktadzie odniesienia

Wszystkie zadania hydromechaniczne mozna rozwiazywac¢ albo w nieruchomym
ukladzie odniesienia, albo tez w ukltadzie ruchomym. Rozwigzuje 3i¢ zadanie
w takim ukladzie, w jakim rozwiazywanie Jest prostsze. Gdy dane jest roz-
wigzanie w Jednym z tych uktadéw, to wykorzystujac zwiazki transformacyjne
rozdziatu 12.7 mozemy to rozwigzanie napisa¢ w ukladzie drugim.

Powyzsze uwagi zilustrujemy przyktadem plaskiej fali biegnacej, kiedy
uktad ruchomy Olx"ylzl porusza sie ruchem jednostajnym wzdluz osi  Ox
wzgledem ukladu nieruchomego Oxyz z predkoscia unoszenia v

Jak pokazano na rysunku 16.7.

Jesli w chwili t=0 oba uklady odniesienia pokrywaly sig¢, to w chwili t,
relacja pomigdzy wspoirzednymi dowolnego punktu jest

x < Xi + vQt y ~ Yl z = Z1

Podstawiajac powyzsze zaleznosci do wzoru (16.63) uzyskamy potencjal bieg-
ngcej fali ptaskiej na powierzchni wody glebokiej

yolzlo S0 S ik aron - i
!
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lub

kz,
?2(x-1.z"t) = - e ‘ sin (kx* - ®0t) (16.82)
gdzie

0= - kvQ = "i -
® ® vQ = o ("i (16.83)
nazywa si¢ czegstoscia spotkaniowg
Latwo zauwazy¢, ze przy ruchu ukladu ruchomego Oxl,y"zl w strong przeciw
na (vO = - 1 vO) czesto$¢ spotkaniowa bedzie

"e=0 (I +T)

W podobny sposdéb mozna przetransponowaé do ukladu ruchomego profil fali
oraz predkosci fali v 1 v . Zrobcie to! Mozna takze postgpi¢ inaczej:
mozemy wyznaczy¢ poszukiwa%e wielkosci z potencjalu ¢ danego w ukltadzie
ruchomym. Zatem:

>, q—!.—i.‘1<- a» ________I_'QLke " cos (kXI - eut)

Uwzgledniajac wzor (16.25¢C): <2 = gk, predkos¢ v bedzie
X1

-kz,
vXl = - Tomd cos (kx* - O7) (16.84a)
I podobnie

3<p -kz!
Voa TR T roeud sin (kXl - cugt) (16.84b)
Zauwazcie podobienstwo wzorow (16.68) 1 (16.84). Przy wyznaczaniu”profilu
fali w ukladzie ruchomym we wzorze (16.6) nalezy zastosowal operator roz-
niczkowania wzglegdem czasu funkcji skalarnej w ukltadzie ruchomym - opera-
tor (12.172). Dla naszego przypadku: v = T vO przyjmuje on postaé

3 3 d
37~ dt ~ Vo
<)o
zl=0
Ze wzoru (16.82) mamy
3¢
H SUI)_O ’e cos (kxI = ®Ov
z!1=0

3
3X(R Ak cos (kx| - eut)

z1=0
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Wigc

Cl(x1l,t) - 1Ty ( + k vO) cos (kxl - wgt)

Ale na mocy wzoru (16.83) cue + kvo - ® . Stad ostatecznie profil fali

biegnacej w ukltadzie ruchomym opisany jest przez

2>,1t) - 1Q cos (kxl - ®O7) (16.85)

Wzory (16.8U) 1 (16.85) pokazuja, ze przy predkosci uktadu ruchomego vO
rownej predkosci fali ¢ fala biegngca jest nieruchoma wzgledem uktadu

ruchomego. Wtedy w6 - 0

- I'o cos kxI (16.86a)
-kr.

vy - - rQcoe cos kxI (16.86b)

Vzl “ Towp K" sln kxl (16.86¢)

o™, Zn) <<-—-3jy e k7' sin kxI (16.864d)

Ha podstawie wzoru (16.81) mozna takZze napisaé¢ funkcj¢ pradu takiej fali

of »2I1) e cos kx (16.86¢)

Jesli uwzglednlmy wyrazenia (16.80), to dla rozpatrywanego przypadku wzor
(15.29b) dla profilu fali bedzie

v Y

z"O

ro® j (-k) cos | . ~]- I @ cos kxI

?
Ale vO0 = ¢ = 3 1 ® = gk wigc jest tak, jak by¢ powinno:
el ° ro cos kx*

rownosci predkosci fali ¢ z predkoscig ukladu ruchomego, VO,
ma miejsce wtedy, kiedy fale grawitacyjne sa wytwarzane przez poruszajacy
si¢ obiekt w poblizu swobodnej powierzchni i fale te sa opisane w ukladzie
odniesienia zwigzanym z tym obiektem. Fale takie sa jednak bardziej zlozo-
ne, niz to wynika ze wzorow (16.86). Jednak w pewnym obszarze swobodnej po-
wierzchni, daleko za takim obiektem, wyrazenia (16.86) dos¢ dobrze opisuja
gléwne charakterystyki fal generowanych na swobodnej powierzchni przez ta-
ki obiekt - statek. Pokazemy tu, ze liczba falowa k i czesto$¢ fali o wy-
stepujaca we wzorach (16.86) wyraza si¢ poprzez predkosé obiektu vO (pred-
kos¢ ukladu ruchomego). Istotnie, blorgc pod uwage zwigzki:
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mamy :

(16.87)

16.3.2. Ptaskie fale biegnace pod dowolnym katem wzgledem nieruchomego
uktadu odniesienia

Niech uktad wspolrzednych Oxyz bedzie nieruchomym ukladem odniesienia
o osiach Ox i Oy lezacych na niezakl6éconej swobodnej powierzchni wody, a
0§ Oz niech bedzie, jak zwykle, skierowana pionowo w doét. Sprawdzimy, ze
funkcja

gr -tz
ep(X,y,z,t) ---—--—-—- N2 e sin fu + vy  -t) (16.88a)

przedstawia potencjal ptaskiej fali biegnacej pod katem [i wzgledem osi 0x
przy czym zbiornik wody jest nieograniczony, a [i = arctg ~ .

Jesli wyrazenie (16.88a) jest potencjalem predkosci, to musi ono spet-
nia¢ rownanie Laplace'a

020
H? + +

Wykonujac proste dziatania zauwazamy, ze roéwnanie Laplace'a jest spelnio-

ne, gdy
u2 + v2 - k2 =20
lub gdy
k2 = u2 + v2 (16.88b)
Rys.16.8

Tu widzimy, jeszcze raz uzasadnienie wprowadzonej nazwy: wektor falowy k.
Mozemy bowiem zinterpretowa¢ u 1 v jako skladowe wektora falowego Kk,

pokazane na rysunku 16.8.
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Z rysunku 16.8 wida¢, ze

u- k cosf (16.88¢c)
v - k sin f
Sprawdzmy dalej, czy jest spelniony warunek brzegowy na dnie
8¢
BE 0 -
Z— 00
i na swobodnej powierzchni
-6 -0 dla z-0

Widzimy z (16.88a), ze warunek brzegowy na dnie jest spelniony, a z warun-

ku na swobodnej powierzchni dostajemy znang nam dobrze zaleznos$¢ dysper-
syjna

co2 - gk (16.88d)
Stad rzeczywiscie wyrazenie (16.88a) przedstawia potencjal matych fal gra-
witacyjnych na swobodnej powierzchni. Korzystajac dalej ze wzoru (15.12)

c. 1.

znajdujemy profil fali - ksztalt swobodnej powierzchni:

£» r cos (ux + vy - ut) (16.88e)
Jesli uwzglednimy z-igzki (16.88c), to
1J(xX,y,t) - rQ cos £k (x cosfi + y €mnPB) - wtj (16.831)

lub
£(x,y,) - 1Q cos T cos(3 +y BmP) - wi~| (16.88g)

Wyrazenia (16.881 1 g) mozemy zapisaé w uktadzie wspotrzednych 0x 3>,
pokazanym takze na rysunku 16.8. Zgodnie bowiem ze wzorami (I12.nlg 1 1)
mamy

x| * x cosB+ y sinf

y! =1y 0038 - x sinf

2]l Tz
Jesli pierwszy z powyzszych zwigzkow podstawimy do wzoru (16.88f), to
przyjmie on postac:

2(x™) = rQ cos (kxI - ut)

Przedstawia on plaskg fale biegnaca w kierunku dodatnim osi Ox j, a wigc w

kierunku tworzacym z osia 0x kat 3.
Przekroj fali plszczyzng y 0 - uzyskamy z wyrazen (16.88e lub f):

£(x,t) = IO cos (ux - cot) = 1rQ cos (kxcosp - ajt)
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Widzimy, ze ten przekroj jest takze fala plaska o dlugosci

=2T= 2T = A
u - k cosp cos/5

przy czym predkos$¢ fazowa tej fali biegnacej w kierunku 0x jest

C =_=

’”[‘ai( cosp g cosp
Podobnie, przekrdj fali (16.88e) ptaszczyzng x = 0 bedzie
£(y.t) = ro cos (vy-a>t) = rQ cos(kysinp - wt)
. 25T A i o C
*¥2 v T sinp b2 = v = sinp

Interpretacja powyzszych wyrazen podana jest na rysunku 16.9.

Wyrazeniom dla potencjatu fali (16.88a), dla profilu fali (16.88¢) a

takze dla sktadowych pola predkosci fali mozna nadaé prostsze postaci,
jesli zastosuje si¢ nastgpujace oznaczenia:
X = Xl y = x2 X = elXl + ?2x2
u = ki v = k2 k = elkl + e2k2
Wtedy:
ux + vy = kIXI + k2x2 = k”x (16.89)
Uwzgledniajac (16.89) potencjat fali bedzie:
feay ) I
ep(f,z,t) = - — ¢ sin # - ut) (16.90)
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a profil fali wyrazi si®™ wzorem:

S5f£,t) - ro cos (Ky —ut) (16.91)

*yrazenia (16.90) 1 (16.91) sa wygodne w zastosowaniach praktycznych,
gdy fale dang w Jednym ukladzie wspoirzednych, np. Ox” yQl tQl, chcemy
zapisa¢ w innym, obroconym ukladzie wspotrzednych, np.: Ox™C,p Iloczyn
skalarny k-x bowiem we wszystkich obréconych ukltadach wspoétrzednych ma
taka sama wartosc¢:

k"x = kgj XQi + kQ2 ® » klxl + k2x2 " k XI (16.92)

gdzie oznaczenia stosowane tu, pokazano na rysunku 16.10. Sprawdzcie zalez-
no$¢ (17.92) przy pomocy zwigzkow transformacyjnych (I2.41f 1 g).

Rys.16.10

Bardzo czesto ze wzgledu na uproszczenie operacji matematycznych stosu-
je sie zapis potencjalu predkosci fali grawitacyjnej (16.90) 1 profilu
fali (16.91) przy pomocy wzoru Eulera

ela = cosa+t 1 sina
Sprawdzcie, ze wzory (16.90) 1 (16.91) przyjma wtedy postacie:

. P E ) -k i(k-x-cot) |
g>(x,z,t) = Re{ |Z 0 e “ el( x-cot) |

= Re { —o-2 exp I'™ kz + | - wt)J j (16.91a)

S(x,t) = 1o Re (el™-71°")) =
= 10 Re Cexp El ~*x 16.91) ~b)

W uktadzie wspolrzednych Ox"™C.,, jak na rysunku 16.8, pole predkosci'pta-
skiej fali biegnacej wyznaczymy z potencjatu (16.90)
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v =V<P =0n vyl + &z vy2 ¢ e3 V2

-, ()
= el 33C + & + e3

Przy uwzglednieniu zwigzkow (16.88C) z oznaczeniami (16.89):

kl = k cos|3 k2 = k sin(i
mamy:
Vxl = - wlo COSP € cos (i'x - eut)
-kz -> .
vx2 = = olo sIlnP ¢© cos (kx - eut? (16.93)

vz=oI0 ek sin (k»x - cot)

Powyzsze zwiazki dla predkosci czastek wody w fali sa wykorzystywane w teo-
rii kotysan wodolotéw, poruszajacych si¢ na falowaniu regularnym. Plaska
fale biegnaca zwie si¢ bowiem falg regularng.

Na swobodnej powierzchni nieograniczonego zbiornika wody moga powstawac

plaskie fale biegngce o réoznych wektorach falowych:

kn = 16.94) -1"a)
zwigzanych z czestoscig zalezno$cia (16.88d):
= g kn (16.94b)

majacych amplitud¢ r . Te fale moga wystgpowaé jednoczesnie, przy czym be-
dzie zachodzi¢ zjawisko interferencji tak, ze w wyniku powstanie  bardzo
zlozony obraz sfalowanej powierzchni swobodnej, skladajacej sig¢ z sumy pla-
skich fal swobodnych.

Ze wzgledu na liniowo$¢ réwnania Laplace'a i zalozenia liniowégo warun-
ku brzegowego na swobodnej powierzchni mozemy dla tak ztozonego falowania
napisa¢ - na podstawie wzoru (16.90) - potencjal predkosci w postaci

eg>(x,z,t) = - g 17— ¢ knZ sin (kn«x - @nt) (16.94¢)

lub na podstawie wzoru (16.90a) w postaci zespolonej

eP [~ knz + 1 (i0/x - @>nt)] (16.944d)

P(x.E. D) = Re | TexX

W powyzszych wzorach amplituda fali skltadowej - elementarnej - r” jest
funkcja czestosci fali 1 takze wektora falowego kR. Mozna poj$¢ jesz-
cze dalej 1 zatozy¢, ze amplituda r” jest funkcja ciggla czestosci fali ca
oraz wektora falowego k 1 to w dodatku funkcjg losowa ¢ (ic, co ) [16,17],
Wtedy infinitezymalne amplitudy

d ¢ (k, co)
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beda wielkosciami losowymi, a takze losowym bedzie potencjal predkosci ¢ ,
ktory na podstawie (16.9<«) mozemy formalnie zapisac

<y(x,z,t) - 1 g J7 -i- exp [e + 1 (k-x- <ot)] d$ (k, ®) (16.97¢)
io
. 0<]
Sprawdzcie, ze potencjal {10.9«J spetnia warunek n; dnie 0r> P dla
z— 00 , ze z warunku na swobodnej powierzchni dostaje si¢  wyrazenie
(16.88d), a z roéwnania Laplace'a zalezno$¢ (16.88b) oraz, zZe swobodna po-

wierzchnia opisana jest przez

S(2.,0) - // e"hut,d$(£) o) (16.9«)

latkowanie w powyzszych wyrazeniach odbywa sig¢ po wszystkich czgstos$ciach
i wszystkich wektorach falowych, przy czym pomigdzy k 1 o istnieje z . -
nos¢ (16.88d). Wyrazenie (16.9«) jeet jednym z modeli losowego falowania
wiatrowego powierzchni morza. Bedziemy si¢ nim blizej zajmowaé przy roz-
patrywaniu mechaniki ruchu statkéw na morzu wzburzonym. Jes$li zechcecie
poszerzy¢ ewoje wiadomosci Juz teraz, to mozecie przestudiowaé pozycje
£16 1 17) bibliografii. My wrocimy jednak dalej do zagadnien prostszych,
do podstawowych wielko$ci opisujacych dwuwymiarowe, ptaskie fale swobodne.

16.3.3. Pole cisnien w ptaskiej fali biegnacej

Pole cisnien w plaskiej fali biegnacej, na wodzie gle¢bokiej, posiadaja-
cg calag amplitude r , wyznaczymy ze wzorow (16,7) 1 (16.63). Mamy:

P” Pa+ <z - 9gr cos (kx - ot) (16.95)

r - okreslone Jest przez wyrazenie (16,77).
'ei2i1 woda Jest plytka, to zamiast potencjatu danego wzorem (16.63) nalezy
zastosowacé potencjal ¢ , okreslony wzorem (6.09). wtedy cis$nienie w pla-

skie.l1 fali biegnacej na wodzie pltytkiej bedzie
p=pa+ < - <10 cos (kx - ot) (16.96)

Wyrazenia powyzsze sa oczywis$cie wazne dla zlinearyzowanego zadania.
Pierwsze dwa wyrazy wzorow (16.95) 1 (16.96) przedstawiajg'znane nam
ci$nienie hydrostatyczne panujace na glg¢bokosci z w stosunku do nigza-
-kl6éconego poziomu wody; trzeci wyraz daje wplyw ruchu falowego wody na
pole cisnien.
Ze wzoru (16.95) wyznaczmy powierzchni¢ statego cisnienia p = po;
mamy:

z=1pg— + 1Q e cos “ ®(16.97) o

"idzimy, ze powierzchnie stalego cis$nienia sg w tej samej fazie, co po-
wierzchnia swobodna
5=1T6 cos (kx - wt)
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Powyzsze wyrazenie mozemy uzyskaé takze ze wzoru (16.97) podstawiajac w
jego prawej stronie z=0 i p~=p31 Stad warunek rownosci cidnien w zlineary-
zowanym zadaniu jest wypehiony nie dla z=0, lecz dla z=5 . I ‘tak rzeczy-
wiscie bylo zatozone przy wyprowadzaniu wzoru (16.7/ ze zlinearyzowancj

catki Cauchy'ego-Lagrange'a:

p p
at + 9 - gz = C(V

bowiem stata C(t) wyznaczamy na swobodnej powierzchni:

gdzie p = pa
z=0

Wzér (16.95) pokazuje, ze ciSnienie p pod doling fali zmniejsza si¢ o
wielkos¢

-k . .
pd = jg rQ e “ cos (kx - eut; (16.98)

a pod grzbietem natomiast o t¢ warto$S¢ wzrasta

Jesdli statek znajduje si¢ na sfalowanej wodzie i pominie si¢ wplyw od-
dzialywania statku na sfalowana wodg, na pole falowe - jest to przedmiotem
tak zwanej hipotezy Froude'a - Krylowa - to wzory dla ci$nienia w fali po-
kazuja, ze na powierzchni kadluba statku rozklad cisnien bedzie inny niz
rozktad hydrostatyczny. Fala bedzie oddzialywaé na statek; spowoduje jego
kotysanie. Rowniez statek kotyszacy sig¢ na fali bedzie oddziatywaé na pole
falowe, wystapi odbicie fal nadbiegajacych na kadlub statku, czgSciowe wy-
tlumienie fali nadbiegajacej - a wigc zjawisko dyfrakcji i tlumienia, a
takze powstanie fala generowana przez kolyszacy si¢ statek na sfalowanej
wodzie. Tymi praktycznymi problemami bedziemy zajmowaé si¢ przy rozpatry-
waniu mechaniki ruchu statku - inaczej wlasciwos$ci morskich okrgtu. Tu
wskazemy tylko jeszcze raz na to, ze jezeli statek podwodny ptywa na gle-
bokosci z > 0,5 A, to praktycznie fala powierzchniowa na niego nie oddzia-
lyWCje. Dlaczego?

Czasem wzor (16.95) przedstawia si¢ w postaci wykazujacej wyraznie roz-
nic¢ pomigdzy ci$nieniem hydrostatycznym na danej gl¢bokos$ci h pod sfalo-

wang powierzchnia wody i ci$nieniem od wplywu fali, zwanym efektem Smith'a
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Na podstawie rysunku 1b.11 mamy:
z-h + C- h + 10 cos (kx - ut)

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do wzoru (16.95) uzyskuje sie:
P - Pa+ ¢gh+ ¢g rQ (1l-e ) cos (kx - ut) (16.95a)

Pierwsze dwa ektadnlki: Pa + ¢ gh sg cisnieniem hydrostatycznym, liczonym
w ten san sposob jak w hydrostatyce. Ostatni sktadnik nazywa si¢ efektem
Smith 'a.

16.3.4. Grupa fal. Predkos¢ grupowa

Jak jut wspomniano wyzej - w rozdziale 16.3.2 - rzeczywisty obraz falo-
wania swobodnej powierzchni wody, wymuszony przez wiatr lub poruszajace
si¢ w poblizu swobodnej powierzchni wody obiekty, jest bardzo zlozony. Mo-
ze on by¢ jednak traktowany Jako natozenie si¢ fal ptaskich o réznych wek-
torach falowych 1 réoznych amplitudach. W celu poznania dalszych wlasnosci
takiego falowania, rozpatrzymy prosty przypadek dwoch fal biegnacych:

- ro cos (klx -
- 1Q cos (k2x - «c¢o2t)

o tych samych amplitudach 1 nieznacznie rézniacych si¢ liczbach falowych k

a zatem 1 czg¢sto$ciach o . Niech dalej
-k + Ak k2 =k
) b oej +Ac0 oF a <F
rfiemy juz, ze fale, ¢, mozna prosto dodawa¢ - w ramach liniowej teorii.
Zatem fala wypadkowa w tym przypadku bedzie
& = + 12 = ro [cos(k.,x - 177t) + cos (k™ - w2t) ]

V celu zbadania wtasnosci fali wypadkowej g przeksztatlcimy wzor powyzszy

stosujac tozsamos$é trygonometryczna:
cosat cos/3=2 cos —QgP cos P-

W naszym przypadku;
o+ (3= (kI +k2) x - («] t w2) t
a P- (kI -k2) x- (0™ w2 ¢
Stad

[kt k2 .
+?2 =2T6 cos X_zl}-_Z I| cos X -

(16.99)
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Wyrazenie powyzsze wykazuje interesujace wilasnosci fali wypadkowej. Ponie-
waz wedlug zalozenia kl i k? rO6Zznig si¢ bardzo nieznacznie, wi¢c Srednia

liczba falowa i $rednia czestosc¢:

V|~ 22 = o
sg takie same jak dla fal sktadowych, Stad dlugos¢ fali
A- lg-}gg -

i predkos$¢ fazowa

@
kl+k2 =~ &

sa praktycznie takie same, jak dla fal sktadowych. Amplituda natomiast fa-
11 wypadkowej

=2 1) cos(ak x - |[AwiT T (16.100)

jest funkcjg miejsca x 1 czasu t. Widzimy, ze w wyniku natozenia si¢ dwoch
fal o nieznacznie rozniacych si¢ dlugosciach uzyskaliSmy fal¢ zmodulowang
poruszajacg si¢ ze Srednia predkoscia C bliskg predkosci fazowej fal skta-
dowych, ktérej amplituda zmienia si¢ zaleznie od réznicy liczb falowych Ak
1 réznicy czestos$ci Aw . Maksymalna warto$¢ amplitudy, a, fali zmodulowa-
nej jest réwna 2 r”. Przemieszcza si¢ ona - a takZze inne warto$ci amplitu-
dy a(x,t) - z predkoscig inna niz ¢, a mianowicie z predkoscia réwna
Aw

u = 16.101) AXTT)
Jesli roznica liczb falowych jest bardzo mata, to w granicy przy Ak — 0
wzor (16.101) mozna zapisaé jako

o = (16.102)

Wzér (16.102) daje nam warto$¢ predkosci, z jaka przemieszczaja si¢ modu-
lacje amplitudy. Jest to zatem predkos$¢ rozchodzenia si¢ modulacji. W hy-
dromechanice, a takze w fizyce predko$¢ rozchodzenia si¢ modulacji U na-
zywa si¢ predkoscia grupowa fali. Stosuje si¢ takze oznaczenia U = C .
Uzasadnienie nazwy “predkos$¢ grupowa" wynika z tego, ze fala zmodiflowa-

na utworzona jest z powtarzajacych si¢ co

grup fal - paczek fal, przemieszczajacych si¢ wzdluz osi 0x z predkoscia
U. Pokazuje to wyraznie rysunek 16.12, na ktéorym przedstawiono profil fali



zmodulowanej w chwili t « O, zlozonej z dwoéch fal sktadowych o amplitu-
dach ro i liczbach falowych kil « friIT; ka 3.~ yT . Dla tego przypadku diu-

gos$¢ fali w grupie A » | ta, dlugo$¢ grupy j- A « 7 ta, dlugos¢ fal sklado-
wych: - 0,935 Bi “ N0VS5 Do Amplitudy fal w grupie  zgodnie ze
wzorem (16.100) zawarte sa pomig¢dzy cosinusoidami:

- 210 cos xr T2 rQcosyx

w podobny sposéb jak na rysunku 16.12 zmienia si¢ z czasem t rzedna profi-
lu fali w wybranym miejscu x. Przykladowo dla x=0 ze wzoru (16.99) mamy

52 = ro cos tj COS t)

za$ amplituda

a%tﬁ - 2 rQ cos E% t

czywidcie znajac kl i k2 mozemy obliczy¢ i Z& WZOrow: = g ki,
j| = g k;.. . rozpatrywanym przykltadzie sto unej dlugosci fal skladowych
kg/~l ~ 1y ’' Gdy bedzie ten stosunek ulega¢ zmniejszeniu, to roOznica

liczb falowych k* i k2 bedzie takze si¢ zmniejsza¢. Spowoduje to wydluze-
nie dlugosci fali kQ. W granicznym przypadku: k”=k2, dlugo$¢ A0 ',stanie
sie nieskonczenie duza. Predko$¢ grupowa U bedzie tu $cisle okreslona
wzorem (16.102), Ze wzoru (16.99) wida¢, ze fala wypadkowa bedzie tu pro-
stag sumg fal sktadowych:
S5 j+5,2 - r cos (k"x - out)
Z
Ma miejsce zatem korzystna, konstruktywna, interferencja fal skladowych;

korzystna, ale z punktu widzenia fali. Gdybyémy usilowali wypadkowa falg
zmniejszy¢ lub zlikwidowad,'to zjawisko konstruktywnej interferencji fal
powierzchniowych jest niekorzystne.

Rozpatrzymy jeszcze przypadek interferencji dwoch ptaskich fal biegna-
cych, danych w ukladzie ruchomym poruszajacym si¢ z predkoscia v ="i v ,
rowna predkosci fal sktadowych = Cg = C = vO, przy czym amplitudy fal



sktadowych sg: 2y 1 r™ Usytuowanie grzbietow fal skladowych i ich profili
pokazuje rysunek 16.13.

Zgodnie ze wzorem (16.86a) fale skladowe sg opisane wyrazeniami

cos kx

A2 = 12 cos kxI

Uwzgledniajac, ze x* = x - 10, profil fali wypadkowej S= {n + {~ w miejs-

cu x > bedzie
C= 1l cos kx + r2 cos k(x-L.j) = Y etkx (rl + 12 etkll) j

Wykonujac proste dziatania mamy

£= 1w cos (kx - e)

gdzie: ' o
- przesunigcie fazowe
r2 sin k LI
= t
€= arctg ™ +12 cos
- amplituda wypadkowa
2 = C £ 2 + r| + 2 rlr2 cos k LI (16.103a)

Uwzgledniajagc wyrazenie (16.87) dla liczby falowej k = g/vO oraz oznacza-
jac przez F7l liczbe Froude'a odniesiona do dlugosci L7 FLI=VQ/ -|/g

wzor dla amplitudy fali wypadkowej be¢dzie:

12 =12 + 1| +2 r°r2 cos -y- (16.1z3b)
FLT
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Wzory dla amplitudy fali wypadkowej znajdujg zastosowanie przy projekto
waniu ksztattow statkéw nawodnych: dla wlasciwego doboru diugosci statku w
zaleznosci od Jego predkosci eksploatacyjnej. Cedwimy ich praktyczne zas-
tasowanie w dalszych wykladach. Tu wskazemy tylko na to, ze jezeli

k Lj - 2ffn
lub
LI
A 2n h.- 1; 2; 3; ... (16.104a)
2
to ™w - rl * 12
a jezeli
LI
J--2n+ 1 n-0; 1; 2; 3; ... (16.104b)
to ™w - 1l ~ 12

Zaten wartos¢ amplitudy fali wypadkowej zalezy od tego, ile potowek fal
ztozy sie na dlugosci ; Jezeli 1los$¢ tych polowek fal Jest parzysta, to
aaplituda fali wypadkowej jest rowna sumie amplitud fal skladowych, a przy
nieparzystej ilosci tych potdowek - réwna Jest réznicy amplitud skladowych.

Podkresli¢ nalezy Jeszcze to, ze predkos¢ fazowa fali wypadkowej Jest
rowna takze

c vomIOV

a predkos$¢ grupowa bedzie rowna

I\(Vc;rz_yst]?j?chzekgzozllll (16;188d){ il}l(a \fvod}tl)l_gle;bokig': 082 » gk i wzoru (16.15):
= gk tgh (kH) dla wody plytkiej obliczymy dla obu przypadkow predkosci
grupowe U.

Dla wody gltebokiej mamy:
I SIS S S (16.1052)

Zatem na wodzie glebokiej predkos¢ grupowa Jest réwna potowie predkosci
fazowej fali.
Dla wody ptytkiej rozniczkujgc stronami wyrazenie (16.15) mamy

2WdW = g k H + g ** tgh (kH)
Stad po prostych dziataniach uzyska¢ mozna wzor

y=9d> - 1rD 2 kH A
T dk 2 Lsinh (2kH)+ (16.105b)
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Poniewaz dla przypadku wody glebokiej: kH — co , — 0, to ze wzoru
(lo.105b) uzyskuje si¢ wzor (16.105a), czyli Jest tak, Jak by¢ powinno.
Dla wody bardzo ptytkiej kH-- O, a —> ¥ — 1, mamy

U=C-= i/gH (16.106)

Zatem na wodzie bardzo ptytkiej predkos¢ grupowa fali grawitacyjnej i
predkos$¢ fazowa fali Jest taka sama. Taka sama wlasnos¢ wykazujg fale elek-
tromagnetyczne w prozni a takze fale sprezyste, np.: fale dzwigkowe w po-
wietrzu lub w wodzie, dla ktéorych predkos¢ fazowa fali nie zalezy od jej
dtugosci. Tu

C = T'” const 1 U- k C

Te¢ analogi¢ fal grawitacyjnych na wodach ptytkich i1 fal dzwigkowych, Jak
Juz wskazano, mozna wykorzystaé w praktyce projektowania ksztaltoéw kadtu-

bow statkdéw eksploatowanych na wodach ptytkich z predkosciami wysokimi,

Dliskimi FH = 1, Jak Juz wyzej wskazano, mozna wtedy skorzysta¢ =z danych

dla projektowania samolotow o predkosciach eksploatacyjnych bliskich pred-
kosci dzwigku.

16.3.5- Zwiazki energetyczne dla ptaskich fal biegnacych

Zajmowaé¢ bedziemy si¢ najpierw obliczeniem energii ptaskiej fali bieg-
ngcej na swobodnej powierzchni wody, przypadajgcej na Jednostke powierz-
chni sfalowanej lub inaczej - obliczeniem gestos$ci powierzchniowej energii
fali. Energia ta Jest sumg energii kinetycznej ER 1 energii potencjalnej

Ey. Energi¢ kinetyczna E" mozna wyznaczy¢ ze wzoru (3.81):
3
2n 4 (.81)

Energi¢ za$ potencjalng wyznaczymy Jako przyrost ener”™i potencjalnej sfa-
lowanej wody w stosunku do energii potencjalnej rozpatrywanego obszaru wo-
dy spokojnej. Niech tym obszarem wodnym begdzie obszar ograniczony: plaskim
dnem zbiornika wody, powierzchnig swobodng o dlugosci rownej dlugosci fali
» , dwoma poprzecznymi i pionowymi $cianami AB i CD 0 szeroko$ci rownej |
oraz dwiema rownoleglymi 1 pionowymi $cianami wzdluznymi ACDBA, ktéorych od-
legtos¢ Jest takze rowna 1. Ten obszar wody pokazuje rysunek 16.14. Gilgbo-
ko$¢ wody, H, moze by¢ nieograniczona.
Przy oznaczaniach Jak na rysunku 16.14 S$rednia energia potencjalna,

przypadajaca na Jednostke¢ powierzchni sfalowanej bedzie réwna

gdzie: ¢ - 1Qcos (kx - ot)
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Stad
Eps > 8?2 T 12 (16.107a)

Przy wyznaczaniu $redniej energii kinetycznej

3ks = 57T Ek

korzystamy ze wzoru (16.4g) dla potencjalu predkosci plaskiej fali biegna-
cej. Z rysunku 16.14 wida¢, ze na $cianach poprzecznych AB i CD wartosci
potencjatu w odpowiadajacych sobie miejscach Oz sa takie same, a normalne

do tych Scian maja wartosci przeciwne. Stad

9
Yot +J o3 =0

Podobnie suma takich (patek po wzdhluznych $cianach pionowych tez jest row-

na zeru. Takze ze wzgledu na warunek brzegowy na dnie = 0, catka
z=H

ta Jest rébwna zeru. Stad gesto$§¢ powierzchniowa energii kinetycznej bedzie

Fks = A AS 03

Ze wzgledu na mata amplitude fali mozemy przyjac

dS = | dx

Uwzgledniajac powyzsze oraz to, ze na powierzchni ¢ h = - k i
9 9%
3S =3 =

z=0
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gestos¢ powierzchniowa energii kinetycznej bedzie

(16.107b)

7idzimy, ze dla malych fal biegnacych gesto$ci powierzchniowe energii ki-
r.etycznej i potencjalnych sa takie same. Ggstos¢ za$ energii catkowitej
plaskiej fali jest

(16.107¢)

przy czym przedstawia $rednia za jeden okres energi¢ przypadajaca na
jednostke powierzchni sfalowanej wody. Jest ona proporcjonalna do kwadra-
tu amplitudy fali.

Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne ostatniego wzoru, wyprowadzimy
go wychodzac z ogodlnego roéwnania energii (7.36) przy 1:wzglednieniu, ze wo-
da jest nielepka i niescisliwa:

w= 0; div 7 =0; e Nwi = p divv =0 ;

Pn = = pi? 2= - Vu

Niech obszar wody V(t ) bedzie ograniczony powierzchnia S(tQ) jak na ry-

sunku 16.14. Poniewaz mamy ruch falowy z

g = 1Q cos (kx - cot)

to czes¢ SAr powierzchni S bedzie zmieniaé si¢ w czasie a takze obszar wo-
dy V bedzie zmienny w czasie. Stad'rOwnanie energii (7.36) bedzie

JL 7 2N dV = -J OW~ dV - _F np-v dS (16.108)
VU, Vit0) S(t0)

Rownaniu (16.108) mozna nadaé rézne postaci w zaleznosci od tego', jakie
informacje zechce si¢ uzyskac.

~.ykazemy najpierw, ze pre¢dkos$¢ zmiany energii mechanicznej wody jest
rowna mocy chwilowej sit ci$nienia przylozonych do powierzchni 3(i0). Roz-
pisujac lewag stron¢ réwnania oraz zmieniajac calke objetosSciowa na catke
powierzchniowa po prawej stronie réwnania (16.108) mamy: /

=2/1t C1DdV + .~ =T +U)HVn dS= - / pvnds (16.103a)
V(to) S(to) z S(10)
Ale w obszarze V(tQ) energia potencjalna jest stata, wigc w V(to) = 0.

Zatem rownanie (16.108a) moze by¢ zapisane takze tak:

) == +u)dv + 0y + u) vn = - 3 P vn/dS (16.108D)

V(to) S(t0) S(to)

lub prosciej
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A Q 7 (T + ") SR P ds (16.108¢)

S(t0)

Wzglednie w postaci;

2r E« -  pmv dS (16.108d)
6

gdzie energig wody (ptynu niescisliwego) jest
E’> Q& 7 L+ U)dv
(16.109)
V()
Zastosujmy wzor (16.109) do wyznaczenia powierzchniowej gestosci energii

fal. Dla oznaczef jak na rysunku 16.14: U » - gz; (Vv = | dSz dz gesto$é
energii Ew ptaskich fal grawitacyjnych bedzie

Bw 2w » =2/ A7 F 1 e t2s
H
=l /v2dz+1Qgs2 (16.110)

Pierwszy wyraz przedstawia gesto$¢ powierzchniowa energii kinetycznej, a
drugi gesto$¢ powierzchniowa energii potencjalnej plaskich fal grawitacyj-
nych. Wzor jest wazny zarowno dla fal biegnacych, jak i dla dal”stojacych,
Widzimy, ze JezZeli ruchu falowego nie ma; v=0 1 ?=0, to E” = O. Ponie-
waz wychylenie powierzchni wody jest zalezne od x i t, to celowym jest o-

kreélenie $redniej warto$ci gestoSci powierzchniowej energii

Ews TEV iy (16.111)

gdzie T jest okresem fali.
Wykonajmy obliczenia energii $redniej Ews dla fal biegnacych i stojag-
cych na wodzie gie¢bokiej. Dla fal biegnacych zgodnie ze wzorem (16.78a).

2 _ 2 2 -ikz
= ar r® e

dz + J ¢g 52

%2<? (02 F(z) 2115 + : « cos2(kx - ut)

1 = | 2 2
=~ ETo+X>gr0cos (kx- cot (16.110a)
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Stad

A
Ews = T “Ew =7 92T0o+1I <Qgro=2%2 <lg ro (16.108c¢)

Zauwazmy, ze ten sam wzor uzyskaliby$my, gdyby$my usredniali najpierw po
czasie t.
Dla fal stojacych z potencjatu (16.25) mamy

-kz
vy = - ro<z>e  cos kx cos cot
. kz .
Vy =0 v2 = rQcje sin kx coscot
V2 = ra c02 ez-kz 0052 ajt
Stad ze wzoru (16.110) gesto$¢ energii E bedzie

1. > 1 2 l =2 .2
Ew=2<?W To XX cos + X ¢s ro sin kx sin wt =

= cg % cosut + j Jg r* sin® kx ,sin2 ot (16.11 Ob)

Srednia gesto$¢ energii przypadajaca na jednostke powierzchni wody pokry-
tej falami stojacymi zgodnie ze wzorem (16.111) bedzie:

A
Ews = & Ew d =59 *S ro ¢cos2ot + <J g r2 sin2ot

Ews = &“2gro (16.112)

Widzimy, Ze wyraz proporcjonalny do cos2 ut jest $rednia gestoscia po-
wierzchniowa energii kinetycznej, a wyraz proporcjonalny do sin wt -
$rednia gesto$cia energii potencjalnej. Srednia gesto$é energii catkowi-
tej jest stata 1 jest o polowg mniejsza niz dla fali biegnacej o tej sa-
mej amplitudzie co fala stojaca.

Usrednijmy dalej E”g po czasie t wedlug wzoru (16.111). Mamy:

T -
Ews = | ~“Ews dt = 1 ? g ro + 1 <?7g fo =4 < g I0 (16.112)

Tu juz wyraznie wida¢ podobienstwo wzoréow (16.107c) i (16.112); Srednie
gestosci powierzchniowe energii potencjalnej i kinematycznej matych fal
grawitacyjnych sa takie same. Powyzsze wnioski wynikaja z us$rednienia wzo-
ru (16.109) dla przypadku matych fal grawitacyjnych. Ze wzoru (16.108d)
mozemy natychmiast wysnu¢ wniosek taki, ze $rednia moc sit ci$nienia dzia-
tajacego na powierzchni¢ S ograniczajgca obszar V, jak na rysunku 16.14,
jest rowna zeru. Wzor (16.108b) méwi nam zas o tym, ze Srednia 2z pochod-
nej lokalnej energii fali w obszarze V jest rowna ujemnej wartosci Sred-

niej ze strumienia tej energii przez powierzchni¢ S ograniczajaca obszar V.
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Poniewaz za$ $rednia warto$¢ energii fal: jes' stala, to taka $rednia war-

to$¢ lokalnej pocnodnej energii fali w obszarze V jest rowna zeru

Stad $redni strumien energii fali przez powierzchni-; 3 ograniczajaca ob-

szar V (rys. 16.14) jest takze rowny zeru, .la dali stojacej w zbiorniku,
jak na rysunku 16.5, prgdkos¢ na $cianach vn 0, wigc strumien energii przez
te Sciany tez jest réowny zeru. Mozecie sprawdzi¢, ze Sredni strumien ener-
gii przez swobodng powierzchni¢ jest rowny zeru. Je3t zatem tak, jak powinm
no by¢. Przy falach stojacych w zbiorniku mamy zatem wyjasnione do konca
sprawy energetyczne powierzchniowych fal stojacych.

Obecnie na podstawie ogdlnych zwigzkow (16.108a) zbadamy zagadnienie
transportu energii dla fal biegnacych: czy Jakas energia wplywa do obszaru
V i jaka? Bo wiemy, ze ile wplynie, to tyle musi z tego obszaru wyplynac.
Jezeli wplywa energia, to jaka i1 z Jaka predkoscia? Dla zbadania tych za-
gadnien napiszemy rownanie (16.108b) w zmodyfikowane] poetaci.

Jesli oznaczymy pochodna lokalna energii przez

B-a/ (T-'u)o

S(%)

to rownanie (16.108b) nozna zapisac tak:

3t +@ tU T e (16.113)
sit,)
lub
- -+ u +
B- <=4V 7 u (6] (16.113a)
sit,)

Zatem dla cieczy nies$ci$liwej 1 nlelepkiej zmiana energii w danej objetos-
ci V w jednostce czasu Jest rowna ujemnej warto$ci strumienia energii przez

powierzchni¢ ograniczajaca t¢ objetos¢ V. Stad wyrazenie:

9= +u o+ (16.115b)

mozemy nazwaé¢ wektorem gegstos$ci strumienia energii.
Jesli wrocimy do przepltywu potencjalnego ptynu niesécisliwego, to biorac
pod uwage catke Cauchy 'ego-Lagrange'a (15.2)

Op Pa
9 "t +V

rownanie (16.113a) bedzie
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1” </ M vn (16.113c)

bo

C vn ds - C)J V-v dv =0
S \%
Stad wektor strumienia energii dla pr”’eplywu potencjalnego plynu nies$cls-

liwego bedzie:

e =09 v (16.113d)
Biorac pod uwage wyrazenia (16.113b i d) wzér (16.113a) mozemy zapisac:

- 7/ emn dS (16.113¢)

S

Jesdli strumien energii ma warto$¢ dodatnia, to energia wyplywa z obszaru V.
Ze wzoru (16.113e) wida¢, ze w tym przypadku pochodna lokalna energii Jest
mniejsza od zera. Zatem energia w obszarze V ulega zmniejszeniu. Jes$li na-
tomiast 3E o 0, to strumien energii przez powierzchni¢ S ma warto$¢ ujemna
- czyli energia wplywa do obszaru V przez powierzchni¢ S. Wszystko zatem
si¢ zgadza! Gdyby kto§ z Was miat jakie$ jeszcze watpliwosci, to niech po-
nownie przeczyta rozdzial 3.3.1.

Mamy gotowe narzedzia do zbadania postawionego zagadnienia transportu
energii w plaskiej fali wedrujacej. Bierzemy pod uwage obszar V jak na ry-
sunku 16.14. Wtedy

H = =2/32vndS+(27'"1tvndS+<?./ ¥ fHimdS+<22j|2vndS

SB SBD SCD SAC

bo na $cianach bocznych ABCD wvn = vy = ©O-
Rowniez na dnie SgD predkosé = = 0, wigc

SH'ndS 0

Obliczmy catke na swobodnej powierzchni AC, traktujac ja jako plszczyzneg
z = 0; v.= - k«v = - vz> Stad przy uwzglednieniu wyrazenia (16.49) oraz
wzoru (16.66)

/1% vn dx «
%

= gur”™ J cos(kx-cut) sin(kx-cjt) dx 0 «
0
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A wigc strumien energii przez swobodng powierzchni¢ Jest rowny zeru tak
samo Jak i przez dno zbiornika. Zatem energia, Je$li "przeplywa", to tyl-
ko przez powierzchnie AR i SCD. Stad

.9 7/ It Vn <?/”t vn

Ze wzoru (16.49) mamy dla Scian SAB; ACD

< h H-2)] | Zpoie
'3SJt £ 1O Eocszéshcikhl--z-ﬂ CcoS (kx - '

a na $cianie S"g

vn

Na S$cianie zas$ S(CD Vn 1v - vy, gdzie vy okres$lone Jest wzorem (16.65).
Widzimy zatem,

r 6¢
at 7 J TE wx + vx dS - 0

SAB

Sprawdzimy, czy istnieje przeplyw energii przez $ciang S’g
H
~ ac " Il..=-2 coOs2 (kX~tUt) [ cosh2 [k(H-z)J dz

X o sinh (kH) cosh(kH) ~
SA6

Biorac pod uwage, ze

J cosh2 ax dx = g;_] sinh 2ax + ! X

mamy

H
-/ cosh2 [k(H-z) ] dz = |yp sinh (2 kH) + -
0

Stad

(13 o
<ty As anlh §2kH) (
SA6

W wyrazeniu powyzszym mozna rozpozna¢ wzér (16.105b) dla predkosci grupo-
wej fali na wodzie ptytkiej, U. Uwzgledniajagc to, ujemna warto$¢ strumie-

nia energii plaskiej fali biegnacej przez S$ciang¢ AB bedzie z

-9 v'2|vxdS = e=>gr2U cos2 (kx - cjt) (16.114)

SA&
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Srednia w czasie jednego okresu fali t wartoéé tego strumienia jest row-
na

U (16.115)

gdzie: Ews - $rednia gesto$¢ powierzchniowa energii plaskiej fali biegng-
cej, wedlug wzoru (16.107¢).
Na S$cianie CD obszaru V (rys.16.14).

7T vn dt = By U (16.116)
0 ScD

Podsumowujac, mamy na $cianie AB

?2,d2) dt = = Ews U (16.117a)
Z
a na Scianie CD
T
1/C / ?.di?) dt = Ews U (16.117b)

0 SCl)
Wigc

Whioskujemy, ze w fali biegngcej ma miejsce transport energii, ze energia

w danym obszarze V o powierzchni swobodnej pokrytej falami biegngcymi jest
stata, ze transport energii jest zgodny z kierunkiem predkosci grupowej fa-
1i 1 z ta predkoscia jest ta energia przenoszona; ze Srednia w czasie jed-
nego okresu fali t energia transportowana jest réwna Sredniej gestosci po-
wierzchniowej fali. Dalej, poniewaz kierunek predko$ci grupowej jest zgod-
ny z kierunkiem predkosci fazowej fali - predkos$ci fali - a ten znow jest
zgodny z kierunkiem wektora falowego, to transport energii w fali biegna-
cej jest zgodny z kierunkiem wektora falowego.

Na zagadnienie energetyczne w fali biegnacej mozna spojrze¢ jeszcze Ina-
czej, bioragc pod uwage zamiast wzorow (16.1130 1 d) wzory (16.108b 1 d).
Latwo mozna sprawdzi¢ przy zastosowaniu wyrazen dla cisnienia (16.95) lub
(16.96), ze moc sit cisnienia

=/p vn

na dnie zbiornika i na sfalowanej powierzchni jest réwna zeru, ze na $cia-
nie AB $rednia moc silt ci$nienia

Z A

I/ (pwvndz) dt = vy (16.118)
WA
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za$ na $cianie CD (rys.16.14) jest rowna - U. Stad wniosek taki, ze
$rednia coc sit ci$nienia na $cianie prostopadlej do kierunku .-uchu fali
biegnacej jest réwna iloczynowi sredniej gestosci energii powierzchniowej
fali i predkosci grupowej fali. Jest ona takze réwna $redniemu strumienio-
wi energii fali przez t¢ Sciang.

Biorac dalej pod uwage wnioski, jakie uzyskaliSmy ze wzoru (16.113C)

oraz powyzsze wnioeki, mozemy stwierdzi¢, ze wyraz

T + U) vn 05 (16.119)

Sit”)
wzoru (16.108b) powinien by¢ réwny zeru na swobodnej powierzchni i na dnie

oraz u$redniona jego warto$¢ po czasie t powinna by¢ takze rowna zeru na
Scianie AB 1 CD (ry3. 16.14). I tak rzeczywiscie Jest. Dla przypadku wody
glgbokiej na Scianie AB mamy

/ * U) vn dS Jdt -
\ -kz i Y
e - gz" a>10 e cos (kx-caty dz dt « 0
Na s$cianie CD samy takg samg calke ze znakiem minus, na dnie vO ” =, a na

swobodnej powierzchni p « pg. Wigc Jest Jak wyzej wskazano.

lilustrujemy wnioski dotyczgce transportu energii do wyznaczenia oporu
falowego w przeplywie plaskim, a wigc sity, Jaka dziala na cialo walcowe
lub inaczej kontur C, Zrédlo ptaskie, ptaski dipol, nieskonczone widkna wi-
rowe poruszajace si¢ ze stala predkoscia vO pod swobodng powierzchnig wody,
70 /czy to takze plaskiego ukladu cis$nienn poruszajacego si¢ =z predkoscia
=" po swobodnej powierzchni wody. Daleko zi' tym cialem na swobodnej po-
wierzchni pozostana fale grawitacyjne majace charakter fal swobodnych o
?redkosci fazowej rownej predkosci ruchu clita, vO. W uktadzie wspdlrzed-
nych 0] x* yl z% (rys.16.15), zwigzanym z cialem, profil fali daleko za
cialem w przekroju S2 bedzie dany wzorem (16.86):

£ 7 rQ cos k x» !

a w uktadzie nieruchomym Oxyz wzorem (16.50):

£ = 1rQ cos (kx - cjt)

gdzie S2 - nieruchoma ptaszczyzna prostopadia do kierunku predkosci vO o-
biektu, usytuowana daleko za poruszajacym si¢ ciatem SQ. Na rys. 16.15 po-
kazano takze plaszczyzne S usytuowanag daleko przed ciatem SQ 1 rownolegla .
do S2>
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Rys.16.15

Z bilansu energii [17] wynika, Zze obszar cieczy zawarty pomi¢dzy plasz-
czyznami om 1 o szerokos$ci rownej jednosci uzyskuje w jednostce czasu
(I s) przyrost energii rowny E* v . Ten przyrost energii jest rowny mocy
sit cisnienia na plaszczyznie S», to jest Ews U (wzoér 16.118) oraz mocy
reakcji hydrodynamicznej dziatajacej na wod¢ ze strony poruszajacego si¢
ciata; zatem mocy oporu falowego Rw v . Poniewaz daleko przed cialem fal

nie ma, wigc

E”v =R v
Ws 0 w Vo T Ews U ;

Stad opor falowy R” przypadajacy na jednostke rozpietosci ciala (w kierun-
ku osi O"y") bedzie:

(16.120)

Wzor (16.120) mozna uzyskac takze nastg¢pujgcym rozumowaniem:

Niech ptaszczyzny S2 1 on, (rys. 16.15), poruszajg si¢ takze z predkos-
cig vQ ciata 30. Wtedy po czasie t = 1s plaszczyzna przemiesci si¢ na
odlegto$¢ vo | 1 w zwiazku z tym wzro$nie powierzchnia sfalowanej wody o
YO | - o wielko$¢ zawarta pomigdzy plaszczyznami 320 i S2 jak na rys.
16.15.

Przyrost energii sfalowanej wody pomigdzy plaszczyznami S2Q i S2 bedzie
Ews v Czes$¢ tej energii zostanie przetransponowana do obszaru zawartego
pomigdzy 620 i przez powierzchni¢ S20 przez fale wytworzone juz wczes-

niej. Bedzie ona réwna U, co jest zgodne ze wzorem (16.115).
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Stad moc oporu falowego R Vo bedzie:

Ry Vo Eys Vo Eue U (16.121)

I znéow mamy wzor (16.120).

Uwzgledniajgc wyrazenie dla predkosci grupowej na wodzie glebokiej
(16.105a) i na wodzie plytkiej (16.105b) oraz to, Ze Fywg * é >« Z’
C- vO, opoér falowy ciata walcowego na wodzie gle¢bokiej bedzie:

Rw = 2 98 1o (16.122)

a na wodzie plytkiej wyrazi si¢ wzorem

9 2 kH \
Ry £ e slnh (2 kH) ) (16.123)

Widzimy, ze opor falowy na wodzie glebokiej Jest wprost proporcjonalny do
kwadratu amplitudy fali daleko za poruszajacym sie cialem walcowym lub in-
na osobliwoscia hydroroechanlcznag zanurzong pod swobodna powierzchnig wody.
Dla znalezienia oporu falowego ciala walcowego lub osobliwosci hydromecha-
nicznej w przeplywie plaskim wystarczy zatem znajomos¢ amplitudy fali ge-
nerowanej przez te obiekty daleko za nimi. I tak przyktadowo dla witdkna wi-
rowego [6], [17]:

Cx) - ££ ¢ sin £ X (16.124)
o]

opor falowy zgodnie ze wzorem (16.121) Jest

7gh
Rw . I2 e (16.125)
a dla zrodta o wydatku Q
gh
5(x) » € « cos X (16.126a)
i
_Ibh
R, =& Q2 e o (16.126b)

We wzorach tych wystepuje czynnik

ktoéry ma miejsce takze 1 przy ruchu walca o przejroju kolowym lub eliptycz-
nym. Wskazuje on, ze przy zwigkszaniu zanurzenia ciata lub osobliwo$ci hy-
dromechanicznej opor falowy wykltadniczo maleje. Roéwniez przy predkosci dag-
zacej do zera lub do nieskonczonosci amplitudy r0 daza do zera i opér fa-

Iowy maleje do zera. Przy kombinacji predkosci vO 1 zanurzeniu h, takim ze
Fh = ..7fcx ~ 0,5, 02YI*“1* exP E2-/Fh] > exP > 0,000335. Praktycznie
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tu oparu falowego juz nie ma. Zwré¢my réOwniez uwage¢ na to, ze na wodzie
bardzo ptytkiej, przy vO = Ckr = 1/gH = U, opor falowy zgodnie ze wzorami
(16.120) 1 (16.123) jest réwny zeru.

Wracajgc do wzoru (16.120) 1 rys. 16.15 mozemy wnioskowaé z powodu za-
tozonej duzej odleglos$ci pomiedzy cialem SQ a plaszczyzng S, ze  wzlr
(16.120) bedzie takze wazny, gdy zamiast jednego ciala S° bedzie zbidr ciat
> Sol poruszajgcych si¢ z tg samg predkoscia yQ, a wigc nieruchomych wzgle
dem siebie. Wtedy amplituda fali od tego zbioru w przekroju S2 bedzie wy-
padkowa od wszystkich fal wytworzonych przez poszczegoélne ciata, jesli tyl-
ko odleglo$¢ pomiedzy tymi ciatami bedzie odpowiednio duza. Przyktadowo
dla przypadku dwoch cial SQI i S”2 bedziemy mie¢ zjawisko jak na rysunku
16.13. Amplituda wypadkowa r” jest okreslona wtedy wzorami (16.103a,b). W
przypadku, kiedy na dlugosci , zwane] w okretownictwie dlugosciag falo-
tworcza, wytworzy si¢ parzysta ilos¢ potowek fal, to amplituda fali wypad-
kowej bedzie rw = ™ + r2 (wzdr 16.104a) i opodr falowy bedzie mieé¢ wartosc
maksymalng, a gdy 1~/1 A = 2n + 1, to R” ma warto$¢ minimalng. Wykorzystu-
je sig¢ to zjawisko interferencji fal przy ksztaltowaniu statkow nawodnych.
Wzér (16.120) mozna uogdlni¢ na przypadek ruchu dowolnego ciata, gdy gene-
rowany uktad falowy przez to trojwymiarowe cialo - statek - jest falg mtrdj-

wymiarowa.

16.3.6. Uwagi o tlumieniu fal grawitacyjnych

MowiliSmy juz o tym, ze charakter fal swobodnych maja fale wytwarzane
przez poruszajace si¢ w poblizu swobodnej powierzchni obiekty w obszarze
dostatecznie daleko za tymi obiektami a takze fale spowodowane dziataniem
wiatru po uplywie pewnego czasu od zaniku wiatru. W tym ostatnim przypad-
ku powstaje tak zwana fala martwa o profilu sinusoidalnym. Rozpatrywane
dotychczas fale swobodne opisane rownaniem Laplace'a z warunkami brzego-
wymi, lecz bez warunkdéw poczatkowych i bez uwzglednienia przyczyn wywolu-
jacych to falowanie, maja niezmienna w czasie amplitudeg, "zyja" wiecznie;
byty, sa 1 beda zawsze. W rzeczywistosci obserwuje si¢ zanikanie fal. Z
uplywem czasu ich amplituda ulega zmniejszeniu. Zmniejsza si¢ zatem 1 ener-
gia fali.

Postaramy si¢ o ocen¢ wielko$ci rozpraszanej energii fali stosujac wy-
razenia rozdziatu 7.5. Otéz predkos$¢ zmiany S$redniej gestosci powierzch-
hiowej energii fali - wzor (16.107C), winna by¢ rowna $redniej gestoscipo-
wierzchniowej mocy dyssypowanej, okreslonej wzorem (7.49), co zapisujemy:

V H
g N()) 2 —=1/1 - pHlim /s2 dzjdt (16.127a)

gdzie dla ptaskiego przeplywu potencjalnego $lad iloczynu tensora predkos-
ci ptynu jest:

(16.127b)
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Podstawiajac wyrazenie dla potencjatlu predkosci ¢ (wzor 16.72) do zwiagz-
ku (16.127b) cany

S2 - 1r2cj2 k2 e [sIn2(kx-cot) + cos"(kx-a>t) + 2 cos2 (kx - ut)J

Po podstawieniu tego wyrazenia do wzoru (16.127a) i wykonaniu prostych
dziata¢ dostajewy:

3t <7 8 ro(t)) - - 2 P K ro(t) (16.127¢)

Prawa strona powyzszego réwnania wyraza Srednia powierzchniowa gesto$¢ mo-
cy dyssypowanej w ruchu falowym swobodnej powierzchni o bardzo matej an-
plltudzie r . Widzimy, ze $rednia gg¢sto$s¢ mocy dyssypowanej fal powierzch-
nlowych

(16.128)

gdzie hw - 2 o

jest wprost proporcjonalna do kwadratu stromosci fali. Wzor ten jest oczy-
wiscie stuszny tylko w ramach teorii liniowej fal, a zatem gdy wysoko$¢
fali i jest duzo mniejsza od Jej dlugosci. Uzasadnimy to stwierdzenie da-
lej. Tu mozna jednak wskazaé, ze w falach bardziej stromych md miejsce
wigksze rozproszenie energii fal niz w falach o malym stosunku Mysokos$ci
fali do jej dlugosci.

Wréémy do réwnania (16.127C). Mozemy Je zapisaC¢ w postaci:

I = _— —vk2 rQ(t)

Przyjmujac dla #0 - rQ(t) - T, mamy zalezno$¢ amplitudy fali od czasu t
< postaci

rokt' = 1o ¢ (16.129)

?c ro ¢ cos kx - cjt; (16.129a)

Widzimy, ze fale na swobodnej powierzchni sg ttumione; zanikajg z uplywem

czasu t, przy czym wspoélczynnik tlumienia fal oéw Jest

ow2—vk2 (16.129b)

Ze wzglgdu na mata warto$¢ kinematycznego wspolczynnika lepkosci wody
dla t = 15°Cc, V = 1,142 106~ m2/s - zanikanie fal grawitacyjnych na qyo.
bodngj powierzchni jest bardzo powolne. Biorac pod uwage czas T02> po upty-
wie ktorego amplituda fali ulegnie zmniejszeniu do warto$ci rownej 2 pro-

cent amplitudy poczatkowe;j:

~ 7 2 >

s

T°2 6w vk2 2ft2V (1:.129¢)

{
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mozemy stwierdzi¢, wykonujac proste obliczenia, ze dla fali o dlugosci

0,1 m, T, = 0,123 godz.; dla k= 1,0 m, TO2 = 12,3 godz. a dla A= 10 m,
T . = "23,5 godz. Czasy te sg zatem nierealne dilugie. Wigc wzory (16.128)

i (16.129) daja tylko jakosciowa ocen¢ ttlumienia fal grawitacyjnych wska-
zuja na to, ze fale bardzo krotkie zanikaja znacznie szybciej niz fale
dhugie. Ale te jakosciowe zwiazki pozwalaja na wytlumaczenie zjawiska prze-
chodzenia nieregularnej fali wiatrowej w fal¢ martwa - regularna. I tak
przyktadowo wyrazenie (16.117a) z uwzglednieniem (16.129) bedzie

k t
&(x,t) = CCxr™) ¢ cos (knx - wnt + en) (I6.1294d)

Jesli przez k, o , rQ oznaczymy charakterystyki fali najdluzszej, to po
dostatecznie dlugim czasie pozostanie na swobodnej powierzchni tylko fala
opisana wzorem (16.129a). Wszystkie inne skladowe fali nieregularnej
(16.129d) zostana wytlumione.

16.4. OCENA ZAKRESU WAZNOSCI LINIOWEJ TEORII FAL
POWIERZCHNIOWYCH

Dla oceny zakresu waznos$ci liniowej teorii fal powierzchniowych wezmie-
my pod uwage réwnanie ruchu plynu niescisliwego oraz zwiazki dla plaskiej
fali biegnacej na wodzie nieograniczonej. Przy osi Oz skierowanej pionowo
w dot rownania rzadzace ruchem wody o gestosci stalej sa:

™+ (v- V) V=ge™ -1 VP +vAV (a)

\7 v=20 (b)
Biorac wyrazenia (16.74) dla pola predkosci w fali mozemy napisac:

7= wro 7b

kx Yb = Ry zb = kz % = Ut

p=¢g1rQPb (wzdér 16.98)

gdzie wskaznikiem ”b" oznaczyliSmy wielko$¢ bezwymiarowa. Przy pomocy tych
wielkos$ci bezwymiarowych mozemy zapisa¢ roéwnania ruchu (a) 1 (b). I tak

0V 9(wro 7b}  dtb ci2 r 37b

Tt - atb dt o 3th
) = -3 0
V = kvb = ~NC+e2 3y; + 3 3zb
k = — - modul wektora falowego

(v-V) v = ®2 rQ k (vb«Vb)

J Vp =k gr0 Vb Pb
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A7 - k2 ot Ab
%

Podstawiajac powyzsze do réwnania (a) i (b) oraz dzielgc stronami tak uzy-
skane roéwnanie (a) przez ® 1t , a rownanie (b) przez k 10 o dostajemy
bezwymiarowy uktad réwnafh rzadzacych ruchem falowym wody

N k ro (Vb)) 7b 23 - “~“b pb ¢
4 A *
+ YT o Y% (16.150a)
Zt-"b « 0 (16.150b)

Jesli uwzgladnimy zalezno$¢ pomigdzy czestoscig fali G5 i liczba falowa
k: wr - gk, to rownanie (16.130a) przyjmle postac:

3vb o c,
*k ro (vb-Vb)vb - - VbPle + ___ op vb (16.130¢)

Widzimy, ze czton nieliniowy (1"-'j7) vb moze zosta¢ pominigty W przypadku

bardzo malej wartosci iloczynu k i r

Kk o ” Fro’ (T)W » % - ds.130d)

Tu przez o0 oznaczono maksymalny kat sklonu fali, bo

df “ = rQ k sin (kx-wt) - - <0 sin (kx - wt) (16.130¢)

Zatem czlony nieliniowe mozliwe sa do pominiecia dla fali o bardzo malej
wysokosci w stosunku do jej dlugosci. Jak juz wspomniano, realne fale po-
wierzchniowe maja stromo$¢ od 1/10 do 1/26. Dla fali stromszej k r =0,314,
dla drugiego przypadku fali k ©0 0,12 -, a <x0 odpowiednio wynosi 18° i
~7 Stad dla drugiego przypadku fali (<0 » 7°) wplyw nieliniowos$ci jest
mniejszy niz dla fali o o~ S 18°.

Jesli wezmie sie pod uwage fale plaska, to maksymalne wartosci sktado-
wych vbl s”™ vbi ~ e b ' takie warto$ci maja takze pochodne tych predkosci
wzgledem czasu 1" i wspoéirzgdnych Stad poszczegdlne czlony roéwnania
(16.130c) sa rzedu:

k ro "b’>"b™ % " k ro ¢ vb Pb = eZb

A H e~zb
© b b ®
Wynikaja z powyzszego wnioski takie:
- wplyw nieliniowosci jest najwickszy przy swobodnej powierzchni;
- wplyw nieliniowos$ci maleje znacznie szybciej z zanurzeniem z* niz ?2ani-
kanie ruchu falowego;
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- stosunek przyspieszenia konwekcyjnego do przyspieszenia lokalnego jest

rzedu k 70 e b, a na swobodnej powierzchni waha si¢ od 0,12 do 0.,32.

Z roéwnania (16.130c) wida¢ wyraznie, ze im k t0 , jest mniejsze, tym
pierwszy wyraz prawej strony tego roéwnania, opisujacy bezwymiarowa site
cigzkosci, staje si¢ wigkszy. Jest on istotny w tym rownaniu. Stad uzasad-
nienie nazwy dla fal na swobodnej powierzchni - fale grawitacyjne jako spo-
wodowane sita cigzkosci. Na swobodnej powierzchni moga powsta¢ fale bardzo
krotkie, spowodowane napigciem powierzchniowym - fale kapilarne. Oméwimy
je krotko w nastgpnym rozdziale.

Tu wrécimy do ostatniego wyrazu roéwnania (16.130c). Opisuje on, jak wie-
my, sity lepkosci. Widzimy, ze bezwymiarowe sity lepkosci sa rzedu

VK2 V(25D1°5

0 - =
gk VI
Dla wody o temperaturze 15°C
vk2
Q=1 ) 5,7 10=6 1 1
X1.5 (16.130%)
Wartosci tego wspodtczynnika dla fal o dlugosci A= 0,10 m; I m; 10 m;

100 m wynosza odpowiednio: 1,82 10~\10-5 5,75 ;10-7 1,82 ;10-6 5,75
Stad wida¢, ze wplyw lepkosci nawet dla bardzo krotkich fal grawitacyj-
nych jest bardzo maty. Jest .to uzasadnienie na pomijanie sit lepkosci
przy badaniu ruchu falowego wody spowodowanego silg grawitacyjng. Wiemy
juz, ze wplyw sily lepkosci na przeplyw ma miejsce gléwnie w warstwie przy-
$ciennej. W tym przypadku sity lepkosci beda dziata¢ w bardzo matej warst-
wie wody przy swobodnej powierzchni - tam powinien by¢ ruch wirowy - a ze
wzrostem zanurzenia pod tg powierzchnig oddzialywanie sit lepkosci powinno
szybko zanikac.

Powyzsze przyktady rachunkowe wskazuja jeszcze na to, ze wplyw  wyrazu
opisujacego przyspieszenie konwekcyjne powinien by¢ znacznie wigkszy niz
wplyw sit lepkosci. Dla k rQ = 0,12 bowiem stosunek

2
Ukr ) * 1>51»101-1,51 ;54.8-10- -2;08-6; 4,8-10—

dla fal o dlugosci odpowiednio rownych: % = 0,10 m; | m; 10 m i 100 m.
Stad nalezaloby pos$wigci¢ wigcej czasu nieliniowej teorii fal grawitacyj-
nych, ktora z powodu trudnosci natury matematycznej nie jest dostatecznie
dotychczas rozwinigta.

Obecnie podamy sformulowanie zadania dla fal grawitacyjnych na swobod-
nej powierzchni, bez uwzglednienia napigcia powierzchniowego, dla zbiorni-
ka wody o nieskonczonych wymiarach.

Oto6z réwnaniem rzadzacym ruchem wody jest roéwnanie Naviera i Stokesa
(16.130C), ktore przy uwzglednieniu wzoru (3.19) zapisujemy

3B

58 gradb Pb



oraz rOwnanie cigglosci

divb 7b 0 -
z warunkami kinematycznymi: « 0 przy z*—» oo 1 warunkami (8.1) 1 (8.2)
oraz (8.5) dla zb » Przy zalozeniu, ze na swobodnej powierzchni panuje

ciSnienie pa, to w tensorze napr¢zen nad swobodna powierzchnig nalezy przy-
jac¢, ze naprezenia styczne sa réwne zeru.
Zadanie takie nie zostalo rozwiazane. Rozpatrzymy tylko szczegdlne u-

proszczone przypadki tego zadania:
Przypadek |

Najbardziej rozwinicta jest teoria potencjalnych ial o malej amplitudzie

I'0. Roéwnania rzadzace dla tego przypadku sa
37b @

vb-% - 0

Zagadnienia fal swobodnych opisanych w rozdziatach 16.2 do 16.35 dotycza
tego przypadku.

Przypadek 2

Teoria potencjalnych fal o skonczonej amplitudzie opisana jest ukladem

rownan:

Sprowadza si¢ ona do poszukiwania potencjatu predkos$ci ¢ z warunkiem brze-
gowym (15.10b). Rozwigzano w sposob przyblizony zagadnienie fal swobodnych
na wodzie o skonczonej i o nieograniczonej gl¢bokosci. Przeglad zadan roz-
wigzanych tego zagadnienia mozecie znalezé w monografii [15J. Tu przyto-
czyny tylko dane tak zwanej fali Stokesa [6], na wodzie glebokiej.

Otéz z teorii nieliniowej zwiazek dyspersyjny zalezy obecnie od wspo6l-

czynnika krQ 1 ma postacé:
o2 =gk (1 +k2r2 + k" + ) (16.132a)
Jesli kro—» 0, to uzyskujemy zalezno$¢ dla wody glebokiej wynikajaca z

teorii liniowej. Predko$é fazowa fali ¢ wyraza si¢ oczywiscie wzorem o,
golnie waznym: ¢ = /k. Stad uwzgledniajac (16.132a) mamy:

c=y-"I/f2 [1 + + %) 4+ ...j (16.132b)
Dla fali o stromo$ci 1/26, to jest kro = 0,12, predkos$¢ fazowa obliczona

wedlug wzoru (16.132b) rézni si¢ od predkosci obliczonej wedlug wzoru
(16.53) o okoto 1%
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L7+ (krQ)2 + I (kr0)4 = -|/1,O0 147 -«1,01
Jesli fala jest stromsza, np.: kr = 0,31, to réznica ta bedzie juz rzedu
5%.

Istotna réznica pomigdzy liniowa teoria a wynikami teorii nieliniowej
jest to, ze tory czastek wody nie sa juz okrgegami; s3a nlezamknigtymi krzy-
wymi. W zwigzku z tym wystepuje tu transport masy cieczy w kierunku pred-
kosci fali, przy czym predko$é transportu masy jest

kzc _ 1_% eZ'kz 17gk3 [1 + (kr0)2 + ...]

2 27k
Un = 10 ¢ ‘

Profil fali o skonczonej amplitudzie wyraza si¢ wzorem:

Kr2
cos 2(kx-cot) +

+ il _AS_ cos 3 (kx - ot) + ...

Jesli rQ i1 krQ staja si¢ bardzo mate, to profil fali jest taki, jaki wyni-
ka z teorii liniowej fal. Teoria nieliniowa wykazuje, z fale grawitacyjne
moga istnieé tylko wted>, gdy kat pomigdzy stycznymi do grzbietu fali nie
przekracza 120°, a stromos$¢ fali hw/k  jest mniejsza niz 0,142. Po prze-
kroczeniu tych wielkosci nastepuje rozpadanie si¢ grzbietu fali i tworza
si¢ pieniste grzebienie.

Przedstawione skrotowo wyniki nieliniowej teori: plaskiej fali swobod-
neji dobrze zgadzaja si¢ z obserwacjami rzeczywistego falowania. Martwa fa-

la zblizona jest do fali Stokesa.
Przypadek 3

Liniowa teoria fal grawitacyjnych z uwzglednieniem lepkos$ci. Roéwnania
rzadzace sg:

- K2
%y - B - vb pb + ~— Ab vb

Vb-vb = 0

Warunek kinematyczny zlinearyzowany na swobodnej powierzchni wypeiony
jest dla z=0. Oczywiscie zlinearyzowanym jest takze i warune; d namiczny.
Ma by¢ on speilniony réwniez dla z=0. Zadanie to dla fal swobodnych mozecie
znalez¢ u Haskinda [18], a dla fal wymuszonych przez wedrujacy uktad cis-
nien u Niekrasowa Q18J. Roéznica pomigdzy zadaniem fal swobodnych  fal wy-
muszonych jest taka, ze w pierwszym zadaniu zaklada si¢ na swobodnej po-
wierzchni cisnienie p —~ p& = const, a w drugim, ze p = pa + pc (X,y.t).
Zlinearyzowany kinematyczny warunek’' brzegowy zgodnie z (12.138) jest

= vz (16.133a,)
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Lecz tu v_ Jest rézne od 'i7 , bo wskutek istnienia lepkos$ci begdziemy mieé
ruch wirowy wody. Poniewaz kazdy wektor mozemy przedstawi¢ w postaci czg-
Sci potencjalnej 1 cze¢s$ci o charakterze wirowym (poréwnaj wzor dla przys-
pieszenla konwekcyjnego (3.49), to predko$é wody v mozemy zapisac:

v « grad<p + rotV? (16.1'33b)

gdzie: V - potencjal wektorowy okreslony wzorem (12.85) i wzorem (12.88)

oraz wzorem (12.89).
Uwzgledniajac (15.133b) zlinearyzowany warunek kinematyczny na swobod-

nej powierzchni dla z-0 Jest

85 3 W
N 6?(\1( " <3yX (16.133¢)

gdzie: 9 - 2§ *x + 12 Py + A3

Zeby uzyskaé réownania rzgdzace, podstawiamy (16.133b) do zlinearyzowanego

réwnania Kaviera i Stokesa oraz réwnania ciggltosci:

g VU 1Vp+

U» - gz
Poniewaz \7 - (V xMO = (", to uzyskujemy
A » 0 (16.134a)
~ad + y) = rot ( VAW- )

Stad mamy drugie rownanie dla wyznaczania 9
= VA9 (16.134b)
oraz roéwnania dla wyznaczania pola ci$nien:

£f2—Sz + Q—T (16.134c¢)

gdzie: pb = const na swobodnej powierzchni.

Do rownan (16.134a i b) nalezy dolaczy¢ warunki brzegowe. Poniewaz glebo-

kos¢ zbiornika wody Jest nieograniczona, to dla z— <> ¢ i y —» O.
Pozostaje nam napisanie warunku dynamicznego na swobodnej powierzchni.

Jest to warunek (8.6), ktory dla z=0 przy uwzglednieniu punktu 3 rozdziatu

7.1 oraz wzorow (6.47); (6.48) przybierze postac:

3v
pzz = - po + 2 B -ST = - p0 (16.135a)
/ 9v 3v \
Pzx’ 0 16.135) ‘b)
[ 9v ov Y

s -

pzy > B\"ti 3~ ¥/ 0 (16.135¢)
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t.aczac wyrazenia (16.135a) 1 (16.134C) otrzymujemy

30
iy - g5= -2V (16.135d)

Stad otrzymujemy wzor dla fal na swobodnej powierzchni

s- 4B o 9 | (16.136

Warunek (16.135d) oraz (16.133a) mozna polgczy¢é w jedno wyrazenie w ten
sam sposob, jak to zrobiono w rozdziale 15. Roézniczkujac (16.135d) zatem
wzgledem czasu 1 podstawiajgac (16.133a) do tak uzyskanego wyrazenia mamy:

s —ov2 + 2 0
= Tev v dla z=0 (16.135¢)

W warunkach (16.135b, ¢ i1 e) nalezy jeszcze wyrazi¢ skladowe VX’VY’VZ
przy pomocy potencjatu predkosci ¢ i potencjalu wektorowego ¥ , a wiec
przy pomocy wzoru (16.133b). Zrobcie to! Sprdébujcie rozpisaé takze waru-
nek brzegowy na swobodnej powierzchni dla cis$nienia danego wzorem (15.1).
My dalej ograniczymy si¢ do prostego, plaskiego zadania, w ktéorym prze-

plyw nie zalezy od y, a tylko od x,z,t. Zeby to miato miejsce, to

VXxv=erQx+ 20y + 03&

moze mie¢ tylko sktadowg mQ r6zng od zera. Biorac pod uwage zwigzek
(12.89) widzimy, ze

V Xv - e2ay = e2 A Vy d=f - e24a V¥
a zatem = ¥2 =0, oy~ @ Y (x,z.t). Stad na mocy (16.133b)
3 3Y
VK = 3x (16.137)
dep By
vz = 35 + 37

Zauwazy¢ mozna, ze warunek (16.135c) jest w tym przypadku speilniony auto-
matycznie. Nasze zadanie dla ptaskich fal swobodnych na swobodnej powierz-
chni ma, przy uwzglednieniu (16.137), postaé nastgpujaca:

A<p =0 (a)

G}
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a dla Z—- 00 o —» 0 1 yv— 0 (e, 1)

Po znalezieniu ¢ i ¢ ksztalt swobodnej powierzchni wyznaczymy ze m<tzoru
(16.156) lub przez catkowanie wzoru (16.133a); pole cisnien - ze  wzoxu

(13.154c¢), a pole wirowe ze wzoru:

£y - Ay —=—V 24

Potencjat predkosci ¢ 1 pradu vy przewiduje si¢ wg [16] w postaci rownan:
¢ - Pc [A exp (-kz + ikx + nt) | (I6.'158a)
y - Re [B exp (-SZ + ikx + nt)J (16.138b)
spetniajacych warunki brzegowe (e¢) | (f) przy R k> 0 1 s=0. Funkcja

(16.158a) spelnia rownanie Laplace'a (a). Podstawiajgc (16.138b) do rowna-

nia (b) mamy zwigzek:
s2 - k2 + H (16.136¢)

Jesli podstawi sie natomiast (16.138a 1 b) do warunkéw na swobodnej po-
wierzchni (¢) 1 (d), to dostaje si¢ uklad réownan:

(n2 + gk + 2vk2 n) A - (g + 2vns) ik BO
2 i k2 A+ (k2 +s2)B-0
ktoéry ma rozwigzanie, gdy wyznacznik tego uktadu
U. + gk + 2v'k2n) (k2 + s2) - 2 k¥ (g + 2psn) 0 ~
(16.138d)

Aprowadzajac oznaczenia:
2
G2 = gk ; Py ®> n-+ 2vk2 ¥ £0

i uwzgledniajac zwiazek (16.138c) wyrazenie (16.133d) mozna zapisaod:
(n + 2vk2)2 + gk 4 I<\2 3

22+ 1N T 16 k6 v4 (k2 + H)

(€2 + 1216 = 07 (§ - 9)
'Vidzlmy, zZe z dokladnoscig do OF - wzdér (16.130I') -
$§ =11
Jes$li wezmiemy pod uwage & = - i, to uzyskamy fale biegnace w kierunku
dodatniej osi Ox; przy & = + i fala biegnie w kierunku ujemnej osi Chg
Bierzeray & = i. Stad
n=-iua - 2vk2 (16.138¢)
Ze wzoru (16.138c) mozemy oceni¢ wielko$¢ s:

s2 . k2 + K2 if 2k2 k2 13E~  if
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Wiec
(16.13SY)

Poniewaz rozpatruje si¢ fale swobodne, to jedng ze stalych: AB w wyraze-
niach (16.133a, b) mozemy zalozy¢ dowolnie. Biorgc podruwage wzor (16.90a)

przyjmujemy:

A wtedy

-ile przy uwzglednieniu (16.138c) i (16.138e)

1 A2\ a  ioj

k2 + s2

Wigc
B=21ikTI0v (16.138g)

Podstawiajgc (16.138e, f, g) do wyrazen (16;133a,b) mamy:

HE'i
¢ = (16.139a)
Y- Re{
(16.139b)
a na mocy wzordw (g) i (16.139b):
2 k r  0-BC2-vKCi  i(kx-jiz-Lit
rot v - oo BC2VKG e( ] ) (16.139¢)

Przy pomocy wyrazen (16.138a i b) 1 wzoru (16.136) mozemy znalez¢é ksztalt

swobodnej powierzchni. Prosto dziatania daja:
5"- —_> {( > _?‘_Q,%IP 4 k2 "2 O1\)l2_Vth _L(kZ—U>t) }

Widzimy, ze dla fali o dlugos$ci A = 0,1 m z dokladnoscia do 10 r , a dla
fali A = | m z dokladnoscig do 10“8 TO 1 dla fali A = | m z dokladnoscia
do 10 e I'6 1 dla fali o A = 100 m z dokladnos$cia 10-12 T'6 profil fali opi-

sany jest wyrazeniem:

-2vk2t
S =16 ¢ cos (kx - eut)
a wigc wzorem (16.129a) uzyskanym na innej drodze.

Wzory (16.139b 1 c¢) wskazujg na to, ze ruch wirowy wody w fali grawita-
cyjnej istnieje tylko w bardzo cienkiej warstwie, tuz przy swobodnej po-
wierzchni wody 1 ze bardzo szybko zanika z glg¢bokoscia z. T tak przy gle-
bokosci z = jj gestos¢é wirow jest réwna tylko 2 procent gestosci wirow dla
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z - 0. Przykladowo dla fali o A - 0,1 m; | m; 10 m; 100 m; i temperaturze
wody 15°C ruch wirowy zanika odpowiednio przy z « ©029 3 m; 2(B 3m
306 3= m; ¥R5 -5 a.

Stad widaé¢, te w pierwszym przyblizeniu mozna w liniowej teorii fal
nie uwzglednia¢ lepkosci wody 1 traktowaé¢ ruch falowy wody jako ruch poten-
cjalny.

Widzimy takze, ze liniowa teoria fal nie wyjasnia ilo§ciowo  tlumienia
fal grawitacyjnych. Czym rzeczywiste tlumienie fal grawitacyjnych moze by¢
spowodowane? Pewne wskazniki w tym zakresie mozecie znaleZ¢ na stronach 98
-106 monografii Tltowa £20]- Moéwi sig¢, ze rozbieznos$ci rzeczywistosci i li-
niowej teorii tlumienia fal grawitacyjnych spowodowane sa turbulencja prze-
plywu w ruchu falowym wody. Przyczyna zatem tkwi w pominig¢ciu wyrazu nie-
liniowego w roéwnaniu (16.131). Ten problem nie zostal do tej pory jednak
zbadany. Moze kto$§ z Was | w tym kierunku popracuje?

16.5. UWAGI 0 FALACH KAPILARNYCH

Dotychczas przy rozpatrywaniu fal powstajacych na .swobodnej powierzchni
wody pomijano napigcie powierzchniowe; poréwnaj rozdziat 2.5. Obecnie zba-
damy, jaki wplyw ma to napigcie powierzchniowe na falowanie swobodnej po-
wierzchni. Ograniczymy si¢ tu jednak tylko do zadania liniowego, z poml-
nigciem sit lepkosci. Bedziemy dalej zakltadaé¢, ze przeplyw jest potencjal-
ny, a woda jest niescisliwa oraz ze nad swobodng powierzchnig panuje state
ci$nienie pb - ciSnienie atmosferyczni. Nad swobodng powierzchnig znajduje
si¢ nieruchome powietrze. Gilgbokos$¢ zbiornika H zatozymy nieograniczona.
Uklad odniesienia w celu matematycznego sformulowania zadania dla fal swo-
bodnych przyjmujemy taki jak na rysunku 16.2.

W celu uwzglednienia napig¢cia powierzchniowego warunek dynamiczny (15.1)
zastepujemy wzorem (2.2P). Przy zalozeniu, ze powstajace fale majg malg
stromo$¢, mozna zastosowaé przyblizone wzory dla krzywizny sfalowanej po-

wierzchni wody

1 32¢g i al2g
rl 9x2 2 9y2

Wtedy dynamiczny warunek brzegowy na swobodnej powierzchni z uwzglednieniem
(16.7) mozna zapisaé tak:

5% -H53og M o——+

Stad:
325 S22 n
12+ a7:'|r 0 (16.140a)

Jesli uwzglednlmy, ze:

35 3
5 « 3§ dla z=0 (12.138)
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to po zrdézniczkowaniu wzgledem czasu wyrazenia (16.140a) przybiera ono pom

stac:

53339 BL (16.140b)

. . - - - . 19k A 31 '
Poniewaz potencjal ¢ na mocy zatozenia musi Speinia¢ réwnanie Laplace'a

to warunek brzegowy (16.140b) wypehiany dla z=0 mozna zapisa¢ takze w po-
staci:
3p a 330 0

16.140
90 g 3L < Hz3 ( ©)

Zadanie o swobodnych falach powierzchniowych z uwzglednieniem napigcia po-
wierzchniowego rézni si¢ zatem od zadania rozpatrywanego w rozdziale 16.1
tylko innym warunkiem brzegowym. Stad potencjal, profil fali i pole cis-
nien bg¢da dane tymi samymi wyrazeniami, jakie uzyskaliSmy na przyklad dla
plaskiej fali biegnacej na swobodnej powierzchni. Inny bedzie tylko zwia-
zek dyspersyjny, podajacy zaleznos¢ czegstos$ci fali od liczby falowej, a
stad innym wyrazeniem bedzie opisana predkos¢ fazowa i grupowa fali.
Znajdziemy te zwigzki przy wzig¢ciu pod uwage wyrazenia (16.72) dla po-

tencjalu ¢ fali biegnacej na nieograniczonym zbiorniku wody:

®= - e sin (kx - ajt) (16.72)

Podstawimy zatem powyzsze wyrazenie do warunku brzegowego (16.140C). Mamy

zwiazek
w2 - gk + | k3 (16.141)

wazny dla wody glebokiej. Dla wody ptytkiej na podstawie natomiast wzoru
(16.49) uzyskamy

co2 = (gk + k3) tgh (kH) (16.142)

Profil fali bedzie dany wzorem (16.50):
? = 1Q cos (kx - ut)

a predkos¢ fazowa fali na wodzie glg¢bokiej jest

= o /PBA + 2lja

¢ YT o (16.143)

Z powyzszego wzoru wida¢, ze dla fali bardzo dlugiej wplyw napigcia  po-
wierzchniowego na predkos¢ fazowa mozna pomingé. Fala jest wtedy spowodo-
wana sila grawitacyjna. Mamy uzasadnienie nazwy: fale grawitacyjne. Prak-
tycznie ma to miejsce przy falach diuzszych od 0,17 m i predkosciach fa-

zowych
c =125 #A > 0,62 m sI~



Jerlt oznaczymy przez "0 i &0 predkos$¢ i czesto$é fa'i czysto grawita-
cyjn”j, a przez ¢ i ® dane z wzorow (16.141) 1 (16.143), to wplyw napie-

cia powierzchniowego okresli si¢ wyrazeniem.

- ® Cc-2C i ~

'la powierzchni rozdziatu pomig¢dzy woda i powietrzem w temperaturze 18°C
wspolczynnik napigcia powierzchniowego a - 70,8 >?" N/m. Ze wzoru (16.144)
latwo wyliczy¢, ze dla fali o dilugosci A « 0,17 m wplyw napigcia powierz-
chniowego na czg¢sto$¢ lub predkos¢ Jest rowny 0,5%; ,-procentowy ten wplyw
oa miejsce dla fali o dlugosci 0,12 m; 5» za$ dla fali o dlugosci 0,055 m.
Z powyzszych danych wynika wniosek praktyczny dotyczacy przeprowadzenia ba-
dan modelowych statku. Jes$li podczas takich badan modelowych — chce sie
uniknag¢ wplywu napigcia powierzchniowego na reakcje hydrodynamiczne o cha-
rakterze falowym, to fin¢dkaidia modelu powinna by¢ wigksza od
1,25 0,43 » 12,]/O0 m/s a, okres kotysan T, > 0,8 /A «0,35 s.

Wzory (16.141 z 16.143) pokazuj.”{, te przy bardzo malych dlugosciach fal

- duzych liczbach falowych - pierwszy skladnik mozna pomingé, wtedy czes-
to$¢ 1 predkos$é fali powierzchniowej bedzie

w2 =ik o yW (16-145)

Tale, dla ktorych sa wazne zwiazki (16.145), nazywa si¢ falami kapilarnymi
lub zmarszczkami. Widzimy, ze im krotsza jest fala kapilarna, tym wigksza

Jest jej predkos$¢ fazowa. Sprawdzcie, ze predkos¢ grupowa fali kapilarnej
jest

Jesli nie mozna poming¢ ani napig¢cia powierzchniowego, ani tez silty grawi-
ac; nej, to fale powierzchniowe -wtedy nazywa sig¢ falami kapilarno-grawi-
tacyjnymi. Ze wzoru (16.143) mozna obliczyt ich predkos¢ minimalng. Jest

ona roéwna

2
Cn (16.146)
gdzie: - dlugos¢ fali odpowiadajgca minimalnej predkosci fali kapilar-

no-grawitacyjnej.

Xm = 2T V-Vg (16.147)

Sprobujcie wytworzy¢ fale kapilarne w szklance z woda lub innym zbiorniku
wody, np. na zajgciach laboratoryjnych w basenie do badan modelowych.
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16.6. WARUNKI UNIKNIECIA FAL SWOBODNYCH

Z rozdziatéw 16.1 - 16.3 wida¢, ze rozwiazujac roéwnanie Laplace'a z wa-
runkiem kinematycznym na dnie oraz z warunkiem na swobodnej powierzchni,
nie zawierajacym lepkosci Rayleigh'a, uzyskuje si¢ falowanie swobodnej po-
wierzchni w postaci fal swobodnych. W zadaniu tak postawionym nie ma  wa-
runkow poczatkowych ani warunku kinematycznego na powierzchni  oplywanego
ciata, rozpatrzonych w rozdziale 12.6, nie ma takze warunku w nieskonczo-
nosci. Dla uzyskania jednoznacznego rozwigzania nalezy te warunki dolaczy¢.
Wiemy juz takze, ze w przypadku ruchu ciata ze stala predkoscia po linii
prostej nad, na, lub pod swobodng powierzchnig - w uktadzie odniesienia
zwigzanym z tym ciatlem - przeplyw bedzie ustalony i warunek poczatkowy jest
zbedny. Lecz tu jesli si¢ nie dolaczy wlasciwie sformutowanego  warunku
brzegowego w nieskonczonos$ci - daleko od ciata, ktoére spowoduje ruch falo-
wy swobodnej powierzchni - to rozwiazanie moze zawiera¢ rowniez fale swo-
bodng. Nalezy te fale wyeliminowa¢ z rozwigzania. Mozna to zrobi¢ tak,jak.
wskazano w rozdziale 13.1, przez wprowadzenie do warunki, brzegowego  rr
swobodnej powierzchni lepkos$ci Rayleigh'a. ijedy warunku w nieskonczonosci
nie ma potrzeby wprowadza¢. Fale swobodne zostaja w tym postgpowaniu wy-
eliminowane. Rowniez ma to miejsce w przypadku dowolnego ruchu ciata lub
osobliwoéci hydromechanicznych. Postgpowanie takie jest jednali mozliwe
tylko przy analitycznym rozwigzywaniu zadan a takze w postgpowaniu anali-
tyczno-numerycznym, w ktérym znajduje si¢ ogoédlne wyrazenie na potencjal,
np. przez zastosowanie transformaty Fouriera lub transformaty Fouriera i
Laplace'a, a dalej juz stosuje si¢ metody numeryczne dla uzyskania wyni-
kow konkretnych.

To podejécie nie jest jednak stosowane przy catkowicie numerycznych
rozwigzaniach zadan o ruchu ciat w poblizu swobodnej powierzchni. Bardzo
czgsto nie jest ono takze stosowane przy analitycznym rozwiazywaniu tych
zadan. W tych ostatnich przypadkach rozwiazywania zadan nalezy dotlaczy¢
warunek o nieskonczonosci. Mozna stosunkowo prosto sformutowaé ten waru-
nek tylko w dwoch przypadkach. Pierwszy, gdy cialo porusza si¢ ze stala
predkoscia po linii prostej w poblizu swobodnej powierzchni. Obserwacje
tu wskazuja, ze daleko przed cialem nie ma falowania swobodnej powierzch-
ni, a daleko za tym ciatem fale maja skonczona amplitude¢. Drugi przypadek
obejmuje drgajace lub kolyszace si¢ cialo w poblizu swobodnej powierzchni
o predkosci $redniej rownej zeru. Wytwarzane przez takie cialo fale na
swobodnej powierzchni biegng od ciata a nie odwrotnie. Mowi sig¢, ze cialo
promieniuje fale, a stad warunek w nieskonczonosci nazywa si¢ warunkiem
wypromieniowania wzglednie warunkiem uchodzacej fazy. Istniejg rézne ma-
tematyczne sformulowania powyzszych warunkow. I tak dla prostoliniowego
ruchu ciata ze stalg predkoscia ten warunek ma postac:

A)
lim Vg = 0 (16.148)

y —¥00



246

i ¢ ograniczone przy x — - 00

B) Xlim V<p)- - 0 (16.149)

—00

i V ¢ ograniczone przy x — - 00

©) Iim ¢ - 0 (16.150)
X —» 00

D) lim /x 90 - (16.151)
X —100

*arunek w postaci A) 1 B) podaje Koczin w zbiorze pra¢ Q21]) a warunek w
postaci C) i D) mozna spotka¢ w szeregu artykutach i podre¢cznikach, migdzy
innymi w £6], ~15].

Ola przypadku kotyszacego si¢ ciala ze Srednia prg¢dkosciag rowna zeru
warunek wypromieniowania zapisuje si¢ w postaci

lita V/RC™S-1i82) "0 (16.152)

R-» co

- i ko<i)- 0 (16.153)

gdzie: _
R« "/ x2 +y2

g k0O - 2

lub ko jest pierwiastkiem réwnania dyspersyjnego

g kQ tgh (kOH) = 2 -

Warunek ten jest wazny dla fazy fali zapisanej tak, jak bylo przyjete w
rozdziale 16, to jest dla

exp £1 (kx - Ut) ]
V przypadku fazy zapisanej w postaci
exp BT (ot - kx)J

w nawiasach wyrazen: (16.152) i (16.153) nalezy zmieni¢ znak na plus.
Pierwszy zapis stosowany jest przez Koczina w pracy ~21] i w pracach wigk-

sz6$ci autorow zachodnich, drugi natomiast stosuje Haskind w [18]. Inna
rownowazng postaé¢ tego warunku wyprowadzono w pracy [22], nadajacg si¢ do
obliczenn numerycznych potencjalu ¢ , mianowicie

Hm + 1 oo (16.154)
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Dla przypadku zadania plaskiego, a zatem oscylujacego walca o nieskonczo-
nej tworzacej, generowane fale na swobodnej powierzchni daleko od tego
walca sg bledngcymi falami ptaskimi w kierunkach %X~ 1« . Z wyrazenia

(16.154) dostajemy warunek w nieskonczonosci w postaci

=1 M dla x>0

(16.155)
-1 kOp dlax <20

Warunek ten zapisuje si¢ takze tak:
cp(x.z,t) Re A exp [1 (kQlx| - Ut)j (16.156)
dla |x| » oo

Jesli zadanie jest bardziej ztozone od dwoéch wyzej rozpatrzonych przy-
padkéw - np.: ruch pulsujacego uktadu cisnien po swobodnej powierzchni ze
stata predkoscig po linii prostej albo dryfujacy i1 jednoczesnie kotyszacy
si¢ nieskonczony walec na swobodnej powierzchni - to sformulowanie warunku
w nieskonczonoéci staje si¢ trudne. Nie jest z goéry wiadomym, jaki warunek
nalezy przyja¢. Mozna tu pdj$¢ dwoma drogami. Pierwsza polega na spostrze
zeniu, ze z duzej odleglosci od ciala nie wida¢ tego ciata, a tylko fale
wytworzone przez to cialo. Te wytworzone fale moga pochodzi¢ zatem od roz-
nych przyczyn, migdzy innymi od réznych osobliwos$ci hydrodynamicznych:
zrodla liniowego, wlokna wirowego, dipolu liniowego. Nalezy zatem znalez¢
potencjal i fale wytworzone dale! o od tych osobliwo$ci i dalej ustali¢ wa-
runki w nieskonczonosci - daleko przed cialem i daleko za tym cialem - dla
zadania nas interesujacego. Przy wyznaczaniu fal od tych osobliwosci pul-
sujacych 1 jednoczesnie poruszajacych si¢ z predkoscig vO w nieskonczonos-
ci, inaczej - przy poszukiwaniu asymptotycznych rozwiazan - nalezy brac¢
warunki brzegowe na swobodnej powierzchni zawierajgce lepkos¢ Rayleigh'a.

Drugie natomiast podejscie polega na tym, ze mozna sformulowaé zadanie
na warunki poczatkowe , Wtedy daleko od ciata w chwili t=0 woda jest spo-
kojna. Po uzyskaniu rozwigzania 1 przejsSciu z czasem t do nieskonczonosci
mozna be¢dzie uzyska¢ rozwiazanie stacjonarne rozpatrywanego zadania. To
drugie podejscie wydaje sig¢ by¢ bardziej klopotliwym w zastosowaniach niz
podejscie pierwsze.

Jak juz wspomniano, ustalenie warunkéw w "nieskonczonosci" - daleko od
ciala - jest konieczne przy numerycznym rozwigzywaniu zadan. Wtedy obszar
nieskonczony zastepuje sie¢ obszarem skonczonym, a na brzegu tego obszaru
koniecznym jest zadanie warunkow brzegowych.



17. REAKCJE HYDROMECHANICZNE

Znamy juz ogolne wyrazenia dla reakcji hydromechanicznych R i M dziata-
Jacych na ciata znajdujace 3i¢ w plynie:

R-y"™~dS-In-PdS 7.9)
S S
M —/ rxpn dS =/ rxn~P dS (5.0)
s s

Wzory te sa wazne dla kazdego plynu. Dla plynu newtonowskiego wektor na-
prezen pn Jest okreslony wzorem (7.26) lub (7.27). Dla plynu nielepkiego
lub dla plynu znajdujacego si¢ w spoczynku zgodnie ze wzorami (7.26) 1
(7.27) wektor naprezen Pn = - np 1 ze wzorow ogdlnych uzyskujemy wzory
(5.7a) 1 (5.8). Wektor n Jest zewnegtrzng normalng do powierzchni S. Wzo-
ry powyzsze sg wazne tak dla ciata calkowicie zanurzonego, jak i1 dla ciata
zanurzonego w cieczy czesciowo. W tym ostatnim przypadku mamy statek  na-
wodny, ktorego czgs¢ podwodna znajduje si¢ w wodzie, a cz¢$¢ nawodna w po-
wietrzu. Powierzchnia S Je3t powierzchnia catego statku. Widzimy, ze dla
znalezienia calkowitego oddzialywania plynu na statek nawodny musimy znac
wektor pn w kazdym punkcie powierzchni S. W praktyce jednak dla statkow
nawodnych oddzielnie wyznacza si¢ oddzialywanie wody na cze¢$¢ podwodna ka-
dituba 1 oddzielnie oddzialywanie powietrza na cz¢$¢ nawodna statku. Przy
wyznaczaniu tylko oddziatywania wody na kadlub statku nawodnego powlerzch-
nia S jest powierzchnig otwartg. Jednak w tym przypadku wzory (5.7) 1 (5.8)
sa nadal wazne. Czasami sztucznie zamyka si¢ powierzchni¢  ograniczajaca
podwodna cze¢$¢ kadluba przez dodanie powierzchni rozpig¢tej na linii prze-
ntkania powierzchni wody z powierzchnia kadluba statku czyli na wodnicy lub
na plywnicy statku. Na tej dolaczonej powierzchni zaklada si¢ takie same
ci$nienie, jakie panuje na swobodnej powierzchni wody Sp.

Wzory (5.7a) i (5.8a) byly juz stosowane dla wyznaczenia reakcji hydro-
statycznych (10.10) i1 (10.22), do wyznaczania oddzialywania osobliwoscihy-
drodynamicznych i $ciany (13.16), (13.18), do znalezienia sily nosnej dzia-
tajacej na plaska powierzchni¢ wirowa optywana struga jednorodna (13.36),
do wyprowadzenia wzoru (15.71), uzalezniajacego reakcje hydrodynamiczne od
potencjalu przyspieszenia ® oraz do znalezienia warto$ci oporu falowego
cial walcowych lub ptaskich osobliwo$ci hydrodynamicznych poruszajacych si¢
pod swobodng powierzchnig wody (16.120).
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Te wzory mozna zastosowaé takze do innych zadan hydromechanicznych. Jed-
nak niekiedy nadanie im specjalnej postaci przez wykorzystanie réwnan ru-
chu ptynu, catek ogoélnych tych réwnan lub przez bezposrednie zastosowanie
zasady pedu wzglednie energii pozwala na uzyskanie dodatkowych informacji
0 oddzialywaniu ptynu na ciata i1 odwrotnie, pozwala na uproszczenie poste-
powania przy wyznaczaniu tegoz oddzialywania lub na opracowanie metod eks-
perymentalnego badania 1 okre$lania catkowitych reakcji hydrodynamicznych
lub ich sktadnikéw wywolanych réznymi przyczynami, Tym zagadnieniom  pos-
wigcimy nieco wigcej uwagi.

17.1. ZASTOSOWANIE ZASADY PgDU I MOMENTU PCDU
DO 'WYZNACZANIA REAKCJI HYDRODYNAMICZNYCH
DZIALAJACYCH NA CIALO W OSRODKU NIEOGRANICZONYM

Wyznaczymy reakcje hydromechaniczne dziatajace na cialo znajdujace si¢
w nieograniczonym os$rodku ptynu. Cialo to jest ograniczone nieprzepuszczal-
na powierzchnia S o zewngtrznej normalnej n. Otoczymy rozpatrywane cialo
nieruchoma powierzchnia kontrolng S«, o zewngtrznej normalnej nO. Powierz-
chnia Sc + S = 3v0 ogranicza obszar ptynny V , a powierzchnia S - objg¢tos¢
ciata V. Powierzchnie 3VQ 1 obszary V 1 oraz predko$¢ ptynu  moga byc
wyrazone w nieruchomym uktadzie odniesienia 0xoYolo lub w ukltadzie odnie-
sienig zwigzanym z poruszajgcym si¢ ciatlem. Cialem tym moze by¢ statek pod-
wodny. Zalezno$ci pomig¢dzy ukladami wspolrzednych pokazane sa na rysunku

17.1. Obowiazuja rowniez tu wyrazenia z rozdzialu 12.7.

Rys.17.1
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Jesli oznaczymy przez 1 ped ptynu, a przez £ kret plynu, przy czym:

(17.1a)

*0 “/ 20%9 7 dV (17.1b)

to zgodnie z zasada pedu (5.25) i zasadag momentu pedu (5.35) mozemy napi-

sac

do FdV + no PdS (17.2a)
3V0

dl /x0 xe>? dV —+/ ?20xno-P dS (17.2b)
dt ’

VO sv0

Blorac pod uwage wzor (”.15) Ula przyspieszenia elementu plynu, predkosce
zmiany pe¢du plynu mozna zapisa¢ nastgpujgco

ar" J/'9 93 av

dv + £ ¢ vno ds

J <23t (17.3a)
(00
przy czym
Avno 7dV - / evno V dS - *QVn ? dS (17.3b)
avl Sc S

Podobnie mozemy rozpisaé catki powierzchniowe w lewych stronach rownan
(17.2). 1 tak:

1 ‘P dS =jlno~p gs - n-PdS = 1iT6- PdS - R (17.3¢)
0 Sc
S Sc
o x v pas < o x mOP S - g (17.3d)
avl Sc
gdzie :
R - n-P dS = ™'pn dS (5.7)

S s
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N /20X PdS = 20 X?n (5.8)

Widzimy, ze moment sity hydromecanicznej jest brany wzglegdem poczatku nie-
ruchomego ukladu odniesienia.

Po podstawieniu zaleznosci (17.3) do réwnan (17.2) uzyskuje si¢ po upo-

rzgdkowaniu wyrazenie nastgpujgce dla reakcji hydromechanicznych R i M6

J'QF dv + mn6-P dS (17.4)
Sc

R=-7J <23t &V =/ <lvino 7 g3 + ¢ v dS +
Sc S

* /7 ?0.1P dS +/ ] dv

Vo

«o :j@l" OTMO-PdS +/r0 X ¢>? dV

% = — ?20x<?1lr dV — K &Ex?vno 7 +.~70 x<?2vn7 +
Vo
y 17.
TZ 20x30°P 03 + ./ % x 2 dV (17-5)

Wzory (17.4) 1 (17.5) sa wazne tak dla plynu $cis§liwego, jak i dla ptynu
niescisliwego. Plyn ponadto moze by¢ jednorodny lub teZz moze by¢ niejed-
norodny. Zadnych bowiem zatozen co do gestoéci ptynu dotychczas nie. po-
czyniono.

W praktycznych zastosowaniach wygodniejszym jest postugiwanie si¢ kre-
tern  ? 1 momentem reakcji hydromechanicznej M, wyznaczonych wzgledem po-
czatku ruchomego ukltadu odniesienia;

K = y?xevdV
v0

M = r xn- P dS

W powyzszych wzorach predkos$¢ pltynu 7 1 tensor naprgzen P a takZze powierz-

chnia S sa wyrazone w ruchomym ukladzie odniesienia.



Z rysunku 17.1 wida¢, ze:

Wiec

A
o.c% 2A4?) X 4 v dV -
ar I.J/_(.A+.)x<]vdv xQ + FA X dQ + dK
W
Zgodnie z (12.162a)
-
dae- " 7

Podstawiajac powyzsze zalezno$ci do pierwszego réwnania (17.5) parny:

M “car V. X Q +yi" r xno P dS + J'rxe? dV
Sc Vo

tALTd T 7«

Ale na nocy pierwszego wyrazenia (17.4) wyrazenie w nawiasie kwadratowym
jest réwne zeru. Wigc moment silty hydromechanicznej wzglegdem poczatku od
ruchomego ukladu odniesienia wyraza si¢ wzorami:
= - H AT L P?XNPAS +7 ?x97? dV
(17.5a)
£t v0
gdzie:
L
Jesli wezmie si¢ pod uwage wzor (12.173), to wyrazenia (17.5a) oraz (17.4)

mozna natychmiast wyrazi¢ w ruchomym ukltadzie odniesienia Axyz. I tak:
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M= -vVvAxQ - J¢? X dV - 0w x JcrxvdV +

Voo Vo
—/<? ?2xXT7¥ -®' + crxvw<n»v dS +
Sc S
+/ rxnoPdS+ J ¢crxfdV (17.5b)
Sc vl

We wzorach (17.4a) 1 (17.5b) wszystkie wielkos$ci sa okreslone w ruchomym
ukladzie odniesienia Axyz. Powierzchnia kontrolna Sc moze by¢ nieruchoma
wzgledem ruchomego uktadu odniesienia.

Widzimy, ze wyrazenia dla reakcji hydromechanicznych wyrazone w rucho-
mym uktadzie odniesienia maja posta¢ bardziej zlozona od tych wyrazen da-
nych w uktadzie nieruchomym i Zze wyrazenia w ruchomych uktadach odniesie-
nia mozna natychmiast uzyska¢ z wyrazen danych w nieruchomym ukladzie od-
niesienia.

WV podobny sposéb jak wyzej mozna wyprowadzi¢ wyrazenia dla reakcji R i
M dla przypadku ruchu ciata poruszajacego si¢ na swobodnej powierzchni we-
dy lub w jej poblizu. Wystarczy powierzchni¢ kontrolna 60 rozbi¢ na  po-
wierzchnig swob odng Sp i powierzchnie X, rownga Sc - S . Zrobimy to po6z-
niej po rozpatrzeniu prostszych przypadkow ruchu ciata w osrodku nicogra-
niczonym lub optywu nieruchomego ciata struga jednorodna. Wyrazenia ogdlne
dla R i M przyjmuja wtedy postacie niekiedy bardzo proste. Jako mnaj-
prostszy przyktad rozpatrzymy dobrze juz nam znane reakcje dziatajace na
ciato spoczywajace w plynie nieruchomym.

17.1.1. Cialo w spoczynku w plynie nieruchomym. Reakcje hydrostatyczne
Jesli plyn jest nieruchomy, to tensor napre¢zen
P- -pl
1 wyrazenia (17.4) 1 (17.5) redukuja sie:

R=3F ¢F dvV - nQ p dS
Vo Sc

M=J"QFXF dV rxnepds
V0 Sc

WV tym przypadku réwnaniem rzadzacym jest réwnanie hydrostatyki (10.4):
dF = Vp
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Majac je na wadze calkag po obszarze VQ mozemy przeksztalci¢ nastepuja-

CO:

JcF dV -7 Vp dv - I>n0 p dS -j) nQ p dS +3 nQ p dS
Vo Vo 8V- » Sc

Wigc reakcja hydrostatyczna

R-jCnQ pdS» npdS « -J"Vp dS
_—— =

gdzie p jest cis$nieniem hydrostatycznym.
Podobnie mozemy dosta¢ wyrazenie dla momentu reakcji hydrostatycznej

ff » ) Crxn0 p dS ” -F rxVp dV
S S

Podstawiajac do powyzszych wzoréw wyrazenia dla ci$nienia hydrostatycznego
uzyskamy wzory: (10.18), (10.22).

Widzimy, ze calka po obszarze VQ z sit masowych we wzorach (17.4) 1
(17.5) okresla reakcje hydrostatyczne. Potrafimy je juz oblicza¢. W zwiaz-
ku z tym w wyrazeniach dla R 1 M mozemy pomina¢ sily masowe i ograniczyc
sie do wyznaczenia tylko czeéci dynamicznej reakcji R i if. Czeéé hydrosta-
tyczng tych reakcji mozna bedzie zawsze w razie potrzeby uwzgledni¢. Dla
cial calkowicie zanurzonych zawsze si¢ tak postepuje.

17.1.2. Ustalony oplyw ciata nieruchomego

Zadanie rozwigzuje si¢ w ukladzie nieruchomym odniesienia, ktory zwla-
zany jest z oplywanym cialem. Zakladamy, Zze oplyw odbywa sig¢ bez oderwa-
nia. Wtedy na powierzchni ciata predkos¢ vO=— a takze vné Jesli pominie-
my sity masowe, to wzoér (17.4) przyjmle postac:

(17.6)

Widzimy, ze dla znalezienia reakcji hydrodynamicznej dziatajacej na optly-
wane cialo wystarczy znajomos$¢ predkosci i tensora naprg¢zen na powierzen-
ni kontrolnej Sc- Powierzchnia kontrolna Sc moze by¢ dowolnie poprowadzo-

na w plynie. Najlepiej bardzo daleko od optywanego ciatla.
Przy zalozeniu, ze plyn jest newtonowski, drugg calke we wzorze (17.6)

mozemy rozpisaé przez podstawienie wyrazenia (7.26). W wyniku otrzymujemy:

R - . no- Vev ds Aa7.7)



255

W stosowanej mechanice plyndw ostatni wyraz powyzszego wzoru jest pomija-
ny. Wynika to z zalozenia, ze gradient prg¢dkosci na powierzchni kontrolnej
S jest wielkoscig malg, a wspotczynnik lepkosci jest rzedu 10 “[kgm s ].

Przy takim zatozeniu wzoér (17.7) staje sie wyrazeniem:

R=-"™Newvnd v dS no p ds (17.7a)
Sc s0

waznym tak dla ptynu lepkiego, jak i dla plynu nielepkiego. Oznaczajac
przez ?s promien wodzacy elementu powierzchni kontrolnej 37, przy zaloze-
niach jak wyzej, mozemy napisa¢ na podstawie wzoru (17.5) wyrazenie dla

gléwnego momentu sity hydrodynamicznej

= - yrg X<vn0 v dS - rg x nQ p dS (17-7b)
Sc 6o

Wzory (17.a i b) lacznie z rownaniami Bernoulliego (13.7) 1 réwnaniem cig-
glosci pozwalaja na rozwigzywanie praktycznych zadan inzynierskich. Pewne
modyfikacje wzoru (17.7a) znalazly zastosowanie do eksperymentalnego wyz-
naczania oporu lepkosci ciat wydluzonych. Moga one stuzy¢ takze do wyzna-
czania reakcji hydrodynamicznych dziatajacych na osobliwosci hydromechani-
czne.

Przyktad 17.1

Przy pomocy wzoru (17.7a) obliczymy reakcj¢ hydrodynamiczna dziatajaca
na ptaskie Zzroédto o wydatku Q znajdujace sie w jednorodnej strudze o pred-
kosci vee . Jako powierzchni¢ kontrolng obieramy walec kotowy o tworzacej
rownolegltej do osi Zrdédia, jak na rysunku 17.2. Predko$¢ indukowana przez
zrodlo - wzér (12.66b) - jest

Rys.17.2
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Rea cja strugi jednorodnej na zroédlo:

1 - ?¢ Rx + em R2
Ze wzoru (17.7a) many:

R< = —/<<?vno vx dS —/p> nox dS

1 v dS - £fpnA, dS
no z J r oz
Sc

Z rysunku (17.2) wida¢é, ze:

Vﬁe—vr*\/oo cos 0 dS - 1'rdo
Ve - vt Vr cos 0 n .- cos (n"ox) > cos 3
Vv « vr sin 3 n_ = sin 0
- oz
0 e < O;21>

Z réwnania Bernoulliego przy pominigciu sit masowych mamy

A
po + 7 p + 2

gdzie :
v- = v2 + vl = (W + vr cos 0)2 + v2 sin2 0

Manty zatem wszystkie wielkosci wchodzace do wyrazen dla R i R . Proste
dziatania daja:

25T
=/ <Advno vx ™ “ =<<?/ vho vx v de * 9 = Q V« ~ I < ™00

Sc 0
=7 <Advno V, dS = 0

28T
—/p nox 98 = =7 P r cose de = 3 g *v-o
Sc

2T
= dS=-"p : =
noz r sine de = 0
Sc

Stad reakcja strugi jednorodnej dzialajaca na zrodlo ptaskie Jest

Q

R= - v
°x R Voo
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Poniewaz V(o = 7y , to
== AQ E 178"

Sprawdzcie w podobny sposob, ze wzor (17.8) jest takze wazny dla oplywu
zrodta przestrzennego. Jesli zamiast Zroédita mamy upust o wydatku - Q, to
reakcja R bedzie zgodna z wektorem predkosci strugi jednorodnej; bedzie
przedstawia¢ site oporu. Przy oplywie zrédia dodatniego reakcja R jest
sita napedzajaca.

Jak wiemy, przy oplywie Zrodita dodatniego strugg jednorodng uzyskujemy

oplyw poét-ciata jak na rysunku 17.3.

Zauwazcie, ze wydatek Zrodla

Q— "o

gdzie powierzchni¢ S| pokazano takZze na rysunku 17.3. Zadanie powyzsze

przedstawia ide¢ pednika reakcyjnego.
Ten sam wynik (17.8) powinni$my uzyska¢ dla zrodla poruszajacego si¢ ze

stata predkoscig vQ po linii prostej w osrodku niecograniczonym. Uzasadnij-
cle to wykonujac obliczenia przy pomocy wzoru (17.4a) oraz przez zastoso-

wanie metody odwracania przeplywu, omoéwionej w rozdziale 12.4.

Przyktad 17.2
Niech w strudze jednorodnej znajduje si¢ zrodlo o wydatku Q oraz upust
o wydatku Q' = - Q. Znalez¢ oddziatywanie plynu na tak utworzony uklad hy-
dromechaniczny.
Ze wzoru (17.8) wynika, Ze reakcja
R=RI| + R2Z=-vo0 <?(Q + Q")H=0O

Frzez dodanie funkcji pradu dla zrédia i1 upustu oraz funkcji pradu strugi
jednorodnej uzyskujemy oplyw owalu Ranklne'a dla przypadku ptaskiego 1 o-
woidu Rankine 'a dla przypadku przestrzennego, .jak na rysunku 17.4. Zatem
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wniosek Jest taki, ze na owal lub owoid Rankine'a znajdujacy si¢ w strudze
jednorodnej cieczy niescisliwej, przy pominigciu sit ciezkosci, nie dziata
zadna reakcja hydrodynamiczna. Rowniez RO’ dla oplywu poiciata utworzonego
przez y -0 na rysunku 17.3. Zauwazcie, ze oplyw poiciata mozna uzyskaé =z
oplywu owalu Rankine'a przez umieszczenie zrodla Q' » -Q w nieskonczonosci.
Jest to przyklad na tak zwany paradoks d'Alemberta. Zauwazmy, ze Ww przy-
ktadzie tym przeplyw Jest potencjalny, ciecz jest niescisliwa 1 nielepka,
a osrodek plynny Jest niecograniczony. Zalozono takze vM = const 1 ze wy-
datek Q 1 Q' sa state. Wykazemy dalej, ze przy takich zalozeniach oddzla-
lywanie plynu na ciata bedzie zawsze rowne zeru. Szczegdlny przypadek po-
wyzszego zadania to oplyw dipola struga Jednorodng. Mamy tu optyw walca
dla przypadku ptaskiego i oplyw kuli dla przypadku przestrzennego. Reakcja
hydrodynamiczna i tu bedzie rowna zeru. Ten wynik uzyskuje si¢ takze z
wzordw (5.7a) 1 (5.7b) przy wykorzystaniu caltki Eulera (13.3) i1 potencjalu
predkosci (12.122a). Jesli na powierzchni kuli znajdujacej sie¢ w strudze
Jednorodnej usytuuje si¢ jednak Zzrodlo dodatnie o wydatku Q, to reakcja hy-
drodyriamiczna bedzie rézna od zera. Wystgpi bowiem oddzialywanie  Zrdodia,
Sciany 1 strugi. Oddzialywanie to mozna wyznaczy¢ z ogoélnego wzoru dla 2 i
M lub lepiej ze wzoru Lagally'ego [17]. Nizej rozpatrzymy Jeszcze  jeden
wazny praktycznie przyktad.

Przyktad 17.3

Wyznaczy¢ reakcje hydrodynamiczng dziatajacg na plat nosny o wydluzeniu
nieskonczonym, znajdujacy sig¢ w os$rodku nieograniczonym. Plat Jest oplywa-
ny strugg Jednorodng cieczy niescisliwej. Sumaryczne natezenie  wirow — w
warstwie przys$ciennej mozemy zastapi¢ jednym wirem skupionym - zwigzanym,

o natg¢zeniu réwnym cyrkulacji predkosci [l . Ograniczymy si¢ tu jedynie do
wyznaczenia reakcji hydrodynamicznej od wiru zwigzanego przypadajacej na
jednostke rozpigtosci ptata. Reakcje wyznaczymy na podstawie wzoru (17.7a).
Tak samo jak w przyktadzie 17.1, Jako powierzchni¢ kontrolna Sc wezmiemy
walec kotovry o promieniu r. Rysunek 17.5 pokazuje profil ptata, kierownice
walca Sc oraz prgdkosci na powierzchni Sc. Promien r walca Sc wybrano do-
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wolnie. Jes$li jest dostatecznie duzy, to z powierzchni Sc plata S nie wi-
da¢. Nie widzimy jego ksztaltu. Mamy tylko rozklad predkosci i cid$nienn na
tej powierzchni kontrolnej. One wyznaczaja reakcje ? i moment M. To spo-
strzezenie Jest czg¢sto wykorzystywane w hydromechanice w zadaniach  doty-
czacych oddzialywania przeplywu cieczy na ciato o zloZzonej geometrii,

Z rysunku 17.5 widaé, ze w dowolnym punkcie N okregu gc skladowe pred-
kosci sa:

v-o + afe

vx cos 0 nox  Sin &
r . .

vz 2 ~TTr sin ® noz  COs ®
vino vr Voo SO

3 ©
vs = 2TTr + VYoo COS

- 2

2 2 2+
v = vx t vz * Va (Zfr-‘) +2 Voo cos 0

Uwzgledniajac powyzsze zaleznos$ci mamy
2ir zZir
Rx = -C / rvn0 vy 10 + T < 7 V2 nox r de = © + © = ©

Rz = =<2/ vno vz dS = X Pnoz dS = XT< Voo I' + £ ¢ VooT

Sc SC
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Stad
AT H=2voor (13.36)

Uzyskaliémy - tak Jak nalezato oczekiwaé¢ - wzor Zukowskiego dla sity nos-
nej plata.
Przyktady powyzsze wskazujg na to, ze wzoér (17.7a) mozna zapisaé takze

W postaci:

[(RRYAYA® ay

Uwzgledniono wyzej calke Eulera, wazng dla przeplywu potencjalnego cieczy

niescisliwej.

17.2. WYZNACZENIE OPORU LEPKOSCI CIAL WYDLUZONYCH

Niech wydluzone ciato: ptat nosny, statek, znajduje si¢ w Jednorodnym
strumieniu plynu niescisliwego w osrodku nieograniczonym. Daleko przed tym
cialem predko$¢ strumienia Jednorodnego niech bedzie vO, a ciSnienie rowne
Po. Zgodnie z metoda odwracania przeptywu przypadek ten Jest dynamicznie
rownowazny jednostajnemu ruchowi tego ciata wzdluz linii prostej. W celu
wyznaczenia reakcji hydrodynamicznej dzialajacej na to cialo wezmiemy Jako
o-ierzchni¢ kontrolna S prostopadtoscian o powierzchniach S., S 1 S ,po-
kazanych na rysunku 17.6. Powierzchnie S., i S2 znajduja si¢ wedlug zaloze-
nia daleko od ciata S. Wzdluz powierzchni ciatla S tworzy si¢ wskutek lep-
kosci warstwa przyscienna, a za tym cialem hydrodynamiczny slad o maltej
grubosci 6 (x). Poza warstwa przyscienng 1 $ladem przeptyw Jest bezwymia-

- Na powierzchni S2 niech predkos$¢ plynu bedzie Skierujemy najpierw
ilj . 3 uwage na skladowg Rx = Ry bedaca oporem spowodowanym lepkoscig. Za-
K. ioaay, ze plat Jest nieskonczenie dlugi - w kierunku osi Oy - lub ze
skonczone] rozpigtosci pltat nie wytwarza sily nos$nej. Kiedy to bedzie mieé

miejsce?

Rys.17.6
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Opér lepkosci R, 7wany takze oporem profilowym, bedzie sktadaé sie =z

Oporu tarcia 1 oporu cisnienla g,,wodowanego lepkoscia plynue

Na $Scianie SI: Voo = = Vo Ve — v P po
Na $ciani . = =

scrante SZ Yo ~ Vax ™2 vx2 = v2 P = P2
Na $cianie bocznej Cv =V - 0

Wigc na mocy wzoru (17.7a) mamy:
Rx = < ./ (v -VvR) dS + ./ (Po _ p2) dS
si=s2 si~sa
Ale

vo~v2 = (vo~v2)(votv2] = vo (vov2h + v2(vo~v2]
Z zasady zachowania masy mamy ;

9— ./ vo +9 V2 =0=< . (v0-v2) dS
Sl Sz S—sa

Zatem:

Rv =< / v2(vo~v2) + ./ iP2-PO) dS
3z ss
Plaszczyzne S£ mozna tak dobraé, aby cisSnienie p2 = p  wtedy opdr lepkos-

ci bedzie wyraza¢ si¢ wzorem:

Rv > < I v2 (vo—v2} (17.10)

Wspolczynnik oporu lepkosci Jest:

Cv ds (17.10a)

gdzie So Jest powierzchnia odniesienia dla ciata.
Do zastosowania wzoru (17.10a) nalezy znac¢ pole predkosci v

ciata, gdzie cis$nienie P2= pO. Mozna zatem zastosowa¢ wzor (17.10a) ale wte-
Po pewnych mo-

1 odleglos¢ od

dy, gdy bedziemy mie¢ obliczong warstwe przyscienng 1 $lad.
dyfikacjach 1 zalozeniach upraszczajacych mozna opor Ry obliczy¢ na podsta-

wie wzoru (17.10) przez pomiar cis$nienia statycznego p i catkowitego H w

odleglosci mniejszej od ciata, niz to wynika z warunku pO=p ?rzedstawimy

nizej stuzaca do tego celu metod¢ Jones'a £17» 23J.
W metodzie Jonesa wprowadza si¢ dodatkowag powierzchni¢ S, lezaca bardzo
blisko krawedzi splywu ciata, rzedu 5-10% cigciwy plata. Wszystkie pomiary

wykonuje sie w plaszczyznie Sj. Zaklada sie¢, ze pomiedzy plaszczyznami S i
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3, nie maja miejsca straty energii, inaczej - w przeplywie nie wystepuje

dyssypacja energii. W zwigzku z tym wazna jest tu catka Bernoulliego:

ale p2 - po; Vj i niech P3 " P
Wigc
W ptaszczyznie calkowite cisnienie jest

WV zwiazku z tym mamy:

vo " T (Ho - S Sl v2 - T H - p) (17.11a)

Na podstawie réOwnania ciaglosci mozemy napisacé, ze

v2 dS2 - v3 dS3 = v? dS (17.11b)

Podstawiamy powyzszy zwigzek do wzoréw (17.10) i (17.10a). Wtedy:

(17.11¢)

(17.11d)

przy wykorzystaniu zaleznosci (17.11a) powyzsze wzory przyjmujg postaé sto-

sowang w praktyce badawczej:

- Po) 05 (17.12a)

ds (17.12b)

Zwréémy uwage na to, ze poza $ladem przeplyw jest potencjalny; tam H=HO-
Wigc funkcja podcatkowa we wzorach (17.12a 1 b) jest rowna zeru poza sla-
dem hydrodynamicznym i calkowanie w tych wzorach moze odbywa¢ si¢ tylkd po
przekroju Sladu tuz za badanym cialem. Wzory (17.12) sa oczywiscie wzorami
przyblizonymi ze wzgledu na zalozenie braku dyssypacji energii w $ladzie

oraz ze wzglgdu na pominigcie skladnika:

ds
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wynikajacego ze wzoru (17.7). Metoda Jones'a ze wzgledu na mozliwos¢ prze-
prowadzenia pomiaréw blisko za krawedzia splywu jest szeroko stosowana
przy badaniach eksperymentalnych w tunelach aerodynamicznych. Czaem wpro-
wadza si¢ do niej pewne poprawki £23].

W hydromechanice okr¢tu do wyznaczania oporu lepkos$ci statku jest sto-
sowana metoda Betza-Tulina ["24]. Oparta jest ona na wzorze ["17.7a]. Niech
statek nawodny porusza si¢ ze stala predkoscia vO w osi prostopadloscien-
nego kanalu. Statek generuje fale & na swobodnej powierzchni. Opér stat-
ku Rx = ftp bedzie suma oporu falowego Rw i oporu lepkosci Rv: Chcemy wy-
znaczy¢ na drodze eksperymentalnej opoér lepkosci statku. W tym celu, po-
dobnie jak w metodzie Jonesa, odwracamy przeplyw (to nie jest konieczne) i
obieramy powierzchni¢ kontrolna + 8?7 + + Sp + SQ, jak rysunku 17.7.
Zaktadamy, ze poza $ladem i warstwa przyscienna przeplyw jest potencjalny.

Tak samo jak. poprzednio oznaczymy przez

2, 2
oV (0]

Ho = po + H=p + (I7.13a)

W metodzie Betza wprowadza si¢ dodatkowo umowny przeptyw potencjalny, ta-

ki ze poza $ladem w przekroju S£ pokrywa si¢ on z przeplywem rzeczywistym
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(v,.p). Przeptyw ten Jest scharakteryzowany przez cisnienie p'-p 1 pred-
kos<5 v”; pozostale skltadowe predkosci tego umownego przepltyw sie pomija.

Stad mamy relacje

(17.13b)

Poniewaz w przeptywie rzeczywistym jest spelnione réwnanie ciagltosci, a
v2 v2' to dla 3P° ni<?nia tego rownania nalezy umie$ci¢ wewnatrz S$ladu
hydrodynamicznego statku uklad zZrédet o wydatku

° - wve - v2) ds
st

gdzie S' Jest przekrojem $ladu sa S,.
Zgodnie ze wzorem (17.7a) opor statku w przeplywie rzeczywistym' jest

(17.13¢)

Rx = &7 Rv + Rw * .7 (PO + <?vo> ds —T' (P + < v|) dS (I17.134d)
Sa
przeptywie umownym opor statku R* jest sumg reakcji hydrodynamicznej

dziatajgcej na zrédlto Q 1 oporu falowego Rwl. Reakcja zrédia Jest naporem
okre§lonym wzorem (17.8). Wigc na mocy wzoru (17.7a)

Rl * Rl - 1 Q vo ycpo + <?2) dS —/ (p + ¢ v22) dS (17.13e)
** Rw !

Sl sa
Przy zalozeniu, Ze Rw= Rwi ze wzoréw (17.13d) i (17.13e i ©) mamy wzor

d?a oporu lepkosci gy,

- _ v o_
Y [(v22 - V2) v0 (V! v2)] ds (17.13r)

s£

Rv =

Wspoétczynnik oporu lepkosci statku Cy bedzie
>\2 21 r/
v - ds (17.13g)

32

Poza $ladem predkosci = v2 1 "Mrazenia podcatkowe we vfzorach (I17.13f i
g) sa rowne zeru. Catkowanie moze odbywaé¢ si¢ po S' lub S2. Wzér dla C

daje si¢ prosto wyrazi¢ za pomoca wspodlczynnika cisnienia:

Ap- T T 26 (14.25)

i wspotczynnika ci$nienia catkowitego

—  HH
(17.14)

2 Vo
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Istotnie, na mocy (17-13& 1 b) marri~

Wigc

T/ -

(= 1/1 - 0p - an

ro uwzglednieniu powyzszych zwigzkow wspolczynnik oporu lepkosci bedzie

cv=0F + cPv - s| V (AH - i - Ap + D/ - Ap - AH))ds
(17.15)
Wzoér (17.15) jest stosowany w laboratoriach hydromechaniki okretowej do

wyznaczania oporu lepkos$ci statkbw. 0 pomiarze oporu falowego statku, tak-
ze przy zastosowaniu zasady pedu, bedziemy moéwi¢ ponizej. Tu wskazemy' na
to, ze jezeli pomierzy si¢ opor falowy, C? , statku i doda do niego wspoti-
czynnik oporu lepkosci wedlhug wzoru (17.15), to przewaznie nie uzyskuje
si¢ wspolczynnika oporu catkowitego Cz statku, okreslonego przez pomiar o-
poru ? dynamometrem. I tak powinno by¢, bo podejscie przy uzyskaniu wzoru
<17.15) dla Cv jest podejsciem przyblizonym. Pomini¢to, oprdécz wyrazu pro-
porcjcnalnego do wspotczynnika lepkosci, oddziatywanie Zzrodet Q  na po-
wierzchnig kadluba. Reakcja strumienia na Zzrédto w obecnosci Sciany S

(Porownaj metode Lagally'ego). Da-lej wzor dla R wynikajacy ze

jest inna.
ze pomini¢to w nim cat-

wzoru (17.13e) nie jest poprawny. Zobaczymy dalej,

po swobodnej powierzchni Sp. Zatem - w przekonaniu Autora - wzoér (17.15)
moze dawac¢ lepsza zgodnos¢ wynikéw pomiardw z rzeczywistoscia w przypad-
ku bardzo matych predkosci statkow, gdy opdr falowy jest wielkosciag bardzo
matg. Ciekawym jest to, ze przy oznaczeniach: (13.25), (17.14) oryginalny
wzor Betz'a dla oporu lepkosci ciat wydtuzonych - profil - w osrodku nie-
ograniczonym, [23], jest Identyczny ze wzorem (17.15). Wniosek jest taki,
ze nalezy opracowac¢ doskonalszg metod¢e wyznaczania oporu lepkosci statku.
Jeszcze jedna uwaga dotyczaca wzorow (17.15) 1 (17.12b). Wzory powyzsze sa
wazne dla przeplywow laminarnych. W przeplywach burzliwych w $ladzie pred-
kosci zalezg od czasu. A przy statkach, a takze przy badaniach ich modeli,
mamy zawsze przepltyw burzliwy w warstwie przys$ciennej 1 w $sladzie. Widzimy
tu wyraznie pewne braki w praktycznych metodach hydromechaniki.
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17.3. WZOR ZUKOWSKIEGO DLA SILY NOSNEJ PLATA.
OPOR INDUKOWANY

Zastosujemy wzér (17.10) do wyprowadzenia wzoru Zukowskiego dla sity no-
$nej plata nosnego poruszajacego 3i¢ ze stala predkosciag vO. Rozpatrujemy
przeptyw odwrécony jak na rysunku 17.6, przy czym bierzemy pod uwage  po-
wLerzchni¢ $ladu Sg. Rozpigtos¢ plata - w kierunku osi Oy niech bedzie 1.

Oznaczmy predkos$é w $ladzie przez

v2 “ vo + V2 V2 < ° V2 1 << Vo
Wzér (17.10) przy uwzglednieniu powyzszego jest

Rx =<~ (-VP (vo + VP -

Stad

Wprowadzajac oznaczenie vE£ = i podobnie v( 1 dla pozostatych skta-
dowych predkosci w Sladzie dostaniemy zlinearyzowane wyrazenia dla skta-

dowych reakcji hydromechanicznych

dy (17.16a)

Av0 /vy dz dy (17.6b)
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Rz = 9~ vo /vz dz dy (17.16¢)

sa

Rozpatrzymy dalej tylko wzoér ostatni (17.16c¢). Otdéz wiemy juz, ze poza
§ladem hydromechanicznym i warstwa przys$cienng przeplyw plynu jest bezwi-
rowy. Niech ¢ bedzie potencjalem tegoz przeptywu. Otoczymy plat nosny peg-
tla C lezaca w plaszczyznie Oxz 1 przebijajaca $lad w przekroju S2 (rys.
17.8). Na $ladzie spelniony jest warunek (14.27) 1 (14.28).

Wedlug zatozenia $lad jest bardzo cienki. Ze wzoru (17.16¢c) mamy:

z 22 %
Rz - = ?2v0/dy /v dz - <Qvo /dy / vz dz =
t "1 72
?  Zi 2
J, b
2 L
= I vo/[pY,82) - <P(yz1)] dy =
S 2

Na powierzchni $ladu wystepuje skok potencjalu ¢ . Zgodnie ze wzorem
(12.101) jest on réowny cyrkulacji predkosci I po petli C 1 réwny natezeniu
wiru zwigzanego

's /v-dr = yrot vdZ = §2 < &i
c z 7

Kierunek dodatni rot™ v i kierunek obchodzenia petli 0 pokazano na rysunku
17.8. Widzimy, ze skok potencjalu na $ladzie jest funkcja y. Wigc ostatecz-

)

L =Rz =<<v0 yr(y) dy (13.36a)
2

n”e:

Uzyskalismy znany nam wzér Zukowskiego dla sily nos$nej ptata. Przy jakich
zalozeniach jest on wazny? Poroéwnaj wzor (14.24b).

Jak juz wiemy dla przeptywu ustalonego cyrkulacja I' zalezy od geome-
trii ptata, predkosci vO oraz od orientacji plata wzgledem predkosci vO.
Mozna ja wyrazi¢ przy pomocy wspoiczynnika sity nosnej przekroju plata

dL = CL(y) b(y) dy J p vO = QvOT (y) dy

Wigc
r(y) 1 Cjy) b(y) a7.17)

gdzie b(y) jest cigciwa profilu pilata.
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- linearyzowany wzoér (17.16a) dla oporu nie ma praktycznego zastosowa-
—ia. Jest za malo dokladny. Oprécz oporu profilowego ptata skonczonej roz-
p tosci, ktory rozna wyzna-z § -e wzoru (17.10) lub ze wzoréw Jones’a ai-
;o0 et.. , istnieje Jeszcze Jeden skladnik oporu. Jest nim opdr indukowany
~1 m Rx1” Spowodowany Jest on stratg energii na wytworzenie wir6w swobod-
nych. Jes$li plat porusza si¢ ze stalg predkoscia vo, to w kazdej Jednost-
ce czasu dlugos¢ wirow swobodnych (rys. 12.23, rys. 14.10, 14.11) wzrasta
0 VQ. Wystapi zatem przyrost energii kinematycznej wirow. Ten przyrost e-
nergii kinetycznej wirow musi by¢ réwny pracy oporu Indukowanego w Jed-
nostce czasu. Mozna na tej drodze wyznaczy¢ ten skladnik oporu [25*. My
wyznaczymy opor indukowany przy pomocy zasady pedu, przy czym zastosujemy
wzor (17.9). Przyjmuje on postac:

Ri 7 Rxi =7/ CY “ox = vno vy ) (17.18)

Wykazcie przy pomocy zwigzku (17.4a), ze wzoér powyzszy Jest wazny takze w
ruchomym uktadzie odniesienia, zwigzanym z platem poruszajacym si¢ ze sta-
ta predkoscia v - - gy vO. Plat z ukladem odniesienia pokazuje rysunek

17.8. We wzorze (17.18) predkosci v sg predkosciami zaklocen; tu predkos-
ciami indukowanymi przez warstwe wirdow swobodnych. Zaktadamy, tak samo Jak
w modelu Prandtla, te warstwa wirowa - utworzona z wirow swobodnych - po-
krywa si¢ z plaszczyzna xy 1 ze pre¢dkos¢ indukowana vy ST O. Niech uwzgled-
nia si¢ zatem deformacji tej powierzchni wirowej oraz zaktada si¢, ze kaz-
dy element plata pracuje niezaleZznie od pozostatych. Nieruchoma powierzch-
ni¢ kontrolng Sc <-;s. 17.8) przyjmujemy w bardzo duzej odleglosci od pta-
ta. Wtedy na Sc predkos¢ ptynu Jest rowna zeru (lub rowna vO w przypadku
zalozenia przeptywu odwroconego) za wyjatkiem przekroju 1-2°warstwy wlro-
*ej, gdzie v = ey vy + e~ v~. Predkos$¢ vy w przekroju 1-2 Jest réwna zeru.
Tam bowiem wiry sg nieruchome. Zatem przy uwzglednieniu powyzszych  uwag

opor indukowany bedzie:

Rxi " ? 7 X (vy + bo nox - |

Zatem:
' z Z
Rxi =< X vz (x -70 ,y) dy /~v dz

Ostatnig catke wyrazi¢ mozemy przy pomocy cyrkulacji predkosci I (y) po
petli C tak samo, Jak przy wyprowadzaniu wzoru dla silty nos$nej. Wigc
I
2
Rxi “ > QT | vz -00, y) dy

! 2
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Aie predkos¢ indukowang vz w nieskonczonos$ci mozemy wyrazi¢ przy pomocy
predkosci na ptacie. Wiemy Juz - wzory (12.94), (12.95) - ze:

vz (x=0y) - “vz (XxX=00,Y)

Zatem opor indukowany plata - w ujegciu liniowym - bedzie:

2
Rxi = = <?/T (y) v2(y) dy
(17.19)
2

Predko$¢ indukowana Juz znamy. Wyraza si¢ wzorem (12.103); kat " .
skosu stru-
mienia za$ wzorem (12.104). I"rzy uwzglednieniu tych zaleZznosci opér  indu
kowany wyrazi¢ mozna takze wzorami nastepujgcymi: P
L‘

2
Rxi = < vO_./r(y) O¢i(y) dy
(17.19a)

R tr(y-9) 7 d?
xi 77" 1(y) Zir(y-9) s d: (17.19b)

1’ldzimy, Zze do wyznaczenie, sity noéneﬁ R> 1 gporu indukowanego
) ST e oz " -1-uuuhuwCeliego  Yyystarczy
znajomos$¢ rozkladu cyrkulacji predkosci wzdluz rozpictosci plata.’ %alL_
anim
napiszemy takie rownanie dla wyznaczenia I'(y), pokazemy interpretacjeq
R . , . | wzo-
row dla Rxi 1 R™ w tym celu wydzielimy z ptata element o szerokosci
powstaly przez przecigcie plaszczyznami y = const 1 y + dy = const
czym y£ < - — , £> ; y + dy e (] 1 °). Zgodnie z zalozeniami taki

ment pracuje niezaleznie od pozostalych i zachowuje si¢ tak jak ptat ni
nie-

przy

skoficzonej rozpigtosci uvwany pod efektywnym katem natarcia
<xe = a - 17.20) 09)

Zgodnie z twierdzeniem 7ykowskiego dla plata nieskonczonej rozpietosci po-

wstajaca sita nosna na tym glemencie Jest prostopadia do predkosci wzgled-
nej i roéwna

dR > .
ovy r(y) dy xe¥ ey dRxi + ¢, dRz
gdzie:

v -V =
VW e v e2 VZ A% v e
(S (o] X

V.
w ex VO+GZ VZ

Wykies predkosci i sit na elemencie plata pokazuje rysunek 17.9. Widzimy z
niego, ze: o

dRz = dR cos = ¢ (vw cos «1) I'(y) dy = ¢ +o P(y) dy
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dRyi 71 dR sin

d(vw sin6el' T (y) dy 7 - < f(y) dy =
= JdV0«/y) r dy

W ten sposob uzyskaliSmy wyrazenie podcatkowe wzoréow: (13.36a); (17.19) i
(In.19a). Wzory te beda dobrze opisywac¢ sity hydrodynamiczne dzialajace na
ptat, gdy predkosci beda poraijalnie mate. Ma to miejsce wtedy, gdy roz-
pictos¢ | plata nosnego jest dostatecznie duza, oraz gdy nie wystgpi o-
derwanie przeptywu. Taki przeplyw zalozono: v{™n = 0. Pierwszy warunek jest
spetniony dla wydluzen ptata

(17.21)

gdzie: 3 - powierzchnia no$na plata, okre$lona jako rzut plata na ptasz-
czyzne utworzong przez cieciwe b i rozpigto$¢ 1. Dla plata o obrysie pros-
tokatnym S = b, a A = 1/b.

17.3.1. Rownanie rézniczkowo-catkowe ptlata. Metoda Glauerta

Zwiazek dla wyznaczenia rozkladu cyrkulacji predkosci wzdluz rozpigtos-
ci ptata uzyskujemy przy wykorzystaniu zaleznosci (17.17), (17.20) oraz
stwierdzenia, ze w zakresie matych katow natarcia wspolczynnik sity noénej
elementu pltata jest rowny:

ce 17.22
/A=00 € ( )

Zalezno$¢ ta moéwi o tym, ze element pltata o danym wydluzeniu A oplywany
pod katem natarcia <x zachowuje si¢ tak jak plat nieskonczony oplywany pod
efektywnym katem natarcia.
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?odstawiajac wzor (17.22) do relacji (17.17) mamy:

r(y) 1 —ao b voae = | ao b v0 («<—-<<.) (17.23)

Jesli uwzgledni si¢ wyrazenia (12.104) 1 (12.103) dla indukowanego kata na-

tarcia, to uzyska si¢ réwnanie:

a (y)b(y)

VO ------- e (17.24)

W powyzszych wzorach kat «, jest mierzony od linii zerowej nosnosci dla wy-
znaczenia rozkladu I' (y). Dla tego rOwnania warunek brzegowy jest taki:

+(i|)17.24) 0 -a)

Widzimy, ze podstawowym rownaniem teorii linii nosnej Prandtla jest rowna-
nie roézniczkowo-calkowe z jadrem osobliwym. Warto$¢ catki w tym  réwnaniu
nalezy rozumie¢ w sensie wartosci gléwnej Cauchy'ego. Ogodlne rozwiazanie

réwnania (17.24) nie jest znane. Rozwigzuje si¢ to roOwnanie metodami przy-
blizonymi. Najbardziej znanymi metodami sa metoda Glauerta i metoda Mult-

hoppa. Ograniczymy sie do krotkiego przedstawienia metody tylko Glauerta,

bowiem roéwnanie (17.24) nie ma juz obecnie tak duzego znaczenia jak daw-

niej. Przedstawimy pozniej, przy omawianiu podstaw projektowania steréw o-
kretowych, majacych wydtuzenie rz¢du 1-2, metoda numeryczna wazna dla pla-
ta o dowolnym 'wydluzeniu i uksztaltowaniu, a oparta o metod¢ wirow dyskret-
nych I'14]. Podstawy dla tej metody zostaly omoéwione w rozdziatach: 12.3.3

i 14.4.

! metodzie Glauerta wprowadza si¢ nowe zmienne

0:0 e <O0,ir>

takie, ze:

y = -1 cos 0 9= - cos (17.25)

Widzimy, ze dla =0 y 1 "~ - =, adlail y=j 1 i y=0 dla 0 = *1r.

Poniewaz I' (t | 1) O =, to I'(0) = 0 dla I'(6) 1 I'(st). Dlatego mozemy cyr-
t
kulacje predkosci I'(®) = I'(y) roztozy¢ na szereg sinusow:

00
I (©) = 21 vo &£ An sin n ® (17.26)

n=1

Przy wykorzystaniu zaleznosci (17.25) 1 (17.26) wzor dla indukowanego kata

natarcia bedzie:
L
00
(a) - 1 # dr  do 1 ~ n a [ cos nQ" d9’
ai'm0' - J dny -n="5TZ/ nJ Cos® - cos©’
04 ' ' n=1 0



Ostatnig catke mozemy obliczy¢ przy zastosowaniu teorii residudéw. Mamyi

T
I" cos M ege-dO 7 " Sinn 6
J cosO -- cosO" " sine
Wigc ostatecznie:
«1(S> mZ n \ R&AIr/ (17.27)

Podstawiajac wyrazenia (17.26) 1 (17.27) do réwnania (17.24) otrzymujemy

roOwnanie pozwalajace na wyznaczenie wspolczynnikow A rozkladu cyrkulacji

[Ya?:

ST a0 bCT- = An [sln n 6 + A a0 b —TiN 9 6 | <7.287")

W réownaniu (17.2B) wielkosci aQ, b i a, mogg zalezeé od O. Zada sig, aby

powyzsze rownanie bylo spelnione w wybranych przekrojach ptata. Ilos¢ prze-
krojow n Jest réowna ilosci nieznanych wspotczynnikéw An; Jest ona dobiera-
na tak, aby uzyskac¢ zadana dokladno$¢ obliczen. Przy wskaznikach n  nie-
parzystych uzyskuje si¢ - tatwo to sprawdzi¢ - symetryczny rozktad cyrku-
lacji, a przy n parzystych - rozklad antysymetryczny. Dowolny zatem roz-
ktad a (0) wzdluz rozpigtosci pltata mozna rozlozy¢é na czes¢ symetryczng <xs

1 antysymetryczng o¢3* tak, ze:
A

i dla kazdego rozkladu: o¢a, ogs rozwigza¢ o zielni« uklad rownan wyn kaja-
cy z (17.28), stosujac przy tym techni < )

17.3.2. Ptat no$ny o najmniejszym :porze indukowanym

Obliczmy site nos$ng ptata L-R przy wykorzystaniu rozkladu cyrkulacji
I'(0).
Mamy:

Rz = L =< vo dy = 12 vO ¢J* V' sin n 6 sin « d 0
'T o n=l

Wiec

L <«

Stad wspolczynnik sity nosnej plata
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zalezy tylko od pierwszego wspotczynnika rozkladu cyrkulacji I'(B), KobLemy
takZze prosto obliczy¢ opdr indukowany. Podstawiamy zatem wedlug wzoru
(17.27) 1 cyrkulacje I'(0) do wzoru (17.19). Otrzymujemy

00 00
Rxi = < vo 12/ = == An m Am sin ®" sin (® d 0 «

0 n=1 m=l

>0

Stad wspoétczynnik oporu indukowanego

x1=™ X n< (17.30)
Widzimy, ze wyraza si¢ on przy pomocy wszystkich wspolczynnikéw A rozkta-
du I'(0). Widzimy, ze ptat, na ktorym powstaje sita nosna (Al / O), bedzie

doznawal minimalnego oporu indukowanego wtedy, gdy wszystkie wspoélczynniki
= 0 oprocz Al § 0. Zatem

) T LA A= (17.30a)

7Z wyrazenia (17.27) wida¢, ze wtedy indukowany kat natarcia

jest staty wzdhiz rozpigtosci plata i ze:

)

min
Dla minimalnego oporu indukowanego ptata rozktad cyrkulacji predkosci
jest elipsa, Elipsa jest takze obrys powierzchni nosnej. Istotnie mamy;

=21 vo A, sin @ = -£m sin 0

y=-3 1 cos 0

Jest to réwnanie parametryczne elipsy, bowiem:

Podobnie uzyskujemy rownanie dla obrysu ptata. Przy wzigciu pod uwage
wzorow (17.17), (17.25) 1 (17.29) mamy:

5iAA1
r= 7 vo b = sin 0
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Stad:
* b .
b-4bh L sin 0 y_—|COSO
Wigc:
LS
) 2
gdzie:
4 S . "
bo" e § Txa
Podobne wzory jak dla plata o minimalnyo oporze indukowanym mozna napisaé
i dla dowolnego rozkladu cyrkulacji na ptacie. 1 tak, ze wzoru (17.30)
samy:
(xi"K/f"~fe I
n
T30+ (17.30b)
Al iTA
gdzie
00
1+« 2=
Al n=1
a ze wzoru (17.27) otrzymujemy
C.
«i " a1+ (17.27b)
gdzie:
Wzor (17.27b) podaje Srednia warto$¢ kata dla catego ptata. Wielkos¢

bic zaleza od geometrii ptata; od wydluzenia A 1 obrysu pltata. Mozna
znalez¢ warto$ci tych wspoélczynnikow w poradnikach.
Ze wzorow (17.30a i b) widaé, ze wspolczynnik oporu indukowanego jest

odwrotnie proporcjonalny dla wydluzenia plata i prost proporcjonalny do
kwadratu wspodlczynnika sity nosnej. Krzywa 0x* = £ (C") nosi nazwe parabo-

1i oporu indukowanego.

17.3.3. Przeliczanie charakterystyk hydrodynamicznych ptata z danego wy-
dtuzenia na wydluzenie inne

Hydrodynamiczne - lub aerodynamiczne - charakterystyki ptata nosnego
przedstawiaja zalezno$¢ wspoélczynnika sity nosénej:

(17.31a)
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wspoltczynnika oporu:
(17.31b)

i wspoétczynnika momentu plata:

(17.31¢)
? sb

od geometrycznego kata natarcia plata a . Oznaczenia CL, 1 0B sa stosowa-
ne w hydromechanice okretu. Sa to oznaczenia angielskie. Wspoétczynniki te
sa dane w ukladzie wspoétrzednych zwiazanych z predkoscia v .  Wspdlczynnik
momentu C podany jest wzgledem krawedzi natarcia lub wzgledem punktu le-
zacego w 1/4 cigciwy plata b od krawedzi natarcia. Uklad wspotrzednych 1
wspolczynniki 0y, pokazuje rysunek 17.10, a zaleznos¢ 0B, C», Caod ka-
ta natarcia - rysunek 17.11.

Hydrodynamiczne charakterystyki plata uzyskuje si¢ na drodze ekspery-
mentalnej. Zbiorcze wyniki badan mozna znalez¢ w pracach £26, 27], w pu-
blikacjach Instytutow badawczych a takze w poradnikach, w tym - poradni-
kach okretowca. Dane te odnoszg si¢ dla platow o stalym profilu, obrysie
prostokatnym oraz wydluzeniu A = 6 lub A = 5. Podawane sg réwniez inne
przedstawienia wynikéw eksperymentéw. Opisuja je miedzy innymi Bukowski£3]

1 Prosnak £2], Wazng charakterystyka plata jest jego doskonatos$¢

W okretownictwie a szczegdlnie przy Srubach napedowych stosuje sie poje-
cle odwrotnej doskonatosci profilu lub plata

(17.31d)
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Rys.17.11

Rys.17.12

praktycznych obliczeniach, szczegodlnie ., mentu zawiasowego steru C

stosowany jest uklad wspotrzednych zwigzany platem nos‘nym. Pokazuje IgnOS

rysunek 17.12. Zaznaczono na nim znajdujaca sie w odleglosci a od krawedzi

)
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natarcia o$ obrotu ptata. Z rysunku 17.12 widaé, ze wspodlczynnik sily nor-

malnej, CQ, i stycznej, Ct, ptata oblicza si¢ nastepujaco:

~z4 — Cn (L cosat (D sina

(17.31e)

C 1 S = CD cosa- CL sino;

Moment plata:
M=Ne=2¢C bS
Stad mamy relacje:
Ghb « cn e

Wspolczynnik odlegtosci srodka parcia plata (srodka ci$nienia) od krawedzi

natarcia plata jest

e Cm
b~ (n a7.319)
Moment reakcji hydrodynamicznej wzglegdem 0si gprotu steru (moment zawia-
sowy) jest:
1
Ms Cugp g V7 3b a7.31g)
gdzie:
Cns  Cm  Cn 3 (17.31h)

Do okreslenia momentu maszyny sterowej nalezy uwzgledni¢ dodatkowo mo-
ment tarcia w zawiasach (lozyskach) steru. Do wyznaczenia reakcji w lozys-
kach konieczna jest znajomos$¢ catkowitej reakcji hydrodynamicznej R, kto-
rej wspoétczynnik jest réwny:

CR = ]J/0L + CD
(17.311)
Przewaznie projektowany plat nosny ma inne wydluzenie A2 niz wydluzenie
ptata badanego A1l. Przy przeliczaniu charakterystyk hydrodynamicznych pta-
ta z wydluzenia Al na wydluzenie A? wychodzimy 2z danych rozdziatu
17.3.2.

Opieramy si¢ na zalozeniu, ze dwa platy nosne o tych samych profilach 1

wydtuzeniach A | 1 A2 beda mie¢ takie same wspolczynniki sity nosnej a

takze takie same wspotczynniki momentéw

CLl = CL2 cL

Crol = Cm2 Cm

wtedy, gdy ich S$rednie efektywne katy natarcia - wzor (17.20) - beda takie
same, to jest gdy

el %2 - (17.32)
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Piaty moga mie¢ rozne obrysy. Stosuje si¢ tu przeliczenie momentéw plata,
chociaz teoria linii noznej nie pozwala na wyznaczenie wspolczynnika C .

Jako druga zalezno$¢, oparta o wyniki badan eksperymentalnych, przyjmu-
Je sig, ze wspodlczynnik oporu lepkosci Cy - wspolczynnik oporu profilowego
- nie zalezy od wydluzenia ptata A . Zatem:

Cvl = Cv2 (17.33)

Podstawiajac wzor (17.27b) do zwigzku (17.32¢) mamy:
(17.34)

Jest to wzor dla przeliczenia katow natarcia dla platow o Al 1 A2 maja-
cych ten sam wspolczynnik sity nosnej CL2 “ CL 1 wsPOiczynnik momen-
tu Cml " Cm2 - Cm:

Zwiazek (17.33) mozna zapisa¢ w postaci:

CDlI " CxI1 " CD2 “ Cxi2

Fo uwzglednieniu wzoru (17.30b) powyzsza relacja bedzie:

D2 I n\ A2 A, (17.35)

Chociaz wzory (17.27b) 1 (17.30b) sa wazne w zakresie liniowej zmiany
wspolczynnika CL(a), to w praktyce stosuje si¢ Je dla calej krzywej CL(03).
Popelnia si¢ tu pewien blad. Wskazemy tu Jeszcze na to, ze przy kacie na-
tarcia ptata ktéoremu odpowiada okolo 95% maksymalnej warto$ci wspot-
czynnika sity nosnej obserwuje si¢ odrywanie przeplywu na placie. Za-
lezy ono od ksztaltu profilu plata i charakteru przepltywu w warstwie przy-
Sciennej. (Rozdz. 7.3). Przy wyzszych 'liczbach Reynoldsa Rg zjawisko to wy-
stapi poézniej. Zatem przy wyzszych liczbach Rg uzyskuje si¢ na danym pta™
cie wigksze wartosci Cj”. Uzasadni¢ to mozna JakoSciowo w oparciu o dane
rozdz. 7.3 do 7.5.

Jes$li potrzebna Jest tylko znajomo$¢ wspolczynnika sity nosnej CL, to

mozna go prosto okresli¢ z zaleznosci (17.22):
CL “ CLah = CL(a+
°-h - hydrodynamiczny kat natarcia; dla profili symetrycznych pokrywa si¢

on z geometrycznym katem natarcia a, . Okres$lenie 010, a. 1 pokazano na
rys. 17.13- Teoretyczna wartos¢ <y = - 2 ~ = - 2f.

Warto$é wspotczynnika C£ dla 'wydluzenia A znalezé mozna ze zwiazku
(17.32):

AhA "®i - %A =00

ahA = ahA =00 +
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Zatem :
2L C. CT
(o
Wigc:
of = % (17.36)
1 1 —+t)

i

Teoretyczna warto$¢ wspodtczynnika aQ = 2if . W rzeczywistosci a® przyjmuje
warto$¢ nizszg. Dla ptatow wodolotow o g <0,10 dobrym przyblizeniem jest
aQ = 5,50.

Przy wydluzeniach A < 4 wzoér (17.36) daje zawyzone wartosci C£. Lepsze

wyniki mozna uzyska¢ z polempirycznego wzoru Diedericha:

(17.36a)

Wzor (17.36a) daje dobrze zgadzajace si¢ wyniki z eksperymentem  w calym
zakresie wydluzen A . Dla A —» 00 uzyskuje si¢ z powyzszego wzoru C£ = aQ,
a dla A —¢ 0 zaleznos¢

CE= A (17.36b)

pokrywajaca sie z wynikiem uzyskanym dla ptata o granicznie malym wydluze-
niu; oczywiscie w liniowym ujegciu teorii takiego plata.

Wzér (17.36) zmodyfikujemy pozniej dla platow podwodnych ze skosem i
wzniosem. Tu wskazemy jedynie na to, ze w oparciu o metod¢ od,bi¢c zwiercie-
dlanych mozna zastosowaé wzor (17.36) dla pionowego ptata, ktdéry przecina

powierzchni¢ swobodng 1 porusza si¢ z bardzo matymi predkos$ciami (F~—} o)
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Viec

Rx = = pnx ds = = P dV

Ry = - “pn ds dx

C C

Il
o

Analogicznie jak dla predkosci spre¢zonej utworzymy

Moment reakcji hydrodynamicznej wzgledem poczatku ukladu odniesienia, jak
na rysunku 17.15, ma tylko jedng skltadowa wzdluz osi Oz. Ze wzoru (5.8a)
mamy :

Mz = Mo = = / P(x ny -y ds =/p (x dx + y dy? (17.38)

Ale
xdx + ydy = Rg (z Jiz = Rglzn)

Moment MQ Jest wielkoscia rzeczywista. Wzory (17.37) 1 (17.38) sa dotych-
czas wazne dla ptaskiego przeplywu plynu nielepkiego. Ograniczenia beda

dalej zaleze¢ od tego, jaka calke plynu idealnego, wigzgcg cisnienie p z
predkoscig ptynu v si¢ zastosuje. Jesli wezmiemy ci$nienie z wyzej na-
pisanej calki Bernoulliego, to przeplyw moze by¢ potencjalny lub wirowy,

ale musi by¢ przeptywem ustalonym. Jes$li natomiast wezmie si¢ pod uwage
catke Cauchy'ego-Lagrange'a, to przeptyw musi by¢ potencjalnym; moze by¢
ustalony przeplyw potencjalny. Poniewaz catki (17.37) 1 (17.38) ze stalych
sg rbwne zeru, wigc

(17.37a)
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- v2 Re (z §iz
M 5 (z & (17.38a)
Biorac pod uwagg to, ze

dw dwr. 8- - — dz

dz oz - d_

i te HQ jest rzeczywiste, mozemy wzory (17.37a) 1 (17.3Sa) zapisaé tak:

R . R -iRy. I dz (17.37b)

Fowyzsze wzory mnosza nazwe¢ wzorow Blasiusa 1 Czaptygina. Niezaleznie
zostaly one wyprowadzone przez tych badaczy.

Znaczenie wzoréw Blasiusa i Czaplygina polega na tym, ze zamiast zlozo-
nego niekiedy konturu C mozemy wzig¢ dowolny kontur zawierajacy kontur
C, jesli tylko w obszarze D zawartym pomigdzy 1 C nie ma zrédet ani wi-
réw: inaczej, jesli w obszarze D wyrazenia podcatkowe wzorow (17.37b) i
(17.38b) sa funkcjami analitycznymi. Wynika to z twierdzenia Cauchy'ego-
Goursata, wzor (12.35) [10 tom Ii], Wzory te moga by¢ takze stosowane,
do obliczenia oddzialywania strugi jednorodnej na izolowane Zrédla lub wi-
ry zawarte w konturze C. Wydatek Q Zzrdédla lub cyrkulacja I' musza by¢ jed-
nak stale.

Poniewaz przy wyprowadzeniu wzorow Blasiusa-Czaplygina nie zaktadano
ograniczen co do obszaru plynu, a tylko istnienie ustalonego przeptywu po-
tengjalnego, to wzory te moga by¢ takze zastosowane do obliczenia reakcji
strugi na cialo lub osobliwo$¢ hydrodynamiczng znajdujaca si¢ pod swobodng
powierzchnia wody lub przy Scianie nieruchomej; np.: ruch ciata walcowego
przy dnie, w kanale lub w poblizu innych cial. Nalezy w kazdym konkretnym
przypadku wyznaczy¢ tylko potencjal zespolony przepltywu w(z) 1 wykonaé
calkowanie. Przy obliczaniu caltek korzystnym jest zastosowanie teorii re-
siduéw. Wzory (17.37b) 1 (17.38b) nie uwzgledniaja reakcji hydrostatycznej.
Mozemy ja obliczy¢ oddzielnie.

Wzory dla reakcji hydrodynamicznej w ptaskim i nieustalonym przeplywie
potencjalnym, wyrazone przy pomocy potencjatu zespolonego w(z), mozna tak-
ze wyprowadzi¢ stosujac calke Cauchy'ego-Lagrange'a. Zrobil to Siedow [28],
[17]. W pracach [28 1 17] podano szereg zastosowan tych wzoroéw.
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17.5. ODDZIALYWANIE TROJWYMIAROWEGO PRZEPLYWU POTENCJALNEGO
aNA CIALA PORUSZAJACE SIE W OSRODKU NIEOGRANICZONYM

Niech dowolnie uksztaltowane ciato - moze nim by¢ statek podwodny - o
objegtosci V i powierzchni zwilzonej S porusza si¢ w osrodku nieograniczo-
nym. Zakladamy, ze ciecz jest nielepka i nies$cisSliwa, a przeplyw cieczy wy-
wolany ruchem ciata jest przeptywem potencjalnym. Sitami masowymi F sa si-
ty grawitacyjne o potencjale U Zadanie begdziemy analizowaé w nieruchomym
ukladzie odniesienia 0oxoYolo- celu uzyskania konkretnego wyrazenia dla
reakcji hydrostatycznej skierujemy o$ O0(0 pionowo w dot. Wtedy

F=—VU—gko, U= - g zo

—4 —
Do znalezienia wyrazen dla reakcji hydrodynamicznych R i M0 zastosujemy
najpierw zasade¢ pedu. Z ogollnych wyrazen dla € i M0 wzory (17.4) i

(17.5) - mamy
_!FP n, dS -¢~ VU dV
c Vo

gdzie v =\7¢ > a ze wzgledu na cigglos¢ potencjatu

32 =V

Wystepujace calki objetosciowe mozna zamieni¢ na calki po brzegu ob-

szaru VQ. Zgodnie z twierdzeniem Gaussa-Ostrogradzkiego (3.65) mamy:

dv =/t % = ST dS - T&n dS
Vo Se 1o

s 7" U ds

Po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci wyrazenie dla reakcji R bedzie

R=_y (p+t ¢U+ ggMmodS-¢y | y g9 +
no

sc 4c

vAdS + 9/ n U dS

S

M+ vn

Stala wystepujaca w calce Cauchy 'ego-Lagrange a - wzory (13.2) lub (5.47)
- wyznaczymy daleko przed ciatem, gdzie predko$¢ Indukowana przez to cia-
to jest réwna zeru, a cid$nienie jest rowne pO. Zatem

v2
7-C+~+"OI—'T*u0" Uo > = 8 ho
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a ho " Zo " con3t jest wspoOlrzedng dowolnego punktu w miejscu, gdzie v - 0

i p - po.
Poniewaz calka zorientowana po powierzchni zamknigtej ze stalg funkcjg pod-

calkowa jest rowna zeru, wigc

/(p +gU + < ilo dS - - e>" Ho dS

* zwiazku z powyzszym wyrazenie dla reakcji R bedzie

R=/IN\/"oO~vno'r)ds+<?/(5T" + vn7)dS+<?/s7UdV

* przyjetym ukladzie odniesienia:

vu - - ¢ g

9./ VVdV - -ko¢cgV

Przy wzieciu pod uwage kinematycznego warunku brzegowego na powierzchni
ciata, v”s - v” oraz wzoru (14.12), wystgpujacg we wzorze dla R catke
druga mozna zapisac¢ tak:

“4n 7)3*' ’ ds

Uwzgledniajac powyzsze zaleznos$ci uzyskamy wzor dla reakcji hydrodyna-

micznej R w postaci:

R = - kO< gV & 9 / oTids + 9 /7 Ho - vno 77)dS (17.39)

Na podstawie wzoru (17.5) mozemy, postgpujac analogicznie, wyznaczy¢ glow-
ny wektor nromentu sity hydrodynamicznej

N o +<Qar/? %sx" 03 +9 ros xnO - rQS xvnQ 773 dS (17.40)

e

gdzie: 1-” Jest momentem hydrostatycznej sily wyporu, a rQs jest promie-
niem wodzacym elementu powierzchni dS. Latwo mozna zauwazyé”™ ze powierzch-

nia Sc moze obejmowac¢ i inne ciala znajdujace si¢ w osrodku, przykladowo:

ciata ograniczone powierzchniami zamknigtymi S 7~ Sc2, . pokazane na ry-

sunku 17.16. Wtedy we wzorach (17.39) 1 (17.40) powierzchnia kontrolna §

Jest réowna c
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Zamiast ciala o objetosci V 1 powierzchni S mozna rozpatrywac inne ciato
ograniczone powierzchnig Sc+. Reakcja ptynu R dziatajgca na to cialo o-

czywiscie wyrazi si¢ wzorem:

H - < »u ds + Q A ds + _ Vijio

Sc= 2,(SC1>)“Sch+ S

Oczywistym Jest, ze potencjal przeplywu cieczy w przypadku Jednego ciata
poruszajacego si¢ w osrodku plynnym bedzie inny od potencjatu predkosci,
kiedy w osrodku porusza si¢ wiele cial. Ciatami tymi mogg by¢ takze oso-
bliwosci hydromechaniczne. W zlozonym takim przypadku do wyznaczania po-
tencjalu ¢ stuzy to samo réwnanie Laplace'a. Kinematyczne warunki brze-

gowe musimy wzigé na wszystkich ciatach.

Powierzchni¢ kontrolng Sc = 3 vO - S mozna wybiera¢ dowolnie pod warun-
kiem, ze w obszarze V0 nie ma zrodet ani wirdw. W przypadku istnienia tyl-
ko Jednego ciata S powierzchni¢ kontrolna Sc wygodnie Jest przyja¢ bardzo
daleko od ciata - w nieskonczonosci. Powierzchnig Sc moze by¢ takze  po-
wierzchnia ciata S. Wtedy wzory dla reakcji hydrodynamicznych uzyskamy ze
wzorow (17.39), (17.40) przez podstawienie Sc = S. Zgodnie z tym mamy

#¥=<? / UndS+<2Zaxr/">dS+<=2/(7—n-v v)dS (17.39a)
S(t) S(t) s(t)

0 > <y U?20sx 7 + <3 /¢p ?0sx H d3 +
Sit) S(t)

?20SX " —2osx via 7 )dS
+9 (17.40a)
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Powyzsze dwa wzory' powinno sie takze uzyskalé przez podstawienie cis$nienia,
wyznaczonego z calki Cauchy'ego-Lagrange'a, do ogdélnych wzorow (5.7a),

(5.8a) dla reakcji hydromechanicznych w ptynie nielepkim.

A
«amy: p - "<? =< T - Qv+ Po+ <Nl
|

p
Wigc R - -—"“"pndS—jfe n dS + ¢ ndS+e¢™N"UndS

s s S s
Ale Q1T 5 -3EQ?2" S =< vn V dS
Zatem
p .
R«e™NUndS + 9 dn +Q n - v'j dS
S 9 5

Podobnie szybko mozna znalez¢ wyrazenie (17.7Oa). Nalezy skorzysta¢ ze
wzoru (I14.14b). Poréwnujac wzory (17.39) 1 (17.39a) mamy zwigzek:

(17.41)

Sit)

Stad:

a o (17.41a)
3v0

Co ta relacja znaczy i kiedy jest ona spelniona? Na pewno bedzie ona spel-
niona wtedy, gdy wyrazenie podcatkowe bedzie réwne zeru w kazdym punkcie
obszaru ptynu vO. Wigcej] informacji o obszarze VQ uzyskamy zamieniajac cat-
ke (17.41a) na calke po obszarze'Vo> Mamy

(17.Mb)
Ale
+ grad (\) " v xrotyv
Stad,
pisac
N~ (-Tdiv7 +vxrotv) dVv=20 (17.41¢0)

vl
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Powyzszy zwiazek wskazuje na to, ze powierzchnia kontrolna Sc musi by¢ tak
poprowadzona w plynie, aby nie obejmowata zadnych Zroédet CL = 6V div v
ani wirow 0V rot v.

Wystepujacy we wzorach (17.39) 1 (17.40) potencjal predkosci moze byc
wyrazony w nieruchomym uktadzie odniesienia 6oxoYolo w uktadzie w nie-
ruchomym uktadzie odniesienia OQoxoYoZlo lub w ukladzie odniesienia zwigza-
nym z poruszajagcym si¢ cialem. W przypadku zastosowania ukladu odniesienia
zwigzanego z cialem do obliczania pochodnej wzgledem czasu, wystepujacej
we wzorze (17.39) 1 (17.40), nalezy zastosowa¢ wyrazenie (14.13d). Jesh
kret ptynu obliczamy w ruchomym ukltadzie odniesienia, wzglgdem bieguna A,
to moment reakcji hydrodynamicznej zgodnie ze wzorem (17.5b) 1 (17.40) be-
dzie:

M= - vVAx O+ < ¢>7gxn dS +Q rgyn - rgy vB 7)dS (17.40b)
Jesli w osrodku nieograniczonym znajduje si¢ tylko jedno cialo a ponad-
to nie ma w nim osobliwo$ci hydromechanicznych, to ostatnie calki we wzo-

rach (17.39) i (17.39a) znikaja. Wynika to z rozpatrzenia zwiazku (17.41).
Potencjat ¢ przeptywu absolutnego zmienia si¢ jak

Przyktadowo dla kuli poruszajacej si¢ z predkoscig vO

r

—— V cos X (12.122b)
2r °
Zatem 7=0 ; v2 =0 S=0 (2
wigc przy r —» 00
*0 = Vno =0 0 *-=
Ze zwigzku za$ (17.41) wynika, ze takze <,
(" = vn =0

W podobny sposob mozna wykaza¢ zerowanie si¢ ostatniej calki w wyraze-
niu (17.40). Stad wniosek taki, ze jezeli w osrodku nieograniczonym poru-
sza si¢ tylko jedno ciatlo a ponadto nie ma w tym osrodku Zzadnych wirdw ani

zrodel, to reakcje hydrodynamiczne dzialajace na to cialo begda rowne:

R=< 3 UndS *Ste  <n dS (17.42a)
5(t) S®
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% =< v U 20axK dS + ¥. Q ./ sprosx n dS (17.42b)
S(L) S«.)

+ ? +
/U rsyn dS ¢ @? xn dS v, xo £n dS (17.42¢)
A% 3(t) * s

Powyzsze zwiazki mozna zapisaé tak:

R - Rh * Hi (17.432)
«0 = «oh + ffoi (17.43b)
S - (17.43¢)
gdzie R™, - reakcje hydrostatyczne a
N " 9
1 " HEQ .~ ds {7.~3d)
«ol “ ® ?0s x ff (17.436)
Mi “ VA X N Y ?26xn dS (17.431)

S S

przedstawiaja reajtcjc bezwladnosci wody. Stosujac oznaczenia g1, pedu 0O
C1eCZY 1 momentu pedu cieczy KQ, K powyzsze zwigzki przyjmuja prosta po-

stac:

Ri— —Jdi1
= (17.44a)
- d

' Moi = - 7Y (17.44b)
«l “ = VAx31 - -dtl (17.440)

gdzie: ped cieczy i1 kret plynu jest
M= =0 on dS (17.45a)

a kret plynu wyraza si¢ caltka
Q= -7 x n dS (17.45b)

Podamy nizej interpretacje fizyczng wzoréw dla pedu i momentu pgdu plynu.

Sity chwilowe dziatajace na plyn
Sity chwilowe w plynie moga powstaé przy gwaltownej zmianie ksztattu
ciala znajdujgcego si¢ w plynie, przy'szybkiej zmianie stanu ruchu tegoz
ciata, przy wchodzeniu lub wychodzeniu ciata z wody poprzez swobodng po-
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wierzchnia, przy przechodzeniu poduszkowca ze stanu plywania wyporno$ciowe-
go do stanu zawisu, przy wybuchach podwodnych, itp. Poniewaz ogoélnie w
plynie dziataja sity masowe 1 sily powierzchniowe, to mozemy mle¢ masowe
sity chwilowe i powierzchniowe sity chwilowe. Rozpatrzymy stan ruchu ply-
nu wywolany powierzchniowymi sitlami chwilowymi przylozonymi do powier2ch-
ni S w chwili t=0 (rys.17.17). Dzialajg one w ciggu bardzo krétkiego cza-
su T . Pomijamy silty lepkosci Jako mate w stosunku do sit cisSnienia p'(x,
v,z.,t). Niech w chwili t=0” - predkos$¢ plynu byla réwna zeru, a ciSnienie

w plynie i na powierzchni S bylo rowne p = p0 = const.

Roéwnaniem rzadzacym dla ptynu jest rownanie Eulera:

dv 1 . »
dt 9 - - grad P

Wobec tego predkos¢ plynu wywolana impulsem ci$nienia bedzie

/a2dt = - |/srad P' dt

Oznaczajac przez 5T (X,y,z) impuls cisnienia i blorgc pod uwage warunki po-
czatkowe mamy:
T

1T(x,y,z) = / grad p' dt
0

v = - 1 gradff (17.46)

Widzimy, ze przylozony impuls ci$nienia n' wywoluje potencjalne pole pred-
kosci

7 = grad<p
Jesli plyn jest niescisliwy, to potencjal predkosci bedzie

@= - |- (17.47)



.Poniewaz Q “ const, wigc

He “ 62 > 00

i natychmiast w calym ptynie po zadziataniu impulsu zostanie indukowane
pole predkosci okreslone wzorem (17.46). Wzor (17.47) moze sluzy¢ jako in-
terpretacja fizyczna potencjatu predkosci ¢ . Wniosek dalszy jest taki, ze
przez przyktadanie do pltynu impulsow ci$nien nie mozna wywola¢ ani tez zli-
kwldowaé¢ ruchu wirowego ptynu.

Impulsy ci$nien |T moga si¢ oczywiscie powtarza¢ w czasie t, tworzac
przyktadowo schodkowa funkcje czasu, a w granicy moga bysé funkcja ciagla
czasu t. Zatem mozemy napisaé ogollnie, ze

T- 7w (X,y,2,t) (17.46a)

Przypadek taki ma miejsce przy nieustalonym ruchu ciata w plynie, przy ko-
lyszacym si¢ lub manewrujacym statku.
Jesli podstawimy zwigzek (17.47) do wzoru (17.45a), to ped cieczy wywo-

lany nieustalonym ruchem ciata begdzie

i

Qi - 3y MA dS
S

a reakcja bezwladnosci wyrazi ai¢ wzorem
*i - ar/irS 03

Wigc reakcje bezwladnosci sg wywolane przez zmienne w czasie impulsy cis$-
nienia na powierzchni S ciata. Jes$li impuls cid$nienia nie zalezy od cza-
su, to 0o -.

Wzory (I17.43d i e) mozna prosto uzyskaé przy pomocy zaleznosci 17.46 i
17.47. Jesli bowiem pokazana na rysunku 17.1 powierzchnia kontrolna Sc
jest usytuowana bardzo daleko od ciata (V; S), to na panuje ci$nienie

Po = const. Wtedy, przy pominig¢ciu sit masowych, reakcja hydrodynamiczne
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Ale na Sc impuls 5 jest staly, wigc—

*1 = <?3E /«P>» dS (17.43d)

W taki sam sposob mozna uzyskaé¢ wzér (17.43e).

17.5.2. Wyznaczanie potencjalu predkosci dla przypadku ciala sztywnego.
Metoda Kirchoffa

Niech cialo sztywne ograniczone powierzchnia S porusza si¢ w cieczy nie-
Scisliwej. Zakladamy, ze obszar cieczy jest nieograniczony 1 ze przeplyw ma
potencjal ¢ . Zadanie begdziemy rozwigzywac¢ w ukladzie odniesienia, ktory
jest sztywno zwiazany z poruszajagcym si¢ cialem.

Wedlug zatozenia v =Vgp 1 X7-v = 0. Wigc rOwnaniem rzadzacym jest row-
nanle Laplace'a A = 0 (3.27). Warunkami brzegowym sg: warunek kinematycz-
ny (12.127C) na powierzchni ciata

6
oo
FBs = ve'n = = vk “k = vk “k

i warunek zanikania predkosci przepltywu w nieskonczonos$ci:

o —f gdy 1 -+ oo

Jest to zadanie liniowe. Zgodnie z podejsciem Kirchoffa, biorac pod uwage
posta¢ warunku kinematycznego (12.127C), potencjat predkosci ¢ mozemy wy-
razi¢ przy pomocy potencjaléw jednostkowych ¢k tak:

q=>(X.y,z,0) = vI(D) ¢p™x.y.2) + v2(D) 92(X.y.2) + ... =

= vR(t) opk(x,y,2) (17.48)

Wymiary potencjatow: dla k = 1,2,3 jest Qm], a dla k = 4,5,6 - [1’1(’)1]. Pod-
stawiajgc zwigzek (17.48) do warunku (12.127c) i réwnania Laplace'a mamy:

9<Pk
vk “<iin = vk "k

vk A<k =0

Zatem potencjaly s bedace funkcjami tylko miejsca wyznaczymy z réwnan:

(17.49a)

1 warunkow brzegowych

(17.49b)

o>k 0 dla r — oo (17.49¢)
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Uogolnione cosinusy kierunkowe okreslone sa wzorami (12.127b). przypadku
trojwymiarowego ciala zadanie mozna rozwigza¢ analitycznie tylko dla ciat
prostych, takich Jak kula 1 elipsoid obrotowy. Dla cial o bardziej zlozo-
nych ksztaltach rozwiazuje si¢ to zadanie metodami numerycznymi C11],Q17].
Jedna z takich metod Jest metoda réwnan catkowych [6]. Polega ona na tym,
ze na powierzchni S ciata, rysunek 17.18, rozkladamy zroédia o nieznanej

gestosci powierzchniowe] c™ME,@.1). Wtedy zgodnie ze wzorem (12.60) poten-
cjal Jednostkowy bedzie

. 1 Tqk - 17.50) - a)\

gdzie :

Widzimy, ze ¢ speilnia warunek (17.49d). Speinia on réwnanie Laplace'a
(17.49a). Do wyznaczenia mamy warunek nieprzepuszczalnosci powierzchni
ciata S, warunek (17.49b). Zgodnie Z nim

-Aa5- - /g @,2,0 ~ (1) 10 - nk

Ale biorac pod uwage (12.76b) mamy:
30 - @b /1Y nT ___cos (n, 1)
Zatem:

3tk ~ J. A cos ds = n. (17.50)
Tiit - r
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Poréwnaj powyzsza catke ze wzorem (12.80) | biorgc pod uwage rysunek 12.13
daj interpretacj¢ gk w powyzszym wyrazeniu. Nieznana ge¢sto$¢ zrédel gk (§,
9,5) moze mie¢ wartosci dodatnie | ujemne, ale tak, ze

/qk dS 0 -

Jesli punkt M zbliza si¢ bardzo do punktu N, to r —» O1 wyrazenie podcal-
kowe w rownaniu (17.50b) ros$nie nieograniczenie. Calka po powierzchni S
jest wtedy caltka niewtlasciwa. Dla obliczenia calki w takim przypadku ota-
cza si¢ punkt N mala poétkula o promieniu e , analogicznie jak przy obli-
czaniu residuéw w przypadku ptaskim

Mozemy tu napisaé, ze

Poniewaz potkula S£  jest bardzo matla, wigc na S£ gesto$¢ q* » const. Da-
lej na Se zewngtrzna normalna ma kierunek promienia e i wobec tego na S£
cos (n.,£) =1. Stad:

gk cos (n, r) .
________________ 2.~ dS = 21TC2 = 251q (X,¥.2)
R

T €

Przy zastosowaniu powyzszych uwag rownanie (17.50b) przybierze koncowa
postac:

gk «,9.,5) cos (3, r) 7
<x-0&. <y-,)5. <r - '_92k<"y2-’ <17.50¢)

Widzimy, ze poszukiwang gesto$¢ rozktadu zrodet R na powierzchni  ciata S
w celu wyznaczenia potencjalu predkosci <k (X,y,z) przy ruchu ciata z

predkoscia mozna wyznaczy¢ z liniowego réwnania catkowego Cl17.50c¢). Jest
to rownanie Fredholma II rodzaju. Do rozwiazania tego réwnania stosuje si¢
metod¢ Fredholma, polegajacg na tym, ze powierzchnie S dzieli sie¢ na male
elementy i zastgpuje calke¢ sumag:

rq, cos (nEF) |

n
V ni I'cos(?, )l
-l 2, % T2 J.

ASi (17.51a)
Przy pomocy (17.51a) rownanie (17.50c) mozna zapisac:

> qk cos (ﬁ, l‘) ASi +X qk v o

51
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Zadamy spelnienia réownania (17.51b) w $rodku geometrycznym kazdego elemen-
tu powierzchni USj. W efekcie sprowadzamy zadanie do rozwigzania uktadu

liniowych réwnan algebraicznych wzglgdem niewiadomych-ggstosci

as (17.52)

gdzie a - 1.,2,5, ... n, a riffl jest odleglo$cia punktu m od punktu i na po-
wierzchni S.

Z sumy wystepujacej we wzorze (17.52) nalezy wylaczy¢é oczywiscie O°TYU;
zawiera je bowiem wyraz y q" . Roéwnan algebraicznych mamy tyle, ile wybra-
no punktow na powierzchni S ciata (zwykle 100-500 1 czasem wiecej). Bliz-
sze dane o metodzie rozwigzania réwnania (17.50c) mozecie znalez¢ w pod-
r¢cznikach z rownan catkowych, np. w [29j.

17.5.3. Masy hydrodynamiczne

Ped ptynu o charakterze bezwladno$ciowym QY oraz moment pedu K okre-
$§lone wzorami (17.45), wyrazimy przy pomocy potencjatu ¢ danego wzorem
(17.48) dla przypadku ruchu ciata w os$rodku nieorganicznym.

Otoz:

517 Ql el +°2 e2 *Q3 e3" Qe -Q ¢ njds
Zatem:
J - T«?/*k vk ds
= (-<? /?k - mkj vk (17.53)
gdzie:
“kj " *k 3.{H (17.54)
k=1:;2:3; .... 6 j =123

Podobnie mozemy postapi¢ z bezwladno$ciowym momentem pgdu K.. Skitadowe
K1 K2, K3 sa:

Kl = —<?/ "k vk[?sx81 =Vk 11—=2FX n4 ds) = vk nk4

K2 ° Vk (—<?Ak <+ INA° vk mkS’ K3 = Vk “ké6
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Stad wida¢, ze skltadowe pedu GL i momentu pedu Ky mozemy zapisa¢ przy po-

mocy jednego wzoru

6
Bj = mkj vk = 2 nkj vk (1755
przy czym k; j = 1.,2,....6
a 8 = 1 "2 - Q» - Qj, - K1, Bj - K2, Bg - K

Kwadratowa macierz m”j zawierajgca 36 eclementdw nazywa si¢ macierzg
mas hydrodynamicznych lub macierza mas towarzyszacych. Macierz mkj jest ma-
cierzg symetryczng. Mozna to wykaza¢ stosujgc drugi wzor Greena (3.79) do
obszaru ptynu Y0 jak na rysunku 17.1- Mamy dla potencjatow @j, -

Ale potencjaty i spelniajg rownanie Laplace'a (17.49a), a catka
0 przy r —) o0
jest bowiem mata rzedu 0 Wobec tego

~( fn-k i

Il
S

i natychmiast mamy, ze
mkj = “jk (17.56)

Widzimy, ze macierz mas hydrodynamicznych zawiera 21 niezaleznych elemen-
tow. Dla j,k = 1,2,3 m” ma wymiar masy i dlatego nazywaja sie te wielko$-
ci masg towarzyszaca. Dla j = 1,2,3 i k = 4,5,6 mjk ma wymiar statysty-
cznego momentu masy. Stad nazwa statyczny moment towarzyszacy. Dla =
= 4.5.6 mima wymiar momentu bezwladno$ci masy, wigc nazwa towarzyszacy
moment bezwladno$ci masy. Nalezy zwroci¢ uwage, ze masy towarzyszace nie
maja nic wspolnego z jakas$ masa ptynu poruszajaca si¢ z cialem. Sa to wiel-
kosci, przy pomocy ktorych prosto daje sie wyrazi¢ ped plynu nielepkiego
uzyskany od ciata poruszajacego si¢ ruchem niejednostajnym w osrodku nie-
ograniczonym. Przez masy hydrodynamiczne towarzyszace mozna takze prosto
wyrazi¢ energi¢ kinematyczna plynu.

Ot6z dla obszaru VQ jak na rysunku 17.1 energig kinetyczng ptynu zgod-
nie ze wzorem (3.81) jest

B.? ) & - (17.57)
A
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bo catka po powierzchni S”», zgodnie z wyzej przedstawionymi argumentami,
Jest réwna zeru. Podstawiamy potencjal ¢ dany wzorem (17.48) do wyrazenia
(17.57). Otrzymujemy :

E--f£/vA T1"j057 - Vk (9-/'fk  )dS

Zatem energia kinetyczna plynu w rozpatrywanym przypadku ruchu ciata wyra-
7zl sie zalezno$cig:

E - = vjvk “jk (17.58)

gdzie sumowanie odbywa si¢ po tych eamych wskaznikach, Przy pomocy energii
kinetycznej mozemy prosto obliczy¢ skladowe pedu BV

BJ "ok vk (17.59)

Dla ciata sztywnego poruszajacego si¢ w os$rodku nieograniczonym, mna mocy
(17.40) 1 (17.54), masy towarzyszace m'k wyrazone w uktadzie odniesienia

zwigzanym z tym ciatem, sg wielko$ciami stalymi. Bowiem wtedy powierzchnia

S ograniczajgca ciato Jest niezalezna od czasu.

Na podstawie wzoru (17.54) mozna wykaza¢, ze liczba niezerowych elemen-
tétw macierzy mjR redukuje si¢ w przypadku posiadania przez ciato ptaszczyzn
symetrii. Jes$li cialo poruszajace si¢ w plynie ma plaszczyzne¢ symetrii Oxz,
to

12 ¢ 914 ¢ 16 "M m25 ¢ 34 M 3G = 45 < <56 < () ('760)

i liczba niezerowych mas towarzyszacych zmniejsza si¢ z 21 do 12. Jesli
natomiast obiekt na 2 plaszczyzn}® symetrii, to niezerowymi 33 tylko nastg-
pu.jace masy hydrodynamiczne :

“11 22 33 44 55 66 26 35 (17.61)
Jesdli za$ obiekt ma 3 plaszczyzny symetrii, to takze
€26 7 35 =0

Dla ciata obrotowego z osig symetrii pokrywajaca si¢ z osig 0x mamy rézne
od zera tylko nastgpujace masy

<]l 22 = “33 <55 = <66

Przyktadowo pokazetny, zZe istotnie 0 = “*m dla ciata majacego plaszczyzne

symetrii Oxz jak na rysunku 17.19. Otéz:

“34 = -~ 23 477 dS = 37/?7>7 n4 dS
S

m34 <<—==2(/ 93 n4 + /7 723 n4 dS)
Op SL
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Ale ze wzoru (12.127b):
=y cos(n,z) - z cos(n.y)

Wigc na prawej stronie powierzchni S, na SP

n" =y cosa, - z cosf
a na
n® = -y costa) - z cosCn-f) = - (y coso¢ - z cos/t)
Natomiast przy ruchu ciata z predkoscia potencjat
<pr(x%y,2) = cpix, -y, 2)
Uwzgledniajac powyzsze oraz ze Sp = SL widzimy, ze istotnie = 0. Po-

dobnie mozna wykaza¢ zerowanie si¢ innych mas hydrodynamicznych.’

Ze wzoru okre$lajagcego masy hydrodynamiczne (17.54) oraz Z wyrazen
(17.49a) do (17.49C), okreslajacych potencjaty jednostkowe gk, wynika, ze
masy mjk dla = 1>23- zalezg od orientacji ukltadu wspotrzednych wzgle-
dem cialta oraz od powierzchni ciata S, a dla pozostalych wartosci wskazni-
kow j,k masy m"k zaleza ponadto od polozenia poczatku ukladu odniesienia.
Nalezy to mie¢ na uwadze przy pisaniu réwnan ruchu ciata. Jes$li mamy obli-
czone masy hydrodynamiczne w jakims$ ukltadzie wspolrzednych, na przyktad w
ukladzie Axyz jak na rysunku 17.1, a chcemy napisa¢ réwnania ruchu ciata w
ukladzie odniesienia zwigzanym z cialem o poczatku ukladu pokry-
wajacym si¢ ze Srodkiem cig¢zkos$ci ciata, to nalezy przetransponowaé ma-
cierz mJk do uktadu Cx"z-j. Transpozycji macierzy mJk mozna prosto doko-
na¢ w oparciu o wyrazenie (17.58) dla energii kinetycznej pltynu wywotanej
ruchem danego ciala. Dla danego stanu ruchu danego ciala nie moze ona bo-

wiem zaleze¢ od przyjetego uktadu wspodirzednych. Wige mamy relacje:

E~ = vj vk mik = X vj vk “jk (17.58a)
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Dalej nalezy wyrazi¢ predkosci v, VR przy pomocy skladowych v', v' 1 po-
rowna¢ wspotczynniki przy tych samych wyrazach v', v'. W ten sposob uzys-
kamy zwigzki pomiedzy m'k a m"R. Transpozycj¢ skladowych predkosci v', V',
wyrazonych w uktadzie Gxlylzl, do ukladu wspoélrzednych Axyz dokonuje sig¢ w
oparciu o wzér (12.146a) 1 (12.148). Nalezy pamigta¢ przy tym, ze

VI - ovxl; v2 * vyl V5 Vz1' v4 - oyxl; v57” °yl; =t

. - . - . GJ
VI ©N V2T Uy w3 - v2; Vb 0, VS - 0y, 6 5

Jesli oznaczymy przez r~ - AG - odleglo$¢ punktu G od A, a przez ?Gl = GA
- odlegtos¢ punktu A od punktu G, to predkos¢ G i punktu A wyraza sie¢ za-

leznosciami:
VG N OX NT7AI- v X1
Lo V6 T 267 G+ =i X6 (17.C2)
0., “o
W réwnaniach ruchu ciata wystepuja predkosci vQ 1 . Uwazamy je zatem

za zadane. We wzorze (17.58) dla energii wystepujg predkosci vA 1 @
Dla znalezienia rozwinigtej poetaci relacji pomigdzy v 7 Wwprowadzi-

my nastgpujace oznaczenia skladowych predkosci i wektora

7A [V]’V2 V3] 3'[ w3 ]_ w [v4a, VS, V&]
S-Vj. N

VG e S| P-a.rl = g'VA' v5' vé]

7G [urv’'w3

rG[™>2 51 rGl T~1* 91’ Sl11

Wtedy zgodnie ze zwigzkiem (12.146a) mamy

VA ol ” P

v '=ir =M s "M (17.63a)
V6 v6 r

Vi ut (@ -1

va T & v F (xEl - S, (17.63b)
V3. vt ™ - a)

gdzie [DJ] Oest macierza pelnego obrotu ukladu ©odniesienia Gxlylzl wzgledem
uktadu Axyz. Hoze ona by¢ opisana wzorem (12.148), w ktorym katy vy , 0, ¢
nie zaleza od czasu. Wygodniejszym jest zmiana oznaczen tych katow, np.

na <x, p> %.
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W praktycznej dziatalnos$ci mamy przewaznie do czynienia tylko z prze-
mieszczeniem bieguna A do $rodka ciezkosci G. Wtedy macierz [>] = 1 1 wy-
znaczenie mas hydrodynamicznych mjk znacznie si¢ upraszcza. Jeszcze wigk;
sze uproszczenia maja miejsce w zadaniach plaskich. Przykladowo dla g =

=r=0, w= 0 oraz [Dj = I mamy:
VlI=u-171 =u+ rg= + P
V2=v+r™ - v-1E =V - vEg
mll = mll m22 = m22 ml2 = ml2

ml6 = ml11? " ml2~ + ml6

m26 ~ m12? + m22» + m26

m66 = mll? + m227°2 - 2 ml2£?2 + 2 (ml672- P26E) + mgg

Widzimy, Zze masy towarzyszace m  mozemy oblicza¢ w dowolnym uktadzie

wspolrzednych Axyz i ze tak obliczone masy m*k mozemy wyrazie w takim
uktadzie odniesienia Gx™Z-p jaki jest nam najwygodniejszy w dalszym po-
stgpowaniu. Uklad wspolrzednych Axyz do obliczenia mas n}l?alez'y oczywi-
Scie dobiera¢ tak, aby wyznaczenie m, bylo jak najprostsze. :

Wyznaczone masy hydrodynamiczne m__ dla ciala poruszajacego si¢ w o0S-
rodku nieograniczonym mogg byé stosowane takze dla powolnych statkéw na-
wodnych plywajacych na nieograniczonym morzu. Uzasadnienie jest to tym, ze
przy matych liczbach Froude'a, F. <0,15, powierzchnia swobodna cieczy za-
chowuje si¢ tak jak sztywna $ciana. Zatem przy wzigciu pod uwage  metody
odbi¢ zwierciadlanych masy towarzyszace powolnego statku nawodnego sga row-
ne polowie mas hydrodynamicznych statku zdwojonego, poruszajacego si¢ W
osrodku nieograniczonym (wré¢ do rozdziatu 15.2).

Wplyw $cian zbiornika cieczy i swobodnej powierzchni przy dowolnych 1li-
czbach Froude'a oméwimy nieco dalej. Tu wskazemy jeszcze na to, ze w przy-
padku statku - ciala - ulegajacego deformacjom: ryby, kuli o zmieniajagcym
si¢ w czasie promieniu, masy towarzyszace mijk sg zalezne od czasu; podczas

kotysan za$ statku nawodnego masy m'k sa zalezne od czgstosci kotysan.

17.6. ROWNANIA RUCHU CIALA SZTYWNEGO W OSRODKU NIEOGRANICZONYM

Niech cialo sztywne, ograniczone powierzchnig s porusza si¢ w osrodku
nieograniczonym. Z cialem tym wlazemy ukltad wspoétrzednych Axyz jak na ry-
sunku 17.1. Potozenie ciata w osrodku w danej chwili t okresla promien
wodzacy bieguna A, rA, oraz katy Eulera: vy, 0, ¢

Predkosce VP dowolnego punktu p ciata jest

v.=v, t¢Xxr

P A
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gdzie: F - Ap - promien wodzacy punktu p.
Ped ciata LQ Jest
< - X TpATFE 0 "A3) v xm 1G

gdzie: Fg¢ - promien wodzacy $rodka masy G ciata wzigty wzgledem bieguna A

Moment pedu, kret, H ciata Jest

ffo > % xvpAm - (A + 1) X "pA®

o N\ To+
ffA 22 I'yYpAo - <l'e + m I ya
J - tensor bezwladnosci.

Wiec
Ho rAxLo + m rGxva t J- (I

Ruch ciata opisuje II prawo Newtona

(17.64)

W rozpatrywanym przypadku sil¢ zewnetrzna dzialajaca na ciato mozemy przed-
stawi¢ w postaci:
*+ 0 -G+ Rt

gdzie: 7 - sila Archimedesa,
G - ciegzar ciala,

R” - reakcja hydrodynamiczna spowodowana lepkoscia,

)

M6t - moment sit W, G, Ry wzglegdem poczatku nieruchomego uktadu

odniesienia.
Po uwzglednieniu (17.44a 1 b) roéwnania ruchu ciala wyrazone w nieruchomym

uktadzie odniesienia, lub ukladzie inercjalnym, sa

(17.64a)
HF Po + & = "ol

Widzimy, ze ruch ciata sztywnego w plynie jest opisany rownaniami (17.64a)
rézniagcymi si¢ od rownan opisujacych ruch ciata w prozni tym, ze jak gdyby
ped L, i }%re;tH etego ciala zostat §)Wi¢kszony o dodatkowy qugc Q. i dodat-
kowy kret Koi>Mowi sig¢, ze pedowi LQ towarzyszy ped ptynu Q*, a kretowi
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HO - dodatkowy kret ZQi. Stad nazwy dla GL - ped towarzyszacy i dla -
kret towarzyszacy.

Wiemy, ze wygodniejszym jest badanie ruchu ciata w ukladzie odniesienia
sztywno zwigzanym z cialem - ukltad nieinercjalny.

Jesli oznaczymy

gdzie: MA - jest momentem sit W, G i Ry wzgledem bieguna oraz uwzglednimy
wzér (12.160) dla pochodnej wzgledem czasu w uktadzie nieruchomym a tak-
ze relacje

to réwnania (17.64a) przyjmuja postac:

3t (Lo + Qi} + ® * (Lo + at) =
= -» -r — (17.64b)
TE (HA + Kp * X + Kj? + 0« ' -

W mechanice ruchu okretu bedacej dziataniem hydromechaniki okrgtowej,
podobnie jak w mechanice ruchu ciata sztywnego, przyjmuje si¢ $rodek masy
G za poczatek ruchomego ukladu odniesienia. Wtedy uktad rownan rzadzacych
(17.64b) upraszcza si¢ ze wzgledu na to, ze

(17.65a)
mVA= 0
(17.65b)
H+ Ky +to x (H+ Kp = MG - vQ X Qi (17.65¢)

W réwnaniach (17.65b i c) towarzyszacy ped 0" i towarzyszacy kret musza
by¢ wyrazone w ukladzie odniesienia Gxlylzl. W celu badania potozZenig cia-
ta w przestrzeni, do réwnan (17.65b i c) nalezy dolaczy¢ rownania réznicz-
kowe elementéw macierzy pelnego obrotu [DJ - réwnania (12.64) oraz rownania
(12.103) - toru s$rodka masy ciata. W tak sformutowanym zadaniu o ruchu
dowolnym ciata sztywnego mamy zatem do czynienia z ukladem 21 zwyczajnych
rownan rozniczkowych. Ze wzgledu na wysoka nieliniowo$¢ réwnan (17.65b,c),
a takze ze wzgledu na duza ilo$¢ réwnan, badanie zachowania si¢ ciata moz-

na wykona¢ tylko numerycznie przy zastosowaniu maszyn liczacych.
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17.6.1. Réwnania ruchu statku manewrujacego w plaszczyznie poziomej

Ogolne roéwnania ruchu ciata w os$rodku nieograniczonym =zilustrujemy przy-
ktadem podwodnego statku poruszajacego Si¢ w plaszczyznie poziomej. GX™ -
- Gxy.

Zakladamy, te kadlub statku ma plaszczyzng symetrii Gx”™ - Gxz 1 ze
osie Gx1, Gy” Gzl sa glownymi osrodkami bezwladnosci.

Polozenie statku w chwili t w przestrzeni pokazuje rysunek 17.20. Uktad
odniesienia GxQyozo Jest nieruchomy W przestrzeni, a uklad Gxyz Jest zwla-
zany sztywno ze statkiem. Predko$é $§rodka cig¢zkosci G statku ma sklado-
we !

a predkosé katowa o ~ [?2wy = £ Vg. Wektor vO tworzy z osia Gx kat £ zwany
katem dryfu. Kat Eulera J = < (xQ,x) nazywa si¢ katem kursowym. Wprowadza
si¢ takze kat y = an,x0)
Z rysunku 17.20 wida¢, ze

B - vy —o (17.66a)

Macierz obrotu (12.148) dla rozpatrywanego przypadku Jest rowna macierzy
(12.1471)
cos ¥ - sinVY

sin ¥ cos ? 0

0 0 1



a macierz predkosci katowej [D]w =

I. Stad

Zgodnie z (12.163) réwnania toru srodku masy statku G sa

*0G Vi cos¥Y - v2 sin P
yOG * O] - v, - sin¥ - v2 cos y
20G V3 0

Z rysunku 17.20 widac:

Po podstawieniu (I12.66d)

W praktycznych badaniach

kosci: vz-v2- ® = y lub

y] = Vg cos B8

v2 - VG sin

do réwnan (12.66¢) mamy :

X0G = VG cos ¥

X0G = VG sin>t

=V, B, v
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(17.66b)

(17.66¢)

(17.66d)

(17.66¢)

zagadnien manewrowych statkoéw stosuje si¢ wiel-

czesciej: v, . W pierwszym przypadku

zwigzkami kinematycznymi sg:’(17.66b) 1 (17.66G); W drugim natomiast mamy

relacje:

(17.66a), (17.66b)

i (17.66¢).

Przy rozpisaniu rownan rzadzacych (17.65) dla rozpatrywanego przypadku
wezmiemy pod uwage ogdélny wzér (17.58) dla energii kinetycznej cieczy oraz
wzor (17.59) dla skladowych pedu towarzyszgcego. Poniewaz mamy ruch ptaski
i statek ma plaszczyzn¢ symetrii, to zgodnie z (17.60) energia

cieczy bedzie:
E=3 (mil VI +
Sktadowe pedu cieczy sa:

Qil = BI
Qi2 = B2
Ri6 = B6

B ”E

m22 v2 + 2 m26 v2 o+ m66

= = mll VI
= = 122 v2 + m26m

= 5'95 = 766m * m26 v2

Natomiast ped L i kret Il statku wyraza sie wzorami:

-+
L

H

-
= imv” + j m V2

=k 0

kinetyczna
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Zatem:

(L + QD! - (m + nqj) vl
L+ Qi"), ” (m + m2) v2 + n2g ®

XL+ QMN] » - [i® + 220" v2 © + °26 ]
[03x(U+ ]2 - @+ m) vie

(1 + 1) - k [(J2 a m66) © + m26 vE ]
uxiHtKj.O

70 x5i  k [(s22 = #>") VIv2 ¢ 0,g vIW]

Po uwzglednieniu powyzszych zwigzkow réwnania (17.65b 1 c¢) dla przypadku

sztywnego statku manewrujacego w plaszczyznie poziomej przyjmujg postac:

drv £
(m « 10**) =Y - (m + 022) v,,® - o » Fl
(m + ®22% n+m) viom - F2 (17.67)
<Jz * m66} TI + m26 v17r - MO2 - (<22==7) vl v2
v2
migA- - —
cos y y0G ¥ v sin ™
Podobnie mozemy rozpisa¢ rownania ruchu dowolnego ciata - statku - dla

przypadku Jego ruchu w ptaszczyznie wzdluznej Gx1zl; yq-y3°ys lub dla ru-
chu w plaszczyznie poprzecznej Gy’ z";

Chociaz rownania 17.67 wyprowadzono dla gleboko zanurzonego statku,
znajdujacego si¢ w nieograniczonym oceanie, ‘to posta¢ ich Jest taka sama
réwniez dla statku nawodnego lub dla statku podwodnego poruszajacego sig¢ w
poblizu dna. W tych przypadkach begda tylko inne masy hydrodynamiczne i in-
ne wartosci sit F~, F2 i momentu vo= Wiemy Juz, ze w przypadku statku na-
wodnego, poruszajgcego sie¢ z bardzo malg predkoscia, masy My MOga by¢ wy-
znaczone z danych dla statku zdwojonego.

W przypadku za$§ umiarkowanych liczb Froude'a F0,2 = 7 r 0,3 warunek
brzegowy na swobodnej powierzchni Jest do$¢ zlozony i masy m” begda inne
niz w przypadku wody nieograniczonej. Sita F i moment M6 bgda obejmowac
dodatkowo reakcje hydrodynamiczne zwiazane z falowaniem swobodnej powierz-
chni, generowanym przez poruszajgcy si¢ statek. Przykladowo sita F* bedzie
obejmowaé takze opor falowy statku W przypadku ruchu statku na wodzie
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ograniczonej (woda ptytka lub kanalt), w przypadku ruchu statku podwodnego
w poblizu dna gle¢bokiego zbiornika wody a takze podczas ruchu grupy stat-
kow masy towarzyszace beda inne, wystapi rowniez oddziatywanie statku
1 brzegow obszaru cieczy; caltka ¢ (1 n - ~v) dS bedzie ré6zn- od ze-

S
ra. Przy wzigciu pod uwage powyzszych uwag jasnym jest, ze roéwnania (17.67)

sa réwnaniami podstawowymi w zagadnieniu sterownos$ci statkow.

17.6.2. Ruch bezwladnosciowy ciata. Paradoks d'Alemberta

Niech ciato - statek - porusza si¢ w nieograniczonym osrodku cieczy nie-
sliwej 1 nielepkiej a przeplyw cieczy niech bedzie potencjalnym. Przy pomi-
ni¢ciu sit cig¢zkosci - sity hydrostatycznego wyporu - na cialo dziataja
reakcje hydrodynamiczne, okre$lone wzorami (I7.44a i c):

d Q. d-Q.
Ri=--dT=-ar —o * Qi (17.68a)
d K. o d'K. N o
_ VAXxQ. - - - VAXQ1 —TF XK£& (17.68b)

gdzie skladowe pedu Q. 1 momentu pedu K. okresla wzor (17.59).

Widzimy, ze reakcj; N bedzie réwna vzeru, edy pre;dkos’é katowa ciata be-
dzie réwna zeru i gdy predkosci ciata v1»v2»vj n”e zaleze¢ od czasu.
Zatem na jedno cialo poruszajace si¢ ruchem jednostajnym po linii prostej
w os$rodku nieograniczonym cieczy niescisliwej i nielepkiej, przy pominig¢-
ciu sit cigzkosci i1 zalozeniu przeplywu potencjalnego tej cieczy, nie dzia-
ta zadna sita. Nalezy podkresli¢, ze w osrodku cieczy znajduje sie tylko
jedno ciato oraz ze nie istnieja w tym osrodku lub na powierzchni ciata
zadne izolowane zrédla lub wiry. Powyzsze stwierdzenie jest trescia tak
zwanego paradoksu d'Alemberta. Jes$li jakie$ z powyzej wskazanych zalozen
nie jest spelnione, to reakcja hydrodynamiczna bedzie rézna od zera.

Ze wzoru (17.68b) wida¢, ze przy vl, v2, = const, GL + O, 0

= - 7A x Cff (17.69a)

Moment ten jest rowny zeru wtedy., gdy ciatlo porusza sie¢ wzdluz jednego z 3
gtownych kierunkéw ruchu; to jest kiedy v. [ Qi Inaczej warunek dla glow-

nych kierunkéw ruchu cialta mozemy zspisac;

vi QL = 1y vi T mi2 v2 T omi3 v3

+ +

V2 g2 = #22 V2 7 @12 VI T w23 V3

V3 Q3 = m33 v3 T mi3 VI T m23 v2
Zalezno$¢ powyzsza moze by¢ spelniona wtedy, gdy
®12 7 ®)) ~ m23 s 0O

Z powyzszego 1 zaleznos$ci (17.60), (17.61) widzimy, ze glowne kierunki ru-
chu leza w plaszczyznach symetrii ciata. Jes$li cialo nie ma plaszczyzn sy-

metrii, to gléwne kierunki ruchu a takze s$rodek mas hydrodynamicznych -
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punkt centralny ciata - analog $rodka masy ciata - mozna wyznaczy¢ w ten
sam sposob, w Jaki znajduje si¢ gléwne osi bezwladnosci ciala.

Z trzech glownych kierunkéw ruchu ciata uzyskuje si¢ stabilny ruch cia-
ta ze stala predkoscia tylko wzdluz kierunku, ktéremu odpowiada najwigk-
sza masa hydrodynamiczna j - 1,2,3- Dla uzasadnienia tego stwierdze-
nia rozpatrzmy ruch w plaszczyznie poziomej Gxy ciala wydluznego z pred-
koscig v I'vl Jak na rysunku 17.21.

W chwili t « 0 reakcje RY, = RI12 1 0 = Mj « - (fl22 " mlp VI v2 “ 0

bo vl 1 const, a v2 = 0. Dla ciala wydluzonego o orientacji ukltadu wspoi-
rz¢dnych Jak na rysunku 17.21 mamy m22 > ®9. Jes$li w chwili t = t + At
zadziata mate zaklocenie odchylajace statek od kursu y O -, to predkosc

v nie ulegnie zmianie 1 reakcje hydrodynamiczne begda:
R11 > Ri2 “ 0
71 =7 "AX?1 7 TF (m22 17 2 VI v2
(17.69b)
lub =k (m22 - m”) » sin 2 ?
bo z rysunku 17.22 mamy:

vl = v cos ¥
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Widzimy, ze w przypadku zakl6écenia ruchu powstal moment M" dzialajagcy w
tym samym kierunku, co wzrastanie kata y . Zatem przy ruchu wzdluz osi Gx

rownowaga ruchu jest chwijna.
Z badania réwnowagi ruchu w tym przypadku mozna zastosowacé wzoér (10.27)

Ze wzoru (17.69b) wynika, ze M* = 0 dla ¥ =0 1 ¥ = - j . Sprawdzilis$-
my, ze polozenie statku dla ¢ = 0 (ruchu wzdluz osi Gx) jest niestatecz-
ne. A czy ruch statku wzdluz osi Gy jest stateczny? Na mocy (10,27) mamy

warunek istnienia polozenia réwnowagi statycznej

SM.
—1 <O
¥
Wigc
SM. 5
_ré_ " (m22 - v-|) cos 2y (17.69¢)
< x _ 3M. A
Poniewaz m22 > m”, wiec dla ¥ =0, —™ >0, a dla y = = <0 i

ruch jednostajny wzdluz osi Gy jest ruchem statecznym. Ruchowi temu odpo-
wlada maksimum energii kinetycznej cieczy. Latwo to sprawdzié, bo

OE. 2
~0y = M* = n>22 ~ 1lw — s”n 21?7

Ogoblnie, dla trzech gtownych kierunkéw ruchu ciata stateczny ruch bezwtad-
nosclowy wystepuje tylko wzdluz tego glownego kierunku ruchu, ktéremu od-
powiada maksimum energii kinetycznej cieczy; inaczej - wzdluz tego glow-
nego kierunku, z ktéorym zwigzana jest maksymalna warto§¢ masy hydrodyna-
micznej. Cialo wydluzone be¢dzie si¢ zatem poruszaé¢ tak, jak pokazano na
rysunku 17.23. I w rzeczywisto$ci tak Jest. Przykladem moze by¢ drewniana
listwa plywajaca na lekko sfalowanej wodzie jeziora lub statek z awaria
gléwnego napedu. Statek pozbawiony napedu dryfuje bokiem do grzbietéw nad-
biegajacych fal - sytuacja bardzo niebezpieczna dla statku.
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17.6.3. Ruch statku wzdhiz linii prostej

Jesli statek porusza sig¢ po linii prostej, to v2 - -0, -0 1 z

rownan (17.67) pozostaje tylko jedno réwnanie:
(m + m”?) 3"« 17.7) “ap

Tu jut wskazeny na to, te nie wszystkie statki maja fodzona  zdolnos$¢ do
poruszania si¢ po linii prostej - inaczej: statecznos¢ kursowa. Tyra zagad-
nieniem zajmowac¢ si¢ bedziemy w oddzielnych wykladach ze sterownos$ci. Obe-
cnie zalozymy, te statek porusza si¢ kursem prostym.

Sita jest sumg rzutdéw na kierunek predkosci statku wszystkich sit
dzialajacych na statek za wyjatkiem reakcji bezwladnosci wody. Dla statku
poruszajgcego si¢ po linii prostej na wodzie epokojnej. przy bezwietrznej
pogodzie :

F1—Ts—Rs (17°71)
gdzie: 1 - napoér pednika, przewaznie $ruby napgedowej pracujacej za kadlu-
bem statku;
R_ - opdr statku wraz z pe¢dnikiem.

Jesdli F. > O, to statek ei¢ rozpgdza. Jesli F* < O, to statek hamuje, a
przy Fl « O mamy ruch jednostajny statku wzdhluz linii prostej. Wszystkie
te trzy przypadki ruchu statku maja bardzo wazne znaczenie Ww stosowanej
hydromechanice okrg¢tu. Najwazniejszym z nich dla projektanta statkii i dla
stoczni jest przypadek FI = 0 lub

Ts = Rs (17.71a)

Rownos¢ (17.71a) przedstawia matematyczne sformutowanie Jednego z podsta-
wowych probleméw projektowania moéwiacego o tym, ze statek musi  'uzyskaé
predko$¢ v = v zadang w kontrakcie. Z probleméw podstawowych projektowa-
nia statku, dotyczacych hydromechaniki okr¢ owej, poznaliSmy juz réwnanie
cigzaroOw: D = P oraz problemy zwigzane ze statecznos$cia poprzeczng.

” Rownos¢ Tg = Rs przy vs = const pokazuje sposéb wyznaczania oporu Rs
statku rzeczywistego z pracujacym pednikiem. Widzimy, ze wystarczy tu po-
mierzy¢ napor $ruby napedowej poprzez pomiar sity wzdluznej w wale nape-
dowym S$ruby okretowej. Ze wzgledow “techniczno-ekonomicznych", mozliwych
jednak do przezwycigzenia, nie przeprowadza si¢ w czasie zdawania statku
pomiaréw naporu $ruby T . Wigc zwykle nie znamy oporu statku Rs.

Pomiary naporu $ruby T, mwykonuje si¢ na modelach statkow podczas "ba-
dan napedowych". Na modelach statku mozemy rowniez pomierzy¢ opdr modelu
bez pracujacej $ruby. Opdr ten oznacza si¢ przez Ra 1 nazwy sig¢ oporem
calkowitym. Wskaznik m oznacza model; natomiast R-, - oznacza opoér stat-
ku bez pracujacej Sruby. Kiedy mowi si¢ o oporze statku, bez zadnych przy-
miotnikéw, to nalezy przez to rozumieé, ze mowi si¢ o oporze statku bez
pracujacej $ruby napedowej.

Wprowadzenie s$ruby napedowej za kadlub statku powoduje wzrost oporu,
len wzrost oporu zwie si¢ ssaniem S$ruby i oznacza przez AH lub AT. Wpro-

nO)
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wadza si¢ pojeci : w.spo.c; nn  ssani- - k:
+
AU AT (17.72)
Przy uwzglednieniu okresie lia w;pdto yr .. a ssa--a ; ., "., st f. " pr.-
cujaca S$rubg bedzie:
! U
R - S AR
Stad niezbgdny napoér $ruby Te dla uzysl.aria z.cdari'l” pr, “est:
B Vv
Fo 7 g 7 1t (17.73)
gdzie wspolczynnik ssania t okres$la wzor:
*T
t=1-1ir = 0,05 17.74) 0.5 r)

S

Ze wzoru (17.74) wida¢, ze wspoOlczynnik ssania t =';zerny wyznaczy¢ ekspery-
mentalnie poprzez pomiar oporu modelu R, i pomiar .p '.u modelu z pracujaca
$ruba nape¢dowa =T.

W hydromechanice okrg¢towej wprowadza sig¢ pojegcie $ruby swobodnej. Jest
to $ruba napgdowa pracujaca " zbiorniku wody z dala od kadluba statku. Na-
por $ruby swobodnej oznacza si¢ przez T, a moment - ezbedny do obracania
jej ze stalg liczba obrotéw, n, oznacza si¢ literg Q. iruba swobodna pra-
cuje w innych warunkach niz $ruba nap¢dowa usytuowana za kadlubem modelu;
mamy roézne pola predkosci, if zwigzku z tym napory tych $Srub moga byé¢ roz-

ne: Tg * T. Dla oceny réznicy pomigdzy naporuni T ' T wprowadza si¢ wspoOl-

czynnik zwany modyfikatorem naporu
ST = « i (17.75)
Mozemy znalez¢é na drodze cksperymentalnej.

Podoonie okresl- si¢ modyftatar momentu

SQ = Sr = o; <176-7)
Wspdlczynnik e si¢ przewaznie sprawnos$cia rotacyjna.
!prowadzono wyzej wielkosci: 1g, Ts, T, £T, gQ B & a  ponadto

wspotczynniki str mienia nadazajacego w, wprowadzone w rozdziale 12.5 wy-
zn-cza si¢ na drodze eksperymentalnej w tak zwanych tidaniach opor>wo-na-
pedowych. Projektsnti stat”u interesuje Jednak nie - 1-1rr, lecz statek rze-
zywisty, :tory jest projektowany, j nastgpnie. bud 'any ni zamodéwienie ar-
wy h n'
stitek rzeczywisty. Szerzej zajmw. 0 si¢ bedz -my tyr. p- blemen po "mmé¢ —

1

~.'icra. ’lusimy z. 1 znaé sposob ekstrapcl cji wyn’kéw b b.or  ode.

-

[

n' podstaw | el.'an' hydromechanicznych procesow.
'6wnanie (17.70) ~'i stozku przyspieszajgcego mc+ stuzy¢ do wyznacze-
mnia [ gom" rozbiegu statku podczas prob zdawcz:- db. rczych na mili po-
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miarowej. Widzimy z niego, ze przy ruchu niejednostajnym na mili pomiaro-
wej napor sruby napedowej T Jest

T3 - Rs + (m

Przy uzyskanej $redniej predkosci vg na mili pomiarowej w przypadku ruchu
niejednostajnego napoér niezbgdny Tg Jest wigkszy od tego, gdy vg -, const i
silnik napedu gldéwnego moze zostaé przecigzony.

Predkos¢ statku bedzie ulega¢ zmniejszeniu, gdy = Tg - Rg < 0. Napor

$ruby Tg moze spelnia¢ zwiazki

Ts > 0 ; Ts - 0 ; Tg <0

Stosowanie T < 0 ma miejsce w przypadku hamowania awaryjnego. Wtedy przy
wyposazeniu statku w roznie uksztaltowane urzadzenia hamujace - otwieranie
gruszki dziobowe, wysuwane z kadluba klapy, ... - mozemy takze zwigkszy¢
op6r statku Rg.

Rownanie (17.70) moze stanowi¢ takze podstawe do eksperymentalnego wy-
znaczania masy hydrodynamicznej m”. Schemat postgpowania jest nastepuja-
cy: Przede wszystkim wyznaczy¢ nalezy krzywa R”,(v). Nastgpnie nalezy do
modelu przylozy¢ stalg silte napedzajaca X(t) » X u(t), gdzie X » const, a
u(t) - funkcja skokowa. 'Wyznacza si¢ dalej przyspieszenie modelu w zalez-
nosci od predkosci modelu. Majac te wielko$ci mas¢ hydrodynamiczng obli-
czy¢ mozna ze Wzoru:

X - RT
“i] ¢ —— —m

Podobne postepowanie mozna zastosowac do eksperymentalnego wyznaczania ma-

sy mf « m.

17.7. REAKCJE BEZWLADNOSCI DZIALAJACE NA CIALA
ZMIENIAJACE KSZTALT

Przy ruchu ciata w osrodku nieograniczonym, ktére zmienia swoj ksztatt
z uplywem czasu, reakcje o charakterze bezwladno$ciowym sg okreslone tymi
samymi wyrazeniami co w przypadku ruchu ciata sztywnego. Pozostaja zatem w
mocy wzory (17.44), (17.45) 1 (17.6B). Roéznica pomiedzy obu przypadkami po-
lega na tym, ze powierzchnia S ograniczajgca ciato zalezy od czasu dla cia-
ta zmieniajacego swoj ksztatt. Wynika to stwierdzenie z wyprowadzen wzoréow
(17.39) 1 (17.40). Masy towarzyszace m'k ciatla deformujgcego si¢ beda za-
leze¢ od czasu. Nalezy to mieé¢ na uwadze przy korzystaniu ze wzordw (17.68).
I tak zgodnie ze wzorem (17.68a) skladowa R* w kierunku j, R”, bedzie

Rj 7 = —gtl = (0o x3)6

% = mkj V| (17.53)



gdzie:

Jako przykilad
dzialajaca na
jaca w czasie

Zgodnie ze
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d-Q. dv dm .

TT = mjk ~dF + vk ““dt a7.77)

zastosowania mwzoru (17.77) wyznaczymy reakcje bezwladnosci
kule poruszajacg Si¢ z predkoscig vO i jednoczes$nie zmiania-
swoj promien I'0.

wzorem (12.122b) potencjal jednostkowy kuli jest

W Lo
= J

= Ccos X
ol r

Masy towarzyszace zgodnie ze wzorem (17.57) beda:

*1 d
“11 = m22 = m33 = |* /7 b= s
gdzie:
=~ 10 cosX
r=r
0
3N 9ol
-77 = -77 cos X
r=r, I' To
dS = dSr = T sin X dXd©
Wiegc
mil = 22 - m33 - (17.78)

Pozostale masy towarzyszace m” = O.
Zauwazmy, ze wspolczynnik masy towarzyszacej kuli
K11

cv =

gdzie: V - objetos¢ kuli.

Jesli kula zmienia swéj promien z uplywem czasu, to we wzorze (17.78)
Iro=ro(i). Zatézmy, ze predkos¢ kuli ma kierunek osi Oz, vO = 22 vO.
Wtedy :

Qi = ez 33”7 vo
a reakcja bezwtladnosci:
d'Gr -
Ro=e¢ R dt - ez dt
33 dt o
gdzie:
dm, 2 d'a) 2 dr

- ) au) _ . - _ 1" dv
g2 = lTo—(g—211 =g () -rff= 5 9 gt



3*2
Ten ran wyr. k :zysk ' mozna na znacznie dluzszej dredze poprzez wyznacze-
nie potencjatu przeplywu ¢ , znalezieniu rozktadu Cis$nie/, na powierzchni
kuli oraz zastosowaniu wzoru dla reakcji hydrodynamicznej (5.Ta). Naszk
cujeny spesob poztgpowar.

Zadanie rozwigzujemy ¢ ukltadzie odniesienia zwigzanym z deformujaca si¢
kula. Predkos$¢ deformacji kuli wedlug zatozenia Jest:

Zakladamy, ze ptyn Jest niescisliwy i nielepki, a przeptyw plynu ma poten-
cjal ¢ . Fotencl;.! ¢ 1.1 spelnia¢ réwnanie Laplace'

Ae “ 0

Rys.17.24

warunkami brzegowymi:
- na powierzchni kuli dla r=rQ (rys. 17.24):

dr
vo cos X + dt-

w nieskonczonosci:

r -> 00 N2 — o0 lub ¢ o ©)
rzewidujemy rozwigzanie zadania w postaci:
¢ = vl P(r) cos X + Q(1) (d)

Odstawiamy (d) do (1); mamy:
vo cosx[”™ (12P) - 2P+ ™(x2 H£H= 0
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Stad lia kazdego r i X mamy réwnania:

I a2p) - 2P =0

fc (r2Q) = 0
Zatem:

P(r) = Ar +

QM - - L

Fo podstawieniu powyzszych wyrazen do zwiazku (d) 1 po uwzglednieniu wa-
runkéw brzegowych (b) 1 (c) potencjal przepltywu ¢ Jest:

o = cos X - (e)

Przy wzieciu pod uwage wzorow (12.55) 1 (12.78C) mozemy sie¢ przekonaé, ze
pierwszy sktadnik potencjatlu przeplywu ¢ przedstawia potencjal dipola o

momencie :

2 2?2 = rirr3 vo

a drugi - potencjal zrédla o wydatku

gdzie V Jest objetoscia kuli. Dipol i Zzrédlo sg usytuowane w poczatku uita-
du zwigzanego z kula Oxyz - rysunek 17.24.

Fowyzsze jest przykladem skladania potencjalow osobliwosci hydro.iecha-
nicznych w celu uzyskania potencjaléw ztozonych przeptywow; w tym przypad-
ku kuli.

Rozktad cis$nien w plynie i na powierzchni kuli znajduje si¢ z catki Cau-
chy'ego-Lagrange'a. Pomijamy sily grawitacyjne. Stalg C(t) wyznaczamy .w

nieskonczonos$ci dla

T — oo P —» O a P = Po = const.
Wiec:
P-Pp T 60 1 ivp)2]
¢ L ot - + X
gdzie:
Ve = VO (ep cos X - sin X)
dla ~ro
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| A
ve - F sinx- le 0
7-’rvr+X X * 00 ve

Wspoélczynnik ci$nienia mozemy juz prosto obliczy¢. Wyraza si¢ on wzorem:

. I'o cos X dv°
- |y sin2 X+ +

dr
J- 003 3E 2 ®
0

Dla sztywnej kuli: I'0 ¢ const, zeruja si¢ trzy ostatnie wyrazy powyzszego
wzoru.. Natomiast dla sztywnej kuli' poruszajacej si¢ ze statag predkoscig vO

wspotczynnik cidnienia Jeet:

Cp 1l - - £ sin2X
W tym ostatnim przypadku reakcja hydrodynamiczna Jest rowna zeru: R 1 14»0,
co Jest zgodne z paradoksem d'Alemberta.

Obliczmy reakcje R dla wspodlczynnika ci$nienia okreslonego wyrazeniem

(). Mamy:
R==-/7@®PQ ndS=-jQv2 CpndS=¢e* R + 82 7y + ® Rz

gdzie:
7 ® nx + 72 ny + ®3 nz

(0S. e sinX

ny =
ny = sin 0 sin X
nz = cos X

ds = sin Xd Xd 0

Wykonujac catkowania uzyskujemy nastepujace wyniki:

n m

Ry = o
Rz » - %? ré g¥% 2 'ir<?rg Vo g{‘ll = = m33 gl\@l = vo Q‘i‘_ﬂI

Wigc mamy wynik zgodny z uzyskanym na drodze znacznie prostszej.
Sprawdzcie, ze masa towarzyszaca walca kolowego przypadajaca na Jedno-
stke Jego dlugosci - przeptyw plaski - Jest:
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2

mll = m22 =9 1o
gdzie: 1) - promien walca. Obliczcie w ten sam sposob, jak wyzej w przy-
padku kuli, reakcj¢ hydrodynamiczna dziatajaca na walec, ktorego promien

zmienia si¢ z uplywem czasu, np.:
rQ = a + b cosut

Widzimy, ze reakcje hydrodynamiczne mozemy wyznaczy¢ w sposéb mniej lub
bardziej pracochtonny. Gdy mamy stabsze przygotowanie teoretyczne, inaczej
- gorsze narzedzia pracy, to dla uzyskania zatozonego celu wigcej musimy
si¢ napracowaé 1 wigcej czasu stracimy.

17.8. ODDZIALYWANIE TROJWYMIAROWEGO PRZEPLYWU
POTENCJALNEGO NA STATKI NAWODNE

Reakcje hydromechaniczne dzialajace na statki nawodne przy zatozeniu
przeplywu potencjalnego wody - cieczy mozemy wyznaczy¢ albo z 0goblnych
wzorow (5.7a) i (5.8a) dla R 1 M, lub tez - tak samo jak w przypadku ruchu
ciala w osrodku nieograniczonym - przez zastosowanie zasady pe¢du. Pierwsze
podejscie jest prostsze. Rozpatrzymy wig¢c najpierw ten przypadek. Zatozymy,
ze ciecz jest niesécidliwa i jednorodna i ze jest dany potencjal przeptywu
w ukladzie odniesienia zwigzanym ze statkiem, ¢ . Jest to potencjal prze-
ptywu absolutnego:

v = Vg
Podwodna czegs$¢ kadluba statku ograniczona jest powierzchnig S, a predkosé
powierzchni S okre$la wzoér:

7s = "TA +°° x ?s

gdzie: rg - jest promieniem wodzacym elementu powierzchni S. Na swobodnej
powierzchni Sp panuje stale cisnienie pQ. Stalg C(t) w calce Cauchy'ego-
-lagrange'a wyznaczymy daleko przed statkiem na niezakldéconej swobodnej po-
wierzchni.

Wiep:
p~po = 4N = N Vep + X+ U) = VX + U)
gdzie: vg » VA + ® x r - prgdko$¢ unoszenia statku,

U - potencjal sit grawitacyjnych.
Zgodnie ze wzorem (5.7a) reakcja R dzialajgca na statek jest:

R=-23(0p - pO) n dS
s

gdzie: n - zewnegtrzna normalna do powierzchni S
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prr. mzszym wzorze wzigto zaaiast p, P~PO> bo po obu stronach poszycia ka-

:tuba, powierzchni S, panuje ci$nienie n”. 1 “zuje to rysunek 17.25.

'wr6¢my uwage jeszcze na to, ze na powierzchni S predkos¢ vg = v1 i

'

zZe ! S

Y = 7s-n = n-w|s -

Przypomnij;.,, , ze powyzszy warunek ma miejsce w przypadku nleprzepuszczal-
nosci powierzchni S i niewystgpowanie odrywania przeptywu.
Po podstawieni” wyrazenia dla rozkladu pola cisnien na powierzchni 3 do

wzoru dla reakcji R mamy:

2
R=¢.UndS +¢ Iy ndS +Q ./ n dS (17.79)
s s s

Widzimy, ze uzyskaliSmy taki sam wzér dla R jak dla przypadku ruchu statku
podwodnego w nieograniczonym oceanie. Reakcje hydrornechaniczne jednak tam
i tu beda inne, bo rézne bgda w obu przypadkach potencjaty predkosci, a tak-
ze zasadnicza rOznica wystgpuje w powierzchniach ograniczajacych  kadiub
statku. Tam byla powierzchnia zamknigta, a tu jest powierzchnia otwarta:
kadlub statku przecina swobodna powierzchnia S ,. Wyraznie to bedzie wi-
doczne, gdy przeksztalcimy wzor (17.79) do postaci analogicznej do wzoru
(17.39a).
Zgodnie ze wzorem (14.11) mamy:

n <§ = dT " d3 - IJW ds + ./ drxe7

S S s 35

lodstawiajgc powyzszg zalezno$¢ do wzoru (17.79) otrzymujemy wyrazenia dla
? w postaci:
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R=¢ /vt ndS + ¢ on dS +
S 3

+ <<?y”™ (V<p)2 n - JdS +9 dr x g>vs (17.80)
S 3

Jesli powierzchnia S jest powierzchniag zamknigta, to 3S = 0 1 ostatnia
catka krzywoliniowa znika. Widzimy stad, ze wzor (17.39a) jest szczegdlnym-
przypadkiem wyrazenia (17.80). Podobnie mozemy znalez¢ wyrazenie dla mo-
mentu M wzgledem poczatku A ruchomego ukltadu odniesienia. Zgodnie ze wzo-
rem (5.8a)

2
M=-=-/ (PPO) ?sxn dS =¢./ U rsx ndS +¢./ rgyn dS +

S S N

(17.81a)

Wyrazenie powyzsze mozna doprowadzi¢, przy pomocy wzoru (14.14cC), do posta-
ci podobnej do wzoru (17.80). Istotnie, przy wzieciu pod uwage, ze zo. we
wzorze (14.14C) jest rowne rg we wzorze (17.81a), mamy:

n) ds = xJ" <fn dS + 3L INAX das -
s

®\7¢ dS - ¢ rg x(vs xdr) =
95

V. x /¢pn dS

+

S

-7 ?sxinNnV/? + v/ rsx(drx<p7s)
s as

Po podstgwieniu powyzszego zwigzku do wzoru (17.81a) uzyskuje si¢ wzér dla

momentu M w postaci:

M=¢3y Utxnd3 +v; xQ7Z ~ 0S + 9.7 xm) ¢ dS +

s s S

+=2/[1 (V<p)2 (rsxn) - rs x\7¢] 0S +
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Jesli S Jest powierzchnia zamkniegtg, to ostatnia catka w wyrazeniu (17.81b)
Jest oczywiscie rowna zeru. Dla jasnosci nalezy podkres$li¢, ze we wzorze
(17.81a)

1
< -
9<2 3- -t V 3=t I7s'3vg1g f —

bo na powierzchni S - v .
Jesli oznaczymy przez rQ3 promien wodzacy powierzchni S wzgladem po-
czatku nieruchomego uktadu odniesienia, to moment R reakcji hydrodyna-

micznej wzgladem poczatku ukltadu nieruchomego badzie:

Mo = =/ (p7p0) n dS -

9-/U%sx" +9. X (%0sx 1 9J 12 (20sxS)  «

> 9 2o0sx" + 7€ 9 / tP?0sx " +

+ <2/l (72 TosxK = 2osxtiyt, [ds +

+< N %g x (1d? x VO (17.810)
e

Widzimy, ze dla powierzchni zamknigtej S wzér (17.81C) Jest taki sam, jak
wzor (17.70a).

Zanim przejdziemy do rozpatrywania szczegdlnych przypadkow wzoru
(17.80) 1 ich zastosowania praktycznego, wprowadzimy Jeszcze wzér ten przez

bezposrednie zastosowanie zasady pedu.

17.8.1. Zastosowanie zasady pedu do wyznaczania oddziatywania przepltywu
potencjalnego na statki nawodne

Do opisania ruchu statku nawodnego stosuje si¢ zwykle trzy kartezjan-
skie prawoskretne uktady odniesienia. Pierwszy nieruchomy ® oyozo o osiach
0x0,0y0, lezacych na niezakldconej swobodnej powierzchni wody 1 osi Oz ,
skierowanej pionowo w doél; wersory tego uktadu: eQl, 62, e”. Drugi uktad
Axyz lezacy takze na niezakloconej powierzchni wody o osi Az skierowanej
pionowo w dot i poruszajacy sie z predkoscig vA = + e vVAy oraz
obrocony wzgledem uktadu OxQyozo o kat Eulera . Trzeci uktad Gxlylzl jest
sztywno zwiazany ze statkiem, przy czym G jest $rodkiem masy statku. Pred-
kos¢ srodka masy vO = T u + j-v + 2w, a predkos$¢ katowa statku jest

U—ip + jq +t kr—i oy +J + k wzr Zalezposcl pomigdzy tymi
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ukladami odniesienia przedstawione sa w rozdziatach 12.7.1 1 12.7.2. Jesli
sktadowa predkosci w=0 a takze cuy = wy = 0 i katy ¢ = ® = 0, to uklady
Axyz i Gxlylzl sa do siebie réwnolegle, Zwykle zaklada sie wtedy, ze punk-
ty G i A lezg na jednej linii pionowej. W przypadku kotysan statkul o ma-
tych amplitudach zaklada si¢, ze uklad Axyz porusza si¢ ze $rednia pred-
koscia $rodka masy statku G.

Uklady te wraz z powierzchnia kontrolna Sc = Sp + £2C pokazuje rysunek
17.26. Zakladamy, ze powierzchnia kontrolna £ jest nieruchoma wzgledem

uktadu Axyz. Porusza si¢ ona zatem z predkoscia

76 =T7A + %3 X 7AX="T7s + X

wzgledem ukltadu nieruchomego.

Zatozymy dalej, ze potencjal absolutnej predkosci cieczy ¢ dany jest
dany w uktadzie zwigzanym ze statkiem: Gxlylzl.
Ped. ptynu Q zgodnie z (17.1) Jest

Q= J<AVY dV —¢ 0 ¢ dS
3 "Ovo
gdzie: 3vQ - S + Sp +

Przy uwzglednieniu, ze

F--VU
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rownanie (17.2a) bedzie mialo postac

?ﬁ -/ avVUdV - pnQdS - —/=?2UnodS- .~ P%dS
8Mp Ovo sF»Sc
n 7 po "o
0
Ale n0 - - n wiec
-1/ Un 4q —<JW + £) "o 12 =~ Po "o * (17.82a)

Predkos¢ zmiany pedu Q (17.3a) zapisana w uktadzie Gxlylzl (uwzgledniono
wzor 12.173) jest réwna

Q dV + @ x/ <AV dV + $ ev®vwno dS
ar
8V0

Dla zalozonego przeplywu potencjalnego v » \7¢p powyzsze wyrazenie bedzie

mle¢ postac:

ai=/9-ft%0 as

3Vo

bo na S
<kp. —
vw-n- 0 3l = \/n
Podstawiamy wyrazenie (17.82b) do wyrazenia (18.82a). Po uporzadkowaniu

otrzymujemy :

dS +d6 x ¢ J"ynd dS + ¢~ PO Ho dS +
s s

*Jr _
~3-t no

+() (AT+U+?)n 6+ o x ¢ g ds
SFTZL,

—cJ’UNdS-R (17.820)
s
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Ale powierzchnia statku S jest nieruchoma w uktadzie zwigzanym ze stat-
kiem, wigc na mocy wzoru (14.13d) pierwsze dwie calki sg réwne:

ds

Czwartg catke mozemy napisa¢ nieco inaczej przy pomocy calki Cauchy'ego-
-Lagrange 'a

Clt-u+1)%dS= /7 T%dS? / F%as+

ds

bp na Sp 1 X0

Po uwzglednieniu powyzszych uwag oraz tego, ze

/% dS =0

avl)

wyrazenie (17.82C) sprowadzi sie do

at - "?guf = v2

+ o X(?2/ <Pno dS +¢ J v/ dS=(?J’undS-R
SEC s

Na mocy wzoru (12.113e) suma 4 j. 5 wyrazu powyzszego wyrazenia jest réwna:

9vs x dr
0(5F-Z0)

rfigc mozemy napisa¢ juz wzoér koncowy dla reakcji R

R=C~Un dS + ¢J"pn dS + ¢ ffo 7 -vnoJ +
S

"4/ drxoev (17.83)
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gdzie:
v vino » -vo®v<p-No

Prosto mozna wykazaé, ze wzory (17.80) 1 (17.83) sa rownowazne. Zgodnie z

zalozeniem w obszarze vO nie ma zrdédel ani wirdw, wigc na mocy wzoru
(17.41a)

Stad mamy zwigzek:

7 (V"o ds = —J (2" "o - ”

- il - 57-v<p) dS (17.84)

wykazaliSmy zatem, ze trzecie wyrazy wzorow (17.80) i (17.83) sa takie
same. Rowniez ostatnie wyrazy wzorow (17.80) i (17.83) powinny by¢ réwno-
wazne. I tak rzeczywiscie jest. Przede wszystkim zauwazamy, ze petle:
3(Sp + Zc) 1 3S opisuja t¢ samag plywnice statku, sg zatem Identyczne.
Kierunek obchodzenia tych petli okres$la zewngtrzna normalna do powierzchni

>, + Sp 1 S. Zatem na petli 3 (Sp + Zc) kierunek ten Jest przeciwny do

ruchu wskazoéwek zegara, a na pegtli 3S Jest zgodny z ruchem wskazowek ze-
gara. Pokazuje to rysunek 17.27. Poniewaz obszar v Jest ograniczony po-
wierzchnia zamknigta: 3v0 = Sp + Sc + S, to:

Rys.17.27
Wigc mamy:

(17.86)
3(SF+ Zc)
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Widzimy wiegc, ze wzory (17.79), (17.80) 1 (17.83) wyprowadzone w rézny

sposob sa rownowazne. Widzimy takze jeszcze raz, ze stosowanie zasady pedu
wzglednie zasady kre¢tu do znalezienia ogélnych wyrazen dla reakcji hydro-
mechanicznych R i M jest nieco bardziej pracochtonne i klopotliwe niz bez-
posrednie zastosowanie wzorow ogolnych (5.7) 1 (5.8), wzglednie (5.7a) 1
(5.8a). . ten sposob, w jaki uzyskuje sie wzor (17.80) ze wzoru (17.83) i

odwrotnie, mozna napisa¢ nastgpujacy wzér dla momentu M:

M=¢g/”J r.xn dS + vA x ¢J"pn dS + o (L) o dS +
S s s

Wystarczy wzigé pod uwage wyrazenie (17.81b) i1 wzory analogiczne do
(17.84), (17.85) 1 (17.86). Postarajcie si¢ o wyprowadzenie wzoru (17.87)
przez zastosowanie zasady kretu.

Wszystkie wzory dla reakcji hydrodynamicznych R 1 M mozna wyprowadzi¢
przez zastosowanie zasady zachowania energii, sformulowanej dla pltynu w
postaci rownania (7.36). W ogoélnym przypadku ruchu ciata cze¢éciowo zanu-
rzonego postgpowanie takie jest jednak nieco klopotliwe.

17.8.2. Uwagi o wzorach dla reakcji hydrodynamicznych dziatajacych na
statki nawodne

Mozna postawi¢ pytanie: Po co wyprowadzamy tyle réwnowaznych wzoréow dla
reakcji R 1 M? Czy nie wystarczy wzor najprostszy, np.: (5.7a) wzglednie
(17.79)? Jes$li nas interesuje reakcja R | R1,LRER.J} , a Scislej wartosci
liczbowe R”, rC, R”, to w zasadzie obojetnym jest, jaki wzér zastosujemy.
Jednak ze wzgledu na skrécenie czasu obliczenn, wskazuje na to przyklad
rozdz. 17, optaca si¢ zastosowanie wzoréw bardziej ztozonych. To jest po-
wod pierwszy. Drugi powod wyprowadzenia wzoréw zlozonych jest taki, ze ze
wzoréw bardziej zlozonych uzyskuje si¢ znacznie wigcej informacji o reak-
cjach R 1 M, bez wyznaczenia ich warto$ci liczbowych, niz ze wzordw pros-
tych. 1 tak na podstawie wzoru (5.7a) wiemy tylko, ze reakcja plynu nie-
lepkiego na cialo zalezy id rozkladu ci$nien na powierzchni ciata S 1 od
ksztaltu 1 wielkoéci tej powierzchni S. rfzér (17.79) daje nam informacje
dodatkowe :

- reakcja hydrodynamiczna jest proporcjonalna do gestos$ci ptynu;

- z reakcji hydrodynamicznej daje si¢ wyodrgbni¢ reakcj¢ hydrostatyczna;

- reakcja R zalezy ponadto od rozkladu kwadratow predkosci pltynu na po-
wierzchni S i od rozkladu pochodnej wzglegdem czasu impulsow cisnien o¢¢
na powierzchni S.

Jezeli zastosujemy wzor dla rézniczkowania funkcji skalarnej wzgledem
czasu w ukltadzie ruchomym

d<f *
3t="Tt - V&
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/- ®'Pk
mjk = -1 JF 2j 9111 dS

a dla statku catkowicie zanurzonego wazny jest nadal wzor (17.54). Wiemy
juz, ze dla statku sztywnego poruszajgcego si¢ w osrodku nieograniczonym
masy hydrodynamiczne sa stale - nie zaleza od predkosci statku. Czy to
stwierdzenie pozostaje w mocy dla statku nawodnego lub ptytkozanurzonego?
Okazuje sig, ze w tym przypadku masy hydrodynamiczne zaleza od predkosci
statku, a nawet od jego przyspieszenia. Dla wykazania istnienia takiej za-
leznosci ograniczymy si¢ do sformulowania zadania o wyznaczeniu potencja-
tu predkosci ¢ z liniowym warunkiem brzegowym na swobodnej powierzchni
(15.20) dla pc = 0. Zbiornik wody niech ma gi¢gboko$¢ H, a pozostate wy-
miary zbiornika niech b¢da nicograniczone.
Zgodnie z metoda Kirchoffa potencjat ¢ przedstawiamy w postaci:

(17.48)
Potencjaly jednostkowe ¢pR spelniaja rownania Laplace'a:
Apy = 0 (17.49a)
1 warunki brzegowe :
9Pk
17.49b
s k ( )
na dnie:
(16.5)
z~H
w nieskonczono$ci:
Lim \7pv = 0
x_*llgé q)Kv (16.148)
y—>» 100
- ograniczone przy x—F - 00
na swobodnej powierzchni przy z=0:
43 - dh>
Tt - ’k—6—]§]'7——|\r ‘V<Pk = 0 (15.20a)

Z warunku brzegowego na swobodnej powierzchni widaé¢, Zze potencjaly jedno-

stkowe begda funkcja predkosci statku vg 1 jego przyspieszenia

Whioski dalsze:

a) w robwnaniach (17.67) manewrujacego statku nawodnego, ktorego predkosci
nie sg male, masy towarzyszace nie sg wielko$ciami statymi, lecz zale-
za od predkosci statku i takze od przyspieszenia;

b) roéwnanie statku hamujacego lub przyspieszajgcego (17.70) w ogdélnym
przypadku ma postac:
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+ v, vI]sg- T3 -Rs (17.70a)

WV zadnej publikacji dotyczacej hydromechaniki okrgtowej nie wskazywano
na zalezno$¢ m” od v | vO. Brak Jest takze wynikéw badan eksperymental-
nych w tym zakresie. Pozostaje réwniez otwartym udowodnienie, czy macierz
n dla ruchu ogoélnego obicktu pod swobodna powierzchnig lub dla obiektu
czgéciowo zanurzonego Jest macierza symetryczna lub nia nie Jest. W przy-
padku statku nawodnego wykonujacego mate ruchy oscylacyjne wykazuje sie,
ze « m?j oraz, ze Jest zalezne od czestos$ci kotysan. Tym zagad-
nieniem be¢dziemy zajmowaé si¢ przy rozpatrywaniu wlasnosci morskich stat-
kow. Wydale sig, ze zamiast rownania (17.70) 1 (17.70a) dla statku poru-
szajacego si¢ ruchem jednostajnym po linii prostej lepiej Jest napisaé row-

nonie ruchu w postaci:

K xn (17.70¢c)

Tu reakcja cieczy o charakterze potencjalnym Jest na mocy wzoru (17.79):

Rx Cr nx ~ vo 3= + <<?/4tT nx dS (17.90)

Pomini¢to tu skladowa Rnx reakcji hydrostatycznej. Poniewaz wzér (17.80)
uzyskano ze wzoru (17.79), to takze wzér (17.90) powinno si¢ uzyskaé ze
wzoru (17.80). Zalozymy ® = 0. Zatem zgodnie z wyrazeniem (14.1Jd):

TE ds = n dS

Na mocy wzoru (12.113e) przy o = 0

dFxyvs = 7s [n ®\79-\7¢p ® n] dS (17.91)
as S

Podstawiajac powyzsze dwie zaleznos$ci do wzoru (17.80) otrzymujemy

R=@2Ju"ds+?=TE" § +2J"'(V " - ® ") ds (17.92)

S S S

Jesli statek porusza sie z predkoscig vO = 1 vO, to vO = 1 vO 1 natych-
miast przy pomini¢ciu sity hydrostatycznej uzyskuje si¢ wzor (17.90). Dla
powierzchni zamknie¢tej na mocy (17.91) ostatnia catka we wzorze (17.92)
przechodzi w trzecig catke wzoru (17.80). Jest zatem tak, Jak powinno by¢.
Jeszcze Jedna uwaga: dla ruchu statku nawodnego wzdluz linii prostej z
predkoscia vO = i vO calka krzywoliniowa Jest réwna zeru. Wtedy:
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/V v2 30

nx - vo K nx (17.93)

Podobnie dla ruchow wystepujacych oddzielenie wzdluz pozostatych osi; np.
dla vO = k «0

_y Yo
0o 0z V4

Pewng uwage nalezy zwroci¢ takze na reakcje hydrostatyczng wystgpujaca
we wzorach (17.79). (17.80) i (17.83)

V,’)/ UndS = - ¢ gJ"zndS (17.94a)
S

Rozpatrywaé bedziemy powyzszy wzor w ukladzie ruchomym Axyz. Przejscie do
uktadu zwigzanego mozna zawsze dokonaé¢ przy pomocy wzoréw transformacyj-
nych, np. (12.140).

Na podstawie rysunku 17.26 mozna zauwazy¢, ze zanurzona obje¢tos¢ statku

V(t) jest ograniczona powierzchnia ¢V = S(t) + Sp (t), gdzie S”  jest
0 0
powierzchnig rozpigta na plywnicy statku 9(Sp + 20)' Zewngtrzna normalna

na powierzchni Spo jest réwna oczywiScie M0 1 pokrywa si¢ z zewngtrzng nor-
malng do powierzchni 3V, réwng n.

Mozna zauwazy¢ dalej, ze na Spo’jest spelniony warunek brzegowy (15.10b)
Wigc réwnaniem Spo jest z = ¢ (X.y.t). Po uwzglednieniu powyzszych uwag
mozemy napisac, ze

Stad:

J'"zndS = &8 zndS- J'5ndS=ez V) -J" 5n dS

S av sFo sFo

Po uwzglednieniu powyzszej relacji reakcja hydrostatyczna wyrazi si¢ wzo-

rem:
Rh - -¢g V(t) ez ? / 5n dS (17.94b
SF-
lub
% - V(t) % + < / 5Sno dS (17.94c¢

bo na Sj-0 zewnetrzna normalna mm ten sam kierunek jak na Sp



< uktadzie zwigzanym ze statkiem zgodnie z wzorami (12.140a) i1 (12.148)
dla ¢y - 0

e~ m -1 sin 0 + j"cos 0 sin ¢ + k cos 0 oofo

Drugi sktadnik sity hydrostatycznej wzoru (17.94c) mozemy zamieni¢ na cal-
ka krzywoliniowa po ptywnicy statku. Do zamiany tej stosuje si¢ wzor Sto-
kesa w postaci (I12.113d). I tak dla przyktadu skladowa reakcji hydrostaty-

cznej w kierunku osi Ax Jest:

5 ay (17.94d)

Gdy fale nie wystepuja, to R”. - 0. Jest to zatem pewna sktadowa oporu fa-
lowego statku.

Zatem Jes$li statek nawodny porueza si¢ z predkoscig vQ = 1 vO to opor
falowy statku

7 - Rx X <g S2(x,y)
as

Fe/T (17.95)

gdzie:

Wzér powyzszy moze zostaé zastosowany wtedy, gdy znany Jest potencjal
przeptywu . Relacje¢ pomigdzy i & daja wzory (15.8). Widzimy, Zze nawet
gdy mamy potencjal </, zadanie o wyznaczaniu oporu falowego statku nie Jest
zadaniem prostym. Dlatego wzor (17.95) upraszcza si¢ 1 w teorii liniowej
oporu falowego skladnik hydrostatyczny si¢ pomija. Przy wystgpieniu wyso-
kich fal okr¢towych ten skladnik moze mie¢ dos$¢ znaczne wartosci.

Dla sprawdzenie zgodnosci obliczen teoretycznych oporu falowego z eks-
perymentem nalezy mie¢ mozliwo$¢ pomiaru tego sktadnika oporu statku. Po-
damy nizej podstawe teoretyczng eksperymentalnego ‘wyznaczania oporu statku.

17.8.3. Podstawa teoretyczna cksperymentalnego wyznaczania oporu falowego
statku

Opor falowy, R powstaje wtedy, gdy statek lub inne ciatlo plywajace w
poblizu swobodnej powierzchni cieczy wytwarza na tej swobodnej powierzchni
j.ale grawitacyjne. Zatem gdy takie fale nie powstajg przy ruchu statku-cia-
ta, to takze nie ma oporu falowego. Wiemy Juz, Ze to ma miejsce przy licz-
bach Froude'a bliskich zeru i przy bardzo wysokich liczbach Froude'a; prak-
tycznie przy F»> 2 1 ze najwigckszy opor falowy wystepuje przy' F* = 0,5 +
+ 0,6. Powstaje pytanie: Czy nie mozna eksperymentalnie wyznaczy¢ oporu
falowego przez pomiar uktadu fal, generowanych przez statek? Eggers wyka-



zal C18]» ze Jest to niemozliwe. Wzory podane przez Eggersa mozna wyprowa-
dzi¢ w rézny sposob 1 rézni autorzy tak postepuja. Kazde z tych postgpowan
jest jednak tylko szczegdlnym przypadkiem postepowania ogdlnego. My wypro-
wadzimy wzory dla oporu falowego statku z wyrazenia ogoélnego (17.83), kto-
re, jak wyzej wskazano, jest réwnowazne wzorowi (17.80) i (17.79). Niech
statek porusza si¢ ze stalg predkoscia:

7 =Vr=3ITV =V, =Y
e G o i s const

Poniewaz predkos¢ katowa statku ® = 0 1 V¢ « vO = const, to

on =4V 4t -

bo w ukladzie odniesienia zwigzanym ze statkiem przeplyw nie zalezy od
czasu. Wobec tego, przy miegciu pod uwage zwigzku (17.94c) dla reakcji
hydrostatycznej wzér (17.83) przybiera postaé

R=-¢cgV & +¢g / §no dS + %_Vno (s +

(17.96a)

Reakcja R wyrazona powyzszym wzorem nie -zalezy od] czasu. Przeksztalcimy
wzor (17.96a) tak, aby uzyska¢ wyrazenie przydatne do wyznaczenia oporu

falowego przy pomocy parametréw fali okretu:
Bierzemy najpierw pod uwage catke krzywoliniowa:

dr x (cpvs) =J> (™ dx + ?22 dy + dz) xp?!

3(3Fo-Z¢)
>/ <PYOD (- e3 dy + ¢2

'iigc sktadowa na o§ Ax tej calki jest rowna zeru, Nje daje ona zatem wkla-

du do oporu falowego. Trzeci wyraz wzoru (17.96a) jest rowny

ni%'vno

+ /7 (426 - vno
v ) dsS

Ale z warunku na swobodnej powierzchni (15.8) mamy dla = 0;'
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Stad:

> (4 So =~ vno 7)™ - H .~ sSno 0s

SF
Dla v - « vO skladowa w kierunku Osi Ay ostatniej calki jest rowna zeru,
bo:
N®ApJ dS m vO 7 C €5 - nxV<?)dS
SF
+ ®3 7
Vo nz
- nx ]
Zaten:
Rx =<7g Snoy dS +< vy, V) ds (17.96b)
nox no X

Podobnie jak przy wzorze (17.6% 1 d) przeksztalcamy pierwszy wyraz wyra-
zenig (17.96b) przy pomocy wzoru Stokesa na catke po brzegu obszaru

SF + 3Fo

S Ady = -n || dS

Tu A-J wl?c sktadowa [iy bedzie:

2
Rx—-|<?g &2 dy + <. (XF nox ~ vno vx (17.96¢)

atSp”Sp”) zc

We wzorze tym:
=V@ ’ vno =V<? '% VX = S = 7z

Po uwzglednieniu, ze R” = - H i n = - nQ, wzor (17.96c) zapisujemy tak:
=Ig¢g 52dy +3 S (ex + g€ + @) ny dS - pJox on dS  (17.97)
3(SF»SFo) £c >0

Wzor (17.97) stanowi podstawowg zaleznos¢ eksperymentalnego wyznaczania
oporu falowego statku. Mozna dalej uprosci¢ wzoér ten, jesli odpowiednio
wybirze si¢ powierzchnie kontrolng >0. Wygodnym okazuje si¢ zastosowanie
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powierzchni kontrolnej X w postaci prostopadloscianu o Scianach:

S 1= 1,2,....,5, przy czym $ciany S| 1 S2 sa prostopadle do osi Ax, $cia-
ny i SA sa rownolegle do osi Ax, a Sciana jest réwnolegta do ptasz-
czyzny Axy. W przypadku basenu do badan modelowych $ciany S* i SA moga byc¢

§cianami basenu, a $ciana S* - dnem basenu. Sciany S* poruszajg sie oczy-
wiscie z predkosciag vg = Oy v Brzeg powierzchni kontrolnej X0 rowny
J(SI + S2 + Sj + SA) wraz z kierunkiem jego obchodzenia i normalnag n poka-

zuje rysunek 17.28. Z rysunku widaé, ze na brzegu Scian S

. O

dy = O.

(17.98a)

= cos(n,x)=0,

(17.98b)
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Ostatnig catkg wzoru (17.97) mozemy rozpisac tak:

/pxen dS - S ox gn dS + S ox ¢n dS + ..+ gy on dS
Yo Si St Se
Ale na
SI - <Ix -0, pPn - O na S2 on - <Py i
na S3 Pn Py’ na S4 : Pn - - 9y ;
na S5 *n = = Pz

Wigc

A Prgg TTT2 dy 2 N g gy dax WY 5k by a0 dy -

Sz x si .

=/ Yy Pz dx dy

%
Jesli Sciana powierzchni X0 pokrywa si¢ z dnem basenu modelowego lub
lezy w dostatecznie duzej odleglosci,od swobodnej powierzchni, to z kine-
matycznego warunku brzegowego na wynika, ze (pzl| = 0. Wtedy:
s5
/dx <n dS - S dy dz + /7 ox ¢y dx dy - / oy ¢y dx dy (17.980)
3¢ S2 5j S,

Po podstawieniu zwigzkow 17.90 do wzoru (17.97) otrzymujemy:

A
Rw= x2ry} dy + ~/(CPy + 22 - px )dy dz +
Zj SZ
+ <‘?§Ir'Px<Pydxdz—<‘?J’ ox 9y dx dz (17.99)
s5

Wzér (17.99) dla oporu falowego statku nawodnego moze zosta¢ dalej uprosz-

czony, Jezeli zalozy si¢ pewne ograniczenia dla powierzchni S2, i s4.

I tak, Jesli i 84 pokrywaja si¢ ze $cianami basenu o szerokosci b, to
dla y3= - i y4 = z kinematycznego warunku brzegowego na i S4 mamy:
9y = 0. lia to miejsce rowniez wtedy, gdy y*— - co 1 ys—»r +00 , W tym

przypadku opoér falowy R” bedzie wyraza¢ si¢ wzorem:



333

b
2

Rw = & @ gJ s2 ay + 2./ [y + @] - ox]dy dz (17.100)
Sz

\'zOI' powyzszy jest podstawg eksperymentalnego wyznaczania oporu falowego
statku tak zwang "metodg przekrojow poprzecznych" [18]. Zostal on wypro-
wadzony przez Eggersa na innej drodze: przez zastosowanie zasady zachowa-
nia energii.

Drugie mozliwe uproszczenie wzoru [/I7.99J ma miejsce w nastgpujacym

przypadku: jesli powierzchnie kontrolne i wezmiemy blisko modelu
okrgtu, a powierzchnig i takze S£ wezmiemy bardzo daleko od modelu, to
fale generowane przez statek beda przeciete tylko przez powierzchnie i
S~. Pokazuje to rysunek 17.29. Jes$li dalej statek ma kadlub symetryczny i
porusza si¢ bez dryfu, [> = 0, to predkosci 1 " spelniaja relacje:

x(y) = ox (-y)

Wtedy pierwsze dwie calki wzoru (17.99) sa réwne

calkowe sg rowne zeru, a
Sy =/ ox Wy
SH

-igc przy stosowaniu przekrojow wzdhuznych fal okretowych opor falowy be-

dzie rowny:

(17.101)

Pierwszy wzor stanowi podstawe eksperymentalnego wyznaczania oporu falowe-
go statkdw przy pomocy "metody wzdluznych przekrojow". Na podstawie wzoréw
(17.100) 1 (17.101) opracowano szereg praktycznych metod, stosowanych w

réoznych basenach do badan modelowych statkéw. Polegaja one na wyrazeniu



predkosci ¢y, <pr, ¢, przy pomocy charakterystyk pomierzonych fal w prze-
rojach poprzecznych lub wzdluznych. Przeglad tych metod i krytyczne uwa-
gi o nich mozecie znalez¢ u Eggersa [30J.

Zauwazmy, ze Jezeli statek ma kadlub niesymetryczny lub symetryczny ka-
dlub statku porusza si¢ z dryfem, to w metodzie przekrojéw wzdluznych opoér
falowy wyrazi si¢ wzorem

N2/ My @ 112 9T AX %y dz (17.101a)
S) &7

Dla tego przypadku statku w metodzie przekrojow poprzecznych wzor dla Rw
je-<l (17.100); dla kadluba symetrycznego bez dryfu wyrazenia podcatkowe
wzoru (17.100) sa funkcjami parzystymi wspolrzednej y.

<zery (17.99) 1 (17.100) sg wazne takze dla wyznaczania oporu falowego
statku podwodnego poruszajacego si¢ blisko swobodnej powierzchni wody.
Podkresli¢ nalezy, ze zamiast statku moze by¢ inne ciato, np.: ptat nosny,
kula, itp. Dla wykazania powyzszych uwag wrro¢my do wzoru (17.80), ktory
dla powierzchni zamknigte] staje si¢ wrzorem (17.39a):

2
R-¢ Un d3 + < en dS + 0SB (™ n - vn v)dS
S S S

Statek podwodny o objetosci V ograniczonej pow/ierzchnig S wraz z powierz-
chnig kontrolna Zc + S” pokazano na rys. 17.30. Tak Jak uprzednio zato-
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zymy, ze w obszarze V nie ma osobliwosci hydromechanicznych. Stad na mocy
(17.41a) mamy:

<+ & =~ Vno = ° =+ +7

Stad

/(4" -, =/ fra o 7) v NS

o no

Uwzgledniajac te relacje wzér dla reakcji hydrodynamicznej dziatajacej na
statek podwodny bedzie:

R- -0gV e=+ dS+O(4n0_Vn0V/)dS+

+<? n, - vno 7)

Jesli dalej zatozymy, ze o = 0 i YO~ const fto = > Iht/7"dS = 0

a na s- -odnej powierzchni warunck brzegowy sprowadza sig¢ do

R=*¢cg V2?2 +t¢gs5n) dS +¢>;7" vQ (I<p ® MO - no®V<p ) dS +
SF SF

t<2?ZA4r s« - v v)dS
o no /

Trzebi wyraz powyzszego wzoru na mocy wyrazenia (T2p1130) dla co - 0 jest

rowny :

-C dr X evO =< dr ¢ ovO
9SF g

. 30
Stad dla co= 0 i « 0

/7V2
- - <% v ez * <% +9J kxr % -~ vno +9 ATYPVO

(17.102)
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~zor (17.102) jest rownowazny wzorowi (17.96a) dla SFo = O. Wracajac bo-
wiem do przeksztalcen wzoru (17.96a) widzimy, ze mozemy go zapisac tak:

R--e=gVe=+<?g ¥ dS +¢¥F vO- (V> ®nc—n®V<J>)dS +
Yon&>=" sf
*9 % - vno v) dS + ¢ drxe¢>vs
Ec cioF o)

Widzimy, ze po uwzglednieniu: vs « 7e¢ « vQ 1 wzoru (12.113e) dla 65 - 0
uzyskuje si¢ wyrazenie

o
K- -<V +Cg / SiodS +d./ (e no - vn0 7) dS +

5 Sft. 2o
(17.102a)

ktore dla S-.0 » 0 przechodzi we wzor (17.102). WykazaliSmy wiegc, ze wzory:
(17.99), (17100) 1 (17.101) sa takze wazne dla statku podwodnego. Statek
nawodny lub podwodny moze by¢ oczywiscie jednokadlubowy lub moze by¢ utwo-
rzony z wielu kadlubéw: katamaran, trimaran i taki, jaki sobie skonstruu-
jemy. Wzory bowiem sa ogdlne. Mozemy wyprowadzi¢ z nich nie tylko  wzory
dla oporu falowego statku ¢« - R lecz takze dla pozostaltych sktado-
wych Ry 1 Rz reakcji  hydrodynamicznej R. Mozna takze rozpisywac¢ dalej
wz6r dla momentu M reakcji hydrodynamicznej. Postgpowanie Jest takie sa-
me jak wskazano wyzej.

Nalezy zaznaczy¢, ze wyzej podane wzory sa wazne dla zadania nielinio-
wego. Dla zadania liniowego o oporze lub ogdlniej o reakcjach S i M od-
rzuca si¢ wyrazy zawierajace kwadraty predkosci cieczy. Mozna stosowac te
wzory rowniez w zadaniach ptaskich. Odpada wtedy catkowanie po y, a w wy-
niku uzyskuje si¢ reakcje R, przypadajaca na jednostke dlugosci ciata wal-
cowego. Daleko za takim ciatem uklad fal generowanych na swobodnej powierz-
chni ma charakter ptaskiej fali regularnej, nieruchomej wzgledem porusza-
jacego si¢ ciata. W ukladzie odniesienia zwigzanym z poruszajacym si¢ cia-
lem charakterystyki tej fali opisuja wyrazenia (16.86). Zalozono tam, ze
woda ma bardzo duza gl¢boko$é. Zgodnie ze wzorem (17.100) opér falowy ta-
kiego cialta przypadajacy na jednostke jego rozpigtosci bedzie rowny:
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0 . 2- "kz
- 50 - g%0 o kx + 59210 2o (sin'kx - cos kx) Jim 7o dz -
—*00 0
=1 CgI0 cos2kx +2 CTI0 (1-2 cos2kx) = ¢ g 12 cos2kx +

+ T ro - 2?2 2 E ro cos2kx = ~-~Cg 12

UzyskaliSmy w inny sposéb wynik zgodny ze wzorem (16.121a).

Przedstawione wzory, stluzace za podstawg¢ do wyznaczania eksperymental-
nego oporu statku, moga stuzy¢ takze do obliczen teoretycznych tego oporu,
gdy znany jest potencjal predkosci w duzej odleglos$ci za statkiem. Rozwi-
nigcia asymptotyczne potencjalu przeptywu ¢ sa prostsze a takze prostsze
jest catkowanie po plaszczyznie S2 niz po powierzchni kadluba S. V/ ten
sposéb prostszym bedzie takze obliczenie pozostalych sktadowych reakcji
wedtug wzorow (17.102).

17.8.4. Zastosowanie zasady energii do wyznaczania oporu falowego statku
w kanale
Niech statek nawodny lub podwodny porusza si¢ w osi kanatu ze stala
predkoscia vO = vO = v0 jak na rysunkach 17.28 i 17.30. Powierzchnia
kontrolna X0 porusza si¢ takze z predkoscia vg = vO. Zgodnie z zalozeniem
powierzchnie: S, S7, S», i Sp sa powierzchniami materialnymi. Na nich
vwii 0 = 0. Pokazemy, Zze réwnania energii (16.108d) mozna takze uzyskaé wzor

(17.100) dla oporu falowego statku.
Rownanie 16.108d napisane w ukltadzie ruchomym Gxly”zl jest:

9 ft(CZ + V) dV +<? + u) vw-nQ dAS——/> no-v dS

vl av0 av)
Poniewaz obszar vO w ruchu ustalonym nie ulega zmianie 1 takze energia wo-
dy zawarta w tym obszarze si¢ nie zmienia z uplywem czasu, to pierwsza cal-

ka w powyzszym rOwnaniu jest rowna zeru. Uwzgledniajac ponadto, ze v =
= vw + 7 powyzsze rOwnanie bedzie:

9.z +U+9)A/0 dS = = .~ P n0-vO dS (17.103a)

vl avl



A dla przeplywu ustalonego:

2 o
VT U+ E - Vo, PCO (17.103b)

Zgodnie z powyzszym rownanie (17.103a) przybierze postac:

¢ Yy oo7) (7w-no) ds ¢ P 1o ds T /" (p-po) 70-n0 dS
ovo 0 0Vo

Druga catka lewej strony powyzszego roéwnania Jest roéwna zeru; dla ¢
« const bowiem

/ vno dS . O . .7 div v dV
ov \

wyraza zasada zachowania masy, Zatem powyzsze roOwnanie energii sprowadzi

si¢ do postaci:

¢ /(vO-7) (vw-ilo) (§ » _ (p—pO) 70'no dS (]7~]03C)
W0 0Vo

Zastosujemy to rownanie do naszego zadania. Ze wzgledu na materialno$¢ po-
wierzchni: S, S, S», Sj i S? po lewej stronie rownosci pozostang tylko
catki po powierzchniach i Sg. Po prawej stronie rownania (17.103C) zni-
ka calka po swobodnej powierzchni Sp ze wzgledu na dynamiczny warunek brze-
gowy P=PO- Dalsze uproszczenia rownania (17.103c¢) uzyskamy podstawiajac

vO = By vO. Wtedy na S$cianach Sy 1 S nOyx - cos (MOB,x1) = 0. W zwlaz-
ku z powyzszym roéwnanie (17.103c) sprowadza si¢e do postaci:

9s—/vx (vno = vo nox} [ 4 nox dS - . <P~PO) nox
Stad:
9 fv v d -¢ 2 Iv v I(22(=n dS=-1R
vV X no sSsul ox\e/Jox X
3ttSZ

Uwzgledniajgc dalej catke Cauchy'ego-Lagrange'a (17.103b) oraz ze R = -R
otrzymujemy :

Rw = =2 / (V + U)nox dS + < .~ vx vno dS (17.103d)

s1ia SYSZ

Latwo mozna sprawdzi¢, ze wzér (17.103d) Jest réwnowazny wyrazeniu (17.100).
Istotnie jesli plaszczyzna 37 znajduje si¢ dostatecznie daleko przed stat-
kiem, .to na S* v = 0 i nie ma wychylenia swobodnej powierzchni; 5=O0O. Na-

tomiast na S5 :n = -1; v = - V.

no



niigc Rw bedzie:

=ww=i/ N+ v2-v2) {S-¢J gzdS+cl'gz=zdS
S2

Jesli dalej szeroko$é¢ kanahu jest b, a glebokos¢ niezakldconej powierzch-
ni wody jest H, to

b

ﬁ ds z ds :-Z[/z dz 'THZ dzJ dy = 1T A2 gy
Si Sa

Stad

e dy + 9 AXy 2 (17.100)

+ vz

W praktyce calkowanie po gy wykonuje sig¢ tak:

b
12 H

) dS S T 4

Sa

Jesdli statek ma kadlub symetryczny i porusza w osi kanalu, to funkcje pod-
catkowe w (17.100) sa parzyste.

Widzimy jeszcze raz, ze te same wyrazenia dla oporu falowego mozna uzy-
ska¢ na réznej drodze. W pracy [18] wyrazenie (17.100) przez zastosowanie
energii uzyskano w nieco bardziej zlozony sposodb. Mozna prosto wykazaé, ze
wzor (16.120) dla oporu falowego ciala walcowego jest szczegolnym  przy-
padkiem wzoru (17.103d). Zauwazcie, ze pierwsza calka wzoru (17.103d) jest

rowna :
b

/by

gdzie Ew jest powierzchniowg gestoscig energii fal (16.110)

Druga catka natomiast jest:

_ 7 (vo vx} vx dS u Ew d*
g v, v dS =
j X ' no VO

sitsa
Wi¢c dla fal ptaskich mamy :

R =bE (G -
W W\

v/

<% 10 ¢§ Qg0 cos2 kx - Cg r2 X cos2 kx
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Dla wody glebokiej uA’o “ T - Wigc wszystko si¢ zgadza. Przypominamy, ze
wzor (17.100) a takze (17.103d) jest takze wazny dla z—o00 1y — 1 =~

17.9. OPOR FALOWY PODUSZKOWCA. FALE GENEROWANE FRZEZ STATEK

Poduszkowiec - typ statku nadwodnego - jest utrzymywany ponad woda przez
cisnienie Pc “ P = Pa panujgce w poduszce powietrznej, a dziatajace na dno
poduszkowca.

Jak wiemy, obszar cisnien pc Jest zwykle ograniczony ostong elastyczna o
roznym uksztattowaniu. Cisnienie pc dziata na ekran - inaczej: na podloze,
nad ktéorym poduszkowiec si¢ unosi. W naszym przypadku ekranem jest swobod-
na powierzchnia wody. Tu przez p& oznaczono ci$nienie atmosferyczne, a przez
p ci$nienie calkowite. Zadanie o ruchu poduszkowca nad woda zostaje  wigc
sprowadzone do ruchu ukladu cis$nien pc po swobodnej powierzchni. Kiedy jest
wietrzna pogoda, to na swobodna powierzchni¢ dziata takze poruszajacy sie
po powierzchni wody uktad ci$nien P > Po + Pc- Stad niektére wyniki dotycza-
ce wedrujacego uktadu cidnien pc moga by¢ uzyteczne do tlumaczenia powsta-
wania powierzchniowych fal wiatrowych. Do opisu matematycznego zadania wpro-
wadzimy 3 uklady odniesienia: pierwsze dwa sa takie same jak na rysunku
15.1; trzeci ukltad natomiast Oxlylzl zwiazany z ukladem ci$nien pokrywa si¢
z uktadem Oxyz. Jak zobaczymy dalej, wprowadzenie ukladu odniesienia Oylndcl
zabezpiecza wigksza przejrzystos¢ otrzymywanych wyrazen matematycznych da-
Jac rozréznienie pomigdzy wspolrzednymi swobodnej powierzchni a wspolrzed-
nymi ekranu w obrgbie poduszki powietrznej.

Do wyznaczenia reakcji hydrodynamicznej R dziatajacej na uklad cid$nien
Pc(x1,yl.,t) zastosujemy ogoélny wzér (5.7a)

R=—/ (PPa) ndS - —/ Pc n dS (17.104a)
SqQ So

gdzie: n - zewngtrzna normalna do SQ, skierowana w wodg,
SQ - powierzchnia, na ktora dziata uklad cidnien p .

Zastosowanie wzoru (5.7a) jest rownoznaczne z zalozeniem, ze woda jest nie-
lepka. Traktowa¢ ja bedziemy takze jako niescisSliwa. Zalozymy dalej, ze
przed zadziataniem ci$nienia p® woda byla w spoczynku. Zatem przeptyw wody
wywolany dziataniem cidnienia p0 bedzie przeptywem potencjalnym. Pomija¢
si¢ bedzie .takze wplyw napigcia powierzchniowego. Zatozymy, ze cisnienia
Pc nie ®ajg zbyt duzych wartosci; dla poduszkowcow sg rzedu 15+30 hPa. W
zwigzku z tym fale generowane na swobodnej powierzchni maja mata amplitude
1 mozna stosowac zlinearyzowane warunki brzegowe dla z=0. Cosinusy kierun-

kowe nmx.n".,n{ wyznaczymy z réwnania swobodnej powierzchni (15.3) i zalez-
nosci (3.16). Z rysunku 17.31 mozna zauwazy¢, ze

% = =K=1Tgrad S = +
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gdzie:

Wigc :

i a? 1_95
m

lIx = - IT 37 ny = 37 ° nz = R

Zamiast catkowania po powierzchni SQ wygodniejszym jest przeprowadzenie
catkowania po powierzchni Sp bedacej rzutem SQ na plaszczyzne Ox"yl. Na
mocy (5.11) mamy:

dS = N dSp = N dxi dy-

_ 35
ax 95 = 3 = dx!
_ 35
ny dsS - 37 dx! di

n_ ds = (Xn dvi
Po uwzglednieniu powyzszych zwigzkéw skltadowe reakcji hydrodynamicznej

beda:

RX = J Pc Sx; ~1 dyi (17.104b)

(17.104c¢)

(17.104d)

Przy stalym rozkladzie cid$nien w poduszce powietrznej skladowa

(17.104¢)



Rownowazy ona cigezar poduszkowca G. Wiegc
G « S
pc P

Jest to podstawowy zwigzek projektowy dla poduszkowca pozwalajacy wyzna-
czyc pole poduszki powietrznej S , gdy dany jest ci¢zar G 1 Srednie ci$-
nienie pc. |

Ze wzorow (17.104b 1 c) widzimy, ze opér Hy i opoér boczny R powstajg
wtedy, gdy na swobodnej powierzchni sg generowane fale &(x,y.t). rfzor
(17.1CAC) wskazuje ponadto, ze dla P< 1 £ parzystych wzgledem wspolrzed-
nej - opér boczny Ry O -. Z rysunku 17.31 mozna takze zauwazy¢é, ze dla
A x > ( A&<c¢ _"RX <©°- Skladowa R jest wigc skierowana przeciwnie
do predkosci vO = i-ve ; jest zatem oporem 1 to oporem falowym. Zwykle o
oporze falowym mowi si¢ wtedy, gdy poduszkowiec porusza si¢ z predkoscia

ve “ 1 v0 ” conet. itedy:

% ’ - Rx = = Zpc (xi'y? £ i % (171040

zauwazmy, ze wzor (17.104b) jest bardziej ogdlny niz wzor (17.104f).

Do wyznaczenia oporu falowego R” albo bardziej ogdlnych sktadowych R.
1 Ry konieczna jest znajomos¢ fal generowanych przez zadany ukladcisnie-
nla pc(x1l,yl,t). Ze wzoru (15.8) widzimy, ze 5 (X,y,t) wyraza si¢ po-
przez potencjat predkosci ¢ . Zadanie o wyznaczaniu potencjatu ¢ predkos-
ci wody indukowanej przez uktad cisnienia P>, .T) sformutlowaé mozna w
ruchomym uktadzie odniesienia Oxyz lub w ukladzie nieruchomym O x y z
te. 11 uktad cisnier pc(xl,yl.,t) poruszi si¢ ze stalg predkoscigOO”,° to
latwiejszym jest rozwigzywanie zadania w ukltadzie ruchomym. Gdy natomiast
e vo | = const prosciej mozna znalezé ogdlne rozwigzanie w  ukta-
dzie nieruchomym OOx"0L0. Stwierdzenie to wynika z postaci warunkdow na
swobodnej powierzchni. Poréwnaj warunki (15.24a) 1 (15.26a):

Zatozymy dalej, ze:

Pc ~ pcx1’yln ve - 1 v0 - const

ze woda la glebokos¢ H, a poziome wymiary zbiornika sg nieograniczone.
Przy tych zatoZzeniach matematyczne sformutowanie zadania jest:

(3.27)  (17.104g)

(16.5)  (17.104h)

(15.27a) (17.104--)

dla z=0
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yg 393 (15.27b) (17.104j)

Zatozono, ze V¢p’\7pc Jest wielkoscia maly. Przypominamy, ze wprowadzenie
lepkosci Rayleigha, p, warunkuje uniknig¢cie w rozwiazaniu fal swobodnych.
Jest réwnowazne warunkowi (16.148). Wprowadzenie sztucznej lepkosci p po-
zwala ponadto na zastosowanie przeksztalcenia Fouriera do rozwiazania za-
dania [31J.

Oznaczmy transformate Fouriera potencjatu ¢ (x,y,z) przez $(u,v,z),
przy czym

00

7 {<I>(x,y,2)} = © (u.v.z) = T <p(X,y,z) e* (uXLi¥) dx dy (17.105a)
v, Y,0) =71 m[$(u,v.2)}= —— S ¢(v,v,0) e"(LIXI>yldu dv

2y 17.105) =b)

Niech dalej:

P(u,v) = 7 {pc(xl»yl)} =FT Pc(xl,yl) e ~(uxltVyi) dXidyl (17.106)

Zastosujemy przeksztatlcenie Fouriera do réwnania (17.104g) i warunkow
brzegowych (17.104h, 1). Uwzgledniajac, ze

7 {pm) )3 = Gwn ¢ (W
K {
przetransformowane rownanie Laplace'a bedzie:

auw2e (u,v,z) + (1 v)2 ¢ (u,v,z) + 02 =0

Wige traktujac u,v jako parametry, mamy:

2x
-k2 ¢ =0 (17.107a)

gdzie: k2 = u2 + v2 (16.83b)

Transformata warunku brzegowego na dnie (17,104h) jest:

7{If ) =1TF =0 dla z=H . (17.107b)

Warunek na swobodnej powierzchni, dla z=0, przybiera postac:

-2 A (Auw ¢ = _L (1 u p>v) (17.107¢)



Rownanie (17.107a) z warunkiem (17.107b) Jest takie same Jak (16.10b) z wa-
runkiem (10.5). Rozwigzania zatem sg rowniez takie same. Stad na podstawie
wyrazenia (16.13) mamy:

Pp(v,v,8) « D(u,v) cosh {k (H-2) | (17.108a)

Do wyznaczenia nieznanej funkcji D(u,v) pozostalo nam rownanie (17.107c).
Podstawiamy wiec wyrazenie (17.108a) do réwnania (17.107c¢). Uwzgledniajac,
te dla z«0

P(v,v,0) - D(u,v) cosh(kH)

- -Dk sinh (kH)

2=>0
mamy:
Duyv) » - U PWV) S . (17.108b)
pvO cosh (kH) u" - Ajm tgh (kH) + iyi X_

Vo 0

gdzie: P(u,v) Jest dane transformatg (17.106). Calkowanie we wzorze
(17.106) przeprowadza si¢ po powierzchni S», bo po za cisnienie p~ = 0.

Widzimy, ze wyrazenia (17.108a i1 b) oraz (17.106) okreslaja catkowicie
transformate Fouriera potencjatu ¢(x.y.8). Potencjal predkosci ¢ wyzna-
czyny ze wzoru (17.105b). Zatem po wykonaniu prostych dziatan algebraicz-
nych otrzymujemy:

¢ (X,y,z) = | ®(0.v.0) f=
00 |
i C I'cos ftk(H-z)} u
Ait*ovd J J  cosh (kH) w2 s tgh(kH) + i u
du dv (17.109)

Dzigki zastosowaniu przeksztalcenia Fouriera uzyskaliSmy na drodze dzia
tan algebraicznych wyrazenie dla potencjatlu spelniajace warunki zadania
(17.104g, h, 1i).

Jest to wyrazenie do$¢ zlozone. Dla statku nawodnego bedzie jeszcze bar
dziej zlozone. Dojdzie bowiem jeszcze jeden warunek brzegowy na powierzch-
ni statku: ¢, !ls = Vag-

Dalsza kolejnos$¢ postgpowania przy analitycznym wyznaczaniu oporu falo-
wego R jest nastgpujaca:

- obliczamy calke w nawiasie wzoru (17.109) dla zadanego rozkladu cisnie-
nia Pgix~y™

- obliczamy ksztalt swobodnej powierzchni wedlug wzoru (17.104j);

- obliczamy opor falowy wedlug wzoru (17.104f).



-izoroo dla oporu falowego w ujeciu liniowym poduszkowca mozna nadac
réozne postaci; wzor (17.104f) jest wazny rowniez dla zadania nieliniowego.
Ot6z na podstawie -wzoru (17.104j) mamy:

1 390
g ~dx
z=0

Uwzgledniajac, ze na brzegach Sp cis$nienie pQ 0 po podstawieniu powyzsze-
go wyrazenia do wzoru (17.104f) dostajemy:

R = € pe(xiyi) dyi (17.110a)
z=0

Jesli natomiast na brzegu Sp ci$nienie nie jest rgwne zeru, to w 0golnym

przypadku powstaje dodatkowy opor =a dyﬁ inne wyraze-

nie dla R.; uzyskuje si¢ przy uwzglednieniu zlinearyzowanego kinematycznego
warunku brzegowego na swobodnej powierzchni (15.6):

“vo =77 (17:110b)

Po podstawieniu (17.110b) do <17.104f) mamy:

dx! dyl (17.110c)
z=0

Zauwazcie, ze podobnie dla tego jak znajduje potencjal ¢ , gdy dany jest
potencjal przyspieszenia — wyrazenia (I5.390 1 d), mozna znalez¢é wychyle-
nie swobodnej powierzchni & z réwnania (17.HOb):

x
S = -~ 756 vV dy.z=o) dr (17.110d)

bo daleko przed poduszkowcem nie ma fali: 5=O.

Jesli cisnienie pc jest stale na powierzchni Sp w ksztalcie prostokata
o dlugosci np. 21 i szerokosci 2b, to wzéor (17.110c) mozna wyrazi¢ przy
pomocy wychylen swobodnej powierzchni na przedniej i tylnej krawedzi Sp,

bowiem- wtedy :



Wigc po uwzglednieniu (17.110d) opér falowy poduszkowca o obrysie prosto”™
katnya poduszki powietrznej Sp 1 stalym 'ci$nieniu pc w poduszce powietrz-
nej bedzie wynosic:

b
RW" pE> - $d.y)] dy (17.110¢)

Wzér (17.110e) stosuje si¢ w praktycznych obliczeniach, gdy wyznacza sie¢
pod poduszkowcem uktad fal wytworzony przez pc - const. Znajomos¢ S(X.y)
Jest pozadana ze wzgledu na usytuowanie pe¢dnikdéw pracujacych w wodzie oraz

ze wzgledu na kroj dolnej krawedzi segmentéw elastycznej ostony.
Przewaznie w praktycznych - numerycznych - obliczeniach oporu falowego

poduszkowcow a takze statkdw innych typow wprowadza si¢ zamiast skladowych
u,v wektora falowego k, wektor k |1 kat 6 zgodnie z zaleznoscig 16.88c

u» k cos 8 v - k sin B
k € <o, ®e <-171,17>
du dv = k dk dS

Fo podstawieniu powyzszych relacji do (17.109) potencjal bedzie:

[ E,r «ﬁ’ vk(xcos0<yxn0)
?2(x,y,z) = — /sec 8 d8 / kdk .
Aidi <v0 o k =% tgh (kH) sec ® + — sec 0
vo Vo
o, -i.k 8+y,sin8
.}.JPc(xW MO cosBrYSIn®) Lz (17.109a)
5p

/zory (17.109/ i (17.109a) mozna napisa¢ natychmiast dla wody glebokiej,

w podobny sposéb jak ze wzoru 1) uzyskang» wzor (16.25a). Mianowicie

dla H— 00
tgh(kH) = 1 lim —°3h 1k = e~hz
H/oo cosh (kH)

izapiszery szczegdlny przypadek wzoru (17.109a) dla ruchu z predkosciag

Vo prostokatnego ukladu ci$nien Pc = PO = const po swobodnej powierzchni

wody glebokiej. Uklad cisnien pokazany Jest na rysunku 17.32. Mozna go wy:
raz ¢ przy pomocy funkcji sign( ) w sposob nastgpujacy:

pc(xl'y”™ = &€ Po[sign(xi+1) - sign(Xl-1)][sign(y—+rl) - sign(y-rl)]

I[ s Y -i'k(x,cos81ij,sin8) . .
pc x1’yl e 4y-j = bo Jl J2
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PR po
0
gdzie:
Jl =F rsign(xl+1) - sign(x™-D" e Ikxicose =27 e-IkX-COSS dx
jJ =4 sin (kl cos8)
1 k cos 8
Podobnie :

J =4 sin (krl sin8)
2 k sin 8

tfigc dla rozpatrywanego przypadku:

p c = A sin(kl cos8) sin .(krl sine) 1)
Sp y k ccs8 sin 0

a potencjal ¢ dla ruchu tegoz cidnienia po wodzie rtiecgraniczonej be-

dzie:
y(x,y,z) =
T 00 ~
fseced® [ sin()lcos8),sin(kris:ng)e -kza» tk(xcos9 #ysin6)
O < U kcosesine k - sech0 + i
AN B 8906)
e (17.112)
Podstawcie wyrazenie (17.111) do wzoru (17.109a) ! :)ostaniecie potencjat

przepltywu wody, wywolanego przez uklad cisnien pokazany na rysun:’ 17.32



y 6

i poruszajacy si¢ na wodzie ptytkiej, /idzlmy, ze w uktadzie odniesienia
zwigzanym z poruszajacym si¢ ukladem cisnien potencjat ¢ nie zalezy od
czasu. Rowniez w tym uktadzie nie zaleza od czasu; pole predkosci v « V<p
uktad falowy SCx.y), a takze pole cisnien:

79 3
P_Pa+tPc* S--9ksdt-vod7V
P “ Pa + pc <26 +<No 37 (17.113)

Obliczmy dla przyktadu wychylenia powierzchni wody przy przeplywie okres-
lonym potencjalem ¢ wedlug wzoru (17.112):

[ele]

po [__de fein(klcose)3in(krlsine) i.k(xcosO»ysinB)
57 > <ffve NEO6S631"6 7 k - sec2e + 1 £ sec6
Vo 0

Wigc zgodnie ze wzorem (17.104j) fale generowane przez uklad cisnien

Po=const sa okre$lone wyrazeniem:

T °O
nr..lyA . ~po .f ds8 F31n(klc?s%s%ngk£];si_n‘gl Sy +ysin0)dk
"l
0 I A& vo (17.114)
Zauwazmy, ze dla p -O - réwnanie:

K (17.115a)

jest zwiazkiem dyspersyjnym dla fal plaskich poruszajacych sie pod katem 0
do osi Ox. Predkos$¢ tych fal jest rowna

c = vO cosS (17.115b)

a dlugosc¢

(17.115¢)



Fale wymuszone przez ruch poduszkowca moga by¢ zatem interpretowane jako
natozenie si¢ nieskonczonej ilosci fal ptaskich o réznych diugosciach po-
ruszajacych si¢ pod réznymi katami wzgledem predkosci vO poduszkowca. Jed-
ng ze skladowych tych fal ilustruje rysunek 17.33. Podobne zjawisko wyste-
puje przy statkach nawodnych. Zwigzek (17.115a) wynika bowiem z warunku
brzegowego na swobodnej powierzchni.

Przy zastosowaniu zwigzku (17.115a) wyrazeniu (‘17.114) nadaje si¢ inna
postac¢. Mianowicie podstawia si¢ g = k vO cos2 0. Wtedy 5 wyrazi si¢ wzo-

rem:
00 .
§(x,y) = B fﬁin(klcogs6) firil(krlls_rin%) i.k(xcosS-njsIn0) dk
ToVo VQCOS"S VaQCoso

(17.114a)

Ten sam sposOb postegpowania mozna zastosowaé dla przypadku zbiornika wody
o gltebokosci H. Na podstawie (17.109) mozna zauwazy¢, ze wyrazenie dla
5(x,y) bedzie si¢ rozni¢ od wyrgzenia (17.114a) tylko tym, ze zamiast:

* &—— bedzie wystgpowac &
vO cosz0 vO cos'l 0

co jest zgodne ze zwigzkiem dyspersyjnym (16.52).

Po wyznaczeniu 5(-l.y) 1 1?(l,y) mozna wedlug wzoru (17.109a) obliczy¢
opor falowy poduszkowca. Ze wzgledu na zlozonos¢ wzoru 17.114a obliczenia
takie sg mozliwe do wykonania przy zastosowaniu analizy numerycznej. Do§¢
ucigzliwy sposdb postgpowania, opracowany w szczegoédltach, wraz z programem
dla maszyny cyfrowej mozna znalez¢ w pracach [32] i [[34]. Tam rdéwniez
przedstawiono wyniki obliczen profilu fali wzdluz osi 0x i1 wspoélczynnika
oporu (w dla réznych warto$ci stosunku r = 4 = y° , gdzie B = 2b, a L = 21.

Na rysunku 17.34 przytoczono wyniki obliczen wspoétczynnika profilu fali

S(x,y=0) vl|¢>

a na rysunku 17.35 wyniki obliczen wspoétczynnika oporu falowego

Rw

B

v
w zalezno$ci od liczby Froude'a F|T_ = ﬁ i liczby Fl,- Pomigdzy liczbami
F~ 1 FA mamy zalezno$¢ F* = V2 FL> Pelniejsze dane o wspotczynnikach opo-

ru falowego mozna znalez¢ w pracy [33]. Widzimy, ze krzywe wspolczynnika
oporu falowego wykazuja charakterystyczne garby. Pierwszy z nich ma miej-
sce przy F~»= 06»22, drugi F* S 0,32 i trzeci przy F* S 0,6. Polozenie tych
garbow zalezy ponadto od stosunku = r. Dla wigkszych wydluzen poduszki
powietrznej L/B lokalne maksima przesuwaja si¢ w kierunku wigkszych
liczb F~. Z rysunku 17.35 widzimy, ponadto, Ze po przekroczeniu ostatniego,

garbu na krzywej Cw opor falowy szybko ulega zmniejszeniu i dla F* > 2.5
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praktycznie jest bliski zeru. Dla statk6w nawodnych, jak wskazano .wyzej,
rowniez wystepujg na krzywej Cw(FL) lokalne maksima usytuowane w podobnych
zakresach liczb F~.

Znajac potencjal @(X,y,z) mozna znalezé na podstawie wzoru (17.113)
pole cidnienn w wodzie. Szczegolnie interesujacym jest rozklad cid$nienn na
dnie zbiornika wodnego, dla z=H. Ze wzorow (17.109) 1 (17.111) otrzymuje-
my :

p (X,¥,z = H) = pa + po +¢cg H +

. po r . do 7sin(klcosQ)sin(krlsine) A ~(}oB6"OMO)
7 J cosh(kH)cos©sine J R sec™ + \ aecO dk

Vo 0

Drugi czton tego wyrazenia jest staly na prostokacie x e(-1, 1); ye<-b,b);
poza tym obszarem jest oczywiscie réwny zeru.

Wzor (17.109a) moze by¢ zastosowany oczywiscie dla réznych uktadow cis-
nlen. Przykladowo mozna bada¢ uktad cid$nien w postaci katamaranu a takze

poduszkowca o wigkszej ilosci poduszek powietrznych. Na podstawie zas$ sche-
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natu rysunku 12.46 mozna szybko napisa¢ ogoélne wyrazenie dla potencjatu ¢
poduszkowca !»ruszajacego sie w kanale. Konkretne obliczenia beda jednak
bardzo zlozone.

Duze znaczenie w hydromechanice okr¢towej maja fale generowane — przez
poruszajacy sig¢ ze stala predkoscia po swobodnej powierzchni impuls cl$-

nienla:

Pc(xvy.j) - Po O(X]) 6iy"™

oraz fale wytworzone przez dwa takie impulsy cidnienn usytuowane w stalej

odleglosci L:
Pcix~yP » Po <5(x1) 6 (¥ + pf O(X*-L) & (y™

Dla przypadku pierwszego:

J/Pchx~y”™ e '(ux’ry) dxI dyl » po (17.116a)

a dla drugiego - jest réwna:

-Uiu ¥ e—kaosB>3

Po (1 +e > Po (1 + (17.116b)

Przy pomocy ruchu powyzszych dwoéch impulséw cisnien mozna wytlumaczy¢ 1s-
totne cechy fal wytwarzanych przez statek. Zauwazmy, ze przy Jednostajnym
ruchu ciata w os$rodku nieograniczonym cieczy nielepkiej (rys.13.7) na dzlo-
bie i na rufie wspolczynnik cid$nienia = 1. Stad w znacznym uproszczeniu
zamiast ruchu ciata mamy ruch dwoéch impulsow cisnien. Potencjal ¢ prze-

ptywu dla przypadku jednego impulsu dostaniemy przez podstawienie pO za-
miast ostatniej caltki wzoru (17.109a); dla drugiego przypadku analogicznie
przez podstawienie wyrazenia (I7.116b). 1 tak dla pierwszego przypadku ma-
my:

¢ (X.y.2) ~

4Sve>/SeCed9”7C= = ~2) k - tgh(kH)sec2e + i £ sec6

Napiszcie potencjatl ¢ dla ruchu impulsu ci$nienia p0 na wodzie gtebo-
klej.
Dla znalezienia wychylenia swobodnej powierzchni 5 (x,y) musimy obli-

czy¢

Lk(xco30 *ysinB) 2
k cos9 dk

cosh k - 7 tgh(kH) sec29 + sec9

Vo 0
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Zatem fale wywotane ruchem jednego impulsu ci$nienia begda okreslone wyra-

zeniem
_5(xy) =

[ tk(xcos0i-u5\.n8) o
e k dk

sz {00

Dla wody glebokiej na ezy w tym wyrazeniu podstawi¢ tgh(kH) = 1. Oczywis-

(17.117)

cie z lepkoscia Rayleigh'a idziemy do zera po obliczeniu calki osobliwej.
Wyprowadzenie p zapewni wilasciwy kierunek obchodzenia biegunéw w wyrazeniu
(17.117). Sposéb rozwigzywania caltki osobliwej przy pomocy twierdzenia
Cauchy'ego o residuach mozecie znalez¢ migdzy innymi w tomie II Qio], w
pracy [15]J, [34],

Rys.17.36

Schematycznie fale wytworzone przez impuls cid$nienia na wodzie glgbo-
kiej zwane falami Kelvina, pokazuje rysunek 17.36. Skladaja si¢ one z
dwoch uktadow fal: fal skosnych i fal mpoprzecznych. Na rysunku 17.36
grzbiety fal sko$nych charakteryzuja krzywe: OA; OA'; OC; OC' , a grzbiety
fal poprzecznych - krzywe: ABC; A'B'C'. Wytworzone fale na swobodnej po-
wierzchni zawarte sa wewnatrz kata 2a . Na wodzie glebokiej kat ot ma sta-
ta wartos¢: ot = 1903@'. Na wodzie plytkiej kat ot ulega zmianie. Jesli

predkos¢ Yo < 2}/gH to uktad fezll jest podobny do tego, jak na rysun-

=v
Kr-’
ku 17.36, a wyrazenie dla o¢ ma posta¢ (_17]:

2
sinh(2kH)

Dla H = oo n=0, wigc sino =7 1 a = 19°38'. Dla vO = 3a/gH n=l
i ot = 90°.



Przy predkosci statku rownej vkr nastgpuje zlewanie si¢ fal poprzecznych
i fal sko$nych w Jedna fal¢ majaca charakter fali odosobnionej. Dla pred-
kosci vO < 0,5 z 0,6 kat a. Jest praktycznie taki sam Jak na wodzie glte¢-
boklej.

Po przekroczeniu predkosci krytycznej fali, vO > vRr, fale poprzeczne
znikaja i pozostaja tylko fale skos$ne, ktoérych grzbiety maja ksztatt li-
nil skierowanych wypuktoscia w kierunku osi - Oy. Pokazuje Je rysunck
17.37. Kat ograniczajacy obszar sfalowanej-wody okresla zwiazek:

cos 20¢e- | -2

Vo

Widzimy, te kat « maleje z predkoscia vO; przy liczbie Froude'a F3 -
osigga on wartos¢ kata o¢ na wodzie glebokiej.

Rozpatrzmy przypadek dwoch impulséw cisnien wedrujacych po swobodnej
powierzchni. Majac wyrazenie (17.116b) mozemy powtdrzy¢ cale obliczenie,
Jak dla Jednego Impulsu. Ha podstawie wzoru (17.116b) i wyrazenie (17.117?)

mozemy zauwazy¢, ze ukltad fal wywotany tymi dwoma Impulsami bedzie:



mierzone W mm

\0.100

M=WL~ 2-00m

Rys. 17.39
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gdzie: S”Cx.y) - Jest dane wzorem (17.117), a ?2(x,y) rOwniez wzorem
(17.117) z ta roznica, ze zamiast X nalezy podstawi¢ w tym wzorze x-L.

Obraz fal 52(x,y), bedzie zatem taki sam, jak obraz fal 57°(x,y). Be-
dzie si¢ on Jednak rozpoczyna¢ w miejscu x = - L. Zgodnie z (17.118) fale

i &2 dodaja si¢; nastgpuje interferencja obu ukladéow fal. Widzimy, ze
interferencja Jest mozliwa tylko dla fal poprzecznych. Fale skosne nie
spotkaja si¢ nigdy. Po przekroczeniu predkosci krytycznej vkr nie ma in-
terferencji uktadow fal. Warunek korzystnej interferencji ze wzgledu na
opor falowy okresla zwigzek (16.104b). Te¢ interferencje uktadow fal wytwo-
rzonych przez impulsy cid$nien mozna wytlumaczy¢ lokalne maksima i minima
na krzywej oporu falowego poduszkowca a takze nawodnego statku.

Opisane wyzej uktady fal dla ruchu dwoéch impulséw ci$nienia oddaja bo-
wiem gléwny charakter fal powierzchniowych, generowanych przez poruszajacy
si¢ ze stala predkoscig po linii prostej statek nawodny. Obraz fal okreto-
wych na wodzie glebokiej schematycznie pokazuje rysunek 17.38. Na rysunku
17.39 pokazano za$ plan warstwicowy pomierzonych fal statku o ksztaltach
parabolicznych, tak zwanych modeli Wigley'a Q35j dla tej samej liczby Frou-

de'a

i dwoch roznych T/L. Goérna cze$¢ rysunku odnosi si¢ dla T/L = 0,0625, a
dolna T/L = 0,100.

Z rysunkéw widzimy, ze w falach okr¢towych mozna rozrézni¢ takze  dwa
uktady fal: fale skosne i fale, poprzeczne. Oba te uklady powstaja w czegs$ci
dziobowej i rufowej statku. Ksztalt fal dziobowych jest podobny do fal ru-
fowych. Obraz fal poprzecznych ze statkiem powstal w wyniku interferencji
poprzecznych fal dziobowych i poprzecznych fal rufowych. Fale skos$ne i ru-
fowe nie interferuja ze sobg. Skladajg sie one z krotkich frontow, osie
ktorych tworza z plaszczyzna symetrii statku kat £ « 2o0e. Srodki frontow
fal skosnych leza na linii prostej nachylonej do ptaszczyzny Oxz pod katem
a, = 20°.

Poniewaz uktad fal utworzonych przez statek Jest nieruchomy dla ruchu
jednostajnego statku, to dlugos¢ fal poprzecznych, mierzona w plaszczyznie
symetrii statku, jest réwna:

K—"g—vo §17.115¢

Stusznos¢ wzoru (11.115c¢") wzgkednle poprawnos$¢ pomiard6w mozna sprawdzié
na rysunku 17.39.

Rysunek 17.39 pokazuje ztozono$¢ fal okretowych. Poréwnujac gérna i doi-
na czegs$¢ tego rysunku wida¢ wyrazny wplyw parametru T/L, odpowiednika wy-
dluzenia plata. Parametr T/L dla modeli Wigley'a réwny 0,10, odpowiada gnu-
ktosci ptata g/b = g. Opdr falowy statku zatem, tak Jak nalezalo oczekiwac,
zalezy od parametrow okreslajacych ksztalt statku oraz od liczby F”; na
wodzie plytkiej takze od liczby F”. Znajomo$¢ wplywu ksztattu kadluba jest
Istotna dla projektanta statku. Zagadnienie to nie znalazto do tej pory
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pelnego rozwigzania. Niektdére praktyczne dane poznacie na zajeciach pro-
jektowych. Tu wskazemy tylko, te im statek ma ksztalt blizszy do ptaskiej
Pryty, tym opdr falowy bedzie mniejszy. Plaska plyta opltywana struga jed-
norodna cieczy nielepkiej o kierunku przeptywu réwnoleglym do swojej po-
wierzchni nie zakldéca przeplywu i stad nie wykazuje oporu falowego. Dla

takiej ptyty Cg « O.



18. PODSTAWY TEORETYCZNEGO WYZNACZANIA
OPORU FALOWEGO STATKU

Ogolne podstawy teoretycznego wyznaczania oporu falowego statkow juz
znamy. Wystarczy je podsumowac¢ i1 wskaza¢ na pewne trudnosci w teoretycznym
rozwigzywaniu tego zadania. A zadanie to ma duze znaczenie praktyczne. Pod-
stawowe zagadnienie polega bowiem na tym, ze dana jest predkos$¢ v 1 wypor-
no$¢ statku V 1 nalezy tak dobra¢ ksztalt podwodnej czesci kadiuba, aby
jego opor falowy byl mozliwie jak najmniejszy. Gdyby udato si¢ rozwigzac
to zadanie, to oprécz uzyskania znajomosci wplywu parametrow ksztaltu ka-
dtuba na opor falowy mozliwe statloby si¢ okreslenie oporu lepkosci stat-
ku Rv przez prosty pomiar oporu catkowitego modelu statku RT -~ R + R .
Celowe zatem jest prowadzenie prac w kierunku rozwigzania teoretycznego
tych zadan. W dziedzinie oporu falowego statkoOw i innych cial  wykonano
kilkaset prac teoretycznych oraz badan modelowych 1 badan numerycznych.
Spis wazniejszych mozna znalez¢é w [37]. Prace badawcze nad tym zadaniem
sa ciggle kontynuowane.

W rozdziale tym zostana podane podstawy teorii oporu falowego w taki
sposob, aby mozliwym stalo sie szybkie zidentyfikowanie danej publikacji
i krytyczna jej ocena.

Opoér falowy statku w cieczy nielepkiej 1 przy zalozeniu potencjalnego

przeptywu okresla wzor (17.95):
(17.95)

Jak wyzej juz wskazano, mozna telmu wzorowi nada¢ inne postacie. Wzor si¢
upraszcza dla statku podwodnego, ktory ptywa blisko swobodnej powierzchni.
Powierzchnia S jest wtedy powierzchnig zamknigta 1 odpada catka po brzegu
6 S»

Dla statku nawodnego, ktorego kadlub przecina swobodna powierzchni¢ S |
powierzchnia zwilzona statku S podlega wyznaczeniu w zadaniu o jednostaj-
nym ruchu statku wzdluz linii prostej. Jest ona bowiem inna niz powierzch—
nia zwilzona Q statku nieruchomego. Nawet dla statku symetrycznego oprocz
oporu Rw istnieje bowiem reakcja Rz, rézna od hydrostatycznego wyporu, a
takze moment pochylajacy statek My. Uzasadnijcie to twierdzenie. Statek
nawodny przy kazdej predkosci vO - const zajmuje inne polozenie wzgledem
wody. Od predkosci vO zalezy takze ukltad falowy. Zatem zadanie o oporze
falowym statku nawodnego jest bardzo zlozone.
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WV ujeciu liniowym oporu falowego bierze sig, Jak wiadomo, pod uwage

tylko ostatni wyraz wzoru (17.95):

Rw = 2 An ?x - ?vo Ay nx

a ponadto zaklada sig¢, ze S - Q. . Gdy to nie Jest zbyt duze uproszczenie?

Czy nie nalezaloby, nawet przy wyznaczeniu potencjalu ¢ w zadaniu zllnea-

ryzowanym:
A@- o (18.1)
14 = A ° dla z - 0 (18.2)
3x2 v2 9z VO
& 0 (18.3)
z-h
A -0 (18.4)
57 + b
y z
0] 18.5
56 Von (8-9)
5 = =17 (18.6)
z-0
uwzglednia¢ wszystkich wyrazow wzoru (17.95) z catkowaniem po po' zchnl
S, a nieQ, ? Moze kto§ z Was da odpowiedz na te pytania! Obecnie e nie

sa one znane.

Przy wzigciu pod uwage przypadku 3 rozdzialu 16.4 sprobujcie sformuto-
wa¢ zadanie w ujgciu liniowym w oporze falowym statku z uwzglednieniem
wplywu lepkoséci ptynu.

Dalej bedziemy zajmowaé si¢ przeplywem czysto potencjalnym i to glow-
nie zadaniem z liniowym warunkiem brzegowym na swobodnej powierzchni Sp,
warunek (18.2). Macie Jednak podstawy do ogodlniejszego potraktowania za-
dania: ogdlny warunek brzegowy (15.10b)!

Patrzac na wyzej sformutowane zadanie o wyznaczeniu potencjalu ¢ zau-
wazmy, ze zawiera ono duzo elementéw wspolnych dla ruchu jednostajnego u-
ktadu cisnien pO po swobodnej powierzchni wody, a takze elementy wspoélne
dla ruchu ciata w osrodku nieograniczonym. Poniewaz w tym ostatnim przy-
padku potencjat ¢ byl wyznaczony przy pomocy tak zwanej metody zrddel,
wzor (12.60), to 1 w tym przypadku mozna postapi¢ podobnie. Nalezy tylko
zna¢ potencjal zrodla poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym z predkoscia
vO pod swobodng powierzchnia wody. Potencjal takiego zrodia nazywajg funk-

cja zrodlowa Havelocka, a czasami prosto: funkcja Greena dla zrédia:

>(x,y.2) “ = TZG (X,y,z.£.2.£) (15.52) (18.7)
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Funkcj¢ Greena G wezmiemy w postaci wzorow (15.53b 1 c)
G (X,¥.,22,9,0 - G MN) 1 - - J- + GIMN) (18.8
tu M oznacza punkt o wspodirzednych x.,y,z, a N punkt o wspoétrzednych&,p, £.

Odlegtosci r 1 ™ okre$lajg wzory (15.51a 1 b). Uklady Oxyz 1 of£r>£(rys.
15.5) poruszajg sig¢ ze stalg predkoscia vO.

18.1. PRZEDSTAWIENIE CALKOWE FUNKCII GREENA DLA ZRODLA
W OSRODKU NIEOGRANICZONYM

Wyprowadzimy podstawowy wzér w teorii oporu falowego statku dla poten-
cjatu Zzrodta o wydatku Q 1 -, usytuowanego w punkcie N(£,p,£), w przedsta-
wieniu catkowym. Zgodnie ze wzorem (12.55) mamy:

4 tl“fr (M,N) (18.9)

Powyzsze wyrazenie mozna takze uzyska¢ ze wzoru ogdlnego (12.63):

7 A 1 £,0.5) d$ dp d£
C‘P(X:y,Z) B q( )I" .

bedacego rozwigzaniem rownania Poissona (12.64):
Ag - 3 (S,2.£)

dla przypadku q (&y,&) = § (X-£)6(y-p) 6(z-¥)

gdzie: 3&( ) jest funkcja delta Diraca.
Dla naszego przypadku zatem mamy:

Ag =6 (x-€) 4 (y-p) 0 (zC)
Roéwnanie to po uwzglednieniu (18.7) 1 (I8.9) bedzie mieé postac:

UG 4 - =jt6 (=€) 6 (y-p) 6 (z-fi) (18.10)

z warunkiem brzegowym G —» 0 przy x.,y.z—»00 .
Rozwigzemy to rownanie (18.10) przez zastosowanie przeksztalcenia Fouriera.

Niech zatem:

g(u,v,w.§,p,$m) - 7 {G(X,y,z£.p.£)} =

-l(ux»uy.wz)

e dx dy dz (18.11a)
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Gx'y»z.£»9,£) - ?1= {S(u,v,w,£,1>,5)} -

tEXtvy-wi
V(L Xevy-w) du dv dw

(1©.11b)

Stosujac twierdzenie o transformacie pochodnej oraz twierdzenie o przesu-

nigciu réwnanie (18.10) przyblerze postac
Au)2 g - (v)2 g - (iw)2 e« - 4ffe-(Ali e—i.vr} e—iAw$
Stad:
] e'i'(ﬂ@)
E(U,V,W,S,9.£) - 4IT 3
U2 + V2 + W’T

Po zastosowaniu wzoru (18.11b) mamy:

Cc=X.2z.9.».7.8) - 1 - -JjyYS—i.___ 1. P du dv dw
co U~ + V + w

Jesli wprowadzimy oznaczenie (16.88b)
k2 = u2 + v2
to wyrazenie (18.12a) bedzie

»  1.w(z-5)

7 irr? e

(18.12a)

(18.12b)

Ostatniag catke (18.12b) obliczymy przy pomocy twierdzenia o residuach i za-
stosowaniu lematu Jordana dla a - ¢-&> 0 BiO, tom Ii]. Oznaczymy w-z,

gdzie z - zmienna zespolona. Wtedy:

1 7 dw
2 + w2

Dla a. > 0 biegun z = ik lezy w goérnej poiptaszczyznie i kontur C obieramy

jak na’ rysunku 18.1.
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Poniewaz :
f(2)

to na mocy lematu Jordana catka (18.12C) po polokregu o promieniu R—» oo

jest réwna zeru i

. ;)-" . L0.Z
J - 2 "w = 2IT1 Res I f(2) e
7T Z:ik_

Obliczymy residum (Qr5 funkcji podcatkowej f(z) e . Mamy wzor ogolny:

Cc-1 = 2(2)

Dla naszego przypadku:
-<xk

= 1 -1 ©
m O kg ik 2 ik

Wiec:
oo

e"k-~dw 210 PTRESD) 1 k(z-£)

K +w = o+ 821TK_ o (I8.12d)

Zalezno$¢ (18.12d) jest wazna dla o¢ = z - 5 0. Postgpujac podobnie uzy-

skamy wyrazenie wazne dla o, = z =570

00 1,w(z=S)
(18.12¢)
Wyrazenia (18.12d) 1 (18.12e) mozemy polaczy¢ w jedno
00
e ™ dw
(I8.121)

k2 & w2

Stad po uwzglednieniu wzoru (I8.12f) i1 wzoru (18.12b) funkcja Greena dla

zrodta w osrodku nieograniczonym bedzie

G(X,y,Z,S,Q,S) = 1= =2M1/1 e c du dv (18133)

Po wprowadzeniu uktadu biegunowego:
8€<5-T,Tr> ke <o, 00>
u = v =Xk sin 0
k dk d @ = du dv
wzor (18.13a) przyjmuje postac:

_ -k|z-51<-1,k[(x-S)c0s0->-(y-9)sIn0]
GMN) 1 == 0 dk d9 (18.13b)



18.2. POTENCJAL ZRODEA POD SWOBODNA POWIERZCHNIA WODY
GLEBOKIEJ

Niech zrodto o staltym wydatku usytuowane w punkcie N(£,?,$) pod swobod-
ng powierzchnia porusza si¢ ze stala predkosciag vO w kierunku osi Ox, ry-
sunek 18.2. Pokazane na rysunku 18.2 uklady wspoirzednych sg zwiagzane ze
zrédtem. Zaktadamy, te poziome wymiary zbiornika wody i jej glgbokos¢  sa
nieograniczone. Niech potencjat predkosci wody ¢ wywolanej poruszajacym
si¢ zrodlem bedzie okreslony wyrazeniami (18.7) 1 (10.0). Mu3l on spelniac
rownanie Laplace'a (18.1) z warunkami brzegowymi (18.2) i (18.3).

Podstawiajac

A== ZA(r - 27+ GD

do réwnania t.aplace'a mamy:

32G. 92G

AG. - 5o+ i+t ———u» 0 (18.14)
1 Sx2 ay2 9z2

Zauwazcie, ze jezeli za r 1 rl podstawisi¢ do rownania A@”0 wyrazenie
(18.1Ja), to uzyska si¢ zwigzek k2 - u2 + v2 i rownanie (18.14).

Postepujgc podobnie z warunkiem na dnie (18.3) dostajemy
1

» 0 (18.15)
PN

Pozostal nam jeszcze warunek brzegowy na swobodnej powierzchni (18.2).
Przed wyrazeniem go przy pomocy funkcji harmonicznej Gl - spelnia ona bo-
wiem réwnanie (18.14) - wprowadzimy oznaczenia:
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2
926 ikw

e dk - (18.17¢)

* <[Ju(x-£)Ttf(y9-)]
e du dv (I8.174d)

dla 2z»0.

Rownanie dla G1(x,).z.§.9,g), (18.14), z warunkiem brzegowym (18.15) 1
(18.17c) wzglednie (18.17d) rozwigzuje si¢ w rozny sposob, najczesciej me-
toda przewidywania rozwigzania [17]. My rozwigzemy Je metoda bardziej ogol-
ng. Zastosujemy metod¢ przeksztalcen catkowych Fouriera tak samo, Jak to
zostato zrobione przy poszkiwaniu potencjatu ¢ dla ruchu ustalonego dowol-
nego uktadu ci$nien p(-(x1,yl), po swobodnej powierzchni wody. Metoda ta
moze zosta¢ takze zastosowana dla ruchu Zrédia pod powierzchnia  swobodna
cieczy w zbiorniku o glebokosci h i dla innych przypadkéw stacjonarnych o-
sobliwosci hydromechanicznych.

Niech zatem

7({c"1¥” 8 (v, v, ,E,¢,8) -j Tt 07 dy

Transformacja Fouriera rownania Laplace'a Jest:

Wiec
g(u,v,z,£.9.5) = A™NV,AD), £) t Az( )'kZ

wyznaczeniu funkcji i Ag stosujemy Jak zwykle warunek brzegowy na
dnie, warunek (18.5), ktérego transformata Fouriera Jest:

Z-roO
Zatem :

s(U,v,zA,S) - Aj e kZ = A,v,&9,0) (18.18a)

Funkcje A(u,vrf) znajdujemy znéw z warunku na swobodnej powierzchni. Sto-
eujemy postaé (18.17d). Przed zastosowaniem przeksztalcenia Fouriera do

tego warunku zauwazmy, Zze:
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¥ du = 2Md(x-%)

J" dv = 2%6(y-p)

Wiec formalnie warunek (18.17d) mozemy zapisac tak:

Stad przeksztalcenie Fouriera tego warunku bedzie:

(-u2 -1 H u) g - Ko =4 m2 ( e e e ‘9

Po podstawieniu (18.18a) do powyzszego roéwnania otrzymujemy:

KQ ¢-kS e u4d \
\ Ko k = u2 - ~Mju/

A (O, v.E5p,5) = 4112

Na mocy zwiagzku (18.18a) mamy transformate funkcji G":

' -k(z*5) -iug  -ip \
g(u,v,z,£,p,¢) = 4 5T‘/ § -21---(------)-‘ P (18.18b)
N/ ko k -u2 —1F1 uy

Napisanie funkcji Gl(x,y,z.£,p, S) jest proste. Mamy:

Gl(x,y,z,%,r>,5) = -7l [ g(u,v,z,2,9,.8S) ] =

00

-k(ztg)
Kok = W - du dv = (I8.19a)
% kw
g7 dw./s &--2 (18.19b)
i o KO - k cos 0 - cos®
Zadanie mamy zatem rozwigzane:
P(Y.0) = - 27(C1 - 1 = - 52-G (M\N) (18.20)

I'l

Zauwazmy, ze G(M,N) = G(N,M) jest funkcja parzysta.

Widzimy, ze potencjal ¢ zroédta o wydatku Q poruszajgcego sie po linii
prostej na glebokosci ¢ pod swobodng niezaklécona powierzchnia wody — ze
stala predkoscia vO w kierunku osi 0x ma posta¢ bardzo zlozona. Funkcja
podcatkowa wyrazenia (18.19b) ma bowiem bieguny:

2
k =KQ sec 0 -1 sec ® (18.20a)

Lepkos¢ Rayleigha p daje nam usytuowanie tych biegunéw 1 zapewnia wiasci
wy kierunek ich obchodzenia. Po wykonaniu wszystkich dziatan blerze si¢



lim ( ). Obliczenia sg do$¢ ucigzliwe. Mozna je znalez¢ w pracy [j5]
*lub ~34] . Koncowe wyrazenia w réoznych postaciach znajduja si¢ w bogatej

literaturze poswigconej oporowi falowemu [37] a takze w £6; 15; 17; 21].
Przy pomocy wyrazenie (18.20) dla potencjatlu predkosci mozemy obliczyc

pole cisnien w ptynie, fale na swobodnej powierzchni a takze opér falowy

zrodta. Dla przyktadu profil fali zgodnie ze wzorem (18.6) bedzie:

Vo . Q Vo Q vo 9G
S5xy) - g 32 k# g - Sirg~ iy
7«0 z-0

Przy uwzglednieniu wyrazenia (18.19b)

1T » -k5  ik[(x-£)L0i9-"(y9~)sine]
£(x,y) - M- £fdoe [ - S 5
4y vQ J. J Ko - K cos™e - ip” cos 0

k dk (18.20b)

18.3. POTENCJAL ZRODLA PORUSZAJACEGO SIE POD SWOBODNA
POWIERZCHNIA WODY PEYTKIEJ

Niech zrodlo o statym wydatku Q usytuowane w punkcie N(£,>,$) porusza
si¢ ze stala predkoscia vO w kierunku oai Ox, przy czym glebokos¢  wody
jest rowna h. Uklady wspolrzednych: Oxyz, sa zwigzane ze zrodlem.

Matematyczne sformulowanie zadania jest:

0

(18.21)

dla z-0
Jezeli zalozymy, ze ¢ (X,y,z) ma postaé (18.20), to oba warunki brzegowe

beda mleé postaé zlozona. Lepiej dobraé¢ funkcje f(r) tak, aby warunek na
dnie mial postacé

(I®.22)
Uzyskuje si¢ to, jesli:

2(7y.) 7 - (|t 7+ 6Gi) (18.23)

gdzie 1 - |MNL # = |>0"]; N..(£, p, 2h-5)

W punkcie N* znajduje si¢ zatem zroédilo odbite, takze o wydatku Q. Pokazuje
to rysunek 18.3.
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Wiec:
# - L A(x-§)2 + (y-17)2 + (z-2h+5)2

Do wyznaczenia funkcji GI(M,N) mamy roéwnanie Laplace'a (18.14), warunek

(18.22) oraz warunek na swobodnej powierzchni. Wyrazimy go, podobnie jak
dla zrodia w wodzie glgbokiej, przy pomocy funkcji . Zatem dla z=0

— ~—p1 8BF—KPt - —02¢i || 9 (1 1Y

+ Ko <+ (r (18.24)

Poniewaz przy z-—» 0 wyrazenie pod znakiem warto$ci bezwzglednej we wzorze
(18.13a 1 b) ma wartos¢ ujemnag zar6wno dla r 1 ¥ wigc

1= 1.~M1 du dv

. Ak(z-2h»8&)  I[U.(x=")»v(y9-)] (18.24a)
= A / 7 e du dv

Stad dla z=0

kg-2h)1 .
l W5 + 0 s Ay dv
-00
00
z=0

(18.25)
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Wartos¢ wystgpujaca po prawej stronie réwnania (18.24) mozna juz te-
raz zalozy¢ réwna zeru. Nie wplywa bowiem ten wyraz na polozenie biegunéw.
*Po podstawieniu zwigzkow (18.25) do réwnania (18.24, mamy

32C L ()< MO- _ 2h) "VK k+u2\

961 [ STNE)<M9)] T kS k(5-2h)
SG

72 -k 1t sar - TTH € Le “*e Jdudv.

Przy pomocy funkcji & ( ) zapisujemy powyzsze réwnanie nastgpujgco:

i 2{3;{_%}6 ET(;I = 0 (x-E) 6(y9-) [ekb + ekl52h)] (KQk+u2) (18.26)

Zadanie rozwigzujemy przy pomocy przeksztalcenia Fouriera. Transformate
funkcji G"MjN) okreslamy tak samo jak w zadaniu dla Zrodila na wodzie gle-

bokiej. Transformacja réwnania Laplace'a (18.14) jest
P a N —0
k29 K2 - u2 + v2

Stad przy wykorzystaniu warunku brzegowego na dnie

0
z«h

taany
g(u,v,z,§,r>,£) = A(u,v,£,2,£) cosh k|(z-h)| —
= A(u,v,$,2,S) cosh k{(h-z)| (18.27)

Funkcje A(U,V.£.,9, ) znajdujemy z warunku (18.26):

- wg - iug-Ko - oy ev(uEe»™-ks + Ak(£—2h).](KOk + u2)

Wigc dla z=0
[~k sinh(kh) - u2cosh(kh) - 1 u cosh(kh)J A =1p e [JC)

Po wyznaczeniu A(U,V,£,9,C) 1 podstawieniu do wyrazenia (18.27) transforma-
ta Fouriera funkcji 0| bedzie:
g(u»v,z,£,9.£) =

2ficosh flkk(h-=) } Je'k& + e '"“(Kok+u2)
= k cosh(kh) Kok tgh(kh) _ u

Stad:
G/M,N) = 717 {g(u,v,z,£,2.£) | =

(Kok+u2)
e~k$
k[Kok tgh(kh) - u2-i u

du dv (18.28)
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Sprawdzi¢ mozna, ze potencjal w postaci (18.23) z funkcja G* okres$lona wy-
razeniem (18.28) spelnia zadanie (18.21). W ukladzie biegunowym wyrazenie
(18.28) przyjmuje postac:

G™M.N) = G— ™M) =

T 2 . ikw kg KkS-2h
X F e ¥ coshik(hz)} Kotk cos’e) o (oF8 4820,

25T"ﬂ 0 cosh(kh) KQtgh(kh) - k cos20 - ip”os©
(18.29)

Gdyby zostat takze uwzgledniony drugi wyraz prawej strony warunku (18.27:),
to mwyrazenie (KO + k cos20) wzoru (18.29) przesztoby w (K6 + k cos2 0 +

+ 1 p cos 0). Zatem istotnie nie be¢dzie mie¢ to wplywu na wartosci funkcji
G., (M,N).

Wyrazenie (18.23) dla potencjalu Zrdédla, poruszajacego si; ze stalag
predkoscia vO na glebokos$ci 5 pod swobodng powierzchnia wody ptytkiej 0
gle¢bokosci h, z funkcja G okres$lona zwigzkiem (18.29) obejmuje takze przy-
padek wody glebokiej. Przy giebokosci h-> oo powinno si¢ uzyskaé wyrazenie
(18.20). 1 tak rzeczywiscie jest. Bowiem przy h—oo , tgh(kh) = |
ek(5 2h)  O. sech(kh) coshfk(h-z)} —» e kz ; §r | —& 0 wigc ze wzordw
(18.23) (18.29) mamy dla h* oo

Ir 00 (K + k cos20 + 1 u.cos©) H(z Lkw \
*
AM) = - A1+ T KO - k cos20 - i Hlcos8 0 0 (1 I70)

Powyzszy wzor uzyskamy takze, gdy zamiast §r ’1 we wzorze (18.20) podsta-
wimy jego przedstawienie caltkowe (18.17C). Jest wigc tak, jak by¢ powinno.

I jeszcze jedna uwaga dotyczaca wzoru (18.29). Mozna go inaczej jeszcze
zapisa¢ przy uwzglednieniu, ze

-kg k(g2-h) -kh / k(h-g) -k(h-g) \ -kh
+e —e e +e =

H
e )= 2 e cosh I k(h-SJ ]

18A. POTENCJALY INNYCH OSOBLIWOSCI HYDROMECHANICZNYCH
POD SWOBODNA POWIERZCHNIA WODY

Przedstawiona wyzej metoda wyznaczania potencjalu zrodia pod powierzen-
nia swobodna wody moze by¢ zastosowana, przy uwzglednieniu uwag rozdziatu
15.2. do wyznaczania potencjaléw innych osobliwo$ci hydromechanicznych pod
swobodna powierzchnia. Korzysta si¢ tu jednak tylko z liniowych warunkow
brzegowych na swobodnej powierzchni.

Szczegdlnie duze znaczenie przy badaniu kotysan statku ma potencjal dla
pulsujacego zrodia, o wydatku

éejt

Q=0Qo 6
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Potozenie Zrodia Jest state w punkcie N(&,,5). W zwigzku z tym, rozwigza-
nia poszukuje si¢ w nieruchomym uktadzie odniesienia. Potencjalu o¢oM) -

- <p(x,y,z) poszukuje si¢ w postaci (18.20) dla Zzrodta w wodzie glebokiej
lub w postaci (18.23) dla przypadku Zroédta pulsujacego na wodzie ptytkiej.
Ten drugi przypadek Jest bardziej ogoélny, wigc rozpatrzymy go. Pierwszy
uzyskamy bowiem przez przejscie z gl¢bokoscia zbiornika h do nieskonczo-
noséci. Tak jak poprzednio potencjal spelnia rownanie

Ag- 0
z warunkami :
(15.11)
Zgodnie z (18.23):
<p(H) G(M,N) (18.31)

Po podstawieniu (18.31) do rownania Laplace'a i warunkéow brzegowych mamy:

ABl 18.14) 0 -)

(18.22)

7=

dla z = 0
Po uwzglednieniu zwigzkow (18.24a) powyzsze roéwnanie przyjmuje postac:
2 A 3Gl
o +1jepPGl-g '
- 2ulTke fie"kS o »MS2MF 2y oot kel du dv

Dalsze postgpowanie jest takie same, jak dla Zzroédla poruszajacego si¢ ze
stala predkoscia vO na wodzie ptytkiej.
Transformata Fouriera funkcji G.j(M,N) ma postac:

7 {G/M,N) } =
cosh-fk(h-z)} . (®2-1 po + kg)e [ -<¢ k(5-2h)}
k cos h (kh) 2 L +e

gk tgh(kh;-o +! pu



371
Wigc
II 00
J ae.J coshk(h-z)} (®2-1 p + kg)

GI(M.N) cosh (kh) ok tgh(kh) -

Zaktadajac h-»oo uzyskamy natychmiast funkcj¢ Greena dla zrodla pulsujace-
go na wodzie glebokiej
0 -k(z+5) tkw , 2

G(M,N) =£+ X J de f -rcv - 2——t1sgr.1—>>v! (18.33)
r 2571 0 gk - ®2 + i Jio

Powyzsze wyrazenie przy uwzglednieniu wzoru (18.13C) mozna prosto doprowa-
dzi¢ do postaci (18.20):

(18.34)

Gdyby pomini¢to p w warunku 15.11 1 konsekwentnie w wyrazeniach (18.32-
-18.34), to w celu uniknigcia fal swobodnych w rozwigzaniu zadania naleza-
toby dotaczy¢é warunej wypromieniowania (16.152).

Wystepujace w wyrazeniach dla G(M,N) calki osobliwe oblicza si¢ przy-
pomocy twierdzenia o residuach, podobnie jak to zrobiono przy poszukiwaniu
przedstawienia calkowego dla r . Nadaje si¢ przy tym, uzyskiwanym wyraze-
niom, rozne postacie. Przeglad takich wyrazen mozna znalez¢ migdzy innymi
w pracy £17]. Ze wzgledu na ztozonos$¢ wyrazen funkcji Greena dla Zrédia
pod swobodng powierzchnia poszukuje si¢ takze wzoréw aproksymacyjnych w
celu skrocenia czasu obliczen numerycznych, wykonywanych przy zastosowa-
niu maszyn cyfrowych.

Dotychczas rozpatrywali$my tylko zrédia izolowane. Podobnie jak w o$-
rodku nieograniczonym moga one by¢ roztozone w pewnym obszarze V, na po-
wierzchni S lub krzywej C wydzielonych w cieczy. Roéznica pomigdzy wzorami
(12.59 - 12.61), waznymi dla osrodka nieograniczonego a ich analogami dla
zbiornika cieczy ze swobodna powierzchnig polega na tym, Ze zamiast r-" we
wzorach tych nalezy podstawi¢ funkcje G(M,N). I tak zamiast wzoru (12.59)
dla zroédet pod swobodna powierzchnia potencjatl predkosci bedzie

oM) = = 22fJGMN) dQv) = - ClJ %(n) g(mn) dV (18.35)
\% )

Podobnie wzor (12.60) dla potencjatlu @(X,y,z) wywolanego rozktadem zZro-

del na powierzchni S jest

(P(M) = _ G(M,N) dQ(S) = - ZA_/qS(N) G(M,N) ds (]836)
S s

s

Tu punkt N(§.r;,5) lezy na powierzchni S
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Znajac funkcje G(M,N) dla zZroédia pod swobodna powierzchnig, mozna na
podstawie rozdzialu 12.2.2, a w szczegdlnosci na mocy wzoru (12.78a) lub
wzoru (12.78b) natychmiast napisa¢ funkcje Greena dla izolowanego dipola

hydromechanicznego pod swobodna powierzchnia wody gl¢bokiej lub wody plyt-

kiej. Mozna bowiem powtorzy¢ rozumowanie dla (9 - Gi @, « - G' .
Zatem
eO6-x-6) - - Jijr » grad,. G(M,N) u
- — i? ®’HradN - T IMW (18.37)

Dla dipoli roztozonych ha powierzchni S o osi skierowanej zgodnie z kie-
runkiem zewngetrznej normalnej do S i gestosci powierzchniowej momentu di-
Polowego O potencjal ¢ w punkcie M na moc wzoru (12.79) bedzie:

oM) - =~ 7 d(N) ds (18.38)

Fbkazemy dalej, jak wykorzystuje si¢ potencjal zrédia i/lub dipola pod
swobodna powierzchnia wody glebokiej lub ptytkiej do wyznaczenia potencja-
tu ¢ predkosci cieczy, wywolanej ruchem 3tatku nawodnego lub statku pod-
wodnego. Gdy znany jest potencjal ¢ , to z przytoczonych wyzej wzord6w moz-
na znalez¢ obraz fal na swobodnej powlerzchili, pole cisnien i reakcje hy-
dromechanlczne, w tym i opor falowy statku. Zauwazmy, ze przedstawione wy-
zej potencjaly osobliwosci hydromechanicznych w zadaniach o ruchach statku

w wodzie nie spelniaja jedynie warunku nieprzepuszczalnosci $cian statku,
a wigc warunkow: (8.1), (12.127), (12.128) lub (12.129).

18.5. ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA GREENA DO WYZNACZENIA
POTENCJALU FRZEPLYWU CIECZY WYWOLANEGO RUCHEM STATKU

Statek moze poruszaé¢ si¢ w nieograniczonym oceanie, moze si¢ poruszac
pod swobodng powierzchnig wody gitebokiej lub wody ptytkiej, moze by¢ tak-
ze statkiem nawodnym, ktorego burty przecinaja swobodna powierzchnig¢. Sta-
tek nawodny moze by¢ takze eksploatowany na wodach gl¢bokich lub tez wo-
dach ograniczonych.

Jak wyznacza¢ potencjal predkosci dla przypadku ruchu statku w osrodku
nieograniczonym, pokazano juz w rozdziale 17.5.2. Poniewaz pokazana tam
metoda moze by¢ takze zastosowana 1 dla pozostalych statkow, a takze in-
nych ciat, damy najpierw nieco glebsze jej podstawy. Nastepnie, zastosuje-
my ten sam sposOb postgpowania dla statkow poruszajacych sig¢ pod swobodna
powierzchnia i dla statkéw nawodnych.



8r

373
18.5.1. Zastosowanie twierdzenia Greena do wyznaczania potencjalu pred-
kosci statkdéw w os$rodku nieograniczonym

Wydzielimy z nieograniczonego oceanu obszar cieczy V() ograniczonej po-
wierzchnig zamknigetga 3VQ = S +X | jak pokazuje rysunek 18.4. Niech tak-
ze powierzchnia zamknieta S = 9V ogranicza obszar V, ktébrym moze by¢ sta-
tek. Niech dalej w obszarze V° 1 V nie ma Zrodia ani teZz innych osobliwos-
ci hydromechanicznych. Zrodla i/lub dipole moga byé roztozone tylko na po-
wierzchni 9V. Niech ¢ bedzie potencjatlem predkosci 1 niech speilnia row-
nanie Laplace'a A®~ Py gBszarach V i VS; a ¥ niech bedzie rowne r 1,

gdzie r = 1/0}¢-3)2 + (y-9)2 + (2-$)2. Funkcja v spelnia takze r6wnanie
A@ = 0; ma ona jednak osobliwo$é, gdy punkt N zbliza si¢ do punktu M.

Zastosujemy do funkcji ¢ i v wzor Greena (3.79):

F'(WAg - @AY ) dV = F (¥ 77 - ¢ ") dS = o
V0 ! avo 0 0

bo A0 - i AY = 0
Funkcje ¢ i ¥ sa wigc funkcjami harmonicznymi. Po podstawieniu ¥ =r

mamy :

F E% 0= - (18.39a)
Vo L

Przy zblizaniu sie punktu N do punktu M odlegto$¢ ich r —» 0. Wydzielamy
punkt M mala kulg o promieniu & 1 powierzchni S£ (rys. 18.4). Wtedy wy-

razenie (18.39a) bedzie:
= 18.39b)
Yy ¢ 3ds = (
avl QVXSC

Obliczmy :
W s (18.39¢)
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Z rysunku 18.A wida¢, te

» 0 ®
816 cTr DC

Podstawiajac powyzszg zaleznos$¢ do wyrazenia (18.39c) oraz r ¢ e mamy:

lim <t C3dS - - 4iToM) - - 4ff ¢ (X,y,2) £18.39d)
g|° £

Stad po uwzglednieniu (18.39d) wyrazenie (18.39a) bedzie:

O - ALE AT N < D16 (18A0)

Widzimy, ze potencjal (M) W obszarze VQ moze by¢ wyznaczony przy pomocy
znajomosci potencjalu ¢ na brzegu 9vO obszaru vO. Jes$li zatem punkt M
Jest polozony na zewnatrz obszaru vO, to ¢ (M) dane wzorem (18.40) jest
rowne zeru. Punkt M moze by¢ jednak potozony takze na brzegu dVQ.

Jesli przepltyw zalezy takZze od czasu t, to czas Jest parametrem w wyra-
zeniu (18.40). Mamy wtedy ¢ (M,t) zamiast (M) oraz < (N,t) zamiast
o(N). f 3o(N)

Jesli wezraiemy pod uwage wzor (12.60) 1 wzor (12.79), to — mozemy
uwazaé za gesto$¢ powierzchniowa zrédetl qsCi), a ¢(N) za gestos¢ powierz-
chniowa © (N) momentu dipolowego, Zatem od rozkiadu gs(N) i d (N) na
brzegu 8V zalezy potencjatl < (M) wewnatrz 9VQ. Ale wedlug zalozenia
(rys. 18.4),

0V_ =9V + X

rfigc q 1 6 sg rozlozone na 3V 1 X, przy czym te rozklady musza by¢ ta-
kie, aby spelnione zostaly warunki brzegowe dla potencjatu tp(Fl); w nie-

skonczonosci oraz na powierzchni oplywanego ciata, ktéra moze byé 3V.
Przy rozwigzywaniu zadan hydromechanicznych, dla znalezienia nieznanych
qs(N) 1 d (N), wygodne Jest zalozenie, ze:

qs(N) = 0 1 6(N) = 0 na powierzchni =

Jtedy ¢ (M) W wyrazeniu (18.40) spelnia warunek w nieskonczonosci, a sam
wzor (18.40) przybiera postac:

[r = o(N) (18.40)
3V
lub po uwzglednieniu N0 = - 1T postaé nastgpujaca:
[r [0} 5n 4> dS (18.42)

Potencjal ¢ (M) dany wzorem (18.42) jest rozny od zera na 3V 1 w calym
obszarze vO, lezacym na zewnatrz 9V. Natomiast wewnatrz 0V ¢(M) = 0.
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Dla znalezienia wyrazenia dla ¢ (M) waznego w V 1 VQ oraz lepszej In-
terpretacji gestosci Qs 1 0 rozpatrzmy jeszcze obszar V ograniczony brze-
giem 3V. Potencjal w tym obszarze oznaczymy przez <lf a zewnatrz tego
obszaru przez <Pe. Pokazuje to rysunek 18.5. Zaznaczono na nim takze punk-
ty wewnetrzne M 1 zewngtrzne MO wzgledem ¢)V.

Zgodnie ze wzorem (18.40) mamy:

1 9+(n)

o(M+) =

oM ) = o

Przy zastosowanych oznaczeniach wzor (18.42) zapisujemy tak:

(18.43b)

oM=x) = 0

Jesli te dwa wzory dodamy, to uzyskamy wyrazenie wazne dla V i Vo

ds (18.43¢)
T)n

3V
Roznicy potencjatow 00 - 1 pochodnej tej réznicy wzgledem normalnej n
mozna nada¢ interpretacje fizyczng. Biorac pod uwage wzér (12.74) mamy:

RI0) 9«Pi
qs(N) = n-(ve - V1) = n-(Vpe - vy = “JH 3= -F (18.44a)

gdzie: q (N) jest gestos$cia powierzchniowa zroédel roztozonych ha powierz-
chni ¢)V.

Podobnie, wychodzac ze zwigzku (12.80) mozna wykazaé [36]» ze skok po-
tencjaltu ¢ - " przy przejsciu przez element powierzchni dS jest rowny
gestoéci powierzchniowej ¢ (K) momentu dipolowego dT = 6 11 @S, przy czym:

6= <P - P (18.44b)
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Zgodnie z powyzszymi uwagami wzor (18.45c) przybiera postac:

2(M) - 5 ~TACH() F + dN) & d>] dS (18.45)

Widzimy, ze potencjal predkosci <f w .dowolnym miejscu M(X,y,z) nicograni-
czonego obszaru cieczy Jest wyznaczony przy pomocy dowolnej kombinacji
zrodet q (N) dS i dipoli d (N) n dS roztozonych na powierzchni zamknigtej
9V ograniczajacych obszar cieczy V. Elementarne momenty dipolowe dm i

- d n dS sa skierowane wzdhiz zewngtrznej normalnej do powierzchni 8V.
Powierzchnia 3V moze, lecz nie musi by¢ powierzchnig statku poruszajacego
si¢ w cieczy. Przewaznie Jednak za 9V bierze si¢ powierzchni¢ zwilzong
3tatku S.

Ptoniewaz rozklady q (N) i 6 (X) sa dowolne, to na cze$ci 3V mozna za-
tozy¢ ON) 0 -1 q.(ii) O T, a na pozostalej zatozy¢ te rozkltady odwrot-
nie. Mozna zalozy¢ réwniez, ze na calej powierzchni .3V nie ma dipoli, a
sa tylko zrodita. Jest to roéwnowazne zalozeniu, ze na powierzchni 0V = s
potencjat < Jest ciggly: ¢0 « ¢, wzoér (18.4JC). Przy tym zaloZzeniu wzor
(18.45) bedzie:

Y %(N) F (18.46)

Byl on zastosowany przez nas w rozdziale 17.5.2; Jest on réwnowaztay wzoro-
wi (12.60). Jak Juz wiemy, nieznany rozktad q,(N) na powierzchni S znajdu-
Je sig¢ z warunku nieprzepuszczaihoéci Sciany S, ktéry prowadzi do roOwnania
catkowego (17.50). Oczywistym Jest, ze rozklad q3(N) musi speilnia¢ warunek
dodatkowy :

Jgs(N) dS =0

Na zewnatrz powierzchni S przeplyw Jest bezzrédlowy.

FOwyze] podane wzory dla wyznaczania potencjatu ¢(M) dla przypadku ru-
chu statku w nieograniczonym oceanie mozna uogolni¢ na przypadek ruchu
statku przy dnie oceanu, a takze, Jak Juz wyznaczono, dla przypadku stat-
kow nawodnych. Rozpatrzymy najpierw przypadek ruchu statku calkowicie za-
nurzonego pod swobodng powierzchnia wody.

18.5.2. Zastosowanie twierdzenia Greena do wyznaczenia potencjatlu pred-
kosci statkéw podwodnych

Zasadnicza réznica pomigdzy zadaniem o potencjale dla statku w os$rodku
nieograniczonym a zadaniem tym dla statku podwodnego polega na tym, ze po-
wierzchnia 3v0 ograniczajgca obszar VQ obejmuje takze powierzchni¢ swo-
bodng Sp. Pokazuje to rysunek 18.6. Przy wyznaczaniu funkcji Greena  dla
zrodla dochodzi dodatkowy warunek na swobodnej powierzchni oraz ewentual-
nie warunek wypromieniowania. W zwigzku z tym zamiast

G(M.N) = 1
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isatssy

Zauwazmy, ze K(M,N) spelnia réwnanie AK = 0 w obszarze Vg, a takze w ob-
szarze V. Rowniez w tych obszarach mamy Ag = 0. W zwigzku z tym, na mocy
twierdzenia Greena mamy:

/(KA®PO - @BAK) dv / (K V 6 (18.47a)

Podobnie :

F Kag: - oK) WV K 97' “ o i£)dS = (18.47b)

av

Dodajgc (18.47a) do (18.40) uzyskuje sie wyrazenie:

3<
«Me) = 4~ (r+K) 3b~- 2% 30 & +K) dS; oM.) =
W0 u 0

Po wprowadzeniu oznaczenia (15.8b) powyzszy wzor bedzie:
T LGN B 3%/(35 (18.48a)
R

Podobnie dodajgc (18.47b) do (18.43a) mamy

2('V = Iy [G 3ff- - ?i 3% ] dS; o(M8) = 0 (18.48b)

av

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie jak przy wzorze (18.42)



tfzor (18.48a) bedzie nieé postac:

- - ~&/[STE—-TMi1 @(Mp-0 (18.48C)
ov

Wzory (18.48b) 1 (18.48c) laczymy tak samo, jak to zrobiono ze wzorami
(18.43a 1 b). Zatem:

) - = ~/[OMN) CH—o >—(?2——" dS  (18.49a)

Przy wykorzystaniu za$§ zaleznosci (18.44a | b) wzor (18.49a) ma postac

identyczng do wzoru (18.45):

QM) = = FTALL(R) GMN) + <5 (N) ds (18.4gb)
avl s

Wszystkie wigc uwagi wystepujace po wzorze (18.45) sa nadal wazne. Funkcja
G(«,») Jest funkcja Greena dla Zrédia pod swobodna powierzchnia. Wzoér

(I8.4gb) Jest wazny takze dla ruchu statku podwodnego na wodzie ptytkiej a
takze dla statku poruszajacego si¢ przy dnie wody glebokiej. Sposodb wyzna-
czania nieznanej ge¢stosci powierzchniowej zrodla qg(N) Jest taki sam Jak

w przypadku ruchu statku w os$rodku nieograniczonym. Jadro rownania catko-
wego Jest Jednak teraz bardziej ztozone; poréwnaj G(M,N) = r''l na przyktad

ze wzorem (18.20). Blizsze dane o réwnaniu calkowym dla gs mozna znalez¢é w
literaturze przedmiotu, migdzy innymi w rozdziale 1.7 pracy [17]. Zastoso-
wanie za$ wzoru:

91(mM) = z'r / (cfe = P Sn

do wyznaczenia @O(N) przedstawione zostatlo w pracy [38].
18.5.3. Zastosowanie wzoru Greena do wyznaczenia potencjalu predkosci
statkbw nawodnych

Bokazemy, ze wzory (18.48a i b) sg wazne takze wtedy, gdy burty statku
przecinaja powierzchni¢ wody. Przypominamy, Zze zamiast statku moze by¢ in-
ne cialo. Powierzchnia 9V(Q ograniczajaca obszar v0 jest obecnie réwna

av) = s + = + sF

Powierzchnia 9V graniczajaca obszar V jest réwna

®V - S ¢

gdzie: SFo - powierzchnia rozpig¢ta na pltywnlcy statku.



379

W powyzszych okresleniach (0VQ 1 3V powierzchnia S Jest aktualng powierz-
chnig zwilzonag statku. Ilustracja powyzszych uwag jest rysunek 18.7. Zgod-
nie z tymi oznaczeniami wzor (I8.48b) jest

Natomiast wzor (18.48a) bedzie:

Druga catkg powyzszego wyrazenia mozna zamieni¢ na calke po powierzchni
SFo. Sposéb tej transformacji pokazuje rysunek 18.8. rfidzimy, ze brzeg
() + S ) 1 brzeg 9SFQ sa takie same, a kierunki obchodzenia tych brze-
gow sg przeciwne. Dalej wida¢, ze brzeg powierzchni 3S jest taki sam, jak
wyzej wskazane brzegi 9( X + Sp) 1 O0SFQ. Kierunek obchodzenia brzegu 9S
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jest za$ taki san, Jak kierunek obchodzenia brzegu 9( £ + S”). Ponadto
wida¢ wyraznie, ze kierunek HO na Sfo pokrywa si¢ z kierunkiem zewngtrznej
normalnej n do powierzchni &V.

Po uwzglgdnieniu powyzszych uwag mamy:

i Z.(Cs%~e3%)ds™ &/ (-
p

SC\

Wigc:
- - Eﬁ / (C Tn - & Bn/dS -~ - 8?7® 'iG & - TiTldS

(18.50b)
oM™ - 0

Wzory (18.50a) i (18.50b) taczymy tak, jak uprzednio w jeden wzor:

o(H) - - zj*y[c( 5-)- ke = i> A]I (18.51a)
av

dajacy potencjal ¢ (M) » obszarze V i vO. Przy pomocy gestosci powierzch-
niowej zrodet qg(lj) 1 momentu dipolowego 0 (N) wzoér (18.51a) zapisujemy tak:

oM) - - Cjf/ [q3(N) GIMN) + & (9 (RG/NH' ]dS (18.51b)
(A%

Tu nalezy pamigta¢ o tym, ze 3v = S + SpQ i chociaz méwiono w tym roz-
dziale o 3tatku, to S moze by¢, lecz nie musi by¢ powierzchniag statku. Za
9V mozna przyjac¢, jak widzimy, dowolng powierzchni¢ wewnatrz statku, na
ktorej roztozone sg zrodla i/lub dipole. Nieznany rozktad q”N’) 1 0 (N) wy-
znacza si¢ z warunku kinematycznego na powierzchni statku. Dla rozrdéznie-
nia powierzchni kadluba statku i powierzchni, na ktérej roztozone sa oso-
bliwoscl qg 1 <4 wprowadzimy tu oznaczenia: Ss - powierzchnia statku, a S
- powierzchnia osobliwosci hydromechanlcznych. Przewaznie zaleca si¢ przyj-
mowa¢ S ” Sg. Wtedy 3V - Sg + Spo> Jak juz wiemy, dalej to jeszcze poka-
zerny, zatozenie S ~ Sg prowadzi do réwnania catkowego drugiego rodzaju, z
ktorego wyznacza si¢ nieznany rozklad osobliwosci qg i/lub 6 na S = Sg.
Teoria tego réwnania Jest dobrze opracowana. Natomiast, gdy S z Sg, to u-
zyskuje si¢ roéwnanie catkowe pierwszego rodzaju, stabo zbadane w matematy-
ce. Tym niemniej w teorii oporu falowego przy wyznaczaniu ¢ (M) stosowa-
ne byly i sa nadal stosowane powierzchnie S jak na rysunku 18.9. Mozliwe
inne uksztaltowania powierzchni S Sg dla statkéw nawodnych zgodnie ze
wzorem (18.51b) pokazuje rysunek 18.10. Rysunek 18.11 pokazuje przypadek
8V « Sg + spo Por<*wnuliqc wzory (18.45) - dla statku w osrodku nieograni-
czonym; (I8.4gb) - dla statku calkowicie zanurzonego i (I8.51b) - dla
statku nawodnego widzimy, ze formalnie sga one takie same. Roéznica pomigdzy
dwoma pierwszymi polega na réznych wyrazeniach dla funkcji Greena dla Zro-
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dta. W dwoch ostatnich natomiast réznica istnieje w powierzchni S . Ola
sztywnego statku podwodnego powierzchnia Sg jest niezmienna. Natomiast
sztywny statek nawodny w zaleznosci od predkosci zmienia swoje potozenie
wzgledem wody oraz zmienia swoéj ukltad falowy. Wige powierzchnia Ss statku
nawodnego, na ktorej musi by¢ spelniony kinematyczny warunek  brzegowy,
jest tak samo'nieznana, jak rozktad osobliwosci gs i/lub 0 . Funkcja
G(M,N) dla zrédila w osrodku nieograniczonym rowna jest r*“l. Speilnia ona
rownanie Laplace'a i warunek w nieskonczonos$ci. Funkcja G(M,N) dla zroédia
pod swobodna powierzchnig musi spetnia¢ dodatkowo warunek na dnie zbiorni-
ka 1 na swobodnej powierzchni. WyznaczyliSmy ja tylko przy liniowym warun-
ku (18.2). Zauwazmy jednak, ze dotychczas przy wyprowadzaniu wzorow (18A9b)
i (18.51b) nie zakladano liniowos$ci warunku brzegowego na swobodnej po-
wierzchni. Zatem wzory te sa wazne dla zadania nieliniowego o potencjale
®(M). Nie precyzowano takze, jaki jest ruch statku ani tez nie precyzo-
wano uktadu wspotrzednych. Sa one zatem wazne tak dla ruchu jednostajnego
statku po linii prostej, jak i dla kolyszgcego si¢ lub manewrujacego stat-
ku. '/ kazdym konkretnym przypadku nalezy tylko obra¢ odpowiednio funkcje¢
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G(M,N), a dla znalezienia nieznanych rozkladéw osobliwosci przyja¢ odpo-
wiedni warunek kinematyczny na Sg.

18.5.~. Wyznaczanie potencjatu predkosci w zadaniu o oporze falowym stat-
kéw nawodnych w ujeciu liniowym
Zaktadamy tu, ze funkcja G(M,N) Jest wyznaczona przy wzigciu pod uwage
liniowego warunku brzegowego na swobodnej powierzchni; wzory (18.20),
(18.23). Powierzchnia S m Ss jest powierzchnia zwilzona -Q, statku nieru-
chomego, a powierzchnig Sp jest powierzchnia wodnicy W zwigazku  z
tym we wzorach (18.51la 1 b) 3V - Q + Srfl, a same te wzory zapisujemy W

postaci

eH) - G + 0O sii Hds - +

* (2 - & FiT]dS (18.52)

Widzimy, ze we wzorze (18.52) zrédla i/lub dipole rozlozone sg juz na po-
wierzchniach zadanych Q@ i S”. Nalezy pamigta¢ o tym, ze pochodne wzgle-
dem normalnej n we wzorze tym 1 poprzednich dotycza punktu N. Przy obli-
czaniu pochodnej wzgledem n, dotyczacej punktu M, bedziemy stosowaé ozna-

czenie A\ -

Druga calke we wzorze (18.52) przy wykorzystaniu warunku brzegowego na
swobodnej powierzchni (18.2) dla 0 y -

- K6 -0 dla z18.2) 0-a)
oraz wzoru Stokesa (12.113d)
Vdr -J" (n xV) ¥ dS (12.113d)
35 3
mozna przetransponowaé na catke po brzegu “uh && - Uzyskuje si¢ wte-

dy tak zwang catke liniowag (Line Intégral), ktorej w teorii oporu falowe-
go poswigca si¢ duzo uwagi Q37, 38]. Pokazemy nizej sposob dochodzenia do
tej calki liniowej.

Tak jak dotychczas obieramy uklady wspoéirzegdnych: o§ Oz i Og kieruje-
my pionowo w doél. Wtedy na powierzchni S”L zewngtrzna normalna n = - e’
Uktady te wraz z kierunkami dodatnimi obchodzenie brzegow 3SrfL 1 3Q. po-
kazuje rysunek 18.12. Widzimy, Ze na pochodna = - =~ 8

Przypominamy, ze potencjal ¢ i >7>5) oraz funkcja Greena dla zZrodta
GMN) = G(x,¥,2,£,9,5) spelniajg warunek brzegowy na swobodnej powierz-
chni, a takze na Spo = S,”. Stad ze wzoru (18.2a) mamy:



383

B3p_ 1 32 3
ke W n - M)
9G 13 <9G\
<n =

Po uwzglednieniu powyzszych zaleznos$ci catke po SirfL wzoru (18.52a) mozemy
zapisac tak:

| FL6 =77 i)+ @i - be) SE
- 57
SHL

= S~s"t

(18.53a)

Zamienmy teraz catke po S,” na catke po brzegu 3S./- Mozna to zrobi¢ przy
pomocy wzoru Stokesa (12.113d), z ktérego dla n =

_erNi Vo= mamy:
vxd?= (PX) dS - =~ + X -jr) 45
Wige dla
909 9.
X-G: wo o -
SuL
) / 3% . /3¢ 9%\ 55
- j> G(M,N)\ _ 3(pl| f\ 0 - g5/ NS (a)

as”.

Podobnie dla X = @7 - 90 > v - ffZ mamy:



Fto dodaniu stronami wyrazen (a) i (b) drugie catki prawych stron powyz-
szych wyrazen si¢ znoszg. Uwzgledniajac (a) 1 (b) wzoér (18.53a) przybiera

postac:

=dr ./ (gs G +0 Sn§ dS

“ - ark- $ [a (Tjf - +d  ]d9 < 5T 3 € 3d? (18.53b)

0 aswLL J 0 aa.

Ftowyzsze calki krzywoliniowe po brzegach O9S,iL lub 9Q. w teorii oporu fa-
lowego nazywaja wyzej wskazanymi catkami liniowymi. Wystgpuja one przy
wyznaczaniu potencjalu predkosci (M) dla cial przecinajacych swobodna

powierzchnig.
Fto uwzglednieniu zaleZznosci (18.53b) wzor (18.52) dla potencjatu ¢ (M)

bedzie mie¢ postac:

(M) © " N/ EGs(N) GIMN) +d(N) 22-~-~-]dS +

+ 27 () (18.54a)

Przewaznie zaklada si¢ dalej, ze na powierzchni kadluba Sg nie ma skoku

potencjatu: ¢b = £39j. fitedy d (N) = 0. Ponadto nie moze wystgpowac
takze skok predkosci stycznej. Stad
3<po
- a§

wynika¢ musi tylko ze skoku predkosci normalnych

W zwiazku z tym

99 Op. /3%  6pl x
1 E£—Uf=\5"Il - -tQ/cos (a8 ; = gqs@i” cos(n"™

Przy tych zaloZzeniach potencjal ¢ (w) bedzie
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Nieznany rozktad gestosci powierzchniowej zrodel qg(N) na powierzchni zwil-
zonej kadluba wyznaczamy, jak juz zaznaczono, z kinematycznego warunku

brzegowego na Q. . Zatem dla Vg = v na Sg =Q. mamy:
l "= n/n> . 'fe / I>-<") - 'v a2 /s I—IIIA’"8 -
* "
oS ¢3, 6 a>
gdzie S¢ jest powierzchnig potkuli o promieniu e , lezacej na Q. . Wigc:

eio  Qs(N) %BM) (2( N -~ gs(M)

Zatem po uporzadkowaniu dostaje si¢ nastgpujace réwnanie catkowe drugiego

rodzaju:

asM) = 2 vo nx(M) ¢ -7 qs(N) dsS -
(18.55)

Jezeli jest statek calkowicie zanurzony, to calka liniowa jest rowna
zeru. Calkowanie w obu catkach dotyczy punktu N na Q. 1 3Q» , a nie punk—

tu M.
Jezeli zalozy sig, ze na powierzchni kadluba nie ma skoku predkosci,

Th ¢Tn to q (N) =01 wyrazenie (18.54a) przyjmuje postac:

oll) " /0N M

—~D(N) _ G(M,N) a2 (18.56)

Z warunku brzegowego na A

91 3<pe

3FH T T T Yo "k
Wynika, ze wewnatrz .1 1 na Q. potencjal <p’(M) » vox: Podstawiajac
oM) - ¢"M) - vOx do wyrazenia (18.56) dostajemy réwnanie calkowe pierw-
szego rodzaju, z ktérego nalezy wyznaczy¢ O(N) » ¢x(N) - ¢@6(N). Ponie-
waz jest znane, to mozna dalej znalezé @O(N) [j38] - Powyzsza metoda,

jak juz zaznaczono, nie mozna uzyska¢ obrazu fal generowanych przez sta-

tek.
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Rownania (18.55) 1 (18.56) rozwigza¢ mozna tylko na drodze numerycznej.
Sa one bardzo nieprzyjemne ze wzgledu na zlozona posta¢ funkcji Greena dla
zrodta G(M,N). Mozna wykona¢ obliczenia tylko na bardzo duzych 1 szybkich
maszynach cyfrowych.

Zauwazmy, ze istnieje mozliwo$¢é wyznaczenia potencjatu predkosci na po-
wierzchni kadiluba 1 w calym zbiorniku cieczy bez wprowadzania catki linio-
wej. Mamy bowiem wzoér (18.52).

Jesli zalozymy, ze na powierzchni zwilzonej kadluba Q. sa rozlozone tyl-
ko zZzrodira qa(N), na wodnicy SWL tylko dipole oO(N), to wzoér (18.52) przyj-
muje postac!

o) - - 287 gs(N) GMN) dS - .7 O0M) & ds (18.57a)
A Syl 5.0

Uwzgledniajac, ze na S*”

0C(M.N) - ®BLN)
5-0 5-0
wzor (18.57a) zapisujemy:
o(M) - - 2. Y ag®) GMN) dS -  _Zd(N) BLN)  dS (18.57b)

Warunek brzegowy na Q2 prowadzi do nastgpujacego rownania calkowego dla
rozktadu qs(N) na Q 1 & (N) na

%) =2 " "x<"> - Sr s %<w> SIS mas ¥

Z powyzej przedstawionych wyrazen wida¢, ze nawet w uj_gciu liniowym zadanie
o oporze falowym statku, Rw, poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym wzdluz
linii prostej Jest bardzo zlozone. Pozostaje jeszcze duzo pytan otwartych.
Jakie z réownan catkowych przyja¢ jako zadawalajace? Jaka powierzchni¢ S,
na ktoérej sa roztozone osobliwo$ci hydromechaniczne, nalezy przyja¢ i ja-
kie osobliwosci na poszczegdlnych cze¢sciach tej powierzchni nalezy zalozyc¢?
Poniewaz wzoér (18.51b) wskazuje na dowolno$¢ rozkladow qs(N) 1 O6(N), to
czy na czg¢$ci 3V, przykladowo na SWL, nie zatozy¢ qs«0 1 d -0?

Odpowiedzi na te pytania moga da¢ tylko badania numeryczne skonfrontowa-
ne z wynikami badan eksperymentalnych.

W dalszych badaniach numerycznych mozna byloby po6js¢ dalej. Po wyznacze-
nlu z zadania liniowego potencjatlu ¢(M) mozna obliczy¢ catkowitg reakcje
hydrodynamicznag R 1 M 1 na tej podstawie obliczy¢ potozenie rownowagi stat-
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ku 1 uklad falowy statku. Stad dalej mozna wyznaczy¢ aktualna powierzchnig
zwilzong S oraz SFo (rys. 18.11) i na niej zndéw rozlozy¢ nieznane osobli-
wosci hydromechaniczne. Czy w taki sposdéb wyznaczony opér  falowy bedzie
blizszy rzeczywistosci? Pytanie otwarte.

Obecna liniowa teoria oporu falowego daje znacznie zawyzone wyniki —w
stosunku do wynikéw eksperymentalnych przy liczbach F*L > 0.,2. Jedynie po-
tozenia garbow na krzywej wspolczynnika oporu falowego sg do$¢ dobrze
zgodne z rzeczywistoscia. Przy liczbach Froude a F* <0,2 uwzglednienie
catki liniowej w wyrazeniu dla potencjatu ¢(M) daje wyniki mozliwe do
praktycznego zastosowania. Pokazuje to rysunek 18.13 powyzszego
wil ?imy konieczno$¢ prowadzenia dalszych prac nad oporem falowym statkow,
a takze konieczno$¢ prowadzenia prac nad innymi skladowymi reakcji hydro-
dynamicznej R 1 M.

Zwroémy uwage jeszcze na to, ze przedstawione wyzej podstawy teorii  o-
poru falowego nie uwzgledniajg wplywu lepkosci wody ani tez nie  uwzgled-
niaja wplywu napigcia powierzchniowego. Wiadomo, ze lepko$¢ wody ma istot-
ny wplyw na przeplyw wokoél ciat, szczegodlnie w czesci rufowej. Rowniez na-
piccie powierzchniowe przy wysokich falach dziobowych statku moze mie¢ pe-
wlen wpltyw. Bowiem stromo$é fali dziobowej pelotllwych lub smuklych a
szybkich statkow jest znaczna

Wyznaczenie oporu falowego zatem z dokladnos$cia niezbedna do celow pra-

ktycznych musi by¢ oparte - w obecnym stanie wiedzy - na eksperymencie.



19. PODSTAWY EKSPERYMENTALNYCH
BADAN MODELOWYCH I METOD EKSTRAPOLACII
ICH WYNIKOW

Z poprzedniego rozdzialu wyraznie widaé, ze nawet dla  najprostszego
przypadku ruchu statku nawodnego - ze stalg predkoscig wzdluz linii pros-
tej - nie JesteSmy obecnie zdolni do wyznaczania oporu falowego na drodze
obliczen numerycznych z dokladnoscia wystarczajaca dla celéw praktycznych,
a w przedstawionych podstawach teorii oporu falowego dla uproszczenie za-
tozono ptyn nielcpki, brak napigcia powierzchniowego i1 brak wirow  przy
kadtubie statku a ponadto, ze fale generowane przez statek majg bardzo ma-
g wysokos¢.

W procesie projektowania statku musimy znaé nie tylko opér falowy, ale
opor catkowity statku Rs, napor pednika T, oraz inne reakcje hydromecha-
niczne dzialdjgce na statek w réznych warunkach Jego eksploatacji. Te
wielkosci w obecnym stanie wiedzy 1 techniki numerycznej uzyskuje si¢ na
drodze badan cksperymentalnych - badan modelowych.

Typowy cykl badan modelowych sprowadza si¢ do opracowania programu ecks-
perymentu, budowy modelu lub modeli, realizacji eksperymentow oraz analizy
1 ekstrapolacji wynikow badan na obiekt naturalnej wielkos$ci. Badania ta-
kie sa czasochlonne 1 kosztowne. Przedluzajg proces projektowania statku.
Nalezy wigc dazy¢ do tego, aby tam, gdzie obliczenia numeryczne daja zado-
walajgce wyniki, wykonywa¢ takie obliczenia zamiast eksperymentu. Dazy si¢
zatem do rozwoju metod numerycznych takze w hydromechanice okretowej.

Pierwszym podstawowym celem badan modelowych w hydromechanice okretowej
Jest zatem danie odpowiedzi na konkretne zagadnienie przemystu okretowego.
Drugim natomiast celem Jest weryfikacja modeli matematycznych zjawisk hy-
dromechanicznych, a w szczegolnos$ci weryfikacja opracowywanych metod nume-
rycznych w hydromechanice okrgetowej. Ponadto, badania modelowe przeprowa-
dza si¢ w celu rozpoznania wpltywu réznych czynnikéw na zjawiska  hydrome-
chaniczne. Przykladem tu moze by¢ badanie wpltywu lepkos$ci na opor falowy
statku lub badania wplywu uksztaltowania ostony elastycznej poduszkowca na
Jego charakterystyki hydrodynamiczne.

Eksperymentalne badania modelowe laczy si¢ takze badaniami numeryczny-
mi. W takich badaniach numerycznych zaklada si¢ rézne modele przepltywow i
poszukuje si¢ modelu o najkorzystniejszych osiggach - wlasnosciach hydro-
mechanicznych. Nastepnie do takiego wybranego modelu poszukuje si¢ na dro-
dze eksperymentalnych badan modelu fizycznego. Przykladem tu moze by¢ po-
szukiwanie korzystnego rozkltadu cis$nien w poduszce powietrznej 1 sposob
Jego realizacji omdéwiony w koncu rozdziatu 15.2. Drugim przykladem  Jest
poszukiwanie korzystnego optywu ptata o malym wydluzeniu.
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Wszystkie badania modelowe w hydromechanice przeprowadza si¢ w oparciu
o prawa modelowania zwane takze kryteriami podobienstwa proceso6w hydrome-
chanicznych. Prawa te sa przedstawiane w réoznym zakresie w -zaleZznos$ci od
tego, czym dani specjaliSci sg szczegdlnie zainteresowani. W réznym ujeciu
sg one przedstawiane we wszystkich podrgecznikach mechaniki plynow: [1],
[2,.... 7, 23, 25, 26, 41, 42].

Inaczej problem jest przedstawiony dla specjalistow z zakresu przepty-
wow z wymiang ciepta, a inaczej dla hydromechanikéw zainteresowanych gltow-
nip przeptywami spowodowanymi ruchem cial w poblizu swobodnej powierzchni.
Przy matematycznym formutowaniu zadan w pierwszym przypadku do réwnania
Naviera i Stokesa oraz réwnania cigglos$ci nalezy dolaczy¢ réwnanie energii,
np. (7.51) oraz warunek brzegowy dla temperatur na $cianach. My natomiast
zainteresowani jesteSmy ruchem ciat w plynie nies$cisliwym i nieprzewodza-
cym, v ktorym dziataja sity lepkosci, sity ciezkosci a na swobodnej po-
wierzchni wystepuje napigcie powierzchniowe, a ponad ta powierzchnia panu-
je stale ci$nienie pQ = pO. Réwniez potrafimy sformutowaé¢ matematycznie to
zadanie. Z rozwigzaniem jednak tego zadania wystepuja takie trudnosci, ze
nie jesteSmy w stanie ich obecnie pokonac.

Jesli jednak to sformulowane matematycznie zadanie, bez jego rozwiazy-
wania, sprowadzimy do postaci bezwymiarowej - inaczej moéwiac - znormallzu-
jemy je, to tak otrzymane wyrazenia znormalizowane beda opisywaé zachowa-
nie si¢ bezwymiarowego statku w bezwymiarowym zbiorniku plynu, przy czym
pole predkosci i pole cid$nien w tym zbiorniku bedzie takze bezwymiarowe.
Sity dzialajgce na statek teZz beda bezwymiarowe. Tymi bezwymiarowymi sita-
mi beda migdzy innymi znane nam juz wspoélczynniki sit: oporu falowego (w
(15.10), oporu lepkosci Cy (17.50), oporu indukowanego Oxl (17.3), wspol-
czynnik sity nos$nej CL (17.313), wspodtczynnik momentu Cm (17.31C). Ogdlne
wyrazenia dla wspoélczynnika reakcji hydrodynamicznych podamy dalej. Bezwy-
miarowym bedzie réwniez rownanie okre$lajace ksztalt swobodnej powierzch-
ni. Przyktadem tego roéwnania moze by¢é wyrazenie (15.48):

5b (xb"yb) - - FL 3™ (15.48)
z. «0

Przykladem za$ normalizacji rownan opisujacych ruch ptynu moze by¢é sprowa-
dzanie do postaci bezwymiarowe] warunku brzegowego na swobodnej powierzch-

ni dokonane w rozdziale 15.2. Bezwymiarowy ten warunek ma postac

_JL ) dla zb - 0 (15.46a)
A 97b

Widzimy, ze w znormalizowanych powyzszych wyrazeniach wystepuje liczba

Froude'a F». W innych znormalizowanych réwnaniach bedg wystepowacd takze

inne liczby. Te liczby zwie si¢ liczbami podobienstwa albo parametrami po-

doblenstwa. Liczby te blora swoje nazwy od nazwlsfc badaczy, ktérzy je uzy-

skali. Mamy zatem liczby Froude'a F, Reynoldsa Re, Webera We, Struhala



Prandtla Pr> Eulera Eu, Ekerta Ec, Fouriera Fy, Macha M, Nusselta Nu ...
Liczby podobienstwa mozna zatem szybko uzyskaé¢ przez matematyczne sfor-
mulowanie zadania i znormalizowanie tak uzyskanych réwnan. Wspotczynniki
tych znormalizowanych wyrazen beda wtadnie liczbami podobienstwa. Mozna je
takze uzyska¢ przy pomocy analizy wymiarowej fi, 2, 41, 42j. Analiz¢ wy-
miarowa stosuje si¢ zawsze wtedy, gdy nie potrafimy opisa¢ matematyczne zja-
wlska. My to jednak potrafimy zrobié¢. Wigc begdziemy normalizowaé¢ réwnania.
Wréémy jednak najpierw do wyrazen (15.46a) i (15.48). Przypominamy, ze
sg one wazne dla przeptywu potencjalnego wody nielepklej 1 niescisliwej
bez napigcia powierzchniowego. Te dwa wyrazenia beda identyczne dla rbéz-
nych wielkos$ci statkOw o réznych predkosciach vo wtedy, gdy liczby FiOUde'a
dla tych réznych statkow beda takie same. Bezwymiarowe obrazy fal
dla tych statkow ea identyczne. Wymiarowe za$ obrazy fal sa podobne. Uzys-
kuje sie obraz fal jednego statku z obrazu fal statku drugiego na drodze

prostego przeliczenia:

t B £ S2 “n
b L2 Ln

Widzimy, ze warunkiem rownos$ci wyrazen (15.48) | (15.46a) Jest réwnosé
liczb Froude'a. Ogodlnie za$ warunkiem réwnosci znormalizowanych réownan rza-
dzacych 1 znormalizowanych warunkoéw brzegowych bedzie réwnos¢ liczb podo-
cienstwa. Rownos$¢ liczb podobienstwa zwie si¢ kryterium podobienstwa. Mamy
zatem: kryterium Froude'a, kryterium Reynoldsa, ... . Czasem  kryterium
Froude'a nazywajg w okretownictwie prawem modelowania Froude'a. Kryterium
Reynoldsa - prawem Reynoldsa.

Jesli beda spelione kryteria podobienstwa w znormalizowanym, materna-
tycznie sformutowanym zagadnieniu dla ruchu dwoch obiektow w plynie, to
oczywiscie uzyska si¢ jedno bezwymiarowe rozwigzanie tego zagadnienia. Wy-
miarowe za$ charakterystyki przeplywow uzyska si¢ na drodze prostych'prze-
liczen. Zjawiska hydromechaniczne w obu przypadkach beda zatem podobne.

Jeszcze kilka uwag o normalizacji rownan: Liczby podobienstwa dla tych
samych rownan rzadzacych przyjmuja rézna posta¢ zaleznie od tego, jakie
wielkos$ci odniesienia dla przeprowadzenia normalizacji tych rownan si¢ za-
lozy oraz od tego, jak bedzie si¢ tworzy¢ réwnania znormalizowane. Mowi
si¢, ze wielkosciami odniesienia powinny by¢ wielkosci charakterystyczne
dla rozpatrywanego zjawiska. Oznacza to, ze rozpatrywane zjawisko od tych
wielko$ci powinno zaleze¢ w Istotny sposob. Ale skad taka informacj¢ wziac?
Mozna ja uzyska¢ albo na drodze eksperymentalnych badan rozpoznawczych,
wzglednie przez analityczne rozwiazywanie bardzo uproszczonych modeli ma-
tematycznych rozpatrywanych zjawisk. Przykladowo dla przypadku statku na
wodzie gl¢bokiej mwiemy, ze obraz fal powierzchniowych zalezy od dlugosci
statku L i jego predkosci vO, na wodzie plytkiej natomiast zalezy od vO 1
glebokosci wody h. Oprocz istotnego wplywu na dane zjawisko, wielko$¢ od-
niesienia powinna by¢ wielkoscia stala i latwo mierzalng. Spelnienie tych
dwoch wymagan zilustrujemy na przykladzie jednostki Slizgowej. Jej charak-
terystykl hydrodynamiczne zaleza mig¢dzy innymi od cig¢zaru jednostki, jej
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szerokosci 1 dlugosci zwilZzonej. Lecz dlugo$¢ zwilzona jest zalezna od
predkosci, a cigezar i szeroko$¢ sa stalte. Zatem jako wielko$¢ odniesienia
dla wymiaréw liniowych mozna tu przyjac¢ szerokos¢ B lub /V, gdzie V

objeto$¢ podwodzia w stanie spoczynku. Dla $lizgoéw zatem liczba Froude a

moze mie¢ postac:

Widzimy, ze przystepujac do normalizacji rOwnan opisujacych zjawisko na-
lezy mie¢ pewng ilo$¢ informacji o przebiegu zjawiska 1 o wplywie parame-
trow konstrukcyjnych badanego obiektu na to zjawisko. W hydromechanice o-
kretu tych danych mamy ilo$¢ wystarczajaca-

Przejdziemy dalej do matematycznego sformutowania zadania o reakcjach
hydromechanicznych dziatajacych na statek nawodny lub statek poruszajacy
si¢ pod swobodng powierzchnig. Nastgpnie znormalizujemy to zadanie 1 us-
talimy prawa modelowania i sposoby ekstrapolacji wynikow badan modelowych
na statki naturalnej wielkos$ci. Oczywiscie zamiast statku moze by¢ takze

inne ciato, np. s$ruba napgedowa.

19.1. MATEMATYCZNE SFORMULOWANIE ZADANIA DLA REAKCIJI
HYDROMECHANICZNYCH DZIALAJACYCH NA STATEK

Niech statek nawodny porusza si¢ zadanym ruchem dowolnym w prostopadlo
$§ciennym zbiorniku wypelnionym cieczg newtonowska. Zakladamy jednorodnosé
1 niescisliwosé tej cieczy. Gléwne wymiary statku sg: dlugos¢ L, szero-
kos¢ B, zanurzenie T. Wymiary zbiornika oznaczymy nastepujaco: 1 - diu-
gos¢, b - szeroko$é, h - glebokos¢ wody w zbiorniku. Zadanie sformutujemy
w ukltadzie odniesienia Axyz zwigzanym ze statkiem. Statek i uklady odnie-
sienig pokazuje rysunek 19.1. Zalozymy dalej, ze Sciany zbiornika i
statku S sa sztywne a ponadto, ze na tych $cianach oderwanie przeptywu
nie wystepuje.

Rys.19.1
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Poniewaz (j » const 1 Y » const, té6 rOwnania rzadzace ruchem plynu beda:
(12.175b):

Moo Xv-@»V)v + wWV)v.F-]| Vp+vAv (19.1)

V-0 (19.2)
Warunek poczatkowy:
Niech w chwili t » 0~ statek byl nieruchomy, a woda w zbiorniku niech

byla w spoczynku. W chwili t 0+ niech statek skokowo uzyskat zadany ruch:

2?2 - ?A ¢ 3 X ?» Matematyczny zapis tego warunku jest nastepujacy:
dla t - 0" vt o " 0" " ; w0 g P - Pa 25 20 (19.3)
dla t - O+ \™s ~ + o X ra) U(t)

gdzie: rs  promien wodzacy powierzchni § statku wzgledem ukladu ruchomego
Warunki brzegowe : f
Warunki brzegowe na $cianach zbiornika i powierzchni statku maja taka
samg postac:

. (19.4)

A8’ +5 X Fsh) U) 19.5)

gdzie: rgB - promien wodzacy Scian zbiornika Sg wzgledem ukladu ruchomego..

Zauwazmy, ze powierzchnie: S i Sg, tak samo jak i powierzchnia swobodna
Sp, w zatozonym ruchu, dowolnym zmieniaja si¢ z uplywem czasu t. W ukladzie
nieruchomym tez taleza te powierzchnie od czasu.

Przy formutowaniu warunku na swobodnej powierzchni zalozymy, ze ponad
nig panuje stale cid$nienie P0”Pa i Ze napigcie powierzchniowe, a, Jest tak-
ze stale. Zatem w zadaniu nie bedzie si¢ uwzglednia¢ oddzialywania  nad-
wodnej cze¢$ci kadluba statku oraz oddziatywania zdeformowanej przez ruch
statku powierzchni swobodnej Sp na powietrze znajdujace, si¢ ponad powierz-
chnig swobodng Sp.

Przy tych zalozeniach ha mocy wzoréw (8.6) 1 (2.28) mozemy napisaé wa-

runek dynamiczny na Sp w postaci:

P - [pa + a (R;l + Rl_)]é,k (19.6)
| SF !
gdzie: P = - p6tR + 2 ji Sd (7.8) - tensor naprezen, Do tego warunku dotg-
czymy dodatkowo warunek materialnos$ci powierzchni Sp (12.134).
ds-,
dT1T—° SF 5 " (x,y,t) - zw - O (19.7)

Gdyby udato si¢ rozwigza¢ powyzej sformulowane zadanie, to uzyskatoby
si¢ pole predkosci v(x,y.,z.,t) 1 pola cid$nien p(x,y.z.t) w zbiorniku 1 na
Jego brzegach. Dalej juz prosto mozna by bylo okres$li¢ tensor naprezen P
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na powierzchni statku S 1 reakcje hydrodynamiczne R 1 M lub wspodtczyn-

niki tych reakcji

am R (19.8a)

(19.8b)

grizjP- v - predko$¢ charakterystyczna; SQ - pole powierzchni charaktery-
stycznej; L - dlugos¢ charakterystyczna.

Zadanie to mozna oczywiscie sformulowac¢ w uktadzie nieruchomym OxoYozo: w
wyniku rozwigzania takiego zadania uzyska si¢ pole v(xo»nyo»zo«t) 1 P(xO»
y ,z .t), ktére przy obliczeniu reakcji R 1 M nalezy przetransformowa¢ na
pola® 7(x,y.z,t) 1 p(X,y.z,t) przy pomocy zwiazkéw transformacyjnych danych
w rozdziale 12.7.

Sformutowali$my zadanie w ruchomym uktadzie odniesienia dlatego, ponie-
waz ze znormalizowanego tak zadania mozna uzyska¢ bardziej przejrzyste in-

‘ formacje o znaczeniu praktycznym.

19.2. NORMALIZACJA ROWNAN RZ£DZECYCH I WARUNKOW BRZEGOWYCH.
LICZBY PODOBIENSTWA

Wszystkie wielko$ci znormalizowane, bezwymiarowe, bedziemy dalej
cza¢ wskaznikiem: b, np.: 7fa, rfe, t°, pfe,

ozna-
... Jako za$ wielkos$ci charakte-
rystyczne - wielkosci odniesienia — zalozymy ogolnie:
g() - przyspieszenie grawitacyjne,
<0 - gestos¢ cieczy, np. w temperaturze 15°C,
v - kinematyczny wspotczynnik lepkosci,
Po - 7 <0 vo ~ ci$nienie charakterystyczne,
vQ - predkos¢ charakterystyczna,
TQ - czas charakterystyczny.
Dlugos¢ charakterystyczng okreslamy w nastepujacy sposob:
dla odlegtosci w kierunku: Ax - dlugo$¢ statku, L;
Ay - szeroko$c¢ statku, B;
Az - zanurzenie statku, T.

Jesli zamiast statku mamy $rube napedowsg, to dilugoscia charakterystycznag L
bedzie sSrednica Sruby D - 2R, predkoscig vQ - TTDn, gdzie: n - predkos$¢ o-
brotowa $ruby, So - powierzchnia odniesienia.

Dla statku: SQ - Q., dla Sruby napg¢dowej SQ - , dla steru - pole po-

wierzchni nosnej.
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Dla ruchu jednostajnego statku po linii prostej predkoscia vO bedzie
predko$¢ statku, a przy ruchu niejednostajnym Jego predkos$é srednia. Wtedy
czasem charakterystycznym bedzie t

To “ v~ (19.9a)
a czas bezwymiarowy t”~ wyrazi si¢ wzorem:
th - " Tt (19.9b)

i bedzie oznacza¢ stosunek drogi przebytej przez statek w czasie, t, do
Jego dlugosci L. Frzy statku kolyszacym sig¢ z okresem Tg czasem charakte-
rystycznym bedzie okres TQ lub lepiej

%9, fo—«—I

gdzie: 3 - czestos¢ kotysaé statku. Wtedy:
t (I9.9d)

Dla $rub napgdowych wzér (19.9d) przyjmuje postac:
tb - 2Kn t (19.9¢)

Mamy Juz wystarczajaca ilo$¢ danych niezbgdnych dla normalizacji sformuto-

wanego matematycznie zadania.

19.2.1. Normalizacja warunku poczatkowego | warunkoéw brzegowych na $cla-

nach zbiornika | na powierzchni statku
Bezwymiarowe predkosci sa:
7 N ')
9, v, esb ~ VO 7Ab " Vo
Bezwymiarowy promien wodzacy powierzchni S Jest:
X
x93 - B T
Fsb - T7 1| or ~ L ¥ 123 T12 - xab * 2 Yo+ * e3 25b r
gdzie: xsb - xg L_1" y3b-yaBl~; Zh T % TI=
Przy powyzszych oznaczeniach warunek poczatkowy Jest:

7b (th - €3> =) » veb (th - OB - (-

7esb (tb 7) - °+) ~Ab * 3b x ?sb) (19.10a)
) - rram 3 X?s
gdzie: b sb vo (19.10b)

Wigc:
(19.10¢)
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W przypadku obrotéw statku wokol jednej z osi Ax, Ay lub Az wspdlczynnik
k”j ma tylko jedna sktadowa

(19.10d)

Wspolczynnik ki zwie si¢ wspolczynnikiem czestosci. Jesli zamiast pod-
stawia si¢ czas T , <19.9c), do powyzszego wzoru, to wspoOlczynnik czegstosm

ci przybierze posta¢ zwana liczba Strouhala:

(19.10d)

Jakie wnioski mozna wysnué z tej normalizacji warunku poczatkowego? Otéz
jesli mamy dwa obiekty: maly-model 1 duzy - statek naturalnej wielkosci,
to wyrazenia (19.10) beda takie-same dla modelu - wskaznik m - 1 dla stat
ku naturalnej wielkosci, gdy wszystkie wyrazy tego wyrazenia beda takie
same dla obu obiektéw. Zatem, gdy

rsbm xbm B ybm  yb ' zbm “ zb
(19.11a)

Ponadto, gdy

19.11
vebm veb 7 vAbm “ vAb 7 (19.11b)

Wyrazenia (19.Ha) przedstawiajg warunek geometrycznego podobienstwa modem
lu 1 statku naturalnej wielkosci, a wyrazenia (19.1Ib) warunek kinematycz
nego podobienstwa ruchu rozpatrywanych obiektow.

Zwykle warunek (19.11a) przedstawia si¢ w postaci:

(19.11¢)

gdzie: O- jest skala modelu. Mamy bowiem:
i stad wyrazenie (19.11c).

Zwiagzek (19.11c) dotyczy wszystkich wymiaréw liniowych statkow. Podczas
badan modelowych model statku musi by¢ zatem geometrycznie podobny  do
statku rzeczywistego. Dla geometrycznie podobnych statkéw wszystkie bez-
wymiarowe charakterystyki geometryczne sa takie same. Takimi samymi wigc
beda wspotczynniki petlnotliwoséci kadluba, wodnicy, owrgza, ltp. Zwiazki
za$§ pomiegdzy polami elementdéw geometrycznych i objeto$ciaml podwodzla stat

kow geometrycznie podobnych beda:

Warunek kinematycznego podobienstwa ruchéw modelu 1 statku (19.11b)

zapisa¢ mozna tak:
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c
A%V Vo
71:
Stad mamy : n kv (19.Hd)
Ve
Podobni-: e 3L (19.11e)
3 7~ 13 a

gdzie: ky skala predkosci liniowych.

Widzimy z wyrazen (19.Hd i e), ze predkosci l.niowe 1 katoéw statku 1
jego geometrycznie podobnego modelu musza pozostawaé w statym stosunku;
muszg zatem by¢ podobne.

Z réwnosci czaséw bezwymiarowych modelu 1 obiektu naturalnej wielkosci

wynika relacje pomig¢dzy czasem modelowym t 1 czasem rzeczywistym t:

Stad
(19.111).

Normalizacje warunkow brzegowych na powierzchni S i Sg, (19.4) 1 (19.5),
przeprowadza si¢ podobnie. Uzyskuje ai¢ w wyniku warunek geometrycznego

podobienstwa zbiornikow cieczy

(19.11C")

1 powierzchni statku S* oraz warunek podobienstwa kinematycznego przepty-

wow na tych powierzchniach

v

) §19.11d

Jako S* przyjmuje si¢ okres$lenie:

S. - A lub Sb - S L19.12) 2-)
0

Podsumowujac wnioski wynikajace z normalizacji warunku poczatkowego |
warunkow brzegowych na $cianach zbiornika 1 powierzchni S ciala mozna
stwierdzi¢, ze dla rownowaznosci bezwymiarowych tych warunkéw dla réznej
wielkoéci obiektow - modelu i1 statku rzeczywistego - obiekty te a takze
$ciany zbiornikéw cieczy, w ktoérych te obiekty si¢ znajduja, muszg by¢
geometrycznie podobne oraz ze przeplywy cieczy wzdluz $cian zbiornikéw i
powierzchni obiektow musza by¢ podobne kinematycznie. Musi takze  zacho-
dzl¢ kinematyczne podobienstwo ruchow tych obiektow.



1C.2.2. Normalizacja warunku brzegowego na swobodnej powierzchni

Znormalizujemy najpierw tensor pre¢dkosci deformacji S”. Zgodnie z okre
$leniem (6.40):

sd= IiveOv+ (vOV)TI

Postepujac tak samo jak przy normalizacji promienia wodzacego rg, bezwymla

rowy operator X7'& wyrazi si¢ wzorem:

b« W o-ai Coxl Budas LR 0 (19.13)
W zwigzku z powyzszym tensor predko$ci deformacji mozna zapisaé tak:

sd > T X [vb®% * (™“b®%)T] = ~"T'sdb (19.14)

Po wprowadzeniu oznaczen:

~pp:1—r"™7 vb < <vvol Hb<<?22;l (19.15)
R1tf = Rl L b * b= L 2wb 7 zw
warunek brzegowy (19.6) na “ 2wb = 0
“pb po 6ik + 2 Pb Bo IT" Sdb = = Lpab po + L (R1b + R2b}J 6ik

Po podzieleniu stronami przez Po a J Co vO P°wytszego wyrazenia OtrZymuje
sie:

“pb 0ik + Rg Bb Sdb “ - [pab + 2 We "RIb + R2b"] o6ik (19.16)
\Y
gdzie : 3 —— - liczba Reynoldsa ; (19.17a)
e Vo

(19.17b)

e 0?7 - L

P .
Eu » p_b » —-—jn - liczba Eulera. (19.17¢)
2 90 vo

UzyskaliSmy 3 liczby podobienstwa. Widzimy, ze warunek brzegowy (19.16)
bedzie taki sam dla modelu i obiektu rzeczywistego, gdy beda spelnione wa-
runkl geometrycznego i kinematycznego podobienstwa oraz gdy dodatkowo je-
szcze liczby podobienstwa Re, Wg i Eu beda takie same dla modelu i dla
statku naturalnej wielkosci.

Z rébwnania (19.16) widaé, ze liczba Reynoldsa zwigzana jest z sitami
lepkosci, liczba Webera - z sitlami napigcia powierzchniowego, a liczba Eu-

lera z silami ci$nienia.
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Normalizacja warunku kinematycznego (18.7) nie wprowadza Zzadnej nowej
Informacji: Bezwymiarowa posta¢ tego warunku jest nastgpujgca:

- veb“Vb SFb + vb Vb SFb “ 0 (19.18)

warunki brzegowe: (19.16) i (19.18) muszg by¢ takze zalozone na pegcherzach
pary wodnej w cieczy, jes$li takie pegcherze tara wystapig. Wtedy pQb bedzie
oznacza¢ ci$nienie bezwymiarowe na takiej powierzchni rozdzialu, dziataja-
ce poprzez powierzchni¢ pgcherza na rozpatrywana ciecz.

Na powierzchni pgcherza pary wodnej w cieczy - na kawernie kawitaoyjnej
- moga powsta¢ fale, tak Jak na kazdej powierzchni swobodnej. Poniewaz ka-
werna kawltacyjna wystepuje przy duzych prgdkosciach przepltywu wokoét cial,
a wymiary kawerny kawltacyjnej nie sa zbyt duze, to na powierzchniach peg-
cherzy raoga mle¢ miejsce tylko fale kapilarne. Wynika to ze zwiagzku
(16.143). Uzaleznijcie dlugos$¢ fal kapilarnych od liczby Webera.

Jeszcze Jedna uwaga. Podobnie jak dla cieczy nielepkiej z warunku brze-
gowego na swobodnej powierzchni (19.16) mozna wyeliminowa¢ liczbe Reynold-
sa 1 llczb¢”Eulera. Wystarczy bowiem zastosowa¢ obustronnie dla réwnania

(19.6) operator dlwergencjl. Uzyskuje si¢ w wyniku tej operacji réwnanie :

-Vp+2yV ‘Sd - -aV RN + Rjl (19.19)
Przy wzigciu pod uwaga réwnania Naviera 1 Stokesa oraz zwiazku (7.15) dla
V -? i 0 powyzsze réwnanie przyjmle postaé

<?a?7" <??77F v (@R:l + RN

Sprowadzimy to réwnanie do postaci bezwymiarowej!

<P <b T TTITHO> =< ed ?b - - ¥ Vb (Rib

Dzielac stronami powyzsze wyrazenie przez wspoélczynnik 9o Va Ul otrzywu-

je sig¢ posta¢ znormalizowana

< 37Ig ° - We'VIT(RIb * R2b) (19.20)

ktora musi by¢ spelniona na zwb m §b { |1,»®"): Tu mamy juz wyrazng za-
lezno$¢ warunku brzegowego od liczby Froude'a. Warunek rownosci liczb Rey-
noldsa Jest ukryty w bezwymiarowym przyspieszeniu. Liczba Eulera, Pab, zo-
stala wyeliminowana calkowicie. Jak zobaczymy dalej, tak okre$lona liczba
Eulera nie wystgpuje w znormalizowanym rownaniu Navlera 1 Stokesa. Liczbe
Eulera wyeliminuje si¢ takze przez zastosowanie operacji diwergencji do
rownania (19.16) lub przez znormalizowanie rownania (19.19). Wtedy warunek
brzegowy na bedzie

7" "b’V1C PbVb-Sdb “ 2 -WeVb (Rlb + Z%t?

WV powyzszym wyrazeniu- liczba FL jest ukryta w ci$nieniu p”.
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19.2.3- Normalizacja rownan rzadzacych
Sprowadzamy najpierw do postaci bezwymiarowej réwnanie cigglosci (19.2)

Mamy:

T 0r i Vb-vb - 0 (19.21)

Jesli ma by¢ ono wazne dla modelu i obiektu rzeczywistego, to vbm “ vb’
Zatem musi by¢ speilniony warunek kinematycznego podobienstwa przeplywow
nie tylko wzdluz Scian, lecz w calym zbiorniku cieczy. Ze wzgledu na réw-
no$¢ operatora Vb dla obu obiektdw musi by¢ takze spelniony warunek ge-
ometrycznego podobienstwa w calym plynie. Zatem linie pradu i tory elemen-
tow plynu musza by¢ podobne. Tego nalezalo si¢ spodziewaé. Roéwnanie cla-
glosdci jest bowiem réwnaniem kinematycznym.

Przechodzimy do normalizacji réwnania (19.1). Poszczegdlne jego wyrazy
mozna zapisacé tak:

92 v o, - .2

b - A
DY ¢ el 1(,1 'T_Tg o XV -] ub X vb

v2
=wvv) 7 “ T (7eb’>VDb} vb

(V. V) v - T7 (Vb-V) vb

= ~ + +
F=g» 20 gb - go gb ( d31 e2 d32 e3 d33)
PO V7 Ve 1V
b Py mr 207 b Po
VAV Ab %%

Jesli podstawi sie Powyzsze zalezno$ci do réownania (19.1) i podzieli sig
obustronnie przez v2 L"l, to przyjmie ono nastgpujaca postaé znormalizo-

wang:
>zt
* wbx% -~ ~eb""b"™ % + %o
s Vb A
! ! p> + 10 Ab Vb (19.22a)
lub
- =3 vb Ph * A, Vb (19.22b)

Widzimy, ze zadnych dodatkowych informacji ze znormalizowanego rownania
Naviera i1 Stokesa nie uzyskujemy. Bedzie bowiem ono takie same dla modelu
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i statku naturalnej wielkosci, gdy beda spelnione warunki: kinematycznego
i geometrycznego podobienstwa oraz gdy dla obu rozpatrywanych przypadkoéw
begda rowne liazby podobienstwa.

19.3 . WAOI O BEZWYMIAROWYM POLU CISNIEN
I PREDKOSCI W CIECZY

W rozdziale 19.2. zostalo sformulowane matematycznie zadanie o przepty-
wie cieczy wywolanym dowolnym ruchem ciata w zbiorniku. W postaci znorma-
llzowanej rownaniami opisujagcymi sg réwnania rzadzace (19.22) 1 (19.21) =z
warunkami brzegowymi 1 warunkiem poczatkowym (i9.10a).

Zatozymy, ze istnieje rozwiazanie tego zadania. Gdyby si¢ udalo rozwia-
zad to zadanie, to w wyniku uzyskanoby bezwymiarowa predko$é cieczy
# xb,yb’8b'Sp i, znormalizowane ci$nienie PpiXp.Y{»b *Sp * calym zbiodr-
niku cieczy 1 na brzegach S”, Spb,

AN

Pole predkosci v», ci$nienia pb a takze ksztalt swobodnej powierzchni
Spb zaleze¢ powinien od liczb podobienstwa, ksztaltu Scian zbiornika i
ciala oraz kinematyki ciata. Stwierdzenie to wynika ze znormalizowanych

rownan rzadzacych, warunku poczatkowego i ze znormalizpwanych warunkow

brzegowych. V zwiazku z tym mozemy napisacé, ze:

vb " ¥b(b 'yb’zb,'tb'?" { ’ ]T" % ’ 11:

i . B T h b 1
Pb " pb xb’yb2:b’ iy I T "I X" T

Od tych samych parametrow zalezy takze

Widzimy tu wyraznie, ze dla dwodch obiektow poruszajacych sie w cieczy -
modelu | statku naturalnej wielkosci - pola cidnien pb i predkosci
oraz takze zwb beda takie same, gdy rOwnania rzadzace z warunkami brzego-
wymi 1 poczatkowymi beda w obu przypadkach w ten sam sposéb znormallzowa-
ne 1 gdy parametry w nawiasach wyrazen (19.23) beda takie same dla  obu
obiektow.

Powyzsze stwierdzenie stanowi inne sformulowanie warunkéw podobienstwa
przeplywoéw cieczy. Podobienstwo kinematyki przeplywu i sit powierzchnio-
wych w plynie Jest uzaleznione od podobienstwa geometrii ciat i zbiornika
cieczy, od podobienstwa kinematyki tych cialt i od podobienstwa sit dzia-
tajacych w cieczy. To ostatnie wyraza si¢ przez liczby podobienstwa:
Froude'a - sity cig¢zkosci, Reynoldsa - sity lepkosci, Webera.

Wyrazenia (19.23) ea do$¢ ogolne. Obejmuja one takze ruch jednostajny
ciata nie tylko w kanale, lecz rowniez w os$rodku nieograniczonym. Wtedy
bowiem: =A » e" vO; l,b,h-»oo ; ¢3b =01 odpada takze warunek na swobod-
nej powierzchni, a zatem liczby E” 1 10. Jes$li wystapi kawitacja, to beda
warunki brzegowe na pgcherzach pary wodnej. Przy zatozeniu niewy3tgpowa-
nia kawitacji dla powyzszego przypadku ruchu ciata wyrazenie (19.23) be-
dzles
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vb = vt/xb’yb»zb- L ° L * Sb' -L’ Re"
(19.24)
Pb > pb'xb’yb*zb* L * L * ~bc "Lp Re”

W podobny sposdb mozna napisa¢ szczegdlng postaé wyrazen (19.23) dla
innych cial poruszajacych si¢ w jaki$ szczegolny sposob.

Tu zwrécimy jeszcze uwage na powierzchni¢ Sb w wyrazeniach (19.23).
Otéz ze zwigzku - Sbffl wynika, ze jezeli powierzchnia statku ma pewna
chropowatos¢, to ta chropowato$¢ powierzchni trzeba na modelu zamodelowac.
Chropowato$¢ powierzchni statku i modelu musza by¢ geometrycznie podobne.
Przy statkach nawodnych powierzchnia jest funkcja fal powierzchniowych
wytworzonych przez statek. Wigc w wyrazeniach (19.23) Sb = Sb(Zwb). -

Przy analitycznym rozwiazywaniu zadan hydromechanicznych dla statkow
nawodnych mamy wigc niezwykle zlozony problem. Przy eksperymentalnym roz-
wigzywaniu zadan problem ten mozna upros$ci¢ biorac pod uwage powierzchnie
zwilzong (b zamiast powierzchni Sb> to Jest'powierzchnie Sb dla tb=0~ .

19.4. WSPOLCZYNNIKI REAKCJI HYDROMECHANICZNYCH
I PRAWA ICH MODELOWANIA

Uzaleznimy wspolczynniki reakcji hydrodynamicznych (19.8) od predkosci
vb i ci$nienia pb danych wyrazeniami (19.23). Zgodnie ze wzorem (5.7) i

(5.8)

- ’
R=7pndS « "Jospnas
Zatem:
5 (19.25a)
‘J'IM~Ta
Podobnie :
5M = . ?sbx pnb b (19.25b)
Znormalizujemy wektor naprezen pn> Wedlug wzoru (5.38) 1 (5.39):
?n”'"P*H3V np+yY (n-V)v--np+ 108
Zatem:
} 2
’\’ﬁb " En " Hz - 1mpb * K; Ho vbl % = - " pb ¢ cf 3 (19.26)

% Yo
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gdzie: C< » ---—-- 2  » — - lokalny wspdtczynnik tarcia.
2 % vo  P°

Dalej bedziemy zaklada¢ pb m 1; Y - Y. Z (19.26) widaé, ze znonaallzo-
wany wektor napr¢zen pnb zalezy wyraznie od i pb, ktére sa dane wyrazg-
niami (19.23). Dla modelowego przeplywu i przeplywu rzeczywistego cieczy
te wektory beda takie same, gdy bezwymiarowe parametry wystgpujace - w na-
wiasach wyrazen (19.23) beda mialy takie same wartos$ci dla obu przypadkow
przepltywu; zatem gdy beda wypeilnione kryteria podobienstwa.

Patrzagc na wzory (19.25) wida¢, ze wspolczynniki (f 1 sg warto$ciami
$rednimi wektora pnJ) na powierzchni S», przy czym sa one wektorami. Stosu-
ja sig¢ wigc do nich wszystkie twierdzenia dotyczace wektorow. Mozemy wigc
napisac:

?R °l = CRI *2 CR2 * 3 C(R3
i podobnie:

M ” el CMI * e2 CM2 + e3 °M3
Gdy mamy wyznaczone CRi 1 w jednym uktadzie wspoéirzegdnych, to przy po-
mocy zwiazkéw transformacyjnych dla wektoréw mozna wyznaczy¢ C' i w
drugim uktadzie wspolrzednych - w uktadzie “primowym".

Wyrazenia dla wspoétczynnikow CRt (19.25), rozpiszemy dalej przez
podstawienie do nich zwigzku (19.26). Wezmiemy przy tym uzaleZznienie wy-

razne napregzen stycznych od predkosci v». Jest ono bardziej przejrzyste
niz CjiT. Proste dziatania daja:

CR> - »PbdSp * IC .7 Vb) vb dSb d9.27a)

Si- - 2sbx " Pb ~b * IC .7 23b x(3°Vb)7b ~b (19.27b)

Pierwsze wyrazy powyzszych wzorow zaleza wyraznie od rozkladu cisnienn pb

na powierzchni ciata 1 dlatego begdziemy je nazywa¢ wspodtczynnikami reakcji

niowego. Zwa si¢ one reakcjami tarcia: CRF,
Widzimy, ze wzory (19.27) przy powyzszych oznaczeniach mozna przedsta-
wi¢ jako:
CR = ORp + ORF (19.2Sa)
M “ °Mp + °MF (19.28b)

gdzie :
26 = - 7 n Pb dSb (19.28¢c)
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6 * - / ?sbx” pb *3b (I9.28d)

StF * IC J (1*Vb) % ~b (19.28¢)

MF = IC 7 2sb x(""*Vb} % dSb (19.280)
Przy wzigciu pod uwage wyrazen gB9 mozemy stwierdzié, ze wszystkie
wspotczynniki reakcji hydrodynamicznych: 3N, CH, a takze wszy-

stkie sktadowe tych wspolczynnikow sa funkcjami:
Ci < f1 "EC F X b 7Ab 3b° FL' Re’ We' V' (19.29)

Wspotczynniki te beda mialy takie same -wartosci dla modelu 1 obiektu natu-
ralnej wielkosci, gdy beda wypelnione warunki - kryteria - podobienstwa-

Z wypehieniem tych warunkéw sa zwigzane duze trudnos$ci. Nie jest moz-
liwe wypelienie nawet warunku geometrycznego podobienstwa dla statku na-
wodnego, eksploatowanego na nieograniczonym oceanie. Mamy do  dyspozycji
bowiem tylko basen do badan modelowych — zbiornik prostopadlo$cienny. Nie

ma zatem w tym przypadku zachowanych stosunkoéw
(F) “F ( -1

Niezachowanie tego warunku nazywaja w hydromechanice okrg¢towej wplywem
Scian basenu. Zmniejsza si¢ ten wplyw przez budowe duzych basenéw i1 dosto-
sowanie maksymalnej wielkosci modelu do danego basenu. Zauwazmy, ze model
nie moze by¢ zbyt maly. Na rzeczywistym statku mamy bowiem przeptyw burz-
liwy w warstwie przysciennej. Takze na modelu nalezy zachowac¢ burzliwy cha-
rakter przeplywu w warstwie przys$ciennej, czyli nalezy dobra¢ dilugos¢ Lm
i V tak, aby Rg > Rgkr v 5-105. Dla zapewnienia przeplywu burzliwego na
calej dlugos$ci modelu stosuje si¢ ponadto turbulizatory przeptywu, wykona-
ne przewaznie w postaci drutu nawinigtego na wregu 9 -

Podczas badan modelowych wykonywanych w hydromechanice okrgtu wypekia
si¢ warunek geometrycznego podobienstwa modelu i statku, warunek kinema-
tycznego podobienstwa oraz warunek rownosci liczb Froude'a dla modelu 1
dla statku. Wypeklienie bowiem warunku rownosci liczb Re, Wg 1 Eu  jest
praktycznie niewykonalne. Stwierdzenia te uzasadhimy nizej.

Przy modelowaniu zgodnie z kryterium rownosci liczb Froude'a mamy:

\
Lme

0 _
Ze S Sm =g

Stad predkos¢ modelu v

m/V-

vom Vo

(19.30a)
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Jest mniejsza od predkosci statku. Jest to korzystne w praktyce badan mom
delowych. Wspolczynnik skali predkosci ky - W@ . Zgodnie ze wzorem
(19.He) predkosci katowe o modelujg si¢ tak:

wm - o "a-“ (19.30b)

Podobnie modeluja sie predkos$é obrotowa

N® “/E (19.300)

Widzimy, ze podczas badan modelowych z' wlasnym napedem predko$¢ obrotowa
sruby nape¢dowej, nj; modelu bedzie wigksza od predkosci obrotowej Sruby na
pedowej statku naturalnej wielkosci.

Przebieg zjawisk w czasie na modelu bedzie zachodzié¢ szybciej niz na
statku naturalnej wielko$ci. Na mocy wzoru (19.11€) mamy

t  £7t” Vat (19.31a)
W ten sposob sam beda modelowa¢ si¢ okresy kolysan statku , TO,
Tom ~ To (19.31b)

Czestosci wilasne kotysan etatku modeluja si¢ zgodnie ze wzorem (19.30Db).
Przy modelowaniu ci$nien wychodzimy z zaleznoS$ci pfim » pfe. Stad przy
<) = < mamy:
2
) 7P s T Px (19.32)

Zatem przy modelowaniu zgodnie z kryterium Froude'a rozklad cisnien na mo-
delu zmniejsza si¢ «, -krotnie w stosunku do tego rozkladu na obickcie rze
czywlstym. Reakcje hydrodynamiczne przy zalozeniu:

- % » ,
CR = *(FI2 1 FDn” FL - am -«
modeluja si¢ w sposob nastepujacy:
(19.33a)
Podobnie :
7
Mo KWy 2% (19.33b)

Widzimy, Ze ma miejsce znaczne zmniejszenie reakcji hydrodynamicznych dziam
lajacych na model statku, model $ruby napedowej, model steru, itp. Jest to
zjawisko korzystne dla praktyki eksperymentalnej.

Gdyby byty wykonywane badania modelowe zgodnie z kryterium Reynoldsa,
to przy zaloZzeniu i ° <), pm > H P°dobne postgpowanie Jak wyzej prowadzi
do zaleznosci nastgpujacych

kv—a - _ ¢
m a Vom og * L)m B 03



Rm - R CX’2 K= R = o¢ M Pm = 02
Widzimy, ze powyzsze zalezno$ci sa praktycznie niemozliwe do zrealizowania
podczas badan modelowych, wykonywanych dla statkow lub ich elementow, w
szczegolnosci ze wzgledu na Rn = R.

Zatem w czasie przeprowadzanych badan modelowych w hydromechanice okre-
tu wypetliamy tylko czgsciowo warunki podobienstwa - mamy tu do czynienia
z podobienstwem czesciowym. Wspolczynniki reakcji hydrodynamicznych wyzna-
czone w czasie badan modelowych i nie sa rowne wspotczynnikom CR 1

dla obiektu naturalnej wielkosci statku, $ruby napgedowej, steru. Stwler-
dzenie to mozemy zapisac:

CR * kSR CRm C” = kSM (19.34)

Bezwymiarowe funkcje, wspotczynniki kgR, kgM zwie sie efektem skali. Nale-
zy dazy¢ do tego, aby wspodlczynniki kgR i1 kg™ byly rowne jednosci. Zwigzek
(19.34) wyraza problem ckstrapolacji wynikow badan modelowych na obiekt
rzeczywisty. Problem ten nie Jest dotychczas rozwiazany w sposob zadowala-
jacy praktyke projektowa statkéw. Poswigcimy temu problemowi nieco wigcej
uwagi. Tu mozemy juz stwierdzié¢, ze w obecnym stanie wiedzy i techniki ob-
liczeniowej oraz techniki badan eksperymentalnych nie jesteSmy w  stanie
wyznaczy¢ dokladnie reakcji hydromechanicznych ani na drodze rachunkowej,
ani tez na drodze badan modelowych. A przeciez tyle statkow plywa na mo-
rzach!

Przedstawione wyzej podstawy teorii badan eksperymentalnych daja Jednak
mozliwo$¢ oceny prawidlowosci stosowanych metod ekstrapolacji wynikéw ba-
dan modelowych 1 sg one ogdlne w sensie postawionego zadania. Mozna je
stosowa¢ dla badan oporu statku, do badan reakcji hydrodynamicznych dzia-
tajacych na manewrujacy lub kotyszacy si¢ statek a takZze mozna zastosowac
te podstawy do badan modelowych swobodnych $rub napedowych statkow.

19.4.1. Wspolczynniki oporu statku

Niech statek nawodny posiadajacy plaszczyzng¢ symetrii Axz porusza si¢
ze stata predkoscia: VA - vO: ® 0 7 wzdhiz pltyszczyzny symetrii diu-
giego prostopadlosciennego kanalu o wymiarach b,h. Ze wzgledu na symetri¢
wspolczynniki reakcji hydrodynamicznych dziatajacych na statek beda:

CR “ el Cx * e3 Cz CM “ e2 CMy

Skoncentrujemy dalej uwage na wspotczynniku Ox. W przypadku statku dla
C wprowadza sie oznaczenie Cp 0 - 2>x. Wspodlezynnik Cp nazywa sie WspoOl-
czynnikiem oporu calkowitego. Zgodnie ze wzorami ogdélnymi (19.28) piszemy:

CT “ Cp * CF (19.35)

gdzie wspoélczynniki oporu cis$nienia i oporu tarcia (" beda



7.06

CP 7 Pb nx ~b (19.35a)

vy
o eny(e) _54_;5 dsb

So przyjmuje si¢ powierzchni¢ zwilzong, Q. ,

z tym wspolczynniki C
(19.35¢)

Dla rozpatrywanego przypadku wyrazenia (19.23) 1 (19.29) przyjmuja posta-
cle:

vbx = vbx(xb’yb’zb- E ' E , I% I’ Sb- FL’ Re’ We’' Eu>

pb  Pb(xb'ybzb’ E ' E b1 sb FL % We' Eul (19.356)9.36)

Ci " Ci (E>E ' T' 1+ sb FL' % wg— pé:lZﬁlpadku oporu Statku,. jak jut za
statku w spoczynku. W zwiazku

Pozostate skladowe i v* majg takg sama formalng zalezno$¢ tak vbx w
(19.36). Nalezy podkresli¢, ze pola predkosci vp wokét kadluba statku nie
udaje 3i¢ rozbi¢ na sktadniki tak, jak 3i¢ rozklada wspoélczynnik oporu cat-
kowltego CT.

Z wyrazen (19.36) wida¢, ze dla okreslonego statku w danym kanale wspol-
czynniki oporu cisnienia Cp i oporu tarcia Cp zaleza od liczby Froude'a,
Reynoldsa, Webera i Eulera. Zatem piszeroy:

cT<rL. %o. Euw> m cp<FL, R,, Eu) . CF(FL, R,. X—, Eu) (19.37)

Powyzsze wyrazenie stanowi podstawe¢ krytycznej oceny stosowanych metod
ekstrapolacji wynikoéw badan nodelowyc¢h oporu statku a takze podstawe do
opracowania w przyszlosci doskonalszych metod ekstrapolacyjnych.

Wyrazenie (19.37) znacznie si¢ upraszcza w przypadku statku poruszaja-
cego si¢ W nieograniczonym oceanie ruchem jednostajnym wzdhuz linii pros-
tej. Nie ma wtedy warunku brzegowego na swobodnej powierzchni; nie ma na
tej powierzchni fal. W wyrazeniu (19.37) nie wystapig liczby F~, X0, E . '
Wigc dla statku podwodnego mamy:

CT(Re) » Cp(Re) ¢ CF(Re) - Cv(Re) (19.38)

gdzie: Cy - opér lepkosci - wzory (18.10), (17.12b), (17.15). Drugie upro-
szczeni¢ wzoru (19.37) wystepuje dla statku nawodnego w cieczy nielepkiej.
Wtedy 1 0 1 Cp « 0. Odpada takze liczba Rg i1 Eu> Cisénienie p_~ const
nie wplywa na stan ruchu i eliminuje si¢ je z warunku brzegowego na Sp.
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Dla tego przypadku:
CT(FL’ \V “ Cp(FL- VvV = Cw(FL- We> (19°39)

Jesli ten statek bedzie si¢ porusza¢ Jak wyzej, w nieograniczonym obszarze
cieczy, to fale nie powstang 1 Cz - 0. Jest to zgodne z paradoksem d'Alem-
berta.

Z rozdzialu 16.5 juz wiemy, ze gdy predko$¢ modelu statku jest dosta-
tecznie wysoka, to wplyw napigcia powierzchniowego jest pomijalnie maty.
Wtedy wzér (19.39) bedzie:

CT(FI? = CP(FI? = Cw(FI? (19A0)

Wzér (19.40) moze by¢ wazny tylko fal o bardzo matej stromosci. Wiado-
mo, ze przy wysokich liczbach Froude'a pierwsza fala dziobowa statku ma
znaczng stromos$¢ 1 ulega zatamaniu. Zjawisko zatamywania si¢ fali dziobo-
wej ma miejsce takze u peilnotliwych statkéw powolnych. Wydaje sie, ze na
to zjawisko ma pewien wplyw napigcie powierzchniowe - liczba Webera. Wplyw
ten jednak nie zostal zbadany. Nie zbadano takze wpltywu liczb We 1 Ey na
zjawisko zapowietrzania - aeracji - plytkozanurzonego ptata no$nego -poru-
szajacego si¢ z duzymi pre¢dkosciami.

Zwr6¢émy uwage na to, ze cisSnienie atmosferyczne, pa, mozna wyeliminowac
w zadaniu liniowym o ruchu ciata pod swobodng powierzchnig cieczy lepkiej
- rozdzial 16.3.6. Mozna rowniez wyeliminowa¢ pa z bardziej ogdlnego wa-
runku brzegowego: wzor (19.19) 1 (19.20). W zwigzku z powyzszym wydaje si¢
by¢ do$¢ dobrym przyblizeniem zalezno$¢

CT(FL- Re} - CP(FL’' Re} + CF(FL’ Re} (19A1)

Moze ona znalez¢ zastosowanie do badania wplywu liczb FL 1 Re na wspdt-

czynniki C 1 Cp 1 oczywiscie Cz. Postgpowanie jest nastepujace: wykonuje-

my modele geometrycznie podobne o réznych dilugosciach: « L; =2 L
L =3 L; ... Holuje si¢ nastgpnie te modele przy tych samych liczbach
Froude'a: Fl » F2 = F? » .. 1 mierzy si¢ opor calkowity R? oraz rozklad

ci$nien na powierzchni kadtuba Sb: Zgodnie ze wzorem (19.35a) mozna obli-
czy¢ wspotczynnik oporu cid$nienig Cp, a dalej ze wzoru (19.41) wspotczyn-
nik oporu tarcia. Kazdej liczbie Froude'a - F2 - ... odpowiadajg rézne
wartosci liczb Reynoldsa. Stad uzyska¢ mozna wplyw liczby Rg na wspodtczyn-
niki C , Cp 1 Oj. Powtarzajac cykl holowan z innymi liczbami Froude a
F' - F2 » F' uzyskuje si¢ takze wplyw liczb FL na powyzsze wspoiczynniki.
Powyzej przedstawiony sposob postgpowania Jest przykladem skréconego pro-
gramu badan eksperymentalnych. Mozna ten sposob zastosowaé takze do bada-
nia wplywu FL i Rg na inne wspodtczynniki reakcji hydrodynamicznych: CRy
CRz" "MF ltp-

We wzorze (19.41) wspdlczynnik oporu ci$nienia statkéw nawodnych lub
statkow plytkozanurzonych obejmuje opér falowy Cw(FL, RO) 1 opdr ci$nienia
spowodowany lepkoscia Cpy(FL, RO). W zwiazku z tym plszemy

(19.42)



Uzasadnienie wzoru (19.42) polega na tym, ze istnieje mozliwo$¢ ekspery-
mentalnegoy wyznaczania skladnika Cpy 1 zbadania wptywu liczb F i Re na
ten skladnik oporni. Wiemy bowiem Jak mozna wyznaczy¢ C (F”, Re) oraz

C/FL, Re). Dotychczae nie wykonywano pomiaréow Cp(PL, Rc) | cpv(FL- R#).

W analogii do wzoru (19.38) mozna dalej polaczy¢ wspotczynniki CpV(FL:
R ) 1 Cp(Fj, Rc) w Jeden wyraz zwany w hydromechanice okrgtowej oporem
lepkosci

CV(FL' Re> - Cpv(FL- RJ + CF(FL' ¥ (19.43)

Do wyznaczenia eksperymentalnego wspolczynnika Cv stosowany bywa wzor
(*7.17). Nalezy przeczyta¢ ponownie uwagi podane po tym wzorze w rozdziale
17.2.

Po zastosowaniu wyrazen (19.42) 1 (19.43) wspodtczynnik oporu catkowite-
go statku ma postac:

CT(FL, Re) - CW(FL, Re) + CV(FL, Re) (19.44)

Wszystkie sktadniki oporu w tym wzorze moga by¢ wyznaczone przez Jednocze-
sne pomiary: Opér catkowity Rz mierzy si¢ bardzo dokladnie dynamometrem.
Opor falowy wyznacza sig¢ przez pomiar fal generowanych przez statek, a opor
lepkos$ci przez pomiar charakterystyk $ladu modelu statku. Dotychczas wyko-
nane eksperymenty nie daty zadowalajacych wynikow: prawa strona réwnosci
(19.44) na ogdt nie zgadza sie¢ z jej strong lewa. Przyczyny tej niezgod-
nosci wydaja si¢ wynika¢ z przyblizonego charakteru wzoru (17.1%) oraz =z
tego, ze podstawy teoretyczne wyznaczania oporu falowego - rozdziat 17.8.3'
- nie uwzgledniaja wplywu lepkosci.

Zaklada si¢ przewaznie, ze wspoOlczynnik
oporu falowego statku nawodnego nie =zalezy
od liczby Reynoldsa. Wyniki badan oporu falo-
wego, przedstawione w pracy [45], wskazuja, ze
to zalozenie Jest nieprawdziwe. Rysunek 19.2
przedstawia wyniki pomiaréw oporu falowego (w
wykonane w basenie 400 m dlugosci na modelu o
dlugosci 7 m przy temperaturze wody 11,3°C 1
23,%°0. Zmienno$¢ liczby Reynoldsa  uzyskano
przez zmiang kinematycznego wspotczynnika lep-
kosci. Z rysunku 19.2 wida¢ wyrazng zalezno$c¢
Cw(FL, Re), przy czym wpltyw liczby Ro Jest w
tym przypadku wigkszy dla wyzszych liczb Frou-
de'a. Ponadto wida¢, ze ze wzrostem liczby Re,
przy statej warto$ci F», wspoélczynnik oporu
falowego si¢ zwigksza. Podobna tendencj¢ za-

chowania si¢ wspolczynnika Cw od liczby Ro wykazuja wyniki badan modeli
geometrycznie podobnych (”geosimow"), przedstawione takze w [47]. Niektore
z nich pokazuje rysunek 19.3- Z rysunkow tych wynika, ze zalozenie nieza-
leznoscl wspoélczynnika € od Re Jest grubym przyblizeniem. Widzimy, ze ml-
mo wykonania bardzo duzej ilo$ci badan modelowych oporu statku nadal wiemy
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bardzo mato o wspoélczynnikach oporu statku w jego najprostszym z mozliwych
ruchow.

19.4.2. Charakterystyki hydrodynamiczne napg¢dowej Sruby swobodnej

Przedstawione wyzej - w rozdziale 19.4 - prawa modelowania wspotczynni-
kow reakcji hydromechanicznych sa wazne dla wszystkich cial poruszajacych
si¢ na/lub pod swobodng powierzchnia cieczy. Pokazemy nizej, jak mozna je
zastosowa¢ do napedowych Ssrub swobodnych.

Niech zatem S$ruba swobodna o $rednicy D porusza si¢ ze stalg predkoscia
V. pod swobodna powierzchnia na gl¢bokosci h” nieograniczonego  zbiornika
wody. Przez h" rozumiemy zanurzenie osi Sruby nap¢dowej. Niech takze pred-
ko$¢ katowa Sruby co bedzie stalg.

Jak wskazywano w rozdziale 13.3.3, naturalnym ukladem wspoéirzednych be-
dzie uktad walcowy zwigzany ze skrzydlem s$ruby - rysunek 13.9. Predkos¢
unoszenia vO wtedy bedzie:

v “ % VA + 00 oI’ (19.45)
Jako predkos$¢ charakterystyczng vO mozna przyjacé albo | vO|, albo:
vO = OR = 2 ffn R » 11D n (19.46)

Modut predkos$ci unoszenia stosuje si¢ w obliczeniach teoretycznych wspo6t-
czynnika cisnienia - wzor (19.33c) a takze w niektorych wyrazeniach  dla
liczb kawitacyjnych 6 - wzor (19.39b). Przy opracowywaniu wynikow badan
$rub swobodnych stosuje sig¢, jako prostsze, wyrazenie (19.46). Nie bierze

si¢ za vO predkosci vA> bo przy vA 1 0 = aj 4 0 reakcje hydromechanicz-
ne dzialtajace na skrzydla Sruby sa rézne od zera.

Czas bezwymiarowy dla $ruby zgodnie ze wzorem (19.9C) jest
tle « ajt = D n t (19.47)

Na mocy wzoru (19.10c¢)

\}?: QT%R]"



Znormalizowana predkos$¢ unoszenia Jest

(19.40)

gdzie: J - - wspotczynnik posuwu, a ™ - 1T R

Poniewaz zatozono stala predkos$¢ postgpowa $ruby i state Jej obroty, to
z ogodlnego zadania o reakcjach hydromechanicznych odpada warunek poczatko-
wy, warunek za$ na Scianach zbiornika sprowadza si¢ do - 0, gdy x, v,
z-»00 . Warunek brzegowy na swobodnej powierzchni pozostaje bez zmian.
Zwroémy Jednak uwage na to, ze swobodna powierzchnia obraca si¢ z predkos-
cig ® wzglegdem uktadu wspoétrzednych zwigzanego ze skrzydltem s$ruby napedo-
wej. Pomigdzy ukltadem Axyz, ktorego osie Ax, Ay leza na niezakldconej po-
wierzchni swobodnej, a o§ Az Jest skierowana pionowo w dot (przy czym u-
ktad ten porusza si¢ z predkoscia v&) a ukladem walcowym many zaleznoS¢:

X - X; y - r cos O - r cos t7; z h” + r sin 0 + rsint
Stad:
xb - x Rl1—; yb » rfe cos tfe; zfe hw + b sln S« hw - hw R19.49) [-)

Operator bezwyniarowy przyjmuje postac:

Przy powyzszych oznaczeniach znormalizowane réwnania rzadzace (19.21) 1
(19.22) a takze warunki brzegowego na Sb | SpQ pozostajg waznymi. Tu Jed-
nak liczby podobienstwa F”», Re, Wg, przyjma postac:

Yoo i 2
ED ° 12— 2@ 71
VgR |
R . YR 2im RR _OTn R2
\%
(19.50)

a a

We *
avo R 42 g R3 n2

E Pa
« .
u 2 1i2 ¢ §2 1'1'2

Zwiazki (19.23) wyrazajace zalezno$¢ znormalizowanego pola predkosci 1
ci$nienia dla $ruby napegdowej beda:

vb “ vb (rb’ ® B ' hw' Sb’ FD’ Re’ Eu’ &
pb > Pb (xrb’ ® B ’ hw' Sb’ FD' Re' Eu’ We"

i podobnie wyrazi si¢ obraz swobodnej powierzchni zwb
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Jesli Sruba jest gleboko zanurzona, to na swobodnej powierzchni nie be-
dzie fal i1 z wyrazen (19.51) znikng parametry: Eu, Wg, FQ, h”. Parametry
E , W beda wystegpowaéc w przypadku wystgpowania kawitacji. Bedzie wtedy
konieczny warunek brzegowy na swobodnoj powierzchni pecherzy kawitacyj-
nych. Dla przypadku braku kawitacji:

% =% (@b' © b Sb J

(19.52)
Pp = Pb (rb- © xb’ Sb’ J° Re"
Jest to analogiczny przypadek do wyrazonego zaleznoscig (19.24).
Ze wzgledu na symetrie wspdlczynniki reakcji CR 1 CM beda:
CR ~ ex CRx CH ° ex CMx
Dla $rub przyje¢to stosowaé nast¢gpujace oznaczenia:
RX=T" CRx *“ kT- f Mx = = a * CMx “ - Q (19.53)
Z ogodlnych wzorow (19.5) mamy:
KT & Tea A2 ! E" (19.54a)
- > ? vo So 1 < (nDn)2
gdzie:
Ki. - oo Fzr.if - wspotczynnik naporu (19.54b)
¥ eD’ nz
Podobnie
-M -
kQ - —2 K (19.54¢)
gdzie: KQ Q - wspolczynnik momentu 19.54d)

Przy pomocy wspolczynnikow Kj, KQ 1 J mozna wyrazi¢ sprawno$¢ $ruby swo-

bodnej 9 . Istotnie sprawno$¢ Sruby swobodnej jest stosunkiem mocy uzy-
tecznej #ocy naporu PT = T VA do mocy doprowadzonej do Sruby PD = Qu

Wiec:

)
PT  J IS (19.54¢)

Z ogdlnych wyrazen dla CR 1 C», (19.25), oraz ze zwigzkéw (19.51) wynika,
ze wspoOtczynniki naporu 1 momentu beda zaleze¢ od S», J, Rg, FR, Wg, Eu:
Jezeli za$ niekawitujgca $ruba jest zanurzona gileboko pod swobodng po-
wierzchnig to:

Kp = K¢ (Sb, J, Rg)

(19.55)
KQ “ KQ (Sb’ I’



Zamiast liczby Eulera okres$lonej wyzej dla $rub kawltujacych przyjeto sto-
sowa¢ liczbe kawitacyjng O . Z wyrazenia (13.47) widzimy, ze d Jest tez
pewna postacig liczby Eulera. Dla $rub kawitujacych zanurzonych gl¢boko

1Cj, - Kp (Sb, J, Re, 0)

v (19.56)
Ko - KQ (Sb, J, Re, O)

Powierzchnia $ruby napg¢dowej, podobnie Jak powierzchnia statku, moze
by¢ scharakteryzowana ogodlnie przyjetymi parametrami konstrukcyjnymi. Dla
$§ruby tymi parametrami sg: liczba skrzydel z, wspoétczynnik skoku H/D,
wspotczynnik powierzchni, ksztalt profili dkrzydla i1 wspolczynnik $rednicy
piasty. Najwigkszy wplyw na charakterystyki hydrodynamiczne $ruby na-
pedowej na wspolczynnik skoku i wspodlczynnik posuwu. »Rysunek 19.4 Jest te-
go przykltadem. Uzasadnienie przebiegu krzywych KpCJ) i KQ(J) bedzie przed-
stawione na wykladach z pednikéw okretowych.

Wskazeoy Jeszcze na to, ze zgodnie ze wzorami (19.28) wspotczynniki Kz
i KQ mozna roztozy¢ na czes$ci spowodowane rozkltadem cisnien p” na skrzy-
dla sruby i czesci spowodowane sitami tarcia powierzchniowego 0. Czyli:

*T'" ¥p + FF 1 ® m KQp * ®F

Dalej mozna przeprowadzi¢ analize podobna do tej, Jaka zastosowano przy
wspotczynnikach oporu statku. Ten sam sposdéb postgpowania Jest wazny dla
innych rodzajoéw pednikow okrgtowych: zespoldéw dysza-sruba, Sruba tandem,
$rub czgéciowo zanurzonych.
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19.5. UWAGI 0 METODACH EKSTRAPOLACJI OPORU MODELU STATKU

Ze wzorow (19.41) 1 (19.44) wynika, ze wspotczynnik oporu catkowitego
statku Gps bedzie réwny wspolczynnikowi oporu catkowitego modelu CTm wte-
dy, gdy beda spetnione warunki podobienstwa geometrycznego, kinematyczne-
go oraz kryterium réwnosci liczb Froude'a FTjn = F*g i Reynoldsa Rgm = Rgg.
Stwierdzenie to dotyczy takze wspoélczynnikéw, skladnikéw oporu  statku i
modelu; C , Cp, Cw, Cy. Warunki te spelnione beda, Jesli modelem bedzie
statek naturalnej wielkosci. Stad powstaje problem, w Jaki sposéb z dos-
tateczna doktadnoscia dla praktyki mozna znalez¢ CTS na podstawie wynikow
badan modelowych: CTa, C”~, C~. Nad tym problemem pracuja wszystkie o0$%-
rodki badawcze hydromechaniki na $wiecie. Co 3 lata zbieraja si¢ przedsta-
wiciele basendéw modelowych na konferencjach, by ustali¢ kierunki badan o-
raz ujednolici¢ metod¢ przeliczania wynikow badan modelowych na statek
rzeczywisty. Nazwa konferencji: 'International Towing Tank Conférence".
Oznaczenie skrétowe i1 nr kolejny ITTC rok. Przykladowo, konferencja 15,
ktora odbyta si¢ w roku 1978 ma oznaczenie; 8 ITTC 1957 r. itp. Materialy
kazdej takiej konferencji sa publikowane. Trzeba podkresli¢, ze dotychczas
problem ekstrapolacji nie jest rozwiazany zadowalajaco.

Przy ekstrapolacji wspotczynnika oporu modelu C"m na wspodlczynnik CTs
stosowana jest metoda Froude'a oraz "metoda ekstrapolacji tréjwymiarowe;j"
przyjeta do stosowania na 15 ITTC 1978.

W metodzie Froude’a zamiast zaleznos$ci

CT(FL, Re) 1 Cp(FL, Re) ¢ CE(FL, Re) (19.41)

stosuje si¢ zwigzek uproszczony "

CT(FL- - CR(FL) + CFo(Re} (19<57)

gdzie: Cpo - Jest wspoélczynnikiem oporu tarcia plaskiej réwnowaznej'plyty,
przez ktoéra nalezy rozumie¢ plaskg plyte o polu rownym polu powierzchni
zwilzonej, Q. , statku znajdujacego si¢ w spoczynku i dlugosci rownej diu-
goséci wodnicy plywania statku w spoczynku. CR nazywaja wspolczynnikiem o-
poru resztowego. Dla wspoélczynnika oporu tarcia plaskiej plyty rézne base-
ny modelowe stosowaly rozne poédltempiryczne wzory:

Prandtla-Schlichtinga

0.455
(log Rg)
Schoenherra:
0242 15 (Re CpQ)
CFo

Hughesa i innych.
Na 8 ITTC w 1957 r. =zalecono Stosowanie wzoru znanego pod pelna nazwa
wzor ITTC-57; lub ekstrapolator ITTC-57
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Ze wzoru (19.57) wida¢, ze Jezeli pomierzymy CTQ (FL, Rg) 1 wedlug wzoru
(19-58) obliczymy CFom, to mamy

<WFI? - (Tm(FE %m0 => -Fe%? - <tA> <19.59)

Nastepnie obliczajac CFQ(Rpr.) mozna wyznaczy¢é wspodlczynnik oporu catkowi-
tego statku

CTs(FL' = CRm(F1? * ™~ 2%63)o} * dodatki na opdr powietrza, (19.60)
czes$ci wystajace oraz chro-
powato$¢ powierzchni.
Rézne baseny modelowe przyjmowaty wskazane dodatki do oporu w réznej wlel-
kosci 1 wedlug niekiedy wlasnych empirycznych zaleznos$ci tak, aby uzyskacé
wynik koncowy zgodny praktycznie z rzeczywistoscig. Pewne uwagi o tych do-
datkach mozna znalez¢ w poradnikach lub w monografiach [[B], £24J. Ze wzgle
du na zebrane wieloletnie doswiadczenia metoda ta Jest Jeszcze stosowana w
niektorych basenach modelowych przy wykonywaniu prognozy oporu statku.
Metoda Froude'a nie Jest zgodna z fizyka zjawiska. Ze wzorow (19.41) do
(19.44) widzimy, ze:
CR > Cw(FL' Re> * Cpv(FL- Re> + [CF(Re' FI12 0 "Fo]

Wigc wspodlczynnik oporu resztowego w rzeczywistosci jest nie tylko zalezny
od liczby Froude'a. Zalezy on takze od liczby Reynoldsa. Z wynikéw badan
przytoczonych w pracy [45] wynika, ze dla statku Jednosrubowego wspolczyn-
nlk CR maleje ze wzrostem liczby Re przy F* - const, a dla modeli  geome-
trycznie podobnych statku dwusrubowego wzrasta on ze wzrostem Re przy
F- 7 const. Stad wida¢, ze Jezeli bedzie sie¢ badaé Jakie$s nowe uksztalto-
wanie kadluba statku przy pomocy modeli o tej samej dlugosci, to eckstrapo-
lujac wyniki oporu najlepszego modelu mozna uzyska¢ opoér odbiegajacy od
przewidywanego.- Moze on by¢ wyzezy lub nizszy wzglednie moze si¢ zgodzié
z przewidywaniami. W takim przypadku powinno si¢ powtérzy¢ pomiary oporu
wybranego ksztaltu na geometrycznie podobnym modelu o wigkszej dlugosci.
Powinno si¢ zna¢ tendencje zachowania si¢ wspolczynnika CR W zaleznosci od
liczby Reynoldsa.

W metodzie ekstrapolacji trojwymiarowej przyjetej na 15 ITTC do stoso-
wanla w badaniach w basenach modelowych wychodzi si¢ ze zwiazku

CT(FL* Re} > Cw(FL' + CY(FL- Rej (19.44)
zakladajac, ze C(FL, Rg) = CAIFA) 1 ie wspoélezynnik oporu lepkosci
Cv(FL' Re} - = CFO(1+k)

Zamiast poprawnego zwiazku (19.44) mamy wigc

CT(FL’ Re) " Cw(FI? + (1 + <¥19.61) {%)o)
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gdzie Cpo okre$la wzor (19.58), a k jest wartoscia stalg dla danego stat-
ku.

Widzimy, ze
CT<FL> Re} - Cw(FL> 19.62
I >k N (19.62)
Zatem wspoOlczynnik k powinien zaleze¢ od F/ 1 a takze od Innych para-

metréw podobienstwa. I tak jest w rzeczywistos$ci. Badania modelowe to po-
twierdzaja. W praktyce ekstrapolacji wynikow badan oporu przyjmuje si¢
stata wartos¢ k dla danego statku. Opracowano szereg wzoréw empirycznych
dla wyznaczania wspotczynnika ekstrapolacji trojwymiarowej k. Na 13 kon-
ferencji ITTC-1972 zalecono stosowanie wzoru

k - 0,17 +

Wadg tego wzoru jest to, ze dla niektorych statkow w zakresie malych liczb
uzyskuje si¢

CW(FL} “ CT(FLI) = * + k) CFe < 0

co jest sprzeczne z fizyka zjawiska.

Ma 15 konferencji ITTC-1978 uzgodniono stosowanie eksperymentalnych me-
tod do wyznaczania wspolczynnika k, przy czym nalezy stosowaé przy tym eks-
trapolator ITTC-57. Przewaznie wspolczynnik k wyznaczaja przy liczbie
Froude'a FL = 0,15; czasem jednak - jak w metodzie Prohaski przedstawionej
na 11 TTTC-1966 - przy liczbie Froude'a FL - 0. Jes$li wraz z oporem CTm
jest mierzony C”, to wzor (19.62) przy F» - 0,15 daje nam warto$¢ wspot-

czynnika k. Je$li natomiast CWm nie jest mierzone, to

o

| +ik
1wCFo

FL=0,15
Zalozono tu, ze przy FL = 0,15, °Wm * ©-

W metodzie Prohaski wychodzi si¢ ze stwierdzenia, ze w zakresie matych

liczb Froude'a wspdiczynnik oporu falowego
CW(FL) “ a FL

- +
Wtedy CTm - (1 + k) CFoffl ¢ a F

Wspoétczynnik a wyznacza si¢ metoda najmniejszych kwadratow lub, gdy mle-
rzony jest opoér falowy, z zaleznosci C” - a F~ .

W metodzie ekstrapolacji trojwymiarowej wspoiczynnik oporu falowego
cW(FL) oznaczajg takze przez CR(FL) 1 nazywajg oporem resztowym.

Stosujgc oznaczenia mig¢dzynarodowe — ITTC - wzor (19.61) dla modelu za-

pisujemy tak:
CTm = CRm + (I * km} CFom (19.63)
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kos¢ budowanego statku jest objgta kontraktem. Wigc projektant statku, mi-
mo posiadania wynikéw badan oporowo-napg¢dowych, nie jest pewien, czy sta-
tek osiagnie wymagana pr¢dkos¢ na probach zdawczo-odbiorczych. Czasami
statek na mili pomiarowej nie osiaga warunkéw kontraktu. Powoduje to duze
straty dla stoczni.

Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze gdy statek po wodowaniu stoi dlugo przy
nabrzezu wyposazeniowym, to chropowato$¢ powierzchni kadluba 1 powierzchni
skrzydel $ruby napg¢dowej ulega zwigkszeniu. Wzrasta przez to opoér kadtuba,
maleje napor $ruby napedowej oraz zmniejsza si¢ jej sprawnoscé. W takim
przypadku tuz przed prébami zdawczo-odbiorczymi na mili pomiarowej powinno
alg statek wydokowa¢ i oczysci¢ powierzchni¢ kadluba, a zwlaszcza staran-
nie przeprowadzi¢ operacje oczyszczenia skrzydel Sruby napedowe;j.

W zakonczeniu tych uwag wskazemy jeszcze na mozliwo$¢ ulepszenia metod
ckstrapolacji oporu statku [46], Wyjdziemy z poprawnego 'wzoru:

CT(FL, Re) = Cw(FL, Rg) ¢ Cv(FL, Re) (19.44)

wspotczynnik oporu lepkos$ci Cv wyrazamy w ten sam sposob, jak w metodzie
ekstrapolacji trojwymiarowej. A zatem;

CV(FL, Re) = Cpo(Re) [i + kv(FL, Re)] (19.65)

Analogicznie proponuje si¢ wyrazi¢ wspoélczynnik pomierzonego oporu falowe-
go CNFL, Rg)- Gorny wskaznik, p, wskazuje na to, ze wspolczynnik oporu
falowego wyznaczono przez pomiar charakterystyk fal generowanych na swo-

bodnej powierzchni przez model statku. Zatem:

CP(FL, Re) - CP(FL, Reo) [1 + kw(FL,Re)] (19.66)
Przy tych oznaczeniach wspoiczynnik C", bedzie:

CT(FL’ Re} ° CW(FL' Re] + CV(FL19.67) o)

Czy wyrazenie (19.44) 1 (19.67) sa réwnowazne?

W celu wyznaczenia nieznanych funkcji ekstrapolacyjnych ky i kw - oporu
lepkosci 1 oporu falowego odpowiednio - konieczne jest dla kazdego statku
wykonanie pomiarow oporu calkowitego i1 oporu falowego na kilku  modelach
geometrycznie podobnych. Uzyska si¢ wtedy zbidr krzywych CT(Rg) przy roéz-
nych liczbach FL oraz analogiczny zbidr krzywych cP(Re). Przyklad takich

krzywych pokazuje rysunek 19.5.

LI

Re

Rys.19.5
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Dla funkcji ekstrapolacyjnej kv(Fr, R””) na mocy wzoréw (19.65) 1 (19.67)

many zaleznos¢:

CT(FL- Re> - CS(FL- Re]
| * kv(FL' Re} (19.68)

Dla funkcji kw(FL, Rg) na taocy wzoru (19.66) many

CS<FL> Re>

I * kw(FL” Re> v (o (Rl Reo>

(19.69)
przy czym dla Rg - ReO, kw(FL, %) - O.

Zakltadajac F» - const wyznacza si¢ kv(FL - const, Rc) 1 kw(FL - const, Rg).
Powtarzajac postgpowanie dla roéznych liczb -»- maray zaleznos-

cl: kv(FL, Rg)> kw(FL, Re). Wtedy ekstrapolacja wynikow badan oporu modelu

bedzie ekstrapolacjg wspotczynnikéw ky 1 kw ze wzgledu na przejscie od Rg"
do R . Stosujac oznaczenia Jak we wzorze (19.64) zgodnie z powyzszym

wspolczynnik oporu catkowitego statku bedzie:

ASAL Res> - (2(FL' %2 Cl * kw(FL' &>]
* CFo(Re®> D + kv(FL' Res}J + ACF * CAA (19°70)

Zauwazmy, ze istnieje takze mozliwos¢ ekstrapolacji oporu modelu na
statek przy pomocy poprawnej zaleznos$ci (19.41):

CT(FL, Re) - Cp(FL, Re) ¢ CE(FL, RG) (19.41)

Analogicznie do wyzej wskazanej propozycji ekstrapolacji oporu modelu moz-

na bowiem napisac:

Cp(FL, Re) Cp(FL" Reo> [ * kp(FL’ Re>]
CF(FL, Re) CFo™Re" LI + kF/FL’

gdzie:

1 + 2N\ Re> = ' kp - ° dla Rg Reo

CT(FL' R ) - C (F R
I +kp (F?, Re)

Techniczna réznica pomigdzy obu propozycjami ekstrapolacji Cz polega na
tym, ze zamiast pomiaru mierzy si¢ opor cid$nienia Cp. Wzér dla wspol-
czynnika C\s bedzie oczywiscie mie¢ taka samg postaé, Jak wzor (19.70).
Bowiem:

0TS L' Rgg> * Cp(FL- Rem= L1 kp<FL' Res=] +

+ CFo<Res> D + MFL’ Res) +ACKEF+ CAA (19.71)
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Mozna takze oprzeé¢ propozycje metody ekstrapolacji oporu w oparciu o
wzor (19.44), mierzac jednoczesnie opor catkowity modelu i opdr lepkosci
przez pomiar charakterystyk sladu za modelem, np. w oparciu o wzor (17.15)
lub wzor analogiczny lepiej dopracowany. Dostaniemy dla Cas zaleznosci ana-
logiczne do wzoréw (19.70) 1 (19.71).

Z przedstawionych propozycji pierwsza z nich nie przedstawia trudnosci.
Tog¢hnlka wyznaczania na drodze cksperymentalnej oporu falowego modelu jest
opanowana. Propozycje powyzszych metod majg zasadniczag wadeg, polegajaca na
tym, ze sa czasochlonne. Zamiast jednego modelu, jak w metodzie

Froude a
wzglednie w metodzie trojwymiarowej ekstrapolacji,

nalezy wykona¢ co naj-
mniej 3 cykle pomiaréw. Wzrasta wigc koszt przeprowadzania pomiarbw 1 co
najmniej 3-krotnie wzrasta koszt wykonania modeli. Zmniejsza si¢ ponadto
przepustowos$¢ basenu do badan modelowych. Czasochtonno$¢ opracowywania wy-
nikéw eksperymentow w réznych przedstawionych metodach nie ma praktycznego
znaczenia. Wykona je mata maszyna cyfrowa.

Jeszcze jedna uwaga: wzory (19.70) 1 (19.71) tez dadzg przyblizong war-
tos$¢ wspotczynnika CTs, a baseny do badan modelowych maja zebrane doswiad-
czenia - wspotczynniki korelacyjne - przewaznie dla metody Froude'a. Te
dos$wiadczenia mozna jednak przetransponowacé na nowg propozycje metody. Wy-
kazcie, ze nie przedstawia to zadnej trudnosci technicznej.

Z przedstawionych podstaw modelowania 1 ekstrapolacji wynikéw badan mo-

delowych, zwlaszcza oporu statku, wniosek jest taki, ze jeszcze niewiele

wiemy o oporze statku, tej najprostszej reakcji hydrodynamicznej dziataja-

cej na statek w warunkach wody spokojnej, Zze znacznie mniej jeszcze wiemy

o poprawnej ekstrapolacji pola predkos$ci modelu na statek, ze badania mo-
delowe sa czasochtonne 1 zarazem kosztowne, a ponadto nie daja one jeszcze
wynikéw pewnych dla statku, w zwigzku z tym - Ze nalezy dazy¢ do dalszego
rozwoju metod analityczno-numerycznych tak.. aby w przyszlosci stato si¢
mozliwe rachunkowe wyznaczanie charakterystyk hydrodynamicznych kadlubow

statkdbw oraz elementow wspotpracujacych z tym kadlubem.
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