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Spis symboli 1 oznaczen

log = log, — logarytm przy podstawie 2
In — logarytm naturalny

i — jednostka urojona

R — zbiér liczb rzeczywistych

Sp(2n,R) — zbiér macierzy symplektycznych rozmiaru 2nx2n o elementach
rzeczywistych

f o g — ztozenie funkcji (f o g)(z) = f(g(z))

[M];; — element macierzy M znajdujacy si¢ na przecieciu i-tego wiersza z
j-ta kolumna

X — zmienna losowa

Px,Px,y,Px|y — rozklady prawdopodobienstwa, prawdopodobiefistwa lacz-
nego i prawdopodobienistwa warunkowego dyskretnych zmiennych lo-
sowych XY lub odpowiednie gestosci rozkladéw prawdopodobienstwa
dla zmiennych ciagtych

p: = P(X = x) — prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zmienna losowa X
przyjmie wartos¢ x

E(X) — wartosé¢ srednia zmiennej losowej X
0?(X) = E(X?) — wariancja zmiennej losowej X

F,, — n-elementowy rozktad jednorodny

(77:7,) = m;(ﬁm), — symbol Newtona



Spis symboli i oznaczen

(mlnmw) = ﬁ'm, — uogolniony symbol Newtona;
zaklada sig, ze [[;_, m; = n,m; € N*

I'4,I'p, A — kanaly komunikacyjne

S; — nadawca o numerze ¢

E = {S;}, — zbior wszystkich nadawcow; gdzie n to liczba nadawcow

R — odbiorca

XA — wejscie kanatu T'4 kontrolowane przez i-tego nadawce

xt — symbol przesytany przez nadawce i przez kanat 'y

Xs = {Xi}s,es — wejscia kanalu kontrolowane przez nadawcow nalezacych
do zbioru S

xs = {x;}s,es — symbole przesylane przez kanal przez nadawcow naleza-
cych do zbioru S

W;, — komunikat j od nadawcy i

Y4 - wyjscie kanatu 'y

Aw, — zbiér komunikatéow przesytanych przez nadawce @

Ax, — alfabet symboli wejsciowych kanalu dostepnych dla nadawcy ¢
Ay — alfabet symboli na wyjsciu kanatu

H(X),H(X,Y), H(X|Y) — entropia klasyczna (Shannona), entropia taczna
oraz entropia warunkowa

S(p) — entropia kwantowa (von Neumana)
g(p) — entropia stanu Gassowskiego

I(X :Y) — informacja wzajemna

X — pojemno$¢ Holevo

C — pojemnoéc¢ klasyczna



x1

c = %C — regularyzowana pojemno$¢ klasyczna
R — obszar pojemnosci klasycznej

R = 1C — regularyzowany obszar pojemnosci klasycznej

T n

R — obszar pojemnosci klasycznej uzyskany dla zadanego rozktadu praw-
dopodobienstwa symboli wejsciowych

R — predko$é¢ transmisji osiaggana w danym protokole

R; — indywidualna predkosé¢ transmisji osiagana w danym protokole przez
nadawce S;

Rgs = ) ,cg Ri — konwencja sumacyjna; S C E oznacza tu podzbior

nadawcow

Rp =3 ,.p Ri — laczna predkosé transmisji; £ to zbior wszystkich

nadawcow
Q — pojemnos¢ kwantowa

P — ograniczenia na $rednia energie symboli wejéciowych przypadajaca na
jedno uzycie kanatu (ograniczenie na $rednig moc na wejsciu kanatu)

H — przestrzen Hilberta

® — iloczyn tensorowy

|th) — wektor z przestrzeni Hilberta

(| — wektor sprzezony do [v)

(¥|p) — iloczyn skalarny wektorow [i) 1 |¢)

{]0), |1), ..., |n)} — baza standardowa w n wymiarowej przestrzeni Hilberta
lei), | f;) — wektory z bazy standardowej

X,Y, Z A, B — operatory w przestrzeni Hilberta

X' — sprzezenie Hermitowskie operatora X



xii Spis symboli i oznaczen

trX — $lad operatora X

tra X — §lad cze$ciowy operatora X po podsystemie A
U — operacja unitarna

W — operator przesuniecia (operator Weyla)

[ — identyczno$¢ (operator identycznosci)
{ox,0v,02},{X,Y, Z} — macierze Pauliego

o, €{l,ox,0y,07}

FE; — elementy reprezentacji Kraussa

), [67), 16%), [) — stany Bella

p — stan mieszany

1, e; — projektory na stan [1), |e;)

{pi, |¥i)} — mieszanina stanow czystych

a',a, N = a'a — operatory kreacji, anihilacji oraz liczby fotonow
|a) — stan spojny

|€) — stany Scisniety

|t,) — stan $cisniety wzdluz zadanej kwadratury

v — macierz kowariancji stanu Gaussowskiego

d — przesuniecie stanu Gaussowskiego

X — transformacja wektora przesuniecia wykonywana przez kanal Gaus-
sowski

Y — szum wprowadzany przez kwantowy kanal Gaussowski

nat — jednostka ilosci informacji mierzona przy uzyciu logarytmu natural-
nego; 1 [nat] = log, e [bitow]



Wprowadzenie

Tematyka podjetych w tej rozprawie rozwazan wpisuje sie w zapoczatkowany
w latach 60 nurt badan, dotyczacy wykorzystania uktadéw kwantowych jako
no$nika informacji klasycznej. Najwazniejsze pytania stawiane w tej dziedzi-
nie dotycza ilosci informacji, jaka zakodowa¢ mozna w stany ukladu kwan-
towego [65]; efektywnych sposobow kodowania i odzyskiwania tej informacji
[51, 53, 75| oraz pojemnosci klasycznej C kanatlu kwantowego, czyli maksy-
malnej predkosci, z jaka mozna przesyla¢ informacje przez ten kanal. Zrodla
wymienionych wyzej pytan znalez¢ mozna w zagadnieniach odnoszacych sie
niemalze bezposrednio do zastosowan przemystowych jak np. kodowanie in-
formacji klasycznej w stany spojne $wiatla emitowane przez laser [46, 78|
oraz transmisja informacji przez optyczne kanaly komunikacyjne [61]. Bo-
gaty przeglad zagadnienn oraz rezultatow z zakresu kwantowej komunikacji
znalez¢ mozna w pracy [90].

Rozwo6j kwantowej torii komunikacji przyczynit sie do sformutowania no-
wych wielkosci: pojemno$é prywatna P |21, 34|, okreslajaca maksymalna
predkos¢ transmisji przez kanal w przypadku, gdy komunikat jest ukryty
przed otoczeniem oraz pojemnos¢ kwantowa Q [15] zwiazana z rozmiarem
przestrzeni Hilberta stanow, ktore mozna przesytaé spojnie przez kanat. Do-
step do nowych zasobow w postaci stanéw nieklasycznych, jak np. stany $ci-
Sniete Swiatta czy stany splatane, stal sie impulsem dla rozwazan nad tym,
czy mozliwe jest przekroczenie fundamentalnych ograniczen dla zadan komu-
nikacyjnych sformutowanych na bazie klasycznej teorii informacji [91, 12, 55].
Do szczegolnie intrygujacych osiaggnie¢ na tym polu naleza m.in. procedura
gestego kodowania [16| oraz odkryte niedawno tzw. kwantowe efekty akty-
wacji.

Terminem kwantowy efekt aktywacji okresla sie zjawisko synergii zwia-
zane ze wzrostem przydatnosci dwoch zasobow w zadaniach komunikacyj-
nych na skutek ich rownoczesnego wykorzystania lub oddzialywania ze sobg.



xiv Wprowadzenie

Historycznie efekt ten wiaze sie z aktywacja splatania zwiazanego (ang. bo-
und entanglement) [59] i superaddytywnoscia splatania destylowalnego (ang.
distillable entanglement) [82].

W kontekscie kanaléow komunikacyjnych, znane obecnie kwantowe efekty
aktywacji to: (i) superaddytywnos$¢ pojemnosci kwantowej w scenariuszach z
wieloma nadawcami i z dodatkowymi zasobami [36], (ii) superaddytywnosé¢
Q w podstawowym scenariuszu 1-do-1 [92], (iii) superaddytywnosé¢ pojem-
nosci prywatnej |66] oraz (iv) superaddytywnos$¢ pojemnosci klasycznej w
scenariuszach z jednym [49] i z wieloma nadawcami [28].

W pracy tej zajmowaé sie bedziemy ostatnim z wymienionych wyzej
kwantowych efektow aktywacji — aktywacja obszaréw pojemnoséci klasycznej
w wielodostepnych kanatach kwantowych.

Dwa podstawowe pojecia, wokot ktorych obracaja sie przedstawione dalej
dociekania to kanat kwantowy oraz pojemnosé Holevo.

Kanat kwantowy to fizycznie realizowalne odwzorowanie operatoréow ge-
stosci w operatory gestosci. Operator gestosci opisuje w tym przypadku stan
uktadu kwantowego, bedacego nosnikiem informacji klasycznej. Kanal kwan-
towy, w kontekscie kwantowej teorii informacji, jest rozszerzeniem pojecia
klasycznego kanatu komunikacyjnego. Pozwala on na modelowanie oddzia-
lywania uktadu kwantowego z otoczeniem oraz modelowaniem wprowadza-
nego przez to oddzialywanie szumu |72, 20, 42|. Kanal kwantowy moze by¢
uzywany do spojnej transmisji stanéw kwantowych (transmisja informacji
kwantowej) 9, 8] oraz transmisji informacji klasycznej zakodowanej w odpo-
wiednie stany kwantowe [53].

Wielodostepowe kanaty kwantowe to kanaty kwantowe, w ktorych wyste-
puje jeden odbiorca i co najmniej 2 nadawcoOw. [stotne w tym przypadku jest
to, ze nadawcy dziataja niezaleznie od siebie i nie moga sie ze soba komuni-
kowac.

Pojemnosé Holevo x odnosi sie do gornego ograniczenia na ilos¢ informacji
klasycznej, ktora mozna przekaza¢ w schematach komunikacyjnych opartych
o uktady kwantowe [52]. Kodowanie Holevo - Schumacher - Westmoreland
[53, 75] pokazalo, jak mozna osiagnac¢ pojemnosé Holevo y realizujac zadanie
bezbtednej transmisji informacji klasycznej przez kanaty kwantowe. Kodowa-
nie HSW pozwolito uznaé¢ pojemnosé Holevo za podstawowa miare uzytecz-
noéci kanatu kwantowego w transmisji informacji klasycznej oraz zwigzac ja z
maksymalng predkoscig transmisji informacji klasycznej — pojemnoscia kla-
syczng C kanalu. Pojemnos$é Holevo oraz twierdzenie HSW stanowia w kon-
tekscie kanalow kwantowych analog twierdzenia Shannona [77] o kodowaniu
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dla kanalow z szumem. W przypadku kanatéw wielodostepowych wprowadza
sie, w oparciu o pojemnos¢ Holevo, pojecie obszaru osiggalnych predkosci
transmisji R. W skrocie obszar ten bedzie nazywany obszarem pojemnosci.
Punktem wyjscia dla opisanych w tej pracy badan byto pytanie o role spla-
tania w zadaniach zwigzanych z komunikacja klasyczna przez kanaty kwan-
towe oraz hipoteza o addytywnosci pojemnosci Holevo x [12, 13, 54]. Dla
dwoch pracujacych rownolegle kanatow kwantowych & oraz I' zachodzi za-
wsze X(P) + x(I') < x(® ®I'), przy czym zapis ® ® I oznacza réwnolegte
potaczenie kanaltow. Addytywnosé pojemnosci Holevo xy ma miejsce jezeli:

X(®) +x(I) = x(@®T). (1)

Hipoteza o addytywnosci pojemnosci Holevo mowi, ze wzor (1) jest praw-
dziwy dla dowolnej pary kanatéw kwantowych. W analogiczny sposob for-
mutuje sie hipoteze o addytywnosci regularyzowanej pojemnosci klasycznej:

C(D) + ) =) (D T). (2)

Na rzecz hipotezy o addytywno$ci pojemnosci x przemawialo wiele wy-
nikéw czastkowych pokazujacych, ze addytywnos$¢ zachodzi w przypadkach
gdy jeden z kanalow to: kanal lamiacy splatanie [79], kanal depolaryzujacy
[63], kanal identycznosciowy [76], qubitowy kanal unitalny [62]. Argumen-
tem w dyskusji byla rowniez addytywno$é pojemnosci dla klasycznych ka-
natéow informacyjnych. W momencie podjecia przedstawionych w tej pracy
badan, pomimo duzego wysitku $§rodowiska naukowego, pytanie o addytyw-
no$¢ pojemnosci Holevo x dla dowolnej pary kanaléow pozostawalo trudnym,
otwartym problem [81].

Pytanie o addytywnos¢ pojemnosci Holevo x ma podstawowe znaczenie w
zagadnieniach dotyczacych oceny przydatnosci kanatu kwantowego do komu-
nikacji klasycznej. Addytywnos¢ pojemnosci Holevo oznacza istnienie formut
jednowyrazowych opisujacych pojemno$¢ klasycznag C kanatu, co wiagze sie
z istotng redukcja zlozonosci obliczeniowej problemu wyznaczania C. Skut-
kiem addytywnosci jest takze zasadnicze ograniczenie zbioru stanéw kodo-
wych osiggajacych pojemnos¢ klasyczng do standéw produktowych. Z drugiej
strony, tamanie addytywnosci x, czyli tzw. superaddywno$¢ y, wskazuje na
splatanie jako podstawe nowych technik radzenia sobie z szumem oraz na
mozliwos¢ kwantowej aktywacji kanalow bezuzytecznych do celéw komuni-
kacyjnych.



xvi Wprowadzenie

Glownym celem badan prowadzonych przeze mnie w ramach pracy dok-
torskiej byta analiza komunikacji klasycznej przez kwantowe kanaty wielo-
dostepne ze szczegbdlnym uwzglednieniem problematyki kwantowego efektu
aktywacji. Tak zarysowany program badawczy wiazal sie z:

e uogoblnieniem pytania o addytywnosé¢ pojemnosci Holevo y na przypa-
dek kwantowych kanalow wielodostepnych oraz wyrazeniem tego pyta-
nia w terminach obszaréw pojemnosci klasycznej;

e konstrukcja przyktadow wielodostepnych kanalow kwantowych, dla kto-
rych wystepuje kwantowy efekt aktywacji obszarow pojemnosci kla-
sycznej;

e wskazaniem Zrodel oraz rodzajow aktywacji w tychze kanatach;
e propozycja schematu doswiadczalnego obrazujacego efekt aktywacji.

Przedstawione w tej pracy sprawozdanie z uzyskanych wynikoéw ma naste-
pujacy uktad: w rozdziale 1 przedstawione zostaly podstawowe zagadnienia
z zakresu klasycznej i kwantowe] torii informacji, wprowadzony réwniez zo-
stal formalizm macierzy kowariancji wykorzystywany w kontekscie transmisji
informacji klasycznej przez kanaty Gaussowskie.

Rozdzial 2 dotyczy efektow aktywacji w kanatach kwantowych dziataja-
cych w przestrzeniach o skoriczonym wymiarze. W czesci 2.1 prezentowane
jest twierdzenie o addytywnosci obszaréw pojemnosci dla kanalow klasycz-
nych z wieloma nadawcami. W czesci 2.3.1 pojawia sie pierwszy przyktad ak-
tywacji. Jest to aktywacja typu (i) polegajaca na superaddytywnosci maksy-
malnej indywidualnej predkosci transmisji R; przy zachowaniu addytywnosci
tacznej predkodci transmisji Rp. Przyklad zostat skonstruowany w oparciu
o schemat gestego kodowania. Nastepnie, w czesci 2.3.2, analizowany jest
przyktad aktywacji dla pracujacych réwnolegle dwoch kopii tego samego ka-
natu. Jest to przypadek, w ktorym pojemnos¢ klasyczna kanatu nie moze by¢
wyrazona w postaci jednowyrazowej formuty Holevo. Analiza tego zagadnie-
nia jest kontynuowana w czesci 2.3.3, gdzie badany jest wplyw splatania
wieloczastkowego na obszar pojemnosci klasycznej. Cze$¢ 2.3.4 zawiera przy-
ktady efektow aktywacji dla regularyzowanych obszaréw pojemnosci, ktorych
nie mozna wyrazi¢ w postaci jednowyrazowych formut Holevo. Wystepowa-
nie efektu superaddytywnosci dla wielkosci asymptotycznych wskazuje na
kwantowy efekt aktywacji jako immanentna ceche wielodostepnych kanatow
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kwantowych a nie tylko odbicie pewnych wtasnosci pojemnosci Holevo. Na
koniec, w czesci 2.3.5 przedstawione zostang przyktady kanatow pokazujace
aktywacje typu (ii) — aktywacje tacznej predkosci transmisji Ryp.

Rozdziat 3 zawiera propozycje eksperymentéw z obszaru optyki kwan-
towej obrazujacych efekt aktywacji w kanatach Gaussowskich. W czesci 3.1
wprowadzone zostaje uogolnienie twierdzenia o addytywnosci obszarow po-
jemnoéci klasycznej — tzw. zasada lokalnosci. Czesci 3.5.1 oraz 3.5.3 dostar-
czaja dwa przyklady kanatow Gaussowskich wykazujacych efekt aktywacji
przy wspotpracy z idealnym kanatem jednomodowym. Pierwszy z przykla-
dow to kanal zbudowany w oparciu o dzielnik wiazki, drugi to kanal skta-
dajacy sie z niedestruktywnych bramek sumujacych. W czesci 3.5.2 anali-
zowany jest wplyw wyboru stanéow kodowych na efekt aktywacji pod katem
zapotrzebowania na poziom $ci$niecia w transmitowanych jedno- i dwumodo-
wych stanach $ci$nietych. Rozwazania te moga by¢ interesujace ze wzgledu na
konsekwencje efektu aktywacji dla $wiattowodowych sieci komunikacyjnych.
Propozycje eksperymentoéw opisane w czesciach 3.5.1 oraz 3.5.3 konfronto-
wane s3 w czesci 3.5.4 z ograniczeniami wynikajacymi ze stanu wspoélczesnej
techniki eksperymentalnej w zakresie optyki kwantowej. Wyniki analiz przed-
stawionych w czesci 3.5.4 wydaja sie by¢ optymistyczne sugerujac, ze przy
obecnym poziomie techniki efekt aktywacji mozna uzyska¢ bez koniecznosci
uciekania sie do postselekcji wynikow.

Rozdzialy 2 oraz 3 zawieraja czes¢ ,Wyniki”, w ktorej zebrany zostal
nowy material uzyskany w trakcie prowadzonych przez Autora badan. Czesé
,Otwarte pytania” omawia problemy, ktorych niestety nie udato sie rozwigzaé
w trakcie tych badan, a ktore wydaja sie by¢ istotne dla dalszego zrozumienia
problematyki kwantowej aktywacji obszaré6w pojemnosci klasycznej.
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Rozdziat 1

Preliminaria

Celem tego rozdziatu jest zapoznanie czytelnika z uzywanym dalej aparatem
pojeciowym. Zostal tutaj zebrany oraz usystematyzowany material z zakresu
klasycznej i kwantowej teorii informacji, przy czym szczegblng uwage zwro-
cono na klasyczne Zrodta koncepcji takich jak kodowanie czy pojemnosé, za-
adaptowanych po6zniej przez kwantowa teorie informacji. Czytelnik znajdzie
tu rowniez opis technik stuzacych do analizy stan6w oraz kanatow Gaussow-
skich w kontekscie transmisji informacji klasycznej. Starano sie podkresli¢
naturalny zwiazek tych technik z eksperymentami z zakresu optyki kwanto-
wej.

Wiekszosé definicji i twierdzenn dotyczacych klasycznej teorii informacji
przytoczone jest za [25], z kolei opis formalizmu macierzy kowariancji oparty
zostal na pracy [88].

1.1 Klasyczna teoria informacji

1.1.1 Entropia, entropia warunkowa i informacja wza-
jemna

Entropia Shannona to podstawowe pojecie klasycznej teorii informacji. Ro-
zumie sie ja jako $rednia niepewnosé odnosnie wartosci zmiennej losowej X,
zanim wartos$¢ ta zostanie poznana, lub komplementarnie jako Srednig ilo$¢
informacji otrzymanej wraz z poznaniem wartosci X.

Definicja 1.1 Niech X bedzie dyskretng zmienng losowq nad alfabetem Ax z
rozktadem prawdopodobienistwa px = P(X = z). Entropia Shannona zmien-
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nej losowej X okreslona jest wzorem:

H(X) =~ ) pxlogpx (1.1)

z€Ax
przy czym przyjmuge sie, ze 0log0 = 0.

Entropia zmiennej losowej X o rozkladzie jednorodnym nad zbiorem m-
elementowym wynosi H(X) = mlogm.

Pojecie entropii Shannona mozna rozszerzy¢ na dowolng liczbe zmiennych
losowych:

Definicja 1.2 Niech X,Y, ... bedq dyskretnymi zmiennymsi losowymsi o tgcz-
nym rozktadzie prawdopodobienstwa px y, .. Wowczas entropia tgczna wyraza
sie jako:

H(X, Y, .. ) = — Z px,y”" long,Y,...‘ (12)

rEAx ,yEAy,...

Entropia taczna osigga wartos¢ maksymalng, gdy zmienne losowe X, Y, ... sa
niezalezne. Wlasnosé ta to subaddytywnosé entropii. Wyraza sie ona formuta:

HX)Y,..) < HX)+HY)+.... (1.3)

Ponadto entropia posiada rowniez wtasnos¢ silnej subaddytywnosci. Dla do-
wolnych trzech zmiennych losowych X, Y, Z zachodzi:

H(X,Y,Z)+ H(Z) < HX,Y)+ H(Y, Z). (1.4)

Skupmy sie teraz na przypadku dwoch zmiennych losowych X, Y. Entro-
pia laczna H(X,Y') mierzy calkowita niepewno$é¢ odnos$nie wartosci zmien-
nych losowych X, Y. Entropia zmiennej losowej Y, jesli znana jest wartosc¢
zmiennej losowej X = x, wynosi H(Y|X =1z) =} —py|x=s 10g py|x=s. Sto-
sujac to pojecie mozna wprowadzi¢ entropie warunkowa, ktora mierzy srednia
niepewnos¢ zmiennej losowej Y przy znanej wartosci zmiennej losowej X.

Definicja 1.3 FEntropia warunkowa zdefiniowana jest wzorem:

HY|X) = ) pHY|X =2) (1.5)
re€Ax
= - Z p:v,ylogpy\xa (16)
r€EAx ,yEAy

gdzie p, jest brzegowym rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.
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Wartosci zmiennej losowej X dostarcza H(X) bitow informacji o parze zmien-
nych losowych (X,Y’). Entropia warunkowa H(Y|X) wyraza, ile informacji
brakuje jeszcze do pelnego okreslenia wartosci pary (X,Y). Fakt ten mozna
zapisa¢ wzorem:

H(X,)Y)=H(X)+ H(Y|X). (1.7)
Dostep do nowych informacji zmniejsza nasza niepewnosé¢ odnosnie zmiennej
losowej, co formalnie wyraza sie w postaci:

H(X|YZ) < H(X|Y), (1.8)

gdzie X, Y, Z to zmienne losowe o lacznym rozktadzie prawdopodobienstwa

vayvz'
Ilog¢ informacji, jaka niesie warto§¢ zmiennej losowej X o wartosci Y,

dana jest przez informacje wzajemna'.

Definicja 1.4 Informacja wzajemna miedzy zmiennymi losowymi X ©Y wy-
Taza Sie W2Z0Tem:

Ps,
[(X:Y)= Y pyylog—L. (1.9)

IEAx,yEAy p:tpy

Informacja wzajemna okresla redukcje niepewnosci zmiennej losowej Y dzieki
znajomosci wartosci zmiennej losowej X, tzn.:

I(X:Y)=HY)-H(Y|X). (1.10)
Informacja wzajemna spetnia nastepujaca regute tancuchowa:
IX,)Y:Z2)=1(X:ZIY)+ I(Y : Z), (1.11)

gdzie I(X : Z|Y) = H(Z|Y) — H(Z|XY) to warunkowa informacja wza-
jemna.

Analogiem pojecia entropii dla ciggtych zmiennych losowych jest entropia
réznicowa:
Definicja 1.5 Entropia roznicowa ciggtej zmiennej losowej X o gestoSci roz-
ktadu prawdopodobienistwa p, nad zbiorem Ax ma postac:

hX) = —/A Pz Inppde. (1.12)

!Informacja wzajemna jest wielko$cig symetryczng, tzn. okresla ona réwniez iloéé in-
formacji jakg warto$¢ zmiennej losowej Y o wartosci X
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Entropia réznicowa dla m wymiarowej zmiennej losowej o rozktadzie normal-
nym z macierzg kowariancji v wynosi:

+00 1
hX)= —/ d™zpz Inp; = 5 In 27e det (1.13)
Pojecia roznicowej entropii tacznej, réznicowej entropii warunkowej oraz in-
formacji wzajemnej mozna zdefiniowaé¢ dla cigglych zmiennych losowych w
sposob analogiczny, jak ma to miejsce w przypadku zmiennych dyskretnych.

1.1.2 Kanal komunikacyjny

W tym podrozdziale przyjrzymy sie procesowi komunikacji pomiedzy nadawca
(Alicja) a odbiorca (Bobem). Celem tego procesu jest bezbledne przekaza-
nie komunikatu od nadawcy do odbiorcy i moze on sktadaé sie z kilku eta-
pow. Kazdy z etapow rozpoczyna sie od zakodowania komunikatu w wybrang
wielkosé fizyczna X (np. natezenie pola elektromagnetycznego). Po zakodo-
waniu nastepuje przekazywanie sygnatu od nadawcy do odbiorcy, co wiaze
sie z okreslonym zjawiskiem fizycznym (np. propagacja fal elektromagne-
tycznych), ktore decyduje o formie odwzorowania pomiedzy X a otrzymana
przez Boba wielko$cig Y. Na podstawie wartosci Y, Bob stara sie okresli¢
jaki komunikat nadata Alicja. Proces fizyczny stojacy za przekazaniem sy-
gnalu moze wprowadzaé¢ niekontrolowane i losowe zaktocenia (np. zaklocenia
wynikajace z promieniowania tla, rozpraszanie fali elektromagnetycznej na
przeszkodach) co prowadzi do znieksztalcenia komunikatu odebranego przez
Boba. Jesli Alicja i Bob zgadzaja sie odnosnie do tego jaki komunikat zostat
nadany, wowczas komunikacja konczy sie sukcesem.

Kanat komunikacyjny jest matematycznym modelem niedeterministycz-
nego procesu przekazywania sygnatu fizycznego od Alicji do Boba. Wybrany
przez Alicje zbior sygnalow stanowi alfabet wejsciowy Ax natomiast wyniki,
ktore moze otrzymac Bob to alfabet wyjsciowy Ay . Wartosé sygnatu x prze-
sytanego przez Alicje to symbol wejsSciowy, wartos¢ y otrzymana przez Boba
to symbol wyjsciowy. W pracy rozwazane sa tylko przypadki komunikacji w
czasie dyskretnym, tzn. takie w ktorych liczba uzy¢ kanatu w calym procesie
komunikacji jest skonczona.

Definicja 1.6 Kanal komunikacyjny I' : Ax — Ay to odwzorowanie stocha-
styczne opisane przez trajke: (Ax, Ay, Dye) gdzie Ax jest alfabetem wejscio-
wym, Ay jest alfabetem wyjsciowym a py, okresla prawdopodobieristwo otrzy-
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mania symbolu y, jesli nadany zostal symbol x. py|x nazywaé bedziemy praw-
dopodobienstwem przejscia. Kanal nazywamy bezpamieciowym, jezeli praw-
dopodobienstwo otrzymania na wyjsSciu symbolu y nie zalezy od tego, jakie
symbole byty przesytane podczas poprzednich uzyé kanatu. Jesli Ax oraz Ay
sq zbiorami skoriczonymi, to kanal nazywamy kanatem dyskretnym (kanatem
w zmiennych dyskretnych), jesli natomiast Ax oraz Ay sq izomorficzne ze
zbiorem liczb rzeczywistych R, to kanal nazywamy kanatem cigglym (kanatem
w zmiennych cigglych).

Definicja 1.7 Niech Iy, ' bedq kanatami bezpamieciowymi. Axa, Axs to
alfabety wejsciowe, Aya, Ays to alfabety wyjsciowe a pyajxa,pysxa to
prawdopodobienstwa otrzymania okreslonego symbolu wyjsSciowego przy za-
danym symbolu wejSciowym dla kazdego z kanatow. Polgczenie rownolegte
'y ® I'p kanatow bezpamieciowych to kanal w postaci:

FAB = (.AXAB = AXA XAXB,AyAB = AyA XAyB,pyAB‘XAB = pyA‘XApyB‘XB).
(1.14)

Wejscie i wyjécie kanatu I' 45 stanowig pary ztozone odpowiednio z sym-
boli wejéciowych i wyjsciowych kanatow I'4 oraz I'g. W definicji zaktadamy,
ze podczas procesu komunikacji nadawca nie dostaje zadnej informacji zwrot-
nej od odbiorcy. Polaczenie réwnolegte n kopii tego samego kanatu I' bedzie
oznaczane przez ['“n.

Przyktad 1.1 Wprowadzone przed chwilg pojecia uzyjemy do opisu trans-
misji sygnatu binarnego przez swiattowod jednomodowy. Uktad taki mozna
modelowaé za pomocq kanatu binarnego [25]. Alfabet wejsciowy i wyjsciowy
ma w tym przypadku postaé Ax = Ay = {0,1}. Kanal jest symetryczny:
z prawdopodobieristwem 1 — p transmisja przebiega bezblednie i kanatl reali-
zuje odwzorowanie y = x, natomiast z prawdopodobienstwem p kanat za-
mienta symbol na przeciwny y =1 —x. W przypadku transmisji z predkoScig
10[Gbit/s| na odcinku 100[km] obecnie osigga si¢ prawdopodobieristwo bledu p
na poziomie 1072, natomiast na odcinku 160[km] prawdopodobiernstwo bledu
wzrasta do 1072 [18].

1.1.3 Pojemno$é¢ dyskretnego kanalu komunikacyjnego
oraz twierdzenie o kodowaniu

Transmisja przez niedeterministyczny kanal komunikacyjny moze zakoriczy¢
sie sukcesem — odbiorca (Bob) oraz nadawca (Alicja) zgadzaja sie co do tego
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) - )
nadawca : r ° odbiorca
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Rysunek 1.1: Schemat transmisji zakodowanego komunikatu W przy uzyciu
n kopi kanatu I". Komunikat zdekodowany przez odbiorce to W. Strzatki
pokazuja kierunek transmisji.

jaki komunikat zostal przestany przez kanal — lub niepowodzeniem — na
podstawie odebranego sygnatu Bob sadzi, ze Alicja wystata inny komunikat
niz miato to miejsce w rzeczywistosci. Celem Alicji i Boba jest minimalizacja
prawdopodobienstwa takiego zdarzenia. Osiagaja to poprzez zastosowanie
procedury nazywanej kodowaniem (poréwnaj [25]).

Niech Ay = {W;} bedzie zbiorem komunikatow, ktore moze przesylac
nadawca. Rozmiar zbioru Ay wynosi M. Zakladamy, ze kazdy z komuni-
katow jest przesylany z rownym prawdopodobienstwem. Transmisja zako-
dowanego komunikatu odbywa sie¢ poprzez n kopi kanat I' i sklada sie z
nastepujacych etapow (patrz Rys. 1.1):

1. Odwzorowanie za pomoca funkcji kodujacej f : Ay — Axen komuni-
katu nadawcy w n elementowa sekwencje symboli wejéciowych kanatu
. Sekwencja f(W;) to stowo kodowe. Zbior wszystkich stow kodowych
uzywanych podczas transmisji tworzy stownik kodowy o rozmiarze M.

2. Transmisja stowa kodowego przez kanal I'®".

3. Dekodowanie na podstawie sekwencji symboli wyjsciowych komunikatu
wejsciowego za pomoca funkcji g : Ayen — Ay,

Przed przystapieniem do transmisji, obie strony ustalaja posta¢ funkcji f, g
oraz zbioru komunikatow Ay .
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Definicja 1.8 Kodem (M,n) dla kanatu T nazywamy trdjke ztozong z (f, g, Aw).

Stownik kodowy okresla warunkowy rozklad prawdopodobienstwa sym-
boli uzyskanych na wyjsciu I'*" w przypadku, gdy nadano komunikat WW. Ce-
lem kodowanie jest minimalizacja prawdopodobienstwa, ze w wyniku trans-
misji dwoch r6znych komunikatéw otrzymamy taka sama sekwencje symboli
ma wyjsciu I'®". Cel ten osiggany jest dzieki nadmiarowosci informacyjnej
kodu: rozmiar stownika kodowego jest mniejszy od liczby wszystkich sekwen-
cji, ktore mozna przestaé¢ przez kanal I'®", a stowa kodowe sg od siebie na
tyle odlegte, ze prawdopodobieristwo, iz podczas transmisji dwa stowa kodowe
zostang przeksztatcone w taki sam cigg symboli jest mate.

Definicja 1.9 Predkosé transmisji R dla kodu (M,n) dana jest wzorem:

R log M

[bitow / pojedyricze uzycie kanatu. (1.15)

Definicja 1.10 Maksymalne prawdopodobieristwo btedu \™ dla kodu (M,n)
it kanatu T okresla formuta:

A = max P(g(T"(f(W))) # W), (1.16)
gdzie maksymalizacja odbywa sie po catym zbiorze komunikatow.

A™ to maksymalne prawdopodobienstwo zdarzenia, ze odbiorca i nadawca
nie zgadzaja sie co do tego, jaki komunikat zostat przestany.

Definicja 1.11 Predkosé transmisji R jest osiggalna jezeli istnieje cigg ko-
dow (2"% n) takich, ze maksymalne prawdopodobierstwo btedow A0
wraz z n — o0.

Wielkoscia charakteryzujaca kanal komunikacyjny jest jego pojemnosé in-
formacyjna C.

Definicja 1.12 Pojemnosé dyskretnego bezpamieciowego kanatu komunika-
cyjnego dana jest wzorem:
C(I') =max [(X :Y). (1.17)
px
Informacja wzajemna (X :Y) liczona jest dla rozktadu prawdopodobieri-

stwa pxy = py|xPx, gdzie py|x pochodzi z definicji kanatu. Maksymalizacja
odbywa sie po wszystkich rozktadach prawdopodobienstwa px nad Ax.
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Rozmiar alfabetow Ay, Ay wprowadza ograniczenie na pojemnosé kanatu:
C(T) <log|Ax]|,C(T") <log|Ay]. (1.18)

Twierdzenie 1.1 (Shannona o kodowaniu dla kanatu komunikacyjnego): Dla
kanatu komunikacyinego I' osiggalne sq te predkosci transmisyi R, dla ktorych
zachodzi:

R < C(I). (1.19)

Nie mozna osiqgnqé predkosci transmisji R > C(I').

Dowdd twierdzenia 1.1 zawiera konstrukcje kodoéw losowych osiagajacych za-
dang predko$¢ transmisji.

1.1.4 Kanal Gaussowski

Kanal Gaussowski modeluje sytuacje, w ktorej do sygnalu dodawany jest
bialy szum. Jest to przyklad kanalu w zmiennych cigglych. Opisuje on do-
brze komunikacje satelitarng oraz przypadki, w ktorych sygnal transmito-
wany jest przy uzyciu pojedynczej wiazki. Zrodtem zaklocern moga byé tu:
szum $rutowy, szum termiczny w nadajnikach i odbiornikach, promieniowa-
nie elektromagnetyczne tla itp. Kanaly Gaussowskie nie pozwalaja na opis
takich efektow jak interferencja, zjawiska nieliniowe czy echo, pomimo to sta-
nowig podstawowe narzedzie w analizie pojemno$ci, w przypadku gdy sygnal
moze przyjmowaé wartosci z pewnego przedziatu liczb rzeczywistych.

Definicja 1.13 Kanal Gaussowski I' : Ax — Ay, gdzie Ax = Ay = R,
to odwzorowanie stochastyczne, dla ktorego zaleznosé miedzy wejsciem a wyj-
Sciem dana jest formutq:

Y=X+7 (1.20)

Z jest zmienng losowq o rozktadzie normalnym ze sredniq rowng 0 © wariancjq
ngum'

W przypadku komunikacji przez kanal Gaussowski mamy do czynienia
ze schematem analogicznym do tego, z ktérym spotkaliSmy sie w kontek-
Scie kanalow dyskretnych (poréownaj Rys. 1.1). W obu przypadkach zbior
przesytanych komunikatow jest skonczony. Tym razem jednak komunikaty
kodowane sa w sekwencje liczb rzeczywistych.
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Gdy Ay = R, nadawca moze wybra¢ dowolnie duzy alfabet symboli wej-
Sciowych odsunietych od siebie dowolnie daleko. Przy skoiiczonym poziomie
szumu o2, prawdopodobienstwo blednej interpretacji symbolu na wyjsciu
kanatu maleje do zera, czego rezultatem jest nieskoriczona pojemnos$é¢ ka-
natu (patrz Rw. (1.17)). Aby nada¢ fizyczne znaczenie pojemnosci kanatu
Gaussowskiego, musza zatem zosta¢ nalozone pewne ograniczenia na rozktad
prawdopodobienstwa symboli wej$ciowych. Powszechnie stosuje sie ograni-
czenie P na Srednia moc ($rednia energie przypadajaca na uzycie kanatu)
[25]:

P:o*(X)<o2.. (1.21)

Ograniczenie to mozna rozumie¢ jako $rednig ilo$é¢ energii, ktorg nadawca

moze wykorzysta¢ w procesie komunikacji (ilos¢ energii dostarczanej przez

elektrownie) lub jako wytrzymalos¢é kanatu (przekroczenie ograniczenia na

Srednia energie moze prowadzi¢ do zniszczenia kanatu). Pojemnosé kanatu T
w zmiennych cigglych bedziemy wiec rozumieli jako:

C(I') = max [(X:Y). 1.22

)= max  IX:Y) (122)

Twierdzenie 1.2 Pojemno$¢ kanalu Gaussowskiego I' ze $rednim nateze-

niem szumu o> oraz ograniczeniem na moc P : o>

szum we WYNOSL.

0.2

1
C(I') = 5 In (1 + == ) [natow/pojedyricze uzycie kanatu/. (1.23)

2
szum

2

Pojemnos$é ta jest osiggana przez X o rozktadzie Gaussa z 0*(X) = 02, i

E(X) = 0.

HNoraz SNR = o2,/02,,,, okresla stosunek poziomu sygnatu do szumu.

Dla kanalow Gaussowskich mozna zdefiniowaé¢, analogicznie jak w przy-
padku kanatow dyskretnych: kodowanie (M, n), szybko$¢ transmisji R dla ko-
dowania (M, n) oraz osiagalnos¢ R. Kodowanie musi spetnia¢ warunek (1.21).

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie o kodowaniu dla kanatu Gaussowskiego): Dla
kanatu Gaussowskiego ze Srednim natezeniem szumu o2, oraz ogranicze-

niem na moc P : o2, predko$é transmisji R jest osiqgalna jesli:
R < C(I). (1.24)

Nie mozna osiqgnqgé predkosé transmisji R > C(I'). C(I') dane jest wzo-
rem (1.23) (poréwnaj twierdzenie 1.1).
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1.1.5 Kanal wielodostepny

Kanal wielodostepny pozwala opisa¢ sytuacje, w ktorej wystepuje co naj-
mniej dwoch nadawcoOw i jeden odbiorca. Tak jak w przypadku kanatow 1-
do-1, aby wysta¢ komunikat nadawcy koduja go w sekwencje symboli przeka-
zywanych przez kanat. Za kazdym razem, gdy kanal jest uzywany, przekazy-
wana jest sekwencja zawierajaca po jednym symbolu od kazdego z nadawcow,
tzn. kanal pracuje w trybie synchronicznym?. Przed przystapieniem do trans-
misji wszystkie strony zgadzaja sie na uzywanie okreslonego kodu. Podczas
transmisji nie moga juz jednak wspoélpracowaé - nadawcy przesytaja komu-
nikaty niezaleznie od siebie, zaden nadawca nie wie, jakie symbole przesytaja
w danej chwili pozostali nadawcy®. Odbiorca, na podstawie odebranych sym-
boli, stara si¢ okresli¢ jaki komunikat wystat kazdy z nadawcéw. Transmisja
konczy sie niepowodzeniem, jesli komunikat od ktoéregokolwiek z nadawcow
zostal zle odczytany. Kodowanie w przypadku kanaléw wielodostepnych musi
radzi¢ sobie nie tylko z szumem wprowadzanym przez kanal, ale rowniez z
interferencja sygnaléw pochodzacych od réznych nadawcow. Pojecie kanatu
wielodostepnego pojawia sie w naturalny sposoéb w wielu rzeczywistych sys-
temach, jak np. satelitarne systemy tacznosci czy sieci mobilne, szczegdlnie w
kontekscie transmisji uplink tj. od telefonu komorkowego do stacji bazowe;.

Definicja 1.14 Kanal wielodostepny z k nadawcami to odwzorowanie sto-
chastyczne I' ©: Ax, x ... ® Ax, — Ay, gdzie Ax, jest alfabetem symboli
zwigzanym z wejsSciem X;, kontrolowanym przez nadawce S;. Relacja miedzy
wyjsciem kanatu a jego wejSciami okreslona jest rozktadem prawdopodobieri-

Stwa pY|X17)Xk :

Definicja 1.15 Kod ({M;},n) dla kanatu wielodostepnego T' jest trdjkq zto-
zong z ({fi}, 9,{Aw,}). fi to funkcja kodujgca nadawcy S; a Aw, to zbior
jego komunikatow. Rozmiar zbioru komunikatow Aw, wynosi M;. g ozna-
cza funkcje dekodujgcq. Podczas kazdej transmisji przesytana jest sekwencja

(f1(WA), ..., fu(Wy)), gdzie W; jest komunikatem od nadawcy S;.

2Wiadomosci na temat asynchronicznej transmisji przez kanaty wielodostepne mozna
znalezé w pracy [24]. Scenariusz, w ktorym rownoczesna transmisja przez kanal konczy sie
zawsze utrata komunikatu (kanatl kolizyjny), badany jest m.in. w pracy [69]. Wzbogacenie
kanatu kolizyjnego o informacje zwrotng dla nadawcéw o wystapieniu kolizji prowadzi
bezposrednio do modeli wezesnych lokalnych sieci komputerowych (ALOHA, Ethernet).

3Wptyw wspolpracy-korelacji miedzy nadawcami na pojemno$é kanatu wielodostepnego
analizowany byl m.in w pracy [83].
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Definicja 1.16 Maksymalne prawdopodobieristwo btedu \™ dla kodu ({M;}, n)
okresla wzor:

A\ — (WT?%VIC)P(Q(F@”(]”(WQ, co FWR))) # (Wi, W), (1.25)

przy czym maksimum liczymy po wszystkich sekwencjach (Wq,..., Wy) €
Ax, X Ax,. Zwrdéémy uwwage, Ze blgd podczas transmisji wystepuje witedy,
gdy przynajmniej jeden komunikat zostanie odkodowany niepoprawnie.

Z kodem ({M;},n) wiaze si¢ wektor predkosci transmisji (R, ..., Ry), gdzie
R; = log M;/n. Jego osiagalnosé definiuje sie analogicznie, jak w przypadku
kanatow z jednym nadawca.

Definicja 1.17 Obszar pojemnosci R(I') dla kanatu T' to zbior wszystkich
osiggalnych wektorow predkosci transmisyi.

Definicja 1.18 (Procedura dzielenie czasu [25] (ang. time sharing)): Niech
dane bedg dwa kody: ({277, 2772} n) oraz ({27%, 2% n). Procedura dziele-
nia czasu oznacza umowe miedzy nadawcamsi Sy © Sa, zZe podczas pierwszych
t1 uzyé kanalu bedqg korzystali z kodu pierwszego, przez nastepne ty z kodu
drugiego potem znowu na t; uzyé wrocg do kodu pierwszego itd.

Niech a = tltitQ. W wyniku procedury dzielenia czasu nadawcy przesylaja
(w sensie asymptotycznym n — o0) ze $rednimi predkosciami (aR; + (1 —
a)R}, aRy + (1 — a)RY).

Obszar pojemno$ci dyskretnego kanalu wielodostepnego zostal po raz
pierwszy podany w pracach |2, 67|. Ponizej, dla wektora R € R* stosu-
jemy skrotowa notacje Rs = ), ¢ R;, gdzie R; to element wektora R a

SC{l,... k)

Twierdzenie 1.4 (O kodowaniu dla dyskretnych kanatow wielodostepnych)
Obszar pojemnosci R(I') stanowi wypukta otoczke wszystkich wektordw pred-
koSci transmisji R, dla ktorych istnieje rozktad prawdopodobieristwa symboli
wejsciowych px, . x, = Dx, - - - DPx, toki, ze dla kazdego podzbioru nadawcow
S zachodzi:

Rs < I(Xs,Y[Xg0), (1.26)

gdzie: SC jest dopetnieniem podzbioru nadawcéw, Xg to zbidr wejsé kanatdw
odpowiadajgcy S'.
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Roéwnowaznie, obszar pojemnosci to domkniecie zbioru wektoréow predkosci
transmisji R, dla ktorych istnieja rozktady prawdopodobienstwa w postaci
PX1,.X0,Q = POPX1|Q - - - Px,|@ takie, ze dla kazdego podzbioru nadawcow S
spetnione sa nieréwnosci [25]:

Rs < I(Xs,Y|Xsc, Q). (1.27)

Na mocy twierdzenia Caratheodoriego, zmienna losowa () przyjmuje warto-
sci g € {1,...,k + 1}. Zmienna losowa () mozna interpretowa¢ jako wynik
zastosowania procedury dzielenia czasu. Wielkos¢ Ry = Zle R; nazywana
jest catkowita predkoscia transmisji.

Dla przypadku kanalu z dwoma nadawcami, nieréwnosci (1.26) redukuja
sie do postaci:

Rl +R2 S I(Xl,XQ . Y) (130)

Przyklad 1.2 Binarny kanat U'xor z dwoma nadawcami.

Kanat T'xor posiada dwa wejscia, przez ktore mozna przesytac stany
z alfabetu Ax, = Ax, = {0,1}. Wejscia i wyjscia kanatu wigze relacja:
Y = X1 ® Xy, gdzie ® oznacza dodawanie modulo 2. Warto zauvwazyé, ze ka-
nat ten dziata w sposob deterministyczny natomiast ewentualne bledy trans-
misgi wystepujg na skutek interferencyi symboli przesytanych przez nadaw-
cow. Na podstawie ograniczenia (1.18) tatwo zauwazyc, Ze obszar pojemnosci
R(I'xor) zawiera si¢ w obszarze O:

Oingl,RQSLRl—FRQSl. (131)

Przekonamy sie teraz, ze obszary te pokrywajg sie. Punkty (R7*0) = (1,0) i
(0, Ry*) = (0,1) sq osiggane odpowiednio przez rozktady P(X; =1, X, = 0) =
05,P(X1 = O,XQ = 0) == O.5,P(X1,X2 = 1) = 0 oraz P(Xl = O,XQ = 0) ==
0.5,P(X;=0,X,=1) =05, P(X; =1,X5) = 0. Punkt (0,0) jest osiggany

w oczywisty sposob w sytuacyi, gdy kazdy z nadawcow przesyta tylko jeden
ustalony symbol. O jest otoczkq wypuktq rozpietq na punktach: (1,0), (0, 1), (0,0).
Stad, na mocy Tw. 1.4 otrzymujemy natychmiast R(T'xor) = O.

Nierownosci (1.27) wyznaczaja obszar pojemnosci Rg = Rox,. x.al)

dla ustalonego rozktadu prawdopodobienstwa py, . x,.o- Dlapg = d(Q = 1),
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obszar ten odpowiada nieréwnosciom (1.26) i bedzie w skrocie oznaczany
przez R. Obszar Ry ma postac:

Rg={RER" :VYscp Ry < [(Xs:Y|Xg0,Q),View Ri >0}  (1.32)
Relacje pomiedzy obszarami pojemnosci R i R przedstawia Rys. 1.2.

'R R

1 1

a) b)

Rysunek 1.2: a) Obszar pojemnosci R = Rpx,...x, Wyznaczony dla roz-
ktadu rozktadu prawdopodobienistwa symboli wejsciowych px, . x,, b) R

jako otoczka wypukta obszarow pojemnosci Ry, . -

Przyjrzymy sie teraz pewnym geometrycznym wlasnosciom obszaru 7~2Q.

Definicja 1.19 Niech E = {1,...,k} oraz f : 2% — R, U{0} bedzie funkcjq
podzbiorow E. Wieloscian:

B(f) = {z € R* : Vscp x5 < f(9), Vier ; > 0} (1.33)

jest polimatroidem wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f spetnia: (i) f{0) =0,
(1) S €T = f(S) < f(T), (i) f(S)+ f(T) = f(SUT)+ f(SNT).

Twierdzenie 1.5 Obszar pojemnosci 7~€Q dla ustalonego rozktadu prawdo-
podobiernistwa symboli wejsciowych jest polimatroidem [48].

Dowé6d:

Podstawiajac f(S) = [(Xs : Y|Xgc,Q) do wzoru (1.33) otrzymujemy na-

tychmiast definicje obszaru pojemnosci Rg. Aby udowodni¢ twierdzenie na-
lezy zatem sprawdzi¢, czy tak zadana funkcja f(S) spelnia warunki (i)-(iii).
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Warunek (i) oznacza, ze informacja wzajemna w przypadku braku nadawcow
wynosi 0, co zachodzi w oczywisty sposob.

Prawdziwos$¢ warunku (ii) mozna pokaza¢ w nastepujacy sposob:

f(T)

Nieréwnosé (1.36) otrzymujemy korzystamy z S U S¢

= [(X7:Y|Xpe,Q) (1.34)
— H(Y|Xre,Q) — H(Y|Xr, Xre,Q) (1.35)
> H(Y|Xse,Q) — H(Y|Xs, Xge, Q) (1.36)
= I(Xs:Y|Xgc,Q) (1.37)
= f(9). (1.38)

=TUT® =F oraz z

faktu, ze dodatkowa informacja moze co najwyzej zmniejszy¢ entropie zmien-
nej losowej (S C T = T C T, patrz Rw. (1.8)).

Pokazemy teraz, ze warunek (iii) réwniez jest speilniony. W tym celu
zaczniemy od wyrazenia informacji wzajemnej przez odpowiednie entropie:

fS)+ (1) =

I(Xs:Y|Xse,Q) + I(Xy : YV|Xpe, Q)
H(Y|Xse,Q) — H(Y|Xs, Xsc, Q) +

H(Y[X7e,Q) — H(Y| X7, X710, Q)

H(Y, Xgc,Q) — H(Xsc,Q) — H(Y|Xs, Xg0,Q) +

H(Y, Xye,Q) — H(Xpe,Q) — H(Y|Xp, Xre, Q).

Korzystajac z reguly tancuchowej dla entropii* oraz z niezaleznosci nadawcow
pod warunkiem Q° mozemy przeksztalci¢ poprzednie wyrazenie do postaci:

fS)+f(T) =

H(Y, Xs0,Q) = > H(X|Q) — H(Q) — H(Y|Xg, Q)
ieSC

H(Y, X7e,Q) — Y H(Xi|Q) — H(Q) — H(Y|Xg, Q).
ieTC

H(X1]X2, X3,Q) + H(X2|X3,Q) + H(X3|Q) + H(Q)

TH(X1, X2, X35,Q) =

PH(X1|X2, X3,Q) =

H(X1]Q)
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Po odpowiednim przegrupowaniu wyrazéw widzimy, ze mozemy skorzystac
tutaj z silnej subaddytywnosci entropii®:

FS)+ f(T) = H(Y,Xs,Q) + H(Y, X7c,Q)

—Y HX|Q) - H(Q) - > H(X|Q) — H(Q)
ieS ieTC

—2H(Y|XE, Q)

H(Y, XSCUTC7 Q) + H(Y, XScmTC7 Q)

— Y H(Xi|Q) - H(Q) - ) H(Xi|Q) — H(Q)
ieSC ieTC

—2H(Y|XE, Q)

= H(Y, XSCUTC, Q) —+ H(Y, XScmTC, Q)

— Y HXIQ -H@Q) - Y HX|Q) - H(Q)
ieSenTC ieSCuTC

v

Ponownie robiac uzytek z reguly tancuchowej oraz niezaleznosci nadawcow
pod warunkiem @), na podstawie ostatniej formuly otrzymujemy:

f(S)+ f(T) > H(Y, Xgeure, Q) + H(Y, Xgenreo, Q)
—H(Xsnr, Q) — H(Xgcure, Q)
—2H(Y|Xp, Q)
I(Xsnr : Y| X(sarye, Q) + I Xsur : Y| X(sure, Q)
f(SNT)+ f(SUT),

co konczy dowod.
O

Zbior wierzcholtkow k wymiarowego polimatroidu (tj. takiego, ze E =
{1,...,k}) posiada bardzo uzyteczna wlasnos¢. Ot6z wszystkie jego elementy
mozna wyznaczy¢ przy uzyciu wariacji bez powtorzen ze zbioru {1,..., k}
[38]. Niech 7 bedzie pewna wariacja bez powtorzen. Odpowiada jej wierzcho-
tek v o wspotrzednych: v, = f({m}), vr, = f({m,....m})—f({L,...,m_1})

bpatrz Rw. (1.4) H(A,B) + H(B,C) > H(A,B,C) + H(B), gdzie A =
Xse\(senrey; B =Y, Xgonre, Q;C = Xpey\(sonro)
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oraz V;¢.v; = 0. Stosujac regule lancuchowa (patrz Rw. (1.11)) mozna poka-
zac, ze predkosci transmisji osiggane w wierzchotku v wynosza:

Re = I(Xs, : Y| Xnirts s X, Q). (1.39)

Zwroémy uwage, ze dwie rozne wariacje moga prowadzi¢ do wierzchotkow z
takimi samymi wektorami predko$ci transmisji.

W przypadku kanatu 2-do-1 lista wariancji bez powtorzen z przynalez-
nymi don wektorami predkosci transmisji to (patrz Rys. 1.3):

w:@:(g),
W:{l}:(I(Xlzi(/]le,Q))ﬂT:{z}:(I(X2:§9|X17Q))7

S I(X1:Y]X2,Q) — : (X, Y1Q)
=2} < 10X, Y[0) )’”_{2’1}‘ < I(Xy: Y]X,.Q) )

Formuta (1.39) na predkosci transmisji osiagane w wierzchotku v sugeruje
iteracyjna procedure dekodowania (ang. successive cancellation decoding).
Niech 7 bedzie wariacja bez powtorzen, ktora odpowiada wierzchotkowi v.
Zaktadamy, ze 7 zawiera k elementow. Na podstawie odebranego ciggu sym-
boli wyjsciowych, odbiorca dekoduje komunikat pochodzacy od nadawcy Sy, .
Odkodowany komunikat oznaczymy przez m,, . Znajac m,, odbiorca przyste-
puje do dekodowania komunikatu pochodzacego od nadawcy Sy, ,. Nastepnie
przy zalozeniu, ze nadawcy S;, oraz S, _, wystali odpowiednio komunikaty
My, 1 Mg, _,, stara sie okreslic komunikat od nadawcy S;, , itd. Mozna po-
kazac, ze procedura taka jest optymalna [2].

k—2

Definicja 1.20 Kanal Gaussowski, ktory posiada k > 2 nadawcow, a jego
wejscia it wyjScie wigze relacja:

k

Y =) X;+7 (1.40)

i=1
nazywaé bedziemy Gaussowskim kanatem wielodostepnym. Y to zmienne lo-
sowa zwigzana z wyjsciem kanatu, natomiast X; z wejSciem kanatu nalezg-
cym do nadawcy S;, Z modeluje szum o rozktadzie Gaussa z E(Z) = 0 oraz
0%(Z) = o2,,... Na $redniq energie przesytanqg przez kanal naktada sie zbior
ograniczen.:

P S 0*(X;) <02, (Si)}, (1.41)



1.2 Kwantowa teoria informacji 17

IX,:Y|Q)
I(X,:Y|X,.Q)

I(X,:Y]Q) I(X,:Y[X,,Q)

Rysunek 1.3: Obszar pojemno$ci ﬁQ dla ustalonego rozktadu prawdopodo-
bienistwa symboli wejSciowych z zaznaczonymi wierzchotkami R, .

2

(i) odnosi sie do wejscia kontrolowanego przez nadawce S;.

gdzie o

Twierdzenie 1.6 Wektor predkosci transmisji (Ry,..., Ry) nalezy do ob-
szaru pojemnosci R(I') kanatu Gaussowskiego T wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego podzbioru nadawcow S zachodzi:

1 o2 (S
Rg < 3 log (1 + #) , (1.42)

gdzie: Rg = g.c5 R, Toe(S) = D sies ne(Si)-

1.2 Kwantowa teoria informacji

Systemy kwantowe rozpatrywane w pracy bedziemy dzieli¢ na dwie kategorie:
systemy w zmiennych dyskretnych oraz systemy w zmiennych ciggltych. Do
pierwszej z kategorii naleza te uktady kwantowe, ktorych przestrzen Hilberta
ma wymiar skonczony. Przyktadem jest tu wizytoéwka kwantowej teorii infor-
macji - bit kwantowy (qbit) - ktory opisuje przestrzen Hilberta izomorficzna
z C?. Fizyczne realizacje gbitu to miedzy innymi: spin elektronu, polaryzacja
fotonu. Druga kategorie stanowia uktady, ktorych przestrzen Hilberta nie ma
skonczonego wymiaru. Ilustracja jest tu n-modowe pole elektromagnetyczne.
W przypadku systemoéw w zmiennych ciaglych zakres pracy ogranicza sie
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jedynie do systemow bozonowych i transmisji informacji klasycznej przez ka-
naly Gaussowskie”. W dalszej czeéci rozdziatu zostanie wprowadzony odpo-
wiedni formalizm, pozwalajacy w efektywny sposob opisaé ten rodzaj trans-
misji. Omawiajac stany Gaussowskie bedziemy czesto odnosi¢ sie do optyki
kwantowej, gdzie stany te pojawiaja si¢ w sposob naturalny.

1.2.1 Stany kwantowe

Stan czysty systemu kwantowego S (t.j. stan reprezentujacy pelna wiedze o
systemie S) opisany jest przez znormalizowany wektor |¢), nalezacy do prze-
strzeni Hilberta Hg. Wektor dualny do [¢) jest oznaczany jako (v|. Iloczyn
skalarny wektorow stanow [i) oraz |¢) to (1|¢). Dla oznaczenia operatora
rzutu (projektora) na stan [¢) przyjeto konwencje ¢ = |} ¢|. Zaleinosé
miedzy stanem poczatkowym |1g) a stanem koncowym |i)7) ewoluujacego w
czasie, izolowanego systemu fizycznego dana jest rownaniem |¢7) = Ultbg),
gdzie U jest operatorem unitarnym: UUT = UTU = 1.

Ustalona baza ortonormalna w przestrzeni Hilberta H stanowi baze stan-
dardowq tej przestrzeni. W przypadku przestrzeni n wymiarowej ma ona po-
sta¢: {|0),|1),...,|n)}. Czasem, dla oznaczenia elementow tej bazy stosowana
bedzie notacja: |e;), | f;). Baza standardowa gbitu sktada sie z wektorow:

m=(o) m=(1) (1.43)

W odniesieniu do elementéw bazy standardowej bedziemy uzywac okreslenia
etykieta aby podkresli¢ fakt, ze mamy do czynienia z obiektami w pelni od-
roznialnymi od siebie. Termin etykieta bedzie réwniez stosowany przy opisie
stanu uktadu klasycznego w ramach formalizmu mechaniki kwantowe;j.

Stan mieszany modeluje sytuacje, gdy brak jest pelnej wiedzy o stanie
systemu kwantowego. Do przedstawienia stanu mieszanego uzywa sie opera-
tora (macierzy) gestosci p : H — H. Operator gestosci jest to nie ujemny
operator Hermitowski o §ladzie 1. Dla stanu czystego [¢) ma on posta¢ pro-
jektora [i)(v)|. Zbior wartosci wlasnych operatora gestosci stanowi rozklad
prawdopodobienstwa.

Mieszanina stanow czystych {p;, |1;)} opisuje system, ktory z prawdopo-
dobienstwem p; znajduje w jednym ze stanéw czystych z ustalonego zbioru

"Wykorzystanie fermionéw oraz obdarzonych masa bozonéw jako nognikéw informacji
klasycznej i kwantowej analizowane jest m.in. w pracach [32, 33].
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{|1s)}. Nalezy podkresli¢, ze uklad przyjmuje tylko stany ze zbioru {|¢;)}.
Istnienie zbioru {|¢;)} odroznia mieszanine stanéw od stanu mieszanego.
Operator gestosci mieszaniny stanow czystych {p;, |1;) } ma postac p = >, pit,
gdzie 1; to projektor 1; = [1;}1);]. Rozne mieszaniny stanéw moga posiadaé
taki sam operator gestosci.

System, w ktorym mozna wyrézni¢ co najmniej dwie fizycznie oddzielne
czesci, nazywany jest systemem ztozZonym. Przykladem systemu ztozonego
jest atom wodoru oddziatywajacy z jednomodowym polem elektromagne-
tycznym. Niech system zlozony S sklada sie z podsystemow Sy, .Ss, ..., 5,.
Przestrzen Hilberta Hg skojarzona z systemem S jest produktem tensorowym
przestrzeni Hilberta jego podsystemow: Hg = @Q);_; Hs,. Jesli podsystemy S;
sa przygotowane w stanach czystych |v;), wowczas stan systemu S nazywany
jest czystym stanem produktowym i ma postac: |¢) = |[¢1) @ ... ® |1),). Dla
zwieztosci, w dalszej czesci pracy, znak iloczynu tensorowego bedzie opusz-
czany przy zapisie czystych stanéw produktowych. Czasem stan produktowy
systemu sktadajacego sie z qbitow bedzie zapisywany w postaci: |010). Stany
czyste, ktorych nie da sie przedstawi¢ jako stany produktowe nazywane sa
czystymai stanami splgtanymi.

Dla stanéw mieszanych wprowadza sie pojecie separowalnosci stanow.

Definicja 1.21 Stan mieszany ps uktadu S nad przestrzenio Hs = @, Hs,
nazywany jest stanem separowalnym jesli mozna go przedstawié w postaci:

ps =Y Dt @ ... 0l (1.44)
J

gdzie p; to rozktad prawdopodobieristwa.

Stany produktowe sg stanami separowalnymi natomiast stany splatane nie sa
separowalne. Poniewaz w tej pracy zajmujemy sie zasadniczo transmisja sta-
now czystych, czytelnika zainteresowanego ogoélna teoria splatania odsytamy
do pracy [60].

Twierdzenie 1.7 (O rozktadzie Schmidta): Niech system AB sktada sie z
podsystemow A i B. Wowczas dla kazdego stanu czystego |Yap) € Ha ® Hp
systemu AB istniejq takie zbiory standw ortogonalnych {|a;)}, {|b;)} nalezgce
odpowiednio do przestrzeni Ha i Hp, Ze stan |Yap) da sie przedstawié w
postaci:

[Yap) = Z)\i’ai>’bi>> (1.45)
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gdzie {\;} to zbior rzeczywistych dodatnich wspotczynnikow, przy czym za-
chodzi: Y, A7 = 1. r to liczba Schmidta stanu | ap).

Twierdzenie 1.8 Stan czysty uktadu dwuczesciowego jest stanem produkto-
wym jesli liczba Schmidta tego stanu wynosi r = 1. W przypadku gdy r > 1,
stan jest stanem splgtanym.

Jesli stan czysty |ap) jest stanem produktowym, to zawsze istnieje para
stanow [14) € Ha, [p) € Hp takich, ze |Yap) = |Va)|VB).

Definicja 1.22 Stan czysty |Vap) jest stanem maksymalnie splgtanym, jesli
jego liczba Schmidta spetnia

r = min(dim H 4, dim Hp). (1.46)

Przestrzen stan6w uktadu dwu gbitowego mozna rozpia¢ na wektorach w
postaci:

1

5 = —=(00) +[11) (L.47)
B 1
67 = —=(00) — 1) (1.48)
oo L
) = 5 (001) + [10) (1.49)
W) = L (jo1) - J10)) (1.50)

5

2

Powyzsze stany to stany Bella (nazywane roéwniez stanami EPR). Sa one
maksymalnie splatane i stanowia zbior stané6w ortogonalnych, ktory nazy-
wany jest baza Bella.

Definicja 1.23 (Slad czesciowy:) Niech AB bedzie systemem zozonym 2z
podsystemow A i B oraz niech {a;},{b;} stanowiqg bazy ortogonalne odpo-
wiednio w przestrzeni Ha i Hp. Slad czesciowy operatora gestosci pap po
podsystemie B to odwzorowanie liniowe w postaci:

rnlpas] = 3 ({bl{ailoasla) b)) lai)a] (151)

B9,k
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Operator gestosci pap systemu AB zredukowany do podsystemu A dany jest
wzorem: ps = trglpag].

Pomiar wogdlniony (ang. POVM) sktada sie ze zbioru nieujemnych ope-
ratorow Hermitowskich {M,,} spelniajacych relacje > = M,, = 1. Prawdo-
podobienstwo uzyskania wyniku m podczas wykonywania pomiaru POV na
operatorze gestosci p dane jest wzorem p,, = tr[M,,p|. Pomiar von Neumana
w bazie {|e,,)} jest szczegolnym przypadkiem pomiaru POV, w ktorym M,
jest projektorem na wektor stanu |e,).

Entropia klasyczna mierzy niepewnosé¢ co do wartosci realizacji zmien-
nej losowej X. Uogodlnieniem tego pojecia pozwalajacym mierzy¢ niepewnosé
odno$nie stanu systemu kwantowego p jest entropia von Neumana S(p) zde-
finiowana wzorem:

S(p) = —tr[plog p] (1.52)

Entropia von Neumana operatora gestosci p o wartosciach wlasnych {\;} wy-
nosi: S(p) = H({\;}). Niektore z istotnych wlasnosci entropii von Neumana
to (ponizej zakladamy ze p, p; to operatory gestosci, natomiast p; to rozktad
prawdopodobieristwa):

e Dodatniosé: S(p) > 0, rownos¢ zachodzi dla stanow czystych.

e Ograniczenie gorne: S(p) < logd gdzie d jest wymiarem przestrzeni
Hilberta, na ktorej zdefiniowane jest p. W przypadku zmiennych dys-
kretnych rowno$¢ zachodzi dla standéw zupelni zmieszanych, t.j. stanow
w postaci 1.

e Wklestosé: S(3, pipi) > >, 0iS(pi)

e Subaddytywnosé: S(pas) < S(pa) + S(pp), rownosé¢ zachodzi dla sta-
now produktowych pap = pa ® pp.

e Nierownosé trojkata (nierownosé Araki-Lieba): S(pap) > |S(pa) —
S(pB)|-

e Dla stanu czystego pap zachodzi: S(pa) = S(pp).

e Dla system6w w zmiennych dyskretnych entropia jest funkcja ciagta.

o S pipi) < 32 piS(pi)+H({p:}), rownos¢ zachodzi gdy stany p; maja
no$niki na podprzestrzeniach wzajemnie ortogonalnych.
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e Unitarna niezmienniczo$¢ entropii: dla kazdego operatora unitarnego U

zachodzi S(UpUT) = S(p).

e Silna subaddytywnos¢ entropii: S(papc) + S(ps) < S(pas) + S(psc)-

1.2.2 Stany Gaussowskie oraz formalizm macierzy ko-
wariancji

Niech S bedzie n-modowym systemem bozonowym (w pracy rozwazane sa
tylko uktady o skonczonej liczbie modow), ktorego przestrzen Hilberta ma
strukture: Heg = H1 ®...QH,. H; to przestrzenr Hilberta opisujaca -ty mod
ukltadu. {|n;)} oznacza baze Focka (baze stanow n-fotonowych) w przestrzeni
‘H;, natomiast a;r, a; to operatory kreacji i anihilacji w tej przestrzeni. Stan
prozni, czyli stan podstawowy uktadu bozonowego, oznaczany jest przez |0).
Kanoniczne operatory potozenia i pedu dla modu ¢ zdefiniowane sg jako:
X — 1 <a- +aT) P, = _ L <a~ — aT) (1.53)
= \Eta) h NAGEEIA .
Poniewaz operatory kanoniczne sa Hermitowskie, bedziemy sie¢ do nich od-
nosi¢ uzywajac rowniez sformutowania obserwable kanoniczne. Definicja 1.53
prowadzi do relacji komutacji: [X;, X;| = [P, Pj| = 0 oraz [X;, ;] =10, ;. W
dalszej czesci pracy operatory kanoniczne beda zwykle grupowane w wektor
R=(Ry,Ry,...,Rep)T = (X1, P1,..., X,, P,)T. Relacje komutacji moga by¢
zapisane przy uzyciu wektora R w postaci: [R;, R;] = iJZ-(j"), gdzie:

TN = J= ( _01 (1) ) (1.54)
=1

Kazdy stan p systemu bozonowego S mozna przedstawi¢ w postaci |88,
43|:
1

(2m)"

W (§) = exp (ié’TR) to operator Weyla a x, to funkcja charakterystyczna
stanu p. Stanowi ona reprezentacje stanu p w przestrzeni fazowej danej przez
operatory kanoniczne. Jej posta¢ mozna obliczyé¢ uzywajac formuty:

Xp (&) = tr[pW (§)] (1.56)

0= / gy, (JMEW (=J™¢). (1.55)
]RQn



1.2 Kwantowa teoria informacji 23

Definicja 1.24 Stany Gaussowskie to stany, ktorych funkcja charakterystyczna
ma postac funkcji Gaussa:

X(€) =exp |~ € +iETd —c|. (1.57)

gdzie v > 0 jest symetryczng macierzq rzeczywistq, d € R™, ¢ > 0 jest
liczbg rzeczywistq 1 odgrywa role czynnika normalizujgcego. Stany takie bedg
oznaczane przez P q.

Wektor d; = tr[pR;] interpretuje sie jako przesuniecie stanu p w przestrzeni
fazowej a ~ jako macierza kowariancji stanu:

vij = 2tr [p(R; — d;)(R; — dj)] —iJ™. (1.58)

Ponizsze twierdzenie charakteryzuje macierze kowariancji stanoéw fizycznych
oraz pozwala okresli¢, czy dla danej macierzy kowariancji istnieje stan Gaus-
sowski. Twierdzenie to jest przepisaniem zasady nieoznaczono$ci na jezyk
macierzy kowariancji.

Twierdzenie 1.9 Macierzy kowariancyi v opisuje uktad fizyczny wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi warunek: v +1J™ > 0.

Stan p moze by¢ reprezentowany w przestrzeni fazowej przez funkcje Wi-
gnera [89] W,. Uzycie funkcji Wignera pozwala moéwié¢ o stanie p w kate-
goriach rozkladu quasi-prawdopodobienistwa w przestrzeni fazowej. Funkcja
Wignera W, dana jest przez transformate Fouriera funkcji charakterystycznej

Xp-

W) = g | " ey () (1.50)

Dla stanu Gaussowskigo p, 4 funkcja Wignera ma postac:

W(§) = exp [=(§ —d)'y T (€~ d)] . (1.60)

1
m/det v
Rozktad gestosci prawdopodobienstwa wynikow pomiaru na stanie p obser-
wabli kanonicznej [2; mozna okresli¢ poprzez catke funkcji Wignera W, po
wspotrzednych fazowych &; dla ¢ # j. Np. dla uktadu jednomodowego w
stanie p, rozklad gestosci prawdopodobienstwa wynikéw pomiaru obserwabli
kanonicznej X wynosi px = [*. W,(x, p)dz.
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Niech psp opisuje stan uktadu zlozonego z czesci A i B. Funkcje cha-
rakterystyczng {4 stanu ukladu zredukowanego ps = trg[pap| otrzymuje sie
ktadac w funkcji charakterystycznej xap stanu pap wartosé¢ £ = 0, gdzie
¢p oznacza zmienne odnoszace sie do podsystemu B. W przypadku uktadu
dwumodowego wyglada to nastepujaco: xa (£4) = xap (§4,&s = 0). Latwo
zauwazy¢, ze operacja $ladu czesciowego zachowuje Gaussowski charakter
stanu.

Niech v d® oznaczaja odpowiednio macierz kowariancji oraz przesunie-
cie uktadu n modowego zredukowanego do modu i. Jezeli d¥) = 0 wowczas
$rednia liczba fotonéw w modzie ¢ wynosi:

L/ i
(N =7 (Wl +8% - 2) (1.61)

Operacja unitarna U = exp[iH] zachowuje Gaussowski charakter dowol-
nego stanu, jesli generujacy ja hamiltonian H jest co najwyzej forma kwadra-
towa operatorow kreacji i anihilacji [88]. W formalizmie macierzy kowariancji,
dzialanie operacji unitarnej na stan p, 4 okresla przeksztalcenie:

v o SyST (1.62)
d — Sd+d, (1.63)

gdzie d e R™ S e Sp(2n,R). Operacja unitarna wiaze sie tutaj $cisle z
pojeciem macierzy symplektycznej S, czyli takiej, ktora zachowuja forme
symplektyczng SJ™ST = J™ W interpretacji fizycznej, macierz symplek-
tyczna cechuje sie tym, ze w dzialaniu na macierz kowariancji zachowuje
relacje nieoznaczonosci: v +iJ™ > 0.

1.2.3 Przeglad podstawowych elementéw optycznych

Ponizej zamieszczony zostal opis elementoéw optycznych, z ktorymi czytelnik
spotka sie w dalszej czesci pracy. Dziatanie kazdego z elementéw przedsta-
wiono w terminach operacji unitarnych oraz w formalizmie macierzy kowa-
riancji. Wiecej informacji mozna znalezé w pracach [88, 43|.

Dzielnik wigzki

Dzielnik wigzki to jedno z najczeSciej spotykanych urzadzen w optyce kwan-
towej. Znajduje zastosowanie w roéznego typu interferometrach, detekcji sta-
now Bella oraz przy wytwarzania splatania. Wejscie i wyjscie dzielnika wiazki
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sktada sie z dwoch modow. Kazda z wiazek padajacych na dzielnik wiazki zo-
staje z okreslonym wspotczynnikiem przepuszczona lub odbita. Wspotezyn-
nik charakteryzujace te procesy beda oznaczane odpowiednio przez: T =
sin®¢, R = 1 — T = cos? ¢. Dzielnik wiazki 50:50 (t.j. taki, ktory w row-
nych proporcjach przepuszcza i odbija wiazki wejSciowe) reprezentowany jest
operacja unitarna:
7r

Upw = exp Z(alag —alay)|. (1.64)

W formalizmie przestrzeni fazowej bardziej ogélna posta¢ dzielnika wiazki

dana jest przez:

VR 0 —VT 0
0 VR 0 =T
VI 0 VR 0
0 vT 0 VR

W przypadku dzielnika wiazki 50:50 mamy R = T = 1/2. Dzielnik wiazki
jest elementem pasywnym, tzn. energia wigzek padajacych na wyjscia jest
rOwna energii wiazek opuszczajacych ten element.

S:

IS
I

(1.65)

o O OO

Przesuniecie

Przesuniecie D(«) to operacja unitarna w postaci:
D(a) = exp(aal — a*a). (1.66)

Czesto bedzie uzywana notacja D(d,,d,) = D(a/v/2). W dziataniu na stan
Gaussowski, przesuniecie opisana jest przez:

5:<é$),dz(§:). (1.67)

Zauwazmy, ze przesuniecie nie zmienia macierzy kowariancji stanu. Operator
przesuniecia wiaze z operatorem Weyla relacja: D(§) = W (J&). Przesuniecie
jest operacja aktywna, tzn. w dzialaniu na stan zmienia jego $rednig liczbe
fotonow. Operacje przesuniecia realizuje sie mieszajac przy uzyciu bardzo nie-
symetrycznego dzielnika wiazki (99:1) [94] (poréwnaj cze$é 3.5.1) dany stan
wejsciowy z wiazka pochodzaca od silnego zrodla swiatla spojnego (laser).
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Sciskanie jednomodowe

Operacja $ciskania jednomodowego powoduje zmniejszenie wariancji jednego
z operatoréw kanonicznych za cene wzrostu wariancji drugiego. Wiaze sie z
tym nastepujaca operacja unitarna:

5(0) = exp [5(¢a = ca®)] (169

W formalizmie macierzy gestosci, $ciskanie jednomodowe dla przypadku ¢ =

r € R opisuja:
e” 0 ~ 0
so (5 0).a=(2) 19

Sciskanie, tak samo jak przesuniecie jest operacja aktywna. Sciskanie dowol-
nego stanu mozna wykona¢ przy uzyciu medium Kerra [5]. Jednak w praktyce
w laboratoriach wytwarza sie zasadniczo tylko Sci$niete stany prozni, o czym
wiecej bedzie powiedziane w dalszej czesci pracy.

1.2.4 Przeglad podstawowych klas stanéw Gaussowskich

Ponizej zamieszczony zostat przeglad wybranych klas stanéw Gaussowskich.
Kazda z wymienionych tu klas cechuje sie specyficzng forma macierzy kowa-
riancji nalezacych do niej stanow.

Stany spdjne (koherentne)

Stany spojne |a) to, obok stanéw termicznych, najbardziej "klasycznestany
pola elektromagnetycznego. Zdefiniowane sg jako prawe stany wlasne ope-
ratora anihilacji: ala) = a|a), gdzie « to parametr zespolony. Stany spojne
naleza do grupy stanow o minimalnej nieoznaczonosci (tzn. takich, dla kto-
rych zachodzi rownosé w zasadzie nieoznaczonosci). Ponadto cechuja sie tym,
ze maja takie same wariancje obu zmiennych kanonicznych. Stany spdjne
otrzymuje sie poprzez dzialanie operatorem przesuniecia na stan proézni:
la) = D(«)|0). W praktyce zrodlem stanow spojnych jest laser wspolpra-
cujacy z odpowiednim ukladem redukujgcym szum do poziomu kwantowego
[5]. Stan spojny w reprezentacji stanow Focka, przedstawia sie nastepujaco:

) = exp <—%]a\2) . (1.70)

n=0

5
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Zwiagzana z nim macierz kowariancji ma specyficzna postac:

Ysp = < é (1) ) : (1.71)

Wektor przesuniecia stanu |«) opisuje zaleznos¢:

S()-() e

Stany spojne tworza baze nadmiarows w przestrzeni Hilberta [ d*a|a)a| = L.
Srednia liczba fotonéw stanu spojnego |a) wynosi N = |a/?.

Stany termiczne

Stan termiczny opisuje pole elektromagnetyczne pochodzace z ciata dosko-
nale czarnego o temperaturze T. W tej pracy, zamiast temperatury, stan ter-
miczny okresla¢ bedzie jego srednia liczba fotonow N. Ponownie zaczniemy
od reprezentacji Focka, gdzie N fotonowy stan termiczny opisuje formuta:

o0

pn =15 2 (o) Ikl (1.73)

n=0

Macierz kowariancji oraz wektor przesuniecia stanu termicznego maja postac:

C[(1+2N 0 (0
(o) (0) e

Stan termiczny z N = 0 to stan prozni. Dla ustalonego N, stan termiczny
posiada maksymalna entropie. Wynosi ona S(pierm) = g(N), gdzie g(x) =
(14+2z)In(l1+2)—zlnx.

Stany $ci$niete jednomodowe

Prezentacje ,nieklasycznych” stanow Gaussowskich zaczniemy od jednomo-
dowego stanu $Scisnietego. Tak jak stan spojny, jest on stanem o minimalne;j
nieoznaczonosci. Jednak w tym przypadku wariancje zmiennych kanonicz-
nych r6znig sie od siebie: wariancja jednej z obserwabli kanonicznych — ob-
sewabli $ci$nietej — jest tu mniejsza niz w stanie spojnym. W obszarze teorii
informacji, bezposrednia konsekwencja tego faktu jest wieksza wartos¢ ilo-
razu poziomu sygnalu do szumu (SNR) w przypadku kodowania sygnatu w
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przesuniecie obserwabli $cisnietej w poréwnaniu z kodowaniem sygnatu w
przesuniecie stanow spojnych [91, 23].

Dalej skupimy sie na Scisnietych stanach prozni: |(;0) = S(¢)[0), gdzie
¢ = re'? jest parametrem zespolonym. Maja one nastepujaca reprezentacje
w bazie Focka:

1¢;0) = \/sechrz ' (nQ!n)! [—%ei‘btghr] 12n), (1.75)

r oznacza tu parametr Scisniecia a ¢ okresla kierunek na ptaszczyznie fazowe]
X — P, w ktorym stan jest $ciskany: ¢ = 0 oznacza Sciskanie obserwabli X,
natomiast ¢ = 7w obserwabli P. Macierz kowariancji dla ¢ = 0 przyjmuje

postac:
e 0
7= ( 0 627“ ) . (176)

Srednia liczba fotonéw w stanie $cisnietym wynosi N = sinh®7. Scisniete
stany prézni mozna przesuwac; otrzymuje sie wtedy przesuniete $ciSniete
stany prozni: |(;a) = D(a)|¢;0).

Eksperymenty zwigzane z wytwarzaniem $ciSnietych standéw prozni wy-
korzystuja réznego rodzaju nieliniowe procesy optyczne. Pierwsze ekspery-
menty opieraly sie na zdegenerowanym mieszaniu czterech fal [5]. Obecnie
wysoki poziom $cisniecia rzedu r = 1.15 uzyskuje sie zwykle bazujac na zde-
generowanym parametrycznym obnizaniu czestotliwosci [86].

Stany $ci$niete dwumodowe

Stany $ci$niete dwumodowe sa przyktadem splatanych standéw Gaussowskich.
W stanach takich obserwujemy §ci$niecie kombinacji liniowych zmiennych
kanonicznych nalezacych do réznych modow, w szczegolnosci: X, — X5 oraz
P+ P, co odpowiada kierunkowi $ciskania ¢ = 0. Wielko$¢ $ci$niecia okresla,
podobnie jak w przypadku standéw jednomodych, parametr r. Ogolna postaé
dwumodowego stanu $cisnietego prozni to:

oo

€)= sechr Y [e tghr]" [n)|n), (1.77)

n=0

gdzie ¢ = re'? jest parametrem zespolonym. W dalszej czesci pracy uzywane
beda tylko stany, dla ktorych ¢ = 0. Macierz kowariancji takiego stanu ma
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postac:
cosh 2r 0 sinh 2r 0
0 cosh 2r 0 — sinh 2r
VSPL = | ginh o 0 cosh 2r 0 (1.78)
0 — sinh 2r 0 — cosh 2r

Nieformalnie, w granicy r — oo, dwumodowy S$ci$niety stan prézni moze
by¢ zapisany w reprezentacji potozenia lub reprezentacji pedu jako:

/R dala) 1), / dplp)] - p), (1.79)

co uSwiadamia nam charakter korelacji miedzy odpowiednimi obserwabliami
w obu modach.

Srednia liczba fotonéw w dwumodowym stanie $cinietym prozni wynosi
N = 2sinh?r. Slad czesciowy po jednym z modéw prowadzi do stanu ter-
micznego o $redniej liczbie fotonow N = sinh?r.

Stany dwumodowe mozna uzyskaé¢ przy uzyciu niezdegenerowanej wersji
procesOw uzywanych do otrzymywania Sci$nietych stanéw jednomodowych.
Ponadto do otrzymywania dwumodowych stanéw $ci$nietych wykorzystuje
sie rowniez mieszanie dwoch jednomodowych stanow Scisnietych na dzielniku
wiazki 50 : 50 [88].

Twierdzenie 1.10 (O postaci standardowej stanu dwumodowego [17]): Do-
wolny dwumodowy stan Gaussowski moze byé opisany, z doktadnoscig do
lokalnych operacji unitarnych, za pomocq 4 parametrow, t.j. macierz kowa-

riancyi:
A C
() (1.50)

mozna sprowadzi¢, uzywajgc macierzy symplektycznych Sy @ So dziatajgcych
odpowiednio na modach 1 ¢ 2, do postaci:

0 c
T (SeShes) = 0 b0 (1.81)
0 c. 0 D

Powyzej, macierze A, B, C' sq macierzami rzeczywistymi 2 x 2, A = AT A >
0,B = BT, B > 0. Wspdtczynniki a,b,cy,c_ dane sq przez relacje: dety =
(ab—c?)(ab—c3),det A =a? det B =, det C' = cyc_.



30 Preliminaria

Twierdzenie to mozna rozumie¢ jako Gaussowski odpowiednik twierdzenia
Schmidta o dekompozycji. Stan Guassowski jest stanem splatanym, jesli za-
chodzi:

dety+1 < det A+ det B—2detC. (1.82)

Twierdzenie 1.11 (O diagonalizacji [1]): Macierz kowariancji~y stanu Gaus-
sowskieqgo moze byé sprowadzona, przy uzyciu operacyi symplektycznych, do
postaci:

v ST = Puila, (1.83)
=1

gdzie S oznacza operacje symplektyczng a v; € [1,00) to symplektyczne war-
tosci wtasne.

Symplektyczne wartosci wlasne dane sg przez pierwiastki kwadratowe war-
tosci whasnych macierzy —J™~J(™~. W zbiorze wartosci whasnych macierzy
—J™~JMy kazda z liczb wystepuje dwukrotnie. Symplektyczne wartosci
wlasne oblicza sie biorac po jednej warto$ci z pary. Symplektyczna war-
to$¢ wlasna mozna utozsamié¢ ze Srednia liczba fotonéw w stanie termicz-
nym v; = 2N; + 1, a poniewaz S odpowiada operacji unitarnej na uktadzie,
entropia stanu Gaussowskiego ma postac:

S@)Zéég(m;1>. (1.84)

Czasami, dla zwiekszenia zwieztosci, w dalszej czesci pracy bedzie stosowana
notacja: S(y) = S(py,q)-

1.2.5 Kanal kwantowy

Kluczowa koncepcja w modelowaniu ewolucji uktadu kwantowego () w obec-
nosci szumu jest kanat kwantowy®. Kanal kwantowy stanowi pewnego rodzaju
uogolnienie klasycznego kanatu informacyjnego. Nadawca wykorzystuje ka-
nal kwantowy aby przestaé¢ do odbiorcy uktad kwantowy (). Kanal kwantowy
moze by¢ rozumiany jako czarna skrzynka w tym sensie, ze nie interesuja nas

8Inne metody opisu ewolucji uktadéw otwartych takie jak ang. quantum master equ-
ation oraz ich relacje z kanalem kwantowym mozna znalezé¢ miedzy innymi w pracach
[72, 20, 42]
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szczegoty fizycznego procesu lezacego u podstaw ewolucji uktadu oraz spo-
sob oddziatywania ukladu z otoczeniem a jedynie relacja miedzy stanami
wejsSciowymi i wyjsciowymi uktadu podlegajacego ewolucji. Kanal kwantowy
opisuje procesy markowskie tzn. takie, w ktorych stan uktadu opuszczajacego
kanatl zalezy tylko od stanu tego uktadu przed wejsciem do kanatu, nie zalezy
natomiast od tego jakie stany byly wczesniej transmitowane przez kanat —
kanat kwantowy jest bezpamieciowy. O ukladzie () zaktada sie, ze jest on po-
czatkowo odizolowany od otoczenia, tj. uktad @) oraz srodowisko wystepuja
w stanie produktowym: p,. ® ps., gdzie p,e to stan wejSciowy uktadu @ a
psr to stan §rodowiska. Oddziatywanie systemu () z otoczeniem nastepuje do-
piero podczas transmisji przez kanal. System () oraz otoczenie tworza w tym
momencie uktad izolowany tak wiec ich ewolucje opisuje operator unitarny
U. Przyjmuje sie, ze zadna ze stron procesu komunikacji nie ma dostepu do
otoczenia i nie wie w jakim stanie aktualnie sie ono znajduje. Odbiorca otrzy-
muje w wyniku opisanego wyzej procesu stan wyjSciowy p.,, ktory wigze si¢
ze stanem wejSciowym p,,. rOwnaniem:

Puy = T [U(pue @ psr)U'] (1.85)

Zaktada sie, ze srodowisko jest na tyle duze, ze zmiana jego stanu na sku-
tek oddzialywania z systemem () jest pomijalnie mata. Konsekwencja tego
jest wspomniana wyzej bezpamieciowo$¢ kanatu. Kanal kwantowy opisany
wzorem (1.85) formalnie definiuje sie jako:

Definicja 1.25 Kanal kwantowy to liniowe, kompletnie dodatnie i zachowu-
jace Slad odwzorowanie w postaci: © : B(Huye) — B(Huy)-

Definicja ta mowi, ze kanal kwantowy przeksztatca operatory gestosci w ope-
ratory gestosci. W przypadku zmiennych dyskretnych, kazdy kanal kwantowy
mozna przedstawi¢ przy uzyciu reprezentacji Krausa o czym mowi ponizsze
twierdzenie:

Twierdzenie 1.12 Kanat kwantowy ® w zmiennych dyskretnych mozna przed-
stawié¢ w postaci sumy operatoréw [50]:

®(p) = EipEl, (1.86)

przy czym zachodzi: ), EjEZ =1
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Reprezentacja taka nie jest jednoznaczna, tzn. dla danego kanatu moze istnie¢
wiele rownowaznych reprezentacji.

Reprezentacja dana Tw. 1.12 prowadzi do bardzo intuicyjnej interpretacji
dziatania kanatu: stan wej$ciowy p jest przeksztatlcany z prawdopodobien-
stwem p; = tr[EZ-pEZ-T | w stan wyjsciowy

EipEiT

_BibEs 1.87
tr[E;pE]] (157

p—

co bardzo blisko wiaze sie z dziataniem klasycznego kanatu komunikacyjnego.
Rownolegle potaczenie kanalow kwantowych definiuje sie analogicznie,
jak w przypadku kanatow klasycznych.

Definicja 1.26 Minimalna entropia wyjscia Hpipn(P) kanatu ® dana jest
wzorem:

Honin(®) = inf S((p)). (1.88)

Minimalna entropia wyjscia H,,;, stanowi dolne ograniczenie na ilo$¢ szumu
wprowadzanego przez kanal podczas transmisji.

Przedstawione ponizej przyklady ilustruja koncepcje kanatu kwantowego
oraz reprezentacji kanatu w postaci sumy operatorow. Warto zwrdci¢ uwage
na analogie pomiedzy kanalem depolaryzujacym a klasycznym kanatem sy-
metrycznym. Wszystkie opisane ponizej kanaly to odwzorowania w postaci:
o : B(C") — B(C")

e Kanal identycznosciowy

Kanal identycznosciowy Z nie zmienia postaci stanu wejsciowego: Z(p) =
p. Kanal ten mozna przedstawi¢ przy uzycia pojedynczego operatora:

Ey =1. (1.89)

e Pomiar projektorowy (pomiar von Neumana)

Kanal wykonuje na stanie wejSciowym pomiar projektorowy w wybra-
nej bazie ortogonalnej {|7)} nad przestrzenia wejsciowa C". Stany orto-
gonalne, stanowigce wyjscie kanalu, sa w pelni rozréznialne i mogg by¢
traktowane jako klasyczne etykiety. Mozna wiec powiedzieé¢, ze kanat
przeksztatca uktad kwantowy w uktad klasyczny. Kanaly realizujace
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tego typu operacje nazywa sie kanalami ¢ — c. Reprezentacja kanatu
dana jest przez zbioér projektorow:

B, = |iXi]. (1.90)

e Przygotowanie stanu

Przygotowanie stanu to operacja komplementarna do pomiaru. Polega
ona na przeksztalceniu uktadu klasycznego w stan kwantowy. Dla danej
etykiety |i) na wejsciu, kanal produkuje stan |v;). Zbior stanow {|v;) }
nie musi by¢ ani ortogonalny ani zupelny. Kanaly realizujace preparacje
stanu zalicza sie do grupy kanalow ¢ — q.

Operatory opisujace kanat to:
E; = [¢:)il. (1.91)

e Kanal tamigcy splatanie

Cecha charakterystyczna kanalow tamiacych splatanie jest to, ze nie
mozna ich uzy¢ do wytworzenia stanu splatanego pomiedzy uczestni-
kami procesu komunikacji. Reprezentacja takiego kanatlu w postaci [58]:

E; = i), Z [ae| =1 (1.92)

pozwala interpretowaé¢ go jako szeregowe potaczenie kanatow wykonu-
jacego pomiar oraz preparacji stanu. Cecha charakterystyczna kanatu
tamiacego splatanie jest to, ze wszystkie operatory F; sa rzedu 1.

e Kanaly zmieniajace bit, faze oraz bit-faze

Wszystkie omawiane ponizej kanaly dziataja na uktad 1-gbitowy. W
tym miejscu wygodnie jest mysle¢ o gbicie, jako o czastce ze spinem 1/2,
przy czym baza standardowa zwiazana jest z pomiarem spinu wzdluz
osi Z. Czastka taka, przechodzac przez kanal, z prawdopodobienstwem
p nie zmienia swego stanu, natomiast z prawdopodobienstwem 1 — p
ulega obrotowi o 7 radianéw wzdluz odpowiedniej osi. W przypadku
kanatu zmieniajacego bit jest to o§ X, co odpowiada transformacji
|0) <> |1). Dla kanalu zmieniajacego faze jest to oS Z, prowadzi to
do zmiany fazy na przeciwna dla czastki w stanie |1). Kanal zmie-
niajacy bit-faze wykonuje obrot wzdtuz osi Y i jest ztozeniem dwoch
poprzednich przypadkow.
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Kanaly reprezentowane sa przez nastepujace pary operatorow:

EYit = Jpl, BVt = JT=pX (1.93)
E())”aza _ \/]31’ E{aza _ mz (194)
Egit—faza _ \/Z_)L Efit—faza =./1= p}/, (195)

gdzie XY, Z to macierze Pauliego. Dla p = 1/2 kanal zmieniajacy faze
sprowadza sie do kanalu wykonujacego pomiar projektorowy w bazie

{10), 1)}

Kanal depolaryzujacy

Kanal depolaryzujacy z prawdopodobienstwem 1 — p pozostawia stan
uktadu bez zmian, zas z prawdopodobienstwem p zamienia stan uktadu
w stan maksymalnie wymieszany. Dziatanie kanatu depolaryzujacego
opisuje rOwnanie:

D(p) = I+ (L - pp. (1.96)

W przypadku kanatu gbitowego, kanal depolaryzujacy reprezentuja
operatory:

Ey=4/1— %pl, E, = gx, E, = gY, Ey = gz (1.97)

Kanal depolaryzujacy wykonuje z rownym prawdopodobienstwem ob-
rot wzdtuz kazdej z osi.

Definicja 1.27 n modowy kanat Gaussowski ® to kanat kwantowy, ktory
przeksztatca stany Gaussowskie w stany Gassowskie. Kanat taki w nastepu-
jacy sposdb transformuge operator Weyla [88]:

W (§) = W (XE)exp (—%STYS) exp (iﬁTd’) , (1.98)

gdzie X,Y sq macierzami rzeczywistymi o rozmiarze 2n X 2n, ponadto Y
jest macierzq symetryczng oraz dodatniq, d' to wektor liczb rzeczywistych o
rozmiarze 2n .

Warunek kompletnej dodatnio$ci wymaga, aby spelniona byla nier6wnosc:

Y +iJ™ —iXTJmWX > 0. (1.99)
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W powyzszej definicji macierz Y mozna interpretowaé jako klasyczny szum
dodawany przez kanal do zmiennych kanonicznych. Dziatanie kanatu & w ter-
minach macierzy kowariancji przedstawia sie nastepujaco (bedzie ono ozna-
czane maly litera alfabetu greckiego):

oY) = XTAX +Y, ¢(d) — XTd+d (1.100)

Kanal Gaussowski jest w pelni opisany przez macierze X,Y oraz przesunie-
cie d’. Dowolne przesuniecie stanu Gaussowskiego mozna osiagnaé stosujac
lokalne operacje unitarne, a poniewaz te nie wpltywaja na przepustowosé¢ ka-
natu, w dalszej czesci pracy przyjmujemy dla uproszczenia d' = 0.

Wazne przyktady Gaussowskich kanaltow kwantowych:

e Kanal wprowadzajacy szum klasycznym

Kanal w losowy sposob przesuwa stan wejsciowy (X = I). Wprowa-
dzane przesuniecie ma rozktad Gaussowski opisany macierza kowarian-
cji Y. Dzialanie kanatu przedstawia formuta:

() =7+Y. (1.101)

Przy uzyciu szumu klasycznego mozna modelowa¢ miedzy innymi szum
elektroniczny w urzadzeniach pomiarowych lub w urzadzeniach shuza-
cych do modulacji wiazki $wiatla.

e Kanal termiczny

Kanal termiczny opisuje oddziatywanie uktadu n modowego z otocze-
niem w stanie rownowagi termicznej. Mod wejSciowy 7 sprzezony jest z
modem w stanie termicznym o Sredniej liczbie fotonéw N;. Sprzezenie
modeluje sie przy uzyciu dzielnika wiazki o transmitancji 7;. Dziatanie
kanatu dane jest przez macierze:

X =P VTL Y =1 -T)1+2N)L, (1.102)

e Kanal ttumiacy

Szczegblnym przypadkiem kanatu termicznego jest kanal ttumiacy. Od-
nosi si¢ on do sytuacji, gdy otocznie jest w stanie prézni: N; = 0.
Uzywajac pojecia kanatu ttumiacego, mozna opisa¢ m.in. straty na ele-
mentach optycznych.
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Kwantowe kanaty wielodostepne definiuje sie analogicznie do kanalow
kwantowych z jednym nadawca. Réznice stanowi tutaj ograniczenie na struk-
ture stanéow wejSciowych wynikajace z zatozenia, ze tak jak w przypadku
klasycznym, nadawcy nadaja niezaleznie od siebie a kazdy z nich kontroluje
odrebne wejscie kanatu. Dla prostoty, podane nizej definicje i twierdzenia
odnosi¢ sie beda tylko do przypadku kanalow z dwoma nadawcami. Mozna
je jednak tatwo rozszerzy¢ na kanaly z wieloma nadawcami.

Definicja 1.28 Kwantowy kanal wielodostepny z dwoma nadawcamsi to li-
niowe, zachowujgce slad, zupetnie dodatnie odwzorowanie w postaci:

O : B(H1) @ B(Ha) > B(Huy), (1.103)

gdzie Hy, Ho to przestrzenie Hilberta opisujgce wejscie kontrolowane od-
powiednio przez nadawce Sy @ So. Przestrzen Hilberta H.,, opisuje wyjscie
kanatu.

O ile nadawcy S; 1 Sy nie dzielg stanu splatanego, nadaja oni niezaleznie od
siebie stany p; i po a odbiorca otrzymuje stan ®(p; ® ps).

Pojecie kanatu wielodostepnego w analogiczny sposob uogolnia sie dla
dowolnej liczby nadawcow.

Definicja 1.29 Minimalna entropia wyjicia Hpi,(P) kanatu wielodostep-
nego ® dana jest wzorem:

P1,P2
przy czym stany py © po nalezq do przestrzeni opisujgce] wejscie kanatu kon-
trolowane odpowiednio przez Sy @ Ss.

1.2.6 Przesylanie informacji klasycznej kanalem kwan-
towym

W pracy bedziemy rozpatrywaé nastepujacy schemat komunikacji: Alicja
chce przesta¢ do Boba, za posrednictwem kanalu kwantowego ®, komuni-
kat x € Ax. W tym celu koduje komunikat x w stan wejsciowy p,., ktory
nastepnie przesyla przez kanal ®. Stan odebrany przez Boba to ®(p,). Bob
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wykonuje pomiar POV {M,}, przy uzyciu ktorego stara si¢ okresli¢, jaki ko-
munikat nadata Alicja. Wynik pomiaru to zmienna losowa o rozkladzie praw-
dopodobieristwa py, = tr[®(p,)M,]. Przedstawiony powyzej proces mozna
schematycznie zapisa¢ jako:

T = py = D(pz) = Dy = tr[P(pe) M, — y. (1.105)

Informacja wzajemna I(X : YY) zalezy od wyboru mieszaniny standw wej-
sciowych {p., p.} oraz pomiaru POV. Podobnie jak w przypadku klasycz-
nym, gdzie odbiorca zna rozktad prawdopodobienstwa oraz alfabet symboli
wejsciowych, w przypadku kwantowym zna on mieszanine stanéw wejscio-
wych {p., p.} i na tej podstawie moze dobra¢ optymalny pomiar. Cecha cha-
rakterystyczna transmisji informacji klasycznej przez kanal kwantowy jest
swoboda wyboru mieszaniny nadawanych stanéw. Ma to istotny wplyw na
parametry transmisji, o czym mozemy sie przekonaé¢ na przyktadzie kanatu
zmieniajacego bit z p = 1/2: jesli nadawca wybierze stany kodowe w postaci
|0), 1), wowczas odbiorca zawsze otrzymuje stan maksymalnie wymieszany,
niezaleznie od tego ktory stan kodowy przestano, w zwiazku z czym nie jest
w stanie okresli¢ co chciat zakomunikowa¢ nadawca. Predkosé transmisji w
tym przypadku wynosi 0 bitow/uzycie kanatu. Z drugiej strony, wybierajac
stany kodowe \%(|O> + |1)), %(|0) — |1)), niezmiennicze ze wzgledu na dzia-
tanie kanatu, nadawca i odbiorca sa w stanie komunikowaé sie z predkoscia
1 bit/uzycie kanatu.

Gorne ograniczenie na I(X :Y) przy zadanej mieszaninie stanéw wej-
sciowych {p,, p.} podaje twierdzenie Holevo [52]:

Twierdzenie 1.13 (Ograniczenie Holevo:) Zalozmy, ze Alicja przesyta do
Boba przez kanat ® stany z mieszaniny {py, p.}. Wowczas, niezaleznie od
pomiary joki Bob uzywa do dekodowania odebranego stanu ®(p,), informacja
wzajemna miedzy Alicjg © Bobem ograniczona jest przez:

I(X:Y) < S@() — 3 paS(@(p.)). (1.106)

gdzie p =3 Dupe-

Wyrazenie S(®(p)) podaje srednia entropie na wyjsciu kanalu, natomiast
S(P®(p,)) mierzy produkcje entropii w przypadku transmisji stanu p,. Dalej
stosowane bedzie oznaczenie: X (p, 5,1 (®) = S(®(p)) — >, P=S(P(pz))-
Prawa strona wyrazenia (1.106) zalezy jedynie od mieszaniny stanow wej-
Sciowych, supremum na ich zbiorze prowadzi do pojemnosci Holevo:
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Definicja 1.30 Pojemnosé Holevo kanatu @ to:

\(@) = sup [5<®(’))>_sz$<®(”)>]' (1.107)

{pz.pz}

Zwroémy uwage, ze maksimum we wzorze (1.107) osiagane jest przez stany
czyste.

Podobnie jak ma to miejsce w przypadku klasycznym, aby zapobiec bile-
dom w podczas komunikacji przy uzyciu kanatu @ : B(C") — B(C"), nadawca
i odbiorca uzywaja kodu (M, n). Tym razem jednak funkcja kodujaca f od-
wzorowuje komunikaty z Ay na odpowiednie stany kodowe z B(HS!), na-
tomiast funkcja dekodujaca to pomiar lagczny przeprowadzony na stanach z
przestrzeni B(Hffg) Kolejne czesci stanu kodowego przesylane sa podczas
kolejnych uzy¢ kanalu ®. W przypadku gdy stany kodowe maja postac ilo-
czynow tensorowych stanow nalezacych do B(Hye), kod nazywamy kodem
produktowym. Przez CM)(®) oznaczana bedzie pojemnosé klasyczna kanatu
kwantowego, gdy nadawca ogranicza sie do kodéow produktowych. Pojemnosé
CY nazywa¢ bedziemy formula jednowyrazows.

Twierdzenie 1.14 (Holevo-Schumacher-Westmoreland [53, 75]) Dla kanatu
® istnieje cigg kodow produktowych (2%, n) osiggajgcych w granicy n — oo
predko$¢ transmisji:

R = x(P). (1.108)

Poniewaz C(V(®) < x(®), na mocy powyzszego twierdzenia otrzymujemy:
CV(®) = x(P) (1.109)

Gdy stany kodowe sa w postaci iloczynu tensorowego stanéw nalezacych do
B(H®™), pojemnosé¢ klasyczna kanatu & oznaczana bedzie przez C™(®).
Przypadek ten obejmuje transmisje m czastkowych stanéw splatanych, przy
czym splatanie wystepuje pomiedzy czesciami stanu kodowego przesytanymi
podczas kolejnych uzy¢ kanatu ®. Naturalne uog6lnienie Tw. 1.14 prowadzi
do: C'™(®) = Lx(@®™). Pojemnosé Holewo (patrz Rw. (1.107)) liczona jest
tu jako maksimum po zbiorze wszystkich mieszanin okreslonych na prze-
strzeni HE™. Pozwala to uwzgledni¢ wplyw co najwyzej m czastkowego
splatania na pojemno$¢ kanalu ®. Latwo zauwazy¢, ze obowiazuje relacja:
Cm+D(®) > C™) (). Przez C(*)(®) = lim,, ,o, C™ (®) oznacza¢ bedziemy
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pojemnos¢ w sytuacji, gdy nadawca ma catkowita swobode w doborze sta-
néw kodowych. C*) uwzglednia wptyw splatania dowolnego rozmiaru i jest
maksymalng wartoscia pojemnosci, jaka mozna uzyska¢ dla kanalu ®.

Pojemnos¢ klasyczna kanatow kwantowych, o ktérych byta mowa powyzej
przedstawia sie nastepujaco®:

e Kanal identycznosciowy

Optymalna mieszanina stanow dla kanatu identycznosciowego to { £, |e;) },
gdzie |e;) sa wektorami z dowolnej bazy ortonormalnej na przestrzeni
Hwe- Indeks ¢ przebiega po wszystkich wektorach z bazy.

cW =logn (1.110)

e Pomiar projektorowy

Pomiar projektorowy ma taka sama pojemnosé¢ jak kanat identyczno-
Sciowy:

cW =logn, (1.111)
jednak w tym przypadku istnieje tylko jedna optymalna mieszanina w
postaci: {£,]i)}. Stany |i) sa zdeterminowane przez projektory definiu-
jace kanal.

e Przygotowanie stanu

Kanal osiaga maksymalna pojemnos¢ na mieszaninie stanow: {p;, |7)}.
Rozklad prawdopodobienistwa p; wyznacza sie maksymalizujac wartos$é
Sredniej entropii wyjscia S(D_, pi|vi)vi]). Ze wzgledu na wklestosé¢ en-
tropii, zadanie to mozna tatwo wykona¢ za pomocag maksymalizacji
numerycznej, np. metoda gradientowa.

e Kanal zmieniajacy bit, faze oraz bit-faze

Jak juz wczesniej wspomniano, dla kazdego z kanalow istnieje para
stanoéw ortogonalnych |v), [v1)1? niezmienniczych ze wzgledu na dzia-
tanie odpowiedniego operatora obrotu. Optymalna mieszanina sktada
sie ze stanow niezmienniczych wystepujacych w rownych proporcjach
co prowadzi do pojemnosci:

¢ =1. (1.112)

9Tak jak poprzednio zaktadamy ze kanat sa w postaci ® : B(C™) — B(C")).
108, to unormowane wektory wlasne operatora obrotu.
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e Kanal depolaryzujacy

Pojemnosé¢ kanatu depolaryzujacego wynosi [63]:

cW = 10gn+(£+1—p) log (E +1 —p) —i—(n—l)g log <£) . (1.113)
n n n n
W zaleznos$ci od parametru p zmienia si¢ ona w zakresie od: O dlap =1

do logn dla p = 0.

W omowionych powyzej przypadkach mozna pokazaé¢, ze zachodzi: C(>) =
cW [76, 79, 62, 63].

Zajmiemy sie teraz pojemnoscia klasyczng kanatow Gaussowskich. Temat
ten przyciagal zainteresowanie juz w latach ’60. Szczeg6lng uwage skupiano
wowczas nad problemem kodowania informacji w impulsy Swiatta emitowane
przez laser oraz nad fizycznymi ograniczeniami takiej transmisji. W pracy
[85] pojawia sie pomyst wykorzystania nieklasycznych stanow swiatta w celu
zwiekszenia predkosci transmisji. Obszerny przeglad zagadnien zwiazanych z
kwantowymi ograniczeniami na transmisje informacji przez szeroko i wasko
pasmowe kanaly Gaussowskie mozna znalez¢ w pracach |91, 23|. Podstawowe
schematy komunikacji rozwazane w kontekscie idealnego jednomodowego ka-
natu Gaussowskiego oraz uzyskiwane w nich predkosci transmisji to (/N ozna-
cza $rednig liczbe fotonow na wejsciu kanatu):

e kodowanie informacji w stany Focka oraz detekcja liczby fotonow:

Rrock :g(N)7 (1114)

e kodowanie informacji w przesuniecie jednej kwadratury (d,,0) stanu
spojnego oraz detekcja homodynowa X:

Rias = log [\/1 T 4N] : (1.115)

e kodowanie informacji w przesuniecie obu kwadratur (d,, d,) stanu sp6j-
nego oraz detekcja heterodynowa X, P [46, 78|:

Rgp =log [l + NJ; (1.116)

e kodowanie informacji w przesuniecie jednej kwadratury jednomodo-
wego stanu $cisnietego (d,., 0) oraz detekcja homodynowa X [91]:

Csco = log [1 + QN] . (1.117)
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Przeglad eksperymentow zwiazanych z wykorzystaniem stanéow Gassowskich
w komunikacji klasycznej mozna znalezé w pracy [5].

Formuta Holevo (1.107), w przypadku kanalow Gaussowskich, obowiazuje
W nieznacznie zmienionej postaci:

@)= ap [s<<1><p>> -/ dme(@(px»] , (1.118)

{pz,pa},tr[Hp

gdzie p = f dxp,. Podobnie jak w przypadku klasycznych kanatow Gaussow-
skich, zbieznos¢ formuly (1.118) zapewnia ograniczenie na $rednig energie
stanow wejsciowych P : tr[Hp| < E, ktore zwykle przyjmuje posta¢ ograni-
czenia na $rednig liczbe fotonow.

Obecnie znana jest tylko pojemnos¢ kanatu idealnego Z:

C®) = g(N) (1.119)
oraz n modowego kanatu ttumiacego [45]:

(00) _ TN 1.12
C Ni:rzni%:Ng(z i), (1.120)

gdzie T; okresla transmitancje kanalu dla modu 7 a N; to ograniczenie na
srednig liczbe fotonow w tym modzie. Zauwazmy, ze pojemno$¢ kanatu zalezy
od wtasciwej alokacji catkowitej liczby fotonéw N dostepnej dla nadawcy. Dla
obu kanalow zachodzi C(*) = C™),

Przypuszcza sie, ze pojemnos¢ kanatow Gaussowskich osiggana jest przez
Gaussowskie mieszaniny stanéw Gaussowskich [56]. Pojemnos¢ Holevo (tzw.
Gaussowska pojemnos¢ Holevo xg) w tym kontekscie wynosi [54]:

Xa(®) = sup S(o(y +Y)) = S(¢(v)), (1.121)

Y >0

gdzie v oznacza macierz kowariancji stanu minimalizujacego S(¢(7)). Opty-
malna mieszanina stanow wejsciowych w tym przypadku to {pa, p,.q}. Wszyst-
kie stany z mieszaniny posiadaja taka sama macierz kowariancji v. Informacja
kodowana jest w przesuniecie d standéw wejsciowych, ktorego rozktad praw-
dopodobienstwa wyraza formuta:

1

=——  exp(=d'Y ). 1.122
P = iy o ) (1.122)
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Sredni stan na wejiciu kanatu ma postaé py .. {pa, p,.a} jest przyktadem
alfabetu modulacyjnego (ang. modulation alphabet), gdzie modulacji podlega
przesuniecie stanu wejsciowego p.. Korzystajac ze wzoru (1.61), ograniczenie
na $rednia energie stanéw na wejsciu kanatu P : tr[Hpyy,0] < E mozna
wyrazi¢ w kategoriach $redniej liczby fotondéw przypadajacych na stan wej-
Sciowy:

n

1

Z Z ((Y + 7)2171,21‘—1 + (Y -+ ”)/)21‘,21' — 2) S N, (1.123)

i=1
gdzie ¢ indeksuje mody wejSciowe kanalu. Zauwazmy, ze warunek (1.123)
obejmuje zaréwno energie potrzebna na wytworzenie stanu p, jak i ta zuzyta
na jego modulacje (przesuniecie).

Ostatnie twierdzenie prezentowane w tej czesci to odpowiednik Tw. 1.14
dla kanalow kwantowych z wieloma nadawcami.

Twierdzenie 1.15 Niech {py,, pe, }s {Pes» Pun} 02naczaje odpowiednio mie-
szaniny stanow wejsciowych dla nadawcow Sy © Sa, z kolet py i py to stany
Srednie dla tych mieszanin. Obszar pojemnosci klasycznej R(l)(CI)) dla kanatu
O stanowi wypuktq otoczke zbioru wszystkich wektorow (Ry, Ry), dla ktdorych
istniejq mieszaniny standw wejsciowych {Pz,, Py b+ {Dwss Pun } takie, ze [3]:

Rl + R2 S I(Xl,XQ . Y) (1126)

Formuta na informacje wzajemnag przyjmuje tu postaé: I(X1, Xy : Y) =
S(@(p1®p2)) = D0, 2y PriPan S(P(02y @ piry ), 208 warunkowa informacja wza-
jemna dana jest wzorem: (X : Y|Xo) = > . p., [(X1 : Y[Xy = x9), gdzie
[(Sl : Y’SQ = .1'1) = S(cb(pl ® pm) - le pxls(q)(pxl ® pm))

Twierdzenie to w naturalny sposob uogolnia sie dla wiekszej liczby nadawcow.
Zwroémy uwage na podobienstwo twierdzen okreslajacych obszar pojemnosci
klasycznej w przypadku wielodostepowego kanalu kwantowego (Tw. 1.15)
oraz wielodostepowego kanatu klasycznego (Tw. 1.4).

Tak jak w przypadku kanaléw z jednym nadawca, tutaj réwniez wpro-
wadza sie obszar pojemnogci R(®)™) dla oznaczenia sytuacji, gdy nadawcy
moga wykorzystywa¢ podczas transmisji m czastkowe stany splatane. Re-
gularyzowany obszar pojemnosci klasycznej definiuje sie jako R(Q))(”) =
lim,;, 500 RU™(D).



Rozdzial 2

Aktywacja pojemnosci klasycznej
w kanatach dyskretnych

Przeglad wynikéw, dotyczacych roli splatania w transmisji informacji kla-
sycznej oraz aktywacji pojemnosci klasycznej, zaczniemy od wielodostep-
nych kanalow kwantowych dziatajacych w obszarze zmiennych dyskretnych.
Zagadnienie aktywacji przybiera tutaj posta¢ superaddytywnosci obszarow
pojemnosci klasycznej, co czyni je szczegOlnie czytelnym. Przedstawione wy-
niki wskazuja na dwie zasadniczo rézne formy superaddytywnosci obszarow
pojemnosci: (i) wzrost predkosci transmisji poszczegolnych nadawcow przy
zachowaniu lacznej predkosci transmisji Rp, co w analizowanych przypad-
kach, wigze sie ze schematem gestego kodowania oraz wzrostem zrdznico-
wania stanéw na wyjsciu kanalu kwantowego; (ii) wzrost tacznej predko-
Sci transmisji Ry, bedacy konsekwencja subaddytywnosci minimalnej en-
tropii wyjscia H,;,. Superaddytywnosé typu (i) analizowana bedzie mie-
dzy innymi w kontekscie przekraczania obszaru danego formutami jedno-
wyrazowymi (w kanalach, dla ktorych R (®) = RM(®)) oraz wplywu
splatania na osigganie regularyzowanego obszaru pojemnosci klasycznej, w
szczegblnosci wplywu splatania wieloczastkowego (w kanatach, dla ktorych
R (D) € R (@) € RV(®)). Pokazany zostanie rowniez przyklad super-
addytywnosci regularyzowanych obszaréw pojemnosé klasyczne;j.

Badanie efektow aktywacji oraz superaddytywnosci jest w przypadku
zmiennych dyskretnych szczego6lnie wdzieczne ze wzgledu na prosty aparat
matematyczny i pojeciowy. Pozwala to omingé niepotrzebng komplikacje pro-
wadzonych wywodow a skupié sie na istocie prezentowanych zagadnien. Za-
lety te trzeba jednak okupi¢ problemami natury technicznej, dajacymi o so-
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bie znaé¢ przy probie eksperymentalnej weryfikacji omawianych tu koncepcji.
Wiecej szczeg6low na ten temat czytelnik znajdzie w czesci 2.3.

2.1 Addytywno$é obszaréw pojemnos$ci i mini-
malnej entropii wyjsScia w kanalach klasycz-
nych

Q) 1 2

Rysunek 2.1: Addytywno$¢ obszarow pojemnosci kanatow klasycznych: a)
dwoch nadawcow przekazuje komunikaty do tego samego odbiorcy przez nie-
zalezne binarne kanaly symetryczne z H(p) = 0.51 H(p) = 0; b) obszar
pojemnosci binarnego kanatu XOR; ¢) obszar pojemnosci rownoleglego po-
laczenia przedstawionych wcze$niej kanatow jest rowny sumie Minkowskiego
obszaréw pojemnosci a) i b).

W pracy zajmujemy sie transmisja informacji klasycznej w sytuacji, gdy
uczestnicy procesu komunikacji moga korzystaé¢ rownoczes$nie z kilku kanatow
wielodostepnych. Kluczowa cecha tego scenariusza jest, w przypadku klasycz-
nych kanalow dyskretnych, addytywnos¢ obszaréw pojemnosci, tzn. obszar
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pojemnosci uzyskany dla réwnoleglego polaczenia kanalow jest suma geo-
metryczna obszaréw pojemnosci kanatow sktadowych. Wtasciwosc ta, ktorej
lamanie pozwala méwi¢ o kwantowym efekcie aktywacji, ujmuje nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 2.1 Obszar pojemnosci dyskretnych wielodostepnych kanatow
klasycznych n-do-1 jest addytywny:

R(B4 @ Bp) = R(D4) + R(Op), (2.1)

gdzie + oznacza sume geometryczng: R(Pa) + R(Pp) = {ua + up : uas €
R((I)A),UB S R(CI)B)}

Powyzej zakladamy, ze obydwa kanaly maja taka sama liczbe nadawcow.
Mozna to osiagna¢ przez formalne rozszerzenie zbioru nadawcow danego
kanatu do odpowiedniej wielkosci, przy czym komunikat od dodatkowych
nadawcow jest zawsze tracony'. Szczegolnym przypadkiem tego twierdzenia
jest addytywnos¢ pojemnosci kanatow 1-do-1. Twierdzenie jest zilustrowane
na Rys. 2.1.

Lemat 2.1 Suma geometryczna Ro(®4)+Ro(Pp) obszaréw pojemnosci dla
ustalonych rozktadow prawdopodobienstwa ma postac:

O = {R e R™: vSQE VZGERZ >0, (22)
Rs < I(X§, Y Xbe, QM) + I(XE, YP|1XE. QP)}.

gdzie E to zbior nadawcdw, Rg = > . ¢ R; (patrz Rw. (1.27)).

icS
Dowé6d:

Wykonujac sumowanie po wspotrzednych, tatwo pokazaé, ze O zawiera obszar
Ro(®4)+Ro(Pp). Udowodnimy teraz, 7e kazdy wektor predkosci transmisji
nalezacy do O da sie przedstawi¢ jako sume wektoréw nalezacych odpowied-
nio do R (®4) oraz Ro(Pp). Ze wzgledu na wypuklosé O, wszystkie punkty
nalezace do tego obszaru mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa jego
wierzcholkow [97]. Zatem wystarczy pokazaé, ze odpowiednie przedstawienie

'Rozktad prawdopodobienstwa przejscia dla tak rozszerzonego kanalu ma postaé
DY|X1,...Xn, = PY|X1,.,Xn, PZy czym przyjmujemy, ze Na > Np
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istnieje dla wierzchotkow O. W dalszej argumentacji kluczowa role odgry-

waé bedzie fakt, ze zarowno O jak i Ro(®4), Ro(®p) to polimatroidy (patrz
Tw. 1.5).

Niech 7 bedzie pewna wariacja bez powtorzen ze zbioru {1,...,n}av €

O to odnoszacy sie do niej wierzchotek. Zgodnie ze wzorem (1.39) wierzchotek

ten ma wspo6lrzedne:

AL yAx B.yB|x B

=1(X; :YHX 7T+1"‘ QA)—i—](X D 7r+1,...,X7rn,QB) (2.3)

i mozna go przedstawié¢ jako sume wektoréw v4, v o wspodlrzednych odpo-
wiednio:

= I(X2YAXZ . X2 Qa), (2.4)
= I(XP:.YB|IXE ... XE Qp).

Zauwazmy jednak, ze wektory te to wierzchotki nalezace odpowiednio do
Ro(P4), Ro(Pp) i odpowiadajace wariacji 7

t

Wstawiajac pg = 6(Q = 1), mozna sprawdzi¢, ze analogiczne twierdzenie
zachodzi rowniez dla obszaréw pojemnodci R.

Dowo6d (Twierdzenie 2.1):

(D) Niech uy € R(®4),up € R(Pp). Istnieja zatem rozktady prawdo-
podobienstwa symboli wejSciowych py = Pxa @4, PB = PxB QB Oraz odpo-
wiadajace im obszary pojemnosci Rq(®4), Ro(®p) takie, ze us € Ro(Pa),
up € Ro(®p). Niech Rg(P4 ® @) to obszar pojemnosci uzyskany dla roz-
ktadu prawdopodobienstwa pap = Px4 xB.QAQE = PAPB- Przypomnijmy,
ze obszar pojemnosci dla ustalonego rozktadu prawdopodobienstwa symboli
wejsciowych ma posta¢ (porownaj (1.27) oraz (1.32)):

Ro={RER":Vscp Rs < I(Xs:Y|Xsc,Q), Vier Ri > 0} (2.6)

Podstawiajac pap do powyzszej formuty otrzymujemy 7~2Q(<I>A ® dp) = O.
Zatem, na mocy Lem. 2.1 widzimy, ze usq + up € 7~€Q(<I>A ® Pp). Na pod-
stawie definicji obszaru pojemnosci zachodzi 7~€Q((I>A R Pp) CR(Ps ® Pp).
Whioskujemy zatem, ze: uq + up € R(P4 ® Pg) co koriczy dowod.
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(C) Niech u € R(P4 ® ®p). Ponownie skorzystamy z faktu, ze dla
wektora predkosci transmisji w istnieje rozktad prawdopodobieristwa sym-
boli wejSciowych pap = PxA xEQAQB Oraz odpowiadajacy mu obszar po-
jemnosci Ro(®4 @ ®p) taki, ze u € Ro(Py ® §p). Pokazemy teraz, ze
u € Ro(Py) + Ro(Pp), przy czym obszary Ro(®4) oraz Reo(Pp) zostaly
wyznaczone dla rozktadoéw prawdopodobieristwa pa, pp bedacych wynikiem
$ladowania rozkladu wyjsciowego pap po odpowiednich podsystemach?.

Zaczniemy od kilku obserwacji, ktore utatwig dalsze obliczenia. Ponizej
uzywaé bedziemy zapisu x4, 25, g = {x4, 8} do oznaczenia wektora sym-
boli wejsciowych transmitowanych odpowiednio przez ® 4, g, P4, R P przez

nadawcow nalezacych do zbioru S.

Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego podzbioru nadawcow S C FE, $red-
nia entropia na wyjsciu kanatu produktowego ® 4 ® ®p jest nie wieksza niz
suma Srednich entropii na wyjéciu kazdego z kanalow sktadowych.

H(Y|Xs,Q) = > peHY|Xs=15,Q=0q) (2.7)

<Y bpepgr (HOPIXE =0,Q0 = ) (28)

A .B
Tg,Tg 7qA’qB

+HYPIXE = 2£.Q% = "))

= > P HYAXE =2,Q% = ¢") (2.9)
z5,q4
+ 3 pp s HYPIXE =28,Q" = ¢°)
xB,qB
= HYYXE, QM +HYP|XE QP), (2.10)

gdzie w kroku (2.8) skorzystalismy z subaddytywnosci entropii.

Teraz pokazemy, ze produkcja entropii przez kanal produktowy &, @ &g
jest rOwna sumie entropii produkowanych przez kanaly sktadowe. W do-
wodzie skorzystamy z faktoryzacji prawdopodobienistwa przejicia py|x, =

- pa = P(Xp ={zf,...,22},Q1 = ¢*) = ng’qB P 2B g4 qp, analogicznie definiu-
Jjemy pB.
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pyA|X§pyB|Xg (patrz Def. 17) dla q)A X q)Bi

HY|XE) = = Popylogpyes (2.11)

TEY

- Z Z pxgvyA’xg’xg’yB logpyA\:vgpyB\:vg (2]‘2)

eyt agyP

= — Z Pt ya logpyA|x§ (2.13)

z gy

B)|,.B
— > pupys logpy®laf
xB.yB

= HY*4X3) + HYP|XZ). (2.14)

Korzysta¢ bedziemy rowniez z faktu, ze wyjscie kanatu zalezy tylko od
jego wejscia — zadna dodatkowa informacja nie wplywa na $rednia entropie
na wyjsciu kanatu:

H(Y|Xg, Q) = — Z Dz 1,y,q 108 Pyl s, (2.15)
TE,Y.q

- - Z Pzgpy.q logpy|;rE (216)
TE,Y.q

= = Pepyl0gDye (2.17)
TEY

= H(Y|Xg). (2.18)

Powyzsze réwnanie jest prawdziwe zarowno dla kanatow sktadowych & 4, g
jak 1 polaczenia rownolegltego &4 ® Pp.

Wréémy do gltownej czesci dowodu. Korzystajac z przedstawionych ob-
serwacji, mozemy poda¢ gorne ograniczenie na informacje wzajemna I(Xs :
Y| Xsc, Q) wystepujaca w definicji obszaru pojemnosci Rg(®4 ® p) (patrz
Rw. 2.6):
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I(Xs:Y|Xge,Q)=H(Y|Xgc,Q) — HY|Xg, Xgc,Q) (2.
= H(Y|Xsc,Q) (2.
—H(Y?|XE, X§o, Q") — HYP|XE, Xgo, Q%)
(2

)

(

Do
Bo
=)
N

<HYA|X{,QY) + HYP|X%, Q)
_H(YA‘XS>XSC’ A) - (YB‘XS >XSC’ B
= I(X§ - YA|X 5o, Q) + I(Xg - YB‘XSC7 Q"),(2.22)

gdzie wzor (2.20) wynika z wlasnosci faktoryzacji (patrz Rw. (2.14)) nato-
miast wzor (2.21) z subaddytywnosci entropii warunkowej (patrz Rw. (2.9)).

Poréwnujac uzyskane ograniczenie z obszarem O zadanym przez (2.2)
widzimy, ze RQ(fl)A ® ®p) C RQ(fl)A) + RQ(<I>B) a zatem u € RQ(fl)A) +
Ro(®p).

O

Poniewaz kanat ® 4 ® & jest rowniez kanalem wielodostepnym, Tw. 1.4
mozna stosowaé rekurencyjnie, pokazujac w ten sposob ze dla dowolnego
zbioru dyskretnych kanatéw wielodostepnych zachodzi:

R (@ c1>i> => R(®;). (2.23)

Przedstawione twierdzenie przede wszystkim pokazuje, ze regularyzowany
obszar pojemnosci kanalow wielodostepnych wyraza sie formutami jednowy-
razowymi: R(®) = R, Ponadto odnoszac twierdzenie o kodowaniu (patrz
Tw. 1.4) do przypadku ¢4 ® ®p, wystarczy dla kazdego z nadawcow S; roz-
patrywac rozklady prawdopodobieristwa w postaci pxa xs = pxapyxs. Bar-
dziej ogodlne rozktady prawdopodobienistwa zdefiniowane na ASZAZ X ASZB nie
prowadza do wzrostu obszaru pojemnosci. Kody konkatenacyjne® sa zatem
optymalne dla &4 ® ®p.

3Kod konkatenacyjny kodéw ({ff},gA,{AW;x}), ({fiB},gB,{AWiB}) ma postaé

({f2 x P}, 94 x g5, {Apa x AWiB }). Stowa kodowe kodu konkatenacyjnego to pary

(58, 5P) gdzie stowa kodowe s{! i s nalezace odpowiednio do pierwszego i drugiego kodu

i s3 transmitowane przez wejscie kanalc')w ®4 i ¢p nalezace do S;.



50 Aktywacja pojemnosci klasycznej w kanatach dyskretnych

7 addytywnoscia obszaréw pojemnosci jest blisko zwiazana addytywnosé
minimalnej entropii wyjscia H,;,:

Dowod tego faktu wynika natychmiast z faktoryzacji prawdopodobieristwa
przejécia Py |xg dla CI)A X CI)B.

2.2 Geste kodowanie oraz wymiana splatania

nadawca y__— 2 bity danych

przygotowanie
stanu Bella |¢")

\

Linie 1 gbitowe

;1biorca U ]

a) pomiar Bella

Y

wykreowany

\ B stan splatany

przygotowanie
stanéw Bella [¢) c

pomiar Bella

\D
>

Rysunek 2.2: a) schemat gestego kodowania; b) schemat wymiany splatania,;
opis obrazkéw znajduje sie w tekscie.

Ponizej opisane zostang dwa schematy petniace kluczowa funkcje w pre-
zentowanych dalej wynikach. Zaczniemy od schematu gestego kodowania [16].
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Odnosi sie on do sytuacji, w ktorej nadawca i odbiorca w momencie trans-
misji wspotdzielag stan splatany. Dostep do tego dodatkowego zasobu ma
wplyw na predkosé¢ transmisji informacji klasycznej. Osiggana w tym przy-
padku warto$¢ nazywa sie pojemnoscig klasyczng wspomagana splataniem
[14]. W najprostszym przypadku, gdy nadawca i odbiorca wspoldziela stan
Bella: |[¢p7) = %(|00> + |11)) (patrz Rw. (1.47)), schemat gestego kodowa-
nia wyglada nastepujaco (patrz Rys. 2.2.a): nadawca wykonuje na swoim
gbicie operacje unitarna o; € {I,0,,0,,0,}, — w ten sposob koduje swoj
komunikat klasyczny — nastepnie przesyta gbit do odbiorcy. Teraz odbiorca
posiada caly stan dwugbitowy. Zauwazmy, ze w wyniku operacji unitarnej
wspoldzielony stan |¢T) przechodzi w jeden z czterech ortogonalnych sta-
n6éw Bella. Odbiorca, wykonujac pomiar projektorowy w bazie Bella, moze
doktadnie okresli¢, jaka operacja zostata wykonana i jaki komunikat zostal
nadany. Podsumowujac, transmisja jednego gbitu pozwolita, dzieki wspot-
dzieleniu splatania, przekaza¢ dwa bity informacji klasycznej. Jest to efekt
czysto kwantowy.

Wymiana splatania to procedura, ktéra prowadzi do powstania splatania
pomiedzy czastkami ktore nie miaty okazji oddzialywacé ze soba w przesztosci
[11, 95, 96]. Tu réwniez opiszemy jedynie najprostszy przypadek bazujacy na
stanach Bella (patrz Rys. 2.2.a). W wymianie splatania biora udzial cztery
strony: A, B, C'i D. Poczatkowo, stany splatane wspotdziela A i B oraz
C'iD: |¢pT)ap @ |¢T)op. Na podsystemach nalezacych do B i C' przepro-
wadzany jest laczny pomiar w bazie Bella, ktorego wynik (2 bity informacji
klasycznej) komunikowany jest A i D. A i D moga teraz wykonaé lokalne
operacje unitarne i w ten sposob uzyskaé stan |¢1) 4p. Laczny pomiar wyko-
nany na podsystemach B i C' wykreowal splatanie pomiedzy A i D, mimo iz
podsystemy te caly czas byly od siebie odseparowane. Zauwazmy jeszcze, ze
w opisanej konfiguracji, pomiedzy A i D powstaje taki sam stan Bella, jaki
zostal zmierzony na podsystemach B i C.

2.3  Wymniki

Jak wspomniano we wstepie do rozdzialu, w przypadku wielodostepnych ka-
naléow kwantowych mozemy wyrézni¢ dwie formy superaddytytwnosci: (i)
wzrost predkosci transmisji poszczeg6lnych nadawcéw przy zachowaniu tacz-
nej predkodci transmisji Rp; (ii) wzrost lacznej predkosci transmisji Rrp.
Rys. 2.3 ilustruje réznice miedzy przedstawionymi typami superaddytyw-
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a)

Rysunek 2.3: Superaddytywno$¢ obszaréw pojemnosci klasycznej: a) wzrost
predkosci transmisji nadawcy Sy przy zachowaniu tacznej predkosci transmi-
sji Ry — superaddytywnosé¢ typu (i); b) wzrost tacznej predkosci transmisji
Ry (nie musi wiazaé¢ sie ze wzrostem R;) — superaddytywnosé¢ typu (ii).
Szarym kolorem zaznaczono obszar uzyskany podczas transmisji stanow pro-
duktowych; linia przerywana zysk wynikajacy z uzycia stanéow splatanych;
strzatki wskazuja kierunek, w ktorym przesunal sie obszar pojemnosci.

nosci.

Superaddytywnosé typu (i) nie ma odniesienia do kanatow 1-do-1. W tym
przypadku splatanie umozliwia zapelnienie luki miedzy maksymalna pred-
koscig transmisji R; nadawcy S;, a ograniczeniem wynikajacym z lacznej
predkosci transmisji Ry (poréwnaj Tw. 1.15 — ksztalt obszaru pojemnosci).
[lustracje stanowia tu kanaty, ktore mozna znalez¢ w czeSciach: 2.3.1-2.3.4.
Opisane tam konstrukcje opieraja sie na schemacie gestego kodowania ktory,
robigc uzytek ze splatania, prowadzi do wzrostu zréznicowania standéw na
wyjsciu kanatu a tym samym entropii stanu $redniego.

Efekt superaddytywnosci bedacy konsekwencja zastosowania schematu
gestego kodowania jest najlepiej widoczny w skrajnie asymetrycznych przy-
ktadach kanalow. Mozna w nich wyréznié¢ jednego nadawce wtasciwego — to
on czerpie korzysci zwigzane z uzyciem stanéow splatanych. Pozostali nadawcy
pelnia funkcje pomocnikow. Ich jedynym zadaniem jest dostarczanie okreslo-
nych stanéw splatanych. Zastosowanie splatania w niczym im nie pomaga
a w opisanych protokolach nie przesytaja oni zadnych komunikatéw — ich
predkos$é¢ transmisji wynosi 0. Symetryzacja kanatu, chociaz mozliwa, prowa-
dzi do rozmycia efektu superaddytywnosci, o czym mozna przeczytaé pod
koniec czesci 2.3.1.
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Superaddytywnosé typu (ii) jest efektem analogiczny do efektu aktywacji
uzyskanego dla przypadku kanalow 1-do-1 [49]. Tutaj podzial zadan jest
bardziej sprawiedliwy i wszyscy nadawcy graja rownorzedne role.

Problem superaddytywnosci typu (ii) jest globalnie rownowazny z zagad-
nieniem subaddytywnosci H,,;, — istnienie pary kanatow, dla ktorej zachodzi
jeden z wymienionych tu efektow pozwala na konstrukcje takiej pary kana-
tow, dla ktorej zachodzi drugi z wymienionych efektow [81]. Zwiazek lokalny
tych dwoch efektow, t.j. rownoczesne wystepowanie superaddytywno$ci typu
(ii) oraz subaddytywnosci H,,;, dla danej pary kanaléw, mozna pokaza¢ m.in.
dla kanalow, dla ktorych zachodzi ®(p) = I, gdzie p to stan sredni odpo-
wiadajacy optymalnej mieszaninie stanéw wejsciowych a d to wymiar prze-
strzeni wyj$cia kanatu ® [76]. W pracy [31]| analizowane sa inne przypadki
kanatow, dla ktorych réwniez ma miejsce taki lokalny zwiazek. Znane obecnie
przyktady kanatow, dla ktorych wystepuje efekt superaddytywnosci typu (ii)
(patrz [27] oraz [49]), poprzez konstrukcje zaczerpnieta z pracy [81], bazuja
na efekcie subaddytywno$¢ H,,;,. Pytanie o to, czy lokalny zwigzek super-
addytywnosci typu (ii) oraz subaddytywnosci H,;, zachodzi dla wszystkich
kanatéw pozostaje problemem otwartym.

Struktura kanalow z wieloma nadawcami jest bogatsza niz struktura ka-
natow 1-do-1, co pozwala szukaé innych zrodet subaddytywnosci H,,;, niz te,
z ktorymi mamy do czynienia w przypadku kanaléow 1-do-1. Wyniki prezen-
towane w czesci 2.3.5 odnosza sie do tego zagadnienia.

Pytania, na ktore starano si¢ odpowiedzie¢ w tym rozdziale to:

e Czy efekt superaddytywnosci R(®4) + R(Pp) € R(P4 ® Pp) w ogole
zachodzi?

Rozwazania na ten temat oraz pozytywna odpowiedZ na pytanie poja-
wiaja sie w czesci 2.3.1. Pochodza one 7 pracy 28] i sa pierwszymi tego
typu wynikami, z jakimi mozna spotkac sie w literaturze.

e Czy dla pojedynczego kanatu splatanie ma wplyw na R™(®)?
Przyktad pokazujacy, ze RV (®) € R (®) znajduje sie w czesci 2.3.2
rowniez i pochodzi z pracy [28].

e Czy do uzyskania R(*)(®) wystarcza splatanie dwuczastkowe?

W czesci 2.3.3 analizowany jest przyklad kanalu kwantowego &, dla
ktorego R C R(®). Stany splatane pozwalajace osiaggnaé¢ R™(®)
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dla n > 2, ze wzgledu na wymagane symetrie, nie daja sie zreduko-
waé do iloczynu tensorowego standéw Bella, a przez to do klasycznego
schematu gestego kodowania. Prowadzone w czesci 2.3.3 rozwazania
wigza sie rowniez z waznym ze wzgledow praktycznym zagadnieniem
rzedu splatania n wystarczajacego, aby dla danego kanatu ® uzyskaé
zadowalajace przyblizenie R™ () ~ R(>®)(®). Prezentowane wyniki
pochodza z pracy [30].

Czy mozliwa jest superaddytywnos$é¢ regularyzowanych obszaréw po-
jemnosci klasycznej R (@) + R()(¥) € RN (d @ W)?

Przyklad pokazujacy, ze superaddytywnosé R(>) faktycznie ma miej-
sce, znajduje sie w czesci 2.3.4 i pochodzi z pracy [30]. Przedstawiona
jest tam superaddytywnosé typu (i). Superaddytywnos¢ typu (ii) wy-
razona w terminach R ciagle pozostaje nieuchwytna.

Czy mozliwa jest superaddytywnos$¢ typu (ii)? Czy mozliwa jest sub-
addytywno$¢ minimalnej entropii wyjscia H,,;,7

Pozytywna odpowiedZ na oba pytania znajduje si¢ w czesci 2.3.5 i zo-
stala zaczerpnieta z pracy |27|. Pokazany tu efekt opiera sie na fun-
damentalnej wtasnosci kanalow wielodostepnych jaka jest niezaleznosé
nadawcow, przez co rozni sie on zasadniczo od wyniku Hastingsa [49] i
nie daje sie do niego sprowadzi¢. Zaleta prezentowanego podejscia jest
istnienie algorytmu pozwalajacego wyznaczy¢ jawna posta¢ analizowa-
nych tu kanaléw, co powinno poméc w lepszym zrozumieniu mechani-
zmoéw stojacych za efektem subaddytywnosci H,,;, oraz superaddytyw-
nosci R.

Warto jeszcze nadmieni¢, w odniesieniu do wynikéw prezentowanych w

czesci 2.3.5, ze efekt superaddytywnosci R zostal pokazany na przyktadzie
kanatow wielodostepowych tamiacych splatanie [58]. Poniewaz superaddy-
tywno$¢ pojemnosci klasycznej nie zachodzi dla tamiacych splatanie kanatow
z jednym nadawca i jednym odbiorca, pokazany efekt sugeruje jakosciowa
roznice pomiedzy kanatami z jednym i wieloma nadawcami. Zostalo to po
raz pierwszy zauwazone w pracy 47| gdzie za przyktad postuzyt wielodoste-
powy kanal tamigcy splatanie wspotpracujacy z kanatem identyczno$ciowym.
Przedstawiony wynik idzie o krok dalej demonstrujac, ze bardzo silna super-
addytywno$¢ ma miejsce rowniez w przypadku, gdy komunikacja zachodzi
wylqgcznie poprzez kanalty tamiace splatanie.
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R obszar uzyskany przez

1
| dzielenie czasu

(R?'0) . /

(R7,0)| -

Rysunek 2.4: Schemat dowodzenia superaddytywnosci obszaréw pojemnoéci
klasycznej.

Przegladajac wyniki, czytelnik czesto bedzie spotykal sie z opisana ni-
zej strategia dowodzenia superaddytywnosci ‘R. Zal6zmy, ze chcemy pokazaé
superaddytywnos¢ obszaréw pojemnosci wielodostepowych kanatow &4, Op
(moze oczywiscie zachodzi¢ sytuacja ®4 = ®pg). Dla uproszczenia przyj-
mijmy, ze kanaly te posiadaja po dwoch nadawcow. Niech Ryroi(Pa @ Op)
bedzie obszarem pojemnosci uzyskanym przez protokoly korzystajace tylko
ze stanow produktowych natomiast, aby otrzymaé obszar Ry (Pa @ Pp),
trzeba positkowa¢ sie stanami splatanymi. Niech R RE™? to maksymalne
wartosci predkosci transmisji osiagane przez nadawcow Sp, Sy w obszarze
R prod- Cheemy udowodnié, ze: Ryrod(Pa®@Pp) C Rep(Pa®@Pp). W tym celu
wystarczy pokazac, ze korzystajac ze stanow splatanych, jeden z nadawcow,
powiedzmy Si, osiaga predko§¢ transmisji R > R (porownaj punkty
(RP'0), (R, 0) na Rys. 2.4). Innymi stowy, musimy znalezé ograniczenie
gorne na RY"*? oraz odpowiedni protokot. Majac punkt (R5”,0) ¢ Rproa(P4®
®p), ograniczenie dolne na Ry (P4 ® $p) otrzymuje sie poprzez procedure
dzielenia czasu miedzy protokolem osiagajacym (R;” " 0) a protokotami osia-
gajacymi punkty z Rp.a(Pa ® @p). Oczywiscie procedura dzielenia czasu
pozwala uzyskaé¢ rowniez wszystkie punkty z Rp.0a(Pa @ Pg), co konczy do-
wod. Opisang technike ilustruje Rys. 2.4.

Doswiadczenia z zakresu optyki kwantowej wydaja sie by¢ najbardziej
naturalnym obszarem do weryfikacji koncepcji kwantowej komunikacji. W
praktyce obecnie napotyka sie tu jednak na liczne problemy natury technicz-
nej: (i) liniowe elementy optyczne nie pozwalaja przeprowadzi¢ pomiaru w
pelnej bazie Bella [87, 68, 22, 44]; (ii) nie dysponujemy wystarczajaco silnym
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medium Kerra, pozwalajacym realizowa¢ bramki dwugbitowe z zadowala-
jaca dokladnoscia; (iii) schemat KLM |64 oraz jednokierunkowe obliczenia
kwantowe [74|, wydajace sie najbardziej obiecujaca alternatywa dla bramek
opartych o medium Kerra, wprowadzaja zbyt wysoki poziom szumu [5] oraz
wymagaja postselekcja otrzymanych wynikow, co moze zosta¢ uznane za luke
logiczna w ewentualnych eksperymentach.

2.3.1 Zaczynamy: kwantowa aktywacja w elementarnych
przykladach kanaléw

Pierwszy przyktad superaddytywnosci obszaré6w pojemnosci klasycznej zade-
monstrowany zostanie przy uzyciu prostego kanatu ®” z dwoma nadawcami:
S1, 92 wspotpracujacego z kanalem identycznosciowym Z. Podczas jednego
uzycia, przez kanal Z kazdy z nadawcow moze przesta¢ bezbtednie 1 qubit.
Transmisja stanoéw splatanych pomiedzy kanalem &P, a 7 pozwala obserwo-
wac efekt superaddytywnosci dla nadawcy .S;.

operacja unitarna szum

» p_~ 4l
Sy ‘Z><Z| 1—p \z>§z|
S : 5\ (o] ai(l)])o!

Rysunek 2.5: Schemat kanalu ®P. Opis kanalu zamieszczono w tekscie.

Nadawca S; przesyla uklady 4 poziomowe (Hg, = C*) a nadawca S, qbity
(Hs, = C?). Schemat kanatu przedstawiony jest na Rys. 2.5. Mozna na nim
wyr6zni¢ dwa bloki. Pierwszy z nich to operacja unitarna:

4
U=> ea, (2.25)

i=1
gdzie e; = |i)(¢| natomiast o; € {I,0,,0,,0,}. W zaleznosci od stanu, w

jakim znajduje sie poduktad od nadawcy S, poduktad od nadawcy S5 jest
modyfikowany przez dziatanie odpowiedniej macierzy Pauliego. Drugi blok
wiagze sie z szumem wprowadzanym przez kanal na linie S7. Stan tej linii, z
prawdopodobienstwem p, jest zastepowany przez stan maksymalnie wymie-
szanym, natomiast z prawdopodobienistwem 1 — p pozostawiany bez zmian.
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Blok ten mozna przedstawic jako A, ®Z, gdzie A, to 2 gbitowy kanal depola-
ryzacyjny. Odbiorca ma dostep zaréwno do linii Sy jak i S;. Podsumowujac,
dziatanie kanatu wyraza sie formuta:

() = (A, © Do) = (1L~ UL +pyl@itrs, [UpUT]. (2.26)

Ponizej analizowany bedzie scenariusz, w ktorym wystepuje ®P=!. W tym
przypadku stan wyjsciowy na linii S; jest zawsze maksymalnie wymieszany i
nie niesie zadnej informacji o wejsciach kanatu. Dla uproszczenia rachunkdw
mozna zatem przyjac, ze odbiorca ma dostep tylko do stanu wyjsciowego na
linii S5. Odpowiada to operacji czesciowego $ladu.

Poszukamy teraz gornego ograniczenia dla obszaréw pojemnosci R () (®P=1)
oraz R(*)(Z). Wyjscie kanatu ®®" ma rozmiar n qbitéw. Na mocy ograni-
czenia Holevo, uktad n gbitowy moze nie$¢ co najwyzej n bitow informacji
klasycznej. To oznacza, ze regularyzowany obszar pojemnosci musi speliac:

R+ Ry <1. (2.27)

Podobna argumentacja prowadzi do ograniczenia dla obszaru pojemnosci ka-
naltu identycznosciowego Z:

Ry <1, Ry<1. (2.28)

Ponizej zobaczymy, ze wyznaczone przed chwilg ograniczenia obszaroéw
pojemnosci sa osiggane przy uzyciu standéw produktowych. W przypadku
gdy nadawca S; przesyla tylko jeden ustalony stan, powiedzmy |0), stan
przesylany przez S, trafia do odbiorcy w niezmienionej postaci, co prowadzi
do wektora predkosci transmisji: (R, Re) = (0, 1). Natomiast gdy S, nadaje
ciagle stan |0), nadawca Sy moze pozostawi¢ go bez zmian przesylajac stan
|0) lub przeksztalci¢é w ox|0) = |1) przesylajac |1). Odbiorca za kazdym
razem otrzymuje stan czysty, produkcja entropii przez kanal ma wartosé 0,
predkos¢ transmisji zalezy zatem tylko od entropii §redniego stanu wyjscio-
wego. Stad, dla opisanego protokotu, otrzymujemy wektor predkosci trans-
misji: (Ry, Ry) = (1,0). W przypadku Z ograniczenie (2.28) jest osiagane
przez mieszaniny skladajace sie w réwnych proporcjach ze stanow |0),|1).
Pokazuje to, ze obszary pojemnosci R (®P=1) oraz R(*)(T) wyznaczane sa
przez formuly jednowyrazowe, tj. R(>) = R Transmisja splatania pomie-
dzy kopiami tego kanalu nie zwieksza obszaru pojemnogci.
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Znajdziemy teraz regularyzowany obszar pojemnosci R (®P=! ® 7) dla
pracujacych réwnolegle kanatow ®P=! i Z. Postugujac sie ograniczeniem Ho-
levo odpowiednio dla wejs¢ i wyjscia (®P=! ® Z)®" uzyskujemy ograniczenie
gorne regularyzowanego obszaru pojemnosci w postaci:

Ri <3, Ry<2 Ri+Ry<3 (2.29)

Aby pokazaé, ze ograniczenie to jest osiggalne, odwotamy sie do koncepcji
gestego kodowania. Niech nadawca Sy przesyta zawsze stan |[¥) = %(|00> +

|11)). Pierwsza czes¢ stanu transmitowana jest przez kanal ®=! natomiast
druga przez kanat Z. Wysytajac jeden z czterech stanow |0), ..., |3), nadawca
S1 wplywa na stan pochodzacy od S5 i decyduje o tym, ktory z czterech
stanow Bella otrzyma odbiorca. Poniewaz stany Bella sa wzajemnie orto-
gonalne, nadawca S; moze za jednym uzyciem kanatu przekaza¢ bezbted-
nie dowolny z czterech komunikatéw. Nadawca S; moze rowniez przestaé 1
bit informacji przez swoje wejscie kanalu Z. W sumie prowadzi to do wek-
tora predkosci transmisji: (Rg,, Rs,) = (3,0). Pozostate punkty obszaru po-
jemnosci danego nieréwnosciami (2.29) mozna otrzymac poprzez procedure
dzielenie czasu tak, jak to opisano we wstepie. Regularyzowany obszar po-
jemnogci R(>)(®P=! ® T) ponownie dany jest formutami jednowyrazowymi.
Obszar R(®)(®P=! ® T) zostal pokazany na Rys. 2.6.d). Poréwnujac go z
obszarem pojemnosci osiagganym w przypadku transmisji stanéow produkto-
wych R()(®P=1) + R(>)(T) — Rys. 2.6.c) — widzimy zysk predkosci jaki
do$wiadcza, dzieki wykorzystaniu splatania, nadawca S;.

Zwro¢émy uwage na wystepujaca tu asymetrie miedzy nadawcami S; i
S,. Nadawca Sy petni funkcje pomocnika - nie przesyta zadnej informacji a
jego zadanie polega na dostarczaniu zasobu jakim jest splatanie. W ten spo-
s6b umozliwia nadawcy S osiagniecie wiekszej predko$¢ transmisji. Widzimy
tutaj pewien rodzaj zdalnego gestego kodowania, ktore S; wykonuje na po-
duktadzie dostarczonym przez Sy. Zaré6wno przy transmisji stanéw produkto-
wych jak i splatanych, odbiorca otrzymuje stany czyste. Poniewaz produkcja
entropii wynosi 0, wzrost predkosci transmisji wywotany jest przez wzrost
roznorodnosci stanéw, ktore otrzymuje odbiorca.

Na koniec tej czesci zobaczymy jeszcze, jak mozna przeksztatci¢ kanat
®P=1 w kanal ¥ symetryczny ze wzgledu na zamiane nadawcow. W tym przy-
padku superaddytywnos¢ maksymalnej predkosci transmisji bedzie mozna
obserwowa¢ dla kazdego z nadawcow.

Kanal U (patrz Rys. 2.7) posiada dwoch nadawcow: S4 i Sp. Kazdy z nich
kontroluje po dwie 1 gbitowe linie. Kanat moze pracowa¢ w dwoch trybach.
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R, R,
3 3
2 2-
1 1
a) 1 2 3 b) 3
R1
3 3
2 2
1 1
RZ RZ
Q) 1 2 3 d) 1 2 3

Rysunek 2.6: Lamanie addytywnosci obszaréw pojemnosci: a) obszar pojem-
nosci kanatu ®=!, b) obszar pojemnosci kanatu identycznosciowego, c¢) suma
Minkowskiego obszaréow a) i b), d) obszar pojemnosci pracujacych rownolegle
kanalow z punkow a) i b), obszar ten jest wiekszy od obszaru c).

Aktualny tryb wybierany jest losowo przy kazdej transmisji. Odbywa sie to
przez pomiar na srodowisku £ bedacym w stanie maksymalnie wymieszanym.
Kazdy z trybow ma rowne szanse realizacji. Odbiorca jest informowany o
wyniku pomiaru na srodowisku, a zatem i o trybie pracy kanalu przy uzyciu
etykiety |F") lub |5).

Ze wzgledu na rozmiar przestrzeni wyjscia, obszar pojemnosci kanatu W
ograniczony jest przez:

Rs<1 Rp<1, Rs+Rp<l1 (2.30)

Wierzcholek (1,0) jest osiagany, gdy nadawca S, przesyla z rownym praw-
dopodobienstwem stany |00),|01) natomiast nadawca Sp tylko stan |00).
Wierzchotlek (0, 1) mozna otrzymac¢ w sposob analogiczny. Pozostate punkty
obszaru dane sa poprzez procedure dzielenia czasu.
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Rysunek 2.7: a) kanal ¥ wspoélpracuje z kanalem identycznosciowym, linia
falowana oznacza splatanie, b), ¢) dwa tryby pracy kanatu ¥, w kotku wartosé
etykiety odnoszaca sie do danego trybu. Krzyzyk na koricu linii oznacza, ze
odbiorca otrzymuje stan maksymalnie wymieszany. Kontrolowana bramka o;
realizuje operacje unitarna: [00)(00|®1+4|10)10|®0,+[01)01|®0,+|11)11|®
oy-

Aby zademonstrowac¢ efekt superaddytywnosci, ponownie skorzystamy z
kanatu identycznosciowego: Z. Obszar pojemnosci dla stanéw produktowych
R(¥) + R(Z) dany jest w tym przypadku przez:

Ry <2 Rp<2 Ry+ Rp<3. (2.31)

Teraz zobaczymy jak na obszar pojemno$ci wpltywa transmisja stanow
splatanych. Dolne ograniczenie dla tego obszaru zostalo przedstawione na
Rys. 2.8. Wierzchotki (1,2) oraz (2,1) mozna otrzymac przesylajac stany
produktowe, dlatego ponizej zostanie opisany jedynie scenariusz, ktory po-
zwala osiggnaé wierzcholek (2.5,0) *.

4Wierzcholek (0,2.5) otrzymuje sie analogicznie ze wzgledu na symetrie kanatu
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o 1 2 3 R

B

Rysunek 2.8: Dolne ograniczenie na R(¥ ® Z). Pogrubionymi liniami zostal
zaznaczony obszar R(V) + R(Z).

Niech nadawca S4 przesylta z prawdopodobienistwem 1/8 stany w postaci
|i)|i'). Stan |i) € {]00),...,|11)} podawany jest na wejscie Ay, Ay kanalu ¥ a
stan |7y € {]|0), |1)} na wejscie A’ kanalu Z. Nadawca Sp przesyla caly czas
stan \%|O>(|OO) +|11)), gdzie stan Bell jest nadawany przez kanal Z oraz linie

Bs kanalu W. Dla danego wejscia (i,4") odbiorca otrzymuje stan:

1 1 1
piie = FIFAF|® S1® [ia)ia,| @ §1®3 ® |\ (2.32)

+ SISHS| ® 31 © [iwil © X0

Stan wyjéciowy sktada sie z etykiety informujacej o trybie pracy kanaltu oraz
6 gbitow. Pierwsze 4 gbity to linie A;, Ay, By, By kanatu W. Qbity 51 6 gbit to
linie A’ i B’ kanalu Z. Jesli kanal pracuje w trybie F, na linii Sy wykonywana
jest losowo, z rownym prawdopodobienstwem, operacja I lub oy. Poniewaz
operacje te nie zmieniaja wektorow |0),|1), odbiorca jest w stanie odczytac
komunikat przesytany liniag As. Natomiast, gdy kanal pracuje w trybie S,
operacja o; kontrolowana przez stan poduktadu pochodzacego od nadawcy S4
jest wykonywana na stanie Bella dostarczonym przez Sp. Wynik tej operacji
to stan ;. Sredni stan na wyjsciu kanalu p = %Zi,i’ pi ma postac:

1

p= 1 (|F><F|6i41®6 T |S><S|6—41®6) (2.33)
1

= —I¥ 2.34
128 (2:34)
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Entropie opisanych stanéw wynosza odpowiednio S(p; ) =4.5°1S(p) =T.
Na podstawie Tw. 1.14, predkos¢ transmisji R4 = 2.5. Nadawca Sp prze-
syla tylko jeden stan, osiggana przez niego predkos¢ transmisji wynosi zatem
Rp =0.

W pokazanych wierzchotkach wykraczajacych poza obszar pojemnosci dla
stanow produktowych jeden z nadawcow dalej pelni funkcje pomocnika. Opi-
sana wyzej symetryzacja skutkuje zmniejszeniem wielkosci efektu aktywacji.

2.3.2 Obecno$é nietrywialnego szumu: kiedy formuta jed-
nowyrazowa zawodzi

Zajmowac sie teraz bedziemy efektem superaddytywnosci wystepujacym pod-
czas wielokrotnego uzycia tego samego kanatu. W rozwazaniach ponownie
postuzymy sie wprowadzonym wczesniej kanatem &P, na ktorego przyktadzie
zobaczymy:

RW(@P) C R (dP). (2.35)

Parametr p nalezy tym razem do przedziatlu (0,1), w ktéorym to zakresie
kanal wprowadza nietrywialny szum. Przez nietrywialny rozumiemy tutaj
sytuacje, gdy nie mozna, tak jak poprzednio, odrzuci¢ zaszumionego frag-
mentu stanu wyjsciowego kanalu ze wzgledu na niesiong przezen informacje
o stanie wejSciowym.

Wyznaczenie calego obszaru pojemnosci, nawet w przypadku formuty jed-
nowyrazowej, jest trudnym zadaniem. Aby pokaza¢ efekt superaddytywnosci
wystarczy jednak ograniczy¢ sie do analizy predkosci transmisji R; uzyski-
wanych przez nadawce S;. Ponizej takze bedziemy mieli do czynienia z sytu-
acja, gdy nadawca Sy petni funkcje pomocnika i przesyta za kazdym razem
ten sam ustalony stan. Korzystajac z ograniczenia Holevo, maksymalna pred-
kos¢ transmisji uzyskana przez S; przy uzyciu stanéw produktowych mozna
oszacowal przez:

RY < max |S(@(p@v)) =Y piS (P (u; @ v))| (2.36)

U’{pivui}

gdzie p = >, piwi, |u;) € C*, |v) € C2.

®Obliczajac entropie korzystamy z relacji S(3, pipi) = >, pipi + H({p:}) zachodzacej
dla operatoréw gestosci p; rozpietych na podprzestrzeniach wzajemnie ortogonalnych oraz
z ortogonalnosci | F) i |S).
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Nastepujace lematy pomoga pokazaé, ze ograniczenie (2.36) jest ciasne
oraz ulatwiag obliczenie maksymalnej wartosci Rgl).

Lemat 2.2 Entropia Sredniego stanu wyjscia S (PP(p ® v)) osigga wartosé
maksymalng dla stanu maksymalnie wymieszanego p = iI.

Dowé6d:

Dla ustalonego stanu v definiujemy kanal ®”(p) = ®?(p ® v). Ze wzgledu
na linjowosé¢ kanalu ®? i wlasnosci entropii, S (Cj)p(g) jest wklesta funkcja
stanu p. Funkcja taka posiada swoje maksimum w punkcie ekstremum —

wystarczy zatem dowiesé, ze przypada on w o = iI. W tym celu pokazemy,
ze pochodna entropii wzdtuz dowolnego kierunku A 6 znika dla o:

S (ép(g n aA)

\ =0. 2.37
A Oa ( )
a=0
Pochodna entropii wyraza sie formula [80]:
0S(p + ad)
_— = —tr|dl 2.38
| = —ulslons) (2.38)

gdzie 9 jest macierza kierunku o §ladzie réownym 0. Dla kanalu &P, stan p
oraz kierunek § w punkcie o = ;I majg postaé¢ (patrz Rw. (2.26)):

- (1
= o7 (-1
r = ()

= (1-pU GI ® yv)@\) Ut +p%1 @1, (2.39)
§ = d(A)
= (1-pUA@v)U! +pil ®trg, [U(A®0)UT],  (2.40)

gdzie U = ), e; ® ;. Poniewaz kanal kwantowy zachowuje Slad, zachodzi
tr [0] = 0, mozna wiec stosowac¢ formute (2.38). Przepiszmy operator log p

6A jest macierza 4 x 4 o §ladzie réwnym 0.
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uzywajac projektora P = U(I1® v)UT:
2
logp = log {g(l ©1—P)+ %P} (2.41)
2
= (I®I-P)log <§) + Plog (#) . (2.42)

W kroku (2.42) korzystamy z faktu, ze I ® I — P jest rowniez projektorem
oraz ze funkcja log w dziataniu na projektor nie zmienia go.

Biorac posta¢ ¢ oraz log p ze wzoru (2.40), rownanie (2.42) oraz korzysta-
jac z liniowosci operacji $ladu, formute (2.38) mozna rozbi¢ na sume czterech
wWyrazow:

tr[dlogp] = glog (#) tr [(I® trs, [U(A®v)U']) - P] +(2.43)
(1—p)log (#) tr [U(A®v)U'- P] +

log (£) tr[1@ trs, [U(A@v)UT-101]] +

(1—p)log <§> tr [U(A®0)U"-1®1]

Ponizej przekonamy sie, ze kazdy z tych wyrazow znika, co ostatecznie do-
wodzi, iz dla kazdego kierunku A i kazdego stanu v, formuta (2.38) wynosi
0.

Korzystajac ze znanej wlasnosci operacji $ladu tr [A ® B| = tr [A] tr [B]
oraz z tr [A] = 0 otrzymujemy od razu:

tr [ UA®0)U'] = tr[A®v]
) (2.44)

Ponadto positkujac sie cyklicznoscia $ladu oraz wykonujac mnozenie widzimy,
ze:

tr [UA®o)U"-P] = tr[UA®v) U U(l®v)U']
= tr[A®0v]
0 (2.45)
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Zanim przejdziemy do dyskusji kolejnego wyrazu zauwazmy, ze:

tI'Sl [U(A & U)UT} = JGI’S1 [Z(GZAOSJ) X (o'iyo'j)] (246)
= D trs [eide;] @ (o7v0;) (2.47)
= D trs, [6A] ® (owwoy), (2.48)

gdzie wzor (2.48) otrzymalismy dzieki ortogonalnosci e;. Wykonujac proste
przeksztatcenia otrzymujemy:

tr [(I® trs, [U(A®v)U']) - P]

= ftr (I & Z trs, [e:4] O'Z-Uo'i> - P

= tr [UT- (I ® Ztrgl [e;A] aivai> U-(I®w)

= Z tr [ege] tr [(Z trg, [e; Al akaival-alv>
k,l ‘

(2

= Z O b1 [ (Z trg, [e; Al Ukaivaicnv>]
k,l i

7

= Ztr [Z trg, [e; Al Ukaivaicrkv]
k i

= Zt[’gl le;A] tr [orov0;040]
k,i

= Zt[’gl le;A] tr Zakaivamkv]
i k

= Ztrsl [e; A tr [Tv] (2.49)

0, (2.51)
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gdzie formuta (2.49) wynika z V,,cc2 ) -, o;wo; = I a (2.50) z zupelnosci zbioru
projektorow {e;}. W podobny spos6b mozemy pokaza¢:

tr [I ® trg, [U(A ® v)UTH = tr|I® Z trs, [e;A] oyvo;

_ 4 Z tr [e; A] tr [o,v03]

= 4dtr[A]
=0 (2.52)
O
Lemat 2.3 Entropia wyjscia S(P*(u ® v)) kanatu P osigga minimum dla
standw |u) € {]0),...,|3)} ¢ wynosi H(1 — :'ij’ L ey
Dowéd:

Minimalna entropia wyjécia kanatu depolaryzujacego A, pracujacego réwno-
legle z dowolnym kanatem I' spetnia:

Hmm(Ap ® F) = Hmm(AP) + Hmm(r) (253)

i jest osiagana przez stany produktowe [63]. W takim razie H,,;,(®?) mozemy
oszacowa¢ przez (patrz Rw. (2.26)):

Hypin(®?) = g}gs(@pnu><u|®|v><vu) (2.54)

= min $((4, @) [U (el © o)) U] ) (259

> min §( (4, ® L) [lu)ul © ool (2.56)
= Hpin(A, @ 7T) (2.57)
= Hpin(Ay) + Hyin(T). (2.58)

W przypadku kanalu @7, kanal depolaryzujacy A, dziala na przestrzeni C*,

zatem H,pnin(A,) = H(1 — 22,2 2 ) Ponjewaz stany w postaci Uli)|v) dla

li) € {|0),...,|3)} sa produktowe, tatwo sprawdzi¢, ze osiagaja one powyzsze
oszacowanie, co oznacza, ze Hy, () = H(1 — 2 2 2 B),
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O

Wracajac do szacowania Rj, niech nadawca S, przesyta z rownym praw-
dopodobienstwem stan z bazy standardowej, natomiast nadawca Sy stan |0).
Sredni stan transmitowany przez S; ma postaé¢ p = il i na mocy Lem. 2.2
maksymalizuje on S (®P(p ® v)). Stany w postaci |i)|0) spelniaja zatozenia
lematu 2.3, stad minimalizujg entropie wyjscia kanatu ®?. FLaczac oba fakty,
przedstawiony protokot pozwala osiagna¢ ograniczenie (2.36). Osiagana pred-
kos¢ transmisji wynosi:

2—-p 2—p 2—p 2— 3
Ril):H pa p7 pa p’E’B7B7E —H 1_2’8’878
8 8 8 8§ '8 888 4 444
(2.59)

Zajmiemy sie teraz scenariuszem, w ktorym przesylane sg stany splatane.
Analizowa¢ bedziemy predko$¢ transmisji nadawcy S; w ukladzie P @ ¢P dla
nastepujacego protokotu: mieszanina stanéw wejsciowych nadawcy S; ma
postac {%,ei ® e;}, nadawca Sy przesyla zawsze stan |U*). Na podstawie
ograniczenia Holevo otrzymujemy:

64 8 64

3p ppop
-H({l—— = = =]. 2.
( 4747474 (2.60)

Wartoé¢ ta nie musi by¢ maksymalnag wartoscig predkosci transmisji. Stan
Ut zostal wybrany arbitralnie z pominieciem procedury optymalizacji po
mieszaninach stanéw wejsciowych.

R =— (2(2—19)1) log {i@ —p)p} +1(4—6p+3p2) log {i(4—6p+3p2)D

Zwroémy uwage, ze dla kodow produktowych i kodéw wykorzystujacych
splatanie kanal produkuje taka samg ilo$¢ entropii H( — %p, £, %). Zysk
predkosci, podobnie jak w czesci 2.3.1, zawdzieczamy procedurze gestego ko-
dowania, ktora prowadzi do wzrostu zréznicowania stanéw wyjsciowych. Roz-
nica pojemnosci R(S? — R(Sll) oraz iloraz R(S? / R(Sll) przedstawione zostaty na
Rys. 2.9. Ksztalt krzywych na rysunku mozna interpretowaé¢ w nastepujacy

sposob:

e Dla p = 0 zaden z egzemplarzy kanalu ®” nie wprowadza szumu. Geste
kodowanie nie odgrywa tutaj zadnej roli, gdyz odbiorca ma bezposredni
dostep, poprzez gorng linie kanatu, do stanu transmitowanego przez S;.
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e Gdy p = 1, komunikat niesie jedynie dolna linia kanatu ®?. W przy-
padku gestego kodowania oba kanaly konkuruja o wspotdzielony stan
splatany, przez co transmitowane przez nie komunikaty nawzajem sie
zaklocaja.

e W przedziale 0 < p < 1, z niezerowym prawdopodobieristwem 2p(1—p)
ma miejsce sytuacja, gdy tylko jeden z kanaléow sktadowych wprowa-
dza szum. Ustalmy, ze jest to kanal pierwszy. Odbiorca, dzieki goérnej
linii drugiego kanatu, zna doktadng postac¢ stanu transmitowanego tym
kanatem. Dzieki tej wiedzy oraz w oparciu o stan splatany, moze od-
czyta¢ komunikat wystany przez kanat pierwszy. Wtlasnie ta sytuacja
ma wplyw na wzrost predkosci transmisji nadawcy S.

(2) (1) (2) (M
R1 /R1 R1 - R1
112 o
7 N
, N 0.15
/ \
1.08 | // N N
/ . 0.10
\
/l :
104 | A\ 0.05
AN
N
N
1.00 ‘ ‘ : . 0.00
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
p

Rysunek 2.9: Iloraz (linia ciagta, lewa 0§ Y) oraz réznica (linia przerywana,
prawa 0§ Y) predkosci transmisji przez kanal ®? dla nadawcy S; w przypadku

uzycia produktowych stéw kodowych Rgl) oraz stanow Bella Rf). Wielkosci
sa pokazane w funkcji poziomu szumu p.

2.3.3 Poza klasycznym schematem gestego kodowania:

wplyw splatania wieloczastkowego

Zajmiemy sie teraz przykladem kanatu @, ,, ktérego regularyzowany obszar
pojemnosci R(>) (®,,,v) nie moze zostaé osiagniety przy uzyciu splatania 2-



2.3 Wyniki 69

czastkowego”. Przedstawiona ponizej analiza pokazuje, ze w ogdlnej sytuacji
zadanie wyznaczenia obszaru R(>) wymaga optymalizacji z wykorzystaniem
wieloczastkowych stanow splatanych.

Kanal ®,, ,/, o ktorym bedzie dalej mowa posiada wyréznionego nadawce
A oraz n nadawcow-pomocnikow B;. Wejscie nadawcy A sktada sie z n’ kla-
sycznych linii 2-bitowych ®, nadawcy B; moga przesytaé¢ po jednym qbicie.
Podczas kazdego uzycia kanatu losowana jest n’ elementowa wariacja bez po-
wtorzen w, ze zbioru nadawcéow pomocnikow. Wylosowani nadawcy staja sie
aktywnymi nadawcami-pomocnikami. Nastepnie do kazdej linii wejsciowej ¢
nadawcy A przypisywany jest aktywny nadawca-pomocnik B,,. Oznacza to,
ze w zaleznosci od stanu linii ¢ nadawcy A, stan pochodzacy od nadawcy B,,,
jest modyfikowany przez jedna z operacji unitarnych {I,0,,0,,0.}. Wszyst-
kie wariacje losowane sa z réwnym prawdopodobienstwem. W przypadku
gdy nadawca B; nie jest aktywny, wykonywana jest operacja I, tzn. stan od
tego nadawcy pozostaje bez zmian. Odbiorca ma dostep do linii pochodza-
cych od nadawcow B; oraz etykiety |w), mowiacej o wylosowanej wariacji.
Na Rys. 2.10 przedstawiono schemat kanatu ®,,,, dla n’ = 3,n = 5. Odnosi
sie on do konfiguracji, w ktorej linie 1,2 i 3 zostaly przypisane odpowied-
nio do nadawcow By, Bo, By. Etykieta opisujaca taka konfiguracje ma postac
wektora w = (1,2,4).

Dalsza analiza dotyczy scenariuszy, w ktorych komunikacja odbywa sie
poprzez m kopi kanatu ®,,,—;. Kanal ®,, -, ktory dla zwieztosci ozna-
czaé bedziemy przez ®, posiada tylko jedng linie wejéciowa. Prawdopodo-
bienstwo, ze nadawca B; zostanie przypisany do tej linii w danym przy-
padku uzycia kanalu wynosi p = 1/n. ®,, oznacza¢ bedzie kanal, w kto-
rym aktywny jest nadawca B,,. Analogicznie ®5" = ®,, ® ... ® ®,, , gdzie
|0) = |wy, ..., wy) =|w) ... |w,). Prawdopodobienstwo aktywacji do-
wolnego z pomocnikow jest takie samo co znaczy, ze pg; = p™. Zwroémy
uwage, ze produkcja entropii w kanale ®,, ,,—; pod warunkiem w wynosi 0,
tj. znajac etykiete w oraz stan czysty na wej$ciu kanalu mozna doktadnie
okresli¢ stan czysty na wyjsciu kanatu. Stad otrzymujemy:

v\e>€7-l§)m,\¢i>€7'l%?5<q)%m(e ® ¢1 ®...® ¢")) =0. (2'61)

"Poréwnaj z czescig 2.3.1, gdzie splatanie dwuczastkowe wystarczato, aby otrzymad
regularyzowany obszar pojemnosci.

8Rownowaznie mozna powiedzie¢, ze sa to linie 2-gbitowe na ktérych wykonywany jest
pomiar w bazie standardowej.
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lista aktywnych

A ’T nadawcoéw-pomocnikéw

f_\;
B1
—— /| aktywni nadawcy-pomocnincy
/
BZ
N—
T TN
B I I

Rysunek 2.10: Schemat kanalu ®,,,, dla n = 5 nadawcéw pomocnikéw B; i
n/ = 3 linii nalezacych do nadawcy A.

Ponownie interesowaé nas bedzie tylko predko$¢ transmisji R;m)(q)nm/:l)
dla nadawcy A. Nadawcy B; wspieraja nadawce A przesylajac zawsze jeden i
ten sam ustalony m-czastkowy stan splatany. Ich predkosé¢ transmisji wynosi
0. Rys. 2.11 pokazuje ktorymi liniami, w opisanej konfiguracji, przesytane sa
stany splatane.

Lemat 2.4 Niech kanat kwantowy ¥(p) = >, pwVw(p) @ |wXw| dziata z
prawdopodobienstwem p,, jak kanat V., przy czym odbiorca otrzymuje ety-
kiete |w) z informacjq, z ktérym kanatem ma aktualnie do czynienia. Pojem-
no$é Holevo kanalu U jest ograniczona przez:

X(T) < pux(Wy) (2.62)

Rownosé zachodzi w przypadku, gdy ta sama mieszanina standow jest opty-
malna dla wszystkich V..

Dowadd:



2.3 Wyniki

71

\
A
B, /7 |
J
stany splatane  _—"//
pomiedzy ‘
kopiami kanatu ~_
, [
' -

kopie kanatu

Rysunek 2.11: Réwnoleglte potaczenie m = 3 kopi kanatu ®,_,/—;. Kresko-
wane elipsy wskazuja linie wspotdzielace stan splatany.

Dowo6d lematu sprowadza sie do prostych rachunkow:

x(¥)

IN

max S( (prpx)) Zpgc Pa)

{pm Pm

o 5 (pr L (Srns) |w><w|)

pa: Pa:

S0 (St o okl
max};pw{ (9 (Do pore) ) + H({pu))

{P.r Pz

- pr pr) ({pw})}
pr max S( (me)) pr

pr pT

prx

(2.63)

(2.64)

(2.65)

) (2.66)

(2.67)

gdzie w kroku (2.65) korzystamy z ortogonalnosci etykiet |w). Zwroémy jesz-
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cze uwage, ze dla ustalonej mieszaniny stanow wejsciowych {p;, p;} mamy:
X{pipi}(¥) = prx{pi,pi}(qu) (2.68)

g

Lemat 2.5 Pojemnosé Holevo x dla kanatow kwantowych 1-do-1 z wejSciem
klasycznym jest addytywna.

Dowé6d:

W przypadku kanalow kwantowych z wejéciem klasycznym, zbior stanow wej-
Sciowych jest ustalony, optymalizacji podlega jedynie rozktad prawdopodo-
biefistwa transmisji poszczeg6lnych stanéw wejsciowych. Niech e, i e, ozna-
czaja etykiety klasyczne wysytane odpowiednio przez kanaly I'; oraz ['s na-
tomiast p,, ., oznacza taczne prawdopodobieristwo transmisji pary {e.,, €z, },
ktore osiaga x(I'y @ I'y), t

XL @T2) = X{payup,ery@en,}(I'1 @ 172) (2.69)
= ST ®Ta2(p) = Y PrranS(T1 ® Taeq, ® €4,)).(2.70)
1,22

Zauwazmy, ze:

ST ®Ts(ey ®ey,)) = S(Tiles) @To(es,)) (2.71)
= S(T(ez)) + 5 (Ta(ers)) (2.72)

jak rowniez:
ST @Ta(p) < STi(p1)) + S(T2(p2)), (2.73)

gdzie p, p1, p2 to odpowiednie $rednie stany wejscia. Wstawiajac powyzsze
obserwacje do wzoru (2.70) otrzymujemy:

x(Ih@ly) < S(Ti(p)) +S( (_)) (2.74)
- prl T2 )) +S(F2(€$2)))
- rl (71)) Z P2, S(T1(eq,)) + (2.75)

Fz Pz prg Fz 612

x(I'y) + x(rg). (2.76)

IN



2.3 Wyniki 73

biorac pay wy = PayPuy, gdzie rozklady p.,, p., osiagaja odpowiednio x(I'y)
oraz x(I's).

Relacja x(I'y ® T's) > x(T'1) + x(I's) takze zachodzi, co latwo sprawdzi¢

O

Twierdzenie 2.2 Gdrne ograniczenie dla predkosci transmaisyi Rilm)(i)n’n/:l)
nadawcy A ma postac:

m n i m—i [ T (0
Rf4 )(q)n,n’zl) < . Zp (1—p) ( ) min(2i, m), (2.77)

- 1
=0

gdzie n jest liczbg nadawcow-pomocnikow, m jest liczbg kopit kanatu @, -1,
p = 1/n. Liczba m okresla réwniez, ilu czqstkowe stany splatane przesylane
sq przez kazdego z nadawcow.

Dowadd:

Plan dowodu przedstawia si¢ nastepujaco. Najpierw znajdziemy ogranicze-
nie gorne na predkos¢ transmisji Ra(®2™) dla ustalonego w. Okaze sig, ze
wartos$¢ ta zalezy jedynie od tego, ile razy nadawca B; stal sie nadawca ak-
tywnym. Liczbe aktywacji [; danego nadawcy tatwo okresli¢ znajac etykiete
w. Na podstawie ograniczenia dla R4(®%™) podamy ograniczenie gorne na
Rfaxm)(q)n,n’zl) = %RA(q)n,n’zl)-

Aby wyznaczy¢ R (®2™), zrobimy maly formalny wybieg. Ot6z zamiast
rozwazaé m kopii kanatu ®, bedziemy przez chwile zajmowac sie n kanatami
I';, przy czym zachodzi rownowaznosé:

o2 = ()T (2.78)
=1

w sensie odwzorowania stanéw wejsciowych na stan wyjsciowy. Wejscie ka-
natu I'; sktada sie ze wszystkich wejsé kontrolowanych przez nadawce B; oraz
tych wejé¢ nalezacych do A, ktére maja wpltyw na podsystem od nadawcy B;.
Poniewaz stan przesylany przez B; jest ustalony, na kanal I'; mozna patrzec¢
jak na kanat 1-do-1 z wejsciem klasycznym. Wejscie to jest kontrolowane
przez nadawce A. Wejscie kanalu ma rozmiar 2/; bitow. Wyjscie kanatu T';
ma rozmiar m gbitow. Kanaly I';, I'; rozniace si¢ indeksem (i # j) nie dziela
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_____

Rysunek 2.12: Rownowaznos¢ ®$™ = @, I'; na przykladzie kanatow ®F7
i I'y ® I's. Pionowe bloki na rysunku oznaczaja kolejne kopie kanatu ®, linia
przerywang zaznaczono kanal I';, pogrubiona linia falowana oznacza stany
splatane przesytane przez nadawcow Bj i By, w kotku przedstawiono etykiete
klasyczna odpowiadajaca danej realizacji kanatu ®.

linii wejsciowych. Wprowadzenie kanatow {I';} to jedynie odpowiednie prze-
grupowanie linii wejéciowych i wyjéciowych. Stad wynika rownowazno$¢ obu
przedstawien. Rys. 2.12 ilustruje opisany tutaj zabieg.
Wymiary przestrzeni wejscia i wyjscia kanatu I'; stanowia gorne ograni-
czenia na jego pojemnos¢ klasyczna:
x (T;) < min(2l;, m). (2.79)

Na podstawie Lem. 2.5 otrzymujemy

X <®F ) ZX (2.80)

=1

Podstawiajac oszacowanie (2.79) do rownania (2.80) oraz korzystajac z row-
nowaznosci kanatow (2.78) otrzymujemy:

R (25™) (Z min(2l;, m ) . (2.81)
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m

Skorzystamy teraz z Lem. 2.4. Podstawienia ¥, = ®%™ p, = p™,
X(U,) = R(PE™) wraz z ograniczeniem (2.81) prowadza do:

Ra(®%™) mz min(2l; (w), m) + ... + min(2l,(w),m))  (2.82)

|
- ¥ me(min(zll,mwr...+min(2ln,m))(2.83)
l1+.. +ln—7£7,1 ln'

nZ( >p min (20, m)ay (2.84)

Etykiety w, ktore prowadza do takiej samej konfiguracji {l4,...,[,}, zostaly
zebrane we wzorze (2.83) w jeden wyraz. Przechodzac do (2.84) korzystamy z
symetrii wzgledem nadawcow B; oraz podstawienia a; = Zzg+ T ( ml )
Przypomnijmy, ze

3 <k1mkn) =™, (2.85)

k1++kngm
co prowadzi do oy = (n — 1)™! oraz:

m

Ra(®®™) < n) (”;) min(20, m)p™(n — 1) (2.86)

= n) p1—pm (77) min(2l, m), (2.87)

=0

gdzie w rownaniu (2.86) korzystamy z faktu, ze dla p = 1/n otrzymujemy
(n—1)p = (n—1)/n =1 — p. Podstawienie Rgm)(é) = LRA(P¥™) koticzy
dowdd.

O

Ograniczenie gorne na R;m)(q)n,n/zl) przedstawione w Tw. 2.2 jest osig-
gane dla m € {1,2,5} przez nastepujace protokoly: nadawca A przesyla
z rownym prawdopodobienstwem wszystkie elementy z kontrolowanej przez
niego 2m bitowej przestrzeni wejscia ®®™, podczas gdy nadawcy B; przesy-
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Rysunek 2.13: Gorne ograniczenie na predkosé transmisji Rl(élm)(q)) w funkcji
m-liczby kopii kanatu ®, oraz liczby nadawcoéw-pomocnikow n.

taja za kazdym razem odpowiednio:

m=1 : |0) (2.88)
m=2 - |¢+> (2.89)

1
m=5 : |0r) = [/00000) + |10010) +[01001) + |10100)  (2.90)

+]01010) — [11011) — [00110) — |11000)
—[11101) — [00011) — [11110) — [01111)
—[10001) — [01100) — [10111) 4 [00101)],

gdzie |0.) to stowo kodowe z 5-gbitowego kodu korekcyjnego [72].

Aby dowie$¢, ze omawiane tu ograniczenie jest faktycznie osiggane w
przedstawionych scenariuszach wystarczy pokazac, ze kazdy z nich prowadzi
do rownosci w formule (2.79). Produkcja entropia przez kanal I'; wynosi 0
co znaczy, ze jego przepustowos$¢ zalezy tylko od entropii $redniego stanu
wyjscia. Nalezy zatem sprawdzi¢, czy rzeczywiscie wynosi ona min(2l;, 2).
Dla m = 1 sprawa jest oczywista. Uzasadnienie dla m = 2 znajduje sie
ponizej:

1. [ = 0: transmitowany stan Bella pozostaje bez zmian, entropia stanu
czystego wynosi 0.

2. | = 1: operacje unitarne nalezace do zbioru {I,0,,0,,0.}, wykonane
na dowolnym gbicie stanu Bella, pozwalaja otrzymaé wszystkie 4 stany
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Bella. Poniewaz prawdopodobienstwo wykonania kazdej z operacji uni-
tarnych jest takie samo, entropia $redniego stanu wynosi 2.

3. [ = 2: sytuacja ta sprowadza si¢ do rekurencyjnego zastosowania argu-
mentu uzytego dla [ = 1, ostatecznie stan $redni sktada sie w rownych
proporcjach ze wszystkich stanow Bella a jego entropia znowu wynosi
2.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla stanu |[0) z 5 gbitowego
kodu korekcyjnego (m = 5). Rozpatrzmy sytuacje, w ktorej kanal T'; dziala
na stan |0z), na pozycjach opisanych przez wektor = (wektor ma [ elemen-
tow). Niech Agz)l(p) oznacza kanal depolaryzujacy dziatajacy na j-ty gbit
stanu p. Kanal Afuj:)l(p) wprowadza szum z prawdopodobienistwem p = 1.
Poniewaz nadawca A z rownym prawdopodobienstwem przesyla wszystkie
stany wejéciowe, $redni stan na wyjsciu I'; dla danego 7 ma postac:

Pr = <® A;Z%) [10L)0L]], (2.91)

gdzie 7; oznacza wartos¢ ¢ tego elementu wektora w. Aby pokazaé, ze dla
kazdego | w formule (2.79) zachodzi rownos¢, musimy sprawdzié¢, czy dla
wszystkich 7 zachodzi S(p,) = min(2[,5). Zadanie to wymaga rozpatrzenia
wielu przypadkow, dlatego do jego wykonania zostal uzyty program kompu-
terowy napisany dla systemu obliczeniowego Mathematica. Kod programu
zamieszczony zostal w dodatku A. Dla kazdego [ € {1,...,5} program gene-
ruje liste wszystkich [ elementowych kombinacji ze zbioru {1,...,5}. Kazda
z tych kombinacji to inny wektor pozycji m. Nastepnie program sprawdza,
czy dla wszystkich 7w zachodzi warunek S(p,) = min(2l,5).

Na podstawie przedstawionych argumentow tatwo wyciagna¢ wniosek, ze
dla dowolnego w przedstawione kodowanie wysyca formutle (2.81). Poniewaz
protokot jest optymalny dla wszystkich mozliwych w, w Lem. 2.4 zachodzi
rownosé, ktora przektada sie na rownosé w wyrazeniu (2.82). To pokazuje, ze
opisany protokoly osiggaja predkos¢ transmisji:

m n < i m—i [TV . o
B @) = 230 (7)) w2, (202)
=0

Pokazany tutaj efekt superaddytywnosci bazuje na pewnym rozszerzeniu
schematu gestego kodowania na przypadek n-czastkowy. Cecha wyrdzniajaca
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analizowany przypadek jest to, ze w przeciwienstwie do klasycznego sche-
matu gestego kodowania, nie mamy tutaj do czynienia z wyodrebniong cze-
Scig stanu splatanego, na ktora dziala operacja unitarna. Z definicji kanatu,
operacje unitarne wykonywane sa na losowych fragmentach stanu splatanego.
Niezaleznie od tego, gdzie zostanie wykonana operacja unitarna, oczekujemy
ze za kazdym razem stan bedzie transformowany w rownie duzy zbior stanow
ortogonalnych. Taka wtasnosé posiadaja stany kodowe z 5 gbitowego kodu
korekcyjnego: liczba stanéw, ktoére mozna osiagnaé poprzez unitarng trans-
formacje wybranego stanu kodowego, zalezy tylko od liczby gbitow, ktérych
ta transformacja dotyczy, nie zalezy natomiast od ich potozenia. Uzytecznos¢
stanu splatanego do optymalizacji predkosci transmisji pocigga za soba wy-
maganie aby stan wykazywal odpowiednio duza symetrie wzgledem zamiany
miejscami jego czeSci sktadowych.

Schemat gestego kodowania nie moze przekroczyé¢ ograniczenia m bitow
entropii na m-gbitowy stan splatany od nadawcy B;. Zatem im blizej [; do m,
tym mniejszy wzrost entropii stanu wyjsciowego i tym mniejszy wzrost pred-
kosci transmisji. W przypadku, gdy liczba nadawcow-pomocnikéw n = 1 lub
m jest male, stan splatany do$¢ czesto niesie mniej niz 2[; bitow informacji.
Jednak gdy n > 1 z pomocga przychodzi asymptotyczna zasada ekwipartycji
mowiaca, ze wraz ze wzrostem m wartosci [; koncentruja sie w okolicach m/n.
Gdy m i n rosna zachowujac odpowiednia proporcje, szansa ze stan splatany
od nadawcy B; niesie mniej niz 2[; bitow informacji maleje.

2.3.4 Kanaly z wieloma nadawcami: superaddytywno$¢
regularyzowanego obszaru pojemnosci

Zebrane w tej czesci wyniki dotycza efektu aktywacji dla regularyzowanych
obszaréw pojemnosci R (®;) + R (d;;) € RI)(d; @ ®;7). Nalezy tu-
taj podkresli¢, ze w analizowanym przypadku obszarow R(>) nie mozna
przedstawi¢ przy uzyciu formut jednowyrazowych, tj. R (®;) € R (®;)
dla i € {I,II}. Dalej postugiwac si¢ bedziemy kanatami ®; = ®,,_10 -9 i
D = Pp—10,=1, ktorych struktura zostala opisana w czesci 2.3.3.

Zaczniemy od sprawdzenia, czy dla kanalow ®; i @, obszary pojemnosci
faktycznie spetniajg R C R, tzn. czy aby na pewno omawiany tu przy-
padek nie daje sie sprowadzi¢ do sytuacji opisanej w czesci 2.3.1. Tym razem
rowniez wystarczy, gdy ograniczymy sie do predkos¢ transmisji dla nadawcy
A (nadawcy B; pelnia role pomocnikow).
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Biorac pod uwage wymiar tacznej przestrzeni wyjécia nadawcow B; ak-
tywnych w danym momencie, tatwo zauwazy¢, ze maksymalna predkos¢ osia-
gana podczas transmisji stanéw produktowych wynosi RS) =n.

Przyjrzymy sie teraz predkosci transmisji Rf) w uktadach ®% oraz ®%7,
gdy nadawcy B; przesylaja jeden i ten sam stan Bella. W takiej sytuacji
na uklady ®9? oraz ®%? mozemy patrze¢ formalnie jak na kanaty 1-do-1.
Entropia wyjscia w obu ukltadach, przy znajomosci etykiety wyjsciowej w,
wynosi 0 (patrz formuta (2.68)). Zatem predko$¢ transmisji jest rowna en-
tropii Sredniego stanu na wyjsciu pod warunkiem w, tj. entropii Sredniego
stanu linii pochodzacych od nadawcéw B;. Podobnie jak robiliSmy to wcze-
$niej przyjmujemy, ze nadawca A przesyla z rownym prawdopodobienstwem
wszystkie elementy bazy standardowej kontrolowanej przez siebie przestrzeni
wejscia. Prawdopodobienstwo, ze podczas kolejnych transmisji dany zbior
aktywnych nadawcow B; zostanie wybrany dwukrotnie, wynosi p = 1/ (:,)
Z prawdopodobienstwem 1 — p zbiory aktywnych nadawcow roznig sie w obu
przypadkach transmisji o co najmniej dwa elementy. Nadawca A czerpie w
takiej sytuacji korzysé¢ z gestego kodowania i moze przesyta¢ co najmniej 2
dodatkowe bity informacji. Ponownie biorac pod uwage wymiar tacznej prze-
strzeni wyjsécia aktywnych w danym momencie nadawcow B; oraz schemat
gestego kodowania otrzymujemy, ze z prawdopodobienstwem p nadawca A
przesyla z predkoscia 2n’ natomiast z prawdopodobieristwem 1 — p nadaje
z predkoscia co najmniej 2(n’ — 1) + 2 - 2. Na podstawie wzoru 2.68 otrzy-
mujemy nastepujace ograniczenie na predkosé transmisji w rozwazanym pro-
tokole: Ry > p2n’ 4+ (1 — p) (Q(n/ -1)+2- 2). Zatem, dla maksymalnych
regularyzowanych predkosci transmisji zachodzi:

1
RY =n'<n/'+(1—-p) < gftas RY < RYY, (2.93)

co przektada sie na R C R(>),

Pokazemy teraz, ze R (®;) + R (&) C RO)(®;@®;;). W tym celu
udowodnimy relacje R (@) + RE) (@) < RE(9; @ @),

Zaczniemy od oszacowania z gory wartosci RP(®;) + R (®,,). Przy-
pomnijmy, ze predkosé¢ transmisji przez kanal jest ograniczona z goéry przez
logarytm rozmiaru przestrzeni wejscia i przestrzeni wyjscia kanatu. Stad, dla
nadawcy A i kanatu ®,, ,,,, mamy:

R;m) < — min(2n'm, nm) = min(2n’, m). (2.94)
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Stosujac powyzszy wzor do kanaléow ®; oraz ®;; otrzymujemy Riloo)(fbl) <
min(2 - 9,10) = 10 oraz R{Y(®;;) < min(2 - 1,10) = 2, co prowadz do
RS (@) + RO (@7,) < 12

Do wyznaczenia ograniczenia dolnego dla Rf:o)(fl)f ® ®;7) uzyjemy na-
stepujacy protokol: niech nadawca A uzywa tylko linii nalezacych do kanalu
®;, tzn. przez linie nalezace do kanalu ®; przesyta z rownym prawdopodo-
bienstwem wektory z bazy standardowej, natomiast przez linie¢ nalezaca do
kanatu ®;; zawsze stan |0). Nadawcy B; przesylaja zawsze jeden i ten sam
stan Bella. Pierwsza cze$¢ stanu idzie linig nalezaca do kanatu ®; natomiast
druga linig nalezaca do kanalu ®;;. Latwo zauwazy¢, ze niezaleznie od tego
ktorzy nadawcy sa aktywni, kazda z linii kanalu ®; nadawcy A modyfikuje
stan innego poduktadu. Stad, na podstawie schematu gestego kodowania,
predkos$¢ transmisji uzyskana przez A zwigzana jest z wymiarem kontrolowa-
nej przez niego przestrzeni wejscia kanaly ®; (przypomnijmy, ze kanat ®;;
jest pasywny) i wynosi 18. Otrzymujemy zatem:

R (@) + RS (@) <12 < 18 < R{V (@, @ @yy). (2.95)

W ten sposob wykazaliSmy efekt superaddytywnosci dla regularyzowanych
obszaréw pojemnosci.

Wartos¢ pojemnos¢ Holevo jest silnie zwigzana ze zbiorem stanéw, na
ktorym prowadzona jest procedura optymalizacji mieszaniny stanéw kodo-
wych. Wystepowanie efektu superaddytywnosci dla wielkoSci asymptotycz-
nych R sugeruje, ze kwantowy efekt aktywacji jest cecha wielodostepnych
kanatow kwantowych a nie jedynie odbiciem wtasnos$ci pojemnosci Holevo
wynikajacych z rozszerzenia zbioru dopuszczalnych stanéw kodowych.

2.3.5 ¢ - superaktywacja: e ® € > e.

W przedstawionych dotychczas przyktadach, efekt superaddytywnosci zwia-
zany byt zasadniczo ze schematem gestego kodowania. Wykorzystanie stanow
splatanych prowadzito do takiej samej produkcji entropii, jak w przypadku
transmisji stanéw produktowych. W zadnym z przedstawionych wynikéw nie
udato sie zaobserwowaé¢ wzrostu tacznej predkosci transmisji Rp. Ostatni
rezultat, ktory zostanie przedstawiony czytelnikowi w tym rozdziale, doty-
czy subaddytywno$ci minimalnej entropii wyjscia H,,;, i ma wypelni¢ opi-
sana wyzej luke. Czytelnik zobaczy tutaj miedzy innymi, jak splatanie po-
zwala zmniejszy¢ produkcje entropii, czego bezposrednia konsekwencja bedzie
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wzrost Rr. W opisanym protokole wszyscy nadawcy sa rownorzednymi be-
neficjentami zyskow plynacych z wykorzystania splatania. Interesujacy jest
rowniez fakt, ze bedziemy mieli tutaj do czynienia z efektem e-superaktywacji
— dzieki wykorzystaniu splatania, taczna predkos$¢ transmisji przez kanaty,
praktycznie nie nadajace sie do komunikacji (Rr = € ~ 0), osiagnie poziom
Ry~ 1.

Przedrostek € zostal uzyty w tytule dla podkreslenia, ze przez analizowane
w tej czedci kanaly mozna transmitowac informacje klasyczng z niewielka, jed-
nakze r6zng od zera predkosciag. W tym sensie, opisana tu e-superaktywacja
jest stabsza od przedstawionej w pracy [92] superaktywacji pojemnosci kwan-
towej typu 0 ® 0 > 0, gdzie kanaly sktadowe rzeczywiscie maja zerowe po-
jemnosci kwantowe (poroéwnaj [36] dla scenariuszy z wieloma uczestnikami).

Na poczatek kilka poje¢ zwiazanych z koncepcja klasycznego ekstraktora
entropii, ktory to stanowi trzon przytoczonej dalej argumentacji.

Dla dwoch zmiennych losowych X, Y o takim samym no$niku, odlegtosé
statystyczna zdefiniowana jest jako:

dist(X, V) = % S IP(X=e)— P(Y =¢)]. (2.96)

e€sup(X)

F,, oznacza zmienna losowa o rozkladzie rownomiernym na zbiorze 2™ ele-
mentowym.

Lemat 2.6 Dla binarnej zmiennej losowej X, relacja: dist(X, Fy) = € po-
cigga za sobg: 1 — H(X) = (2/In2)e? + O(e*). Dla ¢ € (0,0.5) zachodzi
1— H(X) < 4é.

Dowadd:

Dowdd lematu wynika natychmiast z rozwiniecia w szereg Taylora.
O

Klasyczny wielozrodtowy ekstraktor losowosci jest funkcja, ktora destyluje en-
tropie z niezaleznych ,stabych zrodet losowosci”. Stowo ,klasyczne” ma odroz-
ni¢ opisang sytuacje od przypadkow, gdzie losowos$é otrzymuje sie na skutek
efektow kwantowych. Uzyteczno$é zmiennej losowej jako zrodia losowosci w
procesie ekstrakcji mierzy minimalna entropii Hy, [4, 98] zdefiniowana jako:

Ho(X)= min —logp(x) (2.97)

resupX
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Definicja 2.1 Wielozrddtowy ekstraktor losowosci [7] to funkcja
foxs 2 {0,130 {0, 1}™, ktora dla | niezaleznych n-bitowych zrédet X, . .., X,
z H®(X;) > k spetnia:

dist (fext (X17“‘7Xl)7Fm) <e (298)

Funkcja for nazywana jest [-Zrodtowym ekstraktorem z wymaganiami na mi-
nimalng entropie rzedu k, n-bitowym wejSciem, m-bitowym wyjsciem & odle-
gtosciq statystyczng rzedu €.

Twierdzenie 2.3 (O istnieniu ekstraktora [7]:) Niech m < k < n bedg licz-
bami naturalnymi oraz € > 0. Jesli zachodzi k > logn + 2m + 2log(1/€) +
1, wowczas istnieje 2-zrodtowy ekstraktor fope : {0,1}"% — {0,1}™ z k-
bitowymi wymaganiami na minimalng entropie Ho, oraz odlegtoSciq staty-
styczng €. Postaé ekstraktora moze byé wyznaczona w czasie proporcjonalnym

222k

do: 257727,

Ponizej beda uzywane uogolnienie stany Bella [11] postaci:

1 = o
|Va,p) = ﬁ ; exp (f&l) D+ 5), (2.99)

gdzie o, B € {0, D — 1} sg indeksami. Stany naleza do przestrzeni CP @ CP.

Dla stanu |p) = >, p;]7), gdzie {|i)} jest baza standardowa, bedzie sto-
sowana notacja [p*) = >, pufli) i D = 2%,

Punktem wyjscia dla dalszych analiz beda dwie rodziny kanalow {Fff)} i
{Fg)} indeksowanych przez §. Kanaly {Ff)} i {Fg)} posiadaja 4 nadawcow, z
ktorych kazdy kontroluje jedno d-qbitowe wejscie: X7, ..., X (XE, ..., XP).
Ich wyjs$cia maja rozmiar 1 gbita i sa oznaczane przez: Y4, YE. Wejicia
XAi XP sa kontrolowane przez nadawce S;. Rozmiar wejé¢ kanalow zalezy
od parametru 0 w nastepujacy sposob: d = [2log(1/§) + 12]. Obydwa ka-
naly opieraja sie na podobnym schemacie (patrz Rys. 2.14). Z tego powodu
zostanie opisany tylko kanal I'4 z zaznaczeniem miejsca, w ktorym kanaty
roznig sie. W pierwszym kroku kanat wykonuje pomiary projektorowe M,
oraz My;. My jest pomiarem tacznym na wejsSciach X, X5, natomiast M,
na wejsciach X3, Xy. W przypadku kanatu I'y pomiary wykonywane sa w
bazie {|t)a,p)}, natomiast w przypadku kanatu I's w bazie {|¢} 5)}. Wyniki
pomiaréw oznaczone sa odpowiednio przez m; i my;. Przyjmujemy, ze maja
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X, - g
XZ I
] g = y=[f_(m,m,))
X, -
X4

Rysunek 2.14: Ogo6lny schemat dla wielodostepowych kanaléw kwantowych
I'xiI'g. X; to d-qubitowe wejscia, M; oraz M;j; reprezentuja wykonywane
przez kanal pomiary projektorowe ktérych wynik to m; i myr. fops jest kla-
sycznym ekstraktorem losowosci o wtasciwosciach opisanych Tw. 2.3.

XA
LT
X —
2 !

N —
3 0!

XA =]
4 !
B '

X, —
1 Yt

X—

XE ——
s

8 |
X4

Rysunek 2.15: Kanaty I'4 i I'p pracujace réwnolegle. Linie kreskowane ozna-
czaja stany splatane |1 o) przesylane przez I'y ® I'p.

one posta¢ pary m = («, ). Zmienne losowe zwiazane z wynikami pomia-
row stanowia 2d-bitowe wejscie dla ekstraktora losowosci fope. Wyjscie fops
ma rozmiar jednego bitu. W zaleznosci wartosci fopt (mr, mys), kanal produ-
kuje stan wyjsciowy |0) lub |1). Istnienie ekstraktora f,,. o odpowiednich
wtasnosciach zostanie pokazane po6zniej.

Wré6émy do glownego tematu niniejszej czedci, czyli subaddytywnosci mi-
nimalnej entropii wyjscia. Zaczniemy od pokazania, ze dla 6 > 0 minimalna
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entropia wyjscia Hmm(Ff)) oraz Hmm(Fg)) jest nie mniejsza niz 1 — §. Na-
stepnie, analizujac przypadek gdy wszyscy nadawcy S; przesytaja stany |t o)
(patrz Rys. 2.15), znajdziemy goérne ograniczenie na Hmm(FEf) ® Fg)) W po-
staci F(j) ® Fg) = 1. Bedzie to prowadzi¢ do wniosku, ze dla § < 1/2 zacho-
dzi subaddytywno$¢ minimalnej entropii wyjscia: Hmm(Ff)) + Hppin (T g)) >
Hypin (T @ T,

Lemat 2.7 Niech przez kanat Ffff) bedg nadawane stany produktowe w po-
staci: |uft) @ |pus) @ |pg) @ |ud), gdzie |uft) to stan nadawany przez S;. Ana-
logicznie dla Fg). Wowczas dla zmiennych losowych, zwigzanych z wynikams
wykonywanych przez kanat pomiaréw, zachodzi: H®(M{) = H®(M{}) =
H>(MB) = H*(MPE) > d, gdzie d oznacza rozmiar wejscia kanatu.

Analogiczny lemat mozna pokazaé¢ réwniez w dla kanatu Fg)
Dowéd:

Zajmiemy sie przypadkiem H>(Mi#') = d. Pozostale mozna udowodni¢ w
ten sam sposob. Niech pomiar projektorowy M7 bedzie wykonywany na
stanie produktowym [u)|v), gdzie 1) = Y00 wyli). [v) = YL wilk) sa
d-gbitowymi stanami dostarczonymi odpowiednio przez nadawce S i S;. Po-
nizej zostanie pokazane, ze rozklad prawdopodobieiistwa P(m{ = (a, 3)) =
|(a5]12]v))|? otrzymania w wyniku pomiaru M;' pary wartosci mi' = (a, )
spetnia p, g < %. Prosta konsekwencja tego faktu jest: Ho (M7) > d. Za-
uwazmy, ze:

pla,B) = [(Wasl)|v)]’ (2.100)
1| i b1 p P
2 (6‘”) U+ 81D wsld) 3 wilk)
(=0 j=0 k=0
1| = 2mi 2
- Dl Y. e (j@l) vl 3) (L + Blk) (2.101)
7=0,k=0,1=0
D—1 ) 2
1 27i
- 5 ;exp (focl> V43 (2.102)
1 o 12
= plwiwml, (2.103)
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gdzie Ug = lD:f)l |I+8)(l| exp (%5Lal) jest operacja unitarng. Ostatecznie, na
podstawie wlasnosci iloczynu skalarnego otrzymujemy: p, g = %](M*IUE‘]VW <
1

5
O

W oparciu o Lem. 2.7 mozna stwierdzi¢, ze ekstraktor losowosci fopt
pracuje w oparciu o zmienne losowe spelniajace wymaganie H,, > d. Za-
uwazmy jeszcze, ze dla d > 4 zachodzi d/2 > logd. Stad otrzymujemy
d = [2log1/§ + 12] spelniajace dla ¢ = v/§/2 zalozenia Tw. 2.3. W ten
sposob przekonaliSmy sie, ze istnieje ekstraktor losowosci fopt, ktorego wyj-
Scie lezy w statystycznej odleglosci e = \/5/2 od rozktadu jednorodnego F}.
Na podstawie Lem. 2.6 minimalna entropia wyjscia kanatu ograniczona jest
przez: H,;,, > 1 — €.

PrzejdZzmy teraz do entropii wyjscia Ff) ® Fg). Jak juz zostalo wspo-
mniane, rozwaza¢ bedziemy przypadek, w ktorym wszyscy nadawcy S; prze-
sylaja stany [i). Pierwsza czes¢ 2d-gbitowego stanu jest nadawana przez

kanat Fff), natomiast druga przez kanat Fg). Sytuacja ta zostala przedsta-
wiona na Rys. 2.15. Ponizej zobaczymy, ze entropia wyjscia uktadu (Ff) ®Fg)
dla tego protokolu nie moze przekroczyc 1.

Ekstraktor losowosci fop jest funkcja deterministyczng. Jesli wyniki po-
miaréw dla kanatow I'? i T'9 sg sobie rowne: m# = m? oraz m# = m5,, to
fopt (M3, mey) = fopr(mP, mPB,) a stad rowniez i stany otrzymane na wyjsciach
kanatow. W przypadku transmisji stan6w splatanych, rzeczywiscie zachodzi:

ms = m?P oraz m#, = m%, co pokazuja ponizsze rachunki:

p(mi',mf) = plaa,Ba, ap, Bp) (2.104)
1 o N 2
= e <¢S,0‘Ugf®U§TWO,0> (2.105)
D—1
1]1 2
= T2 52<k|<k|e><p {15(0@4—0@)4 (2.106)
k,1=0
X U+ Ba)ll + Bs)|” (2.107)
1| 2 ’
= — D exp {i—(aA—aB)l} 03, 65 (2.108)
D* |4 D
1

= ﬁéaA,aBéﬁAvﬁB‘ (2'109)
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Rysunek 2.16: Konstrukcja kanatu T Linie ciagle odpowiadaja liniom kwan-
towym, natomiast kreskowane klasycznym. Linie klasyczne kontroluja ope-
racje CNOT wykonywane na wyjsciu kanatu.

Formute (2.105) otrzymuje sie¢ w ten sam sposob jak formute (2.103). Po-
wyzszy wynik mozna interpretowa¢ jako uogolnienie wymiany splatania [11,
95, 96]. Splatanie pomiedzy uzyciami kanatow Ffff) i Fg) poprzez pomiar M;!
jest zamieniane na splatanie pomiedzy wejSciami kanatu Fg) nalezacymi do
nadawcow S7 i S. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla po-
miaréw Mi} i MEB.

Skoro wyjscia kanatow Ff) i Fg) sa sobie roéwne, to stan wyjsciowy Ff)

®
Fg) mozna zapisa¢ w postaci p|00)(00]| + (1 — p)|11)(11]. Oczywiste jest, ze
entropia tego stanu nie moze przekraczaé¢ 1 bitu.

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem superaddytywnosci obszaréw pojem-
nosci klasycznej. Postuzymy si¢ tu przyktadem kanatéow I, [ B s [ bedacych

)i Fg). Podobnie jak wyzej,

omowiony zostanie tylko kanal T (j), gdyz kanat Fg) zachowuje sie analogicz-
nie. Kanat ffff) przedstawiony jest na Rys. 2.16. Posiada on cztery wejscia
i jedno wyjscie. Kazde wejscie sktada sie z linii d-gbitowej i linii 1-bitowe;.

Kanal ten definiujemy w nastepujacy sposob:

drobna modyfikacja odpowiednio kanatow Ff

o <,01 R ®.. @p®e ) CNOT; 0. ..o CNOT, (Fff)(pl ®...®p4)).

(2.110)
p oznacza stany przesylane liniami kwantowymi, natomiast e) bity prze-
sylane liniami klasycznymi. CNOTy(p) = p oraz CNOT,(p) = XpXT. Zo-
baczymy teraz, ze w przypadku transmlsjl stanow produktowych, klasyczny
obszar pojemnosci Ryroq = R (T ®) )+RW (F ) ograniczony jest nieréwno-
Sciami Rg = ), ¢ Ri < 20, zachodzacymi dla kazdego podzbioru nadawcow
S. Obszar ten poréwnamy z obszarem pojemnosci uzyskanym I))rzez rotokol
transmisji, ktory wykorzystuje stany splatane: R, = ’
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Zauwazmy, ze Rg < I[(Xs :Y|Xg0) < Hpaw — Humin gdzie H,qp to mak-
symalna entropia wyjscia kanalu. Na podstawie wymiaru przestrzeni wyjscia
kanatow F(A) oraz FSB), w obu przypadkach mamy H,,,, < 1. Biorac pod
uwage wyniki dotyczace minimalnej entropii wy, (]saa kanatow I’ A i ' otrzy-
mUJemy Hyin > 1 — 6, co prowadzi do Rg(T" < §, Rg(T B) < ¢ oraz
Rs(T0) + Rg(I'Y)) < 2.

Sprawdzmy co sie stanie, gdy do gry wlacza sie stany splatane. W tym celu
postuzymy sie nastepujacym protokotem: kazdy z nadawcoéw, podobnie jak

wyzej, przesyta liniami kwantowymi kanatow FE4), Fff) stan W . Przez linie

)

klasyczna kanatlu F; przesylana jest caly czas etykieta 0. Linia klasyczna

kanatu f}f) uzywana jest w zaleznosci od potrzeb i moga nig by¢ przesytane
etykiety O oraz 1. Jak mieliSmy juz okazje zauwazy¢, wyjscia kanalow Ff) i
Fg), w przypadku transmisji stanoéw splatanych, sa takie same. Jesli odbiorca
wykona na wyjsciu kanalu f}f) operacje CNOT kontrolowana przez wyjscie

kanatu ff), cala sytuacja sprowadzi sie do transmisji przez klasyczny binarny
kanal XOR. Klasyczne linie kanatu Ty odpowiadaja wejéciom kanatlu XOR,
natomiast wynik operacji CNOT mierzony w bazie standardowej wyjsciu
kanatu XOR. Obszar pojemnosci kanalu XOR jest opisany dobrze znang z
klasycznej teorii informacji formuta Ry + Ry + Rs + Ry < 1 [70].

2.4 Otwarte pytania

Przedstawione wyzej wyniki nasuwaja nowe pytania oraz sugeruja dalsze kie-
runki badan nad efektem aktywacji obszarow pojemnoéci klasycznej. Rozwa-
zania ponizej stanowia odniesienie do czesci z tych problemow.

e (Czy zachodzi superaddytywnos¢ regularyzowanych obszaréw pojemno-
Sci wyrazona w terminach Rp?

e Wykorzystanie schematu gestego kodowania oraz wymiany splatania
pozwala tama¢ addytywno$¢ R. Czy mozna podaé jakas$ strukturalng
charakterystyke wielodostepowych kanatow kwantowych, dla ktérych
ten efekt zachodzi?

e Mielismy okazje przekonac sie, ze twierdzenia o addytywnosci pojem-
nosci klasycznej dla pewnych klas kanatow kwantowych (kanalow ta-
miacych splatanie, kanalow identycznosciowych) nie przenosza sie na
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obszar kanalow z wieloma nadawcami. Jakie klasy kanalow wielodoste-
powych zachowuja addytywnosé R?

Czy istnieje zwiezta formula na ciasne (ang. tight) ograniczenie gorne
R>? Ograniczenie takie pozwalaloby zatrzymaé procedure optymali-
zacji dla zadowalajacego przyblizenia R(™ ~ R(),

Jakie stany kwantowe sa uzyteczne w optymalizacji R(™: stowa kodowe
z kwantowych kodow korekcyjnych, stany klastrowe, stany Dicka [35]7

Jak duzy wpltyw na efekt superaddytywnosci ma obecno$¢ szumu?

Czy efekt superaddytywnosci typu (ii) zawsze wystepuje w parze z efek-
tem subaddytywnosci H,,,7



Rozdzial 3

W strone eksperymentu - efekt
aktywacji w kanalach
(Gaussowskich

Rozdzial ten jest proba pokazania, ze efekt kwantowej aktywacji obszarow
pojemnosci klasycznej, analogiczny do rozwazanego w przypadku zmiennych
dyskretnych, mozna zaobserwowaé¢ w laboratorium juz dzis, przy obecnym
stanie techniki'.

Przetozeniu opisanych w poprzednim rozdziale koncepcji na jezyk standow
Gaussowskich pozwala omina¢ ograniczenia oraz trudnosci implementacyjne
opisane w czesci 2.3. Z drugiej strony, proponowana tu zmiana podejscia,
wprowadza pewne trudno$ci formalne oraz sprawia, ze sam efekt aktywa-
cji staje sie mniej czytelny. W przypadku kanatéw Gaussowskich nie mozna
utrzymaé¢ w mocy twierdzenia o addytywnosSci obszarow pojemnosci (patrz
Tw. 2.1), dlatego ponizej wprowadzona zostanie zasada lokalnosci. Jest ona
uogolnieniem Tw. 2.1 w tym sensie, ze obejmuje szersza klase kanatow wie-
lodostepnych, tj. wielodostepne kanaly dyskretne i Gaussowskie. Wiaze sie
to jednak z rezygnacja z pelnej charakteryzacji obszaru pojemnosci pracuja-
cych rownolegle kanalow wielodostepnych. Aktywacja pojemnoéci klasycznej
Gaussowskich wielodostepnych kanaléw kwantowych bedzie analizowana w
tym rozdziale wlasnie w kontekscie tamania zasady lokalnosci.

1Obszerne wprowadzenie do najnowszych osiggnie¢ w obszarze eksperymentalnej optyki
kwantowej mozna znalezé w pracy [5].
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3.1 Zasada lokalnosci w klasycznych wielodo-
stepnych kanalach Gaussowskich

Zasada lokalnosci jest uogolnieniem twierdzenia o addytywnosci pojemno-
Sci klasycznej (Tw. 2.1), obowiazujacego dla kanalow dyskretnych. Zanim
przejdziemy do jej szczegotowego przedstawienia, spojrzmy na przyktad po-
kazujacy dlaczego twierdzenie o addytwnosci nie przenosi sie na kanaty Gaus-
sowskie nawet w najprostszym przypadku kanalow 1-do-1. Rozpatrzmy dwa
kanaty Gaussowskie 1-do-1: ®; i @5, dla ktorych poziom szumu wynosi od-
powiednio o2, (1) i 02, (®s). Zakladamy, ze o2, (P1) < 02, (P2).

Ponadto, w przypadku obu kanatéw nadawca podlega takiemu samemu ogra-

na Srednig dostepna moc. Pojemnosci uzyskiwane w tym mo-
mencie przez niego to C = %log [1 + %] 10y = %log [1 + %}
(patrz Rw. (1.23)). Co sie stanie, gdy nadawca ma dostep do obu kanalow jed-
noczesnie? Srednia moc, z ktorej moze korzysta¢ nadawca, wynosi wowczas
o2, =202 . Poniewaz poziom szuméw wprowadzanych przez kanaly @, i @,
jest rézny, nadawca moze zoptymalizowac alokacje mocy, wykorzystujac wiek-
sza jej czes¢ do kodowania komunikatoéw przesytanych przez kanal o mniej-
szym poziomie szumu. W przypadku gdy o2, (®,)+202, < o2, (®s), naj-
lepszym posunieciem jest wykorzystanie calej dostepnej mocy do komunikacji
przez kanal &, w pozostalych przypadkach optimum uzyskuje sie spetniajac
formute 02, (®1)+ 52, (P1) = 02, (P2) + 372, (P2), gdzie: 52, (P;) to moc
przydzielona na komunikacje przez kanal ®; (porownaj ang. "water filling
algorithm"[25]). Za kazdym razem nadawca osiagga pojemnos¢ C' > Cy + Cs.
Widzimy zatem, ze optymalizujac alokacje sredniej mocy na wejsciu kanalu
®;, nadawca ma wplyw na taczna pojemnosé uktadu ®; ® &, dzieki czemu
tamie w opisanym przypadku addytywnosé¢ pojemnosci klasycznej.

. . 2
niczeniu oy,

Wr6émy teraz do formut opisujacych obszar pojemnosci wielodostepnego
kanatu Gaussowskiego. Na podstawie rownania (1.42) mozemy zauwazy¢, ze
predkosé¢ transmisji Rg dla grupy nadawcow S zalezy jedynie od lokalnego
ograniczenia na $rednia dostepng moc P. Prowadzi to do wniosku, ze do-
datkowe zasoby (moc, kanal) dostepne dla jednego z nadawcow nie moga, w
przypadku klasycznych kanalow komunikacyjnych, zwiekszy¢ maksymalnej
predkosci transmisji osiagganej przez innego nadawce [29]. Fakt ten, praw-
dziwy zaro6wno w przypadku kanatow dyskretnych jak i kanalow Gaussow-
skich, bedziemy nazywac¢ zasada lokalnosci.
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3.2 Predko$¢ transmisji dla alfabetéw modula-
cyjnych

Na wstepie przedstawmy schemat komunikacji, ktory wielokrotnie bedzie po-
jawial sie w kontekscie wspomaganego splataniem tamania zasady lokalno-
Sci: (i) nadawca koduje komunikat klasyczny w przesuniecie d ustalonego
stanu Gassowskiego p, 4—o, tzn. podczas transmisji postuguje si¢ alfabetem
modulacyjnym {pg, py.a}, gdzie pg dane jest wzorem (1.122); (ii) stan p, 4
przesylany jest przez kanal komunikacyjny ®; (iii) odbiorca dekoduje komu-
nikat poprzez pomiar odpowiednich obserwabli na wyjsciu kanatu ®(p, 4).
W analizowanych w tym rozdziale przypadkach, pomiar wykonywany przez
odbiorce mozna zawsze sprowadzi¢, przy uzyciu elementéw optyki liniowej,
do pomiaru odpowiedniego zbioru €2, komutujacych kwadratur.

Ponizej rozpatrywa¢ bedziemy n-modowy stan Gaussowski p, 4 oraz m-
elementowy zbior komutujacych obserwabli kanonicznych €2,,. 25, stanowi
podzbidér zbioru wszystkich obserwabli kanonicznych €2, zdefiniowanych na
przestrzeni, do ktorej nalezy p. Bedziemy stosowaé oznaczenie Qp = Q\Qy,.
Zobaczymy teraz, jak przy uzyciu macierzy kowariancji v oraz wektora prze-
suniecia d stanu p, 4 mozna wyrazi¢ rozktadu gestosci prawdopodobienstwa
wynikow &y, rownoczesnego pomiaru wszystkich obserwabli z €2,,. W tym
celu zapiszmy pe,, jako calke funkcji Wignera W,(£) po zmiennych &p odno-
szacych sie do obserwabli ze zbioru 2p:

+oo
b= | W6 (3.1)
Rozwijajac powyzsza formule zgodnie ze wzorem (1.59) otrzymujemy:
+oo o 1 +o0 ) et
Per = / d"""ép (2n)7 / d*"ne™" "x,(n) (3.2)
1 e on,  —ieT e 2n—m —ieL
N (2m)2n d*reumay () d Epe ' *pP (3.3)
1 ee o, —i€T ma 2n—m 5(2n—m)
- (2m)2 d™ne" X, () (2) 0 (mp)  (3.4)
1 e m —i€&5mm
= W d" e M X o (ar, mp = 0). (3.5)

Zmienne pomocnicze 1, np odnosza sie do tych samych obserwabli kano-

nicznych co £p, €yr. Powyzej skorzystalismy z 6(z) = 2 fj;o dy exp(—izy).

o
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Odwotujac sie do postaci funkcji charakterystycznej y stanu Gaussowskiego
pv.a (patrz Rw. (1.57)) otrzymujemy:

1. e
Xp(nr,0) = exp {—ZWTNW + ingd — C} : (3.6)

gdzie 7 oraz d powstaje z 7 i d poprzez usuniecie odpowiednich kolumn i wier-
szy zwigzanych z obserwablami kanonicznymi nalezacymi do €2p. Stosujac
transformate Fouriera, wyznaczamy gestos¢ prawdopodobiefistwa wynikdw
&y pomiaru obserwabli €2,;:

1 - -
Pepr = W exp [_(SM - d)Tf?—l(é“M — d) . (37)
Podstawiajac do wzoru (3.7) v — v = &(7), d — do = ¢(d), otrzymamy
gesto$¢ prawdopodobienstwa wynikow pomiaru obserwabli €25, na wyjsciu
kanatu .

Zauwazmy, ze wzor (3.7) ma taka sama posta¢, jak formuta opisujaca
gestos¢é prawdopodobieristwa sygnatu opuszczajacego klasyczny kanat Gaus-
sowski z szumem zadanym macierza kowariancji 7. Obserwacje ta wykorzy-
stamy do wyznaczenia predkosci transmisji przez kanal ® w rozpatrywanym
schemacie. Niech Y oznacza macierz kowariancji sygnalu uzytego do mo-
dulacji stanu-nosnika p, 4—o. Zakladamy, ze sygnal modulujacy ma rozktad
Gaussa. Po przejsciu przez kanat Y transformuje sie do postaci Yo = ¢(Y).
Ve zawiera w sobie szum wprowadzany przez kanal ® oraz szum zwigzany
z zasada nieoznaczonosci ktorej podlega p, 4—o. Korzystajac z liniowosci od-
wzorowania ¢(.) oraz ze wzoru (1.13) otrzymujemy:

det |:)~/q> + ’?@i|

R=-1
8 det ’?@

: (3.8)

W przypadku kanatu jednomodowego realizujacego przeksztalcenie ¢(v) =
XT~yX + Z, kodowanie w przesuniecie d, prowadzi do predkosci transmisji:

1 o’
R=3 log (1 + ﬁ) : (3.9)
gdZie Y = 01211317 O-Eyg - [Y/‘I)]l,l = X121012116 oraz O-gzum - [6/@]1,1 = [XT’YX—i_Z]ll

Ponownie spotykamy sie tu z ilorazem poziomu sygnatu do szumu RSN =

2 2
Usyg/ O szum:
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50:50
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Rysunek 3.1: R6znicowy pomiar homodynowy. Pomiar kwadratury wykony-
wany jest na modzie a, mod b to silne pole w stanie spojnym, I oznacza
detektor mierzacy natezenia $wiatlta w danej wigzce.

3.3 Pomiar homodynowy

W tej czesci skupimy sie na (iii) kroku opisanego powyzej schematu, a do-
ktadniej na metodzie pomiaru dowolnej kwadratury przy uzyciu ré6znicowego
pomiaru homodynowego oraz zwiazku pomiedzy rozktadem prawdopodobien-
stwa uzyskanej w ten sposob wartosci, a funkcja charakterystyczna stanu,
na ktorym byl przeprowadzany pomiar. Zajmiemy sie tu rowniez predkoscia
transmisji informacji klasycznej we wspomnianym schemacie komunikacji.

Zajmowac sie bedziemy tylko idealnym réznicowym pomiarem homody-
nowym. Dokladna analize pomiaru mozna znalezé w pracy [5], natomiast
w czeSci 3.5.4 opisany jest model szumu dla pomiaru homodynowego oraz
jego wplyw na parametry transmisji. Schemat réznicowego pomiaru homo-
dynowego przedstawiony zostal na Rys. 3.1. R6znicowy pomiar homodynowy
zaczyna sie od mieszania modéw a i b na dzielniku wiazki 50:50. Mod a to
system, na ktorym mierzona jest kwadratura Q; b to system w stanie spojnym
|3), przy czym zakladamy, ze [ przyjmuje warto$¢ wystarczajaco duza, aby
traktowac system b jako mod silnego pola klasycznego. W pomiarze homody-
nowym mod b pelni funkcje lokalnego oscylatora referencyjnego, ustalajacego
faze mierzonej kwadratury (). Operatory anihilacji wigzek opuszczajacych
dzielnik maja postac:

1 1
¢=—=(a+ib), d = —=(b +ia). 3.10
5+ A0 +ia) (3.10)

Pomiar natezenia $wiatta I, = ¢f¢, I; = d'd na modach ¢ i d wraz z odpo-
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wiednim przetwarzaniem wynikéw pozwala na pomiar obserwabli:
Li—I=ce—dtd=1 (a*iy - aiﬂ) . (3.11)

Zgodnie z zatozeniem system b to mod silnego pola klasycznego, co prowadzi
do:

I;—1.=|B| (ae™ +ale?), (3.12)

gdzie 0 zwiazane jest z fazag modu b. Widzimy zatem, ze opisany schemat
pozwala na pomiar dowolnej kwadratury:

Q) = = (ae " +ale?). (3.13)

N | —

Pomiar () mozna sprowadzi¢ do zastosowania odpowiedniego przesuniecia
fazowego na modzie a oraz pomiaru obserwabli kanonicznej X.

3.4 Geste kodowanie w zmiennych ciaggltych

Prezentowane w tym rozdziale wyniki, podobnie jak te przytoczone wczesniej
dla kanalow w zmiennych dyskretnych, bazuja na schemacie gestego kodowa-
nia. Z tego wzgledu, aby utatwi¢ dalsza lekture, ponizej omowiona zostanie
jego realizacja w oparciu o stany Gaussowskie |6, 19| oraz analog pomiaru
Bella w zmiennych ciaglych [41].

Schemat gestego kodowania przedstawia sie nastepujaco: (i) nadawca i od-
biorca wspoétdziela dwumodowy stan $cisniety [¢,.) gdzie r oznacza parametr
Scisniecia; (ii) nadawca wykonuje na swoim poduktadzie operacje przesunie-
cia D (d,, d,), po czym (iii) odsyta go odbiorcy przez idealny kanat jednomo-
dowy; (iv) odbiorca przeprowadza réwnoczesny pomiar obserwabli X; — Xo
oraz P; + P,, pomiar ten jest uogolnieniem pomiaru Bella na przypadek
zmiennych ciaglych. Dla parametru $ci$niecia r oraz przesuniecia (d,, d,) wy-
niki pomiaru maja rozktad Gaussowski o wartosci $redniej: E(X; — X5) = d,,
E(P, + P,) = d, oraz wariancji 0?(X; — X3) = 0*(P; + P,) = e *". Na pod-
stawie wyniku pomiaru, nadawca moze okresli¢ wartos¢ przesuniecia (d,, d,),
przy czym doktadno$c¢ z jaka to zrobi rosnie wraz z parametrem $cisniecia r.
Predko$é transmisji, przy $redniej mocy o2 zuzytej na modulacje stanu |1,.)
Wynosi:

R=1log (1+0..7). (3.14)
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Aby porownaé predkosci transmisji w opisanym wyzej schemacie z pojem-
noscia idealnego kanatu jednomodowego Cj; = ¢g(N) (patrz Rw. (1.119)),
musimy wprowadzi¢ taczne ograniczenie P na $rednia moc wykorzystywana
w procesie komunikacji, obejmujace moc zuzyta na przygotowanie stanéw $ci-
$nietych oraz na ich modulacje. Ograniczenie to, w terminach Sredniej liczby
fotonow przypadajacych na jedno uzycie kanatu, wynosi:

o2, +sinh*r < N. (3.15)

Optymalizacja poziomu sygnatu do szumu we wzorze (3.14) dla ustalonego
N prowadzi do pojemnosci schematu gestego kodowania w postaci:

Cokx =log (1+ N+ N?). (3.16)

Mozna pokazaé, ze w granicy N — oo zachodzi Cox = 2C(Z). Granica
N — oo odpowiada transmisji stanéw maksymalnie splatanych. Podobnie
jak w przypadku zmiennych dyskretnych, wystepuje tutaj charakterystyczne
podwojenie pojemnosci klasycznej. Zysk pojemnosci w schemacie gestego
kodowania zaczyna by¢ odczuwalny poczawszy od r = 0.7809, co odpowiada
Scisnieciu dwumodowemu na poziomie 6.78dB. Stan $cisniety niesie wowczas
srednio N = 1.884 fotonow.

Na koniec poréwnamy jeszcze schemat gestego kodowania z dwoma pro-
tokotami dzialajacymi w oparciu o stany Gaussowskie (porownaj czesé 1.2.6
oraz czesé¢ 3.5.2): kodowanie w przesuniecie (d,,d,) stanow spojnych i de-
tekcja heterodynowa X, P oraz kodowanie w przesuniecie (d,,0) $cisnietych
stan6w prozni i detekcja homodynowa X. Predkos¢ transmisji uzyskiwana
w pierwszym przypadku wynosi Rsp = log(1 + N) [46, 78, 91] i jest ona
zawsze mniejsza od Cggx. Drugi z protokotow osiaga predkosé transmisji
Rsc = log(1 + 2N) [91]. Wartosé¢ parametru Scisniecia, powyzej ktorej Cox
przewyzsza Rgc, wynosi r = 0.5493 co odpowiada $ci$nieciu dwumodowemu
na poziomie 4.77dB.

Typowa implementacja dwumodowego analogu pomiaru Bella w zmien-
nych ciagtych polega na mieszaniu modéw wejsciowych na dzielniku wiazki
50 : 50 (patrz Rw. (1.65)). Wiaze sie to z nastepujaca transformacja obser-
wabli kanonicznych:

, X1—Xo
X1 Xi V2
P P At
)(2 = Xé = X1+Xo : (317)
P, P2’ Pl\‘/i?PQ

S
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A O, P) 50:50 o o

A (X,P) P

Rysunek 3.2: Realizacja analogu pomiaru Bella w zmiennych ciaglych po-
przez mieszanie modoéw wejSciowych na dzielniku wigzki 50:50 oraz pomiar
homodynowy.

Na drodze wiazek opuszczajacych dzielnik umieszczane sa detektory homo-
dynowe wykonujace odpowiednio pomiar obserwabli kanonicznej X = X]
pierwszej wiazki i obserwabli kanonicznej P = P drugiej wiazki. W ten
sposob realizowany jest rownoczesny pomiar na modach wej$ciowych obser-
wabli (X, — X5)/v/2 oraz (P, + P,)/+/2. Wspotezynnik 1/4/2 usuwa sie przez
odpowiednie skalowanie wynikéw pomiaru.

3.5 Wyniki

Pytania, na ktore starano sie odpowiedzie¢ w tym rozdziale, to:

e (Czy istnieja kanaly Gaussowskie pozwalajace obserwowaé¢ wspomagana
splataniem aktywacje pojemnosci klasycznej?

Dwa przyklady takich kanatow, zbudowane w oparciu o (i) dzielnik
wiazki oraz (ii) bramke X P, czytelnik znajdzie odpowiednio w cze-
Sci 3.5.1 oraz czesci 3.5.3. Glownym ograniczeniem dla obserwacji efektu
aktywacji jest problem z osiagnieciem wystarczajaco wysokiego po-
ziomu $ci$niecia. We wskazanych fragmentach zostala podana mini-
malna warto$¢ r konieczna do uzyskania aktywacji.

e Jak przestawia si¢ predko$¢ transmisji uzyskana dzieki zastosowaniu
splatania na tle innych protokotéw pracujacych w oparciu o stany Gaus-
sowskie?

Nalezy tutaj zauwazy¢, ze wykorzystanie splatania nie jest w przypadku
kanatow Gaussowskich jedynym srodkiem prowadzacym do lamania za-
sady lokalnosci. Jak pokazano w pracy [93], efekt taki mozna rowniez
uzyskaé¢ uzywajac jednomodowych stanow $cisnietych. Oba podejscia
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porownywane s3 w czesci 3.5.2 pod katem poziomu $ci$niecia koniecz-
nego do ztamania zasady lokalnosci. Dodatkowo, predko$é¢ osiggana
przy transmisji wspomaganej stanami splatanymi zostaje tam zesta-
wiona z predkoscig transmisji w typowym protokole sieciowej komuni-
kacji swiattowodowej.

e Jak bardzo ograniczenia zwiazane z doktadnoscia aparatury pomiaro-
wej i sprzetu laboratoryjnego wpltywaja na wystepowania efekt akty-
wacji?

W czesci 3.5.4, na przykltadzie konkretnych wartosci dotyczacych efek-
tywnoéci aparatury pomiarowej, dokladnosci realizacji bramek X P?
oraz strat podczas transmisji przez elementy optyczne, poddawany dys-
kusji jest wplyw szumu na efekt aktywacji. Omawiana jest rowniez
relacja miedzy poziomem szumu, a wymaganym w danej implemen-
tacji poziomem $cisniecia stanow splatanych. Wyniki wydaja sie by¢
optymistyczne sugerujac, ze przy osigganym obecnie poziomie $ciSnie-
cia aparatura pomiarowa jest wystarczajaco doktadna, aby obserwowaé
efekt aktywacji bez koniecznosci uciekania sie do postselekcji wynikow.

Podobnie jak rozdziale dotyczacym kanatow dyskretnych, w celu zade-
monstrowania lamania zasady lokalnosci, analizowaé¢ bedziemy jedynie pred-
kos¢ transmisji uzyskiwang przez jednego z nadawcow, podczas gdy drugi
petnic¢ bedzie role pomocnika dostarczajac za kazdym razem $cisnietych sta-
néw prozni.

3.5.1 Dzielnik wiagzki: lamanie zasady lokalnosci w la-
boratorium.

W tej czedci zobaczymy, jak wykorzystujac dzielnik wiazki — jeden z najpo-
pularniejszych elementéw optycznych — mozna zademonstrowaé¢ w labora-
torium wspomagane splataniem tamanie zasady lokalnosci. Prezentowane tu
zastosowanie dzielnika wiazki wigze sie bezposrednio z technikami telekomu-
nikacji Swiatlowodowej i klasycznym sprzeganiem wiazek Swiatlowodowych
[39] oraz jest naturalnym podej$ciem do modelowania optycznych sieci tele-
komunikacyjnych [71, 37].

W proponowanym schemacie do§wiadczenia mamy dwoch nadawcow (S
i S2) komunikujacych sie z tym samym odbiorca. Obaj nadawcy korzystaja z

2Skupiamy sie tu na podejsciu: ang. measurment-induced X P gate.
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oy A 0

Az 50:50 D
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Rysunek 3.3: Budowa kanatu ®, oraz konfiguracja pozwalajaca obserwowaé
wspomagane splataniem tamanie zasady lokalnosci.

D

kanatu wielodostepowego ®4°. Ponadto nadawca S, ma dostep do idealnego
kanatu jednomodowego Z. Lamanie zasady lokalnosci zostanie pokazane na
podstawie predkosci transmisji informacji klasycznej osiaganej przez nadawce
S1. Mowiac $cisle zobaczymy, ze dla ustalonych ograniczenn P na moc do-
stepna nadawcom zachodzi: R\" (®y ®T) > R (@) + R (). Oznacza to,
ze dodatkowe zasoby dostepne dla S; jakimi sa splatanie i kanal komunika-
cyjny Z pozwalaja zwiekszy¢ predkos$é transmisji osiagang przez Sj.
Schemat uktadu ®y ® Z znajduje sie na Rys. 3.3. Kanal ®, sktada sie z
dzielnika wigzki o transmitancji T = cos?f, na ktérym mieszane sa mody
pochodzace od nadawcow S; i So. Odbiorca ma dostep do jednego z modow
wyjsciowych dzielnika wiazki. Drugi mod wyjsciowy jest tracony. Kanal re-

alizuje odwzorowanie: ®y(p; ® py) = trg, [UDW(pl ® pg)ULW], wyrazajace
sie w terminach operatorow kanonicznych jako:

X1

P Xo, \ [ sin0X; + cost0X,

X5 — ( Py, ) N ( sinfP; + cosOP, |- (3.18)
Py

Zaczniemy od wyznaczenia predkosci transmisji Rgl)(q)g ®7) nadawcy S,
gdy przesyla on stany spojne p,—14*. Nadawca Sy za kazdym razem przesyla
dwumodowy stan $cisniety |, )(1,|. Odbiorca wykonuje pomiar Bella obser-
wabli X¢, — X1, Pp, + P; (patrz cze$¢ 3.4) na wyjsciu @ ®Z, okreslajac w ten
sposob komunikat od S;. W granicy bardzo jasnych stanow |d|> — oo oraz
transmitancji T — 1, przy zachowaniu proporcji |d|*(1 — T)) = const, kanal

30 € [0, 7) to parametr charakteryzujacy kanat.
*Nadawca koduje swoj komunikat koduje w przesuniecie (d,,d,) stanu prozni Pry=1,0-
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®y realizuje operacje przesuniecia na modzie pochodzacym od nadawcy S,
[73]: ®(py=14 ® p2) = D(d,sinb,d, sin0)p; D(d, sin 0, d, sin 6)'. Przesuniecie
to moduluje stan $cisniety |1, ),|, co w powiazaniu z wykonywanym przez
odbiorce pomiarem Bella daje bliska analogie schematem gestego kodowania
dla zmiennych ciggtych.

Poniewaz nadawca S5 nie przesyta zadnych komunikatow, schemat &y @7
mozemy traktowac jak kanal 1-do-1 i skorzystac z podejécia przedstawionego
w czesci 3.3. Przyjmujemy standardowo (poréownaj Rw. (1.122)), ze przesu-
niecie stanow nadawanych przez S; ma rozklad prawdopodobienistwa (po-

rownaj Rw. (1.122)):
1 d|?
Dd exp (— ] ) : (3.19)

- 2 2
2mos, 20%,

co prowadzi do wejéciowych macierzy kowariancji sygnalu oraz szumu w po-
stac:
Y = diag ({20}.,20,.}) @ diag ({0,0,0,0}) (3.20)

7 = 7spDspr, (3.21)

gdzie ysp to macierz kowariancji stanu spojnego a vspr, dwumodowego stanu
Scisnietego. Na podstawie wzoru (3.18), otrzymujemy macierze kowariancji
szumu yg,ez oraz sygnatu Ys, g7 na wyjsciu uktadu ®y ® 7 w postaci:

Yo,er = diag ({2sin® o, 2sin*bo7,,,0,0}) (3.22)
cos? Och2r + sin? 0 0 cos Osh2r 0
B 0 cos? Och2r + sin? 0 0 — cos Osh2r
Too0I = sin Osh2r 0 ch2r 0
0 — sin fsh2r 0 ch2r

W wyniku pomiaru Bella otrzymujemy ostatecznie:
Ya,or = diag ({sin®60o2,,sin’ 002 }) (3.23)
Yo,er = diag ({(coshr — cos 6 sinh r)?, (coshr — cos @ sinh 7“)2}) (3.24)

Podstawiajac powyzsze wyniki do wzoru (3.8) otrzymujemy predkos$¢ trans-
misji:
sin® 0o2

RY(®, @ T) = log |1
1 (P ®I) =log |1+ (chr — cos fshr)?

(3.25)
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Predkos¢ transmisji Rgl)(cbg ®7), tak jak mozna bylo sie spodziewa¢, dazy w
granicy T — 1,02, — 00, 02 (1 — T) = const do predkosci transmisji sche-
matu gestego kodowania R\" (®o®7Z) — log(1+e¥ 62 _sin? #). Dalej bedziemy
zaktada¢ ograniczenie P na $rednig liczbe fotonéw na uzycie kanatu:

Sl : 0'12116 S N1
{ Sy ¢ 2sh?r < 2N, (3.26)
Ekstrema (3.25) przy braku ograniczen leza na krzywej:
T = th*r. (3.27)

Rownanie to laczy ze soba parametry kanalu (transmitancja T = cos?6) z
parametrami sygnalu (Scisniecie r). Gdy na rownanie (3.25) natozone sa ogra-
niczenia (3.26), w zaleznosci od transmitancji 7" otrzymujemy dwa przypadki:
T > Ny/(Ny+ 1) oraz T < Ny/(Ny + 1). W pierwszym z nich maksimum
osiggane jest w punkcie o2 = Ny, sh®r = Ns, co prowadzi do predkosci
transmisji: R" = log [1 + RN1/2(v/No + 1 — /T N;)?]. Drugi przypadek
jest bardziej interesujacy. Tutaj maksimum lezy na krzywej (3.27) i osiagane
jest dla 02, = N;. W tym przypadku mamy:

R (®p @ T) = log(1 + Ny). (3.28)

Ze wzgledu na (3.27) powyzsze wyrazenie nie zalezy w sposob jawny od
parametru Sci$niecia r oraz transmitancji zwierciadta 7T'.

Majac w pamieci analogie do schematu gestego kodowania, mozna by
oczekiwaé relacji typu R (®p @ I) o log(1 + N?). Zwr6¢émy jednak uwage,
ze maksymalna predkosé transmisji R7"**(®y ® Z) osiagana jest w obszarze,
gdzie wiekszos¢ energii pochodzacej od S jest tracona, podczas gdy schemat
gestego kodowania zaklada komunikacje przez kanat idealny.

Teraz wyznaczymy ograniczenie gorne na regularyzowana predkos¢ trans-
misji Rioo)(q)(;). Zaklada¢ bedziemy takie same ograniczenia P jak w przy-
padku R\"(®y ® ) (patrz Rw. (3.26)). Na podstawie ograniczenia Holevo,
taczna predkosé¢ transmisji dla obu nadawcoéw spelnia:

By (@) + Ray(®g) < max S(Pp(p1 ® p2)) < g(Nuy)- (3.29)

P1,02

Stosujac bilansu mocy dla dzielnika wigzki otrzymujemy:

Ny = sin® ON; + 2 cos® ON,. (3.30)
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Ograniczenie to jest osiagalne w obszarze duzych mocy, gdy nadawca S,
zuzywa cala dostepna moc na wyprodukowanie jednomodowego, $ciSnietego
stanu prozni |93].

W przypadku n uzy¢ kanatu ®y ograniczenia P przyjmuja postac:

n k
{ D N1( ) < nN; (3.31)

SQ : ZZ:l NQ(k) S nN2

Niech pg bedzie n-modowym stanem Gaussowskim o §redniej liczbie fotonow
N. Redukcja stanu pg do modu k zawiera N® fotonéw i bedzie oznaczana
przez pgf). Zachodzi wowczas [57]:

3

S(pe) <> S(pe)). (3.32)

k=1

Korzystajac ze wzoru (3.30) oraz z faktu, ze stan termiczny maksymalizuje
entropie, otrzymujemy:

S(pa) <Y g <sin2 ON® 4 2 cos? eNé’“)) . (3.33)
k=1

Optymalizacja alokacji mocy przy ograniczeniach (3.31), prowadzi w szcze-
goblnosci do:

max S <<I>§,n) (pﬁ”) ® pé”))) <ng (sim2 6N, + 2 cos’ Ng) =ng(Nuy) -
Pln vpgn
(3.34)
Poniewaz R (®y) + R (®y) < %maxp(n) Ro S(@5 (o @ pi™)) wniosku-
1 P2
jemy, ze:

R (@) < g(Nuy). (3.35)

Majac Ril) (PyRT) oraz R§°°’(<I>9) mozemy wroci¢ do zagadnienia aktywa-
cji. Poniewaz Rioo)(fl)g) uwzglednia wplyw splatania miedzy kopiami kanaltu
®y, mozemy mowi¢ tutaj o aktywacji pojemnosci. Nadawca S; nie ma do-
stepu do kanalu Z, zatem R§°°)(I) = 0. Wystarczy wiec, ze znajdziemy takie
6, N1, Na, dla ktorych zachodzi: Rgl)(q)g ®I)> R§°°)(<I>9). Na poczatek ogra-
niczymy sie w poszukiwaniach do obszaru, gdzie efekt kwantowy wystepuje
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najsilniej, tj. przyjmujemy, ze nadawca S; w pelni wykorzystuje swoje za-
soby (sinh® = N,) oraz poruszamy sie po krzywej zwiazanej z ekstremum
Rgl)(cbg ® ZT) (porownaj wzor (3.27)), ktora tu przyjmuje postaé

cos® = Ny/(Ny + 1). (3.36)

Wstawiajac (3.36) do wzoru (3.30) otrzymujemy ograniczenie gorne na pred-
ko$¢ transmisji przez kanal ®y (patrz wzor (3.35)) R§°°)(<I)9) < 9(Npaz),
gdzie Npyoe = (Ny + 2N2)/(Ny + 1). Dalej przyjmujemy dla uproszczenia
R§°°)(<I>9) = ¢(Npae)- Z naszego punktu widzenia jest to najgorszy przy-
padek, gdyz oznacza najwiekszg predkosé transmisji R§°°)(<I>9). lloraz QQ =
RV (@, 0T) /R (®y) osigga maksimum w punkcie N; = 2N5(N; +2), gdzie
przyjmuje posta¢ @ = log(1 + 2No(No + 2))/g(4Ns). Dla Ny — oo mamy
@ — 2. Widzimy tu jasno tamanie zasady lokalnosci oraz efekt aktywacji.
lloraz @@ dla Ny = 2Ny(Ny + 2) zostal przedstawiony linia pogrubiona na
Rys. 3.4.b). Nalezy zwroci¢ uwage, ze dla kazdej wartosci Ny mamy do czy-
nienia z innym parametrem 6 a tym samym z inng realizacja kanatu ®y.
Aktywacje mozna obserwowa¢ poczawszy od Ny = 1.73, co odpowiada $ci-
$nieciu dwumodowemu rzedu 9.46dB. Z praktycznego punktu widzenia inte-
resujace jest zachowanie ilorazu () dla ustalonego parametru 6. Na Rys. 3.4.b)
przedstawiony zostal przebieg () dla kilku skoriczonych wartosci transmitan-
cji T = cos? 0 dla N; = 1000. Aktywacja osiggana jest tu wczesniej niz w
przypadku, gdy trzymamy sie krzywej (3.36). Scigniecie rzedu 5.7—7.7dB, dla
ktorych pojawia sie efekt, lezy w zakresie realizowanym przy uzyciu obecnych
technik eksperymentalnych.

Rys. 3.5 stara sie odpowiedzie¢ na pytanie, w jak duzym obszarze pa-
rametrow Ni, No, 0 ma miejsce tamania zasady lokalnosci. Znajomo$é tego
obszaru pozwala na optymalny wybor parametrow uktadu doswiadczalnego.
Na rysunku przedstawione zostaly krzywe demarkacyjne () = 1 dla réznych
wartosci Np. Startujac od Ny = 0 i poruszajac sie kierunku Ny = oo wkra-
czamy w obszar Rgpr > R?f. Ze wzgledow praktycznych interesuje nas za-
kres matych Ny. Wraz z Ny — 00,6 — 0 zblizamy sie do schematu gestego
kodowania, czego odbiciem jest przesuwanie sie minimalnej wartosci 6, dla
ktorej pojawia sie efekt w kierunku 6 = 0.
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b)

atania na predko$¢ transmisji informacji klasycznej.
a) zachowanie () = RV (@, ®I)/R1°°)(q>g) w zaleznosci od ograniczenia P na
$rednig iloé¢ fotonéw na uzycie kanatu dla nadawcow S; i Sy (cos? @ = th?r),
b) ciecie wykresu a) dla N; = 1000.

Rysunek 3.4: Wplyw s%)l
(

N ,
2 N =103 /
2.0 | /
N =108 /
15 \ /

N1\=q09 s /
N — -
1.0

e ————

b) 01 02 03 04 05 ¢

Rysunek 3.5: Dolne ograniczenie dla obszaru Rgp; > R?f. a) roéznymi ro-
dzajami linii przedstawione zostaly krzywe Q = 1 dla N; = 103, 10°,10%; b)
ograniczenie obszaru @ > 1 dla N; = 10® widziane w wiekszej skali.
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3.5.2 Mieszanina stanéw kodowych a predko$é trans-
misji: poszukiwanie najkrétszej drogi do lamania
zasady lokalnos$ci

Wybor mieszaniny stanéw kodowych w znaczacy sposob wplywa na pred-
kos¢ transmisji poszczeg6lnych nadawcow. Korzystajac ponownie ze sche-
matu wprowadzonego w czesci 3.5.1, bedziemy drazyli to zagadnienie, szcze-
goblnie zwracajac uwage na sytuacje, w ktorych tamana jest zasada lokalnogci.
Skupimy sie tylko na transmisji stanéw Gaussowskich z alfabetu modulacyj-
nego oraz predkosci transmisji nadawcy S;. Nadawca Sy nie przesyla zadnej
informacji i zawsze nadaje tylko jeden ustalony stan. We wszystkich omawia-
nych przypadkach zakladamy ograniczenia P na $redniag moc dostepng dla
nadawcOw w postaci:

o N (3.37)

Poréwnywa¢ bedziemy nastepujace protokoty:

{Sl : N1

e Nadawcy Sy i S, przesylaja stany spojne. Sy koduje komunikat w prze-
suniecie (d,, d,) nadawanego stanu. Wartosci przesuniecia maja rozktad

Gaussa (patrz Rw. (1.122)) z macierza kowariancji Y = diag ({202, 2062 ,}),

gdzie 02, = N;. Nadawca Sy przez caly czas wysyla tylko jeden wy-
brany stan spojny. Odbiorca wykonuje pomiar heterodynowy otrzymu-
jac w ten sposob Srednig warto$¢ obserwabli kanonicznych Xg, i Pg, dla
wiazki opuszczajacej kanal ®y. Predkos¢ transmisji wynosi [46, 78, 91]:

Rsp = log(1 + sin? ONy). (3.38)

Analogiczny wynik mozna otrzymaé¢ dla kanatu ttumiacego o transmi-
tancji T = sin® @ [45]. Rgp zalezy tylko od lokalnych ograniczen dla S,
zatem zachowuje zasade lokalnosci.

e Nadawcy S; i Sy przesytaja jednomodowe Sci$niete stany prézni. W
obu przypadkach Sciskanie zachodzi wzdtuz tej samej kwadratury, po-
wiedzmy X. Parametry $cisniecia nie zmieniaja sie podczas procesu ko-
munikacji. S; koduje komunikat w przesuniecie d,, natomiast odbiorca
wykonuje pomiar homodynowy obserwabli Xg,. Wartosci przesuniecia
przyjmuja rozklad Gaussa, macierz kowariancji sygnalu wejsciowego
ma posta¢ Y = diag ({202,0}). Predkos¢ transmisji wynosi [93]:

o2 sin* 0
sin? @ e—2R 4 cos2 f e2r

1
Rse = B log |1+ , (339)
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gdzie R i r oznaczaja Scisniecie stanéw pochodzacych odpowiednio
od 57 i Sy. Poziom szumu w Rge zalezy od parametru Scisniecia r
nadawcy S, co oznacza, ze tamana jest zasada lokalnosci. Ograniczenia
P wymuszaja 02/2 + sinh? R < Nj oraz sinh®r < N,. Gdy uzytkow-
nik S; wykonuje optymalizacje poziomu sygnalu do szumu, w granicy
N1 — 00, Ny — oo predkosé transmisji dazy do Rgc — log(1 + Np).
Wykorzystanie $§ci$niecia pozwala poradzié¢ sobie ze stratami energii
wynikajacymi z transmisji przez Py.

e Nadawca S; przesyla stany spojne kodujac komunikat w przesuniecie
(dy,dy,), nadawca Sy przesyta dwumodowy stan $cisniety, odbiorca wy-
konuje pomiar Bella w zmiennych ciggtych. Protokot ten zostat doktad-
nie opisany w czesci 3.5.1. Tutaj przytoczymy tylko uzyskana predkos$é
transmisji:

22 2
0
RSPL = IOg 1+ P Pwe

(coshr — cos@sinh®7) ]’ (3.40)
gdzie r to parametr $ciSniecia stanu transmitowanego przez Ss, ktory
ze wzgledu na ograniczenia P spelnia 2sinh®r = N,. W przypadku
odpowiednio duzego N, optymalizacja Rgp; pozwala zblizy¢ sie do
R¥L, = log(1 + N;). Wartosé ta jest rowna pojemnosci idealnego ka-
natu jednomodowego. Wykorzystanie splatania pozwala poradzi¢ sobie,
podobnie jak w poprzednim punkcie, ze stratami w kanale. Tu réwniez
obserwujemy tamanie zasady lokalnosci.

We wszystkich opisanych wyzej przypadkach nadawca S, moze komunikowaé
sie z odbiorca poprzez kanat identycznos$ciowy, jednakze tylko w przypadku
transmisji stanow splatanych uzycie tego kanatu zwieksza predkosé transmisji
dla nadawcy S;.

Odwotlywaé sie bedziemy takze do nastepujacych ograniczen na predkosé
transmisji dla S;:

e Ograniczenie zwigzane ze Srednig liczbg fotonow standéw wejsciowych
od nadawcy S7.

R = g(Ny). (3.41)

Wyznacza ono maksymalng predko$¢ transmisji uzyskiwang przez S

w przypadku, gdy komunikuje sie on z odbiorca przez idealny kanat

jednomodowy. Nie moze ono zostaé¢ przekroczone przez zaden protokot.
Interesuje nas, jak bardzo dany protokét zbliza sie do tego ograniczenia.
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Rysunek 3.6: Zastawienie predkosci transmisji osiaganych przez protokoty
opisane w czesci 3.5.2 w uktadzie &y ® Z w zaleznosci od $redniej liczby
foton6w na uzycie kanatu dla nadawcy No: a)f = 7/4, Ny = 10% b) 6 =
0.2, Ny =105 ¢) = 0.5, N; = 103,

e Ograniczenie zwigzane ze $rednig liczba fotonéw na wyjsciu kanatu ®y.
R} = g(sin® ON, 4 cos® ONy). (3.42)

Odnosi sie ono do sytuacji gdy nadawca S nie moze korzysta¢ ze spla-
tania pomiedzy wejSciami kanalow &y oraz Z. Uwzglednia regularyzacje
predkosci transmisji.

W przypadku transmisji stanéw produktowych musza by¢ spetnione oba
ograniczenia, zachodzi wiec Ry < min(RJ"*, R}?).

Na Rys. 3.6 analizowane jest zachowanie predko$ci transmisji osigga-
nej przez nadawce S; w zaleznosci od ograniczenn N, na moc dostepna dla
nadawcy Ss, dla réznych parametrow kanalu ®y. Rys. 3.6.a) pokazuje, ze
koszt splatania, jaki nalezy ponies¢, aby zademonstrowa¢ tamanie zasady lo-
kalnosci, jest do$¢ maty. Wystepowanie efektu zalezy silnie od ograniczen
na moc P oraz parametréw kanatlu, co wida¢ na Rys. 3.6.b). Zmiana para-
metru 6 prowadzi do sytuacji, gdy przy danych ograniczeniach P efekt nie
wystepuje. Rys. 3.6.c) przedstawia zachowanie predkosci transmisji w wiek-
szym zakresie N,. Widzimy na nim, ze dla matych N, najbardziej efektywne
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sposrod prezentowanych podejsé zwiazane jest z transmisja dwumodowych
stanow $cignietych. Obserwujemy tutaj jednak zjawisko wysycenia - wartos$c¢
Rgpy, osiagga maksimum dla pewnego poziomu splatania. Dalszy wzrost ilosci
splatania wiaze sie ze wzrostem wymiany splatania ze sSrodowiskiem podczas
transmisji przez ®y, a co za tym idzie, stan wyjSciowy staje sie coraz bardziej
splatany ze stanem modu, do ktorego odbiorca nie ma dostepu. Prowadzi
to do wzrostu szumu i spadku predkosci transmisji. W przypadku transmisji
jednomodowych stanéw Scisnietych sytuacja prezentuje sie inaczej. Tutaj, w
granicy Ny — oo, Ny — oo, predkos¢ transmisji Rgeo zbliza sie do granicy
R* | jak zostalo to pokazane w pracy [93]. Zauwazmy, ze to podejscie wy-
maga pewnego minimalnego poziomu $cisniecia, aby przekroczy¢ predkosé
osiggang dla transmisji stanow spojnych a naktad Sci$niecia potrzebny zeby
zblizy¢ sie do R, w poréwnaniu z protokolem wykorzystujacym stany
splatane jest duzy.

Jak wspomniano we wstepie do czesci 3.5.1, kanal @y koresponduje z kla-
sycznym podejsciem do telekomunikacji $wiattowodowej, gdzie mozemy spo-
tkaé¢ sie z nastepujacym scenariuszem: pewna grupa nadawcow wspotdzieli
wiazke $wiattowodows, do ktorej przytaczaja swoje lokalne generatory stanow
spojnych [26, 37]; nadawcy pracuja na tym samym modzie; wspoldzielona
wigzka wykorzystywana jest do jednokierunkowej transmisji do wspolnego
odbiorcy. Protokoly oparte o stany Scisniete jedno i dwumodowe moga inspi-
rowa¢ nowe kierunki rozwoju w telekomunikacji swiattowodowej przy czym,
ze wzgledu na koszt $cisniecia, tatwiejsze wydaje sie podejécie wykorzystujace
dwumodowe stany $cisniete.

3.5.3 Schemat gestego kodowania: niedestruktywna
bramka sumacyjna

W tej czedci przedstawiony zostanie kanal & pozwalajacy obserwowaé¢ wspo-
magane splataniem lamanie zasady lokalnosci, ktorego istotna cecha jest,
widoczna na pierwszy rzut oka, analogia do schematu gestego kodowania w
zmiennych cigglych. Schemat kanatu ® znajduje sie na Rys. 3.7. Kanal sktada
sie z 3 wej$¢ jednomodowych i jednego jednomodowego wyjscia. Wejscia Ax
i Ap sa kontrolowane przez nadawce S, natomiast wejscie Ay przez nadawce
Sy. Kanal realizuje przeksztalcenie: ® (pxp ® po) = trx p [U(po ® pg)UT],
gdzie: U = exp [—i(xxp2 — ppx2)], ktore w terminach obserwabli kanonicz-
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Rysunek 3.7: Budowa kanalu ® oraz konfiguracja pozwalajaca obserwowaé
wspomagane splataniem tamanie zasady lokalnosci.

nych ma postac:

Xp }_)(XQ—FX)()

3.43
P, + Pp ( )

Techniczna realizacja operatora U w kanale ® bazuje na iloczynie trzech
bramek X P (tj. bramek wykonujacych przeksztatcenia: (xy,py, xe,ps) +—
(21,1 — P2, 71 + T2, p2) ) [10]:

U = exp[.—i(xxpg—ppxg)] (3.44)

i : .
= exp[éxxpp] exp[—irxpe] explippra). (3.45)

Bramke X P mozna aproksymowa¢ w oparciu o stany $cisniete, detekcje ho-
modynowa i optyke liniowa. Schemat aproksymacji (znany pod nazwa ang.
measurement-induced X P gate) zostal podany w pracy [40], a wyniki ekspe-
rymentow odnoszacych sie do przedstawionego tam podejscia mozna znalezé
w pracy [94]. W tej czesci bedziemy zaktadaé¢ wierna realizacje bramki X P
odktadajac do czesci 3.5.4 analize wplywu na pojemnos¢ kanatu znieksztal-
cen zwiazanych z rzeczywista realizacja tej bramki.

Zajmowag¢ sie bedziemy jak zwykle scenariuszem, w ktérym nadawca Sy
ma dostep do dodatkowego jednomodowego kanalu identycznosciowego Z,
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przez ktory komunikuje sie z odbiorca. Interesuje nas tylko predkosci trans-
misji osiggane przez nadawce S;. Nadawca S przesyla linia Ax i Ap jed-
nomodowe stany prozni $ciSniete odpowiednio wzg. obserwabli kanonicznych
X i P. Dla obu linie parametr $cisniecia wynosi R. Nadawca S przesyla
liniami Ay i A’ dwumodowy stan $cisniety [i,)(1.| o parametrze $cisniecia
r. S1 koduje komunikat klasyczny w przesuniecie X i P stanéw przesyta-
nych odpowiednio liniami Ax i Ap. Podobnie jak w czesci 3.5.1 mamy tutaj
do czynienia z alfabetem modulacyjnym, zaczniemy wiec od podania macie-
rzy kowariancji sygnatu Y oraz macierzy kowariancji v modulowanego stanu
wejsciowego dla uktadu & ® Z:

Y = diag({202..0,0,20..}) & diag ({0,0,0,0}) (3.46)

we?

7 = Ysc-x D vysc-p DYspr, (3.47)

gdzie vsc_x,Vsc—p to macierze kowariancji jednomodowych stanéw prozni
Sci$nietych odpowiednio wzg. obserwabli X oraz P, ygp; to macierz kowa-
riancji dwumodowego stanu $cisnigtego a o2 okresla wariancje przesunigcia
transmitowanych stanow. Macierze kowariancji sygnalu oraz szumu na wyj-
Sciu ® ® Z maja postac:

= diag ({202,,205,,0,0}) (3.48)
Yoz = 7YSPL+ dlag ({6_2R7 6_2R7 07 0}) :

Yooz

W wyniku pomiaru Bella otrzymujemy:

Yoor = diag ({00, 00.}) (3.50)

we?

Yopr = diag ({e™> +e?F/2,e7 ¥ +e2)2}), (3.51)

co prowadzi do predkosci transmisji nadawcy S; w postaci:

o2

RV (@ ®T)=1log 1+ ——u | 3.52

1 ( ) g 6_27, + 6_2R/2 ( )

Latwo zauwazy¢, ze dla R — oo otrzymujemy formule opisujaca predkosé

transmisji w schemacie gestego kodowania. Ograniczenia P na $rednia liczbe
fotonow przypadajacych na uzycie kanalu przyjmujemy w postaci:

(3.53)

S; : ol +2sinh*R< N,
Sy 2sinh?r < 2N,
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Rysunek 3.8: Wptyw splatania na predkos¢ transmisji informacji klasycznej.
a) zachowanie Q) = Rgl)(CI) ® I)/R§°°>(q>) w zaleznosci od ograniczenia P
na $rednig liczbe fotonoéw na uzycie kanatu dla nadawcow Sy i Sy, b) ciecie
wykresu a) dla N; = 100.

R{"(®®T) osigga maksimum przy ograniczeniach (3.53) dla: 2628 = —e2r 4
Ver +4e? (Ny + 1) + 4, przy czym zachodzi sinh?r < Np. Maksimum to
bedziemy oznaczaé¢ przez R (P ® 7).

Poroéwnamy teraz warto$¢ R"(® @ Z), podobnie jak w czesci 3.5.1, z
gérnym ograniczeniem na predkosé transmisji Rgoo)(q)), danym przez maksy-
malna entropie g(Np..) stanu o Sredniej liczbie fotonow:

2
/ 1 1
Nmam: ( 2N2+§+ \V N1+1> —5. (354)

Warto$¢ N, jest maksymalng Srednig liczba fotonéw opuszczajaca kanat
przy ograniczeniach (3.53) i wynika bezposrednio z relacji (3.43). Rys. 3.8.a)
przedstawia iloraz R (® ® I)/Rgoo)(@). Na Rys. 3.8.b) znajduje sie ciecie
obszaru z czesci a) dla N = 100. Mozemy zauwazy¢, ze efekt aktywacji po-
jawia sie dla Ny > 0.63, co odpowiada $cisnieciu stanu dwumodowego rzedu
6.33dB. Na wytworzenie stanu $ciSnietego o parametrze $cisniecia 12.73dB5,
nadawca S7 wykorzystuje 4.21 fotonéow w kazdej linii. Na koncu przedziatu,
t.j. dla Ny = 6 (Scisniecie rzedu 14.15dB) nadawca S; zuzywa do przygoto-
wania stanow $cidnietych 9.45 fotonow w kazdej linii.
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3.5.4 Wplyw szumu: jak daleko do eksperymentéw?

Realistyczne modele uktadéow eksperymentalnych, w ktorych udziat biora
Gaussowskie kanaly wielodostepnych powinny uwzgledniaé¢ techniczne ogra-
niczenia zastosowanych tam elementow optycznych oraz pojawiajace sie pod-
czas transmisji zaktocenia. Analizujac osiggane w eksperymencie predkosci
transmisji, nalezy zwroci¢ uwage m.in. na takie zagadnienia jak: straty na ele-
mentach optycznych, ograniczong doktadno$c¢ realizacji bramek kwantowych
(w naszym przypadku bramek X P), szum termiczny wprowadzany przez
zrodla stanow kodowych, straty i szum wynikajace niedoskonatosci fotode-
tektorow oraz szum powstajacy podczas transmisji Swiatta do i z badanego
kanatu Gaussowskiego. W tej czesci bedziemy analizowa¢, jak wymienione
wyzej czynniki wplywaja na efekt aktywacji w scenariuszach opisanych w
czesciach 3.5.1 oraz 3.5.3. Pozwoli to nam okresli¢ wymagania dotyczace do-
ktadnosci sprzetu potrzebnego do obserwacji efektu. Zaczniemy od dyskusji
eksperymentalnej realizacji kanatu ® wprowadzonego w czesci 3.5.3. Zoba-
czymy tu, jak ograniczona doktadnosé realizacji bramki X P prowadzi to
powstania zaktocen. W dalszej czesci zajmiemy sie bardziej ogélnym mode-
lem szumu, zwiazanym z kanatem termicznym (patrz Rw. (1.102)), w wyniku
czego uzyskamy nowe formuty na predkosci transmisji nadawcy S; dla ukta-
dow ® ® 7 oraz &y Q L.

Problem pojemnosci klasycznej kwantowych kanalow Gaussowskich wpro-
wadzajacych szum jest trudny. Nie sg znane obecnie formuty na pojemnosé
klasycznag nawet dla tak podstawowych przypadkow, jak kanal termiczny.
Nie wiadomo rowniez, czy stany Gaussowskie sa w tym przypadku opty-
malng mieszaning stanéw wejsciowych. Z tego powodu konieczne bedzie po-
shugiwanie sie do$¢ grubym oszacowaniem na predkos$¢ transmisji dla stanow
produktowych zwiazanym ze $rednia liczba fotonéw na wyjsciu kanatu (po-
rownaj Rw. (3.42)). W rzeczywistosci moze sie okaza¢, ze efekt aktywacji
mozna obserwowa¢ rowniez dla wiekszego poziomu szumu i strat oraz przy
mniejszym parametrze $cisniecia.

Kanal ® mozna zbudowa¢ w oparciu o 3 bramki X P (patrz Rw. (3.45)).
Ponizej analizowana bedzie aproksymacja bramki X P opisana w pracy [40]
(ang. measurment-induced X P - X Pys). Realizacja kanalu ® przy uzyciu
bramek X P,;; oznaczana bedzie przez ®,;.

Transformacja obserwabli kanonicznych przez bramke X Py;; opisana jest
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formutami:

X o= X — JaX,— /X4, (3.55)
1-T
P = pue ?Pg”e +/a/TPy +\/TBPs, (3.56)

1-
X;Uy = X’2Lue+ \/_ Xwe \/Oé/ po—i—\/ XA, (357)

Py = Py¢—\/aPy+\/BP, (3.58)

gdziea=(1-T)(1—n)/(1+T)n,8=(1-T)/(1+T), Xo, Py to obserwable
kanoniczne mierzone na stanach pomocniczych bedacych $cisnietymi stanami
prozni o parametrze Sci$niecia s, 0 to efektywnosé detekcji homodynowej. Dla
T =1(3—5) oraz s — 00,0 — 1 wzory (3.55)-(3.58) przechodza w

Xpe Xy
Pye Ppe — pye

. 3.59
Xél)e '_> X;,Ue + X:’{,Ue ( )
Py Pye

Dalej zaktada¢ bedziemy, ze zakldcenia wprowadzane przez elementy optyki
liniowej sa pomijalnie mate w pordéwnaniu z tymi, ktore sa zwigzane z efek-
tywnos$cig pomiaru homodynowego oraz skonczonym Sci$nieciem stanéw po-
mocniczych.

Bramke X P);; mozna, w oparciu o (3.55)-(3.58), przedstawié¢ jako kanal
Gaussowski 'y p opisany macierzami:

1 0 10 o2 0 0 0
o 1 00 [ 0o g2 0 0

X=lo o100 o o2 0 (3.60)
0 -1 0 1 0 0 0 o?

Powyzej 0? = a+ Be2% 05 = /T + Te %, Aproksymacja staje si¢ idealna

w granicy # — 1 oraz s — oo. Dla uproszczenia bedziemy przyjmowac, ze
wszystkie bramki X Py, uzyte do realizacji kanal &, dziataja w oparciu o
ten sam zestaw parametrow 6 i s.

Sktadajac ze soba kanalty I'xp zgodnie ze schematem kanalu ® otrzymu-
jemy:

Qo1 (pxp @ p2) = tray ap [Uxxrr 0 Txxp 0 Upoxy (pxp @ p2)] . (3.61)
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Indeks przy kanale I" oznacza oddzialywanie realizowane przez bramke X Py;;.
Na tej podstawie widaé, ze dziatanie kanatu ®,,; wyrazone w terminach ma-
cierzy kowariancji to:

our(y) = o(v) +oxpl, (3.62)

gdzie 0% p = 01 + 09. 0% p uwzglednia czlony pochodzace od bramek realizu-
jacych oddzialywanie xxpy oraz ppxy. Kanatl ®,,; mozna zatem przedstawic
jako zlozenie oryginalnego kanalu ® z kanatem ®¢ wprowadzajacym kla-
syczny szum Gaussowski o macierzy kowariancji 0% pl (patrz Rw. (1.101)):

By = %o D (3.63)

Postepujac analogicznie jak w czesci 3.5.3, otrzymujemy formutle na predkosé
transmisji dla nadawcy S; w postaci (porownaj Rw. (3.52)):

0_2

RY(®®T) =1log |1 we 3.64
1 ( ® ) Og + 672r+672R/2+0-§(P/2 ) ( )

gdzie R ir to parametry $cis$niecia modow nalezacych odpowiednio do nadaw-
cow S11.5;. 02, odnosi sie do $redniej mocy zuzytej na kodowanie.

Zajmiemy sie teraz wplywem ograniczen aparatury pomiarowej (efektyw-
no$¢ detekcji homodynowej, szum ciemny) oraz strat na elementach optycz-
nych. W tym celu skorzystamy ze standardowego podejscia (patrz [5]), ktore
polega na tym, ze przed kazdy idealny detektor homodynowy, wystepujacy
w badanym ukladzie (patrz Rys. 3.7) wstawiamy kanaly termiczne (patrz
Rw. (1.102)) o transmitancji T = cos’w oraz Sredniej liczbie fotonow w
stanie termicznym Np. Kanal taki wprowadza do uktadu srednio Ny sin®w
fotonow szumu. Zaznaczmy jeszcze, ze zebranie szumu pojawiajacego sie w
roznych miejscach badanego uktadu do kanalu termicznego mozliwe jest ze
wzgledu na liniowosé¢ kanalu ® oraz brak korelacji miedzy szumem dodawa-
nym w roznych miejscach uktadu.

Wykonujac obliczenia podobne do tych ktoére juz robilismy, dostajemy
predkosé¢ transmisji dla nadawcy S; w uktadzie ® ® Z przy uwzglednieniu
szumu:

2 2
O COS™ W

R P®RZ) =log |1+
e ) s (e + e 2R /2) cos?w + (1 + 2Np) sin*w

, (3.65)

gdzie R, r i 02, maja znaczenie jak we wzorze (3.64) natomiast Np oraz

T = cos?w to parametry kanalu termicznego.
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Przedstawiony tu model szumu w zastosowaniu do uktadu ®y&®Z prowadzi
do:
o2, sin? § cos® w
(coshr — cos@sinhr)? cos?w + (1 + 2N7) sin(2 w )
3.66

R*™( Py @) =log |1+

gdzie 0 jest parametrem kanatu ®,.

Rys. 3.9 pokazuje zachowanie R{*™(®p ® Z) dla N; = 1000 i 6 = 0.25
w zalezno$ci od liczby fotonéw w dwumodowym stanie $ci$nietym dla roz-
nych parametrow Np i w. Wartosci parametréow N; oraz 6 dobrano tak, aby
zminimalizowaé¢ poziom Sci$niecia konieczny do uzyskania efektu superaddy-
tywnosci (porownaj Rys. 3.5) Rys. 3.9.a) przedstawia przypadki N = 0 oraz
T, = 1;0.95;0.9;0.85 — wystepuje tutaj tylko ttumienie. Predkosé¢ transmi-
sjii R{?“"(®y ® T) zostala zestawiona z ograniczeniem zwiazanym ze $rednia
liczba foton6éw na wyjsciu kanatu:

RY = g(cos® w(sin® ON; + cos® ON,)). (3.67)

Widzimy, ze juz straty rzedu 85% prowadza do zaniku efektu superaddy-
tywnosci. Rys. 3.9.b) przedstawia zachowanie funkcji R{*“"(®y ® Z) dla
T, = 0.95 oraz Ny = 0;2;10; 20. Efektywnie do stanu splatanego dodawane
jest 0;0.1;0.5; 1 fotonéw szumu. Predkosé¢ transmisji jest bardzo wrazliwa na
ten rodzaj zaklocen.

Przedyskutujemy teraz mozliwos¢ eksperymentalnej weryfikacji efektu ak-
tywacji w kontekscie dostepnych obecnie srodkéw technicznych [5, 86]. Dla
pomiaru homodynowego przyjmowaé bedziemy efektywnos$é¢ kwantowa o war-
tosci n = 99%5 oraz poziom szumu ciemnego o 20dB ponizej poziomu szumu
srutowego lokalnego oscylatora. Srednia liczba fotonéw przypadajaca na trans-
misje N1 = 1000 pozwala na liniowa aproksymacje pomiaru homodynowego
(Srednia liczba fotonow w wiazce pochodzacej od oscylatora lokalnego wynosi
zwykle 4-109). Najwigksze notowane dotad wartos¢ $cisnigcie jednomodowego
stanu prozni [86] jest rzedu 10 dB (odpowiada to $redniej liczbie fotonow
2.025).

Zaczniemy od omowienia uktadu ®),; ® Z w $wietle wynikow raporto-
wanych w pracy [94]. Do realizacji bramki X Py postuzono sie tam sta-
nami SciSnietymi o $ci$nieciu rzedu 5.6dB oraz detektorami o efektywno-
$ci kwantowej 98%. W ten sposob uzyskano warto$é wspolczynnika Tpr =

5Zwr6émy uwage, ze w przypadku detekeji homodynowej mamy do czynienia z pomia-
rem na stanach jasnych, gdzie nie potrzeba rozdzielczosci jednofotonowej. Efektywnosé
kwantowa na poziomie n = 99% uzyskuje sie m.in. dla fotodiod PIN.
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b)

Rysunek 3.9: Predkos¢ transmisji R{*“™(Pp ®Z) dla Ny = 10001 6 = 0.25. a)
zaleznos¢ predkosci transmisji od transmitancji 7, kanatu termicznego, pred-
ko$¢ transmisji porownujemy z ograniczeniem gérnym na predkosé transmi-
sji stanéw produktowych REI" = g( cos> w(sin® ON; 4 cos? ON,)); b) zaleznosé
predkosci transmisji od éredniej liczby fotondéw w stanie termicznym Np dla
T = 0.95.
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SNRyy/SNRy = 0.4, gdzie SN Ryyc(wy) jest ilorazem poziomu sygnatu do
szumu dla wejSciowej wiazki sygnatowej (x¢,p{’¢) oraz wyjsciowej wiazki
wskaznika (25", py?). Poziom szumu wprowadzany przez bramke wynosi 0% =
5. Wstawiajac ta wartos¢ do wzoru (3.64) oraz poréwnujac uzyskany wy-
nik z ograniczeniem zwigzanym ze Srednig liczbg fotonéw na wyjsciu kanatu
(patrz Rw. (3.54)) nie mozemy stwierdzi¢ wystepowania efektu aktywacji. Z
drugiej strony, zastosowanie stan6w Scisnietych o $ci$nieciu 10dB teoretycz-
nie pozwala uzyska¢ warto$¢ o%p = 0.098. W tej sytuacji efekt aktywacji
wystepuje.

Bardziej optymistyczne przedstawia sie sytuacja dla uktadu ®y®Z. Przyj-
mujac realistyczny poziom strat w ukladzie rzedu 5% oraz przytoczone wyzej
parametry detektora homodynowego otrzymujmy cos®w = 0.94, Ny = 0.09.
Dla uktadu z parametrem 6 = 0.25 efekt aktywacji pojawia sie juz dla $ci$nie-
cia dwumodowego rzedu 7.8 dB ($rednia liczba fotonoéw w stanie Sci$nietym
wynosi 2.1). Pozwala to przypuszczaé, ze istnieje obecnie mozliwosé ekspery-
mentalnej weryfikacji tamania zasady lokalnosci przy uzyciu uktadu &y ® Z.
Poniewaz efekt jest widoczny nawet w przypadku niedoskonatych urzadzen
pomiarowych, eksperyment powinien by¢ pozbawiony luk logicznych oraz ko-
niecznodci postselekcji wynikow i statystycznego poprawiania ich jakosci.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze wzory (3.64)-(3.66) pasuja do schematu
R = log(1 4 02,4pa/03um)- Dzicki zastosowaniu splatania, nadawcy sa w
stanie manipulowaé¢ stosunkiem poziomu sygnalu do szumu czego rezulta-
tem jest efekt aktywacji. Pojawienie sie szumu termicznego wprowadza dolne
ograniczenie na warto$¢ o>

szum*

3.6 Otwarte pytania

Konczac rozdzial dotyczacy transmisji informacji klasycznej przez wielodo-
stepne kanaly Gaussowskie, warto zwroci¢ uwage na kilka istotnych pytan
dotyczacych tego tematu, ktore jeszcze nie znalazty odpowiedzi:

e Jakie sg formuly na pojemno$¢ klasyczna podstawowych kanatow Gaus-
sowskich: kanatu termicznego, kanatu z szumem klasycznym etc?

e Czy stany Gaussowskie optymalizuja pojemnosé kanatow Gaussow-
skich?

OdpowiedzZ na te dwa pytania wydaje sie by¢ kluczowa w zrozumieniu
transmisji informacji klasycznej przez kanaty Gaussowskie. Pozwoli ona
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poprawic¢ jakos¢ oszacowan na pojemno$c klasyczng przy transmisji sta-
now produktowych oraz obnizyé¢ wymagania konieczne do spelnienia,
aby uzyska¢ efekt aktywacji (np. $cisniecie stanéw dwumodowych).

e (Czy istnieja bardziej naturalne przyktady kanalow, dla ktorych wyste-
puje wspomagany splataniem efekt aktywacji pojemnosci klasycznej?
Na ile efekt ten jest powszechny w kanalach Gaussowskich?

OdpowiedzZ na to pytanie moze wigzac sie z interesujacymi aplikacjami
w rzeczywistych systemach telekomunikacyjnych.

e (Czy istnieja przyktady kanaléow Gaussowskich 1-do-1 lub wielodostep-
nych, dla ktérych wystepuje efekt aktywacji tacznej predkosci transmi-
sji Rp?

Warto tu wspomnie¢, ze w przypadku pojemnosci kwantowej () znamy
juz tego typu wynik dla kanalow 1-do-1 [84].

e Jaki jest wpltyw splatania wieloczgstkowego na pojemnosé klasyczna
kanatow Gaussowskich?
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Dodatek A

Entropia stanu $redniego na
wyjsciu kanalu I'

Ponizej zamieszczony zostal kod programu w Mathematice, ktory poshuzyt
w czesci 2.3.3 do wyznaczenia entropii stanu Sredniego p, na wyjéciu kanalu
I' oraz testowania warunku:

S(pr) = min(2[,5), (A.1)

gdzie 7 to lista qbitow stanu |07 ), na ktorych kanal T" wykonuje jedna z opera-
cji Pauliego; liczba tych gbitow wynosi | = |r|. Z przeprowadzonych obliczen
wynika, ze dla [ = 3 Sredni stan p, na wyjsciu kanatu jest maksymalnie
wymieszany, nie ma wiec potrzeby sprawdzania warunku dla [ > 4.

Stan $redni p, obliczany jest na wedlug formuty:

Pr = <® A;Z%) [102)X0L]], (A.2)

gdzie A;g to 1-gbitowy kanal depolaryzujacy wprowadzajacy szum z praw-
dopodobienstwem p = 1 — kanal ten dziata na m;-ty gbit stanu |0g).

W przedstawionym programie, do kodowania pozycji wykorzystano roz-
klady cmp liczby 5 — I. Zachodzi tu nastepujaca relacja m =i+ Y ,_, cmp;.
Procedura getRotatedStatelcmp_List, i_,...] zwraca stan pepp; . =
Ul0X0,|UT, gdzie U = 11 @ ¢; @ [“"P2 @ . ... Odpowiada to rotacji stanu
|01,) przez macierze Pauliego o;, 0;, 0, dzialajace na pozycjach zadanych przez
wektor .
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Aby zachowaé czytelnosé, przedstawiony ponizej kod nie byt optymalizo-
wany. Program korzysta z pakietu ,QuCalc” autorstwa Paula Dumais.

<< QuCalc*
<< Combinatorica‘

(*macierze pauliegox*)
operators = id[1], sigx, sigy, sigz;

(xslowo kodowex)
baseState =
ket[1/4 ( ket["00000"] + ket["10010"]

ket ["10100"] ket ["01010"]
ket ["00110"] - ket["11000"]
ket["00011"] - ket["11110"]
ket["10001"] - ket["01100"]
ket ["00101"] )1;

+
+

ket["01001"] +
ket["11011"] -
ket["11101"] -
ket["01111"] -
ket["10111"] +

+

(¥obracanie slowa kodowego na pozycjach
okreslonych przez parametr cmp¥*)

getRotatedState[cmp_List, i_] := Module[{ U, currState},
U = (id[cmp[[1]1]1] ® operators[[i]l] ® id[cmp[[2]11]1);
currState = U.baseState;
Return[currState.daglcurrStatel];

1;

getRotatedState[cmp_List, i_, j_] := Module[{ U, currState},
U = (id[emp[[1]]]1® operators[[i]l]®
id[cmp[[2]1]® operators[[j1I®
id[cmp[[3]11]1);
currState = U.baseState;
Return[currState.daglcurrStatel];
1;

getRotatedState[cmp_List, i_, j_, k_] := Module[{ U, currState},
U = (id[cmp[[1]]1]® operators[[i]l]l®
id[emp[[2]]1]® operators[[jl1]®
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id[emp[[3]]]1® operators[[k]]®
id[cmp[[4111);
currState = U.baseState;
Return[currState.daglcurrStatel];

1;

(* entropia stanu sredniego w przypadku gdy slowo
kodowe jest modyfikowane na zadanej liczbie pozycji *)

(* 1 pozycja - 2 bity entropii *)

test = Module[{ cmps, ci, sumState, i},
cmps = Compositions[4, 2];
For[ci = 1, ci <= Length[cmps],
sumState = Sum[ getRotatedStatel[cmps[[cil], il,
{1i, 1, 4 } 1/4;
Print[cmps[[cil], "=", entropyl[state[sumStatell];
ci++]

1;
(* 2 pozycje - 4 bity entropii *)

test = Module[{ cmps, ci, sumState, i, j},
cmps = Compositions[3, 3];
For[ci = 1, ci <= Length[cmps],
sumState = Sum[ getRotatedStatelcmps[[cil], i, jl,
{1i, 1, 4},{ j, 1, 4} 1/16;
Print[cmps[[cil], "=", entropyl[state[sumStatell];
ci++]

1;
(* 3 pozycje - 5 bitow entropii *)

test = Module[{ cmps, ci, sumState, i, j, k},
cmps = Compositions[2, 4];
For[ci = 1, ci <= Length[cmps],
sumState = Sum[ getRotatedStatel[cmps[[cil], i, j, kI,
{ i, 1, 4}, { j, 1, 4},
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{ &k, 1, 4} 1/64;
Print[cmps[[cil], "=", entropyl[state[sumStatell];
ci++]

1;



Podsumowanie

Omawiane w niniejszej rozprawie problemy skupiaja sie wokoét roli, jaka ode-
gra¢ moze splatanie w transmisji informacji klasycznej przez kwantowe ka-
naly wielodostepne oraz zwigzanego z tym zagadnienia kwantowej aktywacji
obszaréw pojemnoséci klasyczne;j.

W rozdziale 2 przedstawione zostaty przyktady kanaléw kwantowych po-
kazujace, ze efekt aktywacji obszarow pojemno$ci klasycznej faktycznie ma
miejsce. Uzyskane wyniki wskazuja na dwie zasadniczo rézne formy efektu
aktywacji w kanalach z wieloma nadawcami: aktywacja typu (i) polegajaca
na superaddytywnos$ci maksymalnej indywidualnej predkosci transmisji R;
dla wybranych nadawcow przy zachowaniu addytywnosci tacznej predkosci
transmisji Rr; aktywacja typu (ii) bedaca superaddytywnoscia tacznej pred-
kosci transmisji Ry. W analizowanych przypadkach aktywacja typu (i) wia-
zala sie ze wzrostem zréznicowania stanéw na wyjséciu kanalu poprzez realiza-
cje pewnego rodzaju rozproszonego gestego kodowania. Aktywacja typu (ii)
byta natomiast konsekwencja subaddytywnos$ci minimalnej entropii wyjscia
H,.;n, co pozwala na interpretacje tego efektu jako analogu aktywacji w ka-
naltach 1-do-1. Efekt aktywacji wykazany zostal zarowno w kontekscie super-
addytywnosci pojemnosci Holevo x jak i superaddywynosci regularyzowanej
pojemnosci klasycznej C(*). Ponadto pokazany zostal przyklad kanatu, w
ktorym do osiggniecia regularyzowango obszaru pojemnosci C(*) konieczne
jest wykorzystanie splatania wieloczastkowego n > 2.

Rozdzial 3 stanowi studium wykonalnosci eksperymentéow obrazujacych
efekt aktywacji. Glowne wyniki przedstawione w tym rozdziale to dwa przy-
ktady kanalow Gaussowskich: (i) kanal zbudowany w oparciu o dzielnik
wiazki oraz (ii) kanal skladajacy sie z niedestruktywnych bramek suma-
cyjuych, przy uzyciu ktorych mozna obserwowaé efekt aktywacji typu (i).
Analiza tych kanalow, uwzgledniajaca aktualny stan techniki eksperymen-
talnej z zakresu optyki kwantowej, pozwala przypuszczac, ze eksperymenty
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pokazujace efekt aktywacji typu (i) sa mozliwe do przeprowadzania juz dzis.

Jak kazde badania, rOwniez te zostawiaja po sobie wiecej pytan niz uzy-
skanych odpowiedzi. Pomimo postepu w zrozumieniu efektu aktywacji obsza-
row pojemnosci klasycznej, wiele z omawianych tu zagadnien wymaga dalszej
analizy. Na zakonczenie chciatbym wskazaé kilka otwartych problemow ktore
wydaja sie najistotniejsze w dalszych badaniach nad efektem aktywacji ob-
szarow pojemnosci klasycznej.

e Zwiazek aktywacji typu (ii) z subaddytywnoscia H,,;, — czy te dwa
efekty zawsze ida ze soba w parze?

e Czy wystepuje aktywacja typu (ii) dla regularyzowanych obszaréw po-
jemnosci R(>)?

e Czy efekt aktywacji typu (ii) ma miejsce dla kanalow Gaussowskich, a
jesli tak, to jak wyglada eksperyment obrazujacy ten efekt?

e (Czy istniejg naturalne przyktady kanalow optycznych, dla ktorych za-
chodzi efekt aktywacji? Pytanie to ma szczegodlnie istotne znaczenie w
kontekscie swiattowodowych sieci komunikacyjnych.
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