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1. Wprowadzenie

Przedmiotem badan w tej rozprawie sg rzeczywiste liniowe filtry cyfrowe re-
kursywne stacjonarne rzedu drugiego i wyzszych, o dwu, trzech i wigcej wyjsciach,
z zatozenia niestabilne — generujace, po pobudzeniu ich warunkami poczatkowymi,
drgania niegasnace sinusoidalne lub przebiegi swiergotowe na kazdym wyjsciu. In-
formacja o parametrach generowanych sygnatow jest zawarta w warunkach poczat-
kowych i wspotczynnikach struktury filtru, dobranych tak, aby jego bieguny znaj-
dowaty si¢ na ptaszczyznie z na okregu jednostkowym, co jest warunkiem niega-
snacych oscylacji. Z punktu widzenia analizy systemow liniowych i stacjonarnych
filtr o powyzszych wtasciwosciach nazywany jest rekursywnym cyfrowym oscylato-
rem (ang. Recursive Digital Oscillator — RDO).

Sygnaty sinusoidalne sa najcze¢sciej spotykanymi sygnatami w naszym oto-
czeniu [Hor95], [Oppl0]. Dyskretng, przyczynows, rzeczywista sinusoida m-
wymiarowa (ang. m-Dimensional sine, multi-Dimensional sine — mD sine)
m=0, 1, 2, ... nazwiemy przypisanie kazdej liczbie n, n=0, 1, 2, ... wartosci wekto-

ra  gn]=[s[n] s,[n] --- s,[n]], opisujacego wartosci przyjmowane dla danego n
przez kazdy z sygnatéw sinusoidalnych: s [n]=Acos(w,n+a;), 1=1,2,3, .., m,

gdzie A >0 oznacza amplitude, w, pulsacj¢ w rad/Sa, a «, — faz¢ poczatkowa w ra-
dianach [rad] i-tego sygnatu sinusoidalnego. W szczegélnosci, dla m = 2 dostajemy
sinusoid¢ dwuwymiarowa (ang. Two-Dimensional sine — 2D sine), a dla m = 3 sinu-
soide trojwymiarowa (ang. Three-Dimensional sine — 3D sine). O praktycznym za-
stosowaniu sygnatéw sinusoidalnych decyduje cho¢by to, ze sa one rozwigzaniami
pewnych liniowych réwnan rézniczkowych, opisujacych zaréwno zjawiska wystepu-
jace w przyrodzie, jak i wiasciwosci systeméw liniowych [Dic00], [Fli92], [Hor95],
[Tur03], [Oppl0], [W0j84]. Modulujac liniowo badz kwadratowo czgstotliwosé sy-
gnatu sinusoidalnego, otrzymuje si¢ sygnaty swiergotowe z, odpowiednio, liniowa
(ang. Linear Frequency Modulation — LFM) badz kwadratowg (ang. Quadratic Fre-
quency Modulation — QFM) modulacjg czestotliwosci, stanowiace przyktady sygna-
tu z faza chwilowa wyrazong jako wielomian (ang. Polynomial Phase Signal — PPS)
[Guo096], [McK09a], [McK09b], [Oul97].

Cyfrowe oscylatory sygnatéw sinusoidalnych i swiergotowych znajduja za-

stosowanie w licznych urzadzeniach wspoétczesnej telekomunikacji [Cos02],



[Dic00], [Gol69], [Gol71], [GumT72], [Hue98], [Joo08], [Nii00], [Oppl0], systemach
nawigacji [AdI95], [Hu08], [Hin89], [Iba06], [Mor85], [Xia08], geofizyki, astrofizy-
ki, metrologii, testowaniu i diagnozowaniu urzadzen elektronicznych [Ale05],
[AliO5], [Hor95], syntezie dzwigku [Ber97], [Hau99] i innych. Klasyfikacj¢ oscyla-
toréw cyfrowych przedstawiono na rys. 1.1. Posrdd algorytmow stosowanych w ge-
neracji sygnatow sinusoidalnych i swiergotowych mozna wyr6zni¢ RDO oraz nieli-
niowy algorytm oscylatora cyfrowego z synteza bezposrednia, zwany DDS od ang.
Direct Digital Synthesizer.

Rys. 1.1. Klasyfikacja oscylatorow cyfrowych

Waznym i aktualnym zagadnieniem jest projektowanie i analiza oscylatorow
cyfrowych. Wsrdd pozadanych cech tych oscylatoréw wymieni¢ mozna: oszczedny
pobdér mocy zasilania i miniaturyzacje hardware’owa oraz wiernos¢ i doktadnosé

generowanego sygnatu. Projektowanie urzadzen mikromocowych o zadowalajacej
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doktadnosci generowanych sygnatéw wymaga stosowania specjalnych metod od po-
czatku do konca projektu. Dotyczy to przede wszystkim lekkich, przenosnych przy-
rzadow i podzespotéw wykorzystywanych w telekomunikacji i multimediach.

Uwaza sie, ze ze wzgledu na tatwa regulacje parametrow sygnatéw wyjscio-
wych RDO, metody rekursywnej generacji sygnatéw sinusoidalnych sa bardziej ela-
styczne w pordéwnaniu z innymi znanymi metodami syntezy dyskretnej [FIi92],
[Hau99]. Co wiecej, RDO umozliwia prosta i niezwtoczng modulacje parametrow
generowanych sygnatéw [Chr00], [FIi92], pozadana w modulacji i demodulacji sy-
gnatow, i oszczedny pobdr mocy zasilania [CurQ0b]. Zalety te zwigzane sg z tym, ze
probki sygnatu wyjsciowego sg obliczane w chwili biezacej, a nie odczytywane bez-
posrednio z tablicy funkcji lub wynikow posrednich przechowywanej w pamigci
ROM.

Wada rekursywnej generacji sa btedy numeryczne, zwigzane z procesem
kwantowania [Cur00b], [Opp72]. Problem ten mozna rozwiaza¢, implementujac od-
powiednie algorytmy poprawy jakosci generowanych sygnatéw znane z literatury
[Abu94], [Abu86a], [Ahm86], [AI-97], [Al-01], [FIi92], [Leh00], [Nii99], [Nii03],
[Zie96] tak, aby osiggnac¢ zadowalajace rezultaty.

Zagadnienie projektowania RDO polega — ogo6lnie biorgc — na okresleniu re-
kursywnego réwnania macierzowego, ktore opisuje wiasciwosci RDO i jednoczesnie
okresla zwiazek migdzy sygnatami wyjsciowymi RDO, warunkami poczatkowymi i
elementami macierzy rotacyjnej. ROwnanie oscylatora jest rekursywne, co oznacza,
ze w obliczaniu kolejnych prébek sygnatu wyjsciowego oscylatora biorg udziat je-
dynie opdznione préobki poprzednie (z reguty jedna albo dwie) tego sygnatu. W
szczegoblnosci wygodnym sposobem projektowania RDO jest zastosowanie metod
algebraicznych w trygonometrii.

W literaturze spotykamy algorytmy rekursywnej generacji sinusoidy 2D (rys.
1.1) opublikowane przez réznych autorow. Jednym z najbardziej znanych RDO sa:
biquad i oscylator kompleksoidy, znany pod ang. nazwa Coupled Form Oscillator —
CFO, wytwarzajacy pare sygnatdéw sinusoidalnych o jednostkowych amplitudach i
przesunietych w fazie o x/2. Inne przyktady RDO to cyfrowa prowadnica falowa
(ang. Digital Waveguide — DW), kwadraturowy oscylator naprzemian aktualizujacy
(ang. Quadrature-Staggered Update — QSU) czy zmodyfikowany oscylator kom-
pleksoidy (ang. Modified Coupled Form Oscillator — MCFO). Pomimo takiej liczby
algorytméw RDO, brakuje spdjnej i uniwersalnej teorii rekursywnych cyfrowych
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oscylatoréw sinusoidalnych, ktéra jednoczytaby postaci macierzy rotacyjnych, opi-
sujacych oscylatory znane z literatury i umozliwitaby zaprojektowanie oscylatora o
dowolnie zadanych parametrach. Jest to zdaniem autora jeden z powodow, dla kto-
rych prace nad oscylatorami rekursywnymi nie sa rozwijane, a temat ich algoryt-
mow, projektowania i metod projektowania czesto uwaza sie za wyczerpany. Ponad-
to brak jest w literaturze informacji w temacie rekursywnych oscylatoréw sinusoidy
mD (m>2) i ich analizy, jak réwniez nie opublikowano jak dotad, wedtug najlep-
szej wiedzy autora, algorytmu rekursywnego oscylatora sygnatu PPS. Zamiarem au-
tora niniejszej rozprawy jest uzupetnienie tej luki.

Nieodtagcznym etapem projektowania oscylatoréw jest ich analiza, uwzgled-
niajaca m. in. badanie wtasciwosci struktur RDO, jakosci generowanych sygnatow
oraz sformutowanie wymagan sprz¢towych w implementacji oscylatora, z podaniem
przy tym liczby wykonywanych mnozen na prébke. Mimo, ze mnozenie jest jednym
z dziatan arytmetycznych, to jego stosowanie w strukturze uktadu scalonego wyma-
ga bardzo rozbudowanej struktury kombinacyjnej i struktur pamigci [Al-103],
[Sch90]. Stad, czesto w opracowywaniu algorytméw cyfrowego przetwarzania sy-
gnatow (CPS), wymagana jest minimalizacja liczby wykonywanych mnozen na
probke [Sha08].

Projektowanie i analiza oryginalnych algorytmow rekursywnych oscylatoréw
oraz opracowywanie metod ich projektowania stawia przed inzynierami CPS nowe
wyzwania. Stad, do gtdwnych celow rozprawy naleza:

1) Zaadaptowanie metody diagonalizacji macierzy do wyznaczania macierzy ro-
tacyjnej i wyznaczania, przy réznych warunkach poczatkowych, postaci sy-
gnatéw wyjsciowych oscylatora sinusoidy dwuwymiarowe;j.

2) Opracowanie metody projektowania rekursywnego cyfrowego oscylatora si-
nusoidy dwuwymiarowej, umozliwiajacej zadawanie dowolnych parametréw
sygnatdéw wyjsciowych oscylatora.

3) Zaprojektowanie rekursywnego cyfrowego oscylatora sinusoidy wielowymia-
rowej o dowolnie zadanych parametrach, w tym oscylatora wielofazowego.

4) Opracowanie algorytmu rekursywnej generacji zespolonego sygnatu swiergo-
towego z liniowg oraz z kwadratowa modulacja czestotliwosci.

5) Opracowanie miar jakosciowych do oceny czystosci generowanych rekur-

sywnie przebiegow sinusoidalnych i swiergotowych.
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Tezy rozprawy sa nastepujace:

1) Mozliwe jest zaprojektowanie rekursywnego cyfrowego oscylatora sinusoidy
wielowymiarowej o statej pulsacji i z dowolnie zadanymi parametrami — am-
plituda i fazg poczatkowsa kazdego z sinusoidalnych sygnatow wyjsciowych.

2) Mozliwe jest zaprojektowanie rekursywnego cyfrowego oscylatora sygnatu
zespolonego z fazg chwilowg wyrazong jako wielomian dowolnego stopnia.

3) Biezace bledy: amplitudy, fazy i pulsacji chwilowej, sg indykatorami jakosci
generowanych rekursywnie przebiegdw sinusoidalnych i swiergotowych.
Uktad pracy jest nastepujacy. W rozdz. 2 omoéwiono znane w literaturze algo-

rytmy rekursywnych oscylatoréw sinusoidy 2D oraz przedstawiono metode ich pro-
jektowania. Przedyskutowano rowniez zagadnienia rekursywnej generacji sygnatéw
zmodulowanych. Dalej przedstawiono model szumowy RDO, pokazano wptyw
kwantyzacji elementéw macierzy rotacyjnej oscylatora na jakos¢ generowanych sy-
gnatow i oméwiono cykl graniczny. W tym rozdziale podano réwniez zaleznosé¢
maksymalnego poziomu prazkow obcych w widmie od doktadnosci kwantyzacji i od
uptywu czasu, jak réwniez przedstawiono znane z literatury algorytmy poprawy
czystosci generowanych sygnatéw. Koncowy p. 2.8 zawiera opis nowej koncepcji
badania czystosci generowanych sygnatdw opartej na wyznaczaniu chwilowych
(biezacych) btedow: amplitudy, fazy i pulsacji. Rozdz. 3 poswigcony jest projekto-
waniu rekursywnych oscylatoréw sygnatow sinusoidalnych. Zaprezentowano tu
dwie metody projektowania oscylatorow sinusoidy 2D oraz algorytm rekursywnej
generacji dwoch sygnatdéw sinusoidalnych o dowolnie zadanych parametrach — am-
plituda i fazg poczatkowa kazdego z nich. Opracowanie wspomnianych metod pro-
jektowania byto mozliwe po zaadaptowaniu metody diagonalizacji macierzy do wy-
znaczania postaci sygnatow wyjsciowych i macierzy rotacyjnej oscylatora sinusoidy
2D. Dalej zaprojektowano rekursywny oscylator sinusoidy mD, ktorego szczegol-
nym przypadkiem jest rekursywny oscylator wielofazowy. W rozdz. 3 przebadano
czystos¢ generowanych sygnatow dla réznych realizacji rekursywnego oscylatora
trojfazowego, postugujac si¢ miernikami jakosci z rozdz. 2. Rozdz. 4 poswigcony
jest projektowaniu rekursywnych oscylatoréw sygnatow swiergotowych. Na pod-
stawie wynikow z rozdz. 3 i wykorzystujac pojecie pulsacji chwilowej, w rozdz. 4
opracowano kilka oryginalnych algorytmow, w tym algorytmy rekursywnej genera-
cji ttumionego albo wzmocnionego sygnatu sinusoidy mD, zespolonych sygnatow
LFM i QFM czy sygnatu PPS. Prezentowanym algorytmom towarzyszy analiza czy-
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stosci wygenerowanych sygnatéw zmodulowanych na podstawie chwilowych bte-
déw amplitudy, fazy i pulsacji. Rozdz. 5 stanowi podsumowanie najwazniejszych

wynikow rozprawy.
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2. Rekursywne oscylatory sygnatow sinusoidalnych i swiergotowych

Zasadniczym celem niniejszego rozdziatu jest przeglad wspotczesnych za-
gadnien zwigzanych z rekursywng cyfrowa generacja sygnatow sinusoidalnych i
swiergotowych. W pierwszej czesci rozdziatu wprowadzamy pojecie sinusoidy wie-
lowymiarowej, ktéra wraz z rachunkiem macierzowym jest pomocna w procesie
projektowania rekursywnych cyfrowych oscylatoréw. Réwniez, wskazujemy na inne
od rekursywnych metody syntezy dyskretnej. W dalszej czesci tego rozdziatu oma-
wiamy znane z literatury algorytmy rekursywnego oscylatora sinusoidy dwuwymia-
rowej (ang. Two-Dimensional Recursive Digital Oscillator — 2D-RDO). Ich cecha
wspolna jest to, ze bieguny transformaty Z sygnatéw wyjsciowych znajduja si¢ na
ptaszczyznie z, na okregu jednostkowym, tj. o promieniu rownym 1 i o srodku w po-
czatku uktadu wspoétrzednych. Podejscie do ich projektowania wytonito sie po poda-
niu przez réznych autorow réwnan do rekursywnej generacji dyskretnej sinusoidy
dwuwymiarowej (ang. Two-Dimensional sine — 2D sine). Kolejny p. 2.5 stanowi
dyskusja rekursywnych cyfrowych oscylatoréw sygnatéw sinusoidalnych modulo-
wanych. Nastepnie w tym rozdziale zajmujemy si¢ analiza szumu rekursywnego cy-
frowego oscylatora (ang. Recursive Digital Oscillator — RDO) oraz pokazujemy, ja-
ki wptyw ma kwantyzacja elementéw macierzy rotacyjnej na jakos¢ generowanych
sygnatéw. Ponadto omawiamy najczesciej spotykane algorytmy poprawy jakosci
oscylacji. W koncowym p. 2.8 zawarto opis nowej koncepcji badania czystosci sy-

gnatow na wyjsciu RDO.
2.1. Sygnal sinusoidalny

Dyskretny, przyczynowy, rzeczywisty sygnat sinusoidalny, niekiedy nazy-

wany takze harmonicznym, ma posta¢
gn]= Acos(w,n+a), n=0,1,2, ... (2.1)
gdzie n jest numerem biezacej probki. Sygnat ten posiada trzy parametry: amplitude
A>0, stata pulsacje w, w rad/Sa oraz faz¢ poczatkowa o w rad. Pulsacja w, po-
wiazana jest z czestotliwoscia sygnatu sinusoidalnego F, w Hz i szybkoscia prob-

kowania Fg w Sa/s ponizsza zaleznoscia
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w, —onto e (0. 7) (2.2)

S

Zadaniem oscylatorow sinusoidalnych jest generacja czystych tj. niemodulo-
wanych sygnatow sinusoidalnych o réznych wartosciach parametréw. Sygnaty te
znajduja zastosowanie w telekomunikacji, w wielu algorytmach CPS, m.in. przy ob-
liczaniu dyskretnej transformacji Fouriera (ang. Discrete Fourier Transformation —
DFT), szybkiej transformacji Fouriera (ang. Fast Fourier Transformation — FFT)
oraz w przesuwnikach fazy, przetacznikach, mieszaczach, w modulacji i demodula-
cji sygnatow [Dic00], [FIi92], [Tur03], i innych.

Analize teoretyczng, niezbgdng w projektowaniu oscylatoréw sinusoidalnych,
utatwia wykorzystanie poje¢ sygnatu zespolonego i sygnatu wielowymiarowego
oraz stosowanie zapisu macierzowego. Za definicje dyskretnej funkcji zespolonej —
ciagu y[n], n=0, 1, 2, ... przyjmuje si¢ przyporzadkowanie kazdej liczbie n do-
ktadnie jednej liczby zespolonej y=y[n]. Dalej w rozprawie bedziemy rozwazaé

funkcje zespolong y[n] o ponizszej postaci

y[n]=y,[n]+ jy,[n], n=0,1, 2, ... (2.3)
gdzie y,[n]=Rey[n] oraz y,[n]=Imy[n] sa dyskretnymi sygnatami sinusoidalnymi
postaci jak w (2.1), o tej samej pulsacji w,, a mogacymi rézni¢ si¢ miedzy soba am-
plitudami Iub fazami poczatkowymi. W szczegéInosci, dla y,[n]=cos(nw, +a) i
y,[n]=sin(nw, + ) z (2.3), dostajemy sygnat y[n]=exp j(nw, +a) zwany zespolo-

nym sygnatem harmonicznym, zespolong sinusoida albo krotko: kompleksoida
(ang. complexoid) [Mar04], [Mar05] o jednostkowej amplitudzie. Z kolei dyskretna
sinusoidag m-wymiarowa (ang. m-dimensional sine, multi-dimensional sine) nazwie-
my przypisanie kazdej liczbie n wartosci wektora dn]=[g[n] s[n] --- s,[n]], opisu-
jacego wartosci przyjmowane przez kazdy z sygnatéw sinusoidalnych: s[n]=
= Acogwon+a;), 1=1,2,3,...,m (mogacych w ogdlnosci rézni¢ si¢ miedzy soba
amplituda i faza poczatkowa), dla danego n. W szczegolnosci, dla m = 2 dostajemy
sinusoid¢ dwuwymiarowa (ang. Two-Dimensional sine — 2D sine), a dla m = 3 sinu-
soide tréjwymiarowg (ang. Three-Dimensional sine — 3D sine). Kolejnym kluczo-
wym zapisem, utatwiajacym projektowanie i analiz¢ RDO, jest zapis macierzowy.
Wodéwczas m sygnatdow wyjsciowych RDO umieszczamy w tablicy o m wierszach i
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jednej kolumnie (macierzy kolumnowej o wymiarze mx1), nazywanej wektorem

y[n] sygnatow wyjsciowych RDO.

2.2. Cyfrowe metody syntezy

Do cyfrowych metod syntezy sygnatu harmonicznego zaliczamy: metody
analityczne, metody bezposredniej syntezy oraz metody rekursywne [Van05].

Metody analityczne polegaja na biezacym obliczaniu prébki sygnatu w opar-
ciu o rozwiniecie funkcji sinusoidalnej w szereg [Alw06], [Fin79], [Ker90]. Niewat-
pliwg zaletg tych metod jest kontrolowanie doktadnosci generowanego przebiegu.
Odbywa si¢ to poprzez wybor liczby sktadnikow do aproksymacji funkcji sinus.
Przyktadowo, przyjmujac sint=t-t3/3+t°/5-t"/7, btad aproksymacji jest nie
wigkszy niz |t°| /9. W szczeg6lInosci, dla |t|< /2 btad aproksymacji jest nie wick-
szy niz 1,6-10™. Oczywiscie, im wieksza doktadnosé stosowanej arytmetyki i sto-
pien wielomianu aproksymujacego, tym doktadnos¢ przyblizenia jest lepsza. Z dru-
giej strony, wigksza doktadnos¢ generacji sinusoidy zwigksza ztozonos¢ oblicze-
niowa i wymagania sprzetowe w implementacji oscylatora, co czyni synteze anali-
tyczng w czasie rzeczywistym nieefektywna [Her0O4a].

Wspomniane metody analityczne stosuje si¢ zazwyczaj do niepotokowego
(ang. off-line) generowania prébek sinusoidy gromadzonych w tablicy podgladowej,
zwanej LUT od ang. Look-Up Table, z reguty uzywanej w metodach bezposredniej
syntezy [Gol71], [Her05], [Nic91], [Sam95], zwanych krétko DDS od ang. Direct
Digital Synthesis. DDS w swojej pierwotnej formie jest kaskadg dwdch podstawo-
wych cztondéw: akumulatora fazy (ang. Phase Accumulator — PA) oraz konwertera
fazowo-amplitudowego (ang. phase to amplitude converter) [Gol71]. Ciagiem wej-
sciowym PA jest przebieg pulsacji chwilowej, powodujacy wpisanie nowej wartosci
fazy chwilowej do akumulatora fazy, a ta liczba, umieszczona w tym akumulatorze,
jest uzywana jako adres pamieci LUT, zawierajacej probki wartosci funkcji sinuso-
idalnej.

W projektowaniu DDS6w mozna m.in. wyrozni¢ dwie skrajnosci. Pierwsza z
nich — to kompletna LUT, zawierajgca wartosci pozadanych funkcji sinusoidalnych
dla zbioru wszystkich faz chwilowych syntetyzowanego przebiegu [Bel00]. Druga
skrajnos¢ — to DDSy nie posiadajace LUT [Lah01], [Nii03], [Yi10], gdzie wszystkie
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wartosci probek oblicza sie na biezagco. Rozwigzania posrednie minimalizuja wymiar
LUT, zachowujac pozadang doktadnos¢. Wykorzystuja one m.in. metody analitycz-
ne [AI-03], [Blo04], [Tis06], zespolony filtr utamkowo-op6zniajacy [Her04b] czy
algorytm CORDIC [Har07], [\Val06].

Ostatnig grupe metod dyskretnej syntezy stanowiag metody rekursywne, ktére

omawiamy w nastepnym punkcie tego rozdziatu.

2.3. Rekursywne metody syntezy

Rekursywna generacje sygnatéw sinusoidalnych uzyskuje sie, gdy bieguny
rekursywnego filtru cyfrowego drugiego rzedu znajdujg sie na ptaszczyznie z, na
okregu jednostkowym [Car94], [Har83], [Hes72], [Fur75], [Gol69], [Pro96],
[Sal70].

Rekursywny filtr cyfrowy, z zatozenia niestabilny, a stuzacy do generacji
przebiegdéw sinusoidalnych lub zmodulowanych, nazywamy oscylatorem cyfrowym
RDO. W kazdym filtrze cyfrowym wyodrebniamy takie same elementarne bloki
funkcjonalne: sumatory, uktady mnozace i elementy op6zniajace. Odpowiednie po-
taczenie tych podstawowych elementow okresla strukture filtru, a tym samym i al-
gorytm przetwarzania sygnatu. W strukturach RDO mozna wyr6zni¢ wspdlng ceche
zwigzang z organizacjg obliczen — a mianowicie, ze w tworzeniu kolejnych probek
sygnatu wyjsciowego oscylatora biora udziat jedynie op6znione prébki (z reguty
jedna lub dwie) tego sygnatu. Na RDO nie dziata zaden sygnat wejsciowy, a przy-
czyna wywotujaca przebiegi na wyjsciu RDO sa niezerowe warunki poczatkowe,
okreslone przez wektor warunkoéw poczatkowych.

Zaznaczmy, ze pojecie realizacji RDO rozumiemy tu jako wyznaczenie jego
struktury, a wiec okreslenie algorytmu przetwarzania sygnatu.

2.3.1. Biquad
Jedna z najbardziej znanych realizacji rekursywnego oscylatora sinusoidy
jest biquad [Abu86a], [Abu86b], [Asg93], [Fur75], [Gol69], [Gor85], [Har83],

[Pre94]. Jest to filtr cyfrowy o stale zerowym wejsciu, pracujacy zgodnie z linio-

wym réwnaniem rekursywnym zapisanym w ponizszej postaci macierzowej
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[yl[n]} :[ZCOS% - l[yl[”‘” n=12.3, . (2.4)

y,[n] 1 0fyln-1]

Réwnanie roznicowe (2.4) podat francuski matematyk Francois Viete (1540-1603),

stosujac jako pierwszy metody algebraiczne w trygonometrii. Strukture tego oscyla-
tora przedstawiamy na rys. 2.1. Oczywiscie, wspotczynnik 2cosw, w (2.4) jest na
state zapisany w pamigci i nie zmienia swej wartosci w kolejnych iteracjach obli-

czen. Dla n = 0 wartosci: y,[0] i y,[0], okreslaja warunki poczatkowe biquadu, w
ktorych przechowuje si¢ wartosci probek sygnatow wyjsciowych: y,[n] i y,[n],
przed rozpoczeciem obliczen. Sinusoide 2D generujemy iteracyjnie, wyznajac za
pomoca (2.4) kolejne probki: y,[1, v,[1, vi[2], v.[2], vi[3], Y,[3], ... sygnatow
wyjsciowych biquadu. Przyktadowo, zadajac w (2.4) warunki poczatkowe: y,[0]=11i
y,[0] =cosa,, generujemy: y,[n]=cosna, i y,[n]=cos((n-L)w,), natomiast przy
szczegoblnych warunkach poczatkowych w (2.4): y,[0]=0 i y,[0] = -sinw,, otrzymu-
jemy: y[n]=sinnw, i y,[n] =sin((n-2)w,). W obu nastawach sygnaty wyjsciowe

sa fazowo przesunigte wzglgdem siebie o wartos¢ pulsacji w, (2.2).

z e == 11[0]
% > yi[n]
z == »2[0]

> y,[n]

Rys. 2.1. Struktura biquadu ze wspotczynnikiem a=2cosw, [Tur03]

Zaleta generacji sinusoidy wg. rys. 2.1 jest niski koszt naktadu sprzetowego
ze wzgledu na wykonywanie tylko jednego mnozenia (przez wspotczynnik o warto-
sci rzeczywistej 0<2cosw, <2) na probke. Liczba mnozen na prébke ma szczegol-
ne znaczenie. Stosowanie duzej liczby mnozen na prébke w strukturze uktadu scalo-
nego wymaga bardzo rozbudowanej struktury kombinacyjnej i struktur pamigci.

Wigze si¢ to takze ze zwiekszonym poborem mocy zasilania. Ponadto w implemen-
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tacji statoprzecinkowego mnozenia dwoch sygnatéw M-bitowych wynik mnozenia
jest liczbg 2M-bitowa, z ktérej musi zwykle zosta¢ odci¢tych M najmniej znaczg-
cych bitdbw. W konsekwencji nastepuje utrata doktadnosci wyniku [Opp10]. Stad,
czesto w opracowywaniu roznych algorytméw RDO wymagane jest sprowadzanie

liczby mnozen na probke do racjonalnego minimum,
2.3.2. Oscylator kompleksoidy

Drugim popularnym wariantem realizacji RDO w postaci filtru cyfrowego
drugiego rzedu jest standardowy oscylator przebiegu zespolonego wyktadniczego o
wyktadniku urojonym liniowo narastajagcym (ang. coupled standard quadrature
oscillator) [Oppl0], [Van05], zwany oscylatorem Radera-Golda [Gol69], oscylato-
rem kompleksoidy, oscylatorem sinusoidy zespolonej lub oscylatorem kwadraturo-
wym. Inne angielskie nazwy to 2D Rotation (2DR) [C0097] oraz Coupled Form
Oscillator — CFO [C0092]. Tu réwnanie rekursywne sygnatow wyjsciowych ma po-
sta¢ macierzowa
[yl[n]}_[cosw0 —sinaw, [[y,[n-1]
y,[n]| |sinw, cosw, ||y,[Nn-1]

Strukture tego oscylatora przedstawiamy na rys. 2.2.

], n=1123, .. (2.5)

J’1|[0]

) I i I

> i
p>

>
@ Z_l »)o[n]
> 1

Rys. 2.2. Struktura CFO ze wspotczynnikami: a=cosw, i b=sinw, [Tur03]
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Przyjmujac w (2.5) warunki poczatkowe: y,[0]=1 i y,[0]=0, sygnaty wyj-
sciowe tego oscylatora wynosza: y,[n] =cosnw, i y,[n] =sinnw,. Zalety CFO w po-
réwnaniu z biquadem to [Fli92]: sygnaty wyjsciowe o jednostkowych amplitudach i
pozostajace wzgledem siebie w kwadraturze (tzn. przesunicte w fazie o «/2) oraz
mniejsza odchyitka czestotliwosci wygenerowanego sygnatu od zadanej czestotliwo-
sci sinusoidy, szczeg6lnie w zakresie niskich czestotliwosci. Jest to mozliwe kosz-
tem wykonywania czterech mnozen na probke generowanego sygnatu. Liczbe mno-
zen na wygenerowang probke mozna zredukowac z czterech do trzech za pomoca
pokazanego dalej algorytmu obliczania mnozenia zespolonego [Cur00a]. Zapiszmy
najpierw wynik mnozenia (iloczyn) dwdch liczb zespolonych A, + jA oraz B + jB,

w postaci liczby zespolonej C, + jC, takiej, ze
CR =AB: -AB (2.6)

C, =AgB +ABg (2.7)

Sposéb obliczenia iloczynu zespolonego za pomoca powyzszych wzorOw przedsta-

wia rys. 2.3.

Rys. 2.3. Obliczanie iloczynu zespolonego z czterema mnozeniami na probke

Dodajac i odejmujac A;B, po prawej stronie (2.6) i A;B; po prawej stronie (2.7),

otrzymujemy
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Cq=A(Be+B )~ B (A + A (2.8)
C, = Ax(Be +B)) + Be(A - Aq) (2.9)

Z (2.8) i (2.9) wynika bardziej oszczedny schemat obliczania iloczynu zespolonego
pokazany na rys. 2.4, gdzie, w poréwnaniu z rys. 2.3, wykonywane jest o jedno
mnozenie mniej. Jednakze widac tez, ze odbywa sie to za cene wigkszej liczby su-

matoréw dwuwejsciowych.

Ag
Br
B] B[ _ CR
Aj
AR Br C]
Aj
Ag—"

Rys. 2.4. Obliczanie iloczynu zespolonego z trzema mnozeniami na probke

Zauwazmy, ze dodajac i odejmujac wyrazenia y,[n-1]sinw, oraz y,[n-1]cosw, od-

powiednio w pierwszym i drugim roéwnaniu z (2.5) o postaci

AL _ yiln _1]C_Oswo —Y,[n-1]sinw, n=123 .. (2.10)
Y,[n]] [W.[n-1sinw, +y,[n-1]cosw,
otrzymujemy
yi[nl] _[ viln-1lcosm, - y,[n - 1lsina, + y,[n-1sinw, - y,[n - sina, | _
v.[n]| |wIn-1]sinw, + y,[n-1]cosw, + y,[n-1]cosw, — y,[n-1]cosw,
h (2.11)

(cose, +sinay)yin -1~ (I -1+ y,In-L)sines, |
(cose, +sinwy)y,[n ~11+ (~y,[n~1]+ y,[n ~1]) coser, | =123, ...

Wynikajaca z rownania (2.11) strukture CFO, opracowang przez autora niniejszej

rozprawy, przedstawia rys. 2.5. Potrzeba tu trzech mnozen na prébke.
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yiln]

yan]

»2[0]

Rys. 2.5. Struktura CFO ze wspotczynnikami: a=sinw, + cosw,, b=sinw, oraz

C =Cosw,, Z trzema mnozeniami na probke generowanego sygnatu

Autor rozprawy zauwazyt, ze chcac otrzyma¢ kompleksoide o pulsacji

w, € (0, ) i fazie poczatkowej a, postugujemy sig struktura CFO z rys. 2.2 albo z

rys. 2.5, zadajac warunki poczatkowe: y,[0] =cosa oraz y,[0] =sina.

Oscylator z sygnatami przesunietymi w fazie o x/2 mozna tez zrealizowaé
za pomoca struktury biquadu [Al-97]. Wowczas sygnaty wyjsciowe projektowanego
oscylatora y,[n] oraz y,[n] liczymy jako kombinacje liniowa sygnatow wyjsciowych
biquadu vy, [n] i Y, [n]: y,[n]=sinw,Y,,[n] oraz y,[n]=cosw,y,,[nN]-Y,,[N]. W re-
zultacie otrzymujemy: vy,[n]=-y,,[-2]sinnw, oraz y,[n]=-y, [-2]cosnw, [Al-97].
Wykorzystuje si¢ tu trzy mnozenia na probke. Wada takiego rozwigzania sa z gory
narzucone amplitudy sygnatéw wyjsciowych, zmieniajagce swe wartosci w zalezno-
sci od zadanej pulsacji. Chcac na nie oddziatywac¢, wprowadza si¢ dwa dodatkowe
mnozenia na probke. Dwa kolejne RDO, generujace kompleksoide za pomoca struk-
tury biquadu, proponuje autor tej rozprawy. Pierwszy oscylator generuje dwa sygna-

ly sinusoidalne o parametrach: A1=A2=1/(2cos(wo/2)), a,=w,12, a,=-wyl2 i

pulsacji w,, za pomoca macierzy kwadratowej, wystepujacej w (2.4), zwanej dalej
macierza rotacyjna. Zaktadamy warunki poczatkowe o postaci y, [0] =y,,[0] =1/2.

Nastepnie korzystamy z tego, ze
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y,[n] =y, [n] + Y, [n] =cosnw,, N=0,12,...

n-1 n (2.12)
Y,[n]=2sinw, Y y,,[i1= 2sin(w,/2) Y, cos(nw, -, /2) =sinnw, n=1,23...

i=0 i=1
oraz y,[0]=0. Dodajmy, ze sum¢ w (2.12) obliczylismy, stosujac metod¢ Gaussa
[BIi08]. Wykonywane sg tu dwa mnozenia na probke. Drugi RDO, generujacy kom-
pleksoide o dowolnej fazie poczatkowej, a zrealizowany w oparciu o strukture biqu-
adu, wykorzystuje zaleznos¢

y,[n] - y,[n +1] = cos(nw, + a — w,) - cog(Nw, + o + w,) =

=2sinw,sin(nw, +«),n=0,12,... (2.13)
gdzie y,[n] i y,[n] sa sygnatami wyjsciowymi biquadu z rys. 2.1. Wobec (2.13), dla

w, € (0, ), sygnat sinusoidalny y,[n] obliczamy jak ponizej

ys[n] =sin(nw, + ) = (cos(nw, + & — w,) — cog(new,, + a + w,)) =

2snw,
1 (2.14)

=m(Y2[n] -y[n+1),n=012,...

Strukture oscylatora, ktéremu autor niniejszej rozprawy nadat nazwe zmodyfikowa-
ny biquad (ang. Modified Biquad — MB), odpowiadajaca réwnaniom (2.4) i (2.14),
przedstawiono na rys. 2.6. W tym algorytmie rekursywnej generacji kompleksoidy
potrzeba dwoch mnozen na probke. Warunki poczatkowe wynosza: y,[0] =cosa i

y,[0] = cos(w, + ). Wéwczas generowany sygnat jest postaci y[n] = y,[n] + jy,[n] =

=expj(no, +a).

2 {
z el

a il ) >—> yiln]

Z_1<——y2[0]

yaln]
Rys. 2.6. Struktura MB ze wsp6tczynnikami: a=2cosw,, b=1/(2sinw,), z dwoma

mnozeniami na prébke generowanego sygnatu
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2.3.3. Cyfrowa prowadnica falowa

Oscylatorem z parg sygnatéw wyjsciowych przesunietych w fazie o /2 jest
cyfrowa prowadnica falowa (ang. Digital Waveguide — DW) [C0092], [C0097]. Tu,
zgodnie z algorytmem

y,[n]| [ cosw, cosw,-1]y,[n-11]
Yo[n]| |cosw,+1 cosw, |Y,[n-1]
(n =11+ y,[n -1])cosa, ~ y,[n 1]
(va[n -1+ y,[n-1])cose, + y;[n-1]

(2.15)

, =123, ..

wykonywane jest jedno mnozenie na probke (patrz rys. 2.7).

y1|[0]

V[0]

Rys. 2.7. Struktura DW ze wspotczynnikiem a=cosw, [Tur03]

Przy warunkach poczatkowych: y,[0]=1 i y,[0]=0, zespolony sygnat wyjsciowy
ma posta¢ y[n] =cosnaw, +jA,sinnw,, gdzie A, =ctg(w,/2). Co ciekawe, dla warto-
sci wspotczynnika cosw, z (2.15) bliskich zeru (czyli w, bliskich z/2 rad/Sa) do-

stajemy A, =1. Strukture¢ tego oscylatora przedstawia rys. 2.7.

W kolejnych dwdch przedstawionych ponizej strukturach 2D-RDO wartosé
jednego sygnatu wyjsciowego oblicza si¢ jako kombinacje liniowa drugiego sygnatu
wyjsciowego i innych, op6znionych probek sygnatdw wyjsciowych, co nazywamy
krotko SU od ang. Staggered Update [Turl0], okreslenie, ktore autor rozprawy prze-
ttumaczyt jako: naprzemienna aktualizacja (spis wazniejszych skrétow na str. 5).
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2.3.4. Kwadraturowy oscylator naprzemian aktualizujacy

Jedno mnozenie na probke wiecej, w poréwnaniu z biquadem i cyfrowa pro-

wadnicg falows, cechuje kwadraturowy oscylator naprzemian aktualizujacy (ang.

Quadrature-Staggered Update — QSU) [Tur03], ktdry pracuje zgodnie z ponizszym

algorytmem zapisanym w postaci rGwnania macierzowego

[yl[n]} _ [ Yo[n-1] - y,[n]cosw,

Yo[n]] |-l -1+ y,[n -1 cosw,

cosw, 1-cos? wol[ y[n-1]
y,[n-1]

-1 cosw,

Strukture QSU pokazujemy narys. 2.8.

yiln]

Va[n]

)
I
|

2[0]

Rys. 2.8. Struktura QSU ze wspotczynnikiem a=cosw, [Tur03]

],n:lz,a...

(2.16)

Przy warunkach poczatkowych: y,[0]=1 1 Vy,[0]=0 w (2.16), sygnaty wyj-

sciowe tego oscylatora sa przesunigte w fazie o /2 i maja postac: y,[n] =cosnw, i

y,[n]=-Asinnw, z A, =1/sinw,. Dla pulsacji w, bliskich x/2 dostajemy A, =1,

czyli sprzgzong kompleksoide y[n]:exp(—jnwo). Dodajmy, ze jednostkowe ampli-

tudy sygnatéw wyjsciowych oscylatorow opisanych za pomocg réwnan: (2.15) i

(2.16), otrzymuje si¢, mnozac cze$¢ urojong zespolonego sygnatu wyjsciowego

przez 1/ A,. Wprowadza to, rzecz jasna, jedno dodatkowe mnozenie na probke gene-

rowanego sygnatu.
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2.3.5. Zmodyfikowany oscylator kompleksoidy

Oscylatorem z dwoma mnozeniami na prébke mniej w poréwnaniu z CFO z
rys. 2.2 jest zmodyfikowany oscylator kompleksoidy (ang. Modified Coupled Form
Oscillator — MCFO) [Gor85] znany takze pod angielska nazwg magic circle [C0092]
lub equi-amplitude-staggered update [Tur03]. Rownanie rekursywne réznicowe, ob-
liczajace sygnaty wyjsciowe MCFO, zapisane w formie macierzowej, jest postaci

[yl[n]}_ y1[n—1]+2y2[n]sin%
y,[nl|

-2y,[n —1]sin% +y,[n-1]

(2.17)

— 2 2

1 _4sin? @ 25in®
1-4sin 2sin [yl[n—l]
_2sin % 1
2

],nzl, 2,3,...
yz[n_l]

za pomocg ktorego, z warunkami poczatkowymi: y,[0]=1i y,[0] =sin(w,/2), gene-
rujemy sinusoide dwuwymiarowa o nastgpujacych elementach: y,[n]=cosnw, i
y,[n] =-sin((n-1/2)w,). Réznica faz pomiedzy nimi wynosi 7/2-w,/2 i zmierza

do 7/2 dla 0 <w, << . Struktur¢ MCFO pokazujemy narys. 2.9.

y1|[0]

»V1[7]

—I—>y2[”]

J’2|[0]

Rys. 2.9. Struktura MCFO ze wspotczynnikiem a=2sin(w,/2) [Tur03]
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2.4. Metoda projektowania oscylatorow sinusoidy dwuwymiarowej

Chcac postuzy¢ si¢ wybranym algorytmem 2D-RDO, w pierwszej kolejnosci,
na podstawie wymaganych, zadanych: czestotliwosci generowanych sygnatow F; i
szybkosci probkowania Fg, oblicza si¢ wartos¢ pulsacji zgodnie z rownaniem (2.2).
Nastepnym krokiem jest wybor jednej ze struktur 2D-RDO. Jako kryterium wyboru
mozna zastosowac¢: liczb¢ mnozen na probke, rownos¢ amplitud sygnatéw wyjscio-
wych lub posta¢ sygnatéw wyjsciowych [Tur03]. W tym celu w tab. 2.1 zebrano

wiasciwosci oméwionych wyzej 2D-RDO.

Tab. 2.1. Wiasciwosci 2D-RDO

liczba liczba doda- jednakowe am- | sygnaty wyjscio-
oscylator mnozen | wan/odejmowan | plitudy sygnatéw | we przesuniete w
na probke na probke wyjsciowych fazieo 7 /2

biquad z rys. 2.1 1 1 tak nie
CFO zrys. 2.2 4 2 tak tak
CFO zrys. 2.5 3 4 tak tak
MB z rys. 2.6 2 2 tak tak
DW zrys. 2.7 1 3 nie tak
QSU zrys. 2.8 2 2 nie tak
MCFO zrys. 2.9 2 2 tak nie

Niech, dla przyktadu, zadana pulsacja w, sinusoidy 2D wynosi 7 /5 rad/Sa.
Na rys. 2.10 prezentujemy dwa okresy wygenerowanej sinusoidy na wyjsciu 2D-

RDO, po zadaniu warunkéw poczatkowych biquadu: y,[0]=1, y,[0]=cos(w/5),
CFO, DW i QSU: y,[0]=1, Y,[0]=0, oraz MCFO: y,[0]=1, y,[0] =sin(x/10). Po-

dobne przebiegi jak dla CFO otrzymujemy na wyjsciu MB po zadaniu warunkow
poczatkowych: y,[0] =1, y,[0] =cos(z/5). Zwré¢my uwage na sygnaly wyjsciowe
przesuniete w fazie o /2 dla MB, CFO, DW oraz QSU. Jednakowe amplitudy maja
sygnaty na wyjsciu biquadu, MB, CFO oraz MCFO. Dla DW oraz QSU amplituda
sygnatu y,[n] wynosi jeden, z kolei sygnatu y,[n] dla DW wynosi ctg(w/20) ~3,078

(rys. 2.10c), a dla QSU jest réwna 1/sin(x/10) ~1,701 (rys. 2.10d).
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Rys. 2.10. Sygnaty wyjsciowe: a) biquadu, b) MB, CFO, c) DW, d) QSU, e) MCFO
dla w, =x/5 rad/Sa

Algorytmy 2D-RDO zostaty opracowane przez réznych autorow. W [Tur03]
znajdujemy pierwszg probe unifikacji tych algorytmow. W [Kru07a] autor tejze roz-
prawy zauwazyt, ze w ogolnosci rownania roznicowe: (2.4), (2.5), (2.15), (2.16) i
(2.17), naleza do wspdlnego zbioru rownan rekursywnych, stuzacych do generacji
dyskretnej sinusoidy 2D. Zbi6r tych rownan mozna przedstawi¢ ogélniej — zbiorczo
W nastepujacej postaci macierzowej

yltnl]z a, au][yltn—ll

y[”]z[yztn] 8, a,|y,In-1]

=Ay[n-1], n=1,2,3, ... (2.18)

29



gdzie y[n]€ R? jest wektorem sygnatow wyjsciowych, przy czym wektor warun-

kow poczatkowych to y[n]

=0 =Y[0], a A =[a;],,, € R** jest macierza rotacyjng

2D-RDO, o statych, niezaleznych od czasu elementach. Wynika stad schemat blo-

kowy 2D-RDO w przestrzeni stanow zamieszczony na rys. 2.11.

yl~]

y[0]
Rys. 2.11. Schemat blokowy 2D-RDO w przestrzeni stanow

Okresowa powtarzalnos¢ wartosci kolejnych generowanych rekursywnie
probek jest warunkowana potozeniem wartosci wtasnych macierzy rotacyjnej A na
okregu jednostkowym [Kac99], co odpowiada tu potozeniu biegunéw transformaty
Z sygnatéw wyjsciowych na ptaszczyznie z, na okregu jednostkowym. Oznacza to,
ze elementy macierzy rotacyjnej 2D-RDO muszg spetnia¢ nastgpujace dwa warunki
[Tur03]

_ =1
{aﬂaﬂ 8,8, (2.16)

|y, +ay,|<2
Zwrdémy uwage, ze z (2.19) wynika, ze warunki niegasnacych oscylacji zaleza je-
dynie od macierzy rotacyjnej A. Nie zalezg one od warunkéw poczatkowych, tzn.
jezeli wystepuja niegasnace oscylacje dla jednych warunkéw poczatkowych, to row-
niez wystapig one dla dowolnych innych warunkéw poczatkowych [Kac99]. Dobie-
rajac elementy macierzy rotacyjnej zgodnie z ograniczeniami (2.19), i zadajac wa-

runki poczatkowe: y,[0]=0 i y,[0] =y cos¢, generowane sa sygnaty wyjsciowe po-

staci: y,[n]=cosnw, i y,[n] :t,ucos(nou0 + ¢), z parametrami

2
_ -a.+ '1/4_ +
a)o=arccos(%), wa/%, ¢ = Arg P (an azz) (2.20)
2
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przy czym a, =0, a Arg(") jest argumentem gtownym liczby zespolonej [Bro6g].
Dalej autor rozprawy zauwazyl, ze w ogolnosci mozna potozyé: y,[0]=cosa i
y,[0] =y cos(¢ + ), aby otrzyma¢ sygnaty wyjsciowe: y,[n] =cos(nw, +a) i y,[n] =
:wcos(na)0 +o+ a). Wodwczas sterujemy dodatkowo fazg poczatkows jednego z sy-
gnatow. Dowod tej zaleznosci nie jest trywialny. Bedziemy go mogli przeprowadzié¢
dopiero po zastosowaniu diagonalizacji macierzy przy wyznaczeniu ogélnej postaci
sygnatéw wyjsciowych oscylatora (p. 3.1 i 3.2). Co ciekawe, elementy sinusoidy
dwuwymiarowej produkowanej przez 2D-RDO z tymi warunkami poczatkowymi sa
powigzane rownaniem
y, [n]+ 4y, Inl - 2y y;[nly, [ncos ¢ —sin® =0, 1 >0 (2.21)
a naniesione na ptaszczyzne¢ zespolong i potaczone ze soba tworzg elipsg. Przykta-
dowo, dla biqguadu mamy
y, [n]+y, [n] - 2y,[nly, [n]cose, - sin® w, =0 (2.22)
a dla CFO otrzymujemy rownanie okregu
y, [nl+y, [n]-1=0 (2.23)
Krzywa z (2.21) prezentujemy na rys. 2.12. Pétosie: wielka i mata oraz odlegtosé

ognisk od $rodka symetrii elipsy z rys. 2.12, wynosza kolejno: a=4/1+cos¢,

b=41-cos¢ i c=+/2c0s¢.

Rys. 2.12. Sygnaty wyjsciowe 2D-RDO na ptaszczyznie zespolonej

31



Zwréémy uwage na to, ze wartos¢ wyrazenia ylz[n]+1,u‘2y22[n]+
- 2yy,[n]y,[n]cos¢ w (2.21) w kazdej chwili czasu (dla kazdego numeru n prébki)
jest stata i wynosi sin® ¢.

Warto takze zauwazy¢, ze oba sygnaty wyjsciowe 2D-RDO maja te¢ sama
amplitude, gdy a, =-a,,, a pozostaja przesunigte w fazie o #/2, gdy a, =8a,,. Za-
leznos¢ elementéw macierzy rotacyjnej RDO dla: a,=0, a,<0, a,=01i a, =0,

zapewniajaca generacje sygnatdw przesunietych w fazie o x/2, odpowiada po-
wierzchni z rys. 2.13.

Rys. 2.13. Rozwigzanie warunkow (2.19) w rekursywnej generacji sygnatow wyj-
sciowych oscylatora przesunietych w fazie o /2

Dodajmy, ze zaleznosci pomigdzy elementami macierzy rotacyjnej CFO z
(2.5) 1 QSU z (2.16) dla pulsacji 0<w, <z odpowiada krzywa na rys. 2.13: a;, =
:m, 0 <a, <1. Natomiast dla macierzy rotacyjnej DW z (2.15) zaleznosci
tej odpowiadaja wartosci plaszczyzny z rys. 2.13 dla a, € (-2, 0) i a, €(0, 2).

Przeanalizujmy dalej wiasciwosci macierzy rotacyjnej oscylatorow SU przy
spetnionych warunkach niegasnacych oscylacji (2.19). W ogolnosci zbiér wszyst-
kich oscylatoréw SU (ang. Staggered Update) mozna scharakteryzowaé rownaniem

[yl[n]}:[yl[n—lw e NP (2.24)

y,[n] yi[n]é + y,[n-1]e
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gdzie 3, y, 6, e ER. Podstawiajac y,[n] z pierwszego wiersza w (2.24) do drugiego

wiersza tamze, dostajemy

yi[n] _[ y [yl[n—ﬂ] _

= ,n=123,... 2.25
[yztn] po yo+elyIn-1] (2:29)

Dalej, przy spetnionym warunku pierwszym w (2.19), tj. a,a,, — 8,8, =1, dostajemy
B Y

yl[n] yl[n_l]

= H :1!213l"' 2.2
[yztn] po 1o+ yz[n—lll " (220

I p=0. Dodatkowo, warunek drugi w (2.19), czyli | a, + a, |[<2, jest spetniony, gdy
|1/ B+ B +yd|<2. Widzimy, ze sygnaty wyjsciowe oscylatorow SU majg te same
amplitudy, gdy y=-86, a sg przesunicte w fazie o x/2, gdy y6=p4-1/. Nad-
mienmy, ze ustawiajac w (2.26) dwa z trzech parametrow macierzy rotacyjnej na je-
dynke, dostajemy macierz rotacyjna oscylatora Reinscha [Turl0]. Przyktadowo, dla
PB=e=96=1w (2.26) jest ona postaci

I
A_[l l+y] (2.27)

Warunki niegasnacych oscylacji o pulsacji w, :arccos(1+ )//2) rad/Sa sg tu spetnio-
ne, gdy y € (—2, O).

Nalezy podkresli¢, ze wedtug najlepszej wiedzy autora tej rozprawy przed-
stawiona metoda projektowania jest jedyna metoda projektowania 2D-RDO znang z
literatury. Jej stabg strong jest to, iz projektujac dany oscylator mamy jedynie wptyw

na amplitude i réznice faz sygnatow wyjsciowych, ktorych parametry sa funkcja
elementOw macierzy rotacyjnej, a te wptywaja na strukture oscylatora.

2.5. Rekursywne oscylatory sygnalow sinusoidalnych modulowanych

Kazdy z trzech parametrow dyskretnego sygnatu sinusoidalnego (2.1): ampli-
tuda A, pulsacja w, i faza poczatkowa «a, moze podlega¢ modulacji. Literatura
[Wes06], [W0j69] wyrdznia modulacje: amplitudy, czestotliwosci i fazy. Ostatnie
dwa rodzaje modulacji taczy wspdlna nazwa modulacji katowej. Wymienione rodza-
je modulacji stosujg uzmiennienie tylko jednego parametru przebiegu sinusoidalne-

go, podczas gdy mozliwe jest jednoczesne uzmiennienie amplitudy i kata.
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Zastosowania rekursywnych oscylatoréw sinusoidalnych w modulacji sygna-
tow omowiono szczeg6towo m. in. w [Fli92], [Tur03]. Przyktadowo, algorytm re-
kursywnego oscylatora kompleksoidy znajduje zastosowanie w kluczowaniu czgsto-
tliwosci (ang. Frequency Shift Keying — FSK). W algorytmie (2.5) nalezy dodatkowo
zmienia¢ znaki wspotczynnikéw przy sinw, i -sinw, na przeciwne w chwilach
zmiany sygnatu modulujacego z zera na jedynke [Fli92].

Waznym i aktualnym zagadnieniem, dotyczacym oscylatorow cyfrowych,
jest projektowanie oscylatoréw sygnatoéw swiergotowych, w szczegdlnosci sygnatéw
z liniowg (ang. Linear Frequency Modulation — LFM) i kwadratowa (ang. Quadratic
Frequency Modulation — QFM) modulacja czestotliwosci, znajdujacych wiele prak-
tycznych zastosowan [And92], [Gre94], [1ba06], [Xial8]. Zaznaczmy, ze, tak samo
jak rekursywny cyfrowy oscylator sygnatow sinusoidalnych, rekursywny cyfrowy
oscylator sygnatow swiergotowych LFM badz QFM powinien by¢ pobudzany wa-
runkami poczatkowymi. W nich, oraz we wspoétczynnikach struktury filtru, zawarta
jest informacja o parametrach generowanych przebiegdéw. Ponadto, tak jak dla re-
kursywnych oscylatoréw sygnatow sinusoidalnych, rekursywne oscylatory sygnatow
swiergotowych LFM i QFM powinna cechowa¢ mata ztozonosc¢ obliczeniowa. Algo-

rytmy tych oscylatoréw nie zostaty jeszcze opracowane.

2.6. Jakos$¢ generowanych sygnatéw

Omawiajac w p. 2.4 metode projektowania oscylatorow, zaktadalismy, ze
oscylator jest systemem dyskretnym, gdzie stowa, reprezentujgce probki sygnatu,
majg nieskonczong liczbe bitdbw, a operacje arytmetyczne sa wykonywane z nie-
skonczong precyzja. W rzeczywistosci operacje arytmetyczne okreslane przez reku-
rencyjne réwnanie macierzowe (2.18) nie sa wykonywane doktadnie, poniewaz za-
rowno probki generowanych przez oscylator ciggdw, jak i wspotczynniki macierzy
rotacyjnej sa reprezentowane przez stowa o skonczonej dtugosci. Powoduje to po-
wstanie znieksztatcen, zwanych szumem kwantowania, btedem kwantowania lub
szumem wiasnym (ang. self-noise) oscylatora. Wptyw znieksztatcen na doktadnosé¢
przetwarzania zalezy oczywiscie od organizacji obliczen, a wigc od struktur RDO i
od zastosowanej arytmetyki.

Uwzglednienie tych niepozadanych efektow na etapie projektowania jest

dos¢ trudne, dlatego tez na ogo6t realizuje sie¢ model oscylatora jako system dyskret-
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ny, a nastepnie analizuje si¢ znieksztatcenia, powstajace w rzeczywistym RDO [Al-
97], [Cur00a], [Cur00b], [FIi92], [Kou09].

2.6.1. Analiza szumu oscylatora

Sposob przeprowadzania analizy znieksztatcen, powstajacych w RDO, omo-
wimy na przyktadzie biquadu opisanego w p. 2.3.1. Ze wzgledu na stosunkowo mato
ztozong strukturg tego oscylatora mozna czytelnie pokaza¢ wptyw wykonywania
operacji arytmetycznych ze skonczong precyzja na btedy, powstajace podczas rekur-
sywnej generacji sinusoidy. W tym celu postuzymy si¢ modelem szumowym ele-
mentu mnozacego, w ktérym operacje kwantowania iloczynu zastepuje si¢ operacja
mnozenia liczb doktadnych, a do wyniku dodaje si¢ btad €[n], zwany szumem
kwantyzacji. Ogolnie biorac, im bardziej rozbudowana struktura RDO, tym jego
analiza szumowa jest trudniejsza. Zaktadamy zatem, ze zrodtem szumu kwantyzacji
e[n] jest wynik mnozenia stalej a=2cosw, przez sygnat y,[n] w (2.4), co ilustruje
rys. 2.14. Zaktadamy dodatkowo, ze: zmienne losowe (prébki btedu €n]), tworzace
dyskretny proces stochastyczny, sa nieskorelowane, tzn. btad jest reprezentowany
przez szum biaty oraz, ze ciag €n] jest procesem stacjonarnym. Z rys. 2.14 wynika

réwnanie réznicowe (algorytm) dla sygnatu wyjsciowego oscylatora
y,[n]=2cosw,y,[n-1]-y,[n-2]+€n], n=1,2,3, ... (2.28)
Transformata Z obu stron powyzszego réwnania wynosi
Yi(2) =Y (2) +Y(2) (2.29)
gdzie Y,,(2) jest transformata Z dyskretnej sinusoidy przyczynowej, a Y,.(z) jest

transformatg Z przebiegu btedu, czyli réznicy pomiedzy sygnatem generowanym, a
sygnatem dyskretnej sinusoidy

E(2)
Z -2cosw,z+1

Ye(2) = (2.30)

gdzie E(2) jest transformata Z szumu € n]. Transformujac (2.30) do dziedziny cza-

su, dostajemy [Fur75]

YielN] = gnl ie[n]sin((n ~k+1w,), n=12,3, ... (2.31)

Wo =
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przy czym zaktadamy, ze €-1]=¢€0]=0. Z (2.31) wynika, ze przebieg btedu jest
superpozycja sygnatow sinusoidalnych i jest odwrotnie proporcjonalny do sinw,.
Zatem, dla w, € (0,7/2)/ w, € (x/2, ) im jest mniejsza/wi¢ksza zadana pulsacja

generowanego sygnatu, tym wieksze sa btedy w jego rekursywnej generacji.

z e ——[0]

_i_’h[”]

Z_l‘ -= 0]

e[n]

> o[n]
Rys. 2.14. llustracja btedu kwantyzacji wyniku mnozenia statej a=2cosw, przez

sygnat y,[n] w biquadzie (2.4) [Abu86a]

Wariancja (moc srednia) szumu €[n] (dla ustalonego N) wynosi [Abu86b]

2 N-1

AZ sinz((m+l)wo) (2.32)

2
o, [N]=
o [N 3sin?w, &,

gdzie A jest szerokoscig przedziatu kwantowania. Wz6r (2.32) mozna aproksymo-
waé w nastepujacy sposob [Abu86b]
AN

2
o [N1= 6sin’w
0

(2.33)

Z kolei dla dowolnej, lecz ustalonej zmiennej N, wariancje szumu sygnatéw sinuso-
idy 2D przesuni¢tych w fazie o w/2, w modelu szumowym z [AI-97], wynosza
[AI-97]

2 N-1

0, /NI = %cosz w0y Ysin?((m =1, (2.34)
m=0
oraz
2 A? =
Oy, IN] = Ecosz , Ecosz((m—l)wo) (2.35)
m=0

W rekursywnej generacji tych sygnatow zastosowano algorytm przedstawiony w p.

2.3.2, wykorzystujacy strukture biquadu.
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Zauwazmy, ze ze wzoru (2.33) wynika wazny wniosek: wariancja btedu ge-
neracji jest liniowg funkcja czasu trwania generowanego sygnatu. W ogélnosci wigc
generowane sygnaty sg niestacjonarne — z uptywem czasu parametry sygnatow wyj-
sciowych oscylatora ulegaja degradacji.

2.6.2. Skutki kwantowania wspoélczynnikéw macierzy rotacyjnej

W p. 2.6.1 zaktadalismy, ze elementy macierzy rotacyjnej nie byty kwanto-
wane, a jedynym zrédtem znieksztatcen byto kwantowanie iloczyndéw wspétczynni-
kow struktury RDO i jego sygnatow wyjsciowych. W rzeczywistosci elementy ma-
cierzy rotacyjnej przyjmuja wartosci dyskretne, okreslone przez dtugosc rejestrow,
w ktorych sa przechowywane. Mozna wéwczas pulsacje w modelu szumowym we
wzorach (2.28) — (2.35) zastapi¢ pulsacja sinusoidy w praktycznej realizacji
[Abu86b], [Fur75]. Ma to oczywiscie wptyw na wartos¢ szumu kwantyzacji.

Generalnie kwantyzacja wspétczynnikow struktury RDO modyfikuje potoze-
nie biegunéw transformaty Z sygnatéw wyjsciowych oscylatora na ptaszczyznie z
W konsekwencji powoduje to niepozadane efekty zmiany czgstotliwosci i amplitudy
generowanych sygnatow [Cur00b], [Gol67], [FIi92], [Hes71], [Kai72], [Ojo70]. Po-
wstaje wiec problem analizy wrazliwosci parametréw sygnatéw wyjsciowych na
zmiany parametrow RDO.

Oczywiscie, przy wykonywaniu operacji z nieskonczong precyzja, wielomian
mianownika transformaty Z sygnatéw wyjsciowych oscylatora jest taki sam dla
wszystkich realizacji RDO. W badaniu skutkow kwantyzacji poréwnuje sie¢ zmiany
potozenia biegundéw RDO z kwantyzacjg wspotczynnikéw dla réznych wartosci pul-
sacji i parametrow kwantyzacji [Oppl0]. Doktadne okreslenie przewagi pod tym
wzgledem jednej struktury RDO nad inng w catym przedziale pulsacji (2.3) jest jed-
nak trudne, poniewaz potozenie biegunow zalezy od wzietych do badania wartosci
parametrow sygnatéw. Nie ma jednak watpliwosci co do przewagi CFO nad biqu-
adem, szczegdlnie dla pracy tego oscylatora w zakresie niskich czestotliwosci,
w, <m/2 [FIi92], [Opp10].

Na rys. 2.15 prezentujemy potozenie jednego bieguna biquadu i CFO na
ptaszczyznie z dla roznych wartosci pulsacji chwilowej, w, =27k/48, k=1, 2, 3, ...,

11, po kwantowaniu wspotczynnikéw macierzy rotacyjnej 2D-RDO z parametrem P
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kwantyzacji (czyli liczba bitdbw wykorzystywanych do zapisu skwantowanej warto-
sci), wynoszacym 4 bity. Dodatkowo czerwona strzatka obrazuje przemieszczenie

si¢ bieguna na skutek kwantyzacji wspotczynnikow macierzy rotacyjnej.

a) b)

Rys. 2.15. Biegun: a) biquadu i b) CFO dla réznych wartosci pulsacji: w, =27k/48,
k=1,2 3, ..., 11, przy wykonywaniu operacji arytmetycznych z nieskonczong (ko-
lor niebieski) i skonczong (kolor czerwony) precyzja dla P = 4 bity

Zaznaczmy, ze stosujac proste operacje, takie jak przesuniecie bitowe i aku-
mulacje wartosci wspoétczynnikow, przez ktére mnozony jest wygenerowany ciag,
problem zmiany czestotliwosci sygnatu na skutek kwantowania wspétczynnikow
macierzy rotacyjnej biquadu mozna zniwelowac¢. Przyktadowo, dla sygnatu wyj-
sciowego o zadanej czestotliwosci F,=100Hz i szybkosci probkowania Fg=
= 48 kSals, stosujac podejscie z [FIi92], maksymalna fluktuacja czestotliwosci gene-
rowanego sygnatu redukuje sie¢ z 10 do 0,001 Hz, a wig¢c az 1000 razy. Inne metody
poprawy jakosci oscylacji oméwiono w dalszym podpunkcie tego rozdziatu.

Na szczegblng uwage w temacie kwantyzacji wspotczynnikow RDO zastugu-
je struktura MCFO. Charakteryzuje ja mata wrazliwos¢ parametrow sygnatéw wyj-
sciowych na kwantyzacje wspotczynnikdbw macierzy rotacyjnej w zakresie niskich
czestotliwosci, w, <m/2 [Co092]. Potozenie bieguna tego oscylatora na ptaszczyz-
nie z, dla roznych wartosci pulsacji chwilowej, w,=27k/48,k =1, 2, 3, ..., 11, przy

P = 4 bity przedstawiono na rys. 2.16.
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Rys. 2.16. Biegun MCFO dla roznych wartosci pulsacji: w, =27k /48,
k=1,2 3, ..., 11, przy wykonywaniu operacji arytmetycznych z nieskonczong (ko-
lor niebieski) i skonczong (kolor czerwony) precyzja dla P = 4 bity

Przypomnijmy, ze sygnaty wyjsciowe MCFO sg przesunigte w fazie o wartosc
¢p=n12-w,/2, stad naniesione na plaszczyzng zespolona i potaczone ze soba two-
rza elipse (rys. 2.12), zmieniajaca swoje osie (mata i wielka) w zaleznosci od warto-
sci pulsacji. Przy o, —0 krzywa ta jest okregiem, dzigki czemu dla O<w, < /2
MCFO moze by¢ (po dodatkowym przemnozeniu sygnatu y,[n] w (2.17) przez -1)
alternatywa dla CFO, ktérego sygnaty wyjsciowe naniesione na ptaszczyzne zespo-
long i potaczone ze sobg sa tez okregiem i to niezaleznie od wartosci pulsaciji.
Sposrod wielu metod analizy skutkow kwantowania macierzy rotacyjnej na-
szkicujemy t¢ z [Kou09] dla generowanego rekursywnie sygnatu kompleksoidy po-
staci y[n] :expj(nw0 +a), poniewaz jest stosunkowo prosta, a jednoczesnie oddaje
istote problemu. Jezeli zatozymy, ze czgsci rzeczywista i urojona btedu kwantyzacji
gn]=¢g[n]+ jg[n] generowanej kompleksoidy sa zmiennymi losowymi o rozktadzie
jednostajnym w przedziale (—1/2”, 1/2P+1), gdzie P jest doktadnoscia kwantyzacji,
a warunek poczatkowy jest postaci y[0]=exp jo, to algorytm pracy rzeczywistego

CFO mozna przedstawic¢ zaleznoscia

{y’[n] =y[n-1s+dn] dlan=1 2, 3, ...

y[0] = y[0] +€0] dlan =0 (2.36)
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gdzie indeksem prim oznaczono sygnaty skwantowane, a §:Q(ej‘”°) oznacza kwan-

towanie wspotczynnikéw macierzy rotacyjnej. Rownanie (2.36) mozna zapisaé w

réwnowaznej postaci
y[n] = y[0]§”(1+ yI0] Y elk] §‘k) (2.37)
k=0

Stosunek sygnatu skwantowanego (2.37) do sygnatu wyjsciowego dyskretnego oscy-
latora jest wiec okreslony nastgpujaco

yl[n] _ § " I\ 2k
ﬁ_(S) (1+y[0] ;)e[k]s ) (2.38)

I mozna go roztozy¢ na czes$¢ zdeterminowang D[n] i losowa R[n]

D[n] :(Z) , Rin] :(1+ y[O]‘lze[k]é’k) (2.39)

Stad, w zaleznosci od trzech wartosci IS| (ISP1,1Sk1 oraz |S|=1), analizuje sie
wartosci przyjmowane przez sktadniki: zdeterminowany D[n] i losowy R[n] z
(2.39) [Kou09]. Zwréémy tu uwage na to, ze z postaci prezentowanych w (2.38) i
(2.39) wynika wazny wniosek, a mianowicie, ze jakos¢ generowanych sygnatow za-
lezy takze od warunkow poczatkowych pracy oscylatora.

Zaznaczmy takze, ze kwantyzacja wspétczynnikow RDO ma wptyw na moz-

liwa do zadania czestotliwos¢ F,,, minimalna sygnatow wyjsciowych biquadu. W

reprezentacji zmiennoprzecinkowej na wystepujacy w (2.4) wspotczynnik 2cosw,
przeznaczonych jest b+2 bitéw: 1 bit na znak, 1 bit na czes¢ catkowitag mantysy i

pozostate b bitdw na czes¢ utamkowsa stowa. Najwickszg wartoscig wspotczynnika
2C0sw, jest zatem (2—2“’) I wyznacza tym samym mozliwag do zadania czestotli-

wos$¢ minimalng sygnatow na wyjsciu biquadu w praktycznej realizacji [Abu86a]

-b

F
F . =—Sarccos

2.40
min 2]_[ ( )

Przyktadowo, przy b = 25 bitdw i Fg = 48 kSa/s, mozliwa do zadania czestotliwos¢

minimalna sygnatu to F_;, =1,32 Hz.
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2.6.3. Cykl graniczny

W rzeczywistych strukturach filtrow cyfrowych, w tym w RDO, moga wy-
stapi¢ znieksztatcenia innego typu, ktérych nie mozna wyttumaczy¢ za pomocg mo-
deli szumowych. Przyktadowo, zatozenia braku korelacji zarowno miedzy probkami
szumu kwantowania, jak i miedzy szumem a sygnatem w modelach szumowych,
przestaja obowigzywac, jezeli roznica pomiedzy sasiednimi probkami sygnatu jest
mata w poréwnaniu z krokiem kwantowania. Istnienie korelacji moze spowodowacé
zmiany jakosciowe zjawisk, zachodzacych w filtrach cyfrowych. Analiza tych zja-
wisk zwanych cyklem granicznym (ang. limit cycle albo deadband effect) [Hes71],
[Jac70] sprowadza si¢ do badania wystapienia oscylacji przy braku sygnatu wej-
sciowego oraz do badania szerokosci przedziatu amplitudowego, ograniczajacego
cykl graniczny, zwanego strefag martwa (ang. dead zone).

Generalnie, w zagadnieniach projektowania filtrow cyfrowych, cykl granicz-
ny jest traktowany jako oscylacje pasozytnicze i zalezy nam na jego uniknigciu albo,
gdy juz wystapi, na wyprowadzeniu filtru ze strefy martwej [Law78], [Raj05]. Na-
tomiast w rzeczywistych RDO cykl graniczny jest pozadany [Fur75], [Har83],
[Kou09]. Stad, aby nada¢ mu pozytywny oddzwick, nazywany jest w jezyku ang.
locking phenomenon [Har83], co mozna przettumaczy¢ jako efekt zamykania lub
unieruchomienia. Od chwili jego wystapienia btad si¢ nie akumuluje, a generowany
przebieg staje sie stacjonarny.

Na rys. 2.17 pokazujemy schematycznie cechy cyklu granicznego w RDO.
Wraz z uptywem czasu wartosci probek okresowo generowanych przez oscylator
réznig sie od siebie. Ale po wystapieniu cyklu granicznego oscylator generuje okre-
sowo te same wartosci probek. Efekt cyklu granicznego jest wiec taki, jakby biegu-
ny transformaty Z sygnatow wyjsciowych oscylatora przesunety sie na okrag jed-
nostkowy. W praktycznych zastosowaniach RDO interesuje nas zatem odpowiedz na
pytanie: czy w danej strukturze RDO wystapi cykl graniczny, a jezeli wystapi, to ile
wynosi czas T, liczony od rozpoczegcia obliczen do wystapienia cyklu granicznego
w RDO. Oczywiscie, im wigkszy T, tym generowany przebieg jest bardziej znie-

ksztatcony.
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Rys. 2.17. Cykl graniczny w rzeczywistym RDO

Cykl graniczny zilustrujemy na rys. 2.18 na przyktadzie oscylatora Reinscha

z p. 2.4, korzystajacego z macierzy rotacyjnej (2.27) z parametrem y=
=-2(1-cosw,) =1/4 przy A=1i przy warunkach poczatkowych postaci: y,[0]=0 i
y,[0] =-12. Okazuje sig, ze te same wartosci probek generowane sa po 25 iteracjach

obliczen, a T, wynosi tu 0 Sa.

Rys. 2.18. Sygnaty generowane przez oscylator Reinscha z warunkami poczatko-
wymi: y,[0]=0 i y,[0]=-12, A =1 oraz parametrem y =1/4, pokazane na ptasz-

czyznie zespolonej w postaci diagramu Arganda [Har83]
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Tak wigc, na rys. 2.18 widzimy, ze obecnos¢ cyklu granicznego mozna stwierdzic¢
po wykresleniu diagramu Arganda [Maz03].

Warto wspomnie¢, ze w literaturze poswigconej temu zagadnieniu mozna
wyrozni¢ statystyczne metody szacowania strefy martwej [Har83] i czasu T,
[Kou09].

2.6.4. Widmowy zakres wolny od prazkow obcych

W literaturze [Blo04], [Cor04], [Cur00a], [Cur00b], [Har07], [Her04a] przy-
jeto, ze jakos¢ sygnatdw generowanych analogowo czy za pomoca cyfrowych metod
syntezy okresla sie w kategoriach czystosci widmowej generowanej sinusoidy. Mia-
ra czystosci jest widmowy zakres dynamiczny wolny od prazkéw obcych (ang. Spu-
rious Free Dynamic Range — SFDR), zdefiniowany jako roznica pozioméw widmo-
wych sygnatu generowanego (pozadanego) i najwyzszego niepozadanego prazka
widma. Jednostka SFDR sg dBc (ang. decibels relative to the carrier) czyli liczba
decybeli, méwiaca, o ile moc danego prazka rozni sie od mocy prazka podstawowe-
go.

Na rys. 2.19a, 2.19c i 2.19d przedstawiamy modut widma DFT w dBc unor-
mowanego wzgledem wysokosci najwyzszego jego prazka dla kompleksoidy wyge-
nerowanej rekursywnie w MATLABIe zgodnie z rownaniem (2.5) ze znormalizowa-
na, zadana czestotliwoscia f =F,/Fg =w,/(27) =1023/4096 i zerowa faza pocz -
kowa a =0 rad dla N = 22 = 4096 poczatkowych probek generowanego sygnatu bez
kwantyzacji i z kwantyzacja o doktadnosci P = 16 bitow w wynikach dziatan aryt-
metycznych i na wyjsciu oscylatora. Dla poréwnania, na rys. 2.19b, pokazujemy
modut widma DFT w dBc unormowanego wzgledem wysokosci najwyzszego jego
prazka dla sygnatu wygenerowanego poleceniem exp() w MATLABIe. Na rys.
2.19a widmowy zakres dynamiczny wolny od prazkéw obcych wynosi 273,5 dBc.
Jest to wynik o0 7,9 dBc lepszy od tego z rys. 2.19d, gdzie sygnat wygenerowano po-
leceniem exp() w MATLABIe. Zwigkszajac uptyw czasu czterokrotnie, tj. biorac
N = 2™ = 16384 Sa, dla oscylatora tej kompleksoidy osiagamy wynik SFDR = 267,1
dBc. Natomiast jakos¢ przebiegow generowanych poleceniem exp() w MATLABIe
pozostaje ta sama. Dla innej znormalizowanej, zadanej czestotliwosci f =

=500/16384 i z N = 2* = 16384 Sa, w rekursywnej generacji bez kwantyzacji osia-
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gnieto wynik 258 dBc, natomiast dla sygnatéw generowanych poleceniem exp() w
MATLABIe uzyskujemy SFDR réwny 271,8 dBc. Tu poréwnanie wypada na ko-
rzys¢ MATLABa. Zauwazmy takze, ze jakos¢ generowanego przebiegu spada z
kwantyzacja — przy P = 16 bitéw osiggamy wynik SFDR = 45,4 dBc (rys. 2.19c i
2.19d).

Rys. 2.19. Modut widma DFT w dBc unormowanego wzgledem wysokosci najwyz-
szego jego prazka dla sygnatu kompleksoidy ( f =1023/4096, o =0 rad) wygenero-
wanego przez CFO a) bez kwantyzacji: SFDR = 273,5 dBc, b) sygnatu wygenero-
wanego poleceniem exp() w MATLABIe: SFDR = 265,6 dBc, c) sygnatu komplek-
soidy ( f =1023/4096, o =0 rad) wygenerowanego przez CFO z kwantyzacja
przy P = 16 bitow: SFDR = 45,4 dBc, d) z kwantyzacja przy P = 16 bitow (powiegk-

szenie)
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Powyzszy eksperyment pokazuje, ze wartos¢ SFDR rekursywnego oscylatora
zalezy od znormalizowanej zadanej czestotliwosci f generowanego sygnatu, doktad-
nosci kwantyzacji P oraz uptywu czasu reprezentowanego przez liczb¢ N obserwo-
wanych probek. Dalej zbadamy cechy i prawidtowosci tych zaleznosci, stosujac tyl-
ko na tyle krotkie obserwacje, by mozna je byto uzna¢ za sygnaty stacjonarne.

W tym celu najpierw skonstatujmy, ze widma takie, jak np. pokazane na rys.
2.19 wygodnie jest opisywac za pomoca jednego tylko parametru. W rozwiazaniach
katalogowych, charakteryzujac dany oscylator, podaje si¢ zazwyczaj maksymalny

wzgledny poziom prazkéw obcych

Swx =-SFDR ;. [dBc] (2.41)

gdzie SFDR .. jest najmniejszym widmowym zakresem dynamicznym wolnym od

prazkoéw obcych [Cor04]. Poniewaz w pracy zrodtowej [Tur03], juz wczesniej Kil-
kakrotnie przywotywanej, ani w innych pracach, takich danych nie zamieszczono,
przedmiotem kolejnych eksperymentow jest zbadanie wartosci tego parametru. W

badaniu zadajemy f =M/N z M=12,...,N/2-1 oraz N przyjmujace wartosci od
2° do 2% co 2° probek, a parametr kwantyzacji wynosi P = 12, 14, 16, ..., 32 bity.
Uzyskamy w ten sposéb baze 191312 sygnatdéw sinusoidalnych, dla ktérych obli-
czamy: modut widma DFT w dBc unormowany wzgledem wysokosci najwyzszego
jego prazka, a nastepnie zakres dynamiczny wolny od prazkéw obcych. Stad dosta-
jemy 176 zaleznosci SFDR w funkcji f przy okreslonych wartosciach P i N. Na rys.
2.20 przedstawiono kilka wynikow obliczen parametru SFDR w funkcji f dla N = 2°
Sa oraz P = 12, 24, 32 bity dla oscylatorow z p. 2.3. Dla poréwnania zamieszczamy
rowniez wykresy SFDR dla sygnatu wygenerowanego poleceniem exp() w MA-
TLABie. Zwro¢émy uwage, ze dla RDO wartos¢ SFDR rosnie, gdy bieguny rzeczy-
wistego oscylatora (czyli przy wykonywaniu operacji arytmetycznych ze skonczong
precyzja) zblizaja sie do biegundéw oscylatora przy wykonywaniu operacji arytme-
tycznych z nieskonczong precyzja (por. rys. 2.151 2.16). Ma to miejsce dla biquadu,
DW i QSU w przedziale znormalizowanej, zadanej czestotliwosci f € (0,0,25). Tu
najlepsza jakos¢ generowanych sygnatéw gwarantuje wybér czestotliwosci w pobli-
zu wartosci f rébwnej 0,25. Majac na uwadze wniosek wysunigty w p. 2.6.1, w tek-
scie ponizej wzoru (2.31), ze przebieg bt¢du na wyjsciu biquadu jest odwrotnie pro-
porcjonalny do sinw,, tu takze konkludujemy, ze w sytuacji z rys. 2.20 dla czgsto-
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tliwosci f (0, 0,25)/ f €(0,25, 0,5) im mniejsza/wicksza znormalizowana, zadana
czestotliwosé sygnatu wyjsciowego biquadu, DW i1 QSU, tym wigksze btedy w jego
rekursywnej generacji. Zauwazmy tez, ze krzywe SFDR sg symetryczne wzgledem
f =0,25 w sytuacji z rys. 2.20a-d i 2.20f. Co ciekawe, krzywa z rys. 2.20e nie jest
symetryczna wzglgdem f =0,25, a wraz ze wzrostem znormalizowanej, zadanej
czestotliwosci rzeczywisty biegun MCFO oddala si¢ bieguna tego oscylatora przy
wykonywaniu operacji arytmetycznych z nieskonczong precyzja (por. rys. 2.16).
Stad, w ogolnosci, dla MCFO wartos¢ SFDR maleje ze wzrostem f, a najlepsze wy-

niki uzyskujemy dla czestotliwosci bliskich zeru.

Rys. 2.20. Zalezno$¢ poziomu prazkéw obcych od znormalizowanej, zadanej czgsto-
tliwosci sygnatu: a) biquadu, b) CFO, c) DW, d) QSU, e) MCFO, f) dla sygnatu wy-
generowanego poleceniem exp() w MATLABIe, dla P = 12 bitéw (kolor zielony),
P = 24 bity (kolor czerwony), P = 32 bity (kolor niebieski)

Najmniejsza zmiennoscia wartosci SFDR i wartoscia parametru S, W ca-
tym badanym przedziale f od 0 do 0,5 wsrdd rozpatrywanych RDO w sytuacji z rys.
2.20 gwarantuje CFO. Wartosci paramteru S, ,, maksymalnego wzglednego pozio-

mu prazkéw obcych, kolejno, dla biquadu, CFO, DW, QUS, MCFO oraz dla prze-
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biegu wygenerowanego poleceniem exp() w MATLABIe dla P = 12 bitdbw wynosza:
-18,07 dBc, 47,21 dBc, -4,6 dBc, —-8,02 dBc, —-15,5 dBc, -79,25 dBc, dla P = 24
bity: —95,98 dBc, -126,44 dBc, —74,21 dBc, 74,22 dBc, -72,3 dBc, -148,69 dBc, a
dla P = 32 bity: -137,32 dBc, 172,31 dBc, -133,12 dBc, —-138,74 dBc, -128,68
dBc, —200,08 dBc.

Wroémy teraz do badania zaleznosci S, od doktadnosci kwantyzacji P oraz
uptywu czasu reprezentowanego przez liczbe N obserwowanych prébek. Potaczenie
wszystkich wspomnianych wczesniej 176 punktéw dla CFO w powierzchnig prezen-
tujemy na rys. 2.21. Zauwazmy dalej, ze obserwacja kolorowej powierzchni z rys.

2.21 sugeruje nastgpujaca zaleznosc¢
Smalx = bO + blP + bz Iogz N + uI (242)

gdzie b, b, b, sa parametrami strukturalnymi, a u, jest sktadnikiem losowym — tzw.
zmienng zaktdcajaca modelu [Bar96]. Zaktadamy tu, ze zmienna u ma rozktad nor-
malny o wartosci oczekiwanej réwnej zeru i statej wariancji oraz, ze autokorelacja
sktadnika losowego jest zerowa [Paw81]. Korzystajac z danych zebranych na rys.
2.21, wynik oszacowania (2.42) metoda najmniejszych kwadratéw (ang. Least Squ-
are — LS) [Bar96], [Paw81] w postaci zaleznosci o charakterze empirycznym, przed-

stawia sie nastepujaco
Soe =-12,11-6,07P +6,42l0g, N (2.43)

ze wspotczynnikiem determinancji R =0,9997 i $rednim btedem reszt o, =0,66
[Bar96], [Paw81]. Oszacowanie w (2.43) ma nast¢pujaca interpretacje:

1. 99,97% catkowitej zmiennosci S,,, wyjasnia model.

2. Wartosci teoretyczne maksymalnych poziomow prazkdéw obcych roznig sig
od wartosci pomierzonych sérednio o 0,66 dB.

3. Jezeli P wzrosnie o 1 bit, to przy tej samej dtugosci ciggu probek poczatko-
wych generowanego sygnatu, maksymalny poziom prazkéw obcych spadnie
srednio 0 6,07 dB.

4. Jezeli N zwigkszymy dwukrotnie, to przy statosci doktadnosci kwantyzacji P,
maksymalny poziom prazkéw obcych wzrosnie srednio o 6,42 dB.
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Rys. 2.21. Zalezno$¢ maksymalnego poziomu prazkow obcych od doktadnosci
kwantyzacji P i uptywu czasu reprezentowanego przez N z osig N w skali logaryt-
micznej, dla sygnatu na wyjsciu CFO zrys. 2.2dla f =M/N, M=12,...,N/2-1

Wz6r (2.43) dobrze opisuje prac¢ CFO. Moze by¢ stosowany przez projek-
tantow przy szacowaniu wartosci maksymalnego wzglednego poziomu prazkdw ob-
cych na podstawie doktadnosci kwantyzacji i uptywu czasu.

2.7. Algorytmy poprawy czystosci oscylacji

Gdy czystos¢ (czyli jakos¢) generowanych sygnatdéw sinusoidalnych nie
spetnia zatozen projektowych, a wigc jest niewystarczajaca, pomocne okazuja Si¢
algorytmy poprawy jakosci generowanych sygnatéw. Tym algorytmom poswiecono
wiele prac naukowych [Abu94], [Abu86a], [Ahm86], [AI-97], [AI-01], [Fli92],

[Leh00], [Nii99], [Nii03], [Zie96]. Dalej omowimy kilka przyktadowych algoryt-
mow tego typu.
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Najbardziej efektywnym i zarazem najprostszym sposobem zwigkszania czy-
stosci generowanych sygnatow jest okresowe restartowanie pracy oscylatora, stoso-
wane dla pulsacji w, wspétmiernych z m, tj. gdy w,/(27)=F,/Fs=f jest liczba
wymierng a sinusoida dyskretna jest okresowa. Wartosci btedu wartosci chwilowej
sygnatu w chwili restartu sg wyzerowane, a nastgpnie obserwuje si¢ ich akumulacje
[Cur00b]. Widmowy zakres dynamiczny wolny od prazkéw obcych sygnatu z restar-
towaniem co kT probek, k = 1, 2, 3, ... gdzie T jest okresem sygnatu, jest rowny
widmowemu zakresowi dynamicznemu wolnemu od prazkéw obcych sygnatu o dtu-
gosci KT. Wykorzystujac te wihasciwos¢ i model wyprowadzony przez autora w p.
2.6.4, mozna dobra¢ takie N, przy ktérym praca oscylatora spetnia wymagania pro-
jektowe i wigcza¢ mechanizm restartowania co N prébek, utrzymujac w ten sposob

pozadang jako$¢ oscylacji niezaleznie od uptywu czasu. Oscylator mozna roéwniez
restartowac, gdy moc chwilowa p[n] = xf[n]+ xzz[n] przekroczy okreslona wartos¢,
przy czym x[n] oraz x,[n] to generowane sygnaty sinusoidy 2D, czyli na wyjsciu
2D-RDO.

Czestg praktyka jest modyfikacja rekursywnego réwnania generacji sinuso-
idy. Dla oscylatora biquad rownanie (2.4) mozna przepisa¢ do postaci [Aga75]

yi[nl=2y,[n-1]-2(1-cosw,)y,[n-1] - y,[n-2], n=1,2,3, ... (2.44)

Strukture oscylatora, pracujacego zgodnie z algorytmem (2.44), przedstawia rys.
2.22.

<—-y1[0]

yiln]
Z_1< -=12[0]
l > 1o[n]

Rys. 2.22. Struktura biquadu wg. (2.44) ze wspotczynnikami: a=2 i b=2(1- cosaw,)
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Wykonywane jest tu faktycznie tylko jedno mnozenie na prébke, gdyz sygnat op6z-
niony 2y,[n-1] w (2.44) uzyskujemy bezmnoznikowo. Wartos¢ wspotczynnika
2(1-coswy) w (2.44) dla czgstotliwosci bliskich zeru jest bliska zeru. Co interesuja-

ce, jego wartos¢ skwantowana charakteryzuje si¢ mniejszym btedem kwantyzacji niz
skwantowana wartos¢ wspotczynnika 2cosw, w (2.4) [Abu86a], [Aga75].
Popularnym algorytmem, sterujagcym parametrami oscylatora, jest algorytm,
realizujacy automatyczna regulacje wzmocnienia (ang. Automatic Gain Control -
AGC) [Har07]. W tym algorytmie generowane sygnaty sg skalowane przez wspot-

czynnik G liczony jako

G[n] = B_Tp[n] (2.45)

gdzie p[n] — to moc chwilowa (kwadrat amplitudy chwilowej, obwiedni) sygnatu na
wyjsciu RDO.

Z kolei w algorytmie opisanym w [FIi92] modyfikowane sa wspotczynniki
macierzy rotacyjnej oscylatora z sygnatami wyjsciowymi, pozostajacymi wzgledem
siebie w kwadraturze. Bieguny transformaty Z generowanych sygnatdéw sa przesu-

wane na ptaszczyznie z do wnetrza okregu jednostkowego, gdy moc chwilowa p[n]
przekroczy wartos¢ (1+ s)z. W przeciwnym razie bieguny sa lokowane na ptasz-

czyznie z na zewnatrz okregu jednostkowego. Schemat blokowy realizacji takiego
algorytmu przedstawia rys. 2.23. Oscylator kompleksoidy z rys. 2.23 pracuje w sta-
nie | zwanym niestabilnym z a=cosw,+¢ i b=sinw,+¢ i w stanie |1l zwanym sta-
bilnym z a=cosw,-¢ | b=sinw,-¢. System decyzyjny zmienia stan | na Il, gdy
pln] > (1+¢)*, astan 1l na |, gdy p[n]<(1-¢)°. Zaznaczmy, ze na jakos¢ generowa-
nych sygnatéw mozna dodatkowo wptywaé poprzez odpowiedni wybdér warunkow
poczatkowych [Kru07b].

Innym skutecznym sposobem zwigkszania zakresu dynamicznego wolnego
od prazkow obcych jest algorytm, w ktorym generuje si¢ pomocnicze sygnaty sinu-
soidy 2D o czestotliwosci p razy wigkszej, p=2, 3, 4, ..., N-1, od pozadanej cz¢-
stotliwosci F, generowanego sygnatu. W chwilach czasu n=0,1,2,..., p-1
p+l..2p-1 2p+] .. zadana cze¢stotliwos¢ sygnatu wynosi F,, a w chwilach
n=p,2p 3p,.. —zadana czgstotliwos¢ to pF, [Cur00b]. W ten sposéb poprawiono
w [Cur00b] jakos¢ generowanej rekursywnie kompleksoidy z SFDR = 29 dBc az do
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78 dBc dla uptywu czasu reprezentowanego przez N=2" Sa oraz dla f =173/N i
przy 14-bitowej (P =14 bity) kwantyzacji. Natomiast generowana kompleksoide o
dtugosci N =2 poczatkowych probek i przy 16-bitowej kwantyzacji charakteryzuje
S..x =-81dBc. Dodatkowa zaleta generacji wg. [Cur00b] jest mozliwos¢ sterowania
parametrami oscylatora dla pulsacji w, niewspotmiernych z z. Ponadto, tak jak we
wzmiankowanej wyzej AGC, opisany algorytm poprawy jakosci oscylacji mozna

stosowac¢ dla kazdego RDO do generacji sinusoidy.

> [ﬂ]

System
decyzyjny

P>
T @ Z‘l—o—>y2[n]
>

i
!
|
l

12[0]
Rys. 2.23. Schemat blokowy realizacji algorytmu kontroli btedow z [F1i92]

Warto tu odnotowac, ze rekursywne oscylatory z algorytmami poprawy jako-
sci oscylacji pozwalaja osiagnaé wysoki stopien czystosci generowanej sinusoidy
przy niskim poborze mocy zasilania. Wyniki eksperymentow w [Abu94] wskazuja
na wyzszos¢ metod rekursywnych pod wzgledem czystosci generowanej sinusoidy
w poréwnaniu z metodami z uzyciem LUT w implementacji oscylatoréw na proce-
sorze sygnatowym TMS32010. Natomiast w pracach [Cur00a] i [Nii99] uzyskano
dziatanie oscylatora rekursywnego poréwnywalne nawet z DDSem [Gie91] i
[Kwe99]. Implementacj¢ oscylatora kompleksoidy w technologii CMOS z [Cur00a],
gdzie osiaggnieto wynik SFDR réwny 78,6 dBc na tle 60 dBc z [Gie91], 84,3 dBc

[Tan95] i 100 dBc z [Kwe99], cechuja: najwigksza oszczednosé poboru mocy zasi-
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lania i najmniejsze wymagania sprzetowe, w poréwnaniu z metodami z [Gie91],
[Kwe99] i [Tan95].

2.8. Nowa koncepcja badania jakosci generowanych sygnatow

Z przeprowadzonej dyskusji z p. 2.6 wynika, ze mechanizm powstawania
znieksztatcen w rzeczywistych RDO jest ztozony, a ostateczne wyniki zaleza od
struktury oscylatora jak i od wtasciwosci generowanego sygnatu. Dalej w tej pracy
przyjeto, ze jakos¢ generowanych cyfrowo przebiegdw jest oceniana w kategoriach
czystosci widmowej generowanej sinusoidy, wykorzystujac metody fourierowskie.
Niezbedne jest wowczas zatozenie stacjonarnosci badanej realizacji. Jednak, jak
wiemy z p. 2.6, w RDO przy braku cyklu granicznego nastepuje degradacja doktad-
nosci wynikow generowanego ciagu, ktorej szybkos¢ uwarunkowana jest stosowang
arytmetyka. Prowadzi to do zmiany parametrOw generowanej sinusoidy w czasie, a
to uniemozliwia przeprowadzenie wspomnianej analizy. Co prawda, z jednej strony
dla dostatecznie kroétkiej obserwacji mozna zatozy¢, ze pobrany do analizy sygnat
jest stacjonarny, ale z drugiej strony czgsto konkurencyjnos¢ RDO (zaliczanego do
grupy oscylatorow zwanych w jezyku angielskim free-running oscillators [FIi92])
polega na mozliwosci generacji dtugich ciggdw przy niskim naktadzie sprzetowym
[CurQ0a]. Zatem dwa warunki, dotyczace czasu trwania obserwacji do analizy wid-
mowej rekursywnej generacji, wykluczaja si¢. Nalezy takze podkresli¢, ze jakos¢ es-
tymaty SFDR jest wystarczajaca tylko dla pulsacji w, wspotmiernej z & (gdy F,/Fg
jest utamkiem wymiernym). W przeciwnym razie zjawisko, zwane przeciekiem
widma, skutecznie maskuje mniejsze prazki w widmie badanej sinusoidy. Klasyczny
sposOb przeciwdziatania przeciekom — okienkowanie, skutkuje tu umiarkowanie i
tylko przy bardzo dtugich obserwacjach, maskujac przy tym prazki obce bliskie w,
[Her04b]. Zauwazmy takze, ze jezeli nie stosuje sie uzupetniania zerami i okienko-
wania, to do obliczenia SFDR jest wymagana catkowita liczba okresow sinusoidy
zawartej w obserwacji.

Wynika stad potrzeba opracowania nowego sposobu przeprowadzania anali-
zy RDO, wykorzystujacego miary jakosciowe, ktore w badaniu czystosci generowa-
nych przez RDO sygnatéw nie byly dotychczas uzywane. Opisana ponizej metoda

bada czystos¢ generowanego przebiegu zespolonego x[n]= x,[n]+ jx,[n] na wyjsciu
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RDO wzgledem sygnatu idealnego (pozadanego) y[n]=y,[n]+ jy,[n], obliczajac
przebiegi: chwilowego (biezacego) btedu amplitudy w dB

e,[n] :10Iong[n]|—|y[n]”2, n=0,1,2 ... (2.46)
chwilowego btedu fazy w rad
e [n]= Arg(x[n]exp(—jqo[n])), n=0,1,2 .. (2.47)
gdzie ¢[n] jest pozadang faza chwilows, oraz chwilowego (biezacego) btedu pulsa-
cji wrad/Sa

0 dla n=0

s.nl Z{Arg(x[n] xIn-Jep(-jo[n) da n=123 .. (2.48)

gdzie x’[n] jest wartoscig sprzezong sygnatu x[n], a w[n] oznacza pozadang pulsa-

cje chwilowa, definiowang przyrostowo (réznicowo)

o[n]=¢[n]-¢[n-1], n=1,2,3,... (2.49)
Faza chwilowa g¢[n] stanowi wynik akumulacji zadanej pulsacji chwilowej w[n]
przy fazie poczatkowej a

_ a da n=0
‘p[n]_{fp[n—l“w[k] dan=1,23,... (2.50)

Oczywiscie referencyjne ciagi: y[n] w (2.46), exp(-jg[n]) w (2.47) oraz
exp(-jw[n]) w (2.48), powinne by¢ zadane (obliczane z wzoru) z maksymalna do-

stepnag doktadnoscia.

Wizualizacja i analiza przebiegdw chwilowych btedéw dostarcza istotnych
informacji o generowanym rekursywnie sygnale, a przede wszystkim o jego stacjo-
narnosci. Gdy przebieg jest stacjonarny, analizujemy go w dziedzinie czg¢stotliwosci
na podstawie widma DFT obliczonego dla dostatecznie dtugiej obserwacji genero-
wanego sygnatu. Co ciekawe, prezentowana metoda, wykorzystujaca chwilowe
przebiegi jest bardziej uniwersalna od SFDR — umozliwia badanie czystosci dowol-
nych sygnatoéw zespolonych o danym wzorcu. Moze wigc by¢ zastosowana nie tylko
do RDO w generacji sinusoidy, ale réwniez do RDO w roli modulatora (co pokaze-
my w p. 3.3.3 1 w p. 4.7). Przyktady zastosowania opisanych tu miar jakosci RDO
prezentujemy na rys. 2.24. Pokazano tu zaleznos¢ chwilowego btedu amplitudy, fazy
oraz pulsacji dla sygnatu na wyjsciu CFO, DW oraz MCFO dla znormalizowanej,

zadanej czestotliwosci f =1/10, zerowej zadanej fazie poczatkowej oraz przy
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N =2° poczatkowych prébek wygenerowanego sygnatu i z parametrem kwantyzacji
P = 16 bitow. Aby wykresy z rys. 2.24 byty czytelniejsze dla matych wartosci n, ob-
liczonych wartosci chwilowych bteddw nie potaczono ze sobg. Dla DW (rys. 2.24d-
f) obserwujemy kumulacje modutu wszystkich chwilowych btedéw w czasie. Nara-
stanie nastepuje nawet dla N =2" Sa, gdzie chwilowy btad amplitudy osiaga war-
tos¢ wigksza niz 0 dB. Poza tym dla CFO i MCFO wystepuje cykl graniczny, czyli
generator sinusoidy staje si¢ generatorem szumu. Po jego wystapieniu, generowany

przebieg ustacjonarnia sig.

Rys. 2.24. Chwilowe btedy: a) amplitudy, b) fazy oraz c¢) pulsacji dla sygnatu na
wyjsciu CFO, chwilowe btedy: d) amplitudy, e) fazy oraz f) pulsacji dla sygnatu na
wyjsciu DW oraz chwilowe btedy: g) amplitudy, h) fazy oraz i) pulsacji dla sygnatu

na wyjsciu MCFO
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Zauwazmy, ze W przyktadzie z rys. 2.24 pulsacj¢ wspétmierng z & zadajemy
wzorem w, =aL/M, gdzie L i M >L to dwie liczby naturalne. Poniewaz 7 =22/7
jest dobrym wymiernym przyblizeniem liczby &, to ,sasiadujaca” z nig pulsacje
»niewspotmierna” z & zadajemy jako w, =22L/(7TM).

Na rys. 2.25a-c prezentujemy zaleznos¢ chwilowego btedu amplitudy, fazy
oraz pulsacji dla sygnatu na wyjsciu CFO przy roznych pulsacjach oraz fazach po-
czatkowych, dla ktérych zaobserwowano cykl graniczny. Z kolei na rys. 2.25d-f po-
kazujemy te same btedy ale dla & =22/7. Aby wykresy z rys. 2.25c i rys. 2.25f byty
czytelniejsze, wartosci chwilowych bteddw pulsacji nie potagczono za soba.

Rys. 2.25. Chwilowe btedy: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pulsacji dla sygnatu o za-
danej pulsacji w, wspotmiernej z & na wyjsciu CFO; chwilowe btedy: d) amplitudy,
e) fazy oraz f) pulsacji dla sygnatu o zadanej pulsacji w, niewspotmiernej z & na

wyjsciu CFO
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Na rys. 2.25d-e, czyli dla & =22/7, obserwujemy kumulacje btedéw ampli-
tudy i modutéw btedu fazy. Btad pulsacji jest tu ograniczony, a mianowicie
|e,[n]|<5-107° rad/Sa. Co ciekawe, przyjmujac & =22/7, moze wystapi¢ sytuacja,
gdy btad chwilowy amplitudy kumuluje si¢ wolniej niz w sytuacji, gdy pulsacja w,
jest wspétmierna z & (przebiegi z rys. 2.25a i 2.25d, kolor niebieski, f = 1/8,
a =-2,392812 rad). Dodatkowo, na chwile wystapienia cyklu granicznego wptywa-
ja warunki poczatkowe, w ktorych zawarta jest informacja o zadanej fazie poczat-
kowej generowanego sygnatu (rys. 2.25a-c). Nie ma ona jednak wigkszego znacze-
nia dla badanych sygnatow o pulsacji w, wspotmiernej z = (rys. 2.25d-f).

Badanie w kategoriach czystosci widmowej generowanej sinusoidy przepro-
wadzamy tylko po stwierdzeniu cyklu granicznego. Na rys. 2.26 prezentujemy mo-
dut widma DFT w dBc unormowanego wzgledem wysokosci najwyzszego jego
prazka dla kompleksoidy o parametrach f =1/8 oraz a =-2,392812 rad, po wysta-
pieniu cyklu granicznego (patrz przebiegi z rys. 2.25a-c, kolor niebieski). SFDR
wynosi tu 105,8 dBc.

Rys. 2.26. Modut widma DFT w dBc unormowanego wzgledem wysokosci najwyz-
szego jego prazka dla sygnatu kompleksoidy ( f =1/8, a =-2,392812 rad) na wyj-

sciu CFO po wystapieniu cyklu granicznego
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Prezentowang powyzej koncepcja postuzymy sie¢ takze w rozdz. 3 do badania
czystosci generowanej sinusoidy wielowymiarowej oraz w rozdz. 4 do badania czy-

stosci sygnatéw produkowanych przez RDO w roli modulatora.
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3. Projektowanie rekursywnych oscylatoréw sygnalow sinusoidalnych

W rozdz. 2 omoéwiono znane z literatury rekursywne cyfrowe oscylatory
przebiegéw sinusoidalnych oraz przeanalizowano ich wiasciwosci. Dalej sposob
uzyskiwania algorytmu bedziemy nazywaé metoda projektowania. Generalnie,
projektowanie rekursywnych oscylatorow sprowadza si¢ do znajdowania
rekursywnego algorytmu przetwarzania sygnatu, stuzacego go generacji sygnatéw
sinusoidalnych. Temat ten zostat poruszony juz w [Tur03], jednakze podana tam
metoda projektowania ma pewne ograniczenia — ustalane z géry elementy macierzy
rotacyjnej determinuja parametry sygnatow wyjsciowych.

W pierwszej czesci rozdz. 3 podajemy ogdlng posta¢ sygnatow wyjsciowych
2D-RDO przy zadanych elementach macierzy rotacyjnej. Jako punkt wyjscia przyj-
miemy warunki (2.19), zapewniajace okresowa powtarzalnos¢ wartosci kolejnych
generowanych rekursywnie probek. Dzieje si¢ tak wtedy, gdy bieguny transformaty
Z sygnatdw wyjsciowych oscylatora leza na ptaszczyznie z, na okregu jednostko-
wym. Nastepnie podajemy macierz rotacyjng oscylatora. W oparciu 0 wyznaczone
postaci sygnatéw wyjsciowych, macierz rotacyjng oscylatora i przeprowadzong ana-
lize w tym rozdziale, w p. 3.2 udoskonalamy metode pierwsza z p. 2.4 oraz opracu-
jemy druga, alternatywna, a zarazem oryginalna metode projektowania oscylatoréw.
Udoskonalenie metody pierwszej polega na tym, ze, zadajac odpowiednie warunki
poczatkowe, mamy mozliwos¢ sterowania amplitudg i fazg poczatkowa jednego z
sygnatdéw oraz roznica faz sygnatow wyjsciowych oscylatora. Podczas projektowa-
nia ustala si¢ elementy macierzy rotacyjnej, dochodzac nastepnie do wzoréw na sy-
gnaty wyjsciowe oscylatora. Z kolei w drugiej opracowanej tu metodzie projekto-
wania procedura zostanie odwrécona: chcac zaprojektowaé oscylator z pozadanymi
parametrami sygnatow wyjsciowych, obliczymy elementy macierzy rotacyjnej. Dru-
ga metoda projektowania wykorzysta opracowany tu oryginalny algorytm, pozwala-
jacy zada¢ dowolne parametry sygnatOw czesci rzeczywistej i urojonej sinusoidy w
(2.3). Korzystajac z tak opracowanego algorytmu projektowania oscylatorow, poda-
jemy dalej algorytm rekursywnego cyfrowego oscylatora sinusoidy wielowymiaro-
wej (ang. Multi-Dimensional Recursive Digital Oscillator — mD-RDO), ktéry wyko-
rzystuje sygnaty wyjsciowe 2D-RDO. Zaznaczmy przy tym, iz nie jest konieczne,
aby sinusoida 2D, ktora postugujemy sie w tym algorytmie, byta generowana w spo-
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sob rekursywny. Umozliwi to integracje rekursywnych metod generacji przebiegow
sinusoidalnych z innymi cyfrowymi metodami syntezy, wspomnianymi w p. 2.2. Po
zaprojektowaniu 2D-RDO jako systemu dyskretnego, analizujemy znieksztatcenia,
powstajace w rzeczywistym oscylatorze za pomoca miernikbw wprowadzonych w

rozdz. 2.
3.1. Sygnaly wyjsciowe oscylatora

Wsrod metod wyznaczania macierzy stanu liniowego systemu dyskretnego
wykorzystuje sig m.in. [Kac77]: metode¢ Caleya-Hamiltona, metod¢ Sylwestra, me-
tode diagonalizacji macierzy (metoda wektoréw wtasnych) oraz metode odwrotnego
przeksztatcenia Z. Jedna z najczesciej stosowanych jest metoda diagonalizacji ma-
cierzy (metoda wektoréw wiasnych) [Top05]. Dodajmy, ze macierz stanu 2D-RDO
nazwalismy w p. 2.4 macierzg rotacyjna [Tur03].

Przy spetnionych warunkach (2.19) wartosci wkasne macierzy rotacyjnej w
(2.18) sag zespolone sprzezone i wynosza

A:@Nﬂd+h“%%+%j

2
(3.1)
. 2
_(auta)-if4-(aitay)
%= 2
Przepisujac (3.1) w postaci biegunowej, otrzymujemy
A =C0Sw, + jSinw, =e'™
. (3.2)
A, =Cosw, — jsinw, =€ '
przy czym pulsacja
W, = arccos(%) (3.3)

Wobec (2.19) wielomian charakterystyczny macierzy rotacyjnej A ma rozne pier-

wiastki (3.1), wigc macierz A jest diagonalizowalna i jest podobna do macierzy dia-

gonalnej

e 0
0 gl

>
I

(3.4)
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Korzystajac z twierdzenia, ze kazda niezerowa kolumna macierzy dotaczonej

(A—)\,il)ad jest wektorem wtasnym, nalezacym do wartosci wiasnej A, macierzy A
[Kac98], za wektory wiasne v,, v, macierzy A przyjmujemy druga kolumne macie-
rzy dotaczonej, kolejno dla A, i A,. Macierz utworzona z tych wektoréw (po podzie-

leniu drugiej kolumny przez a,) ma postac

1 1
Q= Y v 0 35
&~ ] 4_(311"'322)2 &y — 8 — | 4_(311"'322)2 e 59)
28, 2a,

i jest macierza podobiefistwa macierzy A do macierzy diagonalnej A =diag(#,, 4,).
Zaznaczmy w tym miejscu, ze w wystepujacych w tym rozdziale wzorach,
ograniczenia naktadane na zmienne sg zapisywane przy pierwszym wzorze, od Kto-
rego obowiazujg, i s3 w mocy dla dalszych wzorow, ale przy nich nie sg juz za-
mieszczane.
Zauwazmy dalej, ze wartos¢ bezwzgle¢dna elementow q,, i @,, macierzy Q z

warunkiem (2.19) wynosi

hqunﬂ +%‘ J -ay) +4-(ata)
| i 4%2

(3.6)
:\/1_811322 :\/_aizaﬂ :\/_a21
2 2
&, a, &,
zatem macierz Q mozna zapisa¢ w postaci
1 1
Q= [we”’ we-w} (3.7)
gdzie (por. (2.20))
- |8
A (3.8)
a,
oraz
. 2
| ap a4 (et )
¢ = Arg 22, (3.9
2
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Ze wzoru (2.18) dla n = 1, po uwzglednieniu warunku poczatkowego y[0], otrzymu-
je sie
y[1]=Ay[0] (3.10)

Dla n = 2 oraz bioragc pod uwage zaleznos¢ (3.10), dostaje si¢
y[2]=Ay[1] = A%y[0] (3.11)
i ogoblnie
y[n]=A"y[0] (3.12)
gdzie A" jest n-krotnym iloczynem macierzy A, zwanym inaczej macierza podsta-

wowa lub macierza przejs¢ [Woj84], przy czym A° jest tozsame z macierza jednost-
kowa I. Oczywiscie dla n = 1 macierz przejs¢ jest macierza rotacyjng 2D-RDO. Po-
niewaz macierz rotacyjna A jest diagonalizowalna, a macierz Q jest macierza podo-
bienstwa macierzy A do macierzy diagonalnej A =diag(4,,A,), to AQ=QA i dla

kazdej liczby naturalnej n jest

A"=(QAQ7) =QAQQAQ™.QAQQAQ™ =QAQ™ =

(3.13)
= Q(diag(4,, 4,)) Q™" = Qdiag(%,", ,")Q”"
gdzie Q' jest macierza odwrotna do macierzy Q
_l:miﬁ; —1] Y=0, g=kr, k=0,£1,£2,... (3.14)
Podstawiajac do rownania (3.12) zaleznos¢ (3.13), otrzymujemy
y[n]=QA"Q™y[0] (3.15)

Majac dane macierze: Q, A" i Q™', mozna przystapi¢ do wyznaczenia sygnatow

wyjsciowych oscylatora. W ogolnosci, zadajac dowolne warunki poczatkowe, dosta-

jemy
_ 1 1 1 ]l o |[ye?* -1|
y[n] we ” _yel yel we‘”’l 0 e || ye 1]3’[0]‘
1 w(ei(nwO—@ _ e—j(nwo—zp)) _(ejnwo _ e—inwo)
TUer —ev)| yAeme —emn) | yfelon _gritwon) yior =
1 2jysin(nw,-¢)  -2jsinnw, Ji0l =
“2jysing | 2jyp’sinnw,  -2jysin(no,+¢)
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1 —gn(nwO - ¢) Sn,llrjwo [0]
NP1 _ysinna, sin(nw, +¢)
cosner, - 22 sinna L snno (3.16)
° sing 0 Ysing 0 yi[0]
Y cos¢ Y.[O]

—-——snnw ——sinnw, +cosnw
0 0 0
sing sing

Stad otrzymujemy

yi[Olcosg  y,[0]
sing Ysing
y,[0lcosp yyi[0]
sing sing

y,[0] coshw, —( )sinna)o

y[n] =

y.[0]cosnw, +( )S NN, (3.17)

E!
8, b,
Poniewaz dla dowolnych, rzeczywistych a i b zachodzi

cosnw,,
snnw,

acosnw, +bsinnw, =va’ +b’ sin(nw, + ) (3.18)
gdzie

arctg%, gdy b=0

o=

a (3.19)
arcth +m, gdy b<O

to elementy wektora sygnatow wyjsciowych oscylatora sa dyskretnymi sygnatami
sinusoidalnymi (2.1), mogacymi rézni¢ sie amplitudami lub fazami poczatkowymi.
Uproszczenie koncowych wzoréw na elementy tego wektora jest mozliwe dzieki do-
braniu odpowiednich warunkdéw poczatkowych pracy oscylatora: y,[0] i V,[0],
[Kru07b].

3.2. Metody projektowania oscylatora sinusoidy dwuwymiarowej

Warunki poczatkowe, sprowadzajace rownania na sygnaty wyjsciowe oscyla-

tora w (3.17) do prostszych postaci niz te wynikajace z (3.18), zamieszczono w tab.

3.1. Macierze w drugim wierszu tabeli z =0 rad, czyli y[0] =[1 wcosqb]T oraz

y[n] = [c:osnou0 wcos(na)o +¢)]T, pochodzg z [Tur03]. Pozostate wyprowadzit autor

tej rozprawy.
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Tab. 3.1. Warunki poczatkowe i odpowiadajace im sygnaty wyjsciowe oscylatora

y[0] y[n]
cosae | || cos(naw, + a)
1/)003(05 + gb)_ _w cos(na)o +o+ ¢)

icos(a + ¢)- icos(nw0 —a- ¢)

cosa | || cos(nw,-a)
sina sin(nw, + a)
wsin(a+¢) _wsin(nwo+a+¢)_

_ism(a + ¢) %sin(nw0 —a- ¢)

—sina sin(nw, - a)

W metodzie projektowania 2D-RDO na podstawie zadanych wartosci elementow
macierzy rotacyjnej, ktére spetniajg warunek (2.19), oblicza si¢ v i ¢ (por. wzory
(3.8) 1 (3.9)). Tak wyznaczone wartosci y i ¢ podstawia si¢ do interesujacej nas ak-
tualnie postaci wzoréw na sygnaty wyjsciowe oscylatora z tab. 3.1. Ten sposob po-

stepowania we wstepnie do rozdz. 3 nazwalismy udoskonalong metoda pierwsza.
3.2.1. Macierz rotacyjna oscylatora

W (3.16) obliczylismy postac¢ n-krotnego iloczynu macierzy A, zwana macie-
rza przejsé, ktora jest ponizszej postaci
snnw,

v | p=kr, k=0,+1+2, .. (3.20)
~psinnw,  sin(nw, +¢)

aro 1 —sin(nw, - ¢)
sing

Zatem, w szczegoélnosci, dla n = 1 w (3.20), macierz rotacyjna 2D-RDO jest postaci
Snw,

Y (3.21)
-y Sinw, Sin(a)0 +¢)

_ 1 ~sin(w, - ¢)
_sinq)

W literaturze znane sg rézne warianty macierzy rotacyjnych 2D-RDO, kto-
rych przyktady oméwilismy w rozdz. 2. Co istotne, projektujac dany oscylator przy
réznych warunkach poczatkowych (tab. 3.1), mamy dodatkowo wptyw (jednakze
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ograniczony, o czym piszemy dalej we wtasciwosciach metod projektowania) na

amplitude i faze poczatkows jednego z sygnatow wyjsciowych oscylatora. Przykta-

dowo, ktadac warunek poczatkowy y[0]=cosa + jl/JCOS(O( + ¢) (pierwszy z tab. 3.1),

zapis (2.18) z macierza rotacyjna z (3.21) stuzy do generacji sinusoidy postaci
yIn] = cos(na, +a) + jycos(nw, +a +¢).

Mozliwa jest druga metoda projektowania rekursywnych oscylatoréw sinuso-
idy 2D, opracowana przez autora niniejszej rozprawy [Kru09]. Polega ona na tym,
ze gdy chcemy generowaé dwa sygnaly o wybranej postaci, jak w tab. 3.1, czyli z
zadang fazg poczatkows jednego z sygnatow, zadang réznica faz sygnatow wyjscio-
wych ¢ oraz z zadang (y albo y™, v = 0) amplituda jednego z nich, to macierz ro-
tacyjna takiego oscylatora odczytujemy z (3.21) a warunki poczatkowe — z tab. 3.1.
W ten sposéb otrzymujemy kompletny algebraiczny opis projektowanego oscylato-
ra.

Obie powyzej omowione metody projektowania majg rézne wiasciwosci. W
pierwszej z nich, gdzie na poczatku ustala si¢ elementy macierzy rotacyjnej, ma si¢
wplyw na strukture oscylatora, a tym samym na parametry generowanych sygnatow,
ktore sa funkcjami z gory zadanych wczesniej elementow macierzy rotacyjnej. Na
sygnaty wyjsciowe mozna wpltywac¢ w niewielkim stopniu, zadajac odpowiednie wa-
runki poczatkowe — sterujemy wowczas amplituda jednego z sygnatdw, wynoszaca
y albo y™, y =0, oraz jego faza poczatkowa o. W metodzie drugiej postepowanie
jest odwrotne. Mamy dowolnos¢ w zadawaniu niektérych parametréw sygnatdéw
wyjsciowych: amplitudy oraz fazy poczatkowej jednego z nich, kosztem niewielkie-
go wplywu na strukturg oscylatora, poniewaz elementy macierzy rotacyjnej liczone

Sg na podstawie narzuconych z gory parametréw generowanych sygnatow.
3.2.2. Metoda projektowania oparta na transformacji Z

Opracowanie algorytmu, pozwalajacego zada¢ niezaleznie amplitudy i fazy
poczatkowe sygnatOw czesci rzeczywistej i urojonej zespolonego sygnatu w (2.3),
umozliwia metoda oparta na transformacji Z opracowana przez autora tej pracy. Jest
ona przedstawiona ponizej.

Wektor sygnatéw wyjsciowych oscylatora jest nastepujacy
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A cos(nw, + o)
A, cos(nw, + ar,)

Poddajac rownos¢ (2.18) przeksztatceniu Z i wyznaczajac z niego transformate

y[n] =[ (3.22)

Y(z) wektora y[n], otrzymuje si¢ [Kac99]
Y(2)=(2 -A)"2ly[0] (3.23)

i dalej

1 Z- a22 _a12 z 0 yl[o]
Y = =

(Z) (Z_ au)(z_ azz) - aiZan[ _a21 Z- au][o Z][yz[o]}
_ 1 [y1[01z2+(q2y2[01—a22y1[01)z
Z* - (a, + ay,)z+ a,a, — a,3, | ,[01Z° + (a,Y,[01z- &,Y,[0])z
yl[o] + Z_l(aizyz[o] - a22y1[0])
|17 (8 + ) + 27 (B - ) | [Yl(z)]

Y,[0] + Z*(a,Y,[0] - a,Y,[0]) Y,(2)
1- 7 (ay +ay,) + 77 (a8, — a,8,)

Transformata Z sygnatu kosinusoidalnego qn] = Acos(nwo + a) Wynosi

(3.24)

cosa - Z ™ cos(w, - )
1-2z"cosw, + Z*

z{dnl} = A

Clz|>1 (3.25)

Przyrownujac wspotczynniki przy zmiennej z w (3.24) kolejno dla Y,(z) oraz Y,(z)
ze wspotczynnikami przy zmiennej zw (3.25) kolejnoz A=A i a=a, oraz A=A,
i a=a,, otrzymujemy ponizszy uktad szesciu rownan z szescioma niewiadomymi:
vil0], ¥,[0], &, &,, &y, &,

(,[0] = A cosa,

y,[0] = A, cosa,

) a,Y,[0] - a,Y,[0] = -A cog(w, - )
3, Y1[0] - a,y,[0] =-A, COS(a)O - O‘z)
a, +a,, =2c0sw,

(848, — 88y =1

Zauwazmy, ze dwa ostatnie réwnania w (3.26), po uwzglednieniu przedziatu warto-

(3.26)

sci przyjmowanych przez pulsacje chwilowg w (2.2), czynia zados¢ warunkom
(2.19) niegasnacych oscylacji, a dodatkowo, z piatego rownania w (3.26), tatwo jest
udowodni¢ zwiazek (3.3) pulsacji w, z elementami macierzy rotacyjnej oscylatora.
Nadmienmy takze, ze informacje o amplitudach i fazach poczatkowych generowa-
nych sygnatow zawieraja elementy wektora warunkow poczatkowych
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y[0] = (3.27)

A, cosa,

A cosa, ]

Po podstawieniu dwdch pierwszych rownan uktadu (3.26) do réwnania trzeciego i
czwartego tamze, otrzymujemy uklad czterech rownan z czterema niewiadomymi.

Jego rozwiazaniem sg poszukiwane elementy macierzy rotacyjnej oscylatora

__sin(w, - ay)

! Sina,,

Snw

% :%Sina:l .
] _ oy =k, k=0,£1,+2, ... (3.28)
a,, =2 SNW
A sinay,
- Sin(wo"'O‘ﬂ)
Sina.,

2

gdzie a,, = a, —a,. Wspotczynniki w (3.28) zapisane w postaci tablicy tworza ogol-

na macierz rotacyjng 2D-RDO

o —sin(w, - ay) %Sina)O

Sina; —%Sina)o sin(w, + a,)

Ly =k, k=0,+1,£2, .. (3.29)

Strukture oscylatora z macierza rotacyjng (3.29) przedstawiamy na rys. 3.1. Wyma-

ga ona czterech mnozen na prébke.

Rys. 3.1. Struktura 2D-RDO o dowolnie zadanych amplitudach i fazach poczatko-
wych sygnatéw wyjsciowych ze wspétczynnikami: a=-sin(w, — a,,)/sina,,,

b=Asinw,/(A,sinay), c=-A,sinw, /(A sina,), d=sin(w, +a,)/sina,
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Zauwazmy identycznos¢ elementow macierzy rotacyjnej (3.20) i elementéw

macierzy rotacyjnej (3.29), gdy ¢=o, 1 Yy =A/ A.
3.2.3. Procedury metod projektowania

Procedury obu omawianych w tym rozdziale metod projektowania oscylato-
row przedstawia rys. 3.2. W pierwszej metodzie projektowania, z rys. 3.2a, ustala
si¢ elementy macierzy rotacyjnej, dochodzac nastgpnie do wzoréw na sygnaty wyj-
sciowe oscylatora. Z kolei w drugiej metodzie projektowania, z rys. 3.2b, postepo-
wanie jest odwrotne: chcac zaprojektowaé oscylator z zagdanymi parametrami sygna-
tow wyjsciowych, oblicza si¢ elementy macierzy rotacyjnej. Przyktadowo, rozwaza-
jac macierz rotacyjng DW w (2.15) i postepujac zgodnie z algorytmem z rys. 3.2a
przy warunkach poczatkowych: y,[0]=1 i y,[0]=0, sygnaty wyjsciowe oscylatora
Sg postaci

cos N,

y[n]= (3.30)

ctg%sin N,

Aby wygenerowac te sygnaty, nalezy w (3.22) przyjac
A=1
A, =ctg™>

a,=0rad (3.31)

a, :_% rad

Nastepnie, podstawiajac powyzsze wartosci parametrow do (3.21) i postepujac
zgodnie z algorytmem z rys. 3.2b dochodzimy do (2.15), czyli do algorytmu oscyla-
tora juz z zadanymi parametrami. Zauwazmy tutaj, ze teraz, na podstawie juz zna-
nych macierzy rotacyjnych, mamy otwartg droge do opracowania nowych macierzy
rotacyjnych. Wynika to stad, ze iloczyn dowolnych macierzy rotacyjnych, ktérych
elementy spetniaja warunki (2.19), jest takze macierza rotacyjng, przy czym waru-
nek drugi w (2.19) musi by¢ spetniony. Warunku pierwszego w (2.19) nie trzeba
sprawdzac¢, poniewaz zgodnie z twierdzeniem Cauchy’ego [Bia76], jesli M i N sa

macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, to (detM )(detN) =det(MN).
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Rys. 3.2. Procedury projektowania oscylatora sinusoidy 2D dla a) metody pierwszej,
b) metody drugiej

W ogolnosci macierze, ktore sie ze sobg mnozy, aby otrzymaé macierz rota-
cyjna, nie musza by¢ rotacyjne. Przyktadem sa macierze

5 ol
(3.32)

1 -cosw,
-1 cosw,

0 1
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dla ktérych, pomimo ze warunki (2.19) nie sg spetnione, ich iloczyn tworzy macierz

rotacyjng QSU opisanego wzorem (2.16), bowiem

1 -cosw,| 0 1 |
0 1 -1 cosw,

Otrzymujac interesujaca nas macierz rotacyjna, dalej postepujemy zgodnie z proce-

cosw, 1-cos’w, (3.33)

-1 cosw,

durg z rys. 3.2a.
3.3. Oscylator sinusoidy trojwymiarowej

W poprzednich podpunktach rozdz. 3 rozwazalismy rekursywny oscylator si-
nusoidy 2D. W dalszej czesci tego rozdziatu, na podstawie wyprowadzonych wcze-
sniej zaleznosci, zaprojektujemy rekursywny cyfrowy oscylator sinusoidy 3D (ang.
Three-Dimensional Recursive Digital Oscillator — 3D-RDO), ktérego sygnaty wyj-
sciowe sa przebiegami sinusoidalnymi o tej samej pulsacji w, i ktére moga réznié
si¢ amplitudami lub fazami poczatkowymi

yinl] | Acos(new, +a)
yInl=|y,[n]|=| A, cos(nw, +az,) (3.34)
ys[n]| | A cos(nw, +a)

3.3.1. Projektowanie oscylatora

Wozorujac sie na (2.18), zaktadamy, ze algorytm rekursywnej generacji sy-

gnatow (3.34) opisuje wzor
y[n]=By[n-1], n=1,2,3, .... (3.35)
gdzie B =[b;],,, jest macierza 3D-RDO. Wektor warunkow poczatkowych jest defi-

niowany jak wczesniej w tekscie ponizej wzoru (2.18): y[n]

=0 = Y[0]. Nastepnie

poddajemy rownanie roznicowe (3.35) przeksztatceniu Z, wyznaczajac z niego
transformate Y(z) wektora y[n], podobnie, jak to zrobilismy wczesniej dla rowna-

nia (2.18) w (3.23) i (3.24). Elementy wektora Y(2) =[Y,(2) Y,(2) Y3(z)]T trans-

formaty Z sygnatéw wyjsciowych wynosza [Kru08]
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3 3
y[0]-| v, [0trB, - Y y[0lb, [2*+ Y y[0]B,Zz*
k=2 k=1
1-tr Bz_l - (b13b31 + b12b21 + bzsbsz - bnbss - bnbzz - b22b33) 2_2 -detB 2_3

Y (2) = (3.36)

gdzie | = 1, 2, 3, detB oznacza wyznacznik macierzy B, trB jest sladem macierzy

B, trB; jest sladem macierzy B powstatej przez wykreslenie i-tego wiersza oraz j-
tej kolumny z macierzy B, a B; jest dopetnieniem algebraicznym elementu bj;.

Poréwnujac (3.25) z (3.36), dochodzimy do wniosku, ze w macierzy B w
kazdym jej wierszu wystapi co najmniej jeden element zerowy. Zastosujemy naste-
pujacy chwyt: do generacji dwdch dowolnych przebiegéw sinusoidalnych uzyjemy
wprowadzong w poprzednim podrozdziale macierz rotacyjng 2D-RDO postaci jak w
(3.29), a skoro rekursywne wzory na sygnaty wyjsciowe y,[n] i y,[n] nie sa funk-
cjami trzeciego sygnatu wyjsciowego, wyzerujemy elementy: bis i b,z macierzy B.

Wodweczas macierz B podzielona na podmacierze przyjmuje posta¢

5_[A O
-5 %) @7

gdzie macierz O jest macierza zerowg o wymiarze 2x1, a macierze: B, =[by, bs,] i
B, =[by], nalezy znalez¢. W tym celu nalezy rozwigza¢ uktad réwnan nielinio-
wych, ktéry powstaje w wyniku przyréwnania odpowiednich wspotczynnikéw przy
zmiennych z we wzorach (3.25) i (3.36). Jego rozwigzaniem sg elementy macierzy

rotacyjnej B w postaci tablicy

—sin(w, - a,) %Sina)0 0
B=-— 1 —isina)O sin(w, +ay) 0|, ay =k,
Sinay, A (3.38)
-—%Sin(w0 — Q) %Sin(wo +oay) O
k=0,x1,%2,..

Z Ay =0, -0yl 0y =a, — oy, przy czym wektor warunkow poczatkowych ma postac
A coso,
y[0] =| A, cosc, (3.39)
A, cosa,
Jedna z cech macierzy B jest jej zerowa trzecia kolumna, a co za tym idzie —
zerowy wyznacznik macierzy. Z racji tego ani przedstawionej tu macierzy B ani

rozwazanej w p. 3.4 macierzy C (o zerowym wyznaczniku dla m > 2) nie nazywamy

70



macierza rotacyjng oscylatora, a jedynie macierza oscylatora. Dodajmy, ze rowniez

stuszny jest zapis z pominigciem zerowej kolumny w (3.38). Wtedy dostajemy

yu[n]
yinl|=—
ys[nl z

-S n(a)o - a21)

A,

-2 5nw,

As

—=2sin(w, - ay)

| A

A

ES na)o
sin(w, + ay)

As

—2sin(w, + ay)

e

y1[n—1]} (3.40)

Jednak dalej, dla ujednolicenia, w niniejszej rozprawie postuzymy sie konwencja

zapisu jak w (3.38), przyjmujac macierz kazdego oscylatora za kwadratowa. Pod-

czas gdy w (3.38) wartosci faz poczatkowych musza spetnia¢ warunek a, = a, + kr i

k=0,£1%2, ...

wartos¢ fazy poczatkowej a; moze by¢ dowolna. Gdy amplitudy

sygnatow wyjsciowych sa takie same i a, jest rowne fazie poczatkowej: «; albo a,,

generowany sygnat y.[n] jest replika przebiegu wyjsciowego, odpowiednio,

pierwszego albo drugiego sygnatu wyjsciowego. Struktur¢ 3D-RDO pokazano na

rys. 3.3. Do jego opracowania skorzystano ze struktury 2D-RDO z rys. 3.1.

J71|[0]
i
D @ Z_l < >yl[n]
P> \¢/
>< @ z e yaln]
|
7' A E »2[n]
! |
)’2|[0] J’3|[0]

Rys. 3.3. Struktura 3D-RDO ze wspétczynnikami: a=-sin(w, - a,,)/sina,,

b=A/Asinw,/sina,, c=-A1Asinw,/sina,, d=sin(w, +a,)/sina,,

=-A Asin(wy — ) IsiNay, | f= A A sin(wy +ay)/sinay,
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Przyjmujac w (3.34) o, =-a, a, =0, a, =a, otrzymujemy oscylator dwoch
par sygnatow sinusoidalnych o jednostkowych amplitudach i z réznica faz wynosza-
ca a. W generacji tego sygnatu mozna postuzyc¢ si¢ strukturg z rys. 3.3. My jednak
zredukujemy liczbe mnozen na probke. Zauwazmy, ze generujac dwa sygnaty sinu-
soidalne o jednakowych amplitudach rownych A i o fazach poczatkowych w (3.34):
o, =-a oraz a, =o, uzyskujemy trzeci sygnat o amplitudzie jednostkowej i fazie

poczatkowej o, =0, korzystajac z tozsamosci

2cosa (cos(na, - o) + cog(nw, + ) = (3.41)

= Acosnw, =Y,[n], a=kr+x/2, kK=0,£1, %2, ..

> cos (Y1[ n]+ Y2[n]) =

Wowczas posta¢ macierzy rotacyjnej do generacji ciagow y,[n] i y,[n] jest nastepu-
jaca

1 [-sin(w,-2a) snw,
Sn2a| -sinw, sin(w, +2a)

,a=kt/2, k=0,+1,+2, ... (3.42)

Do wyprowadzenia wzoru (3.42) skorzystalismy z og6lnej postaci macierzy rotacyj-
nej (3.29) z A=A =A i a, =2a. Struktur¢ tego oscylatora dla a=kmr/2 rad,
k=0,%1 +2,.. przedstawia rys. 3.4.

G VN I
P>
>< yi[n]

B Z_l o >y2[”]

)

|

|

|

|
(0]
Rys. 3.4. Struktura oscylatora dwdch par sygnatdéw sinusoidalnych o jedna-

kowych amplitudach i z r6znica faz o, ze wspétczynnikami:

a=-sin(w, - 2a)/sin2a, b=sinw,/sin2a, ¢=sin(w, +2a)/sin2a i d=1/(2cosa)
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W rezultacie zredukowalismy tu liczbe mnozen na prébke z szesciu do pieciu
i liczbe elementow opdzniajacych z trzech do dwdch w poréwnaniu z rozwigzaniem
zrys. 3.3.

3.3.2. Oscylator tréjfazowy

Jednym z przykitadéw oscylatora omowionego w p. 3.3.1 jest oscylator troj-
fazowy, w ktérym réznica faz dwaoch par sinusow o jednakowych amplitudach wy-

nosi 2z /3 rad. Macierz tego oscylatora uzyskujemy, podstawiajac w (3.39) A =1,

i=1,23 ia=(-127/3+a
[ ( Zn) . -
-sinl w, - — sinw, 0
3
. . 2
-sinw, sm(wﬁ?) 0 (3.43)

. 2 . 21
-sinfw, +—| sinfw,-—| O
L 3 3 B

Wykonywanych jest tu szes¢ mnozen na probke.

S

Przedstawimy nastepnie elementy macierzy (3.43) w funkcji jednego wspot-

czynnika kontrolnego x =cosw,

1_X2 1_X2
+ 2
XT3 3
l—XZ l—XZ
B=| -2 3 X - 3 0 (3.44)
1-o? 1-o°
_y+ 3% - X 0

Powyzszg reprezentacje mozna wykorzysta¢ np. do uzyskania dogodnej realizacji
oscylatora do sterowania czestotliwosciag generowanych sygnatéw. Z kolei ktadac

25in(2;r/3—ou0)/\/§:6l i 25in(2n/3+wo)/\/§:62 w (3.43), otrzymujemy

8 8-6, 0
B=6,-6, & O (3.45)
I

co, na podstawie (3.43) lub (3.44), spowoduje redukcje liczby mnozen na prébke z
szesciu do czterech. Strukturg oscylatora z macierza (3.45) prezentujemy narys. 3.5.
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)
I
|
|
|

12[0] y5[0]

Rys. 3.5. Struktura oscylatora trojfazowego ze wspotczynnikami:
a=0, =2sin(27/3-w,) /<3 i b=0, =2sin(27/3+w,)//3

Pl

3.3.3. Jakosé generowanych sygnatow trojfazowych

Przeanalizujemy teraz jakos¢ sygnatow generowanych za pomoca oscylato-
row trojfazowych: z rys. 3.3 ze wspétczynnikami z (3.43), rys. 3.4z a=2x/3 rad i
rys. 3.5. Zadajac warunki poczatkowe postaci: y,[0]=V,[0]=-0,5 oraz y,[0]=1,
otrzymujemy sygnaly wyjsciowe 3D-RDO postaci: y,[n]=cos(wpn—27/3), y,[n] =
=cogwon+27/3) i y;[n]=cosw,n. Poniewaz ciag y,[n] obliczamy jako kombinacje
liniowg pozostatych ciggbw, to badanie czystosci generowanych sygnatéw wystar-
czy przeprowadzi¢ dla pary ciagow y,[n] i y,[n] [KruQ09]. Takie badanie nie rozni
sie od tego, ktére wykonywalismy w p. 2.8. Co interesujace, dla oscylatora trdjfa-

zowego mozna uzy¢ przeksztatcenia Concordii (ang. Concordia Transformation —
CT) [Tra09] sinusoidy 3D w 2D

1 1
-= = 1 y1[n]
z[nlj_2| 2 2
L[n]"s SRR ik (349
> T, ys[n]
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Uzyskujemy wéwczas réwnowazng kompleksoide Zn]=z[n]+ jz,[n] =exp(jw,n).
Dodajmy, ze CT uzywa si¢ powszechnie w wykrywaniu uszkodzen urzadzen tech-
nicznych [Aco00], [Car91], [Cru01], [SilO5], [Zar06].

Na rys. 3.6 prezentujemy zaleznosci chwilowego btedu amplitudy, fazy i pul-
sacji przebiegdw wyjsciowych 3D-RDO z parametrem kwantyzacji P = 8 bitow, po

zastosowaniu CT.

Rys. 3.6. Chwilowe btedy: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pulsacji przy
w, =27 /8 rad/Sa, chwilowe biedy: d) amplitudy, e) fazy oraz f) pulsacji przy
w, =11/14 rad/Sa, chwilowe btedy: g) amplitudy, h) fazy oraz i) pulsacji przy
w, = 27 /160 rad/Sa sygnatu generowanego przez oscylator trojfazowy z rys. 3.3 ze
wspotczynnikami z (3.43) (kolor niebieski), rys. 3.4 z a =2x/3 rad (kolor zielony) i
rys. 3.5 (kolor czerwony)
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Wizualizacja tych przebiegdbw umozliwia analize poréwnawcza zaprojekto-
wanych realizacji 3D-RDO. W przyktadzie z rys. 3.6a-c (w, =27/8 rad/Sa) wyste-
puje cykl graniczny, a najlepsza realizacja okazuje sie ta z rys. 3.5, dla ktorej
wszystkie analizowane btedy sa najmniejsze. Przypomnijmy, ze cechuje ja wykony-
wanie czterech mnozen na probke, a wiec najmniej z rozpatrywanych 3D-RDO. Od-
bywa sie¢ to jednak kosztem zwigkszenia liczby sumatoréw dwuwejsciowych z 3 do
5. Na rys. 3.6d-f pokazujemy te same btedy dla & =22/7 (w,=11/14 rad/Sa), czyli
dla przebiegdw na wyjsciu RDO o zadanej pulsacji niewspotmiernej z w. Zmienia-
jac pulsacje w, =2m/8 rad/Sa sinusoidy trojfazowej na pulsacje w;=11/14 rad/Sa
niewspotmierna z m, ,,sasiadujaca” z pulsacja w,, do chwili wystapienia cyklu gra-
nicznego z rys. 3.6a-c, obserwujemy ten sam przebieg btedu fazy jak na rys. 3.6b.
Po tej chwili modut chwilowego btedu fazy najpierw maleje, a nastgpnie rosnie z
uptywem czasu. Chwilowe btedy amplitudy i pulsacji majg ten sam przebieg jak dla
pulsacji wspétmiernej z . W innym badaniu generujemy przebiegi o czestotliwosci
napigcia sieciowego rownego F, =50 Hz, z szybkoscia probkowania F; =8 kSals i z
parametrem kwantyzacji P =8 bitéw. Chwilowe btedy przebiegéw na wyjsciu oscy-
latora tréjfazowego ze wspomnianymi nastawami po zastosowaniu CT pokazujemy
na rys. 3.6g-i. Cechuja je podobne przebiegi chwilowych btedéw dla badanych tu
3D-RDO, jednakze w rozwazanym przyktadzie (rys. 3.69) chwilowy btad amplitudy
sygnatu na wyjsciu 3D-RDO z rys. 3.5 jest mniejszy przez wicksza czgs¢ pracy tego
oscylatora dla N = 512 poczatkowych prébek generowanego sygnatu w poréwnaniu
z chwilowymi btedami amplitudy sygnatow na wyjsciu realizacji oscylatora trojfa-
zowego z rys. 3.3 ze wspoétczynnikami z (3.43) irys. 3.4 z o =2/ 3 rad.

Modut widma DFT w dBc unormowanego wzgledem wysokosci najwyzsze-
go jego prazka dla sygnatdw generowanych przez zaprojektowane tu trzy realizacje
3D-RDO po wystapieniu cyklu granicznego (czyli w sytuacji z rys. 3.6a-c)
prezentujemy narys. 3.7.

Warto zauwazy¢, ze dla kazdej realizacji obserwuje si¢ prazki obce o tych
samych czestotliwosciach, a jedynie r6zniace si¢ poziomem. Wartosci SFDR w dBc
dla sygnatu kompleksoidy 2z n] obliczonego za pomoca (3.46) wynosza: 54,98 dBc,
56,04 dBc oraz 57,69 dBc, kolejno dla realizacji 3D-RDO z szescioma (rys. 3.3),
piecioma (rys. 3.4) i czterema (rys. 3.5) mnozeniami na prébke.

76



Rys. 3.7. Modut widma DFT w dBc unormowanego wzgledem wysokosci najwyz-
szego jego prazka dla sygnatu na wyjsciu 3D-RDO: a) z rys. 3.5 ze wspotczynnika-
mi z (3.43),b) zrys. 3.4z a=2x/3 rad i c) zrys. 3.5

3.4. Oscylator sinusoidy wielowymiarowej

Zadaniem rekursywnego cyfrowego oscylatora sinusoidy m-wymiarowej
(ang. Multi-Dimensional Recursive Digital Oscillator — mD-RDO) jest generacja m
sygnatow (m = 2, 3, 4, ...) postaci y,[n]=Acos(nw,+¢;), i =1, 2, 3,..., m, gdzie i
jest numerem sygnatu wyjsciowego oscylatora. Wektor sygnatow wyjsciowych zapi-

sujemy w postaci macierzowej

yi[n] [ Aicos(nw0 + al) -

y[n]| _| A cos(nw, +a)

y[n] = (3.47)

Yull] | A, cos(nw, + o)
Macierz C=[c; tego oscylatora jest macierza kwadratowa m-tego stopnia. Pro-

ij dmxm

jekt mD-RDO, opracowany przez autora tej rozprawy, prezentujemy ponizej.
3.4.1. Projektowanie oscylatora

Przypomnijmy, ze na podstawie (3.35) i (3.38) z ciagow y,[n] i y,[n]
uzyskiwalismy y,[n]. W podobny sposob znajdziemy teraz elementy tablicy C, po
przemnozeniu ktorych przez y,[n] i y,[n] uzyskamy rekursywne wzory na y,[n],
..., Y,In]. Wprowadzajac oznaczenie a,, =a, -a,, gdziek =1, 2oraz 1 =1, 2, 3,

..., m, zauwazmy, ze dla kazdego i = 3, 4, 5, ..., m, zachodzi
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A Sin(a)0 - aZi)
Asina,, Assina,,

—sin(w, — ;) €0s(New, + ) +sin(w, + ot ) cos( N, + a, )

yi[n+1]=-y[n]

(3.48)

sinay,
=A cos((n + Lo, + ai)
Wobec powyzszego, rownanie macierzowe rekursywnego oscylatora, generujacego

m=2, 3, 4, ..., sygnatow sinusoidalnych jest postaci

y[n]=Cy[n-1], n=1,2, 3, .... (3.49)
gdzie C=[c;],,., jest macierza mD-RDO
- A
—SIH(wO—a21) —sinw, 0O - 0
A
—ﬁm% sin(wy +a) 0 - 0
1
C= : : : kr,
sina,, —%sm(wo—azg) %Sln(wo+a31) 0 ... o %7 (3.50)
—%sin(wo aZm) %Sin(w0+aml) 0 0
k=0,£1,%2,..

a wektor warunkdw poczatkowych wynosi

A cosa,

A, cosa,

y[0] = (3.51)

A, cosa,,
Zauwazmy dalej, ze [c;],,, =A oraz [c;],,; =B. W implementacji mD-RDO wystar-
czy podstawi¢ warunki poczatkowe: cosa i cosc,, odpowiednio, jako y,[0] i y,[0],
poniewaz, jak wynika z (3.48), pozostatych m — 2 sygnatdw wyjsciowych jest kom-
binacja liniowa sygnatow y,[n] i y,[n]. Rozdzielimy dalej macierz C na podmacie-

rze

[a o
et -

gdzie A =[a;],,, jest macierza rotacyjng 2D-RDO, a F =[f; ], jest podmacierza

do generacji pozostatych m — 2 sygnatéw wyjsciowych oscylatora. Z (3.49) i postaci
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macierzy C w (3.52) wynika ogdlny schemat blokowy mD-RDO pokazany na rys.
3.8.

Zaznaczmy, ze sygnaty wyjsciowe oscylatora: y,[n], y,[n],..., ¥, [n], mozna
otrzyma¢ jako kombinacje liniowag dowolnych dwoch wyjs¢é oscylatora — nalezy
wowczas skorzysta¢ ze zwiazkow podanych w (3.48), wstawiajac za y,[n] i y,[n]
pozadane sygnaty i zmienia¢ odpowiednie wspotczynniki przy tych sygnatach.
Szczeg6lnym rodzajem mD-RDO jest omawiany dalej oscylator wielofazowy, na-

zwany takze oscylatorem m-fazowym.

Rys. 3.8. Schemat blokowy mD-RDO w przestrzeni stanéw z

Vulrl=[y [yl i y;alnl=[ys[n] - y,[n]]'
3.4.2. Oscylator wielofazowy

Fazy poczatkowe sygnaléw proponowanego tu oscylatora m-fazowego,
m>2, spelniaja zaleznos¢ o, =2s(i-1)/m, gdzie i = 1, 2, 3, ..., m. Korzystajac z

tej zaleznosci, za pomoca (3.50) otrzymujemy macierz oscylatora m-fazowego

_sin(a)o—%r) %sina)O 0 -~ 0
_isinwo sin(wo+2_ﬂ) 0 --- 0
1 A m
“ -ﬁsin(wwz—”) isin(woﬁ_”) o .. o 353
m Ai m Az m
_ism(a}o+ — n) isin(wo_'_z _1;1) 0 0
m A m
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W szczegolnosci, przy jednakowych amplitudach sygnatow wyjsciowych i dlam =3
w (3.53) otrzymujemy macierz B (3.43) oscylatora tréjfazowego.

Dla parzystej liczby sygnatéw wyjsciowych, co oznacza, ze m = 3, 5, 7, ...,
w tym oscylatorze mozna zredukowa¢ jedno mnozenie na probke i jeden element
opO6zniajacy, tak jak to zrobilismy wczesniej dla 3D-RDO z rys. 3.4. W tym celu w
(3.53)dlai=1, 2,3, ..., mprzyjmujemy

A=A
i-—z—ﬂm—_1+2—ﬂ(i—1):m (3.54)
m 2 m m

Wodwczas sygnat wyjsciowy Y ,,[N] = Acosna, liczymy jako sume¢ dwoch dowol-

m+1)
nych par sygnatdw wyjsciowych y,[n] i vy, _...[Nn], i¢(m+1)/2, wymnozong przez

1/(2cosq, ), poniewaz

L (Vi + Yy ralnl) =
= COS[”WO+M)+cos(nwO+(Z(m_iﬂ)_m_l)”]:
2cosa, m m 5
A ( [ (2i—m—1)ar) [ (2i—m—1)n)]
= cos| hw, + ——— | +cos| now, - ~——L— || =
2cosa; m m

= Acosnw,, a, =kr+m/2, k=012, ..

Wroémy teraz do mD-RDO, tytutowego dla p. 3.4. Poniewaz czystos¢ gene-
rowanych przebiegéw zalezy od roznicy faz sygnatow wyjsciowych 2D-RDO tak,
jak to pokazalismy na rys. 2.25, to projektujac mD-RDO mozna ze zbioru faz po-
czatkowych pozadanych sygnatéw wyjsciowych tak dobra¢ fazy poczatkowe sygna-
tow y,[n] i y,[n], aby czystos¢ oscylacji byta najwigksza. Atrakcyjnym aspektem
zaprezentowanego wyzej algorytmu rekursywnej generacji sinusoidy mD jest to, ze
sygnaty wyjsciowe mD-RDO: y,[n], y,[n], ys[n], ..., y,[n], sa kombinacja linio-
wa sygnatow: y,[n] i y,[n], i gwarantuja t¢ sama czystos¢ [Kru08]. Z powodzeniem
mozna wiec sterowaé jakoscig sygnatdw wyjsciowych, stosujac znane z literatury
algorytmy poprawy jakosci (patrz p. 2.7) jednie do dwoch generowanych sygnatéw.
W metodzie projektowania mD-RDO w pierwszym kroku wybieramy parametry sy-

gnatow wyjsciowych oscylatorow. Dalej obliczamy elementy macierzy (3.50) i wa-
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runki poczatkowe z (3.51). Warunki zapewniajace ciaggla prace oscylatora (2.19) sa
wowczas spetnione.

Ciekawym spostrzezeniem jest to, ze nie jest konieczne, aby sinusoida 2D,
ktora postugujemy si¢ w algorytmie mD-RDO byta generowana rekursywnie. Z za-
leznosci (3.48) wynika, ze sygnat sinusoidalny o dowolnej amplitudzie i fazie po-
czatkowej mozna uzyska¢ na podstawie dwdch dowolnych sygnatdéw sinusoidal-
nych, ale pod warunkiem, ze maja te same pulsacje.

Opracowany tu oscylator tréjfazowy wymaga jedynie czterech mnozen na
probke i moze by¢ uzyty w samochodach elektrycznych m.in. w kontrolerze sity na-
pedowej jako alternatywa rozwigzania korzystajacego z LUT [Toy94]. Prezentowa-
ne tu algorytmy mD-RDO, w tym oscylatora wielofazowego, moga znalez¢ zastoso-
wanie m.in. w modulacji i demodulacji sygnatow, w tym w m-wartosciowym Kklu-
czowaniu fazy (ang. m-Phase Shift Keying — m-PSK) [Sza07], m-wartosciowej kwa-
draturowej modulacji amplitudy (ang. m-Quadrature Amplitude Modulation — m-
QAM) z jednoczesnym kluczowaniem amplitudy i fazy [Hay99], [Sza07] w filtracji
wielosciezkowej (ang. multipath filtering) [Fli92], testowaniu i diagnozowaniu
urzadzen elektronicznych [Ale05], samochodach elektrycznych [Toy94] i w syntezie
dzwigku [Hau99], [Co092].
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4. Projektowanie rekursywnych oscylatorow sygnatdéw swiergotowych

Ten rozdziat jest poswigcony projektowaniu rekursywnych cyfrowych oscy-
latoréw sygnatéw zmodulowanych z uzmiennieniem jednego parametru sygnatu si-
nusoidalnego — jego czestotliwosci. Zaktadamy tu, ze rekursywny oscylator sygna-
tow zmodulowanych pobudzany jest tylko warunkami poczatkowymi, w ktérych jest
zawarta informacja o parametrach sygnatu.

Generalnie, w procesie projektowania bedziemy korzysta¢ z wynikéw rozdz.
3, odpowiednio modyfikujac macierz rotacyjna (3.29) 2D-RDO. | tak, w p. 4.1
wprowadzamy oscylator ttumionych albo wzmocnionych sygnatéw sinusoidalnych.
W p. 4.2 zamieszczamy algorytm rekursywnej generacji sygnatdw swiergotowych.
Nastepnie, w p. 4.4 (w powigzaniu z p. 4.3), podajemy oryginalny algorytm rekur-
sywnej generacji zespolonego sygnatu swiergotowego z liniowg modulacja czesto-
tliwosci (ang. Linear Frequency Modulated chirp — LFM chirp) [And92], [Wil07].
Na podstawie projektu oscylatora zespolonego sygnatu swiergotowego LFM rozsze-
rzamy w p. 4.5 podany algorytm do rekursywnej generacji zespolonego sygnatu z
faza chwilowag w postaci wielomianu stopnia co najwyzej trzeciego, stanowiacy
0g0lng posta¢ algorytmu generacji zespolonego sygnatu swiergotowego z kwadra-
towa modulacja czestotliwosci (ang. Quadratic Frequency Modulated chirp — QFM
chirp) [Abe09], [Wil07]. Niniejszy rozdz. 4 zamyka p. 4.8, gdzie projektujemy oscy-
lator sygnatu zespolonego z faza chwilowa wyrazona jako wielomian dowolnego
stopnia (ang. Polynomial Phase Signal — PPS) [Guo096], [McK09a], [McKO09b],
[Oul9T7].

4.1. Oscylator ttumionych/wzmocnionych sygnaldéw sinusoidalnych

Rozwazmy zespolony sygnat o statej pulsacji w,
£"y[n] =&"(A cog(nw, + &) + jA, cog(nw, + a,)), N=0,1,2, .. (4.1)
gdzie VO & >0 jest wspotczynnikiem takim, ze dla § <1 sygnat y[n] jest ttumiony, a

dla & >1sygnat y[n] jest wzmacniany.

Kladac w (2.18) EA w miejsce A, co zapisujemy jako
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y[n] = (&A)"y[0] =&"A"y[0] (4.2)

przy warunkach poczatkowych: y,[0] = A cose, i Y,[0] = A cosa,, dostajemy od razu
zespolony sygnat taki jak w (4.1). Zatem macierz oscylatora sygnatu (4.1) przyjmuje

postaé

—sin(w, - o) %Sinwo

A =EA=_°

E .
SiNdt —isinw0 sin(w, + a,,)

Ly =kT, k=0,£1£2,..  (4.3)

Struktura tego oscylatora jest taka, jak na rys. 3.1, ale ze wspétczynnikami: a, b, c i
d, wymnozonymi przez statg &. Algorytm mozna rozszerzy¢ na oscylatory sinusoidy
mD, podstawiajac w (3.49) EC w miejsce C.

Dodajmy, ze wymnozenie sinusoidalnego sygnatu wyjsciowego oscylatora
przez sygnat modulowany mozna uzna¢ za zastosowanie RDO do generacji sygna-

tow zmodulowanych amplitudowo.
4.2. Pulsacja chwilowa w rekursywnej generacji sygnatow zmodulowanych

Rownanie macierzowe (2.18) z macierza rotacyjnag (3.29), stuzace do rekur-
sywnej generacji sygnatow sinusoidalnych, mozna uogdlni¢, zauwazajac, ze wartosé
fazy chwilowej sygnatu wyjsciowego oscylatora w chwili n jest suma wartosci fazy
chwilowej tego sygnatu w chwili poprzedniej (n-1) i wartosci argumentow elemen-

tow macierzy rotacyjnej oscylatora. Powyzsze prowadzi do nastepujacego algorytmu

yl[n _1]

[yl[n]} _ 1
yz[n - l]

y,[n]| sing| A

Esin w[n] sin(a)[n] + C)

-sin(w[n]-¢) A sin w[n]
A [ ] n=123..., eER,
(4.4)
C=kr, k=0,£1,+2 ...
przy czym warunki poczatkowe to: y,[0]= A cosg[0] i y,[0] = Azcos(cp[O] + C). Gene-

rowane sygnaly sa postaci: y,[n]= A cosg[n] i y,[n]= A, cos(¢[n] + ). Gdy pulsacja
chwilowa w[n] jest zalezna od czasu, rownanie r6znicowe (4.4) stuzy do rekursyw-
nej generacji zespolonego sygnatu z modulacja czestotliwosci. W przeciwnym razie,
gdy pulsacja jest stata, w[n]=const[n]=w,, to robwnanie macierzowe (4.4) mozna

wykorzysta¢ do generacji sinusoidy 2D (3.22).
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4.3. Sygnaly swiergotowe

Wazna klasg¢ sygnatéw z modulacja czestotliwosci stanowig okresowo powta-
rzane sygnaty swiergotowe (ang. chirp). Wykorzystuje si¢ je powszechnie w rada-
rach [AdI95], [Iba06], [Mor85], sonarach [Hop96], systemach nawigacji [Hin89],
[Hu08], [Xia08], systemach z rozpraszaniem widma [Cos02], [Gau00], [Hue98],
[Kow81], przetwarzaniu obrazu [Har09], modulacji oraz demodulacji [Ber73],
[Jen03], transmisji danych [Joo08], przy pomiarach impedancji bioelektrycznej
[Paal0] i innych. W powyzej wymienionych zastosowaniach na szczegdlng uwage
zastuguja sygnaty swiergotowe LFM i QFM. Czestotliwos¢ chwilowa sygnatu
swiergotowego LFM

: . F_-F
u[n] = u[n]+ ju,[n] =expj(won + 02 +a), n=012...,N-1 (4.5)
FS(N - )
o dtugosci N probek narasta w czasie od wartosci poczatkowej F, do regulowanej
czestotliwosci maksymalnej F, F.x <Fs/2 1 F., <F,. Z kolei sygnat swiergo-

max !

towy QFM o dtugosci N prébek ma posta¢

—M___~-n
3F,(N -1)°

Czestotliwos¢ chwilowa sygnatu swiergotowego QFM z (4.6) narasta z kwadratem

Fox <Fs/2

v[n]:vl[n]+jv2[n]:expj(w0n+2:r Fina = Fo 3+a),n=0,12,...,N—1 (4.6)

czasu od wartosci poczatkowej F, do czestotliwosci maksymalnej F,__,,
I Fo <F,.

Popularng metoda generacji sygnatow (4.5) i (4.6) jest DDS z dodatkowymi
rejestrami akumulujacymi i rozbudowang tablicg podgladowsa (ang. Look-Up Table —
LUT), od ktorej zalezy pobdr mocy zasilania [And92], [Gre94], [1ba06], [Xia08]. My
proponujemy dalej rozwigzania oparte na generacji rekursywnej i nie korzystajace z

LUT.

4.4. Oscylator zespolonego sygnalu swiergotowego z liniowa modulacja

czestotliwosci

W najprostszym podejsciu cze$¢ rzeczywistg i urojona sygnatu (4.5) dosta-

niemy, wykonujac mnozenie liczb zespolonych, poniewaz
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u[n] =exp j (a)on + mn? + a) =exp jmn’ exp j(won +a) (4.7)
gdzie fh = (Foe - Fo)/(Fs(N-1)), 0<p, <1/2, jest wspolczynnikiem fazy $wiergotu
LFM, zwanym szybkoscig przemiatania (ang. swipping rate). Sygnat swiergotowy
exp jon’ uzyskamy, zachowujac w pamieci w chwilach 0,1, 2, 4..., n* probki czesci
rzeczywistej i urojonej sygnatu exp jmik, k=0,1,2,3, ..., n°. Z kolei sygnaty kom-
pleksoidy expj(won+a) oraz expjmuk mozemy wygenerowaé rekursywnie za po-
mocg struktury CFO. Jednak takie post¢powanie, mimo swej prostoty, nie jest efek-
tywne. Przyktadowo, w generacji sygnatu (4.5) o czasie trwania N =1000 proébek,
nalezy wygenerowa¢ 2N =2-10° probek sygnatéw cosapik i sinmuk, wykorzystu-
jac dalej tylko 0,1% z nich.

Opracowanie efektywnego algorytmu generacji sygnatow swiergotowych
umozliwia proponowana tu nowa metoda, wykorzystujaca pulsacje chwilowa. Meto-
da ta omowiona jest ponizej.

Zauwazmy, ze pulsacja chwilowa sygnatu (4.5) jest ponizsza funkcjag numeru
probki n

o[n] = (2n-1my +w,, N=12,3...,N-1 (4.8)

Korzystajac z zaleznosci (4.4) z podstawieniem: A = A, =1, g[n]=w,n+aun’ +a,
E=-n/2, i w[n]=(2n-1)m +w,, W rekursywnej generacji (4.5) uzyjemy poniz-
szego réwnania

un]=D[nJu[n-1], n=1,23...,N-1 (4.9)

gdzie u[n]=[w[n] uz[n]]T jest wektorem sygnatéw wyjsciowych oscylatora, a D[n]
jest chwilowa macierzg rotacyjna o postaci

cos{(2n - D)y, +w,)  —sin((2n-Dp, + )| _
sin((2n - 1), +w,)  cog((2n -y +wp) |

B L | I

yo[nl il |

ktora przy warunkach poczatkowych: u[0]=cosa i u,[n]=sina, stuzy do generacji

Dln] =
(4.10)

czesci rzeczywistej u[n] =Reu[n] i urojonej u,[n]=Imu[n] sygnatu (4.5). Dodajmy,
ze wobec definicji macierzy rotacyjnej z p. 2.4, z racji tego, ze elementy macierzy
D[n] sygnatéw sinusoidalnych z (4.10) zaleza od numeru prébki n, a wigc od czasu,
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nazwalismy ja chwilowa macierza rotacyjna. Zauwazmy tez, ze wobec (4.4), ele-
menty chwilowej macierzy rotacyjnej z (4.10), czyli dwa sygnaty sinusoidalne o sta-
tej pulsacji 2mp,: y,[n] i y,[n], moga by¢ generowane rekursywnie zgodnie z poniz-
szym rownaniem réznicowym macierzowym

[yltn] y[n-1]
Y,[n] Y.[n-1]

z warunkami poczatkowymi: y,[0] =cos(—sps +a,) i Y,[0]=sin(-my, +w,). Wartosci

_|cos2mpy,  —sin2mp
sin2myy,  CoS2ml

}, n=123...,N-1 (4.11)

sygnatow: y,[n], y,[n] i -y,[n], w (4.11) w chwilach o indeksie n tworza chwilowa
macierz rotacyjng D[n], ktora postugujemy si¢ w rownaniu (4.9) celem rekursywnej
generacji sygnatu (4.5). Strukture rekursywnego oscylatora zespolonego sygnatu
swiergotowego LFM prezentujemy na rys. 4.1. W jej budowie wykorzystano struk-
ture CFO z rys. 2.2. W komaérkach rejestru opdzniajacego z rys. 4.1 przechowywane
sg wartosci sygnatow wyjsciowych przed rozpoczeciem obliczen, czyli warunki po-

czatkowe: y,[0] = cos(-mth +w,) i Y,[0]=sin(-mi +w,) oraz w[0]=cosa i u,[0]=

=sina, zawierajace informacje o parametrach: w,, 4 i o, sygnatu (4.5).

z _1‘—0—>uz[l’l]

§
I
|
|
|

»2[0] u>[0]
Rys. 4.1. Struktura oscylatora zespolonego sygnatu swiergotowego LFM ze wspot-

czynnikami: a=cos2sy, i b=sin2m,, z 0smioma mnozeniami na probke
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Zaznaczmy tu, ze we wzorach (4.5) i (4.6), parametr N oznacza okres powta-
rzania i jest on powiazany ze wspotczynnikiem fazy swiergotu:  albo w,. Po tym
czasie, reprezentowanym przez diugos¢ sygnatu swiergotowego N, proponowany tu
oscylator z rys. 4.1 jak i omawiane dalej RDO nalezy zrestartowaé, czyli ponownie
zada¢ te same warunki poczatkowe.

Dla oscylatora z rys. 4.1 liczba mnozen na prébke wynosi osiem. Liczbe te
mozna zmniejszy¢ do szesciu, postugujac sie strukturg CFO z rys. 2.5. Strukture ta-
kiego RDO w roli modulatora z wykorzystaniem struktury CFO z rys. 2.5 prezentu-

jemy narys. 4.2. Warunki poczatkowe pozostaja niezmienione.

»1[0]

[
o
._[b_.

u[n]

z7 '

Nurl

A

i
d s

2[0] Uzl[o]

Rys. 4.2. Struktura oscylatora zespolonego sygnatu swiergotowego LFM ze wspot-

| @
¢

|

7
l_

R e et =

czynnikami: a=sin2my, +cos2ty, b=sin2mgy, oraz ¢ =cos2mly, zZ Szescioma mno-

zeniami na probke

Dodajmy, ze autor w ramach eksperymentow projektowat struktury rekur-
sywnego cyfrowego oscylatora sygnatu swiergotowego LFM na podstawie innych
znanych struktur 2D-RDO, modyfikujac ich wspdétczynniki do postaci przebiegow
sinusoidalnych, ale te préby okazaty sie jak dotad nieskuteczne, poniewaz otrzyma-
ne w ten sposob sygnaty wyjsciowe RDO nie byty idealnymi (bezbtednymi) sygna-
tami swiergotowymi LFM. Przyktadowo, nie mozna zrealizowaé¢ RDO w roli oscyla-

tora sygnatu $wiergotowego LFM postaci u[n] =cosn’w,, n=0,12,...,N -1, korzy-
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stajac ze struktury biquadu i modyfikujac tylko wspotczynnik a z rys. 2.1 do postaci
przebiegu sinusoidalnego. Poniewaz w generacji sygnatu wyjsciowego y,[n] biqu-
adu z rys. 2.1 korzystamy z zaleznosci: cos(a + ) = 2cosacosp-co(a-f) z a=
:(n—l)wo i B=w,, to, aby otrzymac rownanie rekursywne na sygnat swiergotowy
LFM u[n]=cosn’w,, zadamy, aby u[n]=2cospu[n-1-u[n-2], przy czym:
w[n] =cos(a +B), u[n-1=cosa i u[n-2]=cos{a-p), gdzie a i B sa raszymi
niewiadomymi. Z drugiej strony musi zachodzi¢ u[n]=cosn’w,. Przyréwnujac
cosn’w, =cog(a + ) oraz cos(n—2)2a)O =coga-p), otrzymujemy uklad dwéch
rownan: a+p=n‘w,i a-_ :(n—l)za)o, ktérego rozwiazaniem sa nastepujace licz-
by: a :(n—l)za)O +w, i =2(n-1w,. Zatem otrzymujemy u[n-1] :c:os(n—l)za)0 =
= cos((n —1)2wo —wo) =cosa, co dowodzi, ze nie mozna tak dobra¢ wspdtczynnika a

(zmiennego w czasie i w postaci przebiegu sinusoidalnego) z rys. 2.1, aby za pomo-
ca biquadu generowac idealny (bezbtedny) sygnat swiergotowy LFM.
Przedstawimy dalej algorytm rekursywnej generacji bardziej ogdlnego
(A=A I |ay Fla,—a, = x/2) zespolonego sygnatu swiergotowego LFM
uln] = wln]+ ju,[n] =
. (4.12)
= Aicos(won +pyn’ + al) + jAzcos(wOn +mpyn’ + az), n=012...,N-1
czyli z dowolnie zadanymi amplitudami i fazami poczatkowymi czesci rzeczywistej
I urojonej generowanego sygnatu. Tu takze skorzystamy z zaleznosci (4.4), ale z
podstawieniem: @[n] =wn+mn*+ay, E=a, -0y =ay, i w[n]=(2n-Lay, + w,.
Wodwczas sygnat (4.12) generujemy rekursywnie zgodnie réwnaniem (4.9) o chwi-

lowej macierzy rotacyjnej ponizszej postaci

— 1 -9 n((2n - :|.).7'L'/,l1 Tw, - O‘zl) %S‘ n((2n B 1)”’”1'1 + wo) _
sna,, _%Si n((2n - 1)”% + wo) s n((2n - l)ﬂ/,l1 +w,+ Otzl) (4.13)

_[yl[n] ysln] Loy =k, k=0,£1,%2, ...

Lyalnl yaln]

Poczatkowe warunki pracy tego oscylatora to: u[0] = A cose, i u,[0] = A, cosc,. Na-

stepnie wystarczy wygenerowaé elementy chwilowej macierzy rotacyjnej (4.13), np.
za pomoca oscylatora sinusoidy czterowymiarowej zgodnie z (3.49) z podstawie-
niem m = 4, albo uzy¢ 3D-RDO z sygnatami wyjsciowymi: y,[n], y,[n] i y,[n], a
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sygnat y,[n] uzyskaé¢, mnozac y,[n] przez —(A2/A1)2. W pierwszej sytuacji, w re-
kursywnej generacji sygnatu (4.12), nalezy wykonywa¢ dwanascie mnozen na prob-
ke, przy czym struktura oscylatora be¢dzie zawiera¢ szes¢ sumatorow i szes¢ elemen-
tow opoOzniajacych. W drugiej sytuacji liczba wykonywanych mnozen zredukuje si¢
do jedenastu, a liczba sumatoréw i elementéw opdzniajacych do pieciu. W jeszcze
innym podejsciu autor skorzystat z tego, ze dwa sygnaty, stojace na przekatnej
gtownej macierzy (4.13), tj. y,[n] i y,[n], mozna wygenerowaé¢ za pomoca 2D-
RDO, co zapisujemy w ponizszej postaci

|:y1[n]
Y.[n]

—sin(2p, - 2t,,) —sin2smyy
SN2y sin(2z, + 2ct,,)

-1
sin2a,,

[yl[n_l]l
y.[n-1 '

N=123...N-1, a, =kt/2, k=0,+1+2, .

(4.14)

z Y[0] =-sin(w, - - ay ) /sinay, i y,[0] =sin(w, -l + o) /sina,,. W nastgpnym
kroku pozostate dwa sygnaty macierzy D[n] generujemy jako liniowg kombinacje

sygnatow y,[n] i y,[n], poniewaz dla n=0,1,2,...,N-1

yg[n]:m(—yl[nhyz[n]), a, =kr+m/2, k=0,x1+2, ... (4.15)
oraz
ydn]z-ﬁ(—yl[nhyz[n]), a, =kr+m/2, k=0,x1+2, ... (4.16)

Wodweczas okazuje sie, ze liczba mnozen na prébke, sumatorow i elementéw op0z-
niajacych zmalata, odpowiednio, do: dziesieciu, pieciu i czterech, w poréwnaniu z
pierwotng liczba: dwunastu, szesciu i szesciu, w sytuacji, gdzie elementy chwilowej
macierzy rotacyjnej (4.13) generowane sa za pomoca oscylatora sinusoidy cztero-
wymiarowej zgodnie z (3.49) z podstawieniem m = 4. Strukture oscylatora sygnatu
(4.12) z tak zmniejszong liczbg dziatan przedstawiamy na rys. 4.3.

Zwroémy uwage, ze zatozenia: sin2a, =0 i cosa,, =0, dajace o, = kr/2
rad, k=0,+21,+£2,... w (4.14), (4.15) i (4.16) ograniczajag mozliwos¢ zastosowania
struktury z rys. 4.3 do generacji sygnatdw przesunietych w fazie o w/2. Ale z dru-
giej strony, dla zespolonego sygnatu swiergotowego LFM definiowanego wzorem
(4.5), dla ktorego A =A, =11 a, =-n/2 rad, elementy chwilowej macierzy rota-
cyjnej (4.13) (czyli wtasnie z podstawieniem w (4.13): A=A, =11 a, =-x/2 rad)
upraszczaja sie do postaci chwilowej macierzy rotacyjnej z (4.10) ze strukturg z rys.
4.1.
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»101[7]

71 »105[1]

A
|
i
|
|

12[0] us[0]
Rys. 4.3. Struktura oscylatora zespolonego sygnatu (4.12) ze wspotczynnikami:

a=—sin(2mp, - 2a,,)/sinay,, b=sin2apy Isina,,, ¢=sin(2mp, +2a,)/sinay,,

d= A1/(2A2 COSO{Zl) I e= AZI(ZA&COSOCH)

4.5. Oscylator zespolonego sygnalu z faza chwilowa w postaci wielomianu

stopnia co najwyzej trzeciego

W kolejnych krokach procesu projektowania oscylatora zespolonego sygnatu
swiergotowego LFM z p. 4.4 redukowalismy stopien wielomianu reprezentujacego
fazy chwilowe poszczeg6lnych sygnatow. Okazuje si¢, ze podobne postepowanie
mozna takze zastosowaé¢ do projektowania rekursywnego oscylatora sygnatu
v[n] =expjg[n] =v,[n] + jv,[n] z faza chwilowa w postaci wielomianu stopnia co
najwyzej trzeciego

@[N] = wn+aun® + mun®*+o, n=0,1,2,...,N-1 (4.17)
przy w,, 1 i H, dobranych tak, aby pulsacja chwilowa sygnatu v[n]

w[n] = w, - 7, + 7, + (244 - 34,)N+ 3m,n®, Nn=12,3... ,N-1 (4.18)

nie wykraczata poza pasmo Nyquista |w[n]| <.
Wobec (4.4), sygnat v[n] z faza chwilowa (4.17) mozemy wygenerowac za

pomoca ponizszego algorytmu
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vi[n]
vo[n]

z vj[0] =cosa 1 V,[0] =sina i pulsacja w[n] z (4.18). W nastgpnym kroku generuje-

cosw[n] -sinw[n]|fv,[n-1]
sinw[n] cosw[n] ][vz[n—l]

], n=123...,N-1 (4.19)
my rekursywnie sygnat LFM un]=expj (wo — gty + 7o, + 7t(244 — 34,)N + 3nu2n2) 0
pulsacji chwilowej w postaci wielomianu stopnia co najwyzej pierwszego

27 (py — 3u,) + 61,0, N=1,2,3...,N-1 (4.20)

a nastepnie kompleksoide y[n]:expj(zrc(ul—suz)+6nuzn) o pulsacji 6, przy
czym 0<p, <1/6.

Tak wiec, w powyzszym postepowaniu, w kolejnych krokach, redukujemy
stopien wielomianu fazy chwilowej kolejnych sygnatéw, zaczynajac od wielomianu
stopnia trzeciego, a konczac na stopniu pierwszym, gdzie w generacji sygnatu y[n]
uzywana jest macierz rotacyjna CFO, czyli o elementach niezaleznych od czasu.
Struktura oscylatora zespolonego sygnatu swiergotowego z faza chwilowa w postaci
wielomianu stopnia co najwyzej trzeciego jest zaprezentowana na rys. 4.4. Warunki
poczatkowe oscylatora, umieszczane w komorkach rejestru opo6zniajacego przed
rozpoczeciem obliczen, wynosza: Y,[0] = cos(2m (4, — 314,)), Y,[0] =sin(2 (ks - 3u,)),

w[0] = cos(w, — 7 + pt,), U,[0] = sin(w, — gy + 7mi4,) , V[0] = cosa oraz v,[0] =sina.

yl[O] Ll][O] V][O]

|
|
|
Y
Z*l

Z_l »V,[71]

T 7
| |
| l
| |
: :
(0] us[0] v[0]
Rys. 4.4. Struktura oscylatora sygnatu exp j(won +mun’ +m,n® +a) =v,[n] + jv,[n]

ze wspotczynnikami: a=cos6sa, i b=sin6sm,
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4.6. Sygnaly swiergotowe o malejacej czestotliwosci

W czesci zastosowan wymienionych we wstepie p. 4.3 potrzebne sa sygnaty
swiergotowe 0 malejacej czgstotliwosci (ang. down chirp). Dalej rozpatrzymy dwa
sygnaty swiergotowe o malejacej czestotliwosci i omoéwimy sposéb ich rekursywnej
generacji. Czestotliwos¢ chwilowa pierwszego z nich, sygnatu swiergotowego LFM
0 ujemnym nachyleniu pulsacji chwilowej w[n] i o dtugosci N probek, maleje w
czasie od czestotliwosci F, do czestotliwosci F,, F, <Fs/2 1 F_, <F,. Jest on

postaci

(. F F_-F
unl=expj|2r "2 n-g—" " On2+¢g|, n=0,1,2,...,N-1 ,
[n] pj( . ﬂFS(N—l) a) 1 (4.21)

Z kolei drugi sygnat — swiergotowy z QFM o ujemnym nachyleniu pulsacji chwilo-
wej w[n] i o diugosci N probek — zapisujemy za pomoca wzoru

(. F F__F
vin]=expj| 2z n-27g—m* 0% _n®+qg|, n=012...,N-1 4.92
( Fs 3F(N-2)° (4.22)

Czestotliwos¢ chwilowa sygnatu (4.22) maleje z kwadratem czasu od czestotliwosci
F. do czestotliwosci F,, gdzie F,,, <F /21 F,, <F,.

W rekursywnej generacji sygnatu (4.21) mozna postuzy¢ sie¢ RDO z rys. 4.1
ze wspolczynnikami: a=cos2my, i b=-sin2npy, fh = (F,, - Fo)/(Fs(N-1)). Warun-
ki poczatkowe wynosza: y,[0] =cos(m +27F,, /F), Y,[0] =sin(my, +27F , [F),
u[O0] =cosa i u,[0] =sina. Z Kkolei w rekursywnej generacji sygnatu (4.22) mozna

uzy¢ RDO z rys. 4.4 ze wspotczynnikami: a=cosbru, i b=-sin6ay,, W, =
:2(FmaX—FO)/(3FS(N—1)2) i warunkami poczatkowymi: y,[0] =cos6ai,, Y,[0] =

=-sin6my,, w[0]=cos(2rF,, /Fs—nt,), U,[n]=sin(2aF ., /Fs-au,), v[0]=cosa
oraz v,[0] =sina. Widzimy, ze przedstawione w tym rozdziale struktury RDO stuza
do rekursywnej generacji sygnatow swiergotowych zaréwno o narastajacej jak i ma-
lejacej czestotliwosci. Co ciekawe, opracowany tu RDO sygnatu swiergotowego
LFM o strukturze z rys. 4.1 moze stuzy¢ takze jako binarny modulator §wiergotowy
(ang. binary chirp modulator, linear frequency sweeping modulator). Poniewaz
cos(—2nt4) = cos2rtl, th = (Fpa - Fo)/(Fs(N -1)), to w algorytmie z rys. 4.1 nalezy
jednie zmienia¢ znaki wspotczynnikow przy sin2zpy i —sin2szy na przeciwne i wa-

runki poczatkowe z: y,[0] = cos(-mp, + 275, /Fg) i y,[0] =sin(-m, + 27F, /Fg), na:
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y,[0] = cos(apy, + 27F,, I Fs), Y,[0] = sin(awp, + 27, /Fs), w chwilach zmiany sygna-
tu modulujacego z zera na jedynke. Warunkéw poczatkowych: u[0] =cosa oraz

u,[0] =sina nie trzeba zmieniac.
4.7. Jakosé¢ generowanych sygnatow

Jakos¢ sygnatdw na wyjsciu rekursywnych oscylatorow sygnatéw $wiergo-
towych, podobnie jak dla rekursywnych oscylatorow sinusoidalnych, zalezy, rzecz
jasna, od ich parametréw i uptywu czasu. W tym podpunkcie przebadamy czystosé¢
sygnatow generowanych na wyjsciu oscylatorow sygnatdéw swiergotowych: LFM z
p. 4.4 1 QFM z p. 4.5. Przyjmijmy, ze parametry sygnatu LFM wynosza: w, =0
rad/Sa, o =0 rad, F,,, =3 kHz, i F;=8 kSa/s. Modut widma DFT oraz spektrogram
z zastosowaniem okna Hamminga o szerokosci 128 Sa i naktadkowaniem 125 Sa dla
N = 2048 Sa na wyjsciu oscylatora o strukturze z rys. 4.1 z parametrem kwantyzacji
P = 32 bity pokazujemy na rys. 4.5. Czerwona smuga wyraznie obrazuje pojedyncza
sktadowg sygnatu o czestotliwosci narastajacej liniowo.

f czas [s]
Rys. 4.5. Modut widma DFT a) i spektrogram b) pojedynczego okresu zespolonego
sygnatu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1

Czystosé tak wygenerowanego sygnatu w oparciu o chwilowy btad amplitu-
dy, fazy oraz pulsacji, przedstawiaja rys. 4.6 od d do f (kolor niebieski). Warto
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przypomnieé, ze w generacji zespolonego sygnatu swiergotowego LFM postuguje-
my si¢ strukturg CFO z rys. 2.2, produkujaca kompleksoide y[n] (patrz p. 4.3), dla
ktérej chwilowe btedy: amplitudy, fazy i pulsacji, prezentujemy na rys. 4.6a-c (kolor
niebieski).

Rys. 4.6. Chwilowe btedy za 1 okres N = 2048 Sa: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pul-
sacji kompleksoidy w rekursywnej generacji zespolonego sygnatu swiergotowego
LFM z algorytmem poprawy jakosci (kolor czerwony) i bez tego algorytmu (kolor

niebieski) oraz chwilowe btedy za 1 okres N = 2048 Sa: d) amplitudy, e) fazy oraz f)
pulsacji zespolonego sygnatu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 z al-

gorytmem poprawy jakosci (kolor czerwony) i bez tego algorytmu (kolor niebieski)

Jakos¢ sygnatu na wyjsciu RDO w roli modulatora zalezy od czystosci sy-
gnatu y[n] z (4.10). Wyptywa stad wazny wniosek, a mianowicie, ze poprawa jako-
sci oscylacji RDO w roli modulatora jest mozliwa za pomoca algorytméw poprawy
czystosci sygnatow na wyjsciu CFO oméwionych w rozdz. 2. Autor niniejszej roz-
prawy postuzyt si¢ jednym z nich — algorytmem poprawy czystosci z [Cur00b], po-
legajacej na generacji dodatkowej kompleksoidy o czestotliwosci p = 100 razy wigk-
szej od czgstotliwosci sygnatu y[n]. Otrzymane wyniki, zestawione na rys. 4.6 (ko-

lor czerwony), pokazuja przebiegi chwilowego bt¢du amplitudy, fazy i pulsacji po-
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prawionej kompleksoidy oraz przebiegi na wyjsciu RDO z rys. 4.1 z tym algoryt-
mem poprawy jakosci. Pomimo zastosowania algorytmu poprawy czystosci wcigz
obserwuje si¢ kumulacje chwilowego bt¢edu amplitudy i fazy (rys. 4.6d-e, kolor
czerwony). Nastepuje ona jednak wolniej niz bez zastosowania tego algorytmu.
Analogicznie, podobny efekt obserwujemy przy wystapieniu cyklu granicznego dla
kompleksoidy w generacji sygnatu swiergotowego. Mimo, ze chwilowy btad ampli-
tudy poprawionej kompleksoidy utrzymuje si¢ na statym poziomie, to chwilowy
btad amplitudy poprawianego sygnatu na wyjsciu RDO narasta w czasie. Odpowiada
to sytuacji, gdy w generacji sygnatu swiergotowego sygnat wyjsciowy w chwili n
jest obliczany rekursywnie na podstawie zbioru okresowo powtarzajacych sig
wspotczynnikow chwilowej macierzy rotacyjnej i wartosci sygnatu swiergotowego
w chwili n — 1. Dodatkowo, warto zaznaczy¢, ze implementujac powyzej wspomnia-
ny algorytm poprawy jakosci oscylacji, znaczaco ograniczylismy powstajace znie-
ksztatcenia. W chwili zakonczenia obliczen (n = N — 1) chwilowy btad amplitudy
zredukowalismy z —68,2 dB do —93,3 dB, modut btedu fazy z 4,05-10* rad do
1,37-107° rad, a modut btedu pulsacji z 396-10" rad/Sa do 5,31-107° rad/Sa. Te
same obliczenia przeprowadzono dalej dla oscylatora sygnatu LFM z malejaca cze-
stotliwoscia. Uzyskane wyniki nie réznig si¢ od tych z rys. 4.6.

Zauwazmy, ze sygnaty y,[n] oraz y,[n] w (4.10) nie musza by¢ generowane
rekursywnie. Schemat blokowy oscylatora, dziatajacego w oparciu o dowolng meto-
de syntezy dyskretnej przedstawiamy narys. 4.7.

Rys. 4.7. Schemat blokowy realizacji algorytmu zespolonego sygnatu $wiergotowe-
go LFM na podstawie dowolnej metody syntezy dyskretnej kompleksoidy
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Warunki poczatkowe sa postaci w[0] =cosa i u,[0]=sinca. Zespolony sygnat
swiergotowy LFM (4.5) jest tu generowany za pomoca kwadraturowo powiazanych
sinusoid: y,[n] i y,[n], z uzyciem czterech mnozen na prébke. Rekursywny filtr z
rys. 4.7 ma dwa wejscia: y,[n] i y,[n], oraz dwa wyjscia: u[n] i u,[n]. Jezeli na
wejscie tego filtru podamy kompleksoide y[n] = y;[n] + jy,[n] =expj(w,n+19) o pul-
sacji w, i fazie poczatkowej 4, to przy warunkach poczatkowych: u[0] =cosa i
u,[0] =sina, na wyjsciu filtru z rys. 4.7 otrzymamy sygnat swiergotowy postaci
u[n] = u[n] + ju,[n] = expj(0.5w,n* +0,50,n + N +a).

Wizualizacje chwilowych btedow zespolonego sygnatu $wiergotowego LFM
o parametrach jak na rys. 4.6, wygenerowanego za pomoca oscylatora z rys. 4.7,
gdzie sygnaty y,[n] oraz y,[n] o postaci jak w (4.10) obliczono przy uzyciu standar-
dowych funkcji MATLABa, pokazujemy na rys. 4.8. Parametr kwantyzacji wynosi
P = 32 bity. Wyraznie tu wida¢, ze kazdy btad chwilowy z rys. 4.8 jest sumg dwdch
przebiegow: btgdu systematycznego i przypadkowego.

Rys. 4.8. Chwilowe btedy za 1 okres N = 2048 Sa: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pul-
sacji zespolonego sygnatu swiergotowego LFM na wyjsciu oscylatora z rys. 4.7,
gdzie sygnaty sinusoidalne y,[n] oraz y,[n] obliczono przy uzyciu standardowych
funkcji MATLABa

Przeanalizujmy nastepnie czystos¢ generowanego rekursywnie zespolonego
sygnatu swiergotowego QFM, ktéry otrzymujemy za pomocg oscylatora sygnatow z

faza chwilowa w postaci wielomianu stopnia co najwyzej trzeciego opisanego w

p. 457 14 =0 oraz 1, =2(F,, - FO)/(BFS(N -1)2). Niech dalej F, =1kHz, & =0 rad,
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F..x =3,5kHz oraz F;=8kSa/s. Rys. 4.9 przedstawia modut widma DFT oraz
spektrogram (o tych samych nastawach jak na rys. 4.5b) dla N = 2048 poczatkowych
probek sygnatu wygenerowanego rekursywnie z parametrem kwantyzacji P = 32 bi-
ty. Czestotliwos¢ wygenerowanego sygnatu narasta tu z kwadratem czasu od warto-

sci poczatkowej F, =1kHz do czgstotliwosci maksymalnej F_,, =3,5kHz.

f czas [s]
Rys. 4.9. Modut widma DFT a) i spektrogram b) pojedynczego okresu zespolonego
sygnatu swiergotowego QFM na wyjsciu RDO z rys. 4.4

Na rys. 4.10 zamieszczamy wykresy przebiegu chwilowego btedu amplitudy,
fazy i pulsacji w implementacji oscylatora z rys. 4.4. Podobnie jak na rys. 4.6d-f, na
rys. 4.10g-i obserwuje si¢ tu degradacje amplitudy, fazy i pulsacji z uptywem czasu.
Stosowanie metod poprawy jakosci sygnatdw wyjsciowych zmniejsza wartosci
wszystkich chwilowych btedéw w czasie. Generujemy tu dodatkowa kompleksoide
0 czestotliwosci p = 100 razy wigkszej niz czgstotliwosé sygnatdéw sinusoidalnych z

fazg chwilowa postaci 27(; - 3u,) +6mp,n, N=0,12,...,N-1. Wykresy chwilowe-

go btedu amplitudy, fazy oraz pulsacji w implementacji oscylatora z oméwiong me-
todg poprawy czystosci generowanych przebiegéw pokazujemy na rys. 4.10 (kolor
czerwony). Tu takze (por. badanie jakosci generowanego rekursywnie sygnatu
swiergotowego LFM, ktora przeprowadziliSmy na poczatku tego podpunktu), zasto-
sowanie dodatkowych sygnatéw sinusoidalnych prowadzi do znacznej redukcji
chwilowego btedu amplitudy z —33.23 dB do -49.56 dB, chwilowego btedu fazy z
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0,277 rad do 0,017 rad i chwilowego btedu pulsacji z 4,06-10 rad/Sa do 1,56-107
rad/Sa

Rys. 4.10. Chwilowe btedy za 1 okres N = 2048 Sa: a) amplitudy, b) fazy oraz c)
pulsacji kompleksoidy w rekursywnej generacji zespolonego sygnatu swiergotowego
QFM z algorytmem poprawy jakosci (kolor czerwony) i bez tego algorytmu (kolor
niebieski); chwilowe btedy za 1 okres N = 2048 Sa: d) amplitudy, e) fazy oraz f)
pulsacji zespolonego sygnatu swiergotowego LFM w rekursywnej generacji zespo-
lonego sygnatu swiergotowego QFM z algorytmem poprawy jakosci (kolor czerwo-
ny) i bez tego algorytmu (kolor niebieski) oraz chwilowe btedy: za 1 okres N = 2048
Sa: g) amplitudy, h) fazy oraz i) pulsacji zespolonego sygnatu swiergotowego QFM
na wyjsciu RDO z rys. 4.4 z algorytmem poprawy jakosci (kolor czerwony) i bez te-
go algorytmu (kolor niebieski)
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Przebadamy teraz wptyw zadanych parametrow sygnatéw $wiergotowych
(4.5) i (4.6) na jakos¢ generowanych sygnatow dla RDO z rys. 4.1 i rys. 4.4. Gdy
chwilowe btedy rekursywnie generowanych sygnatow narastajg w czasie, to istotna
jest informacja o jakosci generowanych przebiegéw w chwili zakonczenia obliczen,
czyli wartosci chwilowych btedéw dla n=N-1. Na rys. 4.11 przedstawiamy zalez-
nosci biezacych btedow w chwili zakonczenia obliczen od zadanej fazy poczatko-
wej, przyjmujacej wartosci od -z /2 do x/2 rad co /100 rad, dla oscylatora sygna-
tu $wiergotowego LFM o dwoch nastawach: F, =50 Hz, F,_ =1 kHz, F; =8 kSa/s,
N = 1024 Sa, P = 32 bity oraz F,= 1 kHz, F_, = 10 kHz, F5= 48 kSa/s, N = 1024
Sa, P = 32 bity. Latwo sprawdzi¢, ze, przy tych nastawach, chwilowe btedy rekur-
sywnie generowanych sygnatdéw narastajg w czasie, dlatego na rys. 4.11 wizualizu-

jemy jedynie ich wartosci dla n=N -1.

Rys. 4.11. Wartosci chwilowych bteddéw: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pulsacji sy-

gnatu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 w chwili zakonczenia obli-

czen w funkcji o dla F,=50 Hz, F__ =1kHz, F;=8 kSa/s, N = 1024 Sa, P = 32

bity oraz wartosci chwilowych btedéw: d) amplitudy, e) fazy oraz f) pulsacji sygna-
tu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 w chwili zakonczenia obliczen w
funkcji o dla F,=1kHz, F_, =10 kHz, F;= 48 kSa/s, N = 1024 Sa, P = 32 bity
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Wizualizacja wartosci biezacych btedow z rys. 4.11 sugeruje, ze zadana faza
poczatkowa sygnatu s$wiergotowego LFM nie ma duzego wplywu na jakosé
generowanych sygnatow w ostatniej iteracji obliczen prébek wyjsciowych RDO. W
ramach eksperymentoéw autor rozprawy wykonat podobne obliczenia przy tych
samych nastawach co na rys. 4.11 dla oscylatora sygnatu swiergotowego QFM o
strukturze z rys. 4.4. Dla tego RDO faza poczatkowa ma rowniez niewielki wptyw
na jakos$¢ generowanych sygnatéw. Co interesujace, z rys. 4.11 wynika, ze na jakos¢
sygnatow wyjsciowych RDO z rys. 4.1 wigkszy wptyw niz zadana faza poczatkowa
sygnatu maja iloraz zadanych czestotliwosci: F, i F,, oraz szybkosci probkowania
Fs. Przyktadowo, uzyskana wartos¢ chwilowego btedu amplitudy w sytuacji z rys.
4.11adla o =0 rad jest o 25,05 dB wieksza od wartosci tego btedu w sytuacji z rys.
4.11d dla a=0 rad. Majac to na uwadze, w kolejnym kroku przebadamy jakos¢
generowanych sygnatow w zaleznosci od zadanej czestotliwosci poczatkowej F,.
Tym razem zadajemy: o =0 rad, F,, =1 kHz, F;=4 kSa/s oraz F;=M z M =
=12,...,F_ —1. Obliczenia wykonujemy dla okresu powtarzania N = 2" i 2° pro-
bek i P réwnego 16, 18 i 20 bitbw w generacji sygnatu swiergotowego LFM i P
réwnego 28, 30 i 32 bitdw w generacji sygnatu $wiergotowego QFM. Wartosci
wspotczynnika P = 28, 30 i 32 bity dla oscylatora sygnatu swiergotowego QFM au-
tor rozprawy dobrat tak aby unikna¢ duzego btedu fazy (dla P = 16 bitow jest on
wiekszy od x/2 rad). We wszystkich badanych sytuacjach chwilowe btedy amplitu-
dy, fazy i pulsacji narastajg wraz z uptywem czasu, podobnie jak na rys. 4.6d-f oraz
rys. 4.10d-i, stad najwigksze wartosci tych btedéw obserwujemy w chwili zakoncze-
nia obliczen. Wykresy wartosci chwilowych btedow sygnatu swiergotowego LFM
na wyjsciu RDO z rys. 4.1 dlan =N -1 prezentujemy na rys. 4.12, a sygnatu swier-
gotowego QFM na wyjsciu RDO z rys. 4.4 na rys. 4.13. Wykresy wartosci bieza-
cych btedow amplitudy z rys. 4.12a, 4.13d oraz z rys. 4.13a, 4.13d w funkcji zadanej
czestotliwosci F, maja charakterystyczny ksztatt, ktory de facto sugeruje spore roz-
bieznosci jakosci generowanych sygnatow swiergotowych dla réznych wartosci F,.
Ciekawym spostrzezeniem jest rowniez to, ze im wigksza warto$¢ doktadnosci
kwantyzacji P, tym przedstawione wykresy chwilowych btedéw amplitudy w funkcji
zadanej czestotliwosci F, staja sie¢ bardziej ,,zafalowane”. Podobny efekt obserwu-
jemy, gdy N, parametr oznaczajacy okres powtarzania (powigzany z zadanymi z goé-

ry parametrami swiergotu), maleje.
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Rys. 4.12. Wartosci chwilowych bteddw: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pulsa-
cji sygnatu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 w chwili zakonczenia
obliczen w funkcji F,dla o =0rad, F_, =1kHz, F,=4 kSa/s, N=2"SaiP =16
bitéw (kolor niebieski), 18 bitéw (kolor zielony) i 20 bitéw (kolor czerwony) oraz

wartosci chwilowych bteddw: d) amplitudy, e) fazy oraz f) pulsacji sygnatu swiergo-
towego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 w chwili zakonczenia obliczen w funkcji F,
dla ¢ =0rad, F__ =1kHz, F,=4 kSa/s, N = 2° Sai P = 16 bitéw (kolor niebieski),

18 bitéw (kolor zielony) i 20 bitow (kolor czerwony)

Rys. 4.13. Wartosci chwilowych bteddéw: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pulsacji sy-
gnatu swiergotowego QFM na wyjsciu RDO z rys. 4.4 w chwili zakonczenia obli-
czen w funkcji F,dla @ =0rad, F,, =1kHz, F;=4 kSa/s, N= 2" Sai P = 28 bi-

tow (kolor niebieski), 30 bitow (kolor zielony) i 32 bitow (kolor czerwony)
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Cd. rys. 4.13. Wartosci chwilowych btedow: d) amplitudy, e) fazy oraz f)
pulsacji sygnatu swiergotowego QFM na wyjsciu RDO z rys. 4.4 w chwili zakon-
czenia obliczen w funkcji F, dla ¢ =0rad, F,, =1kHz, F,=4 kSa/s, N=2°Sai

P =28 bitow (kolor niebieski), 30 bitow (kolor zielony) i 32 bitéw (kolor

czerwony)

Kolejne badanie przeprowadzamy dla réznych wartosci zadanej, regulowanej

czestotliwosci maksymalnej F,_,.. Na rys. 4.14 i rys. 4.15 zamieszczono wykresy
wartosci chwilowych btedow amplitudy, fazy i pulsacji w funkcji F =M,
M =1 2, .., F;/2-1, w chwili zakonczenia obliczen kolejno, na wyjsciu oscylatora
sygnatu swiergotowego LFM z rys. 4.1 i QFM z rys. 4.4. Nastawy oscylatorow z
rys. 4.14 i 4.15 wynosza: a =0 rad, F,=0 Hz, F,=4 kSa/s dlaN = 2" i 2° probek i
P = 16, 18 i 20 bitow. Autor niniejszej rozprawy sprawdzit, ze tu takze chwilowe
btedy narastaja z uptywem czasu, stad chwilowe btedy amplitudy, fazy i pulsacji
przyjmuja wartosci maksymalne dlan =N - 1.

Rys. 4.14. Wartosci chwilowych bteddéw: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pulsacji sy-
gnatu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 w chwili zakonczenia obli-
czen w funkcji F,, dla a=0rad, F,=0 Hz, F;=4 kSa/s, N = 2" Sa i P = 16 bitow

(kolor niebieski), 18 bitow (kolor zielony) i 20 bitéw (kolor czerwony)
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Cd. rys. 4.14. Wartosci chwilowych btedow: d) amplitudy, e) fazy oraz f) pulsacji
sygnatu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 w chwili zakonczenia w
funkcji F,_ dla a=0rad, F,=0 Hz, F;=4 kSa/s, N = 2° Sai P = 16 bitow (kolor

niebieski), 18 bitow (kolor zielony) i 20 bitow (kolor czerwony)

Rys. 4.15. Wartosci chwilowych bteddéw: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pulsacji sy-
gnatu swiergotowego QFM na wyjsciu RDO z rys. 4.4 w chwili zakonczenia obli-
czen w funkcji F,, dla @ =0rad, F,=0 Hz, F,=4 kSa/s, N = 2" Sa i P = 28 bitow
(kolor niebieski), 30 bitow (kolor zielony) i 32 bitow (kolor czerwony) oraz wartosci
chwilowych bteddw: d) amplitudy, e) fazy oraz f) pulsacji sygnatu swiergotowego
QFM na wyjsciu RDO z rys. 4.4 w chwili zakonczenia obliczen w funkcji F,__, dla
a=0rad, F,=0 Hz, F,=4 kSals, N = 2° Sa i P = 28 bitow (kolor niebieski), 30

bitéw (kolor zielony) i 32 bitow (kolor czerwony)
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Na rys. 4.14 1 4.15, podobnie jak narys. 4.12a i 4.12d oraz rys. 4.13a i 4.13d,
im wicksza wartos¢ doktadnosci kwantyzacji P albo im mniejsza wartos¢ okresu
powtarzania N, tym przedstawione wykresy chwilowych btedéw amplitudy w funk-
cji zadanej, regulowanej czestotliwosci maksymalnej F,__, staja si¢ bardziej ,zafa-
lowane”.

Wizualizacja chwilowych bteddw amplitudy, fazy i pulsacji, jak rowniez za-
leznosci ich wartosci w chwili zakonczenia obliczen od parametrow sygnatow
swiergotowych, pod warunkiem, ze chwilowe btedy narastajg wraz z uptywem cza-
su, jest pomocna w ocenie skutecznosci algorytmow poprawy czystosci sygnatow na
wyjsciu RDO w roli modulatora. Algorytm poprawy czystosci z [Cur00b] zaimple-
mentowano dla sygnatu kompleksoidy y[n] w rekursywnej generacji sygnatu swier-
gotowego LFM dla nastaw z rys. 4.12a-c i r6znych wartosci zadanej czestotliwosci
F, =M, M=1,2 3, .., 999. Generujemy tu dodatkowa kompleksoid¢ o czestotli-
wosci p = 10 razy wigkszej niz czestotliwos¢ sygnatdw z fazag chwilows postaci

27r(p - 3u,) +6mp,n, N=0,1,2,...,N-1. Otrzymane wyniki obliczen zestawiono na

rys. 4.16d-f. Dla poréwnania na rys. 4.16a-c zamieszczamy te same przebiegi co na
rys. 4.12a-c, czyli bez implementacji wspomnianego algorytmu poprawy jakosci.
Zauwazmy, ze na rys. 4.16d-f obserwujemy znacznag popraweg czystosci generowa-
nych przebiegéw. Przyktadowo, dla P = 16 bitow (przebiegi o kolorze niebieskim na
rys. 4.16), maksymalna wartos¢ (czyli w chwili zakonczenia obliczen) chwilowego
btedu amplitudy przy roznych wartosci zadanej czestotliwosci F, zostata zreduko-
wana z —-15,86 dB (rys. 4.16a) do —32,2 dB (rys. 4.16d), maksymalna wartos¢ modu-
tu chwilowego btedu fazy z 0,18 rad (rys. 4.16b) do 0,024 rad (rys. 4.16¢), a mak-
symalna warto$¢ modutu chwilowego btedu pulsacji z 2,5-10°° rad/Sa (rys. 4.16c)
do 3,72-10 rad/Sa (rys. 4.16f).

Nadmieamy, ze w ramach eksperymentdéw autor niniejszej rozprawy zaim-
plementowat wspomniang metode kontroli btedoéw z p = 10 réwniez dla oscylatora
LFM z nastawami z rys. 4.14 oraz dla QFM z nastawami z rys. 4.13 i rys. 4.15, a
wigc takze przy roznych wartosciach parametrow F, i F__ . Ta implementacja row-
niez prowadzita do poprawy jakosci sygnatéw swiergotowych na wyjsciu RDO w
roli modulatora.

Podsumowujac, pokazalismy tu, ze mozliwe jest sterowanie czystoscig sy-

gnatow swiergotowych wygenerowanych rekursywnie poprzez implementacje algo-
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rytmow poprawy czystosci sygnatu kompleksoidy uzywanego w rekursywnej gene-
racji sygnatow swiergotowych (rys. 4.6, rys. 4.10, rys. 4.16) oraz przebadalismy
wptyw zadanych parametréw sygnatow swiergotowych na ich jakos¢ (rys. 4.11-
4.15).

Rys. 4.16. Wartosci chwilowych bteddéw: a) amplitudy, b) fazy oraz c) pulsacji sy-
gnatu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 w chwili zakonczenia obli-
czen w funkcji F,dla @ =0rad, F,, =1kHz, F;=4 kSa/s, N= 2" Sai P = 16 bi-
tow (kolor niebieski), 18 bitow (kolor zielony) i 20 bitéw (kolor czerwony) bez al-
gorytmu poprawy czystosci oraz wartosci chwilowych bteddéw: d) amplitudy, e) fazy

oraz f) pulsacji sygnatu swiergotowego LFM na wyjsciu RDO z rys. 4.1 w chwili
zakonczenia obliczen w funkcji F,dla a =0 rad, F,, =1 kHz, F,=4 kSa/s, N = 2’
Sa i P = 16 bitow (kolor niebieski), 18 bitow (kolor zielony) i 20 bitéw (kolor czer-

wony) z tym algorytmem

4.8. Oscylator zespolonego sygnalu z faza chwilowa w postaci wielomianu

dowolnego stopnia

Systematyzujac omawiane wczesniej algorytmy generacji sygnatéw swiergo-

towych, zajmiemy sie¢ teraz opracowaniem algorytmu rekursywnej generacji zespo-
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lonego sygnatu z faza chwilowa wyrazong w postaci wielomianu dowolnego skon-
Czonego stopnia
w[n] :expj(awonﬂmlnz+Jw2n3+...+awk_ln"+a), k=123...,
(4.23)
n=012...,N-1

gdzie p,_, jest k-tym wspotczynnikiem fazy swiergotu. Dodajmy, ze wspotczynniki
fazy swiergotu z (4.23) dobiera si¢ tak, aby pulsacja chwilowa sygnatu (4.23) nie

wykraczata poza pasmo Nyquista |w[n]| <.
Wz6ér (4.23) stanowi 0gdlng posta¢ rozwazanych tu sygnatdbw z modulacja
czestotliwosci. Przypomnijmy tu, ze rekursywna generacje sygnatu (4.23) z p, =
=w,/mr=2f i k=1 przebadaliSmy w rozdz. 21 3,az y,=2f i k=213 we wcze-

sniejszych punktach (tj. p. 4.4 1 p. 4.5) tego rozdziatu.

Niech
0 da i=0
dil=41 da i=1 (4.24)
n-(n-2)" dla i =23 ..,1I..k

Wartosci ciagu d[i] z (4.24) zamieszczamy takze w tab. 4.1 z nieco innym sposobem
ich prezentacji. Niech d.[n]=w[n] i niech ciag d, ,[n] powstaje przez zastapienie
sktadnikow n', i = 0,1, 2,..., k, sktadnikami ¢[i] w d,[n], natomiast ciag d_,[n]

powstaje przez zastapienie sktadnikéw n', i=0,1,2,..., k-1, sktadnikami ¢[i] w

d,,[n] itd., dochodzac do d,[n]. Nastepnie oznaczamy d,[n] =[Red,[n] Imdk[n]]T.

Tab. 4.1. Wartosci ciagu d[i] z (4.24)
i ali]

0
1
2 2n-1
3
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Niech dalej a, 1=0,1,2,..., k, rdwna si¢ wartosciom stojacym przy n w ze-
rowej potedze w wyrazeniu na faze chwilowa ciagu d,[n] oraz niech

Red[n] -Imd [n]]

OIN= d ] Red ]

(4.25)

Proponowany tu algorytm rekursywnej generacji sygnatu z (4.23) sktada si¢ z k kro-
kow:

Krok 1: Sygnat d[n] generujemy za pomoca rownania macierzowego d,[n]=
=D,,[n]d,[n-1], n=1,2,3,..., 2 dk[O]:[cosak sin ak]T.

Krok 2: Sygnat d,,[n] generujemy za pomoca rownania macierzowego d, ,[n]=

=D,,[n]d,,[n-1], n=1,2,3,..., z d,,[0] =[cosa, , sin ak_l]T.

Krok I: Sygnat d,_,,,[n] generujemy za pomoca rownania macierzowego d,_,,,[n]=

=D, [nld,_,4[n-1], n=12,3,..., 2 d,_,,[0] = [Cosak-|+1 sin ak_|+1:|T-

Krok k: Sygnat d[n] generujemy za pomoca réwnania macierzowego d,[n]=
=D,[n]d,[n-1], n=1,2,3,..., z d,[0] =[cosa sin al]T.

Podany tu algorytm mozna nazwa¢ uniwersalnym. Obejmuje on bowiem re-
kursywny sposob generacji sygnatdw swiergotu LFM oraz QFM, omoOwione we
wczesniejszych podpunktach rozdziatu. Co wigcej, jezeli faza chwilowa ¢[n] sygna-
tu jest rzeczywista i taka, by jego pulsacja chwilowa nie wykraczata poza pasmo
Nyquista |a)[n]| <, to takg faz¢ mozna aproksymowac¢ wielomianem — tym doktad-
niej, im stopien wielomianu aproksymujacego jest wiekszy. Aproksymowany sygnat
mozna wowczas wygenerowac rekursywnie za pomoca zaprojektowanego powyzej
RDO.

Strukture oscylatora sygnatu (4.23) z faza chwilowa w postaci wielomianu k-
tego stopnia mozna zbudowaé¢ za pomoca k struktur CFO z rys. 2.2. Wéwczas wy-
konywanych jest 4k mnozen na probke. Dla k = 1 strukture oscylatora przedstawia
rys. 3.1, dla k = 2 ma ona posta¢ jak na rys. 4.1, a dla k = 3 — jak na rys. 4.3. Za-
znaczmy, ze liczbe mnozen na prébke mozna zredukowa¢ do 3k, budujac strukture
tego oscylatora za pomoca struktury CFO z rys. 2.5 z trzema mnozeniami na prébke.
Wodwczas struktura oscylatora sygnatu (4.23) z k = 2 jest taka, jak pokazuje rys. 4.2.
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Sterowanie parametrami sygnatu swiergotowego odbywa si¢ tu poprzez modyfiko-
wanie wspotczynnikéw struktury RDO oraz zadawanie warunkdéw poczatkowych
pracy oscylatora. Dodatkowg zaletg prezentowanego tu algorytmu jest dowolnosé
stosowania metody syntezy sygnatu d[n] w k-tym kroku algorytmu.

Dodajmy na zakonczenie, ze gdy decydujemy si¢ na rekursywna generacje
tego sygnatu, to wyniki implementacji rekursywnych oscylatorow zespolonych sy-
gnatéw swiergotowych LFM oraz QFM wskazuja znaczng poprawe czystosci gene-
rowanych sygnatow dzieki uzyciu wskazanych wyzej algorytméw poprawy jakosci
rekursywnych oscylatorow sinusoidalnych. Zaimplementowany w niniejszej roz-
prawie algorytm poprawy czystosci wymaga czterech mnozen na probke oraz dwoch

sumatorow dwuwejsciowych.
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5. Podsumowanie

Powyzsza rozprawa jest wynikiem pracy autora nad nowymi algorytmami i
strukturami rekursywnych cyfrowych oscylatoréw sygnatow sinusoidalnych i swier-
gotowych, ich projektowaniem i analiza. Klasyfikacje oscylatorow cyfrowych z ety-
kietami, zawierajagcymi odpowiednie numery rozdziatow, punktow i rysunkow z

powyzszej rozprawy przedstawiono na rys. 5.1.

Rys. 5.1. Klasyfikacja oscylatorow cyfrowych

Pierwotnie w literaturze [FIi92], [Har83], [Tur03], [Turl0] rozwini¢to za-
gadnienie rekursywnych oscylatorow do opisu sposobu rekursywnej generacji sinu-
soidy dwuwymiarowej (ang. Two-Dimensional sine — 2D sine). W zwiagzku z tym
gtébwnym jej zadaniem byto poszukiwanie konkretnych realizacji cyfrowego rekur-
sywnego oscylatora (ang. Recursive Digital Oscillator — RDO) jako systemu dys-
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kretnego i badanie znieksztatcen w cyfrowym RDO rzeczywistym. Wszystkie znie-
ksztatcenia na wyjsciu rzeczywistego RDO maja wspdlne zrodto, a jest nim kwan-
towanie sygnatow i wykonywanie dziatan arytmetycznych ze skonczong doktadno-
scig. W konsekwencji, przy braku zjawiska cyklu granicznego, wraz z uptywem cza-
su parametry sygnatéw wyjsciowych oscylatora ulegaja zmianie, a btad si¢ kumuluje
[CurQ0a]. Stad, o przydatnosci danej struktury decyduje, obok jej ztozonosci i para-
metrow sygnatéw wyjsciowych oscylatora, moc szumu, wrazliwosé parametrow si-
nusoidy na kwantowanie parametrow RDO oraz cykl graniczny. Uwzglednienie tych
wszystkich aspektow w procesie projektowania RDO jest zwykle trudne, dlatego tez
na 0go6t projektuje sie RDO jako system dyskretny, majac na uwadze jego ztozonosé
i postaci sygnatow wyjsciowych, a nastepnie analizuje si¢ szum kwantowania jego
cyfrowej realizacji.

W rozprawie podjeto si¢ rozbudowania metody projektowania rekursywnego
cyfrowego oscylatora sinusoidy dwywymiarowej (ang. Two-Dimensional Recursive
Digital Oscillator — 2D-RDO) z [Tur03] i opracowano druga, alternatywng metodg.
W pierwszym etapie prac wyznaczono postaci sygnatow wyjsciowych 2D-RDO oraz
podano macierz rotacyjng tego oscylatora. W rezultacie wykazano formalng zalez-
nos¢ pomigdzy wspotczynnikami struktury 2D-RDO i warunkami poczatkowymi, a
parametrami generowanej sinusoidy. Wspotczynniki macierzy rotacyjnej wptywaja
na pulsacje, amplitude jednego z sygnatow wyjsciowych i réznice faz sygnatdéw
wyjsciowych, natomiast warunki poczatkowe pozwalaja na sterowanie wartoscia
amplitudy i fazy poczatkowej jednego z sygnatow wyjsciowych. Dzi¢ki zastosowa-
niu diagonalizacji macierzy do wyznaczania ogdlnej postaci sygnatéw wyjsciowych
oscylatora i macierzy rotacyjnej 2D-RDO opracowano tu nowa metode projektowa-
nia 2D-RDO, ktorg dalej rozwinieto i ulepszono za pomocg przeksztatcenia Z. W
metodzie tej, chcac zaprojektowaé oscylator z zagdanymi parametrami sygnatow wyj-
sciowych, oblicza si¢ elementy macierzy rotacyjnej. Przedstawiona metoda projek-
towania korzysta z oryginalnego algorytmu rekursywnej generacji dwoch sinusoid,
w ktérym mozna zada¢ dowolne amplitudy i fazy poczatkowe sygnatéw wyjscio-
wych. Dodatkowo, projektujac dany oscylator, nie trzeba tu sprawdza¢ warunkow
niegasnacych oscylacji. Korzystajac z tak opracowanych algorytméw, w rozprawie
opracowano oryginalny algorytm rekursywnego cyfrowego oscylatora sinusoidy
wielowymiarowej (ang. Multi-Dimensional Recursive Digital Oscillator — mD-
RDO). W rezultacie pojecie oscylatora sinusoidalnego zostato rozszerzone do sytu-
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acji, w ktérej mozliwa jest rekursywna generacja dowolnej liczby sygnatéw sinuso-
idalnych z dowolnie zadanymi amplitudami i fazami poczatkowymi, czyli wtasnie
mD-RDO. W ten sposéb potwierdzono pierwsza teze rozprawy, ze jest mozliwe za-
projektowanie rekursywnego cyfrowego oscylatora sinusoidy wielowymiarowej o
statej pulsacji i z dowolnie zadanymi parametrami — amplitudg i fazg poczatkowsa
kazdego z sinusoidalnych sygnatéw wyjsciowych. Cecha prezentowanego tu mD-
RDO jest to, ze jego sygnaty wyjsciowe sag kombinacjami liniowymi sygnatéw wyj-
sciowych opracowanego wczesniej 2D-RDO oraz to, ze gwarantuja t¢ sama czy-
stos¢, co te sygnaly. Z powodzeniem mozna tu zatem sterowaé jakoscig generowa-
nych sygnatdw na wyjsciu mD-RDO, implementujac znane z literatury algorytmy
poprawy jakosci oscylacji tylko dla sygnatéw wyjsciowych 2D-RDO, a nie dla
wszystkich sygnatéw na wyjsciu mD-RDO. Dodatkowo, posta¢ macierzy mD-RDO
jednoczy wszystkie wystepujace w rozprawie i w literaturze macierze rekursywnych
oscylatoréw. Jej szczegblnym rodzajem jest macierz oscylatora wielofazowego z
dowolnie zadang liczbg wyjsciowych sygnatdéw sinusoidalnych.

Opracowang tu uniwersalng postaciag macierzy rotacyjnej 2D-RDO postuzono
sie¢ rowniez w projektowaniu rekursywnych oscylatoréw sygnatow §wiergotowych.
W rozprawie zatozono, ze uzmienniany jest jeden parametr przebiegu sinusoidalne-
go — jego czestotliwosé¢, oraz, ze podobnie, jak rekursywny oscylator sygnatéw sinu-
soidalnych, rowniez rekursywny oscylator sygnatéw zmodulowanych nie posiada
sygnatdéw wejsciowych, a jego pobudzeniem, a zarazem jedynymi zadanymi z gory
wartosciami, sag warunki poczatkowe, w ktérych zawarta jest informacja o uzmien-
nianych parametrach sygnatu sinusoidalnego. To zatozenie pozwala na zachowanie
zalet pierwotnie rozwijanych w literaturze oscylatorow rekursywnych, budowanych
z podstawowych elementdw, takich jak uktady mnozace, uktady opdzniajace i suma-
tory. Nowatorska modyfikacja rekursywnego réwnania 2D-RDO do postaci macie-
rzowej, w ktorej wykorzystano pojecie pulsacji chwilowej sygnatu, umozliwita auto-
rowi tej rozprawy opracowanie oryginalnego algorytmu oscylatora sygnatu zespolo-
nego z faza chwilowa wyrazong jako wielomian dowolnego stopnia (ang. Polyno-
mial Phase Signal — PPS). W ten sposob potwierdzono druga teze rozprawy, ze jest
mozliwe zaprojektowanie rekursywnego cyfrowego oscylatora sygnatu zespolonego
z faza chwilowa wyrazona jako wielomian dowolnego stopnia. Zaznaczmy, ze czy-
sto$¢ sygnatdw wyjsciowych tego oscylatora moze by¢ skutecznie poprawiana przez
implementacje¢ algorytmow poprawy jakosci sygnatéw sinusoidalnych. Do podania
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algorytmu tego oscylatora autor dochodzit etapami, po udanym zaprojektowaniu
oscylatora zespolonego sygnatu $wiergotowego z liniowa (ang. Linear Frequency
Modulation — LFM) oraz kwadratowa (ang. Quadratic Frequency Modulation -
QFM) modulacja czestotliwosci, ktore to znajdujg najwiecej praktycznych zastoso-
wan, a stanowia przyktady oscylatora zespolonego sygnatu z fazg chwilowsg wyra-
zong jako wielomian skonczonego stopnia (ang. Polynomial Phase Signal — PPS).
Dodajmy, ze opracowany tu RDO sygnatu swiergotowego LFM (4.5) moze stuzy¢
jako binarny modulator swiergotowy (ang. binary chirp modulator). W algorytmie z
rys. 4.1 nalezy zmienia¢ znaki wspotczynnika przy sin2zy, i —sin2my, na przeciwne
i warunki poczatkowe z: y,[0] = cos(-mp +2aF, /Fg) i y,[0] = sin(-mp, + 277,/ Fy),
na: y,[0] = cog(apy + 277, /Fs) i Y,[0] =sin(my, + 2aF,, /Fs), w chwilach zmiany
sygnatu modulujacego z zera na jedynke. Zauwazmy tez, ze gdy faze chwilowa ze-
spolonego sygnatu aproksymujemy za pomoca wielomianu skonczonego stopnia, to
taki sygnat jest sygnatem PPS. Dalej, zgodnie z druga teza niniejszej rozprawy, taki
sygnat mozna wygenerowac rekursywnie.

Trzecia z tez postawionych na poczatku rozprawy brzmiata nast¢pujaco: bie-
zace btedy: amplitudy, fazy i pulsacji chwilowej, sa indykatorami jakosci generowa-
nych rekursywnie przebiegow sinusoidalnych i swiergotowych.

Potrzeba nowej koncepcji analizy znieksztatcen w RDO wynikata stad, ze
generowane rekursywnie przebiegi sg z reguty — dla sinusoidalnego RDO - czy z za-
tozenia — dla RDO w roli modulatora — niestacjonarne. Klasyczne badanie jakosci
oscylacji w kategoriach czystosci widmowej generowanej sinusoidy nie zdaje tu eg-
zaminu, poniewaz wymaga zatozenia stacjonarnosci badanego przebiegu.

W nowej, opracowanej tu koncepcji badania jakosci generowanych przebie-
géw wizualizujemy roznice modutéw, faz i pulsacji pomiedzy generowanym prze-
biegiem zespolonym a sygnatem idealnym (pozadanym) zwane tu, odpowiednio,
chwilowymi (biezacymi) btedami: amplitudy w dB, fazy w rad i pulsacji w rad/Sa.
Pokazuja one osobno, jak parametry generowanych przebiegdw ulegaja degradacji z
uptywem czasu. Na wykresach chwilowych bt¢dow wyraznie wida¢ szybkos¢ nara-
stania btedu (kazdego parametru generowanego sygnatu osobno) w czasie i zacho-
dzacy cykl graniczny. Po jego wystapieniu przebieg sinusoidalny ustacjonarnia si¢ i

moze by¢ analizowany metodami fourierowskimi.
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Inng istotng cecha opisanej tu koncepcji badania jakosci oscylacji jest jej
uniwersalnos¢. W rozprawie postugujemy si¢ nig kolejno w badaniu czystosci gene-
rowanych sygnatéw 2D-RDO, 3D-RDO, bedacych szczeg6lnymi odmianami mD-
RDO oraz RDO w roli modulatora, zarbwno dla sygnatéw o zadanej pulsacji
wspotmiernej, jak i niewspotmiernej z w&. W konsekwencji powyzsze badanie jest
utatwione, poniewaz nie jest konieczne, aby generowany sygnat byt okresowy. Do-
datkowo, dzigki tej nowej koncepcji badania czystosci przebiegdw, mozliwe jest
rowniez czytelne pokazanie wptywu zadanych parametrow generowanych przebie-
gbéw, warunkow poczatkowych i czasu na jakos¢ oscylacji.

Waznym i aktualnym zagadnieniem zwigzanym z projektowaniem RDO jest
poszukiwanie takich realizacji, w ktérych wptyw szumoéw wiasnych oscylatora na
generowane przebiegi bytby minimalny. Wizualizacja biezacych bt¢dow umozliwia
analize poréwnawczg opracowanych realizacji RDO. W tym, o przewadze danej
struktury moga decydowacé: szybkos¢ narastania btedu oraz wystapienie cyklu gra-
nicznego. Zastosowane powyzsze wskazniki jakosci generowanych sygnatéw sa
pomocne w wyborze takiej struktury, ktéra zapewnia spetnienie narzuconych wy-
magan projektowych. Rowniez, moga stanowi¢ pomoc w wyborze odpowiedniego
algorytmu poprawy jakosci oscylacji, znanego z literatury, tak, aby wymagania pro-
jektowe byty spetnione.

Podsumowujac, wprowadzone tu mierniki badania doktadnosci generowa-
nych rekursywnie przebiegéw — chwilowe btedy — obrazuja zjawiska jakosciowe za-
chodzace w zaimplementowanych RDO, co czyni je praktycznymi indykatorami ja-
kosci generowanych rekursywnie przebiegéw niestacjonarnych. Dowodzi to stusz-

nosci trzeciej tezy postawionej w rozprawie.
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